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VorwortDas vorliegende Skriptum ist anhand der von mir im Wintersemester 2006/2007gehaltenen Vorlesung Numerishe Mathematik I entstanden. Diese Vorlesung so-wie ihre Fortsetzung Numerishe Mathematik II führt in die Grundlagen der Nu-merishen und Angewandten Mathematik ein und bietet damit einen Einstieg fürweiterführende Vorlesungen auf diesem Gebiet. Neben Grundlagen in der Fehler-analyse und der Funktionalanalysis werden in dem hier vorliegenden ersten Teillineare Gleihungssysteme, nihtlineare Gleihungssysteme und die Interpolationvon Funktionen behandelt. Die eingeführten Methoden beshreiben Eliminations-verfahren, Orthogonalisierungsverfahren und iterative Verfahren sowie klassisheVerfahren der Interpolation. Diese Themen werden in Numerik II mit Integrati-on, Approximation und der numerishe Lösung von gewöhnlihen Di�erentialglei-hungen fortgesetzt, es wird dort auh die Lösung von Eigenwertaufgaben undvon Optimierungsproblemen kurz gestreift.Die Zielgruppe der Numerik I sind neben Mathematik-Studierenden ab dem drit-ten Semester auh interessierte Hörerinnen und Hörer aus der Informatik undder Physik. Es sei bemerkt, dass die Vorlesung durh theoretishe Übungen undProgrammieraufgaben (mit Matlab) ergänzt wurde. Auh beim Selbststudium desTextes ist die eigenständige Beshäftigung mit dem Sto� und die Implementationdes einen oder anderen Verfahrens unbedingt zu empfehlen!Ein groÿer Anteil des vorliegenden Skriptes wurde mit sehr viel Sorgfalt von AnkeU�mann und Mihael Siebert erstellt: An beide dafür ein herzlihes Dankeshön!Frau U�mann bin ih besonders dankbar für die Erstellung der Graphiken; Mi-hael Siebert beeindrukte mih durh seine oft trikreihen Ideen, mit denen esihm gelang, alle anfallenden Problemen (niht nur in LATEX) zu lösen.
Göttingen, September 2007Anita Shöbel
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Kapitel 1The name of the game: Numerik
1.1 EinleitungIn der Wikipedia ist der Begri� Numerik folgendermaÿen de�niert:Die numerishe Mathematik, kurz Numerik genannt, beshäftigt sihals Teilgebiet der Mathematik mit der Konstruktion und Analyse vonAlgorithmen für kontinuierlihe mathematishe Probleme.Interesse an solhen Algorithmen besteht meist aus einem der beidenfolgenden Gründe:

• Es gibt zu dem Problem keine explizite Lösungsdarstellung (sozum Beispiel bei den Navier-Stokes-Gleihungen oder bei Inte-gralen ohne Stammfunktion) oder
• die Lösungsdarstellung existiert, ist jedoh niht geeignet, umdie Lösung shnell auszurehnen beziehungsweise sie liegt in einerForm vor, in der Rehenfehler sih stark bemerkbar mahen (zumBeispiel bei vielen Potenzreihen).In der angewandten Mathematik setzt man dabei noh einen Shritt früher an:Beshäftigt man sih mit Anwendungen, so liegt zunähst noh kein mathema-tishes Problem vor, sondern einzig eine von Praktikern formulierte Problem-beshreibung. Die erste Aufgabe besteht also in der Modellierung d.h. in derFormalisierung eines in der Natur beobahteten Phänomens oder eines ökonomi-shen Problems durh ein sogenanntes mathematishes Modell. MathematisheModelle sind Systeme von Gleihungen oder Ungleihungen, durh die Bezie-hungen zwishen bekannten und unbekannten Gröÿen dargestellt werden. Dabeikönnen algebraishe Gleihungen (oder Ungleihungen), Di�erentialgleihungenoder Integralgleihungen verwendet werden und es dürfen dabei alle Arten vonFormeln oder Grenzwerten auftreten. Gibt es zusätzlih noh ein Kriterium zur4



Beurteilung der Lösung (eine Zielfunktion), so liegt ein Problem der mathemati-shen Optimierung vor und das Modell wird auh als mathematishes Programmbezeihnet.Klassishe Disziplinen der �reinen� Mathematik wie die Algebra und Analysisbeshäftigen sih mit Fragen der Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen ma-thematisher Modelle. Dagegen besteht das Ziel der numerishen Mathematikdarin, Verfahren zu entwikeln, mit denen sih die Lösungen mathematisherModelle praktish (auf derzeit verfügbaren Rehenanlagen) ermitteln lassen. Wirveranshaulihen das an einigen Beispielen:
• Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein reelles Polynom vomGrad n auh n Nullstellen in der Menge der komplexen Zahlen besitzt. DerExistenzbeweis ist jedoh niht konstruktiv, d.h. man erhält kein Verfahren,wie man die entsprehenden Nullstellen bestimmen kann. Das liefert dienumerishe Mathematik.
• Die Lösung linearer, niht singulärer Gleihungssysteme kann durh dieCramershe Regel aufgeshrieben werden. Für die praktishe Berehnungist sie aber bei mehr als drei Variablen unbrauhbar.
• Der Satz von Weierstrass liefert die Aussage, dass stetige Funktionen aufkompakten Mengen ihre Minima (oder Maxima) annehmen. Wie aber sollman sie berehnen?
• Für Anfangswertprobleme einer gewöhnlihen Di�erentialgleihung liefertder Existenzbeweis von Piard-Lindelöf unter bestimmten Glattheitsvor-aussetzungen ein konstruktives Iterationsverfahren. Bei der Realisierung aufComputern ist dieses Verfahren aber niht sonderlih e�ektiv.In der vorliegenden Vorlesung: Numerik I sollen Verfahren für die Berehnungmathematisher Modelle vorgestellt und diskutiert werden. Die Vorlesung rihtetsih an Studierende der Mathematik ab dem dritten Semester, und gerne auhan interessierte Physik oder Informatik-Studierende. Die in der Vorlesung ver-wendeten Grundlagen sind so ausgewählt, dass sie auh aus der �Mathematik fürInformatik-Anfänger� Vorlesung bekannt sein sollten. Die Vorlesung bietet denEinstieg in den Bereih numerishe Mathematik, wissenshaftlihes Rehnen undOptimierung und ist als Grundlage der meisten Vorlesungen aus diesem Bereihzu verstehen. Die Vorlesung kann mit Numerik II oder mit Optimierung fortge-setzt werden.Um die numerishe Mathematik rihtig zu verstehen, sollte man natürlih auheiniges selbst programmiert und implementiert haben. Es werden in den Übungendaher theoretishe und praktishe Aufgaben gestellt, wobei die meisten Program-mieraufgaben mit MATLAB zu bearbeiten sind. MATLAB ist eine Skriptsprahe,5



in der viele numerishe Verfahren, Operationen und die entsprehenden Daten-strukturen bereits zur Verfügung stehen. Um die Shwierigkeiten zu verstehen,auf die man stöÿt, wenn man ein Verfahren von Grund auf neu implementiert,sind bei einigen Aufgaben auh �klassishe� Programmiersprahen zu verwenden.Computeralgebrasysteme (wie MuPAD, Maple, Mathematia, Singular) werdenebenfalls gestreift.Es gibt zahlreihe Lehrbüher und Skripten über numerishe Mathematik, vondenen die folgenden Quellen erwähnt werden sollen:
• J. Stoer, Numerishe Mathematik I, Springer, 1989.
• J. Werner. Numerishe Mathematik 1, Vieweg, Braunshweig, 1992.
• P. Deu�hard und A. Hohmann. Numerishe Mathematik I. Walter de Gruy-ter, Berlin, New York, 2nd edition, 1993.
• R. Kreÿ. Numerial Analysis. Springer, New York, 1998.
• M. Hanke-Bourgeois. Grundlagen der Numerishen Mathematik und deswissenshaftlihen Rehnens. Teubner, Stuttgart, 2002.
• R. Shabak, H. Wendland. Numerishe Mathematik. Springer, Berlin, 2004.
• Skriptum Numerik I von G. Lube, siehehttp://www.num.math.uni-goettingen.de/lube/NM1-04akt.pdf
• Skriptum Numerik I von T. Hohage, siehehttp://www.num.math.uni-goettingen.de/hohage/Numerik1/numerik1.htmlIn der Vorlesung Numerik I werden die folgenden Themen behandelt:
• Lineare Gleihungssysteme
• Ausgleihsprobleme
• Nullstellensuhe (eine nihtlineare Gleihung oder ein System nihtlinearerGleihungen)
• InterpolationDie �klassishe� Numerik beshäftigt sih vorrangig mit kontinuierlihen Proble-men. Dagegen sind diskrete Probleme durh eine endlihe Menge an möglihen Lö-sungen gekennzeihnet. Auh sie sind ein wihtiger Bestandteil der angewandtenMathematik, insbesondere bei ökonomishen Fragestellungen. In diesem Skriptwerden wir auf diskrete Probleme aber niht eingehen.6



1.2 AlgorithmenEin Algorithmus für ein Problem (P) ist ein durh eine Abfolge von (Rehen-)-Vorshriften beshriebenes Verfahren, das zu einer �Lösung� des Problems (P)führt. Je nah Qualität der erzielten Lösung, untersheidet man zwishen exaktenVerfahren, konstruktiven Verfahren und Heuristiken.Exakte Verfahren sind streng genommen nur bei diskreten mathematishenAufgaben möglih, in denen unter endlih vielen Möglihkeiten eine Lösung aus-zuwählen ist. Dazu gehört beispielsweise das Gebiet der ganzzahligen Program-mierung sowie die meisten Aufgaben in Netzwerken. Dagegen ist bei kontinuier-lihen Problemen aufgrund der beshränkten Genauigkeit der Darstellung reellerZahlen durh den Computer jede Lösung eine Näherungslösung.Ein konstruktives oder direktes Verfahren ist eine Rehenvorshrift, mit de-ren Hilfe die numerishe Lösung einer mathematishen Aufgabe in endlih vielenRehenshritten beliebig genau ermittelt werden kann.Lässt sih gar keine Genauigkeit angeben oder sind dieser Genauigkeit Grenzengesetzt, so spriht man von einer Heuristik. Kann wie im letzteren Fall zwar ei-ne Genauigkeit angegeben werden, diese ist aber beshränkt, so hat die Heuristikeine Gütegarantie; man spriht dann auh von einer Approximation. Heuristikenwerden vor allem bei sehr shweren Problemen der diskreten Optimierung ver-wendet und führen dort häu�g zu empirish sinnvollen Ergebnissen.Neben der Wohlde�niert eines numerishen Verfahrens sollte man bei jedem Ver-fahren die folgenden Punkte diskutieren:
• Aufwand
• Fehleranalyse
• Stabilität.1.3 AufwandEin Verfahren kann nur dann sinnvoll eingesetzt werden, wenn es auh in prakti-kabler Zeit eine Lösung ermittelt. Daher ist es wihtig, den Aufwand vershiede-ner Verfahren für die gleihe Aufgabenstellung vergleihend zu diskutieren. Manspriht auh von der Komplexität eines Verfahrens und bezeihnet damit denAufwand an wesentlihen Rehenoperationen in Abhängigkeit einer sinnvoll ge-wählten Eingangsgröÿe.Als wesentlihe Rehenoperationen zählen wir Additionen, Subtraktionen,Multiplikationen, Divisionen, Vergleihe und davon getrennt Funktionsaus-wertungen. (Zuweisungen werden niht gezählt.)7



Die Eingangsgröÿe kann meistens auf vershiedene Weise gewählt werden. Siesollte die Gröÿe des Problems repräsentieren.Beispiele:
• Bestimme das Minimum von n Zahlen x1, . . . , xn: Hier bestimmt man dieAnzahl der Rehenoperationen in Abhängigkeit der Zahl n. Für den einfa-hen Algorithmus

Min := ∞; For i := 1 to n do: If xi < Min then Min := xi; Output: Minergeben sih n Vergleihe, also eine Anzahl von A1(n) = n wesentlihenRehenoperationen.
• Bei der Addition von zwei Vektoren x und y der Dimension k bietet sihals sinnvolle Eingangsgröÿe die Dimension k an. Das VerfahrenFor i := 1 to k do: zi := xi + yi; Output: z1, . . . , znbenötigt k Additionen, hat also einen Aufwand von A2(k) = k

• Addition von zwei Matrizen A, B der Dimension k × k (mit Elementen
aij , bij, i, j = 1, . . . , k): Hier kann man als Eingabegröÿe k oder k2 wählen.Das kanonishe Verfahren ist das folgende.For i := 1 to k do:For j = 1 to k do: cij := aij + bij ;Output: cij, i, j = 1, . . . , nDie Anzahl der wesentlihen Rehenoperationen beträgt k2. Normalerweisewird man den Aufwand in Abhängigkeit der Anzahl der Matrixelemente
m = k2 mit A3(m) = m als linear angeben. In vielen Anwendungen mahtes aber Sinn, die Dimension k als Eingabegröÿe zu wählen, was zu einemquadratishen Aufwand A4(k) = k2 führt.Bei komplizierteren Problemen sind meist vershiedene Verfahren mit jeweils un-tershiedlihem Aufwand möglih. Hat man also z.B. einen Algorithmus A undeinen Algorithmus B zur Auswahl, und ist der Aufwand beider Verfahren durhFunktionen A(n) beziehungsweise B(n) bekannt so wird man für die Problem-gröÿe n das Verfahren mit dem jeweils kleineren Aufwand wählen.Um für steigende Problemgröÿen den Aufwand von zwei Verfahren auf einfaheMethode zu vergleihen, bieten sih die Landau-Symbole an. Diese sind niht nurin der Analyse von Aufwandsabshätzungen sondern allgemeiner zur quantitati-ven Beshreibung von Grenzprozessen ein wihtiges Hilfsmittel.Die Landau-Symbole geben dabei an, wie sih die Gröÿe von zwei Funktionen

A(n), B(n) : IN → R im Verhältnis zueinander entwikelt, wenn n → ∞ geht.8



Beispiel: Tabelle mit der Entwiklung von vershiedenen Funktionen in der Vor-lesung.De�nition 1.1 Seien (an), (bn) reelle Zahlenfolgen. Die Landau-Symbole sindwie folgt de�niert.1. an = O(bn) falls es ein C ∈ R, C > 0 und ein N ∈ IN gibt mit
|an| ≤ C|bn| für alle n ≥ N.2. an = Ω(bn) falls es ein C ∈ R, C > 0 und ein N ∈ IN gibt mit
|an| ≥ C|bn| für alle n ≥ N.3. an = o(bn) falls es zu jedem ε > 0 ein N ∈ IN gibt mit
|an| ≤ ε|bn| für alle n ≥ N.4. an = Θ(bn) falls an = O(bn) und an = Ω(bn).Um die Bedeutung dieser Symbole zu verdeutlihen, formulieren wir die Aussagenum, indem wir die Entwiklung des Quotienten an

bn
betrahten, um die Wahstums-raten der beiden Folgen zu vergleihen. Nehmen wir dazu an, dass bn 6= 0 für alle

n ∈ IN. Dann erhält man:
an = O(bn) ⇐⇒
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≤ C2 für alle n ≥ N und C1, C2 > 0.Die Bedeutung der Landau-Symbole kann hier nun abgelesen werden: Ist an =

O(bn) so wähst an niht shneller als bn, im Fall an = Ω(bn) wähst an nihtlangsamer als bn. Weiterhin bedeutet an = Θ(bn), dass beide Folgen annäherndgleih shnell wahsen, und bei an = o(bn) wähst bn viel shneller als an.9



Einfahe Beispiele:
n2 = O(n3)

n2 = O( 1
1000

n3)

n3 = Ω(n2)

n2 = O(1
3
n2)

n2 = Ω(1
3
n2)

n2 = Θ(1
3
n2)

n2 = o( 1
1000

n3)

n2 6= o(1
3
n2)Lemma 1.2 Die folgenden Aussagen gelten:1. Alle vier Begri�e sind transitiv, d.h.

an = O(bn), bn = O(cn) =⇒ an = O(cn),analog für Ω, o und Θ.2. Θ ist eine Äquivalenzrelation3. an = O(bn) genau dann wenn bn = Ω(an).4. an = o(bn) =⇒ an = O(bn).Beweis: Lässt sih leiht nahrehnen, Übungen!Weiterhin sollte man sih klar mahen, dass
an = O(bn) ⇐⇒ an = O(αbn) für alle α ∈ R \ {0}

an = O(bn) und a′
n = O(bn) =⇒ an + a′

n = O(bn).Diese Aussagen gelten auh für o, Ω, Θ gilt.Von groÿer praktisher Bedeutung ist (wie in der Tabelle am Anfang gezeigt),dass
• Logarithmishes Wahstum langsamer ist als polynomiales, in Formeln:

(logβ(n))γ = o(nα) für alle α > 0, β > 1, γ > 0

• Polynomiales Wahstum shwäher ist als exponentielles,
nα = o(βn) für alle α > 0, β > 110



• Exponentielles Wahstum shwäher ist als fakultatives,
βn = o(n!) für alle β > 1Diese Aussagen lassen sih nun auf die Analyse von Algorithmen anwenden. Dazubetrahten wir die folgenden beiden shematishen Algorithmen-Bruhstüke:

• Algorithmus 1:Shritt 1: Führe Verfahren A ausShritt 2: Führe Verfahren B ausHat Verfahren A einen Aufwand von O(an) und Verfahren B einen Aufwand von
O(bn), und gilt an = O(bn), so ergibt sih für Algorithmus 1 ein Aufwand von
O(bn), das heiÿt, bei der Hintereinanderausführung von Algorithmenteilen istimmer der gröÿere Aufwand maÿgebend.

• Algorithmus 2:Shritt 1: Für m = 1, . . . , M führe Verfahren A ausHat Verfahren A einen Aufwand von O(an), und lässt sih die Gröÿe der Zahl Min Abhängigkeit von der Eingabegröÿe n durh M = O(cn) abshätzen, so ergibtsih für Algorithmus 2 ein Aufwand von O(an · cn).Abshlieÿend erweitern wir De�nition 1.1 auf beliebige Funktionen. Vor allem
O und o werden in dieser Formulierung auh häu�g für die Abshätzung vonRestgliedern verwendet.De�nition 1.3 Seien f, g : IK → IK. Dann de�niert man

• f = O(g) für x → x0 falls f(xn) = O(g(xn)) für jede Folge xn → x0.
• Analog für Ω, o, Θ.Es lässt sih leiht zeigen, dass obige De�nition äquivalent ist zu
• f = O(g) falls es eine Zahl C > 0 und eine Umgebung U = U(x0) von x0gibt, so dass |f(x)| ≤ C|g(x)| für alle x ∈ U .
• f = o(g) falls es zu jedem ε > 0 eine Umgebung U = U(x0) von x0 gibt, sodass |f(x)| ≤ ε|g(x)| für alle x ∈ U .Die Umformulierungen von Ω und Θ erhält man analog.11



1.4 Fehlerabshätzung und GleitkommazahlenHat man ein Verfahren zur Lösung eines mathematishen Problems entwikelt,so sind die folgenden Fehlerquellen zu diskutieren:
• Verfahrensfehler: Dazu gehören die folgenden beiden TypenAbbruhfehler: Sie entstehen beim Ersetzen eines unendlihen Prozessesdurh ein endlihes Verfahren, z.B. das Abbrehen beim Aufsummiereneiner konvergenten unendlihen Reihe.Diskretisierungsfehler: Dagegen entstehen Diskretisierungsfehler, wennman eine kontinuierlihe Menge durh eine diskrete ersetzt. Das kannbeispielsweise bei der Beshreibung einer Funktion durh endlih vieleKoe�zienten oder der Auswertung an endlih vielen Gitterpunktengeshehen.
• Eingangsfehler sind Fehler der Eingangsgröÿen (z.B. Datenfehler). Sie be-ziehen sih auf die Qualität der Eingabedaten, die aufgrund von Messfeh-lern oder aufgrund statistisher Shwankungen ungenau vorliegen können.Manhmal sind Eingabegröÿen auh niht hinreihend bekannt und man istauf Shätzwerte (z.B. über Kundenverhalten) angewiesen.
• Wihtig sind auÿerdem Rundungsfehler die durh die jeweilige Mashi-nengenauigkeit bedingt werden. Rundungsfehler können shon bei der Über-setzung der (mögliherweise fehlerbehafteten) Eingangswerte auf mashi-nenkonforme Daten auftreten.Eingangsfehler und bei der Eingabe entstehende Rundungsfehler sind zunähstunabhängig von der gewählten Rehenmethode, aber man muss besonders fürkonstruktive Verfahren unbedingt abshätzen, wie sih solhe Fehler im Verlaufdes Verfahrens weiterentwikeln. Dabei werden shon vorhandene Fehler in jedemShritt des Verfahrens übertragen; Rundungsfehler können zusätzlih bei jedernumerishen Operation neu entstehen. Das Ziel ist, abzushätzen, wie shlimmsih Eingangsfehler und Rundungsfehler auf die Qualität des Ergebnisses aus-wirken. Ein gut konditioniertes Problem liegt vor, wenn kleine Änderungen derAusgangsgröÿen auh nur kleine Lösungsänderungen bewirken. Das Problem wirddann auh robust genannt. Bei shleht konditionierten Problemen muss man ge-eignete Verfahren wählen.Im folgenden formalisieren wir, was man unter Fehler versteht.De�nition 1.4 Sei x̃ = f̃(ỹ) die von einem Verfahren f̃ bei (fehlerhaften) Ein-gangsdaten ỹ ermittelte Lösung. Sei x = f(y) die exakte Lösung des Problemsmit exakten Eingangsdaten y. Dann bezeihnen wir mit |x̃ − x| den absolutenFehler der Lösung. Im Fall x 6= 0 heiÿt | x̃−x

x
| der relative Fehler der Lösung.12



Der absolute Verfahrensfehler eines Verfahrens f̃ ist |f̃(y)− f(y)|, der rela-tive Verfahrensfehler für f(y) 6= 0 ist ∣∣∣ f̃(y)−f(y)
f(y)

∣
∣
∣. Das Verfahren f̃ nennt manK-Approximation, wenn es für alle möglihen Instanzen (d.h. für alle mögli-hen Eingangsdaten) y eine Lösung ermittelt, deren relativer Fehler maximal Kist, wenn also für alle y gilt:
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f(y)
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∣
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∣
≤ K.Der durh fehlerhafte Eingangsdaten übertragene absolute Fehler ist |f(ỹ)−f(y)|,der durh fehlerhafte Eingangsdaten entstehende relative Fehler ist ∣∣∣f(ỹ)−f(y)

f(y)

∣
∣
∣.Mit dem letztgenannten Fehler werden wir uns in Abshnitt 1.5 näher beshäfti-gen.Hier shauen wir uns zunähst die Abshätzung des Abbruhfehlers am Beispielder Berehnung der Exponentialfunktion exp(x) =

∑∞
j=0

xj

j!
an. Ein möglihesVerfahren zur Berehnung von exp(x) für x ∈ R besteht in der Auswerten der

n-ten Partialsumme
Pn(x) =

n∑

j=0

xj

j!
.(In den Bezeihnungen von De�nition 1.4 ist f̃(x) = Pn(x) und f(x) = exp(x).)Wir nehmen an, dass n > |x| gewählt wurde.Für x < 0 erhält man dann den absoluten Abbruhfehler

| exp(x) − Pn(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

j=n+1

xj

j!

∣
∣
∣
∣
∣

≤ |x|n+1

(n + 1)!
− |x|n+2

(n + 2)!
+

|x|n+3

(n + 3)!
︸ ︷︷ ︸

≤0

− |x|n+4

(n + 4)!
+

|x|n+5

(n + 5)!
︸ ︷︷ ︸

≤0

. . .

≤ |x|n+1

(n + 1)!und für x ≥ 0 kann man
| exp(x) − Pn(x)| =

∞∑

j=n+1

xj

j!
≤

∞∑

j=0

xj

j!
· xn+1

(n + 1)!
= exp(x)

|x|n+1

(n + 1)!abshätzen. In einer kleinen Umgebung von Null hat man also kleine absolute(und relative) Fehler. Das Verfahren, exp(x) durh Auswertung der n-ten Par-tialsumme zu bestimmen, ist also für positive reelle Zahlen x eine K = |x|n+1

(n+1)!
-Approximation. Weil |x|n+1 = o ((n + 1)!), kann man die gewünshte Zahl exp(x)beliebig genau approximieren, indem man n wahsen lässt.13



Wenden wir uns nun den in der Numerik besonders wihtigen Rundungsfehlernund ihrer Fortp�anzung zu. Dazu müssen wir wissen, wie reelle Zahlen auf Re-henanlagen dargestellt werden. Üblih ist die Darstellung durh Gleitkomma-zahlen:De�nition 1.5 Sei B ≥ 2 eine ganze Zahl. Eine positive B-adishe und m-stellige normalisierte Gleitkommazahl hat die Form x = 0 oder
x = Be

−1∑

k=−m

xkB
k mit e ∈ ZZ, x−1 6= 0, xk ∈ {0, 1, . . . , B−1} für k = −m, . . . ,−1.Man bezeihnet die ganze Zahl e als Exponenten, B ≥ 2 als Basis, die xk, k =

−m, . . . ,−1 als Zi�ern und∑−1
k=−m xkB

k als Mantisse. Für festes m de�nierenwir rdm(x) als die auf m Stellen abgeshnittene Gleitkommadarstellung von x und
rdm(x) als die auf m Stellen gerundete Gleitkommadarstellung von x.Beispiel: Die Zahl 123.45 lässt sih als Gleitkommazahl bezüglih der BasisB = 10darstellen als

123.45 = 1 · 102 + 2 · 101 + 3 · 100 + 4 · 10−1 + 5 · 10−2

= 103 · (1 · 10−1 + 2 · 10−2 + 3 · 10−3 + 4 · 10−4 + 5 · 10−5)

= 103 · 0.12345Der Exponent von 123.45 ist also e = 3, die Mantisse ist 0.12345 und im vorlie-genden Fall reihen m = 5 Zi�ern, um die Zahl exakt darzustellen. Für m = 4ist
rd4(123.45) = 103 · (1 · 10−1 + 2 · 10−2 + 3 · 10−3 + 5 · 10−4)

= 103 · 0.1235

rd4(123.45) = 103 · (1 · 10−1 + 2 · 10−2 + 3 · 10−3 + 4 · 10−4)

= 103 · 0.1234die auf vier Stellen gerundete bzw. abgeshnittene Gleitkommadarstellung von
123.45.In Rehnern verwendet man in der Regel B = 2 und eine Stellenzahl von m = 52,um mit einem weiteren Vorzeihenbit und 11 Bits für die Exponentendarstellungmit insgesamt 64 Bits pro Zahl aus zukommen. Gleitkommazahlen garantiereneine feste relative Genauigkeit der Zahldarstellung.Satz 1.6 Für die nah m Stellen abgeshnittene B-adishe Darstellung von xgilt das Rundungsgesetz

|x − rdm(x)| ≤ |x|epsmit eps = B1−m, d.h. der relative Fehler ist kleiner als 1
Bm−1 .14



Beweis: Sei x > 0 und
x =

n(x)
∑

k=−∞

bkB
kdie B-adishe Darstellung von x mit Zi�ern bk ∈ {0, . . . , B − 1}, Basis B ≥ 2und einer führenden Zi�er bn(x) 6= 0 mit einer ganzen Zahl n(x). Normierung wiein De�nition 1.5 ergibt

x = B1+n(x)

−1∑

k=−∞

bn(x)+1+kB
k,woraus wir berehnen können, dass

|x − rdm(x)| = B1+n(x)

−1∑

k=−∞

bn(x)+1+kB
k − B1+n(x)

−1∑

k=−m

bn(x)+1+kB
k

= B1+n(x)

−m−1∑

k=−∞

bn(x)+1+kB
k

≤ B1+n(x)

−m−1∑

k=−∞

(B − 1)Bk weil bi ∈ {1, . . . , B − 1} ∀i

= B1+n(x)−m siehe (*)
≤ |x|B1−m,weil x ≥ bn(x)B

n(x) ≥ Bn(x). Um (*) zu rehtfertigen, summieren wir auf:
−m−1∑

k=−∞

(B − 1)Bk = (B − 1)
∞∑

k=m+1

(
1

B

)k

= (B − 1)

(
∞∑

k=0

(
1

B

)k

−
m∑

k=0

(
1

B

)k
)

= (B − 1)

(

1

1 −
(

1
B

) − 1 −
(

1
B

)m+1

(
1 − 1

B

)

)

= (B − 1)
1

1 − 1
B

(
1

B

)m+1

=

(
1

B

)m

.Den Fall x < 0 behandelt man analog. QEDHeutige Rehner stellen also alle reelle Zahlen mit einem maximalen relativenFehler von eps = 2−51 ≈ 4.4409 · 10−16 dar. Die 16te Dezimalstelle ist also bis auf5 Einheiten genau. Erfreuliherweise ist auf den meisten Rehenanlagen gewähr-leistet, dass auh alle Einzeloperationen (+.−, ·, / aber auh sin,√, exp . . .) auf15



Gleitkommazahlen mit einem maximalen relativen Fehler eps = 2−51 ausgeführtwerden. Deshalb bezeihnet man eps auh als Mashinengenauigkeit. Den-noh können sih die entstehenden Rundungsfehler im Verlauf eines Verfahrensvergröÿern.Der (gesamte) Rundungsfehler eines Verfahrens entsteht
• durh die Rundung der Eingabedaten auf Gleitkommazahlen,
• durh die Rundungsfehler der einzelnen Gleitkommaoperationen, sowie
• durh Fortp�anzung der Eingabefehler und der einzelnen Rundungsfehlerbei nahfolgenden Operationen.Im nähsten Abshnitt werden wir uns daher mit der Übertragung von Fehlernbeshäftigen.1.5 Fehlerfortp�anzung, Kondition und StabilitätIn der numerishen Mathematik heiÿt ein Verfahren stabil, wenn es gegenüberkleinen Störungen der Daten unemp�ndlih ist. Insbesondere bedeutet dies, dasssih Rundungsfehler niht zu stark auf die Berehnung auswirken.Die Beziehung zwishen Kondition eines Problems und Stabilität lässt sih wiefolgt beshreiben: Es sei f(y) das mathematishe Problem in Abhängigkeit einerEingangsgröÿe y und es sei f̃ der numerishe Algorithmus, sowie ỹ die gestör-ten Eingangsdaten. Nah De�nition 1.4 interessieren wir uns für den folgenden(absoluten) Fehler:

|f̃(ỹ) − f(y)|.Mit der Dreieksungleihung gilt:
|f̃(ỹ) − f(y)| = |f̃(ỹ) − f(ỹ) + f(ỹ) − f(y)|

≤ |f̃(ỹ) − f(ỹ)| + |f(ỹ) − f(y)|.Hierbei sagt der erste Fehler-Term aus, wie gut sih das Verfahren f̃ im Vergleihmit der exakten Lösung f des Problems bei gestörten Eingangsdaten ỹ verhält.Dieser Term ist klein, wenn das Verfahren stabil ist. Der zweite Term hängtdagegen niht von dem Verfahren ab, sondern ausshlieÿlih von dem Problem.Er ist klein, wenn das Problem gut konditioniert ist. Die Stabilität ist also eineEigenshaft des Algorithmus und die Kondition eine Eigenshaft des Problems.Im Anshluss an den letzten Abshnitt wollen wir nun den zweiten Term wei-ter untersuhen. Wir möhten also analysieren, wie sih relative Fehler (die z.B.durh Rundung entstanden sein können) durh vershiedene Operationen fort-p�anzen, wenn diese exakt ausgeführt werden. Dazu betrahten wir zunähst dieOperationen +, ·, /. 16



Lemma 1.7 Seien x, y ∈ R \ {0} mit relativen Fehlern
εx =

∣
∣
∣
∣

x̃ − x

x

∣
∣
∣
∣
, εy =

∣
∣
∣
∣

ỹ − y

y

∣
∣
∣
∣
.Für den relativen Fehler bei der Addition gilt

∣
∣
∣
∣

x̃ + ỹ − (x + y)

x + y

∣
∣
∣
∣
≤ εx

∣
∣
∣
∣

x

x + y

∣
∣
∣
∣
+ εy

∣
∣
∣
∣

y

x + y

∣
∣
∣
∣
.Beweis: Nahrehnen zeigt, dass

∣
∣
∣
∣

x̃ + ỹ − (x + y)

x + y

∣
∣
∣
∣
≤ |x̃ − x| + |ỹ − y|

|x + y| =
|x|εx + |y|εy

|x + y| = εx

∣
∣
∣
∣

x

x + y

∣
∣
∣
∣
+ εy

∣
∣
∣
∣

y

x + y

∣
∣
∣
∣
.QEDHaben x und y das gleihe Vorzeihen, so ergibt sih also bei der Addition derbeiden Zahlen ein relativer Fehler von höhstens εx+εy. Dagegen kann der relativeFehler bei der Subtraktion von zwei Zahlen x, y gleihen Vorzeihens (also derAddition von x und −y) den mögliherweise sehr groÿen Wert

εx

∣
∣
∣
∣

x

x − y

∣
∣
∣
∣
+ εy

∣
∣
∣
∣

y

x − y

∣
∣
∣
∣erreihen.Lemma 1.8 Seien x, y ∈ R \ {0} mit relativen Fehlern

εx =

∣
∣
∣
∣

x̃ − x

x

∣
∣
∣
∣
, εy =

∣
∣
∣
∣

ỹ − y

y

∣
∣
∣
∣
.Unter Vernahlässigung von Produkten von Fehlern lässt sih der relative Fehlerbei der Multiplikation abshätzen durh

∣
∣
∣
∣

x̃ỹ − xy

xy

∣
∣
∣
∣
≤ εx + εyund der relative Fehler bei der Division ebenfalls durh

∣
∣
∣
∣
∣

x̃
ỹ
− x

y
x
y

∣
∣
∣
∣
∣
≤ εx + εy.Beweis: Auh hier rehnen wir nah:

∣
∣
∣
∣

x̃ỹ − xy

xy

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

(x̃ − x)ỹ + x(ỹ − y)

xy

∣
∣
∣
∣
≤ |x̃ − x||ỹ| + |x||ỹ − y|

|xy|

= εx

∣
∣
∣
∣

ỹ

y

∣
∣
∣
∣
+ εy = εxεy + εx + εy,17



wobei im letzten Shritt ausgenutzt wurde, dass
∣
∣
∣
∣

ỹ

y

∣
∣
∣
∣
≤ |ỹ − y|

|y| +
|y|
|y| = εy + 1.Vernahlässigen wir nun Produkte von Fehlern, erhalten wir das gewünshte Er-gebnis.Es fehlt noh die Fehlerübertragung bei der Division:

∣
∣
∣
∣
∣

x̃
ỹ
− x

y
x
y

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

x̃y − xỹ

yỹ
· y

x

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(x̃ − x)y + x(y − ỹ)

x · y · ỹ

∣
∣
∣
∣
· |y|

≤ εx

∣
∣
∣
∣

y

ỹ

∣
∣
∣
∣
+ εy

∣
∣
∣
∣

y

ỹ

∣
∣
∣
∣
= (εx + εy),wobei hier im letzten Shritt verwendet wurde, dass

∣
∣
∣
∣

y

ỹ

∣
∣
∣
∣

≤ |ỹ − y| + |ỹ|
|ỹ| = 1 +

|ỹ − y|
|y| · |y||ỹ|

≤ 1 + εy
|y|
|ỹ| ≤ 1 + εy(1 + εy

|y|
|ỹ| ≤

= ≤ 1 + εy + ε2
y

|y|
|ỹ| ≤ 1 + εy + ε2

y + ε3 |y|
|ỹ| ≤ . . .Vernahlässigen der Produkte von Fehlern ergibt auh hier das gewünshte Er-gebnis. QEDNotation 1.9 Die Kondition eines Problems ist der im ungünstigsten Fall auf-tretende Vergröÿerungsfaktor für den Ein�uss von relativen Eingangsfehlern aufrelative Ergebnisfehler. Ist die Kondition eines Problems groÿ, so spriht manvon einem shleht konditionierten Problem.Ist das zu betrahtende Problem die Multiplikation oder Division von zwei Zah-len (d.h. f(x, y) = x · y oder f(x, y) = x

y
) so haben wir bereits gezeigt, dass

∣
∣
∣
f(x̃,ỹ)−f(x,y)

f(x,y)

∣
∣
∣ klein ist: Im shlimmsten Fall ist für den relativen Fehler eine Ad-dition der Beträge der relativen Fehler εy + εy der Eingangsgröÿen x und y zuerwarten. Beide Probleme sind also gut konditioniert. Betrahten wir nun die Ad-dition: Haben die beiden zu addierenden Zahlen das gleihe Vorzeihen, so sinddie Faktoren | x

x+y
| und | y

x+y
| aus Lemma 1.7 beide durh 1 beshränkt, so dass wirwieder eine gute Kondition erhalten. Bei der Addition von Zahlen vershiedenenVorzeihens (also der Subtraktion von Zahlen gleihen Vorzeihens) können diebeiden Faktoren | x

x−y
| und | y

x−y
| dagegen beliebig groÿ werden. Dieses Problemist also shleht konditioniert. Wir demonstrieren das an einem Beispiel:18



Rehnen wir mit 6-stelliger Genauigkeit und subtrahieren die beiden 6-stelligenZahlen x = 1234.00 und y = 1233.99. Angenommen, der relative Fehler von xbeträgt nur εx = 0.1, also z.B. x̃ = 1357.40 und der relative Fehler von y ist sogarNull (ỹ = y). Dennoh ergibt sih ein relativer Fehler der Di�erenz von
εx−y =

x̃ − ỹ − (x − y)

x − y
=

123.41 − 0.01

0.01
= 12340.00und das, obwohl wir exakt gerehnet haben!An dem Beispiel sehen wir, dass die Subtraktion von zwei Zahlen shleht kondi-tioniert ist, wenn die beiden zu subtrahierenden Zahlen fast gleih groÿ sind. DerE�ekt wird entsprehend auh als Auslöshung bezeihnet. Er ist ein ernst-zunehmendes Problem im wissenshaftlihen Rehnen. Man sollte daher, wennes irgendwie möglih ist, die Di�erenzenbildung von fast gleih groÿen Zahlenvermeiden, oder zumindest möglihst zum Shluss eines Verfahrens ausführen!Genauso problematish ist die Situation bei der numerishen Berehnung vonAbleitungen einer Funktion f : R → R: Der Ausdruk

f(x + h) − f(x)

hführt bei kleinen Werten von h, h > 0 immer zu einer Auslöshung bei derDi�erenzenbildung. Ein relativer Fehler von maximal ε in der Berehnung der
f -Werte hat bei der Di�erenzenbildung nah Lemma 1.7 shlimmstenfalls einenrelativen Fehler von

εf(x+h)−f(x) ≤
∣
∣
∣
∣

f(x + h)

f(x + h) − f(x)

∣
∣
∣
∣
εf(x+h) +

∣
∣
∣
∣

f(x)

f(x + h) − f(x)

∣
∣
∣
∣
εf(x)

≤
∣
∣
∣
∣

f(x + h)

f(x + h) − f(x)

∣
∣
∣
∣
ε +

∣
∣
∣
∣

f(x)

f(x + h) − f(x)

∣
∣
∣
∣
ε

=
|f(x + h)| + |f(x)|
|f(x + h) − f(x)| ε

≈ 2ε|f(x)|
|hf ′(x)|zur Folge. Das Problem ist also für kleine Werte von h (oder betragsmäÿig kleineWerte von f ′(x)) shleht konditioniert. Man ist hier in einer Zwikmühle: Fürkleine Werte von h ist die Auslöshung groÿ, für groÿe h ist dagegen der Dis-kretisierungsfehler groÿ. Einige weitere Betrahtungen führen zu der Faustregel

h ≈ √
ε, die z.B. in [Shabak und Wendland, 2004℄ nahgelesen werden kann.
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Kapitel 2Lineare Gleihungssysteme:Eliminationsverfahren
2.1 Begri�e und GrundlagenWir wollen zunähst die nötigen Notationen einführen und dabei einige Begri�eund Ergebnisse aus der Linearen Algebra wiederholen.Notation 2.1 A ∈ IKm,n bezeihne eine reelle oder komplexe m × n Matrix,d.h. eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Wir shreiben
A = (aij)i=1,...,m,

j=1,...,n
=








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn








=
(

A1 A2 . . . An

)
=








a1

a2...
am








.Dabei bezeihnen aij die Elemente der Matrix A, Aj die Spalten der Matrix und
ai ihre Zeilen, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Gilt m = n so nennt man die Matrixquadratish.Matrizen kann man miteinander multiplizieren, allerdings ist die Matrixmultipli-kation niht kommutativ. Die Einheitsmatrix bezüglih der Multiplikation vonquadratishen Matrizen ist I ∈ IKn,n mit Elementen eij = 0 für alle i 6= j,
eii = 1, i = 1, . . . , n. Gibt es zu einer Matrix A eine Matrix A−1 mit A · A−1 =
A−1 · A = I, so nennt man A invertierbar.Wir können jetzt de�nieren, was ein lineares Gleihungssystem ist:De�nition 2.2 Ein lineares Gleihungssystem

Ax = b20



ist gegeben durh eine Matrix A ∈ IKm,n, einen Vektor b = (b1, . . . , bm)T ∈ IKmund n Variablen x1, . . . , xn, geshrieben als Vektor x = (x1, . . . , xn)T . Ausge-shrieben erhält man m Gleihungen
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2... ...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.Falls b = 0 nennt man das Gleihungssystem homogen.Ist m < n so heiÿt das Gleihungssystem unterbestimmt.Lineare Gleihungssysteme haben ausgesprohen viele Anwendungen. Einerseitstauhen sie direkt als praktishe Probleme auf, andererseits sind sie ein wihti-ger Baustein für viele numerishe Verfahren, z.B. zur numerishen Lösung vonDi�erentialgleihungen.Wir wiederholen einige Begri�e aus der linearen Algebra. Seien A1, . . . , Ap ∈ IKnVektoren. Dann bezeihne

span{A1, . . . , Ap} =

{ p
∑

i=1

αiAi : αi ∈ IK

}die Menge der von A1, . . . , Ap erzeugten Linearkombinationen (die lineare Hüllevon A1, . . . Ap).Siherheitshalber erinnern wir noh an den Begri� der linearen Unabhängigkeit:Die Vektoren A1, . . . , Ap heiÿen linear unabhängig, falls aus∑p
i=1 αiAi = 0 folgt,dass αi = 0 für i = 1, . . . , p. Die Anzahl der linear unabhängigen Spalten ei-ner Matrix A de�niert den Spaltenrang der Matrix und dieser entspriht ihremZeilenrang, d.h. der Anzahl der linear unabhängigen Zeilen von A.Satz 2.3 Sei A ∈ IKn,n. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:(i) A ist invertierbar.(ii) det(A) 6= 0.(iii) Die Spalten A1, . . . , An von A sind linear unabhängig.(iv) Die Zeilen a1, . . . , an von A sind linear unabhängig.21



Die Matrix A nennt man in obigem Fall auh regulär oder niht singulär. Eine
m × n Matrix A kann man als lineare Abbildung

A : IKn → IKm

x 7→ Axau�assen und man kann dementsprehend z.B. vom Kern
Kern(A) = {x ∈ IKn : Ax = 0}der Matrix sprehen.Bevor wir numerishe Verfahren zur Lösung eines linearen Gleihungssystemsentwikeln, fassen wir einige Ergebnisse (die alle shon bekannt sein sollten) überdie Lösbarkeit linearer Gleihungssysteme zusammen.Satz 2.4

• Das Gleihungssystem Ax = b hat genau dann mindestens eine Lösung,wenn b ∈ span{A1, . . . , An}.
• Das Gleihungssystem Ax = b hat genau dann höhstens eine Lösung, wenn

A1, . . . , An linear unabhängig sind.
• Das Gleihungssystem Ax = b ist genau dann eindeutig lösbar, wenn dieMatrix A niht singulär ist. In diesem Fall ist x = A−1b die eindeutigeLösung.Aufgabe: Beweisen Sie Satz 2.4!Für unterbestimmte Gleihungssysteme gilt, dass sie � wenn sie überhaupt lösbarsind � niemals eindeutig lösbar sein können: Sei x̄ eine Lösung des Gleihungs-systems, also Ax̄ = b. Betrahten wir nun das entsprehende homogene System

Ax = 0.Weil m < n sind die Vektoren A1, . . . , An ∈ IKm linear abhängig, also gibt es ein
y 6= 0 mit Ay = 0. Dementsprehend gilt x̄ + y 6= x̄, aber wegen

A(x̄ + y) = Ax̄ + Ay = b + 0 = bist auh x̄+y eine Lösung des Gleihungssystems. Genauer lässt sih die Lösungs-menge durh {x̄ + y : y ∈ Kern(A)} angeben.Das Problem Ax = b heiÿt shleht gestellt, wenn es niht eindeutig lösbar ist.Übersiht über Verfahren zum Lösen von linearen Gleihungssystemen22



Man untersheidet zunähst zwishen direkten und iterativen Verfahren. Bei dendirekten Verfahren erhält man nah endlih vielen Shritten eine Lösung desProblems. Die bekanntesten hiervon sind die sogenannten Eliminationsverfah-ren, bei denen in jedem Shritt eine der n Unbekannten eliminiert wird. Dazugehören das Gauÿ-Verfahren (siehe Abshnitt 2.2) und das Cholesky-Verfahren(Abshnitt 2.3). Das QR-Verfahren ist ein Orthogonalisierungsverfahren zur Lö-sung linearer Gleihungssysteme oder zur Behandlung von linearen Ausgleihs-problemen. Es wird in Kapitel 4 besprohen. Iterative Verfahren starten mit ei-ner Näherungslösung, die in jedem Shritt verbessert wird. Sie sind vor allem beigroÿen Gleihungssystemen oder bei Gleihungssystemen mit spezieller Strukturder Matrix A sinnvoll. Mit ihnen werden wir uns in Kapitel 5 beshäftigen.2.2 Gauÿ-Verfahren und LU-ZerlegungIdee: Betrahten wir als Beispiel ein Gleihungssystem mit
A =





1 3 2
0 5 4
0 0 6



 , b =





9
14
6



 .Ausgeshrieben erhält man das folgende gesta�elte Gleihungssystem
1x1 + 3x2 + 2x3 = 9

5x2 + 4x3 = 14

6x3 = 6.Die dritte Gleihung 6x3 = 6 enthält nur eine Unbekannte; entsprehend lässtsih der Wert x3 = 1 bestimmen. Setzt man diesen in die zweite Gleihung einerhält man 5x2 = 10, also x2 = 2. Setzt man abshlieÿend die beiden gefundenenWerte in die erste Gleihung ein, ergibt sih x1 = 1.Die Idee des Gauÿ-Verfahrens nutzt nun diese einfahe Lösbarkeit gesta�elterGleihungssysteme aus: Ein gegebenes Gleihungssystem wird in ein gesta�el-tes Gleihungssystem transformiert und dann gelöst. Formalisieren wir dazu zu-nähst, wie man solhe gesta�elten Gleihungssysteme beshreiben und lösenkann.De�nition 2.5 Eine quadratishe Matrix A ∈ IKn,n heiÿt untere Dreieksma-trix, falls aij = 0 für alle i < j. A heiÿt obere Dreieksmatrix, falls aij = 0 füralle i > j. Eine Dreieksmatrix heiÿt normiert, falls aii = 1 für i = 1, . . . , n. Ist
A eine Dreieksmatrix, so bezeihnet man Ax = b als gesta�eltes Gleihungs-system.Bemerkung: Eine n × n-Dreieksmatrix ist genau dann regulär, wenn aii 6= 0für alle i = 1, . . . , n. 23



Lemma 2.6 (Lösen durh Rükwärtselimination) Sei A eine obere Drei-eksmatrix mit Diagonalelementen aii 6= 0 für i = 1, . . . , n. Die Lösung von
Ax = b lässt sih dann sukzessive durh

xj =
1

ajj

(

bj −
n∑

k=j+1

ajkxk

)

, j = n, . . . , 1bestimmen.Beweis: Die Gültigkeit der Formel überprüft man shnell (ausgehend von j = n).QEDObiges Verfahren heiÿt Lösen durh Rükwärtseinsetzen oder Rükwärtselimina-tion weil man mit der letzten Gleihung beginnt. Analog kann man gesta�elteGleihungssysteme mit unterer Dreieksmatrix durh Vorwärtseinsetzen lösen:Lemma 2.7 (Lösen durh Vorwärtselimination) Sei A eine untere Dreieks-matrix mit Diagonalelementen aii 6= 0 für i = 1, . . . , n. Die Lösung von Ax = blässt sih dann sukzessive durh
xj =

1

ajj

(

bj −
j−1
∑

k=1

ajkxk

)

, j = 1, . . . , nbestimmen.Aufwand: Beim Lösen durh Rükwärtseinsetzen (oder Lösen durh Vorwärts-einsetzen) benötigt man n Divisionen, 1
2
n(n− 1) Multiplikationen und 1

2
n(n− 1)Subtraktionen, also einen Gesamtaufwand von O(n2).De�nition 2.8 Eine Faktorisierung einer Matrix A ∈ IKn,n der Form A = LUmit einer regulären unteren Dreieksmatrix L und einer regulären oberen Drei-eksmatrix U heiÿt LU-Zerlegung von A.Ist eine LU-Zerlegung von A bekannt, so lässt sih die Lösung des Gleihungs-systems Ax = b durh das Lösen von zwei gesta�elten Gleihungssystemen be-stimmen: Durh Vorwärtselimination löst man zuerst das Gleihungssystem

Lz = bund anshlieÿend durh Rükwärtselimination
Ux = z.Die so erhaltene Lösung x erfüllt dann

Ax = LUx = Lz = bund ist somit eine Lösung von Ax = b.Bevor wir uns ansehen, wie man ein gegebenes Gleihungssystem in ein gesta�el-tes Gleihungssystem verwandelt, zunähst noh folgende Beobahtung.24



Satz 2.9 Folgende Mengen sind Gruppen bezüglih der Matrixmultiplikation: DieMenge der regulären oberen Dreieksmatrizen, die Menge der oberen normiertenDreieksmatrizen, die Menge der regulären unteren Dreieksmatrizen, die Mengeder unteren normierten Dreieksmatrizen.Beweis: Sei ∆ eine der oben genannten Mengen. Zu zeigen ist(0) A, B ∈ ∆ ⇒ A · B ∈ ∆.(1) A · (B · C) = (A · B) · C für alle A, B, C ∈ ∆.(2) Die Einheitsmatrix I ∈ ∆.(3) A ∈ ∆ ⇒ A−1 ∈ ∆.(1) ist für alle Matrizen rihtig und (2) ist klar. Wir zeigen also (0) und (3) fürdie Menge ∆ der (normierten) oberen Dreieksmatrizen. (Für untere Dreieks-matrizen verläuft der Beweis analog.)ad (0): Seien A, B ∈ ∆ und C = (cij) = AB. Dann ist
cij =

n∑

k=1

aikbkj =

j
∑

k=i

aikbkj ,weil aik = 0 für i > k und bkj = 0 für k > j. Für i > j gilt also cij = 0 unddamit ist C eine obere Dreieksmatrix. (Man beahte, dass die Regularitätder Matrizen A und B hierfür niht nötig ist.)Sind A, B weiterhin normiert, so auh C, denn
cii = aiibii = 1.ad (3): Sei A ∈ ∆ regulär und A−1 = B = (bij) die Inverse von A. Dann gilt fürdie Spalten B1, B2, . . . , Bn von der Inversen

ABk = ek.Für jedes k ∈ {1, . . . , n} kann Bk = (b1k, b2k, . . . , bnk)
T also als Lösungvon Ax = ek aufgefasst werden. Nah Lemma 2.6 folgt, dass bjk = 0 für

j = n, n− 1, . . . , k + 1 und bkk = 1
akk

, also ist B eine obere Dreieksmatrix,die für eine normierte Matrix A auh wieder normiert ist. QEDMan sieht hier shon direkt die folgende Aussage:Lemma 2.10 Hat eine reguläre Matrix A eine LU-Zerlegung mit normierter un-terer Dreieksmatrix L, so ist diese eindeutig.25



Beweis: Weil det(A) 6= 0 sind auh die Matrizen L, U mit A = LU regulär. Seinun A = L1U1 = L2U2. Das ist wegen der Regularität aller beteiligten Matrizenäquivalent zu
U1U

−1
2 = L−1

1 L2.Wegen Satz 2.9 steht links eine obere und rehts eine untere Dreieksmatrix. UmGleihheit zu gewähren, muss also
U1U

−1
2 = I = L−1

1 L2gelten, und dementsprehend folgern wir L1 = L2 und U1 = U2. QEDFür Dreieksmatrizen ist das Lösen von linearen Gleihungssystemen also ein-fah. Was aber maht man, wenn die Koe�zientenmatrix niht in Dreieksformvorliegt? Die Idee des Gauÿ-Verfahrens besteht dann darin, die Matrix durh ele-mentare Zeilenoperationen in eine Matrix in Dreieksform zu transformieren. Daskann man mit Hilfe der folgenden Matrizen formulieren:De�nition 2.11 Für einen Vektor l(k) = (0, . . . , 0, tk+1, . . . , tn)T ∈ IKn mit 1 ≤
k ≤ n und dem k-ten Einheitsvektor ek ∈ IKn ist die Gauÿ-Matrix Mk de�niertdurh

Mk := In − l(k)eT
k =














1
1 . . .

1
−tk+1 1... . . .
−tn 1














.

Sammeln wir zunähst einige Eigenshaften der Gauÿ-Matrizen.Lemma 2.12 Sei Mk die Gauÿ-Matrix bezüglih eines Vektors l(k) = (0, . . . , 0, tk+1, . . . , tn)T .1. det(Mk) = 12. M−1
k = In + l(k)eT

kBeweis: Da die Gauÿ-Matrizen untere Dreieksmatrizen sind, folgt der erste Teildes Lemmas. Für den zweiten Teil rehnet man nah
MkM

−1
k = (In − l(k)eT

k )(In + l(k)eT
k )

= In + l(k)eT
k − l(k)eT

k − l(k)eT
k l(k)eT

k = In,wobei im letzten Shritt ausgenutzt wurde, dass eT
k l(k) = 0 gilt. Analog erhältman M−1

k Mk = In QED26



Multipliziert man eine Gauÿ-Matrix Mk von links mit einer Matrix A, so erhältman als Ergebnis eine Matrix A′, die aus A entsteht, indem man das tj-te Viel-fahe der k-ten Zeile ak von A von der j-ten Zeile abzieht, für j = k + 1, . . . , n.In Formeln erhält man also:
Mk A =












a1...
ak

ak+1 − tk+1ak...
an − tnak












.

Man nennt diese Operation auh die Anwendung elementarer Zeilenoperationen.Lemma 2.12 besagt dabei, dass die Anwendung von elementaren Zeilenoperatio-nen die Determinante der Matrix niht verändert.Setzt man für einen Vektor b = (b1, . . . , bn)T und eine Zahl k ∈ {1, . . . , n} mit
bk 6= 0

l(k) =

(

0, . . . , 0,
bk+1

bk

, . . . ,
bn

bk

)Tso erhält man
Mkb = (b1, b2, . . . , bk, 0, . . . , 0)T . (2.1)Genau das wird im Gauÿ-Verfahren zur Transformation einer Matrix auf Drei-eksform ausgenutzt. Das folgende Verfahren ist in der angegebenen Form zurImplementierung allerdings ungeeignet, weil Matrixoperationen rehenzeitmäÿigeinen hohen Aufwand bedeuten. Eine e�zientere Variante wird in Algorithmus 3auf Seite 35 beshrieben.Algorithmus 1: Gauÿ-Verfahren ohne Spaltenpivotsuhe (Matrixversion)Input: A ∈ IKn,nShritt 1: A(1) := AShritt 2: For k = 1, . . . , n − 1 do

l(k) :=



0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

k mal ,
a

(k)
k+1,k

a
(k)
kk

, . . . ,
a

(k)
n,k

a
(k)
kk





T

Mk := In − l(k)eT
k

A(k+1) := MkA
(k)27



Ergebnis: LU Zerlegung von A mit
U := A(n)

L := M−1
1 · M−1

2 · · ·M−1
n−1Wir müssen nun zeigen, dass obiger Algorithmus hält, was er verspriht, d.h.dass wirklih A = LU gilt, und L eine untere und U eine obere Dreieksmatrixist. Auÿerdem muss die Durhführbarkeit des Verfahrens untersuht werden,die nur dann gewährleistet ist, wenn a

(k)
kk 6= 0 für alle k = 1, . . . , n − 1. Dazubetrahten wir die Hauptminoren A[k] der Matrix A.Satz 2.13 (Korrektheit des Gauÿ-Verfahrens) Sei für k = 1, . . . , n − 1:

det(A[k]) = det






a11 . . . a1k... ...
ak1 . . . akk




 6= 0. (2.2)Dann ist Algorithmus 1 korrekt. Genauer:1. Algorithmus 1 ist durhführbar, d.h.

a
(k)
kk 6= 0 für alle k = 1, . . . , n − 1. (2.3)2. Für die Matrizen A(k), k = 1, . . . , n − 1 gilt:

a
(k)
ij = 0 für alle j < k und i > j. (2.4)Insbesondere ist U eine obere Dreieksmatrix.3. L ist eine untere Dreieksmatrix.4. A = LU .Beweis:ad 1. und 2. Wir zeigen zuerst, dass für jedes feste k (2.3) aus (2.4) folgt, d.h.dass gilt:

(2.4) =⇒ (2.3).Danah beweisen wir (2.4) für alle k per Induktion.Sei also a
(k)
ij = 0 für alle j < k und i > j. Wegen Lemma 2.12 wissen wir,dass

det(A(k)) = det(Mk−1A
(k−1)) = det(Mk−1) det(A(k−1)) = det(A(k−1))

= . . . = det(A). 28



Wendet man die elementaren Zeilenoperationen ausshlieÿlih auf Subma-trizen der Form (2.2) an, gilt diese Gleihung weiterhin, d.h.
det






a11 . . . a1k... ...
ak1 . . . akk




 = det






a
(k)
11 . . . a

(k)
1k... ...

a
(k)
k1 . . . a

(k)
kk




 = det








a
(k)
11 a

(k)
12 . . . a

(k)
1k

0 a
(k)
22 . . . a

(k)
2k... 0

. . . ...
0 . . . 0 a

(k)
kk








= a
(k)
11 · a(k)

22 · . . . · a(k)
kk ,wobei wir im zweiten Shritt ausgenutzt haben, dass die Matrix A(k) Aus-sage (2.4) erfüllt. Nah Voraussetzung unseres Satzes ist

det






a11 . . . a1k... ...
ak1 . . . akk




 6= 0,also a

(k)
kk 6= 0. Damit ist (2.3) für dieses k gezeigt.Um (2.4) zu zeigen, nutzen wir diese Aussage in einem Induktionsbeweis.Für den Anfang k = 1 ist nihts zu zeigen. Für den Induktionsshritt k →

k + 1 nehmen wir an, dass (2.4) für k rihtig ist. Insbesondere gilt dannnah dem ersten Teil dieses Beweises, dass a
(k)
kk 6= 0. Der Vektor l(k) ist alsode�niert. Anwendung von (2.1) ergibt die geforderte Eigenshaft a

(k+1)
ik =

0 für alle i > k für die k-te Spalte. Zusammen mit der Induktionsannahmefolgt (2.4) für A(k+1).ad 3. L ist de�niert als Produkt der M−1
k . Da die Mk alle untere Dreieksma-trizen sind, sind nah Satz 2.9 auh ihre Inversen Dreieksmatrizen, ebensodie Produkte ihrer Inversen, also auh L.ad 4. Nah Algorithmus 1 gilt

U = A(n) = Mn−1A
(n−1) = Mn−1Mn−2 · . . . · M1A.Wegen L = M−1

1 · M−1
2 · · ·M−1

n−1 gilt weiter L−1 = Mn−1Mn−2 · · ·M1, also
U = L−1A oder LU = A.Aufgabe: Eine n × n Matrix heiÿt streng diagonal-dominant, falls für alle i =

1, . . . , n gilt:
2|aii| >

n∑

j=1

|aij|.29



Zeigen Sie, dass jede streng diagonal-dominante Matrix invertierbar ist und dassAlgorithmus 1 auh in diesem Fall korrekt ist. Das heiÿt, die Aussagen vonSatz 2.13 bleiben rihtig, auh wenn man die bisherige Voraussetzung (2.2) durhdie Forderung nah strenger Diagonal-Dominanz ersetzt.Lemma 2.14 Ist Algorithmus 1 durhführbar, so gilt für die Matrix L:
L = I +

n−1∑

k=1

l(k)eT
k .Beweis: Nah De�nition von L und Lemma 2.12 ist

L = M−1
1 · M−1

2 · · ·M−1
n−1

= (I + l(1)eT
1 )(I + l(2)eT

2 ) · · · (I + l(n−1)eT
n−1).Zu zeigen bleibt also, dass für alle m gilt:

I +

m∑

k=1

l(k)eT
k = (I + l(1)eT

1 )(I + l(2)eT
2 ) · · · (I + l(m)eT

m).Für m = 1 sieht man die Behauptung direkt. Per Induktion leitet man sie dannfür beliebige m her: Gelte die Behauptung also für m − 1. Dann betrahte
(I + l(1)eT

1 )(I + l(2)eT
2 ) · · · (I + l(m)eT

m)

=

(

I +

m−1∑

k=1

l(k)eT
k

)

(I + l(m)eT
m)

= I + l(m)eT
m +

m−1∑

k=1

l(k)eT
k +

m−1∑

k=1

l(k) eT
k l(m)

︸ ︷︷ ︸

=0

eT
m

= I +

m∑

k=1

l(k)eT
k . QEDDiese Beobahtung hilft uns, das Gauÿ-Verfahren e�zient zu organisieren: Manspeihert die Vektoren l(1), l(2), . . . , l(n−1) über die erzeugten Nullen im unterenTeil der Matrix A, während der obere Teil die Matrix U enthält.Bevor wir aber die e�zientere Variante des Gauÿ-Verfahrens angeben, möhtenwir das Verfahren so erweitern, dass wir es für alle regulären Matrizen anwendenkönnen. Das ist in der Variante aus Algorithmus 1 leider niht der Fall � siesheitert shon an einer so einfahen regulären Matrix wie
(

0 1
1 1

)

.30



Ein weiteres Problem besteht darin, dass bei kleinen, aber von Null vershiedenenElementen a
(k)
kk groÿe Rundungsfehler auftreten können, wie das folgende Beispielzeigt:Sei das Gleihungssystem

(
0.001 1

1 1

)(
x1

x2

)

=

(
1
2

)gegeben. Die einzige nötige Umformung im Gauÿ-Verfahren führt zu dem System
(

0.001 1
0 −999

)(
x1

x2

)

=

(
1

−998

)und entsprehend zu der exakten Lösung von
x1 =

1000

999
≈ 1, x2 =

998

999
≈ 1.Angenommen, wir arbeiten mit zweistelliger Gleitkomma-Arithmetik. Dann er-hält man nah der ersten Umformung das auf zwei Stellen gerundete Gleihungs-system

(
0.10 · 10−2 0.10 · 101

0 −0.1 · 104

)(
x1

x2

)

=

(
0.10 · 101

−0.10 · 104

)

,dessen Lösung sih (sogar bei exakter Rehnung) zu x1 = 0 und x2 = 1 ergibt,also weit von der ehten Lösung entfernt liegt.Erfreuliherweise lassen sih die beiden aufgeführten Shwierigkeiten durh dasnun zu beshreibende Verfahren der Pivotisierung vermeiden. Im einfahsten Fallder Zeilenpivotisierung vertausht man während des k-ten Shritts des Gauÿ-Verfahrens die k-te Zeile mit einer darunterliegenden, und zwar der, die denbetragsmäÿig gröÿten Eintrag in der k-ten Spalte aufweist. Das Ziel dabei ist,dass nah der Vertaushung das neue Element a
(k)
kk so groÿ wie möglih wird.Formal wählt man im k-ten Shritt ein j ∈ {k, k + 1, . . . , n} so dass

|a(k)
jk | ≥ |a(k)

lk | für alle l = k, . . . , n.In diesem Fall nennt man a
(k)
jk das Pivotelement. Zur formalen Beshreibungdieser Vertaushungen benötigen wir die folgenden Matrizen.De�nition 2.15 Eine bijektive Abbildung Π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} heiÿtPermutation der Menge {1, . . . , n}. Eine n × n Matrix P heiÿt Permutati-onsmatrix, falls es eine Permutation Π so gibt, dass

Pei = eΠ(i) für alle i = 1, . . . , n.31



P entsteht also durh Permutation der Spalten der Einheitsmatrix. Wir sammelnEigenshaften von Permutationsmatrizen.Satz 2.16 Sei die n×n-Matrix P eine Permutationsmatrix zur Permutation Π.Dann gilt:1. P ist invertierbar.2. P−1 ist die Permutationsmatrix, die zu der Permutation Π−1 gehört. (Dabeiist Π−1 die Umkehrabbildung von Π.)3. P ist orthogonal, das heiÿt, es gilt P−1 = P T .Beweis:ad 1: P besteht aus einer Vertaushung von Spalten der Einheitsmatrix, ist alsoregulär.ad 2: Zu zeigen ist P−1(ei) = eΠ−1(i): Dazu betrahten wir
P (eΠ−1(i)) = eΠ(Π−1(i)) nah De�nition 2.15

= ei.Multiplikation beider Seiten von links mit P−1 liefert das Ergebnis.ad 3: In den Spalten von P stehen die permutierten Spalten der Einheitsmatrix,
P = (eΠ(1), eΠ(2), . . . eΠ(n)). Entsprehend ist die i-te Zeile von P T durh
eT
Π(i) gegeben. Um nahzuweisen, dass P orthogonal ist, müssen wir PP T =

P TP = I zeigen. Sei Q = P TP . Dann ist
Qij = eT

Π(i)eΠ(j) =

{
1 falls i = j
0 sonst ,also ist Q = I. Analog gilt auh PP T = I. QEDEine Erweiterung der zweiten Aussage des Satzes soll noh erwähnt werden: Fürzwei Permutationen Π1, Π2 mit zugehörigen Permutationsmatrizen P1,P2 gilt we-gen

P1P2(ei) = P1(eΠ2(i))

= eΠ1(Π2(i)) = eΠ1◦Π2(i),dass P1P2 die Permutationsmatrix ist, die zu der Permutation Π1 ◦ Π2 gehört,das heiÿt, die Verkettung von zwei Permutationen entspriht dem Produkt derentsprehenden Permutationsmatrizen.32



Um das Gauÿ-Verfahren zu verbessern, benötigen wir spezielle Permutationen,nämlih solhe, die genau zwei Elemente r < s vertaushen. Zu so einer Permu-tation
Π(r) = s,

Π(s) = r,

Π(i) = i für alle i 6∈ {r, s}gehört entsprehend die Matrix
Prs = (e1, . . . , er−1, es, er+1, . . . , es−1, er, es+1, . . . , en).Solhe Matrizen sind symmetrish, das heiÿt Prs = P T

rs, und man kann sie auhals Prs = I − (er − es)(er − es)
T shreiben.Man sollte sih das folgende einprägen:

• Die Linksmultiplikation A · Prs einer Matrix A mit Prs vertausht die r-temit der s-ten Spalte.
• Die Rehtsmultiplikation Prs ·A einer Matrix A mit Prs vertausht die r-temit der s-ten Zeile.Formal können wir nun die Matrixversion des Gauÿ-Verfahrens mit Spaltenpivo-tisierung folgendermaÿen beshreiben.Algorithmus 2: Gauÿ-Verfahren mit Spaltenpivotsuhe (Matrixversion)Input: A ∈ IKn,nShritt 1: Ã(1) := AShritt 2: For k = 1, . . . , n − 1 doBestimme einen Pivotindex r ∈ {k, . . . , n} mit |ã(k)

rk | = maxi=k,...,n |ã(k)
ik |.

P (k) := Pkr

A(k) := P (k)Ã(k)

l(k) :=



0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

k mal ,
a

(k)
k+1,k

a
(k)
kk

, . . .
a

(k)
n,k

a
(k)
kk





T

Mk := In − l(k)eT
k

Ã(k+1) := MkA
(k)33



Ergebnis: PA = LU mit
P := P (n−1) · . . . · P (1) eine Permutationsmatrix
U := Ã(n) ist eine obere Dreieksmatrix
L := I +

n−1∑

k=1

Θ(k)eT
k ist eine untere Dreieksmatrix mit

Θ(k) := P (n−1) · . . . · P (k+1)l(k).

Satz 2.17 Für eine reguläre n × n Matrix A existiert eine Permutationsmatri-zen P ∈ R
n,n, eine normierte untere Dreieksmatrix L ∈ IKn,n und eine obereDreieksmatrix U ∈ IKn,n so dass PA = LU , und diese Zerlegung wird von Algo-rithmus 2 gefunden.Beweis: Im Beweis zeigen wir zunähst die folgenden Eigenshaften:1. Algorithmus 2 ist durhführbar, d.h.

a
(k)
kk 6= 0 für k = 1, . . . , n − 1. (2.5)2. Für die Matrizen A(k), k = 1, . . . , n − 1 gilt:

a
(k)
ij = 0 für alle j < k und i > j. (2.6)

A(k) = P (k)Mk−1P
(k−1) · . . . · P (2)M1P

(1)A (2.7)Ähnlih wie im Beweis zu Satz 2.13 zeigen wir, dass für jedes feste k = 1, . . . , n−1aus den beiden letztgenannten Eigenshaften (2.6) und (2.7) die erstgenannteAussage a
(k)
kk 6= 0 folgt, und beweisen anshlieÿend (2.6) und (2.7) für alle k perInduktion.Gelte also (2.6) und (2.7) für k. Wir nehmen an, dass a

(k)
kk = 0. Nah der De�nitionvon P (k) erfüllt die Matrix A(k) = P (k)Ã(k)

|a(k)
kk | ≥ |a(k)

lk | für alle l = k, . . . , n.Wegen a
(k)
kk = 0 folgt daraus, dass die erste Spalte der Submatrix

C =






a
(k)
kk . . . a

(k)
kn... ...

a
(k)
nk . . . a

(k)
nn
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eine Nullspalte ist und entsprehend det(C) = 0 gilt. Wegen (2.6) gilt weiter,dass
A(k) =










a
(k)
11 . . . a

(k)
1k−1

0 a
(k)
22 . . . a

(k)
2k−1... 0

. . . ... ∗
0 . . . a

(k)
k−1k−1

0 C










,also folgt
| det(A(k))| = a

(k)
11 · a(k)

22 · . . . · a(k)
k−1k−1 · det(C) = 0.Wegen (2.7) folgt daraus det(A) = 0, ein Widerspruh zur Regularität von A.Jetzt zeigen wir (2.6) und (2.7) per Induktion.Für beide Aussagen ist der Induktionsanfang k = 1 klar. Für den Übergang

k → k + 1 nehmen wir an, dass die Aussagen für k shon gelten. Wegen demersten Teil des Beweises gilt a
(k)
kk 6= 0, also ist die Matrix A(k+1) de�niert.(2.6) gilt dann für Ã(k+1) wegen der Induktionsannahme für A(k) und wegen deralten Aussage (2.1) auf Seite 26. Für A(k+1) nutzen wir die Aussage für Ã(k+1)zusammen mit dem Argument, dass die Transformation P (k+1) die ersten k Zeilenvon Ã(k+1) unberührt lässt. (2.7) ergibt sih shlieÿlih durh Einsetzen

A(k+1) = P (k+1)Ã(k+1) = P (k+1)MkA
(k)und der Induktionsannahme.Damit wissen wir, dass das Verfahren durhführbar ist und

U = Ã(n) = Mn−1P
(n−1) · . . . · P (2)M1P

(1)Aeine obere Dreieksmatrix ist. WeilM−1
j = I+l(j)eT

j (Lemma 2.12) und (P (k))−1 =

P (k) (Lemma 2.16) erhält man daraus
A = P (1)(I + l(1)eT

1 )P (2)(I + l(2)eT
2 )P (3) · . . . · P (n−1)(I + l(n−1)eT

n−1)U. (2.8)Wir möhten nun beide Seiten der Gleihung von links mit
P = P (n−1) · . . . · P (2)P (1)multiplizieren. Um den entstehenden Term zu vereinfahen, überlegen wir unszunähst, dass für beliebige Vektoren l und alle j > i

P (j)(I + leT
i )P (j) = (I + P (j)l(P (j)ei)

T ) = (I + P (j)leT
i )gilt, weil P (j)ei = ei, falls j > i. 35



Diese Aussage nutzen wir, um bei der Multiplikation von (2.8) mit P = P (n) · . . . ·
P (2)P (1) die Permutationsmatrizen P (i) für i ≥ 3 durh das Einfügen von Identi-täten I = P (i)P (i) bis zum entsprehenden Faktor (I + l(i−1)eT

i−1)P
(i) �durhrut-shen� zu lassen:

P (1)A = (I + l(1)eT
1 )P (2)(I + l(2)eT

2 )P (3) · . . . ·P (n−1)(I + l(n−1)eT
n−1)U

P (2)P (1)A = P (2)(I + l(1)eT
1 )P (2)(I + l(2)eT

2 )P (3) · . . . ·P (n−1)(I + l(n−1)eT
n−1)U

= (I + P (2)l(1)eT
1 )(I + l(2)eT

2 )P (3) · . . . ·P (n−1)(I + l(n−1)eT
n−1)U

P (3)P (2)P (1)A = P (3)(I + P (2)l(1)eT
1 )P (3)

︸ ︷︷ ︸

I+P (3)P (2)l(1)eT
1

P (3)(I + l(2)eT
2 )P (3)

︸ ︷︷ ︸

I+P (3)l(2)eT
2

(I + l(3)eT
3 ) · . . .

. . . ·P (n−1)(I + l(n−1)eT
n−1)U

= (I + P (3)P (2)l(1)eT
1 )(I + P (3)l(2)eT

2 ) · . . . ·P (n−1)(I + l(n−1)eT
n−1)U... ...

=⇒ PA = (I + Θ(1)eT
1 )(I + Θ(2)eT

2 ) · . . . · (I + Θ(n−1)eT
n−1)U

= I +
∑n−1

k=1 Θ(k)eT
k ,wobei der letzte Shritt per Induktion analog zu dem entsprehenden Shritt imBeweis von Lemma 2.14 (auf S. 29) gezeigt wird. QEDFür die praktishe Implementierung emp�ehlt es sih, auf Matrixoperationen zuverzihten, da diese aufwändig sind. Die folgende Variante ist e�zienter. Wirgeben sie gleih in einer Form an, die man verwenden würde, um ein Gleihungs-system Ax = b zu lösen.Algorithmus 3: Gauÿ-Verfahren mit SpaltenpivotsuheInput: A ∈ IKn,n, b ∈ IKn.Shritt 1: For k = 1 to n − 1 doShritt 1.1: Finde Pivotelement akr für Zeile kShritt 1.2: Vertaushe Zeilen k und r in A sowie bk und br.Shritt 1.3: For i = k + 1 to n doShritt 1.3.1. aik = aik

akkShritt 1.3.2. For j = k + 1 to n do aij = aij − aik · akjErgebnis: Gleihungssystem LU = Pb, wobei L und U gegeben sind durh
lij =







aij für i > j

1 für i = j

0 für i < j

uij =

{
aij für i ≤ j

0 für i > j36



Das entstandene Gleihungssystem LU = Pb kann man nun leiht durh Rük-wärts - und Vorwärtselemination lösen. Man kann auh direkt während des Ver-fahrens alle elementaren Zeilenoperationen auf die rehte Seite Pb anwenden, underhält dann als Ergebnis das Dreiekssystem U = L−1Pb, so dass man sih denShritt der Vorwärtselimination spart.Aufwand der LU-Zerlegung nah Algorithmus 3:Wir zählen hier noh einmal gründlih. Die äuÿere for-Shleife wird für jedes
k = 1, . . . n − 1 durhlaufen. Darin werden folgende Operationen durhgeführt:

• Maximumsuhe bei der Bestimmung des Pivotindexes: n − 1 Vergleihe
• Vertaushungen sind Zuweisungen, die wir niht mit zählen
• Innere for-Shleifen: n − k Divisionen, (n − k)(n − k) Multiplikationen,

(n − k)(n − k) AdditionenZusammen beträgt die Anzahl der benötigten Operationen also
(n − 1)(n − 1) +

n−1∑

k=1

(n − k) + 2(n − k)2 = O(n3).Aufgabe: Rehnen Sie die Anzahl der Operationen exakt (also ohne Abshätzungdurh O) aus. Bestimmen Sie auÿerdem die Anzahl der in der Matrixversion(Algorithmus 2) benötigten Operationen exakt und durh O. Vergleihen Sie!Zwei einfahe AnwendungenHat man eine LU-Zerlegung gefunden, so kann man diese für die folgenden beidenAnwendungen nutzen:Anwendung 1: Bestimmung der Inversen A−1 einer Matrix A.Sei A−1 gegeben durh ihre Spalten A−1 = (B1, B2, . . . , Bn). Dann gilt
ABk = ek,und Bk ergibt sih als Lösung x von Ax = ek. Kennt man die LU-Zerlegungder Matrix A, so bestimmt man also für k = 1, . . . , n zunähst die Lösung ykdes Gleihungssystems Lyk = ek und löst anshlieÿend das Gleihungssystem

Uxk = yk zur Bestimmung von Bk := xk.Anwendung 2: Bestimmung der Determinante von A.Ist A = LU eine LU-Zerlegung von A, so gilt det(A) = det(L) · det(U) = u11 ·
. . . · unn. Die Determinante lässt sih also als Produkt der Diagonalelemente von
U direkt berehnen. 37



2.3 Das Cholesky-VerfahrenWir betrahten auh in diesem Abshnitt Gleihungssysteme Ax = b, allerdingsnehmen wir nun an, dass die Matrix A eine symmetrishe und positiv de�niteMatrix ist.De�nition 2.18 Eine Matrix A ∈ Rn,n heiÿt hermitesh falls A∗ = A, wobei
A∗ = (aji) die konjugiert komplexe Matrix zu A ist. Ist IK = R so nennt man Aauh symmetrish. Eine hermiteshe Matrix heiÿt

• positiv de�nit falls xT Ax > 0 für alle x ∈ Rn \ {0},
• positiv semi-de�nit falls xT Ax ≥ 0 für alle x ∈ Rn.Lemma 2.19 Die folgenden Aussagen gelten:1. Eine symmetrishe Matrix ist genau dann positiv de�nit, wenn alle ihreEigenwerte eht positiv sind.2. Eine symmetrishe Matrix ist genau dann positiv semi-de�nit, wenn alleihre Eigenwerte gröÿer oder gleih Null sind.3. Eine symmetrishe Matrix ist genau dann positiv de�nit, wenn ihre Haupt-minoren positiv sind, d.h. wenn für alle ihre linken oberen k×k-Teilmatrizen

A[k] :=






a11 . . . a1k... ...
ak1 . . . akk




 , k = 1, . . . , ngilt: det(A[k]) > 0.Positiv de�nite Matrizen sind also regulär (weil det(A[n]) = det(A) 6= 0). Wirbetrahten die folgenden beiden Zerlegungen:De�nition 2.20 Eine Faktorisierung einer symmetrishen Matrix A ∈ Rn,n derForm A = LLT mit einer (regulären) unteren Dreieksmatrix L heiÿt Cholesky-Zerlegung von A .De�nition 2.21 Eine Faktorisierung einer symmetrishen Matrix A ∈ Rn,n derForm A = LDLT mit einer normierten unteren Dreieksmatrix L und einerDiagonalmatrix D heiÿt LDL-Zerlegung von A .Im folgenden werden wir uns u.a. mit Diagonalmatrizen beshäftigen, die wir wiefolgt bezeihnen. 38



Notation 2.22 Für einen Vektor a ∈ IKn ist die Diagonalmatrix bezüglih agegeben durh diag(a) =










a1

a2 . . .
an−1

an










.Für positive de�nite symmetrishe Matrizen sind die folgenden Aussagen bekannt.Satz 2.23 Sei A ∈ Rn,n eine positiv de�nite symmetrishe Matrix. Dann existierteine eindeutig bestimmte LDL-Zerlegung von A.Beweis: Zunähst bestätigen wir, dass A eine eindeutige LU-Zerlegung mit nor-mierter unterer Dreieksmatrix L hat: Nah Satz 2.13 kann man eine LU-Zerlegung(ohne Pivotisierung) �nden, wenn die Teilmatrizen
A[k] :=






a11 . . . a1k... ...
ak1 . . . akk




die Bedingung (2.2) erfüllen, d.h. wenn det(A[k]) 6= 0, k = 1, . . . , n − 1. Weil Apositiv de�nit ist, gilt das nah Lemma 2.19 und zusätzlih sogar det(A[n]) > 0,also sind A, L und U regulär. Entsprehend ist L eine untere normierte Dreieks-matrix und die Zerlegung ist eindeutig nah Lemma 2.10.Sei daher

A = LU (2.9)mit normierter unterer Dreieksmatrix L und oberer Dreieksmatrix U . Wir set-zen D = diag(u11, . . . , unn) als die Diagonalmatrix mit den Einträgen aus derHauptdiagonalen von U . Da U regulär ist, ist auh D regulär, so dass wir
Ũ := D−1Ude�nieren können. Es gilt LDŨ = LU = A. Wir möhten zeigen, dass Ũ = LT :Betrahte dazu

A = AT = (LDŨ)T = ŨT DT LT = ŨT · (DT LT ). (2.10)
Ũ ist nah Konstruktion eine normierte obere Dreieksmatrix, also ist ŨT einenormierte untere Dreieksmatrix. Weiter ist DT LT eine obere Dreieksmatrix, alsoist (2.10) auh eine LU-Zerlegung von A mit normierter unterer Dreieksmatrix.Wegen Lemma 2.10 ist die LU-Zerlegung von A eindeutig, also folgern wir ausdem Vergleih von (2.9) und (2.10) dass

L = ŨT39



und haben damit die LDL-Zerlegung von A gefunden.Sei nun A = L′D′(L′)T eine weitere LDL-Zerlegung von A mit normierter untererDreieksmatrix L, so kann man wiederum
A = L′ · (D′(L′)T )als LU-Zerlegung au�assen. Da die LU-Zerlegung nah Lemma 2.10 eindeutig ist,folgt

L′ = L und D′(L′)T = DLT ,wobei sih aus letzterem wegen der Invertierbarkeit von L = L′ auh D′ = Dergibt. QEDDer Beweis des Satzes zeigt auÿerdem, dass die LU-Zerlegung einer symmetri-shen und positiv de�niten Matrix A ohne Pivotisierung gefunden werden kann.Wir kommen nun auf die Cholesky-Zerlegung zurük.Satz 2.24 Sei A ∈ Rn,n eine positiv de�nite symmetrishe Matrix. Dann existierteine Cholesky-Zerlegung von A = LLT mit positiven Diagonalelementen von L.Unter dieser Nebenbedingung ist L eindeutig bestimmt.Beweis: Nah Satz 2.23 gibt es eine eindeutige LDL-Zerlegung
A = LDLTvon A. Bezeihnen wir mit A[k] und D[k] wieder die linken oberen k×k Teilmatri-zen von A und D. Weil L eine untere Dreieksmatrix ist, giltA[k] = L[k]D[k](LT )[k],also

det(A[k]) = det(D[k]). (2.11)Wegen der positiven De�nitheit von A (siehe Lemma 2.19) gilt det(A[k]) > 0.Zusammen mit (2.11) erhalten wir
d11 · . . . · dkk = det(D[k]) = det(A[k]) > 0.Diese Aussage gilt für alle k, also sind die Diagonalelemente von D positiv. Jetztsetzen wir

L̃ = L · diag(
√

d11, . . . ,
√

dnn) (2.12)und erhalten aus der normierten unteren Dreieksmatrix L eine untere Dreieks-matrix L̃ mit positiven Diagonalelementen, für die
L̃L̃T = L · diag(

√

d11, . . . ,
√

dnn) · diag(
√

d11, . . . ,
√

dnn) · LT = LDLT = Agilt. Die entsprehende Cholesky-Zerlegung ist also gefunden.40



Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei neben A = L̃L̃T

A = L̃′(L̃′)Teine weitere Cholesky-Zerlegung mit Diagonalelementen λ1, λ2, . . . , λn > 0. Mit
D′ := diag(λ2

1, . . . , λ
2
n) und

L′ := L̃′ · diag

(
1

λ1
, . . . ,

1

λn

)erhält man A = L′D′(L′)T , also eine weitere LDL-Zerlegung von A mit normier-ter unterer Dreieksmatrix L′. Aus der Eindeutigkeit der LDL-Zerlegung (nahSatz 2.23) folgt L = L′ und D = D′. Letzteres bedeutet dii = λ2
i für i = 1, . . . , nund wegen der Positivität der λi und dii also

λi =
√

dii für i = 1, . . . , n.Zusammen erhält man
L̃′ = L′ · diag(λ1, . . . , λn)

= L · diag(
√

d11, . . . ,
√

dnn) = L̃ nah (2.12). QEDUm eine Cholesky-Zerlegung e�zient ausrehnen zu können, betrahten wir dieGleihung A = LLT komponentenweise. Das ergibt ein Gleihungssystem mitUnbekannten lij für i ≥ j. Bezeihnen wir dazu im folgenden mit lTij die Elementeder Matrix LT . Dann ergibt sih
aik =

n∑

j=1

lijl
T
jk =

n∑

j=1

lijlkj =
k∑

j=1

lijlkj für k = 1, . . . , n, i = k + 1, . . . , n (2.13)und
akk =

n∑

j=1

lkjl
T
jk =

n∑

j=1

lkjlkj =

k∑

j=1

l2kj für k = 1, . . . , n. (2.14)Wählt man die Reihenfolge geshikt aus, lassen sih die Werte lij e�zient be-rehnen: Zunähst ergibt sih l11 aus (2.14) für k = 1 zu l11 =
√

a11. Danahlassen sih naheinander die Werte l21, . . . , ln1 der ersten Spalte von L durh(2.13) bestimmen, dann das Diagonalelement der zweiten Spalte durh (2.14)und so weiter. Es ergibt sih das folgende Verfahren, in dem wir nur das untereDreiek der Matrix A benutzen und die Elemente von L gleih über die Wertevon A shreiben.Algorithmus 4: Cholesky-Verfahren41



Input: A ∈ R
n,n symmetrish und positiv definitgegeben durh Werte aij für i ≥ j.Shritt 1: For k = 1 to n doShritt 1.1: akk =

√

akk −
∑k−1

j=1 |akj |2Shritt 1.2: For i = k + 1 to n do
aik =

1

akk

(

aik −
k−1∑

j=1

aijakj

)

Ergebnis: L ist gegeben durh lij =

{
aij für i ≥ j

0 für i < j

2.4 Shwahbesetzte MatrizenDie bisher beshriebenen Verfahren sind bei sehr groÿen Matrizen leider ine�zi-ent. Daher versuht man, die LU-Zerlegung an Matrizen mit spezieller Strukturanzupassen. Einen ersten Ansatz haben wir im letzten Abshnitt bei symmetri-shen Matrizen kennengelernt. In Anwendungen treten oft shwahbesetzte Ma-trizen auf, in denen für die meisten Elemente aij = 0 gilt. Leider sind die bei derLU-Zerlegung von shwahbesetzten Matrizen entstehenden Dreieksmatrizen Lund U im allgemeinen niht auh wieder shwah besetzt. Als Beispiel sei dieMatrix
A =









0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 1 0 0 0
0.1 0 1 0 0
0.1 0 0 1 0
0.1 0 0 0 1







aus dem Skriptum von G. Lube genannt, bei der die Dreieksmatrizen ihrer LU-Zerlegung voll besetzt sind. Es gibt aber eine Klasse von Matrizen, bei der sih dieStruktur der Matrix A auf die Struktur der Matrizen L und U ihrer LU-Zerlegungüberträgt. Dazu gehören sogenannte Bandmatrizen.De�nition 2.25 Eine Matrix A = (aij) ∈ IKn,n ist eine (p, q)-Bandmatrix,falls für alle i > j + p und für alle j > i + q gilt: aij = 0. Die Bandbreite von

A ist dann p + q + 1. 42



Die folgende Matrix ist ein Beispiel für eine (2, 1)-Bandmatrix:
A =









3 2 0 0 0
4 1 1 0 0
1 3 1 5 0
0 4 3 1 2
0 0 4 0 1







Jede untere Dreieksmatrix ist eine (n − 1, 0)-Bandmatrix, jede obere Dreieks-matrix ist eine (0, n − 1)-Bandmatrix.Satz 2.26 Sei A = LU die LU-Zerlegung einer (p, q)-Bandmatrix A mit obererDreieksmatrix U und normierter unterer Dreieksmatrix L. Dann ist L eine

(p, 0)-Bandmatrix und U eine (0, q)-Bandmatrix.Beweis: Wir beweisen den Satz für feste p, q mittels vollständiger Induktion nah
n. Für n = 1 ist nihts zu zeigen. Für den Induktionsshritt n → n+1 nehmen wiralso an, dass die Aussage für Matrizen der Dimension n×n rihtig ist. Betrahtenun eine Matrix A ∈ IKn+1,n+1 mit LU-Zerlegung A = LU . Wir partitionieren Awie folgt

A =

(
α wT

v B

)

,wobei α ∈ IK und B eine (p, q)-Bandmatrix der Dimension n × n ist und dieVektoren v, w ∈ IKn erfüllen, dass vi = 0 für alle i > p und wj = 0 für alle j > q.Sei weiterhin
L =

(
1 0
l L1

)

, U =

(
u11 uT

0 U1

)

.Es gilt
LU =

(
u11 uT

v11l luT + L1U1

)

=

(
α wT

v B

)

,also ist α = u11, w = u, l = 1
α
v. Betrahte

B − 1

α
vwT .Aufgrund der Struktur von v und w ist B ebenfalls eine (p, q)-Bandmatrix mitLU-Zerlegung

B − 1

α
vwT = L1U1.Nah der Induktionsannahme ist also die untere Dreieksmatrix L1 eine normierte

(p, 0)-Bandmatrix und die obere Dreieksmatrix U1 eine (0, q)-Bandmatrix undes gilt (
1 0
1
α
v L1

)

·
(

α wT

0 U1

)

=

(
α wT

v B

)

= A,43



eine LU-Zerlegung von A mit der geforderten Eigenshaft ist also gefunden.QEDMit folgendem Algorithmus kann man die LU-Zerlegung einer (p, q)-Bandmatrixbestimmen (falls sie existiert).Algorithmus 5: LU-Zerlegung einer BandmatrixInput: (p, q)-Bandmatrix A ∈ IKn,n, für die eine LU-Zerlegung existiert.Shritt 1: For k = 1 to n − 1, for i = k + 1 to min{k + p, n} doShritt 1.1: aik := aik

akkShritt 1.2: For j = k + 1 to min{k + q, n} do aij := aij − aikakjErgebnis: LU-Zerlegung von A wobei L und U gegeben sind durh
lij =







aij für i > j

1 für i = j

0 für i < j

uij =

{
aij für i ≤ j

0 für i > j

Natürlih sind auh Vorwärts- und Rükwärtselimination für Bandmatrizen einfa-her. Abshlieÿend betrahten wir noh den Spezialfall von Tridiagonalmatrizen.Dazu führen wir die folgende Notation ein.Notation 2.27 Für drei Vektoren a, b, c ∈ IKn mit b1 = cn = 0 ist die Tridia-gonalmatrix bezüglih a, b, c gegeben durh
tridiag(b, a, c) =










a1 c1

b2 a2 c2. . . . . .
bn−1 an−1 cn−1

bn an








Nah Satz 2.26 wissen wir, dass (falls sie existieren) die Matrizen L und U derLU-Zerlegung das folgende Aussehen haben

L =










1
l2 1. . . . . .

ln−1 1
ln 1










U =










u1 c1

u2 c2. . . . . .
un−1 cn−1

un










(2.15)
44



wobei durh einen ersten Koe�zientenvergleih shon ausgenutzt wurde, dass dieWerte c1, . . . , cn−1 der oberen Nebendiagonale von A in der oberen Nebendiagona-len von U erhalten bleiben. Es sind also die Unbekannten u1, . . . , un und l1, . . . , lnzu bestimmen. Durh Multiplikation der Matrizen L und U und erneutem Koef-�zientenvergleih mit A ergeben sih die folgenden Berehnungsvorshriften:Start: u1 := a1Für i = 2, . . . , n: li :=
bi

ui−1

ui := ai − lici−1.Man kommt also mit einer in n linearen Anzahl an Operationen aus. Bei n Un-bekannten ist das das beste, was man erreihen kann. Allerdings lässt sih nihtfür jede Tridiagonalmatrix eine LU-Zerlegung �nden. Das folgende Lemma gibteine hinreihende Bedingung für die Durhführbarkeit der LU-Zerlegung für Tri-diagonalmatrizen.Lemma 2.28 Für A = tridiag(b, a, c) mit b1 = cn = 0 sei für j = 1, . . . , n
|cj| < |aj| und |bj | + |cj| ≤ |aj |. Dann gibt es eine LU-Zerlegung von A mitMatrizen wie in (2.15).Aufgabe: Beweisen Sie das Lemma durh Induktion!
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Kapitel 3Störungsrehnung
3.1 Metrishe und normierte RäumeBevor wir uns mit der Fehleranalyse bei linearen Gleihungssystemen beshäftigenkönnen, benötigen wir einige Begri�e aus der Funktionalanalysis. Dazu gehörtinsbesondere, dass wir messen können, um wieviel sih ein Vektor x von einemgestörten Vektor x̃ untersheidet. Den Untershied

x̃ − xals Vektor anzugeben, hilft uns niht weiter, da wir zwei vershiedene gestör-te Vektoren x̃ und x′ mangels einer Ordnung im IKn niht vergleihen können.Wir suhen also eine Funktion, die die Di�erenz zwishen zwei Vektoren durheine reelle, positive Zahl ausdrükt. Solhe Funktionen nennt man auh Distanz-funktionen. Mit beliebigen Distanzfunktionen geben wir uns aber niht zufrieden,sondern betrahten Metriken als spezielle Distanzfunktionen.De�nition 3.1 Sei R eine nihtleere Menge. Eine Abbildung d : R × R → Rheiÿt Metrik auf R falls sie die folgenden Bedingungen erfüllt:(M1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y für alle x, y ∈ R(M2) d(x, y) = d(y, x) für alle x, y ∈ R (Symmetrie)(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) für alle x, y, z ∈ R (Dreieksungleihung)
(R, d) heiÿt dann metrisher Raum.Man beahte, dass aus den Metrik-Eigenshaften sofort folgt, dass

d(x, y) ≥ 0 für alle x, y ∈ R,46



denn
d(x, y) =

1

2
(d(x, y) + d(x, y)) =

1

2
(d(x, y) + d(y, x)) ≥ 1

2
d(x, x) = 0.Eine Metrik ist z.B. der sogenannte Hamming-Abstand dH , der für x, y ∈ IKngegeben ist durh

dH(x, y) = #{i = {1, . . . , n} : xi 6= yi}.Wir wiederholen zunähst einige Begri�e, die auf jedem metrishen Raum de�-niert sind.De�nition 3.2 Sei (R, d) ein metrisher Raum.
• Eine Folge (xn) ⊆ R konvergiert bezüglih der Metrik d, falls es einElement x̄ ∈ R gibt, das folgendes erfüllt: Zu jedem ǫ > 0 existiert einenatürlihe Zahl N(ǫ), so dass

d(x̄, xn) < ǫ für alle n ≥ N(ǫ).In diesem Fall nennt man x̄ den Grenzwert der Folge (xn). Eine niht-konvergente Folge heiÿt divergent.
• Eine Folge (xn) ⊆ R heiÿt Cauhy-Folge falls es zu jedem ǫ > 0 einenatürlihe Zahl N(ǫ) gibt, so dass

d(xn, xm) < ǫ für alle n, m ≥ N(ǫ).

• Ein metrisher Raum (R, d) heiÿt vollständig, falls jede Cauhy-Folge kon-vergiert. Einen vollständigen normierten Raum nennt man auh Banah-raum.Lemma 3.3
• Sei (xn) eine konvergente Folge. Dann ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmt.
• Jede konvergente Folge ist eine Cauhy-Folge.
• Es gibt metrishe Räume, in denen niht jede Cauhy-Folge konvergiert.Übung: Beweisen Sie Lemma 3.3!Auf metrishen Räumen lassen sih weitere Strukturen erarbeiten. So reihendie Begri�e Folge und Konvergenz einer Folge insbesondere aus, um o�ene undabgeshlossene Mengen zu de�nieren. Das bedeutet, dass jeder metrishe Raumauh ein topologisher Raum ist.Die wihtigsten Beispiele für metrishe Räume sind normierte Räume, für die wirallerdings als Grundmenge einen Vektorraum V voraussetzen.47



De�nition 3.4 Sei V ein Vektorraum über einem Körper IK. Eine Abbildung
‖ · ‖ : V → R

+
0 heiÿt Norm auf V falls sie die folgenden drei Bedingungenerfüllt:(N1) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 für alle x ∈ V .(N2) ‖αx‖ = |α|‖x‖ für alle α ∈ IK, x ∈ V . (Skalierbarkeit)(N3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ für alle x, y ∈ V . (Dreieksungleihung)Der Raum (V, ‖ · ‖) heiÿt dann normierter Raum. Weiterhin nennt man dieMenge

B‖·‖ = {x ∈ V : ‖x‖ ≤ 1}den Einheitskreis der Norm ‖ · ‖.Bemerkung: Ersetzt man im Fall IK = R die Bedingung (N2) durh ‖αx‖ =
α‖x‖ für alle α ∈ R+, x ∈ V , so erhält man ein reelles Minkowski-Funktionaloder einen Gauge.Für Normen gilt (ähnlih wie im Fall von Metriken) dass

‖x‖ ≥ 0 für alle x ∈ V,denn aus (N2) folgt für α = −1 insbesondere ‖(−1)x‖ = ‖x‖, und daraus
‖x‖ =

1

2
(‖x‖ + ‖x‖) =

1

2
(‖x‖ + ‖ − x‖) ≥ 1

2
(‖x + (−x)‖) =

1

2
(‖0‖) = 0.Wihtige Normen auf dem IKn sind die folgenden:Manhattan-Norm: ‖x‖1 =

n∑

i=1

|xi|Maximum-Norm: ‖x‖∞ =
n

max
i=1

|xi|Euklidishe Norm: ‖x‖2 =

√
√
√
√

n∑

i=1

x2
i =

√
xT x

p�Norm: ‖x‖p = p

√
√
√
√

n∑

i=1

|x|pi , für 1 ≤ p ≤ ∞,wobei die p�Norm die drei erstgenannten Normen als Spezialfälle (p = 1, p = ∞,
p = 2) enthält. 48



Um einzusehen, dass es sih bei diesen Abbildungen tatsählih um Normen han-delt, sind die Bedingungen (N1),(N2) und (N3) zu zeigen. Dabei sind (N1) und(N2) direkt klar. (N3) kann man für die Fälle p = 1 und p = ∞ leiht nah-rehnen; in beiden Fällen folgt die Bedingung aus der Dreieksungleihung fürBeträge. Für p = 2 ergibt sih (N2) aus der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung,für beliebiges p ∈ (1,∞) aus der Minkowski-Ungleihung, die im folgenden be-shrieben ist.Lemma 3.5 Sei x, y ∈ IKn. Dann gilt
n∑

i=1

xiyi ≤
n∑

i=1

|xi||yi| ≤ ‖x‖p · ‖y‖qfalls entweder 1 < p, q < ∞ und 1
p

+ 1
q

= 1 oder falls p = 1, q = ∞ oder
p = ∞, q = 1.Bemerkung: Der Fall p = q = 2 führt ausgeshrieben zur Cauhy-Shwarz'shenUngleihung

n∑

i=1

xiyi ≤
n∑

i=1

|xi||yi| ≤

√
√
√
√

n∑

i=1

x2
i

√
√
√
√

n∑

i=1

y2
i .Normen haben vershiedene wihtige Eigenshaften. Dazu zählt insbesondere,dass man aus jeder Norm durh

d(x, y) = ‖y − x‖eine Metrik d de�nieren kann. Man nennt diese Metrik dann auh die von derNorm ‖ · ‖ abgeleitete Metrik. Die Metrik-Eigenshaften lassen sih leiht durhdie Norm-Eigenshaften beweisen. Weiterhin folgt für alle Normen die folgendeAbshätzung.Lemma 3.6 Sei ‖ · ‖ eine Norm auf V . Dann gilt für alle x, y ∈ V

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x − y‖.Beweis: Für alle x, y ∈ V gilt ‖x‖ = ‖x − y + y‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y‖. Daraus folgt
‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖.Aus Symmetriegründen erhält man analog
‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − y‖,zusammen ergibt sih die Behauptung. QEDWir haben erwähnt, wie man mit Hilfe einer Norm eine Metrik und damit Kon-vergenz bezüglih einer Norm de�nieren kann. Die Frage ist nun, in wie weit sihdiese Konvergenz-De�nitionen für vershiedene Normen untersheiden. Dazu istdie folgende De�nition hilfreih. 49



De�nition 3.7 Zwei Normen ‖ · ‖a und ‖ · ‖b auf einem Vektorraum V heiÿenäquivalent, wenn es positive reelle Zahlen c, C gibt, so dass für alle x ∈ V gilt:
c‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ C‖x‖aEs lässt sih leiht zeigen, dass die in der De�nition genannte Äquivalenz tatsäh-lih eine Äquivalenzrelation ist. Weiterhin gilt der folgende Satz:Satz 3.8 Zwei Normen ‖ · ‖a und ‖ · ‖b auf einem Vektorraum V sind genaudann äquivalent, wenn jede bezüglih der Norm ‖ · ‖a konvergente Folge aus Vauh bezüglih der Norm ‖ · ‖b konvergiert.Beweis:

• Nehmen wir zunähst an, dass die beiden Normen ‖·‖a und ‖·‖b äquivalentsind. Da eine Folge (xn) genau dann gegen x̄ konvergiert, wenn xn − x̄ eineNullfolge ist, reiht es, die Aussage für Nullfolgen zu zeigen.Sei dazu also xn → 0 eine Nullfolge bezüglih ‖ · ‖a , d.h. zu jedem ǫ > 0existiert eine natürlihe Zahl N(ǫ) so dass ‖xn‖a ≤ ǫ für alle n ≥ N(ǫ).Wegen
‖xn‖b ≤ C · ‖xn‖a ≤ Cǫ für alle n ≥ N(ǫ)folgt für jedes ǫ′, dass ‖xn‖b ≤ ǫ′ für alle n ≥ N( ǫ′

C
), also ist xn auhbezüglih ‖ · ‖b eine Nullfolge.Die Umkehrung gilt analog.

• Gelte nun die Äquivalenz der Konvergenz-De�nitionen. Durh Widerspruhzeigen wir zunähst, dass es eine Zahl C > 0 gibt mit
‖x‖b ≤ C für alle x ∈ V mit ‖x‖a = 1. (3.1)Angenommen also, eine solhe Zahl C existiert niht. Dann existiert zujedem C = C(n) := n2 ein xn mit ‖xn‖a = 1 und ‖xn‖b > n2. Die Folge

yn :=
xn

nerfüllt also
‖yn‖a =

1

n
und ‖yn‖b > n.Das heiÿt, (yn) konvergiert gegen Null bezüglih ‖ · ‖a, aber divergiert be-züglih ‖ · ‖b, ein Widerspruh.Somit gibt es ein C > 0, das (3.1) erfüllt. Damit ergibt sih für alle x ∈ V :

‖x‖b =

∥
∥
∥
∥
‖x‖a

x

‖x‖a

∥
∥
∥
∥

b

= ‖x‖a

∥
∥
∥
∥

x

‖x‖a

∥
∥
∥
∥

b

≤ C‖x‖a,die erste Ungleihung für die Normäquivalenz ist also erfüllt. Die zweiteUngleihung ergibt sih durh Vertaushen der Normen. QED50



Die obige Aussage gilt für alle Vektorräume V . Wir diskutieren nun den Fall einesendlih-dimensionalen Raums.Satz 3.9 Sei V ein endlih-dimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normenüber V äquivalent.Beweis: Sei v1, . . . vn eine Basis von V . Jedes Element x ∈ V lässt sih alsodarstellen durh
x =

n∑

k=1

αkvk.Wir konstruieren nun eine Norm (die Maximum-Norm auf V ) und zeigen an-shlieÿend, dass jede weitere Norm auf V zu dieser Norm äquivalent ist. Wegender Transitivität der Normäquivalenz folgt daraus die Behauptung des Satzes.Man rehnet shnell nah, dass
‖x‖∞ := max

k=1,...,n
|αk|eine Norm auf V de�niert. Sei nun also ‖ · ‖ eine beliebige andere Norm auf V .De�niere

C :=

n∑

k=1

‖vk‖als die Summe der Normen aller Basisvektoren. Dann folgt:
‖x‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

k=1

αkvk

∥
∥
∥
∥
∥

≤
n∑

k=1

|αk|‖vk‖ wegen (N2) und (N3)
≤

n∑

k=1

‖x‖∞‖vk‖ weil |αk| ≤ ‖x‖∞

= C · ‖x‖∞.Für die andere Rihtung de�nieren wir die gesuhte Konstante c durh
c := inf{‖x‖ : x ∈ V und ‖x‖∞ = 1}.Weil für alle x ∈ V \ {0} gilt, dass

∥
∥
∥
∥

x

‖x‖∞

∥
∥
∥
∥
∞

= 1folgt daraus, dass ∥
∥
∥
∥

x

‖x‖∞

∥
∥
∥
∥
≥ c,51



das heiÿt ‖x‖ ≥ c · ‖x‖∞ für alle x 6= 0. Weil für x = 0 nihts zu zeigen ist, ergibtdas also die Behauptung.Allerdings bleibt noh zu zeigen, dass c > 0 gilt. Dazu führen wir einen Wider-spruhsbeweis. Wir nehmen also an, dass c = 0. Dann gibt es eine Folge (ym) mit
‖ym‖∞ = 1 und ‖ym‖ → 0 für m → ∞. Die Basisdarstellung in V liefert für jedesFolgenglied ym

ym =
n∑

k=1

αkmvk,und damit n Folgen für die Koe�zienten α1m, α2m, . . . , αnm aus dem zugrundeliegende Körper. Weil ‖ym‖∞ = 1 für alle m gelten die folgenden beiden Aussagenfür die Koe�zienten der Folgen:Für alle m : |αkm| ≤ 1 für alle k = 1, . . . , n. (3.2)Für alle m existiert ein k ∈ {1, . . . , n} so dass |αkm| = 1. (3.3)Wegen (3.3) erfüllt mindestens eine der Koe�zienten-Folgen k̄, dass #{m :
|αk̄m| = 1} = ∞, d.h. es kommen unendlih viele Einsen (oder unendlih vie-le − Einsen) vor. Sei oBdA k̄ = 1, und #{m : α1m = 1} = ∞. Wähle danneine Teilfolge der (y

(1)
m ) ⊆ (ym), in der die Koe�zienten-Teilfolge bezüglih derKoe�zienten α1m des ersten Basisvektors nur aus Einsen besteht.Weiterhin sind wegen (3.2) alle der n Koe�zienten-Folgen beshränkt. Nah demSatz von Bolzano-Weierstrass wählen wir nun eine Teilfolge (y

(2)
m ) ⊆ (y

(1)
m ) für diedie zweite Koe�zienten-Folge a2m eine konvergente Teilfolge ist. Aus den Indizesdieser Folge wählen wir wiederum eine bezüglih der dritten Koe�zienten-Folge

a3m konvergente Teilfolge und so weiter, bis wir eine Teilfolge
y(n)

m =

n∑

k=1

α′
kmvk,erhalten, für die alle Koe�zienten-Folgen konvergieren, d.h.

α′
1m → α1 = 1

α′
2m → α2...

α′
nm → αn.Nah Konstruktion wissen wir, dass (a′

1m) nur aus Einsen besteht und also gegen
1 konvergiert. Für

y =
n∑

k=1

αkvk52



gilt dann nah Teil 1 dieses Beweises
‖y(n)

m − y‖ ≤ C‖y(n)
m − y‖∞ = max

k=1,...,n
{|α′

km − αk|} → 0 für m → ∞.Weil ‖ym‖ → 0 folgt daraus y = 0, ein Widerspruh zum Grenzwert α1 = 1 derersten Koe�zienten-Folge. QEDDer gerade bewiesene Satz zeigt, dass es auf dem IKn niht darauf ankommt,bezüglih welher Norm man von Konvergenz redet. Genauso induzieren alleNormen auf dem IKn die gleihe Topologie: Begri�e wie Abgeshlossenheit, Be-shränktheit und Kompaktheit hängen also niht von der Wahl der Norm ab.Allerdings sollte man beahten, dass die Konstanten c, C niht nur von den je-weiligen Normen, sondern auh von der Dimension des Raumes n abhängen.Weiterhin darf man niht vergessen, dass der Satz nur für endlih-dimensionaleVektorräume gilt; auf Räume mit unendliher Dimension (z.B. Funktionenräume)lässt er sih im allgemeinen niht übertragen.Als Beispiel wollen wir abshlieÿend noh die p-Normen auf dem Raum der steti-gen Funktionen C[a, b] über einem Intervall [a, b] angeben. Für eine stetige Funk-tion f : [a, b] → IK de�niert man
‖f‖Lp[a,b] :=







(∫ b

a
|f(x)|pdx

) 1
p falls 1 ≤ p < ∞

maxx∈[a,b] |f(x)| falls p = ∞3.2 Normen für Abbildungen und MatrizenDe�nition 3.10 Es seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) zwei normierte Räume und
F : V → W eine lineare Abbildung. Dann heiÿt F beshränkt, falls es eineKonstante C > 0 gibt, sodass für alle v ∈ V :

‖F (v)‖W ≤ C‖v‖V .Wir untersuhen zunähst die Stetigkeit solher linearen Abbildungen.Lemma 3.11 Sei F : V → W eine lineare Abbildung zwishen normierten Vek-torräumen. Dann ist F genau dann beshränkt, wenn F stetig ist.Beweis:
• Ist F beshränkt, so folgt aus

‖F (v) − F (w)‖W = ‖F (v − w)‖W ≤ C‖v − w‖vdirekt die Stetigkeit von F . 53



• Ist F stetig, so gibt es zu jedem ǫ > 0 ein δ > 0 so, dass ‖F (v)−Fw‖W < ǫfür alle v, w mit ‖v − w‖V ≤ δ. Für ǫ = 1 und w = 0 erhält man wegen
F (0) = 0 also ein δ > 0 so, dass

‖F (v)‖W < 1 für alle ‖v‖V ≤ δ.Für jedes v ∈ V \ {0} gilt
∥
∥
∥
∥
δ

v

‖v‖V

∥
∥
∥
∥

V

≤ δ

=⇒
∥
∥
∥
∥
F

(

δ
v

‖v‖V

)∥
∥
∥
∥

W

≤ 1

=⇒ ‖F (v)‖W =
‖v‖V

δ

∥
∥
∥
∥
F

(

δ
v

‖v‖V

)∥
∥
∥
∥

W

≤ 1

δ
‖v‖V ,also folgt die Beshränktheit mit C = 1

δ
. QEDZwishen endlih-dimensionalen Räumen stellt sih die Situation noh einfaherdar.Lemma 3.12 Sei F : V → W eine lineare Abbildung zwishen zwei normiertenendlih-dimensionalen Vektorräumen. Dann ist F beshränkt und stetig.Beweis: Sei F : V → W linear und sei v1, . . . , vn eine Basis von V . Dann gilt

v =
n∑

k=1

αkvk

=⇒ F (v) = F

(
n∑

k=1

αkvk

)

=
n∑

k=1

αkF (vk)

=⇒ ‖F (v)‖W =

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

k=1

αkF (vk)

∥
∥
∥
∥
∥

W

≤
n∑

k=1

|αk|‖F (vk)‖W

≤ max
k=1...n

‖F (vk)‖W

n∑

k=1

|αk| = max
k=1...n

‖F (vk)‖W‖v‖1

≤ C‖v‖V ,wobei beim letzten Shritt ausgenutzt wurde, dass nah Satz 3.9 alle Normenauf V äquivalent sind. Damit ist F also beshränkt und nah Lemma 3.11 auhstetig. QEDAuf dem Raum der beshränkten linearen Abbildungen zwishen zwei normiertenVektorräumen de�nieren wir nun folgende Norm.54



De�nition 3.13 Es seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) zwei normierte Räume. Füreine beshränkte lineare Abbildung F : V → W de�niert man die zu ‖ · ‖V und
‖ · ‖W zugeordnete Norm durh

‖F‖V,W := sup
v∈V \{0}

‖F (v)‖W

‖v‖V
.Gilt V = W und ‖ · ‖V = ‖ · ‖W so shreiben wir auh ‖F‖V statt ‖F‖V,W .Weil F als beshränkt vorausgesetzt wurde gilt für alle v ∈ V \ {0}

‖F (v)‖W

‖v‖V
≤ C‖v‖V

‖v‖V
= C.Wir erhalten also ‖F‖V,W < ∞. Die Norm der Abbildung F ist also die kleinst-möglihe Konstante C, mit der man die Beshränktheit der Abbildung abshätzenkann.Wir erwähnen noh, dass wir auh wirklih von Normen sprehen dürfen:Satz 3.14 Es seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) zwei normierte Räume. Dann ist

‖ · ‖V,W eine Norm auf dem Raum der beshränkten linearen Abbildungen von
V → W .Aufgabe: Beweisen Sie Satz 3.14!Folgende Umformulierung erweist sih als nützlih.Lemma 3.15 Es seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) zwei normierte Räume und
F : V → W eine beshränkte lineare Abbildung. Dann gilt

‖F‖V,W = sup
v∈V :‖v‖V =1

‖F (v)‖W . (3.4)Beweis: Zunähst ist klar, dass
sup

v∈V :‖v‖V =1

‖F (v)‖W ≤ ‖F‖V,W .Um supv∈V :‖v‖V =1 ‖F (v)‖W ≥ ‖F‖V,W zu zeigen, bemerken wir, dass wegen derSkalierbarkeit (Eigenshaft (N2)) der Norm ‖ · ‖W für alle v 6= 0, v ∈ V gilt:
‖F (v)‖W

‖v‖V
=

1

‖v‖V
‖F (v)‖W =

∥
∥
∥
∥
F

(
v

‖v‖V

)∥
∥
∥
∥

W

.Es gibt also zu jedem v 6= 0 ein u mit ‖u‖V = 1 so dass ‖F (v)‖W

‖v‖V
= ‖F (u)‖W .Entsprehend folgt

sup
v 6=0

‖F (v)‖W

‖v‖V

≤ sup
v:‖v‖V =1

‖F (v)‖W55



und zusammen ergibt sih die Behauptung. QEDBetrahte nun ein beliebiges v ∈ V . Dann gilt:
‖F (v)‖W

‖v‖V
≤ sup

v′∈V \{0}

‖F (v′)‖W

‖v′‖V
= ‖F‖V,W ,woraus wir

‖F (v)‖W ≤ ‖F‖V,W · ‖v‖V (3.5)folgern. Wir sagen auh, ‖ · ‖V,W ist passend zu den Normen ‖ · ‖V und ‖ · ‖W .Diese Eigenshaft wird später noh wihtig werden. Eine Verallgemeinerung istdie folgende.De�nition 3.16 Es seien (V, ‖·‖V ) und (W, ‖·‖W ) zwei normierte Räume. EineNorm ‖ · ‖ auf dem Raum der beshränkten, linearen Abbildungen von V nah
W heiÿt zu den Normen ‖ · ‖V und ‖ · ‖W passend, oder mit den Normen
‖ · ‖V und ‖ · ‖W verträglih, falls für alle v ∈ V gilt:

‖F (v)‖W ≤ ‖F‖ · ‖v‖V .Gleihung (3.5) zeigt, dass die Norm ‖ · ‖V,W immer zu ihren natürlihen oderzugeordneten Normen ‖ · ‖V und ‖ · ‖W passt.Aufgabe: Seien (U, ‖·‖U),(V, ‖·‖V ) und (W, ‖·‖W ) normierte endlih-dimensionaleVektorräume und seien F : U → V und G : V → W beshränkte lineare Abbil-dungen. Zeigen Sie, dass dann für G ◦ F : U → W gilt:
‖G ◦ F‖UW ≤ ‖G‖V W‖F‖UV .Wir möhten nun den Fall linearer Abbildungen zwishen den endlih-dimensionalenVektorräumen

A : IKn → IKmgenauer untersuhen. Jede lineare Abbildung kann dann durh eine Matrix Arepräsentiert werden, so dass wir die zugehörige Norm ‖A‖V,W in diesem Fallauh Matrixnorm nennen.Im folgenden entwikeln wir Formeln für einige Matrixnormen, die aus den wih-tigsten Normen auf dem IKn, IKm entstehen.Satz 3.17 Sei A ∈ IKm,n eine lineare Abbildung vom IKn in den IKm.1. Betrahte (IKn, ‖ · ‖1) und (Km, ‖ · ‖1) jeweils mit Manhattan-Norm. Dannheiÿt die die zugehörige Matrixnorm Spaltensummennorm und sie ist gege-ben durh
‖A‖1 = sup

x∈IKn:‖x‖1=1

‖Ax‖1 = max
k=1,...,n

m∑

i=1

|aik|.56



2. Betrahte (IKn, ‖ · ‖∞) und (Km, ‖ · ‖∞) jeweils mit Maximum-Norm. Dannheiÿt die die zugehörige Matrixnorm Zeilensummennorm und sie ist gegebendurh
‖A‖∞ = sup

x∈IKn:‖x‖∞=1

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,m

n∑

k=1

|aik|.Beweis:ad 1: Für alle x ∈ IKn gilt zunähst, dass
‖Ax‖1 =

m∑

i=1

|(Ax)i| =
m∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

aikxk

∣
∣
∣
∣
∣

≤
n∑

k=1

|xk|
m∑

i=1

|aik| ≤
(

max
k=1,...,n

m∑

i=1

|aik|
)

n∑

k=1

|xk|

= max
k=1,...,n

n∑

i=1

|aik|‖x‖1.Damit gilt also
‖A‖1 ≤ max

k=1,...,n

m∑

i=1

|aik|.Um ‖A‖1 ≥ maxk=1,...,n

∑m
i=1 |aik| zu zeigen, wählen wir j so dass

m∑

i=1

|aij| = max
k=1,...,n

m∑

i=1

|aik|.Für den jten Einheitsvektor ej gilt dann
‖Aej‖1 = ‖Aj‖1 =

m∑

i=1

|aij | = max
k=1,...,n

m∑

i=1

|aik|.Für die Norm von A folgt (mit (3.4)) daraus
‖A‖1 = sup

x:‖x‖1=1

‖Ax‖1 ≥ ‖Aej‖1 = max
k=1,...,n

m∑

i=1

|aik|.ad 2: Für die Maximums-Norm erhalten wir analog für x ∈ IKn

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,m

|(Ax)i| = max
i=1,...,m

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

aikxk

∣
∣
∣
∣
∣

≤ max
i=1,...,m

n∑

k=1

|aik||xk| ≤ max
i=1,...,m

n∑

k=1

|aik|‖x‖∞,57



also
‖A‖∞ ≤ max

i=1,...,m

n∑

k=1

|aik|.Für die �≥� Rihtung wählen wir hier den Index j als den der Zeile mitmaximaler Summe, d.h. so dass
n∑

k=1

|ajk| = max
i=1,...,m

n∑

k=1

|aik|.Weiterhin wählen wir einen Vektor z ∈ IKn passend zum Index j durh
zk =

{
ājk

|ajk |
falls ajk 6= 0

1 falls ajk = 0Dann gilta) ‖z‖∞ = 1, undb) ajkzk =
ajk ¯ajk

|ajk |
= |ajk|, insbesondere ist ajkzk positiv und reell.Für die Norm von Az erhalten wir daraus, dass

‖Az‖∞ = max
i=1,...,m

|(Az)i| = max
i=1,...,m

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

aikzk

∣
∣
∣
∣
∣

≥
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

ajkzk

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=1

|ajk| = max
i=1,...,m

n∑

k=1

|aik|.Wie für die Manhattan-Norm folgern wir daraus, dass
‖A‖∞ ≥ max

i=1,...,m

n∑

k=1

|aik|. QEDWir betrahten jetzt noh die Matrixnorm ‖A‖2. Dazu benötigen wir den auh inanderen Bereihen der Numerik wihtigen Begri� des Spektralradius einer Matrix.De�nition 3.18 Sei A ∈ IKn,n.
• λ ∈ IK heiÿt Eigenwert von A falls es ein v ∈ IKn \ {0} gibt, so dass

Av = λv.

v heiÿt dann Eigenvektor von A bezüglih des Eigenwertes λ58



• Der Spektralradius ρ(A) einer Matrix A ist der betragsmäÿig gröÿte Ei-genwert von A, d.h.
ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ C ist Eigenwert von A}Wir müssen zunähst an die folgenden Begri�e aus der linearen Algebra erinnern:Notation 3.19

• Eine Matrix A ∈ Rn,n heiÿt orthogonal, falls AT A = I beziehungsweise
A−1 = AT .

• Eine Matrix A ∈ Cn,n heiÿt unitär, falls A−1 = ĀT .Bemerkung: Die Spalten A1, . . . , An von A von orthogonalen oder unitärenMatrizen bilden eine Orthonormalbasis des IKn. Das sieht man, indem man dasProdukt B = ĀT A durh Produkte der Spalten von A beshreibt. Weil B dieEinheitsmatrix ist, gilt für das Element
bij = ĀT

i Aj =

{
1 falls i = j
0 sonst,entsprehend folgt die Behauptung.Folgenden Satz werden wir verwenden.Satz 3.20 (Hauptahsentransformation) Sei A ∈ IKn,n eine symmetrishe(bzw. hermiteshe) Matrix. Dann gibt es eine reguläre orthogonale (bzw. unitäre)Matrix Q ∈ Rn,n (bzw. Q ∈ Cn,n) und eine Diagonalmatrix D = diag(d1, . . . , dn) ∈ Rn,nso dass

A = QDQ−1.Dabei sind d1, . . . , dn die Eigenwerte der Matrix A, und die Spalten von Q bildeneine Orthonormalbasis, die aus den zugehörigen Eigenvektoren besteht. Das heiÿt,es gilt
AQj = djjQj für j = 1, . . . , nWir beweisen folgende Folgerung aus Satz 3.20.Lemma 3.21 Sei A ∈ IKn,n eine symmetrishe (bzw. hermiteshe) positiv semi-de�nite Matrix, und sei λmin ihr betragsmäÿig kleinster und ρ(A) = λmax ihrbetragsmäÿig gröÿter Eigenwert. Dann gilt λmin ≥ 0 und alle x ∈ IKn erfüllen diefolgende Abshätzung:
λmin‖x‖2

2 ≤ x̄T Ax ≤ λmax‖x‖2
2.59



Beweis: Weil A positiv semi-de�nit ist, sind die Eigenwerte λ1, . . . , λn von A niht-negativ (siehe De�nition 2.18 auf Seite 37). Sei nah Satz 3.20 weiter v1, . . . , vneine Orthonormalbasis des IKn, die aus Eigenvektoren von A besteht. Wir shrei-ben x =
∑n

i=1 αivi und rehnen wegen
Ax = A

n∑

i=1

αivi =
n∑

i=1

αiA(vi) =
n∑

i=1

αiλivinah, dass
x̄T Ax =

n∑

j,k=1

ᾱjαkλkv̄
T
j vk =

n∑

j=1

|αj|2λj ,wobei letztere Gleihheit aus der Orthogonalität der vi folgt. Weiterhin gilt ‖x‖2
2 =

xT x =
∑n

i=1 |αi|2 und entsprehend folgt
λmin

n∑

j=1

|αj|2 ≤
n∑

j=1

|αj |2λj ≤ λmax
n∑

j=1

|αj|2,zusammen also
λmin‖x‖2

2 ≤ x̄T Ax ≤ λmax‖x‖2
2. QEDWir können nun endlih auh die Matrixnorm ‖A‖2 bezüglih der EuklidishenNorm berehnen.Satz 3.22 Für A : IKn → IKm, also A ∈ IKm,n gilt

‖A‖2 = sup
x∈IKn:x 6=0

‖Ax‖2

‖x‖2
=
√

ρ(ĀT A)Man nennt ‖A‖2 auh die Spektralnorm von A.Beweis: Zunähst gilt, dass ĀT A ∈ IKn,n eine hermiteshe und positiv semi-de�nite Matrix ist. Daher sind alle ihre Eigenwerte gröÿer oder gleih Null. Sei
ρ(ĀT A) = λmax der gröÿte Eigenwert von ĀT A. Es gilt

‖Ax‖2
2 = (Ax)

T
(Ax) = x̄T ĀT Ax ≤ λmax‖x‖2

2,wobei die letzte Ungleihung aus Lemma 3.21 folgt. Die Ungleihung ergibt also
‖A‖2 ≤

√

ρ(ĀT A).Um Gleihheit zu zeigen, wählen wir z als Eigenvektor zu λmax und erhalten
‖Az‖2

2 = z̄T ĀT Az = z̄T λmaxz = λmaxz̄T z = λmax‖z‖2
2.60



Daraus ergibt sih analog zu dem Beweis von Satz 3.17, dass
‖A‖2 = sup

x 6=0

‖Ax‖2

‖x‖2
≥ ‖Az‖2

‖z‖2
=

√
λmax =

√

ρ(ĀT A). QEDLeider ist die Spektralnorm für gröÿere Matrizen aufwändig zu berehnen. Daherersetzt man sie manhmal durh eine der folgenden Normen:De�nition 3.23Gesamtnorm: ‖A‖G := n max{|aij| : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}Frobenius-Norm: ‖A‖F :=

√
√
√
√

m∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2Beides sind wirklih Normen (da sie bis auf Vorfaktoren mit ‖·‖∞ beziehungsweisemit ‖ · ‖2 auf dem IKn·m übereinstimmen).Lemma 3.241. Die Norm ‖ · ‖G ist passend zu ‖ · ‖∞.2. Die Norm ‖ · ‖F ist passend zu ‖ · ‖2.Beweis: Nah De�nition 3.16 ist für den ersten Teil zu zeigen, dass
‖Ax‖∞ ≤ ‖A‖G · ‖x‖∞.Das rehnet man leiht nah durh

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,m

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

aijxj

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ‖x‖∞ max

i=1...m

n∑

j=1

|aij |

≤ ‖x‖∞ n max{|aij | : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} = ‖A‖G · ‖x‖∞.Für den zweiten Teil müssen wir uns überzeugen, dass
‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F · ‖x‖2.Wieder rehnen wir

‖Ax‖2
2 =

∑

i=1,...,m

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

aijxj

∣
∣
∣
∣
∣

2

≤
m∑

i=1

(
n∑

j=1

|aij|2
n∑

j=1

|xj |2
) siehe Lemma 3.5

=
m∑

i=1

n∑

j=1

|aij|2
n∑

j=1

|xj |2 = ‖A‖2
F ‖x‖2

2und erhalten so das gewünshte Resultat. QED61



3.3 KonditionZum Abshluss dieses Kapitels wollen wir die gewonnen Erkenntnisse anwenden,um die Kondition einer Matrix zu de�nieren. Diese wird uns helfen, die Übertra-gung von Fehlern abzushätzen.Betrahten wir dazu ein lineares Gleihungssystem Ax = b mit folgenden Fehlernin den Eingangsdaten:
• ∆A sei der Fehler in der Matrix A,
• sowie ∆b der Fehler im Ergebnisvektor b.Lässt sih anhand dieser Daten der Fehler im Ergebnis abshätzen?Um diese Frage zu beantworten, bemerken wir zunähst, dass

∆x = x̃ − xist, wobei x als exakte Lösung des Gleihungssystems Ax = b und x̃ durh diegewonnene Lösung
(A + ∆A)x̃ = b + ∆bde�niert ist. Es gilt also

(A + ∆A)(x + ∆x) = b + ∆b.Multipliziert man diese Gleihung aus und verwendet Ax = b so ergibt sih
(A + ∆A)∆x = ∆b − ∆Ax.Nehmen wir nun zunähst an, dass die gestörte Matrix A+∆A invertierbar wäre.Dann könnte man nah ∆x au�ösen und dadurh die Norm von x abshätzen,also

∆x = (A + ∆A)−1(∆b − ∆Ax)

=⇒ ‖x‖ ≤ ‖(A + ∆A)−1‖(‖∆b‖ + ‖∆A‖‖x‖),wobei wir eine multiplikative und zur Vektornorm passende Matrixnorm gewählthaben. Der relative Fehler ergibt sih entsprehend als
‖∆x‖
‖x‖ ≤ ‖(A + ∆A)−1‖

(‖∆b‖
‖x‖ + ‖∆A‖

)

= ‖(A + ∆A)−1‖‖A‖
( ‖∆b‖
‖A‖‖x‖ +

‖∆A‖
‖A‖

)

≤ ‖(A + ∆A)−1‖‖A‖
(‖∆b‖
‖Ax‖ +

‖∆A‖
‖A‖

)

≤ ‖(A + ∆A)−1‖‖A‖
︸ ︷︷ ︸Vergröÿerungsfaktor ‖∆b‖

‖b‖ +
‖∆A‖
‖A‖

︸ ︷︷ ︸relative Fehler der Eingangsdaten








(3.6)62



Bevor wir den Term des Vergröÿerungsfaktors weiter abshätzen, beshäftigenwir uns mit der Frage, wann die Inverse von A + ∆A existiert.Lemma 3.25 Seien A, ∆A ∈ IKn,n, A regulär und ‖A−1‖‖∆A‖ < 1, wobei ‖ · ‖eine zu eine Vektornorm passende multiplikative Matrixnorm ist, die ‖I‖ = 1erfüllt. Dann ist A + ∆A regulär, und es gilt
‖(A + ∆A)−1‖ ≤ ‖A−1‖

1 − ‖A−1‖‖∆A‖ .Beweis: Shreibe
x = A−1(A + ∆A)x − A−1(∆A)x

=⇒ ‖x‖ ≤ ‖A−1‖‖(A + ∆A)x‖ + ‖A−1‖‖(∆A)‖‖x‖
=⇒ ‖x‖ (1 − ‖A−1‖‖∆A‖)

︸ ︷︷ ︸

>0 nah Vor. ≤ ‖A−1‖‖(A + ∆A)x‖.Also folgt aus (A + ∆A)x = 0 dass ‖x‖ = 0 und entsprehend auh x = 0. DieAbbildung A+∆A ist somit injektiv und damit auh surjektiv, also ist die Matrix
A + ∆A invertierbar.Wir können also B := (A + ∆A)−1 de�nieren. Um die im Lemma genannteAbshätzung zu erhalten, rehnen wir nah

1 = ‖I‖ = ‖B(A + ∆A)‖ = ‖BA + BAA−1∆A‖
≥ ‖BA‖ − ‖BA‖‖A−1‖‖∆A‖
= ‖BA‖ (1 − ‖A−1‖‖∆A‖)

︸ ︷︷ ︸

>0

.Daraus erhalten wir
‖BA‖ ≤ 1

1 − ‖A−1‖‖∆A‖und shlieÿlih
‖(A + ∆A)−1‖ = ‖BAA−1‖ ≤ ‖BA‖‖A−1‖ ≤ ‖A−1‖

1 − ‖A−1‖‖∆A‖ . QEDDe�nition 3.26 Für eine Matrix A ∈ IKn,n de�nieren wir
cond(A) := ‖A‖ ‖A−1‖als die Kondition von A. 63



Wozu man diese De�nition verwenden kann, zeigt der folgende Satz und dasanshlieÿende Korollar.Satz 3.27 Sei ‖ · ‖ eine Matrixnorm wie in Lemma 3.25. Sei ‖b‖ 6= 0 und
‖A−1‖ ‖∆A‖ < 1. Sei Ax = b. Dann gilt für jede gestörte Lösung x + ∆x desgestörten Systems

(A + ∆A)x̃ = b + ∆bdie folgende Abshätzung:
‖∆x‖
‖x‖ ≤ ond(A)

1

1 − ond(A)‖∆A‖
‖A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)Zunähst bemerken wir, dass der Ausdruk wegen
1 > 1 − ond(A)

‖∆A‖
‖A‖ = 1 − ‖A−1‖ ‖∆A‖ > 0wohlde�niert ist. Man sieht hier auh shon, dass eine kleinere Kondition zukleineren relativen Fehlern führen wird.Beweis: Aus (3.6) und der Abshätzung aus Lemma 3.25 folgt, dass

‖∆x‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖

1 − ‖A−1‖ ‖∆A‖ · ‖A‖
‖A‖
‖A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)

=
ond(A)

1 − ond(A)‖∆A‖
‖A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)

. QEDEine einfahe und oft betrahtete Anwendung dieses Ergebnisses ist das folgendeKorollar, das man auh direkt aus (3.6) ohne die Voraussetzungen aus Lem-ma 3.25 herleiten kann.Korollar: Hat man nur eine Störung in b (ist also ∆A = 0), so übertragen sihdie Fehler in b mit maximal der Kondition von A. Genauer:
‖∆x‖
‖x‖ ≤ ond(A)

‖∆b‖
‖b‖ .Diese Aussage ergibt sih direkt aus Satz 3.27, da die Voraussetzung ‖A−1‖ ‖∆A‖ =

0 < 1 erfüllt ist.Abshlieÿend geben wir noh zwei nützlihe Aussagen zur Bestimmung der Kon-dition einer Matrix an. 64



Lemma 3.28 Für jede zu einer Vektornorm passend gewählte Matrixnorm undjede invertierbare Matrix A gilt: ond(A) ≥ 1.Beweis: Für den Beweis verwenden wir die De�nition für passend für A und A−1in folgendem Sinn. Sei x 6= 0. Dann gilt A−1x 6= 0 und entsprehend
‖A−1x‖ ≤ ‖A−1‖ ‖x‖

‖A(A−1x)‖ ≤ ‖A‖ ‖(A−1x)‖Zusammen ergibt sih
‖A‖ ‖A−1‖ ≥ ‖A‖‖A

−1x‖
‖x‖ ≥ ‖A(A−1x)‖

‖A−1x‖
‖A−1x‖
‖x‖ =

‖x‖
‖x‖ = 1. QEDFür die der Euklidishen Norm zugeordnete Spektralnorm gelten die folgendenAussagen.Lemma 3.29 Sei Q eine orthogonale (unitäre) Matrix. Dann gilt1. ond(Q) = 1, und2. ond(QA) = ond(A) = ond(AQ) für alle Matrizen A, das heiÿt die Mul-tiplikation mit Q ändert die Kondition der Matrix A niht.Beweis:1. ond(Q) = ‖Q‖2‖Q−1‖2 =

√

ρ(Q̄T Q)

√

ρ(Q̄−1T
Q−1)

=
√

ρ(I)
√

ρ(QQ̄T ) =
√

ρ(I)
√

ρ(I) = 12.
‖A‖2 = ‖QT QA‖2 ≤ ‖QT‖2 ‖QA‖2 = ‖QA‖2

≤ ‖Q‖2 ‖A‖2 = ‖A‖2,also ist ‖A‖2 = ‖QA‖2. Analog ergibt sih ‖A‖2 = ‖AQ‖2, also erhält manond(QA) = ond(Q) = ond(AQ). QED
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Kapitel 4Orthogonalisierungsverfahren
4.1 Die QR-ZerlegungBisherige Lösung von Gleihungssystemen:

A → L · A =







. . . ∗. . .
0

. . . Dabei galt für die Kondition von (L · A):
cond(L · A) ≤ ‖L‖ · ‖L−1‖ · ‖A‖ · ‖A−1‖

= cond(A) · cond(L),die Kondition vergröÿert sih also um bis zu cond(L).Idee: Die Kondition lässt sih verbessern, indem man A durh Multiplikationmit orthogonalen bzw. unitären Matrizen auf eine obere ∆s-Gestalt bringt, dennfür orthogonale/unitäre Matrizen gilt nah Lemma 3.29
cond(QA) = cond(A)sowohl für die Euklidishe Norm als auh für ‖ · ‖F .Lemma 4.1 Sei Q orthogonal (bzw. unitär). Dann gilt ‖Qx‖2 = ‖x‖2.Beweis:

‖Qx‖2
2 = (Qx)∗(Qx) = x∗ Q∗Q

︸︷︷︸

I

x = x∗x = ‖x‖2
2 QED66



De�nition 4.2 Die Zerlegung einer Matrix A ∈ IKm,n der Form A = QR miteiner unitären Matrix Q ∈ IKm,m und einer oberen ∆s-Matrix R ∈ IKm,n heiÿt
QR-Zerlegung von A. Dabei hat die Matrix R folgende Gestalt:

R =










r11 ∗ 














n







m

. . .
0 rkk

0
. . .

0wobei k ≤ min{n, m} und r11, r22, ..., rkk 6= 0.De�nition 4.3 Sei h ∈ IKn normiert, d.h. h∗h = ‖h‖2 = 1. Dann heiÿt
H = I − 2hh∗Householder-Matrix.Bemerkung:

h =






h1...
hn




 h∗ = (h1, . . . , hn) hh∗ =








h1h1 h1h2 · · · h1hn

h2h1
. . . ...... . . . ...

hnh1 · · · · · · hnhn






Lemma 4.4 Sei H eine Householder-Matrix. Dann gilt HH∗ = H∗H = I und

H = H∗.Beweis:
H∗ = (I − 2hh∗)∗ = I − 2hh∗ = H

HH∗ = (I − 2hh∗)(I − 2hh∗) = I − 4hh∗ + 4h h∗h
︸︷︷︸

1

h∗ = I QEDBeispiel: Sei
h =

1

5

(
3
4

)

,dann gilt hT h = 1. Für die Householder-Matrix ergibt sih daraus:
H = I − 2hhT = I − 2

(3
5
4
5

)
(

3
5

4
5

)
=

1

25

(
7 −24

−24 −7

)67



wobei H = HT und H2 = I. Nun kann man beliebige Punkte durh Multiplikationmit der Householder-Matrix auf andere abbilden, zum Beispiel:
H

(
3

4

)

=

(−3

−4

)

H

(

λ

(
3

4

))

=−λ

(
3

4

)

H

(
4

−3

)

=

(
4

3

)

H

(

λ

(
4

−3

))

=λ

(
4

−3

)

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

b

(
3
4

)

(−4
3

)

Aufgrund des Bildes sheint H also eine Spiegelung an der Geraden durh denUrsprung senkreht zu h zu sein. Das wollen wir im folgenden begründen:Lemma 4.5 Die Abbildung H : Rn → Rn entspriht geometrish einer Spiege-lung an der zu h orthogonalen Ebene durh den Ursprung.Sei x ∈ Rn. Wir zerlegen x in einen Anteil in Rihtung h und einen Anteilorthogonal zu h.
x = αh + βt mit t⊥h (tT h = 0)
[
x = (hhT )x + y ist geeignet, da y⊥h

]68



Im Beispiel: (
0

4

)

=
16

5
· 1

5

(
3

4

)

+
12

25

(−4

3

)Dann gilt:
H(x) = (I − 2hhT ) · (αh + βt)

= α · I · h + β · I · t − 2αh hT h
︸︷︷︸

1

−2βh hT t
︸︷︷︸

0

= −αh + βtAlso ist H tatsählih eine Spiegelung an der Ebene durh den Ursprung senkrehtzu h.Unser Ziel ist es jetzt, die Kondition bei der Lösung von Gleihungssystemen zuverbessern, indem man A durh Multiplikation mit orthogonalen bzw. unitärenMatrizen auf obere Dreieksgestalt bringt, also:
Q · A =






∗ . . .
0 ∗




wobei Q eine orthogonale bzw. unitäre Matrix darstellt. Dazu verwenden wirHouseholder-Matrizen H , für welhe gilt:

H = I − 2hh∗, wobei ‖h∗‖ = 1 H∗ · H = H · H∗ = I H∗ = HUnser Ziel ist es, eine Householdermatrix A so zu bestimmen, dass die Anwendungvon H auf A zu einer Matrix führt, in der die erste Spalte ein Vielfahes desEinheitsvektors ist, also
H · A1 =








∗
0...
0








= λ · e1 und HA =








∗ *0...
0






Das nähste Lemma zeigt, wie man so eine Matrix H wählen muss.Lemma 4.6 Sei x ∈ IKn \ {0}. Für

u := x + x1 ·
1

|x1|
· ‖x‖2 · e1 und H = I − 2 · uu∗

u∗u
gilt:

Hx = −x1 ·
‖x‖2

|x1|
︸ ︷︷ ︸

∈IK

·e169



Beweis: Wir suhen u ∈ IKn \ {0} mit Hx = c · e1, das heiÿt
Hx = x − 2 · uu∗

u∗u
= c · e1.Das ist erfüllt, falls die beiden folgenden Bedingungen gelten:

2u∗x

u∗u
= 1 (4.1)

u = x − c · e1 (4.2)Aus (4.1) folgt:
2u∗x = u∗u ∈ R

⇒ u∗x ∈ R

(4.2)⇒ (x − ce1)
∗x ∈ R

⇒ x∗x − cx1 ∈ R

⇒ cx1 ∈ R (∗)
⇒ c = α · x1 α ∈ R (∗∗)Weiterhin gilt:

0 = 2u∗x − u∗u = u∗(2x − u)

(4.2)
= (x − ce1)

∗(x + ce1)

= x∗x + x∗ce1 − ceT
1 x − cceT

1 e1

= x∗x + cx1 − cx1
︸︷︷︸

∈R, nah (∗∗)

⇒cx1=cx1

−|c|2

= ‖x‖2
2 − |c|2Zusammen mit (**) gilt:

‖x‖2 = |c| (∗∗)
= |α||x1|Nun folgt:

|α| =
‖x‖2

|x1|
also α = ±‖x‖2

|x1|
∈ RDaher ergeben sih als Lösung:

c
(∗∗)
= ±x1 ·

‖x‖2

|x| und u = x ∓ x1 · ‖x‖2
1

|x1|
· e1. QED70



Die numerish stabilere der beiden ± Variante ist u = x + x1 · 1
|x1|

· ‖x2‖ · e1, weiles dann in der ersten Koordinate von u zu keiner Auslöshung kommen kann.Dieses funktioniert sogar, falls x = α · e1.Beispiel: Sei x =
(
3i
4

) gegeben. Gesuht sind nun u(H) und c, sodass folgendeBedingungen erfüllt sind:
Hx = x − 2

u∗u
uu∗x =

(
c

0

)

u =

(
u1 + ũ1i

u2 + ũ2i

)Es gilt:
2u∗x = 6ũ1 + 8u2 + i · (6u1 − 8ũ2) u∗u = u2

1 + ũ2
2 + u2

2ũ
2
2Wir mahen nun eine Falluntersheidung. Im ersten Fall ist u reell, im zweitenFall komplex. Es ergibt sih:1. 2u∗x = u∗u:(a) 6u1 − 8ũ2 = 0(b) 6ũ1 + 8u2 = u2

1 + ũ2
1u

2
2 + ũ22. (3i

4

)
−
(

c1+c̃1i
0

)
=
(

u1+ũ1i
u2+ũ2i

)(a) −c1 = u1(b) 3 − c̃1 = ũ1() 4 = u2(d) 0 = ũ2Aus 2(a) - 2(d) folgen folgende Werte:
ũ2 = 0 u2 = 4 aus 2(a) folgt u1 = 0Auÿerdem gilt:

6ũ2
1 + 8 · 4 = 0 + ũ2

1 + 16 + 0 ⇒ ũ2
1 =

{

8

−2Daraus ergeben sih für u die Werte:
u =

(
8i

4

) oder u =

(−2i

4

)71



Nah Lemma 4.6 gilt nun:
u = x ± x1 ·

‖x‖2

|x1|
· e1 =

(
3i

4

)

± 3i · 5

3
=

(
8i

4

) oder (−2i

4

)Im ersten Fall erhält man die folgende Householder-Matrix:
H = I − 2

uu∗

u∗u
= I − 2

80
·
(

64 32i
−32i 16

)

=
1

10
·
[(

10 0
0 10

)

−
(

16 8i
−8i 4

)]

=
1

5
·
(
−3 4i
−4i 3

)Auÿerdem gilt:
Hx =

(−5i

0

)Satz 4.7 Für eine Matrix A ∈ IKm,n mit dem Rang n (also m ≥ n) existierteine QR-Zerlegung.Beweis: Die Idee ist, in Lemma 4.6 x = A1 zu wählen und anshlieÿend eineHouseholder-Matrix H(1) so zu bestimmen, dass die Gleihung H (1)x = α · e1erfüllt ist. Es muss also gelten:
H(1)A =








α1

0... ∗
0








.In dieser Darstellung ist die erste Spalte shon korrekt, der Rest interessiert unsnoh niht. Durh weitere Iteration ergeben sih dann die restlihen Spalten derMatrix. Seien bereits nah k Shritten die unitären Matrizen H (1), . . .H(1) sobestimmt, dass für A(k) gilt (A ∈ IKm,n):
A(k) = H(k) · . . . · H(1) · A =








∗












k. . . B(k)

∗
0 C(k)wobei B(k) ∈ IKk,m−k und C(k) ∈ IKn−k,m−k und a

(k)
ij = 0 für alle j ≤ k und

i > j gilt. Falls k = n ist, so ist A(n) mit A(n) = H(n) · . . . · H(1) · A eine obereDreieksmatrix und Q = H(n) · . . . · H(1) unitär. Ansonsten sei nun x̃(k+1) =
C1 ∈ IKm−k. Zunähst gilt x̃(k+1) 6= 0, denn wären die ersten k + 1 Spalten linearabhängig, dann wäre der Rang von A(k) niht n. Aufgrund der Regularität von72



H(i) wäre in diesem Fall auh der Rang von A ungleih n. Nun benötigen wireinige De�nitionen:
ũ(k+1) := x̃(k+1) +

x̃
(k+1)
1

|x̃(k+1)
1 |

∥
∥x̃(k+1)

∥
∥

2
e1

H̃(k+1) := Im−k − 2
ũ(k+1)(ũ(k+1))∗

(ũ(k+1))∗ũ(k+1)
wie in Lemma 4.6Durh diese De�nitionen folgt:

H̃(k+1)C(k) =








α *0...
0








mit α =
−x̃

(k+1)
1

|x̃(k+1)
1 |

‖x̃(k+1)‖2Um aber die Transformation auf ganz A(k) statt nur auf C(k) anwenden zu können,de�nieren wir nun
u(k+1) :=








0












k...

0
ũ(k+1)

}
m − k

H(k+1) := Im − 2
u(k+1)(u(k+1))∗

(u(k+1))∗u(k+1)
=

(
Ik 0

0 H̃(k+1)

)wobei H̃(k+1) eine m − k × n − k-Matrix ist. Mit diesen De�nitionen erhält manjetzt für die Matrix A(k+1):
A(k+1) = H(k) · A(k) =








∗ . . . B(k)

∗
0 H̃(k+1)C(k)






mit der geforderten Eigenshaft, dass a

(k+1)
ij = 0 für alle j ≤ k + 1 und i > j. QEDAlgorithmus 6: QR-Verfahren (Matrixversion)Input: A ∈ IKm,n mit Rang(A) = n 73



Shritt 1: A(0) := AShritt 2: For k = 1, . . . , n do
d := a

(k−1)
kk + a

(k−1)
kk

1

|a(k−1)
kk |

√
√
√
√

m∑

i=k

∣
∣
∣a

(k−1)
ik

∣
∣
∣

2

u(k) := (0, . . . 0, d, a
(k−1)
k+1,k, . . . , a

(k−1)
mk )T

H(k) := Im − 2
u(k)(u(k))∗

(u(k))∗u(k)

A(k) := H(k)A(k−1)Ergebnis: QR-Zerlegung mit
A := QR mit
R := A(n) ist obere Dreieksmatrix und
Q := H(1) · . . . · · ·H(n) ist unitäre Matrix

Diese Berehnungen sind aufwändig, insbesondere die Anwendung von von H (k)auf alle Spalten von A(k). Wir suhen nun eine bessere Rehenvorshrift für dieBerehnung von dem Produkt Hv der Householder-Matrix H und einem beliebi-gen Vektor v ∈ IKm. Nun gelten:
H = I − 2

u∗u
uu∗ = I − βuu∗ mit u = x +

x1

|x1|
‖x‖2e1 und

β =
2

u∗u
=

1

‖x‖2(‖x‖2 + |x1|)
(4.3)Dann folgt:

Hv = (I − βuu∗)v = v − βuu∗v

= v − βu∗vu = v − su (4.4)mit s = βu∗v ∈ IK (4.5)Damit kann man HAk für die Spalten Ak von A also e�zient berehnen. Beibetragsmäÿig kleinem β ergeben sih allerdings numerishe Probleme. Sie kannman mit Hilfe des folgenden Lemmas vermeiden.Lemma 4.8 Sei H eine Householder-Matrix aus Lemma 4.6 zu x 6= 0 und H ′die Householder-Matrix aus Lemma 4.6 zu y = αx mit α ∈ R+ und x, y ∈ IKn.Dann gilt H = H ′. 74



Beweis: Zunähst gelten folgende Gleihungen:
u = x +

x1

|x1|
‖x‖2e1 H = I − 2

u∗u
uu∗

u′ = y +
y1

|y1|
‖y‖2e1 = αx +

αx1

|αx1|
‖αx1‖2 = αuNun folgt daraus

H ′ = I − 2

(u′)∗u′
u′(u′)∗ = I − 2

α2u∗u
α2uu∗ = H QEDIm folgenden Algorithmus wird statt x also x

‖x‖∞
verwendet, um die numerisheStabilität von β aus (4.3) zu gewährleisten.Algorithmus 7: QR-Verfahren (Implementations-Variante)Input: A ∈ IKm,n mit Rang(A) = nShritt 1: uik := 0 für alle i = 1, . . . ,m und k = 1, . . . , nShritt 2: For k = 1, . . . , n doShritt 2.1: Ak

max := maxi=k,...,m |aik|Shritt 2.2: α := 0Shritt 2.3: For i = k, . . . ,m doShritt 2.3.1. uik := aik

Ak
max (Normierung der k-ten Restspalte)Shritt 2.3.2. α := α + |uik|2 (Norm2 der k-ten Restspalte)Shritt 2.4: α :=

√
αShritt 2.5: βk := 1

α(α+|ukk |)
(β aus 4.3)Shritt 2.6: ukk = ukk + akk

|akk |
· α (1. Komponente von uk nah Lemma 4.6)Shritt 2.7: akk := − akk

|akk|
· Ak

maxShritt 2.8: For i = k + 1, . . . m do aik := 0 (erste Spalte von HAk
max)Shritt 2.9: For j = k + 1, . . . , n doShritt 2.9.1. s := βk

∑m
i=k uikaij (s aus 4.5)Shritt 2.9.2. For i = k, . . . ,m do aij = aij − s · uik (Berehnung vonH A

(k)
j nah 4.4) 75



Ergebnis: QR-Zerlegung der Originalmatrix A mit
R := A

Q := H(1) · . . . · H(n) mit H(k) = I − 2

u∗
kuk

uku
∗
k und

uk =






u1k...
unk




 für k = 1, . . . , n

Bemerkung:
• oft benötigt man Q niht explizit und kann sih die Berehnung sparen
• R enthält viele Nullen, die man zum Speihern (eines Teils) der uik verwen-den kann, genauer s. Beweis von Satz 4.7, und man hat nur die Diagonaleextra zu speihern











∗
0 ∗... 0

. . .... ... . . .
0 0

. . .










• U ist untere DreieksmatrixAufwand: Die QR-Zerlegung einer Matrix A ∈ IKm,n mitRang(A) = n erfordert
n2(m − 1

3
n) + O(mn)(= O(n2m))wesentlihe Operationen. 76



Der teuerste Shritt ist 9.2 mit
(

n∑

k=1

n∑

j=k+1

2(m − k)

)

+ O(mn) =

n∑

k=1

2(n − k)(m − k) + O(mn)

=

(
n∑

k=1

2nm − 2nk − 2km + 2k2

)

+ O(mn)

= 2n2m + 2
n∑

k=1

k2 − k(n + m) + O(mn)

= 2n2m + 2
n(n + 1)(2n + 1)

6
︸ ︷︷ ︸

P

k2

−2(n + m)
n(n + 1)

2
︸ ︷︷ ︸

P

k

+O(mn)

= 2n2m + 2
2n3

6
− n2(n + m) + O(mn) + O(n2)

︸ ︷︷ ︸

=O(mn)

= n2

(

m − 1

3
n

)

+ O(mn)Für m = n ergibt sih also 2
3
n3 +O(n2), das ist etwas höher als der Aufwand von

1
3
n3 bei dem Gauss-Verfahren. Für shleht konditionierte Matrizen lohnt es sihaber, diesen Aufwand in Kauf zu nehmen.Bemerkung: Im Gegensatz zur LU-Zerlegung ist bei der QR-Zerlegung (beiRang(A) =

n) keine Pivotisierung nötig. Das gilt allerdings niht im Fall Rang(A) < n. Indiesem Fall tausht man in jedem Shritt k vor der Berehnung der uk und der
βk die Restspalte mit gröÿter Euklidisher Norm an die k-te Position.4.2 Lineare AusgleihsproblemeBeim Lösen linearer Gleihungssysteme bestand die Aufgabe darin, ein x zu �n-den, so dass Ax = b gilt. Was passiert aber nun, wenn Ax = b niht lösbar ist?In diesem Fall versuht man, ein x zu �nden, so dass der Ausdruk Ax die rehteSeite b möglihst gut annähert. Verwendet man zur Bewertung der Qualität derAnnäherung die Euklidishe Norm, führt das zu dem Minimierungsproblem

min
x∈IKn

‖Ax − b‖2,in dem man unter allen Vektoren x ∈ IKn den suht, der die Euklidishe Normvon Ax − b minimiert. 77



b

b

b

A(x)

Bild(A)

Da es äquivalent ist, statt ‖Ax − b‖2 die quadratishe Funktion ‖Ax − b‖2
2, zuminimieren, de�nieren wir das lineare Ausgleihsproblem wie folgt:(AuP) minx∈IKn F (x) mit F (x) = ‖Ax − b‖2

2, A ∈ IKm,n, b ∈ IKmBeispiel:
A =





2 1
1 −1
1 1



 b =





1
0
1



Zwei möglihe Lösungen für x werden im folgenden untersuht:
x =

(
1
3
1
3

) Lösung bzgl. (2 1
1 −1

)

= b ⇒ F (x) =
∥
∥
∥

(
1 0 2

3

)T − b
∥
∥
∥

2
= (1

3
)2

x =

(
1
2
1
2

) Lösung bzgl. (1 1
1 −1

)

= b ⇒ F (x) =
∥
∥
∥

(
3
2

0 1
)T − b

∥
∥
∥

2
= (1

2
)2Im folgenden wollen wir untersuhen, wie man die beste Lösung für solhe Aus-gleihsprobleme �ndet.Satz 4.9 Sei A ∈ IKm,n, b ∈ IKm. Dann gilt1. (AuP) ist lösbar2. x ∈ IKn ist Lösung von (AuP) genau dann, wenn

A∗Ax = A∗b (N)Man sagt �x löst die Normalengleihung (N) bezüglih A und b.�3. (AuP) ist eindeutig lösbar genau dann wenn Rang(A) = n78



Beweis:1. Sei (xk) eine so genannte Minimalfolge, d.h.
‖Axk − b‖2 → α := inf

x∈IKn
‖Ax − b‖2

α > 0 (Falls α = 0 wäre Ax = b und das Gleihungssystem wäre lösbar.)Ist k groÿ genug, so gilt ‖Axk − b‖2 < 2α, d.h.
‖Axk‖2 = ‖Axk − b + b‖2 ≤ ‖Axk − b‖2 + ‖b‖2 < 2α + ‖b‖2.Also ist die Folge (Axk) ⊆ Bild(A) beshränkt.Aufgrund der Stetigkeit von A ist Bild(A) abgeshlossen. Vom Satz vonBolzano-Weierstrass wissen wir daher, dass es eine konvergente Teilfolgevon (Axk) gibt, die gegen ỹ ∈ Bild(A) konvergiert. Also gibt es x̃ mit

Ax̃ = ỹ und daher gilt
‖Ax̃ − b‖2 = ‖ỹ − b‖2 = inf

x∈IKn
‖Ax − b‖2,also ist x̃ Lösung des Ausgleihsproblems.2. Zunähst erinnern wir daran, dass

Bild(A∗) = {A∗z : z ∈ IKm}
Bild(A∗A) = {A∗Ax : x ∈ IKn}.Aus der linearen Algebra wissen wir Bild(A∗) = Bild(A∗A), woraus folgt

A∗b ∈ Bild(A∗) ⇒ A∗b ∈ Bild(A∗A). Daher existiert
x0 ∈ IKn mit A∗Ax0 = A∗b. (4.6)Für jede Lösung x0 von (N) und für jedes x ∈ IKn gilt

F (x) − F (x0) = ‖Ax − b‖2
2 − ‖Ax0 − b‖2

2

= (Ax − b)∗(Ax − b) − (Ax0 − b)∗(Ax0 − b)

= x∗A∗Ax − x∗A∗b − b∗Ax + b∗b

− x∗
0A

∗Ax0 + x∗
0A

∗b + b∗Ax0 − b∗bWeil x0 (N) erfüllt ist, gilt A∗b = A∗Ax0 bzw. b∗A = x∗
0A

∗A. Unter Ver-wendung dieser Gleihungen erhält man weiter
= x∗A∗Ax − x∗A∗Ax0 − x∗

0A
∗Ax

− x∗
0A

∗Ax0 + x∗
0A

∗Ax0 + x∗
0A

∗Ax0

= x∗A∗Ax − x∗A∗Ax0 − x∗
0A

∗Ax + x∗
0A

∗Ax0

= (x − x0)
∗A∗A(x − x0)

= ‖A(x − x0)‖2
2 ≥ 0 (4.7)79



�⇒� Sei x0 eine Lösung von (N). Dann folgt F (x) ≥ F (x0), ∀x ∈ IKn, alsoist x0 eine Lösung von (AuP).�⇐� Sei andererseits x Lösung von (AuP). Nah (4.6) können wir x0 alsLösung von (N) wählen, d.h. A∗Ax0 = A∗b. Es folgt F (x)−F (x0) ≥ 0 wegen(4.7). Andererseits gilt F (x) ≤ F (x0), weil x eine Lösung von (AuP) ist.Zusammen folgt F (x) = F (x0) und daraus ‖A(x−x0)‖2
2 = 0 = ‖A(x−x0)‖wegen (4.7). Nah dem ersten Normaxiom haben wir dann A(x − x0) = 0und entsprehend A∗Ax = A∗Ax0 = A∗b, also löst x auh (N).3. Falls Rang(A) = n ist A∗A ∈ IKn,n regulär. Also ist A∗Ax = A∗b eindeutiglösbar. Ist Rang(A) < n, so existiert wegen (4.6) eine Lösung x0 von (AuP)sowie ein z ∈ Kern(A) mit z 6= 0. Damit gilt:

F (x0 + z) = ‖A(x0 + z) − b‖2
2 = ‖Ax0 + Az − b‖2

2 = ‖Ax0 − b‖2
2 = F (x0)und x0 + z 6= x0, also gibt es zwei vershiedene Lösungen von (AuP)Bemerkung: Ist die Lösung von (AuP) niht eindeutig, so lässt sih aber aus

Opt∗ = {x ∈ IKn : x ist Lösung von (AuP)}ein eindeutiges x̃ mit minimaler Euklidisher Norm ‖x̃‖2 wählen. D.h.
min

x∈Opt∗
‖x‖2ist eindeutig lösbar.Beweis: Opt∗ = {x ∈ IKn : A∗Ax = A∗b} ist ein a�n linearer Teilraum. Dieserenthält genau ein Element mit minimaler Euklidisher Länge, nämlih die ortho-gonale Projektion von 0 auf Opt∗ QED

Aufgabe: Sei L ∈ Rn ein a�n linearer Teilraum und a ∈ Rn. Zeigen Sie, dass dasMinimierungsproblem
min
x∈L

‖a − x‖eindeutig lösbar ist, und zwar von der orthogonalen Projektion von a auf L.80



×

×

b

0

x̃

Opt∗

Lösung des AusgleihproblemsIdee 1 Nutze Kriterium 2 aus Satz 4.9 und löse das Gleihungssystem A∗Ax =
A∗b durh Cholesky. Das ist shnell, aber oft ungenau.Idee 2 Führe QR-Zerlegung von A durh. Man erhält

A = QR = Q

(
R̂
0

)

, R̂ obere DreieksmatrixIst Rang(A) = n, so ist R̂ regulär. Es gilt
‖Ax − b‖2

2 = ‖QRx − b‖2
2 = ‖Q∗(QRx − b)‖ nah (Lemma 3.29 )

= ‖Rx − Q∗b‖2
2

= ‖
(

R̂x
0

)

−
(

c
d

)

‖2
2 = ‖R̂x − c‖2

2 + ‖d‖2
2 (4.8)wobei ( c

d

)

= Q∗b eine Zerlegung des Vektors Q∗b ∈ IKm in c ∈ IKn,
d ∈ IKm−n ist.Lemma 4.10 Sei ‖Ax − b‖2

2 → min ein lineares Ausgleihsproblem mit A ∈
IKm,n, m ≥ n und Rang(A) = n, und A = QR eine QR-Zerlegung von A,

R =

(
R̂
0

) und Q∗b =

(
c
d

)Dann ist
x = R̂−1cdie eindeutige Lösung von (AuP) und ‖d‖2

2 der zugehörige Zielfunktionswert.81



Beweis: Nah (4.8) wissen wir, dass ‖Ax−b‖2
2 = ‖R̂x−c‖2

2+‖d‖2
2. Dieser Ausdrukwird minimal, falls c = R̂x. Da R̂ regulär, existiert so ein x, nämlih R̂−1c. DieZielfunktion ergibt sih als

‖Ax − b‖2
2 = 0 + ‖d‖2

2also ‖Ax − b‖2 = ‖d‖2. QEDAnwendungsbeispiel (Statistik): Es seien Messdaten (ai, bi) mit i = 1, . . . , mgegeben, bei denen ein (unbekannter) linearer Zusammenhang besteht.
b b

b

b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

ai

bi

Gesuht sind die Parameter α, β, die diesen linearen Zusammenhang beshreiben.Dabei soll bi durh die Gleihung αai + β in Abhängigkeit von ai möglihst gutgeshätzt werden können, d.h. αai + β soll möglihst nahe an bi sein. Wir wollendie Qualität dieser Shätzung maximieren und versuhen dazu, die Summe allerquadrierten Shätzfehler zu minimieren. Das führt auf das folgende Problem:
min
α,β

m∑

i=1

|αai + βbi|2.Mit
A =






a1 1...
an 1




 x =

(
α
β

)

b =






b1...
bn




erhält man

‖Ax − b‖2
2 = ‖






a1α + β − b1...
anα + β − bn




 ‖2

2 =
n∑

i=1

|αai + β − bi|2,also ein lineares Ausgleihsproblem. Man nennt dies �Methode der kleinsten Qua-drate�. 82



4.3 SingulärwertzerlegungIn diesem Abshnitt beshäftigen wir uns mit Orthogonalisierungsverfahren fürniht quadratishe Matrizen. Sei A = (aij) ∈ IKm,n eine solhe Matrix. Wir be-zeihnen A als Diagonalmatrix falls aij = 0 für alle i 6= j mit i ∈ {1, . . . , m}und j ∈ {1, . . . , n}. Mit dieser Bezeihnung führen wir den Begri� der Singulär-wertzerlegung ein.De�nition 4.11 Sei A ∈ IKm,n. Eine Zerlegung der Form A = UΣV ∗ mit uni-tären Matrizen U ∈ IKm,m und V ∈ IKn,n und einer Diagonalmatrix Σ ∈ IKm,nheiÿt eine Singulärwertzerlegung von A.Wir benutzen die Dimensionsformel: Für A ∈ IKm,n

n = Rang(A) + dim(Kern(A)) und Kern(A) = Kern(A∗A)sowie die folgende Aussage aus der linearen Algebra.Lemma 4.12 Sei A ∈ IKm,n. Dann gelten
Kern(A) = Kern(A∗A)

Rang(A) = Rang(A∗) = Rang(A∗A) = Rang(AA∗)Satz 4.13 Jede Matrix A ∈ IKm,n besitzt eine Singulärwertzerlegung.Beweis: Seien λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn die Eigenwerte von A∗A mit zugehörigenEigenvektoren v1, . . . , vn, so dass
A∗Avj = λjvj und v∗

j vk =

{

1 falls j = k

0 falls j 6= kSei Rang(A∗A) = r. Dann sind genau r der Eigenwerte positiv und die restlihenNull. Weil ebenso r = Rang(AA∗), hat also auh AA∗ genau r positive Eigenwerte.De�niere
σj =

√

λj und uj =
1

σj
Avj 1 ≤ j ≤ r (4.9)Dann gilt

AA∗uj =
1

σj
A A∗Avj
︸ ︷︷ ︸

λjvj

=
1

σj
λjAvj = λjuj 1 ≤ j ≤ r

u∗
juk =

1

σjσk
v∗

j A∗Avk
︸ ︷︷ ︸

λkvk

=
λk

σjσk
v∗

j vk =

{

1 falls j = k

0 sonst83



Also sind u1, . . . , ur ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu den Eigenwer-ten λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn > 0 der Matrix AA∗. Ergänze {u1, . . . , ur} zu einerOrthonormalbasis {u1, . . . , um} aus Eigenvektoren und setze
V := (v1, . . . , vn) ∈ IKn,n und U := (u1, . . . , um) ∈ IKm,mDann gilt

Avj =

{

σjuj für 1 ≤ j ≤ r wegen (4.9)
0 für r + 1 ≤ j ≤ n weil vj ∈ Kern(A∗A) = Kern(A)Also erhält man

AV = UΣ mit Σ = diag(σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

min{n,m}−r

) ∈ IKm,n,wobei die Matrizen V, U unitär sind, weil ihre Spalten jeweils also orthonormalzueinander konstruiert wurden. Es folgt A = UΣV ∗. QEDBemerkung:
• Die Einträge von Σ sind eindeutig, wenn man Positivität verlangt.
• Ist A selber quadratish und hermitesh, dann gilt σj = |µj| wenn µj Ei-genwert von A ist.De�nition 4.14 Die positiven Werte σj > 0, die in der Singulärwertzerlegungder Matrix A aus Satz 4.13 auftreten, heiÿen Singulärwerte von A.Eine e�ziente Berehnung der Singulärwertzerlegung wird im Kapitel über Ei-genwerte und Eigenvektoren besprohen.4.4 Anwendung der Singulärwertzerlegung auf li-neare AusgleihsproblemeBisher hatten wir zwei Methoden kennen gelernt, um lineare Ausgleihsproblemezu lösen. In diesem Anshnitt kommt eine weitere � nämlih durh Anwendungder Singulärwertzerlegung � dazu.(AuP) min ‖Ax − b‖2

2Methode 1 Löse die NormalengleihungA∗Ax = A∗b durh das Cholesky-Verfahren.Methode 2 Bestimme eine QR-Zerlegung von A und löse
‖Ax − b‖2

2 = ‖R̂x − c‖2
2 + ‖d‖2

284



Methode 3 Die dritte Methode beruht auf der Singulärwertzerlegung und wirdim folgenden erläutert.Sei A = UΣV ∗ eine Singulärwertzerlegung von A. Setze y := V ∗x ∈ IKn, c :=
U∗b ∈ IKm. Es folgt

‖Ax − b‖2
2 = ‖UΣV ∗x − UU∗b‖2

2

= ‖U(Σy − c)‖2
2

= ‖Σy − c‖2
2 nah Lemma 4.1 weil U unitär

= ‖(σ1y1, σ2y2, . . . , σryr, 0, . . . 0)T − c‖2
2

=
r∑

j=1

(σjyj − cj)
2 +

m∑

j=r+1

c2
jSatz 4.15 Eine Lösung des linearen Ausgleihsproblems (AuP) ist gegeben durh

x =
r∑

j=1

cj

σj
Vj +

m∑

j=r+1

αjVj ,wobei A = UΣV ∗, σj die Singulärwerte, Vj die Spalten von V , und c = U∗b sind.Die αj können beliebig gewählt werden. Für αj = 0 erhält man die Lösung von(AuP) mit minimaler Euklidisher Norm.Beweis: Um ‖Ax − b‖2
2 zu minimieren, minimieren wir

r∑

j=1

(σj yj
︸︷︷︸variabel−cj)

2 +

m∑

j=r+1

c2
jAlso wähle für beliebiges αj , j = r + 1, . . . , n

yj =

{
cj

σj
für j = 1, . . . , r

αj für j = r + 1, . . . , n

x ergibt sih dann aus
x = V y =

n∑

j=1

Vjyj =

r∑

j=1

cj

σj
Vj +

m∑

j=r+1

αjVj .Die Norm von x berehnet man durh
‖x‖2

2 = x∗x = · · · =

∥
∥
∥
∥
∥

r∑

j=1

cj

σj
Vj

∥
∥
∥
∥
∥

2

2

+

m∑

j=r+1

α2
jund dieser Ausdruk ist minimal für αj = 0, j = r + 1, . . . , m. QED85



Zum Abshluss vergleihen wir die drei besprohenen Methoden. Sei eine Ma-trix A gegeben mit Rang(A) = n und Singulärwerten σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn > 0.Wir untersuhen die Kondition der drei möglihen Verfahren für das lineare Aus-gleihsproblem.Cholesky Löse A∗Ax = A∗b.
cond(A∗A) = ‖A∗A‖2 · ‖(A∗A)−1‖2

‖A∗A‖2 =
√

ρ((A∗A)∗(A∗A)) =
√

ρ(A∗AA∗A)

=
√

ρ((A∗A)2) =
√

λ2
1 = σ2

1,denn für eine beliebige Matrix B folgt aus Bx = λx dass B2x = λ2x. Weitergilt:
‖(A∗A)−1‖ =

√

ρ(((A∗A)−1(A∗A)−1)) =
√

ρ(((A∗A)2)−1)

=

√

1

λ2
n

=
1

σ2
n

,denn aus Bx = λx folgt B−1x = 1
λ
x und auÿerdem gilt (B2)−1 = (B−1)2.Zusammen erhalten wir

cond(A∗A) =
σ2

1

σ2
n

=

(
σ1

σn

)2Singulärwertzerlegung Löse Σy = c und x = V y (mit orthogonaler Matrix V )
cond(Σ) = ‖Σ‖2‖Σ−1‖2 =

σ1

σn

QR-Zerlegung Löse R̂x = Q∗b

cond(R) = ‖R‖2‖R−1‖2Weil A∗A = (QR)∗(QR) = R∗Q∗QR = R∗R ist der gröÿte (bzw. kleinste)Eigenwert von A∗A auh der gröÿte (bzw. kleinste) Eigenwert von R∗R,also folgen
‖R‖2 =

√

λ1 = σ1

‖R−1‖2 =
1√
λn

=
1

σn

,weil (R−1)∗R−1 = (RR∗)−1 Inverses von RR∗ mit Eigenwerten λ1, . . . , λn.Also
cond(R) =

σ1

σnDie Kondition der Cholesky-Zerlegung ist also das Quadrat der Kondition aus
QR-Verfahren oder Singulärwertzerlegung.86



Kapitel 5Iterationsverfahren
5.1 Das Verfahren der sukzessiven Approximati-onIn diesem Kapitel betrahten wir nah den Eliminationsverfahren und den Or-thogonalisierungsverfahren noh eine dritte Klasse von Verfahren, die man zurLösung von linearen (und nihtlinearen) Gleihungssystemen verwenden kann, sogenannte iterative Verfahren. Wir betrahten dazu gleih relativ allgemein Funk-tionen f1, . . . , fm mit

fi : R
n → R, i = 1, . . . , mund bezeihnen das System

f1(x1, . . . , xn) = 0

f2(x1, . . . , xn) = 0... ... (5.1)
fm(x1, . . . , xn) = 0als nihtlineares Gleihungssystem mit den Variablen x1, . . . , xn. De�niertman

F (x) =








f1(x)
f2(x)...
fm(x)








, x =








x1

x2...
xn






so kann man das Gleihungssystem in Kurzform auh als

F (x) = 0shreiben.Gilt für x ∈ Rn, dass F (x) = 0, so nennt man x eine Lösung des Gleihungs-systems. Dass wir in dem Gleihungssystem die rehte Seite zu Null gesetzt87



haben, ist keine Einshränkung, weil man ein Gleihungssystem F (x) = b mit
b = (b1, . . . , bm)T ∈ Rm jederzeit zu G(x) = F (x) − b = 0 umformen kann.Nihtlineare Gleihungssysteme lassen sih im Allgemeinen niht durh algebrai-she Manipulationen exakt au�ösen. Wir betrahten in diesem Kapitel daheriterative Verfahren bzw. Iterationsverfahren, die eine gegebene Lösung in jedemShritt verbessern, bis eine vorgegebene Genauigkeit erreiht ist. Dazu betrahtenwir Gleihungssysteme F (x) = 0, die als Fixpunktgleihung vorliegen.De�nition 5.1 Sei Φ : Rn → Rn eine Funktion. Die Gleihung

Φ(x) = xwird als Fixpunktgleihung betrahtet. Jedes x ∈ Rn, für das Φ(x) = x gilt,wird als Fixpunkt von Φ bezeihnet.Der Zusammenhang zwishen Fixpunktgleihungen und linearen Gleihungssys-temen wird im folgenden Lemma beshrieben.Lemma 5.21. Sei m ≤ n und das Gleihungssystem F (x) = 0 wie in (5.1) gegeben. Sei
M : Rm → Rn eine lineare, injektive Abbildung. De�niere

Φ(x) = M(F (x)) + x. (5.2)Dann ist x ein Fixpunkt von Φ genau dann, wenn x das Gleihungssystemlöst. Die Fixpunktgleihung Φ(x) = x ist also äquivalent zu dem Gleihungs-system F (x) = 0.2. Sei andererseits die Abbildung Φ : Rn → Rn gegeben. De�niere
F (x) = Φ(x) − x.Dann ist das Gleihungssystem F (x) = 0 äquivalent zu der Fixpunktglei-hung Φ(x) = x.Beweis:ad 1: Es gilt Φ(x) = x ⇐⇒ M(F (x)) = 0. Wegen der Injektivität der linearenAbbildung M ist das genau dann der Fall, wenn F (x) = 0 ist.ad 2: Es gilt F (x) = 0 ⇐⇒ Φ(x) = x. QED88



Gleihungssystem F (x) = 0 mit m ≤ n können wir also lösen, wenn wir Fix-punkte bestimmen können. Damit werden wir uns im folgenden beshäftigen.(Ausgleihsprobleme mit m > n behandeln wir später.)Die Idee der sukzessiven Approximation ist nun die folgende. Man betrahtet fürein gegebenes x(0) die Folge
x(k+1) = Φ(x(k)), k = 0, 1, 2, . . . .Angenommen, Φ ist stetig und die Folge der x(k) konvergiert. Dann gibt es einenGrenzwert

y = lim
k→∞

x(k),für den gilt y = Φ(y), y ist also ein Fixpunkt von Φ.

|| || |
x0x1 x2x3 x4

De�nition 5.3 Die Iterationsvorshrift
x(k+1) = Φ(x(k))nennt man Verfahren der sukzessiven Approximation.Als Beispiel betrahten wir die Gleihung

f(x) = 2x − tan(x) = 0.Wir shreiben die Gleihung als Fixpunktgleihung um.89



• In der ersten Variante shreiben wir
φ(x) = f(x) + x = 3x − tan(x)und suhen einen Fixpunkt von φ mittels der Folge

x(k+1) = 3x(k) − tan(x(k))

• In einer zweiten Variante shreiben wir
x =

tan(x)

2und erhalten die Folge
x(k+1) =

1

2
tan(x(k)).

• Als drittes verwenden wir
x = arctan(2x),was zu der Folge

x(k+1) = arctan(2x(k))führt.Implementiert man in allen drei Fällen das Verfahren der sukzessiven Iteration soergeben sih untershiedlihe Verhalten der drei Formeln: Zum Beispiel für denStartwert 1.2 geht Iterationsvorshrift 1 gegen unendlih, Iterationsvorshrift 2gegen Null und Iterationsvorshrift 3 gegen 1.1656...Im folgenden wollen wir untersuhen, wann solhe Iterationsvorshriften konver-gieren. Zunähst beweisen wir den folgenden Satz für skalare Funktionen f :
Rn → Rn.Satz 5.4 Sei I ⊆ R ein abgeshlossenes Intervall, q ∈ [0, 1) und φ : I → I eineFunktion, die für alle x, y ∈ I

|φ(x) − φ(y)| ≤ q|x − y| (5.3)erfüllt. Besitzt φ einen Fixpunkt x∗ ∈ I, so konvergiert die Folge
x(k+1) = φ(x(k)), k = 0, 1, . . .für jeden Startwert x(0) gegen x∗ und es gilt

|x(k) − x∗| ≤ qk|x(0) − x∗| für k = 0, 1, 2, . . .90



Beweis: Zunähst ist die Iterationsformel für x(k) ist wohlde�niert, weil xk ∈ Ifür alle k. Die Aussage lässt sih dann für alle k ∈ IN0 durh Induktion zeigen.Der Induktionsanfang für k = 0 ist klar. Für den Induktionsshritt k → k + 1rehnet man
|x(k+1) − x∗| = |φ(x(k)) − φ(x∗)| ≤ q|x(k) − x∗| wegen (5.3)

≤ qqk|x(0) − x∗| wegen der Induktionsannahme
= q(k+1)|x(0) − x∗| QEDMit Hilfe dieses Satzes können wir erklären, warum die dritte Iterationsformel

x(k+1) = arctan(2x(k)) in unserem Beispiel für jeden Startwert x(0) ∈ I = [1,∞)konvergiert:
• Dazu überlegt man zunähst, dass φ(x) ∈ [1,∞) = I für alle x ∈ I, denn

φ(1) > 1 und φ ist monoton wahsend.
• Weiterhin besitzt φ einen Fixpunkt, denn die Funktion f(x) = x − φ(x)erfüllt f(1) < 0 und f(x) → ∞ für x → ∞. Also hat f nah dem Zwishen-wertsatz eine Nullstelle in I und entsprehend hat φ in dem Intervall einenFixpunkt.
• Jetzt muss noh die Kontraktions-Voraussetzung (5.3) nahgewiesen wer-den. Dazu verwenden wir den Mittelwertsatz, von dem wir wissen, dass fürjedes x, y ∈ I eine Zwishenstelle ǫ ∈ (x, y) existiert, so dass

φ(x) − φ(y) = φ′(ǫ)(x − y).Kann man nun zeigen, dass φ′(ǫ) ≤ q < 1 für alle ǫ ∈ I so ist die Kontrak-tionsbedingung (5.3) erfüllt. In unserem Beispiel rehnet man nah, dass
φ′(x) =

2

1 + 4x2
≤ φ′(1) =

2

5
< 1,weil φ′ monoton fallend ist.Also sind die Voraussetzungen von Satz 5.4 erfüllt und die Konvergenz der Itera-tionsformel ist bewiesen.5.2 Der Banah'she FixpunktsatzIn diesem Abshnitt werden wir die Konvergenzeigenshaften der sukzessivenApproximation weiter untersuhen. Unser Ziel ist eine Verallgemeinerung vonSatz 5.4 aus dem letzten Abshnitt, bei der wir die Existenz eines Fixpunktes91



niht voraussetzen müssen. Auÿerdem gelingt es, den neuen Satz niht nur fürskalare Funktionen φ sondern für Operatoren Φ in beliebigen Banah-Räume Xzu zeigen - d.h. die Unbekannte x ∈ X kann niht nur ein Vektor, sondern sogareine Funktion sein.Wir erinnern zunähst daran, dass jeder vollständige und normierte Raum einBanah-Raum ist, d.h. also dass in einem Banah-Raum jede Cauhy-Folgekonvergiert. Weiterhin übertragen wir (5.3) aus dem letzten Abshnitt auf nor-mierte Räume.De�nition 5.5 Sei X ein Banah-Raum mit Norm ‖ · ‖ und U ⊆ X eine abge-shlossene Teilmenge von X. Eine Abbildung Φ : U → X heiÿt kontrahierend,falls es einen reellen Kontraktionsfaktor q < 1 gibt, so dass
‖Φ(x) − Φ(y)‖ ≤ q‖x − y‖ für alle x, y ∈ U.Wir können nun den Banah'shen Fixpunktsatz formulieren und beweisen.Satz 5.6 (Banah'sher Fixpunktsatz) Sei X ein Banah-Raum mit Norm

‖ · ‖ und U ⊆ X eine abgeshlossene Teilmenge von X. Sei weiterhin Φ : U → Ueine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor q < 1. Dann gilt:1. Φ besitzt einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x∗.2. Die Iterationsvorshrift der sukzessiven Approximation x(k+1) = Φ(x(k)), k =
0, 1, . . . konvergiert gegen x∗ für jeden Startwert x(0) ∈ U .3. Es gilt die a priori Fehlershranke

‖x(k) − x∗‖ ≤ qk

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ für alle k = 1, 2 . . . (5.4)4. Es gilt die a posteriori Fehlershranke

‖x(k) − x∗‖ ≤ q

1 − q
‖x(k) − x(k−1)‖ für alle k = 1, 2 . . . (5.5)Beweis: Zunähst ist die Folge x(k) wohlde�niert weil x(k) ∈ U für alle k ∈ IN0.Für den Beweis nutzen wir aus, dass in einem Banah-Raum alle Cauhy-Folgenkonvergieren und zeigen daher als erstes, dass x(k) eine Cauhy-Folge ist.Shritt 1: x(k) ist eine Cauhy-Folge: Es gilt

‖x(k) − x(k−1)‖ = ‖Φ(x(k−1)) − Φ(x(k−2))‖
≤ q‖x(k−1) − x(k−2)‖ ≤ . . . ≤
≤ qj‖x(k−j) − x(k−j−1)‖ (5.6)92



für alle natürlihen Zahlen j mit 0 ≤ j ≤ k−1. Mit Hilfe dieser Ungleihungrehnet man nun nah, dass
‖x(l) − x(k)‖ ≤ ‖x(l) − x(l−1)‖ + ‖x(l−1) − x(l−2)‖ + . . . + ‖x(k+1) − x(k)‖

≤ ql−k‖x(k) − x(k−1)‖ + ql−k−1‖x(k) − x(k−1)‖ + . . .

. . . + q‖x(k) − x(k−1)‖

= ‖x(k) − x(k−1)‖
l−k∑

j=1

qj

≤ ‖x(k) − x(k−1)‖
∞∑

j=1

qj

= ‖x(k) − x(k−1)‖ q

1 − q
(5.7)

≤ qk−1‖x(1) − x(0)‖ q

1 − q
=

qk

1 − q
‖x(1) − x(0)‖. (5.8)Weil qk

1−q
→ 0 für k → ∞ ist x(k) also eine Cauhy-Folge.Shritt 2: Existenz des Fixpunktes. Weil x(k) eine Cauhy-Folge ist, gibt es x∗ =

limk→∞ x(k). Für x∗ gilt dann
‖Φ(x∗) − Φ(x(k))‖ ≤ q‖x∗ − x(k)‖ → 0 für k → ∞,entsprehend haben wir

Φ(x∗) = lim
k→∞

Φ(x(k)) = lim
k→∞

x(k+1) = x∗Shritt 3: Eindeutigkeit des Fixpunktes. Angenommen, x̃ sei ein weiterer Fix-punkt von Φ. Dann gilt
‖x∗ − x̃‖ = ‖Φ(x∗) − Φ(x̃)‖ ≤ q‖x∗ − x̃‖.Weil q < 1 folgt daraus, dass ‖x∗ − x̃‖ = 0, also x∗ = x̃.Shritt 4: Fehlershranken. Wir nutzen die in Shritt 1 aufgestellte Unglei-hungskette für

‖x∗ − x(k)‖ = lim
l→∞

‖x(l) − x(k)‖

≤ ‖x(k) − x(k−1)‖ q

1 − q
wegen (5.7)

≤ qk

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ wegen (5.8).Damit ist der Satz gezeigt. QED93



Zum Nahweis der Kontraktion verallgemeinern wir noh das bereits für skalareFunktionen verwendete Kriterium auf den Rn. Dabei bezeihnen wir für eineFunktion F : R
n → R

m die Jaobi-Matrix von F an der Stelle x ∈ R
n mit

DF (x), das heiÿt
DF (x) =






∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xn... ...
∂Fm

∂x1

∂Fm

∂x2
. . . ∂Fm

∂xn




 .Für F : Rn → R bezeihnen wir den Tangentialvektor DF (x) auh einfah mit

f ′(x).Lemma 5.7 Sei U ⊆ Rn eine konvexe Menge und Φ : U → Rn stetig di�e-renzierbar mit ‖DΦ(x)‖ ≤ q < 1 für alle x ∈ U (wobei die Matrixnorm ‖ · ‖die der Vektornorm zugeordnete Norm sein soll). Dann ist Φ kontrahierend mitKontraktionsfaktor q.Beweis: Seien x, y ∈ U . Wir de�nieren eine Abbildung f : R → Rn durh
f(t) = Φ(x + t(y − x)) für t ∈ [0, 1].Dann gilt

‖Φ(y) − Φ(x)‖ = ‖f(1) − f(0)‖ = ‖
∫ 1

0

f ′(t)dt‖nah dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung
= ‖

∫ 1

0

DΦ(x + t(y − x))(y − x)dt‖nah der multivariaten Kettenregel
≤

∫ 1

0

‖DΦ(x + t(y − x))‖ ‖y − x‖dt

≤ ‖y − x‖
∫ 1

0

q dt = q‖x − y‖. QEDAbshlieÿend untersuhen wir noh, wie wir bei der Approximation des Fixpunk-tes eine Genauigkeit von ε garantieren können. Wir wollen also erreihen, dass
‖x(k) − x∗‖ ≤ εwenn k die Iteration ist, bei der wir abbrehen. Dazu können wir sowohl diea-priori als auh die a-posteriori Shranke aus Satz 5.6 nutzen.Die a-priori Shranke sagt, dass

‖x(k) − x∗‖ ≤ qk

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ für alle k = 1, 2 . . . .94



‖x(k) − x∗‖ ≤ ε ist also gewährleistet, falls
qk

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ ≤ ε,und das lässt sih au�ösen zu

k ≥
ln
(

(1−q)ε

‖x(1)−x(0)‖

)

ln(q)
.Ist der Kontraktionsfaktor q also klein, werden weniger Iterationsshritte benötigtals für einen groÿen Kontraktionsfaktor q.Um während des Verfahrens ein Abbruhkriterium zu haben, nutzt man dagegenoft die (shärfere) a posteriori Fehlershranke aus Satz 5.6, die besagt, dass

‖x(k) − x∗‖ ≤ q

1 − q
‖x(k) − x(k−1)‖ für alle k = 1, 2 . . .und zu dem Abbruhkriterium

q

1 − q
‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ εführt. Leider ist der Kontraktionsfaktor q oft niht bekannt. In diesen Fällenbehilft man sih mit folgender Abshätzung von q durh q̂k:

q̂k :=
‖x(k) − x(k−1)‖
‖x(k−1) − x(k−2)‖ .Es gilt q̂k ≤ q, denn

q̂k =
‖x(k) − x(k−1)‖
‖x(k−1) − x(k−2)‖ =

‖Φ(x(k−1)) − Φ(x(k−2))‖
‖x(k−1) − x(k−2)‖ ≤ q.
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Algorithmus 8: Sukzessive Approximation mit heuristishem Abbruhkri-teriumInput: abgeshlossene Menge U ⊆ R
n, Kontraktion Φ : U → U, Startwert x(0) ∈

U, Toleranzwert ε.Shritt 1: x(1) := Φ(x(0))Shritt 2: k := 1Shritt 3: RepeatShritt 3.1: k := k + 1Shritt 3.2: x(k) := Φ
(
x(k−1)

)Shritt 3.3: qk := ‖x(k)−x(k−1)‖

‖x(k−1)−x(k−2)‖Shritt 3.4: If qk ≥ 1 STOP: Φ ist keine Kontraktion.Until qk

1−qk
‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ εErgebnis: approximierter Fixpunkt x∗ = x(k)

Bemerkung: Die Fehlershranke ‖x(k) − x∗‖ ≤ ε kann niht garantiert werden,weil wir nur wissen, dass
qk

1 − qk
≤ q

1 − q
.Meistens konvergiert qk aber gegen q, so dass das Abbruhkriterium in der Regelausreihend gut funktioniert.5.3 Iterative Verfahren für lineare Gleihungssys-temeWir wenden nun den Banah'shen Fixpunktsatz auf lineare Operatoren an. Zu-nähst halten wir uns weiter in Banah-Räumen auf, kommen dann aber zurLösung linearer Gleihungssysteme (also zum endlihdimensionalen Fall) zurük.Satz 5.8 Sei B : X → X ein linearer beshränkter Operator in einem Banah-Raum (X, ‖ · ‖) mit ‖B‖ < 1 in der der Norm des Banah-Raumes zugeordnetenMatrixnorm. Dann gilt1. Der Operator I − B ist invertierbar, das heiÿt das System x − Bx = b hatgenau eine Lösung x∗ für jedes b ∈ X.96



2. Der inverse Operator (I − B)−1 ist beshränkt mit
‖(I − B)−1‖ ≤ 1

1 − ‖B‖ .3. Die Iterationsvorshrift der sukzessiven Approximation x(k+1) = Bx(k) +
b, k = 0, 1, . . . konvergiert gegen x∗ für jeden Startwert x(0) ∈ X.4. Es gilt die a priori Fehlershranke

‖x(k) − x∗‖ ≤ ‖B‖k

1 − ‖B‖‖x
(1) − x(0)‖ für alle k = 1, 2 . . .5. Es gilt die a posteriori Fehlershranke

‖x(k) − x∗‖ ≤ ‖B‖
1 − ‖B‖‖x

(k) − x(k−1)‖ für alle k = 1, 2 . . .Beweis: Sei b ∈ X beliebig aber fest. De�niere den linearen OperatorΦ punktweisedurh
Φx := Bx + b für alle x ∈ XWegen ‖Φx − Φx̃‖ = ‖B(x − x̃)‖ ≤ ‖B‖‖x − x̃‖ ist Φ kontrahierend mit q :=

‖B‖ < 1. Satz 5.6 ergibt damit direkt die folgenden Aussagen:ad 1. Es existiert ein eindeutiger Fixpunkt x∗, der Φx∗ = x∗ erfüllt. Weil
Φx = x ⇐⇒ Bx + b = x ⇐⇒ (I − B)x = bgibt es also eine eindeutige Lösung von x − Bx = b und (I − B) ist inver-tierbar.ad 3. x(k+1) = Φx(k) = Bx(k) + b konvergiert gegen x∗ für jeden Startwert x(0).ad 4. und 5. Hier folgt die Behauptung direkt mit q := ‖B‖.Als letzter Punkt bleibt noh die zweite Aussage zu zeigen, also die Beshränkt-heit der linearen Abbildung (I − B)−1. Dazu de�nieren wir die Folge x(k) dersukzessiven Approximation mit Startwert x(0) := b. Es ergibt sih
x(0) = b

x(1) = Bx(0) + b = Bb + b

x(2) = Bx(1) + b = B2b + Bb + b...
x(k) =

k∑

j=0

Bjb.97



Deswegen gilt
‖x(k)‖ ≤

k∑

j=0

‖Bjb‖ ≤ ‖b‖
k∑

j=0

‖B‖j ≤ ‖b‖
1 − ‖B‖Weiter wissen wir von Aussage 3 und 1, dass x(k) → x∗ = (I − B)−1b. Darausfolgt, dass

‖(I − B)−1b‖ ≤ ‖b‖
1 − ‖B‖ .Weil b beliebig war, gilt diese Aussage für alle b ∈ X. Somit erhält man

‖(I − B)−1‖ = sup
b∈X

‖(I − B)−1b‖
‖b‖ ≤ 1

1 − ‖B‖ . QEDIm endlih-dimensionalen Fall sind alle Normen äquivalent, so dass aus der Kon-vergenz bezüglih einer Norm die Konvergenz in allen anderen Normen folgt. Daes unhandlih sein kann, das Kriterium für vershiedene Normen zu testen, wollenwir im folgenden ein notwendiges und hinreihendes Kriterium für die Konver-genz der sukzessiven Approximation herleiten. Dieses Kriterium wird über denSpektralradius ρ(B) der obigen Matrix B formuliert werden. Um das Kriteri-um herleiten zu können, benötigen wir das folgende Resultat aus der LinearenAlgebra.Satz 5.9 (Lemma von Shur) Sei A ∈ IKn,n eine Matrix. Dann gibt es eineunitäre Matrix Q so, dass
Q∗AQ = R =








r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n. . . ...
0 rnn






Mit Hilfe des Lemmas von Shur zeigen wir nun erst die folgende Aussage.Lemma 5.10 Sei A ∈ IKn,n. Dann gilt ρ(A) ≤ ‖A‖. Andererseits gibt es zujedem ε > 0 eine Norm ‖ · ‖ε auf IKn so dass

‖A‖ε ≤ ρ(A) + ε.Beweis: Zum Beweis des ersten Teils der Aussage wählen wir einen Eigenwert λvon A mit zugehörigem normierten Eigenvektor u ∈ IKn. Dann gilt, dass
‖A‖ = sup

x:‖x‖=1

‖Ax‖ ≥ ‖Au‖ = ‖λu‖ = |λ|.98



Das gilt für alle Eigenwerte λ, also auh für den betragsmäÿig gröÿten.Sei nun ε > 0 gegeben. Wir können ohne Beshränkung der Allgemeinheit anneh-men, dass A niht die Nullmatrix ist. Wir werden nun die gesuhte Norm ‖ · ‖εkonstruieren.Nah dem Lemma von Shur (Satz 5.9) �nden wir eine unitäre Matrix Q, so dass
R := Q∗AQ =








r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n. . . ...
0 rnn






eine obere Dreieksmatrix (niht die Nullmatrix) ist. Zunähst beobahten wir,dass

det(λI − A) = det(Q∗) det(λI − A) det(Q) = det(Q∗(λI − A)Q)

= det(λI − Q∗AQ) = det(λI − R)

= (λ − r11)(λ − r22) . . . (λ − rnn),also sind die Eigenwerte von A als Nullstellen des harakteristishen Polynomsgenau die Diagonalelemente von R. Man de�niert nun
r := max

i,j
|rij | > 0

δ := min

{

1,
ε

(n − 1)r

}

, und
D := diag(1, δ, δ2, . . . , δn−1)Weil δ > 0 ist D invertierbar und D−1 = diag(1, δ−1, δ−2, . . . , δ−(n−1)). Wir be-rehnen nun

C : = D−1RD

= D−1










r11 δr12 δ2r13 . . . δn−1r1n

δr22 δ2r23 . . . δn−1r2n

δ2r33 . . . δn−1r3n. . . ...
0 δn−1rnn










=










r11 δr12 δ2r13 . . . δn−1r1n

r22 δr23 . . . δn−2r2n

r33 . . . δn−3r3n. . . ...
0 rnn










.Satz 3.17 (siehe Seite 55) liefert, dass
‖C‖∞ = max

i=1,...,n

n∑

j=1

cij

≤ max
i=1,...,n

rii + δr(n − 1) weil δj ≤ δ

≤ ρ(A) +
ε

(n − 1)r
r(n − 1) = ρ(A) + ε99



Setze
V := QDund de�niere damit

‖x‖ε := ‖V −1x‖∞.Das ist eine Norm, da V regulär. Um zu zeigen, dass diese Norm die gewünshteEigenshaft hat, bemerken wir zunähst, dass
V −1AV = D−1Q∗AQD = D−1RD = Cgilt. Damit erhält man shlieÿlih

‖Ax‖ε = ‖V −1Ax‖∞
= ‖CV −1x‖∞
≤ ‖C‖∞‖V −1x‖∞
= ‖C‖∞‖x‖ε,also ist

‖A‖ε = sup
x∈IKn

‖Ax‖ε

‖x‖ε

≤ ‖C‖∞ = ρ(A) + ε. QEDNun können wir (endlih!) das angekündigte Kriterium für die Konvergenz dersukzessiven Approximation formulieren.Satz 5.11 Sei B ∈ IKn,n. Die Folge x(k+1) = Bx(k) +b mit k = 0, 1, 2, . . . konver-giert für jedes b ∈ IKn und jeden Startwert x(0) ∈ IKn genau dann wenn ρ(B) < 1.Beweis:�⇐= �: Sei ρ(B) < 1. Nah Lemma 5.10 existiert eine Norm ‖·‖ε so dass ‖B‖ε ≤
ρ(B) + ε für jedes ε > 0. Wähle ε nun so, dass

ρ(B) + ε < 1,dann konvergiert x(k) bezüglih der Norm ‖ · ‖ε. Da in IKn alle Normenäquivalent (Satz 3.9) sind, folgt die Konvergenz in jeder Norm.�=⇒ �: Angenommen, ρ(B) ≥ 1. Dann gibt es einen Eigenwert λ ≥ 1 und einenzugehörigen Eigenvektor v 6= 0. Starte das Verfahren der sukzessiven Ap-proximation für b = v mit dem Startvektor x(0) = v. Man erhält
x(0) = v

x(1) = Bv + v = λv + v

x(2) = B(λv + v) + v = λ2v + λv + v...
x(k) =

(
k∑

j=0

λj

)

v → ∞ weil λ ≥ 1.100



Also konvergiert die Folge x(k) in diesem Fall niht. QEDWir möhten die Ergebnisse nun konkret auf die Lösung linearer Gleihungssys-teme anwenden. Sei also ein lineares Gleihungssystem
Ax = bmit A ∈ IKn,n, b ∈ IKn gegeben. Wir bringen das Gleihungssystem mit Hilfe einerregulären Matrix M in Fixpunktform und erhalten die äquivalente Fixpunktglei-hung

x + M−1(b − Ax) = x,die zur sukzessiven Approximation
x(k+1) = x(k) + M−1(b − Ax(k)) beziehungsweise M(x(k+1) − x(k)) = b − Ax(k)führt. Numerish kann man x(k+1) in jeder Iteration durh das sukzessive Lösender beiden Systeme

Mw(k+1) = b − Ax(k) und x(k+1) = x(k) + w(k+1) (5.9)ermitteln. Allerdings maht das nur Sinn, wenn man eine Matrix M wählt, diegewährleistet, dass das System (5.9) e�zient lösbar ist.Wie soll man also M wählen? Nah Satz 5.11 konvergiert die Folge x(k+1) =
Bx(k) + b genau dann, wenn ρ(B) < 1. Weil in unserem Fall

x(k+1) = (I − M−1A)x(k) + M−1bmuss also ρ(I −M−1A) < 1 gelten. Shreibt man M = N + A (mit N = M −A)so ergibt sih, dass
I − M−1A = I − M−1(M − N) = I − M−1M + M−1N = M−1N,also die Bedingung, dass ρ(M−1N) < 1 gelten soll.Für die folgenden Verfahren zerlegen wir die gegebenen Matrix A in

A = AD + AL + AR,wobei AD = diag(a11, a22, . . . , ann) und
AL =






0 . . . 0. . . ...
aij 0




 , und AR =






0 aij... . . .
0 . . . 0
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den Anteil des unteren und oberen Dreieks aus A beinhalten. Weiterhin setzenwir voraus, dass (eventuell nah Pivotisierungs-Shritten) die Inverse
A−1

D existiert, (5.10)d.h. dass alle Elemente der Hauptdiagonalen von A niht Null sind. (Wie wir vonGauss-Verfahren wissen, lässt sih das bei regulären Matrizen immer erreihen.)Wir betrahten nun zunähst zwei vom Konzept her sehr ähnlihe Verfahren, dasGesamtshritt-Verfahren und das Einzelshritt-Verfahren.Gesamtshritt - oder Jaobi-VerfahrenIm so genannten Gesamtshritt-Verfahren (GSV) wählt man die nah unsererVoraussetzung (5.10) reguläre Matrix M = AD. Als Fixpunktgleihung erhältman
x = x + A−1

D (b − Ax) = x − A−1
D Ax + A−1

D b

= −A−1
D (A − AD)x + A−1

D b

= −A−1
D (AL + AR)x + A−1

D b (5.11)Das Verfahren der sukzessiven Approximation ergibt sih folglih zu
x(k+1) = −A−1

D (AL + AR)x(k) + A−1
D b, k = 0, 1, 2, . . .mit der Iterationsmatrix

B = I − A−1
D A = −A−1

D (AL + AR) (5.12)Komponentenweise kann man shreiben
x

(k+1)
i = −

∑

j∈{1,...,n}\{i}

aij

aii
xk

j +
bi

aii
, i = 1, . . . , n.Das Konvergenzverhalten analysiert der folgende Satz.Satz 5.12 Die Matrix A = (aij) ∈ IKn genüge einer der drei folgenden Bedin-gungen:Zeilensummenkriterium: q∞ = maxi=1,...,n

∑

j∈{1,...,n}\{i}

∣
∣
∣
aij

aii

∣
∣
∣ < 1Spaltensummenkriterium: q1 = maxj=1,...,n

∑

i∈{1,...,n}\{j}

∣
∣
∣

aij

ajj

∣
∣
∣ < 1Quadratsummenkriterium: q2 =

√
∑

i,j∈{1,...,n},i6=j

∣
∣
∣
aij

aii

∣
∣
∣

2

< 1102



Dann konvergiert das Jaobi-Verfahren bezüglih jeder Norm im IKn für jede reh-te Seite b ∈ IKn und für jeden Startwert x(0) ∈ IKn, und zwar gegen die eindeutigbestimmte Lösung x∗ von Ax∗ = b. Weiterhin gilt für p ∈ {1, 2,∞}:
• A priori Fehlershranke: ‖x(k) − x∗‖p ≤ qk

p

1−qp
‖x(1) − x(0)‖p

• A posteriori-Fehlershranke: ‖x(k) − x∗‖p ≤ qp

1−qp
‖x(k) − x(k−1)‖pBeweis: Wir untersuhen die Norm der Iterationsmatrix

B = −A−1
D (AL + AR).Nah Satz 3.17 gilt, dass

‖ − A−1
D (AL + AR)‖p = qp < 1 für p ∈ {∞, 1},und aus Lemma 3.24 folgt, dass

‖ − A−1
D (AL + AR)‖2 ≤ ‖ − A−1

D (AL + AR)‖F = q2 < 1.Wir können also Satz 5.8 anwenden, aus dem sih der Rest der Behauptungendirekt ergibt. QEDBemerkung: Die drei Konvergenzkriterien sind niht äquivalent!Der Algorithmus ergibt sih in kanonisher Weise:Algorithmus 9: Jaobi-VerfahrenInput: Reguläre Matrix A ∈ IKn,n mit aii 6= 0 für i = 1, . . . , n, b ∈ IKn, x(0) ∈
IKn.Shritt 1: k := 0Shritt 2: RepeatShritt 2.1: For i = 1, . . . , n do: x

(k+1)
i := 1

aii

(

−∑j∈{1,...,n}\{i} aijx
(k)
j + bj

)Shritt 2.2: k := k + 1Until AbbruhkriteriumErgebnis: Approximierte Lösung x∗ von Ax∗ = b.Ein Abbruhtest kann wie bei Algorithmus 8 besprohen mit q = qp durhgeführtwerden. 103



Einzelshritt - oder Gauÿ-Seidel-VerfahrenIm jetzt zu besprehenden Einzelshritt-Verfahren (ESV) wählt man M = AD +
AL. Nah der Voraussetzung (5.10) ist M regulär. Als Fixpunktgleihung erhältman

x = x + (AD + AL)−1(b − Ax)

= −(AD + AL)−1(−(AD + AL) + A)x + (AD + AL)−1b

= −(AD + AL)−1ARx + (AD + AL)−1b (5.13)Das Verfahren der sukzessiven Approximation ergibt sih folglih zu
x(k+1) = −(AD + AL)−1ARx(k) + (AD + AL)−1b, k = 0, 1, 2, . . .Die Iterationsmatrix ist entsprehend

C = I − (AD + AL)−1A = −(AD + AL)−1AR.Rehnerish nutzt man die Umformulierung zu
(AD + AL)x(k+1) = −ARx(k) + b, k = 0, 1, 2, . . . (5.14)Um das komponentenweise zu shreiben löst man dieses System mittels Vorwärts-elimination auf, um die Unbekannten x

(k+1)
i für i = 1, . . . , n zu bestimmen. Manerhält

x
(k+1)
i = −

i−1∑

j=1

aij

aii

x
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aij

aii

x
(k)
j +

bi

aii

, i = 1, . . . , n.Die Formel stimmt fast mit der entsprehenden komponentenweisen Iterationsfor-mel des Jaobi-Verfahrens überein. Der Untershied besteht lediglih darin, dassbeim vorliegenden Gauÿ-Seidel-Verfahren zur Berehnung von x
(k+1)
i die neuen(und ho�entlih besseren) Werte x

(k+1)
j für j = 1, . . . , i − 1 herangezogen wer-den anstatt der Werte x

(k)
j wie im Jaobi-Verfahren. Das ist der Grund, warumdas Gauÿ-Seidel-Verfahren in den meisten Fällen shneller konvergiert als dasJaobi-Verfahren.Über das Konvergenzverhalten gibt der folgende Satz Auskunft.Satz 5.13 Die Matrix A = (aij) ∈ IKn,n genüge dem Kriterium nah Sassenfeld:

p := max
i=1,...,n

pi < 1mit den Werten
p1 :=

n∑

j=2

∣
∣
∣
∣

a1j

a11

∣
∣
∣
∣

pi :=
i−1∑

j=1

∣
∣
∣
∣

aij

aii

∣
∣
∣
∣
pj +

n∑

j=i+1

∣
∣
∣
∣

aij

aii

∣
∣
∣
∣
für i = 2, . . . , n104



Dann konvergiert das Gauÿ-Seidel-Verfahren für jede rehte Seite b ∈ IKn undbei beliebigem x(0) ∈ IKn gegen die eindeutig bestimmte Lösung x∗ von Ax∗ = b.Weiterhin gilt:
• A priori-Fehlershranke: ‖x(k) − x∗‖∞ ≤ pk

1−p
‖x(1) − x(0)‖∞

• A posteriori Fehlershranke: ‖x(k) − x∗‖∞ ≤ p
1−p

‖x(k) − x(k−1)‖∞Beweis: Wir wollen die Zeilensummennorm von (AD + AL)−1AR abshätzen. Seihierzu
(AD + AL)x = −ARz , ‖z‖∞ = 1,das heiÿt,
‖x‖∞ = ‖ − (AD + AL)−1ARz‖∞.Vorwärtselimination ergibt

xi = −
i−1∑

j=1

aij

aii

xj −
n∑

j=i+1

aij

aii

zj für i = 1, . . . , nWir zeigen zunähst, dass |xi| ≤ pi für i = 1, . . . , n:Induktionsanfang: i = 1. Weil |zi| ≤ 1 für alle i erhält man:
|x1| =

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=2

a1j

a11
zj

∣
∣
∣
∣
∣
≤

n∑

j=2

∣
∣
∣
∣

a1j

a11

∣
∣
∣
∣
|zj| ≤

n∑

j=2

∣
∣
∣
∣

a1j

a11

∣
∣
∣
∣
= p1Induktionsshritt: i − 1 → i.

|xi| =

∣
∣
∣
∣
∣
−

i−1∑

j=1

aij

aii
xj −

n∑

j=i+1

aij

aii
zj

∣
∣
∣
∣
∣

≤
i−1∑

j=1

∣
∣
∣
∣

aij

aii

∣
∣
∣
∣
|xj |
︸︷︷︸

≤pj

+

n∑

j=i+1

∣
∣
∣
∣

aij

aii

∣
∣
∣
∣
|zj |
︸︷︷︸

≤1

≤
i−1∑

j=1

∣
∣
∣
∣

aij

aii

∣
∣
∣
∣
pj +

n∑

j=i+1

∣
∣
∣
∣

aij

aii

∣
∣
∣
∣
= piAlso gilt ‖x‖∞ ≤ p und entsprehend für x(z) := (AD + AL)−1ARz, dass

‖(AD+AL)−1AR‖∞ = sup
z∈IKn:‖z‖∞=1

‖(AD+AL)−1ARz‖∞ = sup
z∈IKn:‖z‖∞=1

‖x(z)‖∞ ≤ p.Weil p < 1 vorausgesetzt war, folgt die Behauptung nah Satz 5.8. QED105



Bemerkung: Erfüllt eine Matrix das Zeilensummenkriterium, so auh das Sas-senfeldkriterium. Das heiÿt, das Zeilensummenkriterium ist ebenfalls hinreihendfür die Konvergenz des Einzelshritt-Verfahrens.Andererseits erfüllt niht jede Matrix, die dem Sassenfeld-Kriterium genügt, auhdas Zeilensummenkriterium, wie die folgende Matrix A zeigt:
A =












2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2










Bemerkung: In Satz 5.17 werden wir zeigen, dass das Gauss-Seidel-Verfahrenbei Gleihungssystemen mit hermitesher und positiv de�niter Koe�zientenma-trix konvergiert.Der Vollständigkeit halber sei der Algorithmus des Einzelshrittverfahrens eben-falls skizziert.Algorithmus 10: Gauÿ-Seidel-VerfahrenInput: Reguläre Matrix A ∈ IKn,n mit aii 6= 0 für i = 1, . . . , n, b ∈ IKn, x(0) ∈

IKn.Shritt 1: k := 0Shritt 2: RepeatShritt 2.1: For i = 1, . . . , n do:
x

(k+1)
i := 1

aii

(

−∑i−1
j=1 aijx

(k+1)
j −∑n

j=i+1 aijx
(k)
j + bj

)Shritt 2.2: k := k + 1Until AbbruhkriteriumErgebnis: Approximierte Lösung x∗ von Ax∗ = b.
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Relaxations-VerfahrenDie Idee der Relaxations-Verfahren besteht darin, die Konvergenz des Gesamt-shrittverfahrens beziehungsweise des Einzelshrittverfahrens zu verbessern, in-dem man durh Einführen eines so genannten Relaxations-Parameters den Spek-tralradius der Iterationsmatrix verkleinert.Wir betrahten zunähst das Gesamtshritt-Verfahren. Die Iterationsvorshriftergibt sih nah (5.11) auf Seite 101:
x(k+1) = x(k) + A−1

D (b − Ax(k)).In jedem Iterationsshritt wird also x(k) durh das A−1
D -fahe des Residuums

z(k) = b − Ax(k) korrigiert. Dabei ist oft zu beobahten, dass die Korrektur umeinen festen Faktor zu klein ist. Deshalb kann es sinnvoll sein, den Wert um ωz(k)statt um z(k) zu ändern, wobei ω ein beliebiger positiver Parameter sein darf. Dasresultierende Verfahren ist das relaxierte Gesamtshrittverfahren.De�nition 5.14 Das Iterationsverfahren
x(k+1) = x(k) + ωA−1

D (b − Ax(k))heiÿt Gesamtshritt-Relaxationsverfahren.Komponentenweise berehnen sih die Werte x
(k+1)
i durh

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

ω

aii



bi −
∑

j∈{1,...,n}\{i}

aijx
(k)
j



 , i = 1, . . . , nEs gilt
x(k+1) = x(k) + ωA−1

D (b − Ax(k))

= (I − ωA−1
D A)x(k) + ωA−1

D b

=
[
I − ωI + ω(−A−1

D A + I)
]
x(k) + ωA−1

D b

= [(1 − ω)I + ωB]x(k) + ωA−1
D b, (5.15)wobei im letzten Shritt B = I−A−1

D A die Iterationsmatrix des Gesamtshrittver-fahrens aus (5.12) bezeihnet (siehe Seite 101). Die Iterationsmatrix des Gesamtshritt-Relaxationsverfahrens mit Relaxationsparameter ω bezeihnen wir im folgendenmit
Bω = (I − ωA−1

D A) = (1 − ω)I + ωB.Wir bemerken, dass die Matrix des Gesamtshrittverfahrens gerade B = B1 ist.Satz 5.11 legt nahe, den Relaxationsparameter ω so zu wählen, dass der Spek-tralradius der Iterationsmatrix Bω möglihst klein wird. Der folgende Satz gibtAuskunft darüber, wie dieses Ziel erreiht werden kann.107



Satz 5.15 Die zum Gesamtshrittverfahren gehörende Iterationsmatrix B = I −
A−1

D A habe nur reelle Eigenwerte und einen Spektralradius ρ(B) < 1. Sei weiter-hin −1 < λmin der kleinste Eigenwert von B und λmax < 1 der gröÿte. Für dieIterationsmatrix des Gesamtshritt-Relaxationsverfahrens
Bω = (1 − ω)I + ωBgilt dann:

ρ(Bω) wird minimal für ω∗ =
2

2 − λmin − λmax
.Speziell erhält man ρ(Bω) < ρ(B) falls λmin 6= −λmax.Beweis: Zunähst bemerken wir dass für ω 6= 0

Bu = λu ⇐⇒ [(1 − ω)I + ωB] u = [(1 − ω) + ωλ]ugilt. Das heiÿt, λ ist Eigenwert von B genau dann wenn (1 − ω) + ωλ Eigenwertvon Bω ist. Weil ω > 0 erhält man insbesondere, dass
(1 − ω) + ωλmin der kleinste Eigenwert von Bω ist, und
(1 − ω) + ωλmax der gröÿte.Bei gegebenem ω ist der Spektralradius der Matrix Bω folglih

ρ(Bω) = max{−(1 − ω) − ωλmin, (1 − ω) + ωλmax}Jetzt möhten wir ω so bestimmen, dass dieser Ausdruk möglihst klein wird.Dazu überlegt man sih, dass die beiden Funktionen
−(1 − ω) − ωλmin = −1 + ω(1 − λmin)

(1 − ω) + ωλmax = 1 + ω(λmax − 1)Geraden sind. Das Maximum von zwei Geraden ist eine konvexe Funktion, dieaus zwei linearen Abshnitten besteht und ihr eindeutiges Minimum genau amShnittpunkt der beiden Geraden annimmt, falls dieser existiert. In unserem Fallist das gegeben, da die beiden Steigungen der Geraden aufgrund der Bedingung
λmin < λmax < 1

1 − λmin 6= λmax − 1erfüllen; die Geraden sind also niht parallel. Ihr eindeutiger Shnittpunkt erreh-net sih durh Au�ösen der Gleihung
−(1 − ω) − ωλmin = (1 − ω) + ωλmaxund liegt entsprehend bei

w∗ =
2

2 − λmin − λmax

.108



Da für λmin 6= −λmax gilt, dass ω∗ 6= 1 ist, und das Minimum ω∗ eindeutig ist,folgt, dass
ρ(Bω∗) < ρ(B),der Spektralradius von der Iterationsmatrix des Gesamtshritt-Relaxationsverfahrens

Bω∗ ist in diesem Fall also eht kleiner als der Spektralradius der Matrix B des(unrelaxierten) Gesamtshrittverfahrens. QEDDer optimale Relaxationskoe�zient ω∗ liegt also im Bereih (0,∞).
• Ist ω∗ < 1 so spriht man von Unterrelaxation. Sie tritt auf, falls −λmin >

λmax.
• Für ω∗ = 1 (also wenn −λmin = λmax) erhält man das normale Gesamt-shrittverfahren.
• Ist ω∗ > 1 so spriht man von Überrelaxation. Sie tritt auf, falls −λmin <

λmax.Um ω∗ zu berehnen, sind sharfe Shranken für die Eigenwerte der Matrix A(inklusive Vorzeihen) nötig.Das Gesamtshritt-Relaxationsverfahren hat noh eine andere Interpretation: Be-zeihnet man die (unrelaxierte) Iterierte aus dem Gesamtshrittverfahren mit
z(k+1) = Bx(k) + A−1

D b,dann gilt nah (5.15), dass
x(k+1) = (1 − ω)x(k) + ωz(k+1), (5.16)der neue Wert x(k+1) entsteht also, indem man zwishen dem letzten Wert x(k)und dem Wert z(k+1) aus dem Gesamtshrittverfahren linear interpoliert.Wir untersuhen nun, wie man ein Relaxationsverfahren bezüglih des Einzel-shrittverfahrens de�nieren kann. Im Einzelshrittverfahren (siehe (5.13)) hattenwir die Fixpunktgleihung
x = x + (AD + AL)−1(b − Ax),aus der sih die Iterationsmatrix

C = I − (AD + AL)−1A = −(AD + AL)−1ARergibt. Zur numerishen Berehnung wurde die Umformulierung
(AD + AL)x(k+1) = −ARx(k) + b, k = 0, 1, 2 . . .109



angegeben, die wir jetzt weiter zu
ADx(k+1) = b − ALx(k+1) − ARx(k)umformulieren. Wir de�nieren das Relaxationsverfahren jetzt ähnlih wie für dasGesamtshrittverfahren, indem wir auh hier die auf der linken Seite im Einzel-shrittverfahren auftretenden x(k+1) zu z(k+1) umbenennen. Das heiÿt, wir shrei-ben obige Gleihung als
ADz(k+1) = b − ALx(k+1) − ARx(k). (5.17)Wie in (5.16) wählen wir den relaxierten Wert für x(k+1) als

x(k+1) = (1 − ω)x(k) + ωz(k+1).Diese De�nition möhten wir nun in (5.17) einsetzen. Dazu multiplizieren wir(5.17) mit ω und substituieren ωz(k+1) durh x(k+1) − (1 − ω)x(k) wie in (5.16)gefordert. Man erhält
ADx(k+1) = (1 − ω)ADx(k) + ωb − ωALx(k+1) − ωARx(k), (5.18)was sih zu

(AD + ωAL)x(k+1) = [(1 − ω)AD − ωAR] x(k) + ωbund shlieÿlih zu
x(k+1) = (AD + ωAL)−1 [(1 − ω)AD − ωAR] x(k) + ω(AD + ωAL)−1bumformulieren lässt. Daraus ergibt sih die Iterationsmatrix für das Einzelshritt-Relaxationsverfahren in Abhängigkeit von ω zu

Cw = (AD + ωAL)−1 [(1 − ω)AD − ωAR] . (5.19)Man sieht, dass auh hier C1 = C gilt, d.h. für den Relaxationsparameter ω = 1erhält man die Iterationsmatrix aus dem normalen Einzelshrittverfahren.Um die Werte x
(k+1)
i komponentenweise zu bestimmen, multipliziert man (5.18)mit von links A−1

D und formuliert die entstehende Gleihung dann folgendermaÿenum:
x(k+1) = (1 − ω)x(k) + ωA−1

D b − ωA−1
D ALx(k+1) − ωA−1

D ARx(k)

= x(k) + ωA−1
D (b − ALx(k+1) − ADx(k) − ARx(k))

= x(k) + ωA−1
D (b − ALx(k+1) − (AD + AR)x(k))Man bestimmt dann x(k+1) via

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

ω

aii

(

bi −
i−1∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑

j=i

aijx
(k)
j

)

i = 1, . . . , n.110



Das Verfahren nennt man auh Suessive overrelaxation, abgekürzt als SOR-Verfahren (obwohl man streng genommen nur für ω > 1 von einer Überrelaxationsprehen sollte.)Als nähstes untersuhen wir, für welhe Relaxationsparameterw, wir Konvergenzerwarten können. Zunähst geben wir ein negatives Ergebnis.Satz 5.16 Sei A ∈ IKn,n mit aii 6= 0 für i = 1, . . . , n. Dann gilt
ρ(Cw) ≥ |ω − 1|.Insbesondere ist ρ(Cw) ≥ 1 falls ω 6∈ (0, 2), d.h. das SOR-Verfahren konvergiertin diesen Fällen im allgemeinen niht.Beweis: Wir shreiben die Iterationsmatrix Cω um zu

Cω = (AD + ωAL)−1ADA−1
D [(1 − ω)AD − ωAR]

=
[
A−1

D (AD + ωAL)
]−1 [

(1 − ω)I − ωA−1
D AR

]

=
[
(I + ωA−1

D AL)
]−1 [

(1 − ω)I − ωA−1
D AR

]
,also dem Produkt von

• einer nah Satz 2.9 normierten unteren Dreieksmatrix (I + ωA−1
D AL)−1,und

• einer oberen Dreieksmatrix (1 − ω)I − ωA−1
D AR mit Diagonalelementen

(1 − ω).Es gilt also
det(Cω) = det(I + ωA−1

D AL)−1 det
[
(1 − ω)I − ωA−1

D AR

]
= (1 − ω)n.Weil die Determinante einer Matrix gleih dem Produkt ihrer Eigenwerte ist, giltinsbesondere | det(Cω)| ≤ (ρ(Cω))n, also

|1 − ω|n ≤ (ρ(Cω))nund damit folgt die Behauptung. QEDAbshlieÿend zeigen wir, dass die Rükrihtung der obigen Aussage zumindest fürhermiteshe und positiv de�nite Matrizen rihtig ist: Für alle Werte ω ∈ (0, 2)des Relaxationsparameter konvergiert das Verfahren.Satz 5.17 Sei A ∈ IKn,n hermitesh und positiv de�nit. Dann konvergiert dasEinzelshritt-Relaxationsverfahren (SOR-Verfahren) für jeden Relaxationspara-meter ω ∈ (0, 2). 111



Beweis: Wir berehnen den Spektralradius der Iterationsmatrix Cω, und zeigen,dass ρ(Cω) < 1 gilt. Dazu sei also λ ein Eigenwert von Cω mit zugehörigemEigenvektor x. Unser Ziel ist, |λ| < 1 nahzuweisen. Nah (5.19) ist Cωx = λxgleihbedeutend mit
[(1 − ω)AD − ωAR] x = λ(AD + ωAL)x. (5.20)Wir nutzen nun folgende beide Aussagen, die sih direkt aus A = AL + AD + ARergeben:1. (2 − ω)AD − ωA − ω(AR − AL) = 2(1 − ω)AD − 2ωAR2. (2 − ω)AD + ωA − ω(AR − AL) = 2AD + 2ωALDamit folgt aus (5.20), dass

[(2 − ω)AD − ωA − ω(AR − AL)] x = λ [(2 − ω)AD + ωA − ω(AR − AL)]xUm diese Gleihung nah λ aufzulösen, bilden wir das Skalarprodukt durh dieMultiplikation beider Seiten von links mit x∗. Um abzukürzen, führen die Be-zeihnungen
d := x∗ADx

a := x∗Axein, und bemerken, dass a > 0 und d > 0 gilt, weil A positiv de�nit ist. DieMultiplikation von links mit x∗ ergibt nun
(2 − ω)d − ωa − ωx∗(AR − AL)x = λ [(2 − ω)d + ωa − ωx∗(AR − AL)x] (5.21)Zunähst mahen wir uns klar, dass

(ix∗(AR − AL)x)∗ = x∗(A∗
R − A∗

L)x̄i

= x∗(AL − AR)x(−i) weil A = A∗

= ix∗(AR − AL)xgilt, und daher s := ix∗(AR − AL)x ∈ R ist und wir (5.21) weiter umformulierenkönnen zu
(2 − ω)d − ωa + i ωs = λ [(2 − ω)d + ωa + i ws] ,in der bis auf λ alle auftretenden Werte ω, d, a, s ∈ R sind. Mit

α := (2 − ω)d − ωa ∈ R

α̃ := (2 − ω)d + ωa ∈ R

β := ωs ∈ R112



erhalten wir endlih
α + iβ = λ(α̃ + iβ).Dann gilt auh für die Beträge, dass
|α + iβ| = |λ||α̃ + iβ|.Wir nutzen noh aus, dass α̃ > α (weil ω ∈ (0, 2)) und erhalten

α2 + β2 = |λ|(α̃2 + β2) > |λ|(α2 + β2),also |λ| < 1. QEDFolge: Da das Einzelshrittverfahren ein Spezialfall des SOR-Verfahrens, näm-lih mit ω = 1 ist, haben wir mit dem vorliegenden Satz bewiesen, dass dasEinzelshrittverfahren ESV für hermiteshe und positiv de�nite Matrizen immerkonvergiert.5.4 Iterative Verfahren für nihtlineare Gleihungs-systemeIn diesem Abshnitt betrahten wir nun endlih nihtlineare Gleihungssysteme
F (x) = 0mit einer reellen Funktion F : R

n → R
n,

F (x) =








f1(x)
f2(x)...
fn(x)






Wir nehmen zunähst an, dass unser Gleihungssystem bereits in Fixpunktform

G(x) = x vorliegt mit einer Funktion
G(x) =








g1(x)
g2(x)...
gn(x)








.Eine Fixpunktgleihung kann man z.B. durh die Funktion G mit
G(x) = x + M−1(x)(F (x))erzeugen. Dabei ist M ein linearer Operator, der von x abhängen darf. Wie wihtiges ist, die Funktion G sinnvoll zu wählen, zeigt das folgende Beispiel.Wir betrahten die Funktion f(x) = x − cos x im Intervall [0, 1].113



• Wähle g(x) = cos x. Dann gilt f(x) = 0 genau dann wenn g(x) = x.Weiterhin gilt g : [0, 1] → [0, 1]. Jetzt wollen wir noh zeigen, dass g eineKontraktion ist. Wir wenden Lemma 5.7 an und erhalten
q = sup

0≤x≤1
|g′(x)| = sup

0≤x≤1
sin x = sin 1 < 1,also ist g eine Kontraktion. Nah Satz 5.6 konvergiert also das Verfahren

x(k+1) = cos x(k). Allerdings ist die Konvergenzgeshwindigkeit unbefriedi-gend.
• Betrahten wir nun

g(x) = x − x − cos x

1 + sin xAuh dann gilt f(x) = 0 genau dann wenn g(x) = x, und man sieht nahkurzer Rehnung, dass g : [0, 1] → [0, 1], und dass
g′(x) = 1 − (1 + sin x)2 − (x − cos x) cos x

(1 + sin x)2

= 1 − 1 +
(x − cos x) cos x

(1 + sin x)2

= 1 für x = 0.Also ist g keine Kontraktion. Das Verfahren der sukzessiven Approximationkonvergiert dennoh. Die Konvergenz mit Hilfe dieser Fixpunktgleihung istsogar sehr shnell!Um die shnelle Konvergenz zu erklären, shreibt man die Ableitung um zu
g′(x) =

f(x) cos x

(1 + sin x)2
.Weil f eine Nullstelle x∗ in [0, 1] hat, gilt g′(x∗) = 0, also gibt es eine Umge-bung um x∗, in der g eine Kontraktion ist. Der Kontraktionsfaktor in dieserUmgebung ist nahe bei Null (also sehr klein), und das Konvergenzverhaltendaher gut.Bevor wir diese Beobahtung im Newton-Verfahren ausnutzen, verallgemeinernwir Satz 5.12 auf nihtlineare Funktionen und beweisen damit, dass das Verfahrender sukzessiven Approximation unter ähnlihen Bedingungen wir im Satz 5.12auh im nihtlinearen Fall konvergiert.Satz 5.18 Sei U ⊆ R

n eine konvexe Menge und G : U → U eine stetig di�eren-zierbare Abbildung (d.h. jedes der Elemente der Jaobi-Matrix DG ist stetig in
U). Weiterhin gelte eine der folgenden Bedingungen:Zeilensummenkriterium: q∞ = supx∈U maxi=1,...,n

∑n
j=1

∣
∣
∣

∂gi

∂xj

∣
∣
∣ < 1114



Spaltensummenkriterium: q1 = supx∈U maxj=1,...,n

∑n
i=1

∣
∣
∣

∂gi

∂xj

∣
∣
∣ < 1Quadratsummenkriterium: q2 = supx∈U

√
∑n

i,j=1

∣
∣
∣

∂gi

∂xj

∣
∣
∣

2

< 1Dann konvergiert das Verfahren der sukzessiven Approximation bezüglih jederNorm im Rn für jeden Startwert x(0) ∈ Rn, und zwar gegen die eindeutig be-stimmte Lösung x∗ des nihtlinearen Gleihungssystems G(x∗) = x∗. Ist qp < 1für p ∈ {1, 2,∞} so gelten für dieses p auÿerdem die folgenden Shranken.
• A priori Fehlershranke: ‖x(k) − x∗‖p ≤ qk

p

1−qp
‖x(1) − x(0)‖p

• A posteriori-Fehlershranke: ‖x(k) − x∗‖p ≤ qp

1−qp
‖x(k) − x(k−1)‖pBeweis: Nah Satz 3.17 und Lemma 3.24 zeigen, dass

sup
x∈U

‖DG(x)‖p = qp für p ∈ {∞, 1}

sup
x∈U

‖DG(x)‖2 ≤ q2Daher ist nah Lemma 5.7 die Abbildung G : U → U kontrahierend, falls qp < 1für ein p ∈ {∞, 1, 2}. Satz 5.6 ergibt die Behauptung. QEDUnter den Voraussetzungen des letzten Satzes konvergiert also das Verfahren dersukzessiven Approximation auh im nihtlinearen Fall. Das Verfahren
x

(k+1)
i = gi(x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x(k)

n ) i = 1, . . . , n, k = 0, 1, 2, . . .nennt man auh nihtlineares Gesamtshrittverfahren, während man dasVerfahren
x

(k+1)
1 = g1(x

(k)
1 , . . . , x(k)

n )

x
(k+1)
i = gi(x

(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
i−1 , x

(k)
i , . . . , x(k)

n ) i = 2, . . . , n,als nihtlineares Einzelshrittverfahren bezeihnet. Die in Abshnitt 5.3 be-sprohenen Verfahren GSV und ESV sind Spezialfälle dieser Verfahren.Das Newton-Verfahren für skalare FunktionenWir kommen nun wieder zurük zu dem originalen nihtlinearen Gleihungssys-tem
F (x) = 0und entwikeln mit dem nun zu besprehenden Newton-Verfahren eine Fixpunkt-form, die � wenn sie konvergiert � zu einem shnelleren Konvergenzverhaltenführt. Wir beginnen unsere Überlegung für eine reelle Funktion f : R → R.115



Gesuht ist eine Nullstelle x∗ der Funktion f . Haben wir shon eine Shätzungder Nullstelle x(0) und ist f stetig di�erenzierbar, so besteht die Idee des Newton-Verfahrens darin, f durh seine Tangente durh den Punkt x(0)

f ≈ f(x(0)) + f ′(x(0))(x − x(0))(also der Taylorreihe bis zum linearen Glied) zu ersetzen. Man suht also dieNullstelle der Näherung anstatt der Nullstelle von f . Eine Nullstelle der Näherung
f(x(0)) + f ′(x(0))(x − x(0)) existiert, falls f(x(0)) 6= 0 ist und ist in diesem Fallgegeben durh

x = x(0) − f(x(0))

f ′(x(0))Wiederholt man das Vorgehen mit x(1) := x so erhält man das Newton-Verfahren.Erfüllt die Ableitung f(x) 6= 0 so erhält man die Fixpunktgleihung
g(x) = x − f(x)

f ′(x)
.Kommen wir kurz zu dem Beispiel f(x) = x − cos x von Seite 112 zurük: Hierwurde mit

g(x) = x − 1

1 + sin x
(x − cos x) = x − f(x)

f ′(x)im zweiten Versuh genau die Fixpunktform des Newton-Verfahrens verwendet.Leider ist die Funktion g im allgemeinen keine Kontraktion auf dem gesamten zubetrahtenden Intervall, so dass Satz 5.18 niht anwendbar ist. Dennoh gilt diefolgende lokale Konvergenzaussage.Satz 5.19 Sei x∗ eine einfahe Nullstelle der f : R → R. Sei weiterhin f ineiner Umgebung von x∗ zwei mal stetig di�erenzierbar. Dann konvergiert dasNewton-Verfahren für jeden Startwert x(0), der hinreihend diht bei x∗ liegt.Beweis: Weil x∗ einfahe Nullstelle ist, gilt f ′(x∗) 6= 0 und entsprehend gibt eseine Umgebung U := U(x∗) so dass f ′(x) 6= 0 für alle x ∈ U . Die Verfahrensvor-shrift g(x) = x − f(x)
f ′(x)

ist damit für alle x ∈ U de�niert. Die Ableitung von gist
g′(x) = 1 − [f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
=

f ′′(x)

[f ′(x)]2
f(x),also g′(x∗) = 0. Wegen der Stetigkeit von g′ gibt es Zahlen δ > 0, q < 1 sodassfür alle x ∈ U ′ = [x∗ − δ, x∗ + δ] ∩ U gilt |g′(x)| ≤ q < 1. Daraus folgt

|g(x) − x∗| = |g(x) − g(x∗)| ≤ q|x − x∗| ≤ δ für alle x ∈ U ′,das heiÿt, g : U ′ → U ′ ist eine Kontraktion. Satz 5.6 liefert die Behauptung.QED116



Das Newton-Verfahren für mehrdimensionale FunktionenWir formulieren zunähst das Newton-Verfahren auh immehrdimensionalen Fall.De�nition 5.20 Sei U ⊆ Rn o�en und F : U → Rn eine stetig di�erenzierbareFunktion mit einer für alle x ∈ U regulären Jaobimatrix DF (x). Dann heiÿt dasVerfahren
x(k+1) = x(k) − [DF (x(k))]−1F (x(k)) k = 0, 1, 2, . . .mit Startwert x(0) ∈ U Newton-Verfahren.Die Motivation für das Newton-Verfahren ist die gleihe wie für skalare Funktio-nen: Anstatt die Nullstelle F (x) = 0 zu suhen, ersetzt man

F ≈ F (x(0)) + (DF (x(0)))(x − x(0)).Existiert [DF (x(0))]−1, so kann man diese Gleihung nah x au�ösen und erhält
x = x(0) − [DF (x(0))]−1F (x(0))als nähste Iterierte. Das entspriht der Fixpunktgleihung (5.2)

G(x) = x + MF (x)mit der regulären Matrix M = [DF (x)]−1.Um das Newton-Verfahren numerish zu realisieren wird zur Bestimmung von
x(k+1) = x(k) − [DF (x(k))]−1F (x(k)) k = 0, 1, 2, . . .in jedem Shritt das lineare Gleihungssystem

DF (x(k))(x(k+1) − x(k)) = −F (x(k))gelöst. Das geshieht durh das Lösen des Systems
DF (x(k))w(k) = −F (x(k))und anshlieÿendes Berehnen von

x(k+1) = x(k) + w(k).Bevor wir auf die Konvergenzeigenshaften näher eingehen, formulieren wir dasVerfahren.Algorithmus 11: Newton-Verfahren117



Input: Offene Menge U ⊆ R
n, Differenzierbare Abbildung F : U → R

n mitJaobi-Matrix DF : U → R
n,n. Startwert x(0) ∈ U, Toleranzwert ε > 0.Shritt 1: k := 0Shritt 2: RepeatShritt 2.1: Finde w(k) als Lösung des Gleihungssystems
DF (x(k))w(k) = −F (x(k)).Shritt 2.2: x(k+1) := x(k) + w(k)Shritt 2.3: qk := ‖w(k)‖

‖w(k−1)‖Shritt 2.4: If qk ≥ 1 oder x(k+1) 6∈ U STOP: Das Verfahren sheint nihtzu konvergieren.Shritt 2.5: k := k + 1Until qk

1−qk
‖w(k)‖ ≤ εErgebnis: Approximierte Nullstelle x(k) von F.

Leider ist die Berehnung von DF (x) für groÿe n aufwändig, so dass man dieJaobi-Matrix in der Praxis niht in jedem Shritt neu berehnet, sondern häu�gdie folgenden Varianten verwendet:
• Frozen Newton: Es wird nur einmal die Jaobi-Matrix berehnet, für diedann mittels LU-Zerlegung alle in den Iterationen auftretende Gleihungs-systeme e�zient lösbar sind.
• Quasi-Newton: Die Jaobi-Matrix wird in jedem Shritt (approximativ) an-gepasst.Um den Konvergenzbereih des Verfahrens zu vergröÿern verwendet man auh dasso genannte gedämpfte Newton-Verfahren, in dem man die Iterationsvorshrift

x(k+1) = x(k) + λkw
(k), λk ∈ [0, 1]verwendet.Das Konvergenzverhalten des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens lässt sihniht ganz so einfah analysieren wie im eindimensionalen Fall. Daher ist dieVerallgemeinerung von Satz 5.19 etwas shwieriger zu zeigen. Wir beweisen imfolgenden Satz aber mehr, nämlih dass das Newton-Verfahren sogar quadra-tish konvergiert. 118



De�nition 5.21 Sei x(k) → x∗ eine Folge im IKn mit x(k) 6= x∗ für alle k. Wennes eine Konstante q und eine Zahl M gibt, so dass
‖x(k+1) − x∗‖ ≤ q‖x(k) − x∗‖p für alle k ≥ Mso liegt eine Konvergenz der Konvergenzordnung p gegen x∗ vor. Den Fall

p = 1 bezeihnet man als lineare Konvergenz, den Fall p = 2 als quadratisheKonvergenz.Man beahte, dass sih die Anzahl der korrekt gefundenen Stellen einer Zahl beiquadratisher Konvergenz in jedem Shritt etwa verdoppelt. Wir formulieren jetztden Satz zur Konvergenz des Newton-Verfahrens.Satz 5.22 Sei U ⊆ R
n o�en und konvex und sei F : U → R

n stetig di�erenzier-bar. Für x(0) ∈ U erfülle F auÿerdem die folgenden vier Bedingungen in einer(beliebigen) Norm ‖ · ‖ auf dem Rn:B1: Es existiert eine Nullstelle x∗ ∈ U der Funktion F .B2: DF (x) ist regulär für alle x ∈ U .B3: Es gibt ω > 0 so dass für alle x, y ∈ U die folgenden beiden Bedingungengelten:(a) ‖[DF (x)]−1(DF (y)− DF (x))‖ ≤ ω‖x − y‖.(b) Für ρ := ‖x∗ − x(0)‖ gilt ω
2
ρ < 1.B4: Die Kugel Bρ(x

∗) := {x ∈ Rn : ‖x−x∗‖ < ρ} mit Radius ρ um die Nullstelle
x∗ ist in U enthalten.Für die im Newton-Verfahren de�nierte Folge

x(k+1) := x(k) − [DF (x(k))]−1F (x(k))gilt dann:1. x(k) ∈ Bρ(x
∗) für alle k = 1, 2, . . . .2. x(k) konvergiert gegen x∗.3. Für k = 0, 1, 2, . . . gilt die folgende a priori Fehlershranke

‖x(k) − x∗‖ ≤ ρ
(ωρ

2

)2k−1 (5.22)4. Für k = 0, 1, 2, . . . gilt die folgende a posteriori Fehlershranke:
‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(k) − x∗‖2 (5.23)119



Beweis:Teil 1:Wir zeigen zunähst, dass aus x(k) ∈ U die a-posteriori Fehlershranke (5.23) für
k folgt, danah beweisen wir die Wohlde�niertheit für alle k per Induktion.Dazu benötigen wir zunähst eine Funktion g : [0, 1] → Rn, die wir als

g(t) = F (x(k) + t(x∗ − x(k)))de�nieren. Durh die multivariate Kettenregel erhalten wir
g′(t) = DF (x(k) + t(x∗ − x(k)))(x∗ − x(k)),woraus nah dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung wie in Lem-ma 5.7 folgt, dass

F (x∗)−F (x(k)) = g(1)−g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt =

∫ 1

0

DF (x(k)+t(x∗−x(k)))(x∗−x(k))dt.Jetzt setzen wir wie oben beshrieben voraus, dass x(k) ∈ U . Nah der De�nitionder Newton-Iteration gilt dann, dass
A := x(k+1) − x∗

= x(k) − [DF (x(k))]−1F (x(k)) − x∗

= x(k) − x∗ − [DF (x(k))]−1(F (x(k)) − F (x∗))

= [DF (x(k))]−1
(
F (x∗) − F (x(k)) − DF (x(k))(x∗ − x(k))

)

= [DF (x(k))]−1
(
g(1) − g(0) − DF (x(k))(x∗ − x(k))

)

= [DF (x(k))]−1

(∫ 1

0

DF (x(k) + t(x∗ − x(k)))(x∗ − x(k))dt − DF (x(k))(x∗ − x(k))

)

=

∫ 1

0

[DF (x(k))]−1
{
DF (x(k) + t(x∗ − x(k))) − DF (x(k))

}
(x∗ − x(k))dtGehen wir zur Norm davon über, so erhalten wir

‖A‖ = ‖x(k+1) − x∗‖

≤
∫ 1

0

‖[DF (x(k))]−1
{
DF (x(k) + t(x∗ − x(k))) − DF (x(k))

}
‖ ‖x∗ − x(k)‖dtNah der ersten Voraussetzung [B3℄ gilt aber, dass

[DF (x(k))]−1
(
DF (x(k) + t(x∗ − x(k))) − DF (x(k))

)

≤ ω‖x(k) − (x(k) + t(x∗ − x(k)))‖
= ωt‖x(k) − x∗‖. 120



Setzen wir dieses Ergebnis in die obige Ungleihung ein, so ergibt sih
‖A‖ = ‖x(k+1) − x∗‖

≤
∫ 1

0

‖[DF (x(k))]−1
(
DF (x(k) + t(x∗ − x(k))) − DF (x(k))

)
‖ ‖x∗ − x(k)‖dt

≤
∫ 1

0

ωt‖x(k) − x∗‖ ‖x(k) − x∗‖dt =

∫

ωt‖x(k) − x∗‖2dt

=
ω

2
‖x(k) − x∗‖2.Damit ist also gezeigt, dass (5.23) gilt, falls x(k) ∈ U .Teil 2:Mit Hilfe der Aussage aus Teil 1 können wir nun Satz 5.22 per Induktion beweisen.Induktionsanfang Für k = 0 sind nur (5.22) und (5.23) zu zeigen.

• (5.22): Für k = 0 erhält man (ωρ
2

)2k−1
= 1. Daher gilt ‖x(0) − x∗‖ = ρnah der De�nition von ρ.

• (5.23): Weil x(0) ∈ U können wir Teil 1 des Beweises verwenden. Wirerhalten:
‖x(1) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(0) − x∗‖2.Induktionsshritt: k → k +1. Sei also der Satz rihtig für k. Dann ist x(k) ∈ Unah der Induktionsannahme. Wir rehnen

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(k) − x∗‖2 wegen Teil 1

≤ ω

2

(ωρ

2

)2(2k−1)

ρ2denn es gilt (5.22) nah Induktionsannahme
=

(ωρ

2

)2k+1−1

ρ < ρ wegen [B3℄, Teil (b).Aus der letzten Zeile folgt die a-priori Fehlershranke (5.22) für k+1, sowiedie Aussage x(k+1) ∈ Bρ(x
∗). Entsprehend ist die Folge wohlde�niert, undnah Teil 1 gilt auh (5.23) für k + 1.Wegen (5.22) und [B3℄, Teil (b) erhält man auÿerdem direkt die Konvergenzgegen x∗. QEDZum Abshluss geben wir noh einen Satz an, der zeigt, dass eine lokale quadra-tishe Konvergenz in der Nähe eine Nullstelle meistens erreiht werden kann.121



Satz 5.23 Sei U ⊆ Rn o�en und F : U → Rn eine zweimal stetig di�erenzierbareFunktion. Sei x∗ ∈ U mit F (x∗) = 0 und det(DF (x∗)) 6= 0. Dann existiert ein
ρ > 0 so dass das Newton-Verfahren für alle Startwerte x(0) ∈ U := Bρ(x

∗)quadratish konvergiert.Beweis: Im Beweis untersuhen wir die Voraussetzungen von Satz 5.22. Zunähstgilt [B1℄ nah Voraussetzung. Weil die Funktion
h(x) = [DF (x)]−1als Matrixinversion stetig ist, gibt es ρ > 0 so dass

‖h(x)‖ − ‖h(x∗)‖ ≤ ‖h(x) − h(x∗)‖ ≤ ε für alle x ∈ Bρ(x
∗).Mit ε := ‖[DF (x∗)]−1‖ ergibt das

‖[DF (x)]−1‖ − ‖[DF (x∗)]−1‖ ≤ ‖[DF (x∗)]−1‖ für alle x ∈ Bρ(x
∗),oder, äquivalent,

‖[DF (x)]−1‖ ≤ 2‖[DF (x∗)]−1‖ für alle x ∈ Bρ(x
∗).Daraus folgt [B2℄ und mit der De�nition U := Bρ(x

∗) trivialerweise [B4℄.Als letztes muss also noh [B3℄ gezeigt werden. Hierfür nutzt man aus, dass DFnah Voraussetzung für x ∈ U di�erenzierbar ist. Also gibt es eine Lipshitzkon-stante L > 0 so dass
‖[DF (x)] − [DF (y)]‖ ≤ L‖x − y‖ für alle x, y ∈ U.Wählt man ω := 2L‖[DF (x∗)]−1‖ so gilt

‖[DF (x)]−1([DF (y)] − [DF (x)])‖ ≤ ‖[DF (x)]−1‖
︸ ︷︷ ︸

‖ ([DF (y)]− [DF (x)])
︸ ︷︷ ︸

‖

≤ 2‖[DF (x∗)]−1‖ L‖x − y‖
= ω‖x− y‖,also gilt [B3℄, Teil (a). Da man immer ρ < 2

ω
wählen kann, folgt wegen ω

2
ρ < 1auh Teil (b) von [B3℄, und damit die quadratishe Konvergenz nah Satz 5.22.QED
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Kapitel 6InterpolationIn diesem Kapitel beshäftigen wir uns mit der Interpolation von Funktionen.Dazu wollen wir aus einer gegebenen Klasse von Funktionen M eine auswählen,die an vorgegebenen Punkten x0, x1, . . . , xn ihres De�nitionsbereihs gewissenBedingungen genügt. Im einfahsten Fall fordert man z.B.
f(xi) = yi für i = 0, . . . , n, xi, yi gegeben,man kann aber auh Bedingungen an die Ableitungen in den Punkten stellen.Ist M die Klasse der Polynome vom Grad ≤ n, so spriht man von Polynom-Interpolation, bei trigonometrishen Funktionen von trigonometrisher In-terpolation und ist M die Klasse der stükweise polynomialen Funktionen, sonennt man das Problem Spline-Interpolation.6.1 Polynomiale InterpolationDe�nition 6.1 Ein Polynom p ist eine Funktion von der Form p(x) = anxn +

. . .+a1x+a0, x ∈ IK und Koe�zienten a0, . . . , an ∈ IK. Ist an 6= 0, so heiÿt n derGrad des Polynoms. Per De�nition ist der Grad von p ≡ 0 als −1 festgesetzt.
Πn sei die Menge aller Polynome vom Grad ≤ n.Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass Πn ein Vektorraum mit komponen-tenweiser Addition und Skalarmultiplikation ist. Weiterhin wiederholen wirSatz 6.2 (Hauptsatz der Algebra) Ist p(x) = anx

n + . . .+a1x+a0 ein komplexesPolynom vom Grad n, so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen b1, . . . , bn ∈ C so,dass p(x) = an(x − b1) · . . . · (x − bn). Die Zahlen bj sind die Nullstellen von p.Kommt der Faktor x− bj in p(x) genau k-mal vor, sagt man, die Nullstelle bj hatdie Vielfahheit k.Bemerkung: Sei a eine Nullstelle von p. Dann hat a die Vielfahheit k genaudann, wenn p(j)(a) = 0 für j = 0, 1, . . . , k − 1.123



Satz 6.3 Sei p(x) = anxn + . . . + a1x + a0 ein Polynom ∈ Πn. Hat p mehr als nNullstellen, so vershwindet p identish, das heiÿt p ≡ 0. Insbesondere gilt dann
aj = 0 für alle j = 0, . . . , n.Aus diesem Satz lässt sih direkt ableiten, dass die Monome

Mk(x) := xk ∈ Πk, k = 0, 1, . . . , nals Funktionen Mk : [a, b] → R, [a, b] ⊆ R, linear unabhängig sind. Da man durhLinearkombination der Mk jedes Polynom erzeugen kann, ist
{M0, M1, . . . , Mn}also eine Basis des Πn.Die lineare Unabhängigkeit der Mj sieht man wie folgt:Sei ∑n

k=0 αkMk(x) = 0 für alle x ∈ [a, b]. Dann hat ∑n
k=0 αkMk(x)mehr als n Nullstellen, also sind nah Satz 6.3 alle Koe�zienten α0 =

α1 = . . . = αn = 0.Um Polynome auszuwerten, das heiÿt Werte p(x) eines Polynoms p zu bereh-nen, verwendet man das Horner-Shema. Dazu klammert man das Polynom p(x)geshikt und erhält:
p(x) = (. . . ((anx + an−1)x + an−2)x + . . . + a1)x + a0Das führt zu folgendem Verfahren:Algorithmus 12: Horner-Shema zur Auswertung von PolynomenInput: Koeffizienten a0, a1, . . . , an eines Polynoms p = anxn + . . . a1x1 +a0 ∈ Πnund feste Zahl x.Shritt 1: y := anShritt 2: For k = n − 1 to 0 do y := y · x + akErgebnis: p(x) := y

Die Berehnung mittels des Horner-Shemas ist e�zienter als die �normale� Aus-wertung. 124



Beispiel: Sei ein Polynom
p(x) = 2x4 − 4x3 − 5x2 + 7x + 11gegeben. Gesuht ist der Wert an der Stelle x = 2. In tabellarisher Shreibweiseerhält man: Koe�zienten: 2 −4 −5 7 11Zahl: x = 2 ·2ր 4 ·2ր 0 ·2ր −10 ·2ր −6Summe: 2 0 −5 −3 5Der gesuhte Wert ist also p(2) = 5.Wir de�nieren nun das Problem, mit dem wir uns in diesem Abshnitt beshäf-tigen:Lagrange Interpolationsaufgabe: Gegeben seien n + 1 Stützstellen xi, i =

0, . . . , n und Stützwerte yi, i = 0, . . . , n. Gesuht ist ein Polynom p ∈ Πn, so dass
p(xi) = yi für i = 0, . . . , n. (L-Int)Als erste Idee verwendet man die Monome als Basis des Πn und stellt das gesuhtePolynom dar durh

p(x) =
n∑

k=0

αkMk(x).Die Bedingungen L-Int führen zu folgendem Gleihungssystem mit Unbekannten
α0, . . . , αn:

n∑

k=0

αkMk(xj) = yj für j = 0, . . . , noder, ausgeshrieben,
n∑

k=0

αkxj
k = yj für j = 0, . . . , n.Die Koe�zienten-Matrix ist die Vandermonde-Matrix

A =








1 x0 x0
2 · · · x0

n

1 x1 x1
2 · · · x1

n... ... ... ...
1 xn xn

2 · · · xn
n








∈ IKn+1,n+1.Das Problem ist im Allgemeinen shleht konditioniert, aber dennoh von theo-retishem Interesse: 125



Satz 6.4 Die Lagrange Interpolationsaufgabe ist für n+1 paarweise vershiedeneStützstellen x0, . . . , xn eindeutig lösbar, die Lösung ist gegeben durh
Ln(x) =

n∑

k=0

yklk(x)wobei
lk(x) =

n∏

j=0

j 6=k

x − xj

xk − xj

für k = 0, . . . , ndie so genannten Lagrange-Polynome sind.Beweis: Per Konstruktion ist Ln ∈ Πn und es gilt wegen lk(xj) =

{

1 falls k = j

0 falls k 6= j
:

Ln(xj) =
n∑

k=0

yklk(xj) =
n∑

k=0

ykδkj
= yj für j = 0, . . . , nEs bleibt noh die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu p1, p2 ∈ Πn beides Poly-nome, die (L-Int) erfüllen. Dann gilt für ihre Di�erenz p := p1 − p2, dass

p(xj) = p1(xj) − p2(xj) = yj − yj = 0 für j = 0, . . . , nAlso hat das Polynom p (mindestens) n + 1 Nullstellen. Da p ∈ Πn folgt darausnah Satz 6.3, dass p ≡ 0, also p1 ≡ p2. QEDBeispiel: Seien drei Stützstellen x0 = 0, x1 = 1 und x2 = 3 mit Stützwerten y0 =
1, y1 = 3 und y2 = 2 gegeben. Gesuht ist der Wert L2(x) des interpolierendenLagrange-Polynoms an der Stelle 2. Es gilt:

L2(x) =

2∑

k=0

yklk(x).Für x = 2 gilt:
l0(x) =

(x − 1)(x − 3)

(0 − 1)(0 − 3)
=

1

3
· (x − 1) · (x − 3)

l1(x) =
(x − 0)(x − 3)

(1 − 0)(1 − 3)
= −1

2
· x · (x − 3)

l2(x) =
(x − 0)(x − 1)

(3 − 0)(3 − 1)
=

1

6
· x · (x − 1)

⇒ L2(2) = 1 · l0(2) + 3 · l1(2) + 2 · l2(2)

= −1
3

+ 3 + 2
3

= 10
3126



Praktish hat die Lagrange-Formel allerdings wenig Relevanz, da die Hinzunah-me einer weiteren Stützstelle eine komplette Neuberehnung erfordert, und dasProblem niht gut konditioniert ist.Möhte man das interpolierende Polynom an nur wenigen Stellen auswerten, bie-tet sih das folgende Verfahren an.Interpolation von Neville & AitkenDe�nition 6.5 Für gegebene, paarweise vershiedene Stützstellen xi mit i =
0, . . . , n und Stützwerte yi mit i = 0, . . . , n sei P k

i ∈ Πk das Polynom mit derEigenshaft:
P k

i (xj) = yj ∀i ≤ j ≤ i + kInsbesondere ist P n
0 das Interpolationspolynom zu allen Daten.Wir bemerken, dass P k

i wegen Satz 6.4 eindeutig bestimmt ist. Die Idee des nunzu entwikelnden Verfahrens beruht auf dem folgenden Satz.Satz 6.6 Es gilt:
P 0

i (x) = yi ∈ Π0 i = 0, . . . , n

P k+1
i (x) =

(x − xi)P
k
i+1(x) − (x − xi+k+1)P

k
i (x)

xi+k+1 − xi
0 ≤ i ≤ n − k − 1Beweis: Wir führen Induktion nah k durh.Für k = 0 erfüllt P 0

i (x) = yi gerade P 0
i (xi) = yi für i = 0, . . . , n. Nehmenwir nun an, die Aussage stimmt für k. Bezeihne mit h(x) die rehte Seite derRekursionsformel für P k+1

i (x), das heiÿt
h(xj) =

(xj − xi)P
k
i+1(xj) − (xj − xi+k+1)P

k
i (xj)

xi+k+1 − xiFall 1: i < j ≤ i + k:Nah Induktionsannahme gilt
P k

i+1(xj) = yj und P k
i (xj) = yj .Also folgt:

h(xj) =
(xj − xi)yj − (xj − xi+k+1)yj

xi+k+1 − xi

= yjFall 2: j = i:In diesem Fall gilt P k
i (xj) = yj = yi, woraus wir aber shon folgern, dass

h(xi) =
(xi − xi)P

k
i+1(xi) − (xi − xi+k+1)yi

xi+k+1 − xi
= yi127



Fall 3: j = k + i + 1:Analog zu Fall 2. QEDWir zeigen am Beispiel n = 3, wie sih die Polynome P k
i e�zient auswertenlassen. Stützstellen Stützwerte

x0 y0 = P 0
0 ց

P 1
0 ց

x1 y1 = P 0
1

ր
ց P 2

0 ց
P 1

1

ր
ց P 3

0

x2 y2 = P 0
2

ր
ց P 2

1

ր

P 1
2

ր

x3 y3 = P 0
3

րAn unserem alten Beispiel mit {(xi, yi), i = 0, 1, 2} = {(0, 1), (1, 3), (3, 2)} siehtdas folgendermaÿen aus: Gesuht ist wieder der Wert des interpolierenden Poly-noms an x = 2. Dazu rehnet man:
xk x − xk yk

0 2 1 = P 0
0 ց

P 1
0 = 2·3−1·1

1−0
= 5 ց

1 1 3 = P 0
1

ր
ց P 2

0 =
2· 5

2
−(−1)·5

3−0
= 10

3

P 1
1 = 1·2−(−1)·3

3−1
= 5

2

ր

3 −1 2 = P 0
2

րAls Algorithmus lässt sih das wie folgt beshreiben:
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Algorithmus 13: Neville-Aitken-VerfahrenInput: x0, x1, . . . , xn paarweise vershieden y1, . . . , yn, Punkt x, an dem dasinterpolierende Polynom ausgewertet werden soll.Shritt 1: For j = 0, . . . , n doShritt 1.1: pj := yjShritt 1.2: tj := x − xjShritt 2: For k = 0, . . . , n − 1 doFor j = 0, . . . , n − k − 1 do
pj :=

tjpj+1 − tj+k+1pj

tj − tj+k+1Ergebnis: p(x) := p0, wobei p das Interpolationspolynom ist.Dieses Verfahren ist sinnvoll, falls man das Interpolationspolynom an nur wenigenStellen auswerten möhte.Newtonshe InterpolationsformelIn der Newtonshen Interpolationsformel verwendet man eine weitere Basis des
Πn, nämlih

hk(x) =

k−1∏

i=0

(x − xi)wobei x0, x1, . . . , xn wieder die Stützstellen sind.Lemma 6.7 Seien x0, x1, . . . , xn−1 paarweise vershieden. Die Newton-Polynome
hk(x) =

∏k−1
i=0 (x − xi) mit k = 0, 1, . . . , n bilden eine Basis des Πn.Die Newton-Polynome haben das folgende Aussehen:

h0(x) = 1

h1(x) = (x − x0)

h2(x) = (x − x1)(x − x0)...und es gilt:
hk(xj) = 0 für alle k > j und hk(xj) 6= 0 für alle k ≤ j129



Beweis: (von Lemma 6.7) Sei ∑n
k=0 αkhk(x) = 0, das heiÿt

p(x) =
n∑

k=0

αk

k−1∏

i=0

(x − xi) = 0Insbesondere gilt
0 = p(x0) = α0h0(x) = α0.Daraus folgern wir weiter

0 = p(x1) = α0 + α1(x − x0) = α1 (x − x0)
︸ ︷︷ ︸

6=0

,also α1 = 0. Induktiv erhält man, dass alle Koe�zienten α0, . . . , αn Null sind.QEDUm das Lagrange-Interpolationsproblem zu lösen, betrahtet man also das fol-gende Gleihungssystem mit den Variablen α0, . . . , αn:
n∑

k=0

αkhk(xj) = yj mit j = 0, . . . , n. (6.1)Weil ∑n
k=0 αkhk(xj) =

∑j
k=0 αkhk(xj) erhält man die folgende Koe�zienten-Matrix:

A =










h0(x0) 0 . . . . . . . . . . . . 0
h0(x1) h1(x1) 0 . . . . 0

h0(x2) h1(x2) h2(x2) . . . .
...... . . . 0

h0(xn) h1(xn) . . . . . . . . . . . . hn(xn)










A ist eine untere Dreieks-Matrix, die wegen hk(xk) 6= 0 für alle k = 0, . . . , nregulär ist. Man kann die gesuhten Koe�zienten also durh Vorwärtseliminationbestimmen. Das ergibt:
α0 =

y0

h0(x0)
=

y0

1
= y0

α1 =
1

h1(x1)
(y1 − α0h0(x1)) =

1

x − x0
(y1 − y0)

α2 =
1

h2(x2)
(y2 − α1h1(x2) − α0h0(x2))

=
1

(x2 − x0)(x2 − x1)

(

y2 −
1

x − x0
(y1 − y0) − y0

)... 130



Da diese Formeln reht mühsam werden, gehen wir einen anderen Weg. Dazude�nieren wir zunähst �Abshnittspolynome� für die Lösung α0, α1, . . . , αn von(6.1):
Qk(x) =

k∑

j=0

αjhj(x) = α0 + α1(x − x0) + . . . + αk(x − x0) · · · . . . · · · (x − xk−1)das heiÿt
Q0(x) = α0

Q1(x) = α0 + α1(x − x0)

Q2(x) = α0 + α1(x − x0) + α2(x − x0)(x − x1)...Es gelten die folgenden Eigenshaften:Lemma 6.81. Qk(x) = P k
0 ∈ Πk2. P k+1

0 (x) = P k
0 (x) + αk+1hk+1(x)3. αk ist der Koe�zient von xk im Polynom P k

0 (x).Beweis: Eigenshaft 1 folgt, weil aufgrund der Wahl der αi gilt Qk(xj) = yj für
j = 0, . . . , k und die Polynom-Interpolation eindeutig ist (Satz 6.4).2. und 3. ergeben sih für Qk aus der Konstruktion und gelten nah 1. also auhfür P k

0 . QEDWir de�nieren:De�nition 6.9 Seien xi, yi mit i = 0, . . . , n mit paarweise vershiedenen xi ge-geben. Dann de�niert man die dividierten Di�erenzen rekursiv durh
D0

i := yi mit i = 0, . . . , n

Dk
i :=

Dk−1
i+1 − Dk−1

i

xi+k − xi

mit i = 0, 1, . . . , n − kund k = 1, 2, . . . , nUnser Ziel ist es nun, zu beweisen, dass
αk = Dk

0gilt. Wir werden das zuerst untersuhen und danah ein Shema angeben, mitdem man Dk
i e�zient berehnen kann.131



Satz 6.10 Es gilt
P k

i (x) = D0
i + D1

i (x − xi) + . . . + Dk
i (x − xi) · . . . · (x − xi+k−1)das heiÿt P k

i (xj) = yj für j = i, . . . , k + i. Insbesondere gilt für i = 0 und k = n:
P n

0 (x) = D0
0 + D1

0(x − x0) + . . . + Dn
0 (x − x0) · . . . · (x − xn−1)

=

n∑

j=0

Dj
0hj(x)ist die Lösung des Lagrange-Interpolationsproblemes.Beweis: Wir induzieren über k. Sei k = 0, dann ist P 0

i (x) = D0
i = yi rihtig. Seidie Aussage rihtig für k − 1 und k ≥ 1. Wir verwenden Lemma 6.8, Teil (2),indem wir zunähst

x̃0 := xi

x̃1 := xi+1...
x̃k−1 := xi+k−1

x̃k := xi+kde�nieren. Bezüglih der x̃ de�nieren wir nun die Polynome P̃ k−1
0 , P̃ k

0 , das Newton-Polynom h̃k(x) = (x− x̃0) · · · (x− x̃k−1) und die Koe�zienten α̃j mit j = 0, . . . , k.Dann gilt
P k

i = P̃ k
0 (x) = P̃ k−1

0 (x) + α̃kh̃k(x) nah Lemma 6.8 Teil (2)
= P k−1

i (x) + a(x − xi) · · · (x − xi+k−1)Wobei a := α̃k der (noh unbekannte) Koe�zient von xk im Polynom P̃ k
0 = P k

iist, nah 6.8 Teil (3). Nah der Induktionsannahme ist
P k−1

i (x) = D0
i + D1

i (x − xi) + . . . + Dk−1
i (x − xi) . . . (x − xi+k−2)und entsprehend

P k
i (x) = D0

i +D1
i (x−xi)+. . .+Dk−1

i (x−xi) · · · (x−xi+k−2)+a(x−xi) · · · (x−xi+k−1)Es ist also a = Dk
i zu zeigen. Nah Induktionsannahme gilt

• der höhste Koe�zient von P k−1
i ist Dk−1

i

• der höhste Koe�zient von P k−1
i+1 ist Dk−1

i+1132



Also ist
P k−1

i (x) = p̃(x) + Dk−1
i xk−1

P k−1
i+1 (x) = p̃′(x) + Dk−1

i+1 xk−1 mit p̃, p̃′ ∈ Πk−2Wir verwenden nun die Nevillshe Interpolationsformel aus Satz 6.6 und erhalten
P k

i (x) =
(x − xi)P

k−1
i+1 (x) − (x − xi+k)P

k−1
i (x)

xi+k − xi
= p′ +

xkDk−1
i+1 − xkDk−1

i

xi+k − ximit p′ ∈ Πk−1. Der höhste Koe�zient auf der rehten Seite ist also
a =

Dk−1
i+1 − Dk−1

i

xi+k − xi
= Dk

i QEDUm die Dk
i zu berehnen, benötigt man mittels des folgenden Shemas einenAufwand von O(n2):

x0 y0 = D0
0 ց

D1
0 ց

x1 y1 = D0
1

ր
ց D2

0 ց
D1

1

ր
ց D3

0

x2 y2 = D0
2

ր
ց D2

1

ր

D1
2

ր

x3 y3 = D3
0

րVerwenden wir auh hier das Beispiel mit den Paaren (0, 1), (1, 3), (3, 2), soerhalten wir
0 1 = D0

0 ց
D1

0 = 2 ց
1 3 = D0

1

ր
ց D2

0 = −5/2
3

= −5
6

D1
1 = −1

2

ր

3 2 = D0
2

ր 133



und das interpolierende Polynom ergibt sih zu
P 2

0 (x) = 1 + 2 · (x − x0) − 5
6
(x − x0)(x − x1)

= 1 + 2x − 5
6
x(x − 1).An x = 2 erhalten wir wiederum P 2

0 (2) = 10
3
. Abshlieÿend geben wir noh eineandere analytishe Darstellung der Dk

i .Lemma 6.11
Dk

i =
i+k∑

j=i

yj






i+k∏

r=i

r 6=j

1

xj − xr






i = 0, . . . , n − k

k = 0, . . . , nBeweis: Kann durh vollständige Induktion geführt werden.Statt nur Funktionswerte von Punkten vorzugeben, kann man auh Bedingungenan die Ableitungen stellen. Man erhält das folgende Problem.Hermite-Interpolationsproblem: Seien x0 ≤ · · · ≤ xn ∈ [a, b] und y0, . . . , yn ∈
R gegeben, wobei die xi niht paarweise disjunkt sein müssen. Gesuht ist einPolynom p, das folgende Bedingungen erfüllt: Ist xi−1 < xi = xi+1 = · · · =
xi+r < xi+r+1, so soll gelten

p(xi) = yi

p(1)(xi) = yi+1...
p(r)(xi) = yi+r

(6.2)
Meistens wird dieses Problem gestellt, um eine (unbekannte) Funktion f zu in-terpolieren. Sind die x0, . . . , xn gegeben, so bedeutet die Bedingung (6.2) dasfolgende: Fallen r der x0, . . . , xn in einem Punkt z ∈ [a, b] zusammen, so interpo-liert p die Funktion f an der Stelle z bis zur (r−1)-ten Ableitung. Natürlih setztman dabei implizit voraus, dass f auh hinreihend oft stetig di�erenzierbar ist.Die meisten Ergebnisse für das Lagrange-Interpolationsproblem kann man aufdas Hermite-Interpolationsproblem verallgemeinern.Satz 6.12 Es gibt genau ein Polynom p ∈ Πn, welhes das Hermite-Interpolationsproblemlöst.Beweis: Wir betrahten die folgende lineare Abbildung

T : Cn[a, b] → R
n+1

f → (f (0)(x0), f
(r1)(x1), . . . , f

(rn)(xn))134



wobei rj = r, falls xi−1 < xi = xi+1 = · · · = xi+r mit j = i + r. Wenn man T auf
Πn anwendet, ergibt sih

T : Πn → R
n+1mit dim(Πn) = n + 1. Ist T injektiv, dann auh surjektiv und jedes Hermite-Interpolationsproblem hat genau eine Lösung. Wir müssen also die Injektivitätvon T nahweisen. Sei dazu Tp1 = Tp2, p1, p2 ∈ Πn. Dann ist

T (p1 − p2) = Tp1 − Tp2 = 0 ∈ R
n+1Also hat das Polynom p1 − p2 ∈ Πn mehr als n Nullstellen (mit Vielfahheitengezählt) und ist nah Satz 6.3 identish Null, d.h. p1 ≡ p2. QEDUm das Hermite-Interpolationsproblem zu lösen, betrahtet man zunähst denSpezialfall

x0 = x1 = · · · = xkHier ist also ein Polynom p ∈ Πk gesuht, das vorgegebene Bedingungen an denFunktionswert y0 und an die Werte seiner ersten k Ableitungen
p(i)(x0) = yierfüllt. Stellt man sih vor, dass die Werte y0, . . . , yk von einer (unbekannten) kmal stetig di�erenzierbaren Funktion f kommen, d.h.
f (i)(x0) = yigilt, so sieht man, dass das interpolierende Polynom genau das Taylorpolynom

p(x) =
k∑

i=0

(x − x0)
i

i!
f (i)(x0)ist. Diese Beobahtung verwendet man zur Berehnung der dividierten Di�eren-zen Dk

i wie folgt.De�nition 6.13 Die dividierten Di�erenzen werden für das Hermite-Interpolationsproblemwie folgt de�niert
D0

i = yi mit j = min{l : xl = xi} i = 0, . . . , n

Dk
i =

{
yi+k

k!
falls xi = xi+1 = · · · = xk

Dk−1
i+1 −Dk−1

i

xi+k−xi
falls xi 6= xi+kMit dieser De�nition kann man zeigen, dass Satz 6.10 rihtig bleibt. Bei seinerAnwendung ist allerdings zu beahten, dass manhe der auftretenden Faktorenin den Newton-Polynomen hk(x) identish sind. Wir wollen Satz 6.10 für dasHermite-Interpolationsproblem hier niht beweisen, aber seine Anwendung aneinem Beispiel demonstrieren. 135



Beispiel:
x0 = −2 x1 = 0 x2 = 0 x3 = 1

y0 = 6 y1 = 2 y2 = 4 y3 = 8Berehnung der Dk
i

−2 6 = D0
0 ց

D1
0 = −2 ց

0 2 = D0
1

ր
ց D2

0 = 3 ց
D1

1 = 4
ր
ց D3

0 = −1
3

0 2 = D0
2

ր
ց D2

1 = 2
ր

D1
2 = 6

ր

0 8 = D0
3

րDas interpolierende Polynom ergibt sih entsprehend zu
p(x) = 6 − 2 (x + 2)

︸ ︷︷ ︸

h1(x)

+3 (x + 2)x
︸ ︷︷ ︸

h2(x)

−1
3
(x + 2)x · x
︸ ︷︷ ︸

h3(x)

= 2 + 4x + 7
3
x2 − 1

3
x3

p′(x) = 4 + 14
3
x − x2und p(−2) = 6, p(0) = 2, p′(0) = 4, p(1) = 8.6.2 Abshätzung des Interpolationsfehlers und Kon-vergenzanalyseSei f die �komplizierte�, stetige Funktion, die wir durh das �einfahere� Interpo-lationspolynom Lnf ersetzen. Dabei seien die Stützstellen x0, . . . , xn gegeben, andenen Lnf und f übereinstimmen, d.h. die Interpolationsbedingung

(Lnf)(xi) = f(xi) i = 0, . . . , nist erfüllt. Den Operator
Ln : C[a, b] → Πn136



nennt man auh Lagrange-Interpolationsoperator. Wir interessieren uns fürden Interpolationsfehler
f − Lnf.Wir möhten die gröÿtmöglihe Di�erenz zwishen f und Lnf untersuhen. Dazubezeihnen wir für eine Funktion g : [a, b] → R

‖g‖∞ := max
x∈[a,b]

|g(x)|.Eine Folge von Funktionen g1, g2, g3, . . . konvergiert gleihmäÿig gegen eineFunktion g, falls
‖g − gn‖∞ → 0 für n → ∞gilt. Wir werden das nun auf den Interpolationsfehler anwenden, und zunähst

‖f − Lnf‖∞ untersuhen. Danah wollen wir diesen Fehler für eine steigendeAnzahl an Stützstellen abshätzen.Satz 6.14 Sei f : [a, b] → R eine (n + 1)-mal stetig di�erenzierbare Funktion.Dann hat das Restglied
Rnf := f − Lnfbei der Polynom-Interpolation an den n + 1 paarweise vershiedenen Stützstellen

x0, . . . , xn ∈ [a, b] die Darstellung
(Rnf)(x) =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

n∏

k=0

(x − xk).Das gilt für alle x ∈ [a, b], wobei ξ = ξ(x) eine von x abhängige Zwishenstelleaus [a, b] ist.Beweis: Ist x = xj für ein j ∈ {0, 1, . . . , n}, so gilt (Rnf)(xj) = 0 und dieAussage ist rihtig. Sei nun hn+1(x) =
∏n

k=0(x− xk). Für festes (aber beliebiges)
x ∈ [a, b], x 6= xk für alle k = 0, . . . , n de�niert man die Funktion g : [a, b] → Rdurh

g(y) = f(y) − (Lnf)(y) − hn+1(y)
f(x) − (Lnf)(x)

hn+1(x)
.Für g gilt:

• g ist (n + 1)-mal stetig di�erenzierbar.
• g hat x, x0, . . . , xn als Nullstellen.Der Satz von Rolle besagt nun, dass es zu je zwei Nullstellen xa, xb von g ei-ne Zwishenstelle ξ ∈ (xa, xb) gibt mit g(1)(ξ) = 0. Also hat die Ableitung g(1)mindestens n + 1 paarweise vershiedene Nullstellen auf [a, b]. Sukzessive Wie-derholung dieses Arguments ergibt die Aussage, dass g(r) mindestens n + 2 − r137



Nullstellen hat, für alle r = 0, 1, . . . , n+1, also hat g(n+1) eine Nullstelle auf [a, b].Wir bezeihnen diese Nullstelle mit ξ. Dann gilt:
0 = g(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − (n + 1)!

(Rnf)(x)

hn+1(x)
,denn Lnf (n+1) = 0, weil Lnf ∈ Πn gilt. Der Term (n + 1)! ergibt sih, weil

hn+1 ∈ Πn+1 und als höhsten Koe�zienten Eins hat. Also ist
(Rnf)(x) =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
hn+1(x) QEDBemerkung: Satz 6.14 gilt auh, falls einige der xj gleih sind und statt demLagrange-Problem das Hermite-Problem betrahtet wird. Im Spezialfall x0 =

x1 = · · · = xn ist das interpolierende Polynom das Taylor-Polynom und dieFehlerabshätzung genau das entsprehende Restglied der Taylorformel.Aus der Darstellung des Restglieds ergibt sih folgende AbshätzungKorollar 6.15 Sei f : [a, b] → R mindestens (n + 1)-mal stetig di�erenzierbarund x0, x1, . . . , xn paarweise vershiedene Stützstellen. Dann gilt
‖Rnf‖∞ = ‖f − Lnf‖∞ ≤ 1

(n + 1)!
‖hn+1‖∞‖fn+1‖∞.Da man ‖hn+1‖ ≤ (b − a)n+1 abshätzen kann, folgt

‖f − Lnf‖∞ ≤ (b − a)n+1

(n + 1)!
‖f (n+1)‖∞.Finite-Elemente-Methoden verbessern den Fehler durh Zerlegung von [a, b] inkleinere Stüke. Hat man bei den Stützstellen Wahlmöglihkeit, so sollte mandiese so festlegen, dass

max
x∈[a,b]

∣
∣
∣
∣
∣

n∏

k=0

(x − xk)

∣
∣
∣
∣
∣möglihst klein wird. Wir betrahten nun noh die Konvergenz von Interpolati-onspolynomen bei wahsenden Stützstellen.Satz 6.16 Sei f ∈ C∞[a, b] und ‖f (n)‖∞ ≤ M für alle n = 0, 1, . . .. Dann kon-vergiert der Interpolationsfehler ‖Rnf‖∞ für n → ∞ gleihmäÿig auf [a, b] gegenNull. 138



Beweis: Nah Korollar 6.15 gilt
‖Rnf‖∞ ≤ M

(n + 1)!
‖b − a‖n+1 → 0 für n → ∞.Leider sind die Voraussetzungen von Satz 6.14 normalerweise niht erfüllt. Beinur stetigen Funktionen gilt die Aussage des Satzes niht.Beispiel: Sei k ∈ 0, . . . , n und

f(x) =

{

x sin π
x

x ∈ (0, 1]

0 x = 0
.Mit xk = 1

k+1
ist wegen f(xk) = 0 das Interpolationspolynom Lnf ≡ 0 für alle

n ∈ N. Die Folge der Interpolationspolynome konvergiert also ausshlieÿlih anden Stützstellen xk gegen die Funktion f ; der Fehler
‖Rnf‖∞ = max

x∈[0,1]
|f(x)|bleibt konstant.Allerdings kann man zeigen, dass es zu jeder stetigen Funktion eine Folge vonStützstellen gibt, so dass Lnf gleihmäÿig auf [a, b] gegen f konvergiert. Dennohist für beliebige Stützstellen die Interpolation mit Polynomen hohen Grades imAllgemeinen niht sinnvoll.6.3 Spline InterpolationWir hatten anhand des Beispiels im letzten Abshnitt gesehen, dass die Interpo-lationspolynome niht unbedingt gegen die zu interpolierende Funktion f kon-vergieren. Einen Ausweg bietet die stükweise polynomiale Interpolation durhSplines. Anwendungen hat dieses Gebiet auh in der numerishen Integration undbei der Diskretisierung von Di�erentialgleihungen.De�nition 6.17 Sei a = x0 < x1 < . . . < xn = b eine Unterteilung des Intervalls

[a, b]. Dann heiÿt eine Funktion
s : [a, b] → RSpline m-ten Grades, falls die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:(i) s ∈ Cm−1[a, b], d.h. die Funktion und ihre ersten m − 1 Ableitungen sindstetig di�erenzierbar.(ii) s|[xj−1,xj ] ∈ Πm[xj−1, xj ] für j = 1, . . . , n.139



Die Menge aller Splines m-ten Grades zu der Unterteilung a = x0 < x1 < . . . <
xn = b mit n + 1 Stützstellen wird mit Sm

n [a, b] bezeihnet. Für m = 1 bezeihnetman die Splines als linear, für m = 2 als quadratish, für m = 3 als kubish.Der einfahste Fall liegt für lineare Splines (m = 1) vor: S1
n[a, b] enthält al-le Polygonzüge auf [a, b] mit maximal n − 1 Knikpunkten an den Stützstellen

x1, . . . , xn−1, und linearen Teilstüken, die jeweils benahbarte Punkte (xj , s(xj))
Tund (xj+1, s(xj+1))

T miteinander verbinden.Das Spline-Interpolationsproblem lässt sih wie folgt beshreiben:Spline-Interpolationsproblem: Seien a = x0 < x1 < · · · < xn = b und
y0, . . . , yn ∈ R gegeben. Gesuht ist ein Spline s ∈ Sm

n [a, b], der
s(xj) = yj für alle j = 0, . . . , nerfüllt.Man kann leiht zeigen, dass zu gegebenen Stützstellen x0 < x1 < . . . < xnund Stützwerten y0, y1, . . . , yn der Spline s ∈ S1

n[x0, xn], der die Interpolations-bedingungen s(xj) = yj , j = 1, . . . , n erfüllt, eindeutig bestimmt ist (nämlihgerade der Polygonzug durh die Punkte (xj , yj)
T , j = 1, . . . , n). Weiterhin giltfür lineare Splines die folgende Aussage.Lemma 6.18 Sei f ∈ C2[a, b], a = x0 < x1 < . . . < xn = b eine Unterteilungdes Intervalls [a, b] und gelte

h := max
j=1,...,n

|xj − xj−1| → 0 für n → ∞.Dann konvergiert der Spline s ∈ S1
n[a, b], der die Interpolationsbedingungen

s(xj) = f(xj), j = 1, . . . , nerfüllt, gleihmäÿig gegen f .Beweis: Betrahte für festes j ∈ {1, . . . , n} das Teilintervall [xj−1, xj ]. Dann ist
s|[xj−1,xj ] ∈ Π1[xj−1, xj].Um das Restglied auf dem Intervall [xj−1, xj ] abzushätzen, notieren wir zunähst

‖f (2)(x)‖∞ = sup
x:xj−1≤x≤xj

f (2)(x) =: M < ∞,da f (2) nah Voraussetzung eine stetige Funktion auf dem kompakten Intervall
[xj , xj−1] ist, ihr Supremum also annimmt. Mit der De�nition hj := xj − xj−1140



ergibt sih aus Korollar 6.15 entsprehend für das Restglied auf dem Intervall
[xj−1, xj ]:

‖Rmf‖ = ‖(s − f)‖∞ ≤ 1

2!
h2

j‖f (2)‖∞ ≤ 1

2
h2M.Für n → ∞ geht nah Voraussetzung h → 0, entsprehend gilt |Rmf | → 0. QEDMeistens verwendet man Splines, wenn man eine Funktion f durh eine mög-lihst �glatte� Funktion interpolieren möhte. Dabei wird der gesuhte Splineumso glatter, je höher die Spline-Ordnung m gewählt wird. Andererseits steigtmit der Spline-Ordnung m der Rehenaufwand zur Bestimmung eines interpo-lierenden Splines. Kubishe Splines haben sih dabei als guter Kompromiss zwi-shen Glattheit und Rehenaufwand herausgestellt. Um Splines höherer Ordnungzu bestimmen, suhen wir zunähst eine Basis des Spline-Raumes. Dazu de�niertman

xm
+ :=

{
xm falls x ≥ 0
0 falls x < 0.Das System der Kardinal-Splines ist dann die Menge der folgenden m + nFunktionen

Φk(x) := (x − x0)
k für k = 0, . . . , m

Ψj(x) := (x − xj)
m
+ für j = 1, . . . , n − 1. (6.3)Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass die Kardinal-Splines eine Basis des Spline-Raumes Sm

n [a, b] bilden. Wir zeigen zunähst die lineare Unabhängigkeit derKardinal-Splines (Lemma 6.19) und weisen dann im Beweis zu Satz 6.20 nah,dass sie auÿerdem ein Erzeugendensystem für alle Splines mit Knikpunkten in
x0, x1, . . . , xn bilden.Lemma 6.19 Die n + m Kardinal-Splines sind linear unabhängig.Beweis: Sei

ζ(x) =

m∑

k=0

ak(x − x0)
k +

n−1∑

j=1

bj(x − xj)
m
+ = 0 für alle x ∈ [a, b].Um die lineare Unabhängigkeit zu zeigen, müssen wir nahweisen, dass alle Ko-e�zienten ak und bj Null sind. Wir gehen iterativ vor:

• Für x < x1 ist ∑n−1
j=1 bj(x − xj)

m
+ = 0, also ist

ζ(x) =

m∑

k=0

ak(x − x0)
k = 0 für alle x ∈ [a, b].Genau wie für die Monome lässt sih zeigen, dass

1, (x − x0), (x − x0)
2, . . . , (x − x0)

meine Basis des Πm bilden. Daraus folgt, dass ak = 0 für k = 0, . . . , n.141



• Jetzt berehnen wir für x ∈ (x1, x2], dass ζ(x) = b1(x− x1)
m
+ = 0 gilt. Weil

x > x1 folgt (x − x1)
m
+ 6= 0, daher b1 = 0.

• Analog ergibt sih für x ∈ (xi, xi+1], dass bi = 0 für i = 2, 3, . . . , n − 1.QEDDer folgende Satz beweist, dass die Kardinal-Splines ein Erzeugendensystem von
Sm

n [a, b] bilden, und daher eine Basis sind.Satz 6.20 Der Raum Sm
n [a, b] ist ein linearer Raum der Dimension n + m. Ins-besondere sind die Kardinal-Splines eine Basis des Sm

n [a, b].Beweis: Die Linearität des Raumes ist klar. Wir zeigen, dass die Kardinal-Splinesden Raum Sm
n [a, b] erzeugen, dann sind sie (wegen Lemma 6.19) eine Basis desRaumes und die Dimension des Raumes ist n + m.Um zu beweisen, dass die Kardinal-Splines ein Erzeugendensystem sind, müssenwir zeigen, dass man jedes s ∈ Sm

n [a, b] darstellen kann durh
s(x) =

m∑

k=0

ak(x − x0)
k +

n−1∑

j=1

bj(x − xj)
m
+ für alle x ∈ [a, b].Wir zeigen das mittels Induktion über die Anzahl der Teilintervalle n. Der In-duktionsanfang n = 1 ergibt eine Unterteilung a = xo < x1 = b, die aus einemeinzigen Intervall besteht. Entsprehend ist

Sm
1 [a, b] = Πm[a, b]und jedes s ∈ Πm lässt sih durh s(x) =

∑m
k=0 ak(x − x0)

k darstellen.Betrahten wir nun den Übergang von n zu n+1. Sei s ∈ Sm
n+1[a, b] ein beliebigerSpline. Wir betrahten diesen Spline s auf dem Intervall [a, xn] und nennen ihndort s̃, das heiÿt s̃(x) = s|[a,xn]. Für s̃ gilt die Induktionsannahme, also gibt es

a0, . . . , am und b1, . . . , bn−1 so dass
s̃(x) =

m∑

k=0

ak(x − x0)
k +

n−1∑

j=1

bj(x − xj)
m
+ für alle x ∈ [a, xn].Für die Di�erenz von s uns s̃,

d(x) = s(x) − s̃(x)gilt:
• d(x) = 0 für alle x ∈ [a, xn], 142



• d|[xn,xn+1] ∈ Πm[xn, xn+1].Aufgrund der Eigenshaften des Splines ist s auf [x0, xn+1] eine (m − 1) malstetig di�erenzierbare Funktion. Weil auf [x0, xn] die Splines s und s̃ identishsind, müssen auh ihre (linksseitigen) Ableitungen in xn übereinstimmen. Wegender Stetigkeit von s(j) gilt dann
d(j)(xn) = s(j)(xn) − s̃(j)(xn) = 0 für j = 0, . . . , m − 1.Zusammenfassend ist die Di�erenzfunktion d auf dem Intervall [xn, xn+1] also einPolynom m-ten Grades mit einer m-fahen Nullstelle an xn. Das heiÿt, d mussdie folgende Form

d(x) = β(x − xn)mauf [xn, xn+1] haben, wobei β eine (unbekannte) Konstante ist. Weil d(x) = 0 für
x ∈ [a, xn] können wir diese Vorshrift für d auf ganz [a, b] fortsetzen, zu

d(x) = β(x − xn)m
+ .Mit bn := β erhält man entsprehend

s(x) = s̃(x)+d(x) =

m∑

k=0

ak(x−x0)
k+

n−1∑

j=1

bj(x−xj)
m
++bn(x−xn)m

+ für alle x ∈ [a, b].QEDKommen wir nun auf das Spline-Interpolationsproblem zurük. Bei n + 1 Stütz-stellen sind n + 1 Bedingungen vorgegeben. Da dim(Sm
n [a, b]) = n + m nahSatz 6.20 werden also n + m − (n + 1) = m − 1 Freiheitsgrade niht genutzt.Einzig im Fall linearer Splines (m = 1) liegen keine Freiheitsgrade mehr vor.Für m > 1 kann man also zusätzlihe Bedingungen stellen, die wir aufgrund derSymmetrie hier nur für ungerade m ≥ 3 betrahten werden.Wir nehmen zur Beshreibung der Randbedingungen an, dass wir eine hinrei-hend oft stetig di�erenzierbare Funktion f durh einen Spline s ∈ Sm

n [a, b] in-terpolieren wollen. Die Interpolationsbedingungen sind also
s(xj) = f(xj) =: yj.Weiterhin sei m eine ungerade Zahl, die wir durh m = 2l−1 mit l ≥ 2 darstellen.Folgende Randbedingungen können betrahtet werden:Hermite-Randbedingungen: Es werden jeweils die ersten l − 1 Ableitungenam Rand des Interpolationsintervalls festgelegt:

s(j)(a) = f (j)(a) für j = 1, . . . , l − 1

s(j)(b) = f (j)(b) für j = 1, . . . , l − 1 (6.4)143



Natürlihe Randbedingungen: Die Ableitungen höherer Ordnung (von l, l +
1, . . .m − 1) werden an beiden Rändern auf Null gesetzt:

s(l+j)(a) = 0 = f (l+j)(b) für j = 0, . . . , l − 2 (6.5)Periodizitätsbedingungen: Ist die zu interpolierende Funktion periodish mitPeriode b − a, gilt also insbesondere f (j)(a) = f (j)(b), so bietet es sih an,zu verlangen, dass
s(j)(a) = f (j)(a) = f (j)(b) = s(j)(b) für j = 1, . . . , l − 1. (6.6)Das ist ein Spezialfall der Hermite-Randbedingungen.Für den Fall kubisher Splines sind also jeweils zwei Bedingungen festzulegen.Diese sind die folgenden:Für (6.4): s(1)(a) = f (1)(a) und s(1)(b) = f (1)(b).Für (6.5): s(2)(a) = 0 und s(2)(b) = 0.Für (6.6): s(1)(a) = f (1)(a) = f (1)(b) = s(1)(b).Als nähstes wollen wir beweisen, dass mit jeder dieser Randbedingungen eineeindeutige Lösung des Spline-Interpolationsproblemes existiert. Dazu brauhenwir folgende Vorarbeit.Lemma 6.21 Sei f ∈ C l[a, b] für l ∈ IN, l ≥ 2 und sei s ∈ Sm

n [a, b] der interpo-lierende Spline bezüglih der Unterteilung a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Fernergelte eine der Randbedingungen (6.4), (6.5) oder (6.6). Dann gilt
∫ b

a

[f (l)(x) − s(l)(x)]2dx =

∫ b

a

[f (l)(x)]2dx −
∫ b

a

[s(l)(x)]2dx.Beweis: Ausmultiplizieren des Quadrates im ersten Integral ergibt
∫ b

a

[f (l)(x) − s(l)(x)]2dx

=

∫ b

a

[f (l)(x)]2dx −
∫ b

a

[s(l)(x)]2dx + 2

∫ b

a

[s(l)(x)]2dx −
∫ b

a

2f (l)(x)s(l)(x)dx

=

∫ b

a

[f (l)(x)]2dx −
∫ b

a

[s(l)(x)]2dx − 2

∫ b

a

s(l)(x)[f (l)(x) − s(l)(x)]dx

︸ ︷︷ ︸

=:S

.Durh partielles Integrieren unter Berüksihtigung von (6.4), (6.5) oder (6.6)kann man zeigen, dass
S = (−1)l−1

∫ b

a

[f (1)(x) − s(1)(x)]s(m)(x)dx.144



Bevor wir noh einmal partiell integrieren, zerlegen wir das Integral in einzelneIntegrale auf jedem Teilintervall, und erhalten
S = (−1)l−1

n∑

j=1

∫ xj

xj−1

[f (1)(x) − s(1)(x)]s(m)(x)dx

= (−1)l−1
n∑

j=1



[f(x) − s(x)]
︸ ︷︷ ︸

=0

s(m)(x)|xj

xj−1
−
∫ xj

xj−1

[f(x) − s(x)] s(m+1)(x)
︸ ︷︷ ︸

=0

dx





= 0,wobei die Stammfunktion Null ergibt, weil sie ausshlieÿlih an Stützstellen xj , j =
0, . . . , n ausgewertet wird. QEDAus dem Lemma leitet man ab, dass

∫ b

a

[s(l)(x)]2dx ≤
∫ b

a

[f (l)(x)]2dxgilt. Diese Ungleihung kann man verwenden, um zu zeigen, dass die Splinesgenau die interpolierenden Funktionen mit minimaler Krümmung sind.Wir nutzen die Aussage des Lemmas, um den folgenden Satz zu beweisen.Satz 6.22 Das Spline-Interpolationsproblemmit einer der Randbedingungen (6.4),(6.5) oder (6.6) ist eindeutig lösbar für alle Funktionen f ∈ C l[a, b].Beweis: Im Beweis verwenden wir die gleihe Idee wie im Beweis von Satz 6.12,und de�nieren eine Funktion
α : C l[a, b] → R

n+m,die jede Funktion f auf die Stützwerte an den Interpolationsstellen und die Ab-leitungswerte zu den jeweiligen Randbedingungen abbildet. Für (6.4) erhält manzum Beispiel
α(f) = (f(x0), f(x1), . . . , f(xn), f (1)(a), . . . , f (l−1)(a), f (1)(b), . . . , f (l−1)(b))T .Wir wenden nun α an auf Sm

n [a, b] und erhalten entsprehend eine Abbildung
α : Sm

n [a, b] → R
n+m,zwishen zwei endlih-dimensionalen Vektorräumen gleiher Dimension. Bijekti-vität von α ist weiterhin äquivalent dazu, dass das Spline-Interpolationsproblemmit Randbedingungen für jede Funktion f ∈ C2[a, b] eindeutig lösbar ist. Wirzeigen also, dass α injektiv (und damit bijektiv) ist:145



Dazu nehmen wir an, dass α(s) = 0 gilt und müssen daraus folgern, dass s ≡ 0.Dazu betrahten wir die Nullfunktion f ≡ 0. Weil ∫ b

a
[f (l)(x)]2dx = 0 gilt nahLemma 6.21, dass

0 ≤
∫ b

a

[f (l)(x)−s(l)(x)]2dx =

∫ b

a

[f (l)(x)]2dx−
∫ b

a

[s(l)(x)]2dx = −
∫ b

a

[s(l)(x)]2dx ≤ 0,entsprehend ist
∫ b

a

[s(l)(x)]2dx = 0.Daraus folgert man, dass auf [a, b] s(l) ≡ 0 gilt. Weil s ∈ Cm−1[a, b] gilt al-so s ∈ Πl−1[a, b]. Aus den Randbedingungen ergeben sih mindestens l Be-dingungen an (das Polynom) s, so dass wegen der Eindeutigkeit des Hermite-Interpolationsproblemes folgt, dass s ≡ 0. QEDBevor wir ein Verfahren angeben, mit dem man Splines berehnen kann, wol-len wir eine Verallgemeinerung der für Polynome und Splines gezeigten Sätzeandeuten. Dazu benötigen wir den folgenden Begri�.De�nition 6.23 Ein m-dimensionaler Unterraum U ⊆ C[a, b] heiÿt unisolventbezüglih der m paarweise vershiedenen Stützstellen x1, . . . , xm ∈ [a, b], wennjede Funktion u ∈ U mit Nullstellen u(xi) = 0 für i = 1, . . . , m identish ver-shwindet.Wir haben shon zwei Beispiele von unisolventen Räumen kennen gelernt:
• Die Menge der Polynome mit maximalem Grad n ist unisolvent bezüglihjeder Teilmenge X ⊆ R mit |X| ≥ n + 1.
• Die Menge {s ∈ Sm

n : s erfüllt (6.4)} ist unisolvent bezüglih jeder Menge
X ⊂ R mit |X| ≥ n+1. Statt (6.4) kann man auh (6.5) oder (6.6) fordern.Wir betrahten nun die folgende Interpolationsaufgabe:Sei U ⊆ C[a, b] ein (n+1)-dimensionaler Unterraum, der bezüglih der paarweisevershiedenen Stützstellen x0, x1, . . . , xn unisolvent ist. Weiterhin seien Stützwer-te y0, y1, . . . , yn gegeben. Gesuht ist eine Funktion u ∈ U , so dass

u(xi) = yi für i = 0, . . . , n. (U-Int)Die Lösbarkeit und Eindeutigkeit von (U-Int) beshreibt der folgende Satz.146



Satz 6.24 Es sei U ⊆ C[a, b] ein (n+1)-dimensionaler Unterraum, der bezüglihder paarweise vershiedenen Stützstellen x0, x1, . . . , xn unisolvent ist. Weiterhinseien Stützwerte y0, y1, . . . , yn gegeben. Dann gibt es genau ein u ∈ U , das dieInterpolationsaufgabe (U-Int) löst.Beweis: Betrahte α : U → R
n+1 mit α(u) = (u(x0), u(x1), . . . , u(xn))T ∈ R

n+1.Die Interpolationsaufgabe (U-Int) ist eindeutig lösbar, genau dann wenn dieAbbildung α bijektiv ist. Wegen der Voraussetzung, dass dim(U) = n + 1 =
dim(Rn+1) reiht es, die Injektivität von α nahzuweisen. Dazu sei α(u) = 0. Esist zu zeigen, dass dann u ≡ 0 gilt. Dies ist erfüllt, weil U unisolvent bezüglihder Stützstellen x0, x1, . . . xn ist. QEDDer Satz enthält die Eindeutigkeit der Lagrange-Polynomaufgabe und der Spline-Polynomaufgabe als Spezialfälle.Wir kommen nun auf die Spline-Interpolationsaufgabe zurük und wollen uns imfolgenden mit der Berehnung von Interpolations-Splines beshäftigen. Ein naheliegender Ansatz ist, die Basis-Darstellung durh die Kardinal-Splines (6.3),

s(x) =

m∑

k=0

ak(x − x0)
k +

n−1∑

j=1

bj(x − xj)
m
+ für alle x ∈ [a, b]zu nutzen. Die Koe�zienten ak, bj kann man dann durh Lösen des Gleihungs-systems bestimmen, das aus den Interpolationsforderungen s(xj) = yj und einerder Randbedingungen (6.4), (6.5) oder (6.6) entsteht. Die Koe�zientenmatrixbezüglih der Interpolationsbedingungen hat das folgende Aussehen:












1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
1 (x1 − x0) (x1 − x0)

2 . . . (x1 − x0)
m 0 0 . . . 0

1 (x2 − x0) (x2 − x0)
2 . . . (x2 − x0)

m (x2 − x1)
m 0 . . . 0

1 (x3 − x0) (x3 − x0)
2 . . . (x3 − x0)

m (x3 − x1)
m (x3 − x2)

m . . . 0... ... ...
1 (xn − x0) (xn − x0)

2 . . . (xn − x0)
m (xn − x1)

m (xn − x2)
m . . . (xn − xn−1)

m










Wie man sieht, ist die Koe�zientenmatrix stark besetzt, auÿerdem ist sie shlehtkonditioniert. Das liegt daran, dass ein Teil der Kardinal-Splines das gesamte In-tervall [a, b] als Träger hat. Man versuht daher, Basisfunktionen mit einem klei-nen Träger zu �nden, d.h. Basisfunktionen, die nur auf einem kleinen Teilintervallvon [a, b] von Null vershieden sind. Das gelingt mit den so genannten B-Splines,die wir für den vereinfahten Fall äquidistanter Stützstellen beshreiben wollen.Wir betrahten dazu die folgende Unterteilung a = x0 < x1 < . . . < xn = b mit

xj = a + jh und h =
b − a

n
.147



Notation 6.25 Die B-Splines sind reelle Funktionen, die folgendermaÿen de-�niert werden. Ausgehend von
B0(x) :=

{
1 falls |x| ≤ 1

2

0 falls |x| > 1
2de�niert man für m=0,1,2,. . . rekursiv

Bm+1(x) :=

∫ x+ 1
2

x− 1
2

Bm(t)dt.Als Beispiel berehnen wir B1 durh
B1(x) =

∫ x+ 1
2

x− 1
2

B0(t)dt

=







∫ x+ 1
2

− 1
2

1dt falls − 1 < x ≤ 0
∫ 1

2

x− 1
2

1dt falls 0 < x ≤ 1

0 sonst
=

{
1 − |x| falls |x| ≤ 1
0 falls |x| > 1

.Diese Funktion wird aufgrund ihrer Form auh Hutfunktion (hat funtion) ge-nannt. Durh weiteres Integrieren der stükweise de�nierten Funktion erhält manfür B2 und shlieÿlih für B3 die folgenden Formeln.
B2(x) :=

1

2







2 − (|x| − 1
2
)2 − (|x| + 1

2
)2 falls |x| ≤ 1

2

(|x| − 3
2
)2 falls 1

2
< |x| ≤ 3

2

0 falls |x| > 3
2

B3(x) :=
1

6







(2 − |x|)3 − 4(1 − |x|)3 falls |x| ≤ 1
(2 − |x|)3 falls 1 < |x| ≤ 2
0 falls |x| > 2Durh vollständige Induktion lassen sih die folgenden Eigenshaften der B-Splinesfür alle m ∈ IN nahrehnen:1. Bm ∈ Cm−1(R).2. Bm(x) ≥ 0 für alle x ∈ R.3. Bm(x) = 0 für alle x 6∈ [−m

2
− 1

2
, m

2
+ 1

2
], d.h. der Träger von Bm ist

(−m
2
− 1

2
, m

2
+ 1

2
).4. Ist m ungerade, so ist Bm|[i,i+1] ∈ Πm, ist m gerade, so ist Bm|[i− 1

2
,i+ 1

2
] ∈ Πm,für alle ganze Zahlen i. 148



Eine Basis aus den B-Splines muss, wie die Basis aus den Kardinalsplines, dieStützstellen
xk = a + kh für k = 0, 1, . . . , n, (mit h = b−a

n
)berüksihtigen. Dazu de�niert man für ganze Zahlen k die Funktionen

Bm,k(x) := Bm

(
x − a

h
− k

)

.Für k ∈ {0, 1, . . . , n} gilt dann
x − a

h
− k =

x − a − hk

h
=

x − xk

h
,also sind die Bm,k für k = 0, . . . , n über die Stützstellen der gegebenen Untertei-lung de�niert.Durh Ausnutzen der oben gesammelten Eigenshaften der B-Splines und einigesan Tehnik kann man das folgende Ergebnis beweisen.Satz 6.26 Sei a = x0 < x1 < . . . < xn = b mit xj = a + jh und h = b−a

neine äquidistante Unterteilung des Intervalls [a, b]. Sei weiterhin m = 2l − 1 mit
l ∈ IN. Dann ist

{Bm,k : k = −l + 1, . . . , 0, . . . , n + l − 1}eine Basis des Sm
n ([a, b]).Die Anzahl der Funktionen Bm,k in der Basis beträgt (l − 1) + 1 + (n + l − 1) =

2l+n−1 = m+n und stimmt also mit der uns aus Satz 6.20 bekannten Dimensiondes Raumes Sn
m[a, b] überein.Die Anwendung von B-Splines soll am Fall kubisher Splines demonstriertwerden. Sei also m = 3 (entsprehend l = 2). Seien weiterhin Stützstellen

xj = a + hj, j = 0, . . . , nmit xn = a+hn = b beziehungsweise h = b−a
n

gegeben. Gesuht wird der kubisheSpline
s(x) =

n+1∑

j=−1

cjB3

(
x − xj

h

)mit den Interpolationsbedingungen s(xj) = yj := f(xj) für j = 0, 1, . . . , n sowieden Hermite-Randbedingungen (6.4)
s′(a) = a1 und s′(b) = b1.149



Wegen
xj − xk

h
=

a + jh − a − kh

h
= j − kkann man s(xj) berehnen zu

s(xj) =
n+l−1∑

k=−l+1

ckB3

(
xj − xk

h

)

=
n+1∑

k=1

ckB3(j − k)

=

j+1
∑

k=j−1

ckB3(j − k) weil B(x) = 0 für alle |x| ≥ 2

= cj−1B(1) + cjB(0) + cj+1B(−1).Also berehnen wir
B3(0) =

2

3

B3(1) =
1

6

B3(−1) =
1

6und erhalten
s(xj) =

1

6
(cj−1 + 4cj + cj+1) für j = 0, . . . , n.Wegen

B′
3(0) = 0

B′
3(1) = −1

2

B′
3(−1) =

1

2150



ergibt sih weiter
s′(a) = s′(x0) =

1∑

j=−1

cj
1

h
B′

3(0 − j)

=
1

h
(c−1B

′
3(1) + c0B

′
3(0) + c1B

′
3(−1))

=
1

2h
(c1 − c−1)

s′(b) = s′(xn) =

n+1∑

j=n−1

cj
1

h
B′

3(n − j)

=
1

h
(cn−1B

′
3(1) + cnB

′
3(0) + cn+1B

′
3(−1))

=
1

2h
(cn+1 − cn−1)Die Interpolationsbedingungen s(xj) = yj und die beiden Hermite-Bedingungen

s′(a) = a1, s′(b) = b1 ergeben shlieÿlih das folgende Gleihungssystem
AC = Fmit

F =












a1

y0

y1...
yn

b1












, C =












c−1

c0

c1...
cn

cn+1










und der Koe�zienten-Matrix

A =
1

6














− 3
h

0 3
h

1 4 1 0
1 4 1. . . . . . . . .

1 4 1
0 1 4 1

− 3
h

0 3
h














.

Die Matrix A ist eine reguläre Bandmatrix, so dass das Gleihungssystem mit denMethoden aus Abshnitt 2.4 oder mit Iterationsverfahren gelöst werden kann.151



6.4 Trigonometrishe InterpolationWeiÿ man, dass die zu interpolierende Funktion periodish ist, so möhte man ger-ne auh eine periodishe Interpolante konstruieren. Dazu bietet sih die in diesemAbshnitt beshriebene trigonometrishe Interpolation an. Zunähst wiederholenwir die De�nition von periodish.Notation 6.27 Eine Funktion f : IK → IK , heiÿt periodish mit Periode
T > 0, falls für alle t ∈ IK gilt:

f(t + T ) = f(t).Im folgenden beshäftigen wir uns mit der Periode T = 2π. TrigonometrishePolynome sind dann als Linearkombinationen der trigonometrishen sin und cosFunktionen de�niert:Notation 6.28 Die reelle Funktion q : R → R ist ein trigonometrishes Po-lynom, falls es reelle Koe�zienten a0, a1, . . . an und b1, . . . , bn gibt, so dass
q(x) =

a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt). (6.7)Das trigonometrishe Polynom q hat Grad n falls |an|+ |bn| 6= 0 gilt. Der Raumder trigonometrishen Polynome mit maximalem Grad n wird mit Tn bezeihnet.Aufgrund der Additionstheoreme erhält man, dass für p1 ∈ Tn1 und für p2 ∈ Tn2gilt: p1 · p2 ∈ Tn1+n2 . Weiterhin kann man die Darstellung eit = cos t + i sin tausnutzen und entwikelt daraus die folgende äquivalente Darstellung
q(t) =

n∑

k=−n

cke
ikt, (6.8)wobei man für k = 0, . . . , n die Koe�zienten über

ck =
1

2
(ak − ibk)

c−k =
1

2
(ak + ibk)(mit b0 := 0) erhält.Wir wollen das folgende Interpolationsproblem lösen:Sei Tn der Raum der trigonometrishen Polynome mit maximalem Grad n undseien die paarweise vershiedenen Stützstellen x0, x1, . . . , xN sowie Stützwerte

y0, y1, . . . , yN gegeben. Gesuht ist eine Funktion q ∈ Tn, so dass
q(xi) = yi für i = 0, . . . , N. (T-Int)152



Für das Interpolationsproblem ist es nah Satz 6.24 nützlih, sih zunähst Ge-danken über die Unisolvenz des Raumes Tn zu mahen.Lemma 6.29
• Sei q ∈ Tn und habe q mehr als 2n paarweise vershiedene Nullstellen imPeriodizitätsintervall [0, 2π). Dann vershwindet q identish.
• Die Funktionen cos(kx), k = 0, . . . , n und sin(kx), k = 1, . . . , n sind linearunabhängig auf dem Raum C([0, 2π)).Beweis: (Idee) Man verwendet die Darstellung (6.8) und die Eindeutigkeit desentsprehenden algebraishen Polynoms p ∈ Π2n auf dem Einheitskreis in C.QEDDie folgenden beiden Sätze folgen direkt aus dem Lemma.Satz 6.30

dim(Tn) = 2n + 1Satz 6.31 Tn ist unisolvent bezüglih jeder Menge X ⊆ [0, 2π) mit |X| ≥ 2n+1.Aus dem letzten Satz folgt zusammen mit Satz 6.24 sofort die folgende Aussage.Satz 6.32 Das Interpolationsproblem T-Int ist für N = 2n + 1 paarweise ver-shiedene Stützstellen x0, x1, . . . , x2n ∈ [0, 2π) eindeutig lösbar.Ähnlih wie bei den Lagrange-Polynomen rehnet man nah, dass eine Lösungdes Interpolationsproblemes (T-Int) gegeben ist durh
pn(x) =

2n∑

k=0

yklk(x)mit den Lagrange-Polynomen
lk(x) =

n∏

j=0

j 6=k

sin(1
2
(x − xj))

sin(1
2
(xk − xj))

für k = 0, . . . , 2nWie auh im Fall der Interpolation mit algebraishen Polynomen ist die Lagrange-Basis allerdings aus numerisher Siht wenig geeignet. Man geht daher von demAnsatz (6.7) oder (6.8) aus und versuht, die Koe�zienten ak, bk oder ck e�zientzu berehnen. Für den Fall von äquidistanten Stützstellen führt die Lösung derentsprehenden Gleihungssysteme zu folgendem Ergebnis.153



Satz 6.33 (n ungerade) Es existiert genau ein trigonometrishes Polynom
pn(x) =

a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx).mit der Interpolationseigenshaft
pn

(

j
2π

2n + 1

)

= yj, j = 0, . . . , 2n.Dabei sind die Koe�zienten bestimmt durh
ak =

2

2n + 1

2n∑

j=0

yj cos

(
2π

2n + 1
jk

)

, k = 0, . . . , n

bk =
2

2n + 1

2n∑

j=0

yj sin

(
2π

2n + 1
jk

)

, k = 1, . . . , nIm Fall, dass n gerade ist, gibt es zu den 2n+1 Freiheitsgraden eines trigonometri-shen Polynoms aus dem Raum Tn zunähst nur 2n Interpolationsbedingungen anden äquidistanten Stützstellen xj = jπ
n
für j = 0, 1, . . . , 2n− 1. Man kann jedohdie Basisfunktion sin nx weglassen, das sie an allen Stützstellen eine Nullstellehat. Mit relativ wenig Aufwand erhält man das folgende Ergebnis.Satz 6.34 (n gerade) Es existiert genau ein trigonometrishes Polynom

Pn(x) =
a0

2
+

n−1∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx) +
1

2
an cos nx.mit der Interpolationseigenshaft

pn

(

j
π

n

)

= yj, j = 0, . . . , 2n − 1.Dabei sind die Koe�zienten bestimmt durh
ak =

1

n

2n−1∑

j=0

yj cos
(π

n
jk
)

, k = 0, . . . , n

bk =
1

n

2n−1∑

j=0

yj sin
(π

n
jk
)

, k = 1, . . . , n − 1154



Es gibt folgenden Zusammenhang zu den so genannten Fourier-Koe�zienten.Zunähst de�nieren wir mittels
(f, g)L2 :=

∫ 2π

0

f(t)g(t)dtein Skalarprodukt auf der Menge der quadrat-integrierbaren Funktionen. Die ent-sprehende Norm ergibt sih zu ‖f‖L2 :=
√

(f, f)L2. Dann de�niert man zu einerquadrat-integrierbaren Funktion ihre Fourierkoe�zienten durh
âk =

1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(kx)dx, b̂k =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(kx)dx, k = 0, 1, . . . , n.Es gilt dann der folgende Satz.Satz 6.35 Sei für n ∈ IN

Pnf(x) =
â0

2
+

n∑

k=1

(âk cos kx + b̂k sin kx)Dann konvergiert Pn gegen f in ‖ · ‖L2, d.h. es gilt limn→∞ ‖f − Pn‖L2 = 0.Beweis: (Idee) Man kann diese Formeln zeigen, wenn man in den Formeln für
ak, bk aus Satz 6.33 formal den Grenzübergang n → ∞ ausführt. QEDMan spriht im Fall von äquidistanten Stützstellen von der diskreten Fourier-Transformation. Die Fourier-Koe�zienten können mittels des Horner-Shemasberehnet werden. Bei groÿen Werten für n lässt sih der Aufwand durh dieshnelle Fourier-Transformation weiter reduzieren. Die Idee besteht darin, diekomplexen Einheitswurzeln von n = 2s geshikt zu berehnen.
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