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Kapitel 1Numerishe IntegrationUnser Ziel ist es, eine einfahe Formel zur Berehnung von
∫ b

a

f(x)dxzu �nden. Eine Möglihkeit ist die Annäherung durh Rehteke:
∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑

j=1

ajf(xj).Hierbei ist aj die Breite des jeweiligen Rehteks und f(xj) die Höhe. DieseSummenformel ist �einfah� zu berehnen.
f(xj)

aj

a bNotation 1.1 Sei x0, . . . , xn ∈ [a, b]. Eine Abbildung Q : R[a,b] → R heiÿt Qua-draturformel bzgl. x0, . . . , xn falls gilt:
Q(f) =

n∑

j=0

ajf(xj) für a0, . . . , an ∈ R.3



Bemerkung: Q ist eine lineare Abbildung.Wir versuhen im Folgenden, QuadraturformelnQ zu �nden, die Integrale I(f) :=
∫ b

a
f(x)dx annähern, d.h. Q mit Q(f) ≈ I(f).Beispiel: Die Trapezregel ist eine Vorshrift, ∫ b

a
f(x)dx durh die Flähe einesTrapezes mit den Eken (a, 0), (a, f(a)), (b, f(b)), (b, 0) zu approximieren:

∫ b

a

f(x)dx ≈ (b − a)

2
(f(a) + f(b)).Die Trapezregel ist also eine Quadraturformel mit n = 1, x0 = a, x1 = b und

a0 = a1 = 1
2
(b − a). Sie integriert alle a�n-linearen Funktionen exakt.

a b

f(b)

f(a)

Notation 1.2 Eine Quadraturformel Q heiÿt exakt für F ⊆ R[a,b], falls Q(f) =
I(f) für alle f ∈ F gilt.Satz 1.3 Sei F ⊆ R[a,b] ein endlih-dimensionaler Unterraum von R[a,b] und
f0, . . . , fN eine Basis von F. Gilt dann Q(fi) = I(fi) für alle i = 0, . . . , N füreine Quadraturformel Q, dann ist Q exakt für F.Beweis: Sei f ∈ F. Dann kann man f bezüglih der Basis f0, . . . , fN darstellenals

f =
N∑

i=0

aifi.Es gilt nun
Q(f) = Q

(
N∑

i=0

aifi

)

=

N∑

i=0

aiQ(fi), da Q linear
=

N∑

i=0

aiI(fi), da Q exakt für fi und
= I

(
N∑

i=0

aifi

)

= I(f), da Integrale linear sind. QED4



Im Folgenden betrahten wir
• Interpolationsquadraturen nah Newton-C�tes,
• Gauÿ'she Quadraturformeln und
• die Rombergquadratur.1.1 InterpolationsquadraturenSeien x0, . . . , xn ∈ [a, b] gegeben. Eine Idee ist es, das Integral von f durh dasIntegral des eindeutig bestimmten Interpolationspolynoms (Lnf)(x) bezüglihder Stützstellen (xj , f(xj)), j = 0, . . . , n zu approximieren.De�nition 1.4 Eine Quadraturformel Qn(f) =

∑n

j=0 ajf(xj) heiÿt Interpola-tionsquadratur der Ordnung n, falls für alle f ∈ C[a, b] gilt:
Qn(f) =

n∑

j=0

ajf(xj) =

∫ b

a

(Lnf)(x)dx = I(Lnf).Dabei ist Lnf das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom zu f bezüglih derStützstellen x0, . . . , xn.Wir erinnern uns an Numerik I, wo wir im Kapitel 6.1 vershiedene Darstellungenfür Lnf hergeleitet hatten. Eine war die Lagrange-Darstellung:
(Lnf)(x) =

n∑

j=0

f(xj)lj(x) mit lj(x) =
n∏

k=0
k 6=j

x − xk

xj − xk

.Wir werden im Folgenden die Koe�zienten aj von Interpolationsquadraturen derOrdnung n herleiten. Kennt man diese, so kann man alle Polynome p ∈ Πn exaktintegrieren. Erstaunliherweise gilt auh die Umkehrung dieser Aussage:Satz 1.5 Eine Quadraturformel Qn ist genau dann eine Interpolationsquadraturvom Grad n, wenn alle Polynome p ∈ Πn[a, b] exakt integriert werden.Beweis: �⇒�: Sei Qn(f) =
∫ b

a
(Lnf)(x)dx eine Interpolationsquadratur der Ord-nung n und sei f ∈ Πn[a, b]. Nah dem Satz 6.4 aus Numerik I gilt dann f = Lnf ,also ist Q(f) =

∫ b

a
f(x)dx = I(f) und Qn ist exakt für alle f ∈ Πn[a, b].�⇐�: Sei umgekehrt Q(f) =

∑n
j=0 aif(xj) eine Quadraturformel die I(p) = Q(p)für alle p ∈ Πn[a, b] erfüllt. Sei f ∈ C[a, b]. Dann ist Lnf ∈ Πn[a, b] und es gilt

I(Lnf) = Q(Lnf) =
n∑

j=0

aj(Lnf)(xj)

=

n∑

j=0

ajf(xj) = Q(f),5



also ist Q(f) eine Interpolationsquadratur der Ordnung n. QEDSatz 1.6 Sei hn+1(x) =
∏n

j=0(x − xj). Seien x0, . . . , xn paarweise vershiedenaus [a, b]. Dann existiert genau eine Interpolationsquadratur der Ordnung n zu
x0, . . . , xn, die durh die Gewihte

aj =
1

h′
n+1(xj)

∫ b

a

hn+1(x)

x − xj

dx mit j = 0, . . . , ngegeben ist.Beweis: Wir zeigen zunähst die Eindeutigkeit. Seien
QA(f) =

n∑

j=0

ajf(xj) und QB(f) =

n∑

j=0

bjf(xj)zwei Interpolationsquadraturen der Ordnung n. Dann gilt:
QA(f) =

∫ b

a

(Lnf)(x)dx = QB(f) für alle f ∈ C[a, b].Wir wählen nun zu jedem j ein fj mit fj(xj) 6= 0 und fj(xk) = 0 für alle k 6= j �z.B. fj = lj , die Lagrangepolynome. Dann gilt QA(fj) = aj = bj = QB(fj), d.h.die Interpolationsquadraturen sind gleih.Zum Existenzbeweis: Lnf ist stetig und deshalb integrierbar. Wir gehen über dieLagrange-Darstellung:
∫ b

a

(Lnf)(x)dx =

∫ b

a

n∑

j=0

f(xj)lj(x)dx =

n∑

j=0

f(xj)

∫ b

a

lj(x)dx,d.h. ∫ b

a
(Lnf)(x)dx =

∑n

j=0 f(xj)aj mit aj =
∫ b

a
lj(x)dx ist tatsählih eine Inter-polationsquadratur. Weiterhin gilt:

aj =

∫ b

a

n∏

k=0
k 6=j

x − xk

xj − xk

dx =
1

h′
n+1(xj)

∫ b

a

hn+1(x)

x − xj

dx,wobei
h′

n+1(x) =

n∑

k=0

n∏

i=0
i6=k

(x − xi)gilt und insbesondere
h′

n+1(xj) =

n∏

i=0
i6=j

(xj − xi). QED6



Zur Vereinfahung der Formeln betrahten wir den Fall äquidistanter Stützstellen
xj = a + j · h mit j = 0, . . . , n.Wir bemerken:

xn = a + n · h = b, also h =
b − a

n
.De�nition 1.7 Die Interpolationsquadratur der Ordnung n zu den Stützstellen

xj = a + j · h mit j = 0, . . . , n mit Shrittweite h = b−a
n

heiÿt Newton-C�tes-Formel der Ordnung n.Lemma 1.8 Die Gewihte der Newton-C�tes-Formel der Ordnung n ergeben sihaus
aj = h · Ajmit Aj = An−j =

(−1)n−j

j!(n − j)!

∫ n

0

n∏

k=0
k 6=j

(z − k)dz für j = 0, . . . , n.Beweis: Übung.Bemerkung: Die Werte Aj hängen ausshlieÿlih von der Anzahl n der Stützstel-len ab, niht aber von den Werten xj der Stützstellen und auh niht von a, boder h!Einfaher als die Berehnung der Aj nah Lemma 1.8 ist ihre Ermittlung überdie Lösung eines linearen Gleihungssystems. Dazu fordert man speziell für dieMonome p(x) = xk für k = 0, . . . , n, dass
n∑

i=0

aip(xi) =

∫ b

a

p(x)dx.Nah Satz 1.3 folgt daraus, dass ∑n

i=0 aip(xi) = I(p) für alle p ∈ Πn gilt.Auf diese Weise berehnen wir nun die Koe�zienten für die Fälle n = 1 und
n = 2.
n = 1: Nah der Bemerkung nah Lemma 1.8 können wir o.B.d.A. a = −1 und
b = 1 setzen. Somit gilt h = 2 und wir erhalten:

• p(x) = x0:
∫ 1

−1

x0dx = [x]1−1 = 2 und 1∑

j=0

ajp(xj) = a0 + a1,also a0 + a1 = 2 als erste Bedingung.7



• p(x) = x:
∫ 1

−1

x1dx =
[

1
2
x2
]1

−1
= 0 und 1∑

j=0

ajp(xj) = a0 · (−1) + a1 · 1,also −a0 + a1 = 0 als zweite Bedingung.Die Lösung des Systems
a0 + a1 = 2

−a0 + a1 = 0ist a0 = a1 = 1 (bzw. A0 = A1 = 1
2
) und man erhält daraus

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 1 · f(−1) + 1 · f(1).Für beliebige Integrationsgrenzen a, b ändern sih A0 und A1 niht, sodass wirdie auf Seite 3 shon beshriebene Trapez-Regel
∫ b

a

f(x)dx ≈ b − a

2
(f(a) + f(b))erhalten.

n = 2: Wie shon im vorherigen Fall wählen wir a = −1 und b = 1. Daraus erge-ben sih nun h = 1, x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1 und entsprehend die Gleihungen
∫ 1

−1

x0dx = 2 = a0 + a1 + a2,

∫ 1

−1

x1dx = 0 = −a0 + a2,

∫ 1

−1

x2dx = 2
3

= a0 + a2,woraus man a0 = A0 = 1
3
, a1 = A1 = 4

3
und a2 = A2 = 1

3
als eindeutige Lösungerrehnet. Daraus erhält man die Simpson-Regel

∫ b

a

f(x)dx ≈ h

3
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))

=
b − a

6

(

f(a) + 4f

(
a + b

2

)

+ f(b)

)

.8



| | |

| | |
a a+b

2
b

h h

Die folgende Tabelle gibt die Gewihte der ersten fünf Newton-C�tes Formeln an:
n A0 A1 A2 A3 A4 A5 Bezeihnung1 1

2
1
2

Trapez-Regel2 1
3

4
3

1
3

Simpson-Regel3 3
8

9
8

9
8

3
8

Newton-3
8
-Regel4 14

45
64
45

24
45

64
45

14
45

1. Milne-Regel5 95
288

375
288

250
288

250
288

375
288

95
288

2. Milne-RegelLeider tauhen ab n ≥ 8 auh negative Gewihte auf, die unerwünshte Neben-e�ekte haben:
• Auslöshung ist möglih und führt zu numerisher Instabilität und
• es lassen sih positive Funktionen f ≥ 0 konstruieren, sodass Q(f) < 0 gilt.Wir betrahten nun folgendes Beispiel für die Simpson-Regel:

f(x) =

(

x − a + b

2

)3

.Dann gilt
∫ b

a

f(x)dx = 0,denn f ist punktsymmetrish zu (a+b
2

, 0):
−f(a+b

2
+ x) = −x3 = (−x)3 = f(a+b

2
− x).Wendet man die Simpson-Regel auf f an, so erhält man

Q2(f) = b−a
6

(f(a) + 4f(a+b
2

) + f(b))

= b−a
6

((a−b
2

)3 + 4(0)3 + ( b−a
2

)3) = 0also ist die Simpson-Regel für dieses kubishe Polynom exakt. Das gilt sogar füralle kubishen Polynome!Lemma 1.9 Die Simpson-Regel Q2 ist exakt für alle p ∈ Π3[a, b].9



Beweis: Nah Satz 1.3 ist eine Quadraturformel auf Π3 exakt, wenn sie auf einerBasis von Πn exakt ist. Wir wählen als Basis
(x − a+b

2
)3, (x − a+b

2
)2, x − a+b

2
, 1.Im vorangehenden Beispiel haben wir bereits Q2((x − a+b

2
)3) = I((x − a+b

2
)3)gezeigt und für die anderen Basisvektoren folgt die Exaktheit aus Satz 1.5, dennalle Polynome aus Π2[a, b] werden von einer Interpolationsquadratur der Ordnung2 exakt integriert. QEDMan kann diese Aussage weiter verallgemeinern:Satz 1.10 Sei Qn(f) =

∑n
j=0 ajf(xj) eine Newton-C�tes Formel mit geradem

n. Dann gilt
Qn(p) = I(p) für alle p ∈ Πn+1[a, b].Beweis: Übung.1.2 Zusammengesetzte Newton-C�tes-FormelnAnalog zur Spline-Interpolation zerlegt man bei den zusammengesetzten Newton-C�tes-Formeln das Integrationsintervall in m Teilintervalle und wendet auf je nzusammenhängenden Teilintervallen eine Quadraturformel niederer Ordnung an.Dafür wählen wir m so, dass n Teiler von m ist.Wir erhalten auf diese Weise die zusammengesetzte Trapezregel:

∫ b

a

f(x)dx ≈ Th(f) := h

(

1
2
f(x0) +

m−1∑

i=1

f(xi) + 1
2
f(xm)

)

,mit xi = ai + ih für i = 0, . . . , m, also x0 = a und xm = b. Dabei ist h = b−a
m
.

Th(f) (shra�erte Flähe)
10



Analog ergibt sih die zusammengesetzte Simpsonregel: Sei dazu x0 = a <
x1 < · · · < xm = b eine äquidistante Zerlegung in eine gerade Anzahl an Teil-intervallen. Wir wenden die Simpson-Regel jeweils auf zwei aufeinander folgendeIntervalle an und erhalten:

∫ b

a

f(x)dx ≈ Sh(f) =
h

3

m
2
−1
∑

j=0

1
3
f(x2j) + 4

3
f(x2j+1) + 1

3
f(x2j+2)1.3 Gauÿ'she IntegrationsformelnFür die Gauÿ'shen Integrationsformeln sollen neben den Gewihten a0, a1, . . . , anauh die Stützstellen x0, . . . , xn gewählt werden. Man hat also 2(n+1) Freiheits-grade. Entsprehend darf man 2n + 2 Bedingungen stellen, z. B.

n∑

i=0

aip(xi) =

∫ b

a

p(x)dx für p(x) ∈ {1, x, x2, . . . , x2n+1}.Sind diese Bedingungen erfüllt, kann man alle Polynome aus Π2n+1 exakt inte-grieren (Satz 1.3). Wir wollen gerne ohne dieses nihtlineare Gleihungssystemauskommen.Dabei ist es in vershiedenen Anwendungen günstig, den allgemeineren Fall vonQuadraturformeln zu betrahten, nämlih gemishte Integrale
Iw(f) :=

∫ b

a

ω(x)f(x)dxmit einer auf (a, b) stetigen und positiven Gewihtsfunktion ω. Weiterhin fordertman, dass
∫ b

a

ω(x)xkdxfür alle k ∈ N0 existiert.Typishe Beispiele für solhe Gewihtsfunktionen sind
• Gauÿ-Legendre: ω(x) = 1 auf [a, b]

• Gauÿ-Tshebyshe� 1. Art: ω(x) = 1√
1−x2 auf x ∈ [−1, 1].

• Gauÿ-Tshebyshe� 2. Art: ω(x) =
√

1 − x2 auf x ∈ [−1, 1].
• Gauÿ-Laguerre: ω(x) = e−x auf [0,∞).
• Gauÿ-Hermite: ω(x) = e−x2 auf (−∞,∞)11



De�nition 1.11 Eine Quadraturformel Qn(f) =
∑n

i=0 aif(xi) nennt manGauÿ'sheQuadraturformel der Ordnung n, wenn sie alle Polynome p ∈ Π2n+1[a, b] ex-akt integriert, d.h. wenn
Qn(p) =

∫ b

a

ω(x)p(x)dx für alle p ∈ Π2n+1[a, b].Lemma 1.12 Seien x0, . . . , xn ∈ [a, b]. Sei Lnf das Interpolationspolynom bzgl.
x0, . . . , xn an die Funktion f . Sei weiter ω eine zulässige Gewihtsfunktion. Dannist

∫ b

a

ω(x)(Lnf)(x)dxeine Quadraturformel bzgl. x0, . . . , xn. Genauer gilt:
∫ b

a

ω(x)(Lnf)(x)dx =

n∑

j=0

ajf(xj)mit aj =
∫ b

a
ω(x)lj(x)dx.Beweis: Den Fall ω ≡ 1 haben wir in Satz 1.6 behandelt. Für andere ω verläuftder Beweis analog. QEDWann ist Qn(f) eine Gauÿ'she Quadraturformel?Satz 1.13 Sei ω eine zulässige Gewihtsfunktion und seien x0, . . . , xn ∈ [a, b]paarweise vershieden. Sei Lnf die Interpolation von f bzgl. der Stützstellen

x0, . . . , xn. Sei weiterhin hn+1(x) =
∏n

j=0(x−xj). Dann sind die folgenden beidenAussagen äquivalent:1. Qn(f) :=
∫ b

a
ω(x)(Lnf)(x)dx ist eine Gauÿ'she Quadraturformel der Ord-nung n, d.h. Qn(p) = Iw(p) für alle p ∈ Π2n+1.2. ∫ b

a
ω(x)hn+1(x)p(x)dx = 0 für alle p ∈ Πn.Beweis: �1 ⇒ 2�: Sei Qn(f) = Iw(f) für alle f ∈ Π2n+1. Sei p ∈ Πn. Dann ist

hn+1 · p ∈ Π2n+1, also gilt nah Lemma 1.12:
∫ b

a

ω(x)hn+1(x)p(x)dx = Qn(hn+1 · p) =
n∑

j=0

aj hn+1(xj)
︸ ︷︷ ︸

=0

p(xj) = 0,also gilt 2. 12



�2 ⇒ 1�: Sei p ∈ Π2n+1. Betrahte Lnp ∈ Πn bzgl. x0, . . . , xn. Dann hat p−Lnp dieNullstellen x0, . . . , xn, also gibt es nah dem Hauptsatz der Algebra ein Polynom
q ∈ Πn, so dass p − Lnp = hn+1 · q. Damit gilt

∫ b

a

ω(x)p(x)dx =

∫ b

a

ω(x)Lnp(x)dx +

∫ b

a

ω(x)hn+1(x)q(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0 nah 2. weil q∈Πn

= Qn(p),also ist Qn Gauÿ'she Quadraturformel. QEDNotation 1.14 Für f, g ∈ C([a, b]) de�nieren wir
(f, g)ω :=

∫ b

a

ω(x)f(x)g(x)dx.Gilt (f, g)ω = 0, so bezeihnet man f und g als ω-orthogonal.Bemerkung: Der Ausdruk (f, g)ω existiert für alle Polynome f und g, wenn ωeine zulässige Gewihtsfunktion ist. Es lässt sih sogar zeigen, dass (f, g)ω einSkalarprodukt ist (d.h. bilinear, symmetrish und positiv für f = g, sowie strengpositiv für f = g 6= 0).Satz 1.13 lässt sih jetzt folgendermaÿen formulieren:
∫ b

a
ω(x)(Lnf)(x)dx ist genau dann eine Gauÿ'she Quadraturformel der Ordnung

n, wenn (hn+1, p)ω = 0 für alle p ∈ Πn.Die gesuhten Stützstellen der Quadraturformel müssen also die Nullstellen einesPolynoms q(x) = αhn+1(x) ∈ Πn+1 sein, das ω-orthogonal zu allen q ∈ Πn ist.Solhe Polynome wollen wir im Folgenden konstruieren.Satz 1.15 Sei ω eine zulässige Gewihtsfunktion. Dann gilt1. Es existieren Polynome pn ∈ Πn[a, b] für alle n ∈ IN0 mit
(pn, pm) = δn,m =

{
1 falls n = m
0 falls n 6= m

für alle n, m ∈ IN0.2. Für alle n ∈ IN0 gilt: Die Nullstellen von pn sind alle reell und liegen in
(a, b). 13



Beweis: ad 1. Die Folge pi der gesuhten Polynome lässt sih durh Anwen-den des Shmidt'shen Orthonormalisierungsverfahrens auf die Monome kon-struieren. Man erhält entsprehend eine Orthonormalbasis. Die Monombasis ist
{x0, . . . , xn}. Man setzt nun

p0(x) =
x0

√

(x0, x0)ω

=
1

√
∫ b

a
ω(x)dxund erhält (p0, p0)ω = 1.Zur Konstruktion von pn nehmen wir an, dass p0, . . . , pn−1 bereits konstruiertsind und dass sie (pi, pj) = δij erfüllen. Dann ergibt sih pn ∈ Π[a, b] aus

pn(x) = γn

(

xn −
n−1∑

i=0

(xn, pi)ωpi(x)

)

,wobei die (xn, pi(x))ω die Koe�zienten nah Shmidt sind. Das ist die Lösung,denn
• für m = 0, . . . , n − 1 gilt:

(pn, pm) = γn

(

(xn, pm)ω −
n−1∑

i=0

(xn, pi)ω(pi, pm)

)

= γn

(

(xn, pm)ω − (xn, pm)ω · 1
)

= 0

• und γn wird so gewählt, dass (pn, pm)ω = 1.ad 2. Seien x1, . . . , xm die reellen Nullstellen von pn in (a, b) mit ungerader Viel-fahheit, d.h. genau die Nullstellen mit Vorzeihenwehsel von pn. Sei
qm(x) =

m∏

i=1

(x − xi) mit q0(x) := 1.Wir wollen nun zeigen, dass m = n gilt. Angenommen, es gelte m < n. Dann gilt
qm ∈ Πm[a, b] ⊆ Πn−1[a, b]. Weiter ist pnqm(x) ≥ 0 für alle x ∈ (a, b), weil es nurNullstellen mit gerader Vielfahheit hat. Weil pnqm 6= 0 folgt

(pn, qm)ω 6= 0.Weil die in Teil 1 konstruierten Polynome p0, . . . , pm eine Basis von Πm bilden,gilt andererseits
qm =

m∑

i=0

λipi mit reellen Koe�zienten λi14



und nah Konstruktion der pi ist
(pn, qm)ω =

m∑

i=0

λi(pn, pi)ω = 0,denn (pn, pi)ω = 0, weil m < n. Das ist ein Widerspruh, also muss m = n geltenund die Vielfahheit jeder Nullstelle ist entsprehend 1. QEDWir fassen die Ergebnisse in folgendem Existenzsatz zusammen:Satz 1.16 Sei n ∈ N und ω eine zulässige Gewihtsfunktion. Dann existiert eineGauÿ'she Quadraturformel
Qn(f) =

n∑

j=0

ajf(xj),wobei x0 < x1 < · · · < xn ∈ (a, b) die Nullstellen des in Satz 1.15 konstruiertenbzgl. aller p ∈ Πn ω-orthogonalen Polynoms pn+1 sind und
aj =

∫ b

a

ω(x)lj(x)dxgilt.Beweis: Weil pn+1 ∈ Πn+1 ist, gilt pn+1 = αhn+1 mit α 6= 0. Nah Lemma 1.12ist
Qn(f) =

∫ b

a

ω(x)(Lnf)(x)dx,welhes nah Satz 1.13 eine Gauÿ'she Quadraturformel ist, wenn (hn+1, p) = 0für alle p ∈ Πn. Das gilt, weil
(hn+1, p) =

1

α
(pn+1, p) =

1

α

(

pn+1,
n∑

i=0

λipi

)

=
1

α

n∑

i=0

λi(pn+1, pi) = 0. QEDEs gilt also Qn(p) = Iω(p) für alle p ∈ Π2n+1.Im Gegensatz zu den Newton-C�tes-Formeln gilt für die Gauÿ'shen Quadratur-formeln die folgende numerish wertvolle Eigenshaft:15



Lemma 1.17 Die Gewihte ai der Gauÿ'shen Quadraturformeln sind positiv.Beweis: Seien x0, . . . , xn die Stützstellen der Quadraturformel Qn. Nah Kon-struktion sind sie die Nullstellen von pn+1 bzgl. ω. Wir de�nieren
hn+1(x) :=

n∏

j=0

(x − xj) und fi(x) =

(
hn+1(x)

x − xi

)2

, i = 0, . . . , n.Es ist also fi ∈ Π2n[a, b] und nah Satz 1.16 gilt
0 <

∫ b

a

ω(x)fi(x)dx = Qn(fi) =
n∑

j=0

ajfj(xj) = aifi(xi).Weil fi(xi) > 0 folgt auh, dass ai > 0. QEDÜbungsaufgabe: Beweisen Sie, dass es keine Quadraturformel der Form∑n
j=0 ajfj(xj)geben kann, die auf Π2n+2 exakt ist.Zum Abshluss folgen einige Beispiele für Gauÿ-Quadraturen.1. Sei I = [−1, 1] und ω ≡ 1. Die orthogonalen Polynome p0, p1, . . . sind diesogenannten Legendre-Polynome

Ln(x) :=
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n,genauer:

L0 = 1

L1 = x

L2 = x2 − 1
3

L3 = x3 − 3
5
x

L4 = x4 − 6
7
x2 + 3

35

L5 = . . .

Li ist orthogonal auf Πi−1, d.h. ∫ 1

−1
Li(x)p(x)dx = 0 für alle p ∈ Πi−1[−1, 1].Beispiel: Es gilt

∫ 1

−1

L2(x)p(x) = 0, für alle p ∈ Π1[−1, 1].Das kann man nahrehnen:
∫ 1

−1

L2(x)p(x)dx =

∫ 1

−1

(x2 − 1
3
)(ax + b)dx

=

∫ 1

−1

ax3 + bx2 − 1
3
ax − 1

3
bdx

=

[
a

4
x4 +

b

3
x3 − a

6
x2 − b

3
x

]1

−1

=
a

4
+

b

3
− a

6
− b

3
−
(

a

4
− b

3
− a

6
+

b

3

)

= 0.16



Wie sehen die zugehörigen Quadraturen aus?
n = 0

• Die Stützstellen sind die Nullstellen des orthogonalen Polynomsaus Π1 (Satz 1.16). Die einzige Nullstelle von L1 ist x0 = 0. Darausfolgt:
Q0(f) = a0f(x0) = a0f(0).

• Das Gewiht a0 ergibt sih dadurh, dass z.B. 1 ∈ Π1 = Π2n+1exakt integriert wird, also
2 =

∫ 1

−1

1dx = a0f(0) = a0.Wir erhalten:
Q0(f) = 2f(0)integriert alle linearen Polynome auf [−1, 1] exakt.

n = 1

• Stützstellen sind Nullstellen von L2, also ±
√

1
3
. Es folgt:

Q1(f) = a0f

(

−
√

1
3

)

+ a1f

(√
1
3

)

.

• Die Gewihte folgen aus den Exaktheitsbedingungen z.B. für 1, x ∈
Π1 ⊆ Π2n+1:

2 =

∫ 1

−1

1dx = a0 + a1

0 =

∫ 1

−1

xdx = −a0

√
1
3

+ a1

√
1
3







⇒ a0 = a1 = 1.Es gilt also:
Q1(f) = f

(

−
√

1
3

)

+ f

(√
1
3

)integriert alle Polynome vom Grad bis 3 exakt!2. I = [−1, 1] und ω(x) = 1√
1−x2 . Die orthogonalen Polynome sind die soge-nannten Tshebyshe�-Polynome

Tn(x) := cos(n arccos(x)).Mithilfe der Additionstheoreme erhält man die folgende Darstellung:
T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x).Daraus folgt Tn ∈ Πn. 17



Lemma 1.18 Es gilt:
∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)√
1 − x2

dx =







π n = m = 0
π
2

n = m > 0

0 n 6= mund die Nullstellen von Tn sind:
xi = cos

(
2i + 1

2n
π

)

i = 0, . . . , n − 1.Mit diesen Nullstellen erhalten wir die Gauÿ-Tshebyshe� Quadratur:
∫ 1

−1

f(x)√
1 − x2

dx ≈ Qn−1(f) =

n−1∑

i=0

aif

(

cos
2i + 1

2n
π

)

.Die Gewihte ergeben sih aus den Exaktheitsbedingungen für Tm, m =
0, . . . , n − 1 und Lemma 1.18 zu ai = π

n
, i = 0, . . . , n − 1.Übungsaufgabe: Zeigen Sie, dass ai = π

n
, i = 0, . . . , n − 1 die Gewihteder Gauÿ-Tshebyshe�-Quadraturformel Qn sind!Damit erhält man abshlieÿend

Qn−1(f) =
π

n

n−1∑

i=0

f

(

cos
2i + 1

2n
π

)

, n ∈ N.Bemerkung: Analog zu Kapitel 1.2 kann man auh zusammengesetzte Gauÿ-Quadraturen (vorzugsweise niedriger Ordnung) betrahten.1.4 FehleranalyseWas für ein Fehler entsteht, wenn man das exakte Integral durh eine Quadra-turformel annähert?Seien zunähst für n ∈ N die Stützstellen
x

(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x(n)

nmit den zugehörigen Gewihten a
(n)
0 , . . . , a

(n)
n gegeben und sei

Qn(f) =
n∑

j=0

a
(n)
j f(x

(n)
j ).18



Der zugehörige Fehler ist dann:
Rn(f) := Iω(f) − Qn(f) =

∫ b

a

ω(x)f(x)dx −
n∑

j=0

a
(n)
j f(x

(n)
j ).Es werfen sih einige Fragen auf:

• Wie groÿ ist Rn(f) für festes n?
• Konvergiert Rn(f) → 0 für n → ∞?Satz 1.19 Sei Qn eine Folge von Quadraturformeln über dem endlihen Intervall

[a, b]. Gilt1. Qn(p) → Iω(p) für n → ∞ für alle Polynome p und2. ∑n
j=0 |a

(n)
j | ≤ C für alle n ∈ N mit einer Konstante C > 0,so konvergiert die Folge Qn(f) gegen Iω(f) für jedes f ∈ C[a, b].Beweis: Wir verwenden einen Satz aus der Approximationstheorie, nämlih denSatz von Weierstrass: Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall lässtsih beliebig gut durh Polynome annähern. Genauer gibt es zu jedem ε > 0 einPolynom p mit ‖f − p‖∞ := maxx∈[a,b] |f(x) − p(x)| < ε.Sei ε > 0. Wähle p so, dass ‖f − p‖∞ < ε und N so, dass |Iω(p)−Qn(p)| < ε füralle n ≥ N . Dann gilt für alle n ≥ N :

|Iω(f − p)| ≤
∫ b

a

|ω(x)| |f(x) − p(x)|
︸ ︷︷ ︸

<ε

dx < ε

∫ b

a

ω(x)dx

|Qn(f − p)| ≤
n∑

j=0

|a(n)
j | |f(x

(n)
j ) − p(x

(n)
j )|

︸ ︷︷ ︸

<ε

< ε

n∑

j=0

|a(n)
j | ≤ εCEs ergibt sih:

|Rn(f)| = |Rn((f − p) + p)|
= |Rn(f − p) + Rn(p)|
≤ |Rn(f − p)| + |Rn(p)|
≤ |Iω(f − p)| + |Qn(f − p)| + |Iω(p) − Qn(p)|

≤
(∫ b

a

ω(x)dx + C + 1

)

· εfür alle n ≥ N , also konvergiert Rn(f) gegen Null. QED19



Bedingung (1) des Satzes ist erfüllt, wenn alle Qn interpolatorishe Quadratur-formeln sind. Sind weiter alle Gewihte niht negativ, dann gilt:
n∑

j=0

|a(n)
j | =

n∑

j=0

a
(n)
j · 1 =

∫ b

a

ω(x) · 1dx = C.Satz 1.20 Für jeden stetigen Integranden auf dem Intervall [a, b] konvergiert jedeFolge von Gauÿ-Quadraturen Qn gegen das Integral.Beweis: Nah Lemma 1.17 sind die Gewihte der Gauÿ-Quadraturen positiv, da-her ist
n∑

j=0

|a(n)
j | ≤ Cerfüllt. Bedingung (1) von Satz 1.19 gilt nah Satz 1.16, also folgt die Behauptungwegen Satz 1.19. QEDLeider ist die Aussage von Satz 1.20 für die Newton-C�tes-Formeln im Allgemei-nen falsh und es lassen sih Gegenbeispiele konstruieren. (Der Grund dafür liegtin den negativen ai, die in den Newton-C�tes-Formeln ab Grad 8 vorkommen.)Wir entwikeln nun Fehlerabshätzungen für die Quadraturformeln auf festenIntervallen [a, b]:

Rn(f) = Iω(f) − Qn(f) = Iω(f) − Iω(Lnf) = Iω(f − Lnf),wobei Lnf das Interpolationspolynom zu f an den n Stützstellen von Qn ist.Nun kann man die Fehlerabshätzungen für f − Lnf (Numerik I, Korollar 6.15)heranziehen. Bessere Ergebnisse liefert aber der folgende (allgemeinere) Ansatz,bei dem man ausnutzt, dass für alle p ∈ Πm gilt:
Rn(p) = 0,wobei man m im Falle von Newton-C�tes ≤ n wählen muss, falls n ungerade istund m = n+1, falls n gerade ist. Bei der Gauÿ-Quadratur hingegen ist m ≤ 2n+1möglih.Notation 1.21 Sei t ∈ R. Dann bezeihne

z+
t,m(x) = (x − t)m

+ =

{

(x − t)m falls x ≥ t

0 sonstund
Km(t) :=

1

m!
Rn(z+

t,m) mit t ∈ [a, b]den Peano-Kern bzgl. m und Rn. 20



Bemerkung: Wir können die z+
t,m(x) sowohl als Funktion in x als auh in t auf-fassen.Wir verwenden z+

t,m für folgende Umformulierung:
∫ x

a

(x − t)m

m!
f (m+1)(t)dt =

∫ b

a

(x − t)m
+

m!
f (m+1)(t)dt,das heiÿt, um bei den im Folgenden auftretenden Integralen die obere Grenze von

x unabhängig zu mahen. Wir erhalten:Satz 1.22 Sei Qn eine auf Πm(R) exakte Quadraturformel. Dann gilt für jedes
f ∈ Cm+1[a, b]:

Rn(f) =

∫ b

a

Km(t)f (m+1)(t)dt.Wehselt Km auf [a, b] das Vorzeihen niht, so existiert ein ξ ∈ [a, b] so, dass
Rn(f) = f (m+1)(ξ)

∫ b

a

Km(t)dt

=
f (m+1)(ξ)

(m + 1)!
Rn(xm+1).Beweis: Wir verwenden die Taylor-Entwiklung von f mit Integral-Restglied zumEntwiklungspunkt a:

f(x) =
m∑

j=0

f (j)(a)

j!
(x − a)j +

∫ x

a

(x − t)m

m!
f (m+1)(t)dt

=

m∑

j=0

f (j)(a)

j!
(x − a)j +

∫ b

a

(x − t)m
+

m!
f (m+1)(t)dt.Daraus folgt:

Rn(f) = Rn

(
m∑

j=0

f (j)(a)

j!
(x − a)j

)

+ Rn

(∫ b

a

z+
t,m

m!
f (m+1)(t)dt

)

= 0 +

∫ b

a

1

m!
Rn(z+

t,m)f (m+1)(t)dt

=

∫ b

a

Km(t)f (m+1)(t)dt,wobei im zweiten Shritt verwendet wurde, dass Rn auf Πm vershwindet unddass man das Integral mit Rn nah Fubini vertaushen darf und dass Qn nur aus21



Punktauswertungen besteht. Für den Beweis der zweiten Aussage benutzen wirden ersten Mittelwertsatz der Integralrehnung und erhalten
Rn(f) =

∫ b

a

Km(t)f (m+1)(t)dt = f (m+1)(ξ) ·
∫ b

a

Km(t)dt (1.1)mit ξ ∈ (a, b), da f (m+1) und Km stetig sind und Km(t) 6= 0 für alle t ∈ (a, b)gilt. Setzt man in (1.1) nun f(x) = xm+1 ein, so ergibt sih:
Rn(xm+1) = (m + 1)!

∫ b

a

Km(t)dt,also
Rn(xm+1)

(m + 1)!
· f (m+1)(ξ) = f (m+1)(ξ) ·

∫ b

a

Km(t)dt. QEDWir betrahten im Folgenden einige Anwendungen von Satz 1.22: Wir leiten Feh-lershranken her für die Trapez-Regel, die Simpson-Regel, die zusammengesetzteTrapez-Regel, die zusammengesetzte Simpson-Regel und für die Gauÿ-Quadratur.Wir beginnen mit der Trapez-Regel.Fehlerabshätzung für die Trapez-Regel.Trapez-Regel: Es ist n = 1 und sie ist exakt für m = 1, für den Peano-Kern ergibtsih:
K1(t) =

1

1!
R1(z

+
t,1)

=

∫ b

t

(x − t)1dx − b − a

2
[zt,1(a)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ zt,1(b)
︸ ︷︷ ︸

=(b−t)

]

=

[
1

2
(x − t)2

]b

t

− b − a

2
(b − t)

=
1

2

[
(b − t)2 − (b − a)(b − t)

]

=
1

2
(b − t)[b − t − b + a]

=
1

2
(b − t)(a − t).22



Da K1(t) ≤ 0 für alle t ∈ [a, b] gilt, können wir den zweiten Teil von Satz 1.22zum Abshätzen verwenden. Wir erhalten:
R1(x

2) =

∫ b

a

x2dx − b − a

2
(a2 + b2)

=
1

3
b3 − 1

3
a3 − 1

2
b3 +

1

2
a3 − a2b

2
+

ab2

2

=
1

6
a3 − 1

6
b3 − a2b

2
+

ab2

2

=
1

6
(a − b)3.Also existiert zu jedem f ∈ C2[a, b] ein ξ ∈ [a, b] mit

R1(f) =
f ′′(ξ)

2
· 1

6
(a − b)3 = −h3

12
f ′′(ξ) mit h =

b − a

1
. (1.2)Fehlerabshätzung für die Simpson-Regel.Es sind n = 2, m = 3, dann gilt nah einiger Rehnerei:

K3(t) =

{

− (t−a)3

72
(a + 2b − 3t) für a ≤ t ≤ a+b

2

− (b−t)3

72
(3t − 2a − b) für a+b

2
≤ t ≤ bund K3(t) ≤ 0 für alle t ∈ [a, b]. Auÿerdem gilt:

R2(x
4) = −(b − a)5

120
.Daraus folgt:

R2(f) = −(b − a)5

2880
f (4)(ξ) = −h5

90
f (4)(ξ) mit h =

b − a

2
.Fehlerabshätzung für die zusammengesetzte Trapez-Regel.Seien nun x0, . . . , xn gegeben. Sei

Th = h ·
(

f(a)

2
+

n−1∑

j=1

f(xj) +
f(b)

2

)die zusammengesetzte Trapez-Regel.Satz 1.23 Ist f ∈ C2[a, b] und Πn(f) die Näherung an ∫ b

a
f(x)dx aus der zu-sammengesetzten Trapezregel (siehe Abshnitt 1.2), so gilt für den Fehler

R(f) = I(f) − Th(f) = −h2(b − a)

12
f ′′(ξ)mit einem ξ aus [a, b]. 23



Beweis: Wir benutzen (1.2) auf jedem Teilintervall [xj , xj+1], das heiÿt es existiertein ξj ∈ [xj , xj+1] mit
∫ b

a

f(x)dx =

n−1∑

j=0

∫ xj+1

xj

f(x)dx

=
n−1∑

j=0

(
h

2
(f(xj) + f(xj+1)) −

h3

12
f ′′(ξj)

)

= Th(f) − h3

12
·

n−1∑

j=0

f ′′(ξj)

= Th(f) − h2(b − a)

12
· 1

n

n−1∑

j=0

f ′′(ξj)Sei 1
n

∑n−1
j=0 f ′′(ξj) =: c. Weil

min
j=0,...,n−1

f ′′(ξj) ≤ c ≤ max
j=0,...,n−1

f ′′(ξj)gilt und f ′′ stetig ist, gibt es nah dem Zwishenwertsatz ein ξ ∈ [a, b] mit
f(ξ) = c. Also folgt

∫ b

a

f(x)dx = Th(f) − h2(b − a)

12
· f ′′(ξ)und daraus shlieÿlih

R(f) = I(f) − Th(f) = −h2(b − a)

12
· f ′′(ξ). QEDBemerkung: Im Fall der Trapez-Regel liegt also sogar quadratishe Konvergenzvor!Fehlerabshätzung für die zusammengesetzte Simpson-Regel.Für die zusammengesetzte Simpson-Regel ergibt sih

R(f) = I(f) − Sh(f) = −h4(b − a)

180
f (4)(ξ) mit ξ ∈ [a, b].24



Fehlerabshätzung für die Gauÿ-Quadratur.Lemma 1.24 Sei Qn die Gauÿ-Quadratur in n + 1 Punkten aus [a, b] mit zu-lässiger Gewihtsfunktion ω. Dann hat der zugehörige Peano-Kern Km für 0 ≤
m ≤ 2n + 1 genau 2n + 1 − m Nullstellen in [a, b]. Insbesondere wehselt K2n+1auf [a, b] das Vorzeihen niht.Satz 1.25 Sei Qn die Gauÿ-Quadratur in n+1 Punkten aus [a, b] mit zulässigerGewihtsfunktion ω. Zu f ∈ C2n+2[a, b] gibt es ein ξ ∈ [a, b] so, dass

Rn(f) = Iω(f) − Qn(f) =
f (2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ b

a

ω(x)(hn+1(x))2dx,wobei wie üblih hn+1(x) =
∏n

j=0(x − xj).Beweis: Wegen Lemma 1.24 darf man den 2. Teil von Satz 1.22 anwenden. Manerhält
Rn(f) =

f (2n+2)(ξ)

(2n + 2)!
Rn(x2n+2)und rehnet nah, dass

Rn(x2n+2) =

∫ b

a

ω(x)(hn+1(x))2gilt. QED1.5 Romberg-VerfahrenWir benötigen folgende Begri�e.De�nition 1.26 Die Bernoulli-Polynome Bk ∈ Πk für k = 0, 1, . . . sind rekursivde�niert durh:
B0(t) := 1und B′

k(t) = Bk−1(t) und ∫ 1

0

Bk(t)dt = 0 k = 1, 2, . . . .Die Zahlen bk := k!Bk(0) heiÿen Bernoulli-Zahlen.Das (k + 1)-te Bernoulli-Polynom entsteht also durh Integration aus dem k-ten,wobei die zweite Bedingung die Integrationskonstanten festlegt. Es gilt:
B′

1(t) = 1 ⇒ B1(t) = t + C.25



Wegen
∫ 1

0

t + C =

[
1

2
t2 + Ct

]1

0

=
1

2
+ C

!
=0folgt C = 1

2
, also

B1(t) = t − 1

2Ähnlih ergibt sih
B2(t) =

1

2
t2 − 1

2
t +

1

12
.Lemma 1.27 Es gilt:1. Bk ∈ Πk für k = 1, 2, . . ..2. Bk(t) = (−1)kBk(1 − t) für k = 0, 1, 2, . . ..3. Bk(0) = Bk(1) für k = 2, 3, . . ..4. Für m = 1, 2, . . . besitzt das Polynom B2m − B2m(0) genau die Nullstellen

0 und 1 im Intervall [0, 1] und das Polynom B2m+1 genau die Nullstellen 0,
1
2
und 1.Mit Hilfe der Bernoulli-Zahlen untersuhen wir nohmals den bei der zusammen-gesetzten Trapez-Regel entstehenden Fehler in Abhängigkeit der Intervalllänge

h. Sei dazu wie bisher
Th(f) = h

(

1
2
f(a) +

m−1∑

j=1

f(xj) + 1
2
f(b)

)mit h = b−a
n

und x0 = a, xj = a+jh und xm = b der Wert der zusammengesetztenTrapezregel.Satz 1.28 (Euler-MLaurinshe Summenformel) Sei l ∈ N und f ∈ C2l([a, b]).Dann gilt
Th(f) = I(f) +

l−1∑

j=1

b2jh
2j

(2j)!

[

f (2j−1)(b) − f (2j−1)(a)

]

+
(b − a)b2lh

2l

(2l)!
f (2l)(ξ)für ein ξ = ξ(h) ∈ (a, b).Beweisidee: Partielle Integration von ∫ f(t)dt =

∫
B0(

t−a
h

)f(t) und Mittelwert-satz der Integralrehnung. 26



Korollar 1.29 Ist f periodish auf [a, b] und genügt den Voraussetzungen ausSatz 1.28, so gibt es ein ξ ∈ (a, b), so dass
Th(f) = I(f) +

(b − a)b2lh
2l

(2l)!
f (2l)(ξ).Beweis: Da f periodish auf [a, b] ist, gilt

f (i)(b) = f (i)(a) für alle i = 0, 1, . . . , 2l. QEDImWesentlihen besagt die Euler-MLaurinshe Formel also, dass man den Fehlerbei der zusammengesetzten Trapezregel shreiben kann als
Th(f) − I(f) = a2h

2 + a4h
4 + · · ·+ a2l−2h

2l−2 + a2l(h)h2lmit Koe�zienten a2, a4, . . . , a2l−2 ∈ R und einer Funktion a2l : R → R. Genauergilt:
a2j =

b2j

(2j)!

(

f (2j−1)(b) − f (2j−1)(a)

)und a2l(h) =
(b − a)b2l

(2l)!
f (2l)(ξ(h)). (1.3)Weil f (2l)(ξ) als stetige Funktion auf [a, b] beshränkt ist, ist auh a2l beshränkt,weshalb gilt

lim
h→0

Th(f) = I(f).Allerdings geht der Rehenaufwand für h → 0 gegen Unendlih. Die Idee desRomberg-Verfahrens ist es nun, T0(f) durh �Extrapolation� folgendermaÿen ab-zushätzen: Setze τ = h2 als das Quadrat der Intervalllänge.1. Sei g(τ) := T√
τ (f) für alle τ 6= 0, g(0) := T0(f).2. Bestimme g(τ0), . . . , g(τl) für l + 1 Stützstellen τj := h2

j für Intervalllängen
h0, . . . , hl mit hj = b−a

mj
, mj ∈ IN.3. Interpoliere g an den l + 1 Stützstellen durh ein Polynom p ∈ Πl, also mit

p(τj) = g(τj) = Thj
(f), j = 0, . . . , l.4. Approximiere

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx = lim
h→0

Th(f) ≈ lim
h→0

p(h2) = p(0).27



Weil wir das Interpolationspolynom niht selbst kennen müssen, sondern nur anseinem Wert an der Stelle 0 interessiert sind, bietet sih zur Berehnung dasVerfahren von Neville-Aitken (siehe Numerik I) an.Nah Satz 6.6 aus Numerik I kann folgende Formel verwendet werden: sei P k
i (τ)das Polynom, das g an den Stützstellen τi, τi+1, . . . , τi+k interpoliert. Dann gilt:

P k+1
i (τ) =

(τ − τi)P
k
i+1 − (τ − τi+k+1)P

k
i

τi+k+1 − τi

.Für P k
i := P k

i (0) gilt somit
P k

i =
τiP

k−1
i+1 − τi+kP

k−1
i

τi − τi+kund die Werte lassen sih berehnen durh folgendes Shema:
h0 P 0

0 = Th0(f) ց
P 1

0 ց
h1 P 0

1 = Th1(f)
ր
ց P 2

0 ց
P 1

1

ր
ց P 3

0

h2 P 0
2 = Th2(f)

ր
ց P 2

1

ր

P 1
2

ր

h3 P 0
3 = Th3(f)

ր

Jeder der Einträge stellt eine eigene Quadraturformel dar. Verwendet man z.B.
τi = 2−2ih2

0 bzw. hi = 2−ih0,28



so erhält man aus der ersten Spalte:
P 1

i =
2−2ih2

0P
0
i+1 − 2−2i−2h2

0P
0
i

2−2ih2
0 − 2−2i−2h2

0

=
Thi+1

(f) − 1
4
Thi

(f)

1 − 1
4

= 4
3
Thi+1

(f) − 1
3
Thi

(f)

= 4
3

(

1
2
f(a) +

2mi−1∑

j=1

f(a + 1
2
jhi) + 1

2
f(b)

)

hi+1

− 1
3

(

1
2
f(a) +

mi−1∑

j=1

f(a + jhi) + 1
2
f(b)

)

hi

= hi+1

(

1
3
f(a) + 4

3
f(a + 1

2
jhi) + 2

3
f(a + jhi)

+4
3
f(a + 3

2
jhi) + · · ·+ 1

3
f(b)

)

,wobei wir im letzten Shritt hi

hi+1
= 2 verwendet haben.

hi hi+1

a b

Thi

Thi+1 mi = 3

mi+1 = 6

4
6

4
3

4
3

4
3

4
3

4
3

4
6

−2
6 0 −2

3 0 −2
3 0 −2

6

1
3

4
3

2
3

4
3

2
3

4
3

1
3

Gewihte:erster Term:zweiter Term:gesamt:
Man erhält also genau die zusammengesetzte Simpson-Regel.29



Bemerkung: In der Literatur wird das Shema anders nummeriert, nämlih durh
h2

0 T0,0 = Th0(f) ց
T1,1 ց

h2
1 T1,0 = Th1(f)

ր
ց T2,2 ց

T2,1
ր
ց T3,3

h2
2 T2,0 = Th2(f)

ր
ց T3,2

ր

T3,1
ր

h2
3 T3,0 = Th3(f)

րmit Ti,k = P k
i−k bzw. P k

i = Ti+k,k und
Ti,k =

h2
i−kTi,k−1 − h2

i Ti−1,k−1

h2
i−k − hi

.Zum Abshluss untersuhen wir, wann Romberg-Quadraturen exakt sind.Satz 1.30 Die Romberg-Quadraturen P k
i (f) (bzw. Ti+k,k(f)) sind exakt für Po-lynome vom Grad kleiner gleih 2k.Beweis: Ist f ∈ Π2k, so folgt, dass f (2k) konstant ist, also ist a2k(h) in (1.3) aufSeite 26 konstant. Es gilt a2k(h) = a2k. Nah Satz 1.28 erhalten wir, dass

Th(f) = I(f) + a2h
2 + a4h

4 + · · · + a2k−2h
2k−2 + a2kh

2kein Polynom vom Grad kleiner gleih k in der Variablen h2 ist, beziehungsweisedass
g(τ) = T√

τ (f) = I(f) + a2τ + a4τ
2 + · · ·+ a2kτ

kein Polynom aus Πk ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Polynominterpolationfolgt
p(τ) ≡ g(τ).Insbesondere gilt p(0) = g(0), also

P k
i (f) = p(0) = g(0) = T0(f) = I(f). QED30



Wie wählt man die Shrittweiten hk = b−a
nk

? Dazu gibt es die
• klassishe Romberg-Folge:

nk = 2k ⇒ hk = 1
2
hk−1.Der Vorteil liegt darin, dass Funktionsauswertungen von einem Shritt i aufden nähsten Shritt i + 1 wiederverwendet werden können. Der Nahteilist, dass die Folge sehr shnell wähst!

• harmonishe Folge:
nk = k + 1.Im Gegensatz zur klassishen Romberg-Folge wähst diese langsamer, dohsind alte Funktionsauswertungen im (i+1)-ten Shritt unbrauhbar. Daherwählt man als Kompromiss die

• Burlish-Folge:
n0 = 1

n2k−1 = 2k

n2k = 3 · 2k−1.
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1.6 ZusammenfassungZiel: • Einfahe Formel für
Iω(f) =

∫ b

a

ω(x)f(x)dx

• �einfah�: Quadraturformeln
Qn(f) :=

n∑

i=0

aif(xi)InterpolationsquadraturenSeien x0, . . . , xn gegeben. Sei
Qn(f) :=

∫ b

a

(Lnf)(x)dx.

• Quadratur Qn Interpolationsquadratur ⇔ Qn ∀p ∈ Πn exakt
• Qn(f) ist eindeutig bestimmt
• Newton-C�tes Formeln: Trapez-Regel, Simpson-Regel, . . .� n ungerade: exakt auf Πn� n gerade: exakt auf Πn+1Zusammengesetzte Newton-C�tes Formeln

Th(f) = h

(

1
2
f(x0) +

m−1∑

i=1

f(xi) + 1
2
f(xm)

)

Sh(f) =
h

3

(m
2
−1
∑

j=0

f(x2j) + 4f(x2j+1) + f(x2j+2)

)

Gauÿ'she QuadraturenWähle auh x0, . . . , xn. Sei Qn(f) Gauÿ'she Quadratur falls exakt ∀p ∈ Π2n+1.
• Qn(f) :=

∫ b

a
ω(x)(Lnf)(x)dx Gauÿ'she Quadratur

⇔
∫ b

a
ω(x)hn+1(x)p(x)dx(= (hn+1, p)ω) = 0.

• Konstruktion der ω-orthogonalen Polynome (Orthogonalbasis)32



• x0, . . . , xn sind Nullstellen des Polynoms p ∈ Πn, das (pn+1, f) = 0, ∀f ∈ Πnerfüllt.
• Gewihte alle > 0!� I = [−1, 1], ω ≡ 1 ⇒ Legendre-Polynome� I = [−1, 1], ω(x) = 1√

1−x2 ⇒ Tshebyshe�-PolynomeFehleranalyse
• Qn(f) → Iω(f), ∀f ∈ C[a, b], fallsQn(p) → Iω(p), ∀p ∈ Π∞ und∑n

j=0 |a
(n)
j | ≤

C, ∀n.
• Gauÿ-Quadraturen konvergieren
• Newton-C�tes niht
• Restglied Rn(f) = Iω(f) − Qn(f)

• Peano-Kern: Km(t) := 1
m!

Rn(z+
t,m)

• Qn auf Πm exakt. Dann� Rn(f) =
∫ b

a
Km(t)f (m+1)tdt� Wehselt Km das Vorzeihen niht, so existiert ξ ∈ [a, b]:

Rn(f) =
f (m+1)(ξ)

(m + 1)!
Rn(xm+1).

• Trapez-Regel: R1(f) = −h3

12
f ′′(ξ)

• Simpson-Regel: R2(f) = −h5

90
f (4)(ξ)

• zusammengesetzte Trapez-Regel: R(f) = −h2(b−a)
12

f ′′(ξ)

• zusammengesetzte Simpson-Regel: R(f) = −h4(b−a)
180

f (4)(ξ)

• Gauÿ: Rn(f) = f(2n+2)(ξ)
(2n+2)!

∫ b

a
ω(x)(hn+1(x))2dx33



Romberg-Verfahren
• Euler MLaurinshe Summenformel:

Th(f) − I(f) = a2h
2 + a4h

4 + · · ·a2l+2h
2l−2 + a2l(h)h2l

• Extrapolation:1. τ = h2, g(τ) := Th(f)2. Bestimme g(τ0), . . . , g(τl) mit τj = ( b−a
mj

)23. Interpoliere g durh Polynom p (Neville-Aitken)4. T0(h) := p(0)

• Romberg-Quadraturen P k
i (Interpolationen τi, . . . , τi+k)) exakt ∀p ∈ Π2k
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Kapitel 2ApproximationstheorieIn diesem Kapitel wollen wir eine Funktion f durh eine �einfahe� Funktion u(mit u ∈ U ⊆ C[a, b], z.B. U = Πn ) annähern. Bei der Interpolation sollte
u an gegebenen Punkten mit f übereinstimmen (s. Numerik I, Kapitel 6). Beider Approximation soll u die Funktion f im ganzen De�nitionsbereih �gut�darstellen. Unter �gut� verstehen wir, dass ‖f −u‖ klein ist und beshäftigen unshauptsählih mit der Tshebyshe�-Norm ‖f‖∞ := maxx∈[a,b] |f(x)|.2.1 Approximationssätze von WeierstraÿIn diesem Abshnitt wollen wir den in Abshnitt 1.4 shon benutzten Satz vonWeierstraÿ (Satz 1.19) beweisen. Dazu benutzen wir so genannte Korovkin-Operatoren.De�nition 2.1 Eine Abbildung K : C[a, b] → C[a, b] heiÿt monoton, falls füralle f, g ∈ C[a, b] gilt

f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ [a, b] ⇒ Kf(x) ≤ Kg(x), ∀x ∈ [a, b].Eine Folge Kn : C[a, b] → C[a, b], n ∈ N heiÿt Korovkin-Folge, falls(a) Kn ist monotoner, linearer Operator für alle n ∈ N.(b) limn→∞ ‖Knf − f‖∞ = 0 für f ∈ {1, x, x2} (gleihmäÿige Konvergenz).Bemerkung: Ist Kn Korovkin-Folge, so gilt
lim

n→∞
‖Knf − f‖∞ = 0, ∀f ∈ Π2,denn: f ∈ Π2 lässt sih shreiben als f(x) = αx + βx + γ · 1, also ist

‖Knf − f‖ = ‖αKn(x
2) + βKn(x) + γKn(1) − αx2 − βx − γ‖, da Kn linear

≤ |α|‖Knx
2 − x2‖

︸ ︷︷ ︸

→0

+ |β|‖Knx − x‖
︸ ︷︷ ︸

→0

+ |γ|‖Kn1 − 1‖
︸ ︷︷ ︸

→0

→ 0 für n → ∞. 35



Überrashenderweise folgt aus der gleihmäÿigen Konvergenz auf Π2 sogar diegleihmäÿige Konvergenz für alle stetigen Funktionen!Satz 2.2 Ist {Kn} eine Korovkin-Folge auf C[a, b], so gilt
lim

n→∞
‖Knf − f‖∞ = 0 für alle f ∈ C[a, b].Beweis: Ist f stetig auf [a, b], so ist f sogar gleihmäÿig stetig auf [a, b], d.h. zu

ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass
|f(x) − f(y)| ≤ ε

3
für alle x, y ∈ [0, 1] mit |x − y| < δ.Sei nun t ∈ [a, b] fest.

• Falls |x − t| < δ gilt also |f(x) − f(t)| < ε
3
.

• Falls |x − t| ≥ δ, so gilt
|f(x) − f(t)| ≤ |f(x)| + |f(t)| ≤ 2‖f‖∞

≤ 2‖f‖∞
(

x − t

δ

)2

︸ ︷︷ ︸

≥1

.Zusammen erhalten wir
∀x ∈ [a, b] : |f(x) − f(t)| ≤ ε

3
︸︷︷︸

≥0

+ 2‖f‖∞
(

x − t

δ

)2

︸ ︷︷ ︸

≥0

. (2.1)Seien nun
pt(x) = f(t) − ε

3
− 2‖f‖∞

(
x − t

δ

)2

qt(x) = f(t) +
ε

3
+ 2‖f‖∞

(
x − t

δ

)2

.Dann lässt sih (2.1) shreiben als
pt(x) ≤ f(x) ≤ qt(x), ∀x ∈ [a, b]. (2.2)

Kn ist monoton für alle n, also gilt Knpt(x) ≤ Knf(x) ≤ Knqt(x). Weil pt, qt ∈
Π2[a, b] konvergiert die Anwendung der Kn auf sie gleihmäÿig (in x), d.h.

|Knqt(x) − qt(x)| → 0 für n → ∞
|Knpt(x) − pt(x)| → 0 für n → ∞36



für alle x und für alle t.Wir möhten nun ein N ∈ N, so wählen, dass für alle n ≥ N , für alle x ∈ [a, b]und für alle t ∈ [a, b] gilt
|Knqt(x) − qt(x)| ≤ ε

3

|Knpt(x) − pt(x)| ≤ ε

3
. (2.3)Dazu ist gleihmäÿige Konvergenz von Knqt(x)− qt(x) in x und in t nötig. Diesezeigt man für qt wie folgt:

qt(x) = f(t) +
ε

3
+ 2‖f‖∞

(x − t)2

δ2

= f(t) +
ε

3
+

2‖f‖∞
δ2

(x2 − 2tx + t2)

= 1

(

f(t) +
ε

3
+

2t2‖f‖∞
δ2

)

− 4tx
‖f‖∞

δ2
+ 2x2‖f‖∞

δ2
.Man beahte, dass ein Polynom vom Grad zwei in x vorliegt. Aus letzterer Über-legung ergibt sih:

|Knqt(x) − qt(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣
(Kn1 − 1)

[

f(t) +
ε

3
+

2t2‖f‖∞
δ2

]

+ (Knx − x)

[−4t‖f‖∞
δ2

]

+(Knx
2 − x2)

[
2‖f‖∞

δ2

]∣∣
∣
∣
∣

≤ ‖Kn1 − 1‖∞
(

‖f‖∞ +
ε

3
+

2c2‖f‖∞
δ2

)

+ ‖Knx − x‖∞
4c‖f‖∞

δ2
+ ‖Knx

2 − x2‖∞
2‖f‖∞

δ2mit c := max{|a|, |b|}. Dieser Ausdruk hängt weder von x noh von t ab undstrebt gleihmäÿig gegen Null. Für pt erhält man analog einen ähnlihen Aus-druk.Damit �nden wir also N ∈ N, so dass (2.3) gilt und erhalten daraus:
pt(x) − ε

3
≤ Knf(x) ≤ qt(x) +

ε

3
. (2.4)Es folgt für alle x, t und n > N :

pt(x) − qt(x) − ε

3
≤ f(x) − qt(x) − ε

3
, denn pt(x) ≤ f(x) nah (2.2)

≤ f(x) − Knf(x), weil Knf(x) ≤ qt(x) + ε
3
nah (2.4)

≤ f(x) − pt(x) +
ε

3
, durh pt(x) − ε

3
≤ Knf(x) aus (2.4)

≤ qt(x) − pt(x) +
ε

3
, da f(x) ≤ qt(x) nah (2.2).37



Insbesondere gilt das auh für t = x. Wegen
px(x) − qx(x) = f(x) − ε

3
− 2‖f‖∞ · 0 − f(x) − ε

3
− 2‖f‖∞ · 0

= −2
3
εgilt also

−2
3
ε − ε

3
≤ f(x) − Knf(x) ≤ 2

3
ε + ε

3oder
|f(x) − Knf(x)| ≤ εfür alle n ≥ N und x ∈ [a, b]. QEDJetzt kann man zeigen, dass jede stetige Funktion beliebig gut durh Polynomeapproximiert werden kann, indem man eine Folge von Korovkin-Operatoren
Kn : C[a, b] → Πnangibt, die jede stetige Funktion auf ein Polynom abbilden. Das wird durh dieBernstein-Operatoren erfüllt.Notation 2.3

Bn : C[0, 1] → Πn(R),de�niert durh
Bnf(x) :=

n∑

j=0

(
n

j

)

f

(
j

n

)

xj(1 − x)n−j, x ∈ [0, 1]nennt man Bernstein-Operatoren.Satz 2.4 Die Bernsteinoperatoren bilden eine Korovkin-Folge auf C[0, 1].Beweis:(a) Die Bn sind linear und monoton, da x ≥ 0 und 1− x ≥ 0 für alle x ∈ [0, 1].(b) Zu zeigen bleibt noh: Bnf − f → 0 für n → ∞ für f ∈ {1, x, x2}.Wir betrahten zunähst den Fall f(x) = 1:
Bn1(x) =

n∑

j=0

(
n

j

)

xj(1 − x)n−j = 1 = 1(x),nah dem Binomishen Lehrsatz, also ist Bn1 = 1.38



Sei nun f(x) = x:
Bnx =

n∑

j=1

(
n

j

)
j

n
xj(1 − x)n−j

=
n−1∑

j=0

(
n

j + 1

)
j + 1

n
xj+1(1 − x)n−j−1

= x
n−1∑

j=0

(
n − 1

j

)

xj(1 − x)(n−1)−j

︸ ︷︷ ︸

=1

, denn (x

y

)
y

x
=

(
x − 1

y − 1

)

= x = f(x).Wir betrahten abshlieÿend f(x) = x2. Nah etwas Rehnen erhält man
Bnf(x) =

n − 1

n
x2 +

x

n
,und somit

|f(x) − Bnf(x)| =

∣
∣
∣
∣
x2 − n − 1

n
x2 − x

n

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1

n
x2 − x

n

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

x2

n

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

x

n

∣
∣
∣
∣
≤ 2

n
→ 0,also ‖f − Bnf‖∞ → 0 für n → ∞. QEDDamit folgt der Satz von Weierstraÿ:Satz 2.5 (Weierstraÿ) Zu jedem f ∈ C[a, b] und jedem ε > 0 gibt es ein Poly-nom p so, dass ‖f − p‖∞ < ε.Beweis: Für [a, b] = [0, 1] folgt die Aussage aus Satz 2.2 und Satz 2.4. Im allge-meinen Fall sei f ∈ C[a, b]. Wir de�nieren

g(s) := f((b − a)s + a) ∈ C[0, 1].Zu g existiert ein Polynom q, so dass ‖g − q‖∞ < ε. Sei weiterhin p(t) := q( t−a
b−a

),
t ∈ [a, b]. Dann ist p ein Polynom und weil t = (b − a)s + a äquivalent ist zu
t−a
b−a

= s folgt
f(t) − p(t) = g

(
t − a

b − a

)

− q

(
t − a

b − a

)und daraus
‖f − p‖∞ = ‖g − q‖∞ < ε,also ist p das gesuhte Polynom für f . QED39



Bemerkung: Für f ∈ C[a, b] de�niert man die Bernstein-Operatoren vermöge
Bnf(x) =

n∑

j=0

(
n

j

)

f

(

a + (b − a)
j

n

)(
x − a

b − a

)j

︸ ︷︷ ︸

=:y

(
b − x

b − a

)n−j

︸ ︷︷ ︸

=1−y

=
1

(b − a)n

n∑

j=0

(
n

j

)

f

(

a + (b − a)
j

n

)

(x − a)j(b − x)jindem man
[a, b] → [0, 1] via x → x − a

b − aabbildet.Übungsaufgabe: Wandeln Sie Bnf so ab, dass sie eine Korovkin-Folge auf
C[a, b] erhalten. (Das ist ein alternativer Beweis zum Satz 2.5).In Satz 2.5 haben wir den Abstand zwishen der Funktion f und ihrer Approxi-mation durh

‖f − p‖∞ := max
x∈[a,b]

|f(x) − g(x)|gemessen. Statt der Norm ‖ · ‖∞ verwenden wir im folgenden Satz die Lp[a, b]-Normen, die durh
‖f‖p :=

p

√
∫ b

a

|f(x)|pdxde�niert sind.Satz 2.6 Zu jedem f ∈ C[a, b] und jedem ε > 0 gibt es ein Polynom q so, dass
‖f − q‖p < ε.Beweis: Sei ε > 0. Nah Satz 2.5 gibt es ein Polynom q, so dass ‖f − q‖∞ < ε′ :=

ε
(b−a)

. Dann gilt
‖f − q‖p

p =

∫ b

a

|f(x) − q(x)|pdx

≤ ‖f − q‖p
∞

∫ b

a

1dx

= ‖f − q‖p
∞(b − a) < (ε′)p(b − a) = εp,also ‖f − q‖p ≤ ε. QEDVon Weierstraÿ stammt auh das folgende Approximationsresultat für trigono-metrishe Polynome, das wir ohne Beweis angeben:Satz 2.7 Zu jedem f ∈ C(R) mit Periode 2π und jedem ε > 0 existiert eintrigonometrishes Polynom T so, dass ‖f − T‖∞ < ε und ‖f − T‖p < ε für alle

Lp[0, 2π]-Normen. 40



2.2 ExistenzsätzeWir verallgemeinern nun den Begri� der Approximation.De�nition 2.8 Sei V ein normierter Vektorraum und M ⊆ V eine Teilmengevon V . Sei f ∈ V . Dann heiÿt u∗ ∈ M beste Approximation an f , falls
‖f − u∗‖ ≤ ‖f − u‖ für alle u ∈ M.Man nennt d(f, M) := infu∈M ‖f − u‖ den (Minimal-)Abstand von f zu M .Beispiele:1. V = C[a, b], M = Π4[a, b]: Approximation einer stetigen Funktion f ∈ Vdurh ein Polynom bis Grad 4.2. V = Rn, M ⊆ Rn: Approximation eines Punktes durh einen (anderen)Punkt aus M . Hierbei ist d(x, M) der Abstand des Punktes x ∈ V von derMenge M .Für ‖ · ‖ = ‖ · ‖2 ist u∗ die orthogonale Projektion von x auf M .Punkte gleihenAbstands

b

b

u∗
x

M

b

b

u∗

x

MFür ‖ · ‖ = ‖ · ‖1 ist u∗ wie in der Abbildung.
b bu∗ xM

M

bxb

u∗

3. In der linearen Ausgleihsrehnung (Numerik I, Kapitel 4.2) sind A ∈ Rm,nmit m > n und b ∈ Rm gegeben. Gesuht ist ein x ∈ Rn, sodass ‖Ax − b‖2möglihst klein ist. Wir formulieren das Problem zu einer Approximations-aufgabe um: Seien V = Rm, M = {Ax : x ∈ Rn} und b ∈ V gegeben. Finde
u∗ ∈ M , sodass ‖b − u∗‖ möglihst klein ist.41



De�nition 2.9 Sei M ⊆ V , V normierter Vektorraum. M heiÿt Existenz-menge, falls es zu jedem f ∈ V eine beste Approximation auf f gibt. M heiÿtTshebyshe�-Menge, falls es zu jedem f ∈ V genau eine beste Approximationgibt. M heiÿt diht in V , falls d(f, M) = 0 für alle f ∈ V .Beispiele:
• Π∞ ⊆ C[a, b] ist keine Existenzmenge, aber
• der Satz von Weierstraÿ (Satz 2.5) besagt, dass für M = Π∞ � den Raumaller Polynome � gilt

d(f, M) = inf
p∈M

‖f − q‖∞

= 0 für alle f ∈ C[a, b],also liegt Π∞ diht in C[a, b].
• Dagegen ist Π4[a, b] niht diht in C[a, b].
• Jede konvexe, kompakte Menge M ⊆ Rn ist Tshebyshe�-Menge bzgl. ‖·‖2.
• Bzgl. ‖·‖1 ist z.B. ein gleihshenkliges Dreiek mit ahsenparallelen Kantenkeine Existenzmenge.

b

45◦

45◦

• Q liegt diht in R, ist aber keine Existenzmenge.Lemma 2.10 Sei M eine kompakte Teilmenge eines normierten Raums V . Dannist M Existenzmenge.Beweis: ‖ · ‖ ist stetig, genauer: Sei f ∈ V . Betrahte
ϕ :V → R

v 7→ ‖f − v‖.Dann gibt es für jedes ε > 0 ein δ := ε, sodass
|ϕ(v) − ϕ(u)| = |‖f − v‖ − ‖f − u‖| ≤ ‖u − v‖ ≤ εfür alle u, v mit ‖u−v‖ ≤ δ. Also ist ϕ eine stetige Funktion auf einer kompaktenMenge und nimmt entsprehend ihr Minimum an. QED42



Lemma 2.11 Es gilt: |d(f, M) − d(g, M)| ≤ ‖f − g‖ für alle f, g ∈ V , V nor-mierter Vektorraum und M ⊆ V , d.h. der Minimalabstand hängt stetig von demzu approximierenden Element ab.Beweis: Seien f, g ∈ V , ε > 0. Wähle u(ε) ∈ M so, dass ‖g−u(ε)‖ ≤ d(g, M)+ε.Dann gilt:
d(f, M) ≤ ‖f − u(ε)‖ ≤ ‖f − g‖ + ‖g + u(ε)‖

≤ ‖f − g‖ + d(g, M) + εalso d(f, M) − d(g, M) ≤ ‖f − g‖ + ε. Analog erhält man, wenn man f und gvertausht:
d(g, M) − d(f, M) ≤ ‖f − g‖ + ε.Zusammen ergibt sih:

|d(g, M) − d(f, M)| ≤ ‖f − g‖ + ε für alle ε > 0also |d(g, M) − d(f, M)| ≤ ‖f − g‖. QEDWir betrahten nun Mengen M ⊆ V mit weiteren Eigenshaften:1. M konvexe Teilmenge von V .2. M Unterraum von V .Wir erinnern uns:
M konvex ⇔ ∀x, y ∈ M, ∀λ ∈ (0, 1) : λx + (1 − λ)y ∈ M.Es gilt:

• Jeder Unterraum ist konvex.
• ∅ ist konvex.
• M1, M2 konvex ⇒ M1 ∩ M2 konvex.Im Folgenden bezeihnet U∗

(f) die Menge der besten Approximationen an f ∈ Vaus M .Satz 2.12 Sei V normierter Vektorraum und M ⊆ V konvex. Zu f ∈ V existiereeine beste Approximation u∗ ∈ M , d.h. U∗
(f) 6= ∅. Dann gilt: Entweder U∗

(f) = {u∗}oder |U∗
(f)| = ∞ und U∗

(f) ist konvex. 43



Beweis: Seien u1, u2 beides beste Approximationen an f , also
d(f, u1) = ‖f − u1‖ = ‖f − u2‖ = d(f, u2).Betrahte u := tu1 + (1 − t)u2 ∈ M für beliebiges t ∈ [0, 1]. Dann gilt
‖f − u‖ = ‖(f − u1)t + (f − u2)(1 − t)‖

≤ |t| ‖f − u1‖
︸ ︷︷ ︸

=d(f,u1)

+|1 − t| ‖f − u2‖
︸ ︷︷ ︸

=d(f,u2)

= d(f, u1),also ist u auh beste Approximation an f und die Menge U∗
(f) ist konvex. Weil

|{tu1 + (1 − t)u2 : t ∈ [0, 1]}| = ∞,hat die Menge aller besten Approximationen � wie jede konvexe Menge mit mehrals einem Element � unendlih viele Elemente. QEDBeispiele: V = R2, ‖ · ‖ = ‖ · ‖1.
bf

Mkonvexe Mengebeshreibt besteApproximation
bb fu∗

MbesteApproximationeindeutig
bb

b

f

u∗

u∗

MGenau zweibeste Approxi-mationenSpeziell für lineare Unterräume M gilt die folgende Aussage:Satz 2.13 Sei U ein endlih-dimensionaler Unterraum eines normierten Vek-torraums V . Dann ist U eine Existenzmenge. Weiterhin ist für alle f ∈ V dieMenge der besten Approximationen U∗
(f) konvex und es gilt entweder |U∗

(f)| = 1oder |U∗
(f)| = ∞.Beweis: Weil U ein Unterraum ist, gilt 0 ∈ U . Sei

U0 = {u ∈ U : ‖f − u‖ ≤ ‖f − 0‖}die Menge aller Elemente aus U , die f mindestens genauso gut approximierenwie 0. Es ist also U∗
(f) ⊂ U0. 44



U0 ist abgeshlossen (weil ‖ · ‖ stetig ist) und beshränkt (weil ‖u‖ ≤ ‖u − f‖ +
‖f‖ ≤ 2‖f‖ für alle u ∈ U0). Zusammen folgt, dass U0 eine kompakte Menge ist.Nah Lemma 2.10 existiert also eine beste Approximation an f aus U0. Diese istbeste Approximation an f aus U .Weil jeder Unterraum insbesondere konvex ist, folgt der zweite Teil aus Satz 2.12.QEDBemerkung: Die Voraussetzung �endlih-dimensional� ist nötig! Betrahte dazu
V = C[a, b] mit ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞ und U = Π∞[a, b]. Sei f ∈ C[a, b] \ Π∞[a, b]. Danngilt zwar d(f, U) = 0, aber weil f kein Polynom ist, wird dieses In�mum nieangenommen.Bemerkung: Man kann zeigen, dass die beste Approximation in EuklidishenRäumen � sofern sie existiert � immer eindeutig ist.2.3 Tshebyshe�-Approximation in C[a, b]Wir untersuhen nun wieder die Approximation einer stetigen Funktion f ∈
C[a, b] durh u∗ ∈ U ⊆ C[a, b]. Dabei betrahten wir als Abstand

‖u − f‖∞ = max
x∈[a,b]

|u(x) − f(x)|.Aus Satz 2.13 wissen wir, dass jeder endlih-dimensionale Unterraum U ⊆ C[a, b]eine Existenzmenge ist. Um die Eindeutigkeit zu behandeln, betrahten wir uni-solvente Räume (siehe auh Numerik I).De�nition 2.14 Sei U ⊆ C[a, b] ein Unterraum von C[a, b] mit dim(U) = n.Dann heiÿt U Haar'sher Raum der Dimension n, falls jedes u ∈ U \ {0}höhstens n − 1 Nullstellen in [a, b] hat.Bemerkung: Ein Haar'sher Raum ist unisolvent bezüglih jeder Menge X ⊂ [a, b]mit |X| ≥ n.Beispiel: Es ist Πn ⊆ C[a, b] ein Haar'sher Raum der Dimension n + 1, dennjedes niht-vershwindende Polynom vom Grad maximal n hat höhstens n Null-stellen in [a, b].Die Approximation einer Funktion bezüglih der ‖ · ‖∞-Norm soll zunähst aneinem ausführlihen Beispiel demonstriert werden.Beispiel: Betrahte I = [0, 1] und f(x) = x2 ∈ C[0, 1].Wir interessieren uns für die beste lineare Approximation, suhen also eine Funk-tion u∗(x) = α + βx mit minimalem Abstand ‖f − u∗‖∞ zu f .45
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+

+

+

1

1

keine optimale Lösung

f

Für den Fehler gilt:
‖f − u∗‖∞ = max

x∈[0,1]
|f(x) − u∗(x)|

= max
x∈[0,1]

|x2 − βx − α|.Es gilt
• x2 − βx − α wird als konvexe Funktion am Rand maximal, also für x = 0oder für x = 1 mit Maximalwerten |α| oder |β + α − 1|.
• −x2 + βx + α wird als konkave und di�erenzierbare Funktion am Randmaximal, oder falls ihr Gradient gleih Null ist, also falls

−2x + β = 0 ⇔ x = 1
2
β.Der Maximalwert beträgt dann |1

4
β2 − 1

2
β2 − α| = |α + 1

4
β2|.Wir erhalten also

‖f − u∗‖∞ = max{|α|, |β + α − 1|, |α + 1
4
β2|}.Für welhe α, β wird dieser Ausdruk minimal?

• Dazu müssen alle drei Terme den gleihen Wert annehmen. Man kann sihdas durh eine Falluntersheidung leiht klarmahen: Sind die Werte nihtgleih, gilt also zum Beispiel |α| > |β + α + 1| und |α| > |α + 1
4
β2|, sokann die Lösung verbessert werden, indem man α (auf Kosten von β) etwasreduziert. (Analog in den anderen Fällen.)

• Auÿerdem müssen die Vorzeihen der drei Terme alternieren; sonst könnteman die Gerade ebenfalls verbessern (Skizze).46



Durh eine Skizze lassen sih beide Aussagen veranshaulihen: Ist eine der dreiStreken länger als die beiden anderen, so kann man sie durh Vershieben undDrehen von u auf Kosten der anderen verkürzen und so u verbessern.
| | |

+

+

+

1

1

keine optimale Lösung | | |

+

+

+

1

1

optimale Lösung kanndurh Vershiebenerreiht werden

f f

u∗

In unserem Beispiel erhält man für den Fall
f(0) > u∗(0), f(1

2
β) < u∗(1

2
β) und f(1) > u∗(1)die Gleihungen

−α = α + 1
4
β2 = 1 − α − β, d.h. 2α + 1

4
β2 = 0 und 1 − β = 0.woraus folgt, dass β = 1, α = −1

8
und ‖f − u‖∞ = 1

8
. Da das Vorzeihenalternieren muss, gibt es nur noh einen weiteren Fall: f(0) < u∗(0), f(1

2
β) >

u∗(1
2
β) und f(1) < u∗(1). Dieser liefert keinen besseren Wert für ‖f − u∗‖∞, alsoist

u∗(x) = x − 1
8die beste Approximation.

| | |

+

+

+

1

1

beste Approximation

f

u∗
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Das Beispiel motiviert die folgende De�nition:De�nition 2.15 Sei U ein Haar'sher Raum der Dimension n über [a, b]. EineMenge X von n + 1 Punkten a ≤ x1 < x2 < · · · < xn+1 ≤ b heiÿt Alternantefür f ∈ C[a, b] und u ∈ U , falls
sign

(

f(xj) − u(xj)

)

= σ(−1)j , 1 ≤ j ≤ n + 1gilt mit einer Konstanten σ ∈ {−1, 1}.Eine Menge X ist also Alternante für f und u, wenn f −u in den xj alternierenddas Vorzeihen wehselt.Satz 2.16 Sei U ein n-dimensionaler Haar'sher Raum über [a, b]. Gibt es zu
f ∈ C[a, b] und u∗ ∈ U eine Alternante X mit

|f(xj) − u∗(xj)| = ‖f − u∗‖∞, 1 ≤ j ≤ n + 1,so ist u∗ eine beste Approximation an f aus U .Beweis: Sei X = {x1, . . . , xn, xn+1} Alternante mit
sign(f(xj) − u∗(xj)) = σ(−1)j für alle 1 ≤ j ≤ n + 1für ein festes σ ∈ {−1, 1}. Sei u ∈ U . Wir wollen zeigen, dass

‖f − u∗‖∞ ≤ ‖f − u‖∞.Dazu rehnen wir
‖f − u∗‖∞ = |f(xj) − u∗(xj)| für j = 1, . . . , n + 1

= (f(xj) − u∗(xj))σ(−1)j für j = 1, . . . , n + 1

= (f(xj) − u(xj))σ(−1)j + (u(xj) − u∗(xj))σ(−1)jfür j = 1, . . . , n + 1 (2.5)Um diesen Ausdruk weiter abzushätzen, zeigen wir zunähst, dass es ein j0 ∈
{1, . . . , n − 1} so gibt, dass

(u(xj0) − u∗(xj0))(−1)j0σ ≤ 0. (2.6)Dazu nehmen wir an, dass (2.6) für kein j0 gültig ist. Das heiÿt,
(u(xj) − u∗(xj))(−1)jσ > 0 für alle j ∈ {1, 2, . . . , n, n + 1},48



also würde u−u∗ in jedem der n Intervalle (xj , xj+1), j = 1, . . . , n das Vorzeihenwehseln. Nah dem Zwishenwertsatz hätte die stetige Funktion u − u∗ alsomindestens n Nullstellen. Aber u − u∗ ∈ U und U haben wir als Haar'shenRaum der Dimension n vorausgesetzt. Somit gilt:
u − u∗ ≡ 0 oder u − u∗ hat höhstens n − 1 Nullstellen.Daraus ergibt sih also u ≡ u∗; das aber ist ein Widerspruh zu u(xj) 6= u∗(xj)an den Punkten x1, . . . , xn+1.Wir verwenden die eben gezeigte Aussage, um ‖f −u∗‖ in (2.5) weiter abzushät-zen, indem wir für j den Index j0 wählen, der (2.6) erfüllt. Wir erhalten:

‖f − u∗‖∞ = (f(xj0) − u(xj0))σ(−1)j0 + (u(xj0) − u∗(xj0))σ(−1)j0

︸ ︷︷ ︸

≤0 nah (2.6)

≤ |f(xj0) − u(xj0)| ≤ ‖f − u‖∞. QEDUm eine beste Approximation zu �nden, maht es also Sinn, f zunähst auf einerdiskreten Menge X = (x1, . . . , xn+1) zu approximieren. Wir führen die folgendenBezeihnungen ein.Notation: Einen Vektor X = (x1, . . . , xn+1)
T ∈ Rn+1 mit a ≤ x1 < x2 < · · · <

xn < xn+1 ≤ b nennen wir Referenz. Wir de�nieren
‖(u − f)|X‖∞ := max

i=1,...,n+1
|u(xi) − f(xi)|.Gilt für u∗ ∈ U dass

‖(u∗ − f)|X‖∞ ≤ ‖(u − f)|X‖∞für alle u ∈ U , so nennt man u∗ beste Approximation an f aus U aufder Referenz X, oder diskrete Approximation auf X oder Tshebyshe�-Approximation an f aus U auf X.Korollar 2.17 Sei U ein Haar'sher Raum der Dimension n über [a, b]. Gibt eszu f ∈ C[a, b] und u∗ ∈ U eine Alternante X mit
|f(xj) − u∗(xj)| = onst für alle 1 ≤ j ≤ n + 1(das heiÿt dann, dass |f(xj) − u∗(xj)| = ‖(f − u∗)|X‖∞ für alle 1 ≤ j ≤ n + 1),so ist u∗ Tshebyshe�-Approximante auf X an f aus U .49



Beweis: Der Beweis verläuft genau analog zu dem Beweis von Satz 2.16, nurbetrahtet man statt ‖f − u∗‖∞ den Ausdruk ‖(f − u∗)|X‖∞ beziehungsweisestatt ‖f − u‖∞ den Ausdruk ‖(f − u)|X‖∞. QEDDas ergibt folgende Idee, um eine beste Approximation iterativ anzunähern.1. Starte mit Referenz X und bestimme u∗ ∈ U so, dass
• X ist Alternante für f und u∗

• |f(xi) − u∗(xi)| = onst.Dann ist u∗ beste diskrete Approximation an f aus U auf X (nah Korol-lar 2.17).2. Gilt zusätzlih, dass ‖f − u∗‖∞ = onst(= ‖(f − u∗)|X‖∞), so ist u∗ besteApproximante an f aus U auf ganz [a, b] (nah Satz 2.16).3. Sonst verändere die Referenz X und gehe zu 1.Wir werden im Folgenden besprehen,
• wie man in Shritt 1 die diskrete Tshebyshe�-Approximante berehnenkann, und
• wie man in Shritt 3 die Referenz X geeignet modi�ziert, so dass das Ver-fahren konvergiert.Wir beginnen mit der Berehnung der diskreten Tshebyshe�-Approximante.Sei u1, . . . , un eine Basis von U . Sei X eine Referenz und bezeihne

ρX = dX(f, U) = inf
u∈U

‖(f − u)|X‖∞den Minimalabstand von f und U bzgl. der Referenz X = (x1, . . . , xn+1)
T . Wirsuhen

u∗ =

n∑

j=1

αjuj,genauer also die Koe�zienten α1, . . . , αn. Sei σX das Vorzeihen von f(x1) −
u∗(x1). Dann müssen die folgenden n + 1 Bedingungen erfüllt sein:

f(xi) − u∗(xi) = ρXσX(−1)i−1, ∀i = 1, . . . , n + 1.Das shreiben wir um zu:
f(xi) =

n∑

j=1

αjuj(xi) + (−1)i−1

︸ ︷︷ ︸
:=un+1bekannt σXρX

︸ ︷︷ ︸
=:αn+1Variable 1 ≤ i ≤ n + 1.50



Als Gleihungssystem erhält man n + 1 Gleihungen in n + 1 Variablen, wobeiwir zur Vereinfahung der Shreibweise
un+1(xi) := (−1)i−1setzen. In Matrixform ergibt sih:








u1(x1) · · · un(x1) un+1(x1)

u1(x2)
. . . ...... . . . ...

u1(xn+1) · · · un(xn+1) un+1(xn+1)








︸ ︷︷ ︸

=:A








α1

α2...
αn+1








=








f(x1)
f(x2)...

f(xn+1)








. (2.7)
Ist dieses Gleihungssystem lösbar? Wir benutzen den Laplaeshen Entwik-lungssatz für die letzte Spalte. Sei dazu

Di =












u1(x1) · · · un(x1)... ...
u1(xi−1) · · · un(xi−1)
u1(xi+1) · · · un(xi+1)... ...
u1(xn+1) · · · un(xn+1)












∈ Rn,n.

Dann gilt:
det(A) =

n+1∑

i=1

(−1)i un+1(xi)
︸ ︷︷ ︸

=(−1)i−1

det(Di)

=

n+1∑

i=1

det(Di).

Di ist die zu den Punkten x1, . . . , xi−1, xx+1, . . . , xn gehörende Interpolationsma-trix, daher ist det Di 6= 0 für alle i. Man kann sogar zeigen, dass alle det Di dasgleihe Vorzeihen haben, also gilt det A 6= 0. Auÿerdem gilt der folgende Satz:Satz 2.18 Sei U ein Haar'sher Raum der Dimension n über [a, b] und sei X =
a ≤ x1 < x2 < · · · ≤ xn+1 = b eine Referenz. Dann gibt es zu jedem f ∈ C[a, b]genau eine Lösung der Tshebyshe�-Approximation. Man kann sie durh Lösendes linearen Gleihungssystems (2.7) berehnen.Beweisskizze:

• Weil (2.7) eindeutig lösbar ist, folgt die Existenz der Tshebyshe�-Approximation.51



• Um die Eindeutigkeit nahzuweisen, muss man zeigen, dass jede Tshebyshe�-Approximante auh Lösung von (2.7) ist. Weil (2.7) eindeutig lösbar ist,folgt daraus die Behauptung.Übungsaufgabe: Sei U ein Haar'sher Raum der Dimension n über [a, b] undsei X ⊆ [a, b] mit a ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ b, also |X| = n. Bestimmen Sie dX(f, U)!Bevor wir das Remes-Verfahren formulieren, mahen wir uns die Idee, die besteApproximation durh eine beste diskrete Approximation anzunähern, an folgen-dem Lemma klar:Lemma 2.19 Sei X eine Referenz. Dann gilt
dX(f, U) ≤ d(f, U).Beweis: Sei u ∈ U . Dann gilt

‖(f − u)|X‖∞ = max
i=1,...,n+1

|f(xi) − u(xi)| ≤ ‖f − u‖∞und folglih
inf
u∈U

‖(f − u)|X‖∞ ≤ inf
u∈U

‖f − u‖∞,also dX(f, U) ≤ d(f, U). QED
Wenn man also d(f, U) durh dX(f, U) annähern möhte, ist die Referenz Xdafür besser geeignet als die Referenz X ′, falls dX(f, U) ≥ dX′(f, U), also fallsdie Fehlerfunktion f − u∗

X für die Tshebyshe�-Approximante u∗
X bezüglih derReferenz X möglihst groÿ ist! Diese Beobahtung wird im Remes-Verfahren wiefolgt ausgenutzt: 52



Algorithmus 1: Remes-VerfahrenInput: f ∈ C[a, b], U ⊆ C[a, b] Haar'sher Raum der Dimension n.Shritt 1: Wähle Startreferenz X(0) = {x(0)
1 , . . . , x

(0)
n+1}, j := 0,Shritt 2: Bestimme die Tshebysheff-Approximation u∗

j auf X(j) an f. Sei
pj=dX(j)(f, U) = ‖(f − u∗

j )|X(j)‖∞.Shritt 3: Falls dX(j)(f, U) = ‖f − u∗
j‖∞: STOP. Lösung sei v∗j.Shritt 4: Bestimme die neue Referenz X(j+1), die den folgenden dreiBedingungen genügt:a) sign(f − u∗

j )(x
(j+1)
k ) = − sign(f − u∗

j )(x
(j+1)
k+1 ) für alle 1 ≤ k ≤ n.b) |(f − u∗

j )(x
(j+1)
k )| ≥ dX(j)(f, U) für alle 1 ≤ k ≤ n + 1.) ‖(f − u∗

j)|X(j+1)‖∞ = ‖f − u∗
j‖∞.Setze j := j + 1 und gehe zu 2.Zunähst analysieren wir Shritt 4:

• Bedingung a) bedeutet, dass die alte Fehlerfunktion f − u∗
j auh auf derneuen Referenz X(j+1) alternieren soll.

• Bedingung b) besagt, dass die alte Fehlerfunktion f − u∗
j , angewendet aufdie Punkte der neuen Referenz, niht kleiner sein darf als an den Punktender alten Referenz.

• Zusammen mit Bedingung ) heiÿt das sogar, dass die alte Fehlerfunktion,angewendet auf die neuen Punkte, maximal werden soll, also den Gesamt-fehler ‖f − u∗
j‖∞ an einem der neuen Punkte annehmen muss.Man versuht also, gemäÿ der Aussage von Lemma (2.19), die neue Referenz sozu wählen, dass ihr Fehler möglihst groÿ wird. Bevor wir uns mit der Konvergenzdes Remes-Verfahrens beshäftigen, zeigen wir, dass es in Shritt 4 immer einepassende neue Referenz gibt.Lemma 2.20 Es gibt eine Referenz X(j+1), die den Bedingungen von Shritt 4genügt, falls dX(j) < ‖f − u∗

j‖∞.Beweis: Die Referenz X(j) genügt den Randbedingungen a) und b). Wir werdendaher nur einen Punkt aus X(j) gegen einen neuen austaushen. Dazu bestimmen53



wir x̃ mit
‖f − u∗

j‖ = f(x̃) − u∗
j(x̃)als einen Punkt in [a, b], an dem der Fehler maximal wird. Wegen

dX(j) < ‖f − u∗
j‖∞ist x̃ 6= xk für k = 1, . . . , n + 1. Wir untersheiden drei Fälle:1. Existiert ein k, so dass x

(j)
k < x̃ < x

(j)
k+1, so setze x

(j+1)
k := x̃ falls sign(f −

u∗
j)(x

(j+1)
k ) = sign(f − u∗

j)(x̃), sonst x
(j)
k+1 := x̃. Man ersetzt also entweder

x
(j)
k oder x

(j)
k+1 durh x̃.2. Falls x̃ < x
(j)
1 , setze x

(j+1)
1 := x̃. Falls sign(f − u∗

j)(x1) 6= sign(f − u∗
j)(x̃),setze auÿerdem x

(j+1)
k+1 := x

(j)
k für k = 1, . . . , n. (Im ersten Fall wird also x

(j)
1aus der Referenz entfernt, im zweiten Fall x

(j)
n+1.)3. Falls x̃ > x

(j)
n+1 analog zu Fall 2. QEDIn der Praxis ersetzt man meistens mehr als einen Punkt aus X(j).Jetzt können wir folgenden Satz über das Remes-Verfahren formulieren:Satz 2.21 Sei U ⊆ C[a, b] ein Haar-Raum der Dimension n und sei f ∈ C[a, b]\

U . Dann existiert genau eine beste Approximation u∗ ∈ U auf f aus U auf [a, b].Ferner briht das Remes-Verfahren entweder nah endlih vielen Shritten mit
u∗ ab, oder es liefert Folgen {X(j)}, {u∗

j} und {pj} mit folgenden Eigenshaften:
• {pj} konvergiert mindestens linear gegen ‖f − u∗‖. Genauer existiert eineKonstante q ∈ (0, 1) mit

‖f − u∗‖ − pj+1 ≤ q(‖f − u∗‖ − pj), j ∈ N0

• {u∗
j} konvergiert gleihmäÿig auf I gegen die Lösung u∗.Beweis: Briht das Verfahren nah endlih vielen Shritten ab, so gibt es ein

j ∈ N0 mit
ρj = ‖(f − u∗

j)|X(j)‖∞ = ‖f − u∗
j‖∞,also ist u∗

j beste Approximation an f auf I nah Satz (2.16).Nehmen wir also an, das Verfahren endet niht. Dann kann man zeigen, dass dieFolge (pj) aufgrund der Bedingungen a), b) und ) streng monoton wahsend ist.Wegen Lemma 2.19 ist
ρj ≤ d(f, U)54



also ist die Folge nah oben beshränkt. Daraus folgt Konvergenz.Der Nahweis der mindestens linearen Konvergenz wird hier niht beshrieben.Die Eindeutigkeit folgt folgendermaÿen: Sei
{X(j)} ⊆ Menge aller Referenzen,dann besitzt diese eine konvergente Teilfolge, die gegen eine Referenz X∗ konver-giert. Sei u∗ die zugehörige Tshebyshe�-Approximante, die Lösung von infu∈U ‖f−

u‖∞ ist. Sei ũ eine weitere Lösung des Approximationsproblems, dann ist ũ auheine Tshebyshe�-Approximation an f aus V auf [a.b]. Nah Satz 2.18 ist dieseeindeutig, also u∗ = ũ. QEDBemerkung: Die beste Approximation u∗ ist eindeutig und u∗
j → u∗. Aber dieFolge der Referenzen X(j) hat nur eine konvergente Teilfolge, weil es zu u∗ mehrereAlternanten geben kann, als Häufungspunkte der Referenzen auftreten können.Als Folge des letzten Satzes erhalten wir die �Rükrihtung� zu Satz 2.16:Satz 2.22 (Alternantensatz) Sei U ein n-dimensionaler Haar'sher Raum über

[a, b]. Ein Element u∗ ∈ U ist genau dann beste Approximation an f ∈ C[a, b],wenn es eine Alternate X für f und u∗ mit
|f(xj) − u∗(xj)| = ‖f − u∗‖∞, 1 ≤ j ≤ n + 1gibt. Die beste Approximation u∗ ist eindeutig bestimmt, die Alternante aber niht.Durh das Remes-Verfahren haben wir konstruktiv gezeigt, dass jeder Haar'sheRaum eine Tshebyshe�-Menge ist. Der nähste Satz sagt, dass Haar'she Räumedie einzigen Tshebyshe�-Mengen sind.Satz 2.23 Sei U ein n-dimensionaler Unterraum von C[a, b]. Dann gilt:

U ist Haar'sher Raum ⇔ U ist Tshebyshe�-Menge.
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2.4 ZusammenfassungZiel: • Nähere ein Objekt f (aus einem VR V ) durh ein �einfaheres Objekt�an
• �einfaher�: Aus einer Menge M ⊆ V

• �annähern�: ‖f −u∗‖ ≤ ‖f −u‖, ∀u ∈ M ⇒ u∗ ist beste Annäherung (besteApproximation)Beispiele
• V = C[a, b], ‖ · ‖∞, M z.B. Πn: Approximation von Funktionen
• V = Rn, ‖ · ‖ bel. Norm, M ⊆ Rn: Projektion
• V = Rn, M = {Ax : x ∈ Rn}, ‖ · ‖2: Ausgleihsrehnung (A ∈ Rm,n)Existenz- und Tshebyshe�-Mengen
• M Existenzmenge, falls eine beste Approximation u∗ ∈ M existiert
• M Tshebyshe�-Menge, falls genau eine beste Approximation existiert
• M kompakt ⇒ M Existenzmenge
• M konvex ⇒ ∃ keine, genau eine oder unendl. viele beste Approx. undbilden eine konvexe Menge.Speziell für C[a, b]Satz von Weierstrass
• Satz von Weierstrass:

∀ε > 0, ∀f ∈ C[a, b] : ∃p ∈ Π∞ : ‖f − p‖∞ < ε

• Beweisskizze:� {Kn}Korovkin-Folge, fallsKn linear und monoton ∀n und limn→∞ ‖Knf−
f‖∞ = 0 für f ∈ {1, x, x2}� Ist {Kn} Korovkin-Folge, dann gilt limn→∞ ‖Knf − f‖∞ = 0, ∀f ∈
C[a, b]� Ziel: Finde Korovkin-Folge Kn : C[a, b] → Π∞[a, b]� Bernstein-Operatoren! ⇒ Beweis56



• Folge: Satz von Weierstraÿ gilt auh für ‖ · ‖Lp
-Normen;

‖f‖Lp
=

p

√
∫ b

a

|f(x)|pdxTshebyshe�-Approx. in Haar'shen Räumen
• . . . , d.h.

V = C[a, b], ‖f‖∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)|, M ist Haar'sher Raum
• U ist Haar'sher Raum der Dim. n, falls jedes u ∈ U \ {0} höhstens n− 1Nullstellen hat.
• X = {x1 < x2 < · · · < xn+1} ⊆ [a, b] heiÿt Alternante für f und u, falls

sign(f(xj) − u(xj)) = σ(−1)j , σ ∈ {−1, 1}

• Kriterium: U ⊆ V Haar'sher Raum der Dim. n, f ∈ [a, b], u∗ ∈ U : Gibt eseine Alternante X mit |f(xj) − u∗(xj)| = ‖f − u∗‖∞, j = 1, . . . , n − 1, soist u∗ beste Approx. an f (aus V )Diskrete Approximation
• Gegeben: X = {x1, . . . , xn+1}. Finde u∗ : ‖(f − u∗)|X‖∞ ≤ ‖(f − u)|X‖∞,
∀u ∈ U .

• Kriterium: u∗ ∈ U ist beste diskrete Approx., falls
|f(xj) − u∗(xj)| ≤ ‖(f − u∗)|X‖∞für eine Alternate X für f und u∗.

• Lösen durh ein Gleihungssystem (n + 1 Var., n + 1 Bed.)
• Lösung des diskreten Approx.-Prob. ist immer existent und eindeutigRemes-Verfahren
• Starte mit einer Referenz X(0), j = 0

• diskrete Approx. u(j) an f in X(j)

• Falls u(j) beste Approx. an f ist → STOP.
• sonst: neue Referenz durh Austaushen (eines) der Punkte in X(j)

• Wihtig: ‖(f − u∗
j)|X(j)‖∞ < ‖(f − u∗

j+1)|X(j+1)‖∞
• Es gilt: Konvergenz (sublinear) zu eindeutiger Lösung57



Alternantensatz
• U Haar'sher Raum der Dim. n, f ∈ C[a, b], u∗ ∈ U ist beste Approx. an faus U bzgl. ‖·‖∞ ⇔ es ex. eine Alternante X mit ‖(f−u∗)|X‖∞ = ‖f−u∗‖∞

• Beweis: Kriterium + Eindeutigkeit durh Remes-Verfahren
• Bemerkung: Für Unterräume U gilt: Haar'sher Raum ⇔ Tshebyshe�-Raum (Tshebyshe�-Menge)
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Kapitel 3Numerik gewöhnliherDi�erentialgleihungen
3.1 Einführung und NotationWir beshäftigen uns in diesem Kapitel hauptsählih mit gewöhnlihen, explizi-ten Di�erentialgleihungen erster Ordnung, gegeben durh

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ I = [a, b] (3.1)Dabei ist
• x : I → Rd eine gesuhte, di�erenzierbare Funktion auf einem Intervall

I = [a, b] ⊆ R (Kurve) und x′(t) =

(
x′

1(t)...
x′

d
(t)

) der Tangentialvektor von x an
t.

• f : D ⊆ (R × Rd) → Rd eine gegebene Funktion.Wir klären zunähst einige Begri�e.Notation 3.1
• Eine Di�erentialgleihung heiÿt gewöhnlih, wenn die unbekannte Funk-tion x nur von einer reellen Variablen abhängt. Hängt x von mehreren Va-riablen ab, d.h. gilt

x : B → Rd, B ⊆ Rk,so liegt eine partielle Di�erentialgleihung vor.
• Eine Di�erentialgleihung hat die Ordnung k, falls nur Ableitungen von

x bis zur Ordnung k vorkommen. Sie hat die Ordnung 1, falls nur die ersteAbleitung von x vorkommt. 59



• Man nennt eine Di�erentialgleihung explizit, falls der höhste Ableitungs-term isoliert auftauht, ansonsten implizit.
• Für d = 1 nennt man die Di�erentialgleihung skalar, für d > 1 sprihtman auh von einem System von Di�erentialgleihungen.Beispiele:
• F (t, x(t), x′(t)) = 0, t ∈ I = [a, b] mit einer gegebenen Funktion F : R ×

Rd × Rd → Rd ist eine gewöhnlihe, implizite Di�erentialgleihung ersterOrdnung.
• y(k)(t) = g(t, y(t), . . . , y(k−1)(t)), t ∈ I = [a, b] mit einer gesuhten Funktion

y : I → R2, die k-mal di�erenzierbar ist, ist eine gewöhnlihe, expliziteDi�erentialgleihung der Ordnung k.
• x′(t) = x(t), t ∈ [a, b] ist eine gewöhnlihe, explizite, skalare Di�erential-gleihung erster Ordnung.Notation 3.2 Eine gewöhnlihe Di�erentialgleihung der Form

x′(t) = f(x(t)),bei der die rehte Seite niht explizit von t abhängt, heiÿt autonom.Wir beshäftigen uns im Wesentlihen mit expliziten, gewöhnlihen Di�erential-gleihungen.Beispiel:
x′

1(t) = −x2(t)

x′
2(t) = x1(t)ist eine gewöhnlihe, explizite und autonome Di�erentialgleihung (bzw. ein Sys-tem von Di�erentialgleihungen) der Form
x′(t) = f(t, x(t))mit f(t, x(t)) =

(−x2(t)

x1(t)

)

.Eine Lösung dieser Di�erentialgleihung ist
x(t) =

(
cos(t)

sin(t)

)

,denn
x′

1(t) = cos′(t) = − sin(t) = −x2(t),
x′

2(t) = sin′(t) = cos(t) = x1(t).60



Es gibt aber noh weitere Lösungen, nämlih
x̃(t) = C · x(t − t0) =

(
C · cos(t − t0)

C · sin(t − t0)

)für alle t0 ∈ R und C ∈ R, denn
x̃′(t) =

(−C · sin(t − t0)

C · cos(t − t0)

)

=

(−x̃2(t)

x̃1(t)

)

.Veranshaulihung:Die rehte Seite der Di�erentialgleihung beshreibt ein Vektorfeld
f : R2 → R2,

(
x1

x2

)

7→
(−x2

x1

)

,das man durh einen Vektor α
(−x2

x1

) in jedem Punkt ( x1
x2

) skizzieren kann. DieLösung x(t) =
( cos(t)

sin(t)

) beshreibt eine Kurve im R2, zu der das Vektorfeld injedem Punkt tangential ist.

| | | | |

+

+

+

+

+

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

Lemma 3.3 Jede gewöhnlihe, explizite Di�erentialgleihung der Ordnung k kannin eine äquivalente Di�erentialgleihung erster Ordnung transformiert werden.Beweis: Sei
y(k)(t) = g(t, y(t), . . . , y(k−1)(t)), t ∈ Imit einer gesuhten, k-mal di�erenzierbaren Funktion y : I → Rd gegeben. De�-niere xj : I → Rd durh

xj(t) := y(j)(t) für j = 0, . . . , k − 1.61



Dann gilt:
x′

j(t) = y(j)′(t) = y(j+1)(t) = xj+1(t) für j = 0, . . . , k − 2und
x′

k−1(t) = y(k−1)′(t) = y(k)(t) = g(t, y(t), . . . , y(k−1)(t)) = g(t, x0(t), . . . , xk−1(t)),also erhält man das System
Rkd ∋ x′(t)







x′
0(t) = x1(t)

x′
1(t) = x2(t)...

x′
k−2(t) = xk−1(t)

x′
k−1(t) = g(t, x0(t), . . . , xk−1(t)),







f(t, x(t))

in dem nur Ableitungen der Ordnung 1 vorkommen. Sei nun eine Lösung diesesSystems gegeben durh eine di�erenzierbare Funktionen xj mit j = 0, . . . , k − 1.Dann ist
y(t) = x0(t)

k-mal di�erenzierbar, da
y(j)(t) = xj(t) für j = 0, . . . , k − 1gilt und alle xj mindestens einmal di�erenzierbar sind. Weiterhin gilt:

y(k)(t) = y(k−1)′(t) = x′
k−1(t) = g(t, x0(t), . . . , xk−1(t)) = g(t, y(t), . . . , y(k−1)(t)).QEDDie Lösung einer Di�erentialgleihung ist im Allgemeinen niht eindeutig be-stimmt. In dem Beispiel auf Seite 59 hatten wir zum Beispiel zwei Parameter Cund t0 zu wählen. Um die Eindeutigkeit zu erhalten, müssen die freien Variablendurh zusätzlihe Bedingungen festgelegt werden.Notation 3.4 Ein Anfangswertproblem (AWP) einer gewöhnlihen Di�e-rentialgleihung erster Ordnung ist gegeben durh

x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0. (AWP)Ein Randwertproblem einer gewöhnlihen Di�erentialgleihung zweiter Ord-nung ist gegeben durh
x′′(t) = f(t, x(t), x′(t)), x(a) = ra, x(b) = rb.Dabei sind x0, ra, rb ∈ Rd. 62



Bemerkung: Die Gleihung x(t) = x0 besteht aus d Bedingungen, sie legt also dParameter fest (falls sie eindeutig lösbar ist).Bemerkung: Die numerishe Behandlung von Randwertproblemen und Anfangs-wertproblemen ist untershiedlih. In dieser Vorlesung befassen wir uns mit An-fangswertproblemen.Wir kommen noh einmal auf autonome Di�erentialgleihungen zurük.Lemma 3.5 Sei x : I → Rd eine Lösung einer autonomen Di�erentialgleihung
x′(t) = f(x(t)). Dann ist

y : I → Rd, t 7→ x(t − t0)auh eine Lösung der Di�erentialgleihung und zwar für alle t0 ∈ R.Beweis:
y′(t) = x′(t − t0) = f(x(t − t0)) = f(y(t)) QEDBemerkung: Im Beispiel auf Seite 59 haben wir die Aussage genutzt, um Lösun-gen zu erzeugen.Bemerkung: Oft beshreibt der Parameter t die Zeit. Die Aussage des Lemmaslautet dann: Die Lösung einer autonomen Di�erentialgleihung ist invariant ge-genüber Zeittransformationen.Lemma 3.6 Jedes Anfangswertproblem der Form x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0lässt sih in ein äquivalentes, autonomes Anfangswertproblem transformieren.Beweis: De�niere s(t) := t und y(t) =

(
s(t)
x(t)

). Betrahte das autonome System
y′(t) =

(
s′(t)

x′(t)

)

=

(
1

f(y(t))

)

, y(t0) =

(
s(t0)

x(t0)

)

=

(
t0
x0

)

. (3.2)
• Sei x eine Lösung von x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0. Mit s(t) := t erhaltenwir

y′(t) =

(
s′(t)

x′(t)

)

=

(
1

f(t, x(t))

)

=

(
1

f(s(t), x(t))

)

=

(
1

f(y(t))

)

,also eine Lösung von (3.2).
• Sei nun y(t) =

(
s(t)
x(t)

) eine Lösung von (3.2). Dann gilt:
s′(t) = 1, setze also s(t) = t.Damit ist

x′(t) = f(y(t)) = f(s(t), x(t)) = f(t, x(t))eine Lösung von x′(t) = f(t, x(t)).Den Übergang eines Anfangswertproblemes zu (3.2) nennt man auh Autono-misierung des Anfangswertproblemes.63



Zwei praktishe AnwendungenBewegung eines Massepunktes. Die Bewegung eines Massepunktes zur Zeit
t am Ort x kann durh die Di�erentialgleihung 2. Ordnung

m · x′′(t) = g(t, x)beshrieben werden. Die Funktion g beshreibt dabei die Wirkung äuÿerer Kräfte,z.B. erhält man bei einer einseitig gespannten Feder g(t, x) = −kx, wobei k dieFederkonstante bezeihnet. Weiterhin ist meist der Anfangspunkt x0 = x(t0) unddie Anfangsgeshwindigkeit x′
0 = x′(t0) vorgegeben.Das System kann in das folgende äquivalente System 1. Ordnung verwandeltwerden:
x′

1(t) = x2(t)

x′
2(t) = − k

m
x1(t),mit Anfangsbedingungen

x1(t0) = x0, x2(t0) = x′
0.Dieses System von Di�erentialgleihungen ist erster Ordnung, linear und auto-nom. Die Lösung ist gegeben durh

x(t) = x1(t) = x0 cos

(√
k
m

t

)

+ x′
0 sin

(√
k
m

t

)

x′(t) = x2(t)Volterra-Lottka Zyklus. Betrahte ein ökologishes System mit zwei Arten,bei denen die eine Art der anderen als Nahrung dient. Entsprehend bezeihnenwir sie als �Jäger� und �Beute�. Sei
xJ(t) = die Gröÿe der Jäger-Population zur Zeit t und
xB(t) = die Gröÿe der Beute-Population zur Zeit t.Die Wahstumsrate der Populationen ergibt sih aus der Di�erenz der Gebur-tenrate und der Sterberate. Dabei nehmen wir an, dass für die Beute-Populationgenügend Nahrung vorhanden sei, so dass sie sih (im ungestörten Fall) expo-nentiell vermehren würde, die Geburtenrate also konstant ist. Mit geeignetenParametern α, β > 0 ergibt sih dann

x′
B(t) = αxB(t) − βxB(t)xJ(t).Die Gleihung kann wie folgt interpretiert werden:64



• das ungestörte eigene Wahstum der Beute-Population resultiert aus ei-nem exponentiellen Wahstum xB = eαx und ist daher durh x′
B = αxBbeshrieben.

• die Anzahl der durh Jagd gestorbenen Beutetiere ist proportional zur Rate,mit der sih Jäger und Beute tre�en, auf einem begrenzten Gebiet alsoproportional zu xB und proportional zu xJ .Für die Jäger-Population ergibt sih
x′

J(t) = γxJ (t)xB(t) − δxJ(t),ebenfalls mit geeigneten Parametern γ, δ > 0. Die Interpretation dieser Gleihungist wie folgt:
• Die Jäger-Population wähst exponentiell mit Rate γ und proportional zurBeute-Population xB,
• die natürlihe Sterberate ist (bei exponentiellem Wahstum) x′

J = −δxJ .Die Lösung dieses Systems von Di�erentialgleihungen führt zu periodishen Lö-sungen, die man auh Volterra-Lottka-Zyklen nennt. Bilder dazu �nden sih z.B.in der Wikipedia.Wir beenden diesen einführenden Abshnitt mit einer letzten Notation.Notation 3.7 Ein System von Di�erentialgleihungen heiÿt linear, falls
x′(t) = f(t, x) := A(t)x + g(t)gilt, wobei g : I → Rd eine stetige Funktion ist und A = (aij)i,j=1,...,d eine d × d-Matrix mit stetigen Einträgen aij : I → R.Von den beiden oben beshriebenen Anwendungsbeispielen ist das erste linear,das Volterra-Lottka-System aber nihtlinear.3.2 Existenz und EindeutigkeitIn diesem Abshnitt wollen wir die Existenz und die Eindeutigkeit von Lösungenfür Anfangswertprobleme der Form

x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0untersuhen. Wir zeigen zunähst zwei Beispiele.65



• Das erste Beispiel zeigt, dass die Lösung im Allgemeinen niht eindeutigsein muss. Sei folgendes Anfangswertproblem
x′(t) = |x(t)|α

x(0) = 0für einen Parameter α ∈ (0, 1) gegeben. Die Di�erentialgleihung hat diefolgenden beiden Lösungen x̃ und x:
x̃(t) ≡ 0

x(t) =

{

((1 − α)t)
1

1−α für t ≥ 0
0 für t < 0Für x̃ sieht man das direkt, für die zweite Lösung x rehnet man nah:� x(0) = 0,� x′(t) = |x(t)|α für t ≥ 0 und x′(t) = 0 für t < 0,� und x(0) = x′(0) = 0, also ist x stetig und di�erenzierbar.

• Das zweite Beispiel zeigt, dass keine Lösung auf ganz I existieren muss:Betrahten wir
x′(t) = (x(t))2

x(0) = 1.Die Lösung x(t) = − 1
t−1

ist nur für t 6= 1 de�niert und kann wegen
lim
t→1

x(t) = ∞niht als stetige Funktion für t ≥ 1 fortgesetzt werden. Tatsählih existiertin diesem Fall keine Lösung des Anfangswertproblemes für alle t > 0. DerE�ekt wird auh �blow up� genannt.Um die Frage nah Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen für Anfangswert-probleme zu beantworten, formulieren wir (AWP) zu einer so genannten Integral-gleihung um.Lemma 3.8 Sei D ⊆ Rd+1 o�en, f : D → Rd stetig, a ≤ t0 ≤ b und x : [a, b] →
Rd eine Funktion. Es gelte

{(t, x(t)) : t ∈ [a, b]} ⊆ D.Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:66



1. x ist stetig di�erenzierbar und löst das (AWP)
x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [a, b]

x(t0) = x02. x ist stetig und erfüllt die Integralgleihung
x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ, t ∈ [a, b]. (3.3)Beweis: 1 =⇒ 2: Sei x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0 eine Lösung des Anfangswert-problemes. Nah dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung giltdann
x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

x′(τ)dτ

= x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ.

2 =⇒ 1: Sei nun x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(τ, x(τ))dτ . Da f und x beide stetig sind, ist

∫ t

t0
f(τ, x(τ))dτ stetig nah t di�erenzierbar. Also ist x stetig di�erenzierbarund die Ableitung von x ist gegeben durh

x′(t) =
d

dt

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ = f(t, x(t))nah dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung. Weiter gilt:
x(t0) = x0 +

∫ t0

t0

f(τ, x(τ))dτ = x0 QEDWozu hilft uns dieses Lemma? Der Vorteil liegt darin, dass wir durh die Inte-gralgleihung eine Fixpunktgleihung in der unbekannten Funktion x gefundenhaben. Diese sieht wie folgt aus:Wir de�nieren den Operator F , den wir auf x : I → Rd anwenden wollen durh
(F (x))(t) := x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ.Dann kann man die Integralgleihung (3.3) shreiben als
x(t) = (F (x))(t)67



oder, kürzer, als
x = F (x).Unsere gesuhte Lösung x kann also als die Lösung einer Fixpunktgleihung ineinem unendlih dimensionalen Raum aufgefasst werden. Wir wollen darauf nunden Banah'shen Fixpunktsatz anwenden. Dieser wurde in Numerik I behan-delt. Zur Wiederholung erinnern wir daran, dass jeder vollständige und normierteRaum ein Banah-Raum ist, und dass für eine Teilmenge U eines Banahrau-mes X eine Abbildung Φ : U → X kontrahierend ist, falls es einen reellenKontraktionsfaktor q < 1 so gibt, dass

‖Φ(x) − Φ(y)‖ ≤ q‖x − y‖ für alle x, y ∈ U.Der Banah'she Fixpunktsatz lautet wie folgt:Satz 3.9 (Banah'sher Fixpunktsatz) Sei X ein Banah-Raum mit Norm
‖ · ‖ und U ⊆ X eine abgeshlossene Teilmenge von X. Sei weiterhin F : U →
U eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor q < 1. Dann hat dieFixpunktgleihung F (x) = x einen eindeutigen Fixpunkt x∗.Für den Beweis verweisen wir auf die Vorlesung Numerik I.Im Folgenden bezeihne ‖ ·‖2 die Euklidishe Norm. Wir erinnern an die folgendeBezeihnung.Notation 3.10

• Sei f : D → Rd, D ⊆ Rd+1. f ist Lipshitzstetig bezüglih seinerletzten d Variablen, falls zu jedem (t0, x0) ∈ D eine Umgebung U :=
U(t0, x0) ⊆ D und eine Konstante L = L(t0, x0) so existiert, dass

‖f(t, x) − f(t, y)‖2 ≤ L‖x − y‖2 für alle (t, x), (t, y) ∈ U.

• Sei f : D → Rd, D = I × Rd. f ist global Lipshitzstetig bezüglihseine letzten d Variablen, falls es eine Konstante L > 0 so gibt, dass
‖f(t, x) − f(t, y)‖2 ≤ L‖x − y‖2 für alle t ∈ I und x, y ∈ Rd.Damit formulieren wir nun das Hauptergebnis dieses Abshnitts.Satz 3.11 (Satz von Piard-Lindelöf) Sei D ⊆ Rd+1 o�en und sei f : D →

Rd stetig und bezüglih der letzten d Variablen Lipshitzstetig. Dann existiert zujedem (t0, x0) ∈ D eine Umgebung I von t0, auf der das Anfangswertproblem
x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0eindeutig lösbar ist. 68



Bemerkung: Der Satz liefert nur die lokale Existenz von Lösungen, also auf klei-nen Intervallen für t um t0.Beweis: Seien (t0, x0) ∈ D gegeben. Weil f Lipshitzstetig ist, existiert Ū :=
U(t0, x0) ⊆ D und L = L(t0, x0) so, dass

‖f(t, x) − f(t, y)‖2 ≤ L‖x − y‖2, für alle (t, x), (t, y) ∈ Ū .Wir wählen nun α, β > 0 so, dass für
Iα = {t ∈ R : |t − t0| ≤ α} = [t0 − α, t0 + α]und Bβ = {x ∈ Rd : ‖x − x0‖2 ≤ β}gilt:

Iα × Bβ ⊆ Ū .Da f stetig auf der kompakten Menge Iα × Bβ ist, existiert
M := max

(t,x)∈Iα×Bβ

‖f(t, x)‖2.

Ū

Iα × BβWir wählen α∗ mit
0 < α∗ ≤ min

(
β

M
, α

)

,d.h. α∗ > 0, α∗ ≤ α und α∗M ≤ β. Sei weiterhin
I∗ := [−α∗ + t0, α

∗ + t0].Wir wollen den Banah'shen Fixpunktsatz anwenden und wählen dazu
• als Banahraum: X := C(I∗, Rd) als Menge der stetigen Funktionen von I∗nah Rd,
• als Norm

‖x‖B := sup
t∈I∗

e−2L|t−t0|‖x(t)‖2, für alle x ∈ X,

• als Teilmenge U den Unterraum
U := {x ∈ X : sup

t∈I∗
‖x(t) − x0‖2 ≤ β}69



• und als Abbildung F : U → X, x 7→ F (x) den vorhin shon genanntenOperator F , der durh
(F (x))(t) := x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτde�niert ist.Jetzt überprüfen wir die Voraussetzungen des Banahshen Fixpunktsatzes.1) X ist Vektorraum. Es ist leiht zu zeigen, dass ‖ · ‖B Norm auf X ist. Dass
X vollständig ist, kann man mit Methoden der Analysis nahrehnen.2) U ist abgeshlossen. Sei dazu (xn) mit xn ∈ U eine Folge, die bezüglih
‖ · ‖B (gleihmäÿig) gegen x ∈ X konvergiert.Wir wollen zeigen, dass x ∈ U . Dazu berehnen wir:

‖x(t) − x0‖2 = ‖ lim
n→∞

xn(t) − x0‖2 = lim
n→∞

‖xn(t) − x0‖2,denn die Normfunktion ist stetig. Weil xn, x0 ∈ U ist, gilt weiter
‖xn(t) − x0‖2 ≤ β für alle t ∈ I∗ und alle n ∈ N,also

‖x(t) − x0‖2 = lim
n→∞

‖xn(t) − x0‖2
︸ ︷︷ ︸

≤β ∀n

≤ β für alle t ∈ I∗.Es folgt: x ∈ U .3) Sei F : U → U , sei x ∈ U . Dann ist F (x) ∈ X. Wir wollen zeigen, dass
F (x) ∈ U , d.h.

sup
t∈I∗

‖(F (x))(t) − x0‖2 ≤ βund berehnen dazu:
‖(F (x))(t) − x0‖2 =

∥
∥
∥
∥

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ

∥
∥
∥
∥

2

≤ |t − t0| + max
t̃∈I∗,x̃∈Bβ

‖f(t̃, x̃)‖2 (3.4)
≤ α∗
︸︷︷︸

t,t0∈I∗

· M
︸︷︷︸Def.von M

≤ β
︸︷︷︸Def.von α∗

für alle t ∈ I∗.In Abshätzung (3.4) darf man über der Menge t̃ ∈ I∗, x̃ ∈ Bβ maximieren,weil
• mit t, t0 ∈ I∗ das ganze Intervall zwishen t und t∗ in I∗ liegt, und weil70



• aus x ∈ U folgt, dass ‖x(τ) − x0‖2 ≤ β und entsprehend {x(τ) : τ ∈
[t0, t]} ⊆ Bβ.Also folgt: F (x) ∈ U .4) F ist Kontraktion. Wähle x, y ∈ U und betrahte

e−2L|t−t0|‖(F (x))(t) − (F (y))(t)‖2. (3.5)Der Übersiht halber betrahten wir zunähst nur:
‖(F (x))(t) − (F (y))(t)‖2

=

∥
∥
∥
∥

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) − f(τ, y(τ))dτ

∥
∥
∥
∥

2

≤ sign(t − t0)

∫ t

t0

‖f(τ, x(τ)) − f(τ, y(τ))‖2 dτ

≤ L sign(t − t0)

∫ t

t0

‖x(τ) − y(τ)‖2dτ

≤ L sign(t − t0)

∫ t

t0

e2L|τ−t0| e−2L|τ−t0|‖x(τ) − y(τ)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤‖x−y‖B

dτ

≤ L sign(t − t0)

∫ t

t0

e2L|τ−t0|dτ‖x − y‖B

≤ L sign(t − t0)

[
1

2L
e2L|t−t0|

]t

t0

‖x − y‖B

= L sign(t − t0)
1

2L
sign(t − t0)(e

2L|t−t0| − 1)‖x − y‖B

=
1

2
(e2L|t−t0| − 1)‖x − y‖B.Dieses setzen wir jetzt in (3.5) ein und erhalten

e−2L|t−t0|‖(F (x))(t) − (F (y))(t)‖2

≤ 1
2
‖x − y‖B

(

1 − e−2L|t−t0|
︸ ︷︷ ︸

≥0
︸ ︷︷ ︸

≤1

)

≤ 1
2
‖x − y‖B,also gilt

‖F (x) − F (y)‖B = sup
t∈I∗

e−2L|t−t0|‖(F (x))(t) − (F (y))(t)‖2

≤ 1
2
‖x − y‖B,d.h. F ist Kontraktion mit q = 1

2
.71



Somit sind alle Voraussetzungen des Banahshen Fixpunktsatzes erfüllt und wirerhalten:
x = F (x) besitzt eine eindeutige Lösung in U.Abshlieÿend müssen wir noh ausshlieÿen, dass F noh einen weiteren Fixpunkt

y ∈ X mit {(t, y(t)) : t ∈ I∗} ⊆ D besitzt, der niht in U liegt. Dazu ersetzen wirim vorhergehenden Beweis β durh β/2 und erhalten wie unter Punkt 2):
‖x(t) − x0‖2 ≤

β

2
für |t − t0| ≤ α̃ := min

(
β

2M
, α

)

.Sei weiterhin unser �neues� U

Ũ = {x ∈ X : sup
t:|t−t0|<α̃

‖x(t) − x0‖2 ≤ β/2}.Angenommen, so ein Fixpunkt y ∈ X \ Ũ existiert und löst damit (AWP). Wegen
y(t0) = x0 gibt es α∗∗ mit 0 < α∗∗ < α̃ und

‖y(t) − x0‖ ≤ β für |t − t0| < α∗∗.sowie x(t) 6= y(t) für mindestens ein t∆ mit |t∆ − t0| < α∗∗. Weil ‖x(t) − x0‖ ≤
β/2 ≤ β für alle |t − t0| < α̃,

| | ||

t0 − α̃ t∆ t0 t0 + α̃

‖y(t) − x0‖2 ≤ β

‖x(t) − x0‖2 ≤ β/2 ≤ β

∃t∆ : x(t∆) 6= y(t∆)gäbe es aber auf I∗∗ := [−α∗∗ + t0, α
∗∗ + t0] zwei vershiedene Lösungen x, y derFixpunktgleihung, die beide in

U∗∗ = {x ∈ X : sup
t∈I∗∗

‖x(t) − x0‖2 ≤ β}liegen, was nah dem Banahshen Fixpunktsatz niht sein kann. QEDDie globale Existenz einer Lösung liefert der folgende Satz:Satz 3.12 Sei I ⊆ R ein Intervall, sei D = I ×Rd und sei f : D → Rd bezüglihder letzten d Variablen global Lipshitzstetig. Dann besitzt das Anfangswertpro-blem x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0 für alle (t0, x0) ∈ D eine eindeutige Lösung
x : I → Rd. 72



Beweis: Im Beweis des Satzes von Piard-Lindelöf setzen wir Iα = I∗ = I undwählen als Teilmenge U den ganzen Banahraum, also U = X. Die Konstanten
α, α∗, β, M werden nun niht mehr benötigt. Die Details werden hier niht aus-geführt. QEDBeispiel: Wir untersuhen die Voraussetzungen der Sätze 3.11 und 3.12 am zwei-ten Beispiel auf Seite 65,

x′(t) = (x(t))2

x(0) = 1.Wir erhalten f(t, x) = x2 und entsprehend
‖f(t, x) − f(t, y)‖2 = |x2 − y2| = |x + y| · |x − y| ≤ L · |x − y| für alle x, y ∈ Ifalls

L ≥ |x + y| für alle x, y ∈ Igilt.Das ist auf jedem beshränkten Intervall erfüllt, niht aber auf I = [0,∞) oder auf
I = R. Das Anfangswertproblem erfüllt daher die Voraussetzungen von Satz 3.11,aber niht die von Satz 3.12, was zu dem so genannten �blow up� E�ekt führt.Unter den Voraussetzungen von Satz 3.12 kann dieser �blow up� E�ekt nihtauftreten.Bemerkung: Für lineare Di�erentialgleihungen

x′(t) = A(t)x(t) + g(t)mit t ∈ I und f(t, x) = A(t)x + g(t) erhält man
‖f(t, x) − f(t, y)‖2 = ‖A(t)x + g(t) − A(t)y − g(t)‖2

= ‖A(t)(x − y)‖2 ≤ ‖A(t)‖2‖x − y‖2

≤ L‖x − y‖2,falls L := supt∈I ‖A(t)‖2 < ∞.Die Voraussetzungen von Satz 3.12 sind für lineare Di�erentialgleihungen alsoerfüllt, falls
sup
t∈I

‖A(t)‖2 < ∞.Das gilt insbesondere auf jedem kompakten Intervall I.73



Der Banah'she Fixpunktsatz liefert niht nur theoretishe Aussagen über Exis-tenz und Eindeutigkeit, sondern mit dem Verfahren der sukzessiven Approxi-mation auh ein konvergentes Verfahren zur Bestimmung des Fixpunktes. DiesesVerfahren lässt durh folgenden Iterationsshritt (so genannte Piard-Iterationen)auf Anfangswertprobleme anwenden:
x(n+1)(t) := x(n)(t0) +

∫ t

t0

f(τ, x(n)(τ))dτAls Startwert kann man z.B. x(0)(t) := x0 wählen � das resultierende Verfahrenist allerdings durh die dazu nötige numerishe Auswertung der zahlreih auftre-tenden Integrale ine�zient und wird in der Praxis fast niht verwendet.Satz 3.13 (Globale Eindeutigeit) Sind die Voraussetzungen von Satz 3.11 er-füllt und sind x und y Lösungen des (AWP)
x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0.auf einem beliebigen Intervall I mit t0 ∈ I, so gilt x(t) = y(t) für alle t ∈ I.Beweis: Sei I = [a, b], t0 ∈ I und seien x und y Lösungen des (AWP). Wähle
I ′ ⊆ I als das längste Intervall mit x(t) = y(t) für alle t ∈ I ′.Wir möhten zeigen, dass I = I ′.Angenommen, dies ist gilt niht, dann sei I ′ = [a′, b′] ⊂ I. Dann ist ohne Be-shränkung der Allgemeinheit b′ < b. Wir betrahten das neue (AWP')

z′(t) = f(t, z(t))

z(b′) = x(b′).Nah Satz 3.11 existiert eine Umgebung U = (b′ − α, b′ + α) mit α > 0 auf der(AWP') eindeutig lösbar ist. Weil x und y beides Lösungen für (AWP') sind, folgtalso x(t) = y(t) für alle t ∈ U . Das ist ein Widerspruh zur Maximalität von I ′.QEDAbshlieÿend geben wir noh ein Kriterium an, anhand dessen man die geforderteLipshitz-Bedingung von Satz 3.11 nahweisen kann.Lemma 3.14 Ist f : I × Rd → Rd bezüglih x stetig partiell di�erenzierbar, soerfüllt f die Lipshitz-Bedingung des Satzes 3.11 für alle (t0, x0) ∈ I × Rd .Beweis: (Vergleihe auh den Beweis von Lemma 5.7 aus Numerik I).Weil f bezüglih x stetig partiell di�erenzierbar ist, existiert der Gradient
Dxf(t, x) : R × Rd → (Rd)∗74



und es gilt L := sup(t,x)∈Ū (t0,x0) ‖Dxf(t, x)‖2 < ∞, wenn die Umgebung Ū kom-pakt gewählt wird. Wählt man Ū zusätzlih konvex, so kann man mittels
g(ξ) := f(t, x + ξ(y − x))folgern, dass

‖f(t, y) − f(t, x)‖2 = ‖g(1) − g(0)‖2 =

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0

g′(τ)dτ

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0

Dxf(t, x + τ(y − x)) · (y − x)dτ

∥
∥
∥
∥

2

multivariate Kettenregel
≤

∫ 1

0

‖Dxf(t, x + τ(y − x))‖2 · ‖y − x‖2dτ

≤
∫ 1

0

L‖y − x‖2dτ = L‖y − x‖2. QEDDie Aussage von Satz 3.11 nutzen wir nun, um die Evolution zu de�nieren.De�nition 3.15 Sei D ⊆ Rd+1 o�en, f : D → Rd stetig und Lipshitzstetigbezüglih der letzten d Variablen. Seien t0, t ∈ I und |t − t0| hinreihend klein.Dann de�niert man eine zweiparametrige Funktion
Φt,t0 : Rd → Rddurh Φt,t0(x0) := x(t), wobei x(t) die eindeutige (lokale) Lösung des Anfangs-wertproblemes

x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0ist. Man nennt Φ die Evolution der Di�erentialgleihung x′(t) = f(t, x(t)).
Φt,t0 bildet den Wert der Lösung x zur Zeit t0 auf den Wert der gleihen Lösungzur Zeit t ab.Beispiel: Betrahte x′(t) = (x(t))2, also f(t, x) = x2. Dann ist die eindeutige(lokale) Lösung zu (t0, x0) mit t0 = 0, x0 > 0 gegeben durh

x(t) =
x0

1 − tx0
, für t <

1

x0
.Für die Evolution gilt entsprehend im Fall t > 0

Φt,0(x0) =
x0

1 − tx0
für x0 <

1

t
.75



Lemma 3.16 Die Evolution Φ der Di�erentialgleihung x′(t) = f(t, x(t)) besitztdie folgenden Eigenshaften:(Ev1) Φt0,t0(x0) = x0(Ev2) ∂
∂τ

Φt+τ,t(x0)|τ=0 = f(t, x0)(Ev3) Φt2,t0(x0) = Φt2,t1(Φt1,t0(x0))für alle (t0, x0) ∈ D und |t1 − t0|, |t2 − t0| und |t − t0| hinreihend klein.Weiter ist Φ durh diese drei Bedingungen eindeutig harakterisiert.Beweis: (Ev1) gilt weil Φt0,t0(x0) = x(t0) = x0.(Ev2) Seien x0, t fest. Sei x die Lösung des Anfangswertproblemes zum Startwert
(t, x0). De�niere

g(τ) := Φt+τ,t(x0) = x(t + τ).Dann gilt
∂

∂τ
Φt+τ,t(x0) = g′(τ) = x′(t + τ) = f(t + τ, x(t + τ))

=⇒ ∂

∂τ
Φt+τ,t(x0)|τ=0 = g′(0) = f(t, x(t)) = f(t, x0)(Ev3) Sei x Lösung von

x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0,das heiÿt Φt,t0(x0) = x(t) für alle t nahe genug an t0. Damit gilt:
Φt2,t1(Φt1,t0(x0)) = Φt2,t1(x(t1))

= x(t2) = Φt2,t0(x0),wobei die vorletzte Gleihheit gilt, weil für t2 − t0 hinreihend klein x auhLösung ist von dem Anfangswertproblem
y′(t) = f(t, y(t))

y(t1) = x(t1).(Eindeutigkeit) Sei Ψt,t0 : Rd → Rd eine Funktion, die ebenfalls die drei Be-dingungen (Ev1),(Ev2) und (Ev3) erfüllt. Sei (t0, x0) beliebig. De�niere
x(t) := Ψt,t0(x0).76



Dann gilt
x′(t) =

∂

∂τ
Ψt+τ,t0(x0)|τ=0

=
∂

∂τ

(
Ψt+τ,t

(
Ψt,t0(x0)

))
|τ=0 wegen (Ev3)

= f(t, Ψt,t0(x0)) wegen (Ev2)
= f(t, x(t))und wegen (Ev1) ist auÿerdem x(t0) = Ψt0,t0(x0) = x0. Also ist nahSatz 3.11

x(t) = Φt,t0(x0)die eindeutige (lokale) Lösung des Anfangswertproblemes
x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0,und entsprehend gilt Ψt,t0(x0) = Φt,t0(x0) für alle (t0, x0) ∈ D und alle tmit |t − t0| hinreihend klein. QEDAbshlieÿend führen wir noh den Begri� der Stabilität ein. Dieser gibt an, wiestark sih zwei Lösungen x(t) und y(t) derselben Di�erentialgleihung untershei-den, wenn die Anfangswerte x(t0) und y(t0) nur wenig voneinander abweihen.Dabei interessieren wir uns für die Zukunft, d.h. nur für Werte t ≥ t0.De�nition 3.17 Sei D ⊂ Rd, t0 ∈ R. Die Funktion f : [t0,∞] × D erfüllt eineeinseitige Lipshitz-Bedingung mit Konstante L+ = L+(t) ∈ R, falls
(x − y)T (f(t, x) − f(t, y)) ≤ L+‖x − y‖2

2 ∀x, y ∈ Dund für alle t ∈ [t0,∞]. Kann L+ ≤ 0 gewählt werden, so nennt man f und diezugehörige Di�erentialgleihung x′ = f(t, x) dissipativ.Bemerkung: Aus globaler Lipshitzstetigkeit für t ≥ t0 folgt die einseitige Lipshitz-Bedingung.Dieses zeigen wir im Folgenden.Sei ‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L · ‖x − y‖ für alle x, y ∈ D und alle t ≥ t0. Dann giltnah der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung:
(x − y)T (f(t, x) − f(t, y)) ≤ ‖x − y‖2 · ‖f(t, x) − f(t, y)‖2

≤ L+ · ‖x − y‖2
2 mit L+ = L.Die Umkehrung gilt aber niht, wie das folgende Beispiel zeigt.77



Beispiel: f(t, x) = −x erfüllt die einseitige Lipshitz-Bedingung mit L+ = −1,denn
(x − y)(f(t, x) − f(t, y)) = (x − y)(y − x) = −(x − y)2 = −‖x − y‖2

2.Dagegen ergibt die globale Lipshitz-Bedingung
|f(t, x) − f(t, y)| = |y − x| ≤ L · |y − x|,gilt also nur für L ≥ 1.Satz 3.18 Erfüllt f : [0,∞] × D → Rd eine einseitige Lipshitz-Bedingung mitKonstante L+, so gilt für die Evolution Φ von x′ = f(t, x):

‖Φt,t0(x0) − Φt,t0(y0)‖2 ≤ eL+(t−t0)‖x0 − y0‖2.Für dissipative Systeme gilt insbesondere, dass
‖Φt,t0(x0) − Φt,t0(y0)‖2 ≤ ‖x0 − y0‖2.Beweis: siehe Übungen.3.3 Einshritt-Verfahren3.3.1 GrundlagenObwohl eine Lösung bei stetigen Eingangsdaten immer existiert, ist sie im Allge-meinen selbst bei skalaren Di�erentialgleihungen mit d = 1 niht in geshlossenerForm darstellbar. Meist ist f auh nur durh Messwerte gegeben.Die Grundidee der numerishen Lösung von Anfangswertproblemen ist, die Lö-sung x näherungsweise an diskreten Punkten zu ermitteln:gesuht werden Näherungswerte an den gesuhten Vektor x(t) für t ∈

∆ := {t0, t1, . . . , tN} mit t0 < t1 < . . . < tN = T auf dem Intervall
[t0, T ].Notation 3.19 ∆ := {t0, t1, . . . , tN} mit t0 < t1 < . . . < tN = T heiÿt Gitterauf [t0, T ]. Die Werte Tj := tj+1 − tj nennt man Shrittweiten. Die Feinheitdes Gitters ist gegeben durh

τ∆ := max
j=0,...,N−1

Tj.78



Gesuht ist dann eine Gitterfunktion x∆ : ∆ → Rd, welhe die Lösung von
x′(t) = f(t, x(t)), x′(t0) = x0 auf dem Gitter möglihst gut approximiert.Bei Einshritt-Verfahren ermittelt man x∆ durh eine Zwei-Term-Rekursion:

x∆(tj) → x∆(tj+1),das heiÿt in die Berehnung von x∆(tj+1) geht nur x∆(tj) ein, keine Werte von
ti mit i < j. Dagegen gehen bei Mehr-Term-Rekursionen mehrere Werte in dieBerehnung von x∆(tj+1) mit ein, genauer für m ∈ N:

x∆(tj), . . . , x∆(tj−m) → x∆(tj+1).Diese Rekursionen führen zu Mehrshritt-Verfahren.Im Folgenden wird die Evolution Φ der Di�erentialgleihung durh eine diskreteEvolution Ψ ersetzt.korrekte Evolution:
x(tj+1) = Φtj+1,tj (x(tj))

x(t0) = x0

Approximation durh diskrete Evolution:
x∆(tj+1) := Ψtj+1,tj (x∆(tj))

x∆(t0) := x03.3.2 BeispieleUm Einshritt-Verfahren herzuleiten benutzt man die Integraldarstellung des An-fangswertproblems aus Lemma 3.8:
x(t0 + τ) = x0 +

∫ t0+τ

t0

f(t, x(t))dt. (3.6)Explizites Euler-VerfahrenSeien zunähst
tj := t0 + j · τäquidistante Gitterpunkte. Man approximiert x(tj) aus (3.6) nun iterativ wiefolgt:

x(t1) = x(t0 + τ) = x0 +

∫ t0+τ

t0

f(t, x(t)
︸︷︷︸unbekannt)dt,Um das Integral abzushätzen, verwendet man die Rehtek-Regel mit Funkti-onsauswertung am linken Randpunkt und erhält:

∫ t0+τ

t0

f(t, x(t))dt ≈ τ · f(t0, x0).79



Das ergibt
x(t1) ≈ x0 + τ · f(t0, x0)bzw. für unsere Approximationsfunktion

x∆(t1) = x0 + τ · f(t0, x0).Diese Formel ergibt sih alternativ auh aus dem Di�erenzenquotienten durh
x(t0+τ)−x(t0)

τ
≈ x′(t0) = f(t0, x0).Ist nun x(t1) approximativ bekannt, erhält man

x(t2) = x(t1) +

∫ t1+τ

t1

f(t, x(t))dt

≈ x∆(t1) + τ · f(t1, x∆(t1)) =: x∆(t2)und rekursiv
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τ · f(tj, x∆(tj)).Die diskrete Evolution ergibt sih entsprehend zu

Ψt+τ,tE-Euler(x) = x + τ · f(t, x).Etwas allgemeiner ist es mit τi := ti+1 − ti niht mehr nötig, äquidistante Stütz-stellen zu verwenden. Man erhält
x∆(tj+1) = Ψ

tj+1,tjE-Euler(x∆(tj)) := x∆(tj) + τj · f(tj , x∆(tj)).Interpretation:Um den Wert x∆(tj+1) an tj+1 zu bestimmen, verwendet man denWert in x∆(tj)+τj ·x′(tj , x∆(tj)), also den Startwert und die Steigungan dem Ausgangspunkt (tj, x∆(tj)).Im skalaren Fall nennt man das explizite Euler-Verfahren daher auh Polygonzug-Verfahren.
| | | |

+

+

+

+

t0 t1 t2 t3

x0

x∆(t1)

x∆(t2)

x∆(t3)

b

b

b
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Beispiel: Sei folgendes Problem gegeben:
x′(t) = (x(t))2

x(0) = 1

f(t, x) = x2

∆ = {0, 1
2
, 1, 3

2
}Dann erhält man

x∆(t1) = x0 + 1
2
· f(0, x0) = 1 + 1

2
· 1 = 3

2

x∆(t2) = x∆(t1) + 1
2
· f(t1, x∆(t1)) = 3

2
+ 1

2
· 9

4
= 12

8
+ 9

8
= 21

8
= 2, 625

x∆(t3) = x∆(t2) + 1
2
· f(t2, x∆(t2)) = 21

8
+ 1

2
·
(

21
8

)2 ≈ 6, 07.

| | | | | | | | |
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+

+

+

+
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1

2

3

4

5

6

b

b

b

b

(t1, x1)

(t2, x2)

Die Steigung an t0 ist 1

Die Steigung an t1 ist (3
2

)2
= 2, 25

Implizites Euler-VerfahrenDas implizite Euler-Verfahren entsteht, wenn man das Integral durh dieRehtek-Regel am rehten Randpunkt approximiert:
∫ tj+τj

tj

f(t, x(t))dt ≈ τj · f(tj + τj , x(tj + τ)).Man erhält:
x∆(tj+1) = Ψ

tj+1,tjI-Euler(x∆(tj)) = x∆(tj)
︸ ︷︷ ︸bekannt +τj · f(tj+1, x∆(tj+1)

︸ ︷︷ ︸unbekannt ).Um x∆(tj+1) zu bestimmen, muss also ein (nihtlineares) Gleihungssystem mit
d Unbekannten und d Gleihungen gelöst werden � und das in jedem Shritt!81



Euler-Heun-VerfahrenWählt man statt der Rehtek-Regel die Trapez-Regel zur Integralauswertung,so erhält man die Näherung:
∫ tj+τj

tj

f(t, x(t))dt ≈ tj ·
f(tj, x(tj)) + f(tj + τj , x(tj + τj))

2und es ergibt sih
x∆(tj+1)
︸ ︷︷ ︸unbekannt = Ψ

tj+1,tjE-Heun(x∆(tj)) := x∆(tj)+
τj

2
(f(tj, x∆(tj))+f(tj+1, x∆(tj+1)

︸ ︷︷ ︸unbekannt ). (3.7)Auh dieses Verfahren ist implizit, weil in jedem Zeitshritt der Vektor x∆(tj+1)aus einem (nihtlinearen) Gleihungssystem ermittelt werden muss. In diesemFall kann man dazu das Verfahren der sukzessiven Approximation benutzen:Lemma 3.20 Die Funktion f(t, x) sei Lipshitzstetig bezüglih x mit Lipshitz-konstante L. Sei weiter L · τj < 2 für alle j = 0, . . . , N − 1. Dann lässt sih dasGleihungssystem (3.7) durh sukzessive Approximation
x

(m+1)
∆ (tj+1) := x∆(tj) +

τj

2

[

f(tj , x∆(tj)) + f(tj+1, x
(m)
∆ (tj+1))

]

, m ∈ N0lösen.Beweis: Die Fixpunktgleihung lautet x = g(x) mit
g(x) = x∆(tj) +

τj

2
[f(tj , x∆(tj)) + f(tj+1, x)]in jedem Shritt j. Wir müssen nahweisen, dass g eine Kontraktion ist. Es gilt:

‖g(x) − g(x̃)‖2 =
τj

2
‖f(tj+1, x) − f(tj+1, x̃)‖2 ≤

τj

2
· L · ‖x − x̃‖2

= q · ‖x − x̃‖2 mit q =
τj

2
· L < 1. QEDPrädiktor-Korrektor Variante von Euler-HeunHier kombiniert man das explizite Euler-Verfahren und das Euler-Heun Verfahrenmit jeweils einem Iterationsshritt der sukzessiven Approximation nah Lemma3.20 wie folgt:Im j-ten Shritt: 82



• bestimme den Startwert (Prädiktor) nah E-Euler:
x̃∆(tj+1) := x∆(tj) + τj · f(tj, x∆(tj)) (Prädiktor)

• Wähle x̃∆(tj+1) als Startwert für die sukzessive Approximation von Euler-Heun und führe darin genau einen Shritt der sukzessiven Approximationnah Lemma 3.20 aus (Korrektor-Shritt):
x∆(tj+1) = Ψ

tj+1,tjPre-Kor-V(x∆(tj)) = x∆(tj)+
τj

2

[

f(tj, x∆(tj))+f(tj+1, x̃∆(tj+1)
︸ ︷︷ ︸aus (Prädiktor))].Das Verfahren erreiht gewöhnlih eine höhere Genauigkeit als das explizite Euler-Verfahren.3.3.3 Konsistenz und EindeutigkeitWir untersuhen nun das Konvergenzverhalten von Einshritt-Verfahren theore-tish. Dazu fordern wir zunähst die ersten beiden der drei Eigenshaften einerEvolution (aus Lemma 3.16) auh für die diskrete Evolution Ψ.De�nition 3.21 Eine diskrete Evolution Ψ heiÿt konsistent zur Di�erential-gleihung x′ = f(t, x), falls für alle (t0, x0) ∈ D gilt:

Ψt0,t0(x0) = x0 (3.8)und d

dτ
Ψt0+τ,t0(x0)|τ=0 = f(t0, x0). (3.9)Ein Einshritt-Verfahren heiÿt konsistent, falls es jeder hinreihend glatten Funk-tion f eine konsistente diskrete Evolution Ψ[f ] zuordnet.Zwei äquivalente Konsistenzkriterien sind die folgenden.Lemma 3.22 Die diskrete Evolution Ψt0+τ,t0(x0) sei für alle (t0, x0) ∈ D undhinreihend kleines τ di�erenzierbar. Dann sind die folgenden Aussagen äquiva-lent:(i) Ψ ist konsistent.(ii) Es gibt eine bezüglih τ stetige Verfahrensfunktion φ = φ(t0, x0, τ) mit denEigenshaften:

Ψt0+τ,t0(x0) = x0 + τ · φ(t0, x0, τ) (3.10)
φ(t0, x0, 0) = f(t0, x0) (3.11)83



(iii) Es gilt:
lim
τ→0

1

τ

∥
∥Ψt0+τ,t0(x0) − Φt0+τ,t0(x0)

∥
∥ = 0. (3.12)Beweis:

(i) =⇒ (ii): Sei Ψ konsistent. De�niere
φ(t0, x0, τ) :=

{
1
τ

(Ψt0+τ,t0(x0) − x0) falls τ 6= 0.
f(t0, x0) falls τ = 0Dann sind (3.10) und (3.11) direkt erfüllt und es muss nur die Stetigkeitvon φ gezeigt werden. Dazu betrahten wir

lim
τ→0

1

τ

(
Ψt0+τ,t0(x0) − x0

)
= lim

τ→0

Ψt0+τ,t0(x0) − Ψt0,t0(x0)

τ
, wegen (3.8)

= ∂
∂τ

Ψt0+τ,t0(x0)|τ=0, wegen (3.9)
= f(t0, x0),also ist φ stetig.

(ii) =⇒ (iii): Sei φ eine Verfahrensfunktion, die (3.10) und (3.11) erfüllt. Danngilt
lim
τ→0

1

τ
‖Ψt0+τ,t0(x0) − Φt0+τ,t0(x0)‖

= lim
τ→0

∥
∥
∥
∥

Ψt0+τ,t0(x0) − x0

τ
− Φt0+τ,t0(x0) − x0

τ

∥
∥
∥
∥

= ‖φ(t0, x0, 0) − f(t0, x0)‖ wegen (3.10) und [Ev2℄ im Lemma 3.16
= 0 wegen (3.11)

(iii) =⇒ (i): Sei nun (3.12) erfüllt. Eine Taylorentwiklung bis zum Grad 1 liefertwegen [Ev2℄
Φt0+τ,t0(x0) = x0 + τf(t0, x0) + o(τ) für τ → 0.Weiter ist Ψ nah Voraussetzung für hinreihend kleines τ di�erenzierbarbezüglih τ . Das ergibt

Ψt0+τ,t0(x0) = Ψt0,t0(x0) + τ ∂
∂τ

Ψt0+τ,t0(x0)|τ=0 + o(τ) für τ → 0.Für τ → 0 sind die linken Seiten dieser beiden Gleihungen wegen (3.12)gleih, also auh die rehten Seiten und durh einen Koe�zientenvergleihfolgt x0 = Ψt0,t0(x0) und f(t0, x0) = ∂
∂τ

Ψt0+τ,t0 |τ=0; (3.8) und (3.9) geltenalso und Ψ ist konsistent. QED84



Ist eine diskrete Evolution konsistent, so ist der lokale Fehler, den wir in jedemShritt bei der Berehnung der Gitterfunktion mahen, klein. Interessanter istaber der globale Fehler
max
t∈∆

‖x∆(t) − x(t)‖,der möglihst klein sein soll � zumindest wenn das Gitter ∆ fein genug ist.Notation 3.23 Ein Einshritt-Verfahren heiÿt konvergent, falls
lim
τ→0

sup
∆:τ∆=τ

max
t∈∆

‖x∆(t) − x(t)‖ = 0Dabei bezeihnet τ∆ = maxj=0,...,N−1 tj+1 − tj wie shon zu Beginn des Abshnit-tes 3.3.1 die Feinheit des Gitters ∆ = {t0, . . . , tN}.Der folgende Satz zeigt, dass aus der Konsistenz unter einer zusätzlihen Sta-bilitätsannahme die Konvergenz von Einshritt-Verfahren folgt. Dabei müssenwir die Konsistenzbedingung allerdings verstärken: Wir verwenden (3.12) undverlangen, dass die Bedingung gleihmäÿig erfüllt ist, also für alle x(t) auf derLösungskurve.Satz 3.24 Die diskrete Evolution Ψ sei in einer Umgebung U der Trajektorie
{(t, x(t)) : t ∈ [t0, T ]} de�niert und genüge den folgenden Bedingungen.Stabilitätsbedingung: Es gibt Konstanten LΨ ≥ 0 und τ0 > 0 so, dass

‖Ψt+τ,t(x1) − Ψt+τ,t(x2)‖ ≤ eLΨτ‖x1 − x2‖für alle (t, x1), (t, x2) ∈ U und alle 0 ≤ τ ≤ τ0.Konsistenzbedingung: Es gibt eine monoton wahsende Funktion err : [0, τ0] →
[0,∞) mit limτ→0 err(τ) = 0 so, dass

‖Φt+τ,t(x(t)) − Ψt+τ,t(x(t))‖ ≤ τ err(τ)für alle t ∈ [0, T ].Dann gibt es ein τ1 ∈ [0, τ0] so, dass für jedes Gitter ∆ = {t0, . . . , tN} auf [t0, T ]mit Feinheit τ∆ ≤ τ1 die Gitterfunktion x∆ durh die diskrete Evolution
x∆(tj+1) = Ψtj+1,tj (x∆(tj)), x∆(t0) = x0wohlde�niert ist, und der Fehler für alle t ∈ ∆ der Abshätzung

‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ r(τ∆) :=

{

err(τ∆) eLΨ(t−t0)−1
LΨ

falls LΨ > 0

err(τ∆)(t − t0) falls LΨ = 0genügt. 85



Der Satz sagt auf abstrakter Ebene, dass Konsistenz und Stabilität zusammenKonvergenz ergeben.Beweis: Wir wählen τ1 so klein, dass für alle t ∈ [0, T ] und für alle x1 ∈ Rd gilt:
‖x1 − x(t)‖ ≤ r(τ1) =⇒ (t, x1) ∈ U.Sei ∆ ein beliebiges Gitter mit τ∆ ≤ τ1. Wir möhten nahweisen, dass die Ab-shätzung

‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ r(τ∆)für alle t0, t1, . . . , tN des Gitters ∆ erfüllt ist.Insbesondere gilt dann ‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ r(τ1), woraus wir wegen der De�nitionvon τ1 folgern, dass (tj, x∆(tj)) ∈ U . Entsprehend kann man also x∆(tj+1) =
Ψtj+1,tj (x∆(tj)) berehnen und x∆(tj) ist wohlde�niert.Zum Nahweis der Abshätzung verwenden wir Induktion nah j, gehen also derReihe nah alle Punkte t0, t1, . . . , tN des Gitters ∆ durh.Für j = 0 gilt x∆(t0) = x0 = x(t0), die Abshätzung gilt also wegen r(τ∆) ≥ 0.Sei nun ‖x∆(tj′) − x(tj′)‖ ≤ r(τ∆) für alle j′ ≤ j erfüllt. Wir betrahten tj+1.Dazu untersheiden wir zwei Fälle.Fall 1: Sei LΨ > 0. Dann gilt

‖x∆(tj+1) − x(tj+1)‖
= ‖Ψtj+1,tj (x∆(tj)) − Φtj+1,tj (x∆(tj))‖
≤ ‖Ψtj+1,tj (x∆(tj)) − Ψtj+1,tj (x(tj))‖ + ‖Ψtj+1,tj (x(tj)) − Φtj+1,tj(x(tj))‖
≤ eLΨ(tj+1−tj)‖x∆(tj) − x(tj)‖ + (tj+1 − tj)err(τ∆) wegen Stabilität und Konsistenz
≤ err(τ∆)

LΨ

(
eLΨ(tj+1−tj)

(
eLΨ(tj−t0) − 1

)
+ LΨ(tj+1 − tj)

) Induktionsannahme
=

err(τ∆)

LΨ

(

eLΨ(tj+1−t0) −eLΨ(tj+1−tj) + LΨ(tj+1 − tj)
︸ ︷︷ ︸

≤−1, denn ea≥a+1

)

≤ err(τ∆)

LΨ

(
eLΨ(tj+1−t0) − 1

)
= r(τ∆).Fall 2: Sei LΨ = 0. Dann geht man vor wie oben, allerdings ergibt die Indukti-onsvoraussetzung, dass

‖x∆(tj+1) − x(tj+1)‖ ≤ err(τ∆)(tj − t0) + err(τ∆)(tj+1 − tj)

= err(τ∆)(tj+1 − t0) QED86



Ein weiterer Begri� ist die Konsistenzordnung, welhe hilft, die Konvergenzge-shwindigkeit eines Einshritt-Verfahrens abzushätzen.De�nition 3.25
• Eine diskrete Evolution Ψ für eine Di�erentialgleihung x′(t) = f(t, x(t)),

f : D → Rd, besitzt die Konsistenzordnung p > 0, falls es für jedekompakte Teilmenge K ⊆ D eine Konstante C > 0 so gibt, dass
‖Ψt+τ,t(x) − Φt+τ,t(x)‖ ≤ C · τ p+1für alle (t, x) ∈ K und alle hinreihend kleinen τ ≥ 0.

• Ein Einshritt-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p > 0, falls für jederehte Seite f ∈ C∞(D, Rd) die zugeordnete diskrete Evolution Ψ = Ψ[f ]die Konsistenzordnung p besitzt.
• Ein Einshritt-Verfahren besitzt die Konvergenzordnung p > 0, falls fürjede Lösung x : [t0, T ] → Rd eines Anfangswertproblemes mit rehter Seite

f ∈ C∞(D, Rd) der globale Fehler der durh das Verfahren bestimmtenLösung x∆ auf einem Gitter ∆ mit hinreihend kleiner Gitterfeinheit τ∆die Abshätzung
max
t∈∆

‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ C̃ · τ∆
perfüllt, wobei C̃ niht von ∆ abhängt.Lemma 3.26 Besitzt ein Einshritt-Verfahren die Konsistenzordnung p und er-füllt es die Stabilitätsbedingung aus Satz 3.24, so besitzt es die Konvergenzordnung

p.Beweis: Sei f ∈ C∞(D, Rd) beliebig. Weil das Verfahren die Konsistenzordnung
p hat, gilt für die diskrete Evolution Ψ, dass

‖Ψt+τ,t(x) − Φt+τ,t(x)‖ ≤ C · τ p+1.Die Funktion err(τ) := C · τ p erfüllt dann wegen limτ→0 C · τ p = 0 die Konsis-tenzbedingung aus Satz 3.24. Wir können also Satz 3.24 anwenden und erhalten
‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ r(τ∆) =

{

err(τ∆) · eLΨ(t−t0)−1
LΨ

LΨ > 0

err(τ∆) · (t − t0) LΨ = 0.Es folgt nun
max
t∈∆

‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ C̃ · τ∆
p mit C̃ =

{

C · eLΨ(T−t0)−1
LΨ

LΨ > 0

C · (T − t0) LΨ = 0
. QEDSatz 3.27 Die diskrete Evolution des expliziten Euler-Verfahrens ist für stetigdi�erenzierbare Seiten f konsistent von der Ordnung 1.Beweis: Übung. 87



3.3.4 Explizite Runge-Kutta-VerfahrenEuler-VerfahrenApproximiere das Integral durh die Rehtekregel, d.h.
∫ t+τ

t

f(s, Φs,t(x)
︸ ︷︷ ︸

x(s)

)ds ≈ τ · f(t, x).Dabei ist der Fehler nah Satz 3.27 von der Gröÿe O(τ 2).Verfahren von Runge (explizite Mittelpunktregel)Die Idee ist, dass man eine Quadraturformel höherer Ordnung verwendet, zumBeispiel die Mittelpunktregel:
∫ t+τ

t

f(s, Φs,t(x))ds ≈ τ · f(t + τ
2
, Φt+ τ

2
,t(x))mit einem Fehler von O(τ 3). Allerdings kennen wir den Wert Φt+ τ

2
,t(x) niht. Esreiht aber, ihn mit einer Genauigkeit von O(τ 2) auszuwerten, weil er noh mit

τ multipliziert wird. Dazu verwendet man
Φt+ τ

2
,t(x) = x + τ

2
f(t, x)nah dem Euler-Verfahren mit O(τ 2). Man erhält

Ψt+τ,t(x) = x + τ · f(t + τ
2
, x + τ

2
f(t, x))oder, algorithmish:

k1 := f(t, x)

k2 := f(t + τ
2
, x + τ

2
· k1)

Ψt+τ,t(x) := x + τ · k2Dieses Verfahren hat Konsistenzordnung 2.Runge-Kutta-VerfahrenSeien
ki = ki(t, x, τ) = f

(

t + ciτ, x + τ
i−1∑

j=1

aijkj

)

, für i = 1, . . . , s

Ψt+τ,t(x) = x + τ

s∑

j=1

bjkj(t, x, τ) = x + τ

s∑

j=1

bjkj .88



ki heiÿt die i-te Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens. Man benutzt folgende Nota-tion:
A =










0 0
a21 0
a31 a32 0... ... . . . . . .
as1 · · · · · · as,s−1 0










, b =






b1...
bs




 , c =






c1...
cs




 .Mit der Vereinbarung, dass aij := 0 für j ≥ i ist, vereinfahen wir die Summen-shreibweise. Wir erhalten

ki = f

(

t + ciτ, x + τ
s∑

j=1

aijkj

)

, i = 1, . . . , s.Dabei heiÿt s die Stufenzahl des Runge-Kutta-Verfahrens und beshreibt dieTiefe der Shahtelungen von f -Auswertungen. Man gibt ein Verfahren oft durhfolgendes Buther-Shema an:
c A

btBeispiele:1. Explizites Euler-Verfahren:
0 0

1also
k1 = f(t + c1τ, x + 0)

= f(t + 0, x + 0) = f(t, x)und
Ψt+τ,t(x) = x + τb1k1 = x + τf(t, x).2. Verfahren von Runge:

0 0
1
2

1
2

0
0 13. �Klassishes� Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4:

0 0
1
2

1
2

0
1
2

0 1
2

0
1 0 0 1 0

1
6

1
3

1
3

1
689



Ausführlihe Notation:
k1 := f(t, x)

k2 := f(t + 1
2
τ, x + 1

2
τk1)

k3 := f(t + 1
2
τ, x + 1

2
τk2)

k4 := f(t + τ, x + τk3)

Ψt+τ,t(x) := x + τ(1
6
k1 + 1

3
k2 + 1

3
k3 + 1

6
k4)Lemma 3.28 Ein Runge-Kutta-Verfahren (A, b, c) ist genau dann konsistent füralle f ∈ C(D, Rd), falls

s∑

j=1

bj = 1.Beweis: Wir benutzen die beiden Bedingungen (3.10) und (3.11) aus Lemma 3.22und de�nieren
φ(t, x, τ) :=

s∑

j=1

bjkj(t, x, τ).Dann gilt (3.10), denn:
Ψt+τ,t(x) = x + τ

s∑

j=1

bjkj(t, x, τ)

= x + φ(t, x, τ).Weiterhin gilt kj(t, x, 0) = f(t, x) für alle j, also
φ(t, x, 0) =

s∑

j=1

bjkj(t, x, 0) = f(t, x)

s∑

j=1

bj .Da die Bedingung (3.11) φ(t, x, 0) = f(t, x) fordert, ist (3.11) genau dann erfüllt,wenn ∑s
j=1 bj = 1 gilt. QEDLemma 3.29 Besitzt ein s-stu�ges Runge-Kutta-Verfahren für alle f ∈ C∞(D, Rd)die Konsistenzordnung p, so gilt p ≤ s.Beweis: Betrahte (AWP)

x′(t) = x(t), x(0) = 1.Die Lösung ist
Φτ,0(1) = eτ1 + τ + 1

2!
τ 2 + · · ·+ 1

p!
τp + O(τ p+1).Für die Konsistenzordnung wollen wir Φt+τ,t(x) mit Ψt+τ,t(x) vergleihen � für

f(t, x) = x(t) und t = 0, x = 1. Die ehte Evolution Φ kennen wir shon. Umauh Ψt+τ,t(x) zu verstehen, betrahten wir die kj.90



Behauptung: kj(0, 1, τ) ist ein Polynom in τ vom Grad ≤ j−1, also kj ∈ Πj−1.Vollständige Induktion über j:
• j = 1: k(0, 1, τ) = f(t + c1τ, x) = x ∈ Π0, da konstant in τ .
• j 7→ j + 1:

kj+1(0, 1, τ) = f

(

t + cjτ, x + τ

j
∑

l=1

ajlkl

)

= x + τ

j
∑

l=1

ajlkl

︸ ︷︷ ︸

∈Πj−1

∈ Πj , da kl ∈ Πl−1 nah der Induktionsannahme.
Also ist Ψτ,0(1) ∈ Π(s). Damit erhalten wir:

‖Ψτ,0(1)
︸ ︷︷ ︸

∈Πs

− Φτ,0(1)
︸ ︷︷ ︸

1+τ+···+ 1
s!

τs+O(τs+1)

‖ ≤ c τ s+1.Folglih kann die Konsistenzordnung höhstens s sein. QEDBei der Konstruktion vom Runge-Kutta-Verfahren hat man also zunähst vieleWahlmöglihkeiten.Wir stellen aber die folgenden Bedingungen an das Verfahren:1. Invarianz gegen Autonomisierung und2. Konsistenzordnung p für vorgegebenes p.Diese Bedingungen formulieren wir im Folgenden als Bedingungen an die Ko-e�zienten (A, b, c) des Verfahrens. Wir betrahten zuerst die Invarianz gegenAutonomisierung.Seien x′(t) = f(t, x(t)) ein (AWP) im Rd und x(t0) = x0. Nah Lemma 3.6 lässtsih das in ein äquivalentes System im Rd+1, nämlih in
̂(AWP) y′(t) =

(
1

f(y(t))

)

, y(t0) = y0 :=

(
t0
x0

)umwandeln. Dabei gelten die folgenden Aussagen:
• Ist x Lösung von (AWP), so ist (t, x(t))T eine Lösung von ̂(AWP).
• Ist (s, x)T eine Lösung von ̂(AWP), so folgt s(t) = t und x ist Lösung von(AWP). 91



Formal lässt sih die Äquivalenz der beiden Anfangswertprobleme durh die Evo-lution Φ̂ von y′ = (1, f(y))T und Φ von x′ = f(t, x) folgendermaÿen shreiben:
(

t + τ
Φt+τ,t(x)

)

= Φ̂t+τ,t

(
t
x

)

.Diese Eigenshaft soll dann auh für diskrete Evolutionen Ψ und Ψ̂ gelten; siesoll also gewissermaÿen vererbt werden. Für die Evolution Ψ (bzw. Ψ̂ für daserweiterte System) bedeutet
(

t + τ
Ψt+τ,t(x)

)

= Ψ̂t+τ,t

(
t
x

) (3.13)dass man das gleihe Ergebnis erhält, egal, ob man ein durh Ψ gegebenes Einshritt-Verfahren direkt auf die gegebene Di�erentialgleihung anwendet, oder ob mandas gleihe Verfahren mittels Ψ̂ auf die autonomisierte Di�erentialgleihung an-wendet. Man nennt das Verfahren dann invariant gegenüber Autonomisie-rung.Lemma 3.30 Ein explizites Runge-Kutta Verfahren ist genau dann invariantgegen Autonomisierung, wenn es konsistent ist und es
ci =

s∑

j=1

aij für j = 1, . . . , serfüllt.Beweis: Sei y′ = f̂(y(t)) die autonomisierte Di�erentialgleihung mit
f̂

((
t
x

))

=

((
1

f(t, x)

))

,wobei y(t) =

((
t

x(t)

)) und f̂ autonom ist, also f̂(t, y(t)) = f̂(y(t)) gilt. Be-zeihnen wir nun mit K̂i =

((
l̂i
k̂i

)), i = 1, . . . , s die Stufen von Ψ̂, so gilt:
K̂i = f̂(t + ciτ, y + τ

s∑

j=1

aijK̂j),

= f̂(y + τ

s∑

j=1

aijK̂j)

= f̂

((
t
x

)

+ τ
s∑

j=1

aij

(
l̂j
k̂j

))

=

(
1

f(t + τ
∑s

j=1 aij l̂j, x + τ
∑s

j=1 k̂j)

)

i = 1, . . . , s,92



das heiÿt, l̂i = 1 und k̂i = f(t + τ
∑s

j=1 aij l̂j , x + τ
∑s

j=1 aij k̂j) für i = 1, . . . , s.Für ein Runge-Kutta Verfahren gilt weiter für die diskrete Evolution, dass
Ψ̂t+τ,t

((
t
x

))

=

((
t
x

))

+ τ

s∑

j=1

bj

((
l̂j
k̂j

))

=

((
t + τ

∑s
j=1 bj

x + τ
∑s

j=1 bj k̂j

))

.Nah (3.13) ist das Verfahren invariant gegen Autonomisierung genau dann wenn
((

t + τ
Ψt+τ,t(x)

))

= Ψ̂t+τ,t

((
t
x

))

⇐⇒ t + τ = t + τ
s∑

j=1

bj und Ψt+τ,t(x) = x + τ
s∑

j=1

bj k̂j

⇐⇒
s∑

j=1

bj = 1 und x + τ

s∑

j=1

bjkj = x + τ

s∑

j=1

bj k̂j

⇐⇒ konsistent und ki = k̂i für alle i = 1, . . . , s.Letzteres ist genau dann der Fall, wenn
f

(

t + ciτ, x + τ

s∑

j=1

aijkj

)

= f

(

t + τ

s∑

j=1

aij , x + τ

s∑

j=1

aijkj

)

,also genau dann wenn ci =
∑s

j=1 aij . QEDGegen Autonomisierung invariante Runge-Kutta Verfahren bezeihnen wir kurzmit (A, b) und wir shreiben dann auh Ψτ (x) = Ψt+τ,t(x), da man c von derMatrix A abhängig ist.Folgende Bedingungen an die Koe�zienten eines Runge-Kutta Verfahrens habenwir bisher erarbeitet:
• Das Verfahren ist genau dann konsistent, wenn ∑s

i=1 bi = 1, und
• es ist genau dann invariant gegen Autonomisierung, wenn es konsistent istund ci =

∑2
j=1 aij .Wir wollen nun den ersten der beiden Punkte verallgemeinern und für gegenAutonomisierung invariante Runge-Kutta-Verfahren genauere Forderungen an dieKonsistenzordnung stellen. Diese werden als Ordnungsbedingungen bezeihnet.Satz 3.31 Ein autonomisierungsinvariantes Runge-Kutta-Verfahren besitzt fürjede Di�erentialgleihung mit p-mal stetig di�erenzierbarer rehter Seite f dieKonsistenzordnung 93



• p = 1, falls ∑s

i=1 bi = 1.
• p = 2, falls zusätzlih ∑s

i=1 bici = 1
2
.

• p = 3, falls zusätzlih ∑s

i=1 bic
2
i = 1

3
und ∑s

i,j=1 biaijcj = 1
6
.

• p = 4, falls zusätzlih ∑s

i=1 bic
3
i = 1

4

∑s

i,j=1 biciaijcj = 1
8∑s

i,j=1 biaijc
2
j = 1

12

∑s
i,j,k=1 biaijajkck = 1

24

.Beweis: Wir geben nur die Grundstruktur des Beweises an: Das Ziel bestehtdarin, zu zeigen, dass
‖Ψτ (x) − Φτ (x)‖ = O(τ p+1) für τ → 0.Dazu geht man in drei Shritten vor:1. Taylorentwiklung von der exakten Evolution g1(τ) = Φτ (x) bis zur Ord-nung p.2. Taylorentwiklung von der diskreten Evolution g2(τ) = Ψτ (x) bis zur Ord-nung p.3. Koe�zientenvergleih der beiden Taylorentwiklungen.Der Beweis kann z.B in den Skripten von G. Lube oder von T. Hohage nahgelesenwerden.Betrahten wir nun die Ordnungsbedingungen genauer:

s = 1: Das Shema für s = 1 lautet
c1 a11 = 0

b1Wegen c1 = a11 = 0 folgt aus der geforderten Konsistenzordnung von p = 1,dass b1 = 1 gelten muss. Das explizite Euler-Verfahren ist also das einzigeeinstu�ge, explizite, autonomisierungsinvariante Verfahren der Ordnung 1.
s = 2: Das Shema für s = 2 lautet

c1 0
c2 a21 0

b1 b2Wegen der Invarianz gegen Autonomisierung sind c1 = 0 und c2 = a21bereits festgelegt. Als Variablen verbleiben also a21, b1, b2, wobei aber diefolgenden Bedingungen beahtet werden müssen:
b1 + b2 = 1

b1 c1
︸︷︷︸

=0

+b2c2 = 1
2
.94



Aus dem Gleihungssystem ergibt sih
b1 = 1 − b2

c2 =
1

2b2

, falls b2 6= 0.(Für b2 = 0 ist das System niht lösbar.) Man erhält das folgende Buther-Shema für b 6= 0.
0 0
1
2b

1
2b

0
1 − b bFür b = 1 folgt beispielsweise die explizite Mittelpunktsregel und mit b = 1

2die explizite Trapezregel, zu der folgendes Buther-Shema gehört:
0 0
1 1 0

1
2

1
2

s = 4: Für s = 4 ergeben sih 10 Unbekannte und 8 Gleihungen, siehe
0 0
c2 a21 0
c3 a31 a32 0
c4 a41 a42 a43 0

b1 b2 b3 b4Man kann sih die ci als Stützstellen der Quadraturformel vorstellen, alsofür die Simpson-Regel etwa 0, 1
2
, 1, was man mit doppelter Stützstelle an 1

2als
ct = (0, 1

2
, 1

2
, 1)ausdrüken kann. Eine darauf beruhende Lösung ist das shon vorgestellteklassishe Runge-Kutta Verfahren.

s = 10: In diesem Fall erhält man 1.205 Bedingungen und 55 Variablen.
s = 20: Für den Fall s = 10 erwarten uns 20.247.374 Bedingungen .Man erkennt leiht, dass die Anzahl der Bedingungen mit steigendem p immergröÿer wird. 95



Beziehung zur numerishen IntegrationWir möhten kurz eine interessante Beziehung zu Kapitel 1 dieses Skriptes er-läutern: Man kann die numerishe Integration einer Funktion f ∈ C([0, 1], R) aufdem Intervall [0, 1] als Spezialfall des folgenden Anfangswertproblemes
x′(t) = f(t)

x(0) = 0au�assen, denn dessen Lösung ist nah dem Hauptsatz der Di�erential- und In-tegralrehnung gegeben durh
x(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ.Es entspriht also x(1) genau dem gesuhten Integral. Wendet man auf dieses(AWP) ein Runge-Kutta Verfahren an, so erhält man daraus eine Quadraturfor-mel
∫ 1

0

f(τ)dτ = x(1) ≈ Ψt0+τ,t0(x0)

= x0
︸︷︷︸

=0

+ τ
︸︷︷︸

=1

s∑

j=1

bjkj(t, x, τ)

=

s∑

i=1

bjf( t
︸︷︷︸

=0

+cj τ
︸︷︷︸

=1

) =

s∑

j=1

bjf(cj).Die jeweils erstgenannten Ordnungsbedingungen aus Satz 3.31 für p = 1, 2, 3, 4entsprehen der Forderung, dass die Monome 1, t, t2, t3 mit Stützstellen cj undGewihten bj exakt integriert werden.Konvergenz von expliziten Runge-Kutta VerfahrenBisher haben wir ausshlieÿlih die Konsistenzordnung von Runge-Kutta Ver-fahren betrahtet. Wir wollen nun die Konvergenz der Runge-Kutta Verfahrendiskutieren. Auh hierzu benötigen wir in den Voraussetzungen niht nur dieKonsistenz, sondern auh die Stabilität.Satz 3.32 Sei f ∈ C(D0, R
d) und genüge der Lipshitz-Bedingung

‖f(x1) − f(x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ für alle x1, x2 ∈ D0.Dann erfüllt die diskrete Evolution Ψ eines gegen Autonomisierung invarian-ten Runge-Kutta-Verfahrens die Stabilitätsbedingung aus Satz 3.24 mit Konstan-te LΨ = γL, wobei γ ≥ 0 nur von A und b abhängt. Ist speziell p ≤ 4 und sind
bi, aij ≥ 0 für alle i, j so ist γ = 1. 96



Beweis: Der Satz lässt sih durh wiederholtes Anwenden der Lipshitz-Bedingungim Ausdruk
‖ki(t, x, τ) − ki(t, x̃, τ)‖ ≤ ‖f(x + τ

∑

j

aijkj(t, x, τ)) − f(x̃ + τ
∑

j

aijkj(t, x̃, τ))‖

≤ L(‖x − x̃‖ + τ
∑

j

aij‖kj(t, x, τ) − kj(t, x̃, τ)‖)nahrehnen. Auf Details gegen wir hier niht ein. QED3.3.5 Implizite Runge-Kutta-VerfahrenAls �Testproblem� bekannt ist
x′(t) = λx(t)

x(0) = 1mit Parameter λ ∈ C. Die Lösung ist x(t) = eλx. Wir betrahten im Speziellen
λ ∈ R. Falls λ < 0 ist, gilt für t → ∞, dass die Funktion eλt und alle ihreAbleitungen gegen Null konvergieren. Die Ho�nung ist, dass unsere Verfahrenshnell konvergieren. Leider ist das niht so! Das Heun-Verfahren

x∆(tj+1) = x∆(tj) + τλx∆(tj)liefert eine oszillierende, immer weiter ausshlagende Funktion als Lösung.
Euler-Heun Verfahren zu

x(t) = −7x(t), x(0) = 1auf dem Intervall 2 bis 5 mit Shritt-weite h = 0, 3.Die ehte Lösung der DGL ist
x(t) = e−7t ≈ 0,verläuft also fast entlang der x-Ahse. Die Näherung ist unbrauh-bar.
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Um vernünftige Ergebnisse zu erzielen brauht man sehr kleine Shrittweiten.Warum?Wir erinnern uns an die Idee des Eulerverfahrens: Nutze die Rehtekregel,
∫ b

a

f(τ)dτ ≈ (b − a)f(a)um das in der Integralgleihung
x(t) = x0 +

∫ b

a

f(τ, x(τ))dτauftretende Integral zu approximieren und erhalte
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τf(tj , x∆(tj)).Benutzen wir stattdessen den rehten Rand des Integrationsintervalls, also

∫ b

a

f(τ)dτ ≈ (b − a)f(b),so erhalten wir
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τf(tj+1, x∆(tj+1)),was eλt auh shon für mittlere Shrittweiten reht gut approximiert. Diese Über-legung führt zum impliziten Euler-Verfahren.Graphishe Interpretation: Das explizite Euler-Verfahren nutzt die Tangen-te der Lösungskurve im jeweiligen Startpunkt tj . Das implizite Euler-Verfahrennutzt die Tangente der Lösungskurve im jeweiligen Zielpunkt tj+1. Das entsprihtdem expliziten Eulerverfahren �von hinten�, d.h. mit Startwert tN .Wir wenden beide Verfahren auf f(x) = λx, x(0) = 1 mit tj = τj, j = 0, . . . , Nan.

• Explizites Eulerverfahren:
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τλx∆(tj).Behauptung: x∆(tj) = (1 + λτ)j .Beweis: (Induktion)

j = 0 ⇒ x∆(t0) = x(0) = 1 = (1 + λτ)0

j 7→ j + 1:
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τλx∆(tj)

= (1 + λτ)j(1 + λτ) = (1 + λτ)j+1,woraus die Behauptung folgt. 98



• Implizites Eulerverfahren
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τλx∆(tj+1) ⇒ x∆(tj+1) =

x∆(tj)

1 − λτ
, τλ 6= 1.Behauptung: x∆(tj) =

(
1

1−λτ

)jBeweis: (Induktion)
j = 0 ⇒ x∆(t0) = x(0) = 1 =

(
1

1−λτ

)0

j 7→ j + 1

x∆(tj+1) =
x∆(tj)

1 − τλ
=

1

(1 − λτ)j

1

(1 − τλ)

=

(
1

1 − λτ

)j+1

,woraus abermals die Behauptung folgt.
• Zum Vergleih: Die ehte Lösung ist x(tj) = eλtj .Wir untersuhen unsere Verfahren auf die Eigenshaft x(tj) → 0 für j → ∞ derehten Lösung x(t) für λ < 0.
• Im expliziten Euler-Verfahren erhalten wir: x∆(tj) → 0 falls |1 − λτ | < 1.Wegen |1 + λτ | = |λ|τ − 1 ist das für τ < 2

|λ| erfüllt. Besonders für groÿe λsind also kleine Shrittweiten erforderlih.
• Im impliziten Eulerverfahren gilt dagegen

∣
∣
∣
∣

1

1 − λτ

∣
∣
∣
∣
=

1

|1 + |λ|τ | < 1für alle Shrittweiten τ , also gilt x∆(tj) → 0 für j → ∞ für jede Shrittweite
τ . Das erklärt das bessere Konvergenzverhalten des impliziten Eulerverfah-rens.Bemerkung: Der eben beshriebene E�ekt tritt bei dem AWP x′(t) = λx(t),

x(0) = 1 auh bei allen anderen Runge-Kutta-Verfahren auf, genauer
∀τ > 0 : lim

|λ|→∞
|Ψτ

λ(1)| = ∞,wobei Ψτ
λ ein Runge-Kutta-Verfahren zu der Di�erentialgleihung f(x) = λx ist.(Die Aussage gilt, weil Ψτ

λ(1) ein Polynom ∈ Πs ist.)99



Wir erinnern uns daran, dass die exakte Evolution einer Di�erentialgleihung dieStabilitätsbedingung
‖Φt,t0(x0) − Φt,t0(y0)‖2 ≤ eL+(t−t0)‖x0 − y0‖2erfüllt (Satz 3.18), wobei L+ die einseitige Lipshitzkonstante ist. Für explizi-te Runge-Kutta-Verfahren �erbt� die diskrete Evolution Ψ diese Stabilitätsei-genshaften, aber nur mit der Konstanten LΨ = γL (Satz 3.32), wobei L dieLipshitzkonstante von f ist. Diese Konstante geht exponentiell in die Fehlerab-shätzung aus Satz 3.24

‖x∆(t) − x(t)‖ ≤ r(τ∆) =

{

err(τ∆) eLΨ(t−t0)−1
LΨ

LΨ > 0

err(τ∆)(t − t0) LΨ = 0ein. Daher wäre es gut, wenn LΨ ≈ L+ gilt.Das ist bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren niht gegeben, falls L+ ≪ L. SolheDi�erentialgleihungen nennt man steif. Für steife Di�erentialgleihungen liefernexplizite Runge-Kutta-Verfahren erst für extrem kleine Shrittweiten verlässliheErgebnisse und sind daher unbrauhbar. Besser wären Verfahren, bei denen indie Fehlerabshätzung nur die einseitige Lipshitz-Konstante L+ (und niht L)ein�ieÿt.Steife Di�erentialgleihungen treten in der Praxis sehr häu�g auf und können (wiein unserem Beispiel) meistens gut mit impliziten Runge-Kutta Verfahren gelöstwerden.Ein s-stu�ges implizites Runge-Kutta-Verfahren ist gegeben durh die Vorshrift
x∆(t + τ) := Ψt+τ,t(x∆(t)) := x∆(t) + τ

s∑

j=1

bjkj(t, x∆(t), τ)mit
ki(t, x, τ) := f

(

t + ciτ, x + τ
s∑

j=1

aijkj(t, x, τ)

)

.Die Werte ci nennt man auh Knoten, die ki Steigungen.Das Buther-Shema lautet:
c A

bT =

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21
. . . . . . ...... ... . . . . . . ...

cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs100



Notation 3.33
• Für aij = 0, i ≤ j ergibt c A

bT ein explizites Runge-Kutta-Verfahren
• Für aij = 0, i < j erhält man ein diagonal-implizites Runge-Kutta-Verfahren (DIRK). Gilt sogar aii = y, so spriht man von SDIRK-Verfahren.
• Gibt es ein j > i mit aij 6= 0, so nennt man das Runge-Kutta-Verfahrenvoll implizit.Bei der Implementation von impliziten Runge-Kutta-Verfahren sind in jedemShritt die Steigungen ki durh Lösen von

ki(t, x, τ) = f

(

t + ciτ, x + τ
s∑

j=1

aijkj(t, x, τ)

)

, i = 1, . . . , szu ermitteln. Leider funktionieren Fixpunktiterationen nur mit Shrittweitenbe-shränkungen (vgl. Euler-Heun Verfahren, Lemma 3.20 auf Seite 81). Man be-nutzt daher das Newton-Verfahren (oder Varianten davon).Wir wollen nun implizite Runge-Kutta Verfahren höherer Ordnung konstruieren.
• Das implizites Euler-Verfahren 1 1

1
hat Ordnung 1.

• Das Mittelpunktsverfahren
x∆(tj+1) = x∆(tj) + τf

(

tj +
τ

2
,
x∆(tj) + x∆(tj+1)

2

)mit dem Buther-Shema 1
2

1
2

1
hat Konsistenzordnung p = 2!Satz 3.34 Es gelten sinngemäÿ die Bedingungen für Konsistenz und Invarianzgegen Autonomisierung sowie die Ordnungsbedingungen auh für implizite Runge-Kutta-Verfahren (Lemma 3.28, Lemma 3.30 und Satz 3.31).Zum Festlegen der s2 + 2s Parameter eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrenswerden häu�g Kollokationsverfahren verwendet: Die Idee von Kollokationsver-fahren ist es, die Lösung eines gegebenen Anfangswertproblemes durh ein Poly-nom ω zu approximieren. Dieses soll das Anfangswertproblem an vorgegebenenStützstellen lösen. Als Stützstellen de�niert man Kollokationspunkte t0 + ciτ ,

i = 1, . . . , s. Dann verlangt man
ω′(t0 + ciτ) = f(t0 + ciτ, ω(t0 + ciτ)), i = 1, . . . , s (3.14)

ω(t0) = x0 (3.15)für das vektorwertige Polynom ω ∈ (Πs)
n. Wir nennen die wesentlihen Resultate:101



Lemma 3.35 Seien für 0 ≤ c1 < · · · < cs ≤ 1 die Bedingungen (3.14) und(3.15) eindeutig lösbar. Dann wird durh die diskrete Evolution
Ψt0+τ,t(x0) := ω(t0 + τ)ein implizites Runge-Kutta-Verfahren de�niert, das durh die Parameter

aij =

∫ ci

0

Lj(τ)dτ für i, j = 1, . . . , s

bi =

∫ 1

0

Li(τ)dτ für i = 1, . . . , sgegeben ist.Lemma 3.36 Ein durh Kollokation de�niertes, implizites Runge-Kutta-Verfahrenist konsistent und invariant gegen Autonomisierung.Der Beweis dieser Aussagen lässt sih relativ einfah mit den Standardmittelndieser Vorlesung zu führen. Dagegen ist der folgende Satz ein etwas tie�iegenderesErgebnis.Satz 3.37 Für gegebene Parameter c1, . . . , cs sei die Quadraturformel ∫ 1

0
g(t)dt ≈

∑s

i=1 big(ci) exakt für alle Polynome in Πp−1 mit p ≥ s. Dann hat das zu c1, . . . , csgehörende, durh Kollokation gewonnene Runge-Kutta-Verfahren die Konsisten-zordnung p.
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3.4 ZusammenfassungBegri�e
• DGL: Di�erentialgleihung
• AWP: Anfangswerproblem = DGL + Startbedingungen
• gewöhnlihe/partielle DGL
• explizite, implizite DGL
• autonom
• linearTransformationen
• jede gewöhnlihe, explizite DGL der Ordnung k kann in eine äquivalenteDGL erster Ordnung überführt werden, d Gleihungen 7→ k · d Gleihungen
• Autonomisierung: Eine gewöhnlihe, explizite DGL kann man in eine äqui-valente, autonome, gewöhnlihe DGL überführenEindeutigkeit/Lösbarkeit
• Gegenbeispiel für eindeutige Lösbarkeit
• Gegenbeispiel für Existenz einer Lösung auf ganz IÄquivalenz: AWP ⇔ Integralgleihung

x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0

⇔ x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ

• Anwendung vom Banah'shen Fixpunktsatz
• Konstruktion von Einshrittverfahren
• Piard-Lindelöf: f stetig + Lipshitzstetig bzgl. der letzten d Variablen.Dann ist jedes AWP auf einer Umgebung U um den Startwert eindeutiglösbar.� Die Lösung eines (AWP) ist global eindeutig� globale Lösbarkeit auf ganz I, falls Lipshitzstetigkeit global103



• Folge: De�nition der Evolution Φ einer DGL x′ = f(t, x) durh
Φt,t0(x0) = x(t),wenn x die eindeutige Lösung von (AWP)
x′(t) = f(t, x)

x(t0) = x0

• Evolutionen sind durh drei Eigenshaften eindeutig harakterisiert
• Stabilität einer Evolution

‖Φt,t0(x0) − Φt,t0(x)‖ ≤ eL+(t−t0)‖x0 − x‖Einshritt-Verfahren
• Gitter ∆ = {t0, . . . , tN} gesuht:

x∆ : ∆ → Rd

x∆(tj+1) := Ψtj+1,tj (x∆(tj))

• explizites Eulerverfahren
• implizites Eulerverfahren� Euler-Heun-Verfahren (implizit, sukzessive Approximation)� Prädiktor-Korrektor-Variante
• explizites Runge-Kutta-Verfahren
• implizites Runge-Kutta-Verfahren
• Konsistenz von Ψ: drei äquivalente Bedingungen

‖Ψt,t0(x0) − Ψt,t0(x0)‖ → 0 für t → t0

• Konvergenz
‖x∆(t) − x(t)‖ → 0 falls τ → 0, gleihmäÿig

• Konsistenz der Ordnung p + Stabilität ⇒ Konvergenz der Ordnung pExplizite Runge-Kutta-Verfahren
• Buther-Shema
• Bedingung an Konsistenz und an Invarianz gegen Autonomisierung
• implizite Runge-Kutta-Verfahren für steife DGL
• Kollokationsverfahren 104



Kapitel 4Optimierung
4.1 Begri�e und ÜberblikNotation 4.1 Sei B ⊆ Rn und sei f : B → R. Sei weiter P ⊆ B. Ein Optimie-rungsproblem ist gegeben durh

(P ) min
x∈P

f(x).Man nennt f Zielfunktion, B Grundmenge und P den zulässigen Bereih von
(P ).Shreibweise: (P ) wird geshrieben als min{f(x) : x ∈ P} oder

min f(x)
s.d. x ∈ P

.Bemerkung:
• Es gibt auh Optimierungsprobleme, in denen B ⊆ Rn niht gilt, zum Bei-spiel bei der Bestimmung einer Funktion.
• minx∈P f(x) ist äquivalent zu − − maxx∈P −f(x), daher können wir unso.B.d.A. auf Minimierungsprobleme beshränken.
• Da ein Minimum niht existieren muss, müsste man eigentlih infx∈P f(x)shreiben - die Shreibweise mit min hat sih aber eingebürgert.Notation 4.2 Sei minx∈P f(x) ein Optimierungsproblem.
• Jedes x ∈ P heiÿt zulässig.
• Ist P = ∅, so nennt man das Optimierungsproblem unzulässig.
• x ∈ P heiÿt (global) optimal, falls f(x) ≤ f(x′) für alle x′ ∈ P gilt.105



• x ∈ P heiÿt lokal optimal, falls es eine �vernünftig de�nierte� Umgebung
U(x) ⊆ B so gibt, dass f(x) ≤ f(x′) für alle x′ ∈ U(x). Wenn B = Rn gilt,so kann man immer U(x) = {x′ ∈ Rn : ‖x − x′‖ ≤ ε} mit einer Norm ‖ · ‖wählen.Beispiel: Ein aus der Vorlesung shon bekanntes Optimierungsproblem ist diein Kapitel 2 behandelte Approximation in endlih-dimensionalen Räumen:Gegeben: P �einfahe Repräsentanten�, x ∈ Xgesuht: y ∈ P so, dass ‖x − y‖ klein ist, das heiÿt

min
y∈P

f(y),wobei f(y) = ‖x − y‖.Wir betrahten jetzt systematish vershiedene Typen von Optimierungsproble-men.Niht-Restringierte, di�erenzierbare OptimierungDe�nition: B = P = Rn, f : Rn → R di�erenzierbar.Ergebnisse:
x∗ lokal optimal ⇒ ∇f(x∗) = 0.
∇f(x∗) = 0 und die Hesse-Matrix H(f)(x∗) ist positiv de�nit ⇒ x∗ istlokal optimal.Verfahren: Verfahren des steilsten Abstiegs (�steepest desent�), Newton-Verfahren.Bemerkung: Globale Optima zu �nden ist niht trivial.Lineare OptimierungDe�nition: B = Rn, P ⊆ Rn ist ein Polyeder, f : B → R ist linear.Ergebnisse: Hat (P ) eine Lösung, so gibt es eine Eke von P , die (global) op-timal ist.Verfahren: Simplex-Verfahren (probiert alle Eken durh), Innere-Punkte-Verfahren.Bemerkung: Lineare Optimierung ist weitestgehend verstanden; E�zienz-Steigerungist aber immer noh sinnvoll. 106



Konvexe OptimierungDe�nition: B = Rn, P ⊆ Rn konvex, f : Rn → R konvex.Ergebnisse:Sei x∗ lokales Minimum ⇒ x∗ ist globales Minimum.
x∗ ist (global) optimal auf Rn ⇔ Es existiert ein Subgradient ξ = 0 an

x∗. Auh für P ( Rn lassen sih globale Minima durh Subgradientenharakterisieren.
Subgradienten

f

Verfahren: Subgradienten-Verfahren, Volume AlgorithmusBemerkung: Für spezielle Probleme gibt es e�zientere Verfahren.Konkave OptimierungDe�nition: B = Rn, P ⊆ Rn konvex, f : Rn → R konkav.Ergebnisse: Hat (P ) eine Lösung, so gibt es einen Extrempunkt von P , deroptimal ist. Ist P ein Polyeder, so gibt es eine optimale Eke. Insbesonderegibt es eine Optimallösung x∗ ∈ ∂P .Verfahren: Au�nden einer endlihen Kandidatenmenge (FDS = �nite domina-ting set).Ganzzahlige (lineare) OptimierungDe�nition: B = Zn, P ′ ⊆ Rn ist ein Polyeder, P = P ′ ∩ B, f : Rn → R istlinear.Ergebnisse: Diese liegen vor allem in Spezialfällen vor, zum Beispiel als Ergeb-nisse im Bereih der Polyeder-Theorie.107



Verfahren: Spezialverfahren, welhe die Strukturen von P ′ ausnutzen (TU-Matrizen),ansonsten Gewinnung von oberen Shranken (durh Heuristiken, wie zumBeispiel allgemeine Heuristiken wie Simulated Annealing, genetishe Algo-rithmen, Tabu-Suhe) und unteren Shranken (durh Relaxationen).Bemerkung: Das Problem ist NP-shwer, das heiÿt ein exaktes Verfahren mitpolynomieller Laufzeit ist niht zu erwarten.Diskrete OptimierungDe�nition: B endlihe Menge, P ⊆ B beliebig, f : B → R.Ergebnisse: je nah ProblemVerfahren: je nah Problem oder im Allgemeinen wie Simulated AnnealingBemerkung: Es gibt e�zient lösbare und NP-shwere Probleme.Beispiel: gegeben ist ein Graph mit Knoten und Kanten, wobei jede Kante eine(positive) Länge hat.
b

bStart ZielKante
EkeAufgabe 1: Finde einen kürzesten Weg vom Start zum Ziel.

B = {alle möglihen Wege vom Start bis zum Ziel},
P = B,

f : B → R, f(Weg) = Länge des Weges =
∑Kanten im WegLänge(Kante).Dieses Problem ist e�zient lösbar in Zeit O(n2) (n sei die Anzahl der Kno-ten im Graph).Aufgabe 2: Finde den kürzesten Weg vom Start bis zum Ziel, der alle Knotengenau einmal besuht.

B = {alle möglihen Wege vom Start bis zum Ziel},
P ⊆ B enthält die Wege, die alle Knoten genau einmal besuhen
f : B → R, f(Weg) = Länge des Weges.108



Für dieses Problem ist kein e�zientes Verfahren bekannt. Es ist shon NP-shwer, herauszu�nden, ob P 6= ∅, d.h. ob es überhaupt einen Weg vomStart bis zum Ziel gibt, der alle Knoten genau einmal besuht.Die Umgebung eines Weges W kann man z.B. de�nieren als
U(W ) = {Wege W ′, die durh Vertaushen von zwei Knoten auf dem Weg W entstehen}.Ein Verfahren, das innerhalb von solhen �benahbarten� zulässigen LösungenElemente einer Lösung paarweise tausht nennt man auh zwei-opt. Das Ergebniseines zwei-opt Verfahrens ist immerhin lokal optimal.Kontinuierlihe, restringierte OptimierungDe�nition: B = Rn, P ⊆ Rn, f : B → R.Ergebnisse: Diese existieren niht in dieser Allgemeinheit.Verfahren: Barriere-Verfahren, Penalty-Verfahren (exakt), allgemeine Heuristi-ken wie Simulated AnnealingDie genannten Klassen von Optimierungsproblemen sind allerdings keineswegsdisjunkt. So lassen sih viele diskrete Probleme als ganzzahlige Programme for-mulieren, oder auh ganzzahlige Programme als nihtlineare Probleme.Es soll auh niht unerwähnt bleiben, dass es noh viele weitere Klassen von Op-timierungsproblemen gibt. Darunter fallen u.a. quadratishe Optimierungspro-bleme, die beispielsweise mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten gelöstwerden können.4.2 Iterative OptimierungsverfahrenIn diesem Abshnitt soll auf einige iterative Verfahren zur Lösung von Optimie-rungsproblemen eingegangen werden. Dabei betrahten wir zuerst di�erenzier-bare Probleme ohne Nebenbedingungen und stellen das Verfahren des steilstenAbstiegs und (kurz) das Newton-Verfahren vor. Danah diskutieren wir Verfah-ren, die man auf sehr allgemeine restringierte Probleme

min{f(x) : x ∈ P}anwenden kann, nämlih das Strafverfahren und Simulated Annealing.109



4.2.1 Di�erenzierbare, niht-restringierte ProblemeIn diesem Abshnitt betrahten wir die Minimierung einer di�erenzierbaren Funk-tion f : Rn → R über dem gesamten Rn. Wir gehen davon aus, dass uns shonVerfahren zur Minimierung von eindimensionalen Funktionen f : R → R zurVerfügung stehen. Solhe Verfahren nennt man �Line Searh� Verfahren, darun-ter sind zum BeispielIntervallhalbierungsverfahren, Dihotomous-Suhe, Verfahren des gol-denen Shnittsoder, für di�erenzierbare FunktionenGradienten oder Newton-Verfahren.Die Methode des steilsten Abstiegs in der mehrdimensionalen Optimierung be-ruht auf der Idee, eine Lösung x ∈ P in jedem Shritt entlang einer fest gewähltenRihtung d durh Lösen eines eindimensionalen Optimierungsproblems zu verbes-sern, also durh Lösen des eindimensionalen Problems
min
λ≥0

f(x + λd)mit Line Searh, wobei f die Zielfunktion darstellt.
b

b

x(k)

x(k+1)Rihtung d

Wähle x(k+1) als den besten Punkt entlang der Rihtung d. Wir diskutieren zu-nähst, wie man die Rihtung d wählen kann.Notation 4.3 Sei f : Rn → R eine Funktion, sei x ∈ R. Eine Rihtung d ∈ Rnist eine Verbesserungsrihtung an x bezüglih f , falls es ein δ > 0 so gibt, dass
f(x + λd) < f(x) für alle λ ∈ (0, δ).Das folgende Lemma gibt ein Kriterium, an dem man Verbesserungsrihtungenleiht erkennen kann.Lemma 4.4 Sei f : Rn → R eine Funktion, seien x, d ∈ Rn. Ist die Rih-tungsableitung f ′(x, d) von x in Rihtung d eht kleiner als Null, so ist d eineVerbesserungsrihtung. 110



Beweis: Es gilt
f ′(x, d) = lim

λ→0+

f(x + λd) − f(x)

λ
.Wegen f ′(x, d) < 0 gilt also f ′(x + λd) < f(x) für alle hinreihend kleinen λ > 0.QEDMan kann also jede Rihtung d mit negativer Rihtungsableitung wählen. Umeine möglihst groÿe Verbesserung zu erzielen, maht es Sinn, eine Rihtung d zuwählen, bei der die Rihtungsableitung so klein wie möglih ist, also die �Rihtungdes steilsten Abstiegs�. Das folgende Lemma zeigt, wie man diese Rihtung �ndet.Wir bezeihnen den Gradienten einer Funktion f : Rn → R an x ∈ Rn mit

∇f(x) ∈ (Rn)∗. Weiterhin sei ‖ · ‖ im Folgenden die Euklidishe Norm.Lemma 4.5 Sei f : Rn → R di�erenzierbar und sei ∇f(x) 6= 0. Dann ist
d = −(∇f(x))t

‖∇f(x)‖die normierte Rihtung mit kleinster Rihtungsableitung, das heiÿt
f ′(x, d) ≤ f ′(x, d) für alle d ∈ Rn mit ‖d‖ = 1.Beweis: Sei d ∈ Rn mit ‖d‖ = 1 beliebig. Dann gilt:

|f ′(x, d)| =

∣
∣
∣
∣
lim

λ→0+

f(x + λd) − f(x)

λ

∣
∣
∣
∣

= |∇f(x)d|, weil lim
λ→0

f(x + λd) = f(x) + λ∇f(x)d

≤ ‖∇f(x)‖ · ‖d‖ nah Cauhy-Shwarz
= ‖∇f(x)‖ =

|∇f(x)(∇f(x))t|
‖∇f(x)‖ = |∇f(x) · d| = |f ′(x, d)|.Weiterhin ist d eine Abstiegsrihtung wegen

f ′(x, d) = −∇f(x) · (∇f(x))t

‖∇f(x)‖ = −‖∇f(x)‖ < 0. QED111



Algorithmus �Steepest Desent�Sei x(0) ∈ Rn beliebig, k = 0.1. Sei d(k) := −∇f(x(k)). Falls ∇f(x(k)) = 0, dann STOP.2. Löse das eindimensionale Optimierungsproblemminλ≥0{f(x(k)+λd(k))}. Sei
x∗ die Lösung.3. x(k+1) := x∗, gehe zu 1.Bemerkung: Liegen alle x(k) in einer kompakten Menge, so konvergiert x(k) → xmit ∇f(x) = 0. In der Praxis maht das Verfahren in der Nähe des Minimumsmeistens nur sehr kleine und fast orthogonale Shritte. Man spriht auh von�Zik-Zak-Pfaden�.Während das Verfahren des steilsten Abstiegs den Gradienten und damit einelineare Approximation der Funktion f verwendet, nutzt das Newton-Verfahren diequadratishe Approximation an die Funktion f . Um einen Punkt x mit∇f(x) = 0zu �nden, wird f in jedem Shritt durh seine quadratishe Approximation ersetztund eine Nullstelle ihrer Ableitung bestimmt.Die quadratishe Approximation von f an x(k) ist

f(x) ≈ q(x) = f(x(k)) + ∇f(x(k))(x − x(k)) +
1

2
(x − x(k))tH(x(k))(x − x(k)),wobei H(x(k)) die Hesse-Matrix von f an x(k) ist. Wegen

∇q(x) = ∇f(x(k)) + (H(x(k))(x − x(k)))tgilt:
(∇q(x))t = 0 ⇔ (∇f(x(k)))t + H(x(k))(x − x(k)) = 0,also falls

x = x(k) − (H(x(k)))−1(∇f(x(k)))t.Entsprehend lautet das VerfahrenNewton-VerfahrenSei x(0) ∈ Rn beliebig, k = 0.1. Falls ∇f(x(k)) = 0, dann STOP.2. Sonst setze x(k+1) := x(k) − (H(x(k)))−1(∇f(x(k)))t, k := k + 1, gehe zu 1.Unter gewissen Voraussetzungen kann quadratishe Konvergenz gezeigt werden.112



4.2.2 Restringierte ProblemeWir betrahten
min{f(x) : x ∈ B, x ∈ P}.Es gibt mehrere Möglihkeiten, die Verfahren aus dem letzten Abshnitt auhzum Lösen von restringierten Problemen zu nutzen. Eine Idee besteht darin,den berehneten Punkt x(k) in jedem Shritt zulässig zu mahen, z.B. durh dieProjektion von x(k) auf P , d.h. man wählt den Punkt x aus P , der ‖x − xk‖ mi-nimiert. Das wird erfolgreih im Subgradienten-Verfahren für konvexe Problemeeingesetzt. Eine andere Variante ist es, unzulässige Lösungen zu bestrafen. Manspriht von Strafverfahren. Betrahten wir dazu

P = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m und
hj(x) = 0, j = 1, . . . , l}als zulässige Menge unseres Optimierungsproblems. Wie kann man unzulässigeLösungen bestrafen?Beispiel:

• Das Problem
min f(x), s.d. h(x) = 0wird umgewandelt in min f(x) + µh2(x)

︸ ︷︷ ︸Strafterm, µ groÿ.
• Das Problem

min f(x), s.d. g(x) ≤ 0wird umgewandelt in min f(x) + µ(max{0, g(x)})p

︸ ︷︷ ︸StraftermNotation: Sei
(P ) min{f(x) : x ∈ P} mit P ⊆ B.Dann heiÿt α : Rn → R Stra�unktion für (P ), falls

α(x) = 0 für alle x ∈ P und α(x) > 0 falls x /∈ P.Das bezüglih α und µ ≥ 0 relaxierte Problem ist dann
(Pµ) min{f(x) + µα(x) : x ∈ B}.Weiterhin sei θ(µ) = inf{f(x) + µα(x) : x ∈ B} für µ ≥ 0 der Zielfunktionswertvon (Pµ).Es gilt: 113



Lemma 4.6
min{f(x) : x ∈ P} ≥ θ(µ) für alle µ ≥ 0 (4.1)Beweis: Sei x∗ eine Lösung von P . Dann ist x∗ ∈ B, also für (Pµ) zulässig, underfüllt

f(x∗) = f(x∗) + µ α(x∗)
︸ ︷︷ ︸

=0

≥ min
x∈B

f(x) + µα(x),also ist die Lösung von (Pµ) mindestens so gut wie x∗. QEDMan kann aber noh mehr zeigen:Lemma 4.7 Sei P 6= ∅ und existiere eine optimale Lösung xµ von (Pµ) für alle
µ ≥ 0. Dann gilt:

• θ(µ) ist monoton wahsend.
• α(Xµ) ist monoton fallend.
• f(Xµ) ist monoton wahsend.Beweis: Übung.Daraus folgt shlieÿlih der folgende Satz:Satz 4.8 Sei P 6= ∅ und existiere eine optimale Lösung xµ von (Pµ) für alle

µ ≥ 0 so, dass alle xµ in einer kompakten Teilmenge von B enthalten sind. Danngilt
min{f(x) : x ∈ P} = sup

µ≥0
θ(µ) = lim

µ→∞
θ(µ).Weiter sei λk ≥ 0 und λk → ∞ für k → ∞. Ist (xλk

)k∈N konvergent, dann ist
x := limk→∞ xλk

eine optimale Lösung von (P ).Es ergibt sih der folgende Algorithmus:Sei β > 0, µ1 > 0, k = 1.1. Löse
(Pµk

) min{f(x) + µkα(x) : x ∈ B}und erhalte xk+1 als optimale Lösung.2. Falls µkα(xk+1) < ε: xk+1 ist zulässig für (P ) und nah (4.1) optimal. STOP.Sonst: µk+1 = βµk, k := k + 1, gehe zu 1.Satz 4.8 garantiert Konvergenz zu einer Optimallösung.114



Lokale SuheHat man bereits eine Lösung x ∈ P gefunden, besteht die Möglihkeit, diesemittels einer lokalen Suhe zu verbessern, um ein lokales Optimum zu erreihen.Dazu suht man die �Nahbarshaft� von x ab. Das Verfahren lässt sih auh gutauf diskrete Probleme anwenden.Beispiel (Nahbarshaften):
• Für

min{f(x) : x ∈ P}, P ⊆ Rnkann man N(x) = Uε(x) ∩ P wählen.
• Betrahtet man

min{f(x) : x ∈ {0, 1}n}so kann man zum Beispiel
N(x) = {x′ ∈ {0, 1}n : x und x′ untersheiden sih nur an höhstens k Stellen}wählen, wobei k (meistens klein) fest gewählt ist.

• Ist
min{f(P ) : P Weg in Graph},so bietet sih

N(P ) = {Wege P ′ die aus P durh Vertaushen von zwei Knoten entstehen}an.Für die lokale Suhe sei x ∈ P gegen.1. Teste, ob es x′ ∈ N(x) mit f(x′) < f(x) gibt.2. Falls ja, setze x := x′ und gehe zu 1.Sonst: x′ lokal optimal, STOP.Das Verfahren maht Sinn, wenn Shritt 1 leiht zu lösen ist. Oft kann man sogarshnell
min{f(x′) : x′ ∈ N(x)}lösen, z.B. wenn die Funktion lokal konvex ist, die Mengen N(x) konkave Bereihesind oder lokale Konvergenz wie beim Newtonverfahren durh Durhprobieren imdiskreten Fall vorliegt. 115



Simulated AnnealingBeim Simulated Annealing versuht man, die lokale Suhe so abzuändern, dassman mit hoher Wahrsheinlihkeit ein globales Optimum �ndet. Man erlaubt da-zu auh Shritte, in denen sih der Zielfunktionswert vershlehtert. Dabei soll dieWahrsheinlihkeit für eine Vershlehterung gröÿer sein, wenn die Vershlehte-rung nur klein ist und im Laufe des Verfahrens abnehmen.PSfrag replaements StartErgebnis beilokaler SuheWir erhalten folgenden Algorithmus:ALgorithmus: Simulated AnnealingInput: x ∈ P , Tk die �Starttemperatur�, 0 < α < 1.Solange Tk groÿ genug (�niht gefroren�).1. Wähle zufälliges x′ ∈ N(x).2. Ist f(x′) < f(x), setze x = x′ und gehe zu 1.Ist f(x′) ≥ f(x), setze x := x′ mit Wahrsheinlihkeit
e−

f(x′)−f(x)
T .Setze Tk+1 := αTk und gehe zu 1.Die Idee entstammt hemishen Abkühlungsprozessen, bei denen bei hoher Tem-peratur eine stabile Molekülbewegung zu beobahten ist, beim Abkühlen aberenergieminimale Anordnungen entstehen. Dabei maht das Verfahren nur Sinn,wenn die Nahbarshafts-De�nition die folgenden Bedingungen erfüllt:1. x ∈ N(x), für alle x.2. x ∈ N(x′) ⇔ x′ ∈ N(x).3. Für alle x, x′ existiert eine Folge xk, so dass x ∈ N(x1), xi ∈ N(xi+1),

i = 1, . . . , k − 1, xk ∈ N(x′), d.h. jeder Punkt ist von x aus erreihbar.
116



Kapitel 5Eigenwertaufgaben
5.1 MotivationSei u(x, t) die vertikale Auslenkung einer eingespannten Saite an der Position
x ∈ [0, 1] zur Zeit t.

|

10

u erfüllt näherungsweise die Wellengleihung
∂2u

∂t2
(x, t) =

1

c2
· ∂2u

∂x2
(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ R (5.1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ R,wobei c die Ausbreitungsgeshwindigkeit ist. Wir suhen zeitharmonishe Lösun-gen, das heiÿt wir mahen den Ansatz
u(x, t) = Re(v(x)eiωt)mit unbekanntem ω ∈ C. Einsetzen liefert die gewöhnlihe Di�erentialgleihung

−v′′(x) =

(
ω

c

)2

v(x), x ∈ (0, 1) (5.2)
v(0) = v(1) = 0Das ist ein Eigenwertproblem für den Di�erentialoperator

A : {u ∈ C2([0, 1])|v(0) = v(1) = 0} → C([0, 1]), u 7→ −u′′.117



Diskretisiert man nun dieses Problem, so erhält man ein Matrix-Eigenwertproblem.Betrahten wir hierzu die Gitterpunkte
xj = jh, j = 0, . . . , N, h =

1

Nund approximieren die zweite Ableitung durh den Di�erenzenquotienten
−v′′(xj) ≈

1

h2
[− v(xj−1)
︸ ︷︷ ︸

=:vj−1

+2 v(xj)
︸ ︷︷ ︸

=:vj

− v(xj+1)
︸ ︷︷ ︸

=:vj+1

], j = 1, . . . , N − 1.Damit bekommt die Di�erentialgleihung 5.2 die Form
1

h2
(−vj−1 + 2vj − vj+1) =

(
ω

c

)2

vj , j = 1, . . . , N − 1und man erhält das Problem
c2

h2










2 −1 0
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= ω2
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vN−1











.Insgesamt haben wir also das Problem 5.1 in ein Matrix-Eigenwertproblem über-führt.5.2 EigenwerteDe�nition 5.1 Sei A ∈ Rn×n. Eine Zahl λ ∈ R heiÿt Eigenwert zum Eigenvektor
x ∈ Rn \ {0}, falls

Ax = λxgilt.Die einfahste Berehnung für den Eigenwert λ benutzt das harakteristishePolynom
ϕ(λ) = det(A − λ Id).Aus AGLA ist bekannt, dass ϕ ∈ Πn ein Polynom ist, dessen Wurzeln die Eigen-werte von A sind. Verfahren, die das harakteristishe Polynom verwenden, heiÿendirekte Verfahren (z.B. Newton-Verfahren auf ϕ angewendet). Im Allgemeinen istdie Berehnung des harakteristishen Polynoms durh die Determinante jedohsehr aufwändig, also werden wir im Folgenden Verfahren betrahten, welhe dieBerehung von ϕ vermeiden. Diese Verfahren heiÿen iterative Verfahren.Grundsätzlih gibt es viele vershiedene Aufgabenstellungen:118



• Berehnung des gröÿten bzw. kleinsten Eigewertes
• Berehnung aller Eigenwerte
• Berehnung einiger Eigenwerte mit zugehörigen Eigenvektoren
• Berehnung aller Eigenwerte mit zugehörigen EigenvektorenIn der Vorlesung werden wir die erste und die vierte Aufgabenstellung betrahtenund für diese jeweils ein Beispiel angeben.5.3 LokalisierungssatzSatz 5.2 (Lokalisierungssatz) Ist ‖·‖ eine zu einer Vektornorm passende Ma-trixnorm, so gilt für jeden Eigenwert λ von A die Abshätzung

|λ| ≤ ρ(A) ≤ ‖A‖ (siehe Numerik I).Weiterhin gilt der folgenden Satz.Satz 5.3 (Gershgorin) Für A = (ajk) ∈ IKn×n de�nieren wir die Gershgorin-Kreise als
Gj :=







λ ∈ IK

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

|λ − ajj| ≤
n∑

k=1
k 6=j

|ajk|







, j = 1, . . . , nund
G∗

k :=







λ ∈ IK

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

|λ − akk| ≤
n∑

j=1
j 6=k

|ajk|







, k = 1, . . . , n.Dann gilt für alle Eigenwerte λ von A:
λ ∈

n⋃

j=1

Gj und λ ∈
n⋃

k=1

G∗
k.Beweis: Sei Ax = λx und ‖x‖∞ = 1. Wähle einen Index j mit |xj | = ‖x‖∞ = 1.Dann gilt

|λ−ajj| = |(λ−ajj)xj | = |(Ax)j −ajjxj | =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1
k 6=j

ajkxk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
n∑

k=1
k 6=j

|ajk||xk| ≤
n∑

k=1
k 6=j

|ajk|.Daraus folgt λ ∈
⋃n

j=1 Gj. Da A∗ die komplex konjugierten Eigenwerte von Abesitzt, folgt nun auh λ ∈ ⋃n

k=1 G∗
k. QED119



Im Folgenden wollen wir untersuhen, ob die Eigenwerte von A∗ stetig von denMatrixeinträgen abhängen. Zudem werden wir untersuhen, was man über die La-ge eines Eigenwertes sagen kann, wenn man �ungefähr� einen Eigenvektor kennt.Wir werden hier nur den Fall von symmetrishen Matrizen untersuhen.Die Resultate gelten in ähnliher Form auh für normale Matrizen (AAT = AT A).Bei niht-normalen Matrizen muss man mit extremer Emp�ndlihkeit der Eigen-werte bei ungenauen Daten rehnen.Satz 5.4 (Rayleigh) Sei A ∈ Rn×n symmetrish. Seien λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λn dieEigenwerte von A mit zugehörigen, orthonormalen Eigenvektoren x1, . . . , xn. Sei
V1 = Rn und Vj = {x ∈ Rn|xtxk = 0 für alle 1 ≤ k ≤ j − 1}. Dann gilt

λj = max
x∈Vj

x 6=0

xtAx

xtx
für alle 1 ≤ j ≤ n.Beweis: Sei x ∈ Vj \ {0}. Dann lässt sih x shreiben als x =

∑n
k=j ckxk mit

ck = xtxk, da der Raum Vj von den xj , . . . , xn aufgespannt wird und die x1, . . . , xnorthonormal sind. Also gelten xtx =
∑n

k=j ck
2 und Ax =

∑n
k=j ckλkxk. Manrehnet nun nah, dass

xtAx

xtx
=

∑n
k=j ck

2λk
∑n

k=j ck
2

≤
λj

∑n
k=j ck

2

∑n

k=j ck
2

= λj.Daraus folgt nun, dass
max

x∈Vj\{0}

xtAx

xtx
≤ λjgilt. Für den Eigenvektor xj zu λj gilt die Gleihheit, also wird das Maximumauh angenommen. QEDSatz 5.5 (Courant) Sei A ∈ Rn×n symmetrish und seien λ1 ≥ . . . ≥ λn dieEigenwerte von A. Dann gilt

λj = min
Uj∈Mj

max
x∈Uj

x 6=0

xtAx

xtx
︸ ︷︷ ︸RayleighQuotient für alle 1 ≤ j ≤ n,wobei Mj die Menge aller (n+1− j)-dimensionalen Unterräume von Rn bezeih-net.Beweis: Seien x1, . . . , xn orthogonale Eigenvektoren und die Vj wie in Satz 5.4.Aus Vj ∈ Mj folgt

min
Uj∈Mj

max
x∈Uj\{0}

xtAx

xtx
≤ λj .Umgekehrt gibt es für jedes Uj ∈ Mj ein x ∈ Uj \ {0} mit xtxk = 0 für j + 1 ≤

k ≤ n. Also wird das Minimum angenommen.120



Korollar 5.6 Seien A, B ∈ Rn×n symmetrish. Seien λ1(A), . . . , λn(A) bzw.
λ1(B), . . . , λn(B) die zu A bzw. B gehörenden Eigenwerte. Dann gilt für jedebeliebige natürlihe Matrixnorm:

|λj(A) − λj(B)| ≤ ‖A − B‖.Beweis: Übung.Tip: Zeige λj(A) ≤ λj(B) + ‖A − B‖ und verstaushe die Rolle von A und B.5.4 Verfahren von MisesSei A ∈ Rn×n diagonalisierbar und habe einen dominanten Eigenwert, das heiÿt esgilt |λ1| ≫ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| für einen Eigenwert λ1. Sei x1, . . . , xn eine Basis ausEigenvektoren, dann hat jedes x ∈ Rn eine eindeutige Darstellung x =
∑n

j=1 αjxjmit α1, . . . , αn ∈ R. Nun gilt
Amx =

n∑

j=1

αjA
mxj =

n∑

j=1

αjλjxj = λm
1









α1x1 +

n∑

j=2

αj

(
λj

λ1

)m

xj

︸ ︷︷ ︸

=:Rm









. (5.3)Man erkennt nun, dass Rm → 0 für m → ∞. Also erhalten wir, falls α1 6= 0, dass
Amx

λm
1

→ α1x1.Das Problem ist jetzt, dass λ1 unbekannt ist. Auÿerdem konvergiert Amx nur für
|λ1| < 1. Ein Ausweg aus dieser Situation ist, dass man eine andere Normierungvornimmt. Wir betrahten

‖Amx‖2 =

(
n∑

j,k=1

αjαkλ
m
j λm

k xj
txk

) 1
2

=: |λ1|m(|α1|‖x1‖2 + rm). (5.4)mit R ∋ rm → 0 für m → ∞. Dann folgt
‖Am+1x‖2

‖Amx‖2

=
‖Am+1x‖
|λ1|m+1

· |λ1|m
‖Amx‖ · |λ1| → |λ1| für m → ∞. (5.5)De�nition 5.7 Bei dem Mises-Verfahren (auh Potenzmethode genannt) wirdein Startvektor x(0) =

∑n

j=1 αjxj, α1 6= 0 gewählt und y(0) = x(0)

‖x(0)‖ gesetzt. Für
m ≥ 1 wird dann de�niert

x(m) = Ay(m−1)

y(m) =
σmx(m)

‖x(m)‖ mit σm ∈ {−1, 1} so, dass y(m)ty(m−1) ≥ 0.121



Dabei bedeutet die Vorzeihenwahl, dass der Winkel zwishen y(m) und y(m−1) imIntervall [0, π
2
] liegt, also dass es beim Übergang von y(m−1) zu y(m) keinen Sprunggibt. Um α1 6= 0 müssen wir uns keine Sorgen mahen, denn Rundungsfehlerstellen die Bedingung meist siher.Satz 5.8 (Konvergenzbeweis für von Mises) Sei A ∈ Rn×n diagonalisier-bar und habe einen dominanten Eigenwert λ1, dann gilt:

• ‖x(m)‖ → |λ1| für m → ∞,
• y(m) konvergiert für m → ∞ gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert

λ1,
• σ(m) → sign(λ1), das heiÿt σ(m) = sign(λ1) für m groÿ genug.Beweis: Durh Induktion kann man zeigen, dass

y(m) = σ(m) · · ·σ(1) · A(m)x(0)

‖A(m)x(0)‖2
für m = 1, 2, . . . .Einsetzen ergibt dann

x(m+1) = Ay(m) = σ(m) · · ·σ(1) · A(m+1)x(0)

‖A(m)x(0)‖2
.Aus (5.5) folgt nun, dass

‖x(m+1)‖2 → |λ1| für m → ∞gilt. Wir nehmen nun ohne Einshränkungen an, dass ‖x1‖2 = 1, dann gilt:
y(m) = σ(m) · · ·σ(1) · λm

1 (α1x1 + Rm)

|λ1|m(|α1| + rm)
mit (5.4) und (5.3)

= σ(m) · · ·σ(1) · sign(λ1)
m sign(α1)x1 + ρm,wobei ρm → 0 für m → ∞. Daraus folgt, wenn σ(m) konstant ist für groÿe m,dass y(m) gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert λ1 konvergiert. Diesesgilt, weil

0 ≤ y(m−1)ty(m) = σ(m)σ(m−1) · · ·σ(1) · λ2m−1
1 (α1x1

t + Rm−1
t)(α1x1 + Rm)

|λ1|(2m−1)(|α1| + rm−1)(|α1| + rm)
mit (5.4) und (5.3)

= σ(m) sign(λ1) ·
α1

2 + α1x1
tRm + α1Rm−1

tx1 + Rm−1
tRm

|α1|2 + |α1|(rm−1 + rm) + rm−1rm
︸ ︷︷ ︸

→1 für m→∞122



Wielandt-Verfahren (Inverse Iteration, Nahiteration)Sei A diagonalisierbar und λj ein einfaher Eigenwert von A. Sei λ kein Eigenwertvon A und eine Näherung an λj, das heiÿt
|λ − λj | ≪ |λ − λk| für k 6= j.Es folgt: (A − λ Id) ist nihtsingulär und (A − λ Id)−1 hat die Eigenwerte λ̃i mit

λ̃i = 1
λi−λ

. Also hat die Matrix (A − λ Id)−1 einen dominanten Eigenwert λ̃j unddie von Mises Iteration ist anwendbar.JakobiverfahrenSei A ∈ Rm×m symmetrish. Wir betrahten die Frobenius-Norm
‖A‖F =

[ n∑

i,j=1

|aij |2
] 1

2

.Lemma 5.91. ‖A‖F = spur(AT A) = spur(AAT )2. ‖A‖F = ‖QT AQ‖F, Q orthogonalBeweis:1. Da für die Spur eines Matrixprodukts AB mit A, B ∈ Rm×m gilt
spur(AB) =

n∑

i,j=1

aijbji =
n∑

i,j=1

bijaji = spur(BA),bekommen wir insbesondere
spur(AT A) = spur(AAT ) =

n∑

i,j=1

|aij|2.2. Wir nutzen die Eigenshaft einer orthogonalen Matrix Q ∈ Rm×m: Q−1 =
QT .
‖QT AQ‖2F = spur(QT AQQT AT Q) = spur(QT AAT Q) = spur(AT QQT A)

= spur(AT A) = ‖A‖F. QED123



Ist A ∈ Rm×m symmetrish, so lässt sih A nah dem Spektralsatz mit einerorthogonalen Transformation auf Diagonalgestalt bringen. Zusammen mit demLemma folgern wir
‖A‖2F =

n∑

i,j=1

|aij|2 =
n∑

i=1

|λi|2.De�nition 5.10 Eine Auÿennorm ist eine Abbildung
N : Rm×m → R

A 7→
n∑

i,j=1
i6=j

|aij|2 = ‖A‖2
F −

n∑

i=1

|aii|2.Bemerkung: Die Auÿennorm ist keine Norm!Trivialerweise vershwindet die Auÿennorm für Diagonalmatrizen. Sei aij einNihtdiagonalelement, d.h. i 6= j, ungleih Null. Wir betrahten eine Teilmatrixunserer symmetrishen Matrix A, nämlih:
((

aii aij

aij ajj

))

.Wir wollen nur mithilfe von Rotationen die Nihtdiagonalelemente eliminieren.
(

bii bij

bij bjj

)

:=

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)(
aii aij

aij ajj

)(
cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)

=

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)(
aii cos ϕ − aij sin ϕ aij cos ϕ − aii sin ϕ
aij cos ϕ + ajj sin ϕ ajj cos ϕ − aij sin ϕ

)Also lässt sih das transformierte Matrixelement bij auf folgende Art und Weiseberehnen:
bij := aij cos2 ϕ − aii cos ϕ sin ϕ + ajj sin ϕ cos ϕ − aij sin2 ϕ

= (ajj − aii) sin ϕ cosϕ + aij(cos2 ϕ − sin2 ϕ)

= 1
2
(ajj − aii) sin 2ϕ + aij cos 2ϕ.Wollen wir es vershwinden lassen, folgt

cot 2ϕ =
aii − ajj

2aij

.Um Kosinus und Sinus als Winkelfunktionen zu vermeiden, de�niert man τ :=
cos(2ϕ) = cos2 ϕ − sin2 ϕ, ϕ ∈ [−π/4, π/4]. Dann gilt: cos ϕ =

√

(1 + τ)/2,
sin ϕ = σ

√

(1 − τ)/2, σ(ϕ) ∈ −1, 1. Sei ϕ so gewählt, dass
aijτ + (ajj − aii)

σ

2

√
1 − τ 2 = 0.124



Eine Möglihkeit ist
τ =

aii − ajj
√

4a2
ij + (aii − ajj)2

, σ = sign(aij)wählen. Das Vorzeihen σ ergibt sih wegen des Zählers von τ . Statt der Rotati-onsmatrix können wir also die Transformationsmatrix
(

c −s
s c

) mit c =

√

1 + τ

2
und s = σ

√

1 − τ

2
.verwenden. Wir gehen von der Teilmatrix zur gesamten Matrix über.De�nition 5.11 Sei 1 ≤ i < j ≤ n. Dann nennen wir die Matrix























1 . . .
1

c −s
1 . . .

1
s c

1 . . .
1























mit
c = cos ϕ,

s = − sin ϕ,

gii = gjj = cos ϕ,

gij = −gji = sin ϕ,ansonsten Identität
eine Givens-Rotation bzw. eine Jakobi-Transformation.O�ensihtlih gilt:Lemma 5.12 Die Givens-Rotation ist orthogonal.Satz 5.13 Sei A ∈ Rn×n symmetrish, i 6= j mit aij 6= 0. Die Matrix

B = GijAGT
ij1. ist wieder symmetrish,2. es gilt bij = 0,3. A und B untersheiden sih nur in der i-ten bzw. j-ten Spalte/Zeile4. und N(B) = N(A) − 2a2

ij. 125



Beweis: Aussagen 1-3 folgen aus den bisherigen Überlegungen. Weil die Frobeni-usnorm unter orthogonalen Transformationen invariant ist, gilt
∥
∥
∥
∥

(
aii aij

aij ajj

)∥
∥
∥
∥F =

∥
∥
∥
∥

(
bii bij

bij bjj

)∥
∥
∥
∥F.Über diese Gleihheit und bij=0 erhalten wir durh Quadrieren a2

ii + a2
jj + 2a2

ij =
b2
ii + b2

jj. Wir können � da alle anderen Diagonalelemente von A und B gleihbleiben � auf die Auÿennorm zurükshlieÿen.
N(B) = ‖B‖2F −

n∑

k=1

|bkk|2 = ‖A‖2F −
n∑

k=1

|bkk|2

= N(A) +

n∑

k=1

(|akk|2 − |bkk|2)

= N(A) − 2a2
ij . QEDAus diesen Ergebnissen formulieren wir das Jakobi-Verfahren:De�nition 5.14 Sei A ∈ Rn×n symmetrish. Im klassishen Jakobi-Verfahrenwird zunähst A(0) = A gesetzt und für m = 1, 2, . . . iteriert mit A(m) = (a

(m)
lk ):1. Suhe i 6= j mit |a(m)

ij | = maxl 6=k |a(m)
lk | und setze G(m) := Gij,2. setze A(m+1) = G(m)A(m)G(m)T .Das Verfahren suht also das gröÿte Element aus der Matrix heraus und transfor-miert es auf Null. Weil wir mit symmetrishen Matrizen arbeiten, müssen wir nureine obere Dreiksmatrix durhsuhen. Obwohl bei jeder Transformation Nullenwieder vershwinden können, liegt Konvergenz vor.Satz 5.15 Das klassishe Jakobi-Verfahren konvergiert zumindest linear in derAuÿennorm.Beweis: Wir betrahten ein festes m und erwähnen es daher niht. Da wir |aij | =

maxl 6=k |alk| gesetzt haben, können wir damit N(A) abshätzen:
N(A) =

n∑

l,k=1
l 6=k

|alk|2 ≤ n(n − 1)|aij|2,woraus folgt
aij ≥

N(A)

n(n − 1)
.126



Jetzt betrahten wir einen Iterationsshritt
N(B) = N(A) − 2|aij|2 ≤

(

1 − 2

n(n − 1)

)1

︸ ︷︷ ︸

=:q<1

N(A)und stellen lineare Konvergenz fest, da der Exponent von q gleih 1 ist. QEDZwar wissen wir nun, dass die Auÿennormen beim Jakobi-Verfahren gegen Nullkonvergieren, doh wissen wir niht, ob dann auf der Diagonalen auh wirklihdie Eigenwerte stehen. Dieses Problem wollen wir nun klären:Korollar 5.16 Sind λ1 ≥ · · · ≥ λn die Eigenwerte der symmetrishen Matrix
A ∈ Rn×n und ist ã

(m)
11 ≥ · · · ≥ ã

(m)
nn eine Umsortierung der Diagonalelementevon A(m), so gilt

|λi − ã
(m)
ii | ≤

√

N(A(m) → 0 für m → ∞.Beweis: Aus Korollar 5.6 mit A = A(m) und B = diag(a
(m)
11 , . . . , a

(m)
nn ) sowie dereuklidishen Norm erhalten wir, da A und A(m) die gleihen Eigenwerte besitzen:

|λi − ã
(m)
ii | = |λi(Am) − λi(B)| ≤ ‖A(m) − B‖2 ≤ ‖A(m) − B‖F =

√

N(A(m).QEDAuf die Eigenvektoren können wir shlieÿen, da sih A(m) shreiben lässt als
A(m+1) = G(m)A(m)G(m)T = · · · = G(m)·. . .·G(1)·A·G(1)T ·. . .·G(m)T =: Q(m)AQ(m)T ,wobei Q(m) orthogonal ist und A(m+1) näherungsweise diagonal. Also bestehen dieZeilen von Q(m) näherungsweise aus Eigenvektoren von A. Es gibt noh weitereVerfeinerungen des Verfahrens:

• Gerade, da das Aufsuhen des Maximums in jedem Shritt mit n(n − 1)Vergleihen O(n2) wiegt, bei groÿen Matrizen sehr teuer sein kann. Bei-spielsweise kann man die Reihenfolge, in der die Paare (i, j) durhlaufenwerden, vorher festlegen. Dies nennt man zyklishes Jakobi-Verfahren.
• Setzt man zusätzlih einen Shwellenwert, ab dem man sih mit dem aijzufrieden gibt, spriht man vom zyklishen Jakobi-Verfahren mit Shwel-lenwert. 127
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