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¡�� ��A´����B�|�zµ�}| ~�zµ¥DCFE�|?���#���´~\� z���� �GE¢���+H |?z}|?�b�}� �(E |8Ib�\�¢�}��¥����<�¢���J¥ ����|?z=J\|8E����#�l�¢�1C�|{��¥�z}�H�FE �¢�}|��
� �O��¥��KE����o|l� zM¥ ~2|?z��¢�}¥�z*|8Ib�\�¢�}��¥��o�

F (x†) = y L ¨NM�O���}�q� �_����Oµ|��L���+B�|M¥�~�|�z}�¢��¥ z
F : D(F ) ⊂ X → Y C�|?���®|�|��QP��RE!C�|�z��C�µ~\� ��|?� X ,Y §�S(|*� �µ�}����|�����¢�

F
���UT6zWV�����|L�t���RH2|�zµ|��������(CFE�| ¥��=��������¥���� ���

D(F )
� ���������¢�*����|J��|l� �µ��z}|?�=�\�¢���

yδ � z}|~�|�zµ�}��z.C�|��XC�A=��¥����}| �O���}�=£d�o¥Z�O����¥����}|YE�|�B�|ZE
δ [ � § |¢§

‖y − yδ‖ ≤ δ. L'\ M] �0��|?���µ����� ~�zµ¥DCFE�|���� � z}| �!ERE�� ~2¥��µ|�� ���!�}��| �}|?���}| ���\�¢�8�}��| �}¥DE��o����¥�� ��¥d|�� ��¥ � ��|?~2|?���
��¥ �b�}���b��¥��o�.ERA�¥�������|®�\�¢��� [ � § | § F−1 ���G��¥ �G��¥��������b��¥����?§ ] ��|�¥ �\�}��|���¥����f�}�o����|?�}�����FE���|?���o¥4�����¥O�µ¥DERB |{�}������~�z}¥DCKE�|�� ���RB |����*�}�K^��?��|����.ERA´��¥d¥d�´��������� �GEj� ��|��µ�

x0

���:�}��| �������W*(����_(�� `�a�&�'�(�� +*(���+,��.-
b *(��cd�'/1��23�����e46����7��8- L ��f*±�� ¡gM´�}����� |��µ�}|��hC�AjiM�¢£d�o�}�������}£b���lk ¨8m §on*��|

n
� �}� ����|�~(¥ ���}�����

��|?���o¥4���<�?¥����}���µ�}�V����� ~�~FE+A4�����pn*��£b��¥��o¥@B z}|�� �FE � zµ��¦��¢����¥�� ��¥O���o|qE�����|�� z}��¦�|?�´¥�~2|?z��¢�}¥�z#|8Ib�\�j����¥ �
F ′[xδ

n](xδ
n+1 − xδ

n) = yδ − F (xδ
n)
�O����������|J�������}� �(E�����|?�}�

x0 r
xδ

n+1 = argmin x∈X
(
‖F ′[xδ

n](xδ
n+1 − xδ

n) − yδ + F (xδ
n)‖2 + αn‖xδ

n+1 − x0‖2
)
. L �M� �6����|*~�|����(E���A���|?z}� ‖xδ

n+1−x0‖2 ���Cz}|�~KE � �?|��sC�A ‖xδ
n+1−xδ

n‖2 [ �}�����C���f���(E!E�|��H�}��| �t��_(����u����v�(�w *(�.x8�K*(�W-(� �GE���¥�zµ���}����§tT\¥�zG���o���}�?���}�µ��¥��q¥¢���������f� �o�_¥ ���o|�zC����|?z��¢�}�RB�| z}|?���FE�� z}��¦l�¢�}��¥��J��|?���o¥4���
�®|8z}|?��|?z7��¥ �}��| zµ|���|?������¥���¥ ��z�� ~o�yC�A{zJ�(E���|��|C\�¢����|�z [ �t|��FC\�¢��|�z~}9�4����|?z}¦�|?zjk�¨�¨�m §�T\¥�z
�}����~KE����?����A´�®|O¥��FERAH��¥��o�}���o|�zf���o|M��¥DE!E�¥Z�O�����´�j� ~�z}��¥�z}�d����¥�����|*¥ �����o|*z}|�� �FE � zµ��¦��¢����¥��H~\�¢z�� ��|?�}|�z}�
αn r

αn = α0q
n, q ∈ (0, 1), α0 > 0 L�� M� �,���µ�\�(E [ ����| z}|?���FE�� z}����A$¥ ������| �}¥(E��o�}��¥�� zµ|8E �j���RB |8��¥ ����| �}��¥d¥ ��������� ~�zµ¥�~2|?zµ�}��|��=¥ ������|¥�~�|�z}�¢��¥�z*���*��|�� �}�oz}|��,�����}|�z}���*¥ �G�}¥��oz}��|���¥ �������}��¥��o�M¥ �V����|´��¥�zµ�

x0 − x† = Λ(F ′[x†]∗F ′[x†])w, ‖w‖ ≤ % Lv� M�O��|?z}|
Λ : [0, ‖F ′[x†]‖2] → � ���_����¥ ��¥ ��¥ �����������?z}|�� �}�������������L����¥�� ���¢�}������A4�����

Λ(0) = 0
§

¤<�¢��|?z��®| �O�!E!E2� �µ�}����| ���\�j�
%
�����µ�K^�����|����&E+A"�}���(ERE §C���=~\�¢zµ�������FE�� z [ �®|´�O�!E!E���¥ ���}����|�z�Pt³DE��o|�z����Ad~2|J�µ¥���z}�?|��?¥�����������¥����

x0 − x† = (F ′[x†]∗F ′[x†])µw, ‖w‖ ≤ %, µ > 0 L ©�M� ���XE�¥ ��� z}�����������O�µ¥���z}�?|��?¥�����������¥����
x0 − x† = ln(F ′[x†]∗F ′[x†])−µw, ‖w‖ ≤ %, µ > 0. L ¯DM� �t���O�(E��M�$Ad�t� �}�µ����|��=���\�¢�*�}��|J�}���(E������q��¥��o�����}��¥��
‖F ′[x†]‖ ≤ Cs < 1 L «DM���G���¢�}����J\|�� [ �O�o�����²�l� �²�GE����NAd��C�|*� ���o��|ZB |���C�AHzµ|��}���(E������ �}��|*��¥�zµ����� Y §�n*��|?�²���_~\�¢zµ�������FE�� z���o|�zµ�������O�\�¢���=�}���o|�¥¢� L ¯DM����M�®|8ERE����o|ZJ\��|?�:§n*��| �?¥���B�|?z}��|?����|J¥ �:�}��| ��f*±J� ¡r��¥�z�Pt³DE��o|�z��µ¥���zµ��| �?¥�����������¥ ��� �O�����7�}��| ¥ ~o�����7�(E\z}�¢��|

O
(
δ2µ/(2µ+1)

) �M�¢�M~�z}¥NB |��~C�AoiM�¢£d�o�}�������}£b����k�¨Zm2��¥�z
µ = 1

� �o��C|A6zJ�(E��}|��|C\� ���o|�z [ ��|?�FC\� ��|?z



���������
	�� ������
���������
�������������� !�#"$���%�&�'�(�) +*(���+,��.-0/1��23�����546����7��8-�� �
} �4����|?z}¦�|?z1k @m ��¥�z

µ ∈ [0, 1] L �O���}� o (δ)
��¥�z

µ = 0
M §3T\¥�z����KJ\������|8E+A²�}��¥4¥¢����������¥ ~2|?z��¢�}¥�z}�

FE�¥ ��� z}�����������t�}¥ ��z}�?|��?¥�����������¥ ���M��Ad~������(E!E+A"��¥ z}z}|?�}~�¥����,��¥²�\�¢�}��z��(E#�µ��¥d¥ �}����|��µ���?¥�����������¥����*���
��|?z}��� ¥ � �4¥DC�¥DE�|�B=�}~\� �?| [ �}|�|ok ¯ [ «Gm §�������|?z��}��|��µ|H��|�� £ |?z z}|?���FE�� z}����A,� �}�µ����~4����¥ ���t�}��|Hz}�¢��|
¥ �G��¥���B |�z}� |����?|H¥ �V����|J��f*±J� ¡����

O ((− ln δ)−p) [ δ → 0
§

��¥¢��| �����¢� ��¥�zgE�����|�� z ¥�~�|�z}�¢��¥ z}�
F
����|

n
� ���!����|�~!¥ �����o| ��f*±�� ¡ L �M�zµ|����o��|��8�}¥¥�zµ�����\�¢zWAXn*��£b��¥��o¥@B�z}|?���FE�� z}��¦l�¢�}��¥��=�O���}� z}|?���FE �¢z}��¦��¢����¥��,~\� z��¢��|L��|�z

αn−1

� ���8�������}� �(E#� ��|��µ�
x0

§hn*��|=~�zµ|ZBd��¥ ���²����|?z��¢�}|��²� zµ|���¥ �²���µ|����¢���(ERE § T6zµ¥��9�}�����H¥DC��}|?zWB¢�¢�}��¥�� ���_���q�8E�|l� z����\�¢�
���o|7��f*±J� ¡ ��� � ¥��FE+A5Ad��|8E�� ¥�~4�������(E{z}�¢��|?�H¥ �O�?¥���B�|�zµ��|��o��|"��¥�z P�³DE���|�z��}¥��oz}��|7��¥����o������¥����
L ©DMJ�O���}� µ ≤ 1

�µ�����?|7����|6Id���(E��+J\�l�¢�}��¥��(¥ �pn*��£b��¥ ��¥NB zµ|����FE�� z}��¦l�¢�}��¥�� ���
µ0 = 1 L �}|?| k � m ML§nV¥	¥DCo��� ���!¥�~4�������(E�z��¢�}|�� ¥ �"�?¥���B�|�zµ��|��o��|���¥�z

µ > 1 [ zJ�(E���|��|C\�¢����|�z k���m��µ������|?�µ�}|����}¥
z}|?~FE �¢��|�n*��£b��¥ ��¥NB z}|�� �FE � zµ��¦��¢����¥�� C�A �8z}|?���FE �¢z}��¦��¢����¥�� ��|?�}��¥d� �O����� ��������|�zsIb�\�GE��RJ��l�¢�}��¥��
� ���,��¥ ���}����|�z*����|�z}�¢����¥����}���o|���|��t¥ �G�}��|´��¥�z}�
xδ

n+1 := x0 + gαn

(
F ′[xδ

n]∗F ′[xδ
n]

)
F ′[xδ

n]∗
(
yδ − F (xδ

n) + F ′[xδ
n](xδ

n − x0)
)
. L ��M

���7~�� zµ�}�����KE � z [ ��¥�z K
� ������|?�{����|?z��¢�}|��Qn*��£b��¥���¥NB�z}|?���FE�� z}��¦l�¢�}��¥��_�®| �\�$B |

gα(λ) = (λ+α)K−αK

λ(λ+α)K

§
fO|��l�GE!E{���\�j���}��|6Ib�\�(E��RJ\���¢����¥�� ¥ �*���}|�z}�¢��|?� n*��£b��¥ ��¥NB(zµ|����KE � zµ��¦l�j����¥ � ���

µ0 = K [ � ��� ���\�j�¥��FE+A=¥���|��7�j��z}���=�\� �t��¥QC2|�����B�|?zµ�}|��8���,|l�¢��� ��|?�*�}¥�� ����|�~ L �}|?|ok � m ML§O� � �����GE��}¥�~2¥ �}�}�RCFE�|´�}¥���µ|´¤<� ���o�®|8C�|�z*����|�z}�¢����¥�� [ �O���������\� ��Ib�\�GE��RJ��l�¢�}��¥�� µ0 = ∞ � ���7��¥�zµz}|��µ~2¥ �����M��¥�����| ���o¥����?|
g(1+k)−1(λ) =

∑k−1
j=0(1 − λ)j §Un*��|��µ��¥ ~�~����o�7���o��|��,¥ �C����|�������|?z}��¥�z*���}|�z��j����¥ �,~KE �$Ad�����o|�zµ¥DE�|¥ �{�}��|_z}|?���FE�� z}��¦l�¢�}��¥��=~\� z}� ��|?��|?z��O�������}��|_���o|������+J\�l�¢�}��¥��

α = 1/(1 + k)
§�n*��|?z}|?��¥ z}| [ �O��������o|����o¥����?| L � M®���o|��b��� C2|?zt¥¢�C������|�z*����|?z��¢�}��¥�������z}¥ª�O�O|��4~�¥���|����}� �(ERERA�§� ��zµ�������(E������ z}|��o��|���� ¥ � � ��A ���}|�z}�¢���+B�| z}|?���FE�� z}��¦l�¢�}��¥�����|?�}��¥d� ��� � � �¢~�~�z}¥ ~�z}���¢��|

�µ�}¥�~�~������=z}�FE�| §_������J�z}�µ������|�~ [ ¥ ��|²�7�$A �?¥����µ����|?z *(�!�����'�����#�����
��������� ���� !�
� �O������� ��|?~2|?���¥����}��|_�µ��¥d¥ ���o��|��µ� ¥ �{�}��|H�µ¥DE��o�}��¥�� [ |¢§ ��§6���o|H���o��|�� µ
��� L ©�M [ Co�o�´��¥ � ¥����}��|H�\�j��� yδ L �}|?|k  [ «�m���¥�zH���o|,��fM±�� ¡ � ��� k�� [ ¨�¨8m®��¥�zH���o|,��|?�}��¥d��� L �DM.ML§ P�¥ª�®|ZB�|?z [ ����|��µ��¥d¥ ���o��|��µ��¥¢����o|H�}¥(E��o�}��¥��,�������}�\�GE!ERA=�o¥ � £b��¥ª�O� �j� ~�z}��¥�z}� [ � �����}��|�zµ|?��¥�zµ|_�j� ~�z}��¥�z}�#����¥�~o~������7z}�FE�|�� �o¥7��¥ �Ad��|ZE�� ¥�~o�����7�GE*z��¢�}|��7¥¢� ��¥ �|B |�zµ��|����?| � �

δ ↘ 0
§{nV¥ ¥(Co��� ����¥�~4�������(EMz}�¢��|?�7¥NB�|?z"� z�� ��� |

¥ �*�µ��¥d¥ �}����|��µ�_�8E�� �}�µ|��H�O������¥ �o�_�Z��~�zµ��¥�zµ�{���o��¥�zµ�7�j����¥ � ¥ � ����|��}��¥4¥¢������|?�}� [ ����������|��?|��}�}� zWA��¥,���µ| *(�!���N���������'�����q�����
��������� ���� !�
� �O�o����� ��|�~�|���� ��¥ ��¥��FE+A ¥��
δ [ C��o�H�(E��}¥=¥�� yδ §�� ���\� �C�|�|����}�o¥Z�O�²�����¢�®¡�¥�zµ¥�¦�¥NB�� � �����}�?z}|�~�� ���ZA_~�z}��������~FE�|���¥ zC����|O��f*±J� ¡ E�|l� ���f�}¥´¥�z}�o|�z�� ¥�~o�}�����(E

��¥ �|B |�zµ��|����?|_z��j��|��O��¥�zlP�³(E���|?zt�µ¥���zµ��|���¥����o������¥����*�O���}�
µ ≤ 1

2
L k Gm Mt� �o� E�¥���� zµ�����o����� �}¥ ��z}�?|��¥ �������}��¥�� L k ¯@m�M § ¡�¥�z}|?¥NB�|�z [ ���q��� �²�}�o¥Z�O����� k ¨ª°GmM�}�\�¢�²����|,�t|?�*��¥ �4� ¤<� ���4��|ZC2|?z���|?�}��¥4�

�O���}�����o|H�����}��zµ|�~\�¢���ZA�~�z}��������~FE�|���¥ �|B |�zµ��|��´¥ � ¥ ~o�����7�(E#¥ z}��|?z���¥�z P�³DE���|�zt�}¥��oz}��|H��¥����o������¥����
�O���}��� ��A

ν > 0
§{� ERE\����|?�}|´z}|?�}�FE����Mzµ|8Ib����z}| ����z}¥ ���_��¥��KE����o|l� zµ����A²��¥ �������}��¥��o�®¥��"�}��| ¥�~�|�z}�¢��¥ z

F L �}|�| L'\ ¨@M�C2|ZE�¥ª�aM®�O����������� ����¥ �lC�|�B�|?z}�RJ�|�����¥ z*�7� ��A7������|?z}|����������²~�z}¥DCKE�|�����§nV¥,�}��|0C2|?�µ��¥ �®¥���zJ£b��¥ª�pE�|��o��|����´���´�o¥ ��£d�o¥Z�O�(�}¥=� � z´��¥ª� �}¥�¥(Co��� ���8¥�z}�o|�zJ¥�~o�}�����(E
z��j��|�����¥�z

µ ≥ 1/2
���µ�����sOµ���µ�_¤#��~��µ�������}¦��?¥��������b������A ¥ �

F ′ �O���}��¥��o��~�zµ��¥�z�£b��¥ª�pE�|?����|7¥¢� µ
§

¡�¥�zµ|�¥NB�|?z [ |�B�|�� �����o|�z ����z}¥ ����|�z´�o¥��FE�����|l�¢z}����A,�¢�}�}�o��~o�}��¥��o� ��� ���´�¢� ¥�~�|��8~�zµ¥DCFE�|?� �o¥Z�!�}¥
� ������|ZB | z��¢�}|��"¥¢�J¥�~o�����7�GE*¥�z}��|?z7��¥�z��}��¥4¥¢������|?�}�"�ZE � �µ�}|?�7�O���}�$�����o|��

µ ∈ (µ0 − 1/2, µ0]�O���}��¥��o� ~�zµ��¥�z{£b��¥ª�pE�|�����|�¥ �
µ
§�n*��|��µ|����®¥H~�zµ¥DCFE�|���� �O�RE!EFC�|t�}¥DE+B�|������}�����J����|�¤#|�~��µ£d� O � ��Ad~�|

�µ�}¥�~�~������²z}�FE�|´~�z}¥ ~2¥��µ|��,�������o���*~\� ~�|�z?§
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�������������� !�#"$���%�&�'�(�) +*(���+,��.-0/1��23�����546����7��8-�� �
n*��|�~�z}��������~FE�|�¥ � ����¥d¥��}����� �}��|,z}|�� �FE � zµ��¦��¢����¥�� ~\� z}� ��|?��|?z�� �\� ~o�}�RB |8ERA �}�������}�\�¢������|

~�zµ¥�~\� ���j��|�� �\�j������¥����}|²|�zµz}¥�z´���´z}¥���� �FERA�¥ �®�}��|²��� ��|q�}��¦�|�� �J¥ �}��|�zJ|�zµz}¥�z �}|�zµ���´�\�¢�1C�|�|?�
�����}z}¥d������|?� C�A ¤#|�~o�}£b� Ook ¨ªGm���¥ zH|��������7�¢�}�����=�������L����¥����_��� �O�����}|7��¥ ���}|¢§ ¤<�¢��|?z_�����\� � C�|�|?�
� ~�~KE���|?� ��¥lE�����|l� z ����B�|?z}�}| ~�zµ¥DCFE�|?���:�O�����Jz��¢����¥�� �¢���J��|?�}|�z}�����o���µ�}���f�o¥����µ|qC�A�±´¥DE���|����µ�FE��o��|�z
} yV|�zµ|ZB�|?z}¦?|ZB k ©Gm [ ¡��¢�}�FV1} yV|�z}|�B�|?z}¦�|�Bhk ¨ � mV�¢���XiM� ��|?za}�yG|?z}|ZB |�zµ¦�|ZB k \ m §n*��|�~FE�� � ¥ �*�}�����_~�� ~2|?zq���H� �_��¥DE!E�¥ª�O��§8��� �}|?�?����¥�� \ �®|�������zµ¥4���o��|"¥��ozq¤#|�~��µ£d� O � ��Ad~�|�µ�}¥�~�~������"zµ�FE�|���¥�z�����|?z��¢�}�RB�|�z}|?���FE �¢z}��¦��¢����¥��=��|L����¥d��� L ��¥ � ��|��?|��}�}� z}�RERA,¥ � �t|?�*��¥ �4� ��Ad~�|NM���¥�z��¥��KE����o|l� zt����B�|?z}�µ|q~�z}¥DCKE�|���� �¢���8~�z}¥NB |²�"��|���|?z��(EG��¥���B |�z}� |����?|²�}��|�¥ z}|��,§´���8����|���¥DE!E�¥Z�O�����
�}|?�?�}��¥����,��| ��|���¥�������z��j��| ���\�¢������|(� �µ�}����~o����¥�����¥ �_���o���=����|?¥�z}|?� �¢z}| �}�¢�����WJ\|?�	��¥�z=����|
��|?���o¥4���q�o���}�?���}�µ|����(C�¥@B |=������|?z��?|�z���� ��� ��¥����o������¥����?§ ��� �}|?�?����¥��  ��|=z}|ZIb����zµ|=¤<��~��}���o����¦
��¥ �b�}���b������A ¥ �M���o|oT\z.V?����|?�H��|�zµ�RB¢�¢���+B�|

F ′ � �o� ¥DCo��� ��� ¥�z}�o|�z�¥�~o�����7�GEfz��¢�}|���¥ �*��¥ �|B |�zµ��|����?|� �
δ ↘ 0

��¥�z
µ ≥ 1/2

§����(�}|?�?����¥�� � �®|��������)A �t|?�*�}¥�� ��|?�}��¥4�o��¥¢�����o|���¥�zµ� L �DM´�o����|�z���o|8�µ��zµ¥�����|?z=��¥��FE�����|�� z}����A��?¥�����������¥�� L'\ ¨@M���¥�z�Pt³DE���|?z"�}¥ ��z}�?| �?¥�����������¥����7�O����� µ < 1/2� ���6E�¥����¢z}���}�������*�}¥ ��z}�?| ��¥��o�����}��¥����®� �����µ��¥ª� ���\�¢�®����| ¤<|?~��}£b� O®�µ��¥ ~�~����o�_z}�FE�| �(E��}¥ E�|l�¢���®�}¥
¥�zµ��|�z{¥�~4�������(Ed��¥���B |�z}� |����?|�z}�¢��|?�{���q�������f�}�����\�j����¥ �:§�TG���\�(ERERA [ ���q�}|��L����¥�� � �®|Oz}|?~2¥�z��{¥��q��|?�µ�}�¥ �*�}��|"~�zµ¥�~2¥ �}|�� �µ��¥ ~�~����o� z}�FE�|���¥�zH���b��� C�|�z�¥ �O����B�|?z}�µ|�~�z}¥DCKE�|�������� ~\�¢zµ�����(E ���RH2|�zµ|��������(E
|8Ib�\�j����¥ ����§
�=:�� a��Gi�] ?���i?klh����d? [<n Xj`�	 a
��� ���o�����µ|��L����¥ � ��| ���b�}z}¥d�����?|	����|�¤<|?~��}£b� O � ��Ad~2|	�µ��¥ ~�~����o��z}�FE�| � ��� ~�z}¥NB�|!��� |���|?z��(E
��¥ �|B |�zµ��|����?|8����|?¥�z}|?��§ ¤<�¢��|?z��®|��O�!EREt�µ��¥ª�r���\�¢������|�� �}�µ����~o����¥����7¥¢�´���������}��|�¥�zµ|�� � z}|
���j������J\|��=��¥�zM�}��|Jz}|�� �FE � zµ��¦?|��=��|L�*��¥�����|L����¥d���*�����}�?���}�µ|�����������|J�����}z}¥d�����?�}��¥�� §

 ilil`����<k@?�h2[ �=:v9 �t���

xδ
n

u�� � 7�� �N�.x8� ����
� ��" �������W*(���
� ���&�8-(��
�.- u8� *(� �������W*(����_(�
�&�'�(�) +*(���+,N*(���'��� 46����7��8-�"$���s*(� ����������*( �(� �
�
�

x0

"��&��4 �N��46�0*�-(4s�!�
����u8 !�%�N���p*(��- -�*(� *
(δ, yδ)�8*(���!� "��G�����������p"$���

y = F (x†) ��� � *��
����46�%��7K*(�
• � 7����&�~���D�!��� �6*(� *(�!�����'������	�� ��23� ����-����

Nmax = Nmax(δ) ∈ � 0

����
7 � 7K*(�
xδ

n

�!�Q2��� � 
-����#� �.-l"$���

0 ≤ n ≤ Nmax �
• � 7����&� ���D�!��� �{*(�! '�
������4�*( �"j�����
��������� ����-����

N ∈ {0, 1, . . . , Nmax}
*(��-�* 	�� ��23�

������&�.*��������l"�������v�'��� E : � 0 → [0,∞)
����
7~��7K*(�

‖xδ
n − x†‖ ≤ E(n)δ

"$���
n = N, . . . , Nmax. L ¨ª°�M

n*��| �����o�?����¥�� E �O�!EREpC2| ���o¥��}|?� �µ����� ���\�j� 1
2
E(n)δ

���"�hC�¥������ ¥ ������|�~�z}¥�~�� ���¢�}|��
�\�¢�����o¥����µ|�|?z}z}¥ z��j�0��|�z

n
����|?z��¢�}��¥��=����|�~o��§*����~oz}���o����~KE�| ���o|$#�¥�~o�����7�GE&%��µ�}¥�~�~������7������|��

N
���

� �µ�}����~o�}��¥�� \ §�¨´��� ��C2| � z.C�����z}� zWA [ C��4�M��| �O�RE!E��(E��M�$Ad�M��|�J\��|´����C�A"�}¥ ��|´�Z��~�zµ��¥�zµ������¥�~o~������z}�KE�|
N(δ, µ, %)

��¥ zO�²z}� ����|J¥ �G�}��¥d¥ �����o|��}�O�ZE � �µ�}|��
Sµ,% ⊂ X ���+B�|?�XC�A L ©�M�¥�z L ¯(M��}�����,���\�¢�

sup
x†∈Sµ,%

sup
‖yδ−F (x†)‖≤δ

E(N(δ, µ, %))δ L ¨�¨@M
���C� �_¥�zµ��|�zG¥�~o�}�����(E|C2¥��o���_¥��H�}��|M|?z}z}¥ zG��¥�zC�(E!E

µ
� �o�

%
�O���}�

% > 0
�}�)^��?��|?�b�.ERA��}���(E!E §tn*��|��

� �µ�}����~o����¥�� L ¨ª°DM ��|�� ���´���\�j���}��|q��¥ ���(Ef|?z}z}¥ z��j�0��|�z´�}��|'# ¥�~o�}�����(E&%�����¥�~o~������,���o��|�� N
�¢���

C�|?��¥�zµ| ����|´��� �4�����(E�����|?z��¢�}��¥��7������| �
Nmax(δ)

���M��¥ �����\�¢��|?��C�A"����|´~oz}¥�~\�¢���¢��|?�=�\�¢���_�o¥����µ|
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|�zµz}¥�z?§UT\¥�zpE�����|l�¢zM~�z}¥(CFE�|?���*���o���O��¥DE����*��z}�o|���¥�zt� ��A=�µ�K^�����|?���&ERA~E�� z}� |

n [ C��o�t��¥�zO��¥��FE�����|�� z~�zµ¥DCFE�|?���²� CFE�¥Z�M� ��~ ����|=��¥ ��¥��KE����o|l� zµ����A |?z}zµ¥�z}�²���NA ¥4�?����z?§ n*�o|��?z}���?� �(E*~�¥������²���_���\�¢�
���o|�z}|H|��4�������J� �8�Z��~�zµ��¥�zµ�V£b��¥ª�O� ���}|�z}�¢����¥���������|��

Nmax(δ) ≥ N
��~ ��¥"�O�o����� ���o|_|�zµz}¥�z�����|

��¥q�}��|J��¥��FE�����|�� z}����A7¥ �V���o|�¥ ~2|?z��¢�}¥�z
F
���*�o|��DE������RCFE�|���¥���~\� zµ|�����¥²¥ �}��|�zO|�zµz}¥�zM�}|�zµ���?§

��a��f[�?�kN? h�[ �=:�9���� a��Gi�] ?���i?klh����d? [<n Xj`�	 a���� ��-����1*��
����4 ���v�'����� �
	 -����#� � n∗ = n∗(δ, y
δ)u8�

n∗ := min

{
n ∈ {0, . . . , Nmax(δ)} :

‖xδ
n − xδ

m‖ ≤ 2E(m)δ"$��� *( � 
m = n + 1, . . . , Nmax(δ)

}
.

��¥¢��|=���\�¢�����o|�����~FE�|���|������j����¥ � ¥ � �}��|�¤#|?~��}£b� O²�µ��¥ ~�~����o�(zµ�FE�|,��¥d|�����¥ ��z}|8Ib����z}|=����|
£b��¥ª�pE�|?����|J¥ �V����| # ¥ ~o�����7�(E %t�µ�}¥�~�~������²������| �

N
§

eHg<abh6Xja � �=:�9 � ��-����%� �
����4 ���v�'��� � �
	 ��7��6�����&���s*(����7�� �����
��������������-���� n∗
����� ���#�������'���

� �
	 �8*(���!���U�
�
‖xδ

n∗
− x†‖ ≤ 3E(N)δ.

�Xjh h��
�4������| E ���*�����?z}|�� �}����� [ �®|��\�$B�|

‖xδ
m − xδ

N‖ ≤ ‖x† − xδ
m‖ + ‖x† − xδ

N‖ ≤ E(m)δ + E(N)δ ≤ 2E(m)δ��¥�z
m = N + 1, . . . , Nmax(δ)

§3n*�����O����~FE���|��
n∗ ≤ N

§#n*��|�zµ|?��¥�zµ| [
‖x† − xδ

n∗
‖ ≤ ‖x† − xδ

N‖ + ‖xδ
N − xδ

n∗
‖ ≤ E(N)δ + 2E(N)δ = 3E(N)δ,� ���=���o|�~oz}¥d¥ �V���*��¥ ��~FE�|?�}| §

�=: m���	v<<abX7i?h2`<X�>�a5>�h�[d<�?0k@? h�[Vi��Q?�kZg
µ ≥ 1

2

���_���o���C�µ|��L����¥ �_��|UB |�z}����AH���}�µ����~4����¥ � \ §�¨M��¥�zG�}��|�P�³(E���|?zC�}¥ ��z}�?|*��¥����o������¥���� L ©�M#�O����� µ ≥ 1
2

§
n*��|J¥��FE+A"�?¥�����������¥ ��¥�������|J¥�~�|�z}�¢��¥�z

F
�O�!E!E C2| �}�\�¢�*�}��|1T6zWV�����|L�t��|�zµ�RB¢�¢���+B�|

F ′ ���¢�}������A"����|¤#��~��µ�������}¦´��¥��o�����}��¥��
‖F ′[x1] − F ′[x2]‖ ≤ L‖x1 − x2‖ L ¨ \ M��¥�z®�(E!E

x1, x2

���
D(F )

§{¡�¥�z}|?¥NB�|�z [ �®| � �µ�}����|��}�\�¢���}��|�� �¢���RERA_¥¢�:�������L����¥ ��� gα

��|�J\�����o�H����|
E�����|l�¢zMz}|?���FE �¢z}��¦��¢����¥��"��|?�}��¥4����� L ��M��}�¢�����WJ\|?�

sup
λ∈[0,‖F ′[x†]‖2]

|
√

λgα(λ)| ≤ Cg√
α

L ¨ª�M
��¥�z(�(E!E

α
�O���}� �}¥ ��|���¥�������� ���

Cg

§ n*����� ��¥(E���� ��zµ��|��O�����
Cg = 1/2

��¥�zjn*��£b��¥ ��¥NB
z}|?���FE�� z}��¦l�¢�}��¥�� � ���

Cg = 1
��¥�z7¤<� �o�o��|ZC2|?z"���}|�z}�¢����¥��:§ S(|�������|,����|,��¥DE!E�¥Z�O����� z}|?����zµ�}�RB |

|��������7�¢�}|��M��¥�zM�}��|J|�zµz}¥�zµ�
En = x† − xδ

n L ¨ � M��z}¥ � ����|,��¥���¥���z}� ~�� k�¨ ¨8m*�O���������l� � C2|,��|?������|?�$��¥�z}�9����|,��|ZJ������}��¥�� L ��M L �}|�|�¤#|����7�
� §�¨ª°(��¥�z�����| ��fM±�� ¡ � ���$���o|8~�z}¥d¥ �J¥ �%n*��|?¥�z}|?� � §�¨ª© � �o����¥�z}¥DERE � z�A � §�¨Z¯ ��¥�z"� |���|?z��(E��|?���o¥4��� L ��M.M §



���������
	�� ������
���������
�������������� !�#"$���%�&�'�(�) +*(���+,��.-0/1��23�����546����7��8-�� ¯
� a ��� Y � :�9 �t���

xδ
n

u��~� 7����������W*(���
�X-����#� �.- u8� ��7��o/1��23����� 46��� 7��8- ��� �g23��� 7 � �������W*(���.- �
� �!	N7���� ��_{�&�'�(�) +*(���+,N*(���'��� ��� �=*(��-(2��8u���� �������W*(�v�'��� � �t���

µ
-���� ����� ��7��{x8�F*( `� � .*(���'��� ��"

��7��h `��� �.*(� 46��� 7��8-��g*(��-{ !���
Cg

u�� -����#� �.- u8� � 	�� � � ���
����46� ��7K*(� � 	 ��������������� � 23����7
1/2 ≤ µ ≤ µ0

��*(��-�� 	 ��� 7��� +-Q�v����� *(��-Q� 7K*(� xδ
n ∈ BR(x†) � � 7����

‖En+1‖ ≤ C1α
µ
n% + C2%‖En‖ +

C3√
αn

‖En‖2 + Cg
δ√
αn

L ¨ � M
23����7 
���K��� *(�����

C1, C2

��*(��-
C3

�
C3 = 1

2
LCg

������-���������-���������"
n, %, δ

� *(��-
x† �

nV¥��¢�\�(ERAd¦?| ����|YC�|����NBd��¥�zM¥ � ‖En‖
�������M�?¥���B�|?����|?�b�t��¥qzµ|?�Ozµ����|��������M���"�}|�z}���*¥ �V~�¥Z�®|�zµ�

¥ �
q
��|�J\��|������ L�� M r

‖En‖ = qen
¥�z

en :=
ln ‖En‖

ln q

L ��¥ z ‖En‖ = 0
��|��}|L�

en := ∞ ML§0S(|�zµ|?�Oz}����|q���o|�¥¢����|?z��?¥����µ��� ������� ���jIb�\� ����������|?�J���}�����
���o���{��¥ ���µ��� ���

q
�¢� �®|8ERE [ �\�¢��|ZERA αn = qn+n0 [ C1 = 1

4
qγ1 [ C2 = 1

4
qγ2 [ C3 = 1

4
qγ3 [ Cg = 1

4
qγg [

% = qr−min{γ1,γ2} �¢��� δ = qd−γg
§�S ���}�=�}�����*�o¥ ���¢�}��¥����®|J�\�$B�|

qen+1 ≤ 1

4

(
qµn+µn0+r + qr+en + qγ3− 1

2
n− 1

2
n0+2en + qd− 1

2
n− 1

2
n0

)

≤ max
{
qµn+µn0+r, qr+en, qγ3− 1

2
n− 1

2
n0+2en, qd− 1

2
n− 1

2
n0

}

= qmin{µn+µn0+r,r+en,γ3− 1

2
n− 1

2
n0+2en,d− 1

2
n− 1

2
n0}

¥�z*|ZId�o�RB¢�(E�|?���&ERA
en+1 ≥ min

{
µ(n + n0) + r, r + en, γ3 −

1

2
(n + n0) + 2en, d − 1

2
(n + n0)

}
.

���,��¥���~\� zµ���}¥ �"��¥q����|J¥�zµ�������\�(E�z}|?����zµ�}��¥ ������|8Ib�\�(E�����A��������*¥���|J���*|�� �}��|�zM��¥�� ���(ERAd¦�|¢§
eHg<abh6Xja � �=: � �����

xδ
n

u�� ��7��s�������W*(���
�s-����#� �.-~u8�o� 7�� / ��23�����j46��� 7��8- ��� �Q23��� 7 � �������W*(���.- �
� �!	N7���� ��_p�&�'�(�) +*(���+,N*(���'���~��� �=*(��-(2��8u����q�������W*(���'���	�d*(��-Y !��� µ0

-���� ������� 7��px8�F*( `� � .*(���'������"���7��
 `��� �.*(�U46����7��8-���� � � � µ0 = K

"$���
K
���v��46�
�U�������W*(���.- � �!	N7���� ��_ �&�'�(�� +*(���+,N*(���'����*(��- µ0 = ∞ "$���

�=*(��-(2��8u����Y�������W*(���'��� � � �
����46� ��7K*(� � 	 ��� ������� ��� ��23����7 1/2 ≤ µ ≤ µ0

�U*(��- � 	 ���s7��� +-6�v����� �w ���
�
��_(���
��*��
����46�p� 7K*(�
δ
�
%
��� ��� � *(��-

L
��� � 	 ������*(��- 1/α0 = q−n0

��� ��� � *(�&������ ��'�����v `�
��4�*( � �W���Z�� `� ���� u�������-�� *(�&� �(��_(���g���g��7������
�N��" � � � 7����~���
����4 �����'��� � �
	 �!�Y�8*(�v�!���U�.-p"$���

N−1 = max

(
0,

⌊
d − r

µ + 1
2

− n0

⌋)
, Nmax = max (0, bd + γ3 − n0c) L ¨ª©�M

*(��- E(n) := 4Cgα
−1/2
n �� ���K*(����� ��� +*(���q��7��s�����&���1*(����7����t�����
	�� ��'�����
���������0����-������8*(�v�!���U�
�

‖xδ
n∗

− x†‖ ≤ C%
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 L ¨Z¯DM"$�����N��46� 
���K���'*(���
C
����-���������-���������"

δ
�
%
�U*(��-

x† �
fO|��l�GE!E\���\�j����¥�zqE�����|l� z ~�zµ¥DCFE�|���� �}��| ¥ ~o�����7�(E\|?z}zµ¥�z�C�¥�������������|?z����o| �}¥ ��z}�?| ��¥��o�����}��¥��

L ©DM���� %
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 L �}|?|�|¢§ �o§tk � m ML§
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	�� ������
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n0 ≤ −min{γ1, γ2}
µ

+ 1, L ¨ª« * M

r ≥ max

{
µ,−

(
µ − 1

2

)
n0 − γ3 + 2µ,−γ2

(
µ +

1

2

)}
, L ¨ª« u M

d ≥ 2µ(k − 1) + 2r + γ3, L ¨ª«  M
B

(
4(α0/q)

µ max(C1, C2), x
†) ⊂ D(F ) L ¨ª« - M�}~�|��?����Ad���o� ����|*�µ�7�(ERE���|?�}�G��¥����o������¥����f���H���o|M����|?¥�z}|?��§C��¥ �}|M���\�¢� L ¨ª« u M<����~FE���|��V���q~\�¢zµ�������FE�� z�����¢�

N − 1 ≤ Nmax

§
n*��|�~�z}¥d¥ �V��¥ ���}���µ���O¥ �G����zµ|�|J�µ�}|�~�� r

L ��M xδ
n+1

�®|8E!E ����|�J\��|?�,��¥�z −1 ≤ n ≤ N − 1 [ �¢���
en+1 ≥ µ(n + n0) + r

��¥�z
n = −1, . . . , N − 1. L ¨ ��M

L ����M xδ
n+1

�®|8E!E ����|�J\��|?�,��¥�z
N ≤ n ≤ Nmax − 1 [ �¢���

en+1 ≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d

��¥�z
N − 1 ≤ n ≤ Nmax − 1. L'\ °�M

L ����� M ‖En∗‖ ≤ C%
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1
§

� ����� 	 � nG¥´~�zµ¥NB�|M���o|*�µ���j��|���|����{��¥�z n = −1
��¥ ��|®���\�¢� ‖E0‖ = ‖(F ′[x†]∗F ′[x†])µw‖ ≤

‖w‖ ≤ %
���o|���¥ �}��|��µ�l�(E���������¥��o�����}��¥�� L «�M §�n*��|?z}|L��¥�z}| [ e0 ≥ r−min{γ1, γ2} ≥ r+µ(n0−1)C�A"���o|��¢�}�}�o��~o�}��¥�� L ¨ª« * M�¥�� n0

§
�4��~o~2¥��µ|������¢� L ¨ ��M²��¥DE��o����¥�z n − 1

§ n*��|��
xδ

n

C2|ZE�¥���� ����¥
D(F )

C�A$� �µ�}����~o�}��¥�� L ¨ª« - M
L � § |¢§ xδ

n

�����®|8ERE´��|ZJ\�o|�� M��}������|
vn ≥ µ(n − 1 + n0) + r ≥ µ(n0 − 1) + r

� ��� ��|��o��|
‖En‖ ≤ (α0/q)

µ4 max(C1, C2)
§ ¡�¥�zµ|�¥NB�|?z [ ������¥DERE�¥ª�O�O��z}¥�� �}��|H���������L����¥ ����Ad~2¥ �}��|��µ��� [ ����|��|�J\�����}��¥���¥¢�

N [ n ≤ N − 1
� ���=����|�� �µ�}����~o����¥�� L ¨ª« u M ���\�j�

r + en ≥ r + µ(n + n0 − 1) + r = µ(n + n0) + r + (r − µ)

≥ µ(n + n0) + r

γ3 −
1

2
(n + n0) + 2en ≥ γ3 −

1

2
(n + n0) + 2µ(n + n0) + 2r − 2µ

= µ(n + n0) + r +

((
µ − 1

2

)
(n + n0) + r + γ3 − 2µ

)

≥ µ(n + n0) + r

d − 1

2
(n + n0) = µ(n + n0) + r +

(
−

(
1

2
+ µ

)
(n + n0) + d − r

)

≥ µ(n + n0) + r +

(
−

(
1

2
+ µ

)
d − r

µ + 1
2

+ d − r

)

= µ(n + n0) + r
nG� £b�����q���o|������o���_����¥ �V���o|��}|J��|?z}����A4��|8E����M����|J����|8Ib�\�(E�����A L ¨ �DM®��¥�z n

§
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� ����� � � n*��|��µ��� zµ�O¥ �G���o�����?�}��¥��=���M���FERJ�ERE�|?�oC2|?�l� �o�}|�¥ � L ¨ ��M r
eN ≥ µ(n0 + N − 1) + r

=

(
µ +

1

2

) (⌊
d − r

µ + 1
2

⌋
− d − r

µ + 1
2

+ 1

)
− 1

2
(n + n0) + d

≥ −1

2
(n + n0) + d

�4��~o~2¥��µ|����\�¢� Lv\ °�MH��¥(E����_��¥�z n − 1
§hS(|�J\z}���²�}��¥ª� �}�\�¢�

xδ
n+1

���_�®|8ERE����o|ZJ\��|?�:§ � �
‖En‖ ≤ q−(n+n0+1)/2+d C|A7����|J���o�����?�}��¥��=��Ad~2¥¢����|?�}���t� �o�
−1

2
(n + n0 + 1) + d ≥ −1

2
(Nmax + n0 + 1) + d ≥ d/2 − γ3/2 − 1

2
≥ µ(n0 − 1) + r

C�A �}��|��µ�7�(ERE���|?�}��� �}�µ����~o����¥�� L ¨l«  M [ ��|�¥(Co��� ��� ‖En‖ ≤ (α0/q)
µ4 max(C1, C2) [ �µ¥

xδ
n ∈ D(F )

§²��|��d� [ ���µ�������}��|²�������o�?����¥�� ��A4~�¥ �}��|��µ��� [ ���o|��o|ZJ\��������¥��8¥ � Nmax

� ���
N [ �¢���

N − 1 < n ≤ Nmax

��|�¥DCo��� ���
µ(n + n0) + r = −1

2
(n + n0 + 1) + d +

((
µ +

1

2

)
(n + n0) + r − d +

1

2

)

≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d +

((
µ +

1

2

)
d − r

µ + 1
2

+ r − d

)

≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d

r + en ≥ r − 1

2
(n + n0 + 1) + d ≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d

γ3 −
1

2
(n + n0) + 2en ≥ γ3 −

1

2
(n + n0) − (n + n0 + 1) + 2d

≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d + (γ3 − (n + n0) + d)

≥ −1

2
(n + n0) + d.

nG� £b�����q���o|������o���_����¥ �V���o|��}|J��|?z}����A4��|8E���� L'\ °DM®��¥�z n
§

� ����� � � n*��|�����|ZIb�\�(E�����A Lv\ °�M����*|8Ib���RB¢�(E�|����*��¥ L ¨l°�M��������}�}�o��~o�}��¥�� \ §�¨��}���o��|
‖En‖ = qen≤q−

1

2
(n+n0)+d = 4Cg

δ√
αn

= E(n)δ, n = N, . . . , Nmax.

� ����¥DERE�¥ª�O�7��z}¥ � �}��|5J\z}��������¥ �µ�}|�~��������¢�=� �µ�}����~o����¥�� \ §�¨ ���"�}�¢�����WJ\|?�:§ n*��|?z}|?��¥ z}| [n*��|?¥�z}|?� \ §�¨YAd��|ZE����
‖En∗‖ ≤ 3E(N)δ ≤ Cq−

1

2
(N+n0)+d ≤ Cq

− 1

2

d−r

µ+1
2

+d ≤ C%
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1

��¥�zO�q��|?��|�zµ���J��¥��o�µ���¢�b�
C
������|�~�|��o��|����t¥ �

δ [ % [ �¢��� x† §
�t:�� abY�] i�h�`<XG>�ag>�h2[�<�?�k@?�h�[Gi
��� �������´�}|��L����¥�� �®|²�µ�}���KA ��|L�*��¥�� ��|?���o¥4���J���o��|�z1P�³(E���|?z´�}¥���zµ��|²��¥ �������}��¥��o� �O�����

µ < 1
2� ����������|?zoE�¥���� z}�����������"�µ¥���zµ��|8��¥ �������}��¥��o��§ �����������7��� �}|��®| ��|?|�� � ����zµ¥�����|?z"��¥��o�����}��¥��

z}|?�µ�}z}���L�����������o|���|���zµ|�|�¥ �t��¥ �FE�����|l� zµ����A ¥ �O���o|�¥�~2|?z��¢�}¥�z
F
§ S |=� �µ�}����|"�����¢�_���o|�z}|�| �4���µ�
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R : D(F ) × D(F ) → L(Y, Y ) [ Q : D(F ) × D(F ) → L(X, Y )
� �o�(�?¥����µ��� �����

γR, γQ > 0
�µ�������}�\�¢�

F ′(x̄) = R(x̄, x)F ′(x) + Q(x̄, x)

‖I − R(x̄, x)‖ ≤ γR‖x̄ − x‖, L'\ ¨NM
‖Q(x̄, x)‖ ≤ CQ‖F ′(x†)(x̄ − x)‖��¥�zC�(E!E

x, x̄ ∈ BR(x†)
§�T\¥�zC� �����}���o�}�}��¥��_¥ �\�}�����G��¥��o�����}��¥��H� ���q|��o� ��~FE�|��G�O�o|�z}|����f���C�}�¢�����WJ\|?�

�®|�zµ|?��|�zM�}¥ k ¨�¨�m §
� ��� ��� [ ����zµ�������(E��}¥4¥DE²�O�!EREQC�| z}|?����zµ�}�+B�| ���o|8Ib�\�(E�������|�� ��¥�z �}��| ��¥�zµ� ¥ �=�}��|$|�zµz}¥�z

En := xδ
n − x† [ � ��� �������´������|��(E��µ¥,��¥ z ‖F ′[x†]en‖

§on*�o|��}|7|��µ�}�����¢��|?��� z}|���|�zµ�RB |�� ���yk ¨�¨8m
L �µ|�|�|8Ib��§ L � §���«�MM� ��� L�� §�¨ª° \ M®�����}��|J~�z}¥d¥ �G¥ ��n*�o|�¥�zµ|�� � §�¨ª©�M §
� a ��� Y ��:�9 �t���

xδ
n

u��~� 7����������W*(���
�X-����#� �.- u8� ��7��o/1��23����� 46��� 7��8- ��� �g23��� 7 � �������W*(���.- �
� �!	N7���� ��_ �&�'�(�� +*(���+,N*(���'��� ���Y�=*(��-(2��8u����Y�������W*(���'���	��*(��-6 !���

Cg

u�� -����#� �.-ou8��� 	�� � � ���
����46���7K*(� � 	 ��� ������� *(��- ��� 	 � 7��� +- �v�������0*(��-  !���
T := F ′[x†] � w ���&�
��_(���
�s*��
����46�~��7K*(�

xδ
n ∈

BR(x†)
*(��- *~�N����� 
� 
����-(�����'��� ��� ��23����7

Λ(t) = tµ
�
µ ∈ (0, 1/2)

���
Λ(t) = (− ln t)−mu

�
µ ∈ (0,∞)

�!�Y�8*(�v�!���U�.- � � 7����

‖En+1‖ ≤ C4Λ(αn)% + c5%‖En‖ + c6(% + ‖En‖)
‖TEn‖√

αn
+ Cg

δ√
αn

Lv\D\ * M
*(��-

‖TEn+1‖ ≤ C7Λ(αn)
√

αn% + c8%
√

αn‖En‖ + c9%‖TEn‖ L'\D\ u M
+

(
c10 + c11

‖TEn‖√
αn

)
‖En‖ · ‖TEn‖ +

(
C12 + c13

‖TEn‖√
αn

)
δ

2�7����&�%��7�� 
���K��� *(�����
c5, c6, c8, c9, c10, c11

*(��-
c13

*(�&����4�*( � =� "
γR

*(��-
γQ

*(�&�Y��4�*( � �
nV¥=� �\�(E+A4¦?|��}��| C�|��\�$Bd��¥�z ¥ � ‖En‖

� �o� ‖TEn‖
��|²� ��� ����z}|?�Ozµ���}|H����|H����|ZId���(E�������|?� L � §�¨@Mt�����|?z}���*¥ �f~�¥ª��|?z}�O¥ �

q
C�A�������zµ¥4�o���������

en, sn ∈ � ∪ {∞} �}�o���������¢�
‖En‖ = qen

� ��� ‖TEn‖ = qsn.
S(|$�(E��}¥ z}|?�Ozµ���}| �}��|�¥ �}��|�z ��¥ ���µ��� ����� � �o��Ib�\� ����������|�� ���}����� �}����� ��¥��o�µ���¢�b�

q [ �\� ��|8E+A
αn = qn+n0 [ Λ(αn) = ql(n+n0) [ % max{C4, c5, c6, C7, c8, c9, 1} = 1

7
qr �¢��� δCg = 1

7
qd � �o�

C12 = 1
2
Cgq

eγ §3T\��zµ�}��|�zµ��¥�zµ|*��| � �}�µ����|O��¥�z ¥���z ��¥ �|B |�����|����?| �����¢� c6 ≤ 1
4
[ c10 ≤ 1

7
[ c11 ≤ 1

7
[

c13 ≤ 1
2
Cg

� ���
γ = min{γ̃,−1} §#n*��|?�

en+1 ≥ min

{
l(n + n0) + r, r + en, r + sn − 1

2
(n + n0), Lv\  * M

en + sn − 1

2
(n + n0), d − 1

2
(n + n0)

}

sn+1 ≥ min{l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r, r +

1

2
(n + n0) + en, r + sn, Lv\  u M

en + sn, en + 2sn − 1

2
(n + n0), d + γ, sn − 1

2
(n + n0) + d}

n*��|�� �\�GERAd�}���*¥ �G�}�����O�?¥���~FE�|��=z}|?����zµ�}�RB |��µ|?�t¥ �G����|ZIb�\�(E�������|��M���O�0Co���O��¥�z}|´���|B ¥DERB |�� r
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xδ
n

u�� ��7��s�������W*(���
�s-����#� �.-~u8�o� 7�� / ��23�����j46��� 7��8- ��� �Q23��� 7 � �������W*(���.- �
� �!	N7���� ��_~�&�'�(�) +*(���+,N*(���'���{���0�=*(��-(2��8u����Q�������W*(�v�'��� � � �
���)46�6� 7K*(� � 	 ��� �������1*(��- ��� 	 �X7��� +-�������Q*(��-�� 7K*(�l*o�N���)� 
� 
����-(���v�'��� ��� ��23����7

Λ(t) = tµ
�
µ ∈ (0, 1/2)

���
Λ(t) = (− ln t)−µ

�
µ ∈ (0,∞)

�!� �8*(�v�!���U�.- � w ���&�
��_(���
�a*��
����46�s��7K*(�
γR, γQ

��� ��� 	 ��� %
��� ��� ���a*(��- *(��-

1/α0��� ��� �6*(�&�1���� ��'�����v `�0��4�*( � �W���Z�� `� ����Uu�������-�� *(�&�Y�(��_(���5���5��7��p���&�N��" � � � 7����X� �
���)4 �����'���� �
	 �!�Y�8*(���!���U�.-Q� " N ∈ � 0

�!� 
7��N�N��� ����
7~��7K*(�
√

αN−2Λ(αN−2) > 7Cg
δ

%
≥ √

αN−1Λ(αN−1), Lv\G� M
*(��-

Nmax = b2(d + γ − 1)c − n0, E(n) := 7Cgα
−1/2
n .

� ���K*(����� ��� +*(���q��7��s�����&���1*(� ��7��Y�t�����
	�� ��'�����
���������0����-����
n∗

�8*(���!���U�
�
‖xδ

n∗
− x†‖ ≤ C%

1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 Lv\D� M"$���%� 7������� +-������N����� 
� 
����-(�����'���K�1*(��-

‖xδ
n∗

− x†‖ ≤ C%

(
− ln

δ

%

)−µ

Lv\ ©�M
"$���% !�.��*(����� 7�4s� a�N���)� 
� 
����-(�����'���K� �
�Xjh h��
� �&�� `��4s����*(���'�
��� S(|��¢�}�}�o��|´�����¢�

l(n + n0 − 1) ≥ l(n + n0) −
1

2

��¥�zO�(ERE
n ∈ � 0, Lv\ ¯ * M

r ≥ max{3/2,−γ}, L'\ ¯ u M
l(n0) + r − 3/2 ≥ 0, Lv\ ¯  M
B

(
7% max{C4, c5, c6, C7, c8, c9}Λ(αn0

), x†) ⊂ D(F ) L'\ ¯ - M
d/2 − γ/2 − 1

2
≥ l(n0) + r L'\ ¯ � M

l(n0 − 1) ≤ 0 and (n0 − 1) ≤ 0 L'\ ¯ " M�}~�|��?����Ad���o�²�}��|J�}���(E!E���|��µ�*��¥��o�����}��¥�������������|´�}��|�¥�zµ|��,§
���0�}|�zOz}|L�Oz}�������o�_����|J��|�J\�����}��¥�� Lv\G� M�¥ � N

� �
l(N +n0−2)+

1

2
(N +n0−2) < d−r ≤ l(N +n0−1)+

1

2
(N +n0−1), L'\ «�M

���®��¥DE!E�¥ª�O� ��zµ¥��S� �}�µ����~4����¥ � L'\ ¯ u M �����¢� N ≤ Nmax

§ ¡�¥ z}|�¥NB |�z [ ��|´��|�J\��| B ∈ � ����~FE��������&ERA
C�A

l(B + n0) + 1
2
(B + n0) = d + γ − r

�¢���8��¥ �}|������¢�
B < N − 1

C�|���� ���}|
γ ≤ −1

� ���
���o|��o|ZJ\��������¥���¥ �

r
§

n*��|�~�z}¥d¥ �V��¥ ���}���µ���O¥ �G��¥���z*����|�~o� r
L ��M xδ

n+1

�®|8E!E ����|�J\��|?�,��¥�z −1 ≤ n ≤ B
� ���

en+1 ≥ l(n + n0) + r, L'\ � * M
sn+1 ≥

1

2
(n + n0) + l(n + n0) + r. L'\ � u M
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L ����M xδ

n+1

�®|8E!E ����|�J\��|?�,��¥�z
B ≤ n ≤ N − 1

� �o�
en+1 ≥ l(n + n0) + r, L �° * M
sn+1 ≥ d + γ. L �° u M

L ����� M xδ
n+1

�®|8E!E ����|�J\��|?�,��¥�z
N − 1 ≤ n ≤ Nmax

� ���
en+1 ≥ − 1

2
(n + n0 + 1) + d, L o¨ * M

sn+1 ≥ d + γ. L o¨ u M
L �RBKM ‖En∗

‖ ≤ C%
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1
¥�z ‖En∗

‖ ≤ C%
(
− ln δ

%

)−µ [ z}|?�}~�|��?�}�RB |8ERA §
� ����� 	 � n*��|gJ\zµ�µ�"�}��z}|?|8�µ���¢��|?��|?�b�}�=� z}|��}��¥ª�O� C|A������o���?�}��¥��:§ nV¥ ~�zµ¥@B | ����|gJ�z}�µ�

�µ���¢��|?��|?���_��¥�z
n = −1 [ �o¥ ��|7�}�\�¢� ‖E0‖ = ‖(F ′[x†]∗F ′[x†])µw‖ ≤ ‖w‖ ≤ %

����|7�}¥ ����|
�}���(E���������¥����o������¥�� L «�M §Un*��|?z}|?��¥ z}| [ e0 ≥ l(n0 − 1) + r

� ���
s0 ≥ 1

2
(n0 − 1) + l(n0 − 1) + rC�A"���o|��¢�}�}�o��~o�}��¥��=¥��

n0

§
¤#|?�

n ∈ � 0

� ���7� �}�µ����|t�}��| � �µ�}|?zµ����¥�����¥DE��o� �}z}��|O�O���}�
n
z}|?~FE � �?|��QC|A

n−1
§3nV¥H~�zµ¥@B |

�����¢�
xδ

n+1

���J��|ZE!E�� ��|ZJ���|�� [ ��|��\�$B |7��¥ �µ��¥ª�����\�¢�
xδ

n

C�|8E�¥���������¥
D(F )

§ i A � �}�µ����~4����¥ �
L'\ ¯ - M [ �}��������¥DE!E�¥Z�O����z}¥��Q���o|��������o�?����¥�� ��Ad~2¥¢����|?�}���q�µ�����?| ‖xn − x†‖ ≤ qen ≤ ql(n0)+r ≤
7% max{C4, c5, c6, C7, c8, c9}Λ(αn0

)
§�nV¥�~�zµ¥NB�|��}��|J����|ZIb�\�(E�������|�� [ ��|���¥��o�}���o|�zO����|J��|?z}���t¥ ����o|7z}���������\� ���(�}���o|�¥ � L'\  * M´� �o� L'\  * M´�µ|�~\�¢z��¢�}|8ERA �o�}���o�����o|7���o�����?�}��¥�� ��Ad~2¥ �}��|��µ��� [ ����|��|�J\�����}��¥���¥¢�

N [ n ≤ N − 1 [ � �o� Lv\ ¯ * M�� L'\ ¯  M r
r + en ≥ r + l(n + n0) + r − 1

2
≥ l(n + n0) + r,

r + sn − 1

2
(n + n0) ≥ r + l(n + n0) +

1

2
(n + n0) + r − 1 − 1

2
(n + n0)

≥ l(n + n0) + r,

en + sn − 1

2
(n + n0) ≥ l(n + n0) + r +

1

2
(n + n0) + l(n + n0) + r − 1

2
(n + n0)

≥ l(n + n0) + r,

d − 1

2
(n + n0) ≥ l(n + n0) + r +

(
d − 1

2
(n + n0) − l(n + n0) − r

)

≥ l(n + n0) + r� ���
r +

1

2
(n + n0) + en ≥ r +

1

2
(n + n0) + l(n + n0) + r − 1

2

≥ l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r,

r + sn ≥ r + l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r − 1 ≥ l(n + n0) +

1

2
(n + n0) + r

en + sn ≥ l(n + n0) + r + l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r − 3

2

≥ l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r,

en + 2sn − 1

2
(n + n0) ≥ l(n + n0) + r +

1

2
(n + n0) + 2l(n + n0) + 2r − 5/2
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≥ l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r,

d + γ = l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r

−
(

l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r − d − γ

)

≥ l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r,

sn − 1

2
(n + n0) + d ≥ l(n + n0) +

1

2
(n + n0) + r − 1

2
(n + n0) + d − 1

2

= l(n + n0) + r + d − 1

2

≥ l(n + n0) +
1

2
(n + n0) + r.

nG� £b�����q���o|������o���_����¥ �V���o|��}|J��|?z}����A4��|8E����M����|J����|8Ib�\�(E����}��|�� L'\ � * MM� ��� L'\ � u M §
� ����� � � T\¥�z

n = bBc [ L �° * M®� ��� L �° u M ��¥DE!E�¥ª� ������|?��� �¢�}|8E+A_��z}¥��S����|�J�z}�µ�O����|?~,¥¢�G�}��|
~�zµ¥4¥ �f� ���,����|���|ZJ\�o������¥��,¥ �

B
§t¤#|?�

n ∈ {bBc + 1, . . . , N − 1} � ����� �}�µ����|�����|�� �µ�}|�z�����¥����¥DE����´��zµ��|��O�����
n
zµ|�~FE�� ��|?� C�A

n − 1
§7� ����¥DE!E�¥Z�O�J�¢�����(����|�~�¨�¥ �®����|�~�zµ¥4¥ �®���\�j�

xδ
n+1

���
�®|8E!E ����|�J\��|?�:§�nV¥�~�zµ¥NB�|��}��|O����|ZIb�\�(E�������|��f�®| � ��� ���q�?¥����}����|�z ���o|O�}|�zµ��� �}|?~\� z��j��|8E+A [ ���µ�����J����|���o�����?�}��¥�����Ad~�¥ ����|?�}��� [ B ≤ n ≤ N − 1 [ ���o|��o|ZJ\��������¥����*¥ � B

� ���
N [ � �o� Lv\ ¯ u M r

r + en ≥ r + l(n + n0) + r − 1

2
≥ l(n + n0) + r,

r + sn − 1

2
(n + n0) ≥ r + d + γ − 1

2
(n + n0)

≥ l(n + n0) + r +

(
d + γ − 1

2
(n + n0) − l(n, n0)

)

≥ l(n + n0) + r +

(
d − r − 1

2
(n + n0) − l(n, n0)

)
≥ l(n + n0) + r,

en + sn − 1

2
(n + n0) ≥ l(n + n0) + r +

(
d + γ − 1

2
(n + n0)

)

≥ l(n + n0) + r +

(
d − r − 1

2
(n + n0)

)
≥ l(n + n0) + r,

d − 1

2
(n + n0) ≥ l(n + n0) + r +

(
d − 1

2
(n + n0) − l(n + n0) − r

)
≥ l(n + n0) + r

� ���
r +

1

2
(n + n0) + en ≥ r +

1

2
(n + n0) + l(n + n0) + r − 1

2
≥ d + γ,

r + sn ≥ r + d + γ ≥ d + γ,

en + sn ≥ l(n + n0) + r + d + γ − 1

2
≥ d + γ,

en + 2sn − 1

2
(n + n0) ≥ d + γ +

(
l(n + n0) + r + d + γ − 1

2
(n + n0)

)
− 1

2
= d + γ,

sn − 1

2
(n + n0) + d ≥ d + γ − 1

2
(n + n0) + d ≥ d + γ.
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nG� £b�����q���o|������o���_����¥ �V���o|��}|J��|?z}����A4��|8E����M����|J����|8Ib�\�(E����}��|�� L �° * MM� ��� L �° u M §

� ����� � � T\¥�z n = N − 1
�®|�� |?�*��z}¥ � L �° * M�� ���=����|J��|�J\��������¥ ��¥ � N L ¥�z L'\ «�M.M®�}�\�¢�

eN ≥ l(N + n0 − 1) + r

= −1

2
(N + n0) + d + l(N + n0 − 1) + r +

1

2
(N + n0 − 1) − d +

1

2

≥ −1

2
(N + n0) + d,

�}¥ L 4¨ * M®��¥DE����*��zµ��| § L o¨ u M®��¥DERE�¥ª�O����z}¥ � ����|J�µ|���¥ ��������|?~�¥ �V����|J~�zµ¥4¥¢� §
��¥ª� E�|?�

n ∈ {N, . . . , Nmax}
� ����� �µ�}����| ���\�¢�#�}��| � �}�µ|�z�����¥ ����¥(E����:�}z}��|{�O���}�

n
zµ|�~FE�� ��|?�

C�A
n − 1

§�S(|�J\zµ�µ�O�}�o¥Z� ���\�j�
xδ

n+1

�����®|8ERE����o|ZJ\��|?�:§#i A�����|´���������L����¥ ���|Ad~�¥ ���o|��}���M��|J�\�$B |
‖En‖ ≤ q−(n+n0+1)/2+d [ � �o�
−1

2
(n + n0 + 1) + d ≥ −1

2
(Nmax + n0 + 1) + d ≥ d/2 − γ/2 − 1

2
≥ l(n0) + r

C�A(�}��|7�o|ZJ\��������¥��(¥¢�
Nmax

§ ���}����� Lv\ ¯ - M [ ���o��������~FE���|�� xδ
n ∈ D(F )

§XT\z}¥���}��|7���������L����¥ �
��Ad~2¥ �}��|��µ��� [ �}��|J��|ZJ������}��¥���¥ � Nmax

� ���
N [ N < n ≤ Nmax

� ��� L'\ ¯ u M ��|�¥DCo��� ���
l(n + n0) + r ≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d +

(
l(n + n0) + r +

1

2
(n + n0 + 1) − d

)

≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d,

r + en ≥ r − 1

2
(n + n0 + 1) + d +

1

2
≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d,

r + sn − 1

2
(n + n0) ≥ r + d + γ − 1

2
(n + n0 + 1) +

1

2
≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d,

en + sn − 1

2
(n + n0) ≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d − 1

2
(n + n0 + 1) + d + γ

≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d

� ���
l(n + n0) +

1

2
(n + n0) + r ≥ d + γ,

r +
1

2
(n + n0) + en ≥ r +

1

2
(n + n0) −

1

2
(n + n0 + 1) + d +

1

2
≥ d + γ,

r + sn ≥ r + d + γ ≥ d + γ,

en + sn ≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d + d + γ ≥ d + γ,

en + 2sn − 1

2
(n + n0) ≥ −1

2
(n + n0 + 1) + d + 2d + 2γ − 1

2
(n + n0) ≥ d + γ,

sn − 1

2
(n + n0) + d ≥ d + γ − 1

2
(n + n0) + d ≥ d + γ.

n*�����pAd��|8E��o�M����|J���o|8Ib�\�(E�������|�� L o¨ * MM�¢��� L o¨ u M §
� ����� � � �d�}|�~ q����~FE���|?�®�����¢�

‖En‖ ≤ q−
1

2
(n+n0)+d = 7Cg

δ√
αn

= E(n)δ

��¥�z
n = N, . . . , Nmax [ � § |¢§ L ¨l°�M����=� �µ�}����~o�}��¥�� \ §�¨J���*���j������J\|�� §
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n*��|?z}|?��¥ z}| [ n*��|?¥�z}|?� \ §�¨%Ad��|8E��o�M��¥�zM����|1Pt³DE���|?z*�}¥��oz}��|J�?¥�����������¥ � r

‖En∗‖ ≤ 3E(N)δ ≤ C̃q−
1

2
(N+n0)+d ≤ Ĉq

− 1

2

d−r

µ+1
2

+d ≤ C%
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1

��¥�z*�µ¥���|´�?¥�������� �����
C, Ĉ, C̃

�O��������� zµ|´������|?~2|?����|?�b��¥ �
x† [ δ � ��� %

§
T\¥�z3E�¥ ��� z}����������� �}¥ ��z}�?|��?¥�����������¥ ���f��|�¥DCo��� ���_��zµ¥�� ���o|��µ|���¥ ���7����|8Ib�\�(E�����AH��� L'\G� MG���\�¢�

‖EN‖ ≤ 3E(N)δ = 21 · Cg
δ√
αN

≤ C%(− ln αN )−µ L  \ M
�O���}�

C
������|?~2|?����|����*¥¢�

δ
� �o�

% [ � �o� x† § �4������| √αN−2 > Λ(αN−2)
√

αN−2 > 7Cg
δ
%

C|A�����|
J\zµ�µ�t����|ZIb�\�(E�����A7��� L'\G� M [ �®|���|L� αN ≤ C(δ/%)2 § y#E������������_���o���*�����}¥ L  \ M Ad��|ZE���� Lv\ ©�M §
�=:�� `�� abXG?�>�Y�	 XZa4i�` 	0kZi
S(|J�}|����t�}��|�¤#|�~��µ£d� OO����¥�~�~o�����²z}�KE�|´¥��,�²�d�o� C2|?zO¥ �C| �o� ��~KE�|�� r
� �K*(�W*(46������� ��-�������� � .*(�v�'��� ���&�(u8 !��4 23����7 -(�!��������u8�)���.-h46�.*����)�&��46������� � S(|��?¥����µ����|?z7����|
���o|������+J\�l�¢�}��¥���¥¢�G�}��|J~\� z��¢��|L��|�z

c ≥ 0
��������|%C�¥������\�¢zWAoB¢�(E���|´~�z}¥(CFE�|?�

− u′′ + cu = f on (0, 1),

u(0) = u0, u(1) = u1���+B�|�����|�� �}��zµ|���|������ ¥ �
u
���

[0, 1] L �}|?|~k � m ML§ P�|?z}|H�}��|_z}�������µ� �\� �����}���o| f ∈ L2([0, 1])
� ���

���o| C2¥ �����\� z�A B¢�(E���|��
u0, u1 ∈ � � zµ|_£b��¥ª�O� [ ��� ¥���z�|��o� ��~FE�| f ≡ 1 [ u0 = 1

� ���
u1 = 2

§
S(|*��|ZJ\�o|O�}��|O¥�~�|�z��j��¥�z

F : D(F ) → L2([0, 1])
�O���}�

D(F ) := {c ∈ L2([0, 1]) : c ≥ 0
�o§ | § } [�O����������� ~��O�²��¥d|Z^�����|����

c ∈ D(F )
�}¥q����|J��¥ z}z}|?�}~�¥����������²�}¥DE��o����¥��

u ∈ H2([0, 1])
§#P�|�zµ|

c~FE��NAd�C�}��|*z}¥(E�|�¥¢�
x
� ���

u
���o|Mz}¥DE�|M¥ �

y
§�n*�o���f~�zµ¥DCFE�|��!�M� �{�o���}�?z}|L����¦?|��0C�Aq� J\�o����|®���RH2|�zµ|����?|

��|?���o¥4� [ � �������¢���q��¥����}|´��� ���µ���_�KE �¢�}|���C�A,� �������������?|�����|?z}|?� ±��¢���}�µ� � �=z��¢����¥�� B¢� zµ� �(CKE�|
��¥

u(xi)
�¢�O|l� ���,��|l� �µ��z}|?��|?�b�t~�¥������

xi

§
� �7�����µ�����µ�}|�� ��� k � m [ �}��|5Pt³DE���|?z7�µ¥���z}�?| ��¥ �������}��¥���© ���7���j������J\|������ c† − c0

���
H4µ ��}��¥d¥ ���=� �o�,�}�¢�����WJ\|?�O��|�z���� ����C2¥ �����\� z�A"�?¥�����������¥ ����§{���=~\� z��������FE�� z [ ��¥�z*¥���z�����¥����?| c†(x) :=

1 + sin4(πx) sin(10x)
� �o�

c0(x) := 1 [ �6P�³DE���|�zt�}¥��oz}��|���¥��o�����}��¥��=�O���}� µ = 1
�����}�¢�����WJ\|?�:§

�4������| n*��£b��¥���¥NB�z}|?���FE �¢z}��¦��¢����¥�� �\� �QId���(E��+J\�l�¢�}��¥��
µ0 = 1 [ �®| |��4~�|��L�"����|�z��¢�}| O

(
δ2/3

)
��¥�z�����|"��fM±�� ¡ ���*���o|"~�z}¥ ~2¥��µ|�� ¤#|�~o�}£b� O � ��A4~�|"����¥�~�~o�����8zµ�FE�|����H�o�}|�� [ Co�o�q¥��FE+A ����|"z}�¢��|
O

(
δ1/2

) �?¥�z}zµ|��µ~2¥��o�������q�}¥
µ = 1/2

��¥�zM�}��|´�����}��zµ|�~\�¢���ZA=~�zµ�����?��~FE�| §dn*�����O|ZH2|��L�t�l� �=�8E�|l� zWERA
C�|�¥(C��}|?zWB�|?����� TG����§2¨�§{� ����zµ�}��|�zO�����}���o�}�}��¥��=¥ �C�}��|J�b����|?z}���l�(E:zµ|��µ�FE��}�*���O���RB |��~C�|8E�¥ª�J§
� �s����_(���&�N�=�����������v��*( Z���&�(u8 !��4 � ] ��z:��| �4�V~�zµ¥DCFE�|�� ��¥����?|�zµ���V�}��|{���o|������+J\�l�¢�}��¥�� ¥ �b����|{�µ�\� ~�|
¥ �O�,��|l�j�H�µ¥���z}�?|

Ω ⊂ � 2 ��z}¥�����|l� �µ��z}|?��|?���H¥ ������|���|l�¢���\� � ∂u
∂n

� ��� �}��|��}|���~2|?z��¢�}��z}|
u
¥�� �µ¥���|QC�¥�������� zWA

Γ
�}��zµz}¥��o�������o�����o|7��|��¢�_�µ¥���z}�?| L �µ|�|5k ¯@m ML§~S(|7�l�¢� � z}z}� ����|²���o��������}�o���������¢�

u|Γ = 0
C�A=�}�KCo��z}� �?�}�������q�}¥DE��o����¥��"��¥q�}��|�¤V�¢~FE � �?|´|8Ib�\�¢�}��¥�� §3n*��|��,����|´��¥�z��M� zµ�

~�zµ¥DCFE�|?� ���*��|��µ��z}�RC2|?� C�A"�}��|%C2¥��o���\� z�AoB¢�(E���|´~oz}¥DCFE�|��
∆u = χΩ,

u = 0
¥��

Γ
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Ω [ �O������� �®|��¢�}�}�o��| ��¥ C2|

�µ��� z�� �}�\�¢~2|?���O���}��z}|?�}~�|��L�7��¥ ����|�¥�z}������� § n*��|��
∂Ω = {q(t)(cos t, sin t)> : t ∈ [0, 2π]}��¥�z8��~2¥��µ���}�RB�| [ 2π

��~�|�zµ��¥d�����8�������L����¥��
q
§ n*��| ����B�|�zµ�}| ~�zµ¥DCFE�|?� ��¥����µ�������8��� ����|����}����Ad�����
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Ω
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Γ
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F
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q
��¥ ∂u
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§�S |8���NB | ����¥��}|?�
Γ := {x : |x|2 = 2} [

q†(t) := (1 + 0.9 cos(t) + 0.1 sin(2t))/(1 + 0.75 cos(t))
� ���

q0(t) := 1
§#f��¢����¥��S��¥����}| ��� �
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∂Ω
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Γ
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n*��|?z}|?��¥ z}| [ �®| |��4~�|��?� �}�\�¢� �}��| ��¥ �|B |�zµ��|����?| C�|����NBd��¥�z ��� ��|��µ��z}�RC2|?� C|A�n*��|�¥ z}|�� � § \
L �GE����o¥����������O�\� �O��¥ �pC�|�|?��~�¥��}�µ�!CFE�| ��¥sB�|?z}����A=� �}�µ����~o����¥�� L'\ ¨@MWML§
� ��_(���&�N�~�(u����'* � !��� .*(�������������Q���&�(u8 !��4 � � ] ��z E �¢�µ��|��o� ��~FE�|���¥����?|�zµ���H���o|"�}���¢�}�}|�z}����� ¥ �

N������| ���\�¢z}��¥������7� ��¥ ���µ�}���=�M�$B�|?�
u

(j)
i (x) = exp(ikx · d(j))

�O����� ����zµ|��?�}��¥��o�
d(j) � �o�����NB |�b��� C�|�z

k
C�A

M
�o��� Oµ¥ ����� [ �µ����~FERA=�?¥�����|?�?�}|�� �}�l�j�}��|?z}������¥DC������ �ZE�|�� Ω1, . . . , ΩM ⊂ � 2 § ] �|l�¢���8¥ �{����| C2¥��o���\� zµ��|�� ¥ �{����|H��¥���� ���
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��|?����� ���XC2¥��o���\� z�A=��¥����o������¥����M��¥�zM�}��|J��¥ ���(E J\|ZE��

u(j) = u
(j)
i + u

(j)
s
� ���,z}|ZIb����zµ|��}�\�¢�O����|

�}���¢�}�}|�zµ|��0J\|8E����
u

(j)
s
�}�¢�����µ��AH�}��|pP�|ZE�����¥DE���¦ |8Ib�\�¢�}��¥��

(∆+k2)u
(j)
s = 0
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⋃
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M

¥ � ��¥ �7� ����� [ � �8�������}� �(E ����|��µ� [ �¢�������o| C2¥ �����\� z�A��?¥�����������¥��,��¥ z |l�¢���8¥ �{����|?�}|_�o¥��7�¢������ zµ|�£b��¥ª�O�:§®�4�����7���o��¥�zµ�7�j����¥ �_�l� �6C2|t¥DCo��� ����|?�QC�A�¥ �}��|�z ��|L����¥d��� [ �µ|�| |¢§ �o§ k ¨ \ m §�n*��|?�"¥���z���¢�}£²���{��¥�z}|?��¥�������zµ���?�®����|��}�\� ~�|t¥ �:���o|��µ�l�¢�µ��|�zµ�����+B�|?�����o|�� � z3J\|ZE��7~��¢�}�}|�z}�o� L ¥ z �µ�l�¢�µ��|?z}���o�� ��~FE��������o|��
M
u

(j)
∞
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u
(j)
s
§ n*�����²~�zµ¥DCFE�|?� ���²� ��� ��� |��4~�¥���|?�b�}� �(ERERA �!E!E �



���������
	�� ������
���������
�������������� !�#"$���%�&�'�(�) +*(���+,��.-0/1��23�����546����7��8-�� ¨Z¯

10
−6

10
−4

10
−2

10
−2

10
−1

10
0

rel. noise level

L2
−

er
ro

r

κ=1.1

10
−6

10
−4

10
−2

10
−2

10
−1

10
0

rel. noise level
L2

−
er

ro
r

κ=0.1

optimal
Lepskij
Morozov
index too high
index too low
index correct

optimal
Lepskij
Morozov
index too high
index too low
index correct

������� r����!u I^���&���4���0*�1fI�
&����1���- 7����&,x
&*���F#��- �����0���	T �O,��'I�1����&����,��.7 �&,��
L2
<S��
�
&��
����� �&,��


��J/����B���&
�%�/����JFoI�*�
&*�-A����
&��MJ*.�&���	����� ��,���/�%�
&���'*���*;�(%���/��������x��� ��,��'�����0����1�������1
δ
N

~�¥��}|?� [ � ���,¥��FE+AoE�¥ ��� z}�����������t�}¥ ��z}�?|��?¥�����������¥����*�l�¢�XC�|J|��4~�|��?�}|����}¥0C2|´���FE+J�E!E�|��:§����¥ ��z��b����|�zµ�����(E*|��4~�|�z}����|?�����²��|��\�$B�|��o�}|�������|,�}���¢�}�}|�z}|?z}���}��¥ª�O�$���yTC����§ � �O���}�
N = 8

�����?����|?�������$B�|?�_� ���8���$B�|7�b��� C2|?z
k = 1

§ ] �8����|²��~o~2|?z�¥DCo�µ���¢�8E�|_�®|�����~2¥��µ|�� �
¬ ��z}�����KE�|?�pC�¥����o�\� zWA,�?¥�����������¥ ���¢����¥��=���o| E�¥Z�®|�zt¥DC������ �ZE�|���|?���7�¢��� C�¥����o�\� zWA=�?¥�����������¥��:§
n*��|8�������}� �(E*���o|��}�=�?¥����}���µ�}|�� ¥ �J���®¥ �?��zµ�8E�|?�7¥ ��z}� �����o� ¨�§ ft� ����¥�� ��¥����}|���� ����|?��|�z}�¢��|?�
C�A � ���o���������?|�����|?z}|�� ±J� ���}�µ� � �8z}� ����¥ � B¢� z}���(CFE�|���¥"�}��|qz}|��(E{� �o� ���7�¢�����\�¢zWA=~\� z��´¥ � ����|
� � z � J\|ZE���~\�¢�µ��|?z}�����¢�O|l�¢������|l� �µ��z}|?��|?����~�¥����b��§

���gTG������zµ| � �®|��}���H�FE �¢�}|��=��|L��|�zµ���������������´��¥����µ|%C|A,�¢�������o�7�sJ �4|���~2¥��µ���}�RB�|J�b��� C�|�z*�}¥���o|�zµ|l�(Ef� ��� ����� ������� zWA=~\�¢zµ�J¥ � ����|q� � z � J\|ZE��8~\�j�}��|?z}�����¢�J|�� ��� ��|�� �}��zµ|���|�����~2¥ �����l§ n*�o|
���ozWB�|?����¥ zJ¡�¥�zµ¥�¦�¥NB�� �J�����}�?z}|�~�� ���ZA ~�z}��������~FE�|H� ���8����|²¤#|?~��}£b� O �µ�}¥�~�~�������z}�KE�|_��¥=��¥¢�J���RH2|�z
�_����� ��zµ¥��r����| E�|?�0� ~FE�¥ �����gTC����§27�µ�����?| C2¥¢���8�µ�}¥�~�~������"zµ�FE�|?�´�(E����$Ad� ��|?z}�����\�¢�}|��}¥4¥"|�� z.E+A
�O��|?�����o|J�}¥ ���GE:|�zµz}¥�z*���*�µ���RE!E2��¥������\�¢�}|���C�A����o|��¢~�~�z}¥ �4�����¢�}��¥��"|?z}zµ¥�z�§
�%�!� ����
���'��� ��"%��7�� ����46����� .*( =�&�
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ndiscr
∗

��|�J\��|?� C�A�¡�¥�zµ¥�¦�¥NB�� �O�����}�?z}|�~�� ���ZA=~oz}���o����~KE�| r
ndiscr
∗ := min{n ∈ � 0 : ‖F (xδ

n) − yδ‖ ≤ τδ}
P�|?z}|

τ > 1
���=�eJ �o|?�	~\�¢z�� ��|?�}|�z"�O������� ����z}|8Ib����z}|?� ��¥eC�| �}�K^�����|����&E+A E � zµ��| ��� �µ¥���|

��¥ �|B |�zµ��|����?|�~oz}¥d¥ ����§���� TC����§G¨_��|²����¥ �}|
τ = 2 [ �O�������5Ad��|ZE���� �}¥4¥��µ�7�GE!EV�µ��¥ ~�~����o������������|?���¥�z%E �¢z}��|

δ
� ��� ��¥d¥ E�� z}��|²����¥�~�~o����������������|?�J��¥ z��µ�7�(ERE

δ
§�T\¥�z´����|�|��4~2¥ ��|��������(E!E+A8�!ERE�� ~2¥��µ|��

~�zµ¥DCFE�|?���G���0TC����§ \ � ���² �®|O�\� �_��¥´���o¥4¥��µ| τ = 4
�µ�����?|M��¥�zC�µ�7�(ERE�|?z�B¢�(E���|��f¥¢�

τ
����|*zµ|��µ�����\�GE

��|�B�|�zO��|8ERE=C�|8E�¥ª�
τδ
��¥ z*�}���(E!E

δ
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fO|��l�GE!E �}�\�¢�*���o|�¤#|?~��}£b� O � �µ�}¥�~�~������²������| �=���~n*��|?¥�z}|?���to§ \ � ��� � § \ ��� �O��|�J\��|�� C�A

n∗ := min

{
n ∈ {0, . . . , Nmax(δ)} :

‖xδ
n − xδ

m‖ ≤ 2κCgδ√
αm��¥ zO�(E!E

m = n + 1, . . . , Nmax(δ)

}
. L �DM
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Nmax(δ) := max(0, c + sblnq
δ

α0
c) �O���}� �}¥ ��|�~�z}¥DCKE�|����o|�~�|�����|?���²��¥�������� ���

c ∈ �� ���
s = 1

��¥�z²����|,��|�� £ ��¥��4� E����o|l� zµ����A �?¥�����������¥���� [ s = 2
��¥�z²����|��µ�}z}¥����(��¥��4� E�����|l� zµ����A

��¥ �������}��¥��o��§ �!��|�z���� ���=�����}� �KB¢� ����� � |�¥¢�G�}��|�~oz}¥�~�¥��}|?����|?�}��¥d�����M���\�¢�O�}��|J��¥�������� ���
c
���}|?�

���´�}��|®~oz}¥d¥ ���<�l� ���\� zµ�FERAYC�| |����������¢�}|���� �\�(E+Ad�}�����(E!E+A�¥ zV�?¥���~��o��|?���b����|�zµ�����(E!E+A�§tT\¥�zµ�}���\�¢�}|8E+A [���o|®��|?�}��¥4�����<��¥¢�C�µ|����µ�����+B�| ��¥t����| ����¥�����| ¥ �
c
§
c
Oµ�o�µ�f��� �V�}¥aC�| �}�K^�����|����&E+AJ�}���(E!E��}¥�~oz}|ZB |����

��¥��KE����o|l� zµ����AQCFE�¥ª�M��¥GH���¥�z
n ≤ Nmax [ C��4�O���O��¥d|��O��¥ �O��� �\��|?����|J���o|��¢�WAd��~4��¥ �}��� z}�¢��|¢§n*��|8�?¥����µ��� �����

κ = 4
� ���

κ = 7
��� n*��|�¥ z}|�����o§ \ � ��� � § \ �®|�zµ|8����¥��µ|�� ��¥�z7�}��|��¥ �|B |�����|����?|_¥ �f�}��|�~�z}¥d¥ ����§US ��������¥�zµ|´��|����o�������(EG~oz}¥d¥ ���O¥���|H�?¥��FE�������¥d¥��µ|H�}���(ERE�|�zUB¢�(E���|��

¥ �
κ > 1 [ C��o��|ZB |�� ��¥�zpE�����|�� zO~�z}¥DCKE�|����O� �µ�}����~o����¥�� \ §�¨����O��¥ �����¢�}����J\|�����¥ z κ ≤ 1

��� L ¨ªDM��¥DE����M��zµ��|´�O���}�,|ZIb�\�(E�����A r ���,�}�����*��� �}|
‖gαn(F ′[xδ

n]∗F ′[xδ
n])F ′[xδ

n]∗(yδ − y)‖ ≤ Cgδ√
αn���O�q�µ�\� z}~=�®¥�z}��� ��� �}|%C�¥������,¥�������|J~�zµ¥�~\� ���¢��|?���\�j���q��¥����}|´|�zµz}¥�z?§

P�¥ª�®|ZB |�z [ ��¥�z �µ�}¥4����� �µ�}���	�o¥����µ| �����}��z}����¥��o�����\�¢� ���o| E�|L�0�µ� �\� ��� �}���o|	��� ���µ�\�(E!E+A
¥NB�|?z}|��������7�¢�}|�� C�A8� �8¥ z}��|?z´¥ � �7� � �����}����|��O�����8������� ~�zµ¥DC\�(Co�!E�����A�§Yn*��|?z}|L��¥�z}| [ ¥���|q���µ�\�(E!E+A¥DCo��� ���o���_�o���hC2|L�}�}|�z�z}|��µ�FE��}����¥�z��}���(ERE�|�z�B¢�(E���|���¥ �

κ
§~nV¥��!ERE�������z}�¢��|_�}��|7~�¥ ��|?����� �GE ¥¢�M����|

~�zµ¥�~2¥ �}|�� ����¥�~�~o�����"zµ�FE�| [ �®|q�����ZE�����|?� ��¥ �|B |�zµ��|����?|�~KE�¥ �}���O���}� κ < 1
����¥ �}|�� C�A��}z}���(EC�¢���

|�zµz}¥�z ¥�������|�z}��� �b� �\�¢���7�µ����|?��¥ �tTG����§�¨ [F\ � ���"4§�S |�~2¥ ����� ¥��o��� ��� ��� [ ���\�j�M������¥����?| κ ≤ 1�l�¢����¥ ��C2|3Oµ���µ�}�RJ\|?�"���7����¥ z}�µ������� �}| �µ|?�µ�����o��§f� �"� �\�(E+A4�µ���®¥ �:���o| ¤#|�~��µ£b� O®�µ�}¥�~�~������_zµ�FE�|t���7�
�µ���¢�����µ�}���l�GE �}|L�}�}�����q�O���������GE��}¥q��� �*��¥�� ����zµ|��µ���q~�zµ¥�~�|�z*����¥�����|´¥ � E L ��¥ �*�o|���|?�}�}� z}�RERA�¥ �V���o|��¥�zµ� E(α) = κCgδ/
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