
Newton-Verfahren beim inversen

Neumann-Problem

zur Helmholtz-Glei
hung

Diplomarbeit

vorgelegt von

Thorsten Hohage

aus

Northeim

angefertigt am

Institut f

�

ur

Numeris
he und Angewandte Mathematik

der

Georg{August{Universit

�

at zu G

�

ottingen

1996





i

Einleitung

In dieser Arbeit wird ein inverses akustis
hes Streuproblem behandelt. Zun

�

a
hst

stelle i
h einige physikalis
he Tatsa
hen

�

uber die Ausbreitung von S
hallwellen in

einer homogenen Fl

�

ussigkeit mit zu verna
hl

�

assigender innerer Reibung zusammen.

Eine genauere Behandlung dieses Themas �ndet man z.B. in [We℄.

Seien v(x; t) die Ges
hwindigkeit, p(x; t) der Dru
k und �(x; t) die Di
hte der Fl

�

ussig-

keit. Nimmt man an, da� v, p und � nur wenig um einen konstanten Zustand v

0

= 0,

p

0

, �

0

s
hwanken, so erf

�

ullen die Zustandsgr

�

o�en n

�

aherungsweise die linearisierte

Euler-Glei
hung

�v

�t

= �

1

�

0

grad p;

die linearisierte Kontinuit

�

atsglei
hung

��

�t

= ��

0

div v

und die Beziehung

�p

�t

= 


2

��

�t

mit einer Konstanten 
 > 0, die die Dimension einer Ges
hwindigkeit hat. Falls

rot v = 0, folgt mit Hilfe der linearisierten Euler-Glei
hung, da� ein Ges
hwindig-

keitspotentials U(x; t) existiert, so da�

�U

�t

= �p und gradU = �

0

v:

Dieses Potential erf

�

ullt die Wellenglei
hung

�U = �

0

div v = �

��

�t

=

1




2

�

2

U

�t

2

:

Nimmt man weiterhin an, da� die S
hwingung zeitharmonis
h ist, d.h. da� in der

�

ubli
hen komplexen S
hreibweise U von der Form

U(x; t) = Re (u(x)e

�i!t

)

mit einer Kreisfrequenz ! > 0 ist, so erf

�

ullt der ortsabh

�

angige Anteil u die

Helmholtz-Glei
hung

�u+ k

2

u = 0

mit Wellenzahl k =

!




.

Be�ndet si
h in der Fl

�

ussigkeit ein undur
hdringli
her K

�

orper D, so h

�

angen die

Bedingungen, die u auf dem Rand � von D erf

�

ullt, von den physikalis
hen Eigen-

s
haften der Ober


�

a
he von D ab. Bei sogenannten "s
hallharten" Hindernissen ist

die Normalkomponente hv; ni der Ges
hwindigkeit auf dem Rand Null, d.h. es gilt

�u

�n

= h grad u; ni = 0
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auf �. Dabei ist n der na
h au�en weisende Normalenvektor auf �.

Als "direktes Problem" betra
hte i
h nun die Aufgabe, f

�

ur eine einfallende Welle

u

i

(x) = e

ikhd;xi

, die auf ein bekanntes s
hallhartes Objekt D tri�t, die gestreute

Welle u

s

zu bere
hnen. Dabei mu� das Gesamtfeld u := u

i

+ u

s

die Randbedin-

gung

�u

�n

= 0 erf

�

ullen. Das gestreute Feld u

s

l

�

ost die Helmhotz-Glei
hung und erf

�

ullt

au�erdem die sgn. Sommerfeld's
he Ausstrahlungsbedingung. Da mein numeris
hes

Verfahren nur im IR

2

arbeitet, habe i
h au
h im theoretis
hen Teil dieser Arbeit

nur den zweidimensionalen Fall betra
htet. Dies entspri
ht der Streuung an langen,

zylinderf

�

ormigen Objekten. In diesem Fall lautet die Sommerfeld's
he Ausstrah-

lungsbedingung

lim

r!1

p

r

 

�u

s

�r

� iku

s

!

= 0

glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle Ri
htungen. Physikalis
h entspri
ht dies der Bedingung, da�

Energie na
h au�en transportiert wird, mathematis
h wird dadur
h Eindeutigkeit

des direkten Problems gesi
hert. Man kann zeigen, da� die Sommerfeld's
he Aus-

strahlungsbedingung das asymptotis
he Verhalten

u

s

(x) =

e

ikjxj

q

jxj

(

u

1

(

x

jxj

) +O

 

1

jxj

!)

; jxj ! 1

glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle Ri
htungen

x

jxj

impliziert. Die auf dem Einheitskreis S

1

de�nierte

Funktion u

1

hei�t Fernfeld von u

s

und ist analytis
h.

Das im folgenden betra
htete "inverses Problem" hierzu besteht darin, bei Kenntnis

einer einfallenden Welle u

i

und eines zugeh

�

origen (gemessenen) Fernfeldes u

mess

1

den

Streuk

�

orper D zu rekonstruieren. Wie viele inverse Probleme ist dieses Problem

ni
ht-linear und s
hle
ht gestellt, d.h. die L

�

osung h

�

angt ni
ht stetig von den Daten

ab. Dabei ist die Frage na
h der Eindeutigkeit einer L

�

osung bisher no
h ungekl

�

art.

I
h formuliere nun die Aufgabenstellung in Form einer Operatorglei
hung u

1

(�) =

u

mess

1

, die na
h � zu l

�

osen ist, wobei die zul

�

assigen R

�

ander zun

�

a
hst in geeigneter

Weise dur
h Elemente eines normierten Raumes zu bes
hreiben sind. Zur L

�

osung die-

ser Glei
hung verwende i
h ein Newton-Verfahren. Dabei mu�, um trotz der s
hle
h-

ten Gestelltheit Stabilit

�

at zu gew

�

ahrleisten, ein Regularisierungsverfahren verwendet

werden.

Meine Arbeit gliedert si
h in folgende Kapitel:

Im ersten Kapitel wird das direkte

�

au�ere Neumann-Problem behandelt, d.h. das

Problem, eine ausstrahlende L

�

osung u der Helmholtz-Glei
hung zu beliebigen vorge-

gebenen stetigen Neumann-Randdaten f =

�u

�n

zu �nden. Die Existenz einer L

�

osung

dieses Problems wird wie in [Gr℄ mit Hilfe eines gemis
hten Einfa
hs
hi
ht- und

Volumenpotentials bewiesen.

Die folgenden drei Kapitel dienen der Behandlung der Fr�e
het-Ableitung des Fernfel-

des u

1

na
h dem Rand. Im zweiten Kapitel wird zun

�

a
hst die Fr�e
het-Ableitung all-

gemein eingef

�

uhrt und unter anderem ein Di�erentiationssatz f

�

ur parameterabh

�

angi-

ge Integraloperatoren bewiesen (vgl. [Po℄).
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Im dritten Kapitel zeige i
h na
h Ideen von Potthast ([Po℄), da� der Fernfeld-

Operator Fr�e
het-di�erenzierbar ist, und gebe eine Charakterisierung der Ableitung

an. Dabei konnten im Verglei
h zu der oben zitierten Arbeit einige te
hnis
he S
hwie-

rigkeiten dur
h die Verwendung des Volumenpotentials vermieden werden.

Das vierte Kapitel dient der Bes
hreibung zweier Verfahren zur eÆzienten numeri-

s
hen Bere
hnung der Fr�e
het-Ableitung des Fernfeldes. F

�

ur beide Verfahren kann

bei analytis
hen Randkurven � exponentielle Konvergenz gezeigt werden.

Im f

�

unften Kapitel wird s
hlie�li
h das Newton-Verfahren bes
hrieben und unter ver-

s
hiedenen Bedingungen getestet. Es wird neben der in anderen Arbeiten zu diesem

Thema verwendeten linearen Tikhonov-Regularisierung ein alternatives Regularisie-

rungsverfahren vorgestellt, mit dem z.T. erhebli
h bessere numeris
he Ergebnisse

erzielt wurden. Die Re
hnungen wurden auf einer DECstation 3000/600 am Insti-

tut f

�

ur Numeris
he und Angewandte Mathematik der Universit

�

at G

�

ottingen in der

Programmierspra
he C++ dur
hgef

�

uhrt.

I
h danke Herrn Prof. Dr. Kre� f

�

ur die Themenstellung und f

�

ur die Betreuung dieser

Arbeit.
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Kapitel 1

Das

�

au�ere Neumann-Problem

I
h bes
h

�

aftige mi
h in diesem Kapitel mit dem folgenden Problem:

De�nition 1.1 (

�

Au�eres Neumann-Problem) Sei D � IR

2

ein bes
hr

�

anktes,

einfa
h zusammenh

�

angendes Gebiet mit C

2

-glattem Rand �. n(x) bezei
hne den

na
h au�en weisenden Einheits-Normalenvektor im Punkt x 2 �. Zu einer gegebenen

Funktion f 2 C(�) wird eine Funktion u 2 C

2

(IR

2

n

�

D) \ C(IR

2

nD) gesu
ht, die die

Helmholtz-Glei
hung

�u+ k

2

u = 0; (1.1)

k > 0, in IR

2

n

�

D l

�

ost, die Sommerfeld's
he Ausstrahlungsbedingung

lim

r!1

p

r

 

�u

�r

� iku

!

= 0; r = jxj; (1.2)

glei
hm

�

a�ig in alle Ri
htungen

x

jxj

erf

�

ullt und der Randbegingung

�u

�n

= f auf � (1.3)

im Sinne von glei
hm

�

a�iger Konvergenz

lim

�!0

+

hn(x); gradu(x+ �n(x))i = f(x); x 2 �;

gen

�

ugt.

Zur L

�

osung dieses Problems werde i
h Integralglei
hungsmethoden verwenden. All-

gemein wird bei diesen Verfahren die L

�

osung in Form eines Einfa
hs
hi
ht-, Doppel-

s
hi
ht-, oder Volumenpotentials gesu
ht. Deshalb untersu
he i
h in Abs
hnitt 1.1

zun

�

a
hst die Grundl

�

osung der Helmholtz-Glei
hung im IR

2

. F

�

ur die Di
hten der

Potentiale werden Integralglei
hungen aufgestellt, deren L

�

osbarkeit bei geeigne-

tem Ansatz mit Hilfe der Riesz-Fredholm-Theorie na
hgewiesen werden kann. Zur

Aufstellung und Behandlung dieser Integralglei
hungen benutzt man Sprungbe-

ziehungen und Regularit

�

atseigens
haften der Potentiale, die in Abs
hnitt 1.2 be-

handelt werden. Beim

�

au�eren Neumann-Problem zur Lapla
e-Glei
hung f

�

uhrt ein



2 Das

�

au�ere Neumann-Problem

Einfa
hs
hi
htpotential-Ansatz zum Erfolg. Verwendet man diesen Ansatz au
h zur

L

�

osung des

�

au�eren Neumann-Problems zur Helmholz-Glei
hung, so ergibt si
h das

Problem, da� die zugeh

�

orige Integralglei
hung ni
ht f

�

ur alle Werte von k eindeu-

tig l

�

osbar ist. Das liegt daran, da� es bei der Helmholtz-Glei
hung im Gegen-

satz zur Lapla
e-Glei
hung ni
httriviale L

�

osungen des homogenen inneren Diri
hlet-

Problems geben kann. Es gibt vers
hiedene M

�

ogli
hkeiten, um diese Eindeutigkeits-

problematik zu umgehen. I
h werde in Abs
hnitt 1.4 ein gemis
htes Einfa
hs
hi
ht-

und Volumenpotential verwenden. Dieser Ansatz hat den Vorteil, da� man die Ver-

wendung des stark singul

�

aren Operators T , der Normalableitung des Doppels
hi
ht-

potentials, vermeidet. Vorher bes
h

�

aftige i
h mi
h in Abs
hnitt 1.3 mit L

�

osungen

der Helmholtz-Glei
hung, die die Sommerfeld's
he Ausstrahlungsbedingung erf

�

ullen.

Diesen kann man eindeutig ein Fernfeld zuordnen, das im folgenden eine wi
htige

Rolle spielen wird.

1.1 Die Grundl

�

osung der Helmholtz-Glei
hung

im IR

2

F

�

uhrt man zur L

�

osung der Helmholtz-Glei
hung Polarkoordinaten (r; ') ein und

ma
ht einen Ansatz

u(x) = R(kr)P (');

mit komplexwertigen FunktionenR und P , so erh

�

alt man na
h einigen Umformungen

aus der Helmholtz-Glei
hung

1

R(kr)

 

r

2

�

2

�r

2

R(kr) + r

�

�r

R

0

(kr) + (kr)

2

R(kr)

!

= �

1

P (')

P

00

('):

Da die linke Seite nur von r und die re
hte Seite nur von ' abh

�

angt, m

�

ussen beide

glei
h einer Konstanten sein, die i
h n

2

nenne. Man erh

�

alt f

�

ur R und P die beiden

gew

�

ohnli
hen Di�erentialglei
hungen

�P

00

(') + n

2

P (') = 0 (1.4)

t

2

R

00

(t) + tR

0

(t) + [t

2

� n

2

℄R(t) = 0: (1.5)

Die erste Di�erentialglei
hung besitzt o�enbar die L

�

osungen P (') = e

�in'

. Damit

u in IR

2

nf0g stetig ist, mu� n 2 IN

0

gelten. Gl.(1.5) hei�t Bessel's
he Di�erential-

glei
hung, ihre L

�

osungen hei�en Zylinderfunktionen. Man kann mit Hilfe des Quoti-

entenkriteriums veri�zieren, da� die Funktionen

J

n

(t) :=

1

X

p=0

(�1)

p

p!(n+ p)!

�

t

2

�

n+2p

; n 2 IN

0

(1.6)

L

�

osungen der Di�erentialglei
hung (1.5) sind. J

n

ist analytis
h f

�

ur t 2 IR und hei�t

Besselfunktion der Ordnung n. Eine zweite linear unabh

�

angige L

�

osung von (1.5) ist



1.1 Die Grundl

�

osung der Helmholtz-Glei
hung im IR

2

3

gegeben dur
h

Y

n

(t) :=

2

�

�

ln

t

2

+ C

�

J

n

(t)�

1

�

n�1

X

p=0

(n� 1� p)!

p!

�

2

t

�

n�2p

(1.7)

�

1

�

1

X

p=0

(�1)

p

p!(n+ p)!

�

t

2

�

n+2p

(

p+n

X

m=1

1

m

+

p

X

m=1

1

m

)

;

wobei

C := lim

p!1

(

p

X

m=1

1

m

� ln p

)

die Euler's
he Konstante ist. Y

n

hei�t Neumannfunktion der Ordnung n. Die Line-

arkombinationen

H

(1);(2)

n

:= J

n

� iY

n

hei�en Hankelfunktionen erster, bzw. zweiter Art von der Ordnung n. Da in dieser

Arbeit meistens Hankelfunktionen erster Art ben

�

otigt werden, s
hreibe i
h k

�

unftig

H

n

f

�

ur H

(1)

n

. F

�

ur gro�e Argumente haben die Hankelfunktionen das asymptotis
he

Verhalten

H

(1);(2)

n

(t) =

s

2

�t

e

�i(t�

n�

2

�

�

4

)

�

1 +O

�

1

t

��

; t!1: (1.8)

Einen Beweis f

�

ur diese Beziehung �ndet man in [Le℄, Gl.(5.11.4.). Mit Hilfe der

Di�erentiationsformel

H

n+1

(t) = �t

n

d

dt

n

t

�n

H

n

(t)

o

; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.9)

die man anhand der Reihendarstellungen (1.6) und (1.7) lei
ht

�

uberpr

�

ufen kann,

erh

�

alt man f

�

ur die Ableitungen der Hankelfunkionen das asymptotis
he Verhalten

H

(1)(2)

n

0

(t) =

s

2

�t

e

�i(t�

n�

2

+

�

4

)

�

1 +O

�

1

t

��

; t!1: (1.10)

Ebenfalls aus Gl.(1.9) erh

�

alt man H

1

= �H

0

0

, und dur
h Di�erentiation dieser Glei-


hung H

00

0

= �H

0

1

. Damit ergibt si
h das asymptotis
h Verhalten

H

00

0

(t) = �

s

2

�t

e

i(t�

�

4

)

(

1 +O

 

1

jxj

!)

: (1.11)

Die Grundl

�

osung zur Helmholtzglei
hung im IR

2

lautet

�(x; y) :=

i

4

H

0

(jx� yj); x; y 2 IR

2

; x 6= y:

Aus den Reihendarstellungen (1.6) und (1.7) folgt

�(x; y) =

1

2�

ln

1

jx� yj

+

i

4

�

1

2�

ln

k

2

�

C

2�

+O

 

jx� yj

2

ln

1

jx� yj

!

(1.12)

f

�

ur jx � yj ! 0. Na
h diesen Vorbereitungen k

�

onnen die folgenden Eigens
haften

der Grundl

�

osung lei
ht na
hgere
hnet werden:
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Lemma 1.2 F

�

ur feste Punkte y; a 2 IR

2

mit jaj = 1 l

�

osen die Funktion �(�; y)

und h grad

x

�(�; y); ai die Helmholtzglei
hung in IR

2

nfyg und erf

�

ullen die Sommer-

feld's
he Ausstrahlungsbedingung glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle y aus einem Kompaktum und

alle Einheitsvektoren a.

Beweis: �(�; y) l

�

ost die Helmholtzglei
hung in IR

2

nfyg na
h Konstruktion. Dur
h

Vertaus
hen der Di�erentiationsreihenfolge sieht man, da� au
h h grad

x

�(�; y); ai

eine L

�

osung der Helmholtzglei
hung ist. Mit Hilfe der Beziehungen

jx� yj =

q

jxj

2

� 2hx; yi+ jyj

2

= jxj

 

1 +O

 

1

jxj

!!

und

x� y

jx� yj

= x̂

 

1 +O

 

1

jxj

!!

glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle Ri
htungen x̂ :=

x

jxj

und alle y aus einem Kompaktum erh

�

alt

man die asymptotis
hen Beziehungen

�

�

�

�

�

��

�r

(x; y)� ik�(x; y)

�

�

�

�

�

=

1

4

�

�

�

�

�

kH

0

0

(kjx� yj)h

x� y

jx� yj

; x̂i � ikH

0

(kjx� yj)

�

�

�

�

�

= O

 

1

jxj

3

2

!

und

�

�

�

�

�

�

�r

h grad

x

�(x; y); ai � ikh grad

x

�(x; y); ai

�

�

�

�

�

=

1

4

�

�

�

�

�

�

k

2

H

00

0

(kjx� yj)� k

H

0

0

(kjx� yj)

jx� yj

�

h

x� y

jx� yj

; aih

x� y

jx� yj

; x̂i

+k

H

0

0

(kjx� yj)

jx� yj

hx̂; ai � ik

2

H

0

0

(kjx� yj)h

x� y

jx� yj

; ai

�

�

�

�

�

=

1

4

�

�

�k

2

H

00

0

(kjx� yj)hx̂; ai � ik

2

H

0

0

(kjx� yj)hx̂; ai

�

�

�+O

 

1

jxj

3

2

!

= O

 

1

jxj

3

2

!

glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle Ri
htungen x̂, alle y aus einem Kompaktum und alle Einheits-

vektoren a.
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1.2 Regularit

�

atseigens
haften der Potentiale

De�nition 1.3 Eine reell- oder komplexwertige Funktion ' auf einer Menge G �

IR

n

, n 2 IN hei�t glei
hm

�

a�ig h

�

olderstetig mit H

�

olderexponent � 2 (0; 1℄, wenn es

eine Konstante C gibt, so da�

j'(x)� '(y)j � Cjx� yj

�

f

�

ur alle x; y 2 G. Der Vektorraum aller auf G de�nierten Funktionen, die bes
hr

�

ankt

und glei
hm

�

a�ig h

�

olderstetig mit Exponent � sind, wird mit C

0;�

(G) bezei
hnet und

hei�t H

�

olderraum.

Sei � eine C

k+1

-glatte ges
hlossene Kurve im IR

2

(k 2 IN

0

). Dann ist C

k;�

(�) der

Vektorraum aller k-fa
h di�erenzierbaren Funktionen auf �, deren k-te Ableitung

na
h der Bogenl

�

ange glei
hm

�

a�ig h

�

olderstetig mit Exponent � ist.

Satz 1.4 Seien G und � wie in De�nition 1.3. Dann sind die H

�

olderr

�

aume C

0;�

(G)

und C

k;�

(�) mit den Normen

k�k

0;�;G

:= sup

x2G

j�(x)j+ sup

x;y2G;x6=y

j�(x)� �(y)j

jx� yj

�

;

k'k

k;�;�

:= k'k

1;�

+ k

d

k

ds

k

'k

0;�;�

; k = 0; 1; 2; : : :

Bana
hr

�

aume. Dabei ist

d

ds

die Ableitung na
h der Bogenl

�

ange.

Beweis: Zum Beweis, da� C

0;�

(G) mit der angegebenen Norm vollst

�

andig ist, siehe

[K1℄, Satz 7.2. Benutzt man dieses Ergebnis, so kann man mit einfa
hen Hilfsmitteln

der Analysis zeigen, da� au
h C

k;�

(�) f

�

ur k � 1 vollst

�

andig ist.

Bemerkungen:

1. Jede glei
hm

�

a�ig h

�

olderstetige Funktion ist stetig, und falls G konvex ist, ist

jede di�erenzierbare Funktion �-h

�

olderstetig f

�

ur 0 < � � 1. Die Umkehrungen

gelten ni
ht.

2. F

�

ur konvexes G, 0 < � < 1 und k 2 IN

0

ist die Norm k � k

C

k+1 st

�

arker als die

Norm k � k

k;�

, d.h. es gibt eine Konstante C > 0 mit k � k

k;�

� Ck � k

C

k+1
.

3. F

�

ur ';  2 C

k;�

(�) und k 2 IN

0

ist ' wieder in C

k;�

(�).

Satz 1.5 Sei 0 < � < � � 1 und sei G � IR

n

kompakt. Dann sind die Einbettungs-

operatoren

I

�

: C

0;�

(G) �! C(G)

und

I

�;�

: C

0;�

(G) �! C

0;�

(G)

kompakt.
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Beweis: Siehe [K1℄, Satz 7.4.

SeienD, � und n wie in De�nition 1.1, und sei ' 2 C(�). Dann hei�en die Funktionen

u(x) :=

Z

�

�(x; y)'(y) ds(y); x 2 IR

2

n�;

und

v(x) :=

Z

�

��(x; y)

�n(y)

'(y) ds(y) x 2 IR

2

n�;

akustis
hes Einfa
hs
hi
htpotential, bzw. akustis
hes Doppels
hi
htpotential mit

Di
hte '. Sei B � IR

2

ein bes
hr

�

anktes, abges
hlossenes Gebiet und � 2 C(B).

Dann hei�t

w(x) :=

Z

B

�(x; y)�(y) dy; x 2 IR

2

;

Volumenpotential mit Di
hte �. Alle Potentiale l

�

osen die Helmholtz-Glei
hung in

IR

2

n�, bzw. IR

2

nB und erf

�

ullen die Sommerfeld's
he Ausstrahlungsbedingung, da

dies na
h Lemma 1.2 f

�

ur die Kerne �(x; y) und

��(x;y)

�n(y)

glei
hm

�

a�ig in y gilt.

Bemerkung: Die folgenden Regularit

�

atseigens
haften und Sprungbeziehungen sind

zum gr

�

o�ten Teil [CK1℄ entnommen. Dort wird allerdings nur der dreidimensionale

Fall behandelt. Die Beweise lassen si
h jedo
h mit einigen Modi�kationen au
h auf

den zweidimensionalen Fall

�

ubertragen. Darauf soll hier kurz eingegangen werden.

In dem grundlegenden Satz 2.7. in [CK1℄ sind die Eigens
haften (2.13.) und (2.14.)

zu ersetzen dur
h

jK(x; y)j �M jx� yj

��1

(1.13)

f

�

ur alle x 2 G, y 2 � mit x 6= y, bzw.

jK(x

1

; y)�K(x

2

; y)j � M

m

X

j=1

jx

1

� yj

��1�j

jx

1

� x

2

j

j

(1.14)

f

�

ur alle x

1

; x

2

2 G, y 2 � mit 2jx

1

� x

2

j � jx

1

� yj und ein m 2 IN. Dabei ist M

eine positive Konstante und G ein abges
hlossenes Gebiet, das � in seinem Inneren

enth

�

alt.

Es ist zu zeigen, da� au
h die Grundl

�

osung im IR

2

und ihre Normalableitung den

Bedingungen (1.13) und (1.14) gen

�

ugen. Bea
htet man, da� na
h Gl.(1.12) die

Grundl

�

osung zur Lapla
e-Glei
hung dasselbe singul

�

are Verhalten besitzt wie die

Grundl

�

osung zur Helmholtz-Glei
hung, so erkennt man, da� man si
h wie im IR

3

auf den potentialtheoretis
hen Grenzfall k = 0 zur

�

u
kziehen kann.

ln

1

jx�yj

erf

�

ullt Bedingung (1.14) f

�

ur � = 1 und m = 1, da

ln

1

jx

1

� yj

� ln

1

jx

2

� yj

= ln

jx

2

� yj

jx

1

� yj

� ln

 

1 +

jx

2

� x

1

j

jx

1

� yj

!

�

jx

2

� x

1

j

jx

1

� yj

f

�

ur x

1

; x

2

2 G, y 2 � mit 2jx

1

� x

2

j � jx

1

� yj.
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Dur
h Vertaus
hung von x

1

und x

2

erh

�

alt man

ln

1

jx

2

� yj

� ln

1

jx

1

� yj

�

jx

2

� x

1

j

jx

2

� yj

� 2

jx

2

� x

1

j

jx

1

� yj

;

und daraus

�

�

�

�

�

ln

1

jx

1

� yj

� ln

1

jx

2

� yj

�

�

�

�

�

� 2

jx

2

� x

1

j

jx

1

� yj

:

V

�

ollig analog zu Gl.(2.48) in [CK1℄ zeigt man, da� die Normalableitung von ln

1

jx�yj

die Bedingung (1.14) f

�

ur m = 2 und � = 1 erf

�

ullt.

Der folgende Satz 
harakterisiert das Verhalten des Einfa
h- und des Doppels
hi
ht-

potentials und ihrer Ableitungen auf dem Rand.

Satz 1.6 Das Einfa
hs
hi
htpotential u mit Di
hte ' 2 C(�) kann stetig auf �

fortgesetzt werden mit den Randwerten

u(x) =

Z

�

�(x; y)'(y) ds(y); x 2 �: (1.15)

F

�

ur die Normalableitung von u gilt

�u

�

�n

(x) =

Z

�

��(x; y)

�n(x)

'(y) ds(y)�

1

2

'(x); x 2 �; (1.16)

wobei

�u

�

�n

(x) := lim

�!0

�

hn(x); gradu(x� �n(x))i; x 2 �; (1.17)

im Sinne von glei
hm

�

a�iger Konvergenz zu verstehen ist. Das Doppels
hi
htpotential

v mit Di
hte ' kann stetig von D na
h

�

D und von IR

2

n

�

D na
h IR

2

nD fortgesetzt

werden und besitzt die Randwerte

�v

�

�n

(x) =

Z

�

��(x; y)

�n(y)

'(y) ds(y)�

1

2

'(x); x 2 �; (1.18)

mit

v

�

(x) := lim

�!0

v(x� �n(x)); x 2 �: (1.19)

Au�erdem gilt

lim

�!0

(

�v

�n

(x+ �n(x))�

�v

�n

(x� �n(x))

)

= 0; x 2 �; (1.20)

glei
hm

�

a�ig auf �.

Beweis: Siehe [CK1℄, S

�

atze 2.12, 2.13, 2.19 und 2.21.
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Satz 1.7 Sei 0 < � < 1. Dann k

�

onnen die ersten Ableitungen des Einfa
hs
hi
htpo-

tentials u mit h

�

olderstetiger Di
hte ' 2 C

0;�

(�) glei
hm

�

a�ig h

�

olderstetig von IR

2

n

�

D

na
h IR

2

nD fortgesetzt werden, und es gilt

k graduk

�;IR

2

nD

� C

�

k'k

�;�

:

Die ersten Ableitungen des Doppels
hi
htpotential v mit Di
hte ' 2 C

1;�

(�) k

�

onnen

glei
hm

�

a�ig h

�

olderstetig von IR

2

n

�

D na
h IR

2

nD fortgesetzt werden mit

k grad vk

�;IR

2

nD

� C

�

k'k

1;�;�

:

In beiden Unglei
hungen h

�

angt die Konstante C

�

nur von � und � ab.

Beweis: Siehe [CK1℄, S

�

atze 2.17 und 2.23.

S
hlie�li
h ben

�

otige i
h no
h den folgenden Satz:

Satz 1.8 Der Operator K

�

, de�niert dur
h

(K

�

')(x) := 2

Z

�

��(x; y)

�n(x)

'(y) ds(y); x 2 �; (1.21)

f

�

ur ' 2 C(�), bildet C(�) bes
hr

�

ankt na
h C

0;�

(�) ab. Ist � sogar C

2;�

-glatt, so

bildet K

�

den Raum C

0;�

(�) bes
hr

�

ankt na
h C

1;�

(�) ab.

Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage siehe [CK1℄, Satz 2.30, zum Beweis der

zweiten Aussage [Ki℄, Satz 2.8.

Satz 1.9 Sei B � IR

2

ein bes
hr

�

anktes, abges
hlossenes Gebiet und � 2 C(B). Das

Volumenpotential w sei dur
h Gl. (1.9) de�niert.

1. Es gilt w 2 C

1

(IR

2

), und f

�

ur eine nur von B abh

�

angige Konstante C ist

kwk

1;IR

2

� Ck�k

1;B

; k gradwk

1;IR

2

� Ck�k

1;B

: (1.22)

2. F

�

ur � 2 C

0;�

(B) ist w 2 C

2

(

Æ

B), und in

Æ

B gilt

�w + k

2

w = ��:

Beweis: W

�

ahle � 2 C

2

(IR) mit �(x) = 0 f

�

ur x �

1

2

und �(x) = 1 f

�

ur x � 1.

Da stetige Funktionen auf einem abges
hlossenen Intervall bes
hr

�

ankt sind, gilt

k�k

1

; k�

0

k

1

; k�

00

k

1

<1.

Beweis der 1. Behauptung: De�niere f

�

ur n 2 IN

w

n

(x) :=

Z

B

�(x; y)�(njx� yj)�(y) dy; x 2 IR

2

:
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O�enbar ist w

n

di�erenzierbar, und es gilt

gradw

n

(x) =

Z

B

grad

x

f�(x; y)�(njx� yj)g�(y) dy; x 2 IR

2

:

I
h zeige nun, da� kw � w

n

k

1;IR

2

! 0 und kw

(1)

� gradw

n

k

1;IR

2

! 0 f

�

ur n ! 1,

wobei

w

(1)

(x) :=

Z

B

grad

x

�(x; y)�(y) dy; x 2 IR

2

:

Na
h einem bekannten Satz der Analysis folgt dann, da� w di�erenzierbar ist und

da� gradw = w

(1)

.

� F

�

ur x 2 IR

2

erh

�

alt man dur
h Einf

�

uhrung von Polarkoordinaten (r; ') mit

y

1

= x

1

+ r 
os', y

2

= x

2

+ r sin'

jw(x)� w

n

(x)j �

Z

B

j�(x; y)jj1� �(njx� yj)jk�k

1

dy

=

1

4

k�k

1

Z
1

n

0

Z

�

��

jH

0

(kr)jj1� �(nr)jr d' dr

� C

Z
1

n

0

ln(kr)r dr

= C

�

1

n

�

2

"

1

2

ln

 

k

n

!

�

1

4

#

! 0; n!1:

Die Konstante C h

�

angt dabei ni
ht von x ab.

� F

�

ur alle x 2 IR

2

gilt mit einer ni
ht von x abh

�

angigen Konstanten C

jw

(1)

(x)� gradw

n

(x)j

�

Z

B

�

�

�

� grad

x

�(x; y)(1� �(njx� yj))

�

�

�

+

�

�

��(x; y) grad

x

�(njx� yj)

�

�

�

�

k�k

1

dy

�

1

4

k�k

1

Z 1

n

0

Z

�

��

fkjH

0

0

(kr)j+ njH

0

(kr)jj�

0

(nr)jg r d' dr

� C

Z
1

n

0

n

r

�1

+ n ln(kr)

o

r dr

� C

 

1

n

+

1

n

"

1

2

ln

k

n

�

1

4

#!

! 0; n!1:

Zum Beweis von (1.22) setze

C := max

�

Z

B

j�(�; y)j dyk

1;IR

2

; k

Z

B

j grad

x

�(�; y)j dyk

IR

2

;1

�

<1:

Beweis der 2.Behaupung: O�enbar sind die Funktionen w

n

, n 2 IN, sogar zweimal

stetig di�erenzierbar, und man darf Di�erentiation und Integration vertaus
hen. I
h

zeige zun

�

a
hst, da�

k�+�w

n

+ k

2

w

n

k

1;IR

2

! 0; n!1:
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Na
h der Dreie
ksunglei
hung gilt f

�

ur alle x 2

Æ

B

j�(x) + �w

n

(x) + k

2

w

n

(x)j

=

�

�

�

�

�(x) + �(x)

Z

B

(�

x

+ k

2

) f�(x; y)�(njx� yj)g dy

�

�

�

�

+

�

�

�

�

Z

B

[�(y)� �(x)℄(�

x

+ k

2

) f�(x; y)�(njx� yj)g dy

�

�

�

�

: (1.23)

Da �(�; y) die Helmholtz-Glei
hung l

�

ost, erh

�

alt man unter Ausnutzung der Symme-

trie in x und y f

�

ur das Integral im ersten Summanden

Z

B

(�

x

+ k

2

) f�(x; y)�(njx� yj)g dy

=

Z

jx�yj�

1

n

(�

x

+ k

2

) f�(x; y)�(njx� yj)g dy

=

Z

jx�yj�

1

n

�

y

f�(x; y)�(njx� yj)g dy + k

2

Z

jx�yj�

1

n

�(x; y)�(njx� yj) dy:

Da � nur eine logarithmis
he Singularit

�

at besitzt und � bes
hr

�

ankt ist, konvergiert

der zweite Summand in der letzten Zeile dieser Glei
hung f

�

ur n !1 gegen 0. F

�

ur

den ersten Summanden erh

�

alt man na
h dem Gau�'s
hen Integralsatz und unter

Ausnutzung von �

0

(1) = 0 sowie �(1) = 1 den Grenzwert

Z

jx�yj�

1

n

�

y

f�(x; y)�(njx� yj)g dy

=

Z

jx�yj=

1

n

�

�n(y)

f�(x; y)�(njx� yj)g ds(y)

=

Z

jx�yj=

1

n

��(x; y)

�n(y)

�(njx� yj) ds(y)

=

ikn

2n

H

0

0

(

k

n

)! �1

f

�

ur n ! 1. Insgesamt ist damit bewiesen, da� der erste Summand in (1.23) f

�

ur

n ! 1 glei
hm

�

a�ig in x gegen 0 konvergiert. F

�

ur den zweiten Summanden gilt

dasselbe, denn f

�

ur hinrei
hend gro�e n ist

�

�

�

�

Z

B

[�(y)� �(x)℄(�

x

+ k

2

) f�(x; y)�(njx� yj)g dy

�

�

�

�

�

Z

jx�yj�

1

n

k�k

�

jx� yj

�

�

�

�

n

(�

x

+ k

2

)�(x; y)

o

�(njx� yj)

+2h grad

x

�(x; y); grad

x

�(njx� yj)i+ �(x; y)�

x

�(njx� yj)

�

�

�dy

=

k�k

�

4

Z
1

n

0

Z

�

��

r

�

n

j2kH

0

0

(kr)n�

0

(nr)j+ jH

0

(kr)jjn

2

�

00

(nr) + n�

0

(nr)r

�1

j

o

r d' dr

� C

Z
1

n

0

nr

�

dr + C

�

�

�

�

�

ln

 

k

2n

!

�

�

�

�

�

Z
1

n

1

2n

(n

2

r

1+�

+ nr

�

) dr

�

~

C

 

n

��

+

�

�

�

�

�

ln

 

k

2n

!

�

�

�

�

�

n

��

!

;
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und dies strebt o�enbar f

�

ur n ! 1 gegen 0. Die Konstanten C und

~

C h

�

angen

dabei ni
ht von x ab. Dur
h analoges Vorgehen kann man au
h zeigen, da� die

partiellen Ableitungen der Komponenten von gradw

n

glei
hm

�

a�ig gegen stetige

Funktionen konvergieren. Deshalb ist w zweimal stetig di�erenzierbar, und es gilt

k�w ��w

n

k

1

! 0, n!1. Daraus ergibt si
h in

Æ

B

�w = lim

n!1

�w

n

= lim

n!1

(�k

2

w

n

� �) = �k

2

w � �:

1.3 Ausstrahlende L

�

osungen der Helmholtz-

Glei
hung

Die Darstellung in diesem Abs
hnitt sowie des ersten Satzes in Abs
hnitt 1.4 orien-

tiert si
h an [CK2℄. Da dort allerdings nur der dreidimensionale Fall behandelt wird,

sind einige Beweise hier no
h einmal ausgef

�

uhrt.

Satz 1.10 Sei D � IR

2

ein bes
hr

�

anktes Gebiet mit C

2

-glattem Rand �, und sei

n die na
h au�en weisende Normale. Sei u 2 C

2

(D) \ C(

�

D) eine L

�

osung der

Helmholtz-Glei
hung, die eine Normalableitung im Sinne von glei
hm

�

a�iger Kon-

vergenz besitzt. Dann gilt

u(x) =

Z

�

(

�u(y)

�n

�(x; y)� u(y)

��(x; y)

�n(y)

)

ds(y); x 2 D: (1.24)

Beweis: Der Beweis in [CK2℄, S.16, l

�

a�t si
h mit geringen Modi�kationen

�

ubertra-

gen.

Satz 1.11 Sei D � IR

2

das o�ene und bes
hr

�

ankte Komplement eines unbes
hr

�

ank-

ten Gebietes mit C

2

-glattem Rand � und sei n der ins

�

Au�ere von D weisen-

de Einheits-Normalenvektor. Sei u 2 C

2

(IR

2

n

�

D) \ C(IR

2

nD) eine L

�

osung der

Helmholtz-Glei
hung, die eine Normalableitung auf � im Sinne von glei
hm

�

a�iger

Konvergenz besitzt. Dann sind die folgenden Aussagen

�

aquivalent:

1. u erf

�

ullt die Sommerfeld's
he Ausstrahlungsbedingung, d.h. es gilt

lim

r!1

p

r

 

�u

�r

� iku

!

= 0; r = jxj;

glei
hm

�

a�ig in alle Ri
htungen

x

jxj

.

2. Es gilt

lim

r!1

Z

jxj=r

�

�

�

�

�

�u

�r

� iku

�

�

�

�

�

2

ds = 0:
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3. F

�

ur alle x 2 IR

2

n

�

D gilt die Green's
he Darstellungsformel im Au�engebiet:

u(x) =

Z

�

(

u(y)

��(x; y)

�n(y)

�

�u(y)

�n

�(x; y)

)

ds(y) (1.25)

Ist eine dieser Bedingungen erf

�

ullt, so hei�t u ausstrahlende L

�

osung der Helmholtz-

Glei
hung.

Beweis: 1) ) 2): Na
h dem Mittelwertsatz der Integralre
hnung existiert f

�

ur jedes

hinrei
hend gro�e r ein x

r

2 IR

2

mit jx

r

j = r, so da�

Z

jxj=r

�

�

�

�

�

�u

�r

� iku

�

�

�

�

�

2

ds = 2�r

�

�

�

�

�

�u

�r

(x

r

)� iku(x

r

)

�

�

�

�

�

2

:

Der Ausdru
k auf der re
hten Seite strebt na
h Voraussetzung 1) gegen 0 f

�

ur r !1.

2) ) 3): I
h zeige zun

�

a
hst, da�

Z




r

juj

2

ds = O(1); r !1; (1.26)

wobei 


r

:= fx 2 IR

2

: jxj = rg und n der na
h au�en weisende Normalenvektor auf




r

ist. Es gilt

Z




r

(

�

�

�

�

�

�u

�n

�

�

�

�

�

+ k

2

juj

2

+ 2kIm

 

u

��u

�n

!)

ds =

Z




r

�

�

�

�

�

�u

�n

� iku

�

�

�

�

�

2

ds! 0; r !1:

I
h w

�

ahle jetzt r so gro�, da� D im Inneren von 


r

enthalten ist, und erhalte na
h

dem ersten Green's
hen Satz f

�

ur das Gebiet D

r

:= fx 2 IR

2

n

�

D : jxj < rg

Z




r

u

��u

�n

ds =

Z

�

u

��u

�n

ds� k

2

Z

D

r

juj

2

dy +

Z

D

r

j graduj

2

dy:

Setzt man den Imagin

�

arteil dieser Glei
hung in die vorherige Glei
hung ein, so ergibt

si
h

lim

r!1

Z




r

8

<

:

�

�

�

�

�

�u

�n

�

�

�

�

�

2

+ k

2

juj

2

9

=

;

ds = �2kIm

Z

�

u

��u

�n

ds: (1.27)

Da beide Summanden des ersten Integranden positiv sind, m

�

ussen au
h die Integrale

�

uber die einzelnen Summanden f

�

ur r !1 bes
hr

�

ankt sein. Insbesondere folgt also

(1.26).

W

�

ahle nun x 2 IR

2

n

�

D beliebig und ans
hlie�end r 2 IR so, da� r > jxj und

�

D im

Inneren von 


r

liegt. Dann gilt na
h Satz 1.10 angewandt auf D

r

�

�

�

�

�

u(x) +

Z

�

(

�u(y)

�n

�(x; y)� u(y)

�(x; y)

n(y)

)

ds(y)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

Z




r

(

�u(y)

�n

�(x; y)� u(y)

�(x; y)

n(y)

)

ds(y)

�

�

�

�

�
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�

Z




r

j�(x; y)j

�

�

�

�

�

�u(y)

�n

� iku(y)

�

�

�

�

�

ds(y)

+

Z




r

j � u(y)j

�

�

�

�

�

��(x; y)

�n(y)

� ik�(x; y)

�

�

�

�

�

ds(y)

�

�

Z




r

j�(x; y)j

2

ds(y)

�

1

2

| {z }

=O(1) na
h (1.8)

0

�

Z




r

�

�

�

�

�

�u(y)

�n

� iku(y)

�

�

�

�

�

2

ds(y)

1

A

1

2

| {z }

=o(1) na
h Vor.

+

�

Z




r

ju(y)j

2

ds(y)

�

1

2

| {z }

=O(1) na
h (1.26)

0

�

Z




r

�

�

�

�

�

��(x; y)

�n(y)

� ik�(x; y)

�

�

�

�

�

2

ds(y)

1

A

1

2

| {z }

=o(1) na
h Lemma 1.2 und 1)) 2)

f

�

ur r !1. Daraus folgt Behauptung 3.

3) ) 1): Gilt f

�

ur u die Darstellungsformel (1.25), so erf

�

ullt u die Sommerfeld's
he

Ausstrahlungsbedingung, da �(x; y) und

��(x;y)

�n(y)

sie glei
hm

�

a�ig bez

�

ugli
h y 2 �

erf

�

ullen na
h Lemma 1.2.

Satz 1.12 Jede ausstrahlende L

�

osung der Helmholtz-Glei
hung besitzt das asympto-

tis
he Verhalten einer auslaufenden Zylinderwelle

u(x) =

e

ikjxj

q

jxj

�

u

1

(x̂) +O

�

1

x

��

; jxj ! 1; (1.28)

glei
hm

�

a�ig in alle Ri
htungen x̂ =

x

jxj

. Dabei ist die Funktion u

1

auf dem Einheits-

kreis S

1

de�niert und hei�t Fernfeld von u. Unter den Voraussetzungen von Satz

1.11 gilt f

�

ur das Fernfeld die Darstellungsformel

u

1

(x̂) =

e

i

�

4

p

8�k

Z

�

(

u(y)

�e

�ikhx̂;yi

�n(y)

�

�u

�n

e

�ikhx̂;yi

)

ds(y); x̂ 2 S

1

: (1.29)

Beweis: Mit der Beziehung

jx� yj =

q

jxj

2

� 2hx; yi+ jyj

2

= jxj � hx̂; yi+O

 

1

jxj

!

; x!1;

glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle y 2 � und alle

x

jxj

und den Formeln (1.8) und (1.10) ergibt si
h

�(x; y) =

i

4

s

2

�kjxj

e

i(kjxj�khx̂;yi�

�

4

)

 

1 +O

 

1

jxj

!!

=

e

i

�

4

p

8�k

e

ikjxj

q

jxj

e

�ikhx̂;yi

 

1 +O

 

1

jxj

!!

; jxj ! 1;
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sowie

��(x; y)

�n(y)

=

ik

4

H

0

0

(kjx� yj)h

(y � x)

jy � xj

; n(y)i

=

ik

4

s

2

�kjxj

e

i(kjxj�khx̂;yi+

�

4

)

h�x̂; n(y)i

 

1 +O

 

1

jxj

!!

=

e

i

�

4

p

8�k

e

ikjxj

q

jxj

�e

�ikhx̂;yi

�n(y)

 

1 +O

 

1

jxj

!!

; jxj ! 1

glei
hm

�

a�ig f

�

ur alle y 2 � und alle Ri
htungen

x

jxj

. Dur
h Einsetzen in (1.25) ergibt

si
h die Behauptung.

1.4 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abs
hnitt seien D, � und der Normanlenvektor n immer wie in De�nition

1.1.

Lemma 1.13 (Relli
h) Sei u 2 C

2

(IR

2

n

�

D) eine L

�

osung der Helmholtz-Glei
hung

mit dem Abklingverhalten

lim

r!1

Z

jxj=r

ju(x)j

2

ds = 0: (1.30)

Dann gilt u = 0 in IR

2

n

�

D.

Beweis: I
h re
hne mit Polarkoordinaten (r; ') und de�niere eine neue Funktion

~u(r; ') := u(r 
os'; r sin'). Da D bes
hr

�

ankt ist, gibt es ein hinrei
hend gro�es R,

so da� D in dem Kreis mit Radius R um den Ursprung enthalten ist. F

�

ur festes

r > R erh

�

alt man die Fourierentwi
klung

~u(r; ') =

X

n2ZZ

a

n

(r)e

in'

mit FourierkoeÆzienten

a

n

(r) :=

Z

2�

0

e

�in'

~u(r; ') d':

Na
h der Parseval's
hen Glei
hung gilt

r

X

n2ZZ

ja

n

(r)j

2

= r

Z

2�

0

j~u(r; ')j

2

d' =

Z

jxj=r

ju(x)j

2

ds! 0; r !1;

also

p

rja

n

(r)j ! 0; r !1; (1.31)
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f

�

ur alle n 2 ZZ. Dur
h zwei partielle Integrationen erh

�

alt man

0 =

Z

2�

0

e

�in'

(� + k

2

)u(r 
os'; r sin') d'

=

Z

2�

0

e

�in'

 

�

2

�r

2

+

1

r

�

�r

+

1

r

2

�

2

�'

2

+ k

2

!

~u(r; ') d'

= a

00

n

(r) +

1

r

a

0

n

(r) +

 

k

2

�

�

n

r

�

2

!

a

n

(r):

Daraus erkennt man, da� die Funktion r 7! a(

r

k

) die Bessel's
he Di�erentialglei
hung

(1.5) mit Parameter n erf

�

ullt. Also ist

a

n

(r) = p

n

H

(1)

n

(kr) + q

n

H

(2)

n

(kr)

f

�

ur alle n 2 ZZ mit komplexen KoeÆzienten p

n

und q

n

. Aus dem asymptotis
hen

Verhalten der Hankelfunktionen f

�

ur gro�e Argumente folgt mit Hilfe von (1.31)

p

n

= q

n

= 0, und daraus u(x) = 0 f

�

ur jxj > R. Aus der Analytizit

�

at von u (s. [CK2℄,

S.17) folgt nun u = 0 in IR

2

n

�

D.

Lemma 1.14 Sei u 2 C

2

(IR

2

n

�

D) \ C(IR

2

nD) eine ausstrahlende L

�

osung der

Helmholtz-Glei
hung, die eine Normalableitung im Sinne von glei
hm

�

a�iger Kon-

vergenz besitzt, und f

�

ur die gilt:

Im

Z

�

u

��u

�n

ds � 0

Dann ist u = 0 in IR

2

nD.

Beweis: Im Beweis von Satz 1.11 wurde die folgende Gl. (1.27) hergeleitet:

lim

r!1

Z




r

8

<

:

�

�

�

�

�

�u

�n

�

�

�

�

�

2

+ k

2

juj

2

9

=

;

ds = �2kIm

Z

�

u

��u

�n

ds: (1.32)

Daraus folgt, da� (1.30) erf

�

ullt ist. Na
h dem Relli
h-Lemma 1.13 ist also u = 0 in

IR

2

nD, was zu zeigen war.

Korollar 1.15 Das

�

au�ere Neumann-Problem besitzt h

�

o
hstens eine L

�

osung.

Beweis: Seien u

1

und u

2

zwei L

�

osungen des

�

au�eren Neumann-Problems. Dann

l

�

ost u := u

2

� u

1

das

�

au�ere Neumann-Problem zur Randbedingung

�u

�n

= 0. Na
h

Lemma 1.14 ist u = 0, also u

1

= u

2

.

Zum Existenzbeweis f

�

ur das

�

au�ere Neumann-Problem verwende i
h einen gemis
h-

ten Einfa
hs
hi
ht- und Volumenpotentialansatz. Hierin folge i
h [Gr℄. Sei B � IR

2
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eine abges
hlossene Kreiss
heibe, die ganz im Inneren von D liegt. F

�

ur Di
hten

' 2 C(�) und � 2 C

0;�

(B) setze i
h

u(x) :=

Z

B

�(x; y)�(y) dy �

Z

�

�(x; y)'(y) dy; x 2 IR

2

: (1.33)

Da man ni
ht erwarten kann, da� die Di
hten '; � allein dur
h die Randbegingung

(1.3) eindeutig bestimmt sind, fordere i
h zus

�

atzli
h

�u(x)� iu(x) = g(x) f

�

ur x 2

Æ

B (1.34)

mit einer festen Funktion g 2 C

0;�

(B). Zur L

�

osung des

�

au�eren Neumann-Problems

k

�

onnte i
h au
h einfa
h g � 0 setzen, i
h werde jedo
h sp

�

ater (Beweis von Satz 3.12)

die allgemeinere Form ben

�

otigen.

Satz 1.16 Gen

�

ugen die Di
hten ('; �) 2 C(�) � C

0;�

(B) dem Integralglei
hungs-

system

'(x)� 2

Z

�

��(x; y)

�n(x)

'(y) ds(y) + 2

Z

B

��(x; y)

n(x)

�(y) dy = 2f(x); x 2 �

�(x)� (i+ k

2

)

Z

�

�(x; y)'(y) ds(y) + (i+ k

2

)

Z

B

�(x; y)�(y) dy = �g(x); x 2 B

mit re
hter Seite (f; g) 2 C(�)�C

0;�

(B), so l

�

ost die dur
h (1.33) de�nierte Funktion

u das

�

au�ere Neumann-Problem zur Funktion f und erf

�

ullt die Bedingung (1.34).

Beweis: Na
h den Bemerkungen auf Seite 6 l

�

ost u die Helmholtz-Glei
hung (1.1)

und erf

�

ullt die Sommerfeld's
he Ausstrahlungsbedingung (1.2). Na
h den S

�

atzen

1.6 und 1.9 ergibt si
h die Randbedingung (1.3) aus der ersten Glei
hung und die

zus

�

atzli
he Bedingung (1.34) aus der zweiten Glei
hung.

Satz 1.17 Das Glei
hungssystem in Satz 1.16 besitzt f

�

ur jede re
hte Seite (f; g) 2

C(�)�C

0;�

(B) genau eine L

�

osung ('; �) 2 C(�)�C

0;�

(B). Das

�

au�ere Neumann-

Problem ist also f

�

ur jedes f 2 C(�) l

�

osbar, und die L

�

osung h

�

angt stetig von f ab.

Beweis: Das Glei
hungssystem in Satz (1.16) besitzt die Form (I�A)('; �) = (f; g)

mit einer 2 � 2-Matrix von Integraloperatoren. Um zu zeigen, da� A den Produk-

traum C(�)� C

0;�

(B) kompakt in si
h abbildet, zerlege i
h seine Komponenten in

folgender Weise:

A

11

: C(�)! C

0;�

(�) ,! C(�)

A

12

: C

0;�

(B) ,! C(B)! C(�)

A

21

: C(�)! C

1

(B) ,! C

0;�

(B)

A

22

: C

0;�

(B) ,! C(B)! C

1

(B) ,! C

0;�

(B)
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In diesen Zerlegungen sind alle Operatoren bes
hr

�

ankt und jeweils mindestens ein

Operator ist kompakt. Dies folgt aus den S

�

atzen 1.5, 1.8 und den Unglei
hungen

(1.22). Die Bes
hr

�

anktheit von A

21

: C(�) ! C

1

(B) folgt aus der Bes
hr

�

anktheit

des di�erenzierten Kerns. Also sind alle Komponenten von A kompakt.

Es bleibt zu zeigen, da� I � A injektiv ist. Na
h der Riesz-Theorie folgt dann, da�

I � A au
h surjektiv und der inverse Operator (I � A)

�1

bes
hr

�

ankt ist. Deshalb

ist das

�

au�ere Neumann-Problem na
h Satz 1.16 l

�

osbar, und zumindest die Di
hten

(�; �) h

�

angen stetig von f ab. Na
h Einf

�

uhrung einer geeigneten Norm f

�

ur u (z.B.

der Supremumsnorm) kann man daraus folgern, da� au
h u stetig von f abh

�

angt.

Sei also ('; �) eine L

�

osung des homogenen Glei
hungssystems (I � A)('; �) = 0.

Dann erf

�

ullt das dur
h (1.33) de�nierte Potential u na
h Satz 1.16 die Randbedin-

gung

�u

�n

= 0. Wegen der Eindeutigkeit des

�

au�eren Neumann-Problems ist u = 0 in

IR

2

n

�

D. Insbesondere ist u

+

= 0. Na
h den S

�

atzen (1.6) und (1.9) gilt au
h u

�

= 0.

Na
h denselben S

�

atzen kann man den 1.Green's
hen Satz in der

�

ubli
hen Weise (vgl.

[K1℄, S.63) auf Parallelkurven zu � anwenden und erh

�

alt unter Ber

�

u
ksi
htigung von

�u� iu = 0

0 =

Z

�

�u

�

�u

�

�n

ds

=

Z

�

�u

�

�u

�

�n

ds�

Z

�B

�u

�u

�n

ds+

Z

�B

�u

�u

�n

ds

=

Z

DnB

�

� k

2

juj

2

+ h gradu; gradui

�

dx+

Z

B

�

ijuj

2

+ h gradu; grad ui

�

dx:

(Die Normale n auf �B weist ins

�

Au�ere von B.) Verglei
h der Imagin

�

arteile dieser

Glei
hung liefert u = 0 in B. Na
h Satz (1.9) folgt

�� = �u+ k

2

u = 0

in

Æ

B. Also gilt

u(x) = �

Z

�

�(x; y) dy; x 2 IR

2

:

Da u die Helmholtz-Glei
hung in D l

�

ost und L

�

osungen der Helmholtz-Glei
hung

analytis
h sind, ist u = 0 in D. Daraus ergibt si
h

' =

�u

+

�n

�

�u

�

�n

= 0 auf �:

Damit ist die Injektivit

�

at von I � A gezeigt, und der Satz ist bewiesen.



Kapitel 2

Die Fr�e
het-Ableitung

Zur Bes
hreibung und Dur
hf

�

uhrung des Newton-Verfahrens in Kapitel 5 werde i
h

eine Verallgemeinerung der gew

�

ohnli
hen Ableitung im IR

n

auf normierte R

�

aume

ben

�

otigen. Diese wird in Abs
hnitt 2.1 eingef

�

uhrt, und in Abs
hnitt 2.2 werden

einige bekannte Re
henregeln f

�

ur die Di�erentiation auf die allgemeinere Situation

�

ubertragen. In Abs
hnitt 2.3 wird ein Di�erentiationssatz f

�

ur Integraloperatoren

bewiesen, der in Kapitel 3 eine ents
heidende Rolle spielen wird.

2.1 Einf

�

uhrung der Fr�e
het-Ableitung

Bezei
hnung: Seien X und Y normierte R

�

aume. Dann ist L(X; Y ) der Raum

aller bes
hr

�

ankten linearen Abbildungen von X na
h Y mit der Norm kFk :=

sup

kxk=1

kF (x)k.

L(X; : : : ; X

| {z }

n�mal

;Y ) ist der Raum aller bes
hr

�

ankten n-fa
h linearen Abbildungen von

X�: : :�X na
h Y versehen mit der Norm kFk := sup

kx

1

k=:::=kx

n

k=1

kF (x

1

; : : : ; x

n

)k.

De�nition 2.1 (Fr�e
het-Ableitung) Seien X und Y normierte R

�

aume und X

0

�

X o�en. Eine Abbildung F : X

0

�! Y hei�t Fr�e
het-di�erenzierbar in einem Punkt

x 2 X

0

, wenn es eine bes
hr

�

ankte lineare Abbildung F

0

(x) : X �! Y gibt mit

kF (x+ h)� F (x)� F

0

(x)hk = o(khk)

f

�

ur khk ! 0; h 2 X. Ist F in jedem Punkt x 2 X

0

Fr�e
het-di�erenzierbar, dann

hei�t die Abbildung F

0

: X

0

! L(X; Y ), x 7! F

0

(x) die Fr�e
het-Ableitung von F.

Die n-te Fr�e
het-Ableitung ist die Fr�e
het-Ableitung der (n � 1)-sten Fr�e
het-

Ableitung, sofern diese existiert. Besitzt F eine n-te Fr�e
het-Ableitung in einem

Punkt x 2 X

0

, so hei�t F in diesem Punkt n-mal Fr�e
het-di�erenzierbar.

Na
h dieser rekursiven De�nition der Fr�e
het-Ableitungen h

�

oherer Ordungung erh

�

alt

man

F : X

0

�! Y
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F

0

: X

0

�! L(X; Y )

F

00

: X

0

�! L(X;L(X; Y ))

F

000

: X

0

�! L(X;L(X;L(X; Y )))

usw:

F

�

ur gr

�

ossere n werden die Bildr

�

aume s
hnell sehr kompliziert. Hier kann man si
h

zur Vereinfa
hung die kanonis
hen Normisomorphismen

L(X;L(X; : : : ; L(X; Y ) : : :)

�

=

L(X; : : : ; X;Y ) (2.1)

zunutze ma
hen. F

�

ur n = 2 lautet dieser Isomorphismus

L(X;X;Y ) �! L(X;L(X; Y ))

f 7�!

(

X �! L(X; Y )

h

1

7�! f(h

1

; �)

Wegen

sup

kh

1

k=kh

2

k=1

kf(h

1

; h

2

)k = sup

kh

1

k=1

( sup

kh

2

k=1

kf(h

1

; h

2

)k)

(eine allgemeine Eigens
haft des Supremums) ist diese Abbildung wohlde�niert und

normerhaltend. Linearit

�

at, Injektivit

�

at und Surjektivit

�

at sind lei
ht einzusehen. F

�

ur

allgemeines n verf

�

ahrt man analog dur
h vollst

�

andige Induktion.

Verm

�

oge des Isomorphismus (2.1) kann die n-te Fr�e
het-Ableitung einer Abbildung

F : X

0

! Y in einem Punkt x 2 X

0

aufgefa�t werden als n-fa
h lineare, bes
hr

�

ankte

Abbildung von X � : : :�X na
h Y :

F

(n)

: X

0

�! L(X; : : : ; X

| {z }

n�mal

;Y )

In dieser Arbeit werde i
h meistens nur die Diagonalterme der h

�

oheren Fr�e
het-

Ableitungen ben

�

otigen. I
h verwende die Notation

F

(n)

(x; h) := (F

(n)

(x))(h; � � � ; h); n = 1; 2; 3; : : :

Man

�

uberzeugt si
h lei
ht, da� die Fr�e
het-Ableitung, sofern sie existiert, eindeutig

bestimmt ist und da� Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit Stetigkeit impliziert.

2.2 Re
henregeln f

�

ur die Fr�e
het-Ableitung

Satz 2.2 (Kettenregel) Seien X; Y und Z normierte R

�

aume und X

0

� X, Y

0

�

Y o�ene Teilmengen. Seien G : X

0

! Y

0

und F : Y

0

! Z Fr�e
het-di�erenzierbar.

Dann ist au
h F ÆG : X

0

! Z Fr�e
het-di�erenzierbar, und es gilt

(F ÆG)

0

(x; h) = F

0

(G(x); G

0

(x; h))

f

�

ur alle x 2 X

0

und h 2 X.
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Beweis: F

�

ur x 2 X

0

und h 2 X gilt

1

khk

kF (G(x+ h)� F (G(x))� F

0

(G(x); G

0

(x; h))k

�

kF (G(x+ h))� F (G(x))� F

0

(G(x); G(x+ h)�G(x))k

kG(x + h)�G(x)k

�

kG(x+ h)�G(x)k

khk

| {z }

O(1)

+kF

0

(G(x);

G(x + h)�G(x)�G

0

(x; h)

khk

)k �! 0

f

�

ur khk ! 0, denn jeder einzelne Summand strebt gegen 0. (An den Stellen h 2 X

mit G(x + h) = G(x) ist der erste Faktor des ersten Summanden dur
h 0 stetig zu

erg

�

anzen.)

Satz 2.3 Seien X und Y normierte R

�

aume und X

0

� X o�en. Die Abbildung

A : X

0

! Y sei zweimal stetig Fr�e
het-di�erenzierbar. Dann gilt f

�

ur alle h

1

; h

2

2 X

und alle x 2 X

0

A

00

(x; h

1

; h

2

) = A

00

(x; h

2

; h

1

):

Beweis: Sei F 2 X

�

ein beliebiges stetiges Funktional auf X. F

�

ur x 2 X

0

und

h 2 X gilt dann

FA

0

(x; h) = F lim

t!0

1

t

h

A(x + th)� A(x)

i

= lim

t!0

1

t

F [A(x + th)� A(x)

i

=

d

dt

FA(x+ th)

�

�

�

t=0

:

Dur
h zweimalige Anwendung dieser Beziehung erh

�

alt man

FA

00

(x; h

1

; h

2

) =

�

�t

2

�

�t

1

FA

00

(x+ t

1

h

1

+ t

2

h

2

)

�

�

�

t

1

=t

2

=0

und

FA

00

(x; h

2

; h

1

) =

�

�t

1

�

�t

2

FA

00

(x + t

1

h

1

+ t

2

h

2

)

�

�

�

t

1

=t

2

=0

:

Da f

�

ur zweimal stetig di�erenzierbare Funktionen auf IR

2

die Reihenfolge der Ablei-

tungen vertaus
hbar ist, gilt

FA

00

(x; h

1

; h

2

) = FA

00

(x; h

2

; h

1

):

Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Hahn-Bana
h.

Bemerkung: Der Satz l

�

a�t si
h au
h ohne Verwendung des Satzes von Hahn-

Bana
h und sogar ohne die Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten Ableitung

zeigen. Der Beweis ist dann allerdings deutli
h s
hwieriger. (siehe z.B. [Di℄, S.181)

Die Verallgemeinerung auf h

�

ohere Ableitungen ist o�ensi
htli
h.
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Satz 2.4 (Produktregel) Seien X

1

; X

2

und Y normierte R

�

aume, und es gebe eine

bes
hr

�

ankte, bilineare Abbildung X

1

� X

2

! Y , (x

1

; x

2

) 7! [x

1

; x

2

℄. Sei U

0

eine

o�ene Teilmenge eines weiteren normierten Raumes U und seien F

1

: U

0

! X

1

und

F

2

: U

0

! X

2

Fr�e
het-di�erenzierbare Abbildungen. Dann ist au
h [F

1

; F

2

℄ : U

0

! Y ,

u 7! [F

1

(u); F

2

(u)℄ Fr�e
het-di�erenzierbar und besitzt die Ableitung

[F

1

; F

2

℄

0

(u; h) = [F

0

1

(u; h); F

2

(u)℄ + [F

1

(u); F

2

(u; h)℄ u 2 U

0

; h 2 U: (2.2)

Beweis: Die re
hte Seite der Glei
hung (2.2) ist als Operator in h o�enbar linear

und bes
hr

�

ankt, und es gilt f

�

ur u 2 U

0

:

k[F

1

; F

2

℄(u+ h)� [F

1

; F

2

℄(u)� [F

0

1

(u; h); F

2

(u)℄� [F

1

(u); F

2

(u; h)℄k

� C

n

kF

1

(u+ h)� F

1

(u)� F

0

1

(u; h)k

| {z }

=o(khk)

kF

2

(u+ h)k

| {z }

=O(1)

+kF

1

(u)k kF

2

(u+ h)� F

2

(u)� F

0

2

(u; h)k

| {z }

=o(khk)

+ kF

0

1

(u; h)k

| {z }

=O(khk)

kF

2

(u+ h)� F

2

(u)k

| {z }

=O(khk)

o

= o(khk); khk ! 0:

Beispiele:

1. X

1

= C, X

2

= Y normierter Raum mit der Skalarmultiplikation in Y als

bes
hr

�

ankter bilinearer Abbildung.

2. X

1

= X

2

Hilbertraum mit dem Skalarprodukt als bes
hr

�

ankter bilinearer Ab-

bildung.

3. X

2

; Y normierte R

�

aume, X

1

= L(X

2

; Y ). Die bes
hr

�

ankte bilineare Abbildung

ist die Anwendung eines Operators aus L(X

2

; Y ) auf einen Vektor aus X

2

.

Satz 2.5 (Quotientenregel) Seien U ein normierter Raum, X ein Bana
hraum

und U

0

� U o�en. Sei F : U

0

! L(X;X) Fr�e
het-di�erenzierbar, und f

�

ur alle u 2 U

0

sei F (u) bes
hr

�

ankt invertierbar. Dann ist die Abbildung

F

�1

: U

0

! L(X;X)

u 7! (F (u))

�1

Fr�e
het-di�erenzierbar und besitzt die Ableitung

(F

�1

)

0

(u; h) = �F

�1

(u)F

0

(u; h)F

�1

(u); u 2 U

0

; h 2 U:
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Beweis: I
h zeige zun

�

a
hst, da� F

�1

stetig ist. Dazu ist die Stetigkeit von

inv : F (U

0

) �! L(X;X)

A 7�! A

�1

na
hzuweisen, denn es gilt F

�1

= invÆF . Sei � > 0 und A 2 F (U

0

), d.h. insbesondere

ist A invertierbar. Setze

Æ := min

 

�

2kA

�1

k

2

;

1

2kA

�1

k

!

:

Sei B 2 F (U

0

) mit kB � Ak < Æ. Wegen der Identit

�

at

B = A(I � A

�1

(A� B))

und

kA

�1

(A� B)k � kA

�1

kkA�Bk <

1

2

ist B na
h dem Satz

�

uber die Neumann's
he Reihe invertierbar, und es gilt

kB

�1

k �

kA

�1

k

1� kA

�1

(A�B)k

:

Es folgt

kA

�1

� B

�1

k = kA

�1

BB

�1

� A

�1

AB

�1

k � kA

�1

kkB � AkkB

�1

k

< kA

�1

k

�

2kA

�1

k

2

kB

�1

k �

�

2

�

1

1� kA

�1

(A� B)k

� �:

Damit erh

�

alt man f

�

ur u 2 U

0

und khk ! 0

kF

�1

(u+ h)� F

�1

(u) + F

�1

(u)F

0

(u; h)F

�1

(u)k

� kF

�1

(u+ h)F (u)� F

�1

(u+ h)F (u+ h) + F

�1

(u)F

0

(u; h)kkF

�1

(u)k

� kF

�1

(u+ h)k

| {z }

=O(1)

�

kF (u)� F (u+ h) + F

0

(u; h)k

| {z }

=o(khk)

+ kF (u+ h)k

| {z }

=O(1)

kF

�1

(u)� F

�1

(u+ h)k

| {z }

=o(1)

kF

0

(u; h)k

| {z }

=O(khk)

�

kF

�1

(u)k

= o(khk):

Satz 2.6 (Taylorformel) Sei X ein normierter Raum und X

0

� X o�en und

konvex. Sei F : X

0

�! C n-mal stetig Fr�e
het-di�erenzierbar. Dann gilt f

�

ur alle

x 2 X

0

und h 2 X mit x+ h 2 X

0

F (x + h) =

n�1

X

m=0

1

m!

F

(m)

(x; h) +

1

(n� 1)!

Z

1

0

(1� s)

n�1

F

(n)

(x+ sh; h) ds: (2.3)
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Beweis: Seien x und h fest. De�niere g : [0; 1℄ �! C; g(s) := F (x+sh). Wegen der

Konvexit

�

at von X

0

ist g wohlde�niert. Mit Hilfe der Kettenregel zeigt man induktiv,

da� g n-mal stetig di�erenzierbar ist mit

g

(m)

(s) = F

(m)

(x+ sh; h) m = 0; : : : ; n:

Die gew

�

ohnli
he Taylorentwi
klung von g um 0 liefert

F (x + h) = g(1) =

n�1

X

m=0

g

(m)

(0) +

1

(n� 1)!

Z

1

0

(1� s)

n�1

g

(n)

(s) ds

=

n�1

X

m=0

1

m!

F

(m)

(x; h) +

1

(n� 1)!

Z

1

0

(1� s)

n�1

F

(n)

(x+ sh; h) ds:

2.3 Ein Di�erentiationssatz

Den in diesem Abs
hnitt bewiesenen Di�erentiationssatz werde i
h in Abs
hnitt 3.2.

ben

�

otigen. Es handelt si
h um eine Modi�kation von [Po℄, Satz 3.5. Seien G

2

� IR

n

me�bar und G

1

� IR

m

. I
h betra
hte Integraloperatoren der Form

A(x) : C(G

2

) �! C(G

1

) (2.4)

(A(x)')(t) :=

Z

G

2

f(t; � ; x)'(�) d�;

die von einem Parameter x aus einer o�enen Teilmenge X

0

eines normierten Raumes

X abh

�

angen. Der folgende Satz besagt, da� unter gewissen Bedingungen an f die

Abbildung

A : X

0

�! L(C(G

2

); C(G

1

))

x 7! A(x)

Fr�e
het-di�erenzierbar ist und da� die Di�erentiation unter dem Integral dur
h-

gef

�

uhrt werden kann, da� also die Fr�e
het-Ableitung gegeben ist dur
h den Operator

A

(1)

(x; h) : C(G

2

) �! C(G

1

) (2.5)

(A

(1)

(x; h)')(t) :=

Z

G

2

�f

�x

(t; � ; x; h)'(�) d�:

In dieser Arbeit sind G

1

und G

2

stets das Intervall [0; 2�) oder o�ene Teilmengen

des IR

2

.

Satz 2.7 Es gelten die oben eingef

�

uhrten Bezei
hnungen. F

�

ur m 6= n sei Q :=

G

1

� G

2

und f

�

ur m = n sei Q := f(t; �) 2 G

1

� G

2

: t 6= �g. Die Funktion

f : Q�X

0

�! C gen

�

uge den folgenden Voraussetzungen:
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1. F

�

ur alle (t; �) 2 Q ist f(t; � ; �) zweimal stetig Fr�e
het-di�erenzierbar auf X

0

.

2. F

�

ur alle x 2 X

0

und alle h 2 X sind die dur
h die Gln. (2.4) und (2.5)

de�nierten Operatoren A(x) und A

(1)

(x; h) wohlde�niert. (C(G

1

) und C(G

2

)

seien mit der Supremumsnorm versehen.)

3. F

�

ur jedes x 2 X

0

existieren Majoranten g

m

: Q! IR, m=1,2 mit

�

�

�

�

�

�

m

f

�x

m

(t; � ; x; h)

�

�

�

�

�

� g

m

(t; �)khk

m

f

�

ur alle (t; �) 2 Q, h 2 X und alle x in einer Umgebung von x, und es gelte

Z

G

2

g

m

(t; �) d� � C

m

f

�

ur alle t 2 G

1

, m = 1; 2 und Konstanten C

m

> 0.

Dann ist A f

�

ur jedes x 2 X

0

Fr�e
het-di�erenzierbar und besitzt die Ableitung

A

0

(x; h) = A

(1)

(x; h).

Beweis: Sei x 2 X

0

beliebig. Dann ist die Abbildung h 7! A

(1)

(x; h) linear und

bes
hr

�

ankt. Die Linearit

�

at folgt aus der Linearit

�

at von

�

�x

f(t; � ;x; h) in h und die

Bes
hr

�

anktheit aus der Abs
h

�

atzung

sup

khk=1

sup

k'k=1

k

Z

G

2

�

�x

f(�; � ;x; h)'(�) d�k

1;G

1

� k

Z

G

2

g

1

(�; �) d�k

1;G

1

� C

1

:

Ferner erh

�

alt man f

�

ur alle ' 2 C(G

2

) und alle hinrei
hend kleinen h 2 X na
h der

Taylorformel:

kA(x+ h)'� A(x)'� A

(1)

(x; h)'k

1;G

1

= k

Z

G

2

[f(�; � ;x+ h)� f(�; � ;x)�

�f

�x

(�; � ;x; h)℄'(�) d�k

1;G

1

= k

Z

G

2

Z

1

0

(1� s)

�

2

f

�x

2

(�; � ;x+ sh; h) ds '(�) d�k

1;G

1

� k

Z

G

2

Z

1

0

j1� sj g

2

(�; �) khk

2

ds j'(�)j d�k

1;G

1

� k

Z

G

2

g

2

(�; �) khk

2

k'k

1;G

2

d�k

1;G

1

� C

2

k'k

1;G

2

khk

2

;

also

1

khk

kA(x + h)� A(x)� A

(1)

(x; h)k

L(C(G

2

);C(G

1

))

� C

2

khk ! 0; khk ! 0:
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Korollar 2.8 Die Funktion f erf

�

ulle die Voraussetzungen von Satz 2.7. Dann ist

die Abbildung

B : X

0

�! C(G

1

)

x 7�!

Z

G

2

f(�; � ; x) d�

Fr�e
het-di�erenzierbar, und es gilt f

�

ur jedes x 2 X

0

B

0

(x; h) =

Z

G

2

�f

�z

(�; � ;x; h) d�:

Beweis: 1

G

2

bezei
hne die Funktion, die auf G

2

konstant den Wert 1 hat. Es ist

B(x) = A(x)1

G

2

f

�

ur alle x 2 X

0

, und man erh

�

alt

kB(x+ h)� B(x)� B

0

(x; h)k

= k[A(x+ h)� A(x)� A

0

(x; h)℄1

G

2

k

� sup

k'k=1

k[A(x+ h)� A(x)� A

0

(x; h)℄'k

= kA(x+ h)� A(x)� A

0

(x; h)k

L(C(G

2

);C(G

1

))

= o(khk):

Analog kann man au
h die Bes
hr

�

anktheit der Abbildung h 7! B

0

(x; h) auf die

Bes
hr

�

anktheit der Abbildung h 7! A

0

(x; h) zur

�

u
kf

�

uhren.



Kapitel 3

Die Fr�e
het-Ableitung des

Fernfeldes na
h dem Rand

In diesem Kapitel wird bewiesen, da� das Fernfeld u

1

bei Streuung einer einfallen-

den Welle u

i

(x) = e

ikhx;di

an einem s
hallharten Hindernis D Fr�e
het-di�erenzierbar

ist na
h dem Rand � von D. In Abs
hnitt 3.1. werden zun

�

a
hst die n

�

otigen Begri�e

f

�

ur eine pr

�

azise Formulierung dieser Aussage eingef

�

uhrt. Der weitere Fortgang ba-

siert auf der in Kapitel 1 dargestellten L

�

osung des

�

au�eren Neumann-Problems mit

Hilfe eines gemis
hten Einfa
hs
hi
ht- und Volumenpotentials. In Abs
hnitt 3.2 wird

bewiesen, da� alle beteiligten Integraloperatoren Fr�e
het-di�erenzierbar sind. Dar-

aus folgt dann die Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit von u

1

. S
hie�li
h wird in Abs
hnitt

3.3 gezeigt, da� man u

0

1

wieder dur
h die L

�

osung eines

�

au�eren Neumann-Problems


harakterisieren kann.

3.1 Das akustis
he Streuproblem am s
hallharten

Hindernis

I
h bes
h

�

aftige mi
h im folgenden mit der Streuung von S
hallwellen an einem lan-

gen, zylinderf

�

ormigen, s
hallharten Hindernis mit Quers
hnitts


�

a
he D.

De�nition 3.1 Unter dem akustis
hen Streuproblem an einem s
hallharten Hin-

dernis versteht man die folgende Fragestellung: Gegeben seien ein bes
hr

�

anktes,

einfa
h zusammenh

�

angendes Gebiet D � IR

2

mit C

2;�

-glattem Rand � und na
h

au�en weisender Normale n sowie eine einfallende Welle u

i

(x) = e

ikhx;di

mit

d 2 IR

2

, jdj = 1. Gesu
ht ist eine gestreute Welle u

s

2 C

2

(IRn

�

D) \ C(IR

2

nD), die

die Helmholtz-Glei
hung l

�

ost, der Sommerfeld's
hen Ausstrahlungsbedingung (1.2)

gen

�

ugt und f

�

ur die das Gesamtfeld u := u

i

+ u

s

auf dem Rand � die Bedingung

�u

�n

= 0

im Sinne von glei
hm

�

a�iger Konvergenz auf � erf

�

ullt.
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Diese Fragestellung l

�

a�t si
h o�ensi
htli
h zur

�

u
kf

�

uhren auf das

�

au�ere Neumann-

Problem zur Randbedingung

�u

s

�n

= �

�u

i

�n

.

In der De�nition des Streuproblems wurden h

�

ohere Glattheitsanforderungen an den

Rand � gestellt als in der De�nition des

�

au�eren Neumann-Problems. Im folgenden

wird gezeigt, da� unter diesen Voraussetzungen das Gesamtfeld u bis auf den Rand

zweimal stetig di�erenzierbar ist. Diese Eigens
haft werde i
h in Abs
hnitt 3.3. zur

Charakterisierung der Fr�e
het-Ableitung ben

�

otigen.

Lemma 3.2 Sei 0 < � < 1 und � C

2;�

-glatt. Dann kann f

�

ur ' 2 C

1;�

(�)

grad

x

Z

�

�(x; y)'(y) ds(y); x 2 IR

2

n

�

D;

glei
hm

�

a�ig �-h

�

olderstetig di�erenzierbar auf IR

2

nD fortgesetzt werden.

Beweis: F

�

ur x 2 IR

2

n

�

D ergibt si
h dur
h partielle Integration

grad

x

Z

�

�(x; y)'(y) ds(y) = �

Z

�

grad

y

�(x; y)'(y) ds(y)

= �

Z

�

��(x; y)

�n(y)

n(y)'(y) ds(y)�

Z

�

��(x; y)

�s(y)

s(y)'(y) ds(y)

= �

Z

�

��(x; y)

�n(y)

n(y)'(y) ds(y) +

Z

�

�(x; y)

d

ds

�

s(y)'(y)

�

ds(y)

wobei s(z(t)) :=

z

0

(t)

jz

0

(t)j

der normierte Tangentialvektor an � ist. Im letzten S
hritt

wurde eine partielle Integration dur
hgef

�

uhrt. Da n' 2 C

1;�

(�) und

d

ds

�

s'

�

2

C

0;�

(�), folgt die Behauptung aus Satz 1.7.

Satz 3.3 Das Gesamtfeld u bei Streuung einer einfallenden Welle u

i

(x) = e

ikhx;di

an einem s
hallharten Hindernis D mit C

2;�

-glattem Rand � ist ein Element von

C

2;�

(IR

2

nD).

Beweis: Unter den angegebenen Voraussetzungen ist o�enbar

�u

i

�n

2 C

1;�

(�). Wegen

Lemma 3.2 und der Analytizit

�

at des Volumenpotentialanteils von (1.33) au�erhalb

von B ist der Satz bewiesen, wenn gezeigt werden kann, da� der Operator I + A

die Menge C

1;�

(�)�C

0;�

(B) bijektiv in si
h abbildet. Dazu wird die Riesz-Theorie

verwendet. Die Injektivit

�

at von I + A wurde s
hon im Beweis von Satz 1.17 sogar

f

�

ur einen gr

�

o�eren De�nitionsberei
h gezeigt. Es bleibt nur no
h die Kompaktheit

von A in den ver

�

anderten Normen na
hzuweisen. Dazu zerlege i
h die Komponenten

von A in folgender Weise:

A

11

: C

1;�

(�) ,! C

0;�

(�)! C

1;�

(�)

A

12

: C

0;�

(B) ,! C(B)! C

2

(�) ,! C

1;�

(�)

A

21

: C

1;�

(�) ,! C(�)! C

1

(B) ,! C

0;�

(B)

A

22

: C

0;�

(B) ,! C(B)! C

1

(B) ,! C

0;�

(B)
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In diesen Zerlegungen sind alle Operatoren bes
hr

�

ankt, und jeweils mindestens ein

Operator ist kompakt. Das folgt aus den S

�

atzen 1.5, 1.8 und 1.22. Die Bes
hr

�

ankt-

heit der Operatoren A

12

: C(B) ! C

1

(�) und A

21

: C(�) ! C

1

(B) folgt aus der

Bes
hr

�

anktheit der di�erenzierten Kerne. Also sind alle Komponenten von A kom-

pakt.

I
h werde nun einige Bezei
hnungen einf

�

uhren, um die L

�

osung des akustis
hen Streu-

problems am s
hallharten Hindernis explizit angeben zu k

�

onnen. Zun

�

a
hst mu� der

Rand � dur
h ein Element eines normierten Raumes bes
hrieben werden, um sp

�

ater

von einer Fr�e
het-Ableitung na
h dem Rand

�

uberhaupt spre
hen zu k

�

onnen. Bei zwei

Raumdimensionen bietet es si
h an, den Rand dur
h 2�-periodis
he Funktionen zu

parametrisieren.

De�nition 3.4 Sei 0 < � < 1. C

2;�

2�

(IR; IR

2

) bezei
hne den Vektorraum aller

C

2;�

-glatten 2�-periodis
hen Funktionen von IR na
h IR

2

, versehen mit der Norm

kzk := max(kzk

1

; kz

0

k

1

; kz

00

k

0;�

).

RP � C

2;�

2�

(IR; IR

2

) sei die Menge aller z 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) mit den Eigens
haften:

1. zj

[0;2�)

ist injektiv.

2. z ist regul

�

ar, d.h. jz

0

(t)j > 0 f

�

ur alle t 2 IR.

3. z ist linksorientiert.

Bemerkung: Eine genaue De�nition von Linksorientiertheit wird im Beweis von

Lemma 3.7 gegeben.

Sei � = z(IR) mit z 2 RP . F

�

ur ein Feld w 2 C

1

(IR

2

n

�

D) de�niere i
h die parametri-

sierte Normalableitung dur
h

(Nw)(t) := (N(z)w)(t) := lim

�!0

+

hn(t; z); gradw(z(t) + �n(t; z))i ; t 2 IR;

sofern dieser Limes glei
hm

�

a�ig in t existiert. Dabei ist n(t; z) := n(z(t)).

Das Integralglei
hungssystem aus Satz 1.16 lautet in parametrisierter Form

(I + B(z))

 

 

�

!

=

 

2(f Æ z)

g

!

mit

B(z) :=

 

B

11

(z) B

12

(z)

B

21

(z) B

22

(z)

!

und

B

11

(z) : C

2�

(IR;C) �! C

2�

(IR;C)

�

B

11

(z) 

�

(t) := �

ik

2

Z

2�

0

H

0

0

(kjz(t)� z(�)j)

jz(t)� z(�)j

hz(t)� z(�); n(t; z)i (�)jz

0

(�)j d�
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B

12

(z) : C

0;�

(B) �! C

2�

(IR;C)

�

B

12

(z)�

�

(t) :=

ik

2

Z

B

H

0

0

(kjz(t)� yj)

jz(t)� yj

hz(t)� y; n(t; z)i�(y) dy

B

21

(z) : C

2�

(IR;C) �! C

0;�

(B)

�

B

21

(z) 

�

(x) := �

i

4

(i+ k

2

)

Z

2�

0

H

0

(kjx� z(�)j) (�)jz

0

(�)j d�

B

22

(z) : C

0;�

(B) �! C

0;�

(B)

�

B

22

(z)�

�

(x) :=

i

4

(i+ k

2

)

Z

B

H

0

(kjx� yj)�(y) dy

sowie

 := ' Æ z:

Sei G � IR

2

ein Gebiet, dessen Abs
hlu�

�

G ganz in IR

2

n

�

D enthalten ist. Der Poten-

tialoperator P ist de�niert dur
h

P (z) : C

2�

(IR;C)� C

0;�

(B) �! C

1

(G)

 

P (z)

 

 

�

!!

(x) :=

i

4

Z

B

H

0

(kjx� yj)�(y) dy �

i

4

Z

2�

0

H

0

(kjx� z(�)j) (�)jz

0

(�)j d�

und der Fernfeldoperator F dur
h

F (z) : C

2�

(IR;C)� C

0;�

(B) �! L

2

(S

1

)

 

F

 

 

�

!!

(x̂) =

e

i

�

4

p

8�k

�

Z

B

e

�ikhx̂;yi

�(y) dy �

Z

2�

0

e

�ikhx̂;yi

 (�)jz

0

(�)j d�

�

:

Damit kann der folgende Satz formuliert werden:

Satz 3.5 Das Streuproblem an einem s
hallharten Hindernis D ist f

�

ur jede einfal-

lende Welle u

i

(x) = e

ikhx;di

eindeutig l

�

osbar. Wird der Rand � von D dur
h z 2 RP

parametrisiert, sind das gestreute Feld u

s

(z) und sein Fernfeld u

1

(z) gegeben dur
h

u

s

(z) = P (z)(I +B(z))

�1

 

�2N(z)u

i

0

!

u

1

(z) = F (z)(I +B(z))

�1

 

�2N(z)u

i

0

!

:

Beweis: Die Aussage folgt aus den S

�

atzen 1.16, 1.17 und 1.12.
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3.2 Die Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit der Integral-

operatoren

Zun

�

a
hst zeige i
h einige Abs
h

�

atzungen f

�

ur die Parametrisierungsfunktionen.

Lemma 3.6 Sei z 2 RP . Dann gibt es Konstanten 


1

; C

2

; C

3

; C

4

; q > 0, so da�

jz(t)� z(�)j � 


1

jt� � j (3.1)

jz(t)� z(�)j � C

2

jt� � j (3.2)

jH

(m)

0

(kjz(t)� z(�)j)j � C

3

jt� � j

�m

; m 2 f1; 2; 3g (3.3)

�

�

�

�

�

�

m

�z

m

n

hz(t)� z(�); n(t; z)i

o

(z; h)

�

�

�

�

�

� C

4

jt� � j

2

khk

m

; m 2 f0; 1; 2g(3.4)

f

�

ur alle z 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) mit kz � zk < q, h 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) und alle t; � 2 IR mit

jt� � j � �.

Beweis: Sei K := f(t; �) 2 IR

2

: t 2 [0; 2�℄ und jt� � j � �g. O�enbar rei
ht es, f

�

ur

jede Unglei
hung ein q > 0 anzugeben, so da� die Unglei
hung f

�

ur alle kz � zk < q

und alle (t; �) 2 K g

�

ultig ist.

(3.1) Betra
hte die Abbildung f : K �! IR,

f(t; �) :=

(

jz(t)�z(�)j

jt�� j

f

�

ur t 6= �

jz

0

(t)j f

�

ur t = �:

f ist stetig und positiv auf K. F

�

ur t 6= � folgt die Positivit

�

at von f aus der 2�-

Peridiozit

�

at und der Injektivit

�

at von zj

[0;2�)

, f

�

ur t = � aus der Bedingung jz

0

j > 0.

Da eine stetige Funktion auf einem Kompaktum ihr In�mum annimmt, existiert ein


 > 0 mit f(t; �) � 
 f

�

ur alle (t; �) 2 K. Na
h einer Multiplikation mit jt� � j erh

�

alt

man daraus jz(t)� z(�)j � 
jt� � j f

�

ur alle jt� � j 2 K.

F

�

ur z 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) mit kz � zk �




2

ergibt si
h

jz(t)� z(�)j � jz(t)� z(�)j � j(z � z)(t)� (z � z)(�)j

� 
jt� � j � k(z � z)

0

k

1

jt� � j �




2

jt� � j:

Also gilt (3.1) mit 


1

:=




2

in einer Kugel um z mit dem Radius




2

.

(3.2) Sei q > 0. Na
h dem Mittelwertsatz gilt f

�

ur alle z 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) mit kz�zk <

q f

�

ur alle (t; �) 2 K die Unglei
hung

jz(t)� z(�)j � kz

0

k

1

jt� � j � (kz

0

0

k

1

+ q)jt� � j:

(3.3) Aus der Reihendarstellung (1.6) und (1.7) der Bessel- und Neumannfunktion

ergibt si
h jH

(m)

0

(x)j = O(x

�m

) f

�

ur x ! 0 und m = 1; 2; 3; : : :. Also existiert f

�

ur
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beliebiges q > 0 eine Konstante C

0

3

> 0, so da� jH

(m)

0

(x)j �

C

0

3

x

m

f

�

ur 0 < x �

2k(kzk

1

+ q) und m = 1; 2; 3. Daraus folgt (3.3) mit Hilfe von (3.1).

(3.4) Na
h der Taylorformel gilt f

�

ur alle z 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

), die hinrei
hend nahe bei

z liegen, so da� n(t; z) wohlde�niert ist, die Glei
hung

hz(t)� z(�); n(t; z)i

=

�

�z

0

(t)(� � t)�

Z

1

0

(1� s)z

00

(t+ (� � t)s) ds (� � t)

2

; n(t; z)

�

= R(t; � ; z)jt� � j

2

(3.5)

mit

R(t; � ; z) := �

�

Z

1

0

(1� s)z

00

(t+ (� � t)s) ds; n(t; z)

�

:

F

�

ur festes (t; �) ist R(t; � ; z) beliebig oft na
h z Fr�e
het-di�erenzierbar, denn n(t; z)

ist beliebig oft di�erenzierbar und ebenso die bes
hr

�

ankte lineare Abbildung z 7!

R

1

0

(1�s)z

00

(t+(� � t)s) ds. Man sieht lei
ht, da� es eine Konstante C

4

und ein q > 0

gibt, so da�

�

�

�

�

�

�

m

�z

m

R(t; � ; z; h)

�

�

�

�

�

� C

4

khk

m

f

�

ur alle (t; �) 2 K, kz � zk � q, h 2 C

2;�

(IR; IR

2

) und m 2 f0; 1; 2g. Wegen (3.5) ist

damit au
h (3.4) bewiesen.

Lemma 3.7 RP � C

2;�

2�

(IR; IR

2

) ist o�en.

Beweis: Sei z 2 RP . Es ist zu zeigen, da� es ein r > 0 gibt, so da� alle z 2

C

2;�

2�

(IR; IR

2

) mit kz � zk < r den drei Eigens
haften aus De�nition 3.4 gen

�

ugen:

Ist r < q mit dem q aus Lemma 3.6, so sind alle z mit kz � zk < r wegen (3.1) und

der 2�-Periodizit

�

at injektiv. Ist au�erdem r <

1

2

inf

t2[0;2�℄

jz

0

(t)j, so sind alle z mit

kz � zk < r au
h regul

�

ar.

F

�

ur die 3. Eigens
haft ist zun

�

a
hst zu

�

uberlegen, wie Linksorientiertheit de�niert

werden kann. I
h benutze dazu den Begri� der Umlaufzahl aus der Funktionentheo-

rie. IR

2

wird dabei als C aufgefa�t und entspre
hend z als komplexwertig. Na
h dem

Jordan's
hen Kurvensatz wird die Ebene dur
h die Kurve � := z(IR) in ein Innen-

gebiet und ein Au�engebiet geteilt. F

�

ur alle Punkte � aus dem Innengebiet gilt f

�

ur

die Umlaufzahl

n(�; z) :=

1

2�i

Z

�

dz

z � �

=

1

2�i

Z

2�

0

z

0

(t)dt

z(t)� �

;

da� n(�; z) 2 f�1; 1g und da� der Wert ni
ht von der Wahl von � abh

�

angt. Ist

er glei
h 1, hei�t z linksorientiert, anderenfalls re
htsorientiert. W

�

ahle nun einen

beliebigen Punkt � aus dem Innengebiet. Er hat einen positiven Abstand d > 0 von

�. F

�

ur z 2 C

2�

(IR; IR

2

) mit kz � zk

1

<

d

2

ist die Funktion g : [0; 1℄ 7! f1;�1g,

g(�) := n(�; �z + (1� �)z) wohlde�niert und stetig. Deshalb ist g(0) = g(1), d.h. z

und z haben die glei
he Umlaufzahl. W

�

ahle deshalb r = min

�

q;

1

2

inf

t2[0;2�℄

jz

0

(t)j;

d

2

�

.
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Satz 3.8 (Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit der Integraloperatoren)

Die Abbildungen

B : RP �! L(C

2�

(IR;C)� C

0;�

(B); C

2�

(IR;C)� C

0;�

(B))

z 7�! B(z);

P : RP �! L(C

2�

(IR;C)� C

0;�

(B); C(G))

z 7�! P (z);

F : RP �! L(C

2�

(IR;C)� C

0;�

(B); L

2

(S

1

))

z 7�! F (z)

sind Fr�e
het-di�erenzierbar.

Beweis: F

�

ur alle Operatoren kann die Fr�e
het-Di�ernzierbarkeit mit Hilfe von Satz

2.7 na
hgewiesen werden. Hier soll nur f

�

ur den s
hwierigsten Fall des Operators B

11

gezeigt werden, da� die Voraussetzungen dieses Satzes erf

�

ullt sind:

Es gelten die Spezi�kationen X = C

2;�

2�

(IR; IR

2

), X

0

= RP , G

1

= G

2

= [0; 2�), sowie

Q = f(t; �) 2 [0; 2�)

2

: t 6= �g. f : Q � RP ! C ist der Kern des Operators B

11

ohne den Vorfaktor (�

ik

2

). I
h veri�ziere der Reihe na
h die Voraussetzungen von

Satz 2.7:

1. f ist f

�

ur festes (t; �) 2 IR

2

mit t � � 62 f2�n : n 2 ZZg zweimal na
h z

Fr�e
het-di�erenzierbar, und es gilt

f(t; � ; z) =

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

h~z; ni jz

0

(�)j;

�f

�z

(t; � ; z; h) =

 

kH

00

0

(kj~zj)

j~zj

2

�

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

3

!

D

~z;

~

h

E

h~z; ni jz

0

(�)j

+

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

�

�z

n

h~z; ni

o

(z; h)jz

0

(�)j

+

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

h~z; ni

hz

0

(�); h

0

(�)i

jz

0

(�)j

; sowie

�

2

f

�z

2

(t; � ; z; h) = 2

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

�

�z

n

h~z; ni

o

(z; h)

hz

0

(�); h

0

(�)i

jz

0

(�)j

+2

 

kH

00

0

(kj~zj)

j~zj

2

�

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

3

!

D

~z;

~

h

E

�

�z

n

h~z; ni

o

(z; h)jz

0

(�)j

+2

 

kH

00

0

(kj~zj)

j~zj

2

�

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

3

!

D

~z;

~

h

E

h~z; ni

hz

0

(�); h

0

(�)i

jz

0

(�)j

+

" 

k

2

H

000

0

(kj~zj)

j~zj

3

� 3

kH

00

0

(kj~zj)

j~zj

4

+ 3

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

5

!

D

~z;

~

h

E

2

+

 

kH

00

0

(kj~zj)

j~zj

2

�

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

3

!

j

~

hj

2

#

h~z; ni jz

0

(�)j
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+

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

�

2

�z

2

n

h~z; ni

o

(z; h)jz

0

(�)j

+

H

0

0

(kj~zj)

j~zj

h~z; ni

 

jh(�)j

2

jz

0

(�)j

�

hz(�); h(�)i

2

jz

0

(�)j

3

!

:

Dabei ist ~z := z(t)� z(�),

~

h := h(t)� h(�) und n := n(t; z). Insbesondere ist

f nat

�

urli
h f

�

ur (t; �) 2 Q zweimal stetig Fr�e
het-di�erenzierbar.

2. Es gilt B

11

(z);

�B

11

�z

(z; h) 2 L(C

2�

(IR;C); C

2�

(IR;C)), da die Funktionen

f(�; �; z) und

�f

�z

(�; �; z; h) bes
hr

�

ankt sind, wie im n

�

a
hsten Punkt gezeigt wer-

den wird.

3. Wendet man die Abs
h

�

atzungen (3.1)-(3.4) aus Lemma 3.6 auf die in Punkt 1.

ausges
hriebenen Ableitungen von f an, so ergibt si
h, da� es f

�

ur jedes z 2 RP

Konstanten C; q > 0 gibt, so da�

�

�

�

�

�

�

m

f

�z

m

(t; � ; z; h)

�

�

�

�

�

� Ckhk

m

f

�

ur m 2 f0; 1; 2g, f

�

ur alle (t; �) 2 IR

2

mit jt� � j � �, alle h 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) und

f

�

ur alle z 2 RP mit kz � zk < q. Wegen der 2�-Periodizit

�

at von f gilt diese

Abs
h

�

atzung au
h f

�

ur alle (t; �) 2 Q.

F

�

ur die Operatoren P , F und die anderen Komponenten von B ist die 3. Be-

dingung von Satz 2.7 wesentli
h lei
hter einzusehen, da die Kerne und ihre Ab-

leitungen hier bes
hr

�

ankt sind. Es ist zu bea
hten, da� Satz 2.7 in der gege-

benden Formulierung nur Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit in der Supremumsnorm er-

gibt. Er kann aber bei allen angegebenen Operatoren herangezogen werden, um

Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit zun

�

a
hst in einer st

�

arkeren Norm zu beweisen, was

dann die Fr�e
het-Di�erenzierbarkeit in der gew

�

uns
hten Norm impliziert. Betra
h-

te dazu B

12

(z) : C(B) ! C

2�

(IR;C), gradB

21

: C

2�

(IR;C) ! C(B; C

2

),

P : C

2�

(IR;C) � C(B) ! C(G), gradP : C

2�

(IR;C) � C(B) ! C(G;C

2

) und

F : C

2�

(IR;C)� C(B)! C(S

1

). Die Ableitung von B

22

vers
hwindet.

Na
h diesen Vorbereitungen kann bereits ein erstes Teilergebnis gezeigt werden.

Satz 3.9 Bei fester einfallender Welle u

i

sind die Abbildungen RP ! C(G), z 7!

u

s

(z) und RP ! L

2

(S

1

), z 7! u

1

(z) Fr�e
het-di�erenzierbar, und es gilt f

�

ur jedes

z 2 RP

u

0

s

(z; h) = P

0

(z; h)(I +B(z))

�1

 

�2N(z)u

i

0

!

�P (z)(I +B(z))

�1

B

0

(z; h)(I +B(z))

�1

 

�2N(z)u

i

0

!
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+P (z)(I +B(z))

�1

�

�z

( 

�2N(z)u

i

0

!)

(z; h) (3.6)

u

0

1

(z; h) = F

0

(z; h)(I +B(z))

�1

 

�2N(z)u

i

0

!

�F (z)(I +B(z))

�1

B

0

(z; h)(I +B(z))

�1

 

�2N(z)u

i

0

!

+F (z)(I +B(z))

�1

�

�z

( 

�2N(z)u

i

0

!)

(z; h): (3.7)

u

0

s

(z; h) ist wieder eine ausstrahlende L

�

osung der Helmholtz-Glei
hung, und es gilt

u

0

1

(z; h) = (u

0

s

(z; h))

1

.

Beweis: Man kann elementar veri�zieren, da� die Abbildung z 7! 2N(z)u

i

von RP

na
h C

1;�

2�

(IR;C) Fr�e
het-di�erenzierbar ist. (3.6) und (3.7) folgen aus den S

�

atzen

3.5, 3.8, der Produktregel 2.4 und der Quotientenregel 2.5. Na
h Lemma 1.2 ist

u

0

s

(z; h) eine ausstrahlende L

�

osung der Helmholtz-Glei
hung. Deshalb ist der Aus-

dru
k (u

0

s

(z; h))

1

sinnvoll. Es ist no
h zu zeigen, da� er glei
h u

0

1

(z; h) ist. O�enbar

gilt

 

P (z)

 

 

�

!!

1

= F (z)

 

 

�

!

:

Deshalb stimmen jeweils die letzten beiden Summanden von (3.7) und dem Fernfeld

von (3.6)

�

uberein. Die ersten Summanden stimmen aber ebenfalls

�

uberein, denn aus

dem asymptotis
hen Verhalten (1.10) und den Glei
hungen (3.6) und (3.7) ergibt

si
h

 

P

0

(z; h)

 

 

�

!!

1

= F

0

(z; h)

 

 

�

!

:

Bemerkung: Man sieht an Gl. (3.6), da� u

0

s

(z; h) unabh

�

angig ist von dem aus

beweiste
hnis
hen Gr

�

unden eingef

�

uhrten Gebiet G, d.h. falls G

1

; G

2

� IR

2

, so da�

�

G

1

;

�

G

2

� IR

2

n

�

D, dann gilt (u

0

s;G

1

(z; h))(x) = (u

0

s;G

2

(z; h))(x) f

�

ur alle x 2 G

1

\ G

2

.

Deshalb kann u

0

s

(z; h) auf dem ganzen Au�enraum IR

2

n

�

D de�niert werden.

3.3 Charakterisierung der Fr�e
het-Ableitung

dur
h ein Randwertproblem

Lemma 3.10 Seien X ein normierter Raum, X

0

� X, G � IR

n

o�ene Teilmengen

und X

0

! C

1

(G;C), z 7! f

z

sowie X

0

! G, z 7! x

z

Fr�e
het-di�erenzierbare Abbil-

dungen. Dann ist au
h die Abbildung X

0

! C, z 7! f

z

(x

z

) Fr�e
het-di�erenzierbar,

und es gilt f

�

ur jedes z 2 X

0

und alle h 2 X

�

�z

n

f

z

(x

z

)

o

(z; h) =

 

�f

z

�z

(z; h)

!

(x

z

) +

*

grad f

z

;

�x

z

�z

(z; h)

+

:
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Beweis: Betra
hte die Zerlegung

X

0

A

�! C

1

(G)�G

B

�! IR

n

z 7�!

 

f

z

x

z

!

7�! f

z

(x

z

):

Es gilt

A

0

(z; h) =

 

�f

z

�z

(z; h)

�x

z

�z

(z; h)

!

und B

0

  

f

x

!

;

 

g

y

!!

= g(x) + h grad f(x); yi ;

denn

1

max(kgk

C

1

; jyj)

j(f + g)(x+ y)� f(x)� g(x)� h grad f(x); yi j

�

1

max(kgk

C

1

; jyj)

�

jf(x+ y)� f(x)� h grad f(x); yi j+ jg(x+ y)� g(x)j

�

�

jf(x+ y)� f(x)� h grad f(x); yi j

jyj

+

k grad gk

1

kgk

C

1

jyj ! 0

f

�

ur max(kgk

C

1

; jyj) ! 0. Dabei ist kgk

C

1

:= kgk

1

+ k grad gk

1

. Man erh

�

alt na
h

der Kettenregel

�

�z

�

f

z

(x

z

)

�

(z; h) = B

0

(A(z); A

0

(z; h)) =

 

�f

z

�z

(z; h)

!

(x)+

*

grad f

z

(x);

�x

z

�z

(z; h)

+

:

Bemerkung: Zu z 2 RP gibt es ein r > 0, so da� dur
h

x(t; �) := z(t) + �n(t; z); (t; �) 2 [0; 2�)� (�r; r); (3.8)

ein lokales Koordinatensystem in einer Umgebung von � = z(IR) gegeben ist (vgl.

[CK1℄, S. 37). Insbesondere sind f

�

ur � 2 [0; r)

x

�

z

(t) := z(t) + �n(t; z); t 2 [0; 2�); (3.9)

injektive, C

1;�

-glatte, regul

�

are Parametrisierungen von Parallelkurven zu �.

Lemma 3.11 Gegeben seien z 2 RP , r wie oben bes
hrieben, und h 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

).

Weiter seien u

1

; u

2

; u

3

; u

4

: IR� [0; r℄! C 2�-periodis
he Funktionen der Form:

u

j

(t; �) =

Z

2�

0

	

j

(t; �; �; z; h)K(t; �; �)

h

 (t)�  (�)

i

d� j = 1; : : : ; 4;
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mit

	

1

(t; �; �) = hz(t)� z(�) + �n(t; z); n(� ; z)i ;

	

2

(t; �; �) = hz(t)� z(�) + �n(t; z); n(t; z)i ;

	

3

(t; �; �) =

�

�z

n

hz(t)� z(�) + �n(t; z); n(� ; z)i

o

(z; h);

	

4

(t; �; �) =

�

�z

n

hz(t)� z(�) + �n(t; z); n(t; z)i

o

(z; h);

sowie einer Funktion  2 C

2�

(IR;C) und einem Kern K, der stetig ist f

�

ur t 6=

� , 2�-periodis
h in t und � und di�erenzierbar na
h �. Au�erdem gen

�

uge K den

Abs
h

�

atzungen

jK(t; �; �)j �

C

1

jz(t)� z(�) + �n(t; z)j

2

(3.10)

und

�

�

�

�

�

�K

��

(t; �; �)

�

�

�

�

�

�

C

2

jz(t)� z(�) + �n(t; z)j

3

(3.11)

f

�

ur alle t; � 2 [0; 2�) mit t 6= � und alle � 2 [0; r). Dann gilt

lim

�!0

sup

t2IR

ju

j

(t; �)� u

j

(t; 0)j = 0; j = 1; : : : ; 4:

Bemerkung: F

�

ur K(t; �; �) =

kH

0

0

(kjx

�

z

(t)�z(�)j)

jx

�

z

(t)�z(�)j

jz

0

(�)j gilt

u

1

(t; �) =

Z

�

��(x

�

z

(t); y)

�n(y)

['(y)� '(x

0

z

)℄ ds(y):

Dabei ist ' Æ z =  . Das dreidimensionale Analogon f

�

ur diesen Fall wurde in [CK1℄,

S. 49, bewiesen. Der Beweis des Lemmas verl

�

auft im wesentli
hen analog.

Beweis: F

�

ur hinrei
hend kleine � gibt es na
h (3.1) und (3.4) eine Konstante 


3

, so

da� f

�

ur alle t; � 2 IR mit jt� � j � �

jz(t)� z(�) + �n(t; z)j

2

= jz(t)� z(�)j

2

+ 2� hz(t)� z(�); n(t; z)i+ �

2

� 


3

�

jt� � j

2

+ �

2

�

: (3.12)

Weiter gibt es eine Konstante C

4

> 0, so da�

j	

j

(t; �; �)j � C

4

�

jt� � j

2

+ �

�

; j = 1; : : : ; 4:

F

�

ur 	

1

folgt dies mit Hilfe der Aufspaltung

hz(t)� z(�) + �n(t; z); n(� ; z)i = hz(t)� z(�);n(� ; z)i+ � hn(t; z); n(� ; z)i

aus Ugl.(3.4) f

�

ur m = 0. F

�

ur 	

2

;	

3

und 	

4

verwendet man analoge Aufspaltungen

und Ugl.(3.4) mit m = 1 f

�

ur 	

3

und 	

4

.
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Es gilt f

�

ur alle 0 < Æ < � und j = 1; : : : ; 4

Z

t+Æ

t�Æ

j	

j

(t; �; �)K(t; �; �)j d� �

C

1

C

4




3

Z

t+Æ

t�Æ

jt� � j

2

+ �

jt� � j

2

+ �

2

d�

<

C

1

C

4




3

(

Z

Æ

�Æ

dx + �

Z

1

�1

dx

x

2

+ �

2

)

� 3�

C

1

C

4




3

: (3.13)

Dur
h Anwendung des Mittelwertsatzes erh

�

alt man mit Hilfe von (3.10), (3.11) und

(3.12), da� es eine Konstante C

5

> 0 gibt, so da� f

�

ur alle � 2 [0; r℄ und alle t; � 2 IR

mit jt� � j � � und t 6= � gilt

j	

j

(t; �; �)K(t; �; �)� 	

j

(t; �; 0)K(t; �; 0)j

� � sup

~�2[0;�℄

 

�	

j

��

(t; �; ~�)K(t; �; ~�) + 	

j

(t; �; ~�)

�K

��

(t; �; ~�)

!

�

C

5

�

jt� � j

3

; j = 1; : : : ; 4:

Daraus ergibt si
h f

�

ur t 2 IR

Z

[t��;t�Æ℄[[t+Æ;t+�℄

j	

j

(t; �; �)K(t; �; �)� 	

j

(t; �; 0)K(t; �; 0)j d�

�

2�C

5

�

Æ

3

; j = 1; : : : ; 4: (3.14)

Setzt man (3.13) und (3.14) zusammen, so erh

�

alt man eine Konstante C

6

, so da�

ju

j

(t; �)� u

j

(t; 0)j � C

6

(

sup

jt�� j�Æ

j (t)�  (�)j +

�

Æ

3

)

; j = 1; : : : ; 4:

f

�

ur alle hinrei
hend kleinen � � 0, t 2 IR und 0 < Æ � �.

Sei nun � > 0. Da  glei
hm

�

a�ig stetig ist, existiert ein Æ > 0, so da� f

�

ur alle

jt� � j < Æ

j (t)�  (�)j �

�

2C

6

:

Dann gilt f

�

ur 0 � � <

�

2C

6

Æ

3

die Unglei
hung

sup

t2IR

ju

j

(t; �)� u

j

(t; 0)j < �; j = 1; : : : ; 4:

Satz 3.12 Sei z 2 RP und h 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

). Dann erf

�

ullt u

0

s

(z; h) die Neumann-

Randbedingung

�u

0

s

(z; h)

�n

(z(t)) = RB(t; u); t 2 IR: (3.15)

Dabei ist u das Gesamtfeld bei Streuung von u

i

an dem zu z geh

�

origen Gebiet D und

RB(t; u) := �

*

�n

�z

(t; z; h); grad u(z(t))

+

�

2

X

i;j=1

h

i

(t)

�

2

u

�x

i

�x

j

(z(t))n

j

(t; z):
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Beweis: 1) Na
h den S

�

atzen 1.16 und 1.17 gilt f

�

ur alle (f; g) 2 C

2�

(IR;C)� C(B)

die Glei
hung

N(z)P (z)(I +B(z))

�1

 

2f

g

!

= f;

also N(z)P (z)(I+B(z)) =

1

2

pr

1

, wobei pr

1

die Projektion auf die erste Komponente

des Produktraums ist. Mit Hilfe von Satz 3.9 erh

�

alt man daraus

N(z)u

0

s

(z; h) = N(z)P

0

(z; h)� �

1

2

pr

1

B

0

(z; h)� �

�(N(z)u

i

)

�z

(z; h) (3.16)

wobei

� :=

 

 

�

!

:= (I +B(z)

�1

 

�2N(z)u

i

0

!

:

Dabei ist die Existenz von N(z)P

0

(z; h)� no
h na
hzuweisen. F

�

ur den letzten Term

von (3.16) ergibt si
h na
h Produkt- und Kettenregel

�

�(N(z)u

i

)

�z

(z; h) = �

�

�z

n

hn(�; z); gradu

i

(z)i

o

(z; h) = RB(�; u

i

):

Die Doppelsumme im zweiten Summanden von RB entsteht, indem die beiden auf-

tretenden Skalarprodukte als Summen ges
hrieben werden. Da u� u

i

= u

s

und RB

linear in u ist, ergibt si
h na
h Einsetzen und Umstellen, da� no
h die Beziehung

1

2

pr

1

B

0

(z; h)� = N(z)P

0

(z; h)� �RB(�; u

s

): (3.17)

zu beweisen ist.

Existiert die Normalableitung von w 2 C

2

(IR

2

n

�

D), so gilt na
h der Kettenregel

(N(z)w)(t) = lim

�!0

�

��

w(x

�

z

(t)). Dabei sind x

�

z

, � 2 [0; r) die in (3.9) de�nierten

Parametrisierungen von Parallelkurven zu �. Insbesondere ist

(N(z)P

0

(z; h)�) (t) = lim

�!0

�

��

(P

0

(z; h)�) (x

�

z

(t)) ; (3.18)

wobei na
hzuweisen ist, da� der Limes �! 0 glei
hm

�

a�ig f

�

ur t 2 IR existiert.

Auf der linken Seite von (3.17) wird von dem Potential P (z)� zuerst die Normalablei-

tung auf dem Rand gebildet - dies ergibt den Ausdru
k B(z)� - und ans
hlie�end

na
h z di�erenziert, wobei na
h De�nition von B die Stelle z(t), an der ausgewer-

tet wird, "mitdi�erenziert" wird. In (3.18) wird das Potential P (z)� zuerst na
h z

abgeleitet, wobei die Punkte, an denen das Potential ausgewertet wird, ni
ht von z

abh

�

angen, und abs
hlie�end wird die Normableitung gebildet.

I
h werde in den folgenden Beweiss
hritten zeigen, da� beide Seiten von (3.17) glei
h

dem Ausdru
k

lim

�!0

�

��

�

�z

fP (z)�(x

�

z

)g (z; h) (3.19)
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sind und da� dieser Limes glei
hm

�

asig in t existiert. Hier wird ebenfalls zun

�

a
hst

na
h z di�erenziert und ans
hlie�end die Normalableitung gebildet, jedo
h wird der

Auswertungspunkt x

�

z

(t) in die Di�erentiation na
h z einbezogen.

2) I
h zeige, da� (3.19) glei
h der re
hten Seite von (3.17) ist. Eine Anwendung von

Lemma 3.10 ergibt f

�

ur � 2 (0; r) und t 2 IR

�

�z

fP (z)�(x

�

z

(t))g (z; h)

=

 

�

�z

fP (z)�g (z; h)

!

(x

�

z

(t)) +

*

grad (P (z)�) (x

�

z

(t));

�x

�

z

�z

(t; z; h)

+

:

Na
h Satz 3.3 ist u

s

= P (z)� als L

�

osung eines

�

au�eren Neumann-Problems mit C

2;�

-

glattem Rand bis auf den Rand zweimal stetig di�erenzierbar. Deshalb existiert die

Normalableitung des letzten Terms, und man erh

�

alt

lim

�!0

�

��

*

gradP (z)�(x

�

z

);

�x

�

z

�z

(z; h)

+

= lim

�!0

�

��

*

gradu

s

(x

�

z

); h(t) + �

�n

�z

(t; z; h)

+

= lim

�!0

*

grad u

s

(x

�

z

);

�n

�z

(t; z; h)

+

+ lim

�!0

*

�

��

( gradu

s

(x

�

z

)) ; h(t) + �

�n

�z

(t; z; h)

+

= �RB(t; u

s

):

glei
hm

�

a�ig in t. Unter Benutzung von (3.18) folgt damit

lim

�!0

�

��

�

�z

fP (z)�(x

�

z

(t))g (z; h) = (N(z)P

0

(z; h)�) (t)� RB(t; u

s

)

und die Existenz von N(z)P

0

(z; h)�, sofern der Limes in (3.19) glei
hm

�

a�ig in t

existiert.

3) In den letzten beiden Beweiss
hritten zeige i
h, da� (3.19) au
h mit der linken

Seite von (3.17)

�

ubereinstimmt und da� der Limes glei
hm

�

a�ig in t existiert. Es gilt

f

�

ur � 2 (0; r)

�

��

�

�z

fP (z)�(x

�

z

)g (z; h) (3.20)

=

�

�z

�

��

(

Z

B

�(x

�

z

; y)�(y) dy �

Z

�(z)

�(x

�

z

; y)'(y) ds(y)

)

(z; h)

=

�

�z

��

n(�; z);

Z

B

( grad

x

(x

�

z

; y))�(y) dy

��

(z; h)

�

�

�z

(*

n(�; z);

Z

�(z)

( grad

x

�(x

�

z

; y))'(y) ds(y)

+)

(z; h):
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Die Vertaus
hbarkeit der Ableitungen folgt aus Satz 2.3, denn man kann, z.B. mit

Hilfe von Korollar 2.8 zeigen, da� die Abbildung RP � (0; r)! C

2�

(IR;C),(z; �) 7!

P (z)�(x

�

z

) zweimal stetig partiell Fr�e
het-di�erenzierbar und deshalb zweimal stetig

Fr�e
het-di�erenzierbar auf dem Produktraum RP � (0; r) ist.

F

�

ur die linke Seite von (3.17) ergibt si
h

1

2

pr

1

B

0

(z; h)� =

�

�z

��

n(�; z);

Z

B

( grad

x

(x

0

z

; y))�(y) dy

��

(z; h) (3.21)

�

�

�z

(*

n(�; z);

Z

�(z)

( grad

x

�(x

0

z

; y))'(y) ds(y)

+)

(z; h):

Dabei ist wieder  = ' Æ z. Es mu� also na
hgewiesen werden, da� (3.20) f

�

ur �! 0

glei
hm

�

a�ig in t 2 IR gegen (3.21) konvergiert, oder anders ausgedr

�

u
kt, da� (3.20)

glei
hm

�

a�ig in t stetig bei � = 0 ist.

F

�

ur das Integral

�

uber B ist dies klar, da die Ableitungen der Grundl

�

osung bes
hr

�

ankt

sind. Um au
h f

�

ur das Integral

I := I(t; �; z) :=

Z

�(z)

��(x

�

z

(t); y)

�n(x)

'(y) ds(y)

die Stetigkeit bei � = 0 zu beweisen, s
hreibe i
h

I = I

1

+ '(x

0

z

)

~

I

mit

I

1

:=

Z

�(z)

��(x

�

z

; y)

�n(x)

h

'(y)� '(x

0

z

)

i

ds(y)

und

~

I :=

Z

�(z)

��(x

�

z

; y)

�n(x)

ds(y):

Da grad

x

�(x; y) = � grad

y

�(x; y), erh

�

alt man dur
h Aufspaltung des Gradienten

in einen Anteil parallel zu n(y) und einen Anteil parallel zu T (y) (dem normierten

Tangentialvektor bei y)

~

I =

*

n(x

0

z

);�

Z

�(z)

��(x

�

z

; y)

�s(y)

T (y) ds(y)�

Z

�(z)

��(x

�

z

; y)

�n(y)

n(y) ds(y)

+

:

Daraus ergibt si
h

~

I = I

2

+ I

3

+ I

4

mit

I

2

:=

*

n(x

0

z

);

Z

�(z)

�(x

�

z

; y)

d

ds(y)

fT (y)g ds(y)

+

I

3

:=

Z

�(z)

D

n(x

0

z

); n(x

0

z

)� n(y)

E

��(x

�

z

; y)

�n(y)

ds(y)

I

4

:= �

Z

�(z)

��(x

�

z

; y)

�n(y)

ds(y):
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I

2

erh

�

alt man dur
h eine partielle Integration. Insgesamt gilt also I = I

1

+'(x

0

z

)[I

2

+

I

3

+ I

4

℄. I
h werde im folgenden zeigen, da� f

�

ur k = 1; : : : ; 4

lim

�!0

sup

t2IR

�

�

�

�

�

�I

k

�z

(t; �; z; h)�

�I

k

�z

(t; 0; z; h)

�

�

�

�

�

= 0: (3.22)

4) Na
h Korollar 2.8 k

�

onnen in den Integralen I

1

; : : : ; I

4

f

�

ur � 2 (0; r) jeweils

Di�erentiation und Integration vertaus
ht werden. I
h benutze im folgenden die

Abk

�

urzungen

r := r(t; �; �; z) := z(t)� z(�) + �n(t; z)

und r := r(t; �; �) := z(t)� z(�) + �n(t; z):

(4.1.) Es gilt

�I

1

�z

(t; �; z; h) =

Z

2�

0

�

�z

(

kH

0

0

(kjrj)

*

r

jrj

; n(t; z)

+

jz

0

(�)j

)

(z; h)

h

 (�)�  (t)

i

d�

=

Z

2�

0

�

�z

(

kH

0

0

(kjrj)

jrj

)

(z; h) hr; n(t; z)i jz

0

(�)j

h

 (�)�  (t)

i

d�

+

Z

2�

0

kH

0

0

(kjrj)

jrj

�

�z

n

hr; n(t; z)i

o

(z; h)jz

0

(�)j

h

 (�)�  (t)

i

d�

+

Z

2�

0

kH

0

0

(kjrj)

jrj

hr; n(t; z)i

�

�z

n

jz

0

(�)j

o

(z; h)

h

 (�)�  (t)

i

d�:

Die Stetigkeit der letzten beiden Summanden des letzten Gliedes dieser Glei
hung

folgt aus Lemma 3.11 mit j = 4 bzw. j = 2 und K =

kH

0

0

(kjrj)

jrj

jz

0

(�)j, bzw.

K =

kH

0

0

(kjrj)

jrj

�

�z

fjz

0

(�)jg(z; h) . Man zeigt mit Hilfe von Lemma 3.6, da� K den

Voraussetzungen (3.10) und (3.11) von Lemma 3.11 gen

�

ugt. Um Lemma 3.11 auf

den ersten Summanden anwenden zu k

�

onnen, mu� gezeigt werden, da� au
h f

�

ur

K = jz

0

(�)j

�

�z

n

kH

0

0

(kjrj)

jrj

o

(z; h) die Voraussetzungen (3.10) und (3.11) erf

�

ullt sind.

Dazu s
hreibe i
h

jz

0

(�)j

�

�z

(

kH

0

0

(kjrj)

jrj

)

(z; h) = jz

0

(�)j

k

2

H

00

0

(kjrj)jrj � kH

0

0

(kjrj)

jrj

3

*

r;

�r

�z

(z; h)

+

(3.23)

und nutze aus, da�

2

*

r;

�r

�z

(z; h)

+

=

�jrj

2

�z

(z; h) =

�

�z

n

jz(t)� z(�)j

2

+ 2� hz(t)� z(�); n(t; z)i

o

(z; h):

(3.24)

Nun k

�

onnen die Abs
h

�

atzungen aus Lemma 3.6 angewendet werden, um die Vor-

aussetzung (3.10) zu veri�zieren. Zum Na
hweis von (3.11) ist (3.23) zun

�

a
hst na
h

� zu di�erenzieren.
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(4.2.) Mit der Abk

�

urzung L(� ; z) := jz

0

(�)j

dT

ds

(z(�)), also

L(� ; z) =

 

z

0

(�)

jz

0

(�)j

!

0

=

z

00

(�)

jz

0

(�)j

�

z

0

(�) hz

0

(�); z

00

(�)i

jz

0

(�)j

3

ergibt si
h wie in (3.23)

�I

2

�z

(t; �; z; h) =

Z

2�

0

�

�z

n

H

0

(kjrj)L(� ; z)

o

(z; h) d� (3.25)

=

Z

2�

0

kH

0

0

(kjrj)

2jrj

�jrj

2

�z

(z; h)L(� ; z) d� +

Z

2�

0

H

0

(kjrj)

�

�z

fL(� ; z)g (z; h) d�

Aus (3.24), (3.12) und Lemma 3.6 folgt, da� der Integrand des ersten Integrals in der

letzten Zeile dieser Glei
hung bes
hr

�

ankt ist. Es gibt also eine Konstante M

1

> 0,

so da� f

�

ur alle 
 2 [0; �℄, t 2 IR und alle hinrei
hend kleinen � > 0 gilt

�

�

�

�

�

Z

t+


t�


"

kH

0

0

(kjr(�)j)

2jr(�)j

�jr(�)j

2

�z

(z; h)�

kH

0

0

(kjr(0)j)

2jr(0)j

�jr(0)j

2

�z

(z; h)

#

L(� ; z) d�

�

�

�

�

�

�M

1


:

F

�

ur das Integral

�

uber den Rest R := [t��; t�
)[(t+
; t+�℄ des Integrationsberei
hs

erh

�

alt man mit Hilfe des Mittelwertsatzes eine Konstante M

2

, so da� f

�

ur alle t 2 IR

und alle hinrei
hend kleinen � > 0

�

�

�

�

�

Z

R

"

kH

0

0

(kjr(�)j)

2jr(�)j

�jr(�)j

2

�z

(z; h)�

kH

0

0

(kjr(0)j)

2jr(0)j

�jr(0)j

2

�z

(z; h)

#

L(� ; z) d�

�

�

�

�

�

�

M

2

�




:

Dazu zeigt man mit Hilfe von (3.24), (3.12) und Lemma 3.6, da� si
h der Betrag des

na
h � di�erenzierten Integranden glei
hm

�

a�ig in � dur
h

M

2

2�jt�� j

abs
h

�

atzen l

�

a�t.

Zu gegebenem � > 0 w

�

ahlt man nun zun

�

a
hst 
 :=

�

2M

1

und ans
hlie�end Æ :=

�


2M

2

.

Dann ist f

�

ur alle t 2 IR und 0 � � � Æ

�

�

�

�

�

Z

t+�

t��

"

kH

0

0

(kjr(�)j)

2jr(�)j

�jr(�)j

2

�z

(z; h)�

kH

0

0

(kjr(0)j)

2jr(0)j

�jr(0)j

2

�z

(z; h)

#

L(� ; z) d�

�

�

�

�

�

� �:

Damit ist f

�

ur das erste Integral die Stetigkeit bei � = 0 gezeigt. Das zweite Inte-

gral kann aufgefa�t werden als Einfa
hs
hi
htpotential mit stetiger Di
hte. Deshalb

k

�

onnen die Sprungbeziehungen, Satz 1.6, benutzt werden.

(4.3.) Die Fr�e
het-Di�erentiation von I

3

ergibt den Ausdru
k

�I

3

�z

(t; �; z; h)

=

Z

2�

0

�

�z

(

hn(t; z); n(t; z)� n(� ; z)i

kH

0

0

(kjrj)

jrj

hr; n(� ; z)i jz

0

(�)j

)

(z; h) d�

=

Z

2�

0

�

�z

fhn(t; z; h); n(t; z)� n(� ; z)ig (z; h)

kH

0

0

(kjrj)

jrj

hr; n(� ; z)i jz

0

(�)j d�

+

Z

2�

0

hn(t; z); n(t; z)� n(� ; z))i

�

�z

(

kH

0

0

(kjrj)

jrj

jz

0

(�)j

)

(z; h) hr; n(� ; z)i d�

+

Z

2�

0

hn(t; z); n(t; z)� n(� ; z))i

kH

0

0

(kjrj)

jrj

�

�z

n

hr; n(� ; z)i

o

(z; h)jz

0

(�)j d�:
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F

�

ur alle Summanden kann die glei
hm

�

a�ige Existenz des Limes �! 0 mit Hilfe von

Lemma 3.11 f

�

ur j = 1, bzw. j = 3 gezeigt werden. Beim zweiten Summanden sind

wieder na
h Anwendung der Produktregel (3.23) und (3.24) zu benutzen.

(4.4.) F

�

ur das Integral I

4

benutzt man die Beoba
htung, da� na
h dem Gau�'s
hen

Integralsatz f

�

ur alle z 2 RP

Z

�(z)

��

0

(x

�

z

; y)

�n(y)

ds(y) =

(

1

2

f

�

ur � = 0

0 f

�

ur � > 0:

(3.26)

Dabei ist �

0

(x; y) :=

1

2�

ln

1

jx�yj

die Grundl

�

osung zur Lapla
e-Glei
hung. (Einen

Beweis von (3.26) �ndet man in [CK1℄, S.48.) Die Fr�e
het-Ableitung von (3.26)

na
h z vers
hwindet identis
h und ist deshalb stetig. I
h betra
hte die Di�erenz

zwis
hen den Potentialen zur Helmholtz-Glei
hung und zur Lapla
e-Glei
hung. Es

gilt

�

�z

(

Z

�(z)

"

��(x

�

z

; y)

�n(y)

�

��

0

(x

�

z

; y)

�n(y)

#

ds(y)

)

(z; h)

=

Z

2�

0

�

�z

(

f

0

(jrj)

jrj

hr; n(� ; z)i jz

0

(�)j

)

(z; h) d� (3.27)

mit f(x) :=

i

4

H

0

(kx) �

1

2�

ln

1

x

. Aufgrund der Reihenentwi
klungen (1.6) und (1.7)

erh

�

alt man jf

0

(x)j = O

�

jxj ln

1

jxj

�

und jf

00

(x)j = O

�

ln

1

jxj

�

. Damit kann man zeigen,

da� der Kern des Integrals auf der re
hten Seite von (3.27) glei
hm

�

a�ig stetig ist,

und daraus folgt (3.22) f

�

ur I

4

.



Kapitel 4

Die numeris
he Bere
hnung der

Fr�e
het-Ableitung

Na
hdem im vorigen Kapitel die Fr�e
het-Ableitung des Fernfeldes u

1

(z) na
h dem

dur
h z parametrisierten Rand theoretis
h behandelt wurde, sollen in diesem Kapitel

zwei Verfahren zur eÆzienten numeris
hen Bere
hnung von u

0

1

(z; h) bes
hrieben

werden. I
h widme diesem Thema ein eigenes Kapitel, da es den Kernpunkt bei

der Implementation des im n

�

a
hsten Kapitel zu diskutierenden Newton-Verfahrens

darstellt.

Das erste Verfahren, das in Abs
hnitt 4.3. behandelt wird, basiert auf der Charak-

terisierung von u

0

1

(z; h) dur
h ein

�

au�eres Neumann-Problem (Satz 3.12). Haupt-

s
hwierigkeit ist hier die Behandlung der zweiten Ableitungen des Gesamtfeldes u,

die in der Randbedingung auftreten. Dazu bes
hreibe i
h, wie man uj

�

mit Hilfe

eines Green's
hen Ansatzes bere
hnet, und zeige in Abs
hnitt 4.2. dur
h Modi�-

kation der in der Arbeit [K2℄ dur
hgef

�

uhrten Fehleranalysis, da� au
h die zweiten

Ableitungen gut approximiert werden.

Das zweite Verfahren ist die direkte Implementation einer zu (3.7) analogen Formel,

die si
h bei Verwendung eines Einfa
hs
hi
htpotentials ergibt. Das f

�

ur die theore-

tis
hen Betra
htungen in den Kapiteln 1 und 3 verwendete Volumenpotential ist

f

�

ur eine numeris
he Implementierung ni
ht geeignet, da ein wesentli
her Vorteil der

Integralglei
hungsmethode, die Reduktion der Dimension, verlorengeht.

In Abs
hnitt 4.5. werde i
h s
hlie�li
h die beiden dargestellten Verfahren verglei
hen.

4.1 Trigonometris
he Interpolation und Quadra-

turformeln

In diesem Abs
hnitt werden einige Tatsa
hen

�

uber trigonometris
he Interpolation

bei

�

aquidistanten St

�

utzstellen und darauf basierende Quadraturformeln zusammen-



4.1 Trigonometris
he Interpolation und Quadraturformeln 45

gestellt. F

�

ur n 2 IN seien die St

�

utzstellen t

(n)

j

de�niert dur
h

t

(n)

j

:=

j�

n

; j = 0; : : : ; 2n� 1: (4.1)

Das Interpolationsproblem, zu gegebenen Werten f

0

; : : : ; f

2n�1

2 C eine Funktion

der Form

v(t) =

n

X

m=0

a

m


osmt +

n�1

X

m=1

b

m

sinmt (4.2)

mit KoeÆzienten a

m

; b

m

2 C zu �nden, so da� v(t

(n)

j

) = f

j

f

�

ur j = 0; : : : ; 2n� 1, ist

eindeutig l

�

osbar. Der Raum aller Funktionen der Form (4.2) hei�t T

n

. Die Lagrange-

Basis f

�

ur das obige Interpolationsproblem lautet

L

(n)

j

(t) =

1

2n

(

1 + 2

n�1

X

k=1


os k(t� t

(n)

j

) + 
osn(t� t

(n)

j

)

)

=

1

2n

sinn(t� t

(n)

j

) 
ot

t� t

(n)

j

2

; t 6= t

(n)

j

; (4.3)

j = 0; : : : ; 2n � 1, d.h. die Interpolationsfunktion ist gegeben dur
h

P

2n�1

j=0

f

j

L

(n)

j

.

Mittels trigonometris
her Identit

�

aten sieht man lei
ht, da� tats

�

a
hli
h L

(n)

j

2 T

n

. Der

trigonometris
he Interpolationsoperator P

n

: C

2�

(IR;C)! T

n

ist de�niert dur
h die

Vors
hrift

(P

n

f)(t) :=

2n�1

X

j=0

f(t

(n)

j

)L

(n)

j

(t); t 2 IR:

F

�

ur den Interpolationsfehler bei einer analytis
hen, 2�-periodis
hen Funktion f :

IR ! IR, die si
h in ein Gebiet IR � (�s; s) � C, s > 0 holomorph fortsetzen l

�

a�t,

gilt die Darstellungsformel

f(t)� (P

n

f)(t) =

1

2�

sinntRe

(

Z

i�+2�

i�

i 
ot

��t

2

sinn�

f(�) d�

)

: (4.4)

Dabei ist 0 < � < s (vgl. [K1℄). Hieraus folgt dur
h elementare Abs
h

�

atzungen

kf

(p)

� (P

n

f)

(p)

k

1

� Ce

�n�

; n 2 IN; (4.5)

f

�

ur p 2 f0; 1; 2g mit einer nur von f abh

�

angigen Konstanten C > 0. Falls f nur aus

dem H

�

olderraum C

q;�

2�

(IR;C) ist mit q 2 IN und � 2 (0; 1), gilt f

�

ur alle 0 � p � q

und alle 0 < � � � die Fehlerabs
h

�

atzung

kf � P

n

fk

p;�

� C

lnn

n

q�p+���

kfk

q;�

: (4.6)

Dabei ist C eine nur von p; q; � und � abh

�

angige Konstante (s. [M1℄, Satz 4.10).
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Man erh

�

alt allgemein eine N

�

aherung f

�

ur ein u.U. gewi
htetes Integral

�

uber das

Periodenintervall einer Funktion f 2 C

2�

(IR;C), indem man f dur
h das Inter-

polationspolynom P

n

f ersetzt und dann exakt integriert. I
h werde in dieser Arbeit

folgende Approximationen verwenden:

Z

2�

0

f(�) d� �

Z

2�

0

(P

n

f)(�) d� (4.7)

Z

2�

0

ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

f(�) d� �

Z

2�

0

ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

(P

n

f)(�) d�; (4.8)

1

2�

Z

2�

0


ot

� � t

2

f

0

(�) d� �

1

2�

Z

2�

0


ot

� � t

2

(P

n

f)

0

(�) d� (4.9)

F

�

ur (4.7) erh

�

alt man wegen

R

2�

0

L

(n)

j

(�) d� =

�

n

Z

2�

0

(P

n

f)(�) d� =

�

n

2n�1

X

j=0

f(t

(n)

j

);

d.h. (4.7) f

�

allt mit der Trapezregel zusammen. Mit Hilfe der Integrale

1

2�

Z

2�

0

ln

�

4 sin

2

� � t

2

�

e

im�

d� =

(

0; m = 0

�

1

m

e

imt

; sonst

(4.10)

1

2�

Z

2�

0


ot

� � t

2

e

im�

d� =

(

0; m = 0

i sgn (m)e

imt

; sonst

(4.11)

und (4.3) erh

�

alt man f

�

ur die re
hten Seiten von (4.8) und (4.9) die Formeln

Z

2�

0

ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

(P

n

f)(�) d� =

2n�1

X

j=0

R

(n)

j

(t)f(t

(n)

j

);

1

2�

Z

2�

0


ot

� � t

2

(P

n

f)

0

(�) d� =

2n�1

X

j=0

T

(n)

j

(t)f(t

(n)

j

)

mit den QuadraturkoeÆzienten

R

(n))

j

(t) := �

2�

n

n�1

X

m=1

1

m


osm(t� t

(n)

j

)�

�

n

2


osn(t� t

(n)

j

);

T

(n)

j

(t) := �

1

n

n�1

X

m=1

m 
osm(t� t

(n)

j

)�

1

2


osn(t� t

(n)

j

):

4.2 Numeris
he L

�

osung des direkten Neumann-

Problems

In diesem Abs
hnitt werde i
h ein in [K2℄ vorgestelltes numeris
hes Verfahren zur

L

�

osung des direkten Neumann-Problems referieren und zeigen, da� man die dort
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enthaltene Fehleranalysis so modi�zieren kann, da� man unter h

�

oheren Regularit

�

ats-

forderungen an die re
hte Seite Konvergenz der N

�

aherungsl

�

osung gegen die wahre

L

�

osung statt in der k � k

1;�

-Norm sogar in der k � k

2;�

-Norm erh

�

alt. Wegen der zwei-

ten Ableitungen, die in Gl.(3.15) bei der Charakterisierung der Fr�e
het-Ableitung

auftau
hen, werde i
h dieses Resultat ben

�

otigen, um die Konvergenz des ersten Ver-

fahrens zur Bere
hnung der Fr�e
het-Ableitung na
hzuweisen.

Zur L

�

osung des

�

au�eren Neumann-Problems zur Randfunktion g 2 C

1;�

(�) wird der

gemis
hte Potentialansatz

v(x) =

Z

�

(

��(x; y)

�n(y)

� i��(x; y)

)

'(y) ds(y); x 2 IR

2

n

�

D (4.12)

mit unbekannter Di
hte ' 2 C

2;�

(�) verwendet. (In [K2℄ wird nur g 2 C

0;�

2�

(�)

verlangt.) Man erh

�

alt na
h den Sprungbeziehungen f

�

ur ' die Integralglei
hung

(T � i�K

0

+ i�I)' = 2g: (4.13)

Der Integraloperator T � i�K

0

+ i�I : C

2;�

(�) ! C

1;�

(�) ist bes
hr

�

ankt, da T

und K

0

in dieser Operatornorm bes
hr

�

ankt sind (s. [Ki℄). Da der Einfa
hs
hi
ht-

potentialoperator S als Abbildung von C

1;�

(�) na
h C

2;�

(�) den Integraloperator

T � i�K

0

+ i�I und den adjungierten Operator T � i�K + i�I regularisiert, ist die

Riesz-Theorie in der in [K1℄, Kapitel 5, bes
hriebenen Form anwendbar. Man kann

auf diese Weise zeigen, da� T � i�K

0

+ i�I : C

2;�

(�)! C

1;�

(�) f

�

ur alle Wellenzahlen

k > 0 bes
hr

�

ankt invertierbar ist.

Gl.(4.13) wird nun parametrisiert und die Singularit

�

at von T abgespalten. Man

erh

�

alt eine Glei
hung der Form

1

2�

Z

2�

0


ot

� � t

2

 

0

(�) d� +

Z

2�

0

K(t; �) (�) d� + a(t) (t) = f(t); t 2 IR: (4.14)

Dabei ist  := ' Æ z die unbekannte Funktion, f := 2jz

0

j(g Æ z) und a := i�jz

0

j. Der

Integralkern K hat eine logarithmis
he Singularit

�

at und l

�

a�t si
h f

�

ur analytis
hes z

aufspalten in

K(t; �) = K

1

(t; �) ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

+K

2

(t; �)

mit analytis
hen, 2�-periodis
hen Funktionen K

1

und K

2

. De�niert man bes
hr

�

ank-

te Operatoren T

0

; A

1

; A

2

; A

3

: C

2;�

2�

(IR;C)! C

1;�

2�

(IR;C) dur
h

(T

0

 )(t) :=

1

2�

Z

2�

0


ot

� � t

2

 

0

(�) d�;

(A

1

 )(t) :=

Z

2�

0

K

1

(t; �) ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

 (�) d�;

(A

2

 )(t) :=

Z

2�

0

K

2

(t; �) (�) d�;

(A

3

 )(t) := a(t) (t)
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und setzt A := A

1

+ A

2

+ A

3

, so s
hreibt si
h (4.14) kurz

T

0

 + A = f:

Ersetzt man in (4.14) die Integrale dur
h die Quadraturformeln (4.8) und (4.7), so

erh

�

alt man die Glei
hung

2n�1

X

j=0

~

 

n

(t

(n)

j

)

�

T

(n)

j

(t) +R

(n)

j

(t)K

1

(t; t

(n)

j

) +

�

n

K

2

(t; t

(n)

j

)

�

+ a(t)

~

 

n

(t) = f(t); (4.15)

die na
h

~

 

n

2 T

n

gel

�

ost wird. Da na
h (4.11)

T

0

P

n

 = T

0

 = P

n

T

0

 (4.16)

f

�

ur  2 T

n

, kann man (4.15) au
h in der Form

T

0

~

 

n

+ A

1;n

~

 

n

+ A

2;n

~

 

n

+ A

3

~

 

n

= f (4.17)

s
hreiben, mit den Quadratur-Operatoren

(A

1;n

 )(t) :=

Z

2�

0

ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

(P

n

K

1

(t; �) )(�) d�;

(A

2;n

 )(t) :=

Z

2�

0

(P

n

K

2

(t; �) )(�) d�:

Wendet man auf Gl.(4.17) den trigonometris
he Interpolationsoperator P

n

an, so

erh

�

alt man na
h (4.16) die N

�

aherungsglei
hung

T

0

 

n

+ P

n

A

1;n

 

n

+ P

n

A

2;n

 

n

+ P

n

A

3

 

n

= P

n

f; (4.18)

die

�

aquivalent ist zu dem linearen Glei
hungssystem

2n�1

X

j=0

�

T

(n)

jk�jj

(0) +R

(n)

jk�jj

(0)K

1

(t

(n)

k

; t

(n)

j

) +

�

n

K

2

(t

(n)

k

; t

(n)

j

)

�

 

n

(t

(n)

j

)

+a(t

(n)

k

) 

n

(t

(n)

k

) = f(t

(n)

k

); k = 0; : : : ; 2n� 1; (4.19)

das na
h den Knotenwerten  

n

(t

(n)

k

) gel

�

ost wird.

I
h zitiere aus [K2℄ folgendes f

�

ur die Fehleranalysis ben

�

otigte Lemma:

Lemma 4.1 Sei ' : IR � IR ! C p-mal stetig di�erenzierbar, 2�-periodis
h und

na
h der zweiten Variablen p + 1-mal stetig di�erenzierbar (p 2 IN

0

). Dann gilt f

�

ur

die Funktion

u(t) :=

Z

2�

0

ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

'(t; �) d�; t 2 IR;
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f

�

ur alle 0 < � < 1 die Abs
h

�

atzung

kuk

p;�

� C

 

k'k

p;1

+ k

�'

�t

k

p;1

!

(4.20)

mit einer nur von p und � abh

�

angigen Konstante C. Dabei ist k �k

p;1

das Maximum

der Supremumsnormen aller partiellen Ableitungen der Ordnung kleiner oder glei
h

p.

Beweis: Lemma 4.1 und Corollar 4.2 in [K2℄.

Setze A

n

:= A

1;n

+ A

2;n

+ A

3;n

. Es gilt der folgende Konvergenzsatz:

Satz 4.2 Sei z analytis
h. Dann konvergiert die Folge P

n

A

n

: C

2;�

2�

(IR;C) !

C

1;�

2�

(IR;C) f

�

ur alle 0 < � < 1 in der Operatornorm gegen A : C

2;�

2�

(IR;C) !

C

1;�

2�

(IR;C).

Beweis: In diesem Beweis bezei
hne C jeweils eine (u.U. von Zeile zu Zeile ver-

s
hiedene) Konstante, die h

�

o
hstens von �; � (siehe unten!) und z abh

�

angt. Eine

Anwendung von Lemma 4.1 mit '(t; �) = (P

n

K

1

(t; �) )(�) � K

1

(t; �) (�) liefert

unter Benutzung von

�

�t

P

n

K

1

(t; �) = P

n

�K

1

�t

(t; �) (�) und (4.6)

k(A

1;n

� A

1

) k

1;�

� C

0

�

k'k

1;1

+
















�'

�t
















1;1

1

A

� C max

p2f0;1;2g

max

t2IR
















�

p

'

�t

p

(t; �)
















1;1

� C max

p2f0;1;2g

max

t2IR
















�

p

'

�t

p

(t; �)
















1;�

= C max

p2f0;1;2g

max

t2IR
















P

n

 

�

p

K

1

(t; �)

�t

p

 

!

�

�

p

K

1

(t; �)

�t

p

 
















1;�

� C

lnn

n

1+���

max

p2f0;1;2g

max

t2IR
















�

p

K

1

(t; �)

�t

p

 
















2;�

� C

lnn

n

1+���

k k

2;�

(4.21)

f

�

ur alle 0 < � � � < 1. Analog zeigt man

k(A

1;n

� A

1

) k

2;�

� C

lnn

n

���

k k

2;�

f

�

ur alle 0 < � � � < 1. Insbesondere folgt daraus

kA

1;n

 k

2;�

� Ck k

2;�

:
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Na
h einer weiteren Anwendung von (4.6) erh

�

alt man hieraus

kP

n

A

1;n

 � A

1;n

 k

1;�

� C

lnn

n

kA

1;n

 k

2;�

� C

lnn

n

k k

2;�

: (4.22)

Setzt man (4.21) und (4.22) zusammen und wendet die Dreie
ksunglei
hung an, so

ergibt si
h

kP

n

A

1;n

 � A k

1;�

� C

lnn

n

k k

2;�

:

Na
h demselben Verfahren kann man zeigen, da�

kP

n

A

2;n

 � A k

1;�

� C

lnn

n

k k

2;�

:

S
hlie�li
h ergibt eine erneute Anwendung von (4.6)

kP

n

A

3

 � A

3

 k

1;�

� C

lnn

n

kA

3

 k

2;�

� C

lnn

n

k k

2;�

:

Zusammensetzen der letzten drei Formeln und Anwenden der Dreie
ksunglei
hung

ergibt

kP

n

A

n

 � A k

1;�

� C

lnn

n

k k

2;�

f

�

ur alle  2 C

1;�

2�

(IR;C), und damit ist die Behauptung bewiesen.

Satz 4.3 F

�

ur hinrei
hend gro�e n besitzt die N

�

aherungsglei
hung (4.18) eine ein-

deutige L

�

osung  

n

, deren Abstand von der L

�

osung  der wahren Glei
hung (4.13)

bzgl. der k � k

2;�

-Norm die Abs
h

�

atzung

k 

n

�  k

2;�

� C (kP

n

f � fk

1;�

+ kP

n

A

n

 � A k

1;�

) (4.23)

erf

�

ullt. Dabei h

�

angt die Konstante C nur von � 2 (0; 1) und z ab.

Beweis: Da der Operator T

0

+ A bes
hr

�

ankt invertierbar ist, und da die Folge

(P

n

A

n

)

n2IN

in der Operatornorm gegen A konvergiert, kann man mit Hilfe der Neu-

mann's
hen Reihe zeigen, da� f

�

ur hinrei
hend gro�e n die Operatoren T

0

+ P

n

A

n

bes
hr

�

ankt invertierbar und die Inversen (T

0

+P

n

A

n

)

�1

glei
hm

�

a�ig bes
hr

�

ankt sind

(vgl. etwa [K1℄, Satz 10.1). Wegen

(T

0

+ P

n

A

n

)( 

n

�  ) = (T

0

+ P

n

A

n

) 

n

� (T

0

+ A) + (A� P

n

A

n

) 

= P

n

f � f + (A� P

n

A

n

) 

erh

�

alt man daraus f

�

ur hinrei
hend gro�e n

k 

n

�  k

2;�

� k(T

0

+ P

n

A

n

)

�1

�

(P

n

f � f) + (A� P

n

A

n

) 

�

k

2;�

� C (kP

n

f � fk

1;�

+ kP

n

A

n

 � A k

1;�

) ;

wobei die Abbildungen (T

0

+P

n

A

n

)

�1

nat

�

urli
h als Operatoren von C

1;�

2�

(IR;C) na
h

C

2;�

2�

(IR;C) betra
htet werden.

Wie in [K2℄ bemerkt wird, ist mit der re
hten Seite f au
h die L

�

osung  analytis
h.

Mit Hilfe von (4:4) kann deshalb das folgende Korollar zu Satz 4.3 gezeigt werden:
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Korollar 4.4 Falls unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 zus

�

atzli
h die re
hte

Seite f analytis
h ist (und dies ist beim Streuproblem am s
hallharten Hindernis f

�

ur

analytis
hes z der Fall), erh

�

alt man exponentielle Konvergenz, d.h. es gibt Konstan-

ten C > 0 und � > 0, so da� f

�

ur hinrei
hend gro�e n

k 

n

�  k

2;�

� Ce

�n�

:

4.3 Erstes Verfahren

Die erste Methode zur Bere
hnung der Fr�e
het-Ableitung beruht auf Satz 3.12. In

dem folgenden Lemma wird gezeigt, da� man die Randbedingung RB in diesem

Satz so umformen kann, da� nur no
h Ableitungen von u na
h der Bogenl

�

ange vor-

kommen. Einen

�

ahnli
hen Ausdru
k erh

�

alt Hettli
h ([He℄) mit anderen Methoden.

(Bea
hte, da� f

�

ur eine Funktion f 2 C

1

(�) die Ableitung na
h der Bogenl

�

ange

ges
hrieben werden kann als

df

ds

Æ z =

(fÆz)

0

jz

0

j

.)

Lemma 4.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.12 gilt

RB(t; u) =

1

jz

0

j

 

hn; hi

jz

0

j

(u Æ z)

0

!

0

+ k

2

hn; hiu Æ z: (4.24)

Beweis: Wie in (3.8) f

�

uhre i
h in einer

�

au�eren Umgebung von � ein lokales Koor-

dinatensystem ein dur
h die Vors
hrift

x(t

1

; t

2

) := z(t

1

) + t

2

n(t

1

); (t

1

; t

2

) 2 [0; 2�)� [0; r):

Zun

�

a
hst erl

�

autere i
h einige di�erentialgeometris
he Begri�e. F

�

ur die lokalen Ba-

sisvektoren x

;i

:=

�x

�t

i

erh

�

alt man

x

;1

= z

0

(t

1

) + t

2

n

0

(t

1

) und x

;2

= n(t

1

):

Der erste Fundamentaltensor ist gegeben dur
h

(g

ij

) = (hx

;i

; x

;j

i) =

 

jz

0

(t

1

) + t

2

n

0

(t

1

)j

2

0

0 1

!

:

Die dur
h x gegebenen Koordinaten sind also orthogonal. (g

12

= g

21

= 0, da

2 hn

0

; ni = hn; ni

0

= 0.) Sei (g

ij

) die inverse Matrix zu (g

ij

) und g := det(g

ij

).

Gradienten und Lapla
e-Operator bere
hnen si
h in den neuen Koordinaten na
h

den Formeln

( grad v) Æ z =

2

X

i=1

g

ii

�~v

�t

i

x

;i

=

�~v

�t

1

g

11

x

;1

+

�~v

�t

2

x

;2

(�v) Æ z =

2

X

i=1

1

p

g

�

�t

i

 

p

gg

ii

�~v

�t

i

!

=

1

p

g

�

�t

1

 

1

p

g

�~v

�t

1

!

+

1

p

g

�

�t

2

 

p

g

�~v

�t

2

!

;
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wobei ~v := v Æ x. Sei ~u := u Æ x. Es gilt

�~u

�t

2

(t

1

; 0) =

�u

�n

(x(t

1

; 0)) = 0 f

�

ur alle t

1

2 [0; 2�)

und deshalb

�

2

~u

�t

1

�t

2

(t

1

; 0) = 0 f

�

ur alle t

1

2 [0; 2�):

Weiterhin folgt aus der Helmholtz-Glei
hung �u+ k

2

u = 0

�

2

~u

�t

2

2

(�; 0) = �k

2

~u(�; 0)�

1

jz

0

j

2

�

2

~u

�t

2

1

(�; 0)�

1

jz

0

j

 

1

jz

0

j

!

0

�~u

�t

1

(�; 0):

Na
h diesen Vorbereitungen erh

�

alt man f

�

ur den ersten Summanden von RB(t; u)

�

*

�n

�z

(z; h); ( gradu) Æ z

+

(4.25)

= �

*

1

jz

0

j

 

h

0

2

�h

0

1

!

�

hz

0

; h

0

i

jz

0

j

3

 

z

0

2

�z

0

1

!

;

�~u

�t

1

g

11

x

;1

+

�~u

�t

2

n

+

�

�

�

�

�

t

2

=0

= �

g

11

jz

0

j

* 

h

0

2

�h

0

1

!

; x

;1

+

�~u

�t

1

�

�

�

�

�

t

2

=0

=

1

jz

0

j

3

hh

0

1

z

0

2

� h

0

2

z

0

1

i

�~u(�; 0)

�t

1

=

1

jz

0

j

2

hn; h

0

i

�~u(�; 0)

�t

1

:

F

�

ur den zweiten Summanden ergibt si
h

�

2

X

i;j=1

h

j

n

i

�

2

u

�x

i

�x

j

�

x(�; 0)

�

(4.26)

= �

2

X

j=1

h

j

*

n;

 

grad

�u

�x

j

!

�

x(�; 0)

�

+

= �

2

X

j=1

h

j

 

hn; x

;1

i g

11

�

�t

1

 

�u

�x

j

Æ x

!

+ hn; x

;2

i

�

�t

2

 

�u

�x

j

Æ x

!!

�

�

�

�

�

t

2

=0

= �

2

X

j=1

h

j

�

�t

2

 

g

11

�~u

�t

1

hx

;1

; e

j

i+ g

22

�~u

�t

2

hx

;2

; e

j

i

!

�

�

�

�

�

t

2

=0

= �

2

X

j=1

h

j

 

�

�t

2

�

g

11

hx

;1

; e

j

i

�

�~u

�t

1

+ n

j

�

2

~u

�t

2

2

!

�

�

�

�

�

t

2

=0

=

1

jz

0

j

2

hn

0

; hi

�~u(�; 0)

�t

1

+ hn; hi

 

k

2

~u(�; 0) +

1

jz

0

j

2

�

2

~u(�; 0)

�t

2

1

+

1

jz

0

j

 

1

jz

0

j

!

0

�~u(�; 0)

�t

1

!

:
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Dabei wurde in der letzten Zeile benutzt, da�

hn

0

; hi =

*

n

0

;

z

0

jz

0

j

+*

z

0

jz

0

j

; h

+

+ hn

0

; ni hn; hi =

hn

0

; z

0

i hz

0

; hi

jz

0

j

2

und deshalb

�

�

�t

2

(

1

jz

0

+ t

2

n

0

j

2

hz

0

+ t

2

n

0

; hi

)

�

�

�

�

�

t

2

=0

= �

hn

0

; hi

jz

0

j

2

+ 2

hn

0

; z

0

i hz

0

; hi

jz

0

j

4

=

hn

0

; hi

jz

0

j

2

:

Setzt man (4.25) und (4.26) zusammen, so erh

�

alt man (4.24) na
h der Produktregel.

Um das Gesamtfeld u auf � zu bere
hnen, l

�

ose i
h das direkte Streuproblem mit ei-

nem Green's
hen Ansatz. Dann erh

�

alt man u direkt als L

�

osung der Integralglei
hung.

Dies soll im folgenden unter Benutzung der Existenz- und Eindeutigkeitsanalysis aus

Kapitel 1 gezeigt werden.

Na
h der Greens
hen Darstellungsformel (1.25) gilt

u

s

(x) =

Z

�

 

u

s

(y)

��(x; y)

�n(y)

�

�u

s

(y)

�n

�(x; y)

!

ds(y); x 2 IR

2

n

�

D;

und na
h dem 2.Greens
hen Satz

0 =

Z

�

 

u

i

(y)

��(x; y)

�n(y)

�

�u

i

(y)

�n

�(x; y)

!

ds(y); x 2 IR

2

n

�

D:

Addition dieser beiden Glei
hungen ergibt unter Ausnutzung von

�u

�n

= 0 auf �

u

s

(x) =

Z

�

u(y)

��(x; y)

�n(y)

ds(y); x 2 IR

2

n

�

D; (4.27)

bzw.

u(x) = u

i

(x) +

Z

�

u(y)

��(x; y)

�n(y)

ds(y); x 2 IR

2

n

�

D: (4.28)

Dur
h Bildung der Normalableitung erh

�

alt man daraus

Tu = �2

�u

i

�n

: (4.29)

F

�

uhrt man in (4.28) den Grenz

�

ubergang x! �, x 2 IR

2

n

�

D dur
h, so erh

�

alt man

u(x) = u

i

(x) +

Z

�

u(y)

��(x; y)

�n(y)

ds(y) +

1

2

u(x); x 2 �;

und daraus

u�Ku = 2u

i

: (4.30)
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Linearkombination von (4.29) und (4.30) mit einem Kopplungsparameter � 2 IR

ergibt

(T � i�K + i�I)u = �2

�u

i

�n

+ 2i�u

i

: (4.31)

Die Integraloperatoren, die man aus dem Potentialansatz und dem Ansatz

�

uber

die Greens
hen Formeln erh

�

alt, sind zueinander adjungiert bez

�

ugli
h der bilinearen

Systeme < C

1;�

2�

(IR;C); C

2;�

2�

(IR;C) > und < C

2;�

2�

(IR;C); C

1;�

2�

(IR;C) >. Parametri-

sierung von (4.31) und Multiplikation mit jz

0

(t)j liefert

1

2�

Z

2�

0


ot

t� �

2

~u

0

(�) d� +

Z

2�

0

K(�; t)~u(�) d� + a(t)~u(t)

= 2jz

0

(t)j

(

�

�u

i

(z(t))

�n

+ i�u

i

(z(t))

)

; t 2 IR;

mit dem Kern K aus (4.14). Deshalb sind das numeris
he Verfahren und die Feh-

leranalysis aus dem vorigen Abs
hnitt auf diese Situation

�

ubertragbar. In dem zu

l

�

osenden linearen Glei
hungssystem steht die zu (4.19) transponierte Matrix. Es

bietet si
h deshalb an, das Randwertproblem aus Satz 3.12 mit dem gemis
hten

Potentialansatz (4.12) zu l

�

osen. Dann brau
ht man nur eine Matrix zu bere
hnen

und eine LR-Zerlegung dur
hzuf

�

uhren. Wie im Beweis von Satz 1.12 zeigt man, da�

beim Ansatz (4.12) das Fernfeld von v gegeben ist dur
h

v

1

(x̂) =

e

i

�

4

p

8�k

Z

�

(

�e

�ikhx̂;di

�n(y)

� i�e

�ikhx̂;di

)

'(y) ds(y): (4.32)

Erstes Verfahren zur n

�

aherungsweisen Bere
hnung der Fr�e
hetableitung

u

0

1

(z; h) bei einfallender Welle u

i

(x) = e

ikhd;xi

und 2n St

�

utzstellen:

1. Bere
hung des Gesamtfeldes u auf � mit Green's
hem Ansatz

� Bere
hne die Matrix A = (a

kj

) 2 C

2n�2n

und den Vektor b = (b

k

) 2 C

2n

na
h den Formeln

a

kj

:= T

(n)

jk�jj

(0) +R

(n)

jk�jj

(0)K

1

(t

(n)

j

; t

(n)

k

) +

�

n

K

2

(t

(n)

j

; t

(n)

k

) + Æ

kj

a(t

(n)

k

)

und

b

k

:= �2

�

e

ikhd;zi

(ik h�n; di � i�jz

0

j)

�

(t

(n)

k

):

Dabei ist �n = jz

0

jn =

 

z

0

2

�z

0

1

!

. Zur De�nition von K

1

und K

2

siehe [K2℄.

� F

�

uhre ein LR-Zerlegung A = PLR dur
h (P Permutationsmatrix, L un-

tere Dreie
ksmatrix, R obere Dreie
ksmatrix).

� Bere
hne die L

�

osung u von PLRu = b dur
h Vertaus
hen der Elemente

von b und ans
hlie�endes Vor- und R

�

u
kw

�

artseinsetzen.



4.3 Erstes Verfahren 55

2. Bere
hung der Randbedingung RB na
h Gl.(4.24)

� Bere
hne die Vektoren u

0

und u

00

mit u

0

k

:= ~u

0

n

(t

(n)

k

) und u

00

k

:= ~u

00

n

(t

(n)

k

)

na
h den Formeln

u

0

k

:=

2n�1

X

j=0

L

(n)

j�k

0

(0)u

j

und u

00

k

:=

2n�1

X

j=0

L

(n)

j�k

00

(0)u

j

:

Dabei ist ~u

n

:=

P

2n�1

j=0

L

(n)

j

u

j

das trigonometris
he Interpolationspolynom

mit den St

�

utzwerten ~u

n

(t

(n)

k

) = u

k

und L

(n)

j

die dur
h (4.3) gegebene

Lagrange-Basis. Die in den Summen auftretenden Lagrange-Funktionen

mit negativem Index werden dur
h die Vors
hrift L

(n)

j

:= L

(n)

j+2n

erkl

�

art.

� Bere
hne den Vektor rb 2 C

2n

na
h der Vors
hrift

rb

k

= 2

0

�

u

k

k

2

h�n; hi+ u

0

k

h�n

0

; hi+ h�n; h

0

i � 2

hz

0

;z

00

i

jz

0

j

2

h�n; hi

jz

0

j

2

+ u

00

k

h�n; hi

jz

0

j

2

1

A

(t

(n)

k

):

3. L

�

osung des Randwertproblems aus Satz 3.12

� L

�

ose die Glei
hung A

t

 = rb , R

t

L

t

P

t

 = rb dur
h Vor- und R

�

u
k-

w

�

artseinsetzen und ans
hlie�endes Vertaus
hen der Elemente.

� Bere
hne u

0

1

(z; h) dur
h Approximation von (4.32) mit der Trapezregel

(u

0

1

(z; h)) (x̂) �

e

�i

�

4

n

r

�

8k

2n�1

X

j=0

 

j

�

(k hx̂; �ni+ �jz

0

j)e

�ikhx̂;zi

�

(t

(n)

j

):

Bemerkung: Die h

�

au�g ben

�

otigten QuadraturkoeÆzienten T

(n)

j

(0) und R

(n)

j

(0),

die Werte Ableitungen der Lagrange-Basis L

(n)

j

0

(0), L

(n)

j

00

(0) sowie die Knotenstellen

z

(p)

(t

(n)

j

), j = 0; : : : ; 2n � 1, p = 0; 1; 2; 3 sollten nur einmal bere
hnet und dann

gespei
hert werden.

Beispiel 4.6 I
h w

�

ahle als Streuk

�

orper das dur
h die Parametrisierung

z(t) =

1 + 0:9 
os t+ 0:1 sin 2t

1 + 0:75 
os t

 


os t

sin t

!

(4.33)

gegebene bohnenf

�

ormige Gebiet und

h(t) = sin 3t

 


os t

sin t

!

:

Au�erdem w

�

ahle i
h k = � = 1 und d = (1; 0). Dann ergeben si
h die in Tabelle 4.1

dargestellten Ergebnisse. Exponentielle Konvergenz ist deutli
h erkennbar.
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n Re u

0

1

(z; h)(d) Imu

0

1

(z; h)(d) Reu

0

1

(z; h)(�d) Imu

0

1

(z; h)(�d)

16 -0.02835488643 -0.0852397226 0.3105598925 0.0135066481

32 -0.01074823451 -0.1474862302 0.1981580186 0.1172907102

64 -0.01083958407 -0.1470318727 0.1989053837 0.1165309772

128 -0.01083958507 -0.1470318711 0.1989053835 0.1165309730

Tabelle 4.1: Beispiel zum ersten Bere
hnungsverfahren von u

0

1

(z; h)

4.4 Zweites Verfahren

Verwendet man zur L

�

osung des

�

au�eren Neumann-Problems zur Funktion g 2 C(�)

einen Einfa
hs
hi
htpotential-Ansatz

w(x) =

Z

�

�(x; y)'(y) ds(y); x 2 IR

2

n

�

D; (4.34)

mit unbekannter Di
hte ' 2 C(�), so erh

�

alt man na
h den Sprungbeziehungen f

�

ur

' die Integralglei
hung

(I �K

�

)' = �2g: (4.35)

Falls das homogene innere Diri
hlet-Problem f

�

ur D nur die triviale L

�

osung besitzt,

d.h. falls die Wellenzahl k kein "Diri
hlet-Eigenwert" des Lapla
e-Operators ist,

kann man mit Hilfe der Riesz-Theorie zeigen, da� der Operator I �K

�

bes
hr

�

ankt

invertierbar ist.

Parametrisierung von (4.35) und Multiplikation mit jz

0

(t)j liefert

 (t)�

Z

2�

0

L(t; � ; z) (�) d� = �2jz

0

(t)jg(z(t))

mit der unbekannten Di
hte  := jz

0

j(' Æ z) und

L(t; � ; z) := �

ik

2

2

hz(t)� z(�); �n(t)i

H

1

(r)

r

:

Dabei ist r := r(t; � ; z) := kjz

0

(t) � z

0

(�)j und �n :=

 

z

0

2

�z

0

1

!

. F

�

uhrt man die

parametrisierten Operatoren K

�

p

: C

2�

(IR;C) ! C

2�

(IR;C) und F

p

: C

2�

(IR;C) !

L

2

(S

1

) ein dur
h die Vors
hriften

(K

�

p

 )(t) :=

Z

2�

0

L(t; � ; z) (�) d�;

(F

p

 )(x̂) :=

e

i

�

4

p

8�k

Z

2�

0

e

�ikhx̂;z(�)i

 (�) d�;

so gilt

u

1

(z) = F

p

(z)(I �K

�

p

(z))

�1

 

2jz

0

j

�u

i

�n

Æ z

!

:
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Mit den Ergebnissen aus Abs
hnitt 3.2 erh

�

alt man na
h der Produktregel

u

0

1

(z; h) = F

0

p

(z; h)(I �K

�

p

(z))

�1

 

2jz

0

j

�u

i

�n

Æ z

!

+F

p

(z)(I �K

�

p

(z))

�1

(K

�

p

)

0

(z; h)(I �K

�

p

(z))

�1

 

2jz

0

j

�u

i

�n

Æ z

!

+F

p

(z)(I �K

�

p

(z))

�1

�

�z

 

2jz

0

j

�u

i

�n

Æ z

!

(z; h): (4.36)

Na
h Satz 2.7 gilt

�

(K

�

p

)

0

(z; h) 

�

(t) =

Z

2�

0

L

0

(t; � ; z; h) (�) d�:

Unter Benutzung der Identit

�

at (1.9) erh

�

alt man

L

0

(t; � ; z; h) = if(t; � ; z; h)

H

2

(r)

r

2

+ ig(t; � ; z; h)

H

1

(r)

r

mit

f(t; � ; z; h) :=

k

4

2

hz(t)� z(�); �n(t)i hz(t)� z(�); h(t) � h(�)i ;

g(t; � ; z; h) := �

k

2

2

�

hh(t)� h(�); �n(t)i+

D

z(t)� z(�); (h

0

2

(t);�h

0

1

(t))

t

E�

:

Entspre
hend ist

�

F

0

p

 

�

(x̂) =

e

i

�

4

p

8�k

Z

2�

0

(�ik) hx̂; h(�)i e

�ikhx̂;z(�)i

 (�) d�:

Um gute Quadraturoperatoren zur Approximation von K

�

p

und (K

�

p

)

0

(z; h) zu erhal-

ten, ist in den Kernen L und L

0

wieder die logarithmis
he Singularit

�

at abzuspalten.

Es gilt

L(t; � ; z) = L

1

(t; � ; z) ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

+ L

2

(t; � ; z)

mit

L

1

(t; � ; z) :=

k

2

2�

hz(t)� z(�); �n(t)i

J

1

(r)

r

;

L

2

(t; � ; z) := L(t; � ; z)� L

1

(t; � ; z) ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

sowie

L

0

(t; � ; z; h) = L

0

1

(t; � ; z; h) ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

+ L

0

2

(t; � ; z; h)
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mit

L

0

1

(t; � ; z; h) = �

1

�

f(t; � ; z; h)

J

2

(r)

r

2

�

1

�

g(t; � ; z; h)

J

1

(r)

r

;

L

0

2

(t; � ; z; h) = L

0

(t; � ; z; h)� L

0

1

(t; � ; z; h) ln

�

4 sin

2

t� �

2

�

:

F

�

ur analytis
hes z sind L

1

, L

2

, L

0

1

und L

0

2

ebenfalls analytis
h und besitzen die

Diagonalterme

L

1

(t; t) = 0; L

2

(t; t) =

h�n(t); z

00

(t)i

2�jz

0

(t)j

2

; L

0

1

(t; t) = 0;

L

0

2

(t; t) = �

1

�

h�n(t); z

00

(t)i hz

0

(t); h

0

(t)i

jz

0

(t)j

4

+

1

2�

h�n(t); h

00

(t)i+ h(h

0

2

(t);�h

0

1

(t))

t

; z

00

(t)i

jz

0

(t)j

2

:

Die Implementation von (4.36) erfolgt nun folgenderma�en:

Zweites Verfahren zur n

�

aherungsweisen Bere
hnung der Fr�e
hetableitung

u

0

1

(z; h) bei einfallender Welle u

i

(x) = e

ikhd;xi

und 2n St

�

utzstellen:

1. Bere
hung von  := (I �K

�

p

)

�1

�

2jz

0

j

�u

i

�n

Æ z

�

� Bere
hne die Matrix A = (a

kj

) 2 C

2n�2n

und den Vektor b = (b

k

) 2 C

2n

na
h den Formeln

a

kj

:= R

(n)

jk�jj

(0)L

1

(t

(n)

k

; t

(n)

j

) +

�

n

L

2

(t

(n)

k

; t

(n)

j

);

b

k

:= 2ik

�

hd; �ni e

ikhd;zi

�

(t

(n)

k

)

� F

�

uhre eine LR-Zerlegung A = PLR dur
h (P Permutationsmatrix, L

untere Dreie
ksmatrix, R obere Drei
ke
ksmatrix).

� L

�

ose die Glei
hung PLR = b na
h  2 C

2n

.

2. Bere
hung von � := (K

�

p

)

0

(z; h) + 2

�

�z

�

jz

0

j

�u

i

�n

Æ z

�

(z; h)

� F

�

ur k = 0; : : : ; 2n� 1:

�

k

:= 2ik

�

e

ikhd;zi

fhd; (h

0

2

;�h

0

1

)

t

i+ ik hd; �ni hd; hig

�

(t

(n)

k

)

F

�

ur j = 0; : : : ; 2n� 1:

�

k

:= �

k

+

�

R

(n)

jk�jj

L

F;1

(t

(n)

k

; t

(n)

j

) +

�

n

L

F;2

(t

(n)

k

; t

(n)

j

)

�

 

j

3. Ersetzung von � dur
h (I �K

�

p

)

�1

�

� Setze � := R

�1

L

�1

P

�1

�.

4. Bere
hnung von u

0

1

(z; h) = F

p

�+ F

0

p

(z; h) 
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� Bere
hne

(u

0

1

(z; h)) (x̂) �

e

i

�

4

n

r

�

8k

2n�1

X

j=0

�

j

e

�ik

D

x̂;z(t

(n)

k

)

E

+

e

�i

�

4

n

s

k�

8

2n�1

X

j=0

 

j

�

hx̂; hi e

�ikhx̂;zi

�

(t

(n)

j

):

Beispiel 4.7 I
h verwende die Daten aus Beispiel 4.6. Die numeris
hen Ergebnisse

sind in Tabelle 4.2 dargestellt.

n Re u

0

1

(z; h)(d) Imu

0

1

(z; h)(d) Re u

0

1

(z; h)(�d) Imu

0

1

(z; h)(�d)

16 -0.01253872019 -0.1500106419 0.1979961905 0.1240799818

32 -0.01082281836 -0.1469820889 0.1989381039 0.1164166722

64 -0.01083957940 -0.1470318777 0.1989053785 0.1165309857

128 -0.01083957978 -0.1470318791 0.1989053775 0.1165309888

Tabelle 4.2: Beispiel zum zweiten Bere
hnungsverfahren von u

0

1

(z; h)

Die geringf

�

ugigen Abwei
hungen zwis
hen den Tabellen 4.1 und 4.2 bei n = 128

sind vermutli
h darauf zur

�

u
kzuf

�

uhren, da� die benutzten Implementationen der

Bessel- und Neumann-Funktionen aus "Numeri
al Re
ipes in C" nur mit einfa
her

Genauigkeit arbeiten.

4.5 Verglei
h der beiden Verfahren

Wie aus den Tabellen 4.1 und 4.2 hervorgeht ist die Genauigkeit beider Verfahren

bei analytis
hen Randkurven verglei
hbar.

Ein Na
hteil von Methode 2 ist, da� sie bei irregul

�

aren Wellenzahlen ni
ht funk-

tioniert. Dieser Na
hteil ist allerdings eher von theoretis
her Natur, da es zu einem

Gebiet h

�

o
hstens endli
h viele irregul

�

are Wellenzahlen gibt und dieses Problem des-

halb in der Praxis fast nie auftritt. Au�erdem kann man au
h bei Methode 2 mit

einem gemis
hten Potentialansatz arbeiten und dadur
h die Eindeutigkeitsproble-

matik vermeiden. Daf

�

ur mu� allerdings die Fr�e
hetableitung des stark singul

�

aren

Operators T bere
hnet werden (vgl [M2℄).

Bei beiden Verfahren ist nur eine LR-Zerlegung dur
hzuf

�

uhren, und alle anderen

Operationen haben h

�

o
hstens einen Re
henaufwand der Gr

�

o�enordnung O(n

2

). Des-

halb ist jeweils der Re
henaufwand im Limes n ! 1 von der Gr

�

o�enordnung

O(n

3

). Sollen die Verfahren allerdings im Rahmen eines Newton-Verfahrens ein-

gesetzt werden, so ist es ni
ht sinnvoll, zuviel Re
henzeit daf

�

ur zu investieren, die

Fr�e
hetableitung m

�

ogli
hst genau zu bere
hnen. Hier hat si
h die Wahl n = 32
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als sinnvoll erwiesen. Bei dieser Wahl von n ist der Re
henaufwand f

�

ur eine LR-

Zerlegung etwa so gro� wie der zum Aufstellen einer Matrix (K

�

p

)

0

(z; h) bei der

zweiten Methode. Da beim Newton-Verfahren die Fr�e
het-Ableitung f

�

ur vers
hie-

dene h's bere
hnet werden mu�, arbeitet Methode 1 wesentli
h s
hneller. Auf ei-

nem Pentium 100 Re
hner dauerte ein Newton-S
hritt bei 9 Basisfunktionen h

j

und

n = 32 mit dem ersten Verfahren 0.7 Sekunden, und mit dem zweiten Verfahren

2.1 Sekunden. Die Ergebnisse sind fast identis
h (siehe Tab. 5.1). Deshalb habe i
h

bei den Beispielen in Abs
hnitt 5.3.

�

uberall (au�er bei Tab. 5.1) das erste Verfahren

verwendet.



Kapitel 5

Das Newton-Verfahren

In diesem Kapitel wird das inverse Neumann-Problem, oder genauer eigentli
h

das inverse Streuproblem am s
hallharten Hindernis bespro
hen. I
h spezi�ziere

zun

�

a
hst, was damit gemeint ist:

De�nition 5.1 (Inverses Neumann-Problem) Gegeben sei eine ebene einfal-

lende Welle u

i

(x) := e

ikhx;di

mit Wellenzahl k > 0 und Ri
htung d 2 S

1

sowie

ein (gemessenes) Fernfeld u

mess

1

2 L

2

(S

1

). Gesu
ht ist ein bes
hr

�

anktes, einfa
h zu-

sammenh

�

angendes Gebiet D � IR

2

mit C

2;�

-glattem Rand �, so da� das Fernfeld

u

1

bei Streuung von u

i

an D glei
h u

mess

1

ist.

Es konnte bisher weder bewiesen no
h wiederlegt werden, ob eine L

�

osung dieses

Problems, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt ist. Immerhin konnte gezeigt wer-

den, da� zwei Streuk

�

orper identis
h sein m

�

ussen, wenn die gestreuten Felder f

�

ur alle

Einfallsri
htungen d und feste Wellenzahl k

�

ubereinstimmen (s. z.B. [CK1℄, Satz

5.6.). Da Fernfelder analytis
h sind, ist das Problem 5.1 si
herli
h ni
ht f

�

ur jedes

u 2 L

2

(S

1

) l

�

osbar. Hingegen konnte gezeigt werden (s. [Gr℄), da� f

�

ur einen festen

Streuk

�

orper die Menge der Fernfelder f

�

ur alle Einfallsri
htungen d 2 S

1

vollst

�

andig

in L

2

(S

1

) liegt, falls es keine ni
ht-trivialen Neumann-Eigenfunktionen von D gibt,

die glei
hzeitig Herglotz-Wellenfunktionen sind, d.h. falls es keine ni
ht-trivialen

Funktionen der Form v(x) =

R

S

1

e

ikhx;di

g(d) ds(d) mit g 2 L

2

(S

1

) gibt, die die

Randbedingung

�v

�n

= 0 auf � erf

�

ullen. Dur
h Drehung eines Streuk

�

orpers, der kei-

ne sol
hen Neumann-Eigenfunktionen besitzt, folgt daraus unmittelbar, da� au
h

die Menge der Fernfelder aller zul

�

assigen Streuk

�

orper bei fester einfallender Welle

vollst

�

andig in L

2

(S

1

) ist.

Das inverse Streuproblem 5.1 ist s
hwierig zu behandeln, da es, wie si
h heraus-

stellt, ni
ht-linear und s
hle
ht gestellt ist. Es ist ni
ht-linear, da etwa mit den in

Abs
hnitt 3.1 eingef

�

uhrten Bezei
hnungen u

1

(z)+u

1

(�z) = 2u

1

(z) 6= 0, w

�

ahrend

z+(�z) = 0 f

�

ur z = (
os t; sin t). Da� das Problem 5.1 s
hle
ht gestellt ist, ist plau-

sibel, da der Operator u

1

stark gl

�

attend wirkt, n

�

amli
h C

2;�

-Funktionen auf ana-

lytis
he abbildet. Genauer kann man zeigen, da� der Operator u

1

: RP ! L

2

(S

1

)

vollstetig ist (s. etwa [CK2℄, Satz 5.7 f

�

ur das Diri
hlet-Problem). Daraus folgt, da�
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der Umkehroperator, sofern er existiert, ni
ht stetig sein kann, denn die Hinter-

einanders
haltung eines kompakten und eines stetigen Operators ist kompakt, die

Identit

�

at auf einem unendli
h-dimensionalen Bana
hraum hingegen ni
ht.

5.1 Newton-Verfahren und Regularisierung

Mit den in Abs
hnitt 3.1 eingef

�

uhrten Bezei
hnung, besteht das Problem 5.1 darin,

die ni
htlineare Operatorglei
hung

u

1

(z) = u

mess

1

; (5.1)

na
h z 2 RP zu l

�

osen. I
h ersetze diese Glei
hung dur
h die linearisierte Glei
hung

u

1

(z) + u

0

1

(z; h) = u

mess

1

; (5.2)

die na
h h 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) zu l

�

osen ist. Beginnend von einer Startn

�

aherung z

0

, wird

in einem iterativen Proze� jeweils die N

�

aherung z

n

(n 2 IN

0

) na
h L

�

osen der linea-

risierten Glei
hung (5.2) dur
h die N

�

aherung z

n+1

:= z

n

+ h

n

ersetzt, bis ein no
h

zu de�nierendes Abbru
hskriterium erf

�

ullt ist.

Zur Beantwortung der Frage, inwieweit eine L

�

osung von (5.2) eindeutig bestimmt

ist, m

�

u�te der Nullraum der Abbildung u

0

1

(z; �) bekannt sein. F

�

ur das Diri
hlet-

Problem kann man mit Hilfe des Holmgren's
hen Eindeutigkeitssatzes in wenigen

Zeilen zeigen, da� N(u

0

1

(z; �)) = fh : hh; ni = 0g (s. z.B. [K3℄). Man kann die-

se Glei
hung als Ausdru
k der Tatsa
he verstehen, da� Umparametrisierungen die

Kurve � ni
ht

�

andern. Vermutli
h gilt f

�

ur das Neumann-Problem dasselbe Resultat,

dies konnte jedo
h bisher ni
ht bewiesen werden.

Vermutung: N(u

0

1

(z; �)) = fh 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) : hh; n(�; z)i = 0g

Ledigli
h die Inklusion fh 2 C

2;�

2�

(IR; IR

2

) : hh; n(�; z)i = 0g � N(u

0

1

(z; �)) l

�

a�t si
h,

z.B. mit Hilfe von Lemma 4.5, einfa
h zeigen.

I
h gehe zun

�

a
hst davon aus, da� der Streuk

�

orper D sternf

�

ormig bez

�

ugli
h des Ur-

sprungs ist. Dann l

�

a�t si
h � eindeutig dur
h ein z 2 RP von der Form

z(t) = r(t)K(t)

mit einer positiven Funktion r 2 C

2;�

2�

(IR; IR) und K(t) :=

 


os t

sin t

!

bes
hreiben.

Entspre
hend w

�

ahle i
h au
h h von der Form

h(t) = q(t)K(t)

mit q 2 C

2;�

2�

(IR; IR). Man

�

uberzeugt si
h lei
ht davon, da� (5.2) h

�

o
hstens eine

L

�

osung von dieser Form besitzen kann, falls die oben formulierte Vermutung ri
htig

ist.
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In der Praxis wird man u

mess

1

immer nur an endli
h vielen Me�punkten x̂

1

; : : : ; x̂

M

kennen. Um zu einem diskreten Glei
hungssystem zu kommen, su
he i
h au�erdem

h aus einem endli
hen Approximationsraum, etwa

h =

N

X

j=1




j

h

j

mit KoeÆzienten 


j

2 IR und Basisfunktionen h

j

, die wiederum von der Form

h

j

(t) = q

j

(t)K(t) mit q

j

2 C

2;�

2�

(IR; IR) sind. Dies f

�

uhrt auf das endli
h-dimensionale

Glei
hungssystem

N

X

j=1




j

�

u

0

1

(z; h

j

)

�

(x̂

k

) = u

mess

1

(x̂

k

)�

�

u

1

(z)

�

(x̂

k

); k = 1; : : : ;M; (5.3)

das na
h den reellen KoeÆzienten 


j

zu l

�

osen ist. Na
h Aufspaltung in Real- und

Imagin

�

arteil erh

�

alt man 2M Glei
hungen f

�

ur N Unbekannte. Im allgemeinen ist

2M > N , und (5.3) mu� als lineares Ausglei
hsproblem gel

�

ost werden.

Zum Aufstellen der Matrix in (5.3) ist u

0

1

(z; h

j

) f

�

ur N vers
hiedene Basisfunktionen

h

j

zu bere
hnen. Dazu kann eines der beiden in Kapitel 4 dargestellten Verfahren

benutzt werden. Zur Bere
hnung der re
hten Seite ist das direkte Streuproblem zum

Rand � = z(IR) zu l

�

osen. Im Prinzip kann dazu ein beliebiges Verfahren verwendet

werden. Bei Verwendung des ersten Verfahrens zur Bere
hnung der Fr�e
hetableitung

bietet es si
h jedo
h an, u

1

(z) aus uj

�

na
h der Formel

u

1

(x̂) =

e

i

�

4

p

8�k

Z

�

�e

�ikhx̂;yi

�n(y)

u(y) ds(y);

zu bere
hnen, die analog zum Beweis von Satz 1.12 aus der Darstellungsformel (4.27)

f

�

ur u

s

folgt. Bei Verwendung des zweiten Verfahren mu� man die Formel

u

1

(x̂) =

e

i

�

4

p

8�k

Z

�

e

�ikhx̂;yi

'(y) ds(y);

benutzen, die si
h aus dem Einfa
hs
hi
htpotential-Ansatz (4.34) ergibt.

Da si
h die s
hle
hte Gestelltheit von (5.1) auf (5.2)

�

ubertr

�

agt (s. z.B. [CK2℄, Satz

4.19), mu� ein Regularisierungsverfahren verwendet werden. (Bei exakten Daten

gen

�

ugt es h

�

au�g s
hon, als Regularisierung die Dimension des Approximationsraums

klein zu halten.)

Ein einfa
h zu implementierendes und h

�

au�g benutztes Regularisierungsverfahren ist

die Tikhonov-Regularisierung (s. z.B. [K4℄, [M2℄). Ist A die Matrix in Gls.(5.3) und

b die re
hte Seite, dann besteht dieses Verfahren, angewendet auf die diskretisierte

Glei
hung (5.3), darin, den Ausdru
k

kA
� bk

2

2

+ �k
k

2

2
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mit einem Regularisierungsparameter � > 0 zu minimieren. Dabei ist A 2 C

2M�N

gegeben dur
h A

kj

:=

�

u

0

1

(z; h

j

)

�

(x̂

k

) und b 2 C

2M

dur
h b

k

:= u

mess

1

(x̂

k

) �

�

u

1

(z)

�

(x̂

k

). Man kann zeigen (s. z.B. [K1℄, Kapitel 16), da� dies

�

aquivalent ist

zum L

�

osen des linearen Glei
hungssystems

(A

t

A+ �I)
 = A

t

b: (5.4)

Als alternatives Regularisierungsverfahren habe i
h versu
ht, in jedem Newton-

S
hritt den Ausdru
k

ku

0

1

(z; h)�u

mess

1

+u

1

(z)k

2

L

2

(S

1

)

+�

�

k(z + h)

0

k

2

L

2

([0;2�℄)

+ k(z + h)

00

k

2

L

2

([0;2�℄)

�

(5.5)

zu minimieren. Es wird ein mit einem Regularisierungsparameter � > 0 ge-

wi
hteter zus

�

atzli
her Term eingef

�

uhrt, der starke Oszillationen der neuen N

�

ahe-

rungskurve "bestraft". Unter Benutzung von hK(t); K

0

(t)i = 0, K

00

(t) = �K(t),

jK(t)j = jK

0

(t)j = 1 ergibt si
h

�

�

�z

0

(t) + h

0

(t)

�

�

�

2

= j(r(t) + q(t))K

0

(t) + (r

0

(t) + q

0

(t))K(t)j

2

=

0

�

r(t) +

N

X

j=1




j

q

j

(t)

1

A

2

+

0

�

r

0

(t) +

N

X

j=1




j

q

0

j

(t)

1

A

2

und

�

�

�z

00

(t) + h

00

(t)

�

�

�

2

=

�

�

�(r(t) + q(t))K

00

(t) + 2(r

0

(t) + q

0

(t))K

0

(t) + (r

00

(t) + q

00

(t))K(t)

�

�

�

2

=

0

�

r(t)� r

00

(t) +

N

X

j=1




j

(q

j

(t)� q

00

j

(t))

1

A

2

+ 4

0

�

r

0

(t) +

N

X

j=1




j

q

0

j

(t)

1

A

2

:

Approximiert man die drei in (5.5) auftretenden Integralnormen dur
h die Trapez-

regel mit M St

�

utzstellen, so erh

�

alt man, sofern die Me�punkte x̂

k

�

aquidistant sind,

na
h Multiplikation mit

M

2�

den diskreten Ausdru
k

kA
� bk

2

2

+ �

M�1

X

k=0

0

�

r(t

(n)

k

) +

N

X

j=1




j

q

j

(t

(n)

k

)

1

A

2

+ 5�

M�1

X

k=0

0

�

r

0

(t

(n)

k

) +

N

X

j=1




j

q

0

j

(t

(n)

k

)

1

A

2

+ �

M�1

X

k=0

0

�

r(t

(n)

k

)� r

00

(t

(n)

k

) +

N

X

j=1




j

(q

j

(t

(n)

k

)� q

00

j

(t

(n)

k

))

1

A

2

:

Die Minimierung dieses Ausdru
ks f

�

ur 
 2 IR

N

, ist o�enbar

�

aquivalent zur L

�

osung

des linearen Ausglei
hsproblems

0

B

B

B

�

A

A

(1)

A

(2)

A

(3)

1

C

C

C

A


 =

0

B

B

B

�

b

b

(1)

b

(2)

b

(3)

1

C

C

C

A
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mit den Matrizen A

(1)

; A

(2)

; A

(3)

2 IR

M�N

und den Vektoren b

(1)

; b

(2)

; b

(3)

2 IR

M

,

deren Elemente gegeben sind dur
h

A

(1)

kj

:=

p

�q

j

(t

(n)

k

); A

(2)

kj

:=

p

5�q

0

j

(t

(n)

k

); A

(3)

kj

:=

p

�(q

00

j

(t

(n)

k

)� q

j

(t

(n)

k

));

b

(1)

k

:= �

p

�r(t

(n)

k

); b

(2)

k

:= �

p

5�r

0

(t

(n)

k

); b

(3)

k

:= �

p

�(r

00

(t

(n)

k

)� r(t

(n)

k

))

(k = 0; : : : ;M � 1 ; j = 1; : : : ; N). Die Matrizen A

(1)

; A

(2)

und A

(3)

m

�

ussen dabei

nur einmal bere
hnet zu werden.

5.2 Eins
hub: Interpolation mit 2�-periodis
hen

radialen Basisfunktionen

In diesem Abs
hnitt bezei
hne � immer eine gerade, 2�-periodis
he stetige Funktion

von IR na
h IR. I
h betra
hte das folgende Interpolationsproblem:

Zu gegebener St

�

utzstellenmenge X = fx

1

; : : : ; x

N

g � [0; 2�) und gege-

benen St

�

utzwerten g

(N)

1

; : : : ; g

(N)

N

�nde eine Funktion v 2 F

X;�

mit

F

X;�

:= f

N

X

j=1




j

�(� � x

j

) : 


1

; : : : ; 


N

2 IRg;

so da� v(x

k

) = g

k

f

�

ur k = 1; : : : ; N .

Bea
hte, da� im Gegensatz etwa zur trigonometris
hen oder zur Polynominterpola-

tion der Interpolationsraum ni
ht nur von der Anzahl, sondern au
h von der Lage

der St

�

utzstellen abh

�

angt.

Das bes
hriebene Interpolationsproblem ist o�enbar genau dann eindeutig l

�

osbar,

wenn das lineare Glei
hungssystem

0

B

B

B

B

�

�(0) �(x

1

� x

2

) � � � �(x

1

� x

N

)

�(x

2

� x

1

) �(0) : : : �(x

2

� x

N

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�(x

N

� x

1

) �(x

N

� x

2

) � � � �(0)

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

�




1




2

.

.

.




N

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

�

g

1

g

2

.

.

.

g

N

1

C

C

C

C

A

(5.6)

eine eindeutige L

�

osung besitzt. Da � gerade ist, ist die Matrix in (5.6) symmetris
h.

Das Glei
hungssystem (5.6) ist si
herli
h dann eindeutig l

�

osbar, wenn die Matrix

positiv de�nit ist. Funktionen � f

�

ur die dies bei jeder St

�

utzstellenmenge X der Fall

ist, nennt man positiv de�nit.

De�nition 5.2 Die Funktion � hei�t positiv de�nit, wenn f

�

ur jede St

�

utzstellenmen-

ge fx

1

; : : : ; x

N

g und jeden Vektor 
 = (


1

; : : : ; 


N

) mit 
 6= 0 gilt

N

X

j;k=1




j




k

�(x

j

� x

k

) > 0: (5.7)
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F

�

ur eine reellwertige Funktion f 2 L

2

([0; 2�℄) sind die FourierkoeÆzienten von f

de�niert dur
h die Interale

a

0

:=

1

2�

Z

2�

0

f(x) dx;

a

n

:=

1

�

Z

2�

0

f(x) 
osnx dx; n = 1; 2; : : :

b

n

:=

1

�

Z

2�

0

f(x) sinnx dx n = 1; 2; : : : :

Die Fourierreihe von f ist gegeben dur
h

1

X

n=0

a

n


osnx +

1

X

n=1

b

n

sinnx

und konvergiert in der L

2

-Norm gegen f .

Satz 5.3 Erf

�

ullen die FourierkoeÆzienten a

n

von � die Bedingungen

1. a

n

� 0 f

�

ur alle n 2 IN

0

und a

n

> 0 f

�

ur alle n bis auf endli
h viele

2.

P

1

n=0

a

n

<1,

so ist � positiv de�nit, und es gilt

�(x) =

1

X

n=0

a

n


osnx (5.8)

f

�

ur alle x 2 IR im Sinne von glei
hm

�

a�iger Konvergenz.

Beweis: Da � gerade ist, vers
hwinden die FourierkoeÆzienten b

n

von �. Deshalb

steht auf der re
hten Seite von (5.8) die Fourierreihe von �. Wegen Voraussetzung 2

konvergiert diese Reihe glei
hm

�

a�ig gegen eine stetige Funktion, und aufgrund der

L

2

-Konvergenz der Fourierreihe stimmt die Grenzfunktion mit �

�

uberein. Setzt man

nun (5.8) in De�nition (5.7) ein, so ergibt si
h

N

X

j;k=1




j




k

�(x

j

� x

k

) =

N

X

j;k=1




j




k

1

X

n=0

a

n


osn(x

j

� x

k

) (5.9)

=

1

X

n=0

a

n

N

X

j;k=1




j




k

(
os nx

j


os nx

k

+ sinnx

j

sinnx

k

)

=

1

X

n=0

a

n

8

<

:

 

N

X

k=1




k


osnx

k

!

2

+

 

N

X

k=1




k

sinnx

k

!

2

9

=

;

� 0:

Es mu� nur no
h gezeigt werden, da� in Ugl.(5.9) das Glei
hheitszei
hen nur f

�

ur


 = 0 stehen kann. I
h nehme also an, es herrs
he Glei
hheit in (5.9). Da h

�

o
hstens
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endli
h viele a

n

vers
hwinden, gibt es ein n

0

2 IN, so da� a

n

> 0 f

�

ur alle n � n

0

.

Dann gilt f

�

ur n � n

0

0 =

 

N

X

k=1




k


os nx

k

!

2

+

 

N

X

k=1




k

sinnx

k

!

2

=

�

�

�

�

�

N

X

k=1




k


osnx

k

+ i

N

X

k=1




k

sinnx

k

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

N

X

k=1




k

e

inx

k

�

�

�

�

�

2

;

also

N

X

k=1




k

e

i(n

0

+j)x

k

= 0 f

�

ur j = 0; 1; 2; : : : :

Sei p(x) =

P

N�1

j=0

p

j

e

ijx

das eindeutig bestimmte trigonometris
he Polynom vom

Grad kleiner oder glei
h N � 1 mit

p(x

k

) = 


k

e

�in

0

x

k

:

Dann gilt

N

X

k=1

j


k

e

in

0

x

k

j

2

=

N

X

k=1




k

e

in

0

x

k

p(x

k

) =

N

X

k=1




k

e

in

0

x

k

0

�

N�1

X

j=0

p

j

e

ijx

k

1

A

=

N�1

X

j=0

p

j

N

X

k=1




k

e

i(n

0

+j)x

k

= 0

und deshalb 


1

= : : : = 


N

= 0.

Bemerkung: Es ist bisher ni
ht gelungen, mit Hilfe der FourierkoeÆzienten ein

notwendiges und hinrei
hendes Kriterium f

�

ur die positive De�nitheit einer Funktion

anzugeben. Man kann zeigen, da� eine Funktion ni
ht mehr positiv de�nit sein mu�,

wenn in Satz 5.3 unendli
h viele FourierkoeÆzienten vers
hwinden. F

�

ur die positi-

ve Semide�nitheit einer Funktion gibt es jedo
h dur
h den Satz von S
hoenberg

ein notwendiges und hinrei
hendes Kriterium. Eine gerade, 2�-periodis
he stetige

Funktion ist n

�

amli
h genau dann positiv semide�nit, wenn alle FourierkoeÆzien-

ten ni
ht-negativ und absolut summierbar sind. (Dabei hei�t eine Funktion positiv

semide�nit, wenn in (5.7) � statt > steht. Vgl. [Me℄)

I
h gebe nun einige Verfahren zur Konstruktion von positiv de�niten Funktionen

an. Zun

�

a
hst erh

�

alt man aus Satz 5.3 das

Korollar 5.4 Sei f(z) =

P

1

n=0

a

n

z

n

eine analytis
he Funktion, deren Konvergenz-

radius e
ht gr

�

o�er als 1 ist und deren TaylorkoeÆzienten a

n

s

�

amtli
h ni
htnegativ

und bis auf endli
h viele e
ht positiv sind. Dann ist die Funktion

�(x) :=

1

2

�

f(e

ix

) + f(e

�ix

)

�
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�

1
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osx
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osx

1�2r 
osx+r
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r=0.8

Abbildung 5.1: Analytis
he radiale Basisfunktionen

positiv de�nit.

Beweis: Es gilt

�(x) =

1

2

 

1

X

n=0

a

n

(e

ix

)

n

+

1

X

n=0

a

n

(e

�ix

)

n

!

=

1

X

n=0

a

n

2

�

e

inx

+ e

�inx

�

=

1

X

n=0

a

n


os nx:

Da au�erdem

P

1

n=0

a

n

= f(1) <1, erf

�

ullt � die Voraussetzungen von Satz 5.3 und

ist deshalb positiv de�nit.

Beispiel 5.5 W

�

ahlt man f(z) = e

pz

=

P

1

n=0

p

n

n!

z

n

, p > 0, so ergibt si
h

�

1

(x) =

1

2

�

e

p(
os x+i sin x)

+ e

p(
os x�i sinx)

�

=

1

2

�

e

ip sinx

+ e

�ip sinx

�

e

p 
osx

= 
os(p sinx)e

p 
os x

:

Beispiel 5.6 W

�

ahlt man f(z) =

1

1�rz

=

P

1

n=0

r

n

z

n

mit 0 < r < 1, so erh

�

alt man

�

2

(x) =

1

2

�

1

1� re

ix

+

1

1� re

�ix

�

=

1

2

�

2� r(e

ix

+ e

�ix

)

1� r(e

ix

+ e

�ix

) + r

2

=

1� r 
os x

1� 2r 
os x+ r

2

:

De�nition 5.7 F

�

ur stetige, 2�-periodis
he Funktionen f und g ist die Faltung f�g :

IR! IR de�niert dur
h die Vors
hrift

(f � g)(x) :=

Z

2�

0

f(y)g(x� y) dy:
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Man

�

uberzeugt si
h lei
ht, da� f �g wieder stetig und 2�-periodis
h ist. Das folgende

Lemma veri�ziert man dur
h einfa
hes Na
hre
hnen.

Lemma 5.8 Seien f

1

und f

2

stetige, 2�-periodis
he Funktionen mit FourierkoeÆzi-

enten a

(j)

n

und b

(j)

n

, j = 1; 2. Dann sind die FourierkoeÆzienten a

n

und b

n

von f

1

�f

2

gegeben dur
h

a

0

= 4�a

(1)

0

a

0

(2);

a

0

= 4�a

(1)

0

a

0

(2);

a

n

= �

�

a

(1)

n

a

(2)

n

� b

(1)

n

b

(2)

n

�

; n = 1; 2; : : : ;

b

n

= �

�

a

(1)

n

b

(2)

n

+ a

(2)

n

b

(1

n

)

�

; n = 1; 2; : : :

Lemma 5.9 Ist f gerade, stetig und 2�-periodis
h und sind h

�

o
hstens endli
h viele

FourierkoeÆzienten von f glei
h Null, so ist f � f positiv de�nit.

Beweis: Da f gerade, stetig und 2�-periodis
h ist, besitzt au
h f � f diese Ei-

gens
haften. Da h

�

o
hstens endli
h viele FourierkoeÆzienten von f vers
hwinden,

folgt aus Lemma 5.8, da� Voraussetzung 1 von Satz 5.3 erf

�

ullt ist. Voraussetzung

2 ist ebenfalls gegeben, denn sind ~a

n

die FourierkoeÆzienten von f � f und a

n

die

FourierkoeÆzienten von f , so gilt na
h der Bessels
hen Unglei
hung

1

X

n=1

~a

n

= �

1

X

n=1

a

2

n

�

Z

2�

0

f(x)

2

dx <1:

Also ist f � f positiv de�nit.

Beispiel 5.10 F

�

ur a 2 (0; �) sei f

a

die 2�-periodis
he Fortsetzung der 
harakte-

ristis
hen Funktion auf [�a; a℄, d.h. f

a

(x) = 1, falls jxj � a und f

a

(x) = 0, falls

a < jxj � �. I
h de�niere rekursiv die Faltungen f

(n)

a

:= f

(n�1)

a

� f

a

f

�

ur n > 1

und setze f

(1)

a

:= f

a

. Falls an < �, zeigt man dur
h vollst

�

andige Induktion, da�

f

(n)

a

2 C

n�2

2�

(IR; IR) f

�

ur n � 2 und f

(n)

a

(x) = 0 f

�

ur an < jxj � �. Es ergibt si
h

1

a

f

(2)

a

(ax) =

(

2� x; 0 � x � 2

0; 2 � x � �

1

a

3

f

(4)

a

(ax) =

8

>

<

>

:

16

3

� 2x

2

+

1

2

x

3

; 0 � x � 2

32

3

� 8x

2

+ 2x

2

�

1

6

x

3

; 2 � x � 4

0; 4 � x � �

1

a

5

f

(6)

a

(ax) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

88

5

� 4x

2

+

1

2

x

4

�

1

12

x

5

; 0 � x � 2

68

5

+ 10x� 14x

3

+ 5x

3

�

3

4

x

4

+

1

24

x

5

; 2 � x � 4

324

5

� 54x

1

+ 18x

2

� 3x

3

+

1

4

x

4

�

1

120

x

5

; 4 � x � 6

0; 6 � x � �



70 Das Newton-Verfahren

1

a

7

f

(8)

a

(ax) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

19328

315

�
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3

x

2

+

8

9

x

4

�

1

18

x

6

+

1

144

x

7

; 0 � x � 2

6592

105

�

224

45

x�

16

5

x

2

�

56

9

x

3

+ 4x

4

�

14

15

x

5

+

1

10

x

6

�

1

240

x

7

;

2 � x � 4

�

8896

315

+

6944

45

x

1

�

368

3

x

2

+

392

9

x

3

�

76

9

x

4

+

14

15

x

5

�

1

18

x

6

+

1

720

x

7

;

4 � x � 6

131072

315

x�

16384

45

x+

2048

15

x

2

�

256

9

x

3

+

32

9

x

4

�

4

15

x

5

+

1

90

x

6

�

1

5040

x

7

;

6 � x � 8

0; 8 � x � �

0
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(4)

f
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f
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Abbildung 5.2: Faltungen der 
harakteristis
hen Funktion auf [�a; a℄

Bemerkung: O�ensi
htli
h sind Linearkombinationen von positiv de�niten Funk-

tionen wiederum positiv de�nit. Man kann zeigen, da� au
h Produkte positiv de�ni-

ter Funktionen wieder positiv de�nit sind. Daraus ergeben si
h weitere M

�

ogli
hkeiten

zur Konstruktion positiv de�niter Funktionen.

5.3 Numeris
he Ergebnisse und Experimente

Um bei der Erzeugung der k

�

unstli
hen Daten kein inverses Vergehen zu ver

�

uben,

habe i
h bei der Bere
hnung der Me�daten na
h dem in Abs
hnitt 4.2 dargestellten

Verfahren stets den Kopplungsparameter � = 0 bei 2n = 128 St

�

utzstellen verwendet,

w

�

ahrend f

�

ur das Newton-Verfahren � = k und 2n = 64 gesetzt wurde. Au�erdem

habe i
h die wahren Kurven immer so gew

�

ahlt, da� sie ni
ht in dem Approximati-

onsraum lagen. Bei allen Versu
hen wurden M = 64 Me�punkte verwendet.

Als Ma� f

�

ur die Qualit

�

at einer Rekonstruktion kann zum einen der relative Fehler F

zwis
hen dem gemessenen Fernfeld und dem Fernfeld der approximierenden Kurve

F :=

ku

mess

1

� u

1

(z

app

)k

L

2

ku

mess

1

k

L

2
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betra
htet werden, und zum anderen bei sternf

�

ormigen Gebieten der relative Fehler

E der Radialfunkionen

E :=

kr

wahr

� r

app

k

L

2

kr

wahr

k

L

2

:

Dabei ist nat

�

urli
h E normalerweise ni
ht bekannt. Das Newton-Verfahren wurde

abgebro
hen, wenn zum ersten Mal der relative Fehler der aktuellen N

�

aherungskurve

z

n

= r

n

K gegen

�

uber der vorherigen Kurve z

n�1

= r

n�1

K kleiner als ein Toleranzwert

Æ war, d.h. wenn

kr

n

� r

n�1

k

L

2

kr

n

k

L

2

< Æ:

Als geeigneter Wert hat si
h z.B. Æ = 0:005 herausgestellt. Alternativ wurde bei ver-

raus
hten Daten oder bei Gebieten, die ni
ht sternf

�

ormig bzgl. des Ursprungs sind,

das Verfahren abgebro
hen, wenn zum ersten Mal F < � mit einem Toleranzwert �

war.

5.3.1 Verglei
h der beiden Verfahren

Tab. 5.1 zeigt die Fehler E und F bei Verwendung des ersten und des zweiten Verfah-

rens zur Bere
hnung der Fr�e
het-Ableitung f

�

ur das s
hon in Beispiel 4.6 verwendete

bohnenf

�

ormige Gebiet. Es wurde d = (1; 0) gew

�

ahlt und mit den N = 9 trignono-

metris
hen Monomen vom Grad kleiner oder glei
h 4 als Basisfunktionen q

1

; : : : q

9

approximiert. Abbru
hsparameter war Æ = 0:005. Wie man sieht, liefern beide Ver-

fahren fast identis
he Ergebnisse. Da, wie s
hon in Abs
hnitt 4.5 erw

�

ahnt, das erste

Verfahren etwa dreimal s
hneller l

�

auft, wurde im folgenden immer dieses verwendet.

1. Verfahren 2.Verfahren

k S
hritt E F E F

0 0.288024284 0.975045034 0.288024284 0.975045031

1 0.225776584 0.462744078 0.225776585 0.462744081

2 0.078489407 0.156729059 0.078489406 0.156729058

2 3 0.022867999 0.024037880 0.022868001 0.024038291

4 0.024558293 0.008808933 0.024558304 0.008808867

5 0.024483739 0.008794187 0.024483743 0.008794163

0 0.288024284 0.237973129 0.288024284 0.237973125

1 0.225705323 0.059996484 0.225705295 0.060006370

2 0.254319795 0.074792218 0.254274658 0.074703082

0.5 3 0.114124826 0.017093255 0.114081216 0.017131338

4 0.027400606 0.009840074 0.027327454 0.009792835

5 0.019853789 0.002533261 0.019865191 0.002525655

6 0.029628295 0.000422293 0.029623038 0.000419308

Tabelle 5.1: Verglei
h der beiden Implementationen des Newton-Verfahrens
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5.3.2 Rekonstruktionen mit trigonometris
hen Polynomen

Wie bei einem Newton-Verfahren zu erwarten, erh

�

alt man Konvergenz nur bei hin-

rei
hend guten Startn

�

aherungen. Es stellt si
h heraus, da� die Startn

�

aherung um so

besser sein mu�, je gr

�

o�er die Dimension des Approximationsraums ist. Deshalb ist

es sinnvoll, den Approximationsraum zun

�

a
hst klein zu w

�

ahlen und si
h, ausgehend

etwa vom Einheitskreis, eine erste N

�

aherung zu vers
ha�en, und dann die Dimen-

sion des Approximationsraums s
hrittweise zu erh

�

ohen, wobei jeweils das Ergebnis

des letzten S
hritts als Startn

�

aherung f

�

ur den n

�

a
hsten verwendet wird. Desglei
hen

kann der Regularisierungsparameter um so kleiner gew

�

ahlt werden, je besser die

Startn

�

aherung ist.

Bei den in Abb. 5.3 dargestellten Rekonstrukionen ist wie au
h bei allen folgenden

Abbildungen jeweils die wahre Kurve fett und die N

�

aherungskurve d

�

unn dargestellt.

Beginnend vom Einheitskreis habe i
h zun

�

a
hst N = 7 gew

�

ahlt. Als Basisfunktio-

nen q

1

; : : : ; q

7

wurden die reellen trigonometris
hen Monome vom Grad kleiner oder

glei
h 3 verwendet. Au�erdem wurde das alternative Regularisierungsverfahren (5.5)

mit Parameter � = 0:0001 benutzt. War das Abbru
hskriterium Æ = 0:005 na
h we-

niger als 20 S
hritten erf

�

ullt, wurde die Dimension N des Approximationsraums um

4 erh

�

oht und der Regularisierungsparameter � dur
h 100 dividiert. Dabei waren

bei festen N jeweils zwis
hen 2 und 5 Newton-S
hritte erforderli
h, bis si
h zum

ersten Mal die N

�

aherungen in zwei aufeinanderfolgenden S
hritten um weniger als

Æ = 0:005 unters
hieden.

Als Streuk

�

orper wurden folgende Gebiete verwendet: Links oben ist das s
hon in

den Beispielen 4.6 und 4.7 benutzte bohnenf

�

ormige Gebiet dargestellt. Das re
hts

oben abgebildete nu�f

�

ormige Gebiet wird bes
hrieben dur
h die Radialfunktion

r

Nu�

(t) =

q


os

2

t+ 0:26 sin

2

(t + 0:5):

Die links unten dargestellte dra
henf

�

ormige Kurve ist gegeben dur
h

z

Dra
hen

(t) =

 


os(t) + 0:65 
os(2t)� 0:65

1:5 sin t

!

:

Um den Fehler E bere
hnen zu k

�

onnen, habe i
h die Werte der zugeh

�

origen Radial-

funktion r mit einem Newton-Verfahren ermittelt. S
hlie�li
h wird das re
hts unten

abgebildete sternartige Gebiet bes
hrieben dur
h die Radialfunktion

r

Stern

(t) = 0:6 + 0:2e

1:7 
os(t�2)+0:4 sin t

:

Man erkennt, da� die beiden oberen Gebiete sehr gut approximiert werden (der Un-

ters
hied zwis
hen wahrer Kurve und N

�

aherungskurve ist gar ni
ht mehr erkennbar),

w

�

ahrend die Rekonstruktionen der beiden unteren Gebiete no
h ni
ht ganz befriedi-

gend sind. O�enbar sind trigonometris
he Polynome s
hle
ht geeignet, die "Za
ken"

in den beiden unteren Kurven na
hzubilden. (Die na
h innen geri
htete Za
ke in

der Bohne kann gut rekonstruiert werden, da sie nahe beim Ursprung liegt und
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die Ableitungen der Radialfunktion r deshalb ni
ht sehr gro� sind. Vers
hiebt man

die Bohne um 0.5 na
h links, so ist die Qualit

�

at der Rekonstruktion auf der ni
ht

beleu
hteten R

�

u
kseite etwa verglei
hbar mit der Rekonstruktion auf der R

�

u
kseite

des Dra
hens, und die Za
ke ist in der Rekonstruktion nur no
h s
hwa
h erkennbar.)

Dies gibt Anla� zur Verwendung von radialen Basisfunktionen.

-1.5
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k=1
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Dra
hen: N=11; E=0.093; F=0.0168
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Stern: N=7; E=0.21; F=0.097

k=1

-

Abbildung 5.3: Rekonstruktionen mit trigonometris
hen Polynomen

5.3.3 Verwendung radialer Basisfunktionen

Numeris
he Experimente zeigen, da� besonders bei Verwendung der radialen Basis-

funktionen aus den Beispielen 5.6 und 5.10 gute Startn

�

aherungen ben

�

otigt werden.

Deshalb habe i
h bei den Rekonstruktionen in Abb. 5.4 und 5.5 zun

�

a
hst, ausgehend

von Einheitskreis, mit N = 7 trigonometris
hen Basisfunktionen approximiert.

Besonders gute Ergebnisse k

�

onnen bei Verwendung von ni
ht

�

aquidistanten St

�

utz-

stellen erzielt werden. Die St

�

utzstellen sollten si
h dort h

�

aufen, wo die zu approximie-

rende Kurve Za
ken hat. Da man i.a. ni
ht wei�, wo evtuelle Za
ken des Streuk

�

orpers

liegen, mu� man si
h bei der Wahl der St

�

uzstellen an der (ho�entli
h hinrei
hend

guten) Startn

�

aherung orientieren. I
h habe die St

�

utzstellen t

j

jeweils so verteilt, da�



74 Das Newton-Verfahren

f

�

ur alle j = 1; : : : ; N � 1 das Integral

Z

t

j+1

t

j

q

1 + 0:5r

00

S

(t)

2

dt (5.10)

ann

�

ahernd den glei
hen Wert hatte und da� au�erdem

Z

2�

t

N

q

1 + 0:5r

00

S

(t)

2

dt �

Z

t

1

0

q

1 + 0:5r

00

S

(t)

2

dt �

1

2

Z

t

2

t

1

q

1 + 0:5r

00

S

(t)

2

dt

war. Dabei ist r

S

die Radialfunktion der Startn

�

aherung. Da auf der Spitze einer

Za
ke die zweite Ableitung besonders gro� ist, h

�

aufen si
h dort na
h diesem Vertei-

lungsalgorithmus die St

�

utzstellen.

Ans
hlie�end habe i
h den Mittelwert




0

:=

1

N

N

X

j=1

r

S

(t

j

)

bere
hnet. Approximationsraum war dann die Menge aller Funktionen z der Form

z(t) =

0

�




0

+

N

X

j=1




j

�(t� t

j

)

1

A

K(t)

mit variablen KoeÆzienten 


1

; : : : ; 


N

2 IR. Am Anfang habe i
h diese so bestimmt,

da� die Interpolationsbedingungen

N

X

j=1




j

�(t

k

� t

j

) = r

S

(t

k

)� 


0

; k = 1; : : : ; N

erf

�

ullt waren.

Bei den Rekonstruktionen in Abb. 5.4 und 5.5 wurde die Funktion �

2

aus Beispiel

5.6 mit r = 0:5 verwendet. Die Punkte auf den N

�

aherungskurven zeigen die Vertei-

lung der St

�

utzstellen an. Sobald si
h die N

�

aherungen in zwei aufeinanderfolgenden

Newton-S
hritten um weniger als Æ = 0:005 unters
hieden, wurde die Dimension des

Approximationsraums um 3 erh

�

oht und die Lage der St

�

utzstellen na
h dem oben be-

s
hriebenen Algorithmus der aktuellen Zwis
henn

�

aherung angepa�t. Dadur
h wurde

die St

�

utzstellenverteilung zunehmend besser. Als Regularisierung habe i
h wieder

(5.5) benutzt, wobei der Regularisierungsparameter � mit zunehmender Qualit

�

at

der Rekonstruktion wie angegeben herabgesetzt wurde. Rekonstruktionen mit ande-

ren Werten des Parameters r der radialen Basisfunktionen �

2

lieferten verglei
hbare

Ergebnisse, sofern r 2 (0; 1) ni
ht zu klein oder zu gro� gew

�

ahlt wurde.

Die radialen Basisfunktionen �

1

aus Beispiel 5.5 eignen si
h gut zur Gewinnung

einer groben Approximation, liefern jedo
h au
h bei gr

�

o�eren Werten von p weni-

ger gute Ergebnisse bei der Feinapproximation. Dabei ist das Verfahren wiederum

unemp�ndli
h gegen

�

uber kleineren Ver

�

anderungen des Parameters p > 0. Wie die
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Untersu
hungen in [Me℄ zeigen, nimmt f

�

ur die radiale Basisfunktion �

1

die Kondi-

tion der Matrizen in Gls.(5.6) mit wa
hsendem N sehr s
hnell zu, insbesondere bei

ni
ht

�

aquidistanter St

�

utzstellenverteilung. I
h erhielt bereits bei N = 18 numeris
he

Probleme bei der L

�

osung des Interpolationsproblems. Diese Instabilit

�

at

�

ubertr

�

agt

si
h bei kleineren Werten des Regularisierungsparameters � au
h auf das Newton-

Verfahren. Bei der Rekonstruktion in Abb. 5.6 (links) wurde p = 1 gew

�

ahlt und

zun

�

a
hst, beginnend vom Einheitskreis, mit N = 8 Basisfunktionen �

1

und

�

aquidi-

stanter St

�

utzstellenverteilung approximiert. Ans
hlie�end wurde N auf 12 und dann

auf 15 erh

�

oht. Alle Parameter hatten die Werte aus Abb. 5.4.

Da im allgemeinen die Kondition der Matrix in Gls.(5.6) umso gr

�

o�er ist, je glatter

die radiale Basisfunktion � (vgl. au
h hier [Me℄), k

�

onnte man angesi
hts der Pro-

bleme mit den Basisfunktionen �

1

erwarten, da� bessere Ergebnisse mit den lokalen

und weniger glatten Funktionen aus Beispiel 5.10 erzielt werden k

�

onnen. Diese Ver-

mutung hat si
h in meinen numeris
hen Versu
hen allerdings ni
ht best

�

atigt. Die

Ergebnisse bei Feinapproximation sind zwar besser als mit den Funktionen �

1

, aber

s
hle
hter als mit den Funktionen �

2

. F

�

ur N � 15 trat hier in den getesteten Bei-

spielen fast immer die Situation ein, da� si
h das Newton-Verfahren zwis
hen zwei

oder mehr Zust

�

anden einpendelte und das Abbru
hskriterium nie erf

�

ullt wurde. In

Abb. 5.6 (re
hts) wurde das Verfahren f

�

ur N = 15 Basisfunktionen f

(8)

a

na
h 15

Newton-S
hritten abgebro
hen. Startn

�

aherungen wurden zun

�

a
hst mit N = 7 tri-

gonometris
hen Monomen und dann mit N = 12 Basisfunktionen f

(8)

a

bere
hnet.

Dabei wurde bei N = 12 der Parameter a = 0:18 gesetzt, und bei N = 15 wurde

a = 0:144 gew

�

ahlt (d.h. es war aN = 
onst!). Weiterhin hat es si
h als g

�

unstig

erwiesen, in (5.10) den Term

q

1 + 0:5r

00

S

(t)

2

dur
h

q

1 + 0:1r

00

S

(t)

2

zu ersetzen, d.h.

die St

�

utzstellen weniger stark an die Zwis
henn

�

aherungen anzupassen. Ansonsten

wurden alle Parameter wieder wie in Abb. 5.4 gew

�

ahlt. Es hat si
h gezeigt, da�

das Verfahren emp�ndli
h von der Wahl des Parameters a abh

�

angt, da� jedo
h die

Funktionen f

(4)

a

, f

(6)

a

und f

(8)

a

sehr

�

ahnli
he Ergebnisse liefern. Dabei nimmt die

Qualit

�

at der Rekonstruktionen mit steigender Regularit

�

at geringf

�

ugig zu.

5.3.4 Rekonstruktionen bei gest

�

orten Daten

Im allgemeinen werden die gemessenen Daten mit einem (relativen) Messfehler �

err

behaftet sein. Darunter verstehe i
h die Gr

�

o�e

�

err

:=

ku

mess

1

� u

1

(z

wahr

)k

L

2

ku

1

(z

wahr

)k

L

2

:

Die Integralnormen k

�

onnen wieder mit der Trapezregel approximiert werden. I
h

simuliere den Me�fehler dadur
h, da� i
h ein zuf

�

alliges Raus
hen auf die k

�

unstli
h

erzeugten Daten addiere. Das Verfahren wurde abgebro
hen, sobald F < �

err

er

�

ullt

war oder sobald si
h die Kurven in zwei aufeinanderfolgenden S
hritten um weniger

als Æ = 0:005 unters
hieden. Das Abbru
hkriterium � = �

err

ist naheliegend, da es

ni
ht sinnvoll ist, die zu l

�

osende Glei
hung genauer zu erf

�

ullen als der Fehler in den
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N=7; � = 10

�4

; E=0.241; F=0.125

k=1

-

N=12; � = 5 � 10

�5

; E=0.077; F=0.041

k=1

-

N=15; � = 5 � 10

�6

; E=0.047; F=0.016

k=1

-

N=18; � = 10

�7

; E=0.028; F=0.0030

k=1

-

Abbildung 5.4: Rekonstruktion des Dra
hens mit der radialen Basisfunktion �

2
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N=7; � = 10

�4

; E=0.21; F=0.097

k=1

-

N=12; � = 5 � 10

�5

; E=0.13; F=0.057

k=1

-

N=15; � = 5 � 10

�6

; E=0.070; F=0.021

k=1

-

N=18; � = 10

�7

; E=0.035; F=0.0062

k=1

-

Abbildung 5.5: Rekonstruktion des Sterns mit der radialen Basisfunktion �

2

�

1

: E=0.066; F=0.011 (bei N=15)

k=1

-

Original

N=8

N=15

f

(8)

0:144

: N=15; E=0.055; F=0.012

k=1

-

Abbildung 5.6: Rekonstruktionen mit den radialen Basisfunktionen �

1

und f

(8)

a
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Me�daten (Diskrepanzprinzip). Tabelle 5.2 zeigt den Fehler E zwis
hen Rekonstruk-

tion und Streuk

�

orper bei vers
hiedenen Werten von �

err

; k und d. Es wurden N = 9

trigonometris
he Monome als Basisfunktionen verwendet und mit dem Parameter

� = 4 � 10

�6

na
h (5.5) regularisiert. Meist waren ni
ht mehr als 3 oder 4 S
hrit-

te n

�

otig, um das angegebene Abbru
hskriterium zu erf

�

ullen. Man erkennt, da� die

Qualit

�

at der Rekonstruktionen au
h bei gest

�

orten Daten no
h re
ht gut ist, aber

emp�ndli
h von der Wellenzahl k abh

�

angt (vgl. au
h Abb. 5.7; es sind die Kurven

zu den beiden fett gedru
kten Werten in Tab. 5.2 dargestellt). O�enbar s
hl

�

agt die

s
hle
hte Gestelltheit bei kleinen Wellenzahlen k sehr viel st

�

arker dur
h. Dies sieht

man au
h in Tab. 5.1. Bei verglei
hbaren Werten von E ist der Fehler F f

�

ur k = 0:5

viel kleiner als f

�

ur k = 2.

k=0.5 k=1 k=2

�

err

d=(1,0) d=(0,1) d=(1,0) d=(0,1) d=(1,0) d=(0,1)

0.02 0.046 0.057 0.041 0.024 0.026 0.028

0.05 0.055 0.073 0.068 0.035 0.030 0.031

0.10 0.102 0.154 0.090 0.072 0.035 0.037

0.20 - 0.471 - 0.202 0.049 0.065

Tabelle 5.2: Fehler E bei gest

�

orten Daten

Daten um 10% verraus
ht; E=0.102

k=0.5

-

Daten um 20% verraus
ht; E=0.049

k=2

-

Abbildung 5.7: Rekonstruktionen bei gest

�

orten Daten

5.3.5 Eins
hr

�

ankung des Winkelberei
hs

I
h untersu
he in diesem Unterabs
hnitt, wie stark die Qualit

�

at der Rekonstruktio-

nen beeintr

�

a
htigt wird, wenn das Fernfeld ni
ht f

�

ur alle Ri
htungen, sondern nur

f

�

ur Ri
htungen aus einem um den Faktor 0 < q � 1 einges
hr

�

ankten Winkelberei
h

bekannt ist. Genauer gesagt, i
h nehme an, die Ri
htungen der Me�punkte seien
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dur
h

x̂

k

:=

 


os('+ �(1� q) +

2�qk

M

)

sin('+ �(1� q) +

2�qk

M

)

!

; k = 1; : : : ;M

gegeben, wobei d = (
os'; sin'). Dies entspri
ht der Situation, da� das Fernfeld in

der N

�

ahe der Quelle ni
ht gemessen werden kann. In Tab. 5.3 ist der Fehler E bei

Rekonstruktion der Bohne f

�

ur k = 1 und d = (1; 0) dargestellt. Als Basisfunktionen

wurden N = 9 trigonometris
he Monome verwendet. Man erkennt, da� bei exakten

Daten au
h f

�

ur sehr kleine Werte von q no
h befriedigende Rekonstruktionen m

�

ogli
h

sind. Allerdings wirkt si
h dann ein kleiner Datenfehler sehr viel st

�

arker aus. Das

inverse Streuproblem ist o�enbar bei einges
hr

�

anktem Winkelberei
h no
h extremer

s
hle
ht gestellt.

�

err

0 0.0005 0.002 0.01 0.05

� 10

�10

10

�7

10

�5

10

�4

5 � 10

�4

q=1 0.022 0.022 0.039 0.042 0.068

q=0.5 0.020 0.020 0.026 0.040 0.060

q=0.3 0.021 0.021 0.043 0.063 0.085

q=0.1 0.024 0.057 0.091 0.155 -

q=0.05 0.040 0.080 0.163 - -

Tabelle 5.3: Rekonstruktionen bei einges
hr

�

anktem Winkelberei
h

5.3.6 Abh

�

angigkeit von Ri
htung und Wellenzahl der ein-

fallenden Welle

In Abb. 5.8 und 5.9 sind Rekonstruktionen f

�

ur vers
hiedene Einfallsri
htungen d

einer einfallenden Welle u

i

(x) = e

ikhx;di

mit Wellenzahl k = 3, bzw. k = 0:5 abge-

bildet. Es wurden N = 9 trigonometris
he Monome als Basisfunktionen gew

�

ahlt.

Abbru
hsparameter war Æ = 0:001. Es wurde keine Regularisierung verwendet. Man

erkennt, da� bei kleiner Wellenl

�

ange

2�

k

die beleutete Seite besser rekonstruiert wird

als die ni
ht beleu
htete.

Erwartungsgem

�

a� werden die Rekonstrukion besser, wenn die Fernfelder f

�

ur mehre-

re einfallende Wellen zur Verf

�

ugung stehen. Abb. 5.10 zeigt die Rekonstruktion des

Dra
hens bei 3

�

aquidistanten einfallenden Wellen und k = 1. Das Vorgehen war wie

in Abb. 5.4, insbesondere wurde wieder die radiale Basisfunktion phi

2

mit r = 0:5

verwendet. Bei der Re
hnung wurden einfa
h die Matrizen aus (5.3) f

�

ur die einzelnen

Wellen zu einer Matrix zusammengesetzt, und entspre
hend die re
hten Seiten. Der

f

�

ur die Regularisierung verantwortli
he Teil der Matrix wurde zur ri
htigen Normie-

rung mit der Wurzel aus der Anzahl der einfallenden Wellen multipliziert.
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E=0.023; F=0.026

-

E=0.036; F=0.025

�

E=0.023; F=0.049

?

E=0.031; F=0.033

6

Abbildung 5.8: Rekonstrukionen f

�

ur vers
hiedene Einfallsri
htungen bei k = 3

E=0.030; F=0.00019

-

E=0.024; F=0.00013

�

E=0.031; F=0.00061

?

E=0.038; F=0.00047

6

Abbildung 5.9: Rekonstrukionen f

�

ur vers
hiedene Einfallsri
htungen bei k = 0:5
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N=21; � = 10

�7

; E=0.015; F=0.0027

-

/

o

Abbildung 5.10: Rekonstruktionen des Dra
hens bei 3 einfallenden Wellen und k = 1
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5.3.7 Su
hen der Lage

Falls die Lage des zu rekonstruierenden Streuk

�

orpers ni
ht a-priori bekannt ist, kann

man versu
hen, sie dur
h ein Newton-Verfahren zu ermitteln. Dazu f

�

uhre i
h die

konstanten Basisfunktionen h

�1

(t) := (1; 0) und h

�2

(t) := (0; 1) ein und w

�

ahle als

Approximationsraum die Menge aller Funktionen der Form

z(t) = K(t) + 


�1

h

�1

(t) + 


�2

h

�2

(t): (5.11)

In Abb. 5.11 ist das um den Vektor (6; 1:5) vers
hobene bohnenf

�

ormige Gebiet bei

Wellenzahl k = 0:5 und Einfallsri
htung d = (0; 1) zu rekonstruieren. Beginnend vom

Einheitskreis wurde zun

�

a
hst ein Newton-Verfahren mit dem dur
h (5.11) gegebenen

Approximationsraum und Abbru
hsparameter � = 0:3 dur
hgef

�

uhrt. Das Ergebnis

ist der um den Vektor (


�1

; 


�2

) = (6:233; 1:41) vers
hobene Einheitskreis, der unter

dem Namen "1.Approximation" in Abb. 5.11 dargestellt ist. Ausgehend von dieser

N

�

aherung wurde no
hmals ein Newton-Verfahren mit N = 9 trigonomtris
hen und

festem Vers
hiebungsvektor (6:233; 1:41) dur
hgef

�

uhrt. Abbru
hsparameter war � =

0:01. Das Ergebnis ist ebenfalls in Abb. 5.11 unter dem Namen "2.Approximation"

dargestellt.

-2

-1

0

1

2

3

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

k=

1

2

?

wahre Kurve

Startkurve

1.Approximation

2.Approximation

Abbildung 5.11: Su
hen der Lage eines Streuk

�

orpers

Die Ergebnisse in Tabelle 5.4 zeigen, wel
hen Ein
u� Ri
htung und Wellenzahl der

einfallendenWelle auf die Su
he na
h der Lage des Streuk

�

orpers haben. Gesu
ht wur-

de jeweils ein um den Vektor v vers
hobenes bohnenf

�

ormiges Gebiet, als Abbru
hs-

parameter wurde � = 0:3 gew

�

ahlt. War dieses Kriterium na
h 30 S
hritten ni
ht

erf

�

ullt, wurde das Verfahren abgebro
hen. In Tabelle 5.4 ist f

�

ur die Wellenzahlen

k = 1 und k = 0:5 sowie f

�

ur vers
hiedene Einfallsri
htungen d und Vers
hiebungs-



5.3 Numeris
he Ergebnisse und Experimente 83

vektoren v jeweils die ben

�

otigte Anzahl der Newton-S
hritte angegeben. Man er-

kennt, da� die Su
he bei kleineren Wellenzahlen erfolgrei
her ist. Au�erdem wird

das Objekt lei
hter gefunden, wenn es gegen

�

uber der Startn

�

aherung orthogonal,

anstatt parallel zur Ri
htung der einfallenden Welle vers
hoben ist.

k = 1 k = 0:5

v (3,0) (0,3) (-3,0) (0,3) (3,0) (0,3) (-3,0) (0,3)

d=(1,0) - 3 - 4 5 1 3 1

d=(0,1) 4 - 4 - 2 5 2 5

d=(-1,0) - 3 - 3 5 1 3 1

d=(0,-1) 5 - 3 - 2 5 2 5

Tabelle 5.4: Anzahl der Newton-S
hritte zum Finden der Lage eines um v vers
ho-

benen Streuk

�

orpers bei vers
hiedenen Wellenzahlen

5.3.8 Verglei
h der Regularisierungsverfahren

In diesem Unterabs
hnitt verglei
he i
h die alternative und die Tikhonov-

Regularisierung f

�

ur das Newton-Verfahren bei globaler Approximation, bei Fein-

approximation, bei gro�en Approximationsr

�

aumen und bei fehlerhaften Daten.

Abb. 5.12 zeigt einen fehlges
hlagenen globalen Rekonstruktionversu
h mit der

Tikhonov-Regularisierung. Die Radialfunktion r der rekonstruierten Kurve ist in

zwei Berei
hen negativ. Das Resultat ist eine unzul

�

assige Kurve mit Selbst

�

uber-

s
hneidungen. Da die erste und besonders die zweite Ableitung in den Berei
hen

mit negativen Werten von r sehr gro� sind, wird dieses Ph

�

anomen bei Verwendung

der alternativen Regularisierung (5.5) meistens unterbunden (vgl. Abb. 5.5 links

oben).

Abb. 5.13 zeigt eine Feinapproximation mit der Tikhonov-Regularisierung. Als

Startn

�

aherung wurde die in Abb. 5.5 oben re
hts abgebildete Kurve verwendet. Alle

Parameter wurden wie in Abb. 5.5 unten gesetzt. Bei � = 0:005 ergab si
h die dar-

gestellte Rekonstruktion. Es treten an den ni
ht beleu
hteten Seiten Oszillationen

auf, die dur
h Verwendung der Regularisierung (5.5) verhindert werden konnten.

Sowohl in Abb. 5.12 als au
h in Abb. 5.5 wurden au
h andere Werte von � getestet.

In Abb. 5.14 wurde, ausgehend von einer Startn

�

aherung mit N = 11 trigonome-

tris
hen Monomen, der Dra
hen mit N = 60 trigonometris
hen Monomen approxi-

miert. Man erkennt, das si
h bei der Tikhonov-Regularisierung die hohen Frequenzen

s
hnell ho
hs
haukeln, w

�

ahrend die alternative Regularisierung eine sehr gute Ap-

proximation liefert. Das Abbru
hskriterium mit Æ = 0:005 war hier bereits na
h 4

S
hritten erf

�

ullt. Au
h na
h 30 Newton-S
hritten traten keine Stabilit

�

atsprobleme

auf.

Tab. 5.5 zeigt den Fehler E bei Rekonstruktion der Bohne f

�

urN = 9 trigonometris
he

Basisfunktionen, k = 0:5 und d = (1; 0) bei vers
hiedenen Werten des relative
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N=7; � = 0:01; 2.Newton-S
hritt

k=1

-

Abbildung 5.12: Fehlges
hlagener Rekonstruktionsversu
h mit der Tikhonov-

Regularisierung

Tikhonov-Reg. � = 0:005; sonst wie Abb.5.5 un.

k=1

-

Abbildung 5.13: Feinapproximation des Sterns mit Tikhonov-Regularisierung

Tikhonov-Reg., 3. Newton-S
hritt

k=1

-

alternative Regularisierung

k=1

-

Abbildung 5.14: Verglei
h der Regularisierungsverfahren bei N = 60 trigonometri-

s
hen Monomen
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Datenfehler �

err

und der Regularisierungsparameter � und �. Es stellt si
h heraus,

da� mit der alternativen Regularisierung bessere Ergebnisse erzielt werden k

�

onnen,

au
h wenn die Qualit

�

at der Rekonstruktionen hier emp�ndli
her von der geeigneten

Wahl des Regularisierungsparameters abh

�

angt.

Es kann res

�

umiert werden, da� mit der alternativen Regularisierung

�

uberall z.T.

erhebli
h bessere Ergebnisse erzielt wurden als mit der Tikhonov-Regularisierung.

Fehler E bei Bohne mit N = 9, k = 0:5 und d = (1; 0).

Tikh.Reg. mit � = alt.Reg. mit � =

�

err

0.05 0.1 0.2 0.00001 0.00002 0.00005 0.0001

0.02 0.068 0.064 0.064 0.053 0.065 0.077 0.084

0.05 0.079 0.073 0.074 0.046 0.057 0.073 0.082

0.10 0.082 0.078 0.077 0.095 0.071 0.068 0.081

0.20 0.117 0.097 0.091 - 0.163 0.059 0.083

Tabelle 5.5: Verglei
h der beiden Regularisierungsverfahren bei gest

�

orten Daten
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