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Einleitung

In dieser Arbeit wird ein inverses akustisches Streuproblem behandelt. Zun#chst
stelle ich einige physikalische Tatsachen iiber die Ausbreitung von Schallwellen in
einer homogenen Fliissigkeit mit zu vernachléssigender innerer Reibung zusammen.
Eine genauere Behandlung dieses Themas findet man z.B. in [We].

Seien v(x, t) die Geschwindigkeit, p(x, t) der Druck und p(z, t) die Dichte der Fliissig-
keit. Nimmt man an, dafl v, p und p nur wenig um einen konstanten Zustand vg = 0,
Po, po schwanken, so erfiillen die Zustandsgréfien ndherungsweise die linearisierte
Euler-Gleichung

ov 1 q
— = ——gra
ot 2o gradp,
die linearisierte Kontinuitétsgleichung
0
8—;) = —podivo
und die Beziehung
o _ u0p
ot ot

mit einer Konstanten ¢ > 0, die die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Falls
rot v = 0, folgt mit Hilfe der linearisierten Euler-Gleichung, daf} ein Geschwindig-
keitspotentials U(z, t) existiert, so daf3

oU
5 = —p und grad U = pyv.
Dieses Potential erfiillt die Wellengleichung
, op 10*U
AU = pgleU = —E = gﬁ

Nimmt man weiterhin an, daf§ die Schwingung zeitharmonisch ist, d.h. dal in der
iiblichen komplexen Schreibweise U von der Form

U(x,t) = Re (u(z)e™™")

mit einer Kreisfrequenz w > 0 ist, so erfiillt der ortsabhingige Anteil u die
Helmholtz-Gleichung
Au+ k*u =0

mit Wellenzahl k = 2.

Befindet sich in der Fliissigkeit ein undurchdringlicher Kérper D, so hingen die

Bedingungen, die u auf dem Rand I' von D erfiillt, von den physikalischen Eigen-

schaften der Oberfliche von D ab. Bei sogenannten ”schallharten” Hindernissen ist

die Normalkomponente (v,n) der Geschwindigkeit auf dem Rand Null, d.h. es gilt
ou

o (gradu,n) =0



"

auf I'. Dabei ist n der nach auflen weisende Normalenvektor auf T'.

Als "direktes Problem” betrachte ich nun die Aufgabe, fiir eine einfallende Welle
ui(r) = €42 die auf ein bekanntes schallhartes Objekt D trifft, die gestreute
Welle u, zu berechnen. Dabei mufl das Gesamtfeld v := u; + u; die Randbedin-
gung g—g = 0 erfiillen. Das gestreute Feld u, 16st die Helmhotz-Gleichung und erfiillt
auflerdem die sgn. Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung. Da mein numerisches
Verfahren nur im IR? arbeitet, habe ich auch im theoretischen Teil dieser Arbeit
nur den zweidimensionalen Fall betrachtet. Dies entspricht der Streuung an langen,
zylinderformigen Objekten. In diesem Fall lautet die Sommerfeld’sche Ausstrah-
lungsbedingung

r—00 or

gleichméBig fiir alle Richtungen. Physikalisch entspricht dies der Bedingung, daf
Energie nach auflen transportiert wird, mathematisch wird dadurch Eindeutigkeit
des direkten Problems gesichert. Man kann zeigen, da} die Sommerfeld’sche Aus-
strahlungsbedingung das asymptotische Verhalten

uy(z) = % {um(%) +0 (ﬁ) } L g o

gleichméBig fiir alle Richtungen al impliziert. Die auf dem Einheitskreis S! definierte
Funktion uy, heifit Fernfeld von ug; und ist analytisch.

Das im folgenden betrachtete ”inverses Problem” hierzu besteht darin, bei Kenntnis
einer einfallenden Welle u; und eines zugehorigen (gemessenen) Fernfeldes u2*** den
Streukorper D zu rekonstruieren. Wie viele inverse Probleme ist dieses Problem
nicht-linear und schlecht gestellt, d.h. die Lésung héngt nicht stetig von den Daten
ab. Dabei ist die Frage nach der Eindeutigkeit einer Losung bisher noch ungeklért.
Ich formuliere nun die Aufgabenstellung in Form einer Operatorgleichung u, (I') =
u®® . die nach I' zu 16sen ist, wobei die zuldssigen Rénder zunéchst in geeigneter
Weise durch Elemente eines normierten Raumes zu beschreiben sind. Zur Losung die-
ser Gleichung verwende ich ein Newton-Verfahren. Dabei muf}, um trotz der schlech-
ten Gestelltheit Stabilitdt zu gewéhrleisten, ein Regularisierungsverfahren verwendet
werden.

Meine Arbeit gliedert sich in folgende Kapitel:

Im ersten Kapitel wird das direkte duflere Neumann-Problem behandelt, d.h. das
Problem, eine ausstrahlende Losung u der Helmholtz-Gleichung zu beliebigen vorge-
gebenen stetigen Neumann-Randdaten f = g—z zu finden. Die Existenz einer Losung
dieses Problems wird wie in [Gr] mit Hilfe eines gemischten Einfachschicht- und
Volumenpotentials bewiesen.

Die folgenden drei Kapitel dienen der Behandlung der Fréchet-Ableitung des Fernfel-
des 1y nach dem Rand. Im zweiten Kapitel wird zunédchst die Fréchet-Ableitung all-
gemein eingefiihrt und unter anderem ein Differentiationssatz fiir parameterabhéngi-
ge Integraloperatoren bewiesen (vgl. [Po]).

lim /7 <6“5 . zku) —0



Im dritten Kapitel zeige ich nach Ideen von Potthast ([Po]), dal der Fernfeld-
Operator Fréchet-differenzierbar ist, und gebe eine Charakterisierung der Ableitung
an. Dabei konnten im Vergleich zu der oben zitierten Arbeit einige technische Schwie-
rigkeiten durch die Verwendung des Volumenpotentials vermieden werden.

Das wierte Kapitel dient der Beschreibung zweier Verfahren zur effizienten numeri-
schen Berechnung der Fréchet-Ableitung des Fernfeldes. Fiir beide Verfahren kann
bei analytischen Randkurven I' exponentielle Konvergenz gezeigt werden.

Im fiinften Kapitel wird schliefllich das Newton-Verfahren beschrieben und unter ver-
schiedenen Bedingungen getestet. Es wird neben der in anderen Arbeiten zu diesem
Thema verwendeten linearen Tikhonov-Regularisierung ein alternatives Regularisie-
rungsverfahren vorgestellt, mit dem z.T. erheblich bessere numerische Ergebnisse
erzielt wurden. Die Rechnungen wurden auf einer DECstation 3000/600 am Insti-
tut fiir Numerische und Angewandte Mathematik der Universitdt Gottingen in der
Programmiersprache C++ durchgefiihrt.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Kref§ fiir die Themenstellung und fiir die Betreuung dieser
Arbeit.
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Kapitel 1

Das auflere Neumann-Problem

Ich beschéftige mich in diesem Kapitel mit dem folgenden Problem:

Definition 1.1 (AuBeres Neumann-Problem) Sei D C IR? ein beschrinktes,
einfach zusammenhdingendes Gebiet mit C*-glattem Rand T. n(x) bezeichne den
nach auflen weisenden Einheits-Normalenvektor im Punkt x € T'. Zu einer gegebenen
Funktion f € O(T) wird eine Funktion u € C?(IR*\D) N C(R*\D) gesucht, die die
Helmholtz-Gleichung

Au + k*u =0, (1.1)

k >0, in R*\D [dst, die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung

lim /r (% - zku) =0, r=|zl, (1.2)
r

r—00
gleichmdf$ig in alle Richtungen ﬁ erfillt und der Randbegingung

ou
8_n_f

im Sinne von gleichmdfiger Konvergenz

auf T’ (1.3)

lim (n(x), grad u(z + pn(x))) = f(z), zel,

p—04
gentgt.

Zur Losung dieses Problems werde ich Integralgleichungsmethoden verwenden. All-
gemein wird bei diesen Verfahren die Losung in Form eines Einfachschicht-, Doppel-
schicht-, oder Volumenpotentials gesucht. Deshalb untersuche ich in Abschnitt 1.1
zunichst die Grundlésung der Helmholtz-Gleichung im IR?. Fiir die Dichten der
Potentiale werden Integralgleichungen aufgestellt, deren Losbarkeit bei geeigne-
tem Ansatz mit Hilfe der Riesz-Fredholm-Theorie nachgewiesen werden kann. Zur
Aufstellung und Behandlung dieser Integralgleichungen benutzt man Sprungbe-
ziechungen und Regularitidtseigenschaften der Potentiale, die in Abschnitt 1.2 be-
handelt werden. Beim &ufleren Neumann-Problem zur Laplace-Gleichung fiihrt ein
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Einfachschichtpotential-Ansatz zum Erfolg. Verwendet man diesen Ansatz auch zur
Losung des dufleren Neumann-Problems zur Helmholz-Gleichung, so ergibt sich das
Problem, dafl die zugehorige Integralgleichung nicht fiir alle Werte von £ eindeu-
tig 16sbar ist. Das liegt daran, dafl es bei der Helmholtz-Gleichung im Gegen-
satz zur Laplace-Gleichung nichttriviale Losungen des homogenen inneren Dirichlet-
Problems geben kann. Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, um diese Eindeutigkeits-
problematik zu umgehen. Ich werde in Abschnitt 1.4 ein gemischtes Einfachschicht-
und Volumenpotential verwenden. Dieser Ansatz hat den Vorteil, dal man die Ver-
wendung des stark singuldren Operators 7', der Normalableitung des Doppelschicht-
potentials, vermeidet. Vorher beschéftige ich mich in Abschnitt 1.3 mit Losungen
der Helmholtz-Gleichung, die die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung erfiillen.
Diesen kann man eindeutig ein Fernfeld zuordnen, das im folgenden eine wichtige
Rolle spielen wird.

1.1 Die Grundlésung der Helmholtz-Gleichung
im R’

Fiihrt man zur Losung der Helmholtz-Gleichung Polarkoordinaten (r, ) ein und
macht einen Ansatz

u(x) = R(kr)P(¢),

mit komplexwertigen Funktionen R und P, so erhilt man nach einigen Umformungen
aus der Helmholtz-Gleichung

1 , 02 0 1
—R(k —R'(k kr)*R(k =———P"(p).
iy (73 PO 4 7RG+ (R0 ) = = 550
Da die linke Seite nur von r und die rechte Seite nur von ¢ abhingt, miissen beide
gleich einer Konstanten sein, die ich n? nenne. Man erhélt fiir R und P die beiden
gewohnlichen Differentialgleichungen

—P"(¢) +n’P(p) = :
R"(t) +tR (t) + [t* — n*|R(t) = O. (1.5)

Die erste Differentialgleichung besitzt offenbar die Lésungen P(p) = ¥, Damit
u in IR*\{0} stetig ist, muB n € INy gelten. G1.(1.5) heifit Bessel’sche Differential-
gleichung, ihre Losungen heiflen Zylinderfunktionen. Man kann mit Hilfe des Quoti-
entenkriteriums verifizieren, daf§ die Funktionen

() =3 (E)"””, neN, (1.6)

=i (n+p)\2

Losungen der Differentialgleichung (1.5) sind. J,, ist analytisch fiir ¢ € IR und heifit
Besselfunktion der Ordnung n. Eine zweite linear unabhéngige Losung von (1.5) ist
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gegeben durch

Y, (1) = % {m% + O} - %Z: w (%)Hp (1.7)
Sy ()T E R )

wobei
: "1
C:= pll)rgo {mZ:l - lnp}
die Euler’sche Konstante ist. Y,, heifit Neumannfunktion der Ordnung n. Die Line-
arkombinationen
HD® .= J +iV,

heilen Hankelfunktionen erster, bzw. zweiter Art von der Ordnung n. Da in dieser
Arbeit meistens Hankelfunktionen erster Art bendtigt werden, schreibe ich kiinftig
H, fiir H(". Fiir groBe Argumente haben die Hankelfunktionen das asymptotische

Verhalten
(1.(2) 2 xignz oz 1
Hn ? (t) = —te 2 4 1 + O ? R t — 00. (18)
m

Einen Beweis fiir diese Beziehung findet man in [Le|, Gl.(5.11.4.). Mit Hilfe der
Differentiationsformel

n d —n
Hpi(t) = —t %{t H,(t)}, n=012,..., (1.9)

die man anhand der Reihendarstellungen (1.6) und (1.7) leicht {iberpriifen kann,
erhilt man fiir die Ableitungen der Hankelfunkionen das asymptotische Verhalten

2 N nm s 1
H7(11)(2)'(t) = 4 /_teﬂ(t*TJfZ) {1 +0 <¥> } , t — 0. (1.10)
s

Ebenfalls aus G1.(1.9) erhélt man H; = —H], und durch Differentiation dieser Glei-
chung H! = —H]. Damit ergibt sich das asymptotisch Verhalten

H)(t) = —\/%ei(t >{1+0 (%)} (1.11)

Die Grundlosung zur Helmholtzgleichung im IR? lautet

ENE]

1
@(fl‘,y) = ZH0(|‘r—y|)a xayEIR'27x7éy'

Aus den Reihendarstellungen (1.6) und (1.7) folgt

1 1 l 1 kC 1
B(r,y) = —In—— + 2 - — 2 — Pl 1.12
(7. ) 27rn|x—y|+4 o1 2 27r+0<|x vl n|x—y|> (1.12)

fiir |z — y| — 0. Nach diesen Vorbereitungen koénnen die folgenden Eigenschaften
der Grundl6sung leicht nachgerechnet werden:
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Lemma 1.2 Fir feste Punkte y,a € R> mit |a| = 1 losen die Funktion ®(-,y)
und (grad ,®(-,y),a) die Helmholtzgleichung in R*\{y} und erfiillen die Sommer-
feld’sche Ausstrahlungsbedingung gleichmdafig fiir alle y aus einem Kompaktum und
alle Einheitsvektoren a.

Beweis: ®(-,y) 16st die Helmholtzgleichung in IR*\{y} nach Konstruktion. Durch
Vertauschen der Differentiationsreihenfolge sieht man, dafi auch (grad ®(-,y),a)
eine Losung der Helmholtzgleichung ist. Mit Hilfe der Beziehungen

v =yl = I2P = 2(2,v) + y]? = |2 (1 o (ﬁ))

= )

T
z|

und

gleichméfBig fiir alle Richtungen z := und alle y aus einem Kompaktum erhilt

man die asymptotischen Beziehungen

0P
5([1?,@/)—qu)([1,’,y)‘
1 , T—1Y . .
= SR (klr — g (Y ) — ik Hy (k| —
Rk = (=25 — (ki )

- o(im)

‘£<gradx®(xay)aa> - zk(gradx@(:r,y), (Z>
r

und

0
1 Hy(klr —yl)\, 2 —y T—y
= —|(K*H!(k|z —y|) — k 0 ,a T
4\( f(klr — o) — kLY LV gy L2V
Hy(klzx —y]) . : T —y
=2 &, a) —ik>H. (k|z — —a

1 n A ; ! 7 1
- Z‘kQHO(Hx—yD(I,@—ZkQHo(k|x_y|)<xva>‘+O( )

EE
1
- o(z)
ol

gleichméBig fiir alle Richtungen z, alle y aus einem Kompaktum und alle Einheits-
vektoren a. ]
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1.2 Regularitiatseigenschaften der Potentiale

Definition 1.3 Eine reell- oder komplexwertige Funktion ¢ auf einer Menge G C
IR", n € IN heift gleichméBig holderstetig mit Holderexponent o € (0, 1], wenn es
eine Konstante C' gibt, so dafs

lp(z) — o(y)| < Clz —y|*

fiir alle x,y € G. Der Vektorraum aller auf G definierten Funktionen, die beschrinkt
und gleichmdpig holderstetig mit Exponent a sind, wird mit C%%(G) bezeichnet und
heifit Holderraum.

Sei T eine C*'-glatte geschlossene Kurve im IR* (k € INg). Dann ist C**(T') der
Vektorraum aller k-fach differenzierbaren Funktionen auf I, deren k-te Ableitung
nach der Bogenlinge gleichmdfig holderstetig mit Exponent « ist.

Satz 1.4 Seien G und T wie in Definition 1.3. Dann sind die Hélderriume C%%(Q)
und C**(T") mit den Normen

||X||0,a;G — Sup |X(:]})| -+ sup M,
7€l ryeGazy  |T—y[*
dk
[ollkar = [l@lloor + ||@<P 0,051 k=0,1,2,...

Banachrdume. Dabei ist % die Ableitung nach der Bogenlinge.

Beweis: Zum Beweis, dafi C%%(G) mit der angegebenen Norm vollstéindig ist, siehe
[K1], Satz 7.2. Benutzt man dieses Ergebnis, so kann man mit einfachen Hilfsmitteln
der Analysis zeigen, da8 auch C*(T") fiir k > 1 vollstiindig ist. ]

Bemerkungen:

1. Jede gleichméfig holderstetige Funktion ist stetig, und falls G' konvex ist, ist
jede differenzierbare Funktion a-hélderstetig fiir 0 < a < 1. Die Umkehrungen
gelten nicht.

2. Fiir konvexes G, 0 < a < 1 und k € INj ist die Norm || - ||gr+1 stérker als die
Norm || - ||g.a, d-h. es gibt eine Konstante C' > 0 mit || - |[g.a < C|| - ||cr+:-

3. Fiir ¢, € C**(T) und k € Ny ist ¢ wieder in C**(T).

Satz 1.5 Sei 0 < a < <1 und sei G C R" kompakt. Dann sind die Einbettungs-

operatoren
1% C"(G) — C(G)

und

I Co’ﬁ(G) — C"(@G)
kompakt.
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Beweis: Siehe [K1], Satz 7.4.

Seien D, I' und n wie in Definition 1.1, und sei ¢ € C(T"). Dann heifien die Funktionen

u@) = [ @@ y)p)dsly), 7€ RAL,

und
)= [ o) dsty) v e R

akustisches Finfachschichtpotential, bzw. akustisches Doppelschichtpotential mit
Dichte . Sei B C TR? ein beschriinktes, abgeschlossenes Gebiet und x € C(B).
Dann heifjt

w(z) == /BCI’(x,y)X(y) dy, =R’

Volumenpotential mit Dichte y. Alle Potentiale 16sen die Helmholtz-Gleichung in
R*\I', bzw. IR*\ B und erfiillen die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung, da
dies nach Lemma 1.2 fiir die Kerne ®(z,y) und %‘@?) gleichméfig in y gilt.
Bemerkung: Die folgenden Regularitédtseigenschaften und Sprungbeziehungen sind
zum grofiten Teil [CK1] entnommen. Dort wird allerdings nur der dreidimensionale
Fall behandelt. Die Beweise lassen sich jedoch mit einigen Modifikationen auch auf
den zweidimensionalen Fall iibertragen. Darauf soll hier kurz eingegangen werden.
In dem grundlegenden Satz 2.7. in [CK1] sind die Eigenschaften (2.13.) und (2.14.)
zu ersetzen durch

K (2,y)| < Mz —y|*™ (1.13)
fiir alle z € G, y € I' mit x # y, bzw.

K (z1,y) — K(z2,y)| < MY |y —y|* ™ |2y — 29) (1.14)

J=1

fiir alle 21,29 € G, y € T’ mit 2|z; — 25| < |21 — y| und ein m € IN. Dabei ist M
eine positive Konstante und G ein abgeschlossenes Gebiet, das I" in seinem Inneren
enthélt.

Es ist zu zeigen, daf auch die Grundlésung im IR? und ihre Normalableitung den
Bedingungen (1.13) und (1.14) geniigen. Beachtet man, dafl nach GL(1.12) die
Grundlésung zur Laplace-Gleichung dasselbe singulidre Verhalten besitzt wie die
Grundlésung zur Helmholtz-Gleichung, so erkennt man, daf man sich wie im IR®
auf den potentialtheoretischen Grenzfall £ = 0 zuriickziehen kann.

In ﬁ erfiillt Bedingung (1.14) fiir « =1 und m =1, da

1 1 _ _ _
In “In Nk | P <1+ [z x1|> < lp2
|:1:1—y| ng—y| le—y| |5'71—3/| |5'71—y|

fiir 1,29 € G, y € T mit 2|z — x| < |21 — 9.
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Durch Vertauschung von x; und z5 erhélt man

1 1 — —
In —1In < |72 — 21 < 2|x2 x1|’
2o — Y| lz1 — y| |72 — Y 71—y
und daraus
1 1 —
In— —1In §2|x2 x1|.
21—y |72 — Y 71—y

1
|z—y|

Vollig analog zu G1.(2.48) in [CK1] zeigt man, daf die Normalableitung von In
die Bedingung (1.14) fiir m = 2 und « = 1 erfiillt.

Der folgende Satz charakterisiert das Verhalten des Einfach- und des Doppelschicht-
potentials und ihrer Ableitungen auf dem Rand.

Satz 1.6 Das Finfachschichtpotential v mit Dichte ¢ € C(T') kann stetig auf T
fortgesetzt werden mit den Randwerten

u(z) = /Fq)(a:,y)cp(y) ds(y), xel. (1.15)

Fiir die Normalableitung von u gilt

88%(:1:) = | %w(w ds(y) F %s@(:r), zeT, (1.16)
wobei 5
(@) = lim (n(x), gradu(w £ pn(x))), v e, (1.17)

im Sinne von gleichmdpiger Konvergenz zu verstehen ist. Das Doppelschichtpotential
v mit Dichte ¢ kann stetig von D nach D und von ]RQ\D nach IRQ\D fortgesetzt
werden und besitzt die Randwerte

T = [ s £ jele). aer ()
mit
vi(z) = ;lg% v(x £ pn(x)), zel. (1.19)
Aupferdem gilt
.| ov ov
llgr[l] {%(:1: + pn(z)) — %(a} — pn(x))} =0, rer, (1.20)

gleichmdaf$ig auf I

Beweis: Siehe [CK1], Sétze 2.12, 2.13, 2.19 und 2.21.
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Satz 1.7 Sei 0 < o < 1. Dann kénnen die ersten Ableitungen des Einfachschichtpo-
tentials u mit holderstetiger Dichte ¢ € C¥*(T) gleichmafig holderstetig von IR*\ D
nach R*\D fortgesetzt werden, und es gilt

| grad u|pme\p < Coll@lar

Die ersten Ableitungen des Doppelschichtpotential v mit Dichte € CY*(T") kinnen
gleichmipig holderstetig von IR*\ D nach IR*\D fortgesetzt werden mit

| grad v]|pmo\p < Call@llLar-
In beiden Ungleichungen hingt die Konstante C, nur von I' und a ab.

Beweis: Siehe [CK1], Sétze 2.17 und 2.23.
Schlieflich bend&tige ich noch den folgenden Satz:

Satz 1.8 Der Operator K*, definiert durch
8CI>
- 2/ (z y y)ds(y), zel, (1.21)

fir ¢ € C(T), bildet C(T) beschrinkt nach C%*(T) ab. Ist T' sogar C**-glatt, so
bildet K* den Raum C%*(T') beschrinkt nach C"*(T') ab.

Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage siche [CK1], Satz 2.30, zum Beweis der
zweiten Aussage [Ki], Satz 2.8. |

Satz 1.9 Sei B C IR? ein beschrinktes, abgeschlossenes Gebiet und x € C(B). Das
Volumenpotential w sei durch Gl. (1.9) definiert.

1. Es gilt w € C'(R?), und fiir eine nur von B abhingige Konstante C' ist

[wlloosrz < Cllixllooi, Nl grad wlogme < Clixllooss- (1.22)

2. Fiir x € C**(B) ist w € 02(]??), und in B gilt

Aw + k*w = —x.

Beweis: Wihle n € C*(IR) mit n(z) = 0 fir 2 < § und n(z) = 1 fir z > 1.
Da stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall beschrinkt sind, gilt

1705 [17[1o0s 17" [|oe < 00
Beweis der 1. Behauptung: Definiere fiir n € IN

wa(e) = [ @ ynnlr—yhx)dy. 7 e R
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Offenbar ist w,, differenzierbar, und es gilt
grad wy,(x) = /B grad . {®(z, y)n(n|z —y|)} x(v) dy, z € R?.

Ich zeige nun, da$ ||w — wy||sm2 — 0 und [Jw — grad w, ||,em2 — 0 fiir n — oo,
wobei

wh (z) ;:/ grad ,®(z,y)x(y)dy, =€ R
B

Nach einem bekannten Satz der Analysis folgt dann, daf} w differenzierbar ist und
daB gradw = w.

e Fiir € IR? erhilt man durch Einfiihrung von Polarkoordinaten (7, ) mit
Y1 =21 +1CcosSQ, Yo = To +rsing

w(z) —wa(z)| < /B @ (2, y)[[1 = n(nlz — yDllIxlldy
1 W

= Il [ 1HoGkr) 1L = ninr)lr dipdr
1

< C’/n In(kr)rdr
0
1\2[1 1

= C’(—) l—ln(ﬁ>——]—>0, n — oo.
n 2 n 4

Die Konstante C' hiingt dabei nicht von z ab.

e Fiir alle € IR? gilt mit einer nicht von x abhingigen Konstanten C

w® (z) — gradw,(z)]

< [ (|grad @z, y)(1 — ninlz — y))]

B

+@(z, y) grad ,n(nlz — y|)|)lIx/lo dy

]_ % ™ ! /
< gl [7 [ QR (k)] + nlHo (k) [ (o)} dp
< C’/ !+ nlin( kr)}rdr
< C’(l+llllnﬁ—1]>—>0, n — 00.

n nil2 n 4

Zum Beweis von (1.22) setze

€ = maax{ [ [009)| e | [ [Brad ()] dpllpes f < o0

Beweis der 2.Behaupung: Offenbar sind die Funktionen w,, n € IN, sogar zweimal
stetig differenzierbar, und man darf Differentiation und Integration vertauschen. Ich
zeige zunéchst, daf

X 4+ Awy, 4+ E*wp|som2 — 0, n — 0o.
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Nach der Dreiecksungleichung gilt fiir alle x Eé
x(7) + Awy(x) + kwa (2)]
- \x@) +x(@) / (82 + 1) {2, (ke — g} dy

| [ 1) = (@A + ) {0 wynnle = o)} dy.

Da ®(-,y) die Helmholtz-Gleichung 16st, erhéilt man unter Ausnutzung der Symme-
trie in  und y fiir das Integral im ersten Summanden

[ (80 + 1) {0, yyn(nls — y])} dy
= [ Qe R) (Bl )} dy
= [ Ayl —yD} dy B [ @yl —yl)dy
Da @ nur eine logarithmische Singularitét besitzt und n beschrénkt ist, konvergiert
der zweite Summand in der letzten Zeile dieser Gleichung fiir n — oo gegen 0. Fiir

den ersten Summanden erhilt man nach dem Gaufy’schen Integralsatz und unter
Ausnutzung von 7'(1) = 0 sowie 7(1) = 1 den Grenzwert

/xy<l Ay {®(z,y)n(nlz —yl)} dy

(1.23)

~ Jeu 8n8( @@,y —yh)} ds(y)
N /x—y:l %n(mx —yl)ds(y)
LUPHLIE

fiir n — oo. Insgesamt ist damit bewiesen, dafi der erste Summand in (1.23) fiir
n — oo gleichméfig in = gegen 0 konvergiert. Fiir den zweiten Summanden gilt
dasselbe, denn fiir hinreichend grofle n ist

[ @) = X@I(A, + B {B(a,y)n(nle = y1)} dy]
< [ IXllele =yl {2+ ), 9)} niol — )

+2(grad ,@(z,y), grad ,n(nlz — y])) +(z,y) Asn(nlz — y))| dy

= “XHO‘/ / |2kH' (kr)nn' (nr)| + |Ho (k) ||n*n" (nr) + nn/ (nr)r™ |}r dpdr
n 2 14+« o
ln<%>‘/ﬁ(nr + nr®)dr
()
2n

IN

C’/nm“adr-i-C
0

C (n_a +

IN
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und dies strebt offenbar fiir n — oo gegen 0. Die Konstanten C' und C' hiingen
dabei nicht von x ab. Durch analoges Vorgehen kann man auch zeigen, daf} die
partiellen Ableitungen der Komponenten von gradw, gleichméflig gegen stetige
Funktionen konvergieren. Deshalb ist w zweimal stetig differenzierbar, und es gilt

|Aw — Awy,|lo — 0, n — oco. Daraus ergibt sich in B

IERT IERT 1.2 . 2.
Aw = lim Aw, = lim (=k"w, — x) = —k"w — x.

1.3 Ausstrahlende Lésungen der Helmholtz-
Gleichung

Die Darstellung in diesem Abschnitt sowie des ersten Satzes in Abschnitt 1.4 orien-
tiert sich an [CK2]. Da dort allerdings nur der dreidimensionale Fall behandelt wird,
sind einige Beweise hier noch einmal ausgefiihrt.

Satz 1.10 Sei D C TR? ein beschrinktes Gebiet mit C?-glattem Rand T, und sei
n die nach aufen weisende Normale. Sei v € C*(D) N C(D) eine Lésung der
Helmholtz-Gleichung, die eine Normalableitung im Sinne von gleichmdfliger Kon-
vergenz besitzt. Dann gilt

ou(y) 0P(z,y)
= P — —=3d D. 1.24
o) = [ {200 (00) - utn 5D ast). e (120
Beweis: Der Beweis in [CK2], S.16, 148t sich mit geringen Modifikationen iibertra-
gen. |

Satz 1.11 Sei D C IR? das offene und beschrinkte Komplement eines unbeschrink-
ten Gebietes mit C?-glattem Rand T und sei n der ins Aufere von D weisen-
de Einheits-Normalenvektor. Sei u € C*(IR*\D) N C(IR*\D) eine Lisung der
Helmholtz-Gleichung, die eine Normalableitung auf I' im Sinne von gleichmdfiger
Konvergenz besitzt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. wu erfillt die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung, d.h. es gilt

lim\/7_“<?—iku> =0, r=|z|,
r

r—00

gleichmdf$ig in alle Richtungen .

|z

2. FEs qilt

@—'ku

2
ds = 0.
or y

lim
T—>00

|z|=r
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3. Fiir alle x € R*\D gilt die Green’sche Darstellungsformel im AufBengebiet
0P(z,y) _ duly)
= — o d 1.25
u(x) /F {U(y) ) o 2 y)  dsy) (1.25)

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, so heifit u ausstrahlende Ldsung der Helmholtz-
Gleichung.

Beweis: 1) = 2): Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert fiir jedes
hinreichend grofe 7 ein z, € R? mit |z,| = r, so daf

i

Der Ausdruck auf der rechten Seite strebt nach Voraussetzung 1) gegen 0 fiir r — oo.
2) = 3): Ich zeige zundchst, daf

2
@—zku

ou
o —(z,) — iku(z,)

or

ds = 27r

/ lu|>ds = O(1), r — 00, (1.26)
Q

r

wobei 0, := {z € R? : |z| = r} und n der nach auflen weisende Normalenvektor auf
Q, ist. Es gilt

ou 91 12 ou
/Q{‘& ‘+k| |* + 2kIm <u%>}ds—/r

Ich wihle jetzt r so grof}, dal D im Inneren von 2, enthalten ist, und erhalte nach
dem ersten Green’schen Satz fiir das Gebiet D, := {x € R*\D : |z| < r}
ou ou

u—ds = Lun ds—kQ/ |u|2dy+/ | grad u|? dy.
on on D, D,

0
—u—iku

ds — 0, r — 00.
on

Setzt man den Imaginérteil dieser Gleichung in die vorherige Gleichung ein, so ergibt
sich
oul’

1i
TLI& Qr{ on

Da beide Summanden des ersten Integranden positiv sind, miissen auch die Integrale
iiber die einzelnen Summanden fiir » — oo beschrinkt sein. Insbesondere folgt also
(1.26).

Wihle nun z € IR?\D beliebig und anschlieBend r € R so, dal r > |z| und D im
Inneren von €2, liegt. Dann gilt nach Satz 1.10 angewandt auf D,

+ k2|u|2} ds = —2kIm / u— ds (1.27)




1.3 Ausstrahlende Losungen der Helmholtz-Gleichung 13

< [, 10l [ %52 — ikt ast)
+/QT | — u(y)| {%@;’) - ik@(x,y)‘ ds(y)
< ([ wrasy)” ( [, |22 i) ds<y>)

J/

=0(1) nach (1.8) h ~

—o(1) nach Vor.
+ ([, P asw) ( /,

=0O(1) nach (1.26)

M
D=

0P (z,y)

oty ik®(x,y)

dS(y))

=o0(1) nach Lemma 1.2 und 1) = 2)

fiir r — oo. Daraus folgt Behauptung 3.
3) = 1): Gilt fiir u die Darstellungsformel (1.25), so erfiillt u die Sommerfeld’sche

Ausstrahlungsbedingung, da ®(z,y) und %‘aﬁ) sie gleichméaBig beziiglich y € T

erfiilllen nach Lemma 1.2. ]

Satz 1.12 Jede ausstrahlende Lisung der Helmholtz-Gleichung besitzt das asympto-
tische Verhalten einer auslaufenden Zylinderwelle

ciklal
u(z) = NE {uoo(fv) +0 (x)} 2] = o0, (1.28)

gleichmdf$ig in alle Richtungen & = ﬁ Dabei ist die Funktion us auf dem Einheits-

kreis S definiert und heift Fernfeld von u. Unter den Voraussetzungen von Satz
1.11 gilt fiir das Fernfeld die Darstellungsformel

e—ikEn) gy
\/87 / { “on(y)  on

Beweis: Mit der Beziehung

Uso(T) =

—e @ } ds(y), &e€S'.  (1.29)

o~ yl = el — 205, 9) + [ol? = || - <:cy>+o(| |) v o0,

gleichméfig fiir alle y € I' und alle - und den Formeln (1.8) und (1.10) ergibt sich

i 2 N 1
o _ L2 iklel-kaw)-%) (1 S
(z,y) 1 7T]€|%|e 1 + 0 2]

e < ( 1 ))
— -1 <xay>
= e 1+0 , |z| — oo,
V8rk /x| ]
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sowie

00(w,y) _ ik N B )
W = 4H0(k| y|)<7|y—x|’ (¥))

1k 2 —— 1
- i(k|z|—k(Z.y)+7) ( _ 5 _
e e s (1o ()
e el gemikw) (1+ O( 1 )) s
= i s X 0. ]
VB8ak fla] On(y) ||

gleichméBig fiir alle y € T und alle Richtungen %. Durch Einsetzen in (1.25) ergibt

||

sich die Behauptung. [

1.4 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt seien D, I' und der Normanlenvektor n immer wie in Definition
1.1.

Lemma 1.13 (Rellich) Sei u € C?*(R*\D) eine Lisung der Helmholtz-Gleichung
mit dem Abklingverhalten

lim lu(z)ds = 0. (1.30)

r—00 Jiz|=r
Dann gilt v = 0 in R*\D.

Beweis: Ich rechne mit Polarkoordinaten (r, ) und definiere eine neue Funktion
u(r, @) = u(rcos ¢, rsin). Da D beschrénkt ist, gibt es ein hinreichend grofies R,
so dafl D in dem Kreis mit Radius R um den Ursprung enthalten ist. Fiir festes
r > R erhilt man die Fourierentwicklung

a(r,p) = Z an (r)e?

nez

mit Fourierkoeffizienten

2T .
(1) ::/0 e ""u(r, @) de.

Nach der Parseval’schen Gleichung gilt
2w
Y an(r)]F = r/ (7, p)|* dp = o lu(z) > ds — 0, T — 00,
nez 0 T|=r

also
Vrla,(r)| — 0, r— 00, (1.31)
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fiir alle n € Z. Durch zwei partielle Integrationen erhélt man

2 .
0 = / e "™ (A + k*)u(r cos ¢, rsin ) dg
0
L0 10 1 9
— —inp { _~ - - k2 ~ d
/0 ¢ <6r2+r6r+r26¢2+ >u(r,gp) 7

o (r) + %a;(r) + <k2 - (ﬁ>2> an(r).

r

Daraus erkennt man, daf8 die Funktion 7 — a(7) die Bessel’sche Differentialgleichung
(1.5) mit Parameter n erfiillt. Also ist

an(r) = an’Isl)(kT) + anqSQ)(kT)

fiir alle n € Z mit komplexen Koeffizienten p, und ¢,. Aus dem asymptotischen
Verhalten der Hankelfunktionen fiir grofie Argumente folgt mit Hilfe von (1.31)
Pn = @, = 0, und daraus u(x) = 0 fiir |z| > R. Aus der Analytizitit von u (s. [CK2],
S.17) folgt nun u = 0 in R?\D. |

Lemma 1.14 Sei u € C?(IR*\D) n C(R*\D) eine ausstrahlende Losung der
Helmholtz-Gleichung, die eine Normalableitung im Sinne von gleichmdjfsiger Kon-
vergenz besitzt, und fir die gilt:

Im / u% ds >0
r on
Dann ist u = 0 in R*\D.
Beweis: Im Beweis von Satz 1.11 wurde die folgende Gl. (1.27) hergeleitet:

i [ {22
rl{go Q, on

Daraus folgt, da8 (1.30) erfiillt ist. Nach dem Rellich-Lemma 1.13 ist also u = 0 in
R*\ D, was zu zeigen war. |

2 _
+ k2|u|2} ds = —2kIm / ua—u ds. (1.32)
r on

Korollar 1.15 Das duflere Neumann-Problem besitzt hochstens eine Losunyg.

Beweis: Seien u; und us zwei Losungen des dufleren Neumann-Problems. Dann
16st u := uy — uy das duflere Neumann-Problem zur Randbedingung % = 0. Nach
Lemma 1.14 ist u = 0, also u; = us. [ |

Zum Existenzbeweis fiir das d&uflere Neumann-Problem verwende ich einen gemisch-
ten Einfachschicht- und Volumenpotentialansatz. Hierin folge ich [Gr]. Sei B C R
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eine abgeschlossene Kreisscheibe, die ganz im Inneren von D liegt. Fiir Dichten
¢ € C(T) und x € C%*(B) setze ich

u(x) = /B<1>(:v,y)x(y) dy—/ré(x,y)w(y) dy, zelR%. (1.33)

Da man nicht erwarten kann, daf§ die Dichten ¢, x allein durch die Randbegingung
(1.3) eindeutig bestimmt sind, fordere ich zusitzlich

Au(z) —iu(z) = g(x)  fiir = €B (1.34)

mit einer festen Funktion g € C%%(B). Zur Lsung des duBeren Neumann-Problems
konnte ich auch einfach g = 0 setzen, ich werde jedoch spéter (Beweis von Satz 3.12)
die allgemeinere Form benétigen.

Satz 1.16 Geniigen die Dichten (o, x) € C(T) x C%*(B) dem Integralgleichungs-
system

2/8¢xy +2/a<1>xy ydy = 2f(a),z el
x(@) = (i +#) /F Do, )p(y) ds(y) + i+ k) [ S pxw)dy = —g()v € B

mit rechter Seite (f, g) € C(T')xC%*(B), so list die durch (1.33) definierte Funktion
u das dufere Neumann-Problem zur Funktion f und erfillt die Bedingung (1.34).

Beweis: Nach den Bemerkungen auf Seite 6 16st u die Helmholtz-Gleichung (1.1)
und erfiillt die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung (1.2). Nach den Sitzen
1.6 und 1.9 ergibt sich die Randbedingung (1.3) aus der ersten Gleichung und die
zusitzliche Bedingung (1.34) aus der zweiten Gleichung. ]

Satz 1.17 Das Gleichungssystem in Satz 1.16 besitzt fir jede rechte Seite (f,g) €
C(T) x C**(B) genau eine Lisung (¢, x) € C(I') x C%*(B). Das duflere Neumann-
Problem ist also fiir jedes f € C(T') losbar, und die Lisung hingt stetig von f ab.

Beweis: Das Gleichungssystem in Satz (1.16) besitzt die Form (I—A)(p, x) = (f, 9)
mit einer 2 x 2-Matrix von Integraloperatoren. Um zu zeigen, dal A den Produk-
traum C(T') x C*(B) kompakt in sich abbildet, zerlege ich seine Komponenten in
folgender Weise:

r) — C*(I) < C(I)

*(B) — C(B) — C(I")

) = C'(B) — C**(B)

Ayy : C"(B) — C(B) — C'(B) — C"*(B)
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In diesen Zerlegungen sind alle Operatoren beschrinkt und jeweils mindestens ein
Operator ist kompakt. Dies folgt aus den Sdtzen 1.5, 1.8 und den Ungleichungen
(1.22). Die Beschriinktheit von A, : C'(T') — C'(B) folgt aus der Beschriinktheit
des differenzierten Kerns. Also sind alle Komponenten von A kompakt.

Es bleibt zu zeigen, dafl I — A injektiv ist. Nach der Riesz-Theorie folgt dann, daf§
I — A auch surjektiv und der inverse Operator (I — A)~! beschriinkt ist. Deshalb
ist das duflere Neumann-Problem nach Satz 1.16 16sbar, und zumindest die Dichten
(¢, x) hingen stetig von f ab. Nach Einfiihrung einer geeigneten Norm fiir u (z.B.
der Supremumsnorm) kann man daraus folgern, dafy auch u stetig von f abhéngt.
Sei also (g, x) eine Losung des homogenen Gleichungssystems (I — A)(y, x) = 0.
Dann erfiillt das durch (1.33) definierte Potential u nach Satz 1.16 die Randbedin-
gung % = (0. Wegen der Eindeutigkeit des dufleren Neumann-Problems ist v = 0 in
IR*\D. Tnsbesondere ist u, = 0. Nach den Sitzen (1.6) und (1.9) gilt auch u_ = 0.
Nach denselben Sétzen kann man den 1.Green’schen Satz in der iiblichen Weise (vgl.
[K1], S.63) auf Parallelkurven zu I' anwenden und erhilt unter Beriicksichtigung von
Au—iu =0

_ Ou_
0 = /I‘U,%dS

_ _Ou _Ju
= /F’UJ_%CZS—/;BU%CLS"‘ aB’UJ%dS

= / ( — E?|ul®> + (grad u, grad u)) do + / (z|u|2 + ( grad u, grad u)) du.
D\B B

(Die Normale n auf 9B weist ins Auere von B.) Vergleich der Imaginirteile dieser
Gleichung liefert v = 0 in B. Nach Satz (1.9) folgt

—Xx=Au+ku=0

in é Also gilt
u(r) = — / O (x,y)dy, z € R”.
r

Da u die Helmholtz-Gleichung in D 16st und Losungen der Helmholtz-Gleichung
analytisch sind, ist v = 0 in D. Daraus ergibt sich

ou, Ou_
=— — — = fT.
14 on on 0 at

Damit ist die Injektivitdt von I — A gezeigt, und der Satz ist bewiesen. [



Kapitel 2

Die Fréchet-Ableitung

Zur Beschreibung und Durchfiihrung des Newton-Verfahrens in Kapitel 5 werde ich
eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Ableitung im IR™ auf normierte Riume
benotigen. Diese wird in Abschnitt 2.1 eingefiihrt, und in Abschnitt 2.2 werden
einige bekannte Rechenregeln fiir die Differentiation auf die allgemeinere Situation
iibertragen. In Abschnitt 2.3 wird ein Differentiationssatz fiir Integraloperatoren
bewiesen, der in Kapitel 3 eine entscheidende Rolle spielen wird.

2.1 Einfiihrung der Fréchet-Ableitung

Bezeichnung: Seien X und Y normierte Riume. Dann ist L(X,Y) der Raum
aller beschrinkten linearen Abbildungen von X nach Y mit der Norm ||F|| :=

SUP) g1 [|F ()]

L(X,...,X;Y) ist der Raum aller beschrinkten n-fach linearen Abbildungen von
————
n—mal
Xx...xX nachY versehen mit der Norm || F'[| := supz, = —jjzn|j=1 |1 F(Z1, -, 20)]]-

Definition 2.1 (Fréchet-Ableitung) Seien X undY normierte Riume und X' C
X offen. Eine Abbildung F : X' — Y heifst Fréchet-differenzierbar in einem Punkt
x € X', wenn es eine beschrinkte lineare Abbildung F'(z) : X — Y gibt mit

|1F(z 4+ h) = F(z) — F'(z)h]| = o(||h[])

fir ||| = 0,h € X. Ist F in jedem Punkt x € X' Fréchet-differenzierbar, dann
heifit die Abbildung F': X' — L(X,Y), x — F'(x) die Fréchet-Ableitung von F.
Die n-te Fréchet-Ableitung ist die Fréchet-Ableitung der (n — 1)-sten Fréchet-
Ableitung, sofern diese existiert. Besitzt F' eine n-te Fréchet-Ableitung in einem
Punkt v € X', so heifst F in diesem Punkt n-mal Fréchet-differenzierbar.

Nach dieser rekursiven Definition der Fréchet-Ableitungen héherer Ordungung erhélt
man

F : X'—Y
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F’ . XI — L(Xa Y)
F" :© X' — L(X,L(X,Y))
) AL (N L(X,L(X,L(Xa Y)))

usw.

Fiir grossere n werden die Bildrdume schnell sehr kompliziert. Hier kann man sich
zur Vereinfachung die kanonischen Normisomorphismen

LIX,L(X,....,L(X,Y)..) =2 L(X,...,X;Y) (2.1)
zunutze machen. Fiir n = 2 lautet dieser [somorphismus

LX,X;Y) — L(X,L(X,Y))
X — L(X,)Y)
fo= { hy — f(h1,+)

Wegen
sup || f(h1, ho)|l = sup ( sup [[f(h1,ho)l])

llh1[[=[lh2l=1 lhi][=1 " [lha]l=1

(eine allgemeine Eigenschaft des Supremums) ist diese Abbildung wohldefiniert und
normerhaltend. Linearitét, Injektivitat und Surjektivitit sind leicht einzusehen. Fiir
allgemeines n verfihrt man analog durch vollstdndige Induktion.
Vermoge des Isomorphismus (2.1) kann die n-te Fréchet-Ableitung einer Abbildung
F: X" =Y in einem Punkt z € X' aufgefafit werden als n-fach lineare, beschrinkte
Abbildung von X x ... x X nach Y:
FW . X' — L(X,...,X;Y)

n—mal
In dieser Arbeit werde ich meistens nur die Diagonalterme der héheren Fréchet-
Ableitungen benoétigen. Ich verwende die Notation

F™(z,h) := (F™(2))(h,---, h), n=123,...

Man iiberzeugt sich leicht, daf die Fréchet-Ableitung, sofern sie existiert, eindeutig
bestimmt ist und dafl Fréchet-Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert.

2.2 Rechenregeln fiir die Fréchet-Ableitung

Satz 2.2 (Kettenregel) Seien X,Y und Z normierte Riume und X' C X, Y' C
Y offene Teilmengen. Seien G : X' — Y' und F : Y' — 7 Fréchet-differenzierbar.
Dann ist auch F o G : X' — Z Fréchet-differenzierbar, und es gilt

(F'oG)'(z,h) = F'(G(x),G (2, h))
fiir alle x € X' und h € X.
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Beweis: Fiir z € X’ und h € X gilt

||h||||F( (z+h) = F(G(z)) = F'(G(x), & (z, h))|

|F(G(z+h)) = F(G(x)) = F'(G(z), Gz + h) = G))|| |Gz +h) = Gz
N |Gz + h) = G(z)]] . 17l

o(1)

HIP (G, L= IR =Gy

fiir ||h|| — 0, denn jeder einzelne Summand strebt gegen 0. (An den Stellen h € X
mit G(z + h) = G(x) ist der erste Faktor des ersten Summanden durch 0 stetig zu
ergénzen.) |

Satz 2.3 Seien X und Y normierte Riume und X' C X offen. Die Abbildung
A: X' =Y sei zweimal stetig Fréchet-differenzierbar. Dann gilt fir alle hy, hy € X
und alle x € X'

A"(x; hy, he) = A"(; by, hy).

Beweis: Sei F' € X* ein beliebiges stetiges Funktional auf X. Fiir z € X’ und
h € X gilt dann

FA(nh) = F%%%[A(ch) AW

o1 d
= limF[A(x +th) - A(r)] = S FA(+ th)|

Durch zweimalige Anwendung dieser Beziehung erhilt man

o 0
A”(.’L' ]’Ll, hg) ggFA”(Q? + tlhl + tghg) o
2 1 tq 2=
und 9 9
FA”(ZL’;hQ,hl) = 8_t18_7§2FA”(x+t1h1 +t2h2)‘ —t2:0-

Da fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf IR? die Reihenfolge der Ablei-
tungen vertauschbar ist, gilt

FA”(.’L'; hl, hQ) = FA”(,I, hQ, hl)

Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Hahn-Banach. [

Bemerkung: Der Satz ldt sich auch ohne Verwendung des Satzes von Hahn-
Banach und sogar ohne die Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten Ableitung
zeigen. Der Beweis ist dann allerdings deutlich schwieriger. (siehe z.B. [Di], S.181)
Die Verallgemeinerung auf héhere Ableitungen ist offensichtlich.
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Satz 2.4 (Produktregel) Seien X1, Xy undY normierte Riume, und es gebe eine
beschrinkte, bilineare Abbildung X, x Xo — Y, (x1,22) — [x1,22]. Sei U eine
offene Teilmenge eines weiteren normierten Raumes U und seien Fy : U' — X, und
Fy : U — X, Fréchet-differenzierbare Abbildungen. Dann ist auch [Fy, F5] : U — Y,
u > [Fy(u), Fy(u)] Fréchet-differenzierbar und besitzt die Ableitung

[Fy, Bo) (u, h) = [Fl(u, h), Fo(w)] + [Fi(u), Fo(u,h)]  welU. hel. — (2.2)

Beweis: Die rechte Seite der Gleichung (2.2) ist als Operator in h offenbar linear
und beschriankt, und es gilt fiir u € U":

ITFy, Fal(u + h) = [Fy, Fo(u) = [Fi(u, b), Fa(u)] = [Fi(u), Fa(u, b
|

< C{|\Fi(u+h) = Fi(u) = F{(u,h)|| || Fa(u+ h)|
—o(||nl) —o(1)
+HIF ()| || Fo(u + h) — Fo(u) — F3(u, b
—o([In])
+ | F{(u, W) | Fo(u + ) — Fz(U)|[}
—o(|Inl) —o(|Inl)
= o(l|lpll), Al = 0.
|
Beispiele:

1. X; = €, Xy = Y normierter Raum mit der Skalarmultiplikation in Y als
beschriankter bilinearer Abbildung.

2. X; = X, Hilbertraum mit dem Skalarprodukt als beschriankter bilinearer Ab-
bildung.

3. X5, Y normierte Rdume, X; = L(X5,Y). Die beschriinkte bilineare Abbildung
ist die Anwendung eines Operators aus L(X5,Y) auf einen Vektor aus Xs.

Satz 2.5 (Quotientenregel) Seien U ein normierter Raum, X ein Banachraum
und U C U offen. Sei F : U' — L(X, X) Fréchet-differenzierbar, und fir alle u € U’
sei F'(u) beschrdnkt invertierbar. Dann ist die Abbildung

F~' o U = L(X,X)
u (Fu) ™

Fréchet-differenzierbar und besitzt die Ableitung

(F Y (u,h) = —F *(u)F'(u, h) F ! (u), uwelU hel.
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Beweis: Ich zeige zuniichst, dafl ! stetig ist. Dazu ist die Stetigkeit von
inv: F(U')— L(X,X)
Ar— A7

nachzuweisen, denn es gilt F'~' = invoF. Sei e > 0 und A € F(U’), d.h. insbesondere
ist A invertierbar. Setze

0 := min < ‘ , ! ) .
20| A= 2l A
Sei B € F(U') mit ||B — A|| < §. Wegen der Identitét
B=A(I—-A'A-B))

und .
AN (A=B)|| < ||[AM]|A- B < 3

ist B nach dem Satz iiber die Neumann’sche Reihe invertierbar, und es gilt

- A~
1B~ < -
1—[|[A="(A - B)|
Es folgt
AT = B7Y| = |AT'BB™ = ATMABTY| < [JATY||B - All|B7
1
A B <<, <.
< I PS5 iy S
Damit erhélt man fiir u € U’ und ||h|| — 0
[F~ (u+h) — F~H(u) + F*I( VF' (u, h) F~ ()|
1F~ (u+h)F(u) = F~ (u+h)F(u+h) + F~ () F' (u, D) ||| (u)

(
|7 u+h||(|F F(ut h)+ F(u b)|
—O( ) (Hh\l)
+|[Fu+h)[ | F7 (u) - f‘l(u + W | (s ) =" ()]
=o(1) =O(||n])

—o(1)
= o(||A]).

Satz 2.6 (Taylorformel) Sei X ein normierter Raum und X' C X offen und
konvex. Sei F' : X' — € n-mal stetig Fréchet-differenzierbar. Dann qilt fiir alle
r €X' undh e X mitz+heX'

n—1 1 (m) 1

m=0

] /01(1 —5)" 'F™W (2 + sh,h)ds.  (2.3)
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Beweis: Seien x und h fest. Definiere g : [0,1] — C, g(s) := F(x+ sh). Wegen der
Konvexitiat von X’ ist ¢ wohldefiniert. Mit Hilfe der Kettenregel zeigt man induktiv,
dafl g n-mal stetig differenzierbar ist mit

g™ (s) = F™ (2 + sh, h) m=0,...,n.

Die gewdhnliche Taylorentwicklung von g um 0 liefert

P-4 1) = (1) = 3 ™0+ s [0 ) s
= 5 P gy [0 s ds

2.3 Ein Differentiationssatz

Den in diesem Abschnitt bewiesenen Differentiationssatz werde ich in Abschnitt 3.2.
bendtigen. Es handelt sich um eine Modifikation von [Po], Satz 3.5. Seien G5 C R"
mefBbar und Gy C IR™. Ich betrachte Integraloperatoren der Form

A(z) : C(Gs) — C(G)) (2.4)
(A@R)E) = [ f(t,miw)p(r) dr,

2

die von einem Parameter x aus einer offenen Teilmenge X' eines normierten Raumes
X abhingen. Der folgende Satz besagt, dafl unter gewissen Bedingungen an f die
Abbildung

A X'— L(C(G,),C(GY))
x— A(x)

Fréchet-differenzierbar ist und dafl die Differentiation unter dem Integral durch-
gefiihrt werden kann, daf} also die Fréchet-Ableitung gegeben ist durch den Operator

AW (z, h) : O(Gy) — C(GY) (2.5)
(A0 W0 = [ itz hyetr ar

In dieser Arbeit sind Gy und G5 stets das Intervall [0,27) oder offene Teilmengen
des R.

Satz 2.7 FEs gelten die oben eingefiihrten Bezeichnungen. Fir m # n sei @ =
G1 X Gy und fir m = n sei Q = {(t,7) € Gy X Gy : t # 1}. Die Funktion
f:Q x X' — C geniige den folgenden Voraussetzungen.:
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1. Fir alle (t,7) € Q ist f(t,T;-) zweimal stetig Fréchet-differenzierbar auf X'.

2. Fiir alle x € X' und alle h € X sind die durch die Gln. (2.4) und (2.5)
definierten Operatoren A(x) und AW (z,h) wohldefiniert. (C(G1) und C(Gy)

seien mit der Supremumsnorm versehen.)
3. Fiir jedes x € X' existieren Majoranten g,, : Q@ — IR, m=1,2 mit

om f

S ——(t,7;x,h)

< gm(t, 7) |2

fir alle (t,7) € Q, h € X und alle x in einer Umgebung von x, und es gelte

/ gm(t,7)dr < Cpy
Go

fiir alle t € Gy, m = 1,2 und Konstanten C,, > 0.
Dann ist A fir jedes x € X' Fréchet-differenzierbar und besitzt die Ableitung
Al(x,h) = AW (x, h).

Beweis: Sei x € X' beliebig. Dann ist die Abbildung h +— A®")(x, k) linear und
beschriankt. Die Linearitit folgt aus der Linearitit von a%f(t, 7:x,h) in h und die
Beschrinktheit aus der Abschéitzung

;;h d 001</ d 001<C
e Gza’r FOmx (7)Ao, < [ 9105 7) A7 llooic .

Ferner erhélt man fiir alle ¢ € C'(G2) und alle hinreichend kleinen h € X nach der
Taylorformel:
1A + h)p — A(x)p — AD (x, ) plloics
of
= [ UCmxt ) = F7%) = S 7% b)) dr

2

1 o f
_Hz;/u_@aﬁ@ﬂx+mmmwmym@ﬁ

(o 7) R ds Jo(7)] d7[| o,

[\
g
\Ho

ey

|

-

=2

7) 1Pl ellooia A7 [l
Czllwlloo;GQIIhIIZ,

VAN
\
‘S

IN

also

||h|| IA(x +h) = A(x) = AV (x, h) [ iciencieny < Collhll =0, laf = 0.
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Korollar 2.8 Die Funktion f erfille die Voraussetzungen von Satz 2.7. Dann ist
die Abbildung

B: X' — C(Gl)
T — f(,mx)dr
G2

Fréchet-differenzierbar, und es gilt fiir jedes x € X'

B'(x, h) :/ of

. 9 (-, 7%, h)dr.

Beweis: 1, bezeichne die Funktion, die auf G5 konstant den Wert 1 hat. Es ist
B(z) = A(z)1g, fiir alle z € X', und man erhélt

IB(x+h) — B(x) — B'(x, b
= [[[A(x+h) = A(x) — A'(x, h)|1c |l
< sup [[[A(x+h) — A(x) = A'(x, h)]¢l|

llll=1

= [[AGx+h) = A(x) = A'(x, )l Lician) .oy = olllbl])-

Analog kann man auch die Beschrinktheit der Abbildung h — B'(x,h) auf die
Beschrénktheit der Abbildung h +— A'(x, h) zuriickfiihren. |



Kapitel 3

Die Fréchet-Ableitung des
Fernfeldes nach dem Rand

In diesem Kapitel wird bewiesen, dafl das Fernfeld u., bei Streuung einer einfallen-
den Welle u;(z) = e*@% an einem schallharten Hindernis D Fréchet-differenzierbar
ist nach dem Rand I" von D. In Abschnitt 3.1. werden zunéchst die nétigen Begriffe
fiir eine prézise Formulierung dieser Aussage eingefiihrt. Der weitere Fortgang ba-
siert auf der in Kapitel 1 dargestellten Losung des dufleren Neumann-Problems mit
Hilfe eines gemischten Einfachschicht- und Volumenpotentials. In Abschnitt 3.2 wird
bewiesen, daf} alle beteiligten Integraloperatoren Fréchet-differenzierbar sind. Dar-
aus folgt dann die Fréchet-Differenzierbarkeit von ... Schiefilich wird in Abschnitt
3.3 gezeigt, dafl man u wieder durch die Losung eines dufieren Neumann-Problems
charakterisieren kann.

3.1 Das akustische Streuproblem am schallharten
Hindernis

Ich beschiftige mich im folgenden mit der Streuung von Schallwellen an einem lan-
gen, zylinderférmigen, schallharten Hindernis mit Querschnittsfliche D.

Definition 3.1 Unter dem akustischen Streuproblem an einem schallharten Hin-
dernis wversteht man die folgende Fragestellung: Gegeben seien ein beschrinktes,
einfach zusammenhingendes Gebiet D C IR* mit C*>®-glattem Rand T' und nach
aufen weisender Normale n sowie eine einfallende Welle u;(z) = e mit
d € R?, |d| = 1. Gesucht ist eine gestreute Welle u, € C*(R\D) N C(IR*\D), die
die Helmholtz-Gleichung list, der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung (1.2)
gentigt und fir die das Gesamtfeld u := u; + us auf dem Rand ' die Bedingung

ou
8—n—0

im Sinne von gleichmdfsiger Konvergenz auf I erfillt.
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Diese Fragestellung 148t sich offensichtlich zuriickfithren auf das duflere Neumann-
Problem zur Randbedingung ‘9“3 = %’:Li.

In der Definition des Streuproblems wurden hohere Glattheitsanforderungen an den
Rand I' gestellt als in der Definition des &ufleren Neumann-Problems. Im folgenden
wird gezeigt, dafl unter diesen Voraussetzungen das Gesamtfeld « bis auf den Rand
zweimal stetig differenzierbar ist. Diese Eigenschaft werde ich in Abschnitt 3.3. zur

Charakterisierung der Fréchet-Ableitung benotigen.

Lemma 3.2 Sei 0 < a <1 und ' C*%-glatt. Dann kann fiir ¢ € CH*(T)

gradx/rq)(x,y)w(y) ds(y), = eR*\D,

gleichmipig a-hélderstetig differenzierbar auf R?\D fortgesetzt werden.

Beweis: Fiir # € IR?\D ergibt sich durch partielle Integration

gradx/rq)(x,y)w(y) ds(y) = —/F grad ,®(z,y)p(y) ds(y)

- r%n(y)w(y) ds(y) — F%@;)@/)S(y)w(y) ds(y)
_ [ 0%@y)

[ (o) astw) + [ ®(e.0) - (s)e(m) ds(r

wobei s(z(t)) := |Z () der normierte Tangentialvektor an I' ist. Im letzten Schritt

wurde eine partlelle Integratlon durchgefiihrt. Da ngp € CY*(T) und js(scp) €
C%*(T), folgt die Behauptung aus Satz 1.7. u

Satz 3.3 Das Gesamtfeld u bei Streuung einer einfallenden Welle u;(z) = e#@®
an einem schallharten Hindernis D mit C**-glattem Rand T ist ein Element von

C%(IR*\D).

Beweis: Unter den angegebenen Voraussetzungen ist offenbar % € C"(I"). Wegen
Lemma 3.2 und der Analytizitét des Volumenpotentialanteils von (1.33) auflerhalb
von B ist der Satz bewiesen, wenn gezeigt werden kann, daf§ der Operator I + A
die Menge C*(T") x C'%%(B) bijektiv in sich abbildet. Dazu wird die Riesz-Theorie
verwendet. Die Injektivitit von I + A wurde schon im Beweis von Satz 1.17 sogar
fiir einen grofleren Definitionsbereich gezeigt. Es bleibt nur noch die Kompaktheit
von A in den verdnderten Normen nachzuweisen. Dazu zerlege ich die Komponenten
von A in folgender Weise:

b)) = C%(T) — Cb(T)
A12:C°0‘(B) C(B) — C*(T) = CH™(I)
Aﬂ:cm(r) C(T) — C'(B) — C**(B)

“*(B) < C(B) — C'(B) — C**(B)
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In diesen Zerlegungen sind alle Operatoren beschriankt, und jeweils mindestens ein
Operator ist kompakt. Das folgt aus den Sétzen 1.5, 1.8 und 1.22. Die Beschréinkt-
heit der Operatoren Ay : C(B) — C'(T') und Ay : C(T') — C'(B) folgt aus der
Beschranktheit der differenzierten Kerne. Also sind alle Komponenten von A kom-
pakt. [ |

Ich werde nun einige Bezeichnungen einfiihren, um die Losung des akustischen Streu-
problems am schallharten Hindernis explizit angeben zu kénnen. Zunéchst mufl der
Rand I' durch ein Element eines normierten Raumes beschrieben werden, um spéter
von einer Fréchet-Ableitung nach dem Rand tiberhaupt sprechen zu kénnen. Bei zwei
Raumdimensionen bietet es sich an, den Rand durch 27-periodische Funktionen zu
parametrisieren.

Definition 3.4 Sei 0 < a < 1. C3*(IR,IR?) bezeichne den Vektorraum aller
C?**_glatten 27 -periodischen Funktionen von IR nach IR?, versehen mit der Norm

|21 := max([|zloo, [|12"lloo, [12"ll0.0)- ,
RP C 03%(R,R?) sei die Menge aller z € C3.*(R,IR?) mit den Eigenschaften:

1. 2]jg 9, 15t injektiv.
2. z ist regulér, d.h. |2'(t)| > 0 fir alle t € RR.

3. z ist linksorientiert.
Bemerkung: Eine genaue Definition von Linksorientiertheit wird im Beweis von
Lemma 3.7 gegeben.
Sei I' = z(IR) mit 2 € RP. Fiir ein Feld w € C*(IR*\ D) definiere ich die parametri-

sterte Normalableitung durch

(Nw)(t) :== (N(2)w)(t) := lim (n(t; z), gradw(z(t) + pn(t; 2))), t e R,

p—04

sofern dieser Limes gleichmifig in ¢ existiert. Dabei ist n(t; z) := n(z(t)).
Das Integralgleichungssystem aus Satz 1.16 lautet in parametrisierter Form

(I + B(2)) < ; > — < 2(fg°2) >

und

Bll(Z) : CQW(IR, @) — CQF(IR,, (D)

ik e Hy(k(0) — 2(n)
(Bu(Z)@/}) (t) := 2 Jo |2(t) — 2(7)|

(2(t) = 2(7),n(t; 2)) (1) (1) dr
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B12(Z) : CO’Q(B) — CQW(IR, @)
ik Hy(k|2(t) — yl)

(312(Z)X) (t) = E B |Z(t) _ y| <Z(t) - yvn(t; Z)> X(y) dy

By1(2) : Cor (R, C) — C™*(B)

0

(Ba(e) () = =i+ 2) [ Ho(kl = =) ()| ()

By(z) : C**(B) — C°(B)

(Baa(2)x) (@) = 10+ &%) | Holklr = yD)x(y) dy
Y=oz

Sei G C IR? ein Gebiet, dessen AbschluB G' ganz in IR*\ D enthalten ist. Der Poten-
tialoperator P ist definiert durch

P(2) : Con(IR, @) x CO(B) —> CY(@)
(P () = 4 [ uthle = i) an = § [ Ea(kls = =)ol 0) e

X

und der Fernfeldoperator F durch
F(2): Oy (IR, C) x C"(B) — L*(S")
(0 e —ik(3,y) T k(e '
(F( 1))@= s (e entman= [T e vl o)

Damit kann der folgende Satz formuliert werden:

Satz 3.5 Das Streuproblem an einem schallharten Hindernis D ist fiir jede einfal-
lende Welle u;(x) = e*% eindeutig l6sbar. Wird der Rand T von D durch z € RP
parametrisiert, sind das gestreute Feld us(z) und sein Fernfeld u(z) gegeben durch

us(2) = P(2)(I+ B(z))™ ( —21\8(2)% )

—2N (z)u;

too(2) = F(z)([—l—B(z))l( ) >

Beweis: Die Aussage folgt aus den Sétzen 1.16, 1.17 und 1.12. [



30 Die Fréchet-Ableitung des Fernfeldes nach dem Rand

3.2 Die Fréchet-Differenzierbarkeit der Integral-
operatoren

Zunichst zeige ich einige Abschitzungen fiir die Parametrisierungsfunktionen.

Lemma 3.6 Seiz € RP. Dann gibt es Konstanten c¢;,Cs, C3,Cy,q > 0, so daf

2(t) —2(7)| > alt—1] (3.1)

|z(t) — 2(1)] < Csolt — 7| (3.2)

B (k|2() = 2(0))] < Gile—7I™,  me{1,2,3} (33)
;Z—m{<2(t)—Z(T),n(t;z)>}(z,h)‘ < Cylt—7PR™,  me{0,1,2}(3.4)

fir alle z € C3*(R,IR?) mit ||z — z|| < ¢, h € C3:*(R,R?) und alle t,7 € R mit
|t — 71| <.

Beweis: Sei K := {(t,7) € R*: t € [0,27] und |t — 7| < 7}. Offenbar reicht es, fiir
jede Ungleichung ein ¢ > 0 anzugeben, so daf§ die Ungleichung fiir alle ||z — z|| < ¢
und alle (¢t,7) € K giiltig ist.

(3.1) Betrachte die Abbildung f: K — IR,

|z(t)—z(7)| i
(7)== = fiirt £ 7
|z’ ()] fir t = .

f ist stetig und positiv auf K. Fiir ¢t # 7 folgt die Positivitdt von f aus der 2m-
Peridiozitdt und der Injektivitit von z|y, ., fiir £ = 7 aus der Bedingung [z'| > 0.
Da eine stetige Funktion auf einem Kompaktum ihr Infimum annimmt, existiert ein
¢ > 0 mit f(¢,7) > cfiir alle (¢,7) € K. Nach einer Multiplikation mit |t — 7| erhé&lt
man daraus |z(t) — z(7)| > ¢|t — 7] fiir alle |t — 7| € K.

Fiir z € 03" (IR, IR?) mit ||z — || < £ ergibt sich

2() = 2(7)] = [2(t) —2(7)] = [(z = 2)(t) = (2 — 2)(7)]

c
>t =7[ = [I(z =) lloclt = 7| = Sl —7].
Also gilt (3.1) mit ¢; := § in einer Kugel um z mit dem Radius §.

(3.2) Sei ¢ > 0. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir alle z € C3*(IR, IR?) mit ||z—z|| <
q fiir alle (¢,7) € K die Ungleichung

|2(8) = 2(7)| < |2 lloolt = 7| < (l20]l00 + DIt = 71.

(3.3) Aus der Reihendarstellung (1.6) und (1.7) der Bessel- und Neumannfunktion
ergibt sich |Hém)(x)| = O(x™™) fir z — 0 und m = 1,2,3,.... Also existiert fiir
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beliebiges ¢ > 0 eine Konstante C§ > 0, so da8 |Hém)(:z;)| < f—é fir 0 < z <

2k(||z|ls + q) und m = 1,2,3. Daraus folgt (3.3) mit Hilfe von (3.1).
(3.4) Nach der Taylorformel gilt fiir alle z € C3:*(IR, R?), die hinreichend nahe bei
z liegen, so dafl n(¢; z) wohldefiniert ist, die Gleichung

(2(t) — 2(7),n(t; 2))
_ <—z’(t)(7—t)—/0 (1—s)z"(t+(T—t)s)ds(r—t)2,n(t;z)>
= R(t,7;2)|t —7)° (3.5)

R(t,7;2) := — </01(1 — )" (t + (1 — t)s) ds, n(t; z)> :

Fiir festes (¢, 7) ist R(t, 7; z) beliebig oft nach z Fréchet-differenzierbar, denn n(¢; 2)
ist beliebig oft differenzierbar und ebenso die beschrinkte lineare Abbildung z
J4(1=5)2"(t+ (T —t)s) ds. Man sieht leicht, daB es eine Konstante Cy und ein ¢ > 0
gibt, so daf}

am

5o B2 h)| < CallR|™
fiir alle (¢,7) € K, ||z — z|| < ¢, h € C**(IR,IR?) und m € {0,1,2}. Wegen (3.5) ist
damit auch (3.4) bewiesen. |

Lemma 3.7 RP C C3(IR,IR?) ist offen.

Beweis: Sei z € RP. Es ist zu zeigen, dafl es ein r > 0 gibt, so daf} alle z €
C3*(IR,1R?) mit ||z — z|| < 7 den drei Eigenschaften aus Definition 3.4 geniigen:
Ist 7 < ¢ mit dem ¢ aus Lemma 3.6, so sind alle z mit ||z — z|| < r wegen (3.1) und
der 27-Periodizitéit injektiv. Ist auerdem r < 3 infycp.0q |2'(2)], so sind alle z mit
||z — z|| < r auch regulir.

Fiir die 3. Eigenschaft ist zunéichst zu iiberlegen, wie Linksorientiertheit definiert
werden kann. Ich benutze dazu den Begriff der Umlaufzahl aus der Funktionentheo-
rie. IR? wird dabei als € aufgefaBt und entsprechend z als komplexwertig. Nach dem
Jordan’schen Kurvensatz wird die Ebene durch die Kurve I' := z(IR) in ein Innen-
gebiet und ein Auflengebiet geteilt. Fiir alle Punkte £ aus dem Innengebiet gilt fiir

die Umlaufzahl . 4 L g\

n(f,z)::T/ ° :—./ &,

miJrz—§& 2miJo zZ(t)—¢&

daB n(&,z) € {—1,1} und dal der Wert nicht von der Wahl von ¢ abhéngt. Ist
er gleich 1, heifit z linksorientiert, anderenfalls rechtsorientiert. Wéihle nun einen
beliebigen Punkt £ aus dem Innengebiet. Er hat einen positiven Abstand d > 0 von
. Fir z € Cor(R,IR?) mit ||z — 2z||c < ¢ ist die Funktion g : [0,1] — {1,—1},
g(A) :=n(& Az + (1 — A\)z) wohldefiniert und stetig. Deshalb ist g(0) = ¢g(1), d.h. z
und z haben die gleiche Umlaufzahl. Wihle deshalb r» = min (q, S infiepo2q 12/ (2)], g)
|
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Satz 3.8 (Fréchet-Differenzierbarkeit der Integraloperatoren)
Die Abbildungen

B: RP — L(CQ,T(IR ) x C*(B), Con (IR, €) x C*(B))

z B(z),

P: RP L(C2 (R, C) x C**(B),C(Q))
z P(z),

F: RP L(Cor(R, C) x C**(B), L*(S"))

z F(z)
sind Fréchet-differenzierbar.

Beweis: Fiir alle Operatoren kann die Fréchet-Differnzierbarkeit mit Hilfe von Satz
2.7 nachgewiesen werden. Hier soll nur fiir den schwierigsten Fall des Operators By,
gezeigt werden, daf} die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt sind:

Es gelten die Spezifikationen X = C3:*(IR,IR?), X' = RP, G| = G5 = [0, 27), sowie
Q= {(t71)e0,2m)?:t£T}. f: Q x RP — C ist der Kern des Operators By,
ohne den Vorfaktor (——) Ich verifiziere der Reihe nach die Voraussetzungen von
Satz 2.7:

1. f ist fiir festes (t,7) € R®> mit t — 7 ¢ {27n : n € Z} zweimal nach z
Fréchet-differenzierbar, und es gilt

it )_H’(kl d)

E
O, . (RHIE)  HkE)
ﬁ“’“”‘( )

D 2 (e Yl o)

(Z,m) (7)),

£ h) (2,n) |2'(7)]

Hy(kl2)) . (2(7), W' (7)) sowie
e BT

Of oy o HokIZ) O ('(7), h' (7))
ﬁ(t,m,h)_QT&{@,m}(z,h)W
o (kﬂa’(klél) _ Hy(k|2 |)> (5,1) (2, (z'(7), b'(7))

27 2 S |2'(7)]

FHy'(K[Z])  kHG(KIZ]) | JH(KIZ)) /o 52

A (T st e ()

. (kH(’)’(kIZI) B Hé(k|5|)> |B|2] (z.n) |#(7)|

217 2
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D T o Yl )
k2D . (IBO)E _ (elr), )
EEES >(|z'(r>| EGE )

Dabei ist Z := z(t) — z(7), h := h(t) — h(r) und n = n(t; z). Insbesondere ist
[ natiirlich fiir (¢,7) € @ zweimal stetig Fréchet-differenzierbar.

2. Bs gilt Bii(z),281(2,h) € L(Co(IR,C),C 5 (R, C)), da die Funktionen
f(+; 2) und %f(-, -; z, h) beschrinkt sind, wie im néchsten Punkt gezeigt wer-

den wird.

3. Wendet man die Abschétzungen (3.1)-(3.4) aus Lemma 3.6 auf die in Punkt 1.
ausgeschriebenen Ableitungen von f an, so ergibt sich, daf} es fiir jedes z € RP
Konstanten C, ¢ > 0 gibt, so dafl

omf

—m(ta Tz, h)

< C||h|™
- el

fiir m € {0, 1,2}, fiir alle (¢, 7) € R? mit |t — 7| < 7, alle h € C3:*(IR, IR?) und
fiir alle z € RP mit ||z — z|| < ¢. Wegen der 2r-Periodizitit von f gilt diese
Abschiitzung auch fiir alle (¢,7) € Q.

Fiir die Operatoren P, F und die anderen Komponenten von B ist die 3. Be-
dingung von Satz 2.7 wesentlich leichter einzusehen, da die Kerne und ihre Ab-
leitungen hier beschrinkt sind. Es ist zu beachten, dafl Satz 2.7 in der gege-
benden Formulierung nur Fréchet-Differenzierbarkeit in der Supremumsnorm er-
gibt. Er kann aber bei allen angegebenen Operatoren herangezogen werden, um
Fréchet-Differenzierbarkeit zunéchst in einer stirkeren Norm zu beweisen, was
dann die Fréchet-Differenzierbarkeit in der gewiinschten Norm impliziert. Betrach-
te dazu Byy(z) : C(B) — Cyn(R,C), gradBy : Cor(R,C) — C(B;C?),
P : 0% (R,C) x C(B) = C(Q), grad P : Cy(IR,C) x C(B) — C(G,C?) und
F: Cy%(IR,C) x C(B) — C(S'). Die Ableitung von Bs, verschwindet. u

Nach diesen Vorbereitungen kann bereits ein erstes Teilergebnis gezeigt werden.

Satz 3.9 Bei fester einfallender Welle u; sind die Abbildungen RP — C(G), z —
us(z) und RP — L*(SY), 2z — us(2) Fréchet-differenzierbar, und es gilt fiir jedes
z € RP

Uls(z,h) — Pl(Z,h)(I-l—B(z))_l ( —2]\/;)(Z)Ui )

P+ ) B+ 5 (N
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+P(2)(I+ B(z))_1% { ( 2N e ) } (2, h) (3.6)

uly(z,h) = F’(z,h)(1+3(z))1<—2N0(Z>“z’>

—~F(2)(I + B(2)) 'B'(z,h)(I + B(z)) ' ( ~2N (e )

F()(T + B(z))I% { < 2Nz ) } (2, h). (3.7)

u'(z, h) ist wieder eine ausstrahlende Losung der Helmholtz-Gleichung, und es gilt
Ueo(2, ) = (u(2, 1)) oo

Beweis: Man kann elementar verifizieren, daf die Abbildung z — 2N(z)u; von RP
nach Cy"(IR, C) Fréchet-differenzierbar ist. (3.6) und (3.7) folgen aus den Siitzen
3.5, 3.8, der Produktregel 2.4 und der Quotientenregel 2.5. Nach Lemma 1.2 ist
u'(z, h) eine ausstrahlende Losung der Helmholtz-Gleichung. Deshalb ist der Aus-
druck (u!(z, h)),, sinnvoll. Es ist noch zu zeigen, dafl er gleich u_(z, h) ist. Offenbar

(o))

Deshalb stimmen jeweils die letzten beiden Summanden von (3.7) und dem Fernfeld
von (3.6) iiberein. Die ersten Summanden stimmen aber ebenfalls iiberein, denn aus
dem asymptotischen Verhalten (1.10) und den Gleichungen (3.6) und (3.7) ergibt

(i () =rian (*).

Bemerkung: Man sieht an Gl. (3.6), dal u)(z, h) unabhéngig ist von dem aus
beweistechnischen Griinden eingefithrten Gebiet G, d.h. falls Gy, Gy C IR?, so daf
G1,Gy € R*\D, dann gilt (u) ¢ (2, h))(z) = (u) ¢, (2, h))(x) fir alle z € G, N Gs.
Deshalb kann u/,(z, h) auf dem ganzen AuBenraum IR*\D definiert werden.

3.3 Charakterisierung der Fréchet-Ableitung
durch ein Randwertproblem

Lemma 3.10 Seien X ein normierter Raum, X' C X, G C IR" offene Teilmengen
und X' — CYHG,C), z — f, sowie X' — G, z — x, Fréchet-differenzierbare Abbil-
dungen. Dann ist auch die Abbildung X' — C, z — f,(x,) Fréchet-differenzierbar,
und es gilt fiir jedes z € X' und alle h € X

%{fz(xz)}(z,h) = (88122 (z,h)> (72) + <grad [z, %(Z,h)>-
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Beweis: Betrachte die Zerlegung

X4 (G xG SR

Es gilt
, _ %’2 (z, h)
Al(z,h) = ( 6;; (z, h) )
wi B (D)) =ato)+ G 000,
denn
(o)t y)— f@) - glz) — {grad f(z), 1) ]
max(lgllen 1o
< o (740 = £ — (grad £(2).) |+ lote +3) = 9(2)
o U t) = )~ (erad (@) )| gl

vl lgllc

fiir max(||g||c1, |y|) — 0. Dabei ist ||g]|ct == ||g]|cc + || grad g||o- Man erhilt nach
der Kettenregel

%(fz(:rz))(z, h) = B' (A(z), A'(z,h)) = (%f;z (2, h)) (:1:)+< grad f,(z), %(z, h)> .
|

Bemerkung: Zu z € RP gibt es ein r > 0, so daf} durch
z(t, p) := z(t) + pn(t; z), (t,p) € [0,27) x (—r, 1), (3.8)

ein lokales Koordinatensystem in einer Umgebung von I' = z(IR) gegeben ist (vgl.
[CK1], S. 37). Insbesondere sind fiir p € [0,7)

x0(t) == z(t) + pn(t; z), t €[0,2m), (3.9)
injektive, C'1®-glatte, reguliire Parametrisierungen von Parallelkurven zu T'.

Lemma 3.11 Gegeben seienz € RP, r wie oben beschrieben, und h € C§;,“(IR, R?).
Weiter seien uy, us, uz, uy : R x [0,7] = C 2mw-periodische Funktionen der Form:

wiltp) = [ W7z DK ) [0 v dr =14
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mit
Ui(t,7.p) = (a(t) — 2(r) + pn(tiz), n(7;2))
Ua(t,7.p) = (a(t) —z(r) + pn(t; 2),n(t;2)).
Us(t,m,0) = o -{ (2(8) = 2(7) + pn(t; 2),n(r52)) (2, ),
L

) + pnlt; 2),n(t; 2)) Hz, h),

sowie einer Funktion ¢ € Cyr(IR,C) und einem Kern K, der stetig ist fir t #
T, 2m-periodisch in t und T und differenzierbar nach p. Auferdem geniige K den
Abschdtzungen

‘Il4(t7 T, p) =

Cy
|K(t,7,p)] < PR CET DI (3.10)
oK A
it |G| < s 310

fiir alle t, 7 € [0,27) mit t # 7 und alle p € [0,7). Dann gilt

1 t,p) —u;(t,0)] =0 =1,...,4.
limysup [u;(f, p) —u; (1, 0)[ =0, j=1,....

kHy (klzz (t)—2()])
\xz() z(7)|

Bemerkung: Fiir K(t,1,p) = |z’ (7)] gilt

uy (t, p) :/F%g;’y)[@(y) — ()] ds(y).

Dabei ist ¢ 0z = 1. Das dreidimensionale Analogon fiir diesen Fall wurde in [CK1],
S. 49, bewiesen. Der Beweis des Lemmas verlduft im wesentlichen analog.

Beweis: Fiir hinreichend kleine p gibt es nach (3.1) und (3.4) eine Konstante c3, so
daB fiir alle t,7 € Rmit [t — 7| <7

z(t) —z(7) + pn(t:2)]* = |2(t) — 2(7)]" + 2p (2(t) — 2(7), n(t; 2)) + p*
cg(|t—7'|2+p2). (3.12)
Weiter gibt es eine Konstante Cy > 0, so daf3
Uit 7o) < Ca(lt=7P+p),  G=1,...,4.
Fiir ¥, folgt dies mit Hilfe der Aufspaltung
(2(t) — (1) + pn(t;2), (73 2)) = (2(t) — 2(7); n(7;2)) + p (n(t;2), n(7; 2))

aus Ugl.(3.4) fiir m = 0. Fiir ¥, U3 und ¥, verwendet man analoge Aufspaltungen
und Ugl.(3.4) mit m = 1 fiir U3 und ¥y.
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Es gilt firalle0 <d <7mund j=1,...,4

eXe) /t+6 [t =72+ p
t—5 |t — 71|+ p?

0104 CIC4
d < 1
{/ T+ / x2+p} 3T (3.13)

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes erhélt man mit Hilfe von (3.10), (3.11) und
(3.12), daB} es eine Konstante C5 > 0 gibt, so daf fiir alle p € [0,7] und alle ¢,7 € R
mit |t — 7| < 7 und t # 7 gilt

|‘Ilj(t7 T, p)K(ta T, p) - '(ta T, O)K(ta T, 0)|

ov, OK
< su t,T,p)K(t,7,p)+V,(t, 7, p)—(t,T,p
< o s (GEERAK D) - ¥ G 7))

Csp
[t — 7|3

Daraus ergibt sich fiir ¢t € IR

t+0
|1t K (k7o) dr <
t

C3

j=1,....4.

/ (.7, p)K (8,7, p) = Wy (8,7, 0) K (8,7, 0) dr
[t—m,t—0]U[t+0,t+7]

2nCsp .
< T =1 (3.14)

Setzt man (3.13) und (3.14) zusammen, so erhilt man eine Konstante Cg, so daf3

us(t, ) — us(t, 0) scﬁ{ up |w<t>—w(7>|+5—’;}, j=14

[t—T7|<d

fiir alle hinreichend kleinen p > 0, ¢ € R und 0 < § < 7.
Sei nun ¢ > 0. Da v gleichméfig stetig ist, existiert ein § > 0, so dafl fiir alle
lt—7| <0

t) — < —.
50 ~ 9] < 5o
Dann gilt fiir 0 < p < 56-0 die Ungleichung
sup |u;(t, p) — u;(t,0)] < e, j=1,...,4.
teR

Satz 3.12 Seiz € RP und h € C3*(IR,IR?). Dann erfillt v’ (z, h) die Neumann-
Randbedingung

ou' (z, h
%(z(t)) = RB(t;u), teR. (3.15)
Dabei ist u das Gesamtfeld bei Streuung von u; an dem zu z gehorigen Gebiet D und

RB(t;u) := — <%(t;z, h), grad u(z(t))> - Z_l hi(t) axa;uxj (z(t))n;(t; 2).
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Beweis: 1) Nach den Sétzen 1.16 und 1.17 gilt fiir alle (f, g) € C2: (IR, C) x C(B)
die Gleichung

N(@)P(@) (I + Bz)" ( ! ) _

also N(z)P(z)(I+ B(z)) = 3pri, wobei pry die Projektion auf die erste Komponente
des Produktraums ist. Mit Hilfe von Satz 3.9 erhilt man daraus

O(N(2)ui)

= (z,h) (3.16)

N(z)u'(z,h) = N(z)P'(z,h)0 — %prlB'(z, h)6 —

wobei ) ( ;X/; > .= (I + B(z)"! ( —QNU(Z)Ui > .

Dabei ist die Existenz von N(z)P'(z, h)f noch nachzuweisen. Fiir den letzten Term
von (3.16) ergibt sich nach Produkt- und Kettenregel

_%(z,h) = _a%{ (n(+2), gradui(2)) }(z, h) = RB(-u,).

Die Doppelsumme im zweiten Summanden von RB entsteht, indem die beiden auf-
tretenden Skalarprodukte als Summen geschrieben werden. Da u — u; = us und RB
linear in u ist, ergibt sich nach Einsetzen und Umstellen, dafl noch die Beziehung

%prlB'(z, h)0 = N(2)P'(z,h)0 — RB (- u,). (3.17)

zu beweisen ist.

Existiert die Normalableitung von w € C?(IR*\D), so gilt nach der Kettenregel
(N(z)w)(t) = lim, o gpw(x;’(t)). Dabei sind x2, p € [0,r) die in (3.9) definierten
Parametrisierungen von Parallelkurven zu I'. Insbesondere ist

(N(2)P'(z, h)f) (t) = lim a% (P'(z, h)0) (z5(1)), (3.18)

wobei nachzuweisen ist, dafl der Limes p — 0 gleichméBig fiir ¢ € IR existiert.

Auf der linken Seite von (3.17) wird von dem Potential P(2)6 zuerst die Normalablei-
tung auf dem Rand gebildet - dies ergibt den Ausdruck B(z)# - und anschliefiend
nach z differenziert, wobei nach Definition von B die Stelle z(t), an der ausgewer-
tet wird, ”mitdifferenziert” wird. In (3.18) wird das Potential P(z)# zuerst nach z
abgeleitet, wobei die Punkte, an denen das Potential ausgewertet wird, nicht von z
abhéngen, und abschliefend wird die Normableitung gebildet.

Ich werde in den folgenden Beweisschritten zeigen, dafl beide Seiten von (3.17) gleich

dem Ausdruck 5 5
o Y29 p
ll)lr% B {P(2)0(z?)} (z, h) (3.19)
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sind und daf} dieser Limes gleichmésig in ¢ existiert. Hier wird ebenfalls zun#chst
nach z differenziert und anschlieffend die Normalableitung gebildet, jedoch wird der
Auswertungspunkt x%(¢) in die Differentiation nach z einbezogen.

2) Ich zeige, dafBl (3.19) gleich der rechten Seite von (3.17) ist. Eine Anwendung von
Lemma 3.10 ergibt fiir p € (0,7) und t € R

S {PEOE)} (2, h)

0 0
= (5 (P 1)) (0200 + ( sraa (P@)0) (20, G )
Nach Satz 3.3 ist us = P(z) als Losung eines dufieren Neumann-Problems mit C%*-
glattem Rand bis auf den Rand zweimal stetig differenzierbar. Deshalb existiert die
Normalableitung des letzten Terms, und man erhéilt

0 Oz’
.0 p !
lim 5 <grad P(z)0(z5), P (z,h)>

p—0 P
0 on
R T 0 vi .
= },5% o <grad us(x0), h(t) + L (t; 2, h)>
on

= lirn<gradus(x;’),8 (t;z,h)>
z

p—0

0 on
1 p .
+ iy <ap (gradu,(2f)), h(t) + po—(t:2, h)>

= —RB(t;uy).
gleichméBig in ¢. Unter Benutzung von (3.18) folgt damit

lig %2 {P(0(2(0)} (3. ) = (NP (2. 16) (1) = R0,
und die Existenz von N(z)P'(z, h)f, sofern der Limes in (3.19) gleichméfig in ¢
existiert.
3) In den letzten beiden Beweisschritten zeige ich, daf (3.19) auch mit der linken
Seite von (3.17) iibereinstimmt und dafl der Limes gleichm#Big in ¢ existiert. Es gilt
fiir p € (0,7r)

2 2 (P} 1 520,
— %6% /B<I>(:1:§ay)><(y) dy_/r(z)q)({]}g,y)gp(y) ds(y)} (2, h)
= % {<"(';Z)a/B(gradx(xé’,y))x(y) dy>} (z, h)

o (ntsa [ (a2 et 050 )
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Die Vertauschbarkeit der Ableitungen folgt aus Satz 2.3, denn man kann, z.B. mit
Hilfe von Korollar 2.8 zeigen, daf§ die Abbildung RP x (0,7) = Cs, (IR, C),(2, p) —
P(2)0(z?) zweimal stetig partiell Fréchet-differenzierbar und deshalb zweimal stetig
Fréchet-differenzierbar auf dem Produktraum RP x (0,r) ist.

Fiir die linke Seite von (3.17) ergibt sich

rBane = (0o, [ (mad Gl ) e 32

o f (. [ arad a2 o) s )

Dabei ist wieder 1) = ¢ o z. Es muf} also nachgewiesen werden, daf} (3.20) fiir p — 0
gleichméBig in ¢ € IR gegen (3.21) konvergiert, oder anders ausgedriickt, daf} (3.20)
gleichméBig in ¢ stetig bei p = 0 ist.

Fiir das Integral {iber B ist dies klar, da die Ableitungen der Grundlésung beschréinkt
sind. Um auch fiir das Integral

I:=1I(t,p;z):= /I‘(z) %((?)’y)%@(y) ds(y)

die Stetigkeit bei p = 0 zu beweisen, schreibe ich
mit
0P(a%,y)
I = / 2 — Nld
: 0% (2, y)
d T:= / T2 ) 4s(y).
. r(z)  on(x) sWw)

Da grad ,®(z,y) = —grad ,®(z,y), erhilt man durch Aufspaltung des Gradienten
in einen Anteil parallel zu n(y) und einen Anteil parallel zu T'(y) (dem normierten
Tangentialvektor bei y)

T _ nxo . aq)(xgay) s . 8<I>(x§,y)n S
P= ()~ [ PR ast) - [ ORI ) ast ).

Daraus ergibt sich

I=0L+1I3+ 14
mit
B (), [ ol s () as)
B [ (o) - nw) G ds)
L [ 2daty) ds(y)
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I erhilt man durch eine partielle Integration. Insgesarnt gllt also I = I + (2 [ I, +
I3 + I4]. Ich werde im folgenden zeigen, daf} fir k =1,...,4

o, o, |
Il)g% f&ﬁ P —(t,p;z,h) — g(t,o,z, h)| = 0. (3.22)

4) Nach Korollar 2.8 konnen in den Integralen Iy,...,I; fiir p € (0,7) jeweils
Differentiation und Integration vertauscht werden. Ich benutze im folgenden die
Abkiirzungen

ro= r(t,T,p;2) = 2(t) — 2(1) + pn(t; 2)
und r = r(t,7,p):=2z(t) —z(r) + pn(t; z).

(4.1.) Es gilt

Tteoat) = [ o {ramind (Lot o)) o1 1) o) - vio] ar

[ 5 {M} (2,h) (r,n(t:2)) |2/(7) [(7) — (1)) dr

B
/02” % %{ (r,n(t; 2)) Y, h)2 (1) [i(r) — o (1)] dr
/02” % (v, n(t:2)) a%{wn}(z, W) [1(7) = w(#)] dr.

Die Stetigkeit der letzten beiden Summanden des letzten Gliedes dieser Gleichung

folgt aus Lemma 3.11 mit j = 4 bzw. j = 2 und K = S008I )5(0)] by,

K = k‘ l 2{12'(7)|}(2, h) . Man zeigt mit Hilfe von Lemma 3.6, dal K den

I‘

Voraussetzungen (3.10) und (3.11) von Lemma 3.11 geniigt. Um Lemma 3.11 auf
den ersten Summanden anwenden zu kénnen, mufl gezeigt werden, dafl auch fiir
K = |z/(7)|2 {kHO(k‘TD} (z,h) die Voraussetzungen (3.10) und (3.11) erfiillt sind.

|7
Dazu schreibe ich

i { D

7. h) = |2'(r k> H{ (k|r|)|x| — kH{(k|r|) or,
|7’| }( 7h) _| ( )| |I‘|3 < ,82( ,h()3>23)

und nutze aus, dafl

2 (v 5 0)) = 2 1) = 5 {10 - )+ 20 600 = 20l ) ).

0z
(3.24)
Nun konnen die Abschidtzungen aus Lemma 3.6 angewendet werden, um die Vor-
aussetzung (3.10) zu verifizieren. Zum Nachweis von (3.11) ist (3.23) zunéchst nach
p zu differenzieren.
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(4.2.) Mit der Abkiirzung L(7;2) == |2/(1)| %X (2(7)), also

N A0 L) A1) (E (), 2 ()
v = () = e
ergibt sich wie in (3.23)
%(t,p;z,h) = /027T %{HU(MTDL(T; z)}(z,h) dr (3.25)
/Oﬂkﬂgff"rmg (2, W)L(7z)dr + [ ”Ho(k|r|)%{L(T; 2)} (2, h) dr

Aus (3.24), (3.12) und Lemma 3.6 folgt, daf der Integrand des ersten Integrals in der
letzten Zeile dieser Gleichung beschriankt ist. Es gibt also eine Konstante M; > 0,
so daf fiir alle v € [0, 7], ¢ € IR und alle hinreichend kleinen p > 0 gilt

t+y [kH)(k 0 2 kH(k|r(0)]) 0]r(0)[?
[ [EEBH OB, ) _ KREEOD IO ,
¢ 2|r(p)| 0z 2|r(0)] 0z
Fiir das Integral iiber den Rest R := [t—m, t—v)U(t+7, t+7] des Integrationsbereichs
erhilt man mit Hilfe des Mittelwertsatzes eine Konstante M,, so daf fiir alle ¢t € IR
und alle hinreichend kleinen p > 0

EHG (ke (p)]) Olr(p)® )\ EHG(K[r(0)]) Ol (0) o
/R[ ok 0: 2lr(0)] 0= (’h)]L(’ Jdr) < ==

Dazu zeigt man mit Hilfe von (3.24), (3.12) und Lemma 3.6, daf} sich der Betrag des
nach p differenzierten Integranden gleichméfig in p durch 271']‘\;[37'| abschétzen 148t.
Zu gegebenem e > 0 wihlt man nun zunéchst v := 55 und anschlieflend § := 5

2My 2My*
Dann ist fiir allet € R und 0 < p <9

/”” [kHé(HT(P)D a|7“(P)|2(Z B — kH;(k|r(0)]) 0|r(0)[?
t 2Ir(p)| Dz ’ 2|r(0) Dz

Damit ist fiir das erste Integral die Stetigkeit bei p = 0 gezeigt. Das zweite Inte-
gral kann aufgefaflt werden als Einfachschichtpotential mit stetiger Dichte. Deshalb
kénnen die Sprungbeziehungen, Satz 1.6, benutzt werden.

(4.3.) Die Fréchet-Differentiation von I3 ergibt den Ausdruck

L(r;z)dr

< Myn.
—y

Myp

<e

—T

(z, h)] L(r;z)dr

%(t,p;z,h)
= /0% 8% {(n(t; z),n(t; z) — n(r; 2)) % (r,n(7;2)) |Z'(T)|} (z,h) dr

— /027T 9 (n(t; 2, h),n(t; z) — n(7;2))} (2, h)% (r.n(r;2)) |2/ (7)|d7

0z
b [ attia)ngein) - n(rsa) o { D

b [T ) (s 2) ) VDD £ o Va my )

r]

|z'<f>|} (2.h) (x. n(r:2)) dr

7]
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Fiir alle Summanden kann die gleichméflige Existenz des Limes p — 0 mit Hilfe von
Lemma 3.11 fiir j = 1, bzw. j = 3 gezeigt werden. Beim zweiten Summanden sind
wieder nach Anwendung der Produktregel (3.23) und (3.24) zu benutzen.

(4.4.) Fiir das Integral I, benutzt man die Beobachtung, dafi nach dem Gauf’schen
Integralsatz fiir alle z € RP

/I“(Z) %Z%y) dsly) = {

Dabei ist ®g(z,y) := ilnﬁ die Grundlésung zur Laplace-Gleichung. (Einen
Beweis von (3.26) findet man in [CK1], S.48.) Die Fréchet-Ableitung von (3.26)
nach z verschwindet identisch und ist deshalb stetig. Ich betrachte die Differenz

zwischen den Potentialen zur Helmholtz-Gleichung und zur Laplace-Gleichung. Es

fiir p=20

fiir p > 0. (3.26)

O N=

gilt
% {/m lacgf(y)y) - a(bé]ifﬁ;y)] ds(y)} (2,h)
[ o A ontri o o1} 0o o

mit f(z) := $Hy(kx) — 5= In 1. Aufgrund der Reihenentwicklungen (1.6) und (1.7)

erhélt man |f'(z)] = O (|!L‘| In ﬁ) und | f"(z)| = O (ln |?1|) Damit kann man zeigen,

dal der Kern des Integrals auf der rechten Seite von (3.27) gleichmifBig stetig ist,
und daraus folgt (3.22) fiir 1. |



Kapitel 4

Die numerische Berechnung der
Fréchet-Ableitung

Nachdem im vorigen Kapitel die Fréchet-Ableitung des Fernfeldes w4, (2) nach dem
durch z parametrisierten Rand theoretisch behandelt wurde, sollen in diesem Kapitel
zwei Verfahren zur effizienten numerischen Berechnung von ul (z,h) beschrieben
werden. Ich widme diesem Thema ein eigenes Kapitel, da es den Kernpunkt bei
der Implementation des im néchsten Kapitel zu diskutierenden Newton-Verfahrens
darstellt.

Das erste Verfahren, das in Abschnitt 4.3. behandelt wird, basiert auf der Charak-
terisierung von u/_(z, h) durch ein duferes Neumann-Problem (Satz 3.12). Haupt-
schwierigkeit ist hier die Behandlung der zweiten Ableitungen des Gesamtfeldes u,
die in der Randbedingung auftreten. Dazu beschreibe ich, wie man u|. mit Hilfe
eines Green’schen Ansatzes berechnet, und zeige in Abschnitt 4.2. durch Modifi-
kation der in der Arbeit [K2] durchgefiihrten Fehleranalysis, da8 auch die zweiten
Ableitungen gut approximiert werden.

Das zweite Verfahren ist die direkte Implementation einer zu (3.7) analogen Formel,
die sich bei Verwendung eines Einfachschichtpotentials ergibt. Das fiir die theore-
tischen Betrachtungen in den Kapiteln 1 und 3 verwendete Volumenpotential ist
fiir eine numerische Implementierung nicht geeignet, da ein wesentlicher Vorteil der
Integralgleichungsmethode, die Reduktion der Dimension, verlorengeht.

In Abschnitt 4.5. werde ich schliellich die beiden dargestellten Verfahren vergleichen.

4.1 Trigonometrische Interpolation und Quadra-
turformeln

In diesem Abschnitt werden einige Tatsachen iiber trigonometrische Interpolation
bei dquidistanten Stiitzstellen und darauf basierende Quadraturformeln zusammen-
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gestellt. Fiir n € IN seien die Stiitzstellen tg-n) definiert durch

= [ =0,...,2n— 1. 4.1
n7 .] Y 7n ( )

Das Interpolationsproblem, zu gegebenen Werten fy,..., fo,_1 € C eine Funktion
der Form

n n—1
v(t) = > amcosmt+ > by, sinmt (4.2)
m=0 m=1

mit Koeffizienten a,,, b,, € C zu finden, so dafl v(tg-")) = f; fiir j =0,...,2n —1, ist
eindeutig 16sbar. Der Raum aller Funktionen der Form (4.2) heifit T;,. Die Lagrange-
Basis fiir das obige Interpolationsproblem lautet

1 n—1
Lgn)(t) = 5 {1 +2 kgl cos k(t — tg-n)) + cosn(t — tgn))}
— t(,”)

]‘ . n t n
:%smn(t—tg- ) cot 5 t#4, (4.3)

j =0,...,2n — 1, d.h. die Interpolationsfunktion ist gegeben durch Z?iﬁl ijg-”).

Mittels trigonometrischer Identitéiten sieht man leicht, dafl tatséchlich Lg-n) € T),. Der
trigonometrische Interpolationsoperator P, : Cy, (IR, C) — T,, ist definiert durch die

Vorschrift
2n—1

(Puf)(t) = 3 FELM(®),  teR.

Fiir den Interpolationsfehler bei einer analytischen, 27-periodischen Funktion f :
IR — IR, die sich in ein Gebiet R x (—s,s) C €, s > 0 holomorph fortsetzen 14f}t,
gilt die Darstellungsformel

io+27 4 cot, TT—t

£t = (Puf) () = % sin nfRe { /

io sin nt

f(r) dT} : (4.4)

Dabei ist 0 < o < s (vgl. [K1]). Hieraus folgt durch elementare Abschétzungen
1£®) = (Pof)?) |5 < Ce™™, n € N, (4.5)

fiir p € {0, 1,2} mit einer nur von f abhingigen Konstanten C' > 0. Falls f nur aus

dem Holderraum C%° (IR, €) ist mit ¢ € IN und 3 € (0,1), gilt fiir alle 0 < p < ¢
und alle 0 < o < 8 die Fehlerabschétzung

Inn

If = Padllpa < Ol (4.6)

Dabei ist C' eine nur von p, ¢, « und 3 abhingige Konstante (s. [M1], Satz 4.10).
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Man erhilt allgemein eine N&herung fiir ein u.U. gewichtetes Integral iiber das
Periodenintervall einer Funktion f € Cy:(IR,C), indem man f durch das Inter-
polationspolynom P, f ersetzt und dann exakt integriert. Ich werde in dieser Arbeit
folgende Approximationen verwenden:

[T ~ [T (@.1)
[T (s S0 pnar & [T (4t ST (R (49
% /027T cot _ ; tf'(T) dr =~ % /0% cot - ; t(Pnf)’(r) dr (4.9)

Fiir (4.7) erhilt man wegen [ Lg-”) (r)dr=1=

2n1

/O(Pf th§”,

d.h. (4.7) féllt mit der Trapezregel zusammen. Mit Hilfe der Integrale

1 2 .9 T — t imr _ 0, m = 0
%/0 In (4 sin ?> emtdr = { _Lgimt sonst (4.10)
1 2w —t . _
— / cot —— ™ dr = : 0 imt m=0 (4.11)
27 Jo 2 isgn (m)e"™ sonst

und (4.3) erhéilt man fiir die rechten Seiten von (4.8) und (4.9) die Formeln

[Mn (a0 ST pimar = X BP0,
0 =
1 2 _ 2n—1 " "
o [ et T (P () dr = X 170

mit den Quadraturkoeffizienten

21 ' 1 ™
R = -22% — t— 1) — = t— M),
2 (1) 3 lmcosm( ) > cosn(t —t;")
1= 1
Tj(”)(t) = s 1mcos m(t—t(”)) - icosn(t—tgn)).

4.2 Numerische L6sung des direkten Neumann-
Problems

In diesem Abschnitt werde ich ein in [K2] vorgestelltes numerisches Verfahren zur
Losung des direkten Neumann-Problems referieren und zeigen, daffi man die dort
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enthaltene Fehleranalysis so modifizieren kann, dafl man unter hoheren Regularitéts-
forderungen an die rechte Seite Konvergenz der Niherungslosung gegen die wahre
Losung statt in der || - ||; o-Norm sogar in der || - ||z o-Norm erhilt. Wegen der zwei-
ten Ableitungen, die in G1.(3.15) bei der Charakterisierung der Fréchet-Ableitung
auftauchen, werde ich dieses Resultat benétigen, um die Konvergenz des ersten Ver-
fahrens zur Berechnung der Fréchet-Ableitung nachzuweisen.

Zur Losung des dufleren Neumann-Problems zur Randfunktion g € C*(T") wird der
gemischte Potentialansatz

oo = [{BE s etds), ceRAD (a2

mit unbekannter Dichte ¢ € C2%(T) verwendet. (In [K2] wird nur ¢ € C9.*(T)
verlangt.) Man erhélt nach den Sprungbeziehungen fiir ¢ die Integralgleichung

(T — inK' +inl)p = 2g. (4.13)

Der Integraloperator T — inK' + inl : C**(T') — C%*(T) ist beschrinkt, da T
und K’ in dieser Operatornorm beschrinkt sind (s. [Ki]). Da der Einfachschicht-
potentialoperator S als Abbildung von C'"*(T') nach C**(T") den Integraloperator
T — inK' + inl und den adjungierten Operator T — inK + inl regularisiert, ist die
Riesz-Theorie in der in [K1], Kapitel 5, beschriebenen Form anwendbar. Man kann
auf diese Weise zeigen, dal T —inK' +inI : C*>*(T') — C*(T) fiir alle Wellenzahlen
k > 0 beschrénkt invertierbar ist.

Gl.(4.13) wird nun parametrisiert und die Singularitdt von T abgespalten. Man
erhilt eine Gleichung der Form

1 2 —t 2w

o [ et TSy dr+ [ K () dr +a(t)o(t) = £(2), t € R, (4.14)
7 Jo 0

Dabei ist ¢ := ¢ o z die unbekannte Funktion, f := 2|2|(g 0 z) und a := in|2’|. Der

Integralkern K hat eine logarithmische Singularitéit und 148t sich fiir analytisches z

aufspalten in
t—T

K(t,7) = Ki(t,7)In (4 sin’ ) + Ko(t,7)

mit analytischen, 27-periodischen Funktionen K; und K,. Definiert man beschriank-
te Operatoren Ty, Ay, Ay, A3 : C5%(R, €) — Cy* (R, €) durch

o)) = o [ e T

2
(A) () = /O%Kl(t,r)ln <4sin2

(A)t) = [ Ealt,m)p(r)
(As0)(0) = alt)u(r)

t—rT1

) vir)dr,
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und setzt A := A; + Ay + Ajz, so schreibt sich (4.14) kurz

Ty + At = f.

Ersetzt man in (4.14) die Integrale durch die Quadraturformeln (4.8) und (4.7), so
erhilt man die Gleichung

25 INGE {Tj(") (t) + RS () K (1,157 + %KQ (t, t§”))} +a(t)da(t) = f(1), (4.15)

die nach ¢, € T,, gelost wird. Da nach (4.11)
ToPy =Ty = P, Ty (4.16)
fiir ¢ € T,,, kann man (4.15) auch in der Form
Ton + Avn + Ao + Ayt = f (4.17)

schreiben, mit den Quadratur-Operatoren

(A1) (t) = /027T In (4 sin? - T) (P, Ky (t,-)y)(r)dT,
(Aout)(0) = [ (Pt ) ()

Wendet man auf Gl.(4.17) den trigonometrische Interpolationsoperator P, an, so
erhilt man nach (4.16) die Ndherungsgleichung

T0¢n + PnAl,n¢n + PnAQ,n"yZ}n + PnA3¢n = Pnfa (418)

die dquivalent ist zu dem linearen Gleichungssystem

i n n n n ™ n n n
> {T00) + R O K (6710 + T 1) } i (t”)

§=0
a1y = F™), k=0,...,2n—1, (4.19)

das nach den Knotenwerten v, (£") geldst wird.
Ich zitiere aus [K2] folgendes fiir die Fehleranalysis beno6tigte Lemma:

Lemma 4.1 Sei ¢ : R x R — C p-mal stetig differenzierbar, 2m-periodisch und
nach der zweiten Variablen p 4+ 1-mal stetig differenzierbar (p € Wy ). Dann gilt fiir
die Funktion

2 t—T
u(t) == / In (4 sin? 5 ) o(t, ) dr, teR,
0
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fiir alle 0 < o < 1 die Abschditzung
il < € (Iolbos + 157 e (4.20

mit einer nur von p und « abhingigen Konstante C. Dabei ist || - ||, das Mazimum
der Supremumsnormen aller partiellen Ableitungen der Ordnung kleiner oder gleich

p.

Beweis: Lemma 4.1 und Corollar 4.2 in [K2]. |
Setze A, 1= Ay, + As, + As,. Es gilt der folgende Konvergenzsatz:

Satz 4.2 Sei z analytisch. Dann konvergiert die Folge P,A, : C3*(RR,C) —
Cly, (R, C) fir alle 0 < o < 1 in der Operatornorm gegen A : C *(R,C) —

CQTI' (]R‘7 (D) .

Beweis: In diesem Beweis bezeichne C' jeweils eine (u.U. von Zeile zu Zeile ver-
schiedene) Konstante, die hochstens von «, 5 (siehe unten!) und z abhingt. Eine
Anwendung von Lemma 4.1 mit ¢(t,7) = (P, K\ (t, )¥)(7) — K (t,7)(r) liefert

unter Benutzung von £ P, K (t, )y = P,251(¢, 7)(7) und (4.6)
Oy
(A = A < (nsonloﬁ % )
op
< C max max —Sp(t,-)
pe{0,1,2} teR || OtP Lo
oP
< (€ max max —Sp(t,-)
pef{0,1,2} t€R || OtP 1.8
K (t. - I (4. -
— C max max|P, ww _ww
pe{0,1,2} t€R otp otp 1.8
Inn OPK(t,-)
< " Z A\
— nlta-B pe{galxg} rgg%[{( otp w -
Inn
< m”lﬂﬂm (4.21)

fiir alle 0 < 8 < o < 1. Analog zeigt man

[(Arn — A

firalle 0 < < a < 1.

J¥ll2.a <

lnn
no—>8

Insbesondere folgt daraus

< Cl¢fl2,a-
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Nach einer weiteren Anwendung von (4.6) erhilt man hieraus

Inn Inn

|1PrAint) — Al pt||1a < CTHALnlﬁ 2.0 < CTWHQ’O" (4.22)

Setzt man (4.21) und (4.22) zusammen und wendet die Dreiecksungleichung an, so
ergibt sich

Inn

| PrAint) — A||1 0 < CTWHM-

Nach demselben Verfahren kann man zeigen, daf}

Inn

||PnA2,nw - Aw“La S CTHw“Z,a-

SchlieBlich ergibt eine erneute Anwendung von (4.6)

Inn Inn

| P A3ty — Ast)||1,a < CT||A3¢||2,a < CTHlb

Zusammensetzen der letzten drei Formeln und Anwenden der Dreiecksungleichung
ergibt

2,

Inn
I1PuAw — A < C
fiir alle 1» € Cy;*(IR, €), und damit ist die Behauptung bewiesen. |

Satz 4.3 Flir hinreichend grofle n besitzt die Niherungsgleichung (4.18) eine ein-
deutige Lisung 1, deren Abstand von der Lisung 1 der wahren Gleichung (4.13)
bzgl. der || - ||2.a-Norm die Abschitzung

||wn - w||2,o¢ < C (Hpnf - f“l,a + ||PnAnw - Aw“La) (423)
erfillt. Dabei hingt die Konstante C nur von a € (0,1) und z ab.

Beweis: Da der Operator Ty + A beschriankt invertierbar ist, und da die Folge
(PyAy)nen in der Operatornorm gegen A konvergiert, kann man mit Hilfe der Neu-
mann’schen Reihe zeigen, daf} fiir hinreichend grofie n die Operatoren Ty + P, A,
beschrinkt invertierbar und die Inversen (Ty+ P, A,)~" gleichméBig beschriinkt sind
(vgl. etwa [K1], Satz 10.1). Wegen

erhélt man daraus fiir hinreichend grofie n

[n = Ulloa < (To + Padn) ™ ((Puf = f) + (A= PaAn)¢)
< CUPf = fllva + 1PaAny — AY|la)
wobei die Abbildungen (T, + P, A,) " natiirlich als Operatoren von Cy*(IR, €) nach

™

C3*(IR, €) betrachtet werden. ]

Wie in [K2] bemerkt wird, ist mit der rechten Seite f auch die Losung ¢ analytisch.
Mit Hilfe von (4.4) kann deshalb das folgende Korollar zu Satz 4.3 gezeigt werden:

2,
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Korollar 4.4 Fualls unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 zusdtzlich die rechte
Seite f analytisch ist (und dies ist beim Streuproblem am schallharten Hindernis fir
analytisches z der Fall), erhdlt man exponentielle Konvergenz, d.h. es gibt Konstan-
ten C >0 und o > 0, so daf$ fiir hinreichend grofie n

[0 — Yll2,0 < Ce™™.

4.3 Erstes Verfahren

Die erste Methode zur Berechnung der Fréchet-Ableitung beruht auf Satz 3.12. In
dem folgenden Lemma wird gezeigt, dafl man die Randbedingung RB in diesem
Satz so umformen kann, dafl nur noch Ableitungen von u nach der Bogenlénge vor-
kommen. Einen &hnlichen Ausdruck erhilt Hettlich ([He]) mit anderen Methoden.
(Beachte, daB fiir eine Funktion f € C'(T') die Ableitung nach der Bogenlinge

geschrieben werden kann als g—f 0z =2l )
s 12/

Lemma 4.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.12 gilt

(n, h)

|2'|

RB(t;u) = — (

e

(uo Z)') + k> {n,h)uo z. (4.24)

Beweis: Wie in (3.8) fiihre ich in einer duleren Umgebung von I' ein lokales Koor-
dinatensystem ein durch die Vorschrift

x(ty, te) == 2(t1) + tan(ty), (t1,t2) € [0,27) x [0, 7).

Zunichst erldutere ich einige differentialgeometrische Begriffe. Fiir die lokalen Ba-

sisvektoren z ; := % erhalt man

zy = 2'(t1) + tan'(t1) und x5 =n(t).
Der erste Fundamentaltensor ist gegeben durch

(gij) _ ((x,i,x,ﬂ) _ < |2 (t,) —|—0tzn’(t1)|2 (1) > |

Die durch z gegebenen Koordinaten sind also orthogonal. (g1 = ¢go1 = 0, da
2(n',n) = (n,n)’ = 0.) Sei (¢g”) die inverse Matrix zu (g;;) und g := det(g;;).
Gradienten und Laplace-Operator berechnen sich in den neuen Koordinaten nach
den Formeln
2 ~ ~ ~
0D ov ov
d — [ ;= — 11 i
(gradv) o z izzlg Btix’ Btlg Ty + atQ:r,Q
2 ~
1 0 . OV
A — - w2
os = % o (V00

I (L@>+Li (\;@)
— Jgon \ygot ) " ygor \VVat, )
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wobei ¥ :=wvox. Sei 4 :=wuox. Es gilt

o 0
%(tl,o) - a—Z(w(tl,O)) =0 fiiralle t, € [0,27)
2
und deshalb
0%u
.00 ——(t,,0) =0 fiir alle t; € [0, 27).

Weiterhin folgt aus der Helmholtz-Gleichung Au + k*u = 0

R . 1 0% 1 (1Y) oa
8—75%("0) = —k*u(-,0) — Wa—t%("o) T (m) 6—t1("0)'

Nach diesen Vorbereitungen erhélt man fiir den ersten Summanden von RB(t;u)
<g7z’ (2, h), (grad u) oz> (4.25)
_ 1 R, (2, by [ 2 ou 4y U
- <|z'| ( 1 ) 2P\ == ) e "

(Y L\ 2
12 \\ =Ry )" o

to=0

1 1t 1 811(;0)
= EEE (P 2y — hy2y) ot
1 n 0u(-,0)
= Rt e

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
4.2
= —Zh- grad — Ou (!L‘( 0))
i O ’
0 ([ Ou 0 [ Ou
- _ mw= [ 2= _
= Zh <nx1g o (ax]ox>+(nx2>at2 <8x]0x>>

to=0
ou 5 O

— 11
= S (0 e+ PG )|

2 ot 82ﬂ>

, +n_
JZ <8t2 v0%3)) ey o a8 )|,
1

_ ooy 2800 24i(. L2011y 2i0)
= +<’h><’“ GOt LE e YR |(| |> o, )

~
—_
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Dabei wurde in der letzten Zeile benutzt, dafl

(', h) = < ZI><|E—:|,h>+(n’,n>(n,h>:W

el
und deshalb
B 0

(n', h)
8752 { |Z’ + th’|2

== PP USESACHT N UL

2] EI IO

(' + ton/, h>}

to=0

Setzt man (4.25) und (4.26) zusammen, so erhilt man (4.24) nach der Produktregel.
|

Um das Gesamtfeld v auf I' zu berechnen, 16se ich das direkte Streuproblem mit ei-
nem Green’schen Ansatz. Dann erhélt man u direkt als Losung der Integralgleichung.
Dies soll im folgenden unter Benutzung der Existenz- und Eindeutigkeitsanalysis aus
Kapitel 1 gezeigt werden.

Nach der Greenschen Darstellungsformel (1.25) gilt

o) = [ (w5l - 2 We ) as), s emAD

und nach dem 2.Greenschen Satz

Addition dieser beiden Gleichungen ergibt unter Ausnutzung von 2% = 0 auf I’

w(x) = /F u(y)% ds(y), e RAD, (4.27)
bzw.
) + / 8(1’ (@ y ds(y),  x € R\D. (4.28)

Durch Bildung der Normalableitung erhalt man daraus

8u
an

Tu = (4.29)

Fiihrt man in (4.28) den Grenziibergang  — I', € IR?\ D durch, so erhiilt man

8@ 1
+/ (z y ds(y) + iu(x), zel,

und daraus .
u— Ku=2u". (4.30)
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Linearkombination von (4.29) und (4.30) mit einem Kopplungsparameter n € IR
ergibt

ou’
T — K +ml)u = -2
(T —inK + inI)u o

Die Integraloperatoren, die man aus dem Potentialansatz und dem Ansatz iiber
die Greenschen Formeln erhélt, sind zueinander adjungiert beziiglich der bilinearen
Systeme < Cy*(IR, C), Cy, (IR C) > und < C3%(R, €), Co*(IR, €) >. Parametri-
sierung von (4.31) und Multlphkatlon mit |2'(¢ )| liefert

+ 2inu’. (4.31)

% /027r cot t ; T&,(T) dr + /027r K(r,t)a(r)dr + a(t)u(t)

=2|2'(t)| {—MwLinui(z(t))}, t e,
on

mit dem Kern K aus (4.14). Deshalb sind das numerische Verfahren und die Feh-
leranalysis aus dem vorigen Abschnitt auf diese Situation iibertraghar. In dem zu
l6senden linearen Gleichungssystem steht die zu (4.19) transponierte Matrix. Es
bietet sich deshalb an, das Randwertproblem aus Satz 3.12 mit dem gemischten
Potentialansatz (4.12) zu l6sen. Dann braucht man nur eine Matrix zu berechnen
und eine LR-Zerlegung durchzufiihren. Wie im Beweis von Satz 1.12 zeigt man, daf§
beim Ansatz (4.12) das Fernfeld von v gegeben ist durch

i T

R L Oe 'k ikiad
i) = S [ { () ine <>}¢<y>ds<y>. (432)

Erstes Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Fréchetableitung
u'_(z,h) bei einfallender Welle u'(x) = ¢**(%*) und 2n Stiitzstellen:

1. Berechung des Gesamtfeldes v auf I' mit Green’schem Ansatz

e Berechne die Matrix A = (az;) € C**" und den Vektor b = (b;,) € C*"
nach den Formeln

n n n T n n n
=T34 (0) + R (0) K (57 107 + EKQ(tg. ™Y 4 6a(t™)

und
b = —2 (™9 ik (7, d) — in|2'])) (#").

!

2, ) Zur Definition von K, und K, siehe [K2].

Dabei ist . = |2/|n = <

e Fiihre ein LR-Zerlegung A = PLR durch (P Permutationsmatrix, L un-
tere Dreiecksmatrix, R obere Dreiecksmatrix).

e Berechne die Losung v von PLRu = b durch Vertauschen der Elemente
von b und anschlielendes Vor- und Riickwirtseinsetzen.
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2. Berechung der Randbedingung RB nach GI.(4.24)

e Berechne die Vektoren o' und u” mit u}, := @, () und ) := @ (t")

nach den Formeln

2n—1 2n—1

up =y qui)kl(())uj und  wp = Y Lg@k”(O)uj.
i=0 i=0

Dabei ist u,, := Z?igl Lg”)uj das trigonometrische Interpolationspolynom
mit den Stiitzwerten i, (£”) = uj, und Lg-n) die durch (4.3) gegebene
Lagrange-Basis. Die in den Summen auftretenden Lagrange-Funktionen

mit negativem Index werden durch die Vorschrift Lg-n) = L%n erklart.

e Berechne den Vektor rb € €?" nach der Vorschrift

0+ ) =282 )
— IRVAULOA JHO

|2'[?

rby = 2 (uka (n, h) + uj,

3. Losung des Randwertproblems aus Satz 3.12
e Lose die Gleichung At = rb < R'L'P') = rb durch Vor- und Riick-
wirtseinsetzen und anschliefendes Vertauschen der Elemente.
e Berechne ul_(z, h) durch Approximation von (4.32) mit der Trapezregel

2n—1
o 0 (06l e ),
=0

iz

'

(ul (2, 1)) (#) ~

n

Bemerkung: Die hiiufig bendtigten Quadraturkoeffizienten Tj(n)([)) und R§n)(0),

die Werte Ableitungen der Lagrange-Basis L§”),(0), Lg”)”(()) sowie die Knotenstellen
2(P) (tg-n)), j=0,...,2n—1, p = 0,1,2,3 sollten nur einmal berechnet und dann
gespeichert werden.

Beispiel 4.6 Ich wihle als Streukorper das durch die Parametrisierung

2(1) (4.33)

. 1+0.9cost+0.1sin2t [ cost
N 1+0.75cost sint

gegebene bohnenférmige Gebiet und

h(t) = sin 3t ( cost )

sint

Auflerdem wéhle ich £ =n =1 und d = (1,0). Dann ergeben sich die in Tabelle 4.1
dargestellten Ergebnisse. Exponentielle Konvergenz ist deutlich erkennbar.
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n | Reul (z,h)(d) |Imul (2 h)(d) | Reul(z,h)(—d) | Imul(z,h)(—d)
16 | -0.02835488643 | -0.0852397226 | 0.3105598925 0.0135066481
32 | -0.01074823451 | -0.1474862302 | 0.1981580186 0.1172907102
64 | -0.01083958407 | -0.1470318727 | 0.1989053837 0.1165309772
128 | -0.01083958507 | -0.1470318711 | 0.1989053835 0.1165309730

Tabelle 4.1: Beispiel zum ersten Berechnungsverfahren von u’_(z, h)

4.4 Zweites Verfahren

Verwendet man zur Losung des duleren Neumann-Problems zur Funktion g € C(T')
einen Einfachschichtpotential-Ansatz

w(@) = [ @(z,y)e(y) ds(y),

mit unbekannter Dichte ¢ € C(T), so erhilt man nach den Sprungbeziehungen fiir
@ die Integralgleichung

z € R)\D, (4.34)

(I —K")p=—2g. (4.35)

Falls das homogene innere Dirichlet-Problem fiir D nur die triviale Losung besitzt,
d.h. falls die Wellenzahl k£ kein ”Dirichlet-Eigenwert” des Laplace-Operators ist,
kann man mit Hilfe der Riesz-Theorie zeigen, dal der Operator I — K* beschrinkt
invertierbar ist.

Parametrisierung von (4.35) und Multiplikation mit |2'(¢)]| liefert

o)~ [ Lt 2)p(r) dr = <20 (0)lg(e(0)

mit der unbekannten Dichte v := |2'|(¢ 0 2) und

. 2 H
Lt 737) 1=~ (2(t) — 2(r), () T,
r
/
Dabei ist r = r(t,7;2) = k|2'(t) — 2/(7)] und 7 = ZQ, . Fiihrt man die
-z

1
parametrisierten Operatoren K : Cor (IR, C) — Cor (IR, C) und F, : Cor (R, C) —
L*(S") ein durch die Vorschriften

(K0)(0) = [ L m2)u(r) dr,

vV 8&mk Jo

(Fp)(2) = e B y(r)dr,

so gilt
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Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.2 erhélt man nach der Produktregel

us,(z,h) = Fy(z,h)I — K;(2)) " <2|Z,|881:: oz)

R = K3 (:) (5 T = K5 0) (201502

+F,(2)(I — K;(z))lagz (2|z'|%1:: o z) (2, h). (4.36)

Nach Satz 2.7 gilt

(K5 ) (0= [ 1ty 2, () dr,

Unter Benutzung der Identitidt (1.9) erhélt man

L'(t,7;2,h) = if(t,T;2, h)Hi—gr) +ig(t,T;2,h) le(r)
mit
flt,m2,h) = % (2(t) — 2(7),0(t)) (2(t) — 2(7), h(t) — h(7)),

gt 5 2,h) = = ((h(t) = Blr), m() + (=) = 2(7), (B(8), =Di (1)) -

Entsprechend ist

62

(F) @) = o= | (

2w

k]

—ik) (i, h(T)) e *@2TDy (1) dr.

Um gute Quadraturoperatoren zur Approximation von K und (K})'(2, h) zu erhal-
ten, ist in den Kernen L und L' wieder die logarithmische Singularitéit abzuspalten.
Es gilt

t —
L(t,7;2) = Li(t,7;2) In <4 sin’ T) + Lo(t, 75 2)
mit
k2 J
Lilt72) = o (o(e) - o)) 2,
t—

Ly(t,7;2) := L(t,7;2) — Li(t,7;2) In (4 sin’ 5 T)

sowie .
L'(t,7;2,h) = L (t,7;2,h) In (4 sin? ;T> + Ly(t, 752, h)
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mit

1 JQ(T) 1 Jl (T)
!/ . _ _ . _ .
Li(t,T;2,h) = 7Tf(t,T, z,h) - 7rg(i&,T, z,h) o

t_
Ly(t,7;2,h) = L'(t,7;2,h) — Li(t,7;2,h)In (4 sin? 5 T) )

Fiir analytisches z sind Ly, Ly, L} und L} ebenfalls analytisch und besitzen die
Diagonalterme

Ly(t,t) =0, Lo(t,t) = (n(t) ”(t2>, Li(t,t) =0,

\nit), 2 )7
27| 2'(t)
h(t

|
(1) = -1 OO EO KO | L (30 KD + (Aolt).Hi(0)', 20D

0 |2 (0] o [2(8)[7

Die Implementation von (4.36) erfolgt nun folgendermafen:
Zweites Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Fréchetableitung
ul_(z,h) bei einfallender Welle u'(x) = ¢**(%*) und 2n Stiitzstellen:

1. Berechung von ¢ := (I — K;) (2|Z,|%_qu ° Z)

e Berechne die Matrix A = (a;;) € C***" und den Vektor b = (b;) € C*"
nach den Formeln
ag = B OL(H7 1) + Lol 1)

be = 2ik ((d,n)e*")) (t,@)

)

(
tj

e Fiihre eine LR-Zerlegung A = PLR durch (P Permutationsmatrix, L
untere Dreiecksmatrix, R obere Dreickecksmatrix).

e Lose die Gleichung PLRi = b nach ¢ € C*".
2. Berechung von y := (K})'(z, h)i + 2.2 (|Z’ ol z) (z,h)
e Fiirk=0,...,2n—1:
i = 2ik (54 {4, (bl —H4)) + ik () {d, 1)) (1)
Firj=0,...,2n— 1:
Xk —Xk+ (R‘k ]|LF1(t](€ ’,t§ N+ LF2(tk ot ))%
3. Ersetzung von x durch (I — K})™!
e Setze y := R7'L='P~1y.

4. Berechnung von u/ (2, h) = Fpx + F, (2, h)y
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e Berechne

(u(2,h)) () =~

2n—1
kﬂ'zwg(

p \/727121)(] _Zk< " >)>

(
j

_zk (z, z)) (t-

Beispiel 4.7 Ich verwende die Daten aus Beispiel 4.6. Die numerischen Ergebnisse
sind in Tabelle 4.2 dargestellt.

n | Reu! (z,h)(d) |Imu' (2, h)(d) | Reul (z,h)(—d) | Imu._(2,h)(—d)
16 | -0.01253872019 | -0.1500106419 | 0.1979961905 0.1240799818
32 | -0.01082281836 | -0.1469820889 | 0.1989381039 0.1164166722
64 | -0.01083957940 | -0.1470318777 | 0.1989053785 0.1165309857

128 | -0.01083957978 | -0.1470318791 | 0.1989053775 0.1165309888

Tabelle 4.2: Beispiel zum zweiten Berechnungsverfahren von u/_(z, h)

Die geringfiigigen Abweichungen zwischen den Tabellen 4.1 und 4.2 bei n = 128
sind vermutlich darauf zuriickzufiihren, dafl die benutzten Implementationen der
Bessel- und Neumann-Funktionen aus ”Numerical Recipes in C” nur mit einfacher
Genauigkeit, arbeiten.

4.5 Vergleich der beiden Verfahren

Wie aus den Tabellen 4.1 und 4.2 hervorgeht ist die Genauigkeit beider Verfahren
bei analytischen Randkurven vergleichbar.

Ein Nachteil von Methode 2 ist, dafl sie bei irreguliren Wellenzahlen nicht funk-
tioniert. Dieser Nachteil ist allerdings eher von theoretischer Natur, da es zu einem
Gebiet hochstens endlich viele irregulére Wellenzahlen gibt und dieses Problem des-
halb in der Praxis fast nie auftritt. Auflerdem kann man auch bei Methode 2 mit
einem gemischten Potentialansatz arbeiten und dadurch die Eindeutigkeitsproble-
matik vermeiden. Dafiir muf3 allerdings die Fréchetableitung des stark singuléren
Operators T berechnet werden (vgl [M2]).

Bei beiden Verfahren ist nur eine LR-Zerlegung durchzufiihren, und alle anderen
Operationen haben hichstens einen Rechenaufwand der Groenordnung O(n?). Des-
halb ist jeweils der Rechenaufwand im Limes n — oo von der Groéflenordnung
O(n?). Sollen die Verfahren allerdings im Rahmen eines Newton-Verfahrens ein-
gesetzt werden, so ist es nicht sinnvoll, zuviel Rechenzeit dafiir zu investieren, die
Fréchetableitung mdoglichst genau zu berechnen. Hier hat sich die Wahl n = 32
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als sinnvoll erwiesen. Bei dieser Wahl von n ist der Rechenaufwand fiir eine LR-
Zerlegung etwa so grof wie der zum Aufstellen einer Matrix (K)'(z,h) bei der
zweiten Methode. Da beim Newton-Verfahren die Fréchet-Ableitung fiir verschie-
dene h’s berechnet werden muf}, arbeitet Methode 1 wesentlich schneller. Auf ei-
nem Pentium 100 Rechner dauerte ein Newton-Schritt bei 9 Basisfunktionen h; und
n = 32 mit dem ersten Verfahren 0.7 Sekunden, und mit dem zweiten Verfahren
2.1 Sekunden. Die Ergebnisse sind fast identisch (siehe Tab. 5.1). Deshalb habe ich
bei den Beispielen in Abschnitt 5.3. iiberall (auBer bei Tab. 5.1) das erste Verfahren
verwendet.



Kapitel 5

Das Newton-Verfahren

In diesem Kapitel wird das inverse Neumann-Problem, oder genauer eigentlich
das inverse Streuproblem am schallharten Hindernis besprochen. Ich spezifiziere
zunéchst, was damit gemeint ist:

Definition 5.1 (Inverses Neumann-Problem) Gegeben sei eine ebene einfal-
lende Welle u;(z) := e* @9 mit Wellenzahl k > 0 und Richtung d € S' sowie
ein (gemessenes) Fernfeld u™¢** € L?(S'). Gesucht ist ein beschrinktes, einfach zu-
sammenhingendes Gebiet D C IR? mit C*-glattem Rand T, so daf das Fernfeld

, , mess ;
Uso et Streuung von u; an D gleich u2.°%° ist.

Es konnte bisher weder bewiesen noch wiederlegt werden, ob eine Ldsung dieses
Problems, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt ist. Immerhin konnte gezeigt wer-
den, daf} zwei Streukorper identisch sein miissen, wenn die gestreuten Felder fiir alle
Einfallsrichtungen d und feste Wellenzahl k iibereinstimmen (s. z.B. [CK1], Satz
5.6.). Da Fernfelder analytisch sind, ist das Problem 5.1 sicherlich nicht fiir jedes
u € L*(S') losbar. Hingegen konnte gezeigt werden (s. [Gr]), daBl fiir einen festen
Streukorper die Menge der Fernfelder fiir alle Einfallsrichtungen d € S* vollstindig
in L?(S") liegt, falls es keine nicht-trivialen Neumann-Eigenfunktionen von D gibt,
die gleichzeitig Herglotz-Wellenfunktionen sind, d.h. falls es keine nicht-trivialen
Funktionen der Form v(x) = [o e*®?g(d)ds(d) mit g € L?(S') gibt, die die
Randbedingung g—z = 0 auf I erfiillen. Durch Drehung eines Streukdrpers, der kei-
ne solchen Neumann-Eigenfunktionen besitzt, folgt daraus unmittelbar, da} auch
die Menge der Fernfelder aller zuléssigen Streukorper bei fester einfallender Welle
vollstéindig in L?(S") ist.

Das inverse Streuproblem 5.1 ist schwierig zu behandeln, da es, wie sich heraus-
stellt, nicht-linear und schlecht gestellt ist. Es ist nicht-linear, da etwa mit den in
Abschnitt 3.1 eingefiihrten Bezeichnungen o (2) + too(—2) = 2uso(z) # 0, wihrend
2+ (—z) = 0 fiir 2 = (cost,sint). Daf das Problem 5.1 schlecht gestellt ist, ist plau-
sibel, da der Operator u,, stark glittend wirkt, nimlich C?®-Funktionen auf ana-
lytische abbildet. Genauer kann man zeigen, daf§ der Operator uy, : RP — L?(S")
vollstetig ist (s. etwa [CK2], Satz 5.7 fiir das Dirichlet-Problem). Daraus folgt, daf
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der Umkehroperator, sofern er existiert, nicht stetig sein kann, denn die Hinter-
einanderschaltung eines kompakten und eines stetigen Operators ist kompakt, die
Identitédt auf einem unendlich-dimensionalen Banachraum hingegen nicht.

5.1 Newton-Verfahren und Regularisierung

Mit den in Abschnitt 3.1 eingefiihrten Bezeichnung, besteht das Problem 5.1 darin,
die nichtlineare Operatorgleichung

Uso(2) = ul®®, (5.1)
nach z € RP zu losen. Ich ersetze diese Gleichung durch die linearisierte Gleichung
Uoso(2) +ul (2, h) = ul®, (5.2)

die nach h € C3:*(IR,IR?) zu losen ist. Beginnend von einer Startniherung z, wird
in einem iterativen Prozef} jeweils die Nidherung 2, (n € INy) nach Lésen der linea-
risierten Gleichung (5.2) durch die N&herung z,,1 := 2z, + h, ersetzt, bis ein noch
zu definierendes Abbruchskriterium erfiillt ist.

Zur Beantwortung der Frage, inwieweit eine Losung von (5.2) eindeutig bestimmt
ist, miifite der Nullraum der Abbildung u’_(z,-) bekannt sein. Fiir das Dirichlet-
Problem kann man mit Hilfe des Holmgren’schen Eindeutigkeitssatzes in wenigen
Zeilen zeigen, dafl N(ul (z,-)) = {h : (h,n) = 0} (s. z.B. [K3]). Man kann die-
se Gleichung als Ausdruck der Tatsache verstehen, dafi Umparametrisierungen die
Kurve T" nicht &ndern. Vermutlich gilt fiir das Neumann-Problem dasselbe Resultat,
dies konnte jedoch bisher nicht bewiesen werden.

Vermutung: N (v (z,-)) = {h € C3*(IR,IR?) : (h,n(-;2)) = 0}

Lediglich die Inklusion {h € C53:*(IR,R?) : (h,n(-;2)) = 0} C N(ul (z,-)) liaBt sich,
z.B. mit Hilfe von Lemma 4.5, einfach zeigen.

Ich gehe zunichst davon aus, dafl der Streukdrper D sternférmig beziiglich des Ur-
sprungs ist. Dann 148t sich I' eindeutig durch ein z € RP von der Form

cost

mit einer positiven Funktion r € C3:*(IR,R) und K (t) := < <in t

) beschreiben.

Entsprechend wéhle ich auch A von der Form

mit ¢ € C3*(R,IR). Man iiberzeugt sich leicht davon, da$ (5.2) hichstens eine
Losung von dieser Form besitzen kann, falls die oben formulierte Vermutung richtig
ist.
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In der Praxis wird man u[,*** immer nur an endlich vielen Mepunkten z4,..., 2y

kennen. Um zu einem diskreten Gleichungssystem zu kommen, suche ich auflerdem
h aus einem endlichen Approximationsraum, etwa

N
h=3_cjh;
=1

mit Koeffizienten ¢; € IR und Basisfunktionen h;, die wiederum von der Form
h;(t) = ¢;(t) K (t) mit ¢; € C3*(IR,R) sind. Dies fithrt auf das endlich-dimensionale
Gleichungssystem

;cj (ulo (2, 1)) (1) = w2 (an) — (uoo(2)) (B4),  k=1,...,M,  (5.3)

das nach den reellen Koeffizienten c; zu lésen ist. Nach Aufspaltung in Real- und
Imaginérteil erhdlt man 2M Gleichungen fiir N Unbekannte. Im allgemeinen ist
2M > N, und (5.3) muB als lineares Ausgleichsproblem gelost werden.

Zum Aufstellen der Matrix in (5.3) ist ul (2, h;) fiir N verschiedene Basisfunktionen
h; zu berechnen. Dazu kann eines der beiden in Kapitel 4 dargestellten Verfahren
benutzt werden. Zur Berechnung der rechten Seite ist das direkte Streuproblem zum
Rand I" = z(IR) zu l6sen. Im Prinzip kann dazu ein beliebiges Verfahren verwendet
werden. Bei Verwendung des ersten Verfahrens zur Berechnung der Fréchetableitung
bietet es sich jedoch an, us(2) aus u|. nach der Formel

ei% ae—ik(i',y)

8k Jr On(y)

Uoo (%) = u(y) ds(y),

zu berechnen, die analog zum Beweis von Satz 1.12 aus der Darstellungsformel (4.27)
fiir ug folgt. Bei Verwendung des zweiten Verfahren mufi man die Formel

w3

85— 2 ~i(a.)

) = = [ () ds(y),

benutzen, die sich aus dem Einfachschichtpotential-Ansatz (4.34) ergibt.

Da sich die schlechte Gestelltheit von (5.1) auf (5.2) iibertriigt (s. z.B. [CK2], Satz
4.19), muf ein Regularisierungsverfahren verwendet werden. (Bei exakten Daten
geniigt es hdufig schon, als Regularisierung die Dimension des Approximationsraums
klein zu halten.)

Ein einfach zu implementierendes und hiufig benutztes Regularisierungsverfahren ist
die Tikhonov-Regularisierung (s. z.B. [K4], [M2]). Ist A die Matrix in Gls.(5.3) und
b die rechte Seite, dann besteht dieses Verfahren, angewendet auf die diskretisierte
Gleichung (5.3), darin, den Ausdruck

[ A = blI3 + Bllell2
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mit einem Regularisierungsparameter 3 > 0 zu minimieren. Dabei ist A € C*M*V
gegeben durch Ay; := (ugo(z, hj))(:i’k) und b € €M durch by = w7 (@) —

o0

(uoo(z))(ik) Man kann zeigen (s. z.B. [K1], Kapitel 16), dafl dies dquivalent ist
zum Losen des linearen Gleichungssystems

(A'A + BI)c = A'. (5.4)

Als alternatives Regularisierungsverfahren habe ich versucht, in jedem Newton-
Schritt den Ausdruck

[l (2, ) =2 g (2) 25y (12 + B) o0 + 112+ B) 17200,y ) (5-5)

zu minimieren. Es wird ein mit einem Regularisierungsparameter a@ > 0 ge-
wichteter zusétzlicher Term eingefiihrt, der starke Oszillationen der neuen Nihe-
rungskurve ”bestraft”. Unter Benutzung von (K (t), K'(t)) = 0, K"(t) = —K(t),
|K(t)| = |K'(t)| = 1 ergibt sich

2() + h’(t)f = [(r(t) + a(t)) K" (1) + (' (1) + ¢ () K ()

und

= |r(t) + ()K" (1) + 207 (1) + ¢ K () + ("(8) + " (K@)
— (r )+ i cj(q;(t) — q] t))) +4 (r’(t) + ich;(t)) )

Approximiert man die drei in (5.5) auftretenden Integralnormen durch die Trapez-
regel mit M Stiitzstellen, so erhélt man, sofern die Meflpunkte 2, dquidistant sind,
nach Multiplikation mit % den diskreten Ausdruck

M-1 " 2 M-1 & - 2
[Ac—bll3 + 042 +ZCJ% ()] +50 X [P + X )

> (r(t&?’) )+ 3 es) - e >>>) .

Die Minimierung dieses Ausdrucks fiir ¢ € R”, ist offenbar Aquivalent zur Losung
des linearen Ausgleichsproblems

A b
A0 B
A® [T p@
AB) b
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mit den Matrizen A, A®) AG) ¢ RM*N und den Vektoren v, 52 p(3) ¢ RM,
deren Elemente gegeben sind durch

{ quuk ), { @q]uk ), { = Val(d](t") — ¢;(t")),
b = —var@”), oY = —VEar'(tyY), b = —yai @) - rt))

(k=0,....,M —1;3j=1,...,N). Die Matrizen A1), A®) und A®) miissen dabei
nur einmal berechnet zu werden.

5.2 Einschub: Interpolation mit 27-periodischen
radialen Basisfunktionen

In diesem Abschnitt bezeichne ¢ immer eine gerade, 2m-periodische stetige Funktion
von IR nach IR. Ich betrachte das folgende Interpolationsproblem:

Zu gegebener Stiitzstellenmenge X = {xy,...,xnx} C [0,27) und gege-

benen Stiitzwerten g%N), . ,ggv ) finde eine Funktwn v € Fx 4 mit

N
Fxgy:={> ¢jo(- —zj) 1 c1,...,cn € R},

7j=1
so daB v(xy) = g fiirk =1,..., N.

Beachte, dafl im Gegensatz etwa zur trigonometrischen oder zur Polynominterpola-
tion der Interpolationsraum nicht nur von der Anzahl, sondern auch von der Lage
der Stiitzstellen abhéngt.

Das beschriebene Interpolationsproblem ist offenbar genau dann eindeutig l6sbar,
wenn das lineare Gleichungssystem

¢(0) ¢(«’L’1 - «’1’2) T ¢(~’U1 - xN) C1 g1
o Q7 R E)[F)
oy —21) dlany —x2) -+ ¢(0) CN gN

eine eindeutige Losung besitzt. Da ¢ gerade ist, ist die Matrix in (5.6) symmetrisch.
Das Gleichungssystem (5.6) ist sicherlich dann eindeutig 16sbar, wenn die Matrix
positiv definit ist. Funktionen ¢ fiir die dies bei jeder Stiitzstellenmenge X der Fall
ist, nennt man positiv definit.

Definition 5.2 Die Funktion ¢ heifit positiv definit, wenn fiir jede Stiitzstellenmen-
ge {x1,...,xn} und jeden Vektor v = (y,...,vn) mit v # 0 gilt

> v (x; —xx) > 0. (5.7)

k=1



66 Das Newton-Verfahren

Fiir eine reellwertige Funktion f € L*([0,2n]) sind die Fourierkoeffizienten von f
definiert durch die Interale

1 2w d

ag = %/0 f(z)dz,
1 2w

a, = —/ f(z) cos nx dz, n=12...
7 Jo
1 2w

b, = —/ f(z)sinnx dx n=1,2,....
m Jo

Die Fourierreihe von f ist gegeben durch

(o) o0
Z ay, COSNX + Z b, sin nx

n=0 n—1

und konvergiert in der L?>-Norm gegen f.

Satz 5.3 FErfiillen die Fourierkoeffizienten a, von ¢ die Bedingungen
1. a, > 0 fiir alle n € Ny und a,, > 0 fir alle n bis auf endlich viele
2. 3 5y < 00,

s0 ist ¢ positiv definit, und es gilt
¢(r) = ancosnx (5.8)
n=0

fiir alle x € R im Sinne von gleichmdfliger Konvergenz.

Beweis: Da ¢ gerade ist, verschwinden die Fourierkoeffizienten b,, von ¢. Deshalb
steht auf der rechten Seite von (5.8) die Fourierreihe von ¢. Wegen Voraussetzung 2
konvergiert diese Reihe gleichmiiflig gegen eine stetige Funktion, und aufgrund der
L?-Konvergenz der Fourierreihe stimmt die Grenzfunktion mit ¢ iiberein. Setzt man
nun (5.8) in Definition (5.7) ein, so ergibt sich

N N 00
Do v w(xs —wk) = Y YW Y ancosn(z; — ) (5.9)
k=1 k=1 n—0
00 N
= Z ay, Z vV (cos nax; cos nxy + sin nw; sin nay,)
n=0  jk—1
o0 N 2 N 2
= Z Qn, { (Z Yk COS n:}:k> + (Z Vi Sin nxk> } > 0.
n=0 k—1 k=1

Es mufl nur noch gezeigt werden, daf§ in Ugl.(5.9) das Gleichheitszeichen nur fiir
v = 0 stehen kann. Ich nehme also an, es herrsche Gleichheit in (5.9). Da héchstens
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endlich viele a,, verschwinden, gibt es ein ny € IN, so da} a,, > 0 fiir alle n > ny.
Dann gilt fiir n > ny
2

N N
0 = (Z Yk COS n:r;k> + (Z Vi Sin n:r;k>

k=1 k=1

2

N N 2
Z Vi COS NI + & Z Vi Sin Ny

k=1 k=1
N 2
= Z fykeinxk )
k=1
also
N . .
S pelmotTe =0 fiir j =0,1,2,....
k=1
Sei p(z) = YI' p;e™ das eindeutig bestimmte trigonometrische Polynom vom
Grad kleiner oder gleich N — 1 mit
p(ag) = e 0%,

Dann gilt

N
> e =
k=1

) N ) N-1 .
,Ykemozkp(xk) — Z ,ykemoxk Z pjeuzk
k=1 7=0

T M-

1 N ) )
= > pjy_ et =0
=0 k=1

und deshalb vy = ... = vy = 0. [

Bemerkung: Es ist bisher nicht gelungen, mit Hilfe der Fourierkoeffizienten ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die positive Definitheit einer Funktion
anzugeben. Man kann zeigen, dafl eine Funktion nicht mehr positiv definit sein mu#f,
wenn in Satz 5.3 unendlich viele Fourierkoeffizienten verschwinden. Fiir die positi-
ve Semidefinitheit einer Funktion gibt es jedoch durch den Satz von Schoenberg
ein notwendiges und hinreichendes Kriterium. Eine gerade, 27-periodische stetige
Funktion ist ndmlich genau dann positiv semidefinit, wenn alle Fourierkoeffizien-
ten nicht-negativ und absolut summierbar sind. (Dabei heifit eine Funktion positiv
semidefinit, wenn in (5.7) > statt > steht. Vgl. [Me])

Ich gebe nun einige Verfahren zur Konstruktion von positiv definiten Funktionen
an. Zunichst erhilt man aus Satz 5.3 das

Korollar 5.4 Sei f(z) = >.0%an2" eine analytische Funktion, deren Konvergenz-
radius echt grofier als 1 ist und deren Taylorkoeffizienten a,, sdimtlich nichtnegativ
und bis auf endlich viele echt positiv sind. Dann ist die Funktion

o) = 3 (F(E) + (™))
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é1(x) = cos(psin x)eP o5* $2(z) = 1712;7;0650232

& ' ' 13 | '
B p=0.5 — 7] O r=0.2 — ]
or p=1 — ] i | r=05 — ]
4 B p:2 — 3 | 1‘208 - _
3+ . 25 | 7]
2+ . 2T ]
1k - 1.5 F 7]
_(1) B I | L | 0.% = X -
—r I 0 z T -1 =3 0 3 m

Abbildung 5.1: Analytische radiale Basisfunktionen

positiv definit.

Beweis: Es gilt

DN =

o) = 5 (o + Sty
>3

o0
(em“’ + e_"””) = Z @y, COS NT.

Il
I M8

Da aufierdem Y°2° a, = f(1) < oo, erfiillt ¢ die Voraussetzungen von Satz 5.3 und
ist deshalb positiv definit. [ |

Beispiel 5.5 Wihit man f(z) = eP* =3°, n,z p >0, so ergibt sich

pi(z) =

(6p(cos z+isinz) + 6p(cos z—isin x))

N =N =

(ezpsmz + efzpsm:r) ePCoST COS(p sin x)epcosx_

Beispiel 5.6 Wihit man f(z) = = = S02,r"2" mit 0 < r < 1, so erhilt man

1 1 1
bale) = (1 — rew Tz re”’)
2—r(e”+e™) 1—rcosx
1 —r(eit +emi) 472 1—2rcosx + 72’

N = N

Definition 5.7 Fir stetige, 2w-periodische Funktionen f und g ist die Faltung fxg :
R — R definiert durch die Vorschrift

(Feo)a):= [ Fglr—y)dy.
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Man iiberzeugt sich leicht, dal f* g wieder stetig und 27-periodisch ist. Das folgende
Lemma verifiziert man durch einfaches Nachrechnen.

Lemma 5.8 Seien f1 und fo stetige, 2mw-periodische Funktionen mit Fourierkoeffizi-
enten a) und bY), j = 1,2. Dann sind die Fourierkoeffizienten a, und b, von fi * fo
gegeben durch

a = Adral a0(2)
ay = 47ra0 a0(2)
an, = T (a(l)a@) bg)bf)) , n=12,...,
b, = 7 (a,(})bf) + anZ)bnl)) : n=12,...

Lemma 5.9 Ist f gerade, stetig und 2m-periodisch und sind hichstens endlich viele
Fourierkoeffizienten von f gleich Null, so ist f x f positiv definit.

Beweis: Da f gerade, stetig und 27-periodisch ist, besitzt auch f x f diese Ei-
genschaften. Da hochstens endlich viele Fourierkoeffizienten von f verschwinden,
folgt aus Lemma 5.8, dafl Voraussetzung 1 von Satz 5.3 erfiillt ist. Voraussetzung
2 ist ebenfalls gegeben, denn sind a, die Fourierkoeffizienten von f x f und a, die
Fourierkoeffizienten von f, so gilt nach der Besselschen Ungleichung

o o0 2
=71 a, < / f(z)?dz < oo.
n=1 n=1 0
Also ist f * f positiv definit. [

Beispiel 5.10 Fiir a € (0,7) sei f, die 2m-periodische Fortsetzung der charakte-
ristischen Funktion auf [—a,a], d.h. f,(z) = 1, falls |z| < a und f,(x) = 0, falls
a < |z| < m. Ich definiere rekursiv die Faltungen f(® := f»=D « f, fir n > 1
und setze f{") := f,. Falls an < 7, zeigt man durch vollstindige Induktion, daf
M e Ci2(R, R) fiir n > 2 und f™(x) = 0 fiir an < |z| < 7. Es ergibt sich

1 — <z <
2@ (ag) = { 2—x, 0<x<2
a

@ 0, 2<zrx<m

1 16—21;24-%1;3, 0<zr<?2

—3f(§4)(ax) = 2 —8rt4 222 — a2t 2< <4

“ 0, 4<z<m
88—4x2+%x4—112x5 0<r<2?2

R B+ 10z — 142® +52° — 32" + 525, 2<ax <4

5 (ax) = 324 341 424 5

ad” — b4z + 1822 — 3% + 1z —1—20x, 4<x<6
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(1828 _ 32,2 4 Bt — a4+ a2, 0<z<2
6592 _ 234, 16,2 _ 56,3 4_ 14,5 1.6 _ 1 7
106 45 5% g "+ ATt — 7+ 51 — g,
2<zxr<4
8896 | 6944 1 _ 3682 | 392 3 764 | 4.5 1.6 1 7
if(s)(ax) _ 315 T a5 ¥ 3 U T T g Rl T gl e
a’? 4<zx<6
131072 . _ 16384 . | 2048 2 _ 2563 , 32,4 4.5, 1 6 _ _1 7
315 R T o U HGT — 5T+ 57 ~ st s
6<r<8
\07 SS,ISW

0.8 -

0.6 -

0.4

0.2

0

™

SIEN o

|
1
Abbildung 5.2: Faltungen der charakteristischen Funktion auf [—a, a]

Bemerkung: Offensichtlich sind Linearkombinationen von positiv definiten Funk-
tionen wiederum positiv definit. Man kann zeigen, dal auch Produkte positiv defini-
ter Funktionen wieder positiv definit sind. Daraus ergeben sich weitere Moglichkeiten
zur Konstruktion positiv definiter Funktionen.

5.3 Numerische Ergebnisse und Experimente

Um bei der Erzeugung der kiinstlichen Daten kein inverses Vergehen zu veriiben,
habe ich bei der Berechnung der Mefidaten nach dem in Abschnitt 4.2 dargestellten
Verfahren stets den Kopplungsparameter n = 0 bei 2n = 128 Stiitzstellen verwendet,
wahrend fiir das Newton-Verfahren n = k£ und 2n = 64 gesetzt wurde. Auflerdem
habe ich die wahren Kurven immer so gewihlt, daf} sie nicht in dem Approximati-
onsraum lagen. Bei allen Versuchen wurden M = 64 Mefipunkte verwendet.

Als MaB fiir die Qualitét einer Rekonstruktion kann zum einen der relative Fehler F
zwischen dem gemessenen Fernfeld und dem Fernfeld der approximierenden Kurve

[ 05 = thoo (Zapp) | 2

mess
[Jugess|] 2

F =
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betrachtet werden, und zum anderen bei sternférmigen Gebieten der relative Fehler

E der Radialfunkionen
E = ||Twah1" - Tapp“L?

||"awahr||L2
Dabei ist natiirlich £ normalerweise nicht bekannt. Das Newton-Verfahren wurde
abgebrochen, wenn zum ersten Mal der relative Fehler der aktuellen Naherungskurve
2z, = rp KK gegeniiber der vorherigen Kurve z,,_; = r,,_1 K kleiner als ein Toleranzwert
0 war, d.h. wenn
[ — rn-1llr2 5
Trallr

Als geeigneter Wert hat sich z.B. § = 0.005 herausgestellt. Alternativ wurde bei ver-
rauschten Daten oder bei Gebieten, die nicht sternférmig bzgl. des Ursprungs sind,
das Verfahren abgebrochen, wenn zum ersten Mal F' < € mit einem Toleranzwert e
war.

5.3.1 Vergleich der beiden Verfahren

Tab. 5.1 zeigt die Fehler E und F bei Verwendung des ersten und des zweiten Verfah-
rens zur Berechnung der Fréchet-Ableitung fiir das schon in Beispiel 4.6 verwendete
bohnenférmige Gebiet. Es wurde d = (1,0) gewidhlt und mit den N = 9 trignono-
metrischen Monomen vom Grad kleiner oder gleich 4 als Basisfunktionen ¢, ...qq
approximiert. Abbruchsparameter war ¢ = 0.005. Wie man sieht, liefern beide Ver-
fahren fast identische Ergebnisse. Da, wie schon in Abschnitt 4.5 erwahnt, das erste
Verfahren etwa dreimal schneller l&uft, wurde im folgenden immer dieses verwendet.

1. Verfahren 2 Verfahren
k | Schritt E F E F

o

0.288024284

0.975045034

0.288024284

0.975045031

0.225776584

0.462744078

0.225776585

0.462744081

0.078489407

0.156729059

0.078489406

0.156729058

0.022867999

0.024037880

0.022868001

0.024038291

0.024558293

0.008808933

0.024558304

0.008808867

0.024483739

0.008794187

0.024483743

0.008794163

0.5

0.288024284

0.237973129

0.288024284

0.237973125

0.225705323

0.059996484

0.225705295

0.060006370

0.254319795

0.074792218

0.254274658

0.074703082

0.114124826

0.017093255

0.114081216

0.017131338

0.027400606

0.009840074

0.027327454

0.009792835

0.019853789

0.002533261

0.019865191

0.002525655

D OY = | W N | O OY = W N —

0.029628295

0.000422293

0.029623038

0.000419308

Tabelle 5.1: Vergleich der beiden Implementationen des Newton-Verfahrens
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5.3.2 Rekonstruktionen mit trigonometrischen Polynomen

Wie bei einem Newton-Verfahren zu erwarten, erhélt man Konvergenz nur bei hin-
reichend guten Startnidherungen. Es stellt sich heraus, dafl die Startndherung um so
besser sein muf, je grofler die Dimension des Approximationsraums ist. Deshalb ist
es sinnvoll, den Approximationsraum zunéchst klein zu wahlen und sich, ausgehend
etwa vom Einheitskreis, eine erste Naherung zu verschaffen, und dann die Dimen-
sion des Approximationsraums schrittweise zu erhéhen, wobei jeweils das Ergebnis
des letzten Schritts als Startniherung fiir den néchsten verwendet wird. Desgleichen
kann der Regularisierungsparameter um so kleiner gewihlt werden, je besser die
Startnidherung ist.

Bei den in Abb. 5.3 dargestellten Rekonstrukionen ist wie auch bei allen folgenden
Abbildungen jeweils die wahre Kurve fett und die Naherungskurve diinn dargestellt.
Beginnend vom Einheitskreis habe ich zunéchst N = 7 gewihlt. Als Basisfunktio-
nen qi, ..., q; wurden die reellen trigonometrischen Monome vom Grad kleiner oder
gleich 3 verwendet. Auflerdem wurde das alternative Regularisierungsverfahren (5.5)
mit Parameter o = 0.0001 benutzt. War das Abbruchskriterium ¢ = 0.005 nach we-
niger als 20 Schritten erfiillt, wurde die Dimension N des Approximationsraums um
4 erhoht und der Regularisierungsparameter o durch 100 dividiert. Dabei waren
bei festen N jeweils zwischen 2 und 5 Newton-Schritte erforderlich, bis sich zum
ersten Mal die Ndherungen in zwei aufeinanderfolgenden Schritten um weniger als
0 = 0.005 unterschieden.

Als Streukorper wurden folgende Gebiete verwendet: Links oben ist das schon in
den Beispielen 4.6 und 4.7 benutzte bohnenférmige Gebiet dargestellt. Das rechts
oben abgebildete nufiférmige Gebiet wird beschrieben durch die Radialfunktion

ryug(t) = \/(3052 t+0.26 sin?(t + 0.5).
Die links unten dargestellte drachenférmige Kurve ist gegeben durch

cos(t) + 0.65 cos(2t) — 0.65
ZDrachen () = 1.5sint '

Um den Fehler E berechnen zu kénnen, habe ich die Werte der zugehorigen Radial-
funktion r mit einem Newton-Verfahren ermittelt. Schliellich wird das rechts unten
abgebildete sternartige Gebiet beschrieben durch die Radialfunktion

T'Stern (t) =0.6 + 0_261'7(305(t—2)+0.4 sint'

Man erkennt, daf§ die beiden oberen Gebiete sehr gut approximiert werden (der Un-
terschied zwischen wahrer Kurve und N#iherungskurve ist gar nicht mehr erkennbar),
wahrend die Rekonstruktionen der beiden unteren Gebiete noch nicht ganz befriedi-
gend sind. Offenbar sind trigonometrische Polynome schlecht geeignet, die ”Zacken”
in den beiden unteren Kurven nachzubilden. (Die nach innen gerichtete Zacke in
der Bohne kann gut rekonstruiert werden, da sie nahe beim Ursprung liegt und
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die Ableitungen der Radialfunktion r deshalb nicht sehr grof} sind. Verschiebt man
die Bohne um 0.5 nach links, so ist die Qualitit der Rekonstruktion auf der nicht
beleuchteten Riickseite etwa vergleichbar mit der Rekonstruktion auf der Riickseite
des Drachens, und die Zacke ist in der Rekonstruktion nur noch schwach erkennbar.)
Dies gibt Anlal zur Verwendung von radialen Basisfunktionen.

Bohne: N=15; E=0.0059; F=3.1e-4 Nuss: N=15; E=0.0071;F=2.7e-4
1.5 F 1 L— | E— 1.5 F T 1 T T H
1} - 1} ﬁk:l -
0.5 . . 0.5 .
0 ,—_71 S N ] 0 ]
-0.5 . -0.5 .
1k i 1k | i
-1.5 & 1 1 X 1 L = -1.5 & 1 1 X 1 L =
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5 -1.5 -1 -05 0 05 1 1.5
Drachen: N=11; E=0.093; F=0.0168 Stern: N=7; E=0.21; F=0.097
1.5 = 2 T T T T 1
1.5
L 1
0.5 . 0.5
0 — 0
-0.5 - -0.5
-1
-1 ] 1.5
-1.5 = )

-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5 -2-1.5-1-050 05 1 1.5 2

Abbildung 5.3: Rekonstruktionen mit trigonometrischen Polynomen

5.3.3 Verwendung radialer Basisfunktionen

Numerische Experimente zeigen, dafl besonders bei Verwendung der radialen Basis-
funktionen aus den Beispielen 5.6 und 5.10 gute Startndherungen benétigt werden.
Deshalb habe ich bei den Rekonstruktionen in Abb. 5.4 und 5.5 zun#chst, ausgehend
von Einheitskreis, mit N = 7 trigonometrischen Basisfunktionen approximiert.

Besonders gute Ergebnisse kdnnen bei Verwendung von nicht dquidistanten Stiitz-
stellen erzielt werden. Die Stiitzstellen sollten sich dort hiufen, wo die zu approximie-
rende Kurve Zacken hat. Da man i.a. nicht weif}, wo evtuelle Zacken des Streukorpers
liegen, mufl man sich bei der Wahl der Stiizstellen an der (hoffentlich hinreichend
guten) Startndherung orientieren. Ich habe die Stiitzstellen ¢; jeweils so verteilt, daf



74 Das Newton-Verfahren

fiir alle j = 1,..., N — 1 das Integral
tj+1
/ 1+ 0.50%()2 dt (5.10)
tj

anndhernd den gleichen Wert hatte und daf} auflerdem

2 t 1 rt:
/ \/1+0.5rg(t)2dt%/1\/1+0.5rg(t)2dt% 5/2 1+ 0.50%(1)2 dt
tn 0 31

war. Dabei ist rg die Radialfunktion der Startndherung. Da auf der Spitze einer
Zacke die zweite Ableitung besonders grof} ist, hdufen sich dort nach diesem Vertei-
lungsalgorithmus die Stiitzstellen.

Anschlielend habe ich den Mittelwert

1 N
co 1= I j;rs(tj)

berechnet. Approximationsraum war dann die Menge aller Funktionen z der Form

() = ( + 3 et - m) K()

mit variablen Koeffizienten ¢y, ...,cy € IR. Am Anfang habe ich diese so bestimmt,
dafl die Interpolationsbedingungen

N
chd)(tk_tj)zrs(tk)—co, k=1,...,N

=1

erfiillt waren.

Bei den Rekonstruktionen in Abb. 5.4 und 5.5 wurde die Funktion ¢, aus Beispiel
5.6 mit r = 0.5 verwendet. Die Punkte auf den Ndherungskurven zeigen die Vertei-
lung der Stiitzstellen an. Sobald sich die N&herungen in zwei aufeinanderfolgenden
Newton-Schritten um weniger als 6 = 0.005 unterschieden, wurde die Dimension des
Approximationsraums um 3 erhoht und die Lage der Stiitzstellen nach dem oben be-
schriebenen Algorithmus der aktuellen Zwischennaherung angepafit. Dadurch wurde
die Stiitzstellenverteilung zunehmend besser. Als Regularisierung habe ich wieder
(5.5) benutzt, wobei der Regularisierungsparameter o mit zunehmender Qualitit
der Rekonstruktion wie angegeben herabgesetzt wurde. Rekonstruktionen mit ande-
ren Werten des Parameters r der radialen Basisfunktionen ¢, lieferten vergleichbare
Ergebnisse, sofern r € (0, 1) nicht zu klein oder zu grofi gewihlt wurde.

Die radialen Basisfunktionen ¢; aus Beispiel 5.5 eignen sich gut zur Gewinnung
einer groben Approximation, liefern jedoch auch bei gréfleren Werten von p weni-
ger gute Ergebnisse bei der Feinapproximation. Dabei ist das Verfahren wiederum
unempfindlich gegeniiber kleineren Verinderungen des Parameters p > 0. Wie die



5.3 Numerische Ergebnisse und FErperimente 75

Untersuchungen in [Me] zeigen, nimmt fiir die radiale Basisfunktion ¢; die Kondi-
tion der Matrizen in Gls.(5.6) mit wachsendem N sehr schnell zu, insbesondere bei
nicht dquidistanter Stiitzstellenverteilung. Ich erhielt bereits bei N = 18 numerische
Probleme bei der Losung des Interpolationsproblems. Diese Instabilitéit iibertrigt
sich bei kleineren Werten des Regularisierungsparameters o auch auf das Newton-
Verfahren. Bei der Rekonstruktion in Abb. 5.6 (links) wurde p = 1 gewihlt und
zunichst, beginnend vom Einheitskreis, mit N = 8 Basisfunktionen ¢; und aquidi-
stanter Stiitzstellenverteilung approximiert. AnschlieBend wurde N auf 12 und dann
auf 15 erhoht. Alle Parameter hatten die Werte aus Abb. 5.4.

Da im allgemeinen die Kondition der Matrix in Gls.(5.6) umso grofier ist, je glatter
die radiale Basisfunktion ¢ (vgl. auch hier [Me]), kénnte man angesichts der Pro-
bleme mit den Basisfunktionen ¢, erwarten, dafl bessere Ergebnisse mit den lokalen
und weniger glatten Funktionen aus Beispiel 5.10 erzielt werden kénnen. Diese Ver-
mutung hat sich in meinen numerischen Versuchen allerdings nicht bestétigt. Die
Ergebnisse bei Feinapproximation sind zwar besser als mit den Funktionen ¢, aber
schlechter als mit den Funktionen ¢,. Fiir N > 15 trat hier in den getesteten Bei-
spielen fast immer die Situation ein, dafl sich das Newton-Verfahren zwischen zwei
oder mehr Zustanden einpendelte und das Abbruchskriterium nie erfiillt wurde. In
Abb. 5.6 (rechts) wurde das Verfahren fiir N = 15 Basisfunktionen f(®) nach 15
Newton-Schritten abgebrochen. Startniherungen wurden zunéichst mit N = 7 tri-
gonometrischen Monomen und dann mit N = 12 Basisfunktionen f® berechnet.
Dabei wurde bei N = 12 der Parameter a = 0.18 gesetzt, und bei N = 15 wurde
a = 0.144 gewihlt (d.h. es war aN = const!). Weiterhin hat es sich als giinstig
erwiesen, in (5.10) den Term /1 + 0.5r%(¢)? durch (/1 4 0.1r%(¢)? zu ersetzen, d.h.
die Stiitzstellen weniger stark an die Zwischenniherungen anzupassen. Ansonsten
wurden alle Parameter wieder wie in Abb. 5.4 gewihlt. Es hat sich gezeigt, daf
das Verfahren empfindlich von der Wahl des Parameters a abhéngt, dal jedoch die
Funktionen f*  f® und f® sehr #hnliche Ergebnisse liefern. Dabei nimmt die
Qualitdt der Rekonstruktionen mit steigender Regularitit geringfiigig zu.

5.3.4 Rekonstruktionen bei gestorten Daten

Im allgemeinen werden die gemessenen Daten mit einem (relativen) Messfehler e,
behaftet sein. Darunter verstehe ich die Groéfle

||u$ess - uoo(zwahr) ||L2

||UC>0(ZwoLhr)||L2

667‘7‘ T

Die Integralnormen kénnen wieder mit der Trapezregel approximiert werden. Ich
simuliere den Mef}fehler dadurch, daf ich ein zufilliges Rauschen auf die kiinstlich
erzeugten Daten addiere. Das Verfahren wurde abgebrochen, sobald F' < e, eriillt
war oder sobald sich die Kurven in zwei aufeinanderfolgenden Schritten um weniger
als 6 = 0.005 unterschieden. Das Abbruchkriterium € = €., ist naheliegend, da es
nicht sinnvoll ist, die zu 16sende Gleichung genauer zu erfiillen als der Fehler in den
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N=7; a = 107*; E=0.241; F=0.125 N=12; a = 5-107%; E=0.077; F=0.041

N=15; @ = 5-10"% E=0.047; F=0.016 N=18; o = 10~ "; E=0.028; F=0.0030

Abbildung 5.4: Rekonstruktion des Drachens mit der radialen Basisfunktion ¢
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N=7; a = 10~*; E=0.21; F=0.097  N=12; a = 5-10-5; E=0.13; F=0.057

N=15; a = 5-107%; E=0.070; F=0.021 N=18; a = 10~"; E=0.035; F=0.0062

Abbildung 5.5: Rekonstruktion des Sterns mit der radialen Basisfunktion ¢

¢1: E=0.066; F=0.011 (bei N=15) £, N=15; E=0.055; F=0.012

Abbildung 5.6: Rekonstruktionen mit den radialen Basisfunktionen ¢, und f{®
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MefBdaten (Diskrepanzprinzip). Tabelle 5.2 zeigt den Fehler E zwischen Rekonstruk-
tion und Streukorper bei verschiedenen Werten von €,,,, k und d. Es wurden N =9
trigonometrische Monome als Basisfunktionen verwendet und mit dem Parameter
« = 4-107% nach (5.5) regularisiert. Meist waren nicht mehr als 3 oder 4 Schrit-
te notig, um das angegebene Abbruchskriterium zu erfiillen. Man erkennt, dafl die
Qualitéit der Rekonstruktionen auch bei gestérten Daten noch recht gut ist, aber
empfindlich von der Wellenzahl & abhéingt (vgl. auch Abb. 5.7; es sind die Kurven
zu den beiden fett gedruckten Werten in Tab. 5.2 dargestellt). Offenbar schligt die
schlechte Gestelltheit bei kleinen Wellenzahlen k sehr viel stirker durch. Dies sieht
man auch in Tab. 5.1. Bei vergleichbaren Werten von E ist der Fehler F fiir £ = 0.5
viel kleiner als fiir k£ = 2.

k=0.5 k=1 k=2

€ [[A=(1,0) [d=(0,1) [ d=(1,0) [ d=(0,1) || d=(1,0) | d=(0,1)
0.02 0.046 0.057 0.041 0.024 0.026 0.028
0.05 0.055 0.073 0.068 0.035 0.030 0.031
0.10 || 0.102 0.154 0.090 0.072 0.035 0.037
0.20 - 0.471 - 0.202 0.049 0.065

Tabelle 5.2: Fehler E bei gestorten Daten

Daten um 10% verrauscht; E=0.102 Daten um 20% verrauscht; E=0.049

Abbildung 5.7: Rekonstruktionen bei gestérten Daten

5.3.5 Einschrinkung des Winkelbereichs

Ich untersuche in diesem Unterabschnitt, wie stark die Qualitédt der Rekonstruktio-
nen beeintrichtigt wird, wenn das Fernfeld nicht fiir alle Richtungen, sondern nur
fiir Richtungen aus einem um den Faktor 0 < ¢ < 1 eingeschriankten Winkelbereich
bekannt ist. Genauer gesagt, ich nehme an, die Richtungen der Mefipunkte seien
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durch
_ 2ngk
fi'k = COS(QO+7T(1 Q)+2%k) y k:l,,M
sin(p + (1 — ¢q) + F£)

gegeben, wobei d = (cos @, sin ¢). Dies entspricht der Situation, da§ das Fernfeld in
der Ndhe der Quelle nicht gemessen werden kann. In Tab. 5.3 ist der Fehler E bei
Rekonstruktion der Bohne fiir £ = 1 und d = (1,0) dargestellt. Als Basisfunktionen
wurden N = 9 trigonometrische Monome verwendet. Man erkennt, dafl bei exakten
Daten auch fiir sehr kleine Werte von ¢ noch befriedigende Rekonstruktionen moglich
sind. Allerdings wirkt sich dann ein kleiner Datenfehler sehr viel stirker aus. Das
inverse Streuproblem ist offenbar bei eingeschrianktem Winkelbereich noch extremer
schlecht gestellt.

€err 0 0.0005 | 0.002 | 0.01 | 0.05

Q 1071 [ 1077 1075 1107 | 5-107*
q=1 0.022 | 0.022 | 0.039 | 0.042 | 0.068
q=0.5 || 0.020 | 0.020 | 0.026 | 0.040 | 0.060
q=0.3 || 0.021 | 0.021 | 0.043 | 0.063 | 0.085
q=0.1 | 0.024 | 0.057 | 0.091 | 0.155 | -
q=0.05 || 0.040 | 0.080 | 0.163 | - -

Tabelle 5.3: Rekonstruktionen bei eingeschrinktem Winkelbereich

5.3.6 Abhingigkeit von Richtung und Wellenzahl der ein-
fallenden Welle

In Abb. 5.8 und 5.9 sind Rekonstruktionen fiir verschiedene Einfallsrichtungen d
einer einfallenden Welle u;(x) = ¢*®% mit Wellenzahl k = 3, bzw. k = 0.5 abge-
bildet. Es wurden N = 9 trigonometrische Monome als Basisfunktionen gew#hlt.
Abbruchsparameter war ¢ = 0.001. Es wurde keine Regularisierung verwendet. Man
erkennt, daf} bei kleiner Wellenlédnge 27” die beleutete Seite besser rekonstruiert wird
als die nicht beleuchtete.

Erwartungsgemifl werden die Rekonstrukion besser, wenn die Fernfelder fiir mehre-
re einfallende Wellen zur Verfiigung stehen. Abb. 5.10 zeigt die Rekonstruktion des
Drachens bei 3 dquidistanten einfallenden Wellen und k£ = 1. Das Vorgehen war wie
in Abb. 5.4, insbesondere wurde wieder die radiale Basisfunktion phis mit r = 0.5
verwendet. Bei der Rechnung wurden einfach die Matrizen aus (5.3) fiir die einzelnen
Wellen zu einer Matrix zusammengesetzt, und entsprechend die rechten Seiten. Der
fiir die Regularisierung verantwortliche Teil der Matrix wurde zur richtigen Normie-
rung mit der Wurzel aus der Anzahl der einfallenden Wellen multipliziert.
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E=0.023; F=0.026 E=0.036; F=0.025
- -
E=0.023; F=0.049 E=0.031; F=0.033
Y
A

Abbildung 5.8: Rekonstrukionen fiir verschiedene Einfallsrichtungen bei k£ = 3

E=0.030; F=0.00019 E=0.024; F=0.00013
- -
E=0.031; F=0.00061 E=0.038; F=0.00047

Y
A

Abbildung 5.9: Rekonstrukionen fiir verschiedene Einfallsrichtungen bei k£ = 0.5
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N=21; a = 10~7; E=0.015; F=0.0027

Abbildung 5.10: Rekonstruktionen des Drachens bei 3 einfallenden Wellen und k£ = 1
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5.3.7 Suchen der Lage

Falls die Lage des zu rekonstruierenden Streukérpers nicht a-priori bekannt ist, kann
man versuchen, sie durch ein Newton-Verfahren zu ermitteln. Dazu fiihre ich die
konstanten Basisfunktionen h_;(t) := (1,0) und h_s(t) := (0,1) ein und wéhle als
Approximationsraum die Menge aller Funktionen der Form

Z(t) = K(t) + Cflhfl(t) + C,thg(t). (511)

In Abb. 5.11 ist das um den Vektor (6,1.5) verschobene bohnenférmige Gebiet bei
Wellenzahl £ = 0.5 und Einfallsrichtung d = (0, 1) zu rekonstruieren. Beginnend vom
Einheitskreis wurde zunéchst ein Newton-Verfahren mit dem durch (5.11) gegebenen
Approximationsraum und Abbruchsparameter ¢ = 0.3 durchgefiihrt. Das Ergebnis
ist der um den Vektor (c_1,c_y) = (6.233,1.41) verschobene Einheitskreis, der unter
dem Namen ”1.Approximation” in Abb. 5.11 dargestellt ist. Ausgehend von dieser
Néaherung wurde nochmals ein Newton-Verfahren mit N = 9 trigonomtrischen und
festem Verschiebungsvektor (6.233,1.41) durchgefiihrt. Abbruchsparameter war ¢ =
0.01. Das Ergebnis ist ebenfalls in Abb. 5.11 unter dem Namen ”2.Approximation”
dargestellt.

T ‘ T T T T T T T
3r | .
2 | =1
L ‘ =1 .
1 - -
0 - S —
wahre Kurve —
Startkurve —
-1 1.Approximation — 7]
| 2.Approximation —
_2 | X | | | | | | |
7

-1 0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 5.11: Suchen der Lage eines Streukorpers

Die Ergebnisse in Tabelle 5.4 zeigen, welchen Einflufl Richtung und Wellenzahl der
einfallenden Welle auf die Suche nach der Lage des Streukérpers haben. Gesucht wur-
de jeweils ein um den Vektor v verschobenes bohnenférmiges Gebiet, als Abbruchs-
parameter wurde ¢ = 0.3 gewihlt. War dieses Kriterium nach 30 Schritten nicht
erfiillt, wurde das Verfahren abgebrochen. In Tabelle 5.4 ist fiir die Wellenzahlen
k =1 und k = 0.5 sowie fiir verschiedene Einfallsrichtungen d und Verschiebungs-
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vektoren v jeweils die benétigte Anzahl der Newton-Schritte angegeben. Man er-
kennt, dafl die Suche bei kleineren Wellenzahlen erfolgreicher ist. Auflerdem wird
das Objekt leichter gefunden, wenn es gegeniiber der Startndherung orthogonal,
anstatt parallel zur Richtung der einfallenden Welle verschoben ist.

k=1 k=0.5
v (3,0 [(0,3) [ (-3,0) [ (0,3) [[ (3,0) [ (0,3) | (-3,0) [ (0,3)
d=(1,0) - 3 - 4 5 1 3 1
d=(0,1) || 4 - 4 - 2 5 2 5
d=(-1,0) | - 3 - 3 5 1 3 1
d=(0,-1) | 5 - 3 - 2 5 2 5

Tabelle 5.4: Anzahl der Newton-Schritte zum Finden der Lage eines um v verscho-
benen Streukorpers bei verschiedenen Wellenzahlen

5.3.8 Vergleich der Regularisierungsverfahren

In diesem Unterabschnitt vergleiche ich die alternative und die Tikhonov-
Regularisierung fiir das Newton-Verfahren bei globaler Approximation, bei Fein-
approximation, bei groflen Approximationsrdumen und bei fehlerhaften Daten.
Abb. 5.12 zeigt einen fehlgeschlagenen globalen Rekonstruktionversuch mit der
Tikhonov-Regularisierung. Die Radialfunktion r der rekonstruierten Kurve ist in
zwei Bereichen negativ. Das Resultat ist eine unzuléssige Kurve mit Selbstiiber-
schneidungen. Da die erste und besonders die zweite Ableitung in den Bereichen
mit negativen Werten von r sehr grof} sind, wird dieses Phéinomen bei Verwendung
der alternativen Regularisierung (5.5) meistens unterbunden (vgl. Abb. 5.5 links
oben).

Abb. 5.13 zeigt eine Feinapproximation mit der Tikhonov-Regularisierung. Als
Startndherung wurde die in Abb. 5.5 oben rechts abgebildete Kurve verwendet. Alle
Parameter wurden wie in Abb. 5.5 unten gesetzt. Bei § = 0.005 ergab sich die dar-
gestellte Rekonstruktion. Es treten an den nicht beleuchteten Seiten Oszillationen
auf, die durch Verwendung der Regularisierung (5.5) verhindert werden konnten.
Sowohl in Abb. 5.12 als auch in Abb. 5.5 wurden auch andere Werte von [ getestet.
In Abb. 5.14 wurde, ausgehend von einer Startndherung mit N = 11 trigonome-
trischen Monomen, der Drachen mit N = 60 trigonometrischen Monomen approxi-
miert. Man erkennt, das sich bei der Tikhonov-Regularisierung die hohen Frequenzen
schnell hochschaukeln, wihrend die alternative Regularisierung eine sehr gute Ap-
proximation liefert. Das Abbruchskriterium mit 6 = 0.005 war hier bereits nach 4
Schritten erfiillt. Auch nach 30 Newton-Schritten traten keine Stabilitdtsprobleme
auf.

Tab. 5.5 zeigt den Fehler E bei Rekonstruktion der Bohne fiir N = 9 trigonometrische
Basisfunktionen, £ = 0.5 und d = (1,0) bei verschiedenen Werten des relative
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N=7; 5 = 0.01; 2.Newton-Schritt

Abbildung 5.12: Fehlgeschlagener Rekonstruktionsversuch mit der Tikhonov-
Regularisierung

Tikhonov-Reg. § = 0.005; sonst wie Abb.5.5 un.

Abbildung 5.13: Feinapproximation des Sterns mit Tikhonov-Regularisierung

Tikhonov-Reg., 3. Newton-Schritt alternative Regularisierung

Abbildung 5.14: Vergleich der Regularisierungsverfahren bei N = 60 trigonometri-
schen Monomen
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Datenfehler ¢, und der Regularisierungsparameter o« und . Es stellt sich heraus,
dafl mit der alternativen Regularisierung bessere Ergebnisse erzielt werden konnen,
auch wenn die Qualitdt der Rekonstruktionen hier empfindlicher von der geeigneten
Wahl des Regularisierungsparameters abhéngt.

Es kann resiimiert werden, dafl mit der alternativen Regularisierung iiberall z.T.
erheblich bessere Ergebnisse erzielt wurden als mit der Tikhonov-Regularisierung.

Fehler E bei Bohne mit N =9, k= 0.5 und d = (1,0).
Tikh.Reg. mit 5 = alt.Reg. mit a =

€err | 0.05 | 0.1 | 0.2 [ 0.00001 [ 0.00002 | 0.00005 | 0.0001

0.02 ][ 0.068 [ 0.064 [ 0.064 ]| 0.053 | 0.065 | 0.077 | 0.084

0.05 | 0.079 [ 0.073 [ 0.074 || 0.046 | 0.057 | 0.073 | 0.082

0.10 [ 0.082 | 0.078 | 0.077 || 0.095 | 0.071 | 0.068 | 0.081

0.20 |[ 0.117 | 0.097 | 0.091 - 0.163 | 0.059 | 0.083

Tabelle 5.5: Vergleich der beiden Regularisierungsverfahren bei gestérten Daten
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