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Kapitel 0

Einleitung

Gegenstand dieser Vorlesung sind eine Einfithrung in die lineare Funktionalanalysis und - darauf
aufbauend als Anwendung - in Elemente einer modernen Theorie partieller Differentialgleichun-
gen.

Die Lineare Funktionalanalysis untersucht allgemein lineare Abbildungen zwischen linearen
Réumen mit topologischer Struktur. Sie basiert auf der grundlegenden Erkenntnis, daf sich
die topologischen Begriffe des (endlich-dimensionalen) Euklidschen Raumes R™ auch auf (un-
endlichdimensionale) Funktionenrdume iibertragen lassen. Wir werden sehen, daf§ sich jedoch
bestimmte Aussagen nicht kritiklos vom endlich-dimensionalen auf den unendlich-dimensionalen
Fall erweitern lassen.

In Teil I der Vorlesung tiber Strukturen und Funktionenrdume behandeln wir die grundlegenden
funktionalanalytischen Begriffe und Aussagen sowie geeignete Beispiele eingefiihrt. Teil 11 stellt
die wichtigsten Begriffe und Aussagen zu Linearen Operatoren und Funktionalen zusammen.

Vor allem geht es in dieser Vorlesung (in den Teilen IT und insbesondere III) um die Unter-
suchung von linearen Operatorgleichungen und geeignete Anwendungen. Wir beschrianken uns
dabei vorwiegend auf die Untersuchung von Gleichungen der Form

Finde ue X: Au=f, (1)

falls A : X — Y eine lineare Abbildung zwischen den normierten Rdumen X und Y sowie f ein
gegebenes Element aus Y sind. Die Bedeutung der funktionalanalytischen Untersuchung derarti-
ger Gleichungen besteht nun gerade darin, dafl von der konkreten Gestalt der Operatorgleichung
abstrahiert wird und die wesentlichen Eigenschaften der Gleichung herausgestellt werden.

Wesentliche Fragestellungen sind hier
1. Existenz einer Losung
2. Eindeutigkeit der Losung
3. Korrekte Stellung des Problems, d.h. stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten

4. Numerische Ndherungsverfahren zur Ermittlung der Losung und deren Begriindung (Kon-
vergenzaussagen und Fehlerabschéitzungen).
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Wir betrachten zunéchst den endlich-dimensionalen Prototyp des Problems (1).
Beispiel 0.1. (Lineare Gleichungssysteme)

Als wichtiges Beispiel werden im Rahmen der Vorlesungen iiber Lineare Algebra und Numeri-
sche Mathematik bereits lineare Gleichungssysteme behandelt. Dabei sind X =Y = R", u bzw.
f Vektoren und die Abbildung A wird durch eine Matrix A € R™*™ charakterisiert. Lineare
Gleichungssysteme grofler Dimension spielen eine herausragende Rolle bei der Ndherungslosung
von partiellen Differentialgleichungen.

Ein sehr einfacher, aber durchaus praxisrelevanter Fall ist der einer symmetrischen, streng positiv
definiten Matrix A. Bekanntlich existiert dann genau eine Losung u € R™ des Gleichungssystems.
Die Numerischen Mathematik behandelt mit dem Begriff der Kondition die dritte Fragestellung.
Bei schlechter Kondition werden Datenfehler mit dem Faktor cond(A) = ||A||||A™Y| verstirkt.
Bei der betrachteten Klasse von Matrizen kann die Kondition durch das Verhéltnis von gréfitem
und kleinstem Eigenwert der Matrix abgeschéitzt werden. Ferner steht das Cholesky—Verfahren
als direktes Losungsverfahren zur Verfiigung. Fiir verschiedene iterative Verfahren werden Kon-
vergenzaussagen bereitgestellt.

In Anwendungen spielen aber auch allgemeinere Klassen von (im allgemeinen Fall nichtsymme-
trischen) Matrizen eine grofie Rolle. Hinsichtlich der ersten beiden Fragestellungen gibt hier die
auf Riesz und Fredholm zuriickgehende Losbarkeitstheorie linearer Gleichungen, die auch hi-
storisch gesehen den Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der Funktionalanalysis darstellt, eine
umfassende Antwort. So gilt zusammenfassend fiir lineare Gleichungssysteme:

Alternativsatz: Entweder besitzt das homogene Gleichungssystem
Au=0

nur die triviale Lésung u = 0 und das inhomogene Gleichungssystem
Au=f

besitzt fiir jede rechte Seite f genau eine Ldsung u
oder das homogene Gleichungssystem und das zugehdrige homogene adjungierte Gleichungs-
system

A*v =0

besitzen die gleiche endliche Anzahl linear unabhdngiger Ldésungen. Im letzteren Fall ist das
inhomogene Problem genau dann ldsbar, wenn f der Bedingung

n
> fwi=0
i=1

fiir alle Losungen v des homogenen adjungierten Systems geniigt.

Hinsichtlich der dritten Fragestellung gibt es im allgemeinen Fall keine elegante Charakterisie-
rung der Kondition einer Matrix. Die Vorlesung Numerische Mathematik stellt neben direkten
Methoden mit iterativen Verfahren geeignete Niherungsverfahren zur Losung der Systeme und
oft Konvergenzaussagen bereit. a

Im Rahmen dieser Vorlesung erweitern wir diese Betrachtungen auf den Fall unendlich-dimensionaler
Raume X und Y. Wichtige Anwendungsbeispiele sind Differential- und Integralgleichungsauf-
gaben. Von besonderem Interesse sind Randwertprobleme fiir elliptische Differentialgleichungen,



die eine herausragende Rolle in der mathematischen Physik spielen. So betrachten wir im Rah-
men der Vorlesung als einfachstes, jedoch sehr wichtiges Modellproblem das folgende

Beispiel 0.2. (Dirichletsches Randwertproblem fir die Poisson-Gleichung)
Untersucht wird die Losbarkeit des Dirichletschen Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung

QULE QULE
_Auz—{a a(xg’y)Jraa(yQ’y)} = flzy), (zy) e

u(z,y) = 0, (x,y) el

in einem offenen und zusammenhingenden Gebiet 2 im R? mit dem Rand I'. Dieses Problem
tritt zum Beispiel auf bei der Modellierung

e der stationdren Wiarmeausbreitung durch Leitung in einem homogenen Kérper,
e der Diffusion eines Schadstoffes in einem homogenen Medium,

e der stationdren Bewegung einer wirbel- und quellenfreien Strémung einer inkompressiblen
Fliissigkeit (Potentialstromungen) oder

e des Potentials elektrostatischer Felder.

Fiir die Losbarkeitstheorie (d.h. die erste und zweite Fragestellung) erweist sich die Konstruk-
tion eines geeigneten Losungsbegriffes, d.h. die sachgemifie Wahl der Rdume X und Y als
wesentlich. Eine besonders befriedigende Losung findet man dabei mit den Sobolev-Rdumen.
Hier wird der klassische Ableitungsbegriff in geeigneter Weise abgeschwicht. Die entsprechende
verallgemeinerte Aufgabenstellung wird so formuliert, daf sich durch Approximation in endlich—
dimensionalen Unterrdumen unmittelbar numerische N&herungsverfahren ergeben.

Wir werden zeigen, dafl das angegebene Randwertproblem als Operatorgleichung in einem unendlich-
dimensionalen normierten Raum mit einem symmetrischen und streng positiven Operator gedeu-

tet werden kann. Viele Aussagen, die fiir den Fall eines endlich—dimensionalen Raumes gelten,
iibertragen sich auch hier. So hat der Losbarkeitssatz fiir den Fall linearer Gleichungssysteme
mit positiv definiter Matrix eine gewisse Verallgemeinerung in der sogenannten Laz-Milgram
Theorie. Sie beantwortet in geeigneter Weise auch die dritte und vierte Fragestellung.

Im Fall allgemeinerer elliptischer Randwertprobleme, zum Beispiel fiir die sogenannte Helmholtz-
Gleichung

(—Au—i—cu)(w,y) - f(xay)7 (%,y)GQ
u(z,y) = 0, (z,y) €T,

werden wir auch den fiir lineare Gleichungssysteme angesprochenen Alternativsatz von Fredholm
fiir Operatorgleichungen in R&umen unendlicher Dimension verallgemeinern. Dazu bendtigen wir
vor allem den Begriff des kompakten Operators. a

Insgesamt ist die Vorlesung so konzipiert, dafl auch der lediglich an der allgemeinen Theorie
interessierte Horer angesprochen wird. Andererseits bilden die hier zu behandelnden Themen eine
wichtige Grundlage fiir eine moderne Theorie der (partiellen) Differentialgleichungen oder der
Integralgleichungen, die in weiteren Spezialvorlesungen in den kommenden Semestern behandelt
werden.

Fine Bemerkung zur nachfolgenden Literaturibersicht: Im Rahmen dieser Vorlesung orientiere
ich mich insbesondere an den Monographien [2, 11, 12|, aber auch die weiteren Stellen sind
empfehlenswert.
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Kapitel 1

Metrische Raume

Im Rahmen dieser Vorlesung wird der Begriff der Metrik (bzw. des Abstandes) die allgemeinste
Struktur sein. (Den Zusammenhang zwischen dem Begriff Metrik und dem allgemeineren Struk-
turbegriff Topologie streifen wir nur kurz.)

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst wesentliche Begriffe und einfache Beispiele metrischer
Réiume ein. Dann fithren wir die fiir die weiteren Untersuchungen tragenden Begriffe Konver-
genz und Stetigkeit in metrischen Réumen ein.

1.1 Abstandsbegriff

Definition 1.1. Fiir eine beliebige Menge X heif$t eine Abbildung d : X x X — R mit den fiir
alle u,v,w € X geltenden Eigenschaften

M1) d(u,v) > 0 (Positivitét)
(M2) d(u,v) = 0 <= wu=v (Definitheit)
(M3) d(u,v) = d(v,u) (Symmetrie)
(M4) d(u,v) < d(u,w)~+d(w,v) (Dreiecksungleichung)

Metrik auf X. Das Paar (X, d) heifst metrischer Raum. Die Elemente eines metrischen Raumes
werden Punkte genannt. Die Zahl d(u,v) heifst Abstand der Punkte u und v.

Bei der Begriffsbildung des metrischen Raumes wird von der Spezifik eines konkret vorliegenden
Raumes abstrahiert, um die durch die Metrik implizierten Strukturen herausarbeiten zu kénnen.
Fiir eine Punktmenge X konnen in der Regel verschiedene Metriken angegeben werden.

Auf jeder Teilmenge U eines metrischen Raumes X wird in natiirlicher Weise durch Ein-
schrinkung des Abstandes d(-,-) auf U x U eine Metrik induziert. Damit werden Teilmengen
metrischer Rdume durch die induzierte Metrik ebenfalls zum metrischen Raum.

Wir zeigen noch eine fiir spitere Zwecke niitzliche Ungleichung.

Lemma 1.2. In einem metrischen Raum X gilt fiir alle Punkte u,v,u’',v" € X die Vierecksun-
gleichung

|d(u,v) — d(u',v")| < d(u,u’) + d(v,v). (1.1)

15
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Beweis: Nach (M4) gilt
d(u,v) < d(u,u') +du,v") +d@,v).

Uber (M3) folgt daraus
d(u,v) —d(u',v") < d(u,u") + d(v,v")

sowie durch Vertauschung der Grolen und mittels (M3)
d(u',v") — d(u,v) < d(u,u") + d(v,v").

Aus beiden Ungleichungen folgt die Behauptung (1.1) . a

1.2 Beispiele metrischer Riume

Wir beginnen mit einigen einfachen Beispielen, die als Ubungsaufgaben empfohlen werden.

Beispiel 1.3. (Endlich-dimensionale Riume R™ und C" )
Auf den Punktmengen X = R" bzw. X = C" bezeichnet

n 1/2
d(a,y) == <Z 2, —yi|2> (1.2)

i=1
die euklidische Metrik. (Nachweis: Ubungsaufgabe !) 0

Beispiel 1.4. (Folgenrdume I*°)
Sei X = [*® die Menge aller beschréinkten Folgen reeller oder komplexer Zahlen, d.h. jedes
Element aus X ist eine Folge z = (§;) mit |¢;| < C,,7 € N. Mit der Abstandsfunktion

d(z,y) == sup[§; —n;l,  ©=(&), y=(n) (1.3)
JEN
wird X zum metrischen Raum. (Nachweis: Ubungsaufgabe !) O

Beispiel 1.5. (Raum C(Q2) der stetigen Funktionen)
Fiir © C R™ und die Menge

C):={f: Q= Rbzw. C: f stetig und beschrankt} (1.4)
mit reell- oder komplexwertigen Funktionen f ist

d(f,g) = sup [f(z) — g(z)| (1.5)

eine Metrik. (Nachweis: Ubungsaufgabe !) 0

Die nachfolgende Erweiterung von Beispiel 1.4 erfordert bereits einen gewissen technischen Auf-
wand.

Beispiel 1.6. (Folgenrdume IP)
Wir betrachten fiir 1 < p < oo die Rdume X = [P aller Folgen = = (&;) mit der Eigenschaft

o0
D g1 < oo
j=1
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Mit z = (§;),y = (n;) wird durch

1/p

d(z,y) = [ D Ig —nl” (1.6)
j=1

eine Abstandsfunktion eingefiihrt. Offenbar sind die Axiome (M1)-(M3) einer Metrik erfiillt.
Zum Nachweis der Dreiecksungleichung (M4) sind einige Vorbereitungen erforderlich. Dazu be-
weisen wir schrittweise einige wichtige Ungleichungen, die wir auch in anderem Zusammenhang
benutzen werden.

Lemma 1.7. (Youngsche Ungleichung)
Seien p,q > 1 Zahlen mit % + % = 1. Dann gilt fiir alle a,b € C die Youngsche Ungleichung

1 1
lab| < Z—)\a]p + glblq. (1.7)

Beweis: Der Beweis fiir den Fall a,b > 0 ist ausreichend. Seien f : [0,00) — [0,00) eine
stetige, streng monoton wachsende Funktion mit f(0) = 0 und f~! die Umkehrfunktion. Durch
Untersuchung der von nachfolgenden Integralen beschriebenen Flicheninhalte ersieht man die
Ungleichung

a b
ab < / f(t)dt + / f1(s)ds.
0 0
Im Spezialfall f(t) = tP~1ist f~!(s) = 597!, denn aus p + ¢ = pq folgt
P-1(@-1)=pg—p-q+1=1
Daraus folgt die Behauptung wegen
a . b o 1 1
ab< [ tP7dt+ [ sTds = —|al? + —[b]%. O
0 0 p q
Lemma 1.8. (Héldersche Ungleichung fiir Summen,)

Fiir Zahlen p,q > 1 mit 1/p +1/q = 1 und beliebige Punkte x = (&;),y = (n;) € IP gilt

o ~ Up s 1/q
SOl < | D016 Sl (1.8)
j=1 j=1 j=1

Der Spezialfall p = q = 2 ist die Schwarzsche Ungleichung.

Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall endlicher Summen und setzen

1/p 1/q

m m
A=Y G0 B= | Il
j=1 j=1

Fir A = 0 bzw. B = 0 gilt offenbar die Aussage. Fiir AB > 0 ergibt Lemma 1.7 mit a :=
fj/A, b:= 77j/B
&l o LIGEP  Llngl
AB —p A» ¢ B1’

j=1..,m.
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Summation iiber j ergibt

1 & 1 1
E: .| < = =1

j=1
und damit
m
> lgmil < AB.
j=1
Die Behauptung folgt dann durch Grenziibergang fiir m — oo. a

Lemma 1.9. (Minkowskische Ungleichung fiir Summen)
Fiir Zahlen p > 1 und beliebige Punkte x = (&),y = (n;) € IP gilt

1/p 1/p 1/p

o (o] o
Molg+mlP | < |IDJEGP| Dol (1.9)
j=1 j=1 j=1

Beweis: Fiir p = 1 folgt die Aussage bereits aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung fiir
Zahlen.

Seien jetzt p > 1 und ¢ konjugierte Exponenten mit 1/p + 1/¢ = 1. Im Fall endlicher Summen
gilt mittels Holderscher Ungleichung und wegen (p —1)¢g =pg—q=1p

m m
SOIG il =D 1&g +millg + gl
P =1
m m
< D UGG+l D Ingllgg gl
s =1
1/p 1/p 1/q

m m m
< MG+ Dl > 1&gl
j=1 j=1 =1

Division durch den letzten Faktor auf der rechten Seite ergibt die Behauptung fiir den Fall einer
endlichen Summe.

Die fiir m — oo auf der rechten Seite stehenden beiden Summen konvergieren wegen x,y € [P.
Dann konvergiert auch die links stehende Summe. Das ergibt die Behauptung. a

Aus der Minkowskischen Ungleichung folgert man nun unmittelbar auf die Giiltigkeit der Drei-
ecksungleichung (M4) in [P. Damit haben wir den

Satz 1.10. Der Raum IP ist metrischer Raum.

1.3 Offene Mengen

Zur topologischen Charakterisierung metrischer Rdume benétigt man die folgenden Begriffe und
Aussagen iiber offene Mengen.

Definition 1.11. Fir jeden Punkt u eines metrischen Raumes X und jede Zahl r > 0 heifst
B(u;r) :=={ve X: d(u,v) <r} (1.10)
offene Kugel mit dem Mittelpunkt u und Radius r. Ferner heifst
Bluyr] :={ve X : d(u,v) <r} (1.11)
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abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt u und Radius r.

Definition 1.12. Eine Teilmenge U des metrischen Raumes X wird als offen bezeichnet, falls
zu jedem uw € U eine Zahl r > 0 derart existiert, dafy B(u;r) C U.
Satz 1.13. Offene Kugeln sind offen.

Beweis: Sei v € B(u;r). Dann gilt 7’ := r — d(u,v) > 0. Nach der Dreiecksungleichung (M4)
gilt fiir alle Punkte w mit d(v, w) < r’/

d(u,w) < d(u,v) +d(v,w) < d(u,v) +r —d(u,v) =r,

d.h. B(v;r") C B(u;r). 0
Der metrische Raum X und die leere Menge ) sind offen. Ferner gilt

Satz 1.14. Der Durchschnitt endlich vieler offener sowie die Vereinigung beliebig vieler offener
Mengen sind offen.

Beweis: (i) Seien Uy, ..., Uy, offene Mengen sowie U := N7, U;. Ein Punkt v € U liegt damit in
jeder Menge U;. Dann existieren Zahlen r; > 0 derart, dafl B(u;r;) C U;,i = 1,...,m. Die erste
der beiden Aussagen folgt dann mit der Festsetzung r := min;—y _, r; aus B(u;r) C U.

(ii) Fiir eine Indexmenge I seien U, i € I offene Mengen. Ein beliebiger Punkt v € U := U;cU;
liegt dann offenbar in wenigstens einer Menge U;. Daher existiert eine Zahl r > 0 mit B(u;r) C

U, cU. O

Nach Satz 1.14 besitzt jeder metrische Raum in kanonischer Weise eine Topologie. Damit sind
die wesentlichen Begriffe Konvergenz und Stetigkeit verfiigbar.

1.4 Konvergenz

Wir fithren jetzt den Konvergenzbegriff in metrischen Rdumen ein und betrachten abgeschlossene
Mengen.

Definition 1.15. Eine Folge (u,) von Punkten eines metrischen Raumes X heifit konvergent,
falls es ein uw € X mit
lim d(u,,u) =0 (1.12)

n—0o0

gibt, d.h. zu jeder Zahl € > 0 findet man eine natirliche Zahl N(e) mit d(u,,w) < € fir alle
n > N(e). Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Fiir eine konvergente Folge schreiben wir wie iiblich

lim u, =u bzw. Up — U, N — 0. (1.13)
n—oo

Satz 1.16. Fir eine konvergente Folge ist das Grenzelement eindeutig bestimmit.
Beweis: Gelte u,, — v und u,, — v fiir n — oco. (M4) zeigt dann

d(u,v) < d(u,up) + d(up,v) — 0, n— o0,

d.h. d(u,v) = 0 und damit nach (M2) u = v. O

Beispiel 1.17. In den metrischen Rdumen aus den Beispielen 1.3 bzw. 1.5 entspricht der durch
die Definition 1.15 eingefiihrte Konvergenzbegriff der Konvergenz von Punktfolgen in R"™ bzw.
C" sowie der gleichméfiigen Konvergenz von Funktionenfolgen auf €. O



20 KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

Definition 1.18. Fin Punkt u eines metrischen Raumes X heifit Berithrungspunkt einer Teil-
menge U von X, wenn eine Folge (uy,) in U existiert mit

lim u, = u.

n—oo
Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X heifit abgeschlossen, wenn sie alle thre Berihrungs-
punkte enthdlt.
Satz 1.19. Fine Teilmenge U eines metrischen Raumes X ist genau dann abgeschlossen, wenn
ihr Komplement X \ U in X offen ist.
Beweis: = Sei zunichst v € X \ U. Dann existiert eine Zahl n € N mit B(u;1/n) C X \ U,
denn sonst gébe es eine Folge (u,) in U mit u, — u,n — oco. Somit wire u Beriihrungspunkt
von U und lége in U. Folglich ist X \ U offen.
< Sei nun andererseits u Beriihrungspunkt von U. Also gibt es eine Folge (u,) in U mit
Up, — u,n — 00. Dann existiert zu jedem € > 0 eine Zahl n € N mit w,, € B(u;¢€). Damit kann
u nicht zur offenen Menge X \ U gehoren. Also gilt w € U und U ist somit abgeschlossen. O

Satz 1.20. Abgeschlossene Kugeln sind abgeschlossen.
Beweis: Sei v € X\ Blu; r]. Damit gelten d(u,v) > r und fiir alle w mit d(v,w) < r' := d(v,u)—r
nach (M4)

d(u,w) > d(u,v) — d(v,w) > d(u,v) —d(u,v) +r =r,
also w € X \ Blu;r] und damit B(v;r’) € X \ Blu;r|. Die Behauptung folgt dann iiber Satz
1.19. O

Definition 1.21. Die Menge U aller Beriihrungspunkte einer Teilmenge U eines metrischen
Raumes X heifst abgeschlossene Hiille von U.

Aus den Definitionen 1.15 und 1.18 schliefen wir, dafl eine Menge U genau im Fall U = U
abgeschlossen ist.

Satz 1.22. Die abgeschlossene Hiille einer Teilmenge U ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die U enthdlt.

Beweis: Ubungsaufgabe a
Definition 1.23. FEine Teilmenge U eines metrischen Raumes X heifit beschrinkt, wenn sie
in einer abgeschlossenen Kugel enthalten ist.

Satz 1.24. Konvergente Folgen sind beschrdinkt.

Beweis: Fiir die Folge (u,) mit u, — u,n — oo gibt es eine Zahl N € N, so daB d(u,,u) <
1,n > N. Mit

r := max{l;  ax. d(up,u)}

ergibt sich w,, € Blu;r] fiir alle Indizes n € N. O

1.5 Stetigkeit. Isometrie

Als weiteren tragenden Begriff fithren wir den der Stetigkeit ein. Auch der Begriff der Isometrie
wird nachfolgend verschiedentlich benutzt.

Definition 1.25. Seien X und Y metrische Rdume.
(i) Eine Abbildung f : X — Y heifst stetig im Punkt u € X, falls es zu jeder Zahl ¢ > 0 eine
Zahl § > 0 gibt mat

d(f(u), f(v)) <e Yo e X d(v,u) <. (1.14)
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(ii) Die Abbildung f heifit stetig (auf X)), wenn sie in jedem Punkt aus X stetig ist.
(iii) Die Abbildung f heifit gleichmiBig stetig (auf X), falls es zu jedem e > 0 ein 6 > 0 gibt
mit

d(f(u),f(v)) <e  Vu,veX: dv,u) <4 (1.15)

Satz 1.26. Eine Funktion f : X — Y st stetig im Punkt u € X genau dann, wenn fiir jede
Folge (uy,) in X mit

lim u, =u
n—oo

gilt

n—oo

Beweis: = Gelte u,, — u,n — oco. Fiir ¢ > 0 wird § > 0 so gewihlt, daf
d(f(v), f(u)) <e, YweX: d(v,u) <.

Wegen der Konvergenz der Folge (uy,) existiert ein N(e) so, dal d(u,,u) < 4 fiir alle n > N.
Dann ergibt sich aus d(f(uy,), f(u)) < € fiir alle n > N die gesuchte Konvergenzaussage f(u,) —
flu), n— oc.

< Sei nun angenommen, daf3 f in u nicht stetig ist. Dann existieren ein € > 0 und eine Folge
(up) in X mit
1

d(un,u) < —,
(1 0) < =

d(f(un), f(u)) > e

Dann konvergiert die Urbildfolge (u,) gegen u, aber im Widerspruch zur Annahme konvergiert

(f(up)) nicht gegen f(u). O

Definition 1.27. (X, d) und (X',d') seien metrische Riume. Eine Abbildung f : X — X' heifit
Isometrie, wenn fir alle u,v € X gilt

d(u,v) = d'(f(u), f(v)). (1.16)
Existiert eine surjektive Isometrie f: X — X', so heiffen X und X' isometrisch.

Nachfolgender Satz impliziert die Bijektivitét surjektiver Isometrien.
Satz 1.28. Fine Isometrie ist injektiv.
Beweis: Fiir u,v € X gelte f(u) = f(v). Aus

d(u,v) = d'(f(u), f(v)) =0
folgt u = v. 0

Nach diesem Resultat konnen metrische Beziehungen aus einem metrischen Raum sofort auf
einen zu diesem isometrischen Raum iibertragen werden. Abstrahiert man von der konkreten
Gestalt zweier isometrischer Rdume, so kann man ihre metrische Eigenschaften als iibereinstim-
mend ansehen.
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Kapitel 2

Vollstiandige metrische Riaume

Im vorliegenden Abschnitt fithren wir zun#chst den zentralen Begriff der Vollstindigkeit ein.
Besonders wichtig ist das Resultat iiber die Vervollstindigung metrischer Rdume. Mit dem Fix-
punktsatz von Banach erhalten wir dann ein klassisches konstruktives Instrument zur Losung
von gewissen Fixpunktgleichungen in metrischen Ridumen. Schliellich bereiten wir mit dem Satz
von Baire und dem Prinzip der gleichmdfigen Beschrinktheit wesentliche Aussagen tiber lineare
Operatoren in normierten Réumen vor.

2.1 Vollstiandigkeit

Definition 2.1. Fine Folge (u,) von Elementen eines metrischen Raums X heifst Cauchy—Folge,
falls es zu jedem Wert e > 0 eine natiirliche Zahl N (€) mit der Eigenschaft d(up,un) < € fir
alle myn > N (e) gibt, d.h.

lim  d(up,un) = 0. (2.1)

m,n— o0
Satz 2.2. Konvergente Folgen sind Cauchy—Folgen.

Beweis: Fiir die gegen u konvergierende Folge (u,) in X gibt es zu jedem Wert e > 0 ein N (¢)
mit der Eigenschaft d(u,,u) < €/2 fir alle n > N(¢). Die Dreiecksungleichung ergibt dann

A(tn, Um) < d(up, w) + d(u,uy) < €/24+€/2 =c¢

fiir alle m,n > N(e). O

Das Beispiel der rationalen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen legt klar, dafl die Umkehrung
der Aussage von Satz 2.2 im allgemeinen Fall nicht richtig ist. Das fiihrt auf die

Definition 2.3. Ein metrischer Raum X heifst vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in X gegen
ein Element aus X konvergiert.

Satz 2.4. (i) Volistindige Teilmengen eines metrischen Raumes sind abgeschlossen.
(ii) Abgeschlossene Teilmengen eines vollstindigen metrischen Raumes sind vollstindig.

Beweis: (i) Sei U vollstédndige Teilmenge des metrischen Raumes X. Fiir jeden Beriihrungspunkt
u von U existiert dann eine Folge (u,) in U mit u, — u,n — oco. Nach Satz 2.2 ist (u,) Cauchy-
Folge. Wegen der Vollstdndigkeit von U konvergiert die Folge gegen ein Element v € U. Satz
1.16 iiber die Eindeutigkeit des Grenzwertes ergibt v = w. Damit ist v € U und somit U
abgeschlossen.

(ii) Sei jetzt U abgeschlossene Teilmenge des vollsténdigen metrischen Raums X. Eine Cauchy-
Folge (u,) in U ist dann auch Cauchy-Folge in X, d.h. es existiert ein Element u € X mit

23
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Uy — u,n — 00. Nun ist u Berithrungspunkt der abgeschlossenen Menge U und somit v € U.
Daraus folgt die Vollstédndigkeit von U. a

Beispiel 2.5. Die in den Beispielen 1.3 bzw. 1.5 eingefiihrten metrischen Rdume R", C" bzw.
C(Q) sind vollstédndig, denn das Konvergenzkriterium von Cauchy ist hinreichend sowohl fiir
die Konvergenz von Punktfolgen in R™ und C” als auch fiir die gleichméflige Konvergenz von
Funktionenfolgen. a

2.2  Vervollstindigung metrischer Rdume

Definition 2.6. Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X heifit im Fall U = X dicht,
d.h. jedes Element aus X ist Grenzelement einer konvergenten Folge von Punkten aus U.

Fiir spéitere Betrachtungen erweist sich folgender Satz als wesentlich. Der Beweis des Satzes
verallgemeinert die Einfiihrung der reellen Zahlen.

Theorem 2.7. Jeder metrische Raum X st isometrisch zu einer dichten Teilmenge eines
vollstindigen metrischen Raumes X, der bis auf Isometrie eindeutig bestimmt ist. X heifit Ver-
vollstdndigung von X.

Beweis: (i) Aus der Vierecksungleichung (vgl. Lemma 1.2) folgt fiir zwei Cauchy—Folgen (uy,)
und (vy,)
|d(Un, V) — d(Umy V)| < d(Un, U) + d(Vp, V) — 0, n,m — o0,
d.h. (d(un,vy)) ist Cauchy-Folge in R. Damit existiert der Grenzwert lim,,_,oo d(un,vy) stets.
Wir fiithren nun eine Aquivalenzrelation (u,) ~ (v,) fiir Cauchy-Folgen in X ein:

(un) ~ (vp) & d(up,vy) — 0, n — 0. (2.2)
Wegen d(uy,,u,) = 0 gilt die Reflexivitédtseigenschaft (u,) ~ (u,). Die Symmetrieeigenschaft
(un) ~ (vn) & (vn) ~ (un)
folgt aus (M3). Schlieflich ist die Relation transitiv
(un) ~ (vn),  (0n) ~ (wn) = (un) ~ (wn)

aufgrund der Dreiecksungleichung (M4). X sei nun die Menge aller Klassen #quivalenter Cauchy—
Folgen in X.

(ii) Wir definieren eine Metrik d auf X : Zu @, € X mit den Reprisentanten (u,) und (v,) sei

d(t,v) := lm d(uy,vy). (2.3)
n—oo
Die Definition hingt offenbar nicht von der Wahl der Reprisentanten ab, denn fiir (u,) ~ (u),)
und (vy,) ~ (v),) gilt nach Vierecksungleichung

|d(tn,vn) — d(ul,, )] < d(up,ul,) + d(vn,v),) — 0, n— oo,

n -n

damit
lim d(un,v,) = lim d(u,,v.,).
n—oo n—oo

Die Metrikaxiome iibertragen sich von X auf X, denn

(M1):

d(,v) = lim d(up,v,) >0

n—oo
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(M2): .
d(t,0) = lim d(up,v,) =0 & (uy) ~(vy) & U=7
(M3): 3 -
d(u,v) = lim d(up,v,) = lim d(v,,u,) = d(v, )
(M4): )
d(u,v) = lim d(up,vy)
< lm d(tn, wy) + lim d(w,, v,) = d(i, ©) + d(d, 7).

(iii) Durch die Abbildung f: X — X mit f:u— @ mit dem Repriisentanten (u, u,u,...) wird
eine Isometrie erklért, denn per Definition ist

d(f(u), f(v)) = d(u,v)
fir alle u,v € X. . .
Wir zeigen die Dichtheit des Wertebereiches f(X) = {f(u):u € X} in X : Sei & € X und (uy)
ein Représentant von 4. Dann folgt

n—oo n—0o0 Mm—00

da (uy) Cauchy-Folge ist. Damit gilt f(u,) — @,n — co.
(iv) Wir untersuchen die Vollstindigkeit von X : Sei (i,) Cauchy-Folge in X. Nach Schritt (iii)
existiert zu jedem 1, ein Element u, € X so, daf

1

d Nna n -

(i, F (1) <
Damit ergibt sich

Aty um) = d(f (un), fum)) < d(f(un),in) + d(lin, @) + d(im, f(um))

1 ~ 1
< —+d(Up,Uy) + — — 0, n,m — oo.
m

3

Somit ist (u,) Cauchy-Folge in X und erzeugt ein Element @ € X. Weiter ist

d(a, i) < d(a, f(un)) + d(f (un), @)

1
< lim d(um,un) +— — 0, n— oo.
m—o0 n

Also erhalten wir 4, — %,n — oo.

(v) Wir zeigen die Eindeutigkeit der Vervollstdndigung bis auf Isometrie:

Seien (Y,dy) und (Z,dz) zwei vollsténdige metrische Rdume sowie f: X - Y undg: X — Z
Isometrien derart, dal f(X) dicht in Y bzw. ¢g(X) dicht in Z sind. Nun definieren wir eine
Abbildung h : Y — Z dadurch, daf fiir jedes Element v € Y

h(v) = nango g(uy) (2.4)

gesetzt wird. Dabei sei (u,) eine Folge in X mit f(u,) — v,n — oo.
Der so erklirte Grenzwert in (2.4) existiert, da wegen

dZ(g(un)7g(um)) = dX(umum) = dY(f(un)af(um)) - Oa n,m— oo
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(9(uy)) eine Cauchy-Folge in Z ist.
Weiterhin ist (2.4) nicht abhéngig von der speziellen Wahl der Folge (uy,). Dazu sei (u),) eine
andere Folge mit f(u,,) — v,n — oo. Dann gilt

dz(g(un), g(up)) = dx (un, uy,) = dy (f (un), f(up,)) — 0, n — oo,

Die Folgen (g(uy)) und (g(u,,)) haben also den gleichen Grenzwert.
Abbildung h ist eine Isometrie, denn nach Vierecksungleichung haben wir fiir n — oo

V') = dy (v, v')]
V') = dz(g(un), g(un,)) + dy (f (un), f(up,)) = dy (v,0")
< dz(h(v), g(un)) + dz(h(v), g(up)) + dy (f (un), v) + dy (f (up), ")) — 0.

I
=y
N

Die Surjektivitdt von h sieht man wie folgt: Fiir jedes w € Z gibt es eine Folge (uy) in X
mit g(up) — w,n — co. Wie in (2.4) schlieBen wir dann auf die Existenz des Grenzwertes

P = nh_)rrgo fuy).

Dann ist aber w = h(¢) nach Konstruktion von h. O

2.3 Fixpunktsatz von Banach

Wir betrachten in diesem Abschnitt (im allgemeinen Fall nichtlineare) Abbildungen bzw. Ope-
ratoren A : X — X, die einen vollstindigen metrischen Raum X in sich abbilden. Es sollen
hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit der Operatorgleichung

u= A(u) (2.5)

und Verfahren zur Nédherungslosung dieser Gleichung angegeben werden.

Bei den weiteren Aussagen bendtigen wir folgendes Resultat.
Lemma 2.8. Die Metrik d(-,-) ist eine stetige Funktion.

Beweis: Gelte u,, — u,v, — v fiir n — co. Aus der Vierecksungleichung (Lemma 1.2) ergibt
sich die Stetigkeit der Metrik wegen

|d(tn, vy) — d(u,v)| < d(up,u) + d(vy,v) — 0, n— 0. O

Wir erinnern daran, dafl nach Satz 2.4 (ii) abgeschlossene Teilmengen U eines vollstindigen
metrischen Raumes X selbst vollsténdig sind. Die nachfolgende Darstellung kann dann sofort
auf die Abbildungskonstellation A : U — U {ibertragen werden.

Definition 2.9. Fin Operator A: X — X eines metrischen Raumes X in sich heifft Kontrak-
tionsoperator, falls eine Zahl q € [0,1) existiert, so dafs

d(A(u), A(v)) < qd(u,v) VYu,v e X. (2.6)
Jede derartige Zahl q heifst Kontraktionszahl von A.

Aus der Ungleichung in dieser Definition folgt der
Satz 2.10. Ein Kontraktionsoperator ist stetig.
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Definition 2.11. Jedes Element u eines metrischen Raumes X mit der Figenschaft
A(u) =u

heifst Fixpunkt des Operators A: X — X.
Der zentrale Satz dieses Abschnittes ist

Theorem 2.12. (Fixpunktsatz von S. Banach) Fin Kontraktionsoperator eines vollstindi-
gen metrischen Raumes X in sich besitzt einen und nur einen Fizpunkt.

Beweis. Sei A: X — X Kontraktionsoperator mit der Kontraktionszahl ¢ € [0, 1). Wir wihlen
ein beliebiges Startelement uy € X und erkldren die Folge (uy,) in X durch die Iterationsvor-
schrift (sukzessive Approximation)

Unt1 = A(up), n=0,1,2,... (2.7)

Per Definition gilt
d(un+17 un) = d(A(un)a A(un—l)) < qd(uru un—l)

und damit durch vollstdndige Induktion
d(upt1,upn) < q"d(ui,ug), n=12,...
Wir kénnen nun folgern, dafl (u,,) Cauchy-Folge ist, denn fiir m > n gilt

d(uru um) S d(una un-l—l) + d(un-‘rh un+2) +---+ d(um—la um)

< (@ g+ g d(un, u)

n

1—g¢q

< d(ui,ug) — 0, n — oo. (2.8)
Wegen der Vollstdndigkeit der Menge X findet man dann ein Element v € X derart, dafl
Uy — u,n — oo. Aufgrund der Stetigkeit des Kontraktionsoperators A nach Satz 2.10 folgern
wir
u= lim up41 = lim A(u,) = A(u),
n—oo n—oo

d.h. u ist Fixpunkt des Operators.
Es bleibt der Nachweis der Eindeutigkeit des Fixpunktes: Wir nehmen an, dafl « und % vonein-
ander verschiedene Fixpunkte von A sind. Dann ergibt sich wegen

0 # d(u,u) = d(A(u), A(u)) < qd(u,w)

die Forderung ¢ > 1 im Widerspruch zur Annahme der Kontraktivitdt von A. O

2.4 Verfahren der sukzessiven Approximation

Die zentrale Rolle des Fixpunktsatzes von Banach ergibt sich aus dem konstruktiven Existenz-
beweis fiir den Fixpunkt eines Operators. Das dem Beweis zugrunde liegende Iterationsverfahren
der sukzessiven Approximation liefert einen in der Regel leicht programmierbaren Algorithmus
zur niherungsweisen Bestimmung des Fixpunktes. Zugleich erhélt man Fehlerabschétzungen fiir
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die Giite der Approximation.

Theorem 2.13. Der Operator A : X — X mit der Kontraktionszahl q € [0,1) bilde den
vollstindigen metrischen Raum X in sich ab. Dann konvergiert das Verfahren der sukzessiven
Approzimation

Unt1 := A(un), n=0,1,2,...

fiir beliebige Startelemente ug € X gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt u des Operators A.
Man hat ferner fiir beliebige Zahlen n € Ny die a-priori Fehlerabschéitzung

n

d(u,up) < 1 d

d(U1, UO)
sowie fiir n > 1 die a-posteriori Fehlerabschitzung

d(u, up) < %d(un,un_l).

Beweis: Die a-priori Aussage iiber den Fehler folgt aus der Formel (2.8) durch Grenziibergang
m — oo. Die a-posteriori Fehleraussage folgt aus der a-priori Analyse durch Wahl von u,,_1 als
Startelement. 0

Bemerkung 2.14. Die a-priori Fehlerabschitzung kann benutzt werden, um vorab bei vorge-
gebener Fehlertoleranz e eine obere Schranke fiir die Zahl der notwendigen Iterationsschritte zu
bestimmen. Genauer sind zur Gewihrleistung von

d(u,up) < e
aufgrund der a-priori Abschéitzung
n Z h1_€7 E = M
In q d(ul, uo)

Iterationsschritte erforderlich. Mit kleinerer Kontraktionszahl ¢ verringert sich natiirlich die Zahl
der notwendigen Schritte.

Die a-posteriori Abschéitzung zeigt die aktuelle Verbesserung der Niherung gegeniiber dem letz-
ten Schritt und ist daher fiir praktische Zwecke niitzlich.

2.5 Satz von Baire

Die Aussagen dieses Abschnitts werden wir besonders bei der Untersuchung linearer Operatoren
in normierten Rdumen heranziehen.

In vollsténdigen metrischen Rdumen gilt, wie bereits im Raum R, der folgende Schachtelsatz.

Satz 2.15. Im vollstindigen metrischen Raum X sei By, := Bluy;r,] eine Folge abgeschlossener
Kugeln mit der Monotonieeigenschaft

Bn+1 C By, n=1,2,...

und

lim r, = 0.
n—oo
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Dann existiert genau ein Element u € X mit
o
u € ﬂ B,.
n=1

Beweis: Fiir m > n gilt wegen u,, € B,, C B,
d(Upm,up) <rp — 0, n — oo. (2.9)

Daher ist (u,) Cauchy-Folge. Aufgrund der Vollsténdigkeit von X haben wir die Konvergenz-
aussage

U, = u € X, n— oo.
Grenziibergang m — oo in (2.9) liefert dann d(u,u,) < ry,, d.h. u € B, fiir alle n € N.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien u und v zwei Elemente aus dem Durchschnitt aller Kugeln
B,,. Dann folgt
d(u,v) < d(u,up) + d(up,v) < 2r, — 0, n — oo,

also u = v. O

Theorem 2.16. (Baire)
Im wollstindigen metrischen Raum X sei (U,) eine solche Folge abgeschlossener Teilmengen

von X, dafs U2 U, eine offene Kugel enthdlt. Dann enthdilt auch eine Teilmenge Uy, eine offene
Kugel.

Beweis: Sei V' die nach Voraussetzung existierende offene Kugel in Up2,U,,. Wir treffen die An-
nahme, dafl keine der Mengen U, eine offene Kugel enthélt. Nun konstruieren wir per Induktion
eine Folge (u,) in X sowie eine Folge (r,) in R mit den folgenden Eigenschaften:

a) B, = Blup;r,) CV, n=0,1,2,...

b)0<r, < %, n=12,..

¢c)B,cX\U,, B,CB,1, n=12 ..

Sei dazu By = Blug; o] C V beliebig gewihlt. Fiir ein fixiertes n > 0 seien die Folgen bis u,,
und 7, bestimmt. Dann ist die Menge

(X \ Un+1) N B(un§ Tn)

offen und nach Annahme nicht die leere Menge, denn sonst wére B(uy;ry,) C Up41. Daher findet
man eine Kugel mit Mittelpunkt u,41 und Radius 0 < r,,11 < 1/(n + 1) derart, dafl

Brni1 = Bluny1;mn41] C (X \ Ung1) N B(un;mn)-

Die so konstruierte Folge (B,,) geniigt den Voraussetzungen des Satzes 2.15. Somit existiert ein
Element u € N?2, B,,. Fiir dieses Element gilt

d.h.
u ¢ U;L.Ozl Un

Andererseits ist aber auch
u€e Ny, B, CV CUpZ U,.
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Die Behauptung folgt aus dem sich ergebenden Widerspruch. a

Definition 2.17. Die Menge aller stetigen reell- oder komplexwertigen Funktionen auf einem
metrischen Raum X ist

C(X):={f: X —>Rbzw. C: f stetig}.

Theorem 2.18. (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit)
Sei X wollstindiger metrischer Raum. V' sei eine punktweise beschrinkte Teilmenge von C(X),
d.h. zu jedem Element u € X existiert eine Zahl C,, mit

|F(u)| <C, VFeV.
Dann gibt es eine offene Kugel B in X und eine Konstante C, so daf
|F(u)| <C Yue B, VFeV.
Beweis: Wir setzen fiir alle n € N
U, ={ueX: |F(u)| <n, FeV}.

Sei u Berithrungspunkt von U,,. Dann existiert eine Folge (t, )men aus Uy, mit u,, — u,m — oo.
Aus |F(up,)| < n fiir alle F € V und alle m € N folgt dann |F(u)| < n fir alle ' € V. Die
Kugeln U, sind daher abgeschlossen.

Zu u € X wihlen wir einen Index n, > C,. Nach Voraussetzung gilt dann v € U,,. Daraus
folgern wir

X enthélt eine offene Kugel. Dann gibt es nach dem Satz von Baire einen Index n € N und eine
offene Kugel B mit B C U,. Daraus folgt die Behauptung |F(u)| < C := n fiir alle v € B und
alle F e V. O



Kapitel 3

Kompaktheit

Im vorliegenden Kapitel stellen wir zunéchst einige grundlegende Begriffe zum Thema Kom-
paktheit und ihre Beziehungen untereinander auf. Dann behandeln wir Mengen C(X) stetiger
Funktionen auf kompakten Mengen X. Von besonderer Bedeutung ist der Satz von Arzela/
Ascoli zur Charakterisierung relativ kompakter Teilmengen von C'(X).

3.1 Kompakte Mengen

Definition 3.1. (i) Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X heifit kompakt, falls jede
offene Uberdeckung von U eine endliche Uberdeckung enthilt, d.h. zu jeder Familie Cj,jed
offener Mengen mit
UC U Cj
JjeJ

findet man eine endliche Teilfamilie Cjy,j(k) € J,k=1,...,n mit

UG
k=1

(ii) Eine Teilmenge U heifit folgenkompakt, falls jede Folge von Punkten aus U eine Teilfolge
enthdlt, die gegen einen Punkt aus U konvergiert.

Definition 3.2. Fine Teilmenge U eines metrischen Raumes X heif$t total beschrinkt (bzw.
besitzt ein endliches e-Netz), falls zu jedem € > 0 eine endliche Zahl von Punkten uy,...,u, € U
existiert mit

n
UcC U B(uj;e),
k=1
d.h. jeder Punkt u € U hat hdchstens den Abstand € zu einem der Punkte uy, ..., Uy.
Satz 3.3. Jede folgenkompakte Menge U ist total beschrinkt.

Beweis: Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existieren eine Zahl € > 0 und eine
Folge (uy,) in U mit d(uy,, uy,) > € fiir alle n # m. Folglich enthélt (u,) keine konvergente Teil-
folge. Das widerspricht der Folgenkompaktheit von U. a

Definition 3.4. Ein metrischer Raum heif$t separabel, falls er eine abzdhlbare dichte Teilmenge
enthdlt.

Satz 3.5. Jede total beschrinkte Menge ist separabel.
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Beweis: Wir setzen € = 1/m,m = 1,2,... und wihlen zugehorige, nach Definition der Total-
beschrianktheit existierende endliche Mengen von Elementen, die die betrachtete Menge iiber-
decken. So erhalten wir eine in U dichte Folge. a

Satz 3.6. Fine Teilmenge eines metrischen Raumes ist kompakt genau dann, wenn sie folgen-
kompakt ist.

Beweis: (i) Annahme: Sei U kompakte Teilmenge, jedoch nicht folgenkompakt. Dann findet
man eine Folge (uy) in U, die keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in U enthélt. Damit
gibt es zu jedem u € U eine offene Kugel B(u;r) mit Radius r(u), die hochstens endlich viele
Glieder der Folge (u,) enthilt. Die Menge dieser Kugeln ist offenbar eine offene Uberdeckung
von U. Wegen der Kompaktheit von U kann in U nur eine endliche Zahl von Folgengliedern aus
(up) liegen. Das ist ein Widerspruch zur Annahme iiber die Folge.

(ii) Sei U folgenkompakt. Ferner sei Wj,j € J eine offene Uberdeckung von U. Wir zeigen
zunéchst, dafl es dann ein 6 > 0 derart gibt, da8 fiir jedes u € U die Kugel B(u;Jd) in wenigstens
einer der Mengen W; enthalten ist:

Anderenfalls gébe es eine Folge (u,) in U, da die Kugel B(uy;1/n) in keiner der Mengen W;
enthalten ist. Wegen der Folgenkompaktheit von U enthilt aber die Folge (u,,) eine konvergente
Teilfolge (Un(k)) mit dem Grenzwert v € U. Dieses Grenzelement liegt in einer der Mengen W;.
Aufgrund der Offenheit von W; folgt iiber die Dreiecksungleichung, daf fiir hinreichend grofies
k gilt B(up); 1/n(k)) C Wj. Das ist ein Widerspruch.

Die folgenkompakte Menge U ist nun nach Satz 3.3 total beschriankt. Dann existiert eine endliche
Zahl von Punkten uy, ...u, in U, so daB die Kugeln B(uy;6),k = 1,...,n eine Uberdeckung von U
bilden. Zu jeder dieser Kugeln findet man nun eine Menge W), j(k) € J mit B(ug;d) C Wj).
Damit iiberdeckt bereits die endliche Familie W;,, k = 1,...,n die Menge U. Damit ist U kom-
pakt. a

Folgerung 3.7. Kompakte Mengen in metrischen Rdumen sind beschrinkt, abgeschlossen und
vollstindig.

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir die Vollsténdigkeit. Sei (u,) Cauchy—Folge. Dann gibt
es eine konvergente Teilfolge (un(k)) mit u,x) — u € U,k — oo. Wegen

d(uk, u) < d(ug, un(r)) + d(Unry, u) — 0, k — o0

folgt up — u, k — oo.
(Beweis der beiden anderen Folgerungen als Ubungsaufgabe !) a

Definition 3.8. FEine Teilmenge eines metrischen Raumes heifst relativ kompakt, wenn ihr

Abschluf$ kompakt ist.
Satz 3.9. Eine Menge U ist relativ kompakt genau dann, wenn jede Folge von Elementen in U
eine konvergente Teilfolge enthilt.

Beweis: (i) = Nach Definition ist U kompakt, also nach Satz 3.6 auch folgenkompakt mit
Grenzwert in U. Daraus folgt die Aussage.

(ii) <= Sei (uy,) eine Folge in U. Dann existiert zu jedem wu,, ein Element v,, € U mit d(uy,v,) <
1/n. Die Folge (v,) enthélt eine konvergente Teilfolge mit vy, — v € U,k — o0o. Wegen

d(tn(ry, v) < d(Un(k), Vnk)) + AUy, v) = 0, k — o0

folgt mit ;) — v,k — oo die Behauptung. a
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3.2 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der gleichméBigen Stetigkeit einer Funktion (vgl Definition
1.25 (iii)). Ein hinreichendes Kriterium gibt der

Satz 3.10. Eine stetige Funktion f : X — Y eines kompakten metrischen Raumes X in einen
metrischen Raum Y ist gleichmdfig stetig.
Beweis: Wir nehmen an, dal f nicht gleichméflig stetig ist. Dann finden wir eine Zahl € > 0
und Folgen (uy,), (v,) in X mit der Eigenschaft

d(up,vy) <

o d(f(un), fvn)) = e

S|

Wegen der Kompaktheit von X gibt es konvergente Teilfolgen mit
Up(k) = Uy Upk) — U, Kk — o00.

Aus d(up(r), vn(k)) < 1/n(k) folgern wir u = v. Aufgrund der Stetigkeit von f an der Stelle u
erhalten wir mit

d(f (un)), f(on@y)) < d(f(uny), f(u) +d(f(v), f(vnm)))

— 0, k— o

einen Widerspruch. a

Satz 3.11. Sei X kompakter metrischer Raum. Dann ist die Menge C(X) der reell- oder kom-
plexwertigen Funktionen auf X mit der Metrik

d(f,g) == sup |f(x) — g()| (3.1)
zeX
vollstindiger metrischer Raum.
Beweis: (i) Wir zeigen, dal die Metrik d wohldefiniert ist: Sei v € C'(X). Dann finden wir eine
Folge (zy,) in X mit

[u(@n)| — sup |u(y)|, n — oo.
yeX

Wegen der Kompaktheit von X existiert eine konvergente Teilfolge mit z,,;) — x € X,k — oo.
Die Stetigkeit von u zieht die Aussage

sup [u(y)| = lim [u(z,r))| = |u(z)]
yeX k—o0

nach sich.

(ii) Die Giiltigkeit der Metrikaxiome (M1)—(M4) zeigt man wie im Beispiel 1.5.

(iii) Wir zeigen noch die Vollstdndigkeit von C(X). Sei dazu (u,) Cauchy-Folge in C(X). Zu
beliebigem € > 0 existiert dann ein Index N(e) € N so, dafl

d(Un, Up,) = sup |up(z) — um(x)| <€, Vm,n > N,
zeX

d.h.
lun(z) — um(z)| <€, VreX, Vm,n> N. (3.2)
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Fiir jeden Punkt z € X ist somit (u,(x)) Cauchy—Folge in R bzw. C. Wegen der Vollsténdigkeit
von R bzw. C ist die Folge dann auch konvergent in R bzw. C.
Wir konstruieren nun eine Funktion u : X — R bzw. C durch

u(z) == lim uy(x), VreX.

n—0o0

Nach Grenziibergang m — oo in (3.2) folgt
fun(e) —u(@)| < e, VreX, ¥n> N,

d.h.

sup |up () —u(x)| <e Vn> N. (3.3)
rzeX

Die Stetigkeit der Grenzfunktion u ergibt sich wie folgt: Nach Satz 3.10 ist uy gleichméBig stetig.
Also gibt es zu jedem € > 0 eine Zahl § > 0 derart, dafl

|UN($)—UN(y)| <¢, \V/ﬁ,yGX d(xay) < 0.
Daraus folgern wir iiber die Dreiecksungleichung
u(y) —uw(@)| < |u(y) —un(y)| + lun(y) —un ()] + [un (z) —u(z)] < 3e

fiir alle z,y € X mit d(y,z) < 4.
Die Ungleichung (3.3) impliziert schliefllich die gewiinschte Konvergenzaussage u,, — u,n — oo.
O

Beispiel 3.12. 2 sei ein Gebiet im R™, d.h. eine offene und zusammenhéngende Punktmenge.
Q ist die abgeschlossene Hiille von €. Ist dariiber hinaus € beschrinkt, so ist Q kompakt. Dann
ist die Menge

CQ):={f:Q—Roder C| f stetig}

nach Satz 3.11 in Verbindung mit der Supremum-Metrik

d(f,g) := sup |f(x) —g(x)|, Vf,geC() (3.4)

vollstédndiger metrischer Raum. a

Abschlieflend charakterisieren wir relativ kompakte Teilmengen von C(X).

Theorem 3.13. (Arzela/ Ascoli)
X sei kompakter metrischer Raum. Eine Teilmenge U C C(X) ist relativ kompakt genau dann,
wenn U gleichméBig beschriankt, d.h.

dK >0: |u(zx)| <K, VexeX, Yuel, (3.5)
und gleichgradig stetig ist, d.h. fiir alle € > 0 findet man eine Zahl § > 0 mit
lu(z) —u(y)| <e Veye X: dz,y) <9, Yuel. (3.6)

Beweis: (i) = Sei U relativ kompakt. Per Definition und nach den Sétzen 3.6. und 3.3 ist
U folgenkompakt und total beschrinkt. Dann ist auch U total beschrinkt, d.h. man findet zu
beliebigem € > 0 endlich viele Funktionen u1,...,u, € U mit

min d(u,u;) < VueU.

7j=1,..n

[SCRNe)
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Nach Satz 3.10 ist jede der Funktion uq, ..., u, gleichméfig stetig auf der kompakten Menge X,
d.h. man findet (zu dem oben betrachteten beliebigen €) ein § > 0 mit der Eigenschaft

luj(x) —u;(y)| < g Ve,ye X @ d(z,y) <9, Vi=1,..,n.
Fiir jedes u € U sei der Index jy so gewahlt, dafl

d(“? ujo) = ]:Hllln n d(u, uj)'

Dann folgt iiber die Dreiecksungleichung und die beiden abgeleiteten Ungleichungen fiir alle
z,y € X mit d(x,y) < 0

u(z) = u(y)] < Juz) = ujo (2)] + gy () = ujo ()] + [ujo(y) —uly)] < e

Also ist U gleichgradig stetig.
Die Beschranktheit von U folgt, da kompakte Mengen beschrankt sind.

(ii) <= Ubungsaufgabe ! a
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Kapitel 4

Normierte Riaume

Im vorliegenden Kapitel betrachten wir normierte Rdume und Banach-Rdume. Sie sind spezielle
lineare Riume (Vektorrdume) iiber R oder C, in denen Addition und Skalarmultiplikation fiir
u,v € X und reelle (oder komplexe) Zahlen  punktweise erkléirt sind durch

(u+v)(2) = u(@) + o), (yu)(r) = yulz).

Grundkenntnisse iiber lineare Rédume (z.B. aus Anfingervorlesungen) werden vorausgesetzt.
Von Bedeutung fiir spiatere Untersuchungen sind insbesondere die Aussagen aus dem Abschnitt
liber dquivalente Normen sowie der Begriff Bestapproximation.

4.1 Normbegriff

Definition 4.1. Sei X linearer Raum tber R oder C. Dann heifit eine Abbildung

I: xR

mit den Eigenschaften

(N1) lu| > 0 (Positivitét)

(N2) lu| = 0 <= u=0 (Definitheit)

N3) el =l (Homogenitit)

(N4)  Ju+o|| < Jull + v (Dreiecksungleichung)

fir alle u,v € X und alle vy € R bzw. C Norm auf X. Fin linearer Raum X mit Norm heif§t
normierter Raum.

Wichtige Félle linearer Rdume endlicher Dimension sind X = R™ und X = C™. Die im Rahmen
dieser Vorlesung zu betrachtenden linearen Rédume (z.B. Abschnitte 5 und 6) haben jedoch in
der Regel keine endliche Dimension.

Satz 4.2. Auf einem normierten Raum X wird durch
du,v) :==|lu—v|, w,veX (4.1)

eine Metrik erklart.
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Beweis: Die Axiome (M1)-(M4) folgen aus den Axiomen (N1)-(N4). Bei (M3) setze man speziell
v=-1 O

Nach Satz 4.2 sind normierte Rdume spezielle metrische Rdume. Wir charakterisieren jetzt einige
in normierten Rdumen zusétzlich geltende Aussagen.

Satz 4.3. Zu einer Metrik d auf einem linearen Raum X gibt es eine Norm || - || auf X mit
d(u,v) = ||lu— | genau dann, wenn fir beliebige u,v,w € X und alle Zahlen v € R oder C die
folgenden Figenschaften gelten:

d(u+ w,v +w) = d(u,v) (Translationsinvarianz)

d(yu,yv) = |v|d(u,v) (Homogenitéit).

Beweis: (i) "=": folgt durch Nachrechnen.
(ii) ”7<=": Wir definieren
[ul| := d(u,0) = d(0, u).

Offenbar gelten die Normaxiome (N1)-(N3). (N4) ergibt sich aus

lu+v|] = du+v,0)=du+v,—v+v)=du,—v)
< d(u,0) +d(0, —v) = d(u,0) + d(0,v) = |lul +[lv]. O

Satz 4.4. In einem normierten Raum X gilt fir beliebige u,v € X die Ungleichung (2. Drei-
ecksungleichung)

[l = ofl] < flu = vl (4.2)

Beweis. Nullergéinzung und Dreiecksungleichung (N4) liefern
[ull = flu = v +v] < flu =l + vl

damit

[ull = floll < flu—wvl|

und durch Vertauschung von » und v
[oll = llull < llv —ul]. =

Satz 4.5. In einem normierten Raum sind Addition, Skalarmultiplikation und Norm stetig.

Beweis: Wir nehmen an, daf gilt u, — u,v, — v und 3, — [ fiir n — co. Dann gilt
[(un +vn) = (w4 0)|| < [lun — ul| + [Jon —v[]| =0, n— oo,

sowie
|Bnun — Bull < [Bulllun — ull +8n — Blllull — 0, n — oo.

Die zweite Dreiecksungleichung (vgl. Satz 4.4) ergibt
lunll = flull] < [un — ull = 0,7 — oco.

Aus diesen Ungleichungen folgt die Behauptung. a
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4.2  Aquivalente Normen

Definition 4.6. Zwei Normen auf einem linearen Raum heiflen &quivalent, falls jede beziiglich
der ersten Norm konvergente Folge auch beziiglich der zweiten Norm konvergent ist und umge-

kehrt.

Satz 4.7. Zwei Normen ||-||1 und ||-||2 auf einem linearen Raum X sind genau dann dquivalent,
wenn positive Zahlen ¢ und C existieren, so dafs

cllully < flullz < Cllull; Vu € X. (4.3)

Die Grenzelemente beziiglich beider Normen sind gleich.

Beweis. (i) < Wir nehmen zunéchst an, daf die im Satz angegebene Ungleichung gilt. Dann
folgt aus ||u — u,||1 — 0,7 — oo die Aussage ||u — up|l2 — 0,n — oo und umgekehrt.

(ii) = Sei nun die Aquivalenz beider Normen vorausgesetzt. Wir nehmen an, da8 keine Zahl
C > 0 existiert mit ||w|je < C fiir alle w € X, ||w|j; = 1. Dann kann eine Folge (w,,) gewéhlt
werden mit |lw,|1 = 1, |Jwnll2 > n? Mit v, = w,/n folgt |[vall2 > n, ||vn|li = 1/n. Damit
konvergiert die Folge (v,,) beziiglich der Norm ||-||; und divergiert beziiglich ||-||2 im Widerspruch
zu der angenommenen Norméquivalenz.

Somit gibt es eine Zahl C' > 0 derart, daf ||w|s < C Vw € X, |lw||; = 1. Aus der Forderung
der Homogenitét (N3) ergibt sich folglich

U
Julle = ' |lulhi—— || <Clluli Yue X.
Julle 1l
Die zweite Ungleichung folgt durch Vertauschung der Rolle beider Normen. O

Satz 4.8. Auf einem endlich-dimensionalen Raum sind alle Normen dquivalent.

Beweis. (i) Sei X ein m—dimensionaler Raum mit der Basis uy, ..., un,. Jedes Element von X
besitzt dann die eindeutige Darstellung

m
U = Z QUL .
k=1

Dann erklaren wir durch den Ausdruck

Jullo = max_ o] (1.4)
k m

die Maximum-Norm auf X.

Sei nun ||-|| eine beliebige andere Norm auf X . Die Idee des Beweises besteht darin, die Aquivalenz
dieser Norm zur Maximum-Norm zu zeigen.

(ii) Wir zeigen zunéchst die Normabschétzung nach oben:

Die Dreiecksungleichung liefert dann fiir beliebige Elemente u aus X

m m
lull <> lewl Nl < Cllullos, €= sl

k=1 k=1

(iii) Fiir die Normabschéitzung nach unten sei nun angenommen, daf keine Zahl ¢ > 0 existiert
mit ¢||ulloo < |Jul| fiir alle w € X. Dann findet man eine Folge (vy,), [|vn| = 1 mit [|vy]lec > n.
Fiir die Folge (wy,), wy, := vy /|lvn]| o, liefert die Basisdarstellung in X

m
Wy, = Z Qo U -
k=1
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Jede der Folgen (o )nen, k = 1,...,m ist wegen ||wy,|| = 1 beschrinkt in R oder C. Nach dem
Satz von Bolzano—Weierstrafl kénnen wir somit sukzessiv fiir jede Zahl k = 1, ..., m konvergente
Teilfolgen ay, ,, §) ks J — oo auswéhlen. Fiir das Element

m
w = E AU
k=1

ergibt sich daraus die Konvergenzaussage |[wy,(j) — w|[coc — 0, j — 00 und somit [|wy;
Cllwnjy — wlloo — 0, j — oo. Andererseits hatten wir aber [[w,|| = 1/[|vallo, — 0,7 — oc.
Folglich ist w = 0 und auch [|wyj)|lcc — 0, j — oc. Das steht aber im Widerspruch zur Kon-
struktion mit ||wy,||c = 1 fiir beliebige Zahlen n.

Die Annahme ist somit falsch. Daraus ergibt sich die zu beweisende Norméquivalenz. O

y —wl| <

Satz 4.9. Beschrinkte Teilmengen eines endlich-dimensionalen normierten Raumes sind relativ
kompakt.

Beweis: Wir verwenden die im Beweis von Satz 4.8 eingefiihrten Bezeichnungen. Sei U be-
schrankte Teilmenge aus einem m—dimensionalen Unterraum X,, des normierten Raumes X.
Nach den Sétzen 4.7 und 4.8 ist dann U auch in der Maximum-Norm auf X,,, beschriankt. Fiir
eine Folge (wy,) in U sind dann die Folgen (o) aus R bzw. C fiir K = 1,...,m beschrénkt.
Schliefllich nutzt man wie im Beweis von Satz 4.8 den Satz von Bolzano-Weierstrafl, um eine
konvergente Teilfolge (w,(;)) zu ermitteln. O

Fiir Sétze iiber lineare Operatoren bendtigen wir spéter eine Umkehrung des Satzes 4.9. Vorbe-
reitend zeigen wir dazu

Lemma 4.10. (Riesz) Seien X normierter Raum, U C X,U # X nichtleerer und abgeschlos-
sener Unterraum und B € (0,1). Dann findet man ein Element w € X mit ||w|| = 1, so daf

[v—w| > 8, Yvel.
Beweis: Wegen U # X findet man ein Element u € X mit u ¢ U. Die Abgeschlossenheit von
U impliziert
= inf ||ju — 0.
v = inf flu— ol >

Man wahlt dann ein Element g € U so , dafl

v <fu—gl <

®[=2

Mit der Festlegung
u—g
lu— gl

gilt |w|| = 1 sowie fiir alle v € U

[w — ]| = [l = (g + [lu = gllv) | =

1
[lu = gll

da nach Voraussetzung an U gilt g + |[u — g|lv € U. Daraus ergibt sich die Behauptung. a

T _ >3,
l|lu — gl

Die gesuchte Umkehrung von Satz 4.9 gibt der

Satz 4.11. Ein normierter Raum X ist genau dann endlich-dimensional, wenn die Einheitskugel
{ve X ||| <1} relativ kompakt ist.
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Beweis: (i) = Folgerung aus Satz 4.9

(il) <= Wir nehmen an, da X nicht endlich-dimensional ist. Sei u; € X ein beliebiges
Element mit ||u;|| = 1. Dann ist Uy := span{u; } endlich-dimensional und daher abgeschlossener
Unterraum von X. Nach Lemma 4.10 gibt es ein Element ug € X mit [Jug|| = 1 und |Jug —uq|| >
1/2. Dann sei Uy := span{uy, ug}. Erneute Anwendung des Lemmas von Riesz liefert die Existenz
von ug € X mit ||us|| =1 und ||jug —ua|| > 1/2, ||us —u1| > 1/2. Wiederholte Anwendung dieses

Vorgehens erzeugt eine Folge (u,) mit ||u,| = 1 und ||u, — up| > 1/2,n # m. Dann enthélt
aber die beschrinkte Folge (u,) keine konvergente Teilfolge. Das steht aber im Widerspruch zur
vorausgesetzten relativen Kompaktheit der Einheitskugel in X. O

4.3 Banach-Riume

Definition 4.12. Volistindige normierte Riume heiffen Banach-Raume.

Derartige Rdume spielen bei der Untersuchung von Randwertaufgaben partieller Differential-
gleichungen eine tragende Rolle. Daher werden wir in den Abschnitten 5, 6 und 7 geeignete
Funktionenrdume als Banach-Rdume kennzeichnen.

Satz 4.13. Endlich-dimensionale normierte Riume sind Banach-Rdume.

Beweis: Wir benutzen die im Beweis von Satz 4.8 eingefiihrten Bezeichnungen, insbesondere
die Maximum-Norm im normierten Raum X,,. Fiir eine Cauchy-Folge (w,) aus dem endlich
dimensionalen Raum X, sind nach den Sitzen 4.7 und 4.8 die Folgen (o, )nen in R bzw. C
fir k = 1,...,m ebenfalls Cauchy-Folgen. Wegen der Vollstéindigkeit von R bzw. C ergeben sich
daraus die Konvergenzaussagen

Aqn, — O, n — oo

fiir alle k =1, ..., m und somit

m
wnﬁw::ZakukEXm, n — 00. O
k=1
Folgerung 4.14. Endlich-dimensionale Unterrdume normierter Riume sind abgeschlossen.

Beweis. Dies folgt aus Satz 4.13, da jede vollstéindige Teilmenge auch abgeschlossen ist (vgl.
Satz 2.4 (i)). O

4.4 Vervollstindigung normierter Riume

Definition 4.15. X und X' seien normierte Riume. Eine lineare isometrische Abbildung f :
X — X' heifft Normisomorphie, d.h. fir alle w € X gilt ||f(u)|| = |Ju||. Normierte Riume X
und X' heiflen normisomorph, wenn eine surjektive Normisomorphie f : X — X' existiert.

Fiir normisomorphe Réume gibt es keine Unterschiede beziiglich ihrer linearen und metrischen
Struktur.

Satz 4.16. Jeder normierte Raum X ist normisomorph zu einem dichten Unterraum eines bis
auf Normisomorphie eindeutig bestimmten Banach-Raumes X. X heifit dann Vervollstdndigung
von X.

Beweis: Wir beschranken uns hier auf eine Beweisskizze nach dem Vorbild des Beweises von
Theorem 2.7. Wir benutzen dazu die dort eingefiihrten Bezeichnungen und bewiesenen Aussagen.
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So gibt es nach Theorem 2.7 zum normierten (also metrischen) Raum X eine Vervollstéindigung
X. Es bleibt zu zeigen, dafl X Banach-Raum ist.

(1) Zunéchst zeigen wir, daf ~X linearer Raum ist. Dazu erkldren wir Addition und Skalarmul-
tiplikation auf X. Zu 4,0 € X seien (u,) und (v,) die Reprisentanten. Mit (u,,) und (v,) sind
wegen
[(un 4+ vn) = (um + vi) || < [[(un = um)|| + [[vn = vil| = 0, 1, m — o0
sowie
[Bun = Buml| < |B][un — wm|| — 0, n,m — oo

auch (u, + v,) und (Bu,) Cauchy-Folgen. Diese erzeugen Aquivalenzklassen @ + % bzw. B4 mit
den Reprisentanten (u, + vy,) bzw. (Bu,). Wie im Beweis von Theorem 2.7 kann man zeigen,
dafl diese Festlegungen unabhingig von der Wahl der Représentanten fiir @ und o ist. Ferner
vererben sich die Axiome des linearen Raumes von X auf X.

(ii) Eine Norm |[-|[ auf X wird definiert durch

@l == d(@,0) = lim d(up,0) = lim |ju,]. (4.5)

n—0o0

Uber den Satz 4.3 zeigt man, da8 die Normaxiome (N1)-(N4) erfiillt sind.
(iii) Wegen der Vollstéindigkeit des metrischen Raumes (X, d) ist dann X Banach-Raum.

(iv) Nachweis der Normisomorphie: Wir hatten im Beweis von Theorem 2.7 durch f : u — @ mit
dem Repriisentanten (u,u,u,...) eine Abbildung f: X — X definiert. Wir zeigen die Linearitit
von f. f(u+v) hat den Représentanten (u+ v, u+wv,u+wv,....), der nach Definition der Addition
auf X auch Repriisentant von f(u) + f(v) ist. Daraus folgt

flutv) = f(u)+ f(v).

Mit analoger Argumentation zeigen wir

f(Bu) = Bf(u).

Nach Theorem 2.7 ist f eine Isometrie. Nach Definition 4.15 ist f auch Normisomorphie.

(v) Zum Nachweis der Eindeutigkeit zeigt man, daf§ die im Beweis des Theorems 2.7 erklirte
Isometrie h : Y — Z linear ist. Dazu nutzt man die Linearitdt von f: X - Y und g: X — Z.
g

4.5 Approximation in Unterraiumen endlicher Dimension

Definition 4.17. Seien U Teilmenge eines normierten Raumes X und u € X. Ein Element
v € U heifit beste Approximation an u beziiglich U genau dann, wenn

—vl| = inf ||u— 4.
lu =]l = inf flu —w], (4.6)
d.h. fir alle w € U gilt
lu =l < lu—wl.

Von besonderem Interesse fiir Anwendungen ist der Fall endlich dimensionaler Unterrdume U.
Dann gilt der

Satz 4.18. Seit U endlich dimensionaler Unterraum des normierten Raumes X. Dann existiert
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zu jedem u € X eine beste Approximation v an u beziiglich U.

Beweis: Zu u € X wihlen wir eine Minimalfolge (uy,) an u, d.h. fiir u, € U gilt
lu — up|| — d:= inf ||Ju—w|, n— co.
wel
Die Folge (uy,) ist wegen
[unll < llu =]l + [Jull,

beschriinkt. Nach Satz 4.14 ist der endlich-dimensionale Raum U abgeschlossen, d.h. nach Satz
4.9 enthélt (u,) eine konvergente Teilfolge (uyx))r mit Grenzwert v € U. Dann gilt aber

= ol = Jim [lu = g5 = d.
O

Auf die Wahl geeigneter endlich dimensionaler Unterrdume gehen wir spéter genauer im Fall von
Hilbert-Raumen ein. Da die Bestapproximation in Unterrdumen dort in Summenform angegeben
werden kann, wollen wir schliefllich den Reihenbegriff auf normierte Rdume ausdehnen.

Definition 4.19. Sei (u,) Folge von Elementen des normierten Raumes X. Die Reihe Y 72 | ug
heif$t konvergent, falls die Folge (S,,) der Partialsummen

n
Sp = Zuk
k=1

konvergiert. Der Grenzwert S := lim,_,~ S, heif$t Summe der Reihe.

Satz 4.20. Fir die Konvergenz der Rethe Y p~ ui im Banach-Raum ist die Konvergenz der
Reihe

o

D llull < o0

k=1
eine hinreichende Bedingung. Ferner gilt

() 00
D ]| < D Nl
k=1 k=1

Beweis: Fiir m > n folgt nach Voraussetzung der absoluten Konvergenz, d.h. der Konvergenz

der Reihe Y52 [lug |, das

1Sm — Sull = [Jtunt1 + oo + wnml|

< Nupgal + -+ |luml| = 0, n,m — oco.

A

Damit ist (S,) Cauchy—Folge im Banach-Raum X, also auch konvergent. Die gesuchte Majo-
rantenabschétzung ergibt sich nach Grenziibergang n — oo in

n n o
S wl| < S llanl < 3
k=1 k=1 k=1

wegen der Stetigkeit der Norm. O

15wl =
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Kapitel 5

Riume stetig differenzierbarer
Funktionen

In diesem Abschnitt werden Raume stetig differenzierbarer Funktionen iiber Punktmengen 2 C
R", die bei der klassischen Behandlung partieller Differentialgleichungen benétigt werden (vgl.
Abschnitt 5.5), als Banach-Réume charakterisiert. Dabei beschréinken wir uns auf reell- oder
komplexwertige Funktionen. Man kann jedoch viele Begrife und Aussagen fiir Funktionenrdume
iiber © C R™ mit Werten in einem Banach-Raum Y erweitern, man vergleiche hierzu Alt [2],
Kap. 1.

Zunichst charakterisieren wir die Menge der stetigen Funktionen C(£2) in Abhéngigkeit von

verschiedenen Normen. Dann fithren wir geeignete Unterrdume von C(£2) ein.

Abschlieflend motivieren wir, warum eine Losungstheorie spezieller partieller Randwertprobleme
(vom elliptischen Typ) in den hier betrachteten klassischen Funktionenrdumen wenig praxisre-
levant ist. Dieser Gedanke fithrt dann in natiirlicher Weise iiber die Idee der Vervollstindigung
in den néchsten Kapiteln zu den Lebesgue- und Sobolev-Rdumen.

5.1 Raiume stetiger Funktionen

Wir fithren zun#chst einige Bezeichhnungen ein: Nachfolgend sei x = (z1,...,2,) ein belie-
biger Punkt im R”. Weiter sei 2 ein beschrianktes Gebiet im R'™, d.h. eine offene und zu-
sammenhingende Punktmenge. Dann ist Q die abgeschlossene Hiille von Q. Mit 9§ := Q \
bezeichnen wir den Rand des Gebietes.

Fiir unsere spiteren Betrachtungen bendtigen wir den Raum C(2) der stetigen Funktionen
u: 2 — R bzw. C. Mit der punktweise vorgenommenen Addition und Skalarmultiplikation

ist C(€2) linearer Raum. Ferner ist der Raum nicht endlich-dimensional, da etwa die Monome
z— 2", n=20,1,2, ... linear unabhéingig sind.

Wir charakterisieren hier den Raum C(£2) der stetigen Funktionen in Abhéngigkeit von der Wahl
verschiedener Normen.

Satz 5.1. Fliir jedes 1 < p < oo wird auf C(Q) durch

(Jo \u(m)]pdx)l/p 1<p<o
[ull e (@) = (5.1)
sup, g fu(z)]  p=oo

45
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fiir u € C(Q) eine Norm definiert. C(Q) ist mit der Supremum-Norm

||uHLoo(ﬁ) = SUE|U($)| (5.2)
€N

sogar vollstindig und damit Banach-Raum.

Beweis: Wir zeigen die Normeigenschaften: Die Eigenschaften (N1) — (/N3) sind offensicht-
lich erfiillt. Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir p = oo ersehen wir aus der folgenden
Abschétzung:

lu+vlpe@) = mef%(\(quU)(x)\ = |(u+v)(z0)| < |u(zo)| + |v(0)]
< max |u(z)| + max [v(z)] = [|Jull gy + V]| Lo @)
e €N

Fiir p € [1,00) beweisen wir die Dreiecksungleichung in Abschnitt 6.4.
Schliefllich untersuchen wir die Eigenschaft der Vollstindigkeit beziiglich der Norm (5.2): Be-

kanntlich entspricht die Konvergenz einer Funktionenfolge (u,,) aus dem Raum C(f2) gegen eine
Funktion u beziiglich der Maximum—Norm gerade der gleichméfiigen Konvergenz, denn

[u—unllo@ <€ <= |u(@)—un(z)| <e, Vze Q.

Da nun das Cauchysche Konvergenzkriterium hinreichend fiir die gleichméflige Konvergenz einer
Folge stetiger Funktionen gegen eine stetige Grenzfunktion ist, folgt damit die Vollstdndigkeit

des Raumes C(f2) beziiglich der Maximum—Norm. O

Die folgenden Betrachtungen zeigen, dafl die Charakterisierung dieses Raums als Banach—Raum
von der verwendeten Norm abhéngt.

Satz 5.2. Der lineare Raum C(Q) ist in Verbindung mit der LP—Norm (5.1) mit 1 < p < oo
nicht vollstindig.

Beweis: Beziiglich der Vollstédndigkeit konstruieren wir im eindimensionalen Fall ein Gegenbei-
spiel. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dafi Q = [0, 2] und

Up(x) =

Dann ist (u,) Cauchy—Folge, denn fiir n < m gilt

— 0, n— oo.

1 1
_ p — n __ ,.m|p np
[[un UMHLP(O,2) /0 2" — 2™ Pdx < /0 z"™dx < np+1

Wir nehmen nun an, daf§ die Folge (u,) gegen eine stetige Funktion u konvergiert, d.h.
|un — uHLP(O,Q) — 0, n—oo.

Aus der spiter zu beweisenden Minkowskischen Ungleichung (vgl. Abschnitt 6.4) ergibt sich

</01 !u(x)\f’dm> : (/01 [ule) - “n(w)!pdw> " + (/01 xnpm) "

1/p
> — 0, n — oo.

IN

IN

o= wnlron + (150
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Das impliziert u(z) =0, 0 < < 1. Andererseits ist

( /1 2\u(w)—1\”dx>1/p _ ( /1 i ]u(x)—un(m)]pdx>1/p

< u—unllpea2) — 0, n— oo

Das impliziert u(z) =1, 1 <z < 2. Damit ist aber die Grenzfunktion nicht stetig auf [0,2] im
Widerspruch zur Annahme. O

Die Nichtvollstdndigkeit der Menge der stetigen Funktionen beziiglich der LP—Norm ist fiir
uns Veranlassung, im folgenden Abschnitt 6 basierend auf der allgemeinen Vorgehensweise in
normierten Riaume (vgl. Abschnitt 4.4) geeignete Vervollstéindigungen zu betrachten. Dies fiihrt
zu den Lebesgue-Rdaumen.

5.2 Raume stetig differenzierbarer Funktionen

Einen Vektor « := (ay, ..., @) mit nichtnegativen ganzen Zahlen «; nennen wir Multiinder der
Lénge

la := Zai. (5.3)
i=1

Zur Abkiirzung schreiben wir partielle Ableitungen der Ordnung a einer hinreichend oft im
Punkt = € Q differenzierbaren Funktion u : £ — R in folgender Form:

olely

(@), ol 215 DOOu(a) = u(a) (5.4)

D%u(x) =

Definition 5.3. (i) Fir eine nichtnegative ganze Zahl m wird die Menge der m—fach auf
stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnet durch

C"(Q):={v: Q- R| D% € C(Q), Ya:|a] <m}. (5.5)

(ii) C™(R2) ist die Menge aller Funktionen aus C™(§)) mit stetig auf Q fortsetzbaren Ableitungen
bis zur Ordnung m.

Satz 5.4. Sei Q kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist die Menge C™(Q) in
Verbindung mit der Norm

l[ullgm @y = |g\la}n<m sug |D%u(z)], weC™Q) (5.6)
=zE

Banach-Raum.
Beweis: (i) Man sieht unmittelbar ein, dal C™(Q) linearer und normierter Raum ist.

(ii) Zum Nachweis der Vollsténdigkeit sei (u;) Cauchy-Folge in C™(£2). Aus der Definition der
Norm ergibt sich, daf8 die stetigen Funktionen D%u; mit || < m auf der Menge Q gleichméaBig
jeweils gegen eine Funktion u® konvergieren. Fiir o = (0, ..., 0) ist u® = w. Diese Grenzfunktionen
sind ebenfalls stetig auf .

Sei nun zundchst 8 = (1,0,...,0). Fiir einen fixierten Punkt z € Q und eine reelle Zahl h



48 KAPITEL 5. RAUME STETIG DIFFERENZIERBARER FUNKTIONEN

mit 0 < |h| < h(z) mit hinreichend kleinem h(z) folgt aus der Dreiecksungleichung und dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung die Abschitzung

u(zy +h, @2, ., Tn) —u(T1, @2, .., Tn) WP ()
h
2
< 5sup fu(y) — u;(y)| +sup [u” (y) — DPu;(y)|
yeQ yeN
uj(x1 + h, z2, ..., xn) — uj(x1, 22, ..., Tpy)

h
2 s 8
= o sub |u(y) —u;(y)] + sup [u”(y) — Du;(y)|
yeQ yeN
+ ‘Dﬁuj(:cl + 0h, z9, ..., ;) — DPuj(x)
2

7 Sup [u(y) — u;(y)| + sup | (y) = Du;(y)|
yeQ yeN

IN

+2sup ]Dﬁuj(y) — DPujy(y)| + | DPujy (w1 + Oh, 29, ..., 1) — Dﬁujo(x) )
yeN
Dabei ist 6 eine geeignete Zahl aus [0, 1]. Fiir eine vorgegebene Zahl € > 0 wihlen wir jy(€) so,
daB der dritte Summand der letzten Abschétzung fiir j > jo(e) kleiner als €/3 wird. Bei festem
jo(€) bestimmt man die h so, dal auch der vierte Summand kleiner als €/3 wird. Schliefllich
bestimmt man eine natiirliche Zahl j > jo(€) so, daBl auch die beiden ersten Summanden kleiner
als €/3 werden. Dann folgt
0
a—xlu(az) = DPu(z) = uP(x).
Durch iterative Anwendung dieses Verfahrens erhilt man D%u(x) = u®(x) fiir 1 < |of < m.

Somit gehort u zu C™(Q2). Ferner gilt

li ;- msy = 0.
jg]go”uj ullo ) 0

Daraus folgt die Behauptung. a

5.3 Holder-Raume

Definition 5.5. Seien 0 < A < 1 und m eine nichtnegative ganze Zahl. Dann bezeichnet der
Holder-Raum C™*(Q) die Menge der Funktionen aus C™ (), fir die gilt

D%u(x) — D%u
Hu”C’”*(ﬁ) = ”uHCm(ﬁ) + E sup | () : (v)|
|a|=m z,y€Q |£C - y|
TFEY

(5.7)

Beispiel 5.6. Das vorliegende eindimensionale Beispiel ist von gewissem Wert fiir das Versténd-
nis fiir den im folgenden Abschnitt einzufiihrenden Begriff Randglitte eines (zweidimensionalen)
Gebietes.

Seien m = 0, Q = (—1,1) und u(z) = |z|*. Dann gilt u € C®*[-1,1]. (Ubungsaufgabe !) O

Bemerkung 5.7. (i) Eine Funktion u € C%*(Q) ist auch gleichmiBig stetig. Zum Beweis wiihle
1/
man fiir beliebiges € > 0 die Zahl J(¢) := (e/||uHCO,A(§)> . Dann ist

lu(z) — u(y)| <e, Voxz,y: |z —y| < d(e).
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(ii) BEs gilt C%*(Q)cC(Q), jedoch gibt es stetige Funktionen, die nicht holder-—stetig sind. Als
Beispiel wihlen wir die Funktion » : [0,1/2] — R mit

_ 0, z=0
w@ =0 L gca<i/

log x>
Offenbar ist u € C[0,1/2]. Die Annahme u € C%*[0,1/2] fiihrt jedoch auf
u(z) —u(0)] < Cle =0, C = |lullgorp,z

somit
1 < Clz|Mlog 2|, vz e (0,1/2].

Dies liefert fiir £ — 40 den Widerspruch 1 < 0. B
(iii) Fiir konvexes und beschriinktes Q gilt C1(Q) ¢ C%*(Q). Zum Nachweis liefert der Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung

u(x) — uy)] < max|v/(2)] [z —yl,
z2€Q

damit

M <max|u/'(2)] [z —y/" P <C<o0, VryeQ O
|z — y 2€Q

Satz 5.8. Sei Q kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist C™(Q) in Verbindung
mit der in Definition 5.6 definierten Norm Banach—Raum.

Beweis: Ubungsaufgabe ! O

5.4 Randglitte

Wir verwenden die in Abschnitt 5.3 eingefiihrten Holder-Rdume, um die Gldtte des Randes OS2
eines beschriankten Gebietes zu beschreiben.

Definition 5.9. Ein beschrinktes Gebiet O C R" gehirt zur Klasse C™» mit m € Ny und
0 < A <1, wenn es endlich viele offene Gebiete B;,i = 1,...,N gibt, so dafi QN B; fiir jeweils
i=1,...,N der Graph einer C™-Funktion ist und QN B; auf jeweils einer Seite dieses Graphen
liegt.

Genauer gelte: Fir i = 1,...,N gibt es ein euklidisches Koordinatensystem (eli, el im R™,

Zahlen ; > 0 und h; > 0 sowie eine Funktion f*: R ! — R aus der Klasse C™*, so daff mit
den Bezeichnungen

n
xln = (ah, .., xb ), x = Zx;e;
7j=1
fiir x € R" mit |a",] < r; gilt

xl = f’(xfn) = €00
0<al—fi(a') <hi = z€Q
0>zl — f’(xfn) >—h; = =&

Die Gebiete

B;:={z € R"| \xzn\ <7 |@l — fz(xzn)] <h}, i=1,.,N
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bilden eine endlich offene Uberdeckung des Randes OS).

Speziell heifst ein zur Klasse C%! gehorendes Gebiet Lipschitz-stetig.

Beispiel 5.10. (Ubungsaufgabe !)

(i) Die Kugeln Q = {x € R": ||z| < 7} gehdren zu C™? fiir beliebige m € Ng und X € (0, 1].
(ii) Die Quadergebiete @ = {x € R" : —00 < a; < z; < b; < oo} sind Lipschitz-stetig. Im

zweidimensionalen Fall greife man hier auf Beispiel 5.6 zuriick. a

Fiir Gebiete Q € C! existiert der #ufilere Normaleneinheitsvektor v(x) = (v;(z)) in allen Punkten
des Randes 0€). Wir erinnern an das fiir die weiteren Ausfiithrungen sehr wichtige und aus dem
Gauflschen Integralsatz folgende

Lemma 5.11. (Regel der partiellen Integration)
Fiir u,v € CY(Q) gilt mit dem duferen Normaleneinheitsvektor v = (v;) auf 0 firi=1,...n

ou / / ov
v dr = woy; ds — | u dr. 5.8
/Q Oz o0 o O (5:8)

Beweis: vgl. z.B. Triebel [8], Anhang 3 O

Bemerkung 5.12. Es kann gezeigt werden, dafl die Aussage von Satz 5.11 auch noch fiir
Lipschitz-stetige Gebiete @ C R™ gilt. Der Beweis ergibt sich zum Beispiel als Spezialfall von
Alt [2], Satz A 6.8. 0

Definition 5.13: Sei Q C R" ein beschrinktes, Lipschitz-stetiges Gebiet. Dann ist C(0)) der
Raum der in jedem Punkt x € 0N) stetigen Funktionen.

5.5 Randwertaufgaben in punktweiser Form

Im Verlauf dieser Vorlesung untersuchen wir in einem beschrinkten Gebiet 2 C R™ Randwert-
probleme fiir lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung.

Definition 5.14. Bei gegebenen Funktionen
a;j,bj,c, f: QA —=R, i,5=1,..,n g¢g:00—=R

und symmetrischer, positiv definiter Matriz A(xz) = (ai;j(x)) heift das (in sogenannter Diver-
genzform gegebene) Problem: Finde u:Q — R so, dafs

"9 ou = ou

_MZ=1 o (aij(ﬂﬁ)%) (z) + ;bj(x)%j(x) +c(@u(z) = f(z), z€Q (5.9)
u(z) =g(x), x € (5.10)

Dirichletsches Randwertproblem (oder 1. Randwertaufgabe).

Definition 5.15. Fiir hinreichend glatte Daten gemdyfs

aij € C'(Q); bj,c,f € C(Q); g€ C(09)

heifit u € C?(Q) N C(Q) klassische Losung des Dirichletschen Randwertproblems (5.9), (5.10)
genau dann, wenn die Gleichungen (5.9) bzw. (5.10) punktweise auf Q bzw. O erfillt sind.
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Einfachster und zugleich wichtiger Spezialfall von (5.9) ist die Poisson-Gleichung

"L 9%
— W(w) = f(x), zeq. (5.11)
i=1 i

Fiir homogene Probleme (d.h. f = 0) heiit (5.11) auch Laplace—Gleichung.

Es kann gezeigt werden, daB der klassische Lisungsbegriff u € C?(2) N C(082) nicht fiir eine ge-
eignete Losbarkeitstheorie fiir das Randwertproblem (5.9), (5.10) ausreichend ist. Von Schauder
stammt eine entsprechende Existenztheorie in Holder-Rdumen (vgl. z.B. Gilbarg/ Trudinger [4],
Kap. 6).

Fin weiterer Kritikpunkt einer klassischen Losbarkeitstheorie ist die starke Glatteforderung an
die Daten des Problems nach Definition 5.14, die bei praktischen Anwendungen oft nicht erfiillt
ist. Daher ist eine Abschwichung des Losungsbegriffs auf der Grundlage eines verallgemeinerten
Ableitungsbegriffs der anzustrebende Ausweg, den wir auch im Verlauf dieser Vorlesung benutzen
werden. Die Grundidee ist wie folgt:

e Multiplikation der Differentialgleichung (5.9) mit einer beliebigen Testfunktion v € C?()
mit v = 0 auf 92 und Integration iiber das Gebiet (2

e Partielle Integration des Terms mit Ableitungen 2. Ordnung nach Lemma 5.11 und Beriick-
sichtigung der fiir die Testfunktionen geltenden Randbedingung v = 0.

Dies fiihrt auf

= ou 0 = 0
/Q Z a”(m)%ujaaz dz —|—/Q jzlbj(x)a—; + c(x)u p vdr = /Qf(x)vdx (5.12)

4,7=1

Im Verlauf dieser Vorlesung werden wir diesen Weg genauer ausarbeiten. Dazu benétigen wir
einen abgeschwichten Integrationsbegriff (vgl. Kapitel 6) und den Begriff des Sobolev-Raumes
(vgl. Kapitel 7).
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Kapitel 6

Riume Lebesgue-integrierbarer
Funktionen

Im vorliegenden Kapitel werden wir Rdume Lebesgue-integrierbarer Funktionen einfithren und
funktionalanalytisch charakterisieren. Sie sind zum Beispiel fiir eine moderne Losungstheorie
partieller Differentialgleichungen grundlegend. Dazu werden einige grundlegende Kenntnisse der
Maftheorie vorausgesetzt, die man in einschligigen Lehrbiichern findet. Wir stellen jedoch den
Ausfithrungen im Anhang A einen kleinen Exkurs zum Lebesgue-Integral nach. Eine ausfiihrli-
chere Darstellung dazu findet man etwa bei Alt 2], Anhang 1.

An dieser Stelle weisen wir bereits auf folgenden Punkt hin: In Kapitel 7.1 zeigen wir, daf
die Lebesgue-Réume sich auch auf wohlbestimmte Weise durch Vervollstdndigung der stetigen
Funktionen in der LP-Norm erklédren lassen.

6.1 Mef3lbare Mengen

Definition 6.1. Seien S eine Menge und B eine Menge von Teilmengen von S, die einen
o-Ring bzw. eine o-Algebra bilden, d.h. es gilt

(i) 0 e B; EeB = S\Ee€BhB,
(ii) B; € B, ieN = U;enE; € B.

Ferner sei p: B — [0, 00] mit u(0) =0 ein o-additives MaB, d.h.

(iii) E; € B, i € N, E; € B paarweise disjunkt = p(UieNE;) = Y icn 1(E:).
(v) Ne B, y(N)=0, ECN = FEecB.

Dann heifit (S, B, ) Mafiraum. Mengen E € B heiflen p-mef3bar.

Gilt (ii) nur fir endliche Vereinigungen, so heiffit B Ring oder Boolsche Algebra.
Mengen N € B mit u(N) = 0 wie in Voraussetzung (iv) heifilen p-Nullmengen. Wir werden

kiinftig sagen, eine Aussage gilt pu—fast iberall (bzw. p-f.i.), falls sie mit Ausnahme einer
p—Nullmenge richtig ist.
Wir geben zwei fiir unsere Anwendungen wichtige Beispiele an.

Beispiel 6.2. (i) Beim diskreten Mafl auf S = N besteht B aus allen Teilmengen aus N. u(E)
ist dann die Anzahl der Elemente von E.
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(ii) Sei & = R". Ferner werde zunéchst By gebildet aus allen endlichen Vereinigungen disjunkter,
halboffener Quader der Form

[a,b[={z e R"| a; <z; <b;, i=1,...,n}

mit —oo < a; < b; < +oo. Dann heifit

n

po([a, b)) := [ [ (b: — as) (6.1)

i=1

Lebesguesches Elementarmafl. By ist ein Ring, jedoch kein o—Ring. pg ist auf By additiv und
sogar o-additiv. Die Menge (S, By, o) ist ein sogenannter Prdimafraum (vgl. Definition in An-
hang A, Definition A.1.).

Durch ein Fortsetzungsprinzip, das wir im Exkurs zum Lebesgue-Integral im Anhang skizzieren,
kann man den PramaBraum (S, By, po) zu einem Mafiraum (S, B, 1) mit By C B und u = pg auf
By erweitern. Man bezeichnet dann p als Lebesgue-Mafs L™ auf R™.

Das System B der Lebesgue-mefibaren Mengen setzt sich aus Lebesgue-Nullmengen sowie Borel-
Mengen zusammen. Genauer gibt es zu E € B Borel-Mengen Ei, Fs mit By C E C FEy sowie
L"(Ey \ E1) = 0. Die Menge der Borel-Mengen ist dann der kleinste o-Ring, der die Menge By
(bzw. alle offenen oder alle abgeschlossenen Mengen) enthélt. O

6.2 Mef3bare Funktionen

Definition 6.3. Seien (S, B, u) ein Mafraum und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung
u: S —Y heifst p—meBbar, wenn folgende Bedingungen gelten:

(i) UCY offen = u YU)e€B.

(ii) Es existiert eine p— Nullmenge N, so daf$ uw(S \ N) separabel ist.

Man kann zeigen, daf fiir separable Rdume Y Bedingung (ii) entfallen kann. Dies ist im fiir uns
wichtigen Fall Y = R" gegeben.

Nachfolgend stellen wir hinreichende Bedingungen fiir die p—MeBbarkeit von Funktionen zu-
sammen.

Lemma 6.4. (i) Seienu:S —Y mefbar, Z ein Banach-Raum sowie ¢ : Y — Z eine stetige
Funktion, die separable Menge wieder in separable Mengen abbildet. Dann ist auch die Funktion
¢ ou mefSbar.

(ii) Sind u; mefbar und gilt u = lim;_, o u; fast iberall, so ist auch die Grenzfunktion u mefbar.

Beweis: (in allgemeinerer Form) vgl. [2], Lemma 1.10 0
Wir fiihren nun die Menge

M(p,Y):={u:S—Y | uist uy—mefBbar} (6.2)

ein. Es gelte die Aquivalenzrelation u ~ v in M (1, Y) genau dann, wenn u = v p-fast iiberall
gilt.

Wir benutzen nachfolgend die Bezeichnung

{d(u,v) >r}:={x eS| du(z),v(zx)) >r}.
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Bei Mengen S mit endlichem Ma8 1(S) versehen wir den Raum M (p,Y) mit dem Abstandsmaf
du(u,v) = inf{r > 0 | p({d(u,0) > r}) < 1},

Eine Folge (uk)ren heilt pu—mafkonvergent gegen u, falls d,(uy,u) — 0, k — oo oder - dazu
dquivalent - falls fiir jedes € > 0 gilt p({d(ug,u) > €}) — 0, k — oo.

Satz 6.5. Bei Mengen S mit endlichem Maf p(S) ist (M(u,Y),d,) metrischer Raum. Ferner
ist mit dem Bildraum'Y auch M (u,Y") vollstindig.
Beweis: vgl. Alt [2], Satz 1.11 O

Man kann noch einen relativ tiefliegenden Zusammenhang zwischen meflbaren und stetigen
Funktionen herstellen, den wir hier fiir den Spezialfall meflbarer Mengen S im R"™ und einem
Zahlkérper Y = K angeben.

Satz 6.6. (Satz von Lusin)

Sei S meflbare Teilmenge des R™. Dann ist die Funktion u : S — K mit K = R oder K = C
mefibar genau dann, wenn sie stetig bis auf kleine Teilmengen ist, d.h. genauer: Fir jede Zahl
d > 0 gibt es offene Teilmengen S5 C S mit (S5) < 0, so daf die Funktion u: S\ Ss — stetig
15t.

Beweis: vgl. (in allgemeinerer Form) Alt [2], Satz A.4.7 O

6.3 Lebesgue-Riume

Sei nun (S, B, p) ein Mafiraum. Ferner sei v eine nichtnegative und g—mefibare Funktion auf S.
Ist v zusétzlich p—integrierbar, so werde durch

/Sv du € 10, 00]

das Lebesgue-Integral von v auf S erklirt (vgl. dazu Anhang A, Definition A.10).

Ist allgemeiner Y Banach-Raum iiber R oder C mit der Norm || - ||, so ist fiir p—mefibare
Funktionen u : S — Y nach Lemma 6.4 (i) auch die Funktion |ju||, d.h. die Abbildung x —
|lu(z)||, p—meBbare Funktion. Wir definieren dann folgende Ausdriicke

(f lullP dp) P, 1<p<oo
lu|lzr = . (6.3)

inf;L(N)ZO SUPges\N Hu(x)”, b=00

Abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wiederum Nullmengen. Dann gibt es eine y—Null-
menge N, so daf3

sup u(x)[| = [lul Lo
zeS\N

Fiir 1 < p < oo gilt fiir jede Zahl § > 0 die Aussage
ul7, > 67 p({z €S| |u(z)| >6}).

Somit folgt aus ||u||r» = 0 auch v = 0 p—fast iberall in S. Dies motiviert die

Definition 6.7. Fir 1 < p < oo wird auf der Menge

LP(u,Y) ={u:S—=Y | u p—mefbar, ||ul]r < oo}
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eine Aquivalenzrelation ~ eingefiihrt. Dabei gilt u ~ v genau dann, wenn u = v pu—fast iberall.
Als Lebesgue-Raum LP(u,Y) wird die Menge der Aquivalenzklassen in LP(u,Y) bezeichnet. Ist
speziell Y = R oder Y = C, so schreiben wir nur LP(u).

Offenbar ist LP(u,Y) ein linearer Raum. So fiihrt man die Addition und Skalarmultiplikation
jeweils fiir Repriisentanten der entsprechenden Aquivalenzklassen ein (vgl. auch den Beweis iiber
Vervollsténdigung normierter Radume). Man sieht sofort ein, da§ diese Operationen unabhéngig
von der Auswahl der Reprisentanten sind. Das Nullelement in LP(u,Y) entspricht dann der
Aquivalenzklasse der f.ii. auf S verschwindenden Funktionen.

Wir geben zwei instruktive Beispiele an.

Beispiel 6.8. Ist p das diskrete Mafl aus Beispiel 6.2 (i), so erhalten wir die Folgenrdume
LP () = IP(K) mit K =R oder K = C aus Kapitel 1. O

Beispiel 6.9. Sei nun nach Beispiel 6.2 (ii) u das Lebesgue-Maf auf einer Lebesgue-mefibaren
Menge S C R" (vgl. Anhang A). Wir schreiben dann LP(S,Y) statt LP(u,Y'). Bei Anwendungen
auf partielle Differentialgleichungen ist ferner oft S = Q ein Gebiet im R" sowie ¥ = K mit
K = R oder K = C. Wir verwenden dann auch die Schreibweise LP(f2), die Norm || - ||y := | - |

sowie
1/p
ol = ([ lopas) " <o

Fiir das spétere Verstindnis sind noch die folgenden speziellen Beispiele niitzlich.

Beispiel 6.10. (Polstellen im R™)

Sei 2 := B(0;7) C R". Die Funktion u(z) := ||z||~* gehort zu LP(Q2) genau dann, wenn s < n/p
gilt.

(Ubungsaufgabe ! Hinweis: Ubergang zu riumlichen Polarkoordinaten) a

Beispiel 6.11. Sei © beschriinkt. Dann ist die Menge L°(2) der Aquivalenzklassen der auf
 mefbaren und f.ii. beschrinkten Funktionen Teilmenge aller Rdume LP(Q) mit 1 < p < oo,
denn man schétzt ab

/ lu(z)[Pdz < / MPdx = MP meas(§2) < co.
Q Q

Beispiel 6.12. Sei die Funktion u : S C R"™ — K fast iiberall stetig auf der melbaren Menge
M. Hier sei der Fall S = R" zugelassen. Ferner gelte mit einer endlichen Konstanten M die

Wachstumbeziehung

C
< ———— .
lu(x)] < AT 2 Ve e S

Dann ist die Funktion u fiir o > n integrierbar, d.h. v € L'(S). Die Zugehérigkeit von u zu
LP(S) bei fixiertem p und n hingt dann von a ab (Ubungsaufgabe !). O

6.4 Aussagen iiber Lebesgue-Riume LP((2)

Im nachfolgenden Abschnitt betrachten wir speziell den Lebesgue-Raum LP(£2) iiber meBbaren
Mengen 2 C R". Man vergleiche jedoch Bemerkung 6.16 beziiglich méglicher Verallgemeinerun-
gen.

Lemma 6.13. (i) Fir u € LP(Q) und v € LU(Q) mit 1/p+1/¢ =1 und 1 < p,q < oo ist
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uv € LY(Q) und es gilt die Holdersche Ungleichung

'/ 2)ds

(11) Fir u; € LPi(Q2) mit Zf\il 1/pi =1 und 1 < p; < oo gilt die verallgemeinerte Holdersche
Ungleichung

< lullze@llvll Lo

Hu, dx < HHU,HLPZ

Beweis: (i) Zunéchst folgt nach Lemma 6.4 (i), da uv meBbar ist.

Fiir p = 1 und somit ¢ = oo gilt fast iiberall auf €2, daf |(uv)(z)| < [|[v]|Lo(Q)|u(x)| ist. Daraus
folgert man uv € L'(Q). Ferner gilt die Behauptung natiirlich auch in den Fillen p = co , ¢ = 1
sowie fiir [|u|zp(q) = 0 oder ||v]|L¢(q) = 0.

(ii) Wir kénnen daher annehmen, da8 1 < p < oo und ||lu|zrq) > 0 bzw. [[v][ze@) > 0 ist.
Ausgangspunkt ist die Youngsche Ungleichung (vgl. Lemma 1.7)

1 1
vy < —2f + —y? Vr,y >0
P q

Mit der Wahl
__Ju(=)] _ |v(@)]

HUHLP(Q), o HvHLq(Q)

folgt

u@(@] 1 u@P 1 @)
<-4 s .
Flzr@lolzoe — plullg 2 1o1%0

Aufgrund der Integrierbarkeit der rechten Seite iiber Q ergibt sich uv € L'(Q). Weiterhin liefert
Ausfithrung der Integration iiber 2 die Behauptung wegen

Jo lu(z) ]dm<1fQHu x)P dx 1fQ]v ]qu_1+1_1
Jullze muvum <o Nl T4 Wl pa "

(iii) Die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung fiir N > 2 erhilt man schliefllich durch
Induktion. a

Lemma 6.14. Fir u,v € LP(2) mit 1 < p < oo gilt die Minkowskische Ungleichung
[u+vlze) < llullze@) + 0]l e ()-

Beweis: (i) Fiir p = 1 bzw. p = oo folgt die Aussage aus der punktweisen genommenen
Dreiecksungleichung. Fiir Zahlen 1 < p < co hat man zunéchst punktweise (Ubungsaufgabe !)

u(@) +v(@)” < (lu(@)] + o)) < 227 (Ju(@)” + [v(@) ).

Damit ist u 4+ v € LP(Q).

(ii) Mittels punktweiser Dreiecksgleichung kann man abschétzen

u(@) +v(@)” < Ju(@)] Ju(@) + v(@) P~ + ()] |u(z) +o(@) P (6.4)
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Zunichst gilt |ul, [v| € LP(Q). Wegen q(p — 1) = p folgt dann auch |u + v|P~! € LI(Q). Die
Holdersche Ungleichung ergibt dann bei Anwendung in (6.4)

[t ot e < ol [t o i+ ol s o8~

1-1/p
< (lullor + ol [ o oP az) (65)
Die Behauptung ist trivial fiir [, |u 4+ v’ dz = 0. Sonst folgt die Behauptung aus (6.5) nach
Kiirzen. O

Theorem 6.15. (Fischer/Riesz)

Die Menge LP(Q) der Aquivalenzklassen von Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist ein Banach-
Raum beziiglich der Norm

(fﬂ \u(x)]pdx)l/p, 1<p<x
lull e () =
inf,(nNy=0 SUPzeo\ N [u(2)], p= o0

Beweis: (i) LP(2) ist linearer Raum (s.o0.). Die Normeigenschaften (N1)-(N3) fiir den Ausdruck
|- |l» (@) zeigt man wie in Satz 5.1. Die Minkowski-Ungleichung ist die Dreiecksungleichung (N4).
(ii) Wir zeigen die Vollsténdigkeit fiir p = oo @ Sei (uj)jen Cauchy-Folge in L>°(€2). Dann
existieren eine Konstante C' < oo und eine p—Nullmenge N derart, daf§ fiir x € Q \ N gilt
luj ()] < [Jullpee) <C VjeEN,
lug(z) — w(z)| < |lug — wl[po@) — 0, k,l — co.
Damit existiert die Grenzfunktion

lim; sui(z) € Q\N
“(x)’:{oj o xeN.\

Sie ist nach Lemma 6.4 (ii) mefibar und beschrénkt. Ferner ist
u(2) — wa(e)| = Jim () — ()] < lmninf [l — gl gy, @ € 2\ N,
Daraus folgt die gesuchte Aussage wegen

lu = urllLoe ) < liminf fluy — ugl| o) = 0, &k — oo

(iii) Wir zeigen die Vollstandigkeit fiir 1 < p < oo : Sei dazu (ug)ren Fundamentalfolge in
LP(Q). Es reicht der Nachweis der Konvergenz einer Teilfolge, da jede Cauchy-Folge maximal
einen Hiufungspunkt hat. Wir wéhlen nun diese Teilfolge (uy,); so aus, da8

Z Hukz‘+1 - ukz‘HL”(Q) < 0.
7

Zu deren Konstruktion wiihlt man k; € N so, daf

1 -
llur, — ulHLP(Q) < o5 Vk,l > k;.
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Gilt nicht bereits lim;_ .o k; = 00, S0 setze man k; := max{i; INfZ} Die entstehende Teilfolge werde
0.B.d.A. wieder mit (u); bezeichnet.

Mit der Festsetzung
!

hy = Z |ugr1 — g

k=1
folgern wir dann iiber das Lemma von Fatou (vgl. Anhang A, Lemma A.18) und die Minkowski-
Ungleichung

P
/ <lim hf) dr < liminf/ hy dz = <1imianthLp(Q)>
Q \[—oo l—oo  Jo l—o00

p
(Z [t — uk||LP(Q)> < 0.
P

IN

Damit existiert
lim hy(x) <oo  fii. in Q.

|—o0

Nach Definition der Glieder h; ist damit (ug(z))gen Cauchy-Folge f.i. in €2, somit existiert der
Grenzwert

u(z) = kh_)ngo ug () fi. in Q.

Eine erneute Anwendung des Lemmas von Fatou und der Dreiecksungleichung ergibt schliefllich

p
/ lu—wlP de < liminf/ lugp — P dx = <liminf g — ulHLp(Q)>
Q Q k—o00

k—o0
p

IN

> kg —urllr | =0, 11— o0
>l

Damit ist die Konvergenz einer geeigneten Teilfolge gezeigt. Dies ergibt die Vollstandigkeit des
LP(Q). O

Bemerkung 6.16. Die Aussage von Satz 6.15 148t sich auf den Fall LP(u, Y) mit Banach-Raum
Y verallgemeinern (vgl. Alt [2], Lemma 1.13 sowie Satz 1.17). O



60

KAPITEL 6. RAUME LEBESGUE-INTEGRIERBARER FUNKTIONEN



Kapitel 7

Sobolev-Riaume

Im vorliegenden Abschnitt stellen wir die fiir eine moderne Losbarkeitstheorie partieller Diffe-
rentialgleichungen geeigneten Funktionenriume, die sogenannten Sobolev-Rdume, bereit. Dazu
wird ein verallgemeinerter Ableitungsbegriff benotigt.

Wir betrachten reell- oder komplexwertige Funktionen und verwenden die im Kapitel 6 eingefiihr-
ten Bezeichnungen zu LP—R&umen iiber meflbaren Mengen 2 C R". Einige relativ technische
Beweise stellen wir im Anhang B zusammen.

7.1 Dichte Teilmengen von LP((2)

Zur Einfithrung von Sobolev- Riumen charakterisieren wir zunéchst dichte Teilmengen von LP(£2).
Dabei sei 2 € R"™ ein Gebiet, d.h. eine offene und zusammenhéngende (somit auch Lebesgue-
mefbare) Punktmenge.

Lemma 7.1. Die Menge der Treppenfunktionen liegt dicht in LP(2) mit 1 < p < oo. Die
Aussage ist auch fiir p = oo richtig, sofern das Gebiet Q0 ein endliches Lebesgue-Mafs hat.

Beweis: vgl. Anhang B, Lemma B.1 a

Definition 7.2. Fir eine im Gebiet Q definierte Funktion u bezeichnet man die Menge

supp u = {x € Q| u(z) # 0}
als Trager von u. Eine Funktion heifft finit, wenn ihr Triger kompakt (also beschrinkt und
abgeschlossen) im Gebiet ) ist.

Das nachfolgende Resultat zeigt, dal man die Lebesgue-Réume LP(Q2) in gewisser Weise als
Vervollstdandigung der Menge der stetigen Funktionen auffassen kann.

Lemma 7.3. Die Menge CJ(Q) der auf dem Gebiet Q2 C R™ stetigen und finiten Funktionen
liegt dicht in LP(Q2) fir 1 <p < oo.

Beweis: vgl. Anhang B, Lemma B.2 O

Zur Beachtung: Fiir p = oo ist die Aussage des Lemmas falsch, denn z.B. kann die Funktion
u(x) = 1 nicht durch finite Funktionen approximiert werden.

Definition 7.4. Der Raum der Testfunktionen C§°(Q2) ist die Menge der beziiglich Q) finiten
und unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen.

Das folgende Beispiel zeigt, daf die Menge C§°(£2) nichtleer ist.
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Beispiel 7.5. Wir betrachten in R mit zunéichst beliebiger Konstante C' die Funktion
R
o) =4 C P (), <1 (7.1)
0 |t| > 1

Die Ableitungen
P

(1) 1
(1_t2)2jexp< 1—t2>’ It <1

mit geeigneten Polynomen P;(t) sind auf R stetig und gehoren wegen

wI(t) =C

lim s7e™®* =0
S— 00

zu C§°(R). Weiterhin ist supp v = [—1, 1].
Analog gehort im R™ die Funktion

__1_ n

w(z) = Cexp< 1—7"2)’ Irl <1 , = Zx? (7.2)
0 Ir| > 1 P

zu Cg°(R™) mit supp u = {z € R": |z < 1}. O

Wir beschreiben nun das auf S.L. Sobolev zuriickgehende Mittelungsverfahren zur Glattung von
LP—Funktionen. Die in Beispiel 7.5 offene Konstante C' wird nun wie folgt normiert:

Ferner sei fiir A > 0 die Familie von Funktionen

wp(x) == %w (%) , r €R" (7.3)

definiert, die mitunter als Dirac-Folge bezeichnet wird.

Dann ist mit y; = x;/h,j =1,...,n

/n wp(z) de = % ”m”Shw (%) dx = Aynglw(y) dy = 1. (7.4)

Man kann somit wj, auch als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren.

Nun gehore eine gegebene reell- oder komplexwertige Funktion v zu LP(2) mit 1 < p < oc.
Man setzt u auflerhalb von 2 mit Null fort. Die so entstehende Funktion wird weiterhin mit u
bezeichnet. Das Mittelungsverfahren basiert nun auf einer Faltung von u mit der Dirac-Folge
Wh.

Definition 7.6. Die Sobolevsche Mittelungsfunktion uy, ist definiert durch

we) = [ alo—hyaty) dy = [ ulo = hyaly) dy (75)

lyll<t

bzw. nach Koordinatentransformation z := x — hy durch

up(z) = / (e <"’C - Z) % - /” H”Shwh(;ﬂ — 2)u(z) d=. (7.6)
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Offenbar tragen zur Bildung von uy(z) nur die Werte von u(z) mit ||z — z|| < h bei.

Die folgenden Aussagen sind die wesentlichen dieses Abschnittes. Sie zeigen, daffl man LP-
Funktionen beliebig gut durch glatte Funktionen approximieren kann.

Satz 7.7. Sei uw € LP(Q) mit 1 < p < oo. Setzt man u aufSerhalb von Q mit Null fort, so sind
die Funktionen up(x) mit h > 0 beliebig oft differenzierbar. Ferner ist up, € LP(Q2) und es gilt

(@) llunllzr@) < llull o), (@) lim flu —uplizo@) = 0. (7.7)

Beweis: vgl. Anhang B, Lemma B.3 O
Satz 7.8. Die Menge C5°(Q2) dber dem Gebiet Q@ C R™ ist dicht in LP(Q2) mit 1 < p < oc.

Beweis: Nach Lemma 7.3 liegen die stetigen und finiten Funktionen dicht im Raum LP(2). Die
zu einer finiten und stetigen Funktion u konstruierte Mittelungsfunktion uy gehort fiir 0 < h < hg
zu C§°(2). Dies ergibt sich aus dem Beweis von Satz 7.7. Nach Formel (7.7) (ii) approximieren
die Funktionen u; die fixierte Funktion u in der LP—Norm. Daraus folgt die Behauptung des
Satzes. |

7.2 Verallgemeinerte Ableitungen

Im Hinblick auf die Niherungslosung von Randwertaufgaben partieller Differentialgleichungen
ist eine Abschwichung des klassischen Differentiationsbegriffs sinnvoll (vgl. Kapitel 5). Sei wie-
derum €2 C R” ein Gebiet.

Definition 7.9.

Ll () := {v : Q — R oder C mefbar | / |v(z)| de < o0 VA CC Q} . (7.8)
A

A CC B heifit, dafi A kompakt ist und A C B gilt.

Bemerkung 7.10. Fiir beschrinkte Gebiete 2 gelten folgende Mengeninklusionen mit k£ € Ny
und p > 1: B

C(Q) C C*(Q) € L®(Q) C LP(Q) € LY(Q) € LL.(Q). (7.9)
Die drei letzten Inklusionen in (7.9) sind fiir unbeschrinkte Gebiete Q@ C R™ im allgemeinen Fall
nicht richtig (Ubungsaufgabe !).

Wir erinnern an die fiir die weiteren Ausfithrungen sehr wichtige Regel der partiellen Integration
(vgl. Lemma 5.11). Daraus folgt speziell fiir u € C'*(Q) und beliebige Testfunktionen v € C§°(Q)
sowie alle t = 1,...,n

ou ov
dx = — dx. 7.10
A 0xiv x /Qu({“)xi x (7.10)
Nach der Holderschen Ungleichung (Lemma 6.13) ist
/uav dac:/ uav dz S'(% / lu| dz
Q agﬂl supp v axl axl c(Q) Jsupp v
bzw. 5 5 5
u u u
dx| = dx| < 5 d
Q 8-%'10 v /supp v 8xiv 7= HUHC(Q) /supp v 8-%'1 "

d.h. die Integrale in (7.10) ergeben noch Sinn fiir u, g—m“i €L} (Q).
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Definition 7.11. w; € L} (Q) heifit verallgemeinerte erste Ableitung von u € L] () in
x;—Richtung, falls

/ wiv de=— [ u Ov dx, Yve C§°(Q) (7.11)
Q o Oz

gilt. Man schreibt w; = %.

Man kann zeigen, dafl verallgemeinerte erste Ableitungen im Falle ihrer Existenz auch eindeutig
bestimmt sind (Ubungsaufgabe !).

Beispiel 7.12. Fiir u € C*(Q) gilt w; = %, i =1,...,n, d.h. stetig differenzierbare Funktionen
sind auch verallgemeinert differenzierbar. a

Beispiel 7.13. Sei das Gebiet  C R™ beschriinkt mit Lipschitz-stetigem Rand , d.h. 9Q € C%!
und gelte

1
Q=J% unQ;=0, i#j; 0ueC™, i=1,..1
i=1

Sei ferner u € C(Q2) stiickweise stetig differenzierbar derart, daf8 fiir |a| = 1 gilt
D%ulq, € C(%); D%u|q, stetig fortsetzbar auf Q;,i=1,...,1.

Dann ist w, mit we|o, = D%, i = 1, ..., I verallgemeinerte erste Ableitung von u, denn partielle
Integration zeigt fiir j = 1,...,n und beliebige Testfunktionen v € C§°(2)

= Z(/ UV ds—/ %v dw)
, o o, 0z;

=1
0
= - v—u dx.
Dabei ist v; = (I/Z‘j)?zl der #uBere Normaleneinheitsvektor, der wegen 0€); € C%! f.ii. auf 99,
existiert. Die Randintegrale iiber 0€2; N 02 verschwinden wegen v € C§°(€2). Die Randintegrale
tiber 0€); N 0,1 # j heben sich jeweils auf. a

Das gerade diskutierte Beispiel spielt spéter bei der numerischen Losung elliptischer Randwert-
probleme eine wichtige Rolle. Dort benutzt man in der Methode der finiten Elemente Ansatz-und
Testfunktionen, die iiber paarweise disjunkten Teilgebieten (den ”finiten Elementen”) zum Bei-
spiel stiickweise polynomiale Funktionen bis zu einem gewissen Grad k sind. Ferner fordert man
oft Glattheit dieser Funktionen bis zu einer gewissen Ordnung auf dem gesamten Gebiet 2.
Ableitungen dieser Funktionen sind dann aber in der Regel unstetig an den Kopplungsréndern
der Teilgebiete.

7.3 Sobolev-Raum W*(Q)

Nachfolgend betrachten wir Mengen verallgemeinert differenzierbarer, reell- oder komplexwerti-
ger Funktionen auf einem Gebiet 2 C R”.

Definition 7.14. Fiir 1 < p < oo heifft die Menge

Wir(Q) = {v € LP(Q): 3(;% € LP(Q), i=1, n} (7.12)

T
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Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur p—ten Potenz auf Q) integrierbaren
Ableitungen. Dabei werden jeweils Funktionen, die sich beziiglich des n—dimensionalen Lebes-
gueschen Mafles nur auf einer Menge vom Maf$ 0 unterscheiden, identifiziert.

Beispiel 7.15. In Polarkoordinaten (7, ¢) sei im Kreissektor 2 mit 0 <r < R,0 < ¢ < ¢ mit
Offnungswinkel ¢ € (0, 27] die Funktion

u(@, z2) = u(r,0) = r’sin(B9), = -
gegeben. Sie geniigt dem Randwertproblem
2 2
Au(z) = (g—;% g—;g) (x) =0 in Q; wu(x) = Rsin(B¢) auf 9.

Man sieht aus |u| < R?, daB u € LP(Q),1 < p < oo. Nachrechnen des entstehenden Integrals
zeigt, dafl
DMOy(z) = Bri~tsin (8 — 1)¢).

Also ist
DIy e P() & (B-1)p+2>0.

Eine einfache Umrechnung zeigt, da in Abhiingigkeit vom Offnungswinkel gilt
DIy e [P(Q), Yo € (0,27], 1<p<2;

bzw.

DOy, € LP(Q), Voo € (0, P 7T> , p> 2.
p_

2

Analog gilt die Aussage fir DOy, Fiir 2 < p < 4 ist ferner 1%271 > 2m. Damit ist u €
WP(Q), 1 < p < 4 fiir beliebige Offnungswinkel ¢g € (0,27). Fiir p > 4 ist u € WP(Q) nur
fiir ¢o € (0, ;E5m). O
Die wesentliche funktionalanalytische Charakterisierung der Sobolev-Réume gibt

Satz 7.16. Der Raum W'P(Q) mit 1 < p < oo ist mit der Norm
P 1/p
Lr(Q)
Banach-Raum.

Beweis: (i) Offenbar ist W1P(Q) linearer Raum. Die Normeigenschaften (N1)-(N3) sicht man
ebenfalls unmittelbar ein. Es verbleibt zunéchst der Nachweis der Dreiecksungleichung. Nach
Theorem 6.15 ist der Raum LP(£2) mit der Norm ||-[| 1» () Banach-Raum. Uber die Minkowskische

Ungleichung y y y
n p n p n p
<Z I3 +77i!p> < <Z !§¢!p> + <Z !m\p>
=0 1=0 1=0

fiir reelle Zahlen &, ...&,, no, .., My, finden wir mit der Festsetzung

ou
axi

1/p

sy = | 3 [ 1D°u(@)Pds :<HuH’£p(m+Z

o<1 ‘

ou
31‘2‘

=1

ol Ov
: = ||lv =
) 7o Lr(Q)y Tk o

€0 = ullriey, & = ‘

LP(Q) LP(Q)
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schliefflich die Dreiecksungleichung wegen

lu+vlwie@) < lullwre@) + [[0lwie@),

d.h. der im Satz definierte Ausdruck ist eine Norm auf W1P(Q).

(ii) Zum Nachweis der Vollstindigkeit von WP(Q) sei (uy), eine Cauchy-Folge in W1P(Q).
Dann sind (u), und (D%uy), Cauchy-Folgen in LP(Q) fiir |o| = 1. Damit gilt wegen der
Vollstandigkeit des LP(£2)

u, —u in LP(Q), n — oo,

D%y, — w, in LP(Q), n — occ.

Wir benutzen jetzt, dal nach der Hoélderschen Ungleichung mit 1/p +1/¢ = 1 und fiir G C Q

gilt
1/q 1/p
/ v]dz < (/ 1qdﬂc> </ |v|pdac> < (meas(@))'/9 vl e ()
G G G

Damit erhalten wir fiir beliebige kompakte Teilgebiete G C 2
u, —u in LYG), n — oo,

D%, — ws in LYG), n — oco.
Dann folgt aus

/ up, D vdx = —/ (D%up) vdz, Yv e C5°(Q)
Q Q

nach Grenziibergang n — oo, dafl

/uDavdx = —/ wevdz, Yv € C37(Q).
Q Q

Daraus erhalten wir w, = D% und w, € LP(Q2). Hierbei wird die Eindeutigkeit der verallge-
meinerten ersten Ableitungen benutzt. Folglich ist

Uy, — u in WHP(Q), n — oo,
d.h. jede Cauchy-Folge in WP(Q) konvergiert. O
Satz 7.17. Der Raum W1>°(Q) ist Banach-Raum mit der Norm

[wllwr00 ) = Z [ D%ul| oo (02)-
|| <1

Beweis: Ubungsaufgabe ! O

Die nachfolgend definierten Teilmengen, bei denen in einem verallgemeinerten Sinne die Rand-
werte verschwinden, spielen spéter eine tragende Rolle bei der Untersuchung gewisser Randwert-
aufgaben elliptischer Differentialgleichungen.

Definition 7.18. Der Raum Wol’p(Q) ist der Abschluf3 der Menge C§°() in der Norm || -
Wi @)-

atz 7.19. er Raum ’ mit 1 < p < oo 1st mit der Norm || - 1p(Q anach—Raum.
Satz 7.19. Der Raum Wy"() mit 1 st mit der N win(q) Banach-R
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Beweis: C5°(9) ist linearer Unterraum von W1P(Q). Damit ist VVO1 P(1) abgeschlossener linea-
rer Unterraum von WHP(Q). Daraus folgt die Behauptung. a

Die gerade vorgenommene Definition der Rdume VVO1 P(Q) erlaubt es, ihre Elemente beliebig gut
durch Testfunktionen C§°(£2) zu approximieren. Dies ist eine grundlegende Beobachtung fiir die
funktionalanalytische Behandlung partieller Differentialgleichungen. Es ergibt sich in natiirli-
cher Weise die Frage, ob ein derartiger Zugang auch fiir die Sobolev-Réume WP (Q) méoglich
ist. Nach Satz 7.16 ist der Raum W1P(Q) vollstindig. Dann ist auch der Abschlu der Menge
CHQ)NWP(Q) beziiglich der Norm || -|[yy1.» in W1P(Q) enthalten. Fiir 1 < p < oo gilt folgende
Aussage.

Satz 7.20. (Satz von Meyer/ Serrin)

Sei @ C R™ ein Gebiet sowie 1 < p < co. Dann liegt die Menge C>®(2) N WLP(Q)) dicht in
WLP(Q). Bei hinreichend glattem Rand 02 stimmt W1P(Q) mit dem Abschlufi von C*(Q) N
WLP(Q)) beziiglich der Norm in WYP(Q) diberein.

Beweis: Den Beweis des ersten Teils des Satzes findet man bei Alt [2], Satz 2.14. Zum Beweis
der vollstdndigen Aussage vgl. des vgl. z.B. Zeidler [10] Abschn. 21.4d oder Adams [1]. O

Fiir Anwendungen auf lineare partielle Differentialgleichungen spielt der Fall p = 2 eine wesent-
liche Rolle.

7.4 Hohere verallgemeinerte Ableitungen

In natiirlicher Weise erkldrt man jetzt sukzessiv hohere verallgemeinerte Ableitungen.

Definition 7.21. w, € L}, .(Q) heifit verallgemeinerte Ableitung D%u von u € L}, (Q), falls
gilt

/wav dx = (—1)°‘|/uD°‘v dx VYo € C5°(92). (7.13)
Q Q

Man schreibt auch w, = D%u.

Beispiel 7.22. Fiir u € Cl*/(Q) stimmen die "klassischen” (stetigen) und verallgemeinerten
Ableitungen auf € iiberein. a

Beispiel 7.23. Sei Q C R" beschrinkt, 9Q € C%!' und gelte
1
Q=0 ne=0 i#j; 0% ec®, i=1..n
=1

Sei ferner u € C*~1(Q) mit k& € N derart stiickweise stetig differenzierbar, da8 fiir || < k
D%u|q, € C(£%); D°%ulg, stetig fortsetzbar auf Q;,i=1,..., 1.

Dann ist v, mit v,|o, = D%u fiir alle Multiindizes o mit || < k verallgemeinerte Ableitung von
U. O

Definition 7.24. Fiir 1 < p < oo heifit die Menge
WEP(Q) ;= {ve LP(Q): 3ID% € LP(Q), Va: |a| <k} (7.14)

Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur p—ten Potenz auf Q) integrierbaren
Ableitungen bis zur Ordnung k.
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Satz 7.25. Sei Q Gebiet im R"™. Dann ist der Raum W*P(Q) Banach-Raum fir 1 < p < oo
mait der Norm

1/p
lullwen@) = | D 1Dulls (7.15)
o <k
bzw. fir p = oo mit
lullwroe iy = Y 1Dl oo (- (7.16)
o <k
Beweis: Analog zum Beweis der Séitze 7.16 und 7.17. a

Definition 7.26. Der Raum Wg’p(Q) ist der Abschlufs der Menge C§°(Q) in der Norm || |lyyx.p ()
des Raumes WFP(Q).

Bemerkung 7.27. Schliefllich gilt auch noch die Verallgemeinerung von Satz 7.20 fiir m € N.
Man kann zeigen, daf die Menge C>°(Q)NW#P(Q) dicht in W*P?(Q) ist. Bei hinreichend glattem
Rand 09 stimmen sogar W*P?(Q) und der Abschlufi von C>(Q) N W*P(Q) beziiglich der Norm
in WHP(Q) iiberein. O

Satz 7.28. Der Raum Wok’p(Q) ist fiir die Zahlen 1 < p < oo Banach-Raum mit der Norm

1 k(o)
Beweis: Analog zum Beweis von Satz 7.19. a



Kapitel 8

Hilbert-Raume

Wir betrachten jetzt spezielle normierte Rdume, in denen ein Skalarprodukt definiert ist. Letz-
teres wird sich als duflerst wichtig bei der praktischen Behandlung von Operatorgleichungen
erweisen. Weiterhin kann das Problem der Bestapproximation (vgl. Abschnitt 4.5) in endlich-
dimensionalen linearen Unterrdumen vollstdndig und konstruktiv gelost werden.

8.1 Pra-Hilbert Riume

Definition 8.1. (i) Sei X reeller oder komplexer linearer Raum. Eine Abbildung (-,-) : X x X —
R (oder C ) mit den Bedingungen

(H1) (wu) > 0 (Positivitit)
(H2) (,u) = 0 <= wu=0 (Definitheit)
(H3) W) = (v,u) (Symmetrie)
(H4) (w,av+pBw) = af(u,v)+Bu,w) (Linearitit)

fir alle u,v,w € X und o, 8 € R oder C heifft Skalarprodukt auf X.
(ii) Ein linearer Raum mit Skalarprodukt heifst Pré-Hilbert-Raum.

Aus den Axiomen (H3) und (H4) folgen unmittelbar die Eigenschaft
(H4)  (ou + Bv,w) = a(u,w) + B(v, w) (Antilinearitét)
sowie

Beispiel 8.2. Auf R™ bzw. C™ bildet

m
(:Cay) = Zszz
=1

mit & = (21, ..., Tm)t b2w. y = (Y1, ..., ym)* ein Skalarprodukt.
Lemma 8.3. Fin Skalarprodukt geniigt der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
|(w, ) [* < (u, u)(v,v) (8.1)

69



70 KAPITEL 8. HILBERT-RAUME

fir alle u,v € X. Genau fiir linear abhdngige u und v gilt die Gleichheit.

Beweis. Fiir v = 0 ist die Ungleichung richtig. Im Falle v # 0 findet man die Ungleichung (8.1)

mit o == 24 aus
T (vo)

0<(u—oav,u—av)=(u,u) —a(u,v) —a[(v,u) — a(v,v)].
Der Fall linearer Unabhingigkeit sei als Ubungsaufgabe zu losen. O
Satz 8.4. In jedem Prdi-Hilbert Raum X ist durch
Jul| == (u, )/, weX, (8.2)

etne Norm erkldrt. Damit ist jeder Prd-Hilbert Raum auch normierter Raum.

Beweis. Die Normeigenschaften (N1)-(N3) folgen jeweils aus den Axiomen (H1), (H2) sowie
(H4) und (H4’). Die Dreiecksungleichung (N4) ist Folgerung aus Lemma 8.3 wegen

lu + ol|* = [lull® + 2Re(u, v) + [[ol* < [Jull® + 2[ullllo] + Jol* = (ul + [lv]])*.

a
Damit 148t sich die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auch schreiben als
|(w, 0)] < flufll[o]l;
d.h. das in Beispiel 8.2 gegebene Skalarprodukt erzeugt gerade die euklidische Norm.
Satz 8.5. Auf einem normierten Raum X mit Norm || - || existiert ein Skalarprodukt (-,-) mit
[ull == v/ (u, u) (8.3)
genau dann, wenn die Parallelogrammgleichung
lu+ vl + [lu = v)]* = 2]Jul® + 2||v|? (8.4)
fir alle u,v € X gilt.
Beweis: (i) = Diese Aussage folgt durch Nachrechnung.
(ii) <« Im Falle eines reellen normierten Raumes X wird gesetzt
1 2 2
(w,v) == J{llu+ ol = flu =]} (8.5)

Fiir einen komplexen normierten Raumes X sei

1
(u,v) = {llu+ ol* = lu = vl* + dflu + ]| = il|u — iv]*},
Der Nachweis der Axiome (H1)-(H3) ist wieder elementar und wird dem Leser zur Ubung iiber-
lassen. Beim Nachweis von Axiom (H4), d.h. der Linearitét des Skalarproduktes, fiihren wir nur
den reellen Fall aus. (Den komplexen Fall findet man in der Arbeit Jordan/ von Neumann: On
inner products in linear metric spaces, Annals of Math. (1935), 719-723.)

Aus (8.5) folgt zunéchst
(—’LL, ’U}) = _(uv U)) (86)
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und daraus (0, w) = 0. Definition (8.5) und Parallelogrammgleichung liefern dann

1
(u,w) + (v,w) = Z{HHWHQ—HU—WHQH\HWHQ—Hv—wHQ}
1 u—+v 2 u—+v 2
= = — —w
2 2 2

Mit v = 0 folgt dann

Die Additivitét des Skalarproduktes
(v, w) + (v, w) = (u+v,w)

ersehen wir dann unter Beachtung der vorher abgeleiteten Gleichung. Es verbleibt der Nachweis
der Homogenitdt des Skalarproduktes: Induktiv folgt aus den beiden letzten Gleichungen

k(u,w) = (ku,w), VkeN
und 1
g(u,w) = (%,w) , VieN.

Daraus folgt sofort

k k

g(u,w) = <§u,w> , VkeZ, VleN.
Die Homogenitét

V(u,w) = (yu,w) Yy ER

ergibt sich dann aus der Dichtheit der (im Dualsystem geschriebenen) rationalen Zahlen in R
sowie der Stetigkeit der (bei der Definition des Skalarproduktes verwendeten) Norm auf X. O

Lemma 8.6. In einem Prd-Hilbert Raum ist das Skalarprodukt stetig.
Beweis: Wir betrachten zwei Folgen mit u, — uw und v, — v fir n — oo. Dann liefern

Nullergéinzung und die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung

|(tnsvn) = (u,0)] < |(Uny v — )| + |(Un — u,v)|

IN

[unlllvn = [l + llun = ullflo]] = 0, n — oo.

8.2 Hilbert-Riaume

Definition 8.7. Fin vollstindiger Prd-Hilbert Raum heifit Hilbert-Raum.

Satz 8.8. Jeder Pri-Hilbert Raum X ist normisomorph zu einem dichten Unterraum eines (bis
auf Normisomorphie eindeutig bestimmten) Hilbert—Raumes X. X heifst Vervollsténdigung von
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X.

Beweis: Nach Satz 4.16 findet man zu jedem normierten Raum X die Vervollsténdigung X.
Da sich die Parallelogrammgleichung von X auf X vererbt, besitzt X nach Satz 8.5 auch ein
Skalarprodukt. Daraus folgt die Behauptung. a

Fiir die spéteren Anwendungen wichtige Beispiele unendlich-dimensionaler Hilbert-Raumes er-
kldren wir in

Satz 8.9. Sei ) C R" ein Gebiet.
(i) Der Raum L?(QQ) ist Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(u,v)p2 := /va(x) dx.

(ii) Die Riume W™2(Q) und WgL’Q(Q) sind Hilbert-Rdume mit dem Skalarprodukt

(u, v)prm2(q) = Z /DauDav dx.
Q

0<|al<m

Beweis: Wir beschrénken uns auf den Fall m = 0, d.h. Aussage (i):
Nach der Hoélderschen Ungleichung (vgl. Lemma 6.13) existiert das Skalarprodukt. Die Axiome
(H1)-(H4) des Skalarproduktes priift man elementar nach. O

8.3 Approximation in Pri—Hilbert Ridumen

Wir erinnern zunéichst an den Begriff der Bestapprozimation (vgl Abschnitt 4.5).

Definition 8.10. (i) Zwei Elemente u und v eines Prd-Hilbert Raumes X mit der Figenschaft
(u,v) =0 heiffen orthogonal. (Schreibweise: ulv)

(ii) Zwei Teilmengen U und V von X heiflen orthogonal (Schreibweise: U LV, falls jedes Paar
von Elementen u € U und v € V' orthogonal ist.

Lemma 8.11. Fir zwei orthogonale Elemente u,v € X ¢ilt
[+ ol* = [ul® + (o). (8.7)
Beweis: Es gilt unter Ausnutzung der Orthogonalitét
(u+v,u+0) = [lul® + [[v]|* + 2Re(u, v) = [[u]* + [|v]>.

d

Satz 8.12. (i) Sei U C X linearer Teilraum. Dann ist w € U Bestapproximation an u € X
beziiglich U g.d.w.
(w—wu,v)=0, Vvel. (8.8)

(ii) Die Bestapproximation ist eindeutig bestimmdt.

Beweis: Ausgangspunkt ist die fiir alle w,v € U und alle g € R giiltige Identitit

llu —w = pol* = |lu— w|* - 26Re(u — w, v) + G2[|v]°. (8.9)
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(1)1 Notwendigkeit: Sei w Bestapproximation. Es sei angenommen, daf} ein Element v € U
existiert mit (u — w,v) # 0. Wir setzen fest

Re(u — w,v)
[lvlf?

Mit der Wahl z := w + (v ergibt sich aus (8.9) dann mit

B

[l = 2[* = [Ju = wl]* = B[v]|* < |ju— w|]”

ein Widerspruch zur Bestapproximation von w.
(i)2  Hinldnglichkeit: Sei die Orthogonalitétsbedingung aus dem Satz erfiillt. Dann ergibt sich
aus (8.9) mit f =1

llu = (v +w)|* = [Ju—w|? + [Jo]* > [Ju —wl|?, Yvel,
d.h. w ist Bestapproximation. Man beachte, daf§ mit v auch v + w ein beliebiges Element in U
ist.
(74) Die Eindeutigkeit der Bestapproximation ergibt sich aus der letzten Ungleichung, da dort
Gleichheit nur im Fall v = 0 gilt. a

Satz 8.13. Sei U wvollstindiger Unterraum des Pri—Hilbert Raumes X. Dann existiert zu jedem
u € X eine und nur eine Bestapprorimation w an u beziiglich U.

Beweis: Wir betrachten eine Folge (w,,) in X mit
1
lu—wp||* <d?*+—, neN, d:=inf |u—uv. (8.10)
n velU
Dann ergibt sich fiir alle n, m € N mittels Parallelogrammgleichung

(e = wi) + (w = i) |* + [[wn — wa

2 2
= 2llu— wy|* + 2/ju — wy|]? <4d® 4+ = + =
nom

Da U Unterraum ist, ist auch %(wn + wy,) € U. Dann ist (w,,) Cauchy—Folge, denn

2 2

2 2
Hwn—me2§4d2—i——+——4
nm

2
<ZyZ
n m

1
U — i(wn + wp)

Wegen der Vollstédndigkeit von U findet man nun ein w € U mit w, — w,n — oco. Durch den
Grenziibergang n — oo in (8.10) folgt, dafl w Bestapproximation an u beziiglich der Menge U
ist. O

Satz 8.12 ermoglicht nun die Berechnung der Bestapproximation beziiglich endlichdimensionaler
linearer Teilrdume durch Losung eines linearen Gleichungssystems.

Satz 8.14. Sei U endlichdimensionaler linearer Teilraum des Prd-Hilbert Raumes X und
d1, ..., O eine Basis von U. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Das Element w = > }_, ap¢y ist Bestapprozimation an u € X beziglich U g.d.w. die
Koeffizienten ayq, ..., o, dem folgenden System von Normalgleichungen geniigen

Zak(¢25¢k) = (Qbi,u), t=1,...,n. (811)
k=1
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(ii) Das lineare Gleichungssystem (8.11) besitzt eine und nur eine Lisung.

Beweis: (i) Die Normalgleichungen (8.11) sind dquivalent zu (u — w,v) = 0 fir alle v € U.
Dann kann Satz 8.12 angewendet werden.

(i) Wegen der Basiseigenschaft ist fiir die Gramsche Matrix det (¢, ¢;)f ;_; # 0. Daraus folgen
FEindeutigkeit und Existenz der Losung des Gleichungssystems. a

8.4 Bestapproximation bei Orthonormalsystemen

Definition 8.15. FEine Teilmenge U des Prd-Hilbert Raumes X heifft Orthogonalsystem, falls
(u,v) =0, VYu,veU, u#w.

U heifit Orthonormalsystem (ONS), falls zusdtzlich ||u|| =1 fiir alle w € U gilt .

Wir geben nun einige theoretische Aussagen an, falls U ein von einem ONS aufgespannter
endlichdimensionaler Teilraum ist.

Satz 8.16. Die Bestapprozimation w an ein Element u € X beziiglich U = span{¢1, ..., on } mit
dem ONS (¢;) geniigt der Darstellung (Fourier-Entwicklung)

n

w =" (I, u)dr (8.12)

k=1

und

[lu = wl|? = [ul* = (ér, ). (8.13)
k=1

Insbesondere folgt aus (8.13) die Besselsche Ungleichung

> 1@k w)® < Jlull. (8.14)
k=1

Beweis: Die Normalengleichungen (8.11) vereinfachen sich wegen der Eigenschaften des ONS
zu
o = ((bi,u), 1= 1, ey N

Daraus folgt (8.12). Ferner gilt
n
lu = wl]* = (u—wu—w) = (u—-wu) = |lul? =Y [($r,uw) O
k=1

Den Grenziibergang n — oo charakterisiert der

Satz 8.17. Sei {¢; : i € N} ONS im Pri-Hilbert Raum X. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i)  span{@; : i € N} ist dicht in X.

(ii)  Fir allew e X gilt:  w="1 1" (¢p, u)dg.

(iii) Fir alle u € X gilt die Parsevalsche Gleichung

llull> = [(¢x, w)l*- (8.15)
k=1



8.4. BESTAPPROXIMATION BEI ORTHONORMALSYSTEMEN

Ein ONS mit diesen Figenschaften heifit vollstindig.
Beweis: Sei U, := span{¢1, ..., ¢, }. Nach Satz 8.16 ist dann

n

Un =Y (ko 1)k

k=1

Bestapproximation an u beziiglich U,.
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(1) — (i) : Fir u € X und alle € > 0 existieren eine Zahl N = N(e) € N sowie ein Element

¢ € Uy mit ||u — ¢|| < e. Fiir alle n > N(e) ist dann

— = inf — < — .
[l —unl] = inf Jlu—vf] < Jlu—¢[| <e

Damit folgt lim,, oo %, = uw in X.

(#9) — (i19) : Skalarproduktbildung ergibt wegen (ii)

Jul> = (u,u) = <Z(¢k, )bk > > (¢, w)
k=1

k=1

(791) — (i) : Nach Satz 8.16 erhalten wir

n
[l — w2 = [Jul* = [(dr, w)> — 0, n— oo.
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Kapitel 9

Lineare beschrinkte Operatoren

Teil I dieser Vorlesung ist grundlegenden Aussagen zu linearen Operatoren und Funktionalen
auf normierten Rdumen gewidmet. Im vorliegenden Kapitel fithren wir die grundlegenden Be-
griffe und Aussagen iiber lineare stetige Operatoren ein. Grundlegend sind dann das Prinzip
der Normbeschrinktheit und der Satz von Banach-Steinhaus. SchlieBlich kommen wir {iber den
Begriff des Projektionsoperators auf das Problem der Bestappproximation zuriick.

9.1 Beschrianktheit und Stetigkeit

Definition 9.1. Fiir normierte Riaume X und Y heiffit der Operator A : X — Y linear, falls
" Alau + fv) = cAu+ fAv, Yu,v e X, a,f €R (oder C). (9.1)
Ein linearer Operator A: X — Y heifit beschrankt, falls eine positive Zahl C existiert mit

|Aul| < Clul|, Vue X. (9.2)
Jede derartige Zahl C heifit Schranke fiir A.

Satz 9.2. Fin linearer Operator A : X — Y ist genau dann beschrdinkt, wenn

I411:= s fldu] < o (9.3)

Die Zahl || A|| ist die kleinste Schranke des Operators A und heifst Norm von A. Es gilt damit
[Au] < [JA]] flull,  Vu e X.
Beweis. (i) Sei zunichst A beschrinkter Operator mit Schranke C| folglich

sup ||Au| < C.
flull=1

Damit ist speziell die Zahl | A|| wohldefiniert und nicht gréBer als jede Schranke von A.

(i) Ist andererseits ||A|| < oo, so folgt fiir u # 0 aus Linearitdt von A und Homogenitét der

Jaud = |4 ()| = et ()| = o () | = 1

wegen |lu/||ul||| = 1. Damit ist der Operator A beschrinkt und hat die Schranke || AJ|. O
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Satz 9.3. Fir lineare Operatoren A : X — Y sind die Begriffe Stetigkeit und Beschranktheit
dquivalent.

Beweis. (i) Sei zuniichst A stetig. Wir nehmen an, da8 keine Konstante C' existiert, so daf
|Aul| < C||ul| fiir alle v € X. Dann finden wir eine Folge (uy,) in X mit |u,| = 1, || Auy,| > n.

Fiir die Folge vy, := u,/||Auy|| gilt y, — 0,n — co. Dann zieht die Stetigkeit von A nach sich,
daB Ay, — A(0) = 0,n — oo im Widerspruch zur Konstruktion ||Ay,| = 1 fiir alle n. Folglich
muf A beschrankt sein.

(ii) Sei nun A beschrénkt. Dann sei u, — 0,n — co. Mit
[Aun |l < | A] [l

ergibt sich dann Au, — A(0) = 0,n — oo, d.h. die Stetigkeit von A im Punkt 0. Die Stetigkeit
in einem beliebigen Punkt sieht man wie folgt: Fiir u,, — u,n — oo ergibt die Linearitéit des
Operators A, dafl

A(up) = A(up, — u) + A(u) — A(0) + A(u) = A(u), n— oo

wegen u, —u — 0, n — oo. O

9.2 Raiume stetiger linearer Operatoren
Definition 9.4. L(X,Y) ist die Menge der linearen stetigen (bzw. beschrinkten) Operatoren
A X =Y.

Satz 9.5. (i) Im Fall normierter Riume X,Y ist auch L(X,Y’) normierter Raum mit der Norm
I ey =1 - I aus (9.3).

(7i) Dariber hinaus ist mit Y auch L(X,Y") Banach-Raum.

In der Regel werden wir den Index £(X,Y) in der Norm auf £(X,Y") kiinftig fortlassen.

Beweis von Satz 9.5: (i) Offenbar ist £(X,Y) linearer Raum. Man priift leicht nach, daf sich
die Normaxiome (N1)-(N4) auf den Raum £(X,Y") iibertragen.

(ii) Wir zeigen die Vollstéandigkeit von £(X,Y"): Sei dazu (A, )nen eine Cauchy-Folge in £(X,Y),
d.h. zu jedem € > 0 findet man einen Index N(¢) € N mit ||A, — Ap|| < € fur alle n,m > N(e).
Damit gilt fiir alle v € X und alle n,m > N(e)

[Anu — Amull < {|An = Ap || [Jul] < €flu]- (9-4)

Damit ist fiir jedes Element v € X die Folge (A,u)nen Cauchy-Folge in Y. Sie konvergiert, da
Y vollstdndig ist.

Dann wird durch Au := lim,,_,, A,u ein Operator A : X — Y definiert. Offenbar ist A auch
linear. Der Grenziibergang m — oo in (9.4) zeigt fiir alle v € X und alle n,m > N(e)

[Anu — Aul| < eful].
Daraus folgen die Beschrénktheit von A und
A, — Al <€, Vn> N(e).

Dies ist die gesuchte Konvergenzaussage || A4, — A|| — 0,n — oo fiir die (beliebige) Cauchy-Folge
(An)nEN- O
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Bemerkung 9.6. Im Beweis von Satz 9.5 nutzten wir die Normkonvergenz einer Operatorfolge
(A )nenN, d.h. im Sinne der Operatornorm (9.3). Dieser Konvergenzbegriff ist strikt von dem
der punktweisen Konvergenz einer Operatorfolge zu unterscheiden. Punktweise Konvergenz von
(Ap)nen liegt vor, wenn fiir jedes u € X die Folge (A,u)nen in Y konvergiert. Normkonvergenz
zieht punktweise Konvergenz nach sich. Die Umkehrung ist jedoch im allgemeinen Fall nicht
richtig. a

Satz 9.7. Fir normierte Raume X, Y und Z sowie lineare stetige Operatoren A : X — Y und
B:Y — Z ist auch der durch die Vorschrift

(BA)u := B(Au), Yue X
definierte Operator BA : X — Z ein linearer stetiger Operator mit
|BAI| < || Al |BI.
Beweis. Dies folgt wegen ||(BA)u|| = ||B(Au)|| < ||B|| ||A]l ||l O

Satz 9.8. Seien U dichter Unterraum des normierten Raumes X und Y ein Banach-Raum.
Fiir jeden Operator A € L(U,Y') existiert dann genau ein Operator A € L(X,Y) mit Au= Au
fir alle w € U. Ferner gilt | A|| = ||A||. A heifit auch stetige Fortsetzung von A auf X.

Beweis: Wegen der Dichtheit von U in X gibt es zu einem Element u € X eine Folge (u,)nen
in U mit u, — u,n — co. Wegen

[ Aun, — At || < [|A]] [un — wm]|
ergibt sich, daf (Au,)nen Cauchy-Folge in Y ist. Wir setzen nun

Au = lim Au,,.
n—oo

Offenbar ist diese Definition unabhéngig von der konkreten Folge (uy,)nen, denn mit einer wei-
teren Folge (v, )nen mit v, — u,n — oo folgt

|Au,, — Avy|| < ||A]| ||un — vnl] — 0, n — oo.
Man sieht sofort, daf A linearer Operator ist. Ferner gilt
Au=Au Vuel.

Fiihrt man in der Abschitzung
[ Aun || < |A[] [l

den Grenziibergang n — oo durch, so folgt
| Aull < JA]] [full,
d.h. die Beschriinktheit von A mit ||A]| < ||A||. Andererseits schiitzt man ab
1Al = sup [|Au|l < sup [|Au] = [|A].
uelU ueX
lull=1 [lul=1
Daraus folgt ||A| = || A].

Wir zeigen noch die Eindeutigkeit: Seien A;,7 = 1,2 zwei Fortsetzungen von A. Fiir u € X sei
(un)nen eine Folge in U mit u,, — u,n — co. Aus der Stetigkeit von A ergibt sich wegen

Aju = lim Aju, = lim Asu, = Asu,
n—oo n—oo

die Aussage A, = As. O
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9.3 Satz von Banach-Steinhaus

Theorem 9.9. (Prinzip der Normbeschrinktheit)

Seien X Banach—Raum und Y normierter Raum. Die Teilmenge U C L(X,Y) sei punktweise
beschrénkt, d.h. zu jedem u € X existiert eine Konstante Cy, mit ||Au|| < Cy fiir alle Operatoren
A € U. Dann gibt es eine Konstante C derart, daf fir alle A € U gilt

[Al < C.
Beweis: Zu einem Operator A € £L(X,Y) definieren wir die Funktion Fy € C(X) durch
Fy:uw— || Aul.
Ferner sei
Vi={F4:AcU} CC(X).

Gem#fl Voraussetzung ist
[Fa(u)] = [|Aull < Cy, VEA €V,

also ist die Menge V' punktweise beschréinkt. Nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschréanktheit
(vgl. Theorem 2.18) folgen die Existenz einer offenen Kugel B = B(ug;r) C X und einer
Konstanten C mit

lAull = |Fa(u)| < C, Yue B, YA€U.
Dann ergibt sich aber fiir alle u € X mit |Jul| < 1 und alle Operatoren A € U wegen ru + ug €
B(ug;r) iiber die Dreiecksungleichung die Abschéitzung
1
Jull = L A(ru + uo) — Aug| < 2.

Daraus ersehen wir die gesuchte Beschrianktheit von A, denn

2
14l <%, vaeu

O

Satz 9.10. Sei (Ap)nen eine punktweise konvergente Folge beschrinkter linearer Operatoren
eines Banach-Raumes X in einen normierten Raum'Y, d.h. (Apu)nen konvergiert fir alleu € X.
Dann ist auch der durch

Au = lim A,u (9.5)

n—oo
definierte Grenzoperator ein beschrinkter linearer Operator A € L(X,Y).

Beweis: Offenbar ist der im Satz definierte Grenzoperator A linear. Die Menge
U:={A,:neN} C L(X,Y)

ist punktweise beschrinkt, da jede konvergente Folge beschriankt ist. Dann folgt nach Theorem
9.9 die Existenz einer Konstanten C' mit

A <C, VYneN

d.h.
|Apul| < Cllul|, VYneN, Yue X.
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Im Grenziibergang n — oo ergibt sich wegen
[Aul| < Cllull, VueX

die Beschrinktheit des Operators A. a

Wir beweisen nun ein wichtiges notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die punktweise
Konvergenz einer Operatorfolge im Raum £(X,Y).

Theorem 9.11. (Satz von Banach-Steinhaus)

Seien X Banach-Raum und Y normierter Raum. Eine Folge (Ap)nen aus L(X,Y) konvergiert
punktweise gegen A € L(X,Y) genau dann, wenn

a) Fir alle Elemente u einer in X dichten Teilmenge U gilt Ap,u — Au, n — oo.
b) Es existiert eine Konstante C mit ||A,|| < C fiir alle n € N.

Beweis: (i) Notwendigkeit: Folgerung aus Satz 9.10.

(ii) Hinlinglichkeit: Wir betrachten ein beliebiges Element u € X. Zu jedem e > 0 gibt es dann
wegen der Dichtheit von U in X ein Element v € U mit

€
vV—ull < ————
I =l < SEsTam

und dariiber hinaus wegen a) eine Zahl N(e) € N mit
|Apv — Av|| < %, Vn > N(e).
Nullergénzung und Dreiecksungleichung ergeben unter Beachtung von b), dafl
|Apu — Aul] < ||Apu — Apv|| + [|Anv — Av|| + || Av — Aul|
[An| flu = ol + % + 1Al v = wll

<

€
< (@A flu =l + 5
€, Yn > N(e),

A

also A,u — Au,n — oo. O

9.4 Projektionsoperatoren

Definition 9.12. Seien X normierter Raum und U C X ein nichtleerer Unterraum. Ein Ope-
rator P € L(X,U) mit der Eigenschaft Pu = u fiir alle w € U heif$t Projektion von X auf U.

Satz 9.13. Ein nichttrivialer beschrinkter linearer Operator ist Projektionsoperator genau dann,
wenn P? = P. Es gilt ||P| > 1.

Beweis: Sei P: X — U Projektionsoperator. Wegen Pu € U ergibt sich
Py = P(Pu) = Pu, YucX.

Sei jetzt P? = P. Mit der Festlegung U := P(X) finden wir fiir jedes Element v € U ein
geeignetes Element v € X mit u = Pv. Also ist

Py = P(Pv) = Pv=u.
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Aus P? = P folgt nach Satz 9.7
1Pl < 11P|1%,

damit || P|| > 1. O

Satz 9.14. Sei U nichtleerer vollstandiger Unterraum des Pri-Hilbert Raumes X. Die (nicht-
triviale) Abbildung P, die jedem Element u € X die Bestapproximation w beziiglich U zuordnet,
ist Projektionsoperator. Sie heifst orthogonale Projektion von X auf U und erfillt | P|| = 1.

Beweis: Fiir alle u € U ist Pu = u. Aus der Orthogonalitdtsbedingung fiir die Bestapproximation
in Pré-Hilbert Rdumen (vgl. Satz 8.12) ergeben sich die Linearitét von P (Begriindung !) und

[ul> = [[Pu+ (u— Pu)|? = [[Pul* + |[u — Pulf?
> ||Pul]®, VueX.

Also ist ||P|| < 1. Nach Satz 9.13 muf} also || P|| = 1 gelten. O



Kapitel 10

Invertierbarkeit linearer Operatoren

Im vorliegenden Kapitel geben wir vor allem Kriterien fiir die Invertierbarkeit linearer stetiger
Operatoren an. Die entscheidende Aussage ist der Homdomorphiesatz von S. Banach. Schliellich
kann man fiir lineare kontraktive Operatoren die Losung von Operatorgleichungen 2. Art explizit
iiber die Neumann’sche Reihe angeben.

10.1 Homoéomorphiesatz

Definition 10.1. Sei A : X — Y linearer Operator. Falls es einen linearen Operator S : Y — X
gibt, so daf$ die folgenden Gleichungen

AS =Ty, SA=Ix (10.1)

fiir die identischen Abbildungen Ix bzw. Iy von X bzw. Y erfillt sind, so heifit S inverser
Operator (Umkehroperator) von A. Man schreibt

Ah=8. (10.2)

Wir wollen jetzt fiir einen linearen stetigen Operator A € £(X,Y) untersuchen, wann der inverse
Operator A~! als stetiger Operator charakterisiert werden kann. Ein derartiger Operator heifit
Homdomorphismus. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall endlich-dimensionaler Réume.

Satz 10.2. Seien X undY normierte Riume und speziell X endlich-dimensional. Jeder lineare
Operator A : X — 'Y ist dann stetig.

Beweis: Sei {¢1, ..., ¢, } eine Basis in X. Jedes Element in X besitzt dann eine Basisdarstellung

der Form
n
u = Z Q.
k=1

Ferner ist auf X der durch
|u|oo ;== max |og]
k= n

=1,...,

definierte Ausdruck eine Norm. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf endlich-dimensionalen
Réumen (vgl. Satz 4.8) gibt es fiir eine beliebige andere Norm || - || auf X eine Konstante C' > 0
derart, daf}

[ufloe < Cllull, Vue X.
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Dann schéitzen wir ab

n n n
[Aull = |I> " arAdr|| <> laxl Akl < C Y [ Agk]| [lull.
k=1 k=1 k=1
Also ist A beschriankt und folglich stetig. 0

Folgerung 10.3. Seien X und Y endlich-dimensionale normierte Rdaume. Fiir bijektive Ope-
ratoren A € L(X,Y) gehort der inverse Operator zu L(Y, X).

Beweis: Die Bijektivitit von A € £(X,Y) impliziert, dafl der inverse Operator A1 : Y — X
existiert. Die Linearitdt von A~! folgt aus der fiir beliebige u,v € X und a, 3 € C giiltigen

Darstellung
AA Y au+Bv) = au+pPv = aAAu+ BAAT Y
= Al(aA 'u+ A ).
Die Stetigkeit des inversen Operators folgt bereits aus Satz 10.2. a

Die Verallgemeinerung von Folgerung 10.3 fiir Banach-Rdume gibt die folgende von S. Banach
formulierte Aussage.

Theorem 10.4. (Homdomorphiesatz)
Fiir Banach-Réiume X,Y folgt aus der Bijektivitit von A € L(X,Y) die Aussage A~' € L(Y, X).

Beweis: Existenz und Linearitéit des inversen Operators A~! folgen wie im Beweis von Folge-
rung 10.3. Damit ist lediglich noch seine Beschrédnktheit zu zeigen.
(i) Fiir 7 > 0 sei

Up :=={Au : ||ul| <r}.

Wegen der Surjektivitdt des Operators A gilt

Y = Un

1

e

und

Y= Un

1

e

Wir kénnen nun das Theorem 2.16 (Baire) anwenden, da der Banach-Raum Y natiirlich eine
offene Kugel enthilt. Ferner benutzen wir, dal in einem normierten Raum jede offene Kugel
stets eine abgeschlossene Kugel enthélt. Dann gibt es eine Zahl m € N und eine abgeschlossene
Kugel mit nichtverschwindendem Radius

Blvm; pm) C Un,.

Mit v := vy, /m und p := p,,/m folgt fiir ein beliebiges Element b € B[v; p|, dal mb € Blvm; pm]-
Dann findet man unter Benutzung der Stetigkeit von A eine Folge (uy)nen in X mit [ju,| < m
sowie

Au, — mb, n — oo.

Division durch m fithrt auf b € U; und damit auf

Blv; p] C Uy.
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(i1) Wir zeigen, daB fiir alle b € Y mit ||b|| < rp bei r > 0 gilt
beU,.
Mit den Festlegungen
b
by i =v+—-, byi=v—-—
r r
folgt fiir beliebige b € Y mit ||b|| < rp nach (i), da8
bl,bg S B[U;p] C 71
Daher gibt es Folgen (uy i)nen mit ||uy || < 1, so daBl

bi = lim Aun,i, 1= 1,2.

n—oo

Daraus folgt nach Dreiecksungleichung by — by € U und damit wegen der Linearitit von A
r I
b= 5(61 —by) € U,.
(iii) Sei b € Y mit ||b]| < p. Nun bestimmen wir per Induktion eine Folge (by,) in Y mit
bn S U1/2n—1
sowie
= p
lo- > bull < 2.
k=1
Als Induktionsanfang ist wegen (ii) b € U;. Damit existiert by € Uy mit

Ib—bill < 5.

Dazu setze man etwa b; = 1b. Man erhilt ||by]| < 3p < p sowie nach (ii), daB b, € U; und
2 14 p
16— b1l € Uyjg2-1.)

Fiir den Induktionsschluf} sei nun die Folge bis zum Glied b,, ermittelt. Nach (ii) ist dann

b= b € Upyam

k=1
und es existiert ein by+1 € Upjgn mit
nt1
b— ; be|| < 5o

(Man setzt hier zum Beispiel b, = 3(b — >_p_; b). Offenbar ist dann ||by41]| < 527 < 55,

somit b,41 € Uy jon sowie [|b— S 721 be|l = [|bpsa || < 587)

Fiir die Partialsummenfolge gilt also

Sn::Zbk—»b, n — 0.
k=1
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(iv) Wir zeigen, da die Urbildfolge (A~1S,),en Cauchy-Folge ist: Wegen by, € Uy jgr-1 ist
| A= b, || < 1/2F71, damit gilt fiir m > n

m

1 1
<> -1 = a1
k=n+1

N

i Ailbk

k=n+1

|A7LS, — A7LS,|| =

Da nun X als Banach-Raum vollstéindig ist, findet man ein Element v € X mit
ATLS, —u, n— 0.
Weiterhin folgt wegen der Stetigkeit von A
AATLS, — Au, n— .

Andererseits ist nach (iii)
AATLS, =S, —b, n— .

Also gilt
Au=1»
und folglich
B ) n B o 1
JA70l = flull = lim [T AT 0| < Y oy =2,
k=1 k=1

Wir haben damit gezeigt, daf3
JA) <2, b bl <p.

Daraus folgt aber die gesuchte Beschrénktheit von A~! mit

2
1A= <=
p

10.2 Neumannsche Reihe

Wir geben jetzt einen ersten Existenzsatz fiir den inversen Operator eines linearen stetigen
Operators an, der speziell zur Analyse von Operatorgleichungen 2. Art

u—Bu=f (10.3)

herangezogen wird. Er ist eine Spezialisierung des Fixpunktsatzes von Banach.

Satz 10.5. Sei B : X — X beschrdankter linearer Operator im Banach—Raum X mit der
FEigenschaft | B|| < 1.

(i) Dann ist der Operator I — B mit dem FEinheitsoperator I invertierbar, d.h. die Gleichung
u— Bu = f hat fiir jedes f € X genau eine Lisung u € X. Der inverse Operator erlaubt die
Darstellung (Neumannsche Reihe)

(I-B)'= in (10.4)
k=0
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und ist beschrankt mait 1

(10.5)

Die iterierten Operatoren werden dabei sukzessiv erklirt durch die Vorschrift B® := I und B™ :=
BB™ 1 neN.

(i) Das Verfahren der sukzessiven Approximation
Upy1:= Bup,+f, n=0,1,2,... (10.6)

konvergiert bei beliebigem Startelement ug gegen die Lésung u.
Ferner hat man fiir beliebige Zahlen n € Ng die a-priori Fehlerabschdtzung

H I”

sowie die a-posteriori Fehlerabschdtzung
< L 0k

Beweis. (i) Nach Satz 9.7 haben wir ||B"|| < ||BJ|"™. Wegen ||B]|| < 1 ergibt sich die absolute

Konvergenz der Reihe
IB¥ <> IBIF =
Z Z T

im Banach-Raum L£(X, X). Nach Satz 4.20 konvergiert dann die Neumannsche Reihe in der
Operator—Norm und definiert einen beschrinkten linearen Operator

R 1

S ist inverser Operator zu I — B, denn wegen ||B"*!|| < ||B||""! — 0,n — oo ergibt sich

(I - B)S = (I — B) lim ZB’“ lim (I — B"™) =1

77/—>OO n—oo
=0
sowie
S(I — B) = lim ZB’f I—B)= lim (I — B"*) =1
n—oo -0 n—oo
(ii) Folgerung aus dem Fixpunktsatz von Banach (vgl. Satz 2.13). 0

Bemerkung 10.6. Im Full endlich-dimensionaler Rdume X ist die hinreichende Bedingung
des Satzes 10.5 sogar notwendig. a

Beweis: Ubungsaufgabe !
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Kapitel 11

Lineare stetige Funktionale

Im vorliegenden Kapitel betrachten wir speziell lineare Abbildungen f : X — Rbzw. f : X — C
eines linearen Raumes X in den Zahlkérper R bzw. C. Eine derartige Abbildung heifit lineares
Funktional.

Wir beweisen Aussagen zur Existenz stetiger linearer Funktionale. Die zentrale Aussage ist dabei
der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach, auf den wir spéter vielfach zuriickgreifen werden. Wei-
terhin untersuchen wir die Struktur von Riumen stetiger linearer Funktionale, der sogenannten
Dualrdume.

11.1 Satz von Hahn-Banach

Definition 11.1. Sei f : U — K mit K = R oder K = C beschrinktes lineares Funktional
auf einem Unterraum U C X. Dann heifit ein beschrinktes lineares Funktional fo : Uy — K auf
einem Unterraum Uy Fortsetzung von f, wenn gilt

UcUo, folu)=f(u), Vuel, |fll=IfI (11.1)

Die Fortsetzung heifit echt, wenn U echter Unterraum von Uy ist.

Die erste Aussage ist ein Fortsetzungssatz. Er ist von grundlegender Bedeutung fiir die lineare
Funktionalanalysis.

Theorem 11.2. (Hahn-Banach)
Zu jedem beschrinkten linearen Funktional f auf einem Unterraum U eines normierten Raumes
X existiert ein beschrdnktes lineares Funktional g auf X mit den Figenschaften

(i) g(w) = f(u), YueU; (i) gl = Il

Beweis: Sei zunichst K = R.

1) Wir zeigen jetzt, dafl eine echte Fortsetzung fy : Uy — R des Funktionals f existiert, sofern
U echter Unterraum von X ist. Dann gibt es ein Element ug € X mit ug € U. Wir setzen

Up :=span{U,up} = {u+yug : u € U,y € R}.

Offensichtlich ist U echter Unterraum von Uj.
Ein lineares Funktional fp : Uy — R wird jetzt (bei noch zu fixierender Zahl o € R) definiert
durch

folu+~vyug) == f(u) + ay, uweU~vyeR.
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Per Definition ist fo(u) = f(u) fir alle Elemente u € U. Fiir die gewiinschte Aussage bleibt zu
zeigen, dafl die Zahl « stets so gewihlt werden kann, daB || fo|| < || f||. Dies impliziert auch die
fehlende Aussage || foll = || f]|-

Fiir v,w € U schétzen wir ab

flw) = f(v) = f(w = o) <[|f]| lw =0l <[[flI([[w +uoll + [lv+ wuol)),

damit
—f() = I fllllv 4+ uoll < —f(w)+ If] lw+ uol.

Damit kann man eine reelle Zahl o so wihlen, dafl
sup [ f(v) = [lf [l lv+uoll] < o < inf [—F(w) + £ [lw + uoll] -
velU wel

Fiir v > 0 setzen wir w = u/+ und erhalten nach Multiplikation mit ~

ay < = f(u) + [ fIl flu + yuol,

d.h.
folu+uo) = f(u) + ay < || [lu+~yuol.-

Fiir v < 0 setzen wir v = u/v und erhalten nach Multiplikation mit der Zahl ~ analog

ay < =f(u) + [If[ flu +~yuoll,

also auch
fo(u +~uo) = f(u) + ay <[ f] lu+ yuol|-

Damit haben wir im Grenziibergang v — 0, dafl

folw) < IFI [ull, - Vu € Uo.
Die Substitution © — —u liefert daraus

—folw) < |If | Mlull,  Vue U

und folglich die gesuchte Aussage
Ifoll < I£1I-

2) Wir wollen jetzt zeigen, dafl das Funktional f auf den gesamten Raum X fortgesetzt werden
kann.

Sei dazu M die Menge aller Fortsetzungen von f. Dann kann auf M eine Halbordnung

J1 = fo

erklart werden, falls fo Fortsetzung von f; ist. Die sieht man wegen
1. fi<nh (Reflexivitét)
2. Aus f1 < found fa < fi folgt fi = fo. (Antisymmetrie)

3. Aus f1 < found fy < f3 folgt f1 < f3. (Transitivitéit) .
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Sei jetzt N := {f; € L(U;,R) : i € I} (total) geordnete Teilmenge von M, d.h. fiir jeweils zwei
Elemente f1, fo € N gilt entweder f; < fo oder fo < f1.

ve=JU

el

Wir iiberlegen, dafl die Menge

Unterraum von X ist. Fiir jeweils zwei Elemente u, € V,k = 1,2 ist u;, € U;, mit 44, € 1.
O.B.d.A. ist dann U;; C U,,, da N geordnet ist. Dann ist auch fyuy + faug € U;, C V.

Wir konstruieren jetzt ein maximales Element der Menge M. Dazu wird ein Funktional h : V —
R iiber die Vorschrift
hu) = filw), ueV

definiert. Dabei wird der Index ¢ € I so ausgewéahlt, dal u € U; ist. Das Funktional ist wohlde-
finiert: Sei dazu v € U;; und u € U;,. Da wieder 0.B.d.A. U;, C U;, angenommen werden kann,
ist dann wegen Definition 11.1 f;, (u) = fi,(u). Ferner folgt aus der Linearitidt der Funktionale
fi die Linearitét von h. Erneut nach Definition 11.1 ist auch

()l = ()] < [fill llell < (£ [ull, YueV
h(u) = f(u), Yuel.

Auf diese Weise ist das Funktional h Fortsetzung fiir jedes Funktional f;,¢ € I, d.h. f; < h, Vi €
I. Dann heifit h obere Schranke fiir die Menge N

Wir benutzen nun das Zornsche Lemma (vgl. z.B. van der Waerden, Algebra I, S. 210 ff.): Es
liefert, dal die oben definierte (geordnete) Menge M ein mazimales Element besitzt, d.h. es
existiert ein Funktional g € M mit

g9=9 = 9g=g
Dieses Funktional ist auf dem gesamten Raum X definiert, denn sonst finden wir iiber Teil 1)

des Beweises einen Widerspruch. Fiir den Fall K = R haben wir damit den Satz nachgewiesen.

3) Der Nachweis der Aussage des Satzes fiir den Fall K = C wird dem Leser zur Ubung emp-
fohlen. O

11.2 Folgerungen aus dem Satz von Hahn-Banach

Wir geben jetzt einige niitzliche Folgerungen des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach an.
Zunichst betrachten wir den folgenden Trennungssatz.

Satz 11.3. Seien X normierter Raum, U ein Unterraum von X und ug ein Element mit

positivem Abstand
d := inf |[v — ug|| > 0 (11.2)
vel

zu U. Dann findet man ein beschrdanktes lineares Funktional f auf X mit

() flu)=0, VueU, (i) flu)=d, (i) [f]|=1.

Beweis: Wir definieren auf W := span{U, uy} ein lineares Funktional f: W — C durch

fu+~yug) := ~d.
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Es gilt f(u) = 0 fiir alle Elemente u € U. Ferner ist f(ug) = d. Die Beschrénktheit von f ersicht
man fiir v # 0 aus der Abschéitzung

> || inf |lv — ugl| = ||d
_IvlggU\lv uol| = |7|d,

u
lu 4 yuo|l = || 5 + uo

denn dann folgt aus
|[f (u+yuo)| = [vld < Jlu+ yuol|

die Aussage ||f]| < 1.
Durch Auswahl einer Minimalfolge (uy,)nen in U mit

1
lun —ugl| <d+—, neN
n

folgt
1
4= Fu) = a0 = un) < lhun = woll < 171 (a4 7).
Im Grenziibergang n — oo ergibt sich ||f|| > 1. Durch Kombination mit der zuvor gezeigten
Ungleichung haben wir || f|| = 1.

Nach dem Satz von Hahn—Banach kann das Funktional f auf X in der geforderten Weise fort-
gesetzt werden. a

Wir formulieren noch weitere Folgerungen aus den beiden vorausgegangenen Sétzen, auf die wir
spéter verschiedentlich zuriickgreifen werden.

Folgerung 11.4. Sei X normierter Raum.

(i) Zu jedem Element ug # 0 existiert ein beschrinktes lineares Funktional f auf X mit
fluo) = Jluoll wnd | f] =1. (11.3)

(ii) Gilt fiir w € X und alle beschrdinkten linearen Funktionale f auf X die Aussage f(u) =0,
s0 ist u = 0.

(iii) Es gilt
lull = sup |f(u)]. (11.4)
lIfll=1
Beweis: (i) Man wendet Satz 11.3 mit U = {0} an.
(ii) Dies folgt bereits aus (i).
(iil) Aus |f(w)| < ||f]|||u] folgt zuerst

sup |f(u)] < [full-
Ifl=1

Andererseits wahlt man nach (i) fir v # 0 ein Funktional fp mit

Jo(u) = {lull,lfoll = 1.

Dann ist

sup |f(u)] > |fo(u)| =
Ifl=1

Die Kombination beider Ungleichungen zeigt die Behauptung von (iii). O

-
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11.3 Dualrdume

Definition 11.5. Der Raum X* := L(X,K) mit K = R bzw. K = C der linearen beschrinkten
Funktionale auf einem normierten Raum X heif$t Dualraum von X.

Eine funktionalanalytische Charakterisierung von Dualrdumen gibt

Satz 11.6. (i) X* ist Banach—-Raum mit der Norm

I fllx* := sup |f(u)]. (11.5)

fJull=1

(ii) FEs gilt dim X = dim X*.
Beweis: (i) Das folgt aus Satz 9.5.

(7)1 Wir betrachten zunichst den endlich—dimensionalen Fall, d.h. sei dim X = n € N. Nach
Satz 10.2 ist jedes lineare Funktional dann beschriankt. Sei jetzt ¢1, ..., ¢, Basis von X. Damit
ist jedes lineare Funktional f durch die Werte f(¢;),7 = 1,...,n eindeutig definiert.

Wir betrachten jetzt die durch die Vorschrift f;(¢;) = 6;; erklarten Funktionale fi, ..., f,. Wir
zeigen, dafl durch sie eine Basis von X* gebildet wird. Zur Untersuchung der linearen Un-
abhéingigkeit betrachten wir die Gleichung

n
> ifi=0.
i—1

Sukzessives Einsetzen von ¢; ergibt v; = 0,j = 1,...,n. Ferner kann jedes Element f € X* in
der Form

F=Y flof;
=1

dargestellt werden, d.h. dim X* = n.

(7i)2 Sei jetzt dim X = oo. Dann findet man eine Folge (¢, )nen linear unabhingiger Elemente
aus X. Ziel ist nun die Konstruktion einer Folge (f,)nen in X* mit f;j(¢;) = 0,7 < ¢ und

fili) = 1.
Sei die Folge bis zum n—ten Glied bestimmt. Ein beschrénktes lineares Funktional f,4; auf

Unt1 = span{ o1, ..., ¢py1} wird festgelegt durch fr,11(¢;) = 0,5 <n+ 1 und fry1(dns1) = 1.
Nach dem Satz von Hahn-Banach kann f,,+1 auf den gesamten Raum X fortgesetzt werden.

Wir zeigen noch die lineare Unabhéngigkeit der (f,,)nen. Sei dazu

n
> vifi=0.
i=1
Hieraus folgt
n
> filé) =0, j=1,.n.
i=1

Die Matrix (fi(¢;))i<i,j<n ist obere Dreiecksmatrix mit 1 als Hauptdiagonalelementen, also
v =0,i=1,...,n. Somit ist die Matrix invertierbar. O



96 KAPITEL 11. LINEARE STETIGE FUNKTIONALE

11.4 Beispiele fiir Dualrdume

Wir weisen darauf hin, daf§ as wichtigste Beispiel erst im folgenden Kapitel fiir Hilbert-Riume
X bewiesen wird (vgl. Darstellungssatz von Riesz, Theorem 12.1). Hier charakterisieren wir
Dualrdume fiir weitere spezielle normierte Rédume.

Satz 11.7. Die stetigen linearen Funktionale auf X = C™ haben die Gestalt

m
x) = ley, (11.6)
i=1
mit & = (21, ..., Tm)t € C™ und y = (y1, ..., ym)t € C™. Mit 1/p+1/q =1 gilt

(0 )Y, 1< p <o,
1fllp = (11.7)

maxi<i<m |yil, p=1

Die Abbildung f +— y beschreibt einen isometrischen Isomorphismus von (C™, ||-||,)* auf (C™, |-
llq)- (In diesem Sinne kann man beide Riume identifizieren.)

Beweis: Jedes lineare beschrinkte Funktional auf C™ hat die Gestalt (11.6) mit y; = f(e;).
Fiir die Werte 1 < p < oo liefert die Holdersche Ungleichung (vgl. Lemma 1.8)

x)| < (Z |yi|q> <Z |£Ui|p> < <Z |yi|q> |,
i=1 i=1 i=1

£l < <Z \yi\q>
i=1

Sei andererseits z € C™ festgelegt durch

damit

e |yi|?
;= .
Yi
Dann finden wir
Z lys|? = Zzzyz = f(z) < |l fllpll2llp-
Wegen

Iz !!p—Z!Zz!p Z\y |~ p—Z!yz!q

folgt auch

<Z Iyzlq> < fllp

und daraus die Isometrie || f|l, = ||ylq-

Die Grenzfille p = 1 und p = oo mag der Leser zur Ubung selbst ausfiihren.

Die Linearitdt und Surjektivitdt der Abbildung f +— y sieht man sofort ein. a
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Folgerung 11.8. Man kann zeigen, daf$ fir 1 < p < oo die Folgenrdume P und 1?7 mit
1/p+1/q =1 Dualrdume sind.

Beweis: Ubungsaufgabe ! 0

Satz 11.9. Zu jedem f € (LP(2))* mit 1 < p < oo gibt es ein v € LI(Q) mit 1/p+1/q =1
derart, daf

f(u):/ﬂu(:n)v(x)dac (11.8)

fir alle w € LP(QY). Die Abbildung f +— v beschreibt einen isometrischen Isomorphismus von
(LP(Q))* auf LI(S).

Beweis: Zunichst ersieht man die Wohldefiniertheit des Funktionals f aus der Holderschen
Ungleichung. Zum weiteren Beweis sind dann weitergehende Aussagen der Mafitheorie, insbe-
sondere der Satz von Radon-Nikodym, erforderlich (vgl. z.B. H-W. Alt ”Lineare Funktionalana-
lysis”, SpringerVerlag 1992, S. 125 ff.). O

Bemerkung 11.10. Identifiziert man die linearen Funktionale f € (LP(£2))* nach Satz 11.8
mit ihren ”erzeugenden” Elementen v € L9(2), so kann man L?(f2) als dualen Raum zu LP(Q)
auffassen. O
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Kapitel 12

Theorie von Lax-Milgram

Gegenstand dieses Abschnitts ist zunéchst die grundlegende Charakterisierung der Dualrdume
von Hilbert-Rdumen mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes.

Dann untersuchen wir die Losbarkeit linearer Operatorgleichungen
Au=f (12.1)

in Hilbert-Radumen X mit einem strikt koerzitiven (oder elliptischen) Operator A € £(X, X)
(Laz-Milgram Theorie). Diese Voraussetzungen an A sind hinreichend fiir die Anwendung des
Hommormorphiesatzes Die Lax-Milgram Theorie kann dann nach Einfithrung der passenden

Funktionenrdume auf eine recht grofie Klasse von Randwertaufgaben angewendet werden (vgl.
Kap. 13/14).

12.1 Darstellungssatz von Riesz

Sei nachfolgend X stets ein Hilbert-Raum iiber dem Zahlkoérper K, K = R bzw. K = C mit
dem Skalarprodukt (-,-). Fiir den Dualraum X* von X gilt der wichtige Darstellungssatz.

Theorem 12.1. (Riesz)
Auf einem Hilbert-Raum X existiert zu jedem stetigen linearen Funktional f : X — K ein
eindeutig bestimmtes Element v € X, so daf8 fir alle w € X gilt

f(u) = (v,u). (12.2)

Die Abbildung (Rieszscher Darstellungsoperator) R : X* — X mit R : f — v ist antilinear,
bijektiv und isometrisch.

Identifizierungsprinzip: Auf diese Weise kann man tiber die Identifizierung jedes Funktionals
fe X*=L(X,K) mit dem zugeordneten Element v € X den Dualraum X* mit dem Hilbert-
Raum X identifizieren.

Beweis: 1) Findeutigkeit: Wir nehmen an, es existieren zwei Elemente v1,vo € X mit der
gesuchten Eigenschaft. Aus

0= (vi,u) — (v2,u) = (v —vo,u) YueX

folgt mit uw = v; — vo wegen des Axioms (H2) fiir ein Skalarprodukt, dafi v = vs.

2) Konstruktion des Elementes v: Sei f # 0. Dann kann ein Element w € X mit f(w) # 0
gewihlt werden. Wegen der Stetigkeit von f ist der Nullraum

N(f):={ve X: f(u) =0}
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abgeschlossener und damit vollstdndiger Unterraum des Hilbert—Raumes X.

Wir nutzen jetzt die Sétze 8.12 und 8.13 iiber die Bestapproximation beziiglich vollstdndiger
Unterrdume von Hilbert-Ridumen. Danach existiert die Bestapproximation w € N(f) an w
beziiglich N(f) mit w —w L N(f).
Wir setzen nun ¢ := w — w. Wegen

FUf@)u—= fu)p) = f()f(u) = f(u)f(¥) =0
ist
fWu— fu)p € N(f), VueX,
also (¢, f(¥)u — f(u)y) = 0. Daraus errechnet man die gesuchte Darstellung

flu) = (WT/) u), Vu e X.

(K

3) Eigenschaften des Rieszschen Darstellungsoperators:
Surjektivitdt: Fiir alle Elemente v € X definiert

flw) = (v,u), YuelX

ein lineares Funktional mit Rf = v.

Beschrdnktheit und Isometrie: Die Beschranktheit folgt aus

F@)l < [If] e, Vue X.

()l = (e )| = e

und daher wegen ||f|| = ||v| die Isometrie von R.
Antilinearitdt: Fir beliebige Zahlen o, 8 € C, beliebige Elemente f,g € X* gilt fiir alle u € X

(R(af +Bg),u) = (af +Bg)(u) = af(u) + Bg(u)
= a(Rf,u) + B(Rg,u) = (@RS + BRy,u).

Daraus folgt R(af + Bg) = aRf + BRg. O

Mit u := ﬁ ergibt sich

12.2 Lemma von Lax-Milgram

Definition 12.2. Sei X Hilbert—Raum. Ein Operator A € L(X,X) heifit strikt koerzitiv auf
X (oder X—elliptisch), falls es eine Konstante v > 0 gibt mit

Re(Av,v) > 7|v|?, Vv e X. (12.3)

Theorem 12.3. (Lemma von Laz—Milgram)
Seien X Hilbert-Raum und A € L(X,X) ein strikt koerzitiver Operator. Dann existiert der
inverse Operator A~' € L(X, X).

Beweis: 1) Injektivitit von A: Nach Voraussetzung und Ungleichung von Cauchy—Schwarz ist

lull* < Re(Au,u) < [[Au][lul] Vu € X,
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daher
|Aul| > v||ul| Yu e X. (12.4)

Dann ist A injektiv, denn aus Au = 0 folgt wegen (12.4) u = 0.

2) Abgeschlossenheit des Bildraumes A(X):

Sei b € A(X). Dann existiert eine Folge (by,)pen in A(X) mit b, — b fiir n — oo. Dann ist
b, = Au,, mit geeignetem u,, € X. Nach (12.4) ist

Yun = uml| < JA(un — um)ll = [|bp — bl ¥n,m € N.

Damit ist (u,)nen Cauchy-Folge in X. Wegen der Vollsténdigkeit von X konvergiert (uy)nenN
fiir n — oo gegen ein Element u € X. Aufgrund der Stetigkeit von A ist b = Au und damit
A(X) = A(X).

3) Surjektivitit von A:

Nach 2) ist A(X) vollstdndig. Wir betrachten nun die orthogonale Projektion P : X — A(X).
Ferner sei v € X beliebiges Element. Nach den Sétzen 8.12 und 8.13 ist Pv —v L A(X) und
speziell

(Pv —v, A(Pv —v)) =0.

Nach (12.3) ist dann v — Pv = 0, also v = Pv € A(X). Daraus ergibt sich iiber A(X) = X die
Surjektivitat von A.

4) Eristenz und Beschrinktheit von A~ :
Nach 1) und 3) ist A surjektiv und injektiv, d.h. bijektiv. Daraus folgt die Existenz von A~!.
Einsetzen von u = A~'b in (12.4) ergibt

_ 1
1A= ) < =[loll,
Y
dh. |47 < 1/. 0

12.3 Strikt koerzitive beschrinkte Sesquilinearformen

Definition 12.4. a: X x X — C heifft Sesquilinearform auf X, falls

2 2
a (Z aiui,v> = Za_i a(ui,v), Yu,veX, Va €C, i=1,2, (12.5)
i=1 i=1

2 2
a <u,ZBﬂ),~> = Zﬂi a(u,v;), Yu,v; € X, VB € C, i=1,2. (12.6)
i=1 i=1

Beispiel 12.5. Insbesondere ist das Skalarprodukt (-,-) auf jedem Hilbert-Raum X iiber dem
Zahlkorper C eine Sesquilinearform (vgl. Definition 8.1). O

Als Folgerung aus dem Lemma von Lax-Milgram finden wir dann

Satz 12.6. (Ldsbarkeit von Variationsgleichungen im Hilbert- Raum)
Seia: X x X — C Sesquilinearform auf dem Hilbert—Raum X . Ferner sei a beschrankt, d.h.

K > 0: |a(u,v)| < K|ul| ||v]|, Yu,ve X, (12.7)
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und strikt koerzitiv, d.h.
3y >0: Rea(v,v) > 7|v||* Vv e X. (12.8)

Dann existiert zu jedem beschrinkten linearen Funktional f € X* ein und nur ein Element
u € X mit
a(u,v) = f(v), YveX.

Ferner gilt
1
Jull < =|[fllx--
v

Beweis: 1) Fiir festes w € X ist v — a(w, v) wegen der Beschranktheit von a ein beschrianktes
lineares Funktional auf X. Nach Theorem 12.1 existiert eindeutig ein v € X mit

a(w,v) = (u,v), YveX.
Die Zuordnung w +— u definiert einen Operator A4 : X — X mit
a(w,v) = (Aw,v) Yv,w € X.

2) Wegen der Sesquilinearitéit von a und des Skalarproduktes (-,-) ist A linear. Wegen der
Beschréanktheit von a ist

14v]|* = (Av, Av) = a(v, Av) < K|jo|| |Av]|, Vv € X,

d.h. A ist beschriankt mit ||A|| < K.
Ferner ist A strikt koerzitiv, denn

Re(Av,v) = Re a(v,v) >7|v|?, Vve X.
Nach Theorem 12.1 existiert zu jedem f € X* genau ein u € X mit ||ul| = ||f|| derart, da8
F(0) = (wo) Voe X,

d.h. die Aufgabe
a(u,v) = f(v) YweX

ist Aquivalent zu Au = f.
Theorem 12.3 liefert schliefflich die Existenz und Eindeutigkeit der Losung u € X von Au = f
mit

1
ul = A7 FI < =N £Il-
[[ull = | | 7H |



Kapitel 13

Variationsaufgaben in reellen
Hilbert-Raumen

Oft sind lineare Operatorgleichungen Au = f mit A : X — X* in reellen Hilbert-Réumen X von
Interesse. Wir spezifizieren und erweitern hier fiir den spiteren Gebrauch (z.B. fiir die Untersu-
chung von partiellen Differentialgleichungen) die Aussagen des vorhergehenden Abschnittes fiir
diesen Fall.

Die entstehenden Variationsgleichungen sind im symmetrischen Fall zu quadratischen Variati-
onsproblemen, d.h. Minimierungsproblemen in X, fdquivalent.

Ferner untersuchen wir die Approximation der Lésung u in endlichdimensionalen Unterrdumen
von X und schéitzen den Fehler ab.

13.1 Strikt koerzitive beschriankte Bilinearformen

Seien X Hilbert-Raum iiber R mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || - [[x = /(:,-) sowie X* =
L(X,R) der zugehérige Dualraum. Wir verwenden die folgende Schreibweise fiir lineare Funk-
tionale f € X* = L(X,R) :

(f,v) :=f(v) YvelX. (13.1)

Dann kann der Darstellungssatz von Riesz auch wie folgt umformuliert werden.

Folgerung 13.1. Auf einem reellen Hilbert—Raum X existiert zu jedem Funktional f € X* ein
eindeutig bestimmtes Element u € X so, dafs

fv)=(f,v) =(u,v) YvelX
Der Rieszsche Operator R: X* — X mit R: f +— w ist linear, bijektiv und isometrisch.

Definition 13.2. f: X — R heifit stetige Linearform auf X, falls

2 2
I (Zaim) = Zaif(vi), Vo, € X, Vay € R, i=1,2,
i=1 i=1

M >0: [f(v)] < M| x, Yo € X.
Definition 13.3. a: X x X — R heifit stetige Bilinearform auf X x X, falls

2 2
a (Z aiui,v> = Zai a(u;,v), Vu;, v € X, Vo € R, i =1,2,
i=1 i=1
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2 2
a (u,Zﬁm) = Zﬁz a(u,v;), Vu,v; € X, VG, € R, i=1,2,
i=1 i=1

K >0: l|a(u,v)| < Klullx|lv|x, Vu,v € X.

Wir benutzen spéter den folgenden Darstellungssatz fiir stetige Bilinearformen.

Lemma 13.4. Sei a stetige Bilinearform auf X x X nach Definition 13.3. Dann ¢ibt es genau
einen Operator A € L(X, X*) mit

(1) a(u,v) = (Au,v), Yu,v € X, (1) ||A] < K.

Beweis: Ergibt sich aus Folgerung 13.1. a
Gegenstand der weiteren Untersuchungen ist die folgende Variationsgleichung

Finde ue X : a(u,v) = f(v) YveX. (13.2)
Die Variationsgleichung (13.2) kann nach Lemma 13.4 alternativ formuliert werden als

(Au—fv) = 0 YoveX
bzw. als Au = f in X*. Nach Anwendung des Rieszschen Darstellungsoperators R folgt
RAu=Rf in X.

Wir untersuchen hier alternativ zu Satz 12.6 die Losbarkeit der Variationsgleichung (13.2) mit
Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach. Zugleich wird ein konstruktives iteratives Losungsverfahren
fiir (13.2) gewonnen. Diese Vorgehensweise benutzt man iibrigens auch dann, wenn A allgemeiner
nichtlinear und streng monoton ist.

Wir formulieren (13.2) als dquivalente Fixpunktgleichung im Hilbert-Raum X

Finde ue X: wu=T(u) :=u— p(RAu— Rf) (13.3)
mit einem zunéchst beliebigen Parameter p > 0 und dem Riesz-Operator R.
Der Banachsche Fixpunktsatz (vgl. Theorem 2.12) ist anwendbar, wenn gilt

(1) T:X — X, (73) T ist kontraktiv auf X. (13.4)

Die Eigenschaft (i) ist offenbar per Konstruktion erfiillt. Eigenschaft (ii) ist erfiillt, wenn die
Lipschitz-Bedingung

(iil) HE S [0, 1) : HTU1 — T?}QHX < EHUl — 1)2”)(, Vvl,w e X

nachgewiesen wird. Dazu fordern wir eine zusétzliche FEigenschaft von a.

Definition 13.5. Die Bilinearform a : X x X — R heifit X —elliptisch (oder strikt koerzitiv
auf X), falls eine Konstante v > 0 existiert mit

a(v,v) > y|lv|%, YveX. (13.5)
Fiir eine X —elliptische Bilinearform gilt dann

(RAv,v) = < Av,v > =a(v,v) > 7lv]k.
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Andererseits ist
|[RAv[|x = [|[Av|x+ < [[Allllv]lx < K][v]x-

Unter Beachtung dieser beiden Beziehungen erhélt man mit v = vy — vo, daf
ITor = Twalk = o —pRAV|% = (v~ pRAv,v— pRAV)
= ol — 20(RAv,v) + | R A%
< (=207 +PPK)Pl% = L(p)or — walk,

d.h. (ii") wire fiir L(p) € [0,1) erfiillt. Nun ist aber L(0) = L(2y/K?) = 1. Wegen der
X —Elliptizitdt und Beschrénktheit von a ist

N

lolk < (RAv,v) < [RAv|x|vllx < K|ollk, Vv e X, (13.6)

d.h. v < K. Daraus folgt
v K2 _ 72
L) = 20
Also liegt die Konstante L(p) in [0,1) genau fiir 0 < p < 2v/K?2.

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Losung v € X der Variationsgleichung. Ferner
gilt nach Einsetzen von v = u in (13.6) die folgende a-priori Abschitzung der Losung:

Yullk < (RAu,u) < |[RAu|x |lullx,

d.h. ) .
[ullx < Z|RAullx < ~[[Au][x-
Y Y

Wir fassen die Ergebnisse zusammen im

Satz 13.6. Auf dem Hilbert-Raum X seien a : X x X — R eine stetige und X —elliptische
Bilinearform und f : X — R eine stetige Linearform.

Dann existiert eine und nur eine Losung u € X der Variationsgleichung (13.2). Sie geniigt der
Abschitzung

1
Jullx < =[x~
gl

Zugleich folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz ein konstruktives Losungsverfahren (sukzes-
sive Approximation): Sei u® € X ein beliebiger Startwert des Verfahrens. Dann lése man fiir
n € Ng und hinreichend kleinemp

Ein Konvergenzresultat gibt der

Satz 13.7. Die Voraussetzungen von Satz 13.6 seien erfiillt. Ferner gelte 0 < p < 2v/K?. Dann
konvergiert die Folge (U(n))neN der sukzessiven Approzimation fiir jeden Startwert u® € X ge-
gen die eindeutig bestimmte Lisung der Variationsgleichung (13.2). Es gilt die Fehlerabschditzung

n/2

o — )| < 2L
1 [L(p) /2

| x, n € Np.
Bemerkung 13.8. Die sukzessive Approximation kann alternativ als pseudo-instationdres

Losungsverfahren
wm D) — g (n)

P = R(f — Au'™), ne Ny



106 KAPITEL 13. REELLE VARIATIONSPROBLEME

oder als Defektkorrekturverfahren
R7! (u("H) — u(")) =p [f — Au(")] , n €Ny (13.8)

geschrieben werden. Bei Kenntnis von R~! kann jede Variationsgleichung (13.2) iterativ durch
ein Problem vom Typ (13.8) gelost werden. Man hofft, da8 diese Operatorgleichungen einfacher
als die urspriingliche Variationsgleichung (13.2) zu lésen sind.

13.2 Quadratische Variationsprobleme

Wir betrachten jetzt im Spezialfall symmetrischer, stetiger und strikt koerzitiver Bilinearformen
auf dem reellen Hilbert-Raum X sogenannte quadratische Variationsprobleme

Finde ue X : F(u):= %a(u,u) — f(u) < F(v) YveX. (13.9)

Fiir dieses Problem gilt der folgende Existenz— und Eindeutigkeitssatz.

Satz 13.9. Seia: X x X — R symmetrische, beschrinkte und strikt koerzitive Bilinearform
auf dem reellen Hilbert—Raum X. Ferner sei f : X — R beschrdnktes lineares Funktional auf X.
Dann hat das Variationsproblem (13.9) eine und nur eine Losung u € X. u ist auch Lisung der
Variationsgleichung

Finde v € X : a(u,v) = f(v) Yv € X.

Beweis: Ausgangspunkt ist die zweiseitige Abschitzung nach Voraussetzung

Yul|? < a(u,u) < K|Ju||* Yu € X. (13.10)
Daraus folgt, da3 durch

(u,v)g = a(u,v), Yu,veX (13.11)

ein neues (energetisches) Skalarprodukt auf X definiert werden kann. Die induzierten Normen
|1l :=(,-) und || - ||z :== v/a(, ) sind &quivalent.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (vgl. Folgerung 13.1) gibt es ein Element f € X mit
f(w) = (f,v)g fir alle v € X. Dann ist das Minimierungsproblem (13.9) &quivalent zu

Findeue X: ||[f—ul% < |f-v|% YweX
mit der eindeutig bestimmten Lésung u = f wegen

If =l = (f, e —2(f, w)E + (w,0)p = (f, /) E + 2F (u).
Da u Losung von (13.9) ist, besitzt

Flu+tv) = F(u) + ta(u,v) — F(v)] + %t2a(v, v)

in ¢ = 0 fur fixierte u,v € X ein Minimum. Daraus folgt (13.2) als notwendige Minimumbedin-
gung. Die Eindeutigkeit der Losung von (13.2) folgt bereits aus Satz 13.6. O

Bemerkung 13.10. Eine typische Interpretation des Minimierungsproblems (13.9) in der Ela-
stizitdtstheorie ergibt sich, wenn u die Verschiebung eines elastischen Koérpers (z.B. Platte oder
Balken) ist. Die Ausdriicke a(u,u)/2 bzw. f(u) sind dann die elastische potentielle Energie des
Korpers bzw. die Wirkung duferer Krifte. (13.9) entspricht einem Minimalprinzip, dem Prinzip
der minimalen potentiellen Energie. Dies erkldrt auch den Begriff ”energetisches Skalarprodukt”.
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13.3 Ritz-Galerkin Verfahren

Das Ziel ist jetzt die Approximation der Losung u € X der Variationsgleichung (13.2) in endlich-
dimensionalen Unterrdumen

X,CcX, dim X, =n < .

Offenbar ist {X,; || - ||x} Banach-Raum.

Definition 13.11. Als Ritz-Galerkin Verfahren zur Variationsgleichung (15.2) bezeichnet man
das Problem:
Finde v" € X, : a(u”,v) = f(v) Yv € X,,. (13.12)

Sei jetzt {¢1, ..., dn} eine Basis von X,,, d.h.

Xy = span {¢1a R ¢n}

Dann vermittelt die Abbildung

n
P:R"— X, C X, Pg::va
1=1

t

mit dem Koeffizientenvektor v := (v1, ..., v,)" einen Isomorphismus zwischen R™ und X,,.

Lemma 13.12. Das Ritz-Galerkin- Verfahren ist dquivalent zu
Finde v" € X,, ¢ a(u”,¢;) = f(¢:), i=1,...,n. (13.13)

bzw. mit den Bezeichnungen u = (uy,...,u,)! € R"u" := Pu, A = (Aij)?,jzl mit Aij =
a(¢j, ¢i) sowie f = (f1,..., fn)' mit f; := f(¢;) zum linearen Gleichungssystem

Au=f. (13.14)

Beweis: Die Aquivalenz von (13.12) und (13.13) ergibt sich aus der Basisdarstellung v =
> _iz1 vi¢y. Die zweite Aussage folgt mit v = Pu = > " u;¢; aus

fi= f(qﬁl) = a(u",gbi) = Zuja(qﬁj,gbi) = ZAijuj 1=1,...,n. O
p= =1

Bemerkung 13.13. Unter Verwendung des Euklidschen Skalarproduktes (u,v) := Y ", uv;
im R" ergibt sich mit der Matrix A = (A;;) folgende Charakterisierung

a(u,v) = (Au,v), f(v)={(f,v), u=Pu, v=Pv VuvelX, O

Im Fall einer X —elliptischen Bilinearform a gilt der folgende Existenz— und Eindeutigkeitssatz
fiir das Ritz—Galerkin Verfahren.

Satz 13.14 Sei X,, n—dimensionaler Unterraum des reellen Hilbert-Raumes X mit der Basis
{b1,..., dn}. Ferner seia: X x X — R stetige, strikt koerzitive Bilinearform gemdfS der Defi-
nitionen 13.3 und 13.5. Dann ist die Matriv A = (a(gbj,qﬁl-))zj:l nichtsinguldr. Fir die damit
existierende und eindeutig bestimmie Losung u™ € X,, gilt a-priori

1
lu"llx < Z[[fllx--
gl
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Beweis: Mit u # 0 folgt Pu # 0 und
(Au, u) = a(Pu, Pu) > 7||Pul% >0,

also Au # 0. Daraus folgen Regularitéit von A und damit Existenz und Eindeutigkeit der Losung
des linearen Gleichungssystems. Die a-priori Abschéitzung folgt aus

WPul% < a(Pu, Pu) = f(Pu) < | f]x-

PQHX O

Schliefllich geben wir noch eine Fehlerabschétzung an.

Satz 13.15. (Lemma von Cea)
Unter den Voraussetzungen des Satzes 13.14 gilt fiir den Approximationsfehler

K
lu—u"||x < — ir}g |lu — vl x. (13.15)

Beweis: Aus der Fehlergleichung ( Galerkin-Orthogonalitit)
a(u —u",w) = a(u,w) —a(u",w) = f(w) — f(w) =0, Ywe X,
folgt nach Nullergdnzung fiir beliebiges v € X,, aus
= w1k < alu — " u—u") = a(u — v u—v) < Klu—u"|x|lu—v|x
die angegebene Fehleraussage. a

Bemerkung 13.16. Die Bedingung der strikten X —Elliptizitdt von a in Satz 13.14 kann
abgeschwiicht werden zur sogenannten diskreten Babuska—Bedingung

iy ja(u, )|

———— =7, >0, VneN.
weXa\{0} pex,\fo} lullxllvllx —

Dann gilt die modifizierte Fehlerabschétzung

K\ .
o=l < (142-) ing Ju-ollx

(Ubungsaufgabe !) O

Mit dem Lemma von Cea ist die Fehlerabschitzung auf eine Interpolationsaussage im end-
lichdimensionalen Unterraum X, zuriickgefithrt. Man beachte, da§ (13.15) jedoch noch keine
Konvergenzaussage beinhaltet.

Definition 13.17. FEine aufsteigende Folge endlich-dimensionaler Unterrdume
XicXoCc...CXp,1CX,C...CX

des reellen Hilbert-Raumes X mit |J;; X, = X heifft Galerkin-Schema in X.
Satz 13.18. Existiert im reellen Hilbert-Raum X ein Galerkin-Schema, so gilt

lim inf ||lu—v||lx =0, Vue X.

n—ooveX,
Beweis: Folgerung aus der Dichtheit von |J;2 ; X, in X.

Die Satze 13.15 und 13.18 implizieren eine Konvergenzaussage fiir das Ritz-Galerkin Verfahren.
Das wesentliche praktische Problem ist die Konstruktion geeigneter Unterrdume X,,. Ein wichti-
ges Ziel dabei ist die Gewinnung schwach besetzter Matrizen A, deren Dimension n in der Regel
sehr grof} ist.



Kapitel 14

Elliptische Randwertprobleme

Gegenstand dieses Kapitels ist die Losbarkeit linearer Randwertaufgaben 2. Ordnung mit ei-
nem strikt koerzitiven (oder elliptischen) Operator. Zur Motivation studieren wir zunéchst als
Prototyp das Dirichletsche Randwertproblem der Poisson-Gleichung, das bereits wichtige An-
wendungen in der mathematischen Physik abdeckt (vgl. Einleitung).

Fiir das entsprechende Randwertproblem (RWP) einer allgemeinen elliptischen Differentialglei-
chung 2. Ordnung untersuchen wir dann die Anwendbarkeit und Grenzen der Lax-Milgram
Theorie. Auch in diesem Kapitel beschrinken wir uns auf reellwertige Funktionen.

14.1 1. Randwertproblem der Poisson-Gleichung

Wir erinnern an das homogene Dirichletsche Randwertproblem fiir die Poisson-Gleichung

" 9%u

—(Au)(z) = - @(x) = f(z), z€Q (14.1)
=1t

u(z) = 0, x € 00 (14.2)

in einem Gebiet 2 im R"™ mit dem Rand 9Q € C'. Das Problem tritt bei der Modellierung
einfacher zeitunabhéngiger Diffusionsvorginge auf, vgl. Einleitung.

Fiir f € C(Q) heifit eine Funktion u € C?(2) N C(Q) nach Definition 5.15 klassische Losung von
(14.1),(14.2), wenn diese Gleichungen fiir alle Punkte z € Q bzw. z € 0 erfiillt sind. Dieser
Losungsbegriff ist bereits fiir f ¢ C(€2) nicht zutreffend.

Als Ausweg hatten wir schon in Abschnitt 5.5 die Herleitung eines verallgemeinerten Problems
skizziert. Sei zuniichst u € C?(2) N C*(Q). Nach Multiplikation von (14.1) mit einer beliebigen
Testfunktion v € C§°(Q2) und Integration iiber das Gebiet € erhalten wir

= 0%u
—Z —(x)v(x)dm:/ﬂf(m)v(x)dx.

Ox?
=172 Y

Nun wendet man links die Regel der partiellen Integration (vgl. Lemma 5.11) an:

= 82u n ou v ou
_ ; /Q 552 (@v(@)de = > < o (x)axi (z)dx — . 8—miwjids> .

t i=1
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Da die Testfunktion auf dem Rand punktweise verschwindet, fillt das Randintegral weg. Damit
erhélt man

}n: a“' (;c)—a”' (2)dz = [ f(x)v(z)dz, Yve CZ(Q). (14.3)
837 827 QO
i—1 7 7

Wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die Formulierung (14.3) noch sinnvoll bleibt.
Per Definition ist der Raum C§°(2) dicht im Hilbert-Raum X := VVO1 (). Wir definieren

" du ov
alu,v) = /Q Z; B, (z) 3, (x)dz,  Yu,veX (14.4)
flv) = f(z)v(z)dz, Vv e X. (14.5)

Q

Lemma 14.1. Seien Q C R" beschrinktes Gebiet sowie f € L?(Q2). Dann sind durch (14.5) bzw.
(14.4) eine beschrinkte Linearform bzw. beschrinkte Bilinearform auf X bzw. X x X definiert.

Beweis: Linearitidt von f bzw. a folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des Lebesgue-
Integrals. Die Beschranktheit von f folgt mittels Holder-Ungleichung

[F ) < I llz@llollz@) < [ fllz2@llvllwz)-

Die Beschranktheit von a ergibt sich iiber die Héldersche Ungleichung aus

o) < (Z / 2d$) ) (Z/ﬂ

Man kann nun in (14.3) zu Elementen u,v € X iibergehen. Seien dazu (up)nen und (vy)neN
Folgen in C§°(£2) mit den Grenzwerten u,v € X. Dann gilt mit K = 1 nach Nullergénzung

ox

) 1/2
o dw) = |lullwr2@ llvllwiz@)- O

ou

ov

lf(on) — f(v)] < Mlv, —v||lx =0, n— oo

la(un,vn) — a(u,v)] = |a(up —u,vy) + alu, v, — v)|
< K (lun = ullxllvnllx + fJullxJvn = vl[x)
— 0, n— oo.

Ferner kann man in der Formulierung (14.3) zu Gebieten mit lediglich Lipschitz-stetigem Rand
iibergehen (vgl. Bemerkung 5.12 bzw. H.-W. Alt [2], Satz A.6.8. Diese Vorbetrachtungen moti-
vieren folgende Definition.

Definition 14.2. Als verallgemeinerte Aufgabenstellung des homogenen Dirichletschen RWP
der Poisson—Gleichung bezeichnet man

Finde ue X :  a(u,v) = f(v), YvelX. (14.6)

Die Lésung uw € X heifit verallgemeinerte Losung des RWP (14.1)-(14.2).

Bemerkung 14.3. Offenbar ist jede klassische Losung auch verallgemeinerte Losung. Die Um-
kehrung gilt bei hinreichend glatten Daten, hier f € C'(Q) und bei C'-glattem Rand, unter der
Regularitiitsvoraussetzung u € C2(Q) N C(Q). O

Die Lax-Milgram Theorie aus Kapitel 12 zum Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis verallgemei-
nerter Losungen erfordert noch den Nachweis der strikten Koerzitivitdt von a auf X. Wegen

- v |?
a(v,v) = E / ‘({91'
i=1 71T

dz < ||vl[fi(q)-
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ist eine modifizierte Abschétzung erforderlich. Dazu erkldren wir im nachfolgenden Lemma eine
neue Norm auf X.

Lemma 14.4. Fir eine beschrinkte, offene Punktmenge Q0 C R"™ sind auf X = Wol’z(Q) die
Ausdriicke | - |[y12(q) und

9 1/2

dx) (14.7)

Julx == Va(u,u) = <i1/9

Beweis: (i) Per Definition ist

U
(9::3@-
dquivalente Normen.

Julx < lullwrz)-

(ii) Sei nun uw € C§°(£2). Wegen der Beschrianktheit von  existiert eine offene Kugel B(0,r)
mit Q C B(0,7). Die Funktion u wird auflerhalb von Q mit Null fortgesetzt. Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und die Holder-Ungleichung liefern

2

lu(z)]* = '/_r §,$2,...,xn) < (ﬂﬂ—i-?")/_r1 5—;(5,@,...,33”) d¢
2
< 2T/ aaul (£>‘T2, xn) dé-, Vo = (.Il, ,fEn) e Q.

Integration iiber Q liefert fiir beliebige u € C§°(€2)

ou

[ullZ2 ) < 4r° el I Cilul}  Cpi=2r (14.8)
L2(Q)
sowie
HUle 2(Q) = < (14 CE)|ulk, Vu € X.
Die Dichtheit von C§°(2) in Wol’Q(Q) beziiglich || - ||y1,2 ergibt die Behauptung,. O

Die Beziehung (14.8) heifit auch Friedrichsche Ungleichung. Damit ist das Lemma von Lax-
Milgram (vgl. Satz 13.6) anwendbar.

Satz 14.5. Seien Q C R™ beschrinktes Gebiet sowie f € L?()). Dann gibt es eine und nur
eine verallgemeinerte Losung u € Wol’Q(Q) der Variationsgleichung (14.6).

14.2 Strikt elliptische Gleichungen 2. Ordnung

Wir betrachten nun in einem beschrinkten Gebiet 2 C R™ das homogene Dirichletsche RWP fiir
allgemeinere lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung in sogenannter Divergenzform

“ 0
B ”Z:l Ox; <al] 6%]) Zb )+ e@u(e) = f(z), =€, (14.9)

u(z) =0, z€df (14.10)

bei gegebenen Funktionen

aij, b, e, [ Q—=R, i,j=1,..,n.
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Fiir hinreichend glatte Daten gemiB a;; € CH(Q); bj,c, f € C(Q),i,j = 1,...,n wurde in Ab-
schnitt 5.5 eine Funktion u € C%(Q) N C() klassische Losung von (14.9),(14.10) genannt, wenn
die Gleichungen (14.9) bzw. (14.10) punktweise auf Q bzw. 9Q erfiillt sind. Diese starken Glétte-
forderungen an die Daten des Problems sind bei praktischen Anwendungen oft nicht erfiillt.

Zur Ableitung eines verallgemeinerten Problems gehen wir wie in Kapitel 14.1 vor. Multipli-
kation der Gleichung (14.9) mit einer beliebigen Testfunktion v € C§°(Q2), Integration iiber
sowie partielle Integration des Terms mit Ableitungen 2. Ordnung und Beriicksichtigung der
Randbedingung v = 0 ergeben

= ou Ov " u

ajj——+ bj— +culv dac:/fvdx. (14.11)

/Q szl J8£Cj 8£Cl ]Zl ]axj Q

Sei
it ou (% " ou
a(u,v) = / Z Qi oz, pr ij oz, +cu| v | dz, (14.12)
j=1

flv) = /fvd:v. (14.13)

Durch (Zunachst formalen) Grenziibergang von u,v € C5°(€2) zu Elementen im Hilbert-Raum
X = W0 (Q) gelangen wir zu

Definition 14.6. Als verallgemeinerte Aufgabenstellung des homogenen Dirichletschen RWP
(14.9)-(14.10) bezeichnet man
Finde ue X :  a(u,v) = f(v), YveX. (14.14)

Die Lésung uw € X heifft verallgemeinerte Losung von (14.9)-(14.10).

Wir untersuchen nun wieder, ob die Voraussetzungen der Lax-Milgram Theorie fiir diese Varia-
tionsgleichung erfiillt sind.

Lemma 14.7. Sei Q C R" beschrinktes Gebiet und gelte
aij,bj,c € L¥(Q), 4,5 =1,..,n; [ e L}Q). (14.15)

Ferner maégen fiir die symmetrische Matrix A(zx) = [al-j(x)]?jzl gleichmiflig auf Q) positive Kon-
stanten v und I" existieren mit

VZQ < Z aij(2)6:& <TY & in Q fii, V&= (&), € R" (14.16)

1,j=1 i=1
Dann sind f nach (14.13) bzw. a nach (14.12) beschrinkte Linearform auf X bzw. beschrinkte
Bilinearform auf X x X.

Beweis: (i) Linearitéit von f bzw. Bilinearitidt von a sind offensichtlich.
(ii) Mittels der Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Friedrichs erhalten wir

[F)] < fll2@yllvllizz) < CrllfllL2@)lviwe@)-

(iii) Die Beschrénktheit von a = a; + agy ergibt sich in zwei Schritten. Zunéchst erhalten wir
iiber die verallgemeinerte Cauchysche Ungleichung (Ubungsaufgabe !)

1/2 1/2

> ag@gm) < | Y lail1g11€] > laig] njllml

1,7=1 i,j=1 1,7=1
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und die Voraussetzung an die Matrix A(z) die Abschétzung

ou (%
ot = |3 [a 2t

i,5=1
1/2 1/2

<
< Z/'“”' oz, ‘axz o Z/'““' dz; 63;2

ij=1 J i,7=1 J

n 1/2 / p 9 1/2
ou |2 v

< T d d
< Kiullwrz@) llvlwizg)-

Weiter ist nach verallgemeinerter Holderscher und Friedrichsscher Ungleichung

= ou
lag(u,v)| = Z/ij%jvdx—i-/ﬂcuvdx
7=1

< D bl |5 vllzz(@) + llellze (@) l[ull 2o IVllz2@)
= i llL2(Q)
; 2 Ou C C
< D M1l Z a— + Crllellze@llullwie@) | Crllviwiz@
\j:l \_] 1 L2(Q)
< ZHb 70 @ lellwrze) + Crlicli=ollullwiz@) | Crlivilwize)
< KzllUwa(Q)Hv\lwmm)-

Aus den beiden Abschétzungen folgt die Beschréinktheit von a. AbschlieBend sei vermerkt, dafl
im Beweis nur die obere Abschétzung aus (14.16) benutzt wurde. O

Lemma 14.8. Uber die Voraussetzungen von Lemma 14.7 hinaus gelte

ob;
—— € L™(Q), j=1,..
axj ( ) j ) ) n
sowie
ob;
c(x)—— —L(x) >0 fii. in Q.
Ox;
J=1
Dann ist die Bilinearform a nach (14.12) X —elliptisch.
Beweis: Ubungsaufgabe (Hinweis: Partielle Integration von as(u,u) !) 0

Nach den Lemmata 14.7 und 14.8 ist das Lemma von Lax-Milgram anwendbar.
Satz 14.9. Unter den Voraussetzungen der Lemmata 14.7 und 14.8 existiert eine und nur eine
verallgemeinerte Losung u € Wol’z(Q) des RWP (14.9),(14.10).

Wir betrachten jetzt zwei typische Anwendungsfille, die jeweils Verallgemeinerungen des im
Abschnitt 14.1 betrachteten Poisson-Problems darstellen.
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Beispiel 14.10 ( Transmissionsproblem)
Sei 2 C R"™ beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0f2, so dafl mit paarweise durch-
schnittsfremden und Lipschitz-stetig berandeten Gebieten Q gilt Q = Uﬁilﬁk. Sei ferner

a;ij(x) == a(x)dy, 4,j=1,...,n; a(x)lq, =ar >0, k=1,.., K.
Das verallgemeinerte Problem

8u ov
/ Z 63:] axzdx:/ﬂf(x)vdx

5,j=1

hat dann eine und nur eine Losung u € I/VO1 ’Q(Q). Derartige Transmissionsprobleme treten zum
Beispiel bei der Warmeleitung in einem Korper 2 auf, der aus verschiedenen Materialien mit
unterschiedlicher Warmeleitfdhigkeit zusammengesetzt ist. a

Beispiel 14.11 (Diffusions-Konvektions-Reaktions-Problem)
Im Randwertproblem (14.9)-(14.10) sei u z.B. die Konzentration eines Stoffes, der sich in einem
chemischen Reaktor €2 befindet. Dann beschreiben die Terme

o —> ", 8?:1- (%) (x) die Anderung von u unter dem EinfluB von Diffusion,

o >0 1 bj(x ) ( ) die Anderung von v unter dem Einflul des Transports durch die Stromung
im Reaktor mit der Geschwindigkeit b(z) = > ", b;(z)e; und

o c(z)u(x) — f(x) die Anderung von v unter dem Einflul einer (stark vereinfachten) chemi-
schen Reaktion.

Bei inkompressibler Strémung, d.h. 7 =1 amj = 0, und endothermer chemischer Reaktion, d.h.
c(x) > 0, existiert nach Satz 14.9 eine eindeutige verallgemeinerte Losung u € WO 2(Q). 0
Bemerkung 14.12. Die Lax-Milgram Theorie (vgl. Satz 14.9) liefert offenbar noch keine Losbar-

keitsaussage, wenn die Voraussetzungen an die Terme 1. und 0. Ordnung nicht erfiillt sind. Ein
wichtiger Fall ist die sogenannte Helmholtz-Gleichung

— (Au) (z) + c(z)u(z) = f(z), z€Q

ohne Vorzeichenbeschréinkung an den Koeffizienten c. Fiir ¢(x) = —k? < 0 tritt sie bei der
Ermittlung zeitharmonischer Losungen der Wellengleichung auf. Wir erweitern in Teil III die
Theorie so, dal auch in solchen Fillen eine Losbarkeitsaussage moglich sind. O

14.3 Zusammenhang mit Minimierungsproblemen

Mit den Bezeichnungen von Abschnitt 14.2 sei speziell a symmetrische, stetige, strikt koerzitive
Bilinearform auf dem reellen Hilbert-Raum X = VVO1 ’2(9). Fir das quadratische Variationspro-
blem

Finde ue X : F(u):= %a(u,u) — fu) < F(v), YveX (14.17)

gilt der folgende Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 14.13. Unter den Voraussetzungen von Satz 14.9 sei speziell a symmetrisch, d.h. bj(x) =
0,z € Q, j=1,..,n. Dann hat das Minimierungsproblem (14.17) eine und nur eine Lidsung
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u € X. Sie ist auch Losung der Variationsgleichung (14.14).
Beweis: Folgerung aus den Sétzen 13.9 und 14.9. a

Beispiel 14.14. (Minimierungsproblem von Dirichlet)
Von Dirichlet stammt das folgende spezielle Minimierungsproblem

1 " ou 2
: . — — in !
Finde w : F(u) =3 / ZE 1 < Z> dzx / f(x)udm min !.

Die Losbarkeit dieses Problems war lange offen. Man kann zeigen, dafl die Aufgabe keine klas-
sische Losung in X = {v € CY(Q) : v = 0 auf dQ} besitzt. Mit X = WOI’2(Q), d.h. nach
geeigneter Vervollstindigung des Losungsraumes, folgt jedoch die eindeutige Losbarkeit. Dieses
Minimierungsproblem bildete im Prinzip den Ausgangspunkt der modernen Theorie partieller
Differentialgleichungen. O

14.4 Finite-Elemente-Verfahren

Die verallgemeinerte Aufgabenstellung (14.14) des elliptischen RWP (14.9)-(14.10) fiithrt nun
direkt auf das Ritz-Galerkin Verfahren, das wir in Abschnitt 13.3 abstrakt eingefiihrt haben.
Wesentliche praktische Probleme sind noch die Konstruktion geeigneter Unterrdume

Xy CX, dim Xy=N <

von X = I/VO1 ’Q(Q), die Generierung und Losung des entstehenden linearen Gleichungssytems.
Ritz-Galerkin Verfahren mit Unterrdumen, die von stiickweise polynomialen Basisfunktionen
aufgespannt werden, heiflen Finite-Elemente-Methoden (FEM). Sie gehoren zu den wichtigsten
numerischen Verfahren zur Losung von Problemen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften.

Wir erldutern die wichtigsten Ideen am RWP (14.1)-(14.2) aus Kapitel 14.1, d.h. fiir das Dirich-
letsche RWP der Poisson-Gleichung

—Au(x) = f(x), =€ u(z) =0, =z €.

Ausgangspunkt ist die verallgemeinerte Aufgabenstellung (14.6). Sei vereinfachend §2 konvexes,
polyedrisches Gebiet mit

Dabei seien 2 fiir n = 1 Intervalle, fiir n = 2 Dreiecke und fiir n = 3 Tetraeder. Wir fordern
hinsichtlich der Zerlegung in Teilgebiete (”finite Elemente”)

e Zulidssigkeit: Die Teilgebiete 2; haben entweder genau eine gemeinsame Fliche (fiir
n = 3), genau eine Kante (fiir n > 2), genau einen Punkt (fiir n > 1) gemeinsam oder sind
paarweise durchschnittsfremd.

e Fiir den Durchmesser der {2; umbeschriebenen Minimalkugel gilt 0 < h; < h, j=1,...,J.

Zur Konstruktion eines geeigneten Unterraumes Xy C X = I/VO1 ’Z(Q) betrachten wir den ein-
fachsten Fall der stiickweise linearen Lagrange-Interpolation: Seien Pj, ..., Py die in €) liegenden
Eckpunkte der finiten Elemente. Fiir fixiertes j definieren wir stiickweise lineare Basisfunktionen
so, daB8 ¢;(P;) = d;; gilt. In den auf dem Rand 02 liegenden Eckpunkten sollen alle Basisfunk-
tionen verschwinden. Die Funktionen ¢; werden nun durch lineare Interpolation auf Q definiert.
Dann sei

Xy = span{g1, ... dw }.
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Per Konstruktion ist offenbar Xy C X = Wol’Q(Q).
Das zugehorige Ritz-Galerkin Verfahren lautet

N
Finde u" = Zq@ € Xy: a(w®,v)=f(v) Yve Xy (14.18)
j=1

mit

Wegen der speziellen Wahl der diskreten Unterriume bezeichnet man dieses Verfahren auch als
Finite-Elemente-Methode (FEM).

Nach Lemma 13.12 ist die FEM &dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem Au = f. Bei
praktisch relevanten Aufgaben ist die Dimension N sehr grofl. Die Koeffizientenmatrix A ist
jedoch durch die spezielle Wahl der Basisfunktionen sehr schwach besetzt, d.h. sie besitzt nur
sehr wenige Nichtnullelemente. Bei der Generierung des Gleichungssystems hat dies den Vorteil,
daB relativ wenige Integrale zu berechnen sind. Bei der Losung des Gleichungssystems verwendet

man oft iterative Verfahren, die die schwach besetzte Struktur der Matrix ausnutzen.

Vernachlissigt man Fehler, die eventuell bei der numerischen Integration bei der Berechnung
der Matrixeintrdge bzw. auf der rechten Seite sowie bei der Losung des Gleichungssystems ent-
stehen, so gilt folgendes Resultat in der Norm |- [};12 @

0

Satz 14.15 Sei Xy der beschriebene FEM-Unterraum von X = W01’2(Q). Unter den Vorausset-
zungen des Existenzsatzes 14.5 ist die Matriz A = (a(¢;, ¢z))f\[]:1 nichtsinguldr. Fir die damit

existierende, eindeutig bestimmte Losung u™ € Xy gelten die a-priori Stabilititsabschitzung
N 1
lu|x < ;HfHL?(Q)

und die Fehlerabschdtzung

K
lu—uN|xy < — inf [ju—o|x. (14.19)
Y vEXN

In der Approximationstheorie wird folgendes Resultat bewiesen.

Lemma 14.16. Fiir die verallgemeinerte Losung u € X des Problems (14.6) gelte u € W%2(Q).
Dann gilt

vieIgN lu —v[x < Chl|f|lL2@)-

Fiir konvexe, polyedrische Gebiete €2 sind die Voraussetzung des Lemmas erfiillt. Damit folgt
fiir den Diskretisierungsfehler
lu—uN|x < Chllf|lr2(0)-

Bemerkung 14.17. Die hier nur sehr grob skizzierten FEM werden ausfiihrlich im Rahmen
einer nachfolgenden Vorlesung iiber Numerik partieller Differentialgleichungen behandelt. a
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Kapitel 15

Schwache Konvergenz in reflexiven
Raumen

Im nachfolgenden Teil ITI der Vorlesung wollen wir die Losbarkeitstheorie linearer Operatorglei-
chungen auf sogenannte kompakte Operatoren auf normierten Réumen erweitern.

Zur Vorbereitung behandeln wir zunéchst reflexive Rdume und erweitern den Konwvergenzbegriff.
Wir greifen dazu auf zahlreiche Begriffe und Aussagen aus den Kapiteln 11 (iiber Dualrdume),
12 (zum Darstellungssatz von Riesz) sowie 9 (zum Prinzip der Normbeschrinktheit) zuriick.

15.1 Reflexive Riaume

Nach Satz 11.6 sind Dualrdume X™* normierter Rdume erneut normierte Rdume. Man kann daher
deren Dualrdume bilden.

Definition 15.1. Der Dualraum X** := (X*)* des Dualraums X* eines normierten Raumes
X heiffit Bidualraum von X.

Wir iiberlegen zuniichst, dafl sich ein normierter Raum X als Unterraum seines Bidualraumes
charakterisieren 1&8t.

Satz 15.2. Die durch
(Bu)(f) = f(u), uwelX, feX" (15.1)

definierte kanonische Einbettung FE : X — X** eines normierten Raumes X in seinen Bidual-
raum X** ist ein isometrischer Isomorphismus von X auf E(X).

Beweis: (i) Wir zeigen, daf fiir u € X die Aussage Fu € X** folgt. Per Definition ist
(Bu)(of +8g) = (af +B9)(w) = af(u)+Bg(u)
= a(Bu)(f) + B(Eu)(g)-

Folgerung 11.4 (iii) aus dem Fortsetzungssatz von Hahn—Banach ergibt nun

|1Bull = sup [(Bu)(f)] = sup [f(u)] = [[u].
IFlI=1 IFlI=1

Dies zeigt auch die Isometrie von E.
(ii) Wir zeigen die Linearitdt von F : X — X**. Fiir alle f € X* gilt

(E(au+pv))(f) = flau+pv) = af(u)+Bf(v)
= a(Bu)(f)+B(Ev)(f) = (aBu+pBEv)(f). O

119
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Die kanonische Einbettung ist nicht in jedem Fall surjektiv. Dies motiviert

Definition 15.3. FEin normierter Raum X heifst reflexiv, wenn die kanonische FEinbettung
E: X — X** surjektiv ist.

15.2 Charakterisierung reflexiver Ridume

Nach Satz 11.6 sind Dualrdume Banach-Riume. Daher mufl ein reflexiver normierter Raum
notwendig vollstdndig sein. Nachfolgend geben wir Beispiele und Charakterisierungen reflexiver
R&ume an.

Satz 15.4. Jeder endlichdimensionale normierter Raum ist reflexiv.

Beweis: Nach Satz 11.6 (ii) gilt dim X** = dim X* = dim X < oco. Damit ist die lineare
injektive Abbildung E : X — X™** auch surjektiv. a

Fiir die funktionalanalytische Charakterisierung von Randwertaufgaben sind die beiden folgen-
den Beispiele von Bedeutung.

Satz 15.5. Die Lebesque-Riume LP(Q)) iiber beschrdinkten, mefibaren Punktmengen Q C R"
sind fir 1 < p < oo reflexiv.

Beweis: Sei ¢ € (LP(Q2))**. Nach Satz 11.9 existiert zu jedem Funktional f € (LP(Q))* fiir
1 < p < oo genau ein v € L1(Q) mit 1/p+1/¢ =1, daf

flu) = /Qu(x)v(x)dx, Yu € LP(Q).

Ferner ist die Abbildung f — v ein isometrischer Isomorphismus von (LP(2))* auf L?(€2). Damit
erkldrt die Abbildung

g:v o(f)

ein Funktional g € (L9(2))*.
Wir wenden erneut Satz 11.9 an. Dann gibt es ein Element u € LP(2) derart, daf

g(v) = /Qv(x)u(x)dx, Vo € LI(Q).

Also ist
o(f) = f(uw), Vfe(LP())"
d.h. ¢ = Fu. Das ergibt die Behauptung. a

Satz 15.6. Der Raum C(2) mit beschrinktem Gebiet Q C R™ ist mit der Mazimum-Norm
nicht reflexiv.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den eindimensionalen Fall Q@ = (0,1). Sei U C (C[0, 1])*
Unterraum aller linearen Funktionale der Form

1 n
fw = [ u)de+ > el

mit n € N, reellen Gewichten «, ay; sowie den Stiitzstellen xy € [0,1],k = 1,...,n. Wir wihlen
jetzt ug € C0, 1] mit den Eigenschaften

1
Jetoll oy = 1, /0 wol@)de = 0, uo(wy) = sign(ar), k=1,..,n.
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Die Existenz eines solchen Elementes kann mit Hilfe des Alternantensatzes von Tschebyscheff
bewiesen werden (vgl. Skript Numer. Math. 1T SS 1995, Abschnitt 5). Nun folgt

IFI = 1f (uo)l =D lawl, VfeU.
k=1
Sei jetzt ¢ : U — R lineares Funktional geméaf
S(f) = a
k=1

Dann ist ¢ € U* wegen

() <Y el < IIf]-
k=1

Fortsetzung nach dem Satz von Hahn-Banach (vgl. Theorem 11.2) liefert ein lineares beschrank-
tes Funktional ¢ € (C[0,1])**.

Wir treffen die Annahme, dafl ein Element ug € C[0, 1] mit ¢ = Eug existiert. Dies bedeutet
o(f) = fluo), Vfe(C01])7,
insbesondere fiir alle f € U. Wir betrachten speziell die Funktionale
fziu—u(z), =xe€l0,1].
Fiir sie gilt per Konstruktion

1= ¢(f$) - fﬂﬁ(uo) - UQ(.%'), LS [07 1]'

Fiir f € U mit a # 0 ergibt sich dann aber iiber
> ak=0(f) = flu) =+ _ oy
k=1 k=1

ein Widerspruch zur Annahme. Daraus folgt die Behauptung. a
Satz 15.7. Hilbert-Rdume sind reflexiv.

Beweis: (i) Der Dualraum X* eines Hilbert-Raumes X ist mit dem Skalarprodukt

(fs9)xrxx+ = (V,u) xxx (15.2)

Hilbert-Raum. Dabei sind u,v € X nach dem Rieszschen Darstellungssatz (vgl. Theorem 12.1)
die Reprasentanten der beschrénkten linearen Funktionale f und g. Offensichtlich {ibertragen
sich die Axiome des Skalarproduktes von X auf X*. Durch

(f, F)xexxe = (u,u)xxx = llulX = [If[I%-
wird schliefilich eine Norm auf X™* induziert.

(ii) Wir zeigen, dafl die kanonische Einbettung F : X — X™* surjektiv ist. Sei dazu ¢ €
X**. Bei Anwendung des Darstellungssatzes von Riesz auf den Hilbert—Raum X* findet man
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ein Funktional f € X* mit dem Reprisentanten v € X so, dafl fiir alle ¢ € X* mit dem
Reprisentanten v € X gilt

() = (9, f)xexx+ = (u,0)xxx = g(u).
Daraus folgt aber ¢ = Fu und damit die Behauptung. a
Satz 15.8. Abgeschlossene Unterrdume reflexiver normierter Raume sind reflexiv.

Beweis: Sei U abgeschlossener Unterraum des reflexiven normierten Raumes X. Wir fixieren
das Element ¢ € U** und definieren durch

O(f) = o(flv), feX”

ein lineares Funktional ¢ auf X*. Die Beschrinktheit von ¢ folgt aus

(O < Mol flull < el f1I-

Wegen der Reflexivitit von X existiert ein Element ug € X mit

U(f) = fluo), VfeX"
Wir treffen die Annahme ug & U. Wegen der Abgeschlossenheit von U gilt

d := inf ||[v — gl > 0.
velU

Nach dem Trennungssatz (vgl. Satz 11.3) gibt es dann ein Funktional fy € X™* mit
folu) =0, VueU;  fo(uo)=d.
Dies fiithrt aber mit
d = fo(uo) =¥ (fo) = ¢(folu) = ¢(0) =0

auf einen Widerspruch. Also ist ug € U.

Sei jetzt g € U*. Nach dem Fortsetzungsatz von Hahn—Banach kann g als Einschrinkung g = f|y
eines Funktionals aus X* angesehen werden. Damit erhalten wir

?(g) = o(flv) = ¥(f) = fuo) = g(uo) = (Euo)(9),
d.h. ¢ = El|y(ug). Daraus folgt die Behauptung. O
Satz 15.9. FEin Banach-Raum ist genau dann reflexiv, wenn sein Dualraum reflexiv ist.

Beweis: (i) =) Sei zunéchst der Banach-Raum X reflexiv. Wir betrachten ein Element F' €
X***. Wir definieren f € X* durch
f:=FFEx.

Nach Voraussetzung findet man zu jedem ¢ € X** ein Element u € X so, dal ¢ = Exu. Speziell
ist damit ¢(f) = f(u). Daraus erhalten wir

F(¢) = F(Exu) = f(u) = ¢(f), Vo X™,
d.h. F = Ex+f. Damit ist X* reflexiv.

(ii) <) Sei jetzt X* reflexiv. Nach (i) ist X** reflexiv. Da E(X) vollstdndiger und damit abge-
schlossener Teilraum von X™** ist, haben wir nach Satz 15.8, dafl E(X) reflexiv ist. Nach Satz
15.2 ist E(X) isometrisch isomorph zu X. Also ist auch X reflexiv. O
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15.3 Schwache Konvergenz
Wir betrachten nun eine Verallgemeinerung des in Abschnitt 1.4 eingefithrten Begriffs der
”Normkonvergenz” bzw. ”starken Konvergenz”.

Definition 15.10. (i) Eine Folge (uy)nen von Elementen in einem normierten Raum X heifft
schwach konvergent, wenn ein Grenzelement u € X mit der Figenschaft

lim f(u,) = f(u) (15.3)

n—oo

fiir alle stetigen und beschrdinkten Funktionale f € X* existiert. Man schreibt
Up = U, N — 00. (15.4)

(i) Eine Folge (fn)nen linearer beschrinkter Funktionale in X* heif$t schwach-*-konvergent,
wenn ein Funktional f € X* existiert mit

T f(u) = f(w) (15.5)

fir alle w € X. f heifit Grenzelement der schwach-x-konvergenten Folge. Man schreibt
fo="f, n—o0 (15.6)

Die schwach-*-Konvergenz einer Folge (f,,)nen beschriankter linearer Funktionale entspricht of-

fenbar der punktweisen Konvergenz.

Man kann nun eine schwache Topologie auf X bzw. eine schwach-+-Topologie auf X* einfiihren.
Dabei sollen die schwache Konvergenz bzw. die schwach-+-Konvergenz mit dem durch die neue
Topologie jeweils induzierten Konvergenzbegriff zusammenfallen. Man beachte, dafl diese neuen
Topologien in der Regel nicht mit der Normtopologie iibereinstimmen.

Satz 15.11. Die Grenzelemente einer schwach konvergenten bzw. schwach-+- konvergenten Fol-
ge sind eindeutig bestimmit.

Beweis: (i) Gelte u,, — u sowie u,, — v fiir n — oo. Folglich ist f(u) = f(v) fiir alle f € X*.
Folgerung 11.4 (ii) aus dem Satz von Hahn-Banach ergibt mit v = v die Eindeutigkeit.

(i) Gelte f, =* f bzw. f, —=* g fiir n — oo. Dann folgt f(u) = g(u) fiir alle u € X, also f = g.
O

Satz 15.12. Schwach konvergente Folgen in einem normierten Raum sind beschrinkt.

Beweis: Gelte u, — u fiir n — oco. Mit der kanonischen Einbettung E : X — X** betrachten
wir die Bildfolge (Fup)nen in X**. Dann ist per Definition

d.h. die Folge (Euy,)nen linearer Operatoren aus dem Banach-Raum X* in den normierten
Raum C ist punktweise beschrinkt. Nach Theorem 9.9 (Prinzip der Normbeschrénktheit) ist
(Eup)nen normbeschrinkt. Dann gibt es unter Beachtung von Satz 15.2 eine Konstante C' > 0
so, daf3

lunl = ||Euy| < C, VneN. O

Satz 15.13. Schwach-+-konvergente Folgen im Dualraum eines Banach-Raumes sind beschrdnkt.
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Beweis: Schwach-x-konvergente Folgen konvergieren punktweise. Dann folgt die Behauptung
aus dem Prinzip der Normbeschrénktheit (vgl. Theorem 9.9). O

Satz 15.14. Schwach konvergente Folgen im Dualraum eines normierten Raumes sind auch
schwach-+-konvergent. In reflexiven Rdumen ist auch die Umkehrung richtig.

Beweis: Die Aussage f, — f,n — oo heifit

U(fn) = ¥(f), n—o0, Vipe X (15.7)

Das impliziert speziell
fo(u) = (Bu)(fn) = (Bu)(f) = f(u), n—o0, VuelX, (15.8)
also f, = f,n — oo. Fiir reflexive Rdume X sind (15.7) und (15.8) dquivalent. O

Das Verhéltnis ”starker” und schwacher Konvergenz beschreibt der

Satz 15.15. Jede normkonvergente Folgen ist auch schwach konvergent. Die Grenzelemente
stimmen tiberein.

Beweis: Dies ergibt sich aus

[ (un) = fu)| = |f(un — )| <[ fI| fun —ull, VfeX* O

Nachfolgendes Beispiel zeigt, dal die Umkehrung in der Regel falsch ist.

Beispiel 15.16. FEin vollstindiges Orthonormalsystem (¢n)neN in einem unendlich dimensio-
nalen Prd-Hilbert Raum ist schwach konvergent, jedoch nicht stark konvergent.

Beweis: Nach Satz 8.17 gilt fiir alle Elemente uv € X die Parsevalsche Gleichung
o
D 1w, 60) P = Jlull
n=1

Nach dem notwendigen Konvergenzkriterium fiir Reihen ist dann (u,¢,) — 0,n — oo. Der
Rieszsche Darstellungssatz impliziert

¢n — 0, n — oo.
Andererseits ist (¢, )nen keine Cauchy—Folge wegen

Ifn — dmll> =2, n#m,

also auch nicht konvergent. a

15.4 Beschrinkte Folgen in reflexiven Raumen

Von besonderer Bedeutung fiir die weiteren Untersuchungen ist die Frage, unter welchen Bedin-
gungen beschriankte Folgen konvergente Teilfolgen besitzen. Insbesondere zeigen wir, dafl jede
beschriinkte Folge in einem reflexiven Raum eine schwach konvergente Teilfolge enthélt.

Satz 15.17. In einem separablen normierten Raum enthdlt jede beschrinkte Folge in X™* eine
schwach-+-konvergente Teilfolge.
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Beweis: Nach Definition 3.4 ist ein metrischer (also auch normierter) Raum separabel, falls er
eine abz#hlbare dichte Teilmenge enthélt. Sei (f,)nen beschrénkte Folge in X*, d.h. || fu|| < C
fiir alle n € N. Ferner sei (u;)ien eine in X dichte Folge. Dann ist die Folge (fn(u;))nen in C
beschrinkt wegen der fiir alle fixierten ¢ € N giiltigen Abschitzung

[ (ua)| < [Lfnll luill < Cllusl].

Wir wenden jetzt den Satz von Bolzano-Weierstrafl in Kombination mit dem beim Beweis (vgl.
Ubungsaufgabe) des Satzes von Arzela-Ascoli (vgl. Theorem 3.13) benutzten Diagonalisierungs-
verfahren an. Dadurch findet man eine Teilfolge (f,())ken so, daB fiir alle Elemente u; die Folge
(fn@k) (i) ren fiir k — oo konvergiert.

Sei jetzt u beliebiges Element in X. Wegen der Separabilitit gibt es zu jedem € > 0 eine Zahl
i € N so, dafl
€
E.
Wegen der Konvergenz der Folge (fy,(x)(ui))ren findet man eine Zahl N(e) € N mit

[ = wil| <

€
| frar) (i) = fry(wi)| < 3 Vk,1 > N(e).
Also ist

| gy (@) = Frgey (i) | + | Frey (ws) = Fay(ua)| + | fagy (ws) — Faqy(w)]

<
< 20 us — ull + | fry (i) — fry(wi)| <€

fiir alle Zahlen k,l > N(e). Somit ist (fy,x)(w))ren fiir alle Elemente u € X Cauchy-Folge und
damit konvergent, denn C ist Banach-Raum. Also ist die Folge (fy,())reN beschrénkter linearer
Funktionale punktweise konvergent. Durch

fu) = lim f ) (u)

k—o00

wird dann ein lineares Grenzfunktional erklirt. Es ist wegen

[fu(w)] <[ fall lull < Cllul

beschréiinkt mit der Schranke C. Daraus folgt die Behauptung. 0

Lemma 15.18. Der Dualraum X* des normierten Raumes X sei separabel. Dann ist auch X
separabel.

Beweis: Sei (fy,)nen eine in X* dichte Folge. Wir wihlen zu jedem Funktional f,, ein Element
Up € X mit

1
[unll =1, [fa(un)l 2 5 fal

und definieren

U := span{u, : n € N}.

Wir nehmen an, dafl U # X. Dann gibt es nach dem Trennungssatz (vgl. Satz 11.3) ein f € X*
mit ||f|| = 1 und f(u) = O fiir alle u € U. Wegen der Dichtheit von (f,)nen in X* finden wir
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eine Zahl ng € N so, da8 || fn, — f|| < 3. Dann impliziert ||f| = 1 die Aussage || f,,| > 3. Wir
erhalten dann wegen

1 1
Z < §||fn0H < |fn0(un0)| = |fn0(un0) - f(un0)|
1
< fno = £l lfunoll = llfne = I < 4
einen Widerspruch. Damit ist U = X, also X separabel. a

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist

Theorem 15.19. In einem reflexiven normierten Raum enthdlt jede beschrinkte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (up)nen eine beschrinkte Folge im reflexiven Raum X. Nach Satz 15.8 ist der
abgeschlossene Unterraum

U :=span{u, : n € N}

von X auch reflexiv.

Weiterhin ist U separabel, denn die Menge aller Linearkombinationen mit rationalen Koeffi-
zienten liegt dicht in U. Wegen der Reflexivitdt von U ist auch U*™* separabel. Lemma 15.18
impliziert die Separabilitdt von U*.

Die kanonische Einbettung £ : U — U™ bildet (unter Beachtung von Satz 15.2) die beschrank-
te Folge (up)nen aus U in die beschrinkte Folge (Euy)nen in U™ ab. Nach Satz 15.17 besitzt
(Eup)nen eine schwach-*-konvergente Teilfolge

Eun(k) —~*pe U**, k — oo,

damit
(Bun)(f) = o(f), k—o0, VfeU" (15.9)

Wegen der Reflexivitéit von U existiert ein Element v € U mit ¢ = Eu. (15.9) ist dann dquivalent
zZu

f(un@y) — f(u), k—oo, VfeU"
Fiir beliebige f € X* gehort die Einschrinkung f|y zu U*. Daher folgt

f(un(k)) _>f(u)7 k — o0, VfGX*,

also
Up(k) — U, Kk — o0 a

Bemerkung 15.20. Wesentliche Anwendung finden die Aussagen dieses Abschnitts bei der Un-
tersuchung von (nichtlinearen) Operatorgleichungen in reflexiven Rdumen nach folgender Idee:
Man untersucht die Existenz von Ndherungslosungen u,, des Problems in endlichdimensionalen
Unterrdumen X,, C X und beweist die gleichméfige Beschrinktheit der Losungen (a—priori
Abschitzung)

AC >0: |u,|| <C, VneN.

Nach Theorem 15.19 gibt es dann eine schwach konvergente Teilfolge. Man versucht dann zu
beweisen, dafl der Grenzwert dieser Teilfolge auch Losung der Operatorgleichung in X ist. Damit
ist dieser Weg des Existenzbeweises in der Regel zugleich konstruktiv. a



Kapitel 16

Kompakte Operatoren

Im vorliegenden Kapitel fithren wir den fiir die weiteren Betrachtungen der Vorlesung grundle-
genden Begriff des kompakten Operators ein. Eigenschaften und Beispiele derartiger Operatoren
werden angegeben. Schliellich diskutieren wir den Zusammenhang mit dem Begriff Vollstetigkeit
eines Operators.

16.1 Eigenschaften kompakter Operatoren

Definition 16.1 Fin linearer Operator A: X — Y, der aus einem mormierten Raum X in
einen normierten Raum Y abbildet, heiffit kompakt, wenn er beschrinkte Mengen aus X in
relativ kompakte Mengen in'Y abbildet.

In Satz 3.9 hatten wir gesehen, dafl eine Teilmenge U eines normierten Raumes Y genau dann
relativ kompakt ist, wenn jede Folge in U eine in Y konvergente Teilfolge enthélt. Damit erhalten
wir die folgende dquivalente Charakterisierung kompakter Operatoren.

Satz 16.2. FEin linearer Operator A: X — Y ist kompakt genau dann, wenn fir jede beschrdank-
te Folge (up)nen in X die Bildfolge (Auy)nen eine konvergente Teilfolge in'Y besitzt.

Satz 16.3. Kompakte lineare Operatoren sind beschrinkt.

Beweis: Die Behauptung folgt, da relativ kompakte Mengen nach Folgerung 3.7 beschrinkt
sind. a
Satz 16.4. Linearkombinationen kompakter linearer Operatoren sind kompakt.

Beweis: Mit a,0 € C sei ad + fB: X — Y eine Linearkombination kompakter linea-
rer Operatoren. Aus einer beliebigen beschrinkten Folge (uy)nen in X wéhlen wir wegen der
Kompaktheit von A und B eine Teilfolge (uy))ken so aus, dafl die Folgen (Auy,))ren und
(Bup(k))ken konvergieren. Dann konvergiert aber auch ((aA + BB)uy,x))reN, d.h. aA + 3B ist
kompakt. O

Satz 16.5. In normierten Riumen X,Y und Z seien A: X —Y und B: Y — Z beschrinkte
lineare Operatoren. Dann ist der Operator BA: X — Z kompakt, wenn wenigstens einer der
beiden Operatoren A oder B kompakt ist.

Beweis: Sei (uy)nen eine beschrénkte Folge in X.

(i) Falls A kompakt ist, so gibt es eine Teilfolge (uy,x))ren mit Au,y) — g € Y,k — co. B ist
nach Voraussetzung beschrénkt, also auch stetig (vgl. Satz 9.3). Daher gilt auch B(Au,y)) —
Bg € Z, k — oo, d.h. BA ist kompakt.

(ii) Seien nun A beschrinkt und B kompakt. Dann ist die Folge (Aup)nen beschrénkt in Y,
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da beschrinkte Operatoren beschrinkte Mengen wieder in beschrankte Menge abbilden. Dann
findet man aber wegen der Kompaktheit von B eine Teilfolge (u,1))ken, so daf

(BA)un(k) = B(Aun(k)) —w€Z, k— oo

Also ist BA kompakt. a

Satz 16.6. Seien X normierter Raum und Y Banach—Raum. Ferner sei A,: X — Y eine Folge
kompakter linearer Operatoren, die in der Operatornorm gegen den linearen Operator A: X —Y
konvergiert, d.h.

A, — Al — 0, n — oc.

Dann ist der Grenzoperator A kompakt.

Beweis: Sei (um)men eine beschriankte Folge in X, d.h. ||u,,|| < C fir alle Zahlen m € N.
Wegen der Kompaktheit von A,, kann man mit einem bereits mehrfach angewandten Diagonali-
sierungsverfahren eine Teilfolge (wp,(x))ken so auswéhlen, dafl (A, ) )ken fiir jeden fixierten
Index n fiir ¥ — oo konvergiert.

Sei nun € > 0 vorgegeben. Wegen ||4,, — A|] — 0,n — oo gibt es eine Zahl ng € N so, dafl
[An, — All < €/(3C). Aufgrund der Konvergenz der Teilfolge (An,um k) )keN existiert weiter eine
Zahl N(e) € N mit

€
HAnoum(k) - Anoum(l)” < g, Vk,l > N(e)
Daraus erhalten wir mittels Nullergdnzung und Dreiecksungleichung

Aty — Aum@yll < [[Atm@g) — AngUm@) ||
[ Ang Uy = AngUm@)ll + [[Ang @y — Auma) |l
< € Vk,I> N(e).

Damit ist (At x))ren Cauchy-Folge, die im Banach-Raum Y auch konvergiert. a

Satz 16.7. Sei A: X — Y ein beschrankter linearer Operator mit endlichdimensionalem Bild-
bereich A(X). Dann ist A kompakt.

Beweis: Sei U C X beschriankte Teilmenge. Dann bildet der beschrinkte Operator A die Menge
U in die beschrénkte Teilmenge A(U) ab, die im endlichdimensionalen Raum A(X) liegt. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (vgl. Satz 4.9) ist dann A(U) relativ kompakt. Damit ist A
kompakt. O

Satz 16.8. Die Identitit I: X — X ist genau dann kompakt, wenn der Raum X endlichdi-
mensional ist.

Beweis: Folgerung aus dem Satz 4.11. a
Dieser Satz zeigt, dafi die Umkehrung von Satz 16.3 (iiber die Beschrinktheit kompakter Opera-
toren) i. allg. Fall nicht gilt. Ferner zeigen die Aussagen der Sitze 16.5 und 16.8, dafl kompakte

Operatoren eine beschrinkte Inverse hochstens bei endlichdimensionalem Bildbereich besitzen
konnen.

16.2 Beispiele kompakter Operatoren

Typische Beispiele kompakter Operatoren findet man in der Theorie der Integralgleichungen.
Als Beispiel geben wir
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Satz 16.9. Sei Q C R"™ nichtleere, kompakte und Jordan-mefbare Punktmenge. Dann ist der
Integraloperator

(Au)(x) = /QK(:U,y)u(y)dy, x e (16.1)

mit stetigem Kern K € C(Q2 x Q) ein kompakter Operator A: C(Q) — C(Q).
Beweis: Ubungsaufgabe (Hinweis: Man nutze den Satz von Arzela-Ascoli (vgl. Theorem

3.13).) O

In der Theorie der Integralgleichungen versucht man, die Voraussetzungen an den Kern K bei
geeigneter Wahl der entsprechenden Réume weiter abzuschwéchen. Insbesondere sind Punktsin-
gularitdten des Kerns von Bedeutung.

In den folgenden Abschnitten wollen wir die Losbarkeitstheorie von Operatorgleichungen zweiter
Art
(I-Au=g (16.2)

mit dem identischen Operator I und einem kompaktem Operator A € L(X, X) studieren. Dazu
werden ggf. Operatorgleichungen erster Art

Bu=f, BeL(X,)Y) (16.3)

geeignet umgeformt. Bei unseren Anwendungen auf Randwertprobleme elliptischer Differential-
gleichungen spielen dabei Finbettungsoperatoren eine wesentliche Rolle.

Definition 16.10. Fiir Banach—-Rdume X,Y heiffit X C Y stetige Einbettung, falls eine Kon-
stante C' > 0 existiert mit
lully < Cllullx, Yue X.

Die Einbettung heifst kompakt, falls der Einbettungsoperator E € L(X,Y) mit Eu = u fir alle
u € X kompakt ist.

Wir bendétigen spéter den folgenden FEinbettungssatz.

Satz 16.11. Sei Q2 C R offene und beschrinkte Punktmenge. Dann ist die Finbettung

Wo(Q) C We*(Q), k.l €No, k>1 (16.4)

kompakt. Dabei sei W8’2(Q) = L2(Q).
Beweis: vgl. z.B. HW. Alt: Lineare Funktionalanalysis, Springer—Verlag 1985, Satz 8.7, 2)
(Umfangreich !) O

16.3 Vollstetigkeit

Auf D. Hilbert geht der folgende Begriff zuriick.

Definition 16.12. Fin stetiger Operator T: X — Y, der aus einem normierten Raum X
in einen normierten Raum Y abbildet, heifit vollstetig, wenn aus der schwachen Folgenkon-
vergenz in X (d.h. u, — u,n — oo) die starke Konvergenz der Bildfolge in Y folgt (d.h.
Tuy, — Tu,n — 00).

Wir zeigen, dafl in der Klasse der linearen und stetigen Operatoren £(X,Y) mit reflexivem
Raum X und normiertem Raum Y die Begriffe Vollstetigkeit und Kompaktheit zusammenfallen.
Es sei vermerkt, dafl diese Aussage fiir nichtlineare Operatoren i. allg. Fall nicht richtig ist.
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Satz 16.13. FEin kompakter linearer Operator bildet schwach konvergente Folgen in normkon-
vergente Folgen ab.

Beweis: (i) Seien A : X — Y kompakt sowie (uy)nen eine schwach konvergente Folge mit
Uy — u,n — o0 in X. Fiir beliebige Funktionale f € Y* haben wir dann

f(Auy) — f(Au), n — oo
wegen fA € X*. Das entspricht aber per Definition der schwachen Konvergenz
Au, — Au, n — oo.

Nach Satz 15.12 ist die Folge (uy)nen beschrinkt. Wegen der Kompaktheit von A enthélt nun
(Aup)nen eine normkonvergente Teilfolge. Deren Grenzwert ist nach Satz 15.15 Au.

(ii) Wir zeigen (indirekt), dafi auch die gesamte Folge (Au,)nen gegen Au konvergiert. Dazu
nehmen wir das Gegenteil an. Dann gibt es eine Zahl € > 0 und eine Teilfolge (Au,(;))ren mit

|Atpy — Aull > €, Vk € N. (16.5)

Nach Anwendung der Uberlegung aus (i) auf die schwach konvergente Teilfolge Up(k) — Uy k — 00
folgern wir, daf§ auch diese Teilfolge eine Teilfolge enthilt mit Normkonvergenz von deren Bild-
folge gegen Au. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme (16.5). Daraus folgt die Behauptung.
O

Die gesuchte Aussage gibt der
Satz 16.14. Fin linearer Operator A: X — 'Y eines reflexiven Raumes X in einen normierten
Raum Y ist kompakt genau dann, wenn er vollstetig ist.

Beweis: Nach Satz 16.13 ist nur die Riickrichtung zu beweisen. Sei dazu (u,)nen beschrinkte
Folge in X. Nach dem Theorem 15.19 enthélt die Folge (uy)nen im reflexiven Raum X eine
schwach konvergente Teilfolge. Nach Voraussetzung wird diese Teilfolge auf eine in ¥ normkon-
vergente Folge abgebildet. Daher ist per Definition A kompakt. a
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Die Riesz-Schauder Theorie

Im vorliegenden Abschnitt stellen wir die Resultate von Riesz zur Losbarkeit von Operatorglei-
chungen zweiter Art
u—Au=f (17.1)

mit kompaktem linearen Operator A : X — X und normiertem Raum X dar. Nach Formulierung
der grundlegenden Sétze von Riesz formulieren wir die Losbarkeitsaussagen. Dann entwickeln
wir Aussagen iiber das Spektrum eines linearen kompakten Operators.

Es sei daran erinnert, dal wir bereits in Kapitel 10.2 mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Ba-
nach Operatorgleichungen 2. Art untersucht hatten. Dort wurde die einschneidendere Forderung
|All < 1 getroffen.

17.1 Sitze von Riesz
Mit dem identischen Operator I verwenden wir die Abkiirzung
L:=1-A.

Theorem 17.1. (1. Satz von Riesz)
Der durch
N(L):={ue X : Lu=0} (17.2)

definierte Nullraum des Operators L ist endlich-dimensionaler Unterraum von X.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dafl der Nullraum des beschrinkten linearen Operators L ein
abgeschlossener Unterraum von X ist. Das ergibt sich, da fiir jede Folge (up)pen mit w, —
u,m — oo und Lu, = 0 auch Lu = 0 gilt. Man beachte dazu, dafl A als linearer kompakter
Operator beschriankt (vgl. Satz 16.3) und damit stetig ist. Damit ist auch L stetig.

Fiir beliebige u € N(L) ist Au = u. Daher gilt

Wegen der Kompaktheit von A auf X und der Abgeschlossenheit von N (L) ist A auch kompakter
Operator von N (L) auf N(L). Nach Satz 16.8 ist dann der Nullraum von endlicher Dimension.
O

Theorem 17.2. (2. Satz von Riesz)
Der durch
L(X):={Lu: ue X} (17.3)

131
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definierte Bildbereich des Operators L ist abgeschlossener linearer Teilraum von X.

Beweis: Wegen der Linearitét von L ist L(X) linearer Unterraum von X. Sei nun f € L(X).
Dann gibt es eine Folge (uy)nen in X mit Lu, — f,n — oco. Nun wihlen wir nach Satz 4.18 zu
jedem wu,, die Bestapproximation w,, beziiglich N (L), also

lun —wy| = inf |ju, — w]|.
w

eN(L)
Wir zeigen jetzt (indirekt), dafi die durch

Up, 1= Up — Wy,

definierte Folge (@, )nen beschriankt ist. Dazu sei die Unbeschrianktheit der Folge angenommen.
Dann findet man eine Teilfolge (i, x))ren, so daB ||l || > k fiir alle k € N gilt. Wir setzen

Un (k)

Il

Vg - k e N.

Wegen ||lvg|| =1 gibt es wegen der Kompaktheit von A eine Teilfolge (vy(;))jen derart, dafl
Avk(j)—>U€X, j — o0.

Ferner gilt

1Ll el

[Lok]| = == <
[ty k

— 0, k— oo,

denn die Folge (Luy,)nen ist konvergent und folglich beschrénkt. Damit haben wir
Loy — 0, j — o0,

also ist
Uk(y) = L) + Avkg) = v, 5= 0.

Wegen der Stetigkeit von L folgt aus den beiden letzten Gleichungen die Aussage Lv = 0. Nun
gehort aber wyg) + ||tUn)llv zam Nullraum N(L) fiir beliebigen Index k& € N, denn wegen
Wn(k) € N(L) ist

Lwy iy + [[tn |1 Lv = Lw, gy = 0.

Daraus folgern wir

lve — vl = 7,”%(19) —{wn ) + [l 10} ]

[t k)|
1 1

= ol luyy —wl| = = llunm) — wn =1.
Hun(k)HweN(L)H (k) | Hun(k)HH (k) Wl

Das steht aber im Widerspruch zu vy(jy — v, j — oo.

Damit ist (@, )pen beschréankt. Wir kénnen daher wegen der Kompaktheit von A eine Teilfolge
(k) ren derart auswihlen, dafl die Bildfolge (A, )ken fiir & — oo konvergiert. Wegen
Lty = Lty — fyn — 0o und Uy )y = Lty + Aty konvergiert iy, () gegen ein Element
u € X fiir kK — oco. Dann ist aber auch

Lﬁn(k)—>Lu€X, k — o0



17.1. SATZE VON RIESZ 133

und folglich f = Lu € L(X). Damit erhalten wir L(X) = L(X). 0
Fiir die Aussagen des néichsten Satzes bendtigen wir den iterierten Operator

L"=(I—A)"=1-A4,, A,=) (-1)F"! (Z) Ak, peN. (17.4)
k=1

Aus den Sédtzen 16.4 und 16.5 wissen wir, daf§ A,, kompakt ist. Nach den ersten beiden Sitzen
von Riesz sind dann die Nullrdume N (L") endlichdimensionale sowie die Bildbereiche L™(X)

abgeschlossene Unterrdume von X.

Theorem 17.3. (3. Satz von Riesz)
(i) Es gibt genau eine Zahl r € Ny, so daff

o NG 1, C C "o rly
{0}_N(L)#N(L)#...#N(L)_N(L Y=..., (17.5)
) D D) D rrtl -
X_L(X)#L (X)#...#L (X)=L"*"(X)=... . (17.6)

Die Zahl v heifst auch Rieszsche Zahl des Operators A.
(ii) Es gilt
X=N(L")® L"(X). (17.7)

Beweis: (i); Fiir alle u € N(L"),n € Ny gilt L"*lu = 0, also
{0} =N(L°) c N(ILYc...c N(L")C N(L"™Y) c....

Wir nehmen nun an, daf
C C C C C

... N(L" e
AN N #

Nach Theorem 17.1 sind die Nullrdume N (L") endlich-dimensional. Nach dem Lemma von Riesz
(vgl. Lemma 4.10) existiert dann fiir jedes n € Ny ein Element u,, € N (L") mit ||u,|| = 1 und

{0} = N(L%) N (L) N(L™)

1
|un, — ul| > 3 Yu e N(L").

Fiir n > m gehort in der Darstellung
Ay, — Ay, =ty — (U, + Luy, — Luy,)
der letzte Term zu N (L"), denn
L™t + Ly, — Luy,) = LV Ly, 4+ Ly, — L™ Ly, = 0.

Damit haben wir )
At — Au| > 5, 7> m.

Dann kann die Folge (Auy,)nen keine konvergente Teilfolge enthalten. Das widerspricht der
Kompaktheit von A. Es gibt also in der Folge N (L") zwei aufeinander folgende Nullrdume, die
gleich sind.

Sei nun

r:=min{k : N(LF) = N(LF)}.
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Per Induktion zeigen wir nun
N({L")=NL™H=NL ) =....

Dazu nehmen wir N (L*) = N(LFT1) fiir eine Zahl k > 7 an. Fiir jedes u € N (L*+?) ist LFF'Lu =
L*+2y = 0. Daraus ergibt sich Lu € N(L¥*!) = N(L¥). Folglich ist L**'u = L*Lu = 0 und
damit u € N(L*¥+1). Das impliziert jedoch N(LFt2) ¢ N(L¥*1) und wegen der bereits gezeigten
Aussage N(LF2) o N(L*+1) zunsichst Aussage (17.5) des Satzes.

(i)2 Sei v € L™"1(X). Dann existiert ein Element v € X mit v = L™ lu. Wegen v = L"(Lu) €
L™(X) folgt
X=L'X)oLY(X)D>...o0L"(X)D>L"™(X)>....

Gelte nun 5 S5 5 5 5
X=L°X)L"X)", ... LX), LX), ...
(X) LX) oo LX) LX)
Nun sind nach dem 2. Satz von Riesz die Bildrdume L"(X) abgeschlossene Unterrdume von X.
Lemma 4.10 ergibt wieder die Existenz eines Elementes v,, € L™(X) mit ||v,|| = 1 und
1 n+1
lvn, — || > 3 Vo e L (X).

Mit v, = L™u,, betrachten wir fiir m > n
Avy, — Avy, = vy, — (U + Loy, — Log,).
Wegen
U + L, — Lv,, = L"+1(Lm_"_1um +up — L™ M upy,)

ist vy, + Lv, — Lo, € LX), daher
1
|| Avy, — Avp, || > 50 m>n.

Wie in Schritt (); fithrt das auf einen Widerspruch zur Kompaktheit von A. Also gibt es in der
Folge L™ (X)) zwei aufeinander folgende Bildbereiche, die gleich sind.
Sei

s :=min{k : L*(X) = L*(X)L.

Per Induktion zeigen wir nun
LX) =L (X)=L(X)=....

Gelte bereits L¥(X) = L¥+1(X) fiir eine Zahl k > s. Sei v € L*¥T1(X). Dann existiert ein u € X
mit Ly = v. Wegen LFu € LF(X) = L¥1(X) gibt es ein geeignetes @ € X mit LFu = LF+14.
Dann ist v = L¥*24 € L*+2(X) und folglich L1 (X) c LF*2(X). Daraus folgt

D D) D)
LYX)" ...
sy
(1) Wir zeigen r = s. Wir nehmen zuerst r > s an. Fiir beliebige u € N(L") haben wir wegen
L'ty e L' 1(X) = L"(X) mit geeignetem @ € X, dal L™ 1u = L"%i. Wegen L™ i = L™u =0
ist & € N(L") = N(L"), also L™ 'u = L™ = 0. Damit ist u € N(L"~!), folglich N(L"~!) =

N(L") im Widerspruch zur Definition von r.

X =1°(X) LX) =L"(X)=....
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Nehmen wir nun r < s an. Wir setzen v = L lu € L*7}(X). Wegen Lv = L%u € L¥(X) =
LX) erhalten wir Lv = L*T'4 mit geeignetem @ € X. Daraus ergibt sich L*(u — L) =
Lv—L*"1% = 0. Wegen N(L*~!) = N(L*) haben wir dann L~ !(u— Li) = 0, folglich v = L@ €
L*(X). Dann ist aber L¥~1(X) = L*(X) im Widerspruch zur Festlegung von s.

(ii) Wir zeigen noch Aussage (17.7):

Findeutigkeit: Sei v € N(L")NL"(X). Dann ist v = L"u € L"(X) mit geeignetem u € X sowie
L™v = 0. Damit ist L?"u = 0, d.h. u € N(L*") = N(L"). Dies zeigt v = L"u = 0.

Eristenz: Fiir beliebiges u € X ist L™u € L"(X) = L*"(X). Mit geeignetem % € X haben wir
dann L™u = L*"&. Wir setzen v := L™ sowie w := u — v. Dann ist L"w = L"u — L> 4 = 0, d.h.
w € N(L"). Mit der Zerlegung u = w + v ergibt sich die Aussage (17.7). O

17.2 Losbarkeit von Operatorgleichungen 2. Art

Wir formulieren die Aussagen der Riesz-Theorie fiir Operatorgleichungen 2. Art und unterschei-
den dazu die Félle r = 0 und r > 0.

Satz 17.4. Im normierten Raum X seien A : X — X ein kompakter Operator und I — A
injektiv. Dann existiert die Inverse (I — A)™': X — X als beschrinkter Operator.

Beweis: (i) Nach Voraussetzung ist L injektiv, d.h. N(L) = {0}. Damit ist » = 0. Nach Theo-
rem 17.3 folgern wir wegen L(X) = L°(X) = X auf die Surjektivitit von L. Also existiert der
inverse Operator L™ : X — X.

(ii) Wir nehmen noch an, da L~! nicht beschrinkt ist. Dann findet man eine Folge (f,,)nen in
X mit || f,]| = 1, so daB die Folge (uy)nen mit u, := L~ f, unbeschrinkt ist. Wir setzen nun
fest

u
gntz—fn , Upi=—=  neN.
[[n | [[n |
Dies ergibt ||v,|| = 1 sowie g, — 0,n — co. Wegen der Kompaktheit von A kann eine Teilfolge

(Vn(k))ken so ausgewihlt werden, dal Av, ;) — v € X, k — oo gilt. Dann folgt aber wegen

Up = Avn + 9n
daBl v,y — v,k — oo und somit v € N(L) = {0}. Dann wére v = 0 im Widerspruch zur
Konstruktion mit ||v,|| =1 fiir alle n € N. O

Die entsprechende Aussage fiir die Operatorgleichung 2. Art gibt die

Folgerung 17.5. Im normierten Raum X sei A : X — X ein linearer kompakter Operator.
Hat dann die homogene Gleichung
u—Au =0 (17.8)

nur die triviale Losung u = 0, so hat das inhomogene Problem
u—Au=f (17.9)

fiir jedes f € X eine und nur eine Lésung u € X. Auflerdem hingt u stetig von f ab.

Satz 17.6 Im normierten Raum X seien A : X — X ein linearer kompakter Operator und
I — A nicht injektiv. Dann ist der Nullraum N (I — A) endlichdimensional und der Bildbereich
(I — A)(X) # X echter abgeschlossener Unterraum.

Beweis: Nach Voraussetzung ist N (L) # {0}. Das impliziert » > 0. Theorem 17.3 ergibt dann
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die Behauptung wegen L'(X) C L"(X) ;X. O
Die entsprechende Aussage fiir die Operatorgleichung 2. Art gibt die

Folgerung 17.7. Im normierten Raum X sei A : X — X ein linearer kompakter Operator.
Hat dann die homogene Gleichung
u—Au =0

eine nichttriviale Losung, so besitzt das inhomogene Problem
u—Au=f

entweder keine Ldésung oder die allgemeine Losung hat die Darstellung

m
w=a+ Y Yt (17.10)
k=1

Dabei sind die Elemente uq, ..., u, eine Basis des Losungsraumes des homogenen Problems und

Y1, ---, Ym beliebige komplexe Zahlen. u ist eine beliebige Lisung des inhomogenen Problems.

Die Aussagen der vorausgehenden Sétze verallgemeinern die Losbarkeitstheorie endlichdimen-
sionaler linearer Gleichungssysteme. Insbesondere impliziert die Eindeutigkeit der Losung des
homogenen Problems auch die Existenz der Losung des inhomogenen Problems.

Fiir Anwendungen ist noch folgender Satz interessant.

Satz 17.8. Sei S beschrinkter linearer Operator und existiere der beschrinkte inverse Operator
S~1. Dann bleiben die Aussagen der Sitze 17.4 und 17.6 sowie der Folgerungen 17.5 und 17.7
richtig, wenn I — A durch den Operator S — A ersetzt wird.

Beweis: Wir fithren die Transformation von

Su—Au=f (17.11)
in die dquivalente Gleichung

w—StAu=8"1f

aus, da S~!'A nach Satz 16.5 kompakt ist. Dann koénnen die Theoreme 17.1 - 17.3 benutzt
werden. 0
Wir geben noch einen spéter benotigten Projektionssatz an.
Satz 17.9. Der durch die Zerlegung

X =NIL")a& L' (X)

definierte Projektionsoperator P : X — N(L") ist kompakt. Ferner ist L — P bijektiv.

Beweis: (i) Wir nehmen die Unbeschrénktheit von P an. Dann findet man eine Folge (u,)nen
in X mit |luy| =1 und ||Puy,| > n fir alle n € N. Wir definieren

n € N.

Un,
Up 1=
" Pua|l”
Dann ist v, — 0, n — oo und ||Pv,|| =1 fiir alle n € N.

Da N(L") nach Theorem 17.1 endlich-dimensional und die Menge (Pvy,)nen beschrénkt sind,
kann Satz 4.9 angewendet werden: Man findet dann eine Teilfolge (vy,))keN mit Pvygy — w €
N(L") fiir k — oo. Wegen v, — 0, n — oo ist

Pvn(k) - Un(k) — w, k — oo.
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Dann folgt aber w € L"(X), denn Puv,, ) — vpx) € L"(X) und L"(X) ist abgeschlossen. Somit ist
w € N(L") N L"(X). Theorem 17.3 impliziert aber w = 0, also Pv, 4y — 0, k — oo. Dies steht
im Widerspruch zur Konstruktion mit || Pv,|| = 1 fiir alle n € N. Damit ist aber P beschrénkt.
Da P(X) = N(L") nach Theorem 17.1 endlich-dimensional ist, liefert Satz 16.7 die Kompaktheit
von P.

(ii) Aus Satz 16.4 ermitteln wir die Kompaktheit von A + P. Sei jetzt u € N(L — P) beliebig,
also

Lu — Pu=0.
Wegen Pu € N(L") ist L™ 'u = 0. Das impliziert nach Theorem 17.3 u € N(L"™™!) = N(L") und
Pu = u, damit Lu = u. Iterativ folgt v = L"u = 0 und damit N(L — P) = {0}, da u beliebiges
Element in N(L — P) ist. Durch Anwendung von Satz 17.4 auf den kompakten Operator A+ P
schliefit man auf die Surjektivitdt von L — P =1 — (A + P). O

17.3 Spektrum kompakter linearer Operatoren

Wir geben hier einige wichtige Definitionen der Spektralanalysis und formulieren einfache Aus-
sagen der Riesz—Schauder Theorie iiber das Spektrum eines kompakten linearen Operators.

Definition 17.10. Sei A : X — X beschrinkter linearer Operator auf dem normierten Raum
X. Eine Zahl X € C heifst Eigenwert von A, wenn ein Element uw € X \ {0} existiert mit

(A— A)u = 0. (17.12)

u heif$t zugehoriges Eigenelement von A.

Definition 17.11. Eine Zahl A € C heifst Regulirwert von A, falls (\[ —A)~1 als beschrinkter
Operator existiert. Die Menge aller Regulirwerte von A heiffit Resolventenmenge p(A). Das
Komplement

o(A):=C\ p(4) (17.13)
heif$t Spektrum von A. Die Zahl
r(A) = sup |} (17.14)
A€o (A)

wird als Spektralradius von A bezeichnet.

Die einfachsten Aussagen {iber das Spektrum eines kompakten Operators gibt
Satz 17.12. Sei A : X — X linearer kompakter Operator auf dem unendlichdimensionalen

normierten Raum X. Dann gehirt A =0 zum Spektrum o(A) und die Menge o(A)\ {0} enthdlt
hdchstens abzdhlbar viele Eigenwerte, die sich hdchstens bei A = 0 hdufen.

Beweis: (i) Wir nehmen an, da8 A = 0 reguldrer Wert von A ist. Dann exisitiert der inverse
Operator A~! als beschriinkter Operator. Folglich ist I = A~' A nach Satz 16.5 kompakt. Nach
Satz 16.8 mufl X endlichdimensional sein. Das widerspricht aber der Voraussetzung an X. Somit
gehort A = 0 zum Spektrum von A.

(ii) Im Fall A # 0 wenden wir die Sétze von Riesz auf den Operator AI — A an. Dann ist nach
Satz 17.4 entweder N(AI — A) = {0} und (A — A)~! existiert als beschriinkter Operator oder
N(M — A) # {0}, d.h. im letzterem Fall ist A Eigenwert. Daher ist jede Zahl X # 0 entweder
reguldrer Wert oder Eigenwert von A.

(iii) Wir zeigen noch (indirekt), daB fiir jede Zahl S > 0 hochstens endlich viele Eigenwerte A
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mit |A| > S existieren kénnen. Dazu nehmen wir an, daf§ eine Folge (A, )nen voneinander ver-
schiedener Eigenwerte mit |\, | > S gefunden werden kann. Dann bestimmt man die zugehorigen
Eigenelemente u, mit Au, = A\,u,. Weiter seien

U, :=span{uq,...,u,}

endlichdimensionale Unterrdume von X. Eigenelemente zu verschiedenen Eigenwerten sind linear
unabhéngig. Damit gilt Un_liUn. Nach dem Lemma von Riesz (vgl. Lemma 4.10) gibt es dann
eine Folge (v, )nen in U, mit ||v,|| =1 und

1
||vn — v]| > 2 Vv e Up—1.
Mit der Basisdarstellung
n
Up = YnkUE
k=1
erhalten wir
n—1 n—1 n—1
)‘nvn - Avn - Z )‘n')/nkuk - Z )‘k')/nkuk - Z()\n - )\k)’)’nkuk S Un—l-
k=1 k=1 k=1

Fiir m < n schreiben wir somit
Avy, — Avp, = Ay, — (Apon — Avy, + Avy) = A (v, — 0)
mit v := (Ayv, — Avy, + Avy,) /A, € Up—1. Dies zeigt

[An

||Avy, — Avp || >

Damit kann die Folge (Av,)nen im Widerspruch zur Kompaktheit von A keine konvergente
Teilfolge enthalten. Daraus ergibt sich die Behauptung. O



Kapitel 18

Adjungierte Operatoren in
Dualsystemen

Die Aussage der Riesz-Theorie 1483t sich wie folgt als Alternativsatz formulieren:

Fiir einen kompakten Operator A: X — X in einem normierten Roum X ist entweder I — A
bijektiv oder der Nullraum N(I — A) besitzt von 0 verschiedene endliche Dimension und der
Bildraum (I — A)(X) ist echter Unterraum von X .

Im zweiten Fall der Alternative fehlt noch die Charakterisierung des Bildraumes. Dazu fithren
wir jetzt den Begriff adjungierter Operatoren in dualen Systemen ein, um im Kapitel 19 die
Fredholm-Alternative formulieren zu kénnen.

18.1 Nichtentartete Bilinearformen. Dualsysteme

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Bilinearform aus Definition 13.3.

Definition 18.1. Seien X,Y lineare Rdume. Eine Bilinearform (-,-): X xY — C heifit
nichtentartet, falls einerseits zu jedem u € X \ {0} ein Element v € Y existiert mit (u,v) # 0
und andererseits zu jedem v € Y \ {0} ein Element u € X existiert mit (u,v) # 0.

Zwei normierte Raume X, Y, die mit einer nichtentarteten Bilinearform verbunden sind, bilden
ein duales System (X,Y).

Weiterhin erinnern wir an die Definition dualer Rdume in Kap. 11.

Satz 18.2. Seien X normierter Raum und X* der zugehdrige Dualraum. Sie bilden mit der
Bilinearform

(fyu) == f(u), YuelX, VfeX" (18.1)
das (sogenannte) kanonische duale System (X*, X).

Beweis: Durch Nachrechnen priift man die Bilinearitdt von (-,-). Fiir alle u € X \ {0} gibt
es nach Folgerung 11.4 (i) ein Funktional f € X* mit f(u) # 0. Ferner existiert zu jedem
f € X*\ {0} ein Element v € X mit f(u) # 0. O

Wir geben jetzt Beispiele dualer Systeme fiir Funktionenrdume an, die wir fiir Randwertprobleme
partieller Differentialgleichungen im Kapitel 20 benéGtigen.

Beispiel 18.3. Sei 2 C R" eine nichtleere, kompakte, Jordan-meBbare Punktmenge. Dann

bildet (C(Q),C(Q)) ein duales System mit der Bilinearform
(u,v) = / u(z)v(z)dz, u,ve C(Q). (18.2)
Q

139
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Beweis: Mit v = @ erhélt man den nichtnegativen Integranden w = |u|*. Fiir w € C(©) mit
w(z) > 0 fiir alle z € Q folgt aus [, w(z)dz = 0, daff w(z) = 0 fiir alle z € €. 0

Beispiel 18.4. Unter den Voraussetzungen von Beispiel 18.3 ist auch (L?(£2), L2(£2)) ein duales
System mit der Bilinearform

(u,v) := / u(z)v(x)dz, wu,v € L*(Q). (18.3)
Q
Beweis: Folgerung aus Satz 8.9. O

18.2 Adjungierte Operatoren

Definition 18.5. Seien (X1,Y1)1 und (Xo,Ys)s duale Systeme. Dann heiffen die Operatoren
A: X1 — Xy und B: Yo — Y] zueinander adjungiert, wenn fir jedes Paar (u,v) € X1 x Yy gilt

(Au,v)y = (u, Bv);. (18.4)

Satz 18.6. Seien (X1,Y1)1 und (Xs,Y2)s duale Systeme. Existiert zu A: X1 — Xy ein adjun-
gierter Operator B: Yo — Y7, so ist B eindeutig bestimmt. Sowohl A als auch B sind linear.
Beweis: (i) Eindeutigkeit: Wir nehmen an, es existieren zwei adjungierte Operatoren By, By
zu A. Fir B := By — By gilt

(u, Bv)1 = (u, B1v)1 — (u, Bov)1 = (Au,v)s — (Au,v)e =0,

fiir alle v € X31,v € Ys. Da (-,-)1 nichtentartet ist, folgt Bv = 0 fiir alle v € Y5. Damit ist
B = Bs.

(ii) Linearitdt: Die Linearitét von B sieht man aus der fiir alle u € X7 giiltigen Darstellung

(u, 1By 4+ v2Bva)1 = 71 (u, Bvi)1 + y2(u, Bvg)y
= 71(Au,v1)2 + v2(Au,va)2 = (Au, y101 + Y202)2
= (u, B(m1v1 + 72v2))1,

also 1 Bvy + v2Bvy = B(7y1v1 + 72v2). Die Linearitit von A folgt véllig analog. O

Beispiel 18.7. Seien Q C R” nichtleere, kompakte und Jrdan-mebare Punktmenge und C(Q)
die Menge der auf Q stetige Funktionen. Ferner sei K € C(Q x Q) ein gegebener Integralkern.
Dann sind im dualen System (C(Q),C(Q)) die Integraloperatoren

/Kﬂ:y y)dy, x€Q

/Ky, y)dy, x €

zueinander adjungiert, denn unter Beachtung von (18.2) folgt

(Au,v) = /(Au)() dx-/(/ny >()dm
~ [ty ( R )dyz [ uw) By = .50,
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In der Theorie der Integralgleichungen benétigt man die Erweiterung dieser Aussage auf schwach-
singuldre Kerne K, vgl. Ubungsaufgabe. a

Beispiel 18.8. Der adjungierte Operator existiert nicht in jedem Fall. So ist der Operator
A: C0,1] — C[0,1] mit (Au)(x) := u(1) ist kompakt, besitzt jedoch keinen adjungierten Ope-
rator beziiglich des dualen Systems (C[0, 1], C]0,1]). Unter der Annahme, B: C[0,1] — C0,1]
wére der adjungierte Operator, wéhlen wir v € C|0, 1] mit fol v(x)dx = 1. Mittels Ungleichung
von Cauchy—Schwarz ergibt sich

lu(D)] = [(Au, v)| = [{u, Bo)| < [Jullp2(0,1)[[Bvll2(0,1), Vu € C[0,1].

Fiir die Folge (un)nen mit uy,(x) = 2™ gelangt man zu einem Widerspruch, da die rechte Seite
flir n — oo gegen 0 geht. O

18.3 Duale Operatoren

Jetzt spezialisieren wir die bisherigen Betrachtungen (vgl. Abschnitt 18.2) auf den Fall kanoni-
scher Dualsysteme. Man gelangt dann zu dem auf Schauder (1927) zuriickgehenden Begriff des
dualen Operators.

In der Situation von Definition 18.5 betrachten wir dazu den Spezialfall X; := Y™ X5 :=
X*, Yy := X, Yy :=Y. (Man denke sich weiterhin die dort verwendeten Operatoren B und A
ersetzt durch A bzw. A*.)

Satz 18.9. Seien X,Y normierte Riume und A: X — Y ein beschrinkter linearer Operator.
Dann existiert der durch

(A*f)(u) == f(Au), uve X, feY” (18.5)
definierte adjungierte Operator A*: Y* — X* beziiglich der kanonischen dualen Systeme (X*, X)
und (Y*,Y). A* heifit dualer Operator zu A.
Ferner ist A* beschrdinkt. Es gilt || Al = ||A*].

Beweis: (i) Wegen der Linearitit von f und A ist auch A*f = fA : X — C linear. Die
Beschrianktheit von A* f sieht man aus

(ALY @) < AN TTAL ll,
d.h. [|[A*F| < I f]] JA]|- Damit ist A*: Y* — X* wohldefiniert. Weiterhin ist A* beschriankt mit
1A= < [[A]l.
(ii) Wegen
(A"f,u) = (A"f)(u) = f(Au) = (f, Au)
sind A und A* adjungiert. Nach Satz 18.6 ist A* linear.
(iii) Nach Folgerung 11.4 (iii) aus dem Satz von Hahn-Banach ist
[Aul| = sup [f(Au)| = sup [(A"f)(u)| < [|A*]| [Jul,
llFlI=1 lFl1=1
also [|A|| < ||A*||. Beweisschritt (i) ergibt dann || Al = [|A¥||. O
Satz 18.10. Scien X normierter Raum und Y Banach-Raum. Dann ist der lineare Operator
A: X =Y genau dann kompakt, wenn der duale Operator A*: Y* — X* kompakt ist.

Beweis: (i) ”=-)” Sei A kompakt. Ferner bezeichne (fy,)nen eine Folge im Dualraum Y™ mit
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|| fn|l < C. Fiir die abgeschlossene Einheitskugel B := B[0;1] C X ist die Menge A(B) kompakt
inY.

Die Folge (fn)nen wird nun als Teilmenge U des metrischen Raumes C(A(B)) der stetigen
Funktionen auf A(B) aufgefafit. Dann haben wir

[fu(Au)| < [[full Al Jull < CYIA[l, - Yu € B,

d.h.
[fa(0)] < ClA]

fiir alle v € A(B) und wegen der Stetigkeit von f,, auch fiir alle v € A(B). Die Folge (f)neN
ist also gleichmé&fig beschrinkt.
Weiter schlieflen wir mit

[fn(v) = fr(w)] < [Ifall lv = w] < Cllv = wl,  Vv,we A(B)

auf die gleichgradige Stetigkeit der Folge. Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Arzela-
Ascoli (vgl. Theorem 3.13) erfiillt. Damit ist die Folge (f,,)nen relativ kompakt, d.h. es existiert
eine Teilfolge (fy(x))ren mit

sup ‘fn(k)(v) - fn(l)(v)’ — 0, k,l—o0.
veA(B)

Dies impliziert nun wieder

A" foey — A" fall = sup | Fr() (Au) = frp)(Au)|
— 0, k,l— oc.

Damit ist (A f,())ken Cauchy-Folge und folglich im Banach-Raum X* konvergent.
(ii) ”<=)” Sei A* kompakt. Nach (i) ist dann A** = (A*)*: X** — Y** kompakt. Unter Verwen-
dung der kanonischen Einbettungen EFx: X — X** und Ey: Y — Y™** folgt

(A" Exu)(f) = (Exu)(A™f) = (A" f)(u) = f(Au) = (Ey Au)(f)

fir alle w € X und f € X*. Damit ist A** Ex = Fy A.

Sei jetzt (up)nen beschrinkte Folge in X. Dann ist (Exuy,)nen beschrinkte Folge in X**.
Somit enthélt die Folge (EFy Aup)nen = (A™ Exuy)nen eine im Raum Y** konvergente Teilfolge
(By Aty ) )keN, denn A™ ist kompakt.

Wegen der Vollstdndigkeit von Y ist EyY in Y** abgeschlossen. Daher liegt der Grenzwert der
konvergierenden Teilfolge (Ey Aty )ken in EyY, d.h. die Teilfolge (Au,))ken konvergiert in
Y. Dies bedeutet die Kompaktheit von A. O

18.4 Adjungierte Operatoren in Hilbert-Riumen

Wir fithren jetzt Dualsysteme ein, die iiber nichtentartete Sesquilinearformen definiert werden.
Dann spezialisieren wir unsere Betrachtungen auf den Fall von (Prd-) Hilbert-Raumen.

Definition 18.11. Seien X,Y lineare Riume. Eine Abbildung (-,-): X XY — C heifst Sesqui-
linearform, falls gilt

(rur +y2u2,v) = Fr(u1,v) +F2(u2,v) (18.6)
(u, 0101 + (52?}2) = 51(u, ?)1) + 52(u, ?)2) (18.7)
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fiir beliebige uy,us,u € X, v1,v9,v € Y sowie 7vy1,72,01,09 € C.

Die Sesquilinearform heiffit nichtentartet, falls einerseits zu jedem u € X \ {0} ein Element
v €Y existiert mit (u,v) # 0 und andererseits zu jedem v € Y \ {0} ein Element v € X existiert
mit (u,v) # 0.

Zweti normierte Riume X,Y, die mit einer nichtentarteten Sesquilinearform verbunden sind,
bilden ein duales System (X,Y).

Bemerkungen 18.12. (i) Satz 18.6 kann fiir duale Systeme, die durch eine nichtentartete

Sesquilinearform erzeugt werden, sinngeméfl formuliert werden.

(ii) Den engen Zusammenhang zwischen Bi- und Sesquilinearformen sieht man mittels der durch
(y1un + yu2)” = Jaui +Jouy,  (u°)" =u

fiir alle uj,ug,v € X und 71,72 € C definierten Abbildung *: X — X (Inwvolution). Sie
vermittelt eine eineindeutige Korrespondenz zwischen Bilinear- und Sesquilinearformen iiber
(u,v) = (u*,v). O

Beispiel 18.13. Auf einem Pré-Hilbert Raum X kann jedes Skalarprodukt als nichtentartete
Sesquilinearform interpretiert werden. Diese ist wegen (u,v) = (v,u) fiir alle u,v € X symme-
trisch und positiv wegen (u,u) > 0 fir alle uw € X \ {0}. Jeder Pré-Hilbert Raum erzeugt damit
kanonisch das duale System (X, X). O

Im Spezialfall von Hilbert-Raumen existiert nach dem folgenden Satz stets der adjungierte Ope-
rator zu einem beschrénkten linearen Operator.

Satz 18.14. Seien X,Y Hilbert-Rdume und A: X — Y linearer beschrinkter Operator. Dann
existiert genau ein linearer Operator A* 1Y — X mit der Figenschaft

(Au,v)y = (u, A")x, Yue X, veY (18.8)

d.h. A und A* sind adjungiert beziiglich der durch die Skalarprodukte auf X und Y erzeugten
dualen Systeme (X,X) und (Y,Y). A* heifit auch Hilbert-Raum Adjungierte zu A. A* ist
beschrinkt und es gilt ||A]| = ||A*]].

Beweis: Fiir jedes Element v € Y definiert die Abbildung u +— (v, Au) ein beschréinktes lineares
Funktional auf X, denn

| (v, Aw)[ < | A [ful] [lv]]-

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (vgl. Theorem 12.1) ist (v, Au) = (f,u) mit geeignetem
f € X. Mit der Festsetzung A*v := f gilt dann (v, Au) = (A*v,u) und wegen der Antisymmetrie
des Skalarprodukts folgt (18.8). Somit wird ein Operator A* : Y — X definiert, der zu A
adjungiert ist. Nach Satz 18.6 ist A* linear und eindeutig bestimmt. Die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz liefert

|A%0[]* = (A%, A%0) = (AA"v,0) < ||A]| |A™] Jlo]l, veY.
Also ist A* beschrénkt mit ||A*|] < ||Al|. Da andererseits A adjungierter Operator zu A* ist,
folgt || ]| < [A* und damit || ]| = [[4°|. 0

Satz 18.15. Seien X,Y Hilbert-Riume und A : X — Y linearer kompakter Operator. Dann ist
der adjungierte Operator A* .Y — X ebenfalls kompakt.

Beweis: Sei (v, )nen beschrinkte Folge in Y mit ||v,|| < C. Nach Satz 18.14 ist der adjungierte
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Operator A*: Y — X beschrinkt. Damit ist AA* : Y — Y nach Satz 16.5 kompakt. Also findet
man eine Teilfolge (v;,(x))ken so, dal (AA™ v, )keN in Y konvergent ist. Dann ist

[A* (Vn@)) = A (Wa@) P = (W) = Vn@ys AA" (Vi) — Uny)
< 20| AA* (vpy — vl

d.h. (A*v,) )ken ist Cauchy-Folge. Diese konvergiert aber im Hilbert-Raum X. O



Kapitel 19

Die Fredholm-Alternative

Fredholm legte um 1900 eine allgemeine Losbarkeitstheorie fiir Integralgleichungen mit stetigem
Kern vor (vgl. Abschnitt 19.3). Nach den Ergebnissen von Riesz (1916), die wir im Kapitel
17 dargestellt haben, konnte Schauder 1929 die Verkniipfung mit einer adjungierten Gleichung
und die Charakterisierung des Bildraumes im zweiten Fall der Alternative angeben. Weitere
Verallgemeinerungen der Fredholm-Alternative in dualen Systemen fiihrten in den letzten 30-40
Jahren zu einer insgesamt befriedigenden Losbarkeitstheorie linearer Operatorgleichungen mit
kompakter Storung der Identitét.

In unserer Darstellung betrachten wir Dualsysteme (X,Y’) normierter Rdume X,Y iiber dem
Zahlkorper R oder C, die durch eine nichtentartete Bilinearform

(,): X xY —>Ke{R,C}

erzeugt werden.

19.1 Biorthogonalitidt in Dualsystemen

Lemma 19.1. Sei (X,Y) ein duales System. Dann existiert zu jeder Menge linear unabhingiger
Elemente uy,...,u, € X eine Menge v1,...,v, € Y mit der Figenschaft der Biorthogonalitit

(ui,vk> = 5ik7 i, k= 1, ey N (19.1)

Die Aussage gilt sinngemdfl bei Vertauschung der Rollen von X und Y.

Beweis: Wir fithren den Beweis (analog zum Orthogonalisierungsverfahren von Schmidt) per
Induktion. Fiir ein (linear unabhéngiges) Element ist die Aussage offenbar richtig, da die Bili-
nearform nichtentartet ist.

Wir nehmen nun an, dafl die Behauptung bewiesen wurde fiir n € N linear unabhéingige Ele-
mente. Dann seien w1, ..., uy41 ebenfalls linear unabhéngige Elemente in X . Nach Induktionsvor-

aussetzung findet man fiir jede Zahl m € {1,...,n + 1} zu der Menge w1, ..., Up—1, U415 -vs Upt1
(m) (m)  (m) (m)

von n Elementen aus X eine Menge von n Elementen vy, ..., v, 71,00 7y v, 0 in Y mit der
Eigenschaft
(i, 0™y =6, Lk =1,..n+1, ik#m. (19.2)
Dann existiert auch ein Element w,, € Y mit
n+1 n+1
Yon 1=ty — Y V" (g, W) = (tt — > (1t 0" g, win) 7 0,
km km

145
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denn andererseits wéire

n+1
m
U — Z(um,v,g )>uk =0
k=1
k#m

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von wq,...,up4+1. Wir setzen nun fiir jedes m €
{1,...,n+1}
n+1

1
U i= — | Wy, — Z vlgm)<uk,wm>
Ym s
k#m

Dann gelten sowohl (uy,, vy,) = 1 nach Definition von -, als auch wegen (19.2) fiir i # m

n+1

1 m
(15 0m) = = | o wim) = S (us, o)™ (ug, wm) | = 0.
m k=1
k#m

Damit wurden geeignete Elemente vy, ...,v,41 € Y mit der gewiinschten Biorthogonalititseigen-
schaft konstruiert. Daraus folgt die Behauptung. O

19.2 Fredholmsche Sitze

Wir konnen jetzt die Aussagen der Riesz-Theorie erweitern und prézisieren.

Theorem 19.2. (Erster Fredholmscher Satz)

Seien (X,Y) ein duales System und A: X — X, B: Y — Y lineare, kompakte und zueinander
adjungierte Operatoren. Dann haben die Nullrdume N(I — A) und N(I — B) gleiche endliche
Dimension.

Beweis: Nach dem 1. Satz von Riesz (vgl. Theorem 17.1) gilt
m:=dimN(I — A) < oo, n:=dimN((I — B) < cc. (19.3)

Wir nehmen zunéchst an, dafl m < n.

(i) Vorbereitung: Seien ui, ..., Un, bzw. vy, ..., v, jeweils eine Basis von N (I — A) bzw. N(I — B).
Nach Lemma 19.1 findet man dann bei m > 0 Elemente ai,...,a,, € Y und by, ...,b, € X mit
den Biorthogonalitéitseigenschaften

(ui,ap) = 0, i,k =1,....,m,

(bi,vp) = Oi, Gk =1,...,n.

Nun definieren wir einen linearen Operator T: X — X mit endlichdimensionalem Bildbereich
geméf
0, , m=20
Tu = (19.4)
zgil(u, al>bz , m>0

(i1) Sei P: X — N[(I — A)"] der auf der Zerlegung X = N[(I — A)"] @ L"(I — A) basierende
kompakte Projektionsoperator nach Satz 17.9. Nach Satz 10.2 ist dann der restringierte Operator
T : N[(I — A)"] — X beschrinkt. Nach den Sétzen 16.5 bzw. 16.4 sind die Operatoren TP :
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X — X und A — TP kompakt. Somit ist die Riesz-Theorie auf A — T'P anwendbar.
Fiir m > 0 gilt

(u — Au+ T Pu,vg) = (u.vy, — Bug) + (T'Pu,v) = (T Pu,vg).

Nach Definition von 7" in (19.4) erhalten wir

[ (Pu,ag), k=1,...,m
<u—Au—|—TPu,vk>—{ 0. k=m+1... . .n (19.5)
Wir wéhlen ein beliebiges Element v € N(I — A+ T'P). Nach (19.5) ist dann
(Pu,a) =0, E=1,...,m. (19.6)
Nach Definition von T" ergibt sich TPu = 0 und daher u € N(I — A). Somit gilt eine Basisdar-
stellung
m
U = Z QG U; .
i=1
mit

m m
o = Zai<ui,ak> = (Z ajug, ap) = (u,ag), k=1,..,m.
i=1 i=1

Wegen der Projektionseigenschaft Pu = u fiir u € N(I — A) und wegen (19.6) ergibt sich u = 0.
Hiermit haben wir N(I — A+ TP) = {0} und folglich die Injektivitét von I — A + TP gezeigt.
Diese Aussage bleibt auch fiir m = 0 richtig. Nach der Riesz-Theorie hat die Gleichung

u— Au+ TPu=0b,

eine eindeutige Losung u. Unter Beachtung der Biorthogonalitétseigenschaft sowie von (19.5)
erhalten wir den folgenden Widerspruch

1 = (bn,vn) = (u— Au+ TPu,v,) = 0.

Die Annahme m < n ist somit falsch, damit ist m > n.

(#7i) Durch Vertauschung der Rollen von A und B sowie von X und Y sieht man, dafl m < n
gilt. Dann folgt die Behauptung m = n. g

Theorem 19.3. (Zweiter Fredholmscher Satz)
Unter den Voraussetzungen von Theorem 19.2 gilt die folgende Charakterisierung der Bildrdume

(I-A)X)=N(I-B*'t={feX:(fv)=0,veNI-B)}
sowie
(I-B)(Y)=NI-A)":={geY:(ug)=0uc NI A}
Beweis: Wir beschrénken uns auf die Darstellung von (I — A)(X).
Im Fall m = 0 gilt die Bedingung (f,v) = 0 fiir alle f € X wegen N(I — B) = {0}.
Im Fall m > 0 sei zunéchst f € (I — A)(X). Dann existiert ein Element v € X mit f = u — Au.

Dann gilt aber
<f,1)> = <’LL - Au,v> = <u7U —B’U> =0
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fir alle v € N(I — B).

Sei andererseits (f,v) = 0 fiir alle v € N(I — B). Nach Theorem 17.2 hat die inhomogene
Gleichung v — Au + T Pu = f eine eindeutige Losung u. Nach (19.5) gilt dann

(Pu,a) = (u — Au+ T Pu.vg) = (foor) =0
fir k =1,...,m. Damit ist TPu = 0 und es gilt somit u — Au = f. O

Wir fassen abschlieflend die Ergebnisse der beiden Fredholmschen Sétze zusammen in dem nach-
folgenden Alternativsatz.

Theorem 19.4. (Fredholmsche Alternative)

Seien (X,Y) ein duales System und A: X — X, B: Y — Y lineare, kompakte und zueinander
adjungierte Operatoren. Dann g¢ilt entweder

N(I—A)={0} und N( - B)=1{0}

o (I-A)X)=X und (I-B)(Y)=Y
oder
dim N(I — A)=dim N(I - B) e N
und
(I-A)X)=N(I-B't={feX:{(fv)=0veNI-B)}

(I-B)(Y)=NI—-A)"'={geY :(ug)=0,uecNI-A)}.

19.3 Anwendungen auf Fredholmsche Integralgleichungen

Wir betrachten als erste Anwendung die Losbarkeitstheorie fiir Fredholmsche Integralgleichun-
gen mit stetigem bzw. schwach-singulirem Kern. Sei dazu Q C R” nichtleere, kompakte und
Jordan-mefibare Menge. Ferner sei K : Q x @ — K stetig bzw. schwach-singulér. Letztere
Bedingung bedeutet, daf} es positive Konstanten K und « € (0,n] gibt mit

|K(2,y)| < Mz —y[*™", z,y€Q, z#y.
Die Integraloperatoren A : C(2) — C(2) mit
(@)= [ Kepu) dy, zc9
bzw. B : C(Q) — C(Q) mit
(Bo)@) = [ Koo dy, 29

sind kompakt, vgl. Beispiel 16.9 bzw. Ubungsaufgabe. Ferner ist das System (C(Q), C(Q)) nach
Beispiel 18.3 ein Dualsystem bzgl. der nichtentarteten Bilinearform (-,-) mit
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Die Operatoren A und B sind nach Beispiel 18.7 beziiglich dieser Bilinearform zueinander ad-
jungiert.

Dann gelten folgende Losbarkeitsaussagen.

Folgerung 19.5. Entweder haben die homogenen Integralgleichungen
u(x) —/QK(x,y)u(y) dy = 0, z€Q (19.7)
v(x) — /QK(y,x)v(y) dy = 0, z€Q (19.8)
nur die trivialen Lisungen u =0 bzw. v = 0 und die inhomogenen Probleme
u@) - [ K@ty dy = f@). €0 (19.9)

v(w)—/QK(y,x)v(y) dy = g(z), ze€Q (19.10)

haben fiir alle rechten Seiten f € C(Q) bzw. g € C () jeweils eine eindeutig bestimmte Lésung

u e C(Q) bzw. ve (),

oder die homogenen Probleme (19.7) bzw. (19.8) haben die gleiche Zahl m € N linear un-
abhingiger Lisungen und die inhomogenen Probleme (19.9) bzw. (19.10) sind nur lésbar, wenn

/Qf(x)v(x) dx =0

fiir alle Lésungen v des homogenen adjungierten Problems (19.8) bzw.

/Qg(x)u(m) dr =0

fiir alle Lésungen u des homogenen Problems (19.7) gilt.
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Kapitel 20

Anwendungen auf
Randwertprobleme

Im abschlieenden Kapitel dieser Vorlesung untersuchen wir exemplarisch die Anwendung der
Theorien von Riesz/ Schauder und Fredholm auf die Lésbarkeit elliptischer Randwertaufgaben
2. Ordnung, die wir bereits mittels Lax-Milgram Theorie in den Kapiteln 13 und 14 behandelt
hatten. Es zeigt sich, dal die Bedingung der strikten Koerzitivitat abgeschwéicht werden kann.

Schliefflich leiten wir Aussagen iiber das Spektrum selbstadjungierter elliptischer Operatoren
ab. Diese sind wichtig, um die Methode des Separationsansatzes fiir Anfangs-Randwertprobleme
zeitabhdngiger partieller Differentiagleichungen vom Typ der Warmeleitungs- bzw. Wellenglei-
chung begriinden zu kénnen.

20.1 Gardingsche Formen

Im vorliegenden Abschnitt schwiichen wir zunéchst den Begriff der strikten FElliptizitit bzw.
X —Koerzitivitdt ab. Vereinfachend beschrénken wir uns wie in Kapitel 13 auf den Fall reeller
Hilbert-Rdume.

Seien (X, || - ||x) und (H,| - ||z) Hilbert-Réume mit
(i) stetiger Einbettung X C H, d.h.es gibt eine Konstante C' > 0 mit

lullg < Cllullx, YueX (20.1)

sowie

(ii) dichter Einbettung X C H, d.h. fiir alle v € H und alle Zahlen € > 0 gibt es ein Element
we X mit |lu—w|g <e.

Lemma 20.1. Fir Hilbert-Riume X C H mit stetiger und dichter Einbettung ist auch die
Einbettung H* C X™* der Dualrdume stetig und dicht.

Beweis: Als Ubung empfohlen ! (vgl. W. Hackbusch Theorie und Numerik elliptischer Diffe-
rentialgleichungen, Teubner-Verlag 1986, S. 123 bzw. J. Wloka Partielle Differentialgleichungen,
Teubner-Verlag 1982, Kap. 17.1) O

Nach dem Satz von Riesz (vgl. Theorem 12.1) identifizieren wir die Réume H und H*. (Hinweis:
Man beachte in diesem Zusammmenhang, dafl nicht gleichzeitig eine Identifizierung von H und
H* sowie von X und X* vorgenommen werden kann.)

151
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Bei der Identifizierung von H mit H* und von H* mit einem Teilraum von X* wird ein Element
v € H mit dem Element f, € X* identifiziert, fiir das gilt

(v, w)g = (fv,u), weX. (20.2)

Dabei ist (-,-) das Dualitétsprodukt zwischen X* und X. Wegen der Identifizierung fiihrt es
nicht zu Mifiverstédndnissen, wenn dieses Dualitdtsprodukt ebenso wie das Skalarprodukt auf H
mit (-, )y bezeichnet wird.

Definition 20.2. Hilbert-Riume X und H mit stetiger und dichter Finbettung bilden ein
sogenanntes Evolutionstripel bzw. einen Gelfand-Dreier X C H C X*.

Beispiel 20.3. Sei 2 C R" beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand. Wir betrachten
den Raum H := L?(Q2) sowie den Sobolev-Raum X := Wol’Q(Q) mit der Norm || - || x geméiB

ou
axi

lull =

i=1 L2(Q) '

Die Einbettung X C H ist stetig wegen der Friedrichschen Ungleichung (vgl. Lemma 14.4). Sie
ist zugleich dichte Einbettung, da nach Satz 7.8 die Menge C§°(€2) dicht in L?() liegt. 0

Definition 20.4. Fine stetige Bilinearform a(-,-): X x X — R heifst Gardingsche Form, falls
es Konstanten v > 0 und § € R gibt mit

av,0) > ok = ool Vo e X, (20.3)
Wir erinnern daran, daf§ wegen der Stetigkeit der Bilinearform a(-,-) nach Lemma 13.4 genau
ein Operator A € £(X, X*) mit (Au,v) = a(u,v) fir alle u,v € X existiert.

Lemma 20.5. Seien a(-,-) = a(-,-) +(-,-)g und I: X — X* der Inklusionsoperator, d.h.
I e L(X,X*) mit [u=u,Yu € X. Dann gilt:

(i) a(-,-) ist Gardingsche Form genau dann, wenn a(-,-) X —elliptisch ist.
(ii) Ist A€ L(X,X*) soist auch A:= A+ 61 € L(X,X*).
Beweis: Zur Ubung empfohlen ! a

Beispiel 20.6. Unter den Voraussetzungen von Beispiel 20.3 betrachten wir den formalen
Differentialoperator

(Lu)(z) := — Z 8"{; < Gij7— > +Zb z) + c(x)u(z), z e (20.4)

7]7

mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A(z) = (a;j(x)); ; und hinreichend glatten Koeffizi-
enten. Wir hatten in Abschnitt 14.2 gezeigt, dafl die zugehorige Bilinearform

a(u,v) ::/Q Z j(x 35188;] Zb (x)u pv | de (20.5)

1,j=1

unter den Voraussetzungen von Lemma 14.7 eine stetige Bilinearform auf X x X ist. Unter der
zusétzlichen Voraussetzung
; 835]
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148t sich zunéchst fir v € C{°(Q2) unter Benutzung der Regel der partiellen Integration die
Gleichung

ov Ov
a(v,v) /Z 8—8de / C__Zax]
t,j=1

zeigen. Die positive Definitheit von A(-) sowie die iibliche Voraussetzung

a(u,w) > Aful = Olullegy, 6= (20.6)

i=1

Die Aussage gilt auch unter den schwicheren Glittevoraussetzungen von Lemma 14.7 fiir u,v €
X = VVO1 ’2(9) nach Ausfithrung des entsprechenden Grenziibergangs in Sobolev—Raumen (vgl.
Kapitel 7). Somit ist die Bilinarform a(-,-) Gardingsche Form. O

20.2 Fredholm-Alternative fiir elliptische RWP

Wir wollen jetzt die in Kapitel 13 dargestellte Lax-Milgram Theorie (fiir stetige und X —koerzitive
Bilinearformen) erweitern. Dazu miissen wir die im vorherigen Abschnitt eingefiihrte Einbettung
X C H noch verschérfen.

Lemma 20.7. Fir das Evolutionstripel X C H C X* sei zusdtzlich die Einbettung X C H
kompakt, d.h. der Einbettungsoperator Iy € L(X,H) mit Igu = u fir alle w € X ist kompakt.
Dann ist auch die Inklusion I: X C X* kompakt.

Beweis: Zur Ubung empfohlen ! a

Lemma 20.8. Fir das Fvolutionstripel X C H C X* sei die Einbettung X C H kompakt. Die
stetige Bilinearform a(-,-): X x X — R sei eine Gardingsche Form. Dann ist der Operator

S:=(A+6)7': X - X (20.7)

kompakt.

Beweis: Nach Lemma 20.5 gilt fiir den zu a gehorigen Operator A, dafl A+ I € L(X, X™*) den
Voraussetzungen der Lax-Milgram Theorie (vgl. Satz 13.6) geniigt. Damit existiert der inverse
Operator (A + §1)~! € L£(X*, X). Nach Satz 16.5 ist dann der zusammengesetzte Operator
S:=(A+6I)"'I: X — X kompakt. O

Damit kénnen wir die die Riesz-Schauder-Theorie (vgl. Satz 17.12) sowie die Fredholmsche
Alternative (vgl. Theorem 19.4) auf den Operator S — pI mit p € C\ {0} anwenden. Diese
Aussagen iibertragen sich wegen der Identitét

S—pul = —p(I—pt8) = —pu(A+6I)" YA+ —p ')
= —u(A+00)"H A=)

mit A := —0 + p~! auf den Operator
A=A = —p YA+ I)(S — pul). (20.8)
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Wir erhalten den

Satz 20.9. Seien X C H C X* ein FEvolutionstripel mit kompakter Einbettung X C H und
I: X — X* der Inklusionsoperator. Ferner seien a(-,-): X x X — R stetige Gardingsche Form
und A € L(X,X™) der zugehirige Operator. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Fir alle A € C gilt entweder:
(1)1 (A—X)"te L£(X*,X) und (A* = XI)~' € L(X*, X), d.h.:
Es existiert fiir alle f € X* genau eine Lésung v € X bzw. u* € X von

Au—du=f (20.9)

bzw.
A*u* — ™ = f. (20.10)

oder

(i)2 A ist Figenwert von A, d.h.:
Es existieren endlich-dimensionale Nullrdume N(A — AI) # {0} und N(A* — ) # {0}, d.h.
Au = Au fiiru € N(A — X) bzw. A*u* = \u* fir u* € N(A* — \I).

(i) Das Spektrum o(A) besteht aus hichstens abzdihlbar vielen Eigenwerten, die sich nicht in

C hdaufen kionnen. Ferner ist B
Aeo(A) & Neo(AY)

sowte

dim N(A — XI) = dim N(A* = \I) < cc.

(iii) Fiir A € o(A) existiert genau dann mindestens eine Losung u € X von (20.9), wenn

(f,u*y = (f,u")g =0, Yu* € N(A* —\I). (20.11)

Folgerung 20.10 Die Variationsgleichung
Finde ue X :  a(u,v) = f(v), YveX (20.12)

besitzt unter den Voraussetzungen von Satz 20.9 eine eindeutige Lisung, wenn 0 ¢ o(A), d.h.
A =0 kein Eigenwert von A ist.

Beispiel 20.11. Wir wenden jetzt den Alternativsatz 20.9 auf das verallgemeinerte elliptische
Randwertproblem 2. Ordnung

Finde v € X := WOI’2(Q) coa(u,v) = f(v), YweX (20.13)

mit der Bilinearform a(-,-) aus Beispiel 20.6 und der Linearform

f) = (f,v)u = /vadm

an. (20.13) ist die Variationsformulierung fiir das homogene Dirichletsche Randwertproblem fiir
den formalen Differentialoperator
"9 ou - ou
(Lu)(z) == — Z 7, (ai]ﬁ?j) (x) + ]Z;b](a:)a—xj(:c) +c(z)u(r), 7€

1,7=1



20.3. SPEZIALFALL SELBSTADJUNGIERTER OPERATOREN 155

mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A(z) = (a;j(x)); ; und hinreichend glatten Koeffizi-
enten. Nach Lemma 13.4 und dem Darstellungssatz von Riesz (vgl. Theorem 12.1) gibt es einen
zugehorigen Operator A € £(X, X*) mit

a(u,v) = (Au,v) = (RAu,v)g Vu,v € X.

Dabei sind R : X* — X der Riesz-Darstellungsoperator sowie (-,)y das Skalarprodukt auf dem
Hilbert-Raum H = L?(Q).

In einer Nebenrechnung zeigt man durch partielle Integration

“ ou
/Qzlbj%jvdx = / Z ij
= /Zb]axudm—/Z—vudx

und somit

n

= ou Ov ou
a(u,v) = /Q ijzzlaija—%%j+ ;bj%j—l—cu v | do

RN

" ov Ou - ov " b
— /Q Z az‘ja—xi%j—i‘ —‘ b]a—l'j+ C—Z%j vyu | de
i,7=1 j=1 j=1

= a*(v,u).

Die so definierte adjungierte Bilinearform a* erklirt offenbar den adjungierten Operator A* €
L(X,X*) und es gilt
a*(v,u) = a(u,v) = (A*v,u) Yu,v € X.

Bei hinreichend glatten Daten ist

(L*u)(x) :== — Z 81 < Gij 5 > Z_:ai () + c(z)u(z), x€Q

7.]_

der formale (punktweise gegebene) adjungierte Operator. Die Aussagen von Satz 20.9 kénnen
nun unmittelbar angewendet werden. Man kann sich zusétzlich iiberlegen, dafl alle Eigenwerte
des zu a(-,-) gehorenden Operators A in einer Parabel der komplexen Ebene liegen (Als Ubung
empfohlen !). O

20.3 Spezialfall selbstadjungierter Operatoren

Wir hatten im vorhergehenden Abschnitt gesehen, dafl bei Kenntnis des Spektrums eines kom-
pakten Operators A : X — X* eine vollstindige Losbarkeitstheorie der Gleichung Au — Au = f
bzw. der adjungierten Gleichung A*u* — M\u* = f zur Verfiigung steht. Diese Kenntnis kann auch
zur Losung zeitabhéngiger partieller Differentialgleichungen (vgl. Abschnitt 20.4) herangezogen
werden.

Im Fall selbstadjungierter Operatoren, d.h. es gilt
A*=A,
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ist eine weitergehende Beschreibung des Spektrums des Operators A iiber den Spektralsatz 17.12
von Riesz/ Schauder hinaus moglich. Wir betrachten das Eigenwertproblem:

Finde A€ C, ue X\{0}: Au=2Xu, uvwelX (20.14)
bzw. in Variationsform
Finde A€ C, uve X\ {0}: a(u,v) = (Au,v)yg, YveX. (20.15)

Satz 20.12. Sei X € H C X* ein Evolutionstripel reeller Hilbert-Rdume mit kompakter Ein-
bettung X C H. Die Bilinearform a: X x X — R sei beschrinkt, symmetrisch und strikt positiv,
d.h. a(v,v) > 0 fir alle ve X \ {0}. Dann gilt:

(i) Das Eigenwertproblem (20.14) bzw. (20.15) besitzt nur positive Eigenwerte
0< )\1 < )\2 <..

(unter Beachtung ihrer Vielfachheit) mit lim,, oo Ay, = 00. Jeder Eigenwert hat endliche Viel-
fachheit, d.h. die Dimension von N(A — X) ist endlich.

(ii) Es existieren zugehirige Eigenvektoren uy,us, ...., die ein vollstindiges Orthonormalsystem
in X beziiglich des energetischen Skalarproduktes

(u,v)p = a(u,v)

bilden. Ferner ist
(ui,uj)H :5ija Vi,j € N.

Fiir jedes uw € X konvergiert die Reihe

o0
U= Z(u,uk)Huk

k=1

im Raum X. Ferner besitzt der Operator A die Darstellung

Au = Z )\k(u,uk)H Uk
k=1

Beweis: (i) Wir benutzen das oben eingefiihrte energetische Skalarprodukt (-, )g = af(:,-).
Ferner ist das Skalarprodukt (-,-)y stark positiv auf X C H. Somit existiert ein linearer, sym-
metrischer und strikt X —elliptischer Operator B: X — X mit

(u,v)g = (Bu,v)g, u,v € X.
Dann ist das Eigenwertproblem mit v := A~! fquivalent zu
vu = Bu, ue€eX.

Auf dieses Problem kann der Spektralsatz 17.12 angewendet werden, da der Operator B wegen
der kompakten Einbettung X C H ebenfalls kompakt ist. Danach existieren hichstens abzéhl-
bare viele Eigenwerte vy, die sich héchstens bei v = 0 hiufen.



20.4. SEPARATIONSMETHODE FUR ARWP 157

Wir zeigen die Positivitdt der Eigenwerte: Seien A Eigenwert von A und u der zugehorige
Eigenvektor. Dann haben wir

Mulzr = Qu,u)p = (Au,u) = (u, A*u)

= (u, Au) = (u, i)y = Mul,
also A = X # 0. Wegen der Positivitit von a ist
M7 = (Au,u) > 0,
also A > 0.

Der Nullraum von A — Al hat nach dem 1. Satz von Riesz endliche Dimension.

(ii) Die Orthogonalitét der Eigenvektoren sieht man wie folgt: Seien w; bzw. ug die Eigenvek-
toren zu den verschiedenen Eigenwerten A1 bzw. Ao. Dann ist

)\1(U1,U2)H = <AU1,UQ> = <U1,AUQ> = )\2(U1,U2)H.

Wegen A\ # \g folgt daraus mit (u1, ug) g = 0 die Orthogonalitit beziiglich des H-Skalarproduktes.
Damit ergibt sich auch unmittelbar die Orthogonalitéit beziiglich des energetischen Skalarpro-
duktes.

Den Beweis der noch nicht gezeigten Aussagen findet man z.B. in H. Triebel Hohere Analysis,
Satz 18.4. 0

Beispiel 20.13. Seien Q2 C R™ beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Ran(Qi sowie X :=
W(}’Q(Q) und H := L%(Q2). Wir betrachten das zum Laplace-Operator A = Y7 | % mit homo-
genen Dirichlet-Bedingungen gehérige Eigenwertproblem z

Finde A€ C,ue X : a(u,v) = (Au,v)g, YveX

mit
n
ou Ov
a(u,v) :=
(u,v) /Q ; ox; 0x;
Dann sind die Voraussetzungen von Satz 20.12 erfiillt. |

20.4 Separationsmethode fiir ARWP

Wir wollen abschlieffend exemplarisch zeigen, wie die Kenntnis des Spektrums eines selbstadjun-
gierten Operators zur Losung von Anfangs-Randwertproblemen (ARWP) zugehériger zeitabhéngi-
ger Gleichungen genutzt werden kann.

Sei 2 C R™ beschrinktes Gebiet. Die lineare Wellengleichung

0%u .
2 Au=0, in £ x(0,00) (20.16)

mit der Zeitvariablen ¢ und dem Laplace—Operator
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beschreibt in erster Nédherung die Schwingung einer Membran. Dabei ist (x,u(x,t)) ein Mem-
branpunkt zur Zeit ¢t und u beschreibt die Auslenkung der Membran. Die Differentialgleichung
ist giiltig fiir kleine Auslenkungen einer diinnen Membran.

Der Separationsansatz

u(z,t) = W(t)V(x) (20.17)
ergibt formal fiir u € C?(Q x (0, 00))
W"V = WAV.
Dies ist fiir  # 0 nur dann moglich, wenn es eine Zahl A € R gibt mit
~AV =)V in Q (20.18)

und
W"+ AW =0 in (0,00). (20.19)

Wir nehmen an, die Membran sei am Rand 92 des Gebietes eingespannt. Daher wéhlen wir
die Randbedingung u(z,t) = 0 fiir x € 99, also V(z) = 0 fiir z € 0. Bei Multiplikation der
Gleichung (20.18) mit V und partieller Integration folgt

n

2
1%
2
e . = >
)\/QV dz /QAV Vda /Q<§ax> dz > 0,

damit A > 0 fiir V' # 0.
Die gewohnliche Differentialgleichung fiir W hat fiir jedes A > 0 die allgemeine Losung

W (t) = ¢y cos u(t — to) + cosin pu(t — to)

mit = \/X

Das Eigenwertproblem (20.18) hat nach Beispiel 20.13 abzéhlbar viele Eigenwerte Ag, mit & € N.
Die zugehorigen Eigenvektoren Vj(+) bilden ein vollstéindiges Orthonormalsystem in H := L?(Q)
bzw. X = I/VO1 ’Q(Q). Man kann dann die Losung der Wellengleichung formal schreiben als

Ulz,t) := Y (cigcos p(t — to) + co sin u(t — to))) Vi ().
k=1

Die Koeffizienten cq; und cop, ergeben sich durch Auferlegung von Anfangsbedingungen

u(x,0) = ug(z), %(m,()) = uy(x), x €N
nach formaler Entwicklung von ug(-) und u1(-) nach dem vollstindigen Orthonormalsystem
{Vi }ren. Insbesondere kann die Losung der Wellengleichung nicht bessere Differenzierbarkeits-
eigenschaften haben als die Anfangsfunktionen ug und u;. Einen Konvergenzbeweis fiir die so
formal (!) konstruierte Losung findet man z.B. bei H. Triebel: Hohere Analysis, Dt. Verlag der
Wissenschaften, Berlin 1972 im Kapitel VII. Bestimmte Aspekte kann man auch nachlesen bei
H.W. Alt Lineare Funktionalanalysis, Abschn. 10.14.

Wir wollen die Methode des Separationsansatzes noch anwenden auf das Modell der Wirmelei-
tung. Sei (2 C R beschrinktes Gebiet. Die lineare Wirmeleitungsgleichung

% —Au=0, in Qx(0,00). (20.20)
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beschreibt die Temperaturverteilung u(x,t) in einem homogenen Medium. ZurVereinfachung
der Darstellung soll wieder eine homogene Dirichlet-Bedingung u(z,t) = 0 am Gebietsrand 02
gelten.

Der Separationsansatz
u(z,t) = W(t)V(x) (20.21)
ergibt formal
W'V =WAV.

Dies ist fiir 4 # 0 nur dann moglich, wenn es eine Zahl A € R gibt mit
~AV =)V in Q (20.22)
und
W' + AW =0 in (0,00). (20.23)

Auch hier ersieht man sofort, daf§ A > 0 gelten muf3.
Die gewohnliche Differentialgleichung fiir W hat fiir jedes A > 0 die allgemeine Losung

W(t) = ce .

Fiir das Eigenwertproblem (20.22) wird natiirlich die Randbedingung V(z) = 0 fir z € 99
gestellt. Das Eigenwertproblem (20.22) hat dann mit dieser Zusatzbedingung nach Beispiel 20.13
abzihlbar viele Eigenwerte g, mit k& € N. Die zugehérigen Eigenvektoren Vi (+) bilden wiederum
ein vollstindiges Orthonormalsystem in H := L?(Q) bzw. X := Wol’Q(Q). Man kann dann die
Losung der Warmeleitungsgleichung formal schreiben als

Ux,t):= Z cre V().
k=1

Die Koeffizienten ¢;, ergeben sich durch Auferlegung der Anfangsbedingung
u(z,0) = up(x)

nach formaler Entwicklung von ug(-) nach dem vollstéindigen Orthonormalsystem {Vj}ren. Im
Unterschied zur Wellengleichung sieht man sehr schén die Abklingeigenschaft der Losungen (und
ihrer ggf. existierenden Ableitungen) fiir ¢ — oo. Dies ist die sogenannte Gldittungseigenschaft
der Wirmeleitungsgleichung. Einen Konvergenzbeweis fiir die so formal (!) konstruierte Losung
fiihrt man analog zum Fall der Wellengleichung.
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Anhang A

Exkurs zum Lebesgue-Integral

In Kapitel 6 hatten wir einige grundlegende Kenntnisse der Mafitheorie vorausgesetzt, die man
in einschlidgigen Lehrbiichern zur Mafitheorie findet. Wir stellen jedoch hier (ohne Beweis) eine
Einfiihrung des Lebesgue-Integrals vor, die auf dem Vervollstindigunsgprinzip in normierten
Réumen (vgl. Satz 4.16) beruht. Eine ausfiihrlichere Darstellung (unter Einschlufl der Beweise)
dazu findet man etwa bei H-W. Alt [2], Anhang 1.

A.1 Lebesgue-Maf}

Definition A.1. Seien S eine Menge, By eine Menge von Teilmengen von S, die einen Ring
bzw. eine Boolsche Algebra bilden, d.h. es gilt

(i) 0 € By; EeBy = S\Fe€hB,

(ii) E1, B2 € By = EjUE;e€ B
Ferner sei pu : By — [0, 00] mit () = 0 ein additives Ma8B, d.h.

(iii) En, ..., Ep € By, paarweise disjunkt = p(U,) =31 u(E;)
und o—additiv, d.h.

(iv) E,E; € By firi € N, ECUjenBi = w(E) <D ien m(Es).

Dann heifit (S, Bo, ) Pramafraum.

Folgerung A.2. Man kann zeigen, dafl ein additives und o—subadditives Maf 1 auch auf By
monoton und o—additiv ist, d.h.

(v) E1,Ep € By, B4 CEy = pu(Er) < p(Es),
(vi) E; € By, i € N paarweise disjunkt, UjenFE; € By = u(UieNE;) = > cn 1(E;).

Das fiir unsere Anwendungen wichtigste Beispiel beschreibt

Beispiel A.3. (Elementares Lebesgue-Maf)
Sei § = R". Ferner werde By gebildet aus allen endlichen Vereinigungen disjunkter, halboffener
Quader der Form

[a,b={z e R"| a; <z <b;, i=1,...,n}

163
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mit —oo < a; < b; < +oo. Dann heif3t

n

p(a,b]) = [ [ (b — a:) (A1)

i=1

Lebesguesches Elementarmaf. Es hat den Wert oo, falls wenigstens ein a; = —oo oder ein b; = oo
ist.

Sei nun ein halboffener Quader F gerade die Vereinigung paarweise disjunkter halboffener Qua-
der E1, ..., Fp,. Dann kann man zeigen, dafl

Somit kann das Elementarmafl eindeutig auf By fortgesetzt werden. Man mufl nun lediglich noch
die Eigenschaft der o—Subadditivitét zeigen (vgl. [2], A.1.2.). 0

Definition A.4. Sei u additives und o—additives Maj$. Als &ufleres MaBl u* zu u bezeichnet
man fir A C S die Grife

p(A) == inf{z w(E;)| Ac -U E;, E; € By} (A.2)

Man kann zeigen, dal dann p* auch o—subadditiv ist. Ferner folgert man p* = p auf By. Man
sagt
N C Sist p— Nullmenge <= p*(N)=0.

Jede Teilmenge einer p—Nullmenge sowie abzidhlbare Vereinigungen von p—Nullmengen sind
u—Nullmengen. Ferner sagt man, eine Aussage ist u-fast tiberall giiltig, falls sie auflerhalb einer
p—Nullmenge erfiillt ist.

A.2 Lebesgue-Integral

Wir fiihren den Begriff des Lebesgue-Integrals {iber den der Treppenfunktion ein.

Definition A.5. Sei Y Banach-Raum mit der Norm || - ||. Der Raum der einfachen oder
Treppenfunktionen zu (S, By, u) mit Werten in'Y ist erklirt durch

T(uw,Y) = {f:8—=Y | f(S) beschrinkt, (A.3)
7 {yy) € Bo fiir y € Y, u(f7'({y}) < oo fiir y # 0},

Jede Treppenfunktion f ist dann darstellbar in der Form

m
f = ZXEiai, m e N, Q; € Yy EZ € BO? IU’(EZ) < 09, (A4)
i=1

wobei xg die durch
XE'(x):l? CCGE, XE(x):Oa CE¢E
definierte charakteristische Funktion der Menge F ist.

Auf dem Vektorraum 7'(p,Y) kann durch

f=0inT(p,Y) < f=0 p—fastiberall < pu({x eS| f(z)#0}) =0
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eine Aquivalenzrelation definiert werden.
Definition A.6. Fir f € T(u,Y) wird das p—Integral von f iber S definiert als

m

/Sf dp:= Y p(f ' {y}) y= Zu(Ez)az- (A.5)

yeY'\{0} =1
Fiir letztere Darstellung wurde die Darstellung (A.4) benutzt.

Das p—Integral ist offenbar eine lineare Abbildung von T'(p,Y') nach Y. Fiir f € T'(u,Y') gehort
die mit || f|| bezeichnete Funktion x — || f(z)|| zu T'(u, R). Es gilt die Abschétzung

Mf dﬂH < [0 d

1oy = /S 171l dy

wird dann 7'(p, YY) normierter Raum.

Mit der Norm

Den so normierten Raum T'(1,Y’) kann man nun nach dem Vorbild von Satz 4.16 zu einem
Raum T'(u,Y') vervollstdndigen. Wir wollen diese Menge als Funktionenraum charakterisieren.

Folgende Bezeichnungen werden noch benétigt: Fiir f € T'(u,Y) und E € By ist xpf € T(u,Y).

Man definiert dann
[ rani= [ xuf du.
E S

{f>a}:={ze€ S| f(zx) >a} e By

Ferner sei

fir f € T(p,R) und o € R.
Die fiir die Einfiihrung des Lebesgue-Integrals entscheidende Aussage ist

Lemma A.7. Fiir eine Folge (fy)ren € T(11,Y) gilt:

(1) Es existieren eine p-Nullmenge N und eine Teilfolge (fx,)ien so, daff der folgende Grenzwert
existiert

f(x) :== lim fy,(z), x€S\N.
(ii) Mit der Grenzfunktion aus (i) gilt
(fx)ken =0 in T(M,Y) <— f=0 p— fast iiberall.

Beweis: vgl. [2], Lemma A.1.6 O
Lemma A.7 motiviert die

Definition A.8. Die Menge
L, Y):={f:S = Y| 3(fr)ken € T(1,Y) mit f = klim fr o — fast dberall}. (A.6)

heifit Menge der u—integrierbaren Funktionen.

In L(p,Y) wird durch

f=¢g inL(p,Y) < f=g p—fast iiberall
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eine Aquivalenrelation eingefiihrt.

Ferner gilt die Inklusion T'(u,Y) C L(p,Y). Die auf L(p,Y) erklirte Aquivalenrelation ist
dieselbe wie die fiir T'(u,Y") eingefiihrte. Schliefflich erhalten wir

Lemma A.9. Zwischen T(1,Y) und L(p,Y) wird durch
J((fr)ken) = f mit f aus Lemma A.7 (i)

ein Vektorraum-Isomorphismus definiert.
Beweis: vgl. [2], A.1.7 O

Fiir f und (fx)xen aus Definition A.8 kommen wir schlielich zur

Definition A.10. Fir f und (fx)ken aus Definition A.8 wird das Lebesgue-Integral von f

iiber S erkldart durch
/f dp = lim /fk du. (A.7)

Die Wohldefiniertheit sieht man wie folgt: Wegen

H/sfk dﬂ_/sfl d”HS/Ska—le du — 0, k1 — oo.

existiert der Grenzwert limy_, o f S fr du € Y. Nach Lemma A.7 ist die Definition des Integrals
von f auch unabhingig von der Folge (fx)reN-

A.3 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Wir fassen einige Eigenschaften des Raumes L(p,Y) zusammen.

Satz A.11.
(i) Es gilt T(pn,Y) C L(,Y) und das Integral ist linear auf L(p,Y) mit

/XEozd,u:,u(E)oz fir E € By, u(E) < oo, a €Y.
S
(i) Mit f € L(p,Y) ist ||f|| € L, R mit
dul|l < d.
| [ au < 11 an
(i1i) Fir f € L(p,Y) und 6 > 0 gilt
/SHfH dp =6 ({1 > 63).

(iv) L(p,Y) ist Banach-Raum mit der Norm

1 lpgey) == /S 1] du

(v) T(w,Y) ist dicht in L(u,Y).
Beweis: vgl. [2], A.1.9. O

Schliefllich stellen wir wichtige Eigenschaften des Lebesgue-Integrals zsuammen.
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Lemma A.12. Gilt f, — f,k — oo in L(n,Y), so existiert eine Teilfolge (k;)ien mit fr; —
f,i— 00 p-fast diberall.

Beweis: vgl. [2], A.1.10. O

Satz A.13.
(i) (Monotonie) Fir f,g € L(u,R) gilt

g > [ fast diberall — /g dp > / [ dp.
S S

(ii) Ist (fx)ren Cauchy-Folge in L(u,Y) und fr, — f,k — oo p—fast iberall, so ist f € L(u,Y)
sowie || f — fellp(uy) — 0, k — oo.

(iii) (Monotone Konvergenz) Seien f, € L(u,R) mit 0 < fr /' f, k — oo u—fast iberall und
existiere eine Konstante C mit

/fkd,u§0<oo, vk € N.
S

Dann gilt f € L(p, R) und fr, — f,k — oo in L(u,R). Speziell ist

/fdu: lim/fkdu.
S k—oo Jg

Beweis: vgl. [2], A.1.12. O
Lemma A.14. Sei By der kleinste o-Ring, der die Menge By enthdlt. Fir die Funktion xgp €
L(p,R) gilt dann

(i) Es existiert eine Menge Ey € By mit xg, — XE,k — o0 in L(u, R).

(i) Es existiert eine Menge E' € By, so daff xg = xg p—fast iberall.

(11i) Fir alle A € By ist xgna € L(p, R).

Beweis: vgl. [2], A.1.13. O
Wir kénnen jetzt iiber die Konstruktion des Lebesgue-Integrals auch eine Erweiterung von u

zu einem o—additiven Mafl vornehmen. Dies ist gerade das in Beispiel 6.2 (ii) angesprochene
Fortsetzungsprinzip.

Lemma A.15. Unter den Annahmen von Definition 6.1 sei By wie in Lemma A.14 definiert.
Ferner sei
B:={E C S| xg=xg p— fast iberall fiir ein E' € By}.

Wir definieren @ : B — [0, 00| durch
(E) = /XE du, Xena € L(u,R), VA € B; (E) =00, sonst.

Dann ist @ Erweiterung des Ausgangsmafles p von By auf B und (S, B, ) ist sogar MafSraum.
Weiterhin ist N eine p—Nullmenge genau dann wenn N € B mit i(N) = 0 gilt. Wir werden
kiinftig vereinfachend u statt @i schreiben.

Beweis: vgl. [2], A.1.14. O

Lemma A.16. Fir f € L(p,Y) gelten folgende Aussagen:
(i) Fir E € Bist xgf € L(p,Y).
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(ii) Die Abbildung v : B —'Y mit

wB) = [ fau= [xwfdu  EBes

ist o-additiv. ferner ist ||v(E)|| — 0 bei p(E) — 0.
Beweis: vgl. [2], A.1.16. O
Satz A.17. (Satz von Egorov)

Es seien p(S) < oo sowie f; und f mefbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) fj — f,j— o0 p— fast iberall.

(i) f; — f,j — oo gleichmdifSig, d.h. zu € > 0 gibt es ein E. € B mit u(S \ E.) < € und
fi — f,j — oo gleichmdf$ig auf E.

Beweis: vgl. [2], A.1.17. O

Satz A.18. (Lemma von Fatou)
Sind f; € L(p,R) mit f; > 0 fast dberall und fs fjdp < C < oo, so st

lim inf f; € L(p,R); /lim inf f; dp <lim inf / [ dp.
j—00 S j—00 j—oo Jg
Beweis: vgl. [2], A.1.19. O

Satz A.19. (Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz)
Es seien g € L(pu,R) und f;, f : S —Y mefbar. Ist ferner fast iberall

so sind fj, f € L(p,Y)) und
tim [ 15~ f1 du=0.
j—o© Jg

Beweis: vgl. [2], A.1.20. O

Lemma A.20. (Majorantenkriterium)

(i) Funktionen f € L(u,Y) sind mefbar.

(i) Fir eine Funktion g € L(u, R) und fiir eine meflbare Funktion f : S —Y gelte fast iberall
|Ifll < g. Dann ist auch f € L(p,Y).

Beweis: vgl. [2], A.1.18. O

Wir formulieren das folgende Resultat fiir reell- oder komplexwertige Funktionen iiber dem
Raum R™™™ mit n,m € N. Dabei bezeichne (z,y) = (x1,...,Zn,%1,..-,¥m) einen beliebigen
Punkt dieses Raumes. (Eine Verallgemeinerung der Aussage findet man bei Alt [2] im Abschnitt
A4)

Satz A.21. (Satz von Fubini)

Sei f(x,y) eine Lebesque—integrierbare Funktion, die gegebenfalls auferhalb ihres Definitions-
bereiches mit Null fortgesetzt wird. Dann ist f fir fast alle © € R™ beziiglich y Lebesque-
integrierbar. Ferner ist me f(x,y) dy integrierbar beziiglich x integrierbar. Es gilt

An+mf(x,y) dx dyZ/m< Rnf(:c,y) dx> dy:/n< Rmf(x,y) dy> da.
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Dabei ist dz dy das Lebesque-Maf im Raum R,
Beweis: vgl. Alt [2], Satz A.4.10 O
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Anhang B

Dichte Teilmengen von L*

In Abschnitt 7.1 hatten wir dichte Teilmengen des Lebesgue-Raumes LP(2) fiir Gebiete Q@ C R”
betrachtet. Wir geben hier ergénzend die Beweise der wichtigen Aussagen aus Lemmata 7.1, 7.3
und 7.7 (hier Lemmata B.1, B.2 bzw. B.3) an.

Lemma B.1. Die Menge der Treppenfunktionen liegt fir 1 < p < oo dicht in LP(§2). Fiirp = oo
bleibt die Aussage richtig, wenn pu() < oo ist.

Beweis: (i) Wir betrachten zunéchst den Fall 1 < p < oo:
Die Menge FE. := {e¢ < |u| < 1/e} hat endliches Maf} u(FE,) < oo, denn

[ 1117 do = (e
Q

Die Funktion xg u ist mefibar. Die Abschitzung

1
Xl < —xp. € L'(u,R)

impliziert xp,u € L*(1, K) nach dem Majorantenkriterium (vgl. Lemma A.20).

Nach Konstruktion des Lebesgue-Integrals (vgl. Lemma A.11 (v)) findet man Treppenfunktionen
Ve k mit
Vet — xpu in L', K), k— oo

Wir definieren nun Treppenfunktionen

Ve k> MRS EE7 ’Ue,k‘ < 2/€a

2
Ue k = e|z::|a x € E, |v5,k| > 2/€;

0, x e\ E..

Fiir Punkte z € E, mit |ve ;| > 2/€ haben wir dann

ek = u(@)] < 2 < B(loe(@)] — u(@)]) < ver(e) — uo)]

Dann konvergiert auch u,j — xg.u, k — oo in L'(y, K) und es gilt

3\* !
/ [u — ue kP dz < / ul? dz + (‘) / IXEu = ve k| da.
Q Q\Ee € Q
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Der erste Term der rechten Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir ¢ — 0 gegen Null wegen
Lemma A.16, (ii). Der zweite Term konvergiert fiir k& — oo und jedes € > 0 gegen Null.

(ii) Sei jetzt p = co: Sei R := ||u||p~. da die abgeschlossene Kugel B(0; R) kompakt in K ist,
findet man zu jedem k € N disjunkte Borel-Mengen A;,1 < j < ny mit diam(A4;) < 1/k. Mit
der Wahl a; € A; hat man wegen

ny 1
lu =" Xu-1(a;)85]l < %
j=1

die gesuchte Aussage. O

Lemma B.2. Die stetigen und finiten Funktionen liegen dicht im Raum LP(Q) fir 1 <p < oco.

Beweis: Durch Nullfortsetzung von u € LP(2) kann man sich auf den Fall S = R"™ beschréinken.
Nach Lemma B.1 148t sich die so fortgesetzte Funktion u durch Treppenfunktionen mit Werten
in B approximieren. Damit kann man die Diskussion auf den Fall mit ¥ = R und v = xg mit
B € B und p(FE) < oo reduzieren.

In diesem Fall ist u € L'(R™). Nach Definition des Lebesgue-Integrals gibt es Treppenfunktionen
vk, die v in der L'-Norm approximieren. Dann sind aber auch

ug := max(0, min(1, vg))
derartige Treppenfunktionen. Wegen
= uel]” < flu —uel| < flu— vkl

ergibt sich uy — u, k — oo in LP(R)™. Die Funktion v hat Werte in der Menge By der endlichen
Vereinigungen halboffener, disjunkter Quader.

Somit ist die Diskussion zuriickfithrbar auf den Fall v = x¢g mit Q = [a,b] mit a,b € R". Mit
der Wahl

€

wto) o= [T (mintt, 2 0= 3000~ e 0+

ist aber ue — u,e — 0 in LP(R"™). O

Zur Beachtung: Fiir p = oo ist die Aussage des Lemmas falsch, denn z.B. kann die Funktion
u(z) = 1 nicht durch finite Funktionen approximiert werden.

Lemma B.3. Sei u € LP(Q2) mit 1 < p < oo. Setzt man u auferhalb von Q mit Null fort, so
sind die Funktionen up(x) mit h > 0 beliebig oft differenzierbar. Ferner ist up € LP(Q) und es
qgilt

lunllze) < llullze @), lim lu — unllLr@) = 0. (B.1)

In Vorbereitung des Beweises erinnern wir an einige Bezeichnungen und Aussagen aus Abschnitt
7.1: Im R"™ gehort die Funktion

Cexp <——1 2) Ir] <1 2 Ny
w(r) = -2 ) R - le (B.2)
0 Irf =1 i=1
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zu C§°(R™) mit supp u = {x € R": |z| < 1}. Ferner sei fiir h > 0 die Dirac-Folge

wp(z) = %w <%> (B.3)

definiert. Dann ist mit y; = ;/h,j =1,...,n

/nwh(:c) dx = % qughw (%) dx = /||y||§1 w(y) dy = 1. (B.4)

Nun gehore eine gegebene reell- oder komplexwertige Funktion v zu LP(2) mit 1 < p < oc.
Man setzt u auflerhalb von £ mit Null fort. Die so entstehende Funktion wird weiterhin mit u
bezeichnet. Das Mittelungsverfahren basiert auf einer Faltung von » mit der Dirac-Folge wy,.

Die Sobolevsche Mittelungsfunktion wuy, ist definiert durch
i) = [ atr—he) dy= [ ate = k() dy (B5)
" yli<

bzw. nach Koordinatentransformation z := xz — hy durch

up(z) = / () (”” - Z) % = /”Z”gl wi(@ — 2)u(z) dz. (B.6)

Offenbar tragen zur Bildung von wuy(z) nur die Werte von u mit ||z — z|| < h bei.

Beweis von Lemma B.3.: (i) Fiir die mit Null auerhalb des Gebietes 2 fortgesetzte Funktion
gilt weiterhin u € LP(f2). Bei festem h folgt fiir x = (21, ..., 2,) € R" sowie 2’ = (x1+0, 22, ..., Tp)
mit 0 < 0 < 1 nach (B.6)

up(z') — up(x) wp(2' = 2) —wp(x — 2)
% /n h h u(z) dz

_ / wp(a' — 2) —wp(z — Z)u(z) D,
|lz—z||<1+h

Aufgrund der Holderschen Ungleichung (vgl. Lemma 6.13) ist die Funktion u(z) innerhalb der
Kugel ||x — z|| < 1+ h integrierbar. Man ersetze dabei Q durch ||z — z|| < 1+ h und v(x) = 1.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist der Ausdruck 6= (wp, (2’ — 2) — wp(z — 2))
gleichméfig beschrankt. Ferner gilt

%iir(l) S Hwp (@' = 2) —wp(z — 2)) = 3—xlwh($ —2).

Der Satz von Lebesgue (vgl. Satz A.18) zeigt dann, dafl uj(x) nach x; differenzierbar ist mit

%x— Lwh(x_z)uz z
8961()—/” = uge) de

Auf diesem Weg folgt auch die Stetigkeit von wuy(x).
Da wp,(z) beliebig oft differenzierbar ist, folgt durch Iteration die Existenz sédmtlicher Ableitungen
D%uyp(z), deren Stetigkeit und ihre Darstellbarkeit in der Form

D%y (x) = D¢wp(x — z)u(z) dz.
Rn
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(i) Fiir 1 < p < oo folgt aus (B.5) und der Holderschen Ungleichung (mit 1/p + 1/p’ = 1)
P
[[un (@)[|P < (/R lu(z — hy)|w'/? (y)w' 7 (y) dy) < /R lu(z = hy)l| wy) dy.  (B.7)

Dabei wurde die Eigenschaft ([g.w(y) dy)?/?" = 1 benutzt. Die Formel (B.7) bleibt auch fiir
p = 1 richtig.
Nach dem Satz von Fubini (vgl. Satz A.21) folgern wir nun

L tate =ty dyae = [ ot ([ e = ml i) dy

— /R o)l dy = Ilul?,.

Mittels Formel (B.7) folgt

lun |2 = /Q lun (@) dz < /R lun(@)P dz < [lull%,.

(iii) Zum Beweis der letzten Behauptung sei zundchst u(x) eine stetige und finite Funktion. Nach
Formel (B.5) bzw. (B.6) erhélt man

supp up C (supp w)p, ={z € R" |Jy: ||z —y| < h, y € supp u}.

Wegen der Finitheit von u(x) beziiglich des Gebietes Q sind dann auch die Funktionen uy(x)
mit 0 < h < hg finit, d.h. sie gehéren zu C5°(Q2).

Die gleichméBige Stetigkeit der stetigen und finiten Funktion () und die Normierung [k, w(y) dy =
1 ergeben

) (@l = | [ tate = ) = o)
< [t = hy) = )t d
< of wwdy =«

sofern nur 0 < h < h(e). Damit verschwinden die Funktionen uj(x) auflerhalb einer beschrénkten
Menge und konvergieren gleichméfig gegen u(x). Daraus folgt

illli% llup, — u|lLr = 0.

Sei nun u eine beliebige Funktion aus LP(€2). Nach Lemma B.2 findet man eine stetige und finite
Funktion ve(z) mit ||ve — u||Lr < €. Aus dem ersten Teil des Beweises in Schritt (iii) folgt aber

[(ve)n — unllr = [[(ve = u)nllLr < [Jve —ullr <€
und damit
lu —uplle < [lu = vellr + [[ve — (Ve)nlle + [(ve)n — unllLr < 2€ + [Jve — (ve)nllLe-

Fiir h < h(e) ist aber ||ve — (ve)n|lLr < €. Da € > 0 beliebig gewihlt werden kann, folgt hieraus
die gesuchte Ungleichung. a



