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1. EinleitungDie Ausbreitung akustischer, zeitharmonischer Wellen in einem homogenen,isotropen Medium im IR3 wird durch die skalare Helmholtz-Gleichung beschrie-ben (vgl. [25]). Elektromagnetische, zeitharmonische Wellen in einem homo-genen, isotropen Medium k�onnen durch die Maxwell-Gleichungen bzw. durchdie vektorielle Helmholtz-Gleichung beschrieben werden (vgl. [22]). Bei vielenFragestellungen in der Physik soll zu einer gegebenen einfallenden Welle undzu einem gegebenem Objekt D die von D reektierte Welle bestimmt werden.Diese Probleme f�uhren auf Randwertaufgaben bei der skalaren bzw. vektori-ellen Helmholtz-Gleichung. Dabei sind die einfallende Welle, die reektierteWelle und evtl. die transmittierte Welle in D durch Randbedingungen auf demRand @D von D miteinander gekoppelt (vgl. z.B. [25], [22], [7]). Mathematischsind zuerst einmal die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit von L�osungenzu diesen Randwertaufgaben interessant.Um die Eindeutigkeit einer L�osung der entstehenden Randwertaufgabe zuzeigen, wird in der Regel der Gau�sche Satz angewendet. Daf�ur mu� die L�osungam Rand @D eine gewisse Regularit�at besitzen.Eine M�oglichkeit, die Existenz einer L�osung der Randwertaufgabe nach-zuweisen, ist die Integralgleichungsmethode. Dazu mu� der Rand hinreichendglatt sein. Man kennt eine spezielle L�osung der Helmholtz-Gleichung�u+ �2u = 0, welche eine geeignete Singularit�at besitzt (z.B.�(x; y) = exp(i�jx � yj)=(4�jx � yj), x; y 2 IR3, x 6= y). Nun versucht man,die L�osung der Randwertaufgabe als Potential dieser speziellen L�osung oderihrer Ableitungen mit unbekannter Dichte ' (�uber den Rand @D) darzustel-len. Die Randbedingungen f�uhren auf Integralgleichungen f�ur die unbekannteDichte '. Betrachtet man diese Integralgleichungen im Raum der stetigen oderh�olderstetigen Funktionen, so kann man beweisen, da� diese Gleichungen dorteine eindeutige L�osung ' besitzen und da� der Ansatz mit der Dichte ' dieurspr�ungliche Randwertaufgabe l�ost.Es ist auch m�oglich, die Integralgleichungen als Gleichungen in Lp-R�aumenaufzufassen. Sie sind auch dort eindeutig l�osbar (vgl. z.B. [2]). Potentialen mitL2-Dichten kann man in vern�unftiger Weise Randwerte zuordnen (vgl. [13]),die dann in L2-R�aumen liegen. Damit l�a�t sich die Existenz von L�osungen der{ 2 {



Randwertaufgabe beweisen, die die Randwerte im L2-Sinn annehmen. SolcheL�osungen sind am Rand @D nicht mehr so regul�ar, da� der Gau�sche Satz auf sieangewendet werden kann; d.h. es ist nicht mehr klar, ob die Randwertaufgabeim L2-Sinn h�ochstens eine L�osung besitzt.In der Literatur ist die Frage, ob eine L�osung des Randwertproblems, wel-che homogene Randwerte im L2-Sinn annimmt, nur die triviale L�osung seinkann, von Calder�on [4] f�ur das �au�ere Randwertproblem bei den Maxwell-Gleichungen untersucht worden. Miranda [21] beweist f�ur das innere Dirichlet-Problem bei der skalaren Helmholtz-Gleichung Eindeutigkeit (wenn � = i�,� 2 IR) (vgl. auch [15]). Mikhailov [19],[20] und Chabrowski und Thomp-son [5],[6] geben notwendige und hinreichende Bedingungen daf�ur an, da� die(schwache) L�osung einer elliptischen Di�erentialgleichung Randwerte im L2-Sinn annimmt. In [20] werden auch Eindeutigkeitss�atze und Regularit�atss�atzef�ur das innere Dirichlet-Problem bei starker L2-Konvergenz der Randdaten be-wiesen.In dieser Arbeit werden wir die Frage nach der Eindeutigkeit weiter verfol-gen. Im zweiten Kapitel werden wir die Technik von Miranda so erg�anzen, da�wir auch Aussagen tre�en k�onnen, wenn � 2C, Im(�) � 0, beliebig ist. Wirwerden zeigen, da� eine L�osung der skalaren Helmholtz-Gleichung in D mithomogenen Randdaten im L2-Sinn die triviale L�osung ist, falls das klassischeDirichlet-Problem in D h�ochstens eine L�osung besitzt. Falls �2 ein Eigenwertzum klassischen Dirichlet-Problem ist, liegt eine L�osung mit homogenen Rand-daten im L2-Sinn im klassischen Eigenraum. Wir untersuchen auch allgemeindie Randregularit�at einer schwachen L�osung des Dirichlet-Problems. UnsereMethode ist von der in [5],[20] verschieden. Dieses Kapitel ist haupts�achlichdazu gedacht, die Beweisideen im vierten Kapitel zu motivieren und an denweniger aufwendigen, skalaren Problemen zu erl�autern. Die Resultate diesesKapitels sind alle bekannt.Im dritten Kapitel werden wir auch andere Randbedingungen (Neumann-Randbedingung, Randbedingung beim Transmissionsrandwertproblem) zur ska-laren Helmholtz-Gleichung betrachten.Schlie�lich �ubertragen wir im vierten Kapitel einige Resultate zum Dirich-let-Problem aus Kapitel 2 auf Randwertprobleme bei der vektoriellen Helm-holtz-Gleichung. Wir zeigen die Eindeutigkeit von L�osungen mit L2-Randdaten{ 3 {



beim �au�eren elektrischen und magnetischen Randwertproblem. Beim innerenelektrischen und magnetischen Randwertproblem erhalten wir �ahnliche Aus-sagen wie bei der skalaren Helmholtz-Gleichung. Da die Beweisideen diesesKapitels und die Beweisideen des zweiten Kapitels die gleichen sind, sind dieBeweise im vierten Kapitel knapp gehalten.Die S�atze �uber das elektrische Randwertproblem gelten auch f�ur die Max-well-Gleichungen.Um die Beweise leichter lesbar zu gestalten, werden technische Details imAnhang zum zweiten bzw. zum vierten Kapitel zusammengestellt und bewiesen.Bei den Beweisen erweist sich die Methode von Calder�on als ein entschei-dendes Hilfsmittel. Calder�ons Grundidee besteht darin, das Randwertproblemzuerst auf einer Parallel�ache zum Rand @D zu l�osen und dann den Abstandzwischen der Parallel�ache und dem Rand @D gegen Null gehen zu lassen. An-ders als Calder�on benutzen wir zur L�osung der Randwertprobleme auf der Paral-lel�ache eindeutig l�osbare Fredholm-Integralgleichungen 2. Art. Wir schw�achendie Voraussetzungen bzgl. der Annahme der Randwerte noch einmal leicht ab.Calder�on setzt voraus, da� die Randdaten bzgl. der L2-Norm konvergieren. Wirben�otigen nur, da� die Randdaten schwach bzgl. der L2-Norm konvergieren.Leider ist es mir bisher nicht gelungen, entsprechende Aussagen f�ur Trans-missionsrandwertprobleme bei den Maxwell-Gleichungen bzw. bei der vektori-ellen Helmholtz-Gleichung zu beweisen.Zur Notation sei noch bemerkt, da��(x; y) := exp(i�jx� yj)4�jx� yj ; x; y 2 IR3 ; x 6= y ;immer die Grundl�osung zur Wellenzahl � bezeichnet. F�ur a = (a1; a2; a3)T ,b = (b1; b2; b3)T 2C3 ist mit (a; b) := P3j=1 ajbj die Bilinearform (nicht dasSkalarprodukt!) und mit [a; b] := (a2b3 � a3b2; a3b1 � a1b3; a1b2 � a2b1)T dasVektorprodukt gemeint.Zum Schlu� m�ochte ich Herrn Professor Dr. Rainer Kre� f�ur die Anregungzu dieser Arbeit und f�ur die Betreuung bei ihrer Entstehung danken. Pro-fessor Dr. Peter Werner danke ich f�ur seinen Hinweis auf die Ans�atze, die imvierten Kapitel bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung benutzt werden. Be-sonderer Dank geb�uhrt Professor Dr. Erhard Heinz, der sich bereit erkl�art hat,{ 4 {



das Korreferat zu dieser Arbeit zu �ubernehmen und der mich auf die Arbeitenvon Chabrowski und Thompson aufmerksam gemacht hat. Bei Axel Zinn be-danke ich mich f�ur zahlreiche Verbesserungsvorschl�age zu M�angeln, die er beimKorrekturlesen gefunden hat.
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2. Der Eindeutigkeitssatz beim Dirichlet-Problem f�ur die skalareHelmholtz-GleichungEs sei D � IR3 eine beschr�ankte, o�ene Menge und u 2 C(D) \ C2(D) einezweimal stetig di�erenzierbare Funktion, die bis zum Rand von D stetig ist, inD die Helmholtz-Gleichung �u + �2u = 0, � 2C, Im(�) � 0, erf�ullt und aufdem Rand von D verschwindet, d.h. u(x) = 0 f�ur alle x 2 @D. Diese Regu-larit�atsforderungen an u sind die Minimalvoraussetzungen, um das Dirichlet-Problem mit homogenen Randdaten im klassischen Sinn �uberhaupt zu formu-lieren. Dann gibt es verschiedene M�oglichkeiten, auf das Verschwinden von uin ganz D zu schlie�en.Falls � = i�, � 2 IR, ist, l�a�t sich das Maximumprinzip anwenden. Andern-falls werden wir versuchen, mit Hilfe des Greenschen Satzes Aussagen �uber u zutre�en. Da die obigen Voraussetzungen an u und an D so nicht ausreichen, umdie Greensche Umformung zu rechtfertigen, sind in der Literatur verschiedeneWege eingeschlagen worden, die Greensche Umformung doch anzuwenden.Am einfachsten ist es, die Stetigkeit von gradu bis zum Rand @D von Dzu verlangen und den Rand @D gen�ugend regul�ar vorauszusetzen (vgl. [25]).Dann sind die Voraussetzungen f�ur die Greensche Umformung erf�ullt, aber dieL�osungsklasse wird stark eingeschr�ankt. Eine zweite Technik setzt den Rand@D C2-glatt voraus und zeigt dann, da� sich gradu unter den Minimalvoraus-setzungen stetig auf den Rand @D fortsetzen l�a�t (vgl. [7], [17], [26]). Die dritte,eleganteste Methode leitet ohne Zusatzannahmen zu den Minimalvoraussetzun-gen ab, da� die Greensche Umformung durchgef�uhrt werden kann (vgl. [8], [24]).Von verschiedenen Autoren ist bei C2-glattem Rand @D die Randregula-rit�at von u abgeschw�acht worden. Anstelle der Voraussetzungenu 2 C(D) \ C2(D), u(x) = 0, x 2 @D, wird u 2 C2(D) und die L2-Randbe-dingung Z@D ju(x+ hn(x))j2ds(x)! 0 ; h% 0 (d.h. h! 0; h < 0 ) ,gefordert (vgl. [21], [4]). Dabei bezeichnet n die nach au�en weisende Normalean @D. Wenn keine weiteren Voraussetzungen an gradu gestellt werden sollen{ 6 {



(in [2] wird z.B. die Existenz von @u@n gefordert), ist keine der oben beschriebe-nen Techniken auf die L2-Randbedingung �ubertragbar. Miranda gibt f�ur denFall � = i�, � 2 IR, einen Eindeutigkeitsbeweis an ([21], vgl. auch [15]). Un-ter sehr allgemeinen Voraussetzungen zeigen Mikhailov [20] und Chabrowskiund Thompson [5] Eindeutigkeit bei elliptischen Randwertproblemen zweiterOrdnung. Des weiteren hat Calder�on f�ur die Maxwellschen Gleichungen einenEindeutigkeitssatz bewiesen ([4]), dessen Idee sich auch auf skalare Probleme�ubertragen l�a�t.Im ersten Satz werden wir den Beweis von Miranda auf beliebige � 2C,Im(�) � 0, ausdehnen, indem wir mit Hilfe der Idee von Miranda und ei-ner Zusatz�uberlegung die Greensche Umformung rechtfertigen. Falls � = 0oder Im(�) > 0 ist, erhalten wir so den �ublichen Eindeutigkeitssatz. Der FallIm(�) = 0 wird sp�ater noch genauer untersucht.Im folgenden sei D � IR3 immer eine o�ene, beschr�ankte, zusammen-h�angende Menge, Da := IR3 nD sei zusammenh�angend, der Rand von D, @D,sei auch der Rand von Da. @D sei C2-glatt, die Normale n an @D sei in dasAu�engebiet Da gerichtet.Weiter sei f�ur x 2 @D Ĥ(x) die mittlere Kr�ummung von @D an der Stellex und K̂(x) die Gau�sche Kr�ummung an der Stelle x.Bemerkung: F�ur die G�ultigkeit der hier bewiesenen S�atze mu� D nichtzusammenh�angend sein. D kann auch aus endlich vielen o�enen, beschr�anktenund zusammenh�angenden Mengen bestehen. Die Beweise m�u�en dann nur ge-ringf�ugig oder gar nicht modi�ziert werden. Wir nehmen hier aus Bequemlich-keit den geometrisch einfachsten Fall an.F�ur hinreichend kleines h0 > 0 de�nieren wir die Parallel�achen@Dh := fz 2 IR3: z = x+ hn(x); x 2 @Dg, jhj � h0. Dh sei das Innere des von@Dh berandeten Gebietes. Dh = fz 2 D: dist(z; @D) > jhjg f�ur h � 0,Dh = fz 2 IR3: z 2 D oder dist(z; @D) < hg f�ur h > 0. Schlie�lich seiDh;a := IR3 nDh.Wird @Dh durch z = x + hn(x), x 2 @D, parametrisiert , so besteht dieBeziehung ds(z) = (1� 2Ĥ(x)h+ K̂(x)h2)ds(x) zwischen dem Fl�achenelementds(z) von @Dh im Punkt z und dem Fl�achenelement ds(x) von @D im Punktx. { 7 {



Satz 2.1:Sei u 2 C2(D) mit �u+ �2u = 0 in D, � 2C, Im(�) � 0,Z@D ju(x+ hn(x))j2ds(x)! 0 f�ur h% 0 (d.h. h! 0; h < 0 ).Dann giltZ@Dk u @u@n ds! 0 f�ur eine geeignete Folge (hk) mit hk % 0; k!1 ,wobei @Dk := @Dhk ist.Beweis :Wir de�nieren f�ur �h0 � h < 0I(h) := 12 Z@D ju(x+ hn(x))j2(1� 2Ĥ(x)h+ h2K̂(x))ds(x); I(0) := 0:Dann ist I 2 C1(�h0; 0) \ C[�h0; 0],I 0(h) = Z@D ju(x+ hn(x))j2(�Ĥ(x) + hK̂(x))ds(x) + Re Z@Dh u @u@n ds= Z@D ju(x+hn(x))j2(�Ĥ(x)+hK̂(x))ds(x)+Re8<: ZDh (u(��2u) + jgraduj2)dx9=;= Z@D ju(x+hn(x))j2(�Ĥ(x)+hK̂(x))ds(x)�Re(�2) ZDh juj2dx+ZDh jgraduj2dx :(2:1)Wir nehmen an, da� RDh jgraduj2dx!1; h% 0, gilt. AusZDh juj2dx ={ 8 {



= ZD�h0 juj2dx+ hZ�h0 8<:Z@D ju(x+ �n(x))j2(1� 2�Ĥ(x) + �2K̂(x))ds(x)9=;d�= ZD�h0 juj2dx+ 2 hZ�h0 I(�)d� ; h 2 [�h0; 0) ;folgt die Existenz von limh%0 ZDh juj2dx :Dann gibt es ein h1 < 0, so da� I 0(h) > 0 f�ur alle h mit h1 � h < 0 ist. Ausdem Mittelwertsatz folgt dann I(0) = I(h1) + jh1j I 0(~h) > 0, ~h 2 (h1; 0) imWiderspruch zu I(0) = 0. Also existiert RD jgraduj2dx undZDnDh jgraduj2dx == jhjZ0 Z@D jgradu(x� tn(x))j2(1+ 2Ĥ(x)t+ t2K̂(x))ds(x)dt! 0; h% 0 : (2:2)Dann k�onnen wir eine Folge (hk) mit hk < 0, hk ! 0; k ! 1, so ausw�ahlen,da�jhkj Z@D j@u@n(x+ hkn(x))j2(1� 2Ĥ(x)hk + h2kK̂(x))ds(x)! 0; k !1: (2:3)Denn mitf(h) := Z@D jgradu(x+ hn(x))j2(1� 2Ĥ(x)h+ h2K̂(x))ds(x)gilt f 2 C[�h0; 0) ; 0 � f(h) ; jhjZ0 f(�t)dt! 0; h% 0; nach (2.2).{ 9 {



Damit erhalten wir0 � inf�2[h;0)(f(�)j� j) � inf�2[h;0)(f(�)jhj) � jhjZ0 f(��)d� ! 0; h% 0:hk wird so gew�ahlt, da� � 1k < hk < 0 undf(hk)jhkj � infff(�)j� j: � 2 [� 1k ; 0)g � 1kist. Dann gilt: f(hk)jhkj ! 0; k !1, undjhkj Z@D j@u@n(x+ hkn(x))j2(1� 2Ĥ(x)hk + h2kK̂(x))ds(x) � jhkjf(hk)! 0f�ur k !1.Aus Gleichung (2.1) folgt die Existenz von limh%0 I 0(h), insbesonderejI 0(h)j � C f�ur alle h 2 [�h0; 0). Aus dem Mittelwertsatz schlie�en wirjI(h)j = jI(0) + hI 0(~h)j � Cjhj, ~h 2 (h; 0), und mit der Cauchy-SchwarzschenUngleichung ������ Z@Dk u @u@n ds ������2 �� I(hk) Z@D j@u@n(x+ hkn(x))j2(1� 2Ĥ(x)hk + h2kK̂(x))ds(x)! 0; k !1 :
Mit Satz 2.1 k�onnen wir0 = limk!1 Im8<:� Z@Dk @u@n uds9=; = limk!1 Im8<:� ZDk (��2juj2 + jgraduj2)dx9=;= �Im(�) ZD j�j2juj2dx� Im(�) ZD jgraduj2dx{ 10 {



folgern, da die Greensche Umformung mit dem C1-glatten Rand @Dk, der in Dliegt, und mit der inD zweimal stetig di�erenzierbaren Funktion u durchgef�uhrtwerden kann. Daraus erhalten wir u(x) = 0 f�ur alle x 2 D, falls Im(�) > 0 ist.Falls Im(�) = 0 ist, erhalten wir wie oben0 = limk!1 Z@Dk @u@n u ds = ��2 ZD juj2dx+ ZD jgraduj2dx :Falls � = 0 gilt, folgt wieder u = 0 in D. Im allgemeinen erhalten wir f�ur reelle� mit (2.1) nur I 0(h)! 0; h% 0; I(h) = o(jhj); h% 0. Sei�h(x) := ( 1 f�ur x 2 Dhcos2(�h (� � h)) f�ur x = y + �n(y); h � � � h2 ; y 2 @D0 sonstf�ur �h0 � h < 0. Bezeichnen wir mit C10 (D) die stetig di�erenzierbaren Funk-tionen mit kompaktem Tr�ager in D, so gilt: �h 2 C10 (D); �hu 2 C10 (D),ku� �hukL2(D) ! 0; h% 0, kgradu� �h gradukL2(D) ! 0; h% 0;ku grad�hk2L2(D) � ku grad�hk2L2(DnDh) � jhjZ0 Z@D�� ju(x+ �n(x))j2 Ch2 dsd�� jhj Ch2 o(jhj)! 0; h% 0:Insgesamt ergibt sichku� �hukL2(D) + kgrad (u� �hu)kL2(D) �� ku��hukL2(D)+kgradu��h gradukL2(D)+ku grad�hkL2(D) ! 0 ; h! 0 :Damit ist u 2 H10 (D) (H10 (D) ist der Abschlu� von C10 (D) bzgl. der Normkuk2H10 (D) := kuk2L2(D) + kgraduk2L2(D)). Ist v 2 C10 (D), so erhalten wir durchpartielle Integration ZD (gradu; grad v)dx = �2 ZD uvdx :{ 11 {



Eine Funktion u 2 H10 (D), die diese Gleichung f�ur alle v 2 C10 (D) (und damitf�ur alle v 2 H10 (D)) erf�ullt und die nicht die Nullfunktion ist, hei�t schwacheEigenl�osung zum inneren Dirichlet-Problem bei der Helmholtz-Gleichung.Analog zu Satz 2.1 l�a�t sich die Greensche Umformung f�ur eine L�osungdes homogenen �au�eren Dirichlet-Problems mit L2-Randbedingung beweisen,woraus dann wie �ublich auf die Eindeutigkeit des �au�eren Dirichlet-Problemsmit L2-Randbedingung geschlossen werden kann.Der Beweis von Satz 2.1 l�a�t sich weder auf das Impedanzrandwertproblemoder das Transmissionsrandwertproblem bei der skalaren Helmholtz-Gleichungnoch auf Randwertprobleme bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung �ubertra-gen. Im n�achsten Satz werden wir deshalb f�ur das �au�ere Dirichletsche Rand-wertproblem einen weiteren Eindeutigkeitssatz beweisen. Die dortige Technikist auch bei anderen skalaren und vektoriellen Problemen anwendbar. DieGrundidee stammt von Calder�on ([4]). Das Randwertproblem wird zuerst aufParallel�achen gel�ost (dazu mu� es schon einen Existenz- und Eindeutigkeits-satz geben!), dann wird aus der Konvergenz der Randdaten gegen 0 auf dasVerschwinden der L�osung geschlossen. Das Resultat von Satz 2.1 kann sogaretwas versch�arft werden, da die Voraussetzung der starken L2-Konvergenz derRanddaten gegen 0 in Satz 2.1 durch die Voraussetzung der schwachen Konver-genz der Randdaten gegen 0 ersetzt werden kann.Sei �h:C(@D)! C(@Dh) de�niert durch (�hf)(x+ hn(x)) := f(x),x 2 @D. �h ist ein Hom�oomorphismus.Satz 2.2:Sei u 2 C2(Da) mit�u+ �2u = 0 in Da, � 2C n f0g, Im(�) � 0,Zjxj=R ����@u@r (x)� i�u(x)����2 ds(x)! 0 f�ur R!1.Au�erdem erf�ulle u die homogene RandbedingungZ@D u(x+ hn(x))g(x)ds(x)! 0 , h& 0 (d.h. h! 0; h > 0),{ 12 {



f�ur alle g 2 L2(@D) (d.h. die Funktionen u(: + hn(:)) konvergieren f�ur h & 0schwach gegen 0 in L2(@D)). Dann gilt: u(x) = 0 f�ur alle x 2 Da.Beweis :Im ersten Schritt wird u in Dh;a als Potential mit einer Belegung auf @Dhdargestellt. Seiv(x) := Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y) ~'h(~y)ds(~y)� i� Z@Dh �(x; ~y) ~'h(~y)ds(~y)f�ur x 2 Dh;a = IR3 nDh, wobei ~'h 2 C1;�(@Dh), � 6= 0, � Re(�) � 0. Wenn dieDichte ~'h die Integralgleichung~'h(~x) + 2 Z@Dh @�@n(~y) (~x; ~y) ~'h(~y)ds(~y)� i� 2 Z@Dh �(~x; ~y) ~'h(~y)ds(~y) = 2u(~x)(2:4)f�ur alle ~x 2 @Dh erf�ullt, dann stimmen v(x) und u(x) f�ur alle x 2 Dh;a �uberein,denn aus den Sprungrelationen ergibt sich u(~x) = v(~x) f�ur alle ~x 2 @Dh unddie Regularit�atseigenschaften von Fl�achenpotentialen liefern v 2 C1;�(Dh;a)(vgl. Anhang zu diesem Kapitel). Dann erhalten wir aus dem klassischen Ein-deutigkeitssatz: u(x) = v(x) f�ur alle x 2 Dh;a.Im Anhang werden wir beweisen, da� die in (2.4) auftretenden Integralope-ratoren in C1;�(@Dh) kompakt sind. Au�erdem ist uj@Dh 2 C1;�(@Dh). Damitbesitzt (2.4) nach der Riesz-Theorie genau dann eine eindeutige L�osung, wenndie homogene Integralgleichung (2.4) nur die triviale L�osung besitzt.De�nieren wir 'h := ��1h ~'h 2 C(@D), so erhalten wir nach Anwenden von��1h auf die Gleichung (2.4) die �aquivalente Gleichung(I +Kh � i�Sh)'h = 2��1h (uj@Dh) ; (2:5)wobei f�ur ' 2 C(@D), x 2 @D,(Kh')(x) := 2 Z@D @�@n(y)(x+hn(x); y+hn(y))'(y)(1�2hĤ(y)+h2K̂(y))ds(y){ 13 {



und(Sh')(x) := Z@D �(x+ hn(x); y + hn(y))'(y)(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))ds(y)de�niert sind.Im Anhang zeigen wir, da� Kh und Sh zu stetigen Operatoren in L2(@D)fortgesetzt werden k�onnen, da� Kh und Sh f�ur h gegen 0 gegen K0 bzw. S0 inder L2(@D)-Operatornorm konvergieren, d.h.kKh �K0kL2(@D) + kSh � S0kL2(@D) ! 0 ; h! 0 ;und da� I +K0 � i�S0 in L2(@D) eine stetige Inverse besitzt, d.h.k(I +K0 � i�S0)�1kL2(@D) � C1 :Wenden wir nun das �ubliche St�orungsargument (Neumannsche Reihe) an, sosehen wir, da� f�ur hinreichend kleine h die Operatoren I + Kh � i�Sh einestetige Inverse besitzen, welche gegen (I +K0 � i�S0)�1 konvergieren,k(I +Kh � i�Sh)�1 � (I +K0 � i�S0)�1kL2(@D) ! 0 ; h! 0 :Wenn I+Kh� i�Sh als Operator in L2(@D) injektiv ist, hat die homogeneGleichung (2.4) nur die triviale L�osung. Damit ist die Gleichung (2.4) eindeutigl�osbar und u ist f�ur gen�ugend kleine h inDh;a als Potential �uber @Dh darstellbar.Im zweiten Schritt zeigen wir, da� die L�osungen 'h der Gleichung (2.5)schwach gegen 0 konvergieren. Daraus leiten wir dann das Verschwinden von uin Da her.Aus der VoraussetzungZ@D u(x+ hn(x))g(x)ds(x)! 0 , h& 0, f�ur alle g 2 L2(@D) folgt:(��1h uj@Dh) konvergiert schwach gegen 0 in L2(@D) und bleibt daher beschr�ankt,k(��1h uj@Dh)kL2(@D) � C2 f�ur alle 0 < h � h0. Also:'h = 2 (I +Kh � i�Sh)�1(��1h uj@Dh)= 2 f(I +Kh � i�Sh)�1 � (I +K0 � i�S0)�1g(��1h uj@Dh)+ 2 (I +K0 � i�S0)�1(��1h uj@Dh) ;{ 14 {



k2f(I +Kh � i�Sh)�1 � (I +K0 � i�S0)�1g(��1h uj@Dh)k �� 2C2k(I +Kh � i�Sh)�1 � (I +K0 � i�S0)�1kL2(@D) ! 0 ; h! 0 ;2 (I +K0 � i�S0)�1(��1h uj@Dh)* 0 ; h! 0; h > 0 :Insgesamt k�onnen wir 'h * 0, h& 0, schlie�en.Nun sei x 2 Da beliebig, aber fest gew�ahlt. Es giltu(x) = Z@D @�@n(y)(x; y + hn(y))(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))'h(y)ds(y)� i� Z@D �(x; y + hn(y))(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))'h(y)ds(y)! 0 ; h& 0 ;da 'h * 0, h& 0; d.h. u(x) = 0 f�ur alle x 2 Da.Mit Satz 2.2 haben wir die Frage nach der Eindeutigkeit des �au�erenDirichlet-Problems bei L2-Randbedingungen beantwortet. Die Existenz einerL�osung u, welche die RandbedingungZ@D fu(x+ hn(x))� f(x)gg(x)ds(x)! 0 , h& 0, f�ur alle g 2 L2(@D) oderZ@D ju(x+ hn(x))� f(x)j2ds(x)! 0 , h& 0, f�ur eine vorgegebene Funktionf 2 L2(@D) erf�ullt, folgt mit dem Ansatz von Brakhage, Werner, Leis und Pa-nich (vgl. [3], [18], [23]), den wir auch im ersten Schritt des Beweises verwendethaben, den Sprungrelationen f�ur Potentiale mit L2-Dichten (vgl. [13]) und derInvertierbarkeit von (I +K0 � i�S0) in L2(@D).Wird das Dirichlet-Problem im Innenraum D betrachtet, so existieren f�urbestimmte � Eigenl�osungen.�2 hei�t klassischer Eigenwert beim Dirichlet-Problem zum Operator ��im Gebiet D, falls es ein v 2 C2(D) \ C1(D) gibt, welches �v + �2v = 0 in Dund v = 0 auf @D erf�ullt, aber nicht in D identisch verschwindet.Im n�achsten Satz untersuchen wir die L�osungen des inneren Dirichlet-Problems mit homogenen L2-Randbedingungen. Es wird sich zeigen, da� keine{ 15 {



neuen Eigenwerte und Eigenl�osungen hinzukommen, wenn die klassische Rand-bedingung durch die schw�achere L2-Randbedingung ersetzt wird.Satz 2.3:Sei u 2 C2(D) mit �u+ �2u = 0 in D, � 2C, Im(�) � 0,Z@D u(x+ hn(x))g(x)ds(x)! 0 , h% 0 (d.h. h! 0; h < 0 ),f�ur alle g 2 L2(@D).Falls �2 kein klassischer Eigenwert beim Dirichlet-Problem zum Operator�� im Gebiet D ist, folgt u(x) = 0 f�ur alle x 2 D.Falls �2 ein klassischer Eigenwert beim Dirichlet-Problem zum Operator�� im Gebiet D ist, folgt: u 2 C2(D) \ C1;�(D) und u = 0 auf @D (d.h. uliegt im klassischen Eigenraum).Beweis :Nach Hilfssatz A3 des Anhangs ist u in Dh als Doppelschichtpotential �uber @Dhmit einer Dichte ~'h 2 C1;�(@Dh) darstellbar,u(x) = Z@Dh @�@n(~y)(x; ~y) ~'h(~y)ds(~y) ; x 2 Dh :Aus den Sprungrelationen schlie�en wir, da� ~'h 2 C1;�(@Dh) die Integralglei-chung ~'h(~x)� 2 Z@Dh @�@n(~y) (~x; ~y) ~'h(~y)ds(~y) = �2u(~x) (2:6)f�ur alle ~x 2 @Dh erf�ullt. Wir transformieren diese Gleichung durch Anwendenvon ��1h in die �aquivalente Gleichung(I �Kh)'h = �2��1h (uj@Dh) ; 'h := (��1h ~'h) : (2:7)Falls �2 kein klassischer Eigenwert zum Operator �� im Gebiet D ist, liefernuns wie im vorigen Satz die Konvergenz kKh�K0kL2(@D) ! 0, h! 0, und die{ 16 {



stetige Inverse von (I � K0) (die nur dann existiert, wenn �2 kein Eigenwertist) mit dem St�orungsargument die schwache Konvergenz der Dichten, 'h * 0,h! 0, woraus wieder das Verschwinden von u in ganz D folgt.Nun sei �2 ein klassischer Eigenwert zum Operator �� im Gebiet D.Wir nehmen an, es g�abe eine Folge hk, k 2 IN , hk < 0, mit hk ! 0,k ! 1, und k'hkkL2(@D) ! 1, k ! 1. Anstatt die auftretenden Ope-ratoren, Dichten und R�ander mit hk zu indizieren, schreiben wir einfach nurk als Index. ��1k (uj@Dk) bleibt als schwach konvergente Folge beschr�ankt. k := k'kk�1L2(@D) 'k erf�ullt k kkL2(@D) = 1 und(I �K0) k = �2 k'kk�1L2(@D)��1k (uj@Dk) + (Kk �K0) k ! 0 ; k !1 ;da kKk � K0kL2(@D) ! 0, k ! 1, gilt. Weil K0 kompakt in L2(@D) ist,konvergiert eine Teilfolge  k(j), j 2 IN , von  k in der L2(@D)-Norm gegen ein 0 2 L2(@D) mit k 0kL2(@D) = 1 und (I �K0) 0 = 0. F�ur jedes fest gew�ahltex 2 D gilt: Z@D @�@n(y)(x; y) 0(y)ds(y) == limj!1 Z@D @�@n(y)(x; y + hk(j)n(y))(1� 2hk(j)Ĥ(y) + h2k(j)K̂(y)) k(j)(y)ds(y) == limj!1�k'k(j)k�1L2(@D)�� Z@D @�@n(y)(x; y + hk(j)n(y))(1� 2hk(j)Ĥ(y) + h2k(j)K̂(y))'k(j)(y)ds(y)� == limj!1 k'k(j)k�1L2(@D) Z@Dk(j) @�@n(y)(x; ~y) ~'k(j)(~y)ds(~y) == limj!1 k'k(j)k�1L2(@D)u(x) = 0 :Aus dem Verschwinden des Doppelschichtpotentials mit Dichte  0 inD folgt mitden Sprungrelationen f�ur L2-Dichten:  0 2 N(I �K0). Da sich der Nullraumdes Operators (I � K0) nicht �andert, wenn er in L2(@D) statt in C1;�(@D)betrachtet wird (vgl. die Bemerkung zwischen Hilfssatz A2 und Hilfssatz A3{ 17 {



des Anhangs zu diesem Kapitel), ist sogar  0 2 C1;�(@D). Mit Hilfssatz A3 desAnhangs schlie�en wir jetzt aus dem Verschwinden des Doppelschichtpotentialsin D, da�  0 = 0 gilt. Dies ist ein Widerspruch zu k 0kL2(@D) = 1.Sei nun hk, k 2 IN , hk < 0, mit hk ! 0, k!1, eine beliebige Folge. Dannbleiben die zugeh�origen 'k in der L2(@D)-Norm beschr�ankt und wir k�onnen eineschwach konvergente Teilfolge 'k(j), j 2 IN , ausw�ahlen, 'k(j) * '0, j ! 1.Aus (I �Kk(j))'k(j) = �2��1k(j)(uj@Dk(j)) erhalten wir(I �K0)'k(j) = �2��1k(j)(uj@Dk(j)) + (Kk(j) �K0)'k(j) * 0 ; j !1 :Zusammen mit (I �K0)'k(j) * (I �K0)'0 hei�t das '0 �K0'0 = 0. Wegenu(x) = Z@D @�@n(y)(x; y + hk(j)n(y))(1� 2hk(j)Ĥ(y) + h2k(j)K̂(y))'k(j)(y)ds(y)! Z@D @�@n(y)(x; y)'0(y)ds(y) ; j !1 ;f�ur jedes feste x 2 D, ist u als Doppelschichtpotential �uber @D mit einer Dichte'0 2 N(I �K0) � C1;�(@D) darstellbar und daher eine klassische Eigenl�osungoder die Nullfunktion.Unter der Voraussetzung der starken L2-Konvergenz der Randdaten gegen0 h�atten wir den letzten Satz auch anders ableiten k�onnen. Im Anschlu� an Satz2.1 haben wir festgestellt, da� eine L�osung u des inneren Dirichlet-Problems,deren Randdaten bzgl. der L2-Norm gegen 0 konvergieren, im Sobolev-RaumH10 (D) liegt und eine schwache L�osung des inneren homogenen Dirichlet-Pro-blems ist: ZD (gradu; grad v)dx = �2 ZD uvdx f�ur alle v 2 H10 (D).Nutzen wir Regularit�atss�atze f�ur schwache L�osungen elliptischer Randwertpro-bleme aus (vgl. [17]), so k�onnen wir u 2 C2(D) \ C1(D), �u + �2u = 0 in D,uj@D = 0 folgern, d.h. u l�ost das klassische homogene Dirichlet-Problem. Diesist das Resultat des letzten Satzes, den wir aber ohne die Regularit�atss�atze f�urschwache L�osungen bewiesen haben.{ 18 {



Wir gehen jetzt den umgekehrten Weg und leiten mit den Methoden desletzten Satzes die Randregularit�at von schwachen L�osungen des Dirichlet-Pro-blems her, d.h. wir zeigen unter geeigneten Voraussetzungen: schwache L�osun-gen sind auch klassische L�osungen und insbesondere schwache Eigenl�osungensind auch klassische Eigenl�osungen. Dabei benutzen wir zum Nachweis derinneren Regularit�at eine Standardmethode.Satz 2.4:Sei f 2 C2(D) \ Cm;�(D), m = 0; 1, 0 � � < 1, mit �f 2 L2(D). u 2 H1(D)erf�ulle u� f 2 H10 (D) undZD (grad (u� f); grad v)dx� �2 ZD (u� f)vdx = ZD (�f + �2f)vdxf�ur alle v 2 H10 (D). Dann ist (nach �Anderung auf einer Menge vom Ma� Null)u 2 C2(D) \ Cm;�(D). u erf�ullt �u+ �2u = 0 in D und u = f auf @D.Beweis :Zuerst weisen wir mit einer Standardmethode (Weylsches Lemma) u 2 C2(D)und �u+ �2u = 0 in D nach (vgl. [11] und [10]).F�ur ' 2 C20 (D) giltZD (grad (u� f); grad')dx = � ZD (u� f)�'dx undZD (�f + �2f)'dx = ZD f(�'+ �2')dx :Mit der Voraussetzung erhalten wirZD u(�'+ �2')dx = 0 f�ur alle ' 2 C20 (D). (2:8)Sei �� 2 C1(IR), 0 � ��(t) � 1 f�ur alle t 2 IR und��(t) = � 1 f�ur t � �20 f�ur t � � :{ 19 {



Weiter sei H�(x; y) := ��(jx� yj)�(x; y) ; x; y 2 IR3; x 6= y :Zu jeder kompakten Teilmenge G von D gibt es ein � = �(G) > 0, so da� f�uralle  2 C1(IR3), mit  (x) = 0 f�ur x =2 G, die Funktion'(x) := ZIR3 H�(x; y) (y)dy ; x 2 IR3;zu C20 (D) geh�ort. Es gilt(�')(x) + �2'(x) = � (x) + ZIR3 K�(x; y) (y)dy ; x 2 IR3;mit K�(x; y) := �yH�(x; y) + �2H�(x; y). K�(x; y) 2 C1(IR3 � IR3),K�(x; y) = 0 f�ur jy � xj � �2 und f�ur jy � xj � � und die Ableitungen nachx von K�(x; y) sind beschr�ankt in IR3�IR3. Mit (2.8) und dem Satz von Fubinifolgt 0 = ZD 0@� (x) + ZIR3 K�(x; y) (y)dy1Au(x)dx= ZIR3  (y)0@�u(y) + ZIR3 K�(x; y)u(x)dx1Adyf�ur alle  2 C10 (G). Dann giltu(y) = ZIR3 K�(x; y)u(x)dx f�ur fast alle y im Inneren von G.Also ist u nach Ab�anderung auf einer Menge vom Ma� Null eine zweimal stetigdi�erenzierbare Funktion im Inneren von G. Da G beliebig in D gew�ahlt werdenkann, folgt u 2 C2(D) (nach Ab�anderung auf einer Nullmenge) und� ZD �u'dx = ZD (gradu; grad')dx = �2 ZD u'dx ;{ 20 {



d.h. ZD (�u+ �2u)'dx = 0 f�ur alle ' 2 C10 (D).Daher gilt �u+ �2u = 0 in D.Jetzt weisen wir die Regularit�at von u am Rand nach. Dazu zeigen wirzuerst k��1h (uj@Dh)� f j@DkL2(@D) ! 0, h% 0.F�ur ' 2 C10 (D) haben wir die Absch�atzung:Z@D j'(x+ hn(x))j2ds(x) = Z@D ������ hZ0 (n(x); grad'(x+ tn(x)))dt������2 ds(x)� Cjhj ZD jgrad'j2dx :Wir w�ahlen zu einem vorgegebenem � > 0 ein h1, 0 < h1 � h0, so da�Cjhj ZD jgrad (u� f)j2dx < �8 undZ@D jf(x+ hn(x))� f(x)j2ds(x) < �8 f�ur alle jhj � h1 ist.Da u�f 2 H10 (D)\C(D) ist, k�onnen wir u�f mit einer Folge von Funktionen'j 2 C10 (D), j 2 IN , in der H1-Norm approximieren und erhalten mit HilfssatzA4 des Anhangs f�ur �h1 < h < 0:Z@D ju(x+ hn(x))� f(x)j2ds(x) == lim infj!1 �Z@D jfu(x+ hn(x))� f(x+ hn(x))� 'j(x+ hn(x))g++ff(x+ hn(x))� f(x)g+ 'j(x+ hn(x))j2ds(x)� �� 4 lim infj!1 Z@D ju(x+ hn(x))� f(x+ hn(x))� 'j(x+ hn(x))j2ds(x) + �2{ 21 {



+2 lim infj!1 Z@D j'j(x+ hn(x))j2ds(x) �� 4 lim infj!1 C(h) ZD fjgrad (u� f � 'j)j2 + ju� f � 'j j2gdx+ �2+2Cjhj lim infj!1 ZD jgrad'j j2dx < � :Dabei wurde in der ersten Ungleichung die Absch�atzungja+ b+ cj2 � 2ja+ bj2 + 2jcj2 � 4jaj2 + 4jbj2 + 2jcj2 ; a; b; c 2C ;benutzt.Stellen wir wieder u in Dh als Doppelschichtpotential �uber @Dh mit einerDichte ~'h 2 C1;�(@Dh) dar, d.h.u(x) = Z@Dh @�@n(~y)(x; ~y) ~'h(~y)ds(~y) ; x 2 Dh ;so erf�ullt 'h := ��1h ~'h wieder die Gleichung (I�Kh)'h = �2��1h (uj@Dh). Wieim Beweis von Satz 2.3 k�onnen wir eine Folge hk, k 2 IN , mit hk < 0, hk ! 0,k ! 1, so ausw�ahlen, da� 'hk gegen ein '0 2 L2(@D) in der L2(@D)-Normkonvergiert, 'hk ! '0, k ! 1. '0 l�ost die Gleichung (I �K0)'0 = �2f j@D.Dann liegt '0 sogar in Cm;�(@D) (da f j@D 2 Cm;�(@D)) undu(x) = Z@D @�@n(y)(x; y)'0(y)ds(y) ; x 2 D ;erf�ullt die Behauptung.
{ 22 {



Anhang zum zweiten KapitelBei den Beweisen f�ur die S�atze des zweiten Kapitels haben wir einige technischeResultate benutzt, die wir jetzt nachweisen wollen. Zuerst begr�unden wir dieSprungrelationen und Regularit�atseigenschaften von Fl�achenpotentialen �ubereine Parallel�ache @Dh.F�ur einen C2-glatten Rand @D ist@Dh := fz 2 IR3 : z = x+ hn(x); x 2 @Dgeine C1-glatte Fl�ache, wenn jhj � h0 und h0 2 (0; 1) hinreichend klein ist. Esgilt f�ur ~x = x+ hn(x), ~y = y+ hn(y); x; y 2 @D: n(~x) = n(x) (daher der NameParallel�ache), (n(~x); ~x� ~y) = (n(x); x� y) + 12hjn(x)� n(y)j2;j~x� ~yj2 = jx� yj2 + 2h(n(x)� n(y); x� y) + h2jn(x)� n(y)j2:Daraus erh�alt man: j~x� ~yj � 2jx� yj; j~x� ~yj � 12 jx� yj; (A1)j(n(~x); ~x� ~y)j � Cjx� yj2; jn(~x)� n(~y)j � Cjx� yj (A2)f�ur alle x; y 2 @D und f�ur alle jhj � h0, wenn h0 > 0 hinreichend klein gew�ahltist. Also ist @Dh eine Ljapunov-Fl�ache. F�ur solche Fl�achen gelten die Sprun-grelationen auch (vgl. [9]).Fast alle Resultate �uber Fl�achenpotentiale, die im Kapitel 2 des Buchesvon Colton und Kre� [7] hergeleitet werden, gelten auch f�ur die Fl�ache @Dh.Denn zum Beweis der Eigenschaften von Fl�achenpotentialen werden von derFl�ache nur die Absch�atzungen (A2) (vgl. [7] Theorem 2.2) und die Existenzeiner stetigen Kr�ummung ben�otigt (d.h. die Normale mu� nach den Parame-trisierungsvariablen der Fl�ache stetig di�erenzierbar sein ([7] Theorem 2.1)).An den Stellen des Buches von Colton und Kre� , an denen zweite Ableitun-gen von der Parametrisierung benutzt werden, m�ussen wir die Parametrisierung{ 23 {



der Parallel�ache @Dh mit ihrem Gradienten durch zweimal stetig di�erenzier-bare Funktionen gleichm�a�ig approximieren. Auf diese Weise k�onnen wir alleS�atze aus dem zweiten Kapitel von [7] mit einer einzigen Ausnahme auf dieFl�ache @Dh �ubertragen. Diese Ausnahme ist die Regularit�at des auf der Fl�acheausgewerteten Doppelschichtpotentials. F�ur ' 2 C0;�(@D) ist der Beweis f�urK' 2 C1;�(@D) aus [7] nicht �ubertragbar ([7] Theorem 2.22). S�amtliche Ei-genschaften von Fl�achenpotentialen auf @Dh, die im folgenden ben�otigt werden(Sprungrelationen, Regularit�atseigenschaften usw.), sind somit g�ultig.Anstelle der obigen Ausnahme reicht es f�ur unsere Zwecke aus, da� dasDoppelschichtpotential auf @Dh Dichten aus C1;�(@Dh) kompakt in C1;�(@Dh)abbildet, d.h. ~Kh:C1;�(@Dh)! C1;�(@Dh),~Kh ~'(~x) := 2 Z@Dh @�@n(~y) (~x; ~y) ~'(~y)ds(~y) ; ~x 2 @Dh ;ist kompakt in der C1;�(@Dh)-Norm. Denn:F�ur ' 2 C1;�(@Dh) de�nieren wirv(x) := 2 Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y)'(~y)ds(~y) ; x 2 Dh :Analog zu Theorem 2.23 in [7] gilt:grad v(x) = �22 Z@Dh �(x; ~y)n(~y)'(~y)ds(~y)+2 Z@Dh [gradx�(x; ~y); [n(~y);Grad'(~y)]]ds(~y) ; x 2 Dh :Mit den Sprungrelationen berechnen wir f�ur ~x 2 @Dh(GradK')(~x) = �[n(~x); [n(~x); gradv(~x)]] + Grad'(~x)= �2�2 Z@Dh [n(~x); [n(~x);�(~x; ~y)n(~y)'(~y)]]ds(~y)� [n; ~Mh[n;Grad']](~x) ;{ 24 {



wobei ~Mh:T 0;�(@Dh)! T 0;�(@Dh) durch~Mha(~x) := 2 Z@Dh [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)a(~y)g]ds(~y) ; ~x 2 @Dh ;de�niert ist. Da ~Kh und ~Sh, der Einfachschichtpotentialoperator auf @Dh, inC0;�(@Dh), kompakt sind, ~Mh in T 0;�(@Dh), den �-H�olderstetigen Tangential-feldern auf @Dh, kompakt ist und C1;�(@Dh) vollst�andig ist, folgt die Behaup-tung.Der folgende Hilfssatz ist das entscheidende Mittel, um die Konvergenz derOperatoren auf @Dh gegen die entsprechenden Operatoren auf @D nachzuwei-sen. Wir bezeichnen in dem Hilfssatz mit X einen der R�aume (C(@D); k:k1)oder (Lp(@D); k:kp), 1 � p < 1. Dabei sei Lp(@D) die Vervollst�andigung vonC(@D) bez�uglich der k:kp-Norm k'kpp = R@D j'jpds.Hilfssatz A1:Seien Ah:X ! X(Ah')(x) := Z@D k(x; y; h)'(y)ds(y) ; x 2 @D ; jhj � h0 ;Integraloperatoren, deren Kerne folgende Eigenschaften erf�ullen:k(x; y; h) ist stetig in x und y f�ur x 6= y und schwach singul�ar, d.h. es gibtKonstanten � > 0, C > 0, so da�jk(x; y; h)j � Cjx� yj2�� f�ur alle x; y 2 @D, x 6= y, und f�ur alle jhj � h0 ist.(A3)F�ur h gegen 0 konvergiert k(x; y; h) gleichm�a�ig gegen k(x; y; 0), wennjx� yj � � ist, d.h. zu jedem � > 0 und � > 0 gibt es ein h1 > 0, so da� f�ur allex; y 2 @D mit jx� yj � � und f�ur alle jhj � h1 gilt:jk(x; y; h)� k(x; y; 0)j � � : (A4)Dann sind die Operatoren Ah:X ! X kompakt und es gilt: kAh � A0k ! 0,h! 0.Beweis :Wegen (A3) ist Ah' f�ur stetige ' wohlde�niert und stetig. Weiter gilt f�urstetiges ' und 1 < p <1 mit der H�olderschen Ungleichung (1=p+ 1=q = 1):{ 25 {



j(Ah')(x)jp = ������Z@D k(x; y; h)'(y)ds(y)������p �� 0@Z@D jk(x; y; h)jds(y)1Ap=q Z@D jk(x; y; h)jj'(y)jpds(y) :Daraus folgt: kAh'kpp � C1k'kpp. F�ur p = 1 erhalten wirZ@D j(Ah')(x)jds(x) � Z@D j'(y)j Z@D jk(x; y; h)jds(x) ds(y)�� C2 Z@D j'(y)jds(y) :Es ist klar, da� Ah auch in C(@D) wohlde�niert und stetig ist (vgl. [7]). Damitist Ah als Operator von X nach X wohlde�niert und stetig.Nun sch�atzen wir f�ur stetige ' und 1 < p <1 ab:j(Ah')(x)� (A0')(x)jp = ������Z@D (k(x; y; h)� k(x; y; 0))'(y)ds(y)������p �� 0@Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)1Ap=q Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jj'(y)jpds(y) ;
kAh'� A0'kpp � supx2@D0@Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)1Ap=q �� Z@D Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(x)j'(y)jpds(y) �� f(h) Z@D Z@D 2Cjx� yj2�� ds(x)j'(y)jpds(y) � C3f(h)k'kpp ;{ 26 {



mit f(h) := supx2@D0@Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)1Ap=q �� supx2@D� Z@D\fjx�yj��g 2Cjx� yj2�� ds(y) ++ Z@D\fjx�yj��g jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)�p=q :Zu vorgegebenem � > 0 k�onnen wir � > 0 so klein w�ahlen, da�Z@D\fjx�yj��g 2Cjx� yj2�� ds(y) � 12 �q=p f�ur alle x 2 @D gilt.Dann w�ahlen wir h1 > 0 so klein, da�Z@D\fjx�yj��g jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)� 12 �q=p f�ur alle x 2 @Dund jhj � h1 gilt. Dann erhalten wir f�ur jhj � h1:f(h) � �12 �q=p + 12�q=p�p=q = � ;d.h. f(h)! 0, h! 0.F�ur p = 1 oder die k:k1-Norm sch�atzen wir genauso ab:kAh'�A0'k1 � Z@D Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(x)j'(y)jds(y)�� supy2@D Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(x)k'k1 ;kAh'�A0'k1 � supx2@D Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)k'k1 ;{ 27 {



supx2@D Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(y)! 0 ; h! 0 ;supy2@D Z@D jk(x; y; h)� k(x; y; 0)jds(x)! 0 ; h! 0 (wie eben).Insgesamt erhalten wir die Behauptung kAh �A0k ! 0, h! 0.W�ahlen wir zu � > 0 �� 2 C(IR) so, da� 0 � ��(t) � 1 f�ur alle t 2 IR,��(t) = 0 f�ur t � �=2, ��(t) = 1 f�ur t � � gilt, und de�nieren wir~k(x; y; h; �) := ��(jx� yj)k(x; y; h) und ~k(x; y; h; 0) := k(x; y; h) ;so erf�ullen die Kerne ~k(x; y; h; �) f�ur festes h als Funktionen von x und y mit �als Parameter die Bedingungen (A3) und (A4). Da die Kerne ~k f�ur � > 0 alsFunktion von x und y stetig sind, sind die zugeh�origen Integraloperatoren Ah;�in X kompakt. Da X vollst�andig ist und mit den vorherigen �Uberlegungen Ahdurch die kompakten Operatoren Ah;� in der Operatornorm approximiert wird,kAh;� �Ahk ! 0, �! 0, ist auch Ah in X kompakt.Mit diesem Hilfssatz k�onnen wir die Konvergenz der im letzten Kapitelaufgetretenen Operatoren leicht nachweisen. Seien f�ur ' 2 X Kh', Sh', K 0h'aus X de�niert durchKh'(x) := 20@��1h Z@Dh @�@n(~y) (:; ~y)(�h')(~y)ds(~y)1A (x) == 2 Z@D @�@n(y)(x+ hn(x); y + hn(y))'(y)(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))ds(y) ;Sh'(x) := 20@��1h Z@Dh �(:; ~y)(�h')(~y)ds(~y)1A (x) == 2 Z@D �(x+ hn(x); y + hn(y))'(y)(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))ds(y) ;K 0h'(x) := 20@��1h Z@Dh @�@n(:)(:; ~y)(�h')(~y)ds(~y)1A (x) ={ 28 {



= 2 Z@D @�@n(x)(x+ hn(x); y + hn(y))'(y)(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))ds(y)f�ur x 2 @D, jhj � h0 (�h l�a�t sich auf X fortsetzen). Dann gilt der folgendeHilfssatz A2:Es gilt: kKh �K0k ! 0 ; kSh � S0k ! 0 ; kK 0h �K 00k ! 0 ; h! 0;wobei k:k die Operatornorm im Raum X bezeichnet.Beweis :Mit den Absch�atzungen (A1) und (A2) l�a�t sich leicht nachrechnen, da� dieKerne der Operatoren Kh, Sh und K 0h die Bedingungen (A3) und (A4) vonHilfssatz A1 erf�ullen. Wir betrachten nur den Operator Kh, die anderen Ope-ratoren k�onnen genauso behandelt werden.k(x; y; h) := @�@n(y)(x+ hn(x); y + hn(y))(1� 2hĤ(y) + h2K̂(y)) == (1� 2hĤ(y) + h2K̂(y)) exp(i�jx� y + h(n(x)� n(y))j) �� � (n(y); x� y + h(n(x)� n(y)))jx� y + h(n(x)� n(y))j3 � i� (n(y); x� y + h(n(x)� n(y)))jx� y + h(n(x)� n(y))j �ist stetig in x und y f�ur x 6= y. Aus (A1) und (A2) ergibt sichjk(x; y; h)j � Cjx� yj f�ur alle x; y 2 @D, jhj � h0.Die gleichm�a�ige Konvergenz von k(x; y; h) gegen k(x; y; 0) f�ur jx� yj � � folgtaus dem Mittelwertsatz.Wir m�ussen noch nachweisen, da� (I+K0�i�S0) inX stetig invertierbar ist(vgl. den Beweis von Satz 2.2). DaK0�i�S0 nach den beiden letzten Hilfss�atzenin X kompakt ist, m�ussen wir aus (I + K0 � i�S0)' = 0, ' 2 X, auf ' = 0schlie�en. Es ist bekannt, da� (I+K0�i�S0) in C(@D) injektiv ist (vgl. [7], [3],{ 29 {



[23]). Betrachten wir das Dualsystem hX;C0;�(@D)i mit hf; gi = R@D fg ds, soist der Operator (I +K 00 � i�S0) zu (I +K0 � i�S0) adjungiert (vgl. [7]). Ausder Fredholmtheorie wissen wirdimN((I +K0 � i�S0)jX) = dimN((I +K 00 � i�S0)jC0;�(@D)) == dimN((I +K0 � i�S0)jC(@D)) = 0 :Mit der gleichen Methode l�a�t sich auch beweisen, da� sich der Nullraumeiner Fredholmschen Integralgleichung 2. Art nicht �andert, wenn sie statt inC1;�(@D) oder C0;�(@D) als Gleichung in Lp(@D) betrachtet wird.Der n�achste Hilfssatz zeigt, da� eine innere L�osung der Helmholtz-Glei-chung als Doppelschichtpotential darstellbar ist.Hilfssatz A3:Sei jhj � h0 fest und u 2 C2(Dh) \ C1;�(Dh) erf�ulle�u+ �2u = 0 in Dh, � 2C, Im� � 0.Dann gibt es genau ein ' 2 C1;�(@Dh), so da� u in Dh als Doppelschichtpo-tential �uber @Dh mit der Dichte ' dargestellt werden kann,u(x) = Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y)'(~y)ds(~y) f�ur alle x 2 Dh.Beweis :Zuerst zeigen wir, da� es h�ochstens ein ' gibt.Sei ' 2 C1;�(@Dh) undu(x) := Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y)'(~y)ds(~y) f�ur alle x 2 IR3 n @Dh.Gilt u(x) = 0 f�ur alle x 2 Dh, so folgt mit den Sprungrelationen @u+@n = @u�@n = 0auf @Dh (u+ := ujDh;a , u� := ujDh), und aus der klassischen Eindeutigkeit des�au�eren Neumann-Problems schlie�en wir u+ = 0. Dann erhalten wir mit{ 30 {



den Sprungrelationen ' = u+ � u� = 0, d.h. es kann h�ochstens eine Dichte' 2 C1;�(@Dh) geben, mit welcher u als Doppelschichtpotential dargestelltwerden kann.Zu einem gegebenem u existiert nach der Fredholmschen Alternative imDualsystem hC1;�(@Dh); C0;�(@Dh)i, hf; gi = R@Dh fg ds, eine Dichte'1 2 C1;�(@Dh), so da�'1(~x)� 2 Z@Dh @�@n(~y) (~x; ~y)'1(~y)ds(~y) = �2u(~x) ; ~x 2 @Dh ; (A5)gilt. Denn:Ist  0 2 C0;�(@Dh) eine L�osung der homogenen zu (A5) adjungierten Glei-chung  0(~x)� 2 Z@Dh @�@n(~x) (~x; ~y) 0(~y)ds(~y) = 0 ; ~x 2 @Dh ;so de�nieren wirv(x) = Z@Dh �(x; ~y) 0(~y)ds(~y) ; x 2 IR3 n @Dh ;und erhalten v+ := vjDh;a 2 C2(Dh;a) \ C1;�(Dh;a), @v+@n = 0. Also ist v+ = 0in Dh;a. Aus den Sprungrelationen folgt f�ur v� := vjDh : v� = 0 auf @Dh,v� 2 C2(Dh) \ C1;�(Dh), @v�@n = @v�@n � @v+@n =  0 auf @Dh. Dann ist mit demzweiten Greenschen Satzh 0; uj@Dhi = Z@Dh @v�@n u ds = Z@Dh v� @u@n ds = 0 :Daraus folgt mit der Fredholm-Alternative (A5).Nun setzen wirv1(x) = u(x)� Z@Dh @�@n(~y)(x; ~y)'1(~y)ds(~y) ; x 2 Dh :v1 2 C2(Dh) \ C1;�(Dh) hat homogene Randwerte v1j@Dh = 0.{ 31 {



Wir m�ussen v1 als Doppelschichtpotential darstellen. Dies ist ein Problemin einem endlichdimensionalen Teilraum von C1;�(@Dh).Sei V := fw 2 C2(Dh) \ C1;�(Dh); �w + �2w in Dh, w = 0 auf @Dhg.F�ur ' 2 N(I � ~Kh) � C1;�(@Dh) liegt das Potential(P')(x) = Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y)'(~y)ds(~y) ; x 2 Dh, in V .P : N(I � ~Kh) ! V ist linear und injektiv nach der ersten �Uberlegung desBeweises, d.h. dimN(I � ~Kh) � dimV .De�nieren wir( ~K 0h )(~x) = 2 Z@Dh @�@n(~x)(~x; ~y) (~y)ds(~y) ; ~x 2 @Dh ;  2 C0;�(@Dh) ;so ist f�ur w 2 V @w@n 2 N(I � ~K 0h), denn der Darstellungssatz f�ur w lautetw(x) = Z@Dh �(x; ~y)@w@n (~y)ds(~y) ; x 2 Dh ; (w = 0 auf @Dh!).Bilden wir die Normalableitung und benutzen die Sprungrelationen, erhaltenwir (I � ~K 0h)@w@n = 0.Dann ist der Operator Q:V ! N(I� ~K 0h), Q(w) = @w@n wohlde�niert, linearund injektiv, weil aus 0 = Q(w) = @w@n auf @Dh zusammen mit w = 0 auf @Dhund dem Darstellungssatz w = 0 in Dh folgt, d.h. dimV � dimN(I � ~K 0h).Mit der Fredholmschen Alternative erhalten wirdimN(I � ~Kh) � dimV � dimN(I � ~K 0h) = dimN(I � ~Kh) ;insbesondere dimN(I � ~Kh) = dimV . Dann ist der Operator P surjektiv; esgibt daher ein '2 2 N(I � ~Kh), so da� f�ur alle x 2 Dhv1(x) = u(x)� Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y)'1(~y)ds(~y) = Z@Dh @�@n(~y) (x; ~y)'2(~y)ds(~y)ist. Also ist u als Doppelschichtpotential darstellbar.{ 32 {



Zum Schlu� wollen wir einen Spursatz beweisen, den wir im Beweis vonSatz 2.4 benutzt haben.Hilfssatz A4:Sei h fest gew�ahlt, �h0 < h � 0. Dann existiert eine Konstante C = C(h), soda� Z@Dh juj2ds � C ZDh (jgraduj2 + juj2)dxf�ur alle u 2 C(D) \H10 (D) gilt.Beweis :Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch, d.h. es existiert eine Folgeuj 2 C(D) \H10 (D), j 2 IN , so da�Z@Dh jujj2ds � j und ZDh (jgraduj j2 + juj j2)dx! 0 ; j !1 :F�ur v(x) := Z@Dh e�jx�~yj4�jx� ~yj'(~y)ds(~y) ; ' 2 L2(@Dh) ; x 2 Dh ;gilt mit( ~K 0h )(~x) = 2 Z@Dh @�@n(~x) (~x; ~y) (~y)ds(~y) ; ~x 2 @Dh ;  2 L2(@Dh)(dabei bezeichnet �(x; y) := e�jx�yj4�jx� yjdie Grundl�osung f�ur � = i): v 2 H1(Dh), 2 @v@n = (I + ~K 0h)' 2 L2(@Dh),�v � v = 0 in Dh,Z@Dh uj @v@nds = ZDh (ujv + (grad v; graduj))dx! 0 j !1 :Da (I+ ~K 0h)L2(@Dh) = L2(@Dh) ist, folgt uj * 0, j !1, und kujkL2(@Dh) � Cf�ur alle j im Widerspruch zu kujkL2(@Dh) � j f�ur alle j.{ 33 {



3. Das Neumann-Problem und das Transmissionsrandwert{problem
Beim Neumann-Problem und beim Transmissionsrandwertproblem k�onnten wiranalog zum letzten Kapitel vorgehen, um Eindeutigkeitsresultate zu erzielen.Beim �au�eren Neumann-Problem m�u�ten wir dann einen Einfachschichtpoten-tialansatz �uber die Parallel�ache @Dh machen. Falls �2 ein Eigenwert von�� zum inneren Dirichlet-Problem ist, ist die erhaltene Integralgleichung nichtmehr eindeutig l�osbar, bzw. �uberhaupt nicht l�osbar. Im letzten Kapitel ha-ben wir die Schwierigkeiten bei inneren Eigenwerten umgangen, indem wir zumDoppelschichtpotential noch ein geeignetes Einfachschichtpotential addiert ha-ben. Beim Neumann-Problem m�u�ten wir analog dazu zum Einfachschichtpo-tential ein geeignetes Doppelschichtpotential addieren und erhielten dann eineIntegralgleichung mit einem stark singul�aren Operator. Damit w�aren wir zwardie Schwierigkeiten bei inneren Eigenwerten los, h�atten aber neue durch densingul�aren Operator, der regularisiert werden m�u�te.Eine zweite M�oglichkeit, eine eindeutig l�osbare Integralgleichung zu erhal-ten, obwohl �2 Eigenwert von �� zum inneren Dirichlet-Problem ist, ist derAnsatz von Werner [26]. Er addiert zum Einfachschichtpotential ein Volumen-potential und fordert zus�atzlich zur Neumannschen Randbedingung eine weitereBedingung im Innengebiet, so da� das dann entstehende Integralgleichungssy-stem eindeutig l�osbar ist. Wir werden diese Idee sp�ater bei den vektoriellenRandwertproblemen ausnutzen.Wir verzichten hier darauf, wie im letzten Kapitel das Randwertproblemzuerst auf Parallel�achen zu l�osen. Statt dessen bauen wir unsere Beweise imwesentlichen auf der Tatsache auf, da� u in der N�ahe des Randes durch einfacheIntegration aus @u@n bestimmt werden kann.Wie vorher sei D � IR3 ein beschr�anktes Gebiet, @D aus der Klasse C2,Da := IR3 nD zusammenh�angend, � 2C n f0g, Im(�) � 0. Sei u 2 C2(D) mitZ@D @u@n(x+ hn(x))g(x)ds(x)! 0; h% 0;{ 34 {



bzw. u 2 C2(Da) mitZ@D @u@n(x+ hn(x))g(x)ds(x)! 0; h& 0 ; f�ur alle g 2 L2(@D).Dann istk@u@n(:+ hn(:))kL2(@D) als Funktion von h in (0; h0] beschr�ankt, da@u@n (:+ hn(:)) schwach konvergent ist, undZ@D ju(x+ h2n(x))� u(x+ h1n(x))j2 ds(x) = Z@D ������ h2Zh1 @u@n(x+ tn(x))dt������2 ds(x)� jh1 � h2j Z@D h2Zh1 ����@u@n(x+ tn(x))����2 dtds(x)! 0 ; h1; h2 % 0 bzw. h1; h2 & 0.Also existiert eine Funktion f 2 L2(@D), so da�Z@D ju(x+ hn(x))� f(x)j2 ds(x)! 0; h% 0 bzw. h& 0:Ber�ucksichtigen wirlimh&0 Z@Dh u@u@nds = limh&0�Z@D f(x)@u@n(x+ hn(x))ds(x)+ Z@D (u(x+ hn(x))� f(x))@u@n(x+ hn(x))(1� 2hĤ(x) + h2K̂(x))ds(x)+ Z@D f(x)(�2hĤ(x) + h2K̂(x))@u@n(x+ hn(x))ds(x)�= 0 ;so k�onnen wir im �ublichen Eindeutigkeitsbeweis den Gau�schen Satz auf @Dhanwenden, dann h gegen 0 gehen lassen und erhalten{ 35 {



Satz 3.1:Sei u 2 C2(Da) mitZ@D @u@n(x+ hn(x))g(x)ds(x)! 0; h& 0 ; f�ur alle g 2 L2(@D) ,und Zjxj=R ����@u@r (x)� i�u(x)����2 ds(x)! 0; R!1:Dann gilt: u(x) = 0 f�ur alle x 2 Da.Im Fall eines Innengebietes gilt wie beim Dirichlet-ProblemSatz 3.2:Sei u 2 C2(D) mit R@D @u@n (x+hn(x))g(x)ds(x)! 0, h% 0, f�ur alle g 2 L2(@D).Falls �2 kein klassischer Eigenwert von �� zum Neumann-Problem in Dist (d.h. aus v 2 C2(D) \ C1(D), �v + �2v = 0 in D und @v@n = 0 auf @D folgtv = 0), gilt: u(x) = 0 f�ur alle x 2 D.Falls �2 ein klassischer Eigenwert von �� zum Neumann-Problem in Dist, gilt: u 2 C2(D) \ C1;�(D) und @u@n = 0 auf @D.Beweis :Aus dem Darstellungssatz f�ur u auf Parallel�achen und durch Grenz�ubergangh% 0 erh�alt man:u(x) = � Z@D @�@n(y)(x; y)u(y)ds(y) ; x 2 D; wobei uj@D 2 L2(@D):Mit den L2-Sprungrelationen folgt u+Ku = 0 auf @D. DaN((I +K)jL2(@D)) = N((I +K)jC(@D)) � C1;�(@D)ist, giltu(x) = Z@D @�@n(y)(x; y)'(y)ds(y) ; x 2 D; wobei ' 2 N(I +K) � C1;�(@D):{ 36 {



Also ist u 2 C2(D)\C1;�(D) und @u@n = 0 auf @D. Daraus folgt die Behauptung.Im folgenden werden wir Di := D setzen, um zu betonen, da� D ein In-nengebiet im Gegensatz zum Au�engebiet Da ist.Beim skalaren Transmissionsproblem sind ui 2 C2(Di) und ua 2 C2(Da)mit folgenden Eigenschaften gesucht:�ui + �2iui = 0 in Di, �ua + �2aua = 0 in Da,Zjxj=R ����@ua@r (x)� i�aua(x)����2 ds(x)! 0; R!1;Z@D �@ui@n (x�hn(x))�@ua@n (x+hn(x))��(x)ua(x+hn(x))�g(x)�p(x)ds(x)! 0 ;Z@D ��i(x)ui(x� hn(x))� �a(x)ua(x+ hn(x))� f(x)�p(x)ds(x)! 0 ; h& 0;f�ur alle p 2 L2(@D). Dabei sind �i; �a 2C n f0g, Im(�i) � 0, Im(�a) � 0,�i; �a 2 C1;�(@D) mit �i(x) + �a(x) 6= 0 f�ur alle x 2 @D, und � 2 C0;�(@D)fest gegeben. Weiter sind f; g 2 L2(@D) vorgegeben.Der Fall, da� �i und �a Konstanten aus C sind, ist von Hettlich ([12]), An-gell([1]), Kre� und Roach ([16] vgl. auch [7]) untersucht worden. Sie verwendenf�ur den Existenzbeweis des Problems Integralgleichungen, die im Raum der ste-tigen Funktionen eindeutig l�osbar sind (sogar in L2- R�aumen). Aber es mu�dort f 2 C1;�(@D) und g 2 C0;�(@D) gefordert werden, damit das Problemh�ochstens eine L�osung besitzt. Der folgende Satz sagt nun, da� f�ur Funktionenui, ua, die das homogene Transmissionsproblem l�osen (d.h. f = 0, g = 0),ui 2 C1;�(Di) und ua 2 C1;�(Da) gilt. Damit sind dann die klassischen Ein-deutigkeitss�atze anwendbar.Satz 3.3:Seien ui 2 C2(Di), ua 2 C2(Da) L�osungen des homogenen Transmissionspro-blems. Dann gilt: ui 2 C2(Di) \ C1;�(Di) und ua 2 C2(Da) \ C1;�(Da).{ 37 {



Beweis :Im ersten Schritt zeigen wir, da� limh&0ui(: � hn(:)) und limh&0ua(: + hn(:)) alsschwache Grenzwerte in L2 existieren. F�ur 0 < h � h0, x 2 @D, isthZh0 �@ui@n (x� tn(x))� @ua@n (x+ tn(x))�dt
= � hZh0 ddt fui(x� tn(x)) + ua(x+ tn(x))g dt= �ui(x� hn(x))� ua(x+ hn(x)) + ui(x� h0n(x)) + ua(x+ h0n(x)) :AusZ@D ������ui(x� h2n(x)) + ua(x+ h2n(x)) + �(x) h2Zh0 ua(x+ tn(x))dt�8<:ui(x� h1n(x)) + ua(x+ h1n(x)) + �(x) h1Zh0 ua(x+ tn(x))dt9=;������2 ds(x) == Z@D ���� h2Zh1 �@ui@n (x� tn(x))� @ua@n (x+ tn(x))� �(x)ua(x+ tn(x))�dt����2ds(x) �� jh1�h2j h2Zh1 Z@D ����@ui@n (x� tn(x))� @ua@n (x+ tn(x))��(x)ua(x+ tn(x))����2ds(x)dt! 0 ; h1; h2 & 0 ;(das Integral �uber @D bleibt beschr�ankt, da der Integrand schwach konvergentf�ur t! 0 ist) folgt, da�limh&08<:ui(:� hn(:)) + ua(:+ hn(:)) + � hZh0 ua(:+ tn(:))dt9=;{ 38 {



im L2-Sinn existiert. Mitfi: (0; h0]! L2(@D) fi(h)(x) := ui(x� hn(x)) ; x 2 @D;fa: (0; h0]! L2(@D) fa(h)(x) := ua(x+ hn(x)) ; x 2 @D;gelten die Gleichungen �ifi(h)� �afa(h) = l(h) ;fi(h) + fa(h) + � hZh0 fa(t)dt = r(h); h 2 (0; h0];wobei l(h) * 0 und r(h) ! r(0) 2 L2(@D) f�ur h & 0 konvergieren. Darausergibt sich: (�i + �a)fa(h) + �i� hZh0 fa(t)dt = r2(h); h 2 (0; h0]:Dies ist eine Volterra-Integralgleichung zweiter Art (mit L2-wertigen Funktio-nen). Volterra-Integralgleichungen zweiter Art sind eindeutig l�osbar. F�ur dieL�osung fa(h) dieser Integralgleichung existiert limh&0 fa(h) im schwachen Sinn,da limh&0 r2(h) im schwachen Sinn existiert. Dann existiert auch limh&0 fi(h) imschwachen Sinn.Im zweiten Schritt werden ui und ua als Potentiale �uber @D dargestellt.Aus dem Existenzbeweis f�ur das �au�ere Dirichletproblem mit dem Ansatzvon Brakhage und Werner zusammen mit dem Eindeutigkeitssatz 2.2 ergibt sichua(x) = Z@D '(y)� @�a@n(y)(x; y)� i��a(x; y)�ds(y) f�ur x 2 Da,mit einer Dichte ' 2 L2(@D) (� 6= 0, � Re(�a) � 0). Jetzt de�nieren wirw1(x) := ui(x)� Z@D '(y) @�i@n(y)(x; y)ds(y){ 39 {



f�ur x 2 Di. Dabei ist �a die Grundl�osung zur Wellenzahl �a und �i dieGrundl�osung zur Wellenzahl �i. Dann gilt w1 2 C2(Di) und@w1@n (:� hn(:)) = 0@@ui@n � @@n Z@D '(y) @�i@n(y)(:; y)ds(y)1A (:� hn(:))= @ui@n (:� hn(:))� @ua@n (:+ hn(:))+0@ @@n Z@D '(y)� @�a@n(y)(:; y)� i��a(:; y)�ds(y)1A (:+ hn(:))�0@ @@n Z@D '(y) @�i@n(y)(:; y)ds(y)1A (:� hn(:))= �@ui@n (:� hn(:))� @ua@n (:+ hn(:))� �ua(:+ hn(:))�+ Z@D '(y)� @@n(:) @�a@n(y)(:+ hn(:); y)� @@n(:) @�i@n(y)(:� hn(:); y)�ds(y)+ Z@D (�i�'(y)) @�a@n(:)(:+ hn(:); y)ds(y) + �ua(:+ hn(:))* r3; h& 0 ;mit r3 2 L2(@D). Denn der erste Summand konvergiert nach Voraussetzunggegen 0; der zweite Summand konvergiert nach den Sprungrelationen f�ur L2-Funktionen (vgl. [13]) gegen 0. Ebenso konvergieren die beiden letzten Termenach den L2-Sprungrelationen gegen eine L2-Funktion r3. Wir zeigen, da� w1in Di als Einfachschichtpotential darstellbar ist. Der Beweis verl�auft analog zudem Beweis von Hilfssatz A3 im Anhang des letzten Kapitels. Sei �1 2 L2(@D)eine L�osung von (I +K 0i)� = 2r3. Eine solche L�osung mu� nach der Fredholm-Theorie existieren, da f�ur'̂ 2 N(I +Ki) � C1;�(@D) undu(x) := �2 Z@D '̂(y) @�i@n(y)(x; y)ds(y) ; x 2 IR3 n @D;{ 40 {



u+ := ujDa ; u� := ujDi ;auf @D gilt: u+ = �(Ki+I)'̂ = 0 (also u+ = 0 in Da), u� = �(Ki�I)'̂ = 2'̂,@u�@n = @u+@n = 0 (weil u+ = 0 in Da),2 Z@D r3'̂ds = limh&0 Z@D�h @w1@n uds = limh&0 Z@D�h @u@nw1ds = 0;d.h. r3 2 N(I +Ki)? (bzgl. des �ublichen Dualsystems).F�ur w2(x) := w1(x)� Z@D �1(y)�i(x; y)ds(y) ; x 2 Di;gilt: w2 2 C2(Di), �w2 + �2iw2 = 0 in Di und @w2@n (: � hn(:)) * 0, h & 0.Daher ist w2(x) = Z@D �2(y)�i(x; y)ds(y) ; x 2 Di;denn: U2 := �w 2 C2(D) \ C1(D):�w + �2iw = 0; @w@n = 0 auf @D � ;U1 := 8<:Z@D '̂(y)�i(:; y)ds(y): '̂ 2 N(I +K 0i)9=; � U2;dim(U1) = dim(N(I +K 0i)) = dim(N(I +Ki)) = dim(U2) (also U1 = U2).Z@D �2(y)�i(x; y)ds(y) = w2(x) == ui(x)� Z@D @�i@n(y)(x; y)'(y)ds(y)� Z@D �1(y)�i(x; y)ds(y) ; x 2 Di;liefert ui(x) = Z@D @�i@n(y)(x; y)'(y)ds(y)� Z@D  (y)�i(x; y)ds(y) ; x 2 Di;{ 41 {



 2 L2(@D). Mit den homogenen Randbedingungen bekommen wir folgendesGleichungssystem f�ur ' und  :� (�i + �a)I 0(i� + �)I I ��' �++� �aKa � �iKi � i��aSa �iSiTa � Ti � i�K 0a + �Ka � i��Sa K 0i ��' � = � 00� :Da der Operator seinen Nullraum nicht �andert, wenn er von C(@D) � C(@D)auf L2(@D)�L2(@D) erweitert wird (vgl. �ahnliche Argumentation im Anhangzu Kapitel 2 im Anschlu� an Hilfssatz A2), folgt durch Hochschaukeln derRegularit�at mit den Abbildungseigenschaften der Operatoren Ka, Ki, Sa, Si,K 0a, K 0i und Ta � Ti : ' 2 C1;�(@D) und  2 C0;�(@D). Daraus ergibt sich dieBehauptung.Bemerkungen: Mit analogen Argumenten lassen sich auch allgemeinereTransmissions-Randbedingungen behandeln:ai @ui@n � aa @ua@n � �aua � �iui = g;âi @ui@n � âa @ua@n � �̂aua � �̂iui = f;wenn an die Koe�zienten noch einige Bedingungen gestellt werden.Beim Impedanz-Randwertproblem wird @u@n � �u = g im L2-Sinn gefordert.Dabei sind � 2 C(@D) und g 2 L2(@D) vorgegeben. Der obige Beweis liefertdann die Existenz von u und @u@n im L2-Sinn auf @D. Daher ist der �ublicheEindeutigkeitssatz anwendbar (vgl. [7]).Der erste Schritt des Beweises von Satz 3.3 kann nicht auf das Transmissions-randwertproblem bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung �ubertragen werden.Daher scheitert dieser Beweis bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung.
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4. Eindeutigkeitss�atze bei vektoriellen Randwertproblemen f�urdie Helmholtz-GleichungIn diesem Kapitel wollen wir die Eindeutigkeitss�atze und die Regularit�atsre-sultate f�ur Eigenl�osungen aus den ersten Kapiteln auf Randwertprobleme beider vektoriellen Helmholtz-Gleichung �ubertragen. Da die Grundideen schon imzweiten Kapitel ausf�uhrlich dargestellt worden sind, halten wir hier die Beweisem�oglichst kurz. Zuerst vereinbaren wir einige Notationen. E und H bezeichnenvektorwertige Abbildungen (etwa E:Da !C3). T 0;�(@Dh) ist der Raum derh�olderstetigen Tangentialfelder an @Dh mit H�olderexponent 0 < � < 1 undNorm k:kT 0;�(@Dh). T 0;�d (@Dh) ist der Raum der h�olderstetigen Tangentialfelderan @Dh, die eine h�olderstetige Fl�achendivergenz besitzen (mit H�olderexponent0 < � < 1), mit der NormkakT 0;�d (@Dh) := kakT 0;�(@Dh) + kDiv akC0;�(@Dh) :Schlie�lich sei T 2(@Dh) die Vervollst�andigung von T 0;�(@Dh) bzgl. der �ublichenL2-Norm kak2T 2(@Dh) := R@Dh jaj2ds.Als erstes behandeln wir die Eindeutigkeit des �au�eren elektrischen Rand-wertproblems f�ur die vektorielle Helmholtz-Gleichung. Wir merken an, da� wirdamit auch die Eindeutigkeit des �au�eren Randwertproblems f�ur die Maxwell-Gleichungen beweisen. Denn f�ur eine L�osung (E;H) der Maxwell-GleichungenrotE � i�H = 0, rotH + i�E = 0 in Da gilt divE = 0 in Da (Anwenden vondiv auf die zweite Gleichung) und �E+�2E = 0 in Da (Anwenden von rot aufdie erste Gleichung; rotH = �i�E einsetzen).Satz 4.1:E 2 C2(Da) erf�ulle�E + �2E = 0 in Da, � 2C,� 6= 0, Im � � 0,Zjxj=R ����[rotE(x); xjxj ] + xjxjdivE(x)� i�E(x)����2 ds(x)! 0; R!1 ;{ 43 {



undZ@D f([n(x); E(x+ hn(x))]; c(x)) + divE(x+ hn(x))(x)gds(x)! 0; h& 0 ;f�ur alle c 2 T 2(@D),  2 L2(@D).Dann gilt: E(x) = 0 f�ur alle x 2 Da.Beweis :Es sei B eine o�ene Kugel im IR3 mit B � D undĈ0;�0 (B) := fF : IR3 !C3 : F 2 C0;�(IR3); F (x) = 0 f�ur x =2 Bg :Wie im zweiten Kapitel beweisen wir im ersten Schritt mit Hilfe eines Ansatzesvon Werner [27], da� E in Dh;a alsE(x) = rot Z@Dh �(x; ~y)~ah(~y)ds(~y)� Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)n(~y)ds(~y)� ZIR3 �(x; y)bh(y)dy ; x 2 Dh;a ; (4:1)dargestellt werden kann, wenn ~ah 2 T 0;�d (@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh), bh 2 Ĉ0;�0 (B)das folgende Integralgleichungssystem l�osen:a(~x) + 2 Z@Dh [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)a(~y)g]ds(~y)�2 Z@Dh [n(~x); n(~y)]�(~x; ~y)�(~y)ds(~y)�2 ZIR3 �(~x; y)[n(~x); b(y)]dy = 2 [n(~x); E(~x)] ; ~x 2 @Dh ; (4:2)�(~x) + 2 Z@Dh @�@n(~y) (~x; ~y)�(~y)ds(~y){ 44 {



�2 ZIR3 (grad~x�(~x; y); b(y))dy = 2 (divE)(~x) ; ~x 2 @Dh ; (4:3)b(x) + i sign(Re(�)) �(x)� Z@Dh rotxf�(x; ~y)a(~y)gds(~y)� Z@Dh �(x; ~y)�(~y)n(~y)ds(~y)� ZIR3 �(x; y)b(y)dy�= 0 ; x 2 B : (4:4)Dabei ist � 2 C0;�(IR3) eine fest gew�ahlte Funktion mit �(x) > 0 f�ur x 2 B,�(x) = 0 f�ur x =2 B.Wir wollen zuerst annehmen, da� ~ah 2 T 0;�d (@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh),bh 2 Ĉ0;�0 (B) die Integralgleichungen (4.2), (4.3), (4.4) l�osen. Mit diesenDichten de�nieren wir ein Vektorfeld ~E(x), x 2 Dh;a, als die rechte Seite von(4.1). Aus den Regularit�atseigenschaften von Fl�achen- und Volumenpotentialenfolgt: ~E, rot ~E, div ~E 2 C(Dh;a). Au�erdem gen�ugt ~E der Ausstrahlungsbe-dingung. Aus den Sprungrelationen und den Gleichungen (4.2), (4.3) erhaltenwir [n;E] = [n; ~E] und divE = div ~E auf @Dh. Dann folgt aus dem klassischenEindeutigkeitssatz E(x) = ~E(x) f�ur alle x 2 Dh;a.Als n�achstes zeigen wir, da� die Gleichungen (4.2), (4.3), (4.4) eindeutigl�osbar sind. Dazu fassen wir die drei Gleichungen in einer Operatorgleichung(a; �; b)T + ~Lh(a; �; b)T = (2 [n;E]j@Dh; 2 divEj@Dh ; 0)T (4:5)zusammen, die im Banachraum X1 := T 0;�d (@Dh)� C0;�(@Dh)� Ĉ0;�0 (B) mitder Normk(a; �; b)Tk1 := kakT 0;�(@Dh) + kDiv akC0;�(@Dh) + k�kC0;�(@Dh) + kbkĈ0;�0 (B)betrachtet wird.Der Operator ~Lh besteht aus den Integraloperatoren ~Lhjk (j; k = 1; 2; 3),die aus den Gleichungen (4.2), (4.3), (4.4) gewonnen werden. Zum Beispiel ist(~Lh11a)(~x) = 2 Z@Dh [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)a(~y)g]ds(~y) ; ~x 2 @Dh ;{ 45 {



(~Lh12�)(~x) = �2 Z@Dh [n(~x); n(~y)]�(~x; ~y)�(~y)ds(~y) ; ~x 2 @Dh ;(~Lh21a)(~x) = 0 ; ~x 2 @Dh ;(~Lh33b)(x) = �i sign(Re(�)) �(x) ZIR3 �(x; y)b(y)dy ; x 2 B :Die Operatoren ~Lhjk (j; k = 1; 2; 3) sind kompakt ([7], [14]). Daher ist ~Lh einkompakter Operator in X1, und wir k�onnen die Riesz-Theorie benutzen.Sei (~ah; ~�h; bh)T 2 X1 eine L�osung der homogenen Gleichung (4.5). Wirde�nieren ~E(x), x 2 IR3n@Dh, als die rechte Seite von (4.1). Dann erhalten wirwie oben ~E(x) = 0 f�ur x 2 Dh;a, weil [n; ~E] = 0, div ~E = 0 auf @Dh gilt. Mitden Sprungrelationen folgt [n; rot ~E�] = 0, (n; ~E�) = 0 auf @Dh. Der Index\{" bedeutet, da� wir die Randwerte bzgl. Dh betrachten ( ~E�(x) := ~E(x),x 2 Dh). Au�erdem gilt ~E� 2 C2(Dh), ~E�; rot ~E�; div ~E� 2 C(Dh), und ausder dritten Gleichung von (4.5) k�onnen wir� ~E� + �2 ~E� + i sign(Re(�)) � ~E� = 0 in B (4:6)folgern. Diese Gleichung gilt auch in Dh n B, da �(x) = 0 f�ur x 2 Dh n B ist.Also gilt (4.6) in ganz Dh, weil ~E� 2 C2(Dh) ist. Aus dem Greenschen Satzerhalten wir damit0 = Z@Dh f([n; ~E�]; rot ~E�) + (n; ~E�)div ~E�gds= ZDh fjrot ~E�j2 + jdiv ~E�j2 + (� ~E�; ~E�)gdx= ZDh fjrot ~Ej2 + jdiv ~Ej2 � (�2 + i sign(Re(�)) �)j ~Ej2gdxund 0 = Im 8<:� ZDh fjrot ~Ej2 + jdiv ~Ej2 � (�2 + i sign(Re(�)) �)j ~Ej2gdx9=;{ 46 {



= �Im(�) ZDh fjrot ~Ej2 + jdiv ~Ej2 + j�j2j ~Ej2gdx� jRe(�)j ZB �j ~Ej2dx :Falls Im(�) > 0 ist, folgt sofort ~E(x) = 0 f�ur alle x 2 Dh. Wenn Im(�) = 0ist, wissen wir, da� jRe(�)j > 0 ist (� 6= 0!) und RB �j ~Ej2dx = 0 gilt. Da�(x) > 0 f�ur alle x 2 B ist, folgt ~E(x) = 0 f�ur alle x 2 B. Daher erhaltenwir mit (4.6) � ~E + �2 ~E = 0 in Dh. Dann ist ~E analytisch in Dh ([7]) undverschwindet in B. Also gilt ~E(x) = 0 f�ur alle x 2 Dh. Nun liefern dieSprungrelationen: ~ah = [n; ~E+] � [n; ~E�] = 0, ~�h = div ~E+ � div ~E� = 0 auf@Dh ( ~E+(x) := ~E(x), x 2 Dh;a). Schlie�lich ist bh(x) = � ~E(x) + �2 ~E(x) = 0f�ur alle x 2 B. Also ist nach der Riesz-Theorie (4.5) eindeutig l�osbar, und E(x)ist wie in (4.1) darstellbar.Im zweiten Schritt beweisen wir die Existenz einer Folge hk > 0, k 2 IN ,welche hk ! 0 f�ur k !1,kbhk � b0kĈ0;�0 (B) ! 0 undZ@D f(~ahk(z + hkn(z)); c(z)) + ~�hk(z + hkn(z))(z)gds(z)! 0 ; k !1 ; (4:7)f�ur alle c 2 T 2(@D),  2 L2(@D) erf�ullt, wobei 0 < � < � und b0 2 Ĉ0;�0 (B) ist.Wenn wir zuerst einmal annehmen, da� (4.7) gilt, erhalten wir f�ur ein festesx 2 DaE(x) = rot Z@D �(x; y + hkn(y))(1� 2hkĤ(y) + h2kK̂(y))~ahk(y + hkn(y))ds(y)� Z@D �(x; y + hkn(y))n(y)(1� 2hkĤ(y) + h2kK̂(y))~�hk(y + hkn(y))ds(y)� ZB �(x; y)bhk(y)dy! � ZB �(x; y)b0(y)dy ; k!1 :Dann ist E 2 C2(IR3) undZ@D f([n;E]; rotE) + (n;E)divEgds{ 47 {



= limh!0 Z@D f([n;E](z + hn(z)); rotE(z)) + (n;E)(z)divE(z + hn(z))gds(z)= 0 :Aus dem klassischen Eindeutigkeitssatz folgt jetzt E(x) = 0 f�ur alle x 2 Da.Wir wenden wieder ein St�orungsargument an, um (4.7) zu beweisen. Dazubeziehen wir die Elemente (~ah; ~�h; bh)T f�ur verschiedene h auf den BanachraumX2 := T 2(@D)� L2(@D)� Ĉ0;�0 (B) mit der Normk(a; �; b)Tk22 := kak2T 2(@D) + k�k2L2(@D) + kbk2̂C0;�0 (B) :Den Operator �h:X2 ! T 2(@Dh)�L2(@Dh)� Ĉ0;�0 (B), der es uns erm�oglicht,Dichten auf @D als Dichten auf @Dh aufzufassen (und umgekehrt), de�nierenwir folgenderma�en:�h(~ah; ~�h; bh)T = (�h1~ah; �h2~�h; bh)T ;�h1:T 2(@D)! T 2(@Dh) (�h1a)(z + hn(z)) := a(z) ; z 2 @D ;�h2:L2(@D)! L2(@Dh) (�h2�)(z + hn(z)) := �(z) ; z 2 @D :�h ist ein Hom�oomorphismus f�ur 0 � h � h0 (@D0 := @D).Damit transformieren wir die Gleichung (4.5) in eine �aquivalente Glei-chung in X2. Wir de�nieren (ah; �h; bh)T := ��1h (~ah; ~�h; bh)T 2 X2 undLh := ��1h ~Lh�h. (ah; �h; bh)T ist die L�osung der Gleichung(I + Lh)(ah; �h; bh)T = ��1h (2 [n;E]j@Dh; 2 divEj@Dh ; 0)T in X2. (4:8)Aus dem Anhang zu diesem Kapitel 2 wissen wir, da� Lh wohlde�niert alsOperator in X2 ist und da� kLh � L0k2 ! 0, h! 0, h > 0, gilt. Weiterhin ist(I + L0):X2 ! X2 invertierbar und k(I + L0)�1k2 � C1. Aus dem �ublichenSt�orungsargument k�onnen wir die Existenz von (I+Lh)�1, k(I+Lh)�1k2 � C2f�ur 0 � h � h1 � h0 (h1 hinreichend klein) und k(I+Lh)�1�(I+L0)�1k2 ! 0,h! 0, h > 0, folgern. Daraus erhalten wir:kbhk2̂C0;�0 (B) � k(ah; �h; bh)T k22 � C22k��1h (2 [n;E]j@Dh; 2 divEj@Dh ; 0)Tk22{ 48 {



= 4C22 8<:Z@D fj[n(z); E(z + hn(z))]j2 + jdivE(z + hn(z))j2gds(z)9=; � C3f�ur alle h > 0, weil ([n;E](: + hn(:)); divE(: + hn(:)))T 2 T 2(@D) � L2(@D)schwach konvergent und deswegen beschr�ankt ist.Da die Einbettung von Ĉ0;�0 (B) in Ĉ0;�0 (B) f�ur 0 < � < � kompakt ist([7]),k�onnen wir eine Folge hk, k 2 IN , so ausw�ahlen, da� hk ! 0 (k !1), hk > 0f�ur alle k 2 IN und bhk ! b0 2 Ĉ0;�0 (B) bzgl. der Ĉ0;�0 -Norm gilt.Es sei P :X2 ! T 2(@D)�L2(@D) die Projektion P (a; �; b)T := (a; �)T undRh:T 2(@D)� L2(@D)! T 2(@D)� L2(@D) der OperatorRh(a; �)T := P (I + Lh)�1(a; �; 0)T f�ur 0 � h � h1. Rh ist stetig undkRh � R0k ! 0, h ! 0, bzgl. der Operatornorm in T 2(@D) � L2(@D). Dannkonvergiert(ah; �h)T = (Rh � R0)(2 [n;E](:+ hn(:)); 2 divE(:+ hn(:)))T+R0(2 [n;E](:+ hn(:)); 2 divE(:+ hn(:)))Tschwach gegen 0 f�ur h! 0. Damit ist der zweite Teil von (4.7) bewiesen.Als n�achstes beweisen wir den entsprechenden Satz f�ur das �au�ere magne-tische Randwertproblem bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung.Satz 4.2:H 2 C2(Da) erf�ulle�H + �2H = 0 in Da, � 2C, � 6= 0, Im � � 0,Zjxj=R ����[rotH(x); xjxj ] + xjxjdivH(x)� i�H(x)����2 ds(x)! 0; R!1 ;undZ@D �([n(x); [n(x); rotH(x+ hn(x))]]; c(x))+(n(x); H(x+ hn(x)))(x)�ds(x)! 0; h& 0,f�ur alle c 2 T 2(@D),  2 L2(@D).Dann gilt: H(x) = 0 f�ur alle x 2 Da.{ 49 {



Beweis :Mit B bezeichnen wir wie im letzten Satz eine Kugel, deren Abschlu� noch inD liegt.Im ersten Schritt beweisen wir, da� H in Dh;a alsH(x) = Z@Dh �(x; ~y)[n; ~ah](~y)ds(~y) + grad Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)ds(~y)� ZIR3 �(x; y)bh(y)dy ; x 2 Dh;a ; (4:9)dargestellt werden kann, wobei ~ah 2 T 0;�(@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh), bh 2 Ĉ0;�0 (B)das folgende Integralgleichungssystem l�osen:a(~x)� 2 Z@Dh [n(~x); [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)[n; a](~y)g]]ds(~y)+2 ZIR3 [n(~x); [n(~x); rot~xf�(~x; y)b(y)g]]dy = �2 [n; [n; rotH]](~x) ; ~x 2 @Dh ;(4:10)�(~x)� 2 Z@Dh (n(~x);�(~x; ~y)[n; a](~y))ds(~y)� 2 Z@Dh @�@n(~x) (~x; ~y)�(~y)ds(~y)+2 ZIR3 (n(~x);�(~x; y); b(y))dy = �2 (n;H)(~x) ; ~x 2 @Dh ; (4:11)b(x) + i sign(Re(�)) �(x)� Z@Dh �(x; ~y)[n; a](~y)ds(~y)+grad Z@Dh �(x; ~y)�(~y)ds(~y)� ZIR3 �(x; y)b(y)dy�= 0 ; x 2 B : (4:12)� 2 C0;�(IR3) ist wieder fest gew�ahlt und erf�ullt �(x) > 0 f�ur x 2 B, �(x) = 0f�ur x =2 B.Nehmen wir zuerst an, da� ~ah 2 T 0;�d (@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh), bh 2 Ĉ0;�0 (B)die Integralgleichungen (4.10), (4.11), (4.12) l�osen, so de�nieren wir ein Vek-torfeld ~H(x), x 2 Dh;a, als die rechte Seite von (4.9) und erhalten mit den{ 50 {



Regularit�atseigenschaften, den Sprungrelationen der Potentiale und aus demklassischen Eindeutigkeitssatz, da� ~H und H in Dh;a �ubereinstimmen.Um mit der Riesz-Theorie die Existenz einer L�osung (~ah; ~�h; bh) der Glei-chungen (4.10), (4.11), (4.12) nachzuweisen, betrachten wir eine L�osung(~ah; ~�h; bh) der homogenen Gleichungen (4.10), (4.11), (4.12). De�nieren wir~H+(x) f�ur x 2 Dh;a und ~H�(x) f�ur x 2 Dh als die rechte Seite von (4.9), so er-halten wir aus dem klassischen Eindeutigkeitssatz ~H+(x) = 0 f�ur alle x 2 Dh;a.Mit den Sprungrelationen k�onnen wir [n; ~H�] = 0 und div ~H� = 0 auf @Dhfolgern. Gleichung (4.12) liefert uns wie im letzten Satz� ~H� + �2 ~H� + i sign(Re(�)) � ~H� = 0 in Dh,woraus wir wie im Anschlu� an Gleichung (4.6) schlie�en k�onnen, da�~H�(x) = 0 f�ur alle x 2 Dh gilt. Damit ist~ah = [n; [n; rot ~H�]]� [n; [n; rot ~H+]] = 0 ; ~�h = (n; ~H�)� (n; ~H+) = 0auf @Dh und bh = � ~H� + �2 ~H� = 0 in B. Fassen wir die drei Gleichungen ineiner Operatorgleichung(a; �; b)T + ~Lh(a; �; b)T = (�2 [n; [n; rotH]]j@Dh ;�2 (n;H)j@Dh; 0)T (4:13)zusammen, die im Banachraum X1 := T 0;�(@Dh)� C0;�(@Dh)� Ĉ0;�0 (B) mitder Norm k(a; �; b)Tk1 := kakT 0;�(@Dh) + k�kC0;�(@Dh) + kbkĈ0;�0 (B)betrachtet wird, so ist der Operator ~Lh kompakt (dieser Operator ~Lh ist vondem Operator ~Lh im Beweis von Satz 4.1 verschieden). Nach der Riesz-Theorieist das Integralgleichungssystem (4.10), (4.11), (4.12) eindeutig l�osbar.Im zweiten Schritt zeigen wir, da� ein b0 2 Ĉ0;�0 (B) (0 < � < �) und eineFolge hk > 0, k 2 IN , existieren, f�ur welche hk ! 0, k !1,kbhk � b0kĈ0;�0 (B) ! 0 ; k!1 ; gilt und welcheZ@D f(~ahk(z+hkn(z)); c(z))+ ~�hk(z+hkn(z))(z)gds(z)! 0 ; k !1 ; (4:14){ 51 {



f�ur alle c 2 T 2(@D),  2 L2(@D) erf�ullt.Analog zum Beweis von Satz 4.1 k�onnen wir dann f�ur festes x 2 DaH(x) = Z@D �(x; y + hkn(y))[n; ~ahk](y + hkn(y))(1� 2hkĤ(y) + h2kK̂(y))ds(y)+grad Z@D �(x; y + hkn(y))~�hk(y + hkn(y))(1� 2hkĤ(y) + h2kK̂(y))ds(y)� ZIR3 �(x; y)bhk(y)dy! � ZIR3 �(x; y)b0(y)dy ; k!1 ;und daraus H 2 C2(IR3) und H(x) = 0 f�ur alle x 2 Da schlie�en.Um (4.14) nachzuweisen, transformieren wir wieder mit dem Hom�oomor-phismus �h die Operatorgleichung (4.13) in die �aquivalente Gleichung(I + Lh)(ah; �h; bh)T = ��1h (�2 [n; [n; rotH]]j@Dh ;�2 (n;H)j@Dh; 0)TinX2 := T 2(@D)�L2(@D)�Ĉ0;�0 (B) mit (ah; �h; bh)T := ��1h (~ah; ~�h; bh)T 2 X2und Lh := ��1h ~Lh�h.Im Anhang begr�unden wir, da� Lh als Operator in X2 wohlde�niert ist undkLh � L0k2 ! 0, h ! 0, h > 0, gilt. Au�erdem weisen wir dort die Existenzvon (I + L0)�1 in X2 zusammen mit k(I + L0)�1k2 � C1 nach. Dann k�onnenwir wie im letzten Satz folgern und erhalten (4.14).Bemerkung: Die Randbedingungen in Satz 4.1 und Satz 4.2 bedeu-ten, da� die Randdaten schwach gegen Null konvergieren (im HilbertraumT 2(@D)� L2(@D)). Wir k�onnten allgemeiner fordern, da� die Randdaten imLp-Raum T p(@D) � Lp(@D), 1 � p < 1, schwach gegen Null konvergieren,d.h. f�ur das elektrische RandwertproblemG([n;E(:+ hn(:))]; divE)T ! 0 ; h& 0 ;f�ur jedes lineare, stetige Funktional G auf T p(@D)� Lp(@D). Der Beweis derS�atze 4.1 und 4.2 l�a�t sich ohne weiteres auf diese Randbedingung �ubertragen.{ 52 {



In den n�achsten beiden S�atzen betrachten wir die entsprechenden innerenProbleme. Dabei m�ussen wir wie im skalaren Fall unterscheiden, ob es klassischeEigenl�osungen gibt oder nicht.Satz 4.3:E 2 C2(D) erf�ulle�E + �2E = 0 in D, � 2C, � 6= 0, Im � � 0,Z@D f([n(x); E(x+ hn(x))]; c(x)) + divE(x+ hn(x))(x)gds(x)! 0; h% 0 ;f�ur alle c 2 T 2(@D),  2 L2(@D).Falls in D keine klassischen Eigenl�osungen zum elektrischen Randwertpro-blem bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung existieren, gilt E(x) = 0 f�ur allex 2 D.Falls in D klassische Eigenl�osungen zum elektrischen Randwertproblembei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung existieren, ist E 2 C2(D) \ C0;�(D),rotE 2 C0;�(D), divE 2 C1;�(D) (d.h. E liegt im klassischen Eigenraum).Beweis :Nach Hilfssatz B2 des Anhangs zu diesem Kapitel k�onnen wir E in Dh alsE(x) = rot Z@Dh �(x; ~y)~ah(~y)ds(~y)� Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)n(~y)ds(~y) ; x 2 Dh ;mit Dichten ~ah 2 T 0;�d (@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh) darstellen, die das Integralglei-chungssystem a(~x)� 2 Z@Dh [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)a(~y)g]ds(~y)+2 Z@Dh [n(~x); n(~y)]�(~x; ~y)�(~y)ds(~y) = �2 [n(~x); E(~x)] ; ~x 2 @Dh ; (4:15)�(~x)� 2 Z@Dh @�@n(~y)(~x; ~y)�(~y)ds(~y) = �2 (divE)(~x) ; ~x 2 @Dh ; (4:16){ 53 {



l�osen. (ah; �h) = ��1h (~ah; ~�h) l�ost die Gleichung(I + Lh)(ah; �h)T = ��1h (�2 [n;E]j@Dh;�2 divEj@Dh)Tin T 2(@D)� L2(@D) (�h bezeichnet hier den Hom�oomorphismus zwischenT 2(@D)� L2(@D) und T 2(@Dh)� L2(@Dh); Lh := ��1h ~Lh�h, ~Lh wird aus denIntegraloperatoren in (4.15), (4.16) gewonnen).Falls in D keine klassischen Eigenl�osungen existieren, k�onnen wir wiederaus kLh � L0k2 ! 0, h ! 0, h < 0, und k(I + L0)�1k2 � C die schwacheKonvergenz von (ah; �h)T in T 2(@D)�L2(@D) gegen 0 folgern, (ah; �h)T * 0,h% 0. Daraus erhalten wir E(x) = 0 f�ur alle x 2 D.Falls klassische Eigenl�osungen existieren, �uberlegen wir uns zuerst, da� dieL2-Normen R@D(jahj2 + j�hj2)ds f�ur h% 0 beschr�ankt bleiben.Wir nehmen an, da� es eine Folge hj , j 2 IN , mit hj % 0, j ! 1, gibt,f�ur welche pj := 0@Z@D fjajj2 + j�jj2gds1A1=2 !1 ; j !1 ;gilt, wobei wir aj := ��1hj ~ahj und �j := ��1hj ~�hj setzen.Sei bj := p�1j aj , �j := p�1j �j und Lj := ��1hj ~Lhj�hj . Dann folgt aus(I + Lj)� bj�j � = �2p�1j ��1hj � [n;E]divE �! � 00� ; j !1 ;(nach �Ubergang zu einer Teilfolge)� bj�j � = �2p�1j ��1hj � [n;E]divE �� Lj � bj�j �! � b̂̂�� ; j !1 ;da L0 kompakt ist und kLj � L0k2 ! 0, j !1, gilt. AusZ@D fjbjj2 + j�j j2gds = 1 ; j 2 IN ;folgt Z@D fjb̂j2 + j�̂j2gds = 1 : (4:17){ 54 {



Andererseits wissen wir ausEj(x) = rot Z@Dh �(x; ~y)(�hjbj)(~y)ds(~y)� Z@Dh �(x; ~y)(�hj�j)(~y)n(~y)ds(~y)! 0und Ej(x)! rot Z@D �(x; y)b̂(y)ds(y)� Z@D �(x; y)�̂(y)n(y)ds(y) ; j !1;f�ur festes x 2 D, da�0 = rot Z@D �(x; y)b̂(y)ds(y)� Z@D �(x; y)�̂(y)n(y)ds(y) ; x 2 D;gilt, d.h. b̂ = 0 und �̂ = 0 im Widerspruch zu (4.17).Dann k�onnen wir eine Folge hj , j 2 IN , so ausw�ahlen, da� hj % 0, j !1,gilt und die Folgen aj und �j , j 2 IN , schwach gegen â 2 T 2(@D) bzw. gegen�̂ 2 L2(@D) konvergieren, aj * â 2 T 2(@D), �j * �̂ 2 L2(@D), j !1.Dies ergibtE(x) = rot Z@D �(x; y)â(y)ds(y)� Z@D �(x; y)�̂(y)n(y)ds(y) ; x 2 D;und mit den Randbedingungen(I + L0)� â̂�� = � 00� :Daraus schlie�en wir (â; �̂)T 2 N(I+L0) � T 0;�d (@D)�C1;�(@D). Die Behaup-tung folgt jetzt aus den Regularit�atseigenschaften der Potentiale.Satz 4.4:H 2 C2(D) erf�ulle�H + �2H = 0 in D , � 2C,� 6= 0, Im � � 0, undZ@D �([n(x); [n(x); rotH(x+ hn(x))]]; c(x))+{ 55 {



+(n(x); H(x+ hn(x)))(x)�ds(x)! 0; h% 0 ;f�ur alle c 2 T 2(@D),  2 L2(@D).Falls in D keine klassischen Eigenl�osungen zum magnetischen Randwert-problem existieren, gilt H(x) = 0 f�ur alle x 2 D.Falls in D klassische Eigenl�osungen zum magnetischen Randwertproblemexistieren, gilt: H 2 C2(D) \ C0;�(D), divH 2 C0;�(D) und rotH 2 C0;�(D),d.h. H liegt im Raum der klassischen Eigenl�osungen.Beweis :Aus dem Anhang zu diesem Kapitel wissen wir, da� H sich in Dh alsH(x) = Z@Dh �(x; ~y)[n; ~ah](~y)ds(~y) + grad Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)ds(~y) ; x 2 Dh ;mit Dichten ~ah 2 T 0;�(@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh) darstellen l�a�t, die das Integral-gleichungssystema(~x) + 2 Z@Dh [n(~x); [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)[n; a](~y)g]]ds(~y) = 2 [n; [n; rotH]](~x) ;�(~x) + 2 Z@Dh (n(~x);�(~x; ~y)[n; a](~y))ds(~y)+2 Z@Dh @�@n(~x) (~x; ~y)�(~y)ds(~y) = 2 (n;H)(~x) ; ~x 2 @Dh ;l�osen.Jetzt k�onnen wir wie im Beweis von Satz 4.3 weiterschlie�en.Bemerkung: Die Methoden in [7] liefern die Existenz von L�osungen mitRanddaten, die nur stetig sind oder nur in L2-R�aumen liegen. Allerdings gehtbei diesen Daten die Existenz der komplement�aren Cauchy-Daten bis zum Randverloren. Beim elektrischen Randwertproblem hei�t das z.B., da� wir nichterwarten k�onnen, da� (n;E) und [n; [n; rotE]] am Rand @D existieren, wennwir [n;E] und divE nur als stetig voraussetzen.{ 56 {



Anhang zum vierten KapitelWie im ersten Anhang werden hier die technischen Hilfsmittel f�ur die vektori-ellen Probleme formuliert und bewiesen.Wir haben schon im ersten Anhang begr�undet, warum die Sprungrelationenund Regularit�atseigenschaften der auftretenden Potentiale f�ur Parallel�acheng�ultig bleiben.Hilfssatz A1 des Anhangs zu den skalaren Problemen �ubertr�agt sich selbst-verst�andlich, wenn die Kerne der Integraloperatoren Matrizen und die DichtenVektoren sind. Damit k�onnen wir die folgenden Operatoren untersuchen, dieim letzten Kapitel auftreten. (Wir schreiben l(h; y) := (1� 2hĤ(y) + h2K̂(y))f�ur jhj � h0, y 2 @D).Mh:T 2(@D)! T 2(@D)(Mha)(x) := 2 Z@D [n(x); rotxf�(x+ hn(x); y + hn(y))a(y)g]l(h; y)ds(y) ;M 0h:T 2(@D)! T 2(@D) M 0hb(x) := [n;Mh[n; b]](x) ;N (1)h :L2(@D)! T 2(@D)(N (1)h �)(x) := 2 Z@D [n(x); n(y)]�(x+ hn(x); y + hn(y))�(y)l(h; y)ds(y) ;N (2)h :T 2(@D)! L2(@D)(N (2)h a)(x) := 2 Z@D (n(x);�(x+ hn(x); y + hn(y))[n; a](y))l(h; y)ds(y) ;f�ur x 2 @D, jhj � h0. Damit erhalten wirHilfssatz B1:Die Operatoren Mh, M 0h, N (1)h , N (2)h sind kompakt, und es gilt f�ur h! 0:kMh �M0k ! 0 ; kM 0h �M 00k ! 0 ; kN (1)h �N (1)0 k ! 0 ; kN (2)h �N (2)0 k ! 0 :{ 57 {



Das entsprechende Resultat gilt auch, wenn die Operatoren in Lp-R�aumen mit1 � p < 1 betrachtet werden, bzw. als Operatoren im Raum der stetigenFunktionen und Tangentialfelder (mit der k:k1-Norm).Au�er den im Hilfssatz B1 betrachteten Operatoren, kommen im letztenKapitel Operatoren vor, die Dichten auf @D in Funktionen auf B (B o�eneKugel in D, B � D) und umgekehrt abbilden. Diese sind kompakt, weil dieKerne der Integraloperatoren C1-glatt sind. Die Konvergenz f�ur h! 0 in derOperatornorm ist auch f�ur diese Operatoren g�ultig, weil die Kerne gleichm�a�igkonvergieren.Schlie�lich haben wir benutzt, da� die Operatoren (I + L0)�1 existierenund in dem jeweiligen L2-RaumX beschr�ankt sind (L0 hat in den verschiedenenS�atzen von Kapitel 4 verschiedene Bedeutungen). Dazu �uberlegen wir uns, da�L0 auch als Operator in dem entsprechenden H�older-Raum X0;� kompakt ist,(I+L0) in dem entsprechenden H�older-Raum bijektiv ist (das haben wir in denBeweisen zu den S�atzen von Kapitel 4 schon gezeigt), und betrachten dann dieDualsysteme hX;Xi und hX0;�; Xi,h(a1; �1; b1)T ; (a2; �2; b2)T i = Z@D f(a1; a2) + �1�2gds+ ZB (b1; b2)dx :Der zweite Summand f�allt weg, falls X = T 2(@D) � L2(@D) ist. Den zu L0adjungierten Operator L00 erhalten wir im wesentlichen durch Vertauschen derKernvariablen. Er ist daher auch in X kompakt. Dann folgt aus der Fred-holmtheorie die Existenz und die Beschr�anktheit von (I + L0)�1 in X.In den beiden letzten Hilfss�atzen beweisen wir, da� sich jede L�osung Eder vektoriellen Helmholtz-Gleichung �E + �2E = 0 in Dh als ein bestimmtesPotential darstellen l�a�t, wenn sie bis zum Rand @Dh hinreichend glatt ist.Hilfssatz B2:E 2 C2(Dh) erf�ulle�E + �2E = 0 in Dh, � 2C, � 6= 0, Im � � 0,und E 2 C0;�(Dh), rotE 2 C0;�(Dh), divE 2 C0;�(Dh).{ 58 {



Dann gibt es genau ein ~ah 2 T 0;�d (@Dh) und genau ein ~�h 2 C0;�(@Dh), so da�E(x) = rot Z@Dh �(x; ~y)~ah(~y)ds(~y)� Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)n(~y)ds(~y) ; x 2 Dh; ;gilt. Die Dichten ~ah 2 T 0;�d (@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh) l�osen das Integralglei-chungssystem a(~x)� 2 Z@Dh [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)a(~y)g]ds(~y)+2 Z@Dh [n(~x); n(~y)]�(~x; ~y)�(~y)ds(~y) = �2 [n(~x); E(~x)] ; ~x 2 @Dh ; (B1)�(~x)� 2 Z@Dh @�@n(~y) (~x; ~y)�(~y)ds(~y) = �2 (divE)(~x) ; ~x 2 @Dh : (B2)Beweis :Wenn f�ur ~ah 2 T 0;�d (@Dh) und ~�h 2 C0;�(@Dh)0 = rot Z@Dh �(x; ~y)~ah(~y)ds(~y)� Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)n(~y)ds(~y) ; x 2 Dh ;gilt, folgt aus den Sprungrelationen und der Eindeutigkeit des �au�eren magne-tischen Randwertproblems: ~ah = 0 und ~�h = 0. Damit ist gezeigt, da� esh�ochstens ein Paar (~ah; ~�h) geben kann, mit welchem E wie oben dargestelltwerden kann.Um die Existenz von ~ah und ~�h nachzuweisen, gehen wir wie in HilfssatzA3 vor.Aus Kapitel 4 des Buches von Colton und Kre� wissen wir, da� die rechteSeite des Integralgleichungssystems (B1), (B2) senkrecht auf dem Nullraumdes adjungierten Integralgleichungssystems steht (bzgl. des Dualsystems, dasdurch R@Dhf(a1; a2) + �1�2gds gegeben ist). Aus der Fredholm-Alternativefolgt daher die Existenz von âh 2 T 0;�d (@Dh) und �̂h 2 C0;�(@Dh), welchedas Gleichungssystem (B1), (B2) l�osen.{ 59 {



Nun m�ussen wir diese L�osung um ein Element aus dem Nullraum desGleichungssystems (B1), (B2) so ab�andern, da� wir E in Dh wie oben dar-stellen. Dies ist wieder ein endlichdimensionales Problem, welches l�osbar ist,da die Dimension des Eigenraumes zum inneren elektrischen Randwertproblemmit der Dimension des Nullraums des Integralgleichungssystems (B1), (B2)�ubereinstimmt.Der letzte Hilfssatz wird analog zum vorherigen bewiesen.Hilfssatz B3:E 2 C2(Dh) erf�ulle�E + �2E = 0 in Dh, � 2C, � 6= 0, Im � � 0,und E 2 C0;�(Dh), rotE 2 C0;�(Dh), divE 2 C0;�(Dh).Dann gibt es genau ein ~ah 2 T 0;�(@Dh) und genau ein ~�h 2 C0;�(@Dh), so da�E(x) = Z@Dh �(x; ~y)[n; ~ah](~y)ds(~y) + grad Z@Dh �(x; ~y)~�h(~y)ds(~y) ; x 2 Dh ;gilt. ~ah 2 T 0;�(@Dh), ~�h 2 C0;�(@Dh) l�osen das Integralgleichungssystema(~x) + 2 Z@Dh [n(~x); [n(~x); rot~xf�(~x; ~y)[n; a](~y)g]]ds(~y) = 2 [n; [n; rotE]](~x) ;
�(~x) + 2 Z@Dh (n(~x);�(~x; ~y)[n; a](~y))ds(~y)+2 Z@Dh @�@n(~x)(~x; ~y)�(~y)ds(~y) = 2 (n;E)(~x) ; ~x 2 @Dh :

{ 60 {
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