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1. Einleitung

Die Ausbreitung akustischer, zeitharmonischer Wellen in einem homogenen,
isotropen Medium im IR? wird durch die skalare Helmholtz-Gleichung beschrie-
ben (vgl. [25]). Elektromagnetische, zeitharmonische Wellen in einem homo-
genen, isotropen Medium koénnen durch die Maxwell-Gleichungen bzw. durch
die vektorielle Helmholtz-Gleichung beschrieben werden (vgl. [22]). Bei vielen
Fragestellungen in der Physik soll zu einer gegebenen einfallenden Welle und
zu einem gegebenem Objekt D die von D reflektierte Welle bestimmt werden.
Diese Probleme fiihren auf Randwertaufgaben bei der skalaren bzw. vektori-
ellen Helmholtz-Gleichung. Dabei sind die einfallende Welle, die reflektierte
Welle und evtl. die transmittierte Welle in D durch Randbedingungen auf dem
Rand 0D von D miteinander gekoppelt (vgl. z.B. [25], [22], [7]). Mathematisch
sind zuerst einmal die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
zu diesen Randwertaufgaben interessant.

Um die Eindeutigkeit einer Losung der entstehenden Randwertaufgabe zu
zeigen, wird in der Regel der Gauf3sche Satz angewendet. Dafiir mufl die Losung
am Rand 0D eine gewisse Regularitat besitzen.

Eine Moglichkeit, die Existenz einer Losung der Randwertaufgabe nach-
zuweisen, ist die Integralgleichungsmethode. Dazu mufl der Rand hinreichend
glatt sein. Man kennt eine spezielle Losung der Helmholtz-Gleichung
Au + k?u = 0, welche eine geeignete Singularitat besitzt (z.B.
®(x,y) = exp(iclz — y|)/(4m|z — y|), z,y € IR?, x # y). Nun versucht man,
die Losung der Randwertaufgabe als Potential dieser speziellen Losung oder
ihrer Ableitungen mit unbekannter Dichte ¢ (iiber den Rand dD) darzustel-
len. Die Randbedingungen fiithren auf Integralgleichungen fiir die unbekannte
Dichte ¢. Betrachtet man diese Integralgleichungen im Raum der stetigen oder
holderstetigen Funktionen, so kann man beweisen, dafl diese Gleichungen dort
eine eindeutige Losung ¢ besitzen und dafl der Ansatz mit der Dichte ¢ die
urspriingliche Randwertaufgabe 10st.

Es ist auch moglich, die Integralgleichungen als Gleichungen in LP-Raumen
aufzufassen. Sie sind auch dort eindeutig losbar (vgl. z.B. [2]). Potentialen mit
L?-Dichten kann man in verniinftiger Weise Randwerte zuordnen (vgl. [13])
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die dann in L2-Raumen liegen. Damit 148t sich die Existenz von Losungen der
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Randwertaufgabe beweisen, die die Randwerte im L2-Sinn annehmen. Solche
Losungen sind am Rand 90D nicht mehr so regular, dafl der GauBlsche Satz auf sie
angewendet werden kann; d.h. es ist nicht mehr klar, ob die Randwertaufgabe
im L2-Sinn hochstens eine Losung besitzt.

In der Literatur ist die Frage, ob eine Losung des Randwertproblems, wel-
che homogene Randwerte im L2-Sinn annimmt, nur die triviale Losung sein
kann, von Calderén [4] fiir das duBere Randwertproblem bei den Maxwell-
Gleichungen untersucht worden. Miranda [21] beweist fiir das innere Dirichlet-
Problem bei der skalaren Helmholtz-Gleichung Eindeutigkeit (wenn x = i\,
A € IR) (vgl. auch [15]). Mikhailov [19],[20] und Chabrowski und Thomp-
son [5],[6] geben notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, daf die
(schwache) Losung einer elliptischen Differentialgleichung Randwerte im L2-
Sinn annimmt. In [20] werden auch Eindeutigkeitssétze und Regularititssitze
fiir das innere Dirichlet-Problem bei starker L2-Konvergenz der Randdaten be-

wiesen.

In dieser Arbeit werden wir die Frage nach der Eindeutigkeit weiter verfol-
gen. Im zweiten Kapitel werden wir die Technik von Miranda so erganzen, daf}
wir auch Aussagen treffen konnen, wenn k£ € €', Im(x) > 0, beliebig ist. Wir
werden zeigen, dafl eine Losung der skalaren Helmholtz-Gleichung in D mit
homogenen Randdaten im L2-Sinn die triviale Losung ist, falls das klassische
Dirichlet-Problem in D hochstens eine Losung besitzt. Falls k2 ein Eigenwert
zum klassischen Dirichlet-Problem ist, liegt eine Losung mit homogenen Rand-
daten im L2-Sinn im klassischen Eigenraum. Wir untersuchen auch allgemein
die Randregularitat einer schwachen Losung des Dirichlet-Problems. Unsere
Methode ist von der in [5],[20] verschieden. Dieses Kapitel ist hauptséichlich
dazu gedacht, die Beweisideen im vierten Kapitel zu motivieren und an den
weniger aufwendigen, skalaren Problemen zu erlautern. Die Resultate dieses
Kapitels sind alle bekannt.

Im dritten Kapitel werden wir auch andere Randbedingungen (Neumann-
Randbedingung, Randbedingung beim Transmissionsrandwertproblem) zur ska-
laren Helmholtz-Gleichung betrachten.

Schlieilich ibertragen wir im vierten Kapitel einige Resultate zum Dirich-
let-Problem aus Kapitel 2 auf Randwertprobleme bei der vektoriellen Helm-

holtz-Gleichung. Wir zeigen die Eindeutigkeit von Losungen mit L2-Randdaten
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beim aufleren elektrischen und magnetischen Randwertproblem. Beim inneren
elektrischen und magnetischen Randwertproblem erhalten wir dhnliche Aus-
sagen wie bei der skalaren Helmholtz-Gleichung. Da die Beweisideen dieses
Kapitels und die Beweisideen des zweiten Kapitels die gleichen sind, sind die
Beweise im vierten Kapitel knapp gehalten.

Die Satze tiber das elektrische Randwertproblem gelten auch fiir die Max-
well-Gleichungen.

Um die Beweise leichter lesbar zu gestalten, werden technische Details im
Anhang zum zweiten bzw. zum vierten Kapitel zusammengestellt und bewiesen.

Bei den Beweisen erweist sich die Methode von Calderén als ein entschei-
dendes Hilfsmittel. Calderéns Grundidee besteht darin, das Randwertproblem
zuerst auf einer Parallelfliche zum Rand 0D zu losen und dann den Abstand
zwischen der Parallelfliche und dem Rand 0D gegen Null gehen zu lassen. An-
ders als Calderén benutzen wir zur Losung der Randwertprobleme auf der Paral-
lelflache eindeutig losbare Fredholm-Integralgleichungen 2. Art. Wir schwachen
die Voraussetzungen bzgl. der Annahme der Randwerte noch einmal leicht ab.
Calderén setzt voraus, dafl die Randdaten bzgl. der L2-Norm konvergieren. Wir
benotigen nur, dafl die Randdaten schwach bzgl. der L2-Norm konvergieren.

Leider ist es mir bisher nicht gelungen, entsprechende Aussagen fiir Trans-
missionsrandwertprobleme bei den Maxwell-Gleichungen bzw. bei der vektori-
ellen Helmholtz-Gleichung zu beweisen.

Zur Notation sei noch bemerkt, dafl

exp(ir|r — yl)

, v,yeR? x4y,
|z — y|

(I)(.’IZ, y) =

immer die Grundlosung zur Wellenzahl s bezeichnet. Fiir a = (a1, as,a3)?,
b = (b1, by, b3)T €€ ist mit (a,b) := 2?21 a;b; die Bilinearform (nicht das
Skalarprodukt!) und mit [a,b] := (asbsz — asbs, asby — a1bs,a1bs — azby)? das
Vektorprodukt gemeint.

Zum Schlufl mochte ich Herrn Professor Dr. Rainer Kre8 fiir die Anregung
zu dieser Arbeit und fiir die Betreuung bei ihrer Entstehung danken. Pro-
fessor Dr. Peter Werner danke ich fiir seinen Hinweis auf die Ansatze, die im
vierten Kapitel bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung benutzt werden. Be-

sonderer Dank gebiihrt Professor Dr. Erhard Heinz, der sich bereit erklart hat,
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das Korreferat zu dieser Arbeit zu iibernehmen und der mich auf die Arbeiten
von Chabrowski und Thompson aufmerksam gemacht hat. Bei Axel Zinn be-
danke ich mich fiir zahlreiche Verbesserungsvorschlage zu Mangeln, die er beim

Korrekturlesen gefunden hat.



2. Der Eindeutigkeitssatz beim Dirichlet-Problem fiir die skalare
Helmholtz-Gleichung

Es sei D C IR? eine beschrinkte, offene Menge und u € C(D) N C?(D) eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion, die bis zum Rand von D stetig ist, in
D die Helmholtz-Gleichung Au + x2u = 0, k €@, Im(x) > 0, erfiillt und auf
dem Rand von D verschwindet, d.h. u(z) = 0 fir alle z € 9D. Diese Regu-
laritatsforderungen an w sind die Minimalvoraussetzungen, um das Dirichlet-
Problem mit homogenen Randdaten im klassischen Sinn iiberhaupt zu formu-
lieren. Dann gibt es verschiedene Moglichkeiten, auf das Verschwinden von
in ganz D zu schlieflen.

Falls k = i\, A € IR, ist, lafit sich das Maximumprinzip anwenden. Andern-
falls werden wir versuchen, mit Hilfe des Greenschen Satzes Aussagen iiber u zu
treffen. Da die obigen Voraussetzungen an u und an D so nicht ausreichen, um
die Greensche Umformung zu rechtfertigen, sind in der Literatur verschiedene
Wege eingeschlagen worden, die Greensche Umformung doch anzuwenden.

Am einfachsten ist es, die Stetigkeit von grad  bis zum Rand dD von D
zu verlangen und den Rand 0D geniigend regulér vorauszusetzen (vgl. [25]).
Dann sind die Voraussetzungen fiir die Greensche Umformung erfiillt, aber die
Losungsklasse wird stark eingeschrankt. Eine zweite Technik setzt den Rand
0D C?-glatt voraus und zeigt dann, daf§ sich grad u unter den Minimalvoraus-
setzungen stetig auf den Rand 9D fortsetzen 148t (vgl. [7], [17], [26]). Die dritte,
eleganteste Methode leitet ohne Zusatzannahmen zu den Minimalvoraussetzun-
gen ab, daff die Greensche Umformung durchgefiihrt werden kann (vgl. [8], [24]).

Von verschiedenen Autoren ist bei C%-glattem Rand 0D die Randregula-
ritat von u abgeschwacht worden. Anstelle der Voraussetzungen
u € C(D)NC?*(D), u(x) =0, 2 € D, wird u € C?(D) und die L2-Randbe-
dingung

/ u(z + hn(z))|?ds(z) =0, h /0 (dh. h—=0,h<0),
oD

gefordert (vgl. [21], [4]). Dabei bezeichnet n die nach aulen weisende Normale

an 0D. Wenn keine weiteren Voraussetzungen an grad u gestellt werden sollen
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(in [2] wird z.B. die Existenz von 3% gefordert), ist keine der oben beschriebe-
nen Techniken auf die L2-Randbedingung iibertragbar. Miranda gibt fiir den
Fall kK = i\, A € IR, einen Eindeutigkeitsbeweis an ([21], vgl. auch [15]). Un-
ter sehr allgemeinen Voraussetzungen zeigen Mikhailov [20] und Chabrowski
und Thompson [5] Eindeutigkeit bei elliptischen Randwertproblemen zweiter
Ordnung. Des weiteren hat Calderén fiir die Maxwellschen Gleichungen einen
Eindeutigkeitssatz bewiesen ([4]), dessen Idee sich auch auf skalare Probleme

iibertragen lafit.

Im ersten Satz werden wir den Beweis von Miranda auf beliebige x € €,
Im(k) > 0, ausdehnen, indem wir mit Hilfe der Idee von Miranda und ei-
ner Zusatziiberlegung die Greensche Umformung rechtfertigen. Falls k = 0
oder Im(x) > 0 ist, erhalten wir so den {iblichen Eindeutigkeitssatz. Der Fall

Im(x) = 0 wird spéter noch genauer untersucht.

Im folgenden sei D C IR® immer eine offene, beschrinkte, zusammen-
hingende Menge, D, := IR®\ D sei zusammenhingend, der Rand von D, 9D,
sei auch der Rand von D,. 0D sei C?-glatt, die Normale n an 0D sei in das
AuBengebiet D, gerichtet.

Weiter sei fiir # € 9D H(x) die mittlere Kriimmung von D an der Stelle

2 und K (z) die GauBsche Kriimmung an der Stelle .

Bemerkung: Fiir die Giiltigkeit der hier bewiesenen Sétze mufl D nicht
zusammenhangend sein. D kann auch aus endlich vielen offenen, beschrankten
und zusammenhangenden Mengen bestehen. Die Beweise miiflen dann nur ge-
ringfiigig oder gar nicht modifiziert werden. Wir nehmen hier aus Bequemlich-

keit den geometrisch einfachsten Fall an.

Fir hinreichend kleines hg > 0 definieren wir die Parallelflachen
0Dy, :={z € R3: 2z =z + hn(z),r € D}, |h| < ho. Dy, sei das Innere des von
0Dy, berandeten Gebietes. Dy, = {z € D: dist(z,0D) > |h|} fir h <0,
Dy, ={z € IR®: 2 € D oder dist(z,0D) < h} fiir h > 0. Schlielich sei
Dy, o = R? \D—h

Wird 0Dy, durch z = 2 + hn(z), x € 0D, parametrisiert , so besteht die
Beziehung ds(z) = (1 — 2H (2)h + K (2)h?)ds(z) zwischen dem Flichenelement
ds(z) von 0D, im Punkt z und dem Flichenelement ds(x) von 0D im Punkt

x.



Satz 2.1:

Sei w € C?(D) mit
Au+ k?>u=0 in D, k €C, Im(x) > 0,
/ ulz + hn(x))Pds(z) — 0 fiir b A0 (dh. h— 0,k <0).

oD

Dann gilt

/ 7 2% ds = 0 fiir eine geeignete Folge (hy) mit hy 70,k — oo ,
oDy,
wobei 0Dy, := 0Dy, ist.
Beweis :

Wir definieren fir —hg < h <0

h):= % / lu(z 4 hn(z)|2(1 — 2H (x)h + h2K (z))ds(z), I(0) := 0.

Dann ist T € C'(—hg,0) N C[—hy, 0],

= / lu(z + hn(z)|>(—H(z) + hK (2))ds(z) + Re / u%ds
oDy,

/u(x+hn(x))2(ﬁ(x)+hk(x))ds(x)+3e{ /(u(mzu)+gradu2)dx}
oD

Dy,

:/|u(.r—|—hn(.r))2(—I§(x)+hf((.r))ds(x)—Re(mz)/u|2d.r—|—/|gradu|2d.r.
’ ' ' (2.1)

Wir nehmen an, da§ [ |grad u|*dz — oo, h 70, gilt. Aus

Dy,
/ u|?dx =
Dy,
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oD

= / u|?dx + /h {/u(x+7n(x))2(lQTFI(x)wLTzk(x))ds(.r)}dT

h
= / |u2d;c-|—2/I(T)dT,hE[—ho,O),
—ho

D_p,

folgt die Existenz von
lim / |u|?dz .
h 0
Dy,

Dann gibt es ein hy < 0, so dal I'(h) > 0 fiir alle h mit hy < h < 0 ist. Aus
dem Mittelwertsatz folgt dann I(0) = I(hy) + |hq|T'(R) > 0, h € (hy,0) im
Widerspruch zu 1(0) = 0. Also existiert [ |grad u|>dz und

D

/ lgrad u|?de =
D\ Dy,
Ih|
://|gradu(.r—tn(a:))|2(1+2I§T(x)t+t2f((x))ds(x)dt—>0, h 0. (2.2)
0 6D

Dann konnen wir eine Folge (hg) mit hg < 0, hy — 0, & — oc, so auswéhlen,
daf

\hi| / |%(az + hen(x))|2(1 = 2H (2)hy + hEK (2))ds(z) = 0, k — oo. (2.3)
oD

Denn mit

f(h):= / igrad u(z + hn(z))|?(1 — 2H (z)h + 2K (z))ds(z)
oD

gilt

||
f€Cl=he,0), 0< f(h), /f(—t)dt — 0, h /0, nach (2.2).

0
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Damit erhalten wir

0< inf (FOI) < inf (FRD < [ f(=r)dr 0. h 0.

hx wird so gewahlt, dafl —% < hi, < 0 und

Fha) | = b ()77 € [0} <

ist. Dann gilt: f(hg)|hi| — 0, & — oo, und

| =

i [ 155 @+ ()0 = 28 (@)l + B (0))ds(o) < [hul 1) =0

fir k£ — oo.

Aus Gleichung (2.1) folgt die Existenz von limy »oI'(h), insbesondere
|I'(h)| < C fiir alle h € [—hg,0). Aus dem Mittelwertsatz schlieffen wir
[1(h)| = |I(0) 4+ RI'(h)| < C|h|, b € (h,0), und mit der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung
2

ou
— <
/ u@n ds | <

oD,

I(hy) / |— x4 hen(z))>(1 — 2H (x)hy + B2 K (z))ds(z) — 0, k — 0o .

Mit Satz 2.1 konnen wir

0= hm Im{ / —E } = lim Im {5/(,{2u2+ gradu2)d$}
k— oo

aDk Dk

= —Im(n)/H|2u|2da7—1m(m)/gradu|2d;c
D

D
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folgern, da die Greensche Umformung mit dem C!-glatten Rand 0Dy, der in D
liegt, und mit der in D zweimal stetig differenzierbaren Funktion u durchgefiihrt
werden kann. Daraus erhalten wir u(z) = 0 fiir alle z € D, falls Im(x) > 0 ist.

Falls Im(k) = 0 ist, erhalten wir wie oben
: u _ 2 2 2
0= lim —uds = —k" [ |u|*dx + [ |gradu|“dz .
k—o00 on
dDy D D

Falls k = 0 gilt, folgt wieder v = 0 in D. Im allgemeinen erhalten wir fiir reelle
k mit (2.1) nur I'(h) — 0, h 7 0; I(h) =o(|h]), b /0. Sei

1 fir x € Dy,
Xn(7) =1 cos?(E(r —h)) firz=y+7rn(y), h<t<%L yeoD
0 sonst

fiir —hg < h < 0. Bezeichnen wir mit C}(D) die stetig differenzierbaren Funk-
tionen mit kompaktem Trager in D, so gilt: x, € CE(D), xnu € CH(D),
|l — xnullL2(py = 0,h 70, |lgradw — x5 grad ul[z2(py — 0,h 70,

b

C
Ju gradxallEaqp) < 0 gradxaleonpy < [ [ fulo -+ ra(e) pdsdr
0 6D_,
C
< o) 0. b .

Insgesamt ergibt sich
|u — xnullp2(py + llgrad (v — xnu) || L2 (p) <

< |lu—=xnullz2(p) +|lgrad w — xp grad ul[ 12 (p) + |u grad Xn || L2(p) = 0, A — 0.

Damit ist u € Hi(D) (H}(D) ist der Abschlufl von C}(D) bzgl. der Norm
H“”%{é(D) = ||u||%2(D) + ||gradu||%2(D)). Ist v € Cd(D), so erhalten wir durch

partielle Integration

/(grad u, grad v)dz = K? /uud;p )

D D
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Eine Funktion u € H}(D), die diese Gleichung fiir alle v € C3(D) (und damit
fiir alle v € H}(D)) erfiillt und die nicht die Nullfunktion ist, heifit schwache
Eigenlosung zum inneren Dirichlet-Problem bei der Helmholtz-Gleichung.

Analog zu Satz 2.1 1ait sich die Greensche Umformung fiir eine Losung
des homogenen Aufleren Dirichlet-Problems mit L2?-Randbedingung beweisen,
woraus dann wie iiblich auf die Eindeutigkeit des aufleren Dirichlet-Problems
mit L2-Randbedingung geschlossen werden kann.

Der Beweis von Satz 2.1 1a3t sich weder auf das Impedanzrandwertproblem
oder das Transmissionsrandwertproblem bei der skalaren Helmholtz-Gleichung
noch auf Randwertprobleme bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung tibertra-
gen. Im nachsten Satz werden wir deshalb fiir das auflere Dirichletsche Rand-
wertproblem einen weiteren Eindeutigkeitssatz beweisen. Die dortige Technik
ist auch bei anderen skalaren und vektoriellen Problemen anwendbar. Die
Grundidee stammt von Calderén ([4]). Das Randwertproblem wird zuerst auf
Parallelflichen gelost (dazu muf es schon einen Existenz- und Eindeutigkeits-
satz geben!), dann wird aus der Konvergenz der Randdaten gegen 0 auf das
Verschwinden der Losung geschlossen. Das Resultat von Satz 2.1 kann sogar
etwas verscharft werden, da die Voraussetzung der starken L2-Konvergenz der
Randdaten gegen 0 in Satz 2.1 durch die Voraussetzung der schwachen Konver-

genz der Randdaten gegen 0 ersetzt werden kann.

Sei ap: C(0D) — C(0Dy,) definiert durch (ap f)(x + hn(z)) := f(x),

x € 0D. «ay ist ein Homoomorphismus.

Satz 2.2:

Sei u € C?(D,) mit
Au+ k*u =0 in D,, k €€\ {0}, Im(x) > 0,

/ %(w) _ k()

z|=R

2
ds(x) - 0 fiir R — oc.

Auflerdem erfiille u die homogene Randbedingung

/u(x + hn(x))g(z)ds(z) =0, h\,0 (dh. h = 0,h > 0),
oD
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fir alle g € L?(0D) (d.h. die Funktionen u(. + hn(.)) konvergieren fiir A\, 0
schwach gegen 0 in L?(dD)). Dann gilt: u(x) = 0 fiir alle z € D,.

Beweis :

Im ersten Schritt wird u in Dy, , als Potential mit einer Belegung auf 0D

dargestellt. Sei

ve) = [ GusleDen@ds) ~in [ bl @ds

8Dh 8Dh

fiir x € Dy, o, = IR?\ Dy, wobei ¢, € C1*(0Dy,), n # 0, n Re(k) > 0. Wenn die
Dichte ¢, die Integralgleichung

P+ | 5o @ ) i)s(3) — in g [[ O3, §)n(7)ds(5) = 2u(2)

(2.4)
fir alle & € 0Dy, erfiillt, dann stimmen v(z) und u(z) fir alle x € Dy, , tiberein,
denn aus den Sprungrelationen ergibt sich u(Z) = v(z) fiir alle £ € dDj, und
die Regularititseigenschaften von Flichenpotentialen liefern v € CY*(Dy, ,)
(vgl. Anhang zu diesem Kapitel). Dann erhalten wir aus dem klassischen Ein-
deutigkeitssatz: u(z) = v(z) fir alle z € Dy, 4.

Im Anhang werden wir beweisen, dafl die in (2.4) auftretenden Integralope-
ratoren in C1*(9Dy,) kompakt sind. Auflerdem ist u/gp, € C*(0Dy). Damit
besitzt (2.4) nach der Riesz-Theorie genau dann eine eindeutige Losung, wenn
die homogene Integralgleichung (2.4) nur die triviale Losung besitzt.

Definieren wir ¢y, := a; '@, € C(9D), so erhalten wir nach Anwenden von

oy ! auf die Gleichung (2.4) die dquivalente Gleichung
(I + Ky — inSn)pn = 20, (ulop,) (2.5)
wobei fiir ¢ € C(0D), x € 9D,

(Kip)(w) =2 [ 500t o), ) (o) (1 2071 (0) + 2R () (o)

oD
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und

($10)(2) = [ Do+ hn(e).y + bno))plo)(1 — 2071 (0) + B2 (1)) ds(y)
oD

definiert sind.

Im Anhang zeigen wir, da8 Kj; und Sj, zu stetigen Operatoren in L?(0D)
fortgesetzt werden konnen, dafi K; und Sy, fiir h gegen 0 gegen Ky bzw. S in
der L2(0D)-Operatornorm konvergieren, d.h.

| Kn — Kollz2op) + [|Sh — Sollz2opy =0, h—0,
und daB I + Ko — inSp in L?(0D) eine stetige Inverse besitzt, d.h.
(I + Ko —inS0)""||z2(0m) < C1 -

Wenden wir nun das iibliche Stérungsargument (Neumannsche Reihe) an, so
sehen wir, daf fiir hinreichend kleine h die Operatoren I + Kj — inS; eine

stetige Inverse besitzen, welche gegen (I + Ko — inSy)~! konvergieren,
(I + Ky —inSp)~" = (I + Ko —inSo) " 'llL2op) = 0, h—0.

Wenn I + K}, —inSy, als Operator in L?(dD) injektiv ist, hat die homogene
Gleichung (2.4) nur die triviale Losung. Damit ist die Gleichung (2.4) eindeutig
losbar und wu ist fiir gentigend kleine h in Dy, , als Potential iiber 0Dy, darstellbar.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dafi die Losungen ¢j der Gleichung (2.5)
schwach gegen 0 konvergieren. Daraus leiten wir dann das Verschwinden von «
in D, her.

Aus der Voraussetzung
/u(a: + hn(z))g(z)ds(z) = 0, h\,0, fiir alle g € L?(0D) folgt:
aD

(o, 'ulap, ) konvergiert schwach gegen 0 in L2(0D) und bleibt daher beschrinkt,
(e, "ulop, )| 12 (apy < C2 fiir alle 0 < h < hg. Also:

pp = 2 (I + K, — inSh)_l(aglu\aDh)
= 2{(I+ Ky —inSy)™" = (I + Ko — inSo) " }ay, "ulop,)
+ 2(I + Ko — inSo) ey, tulap,)
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12{(I + K1 — inSn) ™" = (I + Ko — inS0) ™"}y, "ulop,)|| <
<20+ Kp —inSp) ™" — (I + Ko —inSo) "llz2¢0p) =0, h—0,
2 (I + Ko—inSo) *(a;, 'ulop,) =0, h—0, h>0.

Insgesamt konnen wir ¢, — 0, h 0, schlieflen.
Nun sei z € D, beliebig, aber fest gewahlt. Es gilt

@) = [ o o+ () (1 = 207 (0) + B R ()n(0)ids(o)
oD

—in / D,y + () (1 - 2hE(y) + B2K (5))en(y)ds(y) = 0, h 0,
oD

da ¢p, — 0, h \,0; d.h. u(z) = 0 fiir alle z € D,. |

Mit Satz 2.2 haben wir die Frage nach der Eindeutigkeit des aufleren
Dirichlet-Problems bei L2-Randbedingungen beantwortet. Die Existenz einer

Losung u, welche die Randbedingung

/{u(.r + hn(z)) — f(z)}g(z)ds(z) — 0, h\, 0, fiir alle g € L2(OD) oder
oD

/ lu(x 4+ hn(x)) — f(x)|*ds(z) — 0, h\,0, fiir eine vorgegebene Funktion
oD

f € L2(0D) erfiillt, folgt mit dem Ansatz von Brakhage, Werner, Leis und Pa-
nich (vgl. [3], [18], [23]), den wir auch im ersten Schritt des Beweises verwendet

haben, den Sprungrelationen fiir Potentiale mit L?-Dichten (vgl. [13]) und der
Invertierbarkeit von (I + Ko —inSp) in L?(0D).

Wird das Dirichlet-Problem im Innenraum D betrachtet, so existieren fiir
bestimmte x Eigenlosungen.

k2 heifit klassischer Eigenwert beim Dirichlet-Problem zum Operator —A
im Gebiet D, falls es ein v € C?(D) N C'(D) gibt, welches Av + k*v =0 in D
und v = 0 auf 9D erfiillt, aber nicht in D identisch verschwindet.

Im nachsten Satz untersuchen wir die Losungen des inneren Dirichlet-

Problems mit homogenen L?-Randbedingungen. Es wird sich zeigen, daf} keine
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neuen Eigenwerte und Eigenlosungen hinzukommen, wenn die klassische Rand-

bedingung durch die schwichere L2-Randbedingung ersetzt wird.

Satz 2.3:

Sei u € C?(D) mit

Au+k?>u=0 in D, k €C, Im(x) > 0,

/u(x + hn(x))g(z)ds(z) -0, h 70 (dh. h—0,h<0),
aD
fiir alle g € L2(0D).
Falls k2 kein klassischer Eigenwert beim Dirichlet-Problem zum Operator
—A im Gebiet D ist, folgt u(z) = 0 fiir alle z € D.
Falls k2 ein klassischer Eigenwert beim Dirichlet-Problem zum Operator
—A im Gebiet D ist, folgt: u € C2(D) N C**(D) und v = 0 auf D (d.h. u

liegt im klassischen Eigenraum).

Beweis :

Nach Hilfssatz A3 des Anhangs ist u in Dy, als Doppelschichtpotential tiber 0Dy,
mit einer Dichte ¢, € C1*(dDy,) darstellbar,

u(z) = / %(m,gj)@h(gj)ds(gj) , € Dy .
aDy,

Aus den Sprungrelationen schlieen wir, dafi ¢;, € C1*(0Dy,) die Integralglei-

chung

ould) 2 [ 50 (@ Den(i)ds(i) = ~2u(z) (2:6)

oDy,

fiir alle z € 9Dy, erfiillt. Wir transformieren diese Gleichung durch Anwenden

von a/;l in die aquivalente Gleichung

(I — Kp)en = =203, (ulop,) , on = (a; ' én) - (2.7)

Falls k2 kein klassischer Eigenwert zum Operator —A im Gebiet D ist, liefern

uns wie im vorigen Satz die Konvergenz ||Kp, — Kol|z2opy — 0, h — 0, und die
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stetige Inverse von (I — K;) (die nur dann existiert, wenn x2 kein Eigenwert
ist) mit dem Storungsargument die schwache Konvergenz der Dichten, ¢ — 0,
h — 0, woraus wieder das Verschwinden von u in ganz D folgt.
Nun sei 2 ein klassischer Eigenwert zum Operator —A im Gebiet D.
Wir nehmen an, es gabe eine Folge hy, £k € IN, hy < 0, mit hy — 0,
k — oo, und ||¢p,|lz2(0p) — 00, k — oo. Anstatt die auftretenden Ope-
ratoren, Dichten und Rander mit hj; zu indizieren, schreiben wir einfach nur

k als Index. «; '(ulap,) bleibt als schwach konvergente Folge beschriinkt.

1/)k = ||<pk||221(8D) () erfillt ||1/)k||L2(8D) =1 und
(I — KO)wk = -2 ||Q0k||221(8D)a,:1(U|3Dk) + (Kk — Ko)@bk — 0 , k — oc R

da ||Ki, — Kollz2(op) — 0, k — oo, gilt. Weil Ky kompakt in L?(0D) ist,
konvergiert eine Teilfolge 9y (;), j € IN, von ¢y in der L?(0D)-Norm gegen ein
Yo € L*(0D) mit ||t/ z2(op) = 1 und (I — Ko)thg = 0. Fiir jedes fest gewiihlte
z e D gilt:

0P
8/ o @)l ds(o) =

= lim
j—o an
oD

)(Iay‘Fhk(j)”(y))(l—%k(j)ﬁ( y) + Iy ])K( NYri) (y)ds(y) =

- . . -1 ¢
— j]iglo{H(Pk(J)HL?(@D)

' / ai((z) (2.5 + hiyn()) (1 = 2hayy H () + hiu)f?(y))sow)(y)ds(y)} =

. _ )
= Jim en Fom [ gy D)ok (ds(i) =
Dy ;)

1 -1 _
= Jll)rgo ||§0k(])||L2(aD)U(x) 0.

Aus dem Verschwinden des Doppelschichtpotentials mit Dichte g in D folgt mit
den Sprungrelationen fiir L2-Dichten: 5 € N(I — K;). Da sich der Nullraum
des Operators (I — Kj) nicht dndert, wenn er in L?(9D) statt in C1*(0D)
betrachtet wird (vgl. die Bemerkung zwischen Hilfssatz A2 und Hilfssatz A3
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des Anhangs zu diesem Kapitel), ist sogar g € C1¥(dD). Mit Hilfssatz A3 des
Anhangs schlieen wir jetzt aus dem Verschwinden des Doppelschichtpotentials
in D, da8 4o = 0 gilt. Dies ist ein Widerspruch zu ||¢o||z2ap) = 1.

Sei nun hyg, k € IN, hy, < 0, mit hy — 0, kK — oo, eine beliebige Folge. Dann
bleiben die zugehorigen ¢y, in der L2(9D)-Norm beschrinkt und wir konnen eine
schwach konvergente Teilfolge g (;), 7 € IN, auswahlen, @) — @0, j — 0.
Aus (I — Ky(j))oni) = _QCYI;(lj)(Uka(].)) erhalten wir

(I — Ko)er) = —QQE(IJ-)(U\BD,CU)) + (K — Ko)prgy =0, j—o00.

Zusammen mit (I — Ko)ggy) — (I — Ko)po heifit das pg — Koo = 0. Wegen

u(r) = / 82((1;) (z,y + hiyn(y)) (1 — 2hk(j)H(?/) + h%(j)IA((y))(Pk(j)(y)dS(y)
oD

S o eo(0)ds(y) . o0

oD

fiir jedes feste x € D, ist u als Doppelschichtpotential iiber D mit einer Dichte
w0 € N(I — Ky) € C1*(0D) darstellbar und daher eine klassische Eigenlosung
oder die Nullfunktion. [ |

Unter der Voraussetzung der starken L2-Konvergenz der Randdaten gegen
0 hatten wir den letzten Satz auch anders ableiten konnen. Im Anschlufl an Satz
2.1 haben wir festgestellt, dafl eine Losung u des inneren Dirichlet-Problems,
deren Randdaten bzgl. der L2-Norm gegen 0 konvergieren, im Sobolev-Raum
H}(D) liegt und eine schwache Losung des inneren homogenen Dirichlet-Pro-

blems ist:

/(grad u, grad v)dz = K? /u@da: fiir alle v € H}(D).
D D

Nutzen wir Regularitatssatze fiir schwache Losungen elliptischer Randwertpro-
bleme aus (vgl. [17]), so kénnen wir v € C?(D) N CY(D), Au + x*u =0 in D,
ulpp = 0 folgern, d.h. u 16st das klassische homogene Dirichlet-Problem. Dies
ist das Resultat des letzten Satzes, den wir aber ohne die Regularitatssatze fiir

schwache Losungen bewiesen haben.
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Wir gehen jetzt den umgekehrten Weg und leiten mit den Methoden des
letzten Satzes die Randregularitat von schwachen Losungen des Dirichlet-Pro-
blems her, d.h. wir zeigen unter geeigneten Voraussetzungen: schwache Losun-
gen sind auch klassische Losungen und insbesondere schwache Eigenlosungen
sind auch klassische Eigenlosungen. Dabei benutzen wir zum Nachweis der

inneren Regularitat eine Standardmethode.

Satz 2.4:

Sei f € C*(D)NC™*(D), m=0,1,0<a< 1, mit Af € L2(D). u € H(D)
erfillle u — f € H}(D) und

/(grad (u— f),gradv)dz — H2/(u— fvdz = /(Af—l— K2 f)odx

D D D

fiir alle v € H}(D). Dann ist (nach Anderung auf einer Menge vom Maf Null)
u € C?(D)NC™(D). u erfiillt Au+ x%u=0in D und u = f auf dD.
Beweis :

Zuerst weisen wir mit einer Standardmethode (Weylsches Lemma) u € C?(D)
und Awu + x%u =0 in D nach (vgl. [11] und [10]).
Fiir ¢ € C3(D) gilt

/(grad (u— f),gradp)dr = — /(u — [)Apdz und

D D

/(Af + K2 f)pdr = /f(A¢+ k2P dx .
D

D

Mit der Voraussetzung erhalten wir

/u(Ago + k2p)dr = 0 fiir alle ¢ € C2(D). (2.8)
D

Sei ne € C*°(IR), 0 < n.(t) <1 fiir alle t € IR und

1 furt< £
— >3
e (t) {0 fur t > ¢
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Weiter sei
He(z,y) :=ne(lz —y))®(z,y) ,z,y € R?, z#y .

Zu jeder kompakten Teilmenge G von D gibt es ein € = ¢(G) > 0, so daf fiir
alle 9 € C1(IR?), mit ¢ (z) = 0 fiir x ¢ G, die Funktion

_ / Ho(z,9)b(y)dy , =€ R,

zu CZ(D) gehort. Es gilt

(Ag)() + K2p(x) /Ky re R

mit K (z,y) = AyHc(z,y) + £°H(z,y). Kc(z,y) € C®(R?> x R3),

€

K.(z,y) = 0 fiir |y — x| < § und fiir [y — 2| > € und die Ableitungen nach
x von K(z,y) sind beschrankt in IR3 x IR3. Mit (2.8) und dem Satz von Fubini

folgt
0:/ /K z,y)Y(y)dy | u(z)dz

= [ o) | ~utw /Ka:y w)dz | dy

fiir alle ¢y € C§(G). Dann gilt

/ K (z,y)u(z)dz fiir fast alle y im Inneren von G.

Also ist v nach Abanderung auf einer Menge vom Mafl Null eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion im Inneren von G. Da G beliebig in D gewahlt werden

kann, folgt u € C%(D) (nach Abanderung auf einer Nullmenge) und

—/Au@dw = /(gradu, grad@)dr = Hz/qu:c ,
D

D D
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d.h. /(Au + k*u)pdr = 0 fiir alle ¢ € C}(D).
D

Daher gilt Au + x?u = 0 in D.
Jetzt weisen wir die Regularitat von v am Rand nach. Dazu zeigen wir

zuerst ||o;, *(ulap,) — flobllr2op) — 0, b /0.
Fiir ¢ € C}(D) haben wir die Abschitzung:

2

/|g0 z + hn(x))*ds(z / /h ). grad p(z + tn(z)))dt| ds(x)

< C’h|/|grad<p|2d:v .
Wir wahlen zu einem vorgegebenem e > 0 ein hy, 0 < h; < hg, so dafl

C’h|/grad (u— f)2dz < % und

/ F a4 () = () Pds(e) < S i alle [B] < By st

Dau— f € H}(D)NC(D) ist, konnen wir . — f mit einer Folge von Funktionen
¢; € C5(D), j € IN, in der H'-Norm approximieren und erhalten mit Hilfssatz
A4 des Anhangs fir —h; < h < 0:

[ tuta+ k(@) - f(@)Pas(z) -
oD

J— 00

= lim inf{ [ o+ hn(e) = £(o -+ (o) = o5 + b)) }+
oD

Hf (@ + hn(2)) = f(2)} +¢i(e + hn(x))zdS(x)} <

J—0C

<4 hmmf/ w(z + hn(z)) — f(z+ hn(z)) — @;(z + hn(z))Pds(z) + =
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+o liminf/ 03 (z + hn(@))[2ds(z) <
j—00
oD

€

< 4timinf O(h) [{lgrad (u— f = )+ lu— f — s Pho + 5
Jj—o00
D

+20|h1i_minf/|grad<pj|2dx < €.
j—00
D

Dabei wurde in der ersten Ungleichung die Abschatzung
la+b+c|> <2la+b2+2|c? < 4lal®+4]b*+2|¢)? . a,b,ceC,

benutzt.

Stellen wir wieder u in Dy, als Doppelschichtpotential iber 0D}, mit einer
Dichte ¢, € C1*(0Dy,) dar, d.h.

wa) = [ G Denidsti) . 2 € Dy
oD,

so erfiillt ¢y, := a; '@y, wieder die Gleichung (I — K3)pn = —2a; ' (ulap, ). Wie
im Beweis von Satz 2.3 konnen wir eine Folge hg, k € IN, mit hy < 0, hy — 0,
k — oo, so auswihlen, dal ¢, gegen ein po € L2(0D) in der L?(0D)-Norm
konvergiert, ¢, — o, k — 00. ¢g 10st die Gleichung (I — Ko)po = —2f|ap-
Dann liegt ¢( sogar in C™%(9D) (da f|sp € C"™*(0D)) und

0P

———(z,9)po(y)ds(y) , v €D,

U= | Gty

oD

erfiillt die Behauptung. [ |
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Anhang zum zweiten Kapitel

Bei den Beweisen fiir die Satze des zweiten Kapitels haben wir einige technische
Resultate benutzt, die wir jetzt nachweisen wollen. Zuerst begriinden wir die
Sprungrelationen und Regularitatseigenschaften von Flachenpotentialen iiber
eine Parallelflache 0Dy,.

Fiir einen C2-glatten Rand 0D ist

0Dy = {2 € R®: 2z =z + hn(z),z € 0D}

eine Cl-glatte Fliche, wenn |h| < hg und hg € (0,1) hinreichend klein ist. Es
gilt fir z =z + hn(z), y =y + hn(y),z,y € dD: n(z) = n(x) (daher der Name
Parallelfliche),

(n(#),7 ~ §) = (n(e), — y) + 5hin(z) — ny),

1z —g* =z —y|* + 2h(n(z) — n(y), = — y) + h*n(z) — n(y)|*.

Daraus erhalt man:
L L 1
& =gl <2z -yl 7 -yl 2 5le -yl (A1)

(n(2),2 — g)] < Cle —yl*, In(@) — n(y)| < Cle —y, (A2)

fir alle z,y € D und fiir alle |h| < hg, wenn hg > 0 hinreichend klein gewéhlt
ist. Also ist 0Dy, eine Ljapunov-Flache. Fiir solche Flachen gelten die Sprun-
grelationen auch (vgl. [9]).

Fast alle Resultate iiber Flachenpotentiale, die im Kapitel 2 des Buches
von Colton und Krefl [7] hergeleitet werden, gelten auch fiir die Flache 0Dy,.
Denn zum Beweis der Eigenschaften von Flachenpotentialen werden von der
Fléche nur die Abschiatzungen (A2) (vgl. [7] Theorem 2.2) und die Existenz
einer stetigen Kriimmung benétigt (d.h. die Normale mufl nach den Parame-
trisierungsvariablen der Fléiche stetig differenzierbar sein ([7] Theorem 2.1)).
An den Stellen des Buches von Colton und Krefl , an denen zweite Ableitun-

gen von der Parametrisierung benutzt werden, miissen wir die Parametrisierung
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der Parallelflache 0 D;, mit ihrem Gradienten durch zweimal stetig differenzier-
bare Funktionen gleichmaflig approximieren. Auf diese Weise konnen wir alle
Sétze aus dem zweiten Kapitel von [7] mit einer einzigen Ausnahme auf die
Flache 0Dy, iibertragen. Diese Ausnahme ist die Regularitat des auf der Flache
ausgewerteten Doppelschichtpotentials. Fiir ¢ € C%*(9D) ist der Beweis fiir
K¢ € CY*(0D) aus [7] nicht iibertragbar ([7] Theorem 2.22). Samtliche Ei-
genschaften von Flachenpotentialen auf 0Dy, die im folgenden benotigt werden
(Sprungrelationen, Regularititseigenschaften usw.), sind somit giiltig.

Anstelle der obigen Ausnahme reicht es fiir unsere Zwecke aus, dafi das
Doppelschichtpotential auf Dy, Dichten aus C1*(dDy,) kompakt in C1*(9Dp,)
abbildet, d.h. Kj:C“*(dDy) — C»*(0Dy,),

Rigla) = 2 [ 520 @0)edsti) . 7€ oDy
oDy,

ist kompakt in der C1*(0Dp,)-Norm. Denn:
Fiir ¢ € C1*(dDy,) definieren wir

o) =2 [ %u,gw@ds@), reDy.
oD,

Analog zu Theorem 2.23 in [7] gilt:

grad o(x) = K22 / B, §)n(5)e(§)ds(3)
oDy,

+2 / lgrad, ®(z, §), [n(), Crad o(@)]}ds(5) . @ € Dy .
oD,

Mit den Sprungrelationen berechnen wir fiir z € 9Dy,

(Grad K¢)(z) = —[n(2), [n(Z), gradv(z)]] + Grad ¢()

= — 2" /[n(i’?)a[n(f)@(i 7)n(5)e(@)]lds(§) — [n, My[n, Grad ¢]](#) ,
oDy,
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wobei Mj,: T%*(dDy,) — T%*(8Dy,) durch

Miya(3) =2 / n(F), rota{®(z, §)a(i)}|ds() & € Oy |
oDy,

definiert ist. Da K} und Sy, der Einfachschichtpotentialoperator auf 8Dy, in
C%*(dDy,), kompakt sind, Mj, in T%*(dDy,), den a-Holderstetigen Tangential-
feldern auf 0Dy, kompakt ist und C1*(9D},) vollstindig ist, folgt die Behaup-
tung.

Der folgende Hilfssatz ist das entscheidende Mittel, um die Konvergenz der
Operatoren auf dDj, gegen die entsprechenden Operatoren auf 9D nachzuwei-
sen. Wir bezeichnen in dem Hilfssatz mit X einen der Ridume (C(9D),||.||cc)
oder (LP(0D),|.||p); 1 < p < oco. Dabei sei LP(0D) die Vervollstdndigung von
C(0D) beziiglich der ||.|[,-Norm ||¢[|8 = [, [¢|Pds.

Hilfssatz Al:
Seien Ap: X — X

() (@) = [ hlo,yuh)p()ds(y) , €D b <o,
oD
Integraloperatoren, deren Kerne folgende Eigenschaften erfiillen:
k(x,y,h) ist stetig in 2z und y fiir 2 # y und schwach singulér, d.h. es gibt
Konstanten # > 0, C' > 0, so daf}

C

k(z,y,h)| < —————
oy ) < g

fir alle x,y € 0D, x # y, und fiir alle |h| < hg ist.

(A3)
Fiir h gegen 0 konvergiert k(z,y, h) gleichmafig gegen k(z,y,0), wenn
|z —y| > 4§ ist, d.h. zu jedem € > 0 und § > 0 gibt es ein hy > 0, so daf fiir alle
x,y € 0D mit |z —y| > 6 und fiir alle |h| < hy gilt:

‘k(:ﬁ,y,h)—k(l’,y,o)‘ <e€. (A4)
Dann sind die Operatoren Ap: X — X kompakt und es gilt: ||Ap — Ag|| — 0,
h — 0.
Beweis :
Wegen (A3) ist Ape fiir stetige ¢ wohldefiniert und stetig. Weiter gilt fiir
stetiges ¢ und 1 < p < oo mit der Holderschen Ungleichung (1/p + 1/q = 1):
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(J k(. . )| ds(y ) /|k £y, 1) o (y) Pds(y) -

Daraus folgt: ||Anep|h < C1|l¢[/5. Fiir p =1 erhalten wir

/|Ahgo ) ds(z /Iso |/ka:y, ) ds(x) ds(y) <
<Ca [ lowldsty).
oD

Es ist klar, da§ A auch in C(9D) wohldefiniert und stetig ist (vgl. [7]). Damit
ist Ay, als Operator von X nach X wohldefiniert und stetig.
Nun schatzen wir fiir stetige ¢ und 1 < p < oo ab:

P
<

[(Anp)(z) — (Aop)(z) P = L/(k(wa% h) — k(z,y,0))p(y)ds(y)

D

p/q
< C/k@c,y,h)k(x,y, 0)]ds(y ) /wm v h) — k(z,,0)| () Pds(y)

D

p/q
|Anp — Ape|p < sua%(é k(ﬂ?,y,h)k(w,y,O)dS(y)) :
(A

. / / k(w,y, h) = k(.. 0)|ds(x) | p(y) [Pds(y) <

oD oD

//|x = (x)]e(y)[Pds(y) < Caf(h)llell?

— 26 —



mit

p/q
Fi= sup ([ [boh) = b 0lds() | <
x€OD
D
2C
< sup < / ———ds(y) +
z€dD z —y|2=P (®)

oDN{lz—y|<d}

p/q
f |k<:c,y,h>—k(x,y,o>|ds<y>) .
ODN{|z—y|>6}

Zu vorgegebenem e > 0 konnen wir 0 > 0 so klein wahlen, dafl

2 1
/ u_%ds(y) < 56‘1/7’ fir alle zz € 9D gilt.
oDA{|a—yl <5}

Dann wahlen wir h; > 0 so klein, daf

1
|k(z,y,h) — k(x,y,0)|ds(y) < 5(—:‘1/5" fir alle x € 0D

oDN{|z—y|>5}

und |h| < hy gilt. Dann erhalten wir fiir |h| < hq:

1 1 p/q
f(h) < <§6q/p + 56q/p) =,

d.h. f(h) =0, h — 0.

Fiir p = 1 oder die ||.||co-Norm schétzen wir genauso ab:

| Anp — Aol < / / k(. ) — k(2. 0)|ds(2) () ds(y) <
oD 6D

< sup / k(. h) — kg, 0)lds()]|o]]: .
yEBDaD

|Ane — Agp|loo < s%pD/ \k(z,y,h) — k(z,y,0)|ds(y) ||l »
re
oD
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sup / k(@,y, h) — k(z,y,0)[ds(y) = 0, h—0,
r€EOD
oD

sup / k(x,y,h) — k(x,y,0)|ds(x) -0, h—0 (wie eben).
yedD

oD
Insgesamt erhalten wir die Behauptung ||A; — Agl| — 0, h — 0.

Wahlen wir zu o > 0 7, € C(IR) so, dal 0 < n,(t) <1 fir alle t € IR,
n,(t) =0 fir t < p/2, n,(t) =1 fiir ¢ > p gilt, und definieren wir

k(x,y,h, 1) =,z — y))k(z,y,h) und E(z,y,h,0) := k(z,y,h)

so erfiillen die Kerne k(z,y, h, p) fiir festes h als Funktionen von z und y mit p
als Parameter die Bedingungen (A3) und (A4). Da die Kerne k fiir p > 0 als
Funktion von = und y stetig sind, sind die zugehorigen Integraloperatoren Ay, ,
in X kompakt. Da X vollstandig ist und mit den vorherigen Uberlegungen Ap
durch die kompakten Operatoren Ay , in der Operatornorm approximiert wird,
|Ap, — Al = 0, p — 0, ist auch A, in X kompakt. |

Mit diesem Hilfssatz konnen wir die Konvergenz der im letzten Kapitel
aufgetretenen Operatoren leicht nachweisen. Seien fiir ¢ € X Kpp, Sy, K¢
aus X definiert durch

Kupla) =2 | i [ 525 () ane)@)ds(i) | (o) =

oDy,

= 284 aii;) (@ + hn(z), y + hn(y))e(y) (1 — 2hH(y) + h2K (y))ds(y) |

Snp(r) =2 | oy / &(.. ) (o) (§)ds (@) | (2) =
oDy,

- / Bz + hn(x).y + hn(y))e(y) (1 — 2hH (y) + h2K(y))ds(y)
oD

Kigle) =2 (i [ GrbsCieneisti) | (o) =

oDy,
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5 0P

B on(z)
oD

(z + hn(z),y + hn(y))e(y) (1 — 2hH (y) + h*K (y))ds(y)

fir z € OD, |h| < ho (o 188t sich auf X fortsetzen). Dann gilt der folgende

Hilfssatz A2:

Es gilt:

| Kn — Kol =0, [[Sh — Sol| = 0, [|K}, — Kol =0, h—0,
wobei ||.|| die Operatornorm im Raum X bezeichnet.
Beweis :

Mit den Abschéitzungen (A1) und (A2) 1aBt sich leicht nachrechnen, daf die
Kerne der Operatoren K}, S, und K; die Bedingungen (A3) und (A4) von
Hilfssatz A1 erfiilllen. Wir betrachten nur den Operator K, die anderen Ope-
ratoren konnen genauso behandelt werden.

k(z,y, h) = (2 4 hn(z),y + hn(y))(1 — 2hH (y) + h2K (y)) =

on(y)

= (1 - 2hH(y) + WK (y)) exp(ir|z — y + h(n(z) — n(y))|) -
, { (n(y), 2 —y+h(n(z) —n(y))) . ((y),z—y+h(n(z) —ny)) }

& =y + h(n(z) —n(y))P |z =y + h(n(z) —n(y))]
ist stetig in « und y fiir £ # y. Aus (A1) und (A2) ergibt sich

C

k(z,y,h)| <
k( )| z—g]

fir alle x,y € 9D, |h| < hyg.

Die gleichméBige Konvergenz von k(z,y, h) gegen k(z,y,0) fiir | —y| > § folgt

aus dem Mittelwertsatz. [ |

Wir miissen noch nachweisen, dafi (I+Ky—inSp) in X stetig invertierbar ist
(vgl. den Beweis von Satz 2.2). Da K(—inSp nach den beiden letzten Hilfssétzen
in X kompakt ist, miissen wir aus (I + Ko — inSo)p =0, ¢ € X, auf ¢ =0
schlieBen. Es ist bekannt, dafl (I+ K¢ —inSy) in C(9D) injektiv ist (vgl. [7], [3],

3
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[23]). Betrachten wir das Dualsystem (X, C%%(0D)) mit (f, g) = fop fgds, so
ist der Operator (I + K{ —inSp) zu (I + Ko — inSp) adjungiert (vgl. [7]). Aus

der Fredholmtheorie wissen wir
dlmN((I + KO — 'LT]S())|X) = dll’l’lN((I + K(’) — inSO)‘CO’O‘(aD)) =

Mit der gleichen Methode 143t sich auch beweisen, daf§ sich der Nullraum
einer Fredholmschen Integralgleichung 2. Art nicht andert, wenn sie statt in
CL*(0D) oder C%*(0D) als Gleichung in L?(0D) betrachtet wird.

Der nachste Hilfssatz zeigt, dafl eine innere Losung der Helmholtz-Glei-
chung als Doppelschichtpotential darstellbar ist.
Hilfssatz A3:

Sei |h| < hg fest und u € C?(Dy) N CH(Dy,) erfiille
Au+r2u=0 in Dy, k €C, Imxk > 0.

Dann gibt es genau ein ¢ € C1H¥(dDy,), so dafl u in Dy, als Doppelschichtpo-
tential iiber 0Dy, mit der Dichte ¢ dargestellt werden kann,

u(z) = / %(x,g)w(g)ds(gj) fiir alle z € Dj.
0Dy,

Beweis :

Zuerst zeigen wir, dafl es hochstens ein ¢ gibt.
Sei p € C1*(0Dy,) und
0P o . ; 3
u(z) = ——(z,9)p(9)ds(y) fur alle z € IR* \ ODy,.

) on(y)
oDy,

Gilt u(x) = 0 fiir alle z € Dy, so folgt mit den Sprungrelationen 8;—7:“ = 8(;‘—7; =0

auf 0Dy, (uy4 :=ulp, ,, u— = u|p,), und aus der klassischen Eindeutigkeit des

aufleren Neumann-Problems schliefen wir uy = 0. Dann erhalten wir mit
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den Sprungrelationen ¢ = uy —u_ = 0, d.h. es kann hochstens eine Dichte
¢ € CY*(dDy) geben, mit welcher u als Doppelschichtpotential dargestellt
werden kann.

Zu einem gegebenem wu existiert nach der Fredholmschen Alternative im
Dualsystem (C1:*(0Dy,), C%*(0Dy,)), (f,g9) = faDh fgds, eine Dichte
01 € CL*(0Dy,), so daB

1@ -2 [ G @ i) s = (@) . Sy, (A
oDy,

gilt. Denn:
Ist 19 € C%*(0Dy,) eine Losung der homogenen zu (A5) adjungierten Glei-
chung

0o(@) =2 [ G (@ D)) =0 . 7€ 0Dy .
oDy,

so definieren wir

o(z) = /@(x,g)wo(gj)ds(g]), v e R*\ 9D, ,

aD,

und erhalten v, = v|p, , € C*(Dp.q) N CY*(Dy4), 2t = 0. Also ist vy = 0

on
in Dp,4. Aus den Sprungrelationen folgt fiir v_ := v|p,: v— = 0 auf 9Dy,
v_ € C%(Dy) N CYH*(Dy), 6:;’—7; = 65’7; — a(;;g = 1pg auf Dp. Dann ist mit dem

zweiten Greenschen Satz

ov_ ou
(Yo, ulop,) = / %udS— /v_a—nds—o.

(9Dh aDh

Daraus folgt mit der Fredholm-Alternative (A5).

Nun setzen wir

n(@) =u(w)— | ﬁ—&(m)mg)ds@m reDy.
oDy,

v1 € C%(Dp,) N CL2(Dy) hat homogene Randwerte v1|gp, = 0.
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Wir miissen v; als Doppelschichtpotential darstellen. Dies ist ein Problem
in einem endlichdimensionalen Teilraum von C1*(dDy,).
Sei V := {w € C?(Dy) N CY*(Dy), Aw + k?w in Dy, w = 0 auf 0Dy }.
Fiir o € N(I — K},) € C*(9D},) liegt das Potential
0P

(Po) (x) = / 5o @ D)e()s(i) . 2 € Dy in V.
oDy,

P:N(I — K,) — V ist linear und injektiv nach der ersten Uberlegung des
Beweises, d.h. dimN(I — K;,) < dim V.

Definieren wir

(Ki)(@) =2 [ G @ iii)dsti) . & € 0D, . 1€ CO*(0Dy)

oDy,

so ist fiir w e V g—i‘l’ € N(I — K}), denn der Darstellungssatz fiir w lautet

w(z) = / @(x,g)g—:(gj)ds(g) CzeDp, (w=0aufdDy)).

oDy,

Bilden wir die Normalableitung und benutzen die Sprungrelationen, erhalten
wir (I — K})2w = .

on
Dann ist der Operator Q: V — N(I—[E',’l), Q(w) = ‘?)—;‘1’ wohldefiniert, linear
und injektiv, weil aus 0 = Q(w) = 2% auf §Dj, zusammen mit w = 0 auf 9Dy,

und dem Darstellungssatz w = 0 in Dy, folgt, d.h. dimV < dimN(I — K}).
Mit der Fredholmschen Alternative erhalten wir

dimN(I — K;) < dimV < dimN(I — K}) = dimN(I — K}) ,

insbesondere dimN(J — kh) = dim V. Dann ist der Operator P surjektiv; es
gibt daher ein @y € N(I — Rh), so daf} fiir alle z € Dy,

o 0P
] — [— 71 7 d 7Y — _ - . ~ ~ d ~
nie) = ule) = [ Gres@ie@isi) = [ G e
oDy, aDy,
ist. Also ist u als Doppelschichtpotential darstellbar. [ |
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Zum Schlufl wollen wir einen Spursatz beweisen, den wir im Beweis von
Satz 2.4 benutzt haben.

Hilfssatz A4:

Sei h fest gewdhlt, —hg < h < 0. Dann existiert eine Konstante C' = C'(h), so
daf

/ uf2ds < C’/(|gradu2 + uf?)de

aDh Dh

fiir alle w € C(D) N H (D) gilt.

Beweis :

Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch, d.h. es existiert eine Folge
u; € C(D)NHg(D), j € IN, so daf}

/ |uj|2ds >4  und /(|graduj2 -+ \uj|2)daz -0, j—>00.

8Dh Dh
Fir
e—|fﬂ—ﬂ|
= | ————(§)ds(7) , L*(0Dy,) , Dy, ,
va) = [ e e@)s(i) ¢ € IXODh) @€ Dy,
oD,
gilt mit
S o> N
(Kp)(2) =2 Eﬁiéj(x’y)w(y)ds(y)’ T € 0Dy , € L7(0Dn)
oD,
(dabei bezeichnet
@ e_|m_y|
(ﬁay)f—-zgﬁ;:zﬂ

die Grundlosung fir k = 4): v € H' (D)
Av —v =0 in Dy,

28v = (I + K})p € L*(0Dy),

3

/ u_jg—:;ds = /(U_Jv + (grad v, grad@;))de — 0 j — oo .

oDy, Dy,

Da (I+K})L*(0Dy) = L*(dDy,) ist, folgt u; — 0, j — oo, und ujllz2op,) < C

fiir alle j im Widerspruch zu ||lu;||z25p,) > 7 fiir alle j. [ |
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3. Das Neumann-Problem und das Transmissionsrandwert—
problem

Beim Neumann-Problem und beim Transmissionsrandwertproblem konnten wir
analog zum letzten Kapitel vorgehen, um Eindeutigkeitsresultate zu erzielen.
Beim aufleren Neumann-Problem miifiten wir dann einen Einfachschichtpoten-
tialansatz iiber die Parallelfliche 0Dj; machen. Falls 2 ein Eigenwert von
—A zum inneren Dirichlet-Problem ist, ist die erhaltene Integralgleichung nicht
mehr eindeutig losbar, bzw. iiberhaupt nicht losbar. Im letzten Kapitel ha-
ben wir die Schwierigkeiten bei inneren Eigenwerten umgangen, indem wir zum
Doppelschichtpotential noch ein geeignetes Einfachschichtpotential addiert ha-
ben. Beim Neumann-Problem miifiten wir analog dazu zum Einfachschichtpo-
tential ein geeignetes Doppelschichtpotential addieren und erhielten dann eine
Integralgleichung mit einem stark singularen Operator. Damit waren wir zwar
die Schwierigkeiten bei inneren Eigenwerten los, hatten aber neue durch den

singuldaren Operator, der regularisiert werden miifite.

Eine zweite Moglichkeit, eine eindeutig losbare Integralgleichung zu erhal-
ten, obwohl x2 Eigenwert von —A zum inneren Dirichlet-Problem ist, ist der
Ansatz von Werner [26]. Er addiert zum Einfachschichtpotential ein Volumen-
potential und fordert zusatzlich zur Neumannschen Randbedingung eine weitere
Bedingung im Innengebiet, so dafl das dann entstehende Integralgleichungssy-
stem eindeutig losbar ist. Wir werden diese Idee spater bei den vektoriellen

Randwertproblemen ausnutzen.

Wir verzichten hier darauf, wie im letzten Kapitel das Randwertproblem
zuerst auf Parallelflachen zu 16sen. Statt dessen bauen wir unsere Beweise im
wesentlichen auf der Tatsache auf, dal u in der Nahe des Randes durch einfache

ou

Integration aus 5 bestimmt werden kann.

Wie vorher sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet, 0D aus der Klasse C?,
D, := IR?®\ D zusammenhingend, x €€\ {0}, Im(k) > 0. Sei u € C*(D) mit

/ %(az + hn(x))g(z)ds(z) — 0, h 70,

oD
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bzw. u € C?(D,) mit

ou

on
aD

—(z + hn(x))g(z)ds(z) — 0, h \, 0, fiir alle g € L?(0D).
Dann ist

||g—u( + hn(.))| z2(apy als Funktion von & in (0, ho] beschrinkt, da
n

g—g(. + hn(.)) schwach konvergent ist, und

2

/|u(a7+h2n(:v))—u(:c+h1n(:c))|2ds(x):/ /gZ(:c-l—tn( Vi ds(x)
oD oD |hq

2

< |hy — ho a7+tn ))| dtds(x) — 0, hy,ha /0 bzw. hy, ha N\, 0.

0D hq

Also existiert eine Funktion f € L2(0D), so daf

/ s+ () — F(2)2ds(z) — 0, h 0 baw. h™,0.

Berticksichtigen wir
li —ds =1 h d
i [ wotas hl\mo{/f O o+ b)) ds(a)
8Dy,

+ /(u(w + hn(zr)) — f(z ))gZ( + hn(x))(1 — 2hI:I(.T) + hzk(x))ds(x)

/f —onH( )+h2f((.r))g:i(x+hn( ))ds(x)}zo,

so konnen wir im iblichen Eindeutigkeitsbeweis den Gauflschen Satz auf 0Dy,

anwenden, dann h gegen 0 gehen lassen und erhalten
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Satz 3.1:

Sei u € C?(D,) mit

/ %(az + hn(x))g(x)ds(z) — 0, h\,0, fiir alle g € L2(0D) ,
oD

und

2
ds(x) - 0, R — oc.

/ %(az) — iku(x)

lz|=R

Dann gilt: u(xz) = 0 fiir alle z € D,.
Im Fall eines Innengebietes gilt wie beim Dirichlet-Problem

Satz 3.2:

Seiu € C?(D) mit [ 2%(z+hn(z))g(z)ds(z) — 0, h N0, fiir alle g € L*(0D).
oD

Falls 2 kein klassischer Eigenwert von —A zum Neumann-Problem in D
ist (d.h. aus v € C*(D) N CY(D), Av+ k*v =0 in D und 22 = 0 auf 9D folgt
v =0), gilt: u(z) =0 fir alle x € D.

Falls 2 ein klassischer Eigenwert von —A zum Neumann-Problem in D
ist, gilt: uw € C2(D) N CY*(D) und 5% = 0 auf dD.

Beweis :

Aus dem Darstellungssatz fiir u auf Parallelflichen und durch Grenziibergang
h 0 erhalt man:

u(z) = — / %(m,y)u(y)ds(y) , x €D, wobei ulsp € L*(0D).

Mit den L2-Sprungrelationen folgt v + Ku = 0 auf dD. Da
N((I + K)\12(am)) = N((I + K)|c(ap)) € CH*(9D)

ist, gilt

u(z) = / 0P (z,y)e(y)ds(y) , © € D, wobei ¢ € N(I + K) c CH*(0D).
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Also ist u € C?(D)NC**(D) und 2% = 0 auf dD. Daraus folgt die Behauptung.
|

Im folgenden werden wir D; := D setzen, um zu betonen, dal D ein In-
nengebiet im Gegensatz zum Auflengebiet D, ist.
Beim skalaren Transmissionsproblem sind u; € C?(D;) und u, € C*(D,)

mit folgenden Eigenschaften gesucht:

Au; + m?ui =0 in D;, Au, + /{iua =0 in D,,

2
ds(z) = 0, R — oo,

[ |5 = inaato

|z|=R

/ (a;: (x—hn(x))— 381;@ (a;+}m(x))—)\(;c)ua(:c+hn(zc))—g(x)>p($)d8($) — 0,

oD

/ (,u,(a:)uz(.r — hn(x)) — po()ue(z + hn(z)) — f(x))p(:v)ds(:v) —0, h\,0,
aD

fiir alle p € L2(0D). Dabei sind k;, 6, € €\ {0}, Im(x;) > 0, Im(k,) > 0,
iy g € CH¥(OD) mit p;(x) + pe(z) # 0 fiir alle x € dD, und A € C**(0D)
fest gegeben. Weiter sind f,g € L?(0D) vorgegeben.

Der Fall, da§ p; und p, Konstanten aus €' sind, ist von Hettlich ([12]), An-
gell([1]), KreB und Roach ([16] vgl. auch [7]) untersucht worden. Sie verwenden
fiir den Existenzbeweis des Problems Integralgleichungen, die im Raum der ste-
tigen Funktionen eindeutig losbar sind (sogar in L?- Raumen). Aber es mufl
dort f € CL*(0D) und g € C%*(dD) gefordert werden, damit das Problem
hochstens eine Losung besitzt. Der folgende Satz sagt nun, daf fiir Funktionen
Ui, Uq, die das homogene Transmissionsproblem losen (d.h. f = 0, g = 0),
u; € C1*(D;) und u, € C1*(D,) gilt. Damit sind dann die klassischen Ein-

deutigkeitssatze anwendbar.

Satz 3.3:

Seien u; € C%(D;), u, € C?*(D,) Losungen des homogenen Transmissionspro-
blems. Dann gilt: u; € C?(D;) N CY*(D;) und u, € C?(D,) N CH%(D,).
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Beweis :
Im ersten Schritt zeigen wir, daB lim u;(. — hn(.)) und lim uy(. + hn(.)) als
hN\0 h\0

schwache Grenzwerte in L? existieren. Fiir 0 < h < hg, x € 0D, ist

/h {%l: (z = tnfz)) - %Z:f (@ + tn(r))} dt

_ / % {us(z — tn(2)) + ta (@ + tn(z))} dt
ho

= —ui(x — hn(z)) — ug(x + hn(z)) + u;(z — hon(z)) + ug(x + hon(z)) .

Aus

ha
/ ws(z — han(z)) + ta (z + han () + A(2) /ua(.r + tn(x))dt
oD ho

- {uz(.r — hin(z)) + ue(z + hin(x)) + A(z) /ua(a: + tn(.r))dt} ds(zr) =

ho

2

— /‘/ {%Z:Z (x —tn(z)) — %t: (x +tn(z)) — Ma)ug(z +tn(x))} dt| ds(z) <
aD h,
< [ = hal // ?91: (@ —tn(2)) - %l:f (@ +tn(z)) — Mz)ua(z+tn(z))| ds(z)dt

hy 8D

_)Oﬁhl-,hQ\lO',

(das Integral iiber D bleibt beschriankt, da der Integrand schwach konvergent
fir ¢ — 0 ist) folgt, daB

lim {uz( — hn(.)) + ua(. + hn(.)) + )\/ua(. + tn(.))dt}

AN
ho

— 38 —



im L2-Sinn existiert. Mit
fi: (0, hg] = L2(0OD)  fi(h)(x) := ui(x — hn(z)) , = € OD,

Fur (0, ho] = L2OD)  fa(h)() := ug(x + hn(z)) , = € D,

gelten die Gleichungen

,U/zfz(h) - Nafa(h) = l(h) )

fz'(h)+fa(h)+)\/fa(t)dt:r(h), h € (0, ho],

wobei I(h) — 0 und r(h) — r(0) € L?>(dD) fiir h N\, 0 konvergieren. Daraus
ergibt sich:

h
(i + a) fa(h) + ui)\/fa(t)dt = ro(h), h € (0, hol.

Dies ist eine Volterra-Integralgleichung zweiter Art (mit L?-wertigen Funktio-
nen). Volterra-Integralgleichungen zweiter Art sind eindeutig l6sbar. Fir die

Losung f,(h) dieser Integralgleichung existiert }11{‘1% fa(h) im schwachen Sinn,
da lim r3(h) im schwachen Sinn existiert. Dann existiert auch lim f;(h) im
hN\0 h N0

schwachen Sinn.
Im zweiten Schritt werden u; und u, als Potentiale iiber 0D dargestellt.
Aus dem Existenzbeweis fiir das auflere Dirichletproblem mit dem Ansatz

von Brakhage und Werner zusammen mit dem Eindeutigkeitssatz 2.2 ergibt sich

ug(x) = /go(y) {8(2:1()2) (x,y) — in@a(x,y)} ds(y) fir z € D,,
D

mit einer Dichte ¢ € L2(0D) (n # 0, n Re(k,) > 0). Jetzt definieren wir

wn(a) = (o)~ [ o)

oD

(z,y)ds(y)
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fir x € D;. Dabei ist ®, die Grundlosung zur Wellenzahl k, und ®; die
Grundlosung zur Wellenzahl ;. Dann gilt wy € C?(D;) und

8w1 8U, 0 8<I>,

W(-—’m(-))z 5 B w(y)an(y)(-,y)dS(y) (.= hn(.))
oD
0u,~ 0ua
= 52— hn()) = (. + ()

) (s ) = vl ds<y>) (-+hn()

+
o~
o))
SE
)
U\
S

_ {8% (.= hn()) - Oug (. + hn() = Mua(. + hn(.))}

[ o) { 5o e ) = o~ k) ds(

+ / (—ing(y)) ﬁﬁ‘_’) (4 k(). 9)ds(y) + Mia( + hn() = r3, b \0.,

oD

mit 73 € L%(0D). Denn der erste Summand konvergiert nach Voraussetzung
gegen 0; der zweite Summand konvergiert nach den Sprungrelationen fiir L2-
Funktionen (vgl. [13]) gegen 0. Ebenso konvergieren die beiden letzten Terme
nach den L2-Sprungrelationen gegen eine L2-Funktion rs. Wir zeigen, daf§ w,
in D; als Einfachschichtpotential darstellbar ist. Der Beweis verlauft analog zu
dem Beweis von Hilfssatz A3 im Anhang des letzten Kapitels. Sei x; € L%(0D)
eine Losung von (I + K[)x = 2rs. Eine solche Losung mufl nach der Fredholm-

Theorie existieren, da fiir
¢ € N(I + K;) C CH*(dD) und

u(w)i= =2 [ 95 (. )ds(y) . v € B\ OD.

oD



Uy = ulp, , U_ =u

D; »
auf 0D gilt: uy = —(K;+1)¢ =0 (alsouy =0in D,), u_ = —(K; —1)p = 2¢,
agn‘ = 8;; =0 (weil uy = 01in D,),

owq ou
d —1 —uds = i —wyds = 0,
/rggo s 1m / uds hl{‘I(l) 8nw1 s=0,
BD h oD _p,

d.h. r3 € N(I + K;)~ (bzgl. des iiblichen Dualsystems).
Fir
wy(x) == wi(z) — /Xl(y)cbi(x,y)ds(y) . v €D,
oD
gilt: we € C*(D;), Aws + k?wy = 0 in D; und %(. —hn(.)) = 0, h N\, 0.
Daher ist

wn (x) = / X2 () ®i( y)ds(y) . = € D,
oD

denn:

Uy := {w € C?*(D)NCYHD): Aw + k2w = 0, ?9_1: =0 auf 9D },

Uy = {/@(y)fln(-,y)dS(y):@ € N(I+K£)} C Uy,

oD

dim(U;) = dim(N(I + K)) = dim(N(I + K;)) = dim(Us) (also Uy = Us).

/ X2 () (2, ) ds () = wa() =

oD
= (o) = [ Gres@neds) — [ a@leis) . e D
oD oD

liefert

i) = / ai‘f;) (. 1) () ds(y) — / $(y)®i(z,y)ds(y) . z € D;.
oD oD
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¢ € L%(0D). Mit den homogenen Randbedingungen bekommen wir folgendes
Gleichungssystem fiir ¢ und :

(i +pa)l 0 (0]
(in+NI 1)\
n pa Ko — i Ki — inpaSa 1S e\ _ (0
T, —T; —inK' + \K, —inzS, K! ) \y )~ \o)
Da der Operator seinen Nullraum nicht &ndert, wenn er von C(0D) x C(9D)
auf L2(0D) x L?(0D) erweitert wird (vgl. ahnliche Argumentation im Anhang
zu Kapitel 2 im AnschluB an Hilfssatz A2), folgt durch Hochschaukeln der
Regularitiat mit den Abbildungseigenschaften der Operatoren K,, K;, S,, S;,

K., K/und T, —T; : ¢ € C1*(0D) und ¢ € C%*(9D). Daraus ergibt sich die
Behauptung. [ |

Bemerkungen: Mit analogen Argumenten lassen sich auch allgemeinere

Transmissions-Randbedingungen behandeln:

ou; ou
Gy gy, ~ Aatle = it =9,
_Ou; . Ou a a
Gy ~ gy, ~Aatia = Aiti = f.

wenn an die Koeffizienten noch einige Bedingungen gestellt werden.

0
Beim Impedanz-Randwertproblem wird 8_u — M =g im L2-Sinn gefordert.
n

Dabei sind A € C(0D) und g € L?(dD) vorgegeben. Der obige Beweis liefert
dann die Existenz von u und g—:‘l im L2-Sinn auf dD. Daher ist der iibliche
Eindeutigkeitssatz anwendbar (vgl. [7]).

Der erste Schritt des Beweises von Satz 3.3 kann nicht auf das Transmissions-
randwertproblem bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung iibertragen werden.

Daher scheitert dieser Beweis bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung.
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4. Eindeutigkeitssatze bei vektoriellen Randwertproblemen fiir
die Helmholtz-Gleichung

In diesem Kapitel wollen wir die Eindeutigkeitssatze und die Regularitatsre-
sultate fiir Kigenlosungen aus den ersten Kapiteln auf Randwertprobleme bei
der vektoriellen Helmholtz-Gleichung iibertragen. Da die Grundideen schon im
zweiten Kapitel ausfiihrlich dargestellt worden sind, halten wir hier die Beweise
moglichst kurz. Zuerst vereinbaren wir einige Notationen. F und H bezeichnen
vektorwertige Abbildungen (etwa FE:D, —C?). T%*(dD},) ist der Raum der
holderstetigen Tangentialfelder an dD; mit Holderexponent 0 < a < 1 und
Norm ||.[|p0.a(ap,)- T*(8Dy,) ist der Raum der holderstetigen Tangentialfelder
an 0Dy, die eine holderstetige Flachendivergenz besitzen (mit Holderexponent
0 < a < 1), mit der Norm

lallz0.2op,) := lallro.eap,) + [Divallco.n(op,) -

Schliellich sei T?(0Dy,) die Vervollstandigung von T%%(9Dj,) bzgl. der iiblichen
L?>-Norm |(a[|Z25p,) = [op, lal*ds.

Als erstes behandeln wir die Eindeutigkeit des dufleren elektrischen Rand-
wertproblems fiir die vektorielle Helmholtz-Gleichung. Wir merken an, dafl wir
damit auch die Eindeutigkeit des aufleren Randwertproblems fiir die Maxwell-
Gleichungen beweisen. Denn fiir eine Losung (E, H) der Maxwell-Gleichungen
rot E —ikH = 0, rot H +ikE = 0 in D, gilt divE = 0 in D, (Anwenden von
div auf die zweite Gleichung) und AE + k?FE = 0 in D, (Anwenden von rot auf

die erste Gleichung; rot H = —ixE einsetzen).

Satz 4.1:

E € C%*(D,) erfiille

AE+kK*E =0 in D,, k€C,k #0,Im k> 0,

2

]+ |£divE(a7) —ikE(z)| ds(x) -0, R— oo,
x

rot B (), —

[ [fwieto

lz|=R

]

— 43 —



und
/ {([n(z), E(x + hn(z))],c(x)) + divE(x + hn(x))y(z)}ds(z) — 0, h \, 0,
8D

fiir alle c € T2(0D), v € L*>(dD).
Dann gilt: E(z) = 0 fiir alle 2z € D,.

Beweis :

Es sei B eine offene Kugel im IR3 mit B C D und
CO%(B) == {F: R* -€*® : F e C"(R®),F(x)=0 fir z ¢ B} .

Wie im zweiten Kapitel beweisen wir im ersten Schritt mit Hilfe eines Ansatzes
von Werner [27], daB8 E in Dy, , als

B(z) = rot / B (2, 7)iin(5)ds(§) — / B (e, §)wn (5)n (i) ds ()

oDy, Dy,

- / (I)('r;y)bh(y)dy , T € Dh,a ’ (41)
R3

dargestellt werden kann, wenn a; € Tg’o‘(aDh)’ S\h e C%(dDy,), by, € C«g,a(B)

das folgende Integralgleichungssystem losen:

@) +2 [ 1n(0).rota {20, () ds(3)

oDy,

9 / [(n(&), n(§))®(F, §)A(G)ds(7)

oDy,




i /(grad@@(i, W), b(y))dy = 2 (div B)(7) , & € 0D, | (4.3)
R3

b(a) + dsign(e(u)) ()| [ ot {00 7)a(i)is(i

oDy,

- [ s apam@asm - @(x,yw(y)dy}:o, ceB.  (44)

oDy, R3

Dabei ist n € C%*(IR3?) eine fest gewihlte Funktion mit n(x) > 0 fiir # € B,
n(x) =0 fir z ¢ B.

Wir wollen zuerst annehmen, daf§ a; € Tg’o‘(ﬁDh), An € CO(dDy,),
b, € CP*(B) die Integralgleichungen (4.2), (4.3), (4.4) losen. Mit diesen
Dichten definieren wir ein Vektorfeld E(z), & € Dy, 4, als die rechte Seite von
(4.1). Aus den Regularitéitseigenschaften von Flachen- und Volumenpotentialen
folgt: E, rot E, divE € C(Dh.o). AuBerdem geniigt E der Ausstrahlungsbe-
dingung. Aus den Sprungrelationen und den Gleichungen (4.2), (4.3) erhalten
wir [n, E] = [n, E] und div E = div E auf Dj,. Dann folgt aus dem klassischen
Eindeutigkeitssatz E(z) = E(x) fiir alle £ € Dy, ,.

Als néchstes zeigen wir, daf§ die Gleichungen (4.2), (4.3), (4.4) eindeutig

losbar sind. Dazu fassen wir die drei Gleichungen in einer Operatorgleichung
(a, \,0)T 4 Ly, (a, A\, 0)T = (2[n, E]|op,, 2 div E|ap, ,0)T (4.5)

zusammen, die im Banachraum X := T3"*(9Dy,) x C%*(dDy) x Cy*(B) mit

der Norm

(@, 2.8l = llallroaon,) + [Divalcosop,) + [Mlcoaona + [bllgee(s)

betrachtet wird.
Der Operator Lj, besteht aus den Integraloperatoren ihjk (j,k=1,2,3),
die aus den Gleichungen (4.2), (4.3), (4.4) gewonnen werden. Zum Beispiel ist

(Lp11a)(F) = 2 / (%), rotz {® (7, §)a(§)}ds(§) , & € Dy ,
oDy,
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(Lanoh) (@) = —2 / (&), (3|8 HAG)ds(3) , & € Dy |
oDy,

(ihgla)(j) =0, T € aDh ,

(Lnash) () = —i sign(Re(x)) n(z) / (e y)b(y)dy . z€ B .
RS

Die Operatoren Lpjx (4, k = 1,2,3) sind kompakt ([7], [14]). Daher ist Ly, ein
kompakter Operator in X7, und wir konnen die Riesz-Theorie benutzen.

Sei (@n, An, bp)T € X; eine Losung der homogenen Gleichung (4.5). Wir
definieren E(z), x € IR\ dD}, als die rechte Seite von (4.1). Dann erhalten wir
wie oben E(z) = 0 fiir # € Dy, 4, weil [n, E] = 0, div E = 0 auf dDj, gilt. Mit
den Sprungrelationen folgt [n,rot E_] = 0, (n, E_) = 0 auf D,. Der Index
“” hedeutet, daB wir die Randwerte bzgl. Dj, betrachten (E_(z) := E(x),
z € Dy). AuBerdem gilt E_ € C?*(Dy,), E_, rot E_, divE_ € C(Dy,), und aus

der dritten Gleichung von (4.5) kénnen wir
AE_ + k*E_ +isign(Re(k))nE_ =0 in B (4.6)

folgern. Diese Gleichung gilt auch in Dy \ B, da n(z) = 0 fiir # € Dy, \ B ist.
Also gilt (4.6) in ganz Dy, weil E_ € C?(Dy,) ist. Aus dem Greenschen Satz

erhalten wir damit

0= [ {([n, E_],rot E_) + (n, E_)div E_}ds

oDy,

_ /{|r0tE'_2 bdivE_ |2+ (AB_, B_)}ds

Dy,

_ /{rot B2 + |div B2 — (52 + i sign(Re(x)) )| E|2}dz

Dy,

und

0 =Tm E/{rot E|? + |div E|? — (k% + isign(Re(k)) )| E|*}dx

Dy,
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= —Im(k) /{|rotl772 + \divl77|2 + |/£\2\E|2}dx — |Re(k)] /nE|2d.r )
B

Dy,

Falls Im(k) > 0 ist, folgt sofort E(z) = 0 fiir alle z € D;,. Wenn Im(k) =0
ist, wissen wir, daf§ |Re(x)| > 0 ist (x # 0!) und [n|E[?dz = 0 gilt. Da
n(z) > 0 fiir alle z € B ist, folgt E(x) = 0 fiir alle z € B. Daher erhalten
wir mit (4.6) AE + k2E = 0 in D,. Dann ist E analytisch in D, ([7]) und
verschwindet in B. Also gilt E(z) = 0 fiir alle € Dj,. Nun liefern die
Sprungrelationen: @, = [n, E{] — [n, E_] = 0, A, = divE, — divE_ = 0 auf
dDy, (Ey(z) := E(z), € Dy 4). Schlielich ist by(z) = AE(z) + k2E(z) = 0
fir alle x € B. Also ist nach der Riesz-Theorie (4.5) eindeutig losbar, und E(z)
ist wie in (4.1) darstellbar.

Im zweiten Schritt beweisen wir die Existenz einer Folge hy > 0, k € IN,

welche hy — 0 fiir & — oo,

[bn,, — bo||(jg,ﬁ(B) — 0 und
/{(ahk (2 + hen(2)), c(2)) + An, (2 + hen(2))y(2) }ds(2) = 0, k — oo, (4.7)
oD

fiir alle ¢ € T2(8D), v € L%(0D) erfiillt, wobei 0 < 8 < a und by € COP(B) ist.
Wenn wir zuerst einmal annehmen, daf§ (4.7) gilt, erhalten wir fiir ein festes
xz € D,

E(x) =rot / O(x,y+ hgn(y)) (1 — Qhklfl(y) + h,%f((y))&hk (y + hxn(y))ds(y)
D

— / O(z,y + hin(y))n(y) (1 — 2k, H (y) + hp K () An, (v + han(y))ds(y)
oD

- [ @by >~ [ Sty koo

Dann ist E € C?(IR?) und

/{([n, E],rot E) + (n, E)div E}ds
oD
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= }ILI_I% /{([n, E)(z+ hn(2)),rot E(2)) + (n, E)(2)div E(z + hn(z))}ds(z)
oD

=0.

Aus dem klassischen Eindeutigkeitssatz folgt jetzt E(z) = 0 fiir alle z € D,.
Wir wenden wieder ein Stérungsargument an, um (4.7) zu beweisen. Dazu

beziehen wir die Elemente (ay, S\h, bh)T fur verschiedene h auf den Banachraum
X, :=T?(0D) x L*(@D) x Cy"*(B) mit der Norm

1(a, X, 0)7113 = llallZeop) + M7 (0m) + IBll&o.a gy -

Den Operator ay: Xy — T2(0Dp,) x L2(dDy,) x C®(B), der es uns erméglicht,
Dichten auf 9D als Dichten auf 9D}, aufzufassen (und umgekehrt), definieren

wir folgendermaflen:
an(an, My br)T = (an1@n, anan, bn)7,

an1: T*(OD) — T?(0Dy,) (ap1a)(z + hn(z)) :=a(z) , z€ 0D ,
ana: L2(0D) — L*(0Dy,) (apeAN)(z+ hn(z)) :=Xz) , 2z€ 0D .

ap, ist ein Homéomorphismus fiir 0 < h < hg (0D := 9D).
Damit transformieren wir die Gleichung (4.5) in eine Aquivalente Glei-
chung in X,. Wir definieren (an, Ay, bp)T = oz;l(&h,j\h,bh)T € X5 und

Ly, = a,:lf}hah. (an, An,bp)T ist die Losung der Gleichung
([ + Lh)(ah, )\h; bh)T = a,:l(Q [TL, E]|8Dh7 2 div E|8Dh7 O)T in Xz. (48)

Aus dem Anhang zu diesem Kapitel 2 wissen wir, dafl L; wohldefiniert als
Operator in X ist und daf || Ly, — Lg|[2 — 0, h — 0, h > 0, gilt. Weiterhin ist
(I + Lg): X2 — X5 invertierbar und [|(I 4+ Lo)~!||2 < C;. Aus dem {iblichen
Storungsargument konnen wir die Existenz von (I+Lp)™ 1, ||(I+ L) 7|2 < Co
fiir 0 < h < hy < hg (hy hinreichend klein) und ||(I+ L)t — (I + Lo) " |[s — 0,
h — 0, h > 0, folgern. Daraus erhalten wir:

1nllE0.e 3y < lI(@ns An, )15 < C3lla, " (2 [, Ellon,, 2div Elap,, 0)" I3
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= 4C2 /{[n(z) E(z+4 hn(2)]? + |div E(z + hn(2))*}ds(2) p < Cs
oD

fiir alle b > 0, weil ([n, E](. + hn(.)),div E(. + hn(.)))T € T?(0D) x L*(0D)
schwach konvergent und deswegen beschrankt ist.

Da die Einbettung von C*(B) in C5P(B) fiir 0 < 3 < a kompakt ist([7])
kénnen wir eine Folge hg, k € IN, so auswéhlen, dal by, — 0 (k — o0), hg > 0
fiir alle k € IN und by, — by € Co* (B) bzgl. der CJP-Norm gilt.

Es sei P: Xo — T2(0D) x L?(0D) die Projektion P(a, \,b)T := (a, \)T und
Ry:T*(0D) x L?(0D) — T?(0D) x L*(0D) der Operator
Ry(a, )T := P(I+ L) (a,X,0)T fiir 0 < h < hy. Ry, ist stetig und
| Ry — Rol| = 0, h — 0, bzgl. der Operatornorm in T%(0D) x L*(dD). Dann

konvergiert
(an, 2\)T = (Ry — Ro)(2[n, E](. + hn(.)),2div E(. 4+ hn()))T
+Ro(2[n, E](. 4+ hn(.)),2div E(. + hn(.)))T

3

schwach gegen 0 fiir h — 0. Damit ist der zweite Teil von (4.7) bewiesen. W

Als nachstes beweisen wir den entsprechenden Satz fiir das auflere magne-
tische Randwertproblem bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung.
Satz 4.2:
H € C?(D,) erfiille
AH+k*H =0 in D,, k €C, K # 0, Im x > 0,

[rot H(x), %] + |%div H(x) — ikH(z) 2 ds(x) -0, R— o0,
|z|=R
und
/{([n(x), [n(x), rot H (2 + hn(x))]], ¢(x))

oD
+(n(z), H(x + hn(x)))y(.r)}ds(x) — 0, h \,0,

fiir alle c € T2(0D), v € L*(dD).
Dann gilt: H(z) = 0 fiir alle z € D,.
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Beweis :

Mit B bezeichnen wir wie im letzten Satz eine Kugel, deren Abschlufl noch in
D liegt.

Im ersten Schritt beweisen wir, dal H in Dy, , als

H(zr) = / B (x, 5) [, an)(§)ds(§) + grad / Bz, ) (7)ds(§)
aDy, oDy,

— / O(z,y)bn(y)dy , x© € Dy, , (4.9)
R3

dargestellt werden kann, wobei @, € T**(dDy,), A, € C»*(dDy,), by, € Cy*(B)

das folgende Integralgleichungssystem losen:

a(z) — 2 /[n(i)a[n(f),rotfa{@(i,@)[n-,a](ﬂ)}]]dS(Q)

oDy,

+2 /[n(f) [n(Z), rotz{®(z,y)b(y)}]]dy = —2[n, [n,rotH]|(Z) , & € OD}, ,
R3

(4.10)
A@) =2 [ (@), 8G i) aD)ds() ~2 [ G 5 D)
oDy, oDy,
+2 /(n(:z),cp(:z, W), b(y))dy = —2 (n, H)(#) , & € 9Dy | (4.11)
b(x) + isign(Re(k)) n(w){ / ®(z,9)n, al(9)ds(y)
oDy,
+grad / (. §)A)ds(§) — /@(m,y)b(y)dy}:ﬂ, reB.  (412)

oDy, R3
n € COY(IR3) ist wieder fest gewahlt und erfiillt n(z) > 0 fiir z € B, n(z) = 0
fir x ¢ B.
Nehmen wir zuerst an, daB a, € T (3Dy), An € CO*(dDy,), by, € C3*(B)
die Integralgleichungen (4.10), (4.11), (4.12) l6sen, so definieren wir ein Vek-
torfeld H(z), # € Dp.q, als die rechte Seite von (4.9) und erhalten mit den
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Regularitatseigenschaften, den Sprungrelationen der Potentiale und aus dem
klassischen Eindeutigkeitssatz, daf H und H in Dy, o iibereinstimmen.

Um mit der Riesz-Theorie die Existenz einer Losung (ay, s bp) der Glei-
chungen (4.10), (4.11), (4.12) nachzuweisen, betrachten wir eine Losung

(@n, A, bp) der homogenen Gleichungen (4.10), (4.11), (4.12). Definieren wir

H () fiir x € Dy o und H_(z) fiir 2 € Dy, als die rechte Seite von (4.9), so er-
halten wir aus dem klassischen Eindeutigkeitssatz H (z) = 0 fiir alle z € Dy, 4.
Mit den Sprungrelationen kénnen wir [n, H_] = 0 und div H_ = 0 auf dDj,

folgern. Gleichung (4.12) liefert uns wie im letzten Satz
AH_ + k*H_ +isign(Re(k))nH_ =0 in Dy,

woraus wir wie im Anschlufl an Gleichung (4.6) schlieflen konnen, daf
H_(z) = 0 fiir alle z € Dy, gilt. Damit ist

an = [n, [n,rot H_]] — [n,[n,rot Hy]] =0, Ay = (n, H_) — (n, Hy) = 0

auf 0Dy, und by, = AH_ + k2H_ = 0 in B. Fassen wir die drei Gleichungen in

einer Operatorgleichung
(a, \, )T + Ly (a, X\, 0)T = (=2[n, [n,rot H]]|sp,, —2 (n, H)|op,,0)T  (4.13)

zusammen, die im Banachraum X, := T%*(dDy) x C%*(8Dy,) x Cy"*(B) mit

der Norm

1(a, A, 0) 11 := llallzo.aop,) + [ Alco.eop,) + 1bll oo ()

betrachtet wird, so ist der Operator Ly, kompakt (dieser Operator Ly, ist von
dem Operator Lj, im Beweis von Satz 4.1 verschieden). Nach der Riesz-Theorie
ist das Integralgleichungssystem (4.10), (4.11), (4.12) eindeutig 16sbar.

Im zweiten Schritt zeigen wir, da ein by € CP(B) (0 < 8 < ) und eine
Folge hy > 0, k € IN, existieren, fiir welche hy — 0, k — oo,

||bn, — b0||éo‘B(B) — 0, k— oo, gilt und welche
0
/{(&hk(z + hpn(2)), ¢(2)) + A, (2 + han(2)y(2) Yds(z) = 0, k — oo, (4.14)
oD
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fiir alle ¢c € T%(0D), v € L?(0D) erfiillt.

Analog zum Beweis von Satz 4.1 konnen wir dann fiir festes x € D,

H(zr) = / ®(z,y + hin(y)) [, an, ] (y + han(y)) (1 — 2k H (y) + hi K (y))ds(y)
oD

+grad / ®(x, y + hen(y))An, (¥ + hen(y)) (1 — 2k H(y) + h2K (y))ds(y)
oD

- / (I)(I'; y)bhk (y)dy

RS

- = / (I)(l',y)bO(y)dy ’ k — oo ’
IR3
und daraus H € C?(IR?) und H(z) = 0 fiir alle z € D, schlielen.
Um (4.14) nachzuweisen, transformieren wir wieder mit dem Homoomor-

phismus «ay, die Operatorgleichung (4.13) in die dquivalente Gleichung
(I + Lh)(ah, )\h-, bh)T = 01;1(—2 [TL, [n, rot H]HaDh, —2 (n, H)|8Dh7 O)T

in Xy := T2(OD)x L*(dD)xCy*(B) mit (an, An, bn)T = oz (an, A, bn)T € X
und Ly, := aglihah.

Im Anhang begriinden wir, daf§ Lj als Operator in X5 wohldefiniert ist und
|ILp, — Lol|2 — 0, h — 0, h > 0, gilt. Auflerdem weisen wir dort die Existenz
von (I + Lo)~! in X5 zusammen mit ||( + Lg)~!||2 < C; nach. Dann konnen

wir wie im letzten Satz folgern und erhalten (4.14). |

Bemerkung: Die Randbedingungen in Satz 4.1 und Satz 4.2 bedeu-
ten, dafi die Randdaten schwach gegen Null konvergieren (im Hilbertraum
T%(0D) x L?(0D)). Wir konnten allgemeiner fordern, dafi die Randdaten im
LP-Raum TP?(0D) x LP(0D), 1 < p < oo, schwach gegen Null konvergieren,

d.h. fiir das elektrische Randwertproblem
G(n, E(. + hn()],divE)T -0, h\,0,

fiir jedes lineare, stetige Funktional G auf TP(9D) x LP(0D). Der Beweis der

Satze 4.1 und 4.2 148t sich ohne weiteres auf diese Randbedingung iibertragen.
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In den nachsten beiden Satzen betrachten wir die entsprechenden inneren
Probleme. Dabei miissen wir wie im skalaren Fall unterscheiden, ob es klassische

Eigenlosungen gibt oder nicht.

Satz 4.3:

E € C?(D) erfiille

AE+k*E=0 inD, ke, k#0,Im k>0,
/ {([n(z), E(x + hn(x))], c(x)) + divE(x + hn(z))y(z)}ds(z) — 0, h 70,
oD

fiir alle c € T2(0D), v € L*>(dD).

Falls in D keine klassischen Eigenlosungen zum elektrischen Randwertpro-
blem bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung existieren, gilt E(z) = 0 fiir alle
r € D.

Falls in D klassische Eigenlosungen zum elektrischen Randwertproblem
bei der vektoriellen Helmholtz-Gleichung existieren, ist E € C%(D) N C%%(D),
rot E € C%%(D), div E € C1:*(D) (d.h. E liegt im klassischen Eigenraum).

Beweis :
Nach Hilfssatz B2 des Anhangs zu diesem Kapitel konnen wir E in Dy, als

E(x) = rot / O(x,9)an(y)ds(y) — / ®(x, §) A (§)n(7)ds(y) , z € Dy, |
aDy, oDy,

mit Dichten a; € T;’O‘(()Dh), An € C%%(9Dy,) darstellen, die das Integralglei-

chungssystem

@) =2 [ 1n(0). rota {20, Da()ds(i)

oDy,

2 / (n(2), n(@)®(E §MG)s() = ~2[n(7), B()] . 5 € 0Dy, (4.15)
oDy,

E) — 2 / aii;) (& )A@)ds(§) = —2 (div E)(#) , € 0Dy, (4.16)
oDy,
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16sen. (an, An) = aj *(an, ) 10st die Gleichung
(I + Lh)(ah, )\h)T = agl(—2 [n, EHE)Dh; —2div E|3Dh)T

in T%(0D) x L2(0D) (o, bezeichnet hier den Homoomorphismus zwischen
T%(0D) x L*(D) und T?(0Dy) x L*(Dp); Ly, := ay ' Lyap, Ly, wird aus den
Integraloperatoren in (4.15), (4.16) gewonnen).

Falls in D keine klassischen Eigenlosungen existieren, konnen wir wieder
aus || Ly — Lol = 0, h — 0, h < 0, und ||(I + Lo)~ |2 < C die schwache
Konvergenz von (ap, )T in T?(0D) x L?(0D) gegen 0 folgern, (ap, A\y)T — 0,
h 0. Daraus erhalten wir E(z) = 0 fiir alle x € D.

Falls klassische Eigenlosungen existieren, iiberlegen wir uns zuerst, daf die
L?>-Normen [, (|ap|® + [An]?)ds fiir b 7 0 beschrankt bleiben.

Wir nehmen an, daf es eine Folge h;, 7 € IN, mit h; /0, 7 — oo, gibt,

fiir welche
1/2

b= | [l + nPhs | =o0. g0,
D

. .. =1~ 13
gilt, wobei wir a; := O, und Aj := . Ap; setzen.

Sei b; 1= p?laj, Wi = pj_l)\j und L; := a,:jlf}hjahj. Dann folgt aus

] bJ _ -1 -1 [n,E] 0 .
(I+LJ)<M>_ 2p; oy, (divE = lqg) d700,

(nach Ubergang zu einer Teilfolge)

bj _ o, —1 -1 [TL,E] . ) bj IA) .

da Lo kompakt ist und ||L; — Lo||2 — 0, j — oo, gilt. Aus
SR+ lsPras =1, je
oD

folgt
/{132 + |aPYds =1 . (4.17)
oD
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Andererseits wissen wir aus

Bi(w) =rot [ ®(.5)(n,by)@)ds@) ~ [ (o )n, 1) @)n(D)ds(3) 0
oDy, oDy,

und

B, (x) — rot / B (o, y)b(y)ds(y) - / B (e, y)iy)n(y)ds(y) , - oo
oD oD

fiir festes z € D, dafl

0 =10t [ 0w )(0)ds(y) ~ [ S g)aly)n()dsty) .o € D,
oD oD
gilt, d.h. b =0 und /i = 0 im Widerspruch zu (4.17).

Dann konnen wir eine Folge h;, j € IV, so auswahlen, da8 h; 0, j — oo,
gilt und die Folgen a; und A;, j € IN, schwach gegen a € T?(0D) bzw. gegen
A € L*(dD) konvergieren, a; — & € T>(OD), \; — A € L*(D), j — <.

Dies ergibt

B(w) =rot [ Bla)a(y)dsy) - [ SlapAwn()dst) o € D,

oD oD

und mit den Randbedingungen

a 0
(I + Ly) <5\> = <0> .
Daraus schliefen wir (4, A)T € N(I+ Lg) C Tg’a(aD) x C12(9D). Die Behaup-
tung folgt jetzt aus den Regularitatseigenschaften der Potentiale. [ |
Satz 4.4:

H € C?*(D) erfiille
AH+£k*H=0 inD , k eC,k # 0, Im £ > 0, und

/{([n(az) [n(z),rotH(x 4+ hn(z))]], c(z))+

oD

— 55 —



+(n(x), H(x + hn(a:)))'y(:c)}ds(:c) -0, h /0,

fiir alle c € T?(0D), v € L*(0D).

Falls in D keine klassischen Eigenlosungen zum magnetischen Randwert-
problem existieren, gilt H(z) = 0 fiir alle € D.

Falls in D klassische Eigenlosungen zum magnetischen Randwertproblem
existieren, gilt: H € C?(D) N C%*(D), divH € C%*(D) und rotH € C%%(D),

d.h. H liegt im Raum der klassischen Eigenlosungen.

Beweis :

Aus dem Anhang zu diesem Kapitel wissen wir, dafl H sich in Dy, als

H(zr) = / & (. §)n. ) ()ds(7) + grad / B (2, )M (3)ds(5) , = € Dy,
aDy, oDy,

mit Dichten a, € T%*(dDy), A\, € C**(dD},) darstellen liBt, die das Integral-

gleichungssystem

a(Z) + 2 / [n(2), [n(z), rote{ (2, g)[n, a](y)}]]ds(y) = 2[n, [n, rotH]|(Z) ,
oDy,

A(#) +2 / (n(), (&, §)[n. a] (5))ds(7)

8Dy,
2 [ S M @s() = 20 @) &€ 0D
T s(y) =2(n T), T
8n(:i) 'Y Yy Yy 3 3 h
8Dy,
losen.
Jetzt konnen wir wie im Beweis von Satz 4.3 weiterschlief3en. [ |

Bemerkung: Die Methoden in [7] liefern die Existenz von Losungen mit
Randdaten, die nur stetig sind oder nur in L2-Riumen liegen. Allerdings geht
bei diesen Daten die Existenz der komplementaren Cauchy-Daten bis zum Rand
verloren. Beim elektrischen Randwertproblem heifit das z.B., dafl wir nicht
erwarten kénnen, dafi (n, E) und [n, [n,rot E]] am Rand 9D existieren, wenn

wir [n, E] und div E nur als stetig voraussetzen.
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Anhang zum vierten Kapitel

Wie im ersten Anhang werden hier die technischen Hilfsmittel fiir die vektori-
ellen Probleme formuliert und bewiesen.

Wir haben schon im ersten Anhang begriindet, warum die Sprungrelationen
und Regularitatseigenschaften der auftretenden Potentiale fiir Parallelflachen
gultig bleiben.

Hilfssatz A1 des Anhangs zu den skalaren Problemen tibertragt sich selbst-
verstandlich, wenn die Kerne der Integraloperatoren Matrizen und die Dichten
Vektoren sind. Damit konnen wir die folgenden Operatoren untersuchen, die
im letzten Kapitel auftreten. (Wir schreiben I(h,y) := (1 — 2hH (y) + h2K (y))
fir |h| < hg, y € OD).

My,: T*(0D) — T*(0D)

(Mpa)(z) = 2 /[n(w)arotm{q)(ﬂ hn(z),y + hn(y))aly) (b, y)ds(y) ,
oD

M;}:T?(0D) — T*(0D) Mib(z) = [n, My[n,b]](x) ,

N L2(0D) — T*(0D)

(NN () = 2 /[n(x), n(y)]@(x + hn(z),y + hn(y) @) (h, y)ds(y) ,
oD

N:T2(0D) — L*(D)

(VPa)(a) =2 [ (n(ae), Do+ n(e). y + hn(y) s a) ()1 )is(y)
oD

fir z € 0D, |h| < hg. Damit erhalten wir

Hilfssatz B1:

Die Operatoren M}, M], N,(ll), N,(f) sind kompakt, und es gilt fir h — 0:
| M = Mol| = 0 [, = Mgl| = 0 INGY = NGV = 0 [N = NG| = 0.
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Das entsprechende Resultat gilt auch, wenn die Operatoren in LP-Raumen mit
1 < p < oo betrachtet werden, bzw. als Operatoren im Raum der stetigen

Funktionen und Tangentialfelder (mit der [|.||so-Norm).

Aufler den im Hilfssatz B1 betrachteten Operatoren, kommen im letzten
Kapitel Operatoren vor, die Dichten auf 9D in Funktionen auf B (B offene
Kugel in D, B C D) und umgekehrt abbilden. Diese sind kompakt, weil die
Kerne der Integraloperatoren C'*°-glatt sind. Die Konvergenz fiir h — 0 in der
Operatornorm ist auch fiir diese Operatoren giiltig, weil die Kerne gleichmafig
konvergieren.

Schliefllich haben wir benutzt, dafi die Operatoren (I + Lg)™! existieren
und in dem jeweiligen L2-Raum X beschrankt sind (Lg hat in den verschiedenen
Sétzen von Kapitel 4 verschiedene Bedeutungen). Dazu iiberlegen wir uns, daf
Lo auch als Operator in dem entsprechenden Holder-Raum X% kompakt ist,
(I+ Lp) in dem entsprechenden Hélder-Raum bijektiv ist (das haben wir in den
Beweisen zu den Sdtzen von Kapitel 4 schon gezeigt), und betrachten dann die
Dualsysteme (X, X) und (X%, X),

<(a1,)\1,b1)T, (az,)\g,bz)T> = /{(al,az) + )\1)\2}d3—|— /(bl,bz)d.’lﬁ .
oD B

Der zweite Summand fallt weg, falls X = T?(9D) x L?(dD) ist. Den zu Lg
adjungierten Operator L, erhalten wir im wesentlichen durch Vertauschen der
Kernvariablen. Er ist daher auch in X kompakt. Dann folgt aus der Fred-
holmtheorie die Existenz und die Beschranktheit von (I 4+ Lg)~! in X.

In den beiden letzten Hilfssatzen beweisen wir, daf§ sich jede Losung E
der vektoriellen Helmholtz-Gleichung AE + k?E = 0 in D, als ein bestimmtes

Potential darstellen 148t, wenn sie bis zum Rand 0Dy, hinreichend glatt ist.

Hilfssatz B2:

E € C?(Dy,) erfiille
AE +k*E=0 in Dy, k €C, k#0,Im x > 0,

und E € C%*(Dy,), rot E € C**(Dy,), div E € C%*(Dy,).
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Dann gibt es genau ein a; € Tg’a(ﬁDh) und genau ein A, € C%*(dDy,), so daB

B(w) =rot [ (. p)an(@ids@) ~ [ @ )M@n(@)ds(i) . v € D,
dDy, oDy,

gilt. Die Dichten a5 € Ty *(dDy), A, € C%*(dDy,) losen das Integralglei-

3

chungssystem

@) =2 [ [n(d).rota {2z Da() ds(7)

aD,

+2 / [n(2),n(9)]®(%, 9)A(G)ds(y) = =2[n(7), E(T)] , £ € 0Dy, (B

oDy,
) - 2 / aii;) (& )M @)ds(§) = —2 (divE) (&) , € 0Dy . (B2)
oDy,
Beweis :

Wenn fiir a5, € Ty*(0Dy,) und A, € C%*(9Dy,)

0 = rot / B, §)in (7)ds () — / Bz, )M (G)n(H)ds(5) . = € Dy .
oDy, 9Dy

gilt, folgt aus den Sprungrelationen und der Eindeutigkeit des aufleren magne-
tischen Randwertproblems: a, = 0 und A, = 0. Damit ist gezeigt, dafl es
héchstens ein Paar (ap, As) geben kann, mit welchem E wie oben dargestellt
werden kann.

Um die Existenz von aj; und j\h nachzuweisen, gehen wir wie in Hilfssatz
A3 vor.

Aus Kapitel 4 des Buches von Colton und Kref§ wissen wir, dafl die rechte
(B2) senkrecht auf dem Nullraum
des adjungierten Integralgleichungssystems steht (bzgl. des Dualsystems, das
durch faDh{(al,az) + A1A2}ds gegeben ist). Aus der Fredholm-Alternative
folgt daher die Existenz von a, € Ty'*(dDy) und A € C%(9Dy), welche
das Gleichungssystem (B1), (B2) l6sen.

3

Seite des Integralgleichungssystems (B1)

3
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Nun miussen wir diese Losung um ein Element aus dem Nullraum des

Gleichungssystems (B1), (B2) so abéndern, da§ wir E in Dj wie oben dar-

stellen. Dies ist wieder ein endlichdimensionales Problem, welches losbar ist,
da die Dimension des Eigenraumes zum inneren elektrischen Randwertproblem
mit der Dimension des Nullraums des Integralgleichungssystems (B1), (B2)

iibereinstimmt. [ |
Der letzte Hilfssatz wird analog zum vorherigen bewiesen.

Hilfssatz B3:

E € C?(Dy,) erfiille
AE+kK’E =0 in Dy, k €C, k # 0, Im x > 0,

und E € C%*(Dy,), rot E € C%%(Dy,), div E € C%*(Dy,).

Dann gibt es genau ein a, € T%*(0D;) und genau ein A, € C%* (D), so daB

E(x) = / O(x,9)[n, an](y)ds(y) + grad / ®(x, §)An(9)ds () , x € Dy, |
aDy, oDy,

gilt.
ap € T¥*(ODy), Ay € C%*(dDy,) l6sen das Integralgleichungssystem

a(Z) + 2 / [n(2), [n(2), rote{ (2, y)[n, a](9)}]]ds(y) = 2 [n, [n, rot E]|(z) ,
oDy,

A@)+2 [ (1(2), 2(@,5) [0, al(3))ds(7)

oDy,

+2 / azé) (& §)AG)ds(§) = 2 (n, E)(F) , & € Dy .
oDy,
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