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1 Einleitung

Der Begriff radiale Basisfunktion ist inzwischen zu einem Schlagwort auf dem Gebiet der
multivariaten Interpolation und Approximation geworden. Bei den verwendeten Metho-
den werden multivariate Funktionen durch Interpolanten approximiert, die Linearkom-
binationen von Translaten der Gestalt ¢ (x — ;) = ¢(||z — x;||) zu gegebenen Interpo-
lationspunkten x; € R enthalten. Dabei bezeichnet || - || die euklidische Norm.

In den letzten 20 Jahren wurden im wesentlichen fiinf Typen solcher radialer Basisfunk-
tionen 1 : R* — R studiert:

polynomials () = (=) |z|| v>0,v¢2N

thin plate splines V(x) = (1) z||* log ||| keN

Gaussians () = eLoll=llP’ a>0

Multiquadrics () = (=12 (2 + ||:Jz/'||2)y/2 v>0,v¢2Nc#0
inverse Multiquadrics (x) = (* + ||:Jz/'||2)y/2 —d<v<0,vé¢2Z,c#0.

Erste Untersuchungen gingen dabei auf zwei dieser speziellen Funktionen zuriick:

Zum einen die thin plate splines é(r) = r?log(r), Fundamentalldsungen der Platten-
gleichung im R?, die erstmals Duchon [7], [8], [9] im Jahre 1976 zum Gegenstand seiner
Forschung machte, zum anderen die Multiquadrics ¢(r) = —/r? 4 ¢, die fiinf Jahre zuvor
von Hardy [19] fiir konkrete Approximationsaufgaben der Geophysik praktisch verwendet
wurden.

Im Verlauf des letzten Jahrzehnts wurden diese beiden Typen intensiver bei der Behand-
lung multivariater Interpolationsaufgaben studiert. Franke [14] erkannte bereits zu Beginn
der 80er Jahre, dafl diese Funktionen beispielsweise wegen ihrer Approximationsgiite und
Implementierbarkeit fiir solche Zwecke duflerst geeignet sind. Aus diesen Griinden sind
die Methoden der multivariaten Interpolation und Approximation mit radialen Basisfunk-
tionen inzwischen zu einem méchtigen Werkzeug gereift, und die Forschung auf diesem
Gebiet ist entsprechend intensiv.

Die untersuchten Interpolationsmethoden unterscheiden sich im wesentlichen durch zwei
Arten von Datenvorgaben:

Der Fall der Interpolation von regelméBigen Glitterdaten wurde beispielsweise in der Disser-
tation [5] von Buhmann umfassend behandelt, der die Multiquadrics als Ansatzfunktionen
verwendete. Einen Uberblick iiber die Eigenarten solcher Datenvorgaben findet man in

dem Artikel [33] von Powell.

Die Mehrheit aller Autoren geht allerdings von der Vorgabe endlich vieler, chaotisch ver-
teilter Daten aus. Fiir die zugehoérigen Methoden hat sich der Begriff scattered data inter-
polation durchgesetzt. Es gibt mittlerweile zahlreiche Publikationen auf diesem Gebiet.
Eine umfangreichere Literaturliste findet man beispielsweise in [6], [24], [33].

Obwohl die Menge der radialen Basisfunktionen {iberschaubar ist, ergeben sich aus deren
Interpolationsprozessen eine Reihe von Problemen, die langst nicht erschépfend behandelt
werden konnten, wie z. B. Approximationsverhalten (siehe [25]) und Approximationsgiite
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(siehe [11], [22], [27], [44]), Abschatzungen fiir die Konditionszahlen der Interpolations-
matrizen (siehe [30], [31], [32], [35]), Methoden zur Prakonditionierung (siehe [10], [12]),
Vergleiche zwischen Interpolationsmethoden (siehe [34]) etc. Der erst kiirzlich erschienene
Ubersichtsartikel [6] von Buhmann liefert Einblicke in ausgewéahlte Problemstellungen die-
ses Forschungsgebietes.

Bei allgemeineren Beschreibungen von Approximationsmethoden mit radialen Basisfunk-
tionen nutzt man typische Figenschaften, die diese oben genannten Funktionen gemeinsam

haben:
o Stetigkeit,
o hochstens polynomiales Wachstum im Unendlichen,

e (bedingte) positive Definitheit.

Wir werden in dieser Arbeit wichtige FErgebnisse erzielen, bei der die Eigenschaft der
»,Radialitdt“ nicht entscheidend sein wird. Wir lassen den Zusatz ,radial® ggf. fallen. Von
zentraler Bedeutung dagegen ist der Begriff der ,bedingten positiven Definitheit®, und
daher geben wir bereits jetzt die

Definition 1.1: Eine stetige Funktion f : RY — R heifit bedingt positiv semidefinil der
Ordnung m auf R?, falls fir beliebige paarweise verschiedene Punkte x1,...,zn € R? und
belicbige reelle Zahlen ¢q,...,cn mit der Figenschaft

N
> ory = Ipl < m, p € Ng
7=1
die Ungleichung
N
> cieef(a; —ar) 20 (1.1)
7,k=1

erfillt ist. Die Funktion f heifit bedingt positiv definit der Ordnung m auf R?, falls f
bedingt positiv semidefinit der Ordnung m auf R ist, und Gleichheit in (1.1) genau dann
vorliegt, falls ¢ = (¢1,...,en) = 0 gilt. Fine Funktion, die bedingt positiv (semi)definit
der Ordnung 0 auf R? ist, bezeichnen wir als positiv (semi)definit auf R

Wie aus der obigen Definition ersichtlich, unterscheiden wir hier stets im Gegensatz zu
manchen Autoren sehr sorgfiltig zwischen bedingter positiver Definitheit und Semidefi-
nitheit. Dies ist bei den Interpolationsmethoden mit radialen Basisfunktionen auf endlich
vielen chaotisch verteilten Daten von grundlegender Bedeutung, wie wir im folgenden
Paragraphen zeigen werden. Die dortigen Ausfithrungen kann man als Ergdnzung dieser
Einleitung verstehen, da wir in einigen Punkten préziser werden und gleichzeitig auf
gewisse Probleme hinweisen, die wir bei unseren Untersuchungen stets im Auge behalten
wollen.

Wir liefern schlieBlich in Paragraph 3 einen Uberblick iiber die vorhandenen theoretischen
Untersuchungen positiv und bedingt positiv (semi)definiter Funktionen. Hierbei steht



zweifellos der Satz von Bochner im Mittelpunkt, mit dem eine eindrucksvolle Charakteri-
sierung gerader Funktionen, die auf R positiv semidefinit sind, gelungen ist. Ebenso wer-
den wir das bekannte und vielzitierte hinreichende Kriterium von Micchelli [29] anfiihren,
mit dem man nachpriift, ob eine feste radiale Funktion bedingt positiv definit auf allen
R? (d > 1) ist.

Anschlielend definieren wir in Paragraph 4 den Begriff der bedingt positiv definiten Distri-
bution und stellen in Paragraph 5 mit dem Hauptsatz dieser Dissertation einen grundlegen-
den Zusammenhang zwischen reguldren Distributionen und bedingt positiv semidefiniten
Funktionen her. Dabei behalten wir stets die iibrigen typischen Eigenschaften radialer
Basisfunktionen — mit Ausnahme der Radialitit — im Hinterkopf und treffen eine recht
schwache Voraussetzung, unter der wir einen véllig neuen Zugang zur Untersuchung be-
dingt positiv definiter Funktionen, insbesondere radialer Basisfunktionen, erhalten. Wir
charakterisieren bedingt positiv definite Funktionen durch Eigenschaften ihrer verallge-
meinerten Fouriertransformierten. Wir werden zeigen, dafl man die Ordnung der beding-
ten positiven Definitheit einer stetigen Funktion anhand des Polverhaltens ihrer positiven
verallgemeinerten Fouriertransformierten um Null leicht bestimmen kann. Fiir den Spe-
zialfall positiv semidefiniter Funktionen auf R erhalten wir eine gewisse Analogie zu dem
erwahnten Satz von Bochner. Dariiberhinaus sind wir mit relativ einfachen Methoden
in der Lage, die Menge der bisher verwendeten radialen Basisfunktionen um eine Vielfalt
weiterer zu erganzen. Mit unseren Ergebnissen wird es beispielsweise gelingen, erstmals
eine positiv definite radiale Funktion mit kompaktem Trager anzugeben.

Anschlielend wird in Paragraph 6 eine Hilbertraumtheorie fiir Interpolationsaufgaben
mit einer festen radialen Basisfunktion entwickelt, die teilweise Ergebnisse von Madych &
Nelson [27] aufgreift. Dabei beschranken wir uns im Gegensatz zu Madych & Nelson al-
lerdings nicht ausschliefllich auf den Fall der scattered data interpolation, sondern erzielen
allgemeinere Ergebnisse. Es werden Funktionenrdume konstruiert, die auf natiirliche Art
und Weise entstehen, wenn man Fehlerabschatzungen beziiglich dieser Interpolationsme-
thoden anstrebt. Wir werden zeigen, dafl diese Funktionenrdume isometrisch isomorph
zu gewissen gewichteten L2-R&umen sind.

Da die Fourieranalysis und zunehmend auch die Distributionentheorie inzwischen zu den
Grundlagen dieses Forschungsgebietes gehoren, setzen wir deren Kenntnisse voraus und
zitieren hier lediglich die Biicher von Schwartz [39] und Hormander [21] sowie Stein &
Weiss [40], die eine umfassende Einarbeitung ermoglichen.

Selbstverstandlich haben wir uns darum bemiiht, in dieser Arbeit stets Bezeichnungen
zu verwenden, die jedem Mathematiker geldufig sein sollten. So bezeichnet N beispiels-
weise die Menge der natiirlichen Zahlen. Weiterhin haben wir es weitgehend vermieden,
bestimmte Symbole mehrfach zu belegen. ¢ bezeichnet in dieser Arbeit zum Beispiel aus-
schlieflich die komplexe Zahl v/—1 und wird nicht etwa als Laufindex verwendet. Wir
haben dennoch eine Liste von verwendeten Symbolen hinzugetiigt, mit der wir sonstige
Miflverstdndnisse in dieser Hinsicht ausrdumen méochten.

An dieser Stelle bedanke ich mich mit Nachdruck bei meinem Doktorvater
Prof. Dr. Robert Schaback, der nicht nur mein Interesse an diesem Forschungsgebiet ge-
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weckt, sondern ebenso die Anfertigung dieser Dissertation durch wertvolle Anmerkungen
unterstiitzt hat. Weiterhin gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. Jochen Werner, der freund-
licherweise das Korreferat iibernahm. Auflerdem hat Herr Marko Weinrich stets recht
kontroverse Diskussionen mit mir gefithrt, von denen ich wihrend des Entstehens dieser
Arbeit profitieren konnte. IThm danke ich ebenso wie allen Mitarbeiterinnen und Mitarbei-
tern des Instituts fiir Numerische und Angewandte Mathematik fiir deren Hilfsbereitschaft
in vielerlei Hinsicht.



2 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Wir wollen in diesem Paragraphen erldutern, fiir welche Interpolationsprobleme unsere
anschlieenden Untersuchungen iiber bedingt positiv definite Funktionen von Interesse
sein werden:

Gegeben sei eine endliche Menge X = {ay,...,2y} paarweise verschiedener, beliebig
chaotisch verteilter Punkte aus dem R? Wir beabsichtigen, reelle Daten yy,...,yy mit
einer Funktion s, : RY — R der Gestalt

N Q
sy(r) = Z_g (e — ;) + ;wpe(x)

zu interpolieren, so daff die Giiltigkeit von
spler) =y 1<k<SN

gewihrleistet ist. Dabei sei die Funktion ¢ : R? — R bedingt positiv definit der Ordnung
m auf R? und weiterhin py,...,po mit Q = (mi}"'d) eine Basis des Vektorraumes P¢
aller Polynome in d Verdnderlichen mit Hoéchstordnung m.

Fiir hinreichend grofle Werte von N € N erhalten wir ein tiberbestimmtes lineares Glei-
chungssystem. Um die auftretenden Freiheitsgrade zu eliminieren, stellen wir zusétzlich

die Nebenbedingung

N
Y Aipe(z))=0 1<0<Q,
7=1

so daBl wir das lineare Gleichungssystem
A P AY [y
(o) ()= 6) )

A= —an))igpen P = (pelag))iggy

mit den Matrizen

und den Vektoren

)‘:()‘17"'7)‘N)T /u:(/ulv"'v;uQ)T y:(ylv"'vyN)T

zu betrachten haben.

Selbstverstéandlich interessieren wir uns dafiir, unter welchen Umstédnden die quadratische
Koeffizientenmatrix des Systems (2.1) nichtsinguléar ist. Der folgende Satz gibt darauf
eine Antwort.

Satz 2.1: Falls die Funktion 1 bedingt positiv definit der Ordnung m auf R und die
Matriz P injektiv ist, so ist das lineare Gleichungssystem (2.1) eindeutig losbar.
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Obwohl dieser Satz spatestens seit Erscheinen der Arbeit [29] von Micchelli hinreichend
bekannt ist, geben wir dennoch einen kurzen

Beweis: Wir nehmen an, daB der Vektor (Mg, uy)? € RY*? Lésung des homogenen
Systems zu (2.1) sei. Dann folgt

P'Ap =

Multipliziert man nun (2.2) von links mit A%, so ergibt sich unter Verwendung von (2.3)
die Giiltigkeit von
~——
=0
Wegen der bedingten positiven Definitheit von i auf R? folgt daraus Az = 0 und mit der
Injektivitat von P schliet man, dal ugy wegen (2.2) ebenso Nullvektor ist. O

An dieser Stelle bemerken wir, dafl der obige Satz die Bezeichnung ,,radiale Basisfunktion®
rechtfertigt, falls ¢ eine radiale Funktion ist. Wir betonen nochmals, dafl die Eigenschaft
der Radialitdt hier jedoch keine Rolle spielt.

Wir wollen verdeutlichen, inwieweit die Lage der Interpolationspunkte bei der Losbarkeit
des zugrundeliegenden linearen Gleichungssystems eingeht:

Die Injektivitat der Matrix P ist ndmlich gleichbedeutend mit der Bedingung
plz;)=0 1<j<N = p=0  firallepe P (2.4)

an die Lage der Punkte aus X. Ein Punktesatz X, fiir den die Bedingung (2.4) erfiillt ist,
heifit P2 -regulir. Diese Eigenschaft sichert lediglich die Eindeutigkeit bei der Interpola-
tion mit Polynomen aus dem Raum P? auf diesen Daten und stellt somit keine scharfe
Einschrankung an X dar.

Nun ist offensichtlich, dafl die Ordnung m der bedingten positiven Definitheit von ¥ auf
R die Gestalt des Interpolationsproblems komplett bestimmt. Daher ist die Kenntnis
der Zahl m bei gegebenem > von grundlegender Bedeutung.

Wir verwenden die Abkiirzungen bpd(m, d) sowie bpsd(m,d) fiir die Klasse der bedingt
positiv definiten bzw. semidefiniten Funktionen der Ordnung m auf R¢ und erlauben uns
die folgende triviale

Bemerkung 2.1: Sei d € N. Eine stetige Funktion, die bedingt positiv (semi)definit der
Ordnung m auf R? ist, ist ebenso bedingt positiv (semi)definit der Ordnung m + { auf R?,
wobei { € N:

bpd(0,d) C bpd(1,d) C ... C bpd(m,d) C ... C bpd(m + (,d)

bpsd(0,d) C bpsd(1,d) C ... C bpsd(m,d) C ... C bpsd(m + (,d).



Man beachte, dal Polynome aus P% durch den Interpolationsansatz (2.1) unter Beachtung
der obigen Bedingung (2.4) reproduziert werden. Dies kann man wegen Bemerkung 2.1
ebenso fiir Polynome hoherer Ordnung durch entsprechendes Erweitern des Systems (2.1)
und unter Aufrechterhaltung von (2.4) erreichen.

Ublicherweise geht man davon aus, daf die zu interpolierenden Daten y;i = flx;)
(1 < j < N) Werte einer Funktion [ seien, die in einem zu spezifizierenden Funktio-
nenraum F liege. Interessant und gewissermaflen naheliegend ist dann die Frage nach
Fehlerabschdtzungen in bezug auf die zugrundeliegende Interpolationsmethode. Hierzu
verlangt man zu einem festen Punkt 2 € R?\ X die Stetigkeit des Fehlerfunktionals
€. + F — R auf dem Funktionenraum F, so dal man Abschatzungen folgender Form
angeben kann:

(D] = [F(2) = sp(@)] < [IF]l7 - Pyx (). (2.5)

Dabei bezeichnet || - ||z eine (Semi-)Norm auf F und der Wert der Giitefunktion Py x
entspricht der (Semi-)Norm des Fehlerfunktionals €, in einem zu definierenden Dualraum
von F. Nach obigen Uberlegungen verschwindet ¢, auf dem Polynomraum P%. so daB
man bei der Beschreibung des Funktionenraumes F natiirlicherweise die Forderungen
Pl C F sowie ||p||r = 0 fiir alle p € P im Hinblick auf die obige Fehlerabschétzung
(2.5) erfiillen mochte.

Wu & Schaback [44] haben gezeigt, dal man auf dem Funktionenraum

o= {f € LR |5, < oo} (2.6)
mit der Norm 12
1715, = (@r) [ 1f@)Ffolw) do) (27)

Fehlerabschatzungen der obigen Form erhdlt. Wu & Schaback haben jedoch erkannt, daf
der Funktionenraum §, mit der strikten Nebenbedingung || f||z, < oo an die gewéhnliche
Fouriertransformierte einer Funktion f € §y ,zu klein® ist. Dariiberhinaus enthélt §,
keine Polynome, da diese schliellich nicht im gewdhnlichen Sinne fouriertransformierbar
sind.

Wir werden in Paragraph 6 einen Funktionenraum (va || - ||]:¢) konstruieren, der sich in
einer natiirlichen Weise aus einem allgemeineren Interpolationsansatz entwickelt. Dabei
geht unsere distributionelle Charakterisierung bedingt positiv definiter Funktionen aus
Paragraph 5 massiv ein.

Wir erhalten nicht nur praktische Beziehungen zwischen dem Dualraum, in dem das
Fehlerfunktional liegt, und dem zugehérigen Funktionenraum F,, sondern ebenso zwi-
schen den entsprechenden Raumen ihrer distributionellen Fouriertransformierten . Uber
die Beschreibung der letzteren beiden Raume bekommen wir eine explizite Darstellung
unseres Funktionenraumes F,;. Wir werden nicht nur zeigen, dafl der Funktionenraum
(S¢, || - H@w) von Wu & Schaback [44] normisometrisch in unserem Raum (va || - wa)
eingebettet ist, sondern dariiberhinaus einen isometrischen Isomorphismus zwischen Fy
und einem zu beschreibenden gewichteten L?-Raum £2 konstruieren.
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3 Bedingt positiv definite Funktionen

Wir haben bereits den Begriff der bedingt positiv definiten bzw. positiv definiten Funktion
definiert und fassen in diesem Paragraphen die in der Literatur vorhandenen Ergebnisse
tiber diese Klassen von Funktionen zusammen.

3.1 Positiv definite Funktionen

Zunéchst stellen wir zwei elementare Eigenschaften von positiv semidefiniten geraden
Funktionen vor, die sich unmittelbar aus den Definitionen ergeben:

Bemerkung 3.1: Fine positiv semidefinite Funktion f:R? — R mit f(—z) = f(z) und
f # 0 besitzt folgende FEigenschaften:

(a) f(0) >0
(b) |f(z)] < f(0) fir alle x € R O

Aus der obigen Eigenschaft (b) erkennt man insbesondere, dafi solche Funktionen be-
schrankt sind.

Bereits zu Beginn dieses Jahrhunderts definierte Mathias [28] den Begriff positiv definite
Funktion, der nach unserer Terminologie mit dem Begriff der positiven Semidefinitheit
iibereinstimmt. Mathias verallgemeinerte in seiner Dissertation Ergebnisse {iber Fourier-
sche Reihen von Carathéodory und Toeplitz aus dem Jahre 1911 und bewies den folgenden

Satz 3.1 (MATHIAS) : Falls die Fouriertransformierte f einer positiv semidefiniten ge-
raden Funktion f:R — R existiert, so ist diese nichtnegativ. g

Mathias stellte in seiner Arbeit [28] dariiberhinaus die Vermutung an, dal positiv semi-
definite gerade Funktionen stets eine typische Integraldarstellung besitzen.

Dies wurde von Bochner [4] bestéitigt, dessen Forschungsergebnisse aus den 30er Jahren
die Untersuchungen positiv definiter Funktionen entscheidend vorangetrieben haben. Der
folgende Satz von Bochner hat sich bis zur heutigen Zeit als grundlegend beim Studium
solcher Funktionen erwiesen.

Satz 3.2 (BOCHNER) : Jede positiv semidefinite gerade Funktion f : R — R ist die
Fouriertransformierte eines endlichen nichtnegativen Borelschen Mafes p:

fa) = [ e du(n).

Umgekehrt ist die Fouriertransformierte eines endlichen nichtnegativen Borelschen Mafes
eine positiv semidefinite gerade Funktion. O

In Abschnitt 5.2 werden wir mit der Charakterisierung der Funktionenklasse bpsd(m,d)
eine Folgerung aus dem Hauptsatz dieser Dissertation ziehen, mit der sich fiir den Spezi-
alfall m = 0 und d = 1 eine Analogie zu dem Satz von Bochner ergibt.
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3.2 Charakterisierung mit vollstindig monotonen Funktionen

Schoenberg nutzte die Ergebnisse von Bochner und identifizierte in seinen Verdffentli-
chungen [37] und [38] aus dem Jahre 1938 die Klasse der auf allen R? positiv definiten
stetigen radialen Funktionen mit einer anderen Funktionenklasse, der der vollstindig mo-
notonen stetigen Funktionen. Wir definieren zunéchst den Begriff der vollstdndigen Mo-
notonie und liefern anschlieffend eine Charakterisierung dieser Funktionenklasse, die im
Jahre 1928 erstmals von Bernstein [3] angegeben wurde (siehe ebenso [43]).

Definition 3.1: Die Funktion ¢ : Ryg — R sei aus C*°(0,00) und es gelte
(=D)Ur) >0 £=0,1,2,...
fiir alle r € (0,00). Dann heifit ¢ vollstindig monoton auf (0,00).

Satz 3.3 (BERNSTEIN) : Die Funktion ¢ : Ryo — R ist genau dann vollstindig monoton
auf (0,00), wenn ¢ eine Integraldarstellung vom Laplace-Stieltjes-Typ der Form

o) = [ du(n),  w e (0,x)
mit einer monoton steigenden Funktion p mit [;° du(X) < oo besitzt.

Wir formulieren nun den mafigeblichen Satz, der sich aus den Arbeiten [37] und [38§]
von Schoenberg ergibt und gewissermaflen eine Verkniipfung der Sdtze von Bochner und
Bernstein darstellt.

Satz 3.4 (SCHOENBERG) : Die Funktionen 1 : R* — R mit () = ¢(||z]|?) und o> # 0
sind genau dann positiv definit auf R? fir alle d € N, wenn ¢ auf [0,00) stetig und
vollstindig monoton auf (0,00) ist. O

Eine sehr eindrucksvolle Studie iiber positiv semidefinite Funktionen innerhalb eines For-
schungsberichts iiber die ,, Theorie der reproduzierenden Kerne® findet man in dem viel-
beachteten Artikel [2] von Aronszajn aus dem Jahre 1950. Gleichermafien weitreichende
Untersuchungen tiber positiv semidefinite Funktionen mit einem interessanten distribu-
tionellen Zugang findet man in dem Buch [17] von Gel'fand & Vilenkin, wo dariiberhinaus
erstmals der Begriff der bedingt positiv definiten Funktion auftaucht. Fiir diese Funktio-
nen wird dort ebenso ein distributioneller Zusammenhang hergestellt, der sich fiir unsere
Zwecke allerdings eher als unpraktisch erweist.

In den meisten Veroffentlichungen der letzten sieben Jahre iiber radiale Basisfunktionen
wird die Arbeit [29] von Micchelli zitiert. Dieser hat ein duflerst brauchbares hinreichen-
des Kriterium fiir die bedingte positive Definitheit einer radialen Funktion  auf allen
R? angegeben, mit dem man gleichzeitig deren entsprechende Ordnung bestimmen kann.
Dabei hat Micchelli die Arbeiten [37] und [38] von Schoenberg als Grundlage seiner Un-

tersuchungen verwendet. Wir zitieren den hier relevanten
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Satz 3.5 (MICCHELLI) : Die Funktionen b : RY — R mit o(z) = &(||z||*) und » #£ 0
sind bedingt positiv definit der Ordnung m auf R? fiir alle d € N, falls ¢ auf [0,00) stetig
und (—1)" "™ vollstindig monoton auf (0,00) ist. O

Mithilfe der erwdhnten Arbeiten von Schoenberg erhélt man fiir den Fall m = 0 die ent-
sprechende Aquivalenzaussage aus Satz 3.4, die Schoenberg ebenso fiir den Fall
m =1 zeigte. Micchelli [29] vermutete, daB man diese Aquivalenzaussage fiir alle m € Ny
aufrechterhalten kann. Erst vor kurzem wurden wéhrend der Formulierung dieser Arbeit
Forschungsergebnisse von Guo, Hu & Sun [18] verdffentlicht, die Micchelli recht geben:

Satz 3.6 (Guo, Hu, SUN): Sei ¢ : Ryg — R eine stetige Funktion, die nicht identisch
verschwinde, und sei (x) = é(||z||*) fir alle z € R%.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) ) ist bedingt positiv definit der Ordnung m auf R? fir alle d € N.

(b) (—=1)"¢™) ist vollstindig monoton auf (0, 00). O
Mit den vorgestellten Ergebnissen von Micchelli [29] und Guo, Hu & Sun [18] 1aBt sich

nun die Ordnung m der bedingten positiven Definitheit aller eingangs erwéhnten radialen
Basisfunktionen bestimmen:

radiale Basisfunktion m € Ny
polynomials () = (=) |z m>v/2
thin plate splines V(x) = (=) z||* log ||| m >k
Gaussians (0 eLoll=llP’ m >0

Multiquadrics p(x

DI ) m> w2
2

¢+ ]2y m >0

)
)
(z)
)= (
inverse Multiquadrics ¢ (x) = (
Fiir die oben genannten radialen Funktionen ist der Nachweis der bedingten positiven
Definitheit einschliefllich ihrer Ordnungen mittels vollstandiger Monotonie relativ ein-
fach, kann aber u. U. fiir kompliziertere Typen radialer Funktionen recht schwierig bis
unmoglich werden. Mit den obigen Ergebnissen bleibt weiterhin offen, wie man den Nach-
weis der bedingten positiven Definitheit fiir eine Funktion erbringt, die nicht notwendi-
gerweise radial ist. Weiterhin ist Micchellis Charakterisierung bedingt positiv definiter
Funktionen dimensionsunabhingig. Diese Tatsache schliefit jedoch aus, Micchellis Krite-
rium zur Konstruktion einer positiv definiten radialen Funktion mit kompaktem Trager
zu verwenden. Denn schlieilich ist nach dem Satz 3.3 von Bernstein mit Ausnahme der
Nullfunktion jede Funktion, die auf (0, 00) vollstindig monoton ist, nullstellenfrei. Zur

Konstruktion von radialen Basisfunktionen mit kompaktem Tréager ist somit eine Charak-
terisierung der Funktionenklasse bpd(m,d) fiir ein festes d € N erforderlich.

Wir werden eine Theorie liefern, bei der die genannten Probleme nicht auftreten. Mit un-
seren Methoden erfolgt der Nachweis der bedingten positiven Definitheit einer Funktion
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einschliellich deren Ordnung anhand des Polverhaltens ihrer positiven verallgemeinerten
Fouriertransformierten im Nullpunkt. Dabei spielt zum einen die Radialitdt iberhaupt
keine Rolle, und zum anderen ist es mittlerweise problemlos, die entsprechenden Eigen-
schaften verallgemeinerter Fouriertransformierter durch einen Blick in eine der zahlreichen
Integraltabellen zu ermitteln. Unsere Charakterisierung bedingt positiv definiter Funktio-
nen ist von der Raumdimension d € N abh&ngig, und wir werden daher in der Lage sein,
eine Schar von positiv definiten radialen Funktionen mit kompaktem Trager anzugeben.
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4 Bedingt positiv definite Distributionen

4.1 Der Schwartzsche Raum

Fiir diesen gesamten Paragraphen sei die Raumdimension d € N fest. Wir betrachten
im folgenden Distributionen auf dem Grundraum & aller Funktionen aus C'*°(R9), die
einschlieflich ihrer Ableitungen schnell abklingen:

S = {7 c COO(]Rd) lim ‘qup»y(:z;)‘ — 0; fir alle p,q € Ngl}

||z[|—=o0

S heifit Schwartzscher Raum bzw. Raum aller guten Funktionen.

Wir stellen einige Definitionen sowie grundlegende Eigenschaften von S voran, die hier
verwendet werden:

o Wir erlautern zuerst den Konvergenzbegriff in S: Sei {7, }.en eine Funktionenfolge
aus 8, fir die folgendes gilt:

1. Zu jedem Paar von Multiindizes p,q aus N¢ gibt es eine positive Konstante

Clq, so daBl
‘qup’yn(x)‘ <(C, firalleneN, zeR?
erfillt ist.
2. Fiir jeden Multiindex p € N¢ konvergiert die Ableitung D7, fiir n — oo auf
R? gleichmaBig gegen Null.

Dann heifit die Folge {7, }nen Nullfolge in S und wir verwenden folgende Schreib-

weise:

lim~, =0 oder ~,—0,n— cc.

Eine Folge {7, }.en aus S heifit konvergent gegen ein Element v € S, falls die Folge
{¥n — 7 }nen eine Nullfolge ist, kurz:

lim v, =~ oder ~,—~,n— oco.

n—oo

o Die gewohnliche Fouriertransformation ist ein stetiger Automorphismus auf S.

e Die Fouriertransformierte F'Gq einer Distribution G aus dem topologischen Dualraum

S’ von S ist definiert durch die Abbildungsvorschrift
FG(y) :=GH) fiir alle y € S.

Die distributionelle Fouriertransformation F' ist ein stetiger Automorphismus auf

!

S.
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o S ist beziiglich des Faltungsproduktes * abgeschlossen, d. h. aus v,3 € S folgt
~v* 3 € S. Insbesondere gilt:

yrB o= 5B
Txv = 5=

tiir alle Funktionen 3,7 € S, wobei v*(z) = v(—=x).

o Iis gilt die Parsevalsche Gleichung

/Rd/Rdv(x)ﬂ(x)dx — (QW)Ld/Rd/Rda(w)B(w) dio
fir alle v, 3 € S.

e Sei G eine Distribution aus . Dann gilt ebenso die Parsevalsche Gleichung im
distributionellen Sinne:

G(y) = 20)MFG(H) fiir alle v € S.

o Eine stetige Funktion f mit héchstens polynomialem Wachstum im Unendlichen
definiert eine regulare Distribution [f] auf dem Raum & durch die Abbildungsvor-
schrift

F10) = (e = [ fehia)de  firalles €.

R4

Falls f eine klassische Fouriertransformierte besitzt, so gilt F[f] = [f].

Bemerkung 4.1: Fir eine regulire Distribution [f] € S gilt mit der Parsevalschen
Gleichung:

)

[ [ =) dedy = (1) (305 = @) F(1(5

4.2 Definitionen und Eigenschaften

Definition 4.1: FEine Distribution G : S — R heifit bedingt positiv semidefinit der Ord-
nung m auf R?, falls die Ungleichung

Gy xr) > 0 (1.1)
fiir alle Funktionen v € S mit

/d:sz’y(:zj)dx =0 fiir alle p € N§ mit |p| < m (4.2)
R
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erfillt ist. G heifit bedingt positiv definit der Ordnung m auf R?, falls G bedingt positiv
semidefinit der Ordnung m auf R? ist, und zusdtzlich Gleichheit in (4.1) genau dann gilt,
wenn v = 0.

FEine bedingt positiv (semi)definite Distribution der Ordnung 0 auf R heifit positiv (semi)-
definit auf R

Wir benutzen die Abkiirzung BPSD(m,d) fir die Klasse der bedingt positiv semidefiniten
sowie BPD(m,d) fir die Klasse der bedingt positiv definiten Distributionen der Ordnung
m auf R,

Aus dieser Definition folgt sofort die triviale

Bemerkung 4.2: Eine bedingt positiv (semi)definite Distribution der Ordnung m auf R?
ist ebenso bedingt positiv (semi)definit der Ordnung m + ( auf R?, wobei { eine natiirliche
Zahl ist:

BPSD(0,d) C BPSD(1,d) C ...C BPSD(m,d) C ... C BPSD(m + (,d)

BPD(0,d) C BPD(1,d) C...C BPD(m,d) C ... C BPD(m+(,d).
0

Wir erkennen, daf alle guten Funktionen mit der Eigenschaft (4.2) einen linearen Teilraum
des Schwartzschen Raumes S bilden. Diesen benennen wir mit S;-. Ebenso bildet die
Menge aller Fouriertransformierten von Funktionen aus S einen linearen Teilraum von

S, den wir mit gg bezeichnen. Wir geben die Gestalt dieser Raume folgendermaflen an:

St o {768

[2F](7) = 0, fiir alle p € NZ mit |p| < m}
(4.3)
St = {&68‘768;}

Eine niitzliche Charakterisierung von g% liefert der folgende

Satz 4.1: Es gilt:

JE—

Si= {fy €S Dp’y(w)‘ , =0 fiir alle p € N& mit |p| < m}

Beweis: Sei v € SE. Dann gilt fiir alle Multiindizes p € N2 mit |p| < m:

0 =[a"](7) = 2r)H P[a?](4) = iF1D?6(9) = (=) D4 (w)|

w=0"



4.3 Typische Funktionen aus den Riumen S+ und gg 15

4.3 Typische Funktionen aus den Riumen S und SA%

Wir wollen nun einige typische Funktionenscharen aus dem Raum g% angeben, die wir
bei unseren weiteren Betrachtungen verwenden werden. Selbstverstdndlich stellen deren
inverse Fouriertransformierte typische Funktionen aus S dar. Wir ordnen diesen Funk-
tionen Bezeichnungen zu, so dafl bei unseren weiteren Untersuchungen klar sein wird,
welcher Typ von Funktionen aus gg bzw. St jeweils gemeint ist.

4.3.1 Gute Funktionen mit kompaktem Triger

Betrachtet man die Charakterisierung in Satz 4.1, so sieht man, daf} eine gute Funktion
7, deren Trager den Nullpunkt nicht enthélt, offensichtlich die Forderung

D) _ =0

fiir alle Multiindizes p € NJ erfiillt und somit im Raum gg liegt.

Wir wollen nun gute Funktionen mit beliebig kleinem Trager, der die Null nicht enthélt,
konstruieren. Wir bemerken zuerst, daf} tiir jede reelle positive Zahl «a die Funktionen

I _
4le0) () = { eXp( a¢||w¢wO||2) |lw —wol| < @ "

0 oo — wol] = a
im Raum D aller Funktionen aus C'*°(R%) mit kompaktem Tréger liegen, und es gilt:

supp 36 = Br(wo) i= {w € BY |u — wo| < .

Falls insbesondere 0 ¢ supp 4(*°) gilt, so liegt 4(~0) in gg Da wir sowohl den Aufpunkt
wo als auch die positive Zahl o beliebig wahlen kénnen, haben wir bereits eine Schar von
guten Funktionen aus St gefunden, die unseren gestellten Anforderungen gentigt. Wir
werden solche Funktionen zu gegebenem wy € R sowie a > 0 stets mit 4(*°) bezeichnen.

4.3.2 ¢-erzeugende Funktionenfolgen

Um nun Funktionen aus gg zu finden, deren Trager den Nullpunkt enthalten, wéhlen wir
fiir alle n € N den Ansatz

AW () 1= u(w) - etnllodenll”/2 (4.5)

n

bestehend aus einem Produkt zwischen einer Funktion u € C'°°(R%) mit héchstens polyno-
mialem Wachstum im Unendlichen und einem Faktor, der grob gesagt eine o,,-erzeugende
Folge darstellt. Die Funktionen 4(*) liegen fiir alle n. € N offensichtlich im Raum S.

Um sicherzustellen, daff jede Funktion 4{* im Raum gg liegt, miissen wir die Giltigkeit
von

Dp’y(“)(w)‘ =0 fiir alle p € NZ mit |p| <m

" w=0
erfiillen.
Wie man diese Bedingung als Forderung an die Funktion u schreiben kann, ersieht man
aus dem folgenden
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Lemma 4.1: Sei 4" eine Funktion der Gestall ({.5).
Setze

vo(w) = u(w)

0

Vgper(@) 1= (= (wr = 0f)) vg(w) + 570g(w).

Dann gilt:
Dpf}/(u)(w) — vp(w)eJ-nHWJ-WOH2/2‘

n

Die rekursiv definierten Funktion v, haben eine Darstellung der Form

vp(w) = Z agDMu(w) + DPu(w)

la|<Ipl

mit gewissen Koeffizienten a, € R, so da} wir den fiir unsere Zwecke wichtigen Schluf}
ziehen kénnen mit der

Folgerung 4.1: Sei 4\ eine Funktion der Gestalt (4.5).
Falls
=0 fir alle ¢ € NI mit |q| < [p],

so gilt:

= DPu(w)| - etrllolPr2,

Beispielsweise gilt fiir die Funktion u(w) = w?:

Dpu(w)‘ _ Dpwq‘ _ { 0 p#q

w=0 | ¢t p=g¢q

w=0

und somit liegen fiir |¢| > m samtliche Funktionen der Folge {’Ay?(l‘”q)} o mit

q . eJ_n||wJ_w0||2/2

im Raum Sit.
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4.3.3 Approximierende an Symbolfunktionen

Seien paarweise verschiedene Punkte zy,...,2x C R? sowie reelle Zahlen ¢, ..., cy mit
der Eigenschaft
N
Sl =0 |pl<m (4.6)
j=1
gegeben. Dann bezeichnen wir die Funktion
N .
o x(w) = Z cjehl’ﬂ v
i=1

als Symbolfunktion.
Wir geben eine Funktionenfolge {’y?(f)} o A durch die o.x beliebig gut punktweise

approximiert wird:

N
A (w) = 3 cetllelPltan) | b () Ll an),
i=1

Unter der Voraussetzung (4.6) folgt

Dpaqx(w)‘ =0 fiir alle p € Ni mit [p| < m.

w=0

Mit der Charakterisierung aus Satz 4.1 erkennt man nun, daf sémtliche Funktionen der
Folge {7{)}, ey mit (4.6) im Raum Si liegen.

Die Funktionenfolge bestehend aus den inversen Fouriertransformierten dieser Funktionen
liegt selbstverstindlich im Raum S, so daf wir folgenden Satz formulieren kénnen:

Satz 4.2: Seien paarweise verschiedene Punkte xq,...,xn C R und reelle Zahlen
1,. .. ey mit der Figenschaft (4.6) gegeben.

Dann liegen sdmtliche Funktionen der Folge {77(;’)} - definiert durch

N n d/2 n L2
(@)=Y <_) Llle L |

J=1 T

im Raum Si-. O

4.4 Verallgemeinerte Fouriertransformierte radialer Basisfunk-
tionen

Wir haben bereits in der Einleitung den Begriff der verallyemeinerten Fouriertransfor-
mierten einer radialen Basisfunktion ¢ und ebenso in diesem Paragraph den Ausdruck
distributionelle Fouriertransformierte verwendet. Wir unterscheiden zwischen diesen bei-
den Begriffen sehr wohl und wollen den feinen, aber wichtigen Unterschied an dieser Stelle
explizit machen:
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Von den in der Einleitung aufgefithrten radialen Basisfunktionen sind lediglich die Gaus-
stans und die inverse Multiquadrics im klassischen Sinne fouriertransformierbar. Fiir die
iibrigen Typen von radialen Basisfunktionen divergiert jedoch das Integral

/Rd eLmTW;/)(:I;) dx

bereits fiir w = 0, da diese Funktionen nicht im Raum L;(R?) aller absolut integrierbaren
Funktionen liegen. Wie schon in der Einleitung erwdhnt, weisen simtliche Typen von
radialen Basisfunktionen im Unendlichen hchstens ein polynomiales Wachstum auf. Nach
den Bemerkungen aus Abschnitt 4.1 kénnen wir somit jeder radialen Basisfunktion
eine regulére Distribution [¢)] € S’ zuordnen. Mit den dortigen Ausfithrungen besitzt [¢)]
eine Fouriertransformierte F[p] € S, da die distributionelle Fouriertransformation F' ein
Automorphismus auf §" ist. Wir bezeichnen [[¢)] naheliegenderweise als distributionelle
Fouriertransformierte von 1.

Wir fiigen nun den in der Einleitung erwdhnten typischen Eigenschaften radialer Basis-
funktionen eine wichtige Beobachtung hinzu, die im folgenden von grofler Bedeutung sein
wird:

Fiir alle in der Einleitung aufgefithrten radialen Basisfunktionen  stimmt die distribu-
tionelle Fouriertransformierte F[¢] auf R?\ {0} mit einer stetigen Funktion ¢ iiberein,

d. h. es gilt

F[¥)(v) = /Rdc,o(w)’y(w) dw fiir alle v € § mit 0 ¢ supp ~. (4.7)

Wir bezeichnen die Funktion ¢ € C(R?\ {0}) als verallgemeinerte Fouriertransformierte
von ¥ und formulieren die selbstverstdndliche

Bemerkung 4.3: Sei f eine Funktion, die im klassischen Sinne fouriertransformierbar
ist. Dann stimmt die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf R\ {0} mit der
klassischen Fouriertransformierten f von f iiberein. O

Wir geben nun die verallgemeinerten Fouriertransformierten aller radialen Basisfunktio-
nen an, die bisher untersucht wurden. Diese werden beispielsweise im Buch [16] von

Gel'fand & Shilov berechnet (siehe ebenso [26]).
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radiale Basisfunktion ¢(z) || verallgemeinerte Fouriertransformierte ¢(w)

I'((d+v)/2)
-1 [v/2] v 9 2d+1/ d/2 ldly
SO el > 0 g | gt LULEE))

(=1 el log ||« k € N || 2% 17820 (df2 + k) K floo| 2442

d
eLollel? o > 0 (E) P Ll
(8%

(_1)[11/2] (02 + ||x||2)”/27 (/2] 9d/2 i ]| L(d+v)/2

(—1) mﬁ(dw)/ﬂcnwn) e
v>0,vr¢2Nc#0 v ¢
(& +l1al?)”, 2wl ol 42

mﬁ(dw)/?(CHwH) e
—d<v<0,v¢2%,ct0 v ¢

In der obigen Tabelle bezeichnet K, die modifizierte Besselfunktion. Figenschaften dieser
Funktionen findet man beispielsweise bei [1].

Auf das qualitative Verhalten der einzelnen Funktionen ¢ wird im Ubersichtsartikel [33]
von Powell hingewiesen. Wir fithren markante Eigenschaften auf, die alle verallgemeiner-
ten Fouriertransformierten aus der obigen Tabelle gemeinsam haben.

Beobachtung 4.1: Die verallgemeinerten Fouriertransformierten ¢ aller aufgefihrten
radialen Basisfunktionen

(a) weisen hichstens im Urprung ein Polverhalten auf, wobei dieses Polverhalten alge-
braischer Natur ist,

(b) sind um Unendlich integrierbar,

(¢) sind auf R*\ {0} positiv.

Wir wollen die obigen Figenschaften im Auge behalten und werden diese in einer Vor-
aussetzung préazisieren, unter der wir eine praktische Charakterisierung bedingt positiv
definiter Funktionen herleiten.
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4.5 Regularisierung singulirer Distributionen

Wir kniipfen an den vorigen Abschnitt an und gehen davon aus, daf§ die Funktion f die
distributionelle Fouriertransformierte F[f] € S" und die verallgemeinerte Fouriertransfor-
mierte f besitze. Nach der Terminologie des letzten Abschnitts stimmt die Distribution

F[f] € 8 mit der Funktion f € C(R?\ {0}) auf R*\ {0} geméb (4.7) iiberein:

N

F[fl(v) = /Rd flw)v(w) dw fiir alle v € S mit 0 ¢ supp ~. (4.8)

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen F[f] und f unter der Annahme, daf f die
Eigenschaft (a) der Beobachtung 4.1 aus dem vorigen Abschnitt besitze, herstellen. Wir
préazisieren diese Eigenschaft mit der

Voraussetzung 4.1: Die Funktion f € C(R*\ {0}) besitze hichstens eine algebraische

N

Singularitit im Nullpunkt, so daf§ es eine minimale Zahl s = s(f) € Ny gibt, mit der die
Funktion f(w)||w|]® lokal integrierbar ist, d. h. fir jedes R > 0 existiert das Integral

wl|* f(w) dw
L, o el )
iber die Kugel Br(0) mit Radius R wm Null.

Aus der Theorie der Distributionen wissen wir, dal man der Funktion f unter der obigen
Voraussetzung 4.1 auf sinnvolle Weise eine Distribution G; € S' zuordnen kann, die auf

R\ {0} mit f iibereinstimmt, so daf

N

Gi(y) = /Rdf(w)’y(w) do  fiir alle v € S mit 0 ¢ supp ~

gilt. Distributionen aus 8" mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als eine Regularisierung
von f Somit stellt F[f] ebenso eine Regularisierung von f dar. FEine Regularisierung
ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, aber es gilt der folgende Satz, den man
beispielsweise im Buch [23] von Jantscher findet.

Satz 4.3: Die Funktion f erfiille die Voraussetzung 4.1. Die Distribution G; € S’

sei eine Regularisierung von f Dann besitzen alle Regularisierungen von f die Gestalt
Gf + Ts, wobei Ts eine endliche Linearkombination der Diracschen é6-Distribution und
deren Ableitungen darstellt. O

Wir sind in Lage, eine spezielle Schar von Regularisierungen GE;Y) e S von f sofort

anzugeben:

N Diy(w w
)= [ ) (v(w) - & Wt H (1 - U)) do.  (49)
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Dabei bezeichnet « einen positiven reellen Parameter, und die Abbildung H : R — {0,1}
mit

0 fir ¢ <0
1 firt >0

heiflt Heaviside-Funktion.

Offensichtlich ist der obige Ausdruck fir alle ¥ € § definiert und GE;Y) stimmt auf R4\ {0}
mit f {iberein.

Solche Regularisierungen héangen selbstverstdndlich von der Wahl der positiven Zahl «
ab. Man kann jedoch zeigen, dafl zwei verschiedene Regularisierungen dieser Form sich
lediglich um eine Linearkombination von é-Funktionalen und deren Ableitungen bis zur

Héchstordnung s unterscheiden. Wir wollen diese Tatsache in der folgenden Voraussetzung
beriicksichtigen.

Voraussetzung 4.2: Sei f eine stetige Funktion, die eine reguldre Distribution [f] € S’
definiere. Es gebe eine Funktion f € C(R?\ {0}) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) f erfillt die Voraussetzung 4.1 mit der (minimalen) Zahl s = S(f) € Np.

(b) Die Funktion f stimmt auf R\ {0} mit F[f] € S diberein, so daf fir alle 5 € S
qilt:

. D3 (w w
FIG) = [0 (ww) - ¥ 772!)‘&:0 W H (1 - @)) do

+ 3 a4, D (w)|

lal<s

(4.10)

w=0"

In der obigen Regularisierung von F[f] bezeichnet « eine positive reelle Zahl und

die Zahlen a, € R sind beliebig.

Unter dieser Voraussetzung werden wir in der Lage sein, bedingt positiv definite stetige
Funktionen mit Hilfe der Eigenschaften ihrer verallgemeinerten Fouriertransformierten zu
charakterisieren.

Wir wollen jedoch zunéchst zwei wichtige Feststellungen treffen, die sich aus der obi-
gen Voraussetzung ergeben. Die erste wird uns erlauben, (4.10) durch eine dquivalente
Forderung zu ersetzen.

Bemerkung 4.4: Sei f eine Funktion, die eine regulire Distribution [f] € S’ definiere.
Die Gestalt der distributionellen Fouriertransformierten F[f] € S ist genau dann durch
eine Regularisierung der Form (4.10) beschrieben, wenn die folgende Gleichung gilt:

/Rdf(x)’y(x) dv = (zw)u/ f)i(w)de  fir alle v € 8-, (4.11)

R4
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Beweis: (4.11) wird offensichtlich durch (4.10) impliziert.

Falls (4.11) gilt, so stimmt die distributionelle Fouriertransformierte F/[f] von [f] mit der
stetigen Funktion f auf R%\ {0} gemaB (4.8) iiberein. Somit ist die Gestalt von F[f] nach
Satz 4.3 bis auf eine endliche Linearkombination 75 der Diracschen é-Distribution und
deren Ableitungen durch (4.10) bestimmt. Wegen der Giiltigkeit von (4.11) beinhaltet
Ts jedoch ausschlieilich Ableitungen der é-Distribution bis zur Héchtordnung s. Somit
nimmt F[f] die Gestalt (4.10) an. O

Wir formulieren eine weitere wichtige Bemerkung, mit der es unter einer weiteren An-
nahme moglich ist, auf das asymptotische Wachstumsverhalten im Unendlichen einer
Funktion f zu schlieflen, die die Voraussetzung 4.2 erfiillt.

Bemerkung 4.5: Die Funktion f erfille die Voraussetzung 4.2. Weiterhin sei die ver-
allgemeinerte Fouriertransformierte f von f um Unendlich integrierbar. Dann wdchst f
im Unendlichen héchstens wie ein Polynom vom Grad s:

f@) =0 (=]*), [zl = o0
Beweis: Fiir alle v € S gilt mit (4.10)

x)' A1) = @) [ (o) de = FIAG)

!
lal<s q:

w=0

¥ Lo [ o 3 gD ()

lal<s

w:o)) de

eLmT“”y(:ﬁ) dx

= /Ba(o) f(w) (/Rd eL”T‘”fy(:I;) de — Y C;—;] (Di /Rd eL”T‘”’y(:I;) dx

lal<s

w=0

* /Rd\B (0) 1) /Rd () dado + 3 anff,/

d
lal<s R

. . D4 eJ_iacTw
_ Lleztw w w=0 ,6 g
B /Rd{/Ba(O)f(w) (e 2 q! w) dw

lal<s

r LlizTw LlizTw
d D?
—I_/Rd\Ba(o) flw)e w + Z a,Dle

lal<s

. D eJ_i(hx)Tw
= L AT N R/
/Rd {/Ba(o) /(@) (Z q! “ ) “

lgl=5

0} () dx



4.6 Pol- und Werteverhalten der Fouriertransformierten 23

R o o
—I—/ flw et Y dw - a fo}e“x “ ~v(z)dz.

o f6) >  $)
Unter der Voraussetzung 4.2 und mit der Integrierbarkeit von f um Unendlich sind
die jeweiligen Vertauschungen der Integrationsreihenfolge mit dem Satz von Fubini er-
laubt. Weiterhin wurde in der vorletzten Zeile die Lagrangesche Restglied-Darstellung der
Taylorreihen-Entwicklung verwendet, i bezeichnet somit eine reelle Zahl mit 0 < h < 1.

Die stetige Funktion f ist durch ihre regulire Distribution [f] € S eindeutig bestimmt
und somit folgt

(27)"f(x) =

—2hx)? ~ . T A T .
(Z ( ) /Ba(o) f(w)eJ_z(hl’) @l dw + f(w)e“x “dw + Z aq(—m})q) .

|
l=s ¢ RABa(0) lal<s

Man erhélt insgesamt die Behauptung dieser Bemerkung. O

Mit Bemerkung 4.4 erkennt man, dafl unsere Voraussetzung 4.2 mit der “Basic Hypothe-
sis” des unverdffentlichten Manuskripts [26] von Madych & Nelson fast {ibereinstimmt.
Die Voraussetzung von Madych & Nelson ist (scheinbar) starker, da dort zusétzlich die
Positivitat der verallgemeinerten Fouriertransformierten, die Teil (¢) unserer Beobachtung
4.1 entspricht, sowie deren Integrierbarkeit um Unendlich gefordert werden. Wir haben
diese beiden Punkte in Voraussetzung 4.2 aus gutem Grund weggelassen. Wir werden
zeigen, dafl man unter Voraussetzung 4.2 an eine bedingt positiv definite Funktion f auf
die Nichtnegativitét ihrer verallgemeinerten Fouriertransformierten f # 0 schlielen kann.
Diese Figenschaft ist fiir alle praktischen Absichten, die wir verfolgen, v6llig ausreichend.
Weiterhin werden wir erkennen, dafl man die zusétzliche Voraussetzung der Integrierbar-
keit von f um Unendlich aus der Bemerkung 4.5 fiir bedingt positiv definite reguldre
Distributionen fallen lassen kann.

4.6 Pol- und Werteverhalten der Fouriertransformierten

Wir wenden uns nun wieder den bedingt positiv definiten reguldren Distributionen zu.
Wir werden sehen, dafl man unter der Voraussetzung 4.2 wichtige Aussagen tiber das Pol-
und Werteverhalten der verallgemeinerten Fouriertransformierten von Funktionen treffen
kann, die eine bedingt positiv definite reguldre Distribution erzeugen.

Wir beginnen mit Untersuchungen iiber das Werteverhalten und formulieren

Satz 4.4: Die Funktion f erzeuge eine regulire Distribution [f] € S" und besitze die
Funktion f € C(R*\ {0}) als verallgemeinerte Fouriertransformierte, so daf (4.8) gilt.

Falls [ eine bedingt positiv semidefinite reguldre Distribution [f] erzeugt, so nimmtf auf
R*\ {0} ausschlieflich nichtnegative Werte an:

A

fw)y>0  firale w e R\ {0}.
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Falls [f] sogar bedingt positiv definit ist, dann nimmt f auf R4\ {0} fast diberall positive
Werte an: )
flw)>0  firalewe R\ ({0}UZ),

wobei Z C R? eine Menge vom Maf3 Null bezeichnet.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, daB f auf R\ {0} in beiden Fallen nichtnegativ ist. Dazu
nehmen wir an, daB es einen Punkt wy € R?\ {0} gebe mit f(wo) < 0. Wegen der

Stetigkeit von f gibt es eine hinreichend kleine offene Umgebung U = U(wp) von wy mit
0¢ U und )
flw) <0 fiir alle w € U.

Wir betrachten nun eine Funktion 4(“¢) der Gestalt (4.4) und wihlen dabei den Wert von
« hinreichend klein, so daf}
supp 4 C U

gilt. Dann folgt aber fiir 4, := 4(“0) mit Gleichung (4.8) die Giiltigkeit von
2y _ ; 3 2 Jo — / F
)= [ @B do = [ f)

im Widerspruch zur bedingten positiven Semi-Definitheit von [f].

~

Yo Jo(w)|Fdw <0 (4.12)

27)[f1(va *72) = FIA(

Sei nun [f] bedingt positiv definit. Nehmen wir an, daf f in einem Punkt wy # 0 eine
Nullstelle besitze, so daf f(wo) = 0 gilt. Dann koénnen wir zeigen, daf} es keine offene
Umgebung von wy gibt, auf der f identisch verschwindet, d. h. fiir jede offene Umgebung
U von wg mit 0 ¢ U gilt:

fw)|, #0.
Anderenfalls kann man eine Funktion 4, = 4°) mit supp 4(*°) C U finden, so daB der

Ausdruck )
10+ 53 = @ [ f)fa(w)]? de (1.13)

verschwindet. Da [f] bedingt positiv definit ist, darf dies aber dann und nur dann der Fall
sein, wenn die Funktion 4(“0) identisch verschwindet. Somit haben wir einen Widerspruch
zur obigen Annahme konstruiert. O

Im obigen Beweis diirfen wir die Gleichung

Y= [ J@li) do (4.14)

fiir Funktionen 4 mit 0 ¢ supp 4 wegen (4.8) ohne weiteres verwenden. Falls f die Voraus-
setzung 4.2 erfiillt, so gilt diese Gleichung wegen Bemerkung 4.4 sogar fiir alle Funktionen
4 mit [4]? € g} Wir machen nun eine duflerst interessante und niitzliche Beobach-
tung, die es uns erlauben wird, die obige Gleichung (4.14) fiir regulare Distributionen
[f] € BPSD(m,d) sowie ¥ € gg unter der Voraussetzung 4.2 zu verwenden.

Satz 4.5: Die Funktion | erfille die Voraussetzung 4.2. Weiterhin erzeuge [ eine bedingt
positiv semidefinite requlire Distribution [f] der Ordnung m auf R%. Dann gilt: m > s/2.
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Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dafl s/2 > m > 0 gelte.
Dann ist insbesondere s positiv, so dafl f wegen Voraussetzung 4.2 ein algebraisches
Polverhalten im Nullpunkt hat. Mit Bemerkung 4.2 nehmen wir nun ohne Beschrankung
der Allgemeinheit an, dafi m grofitmoglich mit der Eigenschaft m < s/2 sei.

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden:

Sei s eine ungerade natiirliche Zahl. Dann gilt m = |s/2] = (s — 1)/2 und somit
s =2m + 1. Nun wird der Ausdruck F[f](|9.[*) wegen (4.10) mit den Funktionen

n(w) = wh - eLrllell/2 p € NI mit |p| = m
regularisiert zu
: D (w)]?
[ fw) (%(W -y 2 oo (1 - M)) do
e jal<2m ¢ «
(4.15)
+ Y @D ()]

lg|<2m

Die Ableitungen von Funktionen der Gestalt von 4, wurden bereits in Unterab-
schnitt 4.3.2 betrachtet. Wir wissen daher, daf fiir ¢ € N¢ mit |¢| < 2m

0 falls ¢ # 2p

g1z 2 _
D (w)] ‘w:o = { (2p)!  falls ¢ = 2p

gilt. Daher vereinfacht sich der obige Ausdruck (4.15) wie folgt:

N

LW (el - Fw) - wPetrlllP
/Ba(o) flw) - w™ (e 1) dw + Rd\Ba(O)f(w) we dw + a,(2p)! (4.16)

Man sieht, dafl das Integral tiber B,(0) fiir n — oo gegen —oo divergiert, wahrend
das rechte Integral gegen Null strebt. Der letzte Summand ist offensichtlich un-
abhédngig von n. Somit gibt es ein ng € N mit

1o * 75,) = 7)) FLf1(|3m0]*) < 0.

Sei s € 2N. Dann gilt s = 2m + 2 und die die Regularisierung des Ausdrucks
FIf1(J4)?) hat gemaB (4.10) folgendes Aussehen:
A D3, ()P
i) (%(W - ¥ ) o o (1 - M)) do
R ol <2m-+1 ¢ “ (4.17)
+ > @D AP -
lg]<2m+1

Wir betrachten erneut die Funktionen

N 2
el /2,

An(w) = WP - p € N§ mit [p| =m
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und bemerken, dafl ebenso

Dq

B[ _ =0 fiir g € N§ mit |g| = 2m + 1

gilt, so dafl diese Regularisierung (4.17) mit dem Ausdruck (4.16) {ibereinstimmt.

Die Betrachtungen dieses Falles lassen sich somit auf den vorhergehenden reduzieren.

In beiden Fallen erhalten wir einen Widerspruch zur getroffenen Annahme, dafl [f] eine
bedingt positiv semidefinite regulire Distribution der Ordnung m < s/2 auf R% sei. O

Wir wollen nun einige niitzliche Konsequenzen aus den beiden vorhergehenden Sétzen
festhalten.

Die erste folgt aus dem Satz 4.4. In Bemerkung 4.5 haben wir die Integrierbarkeit von f
um Unendlich als weitere Annahme aufgenommen. Mit der folgenden Bemerkung sieht
man, dafl diese Voraussetzung fiir bedingt positiv semidefinite regulére Distributionen
immer erfillt ist.

Bemerkung 4.6: Die Funktion f erfille die Voraussetzung 4.2. Weiterhin erzeuge f
eine bedingt positiv semidefinite regulire Distribution [f] auf RY. Dann ist die verallge-
meinerte Fouriertransformierte f von f um Unendlich integrierbar, d. h. fir jede positive

Zahl R ist das Integral
F(w) d
/Rd\BR(O)f(w) “
finit.

Beweils: Wir betrachten die Funktionen

a2
w(z) = el (E)

s

der Folge {yi}ren aus S, durch die das Diracsche é-Funktional erzeugt wird. Die zu-
gehorigen Fouriertransformierten dieser Funktionen besitzen bekanntlich die Gestalt

(w) = el /)

2>

k

Wir behandeln den Fall s = 0 zuerst. Hier ergibt sich durch Einsetzen von v bzw. 45 in
(4.10):
/Rdf(:z:)vk(x)dx = (27)™ /Rdf(w)eﬂlwn /(3k) g,

Wegen der Stetigkeit von f konvergiert das Integral auf der linken Seite mit & — oo gegen
f(0). Da f mit Satz 4.4 nichtnegativ ist, folgt mit dem Lemma von Fatou

N

0< (271')“[/ flw)dw < f(0) <

Rd

und somit die Integrierbarkeit von f .
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Fiir s > 0 setzen wir ebenso v bzw. 4, in die Regularisierung (4.10) ein und vereinfachen
auf der dortigen rechten Seite:

r)f1w) = 2n)* [ Jlehle) de = FITIG)

, D14 (w)| ,
= flw) | Ax(w) — ———w=0 ) dw + Flw)Ap(w) dw
oo 760 (30 = & — o T Vi8()
+ 3 a D)
lgl<s
A Dq’yk(hw) r ~
= flw — 2 wldw + flw)yr(w) dw 4.18
ém<%£ : [y TVi8() (4.18)
+ 37 aD%(w)|
lgl<s

In (4.18) wurde dabei die Lagrangesche Darstellung des Restgliedes der Taylorreihen-
Entwicklung verwendet, & ist somit eine reelle Zahl mit 0 < h < 1.

Die Ableitungen D4 lassen sich als Ausdriicke schreiben, in denen die Hermite-Polynome

H, : R — R, definiert durch

2/ d" 2
Hn(l') — (_1)n6x /2dx_neJ_x /27

auftauchen (siehe z. B. [41], Abschnitt 5.5):

D (hw) = (—h/\/ﬂ)m| LR/ (45) ﬁ H, (hw]/\/ﬂ) )

Somit konvergiert das Integral {iber B,(0) aus (4.18) fiir |¢| = s > 0 ebenso wie die
dortige Summe mit & — oo gegen Null. Wegen der Stetigkeit von f in Null folgt mit
einer ahnlichen Argumentation wie im Fall s = 0 mit der Nichtnegativitdt von f unter
Anwendung des Fatouschen Lemmas die Existenz des Integrals

Fw) dw < 0.
/Rd\Ba(O) flw)dw < o0

Als unmittelbare Konsequenz dieser Bemerkung ergibt sich mit Satz 4.5 die

Folgerung 4.2: Die Funktion f erfille die Voraussetzung 4.2. Falls f eine positiv semi-
definite regulire Distribution [f] auf R? erzeugt, so ist die verallgemeinerte Fouriertrans-

formierte f von f aus Li(RY).
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Beweis: Wegen der Positivitdt von f reicht es, die Integrierbarkeit dieser Funktion zu
diskutieren. Daf f um Unendlich integrierbar ist, haben wir bereits mit der obigen
Bemerkung 4.6 festgehalten. Da [f] bedingt positiv semidefinit der Ordnung 0 auf R? ist,
folgt mit Satz 4.5, dal s = 0 gilt. Unter Voraussetzung 4.2, Teil (a), ist f somit ebenso
um den Nullpunkt integrierbar. O

Das Ergebnis unserer néchsten Folgerung haben wir bereits vor der Formulierung des

obigen Satzes 4.5 angedeutet.

Folgerung 4.3: Die Funktion f erfille die Voraussetzung 4.2 und erzeuge eine bedingt
positiv semidefinite Distribution [f] der Ordnung m auf R<.

Dann gilt:

[0y 77) = (2m)F AN

i) = 2o [ feB)fdo =0

fiir alle guten Funktionen v € St bzw. 4 € g%

Beweis: Sei [f] eine bedingt positiv semidefinite regulare Distribution der Ordnung m
auf R? Falls f die Voraussetzung 4.2 erfiillt, dann gilt m > s/2 mit dem obigen Satz 4.5.
Da das Quadrat |§|? einer Funktionen 4 € gg eine Nullstelle der Mindestordnung 2m in

Null besitzt, gilt |¥]* € S3, und somit |y|* € gsI Die obige Behauptung folgt nun mit
Bemerkung 4.4. O

Wir machen eine weitere interessante Beobachtung durch

Folgerung 4.4: Die Funktion [ erfille die Voraussetzung 4.2 und erzeuge eine positiv
semidefinite requlire Distribution [f] auf RY. Dann ist f eine beschrinkte Funktion.

Beweis: Falls [f] bedingt positiv semidefinit der Ordnung m = 0 auf R? ist und auBerdem
die Voraussetzung 4.2 erfiillt, so gilt s = 0 mit dem obigen Satz 4.5. Das asymptotische
Verhalten der stetigen Funktion f wird unter Voraussetzung 4.2 wegen Bemerkung 4.5
beschrieben durch

f@) =O([z]I") = O(1), [le]| = oo

Nun erkennt man, dafl f unter diesen Umstédnden eine beschrankte Funktion ist. g

Wir wissen bereits mit Bemerkung 3.1, dafl positiv (semi)definite gerade Funktionen
ebenso stets beschréankt sind. Hier deutet sich mit unserer letzten Folgerung 4.4 be-
reits ein Zusammenhang zwischen positiv (semi)definiten regularen Distributionen und
deren erzeugender Funktion an. Wir werden diesen im folgenden Paragraphen erkennen
und durch eine wesentlich allgemeinere Aussage komplett ergriinden.
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5 Charakterisierung bedingt positiv definiter Funk-
tionen

In diesem Paragraphen stellen wir einen fundamentalen Zusammenhang zwischen bedingt
positiv definiten reguldren Distributionen und bedingt positiv definiten Funktionen her.

Dadurch erhalten wir eine sehr praktische Charakterisierung bedingt positiv definiter
Funktionen. Wir ziehen daraus einige wichtige Folgerungen.

5.1 Hauptsatz

Wir nutzen die Kenntnisse der beiden vorigen Paragraphen und sind bereits jetzt in der
Lage, den Hauptsatz dieser Arbeit zu beweisen.

Hauptsatz 5.1: Die Funktion [ erfille die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5.

f erzeugt genau dann eine bedingt positiv semidefinite regulire Distribution der Ordnung
m auf R, wenn f eine bedingt positiv semidefinite Funktion der Ordnung m auf R? ist:

[f] € BPSD(m,d) = f € bpsd(m,d).

Weiterhin ist f eine bedingt positiv definite Funktion der Ordnung m auf R?, falls f eine
bedingt positiv definite requlire Distribution der Ordnung m auf R? erzeugt:

[f] € BPD(m,d) — f € bpd(m,d).

Beweis: Wir beweisen die zweite Aussage des Hauptsatzes zuerst und nehmen an, dafl
| die Voraussetzung 4.2 erfiille und eine bedingt positiv definite regulare Distribution [f]
der Ordnung m auf R? erzeuge. Weiterhin seien paarweise verschiedene Punkte z4,..., 2y
aus dem R? sowie reelle Zahlen ¢y, ..., cy mit der Eigenschaft

N
Z cjxf =0 Ip| <m
7=1
gegeben. Nach Satz 4.2 liegen dann die Funktionen
N d/2
g n nilrLlx 2
@)=Y (E) cLnlleta|

=1

fiir alle n € N im Raum S. Da [f] bedingt positiv definit der Ordnung m auf R ist, gilt
fiir alle natiirlichen Zahlen n und 5, = 4{7) die Ungleichung

(v *75) 2 0

und somit ebenso
N

Hm [f](y *97) = > cjenf(a; —2x) 2 0.

n—00 .
Jik=1
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Wir haben nur noch nachzuweisen, daf} dieser Ausdruck genau dann verschwindet, falls
alle Skalare ¢; (1 < j < N) verschwinden.

Diesen Nachweis erbringen wir folgendermaflen: Mit Folgerung 4.3 gilt:

1 rm) = o) FL(15]%)

= @ [ Jw)lin() do
= ot [ fw)

2

N
2 T
2 :cjeJ_HwH /(4n)J_m’Jw dw

i=1

2

dw

A

_ (%)Ld/ Flw) - et /en
Rd

N o
Z cjeJ_m’J w

i=1

fiir alle n € N. Nach dem Satz von der majorisierenden Konvergenz gilt nun:

N . T 2 A N . T
cheJ_zl’] Y dw = /df(w) Z cjeJ_m’J w
R ‘
71=1

i=1

2

lim [ f(w) - etlelr/en do.

n—o0 fRpd

Da f nach Satz 4.4 fast iiberall positiv ist, kann dieses Integral nur dann verschwinden,
falls die Symbolfunktion

Uc,X(w) — Z cjeJ_iijw

N
i=1

identisch verschwindet. Da die Punkte x1,...,xn paarweise verschieden sind, ist dies
dann und nur dann der Fall, wenn sdmtliche Skalare ¢; (1 < j < N) verschwinden. Einen
moglichen Beweis dieses bekannten Resultates findet man beispielsweise in [33].

Nun beweisen wir die erste Aussage unseres Hauptsatzes. Der Beweis der Notwendig-
keit ist bereits im obigen Beweis der zweiten Aussage enthalten, so dafl wir lediglich die
Hinlénglichkeit der ersten Aussage des Hauptsatzes zu beweisen haben. Dazu nehmen
wir nun an, daB f eine bedingt positiv semidefinite Funktion der Ordnung m auf R? sei,
die die Voraussetzung 4.2 erfiille.

Wir bemerken, dal man das Doppelintegral

/Rd /Rdf(“’ —y)y(x)v(y) dedy

beliebig gut durch Summen der Form

Ny
3 (e (B) 1 (7)o (B 7 (o = o) 52
7,k=1
approximieren kann. Die Mengen B](n) sind dabei paarweise disjunkt und weiterhin gilt
x;n) € B](n) (1 <j<N,) fir alle n € N sowie
lim p (B](n)) = 0

n—oo

Np
lim p (Rd\ UJ B](n)) = 0.

i=1
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Die Summen (5.2) sind fiir jedes n € N nichtnegativ unter der Voraussetzung, daf}
2 (Y (B ()
> («7) n (B) (27) = 0
71=1
fiir alle Multiindizes p € N2 mit |p| < m gilt. Mit diesen Ausdriicken werden die Integrale

/Rdv(l‘)l‘p du|pl <m

beliebig gut approximiert. Daraus schlieBt man, dafl [f] bedingt positiv semidefinit der
Ordnung m auf R? ist. O

5.2 Folgerungen

Da der Hauptsatz 5.1 unter Beriicksichtigung der Voraussetzung 4.2 die Funktionen-
klasse bpsd(m,d) in die Distributionenklasse BP.SD(m,d) kanonisch einbettet, kann man
den méchtigen Apparat der Distributionentheorie bei der Untersuchung bedingt positiv
(semi)definiter Funktionen einsetzen. Wir ziehen in diesem Abschnitt praktische Folge-
rungen aus den Ergebnissen der Paragraphen 3 und 4. Die fiir unsere Zwecke zweifellos
wichtigste umfafBt eine praktische Charakterisierung der Funktionenklasse bpd(m,d) und
stellt dartiberhinaus in unserer Terminologie fiir den Spezialfall m = 0 und d = 1 ein
Analogon des Satzes 3.2 von Bochner dar:

Satz 5.1: Die Funktion f erfille die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5.

Dann sind dquivalent:
(a) f ist bedingt positiv definit der Ordnung m > s/2 auf R%

(b) f(w) >0 fir alle w e R4\ {0}, f £0.

Beweis: Wir bemerken zuerst, dal die Ungleichung m > s/2 aus Teil (a) mit Satz 4.5
selbstverstandlich ist. Wir haben diese Tatsache in die Formulierung des Satzes wegen
der Argumentation beim Beweis von (b) = (a) aufgenommen.

Diesen Teil der Aussage beweisen wir zuerst und nehmen dazu an, daf§ f auf R\ {0}
nichtnegativ ist und nicht identisch verschwindet.

Wegen des Polverhaltens von f im Nullpunkt geméf Voraussetzung 4.2 und mit m > s/2
folgt die Giiltigkeit von

N N 2
> cienfla; —ay) = (271')“[/ fw) cheL”JT‘” dw >0 (5.3)
Jk=1 ke =1
fiir paarweise verschiedene Punkte z1,...,zxy C R? und reelle Zahlen ¢y,. .., cy mit der
Eigenschaft
N
>l =0 fiir alle p € N§ mit [p| < m. (5.4)

J=1
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Denn schliellich besitzt die Symbolfunktion
LizTw
o.x(w) = che ]

eine Nullstelle der Ordnung m > s/2 in Null, falls die Bedingung (5.4) erfiillt ist. Unter
dieser Voraussetzung existiert das obige Integral im klassischen Sinne. Wir haben die
Giiltigkeit von (5.3) bereits durch Grenziibergang in (5.1) im Beweis des Hauptsatzes 5.1
erkannt.

Wegen der Stetigkeit von f auf R4\ {0} gibt es eine offene Menge U C R% mit 0 ¢ U, auf
der f positiv ist. Unter diesen Voraussetzungen verschwindet die Doppelsumme in (5.3)
genau dann, wenn die Symbolfunktion o, x identisch verschwindet.

Da die Punkte 1, ..., zy paarweise verschieden sind, ist dies genau dann der Fall, wenn
alle reellen Zahlen ¢y, ..., cy verschwinden, wie wir bereits im Beweis des Hauptsatzes 5.1
feststellen konnten.

DaB (b) durch (a) impliziert wird, folgt aus Satz 4.4 und dem Hauptsatz 5.1. O

Wir wollen erldutern, welche Konsequenzen die Giiltigkeit des obigen Satzes 5.1 fiir unsere
Anwendungen nach sich zieht:

Wir haben in Paragraph 2 das Problem der Interpolation auf endlich vielen Daten vollstén-
dig beschrieben. Bei dieser Interpolationsmethode wurde eine radiale Funktion ¢, bedingt
positiv definit der Ordnung m € Ny, verwendet. Neben einer schwachen Voraussetzung
an die gegebenen Daten war im wesentlichen die bedingte positive Definitheit von ¢ we-
gen Satz 2.1 fiir die eindeutige Losbarkeit des Interpolationsproblems von entscheidender
Bedeutung. Ferner bestimmte die Ordnung m von # die Grofle der Interpolationsmatrix.

Da es inzwischen ganze Bibliotheken an umfangreichen Transformationstabellen gibt, in
denen verallgemeinerte Fouriertranformierte spezieller oder weniger spezieller Funktionen
aufgelistet sind, sind wir mit dem obigen Satz 5.1 ohne weiteres in der Lage, eine Vielfalt
an radialen Funktionen zu finden, die fiir multivariate Interpolationsprobleme potentiell
brauchbar sind: Wir haben lediglich die Gesamtheit aller radialen Funktionen ¢ herzuneh-
men, die mit ihrer verallgemeinerten Fouriertransformierten ¢ die Voraussetzung 4.2 aus
Abschnitt 4.5 erfiillen. Falls ¢ % 0 eine nichtnegative Funktion ist, so wissen wir mit Satz
5.1, daB ¢ bedingt positiv definit auf R? ist. Weiterhin kénnen wir an dem Polverhalten
von ¢ in Null die Ordnung m der bedingten positiven Definitheit von 1 auf R¢ ablesen.
Es ist tatsdchlich &uflerst erstaunlich, dafl wir unter Beachtung der Voraussetzung 4.2
dabei lediglich mit der Information tiber das Polverhalten von ¢ im Nullpunkt auskom-
men. Diese Tatsache macht es besonders einfach, die Menge der untersuchten radialen
Basisfunktionen um eine bisher ungeahnte Vielfalt zu ergdnzen. Unter Verwendung der
Ergebnisse dieser Dissertation, insbesondere des obigen Satzes 5.1, ist es beispielsweise
Schaback & Wendland [36] gelungen, erstmals eine positiv definite radiale Funktion mit
kompaktem Trager anzugeben. Angespornt durch deren Folgerungen aus dieser Arbeit
nehmen wir gern an diesem Wettbewerb teil und geben weitere Typen von positiv definiten
radialen Funktionen mit kompaktem Tréger an.
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Satz 5.2: Set d > 2. Dann sind die radialen Funktionen
(L—=1lz[)”  falls ||| <1

() = (1 - HxH):— = { 0 falls ||z|| > 1

fiir v > (d+1)/2 positiv definit auf R?.

Beweis: Offensichtlich sind die Funktionen 1, radial und dariiberhinaus im klassischen
Sinne fouriertransformierbar. Nach Stein & Weiss [40], Theorem 3.3 in IV, S. 155, sind
die Fouriertransformierten qAﬁl,(H 1) = ¢u(+) der Funktionen ¢, (x) = ¢,(||x||) radial und
berechnen sich bis auf einen gewissen positiven Faktor zu

duls) = [T e sz a(rs) dr
— /01(1 — T)yrd/2j(dJ_2)/2(TS) dr
= [0 (@) Sl dl

SJ.(d/?-I—u-I—l)/ (s — t)ytd/zj(de)/?(t) dt.

0

Dabei bezeichnet J, wie iiblich die Besselfunktion erster Art, deren Eigenschaften man
beispielsweise bei Abramowitz & Stegun [1] findet.

Mit unserem zentralen Satz 5.1 bleibt nun nur noch nachzuweisen, dafy die Integrale

/0 (s — t)”td/ZJ(du)/Q(t) dt

nichtnegativ sind. Nach Gasper [15] (Ungleichung (1.4), S.869, sowie Ungleichung (3.17),
S8M8, mit é =e=0,a0 =(d—2)/2,u =d/2,\ = (d+1)/2, v > 0) sind diese Integrale
fiir v > (d + 1)/2 sogar positiv. Der Fall v = (d 4 1)/2 wurde dabei erstmals von Fields
& Ismail [13] (Corollary 1.1, S.557) behandelt. O

Der obige Satz 5.2 unterstreicht die Tragweite unseres Satzes 5.1 nochmals mit Nach-
druck und zeigt, dal die Behandlung des Begriffes der bedingten positiven Definitheit
in Abhéngigkeit von der Raumdimension d hier von entscheidender Bedeutung ist. Man
beachte, dafl von keiner der Funktionen ), aus dem obigen Satz 5.2 die positive Definit-
heit mit dem Satz 3.5 von Micchelli nachgewiesen werden kann. Denn schliefilich miiiten
dann die Funktionen ¢, (f) = (1 — \/f)”_l_ auf (0,00) vollstandig monoton sein. Da diese
aber ebenso kompakten Tréger besitzen, steht dies im Widerspruch zu dem Satz 3.3 von
Bernstein. Radiale Funktionen mit kompaktem Triger kénnen somit nur auf Rédumen R?
unter Einschrdnkung der Raumdimension d als positiv definit erkannt werden.

Fir weitere Forschungsaktivitaten auf dem Gebiet der multivariaten Interpolation mit
radialen Basisfunktionen wird man nun eine B-Spline-artige Theorie anstreben, bei der
man nur noch positiv definite radiale Funktionen mit kompaktem Trager verwendet. Diese
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Vorgehensweise wiirde einige der in der Finleitung aufgefithrten Probleme, wie z. B. Kon-
ditionsabschatzungen der Interpolationsmatrizen sowie effiziente Auswertung der Inter-
polanten bzw. Implementierbarkeit wesentlich entscharfen. Grundlegend fiir eine solche
Theorie wire dann die Frage, ob man nach dem Vorbild der B-Splines durch iterierte
Faltungen glattere radiale Funktionen erhélt, ohne dabei die Figenschaft der positiven
Definitheit zu verlieren. Aus dem Hauptsatz 5.1 ergibt sich eine weitere Folgerung, die
uns in dieser Hinsicht beruhigen wird.

Folgerung 5.1: Die Funktionen f,g € Li(R?) mégen beide die Voraussetzung 4.2 aus
Abschnitt 4.5 erfillen. Falls f und g beide positiv definit auf R? sind und das Faltungs-
produkt h = f * g nicht identisch verschwindet, dann ist h positiv definit auf R

Beweis: Nach Bemerkung 3.1 sind f und ¢ beschrdnkt und definieren daher regulire
Distributionen [f] und [¢] auf dem Schwartzschen Raum S. Da f und g auflerdem beide
in L;(RY) liegen, ist das Faltungsprodukt h = f * g ebenfalls beschrinkt. Denn wegen

|h(e)| = |(f * g)(x)] =

/Rdf(wg(x - y)dy‘ < ¢(0) /R | (y)l dy

gilt: |h(z)] < g(0)]|f||lz,. Somit definiert f * g ebenso eine reguldre Distribution [f * g]
auf §. Weiterhin existieren die Fouriertransformierten f und ¢ dieser beiden Funktionen
im gewohnlichen Sinne.

Nun folgt

Frglier) = [ (Frg) () (vea7) (e)da

= @ [ J@)ie)li) d

fiir alle Funktionen v € S.

Wegen Satz 4.4 sind f und § nichtnegativ auf R¢. Da das Faltungsprodukt f * g nicht
identisch verschwindet, gibt es eine offene Menge U C R?, auf der die Funktion h = f - §
positiv ist. Mit Satz 5.1 folgt nun, daB & positiv definit auf R< ist. O

5.3 Anwendung auf radiale Basisfunktionen

Wir haben bereits in der Einleitung die Gestalt aller radialen Basisfunktion angegeben,
die bisher untersucht wurden. In Abschnitt 4.4 wurden deren verallgemeinerte Fourier-
transformierte aufgelistet.

Wir iiberzeugen uns mit Beobachtung 4.1 davon, daf} simtliche aufgefiithrten radialen
Basisfunktionen # die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5 erfiillen, und dafl deren ver-
allgemeinerten Fouriertransformierten ¢ dariiberhinaus positiv sind. Wir geben nun zu
jeder Funktion 1 (eine Abschatzung fiir) die Zahl s € Ny, die sich mit Voraussetzung 4.2
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ergibt, an und bestdtigen mit Satz 5.1 in der folgenden Tabelle die (minimale) Ordnung
m der bedingten positiven Definitheit auf R? der einzelnen radialen Basisfunktionen, die
bereits in Abschnitt 3.2 auftauchen.

radiale Basisfunktion sENy|meN
polynomials () = (=) |z s>v |m>v/2
thin plate splines V(x) = (=) z||* log ||| s>2k|m>k
Gaussians () = eLoll=llP’ s = m >0
Multiquadrics () = (=) (e + ||| )y/z s>v |m>v/2
inverse Multiquadrics () = (¢* + ||z )y/z s = m >0
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6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen
Basisfunktionen

Wir konstruieren in diesem Paragraphen einen Funktionenraum Fy, der fiir Interpo-
lationsaufgaben mit einer Funktion ¢ € bpd(m,d) im folgenden Sinne natiirlich ist: Wir
verlangen fiir einen festen Punkt » € R? die Stetigkeit des Fehlerfunktionals

e Fy — R, z— (f —sy)(x) fery
auf dem Funktionenraum F,, um Fehlerabschatzungen der Form

|[F(2) = sy(@)| < |[fll7, - Pu(z) (6.1)

bei der Punktauswertung in @ anzugeben. Die Gestalt der Interpolanten s, sowie die Art
der Datenvorgabe ist so allgemein wie moglich gehalten, umfafit aber selbstverstandlich
den Fall der in Paragraph 2 vorgestellten Interpolation auf einer endlichen Datenmenge.

Dabei werden wir ebenso die Reproduktion von Polynomen aus PZ erreichen, indem wir

die Forderung
e(Py,) = {0}.

erheben. Das Fehlerfunktional besitzt somit die gleiche ,,Orthogonalitétsrelation® wie die
guten Funktionen aus S;-. Wie wir diesen Begriff der , Orthogonalitit* verstehen, ergibt
sich aus der folgenden Topologisierung und Vervollstandigung des ,richtigen® Dualraumes
und dem zugehérigen Raum der Fouriertransformierten.

6.1 Topologisierung der Riume S und SAé

Wir wollen die linearen Riume St und gg jeweils mit einem Skalarprodukt versehen.
Wenn man beriicksichtigt, in welchem Zusammenhang diese Rdume in Abschnitt 4.2 de-
finiert wurden, so ist offensichtlich, wie wir nun vorgehen werden.

Wir betrachten eine Funktion ¢ : R — R und nehmen an, daf diese mit ihrer verall-
gemeinerten Fouriertransformierten ¢ die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5 erfiille.
Weiterhin nehmen wir an, daf ¢» bedingt positiv definit der Ordnung m auf R? mit ei-
nem gewissenen m € Ny sei. Dann wissen wir bereits mit Satz 4.4, daff ¢ auf R\ {0}
nichtnegativ ist. Wir verschérfen dies mit der

Voraussetzung 6.1: ¢(w) > 0 fir alle w e R?\ {0}.

Alle in der Einleitung angegebenen radialen Basisfunktionen erfiillen die Voraussetzungen

4.2 und 6.1.

Fiir den gesamten Paragraphen sei das Funktionenpaar 1, ¢ mit den genannten Eigen-
schaften fest und moge die Voraussetzungen 4.2 und 6.1 erfiillen.

Unter der Voraussetzung 6.1 ist mit

(B.7)y =[)B*v")  B,y€ES,
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ein Skalarprodukt auf dem Raum S} gegeben, so daB St mit der induzierten Norm
|-l = (- -)11/2 ein Pra-Hilbertraum ist. Der Nachweis der Skalarprodukteigenschaften
folgt unmittelbar aus den vorliegenden Definitionen.

Wir versehen nun den Raum gg mit dem Skalarprodukt
(B e 1= (2m) (0, B2 Ay = )M FIN(B-3) = [0)(B*7) = (B7), (62)
und der Norm || - ||, := (-, -);/2, so daf} folgender Satz gilt:

Satz 6.1: Der Raum (Sﬂ%b, || - ||¢) ist ein Prd-Hilbertraum und wird vermdge der Fourier-

transformation isometrisch isomorph auf (57%7 Il - ||w) abgebildet.

Beweis: Der Nachweis der Skalarprodukteigenschaft folgt unmittelbar aus den einzelnen
Definitionen. Die Isometrieaussage ist mit der distributionellen Parsevalschen Gleichung,
die ebenso in (6.2) verwendet wurde, trivial. O

Wir werden im folgenden die Struktur des Raumes S aufgrund derer von gg erkennen
und umgekehrt. Ergebnisse, die wir dabei beziiglich des Raumes St erzielen, gelten wegen

des obigen Satzes 6.1 ebenso fiir gg

Wir zeigen nun, dafl der Raum (Sﬂ%b, || - ||¢) nicht vollstandig ist. Dazu betrachten wir
eine Folge von Linearkombinationen der Gestalt

@) =3 e (@)

i=1

mit den ¢, -erzeugenden guten Funktionen

d/2
%(fm])(:z:) = etrllelall (ﬁ) / ;
n

wobei die Punktmenge X := {xy,...,2x5} C R? und die reellen Zahlen ¢y, ..., cy in der
iiblichen Relation zueinander stehen:

N
>l =0 Ip| < m.

Wir wissen bereits, daf jede Funktion der Folge {7}, nach Satz 4.2 im Raum S liegt.
Diese Folge ist eine Cauchyfolge in (Sﬂ%b, || - ||¢), denn es gilt:

~ 2
771@

v = vllZ =
‘2

= ot | d@(w)\%(w) — ()| deo

— (2n) J_d/

2
T
J_||w|| /(4k) J_zx w Zc eJ_||w|| /(4n) eJ_zxjw dow
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2

N
iwTw wl|? wlI2 /(4n
- (gﬂ)u/w@(w) S et (M) _ HIP /) | g

2

N
— (27)4 / (@) S gt (MR P ) g
R

N
= [ ol et et g,

— 2. (2n) Ld/

+ (24 /R

1 1
Ll Gt ) g

Z J_m’ w

e tllel? /@) g

Unter Anwendung des Satzes der majorisierenden Konvergenz auf die letzteren drei Inte-
grale erkennen wir die Giiltigkeit von

N 2

Z 4J_m’w

Jim = ll} = 2o [ e

— 2. (2n) Ld/

= 0

N

Z J_m’ w

und somit die Richtigkeit unserer obigen Behauptung, dafi {~,},en eine Cauchyfolge im
Raum St darstellt. Wegen

N
Hm flyally = Y enb(z; — ax)
7,k=1

besitzt die Folge {, }nen keinen Grenzwert in S und somit sind die Raume S und gg
nicht vollstandig.

Wir wollen nun den Abschlufl der Raume (Sﬂ%b, || - ||¢) und (5%7 || - ||w) ermitteln. Dabei

wird der folgende Satz aus der Analysis hilfreich sein, der beispielsweise im Buch [42] von
Walter zu finden ist und dort als ,Dichtesatz“ bezeichnet wird.

Satz 6.2: Es sei B C R? eine offene Menge. Dann ist die Menge C5°(B) dicht im Raum
LP(B), d. h. zu 0 € LP(B) gibt es, wenn man € > 0 vorgibt, eine Funktion 4 € C5°(B)
mit || — || < €. O

Wir betrachten nun den gewichteten L?-Raum

L2 = {ﬁ R — R‘l /Rd a(w)Pe(w) dw < oo}/ ~
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mit der Aquivalenzrelation ~, definiert durch @ ~ ¢ :<= @ = ¢ fast iiberall.
,CZ ist mit dem Skalarprodukt

(i,0), = [ i(w)l)p(w) do

ein Hilbertraum (siehe [20], [45]). Unter Verwendung des Spezialfalles p = 2, B = R? des
obigen Satzes 6.2 zeigen wir nun, dafl (Sﬂ%b, || - ||w) dicht in (,CZ, || - ||w) liegt.

Satz 6.3: S. = L.

Beweis: Offensichtlich gilt g% C ,Ci. Nehmen wir an, daf @ eine beliebige Funktion aus
L2 sei. Dann liegt die Funktion @, = @/ in L*(R%). Mit dem obigen Satz 6.2 gibt es
zu jedem € > 0 eine Funktion 42 € D mit ||ty — 42|[zz < €/3. Somit gilt fiir die Funktion
Yo 1= Y2/ \/p € L7 die Abschitzung ||t — A,|l, < ¢/3. Da der Trager dieser stetigen
Funktion 4, kompakt ist, gibt es eine Funktion 4p € D mit |3, — 4pll, < €/3. Nutzt
man schlielich die Tatsache, dafl die Menge

Dy := {’}ED‘Ogésupp’y}Cg%

beziiglich || - ||, dicht in D liegt, so erkennt man, dal es eine Funktion 4 € g% gibt mit
IAp — ¥l < €/3. Insgesamt folgt

o +

||ﬁ_:7||wS i — ’AVw_’AVDHw‘F ’AVD_’AV||<@<6

und somit die Behauptung dieses Satzes. 4

Nun haben wir zu erkléren, wie wir den Abschluff von S aufzufassen haben.

Wir wissen bereits mit Satz 6.1, daff die beiden Pri-Hilbertraume S und gg vermége der
klassischen Fouriertransformation isometrisch isomorph aufeinander abgebildet werden.
Nach Satz 6.3 liegt S dicht im gewichteten L?*-Raum L?. Somit 1dt sich der stetige

und lineare Operator der klassischen inversen Fouriertransformation, der auf gg definiert
ist, stetig auf ,CZ fortsetzen. Mit dieser Fortsetzung erhalten wir auf kanonische Art und

Weise den Abschlufl von St.

Wir wollen dazu erlautern, wie wir die Fortsetzung der klassischen inversen Fouriertrans-
formation verstehen: Sei @ eine beliebige Funktion aus £2. Dann gibt es eine Folge

{ﬁyn}nEN aus gg mlt

|w:0-

i i3,

Nun kénnen wir die Operation der inversen Fouriertransformation I F auf ,CZ geeignet be-

schreiben. SchlieBlich konvergiert die Folge {4, }, o, in gg . Wegen der Isometrie zwischen

JE—

1
S
1
m

S

und S, konvergiert ebenso die Folge {7,},cy der inversen Fouriertransformierten in

. Das Grenzelement aus dem Abschlufl von S entspricht dem Bild der fortgesetzten
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inversen Fouriertransformation /F' angewandt aut @. Naheliegenderweise bezeichnen wir
dieses Grenzelement mit v = [ F'u. Offensichtlich gilt die Isometrieeigenschaft

~

In

U

[ully = Hm flynlly = Tim [|5a]l, =

n—oo n—oo i

Nun 1éBt sich der Abschluf} des Raumes St als diejenige Menge auffassen, die aus den
inversen Fouriertransformierten des gewichteten L*-Raumes L2 besteht:

St={u=1rijuer}.

Wir erhalten insgesamt den folgenden

Satz 6.4: Der Hilbertraum (,CZ, Il - ||w) = <‘§%7 || - ||w) ist vermdoge der inversen Fourier-

transformation 1 F isometrisch isomorph zu (g, || - ||¢) O

Eine ahnliche Vorgehensweise wie hier findet man tibrigens im Buch [40] von Stein &
Weiss, wo die klassische Fouriertransformation auf den Hilbertraum L? erweitert wird.
Die dortigen Uberlegungen werden in einem entsprechenden Satz zusammengefafit, der in
der Fourieranalysis als Theorem von Plancherel gelaufig ist.

Mit unseren obigen Ergebnissen folgt nun, dal Punktauswertungsfunktionale der Form

N

o =6 — Y uj(x)bs, (6.3)

i=1
im Raum S und deren distributionelle Fouriertransformierte

N
é$(w) — eJ_iacTw o Z uj(x)eJ_iachw

i=1

im Raum gg liegen, falls die Funktionen u; : R — R (1 < j < N) Polynome aus P%
reproduzieren, so dafl ¢, auf P? verschwindet:

p(x) => uj(a)p(x;) fiir alle p € P,

N
i=1

Nach Wu & Schaback [44] besitzt e, die typische Gestalt eines Fehlerfunktionals fiir den

Fall der Interpolation auf einer endlichen Datenmenge X mit einer radialen Basisfunktion

Y € bpd(m, d).

Dariiberhinaus folgt mit ||e;||ly = ||é:]|, die Giiltigkeit von
N N N
leall = #(0) = > wj(a)ib(a; — a) = Y un(@)y (e —ap) + Y v(aj — k)
7=1 k=1 J,k=1

2
T g
eJ_m’ w o Z uj(x)eJ_m’J w dw

J=1

= @nM [ )

A

2
€z

@
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wie wir bereits mit (5.3) in allgemeinerer Form bemerkt haben, ohne dabei die obige
[sometrieeigenschaft zu ergriinden.

6.2 Die Funktionenrdume F; und F(Fy)

Wir wollen nun endlich den Funktionenraum ¥, mit den geforderten Eigenschaften ange-
ben und topologisieren. Wir werden F als Dualraum von S} vorstellen, dessen Struktur
wir bereits im vorigen Abschnitt studiert haben.

Dabei verwenden wir teilweise Ideen von Madych & Nelson [27], halten uns aber nicht
an spezielle Datenvorgaben und erhalten dadurch wesentlich allgemeinere Resultate. Im
Gegensatz zu Madych & Nelson behandeln wir ebenso den Raum F(F,) der distribu-
tionellen Fouriertransformierten von F,. Wir leiten niitzliche Beziehungen zwischen den
Funktionenraumen F, und F(F,) und deren Dualriumen St und gg her, die uns helfen
werden, den Funktionenraum F, zu charakterisieren.

Wir werden dabei aufzeigen, dafl der Fall der Interpolation von endlich vielen chaotisch
verteilten Daten, wie in Paragraph 2 behandelt, in unser Schema pafit. Wir erinnern
uns, daf} wir eine Fehlerabschatzung der Form (2.5) bzw. (6.1) anstreben, die mit dem
Fehlerfunktional €, der obigen Form (6.3) idealerweise folgende Gestalt annimmt:

le(N)] = [£() = D ui(@) f ;)] < 1 fllz, - lleallo- (6.4)

J=1

Weiterhin fordern wir ¢,(P%) = {0}. Unmittelbar aus der Giiltigkeit dieser Abschéitzung
folgt bereits per definitionem die Stetigkeit des Fehlerfunktionals ¢, auf dem Raum F.

Wir bemerken, dafl sich die Wirkung des Fehlerfunktionals €, auf eine Funktion f ebenso
mit

() = (&) = xs(e)
schreiben 148t als Anwendung eines linearen Funktionals y;: St — R auf e,.

Dabei wurde die Definition

(A7) = lim [fl(v.)  fiivalle y = lim 7, € S (6.5)

mit einer entsprechenden Folge {7, }.en aus S;- verwendet und deren Wohldefiniertheit
unterstellt.

Da wir den gréfftmoglichen Funktionenraum suchen, auf dem das Fehlerfunktional stetig
bzw. (6.5) definiert ist, lassen wir in Fy alle Funktionen zu, die dafiir in Frage kommen,
und dariiberhinaus Punktauswertungen zulassen:

Fy e {f € O(RY

[f1€ S |[f1()] < Csllv|ly fiir alle y € SE mit einem O € R>0}.
Den Raum der distributionellen Fouriertransformierten aus F, schreiben wir zunachst als

FFE) = {rn|re s}
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Fiir alle f € Fy sind die linearen Abbildungen y; : SL - Rund Xrpy) - SE — R, definiert
durch

Lrn(3) = o) Ef)(5) firalle 4 € S2,

wohldefiniert und wegen der Giiltigkeit von

s = 1AM Crllvlle fiir alle v € S
= (20)M(F[f)(5) fiir alle § € SE

auch beschrankt. Wir wollen nun die Normen von x; und X[ berechnen.

<y

Xri(7) Yo
Nach dem Satz von Fischer-Riesz existieren zu jedem f € Fy und F[f] € F(Fy) eindeutig
bestimmte v; € St und {r(;] € gg mit

Xr(v) = (e fiir alle v € S
(6.6)

A

Xrn(y) = ey A)e fiir alle 4 € Sy
Wir stellen zu gegebenem f € F,, und dessen distributioneller Fouriertransformierter F/[f]
mit

(v, v = [F1(7) = o) F 1) = Grr Ao = (Ve 7w

folgende Beziehung zwischen deren Reprasentanten vy und Ag(s her:

Ve =F = Ar = YFLA-

Wegen der Giiltigkeit von

Xr(ve) = eve)e = vslle - 1velle

~ ~

XFr) = Grps Arr)e =

Arialle - et lle

besitzen y; und Xpys die gleiche Norm ||v¢]lw = ||[Aralle-

Fir alle f € Fy baw. F[f] € F(F,) gelten somit die scharfen Abschétzungen
AT < hlle - Ik fiir alle y € S

(27) 4 FIf)(5) . firalled e S,

IA

Arinlle - 117

Durch die Anwendung des Satzes von Fischer-Riesz in (6.6) ist bereits ein natiirlicher

Zusammenhang zwischen den Riumen F,, und SL sowie F'(F,) und ﬁ hergestellt. Wir
wollen die beiden linearen Abbildungen, die durch die Anwendung des Satzes von Fischer-
Riesz geliefert werden, benennen:

A:F, — St Ap: F(F,) — Sk
foe A =7y FIfT = Ap(EF[f]) = Yri-
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Nun ist es naheliegend, die beiden Funktionenrdume F, und F(Fy,) wie folgt mit den
Semiskalarprodukten

(f,9)7, = (A, A9))e = (v 7)w
(FUf] FlgD ey = (Ap(FLf]), Ar(F9])e = (Bris Yri)e = (1779w

sowie Seminormen
1/2 1/2
I llzy = GoXE ey = (i

auszustatten, so dafl folgende Isometrieeigenschaft besteht:
(fs9)7, = (FUf], Flgl)re,).

Wir bestimmen die Kerne dieser beiden Bilinearformen explizit mit

Satz 6.5: Es gilt:

ker A = P¢

m

ker Ap = F(P).

Beweis: Offensichtlich gilt
F(ker A) = ker Ap,
und daher reicht es, die erste Aussage nachzuweisen.

Trivialerweise gilt P% C ker A, denn fiir jedes Polynom p € P2 folgt:

0=[p)(7) = (1) = (1pr7)e v alle y € S3

und somit v, = 0.

Sei umgekehrt vy = 0. Dann gilt:

1) =xs(1) = (37.7)s =0 fir alle y € S7.. (6.7)
Sei nun X = {z1,...,2¢9} ein P -unisolventer Punktsatz im R¢ mit Q = (mi}"'d). Dann
gibt es eine Lagrange-Basis (1, ..., (g von P¢ mit
Q
p(x) = {i(x)p(z;) firallep € P,
7=1

Insbesondere liegt fiir # € R? das Funktional

1 = 8= 3o (e, (63)
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im Raum S%. Setzt man 4*) in (6.7) ein, so erhilt man

Q
0= (75,7 = [AI(V) = flz) = D 6(x) ;)

und daraus folgt

Nun erkennt man, daf§ f mit einem Polynom aus P¢ iibereinstimmt. O
Wir kénnen sofort folgenden Satz anschlieflen:

Satz 6.6: Der Raum (.7:11,/77%, || - ||]:¢) ist ein Prd-Hilbertraum und wird vermdge der
Fouriertransformation F' auf (F(flp)/F(Pffb), Il - ||F(].‘w)) isometrisch isomorph abgebildet.

4

Wir suchen eine explizitere Gestalt der Funktionenrdume Fy, und F(Fy). Bisher wissen
wir lediglich aus dem Beweis von Satz 6.5, daf§ der Polynomraum P¢ im Funktionenraum
Fy enthalten ist. Wir wollen nun typische Funktionen aus Fy, bzw. F'(F,) angeben, die
fiir unsere weiteren Untersuchungen dieser Rdume von grofler Bedeutung sein werden.
Dazu betrachten wir zundchst Funktionen der Gestalt

fo(w) := (4 x 3) ()
mit einem beliebigen 3 € S-. Wegen der Abschétzung

LFal ()] = 110+ Bl = P18+ ) = 1(8,7) | < M8l - 171l (6.9)

die fiir alle 3,7 € S giiltig ist, erkennen wir sofort, daff die Funktion fs per definitionem
im Funktionenraum Fy, liegt. Dementsprechend sind sdémtliche Distributionen der Gestalt

Flfs] = Fl+ 8] = F[¢]- 3 (6.10)

mit 3 € g% in dem Distributionenraum F'(Fy) enthalten.

Betrachtet man die Abschitzung (6.9) erneut, so bemerkt man, dafl diese sich ebenso auf
den Abschluff S von ST fortsetzen 1aBt. SchlieBlich gibt es zu jedem 8 € Si eine Folge
{671}7161\1 aus 87# mit

Jim 18l = {181 -

Dadurch ist das Faltungsprodukt

fo=vxBi= lim v,
ebenso fiir alle 3 € SL wohldefiniert und die Funktionen fs liegen wegen (6.9) im Funk-
tionenraum F,. Genauso erweitert man die Menge der Distributionen in (6.10), so daf}
folgender Satz gilt:
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Satz 6.7: Es gilt:
PLo@® {v+p|peStyc A (6.11)

N

PP @ {Flel- 5|5 e St c FF). (612

Beweis: Da die beiden obigen Aussagen zueinander korrespondieren, reicht es eine zu
zeigen. Wir weisen ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Giiltigkeit von (6.11) nach:

Wie wir bereits erwihnten, gilt die Inklusion P% C F trivialerweise mit dem Beweis von
Satz 6.5. Daf} die Menge der Funktionen fz =+ mit g € Q in F, enthalten ist, folgt
aus unseren Uberlegungen unmittelbar vor der Formulierung dieses Satzes. Desweiteren
erhalten wir wegen

(B:7)y = [ % Bl(7) = xums (V) = (), fiirvalle y € S7

die wichtige Aussage
B = s = M ¥ 3) fiir alle 3 € SZL. (6.13)

Wir haben nur noch nachzuweisen, daff die Summe der beiden Raume in (6.11) direkt
ist. Dazu nehmen wir an, daf§ die Funktion f in P2 liege und gleichzeitig die Darstellung
f =1 *~; mit v; € St besitze. Dann folgt aber

0=Ifllz, = I¥*vsll=, = llsllw

und somit v5 = 0. Der Schnitt der beiden Raume besteht nur aus der Nullfunktion. O

Bei der Beschreibung typischer Funktionen aus F, haben wir im Hinblick auf den obigen
Satz 6.7 bewult den Ansatz fg = 1 * 3 verwendet. Nun kénnen wir ndmlich einsehen,
daf} ebenso die Funktionen
gs(2) == (1), 8)y

mit einer Linearkombination 7(#) an Punktauswertungsfunktionalen der Form (6.8) sowie
einem $ € St in unserem Funktionenraum Fy liegen. Denn schliefllich stimmt gg bis
auf Polynome aus P¢ mit der Funktion fs iiberein, wie aus der folgenden Rechnung
hervorgeht.

Q
gs(x) = (Y9, 8)y = W] * 87) = [ ¢ BI(v)) = [v * ] (&: - Z:@(l‘)%)

= (V=) () = D Li(@) (¥ B) (2;) = folx) = D_Li(@) (% B) ().

J=1 J=1

Mit Satz 6.7 haben wir zwei umfangreiche Mengen beschrieben, die in Fy, baw. F(Fy)
liegen. Wir schreiben jedes Element f der direkten Summe in (6.11) gelegentlich als

f:fﬁ—l_pfv mitﬂegvpfepi‘ (614)
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Da diese Zerlegung eindeutig ist, ist die Projektion von f auf den Polynomraum P¢
wohldefiniert. Eine entsprechende Darstellung hat man fiir die Elemente der direkten
Summe in (6.12) vorliegen.

Wir geben nun die jeweiligen Normen dieser Elemente an mit der folgenden zusammen-
fassenden

Bemerkung 6.1: Fir alle 3 € SL und p € PL gilt:
prfrpeFy mit ([ S+ pllr, =5

FI]- B+ Flp) € F(Fy) mit  |[F[Y]- 3+ Fiplllp,) = 13-

Beweis: Die Inklusionsrelationen ergeben sich unmittelbar aus Satz 6.7. Die Berechnung
Seminorm ist beispielsweise fiir die erste Aussage unter Verwendung der Definition und
mit Satz 6.5 sowie (6.13) trivial. O

Wir betrachten nun die linearen Abbildungen
A Fy/Pt — ST
Re: F(F)IFPL) — S

die als entsprechende Einschrénkungen von A sowie Ap aufzufassen sind.

Wir wissen bereits mit Satz 6.5, daB A und Ay injektiv sind. Erstaunlicherweise ergibt sich
aus den obigen Uberlegungen sofort die Tatsache, dafl diese beiden linearen Abbildungen
ebenso surjektiv sind:

Denn fiir ein beliebiges 3 aus S folgt mit f3 =4 * 8 € Fy /P2 bereits aus (6.13)

A(fs) = Afs) = A * B) = yyup = B8

und somit die Surjektivitit von A. Die Surjektivitit von Ay weist man auf analoge Art
und Weise nach.

Wir kénnen nun die Umkehrabbildungen von A und Ap explizit angeben:

Satz 6.8: Die linearen Abbildungen

AMVSL S FyPE B o= feg=1xp
AR iS5 — F(F)/IF(PL) B Pl
sind die Umkehrabbildungen zu A bzw. Ap. O

Nun haben wir die Struktur der Funktionenrdume F, bzw. F'(F,) hinreichend ergriindet
und insgesamt folgt der
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Satz 6.9: Der Raum (.7:11,/77%, Il - ||]:¢) ist ein Hilbertraum und wird vermdége der Fourier-

transformation F isometrisch isomorph auf den Raum (F(flp)/F(Pffb), Il - HF(%)) abge-
bildet. O

Daraus ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 6.1: Der Funktionenraum (.7:11,/73%, || - ||]:¢) ist vermége F o A isometrisch

isomorph zu dem gewichteten L*-Raum ,CZ. g

Wir veranschaulichen die Situation mit dem folgenden Diagramm.

A _
(FurPi - ll,) (S50 1)
FIF FIF
/K —
(FEFEDFPL. N ez, = (SE-1e) = (220-1.)
F

Offensichtlich kommutiert das obige Diagramm, so dafl wir sofort die folgende Bemerkung
formulieren kénnen.

Bemerkung 6.2:
F = ApoF oAt
= A oFoA
IF = AolFoA#

IF = Al'olFoAr

O
Wir geben die Gestalt der Funktionenrdume nun explizit an mit
Satz 6.10:
Fy = {@b*ﬂirp‘ﬁeg,peﬂi} (6.15)
F(F) = {FW)-3+ Pl |BeShpe i), (6.16)
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Wir haben bereits in Paragraph 2 behauptet, dafl wir mit F, einen Funktionenraum
konstruieren, der u. a. den Raum (S¢, || - H@w) von Wu & Schaback [44] umfafit.

Dies kénnen wir leicht nachweisen: Nehmen wir an, dafl f eine fouriertransformierbare
Funktion sei, die der strikten Bedingung [|f|lz, < oo geniige. Da fiir alle v € S, die
Ungleichung

1) = = (2m)™

At de

[ i@ ds] < 171, -

e = 111z, - lIvlk

erfiillt ist, liegt f per definitionem in unserem Raum Fy,. Da wir f als fouriertransfor-
mierbar vorausgesetzt hatten, ergeben sich mit (6.15) bzw. (6.16) die Darstellungen

f= vxy
PII=1] = FI1-4r,
so daf} wir mit der letzteren weiter folgern kénnen:

1z, = e, =

Aille = 1f 15, -

Diese Tatsache zeigt, dafi der Raum (&p, || - H@w) von Wu & Schaback [44] sogar norm-

isometrisch in unseren Raum (va || - ||]:¢) eingebettet ist.

Wie wir bereits wissen, ist unser Raum reicher an Funktionen, da dieser beispielsweise
den Polynomraum P?¢ umfaBt. Wir kénnen jedoch nicht erwarten, daf Polynome mit
beliebig hohem Grad in Fy liegen. Wir bestatigen dies mit dem folgenden

Satz 6.11: Fir ¢ € N& mit |q| > d/2 + m liegen die Monome % nicht im Raum Fy.

Beweis: Man betrachte das Monom x? mit ¢ € Ni. Falls 27 in Fy, liegt, so ist notwendi-
gerweise die Bedingung

[ ()] < Caallylly fiir alle y € S5

erfilllt. Aquivalent dazu ist die Giiltigkeit von

. firalled € SL. (6.17)

()] | < Curld

Wir beabsichtigen, in diese Ungleichung die Funktionen

d/4
8(w) = wietnllelP/2 (E) /

s

einzusetzen, die wir bereits in Unterabschnitt 4.3.2 betrachtet haben. Dort bemerkten
wir, daf} saémtliche dieser Funktionen fiir |¢| > m in S1 liegen. Mit Folgerung 4.1 schliefen

wir, daf}
A o 4/4
D5l oy = )

s
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fiir alle n € N gilt. Die Normquadrate der einzelnen Funktionen berechnen sich zu

= (2m)™ / (w) el (E)M dw
0 a ¥ :

s

Yn

Mit n — oo fithrt das zu einer Auswertung der Funktion ¢(w)w?® an der Stelle Null.
Wegen der Voraussetzung 4.2 strebt die rechte Seite von (6.17) mit n — oo gegen Null, falls
2|¢q| > s+d. Hinreichend dafiir ist mit Satz 4.5 aber die gestellte Bedingung |¢| > d/2+m.
Mit der Tatsache, dal die linke Seite von (6.17) unter diesen Umstanden fiir n — oo
divergiert, erhalten wir die Behauptung dieses Satzes. 4

6.3 Interpolation auf einer endlichen Datenmenge

In diesem Paragraphen haben wir eine Hilbertraumtheorie vorgestellt, die auf Interpolati-
onsaufgaben mit einer radialen Basisfunktion ¢ € bpd(m,d) anwendbar ist. Dabei haben
wir stets die Allgemeinheit unserer Untersuchungen betont und geben endlich an, wie hier
die Interpolationsaufgabe aus Paragraph 2 auf natiirliche Art und Weise verallgemeinert
behandelt wurde:

Sei f =1 *v5 4 ps € Fy eine Funktion gemifl Darstellung (6.14), die Werte f(z;) € R
liefere , wobei die Punkte z; in einer nicht niher spezifizierten Menge X C R? liegen. Wir
wollen die Interpolationsaufgabe

sy(e;) = flz;) 2;€X

mit einer Ansatzfunktion der Form

sy(x) = (¥ *7s) (x) + ps(x) € Fy

16sen. Dabei ist p, € P2 ein Polynom und ~, € St.

Falls wir bei der Bestimmung der Interpolante keine weiteren Finschrankungen treffen, so
haben wir bereits mit 75 = vy und p, = py eine Lésung gefunden, mit der die Funktion f
reproduziert wird.

Die Behandlung eines solchen Falles ist somit witzlos. Daher trifft man gewisse Ein-
schrankungen an die Gestalt von v, € SI, die aber dennoch die Existenz einer Inter-
polante und deren Eindeutigkeit zusichern. In diesem Fall liegt dasjenige Funktional
€+ Fy — R, das mit €,(f) = f(x) — sy(x) den Interpolationsfehler der zugrundeliegende
Methode in einem Punkt € R?\ X bestimmt, wegen ¢,(P%) = {0} im Raum SL. Unter
diesen Umstéanden folgt die Stetigkeit des Fehlerfunktionals ¢, auf dem Raum F, und wir
erhalten eine Fehlerabschidtzung, iiber dessen Gestalt der folgende Satz Auskunft gibt:

Satz 6.12: Sei ¢, € SL und f € Fy. Dann gilt die Abschitzung

() < N Fllz, - Nlealls
mit Gleichheit fir die Funktionen

foy) = (¥ x ) (y) + pr.(y) € Fy.
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Beweis: Fiir eine beliebige Funktion f =1 * v, 4+ py € Fy gilt:
le(H)l = Ixslea)l = [0 ex)ul < Mlvsllo - lleally = 11Fllz, - lleally-
Mit f, = * ¢, + py, folgt

€ (N] = s 2)u| = lleallu - leally = NI Fall, - lleallw-
4

Wir wollen unsere Uberlegungen nun auf den Fall der Interpolation auf einer endlichen
Punktmenge X := {z1,..., 2y} C R? mit einer Interpolante

Sipe, X = ¢ * Ve, X —I'ps € Fd/

anwenden. Dabei gilt p, € P% und die Gestalt von 7. x € S% ist folgendermafien festge-
legt:

N
7c,X = ZC]‘&U].
j=1

Die zu interpolierenden Funktionswerte f(x1),..., f(xx) stammen von einer Funktion
f =Y *~;+ ps aus dem Funktionenraum F,. Wir wissen mit Satz 2.1, dal wir genau
eine Interpolante der Form s, . x finden, falls X einen P?-reguléren Punktesatz enthélt.
Unter diesen Umsténden liegt das Fehlerfunktional ¢, im Dualraum S und besitzt die
Gestalt
N
€= b= Y u(a)bs,

=1

o

mit reellwertigen Funktionen u;(z), ..., uyx(z), die Polynome aus P2 im folgenden Sinne
reproduzieren:
N
p(x) = uj(a)p(a;) fiir alle p € P2.
7=1

Wir wenden nun Satz 6.12 auf unseren Spezialfall an und erhalten die folgende Fehler-
abschatzung

leo(N)] = 1f(x) = spex (@) <N Sfllz, - leally = rlle - Poax ()

mit der Gitefunktion

Pl ux(x) = (0) =3 uj(a)i(e; — ) - kZ_: ur(@)ep(z — ) + ; wj(@)ur(@)ih(x; — k).

Die obige Fehlerabschatzung ist nach Satz 6.12 scharf mit Gleichheit fiir Funktionen der
Form

fo(y) = (W &) () +pr(y) =y —x) = D ui(w)d(y —x;) + pr(y) € Fy

N
i=1

mit py, € pgb
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Symbolverzeichnis

I| - |l euklidische Norm

deN Raumdimension

m € Ny Ordnung der bedingten positiven Definitheit

P vV-1¢eC

7/2 eindeutig bestimmte Nullstelle der cos-Funktion im Intervall [0, 2],

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445 . . .

5
e

D, q Multiindizes aus N2

p] prt .+ py fie p € Nj

p! pil ... pg! fiir p e NI

€; j-ter Einheitsvektor im R

@) Landau-Symbol

B, (z) {y eR?||lz -yl < oz} offene Kugel um = € R? mit Radius o > 0
|7 max{( € Z ||€ < r} grofite ganze Zahl unterhalb von r € R

[7] min{/ € Z ||€ > r} kleinste ganze Zahl oberhalb von r € R
supp f {:L' € R4 ‘ fla) # 0} Trager der Funktion f : R? — R

ker L Kern der linearen Abbildung L

f klassische Fouriertransformation der Funktion f, f(w) = /e“xT“’f(:L') dx
[f] regulare Distribution, erzeugt von der Funktion f

F distributionelle Fouriertransformation

IF distributionelle inverse Fouriertransformation

1) Diracsches é-Funktional, Punktauswertungsfunktional in Null
o 6(x — x¢) Punktauswertungsfunktional in xq

D Ableitungsoperator

. Faltungsoperator, (£ + g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy

vk Y Autokorrelation von ~
Funktionenklassen

bpd(m, d), bpsd(m,d) Klasse aller bedingt positiv (semi)definiten

stetigen Funktionen der Ordnung m auf R? S. 2

BPD(m,d), BPSD(m,d) Klasse aller bedingt positiv (semi)definiten
Distributionen der Ordnung m auf R? S. 13



Funktionenriaume

Pl span {:z;p ‘ r € RY pe NE mit |p| < m}

C>(RY) Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen

D {f € C=(RY |supp f C R? kompakt }

S Schwartzscher Raum S. 12
St {ves| a7 =0, [p| < m} S. 14
St {#|rest} S. 14
(SE 0 1) Vervollstandigung von S S. 40
(ﬁ, I- ||w) Vervollstindigung von 51 S. 39
(2.1 1l,) gewichteter L2-Raum S. 39
(Foll-lls,) {71 < 1, - Il fir alle 5 € SE} 541
(FFELI - Nemy) {FL0|5 e 7 5.1
(&l l5,) 8.7
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