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11 EinleitungDer Begri� radiale Basisfunktion ist inzwischen zu einem Schlagwort auf dem Gebiet dermultivariaten Interpolation und Approximation geworden. Bei den verwendeten Metho-den werden multivariate Funktionen durch Interpolanten approximiert, die Linearkom-binationen von Translaten der Gestalt  (x � xj) = �(kx � xjk) zu gegebenen Interpo-lationspunkten xj 2 Rd enthalten. Dabei bezeichnet k � k die euklidische Norm.In den letzten 20 Jahren wurden im wesentlichen f�unf Typen solcher radialer Basisfunk-tionen  : Rd! R studiert:polynomials  (x) = (�1)d�=2ekxk� � > 0; � =2 2Nthin plate splines  (x) = (�1)k+1kxk2k log kxk k 2 NGaussians  (x) = e��kxk2 � > 0Multiquadrics  (x) = (�1)d�=2e (c2 + kxk2)�=2 � > 0; � =2 2N; c 6= 0inverse Multiquadrics  (x) = (c2 + kxk2)�=2 �d < � < 0; � =2 2Z; c 6= 0:Erste Untersuchungen gingen dabei auf zwei dieser speziellen Funktionen zur�uck:Zum einen die thin plate splines �(r) = r2 log(r), Fundamentall�osungen der Platten-gleichung im R2, die erstmals Duchon [7], [8], [9] im Jahre 1976 zum Gegenstand seinerForschung machte, zum anderen dieMultiquadrics �(r) = �pr2 + c2, die f�unf Jahre zuvorvon Hardy [19] f�ur konkrete Approximationsaufgaben der Geophysik praktisch verwendetwurden.Im Verlauf des letzten Jahrzehnts wurden diese beiden Typen intensiver bei der Behand-lung multivariater Interpolationsaufgaben studiert. Franke [14] erkannte bereits zu Beginnder 80er Jahre, da� diese Funktionen beispielsweise wegen ihrer Approximationsg�ute undImplementierbarkeit f�ur solche Zwecke �au�erst geeignet sind. Aus diesen Gr�unden sinddie Methoden der multivariaten Interpolation und Approximation mit radialen Basisfunk-tionen inzwischen zu einem m�achtigen Werkzeug gereift, und die Forschung auf diesemGebiet ist entsprechend intensiv.Die untersuchten Interpolationsmethoden unterscheiden sich im wesentlichen durch zweiArten von Datenvorgaben:Der Fall der Interpolation von regelm�a�igenGitterdaten wurde beispielsweise in der Disser-tation [5] von Buhmann umfassend behandelt, der die Multiquadrics als Ansatzfunktionenverwendete. Einen �Uberblick �uber die Eigenarten solcher Datenvorgaben �ndet man indem Artikel [33] von Powell.Die Mehrheit aller Autoren geht allerdings von der Vorgabe endlich vieler, chaotisch ver-teilter Daten aus. F�ur die zugeh�origen Methoden hat sich der Begri� scattered data inter-polation durchgesetzt. Es gibt mittlerweile zahlreiche Publikationen auf diesem Gebiet.Eine umfangreichere Literaturliste �ndet man beispielsweise in [6], [24], [33].Obwohl die Menge der radialen Basisfunktionen �uberschaubar ist, ergeben sich aus derenInterpolationsprozessen eine Reihe von Problemen, die l�angst nicht ersch�opfend behandeltwerden konnten, wie z. B. Approximationsverhalten (siehe [25]) und Approximationsg�ute



2 1 Einleitung(siehe [11], [22], [27], [44]), Absch�atzungen f�ur die Konditionszahlen der Interpolations-matrizen (siehe [30], [31], [32], [35]), Methoden zur Pr�akonditionierung (siehe [10], [12]),Vergleiche zwischen Interpolationsmethoden (siehe [34]) etc. Der erst k�urzlich erschienene�Ubersichtsartikel [6] von Buhmann liefert Einblicke in ausgew�ahlte Problemstellungen die-ses Forschungsgebietes.Bei allgemeineren Beschreibungen von Approximationsmethoden mit radialen Basisfunk-tionen nutzt man typische Eigenschaften, die diese oben genannten Funktionen gemeinsamhaben:� Stetigkeit,� h�ochstens polynomiales Wachstum im Unendlichen,� (bedingte) positive De�nitheit.Wir werden in dieser Arbeit wichtige Ergebnisse erzielen, bei der die Eigenschaft der"Radialit�at\ nicht entscheidend sein wird. Wir lassen den Zusatz "radial\ ggf. fallen. Vonzentraler Bedeutung dagegen ist der Begri� der "bedingten positiven De�nitheit\, unddaher geben wir bereits jetzt dieDe�nition 1.1: Eine stetige Funktion f : Rd ! R hei�t bedingt positiv semide�nit derOrdnung m auf Rd, falls f�ur beliebige paarweise verschiedene Punkte x1; : : : ; xN 2 Rd undbeliebige reelle Zahlen c1; : : : ; cN mit der EigenschaftNXj=1 cjxpj = 0 jpj < m; p 2 Nd0die Ungleichung NXj;k=1 cjckf(xj � xk) � 0 (1.1)erf�ullt ist. Die Funktion f hei�t bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd, falls fbedingt positiv semide�nit der Ordnung m auf Rd ist, und Gleichheit in (1.1) genau dannvorliegt, falls c = (c1; : : : ; cN) = 0 gilt. Eine Funktion, die bedingt positiv (semi)de�nitder Ordnung 0 auf Rd ist, bezeichnen wir als positiv (semi)de�nit auf Rd.Wie aus der obigen De�nition ersichtlich, unterscheiden wir hier stets im Gegensatz zumanchen Autoren sehr sorgf�altig zwischen bedingter positiver De�nitheit und Semide�-nitheit. Dies ist bei den Interpolationsmethoden mit radialen Basisfunktionen auf endlichvielen chaotisch verteilten Daten von grundlegender Bedeutung, wie wir im folgendenParagraphen zeigen werden. Die dortigen Ausf�uhrungen kann man als Erg�anzung dieserEinleitung verstehen, da wir in einigen Punkten pr�aziser werden und gleichzeitig aufgewisse Probleme hinweisen, die wir bei unseren Untersuchungen stets im Auge behaltenwollen.Wir liefern schlie�lich in Paragraph 3 einen �Uberblick �uber die vorhandenen theoretischenUntersuchungen positiv und bedingt positiv (semi)de�niter Funktionen. Hierbei steht



3zweifellos der Satz von Bochner im Mittelpunkt, mit dem eine eindrucksvolle Charakteri-sierung gerader Funktionen, die auf R positiv semide�nit sind, gelungen ist. Ebenso wer-den wir das bekannte und vielzitierte hinreichende Kriterium von Micchelli [29] anf�uhren,mit dem man nachpr�uft, ob eine feste radiale Funktion bedingt positiv de�nit auf allenRd (d � 1) ist.Anschlie�end de�nieren wir in Paragraph 4 den Begri� der bedingt positiv de�niten Distri-bution und stellen in Paragraph 5 mit demHauptsatz dieser Dissertation einen grundlegen-den Zusammenhang zwischen regul�aren Distributionen und bedingt positiv semide�nitenFunktionen her. Dabei behalten wir stets die �ubrigen typischen Eigenschaften radialerBasisfunktionen { mit Ausnahme der Radialit�at { im Hinterkopf und tre�en eine rechtschwache Voraussetzung, unter der wir einen v�ollig neuen Zugang zur Untersuchung be-dingt positiv de�niter Funktionen, insbesondere radialer Basisfunktionen, erhalten. Wircharakterisieren bedingt positiv de�nite Funktionen durch Eigenschaften ihrer verallge-meinerten Fouriertransformierten. Wir werden zeigen, da� man die Ordnung der beding-ten positiven De�nitheit einer stetigen Funktion anhand des Polverhaltens ihrer positivenverallgemeinerten Fouriertransformierten um Null leicht bestimmen kann. F�ur den Spe-zialfall positiv semide�niter Funktionen auf R erhalten wir eine gewisse Analogie zu demerw�ahnten Satz von Bochner. Dar�uberhinaus sind wir mit relativ einfachen Methodenin der Lage, die Menge der bisher verwendeten radialen Basisfunktionen um eine Vielfaltweiterer zu erg�anzen. Mit unseren Ergebnissen wird es beispielsweise gelingen, erstmalseine positiv de�nite radiale Funktion mit kompaktem Tr�ager anzugeben.Anschlie�end wird in Paragraph 6 eine Hilbertraumtheorie f�ur Interpolationsaufgabenmit einer festen radialen Basisfunktion entwickelt, die teilweise Ergebnisse von Madych &Nelson [27] aufgreift. Dabei beschr�anken wir uns im Gegensatz zu Madych & Nelson al-lerdings nicht ausschlie�lich auf den Fall der scattered data interpolation, sondern erzielenallgemeinere Ergebnisse. Es werden Funktionenr�aume konstruiert, die auf nat�urliche Artund Weise entstehen, wenn man Fehlerabsch�atzungen bez�uglich dieser Interpolationsme-thoden anstrebt. Wir werden zeigen, da� diese Funktionenr�aume isometrisch isomorphzu gewissen gewichteten L2-R�aumen sind.Da die Fourieranalysis und zunehmend auch die Distributionentheorie inzwischen zu denGrundlagen dieses Forschungsgebietes geh�oren, setzen wir deren Kenntnisse voraus undzitieren hier lediglich die B�ucher von Schwartz [39] und H�ormander [21] sowie Stein &Weiss [40], die eine umfassende Einarbeitung erm�oglichen.Selbstverst�andlich haben wir uns darum bem�uht, in dieser Arbeit stets Bezeichnungenzu verwenden, die jedem Mathematiker gel�au�g sein sollten. So bezeichnet N beispiels-weise die Menge der nat�urlichen Zahlen. Weiterhin haben wir es weitgehend vermieden,bestimmte Symbole mehrfach zu belegen. i bezeichnet in dieser Arbeit zum Beispiel aus-schlie�lich die komplexe Zahl p�1 und wird nicht etwa als Lau�ndex verwendet. Wirhaben dennoch eine Liste von verwendeten Symbolen hinzugef�ugt, mit der wir sonstigeMi�verst�andnisse in dieser Hinsicht ausr�aumen m�ochten.An dieser Stelle bedanke ich mich mit Nachdruck bei meinem DoktorvaterProf. Dr. Robert Schaback, der nicht nur mein Interesse an diesem Forschungsgebiet ge-



4 1 Einleitungweckt, sondern ebenso die Anfertigung dieser Dissertation durch wertvolle Anmerkungenunterst�utzt hat. Weiterhin gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. Jochen Werner, der freund-licherweise das Korreferat �ubernahm. Au�erdem hat Herr Marko Weinrich stets rechtkontroverse Diskussionen mit mir gef�uhrt, von denen ich w�ahrend des Entstehens dieserArbeit pro�tieren konnte. Ihm danke ich ebenso wie allen Mitarbeiterinnen und Mitarbei-tern des Instituts f�ur Numerische und Angewandte Mathematik f�ur deren Hilfsbereitschaftin vielerlei Hinsicht.



52 Interpolation mit radialen BasisfunktionenWir wollen in diesem Paragraphen erl�autern, f�ur welche Interpolationsprobleme unsereanschlie�enden Untersuchungen �uber bedingt positiv de�nite Funktionen von Interessesein werden:Gegeben sei eine endliche Menge X = fx1; : : : ; xNg paarweise verschiedener, beliebigchaotisch verteilter Punkte aus dem Rd. Wir beabsichtigen, reelle Daten y1; : : : ; yN miteiner Funktion s : Rd! R der Gestalts (x) = NXj=1 �j (x� xj) + QX̀=1 �`p`(x)zu interpolieren, so da� die G�ultigkeit vons (xk) = yk 1 � k � Ngew�ahrleistet ist. Dabei sei die Funktion  : Rd! R bedingt positiv de�nit der Ordnungm auf Rd und weiterhin p1; : : : ; pQ mit Q := �m�1+dd � eine Basis des Vektorraumes Pdmaller Polynome in d Ver�anderlichen mit H�ochstordnung m.F�ur hinreichend gro�e Werte von N 2 N erhalten wir ein �uberbestimmtes lineares Glei-chungssystem. Um die auftretenden Freiheitsgrade zu eliminieren, stellen wir zus�atzlichdie Nebenbedingung NXj=1 �jp`(xj) = 0 1 � ` � Q;so da� wir das lineare Gleichungssystem A PP T 0 ! �� ! =  y0 ! (2.1)mit den Matrizen A = ( (xj � xk))1�j;k�N P = (p`(xj)) 1�j�N1�`�Qund den Vektoren� = (�1; : : : ; �N )T � = (�1; : : : ; �Q)T y = (y1; : : : ; yN )Tzu betrachten haben.Selbstverst�andlich interessieren wir uns daf�ur, unter welchen Umst�anden die quadratischeKoe�zientenmatrix des Systems (2.1) nichtsingul�ar ist. Der folgende Satz gibt daraufeine Antwort.Satz 2.1: Falls die Funktion  bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd und dieMatrix P injektiv ist, so ist das lineare Gleichungssystem (2.1) eindeutig l�osbar.



6 2 Interpolation mit radialen BasisfunktionenObwohl dieser Satz sp�atestens seit Erscheinen der Arbeit [29] von Micchelli hinreichendbekannt ist, geben wir dennoch einen kurzenBeweis: Wir nehmen an, da� der Vektor (�H ; �H)T 2 RN+Q L�osung des homogenenSystems zu (2.1) sei. Dann folgt A�H + P�H = 0 (2.2)P T�H = 0: (2.3)Multipliziert man nun (2.2) von links mit �TH , so ergibt sich unter Verwendung von (2.3)die G�ultigkeit von �THA�H + �THP| {z }=0 �H = �THA�H = 0:Wegen der bedingten positiven De�nitheit von  auf Rd folgt daraus �H = 0 und mit derInjektivit�at von P schlie�t man, da� �H wegen (2.2) ebenso Nullvektor ist. �An dieser Stelle bemerken wir, da� der obige Satz die Bezeichnung "radiale Basisfunktion\rechtfertigt, falls  eine radiale Funktion ist. Wir betonen nochmals, da� die Eigenschaftder Radialit�at hier jedoch keine Rolle spielt.Wir wollen verdeutlichen, inwieweit die Lage der Interpolationspunkte bei der L�osbarkeitdes zugrundeliegenden linearen Gleichungssystems eingeht:Die Injektivit�at der Matrix P ist n�amlich gleichbedeutend mit der Bedingungp(xj) = 0 1 � j � N =) p � 0 f�ur alle p 2 Pdm (2.4)an die Lage der Punkte aus X. Ein Punktesatz X, f�ur den die Bedingung (2.4) erf�ullt ist,hei�t Pdm-regul�ar. Diese Eigenschaft sichert lediglich die Eindeutigkeit bei der Interpola-tion mit Polynomen aus dem Raum Pdm auf diesen Daten und stellt somit keine scharfeEinschr�ankung an X dar.Nun ist o�ensichtlich, da� die Ordnung m der bedingten positiven De�nitheit von  aufRd die Gestalt des Interpolationsproblems komplett bestimmt. Daher ist die Kenntnisder Zahl m bei gegebenem  von grundlegender Bedeutung.Wir verwenden die Abk�urzungen bpd(m;d) sowie bpsd(m;d) f�ur die Klasse der bedingtpositiv de�niten bzw. semide�niten Funktionen der Ordnung m auf Rd und erlauben unsdie folgende trivialeBemerkung 2.1: Sei d 2 N. Eine stetige Funktion, die bedingt positiv (semi)de�nit derOrdnung m auf Rd ist, ist ebenso bedingt positiv (semi)de�nit der Ordnung m+ ` auf Rd,wobei ` 2 N: bpd(0; d) � bpd(1; d) � : : : � bpd(m;d) � : : : � bpd(m+ `; d)bpsd(0; d) � bpsd(1; d) � : : : � bpsd(m;d) � : : : � bpsd(m+ `; d): �



7Man beachte, da� Polynome aus Pdm durch den Interpolationsansatz (2.1) unter Beachtungder obigen Bedingung (2.4) reproduziert werden. Dies kann man wegen Bemerkung 2.1ebenso f�ur Polynome h�oherer Ordnung durch entsprechendes Erweitern des Systems (2.1)und unter Aufrechterhaltung von (2.4) erreichen.�Ublicherweise geht man davon aus, da� die zu interpolierenden Daten yj = f(xj)(1 � j � N) Werte einer Funktion f seien, die in einem zu spezi�zierenden Funktio-nenraum F liege. Interessant und gewisserma�en naheliegend ist dann die Frage nachFehlerabsch�atzungen in bezug auf die zugrundeliegende Interpolationsmethode. Hierzuverlangt man zu einem festen Punkt x 2 Rd n X die Stetigkeit des Fehlerfunktionals�x : F ! R auf dem Funktionenraum F , so da� man Absch�atzungen folgender Formangeben kann: j�x(f)j = jf(x)� s (x)j � kfkF � P ;X(x): (2.5)Dabei bezeichnet k � kF eine (Semi-)Norm auf F und der Wert der G�utefunktion P ;Xentspricht der (Semi-)Norm des Fehlerfunktionals �x in einem zu de�nierenden Dualraumvon F . Nach obigen �Uberlegungen verschwindet �x auf dem Polynomraum Pdm, so da�man bei der Beschreibung des Funktionenraumes F nat�urlicherweise die ForderungenPdm � F sowie kpkF = 0 f�ur alle p 2 Pdm im Hinblick auf die obige Fehlerabsch�atzung(2.5) erf�ullen m�ochte.Wu & Schaback [44] haben gezeigt, da� man auf dem FunktionenraumF := nf 2 L1(Rd) ��� kfkF <1o (2.6)mit der Norm kfkF := �(2�)�d ZRd jf̂(!)j2='(!) d!�1=2 (2.7)Fehlerabsch�atzungen der obigen Form erh�alt. Wu & Schaback haben jedoch erkannt, da�der Funktionenraum F mit der strikten Nebenbedingung kfkF <1 an die gew�ohnlicheFouriertransformierte einer Funktion f 2 F "zu klein\ ist. Dar�uberhinaus enth�alt F keine Polynome, da diese schlie�lich nicht im gew�ohnlichen Sinne fouriertransformierbarsind.Wir werden in Paragraph 6 einen Funktionenraum �F ; k � kF � konstruieren, der sich ineiner nat�urlichen Weise aus einem allgemeineren Interpolationsansatz entwickelt. Dabeigeht unsere distributionelle Charakterisierung bedingt positiv de�niter Funktionen ausParagraph 5 massiv ein.Wir erhalten nicht nur praktische Beziehungen zwischen dem Dualraum, in dem dasFehlerfunktional liegt, und dem zugeh�origen Funktionenraum F , sondern ebenso zwi-schen den entsprechenden R�aumen ihrer distributionellen Fouriertransformierten . �Uberdie Beschreibung der letzteren beiden R�aume bekommen wir eine explizite Darstellungunseres Funktionenraumes F . Wir werden nicht nur zeigen, da� der Funktionenraum�F ; k � kF � von Wu & Schaback [44] normisometrisch in unserem Raum �F ; k � kF �eingebettet ist, sondern dar�uberhinaus einen isometrischen Isomorphismus zwischen F und einem zu beschreibenden gewichteten L2-Raum L2' konstruieren.



8 3 Bedingt positiv de�nite Funktionen3 Bedingt positiv de�nite FunktionenWir haben bereits den Begri� der bedingt positiv de�niten bzw. positiv de�niten Funktionde�niert und fassen in diesem Paragraphen die in der Literatur vorhandenen Ergebnisse�uber diese Klassen von Funktionen zusammen.3.1 Positiv de�nite FunktionenZun�achst stellen wir zwei elementare Eigenschaften von positiv semide�niten geradenFunktionen vor, die sich unmittelbar aus den De�nitionen ergeben:Bemerkung 3.1: Eine positiv semide�nite Funktion f : Rd! R mit f(�x) = f(x) undf 6� 0 besitzt folgende Eigenschaften:(a) f(0) > 0(b) jf(x)j � f(0) f�ur alle x 2 Rd. �Aus der obigen Eigenschaft (b) erkennt man insbesondere, da� solche Funktionen be-schr�ankt sind.Bereits zu Beginn dieses Jahrhunderts de�nierte Mathias [28] den Begri� positiv de�niteFunktion, der nach unserer Terminologie mit dem Begri� der positiven Semide�nitheit�ubereinstimmt. Mathias verallgemeinerte in seiner Dissertation Ergebnisse �uber Fourier-sche Reihen von Carath�eodory und Toeplitz aus dem Jahre 1911 und bewies den folgendenSatz 3.1 (Mathias) : Falls die Fouriertransformierte f̂ einer positiv semide�niten ge-raden Funktion f : R! R existiert, so ist diese nichtnegativ. �Mathias stellte in seiner Arbeit [28] dar�uberhinaus die Vermutung an, da� positiv semi-de�nite gerade Funktionen stets eine typische Integraldarstellung besitzen.Dies wurde von Bochner [4] best�atigt, dessen Forschungsergebnisse aus den 30er Jahrendie Untersuchungen positiv de�niter Funktionen entscheidend vorangetrieben haben. Derfolgende Satz von Bochner hat sich bis zur heutigen Zeit als grundlegend beim Studiumsolcher Funktionen erwiesen.Satz 3.2 (Bochner) : Jede positiv semide�nite gerade Funktion f : R ! R ist dieFouriertransformierte eines endlichen nichtnegativen Borelschen Ma�es �:f(x) = ZRei�x d�(�):Umgekehrt ist die Fouriertransformierte eines endlichen nichtnegativen Borelschen Ma�eseine positiv semide�nite gerade Funktion. �In Abschnitt 5.2 werden wir mit der Charakterisierung der Funktionenklasse bpsd(m;d)eine Folgerung aus dem Hauptsatz dieser Dissertation ziehen, mit der sich f�ur den Spezi-alfall m = 0 und d = 1 eine Analogie zu dem Satz von Bochner ergibt.



3.2 Charakterisierung mit vollst�andig monotonen Funktionen 93.2 Charakterisierung mit vollst�andig monotonen FunktionenSchoenberg nutzte die Ergebnisse von Bochner und identi�zierte in seinen Ver�offentli-chungen [37] und [38] aus dem Jahre 1938 die Klasse der auf allen Rd positiv de�nitenstetigen radialen Funktionen mit einer anderen Funktionenklasse, der der vollst�andig mo-notonen stetigen Funktionen. Wir de�nieren zun�achst den Begri� der vollst�andigen Mo-notonie und liefern anschlie�end eine Charakterisierung dieser Funktionenklasse, die imJahre 1928 erstmals von Bernstein [3] angegeben wurde (siehe ebenso [43]).De�nition 3.1: Die Funktion � : R�0 ! R sei aus C1(0;1) und es gelte(�1)`�(`)(r) � 0 ` = 0; 1; 2; : : :f�ur alle r 2 (0;1). Dann hei�t � vollst�andig monoton auf (0;1).Satz 3.3 (Bernstein) : Die Funktion � : R�0 ! R ist genau dann vollst�andig monotonauf (0;1), wenn � eine Integraldarstellung vom Laplace-Stieltjes-Typ der Form�(x) = Z 10 e�x� d�(�); x 2 (0;1)mit einer monoton steigenden Funktion � mit R10 d�(�) <1 besitzt.Wir formulieren nun den ma�geblichen Satz, der sich aus den Arbeiten [37] und [38]von Schoenberg ergibt und gewisserma�en eine Verkn�upfung der S�atze von Bochner undBernstein darstellt.Satz 3.4 (Schoenberg) : Die Funktionen  : Rd ! R mit  (x) = �(kxk2) und  6� 0sind genau dann positiv de�nit auf Rd f�ur alle d 2 N, wenn � auf [0;1) stetig undvollst�andig monoton auf (0;1) ist. �Eine sehr eindrucksvolle Studie �uber positiv semide�nite Funktionen innerhalb eines For-schungsberichts �uber die "Theorie der reproduzierenden Kerne\ �ndet man in dem viel-beachteten Artikel [2] von Aronszajn aus dem Jahre 1950. Gleicherma�en weitreichendeUntersuchungen �uber positiv semide�nite Funktionen mit einem interessanten distribu-tionellen Zugang �ndet man in dem Buch [17] von Gel'fand & Vilenkin, wo dar�uberhinauserstmals der Begri� der bedingt positiv de�niten Funktion auftaucht. F�ur diese Funktio-nen wird dort ebenso ein distributioneller Zusammenhang hergestellt, der sich f�ur unsereZwecke allerdings eher als unpraktisch erweist.In den meisten Ver�o�entlichungen der letzten sieben Jahre �uber radiale Basisfunktionenwird die Arbeit [29] von Micchelli zitiert. Dieser hat ein �au�erst brauchbares hinreichen-des Kriterium f�ur die bedingte positive De�nitheit einer radialen Funktion  auf allenRd angegeben, mit dem man gleichzeitig deren entsprechende Ordnung bestimmen kann.Dabei hat Micchelli die Arbeiten [37] und [38] von Schoenberg als Grundlage seiner Un-tersuchungen verwendet. Wir zitieren den hier relevanten



10 3 Bedingt positiv de�nite FunktionenSatz 3.5 (Micchelli) : Die Funktionen  : Rd ! R mit  (x) = �(kxk2) und  6� 0sind bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd f�ur alle d 2 N, falls � auf [0;1) stetigund (�1)m�(m) vollst�andig monoton auf (0;1) ist. �Mithilfe der erw�ahnten Arbeiten von Schoenberg erh�alt man f�ur den Fall m = 0 die ent-sprechende �Aquivalenzaussage aus Satz 3.4, die Schoenberg ebenso f�ur den Fallm = 1 zeigte. Micchelli [29] vermutete, da� man diese �Aquivalenzaussage f�ur alle m 2 N0aufrechterhalten kann. Erst vor kurzem wurden w�ahrend der Formulierung dieser ArbeitForschungsergebnisse von Guo, Hu & Sun [18] ver�o�entlicht, die Micchelli recht geben:Satz 3.6 (Guo, Hu, Sun) : Sei � : R�0 ! R eine stetige Funktion, die nicht identischverschwinde, und sei  (x) = �(kxk2) f�ur alle x 2 Rd.Dann sind folgende Aussagen �aquivalent:(a)  ist bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd f�ur alle d 2 N.(b) (�1)m�(m) ist vollst�andig monoton auf (0;1). �Mit den vorgestellten Ergebnissen von Micchelli [29] und Guo, Hu & Sun [18] l�a�t sichnun die Ordnung m der bedingten positiven De�nitheit aller eingangs erw�ahnten radialenBasisfunktionen bestimmen:radiale Basisfunktion m 2 N0polynomials  (x) = (�1)d�=2ekxk� m > �=2thin plate splines  (x) = (�1)k+1kxk2k log kxk m > kGaussians  (x) = e��kxk2 m � 0Multiquadrics  (x) = (�1)d�=2e (c2 + kxk2)�=2 m > �=2inverse Multiquadrics  (x) = (c2 + kxk2)�=2 m � 0F�ur die oben genannten radialen Funktionen ist der Nachweis der bedingten positivenDe�nitheit einschlie�lich ihrer Ordnungen mittels vollst�andiger Monotonie relativ ein-fach, kann aber u. U. f�ur kompliziertere Typen radialer Funktionen recht schwierig bisunm�oglich werden. Mit den obigen Ergebnissen bleibt weiterhin o�en, wie man den Nach-weis der bedingten positiven De�nitheit f�ur eine Funktion erbringt, die nicht notwendi-gerweise radial ist. Weiterhin ist Micchellis Charakterisierung bedingt positiv de�niterFunktionen dimensionsunabh�angig. Diese Tatsache schlie�t jedoch aus, Micchellis Krite-rium zur Konstruktion einer positiv de�niten radialen Funktion mit kompaktem Tr�agerzu verwenden. Denn schlie�lich ist nach dem Satz 3.3 von Bernstein mit Ausnahme derNullfunktion jede Funktion, die auf (0;1) vollst�andig monoton ist, nullstellenfrei. ZurKonstruktion von radialen Basisfunktionen mit kompaktemTr�ager ist somit eine Charak-terisierung der Funktionenklasse bpd(m;d) f�ur ein festes d 2 N erforderlich.Wir werden eine Theorie liefern, bei der die genannten Probleme nicht auftreten. Mit un-seren Methoden erfolgt der Nachweis der bedingten positiven De�nitheit einer Funktion



3.2 Charakterisierung mit vollst�andig monotonen Funktionen 11einschlie�lich deren Ordnung anhand des Polverhaltens ihrer positiven verallgemeinertenFouriertransformierten im Nullpunkt. Dabei spielt zum einen die Radialit�at �uberhauptkeine Rolle, und zum anderen ist es mittlerweise problemlos, die entsprechenden Eigen-schaften verallgemeinerter Fouriertransformierter durch einen Blick in eine der zahlreichenIntegraltabellen zu ermitteln. Unsere Charakterisierung bedingt positiv de�niter Funktio-nen ist von der Raumdimension d 2 N abh�angig, und wir werden daher in der Lage sein,eine Schar von positiv de�niten radialen Funktionen mit kompaktem Tr�ager anzugeben.



12 4 Bedingt positiv de�nite Distributionen4 Bedingt positiv de�nite Distributionen4.1 Der Schwartzsche RaumF�ur diesen gesamten Paragraphen sei die Raumdimension d 2 N fest. Wir betrachtenim folgenden Distributionen auf dem Grundraum S aller Funktionen aus C1(Rd), dieeinschlie�lich ihrer Ableitungen schnell abklingen:S := (
 2 C1(Rd) ����� limkxk!1 ���xqDp
(x)���! 0; f�ur alle p; q 2 Nd0)S hei�t Schwartzscher Raum bzw. Raum aller guten Funktionen.Wir stellen einige De�nitionen sowie grundlegende Eigenschaften von S voran, die hierverwendet werden:� Wir erl�autern zuerst den Konvergenzbegri� in S: Sei f
ngn2N eine Funktionenfolgeaus S, f�ur die folgendes gilt:1. Zu jedem Paar von Multiindizes p; q aus Nd0 gibt es eine positive KonstanteCpq, so da� ���xqDp
n(x)��� � Cpq f�ur alle n 2 N, x 2 Rderf�ullt ist.2. F�ur jeden Multiindex p 2 Nd0 konvergiert die Ableitung Dp
n f�ur n ! 1 aufRd gleichm�a�ig gegen Null.Dann hei�t die Folge f
ngn2N Nullfolge in S und wir verwenden folgende Schreib-weise: limn!1 
n = 0 oder 
n ! 0; n!1:Eine Folge f
ngn2N aus S hei�t konvergent gegen ein Element 
 2 S, falls die Folgef
n � 
gn2N eine Nullfolge ist, kurz:limn!1 
n = 
 oder 
n ! 
; n!1:� Die gew�ohnliche Fouriertransformation ist ein stetiger Automorphismus auf S.� Die FouriertransformierteFG einer DistributionG aus dem topologischen DualraumS 0 von S ist de�niert durch die AbbildungsvorschriftFG(
) := G(
̂) f�ur alle 
 2 S:Die distributionelle Fouriertransformation F ist ein stetiger Automorphismus aufS 0.



4.2 De�nitionen und Eigenschaften 13� S ist bez�uglich des Faltungsproduktes � abgeschlossen, d. h. aus 
; � 2 S folgt
 � � 2 S. Insbesondere gilt: [
 � � = 
̂ � �̂\
 � 
� = 
̂ � 
̂ = j
̂j2f�ur alle Funktionen �; 
 2 S, wobei 
�(x) = 
(�x).� Es gilt die Parsevalsche GleichungZRd ZRd 
(x)�(x) dx = (2�)�d ZRd ZRd 
̂(!)�̂(!) d!f�ur alle 
; � 2 S.� Sei G eine Distribution aus S 0. Dann gilt ebenso die Parsevalsche Gleichung imdistributionellen Sinne:G(
) = (2�)�dFG(
̂) f�ur alle 
 2 S:� Eine stetige Funktion f mit h�ochstens polynomialem Wachstum im Unendlichende�niert eine regul�are Distribution [f ] auf dem Raum S durch die Abbildungsvor-schrift [f ](
) := (f; 
)L2 := ZRd f(x)
(x) dx f�ur alle 
 2 S:Falls f eine klassische Fouriertransformierte besitzt, so gilt F [f ] = [f̂ ].Bemerkung 4.1: F�ur eine regul�are Distribution [f ] 2 S 0 gilt mit der ParsevalschenGleichung: ZRd ZRd f(x� y)
(x)
(y) dx dy = [f ] (
 � 
�) = (2�)�dF [f ](j
̂j2) �4.2 De�nitionen und EigenschaftenDe�nition 4.1: Eine Distribution G : S ! R hei�t bedingt positiv semide�nit der Ord-nung m auf Rd, falls die UngleichungG(
 � 
�) � 0 (4.1)f�ur alle Funktionen 
 2 S mitZRd xp
(x)dx = 0 f�ur alle p 2 Nd0 mit jpj < m (4.2)



14 4 Bedingt positiv de�nite Distributionenerf�ullt ist. G hei�t bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd, falls G bedingt positivsemide�nit der Ordnung m auf Rd ist, und zus�atzlich Gleichheit in (4.1) genau dann gilt,wenn 
 � 0.Eine bedingt positiv (semi)de�nite Distribution der Ordnung 0 auf Rd hei�t positiv (semi)-de�nit auf Rd.Wir benutzen die Abk�urzung BPSD(m;d) f�ur die Klasse der bedingt positiv semide�nitensowie BPD(m;d) f�ur die Klasse der bedingt positiv de�niten Distributionen der Ordnungm auf Rd.Aus dieser De�nition folgt sofort die trivialeBemerkung 4.2: Eine bedingt positiv (semi)de�nite Distribution der Ordnung m auf Rdist ebenso bedingt positiv (semi)de�nit der Ordnung m+ ` auf Rd, wobei ` eine nat�urlicheZahl ist:BPSD(0; d) � BPSD(1; d) � : : : � BPSD(m;d) � : : : � BPSD(m+ `; d)BPD(0; d) � BPD(1; d) � : : : � BPD(m;d) � : : : � BPD(m+ `; d): �Wir erkennen, da� alle guten Funktionen mit der Eigenschaft (4.2) einen linearen Teilraumdes Schwartzschen Raumes S bilden. Diesen benennen wir mit S?m. Ebenso bildet dieMenge aller Fouriertransformierten von Funktionen aus S?m einen linearen Teilraum vonS, den wir mit dS?m bezeichnen. Wir geben die Gestalt dieser R�aume folgenderma�en an:S?m := �
 2 S ���� [xp](
) = 0; f�ur alle p 2 Nd0 mit jpj < m�dS?m := �
̂ 2 S ���� 
 2 S?m� (4.3)Eine n�utzliche Charakterisierung von dS?m liefert der folgendeSatz 4.1: Es gilt:dS?m = �
̂ 2 S ����Dp
̂(!)���!=0 = 0; f�ur alle p 2 Nd0 mit jpj < m� :Beweis: Sei 
 2 S?m. Dann gilt f�ur alle Multiindizes p 2 Nd0 mit jpj < m:0 = [xp](
) = (2�)�dF [xp](
̂) = ijpjDp�(
̂) = (�i)jpjDp
̂(!)���!=0: �



4.3 Typische Funktionen aus den R�aumen S?m und dS?m 154.3 Typische Funktionen aus den R�aumen S?m und dS?mWir wollen nun einige typische Funktionenscharen aus dem Raum dS?m angeben, die wirbei unseren weiteren Betrachtungen verwenden werden. Selbstverst�andlich stellen dereninverse Fouriertransformierte typische Funktionen aus S?m dar. Wir ordnen diesen Funk-tionen Bezeichnungen zu, so da� bei unseren weiteren Untersuchungen klar sein wird,welcher Typ von Funktionen aus dS?m bzw. S?m jeweils gemeint ist.4.3.1 Gute Funktionen mit kompaktem Tr�agerBetrachtet man die Charakterisierung in Satz 4.1, so sieht man, da� eine gute Funktion
̂, deren Tr�ager den Nullpunkt nicht enth�alt, o�ensichtlich die ForderungDp
̂(!)���!=0 = 0f�ur alle Multiindizes p 2 Nd0 erf�ullt und somit im Raum dS?m liegt.Wir wollen nun gute Funktionen mit beliebig kleinem Tr�ager, der die Null nicht enth�alt,konstruieren. Wir bemerken zuerst, da� f�ur jede reelle positive Zahl � die Funktionen
̂(!0)� (!) = 8<: exp �� 1��k!�!0k2� k! � !0k < �0 k! � !0k � � (4.4)im Raum D aller Funktionen aus C1(Rd) mit kompaktem Tr�ager liegen, und es gilt:supp 
̂(!0)� = B�(!0) := f! 2 Rd ��� k! � !0k � �g:Falls insbesondere 0 =2 supp 
̂(!0)� gilt, so liegt 
̂(!0)� in dS?m. Da wir sowohl den Aufpunkt!0 als auch die positive Zahl � beliebig w�ahlen k�onnen, haben wir bereits eine Schar vonguten Funktionen aus dS?m gefunden, die unseren gestellten Anforderungen gen�ugt. Wirwerden solche Funktionen zu gegebenem !0 2 Rd sowie � > 0 stets mit 
̂(!0)� bezeichnen.4.3.2 �-erzeugende FunktionenfolgenUm nun Funktionen aus dS?m zu �nden, deren Tr�ager den Nullpunkt enthalten, w�ahlen wirf�ur alle n 2 N den Ansatz 
̂(u)n (!) := u(!) � e�nk!�!0k2=2 (4.5)bestehend aus einem Produkt zwischen einer Funktion u 2 C1(Rd) mit h�ochstens polyno-mialemWachstum im Unendlichen und einem Faktor, der grob gesagt eine �!0-erzeugendeFolge darstellt. Die Funktionen 
̂(u)n liegen f�ur alle n 2 N o�ensichtlich im Raum S.Um sicherzustellen, da� jede Funktion 
̂(u)n im Raum dS?m liegt, m�ussen wir die G�ultigkeitvon Dp
̂(u)n (!)���!=0 = 0 f�ur alle p 2 Nd0 mit jpj < merf�ullen.Wie man diese Bedingung als Forderung an die Funktion u schreiben kann, ersieht manaus dem folgenden



16 4 Bedingt positiv de�nite DistributionenLemma 4.1: Sei 
̂(u)n eine Funktion der Gestalt (4.5).Setze v0(!) := u(!)vq+e`(!) := (�n (!` � !e`0 )) vq(!) + @@!` vq(!):Dann gilt: Dp
̂(u)n (!) = vp(!)e�nk!�!0k2=2: �Die rekursiv de�nierten Funktion vp haben eine Darstellung der Formvp(!) = Xjqj<jpj aqDqu(!) +Dpu(!)mit gewissen Koe�zienten aq 2 R, so da� wir den f�ur unsere Zwecke wichtigen Schlu�ziehen k�onnen mit derFolgerung 4.1: Sei 
̂(u)n eine Funktion der Gestalt (4.5).Falls Dqu(!)����!=0 = 0 f�ur alle q 2 Nd0 mit jqj < jpj;so gilt: Dp
̂(u)n (!)����!=0 = Dpu(!)����!=0 � e�nk!0k2=2: �Beispielsweise gilt f�ur die Funktion u(!) = !q:Dpu(!)���!=0 = Dp!q���!=0 = ( 0 p 6= qq! p = qund somit liegen f�ur jqj � m s�amtliche Funktionen der Folge n
̂(!q)n on2N mit
̂(!q)n (!) := !q � e�nk!�!0k2=2im Raum dS?m.



4.4 Verallgemeinerte Fouriertransformierte radialer Basisfunktionen 174.3.3 Approximierende an SymbolfunktionenSeien paarweise verschiedene Punkte x1; : : : ; xN � Rd sowie reelle Zahlen c1; : : : ; cN mitder Eigenschaft NXj=1 cjxpj = 0 jpj < m (4.6)gegeben. Dann bezeichnen wir die Funktion�c;X(!) := NXj=1 cje�ixTj !als Symbolfunktion.Wir geben eine Funktionenfolge n
̂(�)n on2N an, durch die �c;X beliebig gut punktweiseapproximiert wird:
̂(�)n (!) := NXj=1 cje�k!k2=(4n) � e�ixTj ! = �c;X(!) � e�k!k2=(4n):Unter der Voraussetzung (4.6) folgtDp�c;X(!)���!=0 = 0 f�ur alle p 2 Nd0 mit jpj < m.Mit der Charakterisierung aus Satz 4.1 erkennt man nun, da� s�amtliche Funktionen derFolge f
(�)n gn2N mit (4.6) im Raum dS?m liegen.Die Funktionenfolge bestehend aus den inversen Fouriertransformierten dieser Funktionenliegt selbstverst�andlich im Raum S?m, so da� wir folgenden Satz formulieren k�onnen:Satz 4.2: Seien paarweise verschiedene Punkte x1; : : : ; xN � Rd und reelle Zahlenc1; : : : ; cN mit der Eigenschaft (4.6) gegeben.Dann liegen s�amtliche Funktionen der Folge n
(�)n on2N, de�niert durch
(�)n (x) := NXj=1 cj �n��d=2 e�nkx�xjk2;im Raum S?m. �4.4 Verallgemeinerte Fouriertransformierte radialer Basisfunk-tionenWir haben bereits in der Einleitung den Begri� der verallgemeinerten Fouriertransfor-mierten einer radialen Basisfunktion  und ebenso in diesem Paragraph den Ausdruckdistributionelle Fouriertransformierte verwendet. Wir unterscheiden zwischen diesen bei-den Begri�en sehr wohl und wollen den feinen, aber wichtigen Unterschied an dieser Stelleexplizit machen:



18 4 Bedingt positiv de�nite DistributionenVon den in der Einleitung aufgef�uhrten radialen Basisfunktionen sind lediglich die Gaus-sians und die inverse Multiquadrics im klassischen Sinne fouriertransformierbar. F�ur die�ubrigen Typen von radialen Basisfunktionen divergiert jedoch das IntegralZRd e�ixT! (x) dxbereits f�ur ! = 0, da diese Funktionen nicht im Raum L1(Rd) aller absolut integrierbarenFunktionen liegen. Wie schon in der Einleitung erw�ahnt, weisen s�amtliche Typen vonradialen Basisfunktionen imUnendlichen h�ochstens ein polynomialesWachstum auf. Nachden Bemerkungen aus Abschnitt 4.1 k�onnen wir somit jeder radialen Basisfunktion  eine regul�are Distribution [ ] 2 S 0 zuordnen. Mit den dortigen Ausf�uhrungen besitzt [ ]eine Fouriertransformierte F [ ] 2 S 0, da die distributionelle Fouriertransformation F einAutomorphismus auf S 0 ist. Wir bezeichnen F [ ] naheliegenderweise als distributionelleFouriertransformierte von  .Wir f�ugen nun den in der Einleitung erw�ahnten typischen Eigenschaften radialer Basis-funktionen eine wichtige Beobachtung hinzu, die im folgenden von gro�er Bedeutung seinwird:F�ur alle in der Einleitung aufgef�uhrten radialen Basisfunktionen  stimmt die distribu-tionelle Fouriertransformierte F [ ] auf Rd n f0g mit einer stetigen Funktion ' �uberein,d. h. es gilt F [ ](
) = ZRd'(!)
(!) d! f�ur alle 
 2 S mit 0 =2 supp 
. (4.7)Wir bezeichnen die Funktion ' 2 C(Rd n f0g) als verallgemeinerte Fouriertransformiertevon  und formulieren die selbstverst�andlicheBemerkung 4.3: Sei f eine Funktion, die im klassischen Sinne fouriertransformierbarist. Dann stimmt die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf Rd n f0g mit derklassischen Fouriertransformierten f̂ von f �uberein. �Wir geben nun die verallgemeinerten Fouriertransformierten aller radialen Basisfunktio-nen an, die bisher untersucht wurden. Diese werden beispielsweise im Buch [16] vonGel'fand & Shilov berechnet (siehe ebenso [26]).



4.4 Verallgemeinerte Fouriertransformierte radialer Basisfunktionen 19radiale Basisfunktion  (x) verallgemeinerte Fouriertransformierte '(!)(�1)d�=2ekxk�; � > 0; � =2 2N 2d+��d=2� ((d+ �)=2)�(��=2) k!k�d��(�1)k+1kxk2k log kxk; k 2 N 2d+2k�1�d=2� (d=2 + k) k!k!k�d�2ke��kxk2; � > 0 ����d=2 e�k!k2=(4�)(�1)d�=2e �c2 + kxk2��=2 ;� > 0; � =2 2N; c 6= 0 (�1)d�=2e 2�d=2�(��=2)K(d+�)=2(ck!k) k!k2c !�(d+�)=2�c2 + kxk2��=2 ;�d < � < 0; � =2 2Z; c 6= 0 2�d=2�(��=2)K(d+�)=2(ck!k) k!k2c !�(d+�)=2In der obigen Tabelle bezeichnetK� die modi�zierte Besselfunktion. Eigenschaften dieserFunktionen �ndet man beispielsweise bei [1].Auf das qualitative Verhalten der einzelnen Funktionen ' wird im �Ubersichtsartikel [33]von Powell hingewiesen. Wir f�uhren markante Eigenschaften auf, die alle verallgemeiner-ten Fouriertransformierten aus der obigen Tabelle gemeinsam haben.Beobachtung 4.1: Die verallgemeinerten Fouriertransformierten ' aller aufgef�uhrtenradialen Basisfunktionen  (a) weisen h�ochstens im Urprung ein Polverhalten auf, wobei dieses Polverhalten alge-braischer Natur ist,(b) sind um Unendlich integrierbar,(c) sind auf Rd n f0g positiv.Wir wollen die obigen Eigenschaften im Auge behalten und werden diese in einer Vor-aussetzung pr�azisieren, unter der wir eine praktische Charakterisierung bedingt positivde�niter Funktionen herleiten.



20 4 Bedingt positiv de�nite Distributionen4.5 Regularisierung singul�arer DistributionenWir kn�upfen an den vorigen Abschnitt an und gehen davon aus, da� die Funktion f diedistributionelle Fouriertransformierte F [f ] 2 S 0 und die verallgemeinerte Fouriertransfor-mierte f̂ besitze. Nach der Terminologie des letzten Abschnitts stimmt die DistributionF [f ] 2 S 0 mit der Funktion f̂ 2 C(Rd n f0g) auf Rd n f0g gem�a� (4.7) �uberein:F [f ](
) = ZRd f̂(!)
(!) d! f�ur alle 
 2 S mit 0 =2 supp 
. (4.8)Wir wollen einen Zusammenhang zwischen F [f ] und f̂ unter der Annahme, da� f̂ dieEigenschaft (a) der Beobachtung 4.1 aus dem vorigen Abschnitt besitze, herstellen. Wirpr�azisieren diese Eigenschaft mit derVoraussetzung 4.1: Die Funktion f̂ 2 C(Rd n f0g) besitze h�ochstens eine algebraischeSingularit�at im Nullpunkt, so da� es eine minimale Zahl s = s(f̂) 2 N0 gibt, mit der dieFunktion f̂(!)k!ks lokal integrierbar ist, d. h. f�ur jedes R > 0 existiert das IntegralZBR(0) k!ksf̂(!) d!�uber die Kugel BR(0) mit Radius R um Null.Aus der Theorie der Distributionen wissen wir, da� man der Funktion f̂ unter der obigenVoraussetzung 4.1 auf sinnvolle Weise eine Distribution Gf̂ 2 S 0 zuordnen kann, die aufRd n f0g mit f̂ �ubereinstimmt, so da�Gf̂ (
) = ZRd f̂(!)
(!) d! f�ur alle 
 2 S mit 0 =2 supp 
gilt. Distributionen aus S 0 mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als eine Regularisierungvon f̂ . Somit stellt F [f ] ebenso eine Regularisierung von f̂ dar. Eine Regularisierungist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, aber es gilt der folgende Satz, den manbeispielsweise im Buch [23] von Jantscher �ndet.Satz 4.3: Die Funktion f̂ erf�ulle die Voraussetzung 4.1. Die Distribution Gf̂ 2 S 0sei eine Regularisierung von f̂ . Dann besitzen alle Regularisierungen von f̂ die GestaltGf̂ + T�, wobei T� eine endliche Linearkombination der Diracschen �-Distribution undderen Ableitungen darstellt. �Wir sind in Lage, eine spezielle Schar von Regularisierungen G(�)f̂ 2 S 0 von f̂ sofortanzugeben:G(�)f̂ (
) = ZRd f̂(!)0@
(!)� Xjqj<s Dq
(!)���!=0q! !q �H  1� k!k� !1A d!: (4.9)



4.5 Regularisierung singul�arer Distributionen 21Dabei bezeichnet � einen positiven reellen Parameter, und die Abbildung H : R! f0; 1gmit H(t) = 8<: 0 f�ur t � 01 f�ur t > 0hei�t Heaviside-Funktion.O�ensichtlich ist der obige Ausdruck f�ur alle 
 2 S de�niert und G(�)f̂ stimmt auf Rdnf0gmit f̂ �uberein.Solche Regularisierungen h�angen selbstverst�andlich von der Wahl der positiven Zahl �ab. Man kann jedoch zeigen, da� zwei verschiedene Regularisierungen dieser Form sichlediglich um eine Linearkombination von �-Funktionalen und deren Ableitungen bis zurH�ochstordnung s unterscheiden. Wir wollen diese Tatsache in der folgenden Voraussetzungber�ucksichtigen.Voraussetzung 4.2: Sei f eine stetige Funktion, die eine regul�are Distribution [f ] 2 S 0de�niere. Es gebe eine Funktion f̂ 2 C(Rd n f0g) mit den folgenden Eigenschaften:(a) f̂ erf�ullt die Voraussetzung 4.1 mit der (minimalen) Zahl s = s(f̂) 2 N0.(b) Die Funktion f̂ stimmt auf Rd n f0g mit F [f ] 2 S 0 �uberein, so da� f�ur alle 
̂ 2 Sgilt: F [f ](
̂) = ZRd f̂(!)0@
̂(!)� Xjqj<s Dq
̂(!)���!=0q! !q �H  1� k!k� !1A d!+ Xjqj<s aqDq 
̂(!)���!=0: (4.10)In der obigen Regularisierung von F [f ] bezeichnet � eine positive reelle Zahl unddie Zahlen aq 2 R sind beliebig.Unter dieser Voraussetzung werden wir in der Lage sein, bedingt positiv de�nite stetigeFunktionen mit Hilfe der Eigenschaften ihrer verallgemeinerten Fouriertransformierten zucharakterisieren.Wir wollen jedoch zun�achst zwei wichtige Feststellungen tre�en, die sich aus der obi-gen Voraussetzung ergeben. Die erste wird uns erlauben, (4.10) durch eine �aquivalenteForderung zu ersetzen.Bemerkung 4.4: Sei f eine Funktion, die eine regul�are Distribution [f ] 2 S 0 de�niere.Die Gestalt der distributionellen Fouriertransformierten F [f ] 2 S 0 ist genau dann durcheine Regularisierung der Form (4.10) beschrieben, wenn die folgende Gleichung gilt:ZRd f(x)
(x) dx = (2�)�d ZRd f̂ (!)
̂(!) d! f�ur alle 
 2 S?s . (4.11)



22 4 Bedingt positiv de�nite DistributionenBeweis: (4.11) wird o�ensichtlich durch (4.10) impliziert.Falls (4.11) gilt, so stimmt die distributionelle Fouriertransformierte F [f ] von [f ] mit derstetigen Funktion f̂ auf Rdnf0g gem�a� (4.8) �uberein. Somit ist die Gestalt von F [f ] nachSatz 4.3 bis auf eine endliche Linearkombination T� der Diracschen �-Distribution undderen Ableitungen durch (4.10) bestimmt. Wegen der G�ultigkeit von (4.11) beinhaltetT� jedoch ausschlie�lich Ableitungen der �-Distribution bis zur H�ochtordnung s. Somitnimmt F [f ] die Gestalt (4.10) an. �Wir formulieren eine weitere wichtige Bemerkung, mit der es unter einer weiteren An-nahme m�oglich ist, auf das asymptotische Wachstumsverhalten im Unendlichen einerFunktion f zu schlie�en, die die Voraussetzung 4.2 erf�ullt.Bemerkung 4.5: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2. Weiterhin sei die ver-allgemeinerte Fouriertransformierte f̂ von f um Unendlich integrierbar. Dann w�achst fim Unendlichen h�ochstens wie ein Polynom vom Grad s:f(x) = O (kxks) ; kxk !1Beweis: F�ur alle 
 2 S gilt mit (4.10)(2�)d[f ](
) = (2�)d ZRd f(x)
(x) dx = F [f ](
̂)= ZB�(0) f̂(!)0@
̂(!)� Xjqj<s Dq 
̂(!)���!=0q! !q1A d!+ ZRdnB�(0) f̂(!)
̂(!) d! + Xjqj<s aqDq 
̂(!)���!=0= ZB�(0) f̂(!)0@ZRd e�ixT !
(x) dx� Xjqj<s !qq! �Dq! ZRd e�ixT!
(x) dx����!=0�1A d!+ ZRdnB�(0) f̂(!) ZRd e�ixT!
(x) dx d! + Xjqj<s aqDq! ZRd e�ixT!
(x) dx����!=0= ZRd8<:ZB�(0) f̂ (!)0@e�ixT! � Xjqj<s Dq!e�ixT!���!=0q! !q1A d!+ ZRdnB�(0) f̂(!)e�ixT ! d! + Xjqj<s aqDq!e�ixT!���!=09=; 
(x) dx= ZRd8<:ZB�(0) f̂ (!)0@Xjqj=s Dq!e�i(hx)T!q! !q1A d!



4.6 Pol- und Werteverhalten der Fouriertransformierten 23+ ZRdnB�(0) f̂(!)e�ixT! d! + Xjqj<s aqDq!e�ixT!���!=09=; 
(x) dx:Unter der Voraussetzung 4.2 und mit der Integrierbarkeit von f̂ um Unendlich sinddie jeweiligen Vertauschungen der Integrationsreihenfolge mit dem Satz von Fubini er-laubt. Weiterhin wurde in der vorletzten Zeile die Lagrangesche Restglied-Darstellung derTaylorreihen-Entwicklung verwendet, h bezeichnet somit eine reelle Zahl mit 0 � h � 1.Die stetige Funktion f ist durch ihre regul�are Distribution [f ] 2 S 0 eindeutig bestimmtund somit folgt(2�)df(x) =0@Xjqj=s (�ihx)qq! ZB�(0) f̂(!)e�i(hx)T!!q d! + ZRdnB�(0) f̂(!)e�ixT! d! + Xjqj<s aq(�ix)q1A :Man erh�alt insgesamt die Behauptung dieser Bemerkung. �Mit Bemerkung 4.4 erkennt man, da� unsere Voraussetzung 4.2 mit der \Basic Hypothe-sis" des unver�o�entlichten Manuskripts [26] von Madych & Nelson fast �ubereinstimmt.Die Voraussetzung von Madych & Nelson ist (scheinbar) st�arker, da dort zus�atzlich diePositivit�at der verallgemeinerten Fouriertransformierten, die Teil (c) unserer Beobachtung4.1 entspricht, sowie deren Integrierbarkeit um Unendlich gefordert werden. Wir habendiese beiden Punkte in Voraussetzung 4.2 aus gutem Grund weggelassen. Wir werdenzeigen, da� man unter Voraussetzung 4.2 an eine bedingt positiv de�nite Funktion f aufdie Nichtnegativit�at ihrer verallgemeinerten Fouriertransformierten f̂ 6� 0 schlie�en kann.Diese Eigenschaft ist f�ur alle praktischen Absichten, die wir verfolgen, v�ollig ausreichend.Weiterhin werden wir erkennen, da� man die zus�atzliche Voraussetzung der Integrierbar-keit von f̂ um Unendlich aus der Bemerkung 4.5 f�ur bedingt positiv de�nite regul�areDistributionen fallen lassen kann.4.6 Pol- und Werteverhalten der FouriertransformiertenWir wenden uns nun wieder den bedingt positiv de�niten regul�aren Distributionen zu.Wir werden sehen, da� man unter der Voraussetzung 4.2 wichtige Aussagen �uber das Pol-und Werteverhalten der verallgemeinerten Fouriertransformierten von Funktionen tre�enkann, die eine bedingt positiv de�nite regul�are Distribution erzeugen.Wir beginnen mit Untersuchungen �uber das Werteverhalten und formulierenSatz 4.4: Die Funktion f erzeuge eine regul�are Distribution [f ] 2 S 0 und besitze dieFunktion f̂ 2 C(Rd n f0g) als verallgemeinerte Fouriertransformierte, so da� (4.8) gilt.Falls f eine bedingt positiv semide�nite regul�are Distribution [f ] erzeugt, so nimmt f̂ aufRd n f0g ausschlie�lich nichtnegative Werte an:f̂(!) � 0 f�ur alle ! 2 Rd n f0g:



24 4 Bedingt positiv de�nite DistributionenFalls [f ] sogar bedingt positiv de�nit ist, dann nimmt f̂ auf Rd n f0g fast �uberall positiveWerte an: f̂(!) > 0 f�ur alle ! 2 Rd n (f0g [ Z) ;wobei Z � Rd eine Menge vom Ma� Null bezeichnet.Beweis: Wir zeigen zun�achst, da� f̂ auf Rdnf0g in beiden F�allen nichtnegativ ist. Dazunehmen wir an, da� es einen Punkt !0 2 Rd n f0g gebe mit f̂(!0) < 0. Wegen derStetigkeit von f̂ gibt es eine hinreichend kleine o�ene Umgebung U = U(!0) von !0 mit0 62 U und f̂(!) < 0 f�ur alle ! 2 U .Wir betrachten nun eine Funktion 
̂(!0)� der Gestalt (4.4) und w�ahlen dabei den Wert von� hinreichend klein, so da� supp 
̂(!0)� � Ugilt. Dann folgt aber f�ur 
̂� := 
̂(!0)� mit Gleichung (4.8) die G�ultigkeit von(2�)d[f ](
� � 
��) = F [f ](j
̂�j2) = ZRd f̂(!)j
̂�(!)j2 d! = ZU f̂(!)j
̂�(!)j2 d! < 0 (4.12)im Widerspruch zur bedingten positiven Semi-De�nitheit von [f ].Sei nun [f ] bedingt positiv de�nit. Nehmen wir an, da� f̂ in einem Punkt !0 6= 0 eineNullstelle besitze, so da� f̂(!0) = 0 gilt. Dann k�onnen wir zeigen, da� es keine o�eneUmgebung von !0 gibt, auf der f̂ identisch verschwindet, d. h. f�ur jede o�ene UmgebungU von !0 mit 0 =2 U gilt: f̂ (!)���U 6� 0:Anderenfalls kann man eine Funktion 
̂� = 
̂(!0)� mit supp 
̂(!0)� � U �nden, so da� derAusdruck [f ](
� � 
��) = (2�)�d ZU f̂ (!)j
̂�(!)j2 d! (4.13)verschwindet. Da [f ] bedingt positiv de�nit ist, darf dies aber dann und nur dann der Fallsein, wenn die Funktion 
̂(!0)� identisch verschwindet. Somit haben wir einen Widerspruchzur obigen Annahme konstruiert. �Im obigen Beweis d�urfen wir die GleichungF [f ](j
̂j2) = ZRd f̂ (!)j
̂(!)j2 d! (4.14)f�ur Funktionen 
̂ mit 0 =2 supp 
̂ wegen (4.8) ohne weiteres verwenden. Falls f die Voraus-setzung 4.2 erf�ullt, so gilt diese Gleichung wegen Bemerkung 4.4 sogar f�ur alle Funktionen
̂ mit j
̂j2 2 dS?s . Wir machen nun eine �au�erst interessante und n�utzliche Beobach-tung, die es uns erlauben wird, die obige Gleichung (4.14) f�ur regul�are Distributionen[f ] 2 BPSD(m;d) sowie 
̂ 2dS?m unter der Voraussetzung 4.2 zu verwenden.Satz 4.5: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2. Weiterhin erzeuge f eine bedingtpositiv semide�nite regul�are Distribution [f ] der Ordnung m auf Rd. Dann gilt: m � s=2:



4.6 Pol- und Werteverhalten der Fouriertransformierten 25Beweis: Wir f�uhren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, da� s=2 > m � 0 gelte.Dann ist insbesondere s positiv, so da� f̂ wegen Voraussetzung 4.2 ein algebraischesPolverhalten im Nullpunkt hat. Mit Bemerkung 4.2 nehmen wir nun ohne Beschr�ankungder Allgemeinheit an, da� m gr�o�tm�oglich mit der Eigenschaft m < s=2 sei.Wir haben zwei F�alle zu unterscheiden:� Sei s eine ungerade nat�urliche Zahl. Dann gilt m = bs=2c = (s � 1)=2 und somits = 2m+ 1. Nun wird der Ausdruck F [f ](j
̂nj2) wegen (4.10) mit den Funktionen
̂n(!) = !p � e�nk!k2=2 p 2 Nd0 mit jpj = mregularisiert zuZRd f̂ (!)0@j
̂n(!)j2 � Xjqj�2m Dqj
̂n(!)j2���!=0q! !q �H  1 � k!k� !1A d!+ Xjqj�2m aqDqj
̂n(!)j2���!=0: (4.15)Die Ableitungen von Funktionen der Gestalt von 
̂n wurden bereits in Unterab-schnitt 4.3.2 betrachtet. Wir wissen daher, da� f�ur q 2 Nd0 mit jqj � 2mDqj
̂n(!)j2���!=0 = ( 0 falls q 6= 2p(2p)! falls q = 2pgilt. Daher vereinfacht sich der obige Ausdruck (4.15) wie folgt:ZB�(0) f̂(!) � !2p �e�nk!k2 � 1� d! + ZRdnB�(0) f̂ (!) � !2pe�nk!k2 d! + ap(2p)! (4.16)Man sieht, da� das Integral �uber B�(0) f�ur n!1 gegen �1 divergiert, w�ahrenddas rechte Integral gegen Null strebt. Der letzte Summand ist o�ensichtlich un-abh�angig von n. Somit gibt es ein n0 2 N mit[f ](
n0 � 
�n0) = (2�)�dF [f ](j
̂n0j2) < 0:� Sei s 2 2N. Dann gilt s = 2m + 2 und die die Regularisierung des AusdrucksF [f ](j
̂nj2) hat gem�a� (4.10) folgendes Aussehen:ZRd f̂(!)0@j
̂n(!)j2 � Xjqj�2m+1 Dqj
̂n(!)j2���!=0q! !q �H  1� k!k� !1A d!+ Xjqj�2m+1 aqDqj
̂(!)j2���!=0: (4.17)Wir betrachten erneut die Funktionen
̂n(!) = !p � e�nk!k2=2; p 2 Nd0 mit jpj = m



26 4 Bedingt positiv de�nite Distributionenund bemerken, da� ebensoDqj
̂n(!)j2���!=0 = 0 f�ur q 2 Nd0 mit jqj = 2m+ 1gilt, so da� diese Regularisierung (4.17) mit dem Ausdruck (4.16) �ubereinstimmt.Die Betrachtungen dieses Falles lassen sich somit auf den vorhergehenden reduzieren.In beiden F�allen erhalten wir einen Widerspruch zur getro�enen Annahme, da� [f ] einebedingt positiv semide�nite regul�are Distribution der Ordnung m < s=2 auf Rd sei. �Wir wollen nun einige n�utzliche Konsequenzen aus den beiden vorhergehenden S�atzenfesthalten.Die erste folgt aus dem Satz 4.4. In Bemerkung 4.5 haben wir die Integrierbarkeit von f̂um Unendlich als weitere Annahme aufgenommen. Mit der folgenden Bemerkung siehtman, da� diese Voraussetzung f�ur bedingt positiv semide�nite regul�are Distributionenimmer erf�ullt ist.Bemerkung 4.6: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2. Weiterhin erzeuge feine bedingt positiv semide�nite regul�are Distribution [f ] auf Rd. Dann ist die verallge-meinerte Fouriertransformierte f̂ von f um Unendlich integrierbar, d. h. f�ur jede positiveZahl R ist das Integral ZRdnBR(0) f̂ (!) d!�nit.Beweis: Wir betrachten die Funktionen
k(x) = e�kkxk2  k�!d=2der Folge f
kgk2N aus S, durch die das Diracsche �-Funktional erzeugt wird. Die zu-geh�origen Fouriertransformierten dieser Funktionen besitzen bekanntlich die Gestalt
̂k(!) = e�k!k2=(4k):Wir behandeln den Fall s = 0 zuerst. Hier ergibt sich durch Einsetzen von 
k bzw. 
̂k in(4.10): ZRd f(x)
k(x) dx = (2�)�d ZRd f̂(!)e�k!k2=(4k) d!Wegen der Stetigkeit von f konvergiert das Integral auf der linken Seite mit k !1 gegenf(0). Da f̂ mit Satz 4.4 nichtnegativ ist, folgt mit dem Lemma von Fatou0 � (2�)�d ZRd f̂(!) d! � f(0) <1und somit die Integrierbarkeit von f̂ .



4.6 Pol- und Werteverhalten der Fouriertransformierten 27F�ur s > 0 setzen wir ebenso 
k bzw. 
̂k in die Regularisierung (4.10) ein und vereinfachenauf der dortigen rechten Seite:(2�)d[f ](
k) = (2�)d ZRd f(x)
k(x) dx = F [f ](
̂k)= ZB�(0) f̂ (!)0@
̂k(!)� Xjqj<s Dq 
̂k(!)���!=0q! !q1A d! + ZRdnB�(0) f̂(!)
̂k(!) d!+ Xjqj<s aqDq 
̂k(!)���!=0= ZB�(0) f̂ (!) Xjqj=s Dq
̂k(h!)q! !q d! + ZRdnB�(0) f̂ (!)
̂k(!) d! (4.18)+ Xjqj<s aqDq 
̂k(!)���!=0:In (4.18) wurde dabei die Lagrangesche Darstellung des Restgliedes der Taylorreihen-Entwicklung verwendet, h ist somit eine reelle Zahl mit 0 � h � 1.Die AbleitungenDq 
̂k lassen sich als Ausdr�ucke schreiben, in denen die Hermite-PolynomeHn : R! R, de�niert durch Hn(x) := (�1)nex2=2 dndxn e�x2=2;auftauchen (siehe z. B. [41], Abschnitt 5.5):Dq 
̂k(h!) = ��h=p2k�jqj e�kh!k2=(4k) dYj=1Hqj �h!j=p2k� :Somit konvergiert das Integral �uber B�(0) aus (4.18) f�ur jqj = s > 0 ebenso wie diedortige Summe mit k ! 1 gegen Null. Wegen der Stetigkeit von f in Null folgt miteiner �ahnlichen Argumentation wie im Fall s = 0 mit der Nichtnegativit�at von f̂ unterAnwendung des Fatouschen Lemmas die Existenz des IntegralsZRdnB�(0) f̂(!) d! <1: �Als unmittelbare Konsequenz dieser Bemerkung ergibt sich mit Satz 4.5 dieFolgerung 4.2: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2. Falls f eine positiv semi-de�nite regul�are Distribution [f ] auf Rd erzeugt, so ist die verallgemeinerte Fouriertrans-formierte f̂ von f aus L1(Rd).



28 4 Bedingt positiv de�nite DistributionenBeweis: Wegen der Positivit�at von f̂ reicht es, die Integrierbarkeit dieser Funktion zudiskutieren. Da� f̂ um Unendlich integrierbar ist, haben wir bereits mit der obigenBemerkung 4.6 festgehalten. Da [f ] bedingt positiv semide�nit der Ordnung 0 auf Rd ist,folgt mit Satz 4.5, da� s = 0 gilt. Unter Voraussetzung 4.2, Teil (a), ist f̂ somit ebensoum den Nullpunkt integrierbar. �Das Ergebnis unserer n�achsten Folgerung haben wir bereits vor der Formulierung desobigen Satzes 4.5 angedeutet.Folgerung 4.3: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2 und erzeuge eine bedingtpositiv semide�nite Distribution [f ] der Ordnung m auf Rd.Dann gilt: [f ](
 � 
�) = (2�)�dF [f ](j
̂j2) = (2�)�d ZRd f̂(!)j
̂(!)j2 d! � 0f�ur alle guten Funktionen 
 2 S?m bzw. 
̂ 2dS?m.Beweis: Sei [f ] eine bedingt positiv semide�nite regul�are Distribution der Ordnung mauf Rd. Falls f die Voraussetzung 4.2 erf�ullt, dann gilt m � s=2 mit dem obigen Satz 4.5.Da das Quadrat j
̂j2 einer Funktionen 
̂ 2dS?m eine Nullstelle der Mindestordnung 2m inNull besitzt, gilt j
̂j2 2 dS?2m und somit j
̂j2 2 dS?s . Die obige Behauptung folgt nun mitBemerkung 4.4. �Wir machen eine weitere interessante Beobachtung durchFolgerung 4.4: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2 und erzeuge eine positivsemide�nite regul�are Distribution [f ] auf Rd. Dann ist f eine beschr�ankte Funktion.Beweis: Falls [f ] bedingt positiv semide�nit der Ordnungm = 0 auf Rd ist und au�erdemdie Voraussetzung 4.2 erf�ullt, so gilt s = 0 mit dem obigen Satz 4.5. Das asymptotischeVerhalten der stetigen Funktion f wird unter Voraussetzung 4.2 wegen Bemerkung 4.5beschrieben durch f(x) = O (kxks) = O(1); kxk ! 1:Nun erkennt man, da� f unter diesen Umst�anden eine beschr�ankte Funktion ist. �Wir wissen bereits mit Bemerkung 3.1, da� positiv (semi)de�nite gerade Funktionenebenso stets beschr�ankt sind. Hier deutet sich mit unserer letzten Folgerung 4.4 be-reits ein Zusammenhang zwischen positiv (semi)de�niten regul�aren Distributionen undderen erzeugender Funktion an. Wir werden diesen im folgenden Paragraphen erkennenund durch eine wesentlich allgemeinere Aussage komplett ergr�unden.



295 Charakterisierung bedingt positiv de�niter Funk-tionenIn diesem Paragraphen stellen wir einen fundamentalen Zusammenhang zwischen bedingtpositiv de�niten regul�aren Distributionen und bedingt positiv de�niten Funktionen her.Dadurch erhalten wir eine sehr praktische Charakterisierung bedingt positiv de�niterFunktionen. Wir ziehen daraus einige wichtige Folgerungen.5.1 HauptsatzWir nutzen die Kenntnisse der beiden vorigen Paragraphen und sind bereits jetzt in derLage, den Hauptsatz dieser Arbeit zu beweisen.Hauptsatz 5.1: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5.f erzeugt genau dann eine bedingt positiv semide�nite regul�are Distribution der Ordnungm auf Rd, wenn f eine bedingt positiv semide�nite Funktion der Ordnung m auf Rd ist:[f ] 2 BPSD(m;d) () f 2 bpsd(m;d):Weiterhin ist f eine bedingt positiv de�nite Funktion der Ordnung m auf Rd, falls f einebedingt positiv de�nite regul�are Distribution der Ordnung m auf Rd erzeugt:[f ] 2 BPD(m;d) =) f 2 bpd(m;d):Beweis: Wir beweisen die zweite Aussage des Hauptsatzes zuerst und nehmen an, da�f die Voraussetzung 4.2 erf�ulle und eine bedingt positiv de�nite regul�are Distribution [f ]der Ordnung m auf Rd erzeuge. Weiterhin seien paarweise verschiedene Punkte x1; : : : ; xNaus dem Rd sowie reelle Zahlen c1; : : : ; cN mit der EigenschaftNXj=1 cjxpj = 0 jpj < mgegeben. Nach Satz 4.2 liegen dann die Funktionen
(�)n (x) = NXj=1 cj �n��d=2 e�nkx�xjk2f�ur alle n 2 N im Raum S?m. Da [f ] bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd ist, giltf�ur alle nat�urlichen Zahlen n und 
n = 
(�)n die Ungleichung[f ](
n � 
�n) � 0und somit ebenso limn!1[f ](
n � 
�n) = NXj;k=1 cjckf(xj � xk) � 0:



30 5 Charakterisierung bedingt positiv de�niter FunktionenWir haben nur noch nachzuweisen, da� dieser Ausdruck genau dann verschwindet, fallsalle Skalare cj (1 � j � N) verschwinden.Diesen Nachweis erbringen wir folgenderma�en: Mit Folgerung 4.3 gilt:[f ](
n � 
�n) = (2�)�dF [f ](j
̂nj2)= (2�)�d ZRd f̂(!)j
̂n(!)j2 d!= (2�)�d ZRd f̂(!)����� NXj=1 cje�k!k2=(4n)�ixTj !�����2 d!= (2�)�d ZRd f̂(!) � e�k!k2=(2n)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 d! (5.1)f�ur alle n 2 N. Nach dem Satz von der majorisierenden Konvergenz gilt nun:limn!1 ZRd f̂ (!) � e�k!k2=(2n)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 d! = ZRd f̂(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 d!:Da f̂ nach Satz 4.4 fast �uberall positiv ist, kann dieses Integral nur dann verschwinden,falls die Symbolfunktion �c;X(!) = NXj=1 cje�ixTj !identisch verschwindet. Da die Punkte x1; : : : ; xN paarweise verschieden sind, ist diesdann und nur dann der Fall, wenn s�amtliche Skalare cj (1 � j � N) verschwinden. Einenm�oglichen Beweis dieses bekannten Resultates �ndet man beispielsweise in [33].Nun beweisen wir die erste Aussage unseres Hauptsatzes. Der Beweis der Notwendig-keit ist bereits im obigen Beweis der zweiten Aussage enthalten, so da� wir lediglich dieHinl�anglichkeit der ersten Aussage des Hauptsatzes zu beweisen haben. Dazu nehmenwir nun an, da� f eine bedingt positiv semide�nite Funktion der Ordnung m auf Rd sei,die die Voraussetzung 4.2 erf�ulle.Wir bemerken, da� man das DoppelintegralZRd ZRd f(x� y)
(x)
(y) dxdybeliebig gut durch Summen der FormNnXj;k=1 
 �x(n)j �� �B(n)j � 
 �x(n)k �� �B(n)k � f �x(n)j � x(n)k � (5.2)approximieren kann. Die Mengen B(n)j sind dabei paarweise disjunkt und weiterhin giltx(n)j 2 B(n)j (1 � j � Nn) f�ur alle n 2 N sowielimn!1 � �B(n)j � = 0limn!1 �0@Rd n Nn[j=1B(n)j 1A = 0:



5.2 Folgerungen 31Die Summen (5.2) sind f�ur jedes n 2 N nichtnegativ unter der Voraussetzung, da�NnXj=1 
 �x(n)j �� �B(n)j � �x(n)j �p = 0f�ur alle Multiindizes p 2 Nd0 mit jpj < m gilt. Mit diesen Ausdr�ucken werden die IntegraleZRd 
(x)xp dx jpj < mbeliebig gut approximiert. Daraus schlie�t man, da� [f ] bedingt positiv semide�nit derOrdnung m auf Rd ist. �5.2 FolgerungenDa der Hauptsatz 5.1 unter Ber�ucksichtigung der Voraussetzung 4.2 die Funktionen-klasse bpsd(m;d) in die Distributionenklasse BPSD(m;d) kanonisch einbettet, kann manden m�achtigen Apparat der Distributionentheorie bei der Untersuchung bedingt positiv(semi)de�niter Funktionen einsetzen. Wir ziehen in diesem Abschnitt praktische Folge-rungen aus den Ergebnissen der Paragraphen 3 und 4. Die f�ur unsere Zwecke zweifelloswichtigste umfa�t eine praktische Charakterisierung der Funktionenklasse bpd(m;d) undstellt dar�uberhinaus in unserer Terminologie f�ur den Spezialfall m = 0 und d = 1 einAnalogon des Satzes 3.2 von Bochner dar:Satz 5.1: Die Funktion f erf�ulle die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5.Dann sind �aquivalent:(a) f ist bedingt positiv de�nit der Ordnung m � s=2 auf Rd.(b) f̂(!) � 0 f�ur alle ! 2 Rd n f0g, f̂ 6� 0.Beweis: Wir bemerken zuerst, da� die Ungleichung m � s=2 aus Teil (a) mit Satz 4.5selbstverst�andlich ist. Wir haben diese Tatsache in die Formulierung des Satzes wegender Argumentation beim Beweis von (b)) (a) aufgenommen.Diesen Teil der Aussage beweisen wir zuerst und nehmen dazu an, da� f̂ auf Rd n f0gnichtnegativ ist und nicht identisch verschwindet.Wegen des Polverhaltens von f̂ im Nullpunkt gem�a� Voraussetzung 4.2 und mit m � s=2folgt die G�ultigkeit vonNXj;k=1 cjckf(xj � xk) = (2�)�d ZRd f̂(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 d! � 0 (5.3)f�ur paarweise verschiedene Punkte x1; : : : ; xN � Rd und reelle Zahlen c1; : : : ; cN mit derEigenschaft NXj=1 cjxpj = 0 f�ur alle p 2 Nd0 mit jpj < m. (5.4)



32 5 Charakterisierung bedingt positiv de�niter FunktionenDenn schlie�lich besitzt die Symbolfunktion�c;X(!) = NXj=1 cje�ixTj !eine Nullstelle der Ordnung m � s=2 in Null, falls die Bedingung (5.4) erf�ullt ist. Unterdieser Voraussetzung existiert das obige Integral im klassischen Sinne. Wir haben dieG�ultigkeit von (5.3) bereits durch Grenz�ubergang in (5.1) im Beweis des Hauptsatzes 5.1erkannt.Wegen der Stetigkeit von f̂ auf Rd n f0g gibt es eine o�ene Menge U � Rd mit 0 62 U , aufder f̂ positiv ist. Unter diesen Voraussetzungen verschwindet die Doppelsumme in (5.3)genau dann, wenn die Symbolfunktion �c;X identisch verschwindet.Da die Punkte x1; : : : ; xN paarweise verschieden sind, ist dies genau dann der Fall, wennalle reellen Zahlen c1; : : : ; cN verschwinden, wie wir bereits im Beweis des Hauptsatzes 5.1feststellen konnten.Da� (b) durch (a) impliziert wird, folgt aus Satz 4.4 und dem Hauptsatz 5.1. �Wir wollen erl�autern, welche Konsequenzen die G�ultigkeit des obigen Satzes 5.1 f�ur unsereAnwendungen nach sich zieht:Wir haben in Paragraph 2 das Problem der Interpolation auf endlich vielen Daten vollst�an-dig beschrieben. Bei dieser Interpolationsmethode wurde eine radiale Funktion  , bedingtpositiv de�nit der Ordnung m 2 N0, verwendet. Neben einer schwachen Voraussetzungan die gegebenen Daten war im wesentlichen die bedingte positive De�nitheit von  we-gen Satz 2.1 f�ur die eindeutige L�osbarkeit des Interpolationsproblems von entscheidenderBedeutung. Ferner bestimmte die Ordnung m von  die Gr�o�e der Interpolationsmatrix.Da es inzwischen ganze Bibliotheken an umfangreichen Transformationstabellen gibt, indenen verallgemeinerte Fouriertranformierte spezieller oder weniger spezieller Funktionenaufgelistet sind, sind wir mit dem obigen Satz 5.1 ohne weiteres in der Lage, eine Vielfaltan radialen Funktionen zu �nden, die f�ur multivariate Interpolationsprobleme potentiellbrauchbar sind: Wir haben lediglich die Gesamtheit aller radialen Funktionen  herzuneh-men, die mit ihrer verallgemeinerten Fouriertransformierten ' die Voraussetzung 4.2 ausAbschnitt 4.5 erf�ullen. Falls ' 6� 0 eine nichtnegative Funktion ist, so wissen wir mit Satz5.1, da�  bedingt positiv de�nit auf Rd ist. Weiterhin k�onnen wir an dem Polverhaltenvon ' in Null die Ordnung m der bedingten positiven De�nitheit von  auf Rd ablesen.Es ist tats�achlich �au�erst erstaunlich, da� wir unter Beachtung der Voraussetzung 4.2dabei lediglich mit der Information �uber das Polverhalten von ' im Nullpunkt auskom-men. Diese Tatsache macht es besonders einfach, die Menge der untersuchten radialenBasisfunktionen um eine bisher ungeahnte Vielfalt zu erg�anzen. Unter Verwendung derErgebnisse dieser Dissertation, insbesondere des obigen Satzes 5.1, ist es beispielsweiseSchaback & Wendland [36] gelungen, erstmals eine positiv de�nite radiale Funktion mitkompaktem Tr�ager anzugeben. Angespornt durch deren Folgerungen aus dieser Arbeitnehmen wir gern an diesemWettbewerb teil und geben weitere Typen von positiv de�nitenradialen Funktionen mit kompaktem Tr�ager an.



5.2 Folgerungen 33Satz 5.2: Sei d � 2. Dann sind die radialen Funktionen �(x) = (1 � kxk)�+ := 8<: (1 � kxk)� falls kxk < 10 falls kxk � 1f�ur � � (d + 1)=2 positiv de�nit auf Rd.Beweis: O�ensichtlich sind die Funktionen  � radial und dar�uberhinaus im klassischenSinne fouriertransformierbar. Nach Stein & Weiss [40], Theorem 3.3 in IV, S. 155, sinddie Fouriertransformierten �̂�(k � k) = '�(�) der Funktionen  �(x) = ��(kxk) radial undberechnen sich bis auf einen gewissen positiven Faktor zu�̂�(s) = Z 10 ��(r)rd=2J(d�2)=2(rs) dr= Z 10 (1 � r)�rd=2J(d�2)=2(rs) dr= s�1 Z s0 (1 � t=s)� (t=s)d=2 J(d�2)=2(t) dt= s�(d=2+�+1) Z s0 (s� t)�td=2J(d�2)=2(t) dt:Dabei bezeichnet J� wie �ublich die Besselfunktion erster Art, deren Eigenschaften manbeispielsweise bei Abramowitz & Stegun [1] �ndet.Mit unserem zentralen Satz 5.1 bleibt nun nur noch nachzuweisen, da� die IntegraleZ s0 (s � t)�td=2J(d�2)=2(t) dtnichtnegativ sind. Nach Gasper [15] (Ungleichung (1.4), S.869, sowie Ungleichung (3.17),S.878, mit � = � = 0; � = (d � 2)=2; � = d=2; � = (d + 1)=2, 
 � 0) sind diese Integralef�ur � � (d + 1)=2 sogar positiv. Der Fall � = (d + 1)=2 wurde dabei erstmals von Fields& Ismail [13] (Corollary 1.1, S.557) behandelt. �Der obige Satz 5.2 unterstreicht die Tragweite unseres Satzes 5.1 nochmals mit Nach-druck und zeigt, da� die Behandlung des Begri�es der bedingten positiven De�nitheitin Abh�angigkeit von der Raumdimension d hier von entscheidender Bedeutung ist. Manbeachte, da� von keiner der Funktionen  � aus dem obigen Satz 5.2 die positive De�nit-heit mit dem Satz 3.5 von Micchelli nachgewiesen werden kann. Denn schlie�lich m�u�tendann die Funktionen g�(t) = (1 � pt)�+ auf (0;1) vollst�andig monoton sein. Da dieseaber ebenso kompakten Tr�ager besitzen, steht dies im Widerspruch zu dem Satz 3.3 vonBernstein. Radiale Funktionen mit kompaktem Tr�ager k�onnen somit nur auf R�aumen Rdunter Einschr�ankung der Raumdimension d als positiv de�nit erkannt werden.F�ur weitere Forschungsaktivit�aten auf dem Gebiet der multivariaten Interpolation mitradialen Basisfunktionen wird man nun eine B-Spline-artige Theorie anstreben, bei derman nur noch positiv de�nite radiale Funktionen mit kompaktemTr�ager verwendet. Diese



34 5 Charakterisierung bedingt positiv de�niter FunktionenVorgehensweise w�urde einige der in der Einleitung aufgef�uhrten Probleme, wie z. B. Kon-ditionsabsch�atzungen der Interpolationsmatrizen sowie e�ziente Auswertung der Inter-polanten bzw. Implementierbarkeit wesentlich entsch�arfen. Grundlegend f�ur eine solcheTheorie w�are dann die Frage, ob man nach dem Vorbild der B-Splines durch iterierteFaltungen glattere radiale Funktionen erh�alt, ohne dabei die Eigenschaft der positivenDe�nitheit zu verlieren. Aus dem Hauptsatz 5.1 ergibt sich eine weitere Folgerung, dieuns in dieser Hinsicht beruhigen wird.Folgerung 5.1: Die Funktionen f; g 2 L1(Rd) m�ogen beide die Voraussetzung 4.2 ausAbschnitt 4.5 erf�ullen. Falls f und g beide positiv de�nit auf Rd sind und das Faltungs-produkt h = f � g nicht identisch verschwindet, dann ist h positiv de�nit auf Rd.Beweis: Nach Bemerkung 3.1 sind f und g beschr�ankt und de�nieren daher regul�areDistributionen [f ] und [g] auf dem Schwartzschen Raum S. Da f und g au�erdem beidein L1(Rd) liegen, ist das Faltungsprodukt h = f � g ebenfalls beschr�ankt. Denn wegenjh(x)j = j(f � g)(x)j = ���� ZRd f(y)g(x� y) dy���� � g(0) ZRd jf(y)j dygilt: jh(x)j � g(0)kfkL1 . Somit de�niert f � g ebenso eine regul�are Distribution [f � g]auf S. Weiterhin existieren die Fouriertransformierten f̂ und ĝ dieser beiden Funktionenim gew�ohnlichen Sinne.Nun folgt [f � g](
 � 
�) = ZRd (f � g) (x) (
 � 
�) (x) dx= (2�)�d ZRd �[f � g� (!) �\
 � 
�� (!) d!= (2�)�d ZRd f̂(!)ĝ(!)j
̂(!)j2 d!f�ur alle Funktionen 
 2 S.Wegen Satz 4.4 sind f̂ und ĝ nichtnegativ auf Rd. Da das Faltungsprodukt f � g nichtidentisch verschwindet, gibt es eine o�ene Menge U � Rd, auf der die Funktion ĥ = f̂ � ĝpositiv ist. Mit Satz 5.1 folgt nun, da� h positiv de�nit auf Rd ist. �5.3 Anwendung auf radiale BasisfunktionenWir haben bereits in der Einleitung die Gestalt aller radialen Basisfunktion angegeben,die bisher untersucht wurden. In Abschnitt 4.4 wurden deren verallgemeinerte Fourier-transformierte aufgelistet.Wir �uberzeugen uns mit Beobachtung 4.1 davon, da� s�amtliche aufgef�uhrten radialenBasisfunktionen  die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5 erf�ullen, und da� deren ver-allgemeinerten Fouriertransformierten ' dar�uberhinaus positiv sind. Wir geben nun zujeder Funktion  (eine Absch�atzung f�ur) die Zahl s 2 N0, die sich mit Voraussetzung 4.2



5.3 Anwendung auf radiale Basisfunktionen 35ergibt, an und best�atigen mit Satz 5.1 in der folgenden Tabelle die (minimale) Ordnungm der bedingten positiven De�nitheit auf Rd der einzelnen radialen Basisfunktionen, diebereits in Abschnitt 3.2 auftauchen.radiale Basisfunktion s 2 N0 m 2 N0polynomials  (x) = (�1)d�=2ekxk� s > � m > �=2thin plate splines  (x) = (�1)k+1kxk2k log kxk s > 2k m > kGaussians  (x) = e��kxk2 s = 0 m � 0Multiquadrics  (x) = (�1)d�=2e (c2 + kxk2)�=2 s > � m > �=2inverse Multiquadrics  (x) = (c2 + kxk2)�=2 s = 0 m � 0



36 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen Basisfunktionen6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialenBasisfunktionenWir konstruieren in diesem Paragraphen einen Funktionenraum F , der f�ur Interpo-lationsaufgaben mit einer Funktion  2 bpd(m;d) im folgenden Sinne nat�urlich ist: Wirverlangen f�ur einen festen Punkt x 2 Rd die Stetigkeit des Fehlerfunktionals�x : F ! R; x 7! (f � s )(x) f 2 F auf dem Funktionenraum F , um Fehlerabsch�atzungen der Formjf(x)� s (x)j � kfkF � P (x) (6.1)bei der Punktauswertung in x anzugeben. Die Gestalt der Interpolanten s sowie die Artder Datenvorgabe ist so allgemein wie m�oglich gehalten, umfa�t aber selbstverst�andlichden Fall der in Paragraph 2 vorgestellten Interpolation auf einer endlichen Datenmenge.Dabei werden wir ebenso die Reproduktion von Polynomen aus Pdm erreichen, indem wirdie Forderung �x(Pdm) = f0g:erheben. Das Fehlerfunktional besitzt somit die gleiche "Orthogonalit�atsrelation\ wie dieguten Funktionen aus S?m. Wie wir diesen Begri� der "Orthogonalit�at\ verstehen, ergibtsich aus der folgenden Topologisierung und Vervollst�andigung des "richtigen\ Dualraumesund dem zugeh�origen Raum der Fouriertransformierten.6.1 Topologisierung der R�aume S?m und dS?mWir wollen die linearen R�aume S?m und dS?m jeweils mit einem Skalarprodukt versehen.Wenn man ber�ucksichtigt, in welchem Zusammenhang diese R�aume in Abschnitt 4.2 de-�niert wurden, so ist o�ensichtlich, wie wir nun vorgehen werden.Wir betrachten eine Funktion  : Rd ! R und nehmen an, da� diese mit ihrer verall-gemeinerten Fouriertransformierten ' die Voraussetzung 4.2 aus Abschnitt 4.5 erf�ulle.Weiterhin nehmen wir an, da�  bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd mit ei-nem gewissenen m 2 N0 sei. Dann wissen wir bereits mit Satz 4.4, da� ' auf Rd n f0gnichtnegativ ist. Wir versch�arfen dies mit derVoraussetzung 6.1: '(!) > 0 f�ur alle ! 2 Rd n f0g.Alle in der Einleitung angegebenen radialen Basisfunktionen erf�ullen die Voraussetzungen4.2 und 6.1.F�ur den gesamten Paragraphen sei das Funktionenpaar  , ' mit den genannten Eigen-schaften fest und m�oge die Voraussetzungen 4.2 und 6.1 erf�ullen.Unter der Voraussetzung 6.1 ist mit(�; 
) := [ ](� � 
�) �; 
 2 S?m



6.1 Topologisierung der R�aume S?m und dS?m 37ein Skalarprodukt auf dem Raum S?m gegeben, so da� S?m mit der induzierten Normk � k := (�; �)1=2 ein Pr�a-Hilbertraum ist. Der Nachweis der Skalarprodukteigenschaftenfolgt unmittelbar aus den vorliegenden De�nitionen.Wir versehen nun den Raum dS?m mit dem Skalarprodukt(�̂; 
̂)' := (2�)�d('; �̂ � 
̂)L2 = (2�)�dF [ ](�̂ � 
̂) = [ ](� � 
�) = (�; 
) (6.2)und der Norm k � k' := (�; �)1=2' , so da� folgender Satz gilt:Satz 6.1: Der Raum �S?m; k � k � ist ein Pr�a-Hilbertraum und wird verm�oge der Fourier-transformation isometrisch isomorph auf �dS?m; k � k'� abgebildet.Beweis: Der Nachweis der Skalarprodukteigenschaft folgt unmittelbar aus den einzelnenDe�nitionen. Die Isometrieaussage ist mit der distributionellen Parsevalschen Gleichung,die ebenso in (6.2) verwendet wurde, trivial. �Wir werden im folgenden die Struktur des Raumes S?m aufgrund derer von dS?m erkennenund umgekehrt. Ergebnisse, die wir dabei bez�uglich des Raumes S?m erzielen, gelten wegendes obigen Satzes 6.1 ebenso f�ur dS?m.Wir zeigen nun, da� der Raum �S?m; k � k � nicht vollst�andig ist. Dazu betrachten wireine Folge von Linearkombinationen der Gestalt
n(x) := NXj=1 cj
(�xj )n (x)mit den �xj -erzeugenden guten Funktionen
(�xj )n (x) := e�nkx�xjk2 � �n��d=2 ;wobei die Punktmenge X := fx1; : : : ; xNg � Rd und die reellen Zahlen c1; : : : ; cN in der�ublichen Relation zueinander stehen:NXj=1 cjxpj = 0 jpj < m:Wir wissen bereits, da� jede Funktion der Folge f
ngn2N nach Satz 4.2 im Raum S?m liegt.Diese Folge ist eine Cauchyfolge in �S?m; k � k �, denn es gilt:k
k � 
nk2 = k
̂k � 
̂nk2'= (2�)�d ZRd'(!)���
̂k(!)� 
̂n(!)���2 d!= (2�)�d ZRd'(!)����� NXj=1 cje�k!k2=(4k) � e�ixTj ! � NXj=1 cje�k!k2=(4n) � e�ixTj !�����2 d!



38 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen Basisfunktionen= (2�)�d ZRd '(!)����� NXj=1 cje�ixTj ! �e�k!k2=(4k) � e�k!k2=(4n)� �����2 d!= (2�)�d ZRd '(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 �e�k!k2=(4k) � e�k!k2=(4n)�2 d!= (2�)�d ZRd '(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 � e�k!k2=(2k) d!� 2 � (2�)�d ZRd'(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 � e�k!k2�( 14k+ 14n ) d!+ (2�)�d ZRd'(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 � e�k!k2=(2n) d!:Unter Anwendung des Satzes der majorisierenden Konvergenz auf die letzteren drei Inte-grale erkennen wir die G�ultigkeit vonlimk;n!1 k
k � 
nk2 = 2 � (2�)�d ZRd '(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 d!� 2 � (2�)�d ZRd '(!)����� NXj=1 cje�ixTj !�����2 d!= 0und somit die Richtigkeit unserer obigen Behauptung, da� f
ngn2N eine Cauchyfolge imRaum S?m darstellt. Wegen limn!1 k
nk = NXj;k=1 cjck (xj � xk)besitzt die Folge f
ngn2N keinen Grenzwert in S?m und somit sind die R�aume S?m und dS?mnicht vollst�andig.Wir wollen nun den Abschlu� der R�aume �S?m; k � k � und �dS?m; k � k'� ermitteln. Dabeiwird der folgende Satz aus der Analysis hilfreich sein, der beispielsweise im Buch [42] vonWalter zu �nden ist und dort als "Dichtesatz\ bezeichnet wird.Satz 6.2: Es sei B � Rd eine o�ene Menge. Dann ist die Menge C10 (B) dicht im RaumLp(B), d. h. zu û 2 Lp(B) gibt es, wenn man � > 0 vorgibt, eine Funktion 
̂ 2 C10 (B)mit kû� 
̂kLp < �. �Wir betrachten nun den gewichteten L2-RaumL2' := �û : Rd! R ���� ZRd jû(!)j2'(!) d! <1� = �



6.1 Topologisierung der R�aume S?m und dS?m 39mit der �Aquivalenzrelation �, de�niert durch û � v̂ :() û � v̂ fast �uberall.L2' ist mit dem Skalarprodukt(û; v̂)' := ZRd û(!)v̂(!)'(!) d!ein Hilbertraum (siehe [20], [45]). Unter Verwendung des Spezialfalles p = 2, B = Rd desobigen Satzes 6.2 zeigen wir nun, da� �dS?m; k � k'� dicht in �L2'; k � k'� liegt.Satz 6.3: dS?m = L2'.Beweis: O�ensichtlich gilt dS?m � L2'. Nehmen wir an, da� û eine beliebige Funktion ausL2' sei. Dann liegt die Funktion û2 = ûp' in L2(Rd). Mit dem obigen Satz 6.2 gibt eszu jedem � > 0 eine Funktion 
̂2 2 D mit kû2 � 
̂2kL2 < �=3. Somit gilt f�ur die Funktion
̂' := 
̂2=p' 2 L2' die Absch�atzung kû � 
̂'k' < �=3. Da der Tr�ager dieser stetigenFunktion 
̂' kompakt ist, gibt es eine Funktion 
̂D 2 D mit k
̂' � 
̂Dk' < �=3. Nutztman schlie�lich die Tatsache, da� die MengeD0 := �
̂ 2 D ���� 0 =2 supp 
̂� �dS?mbez�uglich k � k' dicht in D liegt, so erkennt man, da� es eine Funktion 
̂ 2 dS?m gibt mitk
̂D � 
̂k' < �=3. Insgesamt folgtkû� 
̂k' � kû� 
̂'k' + k
̂' � 
̂Dk' + k
̂D � 
̂k' < �und somit die Behauptung dieses Satzes. �Nun haben wir zu erkl�aren, wie wir den Abschlu� von S?m aufzufassen haben.Wir wissen bereits mit Satz 6.1, da� die beiden Pr�a-Hilbertr�aume S?m und dS?m verm�oge derklassischen Fouriertransformation isometrisch isomorph aufeinander abgebildet werden.Nach Satz 6.3 liegt dS?m dicht im gewichteten L2-Raum L2'. Somit l�a�t sich der stetigeund lineare Operator der klassischen inversen Fouriertransformation, der auf dS?m de�niertist, stetig auf L2' fortsetzen. Mit dieser Fortsetzung erhalten wir auf kanonische Art undWeise den Abschlu� von S?m.Wir wollen dazu erl�autern, wie wir die Fortsetzung der klassischen inversen Fouriertrans-formation verstehen: Sei û eine beliebige Funktion aus L2'. Dann gibt es eine Folgef
̂ngn2N aus dS?m mit limn!1 kû� 
̂nk' = 0:Nun k�onnen wir die Operation der inversen Fouriertransformation IF auf L2' geeignet be-schreiben. Schlie�lich konvergiert die Folge f
̂ngn2N in dS?m. Wegen der Isometrie zwischendS?m und S?m konvergiert ebenso die Folge f
ngn2N der inversen Fouriertransformierten inS?m. Das Grenzelement aus dem Abschlu� von S?m entspricht dem Bild der fortgesetzten



40 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen Basisfunktioneninversen Fouriertransformation IF angewandt auf û. Naheliegenderweise bezeichnen wirdieses Grenzelement mit u = IF û. O�ensichtlich gilt die Isometrieeigenschaftkuk = limn!1 k
nk = limn!1 k
̂nk' = kûk':Nun l�a�t sich der Abschlu� des Raumes S?m als diejenige Menge au�assen, die aus deninversen Fouriertransformierten des gewichteten L2-Raumes L2' besteht:S?m = nu = IF û ��� û 2 L2'o :Wir erhalten insgesamt den folgendenSatz 6.4: Der Hilbertraum �L2'; k � k'� = �dS?m; k � k'� ist verm�oge der inversen Fourier-transformation IF isometrisch isomorph zu �S?m; k � k �. �Eine �ahnliche Vorgehensweise wie hier �ndet man �ubrigens im Buch [40] von Stein &Weiss, wo die klassische Fouriertransformation auf den Hilbertraum L2 erweitert wird.Die dortigen �Uberlegungen werden in einem entsprechenden Satz zusammengefa�t, der inder Fourieranalysis als Theorem von Plancherel gel�au�g ist.Mit unseren obigen Ergebnissen folgt nun, da� Punktauswertungsfunktionale der Form�x = �x � NXj=1 uj(x)�xj (6.3)im Raum S?m und deren distributionelle Fouriertransformierte�̂x(!) = e�ixT! � NXj=1 uj(x)e�ixTj !im Raum dS?m liegen, falls die Funktionen uj : Rd ! R (1 � j � N) Polynome aus Pdmreproduzieren, so da� �x auf Pdm verschwindet:p(x) = NXj=1uj(x)p(xj) f�ur alle p 2 Pdm:Nach Wu & Schaback [44] besitzt �x die typische Gestalt eines Fehlerfunktionals f�ur denFall der Interpolation auf einer endlichen Datenmenge X mit einer radialen Basisfunktion 2 bpd(m;d).Dar�uberhinaus folgt mit k�xk = k�̂xk' die G�ultigkeit vonk�xk2 =  (0)� NXj=1 uj(x) (xj � x)� NXk=1 uk(x) (x� xk) + NXj;k=1 (xj � xk)= (2�)�d ZRd '(!)�����e�ixT! � NXj=1 uj(x)e�ixTj !�����2 d!= k�̂xk2';



6.2 Die Funktionenr�aume F und F (F ) 41wie wir bereits mit (5.3) in allgemeinerer Form bemerkt haben, ohne dabei die obigeIsometrieeigenschaft zu ergr�unden.6.2 Die Funktionenr�aume F und F (F )Wir wollen nun endlich den Funktionenraum F mit den geforderten Eigenschaften ange-ben und topologisieren. Wir werden F als Dualraum von S?m vorstellen, dessen Strukturwir bereits im vorigen Abschnitt studiert haben.Dabei verwenden wir teilweise Ideen von Madych & Nelson [27], halten uns aber nichtan spezielle Datenvorgaben und erhalten dadurch wesentlich allgemeinere Resultate. ImGegensatz zu Madych & Nelson behandeln wir ebenso den Raum F (F ) der distribu-tionellen Fouriertransformierten von F . Wir leiten n�utzliche Beziehungen zwischen denFunktionenr�aumen F und F (F ) und deren Dualr�aumen S?m und dS?m her, die uns helfenwerden, den Funktionenraum F zu charakterisieren.Wir werden dabei aufzeigen, da� der Fall der Interpolation von endlich vielen chaotischverteilten Daten, wie in Paragraph 2 behandelt, in unser Schema pa�t. Wir erinnernuns, da� wir eine Fehlerabsch�atzung der Form (2.5) bzw. (6.1) anstreben, die mit demFehlerfunktional �x der obigen Form (6.3) idealerweise folgende Gestalt annimmt:j�x(f)j = �����f(x)� NXj=1uj(x)f(xj)����� � kfkF � k�xk : (6.4)Weiterhin fordern wir �x(Pdm) = f0g. Unmittelbar aus der G�ultigkeit dieser Absch�atzungfolgt bereits per de�nitionem die Stetigkeit des Fehlerfunktionals �x auf dem Raum F .Wir bemerken, da� sich die Wirkung des Fehlerfunktionals �x auf eine Funktion f ebensomit �x(f) = [f ](�x) =: �f(�x)schreiben l�a�t als Anwendung eines linearen Funktionals �f : S?m ! R auf �x.Dabei wurde die De�nition[f ](
) := limn!1[f ](
n) f�ur alle 
 = limn!1 
n 2 S?m (6.5)mit einer entsprechenden Folge f
ngn2N aus S?m verwendet und deren Wohlde�niertheitunterstellt.Da wir den gr�o�tm�oglichen Funktionenraum suchen, auf dem das Fehlerfunktional stetigbzw. (6.5) de�niert ist, lassen wir in F alle Funktionen zu, die daf�ur in Frage kommen,und dar�uberhinaus Punktauswertungen zulassen:F := �f 2 C(Rd) ���� [f ] 2 S 0 : j[f ](
)j � Cfk
k f�ur alle 
 2 S?m mit einem Cf 2 R>0� :Den Raum der distributionellen Fouriertransformierten aus F schreiben wir zun�achst alsF (F ) := �F [f ] ���� f 2 F � :



42 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen BasisfunktionenF�ur alle f 2 F sind die linearen Abbildungen �f : S?m ! R und �̂F [f ] : dS?m ! R, de�niertdurch �̂F [f ](
̂) := (2�)�dF [f ](
̂) f�ur alle 
̂ 2dS?m;wohlde�niert und wegen der G�ultigkeit vonj�f(
)j = j[f ](
)j � Cfk
k f�ur alle 
 2 S?mj�̂F [f ](
̂)j = (2�)�djF [f ](
̂)j � Cfk
̂k' f�ur alle 
̂ 2dS?mauch beschr�ankt. Wir wollen nun die Normen von �f und �̂F [f ] berechnen.Nach dem Satz von Fischer-Riesz existieren zu jedem f 2 F und F [f ] 2 F (F ) eindeutigbestimmte 
f 2 S?m und 
̂F [f ] 2dS?m mit�f(
) = (
f ; 
) f�ur alle 
 2 S?m�̂F [f ](
̂) = (
̂F [f ]; 
̂)' f�ur alle 
̂ 2dS?m: (6.6)Wir stellen zu gegebenem f 2 F und dessen distributioneller Fouriertransformierter F [f ]mit (
f ; 
) = [f ](
) = (2�)�dF [f ](
̂) = (
̂F [f ]; 
̂)' = (
F [f ]; 
) folgende Beziehung zwischen deren Repr�asentanten 
f und 
̂F [f ] her:
f = 
F [f ] () 
̂f = 
̂F [f ]:Wegen der G�ultigkeit von�f(
f ) = (
f ; 
f ) = k
fk � k
fk �̂F [f ](
̂F [f ]) = (
̂F [f ]; 
̂F [f ])' = k
̂F [f ]k' � k
̂F [f ]k'besitzen �f und �̂F [f ] die gleiche Norm k
fk = k
̂F [f ]k':F�ur alle f 2 F bzw. F [f ] 2 F (F ) gelten somit die scharfen Absch�atzungenj[f ](
)j � k
fk � k
k f�ur alle 
 2 S?m(2�)�djF [f ](
̂)j � k
̂F [f ]k' � k
̂k' f�ur alle 
̂ 2dS?m:Durch die Anwendung des Satzes von Fischer-Riesz in (6.6) ist bereits ein nat�urlicherZusammenhang zwischen den R�aumen F und S?m sowie F (F ) und dS?m hergestellt. Wirwollen die beiden linearen Abbildungen, die durch die Anwendung des Satzes von Fischer-Riesz geliefert werden, benennen:� : F ! S?m �F : F (F ) ! dS?mf 7! �(f) := 
f F [f ] 7! �F (F [f ]) := 
̂F [f ]:



6.2 Die Funktionenr�aume F und F (F ) 43Nun ist es naheliegend, die beiden Funktionenr�aume F und F (F ) wie folgt mit denSemiskalarprodukten(f; g)F := (�(f);�(g)) = (
f ; 
g) (F [f ]; F [g])F (F ) := (�F (F [f ]);�F(F [g]))' = (
̂F [f ]; 
̂F [g])' = (
f ; 
g) sowie Seminormen k � kF = (�; �)1=2F k � kF (F ) = (�; �)1=2F (F )auszustatten, so da� folgende Isometrieeigenschaft besteht:(f; g)F = (F [f ]; F [g])F (F ):Wir bestimmen die Kerne dieser beiden Bilinearformen explizit mitSatz 6.5: Es gilt: ker � = Pdmker �F = F (Pdm):Beweis: O�ensichtlich gilt F (ker �) = ker �F ;und daher reicht es, die erste Aussage nachzuweisen.Trivialerweise gilt Pdm � ker �, denn f�ur jedes Polynom p 2 Pdm folgt:0 = [p](
) = �p(
) = (
p; 
) f�ur alle 
 2 S?mund somit 
p = 0.Sei umgekehrt 
f = 0. Dann gilt:[f ](
) = �f(
) = (
f ; 
) = 0 f�ur alle 
 2 S?m: (6.7)Sei nun X = fx1; : : : ; xQg ein Pdm-unisolventer Punktsatz im Rd mit Q = �m�1+dd �. Danngibt es eine Lagrange-Basis `1; : : : ; `Q von Pdm mitp(x) = QXj=1 `j(x)p(xj) f�ur alle p 2 Pdm:Insbesondere liegt f�ur x 2 Rd das Funktional
(x) = �x � QXj=1 `j(x)�xj (6.8)



44 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen Basisfunktionenim Raum S?m. Setzt man 
(x) in (6.7) ein, so erh�alt man0 = (
f ; 
(x)) = [f ](
(x)) = f(x)� QXj=1 `j(x)f(xj)und daraus folgt f(x) = QXj=1 `j(x)f(xj):Nun erkennt man, da� f mit einem Polynom aus Pdm �ubereinstimmt. �Wir k�onnen sofort folgenden Satz anschlie�en:Satz 6.6: Der Raum �F =Pdm; k � kF � ist ein Pr�a-Hilbertraum und wird verm�oge derFouriertransformation F auf �F (F )=F (Pdm); k � kF (F )� isometrisch isomorph abgebildet.�Wir suchen eine explizitere Gestalt der Funktionenr�aume F und F (F ). Bisher wissenwir lediglich aus dem Beweis von Satz 6.5, da� der Polynomraum Pdm im FunktionenraumF enthalten ist. Wir wollen nun typische Funktionen aus F bzw. F (F ) angeben, dief�ur unsere weiteren Untersuchungen dieser R�aume von gro�er Bedeutung sein werden.Dazu betrachten wir zun�achst Funktionen der Gestaltf�(x) := ( � �) (x)mit einem beliebigen � 2 S?m. Wegen der Absch�atzungj[f�](
)j = j[ � �](
)j = j[ ](� � 
�)j = j (�; 
) j � k�k � k
k ; (6.9)die f�ur alle �; 
 2 S?m g�ultig ist, erkennen wir sofort, da� die Funktion f� per de�nitionemim Funktionenraum F liegt. Dementsprechend sind s�amtliche Distributionen der GestaltF [f�] = F [ � �] = F [ ] � �̂ (6.10)mit �̂ 2dS?m in dem Distributionenraum F (F ) enthalten.Betrachtet man die Absch�atzung (6.9) erneut, so bemerkt man, da� diese sich ebenso aufden Abschlu� S?m von S?m fortsetzen l�a�t. Schlie�lich gibt es zu jedem � 2 S?m eine Folgef�ngn2N aus S?m mit limn!1 k�nk = k�k :Dadurch ist das Faltungsproduktf� =  � � := limn!1 � �nebenso f�ur alle � 2 S?m wohlde�niert und die Funktionen f� liegen wegen (6.9) im Funk-tionenraum F . Genauso erweitert man die Menge der Distributionen in (6.10), so da�folgender Satz gilt:



6.2 Die Funktionenr�aume F und F (F ) 45Satz 6.7: Es gilt: Pdm L n � � ���� 2 S?mo � F (6.11)F (Pdm) L �F [ ] � �̂ ��� �̂ 2dS?m� � F (F ): (6.12)Beweis: Da die beiden obigen Aussagen zueinander korrespondieren, reicht es eine zuzeigen. Wir weisen ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit die G�ultigkeit von (6.11) nach:Wie wir bereits erw�ahnten, gilt die Inklusion Pdm � F trivialerweise mit dem Beweis vonSatz 6.5. Da� die Menge der Funktionen f� =  �� mit � 2 S?m in F enthalten ist, folgtaus unseren �Uberlegungen unmittelbar vor der Formulierung dieses Satzes. Desweiterenerhalten wir wegen(�; 
) = [ � �](
) = � ��(
) = (
 ��; 
) f�ur alle 
 2 S?mdie wichtige Aussage � = 
 �� = �( � �) f�ur alle � 2 S?m: (6.13)Wir haben nur noch nachzuweisen, da� die Summe der beiden R�aume in (6.11) direktist. Dazu nehmen wir an, da� die Funktion f in Pdm liege und gleichzeitig die Darstellungf =  � 
f mit 
f 2 S?m besitze. Dann folgt aber0 = kfkF = k � 
fkF = k
fk und somit 
f = 0. Der Schnitt der beiden R�aume besteht nur aus der Nullfunktion. �Bei der Beschreibung typischer Funktionen aus F haben wir im Hinblick auf den obigenSatz 6.7 bewu�t den Ansatz f� =  � � verwendet. Nun k�onnen wir n�amlich einsehen,da� ebenso die Funktionen g�(x) := (
(x); �) mit einer Linearkombination 
(x) an Punktauswertungsfunktionalen der Form (6.8) sowieeinem � 2 S?m in unserem Funktionenraum F liegen. Denn schlie�lich stimmt g� bisauf Polynome aus Pdm mit der Funktion f� �uberein, wie aus der folgenden Rechnunghervorgeht.g�(x) = (
(x); �) = [ ](
(x) � ��) = [ � �](
(x)) = [ � �]0@�x � QXj=1 `j(x)�xj1A= ( � �) (x)� QXj=1 `j(x) ( � �) (xj) = f�(x)� QXj=1 `j(x) ( � �) (xj):Mit Satz 6.7 haben wir zwei umfangreiche Mengen beschrieben, die in F bzw. F (F )liegen. Wir schreiben jedes Element f der direkten Summe in (6.11) gelegentlich alsf = f� + pf ; mit � 2 S?m; pf 2 Pdm: (6.14)



46 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen BasisfunktionenDa diese Zerlegung eindeutig ist, ist die Projektion von f auf den Polynomraum Pdmwohlde�niert. Eine entsprechende Darstellung hat man f�ur die Elemente der direktenSumme in (6.12) vorliegen.Wir geben nun die jeweiligen Normen dieser Elemente an mit der folgenden zusammen-fassendenBemerkung 6.1: F�ur alle � 2 S?m und p 2 Pdm gilt: � � + p 2 F mit k � � + pkF = k�k F [ ] � �̂ + F [p] 2 F (F ) mit kF [ ] � �̂ + F [p]kF (F ) = k�̂k':Beweis: Die Inklusionsrelationen ergeben sich unmittelbar aus Satz 6.7. Die BerechnungSeminorm ist beispielsweise f�ur die erste Aussage unter Verwendung der De�nition undmit Satz 6.5 sowie (6.13) trivial. �Wir betrachten nun die linearen Abbildungene� : F =Pdm ! S?me�F : F (F )=F (Pdm) ! dS?m;die als entsprechende Einschr�ankungen von � sowie �F aufzufassen sind.Wir wissen bereits mit Satz 6.5, da� e� und e�F injektiv sind. Erstaunlicherweise ergibt sichaus den obigen �Uberlegungen sofort die Tatsache, da� diese beiden linearen Abbildungenebenso surjektiv sind:Denn f�ur ein beliebiges � aus S?m folgt mit f� =  � � 2 F =Pdm bereits aus (6.13)e�(f�) = �(f�) = �( � �) = 
 �� = �und somit die Surjektivit�at von e�. Die Surjektivit�at von e�F weist man auf analoge Artund Weise nach.Wir k�onnen nun die Umkehrabbildungen von e� und e�F explizit angeben:Satz 6.8: Die linearen Abbildungene��1 : S?m ! F =Pdm � 7! f� =  � �e��1F : dS?m ! F (F )=F (Pdm) �̂ 7! F [ ] � �̂sind die Umkehrabbildungen zu e� bzw. e�F . �Nun haben wir die Struktur der Funktionenr�aume F bzw. F (F ) hinreichend ergr�undetund insgesamt folgt der



6.2 Die Funktionenr�aume F und F (F ) 47Satz 6.9: Der Raum �F =Pdm; k � kF � ist ein Hilbertraum und wird verm�oge der Fourier-transformation F isometrisch isomorph auf den Raum �F (F )=F (Pdm); k � kF (F )� abge-bildet. �Daraus ergibt sich unmittelbar dieFolgerung 6.1: Der Funktionenraum �F =Pdm; k � kF � ist verm�oge F � e� isometrischisomorph zu dem gewichteten L2-Raum L2'. �Wir veranschaulichen die Situation mit dem folgenden Diagramm.�dS?m; k � k'� = �L2'; k � k'�-� e�Fe��1Fe�e��1 �S?m; k � k �-��F =Pdm; k � kF ��F (F )=F (Pdm); k � kF (F )�?6F IF ?6F IFO�ensichtlich kommutiert das obige Diagramm, so da� wir sofort die folgende Bemerkungformulieren k�onnen.Bemerkung 6.2: F = e�F � F � e��1F = e��1F � F � e�IF = e� � IF � e��1FIF = e��1 � IF � e�F �Wir geben die Gestalt der Funktionenr�aume nun explizit an mitSatz 6.10: F = � � � + p ����� 2 S?m; p 2 Pdm� (6.15)F (F ) = �F [ ] � �̂ + F [p] ���� �̂ 2dS?m; p 2 Pdm� : (6.16)�



48 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen BasisfunktionenWir haben bereits in Paragraph 2 behauptet, da� wir mit F einen Funktionenraumkonstruieren, der u. a. den Raum �F ; k � kF � von Wu & Schaback [44] umfa�t.Dies k�onnen wir leicht nachweisen: Nehmen wir an, da� f eine fouriertransformierbareFunktion sei, die der strikten Bedingung kfkF < 1 gen�uge. Da f�ur alle 
 2 S?m dieUngleichungj[f ](
)j = ���� ZRd f(x)
(x) dx���� = (2�)�d���� ZRd f̂(!)
̂(!) d!���� � kfkF � k
̂k' = kfkF � k
k erf�ullt ist, liegt f per de�nitionem in unserem Raum F . Da wir f als fouriertransfor-mierbar vorausgesetzt hatten, ergeben sich mit (6.15) bzw. (6.16) die Darstellungenf =  � 
fF [f ] = [f̂ ] = F [ ] � 
̂f ;so da� wir mit der letzteren weiter folgern k�onnen:kfkF = k[f̂ ]kF (F ) = k
̂fk' = kfkF :Diese Tatsache zeigt, da� der Raum �F ; k � kF � von Wu & Schaback [44] sogar norm-isometrisch in unseren Raum �F ; k � kF � eingebettet ist.Wie wir bereits wissen, ist unser Raum reicher an Funktionen, da dieser beispielsweiseden Polynomraum Pdm umfa�t. Wir k�onnen jedoch nicht erwarten, da� Polynome mitbeliebig hohem Grad in F liegen. Wir best�atigen dies mit dem folgendenSatz 6.11: F�ur q 2 Nd0 mit jqj � d=2 +m liegen die Monome xq nicht im Raum F .Beweis: Man betrachte das Monom xq mit q 2 Nd0. Falls xq in F liegt, so ist notwendi-gerweise die Bedingung j[xq](
)j � Cxqk
k f�ur alle 
 2 S?merf�ullt. �Aquivalent dazu ist die G�ultigkeit von����Dq
̂(!)���!=0���� � Cxqk
̂k' f�ur alle 
̂ 2dS?m: (6.17)Wir beabsichtigen, in diese Ungleichung die Funktionen
̂n(!) = !qe�nk!k2=2�n��d=4einzusetzen, die wir bereits in Unterabschnitt 4.3.2 betrachtet haben. Dort bemerktenwir, da� s�amtliche dieser Funktionen f�ur jqj � m indS?m liegen. Mit Folgerung 4.1 schlie�enwir, da� Dq
̂n(!)���!=0 = q!�n��d=4



6.3 Interpolation auf einer endlichen Datenmenge 49f�ur alle n 2 N gilt. Die Normquadrate der einzelnen Funktionen berechnen sich zuk
̂nk2' = (2�)�d ZRd '(!)!2qe�nk!k2 �n��d=2 d!:Mit n ! 1 f�uhrt das zu einer Auswertung der Funktion '(!)!2q an der Stelle Null.Wegen der Voraussetzung 4.2 strebt die rechte Seite von (6.17) mit n!1 gegen Null, falls2jqj � s+d. Hinreichend daf�ur ist mit Satz 4.5 aber die gestellte Bedingung jqj � d=2+m.Mit der Tatsache, da� die linke Seite von (6.17) unter diesen Umst�anden f�ur n ! 1divergiert, erhalten wir die Behauptung dieses Satzes. �6.3 Interpolation auf einer endlichen DatenmengeIn diesem Paragraphen haben wir eine Hilbertraumtheorie vorgestellt, die auf Interpolati-onsaufgaben mit einer radialen Basisfunktion  2 bpd(m;d) anwendbar ist. Dabei habenwir stets die Allgemeinheit unserer Untersuchungen betont und geben endlich an, wie hierdie Interpolationsaufgabe aus Paragraph 2 auf nat�urliche Art und Weise verallgemeinertbehandelt wurde:Sei f =  � 
f + pf 2 F eine Funktion gem�a� Darstellung (6.14), die Werte f(xj) 2 Rliefere , wobei die Punkte xj in einer nicht n�aher spezi�zierten Menge X � Rd liegen. Wirwollen die Interpolationsaufgabes (xj) = f(xj) xj 2 Xmit einer Ansatzfunktion der Forms (x) = ( � 
s) (x) + ps(x) 2 F l�osen. Dabei ist ps 2 Pdm ein Polynom und 
s 2 S?m.Falls wir bei der Bestimmung der Interpolante keine weiteren Einschr�ankungen tre�en, sohaben wir bereits mit 
s = 
f und ps = pf eine L�osung gefunden, mit der die Funktion freproduziert wird.Die Behandlung eines solchen Falles ist somit witzlos. Daher tri�t man gewisse Ein-schr�ankungen an die Gestalt von 
s 2 S?m, die aber dennoch die Existenz einer Inter-polante und deren Eindeutigkeit zusichern. In diesem Fall liegt dasjenige Funktional�x : F ! R, das mit �x(f) = f(x)� s (x) den Interpolationsfehler der zugrundeliegendeMethode in einem Punkt x 2 RdnX bestimmt, wegen �x(Pdm) = f0g im Raum S?m. Unterdiesen Umst�anden folgt die Stetigkeit des Fehlerfunktionals �x auf dem Raum F und wirerhalten eine Fehlerabsch�atzung, �uber dessen Gestalt der folgende Satz Auskunft gibt:Satz 6.12: Sei �x 2 S?m und f 2 F . Dann gilt die Absch�atzungj�x(f)j � kfkF � k�xk mit Gleichheit f�ur die Funktionenfx(y) = ( � �x) (y) + pfx(y) 2 F :



50 6 Hilbertraumtheorie zur Interpolation mit radialen BasisfunktionenBeweis: F�ur eine beliebige Funktion f =  � 
f + pf 2 F gilt:j�x(f)j = j�f(�x)j = j(
f ; �x) j � k
fk � k�xk = kfkF � k�xk :Mit fx =  � �x + pfx folgtj�x(f)j = j(�x; �x) j = k�xk � k�xk = kfxkF � k�xk : �Wir wollen unsere �Uberlegungen nun auf den Fall der Interpolation auf einer endlichenPunktmenge X := fx1; : : : ; xNg � Rd mit einer Interpolantes ;c;X =  � 
c;X + ps 2 F anwenden. Dabei gilt ps 2 Pdm und die Gestalt von 
c;X 2 S?m ist folgenderma�en festge-legt: 
c;X = NXj=1 cj�xj:Die zu interpolierenden Funktionswerte f(x1); : : : ; f(xN) stammen von einer Funktionf =  � 
f + pf aus dem Funktionenraum F . Wir wissen mit Satz 2.1, da� wir genaueine Interpolante der Form s ;c;X �nden, falls X einen Pdm-regul�aren Punktesatz enth�alt.Unter diesen Umst�anden liegt das Fehlerfunktional �x im Dualraum S?m und besitzt dieGestalt �x = �x � NXj=1 uj(x)�xjmit reellwertigen Funktionen u1(x); : : : ; uN(x), die Polynome aus Pdm im folgenden Sinnereproduzieren: p(x) = NXj=1 uj(x)p(xj) f�ur alle p 2 Pdm:Wir wenden nun Satz 6.12 auf unseren Spezialfall an und erhalten die folgende Fehler-absch�atzung j�x(f)j = jf(x)� s ;c;X(x)j � kfkF � k�xk = k
fk � P ;u;X(x)mit der G�utefunktionP 2 ;u;X(x) =  (0)� NXj=1 uj(x) (xj � x)� NXk=1 uk(x) (x� xk) + NXj;k=1 uj(x)uk(x) (xj � xk):Die obige Fehlerabsch�atzung ist nach Satz 6.12 scharf mit Gleichheit f�ur Funktionen derForm fx(y) = ( � �x)(y) + pfx(y) =  (y � x)� NXj=1 uj(x) (y � xj) + pfx(y) 2 F mit pfx 2 Pdm.





52 SymbolverzeichnisSymbolverzeichnisk � k euklidische Normd 2 N Raumdimensionm 2 N0 Ordnung der bedingten positiven De�nitheiti p�1 2 C�=2 eindeutig bestimmte Nullstelle der cos-Funktion im Intervall [0; 2],� � 3:1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445 : : :p; q Multiindizes aus Nd0jpj p1 + : : :+ pd f�ur p 2 Nd0p! p1! � : : : � pd! f�ur p 2 Nd0ej j-ter Einheitsvektor im RdO Landau-SymbolB�(x) �y 2 Rd ���� kx� yk < �� o�ene Kugel um x 2 Rd mit Radius � > 0brc maxf` 2Z��� ` � rg gr�o�te ganze Zahl unterhalb von r 2 Rdre minf` 2Z��� ` � rg kleinste ganze Zahl oberhalb von r 2 Rsupp f nx 2 Rd ��� f(x) 6= 0o Tr�ager der Funktion f : Rd! Rker L Kern der linearen Abbildung Lf̂ klassische Fouriertransformation der Funktion f , f̂(!) = Z e�ixT!f(x) dx[f ] regul�are Distribution, erzeugt von der Funktion fF distributionelle FouriertransformationIF distributionelle inverse Fouriertransformation� Diracsches �-Funktional, Punktauswertungsfunktional in Null�x0 �(x� x0) Punktauswertungsfunktional in x0D Ableitungsoperator� Faltungsoperator, (f � g)(x) = Z f(x� y)g(y) dy
 � 
� Autokorrelation von 
Funktionenklassenbpd(m;d); bpsd(m;d) Klasse aller bedingt positiv (semi)de�nitenstetigen Funktionen der Ordnung m auf Rd S: 2BPD(m;d); BPSD(m;d) Klasse aller bedingt positiv (semi)de�nitenDistributionen der Ordnung m auf Rd S: 13



53Funktionenr�aumePdm span nxp ���x 2 Rd; p 2 Nd0 mit jpj < moC1(Rd) Menge aller beliebig oft di�erenzierbaren FunktionenD nf 2 C1(Rd) ��� supp f � Rd kompakt oS Schwartzscher Raum S: 12S?m n
 2 S ��� ([xp]; 
) = 0; jpj < mo S: 14dS?m n
̂ ��� 
 2 S?mo S: 14�S?m; k � k � Vervollst�andigung von S?m S: 40�dS?m; k � k'� Vervollst�andigung von dS?m S: 39�L2'; k � k'� gewichteter L2-Raum S: 39�F ; k � kF � �f ���� j([f ]; 
)j � kfkF � k
k f�ur alle 
 2 S?m� S: 41�F (F ); k � kF (F )� �F [f ] ���� f 2 F � S: 41�F ; k � kF � S: 7
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