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Vorwort

Mehrdimensionale Interpolation ist ein Gebiet, das gerade in der j
�

u
ngsten Zeit durch

Anwendungen im CAD und anderen Bereichen immer mehr an Bedeutung gewinnt.

Dabei tritt das generelle Problem auf, da� es kein nichttriviales Haarsches System auf

dem IR

d

mit d � 2 gibt, d.h., es existiert kein Funktionenraum F , so da� es f
�

u
r jede

Menge von Paaren fx

j

; y

j

g mit x

j

2 IR

d

; y

j

2 IR; 1 � j � N eine Funktion f 2 F mit

f(x

j

) = y

j

; 1 � j � N gibt.

Das Prinzip der Interpolation mit radialen Basisfunktionen verkn
�

u
pft daher den Funk-

tionenraum F , aus dem die Interpolante stammen soll, mit der gegebenen Menge von

paarweise verschiedenen St
�

u
tzstellen X = fx

1

; : : : ; x

N

g in dem folgenden Sinne. Man

w
�

a
hlt eine radiale Funktion �(x) = �(kxk) und sucht die Interpolante als Linear-

kombination der Translationen von � um Punkte aus X, d.h., man setzt F(X) =

spanf�(� � x

1

); : : : ;�(� � x

N

)g bei vorgegebenen Datenpunkten x

j

2 X. Es sind be-

reits etliche radiale Basisfunktionen bekannt (Gau�glocken, inverse Multiquadrics), f
�

u
r

die das so gestellte Interpolationsproblem f
�

u
r jedes y 2 IR

N

eindeutig l
�

o
sbar ist.

Ein etwas allgemeinerer Zugang erlaubt es, die Interpolante als Summe einer Funktion

aus F(X) und einem Polynom bestimmten Grades zu bilden. Dies liefert dann auch

Polynom-Reproduktion bis zu diesem Grad. Auch zu diesem Problem wurden bereits

radiale Basisfunktionen (Thin-Plate-Splines, Multiquadrics) ausf
�

u
hrlich untersucht.

Der Begri�, mit dem man alle radialen Basisfunktionen am geeignetesten charakteri-

sieren kann, ist der Begri� der bedingten positiven De�nitheit (siehe Kapitel 1).

Die Arbeit befa�t sich nach einem Grundlagenkapitel (Kapitel 1) und einer Zusam-

menstellung relevanter Ergebnisse aus der Theorie der Besselfunktionen (Kapitel 2)

mit folgenden zwei Schwerpunkten:

In Kapitel 3 werden untere Schranken f
�

u
r quadratische Formen hergeleitet, die wichtig

f
�

u
r obere Schranken der Inversen der Interpolationsmatrix sind. Dabei wird der Ansatz

von Narcowich/Ward [9], der sich auf bedingt positiv de�nite Funktionen der Ordnung

1 beschr
�

a
nkte und von ihnen sp

�

a
ter auch auf andere Funktionen

�

u
bertragen wurde,

mit Hilfe von (verallgemeinerter) Fouriertransformation auf alle g
�

a
ngigen radialen Ba-

sisfunktionen erweitert.

F
�

u
r gro�e Datenmengen kann man bei allen bisher betrachteten radialen Basisfunk-

tionen Probleme bei der e�ektiven Auswertung der Interpolanten bekommen, da diese

aus genauso vielen Summanden besteht, wie es Interpolationspunkte gibt. In Kapitel

4 wird deshalb eine neue radiale Basisfunktion vorgestellt, die sich durch einen kom-

pakten Tr
�

a
ger auszeichnet. Bei jeder Auswertung der Interpolanten ist dann also nur

eine geringe Zahl von Summanden relevant. Diese radiale Basisfunktion hat zus
�

a
tzlich

die bemerkenswerte Eigenschaft, in R
�

a
umen ungerader Dimension st

�

u
ckweise polyno-

mial zu sein. In R
�

a
umen gerader Dimension besteht sie innerhalb ihres Tr

�

a
gers aus

der Summe von einem Polynom, das mit einer Wurzel multipliziert wird, und einem

arccos-Term.

F
�

u
r die Betreuung bei der Bearbeitung dieses interessanten und aktuellen Themas

danke ich Herrn Prof. Dr. R. Schaback.
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1 Grundlagen 1

1 Grundlagen

1.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt soll auf der einen Seite die in der Arbeit verwandte Notation

zusammengestellt werden. Auf der anderen Seite wird an einige, sp
�

a
ter benutzte Aus-

sagen erinnert.

Die Funktionenr
�

a
ume C

k

(
); L

p

(
); L

loc

1

(
) mit p � 1 und 
 � IR

d

sollen wie
�

u
blich

de�niert sein. Unter IP

d

m

wird die Menge alle Polynome in d Variablen mit einem Ge-

samtgrad kleiner als m verstanden.

Der Tr
�

a
ger einer Funktion ' : IR

d

! IR ist die Menge supp(') := fx 2 IR

d

: '(x) 6= 0g.

k:k soll immer f
�

u
r die euklidische Norm stehen, d.h. kxk = (

P

N

j=1

x

2

j

)

1=2

f
�

u
r x 2 IR

d

, be-

ziehungsweise f
�

u
r die zugeordnete Matrixnorm. Andere Normen werden entsprechend

kenntlich gemacht.

Die d-dimensionale Kugel um x 2 IR

d

mit Radius r wird mit K(x; r) � K

d

(x; r) :=

fy 2 IR

d

: kx� yk < rg notiert. Sie besitzt das Volumen

�

d

(r) =

r

d

�

d

2

�(

d

2

+ 1)

und die Ober
�

a
che !

d

(r) =

2r

d�1

�

d

2

�(

d

2

)

;

wobei �(:) f
�

u
r die Gammafunktion steht. Da diese Funktion im weiteren Verlauf eine

gewisse Bedeutung erlangt, wird hier ihre De�nition zusammen mit ihren wichtigsten

Eigenschaften angegeben. Ein Beweis daf
�

u
r �ndet sich zum Beispiel in Fischer/Lieb

[3] auf S. 184�.

De�nition 1.1 Die f
�

u
r z 2

C
erkl

�

a
rte Funktion

�(z) := lim

n!1

n! n

z

z(z + 1) � : : : � (z + n)

hei�t Gammafunktion.

Satz 1.2 (Eigenschaften der Gammafunktion)

(1) �(1) = 1;�(

1

2

) =

p

�
.

(2) 1=�(z) ist eine ganze Funktion.

(3) (Funktionalgleichung) �(z + 1) = z�(z).

(4) (Erg
�

a
nzungssatz) �(z)�(1 � z) =

�

sin�z

.

(5) (Legendrescher Verdopplungssatz) �(z)�(z +

1

2

) =

p

�

2

2z�1

�(2z).

(6) (Stirlingsche Formel) lim

x!1

�(x)=(

p

2�
x

x�

1

2

e

�x

) = 1.
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(7) (Integraldarstellung der Gammafunktion) F
�

u
r <(z) > 0 ist

�(z) =

1

Z

0

e

�t

t

z�1

dt:

(8) (Zusammenhang mit der Beta-Funktion) F
�

u
r die f

�

u
r <(z);<(�) > 0 de�nierte

Beta-Funktion

B(z; �) :=

1

Z

0

t

z�1

(1 � t)

��1

dt

gilt

B(z; �) =

�(z)�(�)

�(z + �)

:

�

Schlie�lich sei daran erinnert, da� f
�

u
r zwei Funktionen f; g 2 L

1

(IR

d

) die Faltung f � g

erkl
�

a
rt ist durch

f � g(x) :=

Z

IR

d

f(y)g(x� y)dy:

Sie ist kommutativ, d.h. f � g = g � f , und liegt wieder in L

1

(IR

d

), wobei sie die

Absch
�

a
tzung kf � gk

L

1

� kfk

L

1

kgk

L

1

erf
�

u
llt.

1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeiner-

ten Sinn

1.2.1 Die klassische Fouriertransformation

F
�

u
r jedes f 2 L

1

(IR

d

) und jedes ! 2 IR

d

geh
�

o
rt die Funktion x 7! f(x)e

�ix

T

!

wieder

zu L

1

(IR

d

); also existiert das Integral

(Ff)(!) �

^

f
(!) :=

Z

IR

d

f(x)e

�ix

T

!

dx:

Die dadurch de�nierte Funktion

^

f
: IR

d

! IR hei�t die Fouriertransformierte von f .

Sie ist stetig und erf
�

u
llt f

�

u
r alle ! 2 IR

d

die Absch
�

a
tzung j

^

f
(!)j � kfk

L

1

. Aus der

Theorie der Fouriertransformation werden hier nur zwei Resultate { abgesehen von

der Fouriertransformation radialer Funktionen, die in Kapitel 2 bereitgestellt wird {

ben
�

o
tigt.

Bemerkung 1.3 F
�

u
r f und g aus L

1

(IR

d

) gilt

(1)

[

f � g
=

^

f
ĝ;

(2)

Z

^

f
(x)g(x)dx =

Z

f(x)ĝ(x)dx:
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Beweis: Die Aussagen folgen sofort mittels einfacher Substitution und des Satzes

von Fubini aus den De�nitionen. �

Der nachstehende Satz benutzt die Bezeichnung

C

0

(IR

d

) = ff 2 C(IR

d

) : lim

kxk!1

f(x) = 0g;

seinen Beweis entnimmt man zum Beispiel Forster [4], S. 112f.

Satz 1.4 (Umkehrformel)

Sei f 2 L

1

(IR

d

) eine Funktion derart, da� auch

^

f
2 L

1

(IR

d

). Dann gilt nach evtl.

Ab
�

a
nderung auf einer Nullmenge f 2 C

0

(IR

d

) und

f(x) = (2�)

�d

Z

IR

d

^

f
(!)e

ix

T

!

d! f
�

u
r alle x 2 IR

d

.

�

Die zu g 2 L

1

(IR

d

) de�nierte Funktion IFg, die gegeben ist durch

(IFg)(x) = (2�)

�d

Z

IR

d

g(!)e

ix

T

!

d!;

hei�t auch die inverse Fouriertransformierte von g. Satz 1.4 besagt also, wie man sich

leicht
�

u
berlegt, da� f

�

u
r f 2 L

1

(IR

d

) mit Ff =

^

f
2 L

1

(IR

d

) gilt:

F (IFf) = f; IF (Ff) = f:

1.2.2 Distributionen und verallgemeinerte Fouriertransformation

Um den Begri� der Fouriertransformation auch f
�

u
r Funktionen zu haben, die nicht

im klassischen Sinn fouriertransformierbar sind, f
�

u
hrt man

�

u
blicherweise (temperierte)

Distributionen ein. Distributionen sind stetige, lineare Funktionale auf einem Funktio-

nenraum, dem sogenannten Raum der Testfunktionen. In diesem Fall benutzt man als

Menge der Testfunktionen den Schwartzraum.

De�nition 1.5 (Schwartzraum)

Die Menge S besteht aus allen ' 2 C

1

(IR

d

) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem

Paar p; q 2 IN

d

0

existiert eine Zahl C

p;q

> 0, so da� f
�

u
r alle x 2 IR

d

gilt

jx

p

D

q

'(x)j < C

p;q

:

Wie man sich
�

u
berlegt, liegt eine Funktion ' im Schwartzraum S genau dann, wenn

f
�

u
r jedes p 2 IN

d

0

und jedes m 2 IN

0

eine Zahl C

p;m

> 0 existiert, so da� f
�

u
r alle x 2 IR

d

gilt

(1 + kxk

m

)jD

p

'(x)j < C

p;m

:

Hieraus folgt insbesondere, da� S � L

1

.

Um nun zu dem topologischen Dualraum S

0

von S
�

u
berzugehen, ben

�

o
tigt man eine

Topologie auf S oder zumindest den Begri� der Stetigkeit. Dieser soll hier
�

u
ber Fol-

genstetigkeit eingef
�

u
hrt werden.
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De�nition 1.6 (1) Eine Folge f

k

g

k2IN

von Funktionen 

k

2 S hei�t Nullfolge, in

Zeichen 

k

S

�!
0, falls f

�

u
r alle p; q 2 IN

d

0

die Folge fx

p

D

q



k

g

k2IN

gleichm
�

a
�ig auf

IR

d

gegen Null konvergiert.

(2) Ein lineares Funktional T : S ! IR hei�t stetig, falls aus 

k

S

�!
0 stets auch

T (

k

)

IR

�!
0 folgt.

(3) Der Vektorraum S

0

aller linearen und in diesem Sinne stetigen Funktionale auf

S hei�t der Raum der temperierten Distributionen.

Besondere Beachtung verdienen die sogenannten regul
�

a
ren Distributionen. Sie werden

erzeugt durch langsam wachsende oder auch temperierte Funktionen. Dabei hei�t eine

Funktion f temperiert, falls f 2 L

loc

1

(IR

d

) und Zahlen r > 0; C

f

> 0; k 2 IN

0

existieren,

so da� f
�

u
r alle kxk > r gilt

jf(x)j(1 + kxk)

�k

< C

f

:

F
�

u
r eine temperierte Funktion f ist das lineare Funktional [f ] : S ! IR, welches

gegeben ist durch

[f ] � ([f ]; ) :=

Z

IR

d

f(x)(x)dx;  2 S;

wohlde�niert und ein Element aus S

0

.

F
�

u
r eine regul

�

a
re Distribution [f ] 2 S

0

und eine Testfunktion  2 S erh
�

a
lt man nun

mittels partieller Integration und Bemerkung 1.3 (2):

(i) Falls f di�erenzierbar ist und temperierte Ableitungen besitzt, gilt

([

@f

@x

j

]; ) =

Z

IR

d

@f

@x

j

(x) (x) dx = �

Z

IR

d

f(x)

@

@x

j

dx = �([f ];

@

@x

j

):

(ii) Falls f 2 L

1

(IR

d

), so gilt

([Ff ]; ) =

Z

IR

d

^

f
(x)(x)dx =

Z

IR

d

f(x)̂(x)dx = ([f ]; F):

Dies gibt Anla�, f
�

u
r Distributionen allgemein zu de�nieren:

De�nition 1.7 (i) Die (distributionelle) Ableitung

@

@x

j

T 2 S

0

einer temperierten

Distribution T 2 S

0

ist gegeben durch

(

@

@x

j

T; ) := �(T;

@

@x

j

);  2 S:

(ii) Die (distributionelle) Fouriertransformierte FT 2 S

0

einer temperierten Distri-

bution T 2 S

0

ist gegeben durch

(FT; ) := (T;F);  2 S:
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Bemerkung:

(1) H
�

o
here Ableitungen und die inverse Fouriertransformation werden entsprechend

de�niert.

(2) Ist die temperierte Funktion f im gew
�

o
hnlichen Sinne fouriertransformierbar oder

di�erenzierbar mit temperierter Ableitung , so gilt

[

@

@x

j

f ] =

@

@x

j

[f ] bzw. F [f ] = [Ff ]:

(3) Sei � eine temperierte Funktion. Dann sagt man, die Distribution F [�] stimmt

mit einer Funktion ' : IR

d

n f0g ! IR
�

u
berein oder � besitzt die verallgemeinerte

Fouriertransformierte ' : IR

d

nf0g ! IR, falls es ein p 2 IN

d

0

und eine temperierte

Funktion f mit f 2 C

jpj

(IR

d

n f0g) gibt, so da� F [�] = D

p

[f ] und ' = D

p

f gilt

(vgl. Buhmann [1]).

1.3 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Eine Funktion � : IR

d

! IR hei�t radial, falls es eine Funktion � : IR

�0

! IR mit

�(x) = �(kxk) gibt.

Zu einer radialen Funktion � betrachtet man folgendes Interpolationsproblem. Zu

gegebenen Daten X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

; y 2 IR

N

mit paarweise verschiedenen x

j

wird eine Funktion f gesucht, so da� das System von Gleichungen

f(x

j

) = y

j

; 1 � j � N;

eine L
�

o
sung der Form

f(x) =

N

X

j=1

c

j

�(x� x

j

) + p

m

(x)

hat, wobei p

m

ein Element von IP

d

m

ist und die c

j

's der Bedingung

N

X

j=1

c

j

q(x

j

) = 0 f
�

u
r alle q 2 IP

d

m

unterliegen.

Setzt man A = (�(x

j

� x

k

))

1�j;k�N

und P = (p

k

(x

l

))

1�l�N;1�k�Q

, wobei Q = dim IP

d

m

und spanfp

1

; : : : ; p

Q

g = IP

d

m

, so lautet das Interpolationsproblem als Matrizengleichung

 

A P

P

T

0

! 

c

d

!

=

 

y

0

!

: (1:1)

Als Vorbereitung f
�

u
r die folgende De�nition setzt man f

�

u
r X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

V

m

(X) := Bild(P ) = fv 2 IR

N

: v

j

= p(x

j

) mit einem p 2 IP

d

m

; 1 � j � Ng

mit dem orthogonalen Komplement

V

m

(X)

?

= fv 2 IR

N

:

N

X

j=1

v

j

p(x

j

) = 0 f
�

u
r alle p 2 IP

d

m

g:
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De�nition 1.8 Eine stetige Funktion � : IR

d

! IR hei�t bedingt positiv de�nit der

Ordnung m, in Zeichen � 2 BPD(m), falls f
�

u
r jede endliche Menge X = fx

1

; : : : ; x

N

g,

bestehend aus paarweise verschiedenen Punkten x

j

im IR

d

, und f
�

u
r jedes c 2 V

m

(X)

?

gilt

N

X

j=1

N

X

k=1

c

j

c

k

�(x

j

� x

k

) � 0:

Dabei soll Gleichheit nur im Fall c = 0 auftreten. Eine bedingt positiv de�nite Funktion

der Ordnung Null nennt man auch eine positiv de�nite Funktion.

In dieser Arbeit soll � 2 BPD(m) gleichzeitig bedeuten, da� � auch radial ist.

Satz 1.9 Ist � 2 BPD(m) und enth
�

a
lt die aus paarweise verschiedenen Punkten be-

stehende Menge X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

eine unisolvente Teilmenge, d.h., die Matrix

P ist injektiv, so ist das System (1.1) eindeutig l
�

o
sbar.

Beweis: Aus Ac + Pd = 0 und P

T

c = 0 folgt wegen � 2 BPD(m) gerade

c

T

Ac + (P

T

c)

T

d = c

T

Ac = 0, also c = 0. Aus der Injektivit
�

a
t von P erh

�

a
lt man

dann sofort auch d = 0. �

Bemerkung 1.10 Gelten die Voraussetzungen von Satz 1.9 mit Ausnahme der For-

derung, da� P injektiv ist, so ist das System (1.1) immer noch l
�

o
sbar, allerdings nicht

notwendig eindeutig.

Beweis: (1.1) ist genau dann universell l
�

o
sbar, wenn IR

N

= AV

m

(X)

?

+ V

m

(X).

Nun gilt AV

m

(X)

?

\ V

m

(X) = f0g, denn aus Ac 2 AV

m

(X)

?

\ V

m

(X) folgt Ac = Pd

mit einem d 2 IR

Q

, damit c

T

Ac = (P

T

c)

T

d = 0, also c = 0 und somit auch Ac = 0.

Man erh
�

a
lt schlie�lich N � dim(AV

m

(X)

?

+ V

m

(X)) = dimAV

m

(X)

?

+dimV

m

(X) =

dimV

m

(X)

?

+ dimV

m

(X) = N , denn Aj

V

m

(X)

? : V

m

(X)

?

! AV

m

(X)

?

ist bijektiv.

(Siehe allgemein auch Madych/Nelson [7].) �

Die bisher am h
�

a
u�gsten betrachteten radialen Basisfunktionen lauten

�

1

(x) = e

��kxk

2

; � > 0; (Gau�glocken),

�

2

(x) = (�1)

k+1

kxk

2k

log kxk; k 2 IN; (Thin-Plate-Splines),

�

3

(x) = (�1)

d

�

2

e

kxk

�

; � > 0; � 62 2IN;

�

4

(x) = (�1)

d

�

2

e

(c

2

+ kxk

2

)

�=2

; �; c > 0; � 62 2IN; (Multiquadrics),

�

5

(x) = (c

2

+ kxk

2

)

��=2

; �; c > 0; ( Inverse Multiquadrics).

Wie man sofort sieht, geh
�

o
ren diese Funktionen alle zur Klasse der temperierten Funk-

tionen. Ferner sind sie alle (bedingt) positiv de�nit und besitzten eine (verallgemei-

nerte) Fouriertransformierte ' (siehe Kapitel 3).
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2 Besselfunktionen

2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Besselfunktionen treten als L
�

o
sungen des Potenzreihenansatzes f

�

u
r die Besselsche Dif-

ferentialgleichung auf. Diese lautet f
�

u
r komplexes � und eine Funktion y :

C
nf0g !

C
:

z

2

d

2

y(z)

dz

2

+ z

dy(z)

dz

+ (z

2

� �

2

)y(z) = 0: (2:1)

Da an dieser Stelle das Interesse bei den Besselfunktionen und nicht bei der Di�e-

rentialgleichung liegt, werden die Besselfunktionen hier nicht wie
�

u
blich konstruiert,

sondern explizit de�niert.

De�nition 2.1 F
�

u
r � 2

C
und z 2

C

�

:=
C
n f0g hei�t

J

�

(z) :=

1

X

m=0

(�1)

m

(

1

2

z)

2m+�

m!�(� +m+ 1)

Besselfunktion der 1.Art der Ordnung �.

Die in der De�nition auftretende allgemeine Potenz z

�

ist dabei erkl
�

a
rt als z

�

:=

exp(�Log(z)), wobei Log(z) durch den Hauptzweig, d.h. �� < argz � �, gegeben ist.

F
�

u
r die Wohlde�niertheit der De�nition gilt nun folgender Satz:

Satz 2.2 J

�

(z) ist bei beliebigem � 2
C
als Funktion von z holomorph in

C
n IR

�0

und

bei beliebigem z 2
C

�

als Funktion von � holomorph in
C
.

Beweis: Da 1=�(z) eine ganze Funktion ist, sind die Summanden in den angegeben

F
�

a
llen holomorph, und es gen

�

u
gt, kompakte Konvergenz der Reihe in z bzw. in �

nachzuweisen. Dies zeigt man leicht mit Hilfe des Quotienten-Kriteriums. �

Bemerkung 2.3 (1) Mit dem Quotientenkriterium kann man auch punktweise Kon-

vergenz der Reihe f
�

u
r z 2 IR

<0

nachweisen.

(2) Falls � 2 IN, l
�

a
�t sich J

�

(z) holomorph auf ganz
C
fortsetzen.

(3) Falls <(�) � 0, l
�

a
�t sich die allgemeine Potenz stetig in Null fortsetzen und

damit auch J

�

(z) als Funktion von z bis einschlie�lich zur b<(�)c-ten Ableitung.

Bemerkung 2.4 Die Besselfunktionen erf
�

u
llen folgende Rekursionsformeln:

J

��1

(z) + J

�+1

(z) =

2�

z

J

�

(z); (2.2)

J

��1

(z)� J

�+1

(z) = 2J

0

�

(z): (2.3)
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Beweis: Die Rekursionsformeln folgen durch Subtraktion, Addition und K
�

u
rzen aus

d

dz

fz

�

J

�

(z)g = z

�

J

��1

(z);

d

dz

n

z

��

J

�

(z)

o

= �z

��

J

�+1

(z);

was man sofort anhand der De�nition nachpr
�

u
ft. �

Mit Hilfe der Rekursionsformeln rechnet man nun nach, da� J

�

und J

��

die Di�eren-

tialgleichung (2.1) l
�

o
sen. Wegen J

�n

(z) = (�1)

n

J

n

(z) f
�

u
r n 2 IN

0

, k
�

o
nnen J

n

; J

�n

nat
�

u
rlich kein Fundamentalsystem f

�

u
r (2.1) bilden. Es gilt aber:

Satz 2.5 F
�

u
r � 62 ZZ bilden J

�

(z) und J

��

(z) ein Fundamentalsystem f
�

u
r die Bessel-

sche Di�erentialgleichung (2.1) mit der Wronskideterminante

W (J

�

(z); J

��

(z)) = �

2 sin ��

�z

:

Beweis: Der Beweis �ndet sich in Watson [16] auf S. 42f. �

Der Vollst
�

a
ndigkeit halber sollen hier auch noch die Besselfunktionen 2. und 3. Art

eingef
�

u
hrt werden, mit denen sich dann die L

�

u
cke f

�

u
r � = n 2 ZZ schlie�en l

�

a
�t, die

bei der Angabe eines Fundamentalsystems f
�

u
r (2.1) aufgetreten ist.

De�nition 2.6 F
�

u
r � 2

C
n ZZ und z 2

C

�

hei�t

Y

�

(z) :=

J

�

(z) cos(��)� J

��

(z)

sin(��)

Besselfunktion der 2. Art der Ordnung � oder auch Weberfunktion. F
�

u
r � = n 2 ZZ

setzt man

Y

n

(z) := lim

�!n

Y

�

(z):

F
�

u
r � 2

C
und z 2

C

�

hei�en

H

(1)

�

(z) := J

�

(z) + iY

�

(z); H

(2)

�

(z) := J

�

(z)� iY

�

(z)

Besselfunktionen der 3. Art der Ordnung �.

Die Funktionen Y

n

(z); n 2 ZZ; sind wohlde�niert, denn es gilt (vgl. Watson [16] S. 63f)

Y

n

(z) =

1

�

"

@

@�

J

�

(z)� (�1)

n

@

@�

J

��

(z)

#

�=n

:

Satz 2.7 F
�

u
r � 2

C
bilden sowohl fJ

�

; Y

�

g als auch fH

(1)

�

;H

(2)

�

g ein Fundamentalsy-

stem f
�

u
r die Besselsche Di�erentialgleichung (2.1).
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Beweis: Die Behauptung ist klar, falls � 62 ZZ. F
�

u
r � = n 2 ZZ reicht es auf Grund

der Stetigkeit der Wronskideterminante W (J

�

(z); Y

�

(z)) =

2

�z

nachzuweisen, da� Y

n

L
�

o
sung von (2.1) ist. Dies �ndet man zum Beispiel in Watson [16] auf S. 58f. �

Zu den modi�zierten Besselfunktionen gelangt man, indem man folgende Di�erential-

gleichung betrachtet:

z

2

d

2

dz

2

y(z) + z

d

dz

y(z)� (z

2

+ �

2

)y(z) = 0: (2:4)

Sie unterscheidet sich von der Besselschen Di�erentialgleichung (2.1) nur im Koe�zi-

enten vor y(z). Daher verl
�

a
uft die Theorie analog zu der f

�

u
r (2.1). Man rechnet zum

Beispiel nach, da� die f
�

u
r � 2

C
und z 2

C
nIR

�0

holomorphemodi�zierte Besselfunktion

1. Art der Ordnung �

I

�

(z) :=

1

X

m=0

(

1

2

z)

�+2m

m!�(� +m+ 1)

eine L
�

o
sung f

�

u
r (2.4) ist und da� W (I

�

(z); I

��

(z)) = �2 sin(��)=(�z) gilt, so da�

I

�

und I

��

im Fall � 62 ZZ ein Fundamentalsystem bilden. Ber
�

u
cksichtigt man, da�

�� < arg(z) � � gilt, so erh
�

a
lt man als Zusammenhang zwischen Besselfunktion und

modi�zierter Besselfunktion

I

�

(z) =

8

<

:

e

�

1

2

��i

J

�

(ze

1

2

�i

) f
�

u
r � � < arg(z) �

�

2

e

3

2

��i

J

�

(ze

�

3

2

�i

) f
�

u
r

�

2

< arg(z) � �:

Um f
�

u
r alle � 2

C
ein Fundamentalsystyem zu erhalten, f

�

u
hrt man wiederum (modi�-

zierte) Besselfunktionen der 2. Art ein.

De�nition 2.8 F
�

u
r � 2

C
n ZZ und z 2

C

�

hei�t

K

�

(z) :=

1

2

�

I

��

(z)� I

�

(z)

sin(��)

modi�zierte Besselfunktion der 2. Art der Ordnung � oder auch Macdonald-Funktion.

F
�

u
r n 2 ZZ und z 2

C

�

de�niert man

K

n

(z) := lim

�!n

K

�

(z):

Genau wie im unmodi�zierten Fall erkennt man, da� K

n

wohlde�niert ist. Ferner gilt:

Satz 2.9 F
�

u
r � 2

C
bilden fI

�

;K

�

g ein Fundamentalsystem f
�

u
r (2.4) mit Wronskide-

terminante W (I

�

(z);K

�

(z)) = �1=z. �

Bemerkung 2.10 F
�

u
r � 2

C
und z 2

C
n IR

�0

gelten die folgenden Rekursionsformeln

I

��1

(z)� I

�+1

(z) =

2�

z

I

�

(z); (2.5)

I

��1

(z) + I

�+1

(z) = 2I

0

�

(z); (2.6)

K

��1

(z)�K

�+1

(z) = �

2�

z

K

�

(z); (2.7)

K

��1

(z) +K

�+1

(z) = �2K

0

�

(z): (2.8)
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Aus der De�nition entnimmt man au�erdem sofort:

Bemerkung 2.11 F
�

u
r � 2

C
und z 2

C

�

gilt K

�

(z) = K

��

(z).

2.2 Besselfunktionen der 1. Art

2.2.1 Allgemeines

Von den vielen Darstellungen von J

�

(z) sollen hier noch einige erw
�

a
hnt werden. Die

Grundidee besteht in diesen F
�

a
llen darin, die Glieder der Reihe unter Ausnutzung des

Zusammenhanges zwischen Beta- und �-Funktion zu transformieren und dann Integra-

tion und Summation zu vertauschen. Es gilt

(�1)

m

(

1

2

z)

�+2m

m!�(� +m+ 1)

=

(�1)

m

(

1

2

z)

�

�(� +

1

2

)�(

1

2

)

z

2m

(2m)!

�(� +

1

2

)�(m+

1

2

)

�(� +m+ 1)

=

(�1)

m

(

1

2

z)

�

�(� +

1

2

)�(

1

2

)

z

2m

(2m)!

1

Z

0

t

��

1

2

(1� t)

m�

1

2

dt;

solange <(�) > �

1

2

. Dies liefert mit einiger Zusatz
�

u
berlegung (siehe Watson [16] S.

47f):

Satz 2.12 F
�

u
r <(�) > �

1

2

hat J

�

(z) die Darstellungen

J

�

(z) =

(

1

2

z)

�

�(� +

1

2

)�(

1

2

)

�

Z

0

cos(z cos �) sin

2�

� d� (2.9)

=

(

1

2

z)

�

�(� +

1

2

)�(

1

2

)

1

Z

�1

(1� t

2

)

��

1

2

cos(zt) dt (2.10)

=

(

1

2

z)

�

�(� +

1

2

)�(

1

2

)

�

Z

0

e

iz cos �

sin

2�

� d�: (2.11)

�

Als Folgerung aus Formel (2.11) erh
�

a
lt man nun:

Korollar 2.13 F
�

u
r d � 2 und x 2 IR

d

gilt

Z

k�k=1

e

ix

T

�

dS(�) = (2�)

d

2

kxk

�

d

2

+1

J d

2

�1

(kxk):

Beweis: Da das Ober
�

a
chenintegral auf der linken Seite invariant unter orthogonalen

Abbildungen ist, folgert man mit r = kxk, indem man au�erdem zu Polarkoordinaten
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�

u
bergeht,

Z

k�k=1

e

ix

T

�

dS(�) =

Z

k�k=1

e

ir�

1

dS(�)

=

2�

d�1

2

�(

d�1

2

)

�

Z

0

e

ir cos �

sin

d�2

� d�

= (2�)

d

2

r

�

d

2

+1

J d

2

�1

(r):

�

Zum Abschlu� dieses Unterabschnittes soll noch auf das asymptotische Verhalten von

J

�

(z) in dem Spezialfall � =

d

2

eingegangen werden.

Lemma 2.14 (Grenzverhalten von J d

2

(z))

(1) J

2

d

2

(z) �

2

d+2

z�

;

(2) lim

z!0

z

�d

J

2

d

2

(z) =

1

2

d

�

2

(

d

2

+ 1)

:

Beweis: (1) �ndet sich in Narcowich/Ward [10], w
�

a
hrend (2) eine direkte Folgerung

aus der De�nition ist. �

2.2.2 Integrale
�

u
ber Besselfunktionen der 1. Art

Unter einem Integral vom Weber-Schafheitlin-Typ versteht man ein Integral der Form

1

Z

0

J

�

(at) J

�

(bt)

t

�

dt

mit positiven a und b, wobei die Parameter �; �; � bestimmten Einschr
�

a
nkungen un-

terliegen, damit die Konvergenz des Integrals gesichert ist. Ein m
�

o
glicher Ansatz zur

expliziten Berechnung sieht folgenderma�en aus. Einerseits besteht die Identit
�

a
t

1

Z

0

J

�

(at) J

�

(bt)

t

�

dt = lim

c!0+

1

Z

0

e

�ct

J

�

(at) J

�

(bt)

t

�

dt:

Andererseits kann man J

�

und J

�

in dem Integral auf der rechten Seite als Reihen

einsetzen und Integration und Summation vertauschen, solange nur a; b und c gewisse

Bedingungen erf
�

u
llen. Das hierbei entstehende Ergebnis kann dann so analytisch fort-

gesetzt werden, da� sich der Grenzwert rechts berechnen l
�

a
�t. Diese Vorgehensweise

wird in Watson [16] auf den Seiten 398� ausgef
�

u
hrt.

Hier ist nur ein spezielles Weber-Schafheitlin-Integral von Interesse.



2 Besselfunktionen 12

Satz 2.15 F
�

u
r � 2

C
mit <(�) > 0 und a; b > 0 gilt

1

Z

0

J

�

(at)J

��1

(bt) dt =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

b

��1

=a

�

f
�

u
r b < a

1=(2b) f
�

u
r b = a

0 f
�

u
r b > a:

�

Als Verallgemeinerung des Weber-Schafheitlin-Integrals wird sp
�

a
ter noch nachstehen-

des Integral
�

u
ber drei Besselfunktionen ben

�

o
tigt.

Satz 2.16 F
�

u
r a; b; c > 0 und �; �; � 2

C
mit <(�) > �1=2 und <(� + � + 2) >

<(�+ 1) > 0 gilt mit absoluter Konvergenz auf der rechten Seite:

1

Z

0

J

�

(at)J

�

(bt)J

�

(ct)

t

�+�

dt =

(

1

2

bc)

�

�(� +

1

2

)�(

1

2

)

1

Z

0

�

Z

0

J

�

(at)J

�

($t)

$

�

t

�

sin

2�

' d' dt;

wobei $ =

p

b

2

+ c

2

� 2bc cos'
.

Beweis: Vgl. Watson [16] S. 411. �

Der Zusammenhang zwischen Besselfunktionen, Fouriertransformation und radialen

Funktionen �ndet sich in folgendem, diesen Unterabschnitt abschlie�enden Satz:

Satz 2.17 (Fouriertransformation radialer Funktionen)

Ist f : IR

d

! IR fouriertransformierbar und radial, f(x) = f

0

(kxk), so ist auch

^

f
(x) :

IR

d

! IR radial, und es gilt mit

^

f
(x) = F

0

(kxk):

F

0

(r) = (2�)

d

2

r

�

d

2

+1

1

Z

0

f

0

(t)J d

2

�1

(rt) t

d

2

dt:

Beweis: F
�

u
r d = 1 veri�ziert man die Behauptung verm

�

o
ge J

�

1

2

(z) = (

2

�z

)

1=2

cos z,

was man mit dem Legendreschen Verdopplungssatz direkt aus der De�nition erh
�

a
lt.

F
�

u
r d � 2 liefert Korollar 2.13

^

f
(x) =

Z

IR

d

f(!)e

�ix

T

!

d! =

1

Z

0

f

0

(t)

Z

k�k=1

e

itx

T

�

dS(�) t

d�1

dt

= (2�)

d

2

kxk

�

d

2

+1

1

Z

0

f

0

(t)J d

2

�1

(kxkt) t

d

2

dt:

�
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2.2.3 Nullstellen von J

�

(z)

In diesem Unterabschnitt sei � 2 IR. Die erste Aussage, die hier gemacht werden soll,

betri�t die Anzahl der Nullstellen von J

�

(z), ihr Beweis �ndet sich in Watson [16] auf

S. 478.

Satz 2.18 (Bessel-Lommel)

F
�

u
r jedes � 2 IR besitzt J

�

(z) unendlich viele reelle Nullstellen. �

Als n
�

a
chstes soll die Lage dieser reellen Nullstellen eingegrenzt werden. Dabei lassen

sich Grenzen f
�

u
r die kleinste Nullstelle in jedem Fall angeben. F

�

u
r �

1

2

< � �

1

2

k
�

o
nnen

auch f
�

u
r alle

�

u
brigen Nullstellen Intervalle angegeben werden, in denen diese liegen.

F
�

u
r � >

1

2

ist dies dagegen nur f
�

u
r gro�e Nullstellen m

�

o
glich.

Satz 2.19 Sei � 2 IR.

(1) Sei j

�

die kleinste positive Nullstelle von J

�

(x). Dann gilt

(i) j

�

> �,

(ii)

q

�(� + 2) < j

�

<

q

2(� + 1)(� + 3).

(2) (Bessel-Lommel-Theorem)

Sei �

1

2

< � �

1

2

. Dann ist J

�

(x) in den Intervallen (m�; (m +

1

2

)�) positiv,

falls m 2 2IN

0

, und negativ, falls m 2 2IN

0

+ 1. Insbesondere liegt in jedem

der Intervalle ((m�

1

2

)�;m�) mit m 2 IN eine ungerade Anzahl von Nullstellen,

und alle positiven Nullstellen von J

�

(x) be�nden sich in der Vereinigung dieser

Intervalle.

(3) (Schafheitlin)

Sei � >

1

2

. Dann liegen alle reellen Nullstellen von J

�

(x), die gr
�

o
�er sind als

1

�

(2� + 1)(2� + 3), in den Intervallen (m� +

1

2

�� +

1

2

�;m� +

1

2

�� +

3

4

�) mit

m 2 IN.

Beweis: Der Beweis wird in Watson [16] f
�

u
r (1) auf S. 485f, f

�

u
r (2) auf S. 478 und

f
�

u
r (3) auf S. 492� gef

�

u
hrt. �

2.3 Modifizierte Besselfunktionen der 2. Art

F
�

u
r die modi�zierten Besselfunktionen der 2. Art gibt es ebenfalls verschiedene Dar-

stellungsm
�

o
glichkeiten.

Satz 2.20 (Darstellungen von K

�

(z))

K

�

(z) =

�(

1

2

)(

1

2

z)

�

�(� +

1

2

)

1

Z

1

e

�zt

(t

2

� 1)

��

1

2

dt (2.12)

=

1

Z

0

e

�z cosh t

cosh �t dt; (2.13)



2 Besselfunktionen 14

K

�

(x) =

�

�

2x

�

1

2

e

�x

�(� +

1

2

)

1

Z

0

e

�u

u

��

1

2

�

1 +

u

2x

�

��

1

2

du: (2.14)

Dabei gilt (2.12) f
�

u
r <(�) > �

1

2

und jarg(z)j <

1

2

�, (2.13) f
�

u
r jarg(z)j <

1

2

� und

(2.14) f
�

u
r � � 0; x > 0.

Beweis: Die angegebenen Formeln werden in Watson [16] auf den Seiten 172, 181

und 206 bewiesen. �

Formel (2.14) entnimmt man unter Verwendung von Bemerkung 2.11:

Korollar 2.21 F
�

u
r � 2 IR und x > 0 gilt K

�

(x) > 0. �

Formel (2.14) erlaubt es ferner, untere Schranken f
�

u
r K

�

(x) anzugeben. Im Fall j�j �

1

2

sind diese sogar unabh
�

a
ngig von � 2 IR, denn es gilt f

�

u
r � �

1

2

�

�

2x

�

1

2

e

�x

�(� +

1

2

)

1

Z

0

e

�u

u

��

1

2

�

1 +

u

2x

�

��

1

2

du �

�

�

2x

�

1

2

e

�x

�(� +

1

2

)

1

Z

0

e

�u

u

��

1

2

du

=

�

�

2x

�

1

2

e

�x

:

F
�

u
r 0 � � <

1

2

l
�

a
�t sich der Faktor (1 +

u

2x

)

��

1

2

nicht so einfach absch
�

a
tzen. Eine

Zerlegung des Integrals liefert jedoch

1

Z

0

e

�u

u

��

1

2

�

1 +

u

2x

�

��

1

2

du =

1

Z

0

e

�u

u

��

1

2

�

1 +

u

2x

�

��

1

2

du

+

1

Z

1

e

�u

u

��

1

2

�

1 +

u

2x

�

��

1

2

du

�

1

Z

0

e

�u

u

��

1

2

�

1 +

u

2x

�

��

1

2

du

�

�

2x

1 + 2x

�

1

2

��

1

Z

0

e

�u

du

=

�

2x

1 + 2x

�

1

2

��

�

1�

1

e

�

�

1

2

�

x

1 + x

�

1

2

��

:

Die somit erzielten Ergebnisse lauten zusammengefa�t:
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Korollar 2.22 F
�

u
r � 2 IR und x > 0 besitzt K

�

(x) die folgenden unteren Schranken.

(1) F
�

u
r j�j �

1

2

gilt K

�

(x) �

�

�

2x

�

1

2

e

�x

:

(2) F
�

u
r j�j <

1

2

gilt K

�

(x) �

�

1

2

2

p

2
�(j�j+

1

2

)

x

�j�j

(1 + x)

j�j�

1

2

e

�x

.

�

Die letzte Aussage dieses Kapitels bezieht sich auf das Monotonieverhalten der K

�

.

Korollar 2.23 F
�

u
r � 2 IR ist die Funktion IR

>0

! IR, die gegeben ist durch x 7!

x

�

K

�

(x), monoton fallend.

Beweis:

Aus den Rekursionsformeln (2.7) und (2.8) und Korollar 2.21 erh
�

a
lt man

d

dx

fx

�

K

�

(x)g = �x

�

K

��1

(x) < 0:

�
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3 Untere Schranken der quadratischen Form

3.1 Motivation

F
�

u
r eine gegebene radiale Basisfunktion � 2 BPD(m) und f

�

u
r gegebene Daten X =

fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

; y 2 IR

N

mit paarweise verschiedenen x

j

sind f
�

u
r das Interpolati-

onsproblem aus Kapitel 1 die eindeutig bestimmten c 2 IR

N

; d 2 IR

Q

gesucht, die die

Gleichung

 

A P

P

T

0

! 

c

d

!

=

 

y

0

!

(3:1)

erf
�

u
llen, wobei A = (�(x

j

�x

k

))

1�j;k�N

und P = (p

k

(x

l

))

1�l�N;1�k�Q

mit Q = dim IP

d

m

und spanfp

1

; : : : ; p

Q

g = P

d

m

gesetzt war.

Ist � sogar positiv de�nit, so verringert sich (3.1) zu

Ac = y;

welches die eindeutige L
�

o
sung c = A

�1

y besitzt. In diesem Fall liefert folgende

Absch
�

a
tzung der zugeordneten quadratischen Form

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) � �

N

X

j=1

�

2

j

f
�

u
r alle � 2 IR

N

sofort die obere Schranke

kA

�1

k �

1

�

;

sofern � > 0, denn kA

�1

k ist gerade das Reziproke des kleinsten Eigenwertes von A.

Ist � 2 BPD(m) mit m > 0, so fordert man
�

u
blicherweise, da� X eine unisolvente

Teilmenge enth
�

a
lt, d.h., da� P injektiv ist (vgl. Satz 1.9). Unter dieser Voraussetzung

l
�

a
�t sich (3.1) auf Gx = y reduzieren, wobei die Matrix G mit Hilfe der Orthogonal-

Projektion pr : IR

N

! V

m

(X) := fv 2 IR

N

: v

j

= p(x

j

) mit p 2 IP

d

m

; 1 � j � Ng

erkl
�

a
rt wird durch

G = Apr

?

+ pr:

(vgl. Narcowich/Ward [10]).

Ebenfalls in Narcowich/Ward [10] wird nachstehender Zusammenhang zwischen den

Schranken der quadratischen Form und den Schranken der Norm von G

�1

bewiesen.

Satz 3.1 Mit obigen Bezeichnungen folgt aus

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) � �

N

X

j=1

�

2

j

f
�

u
r alle � 2 V

m

(X)

?

mit � > 0 die Invertierbarkeit der Matrix G und die Absch
�

a
tzung

kG

�1

k �

p

2
�

�

maxf1; �

�1

g;

wobei � = kApr

?

k. �
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Da sich � zum Beispiel durch � � kAk � N max�(x

j

�x

k

) weiter absch
�

a
tzen l

�

a
�t, ist

also die Bestimmung von � von gro�em Interesse.

3.2 Theoretische Grundlagen

Ausgehend von der Grundsituation, da� � 2 BPD(m) eine radiale Basisfunktion und

X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

eine Menge von paarweise verschiedenen Punkten ist, sollen

jetzt also untere Schranken f
�

u
r die zugeordnete quadratische Form in der Form

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) � �

N

X

j=1

�

2

j

f
�

u
r alle � 2 V

m

(X)

?

(3:2)

mit � > 0 angegeben werden. Dabei wird der Ansatz von Narcowich/Ward [9], der sich

auf bedingt positiv de�nite radiale Basisfunktionen der Ordnung 1 beschr
�

a
nkte, auf alle

radialen Basisfunktionen � mit positiver (verallgemeinerter) Fouriertransformierten

' : IR

d

n f0g ! IR

>0

�

u
bertragen, f

�

u
r die zus

�

a
tzlich die folgende Voraussetzung gilt.

De�nition 3.2 Eine Funktion � 2 BPD(m) erf
�

u
llt die Voraussetzung (A), falls sie

eine (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ' : IR

d

n f0g ! IR besitzt und falls f
�

u
r

alle X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit paarweise verschiedenen x

j

und alle � 2 V

m

(X)

?

=

fv 2 IR

N

:

P

N

j=1

v

j

p(x

j

) = 0 f
�

u
r alle p 2 IP

d

m

g

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) = (2�)

�d

Z

IR

d

'(!)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

�

j

e

ix

T

j

!

�

�

�

�

�

�

2

d! (3:3)

gilt.

Diese Voraussetzung ist f
�

u
r � 2 L

1

(IR

d

) mit

^

�
= ' 2 L

1

(IR

d

) auf Grund der Um-

kehrformel erf
�

u
llt. Der nachstehende Satz, dessen Beweis man bei Wu/Schaback [17]

�ndet, liefert eine hinreichende Bedingung f
�

u
r Voraussetzung (A).

Satz 3.3 � 2 BPD(m) besitze eine stetige verallgemeinerte Fouriertransformierte ' :

IR

d

n f0g ! IR

>0

, welche das Verhalten '(!) = O(k!k

�d�s

0

) f
�

u
r k!k ! 0 und '(!) =

O(k!k

�d�s

1

) f
�

u
r k!k ! 1 mit Konstanten s

1

> 0; s

0

< 2m hat. Dann gilt f
�

u
r �

die Voraussetzung (A). �

Der vorbereitende Satz stammt von Narcowich/Ward [9].

Satz 3.4 Seien � 2 IR

N

, X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

, x

j

paarweise verschieden. Sei

	 : IR

d

! IR stetig und radial. Seien 

N

:= max

1�j�N

P

k 6=j

j	(x

j

� x

k

)j, q

2

:=

1

2

min

j 6=k

kx

j

� x

k

k, �

n

:= supfj	(x)j : nq

2

� kxk < (n + 1)q

2

g: Es konvergiere die

Reihe

P

1

n=1

n

d�1

�

n

. Dann gilt

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

	(x

j

� x

k

) � (	(0)� 

N

)

N

X

j=1

�

2

j

�

 

	(0) � 3

d

1

X

n=1

n

d�1

�

n

!

N

X

j=1

�

2

j

:
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Beweis:

1) Man zerlegt die Summe auf der linken Seite in

N

X

j=1

�

2

j

	(0) +

X

j 6=k

�

j

�

k

	(x

j

� x

k

)

und sch
�

a
tzt hiervon die rechte Summe mit �

2

j

� 2j�

j

jj�

k

j+ �

2

k

� 0 ab:

X

j 6=k

�

j

�

k

	(x

j

� x

k

) � �

X

j 6=k

j�

j

jj�

k

jj	(x

j

� x

k

)j

� �

1

2

X

j 6=k

(�

2

j

+ �

2

k

)j	(x

j

� x

k

)j

= �

X

j 6=k

�

2

j

j	(x

j

� x

k

)j

� �

N

N

X

j=1

�

2

j

:

2) Zu zeigen ist 

N

� 3

d

P

1

n=1

n

d�1

�

n

. Da 	 radial ist, wird o.E. das Maximum in

der De�nition von 

N

bei x

1

= 0 angenommen, d.h. 

N

=

P

N

k=2

j	(x

k

)j. Sei nun

E

n

:= fx

j

2 X n fx

1

g : nq

2

� kx

j

k < (n+ 1)q

2

g. Dann gilt

�

[

j2f2;:::;Ng

x

j

2E

n

K

d

(x

j

; q

2

) � fx 2 IR

d

: (n � 1)q

2

< kxk < (n+ 2)q

2

g:

Ein Volumenvergleich auf beiden Seiten zeigt nun card(E

n

) � (n + 2)

d

� (n � 1)

d

�

3

d

n

d�1

, wobei man die letzte Ungleichung zum Beispiel mit Induktion nach d zeigt.

Hieraus folgt schlie�lich



N

�

1

X

n=1

card(E

n

)�

n

� 3

d

1

X

n=1

n

d�1

�

n

:

�

Bemerkung: Die Aussage bleibt trivialerweise richtig, wenn die Reihe divergiert. In-

teressant ist das Ergebnis allerdings nur f
�

u
r den Fall, da� der Ausdruck in Klammern

auf der rechten Seite jeweils gr
�

o
�er als Null ist.

Betrachtet man die radialen Basisfunktionen aus Kapitel 1, so erkennt man, da� sich

Satz 3.4 nur eingeschr
�

a
nkt direkt anwenden l

�

a
�t. Folgende Zusatz

�

u
berlegung hilft hier

weiter.

Die radiale Basisfunktion � 2 BPD(m) erf
�

u
lle die Voraussetzung (A). L

�

a
�t sich ihre

(verallgemeinerte) Fouriertransformierte ' dann durch ein  nach unten absch
�

a
tzen,
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d.h., gilt '(!) �  (!), und besitzt  eine inverse (verallgemeinerte) Fouriertrans-

formierte 	, die bedingt positiv de�nit der Ordnung l � m ist und die ebenfalls die

Voraussetzung (A) erf
�

u
llt, so ist jede untere Schranke der zu 	 geh

�

o
rigen quadratischen

Form auch untere Schranke der zu � geh
�

o
rigen quadratischen Form. Denn es gilt dann

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) = (2�)

�d

Z

IR

d

'(!)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

�

j

e

ix

T

j

!

�

�

�

�

�

�

2

dw

� (2�)

�d

Z

IR

d

 (!)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

�

j

e

ix

T

j

!

�

�

�

�

�

�

2

dw

=

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

	(x

j

� x

k

):

Man hat nun prinzipiell zwei M
�

o
glichkeiten.

1. Man w
�

a
hlt eine geeignete Funktion  und versucht, 	 zu berechnen und seine

quadratische Form abzusch
�

a
tzen.

2. Man w
�

a
hlt 	 derart, da� sich seine quadratische Form kontrollieren l

�

a
�t, und

versucht, die Fouriertransformierte  als untere Schranke f
�

u
r ein ' zu bekommen.

Hier soll die erste M
�

o
glichkeit weiterverfolgt werden.

Da s
�

a
mtliche radiale Basisfunktionen � aus Kapitel 1 eine stetige und positive (ver-

allgemeinerte) Fouriertransformierte ' : IR

d

n f0g ! IR

>0

besitzen, liegt es nahe, f
�

u
r

 eine normierte Funktion mit kompakten Tr
�

a
ger zu nehmen und ' auf diesem Kom-

paktum durch sein Minimum abzusch
�

a
tzen. Dies soll nun ausgef

�

u
hrt werden. Die

verwendete Funktion wurde bereits in Narcowich/Ward [10] benutzt.

De�nition 3.5 1) Sei f
�

u
r � 2 IR

>0

, x 2 IR

d

�

�

(x) :=

(

1 falls kxk � �

0 sonst

die charakteristische Funktion der d-dimensionalen L

2

-Kugel um Null mit Radius �.

2) Sei X

�

: IR

d

! IR de�niert durch

X

�

(x) := �

�

� �

�

(x):

Aus der De�nition folgt sofort:

Lemma 3.6 Es gilt 0 � X

�

(x) � V ol

d

(K

d

(0; �)) = �

d

�

d

2

�(

d

2

+1)

:
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Beweis:

X

�

(x) =

Z

IR

d

�

�

(y)�

�

(x� y)dy �

Z

IR

d

�

�

(y)dy:

�

Ferner ben
�

o
tigt man die Fouriertransformierte von X

�

.

Lemma 3.7 Es gilt

^

X

�

(!) = (2��)

d

k!k

�d

J

2

d

2

(k!k�):

Beweis: Wegen

^

X

�

(!) = �̂

2

�

(!) reicht es, �̂

�

(!) = (2��)

d

2

k!k

�

d

2

J d

2

(k!k�) zu zeigen.

Dazu benutzt man Satz 2.17, den Satz
�

u
ber die majorisierte Konvergenz und �(z+1) =

z�(z).

�̂

�

(!) = (2�)

d

2

k!k

�

d

2

+1

�

Z

0

J d

2

�1

(k!kt) t

d

2

dt

= (2�)

d

2

k!k

�

d

2

+1

�

Z

0

1

X

m=0

(�1)

m

�

k!k

2

�

d

2

+2m�1

m! �(

d

2

+m)

t

d+2m�1

dt

= (2�)

d

2

k!k

�

d

2

+1

1

X

m=0

(�1)

m

�

k!k

2

�

d

2

+2m�1

m! �(

d

2

+m)

�

Z

0

t

d+2m�1

dt

= (2��)

d

2

k!k

�

d

2

1

X

m=0

(�1)

m

�

k!k�

2

�

d

2

+2m

m!�(

d

2

+m)(

d

2

+m)

= (2��)

d

2

k!k

�

d

2

J d

2

(k!k�):

�

Es kann nun der f
�

u
r diesen Abschnitt entscheidende Satz formuliert und bewiesen

werden.

Satz 3.8 Seien � 2 V

m

(X)

?

und X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit paarweise verschiede-

nen x

j

gegeben. F
�

u
r � 2 BPD(m) und seine (verallgemeinerte) Fouriertransformierte

' : IR

d

n f0g ! IR gelte

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) = (2�)

�d

Z

IR

d

'(!)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

�

j

e

ix

T

j

!

�

�

�

�

�

�

2

d!:

Seien

q

2

:=

1

2

min

j 6=k

kx

j

� x

k

k;

� := 4

h

3

d�1

�

2

�

d

2

+ 1

�

�

i

1

d+1

q

�1

2

;

'

�

:= min

k!k�2�

'(!):
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Dann gilt

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) �

�

d

'

�

2

d+1

�

d

2

�(

d

2

+ 1)

N

X

j=1

�

2

j

:

Beweis: Man setze  

�

(!) = '

�

�(

d

2

+ 1) �

�d

�

�

d

2

X

�

(!). Dann ist 	

�

(x) =

IF ( 

�

)(x) = (2�)

�d

^

 

�

(x) = '

�

�(

d

2

+ 1) �

�

d

2

kxk

�d

J

2

d

2

(kxk�). F
�

u
r das Paar f	

�

;  

�

g

gilt dann:

1)  

�

(!) � '(!) f
�

u
r ! 2 IR

d

n f0g: Dies folgt f
�

u
r 0 < k!k � 2� aus der De�nition von

'

�

und Lemma 3.6. F
�

u
r k!k � 2� ist die Behauptung klar, da '(!) > 0.

2) Nach (2) aus Lemma 2.14 gilt

	

�

(0) = '

�

�(

d

2

+ 1) �

�

d

2

�

d

lim

x!0

(kxk�)

�d

J d

2

(kxk�)

=

�

d

2

d

�

d

2

�(

d

2

+ 1)

'

�

:

3) Man berechnet mit (1) aus Lemma 2.14

�

n

= supf	

�

(x) : nq

2

� kxk < (n+ 1)q

2

g

= supf'

�

�(

d

2

+ 1) �

�

d

2

kxk

�d

J

2

d

2

(kxk�) : nq

2

� kxk < (n+ 1)q

2

g

� '

�

�

�

d

2

�(

d

2

+ 1)(nq

2

)

�d

2

d+2

��nq

2

= 	

�

(0)

4

d+1

�

2

(

d

2

+ 1)

�(nq

2

�)

d+1

:

4) Aus

P

1

n=1

n

�2

=

�

2

6

folgt dann

1

X

n=1

n

d�1

�

n

= 	

�

(0)

2� �

2

(

d

2

+ 1) 4

d

3(q

2

�)

d+1

:

5) Mit diesen Vorbereitungen erh
�

a
lt man nun (noch f

�

u
r allgemeines �) nach Satz 3.4

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

�(x

j

� x

k

) �

 

	

�

(0)� 3

d

1

X

n=1

n

d�1

�

n

!

N

X

j=1

�

2

j

= 	

�

(0)

 

1 �

2 � 3

d�1

4

d

�

2

(

d

2

+ 1)

(q

2

�)

d+1

!

N

X

j=1

�

2

j

:

6) Die Wahl des � liefert nun f
�

u
r den Ausdruck in der Klammer den Wert

1

2

und damit

insgesamt die Behauptung.

�
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Bemerkung 3.9 F
�

u
r die in der De�nition von � = C

d

=q

2

auftretende Konstante

C

d

:= 4

h

3

d�1

�

2

(

d

2

+ 1)�

i

1

d+1

gilt C

d

= O(d) f
�

u
r d!1, oder genauer

lim

d!1

C

d

d

=

6

e

:

Beweis: Aus �(z + 1) = z�(z) und der Stirlingschen Formel folgt

lim

d!1

C

d

d

= lim

d!1

4

h

3

d�1

d

2

4

�

2

(

d

2

)�

i

1

d+1

d

= lim

d!1

4

�

�

4

�

1

d+1

3

d�1

d+1

(2�)

1

d+1

2

�

d�1

d+1

e

�

d

d+1

[�(

d

2

)]

2

d+1

(2�)

1

d+1

(

d

2

)

d�1

d+1

e

�

d

d+1

=

6

e

:

�

Tabelle 1 enth
�

a
lt die Werte der Konstanten C

d

f
�

u
r die Raumdimensionen von eins bis

acht.

d
1 2 3 4 5 6 7 8

C

d

6.2832 8.4492 10.6347 12.8285 15.0265 17.2271 19.4292 21.6325

Tabelle 1: C

d

3.3 Beispiele

Es sollen nun die bisher erzielten Aussagen auf die in Kapitel 1 angegebenen radialen

Basisfunktionen angewandt werden. Dabei werden die Bezeichnungen aus dem letzten

Abschnitt benutzt. Aussagen
�

u
ber die (bedingte) positive De�nitheit gehen auf Resul-

tate zur
�

u
ck, die sich unter anderem bei Schoenberg [14], Powell [12] und bei Micchelli

[8] �nden. Die (verallgemeinerten) Fouriertransformierten entnimmt man zum Beispiel

Gelfand [5].

Es mu� nat
�

u
rlich im einzelnen nachgepr

�

u
ft werden, ob die Funktion � die Voraus-

setzung (A) erf
�

u
llt. Dies folgt f

�

u
r die Gau�glocken, da die Voraussetzung wie be-

reits erw
�

a
hnt f

�

u
r L

1

-Funktionen mit Fouriertransformierten in L

1

gegeben ist. F
�

u
r

die
�

u
brigen nun folgenden Funktionen kann man Satz 3.3 benutzen, um Vorausset-

zung (A) zu veri�zieren. Dabei ber
�

u
cksichtige man bei den (inverse) Multiquadrics

das Verhalten O(k!k

�j�j

) f
�

u
r k!k ! 0 f

�

u
r die modi�zierte Besselfunktion K

�

(bzw.

K

0

(k!k) = O(� log(k!k)); k!k ! 0), was man aus der De�nition erh
�

a
lt.

Die nachstehenden Ergebnisse zeigen, da� sich bei Gau�glocken, Multiquadrics und

inverse Multiquadrics nur obere Schranken f
�

u
r kA

�1

k beziehungsweise kG

�1

k ergeben,

die mit sich verringerndem Seperationsabstand q

2

exponentiell gr
�

o
�er werden. Bei den

Thin-Plate-Splines dagegen wachsen die Schranken f
�

u
r q

2

! 0 h
�

o
chstens polynomial.
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3.3.1 Gau�glocken

Die Funktion

�

1

(x) = e

��kxk

2

; � > 0;

ist positiv de�nit und besitzt die klassische Fouriertransformierte

'(!) =

�

�

�

�

d

2

e

�

k!k

2

4�

:

Dies liefert sofort

'

�

= min

k!k�2�

'(!) =

�

�

�

�

d

2

e

�

�

2

�

:

Korollar 3.10 F
�

u
r �

1

(x) = e

��kxk

2

mit � > 0 hat die zugeh
�

o
rige quadratische Form

eine untere Schranke der Gestalt (3.2) mit

� =

C

d

d

2

d+1

�

d

2

�(

d

2

+ 1)

q

�d

2

e

�

C

2

d

�q

2

2

:

� besitzt f
�

u
r d!1 das Verhalten

� = O(1);

1=� = O(e

Kd

2

) mit einer Konstanten K > 0:

Beweis: Es bleibt nur die Asymptotik zu zeigen. Diese folgt unter Ber
�

u
cksichtigung

von Bemerkung 3.9 in beiden F
�

a
llen aus der Dominanz des Faktors e

�C

2

d

=(�q

2

2

)

. �

3.3.2 Thin-Plate-Splines

Die Funktion

�

2

(x) = (�1)

k+1

kxk

2k

log kxk; k 2 IN;

ist bedingt positiv de�nit der Ordnung k+1 und besitzt die verallgemeinerte Fourier-

transformierte

'(!) = 2

d+2k�1

�

d

2

�(

d

2

+ k) k! k!k

�d�2k

:

Die ben
�

o
tigte Konstante '

�

berechnet man somit zu

'

�

= 2

d+2k�1

�

d

2

�(

d

2

+ k) k! (2�)

�d�2k

=

1

2

�

d

2

�(

d

2

+ k) k! �

�d�2k

:
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Korollar 3.11 Die zu �

2

(x) = (�1)

k+1

kxk

2k

log kxk mit k 2 IN geh
�

o
rige quadratische

Form besitzt eine untere Schranke der Art (3.2) mit

� =

�(

d

2

+ k) k!

2

d+2

C

2k

d

�(

d

2

+ 1)

q

2k

2

:

Ferner verh
�

a
lt sich � f

�

u
r d!1 wie O(2

�d

d

�k�1

).

Beweis: Es mu� nur noch das asymptotische Verhalten gezeigt werden. Bemerkung

3.9 und die Funktionalgleichung der �-Funktion liefern

�(

d

2

+ k)

�(

d

2

+ 1)

= O(d

k�1

) und C

�2k

d

= O(d

�2k

);

womit die Behauptung folgt. �

Die Funktion

�

3

(x) = (�1)

d

�

2

e

kxk

�

; � > 0; � 62 2IN;

ist bedingt positiv de�nit der Ordnung d

�

2

e und besitzt die verallgemeinerte Fourier-

transformierte

'(!) = 2

d+�

�

d

2

�(

d+�

2

)

�

�

��(�

�

2

)

�

�

�

k!k

�d��

:

Korollar 3.12 F
�

u
r �

3

(x) = (�1)

d

�

2

e

kxk

�

mit � > 0; � 62 2IN erh
�

a
lt man

� =

�(

d+�

2

)

2

d+1

�

�

��(�

�

2

)

�

�

��(

d

2

+ 1)C

�

d

q

�

2

und � = O(2

�d

d

�

�

2

�1

) f
�

u
r d!1.

Beweis: Dies folgt sofort aus

'

�

= �

d

2

�(

d+�

2

)

�

�

��(�

�

2

)

�

�

�

�

�d��

und aus

�(

d+�

2

)

�(

d

2

+ 1)

= O(d

�

2

�1

); C

��

d

= O(d

��

) f
�

u
r d!1,

was man mit der Stirlingschen Formel und Bemerkung 3.9 nachrechnet. �

Bemerkung: Das Verhalten von � f
�

u
r d ! 1 liefert in den letzten beiden F

�

a
llen

(also f
�

u
r �

2

und �

3

) auch Aussagen
�

u
ber das Verhalten von 1=�, denn die in Korollar

3.11 bzw. Korollar 3.12 gegebenen Gleichungen � = O(f) lauten genauer

lim

d!1

�=f = const:
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3.3.3 Multiquadrics

Die f
�

u
r � = 1 als Multiquadrics bezeichneten Funktionen

�

4

(x) = (�1)

d

�

2

e

(c

2

+ kxk

2

)

�

2

; �; c > 0; � 62 2IN;

sind bedingt positiv de�nit der Ordnung d

�

2

e. Aus ihrer verallgemeinerten Fourier-

transformierten

'(!) =

2�

d

2

�

�

��(�

�

2

)

�

�

�

K d+�

2

(ck!k)

 

k!k

2c

!

�

d+�

2

berechnet man, da K d+�

2

monoton fallend ist, unter Benutzung von Korollar 2.22

'

�

=

2�

d

2

�

�

��(�

�

2

)

�

�

�

 

�

c

!

�

d+�

2

K d+�

2

(2c�)

�

2�

d

2

�

�

��(�

�

2

)

�

�

�

 

�

c

!

�

d+�

2

 

�

4c�

!

1

2

e

�2c�

=

�

d+1

2

�

�

��(�

�

2

)

�

�

�

c

d+��1

2

�

�

d+�+1

2

e

�2c�

:

Korollar 3.13 F
�

u
r die quadratische Form, die �

4

(x) = (�1)

d

�

2

e

(c

2

+kxk

2

)

�

2

mit �; c >

0; � 62 2IN zugeordnet ist, existiert eine Schranke der Form (3.2) mit

� =

�

1

2

c

d+��1

2

C

d���1

2

d

2

d+1

�

�

��(�

�

2

)

�

�

��(

d

2

+ 1)

q

�+1�d

2

2

e

�

2cC

d

q

2

:

Weiterhin existieren Konstanten K

1

;K

2

> 0, so da� f
�

u
r d!1 gilt

� = O(e

K

1

d

);

1=� = O(e

K

2

d

):

Beweis: Nur die Faktoren C

d

2

d

und �(

d

2

) lassen sich nicht durch e

Kd

beschr
�

a
nken.

Allerdings gilt nach der Stirlingschen Formel und Bemerkung 3.9:

lim

d!1

�(

d

2

)

C

d

2

d

= lim

d!1

p

2�

�

d

2

�

d�1

2

e

�

d

2

�

6

e

d

�

d

2

= lim

d!1

p

2�

2

d�1

2

6

d

2

p

d

= 0;

womit man die Behauptungen leicht folgern kann. �
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3.3.4 Inverse Multiquadrics

Als letztes sollen die f
�

u
r � = 1 als inverse Multiquadrics bezeichneten Funktionen

�

5

(x) = (c

2

+ kxk

2

)

�

�

2

; �; c > 0;

betrachtet werden. Sie sind positiv de�nit und besitzen die verallgemeinerten Fourier-

transformierten

'(!) =

2�

d

2

�(

�

2

)

K d��

2

(ck!k)

 

k!k

2c

!

�

d��

2

:

Da die Ordnung

d��

2

der auftretenden modi�zierten Besselfunktion dem Betrag nach

kleiner als

1

2

werden kann, mu� man im Gegensatz zu den Multiquadrics eine Fallun-

terscheidung vornehmen.

Gilt j

d��

2

j �

1

2

, so kann man wie im vorherigen Beispiel verfahren. Dies liefert

'

�

=

2�

d

2

�(

�

2

)

 

�

c

!

�

d��

2

K d��

2

(2c�)

�

2�

d

2

�(

�

2

)

 

�

c

!

�

d��

2

 

�

4c�

!

1

2

e

�2c�

=

�

d+1

2

�(

�

2

)

c

d���1

2

�

�

d��+1

2

e

�2c�

und die Aussagen
�

u
ber das asymptotische Verhalten.

Falls j

d��

2

j <

1

2

bzw. d � 1 < � < d + 1 gilt, benutzt man die zweite Absch
�

a
tzung aus

Korollar 2.22 und Korollar 2.23, um

'

�

=

2�

d

2

�(

�

2

)

 

�

c

!

�

d��

2

K d��

2

(2c�)

�

2�

d

2

�(

�

2

)

 

�

c

!

�

d��

2

�

1

2

2

p

2
�(

jd��j+1

2

)

e

�2c�

(2c�)

jd��j

2

(1 + 2c�)

1�jd��j

2

=

�

d+1

2

c

d���jd��j

2

2

jd��j+1

2

�(

�

2

)�(

jd��j+1

2

)

�

�

d��+jd��j

2

(1 + 2c�)

jd��j�1

2

e

�2c�

zu erhalten.

Korollar 3.14 F
�

u
r �

5

(x) = (c

2

+ kxk

2

)

�

�

2

mit �; c > 0 hat die zugeordnete quadrati-

sche Form im Fall jd� �j � 1 eine untere Schranke der Gestalt (3.2) mit

� =

�

1

2

c

d���1

2

C

d+��1

2

d

2

d+1

�(

�

2

)�(

d

2

+ 1)

q

�

d+��1

2

2

e

�

2cC

d

q

2

:
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Im Fall jd� �j < 1 lautet � mit � := d� �

� =

�

1

2

c

��j�j

2

C

d+��j�j

2

d

2

j�j+1

2

+d+1

�(

�

2

)�(

j�j+1

2

)�(

d

2

+ 1)

q

�

d+��j�j

2

2

(1 +

2cC

d

q

2

)

j�j�1

2

e

�

2cC

d

q

2

:

Das asymptotische Verhalten von � und 1=� f
�

u
r d!1 ist dasselbe wie bei den Multi-

quadrics. Es gilt also mit Konstanten K

1

;K

2

> 0 f
�

u
r d!1

� = O(e

K

1

d

);

1=� = O(e

K

2

d

):

�



4 Der Euklidische Hut X

�

28

4 Der Euklidische Hut X

�

4.1 Allgemeines

In diesem Kapitel soll die Funktion X

�

, die als Hilfsmittel bei der Absch
�

a
tzung quadra-

tischer Formen bereits im letzten Kapitel auftrat, als neue radiale Basisfunktion in den

Mittelpunkt der Betrachtung r
�

u
cken. Zur Erinnerung sei noch einmal die De�nition

wiederholt.

De�nition 4.1 1) Sei f
�

u
r � 2 IR

>0

, x 2 IR

d

�

�

(x) :=

(

1 falls kxk � �

0 sonst

die charakteristische Funktion der d-dimensionalen L

2

-Kugel um Null mit Radius �.

2) Der Euklidische Hut X

�

: IR

d

! IR sei de�niert durch

X

�

(x) := �

�

� �

�

(x):

Die Funktion X

�

hat an der Stelle x als Wert das Volumen des Schnittes zweier d-

dimensionaler Kugeln mit Radius �, wobei die eine ihren Mittelpunkt im Ursprung

und die andere ihren Mittelpunkt in x hat, denn es gilt

X

�

(x) =

Z

IR

d

�

�

(y) �

�

(x� y) dy =

Z

K(x;�)

�

�

(y) dy = V ol

d

(K(x; �) \K(0; �)):

Bemerkung 4.2 1) Da �

�

den Tr
�

a
ger fx 2 IR

d

: kxk � �g hat, besitzt X

�

den Tr
�

a
ger

fx 2 IR

d

: kxk � 2�g.

2) Die Fouriertransformierte von X

�

lautet

^

X

�

(!) = (2��)

d

k!k

�d

J

2

d

2

(k!k�):

Sie liegt in L

1

(IR

d

), da einerseits aus der De�nition von J

�

das Verhalten

^

X

�

(!) =

O(1) f
�

u
r k!k ! 0 folgt und andererseits nach Lemma 2.14

^

X

�

(!) = O(k!k

�d�1

) f
�

u
r

k!k !1 gilt.

3) Da �

�

radial, ist auch X

�

radial. Die zugeh
�

o
rige Funktion sei folgenderma�en

bezeichnet:

X

�

: IR

�0

! IR;mit X

�

(x) = X

�

(kxk):

4) F
�

u
r fast alle ! 2 IR

d

ist

^

X

�

(!) > 0.

5) Es gilt die Identit
�

a
t X

�

(x) = �

d

X

1

(

x

�

).

6) Falls die Abh
�

a
ngigkeit von der Raumdimension d deutlich gemacht werden soll, wird

auch X

(d)

�

bzw. X

(d)

�

geschrieben.

Beweis: 1) folgt aus supp(f � g) � supp(f) + supp(g), 2) wurde bereits im letzten

Kapitel bewiesen, 3) folgt aus Satz 2.17 und Bemerkung 1.3. 4) gilt, da einerseits

die Nullstellenmenge von

^

X

�

diskret sein mu� (sonst w
�

a
re

^

X

�

nach dem Identit
�

a
tssatz
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identisch Null) und andererseits eine diskrete Menge abz
�

a
hlbar ist. 5) erh

�

a
lt man

schlie�lich aus �

�

(x) = �

1

(

x

�

) und

X

�

(x) =

Z

IR

d

�

1

(

!

�

) �

1

(

x� !

�

) d! = �

d

Z

IR

d

�

1

(!) �

1

(

x

�

� !) d! = �

d

X

1

(

x

�

):

�

Entscheidend f
�

u
r die Betrachtung von X

�

als radiale Basisfunktion ist die Eigenschaft

interpolieren zu k
�

o
nnen, diese wird durch den folgenden Satz garantiert.

Satz 4.3 X

�

ist positiv de�nit.

Beweis: Seien X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit paarweise verschiedenen x

j

und �

j

2 IR

f
�

u
r 1 � j � N beliebig. Dann gilt nach der Umkehrformel

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

X

�

(x

j

� x

k

) = (2�)

�d

1

Z

0

^

X

�

(!)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

�

j

e

ix

T

j

!

�

�

�

�

�

�

2

d! � 0:

Ist die quadratische Form gleich Null, so impliziert

^

X

�

(!) > 0 fast
�

u
berall, da� bereits

N

X

j=1

�

j

e

ix

T

j

!

= 0

fast
�

u
berall g

�

u
ltig sein mu�. Dies zieht aber �

j

= 0 f
�

u
r j = 1; : : : ; N nach sich, da die

Funktionen e

ix

T

j

!

linear unabh
�

a
ngig

�

u
ber IR

d

sind (vgl. Powell [12]). �

4.2 Eine explizite Form f

�

u
r X

�

Es soll nun eine explizite, insbesondere auswertbare Form von X

�

berechnet werden.

Der erste Schritt besteht darin, das Faltungsintegral auf ein einfacheres eindimensio-

nales Integral zu reduzieren.

Satz 4.4 F
�

u
r die Faltung zweier charakteristischer Funktionen der d-dimensionalen

L

2

-Kugel um Null mit Radius � gilt f
�

u
r 0 � r � 2�:

X

�

(r) =

2�

d

�

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

p

4�

2

�r

2

2�

Z

0

t

d

p

1� t

2

dt:

Bemerkung: Vor dem allgemeinen Beweis sei auf den Spezialfall r = 0 hingewiesen.

Einerseits besitzt X

�

an der Stelle Null den Wert des d-dimensionalen Kugelvolumens,

also �

d

�

d

2

=�(

d

2

+1). Andererseits liefert der Zusammenhang von Beta- und �-Funktion
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2�

d

�

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

1

Z

0

t

d

(1� t

2

)

�

1

2

dt =

�

d

�

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

1

Z

0

t

d�1

2

(1� t)

�

1

2

dt

=

�

d

�

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

B(

d+1

2

;

1

2

)

=

�

d

�

d

2

�(

d

2

+ 1)

:

Bemerkung: Es werden nun zwei unterschiedliche Beweise f
�

u
r den allgemeinen Fall

gegeben. Der erste verwendet die Fouriertransformation radialer Funktionen, w
�

a
hrend

der zweite das Cavalierische Prinzip benutzt.

Beweis: F
�

u
r diesen ersten Beweis sei ohne Einschr

�

a
nkung 0 < r � 2�. X

�

wird
�

u
ber

seinen radialen Anteil berechnet. Das hierbei auftretende Integral
�

u
ber drei Bessel-

funktionen wird in ein Doppelintegral
�

u
ber zwei Besselfunktionen transformiert. Dann

wird das innere Integral gel
�

o
st. Im einzelnen sieht dies folgenderma�en aus:

1) Nach dem Satz
�

u
ber die Fouriertransformation von radialen Funktionen und der

Umkehrformel gilt

X

�

(r) = (2�)

�

d

2

r

�

d

2

+1

1

Z

0

(2��)

d

t

�d

J

2

d

2

(�t)J d

2

�1

(rt) t

d

2

dt

= (2�)

d

2

�

d

r

�

d

2

+1

1

Z

0

t

�

d

2

J d

2

(�t) J d

2

(�t) J d

2

�1

(rt) dt

| {z }

I:=

:

2) Um I zu berechnen, setze man in Satz 2.16 � =

d

2

� 1, � =

d

2

, � = 0 , a = r und

b = c = �. F
�

u
r diese speziellen Werte gilt dann <(�) =

d

2

> �

1

2

und <(� + � + 2) =

d + 1 > <(� + 1) = 1 > 0. Also hat man mit absoluter Konvergenz auf der rechten

Seite

I =

(

1

2

�

2

)

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

1

Z

0

�

Z

0

J d

2

�1

(rt) J d

2

($t)

$

d

2

sin

d

' d' dt

=

(

1

2

�

2

)

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

�

Z

0

$

�

d

2

sin

d

'

1

Z

0

J d

2

�1

(rt) J d

2

($t) dt

| {z }

II(')

d'

mit $ =

p

2
�

p

1 � cos'
:
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3) Setzt man in Satz 2.15 nun � =

d

2

, a = $, b = r, so erh
�

a
lt man

II(') =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

r

d

2

�1

=$

d

2

f
�

u
r r < $

1=(2r) f
�

u
r r = $

0 f
�

u
r r > $:

Man beachte dabei, da� aus ' = 0 zwar $ = 0 folgt, dies aber auch J d

2

($t) = 0

impliziert, so da� die angegebene Formel auch in diesem Fall richtig bleibt.

4) Da r > 0 und � > 0 und die arccos-Funktion strikt monoton fallend, gelten die

folgenden

�

A
quivalenzumformungen:

r < $ ,

r

2

2�

2

< 1 � cos'

, cos' <

2�

2

� r

2

2�

2

, ' > arccos

2�

2

� r

2

2�

2

=: A:

Damit folgt durch Einsetzen unter Vernachl
�

a
ssigung der Unstetigkeitsstelle

I =

(

1

2

�

2

)

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

�

Z

0

II(')$

�

d

2

sin

d

' d'

=

(

1

2

�

2

)

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

�

Z

A

r

d

2

�1

$

�d

sin

d

' d'

=

r

d

2

�1

(

1

2

�

2

)

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)(2�

2

)

d

2

�

Z

A

(1� cos')

�

d

2

sin

d

' d'

=

r

d

2

�1

2

d

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

�

Z

A

(1� cos')

�

d

2

sin

d

' d':

Wegen ' 2 [A;�] � [0; �] ist sin' � 0 und damit

sin' =

q

1� cos

2

' =

q

(1� cos')(1 + cos'):

Also ist

(1 � cos')

�

d

2

sin

d

' = (1 + cos')

d

2

;

und man erh
�

a
lt schlie�lich

I =

r

d

2

�1

2

d

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

�

Z

A

(1 + cos')

d

2

d':
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Substituiert man nun t =

q

(1 + cos')=2 (monoton fallend), so berechnet man f
�

u
r das

Di�erential

dt

d'

= �

1

2

p

2

(1 + cos')

�

1

2

sin' = �

1

2

p

1� t

2

:

Die obere Grenze transformiert sich zu Null und die untere zu

1

p

2

p

1 + cosA =

1

p

2

s

1 +

2�

2

� r

2

2�

2

=

p

4�

2

� r

2

2�

:

Das Integral selbst lautet damit

I =

r

d

2

�1

2

d

2

�1

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

p

4�

2

�r

2

2�

Z

0

t

d

p

1 � t

2

dt:

5) Einsetzen von I in 1) liefert dann die Behauptung. �

Es folgt nun der zweite Beweis dieses Satzes.

Beweis: Die Motivation entnimmt man Bild 1. Es wird das Volumen des Schnittes

zweier d-dimensionaler Kugeln mit Radius � bestimmt, indem es als das doppelte Vo-

lumen einer Kugelkappe K

1

nachgewiesen wird. Anschlie�end wird das Volumen von

K

1

mittels Cavalieri
�

u
ber die Schnitte K

1

(t) = fz 2 IR

d�1

: (z; t) 2 K

1

g berechnet.

A

0

R
d-1

K2 K1
x
d

r

Bild 1

(1) F
�

u
r x = (0; : : : ; 0; r)

T

2 IR

d

erh
�

a
lt man X

�

(r) = X

�

(x) = V ol

d

(A) mit A :=

K(x; �) \K(0; �) = fy 2 IR

d

: kyk � �; kx� yk � �g. Seien

K

1

:=

�

y 2 IR

d

: kyk � �; y

d

�

r

2

�

;
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K

2

:=

�

y 2 IR

d

: kx� yk � �; y

d

�

r

2

�

:

Dann gilt A = K

1

[ K

2

, denn ist y 2 A, so ist kyk � � und kx � yk � �, also

y 2 K

1

oder y 2 K

2

. Sei nun andererseits y 2 K

1

. Dann ist kx � yk � � zu zeigen.

Sei zur Abk
�

u
rzung ~y := (y

1

; : : : ; y

d�1

)

T

2 IR

d�1

. Aus 0 � r � 2y

d

folgt (r � y

d

)

2

=

r

2

� 2y

d

r + y

2

d

� y

2

d

und damit kx� yk

2

= k~yk

2

+ (r � y

d

)

2

� k~yk

2

+ y

2

d

= kyk

2

� �

2

.

Analog zeigt man, da� y 2 K

2

auch y 2 A impliziert.

(2) Es gilt m(A) = m(K

1

) + m(K

2

), wenn m das Lebesgue-Ma� bezeichnet, denn

K

1

\K

2

= fy 2 IR

d

: kyk � �; kx� yk � �; y

d

=

r

2

g ist als Teilmenge der Hyperebene

y

d

=

r

2

eine Nullmenge.

Jetzt wird noch gezeigt, da� K

1

und K

2

das gleiche Ma� besitzen, und es wird dann

m(A) = 2m(K

1

) berechnet. Dazu ben
�

o
tigt man das Cavalierische Prinzip (siehe Walter

[15] S. 333f):

� Ist die Menge A � IR

d

me�bar, so ist f
�

u
r fast alle t 2 IR der Schnitt A(t) = fz 2

IR

d�1

: (z; t) 2 Ag in IR

d�1

me�bar. Ferner ist die Funktion t 7! m(A(t)) in IR

me�bar und

m(A) =

Z

IR

m(A(t))dt:

(3) Man betrachte f
�

u
r t 2 IR die Schnitte

K

1

(t) =

�

z 2 IR

d�1

: kzk

2

+ t

2

� �

2

; t �

r

2

�

;

K

2

(t) =

�

z 2 IR

d�1

: kzk

2

+ (t� r)

2

� �

2

; t �

r

2

�

:

Dann erkennt man sofort mit K

d�1

(0; r) := f� 2 IR

d�1

: k�k � rg

K

1

(t) =

8

<

:

; falls t <

r

2

oder t > �

K

d�1

(0;

p

�

2

� t

2

) falls

r

2

� t � �:

F
�

u
r K

2

gilt andererseits K

2

(t) = ;, falls t >

r

2

oder jt � rj > �, was gleichbedeutend

ist mit t >

r

2

oder t < r � �. Au�erdem berechnet man K

2

(r � t) = fz 2 IR

d�1

:

kzk

2

+ t

2

� �

2

; t �

r

2

g = K

1

(t) und damit

m(K

2

) =

r

2

Z

r��

m(K

2

(t))dt =

�

Z

r

2

m(K

2

(r � s))ds =

�

Z

r

2

m(K

1

(t))dt = m(K

1

):
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(4) Letztlich erh
�

a
lt man nun:

X

�

(r) = m(A) = 2m(K

1

) = 2

�

Z

r

2

V ol

d�1

K

d�1

(0;

q

�

2

� t

2

) dt

=

2�

d�1

2

�(

d�1

2

+ 1)

�

Z

r

2

(�

2

� t

2

)

d�1

2

dt

=

2�

d

2

�

d�1

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

�

Z

r

2

0

@

1 �

 

t

�

!

2

1

A

d�1

2

dt

=

2�

d

2

�

d

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

q

1�

r

2

4�

2

Z

0

s

d

p

1 � s

2

ds:

Dabei wurde die Substitution

s = (1� (

t

�

)

2

)

1

2

; t = �

p

1 � s

2

;

dt

ds

= ��

s

p

1� s

2

benutzt. �

Bevor das in obigem Satz auftretende Integral im allgemeinen Fall berechnet wird,

seien die trivialen F
�

a
lle erw

�

a
hnt.

Korollar 4.5 (Die F
�

a
lle d=1,2,3)

d = 1 : X

(1)

�

(r) = 2� � r;

d = 2 : X

(2)

�

(r) = 2�

2

arccos

r

2�

�

1

2

r

q

4�

2

� r

2

;

d = 3 : X

(3)

�

(r) = �(

1

12

r

3

� �

2

r +

4

3

�

3

);

jeweils f
�

u
r 0 � r � 2�.

Beweis: Die behaupteten Identit
�

a
ten folgen aus den nachstehenden Integralen:

Z

t

p

1� t

2

dt = �

p

1� t

2

;

Z

t

2

p

1� t

2

dt = �

t

2

p

1 � t

2

+

1

2

arcsin t;

Z

t

3

p

1� t

2

dt =

1

3

q

(1 � t

2

)

3

�

p

1� t

2

:
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Dabei benutzt man im Fall d = 2 noch arccos r = arcsin

p

1 � r

2

f
�

u
r 0 � r � 1. �

Bild 2 veranschaulicht, warum die Funktion X

�

Euklidischer Hut genannt wird.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -2
-1.5

-1
-0.5

0
0.5

1
1.5

2

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Bild 2 : X

(2)

1

Um nun das Integral aus obigem Satz allgemein zu berechnen, bedarf es einiger Vor-

bereitungen.

De�nition 4.6 F
�

u
r d 2 IN und n 2 IN

0

mit 2(n � 1) < d sei:

�

(d)

n;k

:=

k

Q

l=1

(d � 2l + 1)

k

Q

l=0

(d � 2l)

f
�

u
r 0 � k � n� 1;

�

(d)

n;n

:=

n

Q

l=1

(d � 2l + 1)

n�1

Q

l=0

(d� 2l)

;

�

(d)

n;n+1

:=

n+1

Q

l=1

(d� 2l + 1)

n�1

Q

l=0

(d� 2l)

:

Bemerkung: 1) Dem leeren Produkt soll der Wert 1 zugewiesen werden.

2) Wegen 2(n � 1) < d sind die Koe�zienten wohlde�niert. F
�

u
r 0 � k � n � 1 gilt

dar
�

u
ber hinaus auch �

(d)

n;k

> 0.
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Es wird nun zuerst eine Rekursionsformel f
�

u
r das gesuchte Integral hergeleitet, aus der

sich dann eine Stammfunktion in Abh
�

a
ngigkeit von der Raumdimension mod 2 folgern

l
�

a
�t.

Notwendig daf
�

u
r sind einige Zusammenh

�

a
nge zwischen den �

(d)

n;k

.

Lemma 4.7 F
�

u
r die Koe�zienten �

(d)

n;k

gilt unter der Voraussetzung d > 2n

(1) �

(d)

n+1;k

= �

(d)

n;k

f
�

u
r 0 � k � n � 1,

(2) �

(d)

n;n

(d�2n�1) = �

(d)

n;n+1

,

(3) �

(d)

n;n+1

1

d � 2n

= �

(d)

n+1;n+1

,

(4) �

(d)

n;n

� �

(d)

n+1;n+1

= �

(d)

n+1;n

.

Beweis: (1) folgt sofort aus der De�nition.

(2) �

(d)

n;n

(d�2n�1) = (d�2n�1)

n

Y

l=1

(d � 2l + 1)

,

n�1

Y

l=0

(d � 2l)

=

n+1

Y

l=1

(d� 2l + 1)

,

n�1

Y

l=0

(d� 2l)

= �

(d)

n;n+1

;

(3) �

(d)

n;n+1

1

d � 2n

=

1

d � 2n

n+1

Y

l=1

(d� 2l + 1)

,

n�1

Y

l=0

(d� 2l)

=

n+1

Y

l=1

(d� 2l + 1)

,

n

Y

l=0

(d � 2l)

= �

(d)

n+1;n+1

;

(4) �

(d)

n;n

� �

(d)

n+1;n+1

=

n

Y

l=1

(d � 2l + 1)

,

n�1

Y

l=0

(d � 2l)

�

n+1

Y

l=1

(d� 2l + 1)

,

n

Y

l=0

(d � 2l)

=

(

n

Y

l=1

(d� 2l + 1)

,

n

Y

l=0

(d � 2l)

)

[(d� 2n)� (d � 2n � 1)]

= �

(d)

n+1;n

:

�
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Lemma 4.8 F
�

u
r d; n 2 IN

0

mit d � 2(n+ 1) gilt:

Z

t

d

p

1 � t

2

dt = �

p

1� t

2

n

X

k=0

�

(d)

n;k

t

d�2k�1

+ �

(d)

n;n+1

Z

t

d�2(n+1)

p

1� t

2

dt:

Beweis: Der Beweis wird bei festem d � 2 durch Induktion
�

u
ber n mittels partieller

Integration gef
�

u
hrt. Dabei werden folgende Integrale benutzt:

Z

1

p

1� t

2

dt = arcsin t;

Z

arcsin t dt = t arcsin t+

p

1� t

2

;

Z

p

1� t

2

dt =

1

2

(t

p

1� t

2

+ arcsin t):

Sei zur Abk
�

u
rzung �

n;k

:= �

(d)

n;k

:

Induktionsanfang: n = 0. Einmalige partielle Integration liefert

Z

t

d

p

1 � t

2

dt = t

d

arcsin t� d

Z

t

d�1

arcsin t dt:

Das Integral auf der rechten Seite berechnet sich wegen

Z

t

d�1

arcsin t dt = t

d�1

n

t arcsin t+

p

1 � t

2

o

� (d� 1)

Z

t

d�1

arcsin t dt

� (d� 1)

Z

t

d�2

p

1 � t

2

dt

zu

d

Z

t

d�1

arcsin t dt = t

d

arcsin t+ t

d�1

p

1 � t

2

� (d� 1)

Z

t

d�2

p

1� t

2

dt:

Einsetzen liefert

Z

t

d

p

1 � t

2

dt = �t

d�1

p

1� t

2

+ (d� 1)

Z

t

d�2

p

1� t

2

dt

= ��

0;0

t

d�1

p

1 � t

2

+ �

0;1

Z

t

d�2

p

1� t

2

dt:

Induktionsschritt: n ! n+ 1. Sei dazu d � 2(n + 2). Es gilt nach Induktionsvoraus-

setzung

Z

t

d

p

1 � t

2

dt = �

p

1� t

2

n

X

k=0

�

n;k

t

d�2k�1

+ �

n;n+1

Z

t

d�2(n+1)

p

1� t

2

dt:
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Das rechte Integral berechnet sich analog zu oben aus

Z

t

d�2(n+1)

p

1� t

2

dt =

1

2

t

d�2(n+1)

n

t

p

1� t

2

+ arcsin t

o

�

d � 2(n+ 1)

2

Z

t

d�2(n+1)�1

n

t

p

1� t

2

+ arcsin t

o

dt

zu

Z

t

d�2(n+1)

p

1� t

2

dt =

1

d� 2n

n

t

d�2n�1

p

1 � t

2

+ t

d�2(n+1)

arcsin t

o

�

d � 2(n+ 1)

d� 2n

Z

t

d�2n�3

arcsin t dt:

Auf dieselbe Art erh
�

a
lt man aus

Z

t

d�2n�3

arcsin t dt = t

d�2n�3

n

t arcsin t+

p

1� t

2

o

� (d� 2n � 3)

Z

t

d�2(n+2)

n

t arcsin t+

p

1 � t

2

o

dt

das ben
�

o
tigte Integral

Z

t

d�2n�3

arcsin t dt =

1

d � 2(n + 1)

n

t

d�2(n+1)

arcsin t+ t

d�2n�3

p

1 � t

2

o

�

d� 2n� 3

d� 2(n + 1)

Z

t

d�2(n+2)

p

1� t

2

dt:

Mit diesem Integral gelangt man schlie�lich zu

Z

t

d�2(n+1)

p

1� t

2

dt =

1

d � 2n

n

t

d�2n�1

p

1 � t

2

� t

d�2n�3

p

1 � t

2

o

+

d � 2n� 3

d � 2n

Z

t

d�2(n+2)

p

1� t

2

dt

und damit zu

Z

t

d

p

1� t

2

dt = �

p

1 � t

2

n

X

k=0

�

n;k

t

d�2k�1

+

�

n;n+1

d� 2n

p

1 � t

2

n

t

d�2n�1

� t

d�2n�3

o

+ �

n;n+1

d� 2n � 3

d� 2n

Z

t

d�2(n+2)

p

1 � t

2

dt:

Zwischen den Koe�zienten �

n;k

bestehen nun nach Lemma 4.7 die Relationen:
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(a) �

n+1;k

= �

n;k

f
�

u
r 0 � k � n� 1,

(b) �

n;n+1

d � 2n� 3

d� 2n

= �

n+1;n+1

(d� 2n � 3) = �

n+1;n+2

,

(c) �

n;n+1

1

d � 2n

= �

n+1;n+1

,

(d) ��

n;n

+ �

n;n+1

1

d� 2n

= ��

n;n

+ �

n+1;n+1

= ��

n+1;n

.

Dies bedeutet aber

Z

t

d

p

1 � t

2

dt = �

p

1� t

2

n+1

X

k=0

�

n+1;k

t

d�2k�1

+ �

n+1;n+2

Z

t

d�2(n+2)

p

1� t

2

dt:

�

Es folgt die bereits angek
�

u
ndigte Stammfunktion f

�

u
r

R

t

d

=

p

1 � t

2

dt, indem die \Raum-

dimension d" dargestellt wird als d = 2n bzw. d = 2n + 1. Hierbei erkennt man, da�

im weiteren in �

(d)

n;k

nur noch n = b

d

2

c relevant ist.

Lemma 4.9 F
�

u
r n 2 IN

0

gilt:

1)

Z

t

2n

p

1� t

2

dt = �

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n)

n;k

t

2(n�k)�1

+ �

(2n)

n;n

arcsin t;

2)

Z

t

2n+1

p

1� t

2

dt = �

p

1� t

2

n

X

k=0

�

(2n+1)

n;k

t

2(n�k)

:

Beweis: Die Richtigkeit der Formeln l
�

a
�t sich f

�

u
r n=0 unmittelbar aus

Z

1

p

1 � t

2

dt = arcsin t;

Z

t

p

1 � t

2

dt = �

p

1� t

2

schlie�en, wenn man im ersten Fall ber
�

u
cksichtigt, da� die leere Summe als Null de�-

niert ist und in beiden F
�

a
llen die De�nition der �'s beachtet.

F
�

u
r n � 1 benutzt man:

Z

p

1� t

2

dt =

1

2

(t

p

1� t

2

+ arcsin t);

Z

t

p

1� t

2

dt = �

1

3

q

(1� t

2

)

3

:
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F
�

u
r das erste Integral gilt 2n � 2(n � 1 + 1) = 2n. Also erh

�

a
lt man aus Lemma 4.8

Z

t

2n

p

1� t

2

dt = �

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n)

n�1;k

t

2(n�k)�1

+ �

(2n)

n�1;n

Z

p

1 � t

2

dt

= �

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n)

n�1;k

t

2(n�k)�1

+

�

(2n)

n�1;n

2

n

t

p

1� t

2

+ arcsin t

o

= �

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n)

n;k

t

2(n�k)�1

+ �

(2n)

n;n

arcsin t:

Dabei resultiert die letzte Identit
�

a
t aus den Formeln des Lemma 4.7:

(a) �

(2n)

n;k

= �

(2n)

n�1;k

f
�

u
r 0 � k � n� 2,

(b)

1

2

�

(2n)

n�1;n

= �

(2n)

n;n

,

(c) �

(2n)

n�1;n�1

� �

(2n)

n;n

= �

(2n)

n;n�1

.

F
�

u
r das zweite Integral gilt wegen 2n+1 � 2(n� 1+1) = 2n wieder nach Lemma 4.8:

Z

t

2n+1

p

1� t

2

dt = �

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n+1)

n�1;k

t

2(n�k)

+ �

(2n+1)

n�1;n

Z

t

p

1 + t

2

dt

= �

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n+1)

n�1;k

t

2(n�k)

�

1

3

�

(2n+1)

n�1;n

q

(1� t

2

)

3

= �

p

1� t

2

(

n�1

X

k=0

�

(2n+1)

n�1;k

t

2(n�k)

+

1

3

�

(2n+1)

n�1;n

�

1

3

�

(2n+1)

n�1;n

t

2

)

= �

p

1� t

2

n

X

k=0

�

(2n+1)

n;k

t

2(n�k)

;

wobei die letzte Identit
�

a
t wieder aus den Beziehungen der �'s folgt, die in diesem Fall

lauten:

(a) �

(2n+1)

n;k

= �

(2n+1)

n�1;k

f
�

u
r 0 � k � n� 2,

(b)

1

3

�

(2n+1)

n�1;n

= �

(2n+1)

n;n

,

(c) �

(2n+1)

n�1;n�1

� �

(2n+1)

n;n

= �

(2n+1)

n;n�1

.

�

Nach diesen Vorbereitungen kann man nun eine explizite Form f
�

u
r X

�

angeben, die

nat
�

u
rlich nach vorherigem Lemma davon abh

�

a
ngt, ob die Raumdimension d gerade

oder ungerade ist.
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Satz 4.10 F
�

u
r 0 � r � 2� gilt:

X

(2n)

�

(r) =

2�

2n

�

n

�(n +

1

2

)�(

1

2

)

8

<

:

�

(2n)

n;n

arccos

r

2�

�

r

2�

n

X

l=1

�

(2n)

n;n�l

 

1�

r

2

4�

2

!

l�

1

2

9

=

;

;

X

(2n+1)

�

(r) =

2�

2n+1

�

n

n!

8

<

:

�

(2n+1)

n;n

�

r

2�

n

X

l=0

�

(2n+1)

n;n�l

 

1�

r

2

4�

2

!

l

9

=

;

:

Beweis: Der Beweis benutzt Satz 4.4 und Lemma 4.9 sowie die f
�

u
r 0 � r � 1 g

�

u
ltige

Identit
�

a
t arccos r = arcsin

p

1� r

2

.

X

(2n)

�

(r) =

2�

d

�

d

2

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

p

4�

2

�r

2

2�

Z

0

t

d

p

1� t

2

dt

= �

2�

2n

�

n

�(n+

1

2

)�(

1

2

)

"

p

1� t

2

n�1

X

k=0

�

(2n)

n;k

t

2(n�k)�1

� �

(2n)

n;n

arcsin t

#

p

4�

2

�r

2

2�

0

= �

2�

2n

�

n

�(n+

1

2

)�(

1

2

)

"

p

1� t

2

n

X

l=1

�

(2n)

n;n�l

t

2l�1

� �

(2n)

n;n

arcsin t

#

p

4�

2

�r

2

2�

0

= �

2�

2n

�

n

�(n+

1

2

)�(

1

2

)

8

<

:

r

2�

n

X

l=1

�

(2n)

n;n�l

 

1 �

r

2

4�

2

!

l�

1

2

� �

(2n)

n;n

arccos

r

2�

9

=

;

:

F
�

u
r den zweiten Teil verwendet man zus

�

a
tzlich �(

1

2

) =

p

�
und �(n) = (n� 1)!.

X

(2n+1)

�

(r) = �

2�

2n+1

�

n

�(n+ 1)

p

1 � t

2

n

X

k=0

�

(2n+1)

n;k

t

2(n�k)

�

�

�

�

�

p

4�

2

�r

2

2�

0

= �

2�

2n+1

�

n

n!

p

1 � t

2

n

X

l=0

�

(2n+1)

n;n�l

t

2l

�

�

�

�

�

p

4�

2

�r

2

2�

0

= �

2�

2n+1

�

n

n!

8

<

:

r

2�

n

X

l=0

�

(2n+1)

n;n�l

 

1�

r

2

4�

2

!

l

� �

(2n+1)

n;n

9

=

;

:

�

Bemerkung: Der Koe�zient vor der Klammer im Fall gerader Raumdimension

berechnet sich auch zu

(2�)

2n

�

n�1

(n� 1)!

(2n � 1)!

:
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Beweis: Nach dem Legendreschen Verdopplungssatz gilt:

�(n+

1

2

) =

p

�
�(2n)

2

2n�1

�(n)

:

Damit hat man

2�

2n

�

n

�(n +

1

2

)�(

1

2

)

=

2�

2n

�

n

2

2n�1

(n� 1)!

�(2n� 1)!

=

(2�)

2n

�

n�1

(n� 1)!

(2n � 1)!

:

�

Lemma 4.11 Die letztlich ben
�

o
tigten Koe�zienten �

(d)

n;k

haben die explizite Form

�

(2n)

n;k

=

(2n � 1)! (n� k)! (n � k � 1)!

2

2k

n! (n� 1)! (2n � 2k)!

mit 0 � k � n � 1;

�

(2n)

n;n

=

(2n � 1)!

2

2n�1

n! (n� 1)!

;

�

(2n+1)

n;k

=

2

2k

(n!)

2

(2n� 2k)!

(2n + 1)! ((n� k)!)

2

mit 0 � k � n� 1;

�

(2n+1)

n;n

=

2

2n

(n!)

2

(2n + 1)!

:

Beweis: Man veri�ziert zuerst f
�

u
r die in der De�nition auftretenden Produkte fol-

gende explizite Formen mit 0 � k � n.

k

Y

l=0

(2n� 2l) = 2

k+1

k

Y

l=0

(n� l) = 2

k+1

n!

(n� k � 1)!

;

k

Y

l=1

(2n � 2l + 1) =

(2n � 1)!

(2n� 2k)!

,

k�1

Y

l=1

(2n� 2l)

=

(2n � 1)! (n � k)!

(2n� 2k)! 2

k�1

(n� 1)!

:

Hiermit erh
�

a
lt man sofort die angegebene Darstellung f

�

u
r �

(2n)

n;k

mit 0 � k � n � 1.

Auch f
�

u
r die

�

u
brigen Koe�zienten liefert dies die Behauptung:

�

(2n)

n;n

=

n

Y

l=1

(2n � 2l + 1)

,

n�1

Y

l=0

(2n� 2l)

=

(2n � 1)!

2

2n�1

n! (n� 1)!

;

�

(2n+1)

n;k

=

k�1

Y

l=0

(2n � 2l)

,

k

Y

l=0

(2n � 2l + 1)
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=

2

k

n!

(n� k)!

n! (2n � 2k)! 2

k

(2n+ 1)! (n� k)!

mit 0 � k � n� 1;

�

(2n+1)

n;n

=

n�1

Y

l=0

(2n� 2l)

,

n�1

Y

l=0

(2n� 2l + 1)

= 2

n

n!

n! 2

n

(2n+ 1)!

:

�

4.3 Glattheit von X

�

Da X

�

durch Faltung zweier unstetiger Funktionen entsteht, kann man keine Di�eren-

zierbarkeit von X

�

erwarten. Ein unterschiedliches Verhalten bez
�

u
glich der Gl

�

a
tte von

X

�

(r) �ndet sich in r = 0, r = 2� und dem
�

u
brigen De�nitionsbereich.

Lemma 4.12 (a) Es gilt X

�

(r) 2 C

1

[0; 2�] und f
�

u
r r 2 [0;1]

X

0

�

(r) = �

�

d

2

2

d�1

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

(4�

2

� r

2

)

d�1

2

:

(b) X

�

(r) 2 C

b

d

2

c

[0;1). Dabei besitzt die b

d

2

c + 1 -te Ableitung an der Stelle r = 2�

im Fall gerader Raumdimension einen unendlichen Sprung, im Fall ungerader Raum-

dimension einen endlichen Sprung.

Beweis: (a) folgt unter Benutzung der Kettenregel unmittelbar aus Satz 4.4.

(b) Kritischer Punkt ist die Stelle r = 2�. Man zeigt zun
�

a
chst durch vollst

�

a
ndige

Induktion f
�

u
r 1 � k � b

d

2

c+ 1 und 0 � r < 2�

d

k

dr

k

X

�

(r) = p

k

(r)(4�

2

� r

2

)

d�2k+1

2

;

wobei p

k

ein Polynom mit p

k

(2�) 6= 0 ist. F
�

u
r k = 1 ist dies gerade (a). F

�

u
r k ! k+1

gilt, sofern k + 1 � b

d

2

c+ 1,

d

k+1

dr

k+1

X

�

(r) =

d

dr

 

p

k

(r)

�

4�

2

� r

2

�

d�2k+1

2

!

= p

0

k

(r)

�

4�

2

� r

2

�

d�2k+1

2

� p

k

(r) r (d� 2k + 1)

�

4�

2

� r

2

�

d�2(k+1)+1

2

=

�

4�

2

� r

2

�

d�2(k+1)+1

2

h

p

0

k

(r)

�

4�

2

� r

2

�

� p

k

(r) r (d� 2k + 1)

i

:

De�niert man nun den Ausdruck in eckigen Klammern als p

k+1

(r), so sieht man

p

k+1

(2�) 6= 0.
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Da die rechtsseitigen Ableitungen an der Stelle r = 2� stets den Wert Null besit-

zen, ist der Wert der linksseitigen Ableitungen zu
�

u
berpr

�

u
fen, die hier mit

d

k

dr

k

X

(d)

�

(r)

bezeichnet werden. Die Vorbereitungen liefern dann f
�

u
r ungerade Raumdimensionen

d

n

dr

n

X

(2n+1)

�

(2�) = p

n

(r)(4�

2

� r

2

)j

2�

= 0 und

d

n+1

dr

n+1

X

(2n+1)

�

(2�) = p

n+1

(r)j

2�

6= 0. F
�

u
r

gerade Raumdimensionen erh
�

a
lt man

d

n

dr

n

X

(2n)

�

(2�) = p

n

(r)(4�

2

� r

2

)

1

2

j

2�

= 0 und

d

n+1

dr

n+1

X

(2n)

�

(2�) = p

n+1

(r)(4�

2

� r

2

)

�

1

2

j

2�

=1. �

Satz 4.13 Die Funktion IR! IR, r 7! X

�

(jrj) ist lipschitzstetig mit der Lipschitzkon-

stanten

L =

�

d

2

�

d�1

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

:

Beweis: 1) Man betrachte zuerst die Funktion eingeschr
�

a
nkt auf [0; 2�]. Dort ist sie

di�erenzierbar und mit obigem Lemma gilt

jX

0

�

(r)j �

�

d

2

�

d�1

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

=: L:

Der Mittelwertsatz liefert dann jX

�

(r)�X

�

(s)j � Ljr � sj f
�

u
r alle r; s 2 [0; 2�].

2) Die Funktion ist lipschitzstetig auf [0;1] mit der Lipschitzkonstanten L. Denn ist

0 < 2� � r � s, so ist X

�

(r) = X

�

(s) = 0. Ist dagegen 0 � r < 2� < s, so gilt nach 1)

jX

�

(r) �X

�

(s)j = jX

�

(r)�X

�

(2�)j

� Ljr � 2�j = L(2� � r)

� L(s� r) = Ljs� rj:

3) Die Funktion ist schlie�lich auf ganz IR lipschitzstetig, da

jX

�

(jrj)�X

�

(jsj)j � L jjrj � jsjj � Ljr � sj:

�

4.4 Schranken f

�

u
r die Norm der Inversen der Interpolations-

matrix

Sei X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit paarweise verschiedenen x

j

. Dann ist die Interpola-

tionsmatrix A = (X

�

(x

j

� x

k

))

1�j;k�N

regul
�

a
r. Um eine obere Schranke f

�

u
r kA

�1

k zu

berechnen, liegt es nahe, zuerst eine untere Schranke � f
�

u
r die zugeh

�

o
rige quadratische

Form zu �nden. Denn aus

N

X

j=1

N

X

k=1

�

j

�

k

X

�

(x

j

� x

k

) � �

N

X

j=1

�

2

j

f
�

u
r alle � 2 IR

N
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mit � > 0 folgt kA

�1

k �

1

�

. Benutzt man nun die Vorgehensweise aus Kapitel 3 zum

Au�nden von � und schreibt f
�

u
r dortiges � hier B, setzt also

B = C

d

q

�1

2

mit C

d

= 4[3

d�1

�

2

(

d

2

+ 1)�]

1

d+1

;

so besteht der entscheidende Schritt in der Bestimmung von

(

^

X

�

)

B

:= min

k!k�2B

^

X

�

(!) > 0:

Nun besitzt

^

X

�

(!) = (2��)

d

k!k

�d

J

2

d

2

(k!k�) gerade die Nullstellen von ! 7! J d

2

(k!k�),

und diese Funktion besitzt nach Satz 2.18 unendlich viele Nullstellen unterschiedlichen

Betrages. Liegt also eine dieser Nullstellen in k!k � 2B, dann ist (

^

X

�

)

B

= 0, und

Satz 3.8 liefert kein verwertbares Ergebnis. Dies bedeutet also, da� man f
�

u
r eine

Absch
�

a
tzung mit Satz 3.8 � derart einschr

�

a
nken mu�, da� ! 7! J d

2

(k!k�) in k!k � 2B

positiv ist. Verwendet man zum Beispiel die Absch
�

a
tzung (1)(i) aus Satz 2.19, so gilt

f
�

u
r die kleinste Nullstelle r

0

vonJ d

2

(r�)

r

0

>

d

2�

:

Also ist (

^

X

�

)

B

> 0, solange 2B <

d

2�

bzw. � <

d

4C

d

q

2

. Da aber

d

4C

d

< 1 (vgl. Bemerkung

3.9 und Tabelle 1), bedeutet dies � < q

2

. In diesem Fall ist eine Normabsch
�

a
tzung

allerdings unn
�

o
tig, denn A reduziert sich zu einer Diagonalmatrix und kA

�1

k l
�

a
�t sich

direkt angeben. Daher wird an dieser Stelle nicht weiter auf obere Schranken f
�

u
r kA

�1

k

eingegangen.

Es soll nun eine untere Schranke f
�

u
r kA

�1

k angegeben werden. Die Idee besteht darin,

die Funktion X

�

(

p

r
) durch ein Polynom p 2 IP

1

l

auf [0;K

2

] mit K = max

1�j;k�N

kx

j

�

x

k

k zu approximieren. Setzt man A

p

= (p(kx

j

� x

k

k

2

))

1�j;k�N

, so gilt

kA�A

p

kkA

�1

k � 1;

solange nur A

p

singul
�

a
r ist (vgl. Schaback [13]). Um eine untere Schranke f

�

u
r kA

�1

k

zu bestimmen, sucht man also ein l und ein p 2 IP

1

l

, so da� A

p

singul
�

a
r und kA�A

p

k

m
�

o
glichst klein ist. Denn dann gilt

kA

�1

k �

1

kA�A

p

k

:

Die Bestimmung von l und p wurde ausf
�

u
hrlich in Schaback [13] untersucht. Die dort

erzielten Ergebnisse angewandt auf die Funktion X

�

lauten:

Satz 4.14 Seien X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit N � 2 paarweise verschiedenen x

j

und

A = (X

�

(x

j

� x

k

))

1�j;k�N

. Seien ferner

K := max

1�j;k�N

kx

j

� x

k

k;
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�

�

(X; l; d) := max

p2IP

1

l

dim spanfp(kx� x

j

k

2

) : x

j

2 Xg;

l

�

(X; d) := maxfl � 0 : �

�

(X; l; d) < Ng;

E(l;K) := min

p2IP

1

l

kX

�

(jrj)� p(r

2

)k

1[�K;K]

:

Dann gilt

kA

�1

k �

1

NE(l

�

(X; d);K)

:

�

Man kann nat
�

u
rlich den Approximationsfehler E(l

�

(X; d);K) mit den
�

u
blichen Metho-

den weiter absch
�

a
tzen. Dies liefert dann:

Korollar 4.15 Mit M :=

�

d

2

�

d�1

�(

d+1

2

)�(

1

2

)

und den Bezeichnungen aus obigem Satz folgt

kA

�1

k �

l

�

(X; d) � 1

6MKN

:

Beweis: Man benutze den folgenden Satz vom Jackson Typ (vgl. Natanson [11] S.

112f).

� Existieren zu f : [a; b]! IR Konstanten M > 0 und � 2 (0; 1] mit jf(x)�f(y)j �

M jx� yj

�

f
�

u
r alle x; y 2 [a; b], so gilt f

�

u
r l 2 IN

min

p2IP

1

l+1

kp� fk

1[a;b]

�

12M

l

�

 

b� a

2

!

�

:

Hiermit berechnet man mit l

�

= l

�

(X; d)

E(l

�

;K) = min

p2IP

1

l

�

kX

�

(jrj)� p(r

2

)k

1[�K;K]

= min

p2IP

1

2l

�

�1

kX

�

(jrj)� p(r)k

1[�K;K]

�

M

l

�

� 1

6K;

da X

�

(jrj) nach Satz 4.13 lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten M ist. �

Weiterhin wurde in Schaback [13] das Verhalten der Schranke f
�

u
r den Fall immer gr

�

o
�er

werdender Datens
�

a
tze (also N ! 1) untersucht. Dazu wurde l

��

(N; d) := maxfl �

0 : dim IP

d

l

+ dimIP

d

l�1

< Ng gesetzt und gezeigt, da� 0 � l

��

(N; d) � l

�

(X; d) gilt.

l

��

(N; d) hat nun das asymptotische Verhalten

l

��

(N; d) =

 

d!

2

N

!

1=d

+O(1)

f
�

u
r N = jXj ! 1. Benutzt man dies, so erh

�

a
lt man:
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Korollar 4.16 F
�

u
r die Inverse der Interpolationsmatrix gilt die Absch

�

a
tzung

kA

�1

k � O(N

1

d

�1

)

f
�

u
r N !1. �

4.5 G

�

u
te der Approximation

In diesemAbschnitt soll untersucht werden, wie sich die Interpolante an Stellen verh
�

a
lt,

in denen sie nicht interpoliert. SeiX = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit paarweise verschiedenen

x

j

, und sei A = (X

�

(x

j

� x

k

)) die zugeh
�

o
rige Interpolationsmatrix. Dann bilden die

L
�

o
sungen u

�

j

(x) von

A

0

B

B

@

u

�

1

(x)

.

.

.

u

�

N

(x)

1

C

C

A

=

0

B

B

@

X

�

(x� x

1

)

.

.

.

X

�

(x� x

N

)

1

C

C

A

(4:1)

eine Lagrangebasis, d.h., es gilt u

�

j

(x

k

) = �

jk

. Zu einer Funktion f : IR

d

! IR l
�

a
�t sich

die zugeh
�

o
rige Interpolante s

f

aus spanfX

�

(x� x

j

) : x

j

2 Xg also darstellen als

s

f

(x) =

N

X

j=1

f(x

j

)u

�

j

(x):

Die weitere Untersuchung ist ein Spezialfall der Untersuchung, die in Wu/Schaback

[17] durchgef
�

u
hrt wurde. Daher wird zuerst der Raum der Funktionen und dann auch

die Menge der zu betrachtenden x eingeschr
�

a
nkt.

De�nition 4.17 Sei F

X

�

die Menge aller Funktionen f : IR

d

! IR, deren Fourier-

transformierte in L

1

liegt und f
�

u
r die gilt

jf j

2

X

�

:= (2�)

�d

Z

IR

d

j

^

f
(!)j

2

(

^

X

�

(!))

�1

d! <1: (4:2)

Bemerkung: Man kann den Raum F

X

�

erweitern, indem man von f die Exi-

stenz einer verallgemeinerten Fouriertransformierten

^

f
verlangt, die (4.2) erf

�

u
llt (Siehe

Wu/Schaback [17]).

Bemerkung: Eine Funktion f , die in F

X

�

liegt, mu� notwendigerweise eine Fourier-

transformierte besitzen, die zumindest in den Nullstellen von X

�

ebenfalls verschwindet.

Zum Beispiel liegen s
�

a
mtliche Funktionen, die gewichtete Summen von Translationen

von X

�

sind, in F

X

�

. Eine Funktion

f(x) =

k

X

j=1

�

j

X

�

(x� y

j

)

mit �

j

2 IR; y

j

2 IR

d

besitzt n
�

a
mlich die Fouriertransformierte

^

f
(!) =

k

X

j=1

�

j

e

iy

T

j

!

^

X

�

(!):
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Der Integrand in (4.2) lautet damit

j

^

f
(!)j

2

^

X

�

(!)

=

2

4

k

X

j=1

�

j

e

iy

T

j

!

3

5

2

^

X

�

(!);

woraus unter Benutzung von Bemerkung 4.2 folgt, da� er in L

1

(IR

d

) liegt.

F
�

u
r f 2 F

X

�

und festes x 2 IR

d

gilt unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Un-

gleichung und der Umkehrformel

js

f

(x)� f(x)j

2

=

�

�

�

�

�

�

�

(2�)

�d

Z

IR

d

0

@

N

X

j=1

u

�

j

(x)e

ix

T

j

!

� e

ix

T

!

1

A

^

f
(!)

q

^

X

�

(!)

q

^

X

�

(!) d!

�

�

�

�

�

�

�

2

� (2�)

�d

Z

IR

d

j

^

f
(!)j

2

^

X

�

(!)

d! (2�)

�d

Z

IR

d

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

u

�

j

(x)e

ix

T

j

!

� e

ix

T

!

�

�

�

�

�

�

2

^

X

�

(!) d!

= jf j

2

X

�

P

2

X;u

�

;x

:

Hierbei tritt die Power- oder Kriging-Funktion P

X;u

�

;x

auf, f
�

u
r die auch

P

2

X;u

�

;x

= (2�)

�d

Z

IR

d

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

u

�

j

(x)e

ix

T

j

!

� e

ix

T

!

�

�

�

�

�

�

2

^

X

�

(!) d!

= (2�)

�d

N

X

j=1

N

X

k=1

u

�

j

(x)u

�

k

(x)

Z

IR

d

e

i(x

j

�x

k

)

T

!

^

X

�

(!) d!

� 2

N

X

j=1

u

�

j

(x) (2�)

�d

Z

R

d

e

i(x

j

�x)

T

!

^

X

�

(!) d! + (2�)

�d

Z

IR

d

^

X

�

(!) d!

=

N

X

j=1

N

X

k=1

u

�

j

(x)u

�

k

(x)X

�

(x

j

� x

k

)� 2

N

X

j=1

u

�

j

(x)X

�

(x

j

� x) + X

�

(0)

gilt.

Man hat also die Absch
�

a
tzung des Fehlerfunktionals durch ein Produkt, dessen einer

Faktor nur von den Funktionen f und X

�

und dessen anderer Faktor nicht mehr von

f abh
�

a
ngt.

Bis zu diesem Zeitpunkt ist es nicht n
�

o
tig, da� die u

�

j

eine Lagrangebasis bilden. Da�

es trotzdem sinnvoll ist, gerade diese u

�

j

zu betrachten, besagt der nachstehende Satz.
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Satz 4.18 Der aus (4.1) resultierende Vektor u

�

(x) = (u

�

1

(x); : : : ; u

�

N

(x))

T

stimmt mit

der L
�

o
sung des Minimierungsproblems

minfP

2

X;u;x

: u 2 IR

N

g

�

u
berein.

Beweis: Sei f
�

u
r festes x 2 IR

d

R(x) := (X

�

(x

1

� x); : : : ;X

�

(x

N

� x))

T

2 IR

N

. Dann

l
�

a
�t sich das Quadrat der Powerfunktion auch schreiben als

P

2

X;u;x

= X

�

(0) + u

T

Au� 2u

T

R(x):

Da A symmetrisch und positiv de�nit ist, besitzt das Minimierungsproblem genau eine

L
�

o
sung ~u, die durch r

u

P

2

X;u;x

= 2Au� 2R(x) = 0 charakterisiert ist. �

Es wird nun eine weitergehende Absch
�

a
tzung der Powerfunktion vorgenommen. Grund-

lage ist dabei folgendes Lemma.

Lemma 4.19 Zu � > 0 und k 2 IN existieren Konstanten h

0

; c

1

; c

2

> 0, so da� f
�

u
r alle

Datens
�

a
tze X = fx

1

; : : : ; x

N

g � IR

d

mit paarweise verschiedenen x

j

und alle Punkte

x 2 IR

d

, die

h

�

(x) := max

ky�xk��

min

1�j�N

ky � x

j

k � h

0

erf
�

u
llen, ein Vektor ~u(x) := (~u

1

(x); : : : ; ~u

N

(x))

T

existiert mit

(1)

N

X

j=1

~u

j

(x)p(x

j

) = p(x) f
�

u
r alle p 2 IP

d

k

;

(2) kx

j

� xk � c

1

h

�

(x) f
�

u
r alle 1 � j � N mit ~u

j

(x) 6= 0;

(3)

N

X

j=1

j~u

j

(x)j � c

2

:

Beweis: Der Beweis �ndet sich in etwas allgemeinerer Form in Wu/Schaback [17].

Die dort verwendeten Konstanten lauten:

c

1

:= 1 +M(k � 1)

p

d;

c

2

:= 2(k � 1)!

(

d+k�1

d

)

2

kR

�1

k

k

1

;

h

0

:=

�

M(k � 1)

;

M := max(1; 2(k � 1)(2k � 1)

k

(

d+k�1

d

)

d

k

2

kR

�1

k

k

1

);

R

k

:= (�

�

)

0�j�j;j�j�k�1

:

�

Mit diesem Lemma beweist man nun:
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Satz 4.20 Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt

P
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e

2c

1

2k � 1

+ (c

2

+ 1)

2

#

h

�

(x):

Beweis: Die Powerfunktion wird in zwei Summanden aufgespalten, die dann separat

abgesch
�

a
tzt werden.

P

2

X;~u;x

= (2�)

�d

Z

IR

d

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

~u

j

(x)e

ix

T

j

!

� e

ix

T

!

�

�

�

�

�

�

2

^

X

�

(!) d!

= (2�)

�d

Z

IR

d

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

~u

j

(x)e

i(x

j

�x)

T

!

� 1

�

�

�

�

�

�

2

^

X

�

(!) d!

= (2�)

�d

Z

k!k�

1

h

�

(x)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

~u

j

(x)e

i(x

j

�x)

T

!

� 1

�

�

�

�

�

�

2

^

X

�

(!) d!

+ (2�)

�d

Z

k!k�

1

h

�

(x)

�

�

�

�

�

�

N

X

j=1

~u

j

(x)e

i(x

j

�x)

T

!

� 1

�

�

�

�

�

�

2

^

X

�

(!) d!:

Der zweite Summand l
�

a
�t sich nun sofort mit (3) aus obigem Lemma und Lemma 2.14

nach oben absch
�

a
tzen.
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Um den ersten Summanden abzusch
�

a
tzen, betrachte man zuerst die Taylorentwicklung

von e

t

:

e

t
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Hieraus erh
�

a
lt man unter Verwendung des obigen Lemmas und h
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Also l
�

a
�t sich der erste Summand folgenderma�en begrenzen:
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Zusammenf
�

u
gen liefert dann die Behauptung. �

Korollar 4.21 (G
�

u
te der Approximation)

F
�

u
r f 2 F

X

�

gilt mit einer Konstanten C > 0 unter den Voraussetzungen des Lemmas

jf(x)� s

f

(x)j � Cjf j

X

�

q

h

�

(x):

�
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4.6 Ein Beispiel

In diesem Abschnitt wird die Funktion X

�

als Interpolante quantitativ betrachtet, d.h.,

es werden einerseits Plots der Interpolanten bei unterschiedlichen � und unterschiedli-

chen Datens
�

a
tzen X � IR

2

angegeben und andererseits wird aufgezeigt, welche Form

die InterpolationsmatrixA hat, wobei nur zwischen Eintr
�

a
gen gleich Null und Eintr

�

a
gen

ungleich Null unterschieden wird. Man erkennt hierbei gerade bei gitterf
�

o
rmiger St

�

u
tz-

stellenverteilung den Vorteil des kompakten Tr
�

a
gers.

Als Testfunktion dient f : [0; 1]� [0; 1]! IR, welche erkl
�

a
rt ist durch

f(x; y) =

1

2

exp

"

�

(9x� 2)

2

+ (9y � 2)

2

4

#

+

3

4

exp

"

�

(9x+ 1)

2

49

�

9y + 1

10

#

+

1

2

exp

"

�

(9x� 7)

2

+ (9y � 3)

2

4

#

�

1

5

exp

h

�(9x� 4)

2

� (9y � 7)

2

i

:

Sie wurde Dyn/Levin/Rippa [2] entnommen und ist in Bild 3 zu sehen.

0

0.5

1
0

0.5

1

0.4

0.6

0.8

Bild 3

In den folgenden Bildsequenzen sind jeweils in Bild (a) die zugrundeliegenden St
�

u
tzstel-

len X dargestellt. Die Bilder (b) bis (d) zeigen die Interpolante f
�

u
r � = 0:1, � = 0:75

und � = 5. In Bild (e) ist schlie�lich die Interpolationsmatrix f
�

u
r � = 0:1 abgebildet.

F
�

u
r die

�

u
brigen �'s ergibt sich jeweils eine vollbesetzte Interpolationsmatrix.
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4.7 Ausblick

Die Arbeit l
�

a
�t sich in verschiedener Weise fortsetzen. Von den vorhandenen M

�

o
glich-

keiten seien hier drei erw
�

a
hnt.

Zum einen kann mit der hier gegebenen Funktion X

�

eine Theorie der Interpolation

und Approximation in ZZ

d

durchgef
�

u
hrt werden, wie sie zum Beispiel Gegenstand der

Arbeit von Buhmann[1] ist.

Die zweite M
�

o
glichkeit beruht auf der Beobachtung, da� im scattered data Fall die

Struktur der centers X durch konstantes � nicht gen
�

u
gend ber

�

u
cksichtigt wird. Es

ist naheliegend, f
�

u
r jeden Aufpunkt x

j

2 X,
�

a
hnlich wie in der B-Spline Theorie, ein

individuelles �

j

zu w
�

a
hlen, welches von der \Dichte" der

�

u
brigen Aufpunkte x

i

2 X

um x

j

abh
�

a
ngt. Zum Beispiel k

�

o
nnte man �

j

:= min

i6=j

kx

i

� x

j

k setzen, womit man

erreicht, da� jeder Kegel gerade bis zum n
�

a
chstgelegenen Interpolationspunkt \lebt"

und man zumindest die Bildung von isolierten \S
�

a
ulen" verhindert. In jedem Fall ist

es sinnvoller f
�

u
r dichter zusammenliegende x

j

kleinere �

j

zu w
�

a
hlen, als f

�

u
r x

j

, in deren

n
�

a
herer Umgebung kein weiterer Aufpunkt liegt.

Die dritte m
�

o
gliche Fortf

�

u
hrung und damit die letzte, die hier erw

�

a
hnt werden soll,

besteht darin, die Funktion X

�

zu verallgemeinern. F
�

u
r k 2 IN betrachte man

X

�;k

(x) := X

�

� : : : � X

�

| {z }

k Faktoren

(x):

Dann gilt X

�;1

= X

�

und

^

X

�;k

(!) = [

^

X

�

(!)]

k

= (2��)

dk

k!k

�dk

J

2k

d

2

(k!k�). Damit l
�

a
�t

sich der Beweis von Satz 4.3 w
�

o
rtlich auf X

�;k

�

u
bertragen, so da� man mit X

�;k

eine

ganze Familie von positiv de�niten Funktionen mit kompaktem Tr
�

a
ger erh

�

a
lt, die mit

steigendem k an Glattheit gewinnt. Das Problem besteht wiederum darin, X

�;k

(x)

explizit auszurechnen.
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