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Ein Beitrag szur Interpolation mit radialen Basisfunktionen



Vorwort

Mehrdimensionale Interpolation ist ein Gebiet, das gerade in der jiingsten Zeit durch
Anwendungen im CAD und anderen Bereichen immer mehr an Bedeutung gewinnt.
Dabei tritt das generelle Problem auf, dafl es kein nichttriviales Haarsches System auf
dem IR? mit d > 2 gibt, d.h., es existiert kein Funktionenraum F, so daB es fiir jede
Menge von Paaren {x;,y;} mit ; € R%y; € R,1 < j < N eine Funktion f € F mit
flz;) =yj, 1 <j <N gibt.

Das Prinzip der Interpolation mit radialen Basisfunktionen verkniipft daher den Funk-
tionenraum F, aus dem die Interpolante stammen soll, mit der gegebenen Menge von
paarweise verschiedenen Stiitzstellen X = {zy,...,2n5} in dem folgenden Sinne. Man
wéhlt eine radiale Funktion ®(x) = ®([|z||) und sucht die Interpolante als Linear-
kombination der Translationen von ® um Punkte aus X, d.h., man setzt F(X) =
span{®(- — x1),...,P(- — xn)} bei vorgegebenen Datenpunkten x; € X. Es sind be-
reits etliche radiale Basisfunktionen bekannt (Gaufiglocken, inverse Multiquadrics), fiir
die das so gestellte Interpolationsproblem fiir jedes y € IRY eindeutig I6sbar ist.

Ein etwas allgemeinerer Zugang erlaubt es, die Interpolante als Summe einer Funktion
aus F(X) und einem Polynom bestimmten Grades zu bilden. Dies liefert dann auch
Polynom-Reproduktion bis zu diesem Grad. Auch zu diesem Problem wurden bereits
radiale Basisfunktionen (Thin-Plate-Splines, Multiquadrics) ausfiihrlich untersucht.

Der Begriff, mit dem man alle radialen Basisfunktionen am geeignetesten charakteri-
sieren kann, ist der Begriff der bedingten positiven Definitheit (siehe Kapitel 1).

Die Arbeit befafit sich nach einem Grundlagenkapitel (Kapitel 1) und einer Zusam-
menstellung relevanter Ergebnisse aus der Theorie der Besselfunktionen (Kapitel 2)
mit folgenden zwei Schwerpunkten:

In Kapitel 3 werden untere Schranken fiir quadratische Formen hergeleitet, die wichtig
fir obere Schranken der Inversen der Interpolationsmatrix sind. Dabei wird der Ansatz
von Narcowich/Ward [9], der sich auf bedingt positiv definite Funktionen der Ordnung
1 beschrankte und von ihnen spéter auch auf andere Funktionen tibertragen wurde,
mit Hilfe von (verallgemeinerter) Fouriertransformation auf alle gangigen radialen Ba-
sisfunktionen erweitert.

Fir grofie Datenmengen kann man bei allen bisher betrachteten radialen Basisfunk-
tionen Probleme bei der effektiven Auswertung der Interpolanten bekommen, da diese
aus genauso vielen Summanden besteht, wie es Interpolationspunkte gibt. In Kapitel
4 wird deshalb eine neue radiale Basisfunktion vorgestellt, die sich durch einen kom-
pakten Trager auszeichnet. Bei jeder Auswertung der Interpolanten ist dann also nur
eine geringe Zahl von Sumimanden relevant. Diese radiale Basistunktion hat zusatzlich
die bemerkenswerte Figenschatt, in Raumen ungerader Dimension stiickweise polyno-
mial zu sein. In Raumen gerader Dimension besteht sie innerhalb ihres Irdgers aus
der Suinme von einem Polynom, das mit einer Wurzel multipliziert wird, und einem
arccos-'lerm.

Fir die Betreuung bei der Bearbeitung dieses interessanten und aktuellen Themas

danke ich Herrm Prof. Dr. R. Schaback.
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1 Grundlagen 1

1 Grundlagen

1.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt soll auf der einen Seite die in der Arbeit verwandte Notation
zusammengestellt werden. Auf der anderen Seite wird an einige, spéter benutzte Aus-
sagen erinnert.

Die Funktionenrdume C*(€2), L,(£2), L“(Q) mit p > 1 und © C IR? sollen wie iiblich
definiert sein. Unter IP? wird die Menge alle Polynome in d Variablen mit einem Ge-
samtgrad kleiner als m verstanden.

Der Triger einer Funktion  : R — IR ist die Menge supp(p) := {x € IR% : p(x) # 0}.

||| soll immer fiir die euklidische Norm stehen, d.h. ||«|| = (Z;V:l ;L?)UQ fiir € IR, be-
ziehungsweise fir die zugeordnete Matrixnorm. Andere Normen werden entsprechend

kenntlich gemacht.

Die d-dimensionale Kugel um z € R mit Radius » wird mit K(z,r) = Ky(x,r) =
{y € R*: ||a — y|| < r} notiert. Sie besitzt das Volumen

d

2

d -
e 2ty

74(r) = 7 und die Oberfliche wy(r) = 1‘(74),
:

L5 +1)
wobei I'(.) fir die Gammafunktion steht. Da diese Funktion im weiteren Verlauf eine
gewisse Bedeutung erlangt, wird hier ihre Definition zusammen mit ihren wichtigsten
Eigenschaften angegeben. Ein Beweis dafiir findet sich zum Beispiel in Fischer/Lieb
3] auf S. 1841,

Definition 1.1 Die fir z € C erklirte Funktion

4

n'n

I'(z):= L
(2) s Z(z4+1)-...- (z+n)

heifst Gammafunktion.

Satz 1.2 (Figenschaften der Gamimafunktion)
(1) 1) = 1L1(}) = V.
(2) 1/1'(z) ist eine ganze Funktion.

(3) (Funktionalgleichung) 1'(z + 1) = z1'(z).

(4) (Erginzungssatz) I'(z)I'(1 — 2) = 27—

(5) (Legendrescher Verdopplungssatz) U'(z)1'(z + ) = 222@11‘(22).

(6) (Stirlingsche Formel) lim,_ ., l‘(;c)/(\/Zﬂwwf%ef””) =1.



1 Grundlagen 2

(7) (Integraldarstellung der Gammafunktion) Fir R(z) > 0 ist

I'(z) = / e ‘L.

0

(8) (Zusammenhang mit der Beta-Funktion) Fir die fir ®(z), R(() > 0 definierte
Beta-Funktion

/tz 1 g 1
o P(2)1(0)
BleO=105 0

4

Schliefilich sei daran erinnert, daf fiir zwei Funktionen f, ¢ € Li(IR?) die Faltung f ¢
erklért ist durch
/f g(x —y)d

Sie ist kommutativ, d.h. f* ¢ = ¢ f, und liegt wieder in L;(IR?), wobei sie die
Abschitzung |1/ ¢ gz, < |fll, lglle, erfilt

1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeiner-
ten Sinn

1.2.1 Die klassische Fouriertransformation

Fiir jedes f € Li(IR?) und jedes w € IR? gehdrt die Funktion a — f(;c)e*”/lvw wieder
L1 (IRY); also existiert das Integral

(Ff)w) = f / Fla)e ™" “da.

Die dadurch definierte Funktion f : IR* — IR heiBt die Fouriertransformierte von f.
Sie ist stetig und erfiillt fiir alle w € R* die Abschitzung |f(w)| < [|f]lz,. Aus der
Theorie der Fouriertransformation werden hier nur zwei Resultate — abgesehen von
der Fouriertransformation radialer Funktionen, die in Kapitel 2 bereitgestellt wird —
benotigt.

Bemerkung 1.3 Fir f und g aus L,(IR?) gilt
2) [ Jgteyde = [ fle)ite)de
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Beweis:  Die Aussagen folgen sofort mittels einfacher Substitution und des Satzes
von Fubini aus den Definitionen. O

Der nachstehende Satz benutzt die Bezeichnung

Co(RY) = {f € C(R) : lim f(z) =0},

||| —o0
seinen Beweis entnimmt man zum Beispiel Forster [4], S. 112f.
Satz 1.4 (Umkehrformel)

Sei f € Li(RY) eine Funktion derart, dafi auch fe Li(RY). Dann gilt nach evtl.
Abénderung auf einer Nullmenge f € Co(RY) und

f(z)=(2m)" / f(w)emdew fiir alle x € IRY.
Rd

Die zu g € L1(IR?) definierte Funktion [ Fg, die gegeben ist durch

(1Fg)(x) = 277" [ glw)e “de.

Rd

heifit auch die inverse Fouriertransformierte von g. Satz 1.4 besagt also, wie man sich

leicht iiberlegt, daf fiir f € Li(IRY) mit Ff = f € Ly(IRY) gilt:
FUFf)y=f, IF(IFf)=1F.

1.2.2 Distributionen und verallgemeinerte Fouriertransformation

Um den Begriff der Fouriertransformation auch fiir Funktionen zu haben, die nicht
im klassischen Sinn fouriertransformierbar sind, fithrt man iiblicherweise (temperierte)
Distributionen ein. Distributionen sind stetige, lineare Funktionale auf einem Funktio-
nenraurn, dem sogenanuten Raum der Testfunktionen. In diesem Fall benutzt man als
Menge der Testfunktionen den Schwartzraum.

Definition 1.5 (Schwartzraum)
Die Menge S besteht aus allen ¢ € C*(IR?) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem
Paar p,q € IN& existiert eine Zahl C,,, > 0, so daf fir alle x € R gilt

2" Do ()] < Cpyg.

Wie man sich iiberlegt, liegt eine Funktion ¢ im Schwartzraum S genau dann, wenn
fiir jedes p € INZ und jedes m € INy eine Zahl C,,,, > 0 existiert, so daf fiir alle x € IR?
gilt

(L4 (=[P ()] < Cpm-
Hieraus folgt insbesondere, dall S C L.
Um nun zu dem topologischen Dualraum S’ von S iiberzugehen, benétigt man eine
‘Topologie aut S oder zumindest den Begriff der Stetigkeit. Dieser soll hier {iber Fol-
genstetigkeit eingefiihit werden.
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Definition 1.6 (Z) FEine Folge {yi }rew von Funktionen v, € S heifit Nullfolge, in

Zeichen vy SN 0, falls fiir alle p,q € IN die Folge {a? DIy} rew gleichmifig auf
IR? gegen Null konvergiert.

(2) FEin lineares Funktional T : S — IR heifit stetig, falls aus v 2.0 stets auch
T(56) == 0 folgt.

(3) Der Vektorraum S’ aller linearen und in diesemn Sinne stetigen Funktionale auf
S heifit der Raum der temperierten Distributionen.

Besondere Beachtung verdienen die sogenannten reguldren Distributionen. Sie werden
erzeugt durch langsam wachsende oder auch temperierte Funktionen. Dabei heift eine
Funktion f temperiert, falls f € LP°(IR?) und Zahlen r > 0,C; > 0,k € IN existieren,
so daf} fur alle ||«|| > r gilt

@)L+ [l2) ™" < Oy

Fir eine temperierte Funktion f ist das lineare Funktional [f] : S — IR, welches
gegeben ist durch

= (1) = [ f@n(e)da, v €S,

wohldefiniert und ein Element aus S’.

Fiir eine regulire Distribution [f] € S’ und eine Testfunktion v € S erhélt man nun
mittels partieller Integration und Bemerkung 1.3 (2):

(1) Falls f differenzierbar ist und temperierte Ableitungen besitst, gilt
of .
A1) = ” 2 e = —([f), ).
1) = [ 5,0 /f dh e =—((f.52)
Rd

(ii) Falls f € Ly(IR?), so gilt

= [ fap(@)de = [ fa)ite)de = (1), F).

Dies gibt Anlaf}, fiir Distributionen allgemein zu definieren:

Definition 1.7 (i) Die (distributionelle) Ableituny Ta 1" e S’ einer temperierten
%3
Distribution 1" € S" ist gegeben durch

( i 1 ) 7(117%7)7 vy € S.

(i) Die (distributionelle) Fouriertransformierte F'T € S einer temperierten Distri-
bution T' € S' ist gegeben durch

(7)) = (T, 1y), yebs.
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Bemerkung:

(1) Hohere Ableitungen und die inverse Fouriertransformation werden entsprechend
definiert.

(2) Ist die temperierte Funktion f im gewohunlichen Sinne fouriertransformierbar oder
differenzierbar mit temperierter Ableitung , so gilt

Gl = 0] baw. E[f) = (K]

(3) Sei @ eine temperierte Funktion. Dann sagt man, die Distribution F[®] stimmt
mit einer Funktion p: R?\ {0} — IR dberein oder ® besitzt die verallgemeinerte
Fouriertransformierte p : R\ {0} — IR, falls es ein p € IN? und eine temperierte
Funktion f mit f € CPI(IR?\ {0}) gibt, so daB F'[®] = DP[f] und p = DPf gilt
(vgl. Buhmann [1]).

1.3 Imnterpolation mit radialen Basisfunktionen

Eine Funktion ® : IRY — R heiBt radial, falls es eine Funktion ¢ : IR>o — IR mit
O(z) = 6]} gibt.

Zu einer radialen Funktion ® betrachtet man folgendes Interpolationsproblem. Zu
gegebenen Daten X = {z1,...,2n} € R% y € RY mit paarweise verschiedenen z;
wird eine Funktion f gesucht, so dafl das System von Gleichungen

flxj)=y;, 1<j<N,

eine Losung der Form
N

fla) =22 ¢j@(w — ) + pulx)

i=1

hat, wobei p,, ein Element von IP? ist und die ¢;’s der Bedingung
N
> ciq(a;) = 0 fir alle ¢ € P,
j=1

unterliegen.
Setzt man A = (P(; — wp) )1<jpcn und P = (pr(@) << i<e<q, wobei @ = dim P?

und span{pi,...,pg} = IP?%  solautet das Interpolationsproblem als Matrizengleichung

OE-E e

Als Vorbereitung fiir die folgende Definition setzt man fiir X = {ay,...,2n} C R
Vi (X) := Bild(P) = {v € RY - v; = p(a;) mit einem p € Pe

Tre Y 1§]§N}

mit dem orthogonalen Komplement

N
V,,,L(X)J‘ ={ve RN - Zvjp(;cj) =0 fiir alle p € let,L}.

i=1
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Definition 1.8 Kine stetige Funktion ® : IR — IR heifit bedingt positiv definit der
Ordnung m, in Zeichen ® € BPD(m), falls fir jede endliche Menge X = {wq,...,xn},
bestehend aus paarweise verschiedenen Punkten x; im IR, und fiir jedes ¢ € V,,(X)*
qilt

N N

Z Z C]‘qu)(l']‘ — l’k) Z 0.

j=1k=1
Dabet soll Gleichheit nur im Fall ¢ = 0 auftreten. Eine bedingt positiv definite Funktion
der Ordnung Null nennt man auch eine positiv definite Funktion.

In dieser Arbeit soll ® € BPD(m) gleichzeitig bedeuten, dafl ® auch radial ist.

Satz 1.9 Ist ® € BPD(m) und enthdlt die aus paarweise verschiedenen Punkten be-
stehende Menge X = {x1,...,2x} C IR? eine unisolvente Teilmenge, d.h., die Matriz
P st injektiv, so ist das System (1.1) eindeutig [dsbar.

Beweis: Aus Ac + Pd = 0 und PTc = 0 folgt wegen ® € BPD(m) gerade
cTAc+ (PTe)Td = ¢"Ac = 0, also ¢ = 0. Aus der Injektivitit von P erhilt man
dann sofort auch d = 0. g

Bemerkung 1.10 Gelten die Voraussetzungen von Satz 1.9 mit Ausnahme der For-
derung, daf$ P injektiv ist, so ist das System (1.1) immer noch [dsbar, allerdings nicht
notwendig eindeutiy.

Beweis:  (1.1) ist genau dann universell 16sbar, wenn IRY = AV, (X))t 4 V,,(X).
Nun gilt AV, (X))t NV, (X) = {0}, denn aus Ac € AV, (X): NV, (X) folgt Ac = Pd
mit einem d € IR?, damit ¢f Ac = (PTe)Td = 0, also ¢ = 0 und somit auch Ac = 0.
Man erhalt schlieilich N > dlim(z‘ﬂ/,,n()()L + V(X)) =dim AV,,,L(X)L +dimV,,(X) =
dlimV,,L(X)L + dimV,,(X) = N, denn A|VM(X)¢ : V,,,L(X)L — AV,,,L(X)L ist bijektiv.
(Siehe allgemein auch Madych/Nelson [7].) O

Die bisher am hédufigsten betrachteten radialen Basisfunktionen lauten

() SN > 0, (GauBglocken),
o() D |z ||** log |||, & € IN, (Thin-Plate-Splines),

D, e
(_

s(2) = (=DIEN|e)|”,v > 0,0 ¢ 21N,
(i
(

X

KH

X

b

1)[5]@2 + H;L'HZ)”/Z, v,c>0,v ¢ 2IN, (Multiquadrics),
s ‘|;UHZ)*"/27 v,e> 0, ( Inverse Multiquadrics).

4(25

4

)
5(2)
Wie man sofort sieht, gehoren diese Funktionen alle zur Klasse der temperierten Funk-
tionen. Ferner sind sie alle (bedingt) positiv definit und besitzten eine (verallgemei-
nerte) Fouriertransformierte ¢ (siehe Kapitel 3).



2 Besselfunktionen 7

2 Besselfunktionen

2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Besselfunktionen treten als Losungen des Potenzreihenansatzes fiir die Besselsche Dif-
ferentialgleichung auf. Diese lautet fiir komplexes v und eine Funktion y : €\ {0} — C:
L d? di : :
sz y(z) +z y(2) + (22— v)y(z) = 0. (2.1)
dz* dz

Da an dieser Stelle das Interesse bei den Besselfunktionen und nicht bei der Diffe-

rentialgleichung liegt, werden die Besselfunktionen hier nicht wie tblich konstruiert,
sondern explizit definiert.

Definition 2.1 Firv € C und z e C7:=C \ {0} heifst

o0 (71)m(;2)2m+u

Jo(z) = Z 2

mom!l(v4+m+1)

Besselfunktion der 1.Art der Ordnung v.

Die in der Definition auftretende allgemeine Potenz z* ist dabei erklart als z¥ :=
exp(vLog(z)), wobei Log(z) durch den Hauptzweig, d.h. —7 < argz < x, gegeben ist.
Fir die Wohldefiniertheit der Definition gilt nun folgender Satz:

Satz 2.2 J,(2) ist bei belicbigemn v € C als Funktion von z holomorph in C\ IR<y und
bei beliebigern z € CF als Funktion von v holomorph in C.

Beweis: Da 1/1'(z) eine ganze Funktion ist, sind die Summanden in den angegeben
Féllen holomorph, und es geniigt, kompakte Konvergenz der Reihe in z bsw. in v
nachzuweisen. Dies zeigt man leicht mit Hilfe des Quotienten-Kriteriums. O

Bemerkung 2.3 (1) Mit demn Quotientenkriterium kann man auch punktweise Kon-
vergenz der Reihe fir z € IRoo nachweisen.

(2) Falls v € IN, l@fit sich J,(z) holomorph auf ganz C fortsetzen.

(3) Fulls R(v) > 0, it sich die allyemeine Potenz stetig in Null fortsetzen und
damit auch J,(z) als Funktion von z bis einschliefilich zur |[R(v)]|-ten Ableitung.

Bemerkung 2.4 Die Besselfunktionen erfillen folgende Rekursionsformeln:

Joa(z)+ Jopa(z) = —Ju(z2), (2.2)
Joa(2) = Joa(z) = 2J)(2). (2.3)
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Beweis: Die Rekursionsformeln folgen durch Subtraktion, Addition und Kiirzen aus

L) = ), ) = e,

was man sofort anhand der Definition nachpruft. O

Mit Hilfe der Rekursionsformeln rechnet man nun nach, daf§ ./, und J_, die Differen-
tialgleichung (2.1) 16sen. Wegen J_,(z) = (—1)"J,(z) fur n € INy, kéunen J,,J_,
natiirlich kein Fundamentalsystem fiir (2.1) bilden. ks gilt aber:

Satz 2.5 Firv ¢ 7Z bilden J,(z) und J_,(z) ein Fundamentalsystem fir die Bessel-
sche Differentialgleichung (2.1) mit der Wronskideterminante

2sinvmw
W(J(2),J-u(2)) = =
Tz
Beweis: Der Beweis findet sich in Watson [16] auf S. 42f. O

Der Vollstandigkeit halber sollen hier auch noch die Besselfunktionen 2. und 3. Art
eingefithrt werden, mit denen sich dann die Licke fir v = n € Z schlieflen laf}t, die
bei der Angabe eines Fundamentalsystems fiir (2.1) aufgetreten ist.

Definition 2.6 [irv e C\Z und z € C" heifit

Jo(z)cos(vm) — J_,(z)
sin(vn)
Besselfunktion der 2. Art der Ordnung v oder auch Weberfunktion. Firv = n €

setzt man

Y,(z):=

Y, (z) :=lim Y, (z).

FirveC und z € C heiffen
HM(z) = S (2) +iYo(2),  HP(z) = J,(2) —iY,(2)
Besselfunktionen der 3. Art der Ordnung v.
Die Funktionen Y,,(z),n € Z, sind wohldefiniert, denn es gilt (vgl. Watson [16] S. 63f)
10 0
V) = ) )

v=ri

Satz 2.7 Fir v € © bilden sowohl {J,,Y,} als auch {HWM HP} cin Fundamentalsy-
stemn fir die Besselsche Differentialgleichung (2.1).
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Beweis: Die Behauptung ist klar, falls v € Z. Fir v = n € Z reicht es auf Grund
der Stetigkeit der Wronskideterminante W (.J,(z),Y,(z)) = 2 nachsuweisen, da Y,
Loésung von (2.1) ist. Dies findet man zum Beispiel in Watson [16] auf S. 58f. O

Zu den modifizierten Besselfunktionen gelangt man, indem man folgende Differential-
gleichung betrachtet:

2

) e ()~ (2 () =0, (2.4)
z z

Sie unterscheidet sich von der Besselschen Differentialgleichung (2.1) nur im Koeffizi-

enten vor y(z). Daher verlduft die Theorie analog zu der fiir (2.1). Man rechnet zum

Beispiel nach, dafl die fiir v € € und z € C\IR<y holomorphe modifizierte Besselfunktion

1. Art der Ordnung v
00 (%Z)u-}—Z‘m
I, =

(2) mZ::O m!'(v +m+1)
eine Losung far (2.4) ist und daBB W(/l,(2),/ ,(z)) = —2sin(vm)/(rz) gilt, so daBl
1, und [, im Fall v & 7 ein Fundamentalsystem bilden. Berticksichtigt man, dafl

—7m < arg(z) < 7 gilt, so erhdlt man als Zusammenhang swischen Besselfunktion und
modifizierter Besselfunktion

1 ( ) e—%y?ril] (2627”) fur — 7T < Clrg( ) S %
v\%) = ; ]
G%UTFZJU(Z(:)*ETFZ) fuI % < LL[‘g(Z) S .

Um fiir alle v € € ein Fundamentalsystyem zu erhalten, fithrt man wiederum (modifi-
zierte) Besselfunktionen der 2. Art ein.

Definition 2.8 Firv e C\Z und z € U7 heifit

K, (2) = iﬂw

modifizierte Besselfunktion der 2. Art der Ordnung v oder auch Macdonald-Funktion.
Firn € Z und z € U definiert man

K,.(z) :=lim K,(2).
Genau wie im unmodifizierten Fall erkennt man, dafl K,, wohldefiniert ist. Ferner gilt:

Satz 2.9 Firv e C bilden {1,,K,} ein Fundamentalsystem fir (2.4) mit Wronskide-
terminante W (1,(z), K, (z)) = —1/=. O

Bemerkung 2.10 Firv € C und z € U\ R« gelten die folgenden Rekursionsformeln
2v

()= Ln(2) = L), (2.5)
L) + Lon(z) = 200(2), (2.6)
Kooy (2) — Kopi(z) = 22”1<U(Z), (2.7)
Ko1(2) + Kopa(2) = —2K'(z). (2.8)
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Aus der Definition entnimmt man auflerdem sofort:

Bemerkung 2.11 Firv e C und z € C" gilt K,(z) = K_,(z).

2.2 Besselfunktionen der 1. Art
2.2.1 Allgemeines

Von den vielen Darstellungen von J,(z) sollen hier noch einige erwahnt werden. Die
Grundidee besteht in diesen Fallen darin, die Glieder der Reihe unter Ausnutzung des
Zusammenhanges zwischen Beta- und I'-Funktion zu transformieren und dann Integra-
tion und Summation zu vertauschen. Es gilt

my(l v+2m m(1 v 2 3 1y 1
CUPEa G B D DUt ]
m!'(v+m+1) I'(v + %)l‘(%) 2m)l I'(v4+m+1)

—_1)ym l v 2 L L 1
= ( /" (52) - /tv—z(1—t)m—zdt,

solange R(v) > —.
47t):

Dies liefert mit einiger Zusatziiberlegung (siche Watson [16] S.

Satz 2.12 Fir R(v) > —; hat J,(z) die Darstellungen

_ (32)" W, (o ceona ) iy 2V :
J(z) = Mwo/um(zu)bﬁ)bm 0 db (2.9)

_ G Ja— eyt costen) ar (2.10)

-1
(%Z)U /7T zcosf - 2 ‘
= = [ " sin™ 0 db. (2.11)
Plv+ 1) )

Als Folgerung aus Formel (2.11) erhélt man nun:

Korollar 2.13 Fird > 2 und x € R? gilt
inT ¢ [ _d
et dS(E) = (2m) || 7 S ([])).
llgll=1

Beweis: Da das Oberflachenintegral auf der linken Seite invariant unter orthogonalen
Abbildungen ist, folgert man mit r = ||«||, indem man aulerdem zu Polarkoordinaten
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ibergeht,

st = [ st

llgl|=1 ligl=1
d—1 i
2T 2 [ o isd .
— - — /62/(,0598lnd 20 dg
(1))

d d

= (27?)5r_5+1{/§71(r).

O
Zum Abschlufl dieses Unterabschnittes soll noch auf das asymptotische Verhalten von
J,(2) in dem Spezialfall v = ¢ eingegangen werden.
Lemma 2.14 (Grenzverhalten von Ja(z))

ad+2

(1) Jiz) <7

T

1

p . —d 42 -
() =16 = Gty

Beweis: (1) findet sich in Narcowich/Ward [10], wahrend (2) eine direkte Folgerung
aus der Definition ist. O

2.2.2 Integrale iiber Besselfunktionen der 1. Art

Unter einem Integral vom Weber-Schafheitlin-1Typ versteht man ein Integral der Form

7 Ju(at) J, (bt
A
0
mit positiven ¢ und b, wobei die Parameter u,v, A\ bestimmten Einschrdnkungen un-
terliegen, damit die Konvergenz des Integrals gesichert ist. Ein méglicher Ansatz zur
expliziten Berechnung sieht folgendermaflen aus. Einerseits besteht die Identitét

/J“(at) J,(bt) dt = lim
t/\ c—0+
0 0

7 Julat) Lb1)
t/\

Andererseits kann man J, und J, in dem Integral auf der rechten Seite als Reihen
einsetzen und Integration und Summation vertauschen, solange nur a,b und ¢ gewisse
Bedingungen erfiillen. Das hierbei entstehende Frgebnis kann dann so analytisch fort-
gesetzt werden, dafl sich der Grenzwert rechts berechnen 1a8t. Diese Vorgehensweise

wird in Watson [16] auf den Seiten 398ff ausgefiithrt.

Hier ist nur ein spezielles Weber-Schatheitlin-Integral von Interesse.
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Satz 2.15 Fir p € C mit R(p) > 0 und a,b >0 gilt
v llat firb <a
[ uat) (o de = 3 12D firb=a
v 0 fiir b > a.

O]

Als Verallgemeinerung des Weber-Schatheitlin-Integrals wird spéter noch nachstehen-
des Integral iiber drei Besselfunktionen bendtigt.

Satz 2.16 Fir a,b,c > 0 und p,v,\ € C mit R(v) > —1/2 und R(p +v +2) >
R(A+1) > 0 gilt mit absoluter Konvergenz auf der rechten Seite:

T (at)d, (bt)J,(ct) (55 T Ju (at)J,(wt) .
0 00
wobei w = \/b? + ¢* — 2bccos p.
Beweis: Vgl. Watson [16] S. 411. O

Der Zusammenhang zwischen Besselfunktionen, Fouriertransformation und radialen
Funktionen findet sich in folgendem, diesen Unterabschnitt abschlieffenden Satz:

Satz 2.17 (Fouriertransformation radialer Funktionen) )
Ist f: R - R fouriertransformierbar und radial, f(x) = fo(||z||), so ist auch f(x):
R* — R radial, und es gilt mit f(x) = Fo(||2]]):
d d v
Fo(r) = (2m)z2r —etl / Jd L, (rt) 12 dt.

0

Beweis: Fiir d = 1 verifiziert man die Behauptung vermdge J_1(z) = (£)'? cosz,
was man mit dem Legendreschen Verdopplungssatz direkt aus der Definition erhélt.
Far d > 2 liefert Korollar 2.13

fley = [ Fwye do 7fo(t) | eeasie it ar

v llgll=1

= o) e [ R ez i d.
0
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2.2.3 Nullstellen von J,(z)

In diesem Unterabschnitt sei v € IR. Die erste Aussage, die hier gemacht werden soll,
betrifft die Anzahl der Nullstellen von J,(z), ihr Beweis findet sich in Watson [16] auf
S. 478.

Satz 2.18 (Bessel-Lommel)
Fiir jedes v € IR besitzt J,(z) unendlich viele reelle Nullstellen. O]

Als néchstes soll die Lage dieser reellen Nullstellen eingegrenst werden. Dabei lassen
sich Grenzen fir die kleinste Nullstelle in jedem Fall angeben. Fiir —% <rv < % kénnen
auch fiir alle iibrigen Nullstellen Intervalle angegeben werden, in denen diese liegen.
Fir v > % ist dies dagegen nur fiir grofle Nullstellen moglich.

Satz 2.19 Seiv € R.
(1) Sei j, die kleinste positive Nullstelle von J,(x). Dann gilt

(i) j, > v,

(ii) \Jv(v +2) < j, <200 + D +3).

(2) (Bessel-Lommel-Theorem)
Sei —5 < v < 5. Dann ist J,(x) in den Intervallen (mmx,(m + 5)7) positiv,
falls m € 2Ny, und negativ, falls mm € 2INg + 1. Insbesondere liegt in jedem
der Intervalle ((m — %)77, mw) mit m € IN eine ungerade Anzahl von Nullstellen,
und alle positiven Nullstellen von J,(x) befinden sich in der Vereinigung dieser

Intervalle.

(3) (Schafheitlin)
Sei v > % Dann liegen alle reellen Nullstellen von J,(x), die grifler sind als
%(21/ + 1)(2v + 3), in den Intervallen (mm + %1/7? + %7‘(’,!”7‘(’ + %1/7? + 277) mit
m & IN.

Beweis: Der Beweis wird in Watson [16] far (1) auf S. 485f, fiir (2) auf S. 478 und
far (3) auf S. 4921t gefihrt. O

2.3 Modifizierte Besselfunktionen der 2. Art

Fir die modifizierten Besselfunktionen der 2. Art gibt es ebenfalls verschiedene Dar-
stellungsmoglichkeiten.

Satz 2.20 (Darstellungen von K,(z))

P (L) ;
Ko(s) = SA [t -y 212
G = gy [ 212
= /e_ZCOShtcoshl/tdt, (2.13)

0
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T\ 3 e ¥ b 1 w\V"3
K, () = |-— 7/ T (1 ) du. 2.14
@ = (5) oap i ieg) e (2.14)

Dabei gilt (2.12) fir R(v) > — und |arg(z)| < Yz, (2.13) fir |arg(z)|] < 7 und
(2.14) firv > 0,2 > 0.

Beweis: Die angegebenen Formeln werden in Watson [16] auf den Seiten 172, 181
und 206 bewiesen. O

Formel (2.14) entnimmt man unter Verwendung von Bemerkung 2.11:
Korollar 2.21 Firv e R und z > 0 gilt K,(x) > 0. O

Formel (2.14) erlaubt es ferner, untere Schranken fiir K, (z) anzugeben. Im Fall [v| > |
sind diese sogar unabhangig von v € IR, denn es gilt fiur v > %

ZDL 1‘( —I_ %) 0 ) ' ZDL ' a ZLL 1‘(1/—'_ %) 0 ) ’ )

(D) e

Fir 0 < v < % 1afit sich der Faktor (1 + %)”_% nicht so einfach abschéatzen. Eine
Zerlegung des Integrals liefert jedoch

i —u -t 1 u U_%d / —u v—3% 1 u y—%d
U/eu <+LL) u—U/eu <+LL) U

NI

NI

v

vV
D= N TN C S~
—
- _'_ [\D
3 =
~—
N g
[
A
Q\
&
QU
N

Die somit erzielten FErgebnisse lauten zusammengefaft:
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Korollar 2.22 Firv € IR und @ > 0 besitzt K,(x) die folgenden unteren Schranken.
(1) Pir [v] > L gilt K,(¢) > (£)" e

(2) Fir |v| < :

[
<
<
~J
o~
>N
T
—
=
~—
[\
<
—~ A
=
+
o=
8
L
=
—~
—
8
~—
=
|
IS
@
I
&

U
Die letzte Aussage dieses Kapitels bezieht sich auf das Monotonieverhalten der K,.

Korollar 2.23 Fur v € IR st die Funktion IRso — IR, die gegeben st durch « —
e’ K, (x), monoton fallend.

Beweis:
Aus den Rekursionsformeln (2.7) und (2.8) und Korollar 2.21 erhélt man

d
%{CL‘UIX/U(CL‘)} ="K, ;(x) <0.
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3 Untere Schranken der quadratischen Form

3.1 Motivation

Fiir eine gegebene radiale Basisfunktion ® € BPD(m) und fir gegebene Daten X =
{z1,...,ex} € R%y € RY mit paarweise verschiedenen z; sind fiir das Interpolati-
onsproblem aus Kapitel 1 die eindeutig bestimmten ¢ € IRY,d € IR? gesucht, die die

Gleichung
A P ¢
L) ()= (5) 5

erfiillen, wobei A = (®(x; — 2x))1<jpcn und P = (pr(21))1<i<n,i<e<o mit @ = dim len
und span{pi,...,pg} = P¢ gesetzt war.

Ist @ sogar positiv definit, so verringert sich (3.1) zu
Ac =1y,

welches die eindeutige Losung ¢ = A™'y besitzt. In diesem Fall liefert folgende
Abschdtzung der zugeordneten quadratischen Form

N N N
Z Z a;o®(x; —ag) >0 Zoz? fiir alle « € RN
7j=1k=1 7=1
sofort die obere Schranke .

AT <=

A = 5,
sofern # > 0, denn ||A7!]| ist gerade das Reziproke des kleinsten Eigenwertes von A.
Ist ® € BPD(rn) mit rn > 0, so fordert man iiblicherweise, dafl X eine unisolvente
Teilimenge enthalt, d.h., daBl F injektiv ist (vgl. Satz 1.9). Unter dieser Voraussetzung
1aBt sich (3.1) auf Ga = y reduzieren, wobei die Matrix G mit Hilfe der Orthogonal-
Projektion pr : RY — V. (X) := {v € RY : v; = p(x;) mitp € P41 < j < N}
erklart wird durch

G = Apr® + pr.

(vgl. Narcowich/Ward [10]).
Ebenfalls in Narcowich/Ward [10] wird nachstehender Zusammenhang swischen den
Schranken der quadratischen Form und den Schranken der Norm von G~! bewiesen.

Satz 3.1 Mit obigen Bezeichnungen folgt aus

N N N
Z Z ajo®(a; — ay) > HZaj Jir alle o € V,,(X)*
J=1 k=1 J=1

mit 0 > 0 die Invertierbarkeit der Matrie G und die Abschétzung

2A
6 < Y2 w10,

wobei A = ||Aprt]|. O
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Da sich A zum Beispiel durch A < JA|| < N max ®(«; — 2y) weiter abschdtzen 1a8t, ist
also die Bestimmung von 6 von groflem Interesse.

3.2 Theoretische Grundlagen
Ausgehend von der Grundsituation, dal ® € BPD(m) eine radiale Basisfunktion und

X = {u1,...,2n} C IR? eine Menge von paarweise verschiedenen Punkten ist, sollen
jetzt also untere Schranken fiir die zugeordnete quadratische Form in der Form

N N N

Z Z ajo (e — ay) >0 Z cvj fir alle a € V,,,(X)* (3.2)

j=1k=1 =
mit 6 > 0 angegeben werden. Dabei wird der Ansatz von Narcowich/Ward [9], der sich
auf bedingt positiv definite radiale Basisfunktionen der Ordnung 1 beschriankte, auf alle
radialen Basisfunktionen @ mit positiver (verallgemeinerter) Fouriertransformierten
@ R\ {0} — IRyq iibertragen, fiir die zusitzlich die folgende Voraussetzung gilt.

Definition 3.2 Kine Funktion ® € BPD(m) erfillt die Voraussetzung (A), falls sie
cine (verallgemeinerte) Fouriertransformierte p @ IR\ {0} — IR besitzt und falls fiir
alle X = {bbl, eyt ©IRY mit paarweise verschiedenen a; und alle a € V,,(X)t =

{v € RN 'Z] 1 U]p( ;) =0 fir alle p € le}

iia]ak(b ) = (2m) /

7=1k=1 R

(3.3)

gilt.

Diese Voraussetzung ist fiir ® € L;(IR?) mit ¢ = ¢ € Li(IR?) auf Grund der Um-
kehrformel erfiillt. Der nachstehende Satz, dessen Beweis man bei Wu/Schaback [17]
findet, liefert eine hinreichende Bedingung fiir Voraussetzung (A).

Satz 3.3 © € BPD(in) besitze eine stetige verallgemeinerte Fouriertransformierte p
IR\ {0} — Ry, welche das Verhalten p(w) = O(||w||~*) fir ||w|| — 0 und p(w) =
O(||w||" =) fir ||w|| — oo mit Konstanten s., > 0, so < 2m hat. Dann gilt fir ®
die Voraussetzung (A). O
Der vorbereitende Satz stammt von Narcowich/Ward [9].

Satz 3.4 Seien o € RY, X = {u&1,...,an} C R, 2; paarweise verschieden. Sei
U RY — IR stetig und radial. Seien ~yy = maxi<i<n 2gzs | W2, — 2p)|, q2 =

%min#k lw; — will, ko = sup{|W(x)] @ nge < [|e]] < (0 + 1)g2}. Es konvergiere die
Reihe 3200 n 'k, Dann gilt

DD V(e — ) = (\1}(0)*’71\/);@?'

7=1 k=1
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Beweis:
1) Man zerlegt die Summe auf der linken Seite in

N
Z ujkll(()) + Z Oé]‘Oék\I/(l']‘ - l’k)
j=1 itk

und schitzt hiervon die rechte Summe mit of — 2|aj||ax| + af > 0 ab:

doajenV(ey —ae) = =) fag||ax|[U(; — k)|
iFk i#k
1 ,
> =5 20 +ap)|U(z; — )]
i#k
= = aj|¥(r; — )]
i#k

N
>~y o
=

2) Zu zeigen ist vy < 3¢ Yo n?k,. Da U radial ist, wird o.E. das Maximum in

der Definition von vy bei z; = 0 angenommen, d.h. vy = Sr_, [¥(z)|. Sei nun
E,:={x; € X\ {z1}:ngz <||zj]| < (n 4+ 1)g2}. Dann gilt

U Kaleya) € fo € R (0 = Dz < lall < (0 + 2)as).

Ein Volumenvergleich auf beiden Seiten zeigt nun card(E,) < (n +2)* — (n — 1)? <
309!, wobei man die letzte Ungleichung zum Beispiel mit Induktion nach d zeigt.

Hieraus folgt schlieflich

v < Z card( b, )k, < 3¢ Z n k.

n=1 n=1

U
Bemerkung: Die Aussage bleibt trivialerweise richtig, wenn die Reihe divergiert. In-
teressant ist das Krgebnis allerdings nur fir den Fall, dafl der Ausdruck in Klammern
auf der rechten Seite jeweils grofler als Null ist.

Betrachtet man die radialen Basisfunktionen aus Kapitel 1, so erkennt man, dafl sich
Satz 3.4 nur eingeschrankt direkt anwenden lat. Folgende Zusatziiberlegung hilft hier
weiter.

Die radiale Basistfunktion ® € BPD(rn) erfiille die Voraussetzung (A). LaBt sich ihre

(verallgemeinerte) Fouriertransformierte ¢ dann durch ein ¥ nach unten abschétzen,



3 Untere Schranken der quadratischen Form 19

d.h., gilt p(w) > Y(w), und besitzt ¥ eine inverse (verallgemeinerte) Fouriertrans-
formierte W, die bedingt positiv definit der Ordnung [ < rm ist und die ebenfalls die
Voraussetzung (A) erfiillt, so ist jede untere Schranke der zu ¥ gehérigen quadratischen
Form auch untere Schranke der zu ® gehdrigen quadratischen Form. Denn es gilt dann

N N N , 2
S Y ajendln, ) = (20 [ ele)[Y 0, du
j=1k=1 fd e
N , 2
> (27T)_d/77/)(w) Za]eujw dw
R4 J=1
N N
= > > oy — a).
7=1 k=1

Man hat nun prinzipiell zwei Moglichkeiten.

1. Man wéhlt eine geeignete Funktion ¢ und versucht, ¥ zu berechnen und seine
quadratische Form abzuschatzen.

2. Man wéhlt W derart, dafl sich seine quadratische Form kontrollieren 1&8t, und
versucht, die Fouriertransformierte v als untere Schranke fir ein ¢ zu bekommen.

Hier soll die erste Moglichkeit weiterverfolgt werden.

Da sdmtliche radiale Basisfunktionen @® aus Kapitel 1 eine stetige und positive (ver-
allgemeinerte) Fouriertransformierte ¢ : IR\ {0} — Ry besitzen, liegt es nahe, fiir
Y eine normierte Funktion mit kompakten 1rdger zu nehmen und ¢ auf diesemn Kom-
paktum durch sein Minimum abzuschatzen. Dies soll nun ausgefiihrt werden. Die
verwendete Funktion wurde bereits in Narcowich/Ward [10] benutst,

Definition 3.5 1) Sei fir 8 € IRy, « € R*

o falls |jx]] £ 8
Xple) = 0 sonst

die charakteristische Funktion der d-dimensionalen Ly-Kugel wm Null it Radius 3.
2) Sei X5 : R — R definiert durch

Xp(w) := xp * xp(x).

Aus der Definition folgt sofort:

Nla

Lemma 3.6 ks gilt 0 < Xg(x) < Voly(Ky(0,8)) = 6% %
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Bewels:

Xoe) = [ xolw)vsle  wdy < [ o)y,

Ferner bendtigt man die Fouriertransformierte von Xg.
Lemma 3.7 Es gilt X5(w) = (276)|w|J2(|w]5).
Beweis: Wegen E%ﬁ(w) = \4(w) reicht es, xg(w) = (27?[5) HwH (HwHﬁ) zu zeigen.

Dazu benutzt man Satz 2.17, den Satz tiber die majorisierte Konvergenz und I'(z+1) =

zI'(z).
&)
~ [ -4 d
Glw) = @0l [ug (ol ¢ a
0

B o (llwl] 3 F2m—1
foay e (= (k)
= (27)2 —z+1/

( 77) HWH Z HL’l ‘|‘”L)

0 m=0

td+2m71 dt

) -I—Zm 1 8
d+2m71dt
_I_

m)

)%—I—Qm

m ||WH
= @n)f|w| Z ( :
=0 1(2

d o0 (71)m (W
= 1( —I—rn)(g—l—m)

= (278)¢ o] "HJa(||w]1B).

O
Es kann nun der fiur diesen Abschnitt entscheidende Satz formuliert und bewiesen
werden.

Satz 3.8 Seien o € V,,(X)t und X = {x1,...,2x} € R* mit paarweise verschiede-
nen x; gegeben. Fir ® € BPD(m) und seine (verallyemeinerte) Fouriertransformierte

@ : IR\ {0} — IR gelte

ii%ak@ i—ap) = (27)" /

7=1 k=1 R4

Seten
4 = Qf}l;ggﬂxj — i,
Bo=a 3 (54 1) 7| g,

— I1l11 w.
wp ||w\|<w*9( )
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Dann gilt
N

N N 4
ZZa ap®(a; — ayp) > Bl Zaf

j=1 k=1 Zd‘l'lﬂ'z F( + 1)

Beweis:  Man setze 15(w) = 5 (3 —|— 1) 37 Tt Xs(w). Dann ist Wg(a) =
LE(pp) () = (27)a(e) = 05 (5 + 1) 772 el ™ 3 ([[«]|8). Viir das Paar {5, ¢}
gilt dann:

1) ¥p(w) < p(w) fiir w € R?\ {0}. Dies folgt fiir 0 < ||w|| < 28 aus der Definition von
g und Lemma 3.6. Fir [|w|| > 24 ist die Behauptung klar, da p(w) > 0.

2) Nach (2) aus Lemma 2.14 gilt
_d . _
Wi(0) = pu (¢ +1) e 5l ]8) s (e |8)

6d
EC S NCE

3) Man berechnet mit (1) aus Lemma 2.14
ko = sup{Ws(x) 1 ngs < 2| < (n+1)g2}

= sup{op (G + 1) 72 el Ji([2]18) ngx < Jlo| < (0 + 1)g2}

2d+2

_d _
S T 21(%"’1)(”(12) dwﬁngz

AT 4 1)

W5(0) 7 (ngyB)i+

4) Aus 300 n? = % folgt dann

o 2m I'3(L 4 1) 4°
Z TLd lli,L = \1}5(0) B (Z dt+1
n=1 5(q26)

5) Mit diesen Vorbereitungen erhalt man nun (noch fir allgemeines ) nach Satz 3.4

N N o0 N
Z Z ajo®(e; —ag) > (\1/5(0) — 3¢ Z TLdlli,,L) Z uj
7=1

7=1 k=1 n=1

2r 3t 12l L\ N
= Wu0) (1~ 2 ol
ﬁ( ) ( (925)d+1 ) ]z_; ’

6) Die Wahl des 3 liefert nun fiir den Ausdruck in der Klammer den Wert % und damit
insgesamt die Behauptung.
U
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Bemerkung 3.9 Fir die in der Definition von 3 = Cy/qy auftretende Konstante
Cw:4b*T%§+UﬂﬁT
gilt Cq = O(d) fir d — oo, oder genauer
lim —% =~

d—00 e

Beweis: Aus I'(z 4+ 1) = z['(z) und der Stirlingschen Formel folgt

4{3d*143F2(§)w]5$f

Lim % = lim 1
d—00 d - d—00 d
1 s
= lim4 (W)d ' 3o (277)%1 9T @+t 1F(2)]:_1 )
Ao 4 (Zw)ﬁ(%)m(i_ﬁ
6
e

Tabelle 1 enthalt die Werte der Konstanten 'y fiir die Raumdimensionen von eins bis
acht.

| d 1 2 3 4 5 6 7 8 |
‘ Cq | 6.2832 | 8.4492 | 10.6347 | 12.8285 | 15.0265 | 17.2271 | 19.4292 | 21.6325 ‘
Tabelle 1. Oy

3.3 Beispiele

Es sollen nun die bisher erzielten Aussagen auf die in Kapitel 1 angegebenen radialen
Basistunktionen angewandt werden. Dabei werden die Bezeichnungen aus dem letsten
Abschnitt benutzt. Aussagen iiber die (bedingte) positive Definitheit gehen auf Resul-
tate zuriick, die sich unter anderem bei Schoenberg [14], Powell [12] und bei Micchelli
[8] finden. Die (verallgemeinerten) Fouriertransformierten entnimmt man zum Beispiel

Gelfand [5].

Es muf natirlich im einzelnen nachgeprift werden, ob die Funktion ® die Voraus-
setzung (A) erfillt. Dies folgt fiir die GauBglocken, da die Voraussetzung wie be-
reits erwahnt fir L;-Funktionen mit Fouriertransformierten in L, gegeben ist. Fir
die tbrigen nun folgenden Funktionen kann man Satz 3.3 benutzen, um Vorausset-
sung (A) zu verifizieren. Dabei berticksichtige man bei den (inverse) Multiquadrics
das Verhalten O(HwH*'”l) fir |w| — 0 fir die modifizierte Besselfunktion K, (bzw.
Ko(||wl]]) = O(—log([|w]])), [|w]| — 0), was man aus der Definition erhalt.

Die nachstehenden Ergebnisse zeigen, dafl sich bei Gaufiglocken, Multiquadrics und
inverse Multiquadrics nur obere Schranken fiir [|A™!|| beziehungsweise |G| ergeben,
die mit sich verringerndem Seperationsabstand ¢, exponentiell grofler werden. Bei den
Thin-Plate-Splines dagegen wachsen die Schranken fiir g3 — 0 hdchstens polynomial.
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3.3.1 Gaufiglocken

Die Funktion .
dy(x) = Ml >,

ist positiv definit und besitzt die klassische Fouriertransformierte

Dies liefert sofort

. ™ _&
ps = min p(w) = </\) e” N,

llvll<28

Korollar 3.10 Fir ®,(z) = e Ml mit X > 0 hat die zugehorige quadratische Form
eine untere Schranke der Gestalt (3.2) mit

T e dpd T ¢
ZCH—l /\2 F(E + 1)
B besitzt fir d — oo das Verhalten
6 = 0O(1),
1/ = (’)(eKd2) mit einer Konstanten K > 0.

Beweis: Es bleibt nur die Asymptotik zu zeigen. Diese folgt unter Beriicksichtigung
von Bemerkung 3.9 in beiden Féllen aus der Dominanz des Faktors e=CalO3), 4
3.3.2 Thin-Plate-Splines

Die Funktion
Oy(x) = (=) || *log [|z]|, k€ NN,

ist bedingt positiv definit der Ordnung k+1 und besitzt die verallgemeinerte Fourier-
transformierte

d (
ple) = 2 RET G ) Rl
Die benotigte Konstante @g berechnet man somit zu
_ gd+2k-1 2 s ﬂ I (9q)—d—2k
wg = 2 7T21(2—|—k)k.(2[5)

d ;
P, + k) ! B,

Nl

1
= -7
2
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Korollar 3.11 Diec zu ®@,(x) = (—1)*1|«||** log ||«|| mit k € IN gehérige quadratische
Form besitzt eine untere Schranke der Art (3.2) mit

_ T(4+ k) k! 2
22 O P(4 4 1)

Ferner verhdlt sich 0 fir d — oo wie O(27%d ).

Beweis: Es mufl nur noch das asymptotische Verhalten gezeigt werden. Bemerkung
3.9 und die Funktionalgleichung der I'-Funktion liefern
U'(d+k ; ,
7‘(3 TR O(d* ") und 0% = O(d™*"),
g +1)

womnit die Behauptung folgt. O

Die Funktion
®s(x) = (—1)"=V|z)”, v >0, v ¢2N,

ist bedingt positiv definit der Ordnung [%] und besitzt die verallgemeinerte Fourier-

()
C-5)

Korollar 3.12 Fiir ®s(z) = (—1)[21|«||” mit v > 0, v € 2IN erhdlt man

) v
o4 oy

transformierte

<

[o—

d

plw) = 24

ool

d
ey
v
~2

2t (=)

und 0 = O(274d=7Y) fir d — .

Beweis: Dies folgt sofort aus

pp = 7t L) Bt
r(-4)
und aus
() b1y e oy e
= =0(dz7), O =0(d™) fir d — oo,
g +1)
was man mit der Stirlingschen Formel und Bemerkung 3.9 nachrechnet. O]

Bemerkung: Das Verhalten von 6 fir d — oo liefert in den letzten beiden Fallen
(also fir ¢, und ®3) auch Aussagen iber das Verhalten von 1/6, denn die in Korollar
3.11 bzw. Korollar 3.12 gegebenen Gleichungen 6 = O(f) lauten genauer

dlim 0/ f = const.
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3.3.3 Multiquadrics

Die fiir v = 1 als Multiquadrics bezeichneten Funktionen
Oy(a) = (=N + |25, ve>0, v g 2NN,

sind bedingt positiv definit der Ordnung [%]. Aus ihrer verallgemeinerten Fourier-

transformierten
d d+v

o) = 2 Ka(elol) (““") 2

vy 2e

berechnet man, da K4y, monoton fallend ist, unter Benutzung von Korollar 2.22
2

2 d 6 7d-5|/
It
P(=5)] \¢ ’
d 7d+u ;
I(=5)] \¢ defd
d+1
_ j‘(’ . cd+:71 _d+:+1 67235
I'(—%)

Korollar 3.13 Fir die quadratische Form, die ®4(x) = (=1)/21(2 4 ||[|*)? mit v, ¢ >
0, v & 2IN zugeordnet ist, existiert eine Schranke der Form (3.2) mit

d—v—1
d+v—1 —_—
ﬂ%c 2 Cd 2 u+i7—d _2eCy
Tom eyl ® ¢ T
2 2

Weiterhin existieren Konstanten Ky, Ky >0, so daf§ fur d — oo gilt
0 = O™,
1/0 = O™,

d -
Beweis: Nur die Faktoren C; und I'(2) lassen sich nicht durch ¢®? beschréinken.

Allerdings gilt nach der Stirlingschen Formel und Bemerkung 3.9:

o veR(d) et
i LT
o (¢d)*
= lim%
d—o0 95 62/d
= [)7

womit man die Behauptungen leicht folgern kann. O
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3.3.4 Inverse Multiquadrics

Als letztes sollen die fiir v = 1 als inverse Multiquadrics bezeichneten Funktionen
Os(a) = (¢ + [|l2]))7%, ve>0,

betrachtet werden. Sie sind positiv definit und besitzen die verallgemeinerten Fourier-
transformierten

273 [

o) = 1‘(#)1‘”‘5"( elloll) ( > ) 2

kleiner als 1 2 W61d611 kann, muf} man im (]egenmté su den Multhuadnub eine Fallun-
terscheidung vorunehinen.

Gilt \d v >1 5> 50 kann man wie im vorherigen Beispiel verfahren. Dies liefert

S N
T2 2
Y5 = v |l Ka-v(2¢3)
I'(%) (C) 2
d 7dv—u l
SO A T N R 2
- 1‘(%) ¢ 1¢8
d+1
T 2 dey—i d-vtl _y.g

[o—

X

und die Aussagen tber das asymptotische Verhalten.

LN
N

Falls \d;”\ < % bzw. d —1 < v < d+ 1 gilt, benutst man die zweite Abschatzung aus
Korollar 2.22 und Korollar 2.23, uin

9 d _d-v
P8 = (ﬁ) Ka v (2c8)
(z) ‘
d—v 1 .
- It (ﬂ)_ 2 Tz e 28
= v . 5 /5 1 ld—v ‘ ld— ‘d vl
PG Ne) V2 () (268) 57 (1 4 2¢8)"
d+1 d—v—|d—v]| . ] vl ‘
T C 2 —v+t|d—v d—v|—1
— 5 ( Z(,ﬁ) —2c@

= la—vt1 . .y 6
27T

zu erhalten.

Korollar 3.14 Fir ®5(z) = (¢ + ||x]|?)~% mit v,c > 0 hat die zugeordnete quadrati-
sche Form im Fall |d —v| > 1 eine untere Schranke der Gestalt (3.2) mit

¢ 2 (, ¢ 7d+:71 _ 2eCy

4 a
o n o ©




3 Untere Schranken der quadratischen Form 27

Im Fall |d — v| <1 lautet  mit p:=d —v

1 u—lpl M
) T O ,ﬂvffwl 2¢Cq ul1 2
= 2‘“‘;1+d+11‘ NNV P ( + " ) € .
VLI )

Das asymptotische Verhalten von 0 und 1/0 fir d — oo ist dasselbe wie bei den Multi-
quadrics. Es gilt also mit Konstanten Ky, Ky > 0 fiir d — o

0 = O™,
1/0 = O™,
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4 Der Euklidische Hut Xj

4.1 Allgemeines

In diesem Kapitel soll die Funktion Xz, die als Hilfsmittel bei der Abschétzung quadra-
tischer Formen bereits im letzten Kapitel auftrat, als neue radiale Basisfunktion in den
Mittelpunkt der Betrachtung riicken. Zur Erinnerung sei noch einmal die Definition
wiederholt.

Definition 4.1 1) Sei fiir 8 € Ry, z € R?

1 falls x| <5
Xa(z) = 0 sonst

die charakteristische Funktion der d-dimensionalen Lo-Kugel um Null mit Radius (3.
2) Der Euklidische Hut X5 : IR — IR sei definiert durch

Xp(x) 1= xp* xp(2).

Die Funktion Xz hat an der Stelle x als Wert das Volumen des Schnittes zweier d-
dimensionaler Kugeln mit Radius /3, wobei die eine ihren Mittelpunkt im Ursprung
und die andere ihren Mittelpunkt in = hat, denn es gilt

Xp(a) = / Xo(y) xslz —y) dy = / Xp(y) dy = Voly(K(x, 3) N K(0,3)).
R K(z,8)

Bemerkung 4.2 1) Da yg den Triger {a € R : ||z|| < B} hat, besitzt Xg den Trdger
{w e R ||| <28},

2) Die Fouriertransformierte von X lautet
¥ _ d —d 72
Xp(w) = 27 B) el Ja ([l 5).

Sie liegt in L1(IRY), da einerseits aus der Definition von J, das Verhalten 3%5((4)) =
O(1) fir [|w|| — 0 folgt und andererseits nach Lemma 2.1/ 3%5(@) = O(||lw| =971 fir
||lw|| — oo gilt.

3) Da xp radial, ist auch Xg radial.  Die zugehdrige Funktion set folgendermafien
bezetchnet:

Xg: Rso — IR, mit Xg(w) = Xg(||x]])

4) Fiir fast alle w € R? ist 3%5((41) > 0.

5) s gilt die Identitit Xg(x) = 87%1(5).

6) Fulls die Abhdngigkeit von der Raumdimension d deutlich gemacht werden soll, wird
auch Xéd) bzw. %éd) geschrieben.

Beweis: 1) folgt aus supp(f * g) C supp(f) + supp(g), 2) wurde bereits im letzten
Kapitel bewiesen, 3) folgt aus Satz 2.17 und Bemerkung 1.3. 4) gilt, da einerseits
die Nullstellenmenge von Xy diskret sein muf (sonst wire X nach dem ldentitétssatz



4 Der Fuklidische Hut X3 29

identisch Null) und andererseits eine diskrete Menge abzdhlbar ist. 5) erhalt man
schlieBlich aus xs(2) = x1(5) und

w X

(o) = [l a7 do =8 [ ) nl] —w) do = 82,0

).
O]

Entscheidend fiir die Betrachtung von Xz als radiale Basisfunktion ist die Figenschaft
interpolieren zu kénnen, diese wird durch den folgenden Satz garantiert.

Satz 4.3 Xj st positiv definil.

Beweis: Seien X = {21,...,2x} C IR? mit paarweise verschiedenen z; und a; € IR

fiir 1 <37 < N beliebig. Dann gilt nach der Umkehrformel

N N e 2

Z Z ajoXp(a; —ag) = (27)° / dw > 0.
0

7=1 k=1

N o

izt w
E e J
=1

Ist die quadratische Form gleich Null, so impliziert .A%p'((ﬂ) > 0 fast tiberall, daf bereits

N .

i
d e =0
J=1

fast iberall gultlg sein muf. Dies zieht aber a; = 0 fir y = 1,..., N nach sich, da die
Funktionen ¢ * linear unabhiingig iiber IR? sind (vgl. Powell [12]) O

4.2 Eine explizite Form fiir X,

Es soll nun eine explizite, insbesondere auswertbare Form von Xz berechnet werden.
Der erste Schritt besteht darin, das Faltungsintegral auf ein einfacheres eindimensio-
nales Integral zu reduzieren.

Satz 4.4 Fir die Faltung zweier charakteristischer Funktionen der d-dimensionalen
Ly-Kugel um Null mit Radius § gilt fiir 0 <r < 23:

Bemerkung: Vor dem allgemeinen Beweis sei auf den Spesialfall » = 0 hingewiesen.
Einerseits besitzt Xy an der Stelle Null den Wert des d-dimensionalen Kugelvolumens,

also ﬁdwg/l‘(% +1). Andererseits liefert der Zusammenhang von Beta- und I'-Funktion
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2047t /1 q g1 Bint 1o 1
-y rar = 7‘/t2(1—t)_2dt
LG LEHrG) Y

55[77% dt1

S —— B

PG

it

INCENY

Bemerkung: Es werden nun zwei unterschiedliche Beweise fiir den allgemeinen Fall
gegeben. Der erste verwendet die Fouriertransformation radialer Funktionen, wahrend
der zweite das Cavalierische Prinzip benutzt.

Beweis: Fiir diesen ersten Beweis sei ohne Einschrankung 0 < r < 24, Xz wird tiber
seinen radialen Anteil berechnet. Das hierbei auftretende Integral tiber drei Bessel-
funktionen wird in ein Doppelintegral iiber zwei Besselfunktionen transformiert. Dann
wird das innere Integral gelost. L einzelnen sieht dies folgendermallen aus:

1) Nach dem Satz tber die Fouriertransformation von radialen Funktionen und der

Umbkehrformel gilt

d
2

Xg(r) = (2m) 2, i (2r )"t IE(BE) Ja_ (rt) t5 dt

0\8

d
2

J

Nl

_ (2w)%5dr—%+1/f (Bt) Ja(Bt) Ja_,(rt) dt
0

I.=

2) Um [ zu berechnen, setze man in Satz 2.16 p = %— L, v = %, A=0,a=rund

b=c¢= . Fir diese speziellen Werte gilt dann R(v) = % > —% und R(p +v +2) =
d+1 > %(/\ + 1) =1 > 0. Also hat man mit absoluter Konvergenz auf der rechten

Seite

(1p%: 7 pda(rt) Ja(wt)
I = 37// 2 s sin® ¢ dyp dt
TESTTOTA A—
(l 2)% ”. <y o
= ‘27‘/@758111 ’p/J47 (rt) Ja(wt) dt de
TCTTRF [ Aralrt) 7

mit @ = V281 — cos ©.
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3) Setzt man in Satz 2.15 nun g = %, a = @, b= r, so erhilt man

2
rgfl/w% firr < w

H(p) =1 1/(2r) fir r = w
0 tir r > w.

Man beachte dabei, dafl aus » = 0 zwar @w = 0 folgt, dies aber auch Jd(wt) =0
impliziert, so dafl die angegebene Formel auch in diesem Fall richtig bleibt.

4) Da r > 0 und 8 > 0 und die arccos-Funktion strikt monoton fallend, gelten die
folgenden Aquivalenzumformungen:

-2
r<w & 252 <1 —cosyp
S cosp < 26" —
Cos P Y
& o> 268" 1" _, A
p > arccos g A

Damit folgt durch Einsetzen unter Vernachléssigung der Unstetigkeitsstelle

GO [ 4
= = dj—l — /rz Yo sin® o dyp
PEEING) 4
= ,%71(552)3 /(1 cos ) gSin’pd’p
- 3 3 3 g o
PEIN(G)(26%):
r,dfl n
2 d
= - (1 — cosp) ™2 sin p dyp.
sy |

Wegen p € [A, 7] C [0, 7] ist sinp > 0 und damit

siny = \/1 —cos?p = \/(1 —cos p)(1 4 cosp).

Also ist

Nie,
l\«\&

(1 —cosyp) 2sin’p = (1 +cosyp)2,

und man erhélt schlieflich

K

/1—|—Lo>p dp.
A

g
Zdl i (

l
z
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Substituiert man nun t = /(1 + cos)/2 (monoton fallend), so berechnet man fir das

Differential

)

dt 1

1 1
— = ———(1+cosyp) 2siny =
i~ 28 7)eing

—5\/ 1 — 2
Die obere Grenze transformiert sich zu Null und die untere zu
1 1 252 — 2 452 — 2
— VIt cosA=— 1 = .
ﬂ + cos \0 + 532 23

Das Integral selbst lautet damit

V42—
e 28
1 - — /
SIp(HL) (L
22 1F E ) 1 — tz
5) Einsetzen von [ in 1) liefert dann die Behauptung. O

Es folgt nun der zweite Beweis dieses Satzes.

Beweis: Die Motivation entnimmt man Bild 1. Es wird das Volumen des Schnittes
zweier d-dimensionaler Kugeln mit Radius § bestimmt, indem es als das doppelte Vo-
lumen einer Kugelkappe K; nachgewiesen wird. Anschliefend wird das Volumen von
K, mittels Cavalieri {iber die Schnitte K,(t) = {z € R*"! : (2,¢) € K,} berechnet.

d-1

Bild 1

(1 rz = (0,...,0,r)" € R* erhilt man Xg(r) = Xg(x) = Voly(A) mit A :=
K(2,8) 1 K(0,8) = {y € RY: |y < 8, — y]| < 5}, Seien

e 7‘
R (L [ Y N7ES S
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.
K, := {yERdI|fL’y|§5v ydﬁz}-

Dann gilt A = K7 U Ky, denn ist y € A, so ist [|y|| < 8 und ||z — y|| < 3, also
y € K7 oder y € K,. Sei nun andererseits y € K;. Dann ist ||z — y|| < 5 zu zeigen.
Sei zur Abkiirzung § = (y1,...,y41)7 € R Aus 0 < r < 2y folgt (r — ya)? =
= 2yar + g < g und damit [lo — gl = 71 + (r — y)* < [0 + 3 = gl < B
Analog zeigt man, dafl y € K, auch y € A impliziert.

(2) Es gilt m(A) = m(Ky) + m(K3), wenn m das Lebesgue-Mafl bezeichnet, denn
KinKy={y e R : |ly|| < B.||x —y|| < B, ya = 4} ist als Leilmenge der Hyperebene
yq = ; eine Nullmenge.

Jetzt wird noch gezeigt, dal K und K, das gleiche Mafl besitzen, und es wird dann
m(A) = 2 (K;) berechnet. Dazu bendtigt man das Cavalierische Prinzip (siehe Walter
[15] S. 333f):
o Ist die Menge A C IR? meBbar, so ist fiir fast alle ¢+ € IR der Schuitt A(¢) = {z €
IR 2 (z,t) € A} in R meBbar. Ferner ist die Funktion ¢ — m(A(t)) in IR

mefBbar und

m(A) = / m(A(t))dt.

R

(3) Man betrachte fir ¢ € IR die Schuitte
() = {e e ROt S gt e

}

K1) = {ZEIRd_l:|Z|2—I—(t—r)2§ﬁ [ <

S \

[N
—

Dann erkennt man sofort mit K4 1(0,7) := {£ € R [|¢]] < r}

K () 0 falls t < 7 oder t > 3

1 =

' Kaa (0,87 —12) falls 2 <1< 3.

Fiir Ky gilt andererseits K,(t) = 0, falls ¢ > 7 oder |t —r| > 3, was gleichbedeutend
ist mit ¢ > 7 oder ¢ < r — . AuBerdem berechnet man Ky(r —t) = {z € R

2>+ < 3% ¢t > o} = K(t) und damit

m(Ky(r — s))ds = [ m(K(t))dt = m(K,y).

m(Kz) = / m(Ky(t
-8

v

NI \Q
Mi\.u
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(4) Letztlich erhélt man nun:
8
Xs(r) = m(A) = 2m(K)) :2/Vold,le,l(O,\/BQ—t?) dt
d—1 I¢]
2r 2 2 2\t
= — %) 2 dt
Nﬁ1+m/ug )
d g B N 5
Iz d—1 . ¢
= 1 d+1ﬂ1 1 / (1 — () ) dt
e\
27‘(—2 Cl o ,d
oA =
(5T ) V=
Dabei wurde die Substitution
t o1 dt
=(1—())2, t=pV1—-s2 — =—
o= (5) ) 8 o ds 8 1 — 52
benutzt. O

Bevor das in obigem Satsz auftretende Integral im allgemeinen Fall berechnet wird,

seien die trivialen Falle erwahnt.

Korollar 4.5 (Die Fille d=1,2,3)

d=1: Xél)(r) = 28—,
: 7 1 ,
d=2: X[(f)(r) = 28%arccos 2,7[5 — 5!‘\/452 —r?
1 4
d=13: XP () = w( " Bt ),

gewedls fir 0 < r < 23.

Beweis: Die behaupteten ldentitdten folgen aus den nachstehenden Integralen:

' t
dt
N

. g2
dt
N

.
dt
[ is

V1- i
t : 1 .
—5\/1 — 1% 4 Qarcsmt,

i‘/“ Ty T
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Dabei benutzt man im Fall d = 2 noch arccos r = arcsiny/1 — r? fir 0 < r < 1.
Bild 2 veranschaulicht, warum die Funktion Xz Fuklidischer Hut genannt wird.

¢ = !
o Ul TN O W
T

AN
SN
AR
R
R

LT
R

AL
e e S S GRS O
LI IITIEXS

Bild 2 : x?

U

Um nun das Integral aus obigem Satz allgemein zu berechnen, bedart es einiger Vor-

bereitungen.

Definition 4.6 Fird € IN und n € INy mit 2(n — 1) < d sei:

(d)

an,n+1

Bemerkung:

k
[1(d—21+1)
lzlk fir0 <k <n-—1,
[i(a 20
[=0
[(d—20+1)
=1
- n—1 ’
T (d - 20)
[=0
n+1
I1(d—20+1)
_ =1
vbﬁl(d B Zl)
(=0

1) Dem leeren Produkt soll der Wert 1 zugewiesen werden.

2) Wegen 2(n — 1) < d sind die Koeffizienten wohldefiniert. Fir 0 < &k < n — 1 gilt

dariber hinaus auch «

(d)

Lk

> 0.
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Es wird nun zuerst eine Rekursionsformel fiir das gesuchte Integral hergeleitet, aus der
sich dann eine Stammfunktion in Abhéngigkeit von der Raumdimension mod 2 folgern
1aBt.

Notwendig dafiir sind einige Zusammenhénge zwischen den ozEff,)g.

Lemma 4.7 Fir die Koeffizienten ozfjl)g gilt unter der Voraussetzung d > 2n

(1) “E;QL/C = uELdL fir 0<k<n-—1,

(2) o) (d=2n-1) = al,.

LT

. d) 1 d
(‘))) (’V'EL,'/H—I d*ZfL = u7(l-|21771+17

4
(4) Oéndzz EH)—I n+1 = Oé'EL-Izl,n'

Beweis: (1) folgt sofort aus der Definition.

(2) all(d-2n-1) = (d-2n—-1)][(d—20+1) H —21)
=1
n+1
= H(d—Zl—l—l H —21)
=1
d
= 057(1,7)1-}17
(@) N 1) —21)
(B) d—2n  d—2n 11:_[1( + H
n+1
= H(d—Zl—l—l H —2[)
=1
d
= 057(1421,714-17

n

4) oD -l o= Tld-20+1) H —210)

=1

n+1

— JI(d—20+1) H —21)
=1

n n

- {H(d—ZH—l)/ H(d—Ql)}[(d—2n)—(d—2n—1)]

_ D

- an+1,n'
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Lemma 4.8 Fird,n € Ny mitd>2(n+1) gilt:

td o ]
/ dt = VT2 3l ol [T ar,
V19—t £ Tk nntl

Beweis: Der Beweis wird bei festem d > 2 durch Induktion tiber n mittels partieller
Integration gefithrt. Dabei werden folgende Integrale benutzt:

1
dt = arcsint
/ V1 — 12 ’

/arcsint dt = tarcsint + 1 —t2,

1
/\/l—tzdt = i(t\/l—tz—l—arcsint).

. . (@
Sei zur Abkilirzung o, 4 := Q, ke

Induktionsanfang: n = 0. Einmalige partielle Integration liefert

. g
N
Das Integral aut der rechten Seite berechnet sich wegen

/ 4 aresint dt = 47! {t arcsint + v1 — tz} —(d—1) / 97V aresin t dt

dt = t%arcsint — d/ 147 aresin t dt.

—(d—1) / t7A L — 12 dt

zu ,
d/ 1 aresint dt = t%arcsint + 771 — 2 — (d—1) /tdizvl — 12 dt.
Kinsetzen liefert

- f
/\/tzdt = —td’lx/l—tz—i—(d—l)/td’zx/l—tzdt

= g t"'V1 — 12+ ag, /td”\/l — 12 1.

Induktionsschritt: n — n + 1. Sei dazu d > 2(n 4+ 2). Es gilt nach Induktionsvoraus-
setzung

. td T ) . .
/ dt = V112>, 7 F a0 / (21 2 gt
\% 1 o tz k=0 7 7
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Das rechte Integral berechnet sich analog zu oben aus

- 1 "
/td%(wl)m di = 5 pd=2(n+1) {tm + arcsint}

d— 2 1
— —n—l— /td 2nt1)— {t\/l — 124 dILblIlt} dt

Zu

/td72(vb+1)m di — {td =l ] gz g2t dILblIlt}

—2n

d— 2 1 N
— ﬁ /ifdiz”fd arcsin ¢ di.
d—2n

Auf dieselbe Art erhalt man aus

/ 137273 aresint dt = 43 {t arcsint + v 1 — tz}
—(d—2n —3) / pd=2n+2) {t arcsint +v1 — tz} dt

das benotigte Integral

/ td_2n_3 arcsin ¢ dt = m {td—Z(n-I—l) arcsin { + td_2n_3m}
A== [
d—2(n+1)

Mit diesem Integral gelangt man schlielich zu
1 . o f
/td—Q(n-I—l)m di = - {td””*lm _ pd=2n sm}
—2n
d—2n—3
d—2n

[ ar

und damit zu

= VT2t 4 Mm{tmnfl _ pi-ins)
k=0

4
= dt
V1 — #2 d—2n
d—Zn—d

+ an,n-}—l
—2n

/td At /1 42 dy.

Zwischen den Koeffizienten «, ; bestehen nun nach Lemma 4.7 die Relationen:
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(a)  pprp = fir 0 <k <n—1,
d—2n—3
d—2n

1
(C) an,n-{—ld Zn - a’lb+1,7b+17

(b) Oy 41

= Uyt1,n+1 (d —2n — 3) = Q1,042

1

(d) (/V/L T + (/V/L IH—lﬁ - 7(/Vn,n + un-l—l,n-}—l - 7un+l,n-

Dies bedeutet aber

n+1

1*t22an+1ktd 2k—1 ‘I‘Oén-|-1 n+2/td 2(n+2) / — 12 dt.

. g
e
U
Es folgt die bereits angekiindigte Stammfunktion fiir [ ¢4/v/1 — #2dt, indem die “Raum-
dimension d” dal('c%estellt wird als d = 2n bsw. d = 2n 4+ 1. Hierbei erkennt man, daf3

. . . d .
1 weiteren n o, , nur noch n = bJ relevant ist.

Lemma 4.9 Firn € INg gilt:

. t2n —
1) \/ﬁ dt = —v1 —t? Z ,fg (n=k)=1 afffi) arcsint,
t2n+1

' (2n+1) (n—k
% et =V t‘Z ) g

Beweis: Die Richtigkeit der Formeln 1at sich fir n=0 unmittelbar aus

' 1
————di = arcsint
/\/1t2 ’
' t
N

schliefen, wenn man im ersten Fall berticksichtigt, dal die leere Summe als Null defi-
niert ist und in beiden Féllen die Definition der a’s beachtet.
Far n > 1 benutzt man:

g 1

/\/1 —t2dt = Q(t\/l — 2 + arcsint),
1

/t\/lftzdt = -y
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Fir das erste Integral gilt 2n > 2(n — 1 + 1) = 2n. Also erhdlt man aus Lemma 4.8

t2n n—1

" - Y ZIL ,L /g) (2n) " Y
Wi dt = —1 -1t Z + o, i / V1 —t2di
(2n)
= 112 Z ozEL 1) 2le=k)= % {t\/l — 12+ arcsint}
= —1 -2 Z oz” k (nok)=1 4 oszfj) arcsin .

Dabei resultiert die letzte Identitat aus den Formeln des Lemma 4.7:

(a) oszz): (2n L 0 <k <n-—2

I

1 T
(b) Qanz—l),n = EL2Z)7
() ol —aZ)=al),

Fiir das zweite Integral gilt wegen 2n+1 > 2(n — 14 1) = 2n wieder nach Lemma 4.8:

- vlf“Z oD 0 o) [/

t2n+1
—d
V112

(2n+1) (1—2)3

- m Z 057(1271 (n=k) n—1,n

7

v

OJM—\

n ,L 1 T 1 '
- w{zass; k+3a$ry5a;ﬁr;>t}

_ WZ (1) ),

wobei die letzte Identitdt wieder aus den Beziehungen der a’s folgt, die in diesem Fall
lauten:

(a) o) — a MH ) fiir 0 <k<n-2,

n,k
b 1 (2n+1) _(2n41)
( ) dan 1,n = “n,n ’
. (2‘/L-|—1) (2n+1) o (2n-|—1)
((“) an—l,n—l — Yn - un,n—l .

U

Nach diesen Vorbereitungen kann man nun eine explizite Form fiir Xy angeben, die
natiirlich nach vorherigem Lemma davon abhangt, ob die Raumdimension d gerade

oder ungerade ist.
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Satz 4.10 [ir 0 < r <20 gilt:

' 25271 n N r r 7" [—
PN TR A D¢ SR N 1 (1 ) |
ST ] >1<1>{ AT
N 252‘”4—17‘_'” N r n 7'2 !
X(Z/L-I—l) - _ (X‘(Z‘,H—l) B (X(Zn-l-l) 1 '
G ( ) fL! T,y 26 g n,n—I 462

Bewels:

Identitat arccos r = arcsin /1 — r2.

Der Beweis benutzt Satz 4.4 und Lemina 4.9 sowie die fir 0 < r < 1 giiltige

Ji 2
d 23
X(zn)(r) _ 26%‘(’5 td i
’ vy ) ovi-e
2 1 o
c ﬂ I ’IL — k ) 28
= — |1 = ¢? (n= — ! aresin t
1([L—|— )l(%) Z /Lk LTl .
Vi
62'” i 1 N ) 25
= —— |1 — #? t — o aresint
l(n—l— )F(%) Z nn l n,n .
26271 n r 2 e ) r2 -3 r
= - 1— — o' arccos — § .
1‘(n—|—%)l(%) {Zﬁ; ILIL 452 LT Zﬁ

Fir den zweiten Teil =

verwendet man zusatzlich 1‘(%)

BZIH—I T

e R

BZn-I—l n
ZIL+1

IL —

V1 HZ

|

262‘/L+1ﬂ_n

n!

7

20

2n-|—1
n,n—I

Sl

[=0

Bemerkung:
berechnet sich auch zu (

(28)*" 7" Y —1)!

(2n —1)! '

Vrund I'(n) = (n — 1)L
JiEE

28
(n—k)

152 2

)l_a

c

r2

T 4p

(2n+1)

T

} |

O]

Der Koeffizient vor der Klammer im Fall gerader Raumdimension
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Beweis: Nach dem Legendreschen Verdopplungssatz gilt:

1 V7l (2n)

I'(n + E) = ()
Damit hat man
23%" " B 232722 (n — 1) _ (28)*" 7" (n —1)!
U(n+ T(5) m(2n —1)! B (2n — 1)!

Lemma 4.11 Die letztlich bendtigten Koeffizienten afbd,)g haben die explizite Form

ey @n Dl —k)n k- 1)

mit 0 <k<n-—1,

Gk T 92kl (- 1)) (20— 2k)!
« - . )
T 221l (n —1)!
2 22K (n)? (2n — 2k)!
(ZIL-}—I) .
| _ mit0<k<n—1,
Gk 2n+ 1) ((n— k2 "o =r=0
(2’IL+1) — 22n (nl)2
T (2n 4+ 1)1

Beweis: Man verifiziert zuerst fur die in der Definition auftretenden Produkte fol-
gende explizite Formen mit 0 < k < n.

k n!

k
2n — 21 LA [ N7 AL
g( n —2l) g(” ) T
il (2n — 1) /Kl

(2n — 1)l (n — k)!
(2n — 2k)1 281 (n — 1)1

(2n)

Hiermit erhalt man sofort die angegebene Darstellung fir o, ;" mit 0 < & < n — L
Auch fiir die {ibrigen Koeffizienten liefert dies die Behauptung:

T n—1

ol = T[@2n—20+1) / TI(2n—20)
(=0

=1
(2n — 1)!
2201l (o — 1)V

k—1

k
osz’ZH) = J[@2n—20) / J[(2n —20+1)
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_ 28l nl (20 — 2k)! 2K it 0 < k< 1
= (,Lfk)’(er—l_]‘)’ ([L*k)[ 1l ~ ~n ?

n—1 n—1
o) TT2n—21) ) T[(2n—20+1)
n! 2"
= 2"pl—
(2n +1)!

4.3 Glattheit von Xj

Da Xz durch Faltung zweier unstetiger Funktionen entsteht, kann man keine Differen-
zierbarkeit von Xz erwarten. Ein unterschiedliches Verhalten beziiglich der Gléatte von
Xs(r) findet sich in r =0, r = 24 und dem fibrigen Definitionsbereich.

Lemma 4.12 (a) Es gilt Xg(r) € C™[0,208] und fir r € [0, x|

d
2 d—1

(48% —r*) 7.

T
2 (I

2

X(r) =

(b) Xs(r) € oLs) [0,00). Dabei besitzt die 4] +1 -te Ableitung an der Stelle r = 23
i Fuoll gerader Roumdimension einen unendlichen Sprung, um Fall ungerader Rawmn-

dimension einen endlichen Sprung.

Beweis: (a) folgt unter Benutzung der Kettenregel unmittelbar aus Satz 4.4.
(b) Kritischer Punkt ist die Stelle r = 235, Man zeigt zunéchst durch vollstandige
Induktion fur 1 < k£ < L%J +1lund 0 <r <28

dk 9\ d=2k+1

S Xalr) = pelr)(a8t =) TE

wobei py ein Polynom mit py(23) # 0 ist. Fiir k = 1 ist dies gerade (a). Fir k — k41
gilt, sofern k + 1 < L%J +1,

dk-l—l d ) ) d7;j+1
R (I

d—2k+1 d—2(k+1)+1
p 2

= pi(r) (452 — 1'2) —pr(r)r (d =2k +1) (4ﬂ2 — 7“2)

d—2(k+1)+1

= (48 =) ) (48 =) = k() (d - 2k 4 1)

Definiert man nun den Ausdruck in eckigen Klammern als pgyq(r), so sieht man

Pk+1(2ﬁ) ?é 0.
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Da die rechtsseitigen Ableitungen an der Stelle r = 23 stets den Wert N%H besit-
zen, ist der Wert der linksseitigen Ableitungen zu tberprifen, die hier mit d%)(éd)(r)
bezeichnet werden. Die Vorbereitungen liefern dann fiir ungerade Raumdimensionen
T 2n - - n+l n .
e XST8) = pa(r) (49 = r) a5 = 0 und G XET(25) = puga (1) oo # 0. P

gerade Raumdimensionen erhélt man %X[(f")(ﬂi) = p.(r)(48°* — rz)%|25 = 0 und
dn+1

SXT(28) = pupa (1) (487 — 1) 3 | = o0, 0

Satz 4.13 Die Funktion R — R, r — Xs(|r|) ist lipschitzstetig mit der Lipschitzkon-
stanten .
W§6d71

2 2

L =

Beweis: 1) Man betrachte zuerst die Funktion eingeschrankt auf [0,25]. Dort ist sie
differenzierbar und mit obigem Lemma gilt

4 ad—1
/ T3
X5 < =: L.

(“5HT(3)
Der Mittelwertsatz liefert dann |Xg(r) — X5(s)| < Lir — s| fur alle r, s € [0,24].

2) Die Funktion ist lipschitzstetig auf [0, o] mit der Lipschitzkonstanten L. Denn ist
0<28<r<s,s0ist Xg(r) = Xp(s) =0. Ist dagegen 0 < r <283 < s, so gilt nach 1)

| Xs(r) — Xa(s)]| [ Xa(r) — Xp(28)]
Llr =28 =L(28 —r)

Al

IA

Lis—r)=L|s—r|

3) Die Funktion ist schlieBlich auf ganz IR lipschitzstetig, da
[ Xa(lr]) = Xs([sD < L[ = |s|] < L]r — s,

4

4.4 Schranken fiir die Norm der Inversen der Interpolations-
matrix

Sei X = {z1,...,2x} C R? mit paarweise verschiedenen x;. Dann ist die Interpola-
tionsmatrix A = (Xg(z; — x))1<jp<n reguldr. Um eine obere Schranke fiir [|[A™!|| zu
berechnen, liegt es nahe, zuerst eine untere Schranke 4 tiir die zugehdrige quadratische
Form zu finden. Denn aus

N N N
Z Z ajoXg(a; —ay) > 020(? fiir alle @ € RN

7=1 k=1 7=1
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mit ¢ > 0 folgt A7 < #. Benutst man nun die Vorgehensweise aus Kapitel 3 zum
Auffinden von 6 und schreibt tiir dortiges 8 hier B, setzt also

B = Cugy it Cy = 43" 12+ L],
so besteht der entscheidende Schritt in der Bestimmung von

X = min_ X(w) > 0.
(Xo)o = g, *o()

Nun besitzt %g(w) = (278)*||w||7*J5(||w||B) gerade die Nullstellen von w — Jg(HwHB),
und diese Funktion besitst nach Sat'z 2.18 unendlich viele Nullstellen unterschiedlichen
Betrages. Liegt also eine dieser Nullstellen in [|w|] < 28, dann ist (3%5)5 = 0, und
Satz 3.8 liefert kein verwertbares Krgebnis. Dies bedeutet also, dall man fir eine
Abschatzung mit Satz 3.8 § derart einschranken muf}, daf§ w — J%(HwHﬁ) in |wl| <28
positiv ist. Verwendet man zum Beispiel die Abschédtzung (1)(i) aus Satz 2.19, so gilt
fir die kleinste Nullstelle r VonJg(rB)

iye > d
o Zﬁ

Also ist (3%5)5 > 0, solange 2B < % bzw. 3 < ﬁqz. Da aber ﬁ < 1 (vgl. Bemerkung
3.9 und Tabelle 1), bedeutet dies § < ¢,. In diesem Fall ist eine Normabschatzung
allerdings unnotig, denn A reduziert sich zu einer Diagonalmatrix und [[A™!|| 148t sich
direkt angeben. Daher wird an dieser Stelle nicht weiter auf obere Schranken fiir [|A™!||

eingegangen.

Es soll nun eine untere Schranke fiir |A™!|| angegeben werden. Die ldee besteht darin,
die Funktion Xs(y/r) durch ein Polynom p € P} auf [0, %] mit K = maxic;ecn |[J2; —
x|l 20 approximieren. Setzt man A, = (p(||x; — wk||2))1§j7k§j\/7 so gilt

A=A AT =1,

solange nur A, singular ist (vgl. Schaback [13]). Uin eine untere Schranke fur [[A7Y|
zu bestimmen, sucht man also ein 7 und ein p € P}, so daB A, singular und ||A — A, ||

moglichst klein ist. Denn dann gilt

1

AT = o
1A = A

Die Bestimmung von [ und p wurde ausfithrlich in Schaback [13] untersucht. Die dort
erzielten Ergebunisse angewandt auf die Funktion Xz lauten:

Satz 4.14 Seien X = {z1,...,exy} C R? mit N > 2 paarweise verschiedenen x; und
A= (Xp(x; — xp))1<jp<n . Seien ferner

K= max [l — ol
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pr (X, d) = maxdlmapan{p(“x —aj|l?) ;€ X},
E]P
F(X,d) = max{l>0:u"(X,[,d) < N},
E(lK) = min [|Xs(|r]) = p(r*) e k.
pelP,
Dann gilt
A~

> .
H_NEU%XJ%K)

O
Man kann natiirlich den Approximationsfehler F(I*(X,d), K') mit den iiblichen Metho-
den weiter abschédtzen. Dies liefert dann:

d
Korollar 4.15 Mit M .= (1?7(1 und den Bezeichnungen aus obigem Satz folgt
7 "(X,d) —1
AT = o o
6MKN

Beweis: Man benutze den folgenden Satz vom Jackson Typ (vgl. Natanson [11] S.
112f).

o Existieren zu f : [¢,b] — IR Konstanten M > 0 und « € (0, 1] mit |f(x)— f(y)| <
M|z — y|® fir alle ,y € [a,b], so gilt fir [ € IN

' , 12M (b—a\"
win |[p = fllocas) < = : '

o .
pel; [ 2

Hiermit berechnet man mit [* = [*( X, d)

LK) = min [ Xp(|r) = p(r*)loop-sx)
pE]Pl*
= min [ Xs(fr]) = p(r) loe-r.x7
e
M
< —6K,
-1
da Xg(|r|) nach Satz 4.13 lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten M ist. O
Weiterhin wurde in Schaback [13] das Verhalten der Schranke fir den Fall immer grofier
werdender Datensédtze (also N — o0) untersucht. Dazu wurde ["™(N,d) := max{l >

0 : dim IP{ + dim Py | < N} gesetst und gezeigt, daB 0 < I™*(N.d) < I*(X,d) gilt.
I™(N,d) hat nun das asymptotische Verhalten

d! 1/d
(N, d) = (ZN) +0(1)

fir N = |X| — oo. Benutzt man dies, so erhélt man:
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Korollar 4.16 [(%r die [nverse der Interpolationsmatrie gilt die Abschdtzung
1
A7 = o(N=T)
fir N — . U

4.5 Giite der Approximation

In diesemn Abschnitt soll untersucht werden, wie sich die Interpolante an Stellen verhéalt,
in denen sie nicht interpoliert. Sei X = {z1,...,zx} C IR mit paarweise verschiedenen
xj, und sei A = (Xg(x; — 1)) die zugehorige Interpolationsmatrix. Dann bilden die
Lésungen u}(x) von

ui(z) Xp(w — 1)
A : = : (4.1)
un () Xs(z —2N)

eine Lagrangebasis, d.h., es gilt u}(zy) = é;5. Zu einer Funktion f : R? — IR 1Bt sich
die zugehorige Interpolante sy aus span{Xg(x — ;) : #; € X} also darstellen als

SDEATHEY

Die weitere Untersuchung ist ein Spezialfall der Untersuchung, die in Wu/Schaback
[17] durchgefithrt wurde. Daher wird zuerst der Raum der Funktionen und dann auch
die Menge der zu betrachtenden « eingeschrankt.

Definition 4.17 Sei Fx, die Menge aller Funktionen f : R? — IR, deren Fourier-
transformierte in Ly liegt und fir die gilt

11, = 2m)" [ @) (Es(w) o < oo (4.2)

Bemerkung: Man kann den Raum Fx, erweitern, indem man von [ die Exi-
stenz einer verallgemeinerten Fouriertranstormierten f verlangt, die (4.2) erfiillt (Siehe
Wu/Schaback [17]).

Bemerkung: FEine Funktion f, die in Fx, liegt, mufl notwendigerweise eine Fourier-
transformierte besitzen, die zumindest in den Nullstellen von X5 ebentfalls verschwindet.

Zum Beispiel liegen samtliche Funktionen, die gewichtete Summen von Iranslationen
von X sind, in Fx,. Eine Funktion

x) = Z%%ﬁ(l‘ — ;)

mit «; € IR, y; € IR? besitzt nimlich die Fouriertransformierte

Z: W9 X ().
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Der Integrand in (4.2) lautet damit

2

%g(w),

~ _=

Xs(w)

f(w)]? [

(,Y]'(iiyﬂTw
=1
woraus unter Benutzung von Bemerkung 4.2 folgt, daf er in L;(IR?) liegt.

Fir f € Fx, und festes x € IR? gilt unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung und der Umkehrformel

sy~ S = Jem ™ (Zm—)i“()) i) d
Rd \J=1 glw
< (2 '%dw (27) " / > uj(e) e il R0 d

- ‘f‘fzf[jp)z(,u*,JL

Hierbei tritt die Power- oder Kriging-Funktion Py ,», auf, fir die auch

2

Y o P
P)z(,u*w = (27T)7d/ Zu;(;c)ewﬂl”—ewlw Xp(w) dw

=Y Y uwui(e) [ e Ryf) d

Sy ue) (2 [ P Rl do 4 (20) [ Rlw) d

R

= YD uj@)u(@)Xs(e; — we) — 2 uf(@)Xp(e; —«) + Xp(0)

7=1 k=1 7=1
gilt.
Man hat also die Abschatzung des Fehlerfunktionals durch ein Produkt, dessen einer
Faktor nur von den Funktionen f und Xz und dessen anderer Faktor nicht mehr von

f abhangt.

Bis zu diesemn Zeitpunkt ist es nicht nétig, dali die u} eine Lagrangebasis bilden. Dalfs
es trotzdem sinnvoll ist, gerade diese u} zu betrachten, besagt der nachstehende Satz.
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Satz 4.18 Der aus (4.1) resultierende Vektor u*(x) = (ui(2), ..., ui(2))T stimmt mit
der Losung des Minimierungsproblems

min{ P, ue RV}
tiberein.

Beweis: Sei fiir festes # € R? R(z) 1= (Xg(zy — 2),...,Xs(zxy — 2))T € RY. Dann
1&8¢t sich das Quadrat der Powerfunktion auch schreiben als

P)z(ﬂw = X5(0) + ul Au — 2uTR(:1;).

Da A symmetrisch und positiv definit ist, besitzt das Minimierungsproblem genau eine

Losung @, die durch V, Pg , . = 2Au — 2R(x) = 0 charakterisiert ist. O

Es wird nun eine weitergehende Abschéatzung der Powerfunktion vorgenommen. Grund-
lage ist dabei folgendes Lemima.

Lemma 4.19 Zup > 0 und k € IN existieren Konstanten hy, ¢y, co > 0, so dafs fir alle
Datensitze X = {a1,...,an} C R mit paarweise verschiedenen x; und alle Punkte
x € RY, die
h,(x):= max min |y — ;|| <h
()= s win g o] <
erfillen, ein Vektor a(x) := (ay(x), ... an(x))! existiert mit

(1) a;(w)pla;) = p(e) fir alle p € Py,

Beweis: Der Beweis findet sich in etwas allgemeinerer Form in Wu/Schaback [17].
Die dort verwendeten Konstanten lauten:

¢ = 14+ Mk-— 1)\/5,

e = 20k~ DY |
p

hy = ————

0 M(k—1)

M = max(1,2(k —1)(2k — 1)k(d+271)d§‘|321||00)7

Ry = (0" )ociulol<k-1-

Mit diesem Lemma beweist man nun:
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Satz 4.20 Unter den Vorausselzungen des Lemmas gilt

2
PX,zl,x S

_ 5 d_ 9 or o
pA-todt 221 ¢ lcﬁ cf’“ g4

L +1) 2% 1 +(°‘2+1)21 hy().

Beweis: Die Powertfunktion wird in zwei Summanden aufgespalten, die dann separat
abgeschatst werden.

. N - Lo
PA;Z(,’EL,;U — (Zﬂ—)id / ,&j(w)eley o (_/)Z-’L'lw

—

H

+ (271')75!

1
lll2 %,

—

Der zweite Summand 1&8t sich nun sofort mit (3) aus obigem Lemma und Lemma 2.14
nach oben abschatzen.

e [

1
1z %

N 2

&j(:zj)ei(wrw)TW -1
=1

E%ﬁ(w) dw

J

< (taren™ [ ) de

1
lvll> %

= (+ars [ el G el) d

2551—1 9d+2 dﬂg
L+

= (14 c¢)
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Um den ersten Summanden abzuschitzen, betrachte man zuerst die Taylorentwicklung

VOIl (iti
. k711 . ef(t) L )
e :;z;ﬂt + ot mit 0 < (1) < ¢
= N~
, 7 (t)
pr(t)

Hieraus erhdlt man unter Verwendung des obigen Lemmas und h,(z)[|w| <1

N ' )
S (el
7=1
N
= X () {prlite — ) w) + (e — ;) @) riliCe — a;) @)} — 1
7=1
N
Y T k l
= Zu](l‘)(l(x — ;) w)r(i(e —a;) w)
7=1
S 1k v
< N i)l — ay) w|Felt )
7=1
< o) hE(a) [jw|)F e el
S Cy C/f hﬁ(bb) ||w||k el

Also lait sich der erste Summand folgendermaflen begrenzen:
2

J%ﬁ(w) dw

N

> &j(:zj)ei(wrw)T” -1

i=1

(27?)75[

1
lvll<%,t

< Gt a2 [ el Eaw) de

1
lvll <7

= R st [P ) de

llwll<

1
hp(w)

ﬂdfl od+2 d s -
T A+ DR2E-1) ¢

< Gt i) e («).
Zusammentiigen liefert dann die Behauptung. ]

Korollar 4.21 (Giite der Approximation)
Fir [ € Fx, gilt mit einer Konstanten C > 0 unter den Voraussetzungen des Lemimas

[F(@) = s5(0)] < Clf[xs0/ho().



4 Der Fuklidische Hut X3 52

4.6 Ein Beispiel

In diesem Abschnitt wird die Funktion X3 als Interpolante quantitativ betrachtet, d.h.,
es werden einerseits Plots der Interpolanten bei unterschiedlichen 4 und unterschiedli-
chen Datensitzen X C IR* angegeben und andererseits wird aufgezeigt, welche Form
die Interpolationsmatrix A hat, wobei nur zwischen Eintrdagen gleich Null und Eintrégen
ungleich Null unterschieden wird. Man erkennt hierbei gerade bei gitterférmiger Stiitz-

stellenverteilung den Vorteil des kompakten ‘Iragers.

Als Testfunktion dient f:[0,1] x [0,1] — IR, welche erkléart ist durch

o)~ ! (92 =2)" +(9y ~2)°] 3 9+ 1)7 9y +1
DY P 4 g P 49 10
1 9 — 7)? 9y — 3)? 1 . .
—I-Qexp _9e )I(y ) —gexp{—(Qw—Ax)z—(E)y—?)z].

Sie wurde Dyn/Levin/Rippa 2] entnommen und ist in Bild 3 zu sehen.
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In den folgenden Bildsequenzen sind jeweils in Bild (a) die zugrundeliegenden Stiitzstel-
len X dargestellt. Die Bilder (b) bis (d) zeigen die Interpolante fir 4 = 0.1, 5 = 0.75
und # = 5. In Bild (e) ist schlieBllich die lnterpolationsmatrix fiir 5 = 0.1 abgebildet.
Fir die tibrigen 3’s ergibt sich jeweils eine vollbesetzte Interpolationsmatrix.



4 Der Euklidische Hut Xz
53

/)

X /‘\\ A
it
A
AN Q
N SN

N A

T
ARUNN

SR

W
MRS e
0.6 “\\\\“‘ “\\‘\\“:‘ “““‘;\.
0 IN\Net gyesses

0V
AR N
\\ \\ NIRRT
AR eSS
LRSS S
S %
gy A R
A
SR
AN
\\\\S\V“““

0.4
R

NS

TN S
N St
WW“‘

% S
AN\ N
""\“o""‘ IS
A
N RO
AN
" X

“‘ 1 \ i\
AN
“ “"\\\ \\\\\\\‘Q\\\\\‘.\‘-‘-‘-‘:‘:““:‘:‘-‘
i

Yot

A5
0.8 ASEN
S5 N AN
SN 0.8 AN
6% NN B 00NN
SAHTINR 3 NN
I i 000NN
| “"“‘\‘\\\“\\\\‘\“\\\\s\s&:\:\s‘:\:“é:‘:‘:a“:;:‘ I S AN
TTHINR LIS TN \::\\:‘:“:\\‘\““:\ =
‘;\‘\\»}::\\\ iy netiet’s ‘ ‘ T NN \\\\‘\‘\“\‘\‘\“““‘\ ST
0 e RS St T T
SOSSSSITZ LS NS t‘t““‘\‘\‘\\‘\\\‘.\‘\\\&}\\‘\\‘:\\\:\‘\‘\‘\‘\m\\«‘:
S N NN Sgsfeyesfes S
o‘n‘.",'c'cll,'m".‘ RS OSSN NIRRRAR R Seses
S ELEAKHN IR RSN 0 RSSSZZZEs R
SOSKELLEH AN SR IS S NN RS
SSSSLTEIISEN TN === SN RIS
ST == SIS IR TS
SR SRS S EEN) IR s
AN ST WSS SN
0.5 GBS DTS SIS (TN NSHTES
SIRBHKKANH IR S SSSEHE TN SES
NS I =N
SESNENT T SISO N\ ===
oSS SIS —
RS A R
SN
SN
B \\\\““““




0.8

0.7

58

4
Der Euklidische Hut X
I3

54

1
T
j T
0.9 F T ;
° © j T
o
L . Lo
° ° K
° o
°
° o
[ o
o ° ° R
e o
°
L N .
1 o o
R
.
[ 3
: 0.2 o3 Lo e o
) o4 0.5 * ‘oQ
0.6 L
0.7
0.8

5N
AN
N

S
',;;:'o'o'o'o‘»,\‘.;\§

R
NS
‘\:\\\.\\\\

NN

¢¢“"

SR
S

XSS

o
5SS

SoSS

XS

SO

S22

<>
<>

1! N
) NS
g \\\‘\\\\\\‘\\\‘\‘\‘\‘\\“\‘“\\\\.‘\\
\\‘\\\\\\\\\\\‘ TOY “““
5 “:“\\%%\\::\\\\ix‘t\‘\‘\‘\‘\‘“‘“‘:.‘\ \
= ‘\\\\\\““““\“
\\\\\“‘\“‘\‘\\\\
SO S
TN

50
ﬂ%g‘"
yuns
S
=
=
17
7
2
/
7
145
n
0
1

o

W
AN

S

S
4‘,‘,
N

=
=
NN
RN

SO

““\\\\‘\\\\\““"O‘o‘.&"‘«-‘
‘\\\\\\\\\ SIS
TN
ol TR
SRR
(0 TR

N
\\;\g\‘\‘\‘
\

X
X
X
S
o
SR
=
5
2

S5
5%
R

N

S

0
%
00
s

0%
5

«
S
&S
S
SRS

=
u
s

<<
S
XS

s
o‘::‘

N
N

o

03
S5
S

<5
LK
SRS
958

Pe
o
O

0.5

S
o
TS
o

NN wwwes
NS
SRR
——
T
S
S
SRR
S

N
AN

(T \\ Px
L I
SESOREEN

()
R
f M“\\‘“\“\““\:‘;‘:“

" “‘\\‘x\i N )
' “ 0““'\"§%“ Zaatliggs!
e 5 AR
Y

/)

s

S

2SS S
<5

NN
SR

\ ///" () ST

i AN
iy SN
Qi T

\\\\\\\\\\\"

iNv

" ‘Q"«\ T
T
il i =
0 N SIS
0.5 I I""/":":'O:"“\‘“ \\\i\\\\
IR
gl SEES =

0.8 SN
N
SN
oo
0.6 “‘ \\\
N
0 0 “\““ \\:R\: =
AT G N
“\‘\‘\‘“\‘\‘\‘\‘\‘\‘i\‘i\“&?\\\;:\::\:e\gs&\“a
ST \\\\\\\‘m‘:“‘\“-
55 \\\\\‘\\\““‘\\‘“
1905 \tvenstisss $hee)
555 N
557 N =
Y %% NN
' S TR
SN RN 2
S T g 2
SIS IR SN
‘\t“t‘"“‘ ‘\\3\\\\\“‘\‘.‘.‘:‘.“:‘.‘.“-‘
S S
‘\“‘,0,0 0 :‘:‘:“:“:““‘“‘"
1 e .5
0




4  Der Fuklidische Hut

Xp

55

1 + . . ,
o o o o - o o R R

0.8¢ o B o o o R N . ) |
S o S o - N R R R

0.6¢ ° o o o S o . o N |
° ° ° 3 S N o R R

0.4¢ ° ° ° ° ° . o o N 1
o o o o - o o R R

0.2¢ o o o o S o . R N |
S o S o - N R R R

0 N N . .
0 0.2 0.4 0.6 o8 ?

N
N
%

0.8 ”"";"
W ZZ%
&

\  muy
AT SN
S
s
NN
MR

N

NN Jeesuenial

" S\
N\

ST

e80%%%

‘:‘“\\\\\‘\‘\

\\\\\\\ :\\‘:\“““ o
RIS
iR

an RS
NGRS

SOOI
SRS
RSOTSSITS S

O
DO
/'o":":‘t}‘ i’:“‘"\\\
7 AN
SN
LG
0.6 %" \\\\\
)

=
TR
RS

S
% ““\\\\\\f}\\\\ CINTCALSOSSN
0.4 1 LR SR
A SN o
S A NS
“““" '/I,'Il/ "I"O"“ \\\\\\\\\E“\‘¢o, \
SN N
0.5 S immieaS e, | ¢
IR —
"0'“”'0‘00 T TSR
B
%‘o%v‘&:“‘\“““\\\\\\\m%%w«
v
Bild 6 (b)
\
o AN
TN
rniimnkskTsss
ITHH TS
e N
ST A ARSI 7 S
SSSETAAANTITNN 5N
R LN SN NS
NN ESESEE
L SN
0.5 AN s e
000 000007 I e
s I I T hhits
SO TS
"'”""““““‘“““““““\‘é‘ﬁ‘fi{%fgﬁfr:?fi""‘

Bild 6 (e)

e
TR,
AR
.




4 Der Fuklidische Hut X3 56

4.7 Ausblick

Die Arbeit 1at sich in verschiedener Weise fortsetzen. Von den vorhandenen Moglich-
keiten seien hier drei erwahnt.

Zum einen kann mit der hier gegebenen Funktion Xj eine Theorie der Interpolation
und Approximation in Z? durchgefithrt werden, wie sie zum Beispiel Gegenstand der
Arbeit von Buhmann|1] ist.

Die zweite Moglichkeit beruht auf der Beobachtung, dafl im scattered data Fall die
Struktur der centers X durch konstantes 3 nicht geniigend beriicksichtigt wird. Es
ist naheliegend, fiir jeden Aufpunkt z; € X, dhnlich wie in der B-Spline Theorie, ein
individuelles §8; zu wéahlen, welches von der “Dichte” der iibrigen Aufpunkte z; € X
um z; abhdngt. Zum Beispiel kénnte man ; := min;y; ||x; — z;|| setzen, womit man
erreicht, daf} jeder Kegel gerade bis zum néchstgelegenen Interpolationspunkt “lebt”
und man zumindest die Bildung von isolierten “Saulen” verhindert. In jedem Fall ist
es sinnvoller fiir dichter zusammenliegende x; kleinere 3; zu wahlen, als fiir x;, in deren
ndherer Umgebung kein weiterer Aufpunkt liegt.

Die dritte mégliche Fortfiihrung und damit die letzte, die hier erwdhnt werden soll,
besteht darin, die Funktion Xz zu verallgemeinern. Fiir £ € IN betrachte man

Xpp(a) :=Xpx... % Xp(x).
~—_———
k Faktoren
Dann gilt X5, = X5 und X5 (w) = [Xs(w)]* = (2068)%||w| "™ J3(|w]8). Damit last
sich der Beweis von Satz 4.3 wortlich aut Xjg 4 libertragen, so dafl man mit Xz eine
ganze Familie von positiv definiten Funktionen mit kompaktem 1rager erhalt, die mit

steigendem k an Glattheit gewinnt. Das Problem besteht wiederum darin, Xg (x)
explizit auszurechnen.
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