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0 Einleitung

Bei der Interpolation mit radialen Basisfunktionen treten immer wieder Probleme auf, wenn
die Stiitzstellen sehr ungleichmé&fig verteilt liegen. Zum einen kénnen zu dicht liegende Stiitz-
stellen die Kondition der Interpolationsmatrix verschlechtern, was in einigen Féllen zur nu-
merischen Unlosbarkeit des Problems fithren kann. Zum anderen wird im Extremfall der
Fehler bei der Approximation einer Funktion durch zu weit auseinanderliegende Stiitzstellen
so groB, daf die Interpolante nur noch wenig Ahnlichkeit mit der vorgegebenen Funktion auf-
weist. Die Wahl eines regelméfligen, sehr feinen Gitters als Stiitzstellenmenge erscheint daher
zunichst als denkbarer Kompromifl. Dieser scheitert jedoch oft an der Gréfle des Grundbe-
reichs, auf dem die Interpolante definiert werden soll, da dann die Anzahl der Stiitzstellen,
und somit der Rechenaufwand, ins Unpraktikable steigt.

Diese Arbeit untersucht, ob und wie die bekannte, ‘klassische’ Theorie der radialen Basis-
funktionen in den bisher ungiinstigen Fillen gewinnbringend erweitert werden kann. Dabei
wird weitgehend auf die Forderung nach Radialitéit und Translationsinvarianz der benutzten
Basisfunktionen verzichtet. Dennoch, so wird sich zeigen, bleiben viele ‘klassische’ Aussagen
beweisbar.

Teil I liefert die theoretischen Grundlagen. In Kapitel 1 werden zunéchst die Interpolations-
aufgabe und die zu ihrer Behandlung notwendigen allgemeinmathematischen Grundlagen
beschrieben.

Darauf aufbauend stellen Kapitel 2 und 3 die speziellen Grundlagen der mehrdimensio-
nalen Interpolation dar. Dabei konzentriert sich Kapitel 2 auf die funktionalanalytischen
Aspekte, wozu zunichst die im weiteren Verlauf zentrale Definition von ‘bedingt positiv
definiten Funktionen’ geliefert wird. Danach wird der Zusammenhang zwischen der Interpo-
lationsaufgabe und einem bestimmten Minimierungsproblem hergestellt. So wird eine Feh-
leranalyse méglich. SchlieBlich finden noch einige abstrakte Uberlegungen iiber geeignete
Funktionenrdume ihren Platz.

In Kapitel 3 werden dann die durch Fourier-Transformation erzielbaren Aussagen betrach-
tet. Durch diese erst werden quantitative Aussagen iiber Fehler und Kondition der Inter-
polationsaufgabe moglich. Begonnen wird in 3.1 mit der schwéchsten Voraussetzung an die
Basisfunktionen — der Symmetrie. Zum ersten mal tauchen hier die Begriffe der Symbol-
Funktion Symy .(w), der Fehler-Kern-Funktion gx .(z,w) und des Raumes G, ;.. auf. In 3.2
kommt die néichst stirkere Voraussetzung — die Translationsinvarianz — hinzu. Allein mit
diesen Mitteln lassen sich die meisten Aussagen der ‘klassischen’, auf radialen Basisfunktio-
nen beruhenden Theorie beweisen. Dieser ‘klassische’ Fall wird in 3.3 dann néher ausgefiihrt,
wobei insbesondere konkrete Basisfunktionen mit den zugehorigen Fehler- und Konditions-
abschitzungen angegeben werden.

Teil II dieser Arbeit untersucht einige praktische Anwendungsmoglichkeiten der Ergebnisse
des theoretischen Teils. Dazu werden in Kapitel 4 zwei Beispielfunktionen inklusive ihrer
‘klassischen’ Interpolanten vorgestellt. Die eingangs beschriebene Problematik wird dabei
durch Graphiken veranschaulicht. Unterkapitel 5.1 enthilt Aussagen iiber den numerischen
Aufwand der benétigten Algorithmen, die im Anwendungsteil der Arbeit universell ver-
wendbar sind. Im Rest des Kapitels 5 wird der Ansatz ‘dg(z,y) = Q(z)Q(y) d(x,y)’ zur
Manipulation der Metrik d eingehend untersucht.
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Kapitel 6 prisentiert vier unterschiedliche Verfahren zur Homogenisierung der Stiitzstellen-
abstédnde. Sie beruhen auf der Transformation der urspriinglichen Metrik in eine andere.

Ein ganz anderer Ansatz, die Nachteile inhomogener Stiitzstellenverteilungen auszugleichen,
wird im Kapitel 7 beschrieben. Er beruht auf einer mehrstufigen Interpolation mit einer
jeweils verfeinerten, relativ homogenen Stiitzstellenmenge.

Die SchluBbemerkungen des Kapitels 8 enthalten Ubersichten der erzielten theoretischen
und praktischen Ergebnisse. Es wird dabei nochmals deutlich, dafl sich die ‘klassische’, auf
radialen Basisfunktionen beruhende Theorie stark verallgemeinern 14t. Daraus resultiert ein
viel groflerer Spielraum bei der Entwicklung und Implementation konkreter Algorithmen, als
er bisher genutzt wurde. So ergeben sich weitere Anwendungsfelder der Interpolation mit
symmetrischen Basisfunktionen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Schaback fiir die konstruktive Kritik und
Anleitung und seine Anregungen zum Aufbau der Arbeit bedanken. Weiterhin danke ich
Herrn Wendland fiir die Uberlassung einer Tabelle der von ihm entwickelten Funktionen, die
im Kapitel 3.3 Verwendung findet.



Teil I
Theorie der Interpolation

1 Allgemeine mathematische Grundlagen

1.1 Grundlegende Definitionen fiir die Interpolation

Zunichst seien die wichtigsten Definitionen des Themengebietes angegeben.
Eine allgemeine, mehrdimensionale Interpolationsaufgabe hat folgende Form:

Definition: Interpolationsaufgabe

Gegeben seien:

o X ={z;}iz1,..n C IR eine Menge von N € IN Stiitzstellen im IRY.

Dabei miissen die Stiitzstellen paarweise verschieden sein, d. h.: 7 # j = z; # z;. Eine
regelmdfiige Anordnung wird jedoch nicht verlangt.!

e {yi}ti=1,..n C C eine Menge von Stitzwerten.

Abkiirzend wird im folgenden M := {1, ..., N} benutzt. Die Menge der Stiitzwerte {y; };cm
faBt man der besseren ‘Handhabbarkeit’ wegen als Vektor auf: y = (y;)icns € CV. Gesucht
ist dann eine Interpolante s : RY — €, die die Interpolationsbedingung

(1.1-1) Vie M: s(x;) =y; oder kurz: s(X) =y
erfiillt.?

Oft geht man davon aus, daf$ die Werte y; von einer Funktion f : IR? — € vorgegeben
werden:

yi = f(z;) fiir i € M oder kurz:  y = f(X).
Dementsprechend wird die Interpolante s als zu dieser Funktion geh6érend betrachtet:
(1.1-2)  sg(z) :== s(xr) mit Vie M: sg(x;)) = yi = f(z), kurz: s4(X) = f(X).

In leichter Abwandlung der eigentlichen Interpolationsaufgabe kann man auflerdem den
Interpolationsfehler oder Approzimationsfehler sf(x) — f(x) betrachten. Man sucht dafiir
Abschéatzungen der Form

(1.1-3)  [f(z) = sp(@)] < |flp, - Pxolz) Vf€Fq,

wobei ||, eine Seminorm auf einem geeigneten, von ® abhéingigen Funktionenraum Fg ist.
Er wird als native space bezeichnet. Fiir Px () sind die Namen Power-Funktion, Kriging-
Funktion oder auch Giite-Funktion gebréuchlich.

! Die englischsprachige Literatur bezeichnet dies als scattered data.

?Hier wird die aus der Algebra geldufige Konvention benutzt, wonach in eine Abbildung f : D — B auch
ganze Teilmengen D' C D eingesetzt werden diirfen: f(D') := {f(z) : ¢ € D'}. Ist die Menge D' angeordnet,
also ein Tupel, so sei f(D') ein entsprechend angeordnetes Tupel.
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Die Aufspaltung der Fehlerabschitzung laut Gleichung (1.1-3) ist sehr niitzlich, da sie die
Effekte von f und X trennt. Bei der Konstruktion der Interpolante gehen X und & ein.
Diese Abhéngigkeit wird im folgenden durch die Schreibweise s x ¢ wiedergegeben.

Von Interesse ist auflerdem der Raum der Funktionen f, die durch die Interpolation repro-
duziert werden, d. h. V # € R : s;xa(v) = f(x), oder kurz: s;xe = f. Eine weitere
Modifikation ist die Einschrdnkung der Definitionsbereiche aller Funktionen auf ein Gebiet
Qmit X € Q ¢ R% Mit der Analyse dieses Problems, insbesondere fiir N — oo, befafit
sich ein eigenes Theoriegebiude.? In dieser Arbeit wird diese spezielle Fragestellung nicht
weiter verfolgt.

Definition: symmetrische Basisfunktion

Eine symmetrische Basisfunktion ist eine Funktion der Form
d:RIXRY = C;  (z,y) — B(2,9)

mit der Symmetrieeigenschaft

(1.1-4) Vaz,yecR: &(z,y) = O(y,z).
Es folgt: V 2 € R?: ®(z,z) € IR. Die Menge aller dieser Funktionen sei bezeichnet mit

(1.1-5)  SBF? := {<I> 'RYxR?— C: & ist eine symmetrische Basisfunktion } :

Wichtige Spezialfille der symmetrischen Basisfunktionen sind die drei folgenden:

Definition: metrische Basisfunktion

Eine metrische Basisfunktion beziiglich d ist eine symmetrische Basisfunktion ® € SBF?
genau dann, wenn sie die Gestalt

O(z,y) = ¢(d(z,y)) Ya,yeR
hat, wobei
¢:Rso = R
eine vorgegebene, meist stetige Funktion und
d:R? x R - R

eine Metrik? ist. Da die Metrik schon reell-symmetrisch ist, d.h. d(z,y) = d(y, z) gilt, kann
(1.1-4) nur erfiillt werden, wenn ¢ reellwertig ist. Es sei

MBF?¢ .= {CD "RIxR? > TR: & ist eine metrische Basisfunktion } .

3Vgl. [CADII] vom 06.07.93.
“Von den Metrik-Axiomen wird die Dreiecksungleichung nicht benétigt: [SchoenPosDef], S. 524.
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Definition: translationsinvariante Basisfunktion

Eine translationsinvariante Basisfunktion ist eine symmetrische Basisfunktion ® € SBF?
genau dann, wenn

(1.1-6) Va,y,z€RY: &z —z,y—2) = &(x,y).

Die Menge dieser Funktionen sei bezeichnet mit

TBF? — {d:-RYx R - C - <I> 1st‘e1ne tran§lat10n§—
invariante Basisfunktion

Definition: radiale Basisfunktion

Eine radiale Basisfunktion ist eine metrische Basisfunktion ® € MBF? genau dann, wenn
sie die 2-Metrik dy benutzt. Dann erhélt ® die Form ®(z,y) = ¢(|x — y|,). In der Literatur
wird héufig auch ¢ schon ‘radiale Basisfunktion’ genannt. Aus dem Kontext geht dort jedoch
jeweils hervor, welche Funktion gemeint ist.® Im folgenden sei

(11-7)  RBF? := {®:R?xR*—>R: & ist eine radiale Basisfunktion } .

Ein metrisches ® € MBF? ist genau dann translationsinvariant, wenn es auch die Metrik ist
— insbesondere, wenn die Metrik von einer Norm abstammt; z. B. gilt RBFY C MBF!NTBF“.

Definition: Interpolation mit symmetrischen Basisfunktionen

Als Interpolation mit symmetrischen Basisfunktionen bezeichnet man den Interpolationsan-
satz

(1.1-8)  s(z) = Y ¢;®(z,z;) + plx),
jeM

wobei p ein Polynom® auf IR und ¢ € CV ein Vektor von Koeffizienten ist.”

Unter Verwendung der 2-Metrik erhilt man so z. B. die Form

(1.1-9)  s(z) := > ¢ ®(lz —x;],) + plx).

JEM

Fiir p = 0 ergibt sich aus (1.1-8) mit der Interpolationsbedingung (1.1-1) sofort die Forde-
rung:

(1.1-10) Vie M: y; = > ¢ O(z;, 7).
jeM

Dieses lineare Gleichungssystem, man nennt es auch das Interpolationssystem, erhilt mit

(11-11) A = (D6, 25)); ens

°In der ‘klassischen’ Theorie geht man nicht von Metriken aus, sondern benutzt von vornherein die Form
®(z) = ¢(||z|,). Diese ‘klassische’ Variante wird im Kapitel 3.3 niher untersucht.

6Dijeser Polynomanteil wird nur bei bestimmten Wahlen der symmetrischen Basisfunktion ® nétig.

"Eine zuverlissige und effiziente Bestimmung dieser Koeffizienten ist oft das eigentliche Problem.
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die Form y = Ag c.® Die Interpolationsaufgabe ist also genau dann 16sbar, wenn die Interpo-
lationsmatriz Ag invertierbar ist.” Das ist sicher dann der Fall, wenn Ag positiv definit ist.
19 Entsprechende Uberlegungen werden einen grofien Teil dieser Arbeit ausmachen.

Der Fall, daB y € C" komplex ist, ldBt sich wegen der Linearitit des Problems sofort auf
den reellen Fall zuriickfiihren:
Agc=1y
& Ag(Re(e) + i Im(c)) = Re(y) + i Im(y)
& Ap Re(c) =Re(y) A Ap Im(c) =Im (y) .
Einige Beweise werden deshalb nur fiir den reellen Fall angegeben.

Fiir alle oben genannten Fragestellungen benétigt man einen umfangreicheren mathemati-
schen ‘Werkzeugkasten’, der in den Kapiteln 1.2 und 1.4 aufgebaut wird.!' Auf die eigentliche
Interpolation kommt dann Kapitel 2 dieser Arbeit zuriick.

1.2 Grundlagen der Theorie der Distributionen

Es gibt umfangreiche Literatur iiber Distributionen; stellvertretend seien hier nur genannt:
[Gel’fand], [Jantscher|, [HérmanderI|. Die funktionalanalytischen Grundlagen findet man
z. B. in [GroBmann] und [HeuserFAn]. Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie der Distri-
butionen ist im Rahmen dieser zu umfangreich, deshalb folgt nur eine kurze Ubersicht.

Sei F' ein Raum von komplexwertigen Testfunktionen; im allgemeinen benutzt man F =
CP(RY) oder F = S(IR?), den Raum der Schwartzschen oder auch temperierten Funktio-
nen.'2 In diesem Zusammenhang ist von wesentlicher Bedeutung, daf die Testfunktionen im
eigentlichen Sinne Fourier-transformierbar sind. Dieser Begriff wird im Kapitel 1.4 definiert.

Definition: Distributionenraum

Der Distributionenraum zu einem normierten, linearen Raum F' wird bezeichnet mit

F* := topologischer Dualraum zu F'
= {T:F — C: T ist eine beschriinkte, lineare Abbildung }.

Ein Element 7" des Raumes F™* heifit Distribution.

Die Bedingungen bedeuten im Detail:

Tlap+ ] = aTlp]+T] VYVaeC; p,peF, dh Tistein lineares, ...

|T| == sup |T[g]] < oo, ... beschrdnktes Funktional.
p€eF: |p|=1

81n der Literatur findet man statt Ag meist nur A.

9Falls p # 0 ist, sind fiir die Existenz von Ag ~! nur sehr schwache weitere Voraussetzungen nétig, wie in
Kapitel 2 gezeigt wird. Andererseits ist aber das lineare Gleichungssystem der Interpolation fiir viele ‘schéne’
® nur mit einem zusétzlichen Polynom lésbar.

19Da die Matrix wegen der Definition der symmetrischen Basisfunktion nach Konstruktion selbstadjungiert
ist (d.h. Ag = A_cptr), lassen sich auf eine positiv definite Matrix giinstigere Algorithmen anwenden, z. B. die
Cholesky-Zerlegung. Weiterhin existiert eine seit den 30er Jahren ausgearbeitete Theorie positiv definiter
Funktionen: [SchoenPosDef].

"Eine gute Zusammenfassung davon findet man auch in [WeinrichDr], Kap. 4.2.

12Beim Schwartz-Raum mufl man beriicksichtigen, daf} er nicht in natiirlicher Weise mit einer Metrik oder
gar mit einer Norm versehen ist. Er ist nach Laurent Schwartz benannt.
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Lineare Operatoren sind genau dann stetig, wenn sie beschrankt sind. Daher gilt:

F C
on =2 ¢ = Tlea] = Tlgl.

Definition: regulidre Distribution

Die regulédre Distribution zu f aus dem normierten, linearen Funktionenraum F ist

T F € g Tyly] = /f(a:)gp(:r) dz |
]Rd
falls der Ausdruck existiert und Ty € F™*, insbesondere also beschriankt ist.

Definition: Ableitung von Distributionen
Zu o € N Multiindex, T € F* und ¢ € F N Cl*(IR?) setzt man, falls T[D®p)] existiert:

9\l
(DT [¢] = (=1)*'T[D%)], wobei D®:= o St
xa
Diese Definition ist dadurch motiviert, dal nun fiir regulére Distributionen gilt:

Dan = TDO‘fa

was normalerweise mittels partieller Integration bewiesen wird.

1.3 Grundlagen der Bessel-Funktionen

Dieses Kapitel stellt die in dieser Arbeit bendétigten Definitionen und Sétze iiber Bessel-
Funktionen zur Verfiigung. In [AbramStegun|, Kap. 9-11 findet sich ein umfangreiches Ver-
zeichnis der Eigenschaften dieser Funktionen, speziell Formel 9.1.20 ist hier von Bedeutung.
Als Literatur ist weiterhin auf [Bron], Kap. 3.3.1.3.4 zu verweisen.

Definition: Bessel-Funktionen erster Art J,
Fiir v € C mit Re (v) > —5 und ¢ € Ry setzt man:'?

o (%)V / \VL3 s
() = F(y+%)F(%)l/1(1_S) e ds .

Man bezeichnet J, als Bessel-Funktion erster Art zum Parameter v.'

Die Funktionen J, erfiillen die Bessel-Differentialgleichung'® x? y" + xy' + (2> —v?)y = 0.
Es gilt J, = J,, fir v € R. Falls v = + (n + %g mit n € Ny ist, nennt man die Funktionen
auch sphdarische Bessel-Funktionen erster Art. Sie haben die elementaren Darstellungen

Jn+%(t) = \/% (fn(t) sint — g,(t) cost) und

2

Jini%(t) = (=" p (gn(t) sint + fu(t) cost) ,

'3 Anmerkung: ' (3) = /7.
!4Diese Definition folgt der von [SteinWeiss], Kap. IV, S. 154, vgl. auch [AbramStegun], Gleichung 9.1.20.

5Der GroBteil der Literatur definiert sie als Losungen dieser Gleichung.
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wobei sich die rationalen Funktionen f, und g, rekursiv bestimmen lassen. Am h&ufigsten
werden fo(t) =1, go(t) = 0, fi(¢t) = 1/t und ¢,(t) = 1 benotigt.

Eine weitere Spezies sind die modifizierten Bessel-Funktionen dritter Art K,.'® Man findet
ebenso die Bezeichnung Mecdonald-Funktionen. Definiert werden sie in der Regel als eine
Familie von Losungen der Differentialgleichung z° y" + zy' — (z*+v*)y = 0. Firv e R
gilt K, = K,. Die Funktionen haben die Integraldarstellung'”

Ku(z) = /eu coshs cosh(p s) ds fir |argz| < g .
0

Fiir diese Funktionen gelten auflerdem die Aussagen:'®

. fiir z = 0 logarithmische
© (ln (5)) und g =0 Singularitit
(1.3-1)  Ku(z) = ( s Lu) fir z — 0 ]
u O (T(u) (2) und Re (1) > 0 Pol p-ter Ordnung
| \/% et? (1 +0 (%)) fiir z — oo exponentieller Abfall

Dabei ist O das wie folgt definierte Landau-Symbol:

Definition: Landau-Symbol

Das Landau-Symbol O wird fiir zwei Funktionen!® f, g : € — C definiert durch die folgende
Aquivalenz:

f(z) = O(g(z)) fiir z = 2y € CU {0}
1z — zo| < 1/R fiir g € C

<= J3C0>0 VR>0: { 2 >R fiir 2 = o

}:» F() < Clgla)].

1.4 Grundlagen der Fourier-Transformation

Eine umfassende Darstellung der Theorie der Fourier-Transformation ist hier auf Grund der
Komplexitit des Themas nicht méglich. Deshalb werden in diesem Kapitel nur die fiir diese
Arbeit wichtigsten Definitionen und Sétze angegeben.

Dieses Kapitel geht mit uneigentlichen Integralen rein formal um. Es findet keine Diskus-
sion dariiber statt, ob die Umformungen im klassischen Sinne, im distributiven Sinne oder
iiberhaupt nicht erlaubt sind. Insbesondere fiir Aussagen iiber die Existenz der Integrale ist
die einschligige Literatur heranzuziehen.?’ Das wird auch in allen nachfolgenden Kapiteln,
in denen die Fourier-Transformation benutzt wird, so gehandhabt.

Es gibt viele gebrduchliche Varianten, die Fourier-Transformation und ihre Inverse zu
definieren.?! Diese Definitionen gehen durch einfache Substitution und Skalierung ineinander
iiber. In dieser Arbeit werden die folgenden Definitionen benutzt, die der Konvention von
[HormanderI] entsprechen:

16Gje tauchen unter anderem in Tabelle 1 auf.

17[AbramStegun], Gleichung 9.6.24.

18Tn [AbramStegun] sind diesen Funktionen die Kap. 9.6 bis 9.8 und 10.2 gewidmet, hier werden speziell
die Gleichungen 9.6.9 und 9.7.2 benutzt. Entsprechende Aussagen finden sich auch in [Bron], Kap. 3.3.1.3.4
und [CADII] vom 25.05.93 und 22.06.93.

19Siehe z. B. [HimmHoff], S. 41f.

20Passende Integralsitze fiir dieses Kapitel, z. B. den von Fubini, findet man in [BronE], Kap. 8.2.4.3.

21Vgl. [BarrosNeto], [HérmanderI] und [SteinWeiss].

3
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Definition: Fourier-Transformation
Fiir f : RY — C setzt man, falls der Ausdruck existiert:

M (f)(w) = / fz) etin"™ gig.

(d)
Man nennt dann FT (f) die Fourier- Transformierte von f.

Definition: _inverse Fourier-Transformation
Fiir f: R? — C setzt man, falls der Ausdruck existiert:

(d) . A Ctr
FT () (2) = (2m)~ /f(w)e““’ e
]Rd

(d) . .
Man nennt FT +(f) die inverse Fourier- Transformierte von f.

Die Schreibweise FT*! suggeriert, dafl FT o FT*! = Id und FT*! o FT = Id gilt. Das ist aber
bei weitem nicht auf jedem Funktionenraum gegeben.??> Die Operatoren FT und FT'! sind
linear in f bzw. f

Da Mifverstiindnisse meistens ausgeschlossen sind, kann man die Dimensionsangabe (@’
weglassen. Soll eine Funktion mehrerer Variablen nur beziiglich einer Variablen trans-
formiert werden, so verdeutlicht man das mittels einer hochgestellten Variablenangabe:

(d) (d) .

FT2(f(z,y))(w) als Funktion von w und y bzw. FT +'¥(f(w,n))(x) als Funktion von x
und 7. Die Tabelle 1 auf S. 48 enthélt eine Liste der fiir diese Arbeit wichtigsten Fourier-
Transformierten.

Statt der Fourier-Transformation kann auch jede andere bijektive Integraltransformation
benutzt werden, sobald ihre Kernfunktion k(z,w) die Anforderung k(z,w; + wq) = k(x, wy) -
k(x,wsy) erfiillt. Dadurch bleibt de facto nur noch die Fourier-Transformation {ibrig.

Satz 1.4-1 (Ein Existenzsatz)

feLi(RY = FI(f) € C(RY) existiert.
f € SRY = FI(f) € S(RY) existiert.

Somit existiert auch FT(f) fir f € CF(RY) c S(RY).

Satz 1.4-2 (Zusammenhang zwischen den Operatoren FT und FT*')
Fiir alle Fourier-transformierbaren f :R? — C gilt:

FE O )@) = n T (F@)(-a) = @n™ B (o))

22Mehr dazu in Satz 1.4-12 und der zugehdrigen Anmerkung,.
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Satz 1.4-3 (Fourier-Transformation von Translaten)

Fiir alle Fourier-transformierbaren f : R — C gilt:

(14-1) VteR?: FI(flz—1t)(w) = " FI(f(2))(w)
(1.4-2) und  FT(e" " f(2))(w) = FT(f(z))(w —1) .

Beweis:
zu Gleichung (1.4-1):

. Substitution ¢y := x — ¢
FT(f (2 — 1))( /f ) etin gy g 9T

dy
_ /f el (Y w+tTw )dy
— th“ /f )eliytrw dy
zu Gleichung (1.4-2): analog. q.e.d.

Satz 1.4-4 (Fourier-Transformation von Funktionen mit skalierten Variablen)
Fiir alle Fourier-transformierbaren f : IR? — € und alle a € C \ {0} gilt:

(143)  FT(f(an)w) = — FI(f(x)) (—w) and

al
(L) FT(@)er) = o 7T (5 (10)) (@)

| a

Beweis:
zu Gleichung (1.4-3):

. Substitution y := ax
FI(f (02))() = [ f(a2) 7" da S a2 (1)
Ay

a
= [ et ol ay

= |a[ " FT(f(2))(w/a)
zu Gleichung (1.4-4): analog. q.e.d.

Satz 1.4-5 (Komplexe Konjugation von Fourier-Transformierten)
Fiir alle Fourier-transformierbaren f : R — C gilt:

FI(f(2)(w) = FT(f(-2))(w) = FT(f(2))(-w).

Fiir die inverse Fourier-Transformation gilt die analoge Aussage:

FTH(f(2)(w) = FTH(f(-2))(w) = FT'(f(2))(-w).

Beweis:

pliate g, Substitution

/f )eliz"w dy = /f e dy = ? T

tr
sz (Lw) dLE

Die zweite Aussage folgt mit Satz 1.4-2. q.e.d.



1.4. Grundlagen der Fourier-Transformation 9

Satz 1.4-6 (Fourier-Transformation von radialen Funktionen)

Die Funktion ® : R* — C sei radial, d.h. ®(z) = ¢(||z[|,) und Fourier-transformierbar. Dann
ist auch ihre Fourier-Transformierte ¢ radial: ¢(w) = ¢o(||lw],).?* Dariiber hinaus gilt fiir
® € L;(RY und d > 2 mit v := 42:

wo(r) = 2mr™” /¢(s) 1,21 rs) s* T ds.
0

Dabei ist J, eine sphérische Bessel-Funktion erster Art.

Bemerkung:

Der Integralausdruck im Satz 1.4-6 hat die Form einer sogenannten Hankel-Transformation
erster Art:

HT(f)(r) = /nf(s)Jp(rs)ds.

In der Literatur finden sich entsprechende Tafeln dariiber.

Satz 1.4-7 (Fourier-Transformation beziiglich zweier Variablen)
Die Fourier-Transformation iiber IR?? 148t sich hiufig, d. h. wenn an der angegebenen Stelle
im Beweis der Satz von Fubini anwendbar ist, auf die Fourier-Transformation iiber IR¢ wie
folgt zuriickfiihren:

(2d) (d) ()

FI (f(z,y)) = FLYoFI*(f(x.y)).

) @
FI 2 (fwm) = FI o FT=2(f(w,m)).

Beweis:

(2d)

FT(/(:)(Q) = [ f(2) e mit 2 = (3). ¢=(;)
= [ Hay) e 6 @i, y)
falls Fubini

= Liztw jd Liytn jd
f(z,y)e dz | e %y, anwendbar ist
]Rd ]Rd
(d)

= £ (F( e ))) 0

Mit Satz 1.4-2 folgt die Behauptung iiber die inverse Fourier-Transformation. qe.d

23 Auf Grund von Satz 1.4-2 gilt ebenso die Umkehrung. Ein Beweis findet sich z. B. in [SteinWeiss],
Kap. IV, Corollary 1.2.
24Vgl. [SteinWeiss], Kap. IV, Theorem 3.3.
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Satz 1.4-8 (Fourier-Transformation von Ableitungen und
Ableitungen von Fourier-Transformierten)

Fiir alle @ € N und alle Fourier-transformierbaren f € Clo/(IR%) gilt, falls die Ausdriicke
existieren:

FT(D*f(z))(w) = (iw)* FT(f(2))(w),
DU(FT(f(2))(w) = FI((=iz)* f(2))(w).

Man beweist dies mittels |a|-facher partieller Integration.

Definition: Faltung von Funktionen (auch Konvolution genannt)
Fiir f,g: R? — C setze, falls der Ausdruck existiert:

(f9)(@) i= [ fla=y)aly)dy.

Will man verdeutlichen, daf§ eine radiale Funktion f(r), die fiir beliebige Dimensionen d
definiert werden kann, auf einem bestimmten IR? gefaltet wird, so gibt man die Dimension
als unteren Index am ‘x’” an, z. B. f %3 f.

Satz 1.4-9 (Fourier-Transformation von gefalteten Funktionen)

Falls f, g : R? — € und ihre Faltung Fourier-transformierbar sind, gilt:

FI(f +g) = FI(f) FI(g) FTH(f) FTH(g) = (2m)* FTH(f x g)
und unter analogen Voraussetzungen:

FT(fg) = (2m)"* FI(f) = FI(g) FTH(f) « FT*(g) = FI*'(fg).

Einen Beweis findet man in [Hormanderl], S. 163 und Satz 1.4-2.

Definition: Fourier-Transformation von Distributionen

oder wverallgemeinerte Fourier-Transformation.:
ZuT € F*und ¢ € F setze:

(VET(T)[¢] = T[FT(p)];
falls FT'(¢) € F existiert.

Die Sidtze 1.4-2 und 1.4-8 koénnen entsprechend auf die verallgemeinerte Fourier-Transfor-
mation {ibertragen werden.

Satz 1.4-10 (Verallgemeinerte Fourier-Transformation von reguléren Distributionen)

Seien die Funktion f : IR? — € und ihre regulire Distribution Fourier-transformierbar.?®
Dann gilt:

vET(Ty) = Tery) -

% Das ist z. B. fiir f € L;(IR?) erfiillt.
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Beweis:

[FT ()] Definition von vFT

Eine Verallgemeinerung davon ist:

Satz 1.4-11 (Plancherel)
VieLl, 3fel, sodaf Vepes: /fPT(cp):/fgo.

Ein Beweis findet sich z. B. in [DigSigVer], Kap. 1.5, Satz 2.

Hier gilt also: vFT(T}) = T}, und in diesem Sinne ist “f = vFT(f)”. Der Sachverhalt
inspiriert die folgende Definition:

Definition: verallgemeinerte Fourier-Transformation von Funktionen

Falls fiir eine Funktion f : IR?” — C und einen Testfunktionenraum F ein f 'R - C
existiert, so dafl

VeeF: [[@FT)@)d = [ fw)plw)ds
gilt, so setzt man

vFT(f) = f

und bezeichnet den Ausdruck als verallgemeinerte Fourier-Transformierte der Funktion f.
Dabei darf man nicht vergessen, daf} diese Definition vom Testfunktionenraum F' abhéngt. So
sind z. B. Polynome beziiglich C(IR%) und S(IR?) transformierbar, beziiglich des gréferen
Raumes C*®(IR?) jedoch nicht.

Satz 1.4-12 (Parseval-Gleichung)

vigeS: [rg = @nt [FI()FI) .

Y fg€ly: /fg — (gﬂ)ld/vpr(f)vmg).

Der Beweis benutzt gewdhnlich Satz 1.4-11.%6

26Vgl. [Hormanderl], S. 163 oder [GroBmann], S. 92.
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Bemerkung:

Aus Satz 1.4-12 ist ersichtlich, daf§ die (verallgemeinerte) Fourier-Transformation auf Ly ein
Normisomorphismus ist, denn der Vorfaktor (2 7)+4 entfillt, wenn die Definition von FT und
FT*! symmetrisiert wird, indem beide Integrale den Faktor (27)"%? bekommen. Auf S(IRY)
ist die Fourier-Transformation stetig, linear und bijektiv; es gilt FT*!' o FT =1d = FT o FT*',
Dasselbe gilt fiir vFT auf S(IR%)*.

Bemerkung 1.4-13

In dieser Arbeit werden hiufig Funktionen f Fourier-transformiert, die sich in keinem der
Riume L,, p € NU{oo} oder S befinden. Man kann meist nur f € [\° (IRd \ {0}) vorausset-
zen. Beispiele dafiir sind Polynome oder rationale Funktionen mit nicht hebbaren Polstellen.
Das Produkt der ersteren mit jeder beliebigen Testfunktion ¢ € S 148t sich iiber IR? integrie-
ren, bei den letzteren darf man nur solche ¢ zulassen, die an den Polstellen von f Nullstellen
von hinreichend hoher Ordnung haben.?”

Die Methoden der Regularisierung, die nétig sind, um auch solche Funktionen f zu behan-
deln, werden in [WeinrichDr], Kap. 4.3 sehr ausfiihrlich erldutert. Hier sei nur ausdriicklich
darauf hingewiesen, daf die Tabelle 1 auf Seite 48 in der Spalte ‘vFT(®)" auch Funktionen
enthélt, die nur als verallgemeinerte Fourier-Transformierte der reqularisierten Funktion f
verstanden werden diirfen. Besonders bei den Funktionen f, die Polstellen haben, mufl man
damit rechnen, dafl zusétzlich J-Funktionale und Ableitungen von §-Funktionalen auftreten.
Diese sind in der Tabelle nicht angegeben.

1.5 Norm und Kondition einer Matrix

Definition: p,¢-Norm einer Matrix

Die p, ¢-Norm einer Matrix A € C¥*? ist definiert als

|Az],
= sup = max [Az],,
220 |7/, ], =1

1AL,

wobei p,q € N U {oc} sind. Falls es offensichtlich ist, welche Vektornormen gemeint sind
(meist sind dies die 2-Normen), 1&8t man die Indizes p, ¢ weg.

Definition: grofiter und kleinster Betrag eines Eigenwertes

(Ddxd

Der grofite und der kleinste Betrag eines Eigenwertes einer Matrix A € seien bezeichnet

mit:
(A) := max{ |\ : X ist Eigenwert von A} und
(A) = min{ |A|: X ist Eigenwert von A} .

Allgemein gebriiuchlich ist die Bezeichnung Spektralradius einer Matriz fiir X(A).
Die 2,2-Norm hat die angenehme Eigenschaft:®

VAeC™: |A],, = X(A"4).

2TGtellen innerhalb von offenen Umgebungen, auf denen f konstant Null ist, kann man durchaus die
Nullstellenordnung oo zuweisen.
2 HammHoff], S. 76.
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Wenn die Matrix selbstadjungiert ist, also A=A gilt, vereinfacht sich die Gleichung zu:

(15-1) VA=A"eC™: |A],, = X(4),
denn aus der linearen Algebra kennt man fiir solche A:

(A) = max{|[Az|,: €C*A |z[,=1} und

A
(1.5-2) ,
A(4) = min{ |Az], s z €€ A ], =1}

Die Kondition eines linearen Gleichungssystems bzw. einer Matrix ist ein Maf fiir die nu-
merische Stabilitdt?® moglicher Losungsverfahren. Sie ist definiert durch:

Definition: Kondition einer Matrix

Die Kondition einer Matrix A beziiglich der |-, -Norm ist

IA[l,, 1A+, falls AT existiert,

o0 sonst.

cond, o(A) = {

Wie oben ld3t man die Indizes meist weg. Man benutzt nur von Vektornormen induzierte
Matrixnormen,* weil die Ungleichung |A x|, < [A[ , |z[, von essentieller Bedeutung ist.

Firp=¢g=2und A = A" ergibt sich, falls A! existiert:
conds o (A)
=X(A) - XA
= max{ |A| : A ist Eigenwert von A} - max{|1/A|: X ist Eigenwert von A}
(1.5-3) _ max{ |\ : Xist Eigenwert von A}
min{ [A| : A ist Eigenwert von A }
~ max{ [Az|,: z€CA |z, =1}
~ min{ |Az|,: 2€C A 2|, =1}

analog (1.5-2).

Weitere grundlegende Eigenschaften der Kondition findet man in jedem Buch iiber Numerik.
Eine typische Aussage ist etwa:

Satz 1.5-1 (Fehlerfortpflanzung bei der Liosung eines linearen Gleichungssystems)
Aus Az = bund (A+AA) (z+Az) = b+ Ab folgt, falls [AA], - [[A],, < 1 gilt:*

|Az], cond, 4(A4) <|AA||M N IAb,,> _

= JAA|
HxHq 1 — Condp’q(A)sz;’q HAHp,q Hpr

2Das ist die Unempfindlichkeit gegeniiber den unvermeidlichen Rundungsfehlern, die bei jeder einzelnen
Operation auftreten.

30Zumindest benutzt man mit Vektornormen vertriigliche Matrixnormen. Die oben eingefiihrten p, g-Ma-
trixnormen werden von den entsprechenden Vektornormen induziert und sind somit vertréiglich.

31Vgl. [HimmHoff], S. 84.
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Die Kondition einer Matrix ist immer durch 1 nach unten beschrédnkt. Am Satz 1.5-1 ist zu
erkennen, daf§ der relative numerische Fehler mit cond, ,(A) fast linear anwéchst.?? Man ist
also bestrebt, die Kondition nach oben abzuschitzen, wozu meist ||A[, und A+, einzeln
betrachtet werden. Im Falle der 2,2-Norm ist dafiir der Satz von Gerschgorin sehr niitzlich.
Er lautet:

Satz 1.5-2 (Gerschgorin)
Sei A = (a;;) € C™? beliebig. Dann gilt:

{AeC: )ist Eigenwert von A} C U K.
i=1,...d
wobei

K; ::{zGC: z— X < Z ai,j|}

=1, e d,

die Kreisscheibe um das i-te Diagonalelement der Matrix bezeichnet, deren Radius die Zei-
lensumme der Betréige der i-ten Zeile ohne das Diagonalelement ist. Genausogut kann man
auch die entsprechende Spaltensumme benutzen.3?

Fiir selbstadjungierte Matrizen folgt mit Gleichung (1.5-1):

+ > am‘|) :

=1, d,

(1.5-4) A, = AM(A) < max (|ai,i

Definition: bedingt positiv definite Matrix

Eine bedingt positiv definite Matrix ist eine Matrix A € €?*¢ auf dem Untervektorraum
V CC? genau dann, wenn gilt:

A" = A (d.h. A ist selbstadjungiert)
A VeeV: z25Az > 0
A YzeV: z"Az = 0 2=0.

Fiir V = €% nennt man die Matrix schlicht positiv definit.

Satz 1.5-3 (Hauptachsentransformationssatz)

Fiir jede selbstadjungierte Matrix A = A" e pixd gibt es eine Orthonormalbasis B des €?
aus Eigenvektoren von A. Entsprechend gibt es eine unitire Matriz P € C¥? mit P! = Ftr,
die den Basiswechsel von B zur kanonischen Basis K vermittelt, so da D := P! A P eine
Diagonalmatrix ist, deren Diagonale aus den Eigenwerten von A besteht.

32[SchwarzNum)] stellt auf S. 33 die Daumenregel auf, dal man pro 10er Potenz von cond, ,(A) eine
Dezimalstelle Genauigkeit der Losung verliert. Nun sind Konditionen der Gréfienordnung 10'° bei grofien,
vollbesetzten Matrizen durchaus nichts ungewohnliches. Solche Matrizen kommen vor — die Stiitzstellenzahl
N kann durchaus 5000 betragen. Diinnbesetzte Matrizen wurden erst durch die radialen Basisfunktionen mit
kompaktem Tréger moglich. In ungilinstigen Fillen hat man Prikonditionierungsmethoden zur Verfiigung,
die hier aber nicht behandelt werden sollen.

33Ein Beweis findet sich z. B. in [HimmHoff], S. 110f.
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Fiir alle z € C¢ folgt mit y := P z fiir die Quadrik z*" AZ:
d
$"AT = 2" PDP T = (P"x)"D(P"x) = y" Dy = SN yl?
7j=1

Fiir den Betrag dieser Quadrik ergeben sich wegen [y|l, = [P™ x|, = |z|, daraus die
folgenden Abschiatzungen:

(155) VaeC: MA) |z < [2"A7) < X(A) a5 .
Weiterhin erhélt man den

Satz 1.5-4

Sei A € €% eine selbstadjungierte Matrix mit den Eigenwerten Aj und den zugehorigen
Eigenvektoren e;. Sei B := {e; },=1,..4 deren Menge.

Sei V' ein Untervektorraum von C? und B C B die Menge der Eigenvektoren mit Komponente
in Richtung V, d. h. B = {e € B: (e|z) # 0 fiir ein x € V }. Ohne Einschréinkung sind

dies die ersten d Elemente von B. Dann gilt:

A ist bedingt positiv definit auf V

& A ist positiv definit auf span (B)
< min{ )] }j:1

Insbesondere mit V = C? (und entsprechend V = €?) folgt:

A positiv definit auf € <&  A(A4) > 0.
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2 Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen
Basisfunktionen

2.1 Die Funktionenrdume Fun? und P¢

Definition: Raum Fun?

Der Raum Fun? aller komplexwertigen Funktionen auf dem R%st definiert durch

Fun? = {f:]Rd—>(D}.

Definition: Ordnung eines Polynoms

Die Ordnung eines Polynoms

plz) = Y cuaz® ( die « sind Multiindizes )

a€ENE: |aj<m

auf IR? ist die kleinste Zahl ord (p) := m € Ny, die nicht mehr als Betrag eines Exponenten
vorkommt, d.h. fiir die gilt: |a| > m = ¢, =0.

Definition: Polynomraum P?

P .= { p € Fun? : pist ein Polynom mit ord (p) < m } )

m

Aus der Definition ist sofort ersichtlich:
e ord (p) = grad (p) + 1 fiir p # 0; auf R" ist ord (p) also die Anzahl der Koeffizienten.
e Eine Basis von IPY ist {x”‘ ca € N§ A ol < m}

Desweiteren ergibt sich:

m+d—1

dimIP?¢ =
01mm< d

) fiir m > 1; fiir IP¢ = {} setzt man dim IP{ := 0.
Im folgenden wird dim IP¢ mit @ bezeichnet.

2.2 Die Funktionalriume PF? und S%

Definition: Punktauswertungsfunktional

Das Punktauswertungsfunktional zu X = {z;};cas und ¢ € €V ist mit der Dirac-Distribu-
tion3* § definiert durch:

A= Ay, = chéxj.

jEM

34Gie wird auch Kronecker-Symbol genannt. Korrekter ist jedoch die Bezeichnung Dirac-Distribution.
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Fiir f: R? — C gilt also:
Axelf) = D ¢iflay) = " f(X).
jEM
Die Menge aller solcher Funktionale wird mit
PR = { Ay, :Fun’ - € mit X = {2;}icps und ¢ € €V beliebig }

bezeichnet. Das komplex konjugierte Funktional sei definiert durch

Axe = Axz- Es gilt also: Ax.(f) = Axz(f) # Mxe(f) = Axz(f).
Wird ein Funktional auf eine Funktion mehrerer Variablen angewandt, so entsteht eine
Mehrdeutigkeit. Man entfernt diese, indem man die Variable als oberen Index angibt, auf
die sich das Funktional bezieht. Als Beispiel sei eine Funktion von z und y genannt, auf die
das é-Funktional wirkt:

(5;1{(f(:r,y)) = 5a(f(;y)) = f(x:a) :
Ein eindeutiger Zusammenhang zwischen einem A € PF? und einem Paar (X, c) lait sich
nur herstellen, wenn man fiir ¢; € R z. B. ¢; < ¢y < ... < ¢y verlangt. Tatséchlich wird
ein solcher Zusammenhang aber nirgends benétigt, wenn man akzeptiert, dafl z. B. das
Null-Funktional durch (X,¢) = ({},()) genauso gut représentiert wird wie durch (X,¢) =

({x1,...,zn},(0,...,0)).
Hieraus ergibt sich:

e Ay, ist ein lineares Funktional mit suppAx,. = X\{z;: ¢; = 0}. Schrinkt man es
auf einen normierten Untervektorraum F von Fun? ein und impliziert dessen Norm-
Konvergenz die punktweise Konvergenz, so ist nach Kapitel 1.2 Ax . eine Distribution.

e PF? ist ein C-Vektorraum. Seine Einschrinkung PF?|, auf den oben genannten Un-
terraum F' ist ein Untervektorraum von F™.

e Zum Beispiel fiir F':= (C(Q), |-[|,) € Fun”ist PF?|, ein normierter Raum, und fiir

die induzierte Norm gilt: |[Axc(f)| < [[Ax,cll - || f]lo, wobel [Axc]| = > |¢;| = [l¢|, und
JEM

I f]l,. = sup |f(x)] ist.
€N

Im folgenden ist es weitaus giinstiger, einen Teilraum S&(®) von PFd|C(Rd) zu betrachten,
der mit einer ganz anderen Topologie versehen ist. Diese wird von einem Skalarprodukt
induziert, das wiederum von einer fest gewihlten symmetrischen Basisfunktion ® € SBF¢
abhiingt.?

Definition: Semisymmetrische Sesquilinearform auf PF?
@ : R? x R — € habe die Symmetrieeigenschaft ®(z,y) = ®(y,z). Zu A, u € PF? definiert
man die semisymmetrische Sesquilinearform (-, -), auf PF? beziiglich & durch:
()‘7 /L)<1> = )‘I °© ﬁy((I)(x, y)) .
In ‘ausgeschriebener” Form mit A = Axx v, p1 = pixu en :

()\XA,CA y /,LX#’CM) = Z Ci‘g‘b(l‘“x]) .

P
T, EXA, T;EXH

Semisymmetrie und Sesquilinearitét von (-, )4 sind evident.

% Die endgiiltige Definition von S%~(®) erfolgt erst im Kapitel 2.4.
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Definition: Raum S¢t

gfnl = {)\X’CEPFd|C(Rd): pelPl = Ax.p) = > eiplzy) = 0} )

JEM

Dies ist die Menge aller Punktauswertungsfunktionale, die auf den Polynomen von Ordnung

< m verschwinden. §g} ist ein C-Untervektorraum von PF¢.

2.3 Bedingt positiv definite Funktionen
Definition: bedingt positiv definite Funktion

Eine bedingt positiv definite Funktion der Ordnung m € Ny auf dem IR-Vektorraum V' ist

ein ®:V xV — C mit ®(z,y) = ®(y, z) und der weiteren Eigenschaft:
(23-1) YAeSH: (AMN)y>0 sowie (MA)y=0& A=0,

bzw. ausfiihrlicher formuliert:

Mit
N € N beliebig, M = {1,...,N},
X = {zj};cpy €V paarweise verschieden und
¢ € CV beliebig

gilt:

(23-2)  pEP A Axe(p) =" p(X) =0 = X .0hx (®(z,y)) > 0.
Oder in ‘ausgeschriebener’ Form mit der Matrix A aus (1.1-11):

(23-3) a€Nj A laj<m A Y cirf =0 = MAgc = Y ey Oz, ;) > 0,
jeEM ijeM

wobei jeweils ‘= 0’ nur fiir ¢ = 0 angenommen werden darf. Ansonsten ist die Funktion
nur ‘bedingt positiv semidefinit’. Funktionen der Ordnung 0 werden schlicht ‘positiv definit’
genannt.? Der Raum der auf V' bedingt positiv definiten Funktionen sei mit

BPD(m,V) := {<I> Vxy . PistaunfV bedingt positiv }

definit der Ordnung m
bezeichnet. Zur Abkiirzung setzt man
BPD(m) := BPD(m,RY).

Nach Voraussetzung gilt nun BPD(m) c SBF

36Diese Definition findet sich schon 1938 bei [SchoenComMon], S. 184.
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Bemerkung 2.3-1

e Der Raum V% := {c e €V : "p(X) =0V p € P? } ist ein Untervektorraum von
C". Laut Satz 1.5-4 gilt also: ® € BPD(m) < Ag ist bedingt positiv definit auf V2.

o Statt {:1:0‘ ca €NE A ol < m} kann in (2.3-3) auch jede andere Basis des IP¢, benutzt
werden.

e & € BPD(0) erzeugen positiv definite Interpolationsmatrizen Ag, denn fiir |a| < m =0

ist die Forderung 3 cjxg =0 leer. Dadurch ist der Name dieser Funktionenklasse
jeM
inspiriert.

e Wegen PL CcP¢c...c P! c... folgt BPD(0) C BPD(1) C...C BPD(m) C...,
da von Stufe zu Stufe die Menge der zulédssigen Polynome p grofier, die Menge der
zuliissigen ¢ kleiner und daher die Bedingung ¢'" A ¢ > 0 schwiicher wird.

e Ist VCIR? ein Untervektorraum, so folgt BPD(m, V) D BPD(m,R%). Diese Eigen-
schaft ist insbesondere fiir V =R mit d’ < d niitzlich.

Lemma 2.3-2

Setzt man voraus, daf§ @ € BPD(m) ist, so wird aus der semisymmetrischen Sesquilinearform
(-,+)e ein echtes Skalarprodukt (-|-), auf S

Beweis:
Es ist nur die positive Definitheit von (-, -)4 auf S zu zeigen. Sie gilt laut Gleichung (2.3-1):

®EBPD(m) &VAESH: (AMN)e>0 A [(MA)g=0< A=0].
q.e.d.

2.4 Der Funktionalraum S%'(®) und der Funktionenraum Span$

Definition: Raum S (®) zu ® € BPD(m)
Sei (:|-)4 das Skalarprodukt aus Lemma 2.3-2. Dann ist
S (®) = (S (1))

37

ein komplexer Prd-Hilbertraum.

Wie iiblich induziert das Skalarprodukt (:|-)g jeweils eine Norm |||, Metrik und Topo-
logie auf S&-(®). Fiir die Norm ergibt sich mit der Interpolationsmatrix aus (1.1-11) der
Zusammenhang

(24-1)  [Axele = Axeldxe)e = X g ®(ai,z;) = T Age.

1,jEM

3TEs sind auch andere Bezeichnungen geldufig. In [WeinrichDr], S. 12 z. B. heifit der entsprechende Raum

(72)"
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Unter Anwendung des funktionalanalytischen Verfahrens der Vervollstdndigung gelangt man
Zur

Definition: Raum E}g}(q))(I>

Der Raum Sg}(@)q) zu & € BPD(m) sei

ani(q))@ := Hilbertraum-Abschluf von S%-(®) beziiglich der ®-Topologie

{ (An) CSE(®) = (N,) ist Cauchy—Folge}
oy

n— 00

Definition: kanonische Injektion

Dabei ist die kanonische Injektion durch?®

J— dl
[:825(@) = SE@)"; A o I(\) = {(An)neN: An%)\}
gegeben. Sie ist ein beschréinkter, linearer Operator.

Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, daf sich das Skalarprodukt (-|-)4 von S&-(®) ein-
deutig auf Sg}(cb)(I> iibertragen 148t so daf} gilt:

VA €Sy (@) (TN () grge = (Mide -
Dadurch wird S%!(®) normisomorph zu dem dichten Untervektorraum I (Sﬁf(@)) des kom-

plexen Hilbertraumes (%Qa <"->Scil—@¢ )

Definition: Raum Span}
Sei SBF? wie in Gleichung (1.1-5) definiert. Zu ® € SBF? sei

Spand := span {<I>(-,y): Y E]Rd} C Fun?

die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Translaten® von ®. Span? ist ein kom-
plexer Untervektorraum von Fun?.

Oft benétigt man den Ubergang zwischen einem Funktional Ax, und der entsprechenden
Funktion aus Span4. Daher fiihrt man die Abbildung PFtoSpan,, ein:*

Definition: Abbildung PFtoSpang
Fiir ® € SBF? setzt man

PFtoSpang : PF? — Span%: X+ f\ := PFtoSpang(\) = A\ &(-,y) .
Fiir beliebige Elemente ¢'* ®(-, X) € Span} gilt also mit A := \x. € PF“

Hhx) = NWo(z,y) = > ¢;®(z,z;) = " P(z,X) .

jEM

Daran erkennt man, dafy die Abbildung surjektiv ist.

3¥Nomenklatur laut [WeinrichDr], Kap. 3.1

39Diese Bezeichnung ist eigentlich nur fiir translationsinvariante Basisfunktionen korrekt. Sie 148t sich aber
ohne Einschrinkung auf den allgemeinen Fall iibertragen.

40Finer alten Programmierertradition folgend, seien selten benutzte Objekte mit besonders aussagekrfti-
gen und daher langen Namen bezeichnet.
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Diese Abbildung induziert eine semisymmetrische Sesquilinearform auf Span% wie folgt:

Definition: semisymmetrische Sesquilinearform auf Span}

Die semisymmetrische Sesquilinearform auf Span% ist fiir fy, fu € Span% gegeben durch:

(f)"f“)spané = ()‘aﬂ)(y .

PFtoSpang ist daher eine Sesquilinearformisomorphie.

2.5 Das allgemeine Interpolationsverfahren und seine Lésbarkeit

Kommen wir nun zum allgemeinen Interpolationsverfahren. Mittels der Funktionalschreib-
weise und den Definitionen*!

(25-1)  ®(x, X) = (D(2,2i));cp, und  S(z) = (pr(2)),

LR Q
erhélt der Interpolationsansatz (1.1-8) die kurze Form:
sxa(z) = Mk (®(z.y) + plz), wobei
)‘yX,c((I)(x:y)) = Ctr(I)(an) = Z Cj (b(xaxj) und
jeM

(2.5-2) Q
p(z) = B"S(x) = > Bip(z) mit

k=1

{Pe}p—1,..o  eine beliebige Basis von Pe . Q := dim P, .

Somit ist s € Spand + P? . In Korollar 2.5-4 wird gezeigt, daff diese Summe sogar direkt
ist. Sei nun?2

A NxN
(25_3) Aq; = ((I)(xi7xj))i,jEM e RY™ ,

P=S5(X) = (pk(xi))ieM, k=1,..,Q € RY¥9

Dann ergibt die Interpolationsbedingung (1.1-1) sx.¢(X) = y das folgende unterbestimmte
lineare Gleichungssystem:

(2.5-4) Asc + Pp =y cyeCV, geC?.

Die Forderung Ax.(p) = 0 V¥ p € IP% aus der Definition von S%- liefert die fehlenden
Bedingungen nach:

0 = )\X’C(pk) = Z ijk(xj) szl, Ce Q
(2.5-5) jeM
=0 = P'c¢.

Zusammengefasst ergibt sich somit das vollstindige Interpolationssystem??

(2.5-6) (ﬁi’i ﬁ) <§>:<g>'

41 Eine in der Literatur fiir ®(x, X) gebriuchlichere Bezeichnung ist R(z), siehe z. B. [WeinrichDr], S. 8.
Statt S(z) wire die Bezeichnung p(z) konsequenter, was aber wegen der oft auftretenden einfachen Polynome
p zu Miflversténdnissen fithren wiirde.

“2Konsequentere Bezeichnungen wiren ®(X, X) statt Ag und p(X) statt P. Sie sind aber nicht ge-
bréuchlich.

43 44 bzw. Ag werden in der Literatur oft als (generalized) distance matrices bezeichnet.
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Im folgenden wird die Abkiirzung

~ A P

Ao = ( P >
benutzt. Dariiber, unter welchen Bedingungen das System (2.5-6) losbar ist, geben die fol-
genden Sitze Auskunft:

Satz 2.5-1
® € BPD(m) A P:injektiv = 3 Ag |

Beweis:

Zu zeigen ist: Kern A = {0}. Man betrachte also Ag (;) = (g), welches als homogenes

co
Bo
folgende Argumentation fiir Real- und Imaginérteil gefithrt werden; sei ohne Einschrankung

(;‘;) € RNT9. Nun gilt:

lineares Gleichungssystem losbar ist. Sei ( ) € CV*9 eine beliebige Losung. Dann kann die

Aq> Cco + Pﬁo = 0 (I)
A Preg = 0 (I
= CBr Aq; cy + CBr P ﬂo = 0
A crP = 0
= crAgco = 0.

Da nach Voraussetzung ® € BPD(m) ist, gilt fiir ¢ € R? mit ¢ p(X) = 0V p € IP¢ laut
(2.3-2) und (2.3-3): ¢""Agc = 0 < ¢ = 0. Die Bedingung " p(X) = 0V p € PP? erfiillt ¢,
aber, weil sie (II) entspricht. Daher folgt ¢o = 0 und mit (I): P 5y = 0. Wegen der Injektivitit

von P folgt daraus fy = 0. Somit besteht der Kern von A nur aus dem Nullvektor.‘l; o.d

Bemerkung 2.5-2

P injektiv
. PB=0 = B=0
Q
= > Gkpk(z;)) =0 VjeM = p= eindeutig !
k=1
mit peEPL = p=13 B
k=1
folgt plz;))=0VjeM = p=0 eindeutig !

Daraus ist ersichtlich, dafl auf X eindeutig mit Polynomen der Maximalordnung m in-
terpoliert werden kann. Solche Stiitzstellenmengen X nennt man P% -regulir oder PY -
unisolvent. Diese Eigenschaft stellt eine gewisse Anforderung an die Wahl von X dar; ins-
besondere mu M = #X > @Q = dimIP% gelten. Allzugro8 ist diese Anforderung jedoch
nicht, denn schon die einfache Wahl X := {a € N¢: |a| < m} ermdglicht eine eindeu-
tige Polynominterpolation,*> selbst wenn die Gitterpunkte bis zu einem gewissen Abstand
verschoben werden.

4 Entnommen aus [IskeDr], Satz 2.1, S. 6.
15Vg]. [CADII], 11.05.93.
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Bemerkung 2.5-3

Sei, wie in Gleichung (1.1-2), sy x.¢ die Interpolante zu f, sei ® € BPD(m) und P injektiv.
Dann gilt V p € ]Pff1 : Spx.e = p. Mit anderen Worten: Die Polynome bis zur Ordnung m
werden exakt reproduziert.

Beweis:Q
Seip= 3> 0Oipr € IPg1 beliebig. Dann ist (2) offensichtlich eine Losung des Interpolations-
k=1

systems. Laut Satz 2.5-1 ist die Losung eindeutig bestimmt. Die Interpolante mufi daher die
Form s, xo(z) = 0" ®(x, X) + " S(x) = p(x) haben. q.e.d.
Sollen Polynome hoherer Ordnung als m exakt reproduziert werden, so kommt man wegen
der linearen Unabhiingigkeit*® von {®(x,z;)} U{pk(x)} nicht umhin, den Wert von m in P%,
zu erhohen. Nach Gleichung (2.3-1) ist BPD(m) C BPD(m + n) fiir n € IN, deshalb kann
trotzdem die symmetrische Basisfunktion ® beibehalten werden.

Korollar 2.5-4

Sei ® € BPD(m) und P injektiv. Dann ist Span% + IP% eine innere direkte Summe Span} @
P17

Beweis:
Sei f € Span% N IPffT. Dann gilt:
fl@) = e X) (I)
Afle) = BrS@) (D).

Laut Definition hat die Interpolante die Form sy x o(z) = ¢ ®(z, X) + £{* S(z) und erfiillt
die Interpolationsbedingung f(X) = sfx.e(X) = ¢ (X, X) + 5}* S(X). Der Vergleich mit
(I) liefert wegen Satz 2.5-1: ¢; = ¢ und (3; = 0. Der Vergleich mit (II) liefert ebenso: ¢; = 0

und ; = fy. Zusammen folgt somit: ¢o = 0 und [y =0, also f = 0. qe.d

2.6 Die Lagrange-Basis u(z)

Fiir viele Zwecke ist eine Darstellung der Interpolante beziiglich einer sogenannten Lagrange-
Basis niitzlich:

Definition: Lagrange-Basis

Eine Lagrange-Basiszu X = {z;};cas C IR ist ein Tupel von Funktionen u(z) = (u; (@) jenr
u;j R? — €, genau dann, wenn

(26-1) Vi, j€M: uz;) =6;; bzw. (uiw;));;cp = Mgy .

46 A5 ist invertierbar.
4"Die innere direkte Summe zweier Untervektorrdume U, V des selben Vektorraumes W ist definiert als
U@V :=U+V mit der zusétzlichen Bedingung U NV = {0}.
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Mit
®(z, X) = (q)(xﬂxi))ieM und  S(z) = (pk(x))kzl,...,Q
wie in Gleichung (2.5-1) ist fiir jedes z € IR? das Interpolationssystem
Ag P u(z) \ _ [ P(z,X)
(26-2) (P“ 0) (v(a:)) = ( S(x)

genau dann losbar, wenn auch (2.5-6) losbar ist. Die Interpolante erhilt damit die Gestalt

Q
(2.6-3)  sxelz) = D ¢®(z,z;) + Y Gpe(z) = TP, X) + 47S(2) .
jeM k=1
Es gilt der
Satz 2.6-1
Falls ® € BPD(m), P injektiv und u(z), v(z) Losungen von (2.6-2) sind, so ist
(2.6-4) u(x) eine Lagrange-Basis von X und
(2.6-5)  sxe(z) = > wi(z)y; = y"u(z) erfiillt die Interpolationsbedingung (1.1-1).
ieM

Bemerkung: Dies ist eine zunéchst unerwartete Gestalt der Interpolante aus (1.1-8) bzw.
(2.5-2). Sie hat den Vorteil, daf§ die Werte y; bzw. f(z;) fiir die Interpolante s x ¢ zu einer
Funktion f explizit im Term der Interpolante erscheinen und nicht erst iiber ein lineares
Gleichungssystem berechnet werden miissen. Es ergibt sich dann die elegante Form der
Quasi-Interpolante von f:

(2.6-6)  syxe(z) = F(X)"u(2).

Beweis:

~ 11
Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert Ag , das Interpolationssystem ist also laut
Satz 2.5-1 eindeutig losbar.

zu Gleichung (2.6-4):

Unter der Voraussetzung u;(z;) = 6;; und vg(z) =0gilt Vi, j,le M, k=1, ..., Q:
Q
(Asu(m) + Po(x));, = D ®(zizj)ui(z) + D pul@:) vil(ar)
jEM k=1
= O(z4,1)
A (Pru@)), = > plwy)ulw)
jEM

= pr(m) = (S(m) ) -

Daher erfiillen diese Losungen die Interpolationsbedingung (1.1-1), und wegen der Eindeu-
tigkeit der Losung des linearen Gleichungssystems mufl dessen Losung die Voraussetzung
erfiillen.

zu Gleichung (2.6-5):
svolz) = D wilz)y = 3 iy =y

1eEM €M
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Definition: P?-reproduzierend oder P?-exakt

ist eine Lagrange-Basis u(z)

= VpelP? . Z p(zj)u;(z) = p(x) .

Bemerkung 2.6-2
Mit S(z) = (pe(x))k=1,..,¢ wie in (2.5-1) gilt:

¥ plzj)ui(x) =p(z) VpelPy,

(26-7) < ngA;k(:rj) ui(z) =pr(xr) YVk=1,...,Q
& P u(x) = S(x) .

Die zweite Gleichung des linearen Systems (2.6-2) besagt also, da§ die daraus gewonnene
Lagrange-Basis u(x) P4 -reproduzierend ist.

2.7 Das Fehlerfunktional ¢, y ¢

Sollen Interpolanten beziiglich verschiedener symmetrischer Basisfunktionen @ verglichen
werden, so bietet sich die Betrachtung des Approximationsfehlers laut Gleichung (1.1-3) an:

Definition: Fehlerfunktional der Interpolation

Sei eine Funktion f € Fun? vorgegeben, die durch die Interpolation approximiert werden
soll. Sei sf x4 die zu f gehorige Interpolante beziiglich der angegebenen Stiitzstellenmenge
X und der symmetrischen Basisfunktion ® € SBFZ Der Interpolationsfehler®® im Punkt
z € RY hat dann die Form:

(2.7-1)  enxalf) = f@) — spxa(a) = f@) — ("0, X) + 7 S(2)).

Bemerkung 2.7-1

Das zugehorige Fehlerfunktional €, x ¢ ist linear in f, weil in obiger Gleichung ¢ und § als
Losung eines linearen Gleichungssystems linear von f abhingen.® Die Koeffizientenvektoren
¢ und [ enthalten Linearkombinationen der Punktwerte f(X), somit ist €, x ¢ ein Punkt-
auswertungsfunktional aus PF?. Laut Bemerkung 2.5-3 gilt dariiber hinaus:

(2.7-2) VpePL: e,xa(p) = 0. Also folgt: £, x.¢ € SEH(D) .
Laut Satz 2.5-1 gilt noch allgemeiner:

(2.7-3)  V feSpang ®IP? : e, xa(f) = 0.

Interessanter sind Fille, in denen £, x ¢ nicht automatisch verschwindet.*

48Eigentlich handelt es sich um einen Approzimationsfehler.
“9In Gleichung (2.8-2) wird dies noch deutlicher zutage treten.
50Entsprechende Funktionenrdume werden in den Kapiteln 2.10 und 3.2.2 konstruiert.
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2.8 Das Fehlerfunktional ¢,, in Abhéngigkeit der Lagrange-
Basis

Das Fehlerfunktional €, x ¢ aus Kapitel 2.7 wird nun in Abhéngigkeit der Lagrange-Basis u
dargestellt. Es gilt der

Satz 2.8-1

Seien die zu interpolierende Funktion f € Fun?, die Stiitzstellenmenge X und die symme-
trische Basisfunktion ® vorgegeben. Sei u(z) die Losung von (2.6-2), also die entsprechende
]Pil—reproduzierende Lagrange-Basis. Sei sf x ¢ die zu f gehorende Interpolante. Dann gilt
wegen Gleichung (2.6-6) fiir den Interpolationsfehler im Punkt z € R:

5ac,u(f) = 53:,X,tl>(f) = f(l‘) - Sf,X,tb(l')

(2.8-1) — f(2) — f(X)Tulz) = f(z) — jGZMf(xj)uj(w)-

Daher hat das zugehdrige Fehlerfunktional die Form

(2.8-2)  epu = 0 — D ui(2) 0y, = 6y — Axu(a) -

JEM

Seine Abhingigkeit von X und & ist also nur indirekt durch u(z) enthalten. Die Aussagen
aus Bemerkung 2.7-1 sind nun endgiiltig offensichtlich.

Definition: Quadratische Form Qg(c, R, a)
Fiir ¢, R € €V, a € R und ® € SBF? definiert man

(2.8-3)  Qalc,R,a) == " AsT — 2 Re (Ctrﬁ) + a.

Da Ag selbstadjungiert ist, hat die Quadrik Qg nur reelle Werte. Daher kann sie in Kapitel 2.9
minimiert werden.

Satz 2.8-2

Fiir eine beliebige IP¢ -reproduzierende Lagrange-Basis u(z) € €V und ein ® € BPD(m) hat
die S%-(®)-Norm des Fehlerfunktionals die Form:

VeeR:  [enuly = Qo (u(@), (x,X), d(,2)) .

Wegen Bemerkung 2.6-2 gilt dies insbesondere fiir die Losung u(x) des linearen Gleichungs-
systems (2.6-2).



2.9. Minimierungstheorie fiir das Fehlerfunktional 27

Beweis:
Der Beweis ist analog [CADII] vom 04.05.93 ausgefiihrt.

= ¢ oezu(q)(z y)) laut Definition von ||
= e u( y)) — > ehu®(i,y) ui(x) laut Definition von €7 ,
1EM
= > 0w, 35) uy(x)
jeM
- > | P(ziz) = > @(xi,xj)uj(:r)) u;(x) laut Definition von €% ,
ieM jeM
= > 0w, 3;) uy(x)
jeM
= Y O(w,w)ui(z) + D Pl xy) uj(z) ui(x)
ieM t ijeM

— u(z)"®(x, X) + u(x)" Agu(r)
= ®(z,2) — 2 Re (u(2)" (2, X)) + u(z)" Ag u(z) .

2.9 Minimierungstheorie fiir das Fehlerfunktional

In Satz 2.8-2 wurde deutlich, da es notwendig ist, die quadratische Form Q¢ — und da-
mit die Norm des Fehlerfunktionals €;, — zu minimieren. Das folgende Kapitel stellt den
Zusammenhang zwischen der Losung des Interpolationssystems (2.6-2) und damit auch von
(2.5-6) und eben dieser Minimierungsaufgabe her, wie er z. B. in [WuSchabLocErr] als Verall-
gemeinerung von [WuDr| beschrieben wurde. Der néchste Satz ist jedoch analog zu [CADII]
vom 04.05.93 ausgefiihrt.

Satz 2.9-1

Sei # € IR? beliebig gegeben, ® € BPD(m) und X so grof, daB S%(®) # {}, wobei aber P
nicht unbedingt injektiv sein muB. Sei S(z) = (pr(z))k=1,..o wie in (2.5-1).
Falls das Interpolationssystem (2.6-2)

(7 7)) - (")

l6sbar ist, gilt fiir alle Losungen u(z), dafl sie auch das quadratische Minimierungsproblem

(2.9-1)  Qo(u(x), ®(z,X), ®(z,z)) = Min!, wobei
(2.9-2) PTu(z) = S(x)

16sen.?! Daher minimieren sie das zugehérige Fehlerfunktional 0r — Ax,u(a)

€, X u(z) & = ®

unter der Nebenbedingung ‘u(z) ist IP% -reproduzierend’ (vgl. (2.6-7)).

Falls P sogar injektiv ist, gibt es laut Satz 2.5-1 eine eindeutige Losung u(x) von (2.6-2).
Diese ist dann auch die eindeutige Losung der Gleichungen (2.9-1) und (2.9-2).

>ly(x) spielt dabei die Rolle der Lagrange-Multiplikatoren.
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Ein Beweis des Satzes findet sich fiir den klassischen Fall d = dy in [WuSchabLocErr],
Theorem 1. Dabei wird die Methode der Lagrange-Multiplikatoren benutzt. Dadurch wird
der Beweis von der speziellen Struktur der Elemente von Ag unabhéingig. Somit 148t er sich
wortlich auf den Fall fiir beliebige ® € SBF? iibertragen. Ein anderer Zugang ergibt sich mit
Mitteln der Variationsrechnung, indem man zeigt, daf} jede Stérung an u(x) den Fehler nur
vergréfern kann.?? Die Aussage 148t sich auch auf die Ableitungen von ®, u und v erweitern.

Definition: Kriging-Funktion

Die Kriging-Funktion definiert man durch

fxa(@) = \/Qo(tmin(z), Bz, X), ®(z, 7))

= \/umin(x)“Aq> umin(z) — 2 Re (umin(:v)“q)(x,X)) + O(z,2)

wobel Umin(z) die Losung von (2.9-1) bzw. (2.6-2) ist.”® Fiir jedes x ist also rxe(x) die
Wurzel des Minimalwertes der quadratischen Form Qe (u(z), ®(z, X), ®(z,z)) und somit
der minimale Wert von |2, fiir alle P%-reproduzierenden Lagrange-Basen u(z).

Bemerkung 2.9-2

Diese Minimierungstheorie ist ein gutes Werkzeug zur Abschitzung der Kriging-Funktion,
denn man kann nun beliebig gut ‘handhabbare’ P? -reproduzierende Lagrange-Basen u(z)
benutzen, um kx5 (7)? < Qg (u(z), ®(x, X), ®(z, ) ) auszuwerten.

2.10 Funktionalanalytische Fehlertheorie und der Raum H¢(®)

In Gleichung (2.7-2) wurde gezeigt, da§ das Fehlerfunktional ¢, x ¢ ein Element des Raumes
SeL(®) ist, also auf den Polynomen aus Fun? verschwindet. Es bleibt die Frage, auf welche
Funktionen aus Fun? sich diese Funktionale auBerdem noch sinnvoll anwenden lassen.

Laut Definition des Raumes S&-(®) in Kapitel 2.4 ist er ein Pri-Hilbertraum, hat also eine
induzierte Topologie. Die entsprechende Norm war mit ||, bezeichnet worden. Daher liegt
es nahe, den Raum der Funktionen zu betrachten, auf denen die Funktionale gerade noch
stetig sind.5*

Definition: Raum H¢(®) zu ® € BPD(m)

H(®) = { feFund. O Cr € Rz sodab }
0 VA eSEH®) : AN <Cr Mg
Mit
(210-1) [flyg@ =  sup A

AESLL(®): A£0 (RYA

2Gjehe [CADII].

?3Die Funktion ist nach dem Norweger Jens Erik Kriging benannt. Die Literatur bezeichnet rx ¢ oft auch
als Power-Funktion.

54 Dieser Ansatz verfolgt eine Idee, wie sie in den Oberseminaren vom 02.11.94 und 30.11.94 dargestellt
wurde.
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wird (Hg(@), HHﬁ(‘I’)) zu einem C-Untervektorraum von Fun? mit Seminorm,® es gilt:

(210-2) H{(®) = { feFun: |flyue < o0} .

Nach Definition von S&5(®) bzw. S¢! enthilt der Nullraum
(2.10-3) N(H{(®)) = {f € H}(®@): |flusa) =0}
dieser Seminorm zumindest IP%. Es gilt aber sogar der folgende Satz.

Satz 2.10-1

N(Hj(®)) = Py, .
Beweis:
D" NeSEH @) ApePl = Ap) =0 = Plugiay = 0-

“C”:  Es gibt eine IP% -regulire Stiitzstellenmenge X C IR, fiir sie gilt also: p(X) = 0
= p = 0. Dann gibt es auch eine IPfil—reproduzierende Lagrange-Basis u(z) auf X, die selber
nur aus Polynomen besteht: Das heifit, es gilt ¥V p € P : p(x) = u(z)" p(X) und u; € PL,.
Sei nun £, ,(f) = f(z) — u(x)" f(X) das iibliche Fehlerfunktional. Dann rechnet man nach:

f € N(HL(®)) beliebig
A Epu € SH(D) laut Bemerkung 2.7-1
= gu(f) =0
= fl@)=u@)" f(X) = > flz;)u()
jeM
= femr? .

Definition: Raum H4(®) zu ® € BPD(m)

H@) = By aaiay = T

Dieser Quotientenvektorraum enthélt also Funktionenklassen F', deren Reprdsentanten f, g €
F' sich nur um ein Polynom aus IP;'f1 unterscheiden, d. h. f — g € IPZT, und fiir die die
Funktionale aus S%L(®) beschréinkt sind.’” Die Abbildung K : HI(®) — HY®); f —
F liefert die Klasse zu einer Funktion. Sinngemé#8 ist sie auch auf Teilmengen von HE(®)

anwendbar.

55Dieser Raum, allerdings iiber dem Grundraum C(Q C IR?), heiBt in [WeinrichDr], Kap. 3.1 H4(Q), und
ein entsprechender in [IskeDr], Kap. 6.2 Fy. Siehe dazu auch Kapitel 2.11.

56Falls der Grunddefinitionsbereich Q nicht der ganze IR¢ ist, mu$f man noch die schwache Voraussetzung
stellen, daB Q einen P -reguliiren Punktesatz X enthilt.

5T¢Theoretisch’ ist dieser Raum sehr angenehm, fiir ‘praktische’ Aussagen iiber die Approximationsgiite
auf ihm mufl man sich aber auf ‘handfestere’ Teilriume beschrianken: Siehe Kapitel 2.11 und 3.2.2.
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Falls ®(x,y) in 2 beschriinkt ist, gilt K (Span}) C HY(®). Desweiteren trigt HY(®) die Norm

AL
2.10-4 F = sup — = |f ,
( ) H HHd(q)) ACSEL(D): A0 H)‘Hq> ‘ ‘Hg(<1>)

wobei f ein beliebiger Reprisentant von F'ist. Die Norm ist wohldefiniert, da fiir alle A €
S (@) und f,g € F gilt: \(f) — AMg) = Mf — g) = AM(p) = 0 mit einem p € IP%. Aus dem
selben Grund lassen sich auch die Funktionale A € S&L(®) auf HY(®) durch A(F) := \(f)
definieren, insbesondere fiir das Fehlerfunktional £, x5 € S%H(®) gilt £, x.6(F) = 2. x.0(f).

Nach Konstruktion ist H¢(®) = HY(d) @, P?

o, wobei @, die duflere direkte Summe
bezeichnet.”® Weiterhin gilt

(210-5) VFe H(®), feF, AeSE@): A = IMF) < |Flgu A5 -

Daher ist S%-(®) isomorph zu einem linearer Unterraum des topologischen Dualraumes
(HY(®))* von HY(®).

Die ‘Motivation’ vom Anfang dieses Kapitels aufgreifend wird nun das Fehlerfunktional £, x &
betrachtet. Wie oben gezeigt wurde, gilt:

(2.10-6) V f € Hi(®) 2 HY®) @, PL: coxolf) = coxal(K(f)),
und mit der vorhergehenden Ungleichung folgt:

(210-7) V f € Hy(®) = HY(®) @, Py, :  leoxalf)l < IK()lags) lexaly -

Dies ist eine Gleichung der Art, wie sie in (1.1-3): [ex,x,0(f)| < |flp, - Px.e(z) gesucht

wurde.?® Deswegen gibt man der Norm des Fehlerfunktionals einen eigenen Namen:

Definition: Power-Funktion

Die Power-Funktion (oder Gite-Funktion) der Interpolation mit ® auf X ist die Norm des
Fehlerfunktionals €, x ¢ im Raum H%(®):

Pxa(r) = lerxalq -
Dadurch erhélt die letzte Gleichung die Form:
(210-8) ¥ f € H§(®): |eoxa(f) < K)o Prol@)
beziehungsweise

VfeHP): l|exal(f)] < | lna(a) Pxo() .

Die Power-Funktion nichts anderes als die Kriging-Funktion aus Kapitel 2.9.

8Die dupere direkte Summe zweier beliebiger Vektorrdume U, V iiber dem selben Grundkorper ist definiert
als U ®, V := U x V mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation.
*9Ein dhnliches Ergebnis findet sich in [SchabackComRBF], Theorem 2.
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2.11 Mobgliche Skalarprodukte auf H?(®)

Es ist wiinschenswert, auf dem Funktionenklassenraum H?(®) ein Skalarprodukt zu haben.
Man erhilt z. B. unter der Voraussetzung, dafl die Norm auf H¢(®) die Parallelogrammglei-
chung

2 2 2 2
Hf+gHHd(<1>) + |f —QHHd(@) = 2 HfHHd(tb) + 2 HQHHd(@)

erfiillt,®® mittels

1 2 2
(F9)mawy = 7 (If + 9l = I = 9l
1 . 2 FENTEN 2
7 (1if + glfay =7 18 = glfuay)
ein Skalarprodukt auf H%(®). Die Parallelogrammgleichung ist nicht immer leicht nachzu-
weisen.
Ein anderer Ansatz wurde in [WeinrichDr], Kap. 3.1 ausgefiihrt — allerdings iiber dem

Grundraum C(€) mit Q CIR? statt iiber Fun?. Die meisten daraus gewonnenen Aussagen
gelten aber auch auf dem grofleren Raum, deswegen werden die wichtigsten davon in diesem
Kapitel aufgefiihrt.

Der Dualraum S (®)* von SEL(®) enthélt unter anderem alle Funktionale der Form
(2.11-1)  ahp: SEH(@) — € A = () = A(f) mit f € Hi(®)

und ist mit der Standardnorm

A
@112) [l = s PO
" AESLL(P): A£0 H)\H<1>

versehen. Fiir die interessanten Funktionale ¢; folgt daher mit Gleichung (2.10-1):
A A
GOl _ o PO

AESLL (B): A£0 ||)\||q> AESLL (d): A#£0 H)‘H<1>

(2.11-3) |Wf”sgnl(q>)* - = |f|Hg(<1>) :

Da I(S&H(®)) in Sg}(@)(b dicht liegt, gibt es von den t; jeweils eine eindeutige Fortsetzung
;€ <Sgli(<b)q)> mit

(211-4)  V fe€H(®): ¢;ol = ¢y und Wf(w‘b)* = [¥rlssr(a) -

wobei I die kanonische Injektion aus Kapitel 2.4 ist. In [WeinrichDr| wird nun mittels des
Riesz-Darstellungssatzes ein eindeutig bestimmter, beschriankter linearer Operator

(2.11-5)  L:HY®) = SIE(@)"; f — L(f)

konstruiert, der die Eigenschaften

(2116) YXeSE@)": feni(®): (L[N = 9,00

S (@)

Y

60 Also inshesondere, wenn sie von einem Skalarprodukt induziert wird, vgl. [Gromann], (2.31).
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und

(211-7) ¥ feHY(®):  [L(N)grgr = E,«(%cp)* = 1¢slser @)y = [ Fliaca

hat. Daher folgt:
VA€ SE(®); feHYD):

(2.11-8) Mf) = 0N = TI0) = (LT g -

So wurde ein Dualsystem auf S&-(®) und HE(®) erzeugt haben, und Cauchy-Schwarz liefert
nun V \ € SEH(®P); f € HY(D) :

(2.11-9) AU < ||L(f)||%“’ H]()‘)H%‘I’ - \f\Hg@) IAlg -

Mit Hilfe von L kénnen wir nun eine Bilinearform auf H¢(®) konstruieren:
(Q1110)  (fo)yy = (LD L) g ¥ g € HE(®)
Fiir sie gilt laut Cauchy-Schwarz:

(2.11-11) ¥ f,g € H{(®) : ‘(f; Q)Hg@)‘ < flugo) 19lnge) -

wobei fiir f = g Gleichheit eintritt, d. h.:
(211-12) ¥V feH{®):  ((f Nigay| = 1D = lingca -

Satz 2.11-1

Sei f € HY(®) beliebig und X eine IP%-regulire Stiitzstellenmenge. Dann gilt laut Satz
2.10-1:%1

(faf)Hg(tI)):O & L(f)=0 < |f‘Hg(tI>):0 & felPy.

Teilt man also durch Bildung des Quotientenvektorraumes den Nullraum IP% der Biline-

d
arform heraus, ergibt sich wieder der Raum H?(®) HO((I))/]Pd aus Kapitel 2.10, nun

allerdings mit dem Skalarprodukt®?
<F‘G>Hd(¢') = (fag)Hg(tI)) VFaGGHd(q))a feFa gEG
Mit den Gleichungen (2.11-9) und (2.11-12) ergibt sich

AL

(2.11-13) VY A € SEH(®), A #0; f e F c HY(®): oy
P

< |f‘Hg(q>) = <F|F>Hd(q>) )

und mit den Gleichungen (2.11-11) und (2.10-4) rechnet man nach, da§ die Norm aus Kapi-
tel 2.10 tatséchlich von diesem Skalarprodukt induziert wird:

2 2
<F\F>Hd(<b) = \f|Hg(<1>) = ”FHHd({)) :

6lEntnommen aus [WeinrichDr], Satz 3.3.
62 Auch diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Repriisentanten f € F, g € G, wie man wegen
der Linearitéit von L und Satz 2.11-1 leicht nachrechnet.
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2.12 Konstruktion eines ® € SBF? zu einem gegebenen Funktio-
nenraum

Man kann auch die zu Kapitel 2.10 umgekehrte Vorgehensweise wihlen und zu einem gegebe-
nen Funktionenraum, der gewisse Voraussetzungen erfiillt, eine symmetrische Basisfunktion
® konstruieren. Dieser Weg soll nun kurz skizziert werden.5?

Zunichst verzichtet man in der Definition von H§(®) in Kapitel 2.10 auf die Topologie von
SEL(®), da sie ein ® bendtigt. Statt dessen betrachtet man die Funktionale aus S&- ohne
jegliche Norm:

Definition: Raum H¢

HY = {feFum’: VAeSE: I eRue: MHI<Cx [ fl } -

64

Dieser Raum sei ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-|-)z,.

Laut Definition ist S- ein Untervektorraum des Dualraumes (ﬁd>* — fiir jedes A € Stt
gilt: H)\H(ﬁd) < C). Es folgt daher aus dem Riesz-Darstellungssatz:

Satz 2.12-1
VA=Ax.€SE JIAed!: Mg) = (filg)g. VgeH

Die so gegebene injektive Abbildung A — fy ist isometrisch, d. h. V X € S H)\H(ﬁd) =

| f2 |54, und linear.

Auch die J-Funktionale sind in S%" enthalten, denn V 2 € R?: §,(f) = f(2) = Aay,0). Nun
kann man schon die gesuchte symmetrische Basisfunktion ® konstruieren:

®(x,y) = (fa f6y>ﬁd = (f, f51>ﬁd = ®(y,z) .
Fiir z,y € IR? gilt weiterhin mit Satz 2.12-1:

S@,y) = (folfs, ey = 0:lfs,) = F5,(2) = (),

woraus insbesondere folgt, daB ®(z,-) und ®(-,y) € H? V¥ z,y € IR? sind. Durch Linearkom-
bination folgt: \(®(z,y)), A\*(®(z,y)) € H* ¥V X € SE-. Genauer gilt z. B. fiir den letzten
Term V \ € S&L:

N (@(z,y) = N(fs,@) = (Alfs, ) = (£,

f)\>ﬁd = 5y(fA) = fily) .

Durch dieses ® wird wie in Kapitel 2.2 auf S&- eine Bilinearform induziert:

(Arrs Axnan ), = Noa o 0 A “(B(a,y)) = M B(X, XH)

P

63Dabei werden Konzepte des Oberseminarvortrages vom 19.04.95 verwendet.
64Dessen Existenz wird hier vorausgesetzt.
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Noch ist aber unklar, ob ® € BPD(m) gilt. Man muB also fiir alle A = A\x,. € SE- zeigen,
dal ™ (X, X)e>0und " ®(X,X)e=0 < ¢ =0 gilt. Dazu rechnet man:

X, X)e= ¥ ogP(wiay) = ¥ i (fi,|fa, )
1,JEM 1,jEM
= <,Z ¢i fo,| & C_jf51j> = (K
ieEM jJEM Td

Die quadratische Form ist als Skalarprodukt automatisch positiv definit, es folgt: & €
BPD(0). Méchte man & € BPD(m) fiir m > 0 erreichen, kann man H¢ @ P verwen-
den. Ab jetzt steht somit die ganze Theorie der vorhergehenden Unterkapitel des Kapitels 2
zur Verfiigung.
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3 Ergebnisse durch Fourier-Transformation

Vorbemerkung:

Das Kapitel 2 hat durchgehend die positive Definitheit der Basisfunktion, also ® € BPD(m),
als gegeben angenommen. Im nun folgenden Kapitel werden andere Eigenschaften unter-
sucht, die die positive Definitheit nach sich ziehen. Vor allem aber ermdoglichen sie eine
Fehler- und Konditionsanalyse. Dazu wird vor allem die Fourier-Transformation benutzt.
Die Existenz der Fourier-Transformierten wird dabei vorausgesetzt, vgl. Bemerkung 1.4-13.
Betrachtet man aber die Tabelle 1 auf Seite 48, so stellt man fest, daf§ einige Funktionen ®(z)
fiir ||z|| — oo polynomial wachsen. An der Stelle 0 sind sie stetig, also beschrinkt. Fiir diese
Funktionen muf} die verallgemeinerte Fourier-Transformation benutzt werden, wodurch sich
die Ergebnisse der klassischen Fourier-Transformation iibertragen. Das polynomiale Wachs-
tum konnen dabei Testfunktionen 1) ausgleichen, fiir die [p dx = 0 fiir alle p € IPgm gilt,
wobei m genau die Ordnung der positiven Definitheit ist.

Die verallgemeinerte inverse Fourier-Transformation trifft dann auf Funktionen ¢, die an 0
Polstellen haben konnen. Dieser Fall erfordert Testfunktionen, wie sie in Bemerkung 1.4-13
beschrieben wurden.

3.1 Symmetrische Basisfunktionen

Bisher wurde die Symmetrie von ® noch nicht konkret ausgenutzt. Im folgenden Kapitel
werden darauf aufbauende Aussagen dargestellt.

Satz 3.1-1 (Charakterisierung der Fourier-Transformierten von ® € SBF?)

(2d)
Falls die bivariate Fourier-Transformierte ¢(w,n) := FT (®(z,y))(w,n) von ®(z,y) existiert,
gilt:

®eSBF! & VwneRy: pwn) =p(-n-w).

Beweis:

olwm) = T (@, y)wn)

= /@(y,x) et (2w ytn) g2d (g ) ® € SBF

= /@(y,x) et (2 (L) + 9" (Lm) d2d(z y)  Satz 1.4-5

= /<I>(:1:, y) et (v (Lw) + 27 (Ln) g2d(y ) Vertauschung z <> y

BT @(e, ) (=0, —w)
= 90(_77’_(“))'
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3.1.1 Nachweis der positiven Definitheit
Definition: Symbol-Funktion Symy .(w)

Die Symbol-Funktion Symy ,(w) eines Funktionals Ay, € PF?ist definiert als

Symy (w) := Agc( it “”) > ¢ W T

JEM

Mittels Satz 2.5-1 ist das Problem der Losbarkeit des Interpolationssystems (2.5-6) nun auf
das Problem des Nachweises von ‘® € BPD(m)’ zuriickgefiihrt. Ein mogliches Verfahren
dafiir ist die weitere Auswertung der folgenden Umformung. Laut Definition von BPD(m)
ist nach Gleichung (2.3-1) fiir alle A\ € St zu zeigen: (\,)\), = ¢"Age > 0 und
(AMA)g =0 A=0.

(2d)

Oz,y) = FL - (o(w,n))(,y)
= (2n)*™ / plw,m) €Y @2 (0w, m)
= " AgT = Z cic; ®(x;, ;)
t,jeM
= Z cic_j(27f)ﬂd/%0(wa77) elwTitin'e; de(w,U)
LjeEM
(311—1) — 27'(' l2d/90 w 77 Z cicy e zu) Tzi+intT; d2d(w 77)
1,jEM
= (2m) Ud/SO w, 1) Z ¢; el Z cjetin’; d*(w, n)
1EM JEM

= (2m)* [ p(w,m) Symy (@) Symy, (=n) (v, n)

Substitution 1 — —n
= (2" [ p(w, —n) Symy () Symy () d¥(w,m)

Ist man nun in der Lage vom letzten Integranden zu zeigen, dafl er weder negativ noch
identisch Null ist, so ist der geforderte Nachweis erbracht. In der klassischen Theorie kann ¢
nicht negativ werden, so daf} es schliefllich nur noch auf das Produkt der Symbol-Funktionen
ankommt .5

Eine noch symmetrischere Form von (3.1.1-1) erhélt man unter Ausnutzung des Satzes 3.1-1:
Sei @(w,n) := y/¢(w,n) ein beliebiger, im folgenden fester Zweig der komplexen Wurzel der
Funktion ¢. Dann gilt laut diesem Satz auch @¢(w,n) = @(—n, —w) und somit:

So(wa _77) = (:5((,0, _77) ' (:5((,0, _77) = (:5((,0, _77) ’ (:5(777 _w) .
Fiir ¢'* A ¢ erhilt man also:
ct A‘PE = (27r)l2d/§5(wa _77) Sme,c(w) 55(77’ _w) Sme,c(n) de(wan)
= [ fw.n) Fn @) d(w,n)

5Siehe dazu Gleichung (3.2.1-1).
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wobei f(w,n) = (2m)*4 G(w, —n) - Symy .(w) gesetzt wurde. Fiir symmetrische Funktionen

f gilt dann f(w,n) - f(n,w) > 0, so daB das Integral schon positiv ist, wenn supp f mehr als
eine Nullmenge ist. Symmetrie ist aber fiir f der obigen Form eine sehr starke Bedingung, so
dafl die Frage interessant wird, welche f bzw. ¢ auflerdem noch die Positivitéit des Integrals
gewdhrleisten. Dieser Frage wird hier aber nicht weiter nachgegangen.

3.1.2 Abschitzung des Interpolationsfehlers

Definition: Fehler-Kern-Funktion gy .(z,w)

Zur Stiitzstellenmenge X, zu ¢ € CV und z,w € IR setzt man:%

L 13’ 13’ iwtrml
gx.c(z,w) = (5::: — )\X’C) (e )
o iwie Twtx,; o iwte
= e — Y e = e — Symy . (w) .
jeM

Offensichtlich gilt fiir die Losung u(z) von (2.6-2) bzw. (2.9-1):
(3.1.2-1)  gyu@(r,w) = 5§/u (ewtr’”l) :

Lemma 3.1.2-1

Die Funktion gx (7, w) verhilt sich im Integranden relativ angenehm, denn fiir eine IPY,-
reproduzierende Lagrange-Basis u(z) gilt:

. [ Ol firw o
VaeR':  |gxuw(rw) = {0(1) fiir fJw| — o0 °

Dieser Satz ist entnommen aus [WuSchabLocErr], Lemma 1. Der Beweis dort benutzt die
Taylor-Entwicklung der Exponential-Funktion. u(z) eliminiert darin die Polynomanteile bis
zur Ordnung m. Das Ergebnis ist also vollkommen unabhéngig von irgendwelchen symmetri-
schen Basisfunktionen. Wiederum l&83t sich die Aussage auf die Ableitungen verallgemeinern.

Definition: Raum G
Fiir sg, so € IR sei

50,8500

O(||z|| =) fiir 2 — 0

G = oo (RY) ; <
0800 feLl ( ) |f(x)| — { O(Hx”LdJ_soo) fllI' Hx” 00

Es handelt sich um einen C-Vektorraum.

Satz 3.1.2-2
Fiir f € G4y, mit 50 > 0, 59 < m und u(z) wie oben gilt:

/ f(w) Ixu(@) (T, w) d‘w € C existiert.
Rd
Gso.5., 1t somit der Raum der gegen gx .(z,w) integrablen Funktionen. Fiir den Beweis siehe

[WuSchabLocErr], Theorem 2. Beispiele mit f = ¢ und Werte fiir sy und s, sind in der
Tabelle 1 auf Seite 48 aufgefiihrt.

6Tn [WeinrichDr], Kap. 4.4 und 5.1 heifit die entsprechende Funktion r, , und wird Multiplier genannt.
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Thre eigentliche Bedeutung erlangt die Funktion gx ,(s)(2,w) durch die Sétze 3.1.2-3, 3.1.2-4
und 3.2.2-1:

Satz 3.1.2-3

Falls f = FT(f) mit f € G, fiir 55 > 0 und 5o < m zutrifft und u(z) eine Lagrange-
Basis von X ist, so gilt fiir den Approximationsfehler:%”

conlf) = (2m)t / F(©) gx o (1, w) dw .

Beweis:

= f(gj) — f X)tru(x) laut (2.6—6)
= f(l‘) - f(xz)uz(x)
1EM

= e [ (fwes s - T fwes ) a1 = T
€M

= (2m)* /f(w) <“"tr“’ — Zul(x) e“"tr‘”l> dw
1EM

o [0 manter it

q.e.d.

Von hier aus kann man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale weiter abschétzen:

eralf)] < (de fw) dto ¢ [ oxai (@) dto

= (2m)*|f
In Korollar 3.2.2-3 wird sich aber eine niitzlichere Abschitzung ergeben.

Fiir verallgemeinert Fourier-transformierbare f iibertragt sich die Aussage des Satzes ent-
sprechend. Sie gilt wegen Satz 2.9-1 ganz speziell auch fiir die Losung u(z) von (2.9-1) bzw.
(2.6-2).

2 HgX’“("”)(x")H2 ’

Satz 3.1.2-4 (Integraldarstellung der quadratischen Form fiir ® € SBF)
Sei Qo (u, ®(x, X), ®(z,z)) die quadratische Form aus Gleichung (2.8-3), und sei ®(z,y) =

(2d)
FT Y (¢(w,n))(z,y). Dabei liege ¢ beziiglich jeder Variablen in Gy, ,_, d. h. (w, ), ¢(-,n) €
G50 S€1 500 > 0 und 59 < 2m. Dann gilt fiir alle u € CV, 2 € R":

Qa(u, @z, X), ®(x.2) = )" [ plw, =) gral,w) grale,n) d(w,n) .

67Vgl. [WeinrichDr], (4.3) und [WuSchabLocErr], (4.1).
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Beweis:
Q¢(u,CI>(x,X),CI>(x,x))
laut (2.8-3)
=u" A — 2 Re (u" ®(z, X)) + ®(z,7)
(3.12-2) = > wt®(zi,z;) — D wid(w.2) — 3w b(v,3;) + (,2)

O(z,x;) = P(24, 1)
= Z ui; D(z;, ;) Zuz (i, x Zuj z,z;) + ®(x,x) .

Und weiter mit ®(x,y) = FT *(o(w,n))(x,y):

Qo (u, @(z, X), ®(z, 1))

:(27r)”d/<,0(w n) (Z ugay e (Wit ei)

1,JEM
i Zul i(Wzi+ntrr) T ez(w z+ntTz;) + ei(u;“ern“x)) de(Wﬂ?)
ieM jEM
= (2m)*2 [ (w,m) (Symyu(w) Symy,(—)
— Symy,(w) €T — Symy, (—n) @7 4 T AT @ (w,g)

= (2m)* / plw.n) (Symy,(w) — ")

- (Symyu(=m) — el ) d¥(w,n)

= )" [ plw,m) gxa(@,w) gxal@, —n) d(w,n)
Substitution —n — n

= @) [ plw, =) grulo,w) gule,m) d*(w,n) .

Nach Satz 3.1.2-2 existiert das Integral.
q.e.d.

Korollar 3.1.2-5 (Integraldarstellung der Kriging-Funktion fiir & € SBF?)

(2d)
Sei u(z) die Losung von (2.6-2) bzw. (2.9-1) und ®(z,y) = FT *'(po(w,n))(z,y) wie in
Satz 3.1.2-4. Dann folgt aus der Definition der Kriging-Funktion mit obigem Satz sofort:

H%(,@(x) = Q<I>(U(x)7 (I)(x: X)a (I)(x: x))

= (QW)LQd/SO(wa _77) gX,u(m)(x:w) gX,u(m)(xan) de(w:n) :
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3.2 Translationsinvariante Basisfunktionen

Zunéchst sei hier an die Definition der translationsinvarianten Basisfunktion aus Kapitel 1.1
erinnert:

P(z,y) = P(y,2)

TBF? := {®:R*x R’ = C: .
AN ®(x—zy—2) = P(z,y) V2

Satz 3.2-1

® ¢ TBF* & Va,ycRY: ®(z,y) = &z —y,0)

Auf Grund der Eigenschaft ‘®(xz,y) = &(z — y,0)’ nennt man diese Funktionen auch
‘Basisfunktionen vom Differenz-Typ’.
Beweis:
(:7:
Va,yzeR: dx—z2y—2) = d(z,y)
= VzycR:Y & —y,0 = d(z,y) durch z .=y
(¢7:

Va,yeR:Y dz—y0) = d(x,y) (I)
=>VaryzeR:Y O(v—2)—(y—2),0) = &z — 2,y —2)
=VayzcR:Y Or—y0) = & —zy—2) (1)

(O A (I

= Va,ycRY d(o—z,y—2) = d(a,y).
q.e.d.

Hieran sieht man, daf} es fiir translationsinvariante Basisfunktionen vollig ausreicht, ®(z, 0)
zu untersuchen. Genau dieses geschieht in der ‘klassischen’ Theorie, die ®(z) = é(|z|,)
benutzt. Nutzt man auch die Symmetrie noch aus, erhilt man den®

Satz 3.2-2
vV & ¢ TBF?: ®(2,0) = &(—x,0) VzeC’.

Beweis:

Ve=z—yeCl: d(z-1y,0)=d(z,y) = &y, 2)

68Ein ghnlicher Satz wird in [BaxterSivaWard], Proposition 1.2 zitiert: Aus ® : R? — TR positiv definit
folgt ®(x) = ®(Lx).
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Anschaulich ausgedriickt, eliminiert die Bedingung ®(z — 2,y — 2) = ®(z,y) aus der Defi-
nitionsgleichung (1.1-6) d Freiheitsgrade, was sich bei der Fourier-Transformation beziiglich
beider Variablen von ® wie folgt auswirkt:

Satz 3.2-3
Sei @ stetig. Dann gilt:
(2d)
® € TBFY A 3 FT (®) & 0=0.

Beweis:

‘«=": Die Nullfunktion ist translationsinvariant und Fourier-transformierbar.

(2d)
‘=" Sei fiir fast alle w,n € R? der Ausdruck FT (®)(w, ) definiert. Dann gilt V z € R%:

—~

o) = T (@, y))(wn)

(
= FT(@(x—z y—z))(w,n) da ® € TBF?
(:

—
=

) (w) (@(x,y))(w,n) laut Satz 1.4-3
= M o )
= M) oy )
= olw,n) = 0 fiir fast alle w, 7
V2T w+n) = 0 (mod 27) fiir fast alle w,n
= O(z,y) = 0 fiir alle z,y, da ® stetig ist.

q.e.d.

Dieser Sachverhalt verdeutlicht, daf§ die Fourier-Transformation beziiglich beider Variablen
fiir translationsinvariante Basisfunktionen kein niitzliches Instrument sein kann. Im folgen-

(d)
den wird daher nur noch der Operator FT fiir ®(x,0) benutzt. Mit Satz 3.2-2 erhélt man
nun den

Satz 3.2-4
d @ d
® € TBF* A 3¢ := FT (P(z,0)) = pw)eR VwelR".

Beweis:
Die Quadranten des IR? lassen sich darstellen durch

G, ::{xEIRd: ViZCZ'ZOVi:l,...,d} fiir v € {—1,1}¢,
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woraus G|, = —@G), ersichtlich ist. Es gilt nun:
(d) Lt 1d
p(w) = FT (®(z,0))(w /<1> z,0) et gdg
]Rd

Die einzelnen Integrale miissen existieren.

= ) ®(z,0) et gl

ve{l1,1}¢ g,

1 s ptr st
-, ¥ /@(x,o)em @iy /@(x,o)em < iy
ve{l1,1}d \ &
L oy
G, = —G, und Substitution y := —x = |det 3| = =1
x

= > /@(—x,O) etitka)e gy /@(m,O) et g
ve{l1,1}* \ g,

(NN

Laut Satz 3.2-2 gilt: ®(—=z,0) = ®(z,0).

1 - i ptr
= - Y (@(m,O) elie™ 4 ®(z,0)e” “’) d’x
2 ve{l1,1}d 4,

= Re > ®(z,0) e diy

ve{l1,1}d 4,

3.2.1 Nachweis der positiven Definitheit

Die Gleichung (3.1.1-1) erhilt durch die Verwendung der d-variaten Fourier-Transformation
die Gestalt:%

@
®(z,0) = FI'(pw))(x)
= (27r)ld/<p(w)e“’trx dw
= M Age = Z cic; ®(x;, x))

i,jEM

= Y e Oz —x;,0) $ € TBF*

(3.2.1-1) e .

= 3 agent [ pw) e ) d
i,jEM

= @0 o) Tad ¥ gett

ieM jeM

= @0 [ plw) Symy (@) Symy (@) d
= (2n)*™ /cp ‘Symxc( )‘2 dw .

89Schon Schoenberg ist so vorgegangen: [SchoenPosDef], S. 524. Siehe dazu auch [Micchelli86] und
[Powell92], Gleichung (3.9).




3.2. Translationsinvariante Basisfunktionen 43

Mit dieser Form der Gleichung (3.1.1-1) 148t sich besser arbeiten. Beispielsweise folgt daraus:

Satz 3.2.1-1
(d)
Fiir translationsinvariante ® mit ®(z,0) = FT +!(p(w))(x) gilt:
¢ >0
A @(w) > 0 auf einer Nicht-Nullmenge
= Ag @ positiv definit .

Beweis:

Wegen (3.2.1-1) ist nur noch zu zeigen: Die Symbol-Funktion Symy .(w) verschwindet fiir
ein X (mit x; # x; fiir ¢ # j wie iiblich) nur auf einer Nullmenge.

Nach Voraussetzung gibt es eine offene e-Umgebung U, mit ¢ > 0 in IR?, so da ¥V w € UL :
o(w) > e. Angenommen nun, es gibt ein ¢ # 0, so daB " AgT ¢ = 0 gilt. Da der Integrand

in Gleichung (3.2.1-1) stetig ist, folgt Symy .(w) = > ¢je e = 0 Ywel..
JEM

Da die Funktionen e’“"% wegen der paarweise verschiedenen z; auf jeder offenen Umgebung

linear unabhingig sind, folgt ¢ = 0 — ein Widerspruch zur Annahme.” qe.d

3.2.2 Abschitzung des Interpolationsfehlers, der Funktionenraum Fg

Satz 3.2.2-1 (Integraldarstellung der quadratischen Form fiir & € TBF?)

Sei Qg (u, ®(x, X ), ®(x,z)) die quadratische Form aus Gleichung (2.8-3), und sei ®(z,y) =

(24)
FT ' (¢(w,n))(z,y). Dabei liege ¢ in Gy, s... Sei soo > 0 und sy < 2m. Dann gilt fiir alle

ueCV, reR%:
Qo (u, ®(z, X),®(x,2)) = (2m)* /cp lgx.u (2, w)|” dw .
Dies ist fiir translationsinvariante Basisfunktionen das Analogon zu Satz 3.1.2-4.

Beweis:
Analog zu Satz 3.1.2-4 benutzt man die Gleichung (3.1.2-2):"

Q@(U,@(%,X),(I)(l‘,x))
= > wu Oz xy) — > ui(zx) — > uj(z,x;) + O(z,2)
ijeM ieM jeM
laut Satz 3.2-1

= Z UZU_](I)(QTZ —l“j,O)

ijeM
- Y wi®(z —2,0) — > uP(x—2;,0) + ®(z—2,0)
ieM jeM

"0Beweis analog [CADII], 27.04.93.
"I Beweis nach [WeinrichDr], Gleichung (4.2) und Satz 4.3. Siehe auch [WuSchabLocErr] (3.2) sowie Theo-
rem 2.
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(d)
Wird ®(z,0) = FT 1!(p)(z) eingesetzt, so folgt:
Q@(U; (I)(l', X): (I)(l', x))

i,JEM
_ Zuiei“’tr(zilx ZUJ iwt(zla;) + 1) duw
ieM jeM
= 20 [ plw) (Sym, (@) Symy, (@)
= Sy () @ — ¢ Sy, (@) 4 ) do

Mittels quadratischer Ergdnzung sieht man:
Q@(U; (I)(l', X): (I)(l', x))

= (2W)Ld/90(w) (Sme’u(w) - e“"%) : (Sme’u(w) - eiw“x) dw

2

tr

= 0" [ o) [Symyu(w) — ¢4

= 27rLd/<p gx. (2, w)[* dw .

dw

Die Existenz des Integrals ergibt sich aus Satz 3.1.2-2.7 Dieser Beweis ist hier zwar nur fiir
eigentlich Fourier-transformierbare ® angegeben, er 1483t sich aber auch auf die verallgemei-

nerte Fourier-Transformation iibertragen.” qe.d

Korollar 3.2.2-2 (Integraldarstellung der Kriging-Funktion fiir & € TBF?)
Aus der Definition der Kriging-Funktion von Seite 28 folgt mit obigem Satz sofort:
‘2

/ig(’q,(a:) = (2m)* /gp ‘gXuz r,w)| dw,

(d)

wobei u(r) die Lésung von (2.6-2) bzw. (2.9-1) und ®(z,0) := FT +(y)(x) wie in Satz 3.2.2-
1 ist. Dieses Korollar ist ein Analogon zum Korollar 3.1.2-5.

Das folgende Korollar 3.2.2-3 motiviert die niichste Definition:™

Definition: native space Fg
Der native space von ® € BPD(m) ist definiert als

Fo = { f € Fun’: f:vPTLl(f) mit f € Fun? A / dw < o0

‘P)(w)

Vgl. [WuSchabLocErr].

™Vgl. [WeinrichDr], S. 28.

"Giehe [SchabackAppRBF], S. 4, [SchabackErrCond], S. 2, [WeinrichDr], Kap. 4.1 und 5 und auch
[WuSchabLocErr], Kap. 4.
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Mit dem gewichteten Ly-Skalarprodukt

W

bildet dieser Raum einen Pri-Hilbertraum.”™ Die dazu gehdrende Norm sei mit ||~ be-

zeichnet. Die Vervollstindigung Fg von Fg eignet sich als Vorgabe H fiir das Verfahren des
Kapitels 2.12.

Korollar 3.2.2-3
Fiir f = FT''(f) mit f € Gsp.500y Soo > 0, So < m, ein beliebiges ¢ mit p(w) > 0V w, ein
u(x) wie oben und jedes u(z) mit P u(x) = S(x) gilt:™

[f(2) = spxe@)] <|fle, - rxel@)

2

< Wl @0 [ 60) oz o] o

Beweis:
f(2) = srxoa@) = leau(f)’

12d

laut Satz 3.1.2-3 und p(w) >0

f(w) \Volw) gx T, w)dw

Cauchy-Schwarz fiir Integrale

- (2m)*Hd /\/@QX,u(m)(l‘aw) 2

= ||fH12v<I> : ’fZX,@(SU) laut Korollar 3.2.2-2
2
<71, - @m)' [ |yelw) gx (@)

Die oben verwendete Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale ist z. B. [HardyLittle] zu
entnehmen. Siehe auch [WuSchabLocErr], Gleichung (4.3).

dw

laut Bemerkung 2.9-2 fiir

W jedes fi(x) mit P ii(z) = S(x).

q.e.d.

3.3 Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse fiir ® = ¢od,

Wie in der Definition der radialen Basisfunktionen schon erwihnt, betrachtet die ‘klassische’
Theorie den Fall, da} die Metrik d die gewdhnliche 2-Metrik d, ist, also

(r,y) = o(da(z,y)) = o(lz—yl,).

"5 Diese Definition geht zuriick auf [WuSchabLocErr], Definition 2. Weitere Charakterisierungen des Raum-
es Fg findet man in: [IskeDr], Kap. 6.2, [WeinrichDr], Kap. 4.1, 5 und 6 und [SchabackAppRBF].
76%(x) ist also eine Ian—reproduzierende Lagrange-Basis.
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Insbesondere ist diese radiale Basisfunktion ein Spezialfall der translationsinvarianten Ba-
sisfunktionen des Kapitels 3.2, denn es gilt:

(I)(l“,y) = CI)(x - Y, 0)
Daher sind die kiirzeren Schreibweisen

O(z) = o(ll,) uwnd  p(w) = vFT(®(2))(w) = @o(lw],)

mit ¢y : IR>9 — IR gebréduchlich. Die letzte Gleichheit gilt nach Satz 1.4-6. Im exakten Sinne
der Definition ist also auch ¢ eine radiale Basisfunktion.

Als radiale Funktionen sind diese ® invariant unter allen Transformationen des Raumes, die
Langen beziiglich der 2-Norm nicht verdndern. Dazu gehoren aufler den Translationen auch
noch die Rotationen. Daher kann man diese Funktionenklasse auch als euklidisch invariante
Basisfunktionen bezeichnen.””

Die Ergebnisse des Kapitels 2.5 iiber die Losbarkeit des Interpolationssystems und die des
Kapitels 3.2 iiber bedingte positive Definitheit und den Interpolationsfehler {ibertragen sich
direkt auf den oben genannten Spezialfall. Fiir die weitergehenden Fragestellungen findet
man in der allgemeinen Theorie nicht so einfach Antworten. Die folgenden Kapitel stellen
daher einige bekannte Ergebnisse der klassischen Theorie dar.

3.3.1 Charakteristika positiv definiter Funktionen

Satz 3.3.1-1

Fiir ® : R — IR positiv semidefinit, gerade (d.h. ®(—z) = ®(x)) und nicht identisch Null
gilt:™®

®(0) > 0 A ®(0) > |®(z)] VzeR?.

Definition: vollstindig monoton

Vollsténdig monoton auf R, ist eine Funktion f € C*(IR.o) genau dann, wenn fiir alle
ihre Ableitungen gilt:

(3.3.1-1) VneNy reRsog: (—1)" (r) > 0.

drn

Bemerkungen:

Oft wird auch noch die Rechtsstetigkeit in 0 gefordert, so in [SchoenComMon], Gleichung
(3.1). Gilt die Gleichung (3.3.1-1) nur fir n = 0,..., K, so nennt man die Funktion un-
vollstindig monoton™ oder mehrfach monoton®® von Ordnung K.

""Eine weitere abstrakte Funktionenklasse sind die rotationsinvarianten Basisfunktionen. Sie sind da-
durch definiert, daB sie ihren Wert bei orthogonalen Transformationen beibehalten, d. h. V T € O(R?) :

&(Tx,Ty) = ®(x,y). Man kann zeigen, dafl sie sich durch ®(z,y) = ¢ (2" y) darstellen lassen. Wegen
o(lzl,) = ¢(2'* z) sind die radialen Basisfunktionen die Schnittmenge aus translationsinvarianten und ro-
tationsinvarianten Basisfunktionen. Da sich die charakteristischen Eigenschaften der Exponentialfunktion
schlecht mit dem Einsetzen eines Ausdrucks vom Typ z!"y vertragen, ist eine genauere Untersuchung des
Verhaltens von rotationsinvarianten Basisfunktionen unter Fourier-Transformation hier nicht sinnvoll.

"Entnommen aus [IskeDr], Bemerkung 3.1.

™Vgl. [SchabackWu].

80Vgl. [WuCharPosDef].
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Satz 3.3.1-2
Fiir & : R? — R mit ®(z) = ¢ (Hx”g) (man beachte das Quadrat der Norm !) nicht identisch
Null gilt:8!

® € BPD(0O,IRY) VdeN

& ¢ ist vollstdndig monoton und rechtsstetig in O .

Ganz aktuell ist die Verallgemeinerung

Satz 3.3.1-3
Fiir stetiges ® : R? — IR mit ®(z) = qZ(||:c||§) nicht identisch Null und beliebiges m € N,
gilt:82

® € BPD(m,R?) VdeN

m

& (—)™ L ist vollstdndig monoton .

Bemerkung:

In den letzten beiden Sidtzen wurden exakte Charakterisierungen der ® gegeben, die fiir alle
Dimensionen d bedingt positiv definit sind. Die neu entwickelten radialen Basisfunktionen
mit kompaktem Triger sind jedoch nicht im gleichen Mafle dimensionsunabhingig.®® Eine
andere Methode ist die weitere Auswertung der Gleichung (3.2.1-1) im Hinblick auf ein
spezielles & bzw. .

Die Tabelle 1 auf Seite 48 enthilt die klassischen radialen Basisfunktionen &, ihre verallge-
meinerten Fourier-Transformierten ¢ (allerdings ohne die Angabe etwaiger Distributionsan-
teile, die durch nicht im gew6hnlichen Sinne existierende, uneigentliche Integrale entstehen
konnen), die minimale Ordnung m ihrer bedingten positiven Definitheit und die minimalen
Parameter sy und s, fiir die ¢ € Gy, 5. gilt. Die Bedeutung von s, und s ergibt sich aus
Satz 3.1.2-2.8% Abbildung 1 auf Seite 49 zeigt die Graphen dieser Funktionen ®.85 Die wich-
tigsten Eigenschaften der modifizierten Bessel-Funktionen dritter Art K, die in der Tabelle
auftauchen, findet man im Kapitel 1.3 dieser Arbeit.

Selten trifft man in der Literatur auf radiale Basisfunktionen vom Typ ‘verschobener Loga-
rithmus’. Findet man sie, so mufl man die angegebenen Eigenschaften nachpriifen. Insbeson-
dere sind diese Funktionen nicht positiv definit, wie folgendes Korollar zeigt:

Korollar 3.3.1-4

¢(r) = In (c2 + r2) mit ¢ € Ry und &(z) = é(|z,)
= ® ¢ BPD(2,R%) .

81Vgl. [SchoenComMon], Theorem 3. In der Originalarbeit wird nur der Fall d = 1 betrachtet.

82Entnommen aus [GuoHuSun], Theorem 3.1.

83Dafiir geeignete Methoden findet man in [IskeDr], [WendlandDip], [WuCompSupp].

84 Ahnliche Tabellen befinden sich in [SchabackErrCond], Tabellen 1 und 2, [SchabackIntApp], Tabelle 2,
[SchabackLowBound], S. 2, und [SchabackRepPol], S. 2f.

857Zu Beweisen und Literatur siehe [WeinrichDr], Kap. 4.3.4, [Micchelli86], Kap. 4, [JacksonSurvey], Kap. 3
und Tabelle 4, [SchabackAppRBF] Gleichung (3.4) und [CADII] vom 25.05.93.
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3. Ergebnisse durch Fourier-Transformation

Radiale Basisfunktion ®(z) = ¢(||z||,) o(w) = vFT(?)(w)
p(w) = po(wly)
Bezeichnung o(r) = wol(s) = m > 50> Soc >
2
polynomials (=12, Ci(d,v) st [v/2] v v
Ve IR,>0 \ 2N
thin plate (—1)"/2Jr1 r”Inr, ldlv
splines e IN Cy(d,v) s v/2+1 v v
Lar? /2
GauBians i <3> L%/ (4a) 0 —~d 0
o€ IR,>0 04
2] (2, 2\"/?
multiquadrics (=7 (C Tr ) : (=1)[V/?] Mgy () [v/2] v 0
I/EIR>0\2]N, CEIR#()
v
inverse (02 + r2)u/2 ’ Mgy.c(s) 0 > e
multiquadrics veR\ 2%, c € R Fiir v < Ld ist FT méglich. o U_Sdu
2 /2 (c7) r\"
e (1)
r d 2c L(v+d/2
Sobolew-Splines (V * 2) (2m)? (02 + 32) e/ 0 —d v
= My 12014d,(r)
v € Rsyg, cE IR;,&()
verschobener In (02 + TQ) , 2
Logarithmus ¢ € Ry vel, Korollar
Dabei ist
r(4)
o) (d, I/) — 9d+tv 7Td/2 — 7
I'(-%)
Co(d,y) = 24+vLlgd2p (d;‘_’/) <%>, ’
9 /2 L(d+v)/2
M = ) Ea
d,u,c(s) T (_%) KdTZL (CS) ( C>

Tabelle 1: Die klassischen radialen Basisfunktionen, ihre Fourier-Transformierten und Daten
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Abbildung 1: Graphen der klassischen radialen Basisfunktionen
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Beweis:
Mit ¢(r) = ¢(r?) folgt:

é(r) = In (02 + 7“2)
= ¢(r) = In (02 + 7“)

- ¢ 1 >y
iQSQ(T‘) = ﬁ(?") = —m = —(C +T) / .
Die zweite Ableitung von ¢ gehért also zur Funktion ¢o(r) = ¢o(r?) = —(c2 + r2)L4/2,
Diese ist vom Typ ‘inverse multiquadric’, und somit laut Tabelle 1 positiv definit. Laut

Satz 3.3.1-2 ist nun ¢5 vollstindig monoton, so dafl wegen Satz 3.3.1-3 ¢ zu einer Funktion

d ..
® € BPD(2,IR%) gehort. q.e.d.

Etliche der Funktionen aus Tabelle 1 sind schon seit vielen Jahren im Gebrauch; so zeigte
z. B. Duchon im Jahr 1977%, daf die ‘thin plate splines’ und die ihnen verwandten ‘po-
lynomials’ bestimmte Seminormen in Sobolew-Riumen minimieren. Die Eindeutigkeit der
Losung dieses Minimierungsproblems erklért, warum diese beiden Typen von radialen Basis-
funktionen, im Gegensatz zu allen anderen, keine Parameter enthalten. Die anschaulichste
Anwendung des Satzes von Duchon ist die Erzeugung einer Fliche iiber dem IR? mit minima-
ler Kriimmung, gemessen durch die Ly-Norm der zweiten Ableitung. Diese Eigenschaft verlieh
der ganzen Funktionenklasse den Namen ‘thin plate splines’. Da allgemein die zu erfiillen-
de partielle Differentialgleichung A™f = 0 die ‘polyharmonische Differentialgleichung’ ist,
werden ‘thin plate spline’ und ‘polynomials’ auch unter dem Namen ‘polyharmonic splines’
zusammengefaflt.

Relativ neu hingegen ist die folgende Definition.

Definition: radiale Basisfunktion mit kompaktem Triger

Eine radiale Basisfunktion mit kompaktem Tréiger ist eine radiale Basisfunktion ®(z,y) der
Form ®(z,y) := ¢(d(x, y)), wobei ihr Triiger supp ® C IR? kompakt ist. Gebriuchlich ist die
Bezeichnung ‘compactly supported functions’, die im folgenden verwendet wird.

Fiir ‘streng monotone’ Metriken (Metriken mit e > 0 = d((1 + &)z, z) > 0V z) ist die
Definition dquivalent zu: supp ¢ C R' ist kompakt.

Die Tabelle 2 auf Seite 53 enthélt als Beispiele einige der sogenannten Wu®’- und Wendland®®-
Funktionen.

Definition: Wu-Operatoren

Der Wu-Integraloperator

I:DB; —Fun'; [ I(f)(r) = /s-f(s)ds

86Vgl. [Duchon77].

87Zitiert aus [WuCompSupp], S. 9.

88Fine Liste der Funktionen, die dem Autor dieser Arbeit von Herrn Wendland freundlicherweise zur
Verfiigung gestellt wurde, befindet sich in Tabelle 2.
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sei auf DB; C Fun' definiert, der Wu-Differentialoperator

D:DBp — Fun'; f~ D(f)(r) := 14 (r)

r dr

auf DBp C Fun'.

Definition: Wu-Funktionen

Sei ¥;(r) := (1 —r?)}. Dann definiert man fiir [ € N und k € N, die Wu-Funktionen ¢,
durch:

b0 = Yok Y
¢l,k = DF Cbl,(] fiir k € IN.

Definition: "Wendland-Funktionen
Man definiert fiir [ € N und k£ € Ny die Wendland-Funktionen ¢, ; durch:®

do(r) = (1—1)}
g = IF¢yy fiir k€ N

Satz 3.3.1-5 (Eigenschaften der Wendland-Funktionen)
¢k ist auf [0, 1] ein Polynom vom Grad [ + 2k. Fiir [ := [gJ +k+ 1 gilt:

¢ € BPD(0,IRY) N C*(RY)
()
und FT (¢r) > 0 fiirl > 2.
Auflerdem gibt es kein Polynom mit kleinerem Grad, das ebenfalls diese Bedingungen erfiillt.

Aus den Graphen der Abbildungen 1 bis 7 erkennt man schon, daf die positiv definiten ¢ die
Eigenschaften aus Satz 3.3.1-1 haben. Auch die Eigenschaften laut Satz 3.3.1-3 sind héufig
erkennbar.

3.3.2 Abschitzung des Interpolationsfehlers

In diesem Kapitel geht es, aufbauend auf Korollar 3.2.2-3, um die weitere Abschéitzung von
kx.o(7) fiir die ‘klassischen’” ® € RBF“.

Definition: _lokale Stiitzstellendichte
Zur Stiitzstellenmenge X und Metrik d definiert man fiir p > 0:%

hy xa(z) = Jomax min d(y, z;) -

89Die Definition und der folgende Satz sind zitiert aus den Oberseminarvortrigen des Herrn Wendland
vom 12.04.95 und 14.06.95.

90Diese Definition findet man schon bei Madych und Nelson: [MadychNelsConPoslI], S. 224. Aktuell ist
die Ubersicht in [SchabackIntApp], Kap. 4.

Y
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
Wu-Funktion ¢

Abbildung 2: Graph der Wu-Funktion ¢y ¢ bzw. der Wendland-Funktion ¢
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Abbildung 3: Graphen der Wu-Funktionen ¢ o und ¢,
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Bezeichnung ¢(r) = const - ... Dimension d mit
¢ € BPD (0,IR")

Wu o0 (1—r)t 1

Wu ¢ (1—7)% (14 3r+7r?) 1

Wu ¢, (1—r)i@2+r) 3

Wu ¢o9 (1—7)5 (14 5r 4 9r? + 5% 4 ¥ 1

Wu ¢o 1 (1 —7)% (4+ 167 + 1207 4 3r%) 3

Wu ¢99 (1—7)% (84 9r+3r?) 5

Wu ¢3.0 (1 —7)7 (5+ 35 + 10172 + 1477 + 1017 + 35¢° 4 5r°) 1

Wu ¢31 (1 — 1) (6 + 367 + 82r% 4 72r° + 307" + 5r°) 3

Wu 3.9 (1 —7)5 (8 + 407 + 48r% + 25¢° + 5r%) 5

Wu ¢33 (1 —7)% (16 + 297 + 20r? + 51°) 7

Wendland ¢ | (1 —17)4 1

Wendland ¢ | (1 —7)} 3

Wendland ¢ | (1 — T)i (1+ 3r) 1

Wendland ¢30 | (1 —1)7 5

Wendland ¢35 | (1 —7)% (1 + 4r) 3

Wendland ¢35 | (1 —7)5 (1 +5r + 8r7) 1

Tabelle 2: Einige radiale Basisfunktionen mit kompaktem Triger

Fiir endliche Stiitzstellenmengen X und beschrénkte Definitionsbereiche €2, aus denen z
stammt, ist die Stiitzstellendichte gleichmifig beschrankt:

dhyg>0: hp’X’d(fE) < hy Vze.

Fiir kx ¢ (z) werden Aussagen der Form

(3.3.2-1)  kxe(r) = \/Qq>(u(x),<b(:1:,X),<b(x,x)) < Fg(hyxa(x))

mit Fp : Rsg — Rug; h = Fy(h) erzielt.”! Im allgemeinen ist Fp in A monoton wachsend,
z. B. Fp(h) = O (h") oder Fg(h) = O (6“““) fiir ein n € IN. Daran erkennt man, daf sich

der Fehler bei verringertem Abstand h der Stiitzstellen verbessert.”? Anschaulich muf} das
auch so sein, da dichter liegende Stiitzstellen die vorgegebene Funktion f besser ‘abtasten’.
Darum wird im folgenden immer die Monotonie von Fg(h) vorausgesetzt:

(332—2) hiy < hy = F(p(hl) < Fq;(hQ)

Das Verhalten der Funktionen Fg(h) hingt im wesentlichen von der Art der Singularitit der
verallgemeinerten Fourier-Transformierten bei oo ab, vgl. den Parameter s, in Tabelle 1. Die
Tabelle 3 auf Seite 54 gibt Fy fiir einige gebriuchliche ® an.?® Solche Aussagen erhilt man,

9Tn [WeinrichDr], S. 9 findet man eine etwas andere Form:

h )= max min |y L z;| = & z) =0O(h x)%/?
0. X.d(%) Jern TEE o,y min ly L 4| x.2(2) = O(hy,x.a(z)"="7)

92Giehe dazu [Schaback AppRBF].
93 Entnommen aus [SchabackErrCond], Tabellen 1 und 2 und [SchabackIntApp], Tabelle 2. Siehe auch
[WuSchabLocErr], Theorems 6-8, [MadychNelsBound], Kap. 2.2.
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Abbildung 4: Graphen der Wu-Funktionen ¢, und ¢ 9

Bezeichnung | ¢(r) | Fo(h) = O(:) fiir h = o0 | Ga(q) = O(:) fiir ¢ = 0
polynomials (=1)v/2lpv h" q’
thin plate splines | (=1)"/>*' ¢+ Inr hY q’
GauBians eJ_ar2 eJ_ const /h? qJ_d eJ_ const /q>
(inverse) _1\[v/2] 2 2 v/2 L const /h 2 1 const /q
multiquadrics (=1) (c tr ) € ae
Sobolew-Splines | Mg 19,1 4.c(7) h2v P

JRrs]
Wendland-

e _|d

Funktionen Pue(r) fiir | = {QJ +k+1>2

und d ungerade

Tabelle 3: Funktionen Fg(h) und Gg(q) einiger ® € RBF?

indem man eine andere IPZl—reproduzierende Lagrange-Basis u(z) benutzt, die sich besser
handhaben 148t.° Diese Konstruktionen wurden z. B. in [WuSchabLocErr], Kap. 5 und
[CADII], 11.05.93 beschrieben. Mit Gleichung (3.3.2-1) erhélt man so Fehlerabschitzungen
der Form:

(332:3)  f(2) = spxa(@)] < fln, - 6xo@) < [flr, - Felixa(e) -
Konkret also z. B. :
f(x) = spxa(@)] < Ifle, - hpxalz)="

oder sogar allgemeiner fiir die a-te Ableitung:%
1D f(x) — D% xa(z)| < constya- (hyxa(z))>H
Dabei ist so, wie in Satz 3.1.2-2 so bestimmt, dafi vFT(®) € G, ;.. gilt.

94Vgl. Bemerkung 2.9-2.
95Vgl. [WuSchabLocErr], Gleichung (1.5).
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Abbildung 6: Graphen der Wendland-Funktionen ¢, o und ¢
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Abbildung 7: Graphen der Wendland-Funktionen ¢34 und ¢s



3.3. Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse fiir ® = ¢od, o7

3.3.3 Abschitzung der Kondition der Interpolationsmatrix

Definition: Charakteristische Grofie d,,i,(X) einer Stiitzstellenmenge X
Fiir X = {z;};enr € R? und eine Abstandsfunktion® d auf dem IR? setzt man:

Apin (X)) 1= minXd(:Ui,:cj) .

T, #T;E€

Ahnlich definiert, aber seltener bendtigt, wird der Gesamtdurchmesser von X:

Definition: Gesamtdurchmesser d,,..(X) einer Stiitzstellenmenge X
Fiir X = {z;};enr € R? und eine Abstandsfunktion d auf dem IR? setzt man:

Amax(X) = max_d(z;, ;) .

T,x;€

Um die Abhéingigkeit der Interpolationsmatrix Ag von der Stiitzstellenmenge X zu betonen,
wird voriibergehend ein weiterer Index angebracht: Ag x := ®(X, X).

Fiir cond Ag x werden nun Abschétzungen der Form?7

cond Ao,y = [Aox |- [Aox]| < Gala)" - Hox(a)
mit

q = %dmin(X) .

angestrebt. Dabei werden Ergebnissen des Kapitels 1.5 herangezogen. Zur Abschétzung von
|Ag x| wird konkret die aus dem Satz von Gerschgorin gewonnene Folgerung aus Gleichung
(1.5-4) genutzt. Da die Interpolationsmatrizen nicht nur selbstadjungiert sind, sondern fiir
translationsinvariante Basisfunktionen ® € TBF? auf der ganzen Diagonale den Wert ®(0, 0)
enthalten, vereinfacht sich die Aussage zu:

[Aexl,, < 12(0,0)) + max > [®(z; —x;,0)] .
JEM, j#i
Man erhélt daraus fiir konkrete ® globale, d. h. vom Ort x unabhéngige Abschiatzungen der
Form |As x| < Hs x(q), wobei Hg x(g) meist eine in ¢ monoton wachsende Funktion ist.”®
Sie hingt auflerdem in aller Regel von N = #X ab.

Wesentlich schwieriger sind Aussagen iiber |Ag x| zu gewinnen. Entsprechend Gleichung
(1.5-3) muB der minimale Eigenwert A(Ag x) von Ag x nach unten abgeschétzt werden. Oft
ist dazu die Darstellung von ® durch seine Fourier-Transformierte, ®(z,0) = vFT+! (p(w))(z)
verwendbar. So ergeben sich (hdufig durch Abschneiden von Integralen) Aussagen der Form

1
11 Ld : o p 1y .
HA‘I)’X H < consty q OSI’HISUIHER (w) < Gg(g)™ mit R=0 <q> fiirg — 0 .

Auch die G¢(g) sind in ¢ monoton wachsende Funktionen, nur wachsen sie in der Regel
schwiicher als Hg x(q), so dafl die Kondition fiir dichter liegende Stiitzstellen unbeschrénkt
ist:

(3.3.3-1)  dpi(X) =0 = condAgx — 0.

967. B. eine Metrik.
97Siehe [CADII], 28.05.93 fiir || A~ und 08.06.93 fiir | A]|.
98Vgl. dazu die Arbeiten von Ball, Baxter, Sivakumar und Ward.
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Eine Kurvendiskussion fiir die verallgemeinerte Fourier-Transformierte ¢ einer gegebenen
Funktion ist nur sehr aufwendig zu betreiben.?® Beispiele fiir geeignete Funktionen Gg(q) zu
den ‘klassischen’ radialen Basisfunktionen sind in der Tabelle 3 auf Seite 54 aufgefiihrt.'
In [SchabackLowBound] finden sich untere Grenzen fiir |Ag x|, so daB man die Qualitét
der Abschétzungen beurteilen kann.

Insgesamt erkennt man, daf} sich die Kondition bei verringertem Abstand der Stiitzstellen
verschlechtert. Dieses Verhalten ist dem Fehlerverhalten entgegengesetzt. Es ist versténd-
lich, da sich fiir stetige ® die Zeilen der Interpolationsmatrix mit fallendem Abstand der
Stiitzstellen anndhern. Fallen zwei Stiitzstellen gar zusammen, so sind zwei Zeilen gleich, die
Matrix kann also nicht mehr invertierbar sein.!%!

3.4 Die Problematik einer inhomogenen Stiitzstellenverteilung

Die negativen theoretischen Aussagen iiber inhomogen verteilte Stiitzstellen wirken sich in
der Praxis sehr stark aus, wie man den Abbildungen des Kapitels 4.2 entnehmen kann. We-
gen der Gleichungen (3.3.2-3) und (3.3.2-2) ist anzustreben, h, y 4(z) auf einem Grundgebiet
Q2 D X klein zu halten, also die Stiitzstellen mdglichst dicht anzuordnen und gegebenenfalls
ihre Anzahl N zu erhéhen. Eine dichte Anordnung impliziert aber geringere Werte von
dpmin(X), was nach Gleichung (3.3.3-1) die Kondition beeintrichtigt. Die Erhchung von N
wirkt sich sehr nachteilig auf den Rechenaufwand aus, wie in Kapitel 5.1 dargestellt wird.
Insgesamt ist ein Kompromifl zwischen den beiden Zielen ‘kleiner Fehler’ und ‘gute Kondi-
tion’ notig. Dieser Kompromif§ kann nur auf eine moglichst gleichmdfig dichte Anordnung
einer modifizierten, aber nicht vergrofierten Stiitzstellenmenge hinauslaufen.

Der nun folgende Praxisteil dieser Arbeit wird einige Ansitze darauthin untersuchen, ob
und wie gut sie diesen Kompromif erreichen. So werden in Kapitel 5 und 6 verschiedene
Methoden betrachtet, die auf Manipulationen der Metrik beruhen. Im einzelnen sind dies

e cine ortsabhiingige Skalierung der Art dg(z,v) = Q(2)Q(y) d(x,y),
e Transformationen, die der Metrik vorgeschaltet werden: dr(x,y) := d(Tz, Ty),
e Funktionen, die der Metrik nachgeschaltet werden: d;(z,y) := ¢(d(z,y)) und schliefilich

e cin Ubertragung des Interpolationsproblems auf einen Graphen im R4t

Das letzte experimentelle Kapitel erprobt dann einen Ansatz, der auf einer iterativen Inter-
polation auf immer feineren Teilmengen der Stiitzstellenmenge mit jeweils dafiir optimalen
Basisfunktionen beruht.

99Vgl. [BallEigenval], [Balllnvert], [BallSivaWard], [NarcowichWard91], [NarcowichWard92].

100Das Ergebnis fiir die Wendland-Funktionen ist dem Oberseminarvortrag vom 14.06.95 entnommen.

101Das Phinomen wurde unter dem Stichwort ‘Unschérferelation’ eingehend in [SchabackErrCond] und
[SchabackIntApp] erortert.
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Teil 11
Praxis der Interpolation

4 Vorstellung der Beispielfunktionen

4.1 Die Beispielfunktionen und ihre Graphen

Als Beispielfunktionen werden eine wellenférmige Funktion

ST 2 ) z . 1 z+1 y+1
(4.1-1)  f:[-1,1]* > R; ( ) ) > sin (4 (e 1) (e 1)
und eine deformierte ‘Mexican-Hat-Funktion’

(412)  f: [_1’1]2 LR ( ; > . cos <7r\/x2 + (2y)2> )

1 120 ((22)+y?)
1+ (22)*+ (2y)* 2

untersucht. Die Graphen der Funktionen sind in Abbildung 8 dargestellt.

L

SN
27\

\\;\

\

N\

‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’

Abbildung 8: Graphen der ‘Wellen-Funktion’ und der ‘Mexican-Hat-Funktion’

Die ‘Mexican-Hat-Funktion’ ist als Summe zweier L;-Funktionen auf IR? Fourier-transfor-
mierbar. Die ‘Wellen-Funktion’ ist dies nicht, denn auf Grund ihrer wesentlichen Singularitét
fiir 0 < x,y — oo ist ihre verallgemeinerte Fourier-Transformierte keine Funktion. Daher
sind die native-space-Aussagen aus Kapitel 3.2.2 nur fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ giiltig.
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Bemerkung:

Die Beispielfunktionen, die meisten Interpolanten und ihre Graphen wurden mit dem Pro-
gramm ‘Mathematica 2.271%2 auf Rechnern des Typs ‘digital DEC 3000’ mit Alpha-Prozessor
unter dem Betriebssystem ‘DEC OSF/1 Alpha V3.0’ berechnet. Die Funktionen wurden
auf einem Quadratgitter mit 25 x 25 Gitterpunkten ausgewertet, welches das Intervall
[—1, 1] € IR? iiberdeckt. Bei parametrisierten Basisfunktionen wurden die Konstanten const
aus den Regeln der Gleichung (5.3-1) so gewéhlt, daf

e das Interpolationssystem durch ‘Mathematica’ gelost werden kann (das Programm
warnt bei zu schlechter Kondition),

e die Interpolante moglichst glatt und der Beispielfunktion &hnlich erscheint und

e sie das Werteintervall [—1, 1] nicht verldsst.

Weiterhin richten sich die Konstanten fiir die Wahl der Parameter nach der ‘Wellen-
Funktion’, da sie sich, wie oben ausgefiihrt, schlechter approximieren 14f3t. Fiir die ‘Mexican-
Hat-Funktion’ sind hiufig bessere Wahlen méglich, wie in den Anmerkungen zu den einzelnen
Graphiken dargestellt werden wird.

Die Angaben iiber A\(Ag), A(As) und condso(Ag) lieferte ebenfalls das Programm ‘Mathe-
matica’. Sie wurden jeweils auf drei signifikante Stellen gerundet.

4.2 Einfache Interpolanten

Zunichst sollen die Beispielfunktionen nach dem ‘klassischen’ Verfahren interpoliert werden,
um eine Vergleichsgrundlage zu schaffen. Die Graphiken dieses Kapitels présentieren die
Ergebnisse.

Bemerkungen zu Abbildung 9:

Die Stiitzstellenverteilungen wurden so gewihlt, dafl eine moglichst gute Reproduktion der
Beispielfunktionen erméglicht wird. Dazu wurden ‘von Hand’ einige Stiitzstellen global ver-
teilt, ndmlich fiir die ‘Wellen-Funktion’ (=1, —1)" und (1,1)" und fiir die ‘Mexican-Hat-
Funktion’ (—1,—1)", (=1,1)", (1,-=1)", (1,1)', (0,0)™, (5/32,0)" und (—5/32,0)". Da-
nach wurde ein Verteilungsmuster fiinf mal mit jeweils halbierter charakteristischer Di-
stanz iteriert, so dafl diese Stiitzstellen bei unendlich hiufiger Wiederholung gegen ei-
nen ‘Hiaufungspunkt’ konvergieren wiirden. Dieser ‘Haufungspunkt’ ist bei der ‘Wellen-
Funktion’ (1,1)" und bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ (0,0)". Als Verteilungsmuster der
ersten Stufe wurden fiir die ‘Wellen-Funktion’ (—1,1)", (=1,0)", (0,0)*, (0, —=1)*, (1, —-1)*
und fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ (1,0)", v/2/4(2,1), (0,1)", /2/4(=2,1)", (=1,0)",
V2/4(=2,-1)", (0, —1)" \/2/4(2,—1)'" gewiihlt.

102Dabei wurde der Befehl

Plot3D[ slx,yl, {x, -1, 1}, {y, -1, 1},
PlotRange -> PlotRangeVec, PlotPoints -> PlotPointVec, ViewPoint -> ViewPointVec,
AxesStyle -> { Thickness[0.001], DefaultFont :> {"Courier", 24.} },
AxesLabel -> { "x', "y", " }, ColorOutput -> GrayLevel, ClipFill -> None,
DefaultFont :> {"Courier", 24.}

1;

verwendet. Die Optionen waren in der Regel wie folgt definiert:

ViewPointVec = { 3, -3, 2.5 }; PlotPointVec = { 25, 25 }; PlotRangeVec = { -1, 1 }; .
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Stiitzstellenverteilung zur ‘Wellen-Funktion’ Stiitzstellenverteilung zur
do, min(X) = 1/16 = 0.0625, d2, max(X) = 2 V2 ‘Mexican-Hat-Funktion’

dQ,min(X) ~ 00287, d2,max(X) =2 \/5

Abbildung 9: Stiitzstellenverteilungen der einfachen Interpolanten
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thin-plate-spline-Interpolante zur thin-plate-spline-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
MAg) = 38.5, A(Ag) ~ 2.07-10+2, AMAg) ~ 22.5, A(Ag) ~ 5.07- 10+,
CODdQ’Q(A(I)) ~ 1.86 - 104 COHdQ’Q(AQ) ~ 4.43 - 104

Abbildung 10: Einfache thin-plate-spline-Interpolanten
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Bemerkungen zu Abbildung 10:

Die thin-plate-spline-Interpolanten sind nicht parametrisiert. Wie oben schon erwéhnt, lie-
fern sie in Punkto ‘minimale Kriimmung’ die besten Bilder. Auflerdem zeichnen sie sich
durch eine relativ gute Kondition aus.

=\
Z\\\
0 752 \\\\
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1-1
Verschobener-Logarithmus-Interpolante zur Verschobener-Logarithmus-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter ¢ = 6.2 dg, min(X) = 0.3875, Parameter ¢ = 6.2dy, min(X) ~ 0.1779,
MAg) = 31.5, A(Ag) ~ 2.87- 1017, AAg) ~ 88.9, A(Ag) ~ 7.34-10+6,
condg 2(Ag) ~ 1.10 - 10° condy o(Ag) ~ 1.21 - 107

Abbildung 11: Einfache Verschobener-Logarithmus-Interpolanten

Bemerkungen zu Abbildung 11:

Der Parameter ¢ = 6.2 dy, min (X)) ist fiir die ‘Wellen-Funktion’ optimal gew#hlt in dem Sinne,
daf bei einem Wert von 6.4 dg, min(X) die Interpolante das Zielintervall [—1, 1] verlisst. Fiir
kleinere Werte wird die Interpolante unnotig spitz.

Fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ ist ¢ = 14 dg, min(X') noch méglich und optimal, denn schon
bei ¢ = 14.3 dy, min(X) wird die Kondition der Interpolationsmatrix zu grof8. Kleinere Werte
erzeugen deutlich spitzere Interpolanten.

Bemerkungen zu Abbildung 12:

Der Parameter ¢ = 4 dy, min(X) ist fiir die ‘Wellen-Funktion’ optimal gew#hlt in dem Sinne,
dafl bei einem Wert von 8ds min(X) die Interpolante so stark schwingt, dafi das Intervall
[—1, 1] verlassen wird. Bei Werten unter 4 dg, min(X) wird der Graph unnétig spitz.

Fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ ist ¢ = 9ds min(X) noch moglich. Dariiber beginnt der
Graph stark zu schwingen.

Bemerkungen zu Abbildung 13:

Fiir die ‘Wellen-Funktion’ ist & = 1/16 - 1/dg, min(X)? optimal. Fiir o = 1/8 - 1/dy_min(X)?
verliisst der Graph den vorgegebenen Wertebereich, fiir Parameter grofer 1/16-1/dg, min(X)?
zerfillt er in einzelne ‘Hiitchen’.
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multiquadric-Interpolante zur

‘Wellen-Funktion’
1/4, MAs) =~ 32.0,

X)
AMAg) ~ 2.53 1015, condyo(Ag) ~ 1.26 - 106

Interpolante zur

multiquadric

Hat-Funktion’

Parameter ¢ = 4 dg min(X) = 0.115,

condy 2(Ag) ~ 5.52 - 10°

‘Mexican
AMAg) ~ 362, A(Ag) ~ 6.56 - 106,

(

min

)

Parameter ¢ = 4d,

Abbildung 12: Einfache multiquadric-Interpolanten

Gauf3-Interpolante zur ‘Mexican-Hat-Funktion’

=1/16 - 1/da, min(X)? ~ 75.91,

MAg) ~ 10.1, A(Ag) ~ 1.01-1015,
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Abbildung 13: Einfache GauB-Interpolanten
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Fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ ist & = 1/38 - 1/dg, min(X)? noch méglich. Beim doppelten
Wert davon wird die Interpolationsmatrix schlecht konditioniert (Mathematica-Warnung).

Trotzdem verschwindet der ‘Hiitchen-Effekt’ nie génzlich.
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inverse-multiquadric-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’

Parameter ¢ = 4 dy min(X) = 1/4, AM(As) ~ 50.1,

AMAs) ~ 2.09- 1013, condyo(Ae) ~ 2.39 - 10

inverse-multiquadric-Interpolante zur
‘Mexican-Hat-Funktion’

Parameter ¢ = 4 dg min(X) =~ 0.115,

MAg) = 166, A\(Ag) ~ 3.48 - 1043,
condy o(Ag) ~ 4.79 - 10*

Abbildung 14: Einfache inverse-multiquadric-Interpolanten

Bemerkungen zu Abbildung 14:

Fiir die ‘Wellen-Funktion’ ist ¢ = 4dy min(X) angebracht. Darunter zerfillt der Graph in
spitze Hiitchen, dariiber leidet die Kondition der Interpolationsmatrix.

Fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ wiirde ¢ = 8.5 dy, min(X) weniger starke ‘Senken’ im Gra-
phen erzeugen, der Vergleichbarkeit wegen wurde dieser Parameter nicht benutzt. Bei
¢ = 17dy min(X) schwingt der Graph schon sehr stark. Zu kleine Werte erzeugen den ent-

sprechenden Effekt wie bei der anderen Beispielfunktion.

Bemerkungen zu Abbildung 15:

Fiir die ‘Wellen-Funktion’ ist ¢ = 12dy 1,;n(X) angebracht. Bei 16 dg min(X) schwingt der
Graph aus dem Intervall [—1, 1] heraus, bei deutlich kleineren Werten entstehen einzelne

Hiitchen.

Fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’ ist das Problem so erstaunlich gut konditioniert, daf} es fiir
Werte ¢ von 70 bis 560 mal dy_ i, (X) 16sbar ist'® und einigermafien glatte Graphen liefert.
Wiederum wurden diese Parameter der Vergleichbarkeit halber nicht benutzt.

103Vermutlich sind noch héhere Werte moglich, was aber bisher noch nicht experimentell erprobt wurde.
Die Interpolanten dndern sich fiir wachsende Parameter nur noch sehr wenig.
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Wendland-¢3 i-Interpolante zur Wendland-¢3 i-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter ¢ = 12dg, min(X) = 3/4, Parameter ¢ = 12dg, min(X) ~ 0.344,
MAg) =~ 8.57, A(Ag) ~ 4.53 1013, AAg) ~ 11.3, A(Ag) ~ 5.29 - 1013,
condg o(Ag) ~ 1.89 - 103 condy o(Ag) ~ 2.14 - 103

Abbildung 15: Einfache Wendland-¢3 ;-Interpolanten

Fazit:

Die thin-plate-spline-, verschobener-Logarithmus- und multiquadric-Interpolanten liefern so
gute Approximationen, dafl keine weiteren Verbesserungen mehr nétig sind. Zu bemerken
ist, daf} dies die einzigen bedingt positiv definiten der hier verglichenen sechs Basisfunktionen
sind. Sie sind auch die einzigen, deren wesentlicher Trdger nicht beschrankt ist, d. h. es
gibt keine beschrinkte Menge, auerhalb der sie weniger als z. B. 1% ihres Maximalwertes
erreichen.

Die Interpolanten mit den anderen drei Basisfunktionen zeigen selbst fiir die optimalen

Parameter deutliche Hiitcheneffekte. Der Erfolg der in den néchsten Kapiteln beschriebenen
Verfahren mifit sich also an ihrem Vermogen, diesen stérenden Effekten entgegenzuwirken.
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5 Ortsabhingige Skalierungsfunktionen

5.1 Voriiberlegung: Generische Aufwandsanalyse

In diesem Kapitel soll kurz der typische numerische Aufwand dargestellt werden, der sich
fiir eine Implementation der mehrdimensionalen Interpolationsaufgabe ergibt. Dazu werden
nun einige Schreibweisen eingefiihrt:

Definition: numerischer Aufwand

Es seien

AwZ(Operation) := der Zeitaufwand zur Ausfithrung der Operation und
AwS(Operation) := der Speicheraufwand zur Ausfithrung der Operation.

Die Operation kann dabei eine einfache Addition oder auch ein Aufruf einer komplexen
Routine sein. Gemessen wird in praxisrelevanten Einheiten, wie etwa Taktzyklen der CPU,
Anzahl der Aufrufe eines Maschinenbefehls oder Speicherbedarf in Bytes. Die Details sind
hierbei nicht wichtig, da letztlich der Aufwand von komplexen Operationen als ‘ungefihres
Vielfaches’ des Aufwandes elementarer Operationen angegeben wird. Genauere Aussagen
sind nicht méglich und auch nicht sinnvoll, da der Aufwand einer solchen elementaren Ope-
ration stark maschinenabhéngig ist.

‘Ungefdhres Vielfaches” wird dabei durch die folgende Definition greifbar:

Definition: Landau-Symbol

Das Landau-Symbol O wird fiir zwei Folgen (fn),cn» (9n)pen € C definiert durch die fol-
gende Aquivalenz:

fn = O(gn) fiirn — oo
= FC>0neN: n>ng = |ful <C-lgn| -

Wenn keine Mifiverstdndnisse entstehen konnen, lafit man den Zusatz ‘fiir n — 00’ meist
weg.

Satz 5.1-1 (Aufwand der typischen Teilalgorithmen)

Sei eine Interpolationsaufgabe wie in Kapitel 1.1 definiert gegeben, also die Stiitzstellen-
menge X = {z;}iepr mit der Indexmenge M = {1, ..., N}. Sei & € SBF? eine beliebige

ceey

die Interpolante der Form
Q
s(z) = M"P(z,X) + "S(x) = Y ¢;®(z,x;) + O Bepe(z)
jeEM k=1
Dann ergibt sich fiir jeden Teil des Algorithmus jeweils der folgende Aufwand fiir N, () — oo:

AwZ( Aufstellen der Interpolationsmatriz Ag )
=0 (NQ) - AwZ( Auswertung von ®) + O (NQ) - AWZ( Auswertung eines py, ).
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AwZ( Auswerten der Interpolante an einem Punkt x )
= O (N) - AwZ( Auswertung von ®, Multiplikation und Addition )
+ 0 (Q) - AWZ( Auswertung eines pg, Multiplikation und Addition ).

Speichern der Interpolante)

(
(
(
wS(
= (9 (N 4+ Q) - AwS( Speichern einer reellen Zahl ).

In der Regel ist Q < N, so dafi die von () abhingigen Terme oben vernachlissigt werden
kénnen.

Satz 5.1-2 (Aufwand fiir Basisfunktionen mit kompaktem Triger)

Die Vorgaben seien dieselben wie im letzten Satz, nur ® € SBF? sei eine Basisfunktion mit
kompaktem Trdger. Bei diesen Funktionen ist die weitere Voraussetzung

Veel': #{x;€X: &,2;)#0} = O(1), dh. unabhingig von N

realistisch. Bei geschickter Ausnutzung dieser Voraussetzung ergibt sich fiir jeden Teil des
Algorithmus der folgende zeitliche Aufwand fiir N, ) — oc:

AwZ( Aufstellen der Interpolationsmatriz Ag )
O (N) - AWZ( Auswertung von ®) + O(NQ) - AWZ( Auswertung eines py ).

(
AwZ( Lisen des Interpolationssystems (2.5-6) )
=0 (N bis N? 4+ Q ) AwZ( Addition bzw. Multiplikation ).

AwZ( Auswerten der Interpolante an einem Punkt x )
= O (1 bis Id N) - AwZ( Auswertung von ®, Multiplikation und Addition)
+ O (Q) - AWZ( Auswertung eines pg, Multiplikation und Addition).

Zum Beweis nutzt man bekannte Aussagen iiber optimierte Algorithmen zur Lésung von
linearen Gleichungssystemen mit Bandmatrizen sowie iiber Algorithmen, die den Raum re-
kursiv in Gebiete zerlegen. Typischerweise verwenden diese Algorithmen aufwendigere Da-
tenstrukturen, so dal AwS(-) gegeniiber Satz 5.1-1 anwachsen kann.'0*

104Djes bestitigt wieder einmal den ‘Energieerhaltungssatz der Informatik’: AwZ + AwS = const.
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5.2 Feste Skalierungsfaktoren

Betrachtet man das Verhalten der im Kapitel 3.3 eingefiihrten radialen Basisfunktionen
unter einfacher Skalierung der Metrik, so erkennt man, dafl aus der Skalierung meist nur
eine Verdnderung des Parameters resultiert. Genauer ausgefiihrt:

Satz 5.2-1
Sei d eine beliebige Metrik auf dem IR? und ¢ > 0. Dann ist auch
dig(z,y) == ¢-d(z,y) fiir z,y € IRY
eine Metrik. Ist die Metrik d dariiberhinaus homogen, z. B. weil sie von einer Norm mittels
d(z,y) = |# — y|| herriihrt, so gilt
Vay € R dg(ry) = ¢-d(zy) = dgz,qy) .

Somit kann man die Skalierung der Metrik von d nach d,) auch als Skalierung des R? —
und dadurch auch der Menge X — auffassen. Deshalb ist klar, daf} sich simtliche bekannten
Aussagen iibertragen, da sie fiir eine beliebige Menge X gezeigt wurden.

Satz 5.2-2
Fiir ¢ > 0 transformieren sich die einzelnen radialen Basisfunktionen aus Tabelle 1 wie folgt:
polynomials:
o(r) = +r” ® € BPD ([v/2]) fiir v € Ryo \ 2IN
= dlar) =+ (qr)” = +q" ¢(r) .
Der Vorfaktor geht bei der Interpolation vollstéindig in die Koeffizienten c; ein.

thin plate splines:

é(r) = +r’Inr @EBPD(%+1) fir v € 2Ny
= ¢(gr) = + (¢r)"In(gr) = +¢"7"(In(r) +In(q))
=£q" ¢(r) + ¢"In(q) .
Fiir den Vorfaktor gilt dasselbe wie oben. Der r”-Anteil verschwindet bis zur Ordnung v/2+1

im Polynomanteil der Interpolante s, da ¢ bedingt positiv definit der Ordnung v/2 + 1 ist.
Nur im Anteil |z} fiir /2 +1 < [ < v wird also s durch die Skalierung beeinflufit.

(inverse) multiquadrics:

fiir a > 0,

+(a®+/%)° @ eBPD (max ([5].0)) ) Y

() ((Z>+)
= £q" dajq(r) -

Auch hier verschwindet der Vorfaktor. Wesentlich ist nur die Anderung des Parameters
von ¢ nach ¢/q. Die ‘Kontraktion des Graphen um ¢’ beeinflufit die Eigenschaften von ¢

<
R
—~
=
SN—r
I
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wesentlich nachhaltiger als bei den polynomials und thin plate splines, d.h. anschaulich:
Fiir ¢ > 1 wird der Graph ‘spitzer’. Das ist auch der Grund, warum man den Parameter
zur Stiitzstellenmenge X ‘passend’ wihlen muf}: Eine zu spitze radiale Basisfunktion liefert
keine ‘schone’ Interpolante, sondern ein Gebirge aus einzelnen Hiitchen, die steil aus der
R?-Hyperebene herausragen.

Gauflians:

¢a(7,) — eJ_a r?

6] T2 a2 7'2
= ¢ (qr) = etealer)® — pllag®)r® Pag2 (1)

& € BPD(0) fiir o > 0

Der Effekt der Skalierung dhnelt dem fiir die multiquadrics, da sich im wesentlichen nur der
Parameter der radialen Basisfunktion #ndert. Auch hier wird fiir ¢ > 1 der Graph ‘spitzer’
— und zwar sogar quadratisch in q.

compactly supported functions:

Pa(r) = b1 (g) ® € BPD(0) fiir a > 0
= dalar) = 61 (L) = o (ai/() = Ganlr)

Der Effekt der Skalierung entspricht dem fiir die multiquadrics.

verschobener Logarithmus:

¢a(r) = 1In (oz2 + r2) ® € BPD(2) fiir a > 0
= ¢o(qr) = In (042 + (qr)Q) = In <q2 ((%) +7“2)) = 21Ing + Pas(r) .

Der konstante Summand verschwindet in einem IP{-Anteil.

. . . L 27Td/2 .
Sobolew-Splines: Mit ¢q := (o) gilt:
r 14
ba(r) = co Kiy(ar) <%> v,a >0

L(v+d/2)
= @a(ga) = FT (o2 + Jul2) ™) (0

2

q

1
FTH! (a2 + ‘—w
2

L(v+d/2)
) (z) laut Gleichung (1.4-4)
1 1L (v+d/2) L(v+d/2)
= S F ()7 ((ga) + ) ) @)
, 1(v+d/2)
= ¢ FT (((00)? + 1)) @)

_w [E4P '
— e Koo loly) (52
= ¢% Byo()

= o¢alqr) = ¢ Paq(T) -
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Die Bessel-Funktionen dritter Art K, haben laut Gleichung (1.3-1) an 0 Polstellen p-ter
Ordnung. Wegen K, = K, sind die Faktoren |z|; in der letzten Umformung gerade aus-
reichend, um aus den Polstellen hebbare Singularitédten zu machen.

Genauere, quantitative Aussagen iiber den Interpolationsfehler liefert folgender Satz:'%

Satz 5.2-3
(d)
Seien X und ® € TBF? gegeben, ¢ > 0. Sei ®(x,0) = FT*!(p(w))(x) und Fg der native

1 1
space von ®. Sei nun ®,(z) := ®(q-z,0) die skalierte Basisfunktion und ¢ (w) :== — ¢ | - w)
aq aq

deren Fourier-Transformierte.'%

Dann gilt:
(5.2-1)  kxe, () = Kexa(ga) .

Falls weiterhin ® = ¢ od € MBF? gilt und die Metrik d homogen ist, so folgt mit der
Kriging- Abschétzungsfunktion Fg(h):

(5.22) ko, (z) < F(q-h%p,X’d(x)> |

Dabei gehort Fg(h) zum unskalierten ®, d. h. es erfiillt die Gleichung (3.3.2-1). Weiterhin
stimmen die native spaces iiberein, d. h. Fg, = Fg, und es gilt

M‘
©(n)

Zusammengefasst ergibt sich daraus mit Korollar 3.2.2-3 die Fehlerabschétzung

f@) = srxe,@)| < 1f g, - #x.0,(@)

4 sup

Fo neR?

623 1Ok, = ‘f( )| IOl -

= P(5)) menstan
< o o (—)) ey (- bypca@))

Beweis:
zu Gleichung (5.2-1):

Fiir die Fehler-Kern-Funktion gx .(x,w) gilt:

(5.24)  gxolr.qw) = €977 Y e = g (grw)
JEM

105ygl. [SchabackIntApp], Kap. 6.
(d) (d)
1065 gilt némlich laut Gleichung (1.4-4): ®,(z) = FT ~'(p(w))(gz) = 1/¢¢ FT =1 (o(1/qw))(z).
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Sei nun ‘min’ das Minimum iiber alle ]Pil—reproduzierenden Lagrange-Basen. Dann gilt wegen

u(z)
Satz 2.9-1:
/{X,Qq (‘T)Q = I’ﬁ:lcr)l thq(u(l‘)a (bq(l‘aX)a (I)q(l‘,f,E))
= 13;1)1 (2m)*d /cpq(w) ‘gx,u(z)(x,w)f dw mit Satz 3.2.2-1

2
= min (27)*? /cp(l/qw) ‘gX,u(z)(:r,w)‘ ¢ dw laut Definition v. ¢,

= min (27)"¢ / ¢(n) \gx,u(:fc)(fv,qn)\2 dn Substitution n := ¢

= min (27)*¢ /90(77) ‘gq;(,u(:,;)(qx,n)‘2 dn mit Gleichung (5.2-4)

u(z)

= Kgx,a(q x)Q

zu Gleichung (5.2-2):

Aus der Definition der lokalen Stiitzstellendichte h, x 4(x) aus Kap. 3.3.2 folgt mit der Ho-

mogenitit der Metrik:

h = d(y, gz
paxalgr) = max min d(y,gz;)

= max min d T
(5.2-5) y":d(ay' qz)<p JEM (ay', a;)

= max min d T
7 y:d(y,x)<p/q JEM (y 9)
= qh,/xa(7) .

Gleichung (3.3.2-1) erhilt so die Gestalt:
kxo, (@) = kKexe(qr) < Fo(hygxa(er)) = Folghygxa(x)) -

zu Gleichung (5.2-3):

Fiir die Norm auf dem native space Fg_ gilt:

7y, = (2r)* /w
= (2m)™ /M dw
(w/q)
] _ omid [IFTD@)E Substitution 7 :=
(5.2-6) = (m)t [ Sy ) detg_j;:qd

‘ 2

ld/\q vET(f(z/q))(n)
©(n)
= f(-/0)|g,

- W

¢**dn  mit Gleichung (1.4-3)
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Nach Zeile (5.2-6) kann man auch wie folgt weiterrechnen:

171k, = rye [ PEUE AT g

< (2m)L / VFT({E{(]);)W” dn - ¢ sup

= (2m)*d /%dw + g* sup

= @0 |fle, - " sup

q.e.d.

Zusammenfassend 1483t sich sagen, daf} eine ‘feste Skalierung’ fast die selben Effekte hat wie
eine Verdnderung des Parameters der radialen Basisfunktion. Sie kann somit keine wesentlich
neuen Erkenntnisse liefern. Hat X eine ‘Hauptachsenstruktur’, d.h. gibt es eine Basis des
R?, so daB die Koordinaten der x; € X beziiglich dieser Basis gleichméfig verteilt sind, so
kann man durch Skalierung und Basiswechsel eine global gleichméfiige Verteilung erreichen,
ohne daB neue Probleme auftreten.'®” Ahnliches soll nun lokal erreicht werden.'%®

5.3 Auswirkung auf die Wahl der Parameter der radialen Basis-
funktionen

Um die Parameter geeignet an die Stiitzstellenmenge X anzupassen, versucht man, bei den
radialen Basisfunktionen mit kompaktem Triger den Triger in die GroBenordnung des mi-
nimalen Stiitzstellenabstandes dpi,(X) zu riicken.

Genauer formuliert: supp ¢, = [—a,a] = const - [—dmin(X), dmin (X)].

Bei den anderen parametrisierten radialen Basisfunktionen kommen analoge Uberlegungen
zum Tragen. Man erhiilt dadurch aus der Grundfunktion ¢, fiir K := 1/dm;n(X) jeweils den
Parameter fiir

= const -dmin (X)
= const -1 /dmin(X)?
const -dpmin(X)
= const -dpin (X)
const +1/dmin(X) .

die (inverse) multiquadrics zu
die Gauflians zu

(5.3-1) die compactly supported functions zu
den verschobenen Logarithmus zu
die Sobolew-Splines zu

e L L LR
I

Naheliegenderweise sind die Parameter monoton in dpi, (X).

107Gjehe auch Kapitel 6.1.
108Vjelleicht fiihrt hier auch ein ‘stochastischer’ Ansatz weiter: Man kann versuchen, die Varianz der néch-
sten Absténde zweier Stiitzstellen zu minimieren.
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5.4 Idee: Ortsabhingige Skalierung der Metrik

Die in Kapitel 3.4 beschriebenen, unerwiinschten Auswirkungen stark inhomogener Stiitzstel-
lenverteilungen fiir ® € TBF? fiihren zu der Uberlegung, den Ausdruck |z — z;], aus Glei-
chung (1.1-9) zu manipulieren, in dem man ortsabhdingige Skalierungsfunktionen einbaut:!%
s(r) = Y ¢ @ (Q(2)Q(x)) (v —5),0) + p(a)
jEM
(5.4-1) =Y ¢;®o(z, z;) + plz) mit
jEM

Po(z,y) =2 (Q(z)Qy) (r—y),0) .

Dabei ist Q : R? — R. eine geeignet zu wihlende, stetige Funktion.''® Fiir & € MBF?
entspricht dies der Verwendung einer Abstandsfunktion dg(z,y) = Q(z)Q(y)d(z,y) an-
stelle der Metrik d. Es ist allerdings nicht offensichtlich, fiir welche () auch dg eine Metrik
ist: dg ist zwar symmetrisch und, da @ rein positiv ist,'"! auch positiv definit, doch die
Dreiecksungleichung 148t sich im allgemeinen nicht nachweisen.!'? Das Auftreten von Q) als
Produkt in # und z; gewéhrleistet die Symmetrie der neuen Basisfunktion, also ®¢ € SBF¢,
und somit der erzeugten Interpolationsmatrix:

Aog = (P (i, 7)), e = (Q(Qx)Q(x;) (i — ;) 0) ), 5cnr -

Die positive Definitheit der Matrix 148t sich nur fiir wenige der gebrauchlichen translations-
invarianten Basisfunktionen ® auf einfache Art nachweisen. Dafiir, und um zu weiteren Aus-
sagen zu gelangen, ben6tigt man die Darstellung von ®¢ als inverse Fourier-Transformierte:

Lemma 5.4-1 (Darstellung von ®, mittels FT'(®))

Fiir &(x,0) = o L (p(w))(x) € TBFY und &g (z,y) = & ( Q(z)Q(y) (x —y), 0 ) wie oben

gilt:
Do(r,y) = Cm* Q@AW [ ¢ (Q@IQE)* 1) e =) dn .
Beweis:

FT 41 (o)) ()

= Po(z,y) = 2 (Q)Q(y) (z —y), 0)
— (2n)*d / o (w) e Q@RW) (+1y) g

d(z,0)

d
Substitution 7 := Q(z)Q(y) w = det g_j?) B (W)

= 21 (Q@RW)™ [ ¢ (QRWQW)* n) ¢ = dy
q.e.d.

199Hier sei daran erinnert, da laut Satz 3.2-1 gilt: ® € TBF? & &(z,y) = ®(z L y,0).

110Gje darf nicht mehrere verschiedene Nullstellen haben, weil diese als Stiitzstellen jeweils eine Zeile und
Spalte der Interpolationsmatrix mit dem Wert ®(0,0) fiillen wiirden. Die Matrix wire so nicht invertierbar.
Auflerdem werden wir spiter durch Q(x) teilen.

H1Ebensogut kann man auch ein rein negatives Q(z) benutzen.

"12Dje Dreiecksungleichung ist aber nicht wesentlich, vgl. Kap. 3.1 und 3.2.
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zj) (i Llwj)

Diese Vorgehensweise ist notig, da der Versuch, den Term el Q)R in ein Produkt

der Form e*“" % e“‘ftr % mit a; € C% zu zerlegen, fiir nichttriviale Fille scheitern muf. Das
belegt die folgende Uberlegung: Mit der Abkiirzung ¢; := Q(z;) > 0 folgt aus dem Ansatz

ai—aquiqj(xi—xj) VZ,jGM
durch Subtraktion V ¢, 5,k € M:

(a; —aj) — (a; — ar) = ¢iq; (x; — x5) — qiqr, (xi — T)

= a — a5 = q;q; T; — qiq5 Tj — Qiqk Ti + Qiqk Tk
mit ar — a5 = Qrqj T — qrq; T laut Ansatz
= (@ —aw)a;x; = (45 — @)t i + (¢ — ) qk Tk

Im allgemeinen sind die Gewichte ¢; paarweise verschieden. Die letzte Gleichung besagt dann,
daf} jeweils drei Stiitzstellen linear abhéingig sind, die Stiitzstellenmenge X also génzlich
innerhalb einer Ebene liegt. Fiir Dimensionen d > 2 ist das eine unhaltbare Forderung.

5.5 Geeignete Arten radialer Basisfunktionen

In diesem Kapitel wird gezeigt, daB sich die ® € TBF? mit einer richtungshomogenen verall-
gemeinerten Fourier-Transformierten fiir die in Kapitel 5.4 geschilderte Idee eignen. Es sei
R* : =R\ {0}, R := R\ {0}, C* :=C\ {0} und C** := C*\ {0}.

Lemma 5.5-1

flaz) - f(bz) = flabz) - f(2) Va,beR*; z€C™ mit f(z) #0

(5.5-1) = f(a"z) = ( )T f(z) YreR; ac R z€C™ mit f(2) #0

Beweis:

Fiir r € N ist folgende vollstindige Induktion moglich:

Induktionsanfang: Fiir » = 0 ist die Aussage trivial.

Induktionsschritt: r — r + 1:

Nach Induktionsvoraussetzung gilt f(a"z) = (f(az2)/f(2))" f(2), woraus mit der Funk-
tionalgleichung (5.5-4) und der Voraussetzung f(z) # 0 folgt: f(a"™' 2) = f(aa"2) =

flaz) f(a"2) [ f(2) = fa2) (flaz)[f(2))" f(2) ] F(z) = (flaz)/f(2))""" f(2). O
Fiir r € —IN benutzt man die Substitution a ~ 1/a und betrachtet (1/a)'". So iibertrigt
sich die Aussage fiir r € Ny auf diesen Fall, und somit auf ganz Z.O

Fir r = p/q € Q, ¢ € N, p € Z betrachtet man die ¢-te Potenz der Aussage und erhélt
mit dem Ergebnis fiir rq =p € Z: (f(a"2)/f(2))! f(2) = f((a")"2) = (f(a2)/f(2))" f(2).
Kiirzen mit f(z) und Ziehen der g-ten Wurzel liefert f(a” 2)/f(z) = (f(az)/f(z))?/4. Dies
ist die Behauptung fiir r € . O

Da die Potenzierung mit r stetig ist, und auch f nach Voraussetzung stetig ist, kann man

von ) auf IR schliefien.O q.e.d.
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Definition: richtungshomogene Funktion

Eine richtungshomogene Funktion ist eine reellwertige Funktion f : C* — IR genau dann,
wenn gilt:

(55-2) VpeCpl=1 IAXpeR: reR* A zeR*-p = f(rz) = r? f(2).

Dabei spielt p die Rolle einer Richtung im IR, und IR* - p ist die punktierte Gerade in
eben dieser Richtung. Falls A(p) konstant ist, erhilt man den bekannten Fall der homogenen
Funktionen. Fiir f(p) = 0 ist A(p) nicht eindeutig bestimmt.

Satz 5.5-2 (Charakterisierung richtungshomogener Funktionen)
Sei eine stetige Funktion f : ©? — IR gegeben. Dann gilt:

f ist richtungshomogen
3JG:RxC! RUIR:

(5.5-3) VabeRX: ze@: flabz) = g(a;z) - g(b;2).

Beweis:
‘=" Fiir (u,v) € R x C** definiere man die Funktion

g(u;v) := u’\(mv) f(v),

wobei /* der Zweig der komplexen Wurzel sei, fiir den f € Rso = /f € Ryound f € R

= T = i/=F € iRsg gilt. Daher gilt fiir beliebige f € R: \/f € RUTR. A(-) existiert
nach Voraussetzung.!'® Dann folgt ¥V a,b € R*; z € ¢4

aA(MZ) f(z) - b/\(HTf(z)
1 wegen b, A(p), f(2) € R
= (b)) f(2)

~—

9(a; 2) - g(b; 2

laut (5.5-2) mit r := ab; p:= %z
= f((ab) 2) .
‘<’ BsgiltVa,beR*; z € C™ die Funktionalgleichung
flaz)- f(bz) = fla-1-2)- f(1-b-2)

(

g(a;2)g(1;2) - g(1;2) g(b; 2)  zweimal (5.5-3)
9(a; 2) g(b; 2) - g(1; 2) g(1; 2)
(

(

a; 2

@

(5.5-4)
abz)- f(1-12) zweimal (5.5-3)
abz)- f(2) .

Sollte f(z) = 0 sein, so folgt mit b := a fir a € R*: f(az)*> = f(a®z) - f(z) = 0. Das
bedeutet, dal f(az) = 0 gilt und somit f entlang der ganzen punktierten Geraden IR - z
verschwindet, also in Richtung z richtungshomogen ist. Sei nun also f(z) # 0 vorausgesetzt.
Dann ist f(¢) # 0V ¢ € R - 2, also sind alle Faktoren in obiger Gleichung ungleich Null.

I

3 Pir u = 0 sei u*) := 1 wie iiblich.
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Das Lemma 5.5-1 wendet man nun auf die Funktionalgleichung (5.5-4) an. Dabei wird a
durch e und r durch Inr ersetzt, wobei ein Zweig des komplexen Logarithmus zu verwenden
ist.'"* So folgt V r € R*; z € C%*:

_ f(@Z) n 2) = elnff(szz))-lnr 5
f(m)—<f(z)> i) = )
flez) ~

= ()T ) = PO ()

) = e )) gesetzt wurde. Es bleibt noch die Betragsunabhéngigkeit von X —

Ap ) fiir p : H 72— zu zeigen: Mittels der Funktionalgleichung (5.5-4) ergibt

wobei \

(2
also \(z) =
sich, da f(z) # 0 vorausgesetzt wurde:

flez)-f(p) = flellzl p)- fp) = flep)- flz] p) = flep)- f(2)
flez) _ | flen) _ 5

= Xz) = In = In = Ap) .
G =Ge TR T AV
Es ist also nun unter den genannten Voraussetzungen die Gleichung (5.5-2) bewiesen:
f(ep) A(p)
p: Alp) :=1In = flrz)=r" f(z2).
(Edl f(p)
q.e.d
Bemerkung:

Aus Gleichung (5.5-3) f(abz) = G(a;z)-g

Transformierte darstellbar sind, d. h. f
a,b # 0 die Umformung:

; z) folgt, falls f und g(a;-) als inverse Fourier-
1‘T“(f) und G(a;2) = FT*(G(a;w))(2) fiir

= FT(f)(ab 2) laut Gleichung (1.4-4)

= FT*' (G(a:w))(2) - FTH (G (b)) (2)
= FT(G(a;w))(2) - FTYY(G(b; —w))(2) laut Satz 1.4-5
= (27)" FTH (G (a;w) * G(b; —w))(2)  laut Satz 1.4-9,

Das heifit, daB8 Gleichung (5.5-3) unter diesen Voraussetzungen aus der Faltungsgleichung
it (1) = @m 6w G

hergeleitet werden kann.

4Das bedeutet nichts anderes, als daf$ man fiir » < 0 mit In|r| +i 7 arbeitet.
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Nun ist es sinnvoll, unseren Begriff der ‘Symbol-Funktion Symy .(w)’ zu erweitern:

Definition: erweiterte Symbol-Funktion Symy . (w)

Die erweiterte Symbol-Funktion Symy , 5(w) eines Funktionals Ax,. € PF? zum Transfor-
mationskern E: R x R? — C; (w,2) — E(w, ) sei
Symy . p(w) = M (E(w,2) = Y ¢ Ew,)) .
jeM
Fiir den speziellen Transformationskern Eg(w,z) := €/“"* der Fourier-Transformation gilt
Sme,C,EO - Sme,C .
Zerfillt ein Transformationskern E in das Produkt E(w,z) = F(w,x)e'*"®, so ergibt sich

mit ¢;(w) := ¢; F(w, ;) fiir i € M der folgende Zusammenhang mit der bekannten Symbol-
Funktion:

Sme,c,E(w) = Symx,?(w) (w) .
Satz 5.5-3
(d)
Sei ®(x,0) = FT ' (p(w))(x) € TBF? und ¢ richtungshomogen.!*> Weiter gelte p(w) # 0
auf einer Nicht-Nullmenge des IR?%. Sei @ : R — IR stetig. Dann ist Ag, positiv definit
bzw. &g € BPD(0).

Beweis:
Zu zeigen ist, daB das Nachweisverfahren fiir positive Definitheit von ® € TBF? aus Kapi-
tel 3.2.1, Gleichung (3.2.1-1) fiir Ag, funktioniert.

Seien M, X und ¢ beliebig vorgegeben. Da ¢ nach Voraussetzung richtungshomogen ist,
gibt es nach Satz 5.5-2, angewandt auf den reellen Definitionsbereich IR?, eine Funktion

7:R*x R™ 5 RUIR mit ¢(abn) = g(a,n) - g(b,n). Fiir alle 2 € IR? existiert nach
Voraussetzung @Q(x)*!'. Somit kann man fiir 4, j € M folgern:
(5:55) ¢ (QE)" Q)" n) = §(Q) " n) - 7(Q,)Tn) .
Wiéhrend der Rechnung ergibt sich der Transformationskern
(5.5-6)  E(n,z) = Q)"g(Qx)"in) e
Wie oben schon erwihnt, folgt:
ci(n) == ¢ Qz;)" g (Q(%’)Ll;n) fir i € M

= Symy,p(w) = Sme,’E(n)(W) :

Analog zur Umformung (3.2.1-1) rechnet man nun:

Ctr Aq>QE = Z CZ'C_j(I)Q(l‘i,ZEj)

1,JEM

mit Lemma 5.4-1

= 20" Y [t Q) e ((QUe) Q) n) e e dy
ijeM
wegen Q(z;) € R und Gleichung (5.5-5)
— (27{)Ld/ Z CZQ(I‘z)ldg(Q(l‘l)ll,T]) eintrmi

1,JEM
165 Q) g (Qwj) i) e % dny .

HSLaut Satz 3.2-4 ist ¢ reellwertig.
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Mit E(n,z) = Q)15 (Q(z)*";n) € folgt:
Ctlr AQQ Cc

=0 [ X e B, wi) ¢ Bl a) di
1,jEM

= 2m) [ Symy o p(n) Symy () dn = @m) [ |Symyz, (@)
>0.

‘ 2

dn

Dieser Term kann fiir ein ¢ € CY nur zu 0 werden, wenn die Symbol-Funktion Symx 7, (w)
auf ganz IR? verschwindet. Im Ausdruck &(n) = ¢ Q(z)** g (Q(x;)*';n) ist der Wert
Q(z;)*? a priori ungleich Null. §(Q(z;)*';n) spiegelt im wesentlichen das Verhalten der
Fourier-Transformierten von ® wieder, so dafl sich die Argumentation aus Satz 3.2.1-1 iiber-
tragen 1aBt. Es folgt so aus der Voraussetzung ‘ ¢(w) # 0 auf einer Nicht-Nullmenge des IR*’

. tr =
die Behauptung ¢ Ag, ¢ > 0. q.e.d.

Satz 5.5-4

Von den ‘klassischen’ radialen Basisfunktionen der Tabelle 1 sind nur die Fourier-Transfor-
mierten der polynomials und thin plate splines richtungshomogen.

Beweis:
‘=>": Die Fourier-Transformierten sind homogene Polynome, siche Tabelle 1.

‘«=": Der Beweis erfolgt analog zu Satz 5.2-2.
q.e.d.

Diese Ergebnisse schlieBen nicht die Verwendung von ® € TBF? aus, deren positive Defini-
theit sich nur mit anderen Methoden zeigen 148t.

5.6 Betrachtung des Interpolationsfehlers
Analog zu Satz 3.2.2-1 und Korollar 3.2.2-2 ergibt sich mit Lemma 5.4-1:

Satz 5.6-1 (Integraldarstellung der Kriging-Funktion fiir @)

d
Sei &(z,0) = I(i’l)*il(go(w))(:c) € TBF? und ¢ richtungshomogen. Sei wie im ganzen Ka-
pitel ®g(z,y) = @ ( Q(2)Q(y) (x —y),0). Sei § : R* x R — R UR mit p(abn) =
g(a;n) - g(b;n) laut Satz 5.5-2 und u(z) die Losung von (2.6-2) bzw. (2.9-1). Sei wie in Glei-
chung (5.5-6) E(n,z) = Q(z)*g(Q(x)*';n) ¢""*. Dann gilt fiir die auf Seite 28 definierte
Kriging-Funktion:

2
Ko@) = @1 [ 0(0) |9xz (0] dw

Beweis:

Q‘DQ (U: (I)Q(x: X)a (I)Q(x: x))
mit Gleichung (3.1.2-2)

= > uig; Pz, 7)) — Y widq(riz) — D T Po(z,3)) + Pg(z,2)

ijEM ieEM jeEM



5.6. Betrachtung des Interpolationsfehlers 79

Mit Lemma 5.4-1 folgt:

(2m)¢ Q%(u Do(x, X), Dz, 7))
= 3 ( Q) [ ((QUe)Q)) n) e e dy

—-Z:m 2R [ ¢ ((Q)Q)" n) e w4 dy
- 37 QRN [ ¢ QIR a) € dy

+ Q)@ [ ¢ (Q@)Q@)* 1) e =) ay
mit @(abn) = g(a,n) - §(b,n)

= D uQ V[ 5 (Qi) i) € G(Qay) im) e dn
1,jEM
- > uiQz) ) /9 )in) € G (QU) ) e dn
i€ M
— 3 4 Qzy) M Q(x) /g e G (Q(x) s n) ein i dn
JEM

+ Q@)™ [ G () sm) € GQE) T e di

Mit E(n,z) = Q(z)™ g (Q(z)*;n) e folgt weiter:
Qq)Q(UJ (I)Q(x:X)acI)Q(x:x))
= (2m)* / ( > wiEB(nxz) ujE(n,z;) — > uiE(n,x;) E(n,x)

1,jEM €M

JEM

— > E(n,z) u; E(n,z;) + E(n.x) E(n,:v)) dn

2wld/<2ul () — E(n,z ) (Zuj (1. 2;) —E(n,x))dn

1EM JEM
2
(27) Ld/ > wE(n,x;) — E(n,z)| dn
€M
2
= (2 [ |Symy,e(n) = E(n.2)] dn.

Nun setzt man den Vektor u(z) fiir u ein, um /fg(’%(@ zu erhalten.




80 5. Ortsabhéngige Skalierungsfunktionen

5.7 Konkrete Auswahl einer Funktion ()

Ein moglicher Ansatz, eine Funktion () auszuwéhlen, besteht darin, sich als Ziel
1< dQ,min(X) <DmitD >1

vorzugeben.!!¢ Dieses Ziel ist durch die Vorgaben

Q) > | max 1
i) 2 A oy XN\ T
min d(z, x;) ki d(ag, 75)
D [ D
) < N e 1 _
Q(:Ez) = IE;ZXd(iﬁkaxz) Iil;gl d(SEk,ZEZ)

erreichbar, denn aus ihnen folgt fiir ¢ # j:

v

\/d(leaxi) \/d(:z;il,xj) d(zs, z5) = 1

\/d(svi:vi) \/d(xij) d(zi,7;) = D.

Aus den Werten {Q(z;)}iem konstruiert man dann die ganze Funktion Q(z). Dabei ist si-
cherzustellen, daf} iiberall Q(z) > 0 gilt. Entscheidet man sich fiir eine Interpolation mit
radialen Basisfunktionen, so muff man sich fiir & € BPD(0) entscheiden, da sonst die Poly-

nombedingung Y ¢; -1 = 0 negative Koeffizienten ¢; erzwingt. Diese kdnnen zu Nullstellen
ieM

do(wi ;) = Q(x:)Q(w5) d(wi, ;)

von () fiithren.

Benutzt man ein & > 0 mit £& € BPD(0), das im Verhéltnis zu d;,(X) hinreichend
schnell fillt, so erreicht man ¢; > 0 fiir alle Koeffizienten. Als Summe von lauter positiven
Summanden ist dann auch die Interpolante positiv.

5.8 Implementation, Aufwand und experimentelle Ergebnisse

Eine mogliche Implementation ist die folgende:

PROCEDURE CalculateInterpolant(Q
Input: X : Stiitzstellenmenge
¢ : Basisfunktion fiir die Hauptinterpolante
¢o : Basisfunktion fiir die Skalierungsfunktion ()
d : Ausgangsmetrik, z. B. d,
{pr} : Basis des IP¢
Vec : vorgegebene Stiitzwerte

Output: s : Interpolante
for i € M do ¢; := (rllgl;nd(xk,xi))“ﬂ AwZ = O(N?)
Q = Interpolante zu (¢;) mit ¢gody auf X

AwZ(Aufstellen und Lisen des Interpolationssystemes) = O(N?)
Qz)Q(y) d(x,y) es folgt: AwZ(eine Auswertung von dg) = O(2 N)

dQ(xay)

16Gtatt 1 kann man natiirlich auch jede andere positive Konstante verwenden.
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s := Interpolante zu Vec mit ¢odgy auf X
AwZ(Aufstellen der Interpolationsmatriz) = O(N?)AwZ(Auswertung von dg) = O(N?)
AwZ(Lisen des Interpolationssystemes) = O(N?)

end of procedure

Die Aufwandsangaben folgen aus Satz 5.1-1. Der Zeitaufwand fiir die Erstellung der In-
terpolante s steigt im Vergleich zum Standardverfahren um einen festen Faktor. Leider
ist der Aufwand fiir die Auswertung der Interpolante um eine Gréflenordnung gewachsen:

AwZ(Auswertung s) = O(N) AwZ(Auswertung dg) = O(N?). Das ist zu grof fiir viele An-
wendungszwecke, zumal die im folgenden priisentierten experimentellen Ergebnisse nicht

beeindrucken.
==
o 33:;‘::::‘:‘
s SN
>SS 1 X5 LTS
2SS 00"”"0““\
2S2S3> SSELLZL 7SN
== SR
—— = SIS
0330:0:0 SSFLTAK SEHXLZS S
= | |1 S 1
00202029056 96 29, - IR
SSSESCISIEIIISLIALA %
-0.5° SSSSISISEAISLS -0.5 < .5
2020202050291 96%6:0.9% <
OSSP 0%
RIS 3
ISR 4
X SIS y X y
SSREZ0. 5 0.5 0.5
KK T ' -0.
1-1
Wendland-¢3 ;-Interpolante

inverse-multiquadric-Interpolante fiir die
Skalierungsfunktion Q(z) _Parameter ¢ = 12dg, min(X) = 12,
Parameter ¢ = 4dg, min(X) = 1/4, A(4s) =~ 50.1, MAg) ~ 15.7, MAg) ~ 4.43 - 1013,
AMAs) ~ 2.09- 1013, condso(Ae) ~ 2.39 - 10 conds 9(Ae) ~ 3.55 - 103
Die Graphiken wurden mit PlotRangeVec = All; erstellt.
Abbildung 16: Interpolation der ‘Wellen-Funktion’ mit einer ortsabhéingigen Skalierungs-

funktion

Bemerkungen zu Abbildung 16:
Der Graph hat besonders im flachen Teil zu wenig Ahnlichkeit mit der vorgegebenen Bei-

spielfunktion aus Abbildung 8. Auch die Kondition der Interpolationsmatrix, die bei der
direkten Interpolation mit der Wendland-¢; ;-Funktion 1.89 - 10* betragen hat, hat sich fast
verdoppelt. Man muf} also feststellen, dafy sich der immense Rechenaufwand fiir das Auf-
stellen der Hauptinterpolationsmatrix mit O(N?) und die Berechnung der Graphik''” nicht

lohnt.

U7 Die Berechnung der Graphik benstigte bei gut 50% CPU-Quota ca. 2 Stunden. Genauere Aussagen

sind auf einem Multiusersystem nicht mdglich.
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inverse-multiquadric-Interpolante fiir die Wendland-¢3 ;-Interpolante
Skalierungsfunktion Q(z) Parameter ¢ = 12dg, min(X) = 12,
Parameter ¢ = 4 dg min(X) = 0.115, AAg) ~ 20.8, A(Ag) ~ 3.25-103,
MAg) ~ 167, M(Ag) ~ 3.48 - 1043, conds 5(Ae) ~ 6.40 - 10

condgo(Ag) ~ 4.79 - 10*
Die Graphik besitzt 31 x 31 Gitterpunkte.

Die Graphiken wurden mit PlotRangeVec = All; erstellt.

Abbildung 17: Interpolation der ‘Mexican-Hat-Funktion’ mit einer ortsabhéngigen Skalie-
rungsfunktion

Bemerkungen zu Abbildung 17:

Dieses Ergebnis ist noch weniger befriedigend als das vorige. Der Graph hat mit der vorgege-
benen Funktion nicht mehr viel gemein, sondern fiihrt vielmehr sein ‘Eigenleben’, von dem er
nur an den Stiitzstellen zur Erfiillung der Interpolationsbedingung ablift.!'® Die Kondition
der Hauptinterpolationsmatrix wuchs im Vergleich zum direkten Ansatz von 2.14 - 103 auf
6.40 - 103 an, hat sich also fast verdreifacht.

U8Hier wurden sogar ca. 4 1/2 Stunden Rechenzeit fiir die Erstellung der Graphik bendtigt, da #X mit
47 fast doppelt so grol wie im vorhergehenden Beispiel ist. Kompliziertere Funktionen als Wendland-¢s ;
konnen den Aufwand sehr leicht nochmals verdoppeln.



83

6 Transformation von Metriken

6.1 Spezielle Variation der 2-Metrik

Wie am Ende von Kapitel 5.2 schon angedeutet wurde, kann man eine ‘Hauptachsenstruktur’
von X ausnutzen, um die Stiitzstellenmenge zu entzerren Dort wurde die Idee eines Basis-
wechsels angedacht. Man kann diese ‘Hauptachsenstruktur’ aber auch verwenden, indem
man die 2-Metrik

d(z,y) = |z —yl, = J@—y)"(z—y)

durch eine elliptische Metrik dg ersetzt:

dp(z,y) = |z —ylp = J@ -y E@—y),

wobei E eine positiv definite, selbstadjungierte Matrix ist. Die Eigenvektoren der Matrix
seien dabei in Richtung der ‘Hauptachsen’ von X gerichtet,!'? die entsprechenden Eigenwerte
seien Streckfaktoren, die die ‘Punktdichten’ in der jeweiligen Richtung angleichen, etwa auf 1
normieren. Mit dem Hauptachsentransformationssatz 1.5-3 konstruiert man sich sodann eine
‘Wurzel’ aus F, d. h. eine positiv definite, selbstadjungierte Matrix W, fiir die W™ W = E
gilt. Dazu stellt man E dar als E = P' D? P mit einer Diagonalmatrix D? und einer
unitiren Matrix P. Die Diagonalelemente von D? sind laut Satz 1.5-4 positiv. Daher kann
man die “‘Wurzel’ D aus D? definieren als die Diagonalmatrix, die die positiven Wurzeln der
Elemente von D? enthilt. Setzt mannun W := P* D P sogilt W* W = P DY P PUD P =
P*D" DP = P D?P = E. Dadurch erkennt man:

de(@,y)? = (@—y)"E@—y) = W (z—y)"(W(x—y))
=W@-yl; = Wz - Wyl = do(Wa, Wy)*.

Man hat also wieder die alte 2-Metrik, aber beziiglich einer anderen Basis. Um nun eine
neue Theorie zu erhalten, 1d8t man die Matrizen W und E vom Ort abhéingen:!?

de@y (v, y) = do(W(z,y)z, W(z,y)y) -

Entsprechend hiingen auch P und D nun vom Ort ab: W(z,y) = P(z,y)" D(z,y) P(z,y)
und E(z,y) = P(z,y)" D(z,y)" D(z,y) P(r,y). Damit die wohlbekannten ® € RBF? wei-
terverwendbar sind, insbesondere also die Interpolationsmatrix Ag selbstadjungiert bleibt,
muB dpey)(2,y) = dgga)(y, z) gelten, woraus folgt:

(z—y)" E@y) (@—y) = (y—2)"E@y,2) (y—2)
=(z—y)"E(y.z)(z—y).
Daher miissen sowohl F(z,y) und W (z,y) als auch P(z,y) und D(z,y) symmetrisch in z

und y sein. Sie diirfen aber nicht linear in ihren Argumenten x und y sein,'?! weil dadurch die
positive Definitheit der Operatoren E(z,y) und D(z,y) verloren ginge. Allgemeiner sollten

119Hijer setzt man voraus, dafl die ‘Hauptachsen’ von X senkrecht aufeinander stehen. Sollte das nicht der
Fall sein, so schaltet man noch einen Projektionsoperator vor das gesamte Verfahren, der die ‘Hauptachsen’
von X auf eine Orthonormalbasis transformiert. Da der Projektionsoperator die Norm 1 hat, hat er keine
negativen Einfliisse. Man kann diesen Projektionsoperator dann mit der weiter unten definierten unitiren
Matrix P zusammenfassen.

'20Tm allgemeinen wird dg, ) (2, y) nun keine Metrik mehr sein.

212, y,2) = W(x,y) z wire dann eine trilineare Abbildung.



84 6. Transformation von Metriken

sie als Funktionen von x und y keinen ungeraden Anteil enthalten. Damit entfillt insbeson-
dere der zunéchst einleuchtende ‘Mittelwertansatz’ E(x,y)= E(3(z + y)). Eventuell fiihrt
fiir D(x,y) ein Ansatz mit gerader Abhéngigkeit von den Komponenten der Vektoren x und
y und fiir P(x,y) ein Ansatz als (stetig) parametrisierter Projektionsoperator weiter. Als
Beispiel fiir D(z, y) seien genannt: Eine quadratische Formel

D(x,y) = Diag ( (|=|*+|y[*) - A v=1,....d)

und eine Formel nach ‘inverse-multiquadric-Art’

D(z,y) := Diag ( <1 + (|x,, — hp,* + |y, — hp, | +03)L1/2> A v=1,..., d) :

wobei hp ein ‘Haufungspunkt’ von X und A, ¢ Parametervektoren seien. Dieser Ansatz soll
hier nicht weiter untersucht werden.

6.2 Der Metrik vorgeschaltete Transformationen
6.2.1 Idee: ‘Dekumulieren’ der Stiitzstellen durch Transformation des Raumes

Um die lokale Anhdufungen von Stiitzstellen zu entzerren, kann man in Betracht ziehen, der
Interpolation eine Transformation des Raumes vorzuschalten. Diese Transformation soll also
zu kleine Abstidnde vergroflern oder zu groflie Abstédnde verkleinern. Legt man dem Ansatz
eine gewohnliche, homogene Metrik zu Grunde (z. B. die 2-Metrik), so ist klar, daf} eine
lineare Transformation die gewiinschte Entzerrung nicht bewirken kann. Im folgenden werden
nun Mindestanforderungen an die Transformation aufgestellt und Beispiele angegeben.

Definition: transformierte Metrik

Als transformierte Metrik d zu einer gegebenen Metrik d : V' xV — IR, auf einem linearen
Raum V und einer injektiven Abbildung 7" : V' — V bezeichnet man die Abbildung

dr: VxV —=Rse (z,y) = dp(z,y) = d(Tz, Ty) .
Der folgende Satz zeigt, dafl die Bezeichnung ‘Metrik’ zutreffend ist.

Satz 6.2.1-1

Sei V' ein linearer Raum und d eine Metrik auf V. Dann gilt:

dr = doT ist eine Metrik < T :V — V ist injektiv .

Beweis:
(:>7:
Angenommen, T ist nicht injektiv.
= dzx,yeV: xz#y NTax=Ty
= dp(z,y) = (T2, Ty) = 0
=  Widerspruch zur Voraussetzung, dafl dr eine Metrik ist.
(<:7:

e dr ist symmetrisch: Folgt aus der Symmetrie von d.
e d ist positiv: Folgt aus der Positivitit von d.
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o dr ist definit:

dT(xa y) = 0
& d(Tz, Ty) = 0
& Tx = Ty d ist definit
& xr =y T ist injektiv.

e dr erfiillt die Dreiecksungleichung:
d(Tx, Ty)

d(Tx, Tz) + d(T=2 Ty) d ist Metrik
dT($,Z) + dT(Zay)

dT(x: y)

A 1l

q.e.d.

Ab jetzt wird davon ausgegangen, dafl T injektiv ist. Das hat den Vorteil, dal mit dem
letzten Satz fir ® = ¢ od € MBF? folgt: ®oT = podoT = ¢podr € MBFZL Die
Injektivitit von T' verhindert weiterhin, dafl aus einer zuldssigen Stiitzstellenmenge X eine
Menge T'(X) wird, die mehrere gleiche Punkte enthélt. Falls aulerdem auch T'(X) wieder
P4 _unisolvent ist,'?? gilt:

(6.2.1-1) I At = 3 (Ager)tt.

Auch alle anderen bekannten Sitze iibertragen sich.?3

6.2.2 Implementation

In diesem Kapitel wird die Verringerung zu groler Absténde durch eine injektive Entzer-
rungstransformation T betrachtet. Dabei sind zwei Anséitze zu unterscheiden:

e Ansatz 6.2.2-(A): Unbeschriinkte Transformationen 7" : IR? — IR?.

e Ansatz 6.2.2-(B): Beschrinkte Transformationen T : IR? — By4(0, 1),wobei By(0, 1) :=

{2z e R?: d(0,7) < 1} die abgeschlossene Einheitskugel zur Metrik d bezeichnet.
Dementsprechend gilt V 2,y € R?: dp(z,y) < 2.

Die Beschréankung auf die Einheitskugel als Bildmenge von T ist fiir die oben eingefiihrten
parametrisierten Basisfunktionen moglich. Unparametrisierte Basisfunktionen, wie z. B. die
thin plate splines oder die polynomials, konnen den ‘verfilschenden’ Einfluf} der Entzer-
rungstransformation 7' nicht ausgleichen. (Es sei daran erinnert, dafi diese Basisfunktionen
als eindeutige Losung der Plattengleichung auftreten, und nichtlineare Operationen diese
Eigenschaft zunichte machen.) Andererseits sind die beiden genannten Typen von radialen
Basisfunktionen diejenigen, die am wenigsten ‘allergisch’ auf inhomogene Stiitzstellenvertei-
lungen reagieren. Deswegen und wegen der groflen Vorteile bei der Auswertung sollte das
Verfahren nur auf Basisfunktionen mit kompaktem Tréger oder ‘quasi-kompaktem’ Tréager,
wie etwa Gauflians und inverse multiquadrics, angewandt werden.

Es ist nicht nur mit unwirtschaftlich hohem Aufwand verbunden, eine injektive Entzerrungs-
transformation 7" mittels d-facher, d-variater Interpolation zu erzeugen, man kann so auch

122Natiirlich ist diese Bedingung fiir m = 0 leer.
123Tnsbesondere gilt das fiir die Sitze iiber Fehler- und Konditionsabschiitzung aus den Kapiteln 3.3.2
und 3.3.3.
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die geforderten Eigenschaften nur duflerst schwer garantieren. Daher sollte man T ‘per Hand’
konstruieren, z. B. nach dem im folgenden beschriebenen Ansatz.

Die Stiitzstellenmenge X habe einen ‘Hiufungspunkt’'?* hp, d.h. eine Stelle Ap, um die
herum h, x 4(z) besonders gering ist. Damit ist zwar auch der Fehler hier gering, aber die
Kondition von Ag unnétig hoch, da der globale Wert d,in(X) von dieser Region bestimmt
wird. Um diese Anhdufung zu entzerren, liegt ein Ansatz

(6.2.2-1)  Tyy(x) == Ty(x — hp)

mit den Eigenschaften

(6.222) T,(0) = 0, |Tofa)| < O(Ja]) fiir o) = o
und der Richtungsableitung

0 | To ()]
(6.2.2-3) ——= >0 Vz#0

O(x/ [|=]])
nahe. Diese Bedingungen besagen, da§ |Ty(z)| in alle Richtungen streng monoton, aber
hochstens linear wichst. Falls T auch noch die Richtung beibehilt, also

To(x) T

= — Vuz
To@] ~ Ja 7"

gilt, ist die Injektivitdt von Ty, und damit von Tj,, leicht nachweisbar. Ein beschrinkter,
radialer Ansatz fiir T} ist

X
T = —

ein nur teilweise beschrinkter, der ein richtungsabhéingiges ‘Haufungsverhalten’ beriicksich-
tigt, ist fiir d = 2 z. B.

‘x%l)‘ +5 ‘xé)‘

To(x) = - — fiir x # 0, 0 sonst.
2 2
2 |a2y| + |2y | +1 =l
Gibt es mehrere ‘Haufungspunkte’ hp,, ..., hp, von X, so kann man eine konvexe Linear-
kombination aus den zugehérigen Metriken dr,, , ..., dr, benutzen.'? Als Koeffizienten

der konvexen Linearkombination bieten sich die baryzentrischen Koordinaten des aktuellen
x beziiglich der nichsten d + 1 ‘Haufungspunkte’ hp, an.

124Wenn es keinen solchen ‘Hiufungspunkt’ gibt, ist die Stiitzstellenverteilung homogen, und das Verfah-
ren obsolet. Gibt es mehrere Haufungspunkte, so kann man auf das Verfahren fiir einen ‘Hiufungspunkt’
aufbauen, wie weiter unten beschrieben wird.

125Dje mit positiven Faktoren gewichtete Summe von Metriken ist selber wieder eine Metrik.
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6.2.3 Experimentelle Ergebnisse
Ansitze vom Typ 6.2.2-(B):

Zunichst betrachten wir als Ansatz fiir die Transformation
To(z) == 2 — % fiir die ‘Wellen-Funktion’
L+ [z,

und Ty(z) = — % fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’.
1+ [l
Da T beschrénkt ist, ist der Ansatz vom Typ 6.2.2-(B). Er beriicksichtigt die Eigenheiten
der Stiitzstellenverteilungen kaum. Der Vorfaktor ‘2" der ersten Transformation hebt sich
durch die Wahl der Parameter der Basisfunktionen weg, denn dadurch wird die Grofle des
‘wesentlichen Triagers’ auch verdoppelt.

-1.4-1.2 -1 -0.8-0.6-0.4-0.2

-0.6

Entzerrte Stiitzstellenmenge T}, (X) zur Entzerrte Stiitzstellenmenge T}, (X) zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’

Abbildung 18: Entzerrte Stiitzstellenmengen bei vorgeschalteter Typ-(B)-Transformation

Bemerkungen zu Abbildung 18:

Diese entzerrten Stiitzstellenmengen miissen mit Abbildung 9 verglichen werden. Dabei ist
eine deutliche Verbesserung erkennbar. Die geometrische Anordnung erscheint deutlich re-
gulédrer; besonders die Stiitzstellen fiir die ‘Wellen-Funktion’ sind nahezu auf Kreissegmenten
aufgereiht.

In Abbildung 9 sind die charakteristischen Parameter der Stiitzstellenverteilungen beziiglich
der d,-Norm angegeben. Hier macht es Sinn, ihre Quotienten zu betrachten, da sie ein
Mafl fiir die Homogenitdt der Stiitzstellenverteilung sind. Sie betragen fiir die ‘Wellen-
Funktion’ dg, max(X)/da, min(X) = 2+/2/(1/16) ~ 45.3 und fiir die ‘Mexican-Hat-Funktion’
21/2/0.0287 ~ 98.6. Die Transformation T bewirkt eine deutliche Homogenisierung, in Zah-
len: drmax(X)/drmin(X) ~ 1.88/0.103 ~ 18.3 bzw. 1.172/0.0240 ~ 48.8. Diese Quotienten
wurden also um die Faktoren 2.48 bzw. 2.02 verbessert.
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Gaufl-Interpolante zur ‘Wellen-Funktion’ Gauf3-Interpolante zur ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter a = 1/16 - 1/dg, min(X)?, Parameter o = 1/16 - 1/dg, min(X)?,
MAg) = 8.75, A(Ag) ~ 7.51-10+°, AMAg) ~ 9.32, A(Ag) ~ 2.51 102,

condg 2(Ag) ~ 1.16 - 10° condy 2(Ag) ~ 3.71 - 10°

Abbildung 19: GauB-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(B)-Transformation

Bemerkungen zu Abbildung 19:

Beim Vergleich mit Abbildung 13 fillt sofort ins Auge, dafl nun die Gauf-Interpolante fiir
die ‘Wellen-Funktion’ die Qualitéit einer wesentlich glatteren Interpolante, z. B. der thin-
plate-spline-Interpolante, erreicht. Die Kondition der Matrix hat sich nur etwa verdoppelt.

Auch die Interpolante zur ‘Mexican-Hat-Funktion’” wurde leicht verbessert, die Kondition
sogar fast gedrittelt. Nochmals ist zu betonen, dafl der Rechenaufwand nur um einen kon-
stanten Faktor gewachsen ist, diese Verbesserungen also in den meisten Anwendungsfillen
einsetzbar sind.

Bemerkungen zu Abbildung 20:

Diese Graphik mufl mit Abbildung 14 verglichen werden. Die konventionelle Inverse-Multi-
quadric-Interpolante dort war schon sehr gut, trotzdem ist noch eine leichte Glattung zu
erkennen. Die Kondition der Interpolationsmatrix bleibt in der selben Groflienordnung wie
im konventionellen Fall.

Bemerkungen zu Abbildung 21:

Hier ist die Verbesserung im Vergleich mit Abbildung 15 wieder deutlicher. Die Interpolante
zur ‘Wellen-Funktion’ zeigt wesentlich weniger ‘Hiitchen-Charakteristik’. Wiederum bleibt
die Kondition der Interpolationsmatrix in der selben Groflenordnung.
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SN
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inverse-multiquadric-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’

Parameter ¢ = 4dy min(X), AM(As) ~ 38.1,
AMAs) ~ 1.21 1013, condyo(Ae) ~ 3.15 - 10

inverse-multiquadric-Interpolante zur
‘Mexican-Hat-Funktion’

Parameter ¢ = 4 dy min(X), A(As) =~ 206,
AMAs) ~ 8.92- 1013, condyo(As) ~ 2.30 - 10

Abbildung 20: inverse-multiquadric-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(B)-Transfor-

mation

NN W
’0}%&@\\\(&

Wendland-¢3 i-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’

Parameter ¢ = 12dg min(X), A(As) =~ 9.64,
AMAg) ~ 4.64 1013, condyo(Ae) ~ 2.08 - 103

Wendland-¢3 i-Interpolante zur
‘Mexican-Hat-Funktion’

Parameter ¢ = 12dy min(X), AM(As) ~ 10.6,
AAs) ~ 7.50 - 1043, condoo(As) ~ 1.14 - 10°

Abbildung 21: Wendland-¢3 ;-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(B)-Transformation
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Ansdtze vom Typ 6.2.2-(A):

Nun betrachten wir als Ansatz fiir die Transformation

To(z) = = 61d (14 |z|,) fiir die ‘Wellen-Funktion’ und
Iz, ’
2 tr
To(x) = (:U;’—;EQ))Q (5 +1d /23 + (2x2)2> fiir den ‘Mexican-Hat’.
1 + (279

Dabei seien ﬁ und dhnliche Ausdriicke fiir x = 0 zu Null gesetzt, und der Logarithmus

werde dann nicht ausgewertet. Da diese Ty unbeschrinkt sind, ist der Ansatz vom Typ
6.2.2-(A). Er beriicksichtigt die ‘ungefihre Radialitdt’ der Stiitzstellenverteilungen, indem
z. B. die zweite Transformation nur von (x, 2x5)"™ abhiingt. Vor allem aber wird die expo-
nentielle Anhdufung der Stiitzstellen — der Abstand des wiederholten Verteilungsmusters
zum Haufungspunkt wird von Level zu Level halbiert — durch den Logarithmus-Term stark
ausgeglichen, wie die detaillierte Aufstellung unten zeigt.

Da der Streckfaktor des normierten Richtungsvektors sein Vorzeichen nicht wechseln darf,!2

mufl dem Logarithmus-Term eine Konstante beigefiigt werden. Bei der ‘Wellen-Funktion’ ist
dies die ‘1’ als Nullstelle von Id im Argument, bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ ist dies die
auflen addierte ‘5’, die den extremsten negativen Wert des Logarithmus ausgleichen muf.
Allgemein hat diese Konstante also die Form max(0, — 1d din (X)) mit der jeweils benutzten
Metrik d.

-10 -6
Entzerrte Stiitzstellenmenge T}, (X) zur Entzerrte Stiitzstellenmenge T}, (X) zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’

Abbildung 22: Entzerrte Stiitzstellenmengen bei vorgeschalteter Typ-(A)-Transformation

126Dje Transformation Ty wiirde dann die Stiitzstellen nicht mehr bijektiv abbilden, wodurch Gleichung
(6.2.1-1) verletzt wiirde.



6.2. Der Metrik vorgeschaltete Transformationen 91

Bemerkungen zu Abbildung 22:

Wiederum miissen die entzerrten Stiitzstellenmengen mit Abbildung 9 verglichen werden.
Dabei ist bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ eine noch deutlichere Verbesserung als beim vori-
gen Ansatz in Abbildung 18 erkennbar.

e Fiir die ‘Wellen-Funktion’ wird so aus { 2" - dg, min(X) }n=o,...5 = { 0.0625, 0.125, 0.25,
0.5, 1.0, 2.0 } die Folge {6 1d (1 4+ 2" - d2 min(X)) }n=o,...5 = { 0.525, 1.02, 1.93, 3.51,
6.0, 9.51 }. Fiir einen Vergleich besser geeignet ist die Folge der Quotienten der auf-
einander folgenden Werte: aus { 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0 } wird { 1.94, 1.89, 1.82, 1.71,
1.58 }. Daran sieht man, dafl vor allem grofie Absténde reduziert werden. Die charak-
teristischen Parameter der Stiitzstellenverteilungen beziiglich der dr-Norm betragen
nun dr max(X)/drmin(X) ~ 13.4/0.490 ~ 27.4 statt 45.3. Dies ist eine Verbesserung
um den Faktor 1.65.

e Bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ sollte man zunéchst den elliptischen ‘Charakter’ der
Stiitzstellenmenge durch die Metrik dg(z,y) = \/(xl —y1)? 4 22(x9 — y2)? beheben.
Man erhilt so dg min(X) = 1/32. Mit ¢, := 5+ 1d (2" - dg min(X)) betrigt die
entsprechende Folge dann: { gny1/gn fn=1,...a = { 2.0, 1.5, 1.33, 1.25 }. Die charak-
teristischen Parameter der Stiitzstellenverteilungen beziiglich der dr-Norm betragen
A7 max(X)/drmin(X) ~ 12.3/0.322 ~ 38.3 statt 98.6. Hier wurde also sogar eine Re-
duktion um den Faktor 2.57 erreicht. Die Stiitzstellen liegen nun vollig rotationssym-
metrisch verteilt.
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Gaufl-Interpolante zur ‘Wellen-Funktion’ Gauf3-Interpolante zur ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter a = 1/16 - 1/dg, min(X)?, Parameter o = 1/16 - 1/dg, min(X)?,
MAg) ~ 8.26, A(Ag) ~ 1.13- 1014, AAg) ~ 4.75, A(Ag) ~ 3.03-10+3,

condy 9(Ag) ~ 7.32 - 10* condy 9(Ag) ~ 1.57 - 103

Abbildung 23: Gauf-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(A)-Transformation

Bemerkungen zu den Abbildungen 23, 24 und 25:

Im Vergleich mit den Abbildungen 13, 14 und 15 zeigt sich, daf} die Hiitcheneffekte deutlich
verringert wurden. Die Interpolanten zur ‘Wellen-Funktion” erreichen fast die Glétte der
multiquadric-Interpolante aus Abbildung 12, die zur ‘Mexican-Hat-Funktion’ haben nun
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inverse-multiquadric-Interpolante zur inverse-multiquadric-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter ¢ = 4dy min(X), A(Ae) ~ 7.07, Parameter ¢ = 4dy min(X), A(Ads) ~ 13.2,
AMAs) ~ 5.46 - 1043, condoo(As) ~ 2.41 - 10°

AMAg) ~ 2.67 10+, condyo(Ae) ~ 2.65 - 10
Abbildung 24: inverse-multiquadric-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(A)-Transfor-

mation
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Wendland-¢3 i-Interpolante zur Wendland-¢3 i-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
A Parameter ¢ = 12 dg, min(X), MAs) ~ 5.72,
~ 326

A(A@) ~ 1.75 - 10J‘2, COIldQ’Q(A@)

Parameter ¢ = 12dg, min(X), A(As) =~ 8.99,
mit vorgeschalteter Typ-(A)-Transformation

AMAg) ~ 4.60 - 1013, condso(Ae) ~ 1.95 - 103
Abbildung 25: Wendland-¢3 ;-Interpolanten



6.3. Der Metrik nachgeschaltete Funktionen 93

nicht mehr einen Kranz von acht ‘Lochern’ an den dufleren Stiitzstellen. Leider stellt sich
aber nicht die erwiinschte elliptische Senke der Originalfunktion aus Abbildung 8 ein, sondern
es entstehen radial nach auflen strebende Senken.

Die Konditionen der Interpolationsmatrizen wachsen bei der ‘Wellen-Funktion’ unwesentlich,
bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ sinken sie gar auf 1/5 bis 1/20 der Vergleichswerte.

Die weifle Stelle des linken Graphen in Abbildung 25 ist darauf zuriickzufiihren, dafl das
Intervall [—1, 1] etwas nach oben verlassen wurde, und die ‘Mathematica’-Option C1ipFill
-> None in diesem Fall die entsprechenden Gitterpunkte abschneidet.

6.3 Der Metrik nachgeschaltete Funktionen
6.3.1 Idee: Verringerung zu grofler Abstinde durch Abschwichung der Metrik

Nun soll betrachtet werden, was passiert, wenn man der Metrik eine Entzerrungsfunktion
t nachschaltet. Dieser Ansatz erhélt unter Umsténden die Metrikeigenschaft, wie folgender
Satz belegt:'?7

Satz 6.3.1-1
Fiir eine Funktion ¢ € C? (Rsg — IR>o) und eine Metrik d auf R? gilt:

t(0)=0 A #(0)>0 A "(0) <0 = d;:=tod ist auch eine Metrik.

Schon in [SchoenComMon| wurde die Menge der hier zuléssigen Funktionen #(r) untersucht.
Eine etwas genauere Betrachtung dieses Ansatzes fiihrt zur Einsicht, daf} fiir solche Modifi-
kationen gilt:

d=¢pode MBF? = &, =¢otod=d¢pod, € MBF?.

Es handelt sich also um die schon bekannten metrischen Basisfunktionen und so bleibt nur,
einige experimentelle Ergebnisse darzustellen.

6.3.2 Implementation

Es sind wiederum zwei Anséitze zu unterscheiden:
e Ansatz 6.3.2-(A): Unbeschriankte Funktionen ¢ : R>o — IR>.
e Ansatz 6.3.2-(B): Beschrénkte Funktionen ¢ : R>q — [0, 1].

Hier ist, dhnlich zum Kapitel 6.2.2, die Beschrinkung auf das Einheitsintervall als Bildmen-
ge von t fiir parametrisierte Basisfunktionen moglich. Es ergeben sich dieselben Vor- und
Nachteile.

12TEntnommen aus [Grofmann], S. 26f.
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6.3.3 Experimentelle Ergebnisse

Man kann sich sehr viele Funktionen iiberlegen, die die Bedingungen des Satzes 6.3.1-1
erfiillen. Die meisten von ihnen liefern jedoch keine guten Ergebnisse. Aus empirischer Er-
fahrung kann man nur grob dazu raten, Funktionen zu benutzen, die nahe Null mindestens
wie der Abstand wachsen (eher deutlich stérker), und bald danach nur noch so schwach
ansteigen, daf} sie einen Fixpunkt bekommen.

Da dieser Ansatz nicht einer Transformation der Stiitzstellenmenge X entspricht, lassen
sich die Effekte der nachgeschalteten Funktionen nicht so anschaulich darstellen, wie dies
fiir die vorgeschalteten Transformationen mit den Abbildungen 18 und 22 méglich war.
Daher werden in Abbildung 26 nur die Graphen der beiden Entzerrungsfunktionen iiber
dem Intervall [0, 1.5] gezeigt.

1.2
1.4}
1 1.2
0.8 1
0.8
0.6
0.6
0.4
0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Funktion #(r) := v/r vom Typ 6.3.2-(A) Funktion #(r) := Ti% + 1 vom Typ 6.3.2-(B)
T3

Abbildung 26: Graphen der gew#hlten Entzerrungsfunktionen

Ansatz vom Typ 6.3.2-(A):

Als Beispiel fiir eine unbeschrinkte Entzerrungsfunktion, also einen Ansatz vom Typ
6.3.2-(A), wird nun die Wurzel-Funktion

t(r) :=/r

betrachtet.

Bemerkungen zu den Abbildungen 27, 28 und 29:

Im Vergleich mit den Abbildungen 13, 14 und 15 zeigt sich, daf§ die Hiitcheneffekte deutlich
verringert wurden. Auflerdem wurde die Kondition bei den Gauf-Interpolanten um drei
bis vier, bei den inverse-multiquadric-Interpolanten um eine Gréfienordnung und bei den
Wendland-¢; 1-Interpolanten immer noch um den Faktor drei bis vier verringert.
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Interpolante zur
Parameter o

Gauf}

Gaufl

Interpolante zur ‘Wellen-Funktion’

=1/16 - 1/d2, min(X)?,

Parameter o

AMAs) ~ 3.69 - 1012,

CODdQ’Q(Aq)) ~ 611

3

AMAg) ~ 3.36 - 1012,

CODdQ’Q (Aq)) ~ 427

)

Abbildung 27: GauB-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(A)-Funktion

Interpolante zur

multiquadric-
Hat-Funktion’

inverse-

Interpolante zur

multiquadric-
Funktion’

inverse-

‘Mexican
Parameter ¢ = 4dg min(X), AM(As) =~ 49.9,

AAs) ~ 2.72-10%2, condoo(As) ~ 1.84 - 10°

‘Wellen
Parameter ¢ = 4dy min(X), AM(As) ~ 20.4,

AMAs) ~ 1.68 1012, condyo(Ae) ~ 1.22- 103

Abbildung 28: inverse-multiquadric-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(A)-Funktion
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Wendland-¢3 i-Interpolante zur Wendland-¢3 i-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter ¢ = 12dg, min(X), M(Ag) ~ 15.6, Parameter ¢ = 12dg, min(X), MAg) ~ 24.8,
AAg) ~ 3.42-10%2, condyo(Ae) ~ 456 AMAg) ~ 3.75 - 1012, condyo(Ae) ~ 662

Abbildung 29: Wendland-¢s ;-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(A)-Funktion

Ansatz vom Typ 6.3.2-(B):

Als beschrénkte Entzerrungsfunktion fiir einen Ansatz vom Typ 6.3.2-(B) sei hier nur
1

T _— =
t(r) = 2 11
(r) r—+ % *
genannt. In [SchoenComMon]|, S. 811 schon wurde eine Entzerrung dieses Typs, némlich
t(r) = r/(r + 1) erwiihnt. Die hier verwendete Funktion ist eine um 3 nach links und um
1 nach oben verschobene Version hiervon. Durch diese Verschiebung wird die Steigung des

Graphen nahe bei Null vergrofert.

Bemerkungen zu den Abbildungen 30, 31 und 32:

Im Vergleich mit den Abbildungen 13, 14 und 15 zeigt sich, daf} die Hiitcheneffekte deutlich
verringert wurden. Wiederum wurde die Kondition um ein bis zwei Gréflenordnungen ver-
bessert. Die Wendland-¢; ;-Interpolanten hatten schon vorher eine gute Kondition, so daf
hier die Verbesserung am geringsten ausfillt.

6.4 Dekumulieren durch Hinzufligung einer Dimension
6.4.1 Idee: Hinzufiigen einer Dimension

In diesem Kapitel werden zu kleine Stiitzstellenabstinde dadurch vergrofiert, dafl sie nicht
mehr mit einer Metrik d¥ auf dem IR¢ gemessen werden,'?® sondern auf einer d-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit des IR'"*? mit der induzierten Metrik. Die Mannigfaltigkeit sei durch
eine Karte

d 1+d ho(z)
(6.4.1-1) h:IR*—R™% x»—)( )

T

128Tn diesem Kapitel erhalten die Metriken obere Indizes, um Verwechslungen vorzubeugen. So ist d(?) eine
Metrik auf dem ]Rd, und entsprechend sind d"*49 und d(") Metriken auf R+ und R'.
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inverse-multiquadric-Interpolante zur
‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter ¢ = 4dg min(X), A(As) =~ 55.2,
A(As) ~ 6.56 - 1013, condoo(As) ~ 8.42 - 10°
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6.4. Dekumulieren durch Hinzufiigung einer Dimension

Interpolante zur
Funktion’

‘Wellen
Parameter ¢ = 4dy min(X), AM(As) =~ 19.8,

AMAg) ~ 5.11-1013, condyo(Ae) ~ 3.87 - 103

multiquadric-

inverse-
Abbildung 31: inverse-multiquadric-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(B)-Funktion
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Wendland-¢3 i-Interpolante zur Wendland-¢3 i-Interpolante zur
‘Wellen-Funktion’ ‘Mexican-Hat-Funktion’
Parameter ¢ = 12dg, min(X), M(Ag) ~ 11.3, Parameter ¢ = 12 dg, min(X), MAg) ~ 13.5,
AMAg) ~ 1.17-10%2, condyo(As) ~ 960 AAs) ~ 9.51 1043, condoo(As) ~ 1.42 - 10°

Abbildung 32: Wendland-¢s ;-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(B)-Funktion

parametrisiert. Dabei ist die reelle Funktion A, geeignet zu wihlen.'?® Aus der Metrik d(®
konstruiert man die neue Metrik d;, auf eine naheliegende Weise:!3

(6.4.1-2)  dy: R xR = Rsg;  (7,y) — d") (h(x), h(y)) -

Fiir die 2-Metrik ergibt sich daher:

(6.4.1-3) ()" = &5 (( hoix) ) ’ ( ho;y) ))2

= |ho(x) = ho(y)* + [ —yls5 -

Genauso kann man natiirlich auch das Maximum (der oo-Metrik entsprechend) oder die
Summe (der 1-Metrik entsprechend) der beiden Einzelmetriken verwenden.

Sei nun die neue metrische Basisfunktion ®;, definiert durch:

®y(2,y) = dpody(z,y) = B+ << hoix) > , ( ho(y) >>

(6.4.1-4) y
= oD (h(x), h(y)) -

Dabei setzt man voraus, daB ®0+%) = ¢ o d+9) ¢ MBF!™ gilt. Weiterhin ist vorauszuset-
zen, daB h(X) eine IPL " -unisolvente Stiitzstellenverteilung ist. Dies ist aber nur fiir unwahr-
scheinliche Wahlen von hy gefdhrdet, so z. B. fiir iy linear. Die Interpolante zu f € Fg, hat

129Djese Mannigfaltigkeit ist also nichts anderes als der Graph der Funktion hg.
130Dje Metrikaxiome lassen sich fiir dj, einfach nachweisen, da sie einfach von d(1*+% geerbt werden.
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dann die Form:
spxe, () = Y ¢ Op(z,25) + plx)
jeMm
= > ¢; @) (h(z), h(z;)) + p( Pria(h(z)))
(6.4.1-5) %:4 ’ ’ ’
= 3f,h(X),<1><l+d>(h($) )

1+d
= 5;(1+3),h(x),¢<1+d>(h(50)) -

Dabei ist Pr; ;(z) := (@, ..., ;)" die Projektion des Vektors z auf die Koordinaten i, ..., j
und h(X) das Bild der Stiitzstellenmenge X unter h. Die letzte Gleichung bezieht sich auf

die Interpolante s*% iiber R'*? zu einer Funktion!¥ f0+d . R4 5 €, die auf h (IRd)
der Gleichung f1%9(z) = f(Pry 4(2)) geniigt.

Alle dimensionsunabhdngig formulierten Aussagen iibertragen sich so wie gehabt, z. B. folgt
fiir die quadratische Form ¢'" Ag, ¢ analog zu Gleichung (3.2.1-1), falls ®('*9) ¢ TBF'*%

e ()a) = W ()09

_ (27T)l1ld/¢<n> 6i(ny+wtrq;) d(n,w)

)

= Ctlr Aq;hé = E cic_jéh(:ci,:cj)
i,JEM
mit d('+4) ¢ TRR!*

= e ()00

= e 4 fg[f) et e g

ijEM w
_ (27T)J_1J_d/80<77> Zciei(ﬂh(zi)ertrxi)
W iem
;etimhi@;) +925) d(n, w)
jeM

n n U]
= (27r)l1ld /@((JJ) Symh(X),c <w> Symh(X),c (w> d(naw)
2
111d n n
et [ o) ()] )

Die Fehlerabschitzungen der Form kxo(z) < F (h,xq4(z)) wie in Gleichung (3.3.2-1)
sind fiir beliebige Stiitzstellenverteilungen X und unabhdngig von der Dimension d bewiesen
worden. Da die soeben geschilderte Methode das Problem auf den ‘klassischen’ Fall im IR**™¢
zuriickfiihrt, lassen sie sich wie folgt {ibertragen:

131 g reicht auch aus, wenn f+% nur auf A(IRY) C R'"*? definiert ist.
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Gleichung (6.4.1-3) lautet: dy(z,9)> = |ho(z) — ho(y)* + |z —y[5. Mit Pr;; wie oben
folgt fiir jedes z € R®:

{yEIRd: dpn(x,y) <p}

h
_ P{ _ ( ;”) e R : [hoe) — ho) + 7=y < pZ}

rigf{ze R |h(z) - 2); < p2} laut (6.4.1-2)

z
C Prl,d{z = (;) e R, \ho(z) — zo|2 + || —?JH% < p2}

rigfzeRY: AW (h(z), 2) < p} :

)

Nach Definition gilt fiir eine beliebige Metrik d: h, x4(z) = max min d(y, ;). Zusam-
T y:d(y,z)<p jEM

men folgt:

hyxa, (@) = max min dy(y, ;)

< max min d"*9(z, h(z;))
z€R4: d0+d) (2 h(z))<p JEM

< hp,h(X),d(1+d)(h(x))
= F (hyxa,(7)) < F (h, 00 a040 (h(2))) laut (3.3.2-2).
Nun iibertrégt sich aus der klassischen Theorie die Gleichung (3.3.2-3) |f(z) — s;x.e(z)| <
HfHF<I> - F (h, xa(z)) auf den Rt
[f(2) = spxa, (@) < [fle,, - F (hpx.a,(2))
< £ lpg, - F (Bpnixyansn (Al(x))) -

Falls HfHFq)h = HfHFQ(Hd) gilt, hat man durch die Wahl von A Einflu§ auf den Interpolations-

fehler: Verringert d; die lokale Stiitzstellendichte, so verringert sich auch der Fehler. Solche

h sind aber nur sehr schwer zu konstruieren.

Stort der Ausdruck |f[lp, , weil der Raum Fg, unbekannt ist, so bleibt mit Gleichung
h

(6.4.1-5) spxa,(x) = s5lED w0 (A(z))mit fOFD(2) = fo Pryy(2) fir z € h(RY)
wegen f = foPrysoh = fU+4 o b die Abschiitzung:

£(2) = spxa@)] = D) = U 00 (A(E)]
mit (3.3.2-3) auf R'*
F(hp,h(X),d(l'i'd)(h(l‘))) :

Da die Funktion foPr; 4(z) unabhingig von z ist, sind jedoch Probleme bei der Berechnung

des Integrals in || f o Pry 4/ zu erwarten.
’ »(1+d)

< |[foPrig4

|F¢(1+d) '
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6.4.2 Implementation

In diesem Kapitel soll das angestrebte Ziel, den ‘gemessenen Abstand’ zweier Punkte mit
Gleichung (6.4.1-3) zu vergrofiern, genauer spezifiziert werden. Man kann sich auf Vergrofie-
rung beschriinken, da es ausreicht, die Abstinde (auf erhhtem Niveau) anzugleichen. Dazu
withlt man eine Konstante D, > 0 aus,'3? die den kiinftigen Mindestabstand zweier belie-
biger Stiitzstellen minorisieren soll, d.h. es gilt ¢ # j = du(zi,2j) > Dmin.

Dementsprechend ist nun die Funktion hy zu konstruieren. Dafiir bestimmt man zunéchst
die Werte (ho(;))icnr, z. B. mit den unten angegebenen Verfahren 6.4.2-(A) und 6.4.2-(B)
fiir die 2-Metrik. Aus dem so gewonnenen Vektor (ho(x;))icamr erzeugt man dann durch In-
terpolation die gesuchte Funktion hgy(z). Dabei ist Wert auf einen moglichst glatten Verlauf
zu legen, damit zwischen zwei benachbarten Stiitzstellen keine lokalen Minima der Metrik
d; auftreten. Entscheidet man sich z. B. mit radialen Basisfunktionen zu interpolieren, so
sollte man die thin plate splines benutzen. Die Beispiele der Graphiken beruhen auf einer
solchen Interpolante fiir A.

Verfahren 6.4.2-(A):
Man beginnt dort, wo die Stiitzstellen am dichtesten liegen, den Zielwert hgy(x;) aufzusum-
mieren.

PROCEDURE CalculateAdditionalDistancesA

Input: X, M, N, d:=d¥, D.,: wie oben

Output: ¥ = (¥i)iem € IRJZVO y wird dann (ho(z;))iem
Local: M' C M, diverse Indizes

for i€ M do y; := 0 (6.4.2-1)
Suche ji,jo € M, ji # jo mit d(zj,,xj,) = Min! (6.4.2-2)
if d(a:jl,xﬁ) > Dy, then exit procedure (6.4.2-3)
yjl := 0 Statt 0 ist jede reelle Zahl moglich, es kommt spéter nur auf die Differenzen an.

\/Dmln - 3?]1,3,“]2) + Yi,
Zus1cherung d (1+d) ( ('rjﬂy]l) ) (1‘]2, ng) )2 = d(leal‘]é)Q + (yj1 - yj2)2

= d(w]usz) (DIQnm - d(ﬁjlaxh)Q) = ‘DIQnin (6'4'2'4)
M' = M\ {j1,j2}
for k := 3 to N do (6.4.2-5)
Suche i, € M\ M', jp € M' mit d(z;,z;, )+ y;, = Min! (6.4.2-6)
y;, ist schon bekannt.
if d(:rik,a:jk) > D, then exit procedure (6.4.2-7)

)2 .
\/Dmln_ xlk?'r]k) + Yiy,

Zus1cherung: d(1+d)( (xlk’ ylk) ) (x]k’ yjk) )2 = d(l‘lk’ l‘]k)Q + (yik - yjk)2
= d(l‘lk’ l‘]k) + (DIQnm - d(xik7‘rjk) ) > DIZnIn (642_8)

M= M\ {ji}
end of for
end of procedure

132D in sollte etwa in der Gréfenordnung von 50— 200% des maximalen Abstandes zweier ‘benachbarter’
Stiitzstellen liegen, gemessen mit der gegebenen Metrik d(¥). Andere Moglichkeiten sind 10-50% von dyax (X)
oder 50-200% von dpax(X)/+v/N, denn /N ist die Anzahl von Unterteilungen eines Koordinatenintervalls,
falls X ein regelmifliges, d-dimensionales Gitter bildet.
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Satz 6.4.2-1

Die Prozedur ‘CalculateAdditionalDistancesA’ terminiert und erzeugt einen Vektor y,
fiir den gilt:

. . ) (1+d) Yi Yj )
Vi£jeM: d <<xi>’<xj>>2Dmln'
Beweis:

Die Prozedur terminiert, da die einzige Schleife (6.4.2-5) eine endliche for-Schleife ist. Fiir
jedes ¢ € M wird maximal einmal y; berechnet, da M’ jeweils entsprechend verkleinert
wird, und die Schleife so oft ausgefiihrt wird, wie M’ zu Beginn Elemente hat. Sollte die
Prozedur in Zeile (6.4.2-3) oder (6.4.2-7) vorzeitig verlassen werden, so sind die in Zeile
(6.4.2-1) erzeugten Nullen fiir die noch nicht behandelten i korrekt. Die Zusicherungen der
Zeilen (6.4.2-4) und (6.4.2-8) garantieren, dafl die ‘neue’ Stiitzstelle z;, beziiglich der neuen
Metrik den Abstand Dy, zu z;, hat, wegen der Minimumssuche in den Zeilen (6.4.2-2) und
(6.4.2-6) ist der Abstand zu allen anderen ‘bekannten’ Stiitzstellen z;, j € M \ M’ hichstens

grofer. Zum Schluf} ist M’ = {}, es gibt also keine weiteren ‘unbekannten’ Stiitzstellen. d
q.e.d.

Bemerkung:

Der Zeitaufwand bei direkter Programmierung betrigt:

Fiir Zeile (6.4.2-2): O(N?).

Fiir Zeile (6.4.2-6): jeweils O(#M' - (#M — #M')) = O(N?), insgesamt fiir alle Schleifen
iiber k also O(N?).

Verfahren 6.4.2-(B):
Man beginnt mit den verstreut liegenden Stiitzstellen. Nachdem die wenigen dort notigen
Manipulationen erfolgt sind, wende man sich den Stiitzstellen-Clustern zu.

PROCEDURE CalculateAdditionalDistancesB
Input: X, M, N, d:= d@, D,:,: wie oben

Output: y = (y;)ien € RE, y wird dann (ho(z;))iem
Local: M’ cCM -
G : array[ 1 .. (N—1)N/2 ] of record
i,jeM
d € Rey

end of record
found : boolean
diverse Indizes

for i€ M do y; := 0 (6.4.2-9)
G :={ (44, dwiz;)) e MXxMxRspg: i<j } (6.4.2-10)
repeat

found := false

suche (i,j,d) € G mit (/d® + (y3 —¥;)> < Dpin und d dabei maximal (6.4.2-11)
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Falls die Suche erfolgreich ist, wird found=true gesetzt
und das Ergebnis als (ifound, jfound, dfound) zuriickgegeben.

Zusicherung:
Dr2nin > dfound2 + (yifound - yjfound)2 = Dgﬁn - d:fOllIld2 >0 (642—12)
if found then
if Yifound < yjfound then (642—13)
Yjfound = Yifound + \/Dfnin — dfound?
else
Yifound ‘= Yjfound ¥ \/DIQnin — dfound?
Zusicherung: ( 0. E. sei Yifound < Yjfound ) (6.4.2-14)

d(1+d)( (xifounda yifound) ) (l‘jfounda yjfound) )2 = dfound’ + (y?ggund - yifound)2

= dfound? + D2, — dfound® > D?

min min

until not found
end of procedure

Satz 6.4.2-2

Die Prozedur ‘CalculateAdditionalDistancesB’ terminiert und erzeugt einen Vektor y,
fiir den gilt:

. . ) (1+d) Yi Yj )
VZ;&jEM. d <<£Bi>,<l‘j>>2Dmm'
Beweis:

Es gibt zu jedem Zeitpunkt mindestens ein iy € M mit y;, = 0. Dies folgt aus der if-Klausel
in Zeile (6.4.2-13), denn es wird immer nur genau ein y; vergrofiert, das schon grofler als ein
anderes y; war. Sei also die Prozedur in der Situation angelangt, dafl nur noch ein y;, = 0
vorliegt. Dann ist jedes andere y; grofler, und y;, = 0 bleibt unveréndert.

Die Summe aller zu einem beliebigen y; addierten Anderungen kann (N — 1) - Dy, nicht

iibersteigen. Dies folgt aus der Bedingung \/d2 + (yi — ¥3)? < Dpin an die Maximumssuche
in Zeile (6.4.2-11), denn sollte sich ein y; um mehr als D,,;, von allen anderen y; unterschei-
den, so wird es in diesem Schleifendurchlauf garantiert nicht gedndert. Angenommen nun,
zu einem y; ist im Verlauf des Verfahrens n mal ein Betrag von fast Dy, hinzuaddiert
worden. Dann muf es ein y;, , geben, mit dem y;, zuletzt verglichen wurde. Von diesem hat
es hochstens die Differenz Dy,y. Fiir y;, , mufl es aber wiederum ein y; , geben, mit dem
es wiederum zuletzt verglichen wurde. Auch hier ist die Differenz hochstens Dy, . Dies setzt
sich induktiv weiter fort bis zu dem ersten Element y;, in der Vergleichskette, das Null ist.
Oben haben wir gesehen, daf solch ein y;, existieren muf}. Nun folgt y;, = v, —vi, < 7" Diin -
In der ganzen Vergleichskette konnen aber hichstens alle N Stiick einmal auftreten, so dafl
n < N —1 gelten mufl. Somit ist fiir jedes beliebige y; gezeigt: y; < (N — 1) + Dyyn.

Waurde im Ablauf der Prozedur der d'*9-Abstand eines der oben méglichen z;, zu jedem
der moglichen x;, auf Dy, erhoht (vgl. die Zusicherung (6.4.2-14)), so wird y;, nicht mehr
verdndert. Dies setzt sich induktiv nach oben fort.
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An dieser Argumentation erkennt man, da im ‘worst case’ zu jeweils einem y; genau
0, ..., N—1 mal ein Betrag von héchstens Dy, hinzuaddiert wird. Dazu sind O(N?) Schlei-
fendurchldufe nétig. Die Prozedur terminiert somit.

Die Zusicherung (6.4.2-14)) garantiert sodann, daf§ die zweite Behauptung des Satzes wahr

1st. q.e.d.

Bemerkungen:
Zu Zeile (6.4.2-10): G implementiert die Kanten des kompletten, ungerichteten, bewerteten

Graphen, der die Ecken X hat, und dessen Kanten mit den Abstidnden der Ecken bewertet
sind.

Zu Zeile (6.4.2-11): Die Forderung ‘d maximal’ bewirkt, daB die Anderungen in der if-

Klausel mit \/Dfnin — dfound? so klein wie moglich sind. Dadurch wird erreicht, dafi die
y;-Werte moglichst klein bleiben, und die spéter daraus erzeugte Funktion h(z) moglichst

glatt wird.

Zum Zeitaufwand: Wie im Beweis schon erwiihnt, wird die Schleife hochstens O(N?) mal

durchlaufen.'®® In der Regel werden aber die allermeisten y; nur einmal ‘besucht’. Nur wenige
y; zu den besonders dicht liegenden x; werden haufiger geindert. Deswegen darf man deutlich
weniger Schleifendurchliufe als O(N?) erwarten.

Der Zeitaufwand des Schleifenkirpers wird durch die Suche in Zeile (6.4.2-11) bestimmt.
Bei direkter Programmierung der Suche benétigt sie O(N?) Operationen. Besser benutzt
man zur Implementation eine Baumstruktur B, die Einfiigen, Loschen, Andern und Sortieren
mit dem Aufwand O(#B ld #B) und Suchen mit dem Aufwand O(ld #B) erméglicht. Diese
Baumstruktur enthilt dann nur die Kanten des Graphen G, deren modifizierte Lingen die
Nebenbedingung \/d2 + (yi — ¥3)? < Dmin der Suche erfiillen. Die Anzahl der Kanten be-
trigt #£G = O(N?), so daf die Suche immer mit O(Id N?) = O(I1d N) Operationen bewiltigt
werden kann. Fiir das Reorganisieren des Baumes sind dann nochmal héchstens O(N? 1d N)
Operationen zu erwarten. Von einer Anderung eines y; sind immer N Kanten betroffen, von
denen in der Regel aber nur O(1) aus B herausfallen oder hinzukommen. Die Méchtigkeit
von B pendelt sich weiterhin schnell auf einem niedrigen Niveau ein (vgl. obige Bemerkung
zu den hiufiger geéinderten y;), so da8 auch hier ein deutlich besseres Verhalten zu erwarten
ist.

Zusammengefasst betragt der Aufwand im ‘worst case’ bei ‘direkter’ Programmierung
AwZ(CalculateAdditionalDistancesB) = O(N*)
und unter guten Bedingungen bei hinreichend ‘cleverer’ Programmierung nur

AwZ(CalculateAdditionalDistancesB) = O(N?1d N) .
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Die Graphik wurde mit PlotRangeVec

CODdQQ(A(D)

All;

erstellt.

Abbildung 34: Funktion hg(x) und Interpolante zur ‘Mexican-Hat-Funktion’ nach Verfah-

ren (A)
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6.4.3 Experimentelle Ergebnisse
Fiir die ‘Wellen-Funktion’ wurde Dy := da( (=1, —1)", (=1,0)" ) = 1 und fiir die ‘Mexican-
Hat-Funktion’ Dpin := do( (1, 1), 1/v/8(2, 1)) = /2.625 — 3/2v/2 ~ 0.70970 gewihlt.

Bemerkungen zu den Abbildungen 33 und 34:

Die mit dem Verfahren 6.4.2-(A) erzielten Ergebnisse'® sind enttéiuschend. Die Graphen
haben nur entfernte Ahnlichkeit mit der Zielvorgabe der Abbildung 8. So ist es vollkommen
unwesentlich, dafl die Konditionen um die Faktoren 6 und 15 verbessert wurden.
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thin-plate-spline-Interpolante fiir die Funktion Wendland-¢3,;-Interpolante

ho(x) Parameter ¢ = 12dg, min(X), MAs) ~ 3.53,
MAg) ~ 38.5, A(Ag) ~ 2.07-10+2, AMAg) ~ 1.12- 1012, condyo(Ae) ~ 316
condg 2(Ag) ~ 1.86 - 10

Die Graphiken wurden mit PlotRangeVec = All; erstellt.

Abbildung 35: Funktion hg(z) und Interpolante zur ‘Wellen-Funktion’ nach Verfahren (B)

Bemerkungen zu den Abbildungen 35 und 36:

Durch das Verfahren 6.4.2-(B)'3® werden weder die Ausgangsfunktionen anniihernd repro-
duziert, noch wird das Intervall [—1,1] eingehalten. Es liefert die schlechtesten Ergebnisse

aller vorgestellten Verfahren.

133Genauer: N (N L 1)/2 mal.

134Rechenzeiten:
zur ‘Wellen-Funktion’: Berechnung von Ag: 5 min, Erzeugung der Graphik: 52 min bei 99% CPU-Last.

zur ‘Mexican-Hat-Funktion’: Berechnung von Ag: 17 min, Erzeugung der Graphik: 2 h 45 min bei 99%
CPU-Last. (Vgl. FuBinote 117.) Man erkennt deutlich den Aufwand der Ordnung O(N?), denn diese Zeiten
sind etwa um den Faktor (47/27)% gréfier als die des vorigen Beispiels.

135Rechenzeiten:
zur ‘Wellen-Funktion’: Berechnung von Ag: 15 min, Erzeugung der Graphik: 56 min bei 99% CPU-Last.

zur ‘Mexican-Hat-Funktion’: Berechnung von Ag: 34 min, Erzeugung der Graphik: 2 h 48 min bei 99%
CPU-Last. Auch hier erkennt man wieder deutlich den Aufwand der Ordnung O(N?), denn diese Zeiten
sind etwa um den Faktor (47/27)? grofer als die des vorigen Beispiels.
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thin-plate-spline-Interpolante fiir die Funktion Wendland-¢3 1-Interpolante
ho(z) Parameter ¢ = 12dg, min(X), A(As) ~ 3.39,
MAg) = 22.5, A(Ag) ~ 5.07 - 1014, AMAg) ~ 2.47 - 102, condys(Ae) ~ 137

condg o(Ag) ~ 4.43 - 10

Die Graphiken wurden mit PlotRangeVec = All; erstellt.

Abbildung 36: Funktion hg(x) und Interpolante zur ‘Mexican-Hat-Funktion’ nach Verfah-
ren (B)
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7 Iterierte Interpolation auf feiner werdenden Teil-
mengen von X

7.1 1Idee des Verfahrens und Definitionen

Aus den Kapiteln 3.3.2 und 3.3.3 ist bekannt, dal Aussagen iiber die Kondition der Inter-
polationsmatrix Ag und die Approximationsgiite an eine gegebene Funktion f vom minimal
vorkommenden Abstand zweier Stiitzstellen d,;,(X) abhéngen, genauer von den Parame-
tern h, yq(z) und ¢ = 3 dpin(X). Man kann nun versuchen, mit einer iterierten Interpolation
auf (im wesentlichen) homogen verteilten Teilmengen von X mit parametrisierten radialen
Basisfunktionen ein besseres Ergebnis zu erzielen. Die oben genannten charakteristischen
Parameter werden dabei immer kleiner, doch bleibt h, x () global in der gleichen Gréfen-
ordnung, so dafy der Approximationsfehler global verbessert wird.

Typische Anwendungen dieser Methode sind ausgedehnte Stiitzstellenmengen X, die einige
dicht besetzte Cluster haben, ansonsten aber sehr diinn verteilt sind. Man interpoliert dann
vorzugsweise mit sehr ‘glatten’ Basisfunktionen, z. B. thin plate splines oder multiquadrics,
zunichst auf der diinnverteilten Teilmenge, wobei man aus den Clustern nur eine Stiitzstelle
benutzt, und erhélt dadurch eine globale Interpolante. An dieser Stiitzstelle x; interpoliert
man direkt den vorgegebenen Stiitzwert y;.

Man kann auch mehr Aufwand betreiben, und dort den Mittelwert der Stiitzwerte des ganzen
Clusters interpolieren. Das wirkt der Gefahr entgegen, dafl man einen ‘Ausreifler’ interpoliert,
und so die globale Interpolante unnotig gekriimmt wird. Die entstandene Abweichung von
der Interpolationsbedingung wird spédter automatisch beseitigt.

In weiteren Schritten — héaufig reicht eine Schritt aus — nimmt man sodann die noch unbe-
nutzten Stiitzstellen aus den Clustern hinzu und interpoliert dort die Differenz zur globalen
Interpolante mit ‘lokalen’ Basisfunktionen, also vorzugsweise mit compactly supported func-
tions, wodurch eine lokale Interpolante entsteht. Als Summe erhilt man die gesuchte gesamte
Interpolante.

Vom guten Fehlerverhalten abgesehen, bringt dieses Vorgehen noch den weiteren Vorteil der
effizienten Auswertbarkeit der gesamten Interpolante mit sich: Die globale Interpolante hat
in der Regel um Groflenordnungen weniger Stiitzstellen als die gesamte Stiitzstellenmenge
X. Wertet man die gesamte Interpolante nun auflerhalb von Clustern aus, so greift man
direkt auf die billige globale Interpolante zu. Wertet man innerhalb eines Clusters aus, so
kommt zur globalen Interpolante meist nur noch eine lokale Interpolante hinzu, deren Summe
sich auch nur iiber vergleichsweise wenige Stiitzstellen erstreckt. Theoretisch sind dadurch
Interpolationen mdoglich, deren Auswertungsaufwand nicht mehr mit O(N) geht, sondern
nur noch mit O(1).

Es soll hier keine ausfiihrliche Fehleranalyse betrieben, sondern nur die praktische Durchfiihr-
barkeit des Ansatzes dargestellt werden, da sonst der Rahmen dieser Arbeit verlassen wiirde.
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Um das Verfahren genauer darzustellen, sind folgende Definitionen noétig:

IJ‘ —_—
M = U MW eine disjunkte Zerlegung der Indexmenge
v=1
M®) = U M® jeweils fiir den Level v =1, ..., u
=1

XU = {zi}icqion
X¥ = {zitiem» = U X0

=1

dpin (X)) := min_ d(ws,z;) wie in Kapitel 5.3
xi#szX(”)

{¢g’)}a€R : parametrisierte Familien von radialen Basisfunktionen,
v=1,..., 1
{@W}aer = {1V od}aer  entsprechend fiir die Metrik d
a") (dmin) @ fiir o) spezifische Wahl von a zu dp, laut (5.3-1)
sO(x) =0 und rekursiv fir v =1, ..., u:
S | 50)
fO) = f— gD
5 (x) := Interpolante zu ) mit ¢{") auf XMW uU...UX® = {z;};c0r0

v) () 9
- Z € ‘I)g(u)(dmin(x(y)))($,$j) + Zﬂk pr(x)
jeM®) k=1

Es folgt:

(7.1-1) s =375
s(x;) = f(z;) Vie M.

Die letzte Gleichung wird in Kapitel 7.2 bewiesen. Die Konstruktion einer geeigneten Zerle-
gung von X wird in Kapitel 7.3 behandelt.

7.2 Der Algorithmus zur Interpolation

PROCEDURE CalculatelteratedInterpolant
Input: X, @"(dmin), ¢V (r), {px} : wie oben
Output: s: Interpolante

Zerlege X =U X bzw. M =1 MW wie in Kapitel 7.3 beschrieben
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sO(x) :=0
for v :=1 ... p do
Schleifenvoraussetzung: sV (z;) = f(x;) fiir i € M@ und v > 1 (7.2-1)
a 1= 6 (dmin(XW))
fO = f — s (7.2-2)
Zusicherung: fM=f: wegen (7.2-1) gilt: (7.2-3)
i€ M) v > 1 = fO(g) = f(z;) — s (2) =0
§) .= Interpolante zu f) mit ¢ auf X = {z;};c 0 (7.2-4)

Zusicherung: 3% (z;) = f@)(a;) fiir i € M™ (Interpolationsbedingung) (7.2-5)
s .= gvll) 4 5(v)

Zusicherung: Fiir i € M®) gilt wegen (7.2-5): s®)(x;) = sV (2;) + fO) ()
mit (7.2-2) folgt: s (z;) = sV (zy) + f(2;) — sWD (2) = f(2) (7.2-6)
Dies ist auch gleich die Voraussetzung (7.2-1) der néichsten Schleife.

end of for

s := s
Zusicherung: Wegen (7.2-6) gilt: s(z;) = f(z;) fiir alle i € M = MW

end of procedure

Die enthaltenen Zusicherungen garantieren die Korrektheit des Algorithmus. In jedem Schlei-
3
fendurchlauf ist eine Interpolation mit im allgemeinen O <(#M(”>) ) = O (N3) Operatio-

nen nétig, insgesamt also O (u N3). Withlt man #M®) in etwa konstant, so ist = O(N),
und der Gesamtaufwand steigt auf O (N*). Das Verfahren des Kapitels 7.3 zur disjunkten
Zerlegung von X sollte also diesen Fall vermeiden. Der Speicherbedarf fiir die Koeffizienten
cgy) betrigt Y4, #M®™) = O(N?), allerdings sind in héheren Iterationen typischerweise

viele cgl') = 0. Bei ¢ mit kompaktem Tréger ist dies offensichtlich; dort gibt es auch giinsti-

gere Verfahren zur Losung der linearen Gleichungssysteme mit Bandmatrix. Die ‘iterierte
Interpolation’ ist daher besonders fiir solche ¢ geeignet.

7.3 Zerlegung von X und globaler Fehler

Apmin (X ®)) und h, x 4(z) sind charakteristische Parameter von X®) Man wihlt die Zerle-
gung von X in X® bzw. M in M® so, daB fiir alle v und alle = gleichmdfig gilt:

h, xwalz) < p Apnin (X @) mit p > 0 fest.

Dabei wird a®)(r) laut Gleichung (5.3-1) bestimmt, z. B. &) (i) = 1/d2,, fiir die
GauBians ¢o(r) = e*"".

Ein Algorithmus zur Zerlegung der Stiitzstellenmenge X hat typischerweise die Struktur
eines Subdivisionsverfahrens. Wenn man grobe Kenntnisse iiber die Struktur von X voraus-
setzt, ist er recht effizient zu implementieren.

Auf dem Level v sei z. B. ein Quader gegeben, der die Ausdehnung eines typischen Clusters
dieses Levels hat. Diesen Quader benutzt man nun zur Erzeugung eines Quadergitters, das
ganz X iiberdeckt.!®® Aus jedem Quader des Gitters entnimmt man dann maximal eine'3”

136 Alternativ dazu kann man auch blo eine Box des Gitters vom Level v L 1 unterteilen. Dieser zweite
Ansatz geht mehr auf lokale Strukturen von X ein, insbesondere beriicksichtigt er Cluster verschiedener
Dichte.

137Enthilt ein Quader keine Stiitzstelle, so ignoriert man ihn.
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Stiitzstelle z;, die mdoglichst zentral liegt, und stellt aus ihnen die Menge X®) zusammen.
Deren charakteristische Parameter dp;,(X®)) und h, xo) 4(z) liegen nun in der Grofenord-
nung der Gitterweite. Ist man auf einem Level p angelangt, der keine typischen Cluster mehr
aufweist, beendet man die Rekursion.

Auf jedem Level v gelten die jeweiligen Fehlerabschéitzungen, und mit Gleichung (3.3.2-3)
folgt:

(@) = 5 ()]

= f(u)(iﬁ) = Srw) xyw) @) ($)
‘ re.xt )’q)Z(”)(dmin(X(")))
< ||f||F¢(D) - Fy(h, xo) q(7)) -

a0 (A (X))

Der Ausdruck h, yu) 4(7) ist in ¥ monoton fallend, da die Stiitzstellen nach Konstruktion
immer dichter werden. Die Kriging-Abschitzungsfunktionen Fg(h) sind typischerweise mo-

noton fallend in A, so daf bei fester Gréfienordnung von || /5 o der Fehler immer
P v

@) (i (X))
geringer wird.

Fiir den globalen Fehler gilt:

f(@) = s(x)
= f(z) — Mzg('j)(:c) — 3W(z) wegen (7.1-1)
= f(z) — s¥Y(z) — 3W(z)
= fW(z) — 5W(x) wegen (7.2-2).

Er 148t sich also mit der Abschétzung fiir den letzten Level kontrollieren.

7.4 Experimentelle Ergebnisse

In diesem Kapitel werden einige experimentelle Ergebnisse dargestellt. Sie sollen vor allem die
Durchfiihrbarkeit des Verfahrens belegen. Eine repréisentative Darstellung mit Untersuchung
aller moglichen Feinheiten, wie z. B. der optimalen Wahl der Zerlegung von X, wiirde an
dieser Stelle zu weit fiihren.

Die Beispiele basieren auf den beiden zu interpolierenden Funktionen, die in Kapitel 4.2
vorgestellt wurden. Die Zerlegung der Stiitzstellenmenge X erfolgte entsprechend ihrer Kon-
struktion in Kapitel 4.2. Das bedeutet, daB X als die Menge der ‘von Hand’ gesetzten
Stiitzstellen und der Stiitzstellen des originalen Verteilungsmusters gewihlt wurde. Die néich-
sten Level mit X(? bis X®) enthalten dann jeweils ein verfeinertes Verteilungsmuster mehr.

Als radiale Basisfunktion wurde auf dem ersten Level der thin plate spline ¢(r) = 72 Inr
benutzt, auf den Leveln v = 2, ..., 5 die Wendland-Funktion ¢3,(r/c) mit dem jeweils
angepafiten Parameter ¢ = 12 dg’min(X(V)).
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o) ~ 4.53 103,

condg 2(Ag) ~ 1.89 - 103
1.89 - 103

Ag) ~ 4.19 - 104,
Ag) ~ 4.53 - 1043,

CODdQ’Q (A@) ~ 39.4
A

(
(
(

Abbildung 37: Iterierte Interpolation zur ‘Wellen-Funktion’

(A@) ~ 165, A
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5.71 - 1013,

1.60 - 103
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Abbildung 38: Iterierte Interpolation zur ‘Mexican-Hat-Funktion’
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Bemerkungen zu den Abbildungen 37 und 38:

Die Abbildungen zeigen jeweils fiir jede Beispielfunktion die fiinf Interpolanten ) (z) zu
den Leveln 1 bis 5 und ihre Summe s(z). Die Graphiken von 3 bis 3® wurden mit
PlotRangeVec = All erstellt, um die Funktionen trotz ihrer meist kleinen Betrige dar-
stellen zu kénnen. Daher ist hier die Achsenbeschriftung wichtig. Die anderen Graphiken
entstanden mit der Standardeinstellung PlotRangeVec = { -1, 1 }.

Beide Interpolanten geben die Gestalt der Beispielfunktionen gut wieder. Deutlich ist zu
erkennen, dafl der Beitrag der 5)(x) von Level zu Level kleiner wird. Besonders bei der
‘Mexican-Hat-Funktion” wird das Bildintervall dieser Teilinterpolanten jeweils mindestens
halbiert. Lediglich bei der weniger glatten ‘Wellen-Funktion’ tritt mit 5% noch ein un-
gewdhnlich grofer Summand auf.*?®

Da die Teilinterpolanten aus radialen Basisfunktionen mit immer kleiner werdenden, kom-
paktem Triger erzeugt wurden, haben sie abseits des jeweiligen Hiufungspunktes den Wert 0.
Diese Eigenschaft 18t sich gut zur Verringerung des Rechenaufwands bei der rekursiven Aus-
wertung der gesamten Interpolante verwenden, da man die Rekursionstiefe abhéingig vom
Abstand zum H#ufungspunkt beschréinken kann.

Die Folge der minimalen Abstinde dy i, lautet fiir die ‘Wellen-Funktion’ dg,min(X(”)) =
2wy = 1, ..., 5, wihrend sie fiir die Stiitzstellenverteilungen der ‘Mexican-Hat-
Funktion’ é - {5,5,3,1,1} betrdgt. Dieser Unterschied beruht auf den verschiedenen
Absténden der jeweils ‘von Hand’ eingefiigten Stiitzstellen vom Haufungspunkt. Bei der
‘Wellen-Funktion’ sind die Stiitzstellen +(1,1)" fiir die d;,-Werte bedeutungslos. Im Ge-
gensatz dazu bestimmen die Stiitzstellen +(5/32,0)" bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ den
minimalen Abstand auf den ersten vier Leveln vollstindig — sie befinden sich zu dicht am
Haufungspunkt (0,0)™.

Die Konditionen der jeweiligen Interpolationsmatrizen liegen in der selben Groéflenordnung
wie die der ‘konventionellen’ Methode, die in den Abbildungen 10 und 15 angegeben wurden.
Da die Interpolationsmatrizen A@L”()) X nicht nur von der jeweiligen Stiitzstellen-

al) (i (X (V)

menge X ), sondern auch von der dazu passend parametrisierten radialen Basisfunktion
q)gj()”)(dmin(X(”))) abhingen, werden die Eigenwerte — und somit die Kondition — der Inter-
polationsmatrizen zur ‘Wellen-Funktion” ab v = 2 stationér. Die Halbierung der minimalen
Stiitzstellenabsténde wird ndmlich durch die Halbierung des Tréigers der Basisfunktion je-
weils ausgeglichen. Bei der ‘Mexican-Hat-Funktion’ wird dieser giinstige Effekt durch die

beiden ‘von Hand’ eingefiigten Stiitzstellen +(5/32,0)" verhindert.

7.5 Idee eines Gesamtschrittverfahrens

Im Verfahren des Kapitels 7.2 ist auf jedem Level v eine Interpolation auf der Stiitzstellen-
menge X *) zu berechnen. Der dafiir nétige Aufwand bei allgemeinen radialen Basisfunktio-
nen betrigt O((#X® +Q)?). Der Gesamtaufwand bei z Leveln ist somit O(u (N+Q)?); falls
p linear in N ist, betriigt er sogar O(N* + @Q?). Der Speicheraufwand steigt von O(N + Q)
fir die Koeffizienten ¢; und 8 auf O(p (N + Q)) bzw. O(N(N + Q)) fiir die Koeffizienten

cgy) und ﬂ,gu).

138Dieses Verhalten erinnert an Fourier-Reihenentwicklungen oder Waveletzerlegungen unterschiedlich glat-
ter Funktionen.
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Dieser Anstieg 1483t sich durch Verwendung von compactly supported functions zumindest auf
den hoheren Leveln vermeiden. Es kommen aber auch andere Ansiitze dagegen in Betracht.
Eine solche Idee wird abschliefflend geschildert.

Betrachtet man die Gestalt der gesamten Interpolante

7 7 Q
= ;g(")(ﬂf) = > ( > 67 O oy (03 + ;ﬂ;@m(ﬂ?)) )

v=1 \ jeM®)

so liegt es nahe, die Summen wie folgt umzusortieren:

=SS A @) + 3 (S47) ).

JEM veEN(j) k=1

Dabeiist N(j) :={v=1,..., u: j € M®}. Mit

i
. (v) — ()
¢I/ — q)a(”) (dmin (X("))) llnd /Bk; D I; /Bk

erhalt man also die Form

Q
sr) = Y b, (a,x5) + 1; B pi(z)

JEM,veN(j)

die es nahelegt, ihre Koeffizienten cgl') und [y durch eine einzige Matrix-Invertierung zu

bestimmen. Die Michtigkeit der neuen Indexmenge {(j,v) € M x {1, ..., u}: v € N(j)}
betriigt hiufig weniger als O(u N), so daf} sich deutliche Aufwandseinsparungen ergeben.

Leider lassen sich nur sehr schwer Aussagen iiber die Invertierbarkeit oder gar die Kondition
der entsprechenden Interpolationsmatrix finden.
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8 Schluf3betrachtungen

Vor der Darstellung der Ergebnisse dieser Arbeit soll kurz auf deren mogliche Anwendungs-
gebiete eingegangen werden. Die mehrdimensionale oder auch multivariate Interpolation hat
in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen, z. B. in der digitalen Bildver-
arbeitung. Dort kénnen mit diesem Verfahren beispielsweise zu verschiedenen Zeiten aufge-
nommene Satellitenbilder der selben Gegend oder Rontgenbilder der selben Person verglichen
werden. Auch sind die in letzter Zeit so beliebten ‘Morphing’-Effekte fiir Film- und Video-
sequenzen so erzeugbar.!*® Die Kompression von Bilddaten, topographischen Karten der
Erdoberfliche und #hnlichen Signalen ist ebenso ein denkbares Anwendungsgebiet.!?

Speziell inhomogene Stiitzstellenverteilungen treten bei der topographischen Vermessung,
beispielsweise von Olbohrregionen, auf. Unterschiedlich stark detaillierte Werkstiicke, etwa
im Flugzeugbau, ben6tigen zur Beschreibung ebenfalls solche Stiitzstellenverteilungen.

8.1 Theoretische Ergebnisse

Um die praktischen Ansétze des zweiten Teils der Arbeit auf ein tragfihiges Fundament zu
stellen, ist es notig, die bekannte Theorie der Interpolation mit radialen Basisfunktionen
allgemeiner zu fassen. Kapitel 1 legt dafiir die allgemeinen Grundlagen. In den Kapiteln 2.5
bis 2.9 und 3.1 bis 3.3 werden dann die wichtigsten Ergebnisse unter jeweils minimalen Vor-
aussetzungen hergeleitet. Diese Art der Darstellung findet man nicht in den hier verwendeten
Publikationen. Der Aufbau der Theorie wird nun in einer Ubersicht zusammengestellt.

Zu gegebenem ® € BPD(m), zu X C R? und f € Fun? sei das Interpolationsproblem
srxa(r) = " ®(z,X) + p(z) mit s;xe(X)=f(X) und p€ P4

zu losen. Dabei erhilt man das Interpolationssystem (2.5-6)

(7 6)(5) = (1)

mit Ag = (P(xi, 2)))ijem und P := (pg(@i))iem, k=1,..,¢- Fiir & € BPD(m) und ein in-

jektives P ist es laut Satz 2.5-1 eindeutig losbar. Falls dabei f € Span% @ IP¢ ist, folgt
syx,.e = f. Die Losung u(x) des linearen Gleichungssystems (2.6-2)

(A(p P) (u(a:)) B (@(a:,X))

P™ 0 v(z) ) S(x)

ist eine ]Pg]—reproduzierende Lagrange-Basis, und es gilt
srxo(r) = f(X)"u(z).

Fiir das Fehlerfunktional

eoalf) = f(2) = spxe(@) = f(2) = f(X)"u(z)

139Vgl. [c’t:Morphing].
10ygl. [c't:Wavelets).
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gilt mit der (fiir beliebige Vektoren u, R € C" und Skalare a € R definierten) quadratischen
Form

Qo(u, R,a) == u™ Agu — 2 Re (u“ﬁ) + a
fiir beliebige IP? -reproduzierende Lagrange-Basen u(x) von X die Gleichung

lesule = Qs (u(z), ®(z,X), ®(z.2)) .

Das Minimierungsproblem (2.9-1)/(2.9-2)
Qo(u(z), ®(z, X), ®(z,2)) = Min!, wobei P"u(z) = S(x) gilt,

hat dieselbe Losung u*(x) wie das lineare Gleichungssystem (2.6-2), sofern dieses eindeutig
16sbar ist. Die Kriging-Funktion

kxa(r) = \/Qa(u*(z), B(z, X), B(z,7))

aus Kapitel 2.9 ist somit die fiir alle IP% -reproduzierenden Lagrange-Basen u(x) minimale
Norm des Fehlerfunktionals.

Alle oben genannten Ergebnisse werden einzig unter der Voraussetzung ® € BPD(m) erzielt.

Kapitel 3 beleuchtet danach die Nachweismoglichkeiten fiir die positive Definitheit von &

unter verschieden starken Voraussetzungen an ®. Dabei wird die Fourier- Transformation ein-

gesetzt. Die dadurch erzielten Integraldarstellungen erlauben dariiber hinaus konkretere Feh-

leranalysen und Konditionsbetrachtungen. Die Symbol-Funktion Symy .(w) := 'ZM cj gl W]
je

aus Kapitel 3.1 verkiirzt die Integraldarstellung von ¢'" Ag ¢ nach Gleichung (3.1.1-1):

Ay = (2m)* [ p(w, —m) Symy, (@) Symy (0] *(w,m)

Dabei geht in diesem Kapitel nur die Forderung nach Symmetrie der Basisfunktion & ein.
Mit der Fehler-Kern-Funktion

Ixu(z) (T, w) = gizX’q, (e“’%’) = eiw“"’“’—Sme,c(w)

aus Kapitel 3.1.2 ergibt sich fiir f = FT*'(f) mit f aus dem Raum G50 die Integraldar-
stellung des Fehlerfunktionals laut Satz 3.1.2-3:

fralf) = @) [ F0) g (0,0) do
Weiterhin erhilt man in Satz 3.1.2-4 Integraldarstellungen fiir Qg (u, ®(z, X), ®(x,z) ) und
daraus in Korollar 3.1.2-5 auch fiir k% 4(z):

Kxolr) = (2m)"* / e(w, =n) 9xu@) (T, w) 9xu@) (@,1) d*(w,n) .

(2d)
Dabei ist u(z) die Lésung von Gleichung (2.6-2) und ®(z,y) = FT *'(p(w,n))(x,y). Die
meisten Aussagen des Kapitels 3.1 finden sich so allgemein in keiner dem Autor bekannten
Veroffentlichung.
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Ab Kapitel 3.2 wird die Translationsinvarianz der Basisfunktion ® vorausgesetzt. Dadurch
ergeben sich die schoneren Integraldarstellungen laut Gleichung (3.2.1-1):

2
" Age = (2m)H /cp(w) ‘Symx,c(w)‘ dw
und laut Korollar 3.2.2-2:

Ko@) = @0 [ o) [gxuem(@,w)] do .

‘2
(d)

Dabei ist u(z) wie oben und ®(z,0) = FT +'(¢)(x). Fiir Funktionen aus dem native space

Fg erhilt man in Korollar 3.2.2-3 die Fehlerabschétzung

[f(2) = srxe(@)] < [flle, - rxo(@) -

Die Aussagen des Kapitels 3.2 sind allgemein bekannt, doch wird gewo6hnlich die stéirkere
Voraussetzung der Radialitit an ® gestellt.

Das Kapitel 3.3 schliefilich bildet eine Art ‘Kompendium’ der altbekannten Theorie fiir ra-
diale Basisfunktionen ®. Fiir ganz konkrete Familien dieser Funktionen ergeben sich mit der
lokalen Stiitzstellendichte

hyya(@) = max min d(y, ;)

Abschétzungen der Kriging-Funktion in Form von Gleichung (3.3.2-1):

kxe(r) < Fo(hyxa(2)) .
Kapitel 3.3.3 liefert dann mit

dmin (X) 1= I.gglgi,réx d(z;, z;)

auch noch Konditionsabschditzungen der Gestalt

cond A < Gq)(q)ll -Hgp x(q) mit q:= = dpin(X) .

8.2 Praktische Ergebnisse

Im praktischen Teil dieser Arbeit werden zwei Beispielfunktionen mit ihren ‘klassischen’
Interpolanten vorgestellt. Da der lokale Detailreichtum dieser Funktionen stark wechselt, er-
forderten sie jeweils sehr inhomogene Stiitzstellenverteilungen. Diese wirken sich in Form von
deutlichen ‘Hiitchen’-Strukturen auf die Interpolanten aus. In fiinf verschiedenen Ansétzen
wird versucht, diese Effekte zu vermindern — mit unterschiedlichem Erfolg.

Die Ansitze mit ‘ortsabhéngigen Skalierungsfunktionen’ sowie das ‘Hinzufiigen einer Dimen-
sion” haben sich nicht bew#hrt. Auf Grund der schlechten experimentellen Ergebnisse, die
sich in einer absolut ungeniigenden Reproduktion der vorgegebenen Funktionen zeigten, ist
der immense Rechenaufwand nicht gerechtfertigt.

Erfreulicherweise haben gerade die Ansétze mit dem geringsten Rechenaufwand, ndmlich
‘der Metrik vorgeschaltete Transformationen’ (Kap. 6.2), ‘der Metrik nachgeschaltete Funk-
tionen’, (Kap. 6.3) und die ‘iterierte Interpolation’ (Kap. 7) besonders gute Ergebnisse er-
zielt. Die ‘Hiitchen’-Effekte verschwinden oft vollig. Neue, storende Effekte sind kaum zu
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verzeichnen. Der Rechenaufwand steigt nur um einen konstanten Faktor, bei der ‘iterier-
ten Interpolation’ ist durch geschickte Programmierung sogar eine Reduktion gegeniiber
der ‘klassischen’ Methode moglich. Hierbei mufl erwéhnt werden, dafl die Algorithmen noch
nicht automatisch auf jede gegebene Stiitzstellenverteilung anwendbar sind. So miissen die
entzerrende Transformation bzw. Funktion und auch die Aufteilung der Stiitzstellenmenge
in homogene Teilmengen noch ‘von Hand’ bewerkstelligt werden. Die Entwicklung von Al-
gorithmen, die aus einer Analyse der Stiitzstellendichte heraus selbstéindig geeignete und

schnelle Transformationen erstellen bzw. die Stiitzstellenmenge aufteilen, ist eine Aufgabe
fiir die Zukunft.
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Kreisesatz von Gerschgorin, 14, 57

Kriging-Abschétzungsfunktion Fg(h), 53,
70, 111

Kriging-Funktion, 1, 28, 30, 39, 44, 53, 78,
117, 118

Kronecker-Symbol, 16

Kriimmung, 50
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Stiitzstellenverteilung, 86

Stiitzwert, 1, 108

Subdivisionsverfahren, 110

Symbol-Funktion Symy .(w), 36, 43, 77,
78, 117

symmetrische Basisfunktion, 2, 40, 117

temperierte Funktion, 4

Testfunktion, 4

thin plate splines, 50, 60, 62, 65, 68, 81, 82,
85, 101, 106, 108, 111

topologischer Dualraum, 4, 30

Trager, 50

Transformation, 84

Transformationskern, 77

transformierte Metrik, 84

translationsinvariante Basisfunktion, 2, 40,
57,73, 118

unitdre Matrix, 14, 83
Unschérferelation, 58
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