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vii0 EinleitungBei der Interpolation mit radialen Basisfunktionen treten immer wieder Probleme auf, wenndie St�utzstellen sehr ungleichm�a�ig verteilt liegen. Zum einen k�onnen zu dicht liegende St�utz-stellen die Kondition der Interpolationsmatrix verschlechtern, was in einigen F�allen zur nu-merischen Unl�osbarkeit des Problems f�uhren kann. Zum anderen wird im Extremfall derFehler bei der Approximation einer Funktion durch zu weit auseinanderliegende St�utzstellenso gro�, da� die Interpolante nur noch wenig �Ahnlichkeit mit der vorgegebenen Funktion auf-weist. Die Wahl eines regelm�a�igen, sehr feinen Gitters als St�utzstellenmenge erscheint daherzun�achst als denkbarer Kompromi�. Dieser scheitert jedoch oft an der Gr�o�e des Grundbe-reichs, auf dem die Interpolante de�niert werden soll, da dann die Anzahl der St�utzstellen,und somit der Rechenaufwand, ins Unpraktikable steigt.Diese Arbeit untersucht, ob und wie die bekannte, `klassische' Theorie der radialen Basis-funktionen in den bisher ung�unstigen F�allen gewinnbringend erweitert werden kann. Dabeiwird weitgehend auf die Forderung nach Radialit�at und Translationsinvarianz der benutztenBasisfunktionen verzichtet. Dennoch, so wird sich zeigen, bleiben viele `klassische' Aussagenbeweisbar.Teil I liefert die theoretischen Grundlagen. In Kapitel 1 werden zun�achst die Interpolations-aufgabe und die zu ihrer Behandlung notwendigen allgemeinmathematischen Grundlagenbeschrieben.Darauf aufbauend stellen Kapitel 2 und 3 die speziellen Grundlagen der mehrdimensio-nalen Interpolation dar. Dabei konzentriert sich Kapitel 2 auf die funktionalanalytischenAspekte, wozu zun�achst die im weiteren Verlauf zentrale De�nition von `bedingt positivde�niten Funktionen' geliefert wird. Danach wird der Zusammenhang zwischen der Interpo-lationsaufgabe und einem bestimmten Minimierungsproblem hergestellt. So wird eine Feh-leranalyse m�oglich. Schlie�lich �nden noch einige abstrakte �Uberlegungen �uber geeigneteFunktionenr�aume ihren Platz.In Kapitel 3 werden dann die durch Fourier-Transformation erzielbaren Aussagen betrach-tet. Durch diese erst werden quantitative Aussagen �uber Fehler und Kondition der Inter-polationsaufgabe m�oglich. Begonnen wird in 3.1 mit der schw�achsten Voraussetzung an dieBasisfunktionen | der Symmetrie. Zum ersten mal tauchen hier die Begri�e der Symbol-Funktion SymX;c(!), der Fehler-Kern-Funktion gX;c(x; !) und des Raumes Gs0;s1 auf. In 3.2kommt die n�achst st�arkere Voraussetzung | die Translationsinvarianz | hinzu. Allein mitdiesen Mitteln lassen sich die meisten Aussagen der `klassischen', auf radialen Basisfunktio-nen beruhenden Theorie beweisen. Dieser `klassische' Fall wird in 3.3 dann n�aher ausgef�uhrt,wobei insbesondere konkrete Basisfunktionen mit den zugeh�origen Fehler- und Konditions-absch�atzungen angegeben werden.Teil II dieser Arbeit untersucht einige praktische Anwendungsm�oglichkeiten der Ergebnissedes theoretischen Teils. Dazu werden in Kapitel 4 zwei Beispielfunktionen inklusive ihrer`klassischen' Interpolanten vorgestellt. Die eingangs beschriebene Problematik wird dabeidurch Graphiken veranschaulicht. Unterkapitel 5.1 enth�alt Aussagen �uber den numerischenAufwand der ben�otigten Algorithmen, die im Anwendungsteil der Arbeit universell ver-wendbar sind. Im Rest des Kapitels 5 wird der Ansatz `dQ(x; y) := Q(x)Q(y) d(x; y)' zurManipulation der Metrik d eingehend untersucht.



viii 0. EinleitungKapitel 6 pr�asentiert vier unterschiedliche Verfahren zur Homogenisierung der St�utzstellen-abst�ande. Sie beruhen auf der Transformation der urspr�unglichen Metrik in eine andere.Ein ganz anderer Ansatz, die Nachteile inhomogener St�utzstellenverteilungen auszugleichen,wird im Kapitel 7 beschrieben. Er beruht auf einer mehrstu�gen Interpolation mit einerjeweils verfeinerten, relativ homogenen St�utzstellenmenge.Die Schlu�bemerkungen des Kapitels 8 enthalten �Ubersichten der erzielten theoretischenund praktischen Ergebnisse. Es wird dabei nochmals deutlich, da� sich die `klassische', aufradialen Basisfunktionen beruhende Theorie stark verallgemeinern l�a�t. Daraus resultiert einviel gr�o�erer Spielraum bei der Entwicklung und Implementation konkreter Algorithmen, alser bisher genutzt wurde. So ergeben sich weitere Anwendungsfelder der Interpolation mitsymmetrischen Basisfunktionen.
An dieser Stelle m�ochte ich mich bei Herrn Prof. Schaback f�ur die konstruktive Kritik undAnleitung und seine Anregungen zum Aufbau der Arbeit bedanken. Weiterhin danke ichHerrn Wendland f�ur die �Uberlassung einer Tabelle der von ihm entwickelten Funktionen, dieim Kapitel 3.3 Verwendung �ndet.



1Teil ITheorie der Interpolation1 Allgemeine mathematische Grundlagen1.1 Grundlegende De�nitionen f�ur die InterpolationZun�achst seien die wichtigsten De�nitionen des Themengebietes angegeben.Eine allgemeine, mehrdimensionale Interpolationsaufgabe hat folgende Form:De�nition: InterpolationsaufgabeGegeben seien:� X = fxigi=1; :::;N � IRd eine Menge von N 2 lN St�utzstellen im IRd.Dabei m�ussen die St�utzstellen paarweise verschieden sein, d. h.: i 6= j ) xi 6= xj. Eineregelm�a�ige Anordnung wird jedoch nicht verlangt.1� fyigi=1; :::;N � C eine Menge von St�utzwerten.Abk�urzend wird im folgendenM := f1; : : : ; Ng benutzt. Die Menge der St�utzwerte fyigi2Mfa�t man der besseren `Handhabbarkeit' wegen als Vektor auf: y = (yi)i2M 2 CN . Gesuchtist dann eine Interpolante s : IRd !C, die die Interpolationsbedingung8 i 2M : s(xi) = yi oder kurz: s(X) = y(1.1-1)erf�ullt.2Oft geht man davon aus, da� die Werte yi von einer Funktion f : IRd ! C vorgegebenwerden: yi = f(xi) f�ur i 2M oder kurz: y = f(X):Dementsprechend wird die Interpolante s als zu dieser Funktion geh�orend betrachtet:sf (x) := s(x) mit 8 i 2M : sf(xi) = yi = f(xi); kurz: sf(X) = f(X):(1.1-2)In leichter Abwandlung der eigentlichen Interpolationsaufgabe kann man au�erdem denInterpolationsfehler oder Approximationsfehler sf(x) � f(x) betrachten. Man sucht daf�urAbsch�atzungen der Formjf(x)� sf (x)j � jf jF� �PX;�(x) 8 f 2 F�;(1.1-3)wobei j�jF� eine Seminorm auf einem geeigneten, von � abh�angigen Funktionenraum F� ist.Er wird als native space bezeichnet. F�ur PX;�(x) sind die Namen Power-Funktion, Kriging-Funktion oder auch G�ute-Funktion gebr�auchlich.1Die englischsprachige Literatur bezeichnet dies als scattered data.2Hier wird die aus der Algebra gel�au�ge Konvention benutzt, wonach in eine Abbildung f : D ! B auchganze Teilmengen D0�D eingesetzt werden d�urfen: f(D0) := ff(x) : x 2 D0g. Ist die Menge D0 angeordnet,also ein Tupel, so sei f(D0) ein entsprechend angeordnetes Tupel.



2 1. Allgemeine mathematische GrundlagenDie Aufspaltung der Fehlerabsch�atzung laut Gleichung (1.1-3) ist sehr n�utzlich, da sie dieE�ekte von f und X trennt. Bei der Konstruktion der Interpolante gehen X und � ein.Diese Abh�angigkeit wird im folgenden durch die Schreibweise sf;X;� wiedergegeben.Von Interesse ist au�erdem der Raum der Funktionen f , die durch die Interpolation repro-duziert werden, d. h. 8 x 2 IRd : sf;X;�(x) = f(x), oder kurz: sf;X;� = f . Eine weitereModi�kation ist die Einschr�ankung der De�nitionsbereiche aller Funktionen auf ein Gebiet
 mit X � 
 � IRd. Mit der Analyse dieses Problems, insbesondere f�ur N !1, befa�tsich ein eigenes Theoriegeb�aude.3 In dieser Arbeit wird diese spezielle Fragestellung nichtweiter verfolgt.De�nition: symmetrische BasisfunktionEine symmetrische Basisfunktion ist eine Funktion der Form� : IRd � IRd !C; (x; y) 7! �(x; y)mit der Symmetrieeigenschaft8 x; y 2 IRd : �(x; y) = �(y; x):(1.1-4)Es folgt: 8 x 2 IRd : �(x; x) 2 IR. Die Menge aller dieser Funktionen sei bezeichnet mitSBFd := n� : IRd � IRd !C : � ist eine symmetrische Basisfunktion o :(1.1-5)Wichtige Spezialf�alle der symmetrischen Basisfunktionen sind die drei folgenden:De�nition: metrische BasisfunktionEine metrische Basisfunktion bez�uglich d ist eine symmetrische Basisfunktion � 2 SBFdgenau dann, wenn sie die Gestalt�(x; y) = �( d(x; y) ) 8 x; y 2 IRdhat, wobei� : IR�0 ! IReine vorgegebene, meist stetige Funktion undd : IRd � IRd ! IR�0eine Metrik4 ist. Da die Metrik schon reell-symmetrisch ist, d.h. d(x; y) = d(y; x) gilt, kann(1.1-4) nur erf�ullt werden, wenn � reellwertig ist. Es seiMBFd := n� : IRd � IRd ! IR : � ist eine metrische Basisfunktion o :3Vgl. [CADII] vom 06.07.93.4Von den Metrik-Axiomen wird die Dreiecksungleichung nicht ben�otigt: [SchoenPosDef], S. 524.



1.1. Grundlegende De�nitionen f�ur die Interpolation 3De�nition: translationsinvariante BasisfunktionEine translationsinvariante Basisfunktion ist eine symmetrische Basisfunktion � 2 SBFdgenau dann, wenn8 x; y; z 2 IRd : �(x� z; y � z) = �(x; y):(1.1-6)Die Menge dieser Funktionen sei bezeichnet mitTBFd := (� : IRd � IRd !C : � ist eine translations-invariante Basisfunktion ) :De�nition: radiale BasisfunktionEine radiale Basisfunktion ist eine metrische Basisfunktion � 2 MBFd genau dann, wennsie die 2-Metrik d2 benutzt. Dann erh�alt � die Form �(x; y) = �(jjx� yjj2). In der Literaturwird h�au�g auch � schon `radiale Basisfunktion' genannt. Aus dem Kontext geht dort jedochjeweils hervor, welche Funktion gemeint ist.5 Im folgenden seiRBFd := n� : IRd � IRd ! IR : � ist eine radiale Basisfunktion o :(1.1-7)Ein metrisches � 2 MBFd ist genau dann translationsinvariant, wenn es auch die Metrik ist| insbesondere, wenn die Metrik von einer Norm abstammt; z. B. gilt RBFd�MBFd\TBFd.De�nition: Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenAls Interpolation mit symmetrischen Basisfunktionen bezeichnet man den Interpolationsan-satz s(x) := Xj2M cj �(x; xj) + p(x);(1.1-8)wobei p ein Polynom6 auf IRd und c 2 CN ein Vektor von Koe�zienten ist.7Unter Verwendung der 2-Metrik erh�alt man so z. B. die Forms(x) := Xj2M cj �(jjx� xjjj2) + p(x):(1.1-9)F�ur p = 0 ergibt sich aus (1.1-8) mit der Interpolationsbedingung (1.1-1) sofort die Forde-rung: 8 i 2M : yi = s(xi) = Xj2M cj �(xi; xj):(1.1-10)Dieses lineare Gleichungssystem, man nennt es auch das Interpolationssystem, erh�alt mitA� := (�(xi; xj))i;j2M(1.1-11)5In der `klassischen' Theorie geht man nicht von Metriken aus, sondern benutzt von vornherein die Form�(x) = �(jjxjj2). Diese `klassische' Variante wird im Kapitel 3.3 n�aher untersucht.6Dieser Polynomanteil wird nur bei bestimmten Wahlen der symmetrischen Basisfunktion � n�otig.7Eine zuverl�assige und e�ziente Bestimmung dieser Koe�zienten ist oft das eigentliche Problem.



4 1. Allgemeine mathematische Grundlagendie Form y = A� c.8 Die Interpolationsaufgabe ist also genau dann l�osbar, wenn die Interpo-lationsmatrix A� invertierbar ist.9 Das ist sicher dann der Fall, wenn A� positiv de�nit ist.10 Entsprechende �Uberlegungen werden einen gro�en Teil dieser Arbeit ausmachen.Der Fall, da� y 2 CN komplex ist, l�a�t sich wegen der Linearit�at des Problems sofort aufden reellen Fall zur�uckf�uhren: A� c = y, A� (Re (c) + i Im (c)) = Re (y) + i Im (y), A� Re (c) = Re (y) ^ A� Im (c) = Im (y) :Einige Beweise werden deshalb nur f�ur den reellen Fall angegeben.F�ur alle oben genannten Fragestellungen ben�otigt man einen umfangreicheren mathemati-schen `Werkzeugkasten', der in den Kapiteln 1.2 und 1.4 aufgebaut wird.11 Auf die eigentlicheInterpolation kommt dann Kapitel 2 dieser Arbeit zur�uck.1.2 Grundlagen der Theorie der DistributionenEs gibt umfangreiche Literatur �uber Distributionen; stellvertretend seien hier nur genannt:[Gel'fand], [Jantscher], [H�ormanderI]. Die funktionalanalytischen Grundlagen �ndet manz. B. in [Gro�mann] und [HeuserFAn]. Eine ausf�uhrliche Darstellung der Theorie der Distri-butionen ist im Rahmen dieser zu umfangreich, deshalb folgt nur eine kurze �Ubersicht.Sei F ein Raum von komplexwertigen Testfunktionen; im allgemeinen benutzt man F =C10 (IRd) oder F = S(IRd), den Raum der Schwartzschen oder auch temperierten Funktio-nen.12 In diesem Zusammenhang ist von wesentlicher Bedeutung, da� die Testfunktionen imeigentlichen Sinne Fourier-transformierbar sind. Dieser Begri� wird im Kapitel 1.4 de�niert.De�nition: DistributionenraumDer Distributionenraum zu einem normierten, linearen Raum F wird bezeichnet mitF � := topologischer Dualraum zu F:= f T : F !C : T ist eine beschr�ankte, lineare Abbildung g:Ein Element T des Raumes F � hei�t Distribution.Die Bedingungen bedeuten im Detail:T [a'+  ] = aT ['] + T [ ] 8 a 2 C; ';  2 F ; d.h. T ist ein lineares, : : :jjT jj := sup'2F : jj'jj=1 jT ['] j < 1 ; : : : beschr�anktes Funktional.8In der Literatur �ndet man statt A� meist nur A.9Falls p 6= 0 ist, sind f�ur die Existenz von A��1 nur sehr schwache weitere Voraussetzungen n�otig, wie inKapitel 2 gezeigt wird. Andererseits ist aber das lineare Gleichungssystem der Interpolation f�ur viele `sch�one'� nur mit einem zus�atzlichen Polynom l�osbar.10Da die Matrix wegen der De�nition der symmetrischen Basisfunktion nach Konstruktion selbstadjungiertist (d.h. A� = A�tr), lassen sich auf eine positiv de�nite Matrix g�unstigere Algorithmen anwenden, z. B. dieCholesky-Zerlegung. Weiterhin existiert eine seit den 30er Jahren ausgearbeitete Theorie positiv de�niterFunktionen: [SchoenPosDef].11Eine gute Zusammenfassung davon �ndet man auch in [WeinrichDr], Kap. 4.2.12Beim Schwartz-Raum mu� man ber�ucksichtigen, da� er nicht in nat�urlicher Weise mit einer Metrik odergar mit einer Norm versehen ist. Er ist nach Laurent Schwartz benannt.



1.3. Grundlagen der Bessel-Funktionen 5Lineare Operatoren sind genau dann stetig, wenn sie beschr�ankt sind. Daher gilt:'n F�!n!1 ' ) T ['n] C�!n!1 T [']:De�nition: regul�are DistributionDie regul�are Distribution zu f aus dem normierten, linearen Funktionenraum F istTf : F ! C; ' 7! Tf ['] := ZIRd f(x)'(x) dx ;falls der Ausdruck existiert und Tf 2 F �, insbesondere also beschr�ankt ist.De�nition: Ableitung von DistributionenZu � 2 lNd0 Multiindex, T 2 F � und ' 2 F \ Cj�j(IRd) setzt man, falls T [D�'] existiert:(D�T )['] := (�1)j�j T [D�']; wobei D� := @j�j@x� ist:Diese De�nition ist dadurch motiviert, da� nun f�ur regul�are Distributionen gilt:D�Tf = TD�f ;was normalerweise mittels partieller Integration bewiesen wird.1.3 Grundlagen der Bessel-FunktionenDieses Kapitel stellt die in dieser Arbeit ben�otigten De�nitionen und S�atze �uber Bessel-Funktionen zur Verf�ugung. In [AbramStegun], Kap. 9{11 �ndet sich ein umfangreiches Ver-zeichnis der Eigenschaften dieser Funktionen, speziell Formel 9.1.20 ist hier von Bedeutung.Als Literatur ist weiterhin auf [Bron], Kap. 3.3.1.3.4 zu verweisen.De�nition: Bessel-Funktionen erster Art J�F�ur � 2 C mit Re (�) > �12 und t 2 IR>0 setzt man:13J�(t) := � t2��� �� + 12�� �12� 1Z�1 �1� s2��� 12 ei ts ds :Man bezeichnet J� als Bessel-Funktion erster Art zum Parameter �.14Die Funktionen J� erf�ullen die Bessel-Di�erentialgleichung15 x2 y00 + x y0 + (x2��2) y = 0.Es gilt J� = J�� f�ur � 2 IR. Falls � = � �n + 12� mit n 2 lN0 ist, nennt man die Funktionenauch sph�arische Bessel-Funktionen erster Art. Sie haben die elementaren DarstellungenJn+ 12 (t) = s 2� t ( fn(t) sin t � gn(t) cos t ) undJ�n� 12 (t) = (�1)ns 2� t ( gn(t) sin t + fn(t) cos t ) ;13Anmerkung: � � 12� = p�.14Diese De�nition folgt der von [SteinWeiss], Kap. IV, S. 154, vgl. auch [AbramStegun], Gleichung 9.1.20.15Der Gro�teil der Literatur de�niert sie als L�osungen dieser Gleichung.



6 1. Allgemeine mathematische Grundlagenwobei sich die rationalen Funktionen fn und gn rekursiv bestimmen lassen. Am h�au�gstenwerden f0(t) = 1, g0(t) = 0, f1(t) = 1=t und g1(t) = 1 ben�otigt.Eine weitere Spezies sind die modi�zierten Bessel-Funktionen dritter Art K�.16 Man �ndetebenso die Bezeichnung Mcdonald-Funktionen. De�niert werden sie in der Regel als eineFamilie von L�osungen der Di�erentialgleichung x2 y00 + x y0 � (x2+ �2) y = 0. F�ur � 2 IRgilt K� = K�� . Die Funktionen haben die Integraldarstellung17K�(z) = 1Z0 e�z cosh s cosh(� s) ds f�ur jarg zj < �2 :F�ur diese Funktionen gelten au�erdem die Aussagen:18K�(z) = 8>>>>>>><>>>>>>>: O �ln � z2�� f�ur z ! 0und � = 0 logarithmischeSingularit�atO ��(�) �z2���� f�ur z ! 0und Re (�) > 0 Pol �-ter Ordnungq �2z e�z �1 +O �1z�� f�ur z !1 exponentieller Abfall :(1.3-1)Dabei ist O das wie folgt de�nierte Landau-Symbol:De�nition: Landau-SymbolDas Landau-Symbol O wird f�ur zwei Funktionen19 f; g : C!C de�niert durch die folgende�Aquivalenz: f(z) = O(g(z)) f�ur z ! z0 2 C [ f1g:, 9 C > 0 8 R > 0 : (jz � z0j < 1=R f�ur z0 2 Cjzj > R f�ur z0 =1) ) jf(z)j � C � jg(z)j :1.4 Grundlagen der Fourier-TransformationEine umfassende Darstellung der Theorie der Fourier-Transformation ist hier auf Grund derKomplexit�at des Themas nicht m�oglich. Deshalb werden in diesem Kapitel nur die f�ur dieseArbeit wichtigsten De�nitionen und S�atze angegeben.Dieses Kapitel geht mit uneigentlichen Integralen rein formal um. Es �ndet keine Diskus-sion dar�uber statt, ob die Umformungen im klassischen Sinne, im distributiven Sinne oder�uberhaupt nicht erlaubt sind. Insbesondere f�ur Aussagen �uber die Existenz der Integrale istdie einschl�agige Literatur heranzuziehen.20 Das wird auch in allen nachfolgenden Kapiteln,in denen die Fourier-Transformation benutzt wird, so gehandhabt.Es gibt viele gebr�auchliche Varianten, die Fourier-Transformation und ihre Inverse zude�nieren.21 Diese De�nitionen gehen durch einfache Substitution und Skalierung ineinander�uber. In dieser Arbeit werden die folgenden De�nitionen benutzt, die der Konvention von[H�ormanderI] entsprechen:16Sie tauchen unter anderem in Tabelle 1 auf.17[AbramStegun], Gleichung 9.6.24.18In [AbramStegun] sind diesen Funktionen die Kap. 9.6 bis 9.8 und 10.2 gewidmet, hier werden spezielldie Gleichungen 9.6.9 und 9.7.2 benutzt. Entsprechende Aussagen �nden sich auch in [Bron], Kap. 3.3.1.3.4und [CADII] vom 25.05.93 und 22.06.93.19Siehe z. B. [H�ammHo�], S. 41f.20Passende Integrals�atze f�ur dieses Kapitel, z. B. den von Fubini, �ndet man in [BronE], Kap. 8.2.4.3.21Vgl. [BarrosNeto], [H�ormanderI] und [SteinWeiss].



1.4. Grundlagen der Fourier-Transformation 7De�nition: Fourier-TransformationF�ur f : IRd !C setzt man, falls der Ausdruck existiert:(d)FT (f)(!) := ZIRd f(x) e�i xtr! ddx:Man nennt dann (d)FT (f) die Fourier-Transformierte von f .De�nition: inverse Fourier-TransformationF�ur f̂ : IRd !C setzt man, falls der Ausdruck existiert:(d)FT �1(f̂)(x) := (2�)�d ZIRd f̂(!) e+i !trx dd!:Man nennt (d)FT�1(f̂) die inverse Fourier-Transformierte von f̂ .Die Schreibweise FT�1 suggeriert, da� FT �FT�1 = Id und FT�1 �FT = Id gilt. Das ist aberbei weitem nicht auf jedem Funktionenraum gegeben.22 Die Operatoren FT und FT�1 sindlinear in f bzw. f̂ .Da Mi�verst�andnisse meistens ausgeschlossen sind, kann man die Dimensionsangabe `(d)'weglassen. Soll eine Funktion mehrerer Variablen nur bez�uglich einer Variablen trans-formiert werden, so verdeutlicht man das mittels einer hochgestellten Variablenangabe:(d)FT x(f(x; y))(!) als Funktion von ! und y bzw. (d)FT �1;!(f̂(!; �))(x) als Funktion von xund �. Die Tabelle 1 auf S. 48 enth�alt eine Liste der f�ur diese Arbeit wichtigsten Fourier-Transformierten.Statt der Fourier-Transformation kann auch jede andere bijektive Integraltransformationbenutzt werden, sobald ihre Kernfunktion k(x; !) die Anforderung k(x; !1+!2) = k(x; !1) �k(x; !2) erf�ullt. Dadurch bleibt de facto nur noch die Fourier-Transformation �ubrig.Satz 1.4-1 (Ein Existenzsatz)f 2 L1(IRd) ) FT(f) 2 C(IRd) existiert.f 2 S(IRd) ) FT(f) 2 S(IRd) existiert.Somit existiert auch FT(f) f�ur f 2 C10 (IRd) � S(IRd).Satz 1.4-2 (Zusammenhang zwischen den Operatoren FT und FT�1)F�ur alle Fourier-transformierbaren f̂ : IRd !C gilt:(d)FT �1(f̂(!))(x) = (2�)�d (d)FT (f̂(!))(�x) = (2�)�d (d)FT (f̂(�!))(x):22Mehr dazu in Satz 1.4-12 und der zugeh�origen Anmerkung.



8 1. Allgemeine mathematische GrundlagenSatz 1.4-3 (Fourier-Transformation von Translaten)F�ur alle Fourier-transformierbaren f : IRd !C gilt:8 t 2 IRd : FT(f(x� t))(!) = e�i ttr! FT(f(x))(!)(1.4-1) und FT(ei ttrxf(x))(!) = FT(f(x))(! � t) :(1.4-2)Beweis:zu Gleichung (1.4-1):FT(f(x� t))(!) = Z f(x� t) e�i xtr! dx Substitution y := x� t) det @x@y = 1= Z f(y) e�i (ytr!+ttr!) dy= e�i ttr! Z f(y) e�i ytr! dyzu Gleichung (1.4-2): analog. q.e.d.Satz 1.4-4 (Fourier-Transformation von Funktionen mit skalierten Variablen)F�ur alle Fourier-transformierbaren f : IRd !C und alle a 2 C n f0g gilt:FT(f(ax))(!) = 1jajd FT(f(x))�1a!� und(1.4-3) FT�1(f(!))(ax) = 1jajd FT�1 �f �1a!�� (x) :(1.4-4)Beweis:zu Gleichung (1.4-3):FT(f(ax))(!) = Z f(ax) e�i xtr! dx Substitution y := ax) det @x@y = �1a�d= Z f(y) e�i ytr!=a jaj�d dy= jaj�d FT(f(x))(!=a)zu Gleichung (1.4-4): analog. q.e.d.Satz 1.4-5 (Komplexe Konjugation von Fourier-Transformierten)F�ur alle Fourier-transformierbaren f : IRd !C gilt:FT(f(x))(!) = FT(f(�x))(!) = FT(f(x))(�!):F�ur die inverse Fourier-Transformation gilt die analoge Aussage:FT�1(f(x))(!) = FT�1(f(�x))(!) = FT�1(f(x))(�!):Beweis: Z f(x) e�i xtr! dx = Z f(x) ei xtr! dx = 8>>><>>>: Z f(�x) e�i xtr! dx Substitutionx 7! �xZ f(x) e�i xtr(�!) dxDie zweite Aussage folgt mit Satz 1.4-2. q.e.d.



1.4. Grundlagen der Fourier-Transformation 9Satz 1.4-6 (Fourier-Transformation von radialen Funktionen)Die Funktion � : IRd !C sei radial, d.h. �(x) = �(jjxjj2) und Fourier-transformierbar. Dannist auch ihre Fourier-Transformierte ' radial: '(!) = '0(jj!jj2).23 Dar�uber hinaus gilt f�ur� 2 L1(IRd) und d � 2 mit � := d�22 :24'0(r) = 2� r�� 1Z0 �(s) J�(2� rs) s�+1 ds:Dabei ist J� eine sph�arische Bessel-Funktion erster Art.Bemerkung:Der Integralausdruck im Satz 1.4-6 hat die Form einer sogenannten Hankel-Transformationerster Art:HT(f)(r) := 1Z0 f(s) J�(rs) ds :In der Literatur �nden sich entsprechende Tafeln dar�uber.Satz 1.4-7 (Fourier-Transformation bez�uglich zweier Variablen)Die Fourier-Transformation �uber IR2d l�a�t sich h�au�g, d. h. wenn an der angegebenen Stelleim Beweis der Satz von Fubini anwendbar ist, auf die Fourier-Transformation �uber IRd wiefolgt zur�uckf�uhren:(2d)FT (f(x; y)) = (d)FT y � (d)FT x(f(x; y));(2d)FT �1(f̂(!; �)) = (d)FT�1;� � (d)FT �1;!(f̂(!; �)):Beweis: (2d)FT (f(z))(�) = ZIR2d f(z) e�i ztr� d2dz mit z = �xy�; � = �!��= ZIRd�IRd f(x; y) e�i(xy)tr(!�) d2d(x; y)= ZIRd 0B@ ZIRd f(x; y) e�i xtr! ddx1CA e�i ytr� ddy ; falls Fubinianwendbar ist= (d)FT y  (d)FT x(f(x; y))(!)! (�)Mit Satz 1.4-2 folgt die Behauptung �uber die inverse Fourier-Transformation. q.e.d.23Auf Grund von Satz 1.4-2 gilt ebenso die Umkehrung. Ein Beweis �ndet sich z. B. in [SteinWeiss],Kap. IV, Corollary 1.2.24Vgl. [SteinWeiss], Kap. IV, Theorem 3.3.



10 1. Allgemeine mathematische GrundlagenSatz 1.4-8 (Fourier-Transformation von Ableitungen undAbleitungen von Fourier-Transformierten)F�ur alle � 2 lNd0 und alle Fourier-transformierbaren f 2 Cj�j(IRd) gilt, falls die Ausdr�uckeexistieren: FT(D�f(x))(!) = (i !)� FT(f(x))(!);D�(FT(f(x)))(!) = FT((�i x)� f(x))(!):Man beweist dies mittels j�j-facher partieller Integration.De�nition: Faltung von Funktionen (auch Konvolution genannt)F�ur f; g : IRd !C setze, falls der Ausdruck existiert:(f � g)(x) := ZIRd f(x� y) g(y) ddy:Will man verdeutlichen, da� eine radiale Funktion f(r), die f�ur beliebige Dimensionen dde�niert werden kann, auf einem bestimmten IRd gefaltet wird, so gibt man die Dimensionals unteren Index am `�' an, z. B. f �3 f .Satz 1.4-9 (Fourier-Transformation von gefalteten Funktionen)Falls f; g : IRd !C und ihre Faltung Fourier-transformierbar sind, gilt:FT(f � g) = FT(f) FT(g) FT�1(f) FT�1(g) = (2�)�d FT�1(f � g)und unter analogen Voraussetzungen:FT(f g) = (2�)�d FT(f) � FT(g) FT�1(f) � FT�1(g) = FT�1(f g):Einen Beweis �ndet man in [H�ormanderI], S. 163 und Satz 1.4-2.De�nition: Fourier-Transformation von Distributionenoder verallgemeinerte Fourier-Transformation:Zu T 2 F � und ' 2 F setze:(vFT(T ))['] := T [FT(')];falls FT(') 2 F existiert.Die S�atze 1.4-2 und 1.4-8 k�onnen entsprechend auf die verallgemeinerte Fourier-Transfor-mation �ubertragen werden.Satz 1.4-10 (Verallgemeinerte Fourier-Transformation von regul�aren Distributionen)Seien die Funktion f : IRd ! C und ihre regul�are Distribution Fourier-transformierbar.25Dann gilt:vFT(Tf ) = TFT(f) :25Das ist z. B. f�ur f 2 L1(IRd) erf�ullt.



1.4. Grundlagen der Fourier-Transformation 11Beweis: vFT(Tf)['] = Tf [FT(')] De�nition von vFT= Z f(!) FT(')(!) d!= Z f(!) Z '(x) e�i xtr ! dx d! ' : Fourier-transformierbar= Z '(x) Z f(!) e�i!tr x d! dx Fubini= Z '(x) FT(f)(x) dx= TFT(f)['] q.e.d.Eine Verallgemeinerung davon ist:Satz 1.4-11 (Plancherel)8 f 2 L2 9 f̂ 2 L2 so da� 8 ' 2 S : Z f FT(') = Z f̂' :Ein Beweis �ndet sich z. B. in [DigSigVer], Kap. 1.5, Satz 2.Hier gilt also: vFT(Tf ) = Tf̂ , und in diesem Sinne ist \f̂ = vFT(f)". Der Sachverhaltinspiriert die folgende De�nition:De�nition: verallgemeinerte Fourier-Transformation von FunktionenFalls f�ur eine Funktion f : IRd ! C und einen Testfunktionenraum F ein f̂ : IRd ! Cexistiert, so da�8 ' 2 F : Z f(x) FT(')(x) dx = Z f̂(!)'(!) d!gilt, so setzt manvFT(f) := f̂und bezeichnet den Ausdruck als verallgemeinerte Fourier-Transformierte der Funktion f .Dabei darf man nicht vergessen, da� diese De�nition vom Testfunktionenraum F abh�angt. Sosind z. B. Polynome bez�uglich C10 (IRd) und S(IRd) transformierbar, bez�uglich des gr�o�erenRaumes C1(IRd) jedoch nicht.Satz 1.4-12 (Parseval-Gleichung)8 f; g 2 S : Z f g = (2 �)�d Z FT(f) FT(g) :8 f; g 2 L2 : Z f g = (2 �)�d Z vFT(f) vFT(g) :Der Beweis benutzt gew�ohnlich Satz 1.4-11.2626Vgl. [H�ormanderI], S. 163 oder [Gro�mann], S. 92.



12 1. Allgemeine mathematische GrundlagenBemerkung:Aus Satz 1.4-12 ist ersichtlich, da� die (verallgemeinerte) Fourier-Transformation auf L2 einNormisomorphismus ist, denn der Vorfaktor (2 �)�d entf�allt, wenn die De�nition von FT undFT�1 symmetrisiert wird, indem beide Integrale den Faktor (2 �)�d=2 bekommen. Auf S(IRd)ist die Fourier-Transformation stetig, linear und bijektiv; es gilt FT�1 �FT = Id = FT �FT�1.Dasselbe gilt f�ur vFT auf S(IRd)�.Bemerkung 1.4-13In dieser Arbeit werden h�au�g Funktionen f Fourier-transformiert, die sich in keinem derR�aume Lp, p 2 lN[f1g oder S be�nden. Man kann meist nur f 2 Lloc1 �IRd n f0g� vorausset-zen. Beispiele daf�ur sind Polynome oder rationale Funktionen mit nicht hebbaren Polstellen.Das Produkt der ersteren mit jeder beliebigen Testfunktion ' 2 S l�a�t sich �uber IRd integrie-ren, bei den letzteren darf man nur solche ' zulassen, die an den Polstellen von f Nullstellenvon hinreichend hoher Ordnung haben.27Die Methoden der Regularisierung, die n�otig sind, um auch solche Funktionen f zu behan-deln, werden in [WeinrichDr], Kap. 4.3 sehr ausf�uhrlich erl�autert. Hier sei nur ausdr�ucklichdarauf hingewiesen, da� die Tabelle 1 auf Seite 48 in der Spalte `vFT(�)' auch Funktionenenth�alt, die nur als verallgemeinerte Fourier-Transformierte der regularisierten Funktion fverstanden werden d�urfen. Besonders bei den Funktionen f , die Polstellen haben, mu� mandamit rechnen, da� zus�atzlich �-Funktionale und Ableitungen von �-Funktionalen auftreten.Diese sind in der Tabelle nicht angegeben.1.5 Norm und Kondition einer MatrixDe�nition: p; q-Norm einer MatrixDie p; q-Norm einer Matrix A 2 Cd�d ist de�niert alsjjAjjp;q := supx6=0 jjAxjjpjjxjjq = maxjjxjjq=1 jjAxjjp ;wobei p; q 2 lN [ f1g sind. Falls es o�ensichtlich ist, welche Vektornormen gemeint sind(meist sind dies die 2-Normen), l�a�t man die Indizes p; q weg.De�nition: gr�o�ter und kleinster Betrag eines EigenwertesDer gr�o�te und der kleinste Betrag eines Eigenwertes einer Matrix A 2 Cd�d seien bezeichnetmit: �(A) := maxf j�j : � ist Eigenwert von A g und�(A) := minf j�j : � ist Eigenwert von A g :Allgemein gebr�auchlich ist die Bezeichnung Spektralradius einer Matrix f�ur �(A).Die 2,2-Norm hat die angenehme Eigenschaft:288 A 2 Cd�d : jjAjj2;2 = r� �AtrA� :27Stellen innerhalb von o�enen Umgebungen, auf denen f konstant Null ist, kann man durchaus dieNullstellenordnung 1 zuweisen.28[H�ammHo�], S. 76.



1.5. Norm und Kondition einer Matrix 13Wenn die Matrix selbstadjungiert ist, also Atr = A gilt, vereinfacht sich die Gleichung zu:8 A = Atr 2 Cd�d : jjAjj2;2 = � (A) ;(1.5-1)denn aus der linearen Algebra kennt man f�ur solche A:�(A) = maxf jjAxjj2 : x 2 Cd ^ jjxjj2 = 1 g und�(A) = minf jjAxjj2 : x 2 Cd ^ jjxjj2 = 1 g :(1.5-2)Die Kondition eines linearen Gleichungssystems bzw. einer Matrix ist ein Ma� f�ur die nu-merische Stabilit�at29 m�oglicher L�osungsverfahren. Sie ist de�niert durch:De�nition: Kondition einer MatrixDie Kondition einer Matrix A bez�uglich der jj�jjp;q-Norm istcondp;q(A) := ( jjAjjp;q jjA�1jjq;p falls A�1 existiert,1 sonst.Wie oben l�a�t man die Indizes meist weg. Man benutzt nur von Vektornormen induzierteMatrixnormen,30 weil die Ungleichung jjAxjjp � jjAjjp;q jjxjjq von essentieller Bedeutung ist.F�ur p = q = 2 und A = Atr ergibt sich, falls A�1 existiert:cond2;2(A)= �(A) � �(A�1)= maxf j�j : � ist Eigenwert von A g � maxf j1=�j : � ist Eigenwert von A g= maxf j�j : � ist Eigenwert von A gminf j�j : � ist Eigenwert von A g= maxf jjAxjj2 : x 2Cd ^ jjxjj2 = 1 gminf jjAxjj2 : x 2 Cd ^ jjxjj2 = 1 g analog (1.5-2).(1.5-3)
Weitere grundlegende Eigenschaften der Kondition �ndet man in jedem Buch �uber Numerik.Eine typische Aussage ist etwa:Satz 1.5-1 (Fehlerfortpanzung bei der L�osung eines linearen Gleichungssystems)Aus Ax = b und (A+�A) (x+�x) = b+�b folgt, falls jj�Ajjp;q � jjA�1jjq;p < 1 gilt:31jj�xjjqjjxjjq � condp;q(A)1 � condp;q(A) jj�Ajjp;qjjAjjp;q  jj�Ajjp;qjjAjjp;q + jj�bjjpjjbjjp ! :29Das ist die Unemp�ndlichkeit gegen�uber den unvermeidlichen Rundungsfehlern, die bei jeder einzelnenOperation auftreten.30Zumindest benutzt man mit Vektornormen vertr�agliche Matrixnormen. Die oben eingef�uhrten p; q-Ma-trixnormen werden von den entsprechenden Vektornormen induziert und sind somit vertr�aglich.31Vgl. [H�ammHo�], S. 84.



14 1. Allgemeine mathematische GrundlagenDie Kondition einer Matrix ist immer durch 1 nach unten beschr�ankt. Am Satz 1.5-1 ist zuerkennen, da� der relative numerische Fehler mit condp;q(A) fast linear anw�achst.32 Man istalso bestrebt, die Kondition nach oben abzusch�atzen, wozu meist jjAjjp;q und jjA�1jjq;p einzelnbetrachtet werden. Im Falle der 2,2-Norm ist daf�ur der Satz von Gerschgorin sehr n�utzlich.Er lautet:Satz 1.5-2 (Gerschgorin)Sei A = (ai;j) 2 Cd�d beliebig. Dann gilt:f� 2 C : � ist Eigenwert von A g � [i=1; :::; dKi ;wobei Ki := 8<: z 2 C : jz � �ij � Xj=1; :::; d; j 6=i jai;jj 9=;die Kreisscheibe um das i-te Diagonalelement der Matrix bezeichnet, deren Radius die Zei-lensumme der Betr�age der i-ten Zeile ohne das Diagonalelement ist. Genausogut kann manauch die entsprechende Spaltensumme benutzen.33F�ur selbstadjungierte Matrizen folgt mit Gleichung (1.5-1):jjAjj2;2 = � (A) � maxi=1; :::; d0@jai;ij + Xj=1; :::; d; j 6=i jai;jj1A :(1.5-4)De�nition: bedingt positiv de�nite MatrixEine bedingt positiv de�nite Matrix ist eine Matrix A 2 Cd�d auf dem UntervektorraumV �Cd genau dann, wenn gilt:Atr = A (d.h. A ist selbstadjungiert)^ 8 x 2 V : xtrAx � 0^ 8 x 2 V : xtrAx = 0 , x = 0 :F�ur V = Cd nennt man die Matrix schlicht positiv de�nit.Satz 1.5-3 (Hauptachsentransformationssatz)F�ur jede selbstadjungierte Matrix A = Atr 2 Cd�d gibt es eine Orthonormalbasis B des Cdaus Eigenvektoren von A. Entsprechend gibt es eine unit�are Matrix P 2 Cd�d mit P�1 = P tr,die den Basiswechsel von B zur kanonischen Basis K vermittelt, so da� D := P�1AP eineDiagonalmatrix ist, deren Diagonale aus den Eigenwerten von A besteht.32[SchwarzNum] stellt auf S. 33 die Daumenregel auf, da� man pro 10er Potenz von condp;q(A) eineDezimalstelle Genauigkeit der L�osung verliert. Nun sind Konditionen der Gr�o�enordnung 1010 bei gro�en,vollbesetzten Matrizen durchaus nichts ungew�ohnliches. Solche Matrizen kommen vor | die St�utzstellenzahlN kann durchaus 5000 betragen. D�unnbesetzte Matrizen wurden erst durch die radialen Basisfunktionen mitkompaktem Tr�ager m�oglich. In ung�unstigen F�allen hat man Pr�akonditionierungsmethoden zur Verf�ugung,die hier aber nicht behandelt werden sollen.33Ein Beweis �ndet sich z. B. in [H�ammHo�], S. 110f.



1.5. Norm und Kondition einer Matrix 15F�ur alle x 2 Cd folgt mit y := P tr x f�ur die Quadrik xtrAx:xtrAx = xtr P DP tr x = (P tr x)trD (P tr x) = ytrDy = dXj=1�j jyjj2 :F�ur den Betrag dieser Quadrik ergeben sich wegen jjyjj2 = jjP tr xjj2 = jjxjj2 daraus diefolgenden Absch�atzungen:8 x 2 Cd : �(A) jjxjj22 � ���xtrAx��� � �(A) jjxjj22 :(1.5-5)Weiterhin erh�alt man denSatz 1.5-4Sei A 2 Cd�d eine selbstadjungierte Matrix mit den Eigenwerten �j und den zugeh�origenEigenvektoren ej. Sei B := f ej gj=1;:::;d deren Menge.Sei V ein Untervektorraum von Cd und eB�B die Menge der Eigenvektoren mit Komponentein Richtung V , d. h. eB = f e 2 B : hejjxi 6= 0 f�ur ein x 2 V g. Ohne Einschr�ankung sinddies die ersten ed Elemente von B. Dann gilt:A ist bedingt positiv de�nit auf V, A ist positiv de�nit auf span ( eB), minf j�jj gj=1;:::;ed > 0 :Insbesondere mit V =Cd (und entsprechend eV =Cd) folgt:A : positiv de�nit auf Cd , �(A) > 0 :



16 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen Basisfunktionen2 Grundlagen der Interpolation mit symmetrischenBasisfunktionen2.1 Die Funktionenr�aume Fund und IPdmDe�nition: Raum FundDer Raum Fund aller komplexwertigen Funktionen auf dem IRdist de�niert durchFund := n f : IRd !C o :De�nition: Ordnung eines PolynomsDie Ordnung eines Polynomsp(x) = X�2lNd0 : j�j<m c� x� ( die � sind Multiindizes )auf IRd ist die kleinste Zahl ord (p) := m 2 lN0, die nicht mehr als Betrag eines Exponentenvorkommt, d.h. f�ur die gilt: j�j � m ) c� = 0.De�nition: Polynomraum IPdmIPdm := n p 2 Fund : p ist ein Polynom mit ord (p) � m o :Aus der De�nition ist sofort ersichtlich:� ord (p) = grad (p) + 1 f�ur p 6= 0; auf IR1 ist ord (p) also die Anzahl der Koe�zienten.� Eine Basis von IPdm ist nx� : � 2 lNd0 ^ j�j < mo.Desweiteren ergibt sich:� dim IPdm =  m+ d� 1d ! f�ur m � 1; f�ur IPd0 = fg setzt man dim IPd0 := 0.Im folgenden wird dim IPdm mit Q bezeichnet.2.2 Die Funktionalr�aume PFd und eSd?mDe�nition: PunktauswertungsfunktionalDas Punktauswertungsfunktional zu X = fxigi2M und c 2 CN ist mit der Dirac-Distribu-tion34 � de�niert durch:� := �X;c := Xj2M cj �xj :34Sie wird auch Kronecker-Symbol genannt. Korrekter ist jedoch die Bezeichnung Dirac-Distribution.



2.2. Die Funktionalr�aume PFd und eSd?m 17F�ur f : IRd !C gilt also:�X;c(f) = Xj2M cj f(xj) = ctr f(X) :Die Menge aller solcher Funktionale wird mitPFd := n �X;c : Fund !C mit X = fxigi2M und c 2 CN beliebig obezeichnet. Das komplex konjugierte Funktional sei de�niert durch�X;c := �X;c : Es gilt also: �X;c(f) = �X;c(f) 6= �X;c(f) = �X;c(f):Wird ein Funktional auf eine Funktion mehrerer Variablen angewandt, so entsteht eineMehrdeutigkeit. Man entfernt diese, indem man die Variable als oberen Index angibt, aufdie sich das Funktional bezieht. Als Beispiel sei eine Funktion von x und y genannt, auf diedas �-Funktional wirkt:�ya(f(x; y)) := �a(f(�; y)) := f(x; a) :Ein eindeutiger Zusammenhang zwischen einem � 2 PFd und einem Paar (X; c) l�a�t sichnur herstellen, wenn man f�ur ci 2 IR z. B. c1 � c2 � : : : � cN verlangt. Tats�achlich wirdein solcher Zusammenhang aber nirgends ben�otigt, wenn man akzeptiert, da� z. B. dasNull-Funktional durch (X; c) = (fg; ()) genauso gut repr�asentiert wird wie durch (X; c) =(fx1; : : : ; xNg; (0; : : : ; 0)).Hieraus ergibt sich:� �X;c ist ein lineares Funktional mit supp�X;c = Xnfxj : cj = 0g. Schr�ankt man esauf einen normierten Untervektorraum F von Fund ein und impliziert dessen Norm-Konvergenz die punktweise Konvergenz, so ist nach Kapitel 1.2 �X;c eine Distribution.� PFd ist ein C-Vektorraum. Seine Einschr�ankung PFd F auf den oben genannten Un-terraum F ist ein Untervektorraum von F �.� Zum Beispiel f�ur F := (C(
); jj�jj1) � Fund ist PFd F ein normierter Raum, und f�urdie induzierte Norm gilt: j�X;c(f)j � jj�X;cjj � jjf jj1, wobei jj�X;cjj = Pj2M jcjj = jjcjj1 undjjf jj1 = supx2
 jf(x)j ist.Im folgenden ist es weitaus g�unstiger, einen Teilraum Sd?m (�) von PFd C(IRd) zu betrachten,der mit einer ganz anderen Topologie versehen ist. Diese wird von einem Skalarproduktinduziert, das wiederum von einer fest gew�ahlten symmetrischen Basisfunktion � 2 SBFdabh�angt.35De�nition: Semisymmetrische Sesquilinearform auf PFd� : IRd � IRd !C habe die Symmetrieeigenschaft �(x; y) = �(y; x). Zu �; � 2 PFd de�niertman die semisymmetrische Sesquilinearform (�; �)� auf PFd bez�uglich � durch:(�; �)� := �x � �y(�(x; y)) :In `ausgeschriebener' Form mit � = �X�;c�, � = �X�;c� :��X�;c� ; �X�;c� �� = Xxi2X�; xj2X� c�i c�j �(xi; xj) :Semisymmetrie und Sesquilinearit�at von (�; �)� sind evident.35Die endg�ultige De�nition von Sd?m (�) erfolgt erst im Kapitel 2.4.



18 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenDe�nition: Raum eSd?meSd?m := 8<: �X;c 2 PFd C(IRd) : p 2 IPdm ) �X;c(p) = Xj2M cj p(xj) = 0 9=; :Dies ist die Menge aller Punktauswertungsfunktionale, die auf den Polynomen von Ordnung� m verschwinden. eSd?m ist ein C-Untervektorraum von PFd.2.3 Bedingt positiv de�nite FunktionenDe�nition: bedingt positiv de�nite FunktionEine bedingt positiv de�nite Funktion der Ordnung m 2 lN0 auf dem IR-Vektorraum V istein � : V � V !C mit �(x; y) = �(y; x) und der weiteren Eigenschaft:8 � 2 eSd?m : (�; �)� � 0 sowie (�; �)� = 0 , � = 0 ;(2.3-1)bzw. ausf�uhrlicher formuliert:Mit N 2 lN beliebig, M := f1; : : : ; Ng;X = fxjgj2M � V paarweise verschieden undc 2 CN beliebiggilt: p 2 IPdm ^ �X;c(p) = ctr p(X) = 0 ) �xX;c � �X;cy(�(x; y)) � 0 :(2.3-2)Oder in `ausgeschriebener' Form mit der Matrix A� aus (1.1-11):� 2 lNd0 ^ j�j < m ^ Xj2M cj x�j = 0 ) ctrA� c = Xi;j2M cicj �(xi; xj) � 0;(2.3-3)wobei jeweils `= 0' nur f�ur c = 0 angenommen werden darf. Ansonsten ist die Funktionnur `bedingt positiv semide�nit'. Funktionen der Ordnung 0 werden schlicht `positiv de�nit'genannt.36 Der Raum der auf V bedingt positiv de�niten Funktionen sei mitBPD(m; V ) := (� : V � V !C : � ist auf V bedingt positivde�nit der Ordnung m )bezeichnet. Zur Abk�urzung setzt manBPD(m) := BPD(m; IRd):Nach Voraussetzung gilt nun BPD(m) � SBFd.36Diese De�nition �ndet sich schon 1938 bei [SchoenComMon], S. 184.



2.4. Der Funktionalraum Sd?m (�) und der Funktionenraum Spand� 19Bemerkung 2.3-1� Der Raum V dm := f c 2 CN : ctr p(X) = 0 8 p 2 IPdm g ist ein Untervektorraum vonCN . Laut Satz 1.5-4 gilt also: � 2 BPD(m) , A� ist bedingt positiv de�nit auf V dm.� Statt nx� : � 2 lNd0 ^ j�j < mo kann in (2.3-3) auch jede andere Basis des IPdm benutztwerden.� � 2 BPD(0) erzeugen positiv de�nite InterpolationsmatrizenA�, denn f�ur j�j < m = 0ist die Forderung Pj2M cjx�j = 0 leer. Dadurch ist der Name dieser Funktionenklasseinspiriert.� Wegen IPd0 � IPd1 � : : :� IPdm � : : : folgt BPD(0) � BPD(1) � : : :� BPD(m) � : : :,da von Stufe zu Stufe die Menge der zul�assigen Polynome p gr�o�er, die Menge derzul�assigen c kleiner und daher die Bedingung ctrAc � 0 schw�acher wird.� Ist V � IRd ein Untervektorraum, so folgt BPD(m; V ) � BPD(m; IRd). Diese Eigen-schaft ist insbesondere f�ur V = IRd0 mit d0 < d n�utzlich.Lemma 2.3-2Setzt man voraus, da� � 2 BPD(m) ist, so wird aus der semisymmetrischen Sesquilinearform(�; �)� ein echtes Skalarprodukt h�jj�i� auf eSd?m .Beweis:Es ist nur die positive De�nitheit von (�; �)� auf eSd?m zu zeigen. Sie gilt laut Gleichung (2.3-1):� 2 BPD(m) , 8 � 2 eSd?m : (�; �)� � 0 ^ [ (�; �)� = 0 , � = 0 ] :q.e.d.2.4 Der Funktionalraum Sd?m (�) und der Funktionenraum Spand�De�nition: Raum Sd?m (�) zu � 2 BPD(m)Sei h�jj�i� das Skalarprodukt aus Lemma 2.3-2. Dann istSd?m (�) := �eSd?m ; h�jj�i��ein komplexer Pr�a-Hilbertraum.37Wie �ublich induziert das Skalarprodukt h�jj�i� jeweils eine Norm jj�jj�, Metrik und Topo-logie auf Sd?m (�). F�ur die Norm ergibt sich mit der Interpolationsmatrix aus (1.1-11) derZusammenhangjj�X;cjj2� = h�X;cjj�X;c i� = Xi;j2M cicj �(xi; xj) = ctrA� c :(2.4-1)37Es sind auch andere Bezeichnungen gel�au�g. In [WeinrichDr], S. 12 z. B. hei�t der entsprechende Raum�IPdm�?.



20 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenUnter Anwendung des funktionalanalytischen Verfahrens der Vervollst�andigung gelangt manzurDe�nition: Raum Sd?m (�)�Der Raum Sd?m (�)� zu � 2 BPD(m) seiSd?m (�)� := Hilbertraum-Abschlu� von Sd?m (�) bez�uglich der �-Topologie= n (�n)�Sd?m (�) : (�n) ist Cauchy-Folgeo..� (�n) : �n Sd?m (�)!n!1 0� :De�nition: kanonische InjektionDabei ist die kanonische Injektion durch38I : Sd?m (�)! Sd?m (�)�; � 7! I(�) := �(�n)n2lN : �n Sd?m (�)!n!1 ��gegeben. Sie ist ein beschr�ankter, linearer Operator.Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, da� sich das Skalarprodukt h�jj�i� von Sd?m (�) ein-deutig auf Sd?m (�)� �ubertragen l�a�t, so da� gilt:8 �; � 2 Sd?m (�) : h I(�) jj I(�) iSd?m (�)� = h � jj� i� :Dadurch wird Sd?m (�) normisomorph zu dem dichten Untervektorraum I �Sd?m (�)� des kom-plexen Hilbertraumes �Sd?m (�)� ; h�jj�iSd?m (�)� �.De�nition: Raum Spand�Sei SBFd wie in Gleichung (1.1-5) de�niert. Zu � 2 SBFd seiSpand� := span n�(�; y) : y 2 IRdo � Funddie Menge aller endlichen Linearkombinationen von Translaten39 von �. Spand� ist ein kom-plexer Untervektorraum von Fund.Oft ben�otigt man den �Ubergang zwischen einem Funktional �X;c und der entsprechendenFunktion aus Spand�. Daher f�uhrt man die Abbildung PFtoSpan� ein:40De�nition: Abbildung PFtoSpan�F�ur � 2 SBFd setzt manPFtoSpan� : PFd ! Spand�; � 7! f� := PFtoSpan�(�) := �y �(�; y) :F�ur beliebige Elemente ctr�(�; X) 2 Spand� gilt also mit � := �X;c 2 PFd:f�(x) = �y �(x; y) = Xj2M cj �(x; xj) = ctr �(x;X) :Daran erkennt man, da� die Abbildung surjektiv ist.38Nomenklatur laut [WeinrichDr], Kap. 3.139Diese Bezeichnung ist eigentlich nur f�ur translationsinvariante Basisfunktionen korrekt. Sie l�a�t sich aberohne Einschr�ankung auf den allgemeinen Fall �ubertragen.40Einer alten Programmierertradition folgend, seien selten benutzte Objekte mit besonders aussagekr�afti-gen und daher langen Namen bezeichnet.



2.5. Das allgemeine Interpolationsverfahren und seine L�osbarkeit 21Diese Abbildung induziert eine semisymmetrische Sesquilinearform auf Spand� wie folgt:De�nition: semisymmetrische Sesquilinearform auf Spand�Die semisymmetrische Sesquilinearform auf Spand� ist f�ur f�; f� 2 Spand� gegeben durch:(f�; f�)Spand� := (�; �)� :PFtoSpan� ist daher eine Sesquilinearformisomorphie.2.5 Das allgemeine Interpolationsverfahren und seine L�osbarkeitKommen wir nun zum allgemeinen Interpolationsverfahren. Mittels der Funktionalschreib-weise und den De�nitionen41�(x;X) := (�(x; xi))i2M und S(x) := (pk(x))k=1; :::; Q(2.5-1)erh�alt der Interpolationsansatz (1.1-8) die kurze Form:sX;�(x) = �yX;c(�(x; y)) + p(x) ; wobei�yX;c(�(x; y)) = ctr�(x;X) = Xj2M cj �(x; xj) undp(x) := �tr S(x) = QXk=1�k pk(x) mitfpkgk=1; :::; Q : eine beliebige Basis von IPdm; Q := dim IPdm :(2.5-2)
Somit ist s 2 Spand� + IPdm. In Korollar 2.5-4 wird gezeigt, da� diese Summe sogar direktist. Sei nun42A� := (�(xi; xj))i;j2M 2 IRN�N ;P := S(X) = (pk(xi))i2M; k=1; :::;Q 2 IRN�Q :(2.5-3)Dann ergibt die Interpolationsbedingung (1.1-1) sX;�(X) = y das folgende unterbestimmtelineare Gleichungssystem:A� c + P � = y c; y 2 CN ; � 2 CQ :(2.5-4)Die Forderung �X;c(p) = 0 8 p 2 IPdm aus der De�nition von eSd?m liefert die fehlendenBedingungen nach:0 = �X;c(pk) = Xj2M cj pk(xj) 8 k = 1; : : : ; Q) 0 = P tr c :(2.5-5)Zusammengefasst ergibt sich somit das vollst�andige Interpolationssystem43 A� PP tr 0 !  c� ! =  y0 ! :(2.5-6)41Eine in der Literatur f�ur �(x;X) gebr�auchlichere Bezeichnung ist R(x), siehe z. B. [WeinrichDr], S. 8.Statt S(x) w�are die Bezeichnung p(x) konsequenter, was aber wegen der oft auftretenden einfachen Polynomep zu Mi�verst�andnissen f�uhren w�urde.42Konsequentere Bezeichnungen w�aren �(X;X) statt A� und p(X) statt P . Sie sind aber nicht ge-br�auchlich.43A� bzw. eA� werden in der Literatur oft als (generalized) distance matrices bezeichnet.



22 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenIm folgenden wird die Abk�urzungeA� :=  A� PP tr 0 !benutzt. Dar�uber, unter welchen Bedingungen das System (2.5-6) l�osbar ist, geben die fol-genden S�atze Auskunft:Satz 2.5-1� 2 BPD(m) ^ P : injektiv ) 9 eA��1Beweis:Zu zeigen ist: Kern eA� = f0g. Man betrachte also eA� �c�� = �00�, welches als homogeneslineares Gleichungssystem l�osbar ist. Sei �c0�0� 2 CN+Q eine beliebige L�osung. Dann kann diefolgende Argumentation f�ur Real- und Imagin�arteil gef�uhrt werden; sei ohne Einschr�ankung�c0�0� 2 IRN+Q. Nun gilt:A� c0 + P �0 = 0 (I)^ P tr c0 = 0 (II)) ctr0 A� c0 + ctr0 P �0 = 0^ ctr0 P = 0) ctr0 A� c0 = 0 :Da nach Voraussetzung � 2 BPD(m) ist, gilt f�ur c 2 IRd mit ctr p(X) = 0 8 p 2 IPdm laut(2.3-2) und (2.3-3): ctrA�c = 0 , c = 0. Die Bedingung ctr p(X) = 0 8 p 2 IPdm erf�ullt c0aber, weil sie (II) entspricht. Daher folgt c0 = 0 und mit (I): P �0 = 0. Wegen der Injektivit�atvon P folgt daraus �0 = 0. Somit besteht der Kern von eA� nur aus dem Nullvektor.44q.e.d.Bemerkung 2.5-2 P : injektiv, P � = 0 ) � = 0, QPk=1�kpk(xj) = 0 8 j 2M ) � = 0 eindeutig !mit p 2 IPdm ) p = QPk=1 �kpkfolgt p(xj) = 0 8 j 2M ) p = 0 eindeutig !Daraus ist ersichtlich, da� auf X eindeutig mit Polynomen der Maximalordnung m in-terpoliert werden kann. Solche St�utzstellenmengen X nennt man IPdm-regul�ar oder IPdm-unisolvent. Diese Eigenschaft stellt eine gewisse Anforderung an die Wahl von X dar; ins-besondere mu� M = #X � Q = dim IPdm gelten. Allzugro� ist diese Anforderung jedochnicht, denn schon die einfache Wahl X := f� 2 lNd0 : j�j < m g erm�oglicht eine eindeu-tige Polynominterpolation,45 selbst wenn die Gitterpunkte bis zu einem gewissen Abstandverschoben werden.44Entnommen aus [IskeDr], Satz 2.1, S. 6.45Vgl. [CADII], 11.05.93.



2.6. Die Lagrange-Basis u(x) 23Bemerkung 2.5-3Sei, wie in Gleichung (1.1-2), sf;X;� die Interpolante zu f , sei � 2 BPD(m) und P injektiv.Dann gilt 8 p 2 IPdm : sp;X;� = p. Mit anderen Worten: Die Polynome bis zur Ordnung mwerden exakt reproduziert.Beweis:Sei p = QPk=1�kpk 2 IPdm beliebig. Dann ist �0�� o�ensichtlich eine L�osung des Interpolations-systems. Laut Satz 2.5-1 ist die L�osung eindeutig bestimmt. Die Interpolante mu� daher dieForm sp;X;�(x) = 0tr�(x;X) + �tr S(x) = p(x) haben. q.e.d.Sollen Polynome h�oherer Ordnung als m exakt reproduziert werden, so kommt man wegender linearen Unabh�angigkeit46 von f�(x; xj)g[fpk(x)g nicht umhin, den Wert von m in IPdmzu erh�ohen. Nach Gleichung (2.3-1) ist BPD(m)�BPD(m + n) f�ur n 2 lN, deshalb kanntrotzdem die symmetrische Basisfunktion � beibehalten werden.Korollar 2.5-4Sei � 2 BPD(m) und P injektiv. Dann ist Spand�+IPdm eine innere direkte Summe Spand��IPdm.47Beweis:Sei f 2 Spand� \ IPdm. Dann gilt:f(x) = ctr0 �(x;X) (I)^ f(x) = �tr0 S(x) (II) :Laut De�nition hat die Interpolante die Form sf;X;�(x) = ctr1 �(x;X) + �tr1 S(x) und erf�ulltdie Interpolationsbedingung f(X) = sf;X;�(X) = ctr1 �(X;X) + �tr1 S(X). Der Vergleich mit(I) liefert wegen Satz 2.5-1: c1 = c0 und �1 = 0. Der Vergleich mit (II) liefert ebenso: c1 = 0und �1 = �0. Zusammen folgt somit: c0 = 0 und �0 = 0, also f = 0. q.e.d.2.6 Die Lagrange-Basis u(x)F�ur viele Zwecke ist eine Darstellung der Interpolante bez�uglich einer sogenannten Lagrange-Basis n�utzlich:De�nition: Lagrange-BasisEine Lagrange-Basis zuX = fxjgj2M � IRd ist ein Tupel von Funktionen u(x) = (uj(x))j2M ,uj : IRd !C, genau dann, wenn8 i; j 2M : ui(xj) = �i;j bzw. (ui(xj))i;j2M = Id IRN :(2.6-1)46 eA� ist invertierbar.47Die innere direkte Summe zweier Untervektorr�aume U , V des selben Vektorraumes W ist de�niert alsU � V := U + V mit der zus�atzlichen Bedingung U \ V = f0g.



24 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenMit �(x;X) = (�(x; xi))i2M und S(x) = (pk(x))k=1; :::;Qwie in Gleichung (2.5-1) ist f�ur jedes x 2 IRd das Interpolationssystem A� PP tr 0 !  u(x)v(x) ! =  �(x;X)S(x) !(2.6-2)genau dann l�osbar, wenn auch (2.5-6) l�osbar ist. Die Interpolante erh�alt damit die GestaltsX;�(x) = Xj2M cj �(x; xj) + QXk=1 �kpk(x) = ctr�(x;X) + �tr S(x) :(2.6-3)Es gilt derSatz 2.6-1Falls � 2 BPD(m), P injektiv und u(x); v(x) L�osungen von (2.6-2) sind, so istu(x) eine Lagrange-Basis von X und(2.6-4) sX;�(x) := Xi2M ui(x) yi = ytr u(x) erf�ullt die Interpolationsbedingung (1.1-1).(2.6-5)Bemerkung: Dies ist eine zun�achst unerwartete Gestalt der Interpolante aus (1.1-8) bzw.(2.5-2). Sie hat den Vorteil, da� die Werte yi bzw. f(xi) f�ur die Interpolante sf;X;� zu einerFunktion f explizit im Term der Interpolante erscheinen und nicht erst �uber ein linearesGleichungssystem berechnet werden m�ussen. Es ergibt sich dann die elegante Form derQuasi-Interpolante von f :sf;X;�(x) = f(X)tr u(x):(2.6-6)Beweis:Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert eA��1, das Interpolationssystem ist also lautSatz 2.5-1 eindeutig l�osbar.zu Gleichung (2.6-4):Unter der Voraussetzung uj(xl) = �j;l und vk(xl) = 0 gilt 8 i; j; l 2M; k = 1; : : : ; Q:( A� u(xl) + P v(xl) )i = Xj2M �(xi; xj) uj(xl) + QXk=1 pk(xi) vk(xl)= �(xi; xl)^ � P tr u(xl) �k = Xj2M pk(xj) uj(xl)= pk(xl) = (S(xl) )k :Daher erf�ullen diese L�osungen die Interpolationsbedingung (1.1-1), und wegen der Eindeu-tigkeit der L�osung des linearen Gleichungssystems mu� dessen L�osung die Voraussetzungerf�ullen.zu Gleichung (2.6-5):sX;�(xj) = Xi2M ui(xj) yi = Xi2M �i;j yi = yj : q.e.d.



2.7. Das Fehlerfunktional "x;X;� 25De�nition: IPdm-reproduzierend oder IPdm-exaktist eine Lagrange-Basis u(x):, 8 p 2 IPdm : Xj2M p(xj) uj(x) = p(x) :Bemerkung 2.6-2Mit S(x) = (pk(x))k=1; :::;Q wie in (2.5-1) gilt:Pj2M p(xj) uj(x) = p(x) 8 p 2 IPdm, Pj2M pk(xj) uj(x) = pk(x) 8 k = 1; : : : ; Q, P tr u(x) = S(x) :(2.6-7)Die zweite Gleichung des linearen Systems (2.6-2) besagt also, da� die daraus gewonneneLagrange-Basis u(x) IPdm-reproduzierend ist.2.7 Das Fehlerfunktional "x;X;�Sollen Interpolanten bez�uglich verschiedener symmetrischer Basisfunktionen � verglichenwerden, so bietet sich die Betrachtung des Approximationsfehlers laut Gleichung (1.1-3) an:De�nition: Fehlerfunktional der InterpolationSei eine Funktion f 2 Fund vorgegeben, die durch die Interpolation approximiert werdensoll. Sei sf;X;� die zu f geh�orige Interpolante bez�uglich der angegebenen St�utzstellenmengeX und der symmetrischen Basisfunktion � 2 SBFd. Der Interpolationsfehler 48 im Punktx 2 IRd hat dann die Form:"x;X;�(f) := f(x) � sf;X;�(x) = f(x) � �ctr�(x;X) + �tr S(x)� :(2.7-1)Bemerkung 2.7-1Das zugeh�orige Fehlerfunktional "x;X;� ist linear in f , weil in obiger Gleichung c und � alsL�osung eines linearen Gleichungssystems linear von f abh�angen.49 Die Koe�zientenvektorenc und � enthalten Linearkombinationen der Punktwerte f(X), somit ist "x;X;� ein Punkt-auswertungsfunktional aus PFd. Laut Bemerkung 2.5-3 gilt dar�uber hinaus:8 p 2 IPdm : "x;X;�(p) = 0 : Also folgt: "x;X;� 2 Sd?m (�) :(2.7-2)Laut Satz 2.5-1 gilt noch allgemeiner:8 f 2 Spand� � IPdm : "x;X;�(f) = 0 :(2.7-3)Interessanter sind F�alle, in denen "x;X;� nicht automatisch verschwindet.5048Eigentlich handelt es sich um einen Approximationsfehler.49In Gleichung (2.8-2) wird dies noch deutlicher zutage treten.50Entsprechende Funktionenr�aume werden in den Kapiteln 2.10 und 3.2.2 konstruiert.



26 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen Basisfunktionen2.8 Das Fehlerfunktional "x;u in Abh�angigkeit der Lagrange-BasisDas Fehlerfunktional "x;X;� aus Kapitel 2.7 wird nun in Abh�angigkeit der Lagrange-Basis udargestellt. Es gilt derSatz 2.8-1Seien die zu interpolierende Funktion f 2 Fund, die St�utzstellenmenge X und die symme-trische Basisfunktion � vorgegeben. Sei u(x) die L�osung von (2.6-2), also die entsprechendeIPdm-reproduzierende Lagrange-Basis. Sei sf;X;� die zu f geh�orende Interpolante. Dann giltwegen Gleichung (2.6-6) f�ur den Interpolationsfehler im Punkt x 2 IRd:"x;u(f) := "x;X;�(f) = f(x) � sf;X;�(x)= f(x) � f(X)tr u(x) = f(x) � Pj2M f(xj) uj(x) :(2.8-1)Daher hat das zugeh�orige Fehlerfunktional die Form"x;u = �x � Xj2M uj(x) �xj = �x � �X;u(x) :(2.8-2)Seine Abh�angigkeit von X und � ist also nur indirekt durch u(x) enthalten. Die Aussagenaus Bemerkung 2.7-1 sind nun endg�ultig o�ensichtlich.De�nition: Quadratische Form Q�(c; R; a)F�ur c; R 2 CN , a 2 IR und � 2 SBFd de�niert manQ�(c; R; a) := ctrA� c � 2 Re �ctrR� + a :(2.8-3)DaA� selbstadjungiert ist, hat dieQuadrik Q� nur reelle Werte. Daher kann sie in Kapitel 2.9minimiert werden.Satz 2.8-2F�ur eine beliebige IPdm-reproduzierende Lagrange-Basis u(x) 2 CN und ein � 2 BPD(m) hatdie Sd?m (�)-Norm des Fehlerfunktionals die Form:8 x 2 IRd : jj"x;ujj� = qQ� (u(x); �(x;X); �(x; x) ) :Wegen Bemerkung 2.6-2 gilt dies insbesondere f�ur die L�osung u(x) des linearen Gleichungs-systems (2.6-2).



2.9. Minimierungstheorie f�ur das Fehlerfunktional 27Beweis:Der Beweis ist analog [CADII] vom 04.05.93 ausgef�uhrt.jj"x;ujj2� = "zx;u � "yx;u(�(z; y)) laut De�nition von jj�jj�= "yx;u(�(x; y)) � Xi2M "yx;u�(xi; y) ui(x) laut De�nition von "zx;u= �(x; x) � Xj2M �(x; xj) uj(x)� Xi2M 0@�(xi; x) � Xj2M �(xi; xj) uj(x)1A ui(x) laut De�nition von "yx;u= �(x; x) � Xj2M �(x; xj) uj(x)� Xi2M �(xi; x) ui(x) + Xi;j2M �(xi; xj) uj(x) ui(x)= �(x; x) � u(x)tr�(x;X) �(xi; x) = �(x; xi)� u(x)tr �(x;X) + u(x)trA� u(x)= �(x; x) � 2 Re �u(x)tr�(x;X) � + u(x)trA� u(x) : q.e.d.2.9 Minimierungstheorie f�ur das FehlerfunktionalIn Satz 2.8-2 wurde deutlich, da� es notwendig ist, die quadratische Form Q� | und da-mit die Norm des Fehlerfunktionals "x;u | zu minimieren. Das folgende Kapitel stellt denZusammenhang zwischen der L�osung des Interpolationssystems (2.6-2) und damit auch von(2.5-6) und eben dieser Minimierungsaufgabe her, wie er z. B. in [WuSchabLocErr] als Verall-gemeinerung von [WuDr] beschrieben wurde. Der n�achste Satz ist jedoch analog zu [CADII]vom 04.05.93 ausgef�uhrt.Satz 2.9-1Sei x 2 IRd beliebig gegeben, � 2 BPD(m) und X so gro�, da� Sd?m (�) 6= fg, wobei aber Pnicht unbedingt injektiv sein mu�. Sei S(x) = (pk(x))k=1; :::;Q wie in (2.5-1).Falls das Interpolationssystem (2.6-2) A� PP tr 0 !  u(x)v(x) ! =  �(x;X)S(x) ! ;l�osbar ist, gilt f�ur alle L�osungen u(x), da� sie auch das quadratische MinimierungsproblemQ�( u(x); �(x;X); �(x; x) ) = Min ! ; wobei(2.9-1) P tr u(x) = S(x)(2.9-2)l�osen.51 Daher minimieren sie das zugeh�orige Fehlerfunktional ������"x;X;u(x)������� = �������x � �X;u(x)�������unter der Nebenbedingung `u(x) ist IPdm-reproduzierend' (vgl. (2.6-7)).Falls P sogar injektiv ist, gibt es laut Satz 2.5-1 eine eindeutige L�osung u(x) von (2.6-2).Diese ist dann auch die eindeutige L�osung der Gleichungen (2.9-1) und (2.9-2).51v(x) spielt dabei die Rolle der Lagrange-Multiplikatoren.



28 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenEin Beweis des Satzes �ndet sich f�ur den klassischen Fall d = d2 in [WuSchabLocErr],Theorem 1. Dabei wird die Methode der Lagrange-Multiplikatoren benutzt. Dadurch wirdder Beweis von der speziellen Struktur der Elemente von A� unabh�angig. Somit l�a�t er sichw�ortlich auf den Fall f�ur beliebige � 2 SBFd �ubertragen. Ein anderer Zugang ergibt sich mitMitteln der Variationsrechnung, indem man zeigt, da� jede St�orung an u(x) den Fehler nurvergr�o�ern kann.52 Die Aussage l�a�t sich auch auf die Ableitungen von �, u und v erweitern.De�nition: Kriging-FunktionDie Kriging-Funktion de�niert man durch�X;�(x) := qQ�( umin(x); �(x;X); �(x; x) )= rumin(x)trA� umin(x) � 2 Re �umin(x)tr�(x;X)� + �(x; x) ;wobei umin(x) die L�osung von (2.9-1) bzw. (2.6-2) ist.53 F�ur jedes x ist also �X;�(x) dieWurzel des Minimalwertes der quadratischen Form Q�(u(x);�(x;X);�(x; x)) und somitder minimale Wert von jj"x;ujj� f�ur alle IPdm-reproduzierenden Lagrange-Basen u(x).Bemerkung 2.9-2Diese Minimierungstheorie ist ein gutes Werkzeug zur Absch�atzung der Kriging-Funktion,denn man kann nun beliebig gut `handhabbare' IPdm-reproduzierende Lagrange-Basen u(x)benutzen, um �X;�(x)2 � Q�( u(x); �(x;X); �(x; x) ) auszuwerten.2.10 Funktionalanalytische Fehlertheorie und der Raum Hd(�)In Gleichung (2.7-2) wurde gezeigt, da� das Fehlerfunktional "x;X;� ein Element des RaumesSd?m (�) ist, also auf den Polynomen aus Fund verschwindet. Es bleibt die Frage, auf welcheFunktionen aus Fund sich diese Funktionale au�erdem noch sinnvoll anwenden lassen.Laut De�nition des Raumes Sd?m (�) in Kapitel 2.4 ist er ein Pr�a-Hilbertraum, hat also eineinduzierte Topologie. Die entsprechende Norm war mit jj�jj� bezeichnet worden. Daher liegtes nahe, den Raum der Funktionen zu betrachten, auf denen die Funktionale gerade nochstetig sind.54De�nition: Raum Hd0(�) zu � 2 BPD(m)Hd0(�) := ( f 2 Fund : 9 Cf 2 IR�0 so da�8 � 2 Sd?m (�) : j�(f)j � Cf jj�jj� ) :Mit jf jHd0(�) := sup�2Sd?m (�): �6=0 j�(f)jjj�jj�(2.10-1)52Siehe [CADII].53Die Funktion ist nach dem Norweger Jens Erik Kriging benannt. Die Literatur bezeichnet �X;� oft auchals Power-Funktion.54Dieser Ansatz verfolgt eine Idee, wie sie in den Oberseminaren vom 02.11.94 und 30.11.94 dargestelltwurde.



2.10. Funktionalanalytische Fehlertheorie und der Raum Hd(�) 29wird �Hd0(�); j�jHd0(�)� zu einem C-Untervektorraum von Fund mit Seminorm,55 es gilt:Hd0(�) = n f 2 Fund : jf jHd0(�) < 1 o :(2.10-2)Nach De�nition von Sd?m (�) bzw. eSd?m enth�alt der NullraumN(Hd0(�)) := n f 2 Hd0(�) : jf jHd0(�) = 0 o(2.10-3)dieser Seminorm zumindest IPdm. Es gilt aber sogar der folgende Satz.Satz 2.10-1N(Hd0(�)) = IPdm :Beweis:\�": � 2 Sd?m (�) ^ p 2 IPdm ) �(p) = 0 ) jpjHd0(�) = 0.\�": Es gibt eine IPdm-regul�are St�utzstellenmenge X � IRd,56 f�ur sie gilt also: p(X) = 0) p = 0. Dann gibt es auch eine IPdm-reproduzierende Lagrange-Basis u(x) auf X, die selbernur aus Polynomen besteht: Das hei�t, es gilt 8 p 2 IPdm : p(x) = u(x)tr p(X) und uj 2 IPdm.Sei nun "x;u(f) = f(x)� u(x)tr f(X) das �ubliche Fehlerfunktional. Dann rechnet man nach:f 2 N(Hd0(�)) beliebig^ "x;u 2 Sd?m (�) laut Bemerkung 2.7-1) "x;u(f) = 0) f(x) = u(x)tr f(X) = Xj2M f(xj) uj(x)) f 2 IPdm : q.e.d.De�nition: Raum Hd(�) zu � 2 BPD(m)Hd(�) := Hd0(�).N(Hd0(�)) = Hd0(�).IPdm :Dieser Quotientenvektorraum enth�alt also Funktionenklassen F , deren Repr�asentanten f; g 2F sich nur um ein Polynom aus IPdm unterscheiden, d. h. f � g 2 IPdm, und f�ur die dieFunktionale aus Sd?m (�) beschr�ankt sind.57 Die Abbildung K : Hd0(�) ! Hd(�); f 7!F liefert die Klasse zu einer Funktion. Sinngem�a� ist sie auch auf Teilmengen von Hd0(�)anwendbar.55Dieser Raum, allerdings �uber dem Grundraum C(
� IRd), hei�t in [WeinrichDr], Kap. 3.1 H�(
), undein entsprechender in [IskeDr], Kap. 6.2 F . Siehe dazu auch Kapitel 2.11.56Falls der Grundde�nitionsbereich 
 nicht der ganze IRd ist, mu� man noch die schwache Voraussetzungstellen, da� 
 einen IPdm-regul�aren Punktesatz X enth�alt.57`Theoretisch' ist dieser Raum sehr angenehm, f�ur `praktische' Aussagen �uber die Approximationsg�uteauf ihm mu� man sich aber auf `handfestere' Teilr�aume beschr�anken: Siehe Kapitel 2.11 und 3.2.2.



30 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenFalls �(x; y) in x beschr�ankt ist, gilt K(Spand�)�Hd(�). Desweiteren tr�agt Hd(�) die NormjjF jjHd(�) := sup�2Sd?m (�): �6=0 j�(f)jjj�jj� = jf jHd0(�) ;(2.10-4)wobei f ein beliebiger Repr�asentant von F ist. Die Norm ist wohlde�niert, da f�ur alle � 2Sd?m (�) und f; g 2 F gilt: �(f)� �(g) = �(f � g) = �(p) = 0 mit einem p 2 IPdm. Aus demselben Grund lassen sich auch die Funktionale � 2 Sd?m (�) auf Hd(�) durch �(F ) := �(f)de�nieren, insbesondere f�ur das Fehlerfunktional "x;X;� 2 Sd?m (�) gilt "x;X;�(F ) = "x;X;�(f).Nach Konstruktion ist Hd0(�) �= Hd(�) �a IPdm , wobei �a die �au�ere direkte Summebezeichnet.58 Weiterhin gilt8 F 2 Hd(�); f 2 F; � 2 Sd?m (�) : j�(f)j = j�(F )j � jjF jjHd(�) jj�jj� :(2.10-5)Daher ist Sd?m (�) isomorph zu einem linearer Unterraum des topologischen Dualraumes(Hd(�))� von Hd(�).Die `Motivation' vom Anfang dieses Kapitels aufgreifend wird nun das Fehlerfunktional "x;X;�betrachtet. Wie oben gezeigt wurde, gilt:8 f 2 Hd0(�) �= Hd(�)�a IPdm : "x;X;�(f) = "x;X;�(K(f)) ;(2.10-6)und mit der vorhergehenden Ungleichung folgt:8 f 2 Hd0(�) �= Hd(�)�a IPdm : j"x;X;�(f)j � jjK(f)jjHd(�) jj"x;X;�jj� :(2.10-7)Dies ist eine Gleichung der Art, wie sie in (1.1-3): j"x;X;�(f)j � jf jF� �PX;�(x) gesuchtwurde.59 Deswegen gibt man der Norm des Fehlerfunktionals einen eigenen Namen:De�nition: Power-FunktionDie Power-Funktion (oder G�ute-Funktion) der Interpolation mit � auf X ist die Norm desFehlerfunktionals "x;X;� im Raum Hd(�):PX;�(x) := jj"x;X;�jj� :Dadurch erh�alt die letzte Gleichung die Form:8 f 2 Hd0(�) : j"x;X;�(f)j � jjK(f)jjHd(�) PX;�(x) ;(2.10-8)beziehungsweise8 f 2 Hd0(�) : j"x;X;�(f)j � jf jHd0(�) PX;�(x) :Die Power-Funktion nichts anderes als die Kriging-Funktion aus Kapitel 2.9.58Die �au�ere direkte Summe zweier beliebiger Vektorr�aumeU , V �uber dem selben Grundk�orper ist de�niertals U �a V := U � V mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation.59Ein �ahnliches Ergebnis �ndet sich in [SchabackComRBF], Theorem 2.



2.11. M�ogliche Skalarprodukte auf Hd(�) 312.11 M�ogliche Skalarprodukte auf Hd(�)Es ist w�unschenswert, auf dem Funktionenklassenraum Hd(�) ein Skalarprodukt zu haben.Man erh�alt z. B. unter der Voraussetzung, da� die Norm auf Hd(�) die Parallelogrammglei-chung jjf + gjj2Hd(�) + jjf � gjj2Hd(�) = 2 jjf jj2Hd(�) + 2 jjgjj2Hd(�)erf�ullt,60 mittelshf jjg iHd(�) := 14 �jjf + gjj2Hd(�) � jjf � gjj2Hd(�)�+ i4 �jjif + gjj2Hd(�) � i jjif � gjj2Hd(�)�ein Skalarprodukt auf Hd(�). Die Parallelogrammgleichung ist nicht immer leicht nachzu-weisen.Ein anderer Ansatz wurde in [WeinrichDr], Kap. 3.1 ausgef�uhrt | allerdings �uber demGrundraum C(
) mit 
� IRd statt �uber Fund. Die meisten daraus gewonnenen Aussagengelten aber auch auf dem gr�o�eren Raum, deswegen werden die wichtigsten davon in diesemKapitel aufgef�uhrt.Der Dualraum Sd?m (�)� von Sd?m (�) enth�alt unter anderem alle Funktionale der Form f : Sd?m (�) ! C; � 7!  f (�) := �(f) mit f 2 Hd0(�)(2.11-1)und ist mit der Standardnormjj jjSd?m (�)� := sup�2Sd?m (�):�6=0 j (�)jjj�jj�(2.11-2)versehen. F�ur die interessanten Funktionale  f folgt daher mit Gleichung (2.10-1):jj f jjSd?m (�)� = sup�2Sd?m (�):�6=0 j f(�)jjj�jj� = sup�2Sd?m (�):�6=0 j�(f)jjj�jj� = jf jHd0(�) :(2.11-3)Da I(Sd?m (�)) in Sd?m (�)� dicht liegt, gibt es von den  f jeweils eine eindeutige Fortsetzung f 2 �Sd?m (�)��� mit8 f 2 Hd0(�) :  f � I =  f und ������ f �������Sd?m (�)��� = jj f jjSd?m (�)� ;(2.11-4)wobei I die kanonische Injektion aus Kapitel 2.4 ist. In [WeinrichDr] wird nun mittels desRiesz-Darstellungssatzes ein eindeutig bestimmter, beschr�ankter linearer OperatorL : Hd0(�)! Sd?m (�)�; f 7! L(f)(2.11-5)konstruiert, der die Eigenschaften8 � 2 Sd?m (�)�; f 2 Hd0(�) : DL(f) j����ESd?m (�)� =  f(�)(2.11-6)60Also insbesondere, wenn sie von einem Skalarprodukt induziert wird, vgl. [Gro�mann], (2.31).



32 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen Basisfunktionenund 8 f 2 Hd0(�) : jjL(f)jjSd?m (�)� = ������ f �������Sd?m (�)��� = jj f jjSd?m (�)� = jf jHd0(�)(2.11-7)hat. Daher folgt:8 � 2 Sd?m (�); f 2 Hd0(�) :�(f) =  f (�) =  f(I(�)) = hL(f)jjI(�)iSd?m (�)� :(2.11-8)So wurde ein Dualsystem auf Sd?m (�) und Hd0(�) erzeugt haben, und Cauchy-Schwarz liefertnun 8 � 2 Sd?m (�); f 2 Hd0(�) :j�(f)j � jjL(f)jjSd?m (�)� jjI(�)jjSd?m (�)� = jf jHd0(�) jj�jj� :(2.11-9)Mit Hilfe von L k�onnen wir nun eine Bilinearform auf Hd0(�) konstruieren:(f; g)Hd0(�) := h L(f) jjL(g) iSd?m (�)� 8 f; g 2 Hd0(�) :(2.11-10)F�ur sie gilt laut Cauchy-Schwarz:8 f; g 2 Hd0(�) : ���(f; g)Hd0(�)��� � jf jHd0(�) jgjHd0(�) ;(2.11-11)wobei f�ur f = g Gleichheit eintritt, d. h.:8 f 2 Hd0(�) : ���(f; f)Hd0(�)��� = jjL(f)jj2Sd?m (�)� = jf j2Hd0(�) :(2.11-12)Satz 2.11-1Sei f 2 Hd0(�) beliebig und X eine IPdm-regul�are St�utzstellenmenge. Dann gilt laut Satz2.10-1:61 (f; f)Hd0(�) = 0 , L(f) = 0 , jf jHd0(�) = 0 , f 2 IPdm :Teilt man also durch Bildung des Quotientenvektorraumes den Nullraum IPdm der Biline-arform heraus, ergibt sich wieder der Raum Hd(�) = Hd0(�)/IPdm aus Kapitel 2.10, nunallerdings mit dem Skalarprodukt62hF jjGiHd(�) := (f; g)Hd0(�) 8 F;G 2 Hd(�); f 2 F; g 2 G :Mit den Gleichungen (2.11-9) und (2.11-12) ergibt sich8 � 2 Sd?m (�); � 6= 0; f 2 F 2 Hd(�) : j�(f)jjj�jj� � jf jHd0(�) = qhF jjF iHd(�) ;(2.11-13)und mit den Gleichungen (2.11-11) und (2.10-4) rechnet man nach, da� die Norm aus Kapi-tel 2.10 tats�achlich von diesem Skalarprodukt induziert wird:hF jjF iHd(�) = jf j2Hd0(�) = jjF jj2Hd(�) :61Entnommen aus [WeinrichDr], Satz 3.3.62Auch diese De�nition ist unabh�angig von der Wahl der Repr�asentanten f 2 F , g 2 G, wie man wegender Linearit�at von L und Satz 2.11-1 leicht nachrechnet.



2.12. Konstruktion eines � 2 SBFd zu einem gegebenen Funktionenraum 332.12 Konstruktion eines � 2 SBFd zu einem gegebenen Funktio-nenraumMan kann auch die zu Kapitel 2.10 umgekehrte Vorgehensweise w�ahlen und zu einem gegebe-nen Funktionenraum, der gewisse Voraussetzungen erf�ullt, eine symmetrische Basisfunktion� konstruieren. Dieser Weg soll nun kurz skizziert werden.63Zun�achst verzichtet man in der De�nition von Hd0(�) in Kapitel 2.10 auf die Topologie vonSd?m (�), da sie ein � ben�otigt. Statt dessen betrachtet man die Funktionale aus eSd?m ohnejegliche Norm:De�nition: Raum eHdeHd := n f 2 Fund : 8 � 2 eSd?m : 9 C� 2 IR�0 : j�(f)j � C� jjf jjeHd o :Dieser Raum sei ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt h�jj�ieHd .64Laut De�nition ist eSd?m ein Untervektorraum des Dualraumes �eHd�� | f�ur jedes � 2 eSd?mgilt: jj�jj(eHd)� � C�. Es folgt daher aus dem Riesz-Darstellungssatz:Satz 2.12-18 � = �X;c 2 eSd?m 9 ! f� 2 eHd : �(g) = hf�jjg ieHd 8g 2 eHdDie so gegebene injektive Abbildung � 7! f� ist isometrisch, d. h. 8 � 2 eSd?m : jj�jj(eHd)� =jjf�jjeHd, und linear.Auch die �-Funktionale sind in eSd?m enthalten, denn 8 x 2 IRd : �x(f) = f(x) = �fxg;(1). Nunkann man schon die gesuchte symmetrische Basisfunktion � konstruieren:�(x; y) := Df�xj���f�y EeHd = Df�y ���jf�x EeHd = �(y; x) :F�ur x; y 2 IRd gilt weiterhin mit Satz 2.12-1:�(x; y) = Df�xj���f�y EeHd = �x(f�y) = f�y(x) = f�x(y) ;woraus insbesondere folgt, da� �(x; �) und �(�; y) 2 eHd 8 x; y 2 IRd sind. Durch Linearkom-bination folgt: �y(�(x; y)); �x(�(x; y)) 2 eHd 8 � 2 eSd?m . Genauer gilt z. B. f�ur den letztenTerm 8 � 2 eSd?m :�x(�(x; y)) = �x(f�y(x)) = Df�j���f�y EeHd = Df�y ���jf�EeHd = �y(f�) = f�(y) :Durch dieses � wird wie in Kapitel 2.2 auf eSd?m eine Bilinearform induziert:��X�;c� ; �X�;c� �� := �xX�;c� � �X�;c� y(�(x; y)) = c�;tr�(X�; X�) c� :63Dabei werden Konzepte des Oberseminarvortrages vom 19.04.95 verwendet.64Dessen Existenz wird hier vorausgesetzt.



34 2. Grundlagen der Interpolation mit symmetrischen BasisfunktionenNoch ist aber unklar, ob � 2 BPD(m) gilt. Man mu� also f�ur alle � = �X;c 2 eSd?m zeigen,da� ctr�(X;X) c � 0 und ctr�(X;X) c = 0 , c = 0 gilt. Dazu rechnet man:ctr�(X;X) c = Pi;j2M cicj �(xi; xj) = Pi;j2M cicj Df�xi ������f�xj EeHd= * Pi2M ci f�xi ���������� Pj2M cj f�xj +eHd = hf�jjf� ieHd :Die quadratische Form ist als Skalarprodukt automatisch positiv de�nit, es folgt: � 2BPD(0). M�ochte man � 2 BPD(m) f�ur m > 0 erreichen, kann man eHd � IPdm verwen-den. Ab jetzt steht somit die ganze Theorie der vorhergehenden Unterkapitel des Kapitels 2zur Verf�ugung.



353 Ergebnisse durch Fourier-TransformationVorbemerkung:Das Kapitel 2 hat durchgehend die positive De�nitheit der Basisfunktion, also � 2 BPD(m),als gegeben angenommen. Im nun folgenden Kapitel werden andere Eigenschaften unter-sucht, die die positive De�nitheit nach sich ziehen. Vor allem aber erm�oglichen sie eineFehler- und Konditionsanalyse. Dazu wird vor allem die Fourier-Transformation benutzt.Die Existenz der Fourier-Transformierten wird dabei vorausgesetzt, vgl. Bemerkung 1.4-13.Betrachtet man aber die Tabelle 1 auf Seite 48, so stellt man fest, da� einige Funktionen �(x)f�ur jjxjj ! 1 polynomial wachsen. An der Stelle 0 sind sie stetig, also beschr�ankt. F�ur dieseFunktionen mu� die verallgemeinerte Fourier-Transformation benutzt werden, wodurch sichdie Ergebnisse der klassischen Fourier-Transformation �ubertragen. Das polynomiale Wachs-tum k�onnen dabei Testfunktionen  ausgleichen, f�ur die R p  dx = 0 f�ur alle p 2 IPd2m gilt,wobei m genau die Ordnung der positiven De�nitheit ist.Die verallgemeinerte inverse Fourier-Transformation tri�t dann auf Funktionen ', die an 0Polstellen haben k�onnen. Dieser Fall erfordert Testfunktionen, wie sie in Bemerkung 1.4-13beschrieben wurden.3.1 Symmetrische BasisfunktionenBisher wurde die Symmetrie von � noch nicht konkret ausgenutzt. Im folgenden Kapitelwerden darauf aufbauende Aussagen dargestellt.Satz 3.1-1 (Charakterisierung der Fourier-Transformierten von � 2 SBFd)Falls die bivariate Fourier-Transformierte '(!; �) := (2d)FT (�(x; y))(!; �) von �(x; y) existiert,gilt: � 2 SBFd , 8 !; � 2 IRd : '(!; �) = '(��;�!) :Beweis: '(!; �) = (2d)FT (�(x; y))(!; �)= Z �(y; x) e�i ( xtr ! + ytr � ) d2d(x; y) � 2 SBFd= Z �(y; x) e�i ( xtr (�!) + ytr (��) ) d2d(x; y) Satz 1.4-5= Z �(x; y) e�i ( ytr (�!) + xtr (��) ) d2d(y; x) Vertauschung x$ y= (2d)FT (�(x; y))(��;�!)= '(��;�!) : q.e.d.



36 3. Ergebnisse durch Fourier-Transformation3.1.1 Nachweis der positiven De�nitheitDe�nition: Symbol-Funktion SymX;c(!)Die Symbol-Funktion SymX;c(!) eines Funktionals �X;c 2 PFd ist de�niert alsSymX;c(!) := �xX;c �ei !trx� = Xj2M cj ei !trxj :Mittels Satz 2.5-1 ist das Problem der L�osbarkeit des Interpolationssystems (2.5-6) nun aufdas Problem des Nachweises von `� 2 BPD(m)' zur�uckgef�uhrt. Ein m�ogliches Verfahrendaf�ur ist die weitere Auswertung der folgenden Umformung. Laut De�nition von BPD(m)ist nach Gleichung (2.3-1) f�ur alle � 2 eSd?m zu zeigen: (�; �)� = ctrA� c � 0 und(�; �)� = 0 , � = 0.�(x; y) = (2d)FT �1('(!; �))(x; y)= (2�)�2d Z '(!; �) ei!trx+i �try d2d(!; �)) ctrA� c = Xi;j2M cicj �(xi; xj)= Xi;j2M cicj (2�)�2d Z '(!; �) ei!trxi+i �trxj d2d(!; �)= (2�)�2d Z '(!; �) Xi;j2M cicj ei !trxi+i �trxj d2d(!; �)= (2�)�2d Z '(!; �) Xi2M ci ei !trxi Xj2M cj e�i �trxj d2d(!; �)= (2�)�2d Z '(!; �) SymX;c(!) SymX;c(��) d2d(!; �)Substitution � 7! ��= (2�)�2d Z '(!;��) SymX;c(!) SymX;c(�) d2d(!; �) :
(3.1.1-1)
Ist man nun in der Lage vom letzten Integranden zu zeigen, da� er weder negativ nochidentisch Null ist, so ist der geforderte Nachweis erbracht. In der klassischen Theorie kann 'nicht negativ werden, so da� es schlie�lich nur noch auf das Produkt der Symbol-Funktionenankommt.65Eine noch symmetrischere Form von (3.1.1-1) erh�alt man unter Ausnutzung des Satzes 3.1-1:Sei e'(!; �) := q'(!; �) ein beliebiger, im folgenden fester Zweig der komplexen Wurzel derFunktion '. Dann gilt laut diesem Satz auch e'(!; �) = e'(��;�!) und somit:'(!;��) = e'(!;��) � e'(!;��) = e'(!;��) � e'(�;�!) :F�ur ctrA� c erh�alt man also:ctrA� c = (2�)�2d Z e'(!;��) SymX;c(!) e'(�;�!) SymX;c(�) d2d(!; �)= Z f(!; �) f(�; !)d2d(!; �) ;65Siehe dazu Gleichung (3.2.1-1).



3.1. Symmetrische Basisfunktionen 37wobei f(!; �) := (2�)�d e'(!;��) � SymX;c(!) gesetzt wurde. F�ur symmetrische Funktionenf gilt dann f(!; �) � f(�; !) � 0, so da� das Integral schon positiv ist, wenn supp f mehr alseine Nullmenge ist. Symmetrie ist aber f�ur f der obigen Form eine sehr starke Bedingung, soda� die Frage interessant wird, welche f bzw. ' au�erdem noch die Positivit�at des Integralsgew�ahrleisten. Dieser Frage wird hier aber nicht weiter nachgegangen.3.1.2 Absch�atzung des InterpolationsfehlersDe�nition: Fehler-Kern-Funktion gX;c(x; !)Zur St�utzstellenmenge X, zu c 2 CN und x; ! 2 IRd setzt man:66gX;c(x; !) := ��x0x � �x0X;c� �ei !trx0�= ei !trx � Xj2M cj ei !trxj = ei !trx � SymX;c(!) :O�ensichtlich gilt f�ur die L�osung u(x) von (2.6-2) bzw. (2.9-1):gX;u(x)(x; !) = "x0x;u �ei !trx0� :(3.1.2-1)Lemma 3.1.2-1Die Funktion gX;u(x)(x; !) verh�alt sich im Integranden relativ angenehm, denn f�ur eine IPdm-reproduzierende Lagrange-Basis u(x) gilt:8 x 2 IRd : ���gX;u(x)(x; !)��� = ( O(jj!jjm) f�ur ! ! 0O(1) f�ur jj!jj ! 1 :Dieser Satz ist entnommen aus [WuSchabLocErr], Lemma 1. Der Beweis dort benutzt dieTaylor-Entwicklung der Exponential-Funktion. u(x) eliminiert darin die Polynomanteile biszur Ordnung m. Das Ergebnis ist also vollkommen unabh�angig von irgendwelchen symmetri-schen Basisfunktionen. Wiederum l�a�t sich die Aussage auf die Ableitungen verallgemeinern.De�nition: Raum Gs0;s1F�ur s0; s1 2 IR seiGs0;s1 := 8><>: f 2 Lloc1 (IRd) : jf(x)j � ( O(jjxjj�d�s0) f�ur x! 0O(jjxjj�d�s1) f�ur jjxjj ! 1 9>=>; :Es handelt sich um einen C-Vektorraum.Satz 3.1.2-2F�ur f̂ 2 Gs0;s1 mit s1 > 0, s0 < m und u(x) wie oben gilt:ZIRd f̂(!) gX;u(x)(x; !) dd! 2 C existiert.Gs0;s1 ist somit der Raum der gegen gX;c(x; !) integrablen Funktionen. F�ur den Beweis siehe[WuSchabLocErr], Theorem 2. Beispiele mit f̂ = ' und Werte f�ur s0 und s1 sind in derTabelle 1 auf Seite 48 aufgef�uhrt.66In [WeinrichDr], Kap. 4.4 und 5.1 hei�t die entsprechende Funktion rx;u und wird Multiplier genannt.



38 3. Ergebnisse durch Fourier-TransformationIhre eigentliche Bedeutung erlangt die Funktion gX;u(x)(x; !) durch die S�atze 3.1.2-3, 3.1.2-4und 3.2.2-1:Satz 3.1.2-3Falls f = FT�1(f̂) mit f̂ 2 Gs0;s1 f�ur s1 > 0 und s0 < m zutri�t und u(x) eine Lagrange-Basis von X ist, so gilt f�ur den Approximationsfehler:67"x;u(f) = (2�)�d Z f̂(!) gX;u(x)(x; !) dd! :Beweis: "x;u(f) = f(x) � sf;X;�(x)= f(x) � f(X)tr u(x) laut (2.6-6)= f(x) � Xi2M f(xi) ui(x)= (2�)�d Z  f̂(!) ei !trx � Xi2M f̂(!) ei !trxi ui(x)! dd! f = FT�1(f̂)= (2�)�d Z f̂(!)  ei !trx � Xi2M ui(x) ei !trxi! dd!= (2�)�d Z f̂(!) gX;u(x)(x; !) dd! existiert lautSatz 3.1.2-2.sq.e.d.Von hier aus kann man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung f�ur Integrale weiter absch�atzen:j"x;u(f)j � (2�)�dsZ ���f̂(!)���2 dd! sZ ���gX;u(x)(x; !)���2 dd!= (2�)�d ������f̂ ������2 ������gX;u(x)(x; �)������2 :In Korollar 3.2.2-3 wird sich aber eine n�utzlichere Absch�atzung ergeben.F�ur verallgemeinert Fourier-transformierbare f �ubertr�agt sich die Aussage des Satzes ent-sprechend. Sie gilt wegen Satz 2.9-1 ganz speziell auch f�ur die L�osung u(x) von (2.9-1) bzw.(2.6-2).Satz 3.1.2-4 (Integraldarstellung der quadratischen Form f�ur � 2 SBFd)Sei Q�(u;�(x;X);�(x; x)) die quadratische Form aus Gleichung (2.8-3), und sei �(x; y) =(2d)FT �1('(!; �))(x; y). Dabei liege ' bez�uglich jeder Variablen in Gs0;s1, d. h. '(!; �); '(�; �) 2Gs0;s1. Sei s1 > 0 und s0 < 2m. Dann gilt f�ur alle u 2 CN ; x 2 IRd:Q�(u;�(x;X);�(x; x)) = (2�)�2d Z '(!;��) gX;u(x; !) gX;u(x; �) d2d(!; �) :67Vgl. [WeinrichDr], (4.3) und [WuSchabLocErr], (4.1).



3.1. Symmetrische Basisfunktionen 39Beweis: Q�(u;�(x;X);�(x; x)) laut (2.8-3)= utrA� u � 2 Re (utr�(x;X)) + �(x; x)= Xi;j2M uiuj �(xi; xj) � Xi2M ui �(x; xi) � Xj2M uj �(x; xj) + �(x; x)�(x; xi) = �(xi; x)= Xi;j2M uiuj �(xi; xj) � Xi2M ui�(xi; x) � Xj2M uj �(x; xj) + �(x; x) :(3.1.2-2)
Und weiter mit �(x; y) = (2d)FT �1('(!; �))(x; y):Q�(u;�(x;X);�(x; x))= (2�)�2d Z '(!; �) 0@ Xi;j2M uiuj ei (!trxi+�trxj)� Xi2M ui ei (!trxi+�trx) � Xj2M uj ei (!trx+�trxj) + ei (!trx+�trx)1A d2d(!; �)= (2�)�2d Z '(!; �) �SymX;u(!) SymX;u(��)� SymX;u(!) ei �trx � SymX;u(��) ei !trx + ei !trx ei (��)trx � d2d(!; �)= (2�)�2d Z '(!; �) �SymX;u(!) � ei !trx�� �SymX;u(��) � ei (��)trx � d2d(!; �)= (2�)�2d Z '(!; �) gX;u(x; !) gX;u(x;��) d2d(!; �) Substitution � � 7! �= (2�)�2d Z '(!;��) gX;u(x; !) gX;u(x; �) d2d(!; �) :Nach Satz 3.1.2-2 existiert das Integral. q.e.d.Korollar 3.1.2-5 (Integraldarstellung der Kriging-Funktion f�ur � 2 SBFd)Sei u(x) die L�osung von (2.6-2) bzw. (2.9-1) und �(x; y) = (2d)FT �1('(!; �))(x; y) wie inSatz 3.1.2-4. Dann folgt aus der De�nition der Kriging-Funktion mit obigem Satz sofort:�2X;�(x) = Q�(u(x);�(x;X);�(x; x))= (2�)�2d Z '(!;��) gX;u(x)(x; !) gX;u(x)(x; �) d2d(!; �) :



40 3. Ergebnisse durch Fourier-Transformation3.2 Translationsinvariante BasisfunktionenZun�achst sei hier an die De�nition der translationsinvarianten Basisfunktion aus Kapitel 1.1erinnert: TBFd := (� : IRd � IRd !C : �(x; y) = �(y; x)^ �(x� z; y � z) = �(x; y) 8 z ) :Satz 3.2-1� 2 TBFd , 8 x; y 2 IRd : �(x; y) = �(x� y; 0)Auf Grund der Eigenschaft `�(x; y) = �(x � y; 0)' nennt man diese Funktionen auch`Basisfunktionen vom Di�erenz-Typ'.Beweis:`)': 8 x; y; z 2 IRd: �(x� z; y � z) = �(x; y)) 8 x; y 2 IRd: �(x� y; 0) = �(x; y) durch z := y`(': 8 x; y 2 IRd: �(x� y; 0) = �(x; y) (I)) 8 x; y; z 2 IRd: �((x� z)� (y � z); 0) = �(x� z; y � z)) 8 x; y; z 2 IRd: �(x� y; 0) = �(x� z; y � z) (II)(I) ^ (II)) 8 x; y 2 IRd: �(x� z; y � z) = �(x; y) : q.e.d.Hieran sieht man, da� es f�ur translationsinvariante Basisfunktionen v�ollig ausreicht, �(x; 0)zu untersuchen. Genau dieses geschieht in der `klassischen' Theorie, die �(x) = �(jjxjj2)benutzt. Nutzt man auch die Symmetrie noch aus, erh�alt man den68Satz 3.2-28 � 2 TBFd : �(x; 0) = �(�x; 0) 8 x 2 Cd :Beweis: 8 x = z � y 2 Cd : �(z � y; 0)=�(z; y) = �(y; z)=�(y � z; 0) = �(�(z � y); 0) : q.e.d.68Ein �ahnlicher Satz wird in [BaxterSivaWard], Proposition 1.2 zitiert: Aus � : IRd ! IR positiv de�nitfolgt �(x) = �(�x).



3.2. Translationsinvariante Basisfunktionen 41Anschaulich ausgedr�uckt, eliminiert die Bedingung �(x� z; y � z) = �(x; y) aus der De�-nitionsgleichung (1.1-6) d Freiheitsgrade, was sich bei der Fourier-Transformation bez�uglichbeider Variablen von � wie folgt auswirkt:Satz 3.2-3Sei � stetig. Dann gilt:� 2 TBFd ^ 9 (2d)FT (�) , � = 0 :Beweis:`(': Die Nullfunktion ist translationsinvariant und Fourier-transformierbar.`)': Sei f�ur fast alle !; � 2 IRd der Ausdruck (2d)FT (�)(!; �) de�niert. Dann gilt 8 z 2 IRd:'(!; �) = (2d)FT (�(x; y))(!; �)= (2d)FT (�(x� z; y � z))(!; �) da � 2 TBFd= e�i (zz)tr(!�) (2d)FT (�(x; y))(!; �) laut Satz 1.4-3= e�i (ztr! + ztr�) '(!; �)= e�i ztr(!+�) '(!; �)) '(!; �) = 0 f�ur fast alle !; �_ ztr(! + �) � 0 (mod 2�) f�ur fast alle !; �) �(x; y) = 0 f�ur alle x; y; da � stetig ist._ z = 0 : q.e.d.Dieser Sachverhalt verdeutlicht, da� die Fourier-Transformation bez�uglich beider Variablenf�ur translationsinvariante Basisfunktionen kein n�utzliches Instrument sein kann. Im folgen-den wird daher nur noch der Operator (d)FT f�ur �(x; 0) benutzt. Mit Satz 3.2-2 erh�alt mannun denSatz 3.2-4� 2 TBFd ^ 9 ' := (d)FT (�(x; 0)) ) '(!) 2 IR 8 ! 2 IRd :Beweis:Die Quadranten des IRd lassen sich darstellen durchG� := n x 2 IRd : �i xi � 0 8 i = 1; : : : ; d o f�ur � 2 f�1; 1gd ;



42 3. Ergebnisse durch Fourier-Transformationworaus G�� = �G� ersichtlich ist. Es gilt nun:'(!) := (d)FT (�(x; 0))(!) = ZIRd �(x; 0) e�i xtr! ddxDie einzelnen Integrale m�ussen existieren.= X�2f�1;1gd ZG� �(x; 0) e�i xtr! ddx= 12 X�2f�1;1gd 0B@ ZG�� �(x; 0) e�i xtr! ddx + ZG� �(x; 0) e�i xtr! ddx 1CAG�� = �G� und Substitution y := �x ) �����det @y@x ����� = 1= 12 X�2f�1;1gd 0B@ ZG� �(�x; 0) e�i (�x)tr! ddx + ZG� �(x; 0) e�i xtr! ddx 1CALaut Satz 3.2-2 gilt: �(�x; 0) = �(x; 0):= 12 X�2f�1;1gd ZG� � �(x; 0) e�i xtr! + �(x; 0) e�i xtr! � ddx= Re X�2f�1;1gd ZG� �(x; 0) e�i xtr! ddx : q.e.d.3.2.1 Nachweis der positiven De�nitheitDie Gleichung (3.1.1-1) erh�alt durch die Verwendung der d-variaten Fourier-Transformationdie Gestalt:69 �(x; 0) = (d)FT�1('(!))(x)= (2�)�d Z '(!) ei!trx d!) ctrA� c = Xi;j2M cicj �(xi; xj)= Xi;j2M cicj �(xi � xj; 0) � 2 TBFd= Xi;j2M cicj (2�)�d Z '(!) ei!tr(xi�xj) d!= (2�)�d Z '(!) Xi2M ci ei !trxi Xj2M cj e�i !trxj d!= (2�)�d Z '(!) SymX;c(!) SymX;c(!) d!= (2�)�d Z '(!) ���SymX;c(!)���2 d! :
(3.2.1-1)

69Schon Schoenberg ist so vorgegangen: [SchoenPosDef], S. 524. Siehe dazu auch [Micchelli86] und[Powell92], Gleichung (3.9).



3.2. Translationsinvariante Basisfunktionen 43Mit dieser Form der Gleichung (3.1.1-1) l�a�t sich besser arbeiten. Beispielsweise folgt daraus:Satz 3.2.1-1F�ur translationsinvariante � mit �(x; 0) = (d)FT�1('(!))(x) gilt:' � 0^ '(!) > 0 auf einer Nicht-Nullmenge) A� : positiv de�nit :Beweis:Wegen (3.2.1-1) ist nur noch zu zeigen: Die Symbol-Funktion SymX;c(!) verschwindet f�urein X (mit xi 6= xj f�ur i 6= j wie �ublich) nur auf einer Nullmenge.Nach Voraussetzung gibt es eine o�ene "-Umgebung U" mit " > 0 in IRd, so da� 8 ! 2 U" :'(!) > ". Angenommen nun, es gibt ein c 6= 0, so da� ctrA� c = 0 gilt. Da der Integrandin Gleichung (3.2.1-1) stetig ist, folgt SymX;c(!) = Xj2M cj ei !trxj = 0 8 ! 2 U".Da die Funktionen ei !trxj wegen der paarweise verschiedenen xj auf jeder o�enen Umgebunglinear unabh�angig sind, folgt c = 0 | ein Widerspruch zur Annahme.70 q.e.d.3.2.2 Absch�atzung des Interpolationsfehlers, der Funktionenraum F�Satz 3.2.2-1 (Integraldarstellung der quadratischen Form f�ur � 2 TBFd)Sei Q�(u;�(x;X);�(x; x)) die quadratische Form aus Gleichung (2.8-3), und sei �(x; y) =(2d)FT �1('(!; �))(x; y). Dabei liege ' in Gs0;s1. Sei s1 > 0 und s0 < 2m. Dann gilt f�ur alleu 2 CN ; x 2 IRd:Q�(u;�(x;X);�(x; x)) = (2�)�d Z '(!) jgX;u(x; !)j2 d! :Dies ist f�ur translationsinvariante Basisfunktionen das Analogon zu Satz 3.1.2-4.Beweis:Analog zu Satz 3.1.2-4 benutzt man die Gleichung (3.1.2-2):71Q�(u;�(x;X);�(x; x))= Xi;j2M uiuj �(xi; xj) � Xi2M ui�(xi; x) � Xj2M uj �(x; xj) + �(x; x)laut Satz 3.2-1= Xi;j2M uiuj �(xi � xj; 0)� Xi2M ui�(xi � x; 0) � Xj2M uj �(x� xj; 0) + �(x� x; 0)70Beweis analog [CADII], 27.04.93.71Beweis nach [WeinrichDr], Gleichung (4.2) und Satz 4.3. Siehe auch [WuSchabLocErr] (3.2) sowie Theo-rem 2.



44 3. Ergebnisse durch Fourier-TransformationWird �(x; 0) = (d)FT �1(')(x) eingesetzt, so folgt:Q�(u;�(x;X);�(x; x))= (2�)�d Z '(!) 0@ Xi;j2M uiuj ei !tr(xi�xj)� Xi2M ui ei !tr(xi�x) � Xj2M uj ei !tr(x�xj) + 11A d!= (2�)�d Z '(!) �SymX;u(!) SymX;u(!)� SymX;u(!) ei !trx � ei !trx SymX;u(!) + ei !trx ei !trx� d! :Mittels quadratischer Erg�anzung sieht man:Q�(u;�(x;X);�(x; x))= (2�)�d Z '(!) �SymX;u(!) � ei !trx� � �SymX;u(!) � ei !trx� d!= (2�)�d Z '(!) ���SymX;u(!) � ei !trx���2 d!= (2�)�d Z '(!) jgX;u(x; !)j2 d! :Die Existenz des Integrals ergibt sich aus Satz 3.1.2-2.72 Dieser Beweis ist hier zwar nur f�ureigentlich Fourier-transformierbare � angegeben, er l�a�t sich aber auch auf die verallgemei-nerte Fourier-Transformation �ubertragen.73 q.e.d.Korollar 3.2.2-2 (Integraldarstellung der Kriging-Funktion f�ur � 2 TBFd)Aus der De�nition der Kriging-Funktion von Seite 28 folgt mit obigem Satz sofort:�2X;�(x) = (2�)�d Z '(!) ���gX;u(x)(x; !)���2 d! ;wobei u(x) die L�osung von (2.6-2) bzw. (2.9-1) und �(x; 0) := (d)FT �1(')(x) wie in Satz 3.2.2-1 ist. Dieses Korollar ist ein Analogon zum Korollar 3.1.2-5.Das folgende Korollar 3.2.2-3 motiviert die n�achste De�nition:74De�nition: native space F�Der native space von � 2 BPD(m) ist de�niert alsF� := 8><>:f 2 Fund : f = vFT�1(f̂) mit f̂ 2 Fund ^ Z ���f̂(!)���2vFT(�)(!) d! < 19>=>; :72Vgl. [WuSchabLocErr].73Vgl. [WeinrichDr], S. 28.74Siehe [SchabackAppRBF], S. 4, [SchabackErrCond], S. 2, [WeinrichDr], Kap. 4.1 und 5 und auch[WuSchabLocErr], Kap. 4.



3.3. Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse f�ur � = � � d2 45Mit dem gewichteten L2-Skalarprodukthf jjg iF� := (2�)�d Z vFT(f)(!) vFT(g)(!)vFT(�)(!) d!bildet dieser Raum einen Pr�a-Hilbertraum.75 Die dazu geh�orende Norm sei mit jj�jjF� be-zeichnet. Die Vervollst�andigung F� von F� eignet sich als Vorgabe eH f�ur das Verfahren desKapitels 2.12.Korollar 3.2.2-3F�ur f = FT�1(f̂) mit f̂ 2 Gs0;s1, s1 > 0, s0 < m, ein beliebiges ' mit '(!) > 0 8 !, einu(x) wie oben und jedes eu(x) mit P tr eu(x) = S(x) gilt:76jf(x) � sf;X;�(x)j � jjf jjF� � �X;�(x)� jjf jjF� � s(2�)�d Z '(!) ���gX;eu(x)(x; !)���2 d! :Beweis: jf(x) � sf;X;�(x)j2 = j"x;u(f)j2= (2�)�2d ������Z f̂(!)q'(!) q'(!) gX;u(x)(x; !) d!������2 laut Satz 3.1.2-3 und '(!) > 0� (2�)�d Z ������ f̂(!)q'(!) ������2 d! Cauchy-Schwarz f�ur Integrale� (2�)�d Z ����q'(!) gX;u(x)(x; !)����2 d!= jjf jj2F� � �2X;�(x) laut Korollar 3.2.2-2�jjf jj2F� � (2�)�d Z ����q'(!) gX;eu(x)(x; !)����2 d! laut Bemerkung 2.9-2 f�urjedes eu(x) mit P tr eu(x) = S(x):Die oben verwendete Cauchy-Schwarz-Ungleichung f�ur Integrale ist z. B. [HardyLittle] zuentnehmen. Siehe auch [WuSchabLocErr], Gleichung (4.3). q.e.d.3.3 Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse f�ur � = ��d2Wie in der De�nition der radialen Basisfunktionen schon erw�ahnt, betrachtet die `klassische'Theorie den Fall, da� die Metrik d die gew�ohnliche 2-Metrik d2 ist, also�(x; y) = �(d2(x; y)) = �(jjx� yjj2):75Diese De�nition geht zur�uck auf [WuSchabLocErr], De�nition 2. Weitere Charakterisierungen des Raum-es F� �ndet man in: [IskeDr], Kap. 6.2, [WeinrichDr], Kap. 4.1, 5 und 6 und [SchabackAppRBF].76eu(x) ist also eine IPdm-reproduzierende Lagrange-Basis.



46 3. Ergebnisse durch Fourier-TransformationInsbesondere ist diese radiale Basisfunktion ein Spezialfall der translationsinvarianten Ba-sisfunktionen des Kapitels 3.2, denn es gilt:�(x; y) = �(x� y; 0):Daher sind die k�urzeren Schreibweisen�(x) = �(jjxjj2) und '(!) := vFT(�(x))(!) = '0(jj!jj2)mit '0 : IR�0 ! IR gebr�auchlich. Die letzte Gleichheit gilt nach Satz 1.4-6. Im exakten Sinneder De�nition ist also auch ' eine radiale Basisfunktion.Als radiale Funktionen sind diese � invariant unter allen Transformationen des Raumes, dieL�angen bez�uglich der 2-Norm nicht ver�andern. Dazu geh�oren au�er den Translationen auchnoch die Rotationen. Daher kann man diese Funktionenklasse auch als euklidisch invarianteBasisfunktionen bezeichnen.77Die Ergebnisse des Kapitels 2.5 �uber die L�osbarkeit des Interpolationssystems und die desKapitels 3.2 �uber bedingte positive De�nitheit und den Interpolationsfehler �ubertragen sichdirekt auf den oben genannten Spezialfall. F�ur die weitergehenden Fragestellungen �ndetman in der allgemeinen Theorie nicht so einfach Antworten. Die folgenden Kapitel stellendaher einige bekannte Ergebnisse der klassischen Theorie dar.3.3.1 Charakteristika positiv de�niter FunktionenSatz 3.3.1-1F�ur � : IRd ! IR positiv semide�nit, gerade (d.h. �(�x) = �(x)) und nicht identisch Nullgilt:78 �(0) > 0 ^ �(0) � j�(x)j 8 x 2 IRd :De�nition: vollst�andig monotonVollst�andig monoton auf IR>0 ist eine Funktion f 2 C1(IR>0) genau dann, wenn f�ur alleihre Ableitungen gilt:8 n 2 lN0; r 2 IR>0 : (�1)n dnfdrn (r) � 0 :(3.3.1-1)Bemerkungen:Oft wird auch noch die Rechtsstetigkeit in 0 gefordert, so in [SchoenComMon], Gleichung(3.1'). Gilt die Gleichung (3.3.1-1) nur f�ur n = 0; : : : ; K, so nennt man die Funktion un-vollst�andig monoton79 oder mehrfach monoton80 von Ordnung K.77Eine weitere abstrakte Funktionenklasse sind die rotationsinvarianten Basisfunktionen. Sie sind da-durch de�niert, da� sie ihren Wert bei orthogonalen Transformationen beibehalten, d. h. 8 T 2 O(IRd) :�(Tx; Ty) = �(x; y). Man kann zeigen, da� sie sich durch �(x; y) = e� (xtr y) darstellen lassen. Wegen�(jjxjj2) = e�(xtr x) sind die radialen Basisfunktionen die Schnittmenge aus translationsinvarianten und ro-tationsinvarianten Basisfunktionen. Da sich die charakteristischen Eigenschaften der Exponentialfunktionschlecht mit dem Einsetzen eines Ausdrucks vom Typ xtr y vertragen, ist eine genauere Untersuchung desVerhaltens von rotationsinvarianten Basisfunktionen unter Fourier-Transformation hier nicht sinnvoll.78Entnommen aus [IskeDr], Bemerkung 3.1.79Vgl. [SchabackWu].80Vgl. [WuCharPosDef].



3.3. Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse f�ur � = � � d2 47Satz 3.3.1-2F�ur � : IRd ! IR mit �(x) = e� �jjxjj22� (man beachte das Quadrat der Norm !) nicht identischNull gilt:81 � 2 BPD(0; IRd) 8 d 2 lN, e� ist vollst�andig monoton und rechtsstetig in 0 :Ganz aktuell ist die VerallgemeinerungSatz 3.3.1-3F�ur stetiges � : IRd ! IR mit �(x) = e� �jjxjj22� nicht identisch Null und beliebiges m 2 lN0gilt:82 � 2 BPD(m; IRd) 8 d 2 lN, (�1)m dm e�drm ist vollst�andig monoton :Bemerkung:In den letzten beiden S�atzen wurden exakte Charakterisierungen der � gegeben, die f�ur alleDimensionen d bedingt positiv de�nit sind. Die neu entwickelten radialen Basisfunktionenmit kompaktem Tr�ager sind jedoch nicht im gleichen Ma�e dimensionsunabh�angig.83 Eineandere Methode ist die weitere Auswertung der Gleichung (3.2.1-1) im Hinblick auf einspezielles � bzw. '.Die Tabelle 1 auf Seite 48 enth�alt die klassischen radialen Basisfunktionen �, ihre verallge-meinerten Fourier-Transformierten ' (allerdings ohne die Angabe etwaiger Distributionsan-teile, die durch nicht im gew�ohnlichen Sinne existierende, uneigentliche Integrale entstehenk�onnen), die minimale Ordnung m ihrer bedingten positiven De�nitheit und die minimalenParameter s0 und s1, f�ur die ' 2 Gs0;s1 gilt. Die Bedeutung von s0 und s1 ergibt sich ausSatz 3.1.2-2.84 Abbildung 1 auf Seite 49 zeigt die Graphen dieser Funktionen �.85 Die wich-tigsten Eigenschaften der modi�zierten Bessel-Funktionen dritter Art K�, die in der Tabelleauftauchen, �ndet man im Kapitel 1.3 dieser Arbeit.Selten tri�t man in der Literatur auf radiale Basisfunktionen vom Typ `verschobener Loga-rithmus'. Findet man sie, so mu� man die angegebenen Eigenschaften nachpr�ufen. Insbeson-dere sind diese Funktionen nicht positiv de�nit, wie folgendes Korollar zeigt:Korollar 3.3.1-4�(r) = ln �c2 + r2� mit c 2 IR 6=0 und �(x) = �(jjxjj2)) � 2 BPD(2; IRd) :81Vgl. [SchoenComMon], Theorem 3. In der Originalarbeit wird nur der Fall d = 1 betrachtet.82Entnommen aus [GuoHuSun], Theorem 3.1.83Daf�ur geeignete Methoden �ndet man in [IskeDr], [WendlandDip], [WuCompSupp].84 �Ahnliche Tabellen be�nden sich in [SchabackErrCond], Tabellen 1 und 2, [SchabackIntApp], Tabelle 2,[SchabackLowBound], S. 2, und [SchabackRepPol], S. 2f.85Zu Beweisen und Literatur siehe [WeinrichDr], Kap. 4.3.4, [Micchelli86], Kap. 4, [JacksonSurvey], Kap. 3und Tabelle 4, [SchabackAppRBF] Gleichung (3.4) und [CADII] vom 25.05.93.



48 3. Ergebnisse durch Fourier-Transformation
Radiale Basisfunktion �(x) = �(jjxjj2) '(!) := vFT(�)(!)'(!) = '0(jj!jj2)Bezeichnung �(r) := '0(s) = m � s0 > s1 >polynomials (�1)d�=2er� ;� 2 IR>0 n 2 lN C1(d; �) s�d�� d�=2e � �thin platesplines (�1)�=2+1 r� ln r;� 2 2 lN C2(d; �) s�d�� �=2 + 1 � �Gau�ians e��r2 ;� 2 IR>0 ����d=2 e�s2=(4�) 0 �d 0multiquadrics (�1)d�=2e �c2 + r2��=2 ;� 2 IR>0 n 2 lN; c 2 IR6=0 (�1)d�=2eMd;�;c(s) d�=2e � 0inversemultiquadrics �c2 + r2��=2 ;� 2 IR<0 n 2ZZ; c 2 IR 6=0 Md;�;c(s)F�ur � � �d ist FT m�oglich. 0 �f�ur � > �d�df�ur � � �d 0Sobolew-Splines 2�d=2��� + d2� K��(c r) � r2c�� ;= Md;�2��d;c(r)� 2 IR>0; c 2 IR 6=0 (2�)d �c2 + s2��(�+d=2) 0 �d �verschobenerLogarithmus ln�c2 + r2� ;c 2 IR 6=0 2vgl. Korollar3.3.1-4Dabei ist C1(d; �) := 2d+� �d=2 ��d+�2 �� ���2 � ;C2(d; �) := 2d+��1 �d=2 ��d+ �2 ���2�! ;Md;�;c(s) := 2�d=2� ���2� Kd+�2 (c s) � s2c��(d+�)=2 :Tabelle 1: Die klassischen radialen Basisfunktionen, ihre Fourier-Transformierten und Daten
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50 3. Ergebnisse durch Fourier-TransformationBeweis:Mit �(r) = e�(r2) folgt:�(r) = ln �c2 + r2�) e�(r) = ln �c2 + r�) e�2(r) := d2 e�dr2 (r) = � 1(c2 + r)2 = �(c2 + r)�4=2 :Die zweite Ableitung von e� geh�ort also zur Funktion �2(r) := e�2(r2) = �(c2 + r2)�4=2.Diese ist vom Typ `inverse multiquadric', und somit laut Tabelle 1 positiv de�nit. LautSatz 3.3.1-2 ist nun e�2 vollst�andig monoton, so da� wegen Satz 3.3.1-3 e� zu einer Funktion� 2 BPD(2; IRd) geh�ort. q.e.d.Etliche der Funktionen aus Tabelle 1 sind schon seit vielen Jahren im Gebrauch; so zeigtez. B. Duchon im Jahr 197786, da� die `thin plate splines' und die ihnen verwandten `po-lynomials' bestimmte Seminormen in Sobolew-R�aumen minimieren. Die Eindeutigkeit derL�osung dieses Minimierungsproblems erkl�art, warum diese beiden Typen von radialen Basis-funktionen, im Gegensatz zu allen anderen, keine Parameter enthalten. Die anschaulichsteAnwendung des Satzes von Duchon ist die Erzeugung einer Fl�ache �uber dem IR2 mit minima-ler Kr�ummung, gemessen durch die L2-Norm der zweiten Ableitung. Diese Eigenschaft verliehder ganzen Funktionenklasse den Namen `thin plate splines'. Da allgemein die zu erf�ullen-de partielle Di�erentialgleichung �mf = 0 die `polyharmonische Di�erentialgleichung' ist,werden `thin plate spline' und `polynomials' auch unter dem Namen `polyharmonic splines'zusammengefa�t.Relativ neu hingegen ist die folgende De�nition.De�nition: radiale Basisfunktion mit kompaktem Tr�agerEine radiale Basisfunktion mit kompaktem Tr�ager ist eine radiale Basisfunktion �(x; y) derForm �(x; y) := �(d(x; y)), wobei ihr Tr�ager supp� � IRd kompakt ist. Gebr�auchlich ist dieBezeichnung `compactly supported functions', die im folgenden verwendet wird.F�ur `streng monotone' Metriken (Metriken mit " > 0 ) d((1 + ")x; x) > 0 8 x) ist dieDe�nition �aquivalent zu: supp� � IR1 ist kompakt.Die Tabelle 2 auf Seite 53 enth�alt als Beispiele einige der sogenannten Wu87- und Wendland88-Funktionen.De�nition: Wu-OperatorenDer Wu-IntegraloperatorI : DB I ! Fun1; f 7! I(f)(r) := 1Zr s � f(s) ds86Vgl. [Duchon77].87Zitiert aus [WuCompSupp], S. 9.88Eine Liste der Funktionen, die dem Autor dieser Arbeit von Herrn Wendland freundlicherweise zurVerf�ugung gestellt wurde, be�ndet sich in Tabelle 2.



3.3. Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse f�ur � = � � d2 51sei auf DBI �Fun1 de�niert, der Wu-Di�erentialoperatorD : DBD ! Fun1; f 7! D(f)(r) := �1r ddrf(r)auf DBD�Fun1.De�nition: Wu-FunktionenSei 	l(r) := (1� r2)l+. Dann de�niert man f�ur l 2 lN und k 2 lN0 die Wu-Funktionen �l;kdurch: �l;0 := 	l �1 	l�l;k := Dk �l;0 f�ur k 2 lN:
De�nition: Wendland-FunktionenMan de�niert f�ur l 2 lN und k 2 lN0 die Wendland-Funktionen �l;k durch:89�l;0(r) := (1� r)l+�l;k := Ik �l;0 f�ur k 2 lN:Satz 3.3.1-5 (Eigenschaften der Wendland-Funktionen)�l;k ist auf [0; 1] ein Polynom vom Grad l + 2k. F�ur l := jd2k+ k + 1 gilt:�l;k 2 BPD(0; IRd) \ C2k(IRd)und (d)FT (�l;k) > 0 f�ur l � 2 :Au�erdem gibt es kein Polynom mit kleinerem Grad, das ebenfalls diese Bedingungen erf�ullt.Aus den Graphen der Abbildungen 1 bis 7 erkennt man schon, da� die positiv de�niten � dieEigenschaften aus Satz 3.3.1-1 haben. Auch die Eigenschaften laut Satz 3.3.1-3 sind h�au�gerkennbar.3.3.2 Absch�atzung des InterpolationsfehlersIn diesem Kapitel geht es, aufbauend auf Korollar 3.2.2-3, um die weitere Absch�atzung von�X;�(x) f�ur die `klassischen' � 2 RBFd.De�nition: lokale St�utzstellendichteZur St�utzstellenmenge X und Metrik d de�niert man f�ur � > 0:90h�;X;d(x) := maxy: d(y;x)<� minj2M d(y; xj) :89Die De�nition und der folgende Satz sind zitiert aus den Oberseminarvortr�agen des Herrn Wendlandvom 12.04.95 und 14.06.95.90Diese De�nition �ndet man schon bei Madych und Nelson: [MadychNelsConPosII], S. 224. Aktuell istdie �Ubersicht in [SchabackIntApp], Kap. 4.
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3.3. Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse f�ur � = � � d2 53Bezeichnung �(r) = const � : : : Dimension d mit� 2 BPD �0; IRd�Wu �0;0 (1� r)+ 1Wu �1;0 (1� r)3+ (1 + 3r + r2) 1Wu �1;1 (1� r)2+ (2 + r) 3Wu �2;0 (1� r)5+ (1 + 5r + 9r2 + 5r3 + r4) 1Wu �2;1 (1� r)4+ (4 + 16r + 12r2 + 3r3) 3Wu �2;2 (1� r)3+ (8 + 9r + 3r2) 5Wu �3;0 (1� r)7+ (5 + 35r + 101r2 + 147r3 + 101r4 + 35r5 + 5r6) 1Wu �3;1 (1� r)6+ (6 + 36r + 82r2 + 72r3 + 30r4 + 5r5) 3Wu �3;2 (1� r)5+ (8 + 40r + 48r2 + 25r3 + 5r4) 5Wu �3;3 (1� r)4+ (16 + 29r + 20r2 + 5r3) 7Wendland �1;0 (1� r)+ 1Wendland �2;0 (1� r)2+ 3Wendland �2;1 (1� r)3+ (1 + 3r) 1Wendland �3;0 (1� r)3+ 5Wendland �3;1 (1� r)4+ (1 + 4r) 3Wendland �3;2 (1� r)5+ (1 + 5r + 8r2) 1Tabelle 2: Einige radiale Basisfunktionen mit kompaktem Tr�agerF�ur endliche St�utzstellenmengen X und beschr�ankte De�nitionsbereiche 
, aus denen xstammt, ist die St�utzstellendichte gleichm�a�ig beschr�ankt:9 h0 > 0 : h�;X;d(x) � h0 8 x 2 
 :F�ur �X;�(x) werden Aussagen der Form�X;�(x) = qQ�(u(x);�(x;X);�(x; x)) � F�(h�;X;d(x))(3.3.2-1)mit F� : IR>0 ! IR>0; h 7! F�(h) erzielt.91 Im allgemeinen ist F� in h monoton wachsend,z. B. F�(h) = O (hn) oder F�(h) = O �e�c h�n� f�ur ein n 2 lN. Daran erkennt man, da� sichder Fehler bei verringertem Abstand h der St�utzstellen verbessert.92 Anschaulich mu� dasauch so sein, da dichter liegende St�utzstellen die vorgegebene Funktion f besser `abtasten'.Darum wird im folgenden immer die Monotonie von F�(h) vorausgesetzt:h1 � h2 ) F�(h1) � F�(h2) :(3.3.2-2)Das Verhalten der Funktionen F�(h) h�angt im wesentlichen von der Art der Singularit�at derverallgemeinerten Fourier-Transformierten bei1 ab, vgl. den Parameter s1 in Tabelle 1. DieTabelle 3 auf Seite 54 gibt F� f�ur einige gebr�auchliche � an.93 Solche Aussagen erh�alt man,91In [WeinrichDr], S. 9 �ndet man eine etwas andere Form:h�;X;d(x) := maxy2IRN : P try=S(x) minxi2X jjy � xijj ) �X;�(x) = O(h�;X;d(x)s1=2)92Siehe dazu [SchabackAppRBF].93Entnommen aus [SchabackErrCond], Tabellen 1 und 2 und [SchabackIntApp], Tabelle 2. Siehe auch[WuSchabLocErr], Theorems 6{8, [MadychNelsBound], Kap. 2.2.
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Wu-Funktion �2;2Abbildung 4: Graphen der Wu-Funktionen �2;0 und �2;2Bezeichnung �(r) F�(h) = O(�) f�ur h!1 G�(q) = O(�) f�ur q ! 0polynomials (�1)d�=2er� h� q�thin plate splines (�1)�=2+1 r� ln r h� q�Gau�ians e��r2 e� const =h2 q�d e� const =q2(inverse)multiquadrics (�1)d�=2e �c2 + r2��=2 e� const =h q2 e� const =qSobolew-Splines Md;�2��d;c(r) h2 � q2 �Wendland-Funktionen �l;k(r) q2 k+1f�ur l = jd2k+ k + 1 � 2und d ungeradeTabelle 3: Funktionen F�(h) und G�(q) einiger � 2 RBFdindem man eine andere IPdm-reproduzierende Lagrange-Basis u(x) benutzt, die sich besserhandhaben l�a�t.94 Diese Konstruktionen wurden z. B. in [WuSchabLocErr], Kap. 5 und[CADII], 11.05.93 beschrieben. Mit Gleichung (3.3.2-1) erh�alt man so Fehlerabsch�atzungender Form: jf(x) � sf;X;�(x)j � jjf jjF� � �X;�(x) � jjf jjF� � F�(h�;X;d(x)) :(3.3.2-3)Konkret also z. B. :jf(x) � sf;X;�(x)j � jjf jjF� � h�;X;d(x)s1=2oder sogar allgemeiner f�ur die �-te Ableitung:95jD�f(x)�D�sf;X;�(x)j � constf;� � (h�;X;d(x))s1=2�j�j :Dabei ist s1 wie in Satz 3.1.2-2 so bestimmt, da� vFT(�) 2 Gs0;s1 gilt.94Vgl. Bemerkung 2.9-2.95Vgl. [WuSchabLocErr], Gleichung (1.5).
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3.3. Radiale Basisfunktionen: Klassische Ergebnisse f�ur � = � � d2 573.3.3 Absch�atzung der Kondition der InterpolationsmatrixDe�nition: Charakteristische Gr�o�e dmin(X) einer St�utzstellenmenge XF�ur X = fxigi2M � IRd und eine Abstandsfunktion96 d auf dem IRd setzt man:dmin(X) := minxi 6=xj2X d(xi; xj) :�Ahnlich de�niert, aber seltener ben�otigt, wird der Gesamtdurchmesser von X:De�nition: Gesamtdurchmesser dmax(X) einer St�utzstellenmenge XF�ur X = fxigi2M � IRd und eine Abstandsfunktion d auf dem IRd setzt man:dmax(X) := maxxi;xj2X d(xi; xj) :Um die Abh�angigkeit der Interpolationsmatrix A� von der St�utzstellenmenge X zu betonen,wird vor�ubergehend ein weiterer Index angebracht: A�;X := �(X;X).F�ur condA�;X werden nun Absch�atzungen der Form97condA�;X = ������A�;X�1������ � jjA�;X jj � G�(q)�1 �H�;X(q)mit q := 12 dmin(X) :angestrebt. Dabei werden Ergebnissen des Kapitels 1.5 herangezogen. Zur Absch�atzung vonjjA�;X jj wird konkret die aus dem Satz von Gerschgorin gewonnene Folgerung aus Gleichung(1.5-4) genutzt. Da die Interpolationsmatrizen nicht nur selbstadjungiert sind, sondern f�urtranslationsinvariante Basisfunktionen � 2 TBFd auf der ganzen Diagonale den Wert �(0; 0)enthalten, vereinfacht sich die Aussage zu:jjA�;X jj2;2 � j�(0; 0)j + maxi2M Xj2M; j 6=i j�(xi � xj; 0)j :Man erh�alt daraus f�ur konkrete � globale, d. h. vom Ort x unabh�angige Absch�atzungen derForm jjA�;X jj � H�;X(q), wobei H�;X(q) meist eine in q monoton wachsende Funktion ist.98Sie h�angt au�erdem in aller Regel von N = #X ab.Wesentlich schwieriger sind Aussagen �uber jjA�;X�1jj zu gewinnen. Entsprechend Gleichung(1.5-3) mu� der minimale Eigenwert �(A�;X) von A�;X nach unten abgesch�atzt werden. Oftist dazu die Darstellung von � durch seine Fourier-Transformierte, �(x; 0) = vFT�1('(!))(x)verwendbar. So ergeben sich (h�au�g durch Abschneiden von Integralen) Aussagen der Form������A�;X�1������ � constd q�d min0�jj!jj�R'(!) � G�(q)�1 mit R = O 1q! f�ur q ! 0 :Auch die G�(q) sind in q monoton wachsende Funktionen, nur wachsen sie in der Regelschw�acher als H�;X(q), so da� die Kondition f�ur dichter liegende St�utzstellen unbeschr�anktist: dmin(X)! 0 ) condA�;X !1 :(3.3.3-1)96Z. B. eine Metrik.97Siehe [CADII], 28.05.93 f�ur ����A�1���� und 08.06.93 f�ur jjAjj.98Vgl. dazu die Arbeiten von Ball, Baxter, Sivakumar und Ward.



58 3. Ergebnisse durch Fourier-TransformationEine Kurvendiskussion f�ur die verallgemeinerte Fourier-Transformierte ' einer gegebenenFunktion ist nur sehr aufwendig zu betreiben.99 Beispiele f�ur geeignete Funktionen G�(q) zuden `klassischen' radialen Basisfunktionen sind in der Tabelle 3 auf Seite 54 aufgef�uhrt.100In [SchabackLowBound] �nden sich untere Grenzen f�ur jjA�;X�1jj, so da� man die Qualit�atder Absch�atzungen beurteilen kann.Insgesamt erkennt man, da� sich die Kondition bei verringertem Abstand der St�utzstellenverschlechtert. Dieses Verhalten ist dem Fehlerverhalten entgegengesetzt. Es ist verst�and-lich, da sich f�ur stetige � die Zeilen der Interpolationsmatrix mit fallendem Abstand derSt�utzstellen ann�ahern. Fallen zwei St�utzstellen gar zusammen, so sind zwei Zeilen gleich, dieMatrix kann also nicht mehr invertierbar sein.1013.4 Die Problematik einer inhomogenen St�utzstellenverteilungDie negativen theoretischen Aussagen �uber inhomogen verteilte St�utzstellen wirken sich inder Praxis sehr stark aus, wie man den Abbildungen des Kapitels 4.2 entnehmen kann. We-gen der Gleichungen (3.3.2-3) und (3.3.2-2) ist anzustreben, h�;X;d(x) auf einem Grundgebiet
�X klein zu halten, also die St�utzstellen m�oglichst dicht anzuordnen und gegebenenfallsihre Anzahl N zu erh�ohen. Eine dichte Anordnung impliziert aber geringere Werte vondmin(X), was nach Gleichung (3.3.3-1) die Kondition beeintr�achtigt. Die Erh�ohung von Nwirkt sich sehr nachteilig auf den Rechenaufwand aus, wie in Kapitel 5.1 dargestellt wird.Insgesamt ist ein Kompromi� zwischen den beiden Zielen `kleiner Fehler' und `gute Kondi-tion' n�otig. Dieser Kompromi� kann nur auf eine m�oglichst gleichm�a�ig dichte Anordnungeiner modi�zierten, aber nicht vergr�o�erten St�utzstellenmenge hinauslaufen.Der nun folgende Praxisteil dieser Arbeit wird einige Ans�atze daraufhin untersuchen, obund wie gut sie diesen Kompromi� erreichen. So werden in Kapitel 5 und 6 verschiedeneMethoden betrachtet, die auf Manipulationen der Metrik beruhen. Im einzelnen sind dies� eine ortsabh�angige Skalierung der Art dQ(x; y) := Q(x)Q(y) d(x; y),� Transformationen, die der Metrik vorgeschaltet werden: dT (x; y) := d(Tx; Ty),� Funktionen, die der Metrik nachgeschaltet werden: dt(x; y) := t(d(x; y)) und schlie�lich� ein �Ubertragung des Interpolationsproblems auf einen Graphen im IRd+1.Das letzte experimentelle Kapitel erprobt dann einen Ansatz, der auf einer iterativen Inter-polation auf immer feineren Teilmengen der St�utzstellenmenge mit jeweils daf�ur optimalenBasisfunktionen beruht.
99Vgl. [BallEigenval], [BallInvert], [BallSivaWard], [NarcowichWard91], [NarcowichWard92].100Das Ergebnis f�ur die Wendland-Funktionen ist dem Oberseminarvortrag vom 14.06.95 entnommen.101Das Ph�anomen wurde unter dem Stichwort `Unsch�arferelation' eingehend in [SchabackErrCond] und[SchabackIntApp] er�ortert.



59Teil IIPraxis der Interpolation4 Vorstellung der Beispielfunktionen4.1 Die Beispielfunktionen und ihre GraphenAls Beispielfunktionen werden eine wellenf�ormige Funktionf : [�1; 1]2 ! IR;  xy ! 7! sin�14 �ex+1 � 1� �ey+1 � 1��(4.1-1)und eine deformierte `Mexican-Hat-Funktion'f : [�1; 1]2 ! IR;  xy ! 7! cos��qx2 + (2 y)2�1 + (2 x)2 + (2 y)4 � 12 e�20 ((2x)2+y2)(4.1-2)untersucht. Die Graphen der Funktionen sind in Abbildung 8 dargestellt.
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x`Mexican-Hat-Funktion'Abbildung 8: Graphen der `Wellen-Funktion' und der `Mexican-Hat-Funktion'Die `Mexican-Hat-Funktion' ist als Summe zweier L1-Funktionen auf IR2 Fourier-transfor-mierbar. Die `Wellen-Funktion' ist dies nicht, denn auf Grund ihrer wesentlichen Singularit�atf�ur 0 < x; y ! 1 ist ihre verallgemeinerte Fourier-Transformierte keine Funktion. Dahersind die native-space-Aussagen aus Kapitel 3.2.2 nur f�ur die `Mexican-Hat-Funktion' g�ultig.



60 4. Vorstellung der BeispielfunktionenBemerkung:Die Beispielfunktionen, die meisten Interpolanten und ihre Graphen wurden mit dem Pro-gramm `Mathematica 2.2'102 auf Rechnern des Typs `digital DEC 3000' mit Alpha-Prozessorunter dem Betriebssystem `DEC OSF/1 Alpha V3.0' berechnet. Die Funktionen wurdenauf einem Quadratgitter mit 25 � 25 Gitterpunkten ausgewertet, welches das Intervall[�1; 1]� IR2 �uberdeckt. Bei parametrisierten Basisfunktionen wurden die Konstanten constaus den Regeln der Gleichung (5.3-1) so gew�ahlt, da�� das Interpolationssystem durch `Mathematica' gel�ost werden kann (das Programmwarnt bei zu schlechter Kondition),� die Interpolante m�oglichst glatt und der Beispielfunktion �ahnlich erscheint und� sie das Werteintervall [�1; 1] nicht verl�asst.Weiterhin richten sich die Konstanten f�ur die Wahl der Parameter nach der `Wellen-Funktion', da sie sich, wie oben ausgef�uhrt, schlechter approximieren l�a�t. F�ur die `Mexican-Hat-Funktion' sind h�au�g bessere Wahlen m�oglich, wie in den Anmerkungen zu den einzelnenGraphiken dargestellt werden wird.Die Angaben �uber �(A�), �(A�) und cond2;2(A�) lieferte ebenfalls das Programm `Mathe-matica'. Sie wurden jeweils auf drei signi�kante Stellen gerundet.4.2 Einfache InterpolantenZun�achst sollen die Beispielfunktionen nach dem `klassischen' Verfahren interpoliert werden,um eine Vergleichsgrundlage zu scha�en. Die Graphiken dieses Kapitels pr�asentieren dieErgebnisse.Bemerkungen zu Abbildung 9:Die St�utzstellenverteilungen wurden so gew�ahlt, da� eine m�oglichst gute Reproduktion derBeispielfunktionen erm�oglicht wird. Dazu wurden `von Hand' einige St�utzstellen global ver-teilt, n�amlich f�ur die `Wellen-Funktion' (�1;�1)tr und (1; 1)tr und f�ur die `Mexican-Hat-Funktion' (�1;�1)tr, (�1; 1)tr, (1;�1)tr, (1; 1)tr, (0; 0)tr, (5=32; 0)tr und (�5=32; 0)tr. Da-nach wurde ein Verteilungsmuster f�unf mal mit jeweils halbierter charakteristischer Di-stanz iteriert, so da� diese St�utzstellen bei unendlich h�au�ger Wiederholung gegen ei-nen `H�aufungspunkt' konvergieren w�urden. Dieser `H�aufungspunkt' ist bei der `Wellen-Funktion' (1; 1)tr und bei der `Mexican-Hat-Funktion' (0; 0)tr. Als Verteilungsmuster derersten Stufe wurden f�ur die `Wellen-Funktion' (�1; 1)tr, (�1; 0)tr, (0; 0)tr, (0;�1)tr, (1;�1)trund f�ur die `Mexican-Hat-Funktion' (1; 0)tr, p2=4 (2; 1)tr, (0; 12)tr, p2=4 (�2; 1)tr, (�1; 0)tr,p2=4 (�2;�1)tr, (0;�12)tr, p2=4 (2;�1)tr gew�ahlt.102Dabei wurde der BefehlPlot3D[ s[x,y], f x, -1, 1 g, f y, -1, 1 g,PlotRange -> PlotRangeVec, PlotPoints -> PlotPointVec, ViewPoint -> ViewPointVec,AxesStyle -> f Thickness[0.001], DefaultFont :> f"Courier", 24.g g,AxesLabel -> f "x", "y", "" g, ColorOutput -> GrayLevel, ClipFill -> None,DefaultFont :> f"Courier", 24.g];verwendet. Die Optionen waren in der Regel wie folgt de�niert:ViewPointVec = f 3, -3, 2.5 g; PlotPointVec = f 25, 25 g; PlotRangeVec = f -1, 1 g; .
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St�utzstellenverteilung zur `Wellen-Funktion'd2;min(X) = 1=16 = 0:0625, d2;max(X) = 2p2
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-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

-1
-0.5

0
0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

xthin-plate-spline-Interpolante zur`Wellen-Funktion'�(A�) � 38:5, �(A�) � 2:07 � 10�2,cond2;2(A�) � 1:86 � 104
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xthin-plate-spline-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'�(A�) � 22:5, �(A�) � 5:07 � 10�4,cond2;2(A�) � 4:43 � 104Abbildung 10: Einfache thin-plate-spline-Interpolanten



62 4. Vorstellung der BeispielfunktionenBemerkungen zu Abbildung 10:Die thin-plate-spline-Interpolanten sind nicht parametrisiert. Wie oben schon erw�ahnt, lie-fern sie in Punkto `minimale Kr�ummung' die besten Bilder. Au�erdem zeichnen sie sichdurch eine relativ gute Kondition aus.
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xVerschobener-Logarithmus-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 6:2 d2;min(X) = 0:3875,�(A�) � 31:5, �(A�) � 2:87 � 10�5,cond2;2(A�) � 1:10 � 106
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xVerschobener-Logarithmus-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 6:2 d2;min(X) � 0:1779,�(A�) � 88:9, �(A�) � 7:34 � 10�6,cond2;2(A�) � 1:21 � 107Abbildung 11: Einfache Verschobener-Logarithmus-InterpolantenBemerkungen zu Abbildung 11:Der Parameter c = 6:2 d2;min(X) ist f�ur die `Wellen-Funktion' optimal gew�ahlt in dem Sinne,da� bei einem Wert von 6:4 d2;min(X) die Interpolante das Zielintervall [�1; 1] verl�asst. F�urkleinere Werte wird die Interpolante unn�otig spitz.F�ur die `Mexican-Hat-Funktion' ist c = 14 d2;min(X) noch m�oglich und optimal, denn schonbei c = 14:3 d2;min(X) wird die Kondition der Interpolationsmatrix zu gro�. Kleinere Werteerzeugen deutlich spitzere Interpolanten.Bemerkungen zu Abbildung 12:Der Parameter c = 4d2;min(X) ist f�ur die `Wellen-Funktion' optimal gew�ahlt in dem Sinne,da� bei einem Wert von 8 d2;min(X) die Interpolante so stark schwingt, da� das Intervall[�1; 1] verlassen wird. Bei Werten unter 4 d2;min(X) wird der Graph unn�otig spitz.F�ur die `Mexican-Hat-Funktion' ist c = 9d2;min(X) noch m�oglich. Dar�uber beginnt derGraph stark zu schwingen.Bemerkungen zu Abbildung 13:F�ur die `Wellen-Funktion' ist � = 1=16 � 1=d2;min(X)2 optimal. F�ur � = 1=8 � 1=d2;min(X)2verl�asst der Graph den vorgegebenen Wertebereich, f�ur Parameter gr�o�er 1=16 �1=d2;min(X)2zerf�allt er in einzelne `H�utchen'.
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xmultiquadric-Interpolante zur `Wellen-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X) = 1=4, �(A�) � 32:0,�(A�) � 2:53 � 10�5, cond2;2(A�) � 1:26 � 106
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xmultiquadric-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X) � 0:115,�(A�) � 36:2, �(A�) � 6:56 � 10�6,cond2;2(A�) � 5:52 � 106Abbildung 12: Einfache multiquadric-Interpolanten
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xGau�-Interpolante zur `Wellen-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2 = 16,�(A�) � 7:96, �(A�) � 1:35 � 10�4,cond2;2(A�) � 5:90 � 104
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xGau�-Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2 � 75:91,�(A�) � 10:1, �(A�) � 1:01 � 10�5,cond2;2(A�) � 1:00 � 106Abbildung 13: Einfache Gau�-Interpolanten



64 4. Vorstellung der BeispielfunktionenF�ur die `Mexican-Hat-Funktion' ist � = 1=38 � 1=d2;min(X)2 noch m�oglich. Beim doppeltenWert davon wird die Interpolationsmatrix schlecht konditioniert (Mathematica-Warnung).Trotzdem verschwindet der `H�utchen-E�ekt' nie g�anzlich.
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X) = 1=4, �(A�) � 50:1,�(A�) � 2:09 � 10�3, cond2;2(A�) � 2:39 � 104
-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

-1
-0.5

0
0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X) � 0:115,�(A�) � 166, �(A�) � 3:48 � 10�3,cond2;2(A�) � 4:79 � 104Abbildung 14: Einfache inverse-multiquadric-InterpolantenBemerkungen zu Abbildung 14:F�ur die `Wellen-Funktion' ist c = 4d2;min(X) angebracht. Darunter zerf�allt der Graph inspitze H�utchen, dar�uber leidet die Kondition der Interpolationsmatrix.F�ur die `Mexican-Hat-Funktion' w�urde c = 8:5 d2;min(X) weniger starke `Senken' im Gra-phen erzeugen, der Vergleichbarkeit wegen wurde dieser Parameter nicht benutzt. Beic = 17 d2;min(X) schwingt der Graph schon sehr stark. Zu kleine Werte erzeugen den ent-sprechenden E�ekt wie bei der anderen Beispielfunktion.Bemerkungen zu Abbildung 15:F�ur die `Wellen-Funktion' ist c = 12 d2;min(X) angebracht. Bei 16 d2;min(X) schwingt derGraph aus dem Intervall [�1; 1] heraus, bei deutlich kleineren Werten entstehen einzelneH�utchen.F�ur die `Mexican-Hat-Funktion' ist das Problem so erstaunlich gut konditioniert, da� es f�urWerte c von 70 bis 560 mal d2;min(X) l�osbar ist103 und einigerma�en glatte Graphen liefert.Wiederum wurden diese Parameter der Vergleichbarkeit halber nicht benutzt.103Vermutlich sind noch h�ohere Werte m�oglich, was aber bisher noch nicht experimentell erprobt wurde.Die Interpolanten �andern sich f�ur wachsende Parameter nur noch sehr wenig.
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X) � 0:344,�(A�) � 11:3, �(A�) � 5:29 � 10�3,cond2;2(A�) � 2:14 � 103Abbildung 15: Einfache Wendland-�3;1-InterpolantenFazit:Die thin-plate-spline-, verschobener-Logarithmus- und multiquadric-Interpolanten liefern sogute Approximationen, da� keine weiteren Verbesserungen mehr n�otig sind. Zu bemerkenist, da� dies die einzigen bedingt positiv de�niten der hier verglichenen sechs Basisfunktionensind. Sie sind auch die einzigen, deren wesentlicher Tr�ager nicht beschr�ankt ist, d. h. esgibt keine beschr�ankte Menge, au�erhalb der sie weniger als z. B. 1% ihres Maximalwerteserreichen.Die Interpolanten mit den anderen drei Basisfunktionen zeigen selbst f�ur die optimalenParameter deutliche H�utchene�ekte. Der Erfolg der in den n�achsten Kapiteln beschriebenenVerfahren mi�t sich also an ihrem Verm�ogen, diesen st�orenden E�ekten entgegenzuwirken.



66 5. Ortsabh�angige Skalierungsfunktionen5 Ortsabh�angige Skalierungsfunktionen5.1 Vor�uberlegung: Generische AufwandsanalyseIn diesem Kapitel soll kurz der typische numerische Aufwand dargestellt werden, der sichf�ur eine Implementation der mehrdimensionalen Interpolationsaufgabe ergibt. Dazu werdennun einige Schreibweisen eingef�uhrt:De�nition: numerischer AufwandEs seien AwZ(Operation ) := der Zeitaufwand zur Ausf�uhrung der Operation undAwS(Operation ) := der Speicheraufwand zur Ausf�uhrung der Operation.Die Operation kann dabei eine einfache Addition oder auch ein Aufruf einer komplexenRoutine sein. Gemessen wird in praxisrelevanten Einheiten, wie etwa Taktzyklen der CPU,Anzahl der Aufrufe eines Maschinenbefehls oder Speicherbedarf in Bytes. Die Details sindhierbei nicht wichtig, da letztlich der Aufwand von komplexen Operationen als `ungef�ahresVielfaches' des Aufwandes elementarer Operationen angegeben wird. Genauere Aussagensind nicht m�oglich und auch nicht sinnvoll, da der Aufwand einer solchen elementaren Ope-ration stark maschinenabh�angig ist.`Ungef�ahres Vielfaches' wird dabei durch die folgende De�nition greifbar:De�nition: Landau-SymbolDas Landau-Symbol O wird f�ur zwei Folgen (fn)n2lN ; (gn)n2lN � C de�niert durch die fol-gende �Aquivalenz:fn = O (gn) f�ur n!1:, 9 C > 0; n0 2 lN : n � n0 ) jfnj � C � jgnj :Wenn keine Mi�verst�andnisse entstehen k�onnen, l�a�t man den Zusatz `f�ur n ! 1' meistweg.Satz 5.1-1 (Aufwand der typischen Teilalgorithmen)Sei eine Interpolationsaufgabe wie in Kapitel 1.1 de�niert gegeben, also die St�utzstellen-menge X = fxigi2M mit der Indexmenge M = f1; : : : ; Ng. Sei � 2 SBFd eine beliebigeBasisfunktion und fpkgk=1; :::;Q eine beliebige Basis des IPdm. Gesucht und auszuwerten seidie Interpolante der Forms(x) = ctr�(x;X) + �tr S(x) = Xj2M cj �(x; xj) + QXk=1�k pk(x) :Dann ergibt sich f�ur jeden Teil des Algorithmus jeweils der folgende Aufwand f�ur N;Q!1:AwZ(Aufstellen der Interpolationsmatrix A� )= O �N2� � AwZ(Auswertung von � ) + O (NQ) � AwZ(Auswertung eines pk ).



5.1. Vor�uberlegung: Generische Aufwandsanalyse 67AwS(Aufstellen der Interpolationsmatrix A� )= O �(N +Q)2� � AwS( Speichern einer reellen Zahl ).AwZ(L�osen des Interpolationssystems (2.5-6) )= O �(N +Q)3� � AwZ(Addition bzw. Multiplikation ).AwS(L�osen des Interpolationssystems (2.5-6) )= O �(N +Q)2� � AwS( Speichern einer reellen Zahl ).AwZ(Auswerten der Interpolante an einem Punkt x )= O (N) � AwZ(Auswertung von �, Multiplikation und Addition )+ O (Q) � AwZ(Auswertung eines pk, Multiplikation und Addition ).AwS( Speichern der Interpolante )= O (N +Q) � AwS( Speichern einer reellen Zahl ).In der Regel ist Q � N , so da� die von Q abh�angigen Terme oben vernachl�assigt werdenk�onnen.Satz 5.1-2 (Aufwand f�ur Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager)Die Vorgaben seien dieselben wie im letzten Satz, nur � 2 SBFd sei eine Basisfunktion mitkompaktem Tr�ager. Bei diesen Funktionen ist die weitere Voraussetzung8 x 2 Cd : # f xj 2 X : �(x; xj) 6= 0 g = O(1); d.h. unabh�angig von Nrealistisch. Bei geschickter Ausnutzung dieser Voraussetzung ergibt sich f�ur jeden Teil desAlgorithmus der folgende zeitliche Aufwand f�ur N;Q!1:AwZ(Aufstellen der Interpolationsmatrix A� )= O (N) � AwZ(Auswertung von � ) + O (NQ) � AwZ(Auswertung eines pk ).AwZ(L�osen des Interpolationssystems (2.5-6) )= O �N bis N2 +Q3� �AwZ(Addition bzw. Multiplikation ).AwZ(Auswerten der Interpolante an einem Punkt x )= O (1 bis ld N) � AwZ(Auswertung von �, Multiplikation und Addition )+ O (Q) � AwZ(Auswertung eines pk, Multiplikation und Addition ).Zum Beweis nutzt man bekannte Aussagen �uber optimierte Algorithmen zur L�osung vonlinearen Gleichungssystemen mit Bandmatrizen sowie �uber Algorithmen, die den Raum re-kursiv in Gebiete zerlegen. Typischerweise verwenden diese Algorithmen aufwendigere Da-tenstrukturen, so da� AwS(�) gegen�uber Satz 5.1-1 anwachsen kann.104104Dies best�atigt wieder einmal den `Energieerhaltungssatz der Informatik': AwZ +AwS = const .



68 5. Ortsabh�angige Skalierungsfunktionen5.2 Feste SkalierungsfaktorenBetrachtet man das Verhalten der im Kapitel 3.3 eingef�uhrten radialen Basisfunktionenunter einfacher Skalierung der Metrik, so erkennt man, da� aus der Skalierung meist nureine Ver�anderung des Parameters resultiert. Genauer ausgef�uhrt:Satz 5.2-1Sei d eine beliebige Metrik auf dem IRd und q > 0. Dann ist auchd(q)(x; y) := q � d(x; y) f�ur x; y 2 IRdeine Metrik. Ist die Metrik d dar�uberhinaus homogen, z. B. weil sie von einer Norm mittelsd(x; y) = jjx� yjj herr�uhrt, so gilt8 x; y 2 IRd : d(q)(x; y) = q � d(x; y) = d(qx; qy) :Somit kann man die Skalierung der Metrik von d nach d(q) auch als Skalierung des IRd |und dadurch auch der Menge X | au�assen. Deshalb ist klar, da� sich s�amtliche bekanntenAussagen �ubertragen, da sie f�ur eine beliebige Menge X gezeigt wurden.Satz 5.2-2F�ur q > 0 transformieren sich die einzelnen radialen Basisfunktionen aus Tabelle 1 wie folgt:polynomials: �(r) = � r� � 2 BPD (d�=2e) f�ur � 2 IR>0 n 2 lN) �(qr) = � (qr)� = � q� �(r) :Der Vorfaktor geht bei der Interpolation vollst�andig in die Koe�zienten cj ein.thin plate splines:�(r) = � r� ln r � 2 BPD ��2 + 1� f�ur � 2 2 lN0) �(qr) = � (qr)� ln(qr) = � q� r� (ln(r) + ln(q))= � q� �(r) + q� ln(q) r� :F�ur den Vorfaktor gilt dasselbe wie oben. Der r�-Anteil verschwindet bis zur Ordnung �=2+1im Polynomanteil der Interpolante s, da � bedingt positiv de�nit der Ordnung �=2 + 1 ist.Nur im Anteil jjxjjl2 f�ur �=2 + 1 < l � � wird also s durch die Skalierung beeinu�t.(inverse) multiquadrics:��(r) = � ��2 + r2� �2 � 2 BPD �max �l�2m ; 0�� f�ur � > 0;� > �d; � 62 2 ZZ) ��(qr) = � ��2 + (qr)2� �2= � �q2� �2 0@ �q !2 + r21A�2= � q� ��=q(r) :Auch hier verschwindet der Vorfaktor. Wesentlich ist nur die �Anderung des Parametersvon c nach c=q. Die `Kontraktion des Graphen um q' beeinu�t die Eigenschaften von �



5.2. Feste Skalierungsfaktoren 69wesentlich nachhaltiger als bei den polynomials und thin plate splines, d.h. anschaulich:F�ur q > 1 wird der Graph `spitzer'. Das ist auch der Grund, warum man den Parameterzur St�utzstellenmenge X `passend' w�ahlen mu�: Eine zu spitze radiale Basisfunktion liefertkeine `sch�one' Interpolante, sondern ein Gebirge aus einzelnen H�utchen, die steil aus derIRd-Hyperebene herausragen.Gau�ians: ��(r) = e�� r2 � 2 BPD(0) f�ur � > 0) ��(qr) = e�� (qr)2 = e�(�q2) r2 = ��q2(r) :Der E�ekt der Skalierung �ahnelt dem f�ur die multiquadrics, da sich im wesentlichen nur derParameter der radialen Basisfunktion �andert. Auch hier wird f�ur q > 1 der Graph `spitzer'| und zwar sogar quadratisch in q.compactly supported functions:��(r) = �1 � r�� � 2 BPD(0) f�ur � > 0) ��(qr) = �1 �qr� � = �1  r�=q! = ��=q(r) :Der E�ekt der Skalierung entspricht dem f�ur die multiquadrics.verschobener Logarithmus:��(r) = ln ��2 + r2� � 2 BPD(2) f�ur � > 0) ��(qr) = ln ��2 + (q r)2� = ln0@q2 0@ �q !2 + r21A1A = 2 ln q + ��=q(r) :Der konstante Summand verschwindet in einem IPd1-Anteil.Sobolew-Splines: Mit c0 := 2�d=2�(�+ d2) gilt:��(r) = c0 K��(� r) � r2��� �; � > 0) ��(q x) = FT�1 ���2 + jj!jj22��(�+d=2)� (q x)= 1qd FT�10B@0@�2 + ����������1q !����������221A�(�+d=2)1CA (x) laut Gleichung (1.4-4)= 1qd FT�1 ��q�2��(�+d=2) �(q�)2 + jj!jj22��(�+d=2)� (x)= q�d q2�+d FT�1 ��(q�)2 + jj!jj22��(�+d=2)� (x)= q2� c0 K��(q� jjxjj2)  jjxjj22 q�!�= q2� �q�(x)) ��(qr) = q2� ��q(r) :



70 5. Ortsabh�angige SkalierungsfunktionenDie Bessel-Funktionen dritter Art K� haben laut Gleichung (1.3-1) an 0 Polstellen �-terOrdnung. Wegen K�� = K� sind die Faktoren jjxjj�2 in der letzten Umformung gerade aus-reichend, um aus den Polstellen hebbare Singularit�aten zu machen.Genauere, quantitative Aussagen �uber den Interpolationsfehler liefert folgender Satz:105Satz 5.2-3Seien X und � 2 TBFd gegeben, q > 0. Sei �(x; 0) = (d)FT �1('(!) )(x) und F� der nativespace von �. Sei nun �q(x) := �(q�x; 0) die skalierte Basisfunktion und 'q(!) := 1qd ' 1q !!deren Fourier-Transformierte.106Dann gilt:�X;�q(x) = �qX;�(q x) :(5.2-1)Falls weiterhin � = � � d 2 MBFd gilt und die Metrik d homogen ist, so folgt mit derKriging-Absch�atzungsfunktion F�(h):�X;�q(x) � F �q � h 1q �;X;d(x)� :(5.2-2)Dabei geh�ort F�(h) zum unskalierten �, d. h. es erf�ullt die Gleichung (3.3.2-1). Weiterhinstimmen die native spaces �uberein, d. h. F�q = F�, und es giltjjf(�)jjF�q = ����������f  1q �!����������F� � qd sup�2IRd �����'(q�)'(�) ����� � jjf(�)jjF� :(5.2-3)Zusammengefasst ergibt sich daraus mit Korollar 3.2.2-3 die Fehlerabsch�atzung���f(x)� sf;X;�q(x)��� � jjf jjF�q � �X;�q(x)= ����������f  1q �!����������F� � �qX;�(qx)� qd sup�2IRd �����'(q�)'(�) ����� � jjf jjF� �F �q � h 1q �;X;d(x)� :Beweis:zu Gleichung (5.2-1):F�ur die Fehler-Kern-Funktion gX;c(x; !) gilt:gX;c(x; q!) = ei !trqx � Xj2M cj ei !trqxj = gqX;c(qx; !) :(5.2-4)105Vgl. [SchabackIntApp], Kap. 6.106Es gilt n�amlich laut Gleichung (1.4-4): �q(x) = (d)FT�1('(!))(qx) = 1=qd (d)FT�1('(1=q !))(x).



5.2. Feste Skalierungsfaktoren 71Sei nun `minu(x) ' das Minimum �uber alle IPdm-reproduzierenden Lagrange-Basen. Dann gilt wegenSatz 2.9-1:�X;�q(x)2 = minu(x) Q�q( u(x); �q(x;X); �q(x; x) )= minu(x) (2�)�d Z 'q(!) ���gX;u(x)(x; !)���2 d! mit Satz 3.2.2-1= minu(x) (2�)�d Z '(1=q !) ���gX;u(x)(x; !)���2 q�d d! laut De�nition v. 'q= minu(x) (2�)�d Z '(�) ���gX;u(x)(x; q�)���2 d� Substitution � := 1q != minu(x) (2�)�d Z '(�) ���gqX;u(x)(qx; �)���2 d� mit Gleichung (5.2-4)= �qX;�(q x)2 :zu Gleichung (5.2-2):Aus der De�nition der lokalen St�utzstellendichte h�;X;d(x) aus Kap. 3.3.2 folgt mit der Ho-mogenit�at der Metrik:h�;qX;d(qx) = maxy: d(y;qx)<� minj2M d(y; qxj)= maxy0: d(qy0;qx)<� minj2M d(qy0; qxj)= q maxy0: d(y0 ;x)<�=q minj2M d(y0; xj)= q h�=q;X;d(x) :(5.2-5)
Gleichung (3.3.2-1) erh�alt so die Gestalt:�X;�q(x) = �qX;�(qx) � F�(h�;qX;d(qx)) = F�(q h�=q;X;d(x)) :zu Gleichung (5.2-3):F�ur die Norm auf dem native space F�q gilt:jjf jjF�q = (2�)�d Z jvFT(f)(!)j2'q(!) d!= (2�)�d Z jvFT(f)(!)j2'(!=q) qd d!(5.2-6) = (2�)�d Z jvFT(f)(q�)j2'(�) q2d d� Substitution � := 1q !) det @!@� = qd= (2�)�d Z ���q�d vFT(f(x=q))(�)���2'(�) q2dd� mit Gleichung (1.4-3)= jjf(�=q)jjF�



72 5. Ortsabh�angige SkalierungsfunktionenNach Zeile (5.2-6) kann man auch wie folgt weiterrechnen:jjf jjF�q = (2�)�d Z jvFT(f)(q�)j2'(q�) '(q�)'(�) q2d d�� (2�)�d Z jvFT(f)(q�)j2'(q�) d� � q2d sup�2IRd �����'(q�)'(�) �����= (2�)�d Z jvFT(f)(!)j2'(!) d! � qd sup�2IRd �����'(q�)'(�) ����� Substitution ! := q �= (2�)�d jjf jjF� � qd sup�2IRd �����'(q�)'(�) ����� q.e.d.Zusammenfassend l�a�t sich sagen, da� eine `feste Skalierung' fast die selben E�ekte hat wieeine Ver�anderung des Parameters der radialen Basisfunktion. Sie kann somit keine wesentlichneuen Erkenntnisse liefern. Hat X eine `Hauptachsenstruktur', d.h. gibt es eine Basis desIRd, so da� die Koordinaten der xj 2 X bez�uglich dieser Basis gleichm�a�ig verteilt sind, sokann man durch Skalierung und Basiswechsel eine global gleichm�a�ige Verteilung erreichen,ohne da� neue Probleme auftreten.107 �Ahnliches soll nun lokal erreicht werden.1085.3 Auswirkung auf die Wahl der Parameter der radialen Basis-funktionenUm die Parameter geeignet an die St�utzstellenmenge X anzupassen, versucht man, bei denradialen Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager den Tr�ager in die Gr�o�enordnung des mi-nimalen St�utzstellenabstandes dmin(X) zu r�ucken.Genauer formuliert: supp �� = [��; �] = const � [�dmin(X); dmin(X)].Bei den anderen parametrisierten radialen Basisfunktionen kommen analoge �Uberlegungenzum Tragen. Man erh�alt dadurch aus der Grundfunktion �1 f�ur K := 1=dmin(X) jeweils denParameter f�urdie (inverse) multiquadrics zu : � = const �dmin(X)die Gau�ians zu : � = const �1=dmin(X)2die compactly supported functions zu : � = const �dmin(X)den verschobenen Logarithmus zu : � = const �dmin(X)die Sobolew-Splines zu : � = const �1=dmin(X) :(5.3-1)Naheliegenderweise sind die Parameter monoton in dmin(X).107Siehe auch Kapitel 6.1.108Vielleicht f�uhrt hier auch ein `stochastischer' Ansatz weiter: Man kann versuchen, die Varianz der n�ach-sten Abst�ande zweier St�utzstellen zu minimieren.



5.4. Idee: Ortsabh�angige Skalierung der Metrik 735.4 Idee: Ortsabh�angige Skalierung der MetrikDie in Kapitel 3.4 beschriebenen, unerw�unschten Auswirkungen stark inhomogener St�utzstel-lenverteilungen f�ur � 2 TBFd f�uhren zu der �Uberlegung, den Ausdruck jjx� xjjj2 aus Glei-chung (1.1-9) zu manipulieren, in dem man ortsabh�angige Skalierungsfunktionen einbaut:109s(x) := Xj2M cj � ( Q(x)Q(xj) (x� xj); 0 ) + p(x)= Xj2M cj �Q ( x; xj ) + p(x) mit�Q(x; y) := � ( Q(x)Q(y) (x� y); 0 ) :(5.4-1)Dabei ist Q : IRd ! IR>0 eine geeignet zu w�ahlende, stetige Funktion.110 F�ur � 2 MBFdentspricht dies der Verwendung einer Abstandsfunktion dQ(x; y) := Q(x)Q(y) d(x; y) an-stelle der Metrik d. Es ist allerdings nicht o�ensichtlich, f�ur welche Q auch dQ eine Metrikist: dQ ist zwar symmetrisch und, da Q rein positiv ist,111 auch positiv de�nit, doch dieDreiecksungleichung l�a�t sich im allgemeinen nicht nachweisen.112 Das Auftreten von Q alsProdukt in x und xj gew�ahrleistet die Symmetrie der neuen Basisfunktion, also �Q 2 SBFd,und somit der erzeugten Interpolationsmatrix:A�Q = (�Q ( xi; xj ) )i;j2M = (� ( Q(xi)Q(xj) (xi � xj); 0 ) )i;j2M :Die positive De�nitheit der Matrix l�a�t sich nur f�ur wenige der gebr�auchlichen translations-invarianten Basisfunktionen � auf einfache Art nachweisen. Daf�ur, und um zu weiteren Aus-sagen zu gelangen, ben�otigt man die Darstellung von �Q als inverse Fourier-Transformierte:Lemma 5.4-1 (Darstellung von �Q mittels FT�1(�))F�ur �(x; 0) = (d)FT �1('(!))(x) 2 TBFd und �Q(x; y) = � ( Q(x)Q(y) (x� y); 0 ) wie obengilt: �Q(x; y) = (2�)�d (Q(x)Q(y))�d Z ' �(Q(x)Q(y))�1 �� ei �tr (x�y) d� :Beweis: �(x; 0) = (d)FT�1('(!))(x)) �Q(x; y) = � ( Q(x)Q(y) (x� y); 0 )= (2�)�d Z '(!) ei!trQ(x)Q(y) (x�y) d!Substitution � := Q(x)Q(y)! ) det @!@� =  1Q(x)Q(y)!d= (2�)�d (Q(x)Q(y))�d Z ' �(Q(x)Q(y))�1 �� ei �tr (x�y) d� q.e.d.109Hier sei daran erinnert, da� laut Satz 3.2-1 gilt: � 2 TBFd , �(x; y) = �(x� y; 0).110Sie darf nicht mehrere verschiedene Nullstellen haben, weil diese als St�utzstellen jeweils eine Zeile undSpalte der Interpolationsmatrix mit dem Wert �(0; 0) f�ullen w�urden. Die Matrix w�are so nicht invertierbar.Au�erdem werden wir sp�ater durch Q(x) teilen.111Ebensogut kann man auch ein rein negatives Q(x) benutzen.112Die Dreiecksungleichung ist aber nicht wesentlich, vgl. Kap. 3.1 und 3.2.



74 5. Ortsabh�angige SkalierungsfunktionenDiese Vorgehensweise ist n�otig, da der Versuch, den Term ei !trQ(xi)Q(xj) (xi�xj) in ein Produktder Form ei !tr ai e�i !tr aj mit ai 2 Cd zu zerlegen, f�ur nichttriviale F�alle scheitern mu�. Dasbelegt die folgende �Uberlegung: Mit der Abk�urzung qi := Q(xi) > 0 folgt aus dem Ansatzai � aj = qiqj (xi � xj) 8 i; j 2Mdurch Subtraktion 8 i; j; k 2M :(ai � aj)� (ai � ak) = qiqj (xi � xj)� qiqk (xi � xk)) ak � aj = qiqj xi � qiqj xj � qiqk xi + qiqk xkmit ak � aj = qkqj xk � qkqj xj laut Ansatz) (qi � qk)qj xj = (qj � qk)qi xi + (qi � qj)qk xkIm allgemeinen sind die Gewichte qi paarweise verschieden. Die letzte Gleichung besagt dann,da� jeweils drei St�utzstellen linear abh�angig sind, die St�utzstellenmenge X also g�anzlichinnerhalb einer Ebene liegt. F�ur Dimensionen d > 2 ist das eine unhaltbare Forderung.5.5 Geeignete Arten radialer BasisfunktionenIn diesem Kapitel wird gezeigt, da� sich die � 2 TBFd mit einer richtungshomogenen verall-gemeinerten Fourier-Transformierten f�ur die in Kapitel 5.4 geschilderte Idee eignen. Es seiIR� := IR n f0g, IRd� := IRd n f0g, C� := C n f0g und Cd� := Cd n f0g.Lemma 5.5-1f(a z) � f(b z) = f(ab z) � f(z) 8 a; b 2 IR�; z 2 Cd� mit f(z) 6= 0(5.5-1) ) f (ar z) =  f(a z)f(z) !r f(z) 8 r 2 IR; a 2 IR�; z 2 Cd� mit f(z) 6= 0Beweis:F�ur r 2 lN0 ist folgende vollst�andige Induktion m�oglich:Induktionsanfang: F�ur r = 0 ist die Aussage trivial.Induktionsschritt: r 7! r + 1:Nach Induktionsvoraussetzung gilt f(ar z) = (f(a z)=f(z))r f(z), woraus mit der Funk-tionalgleichung (5.5-4) und der Voraussetzung f(z) 6= 0 folgt: f(ar+1 z) = f(a ar z) =f(a z) f(ar z) = f(z) = f(a z) (f(a z)=f(z))r f(z) = f(z) = (f(a z)=f(z))r+1 f(z). 2F�ur r 2 �lN benutzt man die Substitution a 7! 1=a und betrachtet (1=a)�r. So �ubertr�agtsich die Aussage f�ur r 2 lN0 auf diesen Fall, und somit auf ganz ZZ.2F�ur r = p=q 2 Q, q 2 lN, p 2 ZZ betrachtet man die q-te Potenz der Aussage und erh�altmit dem Ergebnis f�ur rq = p 2 ZZ: ( f(ar z)=f(z) )q f(z) = f((ar)q z) = (f(a z)=f(z))p f(z).K�urzen mit f(z) und Ziehen der q-ten Wurzel liefert f(ar z)=f(z) = (f(a z)=f(z))p=q. Diesist die Behauptung f�ur r 2Q. 2Da die Potenzierung mit r stetig ist, und auch f nach Voraussetzung stetig ist, kann manvon Q auf IR schlie�en.2 q.e.d.



5.5. Geeignete Arten radialer Basisfunktionen 75De�nition: richtungshomogene FunktionEine richtungshomogene Funktion ist eine reellwertige Funktion f : Cd ! IR genau dann,wenn gilt:8 � 2 Cd; jj�jj = 1 9 �(�) 2 IR : r 2 IR� ^ z 2 IR� � � ) f(rz) = r�(�) f(z) :(5.5-2)Dabei spielt � die Rolle einer Richtung im IRd, und IR� � � ist die punktierte Gerade ineben dieser Richtung. Falls �(�) konstant ist, erh�alt man den bekannten Fall der homogenenFunktionen. F�ur f(�) = 0 ist �(�) nicht eindeutig bestimmt.Satz 5.5-2 (Charakterisierung richtungshomogener Funktionen)Sei eine stetige Funktion f : Cd ! IR gegeben. Dann gilt:f ist richtungshomogen, 9 eg : IR� Cd ! IR [ i IR :8 a; b 2 IR�; z 2 Cd� : f(ab z) = eg(a; z) � eg(b; z):(5.5-3)Beweis:`)': F�ur (u; v) 2 IR�Cd� de�niere man die Funktioneg(u; v) := u�( 1jjvjjv )qf(v) ;wobei p� der Zweig der komplexen Wurzel sei, f�ur den f 2 IR�0 ) pf 2 IR�0und f 2 IR<0) pf = ip�f 2 i IR>0 gilt. Daher gilt f�ur beliebige f 2 IR: qf 2 IR [ i IR. �(�) existiertnach Voraussetzung.113 Dann folgt 8 a; b 2 IR�; z 2Cd�:eg(a; z) � eg(b; z) = a�( 1jjzjj z)qf(z) � b�( 1jjzjj z)qf(z)wegen b; �(�); f(z) 2 IR= (ab)�( 1jjzjjz) f(z)laut (5.5-2) mit r := ab; � := 1jjzjjz= f((ab) z) :`(': Es gilt 8 a; b 2 IR�; z 2 Cd� die Funktionalgleichungf(a z) � f(b z) = f(a � 1 � z) � f(1 � b � z)= eg(a; z) eg(1; z) � eg(1; z) eg(b; z) zweimal (5.5-3)= eg(a; z) eg(b; z) � eg(1; z) eg(1; z)= f(ab z) � f(1 � 1 z) zweimal (5.5-3)= f(ab z) � f(z) :(5.5-4)
Sollte f(z) = 0 sein, so folgt mit b := a f�ur a 2 IR�: f(a z)2 = f(a2 z) � f(z) = 0. Dasbedeutet, da� f(a z) = 0 gilt und somit f entlang der ganzen punktierten Geraden IR� � zverschwindet, also in Richtung z richtungshomogen ist. Sei nun also f(z) 6= 0 vorausgesetzt.Dann ist f(�) 6= 0 8 � 2 IR� � z, also sind alle Faktoren in obiger Gleichung ungleich Null.113F�ur u = 0 sei u�(�) := 1 wie �ublich.



76 5. Ortsabh�angige SkalierungsfunktionenDas Lemma 5.5-1 wendet man nun auf die Funktionalgleichung (5.5-4) an. Dabei wird adurch e und r durch ln r ersetzt, wobei ein Zweig des komplexen Logarithmus zu verwendenist.114 So folgt 8 r 2 IR�; z 2 Cd�:f (r z) =  f(e z)f(z) !ln r f(z) = eln f(e z)f(z) �ln r f(z)= �eln r�ln f(e z)f(z) f(z) = re�(z) f(z) ;wobei e�(z) := ln f(e z)f(z) gesetzt wurde. Es bleibt noch die Betragsunabh�angigkeit von e� |also e�(z) = e�(�) f�ur � := 1jjzjj z | zu zeigen: Mittels der Funktionalgleichung (5.5-4) ergibtsich, da f(z) 6= 0 vorausgesetzt wurde:f(e z) � f(�) = f(e jjzjj �) � f(�) = f(e �) � f(jjzjj �) = f(e �) � f(z)) e�(z) = ln f(e z)f(z) = ln f(e �)f(�) = e�(�) :Es ist also nun unter den genannten Voraussetzungen die Gleichung (5.5-2) bewiesen:� := 1jjzjjz ^ �(�) := ln f(e �)f(�) ) f(r z) = r�(�) f(z) : q.e.d.Bemerkung:Aus Gleichung (5.5-3) f(ab z) = eg(a; z) � eg(b; z) folgt, falls f und eg(a; �) als inverse Fourier-Transformierte darstellbar sind, d. h. f = FT�1(f̂) und eg(a; z) = FT�1( eG(a;!))(z) f�ura; b 6= 0 die Umformung:1jabjd FT�1 �f̂ � 1ab!�� (z)= FT�1(f̂)(ab z) laut Gleichung (1.4-4)= f(ab z) = eg(a; z) � eg(b; z)= FT�1( eG(a;!))(z) � FT�1( eG(b;!))(z)= FT�1( eG(a;!))(z) � FT�1( eG(b;�!))(z) laut Satz 1.4-5= (2 �)�d FT�1( eG(a;!) � eG(b;�!))(z) laut Satz 1.4-9.Das hei�t, da� Gleichung (5.5-3) unter diesen Voraussetzungen aus der Faltungsgleichung1jabjd f̂ � 1ab�� = (2 �)�d eG(a;!) � eG(b;�!)(�)hergeleitet werden kann.114Das bedeutet nichts anderes, als da� man f�ur r < 0 mit ln jrj+i � arbeitet.



5.5. Geeignete Arten radialer Basisfunktionen 77Nun ist es sinnvoll, unseren Begri� der `Symbol-Funktion SymX;c(!)' zu erweitern:De�nition: erweiterte Symbol-Funktion SymX;c;E(!)Die erweiterte Symbol-Funktion SymX;c;E(!) eines Funktionals �X;c 2 PFd zum Transfor-mationskern E : IRd � IRd !C; (!; x) 7! E(!; x) seiSymX;c;E(!) := �xX;c(E(!; x)) = Xj2M cj E(!; xj) :F�ur den speziellen Transformationskern E0(!; x) := ei !trx der Fourier-Transformation giltSymX;c;E0 = SymX;c .Zerf�allt ein Transformationskern E in das Produkt E(!; x) = F (!; x) ei!trx, so ergibt sichmit eci(!) := ci F (!; xi) f�ur i 2 M der folgende Zusammenhang mit der bekannten Symbol-Funktion: SymX;c;E(!) = SymX;ec(!)(!) :Satz 5.5-3Sei �(x; 0) = (d)FT�1('(!))(x) 2 TBFd und ' richtungshomogen.115 Weiter gelte '(!) 6= 0auf einer Nicht-Nullmenge des IRd. Sei Q : IRd ! IR>0 stetig. Dann ist A�Q positiv de�nitbzw. �Q 2 BPD(0).Beweis:Zu zeigen ist, da� das Nachweisverfahren f�ur positive De�nitheit von � 2 TBFd aus Kapi-tel 3.2.1, Gleichung (3.2.1-1) f�ur A�Q funktioniert.Seien M , X und c beliebig vorgegeben. Da ' nach Voraussetzung richtungshomogen ist,gibt es nach Satz 5.5-2, angewandt auf den reellen De�nitionsbereich IRd, eine Funktioneg : IR� � IRd� ! IR [ i IR mit '(ab �) = eg(a; �) � eg(b; �). F�ur alle x 2 IRd existiert nachVoraussetzung Q(x)�1. Somit kann man f�ur i; j 2M folgern:' �Q(xi)�1Q(xj)�1 � � = eg �Q(xi)�1; � � � eg (Q(xj)�1; � ) :(5.5-5)W�ahrend der Rechnung ergibt sich der TransformationskernE(�; x) := Q(x)�d eg �Q(x)�1; � � ei �tr x :(5.5-6)Wie oben schon erw�ahnt, folgt:eci(�) := ciQ(xi)�d eg �Q(xi)�1; � � f�ur i 2M) SymX;c;E(!) = SymX;ec(�)(!) :Analog zur Umformung (3.2.1-1) rechnet man nun:ctrA�Q c = Xi;j2M cicj �Q(xi; xj) mit Lemma 5.4-1= (2�)�d Xi;j2M Z cicj (Q(xi)Q(xj))�d ' �(Q(xi)Q(xj))�1 �� ei �tr (xi�xj) d�wegen Q(xj) 2 IR und Gleichung (5.5-5)= (2�)�d Z Xi;j2M ciQ(xi)�d eg �Q(xi)�1; � � ei �tr xi� cj Q(xj)�d eg (Q(xj)�1; � ) ei �tr xj d� :115Laut Satz 3.2-4 ist ' reellwertig.



78 5. Ortsabh�angige SkalierungsfunktionenMit E(�; x) = Q(x)�d eg (Q(x)�1; � ) ei �tr x folgt:ctrA�Q c= (2�)�d Z Xi;j2M ciE(�; xi) cj E(�; xj) d�= (2�)�d Z SymX;c;E(�) SymX;c;E(�) d� = (2�)�d Z ���SymX;ec(�)(!)���2 d�� 0 :Dieser Term kann f�ur ein c 2 CN nur zu 0 werden, wenn die Symbol-Funktion SymX;ec(�)(!)auf ganz IRd verschwindet. Im Ausdruck eci(�) = ciQ(xi)�d eg (Q(xi)�1; � ) ist der WertQ(xi)�d a priori ungleich Null. eg (Q(xi)�1; � ) spiegelt im wesentlichen das Verhalten derFourier-Transformierten von � wieder, so da� sich die Argumentation aus Satz 3.2.1-1 �uber-tragen l�a�t. Es folgt so aus der Voraussetzung `'(!) 6= 0 auf einer Nicht-Nullmenge des IRd 'die Behauptung ctrA�Q c > 0. q.e.d.Satz 5.5-4Von den `klassischen' radialen Basisfunktionen der Tabelle 1 sind nur die Fourier-Transfor-mierten der polynomials und thin plate splines richtungshomogen.Beweis:`)': Die Fourier-Transformierten sind homogene Polynome, siehe Tabelle 1.`(': Der Beweis erfolgt analog zu Satz 5.2-2. q.e.d.Diese Ergebnisse schlie�en nicht die Verwendung von � 2 TBFd aus, deren positive De�ni-theit sich nur mit anderen Methoden zeigen l�a�t.5.6 Betrachtung des InterpolationsfehlersAnalog zu Satz 3.2.2-1 und Korollar 3.2.2-2 ergibt sich mit Lemma 5.4-1:Satz 5.6-1 (Integraldarstellung der Kriging-Funktion f�ur �Q)Sei �(x; 0) = (d)FT �1('(!))(x) 2 TBFd und ' richtungshomogen. Sei wie im ganzen Ka-pitel �Q(x; y) = � ( Q(x)Q(y) (x� y); 0 ). Sei eg : IR� � IRd� ! IR [ i IR mit '(ab �) =eg(a; �) � eg(b; �) laut Satz 5.5-2 und u(x) die L�osung von (2.6-2) bzw. (2.9-1). Sei wie in Glei-chung (5.5-6) E(�; x) = Q(x)�d eg (Q(x)�1; � ) ei �tr x. Dann gilt f�ur die auf Seite 28 de�nierteKriging-Funktion:�2X;�Q(x) = (2�)�d Z '(!) ���gX;eui(x;�)(x; !)���2 d! :Beweis: Q�Q(u;�Q(x;X);�Q(x; x)) mit Gleichung (3.1.2-2)= Xi;j2M uiuj �Q(xi; xj) � Xi2M ui�Q(xi; x) � Xj2M uj �Q(x; xj) + �Q(x; x)



5.6. Betrachtung des Interpolationsfehlers 79Mit Lemma 5.4-1 folgt:(2�)d Q�Q(u;�Q(x;X);�Q(x; x))= Xi;j2M uiuj (Q(xi)Q(xj))�d Z ' �(Q(xi)Q(xj))�1 �� ei �tr (xi�xj) d�� Xi2M ui (Q(xi)Q(x))�d Z ' �(Q(xi)Q(x))�1 �� ei �tr (xi�x) d�� Xj2M uj (Q(x)Q(xj))�d Z ' �(Q(x)Q(xj))�1 �� ei �tr (x�xj) d�+ (Q(x)Q(x))�d Z ' �(Q(x)Q(x))�1 �� ei �tr (x�x) d�mit '(ab �) = eg(a; �) � eg(b; �)= Xi;j2M uiQ(xi)�duj Q(xj)�d Z eg �Q(xi)�1; �� ei �tr xi eg (Q(xj)�1; �) ei �tr xj d�� Xi2M uiQ(xi)�dQ(x)�d Z eg �Q(xi)�1; �� ei �tr xi eg (Q(x)�1; �) ei �tr x d�� Xj2M ujQ(xj)�dQ(x)�d Z eg �Q(x)�1; �� ei �tr x eg (Q(xj)�1; �) ei �tr xj d�+ Q(x)�2d Z eg �Q(x)�1; �� ei �tr x eg (Q(x)�1; �) ei �tr x d�Mit E(�; x) = Q(x)�d eg (Q(x)�1; � ) ei �tr x folgt weiter:Q�Q(u;�Q(x;X);�Q(x; x))= (2�)�d Z 0@ Xi;j2M uiE(�; xi) uj E(�; xj) � Xi2M uiE(�; xi) E(�; x)� Xj2M E(�; x) uj E(�; xj) + E(�; x) E(�; x)1CA d�= (2�)�d Z  Xi2M uiE(�; xi) � E(�; x)! � 0@Xj2M uj E(�; xj) � E(�; x)1A d�= (2�)�d Z �����Xi2M uiE(�; xi) � E(�; x)�����2 d�= (2�)�d Z ���SymX;u;E(�) � E(�; x)���2 d� :Nun setzt man den Vektor u(x) f�ur u ein, um �2X;�Q(x) zu erhalten. q.e.d.



80 5. Ortsabh�angige Skalierungsfunktionen5.7 Konkrete Auswahl einer Funktion QEin m�oglicher Ansatz, eine Funktion Q auszuw�ahlen, besteht darin, sich als Ziel1 � dQ;min(X) � D mit D > 1vorzugeben.116 Dieses Ziel ist durch die VorgabenQ(xi) � vuut 1mink 6=i d(xk; xi) = maxk 6=i s 1d(xk; xi)Q(xi) � vuuut Dmaxk 6=i d(xk; xi) = mink 6=i s Dd(xk; xi)erreichbar, denn aus ihnen folgt f�ur i 6= j:dQ(xi; xj) = Q(xi)Q(xj) d(xi; xj)8>>>>><>>>>>: � s 1d(xj; xi) s 1d(xi; xj) d(xi; xj) = 1� s Dd(xj; xi) s Dd(xi; xj) d(xi; xj) = D :Aus den Werten fQ(xi)gi2M konstruiert man dann die ganze Funktion Q(x). Dabei ist si-cherzustellen, da� �uberall Q(x) > 0 gilt. Entscheidet man sich f�ur eine Interpolation mitradialen Basisfunktionen, so mu� man sich f�ur � 2 BPD(0) entscheiden, da sonst die Poly-nombedingung Pi2M ci � 1 = 0 negative Koe�zienten ci erzwingt. Diese k�onnen zu Nullstellenvon Q f�uhren.Benutzt man ein � > 0 mit �� 2 BPD(0), das im Verh�altnis zu dmin(X) hinreichendschnell f�allt, so erreicht man cj > 0 f�ur alle Koe�zienten. Als Summe von lauter positivenSummanden ist dann auch die Interpolante positiv.5.8 Implementation, Aufwand und experimentelle ErgebnisseEine m�ogliche Implementation ist die folgende:PROCEDURE CalculateInterpolantQInput: X : St�utzstellenmenge� : Basisfunktion f�ur die Hauptinterpolante�0 : Basisfunktion f�ur die Skalierungsfunktion Qd : Ausgangsmetrik, z. B. d2fpkg: Basis des IPdmVec : vorgegebene St�utzwerteOutput: s : Interpolantefor i 2M do qi := (mink 6=i d(xk; xi))�1=2 AwZ = O(N2)Q := Interpolante zu (qi) mit �0 � d2 auf XAwZ(Aufstellen und L�osen des Interpolationssystemes) = O(N3)dQ(x; y) := Q(x)Q(y) d(x; y) es folgt: AwZ(eine Auswertung von dQ) = O(2N)116Statt 1 kann man nat�urlich auch jede andere positive Konstante verwenden.



5.8. Implementation, Aufwand und experimentelle Ergebnisse 81s := Interpolante zu Vec mit � � dQ auf XAwZ(Aufstellen der Interpolationsmatrix) = O(N2)AwZ(Auswertung von dQ) = O(N3)AwZ(L�osen des Interpolationssystemes) = O(N3)end of procedureDie Aufwandsangaben folgen aus Satz 5.1-1. Der Zeitaufwand f�ur die Erstellung der In-terpolante s steigt im Vergleich zum Standardverfahren um einen festen Faktor. Leiderist der Aufwand f�ur die Auswertung der Interpolante um eine Gr�o�enordnung gewachsen:AwZ(Auswertung s) = O(N) AwZ(Auswertung dQ) = O(N2). Das ist zu gro� f�ur viele An-wendungszwecke, zumal die im folgenden pr�asentierten experimentellen Ergebnisse nichtbeeindrucken.
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xWendland-�3;1-InterpolanteParameter c = 12dQ;min(X) = 12,�(A�) � 15:7, �(A�) � 4:43 � 10�3,cond2;2(A�) � 3:55 � 103Die Graphiken wurden mit PlotRangeVec = All; erstellt.Abbildung 16: Interpolation der `Wellen-Funktion' mit einer ortsabh�angigen Skalierungs-funktionBemerkungen zu Abbildung 16:Der Graph hat besonders im achen Teil zu wenig �Ahnlichkeit mit der vorgegebenen Bei-spielfunktion aus Abbildung 8. Auch die Kondition der Interpolationsmatrix, die bei derdirekten Interpolation mit der Wendland-�3;1-Funktion 1:89 � 103 betragen hat, hat sich fastverdoppelt. Man mu� also feststellen, da� sich der immense Rechenaufwand f�ur das Auf-stellen der Hauptinterpolationsmatrix mit O(N3) und die Berechnung der Graphik117 nichtlohnt.
117 Die Berechnung der Graphik ben�otigte bei gut 50% CPU-Quota ca. 2 Stunden. Genauere Aussagensind auf einem Multiusersystem nicht m�oglich.



82 5. Ortsabh�angige Skalierungsfunktionen
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xWendland-�3;1-InterpolanteParameter c = 12dQ;min(X) = 12,�(A�) � 20:8, �(A�) � 3:25 � 10�3,cond2;2(A�) � 6:40 � 103Die Graphiken wurden mit PlotRangeVec = All; erstellt.Abbildung 17: Interpolation der `Mexican-Hat-Funktion' mit einer ortsabh�angigen Skalie-rungsfunktionBemerkungen zu Abbildung 17:Dieses Ergebnis ist noch weniger befriedigend als das vorige. Der Graph hat mit der vorgege-benen Funktion nicht mehr viel gemein, sondern f�uhrt vielmehr sein `Eigenleben', von dem ernur an den St�utzstellen zur Erf�ullung der Interpolationsbedingung abl�a�t.118 Die Konditionder Hauptinterpolationsmatrix wuchs im Vergleich zum direkten Ansatz von 2:14 � 103 auf6:40 � 103 an, hat sich also fast verdreifacht.

118Hier wurden sogar ca. 4 1/2 Stunden Rechenzeit f�ur die Erstellung der Graphik ben�otigt, da #X mit47 fast doppelt so gro� wie im vorhergehenden Beispiel ist. Kompliziertere Funktionen als Wendland-�3;1k�onnen den Aufwand sehr leicht nochmals verdoppeln.



836 Transformation von Metriken6.1 Spezielle Variation der 2-MetrikWie am Ende von Kapitel 5.2 schon angedeutet wurde, kann man eine `Hauptachsenstruktur'von X ausnutzen, um die St�utzstellenmenge zu entzerren Dort wurde die Idee eines Basis-wechsels angedacht. Man kann diese `Hauptachsenstruktur' aber auch verwenden, indemman die 2-Metrikd2(x; y) = jjx� yjj2 = q(x� y)tr (x� y)durch eine elliptische Metrik dE ersetzt:dE(x; y) := jjx� yjjE := q(x� y)trE (x� y) ;wobei E eine positiv de�nite, selbstadjungierte Matrix ist. Die Eigenvektoren der Matrixseien dabei in Richtung der `Hauptachsen' vonX gerichtet,119 die entsprechenden Eigenwerteseien Streckfaktoren, die die `Punktdichten' in der jeweiligen Richtung angleichen, etwa auf 1normieren. Mit dem Hauptachsentransformationssatz 1.5-3 konstruiert man sich sodann eine`Wurzel' aus E, d. h. eine positiv de�nite, selbstadjungierte Matrix W , f�ur die W trW = Egilt. Dazu stellt man E dar als E = P trD2 P mit einer Diagonalmatrix D2 und einerunit�aren Matrix P . Die Diagonalelemente von D2 sind laut Satz 1.5-4 positiv. Daher kannman die `Wurzel' D aus D2 de�nieren als die Diagonalmatrix, die die positiven Wurzeln derElemente vonD2 enth�alt. Setzt man nunW := P trDP , so giltW trW = P trDtr P P trDP =P trDtrDP = P trD2 P = E. Dadurch erkennt man:dE(x; y)2 = (x� y)trE (x� y) = (W (x� y))tr (W (x� y))= jjW (x� y)jj22 = jjW x � W yjj22 = d2(W x; W y)2 :Man hat also wieder die alte 2-Metrik, aber bez�uglich einer anderen Basis. Um nun eineneue Theorie zu erhalten, l�a�t man die Matrizen W und E vom Ort abh�angen:120dE(x;y)(x; y) = d2(W (x; y) x; W (x; y) y) :Entsprechend h�angen auch P und D nun vom Ort ab: W (x; y) = P (x; y)trD(x; y)P (x; y)und E(x; y) = P (x; y)trD(x; y)trD(x; y)P (x; y). Damit die wohlbekannten � 2 RBFd wei-terverwendbar sind, insbesondere also die Interpolationsmatrix A� selbstadjungiert bleibt,mu� dE(x;y)(x; y) = dE(y;x)(y; x) gelten, woraus folgt:(x� y)trE(x; y) (x� y) = (y � x)trE(y; x) (y � x)= (x� y)trE(y; x) (x� y) :Daher m�ussen sowohl E(x; y) und W (x; y) als auch P (x; y) und D(x; y) symmetrisch in xund y sein. Sie d�urfen aber nicht linear in ihren Argumenten x und y sein,121 weil dadurch diepositive De�nitheit der Operatoren E(x; y) und D(x; y) verloren ginge. Allgemeiner sollten119Hier setzt man voraus, da� die `Hauptachsen' von X senkrecht aufeinander stehen. Sollte das nicht derFall sein, so schaltet man noch einen Projektionsoperator vor das gesamte Verfahren, der die `Hauptachsen'von X auf eine Orthonormalbasis transformiert. Da der Projektionsoperator die Norm 1 hat, hat er keinenegativen Ein�usse. Man kann diesen Projektionsoperator dann mit der weiter unten de�nierten unit�arenMatrix P zusammenfassen.120Im allgemeinen wird dE(x;y)(x; y) nun keine Metrik mehr sein.121(x; y; z) 7!W (x; y) z w�are dann eine tri lineare Abbildung.



84 6. Transformation von Metrikensie als Funktionen von x und y keinen ungeraden Anteil enthalten. Damit entf�allt insbeson-dere der zun�achst einleuchtende `Mittelwertansatz' E(x; y) b=E(12(x + y)). Eventuell f�uhrtf�ur D(x; y) ein Ansatz mit gerader Abh�angigkeit von den Komponenten der Vektoren x undy und f�ur P (x; y) ein Ansatz als (stetig) parametrisierter Projektionsoperator weiter. AlsBeispiel f�ur D(x; y) seien genannt: Eine quadratische FormelD(x; y) := Diag � �jjxjj2+ jjyjj2� � ��; � = 1; : : : ; d �und eine Formel nach `inverse-multiquadric-Art'D(x; y) := Diag��1 + �jx� � hp�j2+ jy� � hp�j2+c2���1=2� � �� ; � = 1; : : : ; d� ;wobei hp ein `H�aufungspunkt' von X und �, c Parametervektoren seien. Dieser Ansatz sollhier nicht weiter untersucht werden.6.2 Der Metrik vorgeschaltete Transformationen6.2.1 Idee: `Dekumulieren' der St�utzstellen durch Transformation des RaumesUm die lokale Anh�aufungen von St�utzstellen zu entzerren, kann man in Betracht ziehen, derInterpolation eine Transformation des Raumes vorzuschalten. Diese Transformation soll alsozu kleine Abst�ande vergr�o�ern oder zu gro�e Abst�ande verkleinern. Legt man dem Ansatzeine gew�ohnliche, homogene Metrik zu Grunde (z. B. die 2-Metrik), so ist klar, da� einelineare Transformation die gew�unschte Entzerrung nicht bewirken kann. Im folgenden werdennun Mindestanforderungen an die Transformation aufgestellt und Beispiele angegeben.De�nition: transformierte MetrikAls transformierte Metrik dT zu einer gegebenen Metrik d : V �V ! IR�0 auf einem linearenRaum V und einer injektiven Abbildung T : V ! V bezeichnet man die AbbildungdT : V � V ! IR�0; (x; y) 7! dT (x; y) := d(T x; T y ) :Der folgende Satz zeigt, da� die Bezeichnung `Metrik' zutre�end ist.Satz 6.2.1-1Sei V ein linearer Raum und d eine Metrik auf V . Dann gilt:dT = d � T ist eine Metrik , T : V ! V ist injektiv :Beweis:`)': Angenommen, T ist nicht injektiv.) 9 x; y 2 V : x 6= y ^ T x = T y) dT (x; y) = d(T x; T y ) = 0) Widerspruch zur Voraussetzung, da� dT eine Metrik ist.`(':� dT ist symmetrisch: Folgt aus der Symmetrie von d.� dT ist positiv: Folgt aus der Positivit�at von d.



6.2. Der Metrik vorgeschaltete Transformationen 85� dT ist de�nit: dT (x; y) = 0, d(T x; T y ) = 0, T x = T y d ist de�nit, x = y T ist injektiv.� dT erf�ullt die Dreiecksungleichung:dT (x; y) = d(T x; T y )� d(T x; T z ) + d(T z; T y ) d ist Metrik= dT (x; z) + dT (z; y) : q.e.d.Ab jetzt wird davon ausgegangen, da� T injektiv ist. Das hat den Vorteil, da� mit demletzten Satz f�ur � = � � d 2 MBFd folgt: � � T = � � d � T = � � dT 2 MBFd. DieInjektivit�at von T verhindert weiterhin, da� aus einer zul�assigen St�utzstellenmenge X eineMenge T (X) wird, die mehrere gleiche Punkte enth�alt. Falls au�erdem auch T (X) wiederIPdm-unisolvent ist,122 gilt:9 eA��1 ) 9 ( eA��T )�1 :(6.2.1-1)Auch alle anderen bekannten S�atze �ubertragen sich.1236.2.2 ImplementationIn diesem Kapitel wird die Verringerung zu gro�er Abst�ande durch eine injektive Entzer-rungstransformation T betrachtet. Dabei sind zwei Ans�atze zu unterscheiden:� Ansatz 6.2.2-(A): Unbeschr�ankte Transformationen T : IRd ! IRd.� Ansatz 6.2.2-(B): Beschr�ankte Transformationen T : IRd ! Bd(0; 1),wobei Bd(0; 1) :=f x 2 IRd : d(0; x) � 1 g die abgeschlossene Einheitskugel zur Metrik d bezeichnet.Dementsprechend gilt 8 x; y 2 IRd : dT (x; y) � 2.Die Beschr�ankung auf die Einheitskugel als Bildmenge von T ist f�ur die oben eingef�uhrtenparametrisierten Basisfunktionen m�oglich. Unparametrisierte Basisfunktionen, wie z. B. diethin plate splines oder die polynomials, k�onnen den `verf�alschenden' Einu� der Entzer-rungstransformation T nicht ausgleichen. (Es sei daran erinnert, da� diese Basisfunktionenals eindeutige L�osung der Plattengleichung auftreten, und nichtlineare Operationen dieseEigenschaft zunichte machen.) Andererseits sind die beiden genannten Typen von radialenBasisfunktionen diejenigen, die am wenigsten `allergisch' auf inhomogene St�utzstellenvertei-lungen reagieren. Deswegen und wegen der gro�en Vorteile bei der Auswertung sollte dasVerfahren nur auf Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager oder `quasi-kompaktem' Tr�ager,wie etwa Gau�ians und inverse multiquadrics, angewandt werden.Es ist nicht nur mit unwirtschaftlich hohem Aufwand verbunden, eine injektive Entzerrungs-transformation T mittels d-facher, d-variater Interpolation zu erzeugen, man kann so auch122Nat�urlich ist diese Bedingung f�ur m = 0 leer.123Insbesondere gilt das f�ur die S�atze �uber Fehler- und Konditionsabsch�atzung aus den Kapiteln 3.3.2und 3.3.3.



86 6. Transformation von Metrikendie geforderten Eigenschaften nur �au�erst schwer garantieren. Daher sollte man T `per Hand'konstruieren, z. B. nach dem im folgenden beschriebenen Ansatz.Die St�utzstellenmenge X habe einen `H�aufungspunkt'124 hp, d.h. eine Stelle hp, um dieherum h�;X;d(x) besonders gering ist. Damit ist zwar auch der Fehler hier gering, aber dieKondition von A� unn�otig hoch, da der globale Wert dmin(X) von dieser Region bestimmtwird. Um diese Anh�aufung zu entzerren, liegt ein AnsatzThp(x) := T0(x� hp)(6.2.2-1)mit den EigenschaftenT0(0) = 0; jjT0(x)jj � O ( jjxjj ) f�ur jjxjj ! 1(6.2.2-2)und der Richtungsableitung@ jjT0(x)jj@(x= jjxjj) > 0 8 x 6= 0(6.2.2-3)nahe. Diese Bedingungen besagen, da� jjT0(x)jj in alle Richtungen streng monoton, aberh�ochstens linear w�achst. Falls T0 auch noch die Richtung beibeh�alt, alsoT0(x)jjT0(x)jj = xjjxjj 8 x 6= 0gilt, ist die Injektivit�at von T0, und damit von Thp , leicht nachweisbar. Ein beschr�ankter,radialer Ansatz f�ur T0 istT0(x) := xjjxjj+1 ;ein nur teilweise beschr�ankter, der ein richtungsabh�angiges `H�aufungsverhalten' ber�ucksich-tigt, ist f�ur d = 2 z. B.T0(x) := ���x2(1)���+5 ���x3(2)���2 ���x2(1)���+ ���x2(2)���+1 � xjjxjj f�ur x 6= 0; 0 sonst.Gibt es mehrere `H�aufungspunkte' hp1; : : : ; hpn von X, so kann man eine konvexe Linear-kombination aus den zugeh�origen Metriken dThp1 ; : : : ; dThpnbenutzen.125 Als Koe�zientender konvexen Linearkombination bieten sich die baryzentrischen Koordinaten des aktuellenx bez�uglich der n�achsten d+ 1 `H�aufungspunkte' hpi an.124Wenn es keinen solchen `H�aufungspunkt' gibt, ist die St�utzstellenverteilung homogen, und das Verfah-ren obsolet. Gibt es mehrere H�aufungspunkte, so kann man auf das Verfahren f�ur einen `H�aufungspunkt'aufbauen, wie weiter unten beschrieben wird.125Die mit positiven Faktoren gewichtete Summe von Metriken ist selber wieder eine Metrik.



6.2. Der Metrik vorgeschaltete Transformationen 876.2.3 Experimentelle ErgebnisseAns�atze vom Typ 6.2.2-(B):Zun�achst betrachten wir als Ansatz f�ur die TransformationT0(x) := 2 x1 + jjxjj2 f�ur die `Wellen-Funktion'und T0(x) := x1 + jjxjj2 f�ur die `Mexican-Hat-Funktion'.Da T beschr�ankt ist, ist der Ansatz vom Typ 6.2.2-(B). Er ber�ucksichtigt die Eigenheitender St�utzstellenverteilungen kaum. Der Vorfaktor `2' der ersten Transformation hebt sichdurch die Wahl der Parameter der Basisfunktionen weg, denn dadurch wird die Gr�o�e des`wesentlichen Tr�agers' auch verdoppelt.
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Entzerrte St�utzstellenmenge Thp(X) zur`Mexican-Hat-Funktion'Abbildung 18: Entzerrte St�utzstellenmengen bei vorgeschalteter Typ-(B)-TransformationBemerkungen zu Abbildung 18:Diese entzerrten St�utzstellenmengen m�ussen mit Abbildung 9 verglichen werden. Dabei isteine deutliche Verbesserung erkennbar. Die geometrische Anordnung erscheint deutlich re-gul�arer; besonders die St�utzstellen f�ur die `Wellen-Funktion' sind nahezu auf Kreissegmentenaufgereiht.In Abbildung 9 sind die charakteristischen Parameter der St�utzstellenverteilungen bez�uglichder d2-Norm angegeben. Hier macht es Sinn, ihre Quotienten zu betrachten, da sie einMa� f�ur die Homogenit�at der St�utzstellenverteilung sind. Sie betragen f�ur die `Wellen-Funktion' d2;max(X)=d2;min(X) = 2p2=(1=16) � 45:3 und f�ur die `Mexican-Hat-Funktion'2p2=0:0287 � 98:6. Die Transformation T bewirkt eine deutliche Homogenisierung, in Zah-len: dT;max(X)=dT;min(X) � 1:88=0:103 � 18:3 bzw. 1:172=0:0240 � 48:8. Diese Quotientenwurden also um die Faktoren 2:48 bzw. 2:02 verbessert.



88 6. Transformation von Metriken
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xGau�-Interpolante zur `Wellen-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 8:75, �(A�) � 7:51 � 10�5,cond2;2(A�) � 1:16 � 105
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xGau�-Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 9:32, �(A�) � 2:51 � 10�5,cond2;2(A�) � 3:71 � 105Abbildung 19: Gau�-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(B)-TransformationBemerkungen zu Abbildung 19:Beim Vergleich mit Abbildung 13 f�allt sofort ins Auge, da� nun die Gau�-Interpolante f�urdie `Wellen-Funktion' die Qualit�at einer wesentlich glatteren Interpolante, z. B. der thin-plate-spline-Interpolante, erreicht. Die Kondition der Matrix hat sich nur etwa verdoppelt.Auch die Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion' wurde leicht verbessert, die Konditionsogar fast gedrittelt. Nochmals ist zu betonen, da� der Rechenaufwand nur um einen kon-stanten Faktor gewachsen ist, diese Verbesserungen also in den meisten Anwendungsf�alleneinsetzbar sind.Bemerkungen zu Abbildung 20:Diese Graphik mu� mit Abbildung 14 verglichen werden. Die konventionelle Inverse-Multi-quadric-Interpolante dort war schon sehr gut, trotzdem ist noch eine leichte Gl�attung zuerkennen. Die Kondition der Interpolationsmatrix bleibt in der selben Gr�o�enordnung wieim konventionellen Fall.Bemerkungen zu Abbildung 21:Hier ist die Verbesserung im Vergleich mit Abbildung 15 wieder deutlicher. Die Interpolantezur `Wellen-Funktion' zeigt wesentlich weniger `H�utchen-Charakteristik'. Wiederum bleibtdie Kondition der Interpolationsmatrix in der selben Gr�o�enordnung.
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 38:1,�(A�) � 1:21 � 10�3, cond2;2(A�) � 3:15 � 104
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 206,�(A�) � 8:92 � 10�3, cond2;2(A�) � 2:30 � 104Abbildung 20: inverse-multiquadric-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(B)-Transfor-mation
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 9:64,�(A�) � 4:64 � 10�3, cond2;2(A�) � 2:08 � 103
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 10:6,�(A�) � 7:50 � 10�3, cond2;2(A�) � 1:14 � 103Abbildung 21: Wendland-�3;1-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(B)-Transformation



90 6. Transformation von MetrikenAns�atze vom Typ 6.2.2-(A):Nun betrachten wir als Ansatz f�ur die TransformationT0(x) := xjjxjj2 6 ld (1 + jjxjj2) f�ur die `Wellen-Funktion' undT0(x) := (x1; 2x2)trqx21 + (2x2)2 � 5 + ld qx21 + (2x2)2 � f�ur den `Mexican-Hat'.Dabei seien xjjxjj2 und �ahnliche Ausdr�ucke f�ur x = 0 zu Null gesetzt, und der Logarithmuswerde dann nicht ausgewertet. Da diese T0 unbeschr�ankt sind, ist der Ansatz vom Typ6.2.2-(A). Er ber�ucksichtigt die `ungef�ahre Radialit�at' der St�utzstellenverteilungen, indemz. B. die zweite Transformation nur von (x1; 2x2)tr abh�angt. Vor allem aber wird die expo-nentielle Anh�aufung der St�utzstellen | der Abstand des wiederholten Verteilungsmusterszum H�aufungspunkt wird von Level zu Level halbiert | durch den Logarithmus-Term starkausgeglichen, wie die detaillierte Aufstellung unten zeigt.Da der Streckfaktor des normierten Richtungsvektors sein Vorzeichen nicht wechseln darf,126mu� dem Logarithmus-Term eine Konstante beigef�ugt werden. Bei der `Wellen-Funktion' istdies die `1' als Nullstelle von ld im Argument, bei der `Mexican-Hat-Funktion' ist dies dieau�en addierte `5', die den extremsten negativen Wert des Logarithmus ausgleichen mu�.Allgemein hat diese Konstante also die Form max(0;� ld dmin(X)) mit der jeweils benutztenMetrik d.
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Entzerrte St�utzstellenmenge Thp(X) zur`Mexican-Hat-Funktion'Abbildung 22: Entzerrte St�utzstellenmengen bei vorgeschalteter Typ-(A)-Transformation126Die Transformation T0 w�urde dann die St�utzstellen nicht mehr bijektiv abbilden, wodurch Gleichung(6.2.1-1) verletzt w�urde.



6.2. Der Metrik vorgeschaltete Transformationen 91Bemerkungen zu Abbildung 22:Wiederum m�ussen die entzerrten St�utzstellenmengen mit Abbildung 9 verglichen werden.Dabei ist bei der `Mexican-Hat-Funktion' eine noch deutlichere Verbesserung als beim vori-gen Ansatz in Abbildung 18 erkennbar.� F�ur die `Wellen-Funktion' wird so aus f 2n � d2;min(X) gn=0; :::; 5 = f 0.0625, 0.125, 0.25,0.5, 1.0, 2.0 g die Folge f 6 ld (1 + 2n � d2;min(X)) gn=0; :::; 5 = f 0.525, 1.02, 1.93, 3.51,6.0, 9.51 g. F�ur einen Vergleich besser geeignet ist die Folge der Quotienten der auf-einander folgenden Werte: aus f 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0 g wird f 1.94, 1.89, 1.82, 1.71,1.58 g. Daran sieht man, da� vor allem gro�e Abst�ande reduziert werden. Die charak-teristischen Parameter der St�utzstellenverteilungen bez�uglich der dT -Norm betragennun dT;max(X)=dT;min(X) � 13:4=0:490 � 27:4 statt 45:3. Dies ist eine Verbesserungum den Faktor 1:65.� Bei der `Mexican-Hat-Funktion' sollte man zun�achst den elliptischen `Charakter' derSt�utzstellenmenge durch die Metrik dE(x; y) := q(x1 � y1)2 + 22(x2 � y2)2 beheben.Man erh�alt so dE;min(X) = 1=32. Mit gn := 5 + ld ( 2n � dE;min(X) ) betr�agt dieentsprechende Folge dann: f gn+1=gn gn=1; :::; 4 = f 2.0, 1.5, 1.33, 1.25 g. Die charak-teristischen Parameter der St�utzstellenverteilungen bez�uglich der dT -Norm betragendT;max(X)=dT;min(X) � 12:3=0:322 � 38:3 statt 98:6. Hier wurde also sogar eine Re-duktion um den Faktor 2:57 erreicht. Die St�utzstellen liegen nun v�ollig rotationssym-metrisch verteilt.
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xGau�-Interpolante zur `Wellen-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 8:26, �(A�) � 1:13 � 10�4,cond2;2(A�) � 7:32 � 104
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xGau�-Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 4:75, �(A�) � 3:03 � 10�3,cond2;2(A�) � 1:57 � 103Abbildung 23: Gau�-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(A)-TransformationBemerkungen zu den Abbildungen 23, 24 und 25:Im Vergleich mit den Abbildungen 13, 14 und 15 zeigt sich, da� die H�utchene�ekte deutlichverringert wurden. Die Interpolanten zur `Wellen-Funktion' erreichen fast die Gl�atte dermultiquadric-Interpolante aus Abbildung 12, die zur `Mexican-Hat-Funktion' haben nun
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 7:07,�(A�) � 2:67 � 10�4, cond2;2(A�) � 2:65 � 104
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 13:2,�(A�) � 5:46 � 10�3, cond2;2(A�) � 2:41 � 103Abbildung 24: inverse-multiquadric-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(A)-Transfor-mation
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 8:99,�(A�) � 4:60 � 10�3, cond2;2(A�) � 1:95 � 103
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 5:72,�(A�) � 1:75 � 10�2, cond2;2(A�) � 326Abbildung 25: Wendland-�3;1-Interpolanten mit vorgeschalteter Typ-(A)-Transformation



6.3. Der Metrik nachgeschaltete Funktionen 93nicht mehr einen Kranz von acht `L�ochern' an den �au�eren St�utzstellen. Leider stellt sichaber nicht die erw�unschte elliptische Senke der Originalfunktion aus Abbildung 8 ein, sondernes entstehen radial nach au�en strebende Senken.Die Konditionen der Interpolationsmatrizen wachsen bei der `Wellen-Funktion' unwesentlich,bei der `Mexican-Hat-Funktion' sinken sie gar auf 1=5 bis 1=20 der Vergleichswerte.Die wei�e Stelle des linken Graphen in Abbildung 25 ist darauf zur�uckzuf�uhren, da� dasIntervall [�1; 1] etwas nach oben verlassen wurde, und die `Mathematica'-Option ClipFill-> None in diesem Fall die entsprechenden Gitterpunkte abschneidet.6.3 Der Metrik nachgeschaltete Funktionen6.3.1 Idee: Verringerung zu gro�er Abst�ande durch Abschw�achung der MetrikNun soll betrachtet werden, was passiert, wenn man der Metrik eine Entzerrungsfunktiont nachschaltet. Dieser Ansatz erh�alt unter Umst�anden die Metrikeigenschaft, wie folgenderSatz belegt:127Satz 6.3.1-1F�ur eine Funktion t 2 C2 (IR�0 ! IR�0) und eine Metrik d auf IRd gilt:t(0) = 0 ^ t0(0) > 0 ^ t00(0) � 0 ) dt := t � d ist auch eine Metrik.Schon in [SchoenComMon] wurde die Menge der hier zul�assigen Funktionen t(r) untersucht.Eine etwas genauere Betrachtung dieses Ansatzes f�uhrt zur Einsicht, da� f�ur solche Modi�-kationen gilt:� = � � d 2 MBFd ) �t = � � t � d = � � dt 2 MBFd :Es handelt sich also um die schon bekannten metrischen Basisfunktionen und so bleibt nur,einige experimentelle Ergebnisse darzustellen.6.3.2 ImplementationEs sind wiederum zwei Ans�atze zu unterscheiden:� Ansatz 6.3.2-(A): Unbeschr�ankte Funktionen t : IR�0 ! IR�0.� Ansatz 6.3.2-(B): Beschr�ankte Funktionen t : IR�0 ! [ 0; 1 ].Hier ist, �ahnlich zum Kapitel 6.2.2, die Beschr�ankung auf das Einheitsintervall als Bildmen-ge von t f�ur parametrisierte Basisfunktionen m�oglich. Es ergeben sich dieselben Vor- undNachteile.127Entnommen aus [Gro�mann], S. 26f.



94 6. Transformation von Metriken6.3.3 Experimentelle ErgebnisseMan kann sich sehr viele Funktionen �uberlegen, die die Bedingungen des Satzes 6.3.1-1erf�ullen. Die meisten von ihnen liefern jedoch keine guten Ergebnisse. Aus empirischer Er-fahrung kann man nur grob dazu raten, Funktionen zu benutzen, die nahe Null mindestenswie der Abstand wachsen (eher deutlich st�arker), und bald danach nur noch so schwachansteigen, da� sie einen Fixpunkt bekommen.Da dieser Ansatz nicht einer Transformation der St�utzstellenmenge X entspricht, lassensich die E�ekte der nachgeschalteten Funktionen nicht so anschaulich darstellen, wie diesf�ur die vorgeschalteten Transformationen mit den Abbildungen 18 und 22 m�oglich war.Daher werden in Abbildung 26 nur die Graphen der beiden Entzerrungsfunktionen �uberdem Intervall [0; 1:5] gezeigt.
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Funktion t(r) := r� 12r+ 12 + 1 vom Typ 6.3.2-(B)Abbildung 26: Graphen der gew�ahlten EntzerrungsfunktionenAnsatz vom Typ 6.3.2-(A):Als Beispiel f�ur eine unbeschr�ankte Entzerrungsfunktion, also einen Ansatz vom Typ6.3.2-(A), wird nun die Wurzel-Funktiont(r) := prbetrachtet.Bemerkungen zu den Abbildungen 27, 28 und 29:Im Vergleich mit den Abbildungen 13, 14 und 15 zeigt sich, da� die H�utchene�ekte deutlichverringert wurden. Au�erdem wurde die Kondition bei den Gau�-Interpolanten um dreibis vier, bei den inverse-multiquadric-Interpolanten um eine Gr�o�enordnung und bei denWendland-�3;1-Interpolanten immer noch um den Faktor drei bis vier verringert.



6.3. Der Metrik nachgeschaltete Funktionen 95
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xGau�-Interpolante zur `Wellen-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 14:3, �(A�) � 3:36 � 10�2,cond2;2(A�) � 427
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xGau�-Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 22:6, �(A�) � 3:69 � 10�2,cond2;2(A�) � 611Abbildung 27: Gau�-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(A)-Funktion

-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

-1
-0.5

0
0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 20:4,�(A�) � 1:68 � 10�2, cond2;2(A�) � 1:22 � 103
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 49:9,�(A�) � 2:72 � 10�2, cond2;2(A�) � 1:84 � 103Abbildung 28: inverse-multiquadric-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(A)-Funktion
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 15:6,�(A�) � 3:42 � 10�2, cond2;2(A�) � 456
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 24:8,�(A�) � 3:75 � 10�2, cond2;2(A�) � 662Abbildung 29: Wendland-�3;1-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(A)-FunktionAnsatz vom Typ 6.3.2-(B):Als beschr�ankte Entzerrungsfunktion f�ur einen Ansatz vom Typ 6.3.2-(B) sei hier nurt(r) := r � 12r + 12 + 1genannt. In [SchoenComMon], S. 811 schon wurde eine Entzerrung dieses Typs, n�amlicht(r) = r=(r + 1) erw�ahnt. Die hier verwendete Funktion ist eine um 12 nach links und um1 nach oben verschobene Version hiervon. Durch diese Verschiebung wird die Steigung desGraphen nahe bei Null vergr�o�ert.Bemerkungen zu den Abbildungen 30, 31 und 32:Im Vergleich mit den Abbildungen 13, 14 und 15 zeigt sich, da� die H�utchene�ekte deutlichverringert wurden. Wiederum wurde die Kondition um ein bis zwei Gr�o�enordnungen ver-bessert. Die Wendland-�3;1-Interpolanten hatten schon vorher eine gute Kondition, so da�hier die Verbesserung am geringsten ausf�allt.6.4 Dekumulieren durch Hinzuf�ugung einer Dimension6.4.1 Idee: Hinzuf�ugen einer DimensionIn diesem Kapitel werden zu kleine St�utzstellenabst�ande dadurch vergr�o�ert, da� sie nichtmehr mit einer Metrik d(d) auf dem IRd gemessen werden,128 sondern auf einer d-dimensio-nalen Mannigfaltigkeit des IR1+d mit der induzierten Metrik. Die Mannigfaltigkeit sei durcheine Karte h : IRd ! IR1+d; x 7!  h0(x)x !(6.4.1-1)128In diesem Kapitel erhalten die Metriken obere Indizes, um Verwechslungen vorzubeugen. So ist d(d) eineMetrik auf dem IRd, und entsprechend sind d(1+d) und d(1) Metriken auf IR(1+d) und IR1.
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xGau�-Interpolante zur `Wellen-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 10:1, �(A�) � 8:28 � 10�3,cond2;2(A�) � 1:22 � 103
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xGau�-Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion'Parameter � = 1=16 � 1=d2;min(X)2,�(A�) � 11:9, �(A�) � 4:65 � 10�3,cond2;2(A�) � 2:57 � 103Abbildung 30: Gau�-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(B)-Funktion
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 19:8,�(A�) � 5:11 � 10�3, cond2;2(A�) � 3:87 � 103
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xinverse-multiquadric-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 4d2;min(X), �(A�) � 55:2,�(A�) � 6:56 � 10�3, cond2;2(A�) � 8:42 � 103Abbildung 31: inverse-multiquadric-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(B)-Funktion
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Wellen-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 11:3,�(A�) � 1:17 � 10�2, cond2;2(A�) � 960
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xWendland-�3;1-Interpolante zur`Mexican-Hat-Funktion'Parameter c = 12d2;min(X), �(A�) � 13:5,�(A�) � 9:51 � 10�3, cond2;2(A�) � 1:42 � 103Abbildung 32: Wendland-�3;1-Interpolanten mit nachgeschalteter Typ-(B)-Funktionparametrisiert. Dabei ist die reelle Funktion h0 geeignet zu w�ahlen.129 Aus der Metrik d(d)konstruiert man die neue Metrik dh auf eine naheliegende Weise:130dh : IRd � IRd ! IR�0; (x; y) 7! d(1+d) ( h(x); h(y) ) :(6.4.1-2)F�ur die 2-Metrik ergibt sich daher:dh(x; y)2 = d(1+d)2   h0(x)x ! ;  h0(y)y !!2= jh0(x)� h0(y)j2 + jjx� yjj22 :(6.4.1-3)Genauso kann man nat�urlich auch das Maximum (der 1-Metrik entsprechend) oder dieSumme (der 1-Metrik entsprechend) der beiden Einzelmetriken verwenden.Sei nun die neue metrische Basisfunktion �h de�niert durch:�h(x; y) := � � dh(x; y) = �(1+d)   h0(x)x ! ;  h0(y)y !!= �(1+d)( h(x); h(y) ) :(6.4.1-4)Dabei setzt man voraus, da� �(1+d) = � � d(1+d) 2 MBF1+d gilt. Weiterhin ist vorauszuset-zen, da� h(X) eine IP1+dm -unisolvente St�utzstellenverteilung ist. Dies ist aber nur f�ur unwahr-scheinliche Wahlen von h0 gef�ahrdet, so z. B. f�ur h0 linear. Die Interpolante zu f 2 F�h hat129Diese Mannigfaltigkeit ist also nichts anderes als der Graph der Funktion h0.130Die Metrikaxiome lassen sich f�ur dh einfach nachweisen, da sie einfach von d(1+d) geerbt werden.



6.4. Dekumulieren durch Hinzuf�ugung einer Dimension 99dann die Form:sf;X;�h(x) = Xj2M cj �h(x; xj) + p(x)= Xj2M cj �(1+d)(h(x); h(xj)) + p( Pr1;d(h(x)) )= sf;h(X);�(1+d)( h(x) )= s(1+d)f(1+d);h(X);�(1+d)( h(x) ) :(6.4.1-5)
Dabei ist Pri;j(x) := (xi; : : : ; xj)tr die Projektion des Vektors x auf die Koordinaten i; : : : ; jund h(X) das Bild der St�utzstellenmenge X unter h. Die letzte Gleichung bezieht sich aufdie Interpolante s(1+d) �uber IR1+d zu einer Funktion131 f (1+d) : IR1+d ! C, die auf h �IRd�der Gleichung f (1+d)(z) = f(Pr1;d(z)) gen�ugt.Alle dimensionsunabh�angig formulierten Aussagen �ubertragen sich so wie gehabt, z. B. folgtf�ur die quadratische Form ctrA�h c analog zu Gleichung (3.2.1-1), falls �(1+d) 2 TBF1+d:�(1+d)   yx!; 0! = (1+d)FT �1  ' �!!!  yx!; 0!= (2�)�1�d Z ' �!! ei (� y+!trx) d(�; !)) ctrA�h c = Xi;j2M cicj �h(xi; xj) mit �(1+d) 2 TBF1+d= Xi;j2M cicj �(1+d)   h(xi)xi !�  h(xj)xj !; 0!= Xi;j2M cicj (2�)�1�d Z ' �!! ei ( � (h(xi)�h(xj)) +!tr(xi�xj) ) d(�; !)= (2�)�1�d Z ' �!! Xi2M ci ei (� h(xi)+!trxi)� Xj2M cj e�i (� h(xj)+!trxj) d(�; !)= (2�)�1�d Z ' �!! Symh(X);c �!! Symh(X);c �!! d(�; !)= (2�)�1�d Z ' �!! �����Symh(X);c �!!�����2 d(�; !) :Die Fehlerabsch�atzungen der Form �X;�(x) � F (h�;X;d(x)) wie in Gleichung (3.3.2-1)sind f�ur beliebige St�utzstellenverteilungen X und unabh�angig von der Dimension d bewiesenworden. Da die soeben geschilderte Methode das Problem auf den `klassischen' Fall im IR1+dzur�uckf�uhrt, lassen sie sich wie folgt �ubertragen:131Es reicht auch aus, wenn f (1+d) nur auf h(IRd)� IR1+d de�niert ist.



100 6. Transformation von MetrikenGleichung (6.4.1-3) lautet: dh(x; y)2 = jh0(x)� h0(y)j2 + jjx� yjj22. Mit Pri;j wie obenfolgt f�ur jedes x 2 IRd:n y 2 IRd : dh(x; y) < � o= Pr1;d ( z =  h0(y)y ! 2 IR1+d : jh0(x)� h0(y)j2 + jjx� yjj22 < �2 )� Pr1;d ( z =  z0y ! 2 IR1+d : jh0(x)� z0j2 + jjx� yjj22 < �2 )= Pr1;d n z 2 IR1+d : jjh(x)� zjj22 < �2 o laut (6.4.1-2)= Pr1;d n z 2 IR1+d : d(1+d)(h(x); z) < � o :Nach De�nition gilt f�ur eine beliebige Metrik d: h�;X;d(x) = maxy: d(y;x)<� minj2M d(y; xj). Zusam-men folgt: h�;X;dh(x) = maxy: dh(y;x)<� minj2M dh(y; xj)� maxz2IR1+d: d(1+d)(z;h(x))<� minj2M d(1+d)(z; h(xj))� h�;h(X);d(1+d)(h(x))) F (h�;X;dh(x)) � F �h�;h(X);d(1+d)(h(x))� laut (3.3.2-2).Nun �ubertr�agt sich aus der klassischen Theorie die Gleichung (3.3.2-3) jf(x) � sf;X;�(x)j �jjf jjF� � F (h�;X;d(x)) auf den IR1+d:jf(x) � sf;X;�h(x)j � jjf jjF�h � F (h�;X;dh(x))� jjf jjF�h � F �h�;h(X);d(1+d)(h(x))� :Falls jjf jjF�h = jjf jjF�(1+d) gilt, hat man durch die Wahl von h Einu� auf den Interpolations-fehler: Verringert dh die lokale St�utzstellendichte, so verringert sich auch der Fehler. Solcheh sind aber nur sehr schwer zu konstruieren.St�ort der Ausdruck jjf jjF�h , weil der Raum F�h unbekannt ist, so bleibt mit Gleichung(6.4.1-5) sf;X;�h(x) = s(1+d)f(1+d);h(X);�(1+d)( h(x) )mit f (1+d)(z) = f � Pr1;d(z) f�ur z 2 h(IRd)wegen f = f � Pr1;d � h = f (1+d) � h die Absch�atzung:jf(x) � sf;X;�h(x)j = ���f (1+d)(h(x)) � s(1+d)f(1+d);h(X);�(1+d)( h(x) )���mit (3.3.2-3) auf IR1+d� jjf � Pr1;djjF�(1+d) � F �h�;h(X);d(1+d)(h(x))� :Da die Funktion f �Pr1;d(z) unabh�angig von z0 ist, sind jedoch Probleme bei der Berechnungdes Integrals in jjf � Pr1;djjF�(1+d) zu erwarten.



6.4. Dekumulieren durch Hinzuf�ugung einer Dimension 1016.4.2 ImplementationIn diesem Kapitel soll das angestrebte Ziel, den `gemessenen Abstand' zweier Punkte mitGleichung (6.4.1-3) zu vergr�o�ern, genauer spezi�ziert werden. Man kann sich auf Vergr�o�e-rung beschr�anken, da es ausreicht, die Abst�ande (auf erh�ohtem Niveau) anzugleichen. Dazuw�ahlt man eine Konstante Dmin > 0 aus,132 die den k�unftigen Mindestabstand zweier belie-biger St�utzstellen minorisieren soll, d.h. es gilt i 6= j ) dh(xi; xj) � Dmin.Dementsprechend ist nun die Funktion h0 zu konstruieren. Daf�ur bestimmt man zun�achstdie Werte (h0(xi))i2M , z. B. mit den unten angegebenen Verfahren 6.4.2-(A) und 6.4.2-(B)f�ur die 2-Metrik. Aus dem so gewonnenen Vektor (h0(xi))i2M erzeugt man dann durch In-terpolation die gesuchte Funktion h0(x). Dabei ist Wert auf einen m�oglichst glatten Verlaufzu legen, damit zwischen zwei benachbarten St�utzstellen keine lokalen Minima der Metrikdh auftreten. Entscheidet man sich z. B. mit radialen Basisfunktionen zu interpolieren, sosollte man die thin plate splines benutzen. Die Beispiele der Graphiken beruhen auf einersolchen Interpolante f�ur h.Verfahren 6.4.2-(A):Man beginnt dort, wo die St�utzstellen am dichtesten liegen, den Zielwert h0(xi) aufzusum-mieren.PROCEDURE CalculateAdditionalDistancesAInput: X, M, N, d := d(d), Dmin: wie obenOutput: y = (yi)i2M 2 IRN�0 y wird dann (h0(xi))i2MLocal: M 0 � M, diverse Indizesfor i 2M do yi := 0 (6.4.2-1)Suche j1; j2 2M, j1 6= j2 mit d(xj1 ; xj2) = Min! (6.4.2-2)if d(xj1 ; xj2) � Dmin then exit procedure (6.4.2-3)yj1 := 0 Statt 0 ist jede reelle Zahl m�oglich, es kommt sp�ater nur auf die Di�erenzen an.yj2 := qD2min � d(xj1; xj2)2 + yj1Zusicherung: d(1+d)( (xj1; yj1) ; (xj2 ; yj2) )2 = d(xj1 ; xj2)2 + (yj1 � yj2)2= d(xj1 ; xj2)2 + (D2min � d(xj1 ; xj2)2) = D2min (6.4.2-4)M 0 := M n fj1; j2gfor k := 3 to N do (6.4.2-5)Suche ik 2M nM 0, jk 2M 0 mit d(xik ; xjk) + yik = Min! (6.4.2-6)yik ist schon bekannt.if d(xik ; xjk) � Dmin then exit procedure (6.4.2-7)yjk := qD2min � d(xik ; xjk)2 + yikZusicherung: d(1+d)( (xik ; yik) ; (xjk ; yjk) )2 = d(xik ; xjk)2 + (yik � yjk)2= d(xik ; xjk)2 + (D2min � d(xik ; xjk)2) � D2min (6.4.2-8)M 0 := M 0 n fjkgend of forend of procedure132Dmin sollte etwa in der Gr�o�enordnung von 50{200% des maximalen Abstandes zweier `benachbarter'St�utzstellen liegen, gemessen mit der gegebenen Metrik d(d). Andere M�oglichkeiten sind 10{50% von dmax(X)oder 50{200% von dmax(X)= dpN , denn dpN ist die Anzahl von Unterteilungen eines Koordinatenintervalls,falls X ein regelm�a�iges, d-dimensionales Gitter bildet.



102 6. Transformation von MetrikenSatz 6.4.2-1Die Prozedur `CalculateAdditionalDistancesA' terminiert und erzeugt einen Vektor y,f�ur den gilt:8 i 6= j 2M : d(1+d)   yixi ! ;  yjxj !! � Dmin :Beweis:Die Prozedur terminiert, da die einzige Schleife (6.4.2-5) eine endliche for-Schleife ist. F�urjedes i 2 M wird maximal einmal yi berechnet, da M 0 jeweils entsprechend verkleinertwird, und die Schleife so oft ausgef�uhrt wird, wie M 0 zu Beginn Elemente hat. Sollte dieProzedur in Zeile (6.4.2-3) oder (6.4.2-7) vorzeitig verlassen werden, so sind die in Zeile(6.4.2-1) erzeugten Nullen f�ur die noch nicht behandelten i korrekt. Die Zusicherungen derZeilen (6.4.2-4) und (6.4.2-8) garantieren, da� die `neue' St�utzstelle xjk bez�uglich der neuenMetrik den Abstand Dmin zu xik hat, wegen der Minimumssuche in den Zeilen (6.4.2-2) und(6.4.2-6) ist der Abstand zu allen anderen `bekannten' St�utzstellen xj, j 2M nM 0 h�ochstensgr�o�er. Zum Schlu� ist M 0 = fg, es gibt also keine weiteren `unbekannten' St�utzstellen.q.e.d.Bemerkung:Der Zeitaufwand bei direkter Programmierung betr�agt:F�ur Zeile (6.4.2-2): O(N2).F�ur Zeile (6.4.2-6): jeweils O(#M 0 � (#M � #M 0)) = O(N2), insgesamt f�ur alle Schleifen�uber k also O(N3).Verfahren 6.4.2-(B):Man beginnt mit den verstreut liegenden St�utzstellen. Nachdem die wenigen dort n�otigenManipulationen erfolgt sind, wende man sich den St�utzstellen-Clustern zu.PROCEDURE CalculateAdditionalDistancesBInput: X, M, N, d := d(d), Dmin: wie obenOutput: y = (yi)i2M 2 IRN�0 y wird dann (h0(xi))i2MLocal: M 0 �MG : array[ 1 .. (N � 1)N=2 ] of recordi,j 2 Md 2 IR>0end of recordfound : booleandiverse Indizesfor i 2M do yi := 0 (6.4.2-9)G := f ( i; j; d(xi; xj) ) 2M �M � IR>0 : i < j g (6.4.2-10)repeatfound := falsesuche (i,j,d) 2 G mit qd2 + (yi � yj)2 < Dmin und d dabei maximal (6.4.2-11)



6.4. Dekumulieren durch Hinzuf�ugung einer Dimension 103Falls die Suche erfolgreich ist, wird found=true gesetztund das Ergebnis als (ifound, jfound, dfound) zur�uckgegeben.Zusicherung:D2min > dfound2 + (yifound � yjfound)2 ) D2min � dfound2 > 0 (6.4.2-12)if found thenif yifound < yjfound then (6.4.2-13)yjfound := yifound + qD2min � dfound2elseyifound := yjfound + qD2min � dfound2Zusicherung: ( O. E. sei yifound < yjfound ) (6.4.2-14)d(1+d)( (xifound; yifound) ; (xjfound; yjfound) )2 = dfound2 + (yneujfound � yifound)2= dfound2 + D2min � dfound2 � D2minuntil not foundend of procedureSatz 6.4.2-2Die Prozedur `CalculateAdditionalDistancesB' terminiert und erzeugt einen Vektor y,f�ur den gilt:8 i 6= j 2M : d(1+d)   yixi ! ;  yjxj !! � Dmin :Beweis:Es gibt zu jedem Zeitpunkt mindestens ein i0 2M mit yi0 = 0. Dies folgt aus der if-Klauselin Zeile (6.4.2-13), denn es wird immer nur genau ein yi vergr�o�ert, das schon gr�o�er als einanderes yj war. Sei also die Prozedur in der Situation angelangt, da� nur noch ein yi0 = 0vorliegt. Dann ist jedes andere yi gr�o�er, und yi0 = 0 bleibt unver�andert.Die Summe aller zu einem beliebigen yj addierten �Anderungen kann (N � 1) � Dmin nicht�ubersteigen. Dies folgt aus der Bedingung qd2 + (yi � yj)2 < Dmin an die Maximumssuchein Zeile (6.4.2-11), denn sollte sich ein yi um mehr als Dmin von allen anderen yj unterschei-den, so wird es in diesem Schleifendurchlauf garantiert nicht ge�andert. Angenommen nun,zu einem yin ist im Verlauf des Verfahrens n mal ein Betrag von fast Dmin hinzuaddiertworden. Dann mu� es ein yin�1 geben, mit dem yin zuletzt verglichen wurde. Von diesem hates h�ochstens die Di�erenz Dmin. F�ur yin�1 mu� es aber wiederum ein yin�2 geben, mit demes wiederum zuletzt verglichen wurde. Auch hier ist die Di�erenz h�ochstens Dmin . Dies setztsich induktiv weiter fort bis zu dem ersten Element yi0 in der Vergleichskette, das Null ist.Oben haben wir gesehen, da� solch ein yi0 existieren mu�. Nun folgt yin = yin�yi0 < n�Dmin .In der ganzen Vergleichskette k�onnen aber h�ochstens alle N St�uck einmal auftreten, so da�n < N � 1 gelten mu�. Somit ist f�ur jedes beliebige yj gezeigt: yj � (N � 1) �Dmin.Wurde im Ablauf der Prozedur der d(1+d)-Abstand eines der oben m�oglichen xi1 zu jedemder m�oglichen xi0 auf Dmin erh�oht (vgl. die Zusicherung (6.4.2-14)), so wird yi1 nicht mehrver�andert. Dies setzt sich induktiv nach oben fort.



104 6. Transformation von MetrikenAn dieser Argumentation erkennt man, da� im `worst case' zu jeweils einem yj genau0; : : : ; N�1 mal ein Betrag von h�ochstens Dmin hinzuaddiert wird. Dazu sind O(N2) Schlei-fendurchl�aufe n�otig. Die Prozedur terminiert somit.Die Zusicherung (6.4.2-14)) garantiert sodann, da� die zweite Behauptung des Satzes wahrist. q.e.d.Bemerkungen:Zu Zeile (6.4.2-10): G implementiert die Kanten des kompletten, ungerichteten, bewertetenGraphen, der die Ecken X hat, und dessen Kanten mit den Abst�anden der Ecken bewertetsind.Zu Zeile (6.4.2-11): Die Forderung `d maximal' bewirkt, da� die �Anderungen in der if-Klausel mit qD2min � dfound2 so klein wie m�oglich sind. Dadurch wird erreicht, da� dieyi-Werte m�oglichst klein bleiben, und die sp�ater daraus erzeugte Funktion h(x) m�oglichstglatt wird.Zum Zeitaufwand: Wie im Beweis schon erw�ahnt, wird die Schleife h�ochstens O(N2) maldurchlaufen.133 In der Regel werden aber die allermeisten yi nur einmal `besucht'. Nur wenigeyi zu den besonders dicht liegenden xi werden h�au�ger ge�andert. Deswegen darf man deutlichweniger Schleifendurchl�aufe als O(N2) erwarten.Der Zeitaufwand des Schleifenk�orpers wird durch die Suche in Zeile (6.4.2-11) bestimmt.Bei direkter Programmierung der Suche ben�otigt sie O(N2) Operationen. Besser benutztman zur Implementation eine Baumstruktur B, die Einf�ugen, L�oschen, �Andern und Sortierenmit dem Aufwand O(#B ld #B) und Suchen mit dem Aufwand O(ld #B) erm�oglicht. DieseBaumstruktur enth�alt dann nur die Kanten des Graphen G, deren modi�zierte L�angen dieNebenbedingung qd2 + (yi � yj)2 < Dmin der Suche erf�ullen. Die Anzahl der Kanten be-tr�agt #G = O(N2), so da� die Suche immer mit O(ld N2) = O(ld N) Operationen bew�altigtwerden kann. F�ur das Reorganisieren des Baumes sind dann nochmal h�ochstens O(N2 ld N)Operationen zu erwarten. Von einer �Anderung eines yj sind immer N Kanten betro�en, vondenen in der Regel aber nur O(1) aus B herausfallen oder hinzukommen. Die M�achtigkeitvon B pendelt sich weiterhin schnell auf einem niedrigen Niveau ein (vgl. obige Bemerkungzu den h�au�ger ge�anderten yi), so da� auch hier ein deutlich besseres Verhalten zu erwartenist.Zusammengefasst betr�agt der Aufwand im `worst case' bei `direkter' ProgrammierungAwZ(CalculateAdditionalDistancesB) = O(N4)und unter guten Bedingungen bei hinreichend `cleverer' Programmierung nurAwZ(CalculateAdditionalDistancesB) = O(N2 ld N) :
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Abbildung 33: Funktion h0(x) und Interpolante zur `Wellen-Funktion' nach Verfahren (A)

-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

0

2

4

6

-1

-0.5

0

0.5

1

xthin-plate-spline-Interpolante f�ur die Funktionh0(x)�(A�) � 22:5, �(A�) � 5:07 � 10�4,cond2;2(A�) � 4:43 � 104Die Graphik wurde mit PlotRangeVec = All;erstellt.

-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

-1
-0.5

0
0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

xWendland-�3;1-InterpolanteParameter c = 12dQ;min(X), �(A�) � 3:39,�(A�) � 2:47 � 10�2, cond2;2(A�) � 137
Abbildung 34: Funktion h0(x) und Interpolante zur `Mexican-Hat-Funktion' nach Verfah-ren (A)



106 6. Transformation von Metriken6.4.3 Experimentelle ErgebnisseF�ur die `Wellen-Funktion' wurde Dmin := d2( (�1;�1)tr; (�1; 0)tr ) = 1 und f�ur die `Mexican-Hat-Funktion' Dmin := d2( (1; 1)tr; 1=p8(2; 1) ) = q2:625� 3=2p2 � 0:70970 gew�ahlt.Bemerkungen zu den Abbildungen 33 und 34:Die mit dem Verfahren 6.4.2-(A) erzielten Ergebnisse134 sind entt�auschend. Die Graphenhaben nur entfernte �Ahnlichkeit mit der Zielvorgabe der Abbildung 8. So ist es vollkommenunwesentlich, da� die Konditionen um die Faktoren 6 und 15 verbessert wurden.
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108 7. Iterierte Interpolation auf feiner werdenden Teilmengen von X7 Iterierte Interpolation auf feiner werdenden Teil-mengen von X7.1 Idee des Verfahrens und De�nitionenAus den Kapiteln 3.3.2 und 3.3.3 ist bekannt, da� Aussagen �uber die Kondition der Inter-polationsmatrix A� und die Approximationsg�ute an eine gegebene Funktion f vom minimalvorkommenden Abstand zweier St�utzstellen dmin(X) abh�angen, genauer von den Parame-tern h�;X;d(x) und q = 12 dmin(X). Man kann nun versuchen, mit einer iterierten Interpolationauf (im wesentlichen) homogen verteilten Teilmengen von X mit parametrisierten radialenBasisfunktionen ein besseres Ergebnis zu erzielen. Die oben genannten charakteristischenParameter werden dabei immer kleiner, doch bleibt h�;X;d(x) global in der gleichen Gr�o�en-ordnung, so da� der Approximationsfehler global verbessert wird.Typische Anwendungen dieser Methode sind ausgedehnte St�utzstellenmengen X, die einigedicht besetzte Cluster haben, ansonsten aber sehr d�unn verteilt sind. Man interpoliert dannvorzugsweise mit sehr `glatten' Basisfunktionen, z. B. thin plate splines oder multiquadrics,zun�achst auf der d�unnverteilten Teilmenge, wobei man aus den Clustern nur eine St�utzstellebenutzt, und erh�alt dadurch eine globale Interpolante. An dieser St�utzstelle xi interpoliertman direkt den vorgegebenen St�utzwert yi.Man kann auch mehr Aufwand betreiben, und dort den Mittelwert der St�utzwerte des ganzenClusters interpolieren. Das wirkt der Gefahr entgegen, da� man einen `Ausrei�er' interpoliert,und so die globale Interpolante unn�otig gekr�ummt wird. Die entstandene Abweichung vonder Interpolationsbedingung wird sp�ater automatisch beseitigt.In weiteren Schritten | h�au�g reicht eine Schritt aus | nimmt man sodann die noch unbe-nutzten St�utzstellen aus den Clustern hinzu und interpoliert dort die Di�erenz zur globalenInterpolante mit `lokalen' Basisfunktionen, also vorzugsweise mit compactly supported func-tions, wodurch eine lokale Interpolante entsteht. Als Summe erh�alt man die gesuchte gesamteInterpolante.Vom guten Fehlerverhalten abgesehen, bringt dieses Vorgehen noch den weiteren Vorteil dere�zienten Auswertbarkeit der gesamten Interpolante mit sich: Die globale Interpolante hatin der Regel um Gr�o�enordnungen weniger St�utzstellen als die gesamte St�utzstellenmengeX. Wertet man die gesamte Interpolante nun au�erhalb von Clustern aus, so greift mandirekt auf die billige globale Interpolante zu. Wertet man innerhalb eines Clusters aus, sokommt zur globalen Interpolante meist nur noch eine lokale Interpolante hinzu, deren Summesich auch nur �uber vergleichsweise wenige St�utzstellen erstreckt. Theoretisch sind dadurchInterpolationen m�oglich, deren Auswertungsaufwand nicht mehr mit O(N) geht, sondernnur noch mit O(1).Es soll hier keine ausf�uhrliche Fehleranalyse betrieben, sondern nur die praktische Durchf�uhr-barkeit des Ansatzes dargestellt werden, da sonst der Rahmen dieser Arbeit verlassen w�urde.



7.2. Der Algorithmus zur Interpolation 109Um das Verfahren genauer darzustellen, sind folgende De�nitionen n�otig:M = �[��=1 fM (�) eine disjunkte Zerlegung der IndexmengeM (�) := �[��=1 fM (�) jeweils f�ur den Level � = 1; : : : ; �fX(�) := fxigi2 eM(�)X(�) := fxigi2M(�) = �[��=1 fX(�)dmin(X(�)) := minxi 6=xj2X(�) d(xi; xj) wie in Kapitel 5.3f�(�)� g�2IR : parametrisierte Familien von radialen Basisfunktionen,� = 1; : : : ; �f�(�)� g�2IR := f�(�)� � dg�2IR entsprechend f�ur die Metrik de�(�)(dmin) : f�ur �(�)� spezi�sche Wahl von � zu dmin laut (5.3-1)s(0)(x) := 0 und rekursiv f�ur � = 1; : : : ; � :s(�) := s(��1) + es(�)f (�) := f � s(��1)es(�)(x) := Interpolante zu f (�) mit �(�)� auf X(1) [ : : : [X(�) = fxigi2M(�)= Xj2M(�) c(�)j �(�)e�(�)(dmin(X(�)))(x; xj) + QXk=1�(�)k pk(x)s := s(�) :Es folgt: M (1) � M (2) � : : :� M (�) = MX = X(�) = �[��=1 fX(�) ist eine disjunkte Zerlegung der St�utzstellenmenge(7.1-1) s(�) = �X�=1 es(�)s(xi) = f(xi) 8 i 2M :Die letzte Gleichung wird in Kapitel 7.2 bewiesen. Die Konstruktion einer geeigneten Zerle-gung von X wird in Kapitel 7.3 behandelt.7.2 Der Algorithmus zur InterpolationPROCEDURE CalculateIteratedInterpolantInput: X, e�(�)(dmin), �(�)� (r), fpkg : wie obenOutput: s: InterpolanteZerlege X = [� fX(�) bzw. M = [� fM (�) wie in Kapitel 7.3 beschrieben



110 7. Iterierte Interpolation auf feiner werdenden Teilmengen von Xs(0)(x) := 0for � := 1 : : : � doSchleifenvoraussetzung: s(��1)(xi) = f(xi) f�ur i 2M (��1) und � > 1 (7.2-1)� := e�(�)(dmin(X(�)))f (�) := f � s(��1) (7.2-2)Zusicherung: f (1)=f ; wegen (7.2-1) gilt: (7.2-3)i 2M (��1), � > 1 ) f (�)(xi) = f(xi)� s(��1)(xi) = 0es(�) := Interpolante zu f (�) mit �(�)� auf X(�) = fxigi2M(�) (7.2-4)Zusicherung: es(�)(xi) = f (�)(xi) f�ur i 2M (�) (Interpolationsbedingung) (7.2-5)s(�) := s(��1) + es(�)Zusicherung: F�ur i 2M (�) gilt wegen (7.2-5): s(�)(xi) = s(��1)(xi) + f (�)(xi)mit (7.2-2) folgt: s(�)(xi) = s(��1)(xi) + f(xi)� s(��1)(xi) = f(xi) (7.2-6)Dies ist auch gleich die Voraussetzung (7.2-1) der n�achsten Schleife.end of fors := s(�) Zusicherung: Wegen (7.2-6) gilt: s(xi) = f(xi) f�ur alle i 2M =M (�)end of procedureDie enthaltenen Zusicherungen garantieren die Korrektheit des Algorithmus. In jedem Schlei-fendurchlauf ist eine Interpolation mit im allgemeinen O ��#M (�)�3� = O (N3) Operatio-nen n�otig, insgesamt also O (�N3). W�ahlt man #fM (�) in etwa konstant, so ist � = O(N),und der Gesamtaufwand steigt auf O (N4). Das Verfahren des Kapitels 7.3 zur disjunktenZerlegung von X sollte also diesen Fall vermeiden. Der Speicherbedarf f�ur die Koe�zientenc(�)j betr�agt P��=1#M (�) = O(N2), allerdings sind in h�oheren Iterationen typischerweiseviele c(�)j = 0. Bei � mit kompaktem Tr�ager ist dies o�ensichtlich; dort gibt es auch g�unsti-gere Verfahren zur L�osung der linearen Gleichungssysteme mit Bandmatrix. Die `iterierteInterpolation' ist daher besonders f�ur solche � geeignet.7.3 Zerlegung von X und globaler Fehlerdmin(X(�)) und h�;X(�);d(x) sind charakteristische Parameter von X(�). Man w�ahlt die Zerle-gung von X in X(�) bzw. M in M (�) so, da� f�ur alle � und alle x gleichm�a�ig gilt:h�;X(�);d(x) � � dmin(X(�)) mit � > 0 fest.Dabei wird e�(�)(r) laut Gleichung (5.3-1) bestimmt, z. B. e�(�)(dmin) := 1=d2min f�ur dieGau�ians ��(r) = e�� r2 .Ein Algorithmus zur Zerlegung der St�utzstellenmenge X hat typischerweise die Struktureines Subdivisionsverfahrens. Wenn man grobe Kenntnisse �uber die Struktur von X voraus-setzt, ist er recht e�zient zu implementieren.Auf dem Level � sei z. B. ein Quader gegeben, der die Ausdehnung eines typischen Clustersdieses Levels hat. Diesen Quader benutzt man nun zur Erzeugung eines Quadergitters, dasganz X �uberdeckt.136 Aus jedem Quader des Gitters entnimmt man dann maximal eine137136Alternativ dazu kann man auch blo� eine Box des Gitters vom Level � � 1 unterteilen. Dieser zweiteAnsatz geht mehr auf lokale Strukturen von X ein, insbesondere ber�ucksichtigt er Cluster verschiedenerDichte.137Enth�alt ein Quader keine St�utzstelle, so ignoriert man ihn.



7.4. Experimentelle Ergebnisse 111St�utzstelle xj, die m�oglichst zentral liegt, und stellt aus ihnen die Menge X(�) zusammen.Deren charakteristische Parameter dmin(X(�)) und h�;X(�);d(x) liegen nun in der Gr�o�enord-nung der Gitterweite. Ist man auf einem Level � angelangt, der keine typischen Cluster mehraufweist, beendet man die Rekursion.Auf jedem Level � gelten die jeweiligen Fehlerabsch�atzungen, und mit Gleichung (3.3.2-3)folgt: ���f (�)(x) � es(�)(x)���= �����f (�)(x) � sf(�);X(�);�(�)e�(�)(dmin(X(�)))(x)������ jjf jjF�(�)e�(�)(dmin(X(�))) � F�(h�;X(�);d(x)) :Der Ausdruck h�;X(�);d(x) ist in � monoton fallend, da die St�utzstellen nach Konstruktionimmer dichter werden. Die Kriging-Absch�atzungsfunktionen F�(h) sind typischerweise mo-noton fallend in h, so da� bei fester Gr�o�enordnung von jjf jjF�(�)e�(�)(dmin(X(�))) der Fehler immergeringer wird.F�ur den globalen Fehler gilt:f(x) � s(x)= f(x) � ��1X�=1 es(�)(x) � es(�)(x) wegen (7.1-1)= f(x) � s(��1)(x) � es(�)(x)= f (�)(x) � es(�)(x) wegen (7.2-2):Er l�a�t sich also mit der Absch�atzung f�ur den letzten Level kontrollieren.7.4 Experimentelle ErgebnisseIn diesem Kapitel werden einige experimentelle Ergebnisse dargestellt. Sie sollen vor allem dieDurchf�uhrbarkeit des Verfahrens belegen. Eine repr�asentative Darstellung mit Untersuchungaller m�oglichen Feinheiten, wie z. B. der optimalen Wahl der Zerlegung von X, w�urde andieser Stelle zu weit f�uhren.Die Beispiele basieren auf den beiden zu interpolierenden Funktionen, die in Kapitel 4.2vorgestellt wurden. Die Zerlegung der St�utzstellenmenge X erfolgte entsprechend ihrer Kon-struktion in Kapitel 4.2. Das bedeutet, da� X(1) als die Menge der `von Hand' gesetztenSt�utzstellen und der St�utzstellen des originalen Verteilungsmusters gew�ahlt wurde. Die n�ach-sten Level mit X(2) bis X(5) enthalten dann jeweils ein verfeinertes Verteilungsmuster mehr.Als radiale Basisfunktion wurde auf dem ersten Level der thin plate spline �(r) = r2 ln rbenutzt, auf den Leveln � = 2; : : : ; 5 die Wendland-Funktion �3;1(r=c) mit dem jeweilsangepa�ten Parameter c = 12 d2;min(X(�)).
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114 7. Iterierte Interpolation auf feiner werdenden Teilmengen von XBemerkungen zu den Abbildungen 37 und 38:Die Abbildungen zeigen jeweils f�ur jede Beispielfunktion die f�unf Interpolanten es(�)(x) zuden Leveln 1 bis 5 und ihre Summe s(x). Die Graphiken von es(2) bis es(5) wurden mitPlotRangeVec = All erstellt, um die Funktionen trotz ihrer meist kleinen Betr�age dar-stellen zu k�onnen. Daher ist hier die Achsenbeschriftung wichtig. Die anderen Graphikenentstanden mit der Standardeinstellung PlotRangeVec = f -1, 1 g.Beide Interpolanten geben die Gestalt der Beispielfunktionen gut wieder. Deutlich ist zuerkennen, da� der Beitrag der es(�)(x) von Level zu Level kleiner wird. Besonders bei der`Mexican-Hat-Funktion' wird das Bildintervall dieser Teilinterpolanten jeweils mindestenshalbiert. Lediglich bei der weniger glatten `Wellen-Funktion' tritt mit es(4) noch ein un-gew�ohnlich gro�er Summand auf.138Da die Teilinterpolanten aus radialen Basisfunktionen mit immer kleiner werdenden, kom-paktem Tr�ager erzeugt wurden, haben sie abseits des jeweiligen H�aufungspunktes den Wert 0.Diese Eigenschaft l�a�t sich gut zur Verringerung des Rechenaufwands bei der rekursiven Aus-wertung der gesamten Interpolante verwenden, da man die Rekursionstiefe abh�angig vomAbstand zum H�aufungspunkt beschr�anken kann.Die Folge der minimalen Abst�ande d2;min lautet f�ur die `Wellen-Funktion' d2;min(X(�)) =2�(��1), � = 1; : : : ; 5, w�ahrend sie f�ur die St�utzstellenverteilungen der `Mexican-Hat-Funktion' 132 � f 5; 5; 3; 1; 1 g betr�agt. Dieser Unterschied beruht auf den verschiedenenAbst�anden der jeweils `von Hand' eingef�ugten St�utzstellen vom H�aufungspunkt. Bei der`Wellen-Funktion' sind die St�utzstellen �(1; 1)tr f�ur die dmin-Werte bedeutungslos. Im Ge-gensatz dazu bestimmen die St�utzstellen �(5=32; 0)tr bei der `Mexican-Hat-Funktion' denminimalen Abstand auf den ersten vier Leveln vollst�andig | sie be�nden sich zu dicht amH�aufungspunkt (0; 0)tr.Die Konditionen der jeweiligen Interpolationsmatrizen liegen in der selben Gr�o�enordnungwie die der `konventionellen' Methode, die in den Abbildungen 10 und 15 angegeben wurden.Da die Interpolationsmatrizen A�(�)e�(�)(dmin(X(�)));X(�) nicht nur von der jeweiligen St�utzstellen-menge X(�), sondern auch von der dazu passend parametrisierten radialen Basisfunktion�(�)e�(�)(dmin(X(�))) abh�angen, werden die Eigenwerte | und somit die Kondition | der Inter-polationsmatrizen zur `Wellen-Funktion' ab � = 2 station�ar. Die Halbierung der minimalenSt�utzstellenabst�ande wird n�amlich durch die Halbierung des Tr�agers der Basisfunktion je-weils ausgeglichen. Bei der `Mexican-Hat-Funktion' wird dieser g�unstige E�ekt durch diebeiden `von Hand' eingef�ugten St�utzstellen �(5=32; 0)tr verhindert.7.5 Idee eines GesamtschrittverfahrensIm Verfahren des Kapitels 7.2 ist auf jedem Level � eine Interpolation auf der St�utzstellen-menge X(�) zu berechnen. Der daf�ur n�otige Aufwand bei allgemeinen radialen Basisfunktio-nen betr�agtO((#X(�)+Q)3). Der Gesamtaufwand bei � Leveln ist somitO(� (N+Q)3); falls� linear in N ist, betr�agt er sogar O(N4 +Q3). Der Speicheraufwand steigt von O(N +Q)f�ur die Koe�zienten cj und �k auf O(� (N +Q)) bzw. O(N(N + Q)) f�ur die Koe�zientenc(�)j und �(�)k .138Dieses Verhalten erinnert an Fourier-Reihenentwicklungen oder Waveletzerlegungen unterschiedlich glat-ter Funktionen.



7.5. Idee eines Gesamtschrittverfahrens 115Dieser Anstieg l�a�t sich durch Verwendung von compactly supported functions zumindest aufden h�oheren Leveln vermeiden. Es kommen aber auch andere Ans�atze dagegen in Betracht.Eine solche Idee wird abschlie�end geschildert.Betrachtet man die Gestalt der gesamten Interpolantes(x) = �X�=1 es(�)(x) = �X�=1 0@ Xj2M(�) c(�)j �(�)e�(�)(dmin(X(�)))(x; xj) + QXk=1�(�)k pk(x)1A ;so liegt es nahe, die Summen wie folgt umzusortieren:s(x) = Xj2M X�2N(j) c(�)j �(�)e�(�)(dmin(X(�)))(x; xj) + QXk=1  �X�=1 �(�)k ! pk(x) :Dabei ist N(j) := f � = 1; : : : ; � : j 2 fM (�) g. Mit�� := �(�)e�(�)(dmin(X(�))) und �k := �X�=1 �(�)kerh�alt man also die Forms(x) = Xj2M;�2N(j) c(�)j ��(x; xj) + QXk=1 �k pk(x) ;die es nahelegt, ihre Koe�zienten c(�)j und �k durch eine einzige Matrix-Invertierung zubestimmen. Die M�achtigkeit der neuen Indexmenge f(j; �) 2 M � f1; : : : ; �g : � 2 N(j)gbetr�agt h�au�g weniger als O(�N), so da� sich deutliche Aufwandseinsparungen ergeben.Leider lassen sich nur sehr schwer Aussagen �uber die Invertierbarkeit oder gar die Konditionder entsprechenden Interpolationsmatrix �nden.



116 8. Schlu�betrachtungen8 Schlu�betrachtungenVor der Darstellung der Ergebnisse dieser Arbeit soll kurz auf deren m�ogliche Anwendungs-gebiete eingegangen werden. Die mehrdimensionale oder auch multivariate Interpolation hatin den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen, z. B. in der digitalen Bildver-arbeitung. Dort k�onnen mit diesem Verfahren beispielsweise zu verschiedenen Zeiten aufge-nommene Satellitenbilder der selben Gegend oder R�ontgenbilder der selben Person verglichenwerden. Auch sind die in letzter Zeit so beliebten `Morphing'-E�ekte f�ur Film- und Video-sequenzen so erzeugbar.139 Die Kompression von Bilddaten, topographischen Karten derErdober�ache und �ahnlichen Signalen ist ebenso ein denkbares Anwendungsgebiet.140Speziell inhomogene St�utzstellenverteilungen treten bei der topographischen Vermessung,beispielsweise von �Olbohrregionen, auf. Unterschiedlich stark detaillierte Werkst�ucke, etwaim Flugzeugbau, ben�otigen zur Beschreibung ebenfalls solche St�utzstellenverteilungen.8.1 Theoretische ErgebnisseUm die praktischen Ans�atze des zweiten Teils der Arbeit auf ein tragf�ahiges Fundament zustellen, ist es n�otig, die bekannte Theorie der Interpolation mit radialen Basisfunktionenallgemeiner zu fassen. Kapitel 1 legt daf�ur die allgemeinen Grundlagen. In den Kapiteln 2.5bis 2.9 und 3.1 bis 3.3 werden dann die wichtigsten Ergebnisse unter jeweils minimalen Vor-aussetzungen hergeleitet. Diese Art der Darstellung �ndet man nicht in den hier verwendetenPublikationen. Der Aufbau der Theorie wird nun in einer �Ubersicht zusammengestellt.Zu gegebenem � 2 BPD(m), zu X � IRd und f 2 Fund sei das Interpolationsproblemsf;X;�(x) = ctr�(x;X) + p(x) mit sf;X;�(X) = f(X) und p 2 IPdmzu l�osen. Dabei erh�alt man das Interpolationssystem (2.5-6) A� PP tr 0 !  c� ! =  y0 !mit A� := (�(xi; xj))i;j2M und P := (pk(xi))i2M; k=1; :::; Q. F�ur � 2 BPD(m) und ein in-jektives P ist es laut Satz 2.5-1 eindeutig l�osbar. Falls dabei f 2 Spand� � IPdm ist, folgtsf;X;� = f . Die L�osung u(x) des linearen Gleichungssystems (2.6-2) A� PP tr 0 !  u(x)v(x) ! =  �(x;X)S(x) !ist eine IPdm-reproduzierende Lagrange-Basis, und es giltsf;X;�(x) = f(X)tr u(x) :F�ur das Fehlerfunktional"x;u(f) := f(x) � sf;X;�(x) = f(x)� f(X)tr u(x)139Vgl. [c't:Morphing].140Vgl. [c't:Wavelets].



8.1. Theoretische Ergebnisse 117gilt mit der (f�ur beliebige Vektoren u;R 2 CN und Skalare a 2 IR de�nierten) quadratischenForm Q�(u;R; a) := utrA� u � 2 Re �utrR� + af�ur beliebige IPdm-reproduzierende Lagrange-Basen u(x) von X die Gleichungjj"x;ujj� = qQ� ( u(x); �(x;X); �(x; x) ) :Das Minimierungsproblem (2.9-1)/(2.9-2)Q�( u(x); �(x;X); �(x; x) ) = Min ! , wobei P tr u(x) = S(x) gilt,hat dieselbe L�osung u�(x) wie das lineare Gleichungssystem (2.6-2), sofern dieses eindeutigl�osbar ist. Die Kriging-Funktion�X;�(x) := qQ�( u�(x); �(x;X); �(x; x) )aus Kapitel 2.9 ist somit die f�ur alle IPdm-reproduzierenden Lagrange-Basen u(x) minimaleNorm des Fehlerfunktionals.Alle oben genannten Ergebnisse werden einzig unter der Voraussetzung � 2 BPD(m) erzielt.Kapitel 3 beleuchtet danach die Nachweism�oglichkeiten f�ur die positive De�nitheit von �unter verschieden starken Voraussetzungen an �. Dabei wird die Fourier-Transformation ein-gesetzt. Die dadurch erzielten Integraldarstellungen erlauben dar�uber hinaus konkretere Feh-leranalysen und Konditionsbetrachtungen. Die Symbol-Funktion SymX;c(!) := Pj2M cj ei wtrxjaus Kapitel 3.1 verk�urzt die Integraldarstellung von ctrA� c nach Gleichung (3.1.1-1):ctrA� c = (2�)�2d Z '(!;��) SymX;c(!) SymX;c(�) d2d(!; �) :Dabei geht in diesem Kapitel nur die Forderung nach Symmetrie der Basisfunktion � ein.Mit der Fehler-Kern-FunktiongX;u(x)(x; !) := "x0x;X;� �ei !trx0� = ei wtrx � SymX;c(!)aus Kapitel 3.1.2 ergibt sich f�ur f = FT�1(f̂) mit f̂ aus dem Raum Gs0;s1 die Integraldar-stellung des Fehlerfunktionals laut Satz 3.1.2-3:"x;u(f) = (2�)�d Z f̂(!) gX;u(x)(x; !) dd! :Weiterhin erh�alt man in Satz 3.1.2-4 Integraldarstellungen f�ur Q�( u; �(x;X); �(x; x) ) unddaraus in Korollar 3.1.2-5 auch f�ur �2X;�(x):�2X;�(x) = (2�)�2d Z '(!;��) gX;u(x)(x; !) gX;u(x)(x; �) d2d(!; �) :Dabei ist u(x) die L�osung von Gleichung (2.6-2) und �(x; y) = (2d)FT �1('(!; �))(x; y). Diemeisten Aussagen des Kapitels 3.1 �nden sich so allgemein in keiner dem Autor bekanntenVer�o�entlichung.



118 8. Schlu�betrachtungenAb Kapitel 3.2 wird die Translationsinvarianz der Basisfunktion � vorausgesetzt. Dadurchergeben sich die sch�oneren Integraldarstellungen laut Gleichung (3.2.1-1):ctrA� c = (2�)�d Z '(!) ���SymX;c(!)���2 d!und laut Korollar 3.2.2-2:�2X;�(x) = (2�)�d Z '(!) ���gX;u(x)(x; !)���2 d! :Dabei ist u(x) wie oben und �(x; 0) = (d)FT �1(')(x). F�ur Funktionen aus dem native spaceF� erh�alt man in Korollar 3.2.2-3 die Fehlerabsch�atzungjf(x) � sf;X;�(x)j � jjf jjF� � �X;�(x) :Die Aussagen des Kapitels 3.2 sind allgemein bekannt, doch wird gew�ohnlich die st�arkereVoraussetzung der Radialit�at an � gestellt.Das Kapitel 3.3 schlie�lich bildet eine Art `Kompendium' der altbekannten Theorie f�ur ra-diale Basisfunktionen �. F�ur ganz konkrete Familien dieser Funktionen ergeben sich mit derlokalen St�utzstellendichteh�;X;d(x) := maxy: d(y;x)<� minj2M d(y; xj)Absch�atzungen der Kriging-Funktion in Form von Gleichung (3.3.2-1):�X;�(x) � F�(h�;X;d(x)) :Kapitel 3.3.3 liefert dann mitdmin(X) := minxi 6=xj2X d(xi; xj)auch noch Konditionsabsch�atzungen der GestaltcondA� � G�(q)�1 �H�;X(q) mit q := 12 dmin(X) :8.2 Praktische ErgebnisseIm praktischen Teil dieser Arbeit werden zwei Beispielfunktionen mit ihren `klassischen'Interpolanten vorgestellt. Da der lokale Detailreichtum dieser Funktionen stark wechselt, er-forderten sie jeweils sehr inhomogene St�utzstellenverteilungen. Diese wirken sich in Form vondeutlichen `H�utchen'-Strukturen auf die Interpolanten aus. In f�unf verschiedenen Ans�atzenwird versucht, diese E�ekte zu vermindern | mit unterschiedlichem Erfolg.Die Ans�atze mit `ortsabh�angigen Skalierungsfunktionen' sowie das `Hinzuf�ugen einer Dimen-sion' haben sich nicht bew�ahrt. Auf Grund der schlechten experimentellen Ergebnisse, diesich in einer absolut ungen�ugenden Reproduktion der vorgegebenen Funktionen zeigten, istder immense Rechenaufwand nicht gerechtfertigt.Erfreulicherweise haben gerade die Ans�atze mit dem geringsten Rechenaufwand, n�amlich`der Metrik vorgeschaltete Transformationen' (Kap. 6.2), `der Metrik nachgeschaltete Funk-tionen', (Kap. 6.3) und die `iterierte Interpolation' (Kap. 7) besonders gute Ergebnisse er-zielt. Die `H�utchen'-E�ekte verschwinden oft v�ollig. Neue, st�orende E�ekte sind kaum zu



8.2. Praktische Ergebnisse 119verzeichnen. Der Rechenaufwand steigt nur um einen konstanten Faktor, bei der `iterier-ten Interpolation' ist durch geschickte Programmierung sogar eine Reduktion gegen�uberder `klassischen' Methode m�oglich. Hierbei mu� erw�ahnt werden, da� die Algorithmen nochnicht automatisch auf jede gegebene St�utzstellenverteilung anwendbar sind. So m�ussen dieentzerrende Transformation bzw. Funktion und auch die Aufteilung der St�utzstellenmengein homogene Teilmengen noch `von Hand' bewerkstelligt werden. Die Entwicklung von Al-gorithmen, die aus einer Analyse der St�utzstellendichte heraus selbst�andig geeignete undschnelle Transformationen erstellen bzw. die St�utzstellenmenge aufteilen, ist eine Aufgabef�ur die Zukunft.
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