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1. Finleitung

1. Einleitung

Das menschliche Gehirn ist einem digitalen Rechner in vielerlei Hinsicht iiberlegen. So
erkennt schon ein einjihriges Baby Gesichter und Gegenstinde wesentlich schneller und
besser, als ein sehr komplexes Programm, das auf einem Supercomputer lduft. Der Com-
puter ist nur bei primitiven Rechenaufgaben wesentlich schneller als das Gehirn. Dieses
hat dagegen dem Computer mehrere Eigenschaften voraus:

o Es ist flexibel. Durch ,Lernen® pafit sich das Gehirn einer neuen Aufgabe an, oft
ohne dafl der Mensch aktiv etwas dafiir tun muf.

e Es verarbeitet ungenaue und inkonsistente Daten.

e s ist sehr fehlertolerant. Téglich absterbende Zellen beeintrachtigen die Gesamt-
funktion nur unwesentlich.

o Es arbeitet hochgradig parallel.

Die Neuroinformatik beschiftigt sich damit, die eben genannten Figenschaften fiir
Computer verfiighar zu machen. Dabei werden grundlegende Firkenntnisse aus der Funk-
tionsweise des Gehirns zur Entwicklung neuartiger Hardware (massiv parallele Netz-
werke, Neuro-Chip) und Software (kiinstliche Neuronale Netze) benutzt. Mit Hilfe kiinst-
licher Neuronaler Netze werden Probleme aus sehr unterschiedlichen Bereichen erfolg-
reich bearbeitet: zum Beispiel Bildverarbeitung (Erkennen von Gegenstdnden), Steue-
rungstechniken (Robotersteuerung) und nichtlineare Optimierung (Travelling Salesman
Problem).

In dieser Arbeit wird eine Mdoglichkeit dargestellt und genauer untersucht, mit selbst-
organisierenden kinstlichen Neuronalen Netzen die ,,Dimension® einer Datenmenge , her-
auszufinden®. Was ist die ,,Dimension® einer Datenmenge und wozu ist es niitzlich, diese
herauszufinden? Zur Beantwortung der zweiten Frage zunichst ein Beispiel: Ich betrachte
50 Geridte, mit denen Wetterdaten (Temperatur, Luftdruck, Windgeschwindigkeit, ...)
gemessen werden. Die Daten lassen sich als fiinfzigdimensionale Vektoren darstellen.
Allerdings sind sie im allgemeinen stark korreliert. Zur weiteren Verarbeitung (Wet-
terprognose) ist es sinnvoll, die ,wirkliche Dimension“ der Daten zu kennen, das heifit
Korrelationen zu entdecken und zu eliminieren.

Um die ,Dimension“ von Daten herauszufinden, werden diese mit Netzen verschie-
dener Dimension verbunden. Dabei sind zunéchst keine Neuronalen Netze gemeint. Ein
eindimensionales Netz ist ein Polygonzug, ein zwei- und ein dreidimensionales Netz sind
in Fig. 1.1 und 1.2 dargestellt. H6herdimensionale Netze werden analog konstruiert. Die
,Dimension“ einer Datenmenge ist durch die eines Netzes bestimmt, mit dem sich die
Daten ,,gut®“ verbinden lassen. Tritt einer der folgenden ,,Defekte“ auf, so ist das Netz
nicht fiir diese Daten geeignet:

1. Es gibt Verbindungslinien des Netzes, die sich schneiden.

2. Das Netz ist gefaltet. (Eine Peano-Kurve ist ein Beispiel fiir ein eindimensionales,
gefaltetes Netz.)



3. Das Netz ist verzerrt, das heifit die Abstdnde zwischen verbundenen Knoten sind
sehr unterschiedlich.
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Fig. 1.1: ein zweidimensionales Netz mit 25 Knoten Fig. 1.2: ein dreidimensionales Netz mit 27 Knoten

Um diesen Dimensionsbegriff mit endlich vielen Knoten auch auf unendliche Mengen
anwenden zu konnen, wird statt einer Verbindung der Daten mit einem Netz (diese
benétigt ebenso viele Netzknoten wie Datenvektoren) eine Uberdeckung mit einem Netz
betrachtet, wobei die Anzahl der Knoten frei gewihlt werden kann. Eine ,gute* Uber-
deckung ist dadurch charakterisiert, daf ,,in der Nihe"“ jedes Datenvektors ein Netzkno-
ten liegt und umgekehrt. Damit gibt es neben 1 — 3 einen weiteren moglichen Defekt:

4. Der Datenraum wird nicht vollstdndig {iberdeckt oder das Netz liegt nicht ,,nahe“
an den Daten.

Zusammengefaflt ergibt sich folgendes Dimensionskriterium: Die ,,Dimension® einer
Datenmenge ist durch die Dimension eines Netzes bestimmt, mit dem sich der Datenraum
moglichst ohne Auftreten eines der Defekte 1 — 4 iiberdecken 148t. Es ist mit den bisher
betrachteten Netztypen nicht immer méglich, einen Datenraum zu iiberdecken, ohne daf§
einer der Defekte auftritt. In der einschldgigen Literatur wird der problematische Begriff
der ,Dimension® einer Datenmenge nicht erw&dhnt. An zwei einfachen Beispielen mochte
ich das Dimensionkriterium verdeutlichen:

1. Sei X die Menge von 10.000 zufillig aus [0, 1] gew#hlten Punkten. Welche ,,Dimen-
sion“ hat X7 Sicherlich 1aBt sich eine (eindimensionale) Kurve durch alle Punkte
legen, die sich nicht selbst schneidet. Diese Kurve ist aber immer gefaltet. Dagegen
lassen sich die Punkte ,,zweidimensional* (wie in Fig. 1.1) iiberdecken, ohne daf} es
zu einer Faltung kommt. Im Fall einer nicht mehr leicht vorstellbaren ,dreidimen-
sionalen® Uberdeckung der Punkte (wie in Fig. 1.2) lassen sich Uberschneidungen
von Verbindungslinien nicht verhindern. Deshalb méchte ich davon sprechen, daf
X die ,Dimension“ 2 hat. Statt der 10.000 Punkte kann mit demselben Ergebnis
auch X = [0,1]* gewihlt werden.
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2. Welche Dimension hat eine Kugeloberfliche? Eine Kurve kann eine Sphére nur
durch Faltung verniinftig tiberdecken. Ein zweidimensionales Netz 148t sich nur so
auf eine Sphire legen, daf es entweder zu Uberschneidungen der Verbindungsli-
nien kommt oder dafl ein Teil der Spihre nicht iiberdeckt wird oder dafl das Netz
stark verzerrt wird. Bei einem dreidimensionalen Netz treten ebenfalls Probleme
auf: Entweder liegen nur die ,dufleren” oder auch die ,,mittleren Knoten nahe der
Sphére. In beiden Féllen kommt es zu starken Verzerrungen des Netzes. Mit den
bisher betrachteten Netzarten kommt es also immer zu Defekten bei der Uber-
deckung einer Sphére.

Wird dagegen ein geschlossenes, zweidimensionales Netz gewidhlt, bei dem die vier
Réander zu einem Punkt identifiziert werden, so 148t sich die Sphére sehr gut tiber-
decken. Geschlossene Netze werden im folgenden nicht betrachtet.

Nun zu selbstorganisierenden kiinstlichen Neuronalen Netzen. Die bisher betrachteten
Netze haben einiges mit diesen zu tun. Bei der iiblichen graphischen Darstellung der Neu-
ronalen Netze entstehen die eben betrachteten ,,normalen“ Netze. Dabei befinden sich die
,Neuronen“ in den Knoten. Der Algorithmus fiir ein selbstorganisierendes kiinstliches
Neuronales Netz ist vereinfacht gesagt so konzipiert, dafl dieses die ihm prisentierten
Daten so gut wie moglich iiberdeckt. Das bedeutet, dafl moglichst keiner der Defekte
1 — 4 auftritt.

Durch Uberpriifung eines Netzes kann festgestellt werden, ob dieses einen der eben ge-
nannten Defekte aufweist. Durch Quantifizierung der auftretenden Defekte ist es moglich,
verschiedene Netze zu vergleichen. Die ,,Dimension® einer Datenmenge ist dann durch die
Dimension des kiinstlichen Neuronalen Netzes bestimmt, das unter den getesteten den
kleinsten Defekt aufweist. Mit einem Netz dieser Dimension 148t sich die Datenmenge
am besten reprisentieren.

Als ein Anwendungsbeispiel fiir selbstorganisierende kiinstliche Neuronale Netze moch-
te ich kurz ein Grundproblem der Robotersteuerung vorstellen: die Positionierung eines
Endeffektors im Raum (zum Greifen, Schweif- 8,
punkte anbringen, ...). Es wird einschrinkend AN
angenommen, daf} es eine eindeutige Beziehung
zwischen der Position des Endeffektors (z,y, z)
und der Stellung © = (04,03, 03) der drei Ro- 92( b2
botergelenke gibt. Auf den Raum, in dem der N
Endeffektor positioniert werden soll, sind zwei
Kameras gerichtet. Ein Punkt des Raumes er-
zeugt in der Bildebene jeder Kamera einen zwei-
dimensionalen Lagevektor. Beide Vektoren er-

geben zusammengefafit einen vierdimensionalen N
Vektor. Dieser bestimmt den Punkt eindeutig, Y
da das Arbeitsgebiet eine dreidimensionale Un-

termannigfaltigkeit in IR* ist.
Stellen wir uns nun ein zuféllig im Arbeitsge-
biet des Endeffektors verteiltes dreidimensionales Netz vor. In jedem Knoten r des Netzes

Fig. 1.3: ein Roboterarm mit drei Gelenken



sind neben der Position w, des Knotens zwei weitere Gréflen gespeichert: ein dreidimen-
sionaler Vektor ©, zur Positionierung des Endeffektors und eine 3 x 4 Matrix A, zur
Korrektur, falls die Positionierung nicht korrekt erfolgt.

Das Verfahren, mit dem das Netz ,trainiert wird, ist zu umfangreich, um hier darge-
stellt zu werden. Hier eine stark vereinfachte Version:

1. Wihle zufillig einen Zielpunkt im Arbeitsgebiet und bestimme mit den Kameras
den zugehorigen Vektor w.

2. Bestimme den Knoten 7/, der am nichsten an u liegt.

3. Verschiebe den Knoten 7/, so dafl er niher an u liegt, und verringere den Defekt
des Netzes (dabei werden auch Knoten in der ,N&he“ von ' verschoben).

4. Bringe den Endeffektor in eine Zwischenposition durch Einstellen der Gelenkwinkel
auf

0, =0, + AT/(U — wT/)

und bestimme mit den Kameras den zugehorigen Vektor v;.

(A, ist eine Approximation an die Jakobimatrix der Transformation ©;(u) an der
Stelle w,s des Knotens 1. Die Einbeziehung der Matrix A, erméglicht es, auch
Zielpunkte in der ,N&ahe* der zu 0,/ gehdrenden Position zu erreichen.)

5. Korrigiere die Position v; gem&f
Q=0+ Apr(u— ;)
und bestimme mit den Kameras die Endposition vy des Endeffektors.

6. Verdndere O,/ und A,/ so, dafl bei erneuter Présentation desselben Zielpunktes vy
ndher an u liegt.

Das Verfahren wird ausfiihrlich in [1], S. 171-209 besprochen.

Es kommt zu folgenden Ergebnissen: Das anfangs vollig verknotete Netz wird entkno-
tet (Schritt 3) und verteilt sich im Arbeitsraum. Es sieht dann dhnlich aus wie in Fig.
1.2, nur mit mehr Knoten (siche Abb. 11.4 in [1]). Gleichzeitig wird die Positionierung
verbessert (Schritt 6). Jeder Knoten positioniert den Endeffektor auf Zielpunkte, die in
seiner ,,Ndhe* liegen. Insgesamt werden schon nach 6.000 Trainingsschritten sehr gute
Positionierungsergebnisse erzielt, was vor allem an der Verwendung der Jakobimatrizen

A, liegt.
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2. Selbstorganisierende kiinstliche Neuronale Netze -
Kohonens Modell

Kohonen wollte 1982 mit der Entwicklung seines Modells ([2], S. 119-157) unter anderem
die effiziente Speicherung von Daten erforschen. Er orientierte sich dabei, was den Aufbau
seines Netzes betrifft, an einem biologischen Modell von Neuronen. Das Netz soll den
Datenraum moglichst gut iiberdecken. Auflerdem sollen, wie im biologischen Modell,
yahnliche Daten® an ,,benachbarten Stellen® gespeichert werden.

2.1 AbriB eines biologischen Modells eines Neurons

FEin Neuron enthilt im wesentlichen drei

Hauptstrukturen: P
1. die Dendriten fiir die Eingabe,
2. den Zellkorper (Soma) fiir die Verarbei-
tung und
3. das Azon fiir die Ausgabe. Dencriten ’/g/napﬁw

Zellkdrper i

Die Dendriten sind sehr stark verzweigt
und im Radius von ca. 400 gm um ein Neuron
angeordnet. Sie summieren die elektrischen
Signale anderer Neuronen und leiten diese an
den Zellkorper weiter.

Uberschreitet die Summe aller Signale
einen Schwellenwert, so wird vom Zellkérper
ein  kurzzeitiger elektrischer Nadelimpuls Axon
iiber das Axon ausgegeben.

Das Axon, dessen Linge von weniger als einem Millimeter bis zu mehreren Metern vari-
iert, leitet diesen Impuls weiter. An dem stark verzweigten Ende des Axons befinden sich
Synapsen, die sich an den Dendriten und Zellkérpern anderer Neuronen anlagern. Die
Ubertragung des elektrischen Impulses findet durch chemische Botenstoffe (Neurotrans-
mitter) statt. Diese bestimmen die Synapsenstdrke und kénnen je nach Beschaffenheit
entweder hemmend oder erregend wirken.

2.2 Definition eines selbstorganisierenden kiinstlichen Neuronalen Netzes

Ein selbstorganisierendes kiinstliches Neuronales Netz in Kohonens Modell besteht aus
einer Menge von Datenvektoren und einer endlichen Menge von Units (statt Neuronen,
um die Distanz zur Biologie zu wahren), die jeweils mit einer Metrik ausgestattet sind.
Durch diese Metriken ist der Abstand zwischen Units bzw. Datenvektoren bestimmt.
Die induzierten Topologien definieren Umgebungen (auch Nachbarschaften genannt) von
Units bzw. Datenvektoren. Die Nachbarn einer Unit r sind alle Units, die in einer be-
stimmten Umgebung von r liegen (analog fiir Datenvektoren). Jeder dem Netz présen-



2.2 Definition eines selbstorganisierenden kinstlichen Neuronalen Netzes

tierte Datenvektor soll einer Unit zugeordnet werden. Iis wird folgende Forderung der
Nachbarschaftserhaltung gestellt:

Die Daten sollen homéomorph auf die Units abgebildet werden, in dem Sinne,
dafl benachbarte Daten benachbarten Units zugeordnet werden.

Sei X C IR? die Menge der Daten und # = (21,...,24) € X. Das Netz habe d
Fingangsfasern, und z; bezeichne die i-te Faser. Sei y, die Ausgabe (Potential des Axons)
und s, der Schwellenwert von Unit r, wobei r € IR"™ der Ortsvektor der Unit ist. Der
Abstand zweier Units ist durch den Abstand ihrer Ortsvektoren in IR"™ gegeben. Jede
Unit ist mit allen Eingangsfasern verbunden, und w,; bezeichne die Verbindungsstérke
(Synapsenstirke) der Fingangsfaser ¢ zu Unit r. Zur Berechnung der Ausgabe y, einer
Unit r schligt Kohonen folgende Gleichung vor:

d
yT(w) =9 (Z_: WyiTi + Zg(rv q)yq(x) - 87“) (1)

aFr

mit ¢ : IR — [0, 1] und ¢(z) — 1 bzw. 0 fiir 2 — +oo.

Der erste Term summiert die Werte aller Fingangsfasern gewichtet mit ihrer Synap-
senstidrke. Durch den zweiten Term wird die Ausgabe der Nachbarn von Unit r mit
einbezogen. Die Funktion ¢(r, ¢) bestimmt dabei den Einfluf, den Unit ¢ auf Unit r hat.
Ist g(r, q) fiir kleinen Abstand von r und ¢ erregend (g(r,q) > 0) und fiir grofien Abstand
hemmend (g(r,¢) < 0), dann wird die von g bewirkte Riickkopplung auch als laterale
Inhibition oder Umfeldhemmung bezeichnet. Eine Mexican-Hat Funktion bewirkt zum
Beispiel solch eine Riickkopplung. Jedem Signal x € X wird eine Unit 7’ mit mazimaler
Ausgabe zugeordnet.

Nun 148t sich zeigen: Die Funktion ¢ kann so gewdhlt werden, dafl die oben gestellte
Forderung der Nachbarschaftserhaltung erfiillt wird ([1], S. 69-71).

Um zu gegebenem z € X die zugeordnete Unit 7’ mit maximaler Ausgabe zu be-
stimmen, muf das nichtlineare Gleichungssystem (1) numerisch gelést werden. Kohonen
vereinfacht die Suche nach dem Erregungszentrum r’, indem dieses nur noch aufgrund
des prasentierten Datenvektors x berechnet wird, ohne die Nachbarunits einzubeziehen
(sel ohne Einschrankung s, := 0):

d d
waxi = m;aLXanxi. (2)

Mit den durch Normierung zu erreichenden Voraussetzungen
|lwellz=1Vr und Jz|lz=1VaeeX gilt:
d
e = 21 = el = 2(w,,2) + ol =2 = 2 5 e

Damit folgt (2) < |Jwy — z||3 = min ||w, — z||3.
T
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Das Erregungszentrum 7’ ist demnach eine Unit, deren Verbindungsstirke zu den Ein-
gangsfasern den kleinsten Abstand zum prisentierten Datenvektor x hat. r’ wird oft
auch als Gewinnerunit bezeichnet. w, € IR? kann als Wert von Unit r interpretiert wer-
den, die Ausgabe y, wird nicht mehr betrachtet. Der Wert einer Unit mufl von ihrem
Ortsvektor r € IR™ unterschieden werden.

Kiinstliche Neuronale Netze sind in der Lage, das Losen von gestellten Aufgaben zu
yerlernen®. Unter Lernen versteht man, die sich schrittweise nach gewissen Lernregeln
verdndernde Zuordnung von Eingangssignalen zu einem Ausgabewert. Die Zuordnung
soll dabei so verdndert werden, dafl im Laufe des Lernverfahrens die gestellte Aufgabe
immer , besser” geltst wird.

Der Ausgabewert eines selbstorganisierenden kiinstlichen Neuronalen Netzes ist die
dem Signal 2 zugeordnete Unit /. Um die Datenvektoren méglich gut zu iiberdecken,
schligt Kohonen folgende Lernregel vor:

Vr: Aw, =eA(r,r)(z—w,)

€ € [0,1] ist ein Lernschrittparameter. Die Nachbarn einer Unit werden bei der Berech-
nung des Erregungszentrums r’ im Gegensatz zu (1) nicht beriicksichtigt. Deswegen fiihrt
Kohonen die Nachbarschaftsfunktion A(r',r): IR™ x IR™ — [0, 1] ein. Diese hat folgende
Eigenschaft:

A(r' ) > A(r! rg), falls || = rq| < || — 72| (3)

Je weiter r von der Gewinnerunit ’ entfernt ist, desto kleiner wird A(+/, 7). Der Abstand
des Vektors w, zum Datenvektor z wird durch einen Lernschritt verkleinert, und zwar
in Abhéngigkeit von dem Abstand von r und r'.

Eine typische Wahl fiir eine Nachbarschaftsfunktion ist die Glockenkurve

/ 2
Al ) — =y
(r',7) = exp ( 572

Mit dem Parameter ¢ kann die Breite der ,,Glocke* und somit die Grifse der Nachbar-

schaft um die Gewinnerunit r’ gesteuert werden.

2.3 Der Algorithmus fiir ein selbstorganisierendes Netz

1. Wihle w,; € [0, 1] zuféllig, o und ¢ ,,grof“.

2. Wihle ein sensorisches Signal € X unter Beachtung einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung P auf X.

3. Bestimme das Erregungszentrum r’ geméif

e = wpllz = min [Je - w, 2. (1)



2.4 Unitabstand und Nachbarschaftsfunktion

4. Setze

Ve w = w4 eA(r', 1) (z — w?“).

5. Reduziere € und o. Stopp, falls € ,klein genug“, sonst fahre mit Schritt 2 fort.

Zunichst einige Bemerkungen zum Algorithmus:

Zu 1: o ist im wesentlichen die Grofle der Nachbarschaft um »/, fiir die A(7/, r) in Schritt
4 so grof} ist, dafl der zweite Term nicht véllig verschwindet. o ,grofl“ bedeutet
0 A max,, , ||r1 — re||, dem groften Abstand zwischen zwei Units.
€ Hgroff* heifit e ~ 1.

Zu 2: Gewohnlich ist P die Gleichverteilung auf X.

Zu 3: Obwohl weder w, noch z normiert sind, wird (4) zur Bestimmung von r’ benutzt.
(4) ist ohne Normierung nicht mehr dquivalent zur Maximumbedingung (2).

Zu 4: Es miissen nicht alle w, neu gesetzt werden, sondern nur solche mit A(r/,r) > A.
A ist dabei ein kleiner Wert, fiir den Schritt 4 noch Sinn macht.

Zu 5: Bei der Reduzierung von € und o ist zu beachten, daf} einerseits eine sehr lang-
same Reduzierung die Gesamtlaufzeit stark erhoht, andererseits eine zu schnelle
Reduzierung dem anfangs zuféllig gewdhlten Netz kaum eine Moglichkeit 1483t, sich
auszubreiten und die Topologie von X zu finden.

Des weiteren mufl das Abbruchkriterium ¢ ,klein genug® und damit die Gesamtan-
zahl der Iterationen schon zu Beginn des Algorithmus gewihlt werden. Natiirli-
cherweise sollte der Algorithmus terminieren, falls sich das Netz dem Datenraum
X ,gut genug” angepafit hat.

2.4 Unitabstand und Nachbarschaftsfunktion

Der Ortsvektor einer Unit sei im folgenden durch r € IV} gegeben. Den Abstand zwi-
schen zwei Units ( Unitabstand) r und ' definiere ich durch

n

lr = +'lls =) Iri = 7i] € No. (5)

=1

l|l1 hat wegen ihrer ganzzahligen Werte zusammen mit der unten gewdhlten Nach-
barschaftsfunktion A, im Gegensatz zur oft gewdhlten ||.||; den Vorteil, dal mit dem
Parameter o die Gréfle der Nachbarschaft um die Gewinnerunit " bei Handsteuerung
(siche 2.7) exakt gewidhlt werden kann. Alle Units, die in der o-Nachbarschaft von »/
liegen, werden in Schritt 4 des Algorithmus verdndert.

Zur Veranschaulichung des Abstands zweier Units kann man sich zum Beispiel ein
zweidimensionales Netz mit 256 Units als 16 X 16 Matrix vorstellen. Der Wert einer Unit
wird durch einen Matrixeintrag aus IR? reprisentiert, der zweidimensionale Ortsvektor
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ist durch den Zeilen- und Spaltenindex des Wertes bestimmt. Die direkten Nachbarn
von Unit (¢, ) stehen eine Spalte weiter rechts bzw. links (7, j £ 1) und eine Zeile weiter
unten bzw. oben (i £ 1,7), ohne dabei den Rand zu iiberschreiten.

Fiir die Nachbarschaftsfunktion A wihle ich eine lineare Funktion, fiir die Bedingung
(3) offensichtlich erfiillt ist (siehe Fig. 2.1):

AGr) = 1-— H%“i falls |7 —r|1 <o

0 sonst

Schritt 4 des Algorithmus wird fiir alle Units
r ausgefithrt mit A(+/,7) # 0, also falls r noch
in der o-Nachbarschaft des Erregungszentrums
' liegt. 0 = 1 bedeutet, daBB A(+/,r) # 0 nur fiir
die unmittelbaren Nachbarn von 7’ gilt, fiir diese
hat A den Wert £. Fiir o = max,, ,,||r1 — r2|lx
ist A(r',r) # 0 ¥ r. In Schritt 4 werden dann

die Werte aller Units in Abh&ngigkeit von ihrer e -ril
1 N

Entfernung zu v’ verdndert. s o+l
Um ein Fehlermaf fiir das Netz zu erhalten, Fig. 2.1: die Nachbarschaftsfunktion A

interpretiere ich den in (4) erhaltenen minimalen Abstand einer Unit zum présentier-
ten Datenvektor als Fehler des Netzes. Dieser wird iiber jeweils zehn Iterationsschritte
gemittelt. Die zugehorige Kurve ist zusammen mit den Netzen zu sehen.

2.5 Beispiele

Alle abgebildeten Beispiele sind reprisentativ fiir den jeweiligen Netztyp und Datenraum,
das heifit, es ist problemlos mdoglich, die abgebildeten Netze in dhnlicher Form mit der
angegebenen Parametersteuerung zu reproduzieren.

Im folgenden werden zwei Standardbeispiele diskutiert. In beiden Fillen ist P die
Gleichverteilung auf X = [0,1]%. Die Steuerung der Parameter ¢ und o ist in 2.7 ange-
geben.

Die einzelnen Units sind in den Graphiken nicht direkt dargestellt, sondern die Werte
benachbarter Units sind durch eine Linie verbunden. Fiir n > 1 sind die Werte der Units
implizit durch sich kreuzende Linien gegeben.

Als erstes Beispiel (sieche S. 12) ist ein quadratisches Netz der Dimension n = 2 mit
256 Units zu sehen. Nach der Initialisierung sind die Units zuféllig in ganz X verteilt. In
den meisten mir bekannten Publikationen werden die Units in einer kleinen Umgebung
um den Mittelpunkt von X verteilt. Wird der Parameter o anfangs so grofl wie der
maximale Abstand zwischen zwei Units gew&hlt, dann ist diese einschrinkende Wahl
nicht notwendig. In diesem Fall werden, wie schon erliutert, in jedem Iterationsschritt
die Werte aller Units in Schritt 4 des Algorithmus verdndert. Diese Verdnderung ist wegen
der Nachbarschaftsfunktion A abhidngig vom Abstand zur Gewinnerunit r’. Dadurch wird
das durch die zufillige Anfangskonfiguration voéllig verknotete Netz langsam entknotet.
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2.6 Untersuchung der Fehlerfunktion

Das Netz ist schon nach 40 Iterationen knotenfrei, dabei iiberdeckt es nur noch einen
kleinen Teil von X . Da die Werte aller Units in jedem Iterationsschritt verdndert werden,
wird das gesamte Netz zu dem prisentierten Datenvektor z ,geschoben“. Deswegen ist
die Ausbreitung des Netzes bei groflem o klein. o wird mit wachsender Iterationsanzahl
verkleinert. Dadurch breitet sich das Netz immer stirker aus und ndhert sich dem Rand
des Quadrats. Nach 500 Schritten hat sich das Netz schon gut verteilt, jetzt geht es nur
noch darum, moglichst dicht an den Rand heranzukommen.

Dieser kann nie erreicht werden, es wird immer ein Abstand bleiben. Der Abstand
vom Rand wird, bei gleichverteilten Fingangswerten, mindestens halb so grof} sein, wie
der Abstand der duflersten Units zu den zweitduflersten. Die duflersten Units werden
ndmlich sowohl zum Rand (durch Daten, die zwischen dem Rand und ihnen liegen), als
auch zu den zweitduflersten Units (durch Daten, die weiter innen liegen) ,,gezogen®.

Das zweite Beispiel (siche S. 13) zeigt ein eindimensionales Netz mit ebenfalls 256
Units. Direkt nach der Initialisierung sieht es wie das vorige aus. Nach 40 Iterationen
ist ein knotenfreies Netz zu erkennen. Nach 80 Schritten hat es sich im ganzen Raum
ausgebreitet, danach beginnt es sich zu falten. Die Wellenldnge der Faltung ist durch
die Form des Raumes bzw. des Netzes und o bestimmt. Eine ausfiihrliche Diskussion
mit der Bestimmung von kritischen Werten, ab denen sich ein Netz faltet, ist in [1] S.
275-290 nachzulesen.

2.6 Untersuchung der Fehlerfunktion

Bei der Betrachtung der zugehé6rigen Fehlerkurven fillt zundchst deren sehr dhnlicher
Verlauf auf. Sie starten mit relativ kleinen Werten (zuféllige Anfangsverteilung im ganzen
Raum), steigen stark an (geringe Uberdeckung des Raumes) und fallen bis 100 Tteratio-
nen wieder schnell ab (beginnende Ausbreitung im Raum). Die Ausbreitung der Netze
im Datenraum X ist demnach direkt an den zugehérigen Fehlerkurven abzulesen, was
auch aus der Definition des Fehlers (4) folgt. Bis 1.500 Iterationen fallen die Kurven
dann nur noch langsam, und sie haben ungefihr den gleichen Schluiwert (ca. 0.025).

Fehl er der Gew nnerunit
0. 25 T T T T T T T

o) L L L L L L L
(0] 200 400 600 800 1000 1200 1400
Iterati onen

Fig. 2.2: Fehlerkurve zum 16 X 16 Netz (Beispiel 1)
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Beispiel 2

256 Lhit‘s #Iteral\?nen: 40 . 256 Lhit‘s #Iteral\?nen: 80
1 0.8 ]
] 0.6k ]
1 0.4 ]
1 0.2 ]
I I I I 0 I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
256 Unil‘s #Ileraliu‘nen: 400 . 256 Lhits‘ #Iterat\or‘len: 1500
] 0.8k ]
1 0.6 ]
1 0.4 ]
] 0.2k ]
I I I I 0 I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fehl er der Gew nnerunit
0. 25 T T T T T T T
0.2 i
0.15 i
0.1 i
0.05 i
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(0] 200 400 600 800 1000 1200 1400

Iterationen
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2. Selbstorganisierende kiinstliche Neuronale Netze - Kohonens Modell

Der Schlufiwert des Fehlers fiir das erste Beispiel 148t sich, falls die Units véllig gleich-
méBig und unter Beachtung der Nachbarschaft verteilt sind, nach oben abschitzen:

1 /1 1 1
VeeX: —wplly < =y — 4+ — = — ~ 0.171. 6

Es gibt vertikal 16 Units; der freie Rand sorgt dafiir, dafl der ,vertikale® Abstand
|wij — wij41]|2 zwischen benachbarten Units = betrégt. Der Wurzelausdruck in (6) be-
schreibt den ,diagonalen® Abstand, also ||w;; — wiy1;41||2. Eine obere Abschétzung fiir
den Fehler erhdlt man nun durch Halbieren. Nach unten ist der Fehler durch 0 be-
schrdnkt, da eine présentierte Eingabe mit einem w;; {ibereinstimmen kann. Der durch-
schnittliche Fehler wird deutlich kleiner sein, als das arithmetische Mittel 0.086, da es
Hur® 17+ 17 = 289 Punkte in X gibt, fiir die in (6) Gleichheit gilt.

Dies zeigt auch die Fehlerkurve des ersten Beispiels. Dort ist der mittlere Fehler noch
etwas kleiner, da die Units nicht vollig gleichm&fig verteilt sind und deswegen dichter
liegen, als oben angenommen.

Der Datenraum X wird in beiden Beispielen gleichgut iiberdeckt, in dem Sinne, daf} der
Abstand eines Datenvektors zu einer Unit moéglichst klein wird. Das ist nicht erstaunlich,
wenn man bedenkt, daf} in beiden Fillen 256 Units ,,gleichmiBig” verteilt werden. Es ist
allerdings erstaunlich, daf das eindimensionale Netz keine Uberschneidungen aufweist.

Die Steuerung der Parameter ¢ und o (siche 2.7) wurde in den beiden néchsten Bei-
spielen mit der Hand durchgefiihrt, indem interaktiv abhingig vom Entwicklungsstand
des Netzes neue Werte eingegeben wurden. Fiir Fig. 2.3 ist die Steuerung &hnlich wie
in 2.7 fiir das zweidimensionale Netz, wobei die kleinere Netzgréfie zu beachten ist. Fin
Knoten (Fig. 2.4) kommt dadurch zustande, dafl ¢ von Anfang an sehr klein gew#hlt
wird (o < 3). Allerdings hat das Netz selbst bei dieser ,schlechten* Steuerung nicht im-
mer einen Knoten. Die genauen Werte fiir die Handsteuerung sind nicht angegeben, da
mit diesen nur manchmal ein Knoten entsteht. Um die Fehlerkurven besser vergleichen
zu kénnen, wurde auch mit Handsteuerung bis 1.500 Iterationen gerechnet, obwohl beide
Netze schon nach 800 Schritten &hnlich aussehen, wie jetzt abgebildet.

5x5 Units #lterationen: 1500 10x10 Units #lterationen: 1500
1 T T 1 T T T T

0.8 + 1 0.8 -

0.6 - 1 0.6 -

0.4+ 1 0.4}

0.2 1 0.2

0 I I I I 0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.3: ein Netz mit wenigen Units Fig. 2.4: ein verknotetes Netz
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Der Fehler ist nicht von der Dimension des Netzes abhéngig, sondern, wie das 5x 5 Netz

(Fig. 2.3 und 2.5) zeigt,
von der Gesamtanzahl der
Units. Diese ist mit 25
um den Faktor 10 Kklei-
ner, als bei den beiden
bisher betrachteten Net-
zen. Die Fehlerkurve ver-
lduft insgesamt auf einem
hoéheren Niveau und endet
bei einem doppelt so ho-
hen Wert. Das ist auch zu
erwarten, da die Abstidnde
zwischen den Units deut-
lich gréBer sind.

2.7 Steuerung der Parameter ¢ und o

Fehl er der Gew nnerunit

I I I I I I
200 400 600 800 1000 1200
Iterationen

Fig. 2.5: Fehlerkurve zum 5x5 Netz (Fig. 2.3)

I
1400

Es ist nicht méglich, mit Hilfe dieser Fehlerfunktion zu erkennen, ob ein Netz einen
topologischen Defekt, zum
Beispiel einen Knoten (Fig.

Fehl er der Gew nnerunit

0. 25 T T T
2.4) hat. Ein Netz mit
solch einem Defekt unter- o2l |
scheidet sich in den Wer-
ten der Gleichung (4) prak- o1s | |
tisch nicht von einem Netz
ohne Defekt, da es sich o1l |
in X vergleichbar ausbrei-
tet. Die zugehdorige Feh- o 05 | |
lerkurve (Fig. 2.6) unter-
scheidet sich daher weder

im Verlauf nOCh 1m Schluﬁ_ 0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Iterationen

wert wesentlich von denen
der vorherigen Beispiele.

Fig. 2.6: Fehlerkurve zum verknoteten Netz (Fig. 2.4)

Fiir die beiden eben beschriebenen Probleme, die Untersuchung, ob Netz- und Daten-
dimension iibereinstimmen und das Erkennen von topologischen Defekten, wird in den
folgenden Kapiteln eine Losung beschrieben und genauer untersucht.

2.7 Steuerung der Parameter ¢ und o

Die Anzahl von 1.500 Iterationsschritten ist im Vergleich mit Werten aus der Literatur
sehr klein. Das liegt vor allem daran, dafl dort die Parameter ¢ und o sehr langsam
verkleinert werden. Damit steigt zwangsliufig die Gesamtanzahl der [terationen, teilweise
(siehe [1] und [2]) auf 50.000 — 100.000. Diese grofle Anzahl ist sinnvoll, falls X eine
endliche Menge ist. Dann muf} die Iterationsanzahl in einem verniinftigen Verhdltnis zur
Miéchtigkeit von X stehen. Allerdings ist die hohe Anzahl nicht notwendig, wenn X eine
unendliche Menge ist, da nicht ,alle* Elemente von X prisentiert werden kénnen.
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2. Selbstorganisierende kiinstliche Neuronale Netze - Kohonens Modell

Wird die Steuerung von ¢ und o nicht vorher festgelegt und werden stattdessen
abhiangig vom Entwicklungsstand des Netzes interaktiv neue Werte eingegeben (Hand-
steuerung), dann ist eine Gesamtanzahl der Iterationen deutlich unter 1.000 problemlos
zu erreichen. Dieses Verfahren bietet sich fiir alle Fille an, in denen man sich das Netz
ansehen kann, also falls die Dimension des Netzes und die des Datenraums kleiner als
vier sind (n,d < 4). Die weitaus meisten der bisher in der Literatur diskutierten Fille
sind von diesem Typ.

In keiner der Publikationen [2], [3] und [4] sind zu einem gerechneten Beispiel beide
zu wahlenden Parameter €(t) und o(¢) angegeben. Lediglich in [1] wurden bei einem
Beispiel beide Funktionen angegeben.

Sei D = max,, ,, ||r1 — 72||1 der grofite Abstand zwischen zwei Units und N deren
Gesamtanzahl. Dann haben sich durch viele gerechnete Beispiele fiir N > 100 folgende
Funktionen €(¢) und o(t) als giinstig erwiesen:

o fiir ein zweidimenionales Netz

#lterationen || 50 75 100 200 300 400 500 > 500

o(t) D 32D iD D ID 1D 1D D
e(t) i By

e fiir ein eindimensionales Netz

#lterationen || 25 50 75 100 300 500 600 > 600

Q
—~
™
Sa—’
Wiro
.l
[N
.l

1 1 1 1 1
D <D D 55D 5D =D

W=

10
1 1

€(t) 3 1
In Fig. 2.7 ist
der Verlauf der Funktio- 1
nen o(t)/D fiir ein ein- 0.9F i
bzw. zweidimensionales 0.8 - 1
Netz graphisch darge- 0.7F \\ ]
stellt. Die unterschied- 2 0.6 \\ i
lichen Schlufiwerte sind 1 0.5 \ J
auf das fiir die bei- 5 0.4r S i
den Dimensionen stark 0.3 \ J
unterschiedliche D zu- 0.2t — i
riickzufiithren. So  gilt 0.1 n=1 —
fiir die eben besproche- o I P I Tl
nen Beispiele mit 256 Iterationen
Unlts Dn:2 = 32 und Fig. 2.7: Reduzierung des Parameters o
D,—1 = 256, oder allgemein D = nm fiir ein m X ... X m Netz der Dimension n. Fir

den Schlufiwert von ¢ bedeutet das: 0,—9 = 3.2 und o,—1 = 3.4.
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3. Nachbarschaftserhaltung

In diesem Kapitel geht es darum, eine Losung fiir die vorhin beschriebenen Probleme
vorzustellen. Warum ist es iiberhaupt niitzlich, topologische Defekte zu erkennen? Am
Anfang von Kapitel 2 wurde die Forderung aufgestellt, dafi alle Daten homdéomorph
auf die Units abgebildet werden sollen. Bei einem verknoteten Netz (Fig. 2.4) ist die
Homé&omorphie verletzt. Wie zu sehen ist, gibt es Units, deren Unitabstand (5) grof}
ist, deren Werte aber dicht beieinanderliegen. Nachbarschaft der Daten wurde nicht auf
Nachbarschaft der Units iibertragen, oder kurz: Die Nachbarschaft wurde nicht erhalten.
Da es bisher nicht moglich ist, einen topologischen Defekt automatisch wihrend des Al-
gorithmus zu erkennen, bleibt nur die M&glichkeit, hinterher einen Defekt zu entdecken.

Ist die Dimension des Netzes kleiner als die des Datenraums, dann kommt es zur
Faltung des Netzes. In diesem Fall (Seite 13) ist, wie bei dem verknoteten Netz, die
Homd&omorphieforderung nicht erfiillt, da es Units gibt, deren Abstand grof ist, deren
Werte aber nahe beieinanderliegen.

Ist im umgekehrten Fall die Dimension
des Netzes groBer als die des Datenraums,

5x5x5 Units #lterationen: 1490
T T

dann kommt es ebenfalls zu einer Ver-
letzung der Homoomorphie, wie Fig. 3.1
zeigt. Der Ubersichtlichkeit wegen wurde
die Vernetzung nur zweidimensional ein-
gezeichnet; ,iibereinanderliegende® Units ol
der einzelnen ,,Schichten“ miifiten eben-
falls noch verbunden werden (wie in Fig.
1.2). Ein voll verbundenes Netz ist auch in
Fig. 8a von [5] zu sehen.

Sollen n-dimensionale Daten mit ei- 02}

0.8

0.4

nem Kohonennetz reprasentiert werden,

so wird man dieses zunichst mit einem n-

dimensionalen Netz versuchen. Nun kann 0 0.2 0.4 0.6 0.8 L
es aber sein, daff die Daten in einem im Fig. 2.1 ein dreidimensionales Nets
allgemeinen nichtlinearen Unterraum mit
kleinerer Dimension liegen. Die zugehérige Abbildung vom Datenraum zum Netz ist dann
nicht homéomorph. Kénnte man diesen Effekt erkennen, dann gibe es eine Méglichkeit,
die ,,wirkliche* Dimension des Datenraums herauszufinden.

Als ein Losungsweg wird im folgenden der Ansatz aus [5] vorgestellt. Dieser baut

wesentlich auf dem in [6] beschriebenen Topographischen Produkt auf.

3.1 Quantifizierung der Nachbarschaftserhaltung

Auch auf dem letzten Bild auf Seite 12 sind kleine Verletzungen der Nachbarschaftser-
haltung zu erkennen. Diese treten auf, da das Netz nicht vollig gleichmiBig angeordnet
ist. Deswegen ist es notwendig, die auftretenden Fehler bei der Nachbarschaftserhaltung
zu quantifizieren.
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3. Nachbarschaftserhaltung

3.1.1 Definition der ndchsten Nachbarn

Sei X wieder der Datenraum, Y := {r € INJ| r bezeichnet eine Unit} die Menge aller
Units und r € Y fest gewidhlt. Eine Folge der Ortsvektoren aller Units aufler r, die mono-
ton wachsend in dem Unit- bzw. Werteabstand zu r ist, wird als Folge der Unitnachbarn

U(r) bzw. Folge der Wertenachbarn W(r) bezeichnet:

Ulr)= (01 (r)yny (r),..) = i<j = |r=nf (Dl < llr=nj (r)]h

W(r)=(ny (r),ng (r),..) o i<j = Jlwr —wuxgyll2 < flwr = wyx )2

mit nz/(r),n;X(r) eY\{r}undi+#j — nz/(r) + nf(r) A n;X(r) + n}X(r)
nY (r) wird als k-ter Unitnachbar und ni' (r) als k-ter Wertenachbar von r bezeichnet.

Da die Ortsvektoren ganzzahlig sind, ist die Folge der Unitnachbarn selbst bei einem
eindimensionalen Netz nicht eindeutig bestimmt, unabhingig davon, ob der Unitabstand
mit ||.|[; oder mit ||.||2, wie es die meisten Autoren tun, definiert wird. Bezeichne n wie-
der die Dimension des Netzes. Dann ist die Anzahl m der Unitnachbarn mit kleinstem
Abstand durch n < m < 2n bestimmt. Der Wert von m ist von der Lage der betrachte-
ten Unit abhdngig. Units am Rand des Netzes haben weniger direkte Unitnachbarn, als
Units, die nicht am Rand liegen. Die Autoren von [5] umgehen das Problem der nicht ein-
deutig bestimmten Folge der Unitnachbarn, indem sie die Reihenfolge der Unitnachbarn
mit gleichem Abstand zuféllig bestimmen ([7]). Im n&chsten Kapitel werden die Auswir-
kungen untersucht, wenn die Reihenfolge der Unitnachbarn mit gleichem Abstand auf
andere Weise bestimmt wird.

Es kann auch Wertenachbarn geben, die denselben Werteabstand zu Unit = haben.
Allerdings tritt dieser Fall wesentlich seltener auf, da die w, kontinuierliche Werte an-
nehmen.

3.1.2 Ein MaB fiir die Nachbarschaftserhaltung

Um die auftretenden Fehler der Nachbarschaftserhaltung zu messen, werden folgende
Quotienten definiert:

||w7° - wn}:(r)H?

fiir den Werteabstand: Qx(r, k) :=

[wy = w X(T)||2

"
Y
und fiir den Unitabstand: Qy(r, k) := % (7)
r—mnp(r)|

@y ist wohldefiniert, da die Ortsvektoren der Units verschieden sind und somit der
Nenner ungleich null ist. Fiir Qx gilt dasselbe, wenn angenommen wird, daf} keine zwei
Werte iibereinstimmen. Damit gilt Qy,Qx > 0.
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3.1 Quantifizierung der Nachbarschaftserhaltung

Zur Veranschaulichung der Definitionen folgt in Fig. 3.2 ein stark vereinfachtes Bei-

spiel. Dort ist ein eindimensionales Netz
mit sieben Units zu sehen. Die Werte der Tt
Units sind hier als Punkte dargestellt, die
an den Punkten stehenden Zahlen sind
die (eindimensionalen) Ortsvektoren der
Units. Die Unit- und Wertenachbarn der
hier betrachteten Unit » = 4 sind Tabelle 1
3.1 zu entnehmen. Dabei ist zu beachten,
daf} die erste Zeile der Tabelle nicht ein-
deutig bestimmt ist. Die 1.
5./6. Unitnachbarn von Unit 4 koénnen

jeweils vertauscht werden,

auch die Werte von @Qx verdndern. Auf

Qy hat eine Vertauschung
Y

wirkungen, da zwei nj, nur vertauscht wer-

/2., 3./4. und T
wodurch sich

keinerlei Aus-

den, falls ihr Unitabstand zur betrachte-

ten Unit gleich ist.

Fig. 3.2: Beispiel zur Nachbarschaftsdefinition

k 1 2 [ 3| 4] 5 6
ny (4) 3 5 2 | 6 7 1
ny (4) 2 3 6 | 5 1 7
[[wa = w,,x (4]2 Yo | T | 20| VE5 | M| L
oxk) | VEIVE] 5 | VEVE VR
Qv(4,k) SRR S I N B

Tab. 3.1: Tabelle zu Fig. 3.2

Unmittelbar aus der Definition der Quotienten folgt:

=
=

die k-ten Unit- und k-ten Wertenachbarn

von r stimmen tiberein.

ny (r) = nj (1)

Qx(r,k)=1und Qy(r,k)=1

In [5] wird zusitzlich behauptet: Qx(r,k) = 1 und Qy(r,k) = 1 = nX(r) = n) (r).
Diese Folgerung ist falsch, wie das Gegenbeispiel in Fig. 3.3 zeigt:
Dargestellt ist ein Ausschnitt eines eindimensio-

nalen Netzes mit einer Unit » € IV und ihren r
beiden Unitnachbarn r — 1 und r 4+ 1. Die Werte r-l1 e L
der drei Units sind als Punkte dargestellt. Ich

nehme an, daf§ der Werteabstand von r — 1 und

r+ 1 zu r gleich ist. Fiir U(r) und W(r) gelte:

® r+l

Fig. 3.3: Gegenbeispiel zur Folgerung in [5]
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3. Nachbarschaftserhaltung

Ury=(r—-1,r+1,...) =al(r)=r—1Aad(r)=r+1
Wry=(r+1r—1,...) = nf(r)=r+1 A ad(r)=r—1.

Damit folgt:

w»,»_wnY,,, wr_wnXT
ox(ry= ol o =gl
||w7° _wnf((r)||2 ||w7° _wnf((r)H?
lr = (Ml _ llr = =Dk
und Qy(r,1)= = =
lr=n (Ol llr=(r+ Dl
Aber offensichtlich gilt: nf¥ (r) =r + 1 #r —1=n)(r). -

Es wurde angenommen, daf die Werteabstédnde zweier Units zu einer Dritten gleich sind.
Dieser Fall tritt, wie schon in 3.1.1 erwdhnt, nur selten ein, da die w, kontinuierliche
Werte annehmen.

Die eben definierten Quotienten sind als Maf fiir die Nachbarschaftserhaltung zu emp-
findlich. Wenn die Elemente in X nicht gleichmafig verteilt sind, sondern an einigen Stel-
len dichter liegen, dann konzentrieren sich die Units ebenfalls an diesen Stellen ([1], S.
80). Das Netz wird dort ,engmaschiger und damit die ,,Aufldsung“ héher. Die Quotien-
ten zeigen schon bei diesem Fall durch von 1 abweichende Werte eine nicht vorhandene
Nachbarschaftsverletzung an. Nicht gleichmifig verteilte Signale treten bei fast allen
praktischen Anwendungen auf.

Fig. 3.4 zeigt exemplarisch solch eine Situation. s liegt wieder ein eindimensionales
Netz vor, diesmal mit fiinf Units. Der Datenraum X ist nicht mit abgebildet. Fiir die
Nachbarschaften von Unit 3 gelte:

UB) = (4,2,5,1) und 1 2 345
o L L an o
W(3) - (4, 5, 2, 1) Fig. 3.4: die Werte der Units in X

— Qx(3.1)= Qu(3,1) = 1, aber

lws — wal2 |3 — 2|
3,2)= +—==>1 und 3.2) = —— < 1
QX2 =yl Wr3:2)= 1573
In [5] wird darum vorgeschlagen, iiber die Quotienten zu mitteln. Das fiihrt zu folgen-
den Definitionen:

k F k F
Px(r,k):= (H Qx(r, l)) Py(r,k):= (H Qv (r, l)) (8)
=1 =1

Das geometrische Mittel wird nicht iiber die Units, sondern iiber den Abstand zu Unit r
gebildet. Durch diese Mittelung fallen einzelne Abweichungen nicht so sehr ins Gewicht.
Es stellt sich heraus, daf} sich der durch ein ungleichmifig verteiltes Netz hervorgerufene
Fehler der Nachbarschaftserhaltung in den Produkten (8) sehr viel weniger niederschlagt,
als der Fehler eines gefalteten Netzes.
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3.2 Dimensionserkennung

Fiir Fig. 3.4 ergeben diese Definitionen:
PX(3, 1) = Py(3, 1) =1, PX(3,2) > 1, Py(3,2) < 1l und

1

— — — 3

Px(3,3) = <||w3 wyl|z ||ws — wlz ||ws w5||2) 1 Pe(3.3) = 1.
||ws — wall2 [|ws — ws]|2 [Jws — wal]2

Fiir den Wertebereich der beiden Produkte gilt

Lemma 1: Sind die Werte der Units paarweise verschieden, dann folgt
VreY, Vik: 0< Py(r,k) <1< Px(r,k)< oc.

Beweis: Die erste und die letzte Ungleichung ergeben sich direkt aus der Definition.

a0l = a0l
P k l
v(r HQY DS T ol el (ol

Nach Definition der Nachbarschaften gilt sicherlich @y (r,1) < 1. Da die Abstinde im
Zihler nach Definition der Unitnachbarn nY monoton wachsen, ist in jedem Teilprodukt
das Produkt der Z&ahler nicht gréBer, als das der Nenner, und somit gilt

Vi Qy(r,)Qv(r,2)...Qy(r,)<1 = VYk: P(r,k)<1

Da bei Px die Abstdnde nach Definition im Nenner monoton wachsen, folgt analog
PX(T, k) > 1. O

3.2 Dimensionserkennung

Die Werte der eben definierten Produkte lassen erkennen, ob die Dimension des Netzes
und die des Raumes X {ibereinstimmen. Zur Motivation folgen zwei sehr idealisierte
Beispiele mit X = [0, 1]

1+1 1+
100 N

1 | Ly _ay
i , v 1

(61, ‘ , (55)

R
1 1
Fig. 3.5: ,Dimension® von X > dim(Y) Fig. 3.6: ,Dimension® von X < dim(Y)
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3. Nachbarschaftserhaltung

Nachbarschaften von Unit 1 gelte:

= Qx(1,k)=Qy(1l,k)=1firk=1,2,3, und

(2,3,4,5,6,7,...) und
(2,3,4,100,5,99,.. ).

Das erste Beispiel (Fig. 3.5) zeigt ein eindimensionales Netz mit N Units. Fiir die

||w1 — ws]l2 |1 — 5]
x(1,4)= 22 & v(l,4)= — <« 1
Q ( ) ||w1—w100||2 Q ( ) |1—100|

l|w1 — wel|2 |1 — 6]
x(1,9) =7 & v(1,5) = ~ 1

||w1 — wrll2 |1 —7]
x(1,6)= 1 ——2 ~ 1 v(1,6) = <1

== PX(l,k)Py(l,k) < 1firk=4,5,6

Im zweiten Beispiel (Fig. 3.6) ist ein zweidimensionales Netz mit 25 Units zu sehen.
Allerdings ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung P nicht die Gleichverteilung auf X, son-
dern auf [0.3,0.7] x {0.2}. Alle Daten liegen also in der eingezeichneten Linie. Das Netz
wird sich von der zufilligen Anfangskonfiguration in [0, 1]? zu dieser Linie hin bewegen,
das eingezeichnete Netz ist nur zur Veranschaulichung der Lage auf der Linie gedacht.
Dort sind die einzelnen Units, allerdings wesentlich ungleichmafliger und mit einigen
Vertauschungen so angeordnet, wie durch die zwei Pfeile im Netz angedeutet. Das Netz
wird im wesentlichen von oben auf die Linie zusammengedriickt, wobei sich die Units auf
der Linie verteilen. Fiir Unit (1,1) ergeben sich zum Beispiel folgende Nachbarschaften:

Ul,1) = ((2,1),(1,2),(1,3),(2,2), (3, 1), (
W(L,1) = ((2,1),(3,1),(4,1),(1,2),(5,1),(2,2),...).

||w11—w21||2 ||(171)—(271)||1
— 1,1),1)= =22y 1,1),1 =1
QD) =l D)= D @ Dl
||w11—w12||2 ||(171)—(172)||1 1
1,1),2) = 1= 1202 o 1,1),2) = ==
Qb D2) =l WAL D2 = =@l 2
||w11—w13||2 ||(1,1)—(173)||1 2
1,1),3)= 11— 1812 5 1,1),3) = ==
Q3 = T vl GALDI = G =@, ~ 3
= Px((1,1),k)Py((1,1),k)> 1 firk =2,3
Motiviert durch viele dhnliche Beispiele wird folgendes Produkt definiert:
P(r,k) == /Px (r, k) Pr(r, k). (9)
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3.3 Beispiele zur Dimensionserkennung

In [5] wird behauptet:

P>1 = ,Dimension“ von X < dim(Y) und
P <1 = ,Dimension“ von X > dim(Y). (10)

Damit ergibt sich die Moglichkeit zu entscheiden, in welcher Relation die ,,Dimension®
des Raumes X und die des Netzes stehen. In [5] wird jedoch keine schliissige Begriindung
gegeben, warum die Folgerungen stimmen.

In der Anwendung zeigt sich jedoch, daf (10) ein sehr brauchbares Kriterium liefert.
In [5] wird das Verfahren auf Sprachdaten angewendet. Dabei folgt das Ergebnis, daf}
ein dreidimensionales Netz besser geeignet ist, diese Daten zu reprisentieren, als ein
zweidimensionales Netz. Bis zum Zeitpunkt der Veréffentlichung von [5] war man der
Meinung, dafl ein zweidimensionales Netz dafiir besser geeignet ist.

Wie das Gehirn solche Daten speichert, 143t sich aber nicht beantworten. Schon das
Modell von Kohonen hat mit dem Gehirn lediglich die Nachbarschaftseigenschaft gemein.
Der Algorithmus hat allerdings, wie bereits erliutert, nicht mehr viel mit dem Modell
zu tun.

3.3 Beispiele zur Dimensionserkennung

Zunéchst werden Beispiel 1 und 2 aus 2.5 untersucht. Die zur Veranschaulichung ge-
zeichneten Kurven von (8) und (9) sind nur noch von einer Variablen abhingig, dem
Unitabstand k. Um dieses zu erreichen wurden die Werte von Px(r, k), Py(r, k) und
P(r, k) zum Unitabstand k jeweils iiber alle Units r arithmetisch gemittelt. Die so er-
haltenen Funktionen werden mit Px(k), Py(k) und P(k) bezeichnet. Das bedeutet zum
Beispiel fiir P:
P(k) = 3 P(r.k).
|Y| reY

Jede Abbildung wurde nach der Gesamtanzahl der Units skaliert. Wegen Lemma 1

liegt Px (k) oberhalb und Py (k) unterhalb der 1. Nach (9) liegt P(k) zwischen Px (k)

und Py (k).

Fig. 3.7 zeigt die Kur- e
ven zum ersten Beispiel, ver |
bei dem die Dimensionen 12 :
iibereinstimmen. Alle drei L, J
liegen nahe bei 1; insbe- iN—— -
sondere weicht P(k) fiir \P/y'vf -
k > 30 fast nicht von 1 ab. o9r ]
Wird die Anzahl der Ite- 0.8 1
rationen sehr stark erhéht o7 L ,
(siehe 2.7), dann liegen die e

I I I
0o 200 250

Funktionen noch dichter 0 50 0 15
Uni t abst and

an 1 (siehe [5], Fig. 7).

Fig. 3.7: Produktkurven zum 16 X 16 Netz (Beispiel 1, S. 12)
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3. Nachbarschaftserhaltung

Fin deutlich anderer 14
Verlauf der Kurven ist da- Lal |
gegen in Fig. 3.8 zu er- '
1.2 | Px 4

kennen. Bei diesem zwei-
ten  Beispiel ist die 11t :
Netzdimension kleiner als -
die Raumdimension. P(k)

liegt deutlich und durch- > _ 1
gehend unterhalb von 1, °.8 — A
wie in (10) behauptet. 0.7 1
Fig. 3.9 zeigt, daB bei 0.6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
zu grofler Netzdimension ° *° Ui tabst and #0 #e
P(k) oberhalb von 1 liegt. Fig. 3.8: Produktkurven zum 256 Netz (Beispiel 2, S. 13)
Der Verlauf ist nicht so 14 ‘
eindeutig wie in Fig. 3.8, Px
aber im Vergleich zu Fig. e 1
3.7 noch deutlich zu erken- L2r ]
nen. Der unterschiedliche R .
Verlauf der Kurven Px (k) N e B ——
und Py (k) der letzten bei- S
den Beispiele, langsamer > ///,,,,//’”"// |
bzw. schneller Anstieg und 0.8 ‘L _— 1
Abfall, tritt hdufig, aber 07|k Py J
nicht immer bei zu klei- e \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
ner bzw. grofler Netzdi- ° 20 a0 80 ana 2O 100 120

mension auf. Es gibt Bei-
spiele, bei denen der Ver-
lauf der Kurven genau umgekehrt ist, insbesondere bei endlichem X.

Fig. 3.9: Produktkurven zum 5 x 5 X 5 Netz (Fig. 3.1)

Fig. 3.10 belegt, daf die 1.4
Kurven nicht stark von der 1al i
Gesamtanzahl der Units
beeinflufit werden. Die RE o 1
Abweichungen von 1 sind v ]
grofler, da das Netz sehr 1 ‘\}/—/\/;::::,:—;;7,”— —
viel ungleichméBiger ver- ool Py |
teilt ist und da das geome-
trische Mittel in den Pro- e 1
dukten (8) und (9) fiir gro- 0.7 ]
flen Unitabstand sehr viel 0.6 ‘ ‘ ‘ ‘
starker mittelt. Ein gro- ° ° Ui tabstand * *
er Abstand kommt aber Fig. 3.10: Produktkurven zum 5 x 5 Netz (Fig. 2.3)

wegen der geringen Anzahl der Units nicht zustande. Fin weiteres Beispiel dafiir ist Fig.
5 in [5]: ein eindimensionales Netz mit 32 Units.
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3.4 Untersuchung der Kurven

Hat das Netz einen topologischen Defekt, zum Beispiel einen Knoten, dann ist auch
dieser Defekt an den Kur-

ven abzulesen. Dazu zeigt ta

Fig. 3.11 einen erstaun- 1.3 1 .
lichen Verlauf der Kur- 12l i
ven. Obwohl Px(k) und Lol |
Py (k) sehr stark von 1 ab- e

weichen, gleichen sich ihre L P
Werte bei der Mittelung oot\ (. 1
zu P(k) so aus, dal P(k) osl P i
nur fir & < 20 von 1

abweicht. Der Verlauf von 7T 1

Px(k) und Py(k) deutet %°5 20 20 60 80 100
auf eine Verletzung der Lt tabstand
Nachbarschaftserhaltung
hin, wahrend der Verlauf von P(k) nahelegt, daf§ die Dimension des Netzes mit der des
Raumes iibereinstimmt; beides ist richtig. Ist der topologische Defekt nicht so regelméflig
wie in Fig. 2.4, dann verlaufen Px (k) und Py (k) noch wesentlich weiter von 1 entfernt,
P(k) wird dagegen kaum beeinflufit.

Fig. 3.11: Produktkurven zum verknoteten 10 X 10 Netz (Fig. 2.4)

3.4 Untersuchung der Kurven

In [5] werden Netze mit topologischem Defekt durch falsche Steuerung von ¢ nicht be-
trachtet, dort geht es ausschliefllich darum, die Dimension von X zu erkennen. Dazu wird
nur die Kurve P(k) verwendet; die Autoren untersuchen nicht, ob sich aus dem Verlauf
von Px(k) und Py (k) andere Schliisse ziehen lassen. Um einen Wert zu erhalten, an
dem abgelesen werden kann, in welcher Relation die Dimension des Netzes und die des
Raumes stehen, wurde P(k) in Gleichung (17) von [5] wie folgt gemittelt (N := |Y]):

1 N-1
P = mg ;:31 log(P(r, ”{(7‘)))

Natiirlicherweise bietet es sich an, statt dieser Mittelung das Integral iiber die Kurve zu
bilden:

N-1
(P(1)+ P(N)) + > P(k).

k=2

N | —

/P(k) dk =

Mit Hilfe des Integrals definiere ich nun einen Wert fiir die Dimension und einen fiir
den topologischen Defekt:

Pdim = %(/P(k)dk—]\f) und

Ptop = %/PX(IC)—PY(]C) dk. (11)
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3. Nachbarschaftserhaltung

Das Integral in pg;, ist demnach die Fliche zwischen der Kurve P und 1, das Integral
in pygp ist die Fliche zwichen den Kurven Px (k) und Py (k). Da beide Integrale von der
Gesamtanzahl der Units abhéngen, wurden pg;, und p;,, noch normiert.
Betrachten wir nun folgendes Kriterium fiir die Dimension des Netzes (vergleiche (10)):
Pdim > €dim = ,Dimension® von X < dim(Y'): die Netzdimension ist zu grof,

Pdim < —€dim = ,Dimension* von X > dim(Y): die Netzdimension ist zu klein,

|pdim| < €dim = ,Dimension“ von X = dim(Y): die Netzdimension ist richtig.

€gim > 0 ist ein kritischer Wert, der noch zu bestimmen ist.
Das Netz hat einen topologischen Defekt, obwohl die Dimension stimmt, wenn

|pd2m| < €dim und Ptop > Etop-

Stimmt die Dimension nicht, so hat das Netz immer einen topologischen Defekt.
Die Werte von pg;, und py,), fiir die eben besprochenen Beispiele kénnen Tab. 3.2
entnommen werden.

Fig. 3.7 3.8 3.9 3.10 3.11

Paim || —1.54 1073 | —=3.91 1072 | 2.33 1072 | 5.31 1072 | 2.59 1073

Prop || 2171072 | 2.69107' | 3.40107" | 2.821072 | 2.06 10~!

Tab. 3.2: pq;y, und Ptop fir Fig. 3.7 - 3.11

Es ist zu erkennen, daf |pgi,,| fiir Fig. 3.7, 3.10 und 3.11 (also bei den drei zweidimensio-
nalen Netzen) deutlich kleiner ist, als in den beiden anderen Fillen. py,, ist dagegen fiir
Fig. 3.8, 3.9 und 3.11 besonders grof}, also bei falscher Dimension und bei dem Knoten.
Fiir €4y, und €;,, haben sich folgende Werte als sinnvoll erwiesen:

€dim = 1072 €rop = 1071

Diese beiden Werte liefern nicht nur bei den in dieser Arbeit aufgefiihrten Beispielen die
richtigen Ergebnisse, sondern auch bei allen weiteren von mir durchgefiihrten Simulatio-
nen.

3.5 Weitere Beispiele zur Dimensionserkennung

Bei den bisher betrachteten Beispielen war der Raum X von einfacher Struktur. Fir P
wihle ich fiir die néichsten beiden Beispiele nicht die Gleichverteilung auf X = [0,1]?,
sondern auf dem L-férmigen Raum Xp := X\{(z,y) € [0,1]* 2 > 0.5 V y > 0.5}.
Trainiert werden ein quadratisches Netz mit 100 Units und ein L-férmiges Netz mit 84
Units. Dieses geht durch Entfernen einiger Units aus dem quadratischen Netz hervor.
In Fig. 3.12 liegen einige Units nicht in Xp. Das liegt daran, dafl diese von Werten
wie (0.5,0.8) bzw. (0.8,0.5) hin- und hergezogen werden, da die Gewinnerunit fiir solche

26



1 T

10x10 Units #lterationen: 1500
T

3.5 Weitere Beispiele zur Dimensionserkennung

L-Netz #lterationen: 1500

0.8 -

0.6 -

0.4

0.2

Fig. 3.12: ein quadratisches Netz

Werte in ihrer Ndhe liegt.

Offensichtlich ist das L-
formige Netz besser geeig-
net, um Xj; ohne topo-
logischen Defekt zu iiber-
decken. Dieses 148t sich al-
lerdings an den Kurven zu
den beiden Netzen nur be-
dingt ablesen. Die in (11)
definierten Werte sind fiir
Fig. 3.14:

Pdim = 3.09 10_3
Ptop = 8.92 10_2

und fiir Fig. 3.15:

Pdim = 2.52 1073
Ptop = 3.32 1072

Der Wert von py,, ist
im ersten Fall nur etwas
kleiner als der von €.
Der aufgetretende Defekt
erscheint noch akzeptabel.

In [8] wird, mit einem
anderen Ansatz, zusatz-
lich zu [5] auch die Form

von X mit einbezogen.

Fig. 3.13: ein L-férmiges Netz

I I I I
20 40 [o] 80

6 100
Uni t abst and
Fig. 3.14: Kurven zum quadratischen Netz (Fig. 3.12)
Px T
\/7‘* ———
Py i
. . . .
20 40 [o] 80 100

6
Uni t abst and

Fig. 3.15: Kurven zum L-férmigen Netz (Fig. 3.13)
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3. Nachbarschaftserhaltung

Fiir die néchsten drei Beispiele sei X C [0, 1] die Oberfliche einer Kugel mit Mittel-
punkt in (%, %, %) und Radius % Ich maoch-
te noch einmal darauf hinweisen, daf} die
w;; bei der Initialisierung aus [0, 1] ge-
wihlt und nicht um den Mittelpunkt kon-
zentriert werden (siehe 2.3 und 2.5).

In Fig. 3.16 ist ein eindimensionales
Netz zu sehen, das sich auf der Sphire ge-
faltet hat. Die Uberschneidungen des Net-
zes sind in IR> nicht vorhanden, sie entste-
hen durch die Projektion ins Zweidimen- 02 g3

100 Units #Iterationen: 1500

ocooooo o
N w01~ o

sionale.

Fig. 3.17 zeigt ein zweidimensionales
Netz, das sich der Kriimmung der Sphére
angepafit hat.

In Fig. 3.18 ist schlieilich ein dreidimensionales Netz zu sehen. Ebenso wie in Fig. 3.1
wurde das Netz wegen der Ubersichtlichkeit nur zweidimensional verbunden. Wihrend
sich vier ,,Schichten® des Netzes der Kriimmung der Sphére angepafit haben, verbleibt
die fiinfte relativ eben in der ,Mitte“. Units in dieser ,,Schicht* werden von den Daten
der Sphédre in beide Richtungen ,gezogen®.

Fig. 3.16: ein eindimensionales Netz

10 x 10 Units #Iterationen: 1500 5 X 5 X 5 Units #Iterationen: 1500

e =2
N WS 0T — o
T T T T
oo
R W B U1 o>~

Fig. 3.17: ein zweidimensionales Netz Fig. 3.18: ein dreidimensionales Netz

In Tab. 3.3 ist die Steuerung der Parameter ¢ und o fiir das dreidimensionale Netz in
Fig. 3.1 und 3.18 aufgefiihrt (siehe auch 2.7). Die maximale Entfernung D zwischen zwei
Units betrdgt fiir dieses Netz 15.

#lterationen || 25 50 100 300 500 > 500

oty |[6 5 4 3 2 1

€(t) i 0

Tab. 3.3: Parametersteuerung fiir ein 5 x 5 X 5 Netz (Fig. 3.1 und 3.18)
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In Fig. 3.19 ist die
zu kleine Netzdimension
durch den Verlauf von
P(k) und den Wert von

Paim deutlich zu erkennen:

Pdim = —5.40 1072
Prop = 2841071

Die Kurven in Fig. 3.20
liegen am dichtesten an
1. Dementsprechend sind
die Werte fiir die Dimen-
sion und Topologie auch
am kleinsten:

Pdim = —1.90 10_3
Doy = 6561072,

Der relativ hohe Wert
VON Piop 1&Bt sich durch
die ziemlich ungleichmifi-
ge Verteilung des Netzes
erklaren.

In Fig. 3.21 signalisiert
der Verlauf von Px (k) und
Py (k) einen topologischen
Defekt. Insbesondere fiir
kleinen Unitabstand ist
eine starke Abweichung
von 1 zu sehen. Diese
kommt dadurch, daff die
Units je zweier ,,Schich-
ten® einen deutlich kleine-
ren Werteabstand haben,
bei gleichem Unitabstand
zur mittleren ,,Schicht®.

Diese grofie Abweichung
fallt bei der Mittelung zu
P(k) weg. Die Werte sind:

Pdim = 7.02 10_3
Ptop =1.15 10_1.

3.5 Weitere Beispiele zur Dimensionserkennung

o] 40 60 80 100

Uni t abst and

Fig. 3.19: Kurven zum eindimensionalen Netz (Fig. 3.16)

0o 20 40 60 80 100

Uni t abst and

Fig. 3.20: Kurven zum zweidimensionalen Netz (Fig. 3.17)

0o 20 40 60 80 100 120

Uni t abst and

Fig. 3.21: Kurven zum dreidimensionalen Netz (Fig. 3.18)

Fiir die Spahre hat sich also ein zweidimensionales Netz deutlich als die beste Lésung

unter den getesteten herausgestellt.
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4. Nicht eindeutige Rethenfolge der Unitnachbarn

4. Nicht eindeutige Reihenfolge der Unitnachbarn

Wie schon in 3.1.1 bemerkt, ist die Definition der ndchsten Unitnachbarn nicht eindeutig,
da die Ortsvektoren der Units aus IV} gewdhlt werden. Abhdngig von der Dimension n
des Netzes und der Lage der betrachteten Unit gibt es m Unitnachbarn mit kleinstem
Abstand, wobei n < m < 2n gilt. Werden nicht die Nachbarn mit dem kleinsten Unit-
abstand betrachtet, dann kann die Anzahl der Units mit gleichem Abstand, falls diese
Units am Rand des Netzes liegen, auch kleiner als n werden. Bei den Wertenachbarn
ist die Reihenfolge praktisch immer eindeutig bestimmt, da die w, kontinuierliche Werte
annehmen.
Seien n) (r) und n),(r) zwei Units mit gleichem Abstand zu Unit r, das heift

I =i [l = 1lr = o

Dann ist es nicht festgelegt, welche der beiden Units in den in (7) definierten Quoti-
enten Qx(r,k) und Qy(r,k) verwendet wird. Durch diese nicht eindeutig bestimmte
Reihenfolge gilt bei einer moglichen Vertauschung von n) (7) und n},(r):

lr =y (Ml e = n5 ()]l
Qy(r, k)= = und
|r =2 (Ml e =2 (M)]h
axiriiy = ol o= ol
7 ||w7°_wn}:(r)||2 ||w7° _wn}:(r)H?’

da die beiden letzten Zihler im allgemeinen nicht {ibereinstimmen. Iine Vertauschung
hat also nur Auswirkungen auf @ x(r, k) und nicht auf Qy(r, k).

Nach Definition der Produkte (8) wirkt sich diese Verdnderung von @) x(r,k) auf
Px(r, k) und damit nach (9) auch auf P(r, k) aus. Mit Hilfe der durch Mittelung iiber
alle Units erhaltenen Kurve P(k) wird entschieden, ob die Dimension des Netzes und die
des Raumes iibereinstimmen. Durch die Verdnderung von P(k) wird der Abstand zu 1
grofer oder kleiner, je nach der vorherigen Lage von P(k). Wie Beispiele zeigen, kénnen
nicht eindeutig bestimmte Unitnachbarn 7Y so angeordnet werden, daB die zugeordne-
ten Kurven P(k) sehr unterschiedlich verlaufen. Es ist dann nicht mehr moglich, eine
gesicherte Aussage iiber die Relation der Dimensionen von Netz und Raum zu treffen
([7], siehe auch 4.4).

Die Autoren von [5] erwdhnen in ihrer Verdffentlichung weder dieses Problem der nicht
eindeutigen Reihenfolge noch die von ihnen benutzte ,Losung®*. Diese besteht darin,
Unitnachbarn mit gleichem Abstand jeweils zufdllig anzuordnen ([7]).

4.1 Invarianten bei einer Anderung der Reihenfolge

Als eine Sequenz mochte ich im weiteren eine Folge aller Units bezeichnen, die denselben
Unitabstand zu einer festen Unit r haben. Jedes Element der Folge aller Unitnachbarn
U(r) 148t sich mit Hilfe seines Abstands zu r einer Sequenz zuordnen. Jede Sequenz ist
eine Teilfolge von U(r). Die Reihenfolge der Units in einer Sequenz ist nicht eindeutig
bestimmt, das heif}t jede Permutation der Units ist zuldssig.
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4.2 Die mégliche Abweichung fiir eine Sequenz

Sei Sk(r) = (n) (r).ni,1(r),...,n} . _1(r)) eine Sequenz der Linge m. Mit einer
Permutation der Elemente dieser Sequenz dndern sich die Werte von Qx(r,!) fir [ =
k,...,k4+ m —1 und somit auch die von Px(r,l) firl=Fk,...,k+m — 2.

Lemma 2: Der Wert von Px(r,k+ m — 1) ist invariant unter jeder Permutation der
FElemente von Si(r).

Beweis: Sei p := ;:11 Qx(r, k) das Produkt der ersten k — 1 Quotienten. Dann gilt:

k4+m—1 E+m—1
Px(r,k+m—1)= (p H QX(T,I)) .
=k

Eine Permutation der Elemente der Sequenz bewirkt lediglich eine entsprechend andere
Reihenfolge der Quotienten in dem Produkt. O

4.2 Die magliche Abweichung fiir eine Sequenz

Sei r die im folgenden betrachtete Unit und U(r) die Folge aller Unitnachbarn. Die durch
eine Permutation in einer Sequenz Si(r) hervorgerufene Verdnderung der zugehérigen
Kurven Px(r,l) ist wegen der geometrischen Mittelung abhingig von k, das heifit von
dem Index des ersten Elements von Si(r) in U(r).

Seien zum Beispiel die Linge von Si(r) gleich vier und die zugehérigen Werte von
Qx(r,k) = (1,2,3,4). Diese Schreibweise soll @x(r,k) = 1, Qx(r,k + 1) = 2,
Qx(r,k+2)=3und Qx(r,k+ 3) = 4 bedeuten. @ x(r, k) bezeichnet also sowohl den
k-ten Quotienten, als auch die Folge der Si(r) zugeordneten Quotienten, je nachdem ob
Q(r, k) eine Zahl oder eine Folge zugeordnet wird. Jede Permutation in einer Sequenz
Sk(r) induziert eine Permutation in der zugehorigen Folge @ x(r, k). Ich betrachte die
beiden folgenden Permutationen in @ x(r, k) fiir zwei verschiedene k:

Qx(r,k)=(1,2,3,4) | Qx(r,k)=(4,3,2,1)
1.k=1
= Px(r,1) = (1,v2,V6,v24) = Px(r,1) = (4,V12,v/24,/24)
4 4
= [ Px(r,1)dl ~ 4.838 = [ Px(r,l)dl =~ 9.455
1 1

2. k=5 (Ann.: Px(r,4)=1)
= Px(r,5) = (1,v/2, V6, v/24) = Px(r,5) = (V4, V12, v/24,v/24)
8 8
= [ Px(r,l)dl =~ 3.658 = [ Px(r,1)dl =~ 4.491
5 5

Fin Quotient Qx(r, k) kann nach Definition beliebig grofl werden. Bei den im letzten
Kapitel gerechneten Beispielen lagen die Werte der Quotienten fast ausschliefilich im
Intervall [0,5]. Die Annahme Px(r,4) = 1 wurde getroffen, da nur die Abweichung fiir
eine Sequenz untersucht wird. Ist Px(r,4) > 1, dann erhéhen sich die Werte fiir beide
Integrale. Dadurch wird die Differenz der Integrale fiir die beiden Permutationen grofier.
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4. Nicht eindeutige Rethenfolge der Unitnachbarn

An den Beispielen sind zwei Dinge zu erkennen:

1. Der Wert des Integrals iiber die Kurve Px(r,k) ist erheblich abhéngig von der
gewdhlten Permutation in der Sequenz.

2. Die Abweichung der zwei Integrale ist wesentlich abhingig von dem Index des
ersten Elements der Sequenz in U(r).

Seien nun QL% (r,1) = (q1,92,43,q4) mit 1 > g2 > ¢35 > g4 > 0 die Werte fiir eine
Sequenz in U(r) mit Linge vier. Ich betrachte diese und die durch eine Permutation in
der Sequenz erzeugte Reihenfolge Q% (r,1) = (@4, g2, ¢3, ¢1). Dann gilt:

Py (r,1) = (q1, /0102, /0192935 ¥/91G243G4) und

P%(r,1) = (44, /0292, /0202035 /04929501 ) -

1
— /P)lf(rvl) dl = §(f]1 + V1 0q39) + V142 + V09293

1
< §(f]1 +¢)+¢+ ¢ =3¢ und

4
1
/P)Q((Tvl)dl = §(f]4 + V04920391 ) + /9492 + V949293
1

= [ PR D= PRODAL = S0~ 00) + VBV - V) + VB - V)

v

1
§(f]1 - f]4)

—_

4

1 _ 2 + .

_ /1 Px(r,l)— Px(r,1)dl § Q(fh q4) _ 1 (1_ q_4)
71

4 iy
/ PL(r,0)dl 30 6
1

Schon durch eine Vertauschung von zwei Illementen entsteht fiir eine Unit eine relative
Verkleinerung des Integrals um mindestens 13% fiir den oft auftretenden Fall ¢q > 4q4.

4.3 Schranken fiir die magliche Abweichung

Im folgenden wird untersucht, wie stark die Kurven Px(k) und P(k) fiir verschiedene
Permutationen in den Sequenzen variieren kénnen. Sei S(r) = (n) (r),....n} . _1(r))
wieder eine Sequenz mit Startindex k£ und Linge m. Fiir diese Sequenz betrachte ich die
zwei Permutationen, welche die der Sequenz zugeordneten Quotienten Q x(r, k) einmal
aufsteigend und einmal absteigend anordnen:

min r k‘ fd “ . -
QX ( > ) ((]k, » Akt m 1) mit gx < .. < Ghpm—1-
Q1K) = (Getmots - 1)
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4.8 Schranken fir die mogliche Abweichung

Analog zur Definition (8) erhilt man die Funktionen P (r, k) bzw. PP (r, k), in-
dem fiir alle Sequenzen die beiden Permutationen gewdhlt werden, die die zugeordneten
Quotienten aufsteigend bzw. absteigend anordnen. Beide Funktionen werden, wie im
letzten Kapitel fiir die Bilder, tiber alle Units » arithmetisch gemittelt. Dann gilt

Satz 1: Die Funktionen PP (k) bzw. PP (k) sind eine untere bzw. obere Schranke
fiir jede, durch beliebige Permutationen in den Sequenzen zu erhaltende Funktion Px (k):

Vik: PPmk) < Px(k) < PPee(k).

Beweis: Zunichst betrachte ich die Funktionen vor der Mittelung iiber alle Units.
Sei @x(r,k) durch eine beliebige Permutation der Sequenz Si(r) bestimmt, das heifit
Qx(r,k) = (¢i0), -+ +» Gigm—1)) mit k < i(n) < k+m—1 Vnund i(l)#£ i(l') fir { #1'.
Dann gilt wegen der Anordnung von Q%" (r, k) und Q%**(r, k) :

@ < Gi0) < Ghtm—1 und @@ < G0)%i(1) < Prbm—1Gk+m—2

oder allgemein fiir jedes Teilprodukt

! ! !
H Gty < H %) < H hgm—j—1 Lir 0 <1< m— 1.
J=0 J=0 J=0

Wegen der Monotonie der Wurzel gilt weiter

l k+rl l K+l l k%z
I @+ < I % < | TT @rgm—sr fir0<I<m-1. (12)
7=0 7=0 7=0

In Lemma 2 wurde bereits gezeigt, dafi der Wert von Px(r,j) invariant unter jeder
Permutation ist, falls bei j eine Sequenz endet. Das heifit insbesondere, da fiir £ > 1 an
der Stelle k — 1 das Ende der vorhergehenden Sequenz ist, dafi der Wert von Px(r,k—1)
invariant unter jeder Anordnung in den Sequenzen mit Startindex kleiner als k ist. Sei
p:= Px(r,k— 1)"~! das Produkt der ersten k — 1 Quotienten (p := 1 fiir k¥ = 1). Dann
ist (12) dquivalent mit

1

! =, ! =, ! ==
(P II ‘]k-l—j) < (P II %’(]‘)) < (p II Qk-l—m—j—l) 0<li<m-1
i=0 i=0

i=0

— PRin(r,l) < Px(r,1) < PReT(r,1) E<lI<k+m-1

Der Startindex k der Sequenz war beliebig gewdhlt. Deswegen 148t sich dieselbe Schluf-
weise auf alle anderen Sequenzen in U(r) anwenden.

— VEk: P)T(nm(T,k)SPX(Tvk)SP)T(nax(Tvk)
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4. Nicht eindeutige Rethenfolge der Unitnachbarn

Diese Ungleichungen gelten fiir alle Units r € Y.

1 . 1 1
= Yk =3 PPtk < — > Px(rk) <= > PFU(rk)

|Y| reY |Y| reyYy |Y| reY
PN PRin(fk) < Px (k) < Pyer(k) O

Folgerung 1: Seien P™"(k) und P™% (k) analog zu P(k) in (9) definiert, das heifit
unter Verwendung von PF" (k) bzw. PP (k) statt Px (k). Dann gilt:

Vik: P™(k)< P(k)< P™(k).

Beweis: Da PP (k) und P2 (k) nach Satz 1 eine untere bzw. obere Schranke fiir
alle durch Permutationen in Sequenzen zu erhaltenden Funktionen Py (k) sind, folgt die
Aussage unmittelbar aus Definition (9).

Bemerkung 1: Die in Lemma 2 gefundene Invarianz von Px(r,k.) gegeniiber Permu-
tationen bedeutet, daf} fiir jeden Endindex k. einer Sequenz insbesondere P}?m(r, k.) =
Px(r, ke) = PY*¥(r, ke) gilt, unabhingig davon, mit welcher Permutation Px(r,k.) ge-
wonnen wird.

Bei der Mittelung iiber
alle Units geht diese Fi- 114
genschaft verloren, da die ol
Sequenzen fiir jede Unit /
im allgemeinen verschie-
dene Lingen und damit
andere Start- und Endin-
dizes haben. Deswegen
gibt es im allgemeinen kei-
nen Index, bei dem fiir alle
Units eine Sequenz endet.

Fig. 4.1 zeigt fiir das ‘ ‘
eindimensionale Netz im Ui tabstand

40 50
zweidimensionalen Raum Fig. 4.1: Py Kurven fir das 256 Netz (vergleiche Fig. 3.5)

(Beispiel 2) die Kurven

P2 (k) und PP®(k) fir k& < 50 und zwischen beiden die Kurve Px(k) aus Fig. 3.8
mit zufilliger Anordnung in den Sequenzen. Die in Lemma 2 gefundene Invarianz ist
deutlich zu sehen, da die drei Kurven fiir alle geraden k zusammenfallen. Bei dem ein-
dimensionalen Netz treten nur Sequenzen der Linge eins und zwei auf. Deswegen bleibt
die Invarianz bei der Mittelung iiber alle Units erhalten.

In Fig. 4.1 ist weiterhin zu erkennen, dafl die Kurve Px (k) ungefihr das arithmetische
Mittel aus PZ" (k) und P (k) ist. Diese Tatsache hiingt unmittelbar damit zusammen,
daff zur Bestimmung von Px(k) die Reihenfolge der Elemente jeder Sequenz zufillig
bestimmt wurde (siehe 3.1.1). Deswegen ist das arithmetische Mittel aus PF" (k) und
Py¥(k) der Erwartungswert fiir Px (k).
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4.4 Untersuchung der Beispiele aus 3.3 und 3.5

4.4 Untersuchung der Beispiele aus 3.3 und 3.5

Liegt Px (k) schon sehr dicht bei 1, wie bei den beiden quadratischen Netzen (Fig. 3.7 und
Fig. 3.10), so ist auch der Abstand zwischen PZ" (k) und P (k) klein. Beide Funktio-
nen haben, da der Erwartungswert fiir Py (k) das arithmetische Mittel aus PZ""(k) und
Pyor(k) ist, punktweise ungefdhr denselben Abstand von Px(k). Aus Lemma 1 folgt
Vk @ PR(k), PP*®(k) > 1. Liegt Py (k) nun schon nahe bei 1, so kann der Abstand zu
P (k) und somit auch der zwischen P (k) und PF®(k) nicht grof sein. Die Kurven
von PP (k) und Pge®(k) werden fiir diese beiden Beispiele nicht besprochen, da sie
fast mit Px (k) zusammenfallen.

Auf den interessanten Teil der Kurven P (k) und PP**(k) fiir das eindimensionale
Netz (Fig. 4.1) wurde eben schon eingegangen. Der Abstand der beiden Kurven und

damit auch der von P™"(k) und P™ (k) ist fiir & > 10 sehr klein.

Die Differenz ist dagegen bei den beiden verbliebenen Beispielen aus 3.3 wesentlich
grofer. Die in den folgenden Bildern zu sehenden Kurven Px (k) und P(k) entsprechen
jeweils denen in den zugehdrigen Abbildungen aus Kapitel 3. Dies ist wegen der anderen
Skalierung nicht direkt zu sehen.

Zunéchst mochte ich die Kurven zum verknoteten Netz (Fig. 3.11) untersuchen. Als
erstes ist zu erkennen,

dal die Invarianz nach 1.5
Lemma 2 bei der Mitte- 1.45 | 1
lung iiber alle Units ver- 14 f .
loren geht (siehe Bem. 1). 135 | 1
Die Kurven haben nur 1.3 | 1
noch Start- und Endpunkt 1.25 f\ N 1
gemein (Fig. 4.2). 1.2 ‘M\ i
Fiir kleinen Unitab- Las P \B i
stand variieren die Kurven 11 ‘L \\// P ,:\4 - ‘:K*—\f:jt} - |
besonders stark. Dann ist 1os|| /7 Pxomin RN § i
der mogliche Abstand von N/ ‘ ‘ ‘ L
PXmln(k) und PXmal’(k)7 be_ (o] 20 40Ur|i t abst andﬁo 80 100
dingt durch die geometri- Fig. 4.2: Py Kurven zu Fig. 3.11

sche Mittelung der Pro-
dukte grofier (siehe auch
4.2). Der Abstand der bei-
den Kurven voneinander min Fig. 3.11 max
ist insgesamt so grof}, dafB
sich fiir die zugehérigen

Paim || —1.05 1072 | 2.59 1073 | 1.68 1072

Kurven P ein unterschied- Dtop 1.771071 | 2.06 107! | 2.38 10~!
licher Verlauf zeigt (Fig.
43) Tab. 4.1: pg,,, und Ptop 21 Fig. 4.2 und 4.3
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4. Nicht eindeutige Rethenfolge der Unitnachbarn

Pme® (k) verlduft dhn-
lich wie P(k), nur mit
grofleren Maxima. Dage-
gen liegt P™" (k) durchge-
hend unterhalb von 1, was
eine zu kleine Dimension
des Netzes signalisiert.

Das ist auch an den
in (3.4) definierten Wer-
ten paim und pg,p zu sehen,
die in Tab. 4.1 aufgefiihrt
sind. Fiir das dreidimen-
sionale Netz aus dem letz-
ten Kapitel gilt pgim =
2.33 1072 (siche Tab. 3.2,

S. 26), ppar

Pes aus diesem

40 60
Uni t abst and

I
80 100

Fig. 4.3: P Kurven zu Fig. 3.11

Beispiel ist mehr als halb so grofi. Es ist fraglich, ob unter diesen Umstdnden noch eine
verldfiliche Aussage iiber die Dimension getroffen werden kann. py,, variiert relativ wenig,
was vor allem daran liegt, dal die Kurve Py (k), die schon in Fig. 3.11 recht weit von 1
entfernt ist, durch die Permutation in den Sequenzen nicht verdndert wird.

Bei dem nichsten Beispiel, dem 5x5x5 Netz, sind die Auswirkungen durch die Permu-

tation in den Sequenzen
noch deutlicher. Die in
Fig. 4.4 zu sehenden Kur-
ven haben keinen beson-
ders grofien Abstand von-
einander. Allerdings ver-
lauft die Kurve P(k) in
Fig. 3.9 relativ nahe bei
1, das heifit schon kleine
Schwankungen von Px (k)
konnen dafiir sorgen, daf}
P(k) unterhalb von 1 ver-
& uft.

Genau dieses ist in
Fig. 4.5 zu beobachten.
P (k) verliuft sowohl
unter- als auch oberhalb
von 1, weswegen pggjg sehr
klein ist (siehe Tab. 4.2).
Dabei ist zu beachten, daf}
Paim fir das 5 x 5 Netz so-
gar noch grofer ist (siehe
Tab. 3.2, Fig. 3.10). Es
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ﬂF//\ Px- max |
‘ \
AN ~
|
|\ N i
/\”\\ ~_
~

Px- M — 7

o 2‘0 4‘0 6‘0 80 10(7)% — ;14'2;
Uni t abst and

Fig. 4.4: Px Kurven zu Fig. 3.9

min Fig. 3.9 max
Pdim || 1.74 1073 | 2.33 1072 | 4.87 1072
Ptop || 2.84 107 | 3.40 107" | 4.08 107*

Tab. 4.2: pg,,, und Ptop 21 Fig. 4.4 und 4.5



148t sich also kein Dimen-
sionsunterschied zwischen
dem zwei- und dreidimen-
sionalen Netz bei demsel-
ben Datenraum feststel-
len, falls P™" (k) fiir das
5x5x5 Netz gewdhlt wird.

Die Wahl, die Reihen-
folge in den Sequenzen zu-
fallig zu bestimmen, ist in
[5], ebenso wie die Dimen-
sionentscheidung, mathe-
matisch nicht gerechtfer-
tigt. Genauso gut kann je-
weils die Permutation ge-
wihlt werden, die die ma-

4.4 Untersuchung der Beispiele aus 3.3 und 3.5

20 40 60 80 100 120
Uni t abst and

Fig. 4.5: P Kurven zu Fig. 3.9

ximale bzw. minimale Kurve erzeugt. Die Dimensionsentscheidung wird problematisch,
falls die verschiedenen Kurven nicht alle oberhalb, unterhalb oder nahe bei 1 verlau-

fen. In diesem Fall ergibt die Interpretation der Kurven fiir ein und dasselbe Netz eine
unterschiedliche Relation zwischen der Dimension des Netzes und der des Raumes.

Zwei weitere Beispiele dafiir sind das zwei- und das dreidimensionale Netz mit der
Sphéire als Datenraum. Bei dem eindimensionalen Netz (Fig. 3.16 und 3.19) kommt es
kaum zu Abweichungen von Px (k) und P(k), dhnlich wie in Fig. 4.1.

Zunichst zum zweidi-

mensionalen Netz (Fig.
3.17):
Die méglichen Abweichun-
gen fiir die Kurve Px(k)
sind in Fig. 4.6 zu sehen.
PPar(k) und PR (k) lie-
gen insbesondere fiir klei-
ne k weit auseinander. Zu-
sammen mit dem kleinen
Wert von py,, bei zufélli-
ger Anordnung in den Se-
quenzen 1aft sich die im
Vergleich zu dem gleich-
groflen verknoteten Netz
(siehe Tab. 4.1) grofie Dif-
ferenz von p;{g;” und p
erkliren.

mar
top

1.18

1.16

1.14

1.12

I

1.1

1.08

1.06

1.04

1.02 |/\

1 /

/

- max
Px
/_\/v\//\\/\
—
N —
—~_ Px-nin S— T A
N I ——

-/ B
L L L L

o]

20 40 60 80 100
Uni t abst and

Fig. 4.6: Px Kurven zu Fig. 3.20

min Fig. 3.20 max
Pdim || —8.92 1073 | —=1.90 1072 | 6.68 107>
Prop || 5.08107%| 6.56 1072 | 8.35 1072

Tab. 4.3: pg;,, und Ptop 21 Fig. 4.6 und 4.7
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4. Nicht eindeutige Rethenfolge der Unitnachbarn

Die Kurven P™%*(k) und
P(k) verlaufen beide ober-
und unterhalb von 1, da-
gegen liegt P™" (k) durch-
gehend unterhalb von 1
(Fig. 4.7). Die Werte von
|pgim| sind kleiner als der
von mir gesetzte kritische
Wert von 1072, Die Werte
von [pin] und [pa?] lie-
gen allerdings nur knapp
unterhalb der Schranke.

Noch deutlicher wird die Problematik bei dem

P2 (k) erheblich naher
an 1 verlduft als Px(k),
ist pﬁ;” nur etwas kleiner
als piop (siche Tab. 4.4).
Das liegt, wie schon er-
lautert daran, dafl Py (k)
durch die Permutationen

nicht verandert wird.

Fir die Kurven P(k)
zeigt sich ein  dhnliches
Bild wie bei
dimensionalen Netz, nur
daB P™**(k) und P(k)
noch deutlicher oberhalb
von 1 verlaufen. Die Werte
von Pgim verbieten jegli-
che Aussage dariiber, ob
die Netzdimension korrekt
Fiir dasselbe Netz
mit dem zweidimensiona-
len Raum ist pg;, mit
2.33 1072 (siehe Tab. 3.2,
Fig. 3.9) sogar noch klei-
ner, als p7i%" in diesem
Beispiel.

dem zwei-

ist.
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Fig. 4.9: P Kurven zu Fig. 3.21
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Fig. 4.7: P Kurven zu Fig. 3.20
dreidimensionalen Netz. Obwohl
o] 20 40 60 100 120
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Fig. 4.8: Px Kurven zu Fig. 3.21
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4.5 Vorschlag fir eine Lésung des Problems der nicht eindeutigen Reihenfolge

min Fig. 3.21 max

Pdim || —9.12 1073 | 7.02 1072 | 2.49 1072

Prop | 7921072 | 1.15107! | 1.55 107!

Tab. 4.4: pg,,, und Ptop 21 Fig. 4.8 und 4.9

In [5] wird die in Kapitel 3 beschriebene Methode auf Sprachdaten angewendet. Be-

trachtet man sich das Bild in [5] mit den Kurven P(k) fiir die verschiedenen Netzdimen-
sionen (Fig. 4.10), so ist
zu sehen, dafl der Abstand

1.4
der Kurven des drei- bzw.
vierdimensionalen Netzes 1‘37 1
relativ  klein ist. Wird 1.2 ‘“ 1
statt der zufilligen An- 11 l4d .
ordnung in den Sequenzen L S————— N
die fir P™"(k) gewihlt, e T
dann werden alle Kurven 09 E/% |
nach unten verschoben. 0.8 1
Die Kurve des vierdimen- 071 td |
sionalen Netzes verliefe o6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
dann, wenn eine dhnliche ° 50 too o 1so 200 250 300
Abweichung wie in Fig. Fig. 4.10: P Kurven fiir Sprachdaten ([5], Fig 13)

4.9 unterstellt wird, unter-
und oberhalb von 1. Dann wire mit der Argumentation aus [5] das Ergebnis gewesen:
Sprachdaten kénnen in vierdimensionalen Netzen am besten gespeichert werden.

4.5 Vorschlag fiir eine Losung des Problems der nicht eindeutigen Reihen-
folge

Da jede Anordnung der Elemente einer Sequenz gew&hlt werden kann, ist das Ergebnis
mehr oder weniger willkiirlich. s bietet sich folgender Ausweg an: Statt ausschliefflich
Pdim bei der Entscheidung iiber die Dimension zu betrachten, werden p%g und p
betrachtet. Das so modifizierte Kriterium lautet (vergleiche S. 26):

max
dim

P > €4i = ,Dimension® von X < dim(Y): die Netzdimension ist zu grof,

P < —€gim = »Dimension® von X > dim(Y): die Netzdimension ist zu klein,

Pl < eai L . : L
dim "™ —  Dimension® von X = dim(Y): die Netzdimension ist richtig.

[Pim | < €dim

Tritt keiner der drei Félle ein, so ist keine qualifizierte Aussage iiber die Relation der
Dimension des Netzes und der des Raumes méglich. Anschaulich bedeutet dieses Krite-
rium:
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4. Nicht eindeutige Rethenfolge der Unitnachbarn

L. Verlduft P7"(k) hinreichend deutlich oberhalb von 1, dann ist die Netzdimension
zu grof.

2. Verlauft P™**(k) hinreichend deutlich unterhalb von 1, dann ist die Netzdimension
zu klein.

3. Verlaufen beide Kurven hinreichend nahe bei 1, dann stimmt die Dimension des
Netzes und die des Raumes iiberein.

4. In allen anderen Féillen ist keine gesicherte Aussage moglich, wie in den bespro-
chenen Beispielen.

Der Begriff , hinreichend“ wird durch €g4;,,, quantifiziert.

Auch dieses Kriterium ist mathematisch nicht gesichert. Es werden dadurch lediglich
die durch die nicht eindeutige Definition der nichsten Nachbarn erzeugten Probleme
behoben. Das Kriterium ist nach wie vor nur durch viele Beispiele motiviert, bei denen
es das richtige Frgebnis liefert.
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5. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Modell von T. Kohonen fiir selbstorganisierende kiinstliche
Neuronale Netze ausfiihrlich dargestellt. Der Unitabstand und die Nachbarschaftsfunk-
tion dieses Modells werden anders als iiblich gewdhlt, um eine gute interaktive Steue-
rung des Netzes zu ermoglichen. Bei der Besprechung zweier Standardbeispiele stellt
sich heraus, daf} es ausreicht, das Netz bei der Initialisierung zufillig im ganzen Raum
zu verteilen und es nicht einschriankend um dessen Mittelpunkt zu konzentrieren, wie es
in vielen Verdffentlichungen geschieht. Die von mir selbst entwickelte Fehlerfunktion fiir
ein selbstorganisierendes Netz zeigt die Ausbreitung des Netzes im Raum und die Uber-
deckung des Raumes an, nicht jedoch einen topologischen Defekt des Netzes. Schlieflich
wird fiir alle besprochenen Beispiele die Steuerung der zwei zu wihlenden Parameter
angegeben. Diese wird in fast keiner einschligigen Publikation erwihnt.

Durch Uberpriifung der in dem Modell von Kohonen geforderten Nachbarschaftserhal-
tung 148t sich die ,Dimension® der Fingabedaten erkennen. Die dafiir von H.-U. Bauer
und K.R. Pawelzik in [5] entwickelte Losung wird ausfiihrlich besprochen. Das von ih-
nen vorgeschlagene Kriterium wird allerdings durch ein plausibleres ersetzt. Es stellt
sich zusétzlich zu [5] heraus, dafi es mit dieser Losung moglich ist, einen topologischen
Defekt des Netzes zu erkennen. Die Grenzen der in [5] vorgeschlagenen Losung werden
durch neue Beispiele mit noch nicht betrachteten Datenrdumen deutlich.

Der grundsitzliche Mangel des Ansatzes von [5], die nicht eindeutige Definition der
Nachbarn einer Unit, wird im weiteren untersucht. In einem Satz werden die obere und
untere Schranke, die beide erreicht werden kénnen, fiir den dadurch hervorgerufenen
Fehler angegeben. Der Fehler ist in einigen Beispielen aus [5] so grof, daf die ,,Dimension*
der Fingabedaten nicht genau ermittelt werden kann. Schlieflich wird als Losung ein
modifiziertes Kriterium vorgeschlagen. Durch dieses wird fiir viele Probleme die Nicht-
entscheidbarkeit der Dimensionsfrage mit dem Ansatz aus [5] erkannt. Insbesondere ist es
fraglich, ob die Aufsehen erregenden Ergebnisse zu den Sprachdaten in [5] noch haltbar
sind.
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