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1. Einleitung1. EinleitungDas menschliche Gehirn ist einem digitalen Rechner in vielerlei Hinsicht �uberlegen. Soerkennt schon ein einj�ahriges Baby Gesichter und Gegenst�ande wesentlich schneller undbesser, als ein sehr komplexes Programm, das auf einem Supercomputer l�auft. Der Com-puter ist nur bei primitiven Rechenaufgaben wesentlich schneller als das Gehirn. Dieseshat dagegen dem Computer mehrere Eigenschaften voraus:� Es ist 
exibel. Durch "Lernen\ pa�t sich das Gehirn einer neuen Aufgabe an, oftohne da� der Mensch aktiv etwas daf�ur tun mu�.� Es verarbeitet ungenaue und inkonsistente Daten.� Es ist sehr fehlertolerant. T�aglich absterbende Zellen beeintr�achtigen die Gesamt-funktion nur unwesentlich.� Es arbeitet hochgradig parallel.Die Neuroinformatik besch�aftigt sich damit, die eben genannten Eigenschaften f�urComputer verf�ugbar zu machen. Dabei werden grundlegende Erkenntnisse aus der Funk-tionsweise des Gehirns zur Entwicklung neuartiger Hardware (massiv parallele Netz-werke, Neuro-Chip) und Software (k�unstliche Neuronale Netze) benutzt. Mit Hilfe k�unst-licher Neuronaler Netze werden Probleme aus sehr unterschiedlichen Bereichen erfolg-reich bearbeitet: zum Beispiel Bildverarbeitung (Erkennen von Gegenst�anden), Steue-rungstechniken (Robotersteuerung) und nichtlineare Optimierung (Travelling SalesmanProblem).In dieser Arbeit wird eine M�oglichkeit dargestellt und genauer untersucht, mit selbst-organisierenden k�unstlichen Neuronalen Netzen die "Dimension\ einer Datenmenge "her-auszu�nden\. Was ist die "Dimension\ einer Datenmenge und wozu ist es n�utzlich, dieseherauszu�nden? Zur Beantwortung der zweiten Frage zun�achst ein Beispiel: Ich betrachte50 Ger�ate, mit denen Wetterdaten (Temperatur, Luftdruck, Windgeschwindigkeit, : : : )gemessen werden. Die Daten lassen sich als f�unfzigdimensionale Vektoren darstellen.Allerdings sind sie im allgemeinen stark korreliert. Zur weiteren Verarbeitung (Wet-terprognose) ist es sinnvoll, die "wirkliche Dimension\ der Daten zu kennen, das hei�tKorrelationen zu entdecken und zu eliminieren.Um die "Dimension\ von Daten herauszu�nden, werden diese mit Netzen verschie-dener Dimension verbunden. Dabei sind zun�achst keine Neuronalen Netze gemeint. Eineindimensionales Netz ist ein Polygonzug, ein zwei- und ein dreidimensionales Netz sindin Fig. 1.1 und 1.2 dargestellt. H�oherdimensionale Netze werden analog konstruiert. Die"Dimension\ einer Datenmenge ist durch die eines Netzes bestimmt, mit dem sich dieDaten "gut\ verbinden lassen. Tritt einer der folgenden "Defekte\ auf, so ist das Netznicht f�ur diese Daten geeignet:1. Es gibt Verbindungslinien des Netzes, die sich schneiden.2. Das Netz ist gefaltet. (Eine Peano-Kurve ist ein Beispiel f�ur ein eindimensionales,gefaltetes Netz.)2



3. Das Netz ist verzerrt, das hei�t die Abst�ande zwischen verbundenen Knoten sindsehr unterschiedlich.
Fig. 1.1: ein zweidimensionales Netz mit 25 Knoten Fig. 1.2: ein dreidimensionales Netz mit 27 KnotenUm diesen Dimensionsbegri� mit endlich vielen Knoten auch auf unendliche Mengenanwenden zu k�onnen, wird statt einer Verbindung der Daten mit einem Netz (dieseben�otigt ebenso viele Netzknoten wie Datenvektoren) eine �Uberdeckung mit einem Netzbetrachtet, wobei die Anzahl der Knoten frei gew�ahlt werden kann. Eine "gute\ �Uber-deckung ist dadurch charakterisiert, da� "in der N�ahe\ jedes Datenvektors ein Netzkno-ten liegt und umgekehrt. Damit gibt es neben 1 { 3 einen weiteren m�oglichen Defekt:4. Der Datenraum wird nicht vollst�andig �uberdeckt oder das Netz liegt nicht "nahe\an den Daten.Zusammengefa�t ergibt sich folgendes Dimensionskriterium: Die "Dimension\ einerDatenmenge ist durch die Dimension eines Netzes bestimmt, mit dem sich der Datenraumm�oglichst ohne Auftreten eines der Defekte 1 { 4 �uberdecken l�a�t. Es ist mit den bisherbetrachteten Netztypen nicht immer m�oglich, einen Datenraum zu �uberdecken, ohne da�einer der Defekte auftritt. In der einschl�agigen Literatur wird der problematische Begri�der "Dimension\ einer Datenmenge nicht erw�ahnt. An zwei einfachen Beispielen m�ochteich das Dimensionkriterium verdeutlichen:1. Sei X die Menge von 10.000 zuf�allig aus [0; 1]2 gew�ahlten Punkten. Welche "Dimen-sion\ hat X? Sicherlich l�a�t sich eine (eindimensionale) Kurve durch alle Punktelegen, die sich nicht selbst schneidet. Diese Kurve ist aber immer gefaltet. Dagegenlassen sich die Punkte "zweidimensional\ (wie in Fig. 1.1) �uberdecken, ohne da� eszu einer Faltung kommt. Im Fall einer nicht mehr leicht vorstellbaren "dreidimen-sionalen\ �Uberdeckung der Punkte (wie in Fig. 1.2) lassen sich �Uberschneidungenvon Verbindungslinien nicht verhindern. Deshalb m�ochte ich davon sprechen, da�X die "Dimension\ 2 hat. Statt der 10.000 Punkte kann mit demselben Ergebnisauch X = [0; 1]2 gew�ahlt werden. 3



1. Einleitung2. Welche Dimension hat eine Kugelober
�ache? Eine Kurve kann eine Sph�are nurdurch Faltung vern�unftig �uberdecken. Ein zweidimensionales Netz l�a�t sich nur soauf eine Sph�are legen, da� es entweder zu �Uberschneidungen der Verbindungsli-nien kommt oder da� ein Teil der Sp�ahre nicht �uberdeckt wird oder da� das Netzstark verzerrt wird. Bei einem dreidimensionalen Netz treten ebenfalls Problemeauf: Entweder liegen nur die "�au�eren\ oder auch die "mittleren\ Knoten nahe derSph�are. In beiden F�allen kommt es zu starken Verzerrungen des Netzes. Mit denbisher betrachteten Netzarten kommt es also immer zu Defekten bei der �Uber-deckung einer Sph�are.Wird dagegen ein geschlossenes, zweidimensionales Netz gew�ahlt, bei dem die vierR�ander zu einem Punkt identi�ziert werden, so l�a�t sich die Sph�are sehr gut �uber-decken. Geschlossene Netze werden im folgenden nicht betrachtet.Nun zu selbstorganisierenden k�unstlichen Neuronalen Netzen. Die bisher betrachtetenNetze haben einiges mit diesen zu tun. Bei der �ublichen graphischen Darstellung der Neu-ronalen Netze entstehen die eben betrachteten "normalen\ Netze. Dabei be�nden sich die"Neuronen\ in den Knoten. Der Algorithmus f�ur ein selbstorganisierendes k�unstlichesNeuronales Netz ist vereinfacht gesagt so konzipiert, da� dieses die ihm pr�asentiertenDaten so gut wie m�oglich �uberdeckt. Das bedeutet, da� m�oglichst keiner der Defekte1 { 4 auftritt.Durch �Uberpr�ufung eines Netzes kann festgestellt werden, ob dieses einen der eben ge-nannten Defekte aufweist. Durch Quanti�zierung der auftretenden Defekte ist es m�oglich,verschiedene Netze zu vergleichen. Die "Dimension\ einer Datenmenge ist dann durch dieDimension des k�unstlichen Neuronalen Netzes bestimmt, das unter den getesteten denkleinsten Defekt aufweist. Mit einem Netz dieser Dimension l�a�t sich die Datenmengeam besten repr�asentieren.Als ein Anwendungsbeispiel f�ur selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze m�och-te ich kurz ein Grundproblem der Robotersteuerung vorstellen: die Positionierung einesEnde�ektors im Raum (zum Greifen, Schwei�-punkte anbringen, : : :). Es wird einschr�ankendangenommen, da� es eine eindeutige Beziehungzwischen der Position des Ende�ektors (x; y; z)und der Stellung � = (�1;�2;�3) der drei Ro-botergelenke gibt. Auf den Raum, in dem derEnde�ektor positioniert werden soll, sind zweiKameras gerichtet. Ein Punkt des Raumes er-zeugt in der Bildebene jeder Kamera einen zwei-dimensionalen Lagevektor. Beide Vektoren er-geben zusammengefa�t einen vierdimensionalenVektor. Dieser bestimmt den Punkt eindeutig,da das Arbeitsgebiet eine dreidimensionale Un-termannigfaltigkeit in IR4 ist.Stellen wir uns nun ein zuf�allig im Arbeitsge- 1
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Fig. 1.3: ein Roboterarm mit drei Gelenkenbiet des Ende�ektors verteiltes dreidimensionales Netz vor. In jedem Knoten r des Netzes4



sind neben der Position wr des Knotens zwei weitere Gr�o�en gespeichert: ein dreidimen-sionaler Vektor �r zur Positionierung des Ende�ektors und eine 3 � 4 Matrix Ar zurKorrektur, falls die Positionierung nicht korrekt erfolgt.Das Verfahren, mit dem das Netz "trainiert\ wird, ist zu umfangreich, um hier darge-stellt zu werden. Hier eine stark vereinfachte Version:1. W�ahle zuf�allig einen Zielpunkt im Arbeitsgebiet und bestimme mit den Kamerasden zugeh�origen Vektor u.2. Bestimme den Knoten r0, der am n�achsten an u liegt.3. Verschiebe den Knoten r0, so da� er n�aher an u liegt, und verringere den Defektdes Netzes (dabei werden auch Knoten in der "N�ahe\ von r0 verschoben).4. Bringe den Ende�ektor in eine Zwischenposition durch Einstellen der Gelenkwinkelauf �i = �r0 + Ar0(u� wr0)und bestimme mit den Kameras den zugeh�origen Vektor vi.(Ar0 ist eine Approximation an die Jakobimatrix der Transformation �i(u) an derStelle wr0 des Knotens r0. Die Einbeziehung der Matrix Ar0 erm�oglicht es, auchZielpunkte in der "N�ahe\ der zu �r0 geh�orenden Position zu erreichen.)5. Korrigiere die Position vi gem�a��f = �r0 +Ar0(u� vi)und bestimme mit den Kameras die Endposition vf des Ende�ektors.6. Ver�andere �r0 und Ar0 so, da� bei erneuter Pr�asentation desselben Zielpunktes vfn�aher an u liegt.Das Verfahren wird ausf�uhrlich in [1], S. 171{209 besprochen.Es kommt zu folgenden Ergebnissen: Das anfangs v�ollig verknotete Netz wird entkno-tet (Schritt 3) und verteilt sich im Arbeitsraum. Es sieht dann �ahnlich aus wie in Fig.1.2, nur mit mehr Knoten (siehe Abb. 11.4 in [1]). Gleichzeitig wird die Positionierungverbessert (Schritt 6). Jeder Knoten positioniert den Ende�ektor auf Zielpunkte, die inseiner "N�ahe\ liegen. Insgesamt werden schon nach 6.000 Trainingsschritten sehr gutePositionierungsergebnisse erzielt, was vor allem an der Verwendung der JakobimatrizenAr liegt.
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2. Selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze - Kohonens Modell2. Selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze -Kohonens ModellKohonen wollte 1982 mit der Entwicklung seines Modells ([2], S. 119-157) unter anderemdie e�ziente Speicherung von Daten erforschen. Er orientierte sich dabei, was den Aufbauseines Netzes betri�t, an einem biologischen Modell von Neuronen. Das Netz soll denDatenraum m�oglichst gut �uberdecken. Au�erdem sollen, wie im biologischen Modell,"�ahnliche Daten\ an "benachbarten Stellen\ gespeichert werden.2.1 Abri� eines biologischen Modells eines NeuronsEin Neuron enth�alt im wesentlichen dreiHauptstrukturen:1. die Dendriten f�ur die Eingabe,2. den Zellk�orper (Soma) f�ur die Verarbei-tung und3. das Axon f�ur die Ausgabe.Die Dendriten sind sehr stark verzweigtund im Radius von ca. 400 �m um ein Neuronangeordnet. Sie summieren die elektrischenSignale anderer Neuronen und leiten diese anden Zellk�orper weiter.�Uberschreitet die Summe aller Signaleeinen Schwellenwert, so wird vom Zellk�orperein kurzzeitiger elektrischer Nadelimpuls�uber das Axon ausgegeben.
Dendriten

Zellkorper

Axon

.. Synapsen

Das Axon, dessen L�ange von weniger als einem Millimeter bis zu mehreren Metern vari-iert, leitet diesen Impuls weiter. An dem stark verzweigten Ende des Axons be�nden sichSynapsen, die sich an den Dendriten und Zellk�orpern anderer Neuronen anlagern. Die�Ubertragung des elektrischen Impulses �ndet durch chemische Botensto�e (Neurotrans-mitter) statt. Diese bestimmen die Synapsenst�arke und k�onnen je nach Bescha�enheitentweder hemmend oder erregend wirken.2.2 De�nition eines selbstorganisierenden k�unstlichen Neuronalen NetzesEin selbstorganisierendes k�unstliches Neuronales Netz in Kohonens Modell besteht auseiner Menge von Datenvektoren und einer endlichen Menge von Units (statt Neuronen,um die Distanz zur Biologie zu wahren), die jeweils mit einer Metrik ausgestattet sind.Durch diese Metriken ist der Abstand zwischen Units bzw. Datenvektoren bestimmt.Die induzierten Topologien de�nieren Umgebungen (auch Nachbarschaften genannt) vonUnits bzw. Datenvektoren. Die Nachbarn einer Unit r sind alle Units, die in einer be-stimmten Umgebung von r liegen (analog f�ur Datenvektoren). Jeder dem Netz pr�asen-6



2.2 De�nition eines selbstorganisierenden k�unstlichen Neuronalen Netzestierte Datenvektor soll einer Unit zugeordnet werden. Es wird folgende Forderung derNachbarschaftserhaltung gestellt:Die Daten sollen hom�oomorph auf die Units abgebildet werden, in dem Sinne,da� benachbarte Daten benachbarten Units zugeordnet werden.Sei X � IRd die Menge der Daten und x = (x1; : : : ; xd) 2 X . Das Netz habe dEingangsfasern, und xi bezeichne die i-te Faser. Sei yr die Ausgabe (Potential des Axons)und sr der Schwellenwert von Unit r, wobei r 2 IRn der Ortsvektor der Unit ist. DerAbstand zweier Units ist durch den Abstand ihrer Ortsvektoren in IRn gegeben. JedeUnit ist mit allen Eingangsfasern verbunden, und wri bezeichne die Verbindungsst�arke(Synapsenst�arke) der Eingangsfaser i zu Unit r. Zur Berechnung der Ausgabe yr einerUnit r schl�agt Kohonen folgende Gleichung vor:yr(x) = �0@ dXi=1wrixi +Xq 6=r g(r; q)yq(x)� sr1A (1)mit � : IR! [0; 1] und �(x)! 1 bzw. 0 f�ur x! �1:Der erste Term summiert die Werte aller Eingangsfasern gewichtet mit ihrer Synap-senst�arke. Durch den zweiten Term wird die Ausgabe der Nachbarn von Unit r miteinbezogen. Die Funktion g(r; q) bestimmt dabei den Ein
u�, den Unit q auf Unit r hat.Ist g(r; q) f�ur kleinen Abstand von r und q erregend (g(r; q)> 0) und f�ur gro�en Abstandhemmend (g(r; q) < 0), dann wird die von g bewirkte R�uckkopplung auch als lateraleInhibition oder Umfeldhemmung bezeichnet. Eine Mexican-Hat Funktion bewirkt zumBeispiel solch eine R�uckkopplung. Jedem Signal x 2 X wird eine Unit r0 mit maximalerAusgabe zugeordnet.Nun l�a�t sich zeigen: Die Funktion g kann so gew�ahlt werden, da� die oben gestellteForderung der Nachbarschaftserhaltung erf�ullt wird ([1], S. 69-71).Um zu gegebenem x 2 X die zugeordnete Unit r0 mit maximaler Ausgabe zu be-stimmen, mu� das nichtlineare Gleichungssystem (1) numerisch gel�ost werden. Kohonenvereinfacht die Suche nach dem Erregungszentrum r0, indem dieses nur noch aufgrunddes pr�asentierten Datenvektors x berechnet wird, ohne die Nachbarunits einzubeziehen(sei ohne Einschr�ankung sr := 0):dXi=1wr0ixi = maxr dXi=1wrixi: (2)Mit den durch Normierung zu erreichenden Voraussetzungenkwrk2 = 1 8 r und kxk2 = 1 8 x 2 X gilt:kwr � xk22 = kwrk2 � 2hwr; xi+ kxk2 = 2� 2 dPi=1wrixi:Damit folgt (2) () kwr0 � xk22 = minr kwr � xk22: 7



2. Selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze - Kohonens ModellDas Erregungszentrum r0 ist demnach eine Unit, deren Verbindungsst�arke zu den Ein-gangsfasern den kleinsten Abstand zum pr�asentierten Datenvektor x hat. r0 wird oftauch als Gewinnerunit bezeichnet. wr 2 IRd kann als Wert von Unit r interpretiert wer-den, die Ausgabe yr wird nicht mehr betrachtet. Der Wert einer Unit mu� von ihremOrtsvektor r 2 IRn unterschieden werden.K�unstliche Neuronale Netze sind in der Lage, das L�osen von gestellten Aufgaben zu"erlernen\. Unter Lernen versteht man, die sich schrittweise nach gewissen Lernregelnver�andernde Zuordnung von Eingangssignalen zu einem Ausgabewert. Die Zuordnungsoll dabei so ver�andert werden, da� im Laufe des Lernverfahrens die gestellte Aufgabeimmer "besser\ gel�ost wird.Der Ausgabewert eines selbstorganisierenden k�unstlichen Neuronalen Netzes ist diedem Signal x zugeordnete Unit r0. Um die Datenvektoren m�oglich gut zu �uberdecken,schl�agt Kohonen folgende Lernregel vor:8 r : �wr = ��(r0; r)(x� wr)� 2 [0; 1] ist ein Lernschrittparameter. Die Nachbarn einer Unit werden bei der Berech-nung des Erregungszentrums r0 im Gegensatz zu (1) nicht ber�ucksichtigt. Deswegen f�uhrtKohonen die Nachbarschaftsfunktion �(r0; r) : IRn � IRn ! [0; 1] ein. Diese hat folgendeEigenschaft: �(r0; r1) > �(r0; r2); falls kr0 � r1k < kr0 � r2k: (3)Je weiter r von der Gewinnerunit r0 entfernt ist, desto kleiner wird �(r0; r). Der Abstanddes Vektors wr zum Datenvektor x wird durch einen Lernschritt verkleinert, und zwarin Abh�angigkeit von dem Abstand von r und r0.Eine typische Wahl f�ur eine Nachbarschaftsfunktion ist die Glockenkurve�(r0; r) = exp �kr0 � rk22�2 ! :Mit dem Parameter � kann die Breite der "Glocke\ und somit die Gr�o�e der Nachbar-schaft um die Gewinnerunit r0 gesteuert werden.2.3 Der Algorithmus f�ur ein selbstorganisierendes Netz1. W�ahle wri 2 [0; 1] zuf�allig, � und � "gro�\.2. W�ahle ein sensorisches Signal x 2 X unter Beachtung einer Wahrscheinlichkeits-verteilung P auf X .3. Bestimme das Erregungszentrum r0 gem�a�kx� wr0k2 = minr kx� wrk2: (4)8



2.4 Unitabstand und Nachbarschaftsfunktion4. Setze 8 r : wneur := waltr + ��(r0; r)(x� waltr ):5. Reduziere � und �. Stopp, falls � "klein genug\, sonst fahre mit Schritt 2 fort.Zun�achst einige Bemerkungen zum Algorithmus:Zu 1: � ist im wesentlichen die Gr�o�e der Nachbarschaft um r0, f�ur die �(r0; r) in Schritt4 so gro� ist, da� der zweite Term nicht v�ollig verschwindet. � "gro�\ bedeutet� � maxr1 ;r2 kr1 � r2k, dem gr�o�ten Abstand zwischen zwei Units.� "gro�\ hei�t � � 1.Zu 2: Gew�ohnlich ist P die Gleichverteilung auf X .Zu 3: Obwohl weder wr noch x normiert sind, wird (4) zur Bestimmung von r0 benutzt.(4) ist ohne Normierung nicht mehr �aquivalent zur Maximumbedingung (2).Zu 4: Es m�ussen nicht alle wr neu gesetzt werden, sondern nur solche mit �(r0; r) > �.� ist dabei ein kleiner Wert, f�ur den Schritt 4 noch Sinn macht.Zu 5: Bei der Reduzierung von � und � ist zu beachten, da� einerseits eine sehr lang-same Reduzierung die Gesamtlaufzeit stark erh�oht, andererseits eine zu schnelleReduzierung dem anfangs zuf�allig gew�ahlten Netz kaum eine M�oglichkeit l�a�t, sichauszubreiten und die Topologie von X zu �nden.Des weiteren mu� das Abbruchkriterium � "klein genug\ und damit die Gesamtan-zahl der Iterationen schon zu Beginn des Algorithmus gew�ahlt werden. Nat�urli-cherweise sollte der Algorithmus terminieren, falls sich das Netz dem DatenraumX "gut genug\ angepa�t hat.2.4 Unitabstand und NachbarschaftsfunktionDer Ortsvektor einer Unit sei im folgenden durch r 2 INn0 gegeben. Den Abstand zwi-schen zwei Units (Unitabstand) r und r0 de�niere ich durchkr� r0k1 = nXi=1 jri � r0ij 2 IN0: (5)k:k1 hat wegen ihrer ganzzahligen Werte zusammen mit der unten gew�ahlten Nach-barschaftsfunktion �, im Gegensatz zur oft gew�ahlten k:k2 den Vorteil, da� mit demParameter � die Gr�o�e der Nachbarschaft um die Gewinnerunit r0 bei Handsteuerung(siehe 2.7) exakt gew�ahlt werden kann. Alle Units, die in der �-Nachbarschaft von r0liegen, werden in Schritt 4 des Algorithmus ver�andert.Zur Veranschaulichung des Abstands zweier Units kann man sich zum Beispiel einzweidimensionales Netz mit 256 Units als 16�16 Matrix vorstellen. Der Wert einer Unitwird durch einen Matrixeintrag aus IRd repr�asentiert, der zweidimensionale Ortsvektor9



2. Selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze - Kohonens Modellist durch den Zeilen- und Spaltenindex des Wertes bestimmt. Die direkten Nachbarnvon Unit (i; j) stehen eine Spalte weiter rechts bzw. links (i; j� 1) und eine Zeile weiterunten bzw. oben (i� 1; j), ohne dabei den Rand zu �uberschreiten.F�ur die Nachbarschaftsfunktion � w�ahle ich eine lineare Funktion, f�ur die Bedingung(3) o�ensichtlich erf�ullt ist (siehe Fig. 2.1):�(r0; r) = 8><>: 1� kr0�rk1�+1 falls kr0 � rk1 � �0 sonstSchritt 4 des Algorithmus wird f�ur alle Unitsr ausgef�uhrt mit �(r0; r) 6= 0, also falls r nochin der �-Nachbarschaft des Erregungszentrumsr0 liegt. � = 1 bedeutet, da� �(r0; r) 6= 0 nur f�urdie unmittelbaren Nachbarn von r0 gilt, f�ur diesehat � den Wert 12 . F�ur � = maxr1;r2kr1 � r2k1ist �(r0; r) 6= 0 8 r. In Schritt 4 werden danndie Werte aller Units in Abh�angigkeit von ihrerEntfernung zu r0 ver�andert.Um ein Fehlerma� f�ur das Netz zu erhalten,
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|| r’ - r ||Fig. 2.1: die Nachbarschaftsfunktion �interpretiere ich den in (4) erhaltenen minimalen Abstand einer Unit zum pr�asentier-ten Datenvektor als Fehler des Netzes. Dieser wird �uber jeweils zehn Iterationsschrittegemittelt. Die zugeh�orige Kurve ist zusammen mit den Netzen zu sehen.2.5 BeispieleAlle abgebildeten Beispiele sind repr�asentativ f�ur den jeweiligen Netztyp und Datenraum,das hei�t, es ist problemlos m�oglich, die abgebildeten Netze in �ahnlicher Form mit derangegebenen Parametersteuerung zu reproduzieren.Im folgenden werden zwei Standardbeispiele diskutiert. In beiden F�allen ist P dieGleichverteilung auf X = [0; 1]2. Die Steuerung der Parameter � und � ist in 2.7 ange-geben.Die einzelnen Units sind in den Graphiken nicht direkt dargestellt, sondern die Wertebenachbarter Units sind durch eine Linie verbunden. F�ur n > 1 sind die Werte der Unitsimplizit durch sich kreuzende Linien gegeben.Als erstes Beispiel (siehe S. 12) ist ein quadratisches Netz der Dimension n = 2 mit256 Units zu sehen. Nach der Initialisierung sind die Units zuf�allig in ganz X verteilt. Inden meisten mir bekannten Publikationen werden die Units in einer kleinen Umgebungum den Mittelpunkt von X verteilt. Wird der Parameter � anfangs so gro� wie dermaximale Abstand zwischen zwei Units gew�ahlt, dann ist diese einschr�ankende Wahlnicht notwendig. In diesem Fall werden, wie schon erl�autert, in jedem Iterationsschrittdie Werte aller Units in Schritt 4 des Algorithmus ver�andert. Diese Ver�anderung ist wegender Nachbarschaftsfunktion � abh�angig vom Abstand zur Gewinnerunit r0. Dadurch wirddas durch die zuf�allige Anfangskon�guration v�ollig verknotete Netz langsam entknotet.10



2.6 Untersuchung der FehlerfunktionDas Netz ist schon nach 40 Iterationen knotenfrei, dabei �uberdeckt es nur noch einenkleinen Teil von X . Da die Werte aller Units in jedem Iterationsschritt ver�andert werden,wird das gesamte Netz zu dem pr�asentierten Datenvektor x "geschoben\. Deswegen istdie Ausbreitung des Netzes bei gro�em � klein. � wird mit wachsender Iterationsanzahlverkleinert. Dadurch breitet sich das Netz immer st�arker aus und n�ahert sich dem Randdes Quadrats. Nach 500 Schritten hat sich das Netz schon gut verteilt, jetzt geht es nurnoch darum, m�oglichst dicht an den Rand heranzukommen.Dieser kann nie erreicht werden, es wird immer ein Abstand bleiben. Der Abstandvom Rand wird, bei gleichverteilten Eingangswerten, mindestens halb so gro� sein, wieder Abstand der �au�ersten Units zu den zweit�au�ersten. Die �au�ersten Units werdenn�amlich sowohl zum Rand (durch Daten, die zwischen dem Rand und ihnen liegen), alsauch zu den zweit�au�ersten Units (durch Daten, die weiter innen liegen) "gezogen\.Das zweite Beispiel (siehe S. 13) zeigt ein eindimensionales Netz mit ebenfalls 256Units. Direkt nach der Initialisierung sieht es wie das vorige aus. Nach 40 Iterationenist ein knotenfreies Netz zu erkennen. Nach 80 Schritten hat es sich im ganzen Raumausgebreitet, danach beginnt es sich zu falten. Die Wellenl�ange der Faltung ist durchdie Form des Raumes bzw. des Netzes und � bestimmt. Eine ausf�uhrliche Diskussionmit der Bestimmung von kritischen Werten, ab denen sich ein Netz faltet, ist in [1] S.275-290 nachzulesen.2.6 Untersuchung der FehlerfunktionBei der Betrachtung der zugeh�origen Fehlerkurven f�allt zun�achst deren sehr �ahnlicherVerlauf auf. Sie starten mit relativ kleinen Werten (zuf�allige Anfangsverteilung im ganzenRaum), steigen stark an (geringe �Uberdeckung des Raumes) und fallen bis 100 Iteratio-nen wieder schnell ab (beginnende Ausbreitung im Raum). Die Ausbreitung der Netzeim Datenraum X ist demnach direkt an den zugeh�origen Fehlerkurven abzulesen, wasauch aus der De�nition des Fehlers (4) folgt. Bis 1.500 Iterationen fallen die Kurvendann nur noch langsam, und sie haben ungef�ahr den gleichen Schlu�wert (ca. 0.025).
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2. Selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze - Kohonens ModellDer Schlu�wert des Fehlers f�ur das erste Beispiel l�a�t sich, falls die Units v�ollig gleich-m�a�ig und unter Beachtung der Nachbarschaft verteilt sind, nach oben absch�atzen:8 x 2 X : kx� wr0k2 � 12r 117 + 117 = 1p34 � 0:171: (6)Es gibt vertikal 16 Units; der freie Rand sorgt daf�ur, da� der "vertikale\ Abstandkwij � wij+1k2 zwischen benachbarten Units 117 betr�agt. Der Wurzelausdruck in (6) be-schreibt den "diagonalen\ Abstand, also kwij � wi+1j+1k2. Eine obere Absch�atzung f�urden Fehler erh�alt man nun durch Halbieren. Nach unten ist der Fehler durch 0 be-schr�ankt, da eine pr�asentierte Eingabe mit einem wij �ubereinstimmen kann. Der durch-schnittliche Fehler wird deutlich kleiner sein, als das arithmetische Mittel 0.086, da es"nur\ 17 � 17 = 289 Punkte in X gibt, f�ur die in (6) Gleichheit gilt.Dies zeigt auch die Fehlerkurve des ersten Beispiels. Dort ist der mittlere Fehler nochetwas kleiner, da die Units nicht v�ollig gleichm�a�ig verteilt sind und deswegen dichterliegen, als oben angenommen.Der DatenraumX wird in beiden Beispielen gleichgut �uberdeckt, in dem Sinne, da� derAbstand eines Datenvektors zu einer Unit m�oglichst klein wird. Das ist nicht erstaunlich,wenn man bedenkt, da� in beiden F�allen 256 Units "gleichm�a�ig\ verteilt werden. Es istallerdings erstaunlich, da� das eindimensionale Netz keine �Uberschneidungen aufweist.Die Steuerung der Parameter � und � (siehe 2.7) wurde in den beiden n�achsten Bei-spielen mit der Hand durchgef�uhrt, indem interaktiv abh�angig vom Entwicklungsstanddes Netzes neue Werte eingegeben wurden. F�ur Fig. 2.3 ist die Steuerung �ahnlich wiein 2.7 f�ur das zweidimensionale Netz, wobei die kleinere Netzgr�o�e zu beachten ist. EinKnoten (Fig. 2.4) kommt dadurch zustande, da� � von Anfang an sehr klein gew�ahltwird (� � 3). Allerdings hat das Netz selbst bei dieser "schlechten\ Steuerung nicht im-mer einen Knoten. Die genauen Werte f�ur die Handsteuerung sind nicht angegeben, damit diesen nur manchmal ein Knoten entsteht. Um die Fehlerkurven besser vergleichenzu k�onnen, wurde auch mit Handsteuerung bis 1.500 Iterationen gerechnet, obwohl beideNetze schon nach 800 Schritten �ahnlich aussehen, wie jetzt abgebildet.
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2.7 Steuerung der Parameter � und �Der Fehler ist nicht von der Dimension des Netzes abh�angig, sondern, wie das 5�5 Netz(Fig. 2.3 und 2.5) zeigt,von der Gesamtanzahl derUnits. Diese ist mit 25um den Faktor 10 klei-ner, als bei den beidenbisher betrachteten Net-zen. Die Fehlerkurve ver-l�auft insgesamt auf einemh�oheren Niveau und endetbei einem doppelt so ho-hen Wert. Das ist auch zuerwarten, da die Abst�andezwischen den Units deut-lich gr�o�er sind. 0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Iterationen

Fehler der Gewinnerunit

Fig. 2.5: Fehlerkurve zum 5x5 Netz (Fig. 2.3)Es ist nicht m�oglich, mit Hilfe dieser Fehlerfunktion zu erkennen, ob ein Netz einentopologischen Defekt, zumBeispiel einen Knoten (Fig.2.4) hat. Ein Netz mitsolch einem Defekt unter-scheidet sich in den Wer-ten der Gleichung (4) prak-tisch nicht von einem Netzohne Defekt, da es sichin X vergleichbar ausbrei-tet. Die zugeh�orige Feh-lerkurve (Fig. 2.6) unter-scheidet sich daher wederim Verlauf noch im Schlu�-wert wesentlich von denender vorherigen Beispiele. 0
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Fig. 2.6: Fehlerkurve zum verknoteten Netz (Fig. 2.4)F�ur die beiden eben beschriebenen Probleme, die Untersuchung, ob Netz- und Daten-dimension �ubereinstimmen und das Erkennen von topologischen Defekten, wird in denfolgenden Kapiteln eine L�osung beschrieben und genauer untersucht.2.7 Steuerung der Parameter � und �Die Anzahl von 1.500 Iterationsschritten ist im Vergleich mit Werten aus der Literatursehr klein. Das liegt vor allem daran, da� dort die Parameter � und � sehr langsamverkleinert werden. Damit steigt zwangsl�au�g die Gesamtanzahl der Iterationen, teilweise(siehe [1] und [2]) auf 50.000 { 100.000. Diese gro�e Anzahl ist sinnvoll, falls X eineendliche Menge ist. Dann mu� die Iterationsanzahl in einem vern�unftigen Verh�altnis zurM�achtigkeit von X stehen. Allerdings ist die hohe Anzahl nicht notwendig, wenn X eineunendliche Menge ist, da nicht "alle\ Elemente von X pr�asentiert werden k�onnen. 15



2. Selbstorganisierende k�unstliche Neuronale Netze - Kohonens ModellWird die Steuerung von � und � nicht vorher festgelegt und werden stattdessenabh�angig vom Entwicklungsstand des Netzes interaktiv neue Werte eingegeben (Hand-steuerung), dann ist eine Gesamtanzahl der Iterationen deutlich unter 1.000 problemloszu erreichen. Dieses Verfahren bietet sich f�ur alle F�alle an, in denen man sich das Netzansehen kann, also falls die Dimension des Netzes und die des Datenraums kleiner alsvier sind (n; d < 4). Die weitaus meisten der bisher in der Literatur diskutierten F�allesind von diesem Typ.In keiner der Publikationen [2], [3] und [4] sind zu einem gerechneten Beispiel beidezu w�ahlenden Parameter �(t) und �(t) angegeben. Lediglich in [1] wurden bei einemBeispiel beide Funktionen angegeben.Sei D = maxr1;r2 kr1 � r2k1 der gr�o�te Abstand zwischen zwei Units und N derenGesamtanzahl. Dann haben sich durch viele gerechnete Beispiele f�ur N � 100 folgendeFunktionen �(t) und �(t) als g�unstig erwiesen:� f�ur ein zweidimenionales Netz#Iterationen 50 75 100 200 300 400 500 > 500�(t) D 34D 12D 25D 13D 15D 17D 110D�(t) 14 120� f�ur ein eindimensionales Netz#Iterationen 25 50 75 100 300 500 600 > 600�(t) 23D 12D 13D 15D 110D 120D 135D 175D�(t) 13 17In Fig. 2.7 istder Verlauf der Funktio-nen �(t)=D f�ur ein ein-bzw. zweidimensionalesNetz graphisch darge-stellt. Die unterschied-lichen Schlu�werte sindauf das f�ur die bei-den Dimensionen starkunterschiedliche D zu-r�uckzuf�uhren. So giltf�ur die eben besproche-nen Beispiele mit 256Units Dn=2 = 32 und 0
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3. NachbarschaftserhaltungIn diesem Kapitel geht es darum, eine L�osung f�ur die vorhin beschriebenen Problemevorzustellen. Warum ist es �uberhaupt n�utzlich, topologische Defekte zu erkennen? AmAnfang von Kapitel 2 wurde die Forderung aufgestellt, da� alle Daten hom�oomorphauf die Units abgebildet werden sollen. Bei einem verknoteten Netz (Fig. 2.4) ist dieHom�oomorphie verletzt. Wie zu sehen ist, gibt es Units, deren Unitabstand (5) gro�ist, deren Werte aber dicht beieinanderliegen. Nachbarschaft der Daten wurde nicht aufNachbarschaft der Units �ubertragen, oder kurz: Die Nachbarschaft wurde nicht erhalten.Da es bisher nicht m�oglich ist, einen topologischen Defekt automatisch w�ahrend des Al-gorithmus zu erkennen, bleibt nur die M�oglichkeit, hinterher einen Defekt zu entdecken.Ist die Dimension des Netzes kleiner als die des Datenraums, dann kommt es zurFaltung des Netzes. In diesem Fall (Seite 13) ist, wie bei dem verknoteten Netz, dieHom�oomorphieforderung nicht erf�ullt, da es Units gibt, deren Abstand gro� ist, derenWerte aber nahe beieinanderliegen.Ist im umgekehrten Fall die Dimensiondes Netzes gr�o�er als die des Datenraums,dann kommt es ebenfalls zu einer Ver-letzung der Hom�oomorphie, wie Fig. 3.1zeigt. Der �Ubersichtlichkeit wegen wurdedie Vernetzung nur zweidimensional ein-gezeichnet; "�ubereinanderliegende\ Unitsder einzelnen "Schichten\ m�u�ten eben-falls noch verbunden werden (wie in Fig.1.2). Ein voll verbundenes Netz ist auch inFig. 8a von [5] zu sehen.Sollen n-dimensionale Daten mit ei-nem Kohonennetz repr�asentiert werden,so wird man dieses zun�achst mit einem n-dimensionalen Netz versuchen. Nun kannes aber sein, da� die Daten in einem imallgemeinen nichtlinearen Unterraum mit 0
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Fig. 3.1: ein dreidimensionales Netzkleinerer Dimension liegen. Die zugeh�orige Abbildung vom Datenraum zum Netz ist dannnicht hom�oomorph. K�onnte man diesen E�ekt erkennen, dann g�abe es eine M�oglichkeit,die "wirkliche\ Dimension des Datenraums herauszu�nden.Als ein L�osungsweg wird im folgenden der Ansatz aus [5] vorgestellt. Dieser bautwesentlich auf dem in [6] beschriebenen Topographischen Produkt auf.3.1 Quanti�zierung der NachbarschaftserhaltungAuch auf dem letzten Bild auf Seite 12 sind kleine Verletzungen der Nachbarschaftser-haltung zu erkennen. Diese treten auf, da das Netz nicht v�ollig gleichm�a�ig angeordnetist. Deswegen ist es notwendig, die auftretenden Fehler bei der Nachbarschaftserhaltungzu quanti�zieren. 17



3. Nachbarschaftserhaltung3.1.1 De�nition der n�achsten NachbarnSei X wieder der Datenraum, Y := fr 2 INn0 j r bezeichnet eine Unitg die Menge allerUnits und r 2 Y fest gew�ahlt. Eine Folge der Ortsvektoren aller Units au�er r, die mono-ton wachsend in dem Unit- bzw. Werteabstand zu r ist, wird als Folge der UnitnachbarnU(r) bzw. Folge der Wertenachbarn W(r) bezeichnet:U(r) = (nY1 (r); nY2 (r); : : :) : i < j =) kr � nYi (r)k1 � kr � nYj (r)k1W (r) = (nX1 (r); nX2 (r); : : :) : i < j =) kwr � wnXi (r)k2 � kwr � wnXj (r)k2mit nYi (r); nXi (r) 2 Y nfrg und i 6= j =) nYi (r) 6= nYj (r) ^ nXi (r) 6= nXj (r).nYk (r) wird als k-ter Unitnachbar und nXk (r) als k-ter Wertenachbar von r bezeichnet.Da die Ortsvektoren ganzzahlig sind, ist die Folge der Unitnachbarn selbst bei einemeindimensionalen Netz nicht eindeutig bestimmt, unabh�angig davon, ob der Unitabstandmit k:k1 oder mit k:k2, wie es die meisten Autoren tun, de�niert wird. Bezeichne n wie-der die Dimension des Netzes. Dann ist die Anzahl m der Unitnachbarn mit kleinstemAbstand durch n � m � 2n bestimmt. Der Wert von m ist von der Lage der betrachte-ten Unit abh�angig. Units am Rand des Netzes haben weniger direkte Unitnachbarn, alsUnits, die nicht am Rand liegen. Die Autoren von [5] umgehen das Problem der nicht ein-deutig bestimmten Folge der Unitnachbarn, indem sie die Reihenfolge der Unitnachbarnmit gleichem Abstand zuf�allig bestimmen ([7]). Im n�achsten Kapitel werden die Auswir-kungen untersucht, wenn die Reihenfolge der Unitnachbarn mit gleichem Abstand aufandere Weise bestimmt wird.Es kann auch Wertenachbarn geben, die denselben Werteabstand zu Unit r haben.Allerdings tritt dieser Fall wesentlich seltener auf, da die wr kontinuierliche Werte an-nehmen.3.1.2 Ein Ma� f�ur die NachbarschaftserhaltungUm die auftretenden Fehler der Nachbarschaftserhaltung zu messen, werden folgendeQuotienten de�niert:f�ur den Werteabstand: QX(r; k) := kwr � wnYk (r)k2kwr � wnXk (r)k2und f�ur den Unitabstand: QY (r; k) := kr � nYk (r)k1kr� nXk (r)k1 : (7)QY ist wohlde�niert, da die Ortsvektoren der Units verschieden sind und somit derNenner ungleich null ist. F�ur QX gilt dasselbe, wenn angenommen wird, da� keine zweiWerte �ubereinstimmen. Damit gilt QY ; QX > 0.18



3.1 Quanti�zierung der NachbarschaftserhaltungZur Veranschaulichung der De�nitionen folgt in Fig. 3.2 ein stark vereinfachtes Bei-spiel. Dort ist ein eindimensionales Netzmit sieben Units zu sehen. Die Werte derUnits sind hier als Punkte dargestellt, diean den Punkten stehenden Zahlen sinddie (eindimensionalen) Ortsvektoren derUnits. Die Unit- und Wertenachbarn derhier betrachteten Unit r = 4 sind Tabelle3.1 zu entnehmen. Dabei ist zu beachten,da� die erste Zeile der Tabelle nicht ein-deutig bestimmt ist. Die 1./2., 3./4. und5./6. Unitnachbarn von Unit 4 k�onnenjeweils vertauscht werden, wodurch sichauch die Werte von QX ver�andern. AufQY hat eine Vertauschung keinerlei Aus-wirkungen, da zwei nYk nur vertauscht wer-den, falls ihr Unitabstand zur betrachte-ten Unit gleich ist. 4
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3. NachbarschaftserhaltungU(r) = (r� 1; r+ 1; : : :) =) nY1 (r) = r � 1 ^ nY2 (r) = r + 1W (r) = (r+ 1; r� 1; : : :) =) nX1 (r) = r+ 1 ^ nX2 (r) = r � 1:Damit folgt: QX(r; 1) = kwr � wnY1 (r)k2kwr � wnX1 (r)k2 = kwr � wnX2 (r)k2kwr � wnX1 (r)k2 = 1und QY (r; 1) = kr� nY1 (r)k1kr� nX1 (r)k1 = kr � (r � 1)k1kr � (r + 1)k1 = 1:Aber o�ensichtlich gilt: nX1 (r) = r + 1 6= r � 1 = nY1 (r): 2Es wurde angenommen, da� die Werteabst�ande zweier Units zu einer Dritten gleich sind.Dieser Fall tritt, wie schon in 3.1.1 erw�ahnt, nur selten ein, da die wr kontinuierlicheWerte annehmen.Die eben de�nierten Quotienten sind als Ma� f�ur die Nachbarschaftserhaltung zu emp-�ndlich. Wenn die Elemente in X nicht gleichm�a�ig verteilt sind, sondern an einigen Stel-len dichter liegen, dann konzentrieren sich die Units ebenfalls an diesen Stellen ([1], S.80). Das Netz wird dort "engmaschiger\ und damit die "Au
�osung\ h�oher. Die Quotien-ten zeigen schon bei diesem Fall durch von 1 abweichende Werte eine nicht vorhandeneNachbarschaftsverletzung an. Nicht gleichm�a�ig verteilte Signale treten bei fast allenpraktischen Anwendungen auf.Fig. 3.4 zeigt exemplarisch solch eine Situation. Es liegt wieder ein eindimensionalesNetz vor, diesmal mit f�unf Units. Der Datenraum X ist nicht mit abgebildet. F�ur dieNachbarschaften von Unit 3 gelte:U(3) = (4; 2; 5; 1) undW (3) = (4; 5; 2; 1): 51 2 3 4Fig. 3.4: die Werte der Units in X=) QX(3; 1) = QY (3; 1) = 1, aberQX(3; 2) = kw3 � w2k2kw3 � w5k2 > 1 und QY (3; 2) = j3� 2jj3� 5j < 1In [5] wird darum vorgeschlagen, �uber die Quotienten zu mitteln. Das f�uhrt zu folgen-den De�nitionen:PX(r; k) :=  kYl=1QX(r; l)!1k PY (r; k) :=  kYl=1QY (r; l)!1k (8)Das geometrische Mittel wird nicht �uber die Units, sondern �uber den Abstand zu Unit rgebildet. Durch diese Mittelung fallen einzelne Abweichungen nicht so sehr ins Gewicht.Es stellt sich heraus, da� sich der durch ein ungleichm�a�ig verteiltes Netz hervorgerufeneFehler der Nachbarschaftserhaltung in den Produkten (8) sehr viel weniger niederschl�agt,als der Fehler eines gefalteten Netzes.20



3.2 DimensionserkennungF�ur Fig. 3.4 ergeben diese De�nitionen:PX(3; 1) = PY (3; 1) = 1; PX(3; 2)> 1; PY (3; 2) < 1 undPX(3; 3) = �kw3 � w4k2kw3 � w4k2 kw3 � w2k2kw3 � w5k2 kw3 � w5k2kw3 � w2k2�13 = 1; PY (3; 3) = 1:F�ur den Wertebereich der beiden Produkte giltLemma 1: Sind die Werte der Units paarweise verschieden, dann folgt8 r 2 Y; 8 k : 0 < PY (r; k)� 1 � PX(r; k) <1:Beweis: Die erste und die letzte Ungleichung ergeben sich direkt aus der De�nition.(PY (r; k))k = kYl=1QY (r; l) = kr� nY1 (r)k1kr � nX1 (r)k1 � � � kr� nYk (r)k1kr � nXk (r)k1Nach De�nition der Nachbarschaften gilt sicherlich QY (r; 1) � 1. Da die Abst�ande imZ�ahler nach De�nition der Unitnachbarn nY monoton wachsen, ist in jedem Teilproduktdas Produkt der Z�ahler nicht gr�o�er, als das der Nenner, und somit gilt8 l : QY (r; 1)QY (r; 2) : : : QY (r; l)� 1 =) 8 k : PY (r; k) � 1:Da bei PX die Abst�ande nach De�nition im Nenner monoton wachsen, folgt analogPX(r; k)� 1: 23.2 DimensionserkennungDie Werte der eben de�nierten Produkte lassen erkennen, ob die Dimension des Netzesund die des Raumes X �ubereinstimmen. Zur Motivation folgen zwei sehr idealisierteBeispiele mit X = [0; 1]2.
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3. NachbarschaftserhaltungDas erste Beispiel (Fig. 3.5) zeigt ein eindimensionales Netz mit N Units. F�ur dieNachbarschaften von Unit 1 gelte:U(1) = (2; 3; 4; 5; 6; 7; : : :) undW (1) = (2; 3; 4; 100; 5; 99; : : :):=) QX(1; k) = QY (1; k) = 1 f�ur k = 1; 2; 3; undQX(1; 4) = kw1 � w5k2kw1 � w100k2 � 1 QY (1; 4) = j1� 5jj1� 100j � 1QX(1; 5) = kw1 � w6k2kw1 � w5k2 � 1 QY (1; 5) = j1� 6jj1� 5j � 1QX(1; 6) = kw1 � w7k2kw1 � w99k2 � 1 QY (1; 6) = j1� 7jj1� 99j � 1=) PX(1; k)PY (1; k) < 1 f�ur k = 4; 5; 6Im zweiten Beispiel (Fig. 3.6) ist ein zweidimensionales Netz mit 25 Units zu sehen.Allerdings ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung P nicht die Gleichverteilung auf X , son-dern auf [0:3; 0:7]� f0:2g. Alle Daten liegen also in der eingezeichneten Linie. Das Netzwird sich von der zuf�alligen Anfangskon�guration in [0; 1]2 zu dieser Linie hin bewegen,das eingezeichnete Netz ist nur zur Veranschaulichung der Lage auf der Linie gedacht.Dort sind die einzelnen Units, allerdings wesentlich ungleichm�a�iger und mit einigenVertauschungen so angeordnet, wie durch die zwei Pfeile im Netz angedeutet. Das Netzwird im wesentlichen von oben auf die Linie zusammengedr�uckt, wobei sich die Units aufder Linie verteilen. F�ur Unit (1; 1) ergeben sich zum Beispiel folgende Nachbarschaften:U(1; 1) = ((2; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 2); (3; 1); (1; 4); : : :) undW (1; 1) = ((2; 1); (3; 1); (4; 1); (1; 2); (5; 1); (2; 2); : : :):=) QX((1; 1); 1) = kw11 � w21k2kw11 � w21k2 = 1 QY ((1; 1); 1) = k(1; 1)� (2; 1)k1k(1; 1)� (2; 1)k1 = 1QX((1; 1); 2) = kw11 � w12k2kw11 � w31k2 > 1 QY ((1; 1); 2) = k(1; 1)� (1; 2)k1k(1; 1)� (3; 1)k1 = 12QX((1; 1); 3) = kw11 � w13k2kw11 � w41k2 � 1 QY ((1; 1); 3) = k(1; 1)� (1; 3)k1k(1; 1)� (4; 1)k1 = 23=) PX((1; 1); k)PY ((1; 1); k)> 1 f�ur k = 2; 3Motiviert durch viele �ahnliche Beispiele wird folgendes Produkt de�niert:P (r; k) :=qPX(r; k)PY (r; k): (9)22



3.3 Beispiele zur DimensionserkennungIn [5] wird behauptet:P > 1 =) "Dimension\ von X < dim(Y ) undP < 1 =) "Dimension\ von X > dim(Y ): (10)Damit ergibt sich die M�oglichkeit zu entscheiden, in welcher Relation die "Dimension\des Raumes X und die des Netzes stehen. In [5] wird jedoch keine schl�ussige Begr�undunggegeben, warum die Folgerungen stimmen.In der Anwendung zeigt sich jedoch, da� (10) ein sehr brauchbares Kriterium liefert.In [5] wird das Verfahren auf Sprachdaten angewendet. Dabei folgt das Ergebnis, da�ein dreidimensionales Netz besser geeignet ist, diese Daten zu repr�asentieren, als einzweidimensionales Netz. Bis zum Zeitpunkt der Ver�o�entlichung von [5] war man derMeinung, da� ein zweidimensionales Netz daf�ur besser geeignet ist.Wie das Gehirn solche Daten speichert, l�a�t sich aber nicht beantworten. Schon dasModell von Kohonen hat mit dem Gehirn lediglich die Nachbarschaftseigenschaft gemein.Der Algorithmus hat allerdings, wie bereits erl�autert, nicht mehr viel mit dem Modellzu tun.3.3 Beispiele zur DimensionserkennungZun�achst werden Beispiel 1 und 2 aus 2.5 untersucht. Die zur Veranschaulichung ge-zeichneten Kurven von (8) und (9) sind nur noch von einer Variablen abh�angig, demUnitabstand k. Um dieses zu erreichen wurden die Werte von PX(r; k); PY (r; k) undP (r; k) zum Unitabstand k jeweils �uber alle Units r arithmetisch gemittelt. Die so er-haltenen Funktionen werden mit PX(k); PY (k) und P (k) bezeichnet. Das bedeutet zumBeispiel f�ur P : P (k) = 1jY j Xr2Y P (r; k):Jede Abbildung wurde nach der Gesamtanzahl der Units skaliert. Wegen Lemma 1liegt PX(k) oberhalb und PY (k) unterhalb der 1. Nach (9) liegt P (k) zwischen PX(k)und PY (k).Fig. 3.7 zeigt die Kur-ven zum ersten Beispiel,bei dem die Dimensionen�ubereinstimmen. Alle dreiliegen nahe bei 1; insbe-sondere weicht P (k) f�urk > 30 fast nicht von 1 ab.Wird die Anzahl der Ite-rationen sehr stark erh�oht(siehe 2.7), dann liegen dieFunktionen noch dichteran 1 (siehe [5], Fig. 7). 0.6
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3. NachbarschaftserhaltungEin deutlich andererVerlauf der Kurven ist da-gegen in Fig. 3.8 zu er-kennen. Bei diesem zwei-ten Beispiel ist dieNetzdimension kleiner alsdie Raumdimension. P (k)liegt deutlich und durch-gehend unterhalb von 1,wie in (10) behauptet.Fig. 3.9 zeigt, da� beizu gro�er NetzdimensionP (k) oberhalb von 1 liegt.Der Verlauf ist nicht soeindeutig wie in Fig. 3.8,aber im Vergleich zu Fig.3.7 noch deutlich zu erken-nen. Der unterschiedlicheVerlauf der Kurven PX(k)und PY (k) der letzten bei-den Beispiele, langsamerbzw. schneller Anstieg undAbfall, tritt h�au�g, abernicht immer bei zu klei-ner bzw. gro�er Netzdi-mension auf. Es gibt Bei-spiele, bei denen der Ver-
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3.4 Untersuchung der KurvenHat das Netz einen topologischen Defekt, zum Beispiel einen Knoten, dann ist auchdieser Defekt an den Kur-ven abzulesen. Dazu zeigtFig. 3.11 einen erstaun-lichen Verlauf der Kur-ven. Obwohl PX(k) undPY (k) sehr stark von 1 ab-weichen, gleichen sich ihreWerte bei der Mittelungzu P (k) so aus, da� P (k)nur f�ur k < 20 von 1abweicht. Der Verlauf vonPX(k) und PY (k) deutetauf eine Verletzung derNachbarschaftserhaltung 0.6
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PFig. 3.11: Produktkurven zum verknoteten 10 � 10 Netz (Fig. 2.4)hin, w�ahrend der Verlauf von P (k) nahelegt, da� die Dimension des Netzes mit der desRaumes �ubereinstimmt; beides ist richtig. Ist der topologische Defekt nicht so regelm�a�igwie in Fig. 2.4, dann verlaufen PX(k) und PY (k) noch wesentlich weiter von 1 entfernt,P (k) wird dagegen kaum beein
u�t.3.4 Untersuchung der KurvenIn [5] werden Netze mit topologischem Defekt durch falsche Steuerung von � nicht be-trachtet, dort geht es ausschlie�lich darum, die Dimension vonX zu erkennen. Dazu wirdnur die Kurve P (k) verwendet; die Autoren untersuchen nicht, ob sich aus dem Verlaufvon PX(k) und PY (k) andere Schl�usse ziehen lassen. Um einen Wert zu erhalten, andem abgelesen werden kann, in welcher Relation die Dimension des Netzes und die desRaumes stehen, wurde P (k) in Gleichung (17) von [5] wie folgt gemittelt (N := jY j):P = 1N(N � 1) Xr2Y N�1Xk=1 log(P (r; nYk (r)))Nat�urlicherweise bietet es sich an, statt dieser Mittelung das Integral �uber die Kurve zubilden: Z P (k) dk := 12 (P (1) + P (N)) + N�1Xk=2 P (k):Mit Hilfe des Integrals de�niere ich nun einen Wert f�ur die Dimension und einen f�urden topologischen Defekt:pdim := 1N �Z P (k) dk �N� undptop := 1N Z PX(k)� PY (k) dk: (11)25



3. NachbarschaftserhaltungDas Integral in pdim ist demnach die Fl�ache zwischen der Kurve P und 1, das Integralin ptop ist die Fl�ache zwichen den Kurven PX(k) und PY (k). Da beide Integrale von derGesamtanzahl der Units abh�angen, wurden pdim und ptop noch normiert.Betrachten wir nun folgendes Kriterium f�ur die Dimension des Netzes (vergleiche (10)):pdim > �dim =) "Dimension\ von X < dim(Y ) : die Netzdimension ist zu gro�;pdim < ��dim =) "Dimension\ von X > dim(Y ) : die Netzdimension ist zu klein,jpdimj < �dim =) "Dimension\ von X = dim(Y ) : die Netzdimension ist richtig.�dim > 0 ist ein kritischer Wert, der noch zu bestimmen ist.Das Netz hat einen topologischen Defekt, obwohl die Dimension stimmt, wennjpdimj < �dim und ptop > �top:Stimmt die Dimension nicht, so hat das Netz immer einen topologischen Defekt.Die Werte von pdim und ptop f�ur die eben besprochenen Beispiele k�onnen Tab. 3.2entnommen werden.Fig. 3:7 3:8 3:9 3:10 3:11pdim �1:54 10�3 �3:91 10�2 2:33 10�2 5:31 10�3 2:59 10�3ptop 2:17 10�2 2:69 10�1 3:40 10�1 2:82 10�2 2:06 10�1Tab. 3.2: pdim und ptop f�ur Fig. 3.7 { 3.11Es ist zu erkennen, da� jpdimj f�ur Fig. 3.7, 3.10 und 3.11 (also bei den drei zweidimensio-nalen Netzen) deutlich kleiner ist, als in den beiden anderen F�allen. ptop ist dagegen f�urFig. 3.8, 3.9 und 3.11 besonders gro�, also bei falscher Dimension und bei dem Knoten.F�ur �dim und �top haben sich folgende Werte als sinnvoll erwiesen:�dim = 10�2 �top = 10�1Diese beiden Werte liefern nicht nur bei den in dieser Arbeit aufgef�uhrten Beispielen dierichtigen Ergebnisse, sondern auch bei allen weiteren von mir durchgef�uhrten Simulatio-nen.3.5 Weitere Beispiele zur DimensionserkennungBei den bisher betrachteten Beispielen war der Raum X von einfacher Struktur. F�ur Pw�ahle ich f�ur die n�achsten beiden Beispiele nicht die Gleichverteilung auf X = [0; 1]2,sondern auf dem L-f�ormigen Raum XL := Xnf(x; y) 2 [0; 1]2j x � 0:5 _ y � 0:5g.Trainiert werden ein quadratisches Netz mit 100 Units und ein L-f�ormiges Netz mit 84Units. Dieses geht durch Entfernen einiger Units aus dem quadratischen Netz hervor.In Fig. 3.12 liegen einige Units nicht in XL. Das liegt daran, da� diese von Wertenwie (0:5; 0:8) bzw. (0:8; 0:5) hin- und hergezogen werden, da die Gewinnerunit f�ur solche26



3.5 Weitere Beispiele zur Dimensionserkennung
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3. NachbarschaftserhaltungF�ur die n�achsten drei Beispiele sei X � [0; 1]3 die Ober
�ache einer Kugel mit Mittel-punkt in (12 ; 12 ; 12) und Radius 13 . Ich m�och-te noch einmal darauf hinweisen, da� diewij bei der Initialisierung aus [0; 1] ge-w�ahlt und nicht um den Mittelpunkt kon-zentriert werden (siehe 2.3 und 2.5).In Fig. 3.16 ist ein eindimensionalesNetz zu sehen, das sich auf der Sph�are ge-faltet hat. Die �Uberschneidungen des Net-zes sind in IR3 nicht vorhanden, sie entste-hen durch die Projektion ins Zweidimen-sionale.Fig. 3.17 zeigt ein zweidimensionalesNetz, das sich der Kr�ummung der Sph�areangepa�t hat.
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3.5 Weitere Beispiele zur DimensionserkennungIn Fig. 3.19 ist diezu kleine Netzdimensiondurch den Verlauf vonP (k) und den Wert vonpdim deutlich zu erkennen:pdim = �5:40 10�2ptop = 2:84 10�1:Die Kurven in Fig. 3.20liegen am dichtesten an1. Dementsprechend sinddie Werte f�ur die Dimen-sion und Topologie aucham kleinsten:pdim = �1:90 10�3ptop = 6:56 10�2:Der relativ hohe Wertvon ptop l�a�t sich durchdie ziemlich ungleichm�a�i-ge Verteilung des Netzeserkl�aren.In Fig. 3.21 signalisiertder Verlauf von PX(k) undPY (k) einen topologischenDefekt. Insbesondere f�urkleinen Unitabstand isteine starke Abweichungvon 1 zu sehen. Diesekommt dadurch, da� dieUnits je zweier "Schich-ten\ einen deutlich kleine-ren Werteabstand haben,bei gleichem Unitabstandzur mittleren "Schicht\.Diese gro�e Abweichungf�allt bei der Mittelung zuP (k) weg. Die Werte sind:pdim = 7:02 10�3ptop = 1:15 10�1:

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

0 20 40 60 80 100
Unitabstand

Px

Py

PFig. 3.19: Kurven zum eindimensionalen Netz (Fig. 3.16)
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

0 20 40 60 80 100
Unitabstand

Px

PyFig. 3.20: Kurven zum zweidimensionalen Netz (Fig. 3.17)
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

0 20 40 60 80 100 120
Unitabstand

Px

Py

PFig. 3.21: Kurven zum dreidimensionalen Netz (Fig. 3.18)F�ur die Sp�ahre hat sich also ein zweidimensionales Netz deutlich als die beste L�osungunter den getesteten herausgestellt. 29



4. Nicht eindeutige Reihenfolge der Unitnachbarn4. Nicht eindeutige Reihenfolge der UnitnachbarnWie schon in 3.1.1 bemerkt, ist die De�nition der n�achsten Unitnachbarn nicht eindeutig,da die Ortsvektoren der Units aus INn0 gew�ahlt werden. Abh�angig von der Dimension ndes Netzes und der Lage der betrachteten Unit gibt es m Unitnachbarn mit kleinstemAbstand, wobei n � m � 2n gilt. Werden nicht die Nachbarn mit dem kleinsten Unit-abstand betrachtet, dann kann die Anzahl der Units mit gleichem Abstand, falls dieseUnits am Rand des Netzes liegen, auch kleiner als n werden. Bei den Wertenachbarnist die Reihenfolge praktisch immer eindeutig bestimmt, da die wr kontinuierliche Werteannehmen.Seien nYk (r) und nYk0(r) zwei Units mit gleichem Abstand zu Unit r, das hei�tkr � nYk k1 = kr � nYk0k1:Dann ist es nicht festgelegt, welche der beiden Units in den in (7) de�nierten Quoti-enten QX(r; k) und QY (r; k) verwendet wird. Durch diese nicht eindeutig bestimmteReihenfolge gilt bei einer m�oglichen Vertauschung von nYk (r) und nYk0(r):QY (r; k) = kr� nYk (r)k1kr � nXk (r)k1 = kr � nYk0(r)k1kr � nXk (r)k1 undQX(r; k) = kwr � wnYk (r)k2kwr � wnYk (r)k2 6= kwr � wnYk0(r)k2kwr � wnYk (r)k2 ;da die beiden letzten Z�ahler im allgemeinen nicht �ubereinstimmen. Eine Vertauschunghat also nur Auswirkungen auf QX(r; k) und nicht auf QY (r; k).Nach De�nition der Produkte (8) wirkt sich diese Ver�anderung von QX(r; k) aufPX(r; k) und damit nach (9) auch auf P (r; k) aus. Mit Hilfe der durch Mittelung �uberalle Units erhaltenen Kurve P (k) wird entschieden, ob die Dimension des Netzes und diedes Raumes �ubereinstimmen. Durch die Ver�anderung von P (k) wird der Abstand zu 1gr�o�er oder kleiner, je nach der vorherigen Lage von P (k). Wie Beispiele zeigen, k�onnennicht eindeutig bestimmte Unitnachbarn nY so angeordnet werden, da� die zugeordne-ten Kurven P (k) sehr unterschiedlich verlaufen. Es ist dann nicht mehr m�oglich, einegesicherte Aussage �uber die Relation der Dimensionen von Netz und Raum zu tre�en([7], siehe auch 4.4).Die Autoren von [5] erw�ahnen in ihrer Ver�o�entlichung weder dieses Problem der nichteindeutigen Reihenfolge noch die von ihnen benutzte "L�osung\. Diese besteht darin,Unitnachbarn mit gleichem Abstand jeweils zuf�allig anzuordnen ([7]).4.1 Invarianten bei einer �Anderung der ReihenfolgeAls eine Sequenz m�ochte ich im weiteren eine Folge aller Units bezeichnen, die denselbenUnitabstand zu einer festen Unit r haben. Jedes Element der Folge aller UnitnachbarnU(r) l�a�t sich mit Hilfe seines Abstands zu r einer Sequenz zuordnen. Jede Sequenz isteine Teilfolge von U(r). Die Reihenfolge der Units in einer Sequenz ist nicht eindeutigbestimmt, das hei�t jede Permutation der Units ist zul�assig.30



4.2 Die m�ogliche Abweichung f�ur eine SequenzSei Sk(r) = (nYk (r); nYk+1(r); : : : ; nYk+m�1(r)) eine Sequenz der L�ange m. Mit einerPermutation der Elemente dieser Sequenz �andern sich die Werte von QX(r; l) f�ur l =k; : : : ; k+m� 1 und somit auch die von PX(r; l) f�ur l = k; : : : ; k+m� 2.Lemma 2: Der Wert von PX(r; k+m� 1) ist invariant unter jeder Permutation derElemente von Sk(r).Beweis: Sei p := Qk�1l=1 QX(r; k) das Produkt der ersten k � 1 Quotienten. Dann gilt:PX(r; k+m� 1) =  p k+m�1Yl=k QX(r; l)! 1k+m�1 :Eine Permutation der Elemente der Sequenz bewirkt lediglich eine entsprechend andereReihenfolge der Quotienten in dem Produkt. 24.2 Die m�ogliche Abweichung f�ur eine SequenzSei r die im folgenden betrachtete Unit und U(r) die Folge aller Unitnachbarn. Die durcheine Permutation in einer Sequenz Sk(r) hervorgerufene Ver�anderung der zugeh�origenKurven PX(r; l) ist wegen der geometrischen Mittelung abh�angig von k, das hei�t vondem Index des ersten Elements von Sk(r) in U(r).Seien zum Beispiel die L�ange von Sk(r) gleich vier und die zugeh�origen Werte vonQX(r; k) = (1; 2; 3; 4). Diese Schreibweise soll QX(r; k) = 1; QX(r; k + 1) = 2;QX(r; k+ 2) = 3 und QX(r; k+ 3) = 4 bedeuten. QX(r; k) bezeichnet also sowohl denk-ten Quotienten, als auch die Folge der Sk(r) zugeordneten Quotienten, je nachdem obQ(r; k) eine Zahl oder eine Folge zugeordnet wird. Jede Permutation in einer SequenzSk(r) induziert eine Permutation in der zugeh�origen Folge QX(r; k). Ich betrachte diebeiden folgenden Permutationen in QX(r; k) f�ur zwei verschiedene k:QX(r; k) = (1; 2; 3; 4) QX(r; k) = (4; 3; 2; 1)1. k = 1=) PX(r; 1) = (1;p2; 3p6; 4p24)=) 4R1 PX(r; l)dl� 4:838 =) PX(r; 1) = (4;p12; 3p24; 4p24)=) 4R1 PX(r; l)dl� 9:4552. k = 5 (Ann.: PX(r; 4) = 1)=) PX(r; 5) = (1; 6p2; 7p6; 8p24)=) 8R5 PX(r; l)dl� 3:658 =) PX(r; 5) = ( 5p4; 6p12; 7p24; 8p24)=) 8R5 PX(r; l)dl� 4:491Ein Quotient QX(r; k) kann nach De�nition beliebig gro� werden. Bei den im letztenKapitel gerechneten Beispielen lagen die Werte der Quotienten fast ausschlie�lich imIntervall [0; 5]. Die Annahme PX(r; 4) = 1 wurde getro�en, da nur die Abweichung f�ureine Sequenz untersucht wird. Ist PX(r; 4) > 1, dann erh�ohen sich die Werte f�ur beideIntegrale. Dadurch wird die Di�erenz der Integrale f�ur die beiden Permutationen gr�o�er.31



4. Nicht eindeutige Reihenfolge der UnitnachbarnAn den Beispielen sind zwei Dinge zu erkennen:1. Der Wert des Integrals �uber die Kurve PX(r; k) ist erheblich abh�angig von dergew�ahlten Permutation in der Sequenz.2. Die Abweichung der zwei Integrale ist wesentlich abh�angig von dem Index desersten Elements der Sequenz in U(r).Seien nun Q1X(r; 1) = (q1; q2; q3; q4) mit q1 � q2 � q3 � q4 > 0 die Werte f�ur eineSequenz in U(r) mit L�ange vier. Ich betrachte diese und die durch eine Permutation inder Sequenz erzeugte Reihenfolge Q2X(r; 1) = (q4; q2; q3; q1). Dann gilt:P 1X(r; 1) = (q1;pq1q2; 3pq1q2q3; 4pq1q2q3q4) undP 2X(r; 1) = (q4;pq4q2; 3pq4q2q3; 4pq4q2q3q1):=) 4Z1 P 1X(r; l)dl = 12(q1 + 4pq1q2q3q4) +pq1q2 + 3pq1q2q3� 12(q1 + q1) + q1 + q1 = 3q1 und4Z1 P 2X(r; l)dl = 12(q4 + 4pq4q2q3q1) +pq4q2 + 3pq4q2q3=) 4Z1 P 1X(r; l)� P 2X(r; l) dl = 12(q1 � q4) +pq2(pq1 � pq4) + 3pq2q3( 3pq1 � 3pq4)� 12(q1 � q4)=) Z 41 P 1X(r; l)� P 2X(r; l) dlZ 41 P 1X(r; l) dl � 12(q1 � q4)3q1 = 16 �1� q4q1�Schon durch eine Vertauschung von zwei Elementen entsteht f�ur eine Unit eine relativeVerkleinerung des Integrals um mindestens 13% f�ur den oft auftretenden Fall q1 � 4q4.4.3 Schranken f�ur die m�ogliche AbweichungIm folgenden wird untersucht, wie stark die Kurven PX(k) und P (k) f�ur verschiedenePermutationen in den Sequenzen variieren k�onnen. Sei Sk(r) = (nYk (r); : : : ; nYk+m�1(r))wieder eine Sequenz mit Startindex k und L�ange m. F�ur diese Sequenz betrachte ich diezwei Permutationen, welche die der Sequenz zugeordneten Quotienten QX(r; k) einmalaufsteigend und einmal absteigend anordnen:QminX (r; k) = (qk; : : : ; qk+m�1)QmaxX (r; k) = (qk+m�1; : : : ; qk) mit qk � : : :� qk+m�1 :32



4.3 Schranken f�ur die m�ogliche AbweichungAnalog zur De�nition (8) erh�alt man die Funktionen PminX (r; k) bzw. PmaxX (r; k), in-dem f�ur alle Sequenzen die beiden Permutationen gew�ahlt werden, die die zugeordnetenQuotienten aufsteigend bzw. absteigend anordnen. Beide Funktionen werden, wie imletzten Kapitel f�ur die Bilder, �uber alle Units r arithmetisch gemittelt. Dann giltSatz 1: Die Funktionen PminX (k) bzw. PmaxX (k) sind eine untere bzw. obere Schrankef�ur jede, durch beliebige Permutationen in den Sequenzen zu erhaltende Funktion PX(k):8 k : PminX (k) � PX(k) � PmaxX (k):Beweis: Zun�achst betrachte ich die Funktionen vor der Mittelung �uber alle Units.Sei QX(r; k) durch eine beliebige Permutation der Sequenz Sk(r) bestimmt, das hei�tQX(r; k) = (qi(0); : : : ; qi(m�1)) mit k � i(n) � k +m� 1 8 n und i(l) 6= i(l0) f�ur l 6= l0.Dann gilt wegen der Anordnung von QminX (r; k) und QmaxX (r; k) :qk � qi(0) � qk+m�1 und qkqk+1 � qi(0)qi(1) � qk+m�1qk+m�2oder allgemein f�ur jedes TeilproduktlYj=0 qk+j � lYj=0 qi(j) � lYj=0 qk+m�j�1 f�ur 0 � l � m� 1:Wegen der Monotonie der Wurzel gilt weiter0@ lYj=0 qk+j1A 1k+l � 0@ lYj=0 qi(j)1A 1k+l � 0@ lYj=0 qk+m�j�11A 1k+l f�ur 0 � l � m� 1: (12)In Lemma 2 wurde bereits gezeigt, da� der Wert von PX(r; j) invariant unter jederPermutation ist, falls bei j eine Sequenz endet. Das hei�t insbesondere, da f�ur k > 1 ander Stelle k�1 das Ende der vorhergehenden Sequenz ist, da� der Wert von PX(r; k�1)invariant unter jeder Anordnung in den Sequenzen mit Startindex kleiner als k ist. Seip := PX(r; k� 1)k�1 das Produkt der ersten k � 1 Quotienten (p := 1 f�ur k = 1). Dannist (12) �aquivalent mit0@p lYj=0 qk+j1A 1k+l � 0@p lYj=0 qi(j)1A 1k+l � 0@p lYj=0 qk+m�j�11A 1k+l 0 � l � m� 1() PminX (r; l)� PX(r; l) � PmaxX (r; l) k � l � k +m� 1Der Startindex k der Sequenz war beliebig gew�ahlt. Deswegen l�a�t sich dieselbe Schlu�-weise auf alle anderen Sequenzen in U(r) anwenden.=) 8 k : PminX (r; k) � PX(r; k)� PmaxX (r; k) 33



4. Nicht eindeutige Reihenfolge der UnitnachbarnDiese Ungleichungen gelten f�ur alle Units r 2 Y .=) 8 k : 1jY j Xr2Y PminX (r; k)� 1jY j Xr2Y PX(r; k) � 1jY j Xr2Y PmaxX (r; k)def() 8 k : PminX (k) � PX(k) � PmaxX (k) 2Folgerung 1: Seien Pmin(k) und Pmax(k) analog zu P (k) in (9) de�niert, das hei�tunter Verwendung von PminX (k) bzw. PmaxX (k) statt PX(k). Dann gilt:8 k : Pmin(k) � P (k) � Pmax(k):Beweis: Da PminX (k) und PmaxX (k) nach Satz 1 eine untere bzw. obere Schranke f�uralle durch Permutationen in Sequenzen zu erhaltenden Funktionen PX(k) sind, folgt dieAussage unmittelbar aus De�nition (9).Bemerkung 1: Die in Lemma 2 gefundene Invarianz von PX(r; ke) gegen�uber Permu-tationen bedeutet, da� f�ur jeden Endindex ke einer Sequenz insbesondere PminX (r; ke) =PX(r; ke) = PmaxX (r; ke) gilt, unabh�angig davon, mit welcher Permutation PX(r; ke) ge-wonnen wird.Bei der Mittelung �uberalle Units geht diese Ei-genschaft verloren, da dieSequenzen f�ur jede Unitim allgemeinen verschie-dene L�angen und damitandere Start- und Endin-dizes haben. Deswegengibt es im allgemeinen kei-nen Index, bei dem f�ur alleUnits eine Sequenz endet.Fig. 4.1 zeigt f�ur daseindimensionale Netz imzweidimensionalen Raum(Beispiel 2) die Kurven 1
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4.4 Untersuchung der Beispiele aus 3.3 und 3.54.4 Untersuchung der Beispiele aus 3.3 und 3.5Liegt PX(k) schon sehr dicht bei 1, wie bei den beiden quadratischen Netzen (Fig. 3.7 undFig. 3.10), so ist auch der Abstand zwischen PminX (k) und PmaxX (k) klein. Beide Funktio-nen haben, da der Erwartungswert f�ur PX(k) das arithmetische Mittel aus PminX (k) undPmaxX (k) ist, punktweise ungef�ahr denselben Abstand von PX(k). Aus Lemma 1 folgt8 k : PminX (k); PmaxX (k) � 1. Liegt PX(k) nun schon nahe bei 1, so kann der Abstand zuPminX (k) und somit auch der zwischen PminX (k) und PmaxX (k) nicht gro� sein. Die Kurvenvon PminX (k) und PmaxX (k) werden f�ur diese beiden Beispiele nicht besprochen, da siefast mit PX(k) zusammenfallen.Auf den interessanten Teil der Kurven PminX (k) und PmaxX (k) f�ur das eindimensionaleNetz (Fig. 4.1) wurde eben schon eingegangen. Der Abstand der beiden Kurven unddamit auch der von Pmin(k) und Pmax(k) ist f�ur k > 10 sehr klein.Die Di�erenz ist dagegen bei den beiden verbliebenen Beispielen aus 3.3 wesentlichgr�o�er. Die in den folgenden Bildern zu sehenden Kurven PX(k) und P (k) entsprechenjeweils denen in den zugeh�origen Abbildungen aus Kapitel 3. Dies ist wegen der anderenSkalierung nicht direkt zu sehen.Zun�achst m�ochte ich die Kurven zum verknoteten Netz (Fig. 3.11) untersuchen. Alserstes ist zu erkennen,da� die Invarianz nachLemma 2 bei der Mitte-lung �uber alle Units ver-loren geht (siehe Bem. 1).Die Kurven haben nurnoch Start- und Endpunktgemein (Fig. 4.2).F�ur kleinen Unitab-stand variieren die Kurvenbesonders stark. Dann istder m�ogliche Abstand vonPminX (k) und PmaxX (k), be-dingt durch die geometri-sche Mittelung der Pro-dukte gr�o�er (siehe auch4.2). Der Abstand der bei-den Kurven voneinanderist insgesamt so gro�, da�sich f�ur die zugeh�origenKurven P ein unterschied-licher Verlauf zeigt (Fig.4.3).
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4. Nicht eindeutige Reihenfolge der UnitnachbarnPmax(k) verl�auft �ahn-lich wie P (k), nur mitgr�o�eren Maxima. Dage-gen liegt Pmin(k) durchge-hend unterhalb von 1, waseine zu kleine Dimensiondes Netzes signalisiert.Das ist auch an denin (3.4) de�nierten Wer-ten pdim und ptop zu sehen,die in Tab. 4.1 aufgef�uhrtsind. F�ur das dreidimen-sionale Netz aus dem letz-ten Kapitel gilt pdim =2:33 10�2 (siehe Tab. 3.2,S. 26), pmaxdim aus diesem 0.95
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4.4 Untersuchung der Beispiele aus 3.3 und 3.5l�a�t sich also kein Dimen-sionsunterschied zwischendem zwei- und dreidimen-sionalen Netz bei demsel-ben Datenraum feststel-len, falls Pmin(k) f�ur das5�5�5 Netz gew�ahlt wird.Die Wahl, die Reihen-folge in den Sequenzen zu-f�allig zu bestimmen, ist in[5], ebenso wie die Dimen-sionentscheidung, mathe-matisch nicht gerechtfer-tigt. Genauso gut kann je-weils die Permutation ge-w�ahlt werden, die die ma- 0.9
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4. Nicht eindeutige Reihenfolge der UnitnachbarnDie Kurven Pmax(k) undP (k) verlaufen beide ober-und unterhalb von 1, da-gegen liegt Pmin(k) durch-gehend unterhalb von 1(Fig. 4.7). Die Werte vonjpdimj sind kleiner als dervon mir gesetzte kritischeWert von 10�2. Die Wertevon jpmindim j und jpmaxdim j lie-gen allerdings nur knappunterhalb der Schranke. 0.97
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4.5 Vorschlag f�ur eine L�osung des Problems der nicht eindeutigen Reihenfolgemin Fig. 3.21 maxpdim �9:12 10�3 7:02 10�3 2:49 10�2ptop 7:92 10�2 1:15 10�1 1:55 10�1Tab. 4.4: pdim und ptop zu Fig. 4.8 und 4.9In [5] wird die in Kapitel 3 beschriebene Methode auf Sprachdaten angewendet. Be-trachtet man sich das Bild in [5] mit den Kurven P (k) f�ur die verschiedenen Netzdimen-sionen (Fig. 4.10), so istzu sehen, da� der Abstandder Kurven des drei- bzw.vierdimensionalen Netzesrelativ klein ist. Wirdstatt der zuf�alligen An-ordnung in den Sequenzendie f�ur Pmin(k) gew�ahlt,dann werden alle Kurvennach unten verschoben.Die Kurve des vierdimen-sionalen Netzes verliefedann, wenn eine �ahnlicheAbweichung wie in Fig.4.9 unterstellt wird, unter- 0.6
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1dFig. 4.10: P Kurven f�ur Sprachdaten ([5], Fig 13)und oberhalb von 1. Dann w�are mit der Argumentation aus [5] das Ergebnis gewesen:Sprachdaten k�onnen in vierdimensionalen Netzen am besten gespeichert werden.4.5 Vorschlag f�ur eine L�osung des Problems der nicht eindeutigen Reihen-folgeDa jede Anordnung der Elemente einer Sequenz gew�ahlt werden kann, ist das Ergebnismehr oder weniger willk�urlich. Es bietet sich folgender Ausweg an: Statt ausschlie�lichpdim bei der Entscheidung �uber die Dimension zu betrachten, werden pmindim und pmaxdimbetrachtet. Das so modi�zierte Kriterium lautet (vergleiche S. 26):pmindim > �dim =) "Dimension\ von X < dim(Y ) : die Netzdimension ist zu gro�,pmaxdim < ��dim =) "Dimension\ von X > dim(Y ) : die Netzdimension ist zu klein,jpmindim j < �dimjpmaxdim j < �dim =) "Dimension\ von X = dim(Y ) : die Netzdimension ist richtig.Tritt keiner der drei F�alle ein, so ist keine quali�zierte Aussage �uber die Relation derDimension des Netzes und der des Raumes m�oglich. Anschaulich bedeutet dieses Krite-rium: 39



4. Nicht eindeutige Reihenfolge der Unitnachbarn1. Verl�auft Pmin(k) hinreichend deutlich oberhalb von 1, dann ist die Netzdimensionzu gro�.2. Verl�auft Pmax(k) hinreichend deutlich unterhalb von 1, dann ist die Netzdimensionzu klein.3. Verlaufen beide Kurven hinreichend nahe bei 1, dann stimmt die Dimension desNetzes und die des Raumes �uberein.4. In allen anderen F�allen ist keine gesicherte Aussage m�oglich, wie in den bespro-chenen Beispielen.Der Begri� "hinreichend\ wird durch �dim quanti�ziert.Auch dieses Kriterium ist mathematisch nicht gesichert. Es werden dadurch lediglichdie durch die nicht eindeutige De�nition der n�achsten Nachbarn erzeugten Problemebehoben. Das Kriterium ist nach wie vor nur durch viele Beispiele motiviert, bei denenes das richtige Ergebnis liefert.
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5. ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde das Modell von T. Kohonen f�ur selbstorganisierende k�unstlicheNeuronale Netze ausf�uhrlich dargestellt. Der Unitabstand und die Nachbarschaftsfunk-tion dieses Modells werden anders als �ublich gew�ahlt, um eine gute interaktive Steue-rung des Netzes zu erm�oglichen. Bei der Besprechung zweier Standardbeispiele stelltsich heraus, da� es ausreicht, das Netz bei der Initialisierung zuf�allig im ganzen Raumzu verteilen und es nicht einschr�ankend um dessen Mittelpunkt zu konzentrieren, wie esin vielen Ver�o�entlichungen geschieht. Die von mir selbst entwickelte Fehlerfunktion f�urein selbstorganisierendes Netz zeigt die Ausbreitung des Netzes im Raum und die �Uber-deckung des Raumes an, nicht jedoch einen topologischen Defekt des Netzes. Schlie�lichwird f�ur alle besprochenen Beispiele die Steuerung der zwei zu w�ahlenden Parameterangegeben. Diese wird in fast keiner einschl�agigen Publikation erw�ahnt.Durch �Uberpr�ufung der in dem Modell von Kohonen geforderten Nachbarschaftserhal-tung l�a�t sich die "Dimension\ der Eingabedaten erkennen. Die daf�ur von H.-U. Bauerund K.R. Pawelzik in [5] entwickelte L�osung wird ausf�uhrlich besprochen. Das von ih-nen vorgeschlagene Kriterium wird allerdings durch ein plausibleres ersetzt. Es stelltsich zus�atzlich zu [5] heraus, da� es mit dieser L�osung m�oglich ist, einen topologischenDefekt des Netzes zu erkennen. Die Grenzen der in [5] vorgeschlagenen L�osung werdendurch neue Beispiele mit noch nicht betrachteten Datenr�aumen deutlich.Der grunds�atzliche Mangel des Ansatzes von [5], die nicht eindeutige De�nition derNachbarn einer Unit, wird im weiteren untersucht. In einem Satz werden die obere unduntere Schranke, die beide erreicht werden k�onnen, f�ur den dadurch hervorgerufenenFehler angegeben. Der Fehler ist in einigen Beispielen aus [5] so gro�, da� die "Dimension\der Eingabedaten nicht genau ermittelt werden kann. Schlie�lich wird als L�osung einmodi�ziertes Kriterium vorgeschlagen. Durch dieses wird f�ur viele Probleme die Nicht-entscheidbarkeit der Dimensionsfrage mit dem Ansatz aus [5] erkannt. Insbesondere ist esfraglich, ob die Aufsehen erregenden Ergebnisse zu den Sprachdaten in [5] noch haltbarsind.
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