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1. Einleitung

In vielen Anwendungsgebieten treten inverse Problemstellungen auf. Dabei heiflen
zwei Probleme zueinander invers, falls die Formulierung des einen Problems das
Ergebnis bzw. die Losung des anderen erfordert und umgekehrt. Als direktes
Problem wird dabei meist das einfachere oder das Problem, mit dem man sich

schon langer beschéftigt, bezeichnet, das Gegenstiick als dazu inverses Problem.

Ein wichtiges Gebiet, in dem inverse Probleme zu finden sind, ist die Streutheorie.
Hierbei geht es darum, ,verborgene“ oder nicht zugangliche Gebilde (z.B. Tu-
more oder Erdollagerstatten) zu untersuchen, d.h. ihre Form und eventuell auch
weitere physikalische Eigenschaften (z. B. elektrische Leitfahigkeit) zu bestimmen,
und zwar anhand von Mefidaten von Streufeldern zu bekannten einfallenden Fel-
dern elektromagnetischer oder akustischer Wellen an zuginglichen Stellen (bei

geologischen Untersuchungen z. B. an der Erdoberflache).

Im zeitharmonischen Fall fithrt dabei eine Abseparation des zeitlichen Anteils in
der beschreibenden Differentialgleichung auf die Helmholtzgleichung. Die Eigen-
schaften der Medien im zu untersuchenden Gebilde und seiner Umgebung sowie
der Grenzschicht ergeben dann unterschiedliche Randwertprobleme zur Helm-

holtzgleichung, zu denen die zugehérigen inversen Probleme zu 16sen sind.

Die Eindeutigkeit bei solchen inversen Streuproblemen ist sowohl von theoreti-

schem Interesse als auch fiir die Umsetzung in numerische Algorithmen.

In der Literatur findet man zum Beispiel Eindeutigkeitsnachweise fiir das Dirichlet-
und Neumannproblem (vgl. [CK2]), fiir das Impedanzproblem (vgl. [Po]) und fiir

das Transmissionsproblem (siehe [KiK]).

In dieser Arbeit wird die Eindeutigkeit des Streukérpers zum inversen Streupro-

blem bei der Helmholtzgleichung mit konduktiven Randbedingungen gezeigt. Die-
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ses Randwertproblem tritt bei der Modellierung der Streuung elektromagnetischer
Wellen an diinnen Schichten in der Geophysik auf (siehe dazu die Ausfiihrungen
in [Hel] und der dort angegebenen Literatur).

Fiir den Eindeutigkeitsnachweis werden die Methoden und Resultate aus der Ar-
beit von Kirsch und Kref [KiK] zum Transmissionsproblem verallgemeinert. Die
Eindeutigkeit wurde von Hettlich [He2] fiir eine schwache Formulierung des di-
rekten Problems unter dhnlichen Voraussetzungen wie in der vorliegenden Arbeit

gezeigt.

Die Idee, eine Folge von geeigneten singuldren Losungen des Streuproblems zu
betrachten, wird auch in dieser Arbeit verfolgt. Unter der Annahme der Exi-
stenz zweier verschiedener Streukérper, die zu beliebiger einfallender ebener Welle
gleiche Fernfelder des gestreuten Feldes liefern, werden diese singuldren Losun-
gen so konstruiert, dal die zugehorigen Streuprobleme beziiglich des zweiten
Streukorpers korrekt gestellt sind und die Punktquellen, die dafiir verantwort-

lich sind, gegen einen Randpunkt des ersten Gebietes streben.

In Anlehnung an die bekannten Nachweise beim Dirichlet-, Neumann- und Trans-
missionsproblem, betrachtet man eine Kombination der Grundlésung und ihrer
Normalenableitung in einer Umgebung dieses Punktes auf dem Rand des er-
sten Gebietes und erhélt ein singuldres Verhalten mindestens erster Ordnung bei

Annéherung der Punktquelle.

Unter Ausnutzung der Randbedingungen kann man die betrachtete Kombination
der Grundlésung und der Normalenableitung auch durch die Lésung des Streupro-
blems ausdriicken und unter Ausnutzung der Wohlgestelltheit des Streuproblems
beziiglich des zweiten Streugebietes ein schwécheres singuléres Verhalten nach-
weisen. Aus dem so konstruierten Widerspruch leitet sich dann die Eindeutigkeit

des Streukérpers ab.

Dieser Eindeutigkeitsnachweis weicht insofern von den Beweisen der Findeutigkeit
des Streugebietes beim Dirichlet-, Neumann- und Transmissionsproblem (siehe
[CK2] bzw. [KiK]) ab, als dort aus der korrekten Gestelltheit des Streuproblems
beziiglich des einen Gebietes eine gleichméafige Beschranktheit zur Ableitung eines
Widerspruches benutzt wird. Gegeniiber dem Vorgehen in [KiK] wird auflerdem

zusdtzlich zu dem eigentlich zu untersuchen Gebiet ein geeignetes , Hilfsgebiet®



1. FEinleitung 4

gewahlt, bei dem keine inneren Dirichleteigenwerte vorliegen, so daf§ hierfiir aus
einer Beschranktheit von Dirichletdaten auf eine Beschranktheit der Neumann-
daten geschlossen werden kann. Auf die Verwendung des Satzes von Holmgren (in
Lemma 4.4 in [KiK]) kann verzichtet werden und der zentrale Hilfssatz, Lemma
4.3., aus [KiK] braucht unter Modifikationen nur noch in einer abgeschwiachten

Form gezeigt zu werden.

Im Kapitel Grundlagen werden Ergebnisse der Funktionalanalysis und der Po-
tentialtheorie zusammengestellt, die fiir die weitere Behandlung relevant sind.
Dabei wird fiir die Beweise zumeist auf die entsprechende Literatur verwiesen.
Zusatzlich werden fiir den in [KiK] eingefithrten Funktionenraum Cy weitere Ei-

genschaften bewiesen.

Das folgende Kapitel Das direkte Randwertproblem beinhaltet die Formu-
lierung und Behandlung der Existenz und Eindeutigkeit zweier unterschiedlicher
Randwertprobleme zur Helmholtzgleichung mit Integralgleichungsmethoden so-

wie eine Formulierung als Streuproblem.

Im letzten Kapitel Das inverse Streuproblem wird fiir eines der im vorher-
gehenden Kapitel behandelten Randwertprobleme, das konduktive Problem, die
Eindeutigkeit des Streukorpers beim zugehérigen inversen Streuproblem nachge-

wiesen.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die mathematischen Grundlagen aus der Funktionalana-
lysis, der Potentialtheorie und der Theorie der Integralgleichungen, die zur Be-
handlung des direkten und inversen Streuproblems im weiteren ben&tigt werden,

dargestellt werden.

(«) In der gesamten Arbeit sei D ein be-
v
/ y Y schranktes Gebiet im R?, dessen Kom-

DcR? plement zusammenhéngend ist. Der
( Rand 0D von D sei C'*-glatt. (Die De-
\ finition findet sich etwa in [K1], Seite
21.) Es bezeichne v die duflere Normale

an 0D.

2.1 Funktionalanalytische Grundlagen

Zunichst werden zwei fundamentale Resultate aus der Theorie der Operatorglei-

chungen formuliert.

Satz 2.1 (Riesz)
Set X ein normierter Raum, I der Identititsoperator auf X und A: X — X ein

kompakter Operator. Ist I — A injektiv, so existiert der inverse Operator (I—A)™! :
X — X und ist beschrinkt.

Beweis: Siehe [K1] Theorem 3.4.
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Satz 2.2 (Fredholmalternative)
Sei (X,Y) ein Dualsystem und seien A: X — X, B:Y — Y kompakte zueinan-

der adjungierte Operatoren. Dann ist

entweder
N(I - A)={0} und N(I — B)={0}
und
(I-A)X)=X und (I-B)(Y)=Y
oder
dimN(I —A)=dimN(I - B) e N
und
(I —A)(X)=N({-B)” und (I-B)(Y)=N({I-A)".

Beweis: Siehe [K1] Theorem 4.17.

Jetzt sollen einige normierte Rdume eingefithrt werden, die sowohl fiir die Be-

handlung des direkten als auch des indirekten Problemes benétigt werden.

Definition 2.3 Sei G eine kompakte Teilmenge des R® und o € (0,1). Als Raum
CY(G) der gleichmdiflig holderstetigen Funktionen iiber G bezeichnet man die
Menge der komplexwertigen Funktionen f auf G, fir die eine Konstante ¢ > 0

existiert mait
[f(x) = f(y)] < cle —y|*
Die Menge der differenzierbaren komplexwertigen Funktionen f mit der Eigen-
schaft
| grad f(z) — grad f(y)| < c|lz —y[*
fir eine Konstante ¢ wird als Raum der gleichmdfig holderstetig differenzierbaren

Funktionen CY*(G) bezeichnet. Im Fall G = 9D ist der Gradient durch den
Oberflichengradienten Grad zu ersetzen (siehe dazu [CK1] Seite 39).

Satz 2.4 Der Raum C%*(G) bildet mit der Norm

[fllo.0. := 1f lloc.c + [floecc s
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o |f(z) = f(y)]
r)— J\Y
.l 1= su
|f|07 G Eyyfg? |$ - y|oz
z#y

die 0-a-Halbnorm ist, einen Banachraum. Ebenso der Raum CY*(G) mit der

Norm

[/l = [1flloc.c + [ grad fllo.ec

wobei auch hier grad durch Grad zu ersetzen ist, falls G = 0D.

Beweis: Siehe [CK1] Theorem 2.4.

Zum Rechnen mit Hoéldernormen wird das folgende Lemma angegeben, welches
gestattet, anstelle des Oberflichengradienten den Gradienten zu benutzen, wenn

Abschéatzungen in der 1-a-Hoéldernorm benétigt werden.

Lemma 2.5 Sei 0D Rand der Klasse C?* und A C 0D ein kompaktes zusam-
menhdngendes Teilstick, aufferdem sei o € (0,1) fest.

a) Ist f eine auf einer Umgebung von A stetig differenzierbare Funktion, so daf
|| grad f|lo.a.a existiert, so gibt es eine nur von A und 0D abhdngige Konstante C
mit

[ lhoa < CU[flloon + Tgrad flloaa) -

b) Seien p € C*(ID) und x € C(9D), ¢ € C**(9D) sowie » € C1*(9D). Dann
gibt es eine Konstante C, die nur von p, A und 0D abhingt, so dafs

IA

12X || o0, Clixoo.n s

IA

20,01 Cllpllo,0.a 5

||p77b||170(7A S C||77Z)||17a7A'

Beweis:
a) Es gilt nach Definition der 1-a-Héldernorm auf dem Randstiick A

||f||1,o¢,A = ||f||oo,A + || Grad f||oo7A + sup |Grad f(x) — Grad f(y)| ]
m;g;eyA |:1j — y|0Z
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Um die behauptete Beziehung nachzuweisen, miissen der zweite und dritte Sum-
mand geeignet abgeschéatzt werden. Fiir den Oberflichengradienten gilt unter der

Voraussetzung an die Funktion f (vergleiche dazu [CK2] Seite 160)
Grad f = grad f— (grad f,v)v,
so daf} sich weiter ergibt

| Grad flloca < sup|grad f(z)] +sup |(grad f(z), v(x)) v(z)
< 2l grad fllooa -

AuBerdem erhilt man durch Einfiigen geeigneter Terme und Anwendung der Drei-
ecksungleichung die folgende Abschitzung

| Grad f(2) — Grad f(y)| <

< |(grad f(z),v(x)) v(z) — (grad f(y),v(y)) v(y)| + |grad f(x) — grad [(y)
< |(grad f(z) —grad f(y),v(z))v(z)| +|(grad f(y),v(x) — v(y)) v(z)| +
+(grad f(y), v(y)) (v(z) — v(y))| + | grad f(z) — grad f(y)
2|grad f(x) — grad f(y)| +2[grad f(y)| |v(z) — v(y)|
—grad f(y)| +2L [z —y[|grad f(y)|,

IA

)
< 2|grad f()
wobei die nur von dD abhingende Konstante [ aus der C'*-Glitte des Randes
resultiert (siehe dazu [CK1] Theorem 2.2). Mit dieser Ungleichung folgt nun

|Grad f(x) — Grad f(y)

sup S
sw€n v =yl
Ty
rad f(z) — grad
S 9 sup |g f( ) g f(y)| —|—2L||grad f”oo,A sup |$ _y|1—a
.r,g;GA |$ - y|a .r,g;GA
x#Y TFY

< lerad flloaa (2 + 2L (diam A)'=) .
Insgesamt gilt dann also
[ fllen < (2 42+ 2L (diam A)'7) ([|flloca + [ grad flloaa)

so daf} sich die Behauptung mit C' = 4 + 2L (diam A)'~* ergibt.
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b) Nur fiir die dritte der Beziehungen sollen exemplarisch die Ideen des Beweises
erlautert werden. Wie man mit Hilfe der Definition des Oberflichengradienten

(siehe [CK2] Seite 160) sofort nachrechnet, gilt die Produktregel
Grad (pv)) = ¢ Grad p + pGrad 1,

woraus sich

[ Grad (p¢)l[con < (9]0 all Grad pllcc,a + [| Grad oo allplloo,a
< 9l (I Grad plloa + llplloc,a)

ergibt. Unter Ausnutzung der gleichen Beziehung erhdlt man auflerdem

|Grad (py)(w) — Grad (p¢)(y)] <
< | Grad p(z) (¢ () — ¢(y))| + [(Grad p(z) — Grad p(y)) ¥ (y)| +
+[ Grad ¢ () (p(z) — p(y))| + [(Grad (z) — Grad ¢(y)) p(y)],

so daf}
oy 1Grad (p0)(2) = Grad ()] _
.r‘ﬂ,ﬁg;eyA |$ - y|a

su€n v =yl
Ty

Grad p(z) — Grad
<¢IMA(GmdpmA+mmrap@) rad p(y)|

+sup DAL pm)
s ue |z — y|
folgt. Die auftretenden co-Normen sind dabei wegen p € C'*(9D) beschrankt. Zu
untersuchen bleiben also die beiden moéglicherweise singulédren Terme. Es ist nun
mit &hnlichen Argumenten wie im Beweis zu Theorem 2.2 in [CK1] méglich (die
dort eingefithrten Bezeichnungen werden auch hier benutzt, ohne sie alle noch
einmal explizit einzufithren), auch deren Beschranktheit nachzuweisen. Man be-
trachtet dazu fiir einen beliebigen Punkt des Randes z € 9D eine hinreichend
kleine Umgebung V. und deren Parametrisierung. Bezeichnen v und v die Bild-

punkte von x beziehungsweise y, so gibt es ein 4" > 0 mit v'|u — v| < |x — y|, so
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dal man durch Einsetzen dieser Beziehung Abschatzungen nach oben

Grad — Grad
oy LG o) = Grad pl)] _
o,y EVs |z — yl®
Ty

| Grad p(u) — Grad p(v)]

< 47w =o' sup

u,vel |u - v|
u#v
und . .
Qm|mw—p@ﬂ§¢wm_vﬁﬂym|mm—pwﬂ
S A r—T Y
xHY uFv

erhilt, wobei p(u) := p(a) die entsprechende Funktion auf dem Parameterbereich
ist. In den Zé&hlern treten dann hochstens erste Ableitungen nach den Parametern
aus dem Parameterbereich auf, so dafl aus der zweimaligen stetigen Differenzier-
barkeit der Parametrisierung und der Funktion p mit dem Mittelwertsatz die Be-
schranktheit der beiden Ausdriicke folgt. Mittels eines Kompaktheitsarguments
(siehe den oben zitierten Beweis) gibt es dann auch fiir das ganze Randstiick A

giiltige obere Schranken. Insgesamt folgt damit die Behauptung. [ ]

Neben den Rdumen stetiger, holderstetiger und hélderstetig differenzierbarer Funk-
tionen soll noch eine weitere Klasse von Funktionen betrachtet werden, die an

einer ausgezeichneten Stelle einen Pol héchstens erster Ordnung besitzen.

Definition 2.6 Sei «* € 9D fest. Dann sei der folgende Raum von Funktionen
auf D definiert:

Co(OD) := {c,o e C(oD\{«z"}) |3 lim |z — ™| c,o(:z;)} :

x€OD

Satz 2.7 Der Raum Co(0D) ist ausgestattet mit der Norm

@)oo := sup |z —a"[|p(x)], ¢ € Co(dD)
€D\ {z*}

emn Banachraum.

Beweis: Die Normeigenschaften sowie die Linearitat werden hier nicht nachge-

wiesen, es wird nur die Vollstandigkeit gezeigt. Sei {p, },en eine Cauchy-Folge in
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Co(0D). Man definiert

B | — a*| on(x) , x€dD\ {z*}
Yulo) = { y—ealy) , =2

yean
Dann ist ¢, € C(0D) nach Definition von Cy(9D). Auflerdem gilt

%1 = Ymllcoop < ot = @mlloo0 s

das heifit {1, }nen ist Cauchy-Folge im Banach-Raum C(9D). Es existiert dem-
nach ein ¢ € C(dD) so, daB

lim ¢, = ¢ beziiglich ||.||c.5D -

n—oo

Far
()

:m7$7éx*

gilt ¢ € C(OD\ {a*}) und limgy_ .+ | — 2™ @(2) = ¥ (2*) und somit ¢ € Co(ID).
Sei ¢ > 0 vorausgestzt. Dann existiert ein N(¢) € IN, so daf} fiir alle n > N(e)

p(z):

gilt
e > ||t —2lleop
= sup [vn(x) — Y(z)]
z€dD
> sup o — 2" |en(z) — ()]
€D\ {z*}
Es gilt also auch ¢, — ¢, n — oo beziiglich |[|.||o- u

Lemma 2.8 Sei I' C 9D mit dist(I',2*) =: ¢ > 0. Dann existieren Konstanten
¢1 und ¢z so, daf fir alle Funktionen ¢ € C(9D) gilt

a)  lellor < all@lloco

b) #lleeo < eall@lloo,am -
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Beweis: a) Es gilt

l¢llwo = sup |z —a7[[p(2)]
€D\ {z*}

sup [z — 27| [p(x))|
zel

v

v

sup € |¢(x)]
zel

= cllplloor

Die Behauptung a) ergibt sich also fiir ¢; = 1/e.
b) Eine kurze Rechnung ergibt

[elleco = sup |o—a"[|p(e)]
€D\ {z*}
< sup (diam dD) |e(x)|
€D\ {z*}

< all¢|le.sn

mit ¢; = diam dD. [ |

Um mit Hilfe der Fredholmschen Alternative Zusammenhénge zwischen Opera-
torgleichungen abzuleiten, ben6tigt man geeignete Dualsysteme. Bekannt ist, daf
(C(OD),C(0D)), (C(9D), L2(0D)) und (L2(0D), L2(0D)) mit der Ly-Bilinear-
form Dualsysteme bilden. (Cy(9D), Co(9D)) ist mit dieser Bilinearform aber kein
Dualsystem, da das entsprechende Integral fiir ein Paar von Elementen aus Co(9D)
nicht immer existiert. Wie sich spéter als niitzlich erweisen wird, gilt aber der fol-

gende Satz:

Satz 2.9 (C(9D),Co(0D)) bildet mit der nichtentarteten Bilinearform

(o) = [ el@)ile)ds(x), ¢ € CAD). 1 € Co(9D)

ein Dualsystem.

Beweis: Zuerst wird die Wohldefiniertheit des Integrals gezeigt, die Bilinearitét
ist offensichtlich. Seien ¢, wie angegeben, dann gilt
ds(x)

|z — 7|

/81) e(x)(z)ds(z)| < /81) o(z)] |2 — 27| |¢(2)]



2. Grundlagen 13

ds(x)

D |x — 2|

IA

lelloconl¥llo |

< Cllgllooonll# oo

< o0,

wobei man die Existenz des Integrals [, |« — 2*|~' ds(x) benutzt. Jetzt ist noch
zu zeigen, daf} die Bilinearform nichtentartet ist (d. h., dal zu einem von Null ver-
schiedenen Element immer eines so existiert, dafl das Dualitdtsprodukt zwischen
beiden nicht verschwindet). Sei ¢ € C(dD), ¢ # 0. Definiert man

(a) = p(x) fir @ € 9D\ {27},
so ist ¢ € Cy(dD) und
(eo0) = [ e ds(e) > 0.

Ist nun ¢ € Co(0D) mit ¢ # 0, so existiert ein & € 9D \ {x*} mit (&) # 0
und wegen ¢ € Co(dD) auch eine Umgebung U mit |U] =: n > 0 von &, so daf
|(2)]* > e >0und |z — 2| > 6 > 0 fiir alle x € U. Definiert man jetzt

() = { v — 2" (x) L wa

so ist p € C(AD) und es gilt
— Lk 2d
(o) = [ le—allb(a) ds(a)
bed
/U eds(x)

>
> noe
> 0.

|
Wie im Raum der stetigen Funktionen erhdlt man auch fiir Integraloperatoren
mit schwach singularem Kern auf Cy(0D) eine Kompaktheitsaussage. Genauer

gilt das Lemma:
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Lemma 2.10 Sei a(.,.) ein schwach singulirer Kern auf 0D so, daf$ a stetig ist,
falls x # vy, und fir eine Konstante M

M

T

Fy

ja(z,y)| <
erfillt. Dann ist der durch

(Ap)(x) = /aD a(x,y)p(y)ds(y), © € 0D, v # «~

definierte Integraloperator A : Co(0D) — Co(0D) kompakt.

Beweis: Zum Beweis siche Lemma 4.2 in [KiK].

2.2 Grundlagen aus der Potentialtheorie und der

Theorie der Helmholtzgleichung

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit Eigenschaften von Lésungen der Helmholtz-

gleichung
Au+ ku=0

im IR®. Es sei £ € €\ {0}, Im(k) > 0 vorausgesetzt. Eine Losung der Helmholtz-
gleichung heifit ausstrahlend, falls sie der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedin-

gung (SAB)
Tlirgor (Z_;f — @ku) =0

gleichméBig in alle Richtungen & = x/r,r = |x| geniigt. Aus der Theorie der
Helmholtzgleichung ist die Grundlésung

1 eik|l’_y|

Pp(x,y) = P v#y, z,y € R’

bekannt, wobei der Index k die zugehorige Wellenzahl kennzeichnet und im folgen-
den weggelassen wird, sofern keine Verwechslungen méglich sind. Die Grundlésung
@ (x,y) erfiillt fiir festes y € R” die Helmholtzgleichung beziiglich = in R?\ {y}.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist der folgende Satz:
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Satz 2.11 (Greensche Formeln)
Unter den generellen Voraussetzungen an das Gebiet D und seinen Rand 0D

gelten die erste Greensche Formel

/ uAvdx :/ u@ds—/(grad u, grad v)dx
D oD Ov D

und die zweite Greensche Formel

v ou
/D(uAv—vAu)dx:/aD (ua—va—l/) ds

fiir u,v € C*D)NCYD).

Aus den Greenschen Formeln ergibt sich fiir Losungen der Helmholtzgleichung
folgender Darstellungssatz, der es gestattet, die Losungen als Superposition der

Dirichlet- und Neumanndaten auf dem Rand darzustellen.

Satz 2.12 (Darstellungssatz)
Sei v e CH(D)NCYD) eine Lisung der Helmholtzgleichung Av + k*v =0 in D.
Dann gilt

00(x,y) Jv ) —v(e) , zeD
/8D [U(y) 81/(3;) - al/(y) (y)q)(xvy)] dS(y) - { 0 . € ]RS\E

Im Aufenraum gilt fiir eine Lésung u € C*(IR®\ D)NCYIR*\ D) der Helmholtz-
gleichung Au + k*u =0 , welche die (SAB) erfiillt,

00(x,y) Ju B 0 , z€D
/aD [u(y) iy ay(y)(y)cb(x,y)] ds(y) = { u(r) . reRN\D

Beweis: Siehe Theorem 3.1 und 3.3 in [CK1] .

Aus dem Verhalten der Grundlésung im Unendlichen 1&8t sich mit dem Darstel-
lungssatz das asymptotische Verhalten einer ausstrahlenden Lésung der Helm-

holtzgleichung ableiten.

Satz 2.13 Seiu € C*(R’\ D)NCYR’\ D) Lésung der Helmholtzgleichung und
erfille die (SAB). Dann gilt

|

)= funtir o () el (21)

el |«



2. Grundlagen 16

gleichmdf$ig in alle Richtungen & = x/|x|, wobei u., auf der Finheitssphire
definiert ist und als Fernfeld bezeichnet wird. Fs gilt aufferdem die Sommerfeldsche
Endlichkeitsbedingung

) =0() lel = . (22)

gleichmdfig fir alle Richtungen.

Beweis: Siehe [CK2] Seite 19 und Theorem 2.5.

Fir die Untersuchung von Eindeutigkeitsfragen bei der Helmholtzgleichung ist

das folgende Lemma von Rellich ein wichtiges Hilfsmittel.

Lemma 2.14 (Rellich-Lemma) Sei k € R,k > 0 und v € C*(R*\ D) Lésung
der Helmholtzgleichung mit

/ lu|*ds — 0, R — oco.
|z|=R
Dann ist u =0 in R*\ D.

Beweis: Siehe Lemma 3.14 in [CK1] .
Aus dem Rellich-Lemma ergibt sich

Folgerung 2.15 Seiu € C*(IR*\ D)NCYR>\ D) Lésung von Au+ k*u =0 in
R\ D und erfiille die (SAB). Es gelte auferdem

Im (k/ ua—uds) > 0.
oD Ov
Dann ist u =0 in R*\ D.

Beweis: Siehe Theorem 3.12 in [CK1] .

Eine Moglichkeit, Existenzaussagen zu Randwertaufgaben mittels Integralglei-
chungsmethoden zu gewinnen, besteht darin, die Loésungen in Form von Ober-
flachenpotentialen zu suchen (vergleiche zum Beispiel [CK1] oder [KIRo]).Diese
Potentiale entsprechen einer Superposition von Grundlésungen, so daf} sich Ei-

genschaften der Grundlésung auf diese iibertragen.
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Definition 2.16
Seien @, € C(OD). Dann heifit

u@) = [ o@p)p(y)ds(y), v € R\ 9D

Finfachschichtpotential (ESP) mit Dichte ¢ und

o) = [, TSty ds(y), « € RO\ 0D

Doppelschichtpotential (DSP) mit Dichte 1.

Die Operatoren, die der Dichte das Finfach- und Doppelschichtpotential zuordnen,

werden mit £ bezichungsweise D bezeichnet.

Die beiden angegebenen Potentiale sind bei hinreichender Regularitdt der Dich-
ten Losungen der Helmholtzgleichungen und geniigen im Auflenraum der (SAB)
(vergleiche dazu [CK1]). Im folgenden werden Zusammenhénge zwischen den Re-

gularitdten der Dichten und der Potentiale dargestellt.

Satz 2.17 Das FEinfachschichtpotential v mit stetiger Dichte © € C(ID) ist
holderstetig auf R® und es gilt

[ello,ore < Call@lloc,om (2.3)

fiir eine von « € (0,1) und D abhingige Konstante C,.

Beweis: [CKI1] Theorem 2.12.

Satz 2.18 Fir die erste Ableitung des Finfachschichtpotentials zur Dichte ¢ €
C(dD) gilt

Tz = [ ey gl € 0D
mit 5
Ty (@) = lip (@) grad ot hv(a))), @ € O

im Sinne gleichmdfiger Konvergenz auf 0D. Das Integral existiert dabei als unei-
gentliches Integral. Ist die Dichte @ hélderstetig, so lifit sich die erste Ableitung
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des Einfachschichtpotentials u gleichmifig hélderstetig von R® \ D nach R®\ D
und von D nach D fortsetzen. Es gelten die Abschétzungen

larad wlowreny < Collpllonin,
|grad ully .5 < Callellosn-

Die Konstante Cy hdingt nur von a € (0,1) und D ab.

Beweis: [CKI1] Theorem 2.17 und 2.19.

Fiir das Doppelschichtpotential gelten nun dhnliche Beziehungen wie fiir das Ein-
fachschichtpotential.

Satz 2.19 Das Doppelschichtpotential v mit Dichte v € C(ID) lifit sich stetig
fortsetzen von R®> \ D nach R*\ D und von D nach D mit den Werten

oale) = [ Tutyyis(y) £ Guto), o € 0D,

Dabei existiert das Integral uneigentlich und

vy(x) = lg%lv(x + hv(x)), x € D.

Es gelten die Abschditzungen

vl rervp < Cll¥]leap,
vl = Cllllecop (2.4)

mit einer nur vom Rand 0D abhingenden Konstanten C'. Fir holderstetige Dichte
€ CO(AD) ist v gleichméfig hélderstetig in R®\ D und in D. Es gilt

[vloervp < Call¥llo,sn

[ollo0n = Calldlloasn

fiir eine von « € (0,1) und D abhingige Konstante C,.

Beweis: Siehe [CK1] Theorem 2.13 und 2.16, sowie [CK2] Theorem 3.1.
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Satz 2.20 Fir die erste Ableitung des Doppelschichtpotentials mit Dichte i €
C(0D) gilt die Sprungbeziehung

av_|_ 81)_

im Sinne gleichmdfiiger Konvergenz

lim (aﬂv(x + hu(z)) — aﬁv(x - /w(x))) =0

hlO v v

fiir x € 9D. Falls sogar » € CY*(0D) gilt, lifit sich die erste Ableitung von v
gleichmiPig hélderstetig von IR*\ D nach R>\ D und von D nach D fortsetzen

mit den Abschditzungen
|| grad v||07a7Rs\D < CullYll1,0,00
lgrad v]lg.5 < Call¥llrasp, (2.5)

wobei C,, wieder eine nur von « € (0,1) und 0D abhdingige Konstante ist.

Beweis: [CKI1] Theorem 2.21 und 2.23.

Fiir die Existenzanalyse sowie fiir die Behandlung des inversen Problems werden
Randintegraloperatoren benétigt. Diese treten bei Randintegralgleichungen auf,
auf die man bei der Suche nach Lésungen von Randwertaufgaben zur Helmholtz-

gleichung mittels Potentialansatz getithrt wird.

Definition 2.21
FEs seien Sg, Ky, K| : C(0D) — C(0D) definiert durch

(Si9)(e) = 2 [ @uley)ply)ds(y). « € OD,

O0k(z,y)
ap  Ov(y)

O0k(z,y)
op  Ov(x)

(Kep)(z) = 2 e(y)ds(y), = € 9D,

(Kpp)(z) = 2

und Ty : CY*(dD) — C(ID) durch

e(y)ds(y), v € 9D

Teoie) = 25 [ Tty € 0.

Dabei verdeutlicht der Index k wieder die Abhdngigkeit von der Wellenzahl und

wird, wenn keine Verwechslungen méglich sind, weggelassen.
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Satz 2.22 Die Operatoren S, K, K',(Txy — Ty,) sind kompakt in C(OD) und
C%(AD) und besitzen die folgenden Abbildungseigenschaften

S K, K (Ty —Ty,) = C(OD) — C%*(D), (2.6)
S, K i C%(aD) — C(aD), (2.7)
T . CY(9D) — C*(ID). (2.8)

Beziiglich der Bilinearform (@,v) := [, ot ds gilt

(S, ) = (@, S) und (K, ) = (p, K'P) (2.9)
fir alle o0 € C(AD). S und T haben die Regularisierungseigenschaft

ST=K?—1 und TS =K?*—1. (2.10)

Beweis: Siehe [CK1] Theorem 2.30 und 2.31, sowie [CK2] Seite 41f.

Bemerkung 2.23

a) Unter dem Operator Tj, — Ty, ist derjenige Integraloperator zu verstehen, der
durch Differenzbildung der entsprechenden Integralkerne entsteht. (Man verglei-
che dazu z. B. die Ausfiihrungen in [Po] S.91.) Dieser Operator ist auch fiir stetige
Funktionen definiert, so daf} der erste Teil des Satzes sinnvoll ist.

b) Aus den oben zitierten Beweisen geht hervor, dafi die Integraloperatoren S,
K, K’ und (Ty — Ty,) schwach singulare Kerne, wie in den Voraussetzungen von
Lemma 2.10 gefordert, besitzen, so daf sie auch kompakt in Co(9D) sind.

c¢) Der zur Wellenzahl k = 0 definierte Operator Sy ist injektiv. Dies ergibt sich
als Folgerung aus der eindeutigen Losbarkeit des inneren Dirichletproblems zur

Laplacegleichung Av = 0.

Werden Integraloperatoren auflerhalb ihrer Belegung ausgewertet, so tibertragen

sich dabei die Glattheitseigenschaften des Kernes. Insbesondere gilt das Lemma:

Lemma 2.24 Seien I' C 0D ein Randstick und S C R® eine kompakte Menge
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mit dist(S, 1) > 0. Weiter sei A ein Integralope-

rator mit Kern a(.,.), wobei a(.,z) fir alle z € T’ r

zweimal stetig differenzierbar in einer echten Um-

gebung U von S sei (d. h. es sei dist(S, R*\U) > 0)

und diese Ableitungen stetig von z abhdngen. 9D

« sei eine reelle Zahl aus (0,1) und x* ein belicbiger aber fester Punkt des Randes

dD. Dann existiert eine Konstante C' so, daf fir alle o € C(9D) mit suppo C I’
a1)  [|Ao|s,s < Cllofloor,
az)  [[Aoloas < Cllofler,

az)  [[Ao|1as < Cllofleor,
beziehungsweise fir alle o € Co(0D) mit suppo C T

bi) [ Ao]lec,s < Cllol|oco,
ba)  [[Aljoas < Cllolleeo,
bs) [l Ao]l1as < Cllollooo

gilt. Hierbei ist ||.||oc0 die beziglich dem ausgezeichneten Punkt x* in Satz 2.7
eingefiihrte Norm.

Beweis: Da der Trager von o in I' enthalten ist, gilt

|4 ws < [ sup lae, )] |o(=)] ds(2)
I' zes
< Jlale Y ooser 1o
< Cloller

wobei die Stetigkeit des Kernes auf S x I' ausgenutzt wurde. Damit ist a;) bereits

gezeigt. Analog erhilt man auch by) aus

ds(z)
Aolles < / e
Al < [ suplate. )|l =] loo) L
ds(z)
< BV o0
< o ser oo | 2L

< Cllofloo
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unter Verwendung der Existenz des in der vorletzten Zeile auftretenden Integrals.

Man betrachtet nun die 0-a-Halbnorm auf I' und erhalt

Adloas < [ sup =2 1o g
I oves |z — y|

Definiert man fiir 6 = § min{dist(5, '), dist(S,IR* \ U)}
g = UxesB[$7 5] 5

wobei Blz,8] = {z € R’ | |z — 2| < §} die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt
z und Radius § bezeichnet, so ist S C U sowie dist(g, I') > 0 und fiir z € I gilt

ja(e, =) — aly,2)| _

sup =
zy€s 2 —yl*
Ty
C oy lee e ales) — a2
©yes |z —yl° ©ves |z —y[°
lz—u|<8 |lz—u|>8
< sup fo =y [grad a(,2) 5+ 2677 [la(, 2)loess
If;yyelﬁé
< 7 grad a(es )l ger + 267 [lal, ) lloo,sxr
< C.

Dabei wurde fiir den Summanden mit | — y| < 6 der Mittelwertsatz angewendet
und benutzt, dafl in diesem Fall die Verbindungsstrecke zwischen « und y ganz in
S enthalten ist. Die Stetigkeit des Kernes und seiner Ableitung liefert dann eine
Schranke so, daf}

[Ac]o,0,5 < Cllooor

und folglich zusammen mit a; ) auch ay) gilt. Der Nachweis fiir die Behauptung as)
verlauft nun ganz analog, wenn man bei der Untersuchung der 0-a-Holdernorm
von grad Ao in den eben vorgenommenen Abschétzungen den Kern durch seine
Ableitung ersetzt. Ebenso wie bei der Ubertragung des Resultats von a;) auf by)
lassen sich dann auch die Abschidtzungen von ay) auf by) und von as) auf bs)

iibertragen. [ ]

Bemerkung 2.25

a) Fir die in Definition 2.21 eingefiihrten Integraloperatoren und ebenso fiir die
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Operatoren &, D fiir das Einfach- beziehungsweise Doppelschichtpotential sind
die Voraussetzungen von Lemma 2.24 erfiillt, da als Kerne nur die Grundlésung
und ihre Ableitungen auftreten.

b) Ist das Kompaktum S, auf dem die entsprechende Norm ausgewertet wird, ein
Teilstiick des Randes 0D, so bleibt die Behauptung des Lemmas richtig; auch im
Falle der 1-a-Holdernorm, da Lemma 2.5a) gestattet, statt des Oberflachengra-
dienten den Gradienten zu betrachten.

¢) Setzt man beziiglich der Differenzierbarkeit des Kernes hohere Regularitét vor-
aus, so ergeben sich auch entsprechende Abschitzungen. Fiir die in dieser Arbeit
behandelten Probleme gentigen aber die betrachteten Raume.

d) Hat der ausgezeichnete Punkt x* positiven Abstand zu I', so folgt aus supp o C
" bereits o € Co(0D). Damit ergeben sich die Abschatzungen aus b) sofort mittels
|o]|oor < Cl|o||co0 aus der Behauptung a).

Das vorhergehende Resultat kann nun benutzt werden, um fiir die Auswertung
eines Integraloperators auf einem Kompaktum ganz &hnliche Abschdtzungen zu
gewinnen, wobei aber auf die Eigenschaft, dafl die Belegung einen Trager mit po-
sitivem Abstand zu der kompakten Menge hat, verzichtet werden soll. Zuséatzlich

bendtigt man dann die Beschranktheit des Operators.

Lemma 2.26 Es sei 0D Rand eines C*-glatten Gebietes, I C A C 9D scien
kompakte Randsticke und S eine kompakte Menge mit

dist(S, 0D\ II) > 0, 11
dist(IL, D\ A) > 0. D

Weiter sei x* € 0D beliebig,
aber fest.

FEs bezeichne X einen der Riume C(0D), C**(0D), CY*(dD) und Y einen der
Réiume C(S), C%(S), C**(S). A: X — Y sei ein beschrinkter Integraloperator,
das heifit es existiert eine Konstante ¢ mit ||Ao|ly < ¢||o||x fir alle o € X.

Fiir den Kern a(.,.) von A gelte, daf$ a(.,z) fir alle z € 9D \ 1l zweimal stetig

differenzierbar in einer Umgebung von S ist.
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Dann existiert eine Konstante C so, daf fir alle o € X gult

a)  |lAally < C{lloflec.op + lollxmi
b) Aslly < Clloflco +llollxm)}

wobei ||.||xa) bedeuten soll, daf die Norm des Raumes X nur auf dem Teilstick

A ausgewertet wird.

Beweis: Der Integraloperator geniigt offensichtlich den Voraussetzungen von

Lemma 2.24 mit I' := 9D \ II. Man wahlt p € C'*(9D) mit
supp p C 0D\ I,

ple) = 1firaedD\A.

Dann gilt wegen der Linearitat von A und der Dreiecksungleichung

[Aclly < [[A(po)lly + [[AC(L = p)a)]ly - (2.11)

Fiir den ersten Summanden erhidlt man mit Lemma 2.24 a)

[A(po)lly < Cllpolleopym, da supp(po) CID\ I
< Clloflecon (2.12)

beziehungsweise mit Lemma 2.24 b)

[A(po)lly < Cllo]oco- (2.13)

Fir den zweiten Summanden aus (2.11) ergibt sich unter Ausnutzung der Be-
schranktheit von A

[A((L=p)o)lly < cll(1—p)olx
= ¢[(1 =p)ollx@ny, dal—p=0auf 9D\ A
< Cllollxay, (2.14)

wobei hier in der letzten Abschatzung Lemma 2.5b) benutzt wird.
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FaBt man die Resultate (2.11), (2.12) bzw. (2.13) und (2.14) zusammen, so erh&lt
man die Behauptung. [ ]

Wenn zusétzlich die geforderte Beschranktheit des Operators vorliegt, gilt die Be-

merkung 2.25 zu Lemma 2.24 fiir Lemma 2.26 ganz entsprechend.

In dem folgenden Hilfssatz werden die Differenz der Grundlésung zu verschiede-
nen Wellenzahlen und deren Ableitung betrachtet und gleichméflige Beschrankt-
heit beziehungsweise fiir die zweiten Ableitungen ein singulares Verhalten erster

Ordnung nachgewiesen.

Lemma 2.27 Seien Sy, S, kompakte Teilmengen des R®. Dann gilt

a) k() = Py )lse,sixs, <O
b) || gradl.ATgument(q)k(‘7 ) - (I)k/(‘7 ‘))||00751><S2 S C?
C

<
|z —y]

C) ‘grad (grad ((I)k(l’, y) - (I)k/(l', y))j—te I(omponente) —

fir alle x £y, € S,y € Sy und 3 =1,2,3

Uur eine nur von S1, So, k und k' abhdngende Konstante C'.
2 2 g

Beweis: Es soll hier nur der Nachweis fiir b) und c) gefithrt werden. Im weiteren
bezeichne r := |x — y| den euklidischen Abstand von z € S; und y € 53, sowie
R := diam(5; U S3) den grofiten Abstand zwischen Punkten aus den kompakten
Mengen 57 und S3. Der Differentialoperator ,grad* beziehe sich im folgenden

immer auf das erste Argument. Dann gilt
Ar grad @y (z,y) = (z — y) ™73 (1 — ikr). (2.15)

Es gilt also fiir die Differenz der Grundlésungen zu zwei Wellenzahlen k& und &’

|47T grad(q)k(xv y) - (I)k/(l', y))| =
= ‘(:1; —y) e“”r_?’(l —ikr) — (. —y) eik/Tr_S(l — ik’r)‘

1 o0
= (1 —okr)
2

u
=0 j=0 J:
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- |k|] + |k’|] f: |k|j—|—1 _I_ |k/|j+1 it
i=2 J! i=1 J!

< 2(|k|2—|—|k/ )(e|k|r+e|k/|r)

< (|k|2 o+ [K?) (e 4 )

<

und der Nachweis fiir b) ist erbracht.

Benutzt man (2.15) und betrachtet die erste Komponente des Gradienten, die
Resultate fiir die anderen beiden Komponenten sind ganz analog, so erhdlt man

weiter

grad ((:1;1 — Y1) e”wr_?’(l — zkr)) =
L —dkr + (zy — y1)?*r 2 (K*r? + 3ikr — 3)
= e*r? L (2 —yy) (g — yo)r 2 (K22 + 3ikr — 3)
(v1 —y1) (s — ya)r 2 (k*r* 4 3ikr — 3)

Durch Ausnutzen der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion wie oben erhélt
man fiir die Differenz der zweiten Ableitungen der Grundlésung zu zwei Wellen-

zahlen k und k' das folgende Verhalten

‘grad {(:1;1 — y1) (e“”r—3(1 _ @'kr) — eik’rr—S(l — ik/r )H <

T
<| et o " i ylggm )|
i
2

k2 k'2| [(z1—y1
5+ |
27

wobei die Konstanten ¢; (7 = 1,2,3) von Potenzreihen in r herrithren (die von
Exponentialreihen majorisiert werden) und die Beschranktheit von r = |z — y|
durch R ausgenutzt wird. Wegen |z; — y;| < r (j = 1,2,3) existiert also eine
Konstante €' so, daf} fiir j = 1,2, 3 gilt

C C

<= = -
ro e —yl

‘grad (gl’ad ((I)k(l', y) - (I)k/(l', y))j—te I(omponente)

Damit ist auch Teil ¢) der Behauptung gezeigt. [ ]
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Die Ergebnisse dieses Lemmas sollen nun benutzt werden, um auf C?-glatten
Randstiicken eines Gebietes Abschatzungen fiir die Differenz der Grundlésung zu
verschiedenen Wellenzahlen in unterschiedlichen Normen auf diesem Randstiick
abzuleiten, sofern das zweite Argument auf einer Strecke liegt, die senkrecht auf
diesem Rand steht.

Lemma 2.28 FEs sei I' ein kompaktes Teilstiick des C*-glatten Randes 0D ei-
nes Gebietes, h > 0, o € (0,1) beliebig aber fest und x* € 9D ein Punkt mit
dist(z*, 0D\ I') > 0. Es bezeichne
h
o i=a"+ —v(x*), nelN,
n

wobei v die duffere Normale an das Gebiet ist. Dann gilt:
a) Es gibt eine Konstante C, die nur von I' und h abhingt so, dafi

[9k(swn) = Ppo (s 2a)lloor <
lgrad (@ (. 20) = @ho (s 20l = €

N

C

IA

H— (@) = a0 20)

oo,

fiir alle n € IN gult.
b) FEs existieren ¢ > 0 und eine Konstante C = C(I',h,e) so, daf§ fir = =
I' N Blz*,¢] die Beziehung

[9k(swn) = ro (s 2y o2 = Cn®

gilt.

Beweis: [s bezeichne
L:={a"+dhv(z™) | ¥ € [0,1]}

die Verbindungsstrecke zwischen «* und ;. Teil a) der Behauptung ergibt sich
sofort aus Lemma 2.27 a) bzw. b) mit Sy := " und Sy := L. Nun soll der Nachweis
von b) gefithrt werden. Wegen der C?-Glatte gibt es ein € > 0 so, daB}

1
(v(z™), v(y)) > = firalley € I' mit |y — 2| < ¢
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(vergleiche dazu den Beweis von Theorem 2.6 in [CK1]).

Da = := I' N Blz*, ¢] auBlerhalb eines Kreiskegels mit Spitze 2*, Achse L und
Offnungswinkel 7 /3 liegt, gilt fiir alle Punkte 2 der Verbindungsstrecke L zwischen

* und 2
|l — a*

dist(x,2) > | fir alle z € L (2.16)

insbesondere also auch

dist(x,, =) > L fiir allen € IN. (2.17)

2n

Unter Verwendung von Lemma 2.5a), welches es wegen der Differenzierbarkeits-
eigenschaften der Grundlosung gestattet, statt des Oberflachengradienten den
gewohnlichen Gradienten zu benutzen, erhélt man fiir die zu untersuchende 1-a-

Holdernorm
[@k(-s20) — Pro (1 20 |[1,0,2 <
< C(||<I>k(-,xn) — Qi (1 2|0z + [l grad (Pl 20) — Pro (s 20)) [looz +
+ grad(@(., 2,) = Ppy (7)) o0.2) - (2.18)

Fiir die ersten beiden Summanden liegt nach Teil a) gleichméafige Beschranktheit

vor. Fiir den dritten Summanden gilt

lgrad (@4 (., 2,) — Py (- 20)) gz =
grad [(Pr(y, ) — @iy (v, 20)) — (Prlz, 1) — Pio (2, flfn))]‘

= sup
yis ly — 2]~
Y, z€D
_ ( h )1‘“ ‘grad [(Pr(y,2n) — Pry(y, 7)) — (Pr(2,2,) — ‘I)ko(zal‘n))]‘
—_— su
- 4:n |y—z|§IZ/4n |y - Z|
Y,2€2, y#z
h —o
(] s s (@) = O 0) = (e = 0 )]
4:n ly—z|>h/4n
Y,2EX

4n rESn

h 11—«
< ( ) sup |grad grad (®x(x, x,) — Piy (2, 2,))| +

+2&%)_Hgmu¢aw»—¢%m»mmgwa
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wobei

Sn i= Uzez B(x, h/4n)

gesetzt wurde. Im letzten Schritt der Abschdtzung wurde dabei fiir den Ausdruck
mit |y — z| < h/4n der Mittelwertsatz angewendet (die benutzte Schreibweise ist
so zu verstehen, daf dies komponentenweise geschieht) und benutzt, dafl in diesem
Fall die Verbindungsstrecke zwischen y und z ganz in 5, liegt. Verwendet man

jetzt die Resultate aus Lemma 2.27 b) und c), so ergibt sich

R\ C A\ ™"
) — @ (. < (X L
orad (0 = Ot < (1) sup O 20 ()

Nach der Wahl von = gilt fiir alle « € S, und ein zugehériges y, € = mit
x € B(ys, h/4n)

2= al 2| fon — pal = o — gl |2 o — 2 2
ET el 21 T e T ~ 92  4n  4n
und folglich
C 4Cn
su )

Insgesamt erhilt man damit

A\ 4Cn h\ "
— = < R - -
|grad(q)k(7:1?n) q)ko(-7$n))|07a,u =~ (4n) h ‘|‘ 20 (4n)

< (Cn”

mit einer von n unabhéngigen Konstanten C. Fiir die 1-a-Héldernorm der Diffe-
renz der Grundlésungen ergibt sich zusammen mit der gleichméfigen Beschrankt-

heit der beiden anderen Summanden aus (2.18)
||(I)k(7xn) - (I)ko('vxn)Hl,oz,E S Cn”

fiir eine geeignete Konstante C. [ |

Das folgende Lemma erlaubt es, die Grundlésung der Helmholtzgleichung bei re-
eller Wellenzahl durch Superpositionen von ebenen Wellen beliebig genau zu ap-
proximieren, was spater bei der Behandlung des inversen Problemes Anwendung

finden wird.
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Lemma 2.29 Es geniige D den allgemeinen Voraussetzungen, und v € C*(D) N
CYD) sei Lésung der Helmholtzgleichung 2u reeller Wellenzahl k. Auferdem be-
zeichne

u'(z;d) := =D d e Q

und

V= span{u'(.,d)|d € Q},
wobei Q= {x € R® | || = 1}. Dann existiert eine Folge (¢,)new C V. mit

¢, — u, grad ¢, — grad v firn — oo

gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von D.

Beweis: Siehe [K2] Lemma 10.4, oder auch [CK2] Theorem 5.4 und 5.5.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll noch ein Resultat erwédhnt werden, welches
es gestattet, zu einer vorgegebenen Wellenzahl Gebiete anzugeben, wo diese kein

Eigenwert des inneren Dirichletproblems zur Helmholtzgleichung ist.

Lemma 2.30 Sei (& ein beschrinktes Gebiet mit Durchmesser d = diam G und
u € C*G)N C(G) eine Lésung der Helmholtzgleichung zur Wellenzahl k in G
mit Randbedingung u = 0 auf 0G. Gilt

1
d<lInl1l
<n(+2|k|2)’

soistu=01inG.

Beweis: Lemma 3.26 in [CK1].



3. Das direkte Randwertproblem

In diesem Kapitel wird fiir das Transmissionsproblem zur Helmholtzgleichung zu
zwei verschiedenen Ubergangsbedingungen auf dem Rand die Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen untersucht. Dabei kommen Integralgleichungsmethoden

zum FEinsatz.

3.1 Problemstellung

Zunichst werden die beiden Randwertprobleme in der fiir die Behandlung von

Existenz und Eindeutigkeit relevanten Form definiert.

Definition 3.1 (Resistives Problem (PR))
Gegeben sind k, ko, pr, o € €\ {0} mit p 4 po # 0 und Im(k) > 0,Im(ky) > 0,
sowie g € C**(9D), \,1/\, f € CY*(9D) mit a € (0,1).

Gesucht ist ein Paar (u,v) mit

u € CHR*\D)nCYR’\ D), (3.1)
v € C*D)ynCYD), (3.2)
Au+ku = 0in ]RS\E, (3.3)
Av+kijv = 0in D (3.4)
unter den resistiven Randbedingungen

u—v = )\g—Z—I—faufaD, (3.5)

Ju Jv
Hg, ~Hig o =9 auf 0D . (3.6)

31
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Auferdem erfille u die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)

lim r (g—u — @ku) =10 (3.7)

r—00 r

gleichmdfsig in alle Richtungen & = x/r,r = |z|.

Eine dhnliche Aufgabe, die einer Kombination aus einem Transmissions- und ei-
nem Impedanzproblem entspricht, ist durch folgende Definition gegeben. Um die
Existenz und Eindeutigkeit dieses Problemes mit den hier verwendeten Methoden
untersuchen zu kénnen, ist es moglich, etwas geringere Regularitdtsanforderungen

an die Parameter zu stellen als beim vorangegangenen resistiven Problem.

Definition 3.2 (Konduktives Problem (PK))
Gegeben sind k, ko, pr, o € €\ {0} mit p 4 po # 0 und Im(k) > 0,Im(ky) > 0,
sowie A\,g € C**(9D), f € CH*(9D) mit a € (0,1).

Gesucht ist ein Paar (u,v) mit

u € CQ(IRS\E)HCI(]RS\D), (3.8)
v € CQ(D)HCI(E), (3.9)
Au+k*u = 0in ]RS\E, (3.10)
Av—l—kgv = 0inD (3.11)

unter den konduktiven Randbedingungen

pu — pov = f auf D, (3.12)
Ou _0v = du+g aufdD. (3.13)
dv v

Auferdem erfille u die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)

lim r (g_u — @ku) =0 (3.14)

r—00 r

gleichmdfsig in alle Richtungen & = x/r,r = |z|.
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3.2 Existenz und Eindeutigkeit beim Transmissions-

problem mit resistiven Randbedingungen

In diesem Abschnitt werden erst einige Bedingungen angegeben, die Findeutigkeit
des resistiven Problems (PR) garantieren. Anschliefend wird mittels Integralglei-

chungsmethoden eine Existenzanalyse durchgefiihrt.

Satz 3.3 Das resistive Problem (PR) besitzt hochstens eine Losunyg, falls

T. ko 1.2
Im(k%@) > 0,
Im (kEZ) > 0, (3.15)
Im (kMy)) > 0, firalley € dD.

Beweis: Wegen der Linearitit gentigt es, das homogene Problem f = ¢ =0 zu
betrachten und fiir dieses zu zeigen, dafl es nur die triviale Losung besitzt. Unter

Ausnutzung der resistiven Randbedingungen (3.5), (3.6) ergibt sich

2 Jap ov ov
7 Ju\ du — ou\ Ju

R o Ov) W00 g (o, X7 po v
QQD[k( —I—)\,uaz/),uaz/ (v—l_)\ﬁ y)p@z/d

= —%/ lk@{v&@—l— (grad v,grad ©)} — E@{ﬁﬂv + (grad v, grad v)}] dx +
ol 7 i
t —\ |po|?* Ov 0T
—= kA — kA ——
2 8D( ) |p|? Ov Ov i

S [(—kk_f@ —I—Ekg@) [v]? + (k@ —_@) | grad v|2] dx +
2D fi [ [
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: =\ lmol? |90 [*
—— EX — kA —
2/8D( ) |p)? |Ov

= Im (Ekgﬂ)/ lv|*dz 4+ Im (k@)/ | grad v|*dx +
© ) Jp i) Jp

vl
% dS.

+ Im(m)|“0|2
oD |pf?

Unter der Voraussetzung (3.15) ergibt sich

Jau
— >
Im(k/aDuade) >0

und daraus mit Folgerung 2.15 des Rellich-Lemmas u = 0 in IR® \ D, folglich
u = 0u/dv =0 auf D und mit den Randbedingungen (3.5), (3.6) v = dv/dv =
0 auf dD. Der Darstellungssatz 2.12 liefert dann auch v =0 in D. [ ]

Ein weiteres Eindeutigkeitsresultat 188t sich unter direkter Ausnutzung des Rellich-

Lemmas erzielen.

Satz 3.4 Das resistive Problem (PR) besitzt hochstens eine Losunyg, falls

Re(k) # 0,
Re(k)lm(%lg_g) > 0, (3.16)
Re(k)Im (Z) > 0,
Re(k)Im (A(y)) > 0, firalley € 0D.

Beweis: Sei R so gewihlt, daB D C B(0, R), und sei Gp := B(0,R)\ D.
Qr bezeichne die Sphiare mit Radius R und n die duflere Normale an Gr. Man
betrachtet wieder das homogene Problem f = ¢ = 0. Dann gilt fiir eine Losung u

von (PR) unter Ausnutzung der Greenschen Formel und der Randbedingungen

/ [|grad ul* — k2|u|2] dv =
GRr

= /GR [(grad u,grad @)+ (Au) 7] dx

_Ju
= /aGR ua—nds
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= / u@ds—l— ﬂa—uds
8

D On Qr On
ou ou
= "™ e ™
_ o OV o Ov Ju
aD(v+ ﬁ@z/),uaz/s—l_ u@rs

Bildung des —2:-tfachen Imaginarteils liefert

4i Re(k) Im(k)/ e =
GRr
. o v |110]” ~|Ov
= 21 s | 4 2i0 py e
S ( 7 /8D v ) + | ]2 o /8D Jdv

2
ds) +

Unter Ausnutzung der Sommerfeldschen Endlichkeitsbedingung v = Q(r™!) (ver-
gleiche (2.2) in Satz 2.13) und der (SAB) ergibt sich

(2 n) = e,

(%_M) — oY)

Ju ouw , 5
ua U= o(r=*) + 2¢ Re(k)|ul”.

und damit

Daraus folgt

ou ou . 2
/ [ug _UE] ds = 21 Re(k)/QR |u|*ds +o(1), R — oo.

Insgesamt erhdlt man

of1) = AiRe(k)Im(k) [ fuf*d 2 Im(”o / @ds)+

Gr s b v

9 2
—2 o] Im / by @
1] 9D

ov

ds) + 2 Re(k)/ lul*ds, R — oo.
QR
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Nach Multiplikation mit Re(k)/2¢ und Verwendung von

dv
v—d :/ d v —E|*) d
/81) s D(|gra v| 0|v|) T

D Ov

ergibt sich daraus

o(1) = 2(Re(k))*Im(k) /GR |u|* dz — Re(k) Im (%/D | grad v|2d:1;) +

9 2
+ Re(k) Im @kg/ lv]* dx | — Re(k) [l Im / A ds| +
pooJo |l oD

-%ahkaZJQ lu|*ds, R — oo,

@
ov

Im Fall Im(k) > 0 erh&lt man mit der Voraussetzung (3.16)

| JuPdz =o(1), k= oo,

GRr

folglich v = 0 in R?\ D.
Ist Im(k) = 0, so gilt mit Voraussetzung (3.16)
/|W%:$%Rﬁm,

R

woraus mit dem Rellich-Lemma 2.14 u = 0 in R® \ D folgt. Mit dem Darstel-

lungssatz 2.12 ergibt sich dann zusammen mit den Randbedingungen (3.5), (3.6)
auch v =0 1in D. ]

Bemerkung 3.5 Falls Re(k) = 0, so folgt aus dem Beweis von Satz 3.4

(m>=—m{%@mwwWMQ+

2 2
_|,u0| Im / X@ ds], R— .
| ) oD |Ov
Setzt man also
Re(k) =0,
0 1.2
Im (5243) 2 0. (3.17)
Im@)zo,
m
Im(X(y)) > 0, firalley e dD
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voraus, so erhalt man

/ lv]*dz =0
D

also v = 0in D und mit den Randbedingungen (3.5), (3.6) und dem Darstellungs-
satz 2.12 auch u = 0 in IR* \ D.

Nun soll die Existenz von Loésungen zum resistiven Problem (PR) untersucht
werden. Dazu sei vorausgesetzt, dafl Findeutigkeit des Problemes vorliegt. Dies ist
dann gesichert, falls eine der drei Bedingungen (3.15), (3.16) oder (3.17) erfiillt ist.
Analog zum Vorgehen in [KRo] und [Hel] sucht man die Lésung als kombiniertes

Einfach- und Doppelschichtpotential in der Form

) = [ P uty) 4 et st o € RO D 319

o) = [ {2 ) v et pasti)a € D, (319

wobei ¢, co € U geeignet zu wihlen sind und die Dichtefunktionen ¢ € C%*(9D),
Y € CY*(0D) zu ermitteln sind. Mit diesem Ansatz erfiillen v und v die Helm-
holtzgleichung und u zusétzlich die (SAB).

Sollen u,v den Randbedingungen (3.5), (3.6) geniigen, so miissen ¢ und ¢ das

folgende Integralgleichungssystem ertiillen

0
of = 2u—20— 225"
v
= (polp — pKyy = MoTe)th + (¢S — oSk, — AcKp)p +

+(p + po) 1Y + Al (3.20)
Ju Jv
29 = 2u— — 29—
g Fov ~ M
= ppo(Tr — Tio ) + (eu Ky — copo Ky, ) +
—(pe + poco)l o, (3.21)
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das sich aus den Sprungbeziehungen fiir das Einfach- und Doppelschichtpotential
(siehe Satze 2.17, 2.18, 2.19, 2.20) ergibt.

Anwendung des injektiven Operators Sy (sieche Bemerkung 2.23 ¢) auf (3.20) ergibt
unter Ausnutzung der Regularisierungseigenschaft ST = K? — [ (siehe (2.10) aus
Satz 2.22)

25, = [,UOSOKk — S0 Ky, — ApoSo(Ty — To) — )\,UOI(Q + (p+ ,Mo)So] P+

+S0(eSk — oSk, — AcK} + Ael ) + Aol (3.22)
Mit

My, = poSoKy — ppSo Ky, — ApoSo(Ty — To) — MioK? + (g + 10) S0,
My = So(cSy — coSk, — AcK} + Ael),
My = ppo(Ty = Th,),
My, = cpKj — co,uoK,’g0 ,

My My,

M= (i)
My My
' 0 —(pe+ poco)!

1aBt sich das System in der Form
L(¢) + M(¢) = (QSOf) , (3.23)
¢ @ 29

M : C(dD) x C(dD) — C(dD) x C(aD)

schreiben. Der Operator

ist kompakt, da jede Komponente dies nach Satz 2.22 ist. Auflerdem ist L be-
schréankt invertierbar, wenn man ¢, ¢g so wahlt, dafl pe 4 poco # 0 gilt. Man kann

also auf L + M die Riesz-Theorie anwenden.

Seien ¢, 1 stetige Losungen von (3.22), (3.21). Dann folgt wegen der Abbildungs-

eigenschaften der Integraloperatoren nach Satz 2.22

0 € CY(ID), € CH(9D),
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da f,\,+ € C**(dD) und g € C**(AD).

Hieraus ergeben sich die notwendigen Regularitatseigenschaften fiir v und v. Es

geniigt also, nach stetigen Lésungen des Integralgleichungssystems zu suchen.

Fiir die Anwendung des Rieszschen Satzes 2.1 ist zu zeigen, dafl der Nullraum von
L 4+ M trivial ist. Seien ¢,¢» € C(9D) Losungen von (3.23) mit verschwindender
rechter Seite. Wegen der Injektivitit des Operators Sy erfiillen dann ¢, ¢ € C(9D)
auch das System (3.20), (3.21) mit homogenen rechten Seiten. Man definiere zu
diesen Dichten u und v gemaf (3.18), (3.19) (wegen der vorausgesetzten Eindeu-
tigkeit von (PR) ist dann (u,v) = 0) und

0 = [ {m B )+ ettt past). « € 10D,

V) = [ {5 )+ et st « € 10D,

Dann stimmen U mit « im Auflengebiet und V mit v im Innengebiet iiberein und

verschwinden dort, insbesondere gilt also auf 9D

_ou, oV

Wegen der Sprungbeziehungen fiir das Einfach- und Doppelschichtpotential (siehe
Satze 2.17, 2.18, 2.19, 2.20) gilt auf 9D fir U und V

Up =U- = potb,
A N
oU,. AU
v o T
vy  oV.
o T

Daraus folgt dann
pU_ 4+ poVy = 0 auf 9D,

10U_ 1 oV,
- -1 = foD.
c Ov co Ov 0 anf o
Definiert man nun
1 _
a = —VinR’\ D,
Co

1
v = —=Uin D,
¢
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so ist das Paar (u,v) Losung des homogenen Transmissionsproblems

=g

€ CYR*\D)NCYR*\ D),
c C*(D)yncY(D),

<

Au+kia = 0inR*\ D,
AD+ kD = 0in D,
pocott — pev = 0 auf 9D,

Jdu  0Ov

——— = 0OaufdD.

v Ov o
Weiterhin erfilllt @ die (SAB)

. [

Tll)rglor (E - zkou) =0.
Dieses Transmissionsproblem ist ein Spezialfall des konduktiven Problemes (PK)
mit verschwindender Impedanz A\. Wahlt man jetzt ¢/co € C so, daB

kol £ € R und ko= S Im(k2) > 0
Ho Co Ho Co
gilt, dann erfiillen die Parameter die Bedingung (3.24) aus dem noch folgenden
Satz 3.7 {iber die Eindeutigkeit beim konduktiven Problem. (Man beachte, daf}
duflere und innere Wellenzahl vertauscht sind und g durch pocy sowie po durch
pe zu ersetzen sind.) Die zusétzliche Forderung pe + poco # 0 1d8t sich durch
Multiplikation von ¢/cy mit einem geeigneten positiven Faktor erreichen. Fiir
das obige Transmissionsproblem liegt dann eindeutige Losbarkeit vor, d.h. @ =
0in R°\ D und & =0 in D, also U =V = 0 in IR®. Mit den Sprungheziehungen
ergibt sich
= ¢=0aufdD.

Aus der Riesz-Theorie folgt damit die beschrénkte Invertierbarkeit von L+ M. Da

v und v stetig von den Dichten ¢, ¢ abhéngen, gilt zusammenfassend der Satz:

Satz 3.6 Besitzt das resistive Problem (PR) hochstens eine Losung, so ist es
korrekt gestellt, d.h. fir alle

f €™ (D), g € C*(aD)
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evistiert genau eine Losung (u,v) von (PR). Sei zusdtzlich
fn € CY*(AD), g, € C**(OD)
mit Losungen (tn,v,) von (PR) und

||fn—f||0073D - 07 n— oo,

lgn = gllocop — 0, n = o0,

so gilt
|ur, — t||oox — 0, n— o0,
| grad(u, — u)||eox — 0, n — o0,
||vn—v||OO7Ko - 07 n—oo,
| grad(v, — v)||co g, — 0, n — o0,

wobei K C R*\ D und Ko C D beliebige kompakte Mengen sind.

3.3 Existenz und Eindeutigkeit des Transmissions-

problems bei konduktiven Randbedingungen

In diesem Abschnitt sollen die Resultate fiir das Transmissionsproblem bei kon-
duktiven Randbedingungen zusammengestellt werden. Eine ausfithrliche Darstel-
lung findet sich in [Hel]. Die dort benutzten Methoden entsprechen genau denen
des vorangegangenen Abschnittes, wobei allerdings jetzt bei der Existenzanalyse

auf eine Regularisierung verzichtet werden kann.

Satz 3.7 Das konduktive Problem (PK) besitzt hochstens eine Losung, falls

Im (FEE2) > 0,
Im (k) > 0, (3.24)
Im k)\(y)) > 0, firalleyedD
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oder

oder

=
D
—~~
Eonl
~—
Il

AV AVAR Y

Y
Y

Y

0
0
0
0

(AVARAVARAVAR 'S

Y

Y

0
0
0
0

, fir alle y € 0D

, fir alle y € 9D

(3.25)

(3.26)

Beweis: Zum Beweis siehe [Hel] Satze 3.3, 3.5 und die Bemerkung zu Satz 3.5.

Satz 3.8 Besitzt das konduktive Problem héchstens eine Losung, so ist es korrekt

gestellt, d.h. fir alle

f€CH(AD), g € C*(aD)

evistiert genau eine Losung (u,v) von (PK). Sei zusdtzlich

fo € C(0D), g, € C*(OD)

mit Losungen (tn,v,) von (PK) und

||fn—f||0073D - 07 n— oo,

lgn = gllocop — 0, n = o0,

so gilt

||un_u||oo,f( -
l grad(tn — w)loesc —
[on = Voo cy —

[ grad(vn = v)lloc i, —

wobei K C R*\ D und Ko C D beliebige kompakte Mengen sind.

n — oo,

n — oo,

n — oo,

n — oo,
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Beweis: Die ausfiihrliche Darstellung findet sich in [Hel]. Hier soll nur kurz auf
die Losungsdarstellung mittels kombiniertem Fintach- und Doppelschichtpotential-

Ansatzes eingegangen werden. Dieser hat die Form

o) = [ TR+ cula ot | (o). € R (32)

o) = [ {22000 4t el stz e D @29

Dabei ergibt sich fiir (¢, ¢) aus den Randbedingungen (3.12), (3.13) das folgende

Integralgleichungssystem

(14 po) + (Ky — oKy, )1 + (peSe — pocoSky ) = 2f,
(et co)p — (Th — Tiy )t — (cK} — coKp ) + A[(K 4+ 1) +eSe] = —2¢

(M) = () o2

e —(uKy = poKy,)  —(peSyk — pocoSk,)
N (Tk — Tko) — )\[X’k (C[(]/g — COI(]/CO) — )\CSk

beziehungsweise

mit
(3.30)

und

(k+po)l 0
E= ( Al (c+ co)]) ’ (3:31)

wobei E fiir ¢ 4 ¢o # 0 invertierbar und A ein kompakter Operator ist. Es kann
folglich die Riesz-Theorie angewendet werden und bei geeigneter Wahl von ¢, ¢y

gezeigt werden, dafl das Problem korrekt gestellt ist. [ ]

Bemerkung 3.9 Unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes gilt

auch

|tr, — t|l1,06 — 0,0 — o0

fiir eine beliebige kompakte Menge K C IR*\ D. Dies folgt mit der Abhéngigkeit
von den Dichten aus der Stetigkeit der zweiten Ableitungen der Grundlésung ®
auf K x 0D.
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3.4 Formulierung des Randwertproblems als Streu-

problem

In diesem Abschnitt soll das Randwertproblem in der Form formuliert werden,
wie es fiir die Behandlung des inversen Problems relevant ist. Es sei vorausgesetzt,

daBl A, k, ko Existenz und Eindeutigkeit gewahrleisten. Fs bezeichne
ui(z) = ui(e;d) = "D deQ, O :={z e R*||z| =1}

eine einfallende ebene Welle mit Wellenzahl k. Im weiteren wird die Richtungs-

abhéngigkeit d nicht immer mit angegeben.

Definition 3.10

Beim konduktiven Streuproblem sucht man eine Losung (u®,v) von
w' € CHR’\D)nCYR>\ D),
v € C*D)nCYD),

Au’ + kv’ = Om]RS\E,
Av—l—kgv = 0inD,

put — pov = —pu' auf 0D,
ou®  Ov s Lo
5 "9, = Au —I—)\u—ay auf 0D .

Auferdem erfille v® die Sommerfeldsche Ausstrahlunsbedingung (SAB).

\ Auf + Eu =0
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Auch hier wird zuweilen die Abhéngigkeit der Losung (u®,v) von der Einfallsrich-
tung d der die Randbedingung festlegenden einfallenden ebenen Welle in der Form
(u®(.,d),v(.,d)) gekennzeichnet. Das oben definierte Streuproblem ist dquivalent
zum konduktiven Randwertproblem (PK) in dem Sinne, daff fiir eine Losung
(u,v) von (PK) zu homogenen Daten f = g = 0 das Paar (u®,v) mit u® := u — v’
Losung des Streuproblems (zur gleichen Einfallsrichtung d) ist. Umgekehrt erhilt
man aus einer Losung (u®, v) des Streuproblems eine Losung (u, v) des homogenen

Randwertproblems durch u := u® + ul.



4. Das inverse Streuproblem

In diesem Kapitel wird die Eindeutigkeit des Streugebietes aus der Kenntnis der
Fernfelder des Streufeldes zu allen einfallenden ebenen Wellen untersucht. Die
betrachteten Streugebiete sollen wieder einen C'?-glatten Rand haben. Zusatzlich
wird vorausgesetzt, daf} die &uflere Wellenzahl k reell ist und das konduktive Streu-
problem korrekt gestellt ist. Hinreichende Bedingungen dafiir an k, ko, A, g, o sind
in Satz 3.7 angegeben.

Im ersten Abschnitt werden Hilfssétze formuliert und bewiesen, im zweiten Ab-

schnitt dann das eigentliche Eindeutigkeitsresultat nachgewiesen.

In Lemma 4.1 wird aus der Annahme, dafl zwei Streukérper bei einfallenden
ebenen Wellen gleiche Fernfelder liefern, eine Ubereinstimmung der Streufelder

bei singularer Quelle abgeleitet.

Unter Ausnutzung der fiir den Raum €y nachgewiesenen Figenschaften und der
korrekten Gestelltheit des konduktiven Problems wird in Lemma 4.2 die Innen-
16sung auf einem Kompaktum erst durch die Randdaten in der oco-0-Norm ab-
geschatzt und fiir eine Klasse von Streuproblemen mit singulérer Einfallswelle in

Folgerung 4.3 die gleichméfige Beschranktheit fiir diese Randdaten bewiesen.

In Lemma 4.4 wird fiir ein eindeutig l6sbares inneres Dirichletproblem die Lésungs-
darstellung mittels Doppelschichtpotential benutzt, um fiir die Neumanndaten
auf einem Randstiick eine Abschatzung durch die Dirichletdaten, ausgewertet
beziiglich der 1-a-H6ldernorm auf einem grofleren Randstiick, und beziiglich der

oo-Norm auf dem Rest des Randes zu gewinnen.

Im Eindeutigkeitssatz 4.5 wird dann aus der Annahme der Existenz zweier ver-
schiedener Streukérper mit identischen Fernfeldern ein Widerspruch hergeleitet.

Es wird eine Folge von Punktquellen betrachtet, die gegen ein Randstiick des

46
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einen Streukorpers, welches im Auflenraum des anderen liegt, strebt. Auf diesem
Randstiick untersucht man eine Kombination der Grundlésung und ihrer Norma-

lenableitung.

Eine direkte Auswertung ergibt fiir diese Kombination ein Verhalten der Ord-
nung O(n) bzw. O(n?), wobei n dem reziproken Abstand der Punktquelle zum
Rand entspricht. Fiir die Ableitung eines Widerspruchs wird die Kombination
der Grundlésungen unter Ausnutzung der Randbedingungen durch die Loésung
des Streuproblems ausgedriickt und eine obere Schranke konstruiert, fiir die man
bei Anndherung der Punktquelle an den Rand ein Verhalten der Ordnung O(n®)
mit o € (0, 1) nachweist. Dabei wendet man die Hilfssétze des ersten Abschnittes
auf geeignete Randstiicke an und benutzt, da} das Streuproblem beziiglich des

zweiten Streukorpers korrekt gestellt ist.

4.1 Hilfssatze

Lemma 4.1 Seien Dy, Dy zwei Streugebiete derart, dafy die Fernfelder zu beiden
Streukérpern fir alle Einfallsrichtungen ebener Wellen bet fester Wellenzahl k
tbereinstimmen. G bezeichne die unbeschrinkte Komponente von ]RS\ (D_1U D_z)

und T set aus (.

Betrachtet man die Lésung (w?,v;) j = 1,2 des Streuproblems mit singuldrer

Finfallswelle ®(., 1)
Aw? + kw? = 0 R\ D,
Av]‘ —|— kéjvj = 0 ZTL D]‘ 5

Iuw; — Mo, V5 = —,uCI)k(,:Z') auf aD]‘,
dwt O, . (., 7)
wobei w? die (SAB) erfiillt,

so gilt

S S
wi = w; auf G.

Beweis: Man wihlt ein C'?-glattes Gebiet D so, dai IR*\ D zusammenhéngend
ist und D; U Dy C D, sowie & ¢ D gilt. Nach Lemma 2.29 existiert eine
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Folge (¢n)nen C V := span{u'(.,d)|d € Q} mit

Gn — (I)k(v ‘%) ’
grad ¢, — grad ®x(.,7)
fiir n — oo gleichmiéfig auf D; U D, als kompakter Teilmenge von D. Da die

¢n Linearkombinationen ebener Wellen sind, stimmen die zugeh6rigen Streufelder

¢, und g, , als Lésungen von
NG+ K, = 0 R\ D,
Avm]‘ —|— kéﬂ)nd = 0 in D]‘ 5

aqi . v, ; . aqn
91/7] - 31/7] = Ay T Ai¢n — 20 auf 9D

(7 =1,2; n € IN) auf G iiberein. Wegen der korrekten Gestelltheit des Problems

und

fiir n — oo gleichmaflig auf dD; (5 = 1,2) folgt
Gy = whn 20

gleichméfiig auf kompakten Teilmengen von G. Da dort ¢, ; = ¢, , gilt, folgt die
Behauptung. [ ]

Der folgende Hilfsatz gestattet zusammen mit einer Folgerung eine gleichméBige
Abschétzung der Innenlésung des konduktiven Streuproblems bei singulérer Ein-
fallswelle, deren Quelle sich dem Rand des Streugebietes ndhert. Dazu wird zuerst
die Losung im Inneren des Korpers geeignet durch die Randdaten abgeschétzt,

und fiir diese dann die gleichméfige Beschrianktheit nachgewiesen.

Lemma 4.2
Sei D ein Gebiet mit C*-glattem Rand und xz* € 9D, sowie S eine kompakte
Teilmenge von D mit dist(S,z*) > 0. Weiter seien
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u € CHR*\D)nCYIR®\ D),
v € CHD)ynCY(D),

maut

Au+ ku = Om]RS\E,
Av + kgv = 0mD
und v erfille die (SAB). Bezeichne

f = pu—pov auf oD,
g = a—u—@—)\u auf 0D .
v v

Dann gibt es eine Konstante C = C(9dD, S) so, dafi

[0l[o,s < C([[flloc0 + [9lloo0) 5 (4.1)

wobei ||.||s.0 die in Satz 2.7 eingefihrte Norm auf dem Co(0D) bezeichnet.

Beweis: Man stellt die eindeutige Losung des Randwertproblems in der Form

o) = [T i)+ culonolo) | o). € BT,
o) = [ PRt 0) 4 ool st € D

dar (vergleiche den Beweis zu Satz 3.8), wobei ¢» € C*(9D) und ¢ € C**(9D)
das eindeutige Losungspaar des Integralgleichungssystems (3.29) ist. Der in (3.31)

definierte Operator F hat unter den angegebenen Voraussetzungen die Inverse

1
E-1 = ( u-l—uo] 0 )
—)\ ] 1 ] .
(utmo)(cteo) ™ cteo

Definiert man den Operator V := —E~'A, wobei der Operator A gemif (3.30)
gegeben ist, so ist das Integralgleichungssystem (3.29) dqivalent zu

a+vy (V) =2 (1), (12)

¥ -9
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Der Operator
A Co(aD) X Co(aD) — Co(aD) X Co(aD)

ist nach Bemerkung 2.23b) kompakt und auBerdem ist
E_l : Co(aD) X Co(aD) — Co(aD) X Co(aD)

wegen der Stetigkeit von A beschrankt.
Folglich ist V' kompakter Operator von Cy(9D) x Co(dD) nach Co(0D) x Co(ID).

Wegen der eindeutigen Losbarkeit im Raum der stetigen Funktionen folgt aus
der Fredholmschen Alternative zuerst auf das Dualsystem (C(9D) x C(9D),
C(0D) x C(9D)) und dann auf das Dualsystem (C(9D) x C(9D),Co(0D) X
Co(OD)) (vergleiche Satz 2.9) angewendet:

0 = dimN (]—I— V|O(8D)><C(8D))
= dimN (] + V/|C(8D)><C(8D))
= dimN (]—I- V|OO(8D)><CO(8D)) :

Aus der Riesz-Theorie folgt dann die Beschranktheit des Operators (1 + V)_l von
Co(OD) x Co(0D) nach Co(dD) x Co(0D), so daB fiir eine geeignete Konstante
C gilt

[9]]se.0 + lellcc0 < C | fllse0 + lgllec0) - (4.3)

Diese Abschatzung fiir die Dichten soll nun benutzt werden, um das gewiinschte

Resultat fiir das Potential abzuleiten.

A

Dazu sei nun ein Teilstiick A
des Randes 0D so gewihlt,
daf3 «
dist(S, 0D\ A) > 0,
dist(A,2") > 0.

gilt.

Fir x € D gilt
v(e) = (D)) + co(€ ) (), (4.4)
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wobei D bzw. £ den Operator fiir das Doppelschicht- bzw. Einfachschichtpotential
(zur Wellenzahl k) bezeichnet.

Wegen der Abschitzung (2.3) in Satz 2.17 fiir das Einfachschichtpotentials durch
die Randdaten gilt nach Lemma 2.26 b)

1€ ¢lloe.s < Cllllloco + lelloon} = Cllelloco

und analog wegen (2.4) in Satz 2.19 fiir das Doppelschichtpotential

1D ¥ loc,s < CLl[P Moo + [[#]oon} < Clllloc0

wobei hier der positive Abstand von A und z* in Verbindung mit Lemma 2.8 a)

ausgenutzt wurde, um die co-Norm auf A gegen die co-0-Norm abzuschétzen.

Insgesamt ergibt sich nun mit (4.3) und (4.4)

[0lloes < Cllellseo + 1e]loc0)
< Cl[fllso0 + llglloc0) -

|

Folgerung 4.3 Seien D, =*, S wie in Lemma 4.2, sowie h > 0 so, daf$ die Strecke
L:=A{«"+dhv(z™) | 9 €[0,1]}

positiven Abstand zu S hat. Es seien uz € C*IR*\ D) N CYR>\ D), v; €
CYD)N CYD) Lésungen der von ¥ € L abhéingigen konduktiven Streuprobleme
mit singuldrer Einfallswelle ®i(., %) zum Gebiet D

Auz + kuz = 0inR*\ D,

Avi,—l—kgvi, = 0inD,

puz — povy = —p®r(., ) auf 0D, (4.5)

6ui, 81)5, 8<I>k(, N)

Auferdem erfille uz die (SAB).

= )\ui, + )\(I)k(,i') —

Dann gibt eine Konstante C so, dafs

;= gy (-, )| o5 < C fiir alle & € L. (4.7)
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Beweis:

Man betrachtet das Resultat des Lemmas 4.2 fiir

vo= vz — Py (., 3),

u = Uz.

Offensichtlich gentigen die so definierten u, v den Regularitétsforderungen und

den Helmholtzgleichungen aus Lemma 4.2. Fir die dort vorkommenden Gréfien

f, g erhalt man mit den Randbedingungen (4.5) und (4.6)

f — fi’ = puz— ,Uo(vi’ - (I)ko(‘“%))
= 40Py (- 2) — p®i(., 1),

o 8ui, 6(1;5,—(1)%(.,:%)) )
9=9 = v v Atz

= ADL(,7) + a% (s, (., ) — Bi(., 7)) .

Wegen der C'2-Glatte des Randes existiert eine Konstante M (vergleiche [KiK])

mit

|lv — 2| < Mz — 7|

fiir alle # € L und alle € dD. Folglich gilt

und

[(x —a") fa(2)] < Mo —2f |po®x (2, 2) — pPs(z, )|
M tho|lz—2| tk|lz—z|
S . (Joc + Jue )
< M, fur alle 2 € L und alle x € 9D,

MM@)| e — 2] [®r(z, #)| + |v — 27 5

) Ha(q)k(7 ) - (I)ko('7 ))
Jv

O(Pp(x, ) — @ko(x,i;))‘

M
M
47T|| [FEY>

tk|z—z|

+ (diam D

€

00, @D XL
M, fur alle 2 € L und alle z € 9D .
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Dabei wurde von der Stetigkeit der Exponentialfunktion und der gleichméafigen
Beschranktheit der Normalenableitung der Differenz zweier Grundlésung (Lemma

2.28a)) Gebrauch gemacht. Damit hat man also Abschatzungen

| fallooo < My, ||g3||oc0 < Mo

mit von & unabhingigen Konstanten M; und M,.

Das vorangegangene Lemma 4.2 liefert dann die behauptete Abschéatzung

IA

C(|1fz]c0.0 + [|92]00.0)
C(My + M,)

||vi’ - (I)ko('v *%)HOO»SV

IA

< (C furallexz € L.

|
Aus der Theorie der Helmholtzgleichung folgt fiir das innere Dirichletproblem,
daf} sich die Losung im Falle der eindeutigen Losbarkeit als Doppelschichtpo-
tential darstellen 1a8t, wobei die Dichte einer entsprechenden Integralgleichung
gentigt. Satz 2.20 liefert dann eine Abschétzung fiir die Neumanndaten der Losung
durch die 1-a-Héldernorm der Dichte. Interessiert man sich fiir eine Abschatzung
der Neumanndaten nur auf einem Teilstiick des Randes, so bendtigt man die
l-a-Holdernorm der Dichte auch nur auf einem (etwas grofieren) Teilstiick, auf
dem Rest des Randes geniigt die Kenntnis der oo-Norm der Dichte. Mit einer

Abschétzung fiir die Dichte durch die Randdaten erhalt man genauer das Lemma:

Lemma 4.4 Sei ¥ ein Gebiet mit C*-glattem Rand 9% und ©' C 9% ein Teilstiick,
sowie f € C(IX) mit fler € CH*(0). Das innere Dirichletproblem
Av—l—kgv = 0inX,
v = [ auf 0%

habe die eindeutig bestimmte Losung v. Sei T C © mat dist(T,08 \ ©') > 0.
Dann gibt es eine Konstante C = C(0',T) so, daf

9
Ha—z < C Al Mooss + 1 fl1aer} -

00, T
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Beweis: Aus der eindeutigen Losbarkeit folgt die korrekte Gestelltheit des in-
neren Dirichletproblems und die Losung 148t sich darstellen als Doppelschichtpo-

tential

oto) = [ o e i),

wobei 1 € C'(0Y) die eindeutig bestimmte Losung der Integralgleichung

b — Kb = —2f (4.8)

ist, und K = K}, den in Definition 2.21 eingefiihrten Integraloperator bezeichnet.
Wegen der korrekten Gestelltheit des Problems ist (I — K)~' ein beschrankter
Operator von C'(9%) nach C'(9Y), es gibt also eine Konstante C mit

[ loc,02 < Cllffloo,0m - (4.9)

Es seien nun Randstiicke I'y, 'y so gewéhlt, dafl

YcIycly,Cc® Cox
und

dist(Y,05\T1) > 0,
dist(T'y, 05\ T3) > 0,
dist(T,05\ ©') > 0.

Aus (4.8) und Anwendung des Lemmas 2.26 a) fiir den beschrankten Operator
K : C(0%) — C%*(9%) folgt

||77Z)||07OZ7F2

IA

1K l0.0r5 + 2| fllo,0r,
C{lIP ||oo,0x + 1[#]l 0,00} 4 2| fll0,0T
< C{|IYlcc,os + | flloo}

IA

wobei hier die Abschatzung (4.9) benutzt wurde. Wegen der Beschranktheit von
K : C%(0%) — C1'*(9%) erhdlt man mit den gleichen Hilfsmitteln und dem
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eben gefundenen Resultat

[Plhor < IKGlar, 4 2(fllher,
< Clldllos + 1Moo} + 201100
< Clldllcoos + 11 lhoer} -

Diese Beziehung fiir die Dichte soll nun benutzt werden, um die Abschiatzung
fiir das Potential v = D nachzuweisen. Nach (2.5) in Satz 2.20 gilt fiir den
Gradienten des Doppelschichtpotentials zur Dichte o € C'*(9Y)

|gradDolly 5 < cllofiaos,

insbesondere also auch ||grad Dolleor < ¢||o]|1,0.08, so daB sich mit Lemma
2.26 a) ergibt:
| grad Do r < C[[Y]loo,08 + [1¢]]1,0,r,

Zusammenfassend erhalt man

Jv
v < d vl
5], = B ol
< C{lI¢lher + [[¢lleoos}
< C Al llae + (1105}
mit einer Konstanten €' im Sinne der Behauptung. [ |

4.2 Eindeutigkeit des Streukorpers beim inversen
konduktiven Streuproblem
Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln ist es nun moglich, nachzuweisen, daf} die

Gestalt des Streukorpers beim konduktiven Problem durch die Fernfelder zu allen

Richtungen einfallender ebener Wellen eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.5 Seien Dy und Dy zwei Streuobjekte mit Wellenzahl ko1 beziehungsweise

koo tm Inneren und Wellenzahl k im Aufenraum, zu denen die Streuung ebener
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ewnfallender Wellen bei konduktiven Randbedingungen mit Koeffizienten p, po
und A; (3 = 1,2) gleiche Fernfelder liefert, d. h. fir alle d € Q gilt:
Uoo1(+r d) = Uso2(., d).
Weiter sei eine der beiden folgenden Voraussetzungen erfillt
a)  pog #Fpg=1,2,
b)  falls po; = p(fiir j =1 oder j = 2),
gelte Xj(x) # 0 fir alle x € 0D .

Dann gilt
D1 — DQ.

Beweis: Der Beweis wird indirekt gefithrt. Dazu wird angenommen, dafl D,
nicht in Dy enthalten ist. Es bezeichne (G die unbeschrénkte Komponente von
IR*\ (D; U Dy). (An dem Bild unten ist zu sehen, daf G nicht notwendig mit
dem Komplement von Dy U D, iibereinzustimmen braucht.) Dann existiert ein

2* € G\ Dy C 9Dy \ D,. Es sei
v(a*)

n
wobei h so klein zu wahlen ist, dafl die Verbindungsstrecke

L:=A{a"+dhv(a™)| 0 € [0,1]}

T, =2+ h

fiir n € IN, (4.10)

zwischen x* und x; positiven Abstand zu Dy hat und mit D; nur den Punkt z*

gemeinsam besitzt.

0D,
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Nach Lemma 4.1 gilt fiir Losungen der Streuprobleme
Aw? 4k, = 0in R\ D,
Avj, + kg,jvj,n = 0in D;,

pws, = HoVim = —pPr(,ws) aut 9D; (4.11)
a;”f’” - 8g$n = Nwl, + AP, 2,) — %f”) auf 9D;, (4.12)
(7 =1,2) auf G die Ubereinstimmung
w, = wy, =w;  firallen € IN.
Fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0 folgt
103 1100010802 < Ci fiir alle n € IN (4.13)

aus der korrekten Gestelltheit des Streuproblems beziiglich D,. (Das oben ein-
gefithrte h ist klein genug, damit dist(L, Dy) > 0 gilt. So ist sichergestellt, daf die
obigen Randbedingungen beztiglich Dy nicht singulér sind und somit fiir n — oo
Konvergenz der Streufelder wj,, und folglich auch gleichméfliige Beschréanktheit
vorliegt. Siehe dazu auch Bemerkung 3.9.)

Im weiteren bezeichne D := Dy, v, := v1,, ko := ko1, A := A1. Lemma 2.28b)
garantiert die Existenz eines Teilstiickes = C 9D N B(x*, ¢) und einer Konstanten
C' so, daf}

[ k(s ) = oo (1 2[4 = < O™ (4.14)

Es gilt dann fiir die 1-a-Héldernorm von v,, — :—Oq)ko(., x,) ausgewertet auf = die

folgende Beziehung

Up — i(I)ko( 7xn) S
Ho 10,2
S Up — ﬁQk( 7xn) —I_ ‘ﬂ‘ ||®k(,$n) - (I)ko('vxn)”lvaﬁ
Ho 10,2 Ho
H s
= —‘ (lwpllvoz+ 1Pk 2n) = ®ro (- 2a)l[1,0,2)
Ho
< | £l + o)
Ko
< Cyn®, (4.15)
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mit einer geeigneten Konstanten Cs. Dabei wurde von der Randbedingung (4.11)

und den Abschdtzungen (4.13) und (4.14) Gebrauch gemacht.

Es seien ® C Zund © C D
so gewahlt, dal © U © Rand der
Klasse C? eines einfach zusam-
menhéngenden Gebietes Y ist,
welches auflerdem so klein ist,
dafl nach Lemma 2.30 k2 kein Ei-
genwert des inneren Dirichletpro-
blems zu Y. ist. Dabei umfasse ©’

eine Umgebung von 2* beziiglich

oD.

Da das innere Dirichletproblem zum Gebiet ¥ korrekt gestellt ist erhalt man mit

Lemma 4.4 fiir die Normalenableitung von v,, — ;‘—Oq)ko(., x,,) in einer Umgebung
YT C O von x* die Abschédtzung

0
H_ (vn i(I)ko( 7xn)) S
v Ho oo, T
1 1
< O llog — —Pp, (- 20) + v — — Pk (-, 20) (4.16)
Ho 1,a,0/ Ho 00,0

Fiir den ersten Summanden auf der rechten Seite gilt nach (4.15) die Beziehung

< Cyn”, (4.17)

1,0,0'

vy — —®p ()

da O’ in = enthalten ist. Fiir den zweiten Summanden in (4.16) erhalt man mit

der Dreiecksungleichung

v, — iq)ko(.,xn) <
Ho 00,0
i
< Jon = B () oo + \1 _ %\ 100y - (418)

Dabei sind ||v, — @y (., 1) || 0,0 Wwegen der Wohlgestelltheit des konduktiven Streu-
problems beziiglich des Gebietes D nach Folgerung 4.3 und ||®y, (., .)

||oo,®><L wegen
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des positiven Abstandes von L zu O gleichméfig beschréankt. Fiir eine hinreichend

grofle Konstante C5 gilt also

v, — i<I>k0(.,:11;n) < (5 fir allen € IN.

00,0

Dies und (4.17) in (4.16) eingesetzt, liefert

2z

mit einer geeigneten Konstante (Y.

S C(ana + 03) S C4na 5 (419)

00, T

Unter Ausnutzung der anderen Randbedingung (4.12) erhilt man fiir die folgende

Kombination aus der Grundlésung und ihrer Normalenableitung auf 9D

p = pro OPy(., )

)\(I)k(,l'n)—l- =
Ho 81/

ows  Ov, p OPk(., )
— no_ _)\ 5 T TR TR

v v —I_,uo v
_ r9 N PR e 1 2
= L @) = O ln) = o o= ) -+ G

(4.20)

Die Normalenableitung der Differenz der Grundlésungen ist dabei nach Lemma
2.28 a) auf dem Randstiick T gleichméBig beschrinkt, ebenso das Streufeld w? und
dessen Normalableitung wegen der Wohlgestelltheit des Streuproblems beziiglich
des zweiten Streukorpers Dy (siehe Satz 3.8). A ist ebenfalls eine beschrankte
Funktion, so dafl sich zusammen mit der Ungleichung (4.19) die folgende Ab-
schatzung auf T ergibt

p— o OPx (., )
o v

< C+Cin® < Csn®, (4.21)
00, T

wobei (5 hinreichend groff zu wéhlen ist. Andererseits gilt aber

p— po 0Pp(x, @)
Fo I (x)
jr— po OPp(a™, x,)
fto Iv(z*)

47 sup (M) Pp(x, x,) +

zeT

> Ax AMa") (2, 2,) +
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eik|1’*—1’n| *

p— pov(z”) (z” —

— |\(z* n) ik|lz*—zn| 1 —iklz* — z,
oy + P e e (1 bl
T IV et TR 2://n)z;<x ) (1_%@)‘

{o n n

_ 2
_ eikh/n )\(l’*)% N I Iuo,“O (% . Zk%)‘ ‘

Fiir n — oo strebt der exponentielle Term gegen 1. Unter der Voraussetzung a)
geht der Betragsterm quadratisch gegen Unendlich. Ist hingegen y = p1o = po1, so
strebt wegen Voraussetzung b) der Betragsterm linear gegen Unendlich. In beiden
Féllen fiithrt dies auf einen Widerspruch dazu, dafl die betrachtete Kombination
aus der Grundlésung und der Normalenableitung in der Umgebung Y von z*
gemafl (4.21) durch Csn® mit @ < 1 beschrankt ist. Die Annahme, Dy sei nicht
in Dy enthalten, ist also falsch. Es gilt folglich

Dy C Dy und analog Dy C Dy

also

D1:D2.
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