
Zur Eindeutigkeitbeim inversen Randwertproblemzur Helmholtzgleichungbei konduktiven und resistivenRandbedingungen
Diplomarbeitvorgelegt vonThomas GerlachausBleicherode

angefertigtim Institut f�ur Numerische und Angewandte Mathematikder Georg{August{Universit�at zu G�ottingen1995



DanksagungHerrn Professor Rainer Kre� m�ochte ich f�ur die interessante Aufgabenstellungund seine wertvollen Hinweise und Anregungen danken.



Inhaltsverzeichnis1. Einleitung 22. Grundlagen 52.1 Funktionalanalytische Grundlagen : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52.2 Potentialtheoretische Grundlagen : : : : : : : : : : : : : : : : : : 143. Direktes Randwertproblem 313.1 Problemstellung : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 313.2 Resistives Problem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 333.3 Konduktives Problem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 413.4 Streuproblem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 444. Inverses Streuproblem 464.1 Hilfss�atze : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 474.2 Eindeutigkeit des Streuk�orpers : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55Literaturverzeichnis 61
1



1. EinleitungIn vielen Anwendungsgebieten treten inverse Problemstellungen auf. Dabei hei�enzwei Probleme zueinander invers, falls die Formulierung des einen Problems dasErgebnis bzw. die L�osung des anderen erfordert und umgekehrt. Als direktesProblem wird dabei meist das einfachere oder das Problem, mit dem man sichschon l�anger besch�aftigt, bezeichnet, das Gegenst�uck als dazu inverses Problem.Ein wichtiges Gebiet, in dem inverse Probleme zu �nden sind, ist die Streutheorie.Hierbei geht es darum, "verborgene\ oder nicht zug�angliche Gebilde (z. B. Tu-more oder Erd�ollagerst�atten) zu untersuchen, d. h. ihre Form und eventuell auchweitere physikalische Eigenschaften (z. B. elektrische Leitf�ahigkeit) zu bestimmen,und zwar anhand von Me�daten von Streufeldern zu bekannten einfallenden Fel-dern elektromagnetischer oder akustischer Wellen an zug�anglichen Stellen (beigeologischen Untersuchungen z.B. an der Erdober�ache).Im zeitharmonischen Fall f�uhrt dabei eine Abseparation des zeitlichen Anteils inder beschreibenden Di�erentialgleichung auf die Helmholtzgleichung. Die Eigen-schaften der Medien im zu untersuchenden Gebilde und seiner Umgebung sowieder Grenzschicht ergeben dann unterschiedliche Randwertprobleme zur Helm-holtzgleichung, zu denen die zugeh�origen inversen Probleme zu l�osen sind.Die Eindeutigkeit bei solchen inversen Streuproblemen ist sowohl von theoreti-schem Interesse als auch f�ur die Umsetzung in numerische Algorithmen.In der Literatur �ndet man zumBeispiel Eindeutigkeitsnachweise f�ur das Dirichlet-und Neumannproblem (vgl. [CK2]), f�ur das Impedanzproblem (vgl. [Po]) und f�urdas Transmissionsproblem (siehe [KiK]).In dieser Arbeit wird die Eindeutigkeit des Streuk�orpers zum inversen Streupro-blem bei der Helmholtzgleichungmit konduktiven Randbedingungen gezeigt. Die-2



1. Einleitung 3ses Randwertproblem tritt bei der Modellierung der Streuung elektromagnetischerWellen an d�unnen Schichten in der Geophysik auf (siehe dazu die Ausf�uhrungenin [He1] und der dort angegebenen Literatur).F�ur den Eindeutigkeitsnachweis werden die Methoden und Resultate aus der Ar-beit von Kirsch und Kre� [KiK] zum Transmissionsproblem verallgemeinert. DieEindeutigkeit wurde von Hettlich [He2] f�ur eine schwache Formulierung des di-rekten Problems unter �ahnlichen Voraussetzungen wie in der vorliegenden Arbeitgezeigt.Die Idee, eine Folge von geeigneten singul�aren L�osungen des Streuproblems zubetrachten, wird auch in dieser Arbeit verfolgt. Unter der Annahme der Exi-stenz zweier verschiedener Streuk�orper, die zu beliebiger einfallender ebener Wellegleiche Fernfelder des gestreuten Feldes liefern, werden diese singul�aren L�osun-gen so konstruiert, da� die zugeh�origen Streuprobleme bez�uglich des zweitenStreuk�orpers korrekt gestellt sind und die Punktquellen, die daf�ur verantwort-lich sind, gegen einen Randpunkt des ersten Gebietes streben.In Anlehnung an die bekannten Nachweise beim Dirichlet-, Neumann- und Trans-missionsproblem, betrachtet man eine Kombination der Grundl�osung und ihrerNormalenableitung in einer Umgebung dieses Punktes auf dem Rand des er-sten Gebietes und erh�alt ein singul�ares Verhalten mindestens erster Ordnung beiAnn�aherung der Punktquelle.Unter Ausnutzung der Randbedingungen kann man die betrachtete Kombinationder Grundl�osung und der Normalenableitung auch durch die L�osung des Streupro-blems ausdr�ucken und unter Ausnutzung der Wohlgestelltheit des Streuproblemsbez�uglich des zweiten Streugebietes ein schw�acheres singul�ares Verhalten nach-weisen. Aus dem so konstruierten Widerspruch leitet sich dann die Eindeutigkeitdes Streuk�orpers ab.Dieser Eindeutigkeitsnachweis weicht insofern von den Beweisen der Eindeutigkeitdes Streugebietes beim Dirichlet-, Neumann- und Transmissionsproblem (siehe[CK2] bzw. [KiK]) ab, als dort aus der korrekten Gestelltheit des Streuproblemsbez�uglich des einen Gebietes eine gleichm�a�ige Beschr�anktheit zur Ableitung einesWiderspruches benutzt wird. Gegen�uber dem Vorgehen in [KiK] wird au�erdemzus�atzlich zu dem eigentlich zu untersuchen Gebiet ein geeignetes "Hilfsgebiet\



1. Einleitung 4gew�ahlt, bei dem keine inneren Dirichleteigenwerte vorliegen, so da� hierf�ur auseiner Beschr�anktheit von Dirichletdaten auf eine Beschr�anktheit der Neumann-daten geschlossen werden kann. Auf die Verwendung des Satzes von Holmgren (inLemma 4.4 in [KiK]) kann verzichtet werden und der zentrale Hilfssatz, Lemma4.3., aus [KiK] braucht unter Modi�kationen nur noch in einer abgeschw�achtenForm gezeigt zu werden.Im Kapitel Grundlagen werden Ergebnisse der Funktionalanalysis und der Po-tentialtheorie zusammengestellt, die f�ur die weitere Behandlung relevant sind.Dabei wird f�ur die Beweise zumeist auf die entsprechende Literatur verwiesen.Zus�atzlich werden f�ur den in [KiK] eingef�uhrten Funktionenraum C0 weitere Ei-genschaften bewiesen.Das folgende Kapitel Das direkte Randwertproblem beinhaltet die Formu-lierung und Behandlung der Existenz und Eindeutigkeit zweier unterschiedlicherRandwertprobleme zur Helmholtzgleichung mit Integralgleichungsmethoden so-wie eine Formulierung als Streuproblem.Im letzten Kapitel Das inverse Streuproblem wird f�ur eines der im vorher-gehenden Kapitel behandelten Randwertprobleme, das konduktive Problem, dieEindeutigkeit des Streuk�orpers beim zugeh�origen inversen Streuproblem nachge-wiesen.



2. GrundlagenIn diesem Kapitel sollen die mathematischen Grundlagen aus der Funktionalana-lysis, der Potentialtheorie und der Theorie der Integralgleichungen, die zur Be-handlung des direkten und inversen Streuproblems im weiteren ben�otigt werden,dargestellt werden. ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... @DD � IR3 �(y)y In der gesamten Arbeit sei D ein be-schr�anktes Gebiet im IR3, dessen Kom-plement zusammenh�angend ist. DerRand @D von D sei C2-glatt. (Die De-�nition �ndet sich etwa in [K1], Seite21.) Es bezeichne � die �au�ere Normalean @D.2.1 Funktionalanalytische GrundlagenZun�achst werden zwei fundamentale Resultate aus der Theorie der Operatorglei-chungen formuliert.Satz 2.1 (Riesz)Sei X ein normierter Raum, I der Identit�atsoperator auf X und A : X ! X einkompakter Operator. Ist I�A injektiv, so existiert der inverse Operator (I�A)�1 :X ! X und ist beschr�ankt.Beweis: Siehe [K1] Theorem 3.4. 5



2. Grundlagen 6Satz 2.2 (Fredholmalternative)Sei hX;Y i ein Dualsystem und seien A : X ! X; B : Y ! Y kompakte zueinan-der adjungierte Operatoren. Dann istentweder N(I �A) = f0g und N(I �B) = f0gund (I �A)(X) = X und (I �B)(Y ) = Yoder dimN(I �A) = dimN(I �B) 2 INund (I �A)(X) = N(I �B)? und (I �B)(Y ) = N(I �A)?:Beweis: Siehe [K1] Theorem 4.17.Jetzt sollen einige normierte R�aume eingef�uhrt werden, die sowohl f�ur die Be-handlung des direkten als auch des indirekten Problemes ben�otigt werden.De�nition 2.3 Sei G eine kompakte Teilmenge des IR3 und � 2 (0; 1). Als RaumC0;�(G) der gleichm�a�ig h�olderstetigen Funktionen �uber G bezeichnet man dieMenge der komplexwertigen Funktionen f auf G, f�ur die eine Konstante c > 0existiert mit jf(x)� f(y)j � cjx� yj�:Die Menge der di�erenzierbaren komplexwertigen Funktionen f mit der Eigen-schaft j grad f(x)� grad f(y)j � cjx� yj�f�ur eine Konstante c wird als Raum der gleichm�a�ig h�olderstetig di�erenzierbarenFunktionen C1;�(G) bezeichnet. Im Fall G = @D ist der Gradient durch denOber�achengradienten Grad zu ersetzen (siehe dazu [CK1] Seite 39).Satz 2.4 Der Raum C0;�(G) bildet mit der Normkfk0;�;G := kfk1;G + jf j0;�;G ;



2. Grundlagen 7wobei jf j0;�;G := supx;y2Gx6=y jf(x)� f(y)jjx� yj�die 0-�-Halbnorm ist, einen Banachraum. Ebenso der Raum C1;�(G) mit derNorm kfk1;�;G := kfk1;G + k grad fk0;�;G ;wobei auch hier grad durch Grad zu ersetzen ist, falls G = @D.Beweis: Siehe [CK1] Theorem 2.4.Zum Rechnen mit H�oldernormen wird das folgende Lemma angegeben, welchesgestattet, anstelle des Ober�achengradienten den Gradienten zu benutzen, wennAbsch�atzungen in der 1-�-H�oldernorm ben�otigt werden.Lemma 2.5 Sei @D Rand der Klasse C2 und � � @D ein kompaktes zusam-menh�angendes Teilst�uck, au�erdem sei � 2 (0; 1) fest.a) Ist f eine auf einer Umgebung von � stetig di�erenzierbare Funktion, so da�k grad fk0;�;� existiert, so gibt es eine nur von � und @D abh�angige Konstante Cmit kfk1;�;� � C (kfk1;� + k grad fk0;�;�) :b) Seien � 2 C2(@D) und � 2 C(@D), ' 2 C0;�(@D) sowie  2 C1;�(@D). Danngibt es eine Konstante C, die nur von �, � und @D abh�angt, so da�k��k1;� � Ck�k1;� ;k�'k0;�;� � Ck'k0;�;� ;k� k1;�;� � Ck k1;�;� :Beweis:a) Es gilt nach De�nition der 1-�-H�oldernorm auf dem Randst�uck �kfk1;�;� = kfk1;� + kGrad fk1;� + supx;y2�x6=y jGrad f(x)�Grad f(y)jjx� yj� :



2. Grundlagen 8Um die behauptete Beziehung nachzuweisen, m�ussen der zweite und dritte Sum-mand geeignet abgesch�atzt werden. F�ur den Ober�achengradienten gilt unter derVoraussetzung an die Funktion f (vergleiche dazu [CK2] Seite 160)Grad f = grad f � (grad f; �) � ;so da� sich weiter ergibtkGrad fk1;� � supx2� jgrad f(x)j+ supx2� j(grad f(x); �(x)) �(x)j� 2k grad fk1;� :Au�erdem erh�alt man durch Einf�ugen geeigneter Terme und Anwendung der Drei-ecksungleichung die folgende Absch�atzungjGrad f(x)�Grad f(y)j �� j(grad f(x); �(x)) �(x)� (grad f(y); �(y)) �(y)j+ j grad f(x)� grad f(y)j� j(grad f(x)� grad f(y); �(x)) �(x)j+ j(grad f(y); �(x)� �(y)) �(x)j++ j(grad f(y); �(y)) (�(x)� �(y))j+ j grad f(x)� grad f(y)j� 2 jgrad f(x)� grad f(y)j+ 2 jgrad f(y)j j�(x)� �(y)j� 2 jgrad f(x)� grad f(y)j+ 2L jx� yj j grad f(y)j ;wobei die nur von @D abh�angende Konstante L aus der C2-Gl�atte des Randesresultiert (siehe dazu [CK1] Theorem 2.2). Mit dieser Ungleichung folgt nunsupx;y2�x6=y jGrad f(x)�Grad f(y)jjx� yj� �� 2 supx;y2�x6=y j grad f(x)� grad f(y)jjx� yj� + 2L k grad fk1;� supx;y2�x6=y jx� yj1��� k grad fk0;�;� �2 + 2L (diam �)1��� :Insgesamt gilt dann alsokfk1;�;� � (2 + 2 + 2L (diam �)1��) (kfk1;� + k grad fk0;�;�) ;so da� sich die Behauptung mit C = 4 + 2L (diam �)1�� ergibt.



2. Grundlagen 9b) Nur f�ur die dritte der Beziehungen sollen exemplarisch die Ideen des Beweiseserl�autert werden. Wie man mit Hilfe der De�nition des Ober�achengradienten(siehe [CK2] Seite 160) sofort nachrechnet, gilt die ProduktregelGrad (� ) =  Grad �+ �Grad  ;woraus sichkGrad (� )k1;� � k k1;�kGrad �k1;� + kGrad  k1;�k�k1;�� k k1;�;� (kGrad �k1;� + k�k1;�)ergibt. Unter Ausnutzung der gleichen Beziehung erh�alt man au�erdemjGrad (� )(x)�Grad (� )(y)j �� jGrad �(x) ( (x)�  (y))j+ j(Grad �(x)�Grad �(y)) (y)j++jGrad  (x) (�(x)� �(y))j+ j(Grad  (x)�Grad  (y)) �(y)j ;so da� supx;y2�x6=y jGrad (� )(x)�Grad (� )(y)jjx� yj� �� k k1;�;�0B@kGrad �k1;� + supx;y2�x6=y jGrad �(x)�Grad �(y)jjx� yj� ++ supx;y2�x6=y j�(x)� �(y)jjx� yj� + k�k1;�1CAfolgt. Die auftretenden1-Normen sind dabei wegen � 2 C2(@D) beschr�ankt. Zuuntersuchen bleiben also die beiden m�oglicherweise singul�aren Terme. Es ist nunmit �ahnlichen Argumenten wie im Beweis zu Theorem 2.2 in [CK1] m�oglich (diedort eingef�uhrten Bezeichnungen werden auch hier benutzt, ohne sie alle nocheinmal explizit einzuf�uhren), auch deren Beschr�anktheit nachzuweisen. Man be-trachtet dazu f�ur einen beliebigen Punkt des Randes z 2 @D eine hinreichendkleine Umgebung Vz und deren Parametrisierung. Bezeichnen u und v die Bild-punkte von x beziehungsweise y, so gibt es ein  0 > 0 mit  0ju� vj � jx� yj, so



2. Grundlagen 10da� man durch Einsetzen dieser Beziehung Absch�atzungen nach obensupx;y2Vzx6=y jGrad �(x)�Grad �(y)jjx� yj� ��  0��ju� vj1�� supu;v2Uu6=v jGrad ~�(u)�Grad ~�(v)jju� vjund supx;y2Vzx6=y j�(x)� �(y)jjx� yj� �  0��ju� vj1�� supu;v2Uu6=v j~�(u)� ~�(v)jju� vjerh�alt, wobei ~�(u) := �(x) die entsprechende Funktion auf dem Parameterbereichist. In den Z�ahlern treten dann h�ochstens erste Ableitungen nach den Parameternaus dem Parameterbereich auf, so da� aus der zweimaligen stetigen Di�erenzier-barkeit der Parametrisierung und der Funktion � mit dem Mittelwertsatz die Be-schr�anktheit der beiden Ausdr�ucke folgt. Mittels eines Kompaktheitsarguments(siehe den oben zitierten Beweis) gibt es dann auch f�ur das ganze Randst�uck �g�ultige obere Schranken. Insgesamt folgt damit die Behauptung.Neben den R�aumen stetiger, h�olderstetiger und h�olderstetig di�erenzierbarer Funk-tionen soll noch eine weitere Klasse von Funktionen betrachtet werden, die aneiner ausgezeichneten Stelle einen Pol h�ochstens erster Ordnung besitzen.De�nition 2.6 Sei x� 2 @D fest. Dann sei der folgende Raum von Funktionenauf @D de�niert:C0(@D) := 8<:' 2 C(@D n fx�g) ������9 limx!x�x2@D jx� x�j'(x)9=; :Satz 2.7 Der Raum C0(@D) ist ausgestattet mit der Normk'k1;0 := supx2@Dnfx�g jx� x�j j'(x)j ; ' 2 C0(@D)ein Banachraum.Beweis: Die Normeigenschaften sowie die Linearit�at werden hier nicht nachge-wiesen, es wird nur die Vollst�andigkeit gezeigt. Sei f'ngn2IN eine Cauchy-Folge in



2. Grundlagen 11C0(@D). Man de�niert n(x) := 8<: jx� x�j'n(x) ; x 2 @D n fx�glimy!x�y2@D jy � x�j'n(y) ; x = x� :Dann ist  n 2 C(@D) nach De�nition von C0(@D). Au�erdem giltk l �  mk1;@D � k'l � 'mk1;0 ;das hei�t f ngn2IN ist Cauchy-Folge im Banach-Raum C(@D). Es existiert dem-nach ein  2 C(@D) so, da�limn!1  n =  bez�uglich k:k1;@D :F�ur '(x) :=  (x)jx� x�j ; x 6= x�gilt ' 2 C(@D n fx�g) und limx!x� jx� x�j'(x) =  (x�) und somit ' 2 C0(@D).Sei " > 0 vorausgestzt. Dann existiert ein N(") 2 IN, so da� f�ur alle n � N(")gilt " > k n �  k1;@D= supx2@D j n(x)�  (x)j� supx2@Dnfx�g jx� x�j j'n(x)� '(x)j= k'n � 'k1;0 :Es gilt also auch 'n ! '; n!1 bez�uglich k:k1;0.Lemma 2.8 Sei � � @D mit dist(�; x�) =: " > 0. Dann existieren Konstantenc1 und c2 so, da� f�ur alle Funktionen ' 2 C(@D) gilta) k'k1;� � c1k'k1;0 ;b) k'k1;0 � c2k'k1;@D :



2. Grundlagen 12Beweis: a) Es gilt k'k1;0 = supx2@Dnfx�g jx� x�j j'(x)j� supx2� jx� x�j j'(x)j� supx2� " j'(x)j= " k'k1;� :Die Behauptung a) ergibt sich also f�ur c1 = 1=".b) Eine kurze Rechnung ergibtk'k1;0 = supx2@Dnfx�g jx� x�j j'(x)j� supx2@Dnfx�g(diam @D) j'(x)j� c2k'k1;@Dmit c2 = diam @D.Um mit Hilfe der Fredholmschen Alternative Zusammenh�ange zwischen Opera-torgleichungen abzuleiten, ben�otigt man geeignete Dualsysteme. Bekannt ist, da�hC(@D); C(@D)i, hC(@D); L2(@D)i und hL2(@D); L2(@D)i mit der L2-Bilinear-form Dualsysteme bilden. hC0(@D); C0(@D)i ist mit dieser Bilinearform aber keinDualsystem, da das entsprechende Integral f�ur ein Paar von Elementen aus C0(@D)nicht immer existiert. Wie sich sp�ater als n�utzlich erweisen wird, gilt aber der fol-gende Satz:Satz 2.9 hC(@D); C0(@D)i bildet mit der nichtentarteten Bilinearformh'; i := Z@D '(x) (x) ds(x) ; ' 2 C(@D);  2 C0(@D)ein Dualsystem.Beweis: Zuerst wird die Wohlde�niertheit des Integrals gezeigt, die Bilinearit�atist o�ensichtlich. Seien '; wie angegeben, dann gilt����Z@D '(x) (x) ds(x)���� � Z@D j'(x)j jx� x�jj (x)j ds(x)jx� x�j



2. Grundlagen 13� k'k1;@Dk k1;0 Z@D ds(x)jx� x�j� Ck'k1;@Dk k1;0< 1 ;wobei man die Existenz des Integrals R@D jx� x�j�1 ds(x) benutzt. Jetzt ist nochzu zeigen, da� die Bilinearform nichtentartet ist (d. h., da� zu einem von Null ver-schiedenen Element immer eines so existiert, da� das Dualit�atsprodukt zwischenbeiden nicht verschwindet). Sei ' 2 C(@D); ' 6= 0. De�niert man (x) := '(x) f�ur x 2 @D n fx�g ;so ist  2 C0(@D) und h'; i = Z@D j'(x)j2 ds(x) > 0 :Ist nun  2 C0(@D) mit  6= 0, so existiert ein ~x 2 @D n fx�g mit  (~x) 6= 0und wegen  2 C0(@D) auch eine Umgebung U mit jU j =: � > 0 von ~x, so da�j (x)j2 � " > 0 und jx� ~xj � � > 0 f�ur alle x 2 U . De�niert man jetzt'(x) := 8<: jx� x�j (x) ; x 6= x�limx!x� jx� x�j (x) ; x = x� ;so ist ' 2 C(@D) und es gilth'; i = Z@D jx� x�j j (x)j2 ds(x)� ZU �" ds(x)� ��"> 0 :Wie im Raum der stetigen Funktionen erh�alt man auch f�ur Integraloperatorenmit schwach singul�arem Kern auf C0(@D) eine Kompaktheitsaussage. Genauergilt das Lemma:



2. Grundlagen 14Lemma 2.10 Sei a(:; :) ein schwach singul�arer Kern auf @D so, da� a stetig ist,falls x 6= y, und f�ur eine Konstante Mja(x; y)j � Mjx� yj ; x 6= yerf�ullt. Dann ist der durch(A')(x) := Z@D a(x; y)'(y) ds(y) ; x 2 @D; x 6= x�de�nierte Integraloperator A : C0(@D)! C0(@D) kompakt.Beweis: Zum Beweis siehe Lemma 4.2 in [KiK].2.2 Grundlagen aus der Potentialtheorie und derTheorie der HelmholtzgleichungDieser Abschnitt besch�aftigt sich mit Eigenschaften von L�osungen der Helmholtz-gleichung 4u+ k2u = 0im IR3. Es sei k 2 C n f0g; Im(k) � 0 vorausgesetzt. Eine L�osung der Helmholtz-gleichung hei�t ausstrahlend, falls sie der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedin-gung (SAB) limr!1 r  @u@r � iku! = 0gleichm�a�ig in alle Richtungen x̂ = x=r; r = jxj gen�ugt. Aus der Theorie derHelmholtzgleichung ist die Grundl�osung�k(x; y) = 14� eikjx�yjjx� yj ; x 6= y; x; y 2 IR3bekannt, wobei der Index k die zugeh�orige Wellenzahl kennzeichnet und im folgen-den weggelassen wird, sofern keine Verwechslungenm�oglich sind. Die Grundl�osung�k(x; y) erf�ullt f�ur festes y 2 IR3 die Helmholtzgleichung bez�uglich x in IR3 n fyg.Ein wichtiges Hilfsmittel ist der folgende Satz:



2. Grundlagen 15Satz 2.11 (Greensche Formeln)Unter den generellen Voraussetzungen an das Gebiet D und seinen Rand @Dgelten die erste Greensche FormelZD u4v dx = Z@D u@v@� ds� ZD(grad u; grad v) dxund die zweite Greensche FormelZD(u4v � v4u) dx = Z@D  u@v@� � v@u@�! dsf�ur u; v 2 C2(D) \ C1(D).Aus den Greenschen Formeln ergibt sich f�ur L�osungen der Helmholtzgleichungfolgender Darstellungssatz, der es gestattet, die L�osungen als Superposition derDirichlet- und Neumanndaten auf dem Rand darzustellen.Satz 2.12 (Darstellungssatz)Sei v 2 C2(D) \C1(D) eine L�osung der Helmholtzgleichung 4v+ k2v = 0 in D.Dann giltZ@D "v(y)@�(x; y)@�(y) � @v@�(y)(y)�(x; y)#ds(y) = 8<: �v(x) ; x 2 D0 ; x 2 IR3 nD :Im Au�enraum gilt f�ur eine L�osung u 2 C2(IR3 nD)\C1(IR3 nD) der Helmholtz-gleichung 4u+ k2u = 0 , welche die (SAB) erf�ullt,Z@D "u(y)@�(x; y)@�(y) � @u@�(y)(y)�(x; y)#ds(y) = 8<: 0 ; x 2 Du(x) ; x 2 IR3 nD :Beweis: Siehe Theorem 3.1 und 3.3 in [CK1] .Aus dem Verhalten der Grundl�osung im Unendlichen l�a�t sich mit dem Darstel-lungssatz das asymptotische Verhalten einer ausstrahlenden L�osung der Helm-holtzgleichung ableiten.Satz 2.13 Sei u 2 C2(IR3 nD)\C1(IR3 nD) L�osung der Helmholtzgleichung underf�ulle die (SAB). Dann giltu(x) = eikjxjjxj (u1(x̂) + O 1jxj!) ; jxj ! 1; (2.1)



2. Grundlagen 16gleichm�a�ig in alle Richtungen x̂ = x=jxj, wobei u1 auf der Einheitssph�are 
de�niert ist und als Fernfeld bezeichnet wird. Es gilt au�erdem die SommerfeldscheEndlichkeitsbedingung u(x) = O 1jxj! ; jxj ! 1 ; (2.2)gleichm�a�ig f�ur alle Richtungen.Beweis: Siehe [CK2] Seite 19 und Theorem 2.5.F�ur die Untersuchung von Eindeutigkeitsfragen bei der Helmholtzgleichung istdas folgende Lemma von Rellich ein wichtiges Hilfsmittel.Lemma 2.14 (Rellich-Lemma) Sei k 2 IR; k > 0 und u 2 C2(IR3 nD) L�osungder Helmholtzgleichung mitZjxj=R juj2ds! 0; R!1:Dann ist u = 0 in IR3 nD.Beweis: Siehe Lemma 3.14 in [CK1] .Aus dem Rellich-Lemma ergibt sichFolgerung 2.15 Sei u 2 C2(IR3 nD)\C1(IR3 nD) L�osung von 4u+ k2u = 0 inIR3 nD und erf�ulle die (SAB). Es gelte au�erdemIm k Z@D u@u@� ds! � 0:Dann ist u = 0 in IR3 nD.Beweis: Siehe Theorem 3.12 in [CK1] .Eine M�oglichkeit, Existenzaussagen zu Randwertaufgaben mittels Integralglei-chungsmethoden zu gewinnen, besteht darin, die L�osungen in Form von Ober-�achenpotentialen zu suchen (vergleiche zum Beispiel [CK1] oder [KlRo]).DiesePotentiale entsprechen einer Superposition von Grundl�osungen, so da� sich Ei-genschaften der Grundl�osung auf diese �ubertragen.



2. Grundlagen 17De�nition 2.16Seien '; 2 C(@D). Dann hei�tu(x) = Z@D �(x; y)'(y) ds(y); x 2 IR3 n @DEinfachschichtpotential (ESP) mit Dichte ' undv(x) = Z@D @�(x; y)@�(y)  (y) ds(y); x 2 IR3 n @DDoppelschichtpotential (DSP) mit Dichte  .Die Operatoren, die der Dichte das Einfach- und Doppelschichtpotential zuordnen,werden mit E beziehungsweise D bezeichnet.Die beiden angegebenen Potentiale sind bei hinreichender Regularit�at der Dich-ten L�osungen der Helmholtzgleichungen und gen�ugen im Au�enraum der (SAB)(vergleiche dazu [CK1]). Im folgenden werden Zusammenh�ange zwischen den Re-gularit�aten der Dichten und der Potentiale dargestellt.Satz 2.17 Das Einfachschichtpotential u mit stetiger Dichte ' 2 C(@D) isth�olderstetig auf IR3 und es giltkuk0;�;IR3 � C�k'k1;@D (2.3)f�ur eine von � 2 (0; 1) und @D abh�angige Konstante C�.Beweis: [CK1] Theorem 2.12.Satz 2.18 F�ur die erste Ableitung des Einfachschichtpotentials zur Dichte ' 2C(@D) gilt @u�@� (x) = Z@D @�(x; y)@�(x) '(y)ds(y)� 12'(x); x 2 @Dmit @u�@� (x) = limh#0 (�(x); grad u(x� h�(x))); x 2 @Dim Sinne gleichm�a�iger Konvergenz auf @D. Das Integral existiert dabei als unei-gentliches Integral. Ist die Dichte ' h�olderstetig, so l�a�t sich die erste Ableitung



2. Grundlagen 18des Einfachschichtpotentials u gleichm�a�ig h�olderstetig von IR3 nD nach IR3 nDund von D nach D fortsetzen. Es gelten die Absch�atzungenk grad uk0;�;IR3nD � C�k'k0;�;@D ;k grad uk0;�;D � C�k'k0;�;@D :Die Konstante C� h�angt nur von � 2 (0; 1) und @D ab.Beweis: [CK1] Theorem 2.17 und 2.19.F�ur das Doppelschichtpotential gelten nun �ahnliche Beziehungen wie f�ur das Ein-fachschichtpotential.Satz 2.19 Das Doppelschichtpotential v mit Dichte  2 C(@D) l�a�t sich stetigfortsetzen von IR3 nD nach IR3 nD und von D nach D mit den Wertenv�(x) = Z@D @�(x; y)@�(y)  (y)ds(y)� 12 (x); x 2 @D :Dabei existiert das Integral uneigentlich undv�(x) = limh#0 v(x� h�(x)); x 2 @D :Es gelten die Absch�atzungenkvk1;IR3nD � Ck k1;@D ;kvk1;D � Ck k1;@D (2.4)mit einer nur vom Rand @D abh�angenden Konstanten C. F�ur h�olderstetige Dichte 2 C0;�(@D) ist v gleichm�a�ig h�olderstetig in IR3 nD und in D. Es giltkvk0;�;IR3nD � C�k k0;�;@D ;kvk0;�;D � C�k k0;�;@Df�ur eine von � 2 (0; 1) und @D abh�angige Konstante C�.Beweis: Siehe [CK1] Theorem 2.13 und 2.16, sowie [CK2] Theorem 3.1.



2. Grundlagen 19Satz 2.20 F�ur die erste Ableitung des Doppelschichtpotentials mit Dichte  2C(@D) gilt die Sprungbeziehung@v+@� � @v�@� = 0 auf @Dim Sinne gleichm�a�iger Konvergenzlimh#0  @@�v(x+ h�(x))� @@� v(x� h�(x))! = 0f�ur x 2 @D. Falls sogar  2 C1;�(@D) gilt, l�a�t sich die erste Ableitung von vgleichm�a�ig h�olderstetig von IR3 nD nach IR3 nD und von D nach D fortsetzenmit den Absch�atzungenk grad vk0;�;IR3nD � C�k k1;�;@D ;k grad vk0;�;D � C�k k1;�;@D ; (2.5)wobei C� wieder eine nur von � 2 (0; 1) und @D abh�angige Konstante ist.Beweis: [CK1] Theorem 2.21 und 2.23.F�ur die Existenzanalyse sowie f�ur die Behandlung des inversen Problems werdenRandintegraloperatoren ben�otigt. Diese treten bei Randintegralgleichungen auf,auf die man bei der Suche nach L�osungen von Randwertaufgaben zur Helmholtz-gleichung mittels Potentialansatz gef�uhrt wird.De�nition 2.21Es seien Sk;Kk;K 0k : C(@D)! C(@D) de�niert durch(Sk')(x) = 2 Z@D �k(x; y)'(y)ds(y); x 2 @D ;(Kk')(x) = 2 Z@D @�k(x; y)@�(y) '(y)ds(y); x 2 @D ;(K 0k')(x) = 2 Z@D @�k(x; y)@�(x) '(y)ds(y); x 2 @Dund Tk : C1;�(@D)! C(@D) durch(Tk')(x) = 2 @@�(x) Z@D @�k(x; y)@�(y) '(y)ds(y); x 2 @D :Dabei verdeutlicht der Index k wieder die Abh�angigkeit von der Wellenzahl undwird, wenn keine Verwechslungen m�oglich sind, weggelassen.



2. Grundlagen 20Satz 2.22 Die Operatoren S;K;K 0; (Tk � Tk0) sind kompakt in C(@D) undC0;�(@D) und besitzen die folgenden AbbildungseigenschaftenS;K;K 0; (Tk � Tk0) : C(@D)! C0;�(@D) ; (2.6)S;K : C0;�(@D)! C1;�(@D) ; (2.7)T : C1;�(@D)! C0;�(@D) : (2.8)Bez�uglich der Bilinearform h'; i := R@D ' ds gilthS'; i = h'; S i und hK'; i = h';K 0 i (2.9)f�ur alle '; 2 C(@D). S und T haben die RegularisierungseigenschaftST = K2 � I und TS = K 02 � I : (2.10)Beweis: Siehe [CK1] Theorem 2.30 und 2.31, sowie [CK2] Seite 41 f.Bemerkung 2.23a) Unter dem Operator Tk � Tk0 ist derjenige Integraloperator zu verstehen, derdurch Di�erenzbildung der entsprechenden Integralkerne entsteht. (Man verglei-che dazu z.B. die Ausf�uhrungen in [Po] S.9 f.) Dieser Operator ist auch f�ur stetigeFunktionen de�niert, so da� der erste Teil des Satzes sinnvoll ist.b) Aus den oben zitierten Beweisen geht hervor, da� die Integraloperatoren S,K, K 0 und (Tk � Tk0) schwach singul�are Kerne, wie in den Voraussetzungen vonLemma 2.10 gefordert, besitzen, so da� sie auch kompakt in C0(@D) sind.c) Der zur Wellenzahl k = 0 de�nierte Operator S0 ist injektiv. Dies ergibt sichals Folgerung aus der eindeutigen L�osbarkeit des inneren Dirichletproblems zurLaplacegleichung 4v = 0.Werden Integraloperatoren au�erhalb ihrer Belegung ausgewertet, so �ubertragensich dabei die Glattheitseigenschaften des Kernes. Insbesondere gilt das Lemma:Lemma 2.24 Seien � � @D ein Randst�uck und S � IR3 eine kompakte Menge



2. Grundlagen 21mit dist(S;�) > 0. Weiter sei A ein Integralope-rator mit Kern a(:; :), wobei a(:; z) f�ur alle z 2 �zweimal stetig di�erenzierbar in einer echten Um-gebung U von S sei (d. h. es sei dist(S; IR3nU) > 0)und diese Ableitungen stetig von z abh�angen. .................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq ..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................� S@D� sei eine reelle Zahl aus (0; 1) und x� ein beliebiger aber fester Punkt des Randes@D. Dann existiert eine Konstante C so, da� f�ur alle � 2 C(@D) mit supp � � �a1) kA�k1;S � Ck�k1;� ;a2) kA�k0;�;S � Ck�k1;� ;a3) kA�k1;�;S � Ck�k1;� ;beziehungsweise f�ur alle � 2 C0(@D) mit supp� � �b1) kA�k1;S � Ck�k1;0 ;b2) kA�k0;�;S � Ck�k1;0 ;b3) kA�k1;�;S � Ck�k1;0gilt. Hierbei ist k:k1;0 die bez�uglich dem ausgezeichneten Punkt x� in Satz 2.7eingef�uhrte Norm.Beweis: Da der Tr�ager von � in � enthalten ist, giltkA�k1;S � Z� supx2S ja(x; z)j j�(z)j ds(z)� ka(:; :)k1;S�� k�k1;�� Ck�k1;� ;wobei die Stetigkeit des Kernes auf S�� ausgenutzt wurde. Damit ist a1) bereitsgezeigt. Analog erh�alt man auch b1) auskA�k1;S � Z� supx2S ja(x; z)j jz� x�j j�(z)j ds(z)jz � x�j� ka(:; :)k1;S�� k�k1;0 Z� ds(z)jz � x�j� Ck�k1;0



2. Grundlagen 22unter Verwendung der Existenz des in der vorletzten Zeile auftretenden Integrals.Man betrachtet nun die 0-�-Halbnorm auf � und erh�altjA�j0;�;S � Z� supx;y2Sx6=y ja(x; z)� a(y; z)jjx� yj� j�(z)j ds(z) :De�niert man f�ur � = 13 minfdist(S;�);dist(S; IR3 n U)g~S := [x2SB[x; �] ;wobei B[x; �] = fz 2 IR3 j jz � xj � �g die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunktx und Radius � bezeichnet, so ist ~S � U sowie dist( ~S;�) > 0 und f�ur z 2 � giltsupx;y2Sx6=y ja(x; z)� a(y; z)jjx� yj� �� supx;y2Sjx�yj�� ja(x; z)� a(y; z)jjx� yj� + supx;y2Sjx�yj�� ja(x; z)� a(y; z)jjx� yj�� supx;y2Sjx�yj�� jx� yj1�� k grad a(:; z)k1;~S + 2��� ka(:; z)k1;S� �1��k grad a(:; :)k1;~S�� + 2��� ka(:; :)k1;S��� C :Dabei wurde f�ur den Summanden mit jx� yj � � der Mittelwertsatz angewendetund benutzt, da� in diesem Fall die Verbindungsstrecke zwischen x und y ganz in~S enthalten ist. Die Stetigkeit des Kernes und seiner Ableitung liefert dann eineSchranke so, da� jA�j0;�;S � Ck�k1;�und folglich zusammenmit a1) auch a2) gilt. Der Nachweis f�ur die Behauptung a3)verl�auft nun ganz analog, wenn man bei der Untersuchung der 0-�-H�oldernormvon gradA� in den eben vorgenommenen Absch�atzungen den Kern durch seineAbleitung ersetzt. Ebenso wie bei der �Ubertragung des Resultats von a1) auf b1)lassen sich dann auch die Absch�atzungen von a2) auf b2) und von a3) auf b3)�ubertragen.Bemerkung 2.25a) F�ur die in De�nition 2.21 eingef�uhrten Integraloperatoren und ebenso f�ur die



2. Grundlagen 23Operatoren E ; D f�ur das Einfach- beziehungsweise Doppelschichtpotential sinddie Voraussetzungen von Lemma 2.24 erf�ullt, da als Kerne nur die Grundl�osungund ihre Ableitungen auftreten.b) Ist das Kompaktum S, auf dem die entsprechende Norm ausgewertet wird, einTeilst�uck des Randes @D, so bleibt die Behauptung des Lemmas richtig; auch imFalle der 1-�-H�oldernorm, da Lemma 2.5 a) gestattet, statt des Ober�achengra-dienten den Gradienten zu betrachten.c) Setzt man bez�uglich der Di�erenzierbarkeit des Kernes h�ohere Regularit�at vor-aus, so ergeben sich auch entsprechende Absch�atzungen. F�ur die in dieser Arbeitbehandelten Probleme gen�ugen aber die betrachteten R�aume.d) Hat der ausgezeichnete Punkt x� positiven Abstand zu �, so folgt aus supp � �� bereits � 2 C0(@D). Damit ergeben sich die Absch�atzungen aus b) sofort mittelsk�k1;� � Ck�k1;0 aus der Behauptung a).Das vorhergehende Resultat kann nun benutzt werden, um f�ur die Auswertungeines Integraloperators auf einem Kompaktum ganz �ahnliche Absch�atzungen zugewinnen, wobei aber auf die Eigenschaft, da� die Belegung einen Tr�ager mit po-sitivem Abstand zu der kompakten Menge hat, verzichtet werden soll. Zus�atzlichben�otigt man dann die Beschr�anktheit des Operators.Lemma 2.26 Es sei @D Rand eines C2-glatten Gebietes, � � � � @D seienkompakte Randst�ucke und S eine kompakte Menge mitdist(S; @D n�) > 0 ;dist(�; @D n �) > 0 :Weiter sei x� 2 @D beliebig,aber fest. pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp .................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................��S DEs bezeichne X einen der R�aume C(@D), C0;�(@D), C1;�(@D) und Y einen derR�aume C(S), C0;�(S), C1;�(S). A : X ! Y sei ein beschr�ankter Integraloperator,das hei�t es existiert eine Konstante c mit kA�kY � ck�kX f�ur alle � 2 X.F�ur den Kern a(:; :) von A gelte, da� a(:; z) f�ur alle z 2 @D n � zweimal stetigdi�erenzierbar in einer Umgebung von S ist.



2. Grundlagen 24Dann existiert eine Konstante C so, da� f�ur alle � 2 X gilta) kA�kY � Cfk�k1;@D + k�kX(�)g ;b) kA�kY � Cfk�k1;0+ k�kX(�)g ;wobei k:kX(�) bedeuten soll, da� die Norm des Raumes X nur auf dem Teilst�uck� ausgewertet wird.Beweis: Der Integraloperator gen�ugt o�ensichtlich den Voraussetzungen vonLemma 2.24 mit � := @D n�. Man w�ahlt � 2 C2(@D) mitsupp � � @D n� ;�(x) = 1 f�ur x 2 @D n � :Dann gilt wegen der Linearit�at von A und der DreiecksungleichungkA�kY � kA(��)kY + kA((1� �)�)kY : (2.11)F�ur den ersten Summanden erh�alt man mit Lemma 2.24 a)kA(��)kY � Ck��k1;@Dn� ; da supp(��) � @D n�� Ck�k1;@D (2.12)beziehungsweise mit Lemma 2.24 b)kA(��)kY � Ck�k1;0 : (2.13)F�ur den zweiten Summanden aus (2.11) ergibt sich unter Ausnutzung der Be-schr�anktheit von AkA((1� �)�)kY � ck(1� �)�kX= ck(1� �)�kX(�) ; da 1 � � = 0 auf @D n �� Ck�kX(�) ; (2.14)wobei hier in der letzten Absch�atzung Lemma 2.5 b) benutzt wird.



2. Grundlagen 25Fa�t man die Resultate (2.11), (2.12) bzw. (2.13) und (2.14) zusammen, so erh�altman die Behauptung.Wenn zus�atzlich die geforderte Beschr�anktheit des Operators vorliegt, gilt die Be-merkung 2.25 zu Lemma 2.24 f�ur Lemma 2.26 ganz entsprechend.In dem folgenden Hilfssatz werden die Di�erenz der Grundl�osung zu verschiede-nen Wellenzahlen und deren Ableitung betrachtet und gleichm�a�ige Beschr�ankt-heit beziehungsweise f�ur die zweiten Ableitungen ein singul�ares Verhalten ersterOrdnung nachgewiesen.Lemma 2.27 Seien S1; S2 kompakte Teilmengen des IR3. Dann gilta) k�k(:; :)� �k0(:; :)k1;S1�S2 � C ;b) k grad1:Argument(�k(:; :)� �k0(:; :))k1;S1�S2 � C ;c) ���grad �grad (�k(x; y)� �k0(x; y))j�te Komponente���� � Cjx� yjf�ur alle x 6= y; x 2 S1; y 2 S2 und j = 1; 2; 3f�ur eine nur von S1; S2; k und k0 abh�angende Konstante C.Beweis: Es soll hier nur der Nachweis f�ur b) und c) gef�uhrt werden. Im weiterenbezeichne r := jx � yj den euklidischen Abstand von x 2 S1 und y 2 S2, sowieR := diam(S1 [ S2) den gr�o�ten Abstand zwischen Punkten aus den kompaktenMengen S1 und S2. Der Di�erentialoperator "grad\ beziehe sich im folgendenimmer auf das erste Argument. Dann gilt4� grad �k(x; y) = (x� y) eikrr�3(1 � ikr) : (2.15)Es gilt also f�ur die Di�erenz der Grundl�osungen zu zwei Wellenzahlen k und k0j4� grad(�k(x; y)� �k0(x; y))j == ���(x� y) eikrr�3(1� ikr)� (x� y) eik0rr�3(1� ik0r)���= 1r2 ������(1 � ikr) 1Xj=0 (ikr)jj! � (1� ik0r) 1Xj=0 (ik0r)jj! ������



2. Grundlagen 26� 1Xj=2 jkjj + jk0jjj! rj�2 + 1Xj=1 jkjj+1 + jk0jj+1j! rj�1� 2 �jkj2 + jk0j2� �ejkjr + ejk0jr�� 2 �jkj2 + jk0j2� �ejkjR + ejk0jR�� C ;und der Nachweis f�ur b) ist erbracht.Benutzt man (2.15) und betrachtet die erste Komponente des Gradienten, dieResultate f�ur die anderen beiden Komponenten sind ganz analog, so erh�alt manweiter grad �(x1 � y1) eikrr�3(1� ikr)� == eikrr�3 0BB@ 1� ikr + (x1 � y1)2r�2(k2r2 + 3ikr � 3)(x1 � y1)(x2 � y2)r�2(k2r2 + 3ikr � 3)(x1 � y1)(x3 � y3)r�2(k2r2 + 3ikr � 3) 1CCA :Durch Ausnutzen der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion wie oben erh�altman f�ur die Di�erenz der zweiten Ableitungen der Grundl�osung zu zwei Wellen-zahlen k und k0 das folgende Verhalten���grad n(x1 � y1) �eikrr�3(1� ikr)� eik0rr�3(1� ik0r)�o��� �� ��������� c1 + jk2�k02 j2r ���1� jx1�y1j2r2 ���c2 + jk2�k02 j2r j(x1�y1)(x2�y2)jr2c3 + jk2�k02 j2r j(x1�y1)(x3�y3)jr2 ��������� ;wobei die Konstanten cj (j = 1; 2; 3) von Potenzreihen in r herr�uhren (die vonExponentialreihen majorisiert werden) und die Beschr�anktheit von r = jx � yjdurch R ausgenutzt wird. Wegen jxj � yjj � r (j = 1; 2; 3) existiert also eineKonstante C so, da� f�ur j = 1; 2; 3 gilt���grad �grad (�k(x; y)��k0(x; y))j�te Komponente���� � Cr = Cjx� yj :Damit ist auch Teil c) der Behauptung gezeigt.



2. Grundlagen 27Die Ergebnisse dieses Lemmas sollen nun benutzt werden, um auf C2-glattenRandst�ucken eines Gebietes Absch�atzungen f�ur die Di�erenz der Grundl�osung zuverschiedenen Wellenzahlen in unterschiedlichen Normen auf diesem Randst�uckabzuleiten, sofern das zweite Argument auf einer Strecke liegt, die senkrecht aufdiesem Rand steht.Lemma 2.28 Es sei � ein kompaktes Teilst�uck des C2-glatten Randes @D ei-nes Gebietes, h > 0; � 2 (0; 1) beliebig aber fest und x� 2 @D ein Punkt mitdist(x�; @D n �) > 0. Es bezeichnexn := x� + hn �(x�) ; n 2 IN ;wobei � die �au�ere Normale an das Gebiet ist. Dann gilt:a) Es gibt eine Konstante C, die nur von � und h abh�angt so, da�k�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;� � C ;kgrad (�k(:; xn)� �k0(:; xn))k1;� � C ; @@� (�k(:; xn)� �k0(:; xn))1;� � Cf�ur alle n 2 IN gilt.b) Es existieren " > 0 und eine Konstante C = C(�; h; ") so, da� f�ur � :=� \B[x�; "] die Beziehungk�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;�;� � C n�gilt.Beweis: Es bezeichne L := fx� + #h�(x�) j # 2 [0; 1]gdie Verbindungsstrecke zwischen x� und x1. Teil a) der Behauptung ergibt sichsofort aus Lemma 2.27 a) bzw. b) mit S1 := � und S2 := L. Nun soll der Nachweisvon b) gef�uhrt werden. Wegen der C2-Gl�atte gibt es ein " > 0 so, da�(�(x�); �(y)) � 12 f�ur alle y 2 � mit jy � x�j � "



2. Grundlagen 28(vergleiche dazu den Beweis von Theorem 2.6 in [CK1]).Da � := � \ B[x�; "] au�erhalb eines Kreiskegels mit Spitze x�, Achse L und�O�nungswinkel �=3 liegt, gilt f�ur alle Punkte x der Verbindungsstrecke L zwischenx� und x1 dist(x;�) � jx� x�j2 f�ur alle x 2 L (2.16)insbesondere also auch dist(xn;�) � h2n f�ur alle n 2 IN : (2.17)Unter Verwendung von Lemma 2.5 a), welches es wegen der Di�erenzierbarkeits-eigenschaften der Grundl�osung gestattet, statt des Ober�achengradienten dengew�ohnlichen Gradienten zu benutzen, erh�alt man f�ur die zu untersuchende 1-�-H�oldernormk�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;�;� �� C�k�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;� + k grad (�k(:; xn)� �k0(:; xn)) k1;� ++j grad(�k(:; xn)� �k0(:; xn))j0;�;�� : (2.18)F�ur die ersten beiden Summanden liegt nach Teil a) gleichm�a�ige Beschr�anktheitvor. F�ur den dritten Summanden giltjgrad (�k(:; xn)� �k0(:; xn))j0;�;� == supy 6=zy;z2� ���grad [(�k(y; xn)��k0(y; xn))� (�k(z; xn)� �k0(z; xn))]���jy � zj��  h4n!1�� supjy�zj<h=4ny;z2�; y 6=z ���grad [(�k(y; xn)� �k0(y; xn))� (�k(z; xn)� �k0(z; xn))]���jy � zj+ h4n!�� supjy�zj�h=4ny;z2� ���grad [(�k(y; xn)� �k0(y; xn))� (�k(z; xn)� �k0(z; xn))]����  h4n!1�� supx2Sn jgrad grad (�k(x; xn)� �k0(x; xn))j++2 h4n!�� kgrad (�k(:; :)� �k0(:; :))k1;��L ;



2. Grundlagen 29wobei Sn := [x2�B(x; h=4n)gesetzt wurde. Im letzten Schritt der Absch�atzung wurde dabei f�ur den Ausdruckmit jy � zj < h=4n der Mittelwertsatz angewendet (die benutzte Schreibweise istso zu verstehen, da� dies komponentenweise geschieht) und benutzt, da� in diesemFall die Verbindungsstrecke zwischen y und z ganz in Sn liegt. Verwendet manjetzt die Resultate aus Lemma 2.27 b) und c), so ergibt sichjgrad (�k(:; xn)� �k0(:; xn))j0;�;� �  h4n!1�� supx2Sn Cjx� xnj + 2C  h4n!�� :Nach der Wahl von � gilt f�ur alle x 2 Sn und ein zugeh�origes yx 2 � mitx 2 B(yx; h=4n)jx� xnj � j jxn � yxj � jx� yxj j � h2n � h4n = h4nund folglich supx2Sn Cjx� xnj � 4Cnh :Insgesamt erh�alt man damitj grad(�k(:; xn)� �k0(:; xn))j0;�;� �  h4n!1�� 4Cnh + 2C  h4n!��� C n�mit einer von n unabh�angigen Konstanten C. F�ur die 1-�-H�oldernorm der Di�e-renz der Grundl�osungen ergibt sich zusammen mit der gleichm�a�igen Beschr�ankt-heit der beiden anderen Summanden aus (2.18)k�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;�;� � C n�f�ur eine geeignete Konstante C.Das folgende Lemma erlaubt es, die Grundl�osung der Helmholtzgleichung bei re-eller Wellenzahl durch Superpositionen von ebenen Wellen beliebig genau zu ap-proximieren, was sp�ater bei der Behandlung des inversen Problemes Anwendung�nden wird.



2. Grundlagen 30Lemma 2.29 Es gen�uge D den allgemeinen Voraussetzungen, und u 2 C2(D) \C1(D) sei L�osung der Helmholtzgleichung zu reeller Wellenzahl k. Au�erdem be-zeichne ui(x; d) := eik(x;d); d 2 
und V := spanfui(:; d)jd 2 
g ;wobei 
 = fx 2 IR3 j jxj = 1g. Dann existiert eine Folge (qn)n2IN � V mitqn ! u; grad qn ! grad u f�ur n!1gleichm�a�ig auf kompakten Teilmengen von D.Beweis: Siehe [K2] Lemma 10.4, oder auch [CK2] Theorem 5.4 und 5.5.Zum Abschlu� dieses Abschnittes soll noch ein Resultat erw�ahnt werden, welcheses gestattet, zu einer vorgegebenen Wellenzahl Gebiete anzugeben, wo diese keinEigenwert des inneren Dirichletproblems zur Helmholtzgleichung ist.Lemma 2.30 Sei G ein beschr�anktes Gebiet mit Durchmesser d = diam G undu 2 C2(G) \ C(G) eine L�osung der Helmholtzgleichung zur Wellenzahl k in Gmit Randbedingung u = 0 auf @G. Giltd < ln 1 + 12jkj2! ;so ist u = 0 in G.Beweis: Lemma 3.26 in [CK1].



3. Das direkte RandwertproblemIn diesem Kapitel wird f�ur das Transmissionsproblem zur Helmholtzgleichung zuzwei verschiedenen �Ubergangsbedingungen auf dem Rand die Existenz und Ein-deutigkeit von L�osungen untersucht. Dabei kommen Integralgleichungsmethodenzum Einsatz.3.1 ProblemstellungZun�achst werden die beiden Randwertprobleme in der f�ur die Behandlung vonExistenz und Eindeutigkeit relevanten Form de�niert.De�nition 3.1 (Resistives Problem (PR))Gegeben sind k; k0; �; �0 2 C n f0g mit � + �0 6= 0 und Im(k) � 0; Im(k0) � 0,sowie g 2 C0;�(@D); �; 1=�; f 2 C1;�(@D) mit � 2 (0; 1).Gesucht ist ein Paar (u; v) mitu 2 C2(IR3 nD) \ C1(IR3 nD) ; (3.1)v 2 C2(D) \ C1(D) ; (3.2)4u+ k2u = 0 in IR3 nD ; (3.3)4v + k20v = 0 in D (3.4)unter den resistiven Randbedingungenu� v = �@u@� + f auf @D ; (3.5)�@u@� � �0 @v@� = g auf @D : (3.6)31



3. Direktes Randwertproblem 32Au�erdem erf�ulle u die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)limr!1 r @u@r � iku! = 0 (3.7)gleichm�a�ig in alle Richtungen x̂ = x=r; r = jxj.Eine �ahnliche Aufgabe, die einer Kombination aus einem Transmissions- und ei-nem Impedanzproblem entspricht, ist durch folgende De�nition gegeben. Um dieExistenz und Eindeutigkeit dieses Problemes mit den hier verwendeten Methodenuntersuchen zu k�onnen, ist es m�oglich, etwas geringere Regularit�atsanforderungenan die Parameter zu stellen als beim vorangegangenen resistiven Problem.De�nition 3.2 (Konduktives Problem (PK))Gegeben sind k; k0; �; �0 2 C n f0g mit � + �0 6= 0 und Im(k) � 0; Im(k0) � 0,sowie �; g 2 C0;�(@D); f 2 C1;�(@D) mit � 2 (0; 1).Gesucht ist ein Paar (u; v) mitu 2 C2(IR3 nD) \ C1(IR3 nD) ; (3.8)v 2 C2(D) \ C1(D) ; (3.9)4u+ k2u = 0 in IR3 nD ; (3.10)4v + k20v = 0 in D (3.11)unter den konduktiven Randbedingungen�u � �0v = f auf @D ; (3.12)@u@� � @v@� = �u+ g auf @D : (3.13)Au�erdem erf�ulle u die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)limr!1 r @u@r � iku! = 0 (3.14)gleichm�a�ig in alle Richtungen x̂ = x=r; r = jxj.



3. Direktes Randwertproblem 333.2 Existenz und Eindeutigkeit beim Transmissions-problem mit resistiven RandbedingungenIn diesem Abschnitt werden erst einige Bedingungen angegeben, die Eindeutigkeitdes resistiven Problems (PR) garantieren. Anschlie�end wird mittels Integralglei-chungsmethoden eine Existenzanalyse durchgef�uhrt.Satz 3.3 Das resistive Problem (PR) besitzt h�ochstens eine L�osung, fallsIm�k �0� k20� � 0 ;Im�k �0� � � 0 ;Im(k�(y)) � 0 ; f�ur alle y 2 @D : 9>>>=>>>; (3.15)Beweis: Wegen der Linearit�at gen�ugt es, das homogene Problem f = g = 0 zubetrachten und f�ur dieses zu zeigen, da� es nur die triviale L�osung besitzt. UnterAusnutzung der resistiven Randbedingungen (3.5), (3.6) ergibt sichIm k Z@D u@u@� ds! == � i2 Z@D  ku@u@� � ku@u@�! ds= � i2 Z@D "k  v + �@u@�! @u@� � k  v + �@u@�! @u@� # ds= � i2 Z@D "k  v + ��0� @v@�! �0� @v@� � k  v + ��0� @v@�! �0� @v@�# ds :Mit Anwendung des Greenschen Satzes 2.11 erh�alt man hierausIm k Z@D u@u@� ds! == � i2 ZD "k�0� fv4v+ (grad v; grad v)g � k�0� fv4v + (grad v; grad v)g#dx +� i2 Z@D �k� � k�� j�0j2j�j2 @v@� @v@� ds= � i2 ZD " �kk02�0� + kk20�0� ! jvj2 +  k�0� � k�0� ! j grad vj2# dx +



3. Direktes Randwertproblem 34� i2 Z@D �k� � k�� j�0j2j�j2 �����@v@� �����2 ds= Im kk20�0� ! ZD jvj2dx+ Im k�0� !ZD j grad vj2dx++ Z@D Im(k�) j�0j2j�j2 �����@v@� �����2 ds :Unter der Voraussetzung (3.15) ergibt sichIm k Z@D u@u@� ds! � 0und daraus mit Folgerung 2.15 des Rellich-Lemmas u = 0 in IR3 n D, folglichu = @u=@� = 0 auf @D und mit den Randbedingungen (3.5), (3.6) v = @v=@� =0 auf @D. Der Darstellungssatz 2.12 liefert dann auch v = 0 in D.Ein weiteres Eindeutigkeitsresultat l�a�t sich unter direkter Ausnutzung des Rellich-Lemmas erzielen.Satz 3.4 Das resistive Problem (PR) besitzt h�ochstens eine L�osung, fallsRe(k) 6= 0 ;Re(k) Im��0� k20� � 0 ;Re(k) Im��0� � � 0 ;Re(k) Im(�(y)) � 0 ; f�ur alle y 2 @D : 9>>>>>>=>>>>>>; (3.16)Beweis: Sei R so gew�ahlt, da� D � B(0; R), und sei GR := B(0; R) n D.
R bezeichne die Sph�are mit Radius R und n die �au�ere Normale an GR. Manbetrachtet wieder das homogene Problem f = g = 0. Dann gilt f�ur eine L�osung uvon (PR) unter Ausnutzung der Greenschen Formel und der RandbedingungenZGR hj grad uj2 � k2juj2i dx == ZGR [(grad u; grad u) + (4u)u] dx= Z@GR u@u@nds



3. Direktes Randwertproblem 35= Z@D u@u@nds + Z
R u@u@nds= � Z@D u@u@� ds + Z
R u@u@r ds= � Z@D  v + ��0� @v@�! �0� @v@� ds+ Z
R u@u@r ds :Bildung des �2i-fachen Imagin�arteils liefert4iRe(k) Im(k) ZGR juj2dx == 2i Im �0� Z@D v @v@�ds! + 2i j�0j2j�j2 Im0@Z@D � �����@v@� �����2 ds1A +� Z
R "u@u@r � u@u@r # ds :Unter Ausnutzung der Sommerfeldschen Endlichkeitsbedingung u = O(r�1) (ver-gleiche (2.2) in Satz 2.13) und der (SAB) ergibt sichu @u@r � iku! = o(r�2) ;u @u@r � iku! = o(r�2)und damit u@u@r � u@u@r = o(r�2) + 2i Re(k)juj2 :Daraus folgtZ
R "u@u@r � u@u@r # ds = 2i Re(k) Z
R juj2ds + o(1); R!1 :Insgesamt erh�alt mano(1) = 4iRe(k) Im(k) ZGR juj2 dx� 2i Im �0� Z@D v@v@� ds!+�2i j�0j2j�j2 Im0@Z@D � �����@v@� �����2 ds1A + 2i Re(k) Z
R juj2 ds ; R!1 :



3. Direktes Randwertproblem 36Nach Multiplikation mit Re(k)=2i und Verwendung vonZ@D v @v@� ds = ZD �j grad vj2 � k20jvj2� dxergibt sich darauso(1) = 2(Re(k))2 Im(k) ZGR juj2 dx �Re(k) Im �0� ZD j grad vj2 dx!++Re(k) Im �0� k20 ZD jvj2 dx!�Re(k) j�0j2j�j2 Im0@Z@D � �����@v@� �����2 ds1A ++(Re(k))2 Z
R juj2ds; R!1 :Im Fall Im(k) > 0 erh�alt man mit der Voraussetzung (3.16)ZGR juj2dx = o(1); R!1 ;folglich u = 0 in IR3 nD.Ist Im(k) = 0, so gilt mit Voraussetzung (3.16)Z
R juj2ds = o(1); R!1 ;woraus mit dem Rellich-Lemma 2.14 u = 0 in IR3 n D folgt. Mit dem Darstel-lungssatz 2.12 ergibt sich dann zusammen mit den Randbedingungen (3.5), (3.6)auch v = 0 in D.Bemerkung 3.5 Falls Re(k) = 0, so folgt aus dem Beweis von Satz 3.4o(1) = � Im �0� ZD j grad vj2 dx)!++Im �0� k20 ZD jvj2 dx!+�j�0j2j�j2 Im0@Z@D � �����@v@� �����2 ds1A ; R!1 :Setzt man also Re(k) = 0 ;Im��0� k20� � 0 ;Im��0� � � 0 ;Im(�(y)) � 0 ; f�ur alle y 2 @D 9>>>>>>=>>>>>>; (3.17)



3. Direktes Randwertproblem 37voraus, so erh�alt man ZD jvj2 dx = 0also v = 0 in D und mit den Randbedingungen (3.5), (3.6) und dem Darstellungs-satz 2.12 auch u = 0 in IR3 nD.Nun soll die Existenz von L�osungen zum resistiven Problem (PR) untersuchtwerden. Dazu sei vorausgesetzt, da� Eindeutigkeit des Problemes vorliegt. Dies istdann gesichert, falls eine der drei Bedingungen (3.15), (3.16) oder (3.17) erf�ullt ist.Analog zum Vorgehen in [KRo] und [He1] sucht man die L�osung als kombiniertesEinfach- und Doppelschichtpotential in der Formu(x) = Z@D (�0@�k(x; y)@�(y)  (y) + c�k(x; y)'(y))ds(y); x 2 IR3 nD ;(3.18)v(x) = Z@D (�@�k0(x; y)@�(y)  (y) + c0�k0(x; y)'(y)) ds(y); x 2 D ; (3.19)wobei c; c0 2 C geeignet zu w�ahlen sind und die Dichtefunktionen ' 2 C0;�(@D); 2 C1;�(@D) zu ermitteln sind. Mit diesem Ansatz erf�ullen u und v die Helm-holtzgleichung und u zus�atzlich die (SAB).Sollen u; v den Randbedingungen (3.5), (3.6) gen�ugen, so m�ussen ' und  dasfolgende Integralgleichungssystem erf�ullen2f = 2u� 2v � 2�@u@�= (�0Kk � �Kk0 � ��0Tk) + (cSk � c0Sk0 � �cK 0k)'++(�+ �0)I + �cI' ; (3.20)2g = 2�@u@� � 2�0 @v@�= ��0(Tk � Tk0) + (c�K 0k � c0�0K 0k0 )'+�(�c+ �0c0)I' ; (3.21)



3. Direktes Randwertproblem 38das sich aus den Sprungbeziehungen f�ur das Einfach- und Doppelschichtpotential(siehe S�atze 2.17, 2.18, 2.19, 2.20) ergibt.Anwendung des injektivenOperators S0 (siehe Bemerkung 2.23 c) auf (3.20) ergibtunter Ausnutzung der Regularisierungseigenschaft ST = K2� I (siehe (2.10) ausSatz 2.22)2S0f = h�0S0Kk � �S0Kk0 � ��0S0(Tk � T0)� ��0K2 + (�+ �0)S0i ++S0(cSk � c0Sk0 � �cK 0k + �cI)'+ ��0I : (3.22)Mit M11 := �0S0Kk � �S0Kk0 � ��0S0(Tk � T0)� ��0K2 + (� + �0)S0 ;M12 := S0(cSk � c0Sk0 � �cK 0k + �cI) ;M21 := ��0(Tk � Tk0) ;M22 := c�K 0k � c0�0K 0k0 ;M := �M11M21M12M22� ;L :=  ��0I0 0�(�c+ �0c0)I!l�a�t sich das System in der FormL  '!+M  '! =  2S0f2g ! ; (3.23)schreiben. Der OperatorM : C(@D)� C(@D)! C(@D)�C(@D)ist kompakt, da jede Komponente dies nach Satz 2.22 ist. Au�erdem ist L be-schr�ankt invertierbar, wenn man c; c0 so w�ahlt, da� �c+ �0c0 6= 0 gilt. Man kannalso auf L+M die Riesz-Theorie anwenden.Seien '; stetige L�osungen von (3.22), (3.21). Dann folgt wegen der Abbildungs-eigenschaften der Integraloperatoren nach Satz 2.22' 2 C0;�(@D);  2 C1;�(@D) ;



3. Direktes Randwertproblem 39da f; �; 1� 2 C1;�(@D) und g 2 C0;�(@D).Hieraus ergeben sich die notwendigen Regularit�atseigenschaften f�ur u und v. Esgen�ugt also, nach stetigen L�osungen des Integralgleichungssystems zu suchen.F�ur die Anwendung des Rieszschen Satzes 2.1 ist zu zeigen, da� der Nullraum vonL +M trivial ist. Seien '; 2 C(@D) L�osungen von (3.23) mit verschwindenderrechter Seite.Wegen der Injektivit�at des Operators S0 erf�ullen dann '; 2 C(@D)auch das System (3.20), (3.21) mit homogenen rechten Seiten. Man de�niere zudiesen Dichten u und v gem�a� (3.18), (3.19) (wegen der vorausgesetzten Eindeu-tigkeit von (PR) ist dann (u; v) = 0) undU(x) = Z@D (�0@�k(x; y)@�(y)  (y) + c�k(x; y)'(y)) ds(y); x 2 IR3 n @D ;V (x) = Z@D (�@�k0(x; y)@�(y)  (y) + c0�k0(x; y)'(y))ds(y); x 2 IR3 n @D :Dann stimmen U mit u im Au�engebiet und V mit v im Innengebiet �uberein undverschwinden dort, insbesondere gilt also auf @DU+ = @U+@� = 0; V� = @V�@� = 0 :Wegen der Sprungbeziehungen f�ur das Einfach- und Doppelschichtpotential (sieheS�atze 2.17, 2.18, 2.19, 2.20) gilt auf @D f�ur U und VU+ � U� = �0 ;V+ � V� = � ;@U+@� � @U�@� = �c' ;@V+@� � @V�@� = �c0' :Daraus folgt dann �U� + �0V+ = 0 auf @D ;1c @U�@� + 1c0 @V+@� = 0 auf @D :De�niert man nun ~u := 1c0V in IR3 nD ;~v := �1cU in D ;



3. Direktes Randwertproblem 40so ist das Paar (~u; ~v) L�osung des homogenen Transmissionsproblems~u 2 C2(IR3 nD) \ C1(IR3 nD) ;~v 2 C2(D) \ C1(D) ;4~u+ k20~u = 0 in IR3 nD ;4~v + k2~v = 0 in D ;�0c0~u� �c~v = 0 auf @D ;@~u@� � @~v@� = 0 auf @D :Weiterhin erf�ullt ~u die (SAB)limr!1 r  @~u@r � ik0~u! = 0 :Dieses Transmissionsproblem ist ein Spezialfall des konduktiven Problemes (PK)mit verschwindender Impedanz �. W�ahlt man jetzt c=c0 2 C so, da�k0 ��0 cc0 2 IR und k0 ��0 cc0 Im(k20) � 0gilt, dann erf�ullen die Parameter die Bedingung (3.24) aus dem noch folgendenSatz 3.7 �uber die Eindeutigkeit beim konduktiven Problem. (Man beachte, da��au�ere und innere Wellenzahl vertauscht sind und � durch �0c0 sowie �0 durch�c zu ersetzen sind.) Die zus�atzliche Forderung �c + �0c0 6= 0 l�a�t sich durchMultiplikation von c=c0 mit einem geeigneten positiven Faktor erreichen. F�urdas obige Transmissionsproblem liegt dann eindeutige L�osbarkeit vor, d. h. ~u =0 in IR3 nD und ~v = 0 in D, also U = V = 0 in IR3. Mit den Sprungbeziehungenergibt sich  = ' = 0 auf @D :Aus der Riesz-Theorie folgt damit die beschr�ankte Invertierbarkeit von L+M . Dau und v stetig von den Dichten  ;' abh�angen, gilt zusammenfassend der Satz:Satz 3.6 Besitzt das resistive Problem (PR) h�ochstens eine L�osung, so ist eskorrekt gestellt, d.h. f�ur allef 2 C1;�(@D); g 2 C0;�(@D)



3. Direktes Randwertproblem 41existiert genau eine L�osung (u; v) von (PR). Sei zus�atzlichfn 2 C1;�(@D); gn 2 C0;�(@D)mit L�osungen (un; vn) von (PR) undkfn � fk1;@D ! 0; n!1 ;kgn � gk1;@D ! 0; n!1 ;so gilt kun � uk1;K ! 0; n!1 ;k grad(un � u)k1;K ! 0; n!1 ;kvn � vk1;K0 ! 0; n!1 ;k grad(vn � v)k1;K0 ! 0; n!1 ;wobei K � IR3 nD und K0 � D beliebige kompakte Mengen sind.3.3 Existenz und Eindeutigkeit des Transmissions-problems bei konduktiven RandbedingungenIn diesem Abschnitt sollen die Resultate f�ur das Transmissionsproblem bei kon-duktiven Randbedingungen zusammengestellt werden. Eine ausf�uhrliche Darstel-lung �ndet sich in [He1]. Die dort benutzten Methoden entsprechen genau denendes vorangegangenen Abschnittes, wobei allerdings jetzt bei der Existenzanalyseauf eine Regularisierung verzichtet werden kann.Satz 3.7 Das konduktive Problem (PK) besitzt h�ochstens eine L�osung, fallsIm�k �0� k20� � 0 ;Im�k �0� � � 0 ;Im�k�(y)� � 0 ; f�ur alle y 2 @D 9>>>=>>>; (3.24)



3. Direktes Randwertproblem 42oder Re(k) 6= 0 ;Re(k)Im ��0� k20� � 0 ;Re(k)Im ��0� � � 0 ;Re(k)Im ��(y)� � 0 ; f�ur alle y 2 @D 9>>>>>>=>>>>>>; (3.25)oder Re(k) = 0 ;Im��0� k20� � 0 ;Im��0� � � 0 ;Im��(y)� � 0 ; f�ur alle y 2 @D : 9>>>>>>=>>>>>>; (3.26)Beweis: Zum Beweis siehe [He1] S�atze 3.3, 3.5 und die Bemerkung zu Satz 3.5.Satz 3.8 Besitzt das konduktive Problem h�ochstens eine L�osung, so ist es korrektgestellt, d.h. f�ur alle f 2 C1;�(@D); g 2 C0;�(@D)existiert genau eine L�osung (u; v) von (PK). Sei zus�atzlichfn 2 C1;�(@D); gn 2 C0;�(@D)mit L�osungen (un; vn) von (PK) undkfn � fk1;@D ! 0; n!1 ;kgn � gk1;@D ! 0; n!1 ;so gilt kun � uk1;K ! 0; n!1 ;k grad(un � u)k1;K ! 0; n!1 ;kvn � vk1;K0 ! 0; n!1 ;k grad(vn � v)k1;K0 ! 0; n!1 ;wobei K � IR3 nD und K0 � D beliebige kompakte Mengen sind.



3. Direktes Randwertproblem 43Beweis: Die ausf�uhrliche Darstellung �ndet sich in [He1]. Hier soll nur kurz aufdie L�osungsdarstellung mittels kombiniertemEinfach- und Doppelschichtpotential-Ansatzes eingegangen werden. Dieser hat die Formu(x) = Z@D (@�k(x; y)@�(y)  (y) + c�k(x; y)'(y))ds(y); x 2 IR3 nD ; (3.27)v(x) = Z@D (@�k0(x; y)@�(y)  (y) + c0�k0(x; y)'(y))ds(y); x 2 D : (3.28)Dabei ergibt sich f�ur ( ;') aus den Randbedingungen (3.12), (3.13) das folgendeIntegralgleichungssystem(�+ �0) + (�Kk � �0Kk0) + (�cSk � �0c0Sk0)' = 2f ;(c+ c0)'� (Tk � Tk0) � (cK 0k � c0K 0k0)'+ �[(K + I) + cS'] = �2gbeziehungsweise (E �A)  '! = 2 f�g! (3.29)mit A =  �(�Kk � �0Kk0)(Tk � Tk0)� �Kk �(�cSk � �0c0Sk0)(cK 0k � c0K 0k0)� �cSk! (3.30)und E =  (�+ �0)I�I 0(c+ c0)I! ; (3.31)wobei E f�ur c + c0 6= 0 invertierbar und A ein kompakter Operator ist. Es kannfolglich die Riesz-Theorie angewendet werden und bei geeigneter Wahl von c; c0gezeigt werden, da� das Problem korrekt gestellt ist.Bemerkung 3.9 Unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes giltauch kun � uk1;�;K ! 0; n!1f�ur eine beliebige kompakte Menge K � IR3 nD. Dies folgt mit der Abh�angigkeitvon den Dichten aus der Stetigkeit der zweiten Ableitungen der Grundl�osung �auf K � @D.



3. Direktes Randwertproblem 443.4 Formulierung des Randwertproblems als Streu-problemIn diesem Abschnitt soll das Randwertproblem in der Form formuliert werden,wie es f�ur die Behandlung des inversen Problems relevant ist. Es sei vorausgesetzt,da� �; k; k0 Existenz und Eindeutigkeit gew�ahrleisten. Es bezeichneui(x) = ui(x; d) = eik(x;d); d 2 
; 
 := fx 2 IR3 j jxj = 1geine einfallende ebene Welle mit Wellenzahl k. Im weiteren wird die Richtungs-abh�angigkeit d nicht immer mit angegeben.De�nition 3.10Beim konduktiven Streuproblem sucht man eine L�osung (us; v) vonus 2 C2(IR3 nD) \ C1(IR3 nD) ;v 2 C2(D) \ C1(D) ;4us + k2us = 0 in IR3 nD ;4v + k20v = 0 in D ;�us � �0v = ��ui auf @D ;@us@� � @v@� = �us + �ui � @ui@� auf @D :Au�erdem erf�ulle us die Sommerfeldsche Ausstrahlunsbedingung (SAB).pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... @DD4 v + k20 v = 0 4us + k2us = 0ui(:; d)d



3. Direktes Randwertproblem 45Auch hier wird zuweilen die Abh�angigkeit der L�osung (us; v) von der Einfallsrich-tung d der die Randbedingung festlegenden einfallenden ebenenWelle in der Form(us(:; d); v(:; d)) gekennzeichnet. Das oben de�nierte Streuproblem ist �aquivalentzum konduktiven Randwertproblem (PK) in dem Sinne, da� f�ur eine L�osung(u; v) von (PK) zu homogenen Daten f = g = 0 das Paar (us; v) mit us := u�uiL�osung des Streuproblems (zur gleichen Einfallsrichtung d) ist. Umgekehrt erh�altman aus einer L�osung (us; v) des Streuproblems eine L�osung (u; v) des homogenenRandwertproblems durch u := us + ui.



4. Das inverse StreuproblemIn diesem Kapitel wird die Eindeutigkeit des Streugebietes aus der Kenntnis derFernfelder des Streufeldes zu allen einfallenden ebenen Wellen untersucht. Diebetrachteten Streugebiete sollen wieder einen C2-glatten Rand haben. Zus�atzlichwird vorausgesetzt, da� die �au�ere Wellenzahl k reell ist und das konduktive Streu-problem korrekt gestellt ist. Hinreichende Bedingungen daf�ur an k; k0; �; �; �0 sindin Satz 3.7 angegeben.Im ersten Abschnitt werden Hilfss�atze formuliert und bewiesen, im zweiten Ab-schnitt dann das eigentliche Eindeutigkeitsresultat nachgewiesen.In Lemma 4.1 wird aus der Annahme, da� zwei Streuk�orper bei einfallendenebenen Wellen gleiche Fernfelder liefern, eine �Ubereinstimmung der Streufelderbei singul�arer Quelle abgeleitet.Unter Ausnutzung der f�ur den Raum C0 nachgewiesenen Eigenschaften und derkorrekten Gestelltheit des konduktiven Problems wird in Lemma 4.2 die Innen-l�osung auf einem Kompaktum erst durch die Randdaten in der 1-0-Norm ab-gesch�atzt und f�ur eine Klasse von Streuproblemen mit singul�arer Einfallswelle inFolgerung 4.3 die gleichm�a�ige Beschr�anktheit f�ur diese Randdaten bewiesen.In Lemma4.4 wird f�ur ein eindeutig l�osbares inneres Dirichletproblemdie L�osungs-darstellung mittels Doppelschichtpotential benutzt, um f�ur die Neumanndatenauf einem Randst�uck eine Absch�atzung durch die Dirichletdaten, ausgewertetbez�uglich der 1-�-H�oldernorm auf einem gr�o�eren Randst�uck, und bez�uglich der1-Norm auf dem Rest des Randes zu gewinnen.Im Eindeutigkeitssatz 4.5 wird dann aus der Annahme der Existenz zweier ver-schiedener Streuk�orper mit identischen Fernfeldern ein Widerspruch hergeleitet.Es wird eine Folge von Punktquellen betrachtet, die gegen ein Randst�uck des46



4. Inverses Streuproblem 47einen Streuk�orpers, welches im Au�enraum des anderen liegt, strebt. Auf diesemRandst�uck untersucht man eine Kombination der Grundl�osung und ihrer Norma-lenableitung.Eine direkte Auswertung ergibt f�ur diese Kombination ein Verhalten der Ord-nung O(n) bzw. O(n2), wobei n dem reziproken Abstand der Punktquelle zumRand entspricht. F�ur die Ableitung eines Widerspruchs wird die Kombinationder Grundl�osungen unter Ausnutzung der Randbedingungen durch die L�osungdes Streuproblems ausgedr�uckt und eine obere Schranke konstruiert, f�ur die manbei Ann�aherung der Punktquelle an den Rand ein Verhalten der Ordnung O(n�)mit � 2 (0; 1) nachweist. Dabei wendet man die Hilfss�atze des ersten Abschnittesauf geeignete Randst�ucke an und benutzt, da� das Streuproblem bez�uglich deszweiten Streuk�orpers korrekt gestellt ist.4.1 Hilfss�atzeLemma 4.1 Seien D1;D2 zwei Streugebiete derart, da� die Fernfelder zu beidenStreuk�orpern f�ur alle Einfallsrichtungen ebener Wellen bei fester Wellenzahl k�ubereinstimmen. G bezeichne die unbeschr�ankte Komponente von IR3 n�D1 [D2�und ~x sei aus G.Betrachtet man die L�osung (wsj ; vj) j = 1; 2 des Streuproblems mit singul�arerEinfallswelle �k(:; ~x)4wsj + k2wsj = 0 in IR3 nDj ;4vj + k20;jvj = 0 in Dj ;�wsj � �0;jvj = ���k(:; ~x) auf @Dj ;@wsj@� � @vj@� = �jwsj + �j�k(:; ~x)� @�k(:; ~x)@� auf @Dj ;wobei wsj die (SAB) erf�ullt,so gilt ws1 = ws2 auf G :Beweis: Man w�ahlt ein C2-glattes Gebiet D so, da� IR3 nD zusammenh�angendist und D1 [ D2 � D, sowie ~x =2 D gilt. Nach Lemma 2.29 existiert eine



4. Inverses Streuproblem 48Folge (qn)n2IN � V := spanfui(:; d)jd 2 
g mitqn ! �k(:; ~x) ;grad qn ! grad �k(:; ~x)f�ur n ! 1 gleichm�a�ig auf D1 [ D2 als kompakter Teilmenge von D. Da dieqn Linearkombinationen ebener Wellen sind, stimmen die zugeh�origen Streufelderqsn;1 und qsn;2 als L�osungen von4qsn;j + k2qsn;j = 0 in IR3 nDj ;4vn;j + k20;jvn;j = 0 in Dj ;�qsn;j � �0;jvn;j = ��qn auf @Dj ;@qsn;j@� � @vn;j@� = �jqsn;j + �jqn � @qn@� auf @Dj(j = 1; 2; n 2 IN) auf G �uberein. Wegen der korrekten Gestelltheit des Problemsund ��qn ! ���k(:; ~x) ;�jqn � @qn@� ! �j�k(:; ~x) � @�k(:; ~x)@�f�ur n!1 gleichm�a�ig auf @Dj (j = 1; 2) folgtqsn;j ! wsj ; n!1gleichm�a�ig auf kompakten Teilmengen von G. Da dort qsn;1 = qsn;2 gilt, folgt dieBehauptung.Der folgende Hilfsatz gestattet zusammen mit einer Folgerung eine gleichm�a�igeAbsch�atzung der Innenl�osung des konduktiven Streuproblems bei singul�arer Ein-fallswelle, deren Quelle sich dem Rand des Streugebietes n�ahert. Dazu wird zuerstdie L�osung im Inneren des K�orpers geeignet durch die Randdaten abgesch�atzt,und f�ur diese dann die gleichm�a�ige Beschr�anktheit nachgewiesen.Lemma 4.2Sei D ein Gebiet mit C2-glattem Rand und x� 2 @D, sowie S eine kompakteTeilmenge von D mit dist(S; x�) > 0. Weiter seien



4. Inverses Streuproblem 49u 2 C2(IR3 nD) \ C1(IR3 nD) ;v 2 C2(D) \ C1(D) ;mit 4u+ k2u = 0 in IR3 nD ;4v+ k20v = 0 in D pppppppppppppppp ............................................................................................................................................................................... ........................................................................................ .......................................... pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................x� D Sund u erf�ulle die (SAB). Bezeichnef := �u� �0v auf @D ;g := @u@� � @v@� � �u auf @D :Dann gibt es eine Konstante C = C(@D;S) so, da�kvk1;S � C (kfk1;0 + kgk1;0) ; (4.1)wobei k:k1;0 die in Satz 2.7 eingef�uhrte Norm auf dem C0(@D) bezeichnet.Beweis: Man stellt die eindeutige L�osung des Randwertproblems in der Formu(x) = Z@D (@�k(x; y)@�(y)  (y) + c�k(x; y)'(y))ds(y); x 2 IR3 nD ;v(x) = Z@D (@�k0(x; y)@�(y)  (y) + c0�k0(x; y)'(y))ds(y); x 2 Ddar (vergleiche den Beweis zu Satz 3.8), wobei  2 C1;�(@D) und ' 2 C0;�(@D)das eindeutige L�osungspaar des Integralgleichungssystems (3.29) ist. Der in (3.31)de�nierte Operator E hat unter den angegebenen Voraussetzungen die InverseE�1 = 0@ 1�+�0 I��(�+�0)(c+c0)I 01c+c0 I1A :De�niert man den Operator V := �E�1A, wobei der Operator A gem�a� (3.30)gegeben ist, so ist das Integralgleichungssystem (3.29) �aqivalent zu(I + V )  '! = 2E�1  f�g! : (4.2)



4. Inverses Streuproblem 50Der Operator A : C0(@D) � C0(@D)! C0(@D) � C0(@D)ist nach Bemerkung 2.23 b) kompakt und au�erdem istE�1 : C0(@D) �C0(@D)! C0(@D) �C0(@D)wegen der Stetigkeit von � beschr�ankt.Folglich ist V kompakter Operator von C0(@D)�C0(@D) nach C0(@D)�C0(@D).Wegen der eindeutigen L�osbarkeit im Raum der stetigen Funktionen folgt ausder Fredholmschen Alternative zuerst auf das Dualsystem hC(@D) � C(@D);C(@D) � C(@D)i und dann auf das Dualsystem hC(@D) � C(@D); C0(@D) �C0(@D)i (vergleiche Satz 2.9) angewendet:0 = dimN �I + V jC(@D)�C(@D)�= dimN �I + V 0jC(@D)�C(@D)�= dimN �I + V jC0(@D)�C0(@D)� :Aus der Riesz-Theorie folgt dann die Beschr�anktheit des Operators (I+V )�1 vonC0(@D) � C0(@D) nach C0(@D) � C0(@D), so da� f�ur eine geeignete KonstanteC gilt k k1;0 + k'k1;0 � C(kfk1;0 + kgk1;0) : (4.3)Diese Absch�atzung f�ur die Dichten soll nun benutzt werden, um das gew�unschteResultat f�ur das Potential abzuleiten.Dazu sei nun ein Teilst�uck �des Randes @D so gew�ahlt,da�dist(S; @D n �) > 0 ;dist(�; x�) > 0 :gilt. pppppppppppppppppp ......................................................................................................................................................................................................... ..................................................................................................... ............................................... ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq............................................................................................qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqx� D S�
F�ur x 2 D gilt v(x) = (D  )(x) + c0(E ')(x) ; (4.4)



4. Inverses Streuproblem 51wobei D bzw. E den Operator f�ur das Doppelschicht- bzw. Einfachschichtpotential(zur Wellenzahl k0) bezeichnet.Wegen der Absch�atzung (2.3) in Satz 2.17 f�ur das Einfachschichtpotentials durchdie Randdaten gilt nach Lemma 2.26 b)k E 'k1;S � Cfk'k1;0 + k'k1;�g � Ck'k1;0und analog wegen (2.4) in Satz 2.19 f�ur das DoppelschichtpotentialkD  k1;S � Cfk k1;0 + k k1;�g � Ck k1;0 ;wobei hier der positive Abstand von � und x� in Verbindung mit Lemma 2.8 a)ausgenutzt wurde, um die1-Norm auf � gegen die 1-0-Norm abzusch�atzen.Insgesamt ergibt sich nun mit (4.3) und (4.4)kvk1;S � C(k'k1;0 + k k1;0)� C(kfk1;0 + kgk1;0) :Folgerung 4.3 Seien D; x�; S wie in Lemma 4.2, sowie h > 0 so, da� die StreckeL := fx� + #h�(x�) j # 2 [0; 1]gpositiven Abstand zu S hat. Es seien u~x 2 C2(IR3 n D) \ C1(IR3 n D); v~x 2C2(D) \ C1(D) L�osungen der von ~x 2 L abh�angigen konduktiven Streuproblememit singul�arer Einfallswelle �k(:; ~x) zum Gebiet D4u~x + k2u~x = 0 in IR3 nD ;4v~x + k20v~x = 0 in D ;�u~x � �0v~x = ���k(:; ~x) auf @D ; (4.5)@u~x@� � @v~x@� = �u~x + ��k(:; ~x)� @�k(:; ~x)@� auf @D : (4.6)Au�erdem erf�ulle u~x die (SAB).Dann gibt eine Konstante C so, da�kv~x � �k0(:; ~x)k1;S � C f�ur alle ~x 2 L : (4.7)



4. Inverses Streuproblem 52Beweis: Man betrachtet das Resultat des Lemmas 4.2 f�urv = v~x � �k0(:; ~x) ;u = u~x :O�ensichtlich gen�ugen die so de�nierten u; v den Regularit�atsforderungen undden Helmholtzgleichungen aus Lemma 4.2. F�ur die dort vorkommenden Gr�o�enf; g erh�alt man mit den Randbedingungen (4.5) und (4.6)f = f~x = �u~x � �0(v~x � �k0(:; ~x))= �0�k0(:; ~x)� ��k(:; ~x) ;g = g~x = @u~x@� � @(v~x � �k0(:; ~x))@� � �u~x= ��k(:; ~x) + @@� (�k0(:; ~x)� �k(:; ~x)) :Wegen der C2-Gl�atte des Randes existiert eine Konstante M (vergleiche [KiK])mit jx� x�j �M jx� ~xjf�ur alle ~x 2 L und alle x 2 @D. Folglich giltj(x� x�)f~x(x)j � M jx� ~xj j�0�k0(x; ~x)� ��k(x; ~x)j� M4� �����0eik0jx�~xj���+ ����eikjx�~xj����� M1 f�ur alle ~x 2 L und alle x 2 @D ;und j(x� x�)g~x(x)j �� M j�(x)j jx� ~xj j�k(x; ~x)j+ jx� x�j �����@(�k(x; ~x)��k0(x; ~x))@� ������ M4� k�k1;@D ���eikjx�~xj���+ (diam D) @(�k(:; :)� �k0(:; :))@� 1;@D�L� M2 f�ur alle ~x 2 L und alle x 2 @D :



4. Inverses Streuproblem 53Dabei wurde von der Stetigkeit der Exponentialfunktion und der gleichm�a�igenBeschr�anktheit der Normalenableitung der Di�erenz zweier Grundl�osung (Lemma2.28 a)) Gebrauch gemacht. Damit hat man also Absch�atzungenkf~xk1;0 �M1 ; kg~xk1;0 �M2mit von ~x unabh�angigen Konstanten M1 und M2.Das vorangegangene Lemma 4.2 liefert dann die behauptete Absch�atzungkv~x � �k0(:; ~x)k1;S � C(kf~xk1;0 + kg~xk1;0)� C(M1 +M2)� C f�ur alle ~x 2 L :Aus der Theorie der Helmholtzgleichung folgt f�ur das innere Dirichletproblem,da� sich die L�osung im Falle der eindeutigen L�osbarkeit als Doppelschichtpo-tential darstellen l�a�t, wobei die Dichte einer entsprechenden Integralgleichunggen�ugt. Satz 2.20 liefert dann eine Absch�atzung f�ur die Neumanndaten der L�osungdurch die 1-�-H�oldernorm der Dichte. Interessiert man sich f�ur eine Absch�atzungder Neumanndaten nur auf einem Teilst�uck des Randes, so ben�otigt man die1-�-H�oldernorm der Dichte auch nur auf einem (etwas gr�o�eren) Teilst�uck, aufdem Rest des Randes gen�ugt die Kenntnis der 1-Norm der Dichte. Mit einerAbsch�atzung f�ur die Dichte durch die Randdaten erh�alt man genauer das Lemma:Lemma 4.4 Sei � ein Gebiet mit C2-glattem Rand @� und �0 � @� ein Teilst�uck,sowie f 2 C(@�) mit f j�0 2 C1;�(�0). Das innere Dirichletproblem4 v + k20 v = 0 in � ;v = f auf @�habe die eindeutig bestimmte L�osung v. Sei � � �0 mit dist(�; @� n �0) > 0.Dann gibt es eine Konstante C = C(�0;�) so, da�@v@� 1;� � C fkfk1;@� + kfk1;�;�0g :



4. Inverses Streuproblem 54Beweis: Aus der eindeutigen L�osbarkeit folgt die korrekte Gestelltheit des in-neren Dirichletproblems und die L�osung l�a�t sich darstellen als Doppelschichtpo-tential v(x) = Z@�  (y)@�k0(x; y)@�(y) ds(y) ;wobei  2 C(@�) die eindeutig bestimmte L�osung der Integralgleichung �K = �2f (4.8)ist, und K = Kk0 den in De�nition 2.21 eingef�uhrten Integraloperator bezeichnet.Wegen der korrekten Gestelltheit des Problems ist (I � K)�1 ein beschr�ankterOperator von C(@�) nach C(@�), es gibt also eine Konstante C mitk k1;@� � Ckfk1;@� : (4.9)Es seien nun Randst�ucke �1; �2 so gew�ahlt, da�� � �1 � �2 � �0 � @�und dist(�; @� n �1) > 0 ;dist(�1; @� n �2) > 0 ;dist(�2; @� n�0) > 0 :
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.................................................................................................................................................................................��1 �2 �0�Aus (4.8) und Anwendung des Lemmas 2.26 a) f�ur den beschr�ankten OperatorK : C(@�)! C0;�(@�) folgtk k0;�;�2 � kK k0;�;�2 + 2kfk0;�;�2� Cfk k1;@� + k k1;�0g+ 2kfk0;�;�2� Cfk k1;@� + kfk0;�;�0g ;wobei hier die Absch�atzung (4.9) benutzt wurde. Wegen der Beschr�anktheit vonK : C0;�(@�) ! C1;�(@�) erh�alt man mit den gleichen Hilfsmitteln und dem



4. Inverses Streuproblem 55eben gefundenen Resultatk k1;�;�1 � kK k1;�;�1 + 2kfk1;�;�1� Cfk k1;@� + k k0;�;�2g+ 2kfk1;�;�2� Cfk k1;@� + kfk1;�;�0g :Diese Beziehung f�ur die Dichte soll nun benutzt werden, um die Absch�atzungf�ur das Potential v = D  nachzuweisen. Nach (2.5) in Satz 2.20 gilt f�ur denGradienten des Doppelschichtpotentials zur Dichte � 2 C1;�(@�)k gradD �k0;�;� � ck�k1;�;@� ;insbesondere also auch k gradD �k1;� � ck�k1;�;@�, so da� sich mit Lemma2.26 a) ergibt: k gradD  k1;� � Cfk k1;@� + k k1;�;�1gZusammenfassend erh�alt man@v@� 1;� � k grad vk1;�� C fk k1;�;�1 + k k1;@�g� C fkfk1;�;�0 + kfk1;@�gmit einer Konstanten C im Sinne der Behauptung.4.2 Eindeutigkeit des Streuk�orpers beim inversenkonduktiven StreuproblemMit den bereitgestellten Hilfsmitteln ist es nun m�oglich, nachzuweisen, da� dieGestalt des Streuk�orpers beim konduktiven Problem durch die Fernfelder zu allenRichtungen einfallender ebener Wellen eindeutig bestimmt ist.Satz 4.5 Seien D1 und D2 zwei Streuobjekte mit Wellenzahl k0;1 beziehungsweisek0;2 im Inneren und Wellenzahl k im Au�enraum, zu denen die Streuung ebener



4. Inverses Streuproblem 56einfallender Wellen bei konduktiven Randbedingungen mit Koe�zienten �, �0;jund �j (j = 1; 2) gleiche Fernfelder liefert, d. h. f�ur alle d 2 
 gilt:u1;1(:; d) = u1;2(:; d) :Weiter sei eine der beiden folgenden Voraussetzungen erf�ullta) �0;j 6= �; j = 1; 2 ;b) falls �0;j = � (f�ur j = 1 oder j = 2) ;gelte �j(x) 6= 0 f�ur alle x 2 @Dj :Dann gilt D1 = D2:Beweis: Der Beweis wird indirekt gef�uhrt. Dazu wird angenommen, da� D1nicht in D2 enthalten ist. Es bezeichne G die unbeschr�ankte Komponente vonIR3 n (D1 [ D2). (An dem Bild unten ist zu sehen, da� G nicht notwendig mitdem Komplement von D1 [ D2 �ubereinzustimmen braucht.) Dann existiert einx� 2 @G nD2 � @D1 nD2. Es seixn := x� + h�(x�)n f�ur n 2 IN ; (4.10)wobei h so klein zu w�ahlen ist, da� die VerbindungsstreckeL := fx� + #h�(x�)j# 2 [0; 1]gzwischen x� und x1 positiven Abstand zu D2 hat und mit D1 nur den Punkt x�gemeinsam besitzt.
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4. Inverses Streuproblem 57Nach Lemma 4.1 gilt f�ur L�osungen der Streuprobleme4wsj;n + k2wsj;n = 0 in IR3 nDj ;4vj;n + k20;jvj;n = 0 in Dj ;�wsj;n � �0;jvj;n = ���k(:; xn) auf @Dj ; (4.11)@wsj;n@� � @vj;n@� = �jwsj;n + �j�k(:; xn)� @�k(:; xn)@� auf @Dj ; (4.12)(j = 1; 2) auf G die �Ubereinstimmungwsn := ws1;n = ws2;n f�ur alle n 2 IN :F�ur ein hinreichend kleines " > 0 folgtkwsnk1;�;@D1\B(x�;") � C1 f�ur alle n 2 IN (4.13)aus der korrekten Gestelltheit des Streuproblems bez�uglich D2. (Das oben ein-gef�uhrte h ist klein genug, damit dist(L;D2) > 0 gilt. So ist sichergestellt, da� dieobigen Randbedingungen bez�uglich D2 nicht singul�ar sind und somit f�ur n!1Konvergenz der Streufelder ws2;n und folglich auch gleichm�a�ige Beschr�anktheitvorliegt. Siehe dazu auch Bemerkung 3.9.)Im weiteren bezeichne D := D1, vn := v1;n, k0 := k0;1, � := �1. Lemma 2.28 b)garantiert die Existenz eines Teilst�uckes � � @D \B(x�; ") und einer KonstantenC so, da� k�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;�;� � C n� : (4.14)Es gilt dann f�ur die 1-�-H�oldernorm von vn � ��0�k0(:; xn) ausgewertet auf � diefolgende Beziehungvn � ��0�k0(:; xn)1;�;� �� vn � ��0�k(:; xn)1;�;� + ����� ��0 ����� k�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;�;�= ����� ��0 ����� (kwsnk1;�;�+ k�k(:; xn)� �k0(:; xn)k1;�;�)� ����� ��0 ����� (C1 + Cn�)� C2 n� ; (4.15)



4. Inverses Streuproblem 58mit einer geeigneten Konstanten C2. Dabei wurde von der Randbedingung (4.11)und den Absch�atzungen (4.13) und (4.14) Gebrauch gemacht.pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ........................... .................................rrrrrrrrrrrrrrrrr ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqxxxxttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt� �0 �� D @Dx� Es seien �0 � � und � � Dso gew�ahlt, da� �0 [� Rand derKlasse C2 eines einfach zusam-menh�angenden Gebietes � ist,welches au�erdem so klein ist,da� nach Lemma 2.30 k20 kein Ei-genwert des inneren Dirichletpro-blems zu � ist. Dabei umfasse �0eine Umgebung von x� bez�uglich@D.Da das innere Dirichletproblem zum Gebiet � korrekt gestellt ist erh�alt man mitLemma 4.4 f�ur die Normalenableitung von vn � ��0�k0(:; xn) in einer Umgebung� � �0 von x� die Absch�atzung @@�  vn � ��0�k0(:; xn)!1;� �� C8<:vn � ��0�k0(:; xn)1;�;�0 + vn � ��0�k0(:; xn)1;�9=; (4.16)F�ur den ersten Summanden auf der rechten Seite gilt nach (4.15) die Beziehungvn � ��0�k0(:; xn)1;�;�0 � C2 n� ; (4.17)da �0 in � enthalten ist. F�ur den zweiten Summanden in (4.16) erh�alt man mitder Dreiecksungleichungvn � ��0�k0(:; xn)1;� �� kvn � �k0(:; xn)k1;� + �����1� ��0 ����� k�k0(:; :)k1;��L : (4.18)Dabei sind kvn��k0(:; xn)k1;� wegen der Wohlgestelltheit des konduktiven Streu-problems bez�uglich des GebietesD nach Folgerung 4.3 und k�k0(:; :)k1;��L wegen



4. Inverses Streuproblem 59des positiven Abstandes von L zu � gleichm�a�ig beschr�ankt. F�ur eine hinreichendgro�e Konstante C3 gilt alsovn � ��0�k0(:; xn)1;� � C3 f�ur alle n 2 IN :Dies und (4.17) in (4.16) eingesetzt, liefert @@�  vn � ��0�k0(:; xn)!1;� � C(C2n� + C3) � C4n� ; (4.19)mit einer geeigneten Konstante C4.Unter Ausnutzung der anderen Randbedingung (4.12) erh�alt man f�ur die folgendeKombination aus der Grundl�osung und ihrer Normalenableitung auf @D��k(:; xn) + � � �0�0 @�k(:; xn)@� == @wsn@� � @vn@� � �wsn + ��0 @�k(:; xn)@�= ��0 @@� (�k(:; xn)� �k0(:; xn))� @@�  vn � ��0�k0(:; xn)!� �wsn + @wsn@� :(4.20)Die Normalenableitung der Di�erenz der Grundl�osungen ist dabei nach Lemma2.28 a) auf demRandst�uck � gleichm�a�ig beschr�ankt, ebenso das Streufeldwsn unddessen Normalableitung wegen der Wohlgestelltheit des Streuproblems bez�uglichdes zweiten Streuk�orpers D2 (siehe Satz 3.8). � ist ebenfalls eine beschr�ankteFunktion, so da� sich zusammen mit der Ungleichung (4.19) die folgende Ab-sch�atzung auf � ergibt��k(:; xn) + �� �0�0 @�k(:; xn)@� 1;� � C + C4n� � C5n� ; (4.21)wobei C5 hinreichend gro� zu w�ahlen ist. Andererseits gilt aber4� supx2� ������(x)�k(x; xn) + � � �0�0 @�k(x; xn)@�(x) ����� �� 4� ������(x�)�k(x�; xn) + � � �0�0 @�k(x�; xn)@�(x�) �����



4. Inverses Streuproblem 60= ������(x�) eikjx��xn jjx� � xnj + � � �0�0 �(x�) (x� � xn)jx� � xnj3 eikjx��xn j (1 � ikjx� � xnj)�����= nh ���eikh=n��� ������(x�)� �� �0�0 �(x�)h=n �(x�)(h=n)2  1 � ikhn!�����= ���eikh=n��� ������(x�)nh � �� �0�0  n2h2 � iknh!����� :F�ur n ! 1 strebt der exponentielle Term gegen 1. Unter der Voraussetzung a)geht der Betragsterm quadratisch gegen Unendlich. Ist hingegen � = �0 = �0;1, sostrebt wegen Voraussetzung b) der Betragsterm linear gegen Unendlich. In beidenF�allen f�uhrt dies auf einen Widerspruch dazu, da� die betrachtete Kombinationaus der Grundl�osung und der Normalenableitung in der Umgebung � von x�gem�a� (4.21) durch C5 n� mit � < 1 beschr�ankt ist. Die Annahme, D1 sei nichtin D2 enthalten, ist also falsch. Es gilt folglichD1 � D2 und analog D2 � D1also D1 = D2 :
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