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Vorwort

Multivariate Interpolation mit radialen Basisfunktionen ist ein verhaltnisméafig neues
Gebiet in der angewandten Mathematik. Jedoch steigt die Bedeutung dieses Bereiches
stetig an. Gerade in Anwendungen im CAD oder der digitalen Bildverarbeitung wird
die Interpolation mit radialen Basisfunktionen immer populéarer.

In vielen Bereichen von Wissenschaft und Technik tritt das Problem auf, reellwertige
Daten, die von einer Funktion iiber einer Teilmenge O C IR, d > 1, stammen, zu
interpolieren.

Das Prinzip der Interpolation mit radialen Basisfunktionen besteht nun darin, auf
einer gegebenen Menge X = {z1,...,2x} von paarweise verschiedenen Stiitzstellen
eine Interpolante als Linearkombination der Translationen der Basisfunktionen ® um
Punkte aus X zu suchen.

Beispiele fiir radiale Basisfunktionen, fiir die das so gestellte Interpolationsproblem
eindeutig 16sbhar ist, sind die Gaussians, die inversen Multiquadrics und der FEuklidi-
sche Hut.

Fiir einige radiale Basisfunktionen ist es nétig, der Interpolationstunktion Polynome
bestimmten Grades hinzuzufiigen. Dadurch werden dann auch Polynome bis zu diesem
Grad reproduziert. Derartige radiale Basisfunktionen sind zum Beispiel die Thin-Plate
Splines, die Multiquadrics oder die Funktionen r° mit 3 ¢ 2IN.

Bei der Interpolation mit bestimmten radialen Basisfunktionen, wie zum Beispiel Thin-
Plate Splines, Multiquadrics oder Gaussians, wird bei groflen Datensdtzen eine unak-
zeptable Rechenzeit bendtigt. Dieses Problem kann man umgehen, indem man radiale
Basisfunktionen verwendet, die einen kompakten Trager aufweisen. Um gute Ergeb-
nisse zu erzielen, ist es notwendig, die radiale Basisfunktion mit ¢ zu skalieren.

Die Verteilung der Stiitzstellen ist sehr bedeutend fiir die Wahl der geeignetsten Skalie-
rung. Auch die Kondition des Interpolationsproblems héngt hiervon stark ab. Wird é
zu klein gewahlt, liefert die Interpolation keine akzeptablen Ergebnisse; wird é aber zu
grofl gewéhlt, so ist die Interpolationsmatrix nicht mehr diinn besetzt und der Vorteil
der Verwendung von Funktionen mit kompaktem Trager schwindet.

Floater und Iske [3] haben an praktischen Beispielen in Erfahrung gebracht, daB eine
hierarchische Interpolationsmethode kleine und grofie Datensétze (fiir N = 2000 oder
mehr) in Bezug auf Rechenzeit und Approximationsverhalten sehr gut behandelt. Im
Gegensatz dazu ist es bei der Interpolationsmethode, die radiale Basisfunktionen mit
globalem Trager verwendet, oft unmdéglich, dafl N grofler als 100 oder 200 ist.

Davon inspiriert, besteht das Hauptziel dieser Arbeit in der Fehlerabschdtzung der
hierarchischen Interpolation mit radialen Basisfunktionen.

Nachdem wir in Kapitel 1 einige Grundlagen und Notationen geklart haben, stellen
wir im darauffolgenden Kapitel bekannte radiale Basisfunktionen mit ihren wichtig-
sten Eigenschaften vor.

In Kapitel 3 werden wir die Interpolation mit radialen Basisfunktionen beschreiben.
Dazu fithren wir unter anderem R&ume fiir die zu interpolierende Funktion f ein, die
moglichst minimale Voraussetzungen an f stellen. Diese Raume lassen es zu, den In-
terpolationsfehler durch ein Produkt aus Kriging- beziehungsweise Powerfunktion und
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der Norm der zu interpolierenden Funktion f abzuschétzen; weshalb wir auch der von
der Funktion f unabhé&ngigen Powerfunktion einen Abschnitt widmen.

Die gewonnenen Erkenntnisse versuchen wir in Kapitel 4 auf die hierarchische Inter-
polation mit radialen Basisfunktionen zu tibertragen. Dabei liegt der Schwerpunkt auf
einer finalen Fehlerabschatzung der iterierten Interpolation.

SchlieBllich werden wir noch einige Beispiele anfithren. Hierbei stiitzen wir uns zum
Teil auf die Erfahrungen von Floater und Iske [3], die bereits Interpolanten durch die
hierarchische Methode mit guten Ergebnissen berechnet haben.

Wir glauben, dafl die Methode der hierarchischen Interpolation, insbesondere bei der
Verwendung von radialen Basisfunktionen mit kompaktem Trager, in der Praxis sehr
niitzlich sein wird.

An dieser Stelle mochte ich mich fiir die Betreuung dieses sehr aktuellen und interes-

santen Themas bei Herrn Prof. Dr. R. Schaback bedanken.
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1 GRUNDLAGEN 1

1 Grundlagen

1.1 Allgemeines

Dieser Abschnitt soll hauptsidchlich dazu dienen, die in dieser Arbeit verwendeten
Notationen zu kldren. Ferner sei an grundlegende Sétze und Definitionen erinnert. Mit
C(Q) bezeichnen wir wie iiblich den Vektorraum aller stetigen Funktionen f : ) —
@,Q C IR?, wobei d im weiteren Verlauf jeweils die Raumdimension angibt. Aufilerdem
sei L¢(Q2) die Menge aller lokal-integrierbaren Funktionen f :  — IR. Die folgende
Bezeichnung wird haufig von Nutzen sein. Ist p = (p1, ..., pa) ein Mehrfachindex, d.h.
p; > 0 und ganz, so ist

Pl=pi+ ot pa 2= b2t und
P a \" o\ olel
() ()

Unter dem Tréger einer Funktion f : IR — IR versteht man die abgeschlossene Hiille
der Menge aller Punkte, in denen die Funktion von Null verschieden ist. Der Trager

von f wird mit supp(f) bezeichnet; es gilt also

supp(f) ={x € RY: f(x) #0} .

Im Verlauf dieser Arbeit sei wie iiblich mit I'(2) die Gammafunktion gekennzeichnet.
SchlieBllich wollen wir noch an die Faltung von Funktionen erinnern. Fiir zwei Funk-
tionen f,g € Li(IR?) existiert nach dem Satz von Fubini das Integral

(fra))= [ falgly —a)do

fiir alle y € IRY mit Ausnahme einer Nullmenge N C IR?. Definiert man (f * ¢)(y) fiir
y € N beliebig , z.B. gleich 0, so erhilt man eine integrierbare Funktion f*g¢g : IR —
IR. Damit ist

/Bd(f *g)(y)dy = /Bd /Bd f(2)g(y — z) de dy

= /Bd/Rdf(x)g(z)dxdz
= [ f@yde [ gty

Rd

Man nennt f*g Faltung der Funktionen f und g. Mit f,¢ € L;(IR?) liegt f+*g wieder in
Li(IR?); man hat also eine Abbildung L (IR?) x Ly (IRY) — Li(IR?), (f,g9)— f*g.
Aus obiger Rechnung fiir |f * ¢| ergibt sich die Abschatzung

17+ gl < A1z llglle,-
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Bem. Die Faltung ist kommutativ.

Beweis: Nach Definition ist (f*¢)(y) = [pag(x)f(y — ) dx fast {iberall. Substituiert
man z = y — x, so erhdlt man

(94 Nly) = [

R4

9y = () dz = [ ()l = 2)dz
Wiederum nach Definition ist das letzte Integral gleich (f % ¢)(y); d.h. fxg =g* f
fast {iberall. O

Eine grofle Bedeutung in den nachfolgenden Kapiteln spielen die Raume L,(£2) mit
1 < p < oound Q C IR?, speziell die Funktionenrdume L;(Q) und Ly(£2) . Der
Raum L,(€) besteht aus allen auf © definierten mefibaren Funktionen f(t), fiir die
das Integral von |f|? endlich ist , d.h. fiir die

Lirwrd <o

gilt. Durch die Festsetzung

s = [ 10 )’

wird der Raum L,(2) ein normierter Raum.

Insbesondere ist || f|lr,@) = o [f(0) dt]%, und die Ly-Norm entsteht aus dem Ska-
larprodukt (f, )1, = fq f()g(t)dt. Fiir z € IR? soll immer die euklidische Norm
]| = ||||7, = # + ... + 27 stehen. Andere Normen werden entsprechend kenntlich
gemacht.

Aus der Funktionalanalysis zitieren wir hier noch einige Aussagen. Die Elemente aus
L,(2) sind Klassen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Maf} Null von-
einander unterscheiden. Aus || f||7,q) = 0 folgt ndmlich, daf§ f(¢) = 0 fast iiberall auf
Q ist und nicht, daf} f identisch gleich Null ist. Ebenfalls bekannt diirfte sein, dafl

L,(2) vollstandig ist.

Lemma 1.1 (Holdersche Ungleichung) Seien p und ¢ reelle Zahlen grofier 1 mit
I/p+1/q=1. Dann gilt fir auf einer Menge Q definierte, meflbare Funktionen f, g :
Q— IR

1 fallzi0) < 1 llzp@ gz, @)

Der Beweis kann der Literatur, zum Beispiel Forster [4], entnommen werden.
Im Fall p = ¢ = 2 erhédlt man aus der Hélderschen Ungleichung die Cauchy - Schwarz-
sche Ungleichung

[ 7@l de < 1|l

die wir bei der Abschétzung des Fehlers der Interpolation mit radialen Basisfunktionen
benutzen werden.
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1.2 Fouriertransformation

Der Schliissel zur Beschreibung von Signalen im Frequenzbereich ist die Fouriertrans-
formation. So wird haufig bei der Analyse verschiedener Arten von Daten die Fou-
riertransformierte ermittelt. In der Regel geschieht dies in der Absicht, aus den Daten
Komponenten mit bestimmten Frequenzen oder Frequenzbereichen herauszuziehen.
Es existieren viele gebrduchliche Definitionen einer Fouriertransformierten. Alle die-
se verschiedenen Schreibweisen haben ihre bestimmten Vorteile. Die FErgebnisse, die
auf der einen Schreibweise beruhen, lassen sich in jedem Fall leicht in einer ande-
ren Schreibweise ausdriicken. Wir werden uns in dieser Arbeit auf die Definition der
Fouriertransformierten, wie sie Hormander [7] vorschlagt, berufen. Man nennt die Fou-
riertransformierte f einer Funktion f auch das Spektrum von f.

1.2.1 Klassische Fouriertransformation

T

Fiir jede Funktion f € L;(IR?) und jedes w € IR? gehort die Funktion z — f(z)e™"" ¥
wieder zu L;(IR?); woraus sich auch die Existenz des Integrals

r —izTw
fle) = [ pw)e e
ableiten 1af3t.

Definition 1.2 Sei f € Ly(IR?). Die durch

(Ff)(w) = flw) = / f(2)e=" d

R4
definierte Funktion f : IRY — @ heifit die klassische Fouriertransformierte von f.

Aus der Analysis wissen wir, dafl f stetig ist. Aulerdem ist f beschrankt; f erfillt fir
alle w € IR? die Abschitzung |f(w)| < ||f|z,. Wir méchten hier einige Resultate aus
der Theorie der Fouriertransformation, die zum besseren Verstdndnis aller nachfolgen-
den Aussagen in Verbindung mit der Fouriertransformation dienen, anfiihren.

Satz 1.3 Seien f,g € Li(IR?) und f,§ ihre Fouriertransformierten.

1. Seiac IR? und (Taf) x):= f(x —a) die um a translatierte Funktion. Dann gilt
(7af)Mw) = flw)e™™ =,

2. Es gilt f/>|<\g = ff]

3. Die Funktionen fg und f§ sind integrierbar und es gult

[ f@teyde = [ @it de.
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Beweis: Die Aussagen folgen mittels Substitution und des Satzes von Fubini aus den
Definitionen. O

Korollar Fir jede Funktion f € Li(IR?) gilt
lim f(w) = 0.

lleoll=o0
Der Beweis befindet sich zum Beispiel in Forster [4].

Satz 1.4 (Umkehrformel) Sei f € L,(IR?) eine Funktion derart, dafs auchf €
Li(IRY). Dann gilt nach eventueller Abdnderung auf einer Nullmenge

fla) = (27)~° /Bd f)e™ dw, @ R

Den Beweis des Satzes entnimmt man Forster [4]. O

Bem. Die Umkehrformel zeigt auch, daff eine Funktion f € Li(IR?) durch thre Fou-
riertransformierte eindeutig (bis auf Nullmengen) bestimmt ist. Denn gilt f = g, so
folgt aus Satz 1.4, angewandt auf die Differenz f — g, daf§ f = g fast iberall.

Definition 1.5 Die zu f € Ly(IR?) definierte Funktion IFf = f, die gegeben ist

durch ]
(IF )= f() = 20) [

R4

f(w)e”T‘” dw
heifit die inverse Fouriertransformierte von f.

Mit der Umkehrformel bekommt man somit

Bem. Ist f € L1(IR?) und f € Li(IRY), so gilt
f=f wd f=F

Unser néchster Schritt soll darin bestehen, die Fouriertransformation fiir Funktionen
aus Ly(IR?) zu erkliaren. Bevor wir beginnen, [ fiir f aus Ly(IR?) zu bestimmen, werden
wir zuerst voraussetzen, daf f aus [(IR?) und Ly(IR?) stammt. In Anlehnung an
Forster [4] formulieren wir

Satz 1.6 Ist f € Li(IRY) N Ly(IRY), so gehirt [ zu Ly(IRY) und es gilt || f]|7, =
@2m) I f11Z,-

Der zugehorige Beweis, auf den wir an dieser Stelle verzichten wollen, kann Forster [4]
(oder Hérmander [7]) entnommen werden. Dabei ist auf unterschiedliche Definitionen
der Fouriertransformierten f zu achten.

Oft verwenden werden wir die Parsevalsche Gleichung, dessen Beweis ebenfalls in
Hoérmander [7] zu finden ist.

Korollar (Parsevalsche Gleichung) Fiir alle ¢, € Li(IR?) N Ly(IRY) gilt
— L _
| olyple)de = 2m)7" [ Fo(w)Fé()de.

Eliminieren wir die Forderung f € L;(IR?), so gelangen wir zu
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Theorem 1.7 Sei [ € Ly(IR?Y) und fa(x) = { f(xg _ Hi“oo Ei } Dann ist f4 €

Ll(ﬂ%d) N Lz(ﬂ%d),fA € Lo(IRY) und es gibt eine eindeutige Funktion T(f) € Ly(IRY)
mit || fa —T(f)|,(rey — 0 fiir A — oo.

Beweis: Da |f4(x)| < |f(z)] fiir alle 2 € R? wird klar, daB f4 € Lo(IR?). Aus der

d
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung || fallz, = [ o<y (@) de < [ f]|L, (\/ ZA)
folgt, daB auch f4 € L;(IR?). Mit Satz 1.6, fa€ Ly(IR?) und fiir A < B ist dann

fa — fB||%2(de) = (277)d||fz4 - fBH%z(!Rd)

.......

+oenf [ (@)]? da.

=(z1,...,zq):A<z;<B}

Die letzten beiden Integrale streben fiir A — oo und B — oo gegen Null. Es gibt also
eine eindeutige Funktion T'(f) € Ly(IR?), so dab || T(f) — fallz, — 0 fiir A — co. O

Theorem 1.7 erlaubt uns, f fiir ein gegebenes f € Lo(IR?) zu definieren. Wir setzen
einfach f = T(f) wie in der letzten Zeile des Beweises angegeben.

Man beachte aber den Unterschied der Fouriertransformation auf Li(IR*) und Lo(IRY):
Wihrend f fir f € Ll(ﬂ%d) eine stetige Funktion ist und man eindeutig von den Werten
f( ) sprechen kann, ist ffir fe Ly(IR?) nur bis auf Gleichheit fast iiberall bestimmt.
Von grofier Bedeutung fiir die Fouriertransformation auf Ly(IR?) ist der folgende Satz
von Plancherel.

Satz 1.8 Sei f € Ly(IR?). Dann existiert die Fouriertransformierte f, fe Ly(IR%).
Ferner gilt

(277)_d||f||%2(11%d) = 1 £11Z, (me)-

Der Beweis ist in vielen Biichern, die die Fouriertransformation zum Inhalt haben, zu
finden, so zum Beispiel in [15].

Korollar Fiir beliebige ¢, 1 € Ly(IRY) gilt die Beziehung

/Bd¢(x) (z)de = (zﬂ)—d/Rd Fo(w)Fip(w) dw

1.2.2 Distributionen und verallgemeinerte Fouriertransformation

Im vorigen Abschnitt haben wir die klassische Fouriertransformation auf dem Raum
Li(IR?) aller absolut integrierbaren Funktionen beschrieben. Um auch von der Fou-
riertransformation fiir Funktionen, die nicht im klassischen Sinn fouriertransformierbar
sind, sprechen zu kénnen, fithren wir den Begriff der Distributionen ein.
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Distributionen sind lineare, stetige Funktionale auf einem Funktionenraum, dem soge-
nannten Raum der Testfunktionen. Die Klasse der Distributionen hat viele angenehme
Eigenschaften, die zum Beispiel innerhalb der Klasse der stetigen Funktionen nicht gel-
ten.

Ein bedeutsamer Typ von Funktionalen sind die langsam wachsenden oder tempe-
rierten Distributionen. Sie werden auf dem Raum S der schnell abnehmenden oder
yguten® Funktionen erklart. Diesen Raum S der Testfunktionen bezeichnen wir als
Schwartzraum.

Definition 1.9 Die Menge S besteht aus allen beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen (C*-Funktionen) o(x), die fir ||z|] — oo nebst ihrer Ableitungen beliebiger
Ordnung schneller als jede Potenz von ||z||~' gegen Null konvergieren.

Genauer: p € C*(IR?) gehért zu S, wenn fir beliebige Multiindizes p,q

sup [2"DPp(x)| = C) 4(p) < o0
reRd

gilt.

Zur Klarung von z? und D? sei auf den einfithrenden Abschnitt 1.1 verwiesen. Gleich-
wertig ist der

Satz 1.10 Eine Funktion » € C*°(IR?) gehért genau dann zu S, wenn zu jedem Mul-
tiindex p € IN® und jedem m € IN eine von p,m und ¢ abhingende Konstante C > 0
existiert, so daf fir alle v € IR?

C

|DPo(x)] < W .

Hieraus folgt insbesondere, daff S C L;(IR?) und damit, daff alle Elemente des Raumes
S fouriertransformierbar sind.

Wir gehen nun vom Raum S zu dem Dualraum S’ iiber und fithren unter anderem
den Begriff der Stetigkeit ein.

Definition 1.11 Sei {¢k}ren cine Funktionenfolge aus S fir die gilt:

1. Zu jedem p,q € IN? gibt es eine positive Konstante C,,, so dafs
|29 DP ()] < Cp ke N, x e IR?
erfillt ist.

2. Fiir jeden Multiindex p € IN® konvergiert die Ableitung DPyy, fiir k — oo auf
IR? gleichmifig gegen Null.

Dann heifst die Folge {pr}ren Nullfolge aus S und wir verwenden die Schreibweise

klim v =0 oder o 20, k — oo.
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Eine Folge {¢r}renw heilit konvergent gegen ein Element ¢ € S, falls {¢r — ¢} eine
Nullfolge ist, kurz limg_ .. pr = ¢.

Definition 1.12 1. Fin lincares Funktional T : S — IR heifit stetig, falls aus
or = @ stets auch T(pr) B T(p) folgt.

2. Der Vektorraum S’ aller linearen und im obigen Sinne stetigen Funktionale auf
dem Raum S der schnell abnehmenden oder ,guten® Funktionen heifst der Raum
der temperierten Distributionen.

Mit anderen Worten wird ein auf dem Schwartzraum S erklértes lineares und stetiges
Funktional T
T:5— IR, o — T[]

temperierte Distribution genannt.

Definition 1.13 Eine Funktion f heifit langsam wachsende oder temperierte Funkti-
on, falls f € L'*(IRY) und Zahlen N € INg, v > 0, C; > 0 existieren, so daf fiir alle

||| > r gilt
f(=)

(L + [l

Jeder temperierten Funktion f ist durch

(N0):= [ Ja)ele)de . pes,

ein lineares Funktional [f]: S — IR aus S’ zugeordnet.

<Cf.

Solche Distributionen [f] heiflen regulire Distributionen.
Wir kommen nun zuriick zur Fouriertransformation.

Satz 1.14 Die Fouriertransformation F ist ein Automorphismus auf S; F bidet S
linear, stetig und eineindeutig auf S ab.

Die Umkehrabbildung F'~, die gegeben ist durch

PG @) () = (@) = 207 [ e w) o
hat dieselben Eigenschaften.
Der Beweis des Satzes kann zum Beispiel Jantscher [9] entnommen werden.

Fir ¢ € S und ¢ € S gilt die Beziehung
/de Sla)p(x) de = /de o(x)(x)de .

S ist beztiglich des Faltungsprodukts * abgeschlossen; es gilt
Flo*xv) = Fply sowie
Flop) = 2m) ™ (Fox F).

Zum Beweis sei auf Walter [19] oder Hormander [7] verwiesen.

Mit Hilfe der Theorie der (temperierten) Distributionen fithren wir nun den Begriff
der Fouriertransformation auch fiir Funktionen ein, die nicht im klassischen Sinn fou-
riertransformierbar sind. Dazu erkldren wir die Fouriertransformation in S’.
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Definition 1.15 Die distributionelle Fouriertransformation T = FT € S’ einer tem-
perierten Distribution T € S ist gegeben durch

(F'T,¢):=(T,F¢), @€
Dieses Funktional ist auf S" erklirt, linear und stetig.

Bem. Fliir eine Funktion f € Li(IR?) und ¢ € S kénnen wir unter Benutzung von
Satz 1.3(3) aus Abschnitt 1.2.1 zeigen, dafl

([Ff],0) = (U], Fe) = (FUf],¢)-

Diese Definition stimmt mit der der klassischen Fouriertransformation iiberein.
Analog definieren wir die inverse Fouriertransformation:

Definition 1.16 Die distributionelle inverse Fouriertransformation T = F7'T € S’
einer temperierten Distribution T € S’ ist gegeben durch

(FT0) = (T, F 7 ), pe S
In Jantscher [9] wird der folgende Satz bewiesen.

Satz 1.17 Die distributionelle Fouriertransformation F : S — S’ T +—— T =FT
ist ein Automorphismus in S', d.h. F' und F~" sind lineare, stetige und eineindeutige

Abbildungen von S" auf S’.

An dieser Stelle mochten wir noch den Begriff der verallgemeinerten Fouriertransfor-
mation einfithren.

Definition 1.18 Sei ¢ eine temperierte Funktion. Wir bezeichnen ¢ € C(IR\{0}) als
verallgemeinerte Fouriertransformierte von ¢, falls die distributionelle Fouriertrans-
formierte F'[6] auf IR\ {0} mit einer stetigen Funktion o iibereinstimmt, das heifit

(Fle),7) = [rap(w)y(w)dw  fir alle v € S mit 0 ¢ supp(7).
Als selbstverstandliche Aussage formulieren wir die

Bem. Sei f eine Funktion, die im klassischen Sinne fouriertransformierbar ist. Dann
stimmt die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf IR\ {0} mit der klassi-
schen Fouriertransformierten f von f iiberein.

Auf die distributionelle oder verallgemeinerte Fouriertransformierte lassen sich frithere
Eigenschaften der Fouriertransformation tibertragen, so zum Beispiel die Parsevalsche

Gleichung:

Satz 1.19 (Parsevalsche Gleichung im distributionellen Sinn)
Sei T eine Distribution aus S’. Dann gilt (im distributionellen Sinn)

(T,~7) = (27)"(FT,%) fir alle v € S.
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Die Faltung einer Distribution mit einer Testfunktion wird durch

(T'+@)(x) = (T(y), p(x —y))
erklart und ist eine C*°-Funktion.

Bem. Sei f € S eine temperierte Distribution und g € S. Somit lifst sich die Bezie-
hung

F(f*g)=Fflyg

herleiten.

Natiirlich konnten in diesem Abschnitt nur die wichtigsten Grundlagen der Distribu-
tionen und der Theorie der distributionellen beziehungsweise verallgemeinerten Fou-
riertransformierten aufgezeigt werden.

Fiir Details kann die umfangreiche Literatur herangezogen werden.
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2 Radiale Basisfunktionen

2.1 Grundlegendes iiber radiale Basisfunktionen

Zuerst wollen wir den Begriff der radialen Basistunktion kléaren.

Definition 2.1 FEine stetige Funktion ® : IR — IR mit héchstens polynomialem
Wachstum im Unendlichen heifit radiale Basisfunktion, falls ® im Sinne von ®(x) =
o(||x||) mit einer reellwertigen Funktion ¢ : IR>o — IR erkldrt ist.

Unsere Aufgabe wird es nun sein, die Fouriertransformierte zu einer radialen Basis-
funktion ® zu finden. Im Kapitel 1 haben wir bereits die klassische Fouriertransfor-
mierte kennengelernt. Sie ist fiir eine Funktion f aus dem Raum L;(IR?) aller absolut
integrierbaren Funktionen erklart durch

flwy= [ ey do.

Jedoch existiert nicht zu jeder radialen Basisfunktion ® eine klassische Fouriertrans-
formierte. So divergiert das Integral

—izTw
/de O(x)e dx

bereits an der Stelle w = 0 fiir Funktionen ®, die nicht im Raum L;(/R?) liegen. Aus
diesem Grund haben wir in Abschnitt 1.2.2 die distributionelle beziehungsweise die
verallgemeinerte Fouriertranstformierte eingefiihrt.

Nach den Bemerkungen aus Abschnitt 1.2.2 definiert eine stetige Funktion ¢ mit
hochstens polynomialem Wachstum im Unendlichen eine regulare Distribution [¢] auf

dem Raum S durch die Abbildungsvorschrift

(lg], @) == /Rdg(:zj)c,o(x) dr fur alle o € S.

Wir kénnen somit jeder radialen Basisfunktion @ eine regulére Distribution [®] aus S’
zuordnen. Da die distributionelle Fouriertransformation ein Automorphismus auf dem
Dualraum S ist, besitzt die regulare Distribution [®] € S’ eine Fouriertransformierte
F[®] aus 5.

Wie in Abschnitt 1.2.2 bezeichnen wir F[®] als distributionelle Fouriertransformierte
von P.

Fiir die von uns verwendeten radialen Basisfunktionen ® stimmt die distributionelle
Fouriertransformierte F[®] auf IR?\ {0} mit einer stetigen Funktion ¢ iiberein, d.h.
es gilt

(F[®],v) = /de p(w)y(w)dw fir alley € S mit 0 ¢ supp(~).

Wir nennen ¢ € C'(IR?\ {0}) wieder verallgemeinerte Fouriertransformierte von ®.
Kurz erwdhnt sei hier nochmals die Aussage, daf fiir eine Funktion f, die im klassischen
Sinn fouriertransformierbar ist, die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf
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IR*\ {0} mit der klassischen Fouriertransformierten f iibereinstimmt.

Im weiteren Verlauf unserer Ausfithrungen werden wir von der bedingten positiven
Definitheit einer radialen Basisfunktion sprechen. Deshalb mo6chten wir schon vorweg
die zugehérige Definition angeben. In dieser Definition bezeichne IP? den Raum aller
Polynome der Ordnung kleiner gleich m in d Veranderlichen.

Definition 2.2 Fine stetige Funktion ® : IR* — IR mit ®(z) = ®(—z), = € IR,
heifit bedingt positiv definit der Ordnung m > 0, falls fir alle paarweise verschiedenen
Punkte x1,...,xxy € IRY, N € IN, und alle a = (ay,...,ax)" € RN mit Zé\f:l a;p(z;) =0
fiir jedes p € IPY die quadratische Form

N N
CLTA@XCL = Z Z Cl]‘akq)(l']‘ — l’k)

7=1 k=1

mit Ae x 1= (®(x;— x1))1<;k<n nichtnegativ ist. Dabei soll die quadratische Form nur
dann verschwinden, wenn alle a;, 7 =1,..., N, gleich Null sind.

Bezeichnung: ® € BPD(m) heifit, dal die Funktion ® bedingt positiv definit der

Ordnung m ist.

Bem. Es gilt BPD(m) C BPD(m + k), k€ IN.

2.2 Skalierung der radialen Basisfunktion

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir den Nutzen zu schédtzen wissen, den eine Ska-
lierung der radialen Basisfunktion ® mit sich bringt. Mit Blick auf die hierarchische
Interpolation und hier besonders auf die Abschitzung der Kondition der einzelnen
Interpolationsmatrizen werden wir die Bedeutung der skalierten Version einer Basis-
funktion kennenlernen. Deshalb méchten wir in diesem Abschnitt kurz klaren, wie wir
eine radiale Basisfunktion ® skalieren.

Dazu sei ® € BPD(m) eine radiale Basisfunktion und ¢ : IR?\ {0} — IRyo die
(verallgemeinerte) Fouriertransformierte von @.

Die Basisfunktion @ skalieren wir mit 6 > 0 in folgender Weise

O5(-) = ®(-/9)
ps(r) = 8%(6)

wobei s die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte der skalierten Basisfunktion be-
zeichnet.

Eine Skalierung der radialen Basisfunktion ® hat verschiedene Auswirkungen. So wer-
den wir zum Beispiel in Abschnitt 3.3 einen dieser Effekte beleuchten.

In Abschnitt 4.2 werden wir ebenfalls den Einflul der Skalierung von ® durch ®4(-) =
®(-/6) untersuchen, aber hier hinsichtlich der quadratischen Form

CLTAq)57XCl

fﬁr X = {1}1, ...,J?N} C Rd,5 > O,Cl € RN und Aq)(%X = ((I)g(l']‘ — wk))1§j7k§N.
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2.3 Beispiele

Es sollen nun einige bekannte Beispiele fiir radiale Basistunktionen vorgestellt werden.
Dabei werden wir unter anderem Aussagen iiber die Ordnung der bedingten positiven
Definitheit treffen. Die (verallgemeinerten) Fouriertransformierten entnimmt man zum

Beispiel Gelfand [5].

Uber Einzelheiten und Bedeutung dieser Aussagen werden die nachfolgenden Abschnit-

te informieren.

2.3.1 Gaussians

Definition 2.3 Die Gaussians (oder auch Gaufiglocken genannt) sind definiert durch
O(x) = el o > 0.

Als bekannt kénnen die Aussagen des folgenden Satzes vorausgesetzt werden.

Satz 2.4 Die Gaussians sind (unbedingt) positiv definit und besitzen die (klassische)
Fouriertransformierte

2.3.2 Multiquadrics
Satz 2.5 Die mit
o) = (=) + 2|2, v >0, >0, v ¢ 2N

bezeichnete Funktion ist bedingt positiv definit der Ordnung [v/2].
Die verallgemeinerte Fouriertransformierte lautet

o1 = (i 27 e (1l o
o) = (COFA ksl (L)

wobet K, die modifizierte Besselfunktion der 2.Art der Ordnung n bezeichnet.

2.3.3 Inverse Multiquadrics
Definition 2.6 Die inversen Multiquadrics sind gegeben durch

O(z) = (S + ||z||*)"%, ¢ >0, v € Ry \ 2IV.

Satz 2.7 Die inversen Multiquadrics besitzen die Fouriertransformierten

72 W\~ 7
o) = el 11)

Dabei bezeichne K, wiederum die modifizierte Besselfunktion. (Im Fall v > d sind die
inversen Multiquadrics im klassischen Sinn fouriertransformierbar.)
Auferdem sind die inversen Multiquadrics (unbedingt) positiv definit.
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2.3.4 Die Funktionen r° mit 3 ¢ 2IN

Eine weitere radiale Basisfunktion sei definiert durch
O(z) = (— )P o]

mit v > 0, v ¢ 2IV.

Satz 2.8 Fiir die Funktion ®(x) = (=1)"/*||z||¥ mit v > 0, v ¢ 2IN erhalten wir die
verallgemeinerte Fouriertransformierte

— 2d—|—uﬂ_d/2 F(d‘H/)

p(w) MIIOJII_ -

Die Funktion ®(x) = (=1)"/2||z||¥ mit v > 0, v ¢ 2IN ist bedingl positiv definit der
Ordnung [v/2].
2.3.5 Thin-Plate Splines
Definition 2.9 Die radiale Basisfunktion

O(z) = (—1) ! |z[|* log [|z]|, k€ IV
wird Thin-Plate Spline genannt.
Satz 2.10 Fir die verallgemeinerte Fouriertransformierte der radialen Basisfunktion
®(x) = (=) |z ||** log ||z||, k € IN, ergibt sich

_ d i
plw) = od+2k lﬂ'd/ZF(§ + k)k!|wl| d=2k

Ebenfalls ist die Ordnung der bedingten positiven Definitheit mit m = k + 1 gegeben.

2.3.6 Der Euklidische Hut Xj;

In diesem Abschnitt wollen wir den Euklidischen Hut als radiale Basisfunktion mit
kompaktem Tréger vorstellen. Da die radialen Basisfunktionen mit kompaktem Trager
relativ neu sind, méchten wir diese etwas ausfiihrlicher betrachten. Alle hier angefiihr-
ten Aussagen sind der Diplomarbeit von Wendland [21] entnommen, in der man auch
mehr Einzelheiten iiber diese radiale Basisfunktion mit kompaktem Trager erfahren
kann.

Definition 2.11 Sei fiir 3 € Ryq , = € IR?

iy ={ 7 =)

sonst

die charakteristische Funktion der d-dimensionalen Ly-Kugel um Null mit Radius (3.
Dann ist der Euklidische Hut Yg : IR® — IR definiert durch

Ts(x) := xp* xp(z) .
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Im Folgenden tragen wir einige Eigenschaften des Euklidischen Huts zusammen.

Bem.
1. g besitzt den Triger {x € IR? : ||z| < 28}.

2. Die Fouriertransformierte von Y lautel

Ts(w) = 2n8) ol = Tl 8)

sie liegt im Raum L,(IR%). Dabei bezeichne J, die Besselfunktion der 1.Art der
Ordnung 7.

3. Fiir fast alle w € R* ist Ty(w) > 0.
4. Es gilt die Identitit Tg(x) = ﬂdTl(%).
5. Da xg radial ist, ist auch Yy radial. Die zugehdrige Funktion sei mit
Xg i Byo — IR mit Tg(x) = Xp(||z]])
bezeichnet.
6. Yz ust positiv definit.

7. Die Fouriertransformierte besitzt das Verhalten Y(w) = O(||w||7%7Y) fiir |w]] —
00.

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir Tg nur iiber das Faltungsintegral Yp(xz) = xp *
X () definiert. Es soll nun dieses Faltungsintegral auf ein einfacheres, eindimensionales
Integral reduziert werden und so eine explizite, auswertbare Form von Xg berechnet
werden. Aus [21] zitieren wir den folgenden Satz.

Satz 2.12 Fiir die Faltung zweier charakteristischer Funktionen der d-dimensionalen
Ly-Kugel um Null mit Radius § gilt fir 0 <r < 23:

\/452—7"2 td

Qﬂdﬂ'g 28
SO h | v

2 2

Korollar Speziell fir die Félle d =1,2,3 ergibt sich
dzl N Xﬁ(T):Qﬂ—r7
_ . _ 2 T 1
d=2 : Xgz(r)=2p"arccos 55 5“/@,
— . _ 1 3 2 4 3)
d=3 : Xﬁ(T)—F(lZT ﬂr_|_3ﬂ ,
geweils fiir 0 < r < 24.

Die Beweise aller obigen Aussagen sind in der Arbeit von Wendland [21] nachlesbar.
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2.3.7 Wendland-Funktionen

Als letztes Beispiel wollen wir die Wendland-Funktionen als neue radiale Basistunktio-
nen mit kompaktem Trager vorstellen. Diese Funktionen sind stiickweise polynomial,
positiv definit und besitzen minimalen Grad in Abhéngigkeit von Glatte und Raum-
dimension. Wir wollen an dieser Stelle nur einige Eigenschaften dieser Funktionen
aufgreifen. Einzelheiten erfahrt man in [22] und wird man in Kiirze in der Dissertation
nachlesen konnen. Fiir den Raum aller positiven definiten Funktionen auf dem IR?

schreiben wir PD,. Mit
dir) i= (1 =)}

bezeichnen wir die bekannte abgeschnittene Potenztunktion.
Der Operator 7 sei definiert durch

() = [ sf(s)ds

Durch
A AT

wird nun eine Wendland-Funktion beschrieben. Diese Funktion hat geméaf [22] unter
anderem folgende Figenschaften.

Satz 2.13
1. Die Funktion 1y, besitzt einen Trdger in [0,1].
2. app € CHFEZ1(),
3. b € C?(0),
4. Seid € IN. Wihlt man [ = %J +k+1, so folgt 1, € PDg N C?.

|
Mitd:2n—|—1,m:n—|—k,l:L%J—I—k—l—lbekommtmam

Fobry = Faropth
— F2m-|—177bm+1

_ r—3m—2/0 (r . t)TfL+1tm+1/2Jm—l/2(t) dt |

wobei mit F; die d-variate Fouriertransformation gemeint ist.
Tabelle 1 zeigt uns einige dieser neuen Funktionen. Dabei bedeutet = Gleichheit bis
auf Konstanten.
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d=1]t1o(r)=(1—-r)4 C°
aa(r) = (1 —r)3(3r+1) C*?
go(r) = (1 —r)5 (8 +5r 4+ 1) 4
d=3|tho(r)=(1—-r) C°
s a(r) = (1 —r)}(dr+1) C*?
Yaa(r) =(1— r)i(35r2 + 18r + 3) ct
s a(r) = (1 — T)i(32r3 +25r% +8r+ 1) | C°
d=>5|s0(r)=(1—7)] o
a(r) = (1 —r)5(5r+1) C*?
Psa(r) = (1 — T)Z_(16T2 +7r+1) 4

Tabelle 1:

16
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3 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

3.1 Das Interpolationsverfahren

An dieser Stelle wollen wir die multivariate Interpolation in einem Schritt mit radialen
Basisfunktionen vorstellen.

Gegeben seien paarweise verschiedene Punkte X = {xy,...,2x} C Q C IR? und eine
Abbildung f : IR? — IR. Bezeichnen wir die Funktionswerte mit y; := f; := f(;) fiir
t=1,..., N, so ergibt sich das Interpolationsproblem:

Finde zu den Daten (z, ;) € IR, = 1,..., N, eine Funktion s; : IR — IR derart,
daf} die Interpolationseigenschaften

se(ay) = flay) = fi fiir jedes e =1,..., N (3.1)

erfiillt sind.

Sei nun ® : IR? — IR eine radiale Basisfunktion, die bedingt positiv definit der
Ordnung m ist.

Bei der Interpolation mit radialen Basisfunktionen setzt man fiir die Interpolante s
Linearkombinationen der Translationen von ® um Punkte aus X an. Damit hat die
einfachste Darstellung der Interpolationsfunktion sy die Form

N

sp(e) = a;®(x — ;)

i=1

wobei ay, ..., a, reelle Zahlen sind.

Mit den Bedingungen (3.1) ergibt sich so ein N x N-Gleichungssystem
N
Zozjq)(xk—xj):fk, 1§k§N,

i=1

beziehungsweise in Matrizenschreibweise aufgeschrieben als

Aa =y (3.2)
mit der symmetrischen Matrix
Oz — 1) Plag —xy) - P(xg —an)
Aoy = A= @(xQ‘_ 1) P(az ‘— Tg) O (ay —:L'N)
(I)(J}N‘— r1) (I)(J}N‘— Tg) (I)(J}N‘— TN)

und a = (ay,...,an)t, vy = (fi,..., fx)!. Das Gleichungssystem Aa = y ist fiir
beliebige y = (f1,. .., fa)! 16sbar, wenn die Matrix A nicht singuldr ist, d.h. wenn die
Determinante der Matrix A nicht verschwindet. Dieses Kriterium ist stets erfiillt, falls
A sogar positiv definit ist.

Fiir bedingt positiv definite radiale Basisfunktionen der Ordnung m > 0 ist es jedoch



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 18

notwendig, der Interpolationsfunktion s; Polynome hinzuzufiigen.
Aus diesem Grund bezeichne IP¢ den Raum aller Polynome der Gesamtordnung kleiner

gleich m in d Verinderlichen. Weiterhin sei @ := dimIP? = (m_s"'d) und py,...,po

eine Basis des IP%, d.h. IP? = span{pi,...,po}.
Unter Hinzufiigung der Polynome ergibt sich so fiir die Interpolationsfunktion

N Q
sg(x) = Z_: a;®(x — ;) + ; Brpr (). (3.3)

Die Interpolationsbedingungen lauten dann

N ?
Yoa®(a— )+ Y Gpr(e) = fi, 1<I<N, (3.4)
7=1 k=1
wobei die «;’s der Zusatzbedingung
N
S ajpe(z) =0, 1<k<Q, (3.5)
7=1
unterliegen, um die iiberzéhligen Freiheitsgrade zu binden.
Setzen wir
pi(zy) - pilaw)
PT .= : :
po(x1) -+ po(rn)

so schreibt sich das Interpolationsproblem als (N 4+ @) x (N + @)-Gleichungssystem
A P a) [y
(o 0)(5)-(0) o9

a:=(ay,...,an)T,
ﬂ = (ﬂlv .- '7ﬂQ)T7
yi=(fi,.... o)L

In Kapitel 2 haben wir bereits definiert, wann eine Funktion bedingt positiv definit

mit den Vektoren

der Ordnung m ist. Dabei haben wir bekannte radiale Basisfunktionen vorgestellt und
erfahren, von welcher Ordnung sie bedingt positiv definit sind.

Bem. Im Fallm =0, d.h. wenn die radiale Basisfunktion ® (unbedingt) positiv definit
ist, reduziert sich die Interpolationsfunktion auf die gewohnliche Gestalt

sg(x) = z%‘@(ﬂc — ),

und der polynomiale Anteil in (3.3) sowie die Zusatzbedingung (3.5) entfallen.

Es stellt sich nun die Frage nach der Losbarkeit des Interpolationssystems (3.6).
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Satz 3.1 Ist ® € BPD(m) und ist die Matriz P injektiv, so ist das System (3.6)

eindeutig losbar.
A P a\ [0} 0
PT 0 ) \o )

Da 0= Aa+PpB =aTAa+a"PB = o Aa+BTPTa und PTa = 0 ist, folgt a? Aa = 0
und wegen & € BPD(m) folgt o = 0.
Somit ist P = 0 und mit der Injektivitdt von P ist § = 0. O

Beweis: Gelte

Bem. Die Injektivitit der Matriz P ist gleichbedeutend damit, daff die Zeilen von PT
linear unabhdngig sind, beziechungsweise der Punktsatz X = {xq,..., 2y} der Voraus-
setzung

aus p(z;) =0, j=1,...,N, p€ IPL, folgt p=0
genigt.

Beweis: Da IP? = span{pi,...,pg}, ist p = 222:1 Bepr aus IPL. P injektiv bedeutet,
daBl aus PfJ = 0 stets 3 = 0 folgt. Dieses ist wiederum gleichbedeutend mit:

Q
Aus Y Bpi(z;) =0, j=1,...,N, folgt 3 =0.
k=1
Somit folgt aus p(x;) =0, y=1,..., N, stets p = 0. O
Im weiteren nennen wir Punktsitze X = {xy,...,2x} mit obiger Eigenschaft IP%-

regulér. Insbesondere gilt fiir IP¢-regulire Punktséitze immer N > Q = dimIP%. Falls
N = Q ist, bezeichnen wir den Punktsatz als IP?-unisolvent. In allen nachfolgenden
Erlduterungen gehen wir von IP%-reguliren Punktsitzen X = {zy,...,2x} aus.

Wir definieren

R(z) = (®(x—21),...,®(x —an))" und
S(x) = (pi(x),....po(x))" .

Mit unseren Ubereinkiinften besitzt nun das System
A P u(z) \ [ R(x)
( PT 0 ) ( o(x) ) = ( S(x) (3.7)

bei festem # € Q C IR? eine eindeutige Losung ( " ) € RN+, Fiir die Gestalt

v(x

~~
8
e e

der Interpolanten s; zu f : IR? — IR ergibt sich

N Q
sp(e) = Z:Oéjq)(x—%)Jr;ﬂkpk(w)
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Bem. u(x) ist eine Lagrange-Basis zu X, d.h. uj(xy) = 6, k = 1,...,N, j =
1 N.

9o ey

Beweis: Fiir ein einzelnes @ = 2, 1 <[ < N, stimmt die rechte Seite von (3.7) mit
der [-ten Spalte der Koeffizientenmatrix iiberein. Daraus folgt
uj(@r) = 6;, 1 < j <N,
vp(21) =0, 1 <k <Q
ist eine Losung des Systems (3.7).
Bei injektivem P ist die Lésung eindeutig. O

Bem. Die Gleichung PTu(x) = S(z) aus (3.7) impliziert, daff Polynome aus IPZ
reproduziert werden.
Beweis: PTu(x) = S(z) ist dquivalent zu

N

dopr(zui(e) =pe(r),  1<k<Q.

7=1
Da P = span{pi,....po}, gilt fiir ein beliebiges p aus P2 : p = Y% bypy mit
b, € IR. Fiir die Interpolante s, zu p € IP¢ folgt nun

sp(z) = uj(x)p(e;)

ECH
Il
—

Q

uj(x) ; brpi(2;)

I
M=

o
Il
—

I
Mo

b wi(a)pr(;)

J=

£
Il

—
—

I
e

brpr (51/')

Il
S

==
~—
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a

In Wu/Schaback [23] wird ein anderer Weg zur Bestimmung der w;(z), 1 < j < N,
beschritten.
Danach stimmt die Losung u(x) von

A P u(z) \ [ R(x)
Pt 0 o(z) |\ S(a)
mit der Losung w = u.(x) des Minimierungsproblems

Minimiere w”! Aw — QwTR(:L') + ¢(0)

unter den Nebenbedingungen w € IR",

N
> wip(z;) = plx) beziehungsweise
7=1

PTw = S(x)

iiberein.

In Abschnitt 3.3 werden wir die quadratische Form n&her untersuchen und die Kriging-
beziehungsweise Powerfunktion einfiithren.

Zusammenfassend haben wir also eine Form der Interpolanten s; von (3.3) entwickelt,
in der die Stiitzstellen f; = f(x;), ¢ = 1,..., N, explizit auftauchen:

N Q
sp(e) = Z%‘I)(x—%)Jr;ﬂkpk(w)

ECH
Il
—

I
™=

i) f;

ECH
Il
—

3.2 Der Native Space Fy

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, einen Funktionenraum Fg mit einem Skalarprodukt
(+,-)o zu beschreiben. Dabei stiitzen wir uns auf ein internes Manuskript von Herrn
Prof. Dr. R. Schaback, das wir um einige ergénzende Beweise und Bemerkungen er-
weitern.

Definieren wir dazu zuerst den Raum (IP¢)g fiir Q C IR%.

Definition 3.2 Wir definieren

Ny
(IPL)g := {lineare Funktionale der Form A =" )\j(Sx? :

i=1

A €EIRNyeEN,zy€Q,j=1,...,N\ und

Ny
Ap) = Z)\jp(:z;?) =0 fir alle p € Pﬁi} )
7=1
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Die Menge (IP?)g enthélt also alle (endlichen) Linearkombinationen von Punktaus-
wertungsfunktionalen, die auf Polynomen der Ordnung kleiner gleich m in d Variablen,
verschwinden und endlichen Trager in € haben.

Lemma 3.3 (IP?)g ist ein IR-Vektorraum als Teilraum von C(Q)* (also des algebrai-
schen Dualraums von C(Q)).

Satz 3.4 Sei ® € BPD(m). Dann ist

Ny Nu
Ao =D D Ajme®(a] —af) = A p' @(x — y)
7=1 k=1
ein Skalarprodukt auf (IP%)g, wobei A\ und p Elemente aus (IPY)g sind. Dabei bedeutet
v®, daf$ v beziiglich der Variablen z wirkt.

Beweis: Die Symmetrie (A, pt)e = (i, A)o folgt aus der Tatsache, daff ® symmetrisch
ist. Aus der Linearitdt des Dualraums l&8t sich die Linearitit des Skalarprodukts
folgern. Positivitdt und Definitheit lassen sich daraus herleiten, dal ® bedingt positiv
definit der Ordnung m ist. O

Bem. Der Raum (IP%)g ist mit obigem Skalarprodukt ein Pré-Hilbertraum. Mit ||.||o
werde die zugeordnete Norm bezeichnet.

Es ist offensichtlich, da (IP%); selbst unabhéingig von ® ist, aber durch ® wird eine
spezifische Pré-Hilbertraumstruktur auf (IP%)g induziert.

Mit (Pffb)ﬁ@ bezeichnen wir die Vervollstindigung des Pri-Hilbertraums (IP?)g zu
einem Hilbertraum. Im Folgenden werden Elemente aus vervollstandigten Pra-Hilbert-
raumen stets mit einem waagerechten Strich kenntlich gemacht. Diese Ubereinkunft
macht Sinn, denn wir wollen damit darauf hinweisen, dafl es vollig unklar ist, dafl
solche Elemente als Funktionale oder Funktionen betrachtet werden kénnen.

Wir definieren nun eine lineare Abbildung

La+ (IP}); = Foa = Lo ((P1)3) .

die jedem Funktional A aus (IP%)g eine Funktion

zuordnet.

Das Faltungssymbol * wird im Abschnitt iiber die Fehlerabschatzung der hierarchi-
schen Interpolation noch einmal eine Rolle spielen.

Aufgrund der folgenden Beziehungen

Ny Nu

Ao = 30 Aju®(a} —af)

j=1k=1
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Ny

= A\ (Z pr® (e — :L'Z))

k=1
Ny

= (Z (e} — y))
7=1

= A(La(p))
= 1(La(X))

kénnen wir das Skalarprodukt als eine Wirkung von einem Funktional auf die zuge-
ordnete Funktion eines anderen Funktionals schreiben.

Lemma 3.5 Die lincare Abbildung L¢ beschreibt einen Isomorphismus zwischen den

Raumen (IP%)g und Fag.

Beweis: Die Surjektivitit folgt aus der Definition von L. Es bleibt die Injektivitat
Zu zeigen.

Sei Lg(A) =0, das heifit
N
Y@z —2})=0 firae R.
7=1

Auflerdem ist zj@l )\]‘p(l'?) =0, pc IP?, und 22\21 Ak zj@l qu)(xz—x?) = 0. Aus der
Definition der bedingten positiven Definitheit folgt, dal \; = 0 fir allee = 1,..., NV,
und so A = 0. O

Auf Fg ¢ fithren wir durch

(L@)‘v L@/L)q) = ()‘7 ,u)q)
ein Innenprodukt ein, wobei wir dieselbe Notation fiir die Innenprodukte verwenden.
Aus der jeweiligen Situation wird deutlich werden, welches Skalarprodukt gemeint ist.

L¢ wird dadurch eine Isometrie.
Wir kénnen dann

(A i)o = MLo(p)) = p(Lo (V) = (La(A), La(p))e  fir X, p € (IP7)g

schreiben.
Fiir unsere weiteren Untersuchungen bezeichnen wir mit Fg ¢ die Vervollstindigung

von Fg¢ in Bezug auf (-, ). Mit Ly bezeichnen wir die Abbildung von (P%)@CD nach
Fa,6. Die Abbildung Lo ist eine Isometrie mit
_ o _ —9
(A )e = (Lo, Lofi)e  fiir A, i € (IP7)g
Hierbei méchten wir daraut hinweisen, dafl obige Identitéat abstrakte Gebilde, die nicht

direkt als Funktionen oder Funktionale interpretiert werden kénnen, verbindet.
Wir versuchen nun einen Weg zu finden, der die Wirkung eines abstrakten Gebildes

_ b _
A€ (P auf ein f € Fqoe beschreibt. Dazu beschranken wir uns zuerst auf ein
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Funktional A aus (Pffb)é. Im ersten Fall betrachten wir m = 0. Sei 6, das Punktaus-
wertungsfunktional der From é, : f — f(x). Dann definieren wir

6:(f) = f(x) :== (La(6s), flo = (®(- — ), fle fiirallex € Q.

Somit gilt

AS) = DA f(x})

= (L@()‘)vf)é .

Betrachten wir nun den Fall m > 0. Sei Y := {y1,...,yg} C Q ein IP%-unisolventer
Punktsatz und wy, ..., wq eine Lagrange-Basis, bestehend aus Polynomen in IP¢, fiir
die Interpolation auf Y, das heifit wy(y;) = éx; fur alle k,j € {1,...,@}. Dann gilt

Q
p(v) = Zwk(-)p(yk) fiir alle p € Pffb \
k=1

da die Polynome exakt reproduziert werden. Fiir ein willkiirliches & € € definieren wir
mit

e f e fla) - éwk(w)f(yk)
ein Funktional aus dem Raum (IP2)g. Welterhin definieren wit
fl2) = (Le(er), fla
= (®(—2)- éwk(wﬁb(- — ), e -

Mit anderen Worten ist f so definiert, daB es auf dem unisolventen Punktsatz Y
verschwindet. Es folgt also

Af) = YoNf(x))
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= ZE)‘](L@(Gx;‘)vf)é

:]\2\ Ny @Q
= (Z_: Aj@( — 1’;) - Z_IkZ_I A0 — yk)wk(x;\)vf)<b
Q
= (LaA, [ — g Awe)®(- = yx), f)a
= (Lo fo .

An dieser Stelle weisen wir darauf hin, da Y hier einen speziellen IP%-unisolventen
Punktsatz bezeichnet, der von der Stiitzstellenmenge der Interpolation verschieden
sein kann.

Bem. Fiir \ € (Pﬁi)ﬁq) und [ € Foo gilt:

M) = (La(), fle -

Beweis: Konvergiere die Folge (),,) € (IP?)g gegen A € (Pffb)ﬁq). Da () eine Cauchy-
Folge in (IP%)g ist, ist auch LgA, eine Cauchy-Folge in Fqg g und konvergiert gegen
LgA. Daraus folgt

M) = lim A(f) = lim(LaAs, f)o
= lim (LeAn, fa

n—oo

= (lim Lo, f)o
= (Lo, flo -
O
Das bedeutet, dal wir einen Weg gefunden haben, der die Wirkung eines abstrakten
Gebildes A auf ein f beschreibt.

Fiihren wir mit

Haoo :={f:Q—= IR : [ stetig und es existiert ein Cy > 0 mit
A< Cr - [IMg fiir alle X € (1P;)5}

eine Teilmenge von C(2) ein.
Als eine Ergénzung des oben genannten internen Manuskripts beweisen wir die

Bem. f € Fq o ist stetig.
Beweis: Sei m > 0 und f(z) = (Loe€,, f)eo. Somit gilt
Q

() = f) = (@ —2) = (- —y) + > _(wi(y) — wi())P(- — yi), fal.

k=1
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Aus der Stetigkeit von ® und wy, £k =1,...,Q, sowie der Schwarzschen Ungleichung
folgt die Stetigkeit von f € Fqe. Sei nun m =0 und f(x) = (Lgdy, f)e. Dann ist

[F(2) = F(y)] = [(D(- —2) = ®(- —y), [)e

und so folgt aus der Stetigkeit von ® und der Schwarzschen Ungleichung die Behaup-
tung. 0

Aus
MAI = (Lo, fla

< ||L<I>A||<I>7||f||<1>
= |IMa If]le

erkennen wir dann, dafl Fq ¢ und Pffb jeweils in Hq ¢ enthalten sind.

Bem. Der Funktionenraum Hq o enthdll die direkte Summe Fqo e @ Pffb ={g\ | g» =
SO — ), e (L)) @ Py,

Beweis: Wir zeigen nur die Direktheit der Summe. Dazu sei g\ € Fq ¢ und gleichzeitig
g\ € IPL. Es gilt

MLa)) = Mgy) =0, daA(p) =0 fiir alle p € IP?
= (M M.

Daraus folgt A = 0 = g\, was die Direktheit der Summe zeigt. O
Bezeichnen wir mit
Iy :={h € Hao | h(z;) = f(z;)=f;, 7 =1,....N}

die Menge der Interpolationsfunktionen in Hq ¢.
Es gebe die Bedingung (3.6) erfiillende Konstanten «;, ;. Die Funktion

N Q
ss(@) = Lo ayla = ) + 32 Bipile) = gae) + o)

mit a := Zé\f:l ajby; € (P2)~ und p € IP? ist dann nach den Ubereinkiinften aus
Abschnitt 3.1 ein Element der Menge der Interpolanten /5.
Durch
AU
Ne(PZ)g A#0 ||)‘||<I>

erkliren wir eine Norm auf Hg ¢ /P2 (Q). Dabei ist

[Flle =

PHQ)={f: Q=R : f:pmmitpeﬂjfé}.

Aus der Stetigkeit des Innenprodukts und der Isometrie Lg folgt, dafl diese Norm auf
Hao/IPE(2) mit der vorhergehenden Definition von ||.||l¢ auf dem Unterraum Fq o
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iibereinstimmt.

Jedes f € Hq ¢ definiert iiber
(A)A) = Af), A e (Pl

ein lineares Funktional A; auf (IP?9)g. Es gilt

(A= AN < Cp - [[M]e

—3
und wir erweitern Ay auf (IP4); mit der selben Schranke. Da (IP¢)g  ein Hilbert-
raum ist und Ay ein beschranktes Funktional ist, existiert nach dem Satz von F.Riesz

ein eindeutiges Element \; € (IP%); , so daB fiir alle zz € (Pffb)ﬁq) die Beziehung

(Ap)(p) = (i e
= )

gilt. Wegen der Isometrie gilt

A(Lo(p)) =

fiir alle 7 € (P1)g. .

An dieser Stelle méchten wir noch Folgendes verdeutlichen.

Bem. Die Abbildung Lg : (Pffb)ﬁq) — Fa,o ist isometrisch isomorph.

Beweis: Die Isometrie und damit die Injektivitat folgen iiber die Definition der Ab-
bildung. Es bleibt die Surjektivitdt zu zeigen. Dazu betrachten wir zuerst den Fall
m = 0. Es gilt Lgé, = Leb,. Mit f € Fa,e folgt

Iq))\f(l') = (L@&w,fq))\f)q)
= 0, f)
= f(a).
Sei nun m > 0 und f € Fq¢. Dann gilt
Iq))\f(l') = (Lq)éw,fq))\f)q)



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 28

Das heiBt Lo ist surjektiv. a

Bem. Fiir Ly(A\;) € Fae C Hao und f € Haoe/IPL(Q) liegt die Differenz f — Le(A;)
in Hae/IPL(Q).

Beweis: Es gilt
Mf = La(Ap))l = [MF) = AMLa(Af))]
< Cr-[Mle + O, [Me
= (Cs+Crn,)Ple  fiiralle A € (IPY)g .
Da f — fq>(5\f) € C(Q), liegt die Differenz in Hq ¢/ IP% (). O

Mit obiger Bemerkung formulieren wir
Bem. Die Differenz f — Lg()\s) hat im Raum Hage/IP%(Q) Norm 0 und es folgt

Beweis: Aus

MLa(As)) = (La(A), La(Af))a
= (MAs)e
= (AN
= A(J)
ergibt sich
||f _I@(j\f)n _ sup |)‘(f _I@()‘f)” _ sup |)‘(f) B )‘(I@()‘f)”
0#NE(PL)S ||)‘||<I> 0#NE(PL)S ||)‘||<I>
L M=)
omrerd); Ao

= 0.

Es gilt also f — Lg();) = 0 beziehungsweise f = Lg();), woraus Hae/IPL(Q) = Fos

gefolgert werden kann. O

Seien nun ; und Q, Teilmengen des B¢ mit Oy C Q, C Q. Unsere bisherigen Erkennt-
nisse fithren zu dem Schluf, da dann (IP})g, C (IP2)g, sowie durch Vervollstindigung

und isometrische Isomorphie Fo, ¢ C Fo, ¢ beziehungsweise (Pffb)ﬁjb C (Pﬂb)ﬁf und
Fa0 € Faye- B _
Betrachten wir f(x) = (Loes, f)o fiir @ € Qy, so ist ¢, € (Pffb)@ und f € Fo,0 2
Fa, e; es gibt also einen Weg, ein Element [ € F, ¢ als eine Funktion auf ; O Oy
zu interpretieren.

Drehen wir dieses Argument herum, so 1a8t sich ein Element f € Fq, ¢ als eine Funk-
tion auf 0y C €, interpretieren, denn mit

f(x) = (Lgey, flo und @ € Qy, €, € (Pffb)él
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sehen wir, daf}
Faro ={flo, 1 [ € Fa,0} = Fa,0 o,
gilt.
Die Erweiterung einer Funktion f € Fq, ¢ auf einen groferen Bereich Q; D Q) geniigt
einer zusétzlichen Bedingung, die aus A(f) = (Lg A, f)s, A € (IP1)g, folgt.
Habe g € Fq, ¢ die Eigenschaft

AMg)=0  firalle A € (IP2)g,,

das heifit g besitze einenTrager nur auflerhalb von €. Dann bekommen wir fiir alle
Lo) € I, 0 C Iy, ¢ die Beziehung

(Lo, g)o = Ag) =0.
Mit Hilfe dieser Erkenntnis formulieren wir

Theorem 3.6 Sei ® bedingt posiliv definit der Ordnung m auf 2 C IR?. Weiterhin
gelte Oy C Qy. Dann haben alle | € Fgq, ¢ die Figenschaft

(fvg)q) =0
fiir alle g € Fa, e mit A(g) =0 fir alle X € (Pffb)él.
Beweis: Fiir alle f € Fg, ¢ haben wir den Beweis bereits oben gegeben. Durch Ver-

vollstandigung und Stetigkeit des Innenprodukts folgt die Aussage fiir alle f € Fq, ¢.
O

Theorem 3.7 Sei ® bedingt positiv definit der Ordnung m auf Q C IR?. Ferner sei
Q1 CQy C Q. Dann gilt
Faso =Faro — Golg,

wobel

Gl g = {9 € Fa,0 : Mg) =0 fiir alle X € (IP%)g, } .

Beweis: Die Orthogonalitdt haben wir bereits bewiesen. Wir zeigen noch, dafl jedes

g € Fa,0 durch die Summe ausgedriickt werden kann. Sei g € Fq, ¢ orthogonal zu
Fa, 0. Dann ist fiir alle A € (IP%)g,

Lo(A) € Fajo und  (La(A),g)e = A(g) =0.
Das bedeutet ¢ € Gg;@, woraus die Behauptung folgt. a

Sei nun ® € BPD(m) eine radiale Basisfunktion und ¢ = & ihre (verallgemeinerte)
Fouriertransformierte. Aus der Definition des Skalarprodukts erhalten wir

Ny Nu

Ao = D00 Aju®(a) —ap)
j=1k=1
Ny Nu

= >N \m(2m)7? /Bd 99(w)ei(“’?_“’5)% dw

j=1k=1



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 30

fir alle A, p € (IP%)”. Mit (fy, fu)e = (A, p)s und fx(w) = TN Mp(w)em@ie

gelangen wir zu der Beziehung
—d al al iwTe?  —jwTe
Mie = @0)" [ plw) S0 Y e e

—d al iwlz?) al —iwT gt
= (27‘(’) /Bd @(M)Z)\je J Zluke E dw

Diese Erkenntnis inspiriert uns dazu, im Folgenden stets das Skalarprodukt

(f,q)e = (2m)7¢ Md@ fir f,9 € Fae
R p(w)

S

zu verwenden.

AuBerdem werden wir mit Fp immer den Raum Fq ¢ bezeichnen.

Besonders grofle Dienste bei der Fehlerabschétzung der hierarchischen Interpolation
wird uns folgender Satz erweisen.

Satz 3.8 Fir f € Fg gilt die Orthogonalititsbedingung

(f —s5,87)0=0.

Beweis: Es gebe die Bedingung (3.6) erfiillende Konstanten «;, fx. Die Interpolante
sy sel gegeben durch

N Q
sp(z) = Z_; a;®(r — ;) + kZ_) Bepi(x) =t ga(x) + p(z)

mit « := Zé\f:l @;by, € (IP2)” und p € IP%. Dann gilt

(fis5)e = ([.9atP)o
= (fvgoz)4>
= a(f)
= a(sy)

= (57,0a)0
= (sf,87)0 -

Da (-,-)s eine symmetrische Bilinearform ist, folgt die Behauptung. a
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3.3 Die Powerfunktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Kriging- beziehungsweise Powerfunktion definieren
und einige Eigenschaften der Powerfunktion aufzeigen.

Definition 3.9 Fiir jeden IPY-reguliren Punktsatz X = {xy,... xn} heift die nicht-
negative Funktion f, ¢ x(x), die definiert ist durch

(kmax) (x):= min{uTAu —2uTR(x) +®(0) |u € [&’m7q>7X(:1;)}
mit der Menge
N
Kpox(x):=3u=_(uq,.. .,uN)T e RN | Zujp(xj) = p(x) fir alle p € Pffb \
7=1
die Kriging-Funktion.

Satz 3.10 Der Vektor u(x) = (ui(x),.. .,uN(:L'))T der Lagrangebasisfunktionen uq,
..., un aus der Lésung des Systems (3.7) stimmt fir x € IR mit der Lésung u.(x)
des Minimierungsproblems

min{uTAu — 2l R(z) + @(0) |ue RY , PTu= S(:L')}
iiberein.

Der Beweis befindet sich in Wu/Schaback [23] oder Wendland [21]. O

In Abschnitt 3.4 werden wir eine lokale Fehlerabschatzung der Form |f(x) — s¢(x)| <
| flle - Po(z),x erhalten. Dabei tritt die Powerfunktion Py x auf.

Definition 3.11 Die Powerfunktion Py x(x) ist gegeben durch

N 2
T

Z uj(w)eix]Tw . eix w

J=1

P2 (2) = (27)" / b(w) dw . (3.9)

R

Mit Hilfe von Wu/Schaback [23] formulieren wir

Theorem 3.12 Sei ¢ die verallgemeinerte Fouriertransformierte von ®. Die Funktion
@ besitze die Figenschaft

lw][ =475 firlw|| — 0
<ec-
EECETRY R ua e v i

mit den Konstanten ¢ € IR>q, so0,5. € IR, wobei wir zusdtzlich voraussetzen, dafl
Seo > 0 und sg < 2m.

Dann ist das Integral (3.9) wohldefiniert.
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Beweis: Wir wollen hier nur einige wichtige Beweisgedanken aufgreifen.
Die Funktion Zé\f:l uj(:zj)emJT“’ — €' hat in w = 0 eine Nullstelle der Ordnung m,
denn fiir w = 0 verbleiben in den Ableitungen
N N
Da(zuj(w)eixfw . zx w Zu] 7% m‘ w xaeixTw)

J=1 J=1

nur polynomiale Anteile der Ordnung a, die wegen der IP?-reproduzierenden Eigen-

schaft der u; fiir jedes a € IN¢ mit |a| < m verschwinden.

: 2

So besitzt ‘Z;VZI uj(:zj)e”JT‘” —¢"“|” in Null eine Nullstelle der Ordnung 2m. Folg-

T w iz T
J

2
lich ist ¢ - ‘Z;VZI uj(x)e Y — e v

T T2 . . .
@ - ‘Zé\f:l uj(x)e Y — e ‘”‘ im Unendlichen integrierbar. O

in Null integrierbar. Auflerdem ist mit ¢ auch

Bem. Im ibrigen erfillen alle von uns betrachteten radialen Basisfunktionen die obi-
gen Bedingungen, wie Kapitel 2 zu entnehmen ist.

Fiir die Powerfunktion und ® € L;(IR?) gilt auch

Fix@) = @0 [ 3

7=1k=1
N ., N
— Zu](:zj)ez(x_%) v — Zuk(:zj)ez(” 0w 4 eile=e) dw
7=1 k=1
N N
— () ZZuj(x)uk(x)/ =) () duo
7=1k=1 R
N T N T
—Zu](x) /Bde(x z5) YO (w) dw — Zuk(:p) /Bde(” z) “P(w) dw
7=1 k=1

-I-/Rd io'wi)(w) dw}
= ZZu](x)uk(x)CI) (g — ;) 2;% Oz —x;) + (0)

= ulAu— ZUTR(:L') + ¢(0) .

Die Powerfunktion stimmt also fiir u(x) = w.(2) mit der Kriging-Funktion iiberein; im
Folgenden werden wir meist nur noch von der Powerfunktion sprechen. Wir kénnen
also die Kriging-Funktion iiber ein Integral ausdriicken. Dieses erklart auch die Wahl
der additiven Konstanten ®(0) in Definition 3.9.
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Lemma 3.13 Die Powerfunktion Pg y(x) ist stetig.

Beweis: Betrachten wir das lineare Gleichungssystem (3.7)

(o) (0 )= (5

Die rechte Seite dieses Gleichungssystems héngt stetig von x ab, weil insbesondere
die radiale Basisfunktion ® stetig ist. Da wir davon ausgehen, daf} das System (3.7)
eindeutig l6sbar ist, kénnen wir die Lésung durch

A PN R\ { ul2)

Pt 0 S(x) |\ v(x)
berechnen. Somit wird klar, dafl u(x) € IRY stetig ist. Schreiben wir die Powerfunktion
als

P%X(:L') = uT(:I;)Au(:I;) — ZUT(:I;)R(:I;) + ¢(0),

so erkennen wir die Stetigkeit der Powerfunktion. O

Fiir unsere lokale Fehlerabschédtzung messen wir die Dichte der Stiitzstellen z; durch

h,(z):= su min —x;
o) ||x—y|I|)§p1§f§NHy ill

fiir festes p > 0. Bemerke, dafl h,(z) von X und p abhéangt, aber nicht von ®.
Néheres tiber die Giite der Interpolation bei Fehlerabschatzungen der Form |f(z) —
se(@)| < || flle - Pox(x) 148t sich durch Untersuchung der von der Funktion f unab-
héngigen Powerfunktion ermitteln. Dazu fiihren wir zuerst ein grundlegendes Lemma
an.

Lemma 3.14 Fir p € IRvo und k € IN existieren positive reelle Konstanten hg, ¢q, ¢,
so daf§ fiir jeden Punktsatz {xy,...,xx} C IR® mit paarweise verschiedenen Punkten
z; und jeden Punkt x € IR?, der

hy(z)= sup min |ly—a;||<h
e = sp iy =] < ho

erfiillt, ein Vektor u(z) = (uy(x),...,ux(z))t € RN mit Zé\f:l uj(x)p(x;) = plx), p €
IPE, existiert, der den Ungleichungen

|x; — x|| = erh,(x)  fir alle j =1,...,N mit a;(x) # 0 und

N
> ()] < e
j=1

genigt.
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Beweis: Obiges Lemma ist ein Spezialfall des Lemmas 5.1 aus Wu/Schaback [23]. Dort
findet sich auch der etwas allgemeinere Beweis. Die verwendeten Konstanten lauten

d+k—1
M := max (1,2(k—1)(2k—1)k( +d )dk/ZHRI;lHOO) )

Ry := (a")o<ul Jaj<k—1(multivariate Form der klassischen Vandermonde Matrix)

cl:zl—l—M(k—l)\/E
d+k—1\"
e VG N

P
ho = ———— |
O M(k—1)

Wir gelangen auf diesem Wege zu

Theorem 3.15 Geniige ® der Voraussetzung von Theorem 3.12 und sei p € IRsg
gegeben. Dann existieren positive reelle Konstanten hg und C', so daf fir jeden Punkt-

satz X = {xy,...,an} C IR? mil paarweise verschiedenen Punkten und jeden Punkt
v € IR mit
h Xr) = sup mln Yy — x; S ho
p( ) ||y—ac||§p1§j§N|| JH

die Kriging-Funktion durch
Emax(x) <C- h;‘x’m(:p)
beschrdinkt werden kann.

Beweis: Der Beweis verwendet Lemma 3.14 und befindet sich in Wu/Schaback [23].
O

Man kann also s., als eine die Interpolationsgiite bestimmende Konstante ansehen.
Diese Konstante hangt von der zur Interpolation verwendeten radialen Basisfunktion
® ab. In Kapitel 2 haben wir bekannte radiale Basisfunktionen vorgestellt. Deshalb
mochten wir im folgenden Satz den Wert der Konstanten s., fiir diese radialen Basis-
funktionen angeben.

Satz 3.16

1. Fir die Gaussians kann der Wert der Konstanten s, > 0 beliebig gewdhlt wer-
den.

2. Die Konstante s., kann fir die Multiquadrics, wie auch fir die inversen Multi-
quadrics, beliebig gewdhlt werden.

3. Der Wert der Konstanten s.. > 0 belduft sich fir die Funktionen ®(x) =
(=D)2N|2||¥ mit v >0, v € 2IN, auf 5.0 = v.
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4. Werden die Thin-Plate Splines wie in Kapitel 2 definiert, so besitzt die Konstante
Soo den Wert soo = 2k.

5. Die Konstante so., hat fiir den Euklidischen Hut den Wert s, = 1.
6. Fir die Wendland-Funktionen ; j, := TFy erqibt sich so = 2k + 1.

Wir werden nun bekannte Schranken der Form
Py x(x) < Fa, (hy())
angeben, wobei Fg , : IR>g — IR>( eine fiir ~ — 0 monoton fallende Funktion mit
Fs,(0) = 0 ist.
Die Funktion Fg , ist abhéngig vom Verhalten der verallgemeinerten Fouriertransfor-

mierten ¢ von ® im Unendlichen. Folgende Tabelle gibt uns einen Uberblick iiber
bekannte Beispiele fiir Funktionen Fg .

O(z) = o(r), r =[] Fo ,(h,)
r? B € Rso \ 2IN const - hf
(=)0 logr , 3 € 2IN const - hf

Thin-Plate Spline

6

(v2 +r2)P? 3 ¢ IR\ 2IN> const - e Pe
Multiquadrics 6>0
e B> 0 const -e "7
Gaussians 6>0
2374/2 Y 4/;25_T2 4d 1
W“’b ﬁdt,0§r§2ﬂ const - hy)

Fuklidischer Hut

Yir(r) = Ik@bl(r) = L%J +k+1 const - hik“
Wendland-Funktionen
Tabelle 2:

Wir sind also in der Lage, das Verhalten der Kriging- beziehungsweise Powerfunktion
und damit nach Abschnitt 3.4 auch das Fehlerverhalten der Interpolation mit radialen
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Basisfunktionen durch das Verhalten der Fouriertransformierten der Basisfunktion im
Unendlichen, zu beschreiben.

Da wir die radiale Basisfunktion ® unter Umstidnden skalieren werden, beleuchten wir
jetzt den Effekt der Skalierung von @ hinsichtlich der Auswirkungen auf die Power-
funktion Py x nédher.

Dazu sei ® € BPD(m) eine radiale Basisfunktion mit der skalierten Version ®(-) =
B(-/6), @s(-) = 6%(8-), wobei wie bisher ¢ : IR? \ {0} — IR, die verallgemeinerte
Fouriertransformierte von ® ist.

Wie wir bereits erkannt haben, ist die optimale Powerfunktion der Interpolation in

Fa, gegeben durch

PQ%&X(:E) = (2m)~" min/ ps(w) ZUJ(SI?)GWT% — e dw

uj(z) JIRY

fir X = {x1,...,2n} C RY, x € IR%.
Dabei sei fiir u;(z), j = 1,..., N, die IP?-reproduzierende Eigenschaft wie in Ab-
schnitt 3.1 vorausgesetzt.

Lemma 3.17 Mit 6 € Ry und X = {x1,...,xn} CQ gilt fiir die Powerfunktion

Pq%é,X(l') = P%,X/é(x/5) .

Beweis: Durch die Skalierung der radialen Basisfunktion ® ergibt sich fiir das Glei-
chungssystem (3.7) aus Abschnitt 3.1

) () = (50
Rs(z) = (Ps(z—zy1),...,05(x —an))" )
- (o () e ()

Ao, x = (Ps(xi — 24))1<ipen  und
P und S wie bisher.

Eine einfache Reskalierung 6w = n ergibt nun

2
PQ?&X(‘T) = (27")_d/ Zu(S] e T _ Tl g,
2
= (277—)_ / Zu(s 77/5 . ei(n/S)Tx %dn
2
= (27)” / Zu5] /8T a; _ it/ g
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= n) ™ [ e)]3

= P%,X/é(x/5) .

Skalieren wir nun %, x(x), so bekommen wir

h x/6) = sup  min ||y —x;/0
pxplefd) = s i =]
1
= — su min ||éy — x;
8 s obes, 1 B2 100 — il
1 in =
= — sup min |z —ux;
8 |Jo—sll<sp 1IN '
1
= Shax(z).

Zusammenfassend ergibt sich

Pq%é,X(l') = P%,X/é(x/5)
< Foplhpxys(x/0))
1
= Fo,(shpx(z).
Die gewonnenen Erkenntnisse kénnen wir zur lokalen Fehlerabschiatzung von |f(x) —
sf(x)| verwenden, wie in den Abschnitten 3.4 beziehungsweise 4.3 zu sehen sein wird.

3.4 Fehlerabschitzung

Im Folgenden sei die zu interpolierende Funktion f : IRY — IR stets aus dem Funk-
tionenraum Fg, den wir in Abschnitt 3.2 eingefithrt haben.

Mit den Erkenntnissen der vorherigen Abschnitte haben wir eine ,Lagrange-artige®
Darstellung der Interpolanten sy zu der zu approximierenden Funktion f gefunden:

sp(e) =Y wui(a)f(z),  wi(er) =8, 1<j,1<N,

mit  pr(z) =D wi(e)pe(z;), 1<k<Q

beziehungsweise p(xz) = Zé\f:l u;(x)p(z;) fiir alle p € P, d.h. Polynome aus IP? wer-
den reproduziert. Da wir von IP?-reguliren Punktsitzen ausgehen, ist die Darstellung
eindeutig.

Wir méchten nun den Fehler |f(x) — s¢(a)| lokal abschétzen:
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Satz 3.18 Die Funktion f sei aus dem Raum Fg. Dann gilt fiir den Approzimations-
fehler f(x) — ss(x) die Beziehung

fla) = sple) = m) [ fle ( - Y ue)e ) o

Beweis: Geniige die Fouriertransformierte von f der Beziehung

fla)=@m) [ fw)e do.

Dann gilt

fla)—sp(e) = flx) =D ujx)f(x;)

Die Behauptung 1a8t sich auch im Sinne der Distributionentheorie beweisen, wobei
man unter anderem verwendet, dafl die verallgemeinerte Fouriertransformierte einen
Automorphismus in S beschreibt. O

Sei wie bisher der Raum Fg mit der Norm || - ||¢ ausgestattet. Ferner bezeichne Pp x
die Kriging- beziehungsweise Powerfunktion aus Abschnitt 3.3.
Mit diesen Ubereinkiinften erhalten wir fiir die lokale Fehlerabschitzung:

Satz 3.19 Fiir f € Fg und festes x € IR gilt
(@) = sp(@)]* < I flls - Pox(2) .

Beweis: Nach unseren Erkenntnissen sind

f/\/c,_o und NEEVS

mit vy, (w) := el _ Zé\f:l uj(:zj)emJT“’ Elemente des Raumes Ly(IR?) (vgl. auch Ab-
schnitt tiber die Powerfunktion). Das Produkt

i
NG

ist somit aus dem Raum [;(IR?) aller absolut integrierbaren Funktionen. Deshalb
darf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwendet werden, und wir erhalten die
Fehlerabschitzung

. \/S‘_Q vl,7u

N
— > ui(x) fle)| < || flle - Pax(z)

=1
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fiir jedes f € Fs. =

Bem. Fir die skalierte Version der radialen Basisfunktion ® ergibt sich

[f(2) = sp(@)]* < [Iflls, - Po, x (=) -
wobei ®s(-) = ®(-/8) und ps(-) = 6% (8-).

Die Ergebnisse von Abschnitt 3.3 verhelfen uns zu

(@) = ss(@)l” = |Iflls, - Po, x(x)

= 1713, - Phxye(e/9)
1
< I3, P (honx (@)

Insbesondere bei der Fehlerabschitzung der hierarchischen Interpolation werden wir
das folgende Theorem bendtigen. Da es aber von der hierarchischen Vorgehensweise
unabhéngig ist, wollen wir es bereits an dieser Stelle anfligen. Es wird sich auch eine
verscharfte Fehlerabschétzung gegeniiber Satz 3.19 ergeben.

Theorem 3.20 Sei ® : IR? — IR eine bedingt positiv definite radiale Basisfunkti-
on der Ordnung m mit einer nichtnegativen verallgemeinerten Fouriertransformierten
é = ¢ auf IR\ {0}. Q@ C IR? sei eine beschrinkte Menge. Ferner sei g : IR? — IR
eine Funktion mit folgenden Figenschaften:

1. g besitzt hochstens polynomiales Wachstum

2. die verallgemeinerte Fouriertransformierte g von g erfillt

lol3 = =) | |

g /e(w) do < o0

und
3. G5==0- izg mit h, € Ly(IRY) und supp(h,) C Q .

Dann gilt
||hg||%2(9) = ||h9||%2(IRd) = ||9||§>*q>

-

Die Bedingung, daf} sich ¢ als ¢ = o - ]Azg schreiben 1a8t, bedeutet ¢ = ® * h, im
distributionellen Sinn. Es ist leicht einzusehen, daf} fiir Funktionen der Form

Jw)l/¢*(w) dw .

N
g(z) = ch(l)(x—xj), x; € 1, oder

j=1

glx) = Oz —y)ely)dy, ¢:Q— IR

2
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mit geeigneten Voraussetzungen an ¢, die obigen Bedingungen ertiillt sind. Hierbei ist
supp(h,) C ) durch Konstruktion. Fiir alle v € Fg und alle A € (IP2)~ mit A(v) = 0
kénnen wir aufgrund der Beziehungen aus Abschnitt 3.2

(g,v)e = (gr,v)e = A(v) =0

herleiten.
Geben wir nun einen kurzen Beweis des Theorems.
Beweis: Es gilt

[ Ihg(@) de
= [ Ihy(a)] de
= @m) [ k) do
= e [ BOIE

©*(w)

00 > ||hg||%2(9)

= ll9ll3.0-
O

Wie man aus dem Beweis erkennt, steht h, € Ly(IR?) in Verbindung damit, daB
9 € Fouo.

Wir setzen also mit Theorem 3.20 voraus, dafl ¢ € Fg beziehungsweise fiir skalierte
Versionen der radialen Basisfunktion ¢ € Fg, und gleichzeitig liege ¢ im Raum Fp.o
beziehungsweise im Raum Fg,.a,.

Im Folgenden fordern wir stets, daB die zu interpolierende Funktion f : R? — IR,
sowie die radiale Basisfunktion ® beziehungsweise ®s die Voraussetzungen von Theo-
rem 3.20 erfiillen. Betrachten wir jetzt den Term || f — s¢||o, etwas ausfiihrlicher.
Aufgrund der Orthogonalitdtsbedingung

(f =35, f —s5)as = (f =55, f)a,

aus Satz 3.8 erhalten wir

IF=spll3, = (20)~° /Bdww
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= [ (@) = syl hsfw) de
= [ (@) = syl hslw) de

Hierbei haben wir die Voraussetzungen an f und hy benutzt, besonders in Bezug
auf die Integrationsgrenzen. Unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
bekommen wir

1f=sell3, < IS = sillea@ - Nhslliace
1f = s¢llra@) - [[fllasxas -

Das Ziel unserer nachsten Betrachtung ist der Term ||f — 3f||L2(Q).
Interpolieren wir f — s; durch die Null-Funktion auf dem Datensatz X, so erhalten
wir die Abschitzung

|f(x) = sp(@)| < |[f = s7lla, - Pa,x(2) .

Dadurch kénnen wir || f — sf||r,() weiter abschétzen:

If = sillfm = [ 1) = si(a)f de

< W= sillh, - [ 1 Ph, (o) de
= If = 5llge - 1Pasx e -

Da die Powerfunktion Pg, x stetig ist, existiert ||P@57X||%2(Q). Kombinieren wir dieses
Ergebnis mit unserer vorherigen Ungleichung, so gelangen wir zu einer Abschétzung
des Terms || f — s¢||s,, die wir im folgenden Satz formulieren.

Satz 3.21 Erfillen die Funktion f : IR? — IR und die radiale Basisfunktion ®s die
Voraussetzungen von Theorem 3.20, so folgt die Abschitzung

1 f = sllas < | fllases || Posx || L) -

Wie erwéhnt bekommen wir damit eine verschéarfte Fehlerabschatzung gegentiber Satz

3.19.

Satz 3.22 Seien fiir die Funktion f: IR® — IR und die radiale Basisfunktion ®s die
Voraussetzungen von Theorem 3.20 erfillt. Dann gilt die Abschdtzung

(@) = sp(2)]* < 113 m0 1 P05 x 1L, ) - Posx ()"

Wir sind also in der Lage, den Fehler f(x) — s¢(«) durch ein Produkt abzuschatzen,
dessen einer Faktor von f und der radialen Basisfunktion ® abhidngt und dessen an-
dere Faktoren von f unabhédngig sind. Diese Tatsache wird uns in Kapitel 4 bei der
Fehlerabschdtzung der hierarchischen Interpolation mit radialen Basisfunktionen von
groflem Nutzen sein.
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4 Hierarchische Interpolation mit radialen Basis-
funktionen

4.1 Vorstellung der hierarchischen Interpolation

Die Kondition der Interpolationsmatrix und die Approximationsgiite hangen stark
vom Separationsabstand des zugehorigen Datensatzes ab. Aus diesem Grund fithren
wir eine iterierte Interpolation mit radialen Basisfunktionen auf fortlaufend . feiner®
werdenden Datensitzen ein. Stellen wir nun die hierarchische Interpolation mit radia-
len Basisfunktionen vor.

Gegeben sei ein Datensatz

X:{wl,...,l’N}CRd,

wobei N € IN grofi und X eine Teilmenge der kompakten Menge Q in IR? ist.
Wir zerlegen nun den Datensatz X in fortlaufend ,grobere® Datenséatze in folgender

Weise :
XiC...C Xy CXy=X.

Dieses erlaubt uns, die Interpolation in M Schritte aufzuspalten. Desweiteren fithren
wir folgende Definitionen ein

h = sup su min R
Xop xeg ||l/—x|I|)SP T €X; Hy ZH
= & mi [E |
qx, ‘= 5 x#xing T; — Tk

fir 1 <5 < M. Dabei ist gx, der Separationsabstand. Das Kriterium fiir die Zerle-
gung der Datensédtze ist, dafl der Separationsabstand ¢x,_, nach Moglichkeit grofer
sein sollte als ¢x,. Dieses impliziert, dal man das Paar von Punkten mit dem gering-
sten Abstand lokalisieren muf}, um dann einen dieser Punkte zu entfernen. Auf einen
Algorithmus, der den Datensatz X in Satze X zerlegt, moéchten wir nicht ndher ein-
gehen. Wir kénnen dazu aber auf die Arbeit von Floater und Iske [3] verweisen.
hx, , = q., bedeutet, dal der zugehérige Datensatz asymptotisch gleichméBig verteilt
ist; d.h. es treten keine ,,L.ocher oder keine ,Haufungen® auf.

Kommen wir nun zur Vorgehensweise bei der hierarchischen Interpolation mit radialen
Basisfunktionen. Wir wahlen @, als radiale Basisfunktion zum grobsten Datensatz X;.
Die Interpolante s;q zu f : @ — IR auf dem Satz X; berechnen wir mit Hilfe der
Basisfunktion ®; anhand der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.1.

In &hnlicher Weise verfahren wir weiter:

Sind die Interpolanten

Sf7178f727 ° '7Sf7j
berechnet, so interpolieren wir f — s;q — 5592 — ... — sy ; durch die radiale Basisfunk-

tion @41 auf dem Datensatz X,;1; das Ergebnis sei die Interpolante sy ;4. Dabei ist
®;41 proportional zu hy, , beziehungsweise ¢x, zu skalieren. Obiges Verfahren wird
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bis j = ..., M — 1, M wiederholt.

Das Hauptprinzip dieser Strategie besteht darin, grundlegende Figenschaften des Gra-
phen von f in den ersten Schritten der Interpolation zu erhalten, wahrend die feineren
Details in den letzten Schritten auftauchen.

Somit erhalten wir als Endergebnis

M-1

spm(s) = fla;) — Z sz

k=1
fir 2™ =z, € Xyy = X, 1 <i < N, d.h.
Sf = Sf71 —|-8f72 —|— —|-8f7M

interpoliert f auf dem Datensatz X.
Ziel wird es sein, dabei die einzelnen lokalen Fehlerabschatzungen

|f(x) = spa(2) — oo = spi(@)|,  1<e< M,

zu betrachten; diese konnen uns dann zur gesuchten finalen Fehlerabschatzung | f(x) —
s¢(x)| fithren.

4.2 Kondition des Interpolationsproblems

Das Rechnen mit endlicher Genauigkeit hat zur Folge, dafl in der Regel bereits die
Koeffizienten a;;, und b; des zu 16senden Gleichungssystems Az = b im Rechner nicht
exakt darstellbar sind. Falls sie, wie in unserem Interpolationsfall, ihrerseits das Er-
gebnis einer Rechnung sind, sind sie zudem oft mit Rundungsfehlern behaftet. Deshalb
soll in diesem Abschnitt die Empfindlichkeit der Losung @ auf Stérungen in den Ko-
effizienten beleuchtet werden.

Definition 4.1 Die Norm einer Matriz A ist gegeben durch

A
1Ay = sup 142l

b
lzlpzo 2]l

wobei p,q € IN U {oo}.

Es sollen nun zu den Normen .||, mit I < p < oo auf IR" beziehungsweise |||,
mit 1 < ¢ < oo auf IR™ passende beziehungsweise zugeordnete Matrixnormen ||.||,.,
aufgelistet werden.

Hierbei wird die Matrix A als A = (a;;) geschrieben, wobei ¢ der Zeilen- und j der
Spaltenindex sei. Es ergeben sich folgende Beispiele

n

[Alloccc == max 3 as]
<i<m £
m

Al = gg]a;;;w

|All22 = maX{—I-\/X | A € R, AT Az = Az fiir ein x € R", x # O}



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 44

Im Folgenden seien Vektor- und Matrixnormen stets so gewahlt, dafl sie multiplikativ
und zueinander passend sind.

Definition 4.2 x(A) := [|A| - ||A™Y| heifit die Konditionszahl der Matriz A beziiglich

der verwendeten Matriznorm.

Mit Hilfe der Konditionszahl x(A) kann man den Stérungseinflufl beziehungsweise die
numerische Stabilitat von Losungen linearer Gleichungssysteme beschreiben. Grundle-
gende Eigenschaften von Matrixnormen und Konditionszahl findet man zum Beispiel

in Schaback [17] oder Schwarz [18].

Bem. Die Konditionszahl k(A) ist durch Fins nach unten beschrinkt, denn es gill
stets

L) = |AA7T] < A AT = &(A) .

Satz 4.3 (Storungstheorie linearer Gleichungssysteme) Fir A € R"*" mit
det A#£ 0,0 € IR",b# 0 und « € IR" gelte Ax = b und fir Storungen Az € IR", Ab €
R, AA € R™™ auch (A+AA)(x+Az) = b+Ab. Ferner gelte mit k(A) = || A||||A™"|
die Abschitzung x(A) - ||AA||/||A|| < 1. Dann folgt

[Azf] o w(A) (||AA|| IIAbII) .

el = 1= e B2 AT T

Obiger Satz zeigt, dal man lediglich durch eine Erniedrigung der Konditionszahl der
Koeffizientenmatrix den Einflul der Eingabefehler auf die Lésung verringern kann.

Bem. Der relative Eingangsfehler |AA||/||A|| ist mindestens so grof wie die Maschi-
nengenauigkeit eps anzusetzen, und deshalb sind Gleichungssysteme mit k(A) > 1/eps
durch kein Verfahren auf einer Maschine mit Genauigkeit eps zuverlissig losbar.

Schwarz stellt in [18] folgende Daumenregel auf

Daumenregel Wird ein lineares Gleichungssystem Az +b = 0 mat d-stelliger dezima-
ler Gleitkommarechnung geldst, und betrdgt die Konditionszahl k(A) ~ 10, so sind auf
Grund der tim allgemeinen unvermeidlichen Eingangsfehler in der berechneten Lésung,
stets bezogen auf die betragsgrifste Komponente, nur d — o — 1 Dezimalstellen sicher.

Man ist also bestrebt, die Kondition einer Matrix A nach oben abzuschétzen, wozu
man meist ||A]| und [|[A7!]] einzeln abschatzt. Diesen Weg wollen wir nun weiter ver-
folgen.

Als Norm fiir ein € IR" soll in unserem Fall immer die euklidische Norm stehen,

1/2
d.h. ||z|| = [|z]|. = (Zé\le :1;?) / , beziehungsweise die zugeordnete Matrixnorm.
Ausgehend von der Situation, daf eine radiale Basisfunktion ® € BPD(m), Daten
X = {x1,...,2nx} C IR? mit paarweise verschiedenen x;,1 < j < N, und Stiitzstellen

y=1{fi,....fn} € RN gegeben sind, suchen wir fiir unser Interpolationsproblem aus
Abschnitt 3.1 die eindeutig bestimmten o € IRV, 3 € IR, die das Gleichungssystem

(A D0)-)
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erfiillen, wobei wie bisher A = (®(x; — l’k))1<j7k<N und P = (pk(xl))lglgN,lgng ge-
setzt war.
Ist ® sogar (unbedingt) positiv definit, so verringert sich das System (4.10), wie wir
bereits erkannt haben, zu

Aa =1y,

welches die eindeutige Losung o = A1y besitzt.

Aus der Numerik ist uns bekannt, dafl [|[A™!|| gerade das Reziproke des kleinsten
Eigenwertes von A ist. Deshalb liefert im Fall der positiven Definitheit von ® die
folgende Abschatzung der zugeordneten quadratischen Form

N N N
al Aa = Z Z a;ap®(z; —xr) > 0 Za? = Oa’a fiir alle « € RN
7=1

j=1k=1

sofort die obere Schranke .
AT < =
47 < 5

sofern © > 0.

Im Fall @ € BPD(m) mit m > 0 fordern wir, dal die Matrix P injektiv ist, d.h. der
Punktsatz X = {zy,...,2x} ist IP¢-regulir. Unter dieser Voraussetzung 1afit sich das
Gleichungssystem (4.10) auf Ga = y reduzieren, wobei die Matrix G mit Hilfe der
Orthogonalprojektion

vy s RN — Vi (X) i={v € RN : v; =p(x;) mitpe PL,1 < j < N}
erklart wird durch
G = Apy,,(x) T Pvn(x)

(vgl. Narcowich/Ward [13]). Das orthogonale Komplement von V,,(X) bezeichnen wir
mit

N

Vi(X)"={ve R : Y vjp(x;) =0 firallepe PL}.

7=1

Ebenfalls in Narcowich/Ward [13] wird der nachstehende Zusammenhang zwischen

den Schranken der quadratischen Form und den Schranken von |G| bewiesen.

Satz 4.4 Mit den obigen Bezeichnungen folgt aus
N N N
Z ajap®(z; —xp) > 0O Za? fiir alle a € V,,(X)~

7=1k=1 7=1

mit @ > 0 die Invertierbarkeit der Matriz G und die Abschditzung

671 < Y2 max(1.071)

wobei A = ||Ap‘7m(X)||.
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Da sich A unter anderem durch

A<[Al= N max ®(x; — i)

weiter abschédtzen 1a8t, ist also die Bestimmung von © von groflem Interesse.
Zur Angabe der Schranke © der quadratischen Form ist eine Konstante

d T
Cy =4 lgd—lﬁ(g + 1)4

erforderlich, die von der Raumdimension d abhingt. Tabelle 3 enthalt die Werte der
Konstanten (' fiir die Raumdimensionen von eins bis acht.

d 1 2 3 4 3 6 7 8
Cq | 6.2832 | 8.4492 | 10.6347 | 12.8285 | 15.0265 | 17.2271 | 19.4292 | 21.6325

Tabelle 3: Cy

Ergdnzend zu Kapitel 2 wollen wir nun fiir spezielle, von uns verwendete, radiale
Basisfunktionen den Wert © angeben. Die Berechnung der jeweiligen Schranken ©
kann man mit Wendland [21] nachvollziehen.

Korollar

1. Fiir ®(z) = el mit o > 0 hat die zugehérige quadratische Form eine untere
Schranke mat

2
d _ %4
Cd —d 2

@ —= X
2d+1ad/2r(% i 1)QX

2. Die den Multiquadrics zugeordnete quadratische Form besitzt eine untere Schran-
ke mat o
73t C, vtl=d _2c0g

= 4x
2N+ 1)

3. Fir ®(x) = (2 + ||w||?)~2 mit v,c > 0 hat die 2ugeordnete quadratische Form
im Fall |d — v| > 1 eine untere Schranke mit

1/2 de—v—1 d4v—1
I OF R _dfy=1 200y
O=smrerEant "
(HI(G+1)
Im Fall |d —v| <1 ergibt sich fir ©
—v—|d—v le_yl |d—v]—1
P N NN T gx
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4. Fiir ®(z) = (=1)"2|z||” mit v > 0,v ¢ 2IN erhdlt man

F(dQU) qu
2HLD(=5)|T(5 + 1)Cx ™

O —

5. Fir die quadratische Form, die ®(z) = (—1)"|z[|** log||z|| mit k € IN zuge-
ordnet ist, exvistiert eine untere Schranke mait
__TE+RE o
Ve

6. Da die Fouriertransformierte Y des Euklidischen Huts Nullstellen besitzt, lassen
sich die gingigen Techniken zur Bestimmung der unteren Schranke der zugehori-
gen quadratischen Form nicht anwenden.

Die Ergebnisse zeigen, dafl sich bei Gaussians, Multiquadrics und inversen Multiqua-
drics nur obere Schranken fiir ||A™!|| beziehungsweise ||G™!|| ergeben, die mit sich
verringerndem Separationsabstand

min |[z; — x|

1
=5 e

exponentiell gréBer werden. Bei den Thin-Plate Splines und den Funktionen r mit
[ ¢ 2IN wachsen dagegen die Schranken fiir ¢x — 0 hochstens polynomial.

Da die untere Schranke O der quadratischen Form vom Separationsabstand ¢x ab-
héngt, konnen wir © als eine Funktion G¢(¢x) auffassen.

Untersuchen wir nun den Einfluf} der Skalierung von ® durch ®4(-) = ®(-/6) mit Blick

auf die quadratische Form

N N
CLTAq)57XCl = Z Z Cl]‘akq)g(l']‘ — l’k)

7=1 k=1

fir X = {21,...,ax} C IR, 6 > 0 und a € IRN. Verwenden wir ¢s(w) = §%p(dw), so
bekommen wir

N

E zw Ty

]:

CLTAq)57XCL = (27)” /

= (27)” /

= a Aq)7X/5Cl .

N 2

Z 277 Tr;/é

dn

Dabei ertiille & die Bedingungen des Theorems 3.12 aus Abschnitt 3.3.
Wie wir leicht erkennen, gilt die Identitdt Ag, x = Ag x/s. Mit anderen Worten kann
die Interpolation auf dem Datensatz X mit der Basisfunktion @4 als Interpolation mit
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¢ auf dem Satz X/é verstanden werden.
Die Schranken fiir den kleinsten Eigenwert von A sind von der Form

a' Agxa > ||a|3Ga(qx) -

Durch die Skalierung bekommen wir fiir den Separationsabstand ¢x/s = %qX.
Zusammenfassend erhalten wir

T T
a’ Ag;xa = a Ag xysa

v

Jalt Go(ax)
1
Jal} G (50x) -

Da wir die Kondition des Interpolationsproblems nach unten abschétzen wollen, scheint

es sinnvoll zu sein, 6 proportional zu ¢y zu wihlen, insbesondere werden wir bei der
hierarchischen Interpolation ¢; proportional zu ¢x; wéhlen.

Mit fortlaufend feiner werdenden Datensitzen X;i, X5, X3,... ndhert sich der Sepa-
rationsabstand ¢x; der Null; deshalb muf} sich auch ¢; > 0,7 = 1,2,3,..., der Null
annédhern, um keine Verschlechterung der Kondition der Interpolationsmatrizen der
einzelnen Schritte zu erfahren.

4.3 Fehlerabschatzung der hierarchischen Interpolation

In diesem Abschnitt soll eine Fehlerabschatzung fiir die hierarchische Interpolation mit
radialen Basisfunktionen gegeben werden. Es soll also mit anderen Worten untersucht
werden, wie sich die Interpolante an Stellen verhéalt, in denen sie nicht interpoliert.
Die nachfolgenden Untersuchungen beziehen sich meist auf den Raum Fg, den wir in
Abschnitt 3.2 vorgestellt haben.

Bem. Fine Funktion g, die in Fg liegt, muf§ notwendigerweise eine Fouriertransfor-
mierte g besitzen, die zumindest in den Nullstellen von ® ebenfalls verschwindet.

Um erwdhnte Fehlerabschatzung durchfithren zu kénnen, benétigen wir im Gegensatz
zur Interpolation in einem Schritt (vgl. dazu Abschnitt 3.6) noch einige zusétzliche
Voraussetzungen.

Den Grundstein zu einer finalen Abschatzung von |f(x) — sp1(x) — ... — spm(@)] legt
das Theorem 3.20.

Im Folgenden fordern wir stets, daf§ die zu interpolierende Funktion f : IR? — IR, so-
wie die radiale Basisfunktion ®; beziehungsweise ®, 5, die Voraussetzungen von Theo-
rem 3.20 erfiillen. Die Interpolante des :-ten Interpolationsschrittes bezeichnen wir wie
bisher mit s;;; sie stammt aus dem Raum Fo,; -

Das Ziel der finalen Abschiatzung besteht ja dalrin, den Term |f(x) — spq(a) — ... —
sym(x)|? beziehungsweise || f — s;1 — ... — Sf7M_1||3I>M7§M soweit abzuschétzen, daf er
nicht mehr direkt von sy ;, j =1,..., M, abhéngt.

Um dieses Ziel zu erreichen, ist die Ausnutzung der Orthogonalitdtsbedingung

(f=spa—=spipf=spa—=sp)e,, = ([=spa—.=spi f=spa— . =spi-1)e,,
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beziehungsweise
(f=sp1— o = sp505),, =0

sehr hilfreich.
Einzelheiten tiber das Skalarprodukt (-, -)e haben wir im Abschnitt 3.4 erfahren.

Um aber diese Orthogonalitétseigenschaft auf einen Term || f —s51—... =55 lle,,, "
05

anwenden zu kénnen, miissen wir noch ||f — s — ... —s7lle,,,, . auf [[f —s51 —
)

+1
. — 85jlle. , zurtickfithren. Dazu einige Vorbemerkungen:
, 5,65

Satz 4.5 Glelte fiir die verallgemeinerten Fouriertransformierten
Pittsy (@) = K5 (w) > 0 fir alle w € R mit K; >0, j=1,...,M—1.

Dann gilt die Inklusion
Fo,; ©To

JHL6540 "

Beweis: Mit ¢g € Fa,, folgt

o - / Ilzg(w)
R4 [Xj 99]‘75] (w)
|2

2
dw
|§(w)

— 2 —dw
Rd Pi+1,641 (w)

>

und damit die Behauptung. O

Lemma 4.6 Es gelte 0 < K? ;5. (w) < @jp15,,,(w), K; >0, 7 =1,...,M —1, fir
alle w € IR? und f € Fay s -

Dann ist
F=spi—o=spi=spim €T, -

Beweis: Das Lemma folgt aus Satz 4.5 und der Tatsache, dafl
SfJEF@JﬁJ, jE{l,...,M}.
O

Mit den Voraussetzungen von Satz 4.5 beziehungsweise Lemma 4.6 und der Orthogo-
nalitdtsbedingung der Interpolanten 148t sich leicht die Beziehung

1 =spa = =spills, 1 =sp == spialla,, —llspills,,

< N =sp— =gl

herleiten.
Mit Hilfe dieser Vorbetrachtungen kénnen wir nun das grundlegende Theorem zur fina-
len Fehlerabschdtzung der hierarchischen Interpolation mit radialen Basisfunktionen
angeben.
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Theorem 4.7 Seien fir f : IR? — IR und die Basisfunktion ®, s, dic Voraussetzun-
gen von Theorem 3.20 erfillt. Ferner gelte fir die verallgemeinerten Fouriertransfor-
mierten

0< [(]299j7gj(w) < @i, K;>0, 7 =1,..., M —1 fiir alle w € R

Dann kann der Fehler der Interpolation an f beschrinkt werden durch

1 1 1
[(f = sp1— = spp)(x)] < K [ fll @y 5, <015, P00 5, 30 [ 10(0) * Py s, 30 ()

firke{1,2,...,M}.

Beweis: Mit den angegebenen Voraussetzungen gilt

((f = sp1— ... —sp)(@))

S ||f - Sf71 e T vak_IHék#sk ) Pq%k,ék ,Xk(x)
- (f =850 — = $pu1) (@)
= en | do- P2 (2)
R P (@) O
1 S P 2
< (2m)7" / Itz 1 g pg, )
Ak 1 Ph—1,6,_1 (w) R
= - Sf71 e vak_1||31>k_175k_1 ) Pq%k,ék ,Xk(x)
S - Sf71 e T Sf7k_2||3bk_1v‘5k—1 ) ng,ak ,Xk(x)
S g e sppallb s Pl (@)
= K2 ,KZ, P T k2B gy, T By X

1 1

S KL, K2 : B 172 1 =51 = spalla,,,, - Pop s x,()
1

= ](]3_1 o [ ’2 ||f f71||é1751 ‘ Pq%kvék ’Xk(x)
1 1 2 2 2

< g s 1P Ol - Fo, o (0)
1 1 2 2

= W o FHfHCI)l,él *®q 6y ||P<I>1,61 X1 ||L2(Q) ’ Fq)kvék’p (hpx,(2))
—1 1
1 1

S AT e FHfHélyél *@1751 : UOZ(Q) ' Fq>17517p(h) ' Fq)k,ék7p (hp7Xk(x))
k-1 1

mit h = sup, eq hy.x, (7). -

Mit der Forderung, daf f : IR® — IR und @, die Voraussetzungen des Theorems
3.20 erfiillen, 188t sich der Term || f—s1[|s, ,, auch in einer anderen Form beschréanken.
Diese Form der Abschatzung wollen wir im Folgenden aufzeigen.
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Korollar 4.8 Mil f € Fo,, gilt

1f = sl ) < ||f||3>1751 N Pay s, x:170) -
Beweis: Mit der Abschitzung

[f(2) = spa(@)]* < Iflls, ,, - Po, ) x, (%)

aus Abschnitt 3.6 erhalten wir sofort
1F = ssalfe = [ 1) = spal@)do

||f||?{>1751 ’ ||P<I>1,51 7X1||%2(Q) :

IA

a

Satz 4.9 Erfillen die zu interpolierende Funktion f : IR? — IR und die radiale
Basisfunktion ®, 4, die Voraussetzungen von Theorem 3.20, dann gill

1 = ssalla,,, S oy o, 1oy s w05, [1Poy o 30l 22(0) -

Beweis:

||f_8f71||é1,51 = (f_5f717f)q>1,51
- <2”>‘d/ﬁd[<f—éf,1><w>]( ) )dw

¥1,81 (w)

[0 = s (@f jjfu))vdw

< I = spalla@ sl
1 = srallza@ [ lloy 5«00,

||f||<1>1,51 ||P<I>1,51 7X1||L2(Q) ||f||<1>1,51 *®1p 5,

IA

a

Wir erhalten somit eine im allgemeinen nicht bessere Fehlerabschatzung als in Theorem
4.7. Der Vollstandigkeit halber wollen wir sie aber trotzdem angeben.

Theorem 4.10 Seien fir f : IR? — IR und die radiale Basisfunktion ® s, die Vor-
aussetzungen von Theorem 3.20 erfillt. Ferner gelte fir die verallgemeinerten Fou-
riertransformierten
0< Kj2 @i, (W) L @iprs (W), K;>0,5=1,...,M —1 fir alle w € R
Dann erhdlt man fiir die Abschditzung des Fehlers
(f =570 == spp)(@)]” <

1 1
K2 K2 ||f||<1>1,51 ||f||<1>1,51 *®1p 5, ||P<I>1,51 X1 ||L2(Q) qu)k#sk ,Xk(x)
1 k-1

firke{2,...,M}. Im Fall k =1 setze K7 = 1.
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Der Beweis erfolgt mit Theorem 4.7 und Korollar 4.8 sowie Satz 4.9. O

An dieser Stelle wollen wir noch kurz auf den Fall eingehen, dafl die radiale Basis-
funktion ®,4; aus der radialen Basisfunktion ®; durch Skalierung hervorgeht. Dazu
sel

Yy .
J

Fiir die verallgemeinerten Fouriertransformierten ergibt sich auf diesem Wege
ei(w) = 60 p(wb;) .
Aus unserer Bedingung
0< Kj2 ;W) <pimw), K;>0,j=1,...,M —1 fiir alle w € IR*

an die verallgemeinerten Fouriertransformierten folgt

. @jr1(w
Pj (wz
gd Pildjw)
J . :
Pj (w)

Setzen wir nun .
N . "y
K26 o= 3¢ ing 230
weRd @j(w)
und stellen gleichzeitig die Forderung an die verallgemeinerten Fouriertransformierten
der radialen Basisfunktionen, daf

0 < [(](5]) < 00 .
Mit den Voraussetzungen von Theorem 4.7 ergibt sich so die Fehlerabschdtzung

((f = 51— —spp)(@)]* <
1 1

—~ o« .. — 2 . P 2 ‘P2 x ‘
K1 (6k-1) ]&’12(51)||f||q>1*q>1 1Po, 5 12+ Fay x, (%)

Zum Abschluf} dieses Abschnittes mochten wir eine weitere Fehlerabschatzung tiir die
hierarchische Interpolation mit radialen Basisfunktionen angeben, deren Vorausset-
zungen aber zum Teil noch nicht hinreichend auf ihre Erfiillbarkeit untersucht werden
konnten.

Die wichtigste dieser Voraussetzungen lehnt sich an die Bedingungen von Theorem
3.20 an. So fordern wir, daf}

J =38 — o =35 = Pirrs o lpospi—ms;

mit hyoo, s, € Ly(IR?) und supp(hy_s; —..—s;;) € Qfiiralle j = 1,...,. M —1
erfillt ist.
Mit dieser Voraussetzung kénnen wir Satz 3.21 etwas verallgemeinern.
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Satz 4.11 Se: f—éﬂl — .. .—§f7]‘ = S‘Qj+1,5j+1}Alf—Sfyl—...—SfJ mat hf—5f71_~~~_5f,] € LQ(Rd)
und supp(hyj_s, —.—s,,) CQ firalle j =0,...,M —1. Dann gilt

1f=sp— o= sprllens, SINf—sm—-o = sppotllogs, <ons, 1P, 4 Xl 12002)
firke{1,2,...,M}.
Beweis: Es gilt

1f = spn == spills,
_ (27_‘_)—d/ (f =8 = =8 ) W) =81 = = 8pj-)(w)
R i6; (W)
PO " v
= [ (F=sa— o — s 4)(w)(f_3f’1 _"'_Sf’f"l) (&) duw
R ’ ! Pis,

= (@) = saw) = = (@) By ey (@) de

< ||f —Sf1 T e Sf7]||L2(Q) ) ||hf_5f,1_~~~_5f,]—1 ||L2(Q)

= If =sp— = spilleae  If = s — o= spimlla, o «0, -
Interpolieren wir f —s5y — ... — sy ; auf dem Datensatz X; durch die Null-Funktion,
so erhalten wir

I = spa = sl = [ 1) = spale) = o= sy
S ||f - Sf,l e T Sf7j||é]7§] ) ||P<I>]7§J ,X] ||%2(Q)

Daraus folgt die Behauptung. O

Das folgende Theorem zeigt uns eine neue Form der finalen Fehlerabschdtzung der
hierarchischen Interpolation.

Theorem 4.12 Scien fir f : IR? — IR und die radiale Basisfunktion ® s, die Vor-
aussetzungen von Theorem 3.20 erfillt. Weiterhin gelte

N

f - §f71 e T éfv] = S‘Qj+176J+1hf—Sfyl—...—SfJ
mit hy s, . —s;; € Ly(IRY) und supp(hy_s; —..—s; ;) € fiir alle j =1,...,M — 1.
Fiir die verallgemeinerten Fouriertransformierten gelte ferner
0< L?c,omj(w) < 99?%—1,5”17 Li>0,j=1,....M —1 fiir alle w € IR" .
Dann kann der Fehler der hierarchischen Interpolation an f abgeschditzt werden durch
(f = sp1 == spe)(@)]

1 1 1
= 72 2 e FH]EH?{MM #®@q 5 ||P<I>k,5k ».¢ ||%2(Q)||P@k—1,5k_1 D ¢ ||%2(Q) T
k-1 k-2 1

T ||P<I>2,52 X2 ||%2(Q)||P<I>1,51 X1 ||%2(Q) Pé%k#gk ,Xk(x)

firke{1,2,...,M}.
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Beweis: Mit den obigen Voraussetzungen gilt die Abschétzung
(f = sp0 = = spe)(@)]

S ||f_8f71 - ”'_S-ﬂk”ék,ék 'Pq%kygk,Xk(x)
S ||f - Sf71 e T S'ﬂk_l”?bkvék*q)kvék ||P<I>k,§k 7Xk||%2(ﬂ) ) Pq%k,ék ,Xk(x)
1
S Lz_l ||f - Sf71 e T vak_1||31>k_175k_1 ||P<I>k,5k 7Xk||%2(9) ) q%k#sk ,Xk(x)
11 ,
= T e el
||P<I>k,5k Xk ||%2(Q)||P@k—1,5k_1 Xe—1 ||%2(Q) ’ qu)k#sk ,Xk(x)
1 1 1
< ol = sl
Li_l Lz—z L3 e
||P<I>k,5k Xk ||%2(Q)||P@k—1,5k_1 Xe—1 ||%2(Q) T ||P<I>2,52 X2 ||%2(Q) ’ qu)k#sk ,Xk(x)
< 1 1 1

2
Lz_l Lz_2 o L% ||f||<1>1751 #*®@1 5, )

||P<I>k,5k ».¢ ||%2(Q) T ||P<I>2,52 X2 ||%2(Q)||P<I>1,51 X1 ||%2(Q) ’ ng#gk ,Xk(x)'

a

Das Problem, unter welchen Umsténden die Voraussetzungen fiir diese Form der Feh-
lerabschatzung erfiillt sind, soll hier nicht weiter betrachtet werden. Sicher wird eine
ndhere Untersuchung dieser Voraussetzungen Gegenstand zukiinftiger Uberlegungen
sein.

4.4 Interpolation mit bandbreitenbeschrinkten Funktionen

Einige der folgenden Resultate sind aus dem Oberseminar von Herrn Prof. Dr. R.
Schaback vom WS 94/95 bekannt. Zuerst geben wir eine Funktion f : IR? — IR mit
f € Li(IRY) N Ly(IR?Y) vor, so daB die Fouriertransformierte f aus dem Raum Ly (IR
aller absolut integrierbaren Funktionen stammt. Nach den einfithrenden Kapiteln {iber
die Fouriertransformation wissen wir, dafl auch f € Ly(IR?). Weiterhin sei

oo
gefordert.

Definieren wir nun eine (bandbreitenbeschrankte) Funktion fr : R — IR durch

(@) :{ flw) + Ko< |w| < Ku }

f(w)f . ||w||d+ﬁ dw =: C?H_ﬁ(f) < 00

0 : sonst

fur K, € [0,90) und K, € (Ko, ).
Infolge von fr € Ly(IR?) haben wir fx € Ly(IR?).

Um f — fx punktweise zu beschranken, bedient man sich des folgenden Satzes.
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Satz 4.13 Mit f € Ly(IR*) N Ly(IRY), f € Li(IRY), cipp(f) < oo und beliebiges ¢ > 0
qilt fiir hinreichend kleines Ko und hinreichend grofies K,

|f(z) = fi(x)| < e firalle z € IR*.

Beweis:

ey~ fe@l < f Aot [ 1)l de

llwol[> Koo

< W - K672 - vol(Ky, IRY)Y?

1/2
teass(f) ( Y dw)
o> Koo

wobei vol(K1, IR?) das Volumen der Einheitskugel K; ist.
Fiir hinreichend kleines Ky und hinreichend grofles K, folgt die Behauptung. O

Funktionen f : IR* — IR approximieren wir durch Translationen der (skalierten
Version der) radialen Basisfunktion @ um Punkte aus X. Wie in den vorangegan-
genen Abschnitten sei die Skalierung gegeben durch ®4(-) = ®(-/4) beziehungsweise
ws(+) = 8%p(6+) fitr 6 > 0.

Seien nun Konstanten ¢y > 0, ¢o € (0,00], €' >0, > 0 und v > 0 vorausgesetzt,
so daB mit ¢y < ¢y flir die radiale Basisfunktion @ beziehungsweise ihre (verallgemei-
nerte) Fouriertransformierte ¢ gelte

plw) > v fiir ]| < o
e(w) > CHw||79° fiir co < [Jw|| € oo (4.11)

Im Fall ¢¢ > 0, 6 — 0 gibt es Arger, da dann Ky > ¢9/é gro werden kann. Hier
miissen wir Einschrdnkungen an die radiale Basisfunktion stellen; so verwenden wir
zum Beispiel Basisfunktionen mit ¢y = 0.

Tabelle 4 gibt uns Auskunft iber die Wahl der Konstanten ¢y und ¢, fiir einige Basis-
funktionen, wobei die Tabelle aus dem Oberseminar vom WS 94/95 um die Wendland-
Funktionen und den Euklidischen Hut erweitert wurde.
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O(z) = ¢(r), r =[] o Coo
rP .3 ¢ 2IN 0 00
rPlog r 0 00

Thin-Plate Spline

(2 4+ 1202 3> 0 0 0<-<oo
Multiquadrics
(¢ 4 r2)P12 0<-<oo 0<-<oo

inverse Multiquadrics

2

e " 0<- - < 0<- - <
(GGaussians
Wendland- Funktionen 0<- - < 00
Fuklidischer Hut 0<- - < 00
Tabelle 4:

Um
1115, = 87 2m) = [ [F )] fp(sw) do

abschétzen zu koénnen, benétigen wir noch einige weitere Informationen. So ist zum
Beispiel unklar, wie sich der Term |f(w)|?/p(éw) im Fall ¢, < oo fiir ||éw| > co
verhélt.

Aus diesem Grund betrachten wir nun Funktionen g € Ly(IR?) mit der Forderung

@)l do = i y(g) < o

und einer beschrankten Bandbreite

. . . 00 I Ceo =00
§w)=0 fir ||w||21soo={>0 : } (£12)

sonst

Da wir den Term |§(w)]*/¢(éw) im Fall ¢, < oo auch fiir §||w|| > c.. abschéitzen
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wollen, fithrt uns dieses zu der Bedingung

c
Kooﬁ%o fir coo < 00 .

Mit ¢ € Fs, bekommen wir

lolls, = o7@m) ™ [ 13(w)fielw) do

27 é) )
< B ) e
g 6]|wl|<eo
+(2r) 470 ()Pl de
co LSlwl[<eco
Hes [ P () do
27 é) ) )
< B ) e
g [|wl|<eo/s
+m) O [ ()P o] d
R
o )~ds—d _ _
< BT 01 (L= o) + (2) 6P ) . (4.13)

mit geeignetem 0g ¢, .

Wir sind an Voraussetzungen interessiert, die uns erlauben, ||¢|le, fir & — 0 zu be-
schranken. Im Fall ¢y = 0 ist das leicht zu erreichen, da dann der erste Summand
keinen Arger mehr bereitet. Aber fiir ¢ > 0 bendtigen wir eine Beschrinkung der
Frequenz in folgender Weise

§lw) =0 fiir [|w|| < Ko (4.14)

und die Forderung
[(0 Z 00/5

an 6, denn dann verschwindet der erste Summand in (4.13).
Folglich haben wir fiir 0 < ¢y < ¢o, < 00 die Bedingungen

Fiir diese § > 0 und der Funktion g € Lo(IRY), die ciiplg) < oo, sowie (4.12) und
(4.14) erfilllt, bekommen wir

lgll3, < (2m)7°67C™* - i 5(9) -

Kommen wir nun zur Approximation im skalierten Funktionenraum Fg,. Mit Hilfe
unserer gewonnenen Frkenntnisse kénnen wir die Endabschitzung des Fehlers bei der
Interpolation von Funktionen f : IR? — IR durch radiale Basisfunktionen ®; zusam-
menbauen.
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Ausgehend von der Definition der radialen Basisfunktion ® nehmen wir zuerst ein
B > 0 und verlangen, dafl f den Bedingungen

feLi(RYNLy(RY) mit f e Li(RY) und
L F@R Il do = ¢, 5(f) < o0

fiir dieses /3 geniigt.
Fiir beliebiges € > 0 wahlen wir Ky und K., so daf}

1f = frllee < €/2

und
Ko = 0, falls ¢ = 0

K, = oo, fallscy, =00.

Im Fall ¢y > 0, 6 — 0 konnen Probleme auftreten, da dann Ko > ¢o/é zu grofl werden
kann. Dieses Problem umgehen wir, indem wir in diesem Fall die Wahl der radialen
Basisfunktion einschrénken und nur Basisfunktionen ® verwenden, bei denen ¢y = 0.
Auf die Kosten von C' in (4.11) wahlen wir nun die (nicht festen) Werte von ¢y und
Coo, 50 daf} fiir 6 > 0 ein nicht leeres Intervall existiert, wobei ¢ den Bedingungen

Co S 5[(0, 5[(00 S Coo

gentige. Falls fiir die gegebene Funktion ®, ¢y = 0 oder ¢, = oo vorgegeben ist,
verdndern wir diese Werte nicht. Durch die Bedingung (4.11) wird ebenfalls der Wert
von v > 0 festgesetzt. So bekommen wir

IFiclly, < )70 (fi)

Jetzt berechnen wir die Interpolante sy, zu fx durch ®; auf dem endlichen Satz
X = {zy,...,2x} C IR? von Stiitzstellen. Auf diese Weise erhalten wir eine Fehler-
abschatzung der Form

|f]{($) _SfK(x)| ||fK||<I>5 'P@&X(x)

<
< (271')_51/255/20_1 . Cd-|—ﬁ(fK) : P@,X/S(x/5) .

Eine Fehlerabschitzung fiir die Funktion f : IR* — IR mit f € L;(IR?)N Ly(IRY), f €
Ly(IR%) und 3, 5(f) < oo lautet somit

|f(2) = sp ()] |f(2) = fr(z) + fx(x) — sp ()]

|f(2) = [r(x)| + [fr (@) = sp (@)

|f = frlloo + [fx(2) — sp(2)]

¢/2+ (27)" 267 7 - carp(fi) - Poxys(n/8)
1

¢/2+ (2m) 22 OV e eays(fic) - Byl <5h057X($)) :

VAN VAN VARRVAN

IA
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Die monotone Funktion Fq)/ besitzt eine Inverse F@ ? und falls

_ e (2m)¥Y2C
hpsx(x) <6 - F<I>;/2 (#ﬁ)(ﬁ’)&_ﬁ/z)

gilt, so folgt
(@) = spe(@)] < ef24 (2m) 7 P22 O e cans(fic)

1. 6(27T)d/20 _
2 (—5F 1/2 ( 5012
PeNeT TP\ 2 cars(fr)
= e

Unser nachster Schritt wird darin bestehen, die soeben gewonnenen Resultate auf die
hierarchische Interpolation mit radialen Basisfunktionen anzuwenden.

Bei der Fehlerabschétzung der hierarchischen Interpolation haben wir im vorange-
henden Abschnitt unter anderem vorausgesetzt, dafl die zu interpolierende Funkti-
on f: IR — IR aus dem Raum Fo,;, und gleichzeitig aus dem Funktionenraum
.7:q>1751@1751 stammyt.

Da wir nun aber die bandbreitenbeschrankte Funktion fy approximieren, miissen die
Forderungen fr € ‘7:q>1751 und fx € .7:<1>1751@1751 erfullt sein.

Bem. Mit f € Fo,, folgl fx € Fo,, -
Liegt f im Raum Fo, ; <0, , , 50 liegt auch fr in Fo, ; <0, , -

Beweis: [ € Fg,, , d.h.

00> [ 1@/ @) de 2 [ 1)/ () do

Hieraus ersehen wir dann fx € Fg, 5 -
Analog beweisen wir den zweiten Teil der Bemerkung. O

Auflerdem setzen wir jetzt voraus, dafi die folgende Voraussetzung (Vi)

[ A ol o = o) < o6

erfiillt sei.

Die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ;5 von @4 erfiille die Bedingung
(4.11). Durch ¢o < 61K und 61K < coo 148t sich damit die nachstehende Ab-
schidtzung zeigen:

dw

(271_)—d51—d51—d |f1\( )

12
1516, 4 s, R p1(dw)e

§
(61
1

ST (2m) = i 2 dw
< st [ k)
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+(2m) o O [ fic (@) Pllol 2 deo

co b1 lwl|<eco

| frc(w)?

167 (on _d/ dw
) ceo <81 [lul] 21 (610 )01 (O100)
< 51‘2d(27r)_d7_2/ ol |fk(w)|2d¢u

51 w SCO

+Hem) 0 [Pl do
= CnTO [Pl do
R
= (27)_515350_4 : c§d+2ﬁ(fK) .

In gleicher Weise wie in den Abschnitten 4.1 und 4.3 interpolieren wir nun die Funk-
tion fx. Dabei sollen alle dort getroffenen Aussagen Giiltigkeit behalten. Auf diesem
Wege erhalten wir fiir die Fehlerabschdtzung der hierarchischen Interpolation unter
Zuhilfenahme bandbreitenbeschrankter Funktionen das folgende Theorem.

Theorem 4.14 Sei fx : IR? — IR definiert durch

(@) _{ flw) + Ko <|w| < Ku } -

B 0 : sonst
Fiir beliebiges € > 0 set Ko und K., so gewdhlt, daf
[f = Trlle < e

Auflerdem gelte

C C
<<=
Ky K

Seien die Voraussetzung (Vy, ), sowie fir fx und @14, die Voraussetzungen von Theo-

rem 3.20 erfillt. Die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte o1 von ®q5 erfille
die Bedingung(4.11). Ferner gelte

0< sz @i, (W) L @iprs (W), K;>0,5=1,...,M =1 fir alle w € R
Daraus ergibt sich die punktweise Fehlerabschitzung

|f($) - Sffﬁl(x) e SfIﬁM(x”
1 1 1
<e+ K, K, Kt ||f||<1>1,51 *®1p 5, ||P<I>1,51 7X1||L2(Q) : P@M,5M7XM(J;) .

Beweis: Mit Blick auf Theorem 4.7 des Abschnitts 4.3 erhalten wir die Behauptung:

|f($) - Sffﬁl(x) e SfIﬁM(x”
< |f($) - ffﬁ(x)| + |ff\(x) - Sffﬁl(x) e SfIﬁM(x”
1 1
< e+ K, T Ky P@M,5M7XM(J;) : ||fK||<I>1,51 *®1p 5, ||P<I>1,51 X1 ||L2(Q)'
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a

Wir kénnen die obige Fehlerabschatzung noch ausweiten, indem wir die Abschatzungen
||JCI«'||§>1751 < (2m) 107 ey p(fx) und

1Fl3, oy, < (27)7677C7 - coagap( fic)

einsetzen.

4.5 Beispiele
4.5.1 Erstes Beispiel

Anhand des folgenden Beispiels wollen wir die Vorgehensweise der hierarchischen Inter-
polation mit radialen Basisfunktionen verdeutlichen. Zur Klarung der Vorgehensweise
scheinen uns hier 3 Schritte als ausreichend, das heifit M = 3.

Wir werden unter anderem Plots der Interpolanten der einzelnen Schritte angeben. In
den folgenden Bildsequenzen sind die zugrundeliegenden Stiitzstellen X;, X5 und X3
dargestellt.

0.8 0.8 0.8
. . .

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

. . .
0.2 0.2 0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Bild 1 Bild 2 Bild 3

Als radiale Basisfunktionen wahlen wir die Gaussians in der Raumdimension d = 2.
Die einzelnen Basisfunktionen seien gegeben durch

s (z) = e/l
Oys,(x) = elle/ll? und

Oys,(x) = elle/ol’,

Fiir die zugehorigen (klassischen) Fouriertransformierten ergibt sich

pra(w) = w62 el
Va5, (W) = 7753.6—||52w||2/4 und
Pas(w) = woZ. eI/,
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Da die Skalierungen é; proportional zum jeweiligen Separationsabstand ¢gx,, ¢ =1,2,3,
gewahlt werden sollen, setzen wir

51 = 15 . le?
52 = 15 . QX2,
53 = 15 c X,
Weisen wir K7 und K3 die Werte
52
K} = 5—3 = 0.25 und
1
> _ 5
K; = 52 = 0.50013
2

zu, so sind die Bedingungen

©2.5,(w) und
3.5, (w)  fir alle w € R?

[(12 991,51((“)) <
[(22 992,52((“)) <

erfiillt.
Als Testfunktion dient f:[0,1] x [0,1] — IR, welche erklart ist durch

B 1 (92 —2)* + (9y — 2)? 3 9z +1)* 9y+1
%exp [_(93; —7)? I (9y — 3)21 B %exp (—(0m — 1) — (9 = 7]

Sie wurde Dyn/Levin/Rippa [2] entnommen und ist in Bild 4 zu sehen.

Bild 4

Die Berechnung der einzelnen Interpolanten sy, sy und sy 3 erfolgte geméf der be-
schriebenen Weise aus den vorangegangenen Abschnitten mit Hilfe des Softwaresy-

stems Mathematica.
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Fir die Fehlerabschédtzung kénnen wir Theorem 4.7 verwenden; es ergibt sich

[f(z) —spa(z) — spa(x) — spa(2)] <
1 1

K1 K,

[ @y5, @15, | Pos g, x| Lo(@) * Pang, xo () fiir alle z € IR

In den Bildern 5 und 6 sind die Interpolanten sy; und sy + s52 zu sehen.

4

L7
0.75 ..30/ Z
0.5 F T
. Z 0.8
0.25
0 6
0

Bild 5 Bild 6

Bild 7 zeigt die endgiiltige Interpolante sy = syq 4 sy + 553 zur Funktion f.

Bild 7

Der Approximationsfehler f — s¢1, f — (s51 + s52) und f — s wird in den folgenden
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3 Bildern dargestellt.

Bild 8 Bild 9

Bild 10

4.5.2 Zweites Beispiel

In unserem zweiten Beispiel verwenden wir als Testfunktion Frankes Funktion (Bild

11)

f(x,y) _ 0‘756—0.25(91’—2)2—0.25(91/—2)2_I_0‘756—(91’—2)2/49—(911—2)2/10

10.5e70-25(92-7)?=0.25(9y=3)* _ (j 9, —(92—4)*=(9y=T)
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als eine bekannte Standardfunktion, die fiir Untersuchungen von Interpolationsmetho-
den verwendet wird.

Bild 11

Wie bereits im letzten Beispiel beschrénken wir uns wieder auf 3 Interpolationsschrit-
te. In den Bildern 12, 13 und 14 sind die Datensidtze X = X, X5 und X5 dargestellt,
wobei X7 aus einem Gitter von 9 Stiitzstellen, X; aus einem Gitter von 49 Stiitzstellen
und X3 aus einem Gitter von 113 Stiitzstellen besteht.

e o o o o e o
0.8 0.8 0.8 ®
. . . e o o o o e o
0.6 0.6 * * * * * * * 0.6
.
0.4 0.4 . . . . . . . 0.4

. . . . e o o o e .
0.2 0.2 0.2 o

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Bild 12 Bild 13 Bild 14

Als radiale Basisfunktion wahlen wir die Wendland-Funktion
Qi(r) = Py(r) = P3(r) = P(r) = (1 — r)i(llr —1).

Die Bestimmung der Skalierung ¢é; hat einen entscheidenden Einflufl auf die Rechenzeit
und die Qualitat der Approximation. Floater und Iske [3] haben sich mit der Wahl der
optimalen Skalierung auseinandergesetzt. Wir wollen aber der Kiirze wegen an dieser
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Stelle nicht ndher auf die optimale Wahl von é; eingehen und ¢; proportional zum
jeweiligen Separationsabstand ¢x, wahlen.
Die Fouriertransformierte der Wendland-Funktion

O(r)=(1- r)i(llr - 1)

lautet
2131 92+1/2
plw) = 3Tw_8f2(w) mit
2 2 .
folw) = =3+ % + 3 cos(w) — d C(;S(w) + 9w SISH(W)

Fiir die skalierten Versionen ergibt sich dementsprechend
®;s5.(r) = (1—r/é); (4r/6; —1) und
vis, (W) = &p(w).

Als Skalierung wahlen wir

0r = 15-gx, =15-0.125
0 = 15-gx, = 15-0.0625
035 = 15-gx, = 15-0.04419.

Analog zu Abschnitt 4.3 setzen wir

: &3 p(02w)
K28) = 2 inf
o) 8¢ el (6 1w)
~ 64 0
K2(6y) == = inf P(8a)

mit Sj = j_|~_1/5j und 69 = 1. Es wére fiir die hierarchische Fehlerabschatzung von
Vorteil, K?(8;) > 1 zu bekommen.

5
el1w) otiyas genauer be-
o(85w)

trachten. Dazu werden wir zuerst den Graphen ¢(6;41w)/¢(é;w) plotten. In der Nahe
der Null tritt bei der Berechnung der Effekt der Ausléschung auf, deshalb entwickeln
wir hier ¢(6;41w)/p(6;w) in einer Potenzreihe. Bild 15 und Bild 16 zeigen das Verhalten
von p(61w)/@(dow) flir 61 = 0.5 und 6y = 1.

Aus diesem Grund méchten wir den Term 5;l_|_1/5;l inf ¢ pa
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1.1 100
1.08 80
1.06 60
1.04 40
1.02 20
0.5 1 1.5 2 20 40 60 80 100
Bild 15 Bild 16

Aus dieser Untersuchung wird aber klar, daf das Infimum in 0 angenommen wird und
somit K7(8;) = 6%, /67 <1 fiir 6,41 < 6 ist.
Das folgende Bild zeigt das Verhalten von
P85110)/ (6w) = (8;7) [ip(r)
in Abhéngigkeit von r € IR und é; € (0,1] fiir (r) = (213122412 /) r=8 f,(r).

Bild 17

Durch diese Ergebnisse sind wir in der Lage, die fiir die Fehlerabschétzung der hierar-
chischen Interpolation wichtigen Werte K{(6;) und K3(é2) anzugeben:

K2(&) = 62/6% =0.25
K2(éy) = 62/63=0.5.
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4 (5]) durch das

~2
J

erkennen wir, dafl der Wert von K

2(6)

2
J
Verhalten der Separationsabstinde ¢x,,, und ¢y, bestimmt wird.

Aufgrund der Definition von K

81+ 82 + s3.

Die Bilder 18 bis 20 zeigen die Interpolanten sq, s; + s und s5

Bild 19

Bild 18

Bild 20

$1+ s2) und f— s

(

In den Bildern 21 bis 23 ist der Approximationsfehler f — s, f

dargestellt.
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Bild 21 Bild 22

Bild 23

Bemerken méchten wir noch, dafl die Interpolationsmatrix des dritten Schrittes auf-
grund der Verwendung radialer Basisfunktionen mit kompaktem Trager und geeigneter
Skalierung aus 3164 Nullen und 9605 Eintrédgen ungleich Null besteht.

Eine andere Wahl der Skalierungen ¢, £ = 2,3, gemaf

op=M-hx,, = Msup sup min ||y — x|
7€Q |ly—a||<p T EX

= Msuph,x,(z),
zEQ

ergibt 6,/M > h, x,(x) fir alle © € Q und einer Konstanten M.
Unsere Erkenntnisse aus Abschnitt 3.3 fithren uns so zu den Abschatzungen

Pq2>3,53 7X3(x) = P<I2>,X3/53(x/53)
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< (C*. h;?}g/ég(aj/(Sg)
1
3
Ist 63 < 1, so folgt hes,, x.(2) < b, x, (@) fir alle @ € Q.

Mit Hilfe des Abschnitts 4.3 kénnen wir bei dieser Wahl der Skalierungen den Fehler

wie folgt abschéitzen:

((f =51 — 552 — s.3)(2)]?

< m 113t 1Py s iy - PR (@)
< S o Vo, g - €7 (22528}
= Oy Pl s
N L e

551 -7 2 2
= 7M35d ||f||<1>1751*<1>1751 ||P<I>1,51 X1 ||L2(Q)'
3

Bei dieser Abschitzung werden besonders gute FErgebnisse fiir grofles M bei festem 64
erzielt.
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