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iVorwortMultivariate Interpolation mit radialen Basisfunktionen ist ein verh�altnism�a�ig neuesGebiet in der angewandten Mathematik. Jedoch steigt die Bedeutung dieses Bereichesstetig an. Gerade in Anwendungen im CAD oder der digitalen Bildverarbeitung wirddie Interpolation mit radialen Basisfunktionen immer popul�arer.In vielen Bereichen von Wissenschaft und Technik tritt das Problem auf, reellwertigeDaten, die von einer Funktion �uber einer Teilmenge 
 � IRd, d � 1, stammen, zuinterpolieren.Das Prinzip der Interpolation mit radialen Basisfunktionen besteht nun darin, aufeiner gegebenen Menge X = fx1; : : : ; xNg von paarweise verschiedenen St�utzstelleneine Interpolante als Linearkombination der Translationen der Basisfunktionen � umPunkte aus X zu suchen.Beispiele f�ur radiale Basisfunktionen, f�ur die das so gestellte Interpolationsproblemeindeutig l�osbar ist, sind die Gaussians, die inversen Multiquadrics und der Euklidi-sche Hut.F�ur einige radiale Basisfunktionen ist es n�otig, der Interpolationsfunktion Polynomebestimmten Grades hinzuzuf�ugen. Dadurch werden dann auch Polynome bis zu diesemGrad reproduziert. Derartige radiale Basisfunktionen sind zum Beispiel die Thin-PlateSplines, die Multiquadrics oder die Funktionen r� mit � =2 2IN .Bei der Interpolation mit bestimmten radialen Basisfunktionen, wie zumBeispiel Thin-Plate Splines, Multiquadrics oder Gaussians, wird bei gro�en Datens�atzen eine unak-zeptable Rechenzeit ben�otigt. Dieses Problem kann man umgehen, indem man radialeBasisfunktionen verwendet, die einen kompakten Tr�ager aufweisen. Um gute Ergeb-nisse zu erzielen, ist es notwendig, die radiale Basisfunktion mit � zu skalieren.Die Verteilung der St�utzstellen ist sehr bedeutend f�ur die Wahl der geeignetsten Skalie-rung. Auch die Kondition des Interpolationsproblems h�angt hiervon stark ab. Wird �zu klein gew�ahlt, liefert die Interpolation keine akzeptablen Ergebnisse; wird � aber zugro� gew�ahlt, so ist die Interpolationsmatrix nicht mehr d�unn besetzt und der Vorteilder Verwendung von Funktionen mit kompaktem Tr�ager schwindet.Floater und Iske [3] haben an praktischen Beispielen in Erfahrung gebracht, da� einehierarchische Interpolationsmethode kleine und gro�e Datens�atze (f�ur N = 2000 odermehr) in Bezug auf Rechenzeit und Approximationsverhalten sehr gut behandelt. ImGegensatz dazu ist es bei der Interpolationsmethode, die radiale Basisfunktionen mitglobalem Tr�ager verwendet, oft unm�oglich, da� N gr�o�er als 100 oder 200 ist.Davon inspiriert, besteht das Hauptziel dieser Arbeit in der Fehlerabsch�atzung derhierarchischen Interpolation mit radialen Basisfunktionen.Nachdem wir in Kapitel 1 einige Grundlagen und Notationen gekl�art haben, stellenwir im darau�olgenden Kapitel bekannte radiale Basisfunktionen mit ihren wichtig-sten Eigenschaften vor.In Kapitel 3 werden wir die Interpolation mit radialen Basisfunktionen beschreiben.Dazu f�uhren wir unter anderem R�aume f�ur die zu interpolierende Funktion f ein, diem�oglichst minimale Voraussetzungen an f stellen. Diese R�aume lassen es zu, den In-terpolationsfehler durch ein Produkt aus Kriging- beziehungsweise Powerfunktion und



iider Norm der zu interpolierenden Funktion f abzusch�atzen; weshalb wir auch der vonder Funktion f unabh�angigen Powerfunktion einen Abschnitt widmen.Die gewonnenen Erkenntnisse versuchen wir in Kapitel 4 auf die hierarchische Inter-polation mit radialen Basisfunktionen zu �ubertragen. Dabei liegt der Schwerpunkt aufeiner �nalen Fehlerabsch�atzung der iterierten Interpolation.Schlie�lich werden wir noch einige Beispiele anf�uhren. Hierbei st�utzen wir uns zumTeil auf die Erfahrungen von Floater und Iske [3], die bereits Interpolanten durch diehierarchische Methode mit guten Ergebnissen berechnet haben.Wir glauben, da� die Methode der hierarchischen Interpolation, insbesondere bei derVerwendung von radialen Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager, in der Praxis sehrn�utzlich sein wird.An dieser Stelle m�ochte ich mich f�ur die Betreuung dieses sehr aktuellen und interes-santen Themas bei Herrn Prof. Dr. R. Schaback bedanken.
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1 GRUNDLAGEN 11 Grundlagen1.1 AllgemeinesDieser Abschnitt soll haupts�achlich dazu dienen, die in dieser Arbeit verwendetenNotationen zu kl�aren. Ferner sei an grundlegende S�atze und De�nitionen erinnert. MitC(
) bezeichnen wir wie �ublich den Vektorraum aller stetigen Funktionen f : 
 �!IC;
 � IRd, wobei d im weiteren Verlauf jeweils die Raumdimension angibt. Au�erdemsei Lloc1 (
) die Menge aller lokal-integrierbaren Funktionen f : 
 �! IR: Die folgendeBezeichnung wird h�au�g von Nutzen sein. Ist p = (p1; :::; pd) ein Mehrfachindex, d.h.pi � 0 und ganz, so istjpj = p1 + : : :+ pd; xp = xp11 � : : : � xpdd undDp =  @@x1!p1 � : : : �  @@xd!pd = @jpj@xp11 � : : : � @xpdd :Unter dem Tr�ager einer Funktion f : IRd �! IR versteht man die abgeschlossene H�ulleder Menge aller Punkte, in denen die Funktion von Null verschieden ist. Der Tr�agervon f wird mit supp(f) bezeichnet; es gilt alsosupp(f) = fx 2 IRd : f(x) 6= 0g :Im Verlauf dieser Arbeit sei wie �ublich mit �(x) die Gammafunktion gekennzeichnet.Schlie�lich wollen wir noch an die Faltung von Funktionen erinnern. F�ur zwei Funk-tionen f; g 2 L1(IRd) existiert nach dem Satz von Fubini das Integral(f � g)(y) := ZIRd f(x)g(y � x) dxf�ur alle y 2 IRd mit Ausnahme einer Nullmenge N � IRd. De�niert man (f � g)(y) f�ury 2 N beliebig , z.B. gleich 0, so erh�alt man eine integrierbare Funktion f � g : IRd �!IR: Damit ist ZIRd(f � g)(y) dy = ZIRd ZIRd f(x)g(y � x) dx dy= ZIRd ZIRd f(x)g(z) dx dz= ZIRd f(x) dx ZIRd g(y) dy :Man nennt f �g Faltung der Funktionen f und g. Mit f; g 2 L1(IRd) liegt f �g wieder inL1(IRd); man hat also eine Abbildung L1(IRd)�L1(IRd) �! L1(IRd); (f; g) 7�! f � g.Aus obiger Rechnung f�ur jf � gj ergibt sich die Absch�atzungkf � gkL1 � kfkL1kgkL1 :



1 GRUNDLAGEN 2Bem. Die Faltung ist kommutativ.Beweis: Nach De�nition ist (f �g)(y) = RIRd g(x)f(y�x) dx fast �uberall. Substituiertman z = y � x, so erh�alt man(g � f)(y) = ZIRd g(y � z)f(z) dz = ZIRd f(z)g(y � z) dz :Wiederum nach De�nition ist das letzte Integral gleich (f � g)(y); d.h. f � g = g � ffast �uberall. 2Eine gro�e Bedeutung in den nachfolgenden Kapiteln spielen die R�aume Lp(
) mit1 � p < 1 und 
 � IRd, speziell die Funktionenr�aume L1(
) und L2(
) . DerRaum Lp(
) besteht aus allen auf 
 de�nierten me�baren Funktionen f(t), f�ur diedas Integral von jf jp endlich ist , d.h. f�ur dieZ
 jf(t)jp dt <1gilt. Durch die Festsetzung kfkLp(
) = �Z
 jf(t)jp dt� 1pwird der Raum Lp(
) ein normierter Raum.Insbesondere ist kfkL2(
) = [R
 jf(t)j2 dt] 12 , und die L2-Norm entsteht aus dem Ska-larprodukt (f; g)L2(
) = R
 f(t)g(t) dt. F�ur x 2 IRd soll immer die euklidische Normkxk2 = kxk2L2 = x21 + : : :+ x2d stehen. Andere Normen werden entsprechend kenntlichgemacht.Aus der Funktionalanalysis zitieren wir hier noch einige Aussagen. Die Elemente ausLp(
) sind Klassen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Ma� Null von-einander unterscheiden. Aus kfkL2(
) = 0 folgt n�amlich, da� f(t) = 0 fast �uberall auf
 ist und nicht, da� f identisch gleich Null ist. Ebenfalls bekannt d�urfte sein, da�Lp(
) vollst�andig ist.Lemma 1.1 (H�oldersche Ungleichung) Seien p und q reelle Zahlen gr�o�er 1 mit1=p + 1=q = 1. Dann gilt f�ur auf einer Menge 
 de�nierte, me�bare Funktionen f; g :
 �! IR kfgkL1(
) � kfkLp(
)kgkLq(
):Der Beweis kann der Literatur, zum Beispiel Forster [4], entnommen werden.Im Fall p = q = 2 erh�alt man aus der H�olderschen Ungleichung die Cauchy - Schwarz-sche Ungleichung Z
 jf(x)g(x)j dx � kfkL2(
)kgkL2(
);die wir bei der Absch�atzung des Fehlers der Interpolation mit radialen Basisfunktionenbenutzen werden.



1 GRUNDLAGEN 31.2 FouriertransformationDer Schl�ussel zur Beschreibung von Signalen im Frequenzbereich ist die Fouriertrans-formation. So wird h�au�g bei der Analyse verschiedener Arten von Daten die Fou-riertransformierte ermittelt. In der Regel geschieht dies in der Absicht, aus den DatenKomponenten mit bestimmten Frequenzen oder Frequenzbereichen herauszuziehen.Es existieren viele gebr�auchliche De�nitionen einer Fouriertransformierten. Alle die-se verschiedenen Schreibweisen haben ihre bestimmten Vorteile. Die Ergebnisse, dieauf der einen Schreibweise beruhen, lassen sich in jedem Fall leicht in einer ande-ren Schreibweise ausdr�ucken. Wir werden uns in dieser Arbeit auf die De�nition derFouriertransformierten, wie sie H�ormander [7] vorschl�agt, berufen. Man nennt die Fou-riertransformierte f̂ einer Funktion f auch das Spektrum von f .1.2.1 Klassische FouriertransformationF�ur jede Funktion f 2 L1(IRd) und jedes ! 2 IRd geh�ort die Funktion x 7�! f(x)e�ixT !wieder zu L1(IRd); woraus sich auch die Existenz des Integralsf̂(!) := ZIRd f(x)e�ixT! dxableiten l�a�t.De�nition 1.2 Sei f 2 L1(IRd). Die durch(Ff)(!) = f̂ (!) = ZIRd f(x)e�ixT! dxde�nierte Funktion f̂ : IRd �! IC hei�t die klassische Fouriertransformierte von f .Aus der Analysis wissen wir, da� f̂ stetig ist. Au�erdem ist f̂ beschr�ankt; f̂ erf�ullt f�uralle ! 2 IRd die Absch�atzung jf̂(!)j � kfkL1 . Wir m�ochten hier einige Resultate ausder Theorie der Fouriertransformation, die zum besseren Verst�andnis aller nachfolgen-den Aussagen in Verbindung mit der Fouriertransformation dienen, anf�uhren.Satz 1.3 Seien f; g 2 L1(IRd) und f̂ ; ĝ ihre Fouriertransformierten.1. Sei a 2 IRd und (�af)(x) := f(x� a) die um a translatierte Funktion. Dann gilt(�af)^(!) = f̂(!)e�iaT!.2. Es gilt df � g = f̂ ĝ.3. Die Funktionen f̂ g und fĝ sind integrierbar und es giltZIRd f̂(x)g(x) dx = ZIRd f(x)ĝ(x) dx:



1 GRUNDLAGEN 4Beweis: Die Aussagen folgen mittels Substitution und des Satzes von Fubini aus denDe�nitionen. 2Korollar F�ur jede Funktion f 2 L1(IRd) giltlimk!k!1 f̂(!) = 0:Der Beweis be�ndet sich zum Beispiel in Forster [4].Satz 1.4 (Umkehrformel) Sei f 2 L1(IRd) eine Funktion derart, da� auch f̂ 2L1(IRd). Dann gilt nach eventueller Ab�anderung auf einer Nullmengef(x) = (2�)�d ZIRd f̂(!)eixT! d!; x 2 IRd:Den Beweis des Satzes entnimmt man Forster [4]. 2Bem. Die Umkehrformel zeigt auch, da� eine Funktion f 2 L1(IRd) durch ihre Fou-riertransformierte eindeutig (bis auf Nullmengen) bestimmt ist. Denn gilt f̂ = ĝ, sofolgt aus Satz 1.4, angewandt auf die Di�erenz f � g, da� f = g fast �uberall.De�nition 1.5 Die zu f 2 L1(IRd) de�nierte Funktion IFf � �f , die gegeben istdurch (IFf)(x) = �f(x) = (2�)�d ZIRd f(!)eixT! d! ;hei�t die inverse Fouriertransformierte von f .Mit der Umkehrformel bekommt man somitBem. Ist f 2 L1(IRd) und f̂ 2 L1(IRd), so gilt�̂f = f und �̂f = f:Unser n�achster Schritt soll darin bestehen, die Fouriertransformation f�ur Funktionenaus L2(IRd) zu erkl�aren. Bevor wir beginnen, f̂ f�ur f aus L2(IRd) zu bestimmen, werdenwir zuerst voraussetzen, da� f aus L1(IRd) und L2(IRd) stammt. In Anlehnung anForster [4] formulieren wirSatz 1.6 Ist f 2 L1(IRd) \ L2(IRd), so geh�ort f̂ zu L2(IRd) und es gilt kfk2L2 =(2�)�dkf̂k2L2.Der zugeh�orige Beweis, auf den wir an dieser Stelle verzichten wollen, kann Forster [4](oder H�ormander [7]) entnommen werden. Dabei ist auf unterschiedliche De�nitionender Fouriertransformierten f̂ zu achten.Oft verwenden werden wir die Parsevalsche Gleichung, dessen Beweis ebenfalls inH�ormander [7] zu �nden ist.Korollar (Parsevalsche Gleichung) F�ur alle '; 2 L1(IRd) \ L2(IRd) giltZIRd '(x) (x)dx = (2�)�d ZIRd F'(!)F (!)d!:Eliminieren wir die Forderung f 2 L1(IRd), so gelangen wir zu



1 GRUNDLAGEN 5Theorem 1.7 Sei f 2 L2(IRd) und fA(x) = ( f(x) : kxk1 � A0 : kxk1 > A ). Dann ist fA 2L1(IRd) \ L2(IRd); f̂A 2 L2(IRd) und es gibt eine eindeutige Funktion T (f) 2 L2(IRd)mit kf̂A � T (f)kL2(IRd) ! 0 f�ur A!1.Beweis: Da jfA(x)j � jf(x)j f�ur alle x 2 IRd wird klar, da� fA 2 L2(IRd): Aus derCauchy-Schwarzschen Ungleichung kfAkL1 = Rfx:kxk1�Ag jf(x)j dx � kfkL2 �p2A�dfolgt, da� auch fA 2 L1(IRd). Mit Satz 1.6, f̂A 2 L2(IRd) und f�ur A < B ist dannkf̂A � f̂Bk2L2(IRd) = (2�)dkfA � fBk2L2(IRd)= (2�)d Zfx=(x1;:::;xd):�B�xi��Ag jf(x)j2 dx+ (2�)d Zfx=(x1;:::;xd):A�xi�Bg jf(x)j2 dx:Die letzten beiden Integrale streben f�ur A!1 und B !1 gegen Null. Es gibt alsoeine eindeutige Funktion T (f) 2 L2(IRd), so da� kT (f)� f̂AkL2 ! 0 f�ur A!1. 2Theorem 1.7 erlaubt uns, f̂ f�ur ein gegebenes f 2 L2(IRd) zu de�nieren. Wir setzeneinfach f̂ = T (f) wie in der letzten Zeile des Beweises angegeben.Man beachte aber den Unterschied der Fouriertransformation auf L1(IRd) und L2(IRd):W�ahrend f̂ f�ur f 2 L1(IRd) eine stetige Funktion ist und man eindeutig von denWertenf̂(!) sprechen kann, ist f̂ f�ur f 2 L2(IRd) nur bis auf Gleichheit fast �uberall bestimmt.Von gro�er Bedeutung f�ur die Fouriertransformation auf L2(IRd) ist der folgende Satzvon Plancherel.Satz 1.8 Sei f 2 L2(IRd). Dann existiert die Fouriertransformierte f̂ , f̂ 2 L2(IRd).Ferner gilt (2�)�dkf̂k2L2(IRd) = kfk2L2(IRd):Der Beweis ist in vielen B�uchern, die die Fouriertransformation zum Inhalt haben, zu�nden, so zum Beispiel in [15].Korollar F�ur beliebige �,  2 L2(IRd) gilt die BeziehungZIRd '(x) (x)dx = (2�)�d ZIRd F'(!)F (!)d!:1.2.2 Distributionen und verallgemeinerte FouriertransformationIm vorigen Abschnitt haben wir die klassische Fouriertransformation auf dem RaumL1(IRd) aller absolut integrierbaren Funktionen beschrieben. Um auch von der Fou-riertransformation f�ur Funktionen, die nicht im klassischen Sinn fouriertransformierbarsind, sprechen zu k�onnen, f�uhren wir den Begri� der Distributionen ein.



1 GRUNDLAGEN 6Distributionen sind lineare, stetige Funktionale auf einem Funktionenraum, dem soge-nannten Raum der Testfunktionen. Die Klasse der Distributionen hat viele angenehmeEigenschaften, die zum Beispiel innerhalb der Klasse der stetigen Funktionen nicht gel-ten.Ein bedeutsamer Typ von Funktionalen sind die langsam wachsenden oder tempe-rierten Distributionen. Sie werden auf dem Raum S der schnell abnehmenden oder"guten\ Funktionen erkl�art. Diesen Raum S der Testfunktionen bezeichnen wir alsSchwartzraum.De�nition 1.9 Die Menge S besteht aus allen beliebig oft di�erenzierbaren Funk-tionen (C1-Funktionen) '(x), die f�ur kxk ! 1 nebst ihrer Ableitungen beliebigerOrdnung schneller als jede Potenz von kxk�1 gegen Null konvergieren.Genauer: ' 2 C1(IRd) geh�ort zu S, wenn f�ur beliebige Multiindizes p,qsupx2IRd jxpDq'(x)j = Cp;q(') <1gilt.Zur Kl�arung von xp und Dq sei auf den einf�uhrenden Abschnitt 1.1 verwiesen. Gleich-wertig ist derSatz 1.10 Eine Funktion ' 2 C1(IRd) geh�ort genau dann zu S, wenn zu jedem Mul-tiindex p 2 INdo und jedem m 2 IN eine von p;m und ' abh�angende Konstante C > 0existiert, so da� f�ur alle x 2 IRdjDp'(x)j � C(1 + kxk)m :Hieraus folgt insbesondere, da� S � L1(IRd) und damit, da� alle Elemente des RaumesS fouriertransformierbar sind.Wir gehen nun vom Raum S zu dem Dualraum S 0 �uber und f�uhren unter anderemden Begri� der Stetigkeit ein.De�nition 1.11 Sei f'kgk2IN eine Funktionenfolge aus S f�ur die gilt:1. Zu jedem p; q 2 INdo gibt es eine positive Konstante Cp;q, so da�jxqDp'k(x)j � Cp;q k 2 IN; x 2 IRderf�ullt ist.2. F�ur jeden Multiindex p 2 INdo konvergiert die Ableitung Dp'k f�ur k ! 1 aufIRd gleichm�a�ig gegen Null.Dann hei�t die Folge f'kgk2IN Nullfolge aus S und wir verwenden die Schreibweiselimk!1'k = 0 oder 'k !S 0; k !1:



1 GRUNDLAGEN 7Eine Folge f'kgk2IN hei�t konvergent gegen ein Element ' 2 S, falls f'k � 'g eineNullfolge ist, kurz limk!1 'k = '.De�nition 1.12 1. Ein lineares Funktional T : S �! IR hei�t stetig, falls aus'k !S ' stets auch T ('k)!IR T (') folgt.2. Der Vektorraum S 0 aller linearen und im obigen Sinne stetigen Funktionale aufdem Raum S der schnell abnehmenden oder "guten\ Funktionen hei�t der Raumder temperierten Distributionen.Mit anderen Worten wird ein auf dem Schwartzraum S erkl�artes lineares und stetigesFunktional T T : S �! IR ; ' 7�! T [']temperierte Distribution genannt.De�nition 1.13 Eine Funktion f hei�t langsam wachsende oder temperierte Funkti-on, falls f 2 Lloc1 (IRd) und Zahlen N 2 IN0; r > 0; Cf > 0 existieren, so da� f�ur allekxk > r gilt f(x)(1 + kxk)N < Cf :Jeder temperierten Funktion f ist durch([f ]; ') := ZIRd f(x)'(x) dx ; ' 2 S ;ein lineares Funktional [f ] : S �! IR aus S 0 zugeordnet.Solche Distributionen [f ] hei�en regul�are Distributionen.Wir kommen nun zur�uck zur Fouriertransformation.Satz 1.14 Die Fouriertransformation F ist ein Automorphismus auf S; F bildet Slinear, stetig und eineindeutig auf S ab.Die Umkehrabbildung F�1, die gegeben ist durchF�1(̂(!))(x) = (x) = (2�)�d ZIRd eixT!̂(!) d! ;hat dieselben Eigenschaften.Der Beweis des Satzes kann zum Beispiel Jantscher [9] entnommen werden.F�ur ' 2 S und  2 S gilt die BeziehungZIRd '̂(x) (x) dx = ZIRd '(x) ̂(x) dx :S ist bez�uglich des Faltungsprodukts � abgeschlossen; es giltF (' �  ) = F'F sowieF (' ) = (2�)�d(F' � F ):Zum Beweis sei auf Walter [19] oder H�ormander [7] verwiesen.Mit Hilfe der Theorie der (temperierten) Distributionen f�uhren wir nun den Begri�der Fouriertransformation auch f�ur Funktionen ein, die nicht im klassischen Sinn fou-riertransformierbar sind. Dazu erkl�aren wir die Fouriertransformation in S 0.



1 GRUNDLAGEN 8De�nition 1.15 Die distributionelle Fouriertransformation T̂ = FT 2 S 0 einer tem-perierten Distribution T 2 S 0 ist gegeben durch(FT;') := (T;F') ; ' 2 S:Dieses Funktional ist auf S 0 erkl�art, linear und stetig.Bem. F�ur eine Funktion f 2 L1(IRd) und ' 2 S k�onnen wir unter Benutzung vonSatz 1.3(3) aus Abschnitt 1.2.1 zeigen, da�([Ff ]; ') = ([f ]; F') = (F [f ]; '):Diese De�nition stimmt mit der der klassischen Fouriertransformation �uberein.Analog de�nieren wir die inverse Fouriertransformation:De�nition 1.16 Die distributionelle inverse Fouriertransformation �T = F�1T 2 S 0einer temperierten Distribution T 2 S 0 ist gegeben durch(F�1T;') := (T;F�1') ; ' 2 S:In Jantscher [9] wird der folgende Satz bewiesen.Satz 1.17 Die distributionelle Fouriertransformation F : S 0 �! S 0; T 7�! T̂ = FTist ein Automorphismus in S 0, d.h. F und F�1 sind lineare, stetige und eineindeutigeAbbildungen von S 0 auf S 0.An dieser Stelle m�ochten wir noch den Begri� der verallgemeinerten Fouriertransfor-mation einf�uhren.De�nition 1.18 Sei � eine temperierte Funktion. Wir bezeichnen ' 2 C(IRdnf0g) alsverallgemeinerte Fouriertransformierte von �, falls die distributionelle Fouriertrans-formierte F [�] auf IRd n f0g mit einer stetigen Funktion ' �ubereinstimmt, das hei�t(F [�]; ) = RIRd '(!)(!) d! f�ur alle  2 S mit 0 =2 supp().Als selbstverst�andliche Aussage formulieren wir dieBem. Sei f eine Funktion, die im klassischen Sinne fouriertransformierbar ist. Dannstimmt die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf IRd n f0g mit der klassi-schen Fouriertransformierten f̂ von f �uberein.Auf die distributionelle oder verallgemeinerte Fouriertransformierte lassen sich fr�uhereEigenschaften der Fouriertransformation �ubertragen, so zum Beispiel die ParsevalscheGleichung:Satz 1.19 (Parsevalsche Gleichung im distributionellen Sinn)Sei T eine Distribution aus S 0. Dann gilt (im distributionellen Sinn)(T; ) = (2�)�d(FT; ̂) f�ur alle  2 S:



1 GRUNDLAGEN 9Die Faltung einer Distribution mit einer Testfunktion wird durch(T � ')(x) = (T (y); '(x� y))erkl�art und ist eine C1-Funktion.Bem. Sei f 2 S 0 eine temperierte Distribution und g 2 S. Somit l�a�t sich die Bezie-hung F (f � g) = FfFgherleiten.Nat�urlich konnten in diesem Abschnitt nur die wichtigsten Grundlagen der Distribu-tionen und der Theorie der distributionellen beziehungsweise verallgemeinerten Fou-riertransformierten aufgezeigt werden.F�ur Details kann die umfangreiche Literatur herangezogen werden.



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 102 Radiale Basisfunktionen2.1 Grundlegendes �uber radiale BasisfunktionenZuerst wollen wir den Begri� der radialen Basisfunktion kl�aren.De�nition 2.1 Eine stetige Funktion � : IRd �! IR mit h�ochstens polynomialemWachstum im Unendlichen hei�t radiale Basisfunktion, falls � im Sinne von �(x) =�(kxk) mit einer reellwertigen Funktion � : IR�0 �! IR erkl�art ist.Unsere Aufgabe wird es nun sein, die Fouriertransformierte zu einer radialen Basis-funktion � zu �nden. Im Kapitel 1 haben wir bereits die klassische Fouriertransfor-mierte kennengelernt. Sie ist f�ur eine Funktion f aus dem Raum L1(IRd) aller absolutintegrierbaren Funktionen erkl�art durchf̂(!) = ZIRd f(x)e�ixT! dx :Jedoch existiert nicht zu jeder radialen Basisfunktion � eine klassische Fouriertrans-formierte. So divergiert das IntegralZIRd �(x)e�ixT! dxbereits an der Stelle ! = 0 f�ur Funktionen �, die nicht im Raum L1(IRd) liegen. Ausdiesem Grund haben wir in Abschnitt 1.2.2 die distributionelle beziehungsweise dieverallgemeinerte Fouriertransformierte eingef�uhrt.Nach den Bemerkungen aus Abschnitt 1.2.2 de�niert eine stetige Funktion g mith�ochstens polynomialem Wachstum im Unendlichen eine regul�are Distribution [g] aufdem Raum S durch die Abbildungsvorschrift([g]; ') := ZIRd g(x)'(x) dx f�ur alle ' 2 S:Wir k�onnen somit jeder radialen Basisfunktion � eine regul�are Distribution [�] aus S 0zuordnen. Da die distributionelle Fouriertransformation ein Automorphismus auf demDualraum S 0 ist, besitzt die regul�are Distribution [�] 2 S 0 eine FouriertransformierteF [�] aus S 0.Wie in Abschnitt 1.2.2 bezeichnen wir F [�] als distributionelle Fouriertransformiertevon �.F�ur die von uns verwendeten radialen Basisfunktionen � stimmt die distributionelleFouriertransformierte F [�] auf IRd n f0g mit einer stetigen Funktion ' �uberein, d.h.es gilt (F [�]; ) = ZIRd '(!)(!) d! f�ur alle  2 S mit 0 =2 supp():Wir nennen ' 2 C(IRd n f0g) wieder verallgemeinerte Fouriertransformierte von �.Kurz erw�ahnt sei hier nochmals die Aussage, da� f�ur eine Funktion f , die im klassischenSinn fouriertransformierbar ist, die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 11IRd n f0g mit der klassischen Fouriertransformierten f̂ �ubereinstimmt.Im weiteren Verlauf unserer Ausf�uhrungen werden wir von der bedingten positivenDe�nitheit einer radialen Basisfunktion sprechen. Deshalb m�ochten wir schon vorwegdie zugeh�orige De�nition angeben. In dieser De�nition bezeichne IP dm den Raum allerPolynome der Ordnung kleiner gleich m in d Ver�anderlichen.De�nition 2.2 Eine stetige Funktion � : IRd �! IR mit �(x) = �(�x); x 2 IRd,hei�t bedingt positiv de�nit der Ordnung m � 0, falls f�ur alle paarweise verschiedenenPunkte x1; :::; xN 2 IRd; N 2 IN; und alle a = (a1; :::; aN)T 2 IRN mit PNj=1 ajp(xj) = 0f�ur jedes p 2 IP dm die quadratische FormaTA�;Xa = NXj=1 NXk=1 ajak�(xj � xk)mit A�;X := (�(xj�xk))1�j;k�N nichtnegativ ist. Dabei soll die quadratische Form nurdann verschwinden, wenn alle aj; j = 1; :::; N; gleich Null sind.Bezeichnung: � 2 BPD(m) hei�t, da� die Funktion � bedingt positiv de�nit derOrdnung m ist.Bem. Es gilt BPD(m) � BPD(m+ k), k 2 IN .2.2 Skalierung der radialen BasisfunktionIm Verlauf dieser Arbeit werden wir den Nutzen zu sch�atzen wissen, den eine Ska-lierung der radialen Basisfunktion � mit sich bringt. Mit Blick auf die hierarchischeInterpolation und hier besonders auf die Absch�atzung der Kondition der einzelnenInterpolationsmatrizen werden wir die Bedeutung der skalierten Version einer Basis-funktion kennenlernen. Deshalb m�ochten wir in diesem Abschnitt kurz kl�aren, wie wireine radiale Basisfunktion � skalieren.Dazu sei � 2 BPD(m) eine radiale Basisfunktion und ' : IRd n f0g �! IR�0 die(verallgemeinerte) Fouriertransformierte von �.Die Basisfunktion � skalieren wir mit � > 0 in folgender Weise��(�) = �(�=�)'�(�) = �d'(��) ;wobei '� die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte der skalierten Basisfunktion be-zeichnet.Eine Skalierung der radialen Basisfunktion � hat verschiedene Auswirkungen. So wer-den wir zum Beispiel in Abschnitt 3.3 einen dieser E�ekte beleuchten.In Abschnitt 4.2 werden wir ebenfalls den Einu� der Skalierung von � durch ��(�) =�(�=�) untersuchen, aber hier hinsichtlich der quadratischen FormaTA�� ;Xaf�ur X = fx1; :::; xNg � IRd; � > 0; a 2 IRN und A��;X = (��(xj � xk))1�j;k�N .



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 122.3 BeispieleEs sollen nun einige bekannte Beispiele f�ur radiale Basisfunktionen vorgestellt werden.Dabei werden wir unter anderem Aussagen �uber die Ordnung der bedingten positivenDe�nitheit tre�en. Die (verallgemeinerten) Fouriertransformierten entnimmtman zumBeispiel Gelfand [5].�Uber Einzelheiten und Bedeutung dieser Aussagen werden die nachfolgenden Abschnit-te informieren.2.3.1 GaussiansDe�nition 2.3 Die Gaussians (oder auch Gau�glocken genannt) sind de�niert durch�(x) = e��kxk2; � > 0:Als bekannt k�onnen die Aussagen des folgenden Satzes vorausgesetzt werden.Satz 2.4 Die Gaussians sind (unbedingt) positiv de�nit und besitzen die (klassische)Fouriertransformierte �̂(!) = '(!) = ����d2 e� k!k24� :2.3.2 MultiquadricsSatz 2.5 Die mit�(x) = (�1)d�=2e(c2 + kxk2)�=2; � > 0; c > 0; � =2 2INbezeichnete Funktion ist bedingt positiv de�nit der Ordnung d�=2e.Die verallgemeinerte Fouriertransformierte lautet'(!) = (�1)d�=2e 2�d=2�(��=2)K d+�2 (ck!k) k!k2c !� d+�2 ;wobei K� die modi�zierte Besselfunktion der 2.Art der Ordnung � bezeichnet.2.3.3 Inverse MultiquadricsDe�nition 2.6 Die inversen Multiquadrics sind gegeben durch�(x) = (c2 + kxk2)� �2 ; c > 0; � 2 IR�0 n 2IN:Satz 2.7 Die inversen Multiquadrics besitzen die Fouriertransformierten'(!) = 2�d=2�(�2 )K d��2 (ck!k) k!k2c !� d��2 :Dabei bezeichne K� wiederum die modi�zierte Besselfunktion. (Im Fall � > d sind dieinversen Multiquadrics im klassischen Sinn fouriertransformierbar.)Au�erdem sind die inversen Multiquadrics (unbedingt) positiv de�nit.



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 132.3.4 Die Funktionen r� mit � 62 2INEine weitere radiale Basisfunktion sei de�niert durch�(x) = (�1)d�=2ekxk�mit � > 0; � =2 2IN .Satz 2.8 F�ur die Funktion �(x) = (�1)d�=2ekxk� mit � > 0; � =2 2IN erhalten wir dieverallgemeinerte Fouriertransformierte'(!) = 2d+��d=2 �(d+�2 )j�(��2 )jk!k�d�� :Die Funktion �(x) = (�1)d�=2ekxk� mit � > 0; � =2 2IN ist bedingt positiv de�nit derOrdnung d�=2e.2.3.5 Thin-Plate SplinesDe�nition 2.9 Die radiale Basisfunktion�(x) = (�1)k+1kxk2k log kxk; k 2 INwird Thin-Plate Spline genannt.Satz 2.10 F�ur die verallgemeinerte Fouriertransformierte der radialen Basisfunktion�(x) = (�1)k+1kxk2k log kxk; k 2 IN , ergibt sich'(!) = 2d+2k�1�d=2�(d2 + k)k!k!k�d�2k :Ebenfalls ist die Ordnung der bedingten positiven De�nitheit mit m = k + 1 gegeben.2.3.6 Der Euklidische Hut X�In diesem Abschnitt wollen wir den Euklidischen Hut als radiale Basisfunktion mitkompaktemTr�ager vorstellen. Da die radialen Basisfunktionen mit kompaktemTr�agerrelativ neu sind, m�ochten wir diese etwas ausf�uhrlicher betrachten. Alle hier angef�uhr-ten Aussagen sind der Diplomarbeit von Wendland [21] entnommen, in der man auchmehr Einzelheiten �uber diese radiale Basisfunktion mit kompaktem Tr�ager erfahrenkann.De�nition 2.11 Sei f�ur � 2 IR>0 ; x 2 IRd��(x) := ( 1 : kxk � �0 : sonst )die charakteristische Funktion der d-dimensionalen L2-Kugel um Null mit Radius �.Dann ist der Euklidische Hut �� : IRd �! IR de�niert durch��(x) := �� � ��(x) :



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 14Im Folgenden tragen wir einige Eigenschaften des Euklidischen Huts zusammen.Bem.1. �� besitzt den Tr�ager fx 2 IRd : kxk � 2�g.2. Die Fouriertransformierte von �� lautet�̂�(!) = (2��)dk!k�dJ2d=2(k!k�) ;sie liegt im Raum L1(IRd). Dabei bezeichne J� die Besselfunktion der 1.Art derOrdnung �.3. F�ur fast alle ! 2 IRd ist �̂�(!) > 0.4. Es gilt die Identit�at ��(x) = �d�1(x� ).5. Da �� radial ist, ist auch �� radial. Die zugeh�orige Funktion sei mitX� : IR�0 �! IR mit ��(x) = X�(kxk)bezeichnet.6. �� ist positiv de�nit.7. Die Fouriertransformierte besitzt das Verhalten �̂(!) = O(k!k�d�1) f�ur k!k !1.Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir �� nur �uber das Faltungsintegral ��(x) = �� ���(x) de�niert. Es soll nun dieses Faltungsintegral auf ein einfacheres, eindimensionalesIntegral reduziert werden und so eine explizite, auswertbare Form von X� berechnetwerden. Aus [21] zitieren wir den folgenden Satz.Satz 2.12 F�ur die Faltung zweier charakteristischer Funktionen der d-dimensionalenL2-Kugel um Null mit Radius � gilt f�ur 0 � r � 2�:X�(r) = 2�d� d2�(d+12 )�(12) Z p4�2�r22�0 tdp1 � t2 dt :Korollar Speziell f�ur die F�alle d = 1; 2; 3 ergibt sichd = 1 : X�(r) = 2� � r ;d = 2 : X�(r) = 2�2 arccos r2� � 12rq4�2 � r2 ;d = 3 : X�(r) = � � 112r3 � �2r + 43�3� ;jeweils f�ur 0 � r � 2�.Die Beweise aller obigen Aussagen sind in der Arbeit von Wendland [21] nachlesbar.



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 152.3.7 Wendland-FunktionenAls letztes Beispiel wollen wir die Wendland-Funktionen als neue radiale Basisfunktio-nen mit kompaktem Tr�ager vorstellen. Diese Funktionen sind st�uckweise polynomial,positiv de�nit und besitzen minimalen Grad in Abh�angigkeit von Gl�atte und Raum-dimension. Wir wollen an dieser Stelle nur einige Eigenschaften dieser Funktionenaufgreifen. Einzelheiten erf�ahrt man in [22] und wird man in K�urze in der Dissertationnachlesen k�onnen. F�ur den Raum aller positiven de�niten Funktionen auf dem IRdschreiben wir PDd. Mit  l(r) := (1� r)l+bezeichnen wir die bekannte abgeschnittene Potenzfunktion.Der Operator I sei de�niert durchI(f)(r) := Z 1r sf(s) ds :Durch  l;k := Ik lwird nun eine Wendland-Funktion beschrieben. Diese Funktion hat gem�a� [22] unteranderem folgende Eigenschaften.Satz 2.131. Die Funktion  l;k besitzt einen Tr�ager in [0; 1].2.  l;k 2 C l+k�1(1).3.  l;k 2 C2k(0).4. Sei d 2 IN . W�ahlt man l = bd2c + k + 1, so folgt  l;k 2 PDd \ C2k.Mit d = 2n + 1, m = n + k, l = bd2c+ k + 1 bekommt manFd l;k = Fd+2k l= F2m+1 m+1= r�3m�2 Z r0 (r � t)m+1tm+1=2Jm�1=2(t) dt ;wobei mit Fd die d-variate Fouriertransformation gemeint ist.Tabelle 1 zeigt uns einige dieser neuen Funktionen. Dabei bedeutet := Gleichheit bisauf Konstanten.



2 RADIALE BASISFUNKTIONEN 16d = 1  1;0(r) = (1� r)+ C0 2;1(r) := (1� r)3+(3r + 1) C2 3;2(r) := (1� r)5+(8r2 + 5r + 1) C4d = 3  2;0(r) = (1� r)2+ C0 3;1(r) := (1� r)4+(4r + 1) C2 4;2(r) := (1� r)6+(35r2 + 18r + 3) C4 5;3(r) := (1� r)8+(32r3 + 25r2 + 8r + 1) C6d = 5  3;0(r) = (1� r)3+ C0 4;1(r) := (1� r)5+(5r + 1) C2 5;2(r) := (1� r)7+(16r2 + 7r + 1) C4Tabelle 1:



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 173 Interpolation mit radialen Basisfunktionen3.1 Das InterpolationsverfahrenAn dieser Stelle wollen wir die multivariate Interpolation in einem Schritt mit radialenBasisfunktionen vorstellen.Gegeben seien paarweise verschiedene Punkte X = fx1; :::; xNg � 
 � IRd und eineAbbildung f : IRd �! IR: Bezeichnen wir die Funktionswerte mit yi := fi := f(xi) f�uri = 1; :::; N , so ergibt sich das Interpolationsproblem:Finde zu den Daten (xi; fi) 2 IRd+1; i = 1; :::; N , eine Funktion sf : IRd �! IR derart,da� die Interpolationseigenschaftensf (xi) = f(xi) = fi f�ur jedes i = 1; :::; N (3.1)erf�ullt sind.Sei nun � : IRd �! IR eine radiale Basisfunktion, die bedingt positiv de�nit derOrdnung m ist.Bei der Interpolation mit radialen Basisfunktionen setzt man f�ur die Interpolante sfLinearkombinationen der Translationen von � um Punkte aus X an. Damit hat dieeinfachste Darstellung der Interpolationsfunktion sf die Formsf (x) = NXj=1�j�(x� xj);wobei �1; :::; �n reelle Zahlen sind.Mit den Bedingungen (3.1) ergibt sich so ein N �N -GleichungssystemNXj=1�j�(xk � xj) = fk; 1 � k � N;beziehungsweise in Matrizenschreibweise aufgeschrieben alsA� = y (3.2)mit der symmetrischen MatrixA�;X = A = 0BBBB@ �(x1 � x1) �(x1 � x2) � � � �(x1 � xN )�(x2 � x1) �(x2 � x2) � � � �(x2 � xN )... ... . . . ...�(xN � x1) �(xN � x2) � � � �(xN � xN ) 1CCCCAund � = (�1; : : : ; �N)T , y = (f1; : : : ; fN)T . Das Gleichungssystem A� = y ist f�urbeliebige y = (f1; : : : ; fn)T l�osbar, wenn die Matrix A nicht singul�ar ist, d.h. wenn dieDeterminante der Matrix A nicht verschwindet. Dieses Kriterium ist stets erf�ullt, fallsA sogar positiv de�nit ist.F�ur bedingt positiv de�nite radiale Basisfunktionen der Ordnung m > 0 ist es jedoch



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 18notwendig, der Interpolationsfunktion sf Polynome hinzuzuf�ugen.Aus diesemGrund bezeichne IP dm den Raum aller Polynome der Gesamtordnung kleinergleich m in d Ver�anderlichen. Weiterhin sei Q := dimIP dm = �m�1+dd � und p1; : : : ; pQeine Basis des IP dm, d.h. IP dm = spanfp1; : : : ; pQg.Unter Hinzuf�ugung der Polynome ergibt sich so f�ur die Interpolationsfunktionsf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1 �kpk(x): (3.3)Die Interpolationsbedingungen lauten dannNXj=1�j�(xl � xj) + QXk=1�kpk(xl) = fl; 1 � l � N; (3.4)wobei die �j's der ZusatzbedingungNXj=1�jpk(xj) = 0; 1 � k � Q; (3.5)unterliegen, um die �uberz�ahligen Freiheitsgrade zu binden.Setzen wir P T := 0BB@ p1(x1) � � � p1(xN)... . . . ...pQ(x1) � � � pQ(xN) 1CCA ;so schreibt sich das Interpolationsproblem als (N +Q)� (N +Q)-Gleichungssystem A PP T 0 ! �� ! =  y0 ! (3.6)mit den Vektoren � := (�1; : : : ; �N)T ;� := (�1; : : : ; �Q)T ;y := (f1; : : : ; fN )T :In Kapitel 2 haben wir bereits de�niert, wann eine Funktion bedingt positiv de�nitder Ordnung m ist. Dabei haben wir bekannte radiale Basisfunktionen vorgestellt underfahren, von welcher Ordnung sie bedingt positiv de�nit sind.Bem. Im Fall m = 0, d.h. wenn die radiale Basisfunktion � (unbedingt) positiv de�nitist, reduziert sich die Interpolationsfunktion auf die gew�ohnliche Gestaltsf (x) = NXj=1�j�(x� xj) ;und der polynomiale Anteil in (3.3) sowie die Zusatzbedingung (3.5) entfallen.Es stellt sich nun die Frage nach der L�osbarkeit des Interpolationssystems (3.6).



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 19Satz 3.1 Ist � 2 BPD(m) und ist die Matrix P injektiv, so ist das System (3.6)eindeutig l�osbar.Beweis: Gelte  A PP T 0 ! �� ! =  00 ! = 0:Da 0 = A�+P� = �TA�+�TP� = �TA�+�TP T� und P T� = 0 ist, folgt �TA� = 0und wegen � 2 BPD(m) folgt � = 0.Somit ist P� = 0 und mit der Injektivit�at von P ist � = 0. 2Bem. Die Injektivit�at der Matrix P ist gleichbedeutend damit, da� die Zeilen von P Tlinear unabh�angig sind, beziehungsweise der Punktsatz X = fx1; : : : ; xNg der Voraus-setzung aus p(xj) = 0; j = 1; : : : ; N; p 2 IP dm; folgt p � 0gen�ugt.Beweis: Da IP dm = spanfp1; : : : ; pQg, ist p = PQk=1 �kpk aus IP dm. P injektiv bedeutet,da� aus P� = 0 stets � = 0 folgt. Dieses ist wiederum gleichbedeutend mit:Aus QXk=1 �kpk(xj) = 0; j = 1; : : : ; N; folgt � = 0:Somit folgt aus p(xj) = 0; j = 1; : : : ; N , stets p � 0. 2Im weiteren nennen wir Punkts�atze X = fx1; : : : ; xNg mit obiger Eigenschaft IP dm-regul�ar. Insbesondere gilt f�ur IP dm-regul�are Punkts�atze immer N � Q = dimIP dm. FallsN = Q ist, bezeichnen wir den Punktsatz als IP dm-unisolvent. In allen nachfolgendenErl�auterungen gehen wir von IP dm-regul�aren Punkts�atzen X = fx1; : : : ; xNg aus.Wir de�nieren R(x) := (�(x� x1); : : : ;�(x� xN))T undS(x) := (p1(x); : : : ; pQ(x))T :Mit unseren �Ubereink�unften besitzt nun das System A PP T 0 ! u(x)v(x) ! =  R(x)S(x) ! (3.7)bei festem x 2 
 � IRd eine eindeutige L�osung  u(x)v(x) ! 2 IRN+Q. F�ur die Gestaltder Interpolanten sf zu f : IRd �! IR ergibt sichsf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1 �kpk(x)



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 20= �TR(x) + �TS(x)=  �� !T  R(x)S(x) !=  �� !T  A PP T 0 ! u(x)v(x) != (�TA+ �TP T )u(x) + �TPv(x)= (�TA+ �TP T )u(x)= yTu(x)= NXj=1 uj(x)fj : (3.8)Bem. u(x) ist eine Lagrange-Basis zu X, d.h. uj(xk) = �jk; k = 1; : : : ; N; j =1; : : : ; N .Beweis: F�ur ein einzelnes x = xl; 1 � l � N , stimmt die rechte Seite von (3.7) mitder l-ten Spalte der Koe�zientenmatrix �uberein. Daraus folgtuj(xl) = �jl; 1 � j � N;vk(xl) = 0; 1 � k � Qist eine L�osung des Systems (3.7).Bei injektivem P ist die L�osung eindeutig. 2Bem. Die Gleichung P Tu(x) = S(x) aus (3.7) impliziert, da� Polynome aus IP dmreproduziert werden.Beweis: P Tu(x) = S(x) ist �aquivalent zuNXj=1 pk(xj)uj(x) = pk(x) ; 1 � k � Q:Da IP dm = spanfp1; : : : ; pQg, gilt f�ur ein beliebiges p aus IP dm : p = PQk=1 bkpk mitbk 2 IR. F�ur die Interpolante sp zu p 2 IP dm folgt nunsp(x) = NXj=1 uj(x)p(xj)= NXj=1 uj(x) QXk=1 bkpk(xj)= QXk=1 bk NXj=1 uj(x)pk(xj)= QXk=1 bkpk(x)= p(x) :



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 212In Wu/Schaback [23] wird ein anderer Weg zur Bestimmung der uj(x); 1 � j � N ,beschritten.Danach stimmt die L�osung u(x) von A PP T 0 ! u(x)v(x) ! =  R(x)S(x) !mit der L�osung w = u�(x) des MinimierungsproblemsMinimiere wTAw � 2wTR(x) + �(0)unter den Nebenbedingungen w 2 IRN ,NXj=1wjp(xj) = p(x) beziehungsweiseP Tw = S(x)�uberein.In Abschnitt 3.3 werden wir die quadratische Form n�aher untersuchen und die Kriging-beziehungsweise Powerfunktion einf�uhren.Zusammenfassend haben wir also eine Form der Interpolanten sf von (3.3) entwickelt,in der die St�utzstellen fi = f(xi); i = 1; : : : ; N , explizit auftauchen:sf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1 �kpk(x)= NXj=1uj(x)fj :3.2 Der Native Space F�Dieser Abschnitt soll dazu dienen, einen Funktionenraum F� mit einem Skalarprodukt(�; �)� zu beschreiben. Dabei st�utzen wir uns auf ein internes Manuskript von HerrnProf. Dr. R. Schaback, das wir um einige erg�anzende Beweise und Bemerkungen er-weitern.De�nieren wir dazu zuerst den Raum (IP dm)?
 f�ur 
 � IRd.De�nition 3.2 Wir de�nieren(IP dm)?
 := flineare Funktionale der Form � = N�Xj=1 �j�x�j :�j 2 IR;N� 2 IN; x�j 2 
; j = 1; : : : ; N� und�(p) = N�Xj=1 �jp(x�j ) = 0 f�ur alle p 2 IP dmg :



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 22Die Menge (IP dm)?
 enth�alt also alle (endlichen) Linearkombinationen von Punktaus-wertungsfunktionalen, die auf Polynomen der Ordnung kleiner gleichm in d Variablen,verschwinden und endlichen Tr�ager in 
 haben.Lemma 3.3 (IP dm)?
 ist ein IR-Vektorraum als Teilraum von C(
)� (also des algebrai-schen Dualraums von C(
)).Satz 3.4 Sei � 2 BPD(m). Dann ist(�; �)� := N�Xj=1 N�Xk=1 �j�k�(x�j � x�k) = �x�y�(x� y)ein Skalarprodukt auf (IP dm)?
 , wobei � und � Elemente aus (IP dm)?
 sind. Dabei bedeutet�z, da� � bez�uglich der Variablen z wirkt.Beweis: Die Symmetrie (�; �)� = (�; �)� folgt aus der Tatsache, da� � symmetrischist. Aus der Linearit�at des Dualraums l�a�t sich die Linearit�at des Skalarproduktsfolgern. Positivit�at und De�nitheit lassen sich daraus herleiten, da� � bedingt positivde�nit der Ordnung m ist. 2Bem. Der Raum (IP dm)?
 ist mit obigem Skalarprodukt ein Pr�a-Hilbertraum. Mit k:k�werde die zugeordnete Norm bezeichnet.Es ist o�ensichtlich, da� (IP dm)?
 selbst unabh�angig von � ist, aber durch � wird einespezi�sche Pr�a-Hilbertraumstruktur auf (IP dm)?
 induziert.Mit (IP dm)?
� bezeichnen wir die Vervollst�andigung des Pr�a-Hilbertraums (IP dm)?
 zueinemHilbertraum. Im Folgenden werden Elemente aus vervollst�andigten Pr�a-Hilbert-r�aumen stets mit einem waagerechten Strich kenntlich gemacht. Diese �Ubereinkunftmacht Sinn, denn wir wollen damit darauf hinweisen, da� es v�ollig unklar ist, da�solche Elemente als Funktionale oder Funktionen betrachtet werden k�onnen.Wir de�nieren nun eine lineare AbbildungL� : (IP dm)?
 ! F
;� := L� �(IP dm)?
� ;die jedem Funktional � aus (IP dm)?
 eine Funktion(L��)(�) := N�Xj=1 �j�(� � x�j ) =: (� � �)(�) =: g�(�)zuordnet.Das Faltungssymbol � wird im Abschnitt �uber die Fehlerabsch�atzung der hierarchi-schen Interpolation noch einmal eine Rolle spielen.Aufgrund der folgenden Beziehungen(�; �)� = N�Xj=1 N�Xk=1 �j�k�(x�j � x�k)



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 23= �x0@N�Xk=1�k�(x� x�k)1A= �y 0@N�Xj=1 �j�(x�j � y)1A= � (L�(�))= � (L�(�))k�onnen wir das Skalarprodukt als eine Wirkung von einem Funktional auf die zuge-ordnete Funktion eines anderen Funktionals schreiben.Lemma 3.5 Die lineare Abbildung L� beschreibt einen Isomorphismus zwischen denR�aumen (IP dm)?
 und F
;�.Beweis: Die Surjektivit�at folgt aus der De�nition von L�. Es bleibt die Injektivit�atzu zeigen.Sei L�(�) = 0, das hei�t N�Xj=1 �j�(x� x�j ) = 0 f�ur x 2 IRd :Au�erdem istPN�j=1 �jp(x�j ) = 0; p 2 IP dm, undPN�k=1 �kPN�j=1 �j�(x�k�x�j ) = 0. Aus derDe�nition der bedingten positiven De�nitheit folgt, da� �j = 0 f�ur alle i = 1; : : : ; N�und so � = 0. 2Auf F
;� f�uhren wir durch (L��;L��)� := (�; �)�ein Innenprodukt ein, wobei wir dieselbe Notation f�ur die Innenprodukte verwenden.Aus der jeweiligen Situation wird deutlich werden, welches Skalarprodukt gemeint ist.L� wird dadurch eine Isometrie.Wir k�onnen dann(�; �)� = �(L�(�)) = �(L�(�)) = (L�(�); L�(�))� f�ur �; � 2 (IP dm)?
schreiben.F�ur unsere weiteren Untersuchungen bezeichnen wir mit F
;� die Vervollst�andigungvon F
;� in Bezug auf (�; �)�. Mit L� bezeichnen wir die Abbildung von (IP dm)?
� nachF
;�. Die Abbildung L� ist eine Isometrie mit(��; ��)� = (L���;L���)� f�ur ��; �� 2 (IP dm)?
� :Hierbei m�ochten wir darauf hinweisen, da� obige Identit�at abstrakte Gebilde, die nichtdirekt als Funktionen oder Funktionale interpretiert werden k�onnen, verbindet.Wir versuchen nun einen Weg zu �nden, der die Wirkung eines abstrakten Gebildes�� 2 (IP dm)?
� auf ein �f 2 F
;� beschreibt. Dazu beschr�anken wir uns zuerst auf ein



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 24Funktional � aus (IP dm)?
 . Im ersten Fall betrachten wir m = 0. Sei �x das Punktaus-wertungsfunktional der From �x : f 7! f(x). Dann de�nieren wir�x( �f) = �f(x) := (L�(�x); �f)� = (�(� � x); �f)� f�ur alle x 2 
 :Somit gilt �( �f ) = N�Xj=1�j �f(x�j )= N�Xj=1�j�x�j ( �f)= N�Xj=1�j(L�(�x�j ); �f)�= 0@N�Xj=1 �jL�(�x�j ); �f1A�= 0@N�Xj=1 �j�(� � x�j ); �f1A�= (L�(�); �f )� :Betrachten wir nun den Fall m > 0. Sei Y := fy1; : : : ; yQg � 
 ein IP dm-unisolventerPunktsatz und w1; : : : ; wQ eine Lagrange-Basis, bestehend aus Polynomen in IP dm, f�urdie Interpolation auf Y , das hei�t wk(yj) = �kj f�ur alle k; j 2 f1; : : : ; Qg. Dann giltp(�) = QXk=1wk(�)p(yk) f�ur alle p 2 IP dm ;da die Polynome exakt reproduziert werden. F�ur ein willk�urliches x 2 
 de�nieren wirmit �x : f 7! f(x)� QXk=1wk(x)f(yk)ein Funktional aus dem Raum (IP dm)?
. Weiterhin de�nieren wir�f(x) := (L�(�x); �f)�= (�(� � x)� QXk=1wk(x)�(� � yk); �f)� :Mit anderen Worten ist �f so de�niert, da� es auf dem unisolventen Punktsatz Yverschwindet. Es folgt also�( �f ) = N�Xj=1�j �f(x�j )



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 25= N�Xj=1�j(L�(�x�j ); �f)�= (N�Xj=1�j�(� � x�j )� N�Xj=1 QXk=1 �j�(� � yk)wk(x�j ); �f )�= (L��; �f )� � ( QXk=1 �(wk)�(� � yk); �f)�= (L��; �f )� :An dieser Stelle weisen wir darauf hin, da� Y hier einen speziellen IP dm-unisolventenPunktsatz bezeichnet, der von der St�utzstellenmenge der Interpolation verschiedensein kann.Bem. F�ur �� 2 (IP dm)?
� und �f 2 F
;� gilt:��( �f) = (L�(��); �f)� :Beweis:Konvergiere die Folge (�n) 2 (IP dm)?
 gegen �� 2 (IP dm)?
�. Da (�n) eine Cauchy-Folge in (IP dm)?
 ist, ist auch L��n eine Cauchy-Folge in F
;� und konvergiert gegenL���. Daraus folgt ��( �f) = limn!1 �n( �f ) = limn!1(L��n; �f)�= limn!1(L��n; �f)�= ( limn!1L��n; �f )�= (L���; �f)� : 2Das bedeutet, da� wir einen Weg gefunden haben, der die Wirkung eines abstraktenGebildes �� auf ein �f beschreibt.F�uhren wir mitH
;� := ff : 
! IR : f stetig und es existiert ein Cf � 0 mitj�(f)j � Cf � k�k� f�ur alle � 2 (IP dm)?
geine Teilmenge von C(
) ein.Als eine Erg�anzung des oben genannten internen Manuskripts beweisen wir dieBem. f 2 F
;� ist stetig.Beweis: Sei m > 0 und f(x) = (L��x; f)�. Somit giltjf(x)� f(y)j = j(�(� � x)� �(� � y) + QXk=1(wk(y)�wk(x))�(� � yk); f)�j:



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 26Aus der Stetigkeit von � und wk; k = 1; : : : ; Q, sowie der Schwarzschen Ungleichungfolgt die Stetigkeit von f 2 F
;�. Sei nun m = 0 und f(x) = (L��x; f)�. Dann istjf(x)� f(y)j = j(�(� � x)� �(� � y); f)�und so folgt aus der Stetigkeit von � und der Schwarzschen Ungleichung die Behaup-tung. 2Aus j�( �f )j = (L��; �f )�� kL��k� k �fk�= k�k� k �fk�erkennen wir dann, da� F
;� und IP dm jeweils in H
;� enthalten sind.Bem. Der Funktionenraum H
;� enth�alt die direkte Summe F
;� � IP dm = fg� j g� =PN�j=1 �j�(� � x�j ); � 2 (IP dm)?
g � IP dm.Beweis:Wir zeigen nur die Direktheit der Summe. Dazu sei g� 2 F
;� und gleichzeitigg� 2 IP dm. Es gilt�(L��) = �(g�) = 0; da �(p) = 0 f�ur alle p 2 IP dm= (�; �)�:Daraus folgt � = 0 = g�, was die Direktheit der Summe zeigt. 2Bezeichnen wir mitIf := fh 2 H
;� j h(xj) = f(xj) = fj; j = 1; : : : ; Ngdie Menge der Interpolationsfunktionen in H
;�.Es gebe die Bedingung (3.6) erf�ullende Konstanten �j, �k. Die Funktionsf(x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1 �kpk(x) =: g�(x) + p(x)mit � := PNj=1 �j�xj 2 (IP dm)? und p 2 IP dm ist dann nach den �Ubereink�unften ausAbschnitt 3.1 ein Element der Menge der Interpolanten If .Durch kfk� := sup�2(IP dm)?
 ;�6=0 j�(f)jk�k�erkl�aren wir eine Norm auf H
;�=IP dm(
). Dabei istIP dm(
) := ff : 
! IR : f = pj
 mit p 2 IP dmg :Aus der Stetigkeit des Innenprodukts und der Isometrie L� folgt, da� diese Norm aufH
;�=IP dm(
) mit der vorhergehenden De�nition von k:k� auf dem Unterraum F
;�



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 27�ubereinstimmt.Jedes f 2 H
;� de�niert �uber(�f )(�) := �(f); � 2 (IP dm)?
ein lineares Funktional �f auf (IP dm)?
. Es giltj(�f)(�)j = j�(f)j � Cf � k�k�und wir erweitern �f auf (IP dm)?
� mit der selben Schranke. Da (IP dm)?
� ein Hilbert-raum ist und �f ein beschr�anktes Funktional ist, existiert nach dem Satz von F.Rieszein eindeutiges Element ��f 2 (IP dm)?
�, so da� f�ur alle �� 2 (IP dm)?
� die Beziehung(�f )(��) = (��; ��f )�= ��(f)gilt. Wegen der Isometrie gilt��f (L�(��)) = (L�(��f ); L�(��))�= (��f ; ��)�= ��(L���f )= (�f)(��)= ��(f)f�ur alle �� 2 (IP dm)?
�.An dieser Stelle m�ochten wir noch Folgendes verdeutlichen.Bem. Die Abbildung L� : (IP dm)?
� ! F
;� ist isometrisch isomorph.Beweis: Die Isometrie und damit die Injektivit�at folgen �uber die De�nition der Ab-bildung. Es bleibt die Surjektivit�at zu zeigen. Dazu betrachten wir zuerst den Fallm = 0. Es gilt L��x = L��x. Mit f 2 F
;� folgtL��f (x) = (L��x; L��f )�= (�x; �f )�= �x(f)= f(x):Sei nun m > 0 und f 2 F
;�. Dann giltL��f (x) = (L��x; L��f )�= (�x; �f )�= �x(f)= f(x)� QXk=1wk(x)f(yk)= f(x):



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 28Das hei�t L� ist surjektiv. 2Bem. F�ur L�(��f ) 2 F
;� � H
;� und f 2 H
;�=IP dm(
) liegt die Di�erenz f�L�(��f )in H
;�=IP dm(
).Beweis: Es giltj�(f � L�(��f ))j = j�(f) � �(L�(��f ))j� Cf � k�k� + CL�(��f)k�k�= (Cf + CL�(��f))k�k� f�ur alle � 2 (IP dm)?
 :Da f � L�(��f ) 2 C(
), liegt die Di�erenz in H
;�=IP dm(
). 2Mit obiger Bemerkung formulieren wirBem. Die Di�erenz f � L�(��f ) hat im Raum H
;�=IP dm(
) Norm 0 und es folgtH
;�=IP dm(
) = F
;�.Beweis: Aus �(L�(��f )) = (L�(�); L�(��f ))�= (�; ��f )�= (�f)(�)= �(f)ergibt sichkf � L�(��f )k = sup06=�2(IP dm)?
 j�(f � L�(��f ))jk�k� = sup06=�2(IP dm)?
 j�(f) � �(L�(��f ))jk�k�= sup06=�2(IP dm)?
 j�(f)� �(f)jk�k�= 0 :Es gilt also f �L�(��f ) = 0 beziehungsweise f = L�(��f ), woraus H
;�=IP dm(
) = F
;�gefolgert werden kann. 2Seien nun 
1 und 
2 Teilmengen des IRd mit 
1 � 
2 � 
. Unsere bisherigen Erkennt-nisse f�uhren zu demSchlu�, da� dann (IP dm)?
1 � (IP dm)?
2 sowie durch Vervollst�andigungund isometrische Isomorphie F
1;� � F
2;� beziehungsweise (IP dm)?
1� � (IP dm)?
2� undF
1;� � F
2;�.Betrachten wir �f (x) = (L��x; �f )� f�ur x 2 
2, so ist �x 2 (IP dm)?
2 und �f 2 F
2;� �F
1;�; es gibt also einen Weg, ein Element �f 2 F
1;� als eine Funktion auf 
2 � 
1zu interpretieren.Drehen wir dieses Argument herum, so l�a�t sich ein Element �f 2 F
2;� als eine Funk-tion auf 
1 � 
2 interpretieren, denn mit�f(x) = (L��x; �f)� und x 2 
1; �x 2 (IP dm)?
1



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 29sehen wir, da� F
1;� = ffj
1 : f 2 F
2;�g =: F
2;� j
1gilt.Die Erweiterung einer Funktion �f 2 F
1;� auf einen gr�o�eren Bereich 
2 � 
 gen�ugteiner zus�atzlichen Bedingung, die aus �(f) = (L��; �f )�, � 2 (IP dm)?
1 folgt.Habe �g 2 F
2;� die Eigenschaft�(�g) = 0 f�ur alle � 2 (IP dm)?
1;das hei�t �g besitze einenTr�ager nur au�erhalb von 
1. Dann bekommen wir f�ur alleL�� 2 F
1;� � F
2 ;� die Beziehung(L��; �g)� = �(�g) = 0 :Mit Hilfe dieser Erkenntnis formulieren wirTheorem 3.6 Sei � bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf 
 � IRd. Weiterhingelte 
1 � 
2. Dann haben alle �f 2 F
1;� die Eigenschaft( �f; �g)� = 0f�ur alle �g 2 F
2;� mit �(�g) = 0 f�ur alle � 2 (IP dm)?
1 .Beweis: F�ur alle f 2 F
1;� haben wir den Beweis bereits oben gegeben. Durch Ver-vollst�andigung und Stetigkeit des Innenprodukts folgt die Aussage f�ur alle �f 2 F
1 ;�.2Theorem 3.7 Sei � bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf 
 � IRd. Ferner sei
1 � 
2 � 
. Dann gilt F
2 ;� = F
1;� ? G
1
2 ;� ;wobei G
1
2 ;� := f�g 2 F
2;� : �(�g) = 0 f�ur alle � 2 (IP dm)?
1g :Beweis: Die Orthogonalit�at haben wir bereits bewiesen. Wir zeigen noch, da� jedes�g 2 F
2;� durch die Summe ausgedr�uckt werden kann. Sei �g 2 F
2;� orthogonal zuF
1;�. Dann ist f�ur alle � 2 (IP dm)?
1L�(�) 2 F
1;� und (L�(�); �g)� = �(�g) = 0 :Das bedeutet �g 2 G
1
2;�, woraus die Behauptung folgt. 2Sei nun � 2 BPD(m) eine radiale Basisfunktion und ' = �̂ ihre (verallgemeinerte)Fouriertransformierte. Aus der De�nition des Skalarprodukts erhalten wir(�; �)� = N�Xj=1 N�Xk=1 �j�k�(x�j � x�k)= N�Xj=1 N�Xk=1 �j�k(2�)�d ZIRd '(!)ei(x�j�x�k )T! d!



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 30f�ur alle �; � 2 (IP dm)?. Mit (f�; f�)� = (�; �)� und f̂�(!) = PNk=1 �k'(!)e�ixTk !gelangen wir zu der Beziehung(�; �)� = (2�)�d ZIRd '(!) NXj=1�j NXk=1 �kei!T x�j e�i!Tx�k d!= (2�)�d ZIRd '(!) NXj=1�jei!Tx�j NXk=1�ke�i!Tx�k d!= (2�)�d ZIRd '(!) f̂�(!)'(!) f̂�(!)'(!) d!= (2�)�d ZIRd f̂�(!)f̂�(!)'(!) d! :Diese Erkenntnis inspiriert uns dazu, im Folgenden stets das Skalarprodukt(f; g)� := (2�)�d ZIRd f̂(!)ĝ(!)'(!) d! f�ur f; g 2 F
;�zu verwenden.Au�erdem werden wir mit F� immer den Raum F
;� bezeichnen.Besonders gro�e Dienste bei der Fehlerabsch�atzung der hierarchischen Interpolationwird uns folgender Satz erweisen.Satz 3.8 F�ur f 2 F� gilt die Orthogonalit�atsbedingung(f � sf ; sf )� = 0 :Beweis: Es gebe die Bedingung (3.6) erf�ullende Konstanten �j, �k. Die Interpolantesf sei gegeben durchsf(x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1 �kpk(x) =: g�(x) + p(x)mit � :=PNj=1 �j�xj 2 (IP dm)? und p 2 IP dm. Dann gilt(f; sf)� = (f; g� + p)�= (f; g�)�= �(f)= �(sf )= (sf ; g�)�= (sf ; sf )� :Da (�; �)� eine symmetrische Bilinearform ist, folgt die Behauptung. 2



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 313.3 Die PowerfunktionIn diesem Abschnitt wollen wir die Kriging- beziehungsweise Powerfunktion de�nierenund einige Eigenschaften der Powerfunktion aufzeigen.De�nition 3.9 F�ur jeden IP dm-regul�aren Punktsatz X = fx1; : : : ; xNg hei�t die nicht-negative Funktion �m;�;X(x), die de�niert ist durch(�m;�;X)2 (x) := minnuTAu� 2uTR(x) + �(0) j u 2 Km;�;X(x)omit der MengeKm;�;X(x) := 8<:u = (u1; : : : ; uN )T 2 IRN j NXj=1ujp(xj) = p(x) f�ur alle p 2 IP dm9=; ;die Kriging-Funktion.Satz 3.10 Der Vektor u(x) = (u1(x); : : : ; uN (x))T der Lagrangebasisfunktionen u1;: : : ; uN aus der L�osung des Systems (3.7) stimmt f�ur x 2 IRd mit der L�osung u�(x)des MinimierungsproblemsminnuTAu� 2uTR(x) + �(0) j u 2 IRN ; P Tu = S(x)o�uberein.Der Beweis be�ndet sich in Wu/Schaback [23] oder Wendland [21]. 2In Abschnitt 3.4 werden wir eine lokale Fehlerabsch�atzung der Form jf(x)� sf (x)j �kfk� � P�(x);X erhalten. Dabei tritt die Powerfunktion P�(x);X auf.De�nition 3.11 Die Powerfunktion P�;X (x) ist gegeben durchP 2�;X (x) = (2�)�d ZIRd ������ NXj=1 uj(x)eixTj ! � eixT!������2 �̂(!) d! : (3.9)Mit Hilfe von Wu/Schaback [23] formulieren wirTheorem 3.12 Sei ' die verallgemeinerte Fouriertransformierte von �. Die Funktion' besitze die Eigenschaft0 < '(!) � c � ( k!k�d�s0 f�ur k!k ! 0k!k�d�s1 f�ur k!k ! 1 )mit den Konstanten c 2 IR�0; s0; s1 2 IR, wobei wir zus�atzlich voraussetzen, da�s1 > 0 und s0 < 2m.Dann ist das Integral (3.9) wohlde�niert.



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 32Beweis: Wir wollen hier nur einige wichtige Beweisgedanken aufgreifen.Die Funktion PNj=1 uj(x)eixTj ! � eixT! hat in ! = 0 eine Nullstelle der Ordnung m,denn f�ur ! = 0 verbleiben in den AbleitungenDa( NXj=1uj(x)eixTj ! � eixT!) = ijaj( NXj=1uj(x)xajeixTj ! � xaeixT!)nur polynomiale Anteile der Ordnung a, die wegen der IP dm-reproduzierenden Eigen-schaft der uj f�ur jedes a 2 INd0 mit jaj < m verschwinden.So besitzt ���PNj=1 uj(x)eixTj ! � eixT!���2 in Null eine Nullstelle der Ordnung 2m. Folg-lich ist ' � ���PNj=1 uj(x)eixTj ! � eixT!���2 in Null integrierbar. Au�erdem ist mit ' auch' � ���PNj=1 uj(x)eixTj ! � eixT!���2 im Unendlichen integrierbar. 2Bem. Im �ubrigen erf�ullen alle von uns betrachteten radialen Basisfunktionen die obi-gen Bedingungen, wie Kapitel 2 zu entnehmen ist.F�ur die Powerfunktion und � 2 L1(IRd) gilt auchP 2�;X (x) = (2�)�d ZIRd ������ NXj=1 uj(x)eixTj ! � eixT!������2 �̂(!) d!= (2�)�d ZIRd �̂(!) ������ NXj=1uj(x)ei!T (x�xj) � 1������2 d!= (2�)�d ZIRd �̂(!)8<: NXj=1 NXk=1uj(x)uk(x)ei(xk�xj)T!� NXj=1 uj(x)ei(x�xj)T! � NXk=1 uk(x)ei(xk�x)T! + ei(x�x)T!9=; d!= (2�)�d8<: NXj=1 NXk=1uj(x)uk(x) ZIRd ei(xk�xj)T!�̂(!) d!� NXj=1 uj(x) ZIRd ei(x�xj)T!�̂(!) d! � NXk=1 uk(x) ZIRd ei(xk�x)T!�̂(!) d!+ ZIRd ei0�!�̂(!) d!�= NXj=1 NXk=1uj(x)uk(x)�(xk � xj)� 2 NXj=1uj(x)�(x� xj) + �(0)= uTAu� 2uTR(x) + �(0) :Die Powerfunktion stimmt also f�ur u(x) = u�(x) mit der Kriging-Funktion �uberein; imFolgenden werden wir meist nur noch von der Powerfunktion sprechen. Wir k�onnenalso die Kriging-Funktion �uber ein Integral ausdr�ucken. Dieses erkl�art auch die Wahlder additiven Konstanten �(0) in De�nition 3.9.



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 33Lemma 3.13 Die Powerfunktion P 2�;X (x) ist stetig.Beweis: Betrachten wir das lineare Gleichungssystem (3.7) A PP T 0 ! u(x)v(x) ! =  R(x)S(x) ! :Die rechte Seite dieses Gleichungssystems h�angt stetig von x ab, weil insbesonderedie radiale Basisfunktion � stetig ist. Da wir davon ausgehen, da� das System (3.7)eindeutig l�osbar ist, k�onnen wir die L�osung durch A PP T 0 !�1  R(x)S(x) ! =  u(x)v(x) !berechnen. Somit wird klar, da� u(x) 2 IRN stetig ist. Schreiben wir die Powerfunktionals P 2�;X(x) = uT (x)Au(x)� 2uT (x)R(x) + �(0);so erkennen wir die Stetigkeit der Powerfunktion. 2F�ur unsere lokale Fehlerabsch�atzung messen wir die Dichte der St�utzstellen xj durchh�(x) := supkx�yk�� min1�j�N ky � xjkf�ur festes � > 0. Bemerke, da� h�(x) von X und � abh�angt, aber nicht von �.N�aheres �uber die G�ute der Interpolation bei Fehlerabsch�atzungen der Form jf(x) �sf (x)j � kfk� � P�;X(x) l�a�t sich durch Untersuchung der von der Funktion f unab-h�angigen Powerfunktion ermitteln. Dazu f�uhren wir zuerst ein grundlegendes Lemmaan.Lemma 3.14 F�ur � 2 IR>0 und k 2 IN existieren positive reelle Konstanten h0; c1; c2,so da� f�ur jeden Punktsatz fx1; : : : ; xNg � IRd mit paarweise verschiedenen Punktenxj und jeden Punkt x 2 IRd, derh�(x) = supkx�yk�� min1�j�N ky � xjk � h0erf�ullt, ein Vektor ~u(x) = (~u1(x); : : : ; ~uN(x))T 2 IRN mit PNj=1 ~uj(x)p(xj) = p(x); p 2IP dk , existiert, der den Ungleichungenkxj � xk = c1h�(x) f�ur alle j = 1; : : : ; N mit ~uj(x) 6= 0 undNXj=1 j~uj(x)j � c2gen�ugt.



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 34Beweis:Obiges Lemma ist ein Spezialfall des Lemmas 5.1 aus Wu/Schaback [23]. Dort�ndet sich auch der etwas allgemeinere Beweis. Die verwendeten Konstanten lautenM := max 1; 2(k � 1)(2k � 1)k d+ k � 1d !dk=2kR�1k k1! ;Rk := (��)0�j�j;j�j�k�1(multivariate Form der klassischen Vandermonde Matrix)c1 := 1 +M(k � 1)pdc2 := 2(k � 1)! d+ k � 1d !2kR�1k k1h0 := �M(k � 1) : 2Wir gelangen auf diesem Wege zuTheorem 3.15 Gen�uge � der Voraussetzung von Theorem 3.12 und sei � 2 IR>0gegeben. Dann existieren positive reelle Konstanten h0 und C, so da� f�ur jeden Punkt-satz X = fx1; : : : ; xNg � IRd mit paarweise verschiedenen Punkten und jeden Punktx 2 IRd mit h�(x) = supky�xk�� min1�j�N ky � xjk � h0die Kriging-Funktion durch �m;�;X(x) � C � hs1=2� (x)beschr�ankt werden kann.Beweis: Der Beweis verwendet Lemma 3.14 und be�ndet sich in Wu/Schaback [23].2Man kann also s1 als eine die Interpolationsg�ute bestimmende Konstante ansehen.Diese Konstante h�angt von der zur Interpolation verwendeten radialen Basisfunktion� ab. In Kapitel 2 haben wir bekannte radiale Basisfunktionen vorgestellt. Deshalbm�ochten wir im folgenden Satz den Wert der Konstanten s1 f�ur diese radialen Basis-funktionen angeben.Satz 3.161. F�ur die Gaussians kann der Wert der Konstanten s1 > 0 beliebig gew�ahlt wer-den.2. Die Konstante s1 kann f�ur die Multiquadrics, wie auch f�ur die inversen Multi-quadrics, beliebig gew�ahlt werden.3. Der Wert der Konstanten s1 > 0 bel�auft sich f�ur die Funktionen �(x) =(�1)d�=2ekxk� mit � > 0, � 62 2IN , auf s1 = �.



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 354. Werden die Thin-Plate Splines wie in Kapitel 2 de�niert, so besitzt die Konstantes1 den Wert s1 = 2k.5. Die Konstante s1 hat f�ur den Euklidischen Hut den Wert s1 = 1.6. F�ur die Wendland-Funktionen  l;k := Ik l ergibt sich s1 = 2k + 1.Wir werden nun bekannte Schranken der FormP 2�;X(x) � F�;� (h�(x))angeben, wobei F�;� : IR�0 �! IR�0 eine f�ur h ! 0 monoton fallende Funktion mitF�;�(0) = 0 ist.Die Funktion F�;� ist abh�angig vom Verhalten der verallgemeinerten Fouriertransfor-mierten ' von � im Unendlichen. Folgende Tabelle gibt uns einen �Uberblick �uberbekannte Beispiele f�ur Funktionen F�;�.�(x) = �(r); r = kxk F�;�(h�)r� ; � 2 IR>0 n 2IN const � h��(�1)1+�=2r� log r ; � 2 2IN const � h��Thin-Plate Spline(2 + r2)�=2 ; � 2 IR n 2IN�0 const � e� �h�Multiquadrics � > 0e��r2 ; � > 0 const � e� �h2�Gaussians � > 02�d�d=2�( d+12 )�(1=2) R p4�2�r22�0 tdp1�t2 dt ; 0 � r � 2� const � h1�Euklidischer Hut l;k(r) = Ik l(r) ; l = bd2c+ k + 1 const � h2k+1�Wendland-FunktionenTabelle 2:Wir sind also in der Lage, das Verhalten der Kriging- beziehungsweise Powerfunktionund damit nach Abschnitt 3.4 auch das Fehlerverhalten der Interpolation mit radialen



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 36Basisfunktionen durch das Verhalten der Fouriertransformierten der Basisfunktion imUnendlichen, zu beschreiben.Da wir die radiale Basisfunktion � unter Umst�anden skalieren werden, beleuchten wirjetzt den E�ekt der Skalierung von � hinsichtlich der Auswirkungen auf die Power-funktion P�;X n�aher.Dazu sei � 2 BPD(m) eine radiale Basisfunktion mit der skalierten Version ��(�) =�(�=�), '�(�) = �d'(��), wobei wie bisher ' : IRd n f0g �! IR�0 die verallgemeinerteFouriertransformierte von � ist.Wie wir bereits erkannt haben, ist die optimale Powerfunktion der Interpolation inF�� gegeben durchP 2�� ;X(x) = (2�)�d minuj(x) ZIRd '�(!) ������ NXj=1uj(x)ei!T xj � ei!Tx������2 d!f�ur X = fx1; : : : ; xNg � IRd; x 2 IRd.Dabei sei f�ur uj(x); j = 1; : : : ; N , die IP dm-reproduzierende Eigenschaft wie in Ab-schnitt 3.1 vorausgesetzt.Lemma 3.17 Mit � 2 IR>0 und X = fx1; : : : ; xNg � 
 gilt f�ur die PowerfunktionP 2�� ;X(x) = P 2�;X=�(x=�) :Beweis: Durch die Skalierung der radialen Basisfunktion � ergibt sich f�ur das Glei-chungssystem (3.7) aus Abschnitt 3.1 A�� ;X PP T 0 ! u�(x)v�(x) ! =  R�(x)S(x) !mit R�(x) = (��(x� x1); : : : ;��(x� xN))T= ���x� x1� � ; : : : ;��x� xN� ��T ;A�� ;X = (��(xi � xk))1�i;k�N undP und S wie bisher.Eine einfache Reskalierung �! = � ergibt nunP 2�� ;X(x) = (2�)�d ZIRd '�(!) ������ NXj=1 u�;j(x)ei!Txj � ei!T x������2 d!= (2�)�d ZIRd �d'(�) ������ NXj=1u�;j(x)ei(�=�)Txj � ei(�=�)Tx������2 1�d d�= (2�)�d ZIRd '(�) ������ NXj=1u�;j(x)ei(�=�)Txj � ei(�=�)Tx������2 d�



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 37= (2�)�d ZIRd '(�) ������ NXj=1uj(x� )ei�T xj=� � ei�Tx=�������2 d�= P 2�;X=�(x=�) : 2Skalieren wir nun h�;X(x), so bekommen wirh�;X=�(x=�) = supky�x=�k�� min1�j�N ky � xj=�k= 1� supk�y�xk��� min1�j�N k�y � xjk= 1� supkz�xk��� min1�j�N kz � xjk= 1� h��;X(x) :Zusammenfassend ergibt sichP 2�� ;X(x) = P 2�;X=�(x=�)� F�;�(h�;X=�(x=�))= F�;�(1�h��;X(x)) :Die gewonnenen Erkenntnisse k�onnen wir zur lokalen Fehlerabsch�atzung von jf(x)�sf (x)j verwenden, wie in den Abschnitten 3.4 beziehungsweise 4.3 zu sehen sein wird.3.4 Fehlerabsch�atzungIm Folgenden sei die zu interpolierende Funktion f : IRd �! IR stets aus dem Funk-tionenraum F�, den wir in Abschnitt 3.2 eingef�uhrt haben.Mit den Erkenntnissen der vorherigen Abschnitte haben wir eine "Lagrange-artige\Darstellung der Interpolanten sf zu der zu approximierenden Funktion f gefunden:sf (x) = NXj=1 uj(x)f(xj); uj(xl) = �jl; 1 � j; l � N;mit pk(x) = NXj=1uj(x)pk(xj); 1 � k � Qbeziehungsweise p(x) = PNj=1 uj(x)p(xj) f�ur alle p 2 IP dm, d.h. Polynome aus IP dm wer-den reproduziert. Da wir von IP dm-regul�aren Punkts�atzen ausgehen, ist die Darstellungeindeutig.Wir m�ochten nun den Fehler jf(x)� sf (x)j lokal absch�atzen:



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 38Satz 3.18 Die Funktion f sei aus dem Raum F�. Dann gilt f�ur den Approximations-fehler f(x)� sf (x) die Beziehungf(x)� sf(x) = (2�)�d ZIRd f̂(!)0@eixT! � NXj=1uj(x)eixTj !1A d! :Beweis: Gen�uge die Fouriertransformierte von f der Beziehungf(x) = (2�)�d ZIRd f̂(!)eixT! d! :Dann giltf(x)� sf(x) = f(x)� NXj=1uj(x)f(xj)= (2�)�d ZIRd f̂(!)eixT! d! � (2�)�d NXj=1 uj(x) ZIRd f̂(!)eixTj ! d!= (2�)�d ZIRd f̂(!)0@eixT! � NXj=1 uj(x)eixTj !1A d! :Die Behauptung l�a�t sich auch im Sinne der Distributionentheorie beweisen, wobeiman unter anderem verwendet, da� die verallgemeinerte Fouriertransformierte einenAutomorphismus in S 0 beschreibt. 2Sei wie bisher der Raum F� mit der Norm k � k� ausgestattet. Ferner bezeichne P�;Xdie Kriging- beziehungsweise Powerfunktion aus Abschnitt 3.3.Mit diesen �Ubereink�unften erhalten wir f�ur die lokale Fehlerabsch�atzung:Satz 3.19 F�ur f 2 F� und festes x 2 IRd giltjf(x)� sf(x)j2 � kfk2� � P 2�;X(x) :Beweis: Nach unseren Erkenntnissen sindf̂=p' und p' � vx;umit vx;u(!) := eixT! �PNj=1 uj(x)eixTj ! Elemente des Raumes L2(IRd) (vgl. auch Ab-schnitt �uber die Powerfunktion). Das Produktf̂p' � p' � vx;uist somit aus dem Raum L1(IRd) aller absolut integrierbaren Funktionen. Deshalbdarf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwendet werden, und wir erhalten dieFehlerabsch�atzung jf(x)� NXj=1uj(x)f(xj)j � kfk� � P�;X(x)



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 39f�ur jedes f 2 F�. 2Bem. F�ur die skalierte Version der radialen Basisfunktion � ergibt sichjf(x)� sf(x)j2 � kfk2�� � P 2�� ;X(x) ;wobei ��(�) = �(�=�) und '�(�) = �d'(��).Die Ergebnisse von Abschnitt 3.3 verhelfen uns zujf(x)� sf(x)j2 = kfk2�� � P 2�� ;X(x)= kfk2�� � P 2�;X=�(x=�)� kfk2�� � F�;� �1�h��;X(x)� :Insbesondere bei der Fehlerabsch�atzung der hierarchischen Interpolation werden wirdas folgende Theorem ben�otigen. Da es aber von der hierarchischen Vorgehensweiseunabh�angig ist, wollen wir es bereits an dieser Stelle anf�ugen. Es wird sich auch eineversch�arfte Fehlerabsch�atzung gegen�uber Satz 3.19 ergeben.Theorem 3.20 Sei � : IRd �! IR eine bedingt positiv de�nite radiale Basisfunkti-on der Ordnung m mit einer nichtnegativen verallgemeinerten Fouriertransformierten�̂ = ' auf IRd n f0g. 
 � IRd sei eine beschr�ankte Menge. Ferner sei g : IRd �! IReine Funktion mit folgenden Eigenschaften:1. g besitzt h�ochstens polynomiales Wachstum2. die verallgemeinerte Fouriertransformierte ĝ von g erf�ulltkgk2� = (2�)�d ZIRd jĝ(!)j2='(!) d! <1und3. ĝ = �̂ � ĥg mit hg 2 L2(IRd) und supp(hg) � 
 .Dann gilt khgk2L2(
) = khgk2L2(IRd) = kgk2���= (2�)�d ZIRd jĝ(!)j2='2(!) d! :Die Bedingung, da� sich ĝ als ĝ = �̂ � ĥg schreiben l�a�t, bedeutet g = � � hg imdistributionellen Sinn. Es ist leicht einzusehen, da� f�ur Funktionen der Formg(x) = NXj=1 cj�(x� xj); xj 2 
; oderg(x) = Z
 �(x� y)c(y) dy; c : 
 �! IR



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 40mit geeigneten Voraussetzungen an c, die obigen Bedingungen erf�ullt sind. Hierbei istsupp(hg) � 
 durch Konstruktion. F�ur alle v 2 F� und alle � 2 (IP dm)? mit �(v) = 0k�onnen wir aufgrund der Beziehungen aus Abschnitt 3.2(g; v)� = (g�; v)� = �(v) = 0herleiten.Geben wir nun einen kurzen Beweis des Theorems.Beweis: Es gilt 1 > khgk2L2(
) = Z
 jhg(x)j2 dx= ZIRd jhg(x)j2 dx= (2�)�d ZIRd jĥg(!)j2 d!= (2�)�d ZIRd jĝ(!)j2'2(!) d!= kgk2���: 2Wie man aus dem Beweis erkennt, steht hg 2 L2(IRd) in Verbindung damit, da�g 2 F���.Wir setzen also mit Theorem 3.20 voraus, da� g 2 F� beziehungsweise f�ur skalierteVersionen der radialen Basisfunktion g 2 F�� und gleichzeitig liege g im Raum F���beziehungsweise im Raum F����� .Im Folgenden fordern wir stets, da� die zu interpolierende Funktion f : IRd �! IR,sowie die radiale Basisfunktion � beziehungsweise �� die Voraussetzungen von Theo-rem 3.20 erf�ullen. Betrachten wir jetzt den Term kf � sfk�� etwas ausf�uhrlicher.Aufgrund der Orthogonalit�atsbedingung(f � sf ; f � sf)�� = (f � sf ; f)��aus Satz 3.8 erhalten wirkf � sf;k2�� = (2�)�d ZIRd j(f̂ � ŝf )(!)j2'�(!) d!= (2�)�d ZIRd (f̂ (!)� ŝf(!))f̂ (!)'�(!) d!= (2�)�d ZIRd(f̂(!)� ŝf (!))0@ f̂'�1A (!) d!= ZIRd(f(!) � sf (!)) f̂'�!_(!) d!



3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONEN 41= ZIRd(f(!) � sf (!))hf (!) d!= Z
(f(!)� sf (!))hf(!) d! :Hierbei haben wir die Voraussetzungen an f und hf benutzt, besonders in Bezugauf die Integrationsgrenzen. Unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichungbekommen wir kf � sfk2�� � kf � sfkL2(
) � khfkL2(
)= kf � sfkL2(
) � kfk����� :Das Ziel unserer n�achsten Betrachtung ist der Term kf � sfkL2(
).Interpolieren wir f � sf durch die Null-Funktion auf dem Datensatz X, so erhaltenwir die Absch�atzung jf(x)� sf (x)j � kf � sfk�� � P�� ;X(x) :Dadurch k�onnen wir kf � sfkL2(
) weiter absch�atzen:kf � sfk2L2(
) = Z
 jf(x)� sf (x)j2 dx� kf � sfk2�� � Z
 1 � P 2�� ;X(x) dx= kf � sfk2�� � kP�� ;Xk2L2(
) :Da die Powerfunktion P�� ;X stetig ist, existiert kP�� ;Xk2L2(
). Kombinieren wir diesesErgebnis mit unserer vorherigen Ungleichung, so gelangen wir zu einer Absch�atzungdes Terms kf � sfk�� , die wir im folgenden Satz formulieren.Satz 3.21 Erf�ullen die Funktion f : IRd �! IR und die radiale Basisfunktion �� dieVoraussetzungen von Theorem 3.20, so folgt die Absch�atzungkf � sfk�� � kfk�����kP�� ;XkL2(
) :Wie erw�ahnt bekommen wir damit eine versch�arfte Fehlerabsch�atzung gegen�uber Satz3.19.Satz 3.22 Seien f�ur die Funktion f : IRd �! IR und die radiale Basisfunktion �� dieVoraussetzungen von Theorem 3.20 erf�ullt. Dann gilt die Absch�atzungjf(x)� sf(x)j2 � kfk2�����kP�� ;Xk2L2(
) � P�� ;X(x)2 :Wir sind also in der Lage, den Fehler f(x) � sf (x) durch ein Produkt abzusch�atzen,dessen einer Faktor von f und der radialen Basisfunktion � abh�angt und dessen an-dere Faktoren von f unabh�angig sind. Diese Tatsache wird uns in Kapitel 4 bei derFehlerabsch�atzung der hierarchischen Interpolation mit radialen Basisfunktionen vongro�em Nutzen sein.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 424 Hierarchische Interpolation mit radialen Basis-funktionen4.1 Vorstellung der hierarchischen InterpolationDie Kondition der Interpolationsmatrix und die Approximationsg�ute h�angen starkvom Separationsabstand des zugeh�origen Datensatzes ab. Aus diesem Grund f�uhrenwir eine iterierte Interpolation mit radialen Basisfunktionen auf fortlaufend "feiner\werdenden Datens�atzen ein. Stellen wir nun die hierarchische Interpolation mit radia-len Basisfunktionen vor.Gegeben sei ein Datensatz X = fx1; : : : ; xNg � IRd ;wobei N 2 IN gro� und X eine Teilmenge der kompakten Menge 
 in IRd ist.Wir zerlegen nun den Datensatz X in fortlaufend "gr�obere\ Datens�atze in folgenderWeise : X1 � : : : � XM�1 � XM =: X :Dieses erlaubt uns, die Interpolation in M Schritte aufzuspalten. Desweiteren f�uhrenwir folgende De�nitionen einhXj ;� := supx2
 supky�xk�� minxi2Xj ky � xikqXj := 12 minxi 6=xk2Xj kxi � xkkf�ur 1 � j � M . Dabei ist qXj der Separationsabstand. Das Kriterium f�ur die Zerle-gung der Datens�atze ist, da� der Separationsabstand qXi�1 nach M�oglichkeit gr�o�ersein sollte als qXi. Dieses impliziert, da� man das Paar von Punkten mit dem gering-sten Abstand lokalisieren mu�, um dann einen dieser Punkte zu entfernen. Auf einenAlgorithmus, der den Datensatz X in S�atze Xk zerlegt, m�ochten wir nicht n�aher ein-gehen. Wir k�onnen dazu aber auf die Arbeit von Floater und Iske [3] verweisen.hXk ;� � qxk bedeutet, da� der zugeh�orige Datensatz asymptotisch gleichm�a�ig verteiltist; d.h. es treten keine "L�ocher\ oder keine "H�aufungen\ auf.Kommen wir nun zur Vorgehensweise bei der hierarchischen Interpolation mit radialenBasisfunktionen. Wir w�ahlen �1 als radiale Basisfunktion zum gr�obsten Datensatz X1.Die Interpolante sf;1 zu f : 
 �! IR auf dem Satz X1 berechnen wir mit Hilfe derBasisfunktion �1 anhand der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.1.In �ahnlicher Weise verfahren wir weiter:Sind die Interpolanten sf;1; sf;2; : : : ; sf;jberechnet, so interpolieren wir f � sf;1 � sf;2 � : : :� sf;j durch die radiale Basisfunk-tion �j+1 auf dem Datensatz Xj+1; das Ergebnis sei die Interpolante sf;j+1. Dabei ist�j+1 proportional zu hXj ;� beziehungsweise qXj zu skalieren. Obiges Verfahren wird



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 43bis j = : : : ;M � 1;M wiederholt.Das Hauptprinzip dieser Strategie besteht darin, grundlegende Eigenschaften des Gra-phen von f in den ersten Schritten der Interpolation zu erhalten, w�ahrend die feinerenDetails in den letzten Schritten auftauchen.Somit erhalten wir als Endergebnissf;M(xi) = f(xi)� M�1Xk=1 sf;k(xi)f�ur x(M)i = xi 2 XM = X; 1 � i � N , d.h.sf := sf;1 + sf;2 + : : :+ sf;Minterpoliert f auf dem Datensatz X.Ziel wird es sein, dabei die einzelnen lokalen Fehlerabsch�atzungenjf(x)� sf;1(x)� : : :� sf;i(x)j; 1 � i �M;zu betrachten; diese k�onnen uns dann zur gesuchten �nalen Fehlerabsch�atzung jf(x)�sf (x)j f�uhren.4.2 Kondition des InterpolationsproblemsDas Rechnen mit endlicher Genauigkeit hat zur Folge, da� in der Regel bereits dieKoe�zienten ajk und bi des zu l�osenden Gleichungssystems Ax = b im Rechner nichtexakt darstellbar sind. Falls sie, wie in unserem Interpolationsfall, ihrerseits das Er-gebnis einer Rechnung sind, sind sie zudem oft mit Rundungsfehlern behaftet. Deshalbsoll in diesem Abschnitt die Emp�ndlichkeit der L�osung x auf St�orungen in den Ko-e�zienten beleuchtet werden.De�nition 4.1 Die Norm einer Matrix A ist gegeben durchkAkp;q := supkxkp 6=0 kAxkqkxkp ;wobei p; q 2 IN [ f1g.Es sollen nun zu den Normen k:kp mit 1 � p � 1 auf IRn beziehungsweise k:kqmit 1 � q � 1 auf IRm passende beziehungsweise zugeordnete Matrixnormen k:kp;qaufgelistet werden.Hierbei wird die Matrix A als A = (aij) geschrieben, wobei i der Zeilen- und j derSpaltenindex sei. Es ergeben sich folgende BeispielekAk1;1 := max1�i�m nXj=1 jaijjkAk1;1 := max1�j�n mXj=1 jaijjkAk2;2 := maxn+p� j � 2 IR;ATAx = �x f�ur ein x 2 IRn; x 6= 0o



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 44Im Folgenden seien Vektor- und Matrixnormen stets so gew�ahlt, da� sie multiplikativund zueinander passend sind.De�nition 4.2 �(A) := kAk � kA�1k hei�t die Konditionszahl der Matrix A bez�uglichder verwendeten Matrixnorm.Mit Hilfe der Konditionszahl �(A) kann man den St�orungseinu� beziehungsweise dienumerische Stabilit�at von L�osungen linearer Gleichungssysteme beschreiben. Grundle-gende Eigenschaften von Matrixnormen und Konditionszahl �ndet man zum Beispielin Schaback [17] oder Schwarz [18].Bem. Die Konditionszahl �(A) ist durch Eins nach unten beschr�ankt, denn es giltstets 1 � kIk = kAA�1k � kAkkA�1k = �(A) :Satz 4.3 (St�orungstheorie linearer Gleichungssysteme) F�ur A 2 IRn�n mitdetA 6= 0; b 2 IRn; b 6= 0 und x 2 IRn gelte Ax = b und f�ur St�orungen �x 2 IRn;�b 2IRn;�A 2 IRn�n auch (A+�A)(x+�x) = b+�b. Ferner gelte mit �(A) = kAkkA�1kdie Absch�atzung �(A) � k�Ak=kAk < 1. Dann folgtk�xkkxk � �(A)1 � �(A)k�AkkAk  k�AkkAk + k�bkkbk ! :Obiger Satz zeigt, da� man lediglich durch eine Erniedrigung der Konditionszahl derKoe�zientenmatrix den Einu� der Eingabefehler auf die L�osung verringern kann.Bem. Der relative Eingangsfehler k�Ak=kAk ist mindestens so gro� wie die Maschi-nengenauigkeit eps anzusetzen, und deshalb sind Gleichungssysteme mit �(A) > 1=epsdurch kein Verfahren auf einer Maschine mit Genauigkeit eps zuverl�assig l�osbar.Schwarz stellt in [18] folgende Daumenregel aufDaumenregelWird ein lineares Gleichungssystem Ax+b = 0 mit d-stelliger dezima-ler Gleitkommarechnung gel�ost, und betr�agt die Konditionszahl �(A) � 10�, so sind aufGrund der im allgemeinen unvermeidlichen Eingangsfehler in der berechneten L�osung,stets bezogen auf die betragsgr�o�te Komponente, nur d� �� 1 Dezimalstellen sicher.Man ist also bestrebt, die Kondition einer Matrix A nach oben abzusch�atzen, wozuman meist kAk und kA�1k einzeln absch�atzt. Diesen Weg wollen wir nun weiter ver-folgen.Als Norm f�ur ein x 2 IRN soll in unserem Fall immer die euklidische Norm stehen,d.h. kxk = kxk2 = �PNj=1 x2j�1=2, beziehungsweise die zugeordnete Matrixnorm.Ausgehend von der Situation, da� eine radiale Basisfunktion � 2 BPD(m), DatenX = fx1; : : : ; xNg � IRd mit paarweise verschiedenen xj; 1 � j � N , und St�utzstelleny = ff1; : : : ; fNg 2 IRN gegeben sind, suchen wir f�ur unser Interpolationsproblem ausAbschnitt 3.1 die eindeutig bestimmten � 2 IRN ; � 2 IRQ, die das Gleichungssystem A PP T 0 ! �� ! =  y0 ! (4.10)



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 45erf�ullen, wobei wie bisher A = (�(xj � xk))1�j;k�N und P = (pk(xl))1�l�N;1�k�Q ge-setzt war.Ist � sogar (unbedingt) positiv de�nit, so verringert sich das System (4.10), wie wirbereits erkannt haben, zu A� = y ;welches die eindeutige L�osung � = A�1y besitzt.Aus der Numerik ist uns bekannt, da� kA�1k gerade das Reziproke des kleinstenEigenwertes von A ist. Deshalb liefert im Fall der positiven De�nitheit von � diefolgende Absch�atzung der zugeordneten quadratischen FormaTAa = NXj=1 NXk=1 ajak�(xj � xk) � � NXj=1 a2j = �aTa f�ur alle a 2 IRNsofort die obere Schranke kA�1k � 1� ;sofern � > 0.Im Fall � 2 BPD(m) mit m > 0 fordern wir, da� die Matrix P injektiv ist, d.h. derPunktsatz X = fx1; : : : ; xNg ist IP dm-regul�ar. Unter dieser Voraussetzung l�a�t sich dasGleichungssystem (4.10) auf Gx = y reduzieren, wobei die Matrix G mit Hilfe derOrthogonalprojektionpVm(X) : IRN �! Vm(X) := fv 2 IRN : vj = p(xj) mit p 2 IP dm; 1 � j � Ngerkl�art wird durch G = Ap?Vm(X) + pVm(X)(vgl. Narcowich/Ward [13]). Das orthogonale Komplement von Vm(X) bezeichnen wirmit Vm(X)? = fv 2 IRN : NXj=1 vjp(xj) = 0 f�ur alle p 2 IP dmg :Ebenfalls in Narcowich/Ward [13] wird der nachstehende Zusammenhang zwischenden Schranken der quadratischen Form und den Schranken von kG�1k bewiesen.Satz 4.4 Mit den obigen Bezeichnungen folgt ausNXj=1 NXk=1 ajak�(xj � xk) � � NXj=1 a2j f�ur alle a 2 Vm(X)?mit � > 0 die Invertierbarkeit der Matrix G und die Absch�atzungkG�1k � p2�� maxf1;��1g ;wobei � = kAp?Vm(X)k.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 46Da sich � unter anderem durch� � kAk � N max1�j;k�N �(xj � xk)weiter absch�atzen l�a�t, ist also die Bestimmung von � von gro�em Interesse.Zur Angabe der Schranke � der quadratischen Form ist eine KonstanteCd := 4 "3d�1�2(d2 + 1)�# 1d+1erforderlich, die von der Raumdimension d abh�angt. Tabelle 3 enth�alt die Werte derKonstanten Cd f�ur die Raumdimensionen von eins bis acht.d 1 2 3 4 5 6 7 8Cd 6.2832 8.4492 10.6347 12.8285 15.0265 17.2271 19.4292 21.6325Tabelle 3: CdErg�anzend zu Kapitel 2 wollen wir nun f�ur spezielle, von uns verwendete, radialeBasisfunktionen den Wert � angeben. Die Berechnung der jeweiligen Schranken �kann man mit Wendland [21] nachvollziehen.Korollar1. F�ur �(x) = e��kxk mit � > 0 hat die zugeh�orige quadratische Form eine untereSchranke mit � = Cdd2d+1�d=2�(d2 + 1)q�dX e� C2d�q2X :2. Die den Multiquadrics zugeordnete quadratische Form besitzt eine untere Schran-ke mit � = � 12 c d+��12 C d���12d2d+1j�(��2 )j�(d2 + 1)q �+1�d2X e� 2cCdqX :3. F�ur �(x) = (c2 + k!k2)� �2 mit �; c > 0 hat die zugeordnete quadratische Formim Fall jd� �j � 1 eine untere Schranke mit� = �1=2c d���12 C d+��12d2d+1�(�2 )�(d2 + 1)q� d+��12X e� 2cCdqX :Im Fall jd� �j < 1 ergibt sich f�ur �� = �1=2c d���jd��j2 C d+��jd��j2d2 jd��j+12 +d+1�(�2 )�( jd��j+12 )�(d2 + 1)q� d+��jd��j2X  1 + 2cCdqX ! jd��j�12 e� 2cCdqX :



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 474. F�ur �(x) = (�1)d�=2ekxk� mit � > 0; � =2 2IN erh�alt man� = �(d+�2 )2d+1j�(��2 )j�(d2 + 1)C�d q�X :5. F�ur die quadratische Form, die �(x) = (�1)k+1kxk2k log kxk mit k 2 IN zuge-ordnet ist, existiert eine untere Schranke mit� = �(d2 + k)k!2d+2C2kd �(d2 + 1)q2kX :6. Da die Fouriertransformierte �̂ des Euklidischen Huts Nullstellen besitzt, lassensich die g�angigen Techniken zur Bestimmung der unteren Schranke der zugeh�ori-gen quadratischen Form nicht anwenden.Die Ergebnisse zeigen, da� sich bei Gaussians, Multiquadrics und inversen Multiqua-drics nur obere Schranken f�ur kA�1k beziehungsweise kG�1k ergeben, die mit sichverringerndem SeparationsabstandqX = 12 min1�j 6=k�N kxj � xkkexponentiell gr�o�er werden. Bei den Thin-Plate Splines und den Funktionen r� mit� =2 2IN wachsen dagegen die Schranken f�ur qX ! 0 h�ochstens polynomial.Da die untere Schranke � der quadratischen Form vom Separationsabstand qX ab-h�angt, k�onnen wir � als eine Funktion G�(qX) au�assen.Untersuchen wir nun den Einu� der Skalierung von � durch ��(�) = �(�=�) mit Blickauf die quadratische FormaTA�� ;Xa = NXj=1 NXk=1 ajak��(xj � xk)f�ur X = fx1; : : : ; xNg � IRd; � > 0 und a 2 IRN . Verwenden wir '�(!) = �d'(�!), sobekommen wir aTA�� ;Xa = (2�)�d ZIRd '�(!) ������ NXj=1 ajei!T xj ������2 d!= (2�)�d ZIRd '(�) ������ NXj=1 ajei�T xj=�������2 d�= aTA�;X=�a :Dabei erf�ulle � die Bedingungen des Theorems 3.12 aus Abschnitt 3.3.Wie wir leicht erkennen, gilt die Identit�at A�� ;X = A�;X=�. Mit anderen Worten kanndie Interpolation auf dem Datensatz X mit der Basisfunktion �� als Interpolation mit



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 48� auf dem Satz X=� verstanden werden.Die Schranken f�ur den kleinsten Eigenwert von A sind von der FormaTA�;Xa � kak22G�(qX) :Durch die Skalierung bekommen wir f�ur den Separationsabstand qX=� = 1� qX.Zusammenfassend erhalten wiraTA�� ;Xa = aTA�;X=�a� kak22G�(qX=�)= kak22G� �1� qX� :Da wir die Kondition des Interpolationsproblems nach unten absch�atzen wollen, scheintes sinnvoll zu sein, � proportional zu qX zu w�ahlen, insbesondere werden wir bei derhierarchischen Interpolation �j proportional zu qXj w�ahlen.Mit fortlaufend feiner werdenden Datens�atzen X1;X2;X3; : : : n�ahert sich der Sepa-rationsabstand qXj der Null; deshalb mu� sich auch �j > 0; j = 1; 2; 3; : : : ; der Nullann�ahern, um keine Verschlechterung der Kondition der Interpolationsmatrizen dereinzelnen Schritte zu erfahren.4.3 Fehlerabsch�atzung der hierarchischen InterpolationIn diesem Abschnitt soll eine Fehlerabsch�atzung f�ur die hierarchische Interpolation mitradialen Basisfunktionen gegeben werden. Es soll also mit anderen Worten untersuchtwerden, wie sich die Interpolante an Stellen verh�alt, in denen sie nicht interpoliert.Die nachfolgenden Untersuchungen beziehen sich meist auf den Raum F�, den wir inAbschnitt 3.2 vorgestellt haben.Bem. Eine Funktion g, die in F� liegt, mu� notwendigerweise eine Fouriertransfor-mierte ĝ besitzen, die zumindest in den Nullstellen von �̂ ebenfalls verschwindet.Um erw�ahnte Fehlerabsch�atzung durchf�uhren zu k�onnen, ben�otigen wir im Gegensatzzur Interpolation in einem Schritt (vgl. dazu Abschnitt 3.6) noch einige zus�atzlicheVoraussetzungen.Den Grundstein zu einer �nalen Absch�atzung von jf(x)� sf;1(x)� : : :� sf;M(x)j legtdas Theorem 3.20.Im Folgenden fordern wir stets, da� die zu interpolierende Funktion f : IRd �! IR, so-wie die radiale Basisfunktion �1 beziehungsweise �1;�1 die Voraussetzungen von Theo-rem 3.20 erf�ullen. Die Interpolante des i-ten Interpolationsschrittes bezeichnen wir wiebisher mit sf;i; sie stammt aus dem Raum F�i;�i .Das Ziel der �nalen Absch�atzung besteht ja darin, den Term jf(x) � sf;1(x) � : : : �sf;M(x)j2 beziehungsweise kf � sf;1 � : : :� sf;M�1k2�M;�M soweit abzusch�atzen, da� ernicht mehr direkt von sf;j, j = 1; : : : ;M , abh�angt.Um dieses Ziel zu erreichen, ist die Ausnutzung der Orthogonalit�atsbedingung(f�sf;1�: : :�sf;j; f�sf;1�: : :�sf;j)�j;�j = (f�sf;1�: : :�sf;j; f�sf;1�: : :�sf;j�1)�j;�j



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 49beziehungsweise (f � sf;1 � : : :� sf;j; sf;j)�j;�j = 0sehr hilfreich.Einzelheiten �uber das Skalarprodukt (�; �)� haben wir im Abschnitt 3.4 erfahren.Um aber diese Orthogonalit�atseigenschaft auf einen Term kf �sf;1� : : :�sf;jk�j+1;�j+1anwenden zu k�onnen, m�ussen wir noch kf � sf;1 � : : : � sf;jk�j+1;�j+1 auf kf � sf;1 �: : :� sf;jk�j;�j zur�uckf�uhren. Dazu einige Vorbemerkungen:Satz 4.5 Gelte f�ur die verallgemeinerten Fouriertransformierten'j+1;�j+1(!) � K2j 'j;�j(!) � 0 f�ur alle ! 2 IRd mit Kj > 0; j = 1; : : : ;M � 1:Dann gilt die Inklusion F�j;�j � F�j+1;�j+1 :Beweis: Mit g 2 F�j;�j folgt1 > ZIRd jĝ(!)j2K2j 'j;�j(!) d!� ZIRd jĝ(!)j2'j+1;�j+1(!) d!und damit die Behauptung. 2Lemma 4.6 Es gelte 0 � K2j 'j;�j(!) � 'j+1;�j+1(!), Kj > 0, j = 1; : : : ;M � 1, f�uralle ! 2 IRd und f 2 F�1;�1 .Dann ist f � sf;1 � : : :� sf;j � sf;j+1 2 F�j+1;�j+1 :Beweis: Das Lemma folgt aus Satz 4.5 und der Tatsache, da�sf;j 2 F�j;�j ; j 2 f1; : : : ;Mg : 2Mit den Voraussetzungen von Satz 4.5 beziehungsweise Lemma 4.6 und der Orthogo-nalit�atsbedingung der Interpolanten l�a�t sich leicht die Beziehungkf � sf;1 � : : :� sf;jk2�j;�j = kf � sf;1 � : : :� sf;j�1k2�j;�j � ksf;jk2�j;�j� kf � sf;1 � : : :� sf;j�1k2�j;�jherleiten.Mit Hilfe dieser Vorbetrachtungen k�onnen wir nun das grundlegende Theorem zur �na-len Fehlerabsch�atzung der hierarchischen Interpolation mit radialen Basisfunktionenangeben.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 50Theorem 4.7 Seien f�ur f : IRd �! IR und die Basisfunktion �1;�1 die Voraussetzun-gen von Theorem 3.20 erf�ullt. Ferner gelte f�ur die verallgemeinerten Fouriertransfor-mierten0 � K2j 'j;�j(!) � 'j+1;�j+1 ; Kj > 0; j = 1; : : : ;M � 1 f�ur alle ! 2 IRd :Dann kann der Fehler der Interpolation an f beschr�ankt werden durchj(f � sf;1 � : : :� sf;k)(x)j � 1K1 1K2 � � � 1Kk�1 kfk�1;�1 ��1;�1 kP�1;�1 ;X1kL2(
) � P�k;�k ;Xk(x)f�ur k 2 f1; 2; : : : ;Mg.Beweis: Mit den angegebenen Voraussetzungen giltj(f � sf;1 � : : :� sf;k)(x)j2� kf � sf;1 � : : :� sf;k�1k2�k;�k � P 2�k;�k ;Xk(x)= (2�)�d ZIRd j(f̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;k�1)(!)j2'k;�k(!) d! � P 2�k;�k ;Xk(x)� (2�)�d 1K2k�1 ZIRd j(f̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;k�1)(!)j2'k�1;�k�1(!) d! � P 2�k;�k ;Xk(x)= 1K2k�1 kf � sf;1 � : : :� sf;k�1k2�k�1;�k�1 � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1K2k�1 kf � sf;1 � : : :� sf;k�2k2�k�1;�k�1 � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1K2k�1 1K2k�2 kf � sf;1 � : : :� sf;k�2k2�k�2;�k�2 � P 2�k;�k ;Xk(x)...� 1K2k�1 1K2k�2 � � � 1K22 kf � sf;1 � sf;2k2�2;�2 � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1K2k�1 � � � 1K22 1K21 kf � sf;1k2�1;�1 � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1K2k�1 � � � 1K21 kfk2�1;�1 ��1;�1 � kP�1;�1 ;X1(�)k2L2(
) � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1K2k�1 � � � 1K21 kfk2�1;�1 ��1;�1 � kP�1;�1 ;X1k2L2(
) � F�k;�k ;� (h�;Xk(x))� 1K2k�1 � � � 1K21 kfk2�1;�1 ��1;�1 � vol(
) � F�1;�1 ;�(h) � F�k;�k ;� (h�;Xk(x))mit h = supx2
 h�;X1(x). 2Mit der Forderung, da� f : IRd �! IR und �1;�1 die Voraussetzungen des Theorems3.20 erf�ullen, l�a�t sich der Term kf�sf;1k�1;�1 auch in einer anderen Form beschr�anken.Diese Form der Absch�atzung wollen wir im Folgenden aufzeigen.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 51Korollar 4.8 Mit f 2 F�1;�1 giltkf � sf;1k2L2(
) � kfk2�1;�1 � kP�1;�1 ;X1k2L2(
) :Beweis: Mit der Absch�atzungjf(x)� sf;1(x)j2 � kfk2�1;�1 � P 2�1;�1 ;X1(x)aus Abschnitt 3.6 erhalten wir sofortkf � sf;1k2L2(
) = Z
 jf(x)� sf;1(x)j2 dx� kfk2�1;�1 � kP�1;�1 ;X1k2L2(
) : 2Satz 4.9 Erf�ullen die zu interpolierende Funktion f : IRd �! IR und die radialeBasisfunktion �1;�1 die Voraussetzungen von Theorem 3.20, dann giltkf � sf;1k2�1;�1 � kfk�1;�1 kfk�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1kL2(
) :Beweis: kf � sf;1k2�1;�1 = (f � sf;1; f)�1;�1= (2�)�d ZIRd[(f̂ � ŝf;1)(!)]0@ f̂ (!)'1;�1(!)1A d!= ZIRd[(f � sf;1)(!)] f̂(!)'1;�1(!)!_ d!� kf � sf;1kL2(
) khfkL2(
)= kf � sf;1kL2(
) kfk�1;�1��1;�1� kfk�1;�1 kP�1;�1 ;X1kL2(
) kfk�1;�1 ��1;�1 2Wir erhalten somit eine im allgemeinen nicht bessere Fehlerabsch�atzung als in Theorem4.7. Der Vollst�andigkeit halber wollen wir sie aber trotzdem angeben.Theorem 4.10 Seien f�ur f : IRd �! IR und die radiale Basisfunktion �1;�1 die Vor-aussetzungen von Theorem 3.20 erf�ullt. Ferner gelte f�ur die verallgemeinerten Fou-riertransformierten0 � K2j 'j;�j(!) � 'j+1;�j+1(!); Kj > 0; j = 1; : : : ;M � 1 f�ur alle ! 2 IRd :Dann erh�alt man f�ur die Absch�atzung des Fehlersj(f � sf;1 � : : :� sf;k)(x)j2 �1K21 : : : 1K2k�1 kfk�1;�1 kfk�1;�1��1;�1 kP�1;�1 ;X1kL2(
) P 2�k;�k ;Xk(x)f�ur k 2 f2; : : : ;Mg. Im Fall k = 1 setze K1 = 1.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 52Der Beweis erfolgt mit Theorem 4.7 und Korollar 4.8 sowie Satz 4.9. 2An dieser Stelle wollen wir noch kurz auf den Fall eingehen, da� die radiale Basis-funktion �j+1 aus der radialen Basisfunktion �j durch Skalierung hervorgeht. Dazusei �j+1(y) = �j  y~�j! ; j = 1; : : : ;M:F�ur die verallgemeinerten Fouriertransformierten ergibt sich auf diesem Wege'j+1(!) = ~�dj 'j(!~�j) :Aus unserer Bedingung0 � K2j 'j(!) � 'j+1(!); Kj > 0; j = 1; : : : ;M � 1 f�ur alle ! 2 IRdan die verallgemeinerten Fouriertransformierten folgtK2j � 'j+1(!)'j(!)= ~�dj 'j(~�j!)'j(!) :Setzen wir nun K2j (~�j) := ~�dj inf!2IRd 'j(~�j!)'j(!)und stellen gleichzeitig die Forderung an die verallgemeinerten Fouriertransformiertender radialen Basisfunktionen, da� 0 < Kj(~�j) <1 :Mit den Voraussetzungen von Theorem 4.7 ergibt sich so die Fehlerabsch�atzungj(f � sf;1 � : : :� sf;k)(x)j2 �1K2k�1(~�k�1) � � � 1K21 (~�1)kfk2�1��1 � kP�1;X1k2L2(
) � P 2�k ;Xk(x) :Zum Abschlu� dieses Abschnittes m�ochten wir eine weitere Fehlerabsch�atzung f�ur diehierarchische Interpolation mit radialen Basisfunktionen angeben, deren Vorausset-zungen aber zum Teil noch nicht hinreichend auf ihre Erf�ullbarkeit untersucht werdenkonnten.Die wichtigste dieser Voraussetzungen lehnt sich an die Bedingungen von Theorem3.20 an. So fordern wir, da�f̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;j = 'j+1;�j+1ĥf�sf;1�:::�sf;jmit hf�sf;1�:::�sf;j 2 L2(IRd) und supp(hf�sf;1�:::�sf;j ) � 
 f�ur alle j = 1; : : : ;M � 1erf�ullt ist.Mit dieser Voraussetzung k�onnen wir Satz 3.21 etwas verallgemeinern.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 53Satz 4.11 Sei f̂� ŝf;1� : : :� ŝf;j = 'j+1;�j+1ĥf�sf;1�:::�sf;j mit hf�sf;1�:::�sf;j 2 L2(IRd)und supp(hf�sf;1�:::�sf;j ) � 
 f�ur alle j = 0; : : : ;M � 1. Dann giltkf � sf;1 � : : :� sf;kk�k;�k � kf � sf;1 � : : :� sf;k�1k�k;�k ��k;�kkP�k;�k ;XkkL2(
)f�ur k 2 f1; 2; : : : ;Mg.Beweis: Es giltkf � sf;1 � : : :� sf;jk2�j;�j= (2�)�d ZIRd (f̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;j)(!)(f̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;j�1)(!)'j;�j(!) d!= ZIRd(f � sf;1 � : : :� sf;j)(!) f̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;j�1'j;�j !_(!) d!= Z
(f(!) � sf;1(!)� : : :� sf;j(!))hf�sf;1�:::�sf;j�1 (!) d!� kf � sf;1 � : : :� sf;jkL2(
) � khf�sf;1�:::�sf;j�1kL2(
)= kf � sf;1 � : : :� sf;jkL2(
) � kf � sf;1 � : : :� sf;j�1k�j;�j ��j;�j :Interpolieren wir f � sf;1 � : : :� sf;j auf dem Datensatz Xj durch die Null-Funktion,so erhalten wirkf � sf;1 � : : :� sf;jk2L2(
) = Z
 jf(x)� sf;1(x)� : : :� sf;j(x)j2 dx� kf � sf;1 � : : :� sf;jk2�j;�j � kP�j;�j ;Xjk2L2(
):Daraus folgt die Behauptung. 2Das folgende Theorem zeigt uns eine neue Form der �nalen Fehlerabsch�atzung derhierarchischen Interpolation.Theorem 4.12 Seien f�ur f : IRd ! IR und die radiale Basisfunktion �1;�1 die Vor-aussetzungen von Theorem 3.20 erf�ullt. Weiterhin geltef̂ � ŝf;1 � : : :� ŝf;j = 'j+1;�j+1ĥf�sf;1�:::�sf;jmit hf�sf;1�:::�sf;j 2 L2(IRd) und supp(hf�sf;1�:::�sf;j ) � 
 f�ur alle j = 1; : : : ;M � 1.F�ur die verallgemeinerten Fouriertransformierten gelte ferner0 � L2j 'j;�j(!) � '2j+1;�j+1; Lj > 0; j = 1; : : : ;M � 1 f�ur alle ! 2 IRd :Dann kann der Fehler der hierarchischen Interpolation an f abgesch�atzt werden durchj(f � sf;1 � : : :� sf;k)(x)j2� 1L2k�1 1L2k�2 � � � 1L21kfk2�1;�1��1;�1 kP�k;�k ;Xkk2L2(
)kP�k�1;�k�1 ;Xk�1k2L2(
) � � �� � � kP�2;�2 ;X2k2L2(
)kP�1;�1 ;X1k2L2(
) P 2�k;�k ;Xk(x)f�ur k 2 f1; 2; : : : ;Mg.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 54Beweis: Mit den obigen Voraussetzungen gilt die Absch�atzungj(f � sf;1 � : : :� sf;k)(x)j2� kf � sf;1 � : : :� sf;kk2�k;�k � P 2�k;�k ;Xk(x)� kf � sf;1 � : : :� sf;k�1k2�k;�k ��k;�k kP�k;�k ;Xkk2L2(
) � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1L2k�1kf � sf;1 � : : :� sf;k�1k2�k�1;�k�1 kP�k;�k ;Xkk2L2(
) � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1L2k�1 1L2k�2 kf � sf;1 � : : :� sf;k�2k2�k�2;�k�2 �kP�k;�k ;Xkk2L2(
)kP�k�1;�k�1 ;Xk�1k2L2(
) � P 2�k;�k ;Xk(x)...� 1L2k�1 1L2k�2 � � � 1L21kf � sf;1k2�1;�1 �kP�k;�k ;Xkk2L2(
)kP�k�1;�k�1 ;Xk�1k2L2(
) � � � kP�2;�2 ;X2k2L2(
) � P 2�k;�k ;Xk(x)� 1L2k�1 1L2k�2 � � � 1L21kfk2�1;�1 ��1;�1 �kP�k;�k ;Xkk2L2(
) � � � kP�2;�2 ;X2k2L2(
)kP�1;�1 ;X1k2L2(
) � P 2�k;�k ;Xk(x): 2Das Problem, unter welchen Umst�anden die Voraussetzungen f�ur diese Form der Feh-lerabsch�atzung erf�ullt sind, soll hier nicht weiter betrachtet werden. Sicher wird einen�ahere Untersuchung dieser Voraussetzungen Gegenstand zuk�unftiger �Uberlegungensein.4.4 Interpolation mit bandbreitenbeschr�ankten FunktionenEinige der folgenden Resultate sind aus dem Oberseminar von Herrn Prof. Dr. R.Schaback vom WS 94/95 bekannt. Zuerst geben wir eine Funktion f : IRd �! IR mitf 2 L1(IRd) \ L2(IRd) vor, so da� die Fouriertransformierte f̂ aus dem Raum L1(IRd)aller absolut integrierbaren Funktionen stammt. Nach den einf�uhrenden Kapiteln �uberdie Fouriertransformation wissen wir, da� auch f̂ 2 L2(IRd). Weiterhin seiZIRd ���f̂ (!)���2 � k!kd+� d! =: c2d+�(f) <1gefordert.De�nieren wir nun eine (bandbreitenbeschr�ankte) Funktion fK : IRd �! IR durchf̂K(!) = ( f̂(!) : K0 � k!k < K10 : sonst )f�ur K0 2 [0;1) und K1 2 (K0;1].Infolge von f̂K 2 L2(IRd) haben wir fK 2 L2(IRd).Um f � fK punktweise zu beschr�anken, bedient man sich des folgenden Satzes.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 55Satz 4.13 Mit f 2 L1(IRd) \ L2(IRd), f̂ 2 L1(IRd), c2d+�(f) <1 und beliebiges � > 0gilt f�ur hinreichend kleines K0 und hinreichend gro�es K1jf(x)� fK(x)j � � f�ur alle x 2 IRd:Beweis: (2�)djf(x)� fK(x)j � Zk!k<K0 jf̂ (!)j d! + Zk!k�K1 jf̂(!)j d!� kf̂kL2(IRd) �Kd=20 � vol(K1; IRd)1=2+cd+�(f) Zk!�K1 k!k�d�� d!!1=2wobei vol(K1; IRd) das Volumen der Einheitskugel K1 ist.F�ur hinreichend kleines K0 und hinreichend gro�es K1 folgt die Behauptung. 2Funktionen f : IRd �! IR approximieren wir durch Translationen der (skaliertenVersion der) radialen Basisfunktion � um Punkte aus X. Wie in den vorangegan-genen Abschnitten sei die Skalierung gegeben durch ��(�) = �(�=�) beziehungsweise'�(�) = �d'(��) f�ur � > 0.Seien nun Konstanten c0 � 0; c1 2 (0;1]; C > 0; � > 0 und  > 0 vorausgesetzt,so da� mit c0 < c1 f�ur die radiale Basisfunktion � beziehungsweise ihre (verallgemei-nerte) Fouriertransformierte ' gelte'(!) �  f�ur k!k � c0'(!) � C2k!k�d�� f�ur c0 � k!k � c1 : (4.11)Im Fall c0 > 0; � ! 0 gibt es �Arger, da dann K0 � c0=� gro� werden kann. Hierm�ussen wir Einschr�ankungen an die radiale Basisfunktion stellen; so verwenden wirzum Beispiel Basisfunktionen mit c0 = 0.Tabelle 4 gibt uns Auskunft �uber die Wahl der Konstanten c0 und c1 f�ur einige Basis-funktionen, wobei die Tabelle aus dem Oberseminar vomWS 94/95 um die Wendland-Funktionen und den Euklidischen Hut erweitert wurde.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 56�(x) = �(r); r = kxk c0 c1r� ; � =2 2IN 0 1r� log r 0 1Thin-Plate Spline(c2 + r2)�=2 ; � > 0 0 0 < � <1Multiquadrics(c2 + r2)�=2 0 < � <1 0 < � <1inverse Multiquadricse��r2 0 < � <1 0 < � <1GaussiansWendland- Funktionen 0 < � <1 1Euklidischer Hut 0 < � <1 1Tabelle 4:Um kfk2�� = ��d(2�)�d ZIRd ���f̂ (!)���2 ='(�!) d!absch�atzen zu k�onnen, ben�otigen wir noch einige weitere Informationen. So ist zumBeispiel unklar, wie sich der Term jf̂(!)j2='(�!) im Fall c1 < 1 f�ur k�!k > c1verh�alt.Aus diesem Grund betrachten wir nun Funktionen g 2 L2(IRd) mit der ForderungZIRd jĝ(!)j2k!kd+� d! = c2d+�(g) <1und einer beschr�ankten Bandbreiteĝ(!) = 0 f�ur k!k � K1 = ( 1 : c1 =1> 0 : sonst ) : (4.12)Da wir den Term jĝ(!)j2='(�!) im Fall c1 < 1 auch f�ur �k!k > c1 absch�atzen



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 57wollen, f�uhrt uns dieses zu der BedingungK1 � c1� f�ur c1 <1 :Mit g 2 F�� bekommen wirkgk2�� = ��d(2�)�d ZIRd jĝ(!)j2='(�!) d!� (2��)�d Z�k!k�c0 jĝ(!)j2 d!+(2�)�d��C�2 Zc0��k!k�c1 jĝ(!)j2k!kd+� d!+(2��)�d Zc1��k!k jĝ(!)j2='(�!) d!� (2��)�d Zk!k�c0=� jĝ(!)j2 d!+(2�)�d��C�2 ZIRd jĝ(!)j2k!kd+� d!� (2�)�d��d kĝk2L2(IRd)(1� �0;c0) + (2�)�d��C�2c2d+�(g) ; (4.13)mit geeignetem �0;c0.Wir sind an Voraussetzungen interessiert, die uns erlauben, kgk�� f�ur � ! 0 zu be-schr�anken. Im Fall c0 = 0 ist das leicht zu erreichen, da dann der erste Summandkeinen �Arger mehr bereitet. Aber f�ur c0 > 0 ben�otigen wir eine Beschr�ankung derFrequenz in folgender Weise ĝ(!) = 0 f�ur k!k < K0 (4.14)und die Forderung K0 � c0=�an �, denn dann verschwindet der erste Summand in (4.13).Folglich haben wir f�ur 0 < c0 < c1 <1 die Bedingungenc0K0 � � � c1K1 :F�ur diese � > 0 und der Funktion g 2 L2(IRd), die c2d+�(g) < 1, sowie (4.12) und(4.14) erf�ullt, bekommen wirkgk2�� � (2�)�d��C�2 � c2d+�(g) :Kommen wir nun zur Approximation im skalierten Funktionenraum F�� . Mit Hilfeunserer gewonnenen Erkenntnisse k�onnen wir die Endabsch�atzung des Fehlers bei derInterpolation von Funktionen f : IRd �! IR durch radiale Basisfunktionen �� zusam-menbauen.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 58Ausgehend von der De�nition der radialen Basisfunktion � nehmen wir zuerst ein� > 0 und verlangen, da� f den Bedingungenf 2 L1(IRd) \ L2(IRd) mit f̂ 2 L1(IRd) undZIRd jf̂(!)j2k!kd+� d! = c2d+�(f) <1f�ur dieses � gen�ugt.F�ur beliebiges � > 0 w�ahlen wir K0 und K1, so da�kf � fKk1 � �=2und K0 = 0; falls c0 = 0K1 = 1; falls c1 =1 :Im Fall c0 > 0, �! 0 k�onnen Probleme auftreten, da dann K0 � c0=� zu gro� werdenkann. Dieses Problem umgehen wir, indem wir in diesem Fall die Wahl der radialenBasisfunktion einschr�anken und nur Basisfunktionen � verwenden, bei denen c0 = 0.Auf die Kosten von C in (4.11) w�ahlen wir nun die (nicht festen) Werte von c0 undc1, so da� f�ur � > 0 ein nicht leeres Intervall existiert, wobei � den Bedingungenc0 � �K0; �K1 � c1gen�uge. Falls f�ur die gegebene Funktion �, c0 = 0 oder c1 = 1 vorgegeben ist,ver�andern wir diese Werte nicht. Durch die Bedingung (4.11) wird ebenfalls der Wertvon  > 0 festgesetzt. So bekommen wirkfKk2�� � (2�)�d��C�2c2d+�(fK) :Jetzt berechnen wir die Interpolante sfK zu fK durch �� auf dem endlichen SatzX = fx1; : : : ; xNg � IRd von St�utzstellen. Auf diese Weise erhalten wir eine Fehler-absch�atzung der FormjfK(x)� sfK(x)j � kfKk�� � P�� ;X(x)� (2�)�d=2��=2C�1 � cd+�(fK) � P�;X=�(x=�) :Eine Fehlerabsch�atzung f�ur die Funktion f : IRd �! IR mit f 2 L1(IRd)\L2(IRd); f̂ 2L1(IRd) und c2d+�(f) <1 lautet somitjf(x)� sfK(x)j � jf(x)� fK(x) + fK(x)� sfK(x)j� jf(x)� fK(x)j+ jfK(x)� sfK (x)j� kf � fKk1 + jfK(x)� sfK(x)j� �=2 + (2�)�d=2��=2 � C�1 � cd+�(fK) � P�;X=�(x=�)� �=2 + (2�)�d=2��=2 � C�1 � cd+�(fK) � F 1=2�;� �1�h��;X(x)� :



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 59Die monotone Funktion F 1=2�;� besitzt eine Inverse F�1=2�;� und fallsh��;X(x) � � � F�1=2�;�  � � (2�)d=2C2 � c�+�(fK)���=2!gilt, so folgt jf(x)� sfK(x)j � �=2 + (2�)�d=2��=2 � C�1 � cd+�(fK) �F 1=2�;� �1� � F�1=2�;�  �(2�)d=2C2 � cd+�(fK)���=2!!= �:Unser n�achster Schritt wird darin bestehen, die soeben gewonnenen Resultate auf diehierarchische Interpolation mit radialen Basisfunktionen anzuwenden.Bei der Fehlerabsch�atzung der hierarchischen Interpolation haben wir im vorange-henden Abschnitt unter anderem vorausgesetzt, da� die zu interpolierende Funkti-on f : IRd ! IR aus dem Raum F�1;�1 und gleichzeitig aus dem FunktionenraumF�1;�1��1;�1 stammt.Da wir nun aber die bandbreitenbeschr�ankte Funktion fK approximieren, m�ussen dieForderungen fK 2 F�1;�1 und fK 2 F�1;�1��1;�1 erf�ullt sein.Bem. Mit f 2 F�1;�1 folgt fK 2 F�1;�1 .Liegt f im Raum F�1;�1��1;�1 , so liegt auch fK in F�1;�1��1;�1 .Beweis: f 2 F�1;�1 , d.h.1 > ZIRd jf̂ (!)j2='1;�1(!) d! � ZIRd jf̂K(!)j2='1;�1(!) d! :Hieraus ersehen wir dann fK 2 F�1;�1 .Analog beweisen wir den zweiten Teil der Bemerkung. 2Au�erdem setzen wir jetzt voraus, da� die folgende Voraussetzung (VfK )ZIRd jf̂K(!)j2 � k!k2d+2� d! = c22d+2�(fK) <1erf�ullt sei.Die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte '1;�1 von �1;�1 erf�ulle die Bedingung(4.11). Durch c0 � �1K0 und �1K1 � c1 l�a�t sich damit die nachstehende Ab-sch�atzung zeigen:kfKk2�1;�1 ��1;�1 = (2�)�d��d1 ��d1 ZIRd jf̂K(!)j2'1(�1!)'1(�1!) d!� ��2d1 (2�)�d 12 Z�1k!k�c0 jf̂K(!)j2 d!



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 60+(2�)�d�2�1 C�4 Zc0��1k!k�c1 jf̂K(!)j2k!k2d+2� d!+��2d1 (2�)�d Zc1��1k!k jf̂K(!)j2'1(�1!)'1(�1!) d!� ��2d1 (2�)�d�2 Z�1k!k�c0 jf̂K(!)j2 d!+(2�)�d�2�1 C�4 ZIRd jf̂K(!)j2k!k2d+2� d!= (2�)�d�2�1 C�4 ZIRd jf̂K(!)j2k!k2d+2� d!= (2�)�d�2�1 C�4 � c22d+2�(fK) :In gleicher Weise wie in den Abschnitten 4.1 und 4.3 interpolieren wir nun die Funk-tion fK. Dabei sollen alle dort getro�enen Aussagen G�ultigkeit behalten. Auf diesemWege erhalten wir f�ur die Fehlerabsch�atzung der hierarchischen Interpolation unterZuhilfenahme bandbreitenbeschr�ankter Funktionen das folgende Theorem.Theorem 4.14 Sei fK : IRd �! IR de�niert durchf̂K(!) = ( f̂ (!) : K0 � k!k < K10 : sonst ) :F�ur beliebiges � > 0 sei K0 und K1 so gew�ahlt, da�kf � fKk1 � �:Au�erdem gelte c0K0 � �1 � c1K1 :Seien die Voraussetzung (VfK ), sowie f�ur fK und �1;�1 die Voraussetzungen von Theo-rem 3.20 erf�ullt. Die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte '1;�1 von �1;�1 erf�ulledie Bedingung(4.11). Ferner gelte0 � K2j 'j;�j(!) � 'j+1;�j+1(!); Kj > 0; j = 1; : : : ;M � 1 f�ur alle ! 2 IRd:Daraus ergibt sich die punktweise Fehlerabsch�atzungjf(x)� sfK;1(x)� : : :� sfK ;M(x)j� �+ 1K1 1K2 � � � 1KM�1kfk�1;�1 ��1;�1 kP�1;�1 ;X1kL2(
) � P�M;�M ;XM (x) :Beweis: Mit Blick auf Theorem 4.7 des Abschnitts 4.3 erhalten wir die Behauptung:jf(x)� sfK ;1(x)� : : :� sfK;M(x)j� jf(x)� fK(x)j+ jfK(x)� sfK ;1(x)� : : :� sfK ;M(x)j� �+ 1K1 � � � 1KM�1P�M;�M ;XM (x) � kfKk�1;�1��1;�1kP�1;�1 ;X1kL2(
):



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 612Wir k�onnen die obige Fehlerabsch�atzung noch ausweiten, indemwir die Absch�atzungenkfKk2�1;�1 � (2�)�d��1C�2 � c2d+�(fK) undkfKk2�1;�1��1;�1 � (2�)�d�2�1 C�4 � c2d+2�(fK)einsetzen.4.5 Beispiele4.5.1 Erstes BeispielAnhand des folgenden Beispiels wollen wir die Vorgehensweise der hierarchischen Inter-polation mit radialen Basisfunktionen verdeutlichen. Zur Kl�arung der Vorgehensweisescheinen uns hier 3 Schritte als ausreichend, das hei�t M = 3.Wir werden unter anderem Plots der Interpolanten der einzelnen Schritte angeben. Inden folgenden Bildsequenzen sind die zugrundeliegenden St�utzstellen X1, X2 und X3dargestellt.
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1 Bild 3Als radiale Basisfunktionen w�ahlen wir die Gaussians in der Raumdimension d = 2.Die einzelnen Basisfunktionen seien gegeben durch�1;�1(x) = e�kx=�1k2;�2;�2(x) = e�kx=�2k2 und�3;�3(x) = e�kx=�3k2:F�ur die zugeh�origen (klassischen) Fouriertransformierten ergibt sich'1;�1(!) = ��21 � e�k�1!k2=4;'2;�2(!) = ��22 � e�k�2!k2=4 und'3;�3(!) = ��23 � e�k�3!k2=4:



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 62Da die Skalierungen �i proportional zum jeweiligen Separationsabstand qXi, i = 1; 2; 3,gew�ahlt werden sollen, setzen wir �1 = 1:5 � qX1;�2 = 1:5 � qX2;�3 = 1:5 � qX3:Weisen wir K21 und K22 die WerteK21 = �22�21 = 0:25 undK22 = �23�22 = 0:50013zu, so sind die BedingungenK21 '1;�1(!) � '2;�2(!) undK22 '2;�2(!) � '3;�3(!) f�ur alle ! 2 IRderf�ullt.Als Testfunktion dient f : [0; 1]� [0; 1] �! IR, welche erkl�art ist durchf(x; y) = 12 exp "�(9x� 2)2 + (9y � 2)24 #+ 34 exp"�(9x+ 1)249 � 9y + 110 #+12 exp "�(9x� 7)2 + (9y � 3)24 #� 15 exp h�(9x� 4)2 � (9y � 7)2i :Sie wurde Dyn/Levin/Rippa [2] entnommen und ist in Bild 4 zu sehen.
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1Bild 4Die Berechnung der einzelnen Interpolanten sf;1, sf;2 und sf;3 erfolgte gem�a� der be-schriebenen Weise aus den vorangegangenen Abschnitten mit Hilfe des Softwaresy-stems Mathematica.



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 63F�ur die Fehlerabsch�atzung k�onnen wir Theorem 4.7 verwenden; es ergibt sichjf(x)� sf;1(x)� sf;2(x)� sf;3(x)j �1K1 1K2kfk�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1kL2(
) � P�3;�3 ;X3(x) f�ur alle x 2 IRd:In den Bildern 5 und 6 sind die Interpolanten sf;1 und sf;1 + sf;2 zu sehen.
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1Bild 6Bild 7 zeigt die endg�ultige Interpolante sf = sf;1 + sf;2 + sf;3 zur Funktion f .
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1Bild 7Der Approximationsfehler f � sf;1, f � (sf;1 + sf;2) und f � sf wird in den folgenden



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 643 Bildern dargestellt.
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1Bild 104.5.2 Zweites BeispielIn unserem zweiten Beispiel verwenden wir als Testfunktion Frankes Funktion (Bild11) f(x; y) = 0:75e�0:25(9x�2)2�0:25(9y�2)2 + 0:75e�(9x�2)2=49�(9y�2)2=10+0:5e�0:25(9x�7)2�0:25(9y�3)2 � 0:2e�(9x�4)2�(9y�7)2



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 65als eine bekannte Standardfunktion, die f�ur Untersuchungen von Interpolationsmetho-den verwendet wird.
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1Bild 11Wie bereits im letzten Beispiel beschr�anken wir uns wieder auf 3 Interpolationsschrit-te. In den Bildern 12, 13 und 14 sind die Datens�atze X = X1, X2 und X3 dargestellt,wobei X1 aus einem Gitter von 9 St�utzstellen,X2 aus einem Gitter von 49 St�utzstellenund X3 aus einem Gitter von 113 St�utzstellen besteht.
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1 Bild 14Als radiale Basisfunktion w�ahlen wir die Wendland-Funktion�1(r) = �2(r) = �3(r) = �(r) = (1� r)4+(4r � 1):Die Bestimmung der Skalierung �i hat einen entscheidenden Einu� auf die Rechenzeitund die Qualit�at der Approximation. Floater und Iske [3] haben sich mit der Wahl deroptimalen Skalierung auseinandergesetzt. Wir wollen aber der K�urze wegen an dieser



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 66Stelle nicht n�aher auf die optimale Wahl von �i eingehen und �i proportional zumjeweiligen Separationsabstand qXi w�ahlen.Die Fouriertransformierte der Wendland-Funktion�(r) = (1� r)4+(4r � 1)lautet '(!) = 2! 3! 22+1=2p� !�8f2(!) mitf2(!) = �3 + !22 + 3 cos(!)� !2 cos(!)8 + 9! sin(!)8 :F�ur die skalierten Versionen ergibt sich dementsprechend�j;�j(r) = (1 � r=�j)4+ (4r=�j � 1) und'j;�j(!) = �dj'(�j!):Als Skalierung w�ahlen wir �1 = 15 � qX1 = 15 � 0:125�2 = 15 � qX2 = 15 � 0:0625�3 = 15 � qX3 = 15 � 0:04419:Analog zu Abschnitt 4.3 setzen wirK21(~�1) := �d2�d1 inf!2IRd '(�2!)'(�1!)K22(~�2) := �d3�d2 inf!2IRd '(�3!)'(�2!)mit ~�j = �j+1=�j und �0 = 1. Es w�are f�ur die hierarchische Fehlerabsch�atzung vonVorteil, K2j (~�j) > 1 zu bekommen.Aus diesem Grund m�ochten wir den Term �dj+1=�dj inf!2IRd '(�j+1!)'(�j!) etwas genauer be-trachten. Dazu werden wir zuerst den Graphen '(�j+1!)='(�j!) plotten. In der N�aheder Null tritt bei der Berechnung der E�ekt der Ausl�oschung auf, deshalb entwickelnwir hier '(�j+1!)='(�j!) in einer Potenzreihe. Bild 15 und Bild 16 zeigen das Verhaltenvon '(�1!)='(�0!) f�ur �1 = 0:5 und �0 = 1.
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Bild 16Aus dieser Untersuchung wird aber klar, da� das In�mum in 0 angenommen wird undsomit K2j (~�j) = �dj+1=�dj < 1 f�ur �j+1 < �j ist.Das folgende Bild zeigt das Verhalten von'(�j+1!)='(�j!) = '(~�jr)='(r)in Abh�angigkeit von r 2 IRd und ~�j 2 (0; 1] f�ur '(r) = (2! 3! 22+1=2=p�) r�8f2(r).
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1Bild 17Durch diese Ergebnisse sind wir in der Lage, die f�ur die Fehlerabsch�atzung der hierar-chischen Interpolation wichtigen Werte K21 (~�1) und K22 (~�2) anzugeben:K21 (~�1) = �d2=�d1 = 0:25K22 (~�2) = �d3=�d2 = 0:5:



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 68Aufgrund der De�nition von K2j (~�j) erkennen wir, da� der Wert von K2j (~�j) durch dasVerhalten der Separationsabst�ande qXj+1 und qXj bestimmt wird.Die Bilder 18 bis 20 zeigen die Interpolanten s1, s1 + s2 und sf = s1 + s2 + s3.
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1Bild 19
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1Bild 20In den Bildern 21 bis 23 ist der Approximationsfehler f � s1, f � (s1+ s2) und f � sfdargestellt.
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1Bild 22
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1Bild 23Bemerken m�ochten wir noch, da� die Interpolationsmatrix des dritten Schrittes auf-grund der Verwendung radialer Basisfunktionen mit kompaktemTr�ager und geeigneterSkalierung aus 3164 Nullen und 9605 Eintr�agen ungleich Null besteht.Eine andere Wahl der Skalierungen �k, k = 2; 3, gem�a��k =M � hXk ;� = M supx2
 supky�xk�� minxi2Xk ky � xik= M supx2
 h�;Xk(x);ergibt �k=M � h�;Xk(x) f�ur alle x 2 
 und einer Konstanten M .Unsere Erkenntnisse aus Abschnitt 3.3 f�uhren uns so zu den Absch�atzungenP 2�3;�3 ;X3(x) = P 2�;X3=�3(x=�3)



4 HIERARCHISCHE INTERPOLATION 70� C2 � hs1�;X3=�3(x=�3)= C2 � � 1�3�s1 � hs1�3�;X3(x):Ist �3 � 1, so folgt h�3�;X3(x) � h�;X3(x) f�ur alle x 2 
.Mit Hilfe des Abschnitts 4.3 k�onnen wir bei dieser Wahl der Skalierungen den Fehlerwie folgt absch�atzen:j(f � sf;1 � sf;2 � sf;3)(x)j2� 1K21 (~�1)K22 (~�2) kfk2�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1k2L2(
) � P 2�3;�3 ;X3(x)� �d1MdhdX3;� kfk2�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1k2L2(
) � C2 h�3�;X3(x)�3 !s1= �d1 kfk2�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1k2L2(
) C2hs1�3�;X3(x)Md+s1hd+s1X3;�� �d1 kfk2�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1k2L2(
) C2hs1X3;�M s1hs1X3;��d3= �d1 �C2M3�d3 kfk2�1;�1 ��1;�1kP�1;�1 ;X1k2L2(
):Bei dieser Absch�atzung werden besonders gute Ergebnisse f�ur gro�es M bei festem �1erzielt.
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