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VorwortMehrdimensionale Approximation �ndet auf dem Gebiet des CAD h�au�ge Anwendung.Beispiele lassen sich u.a. in der medizinischen Forschung, sowie in der Signalverarbeitung�nden.Das Prinzip der L2{Approximation mit radialen Basisfunktionen ist nun folgendes:Sei X := fx1; : : : ; xNg eine Menge paarweise verschiedener Punkte aus einem kom-pakten Gebiet 
 � IRd, welches so gew�ahlt sei, da� f�ur jedes xk, 1 � k � N , derd{dimensionale W�urfel W (xk) mit Mittelpunkt xk und Seitenl�ange 2qd�1=2 ganz in 
enthalten ist. Dabei beschreibt q := 12 minj 6=l kxj � xlk > 0 die Separationsdistanz.Es sei eine Funktion f 2 L2(
) gegeben. Zu einer bedingt positiv de�niten Funktion� der Ordnung m (siehe Kapitel 1.3) w�ahle man als Approximationsraum SX die Mengeder Linearkombinationen von Translaten von � um Punkte aus X. Die Koe�zientensollen dabei die Nebenbedingung der bedingt positiven De�nitheit erf�ullen. Dies bedeu-tet SX := fPNj=1 �j�(� � xj) : PNj=1 �jp(xj) = 0 f�ur p 2 IPdmg, wobei IPdm die Menge derPolynome in d Variablen mit Gesamtgrad kleiner als m darstellt. Es ist eine beste Ap-proximierende s� 2 SX gesucht, welche kf � s�kL2(
) = infs2SX kf � skL2(
) erf�ullt. DieExistenz einer besten Approximierenden folgt aufgrund des Projektionssatzes.Die Intention dieser Arbeit ist die Bestimmung einer unteren Schranke der quadratischenForm hAX�; �iL2(
) bez�uglich der Approximationsmatrix AX , wobei � der Nebenbedin-gung der bedingt positiven De�nitheit gen�ugt. Dabei wird das Approximationsproblemin ein Interpolationsproblem auf SX zu �uberf�uhrt. Dieses lautet wie folgt:Seien X und 
 wie in dem Approximationsproblem gegeben. Sei Y := fy1; : : : ; yNg 2 
eine Menge paarweise verschiedener Punkte, welche xi�yi = D 2 IRdnf0g f�ur 1 � i � Nerf�ullen. Der Verschiebungsvektor D ist somit von i, 1 � i � N , unabh�angig. Zuf := ff(yi)gNi=1 ist eine Interpolante s 2 SX gesucht, so da� s(yi) = f(yi) gilt. Alspositiven Nebene�ekt erh�alt man hierbei Aussagen �uber die untere Schranke der qua-dratischen Form bez�uglich der Interpolationsmatrix, wobei die Aufpunkte yi (kleine)Verschiebungen der Zentren xi f�ur 1 � i � n bilden.Ich habe den Ansatz von Quak, Sivakumar, Ward [8], der sich auf positiv de�nite Funk-tionen � und bedingt positiv de�nite Funktionen �� der Ordnung 1 beschr�ankt (Kapitel2.2), mit Hilfe von (verallgemeinerter) Fouriertransformation auf bedingt positiv de�niteFunktionen � beliebiger Ordnung m 2 IN0 erweitert (Kapitel 2.1). Quak, Sivakumar,Ward benutzen Laplace{Stieltjes { Integrale zur Darstellung von �, ich verwende hinge-gen Fourier{Stieltjes { Integrale. Die jeweiligen Ergebnisse sind gegen�ubergestellt.Die Arbeit besitzt folgende Gliederung: In Kapitel 1 werden nach der Einf�uhrung vonGrundlagen und der (verallgemeinerten) Fouriertransformation das Interpolationspro-blem sowie das L2{Approximationsproblem beschrieben.In Kapitel 2 werden untere Schranken quadratischer Formen bez�uglich Interpolations-matrizen hergeleitet, wobei die Aufpunkte des Interpolationsproblems (kleine) Verschie-i



bungen der Zentren darstellen. Dabei wird der Ansatz von Quak, Sivakumar, Ward [8](Kapitel 2.2) auf bedingt positiv de�nite Funktionen � beliebiger Ordnung m 2 IN0erweitert (Kapitel 2.1). Die Hauptaussagen dieses Kapitels, in Form von Theorem 1 und2, dienen der Vorbereitung f�ur Kapitel 3, da sie in der Beweisf�uhrung von Theorem 3und 4 ben�otigt werden.Den Schwerpunkt der Arbeit bildet Kapitel 3. Hier wird eine untere Schranke der quadra-tischen Form hAX�; �iL2(
) des Approximationsproblems bestimmt. Da � stetig ist, las-sen sich die vorkommenden Integrale durch Riemann{Summen absch�atzen. Die ben�otig-ten St�utzstellen bilden gewisse Gitterpunkte des jeweiligen W�urfels W (xk), 1 � k � N .Durch die Betrachtung einer bestimmten Teilmenge der St�utzpunkte l�a�t sich sodannexplizit eine untere Schranke der quadratischen Form angeben. Das Approximationspro-blem l�a�t sich hierbei auf das in Kapitel 2 betrachtete Interpolationsproblem �uberf�uhren.Damit das L2{Skalarprodukt f�ur beliebige Ordnung m von � existiert, wird als Integra-tionsgebiet ein kompaktes Gebiet 
 � IRd gew�ahlt (Kapitel 3.1 und Kapitel 3.2). Ist �positiv de�nit, so ist 
 = IRd zul�assig (Kapitel 3.3).In Kapitel 4 wird ein konkretes Beispiel berechnet, den Abschlu� bildet ein Ausblick inKapitel 5.F�ur die numerische Stabilit�at des L2{Approximationsproblems ist der Einu� der Se-parationsdistanz q ma�geblich. Anhand der Beispielfunktionen wird deutlich, da� die inder Arbeit erstellten unteren Schranken nur von geringf�ugig schlechterer Ordnung f�urq ! 0 sind als die des Ansatzes von Quak, Sivakumar, Ward [8]. Zum Teil sind sie sogarvon gleicher Ordnung. Deshalb ist der verallgemeinerte Ansatz zu bevorzugen, da hieralle g�angigen radialen Basisfunktionen betrachtet werden k�onnen.F�ur die Betreuung dieses interessanten und aktuellen Themas danke ich Herrn Prof.Dr. R. Schaback. Ein ganz besonderer Dank gilt au�erdem meinen Eltern f�ur ihre liebeUnterst�utzung w�ahrend meines Studiums.
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1 Grundlagen und Notationen1.1 AllgemeinesIn diesem Abschnitt sollen die in der Arbeit verwendeten Notationen dargestellt werden.IPdm bezeichne die Menge aller Polynome in d Variablen mit einem Gesamtgrad kleinerals m.Die Funktionenr�aume Ck(
) mit k 2 IN0 [ f1g, Lloc1 (
) und Lp(
) mit p � 1 und
 � IRd seien wie gew�ohnlich de�niert.k�k sei die euklidische Norm, d.h. kxk � kxk2 := (Pdj=1 x2j)1=2 f�ur x = (x1; : : : ; xd) 2 IRd.F�ur Funktionen f , g 2 L2(IRd) sei durch hf; gi � hf; giL2 := RIRd f(x)g(x) dx dasL2{Skalarprodukt de�niert, das die Norm kfk � kfkL2 := (RIRd f(x)2 dx) 12 induziert.Alle anderen verwendeten Normen werden als solche gekennzeichnet.bac beschreibe den ganzzahligen Teil von a, dae sei gleich bac+ 1 f�ur a 2 IR�0 n IN. F�ura 2 IN gelte bac = dae = a.Kd(x; r) := fy 2 IRd : kx�yk < rg sei die d{dimensionale Kugel um x 2 IRd mit Radiusr und dem Volumen !d(r) = rd� d2�(d2 + 1) :Ein Beweis daf�ur wird zum Beispiel in Fischer, Lieb [3] gef�uhrt.Von besonderer Bedeutung ist die Gammafunktion �(z).De�nition 1.1 Die f�ur z 2 IC, z 6= 0;�1;�2; : : :, erkl�arte Funktion�(z) := limn!1 n! nzz(z + 1) � � � (z + n)hei�t Gammafunktion.Satz 1.2 (Eigenschaften der Gammafunktion)(a) �(1) = 1, �(12) = p�,(b) �(z + 1) = z�(z) (Funktionalgleichung), 1



1 Grundlagen und Notationen(c) F�ur <(z) > 0 gilt �(z) = R10 e�ttz�1 dt (Integraldarstellung der Gammafunktion).Einen Beweis des Satzes �ndet man zum Beispiel in Fischer, Lieb [3].Es sei noch die Faltung f � g f�ur zwei Funktionen f; g 2 L1(IRd) mit(f � g)(x) := ZIRd f(y)g(x� y) dy (1.1)erw�ahnt. F�ur sie gilt f � g 2 L1(IRd) und f � g = g � f (Kommutativit�at).De�nition 1.3 F�ur � 2 IC und z 2 IC n f0g hei�tK�(z) := 1Z0 e�z cosh t cosh(�t) dtmodi�zierte Besselfunktion der 2. Art der Ordnung � oder auch Macdonald{Funktion.1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeinertenSinn1.2.1 Die klassische FouriertransformationDe�nition 1.4 Sei f : IRd ! IR, f 2 L1(IRd) und w 2 IRd. Dann ist durchf̂(w) := ZIRd e�ixtwf(x) dx � F (f)(w)eine Abbildung f̂ : IRd ! IR erkl�art. Sie hei�t Fouriertransformierte von f und wirdauch mit Ff bezeichnet.Diese De�nition ist wegen j RIRd e�ixtwf(x) dxj � RIRd jf(x)j dx f�ur alle w 2 IRd sinnvoll,denn das rechts stehende Integral existiert nach Voraussetzung. Nach dem Lemma vonRiemann{Lebesgue (siehe Jantscher [5]) ist f̂ stetig. F�ur die Fouriertransformation geltenzwei wichtige Aussagen:Satz 1.5 Seien f; g 2 L1(IRd). Dann gilt1) df � g = f̂ ĝ2



1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeinerten Sinn2) RIRd f̂(x)g(x) dx = RIRd f(x)ĝ(x) dx (Bessel{Parsevalsche Gleichung).Beweis: Die Resultate folgen mittels einfacher Substitution und der Vertauschung derIntegrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini aus den De�nitionen. 2Der letzte Satz dieses Abschnittes behandelt die inverse Fouriertransformation.Satz 1.6 (Umkehrformel)Ist f 2 L1(IRd) eine Funktion derart, da� auch f̂ 2 L1(IRd) gilt, dann folgt nach evtl.Ab�anderung auf einer Nullmenge f 2 C0(IRd) := ff 2 C(IRd) : limkxk!1 f(x) = 0g undf(x) = (2�)�d ZIRd f̂(w)eixtw dw f�ur alle x 2 IRd:Der Beweis �ndet sich zum Beispiel in Stein, Weiss [14].Die zu g 2 L1(IRd) de�nierte Funktion IFg, die durch(IFg)(x) := (2�)�d ZIRd g(w)eixtw dw;gegeben ist, hei�t inverse Fouriertransformierte von g. Somit folgt aufgrund des vorher-gehenden Satzes, da� f�ur f 2 L1(IRd) mit Ff = f̂ 2 L1(IRd) gilt:F (IFf) = f; IF (Ff) = f:1.2.2 Distributionen und verallgemeinerte FouriertransformationUm den Begri� der Fouriertransformation auch auf Funktionen, die nicht im klassischenSinn fouriertransformierbar sind, anwenden zu k�onnen, werden �ublicherweise (temperier-te) Distributionen eingef�uhrt. Distributionen sind stetige, lineare Funktionale auf einemFunktionenraum, dem sogenannten Raum der Testfunktionen. In diesem Fall wird derSchwartzraum betrachtet.De�nition 1.7 Der Schwartzraum S ist de�niert als die MengeS := f 2 C1(IRd) : 8p; q 2 INd0 9 Cp;q > 0 mit jxqDp(x)j < Cp;q <1; 8 x 2 IRdg:Andere Bedingungen, wann eine Funktion  im Schwartzraum S liegt, ergeben sich durchden folgenden Satz. 3



1 Grundlagen und NotationenSatz 1.8 Sei  2 C1(IRd). Dann sind �aquivalent:(a)  2 S, jxqDp(x)j < Cp;q <1 f�ur alle x 2 IRd.(b) F�ur jedes p 2 INd0 und jedes m 2 IN0 existiert eine Zahl Cp;m > 0, so da� f�ur allex 2 IRd gilt: jDp(x)j � Cp;m(1 + kxk2)m <1:(c) F�ur alle p; q 2 INd0 gilt: limkxk!1 jxqDp(x)j = 0:Beweis: Die Aussagen folgen sofort aufgrund der De�nition von S. 2Hieraus folgt insbesondere S � L1(IRd).F�ur den �Ubergang von S zu dem topologischen Dualraum S 0 wird eine Topologie aufS oder zumindest der Begri� der Stetigkeit ben�otigt, welcher �uber die Folgenstetigkeiteingef�uhrt wird.De�nition 1.9 Eine Funktionenfolge fkgk2IN aus S mit den Eigenschaften(i) jxqDpk(x)j � Cp;q,(ii) Dpk(x) =) 0 auf IRd, k !1f�ur alle x 2 IRd ist eine Nullfolge in S, in Zeichen k S�! 0.Satz 1.10 F�ur die Fouriertransformierte F : IRd ! IR gilt:1) F (S) � S,2) F : S ! S ist stetig bez�uglich der Topologie auf S und3) F ist stetig invertierbar auf S mit Inverser F�1 : S ! S.Beweis: Siehe Jantscher [5]. 2Daraus ergeben sich zwei weitere De�nitionen.4



1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeinerten SinnDe�nition 1.11 (Stetiges Funktional und Raum der temperierten Distributionen)(i) Ein lineares Funktional T hei�t stetig auf S, falls aus k S�! 0 stets auchT (k) IR�! 0 folgt.(ii) Der Vektorraum S 0 mitS 0 := fT : S ! IR; T lineares und stetiges Funktional ghei�t Raum der temperierten Distributionen auf S.Ein sehr bekanntes Beispiel f�ur eine Distribution ist das �-Funktional. Die formaleSchreibweise lautet � : S ! IR mit  7! (0).De�nition 1.12 Sei T 2 S 0 eine temperierte Distribution. Dann wird die (distributio-nelle) Fouriertransformierte T̂ 2 S 0 de�niert durch die Bessel{Parsevalsche GleichunghT̂ ; i := hT; ̂i 8 2 S:Bemerkung 1.13 Die rechte Seite der Gleichung ist ein wohlde�niertes lineares Funk-tional auf S aufgrund Satz 1.10. Somit ist T̂ 2 S 0 eine wohlde�nierte temperierteDistribution in S 0.Eine besondere Rolle spielen die sogenannten regul�aren Distributionen. Diese werden�uber den Begri� der temperierten Funktion eingef�uhrt.De�nition 1.14 Es sei f 2 Lloc1 (IRd) und es existiere eine Kugel Kd(0; r), eine positiveZahl Cf und ein k 2 IN0, so da� f�ur kxk > r giltjf(x)j(1 + kxk)�k < Cf :Dann wird f eine langsam wachsende oder temperierte Funktion genannt.Bemerkung 1.15 f temperiert bedeutet, da� die Funktion im Unendlichen h�ochstenspolynomial anw�achst.F�ur eine temperierte Funktion f ist das stetige und lineare Funktional [f ] : S ! IR mit[f ] := ZIRd f(x)(x) dx;  2 S;wohlde�niert und ein Element aus S 0. Man nennt [f ] 2 S 0 eine regul�are Distribution. 5



1 Grundlagen und NotationenDe�nition 1.16 Sei � eine temperierte Funktion. Dann sagt man, die Distribution F [�]stimmt mit einer Funktion ' : IRdnf0g ! IRd �uberein oder � besitzt die verallgemeinerteFouriertransformierte ' : IRd n f0g ! IRd, falls ' eine temperierte Funktion ist und giltF [�] = [']:1.3 Interpolation mit radialen BasisfunktionenZun�achst soll die �ubliche Form des zu betrachtenden Interpolationsproblems mit ra-dialen Basisfunktionen eingef�uhrt werden. Zur L�osung dieses Problems wird als einzigeEinschr�ankung die IPdm{Regularit�at von X = fx1; : : : ; xNg � IRd gefordert. Diese Ei-genschaft sichert die Eindeutigkeit bei der Interpolation mit Polynomen aus dem RaumIPdm. Sie stellt keine gro�e Einschr�ankung dar.Eine Funktion � : IRd ! IR hei�t radial, wenn eine Funktion � : IR�0 ! IR existiert mit�(x) = �(kxk);d.h. die Funktion hat auf jeder d-dimensionalen Sph�are den gleichen Funktionswert.Im Zusammenhang mit radialen Basisfunktionen stellt der Begri� der bedingt positivenDe�nitheit ein wichtiges Kriterium dar.De�nition 1.171) Eine stetige Abbildung � : IRd ! IR hei�t bedingt positiv de�nit der Ordnungm � 0, kurz � 2 BPD(m), falls f�ur jede endliche Menge X = fx1; : : : ; xNg � IRdpaarweise verschiedener Punkte giltNXj=1 NXk=1�j�k�(xj � xk) � 0; (1.2)wobei f�ur � = (�1; : : : ; �N) 2 IRNNXj=1�jp(xj) = 0 f�ur alle p 2 IPdmerf�ullt sei. Dabei trete Gleichheit in (1.2) nur im Falle � = 0 auf.2) F�ur m = 0, also � 2 BPD(0), hei�t � positiv de�nit.Es ist �ublich, mit der Bezeichnung � 2 BPD(m) die Radialit�at von � zu implizieren,in dieser Arbeit wird das auch getan.6



1.3 Interpolation mit radialen BasisfunktionenDie Menge der �, welche die Nebenbedingung der bedingt positiven De�nitheit derOrdnung m erf�ullen, sei gekennzeichnet durchV ?m fXg := f� = (�1; : : : ; �N) 2 IRN : NXj=1�jp(xj) = 0 f�ur alle p 2 IPdmg:Nun soll das folgende Interpolationsproblem bez�uglich radialer Basisfunktionen betrach-tet werden: Sei X = fx1; : : : ; xNg � IRd gegeben mit paarweise verschiedenen xj,1 � j � N , und ein Vektor f := (fj)Nj=1 2 IRN . Gesucht ist eine Funktion s derart,da� das System von Gleichungens(xj) = fj; 1 � j � Neine L�osung der Form s(x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1 �kpk(x) (1.3)besitzt. Dabei sei die Funktion � : IRd ! IR bedingt positiv de�nit der Ordnung m aufIRd, Q = �d+m�1d � = dim IPdm und (p1; : : : ; pQ) eine Basis von IPdm.F�ur hinreichend gro�e Werte von N 2 IN ergibt sich ein �uberbestimmtes lineares Glei-chungssystem mit Q Freiheitsgraden. Um dies zu vermeiden, wird zus�atzlich gefordert,da� NXj=1�jpk(xj) = 0; 1 � k � Qgelten soll.Mit A := (�(xi� xj)) i=1;:::;Nj=1;:::;N , P := (pk(xi)) i=1;:::;Nk=1;:::;Q , �, f 2 IRN und � 2 IRQ l�a�t sich dasInterpolationsproblem als Matrizengleichung wie folgt schreiben: A PP t 0 ! �� ! =  f0 ! : (1.4)F�ur m = 0, d.h. � 2 BPD(0), ist diese Matrix positiv de�nit und somit das System(1.4) eindeutig l�osbar. In diesem Falle verringert sich (1.4) zuA� = y;was durch � = A�1y eindeutig gel�ost wird. F�ur m > 0 existiert im allgemeinen keineeindeutige L�osung. Dies l�a�t sich jedoch durch eine zus�atzliche Forderung erreichen:Satz 1.18 Sei � 2 BPD(m) und die Matrix P injektiv. Dann ist das System (1.4)eindeutig l�osbar. 7



1 Grundlagen und NotationenBeweis: Es reicht, zu zeigen, da� aus  A PP t 0 ! �� ! = 0 notwendigerweise � = 0und � = 0 folgt, d.h., da� die Matrix ~A =  A PP t 0 ! injektiv ist. Ist A� + P� = 0und P t� = 0, so ergibt sich �tA� + �tP� = �tA� + (P t�)t| {z }0 � = �tA� = 0 und wegen� 2 BPD(m) folgt � = 0. Somit gilt P� = 0 und aufgrund der Injektivit�at von P sofort� = 0. 2Deshalb sei im weiteren gefordert, da� X eine unisolvente Teilmenge enthalte, was derInjektivit�at von P entspricht. Dann hei�t die Menge X regul�ar bzgl. IPdm.Der vorhergehende Satz ist sp�atestens seit Micchelli [6] hinreichend bekannt. Er rechtfer-tigt die Bezeichnung "radiale Basisfunktion\, falls � zus�atzlich radial ist. An dieser Stellehat die Eigenschaft der Radialit�at noch keinerlei Einu� auf das Interpolationsproblemselbst. Ist � radial, so existiert eine Funktion �(kxk) = �(x) mit � : IR�0 ! IR, d.h.die Funktion � l�a�t sich auf einen eindimensionalen Fall reduzieren, unabh�angig von derDimension d des Ausgangsraumes. Dabei kann sich das gestellte Problem ver�andern.Der Satz zeigt au�erdem, da� die Eigenschaft der bedingt positiven De�nitheit f�ur dasvorliegende Interpolationsproblem sehr wichtig ist. Mit der folgenden De�nition ist eineinfaches Kriterium zur �Uberpr�ufung dieser Eigenschaft verbunden.De�nition 1.19 Eine Funktion � : IR�0 ! IR, � 2 C1(0;1) hei�t vollst�andig mono-ton, wenn (�1)l�(l) nichtnegativ f�ur alle l 2 IN0 ist.Damit l�a�t sich folgender Satz formulieren:Satz 1.20 (BERNSTEIN): Die Funktion � : IR�0 ! IR ist genau dann vollst�andigmonoton auf (0;1), wenn � eine Integraldarstellung vom Laplace-Stieltjes-Typ der Form�(x) = 1Z0 e�x� d�(�); x 2 (0;1)mit einer monoton wachsenden Funktion � mit R10 d�(�) <1 besitzt.Beweis: Der Beweis �ndet sich in Bernstein [1]. 2Die beiden folgenden S�atze werden f�ur das L2{Approximationsproblem mit Funktionen� 2 BPD(0) oder �� 2 BPD(1) der Theorie von Quak, Sivakumar, Ward [8] ben�otigt.Einen Beweis der ersten Aussage �ndet sich in Schoenberg [11] und [12].8



1.4 Approximation mit radialen BasisfunktionenSatz 1.21 (SCHOENBERG): Die Funktion � : IRd ! IR mit �(x) = �(kxk) und � 6� 0ist genau dann positiv de�nit auf IRd, d 2 IN, wenn � auf [0;1) stetig und vollst�andigmonoton auf (0;1) ist. 2Schoenberg zeigt diese Aussage auch f�ur �� 2 BPD(1). F�ur � 2 BPD(m), m � 0,beweist Micchelli in seiner Arbeit [6] denSatz 1.22 (MICCHELLI): Sei � : IRd ! IR mit �(x) = �(kxk) und � 6� 0. � ist ausBPD(m), falls � auf [0;1) stetig und (�1)m�(m) vollst�andig monoton auf (0;1) ist. 2
Micchelli vermutete schon, da� sich die Aussage von Sch�onberg f�ur alle m 2 IN0 zeigenlie�e. Den Beweis daf�ur fanden allerdings erst Guo, Hu, Sun [4].Satz 1.23 (GUO, HU, SUN): Sei  : IR�0 ! IR mit �(x) =  (kxk2) f�ur alle x 2 IRdund � 6� 0. � ist aus BPD(m) genau dann, wenn  auf [0;1) stetig und (�1)m (m)vollst�andig monoton auf (0;1) ist. 2Der Veranschaulichung des L2{Approximationsproblems sollen die f�unf zur Zeit bekann-testen radialen Basisfunktionen dienen:Polynomials: �1(x) = (�1)d�=2ekxk� � > 0, � 62 2IN,Thin plate splines: �2(x) = (�1)k+1kxk2k log kxk k 2 IN,Gaussians: �3(x) = e��kxk2 � > 0,Multiquadrics: �4(x) = (�1)d�=2e(c2 + kxk2)�=2 � > 0, � 62 2IN, c 6= 0,Inverse Multiquadrics: �5(x) = (c2 + kxk2)�=2 �d < � < 0,� 62 2ZZ,c 6= 0.Die Ordnung m der bedingt positiven De�nitheit dieser Beispielfunktionen l�a�t sich mitHilfe des Satzes von Guo, Hu, Sun bestimmen:�1 und �4 sind bedingt positiv de�nit der Ordnung m > �=2, �2 ist bedingt positivde�nit der Ordnung m > k, �3 und �5 sind bedingt positiv de�nit der Ordnung m � 0.Die im folgenden vorgestellten Theoreme werden anhand dieser Beispiele illustriert. Diesegen�ugen den jeweils geforderten Voraussetzungen.1.4 Approximation mit radialen BasisfunktionenSei X = fx1; : : : ; xNg � IRd eine Menge von Zentren mit paarweise verschiedenen xj f�ur1 � j � N . Sei q := 12 minj 6=l kxj�xlk > 0 die Separationsdistanz. Zu jedem Zentrum xk9



1 Grundlagen und Notationende�niere W (xk) := fx 2 IRd : kx � xkk1 � qd�1=2g f�ur k = 1; : : : ; N . Dabei beschreibtk � k1 die Supremumsnorm in IRd. Da kx� xkk1 � q f�ur alle x 2 W (xk) erf�ullt ist, sinddie W (xk), 1 � k � N , disjunkt.De�nition 1.24 
 � IRd ist ein zul�assiges kompaktes Gebiet bez�uglich X, falls 
 kom-pakt und W (xk) � 
 f�ur alle 1 � k � N erf�ullt ist.Im folgenden sei 
 ein zul�assiges kompaktes Gebiet bez�uglich X.F�ur d = 2 kann 
 zum Beispiel folgende Gestalt besitzen:' $
#

r rr r r

W (x1) W (x2)
W (x3)

W (x4) W (x5)


FIG. 1Das Approximationsproblem besteht darin, die beste L2{Approximierende zu einer ge-gebenen Funktion f 2 L2(
) aus einem linearen Teilraum von L2(
) der Dimension� N zu bestimmen. Dieser Raum sei wie folgt de�niert:SX := 8<: NXj=1�j�(� � xj) : � 2 V ?m fXg9=; (1.5)mit V ?m fXg := f� = (�1; : : : ; �N) 2 IRN : NXj=1�jp(xj) = 0 f�ur p 2 IPdmg:10



1.4 Approximation mit radialen BasisfunktionenDie Funktion � : IRd ! IR sei bedingt positiv de�nit der Ordnungm auf IRd. � 2 V ?m fXgbedeutet also gerade, da� � die Nebenbedingung der De�nition der bedingt positivenDe�nitheit der Ordnung m 2 IN0 erf�ullt. Das zu betrachtende Approximationsproblemlautet nun:Gesucht ist eine Funktion s� 2 SX , s� = NPj=1�j�(� � xj) mit � 2 V ?m fXg, so da� gilt:kf � s�k = infs2SX kf � sk: (1.6)Es sei kfkL2(
) =: kfk = hf; fi1=2 := (R
 f 2(x) dx)1=2 die L2{Norm bez�uglich 
 undhf; gi = R
 f(x)g(x) dx f�ur f; g 2 L2(
) das dazugeh�orige Skalarprodukt. Eine beste Ap-proximierende existiert nach dem Projektionssatz (vergleiche Werner [18]), da SX konvexund bez�uglich der oben de�nierten L2{Norm (SX endlichdimensional) abgeschlossen ist.Besitzt � 2 BPD(m) eine klassische Fouriertransformierte, was f�ur m = 0 der Fall ist,so existieren sogar die Integrale, die durch die Bildung des L2{Skalarproduktes �uber dengesamten IRd entstehen. F�ur beliebiges m 2 IN0 ben�otigt man jedoch die Einschr�ankungauf 
 � IRd als Integrationsgebiet, damit die vorkommenden Integrale wohlde�niertsind.Bei dem gestellten Approximationsproblem handelt es sich um die Suche nach einem Ex-tremum unter Nebenbedingungen. Um die Lagrange Multiplikatorenregel (siehe Walter[15]) anwenden zu k�onnen, m�ussen zuerst die Voraussetzungen �uberpr�uft werden. Sei Qdie Dimension von IPdm, (p1; : : : ; pQ) eine Basis von IPdm. Als zu minimierende Funktionwird F (�) := 12kf � sk2= 12kf � NXj=1�j�(� � xj)k2mit � 2 IRN betrachtet. Nun ist F : IRN ! IR stetig di�erenzierbar, genauso wiegk(�) = NXj=1�jpk(xj); 1 � k � Qmit gk : IRN ! IR. Die Funktionen gk beschreiben die Nebenbedingung des Approxima-tionsproblems, welche sich durch das Gleichungssystemgk(�) = 0 f�ur 1 � k � Qmit � 2 IRN darstellen lassen. Da@gk@� (�) = (pk(xj))Nj=1; 1 � k � Q 11



1 Grundlagen und Notationengilt und vorausgesetzt wurde, da� P := (pk(xj)) i=1;:::;Nk=1;:::;Q injektiv ist, so hat P vollen RangQ f�ur N > Q und die Lagrange Multiplikatorenregel l�a�t sich anwenden. Gesucht istalso f�ur � 2 IRN und ~� 2 IRQ ein station�arer Punkt der FunktionH(�; ~�) := 12kf � NXj=1�j�(� � xj)k2 + QXk=1 ~�k NXj=1�jpk(xj):Di�erenzieren von H(�; ~�) nach � ergibtZ
 (s�(x)� f(x))( NXj=1 vj�(x� xj)) dx+ QXk=1�k NXj=1�jpk(xj) = 0mit bester Approximierenden s� 2 SX , � := (�k)Qk=1 = �~� und einem beliebigen ElementPNj=1 vj�(� � xj) aus SX , wobei v := (vj)Nj=1 die gestellte Nebenbedingung erf�ullt. Setztman � := (�j)Nj=1 und de�niertAX := (h�(� � xj);�(� � xk)i)Nj;k=1;P := (pk(xj)) i=1;:::;Nk=1;:::;Q undf� := (hf;�(� � xj)i)Nj=1;so schreibt sich der Lagrange{Ansatz als�tAXv + �tP� = f t�vf�ur � 2 IRN; v 2 V ?m fXg und� 2 IRQ:Da �tP� = 0 durch die Nebenbedingung des gestellten Approximationsproblems gefor-dert ist, ergibt sich (�tAX � f t�)v = 0und wegen v 2 V ?m fXg folgt �tAX�f t� = ��tP , � 2 IRQ. Hiermit l�a�t sich das gestellteApproximationsproblem in Matrix{Schreibweise darstellen durch AX PP t 0 ! �� ! =  f t�0 ! : (1.7)Wird nun eine Stabilit�ats{Untersuchung durchgef�uhrt, so ergibt sich: AX PP t 0 ! � +���+�� ! =  f t� +�f t�0 ! ;wobei ��;�� und �f t� die St�orungen der jeweiligen Vektoren darstellen.12



1.4 Approximation mit radialen BasisfunktionenK�urzt man die sich aus (1.7) ergebenden Gleichungen, so resultiert darausAX�� + P�� = �f t�mit P t�� = 0: (1.8)Werden beide Gleichungen von links mit (��)t multipliziert, so folgt(��)tAX�� + (��)tP�� = (��)t�f t�mit (��)tP t�� = 0:Da (��)tP t gerade die Nebenbedingung (1.8) erf�ullt, also gleich Null ist, ergibt sich:(��)tAX�� = (��)t�f t�:Aufgrund des Satzes von Courant (siehe Schaback, Werner [10]) l�a�t sich (��)tA��nach unten durch das Produkt des kleinsten Eigenwertes � von AX und der Norm von�� zum Quadrat absch�atzen und f�ur (��)t�f t� ist mit Hilfe der Cauchy{SchwarzschenUngleichung eine obere Schranke durch das Produkt der Normen von �� und �f t�gegeben. Daraus ergibt sich �(AX)k��k2 � k��kk�f t�k;was �aquivalent ist zu k��k � k�f t�k�(AX) :Anhand dieser Absch�atzung wird deutlich, da� die Norm des absoluten Fehlers von � imwesentlichen durch den kleinsten Eigenwert der Matrix AX nach oben beschr�ankt wird.Deshalb ist eine Betrachtung des Wertes �(AX) von gro�em Interesse, um Aussagen�uber die numerische Stabilit�at des gestellten Approximationsproblems tre�en zu k�onnen.Aufgrund dieser �Uberlegungen reicht es folglich, eine untere Schranke der quadratischenForm hAX�; �i zu bestimmen. Denn nach dem Satz von Courant gilt:�(AX) = inf�2V ?m fXg hAX�; �ik�k2 :Das bedeutet, falls die untere Schranke der quadratischen Form bez�uglich der Approxi-mationsmatrixAX positiv unter der Nebenbedingung ist, da� die Matrix AX nur positiveEigenwerte besitzt und somit invertierbar unter der Nebenbedingung ist. Daraus folgtdie Existenz und Eindeutigkeit einer besten Approximierenden s� 2 SX .Die Hauptintention dieser Arbeit besteht nun darin, die quadratische Form hAX�; �inach unten abzusch�atzen. 13



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenEinleitungUm Aussagen �uber das Stabilit�atsverhalten der Matrix AX des in Kapitel 1.4 gestelltenL2{Approximationsproblems tre�en zu k�onnen, besteht die Aufgabe zun�achst darin,eine positive untere Schranke f�ur hAX�; �i zu �nden, mit Approximationsmatrix AXund � 2 V ?m fXg � IRN. Damit lassen sich Schl�usse bez�uglich des kleinsten Eigenwertesder Matrix AX ziehen mit �, welches die Nebenbedingung des Problems erf�ullt. Diebei der Bestimmung einer unteren Schranke f�ur hAX�; �i auftretenden Integrale werdendurch Riemann{Summen abgesch�atzt. Die ben�otigten St�utzpunkte stellen dabei gewisseGitterpunkte eines d{dimensionalenW�urfels um das jeweilige Zentrum xk f�ur 1 � k � Ndar. Die Anzahl der St�utzpunkte bez�uglich eines Zentrums xk ist endlich. Au�erdem sinddiese Punkte von xk, 1 � k � N , verschieden.Durch die Einschr�ankung der St�utzpunkte auf eine gewisse Teilmenge pro W�urfelW (xk)l�a�t sich dann die Anzahl dieser Punkte berechnen, wodurch sich die so entstehendeuntere Schranke der quadratischen Form hAX�; �i als in der Praxis berechenbare Gr�o�eergibt.Das betrachtete Approximationsproblem l�a�t sich, wie in Kapitel 3 gezeigt wird, auf einbestimmtes Interpolationsproblem zur�uckf�uhren. Somit werden als erstes quadratischeFormen bez�uglich bestimmter Interpolationsmatrizen betrachtet, wobei die Resultatedieses Kapitels, besonders Theorem 1 und Theorem 2, in Kapitel 3.1 und 3.2 Verwendung�nden.Die als Vorbereitung f�ur Kapitel 3 zu betrachtenden quadratischen Formen lauten:1) hA1(�)�; �i bzw. hA1(�)�; �i, woraus sich2) I(�) bzw. I(�) und3) J(�; D) bzw. J(�;D)ergeben, unterschieden jeweils nach Art der zugrundeliegenden Theorie (Fourier{Stieltjes{ bzw. Laplace{Stieltjes { Theorie). Diese Terme werden in Kapitel 2.1 de�niert.Ausgangspunkt und MotivationDas hier zugrundeliegende Interpolationsproblem ist im Vergleich zu (1.4) aus Kapitel1.3 etwas modi�ziert. Es lautet:14



2.1 Der Fall � 2 BPD(m) mit m 2 IN0Sei � 2 BPD(m), m 2 IN0, fest gew�ahlt und X = fx1; : : : ; xNg � 
 eine Menge paar-weise verschiedener Punkte aus dem IRd, sogenannte Zentren. Sei Y = fy1; : : : ; yNg � 
eine Menge von N paarweise verschiedenen Aufpunkten, welche xj � yj =: D 2 IRd n f0gf�ur alle j = 1; : : : ; N erf�ullen, und sei 
 � IRd ein kompaktes Gebiet. Zu gegebenenreellwertigen Punkten f(y1); : : : ; f(yN) wird die eindeutige Funktions 2 SX := 8<: NXj=1�j�(� � xj) : � 2 V ?m fXg9=;gesucht, so da� gilt s(yi) = f(yi); 1 � i � N:Somit unterscheiden sich die Interpolationspunkte yi von den Zentren xi um einen von iunabh�angigen Verschiebungsvektor D f�ur 1 � i � N . F�ur � 2 BPD(0) hat s 2 SX diegleiche Form wie (1.3), f�ur m 2 IN entf�allt hier der polynomiale Anteil der Interpolante.In diesem Kapitel wird eine untere Schranke der quadratischen Form hA1(�)�; �i be-stimmt, wobei A1(�) die in De�nition 2.1 eingef�uhrte symmetrische N�N{Matrix ist. Esist an dieser Stelle nicht notwendig, das vorliegende Interpolationsproblem auf Existenzoder Eindeutigkeit einer Interpolante zu untersuchen.2.1 Der Fall � 2 BPD(m) mit m 2 IN0Im folgenden seien X = fxjgNj=1, Y = fyjgNj=1 zwei Punktmengen aus dem IRd mit(i) xj 6= xk und yj 6= yk falls j 6= k, 1 � j; k � N ,(ii) xj � yj =: D 2 IRd n f0g f�ur 1 � j � N .De�nition 2.1 Sei � : IRd ! IR, � 2 BPD(m). F�uhre folgende Bezeichnungen ein:A(�) := (�(yj � xk))Nj;k=1 eine N �N{Matrix;A1(�) := A(�) + A(�)t2 eine symmetrische N �N{Matrix undV ?m fXg := f� = (�1; : : : ; �N) 2 IRN : NXj=1�jp(xj) = 0 f�ur alle p 2 IPdmg:Dabei bedeutet � 2 V ?m fXg, da� � die Nebenbedingung der De�nition der bedingtpositiven De�nitheit der Ordnung m erf�ullt.Um das Problem der L2{Approximation mit radialen Basisfunktionen, welches Quak,Sivakumar, Ward in [8] f�ur � 2 BPD(0) und �� 2 BPD(1) betrachten, auf den Fall� 2 BPD(m), m 2 IN0, �ubertragen zu k�onnen, ist folgende Voraussetzung notwendig:15



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenDe�nition 2.2 Eine Funktion � 2 BPD(m) erf�ullt die Voraussetzung (A), falls sieeine (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ' : IRd n f0g ! IR besitzt, und falls f�uralle X = fx1; : : : ; xNg � IRd mit paarweise verschiedenen xj und alle � 2 V ?m fXgNXj;k=1�j�k�(xj � xk) = (2�)�d ZIRd '(w)������ NXj=1�jeixtjw������2 dw (2.1)gilt.Diese Voraussetzung ist f�ur � 2 L1(IRd) mit �̂ = ' 2 L1(IRd) aufgrund der Um-kehrformel erf�ullt. Eine hinreichende Bedingung f�ur die Voraussetzung (A) liefert dernachstehende Satz, dessen Beweis bei Wu, Schaback [19] zu �nden ist.Satz 2.3 � 2 BPD(m) besitze eine stetige (verallgemeinerte) Fouriertransformierte 'mit ' : IRd n f0g ! IR>0, welche das Verhalten '(w) = O(kwk�d�s0) f�ur kwk ! 0 und'(w) = O(kwk�d�s1) f�ur kwk ! 1 mit Konstanten s1 > 0, s0 < 2m hat. Dann giltf�ur � die Voraussetzung (A). 2
Als ersten wichtigen Gesichtspunkt betrachte man die quadratische Form hA1(�)�; �imit hA1(�)�; �i := 12 NXj;k=1�j�k[�(yk � xj) + �(yj � xk)]und � 2 V ?m fXg, wobei � 2 BPD(m) die Voraussetzung (A) erf�ulle. Das erste Zielder Arbeit ist es nun, eine untere Schranke f�ur diese Form zu bestimmen, woraus sicheine untere Absch�atzung f�ur kA1(�)�k ergibt. Die Beweisidee ist von Quak, Sivakumar,Ward [8] �ubernommen. Ich habe sie auf den Ansatz mit Fourier-Stieltjes { Integralen�ubertragen, um eine Aussage f�ur � 2 BPD(m); m 2 IN0, anstelle f�ur � 2 BPD(0) bzw.�� 2 BPD(1) zu erhalten.Satz 2.4 Sei � 2 BPD(m) und � erf�ulle die Voraussetzung (A). Sei � 2 V ?m fXg. Dannerf�ullt die quadratische Form hA1(�)�; �i folgende Gleichung:hA1(�)�; �i = NXj;k=1�j�k�(xj � xk)� (2�)�d ZIRd '(w)2 sin2  Dtw2 ! ������ NXj=1�jeixtjw������2 dw=: I(�)� J(�; D) (2.2)Beweis: Mit Hilfe der Bedingung, da� � eine (verallgemeinerte) Fouriertransformiertebesitzt, ergibt sich f�ur die quadratische Form16



2.1 Der Fall � 2 BPD(m) mit m 2 IN0
hA1(�)�; �i = 12 NXj;k=1�j�k[�(yk � xj) + �(yj � xk)]= 12 NXj;k=1�j�k(2�)�d ZIRd '(w)[ei(yk�xj)tw + ei(yj�xk)tw] dw:

Wird dieser Ausdruck in zwei Terme aufgespalten, wobei der eine die schon in Schaback[9] behandelte quadratische Form I(�) := PNj;k=1 �j�k�(xj � xk) ist, so ergibt sich
hA1(�)�; �i = NXj;k=1�j�k�(xj � xk)� (2�)�d12 NXj;k=1�j�k ZIRd '(w)� he�i(xj�xk)tw � e�i(xj�yk)tw + e�i(xk�xj)tw � e�i(xk�yj)twi dw= I(�)� (2�)�d12 NXj;k=1�j�k ZIRd '(w)� he�i(xj�xk)tw � e�i(xj�yk)tw + e�i(xk�xj)tw � e�i(xk�yj)twi dw:Mit xj � yj = D 2 IRd n f0g f�ur j = 1; : : : ; N folgt f�ur die quadratische FormhA1(�)�; �i = I(�)� (2�)�d12 ZIRd '(w) NXj;k=1�j�k� he�i(xj�xk)tw � e�i(xj�xk+D)tw + e�i(xk�xj)tw � e�i(xk�xj+D)twi dw= I(�)� (2�)�d12 ZIRd '(w) NXj;k=1�j�k� he�i(xj�xk)twf1� e�iDtwg+ e�i(xk�xj)twf1� e�iDtwgi dw= I(�)� (2�)�d ZIRd '(w) NXj;k=1�j�ke�i(xj�xk)twf1� e�iDtwg dw:

Man braucht nur den Realteil der Summanden zu betrachten, da die quadratische Forman sich reell ist. 17



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen
<( NXj;k=1�j�ke�i(xj�xk)twf1� e�iDtwg) = [1� cos(Dtw)] NXj;k=1�j�ke�i(xj�xk)tw= [1� cos(Dtw)]������ NXj=1�jeixtjw������2= 2 sin2  Dtw2 ! ������ NXj=1�jeixtjw������2Dieser Ausdruck ist, wie gefordert, reell, somit folgt f�ur den gesuchten TermhA1(�)�; �i = I(�)� (2�)�d ZIRd '(w) NXj;k=1�j�ke�i(xj�xk)twf1� e�iDtwg dw= I(�)� (2�)�d ZIRd '(w)2 sin2  Dtw2 ! ������ NXj=1�jeixtjw������2 dw 2Um eine untere Schranke der quadratischen Form aus Satz 2.4 zu erhalten, werden I(�)und J(�; D) nach unten abgesch�atzt. Die entsprechende Aussage wird dann in Theorem1 formuliert.F�ur den ersten Term I(�) = hAI(�)�; �i mit AI(�) := (�(xj � xk))Nj;k=1 beziehe ichmich auf die Ergebnisse von Wendland [17].Satz 2.5 Sei � 2 BPD(m) und � 2 V ?m fXg. Voraussetzung (A) sei erf�ullt. Dann giltNXj;k=1�j�k�(xj � xk) � �d'�2d+1�d=2�(d2 + 1)k�k2= Cdd'�2d+1�d=2�(d2 + 1)qdk�k2mit q := 12 minj 6=k kxj � xkk;18



2.1 Der Fall � 2 BPD(m) mit m 2 IN0� := 4[3d�1�2(d2 + 1)�] 1d+1 q�1;'� := minkwk�2� '(w);Cd := �q:Bemerkung 2.61) Satz 2.5 liefert eine untere Absch�atzung der quadratischen Form I(�) (des Inter-polationsproblems) der Art I(�) � I 0(�)k�k2 mitI 0(�) := �d'�2d+1�d=2�(d2 + 1) : (2.3)2) Falls � 2 BPD(m) und I 0(�) > 0 gilt, so ergibt sich sofort die Absch�atzungkAI(�)�1k � 1I0(�) , falls k�k = 1, da kAI(�)�1k das Reziproke des kleinsten Ei-genwertes von AI(�) ist. Daraus folgt die Invertierbarkeit der Matrix AI(�) unddie Existenz und Eindeutigkeit f�ur die Interpolante s.F�ur eine Absch�atzung des zweiten Terms J(�; D) der quadratischen Form aus Satz 2.4wird folgender Satz benutzt:Satz 2.7 � 2 BPD(m) erf�ulle die Voraussetzung (A) und ihre (verallgemeinerte) Fou-riertsransformierte ' habe das Verhalten '(w) = O(kwk�2�n0) f�ur kwk ! 0 mit n0 > 0und '(w) = O(kwk�2�n1) f�ur kwk ! 1 mit n1 > d. Es sei � 2 V ?m fXg. Dann folgt:(i) Ist zus�atzlich 0 < n0 < 2m+ d, so giltJ(�; D) = (2�)�d ZIRd '(w)2 sin2  Dtw2 ! ������ NXj=1�jeixtjw������2 dw� (2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2������ NXj=1�jeixtjw������2 dw=: J 0(�; D) (2.4)(ii) Ist 0 < n0 < d, so istJ(�; D) � Nk�k2(2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw=: Nk�k2 ~J(�; D): (2.5)(iii) F�ur D = 0 2 IRd ist J(�; 0) = 0, sonst J(�; D) > 0.
19



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenBeweis:(i) Mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy{Schwarz und j sin(x)j � jxj f�ur alle x 2 IRfolgt J(�; D) = (2�)�d ZIRd '(w)2 sin2  Dtw2 ! ������ NXj=1�jeixtjw������2 dw� (2�)�d ZIRd '(w)2 Dtw2 !2 ������ NXj=1�jeixtjw������2 dw� 12(2�)�dkDk2 ZIRd '(w)kwk2������ NXj=1�jeixtjw������2 dw:Zu �uberpr�ufen bleibt die Existenz des Integrals, d.h. die Integrierbarkeit von '(w)in der Null und im Unendlichen. Als erstes wird die Integrierbarkeit in der Nullbetrachtet:Es gilt, in J 0(�; D) den Term jPNj=1 �jeixtjwj2 in Abh�angigkeit von w abzusch�atzen.Betrachtet wird dazu der Ausdruck G(w) := PNj=1 �jeixtjw. Da die Exponentialfunk-tion unendlich oft stetig di�erenzierbar ist, l�a�t sie sich durch eine Taylorreihe um0 entwickeln. De�niert man k := (k1; : : : ; kd), jkj := k1 + : : : + kd, � lk� := l!k1!���kd!und xk := xk11 � � �xkdd , so folgt mit dem Multinomialsatz:eixtjw = 1Xl=0 ill! (xtjw)l = 1Xl=0 ill! Xjkj�l lk!(xtjw)k = 1Xl=0 ill! Xjkj�l pk;l(xj)wkmit pk;l(xj) := � lk�xkj . Damit ergibt sichNXj=1�jeixtjw = NXj=1�j 1Xl=0 ill! Xjkj�l pk;l(xj)wk= 1Xl=0 ill! Xjkj�l0@ NXj=1�jpk;l(xj)1Awk: (2.6)Nun gilt G(w) = PNj=1 �jpk;l(xj) = 0 f�ur jkj � m � 1, da � 2 V ?m fXg ist. Somitverringert sich (2.6) zuNXj=1�jeixtjw = 1Xl=0 ill! Xm�jkj�l0@ NXj=1�jpk;l(xj)1Awk: (2.7)Da G(w) 2 C1(U), wobei U eine o�ene und konvexe Umgebung der Null ist, l�a�tsich G(w) mit Hilfe der d{dimensionalen Taylorformel bis zum Grad m � 1 mit20



2.1 Der Fall � 2 BPD(m) mit m 2 IN0einem gewissen Restglied in U entwickeln. Es folgt f�ur w 2 U und 0 � � � 1:G(w) = Xjpj�m�1 DpG(w)p! wp + Xjpj=m DpG(�w)p! wp=: Sm�1(w) +Rm(w):Nun geht Rm(w) f�ur m ! 1 gegen Null, da G(w) 2 C1(U) gilt. Damit istRm(w) f�ur kwk � R beschr�ankt. Benutzt man au�erdem Sm�1(w) = 0 aufgrundder rechten Seite von (2.7), so l�a�t sich f�ur G(w) mit R > 0 folgende Absch�atzungtre�en: jG(w)j = ������ NXj=1�jeixtjw������ � ~ckwkm; kwk � R:Dabei ist ~c > 0 eine Konstante, welche sich aus einer Absch�atzung nach oben vonjPjpj=m DpG(�w)p! j ergibt. Damit folgt������ NXj=1�jeixtjw������2 � ckwk2m ; kwk � R (2.8)mit einem gewissen c > 0. Durch �Ubergang zu Polarkoordinaten folgt f�ur (2.4) mitkwk � R und � > 0:J 0�(�; D) := (2�)�d12kDk2 Z��kwk�R '(w)kwk2������ NXj=1�jeixtjw������2 dw= c (2�)�d12kDk2 ZSd�1 RZ� '(�r)(�r)2 ������ NXj=1�jeixtj(�r)������2 dr d�� c (2�)�d12kDk2 !d�1 RZ� r�2�nor2r2mrd�1 dr= c (2�)�d12kDk2 !d�1 RZ� r2m+d�no�1 dr= (2�)�d12kDk2 c !d�12m+ d� n0 [R2m+d�n0 � �2m+d�n0 ]:Dabei bezeichnet !d�1 das Volumen der (d � 1){dimensionalen Sph�are. Die Be-trachtung des Grenz�ubergangs von J 0�(�; D) f�ur � ! 0 ergibtlim�!0 J 0�(�; D) = c !d�12m+ d� n0R2m+d�n0 ;falls 0 < n0 < 2m+ d gefordert wird. Damit ist das Integral (2.4) endlich.Bez�uglich der Integrierbarkeit von ' im Unendlichen ist die Existenz des IntegralsRIRd '(w)kwk2 dw nachzuweisen. Es ergibt sich f�ur kwk � � mit � > 0, R > 0 unddurch �Ubergang zu Polarkoordinaten: 21



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenZ��kwk�R '(w)kwk2 dw = !d�1 RZ� '(r)r2rd�1 dw� !d�1 RZ� r�2�n1r2rd�1 dw= !d�1 RZ� rd�n1�1 dr= !d�1d� n1 [Rd�n1 � �d�n1]und durch Grenzwertbetrachtung des Integrals f�ur R!1 folgtlimR!1 ���� !d�1d� n1 (Rd�n1 � �d�n1)���� = !d�1d� n1 �d�n1;falls n1 > d gefordert wird und somit ist das Integral (2.4) endlich. Insgesamtfolgt, da� das Integral (2.4) unter den an ' gestellten Voraussetzungen existent istund (i) ist gezeigt.(ii) F�ur (ii) verwende man ����� NPj=1�jeixtjw�����2 � ����� NPj=1 j�jj�����2 � Nk�k2. Mit (i) wird nun gefol-gert: J(�; D) � 12(2�)�dkDk2 ZIRd '(w)kwk2������ NXj=1�jeixtjw������2 dw� Nk�k2(2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw:Die Existenz des Integrals f�ur kwk ! 1 folgt aus Teil (i) des Beweises. F�urkwk ! 0 wird folgendes betrachtet: Sei '(w) = O(kwk�2�n0) f�ur kwk ! 0 mitn0 > d. Dann ergibt sich f�ur kwk � R mit R > 0 und � > 0 durch �Ubergang zuPolarkoordinaten:������� Z��kwk�R '(w)kwk2 dw ������� = ������� ZSd�1 RZ� '(�r)(�r)2rd�1 dr d� �������� !d�1 RZ� r�2�n0r2rd�1 dr= !d�1 RZ� rd�n0�1 dr= 1d� n0 (Rd�n0 � �d�n0):22



2.1 Der Fall � 2 BPD(m) mit m 2 IN0Wird nun 0 < n0 < d eingeschr�ankt und lim�!0 ���Rr�kwk�R '(w)kwk2 dw��� betrachtet,so wird ersichtlich, da� der Grenzwert unter den an n0 gestellten Bedingungenendlich ist, was zu zeigen war.(iii) Die letzte Aussage folgt aus der De�nition von J(�; D). Wegen sin 0 = 0 ist dergesamte Ausdruck f�ur D = 0 gleich Null. F�ur D 6= 0 gilt J(�; D) > 0, da hier derIntegrand positiv ist. 2Aufgrund bisheriger �Uberlegungen ist es nun m�oglich, die erste Hauptaussage der Arbeitzu formulieren.Theorem 1 Sei � 2 BPD(m) und erf�ulle Voraussetzung (A), sei � 2 V ?m fXg. Esseien X = fx1; : : : ; xNg und Y = fy1; : : : ; yNg zwei Mengen paarweise verschiedenerPunkte aus dem IRd mit xj � yj = D 2 IRd n f0g f�ur 1 � j � N . Die (verallgemeinerte)Fouriertransformierte ' von � habe das Verhalten '(w) = O(kwk�2�n0) f�ur kwk ! 0mit 0 < n0 < d und '(w) = O(kwk�2�n1) f�ur kwk ! 1 mit n1 > d. I 0(�) > N ~J(�; D)sei erf�ullt. Dann gilt:kA1(�)�k � 264 �d'�2d+1�d=2�(d2 + 1) � N2 (2�)�dkDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw375 k�k= [I 0(�)�N ~J(�; D)]k�k (2.9)mit q := 12 minj 6=k kxj � xkk;� := 4[3d�1�2(d2 + 1)�] 1d+1 q�1;'� := minkwk�2� '(w):Beweis: Nach Cauchy{Schwarz gilt die UngleichungkA1(�)�kk�k � hA1(�)�; �i= I(�)� J(�; D);was sich mit Satz 2.4 ergibt. Wird zus�atzlich Bemerkung 2.6 1) und Satz 2.7 (ii) ange-wandt, so ergibt sich die gesuchte untere Absch�atzung der Norm von A1(�)�. 2
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2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenBemerkung 2.81) Ich habe eine Absch�atzung f�ur kA1(�)�k gefunden, welche in der Beweisf�uhrungdes Theorems 3 in Kapitel 3.1 weiter verwendet werden wird, um eine positive unte-re Schranke der quadratischen Form hAX�; �i zu bestimmen. Dabei beschreibt, wiein der Einleitung dieses Kapitels schon erw�ahnt, AX die L2{Approximationsmatrixund � 2 V ?m fXg den L�osungsvektor der besten Approxierenden.2) Die Ungleichung in Theorem 1 wird durch den Distanzvektor D der gegebenenPunktmengen X und Y bestimmt, au�erdem durch die Anzahl N der Elementevon X und Y , der Seperationsdistanz q > 0, dem Faktor �, der Dimension d deszugrundeliegenden Raumes IRd und durch die Funktion � selbst. Diese Einu�-faktoren �ubertragen sich, wie in Kapitel 3.1 ersichtlich wird, auf die Absch�atzungvon hAX�; �i.3) Als positiver Nebene�ekt ergeben sich in Theorem 1 Absch�atzungen der quadrati-schen Form von Interpolationsmatrizen mit voneinander verschieden Zentren undSt�utzpunkten.2.2 Der Fall � 2 BPD(0) oder �� 2 BPD(1)Dieser Fall wurde von Quak, Sivakumar, Ward [8] untersucht. Der Unterschied zum Fall� 2 BPD(m) mit m 2 IN0 beruht auf der Darstellung der Funktion �. W�ahrend im all-gemeinen Fall auf die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte zur�uckgegri�en wird, liegtin diesem Abschnitt die Darstellungsweise von Bernstein und der Begri� der vollst�andi-gen Monotonie zugrunde. Ausgangspunkt ist das am Anfang von Kapitel 2 eingef�uhrteInterpolationsproblem. Die Thematik dieses Abschnitts ist daher die gleiche wie die vonKapitel 2.1. Ohne den Ablauf im einzelnen darzustellen, werden hier die wichtigstenErgebnisse der Arbeit von Quak, Sivakumar, Ward [8] genannt.Lemma 2.9 Sei � : IRd ! IR eine stetige und positiv de�nite Funktion. Dann besitztsie eine Darstellung der Art�(x) = 1Z0 e�kxk2t d�(t); x 2 IRd;dabei ist d�(t) ein positives Ma�, welches die Bedingungen1Z0 d�(t) <1; 1Z1 e�td�(t) <1erf�ullt.24



2.2 Der Fall � 2 BPD(0) oder �� 2 BPD(1)Lemma 2.10 Sei �� eine bedingt positiv de�nite Funktion der Ordnung 1. Dann gilt�(x) = �(0) + 1Z0 1� e�kxk2tt d�(t); x 2 IRdmit positivem Ma� d�(t), f�ur das gilt:1Z0 d�(t) <1; 1Z1 d�(t)t <1:Die Beweise der Lemmata 2.10 und 2.11 �nden sich bei Schoenberg [11].Bemerkung 2.11 Diese Darstellungen der bedingt positiv de�niten Funktionen derOrdnung 0 bzw. 1 nennt man Laplace{Stieltjes { Integrale.Wie man leicht veri�ziert, lauten die Ma�e der Beispielfunktionen:1) Polynomials: �1(x) = (�1)kxk, d�1(t) := 12(�t)� 12 dt ,2) Multiquadrics: �2(x) = (�1)(1 + kxk2)1=2, d�2(t) := e�td�1(t),3) Inverse Multiquadrics: �3(x) = (1 + kxk2)�1=2, d�3(t) := 2d�2(t),4) Gaussians: �4(x) = e��kxk2 , � > 0, d�4(t) := �(t� �) dt.Dabei beschreibt �(x) das Diracsche Ma� in x.Wird � durch ein Integral der Art dargestellt, wie es in Lemma 2.9 oder 2.10 eingef�uhrtwurde, statt durch ihre Fouriertransformierte, so erh�alt man eine zu Theorem 1 �aquiva-lente Aussage. Diese ist bei Quak, Sivakumar, Ward [8] bewiesen.Theorem 2 Sei � 2 BPD(0) oder �� 2 BPD(1) und d� das repr�asentierende Ma�.Sei �(0) � 0, falls �� 2 BPD(1). Es gelte I 0(�) > N ~J(�;D). Dabei seien~J(�;D) = 2(2�)d ZIRd sin2  Dtu2 !24 1Z0 e�kuk2=4ttd=2+m d�(t)35 du; (2.10)m = ( 0 ; � 2 BPD(0)1 ; �� 2 BPD(1);I 0(�) = ~Cdqd 1Z0 e��2=q2ttd=2+m d�(t); (2.11)~Cd := �d2d+1�(d+22 ) ; � := 12 "��2(d+22 )9 # 1d+1 ;2q := minj 6=l kxj � xlk > 0: 25



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenDann besitzt die Norm von A1(�)� eine untere Schranke der ArtkA1(�)�k � [I 0(�)�N ~J(�;D)] k�k; � 2 IRN: (2.12)Der Unterschied zwischen der Absch�atzung (2.12) von kA1(�)�k und der unteren Schran-ke (2.9) aus Theorem 1 beruht auf der Darstellungweise der Funktion �. Analog zu (2.9)wird die untere Schranke in (2.12) durch D, N , q, d und durch das darstellende Ma� �der Funktion � bestimmt. Anhand von Beispielen l�a�t sich der jeweilige Einu� dieserFaktoren gut erkennen. Siehe dazu Kapitel 2.4.Bemerkung 2.121) Betrachtet man die Terme I 0(�) aus Kapitel 2.1 und I 0(�) dieses Abschnitts, umsie miteinander zu vergleichen, so wird eine Angleichung der auftauchenden kon-stanten Faktoren ben�otigt. Dieses wird durch die Gleichung~Cd = � d2 I 0(�)'�erreicht, falls da� Minimum '� der (verallgemeinerten) Fouriertransformierten von� in der Kugel mit Radius 2� gr�o�er Null ist. Au�erdem gilt:Cd = �:2) Ein direkter Vergleich der Ausdr�ucke (2.9) und (2.12) erscheint w�unschenswert.Allerdings ist dabei eine Gegen�uberstellung von Integralen des Fourier{Stieltjes {Typs �(x) = ZIRd eixtw d�(w)mit d�(w) = '(w) dw beziehungsweise des Laplace{Stieltjes { Typs�(w) = 1Z0 e�kxk2t d�(t)mit d�(t) aus Lemma 2.11 f�ur � 2 BPD(0) und�(x) = �(0) + 1Z0 1� e�kxk2tt d�(t)mit d�(t) aus Lemma 2.12 f�ur �� 2 BPD(1) notwendig.Die Aufgabe besteht deshalb darin, die auftretenden Ma�e zu vergleichen, was�au�erst aufwendig und hier zu weitreichend w�are. Ein Einblick in dieses Thema�ndet sich f�ur bedingt positiv de�nite Funktionen der Ordnung 0 und 1 in Schoen-berg [12].26



2.3 Beispielhafte Berechnung von I 0(�)Da das Hauptanliegen der Arbeit auf dem Einu� der Separationsdistanz q liegt,und weil q f�ur eine gro�e Anzahl N der Zentren auf einem kompaktem Gebiet 
sehr kleine Werte annimmt, reicht es, anhand konkreter Beispiele die Ordnungenvon I 0(�) und I 0(�) f�ur q ! 0 zu vergleichen. ~J(�; D) bzw. ~J(�;D) sind von qunabh�angig und damit in dieser Betrachtung zu vernachl�assigen.Eine tabellarische Gegen�uberstellung der Ordnungen der unteren Schranken I 0(�)und I 0(�) f�ur q ! 0 be�ndet sich am Ende des Kapitels 2.4. In den folgendenzwei Abschnitten werden die Schranken der Beispielfunktionen �i, 1 � i � 4,unterschieden nach ihrer Darstellungsweise, berechnet.2.3 Beispielhafte Berechnung von I 0(�)Die (verallgemeinerten) Fouriertransformationen der Funktionen �i(x), 1 � i � 4, ent-nehme man zum Beispiel Schaback [9].Die bei den Multiquadrics und den inversen Multiquadrics auftretenden Besselfunktio-nen der zweiten Art seien wie in Kapitel 1.1 de�niert.2.3.1 PolynomialsDie Funktion �1(x) = (�1)kxk ist bedingt positiv de�nit der Ordnung 1 und besitzt dieverallgemeinerte Fouriertransformierte'(w) = 2d� d�12 �(d+12 )kwk�d�1:Korollar 2.13 F�ur �1(x) = (�1)kxk erh�alt man f�ur die zugeh�orige quadratische Formder Art I(�1) � I 0(�1)k�k2 aus Bemerkung 2.6 eine untere Schranke der Gestalt (2.3)mit I 0(�1) = �(d+12 )2d+2p��(d2 + 1)Cd q:Dabei seien q := 12 minj 6=k kxj � xkk;� := 4[3d�1�2(d2 + 1)�] 1d+1 q�1;Cd := �q:Beweis: Dies folgt sofort aus der De�nition von I 0(�) und'� := minkwk�2�'(w) = � d�12 12�(d+12 )��d�1: 27



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen 2
2.3.2 MultiquadricsDie Funktion �2(x) = (�1)(1 + kxk2)1=2 ist bedingt positiv de�nit der Ordnung 1. Siebesitzt die verallgemeinerte Fouriertransformierte'(w) = � d�12 K d+12 (kwk) kwk2 !� d+12 :Nun ist '� = � d�12 �� d+12 K d+12 (2�), da K d+12 monoton fallend ist. Nach Satz 2.18 inKapitel 2.5 besitzt K� die DarstellungK�(x) = � �2x� 12 e�x�(� + 12) 1Z0 e�uu�� 12 �1 + u2x��� 12 du;weswegen mit Hilfe der Integraldarstellung der Gammafunktion aus Satz 1.2 folgtK�(x) � � �2x� 12 e�x�(� + 12) 1Z0 e�uu�� 12 du = � �2x� 12 e�x:Mit '� � 12� d2�� d+22 e�2� ergibt sich sodann:Korollar 2.14 F�ur �2(x) = (�1)(1 + kxk2)1=2 ergibt sich bez�uglich der quadratischenForm I(�2) eine untere Schranke der Art (2.3) mitI 0(�2) = C d�22d2d+2�(d2 + 1)q 2�d2 e� 2Cdq : 2
2.3.3 Inverse MultiquadricsDie Funktion �3(x) = (1 + kxk2)�1=2 ist positiv de�nit und besitzt die klassische Fou-riertransformierte '(w) = 2� d�12 K d�12 (kwk) kwk2 !� d�12 :28



2.3 Beispielhafte Berechnung von I 0(�)Wird die Ordnung d�12 der modi�zierten Besselfunktion der zweiten Art kleiner als 1=2,so wird '� anders abgesch�atzt als im Falle d�12 � 12 . Es ist also eine Fallunterscheidungbez�uglich der Ordnung von K d�12 notwendig. Ist d = 1, so ist die Ordnung gleich 0, f�urd � 2 ist d�12 gr�o�er oder gleich 12 .F�ur den Fall d = 1 erh�alt man '� = 2K0(2�) und mit der Arbeit von Wendland [17]folgt f�ur d = 1: '� � 1p2(1 + 2�)� 12 e�2�:Ist d � 2, so gilt '� = 2� d�12 �� d�12 K d�12 (2�), und mit der Absch�atzung von K� aus demvorherigen Beispiel folgt '� � � d2�� d2 e�2�:Somit ist die folgende Aussage bewiesen:Korollar 2.15 Die zu �3(x) = (1 + kxk2)�1=2 zugeh�orige quadratische Form aus Be-merkung 2.6 hat im Fall d = 1 eine untere Schranke der Gestalt (2.3) mitI 0(�3) = C12 32�q�1  1 + 2C1q !� 12 e� 2C1q :Im Falle d � 2 gilt I 0(�3) = C d2d2d+1�(d2 + 1)q� d2 e� 2Cdq : 2
2.3.4 Gau�glockenDie Funktionen der Art �4(x) = e��kxk2 ; � > 0, sind positiv de�nit und haben eineklassische Fouriertransformierte der Form'(w) =  ��! d2 e� kwk24� :Somit ergibt sich sofort '� = minkwk�2� '(w) =  ��! d2 e��2� :Dies f�uhrt durch Einsetzen zu 29



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenKorollar 2.16 Die Funktionen �4(x) = e��kxk2 mit � > 0 haben bzgl. der quadratischenForm I(�4) eine untere Schranke der Gestalt (2.3) mitI 0(�4) = Cdd2d+1� d2�(d2 + 1)q�de� C2d�q2 : 2
2.4 Beispielhafte Berechnung von I 0(�) und Vergleich von I 0(�)und I 0(�)Die Beweise der Aussagen 2.4.1 bis 2.4.4 sind in Quak, Sivakumar, Ward [8] gef�uhrt, eswerden hier nur die Ergebnisse angegeben.2.4.1 PolynomialsF�ur die Funktion �1(x) = (�1)kxk, welche bedingt positiv de�nit der Ordnung 1 ist,ergibt sich bzgl. der quadratischen Form (2.11) f�ur I 01(�) folgender Term:I 01(�) = ~Cd �(d+12 )2p��d+1 q:Dabei sind � := 12 "��2(d+22 )9 # 1d+1 ;~Cd := �d2d+1�(d+22 ) ;q := 12 minj 6=l kxj � xlk:2.4.2 MultiquadricsF�ur �2(x) = (�1)(1 + kxk2)1=2, welches eine bedingt positiv de�nite Funktion der Ord-nung 1 ist, erh�alt man bzgl. der quadratischen Form (2.11) den folgenden Ausdruck f�urI 02(�): I 02(�) = ~Cd2p�� d+32 q 3�d2 e� 2�q :
30



2.4 Beispielhafte Berechnung von I 0(�) und Vergleich von I 0(�) und I 0(�)2.4.3 Inverse MultiquadricsF�ur die positiv de�nite Funktion �3(x) = (1+ kxk2)�1=2 erh�alt man f�ur I 03(�) den Term
I 03(�) = ~Cd a d�32 (1� e���)p�� d+12 q 1�d2 e� �q ( 1a+a):

Dabei sei a eine positive Konstante mit 2a < � und q < 1.
2.4.4 Gau�glockenWerden die positiv de�niten Funktionen �4(x) = e��kxk2 mit � > 0 betrachtet, so erh�altman bzgl. der quadratischen Form (2.11) f�ur I 04(�)

I 04(�) = ~Cd� d2 q�de� �2q2� :
2.4.5 Beispielhafter Vergleich von I 0(�) und I 0(�)Gegen�uberstellung von (2.3) und (2.11) f�ur q ! 0 anhand der Funktionen �i, 1 � i � 4:
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2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenI 0(�i); 1 � i � 4 I 0i(�); 1 � i � 4 Vergleich f�ur q ! 0I 0(�1) = �( d+12 )2d+2p��( d2+1)Cd q I 01(�) = ~Cd �( d+12 )2p��d+1 q I 01(�) = O(I 0(�1))= O(q)I 0(�2) = C d�22d2d+2�( d2+1)q 2�d2 e� 2Cdq I 02(�) = ~Cd2p�� d+32 q 3�d2 e� 2�q I 02(�) = O(I 0(�2))q 12= O(q 3�d2 e� 2�q )d = 1 : d = 1 :I 0(�3) = C12 32 �q�1 �1 + 2C1q �� 12 I 03(�) = O(I 0(�3))q 12 e�Kq�e� 2C1q I 03(�) = ~Cd a d�32 (1�e���)p�� d+12 = O(q�de� �2�q2 )d � 2 : d � 2 :I 0(�3) = C d2d2d+1�( d2+1)q� d2 e� 2Cdq �q 1�d2 e� �q ( 1a+a ) I 03(�) = O(I 0(�3))q 12 e�Kq= O(e� �q( 1a+a) )I 0(�4) = Cdd2d+1� d2 �( d2+1)q�de� C2d�q2 I 04(�) = ~Cd� d2 q�de� �2q2� I 04(�) = O(I 0(�4))= O(q 1�d2 e� �q( 1a+a) )Dabei sei K eine positive Konstante, 0 < 2a < � und q < 1 bei den Inversen Multiqua-drics (i = 3).Zum Vergleich der auftretenden Faktoren siehe Kapitel 2.2, Bemerkung 2.12.Bemerkung 2.171) Die Polynomials und die Gaussians sind bzgl. der Darstellungen (2.3) und (2.11) f�urq ! 0 jeweils von gleicher Ordnung und die Terme I 0(�) bzw. I 0(�) unterscheidensich nur in den Konstanten.2) Bei den Multiquadrics unterscheiden sich die Schranken nur um den Faktor q 12 ,wodurch die Schranke, basierend auf der Laplace{Stieltjes { Theorie, nur unwe-sentlich sch�arfer ist als die f�ur � 2 BPD(m), m 2 IN0, verwendbare Schranke derFourier{Stieltjes { Theorie.3) Bei den inversen Multiquadrics unterscheiden sich die Terme I 0(�) und I 0(�), wel-che beide unabh�angig von der Raumdimension d sind, um die Ordnung q 12 e�Kq ,32



2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4K > 0. F�ur alle a > 0 geht die Absch�atzung I 03(�) f�ur q ! 0 schneller gegen Nullals ihr Gegenpart.4) Insgesamt l�a�t sich anhand der Beispiele festhalten, da� die durch die Verallgemei-nerung der Theorie bedingte Verschlechterung der Absch�atzung (2.2) sehr geringist, da die Terme (2.3) zum Teil sogar von gleicher Ordnung sind. Durch die er-langte zus�atzliche Anwendungsbreite der Fourier{Stieltjes { Methode erscheint esdemnach angemessen, diese weiter zu benutzen. Die zus�atzlich getro�ene Voraus-setzung (A) stellt dabei nur eine unwesentliche Einschr�ankung dar.2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4Bei der Berechnung der Terme ~J2(�; D) und ~J3(�; D) werden verschiedene Darstellun-gen der modi�zierten Besselfunktionen zweiter Art der Ordnung �, auch Macdonald{Funktionen genannt, ben�otigt. Sie werden mit K�(x) bezeichnet und wurden in Kapitel1.1, De�nition 1.3 eingef�uhrt.Der folgende Satz beinhaltet die hier notwendigen Integraldarstellungen von K�(x). SeinBeweis �ndet sich in Watson [16].Satz 2.18 (Darstellungen von K�(x))K�(x) = p�(12x)��(� + 12) 1Z1 e�xt(t2 � 1)�� 12 dt; (2.13)K�(x) = � �2x� 12 e�x�(� + 12) 1Z0 e�uu�� 12 �1 + u2x��� 12 du: (2.14)Dabei gilt (2.13) f�ur <(�) > �12 und (2.14) f�ur � � 0, x > 0.Watson [16], S.206f, gibt eine Absch�atzung f�ur (2.14) an, die in dem Beweis des Satzes2.21 verwendet wird.Lemma 2.19 Sei � � 0, x > 0 und p 2 IN. Falls p � � � 12 , so existiert ein �,0 < � � 1, f�ur das giltK�(x) = � �2x� 12 e�x�(� + 12) 1Z0 e�uu�� 12 �1 + u2x��� 12 du= � �2x� 12 e�x 24p�1Xj=0 (�; j)(2x)j +�(�; p)(2x)p35� � �2x� 12 e�x pXj=0 (�; j)(2x)j : (2.15)
33



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenDabei ist (�; j) de�niert durch (�; j) = �(� + j + 12)j! �(� � j + 12) .
Es lassen sich nun folgende Absch�atzungen der Art (2.5) f�ur Ji(�; D), 1 � i � 4,formulieren.
Satz 2.20 Seien Ji(�; D), 1 � i � 4, durch Satz 2.4 gegeben. Sei '(w) die jeweilszugeh�orige (verallgemeinerte) Fouriertransformierte aus Kapitel 2.3. Es sei !d�1 dasVolumen der (d�1){dimensionalen Einheitssph�are, wie in Kapitel 1.1 eingef�uhrt. Dannergeben sich bez�uglich der Absch�atzungen Ji(�; D) � Nk�k2 ~Ji(�; D) aus Satz 2.7 (ii)folgende Terme f�ur ~J 0i(�; D) f�ur i = 1; : : : ; 4:
1) ~J1(�; D) � !d�1kDk2�� d+12 �(d+12 ) =: ~J 01(�; D).2) ~J2(�; D) � !d�1kDk2 24 �(d+ 1)� d2 2d+1�(d2 + 1)+8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1� d2 2 d+12 d2Xj=0 d2j!�(d2 + 1 + j)2j ; d = 2n;1� d2 2 d+12 d+12Xj=0 �(d2 + 1 + j)j! 2j ; d = 2n+ 1
37777777775=: ~J 02(�; D):

3) i) Im Falle d = 1: ~J3(�; D) � 34p2kDk2 =: ~J 03(�; D).34



2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4ii) Im Falle d � 2:~J3(�; D) � !d�1kDk2 24 �(d� 1)3�d� 122 3d+12 �(d2)+8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
1�d� 122d+ 32 �(d2 + 2)�(d2) d2�1Xj=0  d2 � 1j !�(d2 + j)2j ; d = 2n;1�d� 122d+ 32 d�12Xj=0 �(d2 + j)�(d2 � j + 2)j! 2j �(d2 � j) ; d = 2n + 1

37777777775=: ~J 003 (�; D):4) Sei � > 0. Dann gilt:
~J4(�; D) = !d�1kDk28>>>>>>>><>>>>>>>>:

 d2�! d2 d d2+ 122 32p��d+ 32 ; d = 2n; d2�! d2 �d+1 ; d = 2n+ 1=: ~J 04(�; D):Beweis: In Satz 2.4 wurde ~J(�; D) = (2�)�d 12kDk2 RIRd '(w)kwk2 dw de�niert, wobei' die zu � geh�orige (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ist. F�ur die vier Beispiel-funktionen ergibt sich:1) Die Funktion �1 erf�ullt nicht die Voraussetzungen des Satzes 2.7, weshalb in diesemFalle eine andere Absch�atzung f�ur J1(�; D) gesucht wird. Wegen der UngleichungjPNj=1 �jeixtjwj2 � Nk�k2 aus Satz 2.7 (ii) giltJ1(�; D) = 2�� d+12 � d+ 12 ! ZIRd kwk�d�1 sin2  Dtw2 ! ������ NXj=1�jeixtjw������2 dw� Nk�k22�� d+12 � d+ 12 ! ZIRd kwk�d�1 sin2  Dtw2 ! dw:Mit der Cauchy{Schwarzschen Ungleichung, sin(x) � x f�ur x � 0 und sin(x) � 1f�ur alle x 2 IR folgt 35



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen
J1(�; D) � Nk�k22�� d+12 � d+ 12 !266414 Zkwk� 2kDk jDtwj2kwkd+1 dw + Zkwk> 2kDk dwkwkd+13775� Nk�k22�� d+12 � d+ 12 !2664kDk24 Zkwk� 2kDk dwkwkd�1 + Zkwk> 2kDk dwkwkd+13775und durch �Ubergang zu Polarkoordinaten erh�alt manJ1(�; D) � Nk�k22�� d+12 � d+ 12 !266414kDk2!d�1 2kDkZ0 dr + !d�1 1Z2kDk drr2 3775= 2Nk�k2�� d+12 � d+ 12 !!d�1kDk:Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen.2) Hier ist eine Fallunterscheidung bez�uglich gerader oder ungerader Raumdimensionnotwendig, da sich die daraus resultierenden Integrale unterschiedlich berechnenbzw. absch�atzen lassen. Dies gilt f�ur die verbleibenden drei Beispielfunktionen.Das Ziel ist es, eine obere Schranke f�ur das Integral RIRd '(w)kwk2 dw zu be-stimmen. Bei den Funktionen �2 und �3 treten bei der FouriertransformiertenMacdonald{Funktionen K�(x) auf, welche aufgrund ihres unterschiedlichen Grenz-verhaltens f�ur x gegen Unendlich bzw. f�ur x nahe Null durch verschiedene Termeabgesch�atzt werden m�ussen. Deshalb wird das Integral RIRd '(w)kwk2 dw aufgeteiltin Rkwk�1 '(w)kwk2 dw + Rkwk>1 '(w)kwk2 dw.~J2(�; D) = (2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw= (2�)�d12kDk2 ZIRd � d�12 K d+12 (kwk) kwk2 !� d+12 kwk2 dw= (2�)� d+12 kDk2 264 Zkwk�1 K d+12 (kwk)kwk� d�32 dw+ Zkwk>1 K d+12 (kwk)kwk� d�32 dw 375=: (2�)� d+12 kDk2 [T1 + T2] :
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2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4Diese Integrale werden nun einzeln weiter betrachtet. In T1 wird f�ur K� die Dar-stellung (2.13) verwendet. Es giltK�(x) = p�(12x)��(� + 12) 1Z1 e�xt(t2 � 1)�� 12 dt� p�(12x)��(� + 12) 1Z1 e�xtt2��1 dt;denn es ist t � 1. Wird s = xt gesetzt, so gilt mit ds = xdtK�(x) � p�(12x)��(� + 12) 1Zx e�s � sx�2��1 1x ds� p�(12x)��(� + 12)x�2� 1Z0 e�ss2��1 ds;da x > 0 und f(s) =: e�ss2��1 � 0 f�ur s 2 (0;1] ist. Nun folgt mit Hilfe derDarstellung �(z) = R10 e�ssz�1 ds aus Satz 1.2:K�(x) � p� �(2�)�(� + 12)2� x�� : (2.16)Damit ist f�ur T1 mit � = d+12 :T1 = Zkwk�1 K d+12 (kwk)kwk� d�32 dw� p� �(d+ 1)�(d2 + 1)2 d+12 Zkwk�1 kwk�d+1 dw;und durch �Ubergang zu Polarkoordinaten ergibt sichT1 � p� �(d+ 1)�(d2 + 1)2 d+12 !d�1 1Z0 dr= p� �(d+ 1)�(d2 + 1)2 d+12 !d�1: (2.17)Bei T2 wird f�ur K�(x) die Darstellung (2.14) ben�otigt, da kwk hier gro�e Werteannimmt. K�(x) = � �2x� 12 e�x�(� + 12) 1Z0 e�uu�� 12 �1 + u2x��� 12 du=: � �2x� 12 e�x�(� + 12)f(x): 37



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenEs ist leicht nachpr�ufbar, da� f(x) monoton fallend ist. Somit wird x = 1 in feingesetzt, da x � 1 gegeben ist, um eine obere Absch�atzung f�urK�(x) zu erhalten.f(1) = 1Z0 e�uu�� 12 �1 + u2��� 12 du:An dieser Stelle wird eine Fallunterscheidung bez�uglich gerader oder ungeraderRaumdimension notwendig, um das vorliegende Integral berechnen zu k�onnen. InT2 ist � = d+12 .i) Sei d = 2n, n 2 IN0 (d.h. � = d+12 = n+ 12):f(1) = 1Z0 e�uu�� 12 �1 + u2��� 12 du= 1Z0 e�uun �1 + u2�n du;und mit dem Binomischen Lehrsatz folgtf(1) = 1Z0 e�uun nXj=0 nj!�u2�j du= nXj=0 2�j nj! �(n+ j + 1):Zusammenfassend besitzt K d+12 (x) f�ur d = 2n, n 2 IN0, folgende obere Schranke:K d+12 (x) � � �2x� 12 e�x�(n+ 1) nXj=0 2�j nj! �(n + j + 1): (2.18)Insgesamt ergibt sich dadurch f�ur den Fall d = 2n:T2 = Zkwk>1 K d+12 (kwk)kwk� d�32 dw� p�p2 �(n+ 1) Zkwk>1 e�kwk 24 1Z0 e�uun �1 + u2�n du35 kwk�n+1 dw� p�p2 �(n+ 1) nXj=0 2�j nj! �(n + j + 1) Zkwk>1 e�kwkkwk�n+1 dw:Durch �Ubergang zu Polarkoordinaten und mit den bei der Absch�atzung von T1verwendeten Hilfsmitteln folgt weiterhin38



2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4
T2 � p�p2 �(n + 1) nXj=0 2�j nj! �(n + j + 1)!d�1 1Z1 e�rrn dr� p�p2 �(n + 1) nXj=0 2�j nj! �(n + j + 1)!d�1 1Z0 e�rrn dr= ��2� 12 !d�1 nXj=0 2�j nj! �(n+ j + 1); (2.19)womit bei gerader Raumdimension eine obere Schranke f�ur T2 gefunden ist.ii) Sei d = 2n+ 1, n 2 IN0 (d.h. � = d+12 = n + 1):T2 = Zkwk>1 K d+12 (kwk)kwk� d�32 dwUm dieses Integral nach oben abzusch�atzen, wird (2.15) verwendet. Setzt manp = n + 1, so ergibt sich:T2 � Zkwk>1 ��2� 12 kwk� 12 e�kwk n+1Xj=0 �(n + j + 32)j! 2j �(n� j + 32)kwk�jkwk�n+1 dw= ��2� 12 n+1Xj=0 �(n + j + 32)j! 2j �(n� j + 32) Zkwk>1 e�kwkkwk�n�j+ 12 dw:Durch �Ubergang zu Polarkoordinaten und mit Hilfe der Integraldarstellung derGammafunktion aus Satz 1.2. c) ergibt sich schlie�lichT2 � ��2� 12 n+1Xj=0 �(n+ j + 32)j! 2j �(n� j + 32)!d�1 1Z1 e�rr�j+n+ 12 dr� ��2� 12 n+1Xj=0 �(n + j + 32)j! 2j !d�1: (2.20)Mit (2.17),(2.19) und der Absch�atzung (2.20) folgt die zweite Aussage des Satzes.3) Da die Ordnung der modi�zierten Besselfunktion zweiter Art f�ur d = 1 Null ist,wird dieser Fall extra betrachtet, da sonst einige entstehende Terme nicht wohlde-�niert w�aren. Es ergibt sich f�ur die inversen Multiquadrics:i) Sei d = 1 (d.h. � = d�12 = 0):~J3(�; D) = (2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw 39



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen= (2�)�d12kDk2 ZIRd 2� d�12 K d�12 (kwk) kwk2 ! d�12 kwk2 dw= 12�kDk2 ZIR K0(jwj)jwj2 dw (2.21)Zur weiteren Absch�atzung von (2.21) wird die Darstellung (2.14) f�ur K0(x) be-trachtet, K0(x) = e�xp2x 1Z0 e�uu� 12 �1 + u2x�� 12 du:Nun ist �1 + u2x�� 12 � 1, da u2x 2 [0;1], wodurch sich mit Hilfe von Satz 1.2. c)ergibt: K0(x) � e�xp2x 1Z0 e�uu� 12 du = ��2� 12 e�xpx :Es folgt f�ur ~J3(�; D):~J3(�; D) = 12�kDk2 ZIR K0(jwj)jwj2 dw = 1� kDk2 1Z0 K0(w)w2 dw� 1p2�kDk2 1Z0 e�ww 32 dw:Und schlie�lich ergibt sich mit Satz 1.2. c)~J3(�; D) � 1p2� ��52� kDk2 = 34p2kDk2;was zu zeigen war.ii) Sei d = n � 2, n 2 IN:In diesem Fall ist die Ordnung der Macdonald{Funktion gr�o�er oder gleich 12 ,weswegen die bei den Multiquadrics angewandten Hilfsmittel Verwendung �ndenk�onnen. Es gilt:~J3(�; D) = (2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw= (2�)� d+12 kDk2 ZIRd K d�12 (kwk)kwk� d�52 dw= (2�)� d+12 kDk2 264 Zkwk�1 K d�12 (kwk)kwk� d�52 dw
40



2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4+ Zkwk>1 K d�12 (kwk)kwk� d�52 dw 375=: (2�)� d+12 kDk2 [T1 + T2] :Wird auch hier die Darstellung (2.13) f�ur K�(x) und die Absch�atzung (2.16) ver-wendet, so erh�alt man f�ur T1 mit � = d�12 � 12 folgende Ungleichung:T1 = Zkwk�1 K d�12 (kwk)kwk� d�52 dw� p� �(d� 1)�(d2) 2 d�12 Zkwk�1 kwk�d+3 dw;und durch �Ubergang zu Polarkoordinaten ergibt sichT1 � p� �(d� 1)3 �(d2) 2 d�12 !d�1: (2.22)Bei der Betrachtung von T2 ist analog zu den Multiquadrics eine Fallunterscheidungbez�uglich gerader oder ungerader Raumdimension notwendig.T2 = Zkwk>1 K d�12 (kwk)kwk� d�52 dw:a) Sei d = 2n, n 2 IN (d.h. � = d�12 = n� 12):Um K d�12 (x) abzusch�atzen, wird wie bei �2 vorgegangen. Analog zu (2.18) ergibtsich K d�12 (x) � � �2x� 12 e�x�(n) n�1Xj=0 2�j n� 1j ! �(n + j):Es folgt f�ur T2:T2 = Zkwk>1 Kn� 12 (kwk)kwk�n+ 52 dw� � �2x� 12 1�(n) n�1Xj=0 2�j n� 1j ! �(n+ j) Zkwk>1 e�kwkkwk�n+2 dwund mit Hilfe von Polarkoordinaten und Satz 1.2. c) ergibt sich sofortT2 � � �2x� 12 �(n+ 2)�(n) !d�1 n�1Xj=0 2�j n� 1j ! �(n+ j): (2.23)
41



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formenb) Sei d = 2n+ 1, n 2 IN (d.h. � = d�12 = n):Bei ungerader Raumdimension wird die Darstellung (2.13) f�ur K�(x) benutzt, umT2 abzusch�atzen.T2 = Zkwk>1 K d�12 (kwk)kwk� d�52 dw� ��2� 12 nXj=0 �(n+ j + 12)j! 2j �(n� j + 12) Zkwk>1 e�kwkkwk�n�j+ 32 dw:Durch �Ubergang zu Polarkoordinaten und mit Satz 1.2. c) folgt:T2 � ��2� 12 !d�1 nXj=0 �(n+ j + 12) �(n� j + 32)j! 2j �(n� j + 12) : (2.24)Setzt man nun d = 2n bzw. d = 2n + 1, so ergibt sich aus (2.22) und (2.23) bzw.(2.24) die dritte Behauptung.4) F�ur ~J4(�; D) gilt:~J4(�; D) = (2�)�d12kDk2 ZIRd '(w)kwk2 dw= (2�)�d12kDk2 ZIRd  ��! d2 e� kwk24� kwk2 dwund durch �Ubergang zu Polarkoordinaten folgt~J4(�; D) = 2�d�1  ��!� d2 kDk2!d�1 1Z0 e� r24� rd+1 dr:Mit Hilfe von partieller Integration l�a�t sich das vorliegende Integral berechnen.An dieser Stelle ist eine Fallunterscheidung notwendig.i) Sei d = 2n, n 2 IN0:Wie man leicht zeigt, gilt~J4(�; D) = 12  d2�! d2 �dkDk2!d�1 1Z0 e� r24� r dr= 12  d2�! d2 �dkDk2!d�12�=  d2�!d2 �d+1kDk2!d�1: (2.25)42



2.5 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�; D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4ii) Sei d = 2n+ 1, n 2 IN0:Wird partielle Integration angewendet, so ergibt sich:~J4(�; D) = 2�d�1  ��!� d2 kDk2!d�1 1Z0 e� r24� rd+1 dr= 2�( d2+ 12 ) �� d2 �d+ 12 d d+12 !d�1 1Z0 e� r24� dr= 2�( d2+ 12 ) �� d2 �d+ 12 d d+12 !d�1 4� p�=  d2�!d2 d d2+ 12 2 32 p� �d+ 32kDk2!d�1: (2.26)Mit (2.25) f�ur gerade und (2.26) f�ur ungerade Raumdimension folgt nun die letzteBehauptung des Satzes. 2
F�ur die Norm der Matrix A1(�i)�, 1 � i � 4, lassen sich nun die unteren Schrankenexplizit angeben.Satz 2.21 Seien I 0i(�) durch Abschnitt 2.3 gegeben, ~J 0i(�; D) durch Satz 2.20, und esgelte I 0i(�) < N ~J 0i(�; D) f�ur i = 1; : : : ; 4. Es seien Cd und q wie in Satz 2.5 de�niert.Dann erh�alt man f�ur die Beispielfunktionen folgende Absch�atzungen der Art (2.9):1) Polynomials: kA1(�1)�k � " �(d+12 )2d+2p��(d2 + 1)Cd q � ~J 01(�; D)# k�k.2) Multiquadrics: kA1(�2)�k � 264 C d�22d2d+2�(d2 + 1)q 2�d2 e� 2Cdq � ~J 02(�; D)375 k�k.3) Inverse Multiquadrics:F�ur d = 1 ergibt sich: kA1(�3)�k � 24 C 1212p�q� 12 e� 2C1q � ~J 03(�; D)35 k�k.F�ur d � 2 gilt:kA1(�3)�k � 24 Cd2 d2�(d2)�(d2 + 1)q�1  1 + 2Cdq ! d�22 e� 2Cdq � ~J 003 (�; D)35 k�k:4) Gaussians: kA1(�4)�k � 24 Cdd2d+1� d2�(d2 + 1)q�de� C2d�q2 � ~J 04(�; D)35 k�k f�ur � > 0.
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen2.6 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�;D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4

F�ur die Beispielfunktionen ergeben sich unter Ber�ucksichtigung der in Theorem 2 de�-nierten Terme I 0(�) und ~J(�;D) folgende Absch�atzungen der Art (2.12):44



2.6 Absch�atzungen f�ur ~Ji(�;D) und kA1(�i)�k, 1 � i � 4Satz 2.22 Beachtet man zun�achst, da� f�ur Ji, i = 1; 2; 3,~J2; ~J3 � ~J1 � J 0kDk := 2�(d+12 )!d�1� d+12 kDk;wobei !d�1 das Volumen der (d� 1){dimensionalen Einheitskugel ist, und f�ur ~J4~J4 � Dd(�; q) mit Dd(�; q) = ��d�q "1 + 6d 1Xn=0(n+ 3)de��n2q2#gilt, so folgt f�ur die Funktionen �i, 1 � i � 4, falls I 0(�i) < N ~J(�i; D) erf�ullt ist:1) Polynomials: kA1(�1)�k � " ~Cd2�d+1 �(d+12 )p�q �NJ 0kDk# k�k:2) Multiquadrics: kA1(�2)�k � 24 ~Cd2� d+32 e� 2�qq d�32 p� �NJ 0kDk35 k�k:3) Inverse Multiquadrics: F�ur q < 1 und eine absolute Konstante a mit � > 2a gilt:kA1(�3)�k � 24 ~Cd� d+12 p�a d�32 [1� e�a�]e� �q ( 1a+a)q d�12 �NJ 0kDk35 k�k:4) Gaussians: Sei kDk � q. Dann giltkA1(�4)�k � 264 ~Cd e� �2q2�qd� d2 �Dd(�; q)kDk375 k�k:Dabei seien ~Cd und q wie in Theorem 2 de�niert.Der Beweis ist in Quak, Sivakumar, Ward [8] zu �nden.Wird ein weiteres Beispiel aus der Menge der Polynomials hinzugezogen und untersucht,so ergibt sich eine verallgemeinerte Aussage �uber �1.Satz 2.23 Sei �5(x) = (�1)kxk2� : IRd ! IR�0, 0 < � < 1. �5 ist bedingt positiv de�nitder Ordnung 1 und besitzt das repr�asentierende Ma� d�(t) = [� �(1��)]�1t�� dt. Danngilt I5(�) � Cd� �(� + d2)�(1� �) �2�+d := I 05(�);J5(�;D) � �(d+2�2 ) !d�1kDk2��d(1� �) �(1� �) := ~J5(�;D): 45



2 Untere Schranken einiger quadratischer FormenWerden die Beziehungen I5(�) und J5(�;D) in (2.12) eingesetzt, dann folgtkA1(�5)�k � "Cd� �(� + d2)�(1� �)�2�+d � �(d+2�2 )!d�1kDk2��d(1� �) �(1� �)# k�k:Dabei bezeichne !d�1 das Volumen der (d� 1){dimensionalen Einheitskugel.Der Beweis �ndet sich in Quak, Sivakumar, Ward [8].Korollar 2.241) Wie man leicht �uberpr�uft, gilt �5 = �1 f�ur � = 12 .2) Die S�atze 2.21 und 2.23 liefern f�ur J1 die gleichen Absch�atzungen. Das ist daraufzur�uckzuf�uhren, da� die Voraussetzungen des Satzes 2.7 f�ur J1(�; D) nicht erf�ulltsind.
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3 Untere Schranken der quadratischen Form desL2{ApproximationsproblemsVorbemerkungenDie Grundlage bildet das L2{Approximationsproblem bez�uglich 
. Dieses ist in Kapitel1.4 bereits beschrieben und lautet folgenderma�en:Sei X = fx1; : : : ; xNg, xj 2 IRd, 1 � j � N , ein gegebener Punktesatz mit Separations-distanz q := 12 minj 6=l kxj � xlk > 0.Es sei W (xk) := fx 2 IRd : kx � xkk1 < qd� 12g f�ur jedes Zentrum xk, 1 � k � N ,de�niert, dabei bezeichnet k � k1 die Supremumsnorm. Diese W�urfel sind disjunkt.Im folgenden sei 
 � IRd ein zul�assiges kompaktes Gebiet bez�uglich X, das hei�t, f�ur allexk, 1 � k � N , sei der d{dimensionale W�urfel W (xk) mit Zentrum xk und Seitenl�ange2qd�1=2 ganz in 
 enthalten.Die Funktion f 2 L2(
) sei gegeben. Gesucht ist die beste Approximierende s� 2 SX ,SX = 8<: NXj=1�j�(� � xj) : � 2 V ?m fXg9=; ;mit s� = PNj=1 �j�(� � xj), wobei � = (�j)Nj=1 den Koordinatenvektor einer bestenApproximierenden darstellt und � : IRd ! IR eine bedingt positiv de�nite Funktion derOrdnung m mit m 2 IN0 ist, so da� gilt:kf � s�k = infs2SX kf � sk: (3.1)Aufgrund der Resultate von Kapitel 1.4 l�a�t sich das gestellte Approximationsproblemin Matrix{Schreibweise darstellen als AX PP t 0 ! �� ! =  f t�0 ! : (3.2)mit AX := (h�(� � xj);�(� � xk)i)Nj;k=1;P := (pk(xj)) i=1;:::;Nk=1;:::;Q undf� := (hf;�(� � xj)i)Nj=1;f�ur � := (�j)Nj=1 2 IRN und � := (�j)Nj=1 2 IRQ.Dabei ist das vorliegende Skalarprodukt bez�uglich des L2{Approximationsproblems de-�niert durch h�(� � xi);�(� � xj)i := Z
 �(x� xi)�(x� xj) dx:
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsDas bedeutet, da� ein kompakter Teilraum 
 � IRd anstelle von IRd als Integrations-bereich betrachtet wird, w�ahrend das urspr�ungliche L2{Skalarprodukt eine Integration�uber dem ganzen IRd erfordern w�urde. Durch diese Einschr�ankung sind die zu betrach-tenden Integrale wohlde�niert.3.1 Der Fall 
 � IRd kompakt und � 2 BPD(m), m 2 IN0Den Schwerpunkt dieses Kapitels bildet die Betrachtung der quadratische Form hAX�; �ibez�uglich der Matrix AX = (h�(� � xi);�(� � xj)i)Ni;j=1 des eingef�uhrten Approximati-onsproblems mit � 2 V ?m fxg. Ziel ist es, eine positive untere Schranke f�ur hAX�; �i zubestimmen, welche sich f�ur explizit gegebene � gut berechnen und sich zus�atzlich auf dasInterpolationsproblem des zweiten Kapitels zur�uckf�uhren l�a�t. Die vorbereitenden Lem-mata 3.1 bis 3.3 und ihre Beweise sind Quak, Sivakumar, Ward (siehe [8]) entnommen,sowie die Beweisidee von Theorem 3, �ubertragen auf den allgemeinen Fall � 2 BPD(m),m 2 IN0. Theorem 3 beinhaltet dabei die Hauptaussage dieses Kapitels.Lemma 3.1 Sei � 2 BPD(m), AX durch (3.2) gegeben, X = fx1; : : : ; xNg mit paar-weise verschiedenen Punkten xj, 1 � j � N , � 2 IRN und 
 � IRd ein zul�assigeskompaktes Gebiet bez�uglich X. Dann existiert f�ur die quadratische Form hAX�; �i eineuntere Schranke der ArthAX�; �i =  NXj=1�j�(� � xj)2 � NXk=1 ZW (xk) ������ NXj=1�j�(x� xj)������2 dx: (3.3)Beweis: Die erste Gleichung ergibt sich sofort aus der De�nition des Skalarproduktes.Um die untere Schranke zu erhalten, wird die quadratische Form nach unten abgesch�atzt,indem man die Vereinigung der W�urfel W (xk), 1 � k � N , anstelle von 
 als Integrati-onsgebiet benutzt. Da der Integrand nichtnegativ ist und die W�urfel disjunkt sind, folgtdie gesuchte Absch�atzung. 2Der n�achste Schritt besteht darin, die Integrale RW (xk) jPNj=1 �j�(x � xj)j2 dx f�ur allek 2 f1; : : : ; Ng aus (3.3) mit Hilfe von Riemann{Summen nach unten abzusch�atzen.Dies ist aufgrund der Stetigkeit der Funktion � m�oglich. Um die daf�ur notwendigenSt�utzpunkte zu erhalten, werden die W�urfelW (xk), 1 � k � N , mit einer Gitterstrukturversehen.Das folgende Lemma f�uhrt die St�utzpunkte y(i)k , 1 � k � N , mit i wie folgt, ein.48



3.1 Der Fall 
 � IRd kompakt und � 2 BPD(m), m 2 IN0Sei i = (i1; : : : ; id)t 2 ZZd ein Index{Vektor und e = (1; : : : ; 1)t der d{dimensionaleEinheitsvektor. i � j bedeute il � jl f�ur l = 1; : : : ; d. Es sei r 2 IN.Lemma 3.2 Es sei AX durch (3.2) gegeben, � 2 IRN, X = fx1; : : : ; xng � IRd mitpaarweise verschiedenen xj f�ur 1 � j � N und 
 � IRd ein zul�assiges kompaktes Gebietbez�uglich X. Dann gilt:hAX�; �i � limr!12qdd�d=2rd X�re�i�(r�1)e0�i1�r�1 kA(i)1 (�)�k2mit A(i)(�) := (�(y(i)k � xj))1�k;j�N ;A(i)1 (�) := 12(A(i)(�)) + A(i)(�)t);y(i)k := xk + qd�1=2r (i+ 12e); �re � i � (r� 1)e: (3.4)Beweis: Da � eine stetige Funktion ist, lassen sich die Integrale in (3.3) als Grenzwertevon Riemann{Summen darstellen. Als St�utzpunkte werden y(i)k wie in (3.4) gew�ahlt.Diese sind jeweils ganz in W (xk) enthalten und bilden dort eine Gitterstruktur (siehedazu auch Fig. 2 in Anschlu� an Lemma 3.3). F�ur r!1 ergibt sich:hAX�; �i � limr!1 qdd�d=2rd X�re�i�(r�1)e NXk=1 ������ NXj=1�j�(y(i)k � xj)������2 :Wird A(i)2 de�niert durch A(i)2 (�) := 12(A(i)(�))�A(i)(�)t), so gelten f�ur die Matrizen A(i)1und A(i)2 die Relationen A(i)1 (�) = A(�i�e)1 (�) und A(i)2 (�) = �A(�i�e)2 (�) bez�uglich desIndexshifts. MitPNk=1 jPNj=1 �j�(y(i)k �xj)j2 = kA(i)(�)�k2 und da aufgrund der Paralle-logramm { Gleichung gilt kA(i)(�)�k2+kA(�i�e)(�)�k2 = 2kA(i)1 (�)�k2+2kA(i)2 (�)�k2;l�a�t sich nun zeigen:X�re�i�(r�1)e kA(i)(�)�k2 = X�re�i�(r�1)e0�i1�r�1 2(kA(i)1 (�)�k2 + kA(i)2 (�)�k2)� 2 X�re�i�(r�1)e0�i1�r�1 kA(i)1 (�)�k2:Damit folgt die Behauptung. 2Wird die Menge der gleichm�a�ig verteilten y(i)k , �re � i � (r� 1)e, auf eine Teilmengesich nahe bei xk be�ndender Punkte f�ur 1 � k � N beschr�ankt, so folgt daraus eineweitere untere Absch�atzung der quadratischen Form hAX�; �i, welche sich jedoch explizitberechnen l�a�t. 49



3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsLemma 3.3 Sei " gegeben mit 0 < " � 1 undP"(r) := fi : kik1 � "r � 12 und i1 � 0g f�ur r 2 IN:Dann gelten folgende Aussagen:(i) Es existiert ein Index r0(") 2 IN, so da� P"(r) 6= ; f�ur alle r � r0(").(ii) P"(r) � fi : �re � i � (r� 1)e und 0 � i1 � r � 1g.(iii) Die Kardinalit�at von P"(r) ist (2b"r� 12c+1)d�1(b"r� 12c+1) f�ur r � r0("), wobeibac der ganzzahlige Teil von a 2 IR�0 ist.(iv) D(i) := y(i)j � xj ist f�ur 1 � j � N unabh�angig von j und es giltkD(i)k � q"; f�ur i 2 P"(r); r � r0 ("):Beweis: (i)-(iii) folgen sofort. Um (iv) zu zeigen, betrachte manD(i) = xk + qd� 12r �i+ 12e�� xk = qd� 12r �i+ 12e� ;mit y(i)k wie in Lemma 3.2. D(i) ist dann unabh�angig von k f�ur 1 � k � N . F�ur i 2 P"(r)folgt au�erdemkD(i)k = qd� 12r ki+ 12ek � qd� 12r �kik1 + 12kek1� d 12 = qr (kik1 + 12) � q": 2Die Lage der St�utzpunkte sei anhand eines Beispiels verdeutlicht:Setze r = 2 und d = 2 f�ur y(i)k aus (3.4). W�ahle zus�atzlich q = 2 32 und " = 34 f�ur Lemma3.3. Die daraus resultierenden St�utzpunkte lauteny(i)k = xk + �i+ 12e� ; f�ur  �2�2! �  i1i2! �  11!und die Seitenl�ange des W�urfels W (xk) betr�agt 4, unabh�angig von k. Die Punkte y(i)ksind in FIG. 2 eingetragen.P3=4(2) = fi : ky(i)k � xkk � 1; i1 � 0g enth�alt die Punkte y(00)k und y( 0�1)k , welche inder Abbildung fett gedruckt sind. Ohne die zus�atzliche Restriktion i1 � 0 w�are es dieMenge der Punkte y( 0�1)k , y(�1�1)k , y(00)k und y( 0�1)k , welche durch die gestrichelten Liniendargestellt sind. F�ur " = 1 w�are P1(2) die gesamte rechte H�alfte der y(i)k . Es ist an dieserStelle sehr deutlich der Einu� des Faktors " auf die Gr�o�e der Teilmenge P"(r) derzugrundegelegten Menge von St�utzpunkten zu erkennen.50



3.1 Der Fall 
 � IRd kompakt und � 2 BPD(m), m 2 IN0

s s s ss s s ss s s ss s s s

y(�2�2)k y(�1�2)k y( 0�2)k y( 1�2)k
y(�2�1)k y(�1�1)k y( 0�1)k y( 1�1)k
y(�20 )k y(�10 )k y(00)k y(10)k
y(�21 )k y(�11 )k y(01)k y(11)k

xk t
FIG. 2 W(xk)Mit den getro�enen Vorbereitungen l�a�t sich nun die Hauptaussage dieses Kapitels for-mulieren.Theorem 3 Sei � 2 BPD(m) und Voraussetzung (A) erf�ullt. Sei 
 � IRd kompaktund zul�assig bez�uglich X = fx1; : : : ; xng, xj paarweise verschieden f�ur j = 1; : : : ; N undq := 12 minj 6=l kxj � xlk > 0. Sei I 0(�) wie in (2.3), P"(r) und D(i) aus Lemma 3.3 und~J(�; D) durch (2.5) unter den Voraussetzungen von Satz 2.7 gegeben. Dann gilt:(i) Es existiert ein " = "(d; q;�; N) mit 0 < " � 1 und r0(") 2 IN, so da� P"(r) 6= ;f�ur alle r � r0(") undN ~J(�; D(i)) < 12I 0(�) f�ur i 2 P"(r): (3.5)(ii) Mit " aus (i) und � 2 V ?m fxg, k�k = 1, gilthAX�; �i � 2d�2d�d=2qdI 0(�)2"d: (3.6)Beweis: (i) Nach De�nition gilt ~J(�; D)! 0 f�ur D! 0. Somit existiert ein� = �(D; q;�; N), so da�N ~J(�; D) < 12I 0(�) f�ur kDk � �: (3.7)51



3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsW�ahle " = min(�=q; 1) und r0(") aus Lemma 3.3 (i). Wendet man nun (iv) desselbenLemmas an, so ergibt sichkD(i)k � q" � �; i 2 P"(r); r � r0 (");und mit (3.7) N ~J(�; D(i)) < 12I 0(�) f�ur i 2 P"(r):Damit ist die erste Aussage gezeigt.(ii) Lemma 3.2 ergabhAX�; �i � limr!12qdd�d=2rd X�re�i�(r�1)e0�i1�r�1 kA(i)1 (�)�k2:Sei " aus (i) gegeben und r � r0("). Werden die Ergebnisse aus Teil (i) dieses Theorems,sowie aus Theorem 1 und Lemma 3.3 (ii) und (iii) benutzt, so folgthAX�; �i � limr!12qdd�d=2rd X�re�i�(r�1)e0�i1�r�1 kA(i)1 (�)�k2� limr!12qdd�d=2rd �2 �"r � 12� + 1�d�1 ��"r � 12� + 1� I 0(�)24� limr!12d�2d�d=2qdI 0(�)2 (b"r � 12c)drd= 2d�2d�d=2qdI 0(�)2"d;womit der Satz bewiesen ist. 2
Bemerkung 3.4 Somit ist eine untere Schranke f�ur die quadratische Form bez�uglichder Approximationsmatrix AX gefunden, welche sich aus einer R�uckf�uhrung auf dasInterpolationsproblem aus Kapitel 2.1, basierend auf zwei verschiedenen Datens�atzen Xund Y , ergibt. Dieses ie�t in die letzte Rechnung des Beweises des Theorems 3 ein.Korollar 3.5 Gelten die Voraussetzungen des Theorems 3, so gibt es eine untere Schran-ke f�ur kAX�k mit � 2 V ?m fXg, k�k = 1, denn mit Cauchy{Schwarz folgt:kAX�kk�k � hAX�; �i � 2d�2qdd�d=2I 0(�)2"d;d.h., es ist kAX�k � 2d�2qdd�d=2I 0(�)2"d: (3.8)2
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3.1 Der Fall 
 � IRd kompakt und � 2 BPD(m), m 2 IN0Bemerkung 3.61) F�ur die praktische Anwendung der Absch�atzung (3.6) erscheint es schwierig, "explizit anzugeben. Da jedoch " als min(�=q; 1) gew�ahlt war, wobei sich � aus(3.7) ergibt und q = 12 minj 6=l kxj � xlk > 0, so ist o�ensichtlich, da� der Wertvon " genau die Beziehung zwischen ~J(�; D) und kDk wiedergibt, und " explizitbestimmbar ist. Das bedeutet konkret:Nach Satz 2.7 gilt N ~J(�; D) =: NkDk2J?(�). Die Ungleichung (3.7) ist damit�aquivalent zu NkDk2J?(�) � 12I 0(�) f�ur kDk � �:Wird f�ur � � := vuut I 0(�)2NJ?(�)eingesetzt, so ist die Ungleichung (3.7) erf�ullt und es ergibt sich f�ur "" = min0@vuut I 0(�)2NJ?(�)q2 ; 11A :2) Die Absch�atzung (3.6) des Theorems 3 beinhaltet u.a. die Anzahl N der St�utz-stellen. Dieser Einu� beruht auf der im Beweis des Theorems 3 auftretendenBedingung N ~J(�; Di) < 12I 0(�).3) Die untere Schranke von hAX�; �i setzt sich zusammen aus dem Produkt voni) "d : ergibt sich aus der Forderung N ~J(�; D(i)) < 12I 0(�) f�ur i 2 P"(r),ii) I 0(�)2 : quadratische Form des Interpolationsproblems aus Kapitel 2.1, welchedurch die Anwendung von Theorem 1 entsteht,iii) qdd� d2 : erh�alt man durch die Bildung der Riemann{Summen, wobei der Ab-stand der verwendeten St�utzpunkte gerade qdd� d2rd betr�agt. Dieser Term l�a�tsich auf die Forderung zur�uckf�uhren, da� die W (xk), 1 � k � N , disjunktsind.iv) 2d�2: entsteht aus der Anzahl der Summanden in der letzten Rechnung desBeweises von Theorem 3,v) k�k2 = 1: ergibt sich aus 3) ii) mit Bemerkung 2.6 i).4) Wird die numerische Stabilit�at der Matrix AX mit gegebener Nebenbedingung� 2 V ?m fXg untersucht, so l�a�t sich feststellen, da� der kleinste Eigenwert � derMatrix AX positiv ist. Dies ist bedingt durch die Tatsache, da� die sich aus (3.6)ergebende untere Schranke selbst positiv ist und da nach Courant [10] gilt:�(AX) = inf�2V ?m fXg �tAX��t� :
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{Approximationsproblems5) Der Einu� des Faktors q = minj 6=k kxj � xkk f�ur q ! 0 ist in der Absch�atzung(3.6) durch die Terme qd und I 0(�)2 gekennzeichnet. Alle anderen Faktoren derunteren Schranke von (3.6) sind von q unabh�angig. Es sei an dieser Stelle auf dieDiskussion des Einusses des Faktors I 0(�) f�ur q ! 0 in Kapitel 2.2 und anhandvon Beispielen in Kapitel 2.4 verwiesen. F�ur q nahe 0 ist " = 1 und (3.6) vonJ?(�; D) unabh�angig.3.2 Der Fall 
 � IRd kompakt und � 2 BPD(0) oder�� 2 BPD(1)Es wird das Approximationsproblem aus Kapitel 3.1 betrachtet. Der Fall 
 � IRd kom-pakt und � 2 BPD(0) oder �� 2 BPD(1) unterscheidet sich allein in der Darstellungvon I 0(�) und ~J(�;D) von Kapitel 3.1. Die vorbereitenden Lemmata 3.1 bis 3.3 k�onnensomit unver�andert �ubernommen werden, da sie nur von der Radialit�at und Stetigkeitder Funktion � abh�angen. Es ergibt sich folgende zu Theorem 3 �aquivalente Aussage:Theorem 4 Sei � 2 BPD(0) oder �� 2 BPD(1) mit repr�asentierendem Ma� d�.Sei 
 � IRd beschr�ankt und zul�assig bez�uglich X = fx1; : : : ; xNg, xj 2 IRd paarweiseverschieden f�ur alle j = 1; : : : ; N und 2q := minj 6=l kxj�xlk > 0. Sei I 0(�) wie in (2.11),P"(r) und D(i) aus Lemma 3.3 und ~J(�;D) durch (2.10) gegeben. Dann gilt:(i) Es existiert ein 0 < " � 1, " = "(s; q;�; N) und r0(") 2 IN, so da� P"(r) 6= ; f�uralle r � r0(") und N ~J(�;D(i)) < 12I 0(�) f�ur i 2 P"(r):(ii) Mit " aus (i) und � 2 IRN, k�k = 1, gilthAx�; �i � 2d�2d�d=2qdI 0(�)2"d: (3.9)Der Beweis verl�auft analog zu dem von Theorem 3. Er �ndet sich in Quak, Sivakumar,Ward [8].Korollar 3.7 Sind die Voraussetzungen von Theorem 4 erf�ullt, so folgtkA�1X k � 22�ddd=2q�dI 0(�)�2"�dund die Matrix AX ist invertierbar.54



3.3 Der Fall 
 = IRd und � 2 BPD(0)Beweis: Aufgrund der Beschr�ankung auf die F�alle � 2 BPD(0) und �� 2 BPD(1)l�a�t sich im Falle �� 2 BPD(1) die Nebenbedingung � 2 V ?m fXg des Approximations-raumes SX wegdiskutieren (siehe Quak, Sivakumar, Ward [8]). Mit Hilfe der Cauchy{Schwarzschen Ungleichung und Theorem 4 folgt sofort f�ur alle � 2 IRN mit k�k = 1:kAX�k � 2d�2d� d2 qdI 0(�)2"d:Da der Raum SX ohne die Nebenbedingung f�ur die in diesem Kapitel betrachtetenFunktionen volle Dimension N hat (siehe Quak, Sivakumar, Ward [8]) und die untereSchranke von (3.9) positiv ist, folgt die Behauptung aufgrundkA�1X k = ( 1inf kAX�k : � 2 IRN; k�k = 1) : 2
Bemerkung 3.8 Der Unterschied zwischen Theorem 3 und Theorem 4 liegt in derDarstellung der Terme I 0(�) und I 0(�) beziehungsweise ~J(�; D) und ~J(�). Ein Vergleichder Ausdr�ucke I 0(�) und I 0(�) f�ur q ! 0 wurde am Ende des Kapitels 2.2 und anhandkonkreter Beispiele in Kapitel 2.4 diskutiert, worauf an dieser Stelle verwiesen sei. Da~J(�; D) und ~J(�) unabh�angig von q sind, werden sie nicht weiter betrachtet.3.3 Der Fall 
 = IRd und � 2 BPD(0)F�ur den Fall 
 = IRd besitzt die Funktion � nur f�ur m = 0 die f�ur die Existenz derIntegrale RIRd �(x� xj)�(x� xk) dx notwendige, klassische Fouriertransformierte.Das zugrundeliegende Skalarprodukt dieses Abschnitts ist das L2{Skalarprodukt. Wird� 2 L2(IRd) vorausgesetzt, so sind die vorkommenden Integrale wohlde�niert.F�ur � 2 BPD(m), m > 0, bedarf es weiterer Voraussetzungen und anderer Verfah-rensweisen. Dabei ist u.a. eine distributionelle Herangehensweise erforderlich, worauf inKapitel 5 als Ausblick kurz eingegangen wird. Dieser Fall wird in dieser Arbeit sonstnicht weiter behandelt.Zu betrachten ist folgendes L2{Approximationsproblem:Sei � 2 BPD(0), d.h. � ist positiv de�nit, und sei � 2 L2(IRd). Zu einer gegebenenFunktion f : IRd ! IR, f 2 L2(IRd), und einem gegebenen Satz X von paarweiseverschiedenen Punkten xj 2 IRd, 1 � j � N , wird eine beste Approximierende s� 2 SXmit SX := spanf�(� � xj); 1 � j � Nggesucht, welche folgendes erf�ulle:kf � s�kL2(IRd) = mins2SX kf � skL2(IRd): 55



3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsDas gestellte Approximationsproblem dieses Kapitels l�a�t sich in Form einer Normalen-gleichung formulieren. Diese lautet: ~AX� = zmit ~AX := (h�(� � xi);�(� � xj)i)Ni;j=1;� := (�i)Ni=1;z := (h�(� � xi); fi)Ni=1:Das hei�t, die Di�erenz der besten Approximierenden s� und der Funktion f steht senk-recht auf jedem beliebigen Element s aus SX . Es stellt sich nun die Frage, wann dieMatrix ~AX invertierbar ist. Dazu sind einige Vorbemerkungen notwendig.Wendet man sich einem beliebigen Element h�(� � xj);�(� � xk)i mit j; k 2 f1; : : : ; Ngaus ~AX zu, so ergibt sich durch Umformen:h�(� � xj);�(� � xk)i = ZIRd �(x� xj)�(x� xk) dx= ZIRd �((x� xk)� (xj � xk))�(x� xk) dx:Mit der Substitutionen y := x� xj, z := x� xk und (1.1) folgt:h�(� � xj);�(� � xk)i = (� � �)(xj � xk):Da dies ohne Einschr�ankung an j; k 2 f1; : : : ; Ng erf�ullt ist, l�a�t sich die Aussage fol-genderma�en verallgemeinern:Satz 3.9 Sei 
 = IRd und � 2 L2(IRd) positiv de�nit, X = fx1; : : : ; xNg � IRd undxj paarweise verschieden f�ur 1 � j � N , so gilt f�ur die Approximationsmatrix ~AX derNormalengleichung des L2{Approximationsproblems(h�(� � xi);�(� � xj)i)Ni;j=1 = ((� � �)(xi � xj))Ni;j=1: (3.10)2
Lemma 3.101) Die Matrix ~AX des Approximationsproblems l�a�t sich bez�uglich der Funktion	 := � � � in eine Matrix eines Interpolationsproblemes �uberf�uhren.56



3.3 Der Fall 
 = IRd und � 2 BPD(0)2) Das nun zugrundeliegende Interpolationsproblem lautet:Sei � positiv de�nit und fest gew�ahlt, X = fx1 : : : ; xNg eine Menge paarweiseverschiedener Punkte aus dem IRd. Zu gegebenen Punkten g(x1); : : : ; g(xN) 2 IRdwird die eindeutige Funktions� 2 ~SX := spanf(� � �)(� � xi); 1 � i � Nggesucht, so da� gilt s�(xi) = g(xi); 1 � i � N:3) Die zu interpolierende Funktion lautet gf := f � �.Beweis: Die Aussagen 1) und 2) folgen aufgrund der vorangegangenen �Uberlegungendieses Abschnittes, die dritte ergibt sich durch Betrachten der Normalengleichung, welchef�ur xj, j 2 f1; : : : ; Ng, lauteth�(� � xj); fi = NXi=1 �ih�(� � xi);�(� � xj)i = NXi=1 �i� � �(xi � xj);wodurch sich genau die Form einer Interpolante aus ~SX mith�(� � xj); fi = f � �(xj) =: gf(xj)ergibt. Daraus folgt die Behauptung. 2Das Hauptinteresse dieses Abschnittes liegt darin, eine untere Schranke f�ur die quadra-tische Form ~I(�) := h ~AX�; �imit ~AX := (h�(� � xi);�(� � xj)i)Ni;j=1 (3.11)= ((� � �)(xi � xj))Ni;j=1= (	(xi � xj))Ni;j=1zu bestimmen. Um f�ur ~I(�) Satz 2.5 anwenden zu k�onnen, m�ussen erst die Vorausset-zungen des Satzes gezeigt werden.Lemma 3.11 � erf�ulle die Voraussetzung (A). Dann gilt:1) Ist � 2 BPD(0), so folgt � � � 2 BPD(0). 57



3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{Approximationsproblems2) Besitzt � eine Fouriertransformierte ', so hat auch � � � eine Fouriertransfor-mierte, diese lautet '2.Beweis:1) Beweis der Radialit�at:Sei � : IRd ! IR radial. Zu zeigen ist (���)(x) = (���)(�x). Sei UX eine unit�areMatrix, so da� Ux xkxk = e1 gilt, mit e1 := (1; 0; : : : ; 0) 2 IRd. Sei U�x ihre Inverse.Nun gilt (� ��)(Uxx) = ZIRd �(Uxx� y)�(y) dy= ZIRd �(Uxx� UxU�xy)�(y) dy= ZIRd �(x� U�xy)�(U�xy) dy;da � radial ist. Substituiert man z = U�xy mit dz = j detUxj dy und ber�ucksichtigtj detUxj = 1, da Ux eine unit�are Matrix ist, so folgt(� � �)(Uxx) = ZIRd �(x� z)�(z) dz= (� � �)(x):Die Radialit�at von � � � folgt nun aufgrund der Gleichung(� � �)(x) = (� � �)(Uxx) = (� � �)(Ux xkxkkxk)= (� � �)(e1kxk):Beweis der positiven De�nitheit:Sei � positiv de�nit. Zu zeigen ist PNj;k=1 �j�k(� � �)(xj � xk) � 0 f�ur � 2 IRN,und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn � = 0 ist. Dazu wird diese quadratischeForm betrachtet. Es gilt nach Satz 3.9:NXj;k=1�j�k(� � �)(xj � xk) =  NXj=1�j�(� � xj)2L2 :Die L2{Norm ist f�ur alle � 2 IRN nichtnegativ und ist gleich Null genau dann,wenn � = 0, da die �(� � xj) f�ur 1 � j � N linear unabh�angig vorausgesetztwurden, weil SX volle Dimension N hat. Somit ist 1) gezeigt.58



3.3 Der Fall 
 = IRd und � 2 BPD(0)2) � erf�ullt die Voraussetzung (A), d.h. f�ur � gilt die GleichungNXj;k=1�j�k�(xj � xk) = (2�)�d ZIRd '(w)������ NXj=1�jeixtjw������2 dw:Gesucht ist eine Funktion  , so da� f�ur 	 = � � � folgtNXj;k=1�j�k	(xj � xk) = (2�)�d ZIRd  (w)������ NXj=1�jeixtjw������2 dw:Dabei sei 	̂ =  .Wegen Bemerkung 1.4 1) ergibt sich	̂ = d� � � = �̂2 = '2 2 L1(IRd):Da d� � � wohlde�niert ist, existiert die Fouriertransformierte von 	 = � � � undsie lautet  = '2. 2
Damit l�a�t sich eine Aussage �uber eine untere Schranke der quadratischen Form h ~AX�; �itre�en.Theorem 5 Sei � 2 L2(IRd) eine positiv de�nite Funktion mit � : IRd ! IR undVoraussetzung (A) sei erf�ullt. Dann gilt:NXj;k=1�j�k(� � �)(xj � xk) � �d'2�2d+1�d=2�(d2 + 1)k�k2= Cdd'2�2d+1�d=2�(d2 + 1)qdk�k2mit q := 12 minj 6=k kxj � xkk;� := 4 [3d�1�2(d2 + 1)�] 1d+1 q�1;'2� := minkwk�2� '2(w);Cd := �q: 2
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsKorollar 3.12 Theorem 5 liefert eine untere Schranke der quadratischen Form~I(�) := h ~AX�; �i der Art ~I(�) � ~I 0(�)k�k2 mit~I 0(�) := �d2d+1�d=2�(d2 + 1)'2�: (3.12)Somit existiert im Falle '2� > 0 eine eindeutige beste Approximierende des Ausgangs-problems, da der Raum SX volle Dimension N hat und die Nebenbedingung f�ur positivde�nites � entf�allt.Korollar 3.13 Gilt k�k = 1 zus�atzlich zu den Voraussetzungen von Theorem 5, soergibt sich eine untere Schranke f�ur k ~AX�k, da mit Hilfe der Cauchy{SchwarzschenUngleichung folgt k ~AX�kk�k � h ~AX�; �i � �d2d+1�d=2�(d2 + 1)'2�Es gilt somit k ~AX�k � �d2d+1�d=2�(d2 + 1)'2�: 2
Korollar 3.14 Analog zu dem Beweis von Korollar 3.7 l�a�t sich zeigen:k ~A�1X k � 2d+1�d=2�(d2 + 1)�d '�2�= 2d+1�d=2�(d2 + 1)Cdd '�2� qd: 2
Bemerkung 3.15 In der Absch�atzung von h ~AX�; �i von Theorem 5 erscheint der Term'� von quadratischer Ordnung, was durch die R�uckf�uhrung auf das Interpolationspro-blem mit gegebenem 	 = ��� aufgrund der Gleichung d� � � = '2 gerechtfertigt ist. Dievergleichbaren Terme I 0(�) in Korollar 3.5 und I 0(�) in Korollar 3.7 erscheinen analogvon quadratischer Ordnung.60



3.4 Absch�atzung von hAx�; �i f�ur �i, 1 � i � 4 (Fourier{Stieltjes { Theorie)3.4 Absch�atzung von hAx�;�i f�ur �i, 1 � i � 4(Fourier{Stieltjes { Theorie)In diesem Abschnitt sollen die unteren Schranken von hAX�; �i bez�uglich der Beispiel-funktionen �i f�ur 1 � i � 4, basierend auf den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1 undspeziell auf Theorem 3, angegeben werden.Satz 3.16 Sei �i, 1 � i � 4, eine der Beispielfunktionen aus Kapitel 1. Es seien I 0i(�)aus Abschnitt 2.3 und ~J 0i(�; D) aus Satz 2.20 f�ur �i, 1 � i � 4, gegeben und es sei� 2 V ?m fXg mit k�k = 1. Dann besitzt hAX�; �i bez�uglich �i, 1 � i � 4, eine untereSchranke der Art (3.6) und diese lautet:1) F�ur �1: hAX�; �i � 8>>>>>><>>>>>>: (I 01(�))d+24dd=2( ~J 01(�; D))dNd ; I 01(�)2Nq ~J 01(�; D) < 1;qd(I 01(�))222�ddd=2 ; I 01(�)2Nq ~J 01(�; D) � 1:2) F�ur �i, i = 2; 3; 4:hAX�; �i � 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
(I 0i(�))2+d=222�d=2dd=2( ~J 0i(�; D))d=2Nd=2 ; vuut I 0i(�)2Nq2 ~J 0i(�; D) < 1;qd(I 0i(�))222�ddd=2 ; vuut I 0i(�)2Nq2 ~J 0i(�; D) � 1:Beweis: � ist nach Theorem 3 so zu w�ahlen, da� in (3.7) f�ur kDk � � gilt:N ~J 0i(�; D) < 12I 0i(�):1) W�ahle � f�ur �1 als I01(�)2N ~J 01(�;D) , wodurch die vorhergehende Ungleichung erf�ullt ist.Es ergibt sich " = minn �q ; 1o = min� I01(�)2Nq ~J 01(�;D) ; 1� in Theorem 3 und damit folgtdie Behauptung.2) F�ur �i, 2 � i � 4, folgen durch Wahl von � als r I0i(�)2N ~J 0i(�;D) die Absch�atzungenN ~J 0i(�; D) < 12I 0i(�), 2 � i � 4. Damit ergibt sich " = min�r I0i(�)2Nq2 ~J 0i(�;D) ; 1� ;und mit Hilfe von Theorem 3 folgt die obige Absch�atzung. 2
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsBemerkung 3.17 F�ur �3 ist die Fallunterscheidung bez�uglich der Raumdimension dzu beachten.3.5 Absch�atzung von hAx�;�i f�ur �i, 1 � i � 4(Laplace{Stieltjes { Theorie)Die quadratischen Formen von AX bez�uglich der Funktionen �i, 1 � i � 4, lassen sichmit Hilfe von Theorem 4 nach unten absch�atzen. Die Beweise der S�atze 3.18 und 3.20sind in Quak, Sivakumar, Ward [8] zu �nden.Satz 3.181) Sei � eine der Funktionen �i, 1 � i � 3. Seien I 0i(�) und J 0 gegeben durch dieAbschnitte 2.4 und 2.6 und es gelte k�k = 1. Dann besitzt die zugeh�orige Appro-ximationsmatrix AX bez�uglich ihrer quadratischen Form eine untere Schranke derArt hAX�; �i � 8>>>>>><>>>>>>: (I 0i(�))d+24dd=2(J 0)dNd ; I 0i(�)2J 0Nq < 1;qd(I 0i(�))222�ddd=2 ; I 0i(�)2J 0Nq � 1:2) Sei � = �4, I 04(�) aus Kapitel 2.4 und Dd(�; q) aus Satz 2.22 gegeben. Dann ergibtsich f�ur die zu �4 geh�orende Approximationsmatrix AX die Absch�atzunghAX�; �i � 8>>>>>><>>>>>>: (I 04(�))d+24dd=2(Dd(�; q))d ; I 04(�)2d(�; q)q < 1;qd(I 04(�))222�ddd=2 ; I 04(�)2Dd(�; q)q � 1:Bemerkung 3.191) Ist � = �i, 1 � i � 3, so erkennt man aus der Absch�atzung von hAX�; �i ausTheorem 4, da� der Faktor N , d.h. die Anzahl der Zentren, nur in Form des TermsNd auftritt. Der Einu� der Separationdistanz q hingegen ist von der jeweiligenFunktion abh�angig.2) F�ur � = �4 ist die Absch�atzung aus Theorem 4 von der Anzahl N der Zentrenunabh�angig, da der Ausdruck D(�; q) den Faktor N nicht beinhaltet. Die gewon-nene Absch�atzung ist also f�ur alle N gleich. Allerdings ist sie von q abh�angig, soda� f�ur q ! 0 die untere Schranke gegen 0 geht.62



3.6 Beispielhafte Berechnung von ~I 0(�)Bez�uglich der Funktionenschar �5 = (�1)kxk2� : IRd ! IR�0 mit 0 < � < 1 ergibt sichfolgende Absch�atzung:Satz 3.20 Es sei � = �5, I 05(�) und kDk2�J?(�) := ~J5(�;D) f�ur 0 < � < 1 gegebendurch Satz 2.23. Es gelte k�k = 1. Dann hat die quadratische Form bez�uglich der zu �5geh�origen Approximationsmatrix AX eine untere Schranke der Art
hAX�; �i � 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(I 05(�)2+ d2�22�d+ d2� dd=2N d2� ( ~J?(�)) d2� ;  I 05(�)2NqJ?5 (�)! 12� < 1;qd(I 05(�))222�ddd=2 ;  I 05(�)2NqJ?5 (�)! 12� � 1:3.6 Beispielhafte Berechnung von ~I 0(�)Als letzten Abschnitt dieser Arbeit wird die untere Schranke (3.12) der quadratischenForm ~I(�) des Approximationsproblems aus Kapitel 3. 3 anhand von Beispielen betrach-tet. Da die Absch�atzung unter den gegebenen Voraussetzungen von Kapitel 3.3 nur f�urpositiv de�nite Funktionen existiert , beschr�ankt sich die Auswahl der Beispielfunktionenauf �3 und �4.3.6.1 Inverse MultiquadricsDie positiv de�nite Funktion �3(x) = (1+ kxk2)�1=2 besitzt die klassische Fouriertrans-formierte '(w) = 2� d�12 K d�12 (kwk) kwk2 !� d�12 ;wie aus Kapitel 2.3.3 schon bekannt. Es folgt damit'2(w) = 4�d�1K2d�12 (kwk) kwk2 !1�d :Hier ist eine Fallunterscheidung notwendig, da die Ordnung der modi�zierten Bessel-funktion f�ur d = 1 kleiner als 1=2 wird. F�ur d � 2 ist die Ordnung jeweils gr�o�er odergleich 1=2.F�ur den Fall d = 1 ergibt sich '2� = 4K20 (2�) und mit den Ergebnissen von Wendland[17] folgt '2� � 12(1 + 2�)�1e�4�. Damit l�a�t sich festhalten: 63



3 Untere Schranken der quadratischen Form des L2{ApproximationsproblemsKorollar 3.21 Im Falle d = 1 hat die zu �3(x) = (1+kxk2)�1=2 geh�orende quadratischeForm ~I(�3) = hAX�; �i eine untere Schranke der Art ~I 0(�3)k�k2 mit~I 0(�3) = C218�2 q�2  1 + 2C1q !�1 e� 4C1q ;dabei gelte q = 12 minj 6=k kxj � xkk;� = 4 [3d�1�2(d2 + 1)�] 1d+1 q�1;Cd = �q:Im Falle d � 2 ergibt sich: '2� = 4�d�1�1�dK2d�12 (2�)und mit der Absch�atzungK� � � �2x� 12 e�x aus Kapitel 2.3.2 erlangt man die Absch�atzungder Art '2� � �d��de�4�:Die untere Schranke bez�uglich der quadratischen Form ~I(�3) = hAX�; �i lautet sodann:Korollar 3.22 Im Falle d � 2 hat die zu �3(x) = (1+kxk2)�1=2 geh�orende quadratischeForm ~I(�3) = hAX�; �i eine untere Schranke der Art I 0(�3)k�k2 mit~I 0(�3) = Cdd22d+2�2(d2 + 1)q�de� 4Cdq :3.6.2 Gau�glockenDie positiv de�niten Funktionen �4(x) = e��kxk2 mit � > 0 haben eine klassische Fou-riertransformierte der Form '(w) =  ��!d2 e� kwk24� ;welche schon in Kapitel 2.3.4 benutzt wurde. Es gilt'2(w) =  ��!d e� kwk22� ;woraus '2� = minkwk�2� '2(w) =  ��!d e� 2�2�resultiert, da e�x2 f�ur x 2 IR�o monoton fallend ist. Dies f�uhrt durch Einsetzen zu64



3.6 Beispielhafte Berechnung von ~I 0(�)Korollar 3.23 Die Funktionenschar �4(x) = e��kxk2 mit � > 0 hat bez�uglich der qua-dratischen Form ~I(�4) = hAX�; �i eine untere Schranke der Gestalt ~I 0(�4)k�k2 mit~I 0(�4) = Cdd� d22d+1�d�(d2 + 1)q�de� 2C2d�q2 :
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4 Ein Beispiel4 Ein BeispielDie Graphiken und Vektoren des Beispiels sind mit MATHEMATICA erstellt.4.1 Das InterpolationsproblemEs wird das Interpolationsproblem aus Kapitel 1.3 betrachtet:Sei �(x) = e�(x21+x22) 2 BPD(0) mit x = (x1; x2)t die positiv de�nite Gaussfunktion aufIR2. Sei X die Menge der �aquidistanten Punkte xij := (i=4; j=4)t f�ur 0 � i; j � 4.Um eine Menge von Punkten der Art xk, 1 � k � 25, zu erhalten, werden die Punktexij sortiert. Man w�ahlt X = f(xk)25k=1g := f((xij)4j=0)4i=0g. Zu f(x) := x1 + x2 ist eineInterpolante der Form ~s(x) = 25Xj=1 ~�je�kx�xjk2gesucht, welche ~s(xj) = f(xj) f�ur 1 � j � 25erf�ulle. Da die Gaussfunktion positiv de�nit ist, gibt es eine eindeutige L�osung des Pro-blems, d.h. es existiert genau ein Vektor ~� der Linearkombination (1.3).Wie zu Beginn des Kapitels 2 erw�ahnt, stimmt die allgemeine Form der Interpolante s ausKapitel 1.3 mit der aus Kapitel 2 f�ur � 2 BPD(0) �uberein. In Kapitel 2 sind allerdingsdie Aufpunkte von den Zentren verschieden, es gilt explizit xi = yi +D f�ur 1 � i � N ,D 2 IRdnf0g. Diese Verschiebung wirkt sich nicht auf den Punktfehler und den L2{Fehleraus. Deswegen kann man zur Veranschaulichung des Interpolationsproblems hier D = 0setzen.Der Eigenwertvektor � := (�i(A))25i=1 der Matrix A = (�(xi � xj))25i;j=1 lautet:� = (5:87636 � 10�9; 2:88569 � 10�7; 2:88569 � 10�7; 6:10359 � 10�6; 6:10359 � 10�6;0:00001417064910763399; 0:00006512472154093225; 0:00006512472154103493;0:0002997273262889139; 0:0002997273262891862; 0:0003117643257612909;0:0003117643257612953; 0:003198059712378556; 0:003198059712378696;0:006339615739688393; 0:01530971505723542; 0:01530971505723544;0:06764304723258375; 0:06764304723258396; 0:3238200258505543;0:3238200258505547; 0:7217443496243737; 3:455126336181286;66



4.2 Das L2{Approximationsproblem3:455126336181291; 16:54034147296963):Der L�osungsvektor ~� des Interpolationsproblems ist nun:~� = (�5:756758885052819; �72:75982014615996; 225:4006109556794;�254:4414037555318; 117:6392766353153; �72:75982015277038;474:8092978559288; �1020:187234461342; 1006:138382560849;�433:6324045235843; 225:4006109795464; �1020:187234510742;1909:844665762906; �1752:225449731244; 722:5925212097241;�254:4414037876988; 1006:138382648123; �1752:225449806061;1537:46746734818; �615:3139881555588; 117:6392766514164;�433:6324045719122; 722:5925212640282; �615:313988178329;241:0353121699936):Der L2{Fehler der Interpolante betr�agt kf � ~sk = 0:0235715.Im Anschlu� an das Approximationsproblem ist in Kapitel 4.3 die Interpolante ~s in Figur1 und der Punktfehler f(x)� ~s(x) des Interpolationsproblems in Figur 2 dargestellt .4.2 Das L2{ApproximationsproblemZu betrachten ist das L2{Approximationsproblem aus Kapitel 3.1:Sei weiterhin �(x) = e�(x21+x22) mit x = (x1; x2)t die zugrundeliegende radiale Basisfunk-tion. Es seien X = f((xij)4j=0)4i=0g und 
 = [�1=4; 5=4]� [�1=4; 5=4] wie in 4.1 gegeben.Die Separationsdistanz q betr�agt dann q := 12 minj 6=k kxj � xkk = 1=8. Damit sind dieW�urfel W (xk) := fkx� xkk1 � qd� 12 = 2�7=2g disjunkt f�ur 1 � k � 25.Alle 25 W�urfel sind in 
 enthalten und somit ist 
 ein zul�assiges Gebiet bez�uglich X.Wird wieder die Funktion f(x) = x1+x2 betrachtet, so ist die beste L2{Approximierendeder Form s�(x) = 25Xj=1��je�kx�xjk2gesucht, wobei �� = (��j)25j=1 2 IR25 den L�osungsvektor der besten Approximierendenbildet, so da� gilt: kf � s�k = infs2SX kf � sk: 67



4 Ein BeispielDer Eigenwertvektor � := (�i(AX))25i=1 von AX = (he�k��xjk2 ; e�k��xkk2i)25j;k=1 ist:� = (�6:08473 � 10�10; �6:08473 � 10�10; 3:00617 � 10�10; 8:07762 � 10�10;1:12488 � 10�9; 1:48872 � 10�9; 6:07743 � 10�9; 6:07743 � 10�9; 6:35428 � 10�8;6:35428 � 10�8; 1:11718 � 10�7; 1:11745 � 10�7; 4:60673 � 10�6; 4:60682 � 10�6;0:00001410495558146344; 0:00007883243892965407; 0:00007883243893021774;0:001006157908613683; 0:001006157908613809; 0:01721462715506312;0:017214628123568; 0:07177603887077524; 1:228036498868317;1:228036498868319; 21:01082327400634):Die negativen Werte von �1 und �2 sind dabei auf numerische Rechenungenauigkeitenzur�uckzuf�uhren. Da � eine positiv de�nite Funktion ist, m�ussen �1 und �2 positiv sein,allerdings sehr nahe Null.Der L�osungsvektor �� der besten Approximation lautet sodann:�� = (�28:97723678047325; 36:64357598376442; �17:90125006442645;4:045721501163555; 12:43142808271431; 36:64358540306642;�19:12985284246535; �2:485326516137292; �15:52595380709784;�33:17567314740809; �17:90126601658626; �2:485318081363289;4:14758042943245; 25:22166238546755; 59:91730695818939;4:045726979180742; �15:52593978254566; 25:22163371850462;�17:88777213584826; �62:30322424849158; 12:43143016371673;�33:17569000164356; 59:91733364866768; �62:30323715834416;51:82139399278188):Damit ergibt sich der L2{Fehler der Approximation kf � s�k = 0:00906133.Die beste Approximierende s� ist in Kapitel 4.3 in Figur 3 dargestellt, der Punktfehlerf(x) � s�(x) des Approximationsproblems in Figur 4 und die Gaussfunktion zuletzt inFigur 5.
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Graphische Darstellung der betrachteten Funktionen4.3 Graphische Darstellung der betrachteten FunktionenDie sich in den Kapiteln 4.1 und 4.2 ergebenden Funktionen werden in diesem Abschnittpr�asentiert.
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4 Ein Beispiel
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Figur 3: Die beste Approximierende s�(x) = 25Pj=1��je�kx�xjk2
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Figur 4: Der Punktfehler s�(x)� f(x) der Approximation70



Graphische Darstellung der betrachteten Funktionen
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Figur 5: Gaussians �(x) : IR2 ! IR mit �(x) = e�kxk2 .
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5 Ausblick5 AusblickDiese Arbeit l�a�t sich in verschiedener Hinsicht fortsetzen. Es seien vier M�oglichkeitenangef�uhrt.Zum einen l�a�t sich anstelle des L2{ das diskrete l2{Approximationsproblem betrach-ten. Dabei treten in der Norm Summen statt Integrale auf. Siehe dazu zum BeispielSivakumar, Ward [13].Als zweiter Ausblick sei der verbleibende Fall � 2 BPD(m), m > 0, mit 
 = IRderw�ahnt. Legt man das L2{Skalarprodukt zugrunde und fordert � 2 BPD(m) \ L2, sogilt f�ur beliebige 1 � j; k � N : h�(� � xj);�(� � xk)i = (� � �)(xj � xk). Damit l�a�tsich hier wie in Kapitel 3.3 das Approximationsproblem auf ein Interpolationsproblemmit zugrundeliegender radialer Basisfunktion (���)(xj�xk) 2 BPD( ~m) zur�uckf�uhren.Dabei ist ~m 2 IN noch explizit zu bestimmen. Der Interpolationsraum ist dann wie folgtde�niert: S ~mX := f NXj=1�j� � �(xj � xk) + ~QXl=1 �lpl(�); � 2 V ?~m ; ~Q = dim IPd~mg:Hier sind gewisse Voraussetzungen notwendig, damit die entstehenden Integrale existie-ren und es bedarf einer distributionellen Betrachtung, da � nicht mehr positiv de�nitist, d.h. � keine klassische Fouriertransformierte besitzt.Drittens sei bemerkt, da� eine von der L2{Norm verschiedene Norm zugrundegelegt wer-den kann, zum Beispiel die Supremumsnorm, woraus sicherlich interessante Absch�atzun-gen resultieren k�onnten.Als letzte Fortf�uhrung sei hier das Approximationsproblem mit �aquidistanten ZentrenX = ZZd genannt, wie sie in der Theorie von Buhmann [2] benutzt werden.
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