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Vorwort

Mehrdimensionale Approximation findet auf dem Gebiet des CAD héufige Anwendung.
Beispiele lassen sich u.a. in der medizinischen Forschung, sowie in der Signalverarbeitung
finden.

Das Prinzip der Lo—Approximation mit radialen Basisfunktionen ist nun folgendes:

Sei X := {zy,...,zx} eine Menge paarweise verschiedener Punkte aus einem kom-
pakten Gebiet Q ¢ IRY, welches so gewshlt sei, daB fiir jedes x4, 1 < k < N, der
d-dimensionale Wiirfel W (z)) mit Mittelpunkt z; und Seitenlinge 2¢d~'/? ganz in Q
enthalten ist. Dabei beschreibt ¢ := %min#l |z; — x| > 0 die Separationsdistanz.
Es sei eine Funktion f € Ly(Q) gegeben. Zu einer bedingt positiv definiten Funktion
® der Ordnung m (siehe Kapitel 1.3) wihle man als Approximationsraum Sy die Menge
der Linearkombinationen von Translaten von ® um Punkte aus X. Die Koeffizienten
sollen dabei die Nebenbedingung der bedingt positiven Definitheit erfiillen. Dies bedeu-
tet Sx 1= {XN, a;®(- —x;) : Ly a;p(x;) =0 fiir p € P41 wobei IP? die Menge der
Polynome in d Variablen mit Gesamtgrad kleiner als m darstellt. Es ist eine beste Ap-
proximierende s* € Sy gesucht, welche ||f — s*||1,) = infses, || f — 5| 1o(o) erfiillt. Die
Existenz einer besten Approximierenden folgt aufgrund des Projektionssatzes.

Die Intention dieser Arbeit ist die Bestimmung einer unteren Schranke der quadratischen
Form (Axa, a)r,(q) beziiglich der Approximationsmatrix Ax, wobei o der Nebenbedin-
gung der bedingt positiven Definitheit geniigt. Dabei wird das Approximationsproblem
in ein Interpolationsproblem auf Sx zu iiberfiihrt. Dieses lautet wie folgt:

Seien X und Q wie in dem Approximationsproblem gegeben. Sei Y := {y,...,yn} € Q
eine Menge paarweise verschiedener Punkte, welche 2; —y; = D € R4\ {0} fiir 1 <i < N
erfiillen. Der Verschiebungsvektor D ist somit von ¢, 1 < ¢ < N, unabhingig. Zu
f = {f(y:)} Y, ist eine Interpolante s € Sy gesucht, so daB s(y;) = f(y;) gilt. Als
positiven Nebeneffekt erhilt man hierbei Aussagen iiber die untere Schranke der qua-
dratischen Form beziiglich der Interpolationsmatrix, wobei die Aufpunkte y; (kleine)
Verschiebungen der Zentren x; fiir 1 < i < n bilden.

Ich habe den Ansatz von Quak, Sivakumar, Ward [8], der sich auf positiv definite Funk-
tionen ® und bedingt positiv definite Funktionen —® der Ordnung 1 beschriankt (Kapitel
2.2), mit Hilfe von (verallgemeinerter) Fouriertransformation auf bedingt positiv definite
Funktionen ® beliebiger Ordnung m € INg erweitert (Kapitel 2.1). Quak, Sivakumar,
Ward benutzen Laplace-Stieltjes — Integrale zur Darstellung von @, ich verwende hinge-
gen Fourier—Stieltjes — Integrale. Die jeweiligen Ergebnisse sind gegeniibergestellt.

Die Arbeit besitzt folgende Gliederung: In Kapitel 1 werden nach der Einfithrung von
Grundlagen und der (verallgemeinerten) Fouriertransformation das Interpolationspro-
blem sowie das Lo—Approximationsproblem beschrieben.

In Kapitel 2 werden untere Schranken quadratischer Formen beziiglich Interpolations-
matrizen hergeleitet, wobei die Aufpunkte des Interpolationsproblems (kleine) Verschie-



bungen der Zentren darstellen. Dabei wird der Ansatz von Quak, Sivakumar, Ward [8]
(Kapitel 2.2) auf bedingt positiv definite Funktionen ® beliebiger Ordnung m € INj
erweitert (Kapitel 2.1). Die Hauptaussagen dieses Kapitels, in Form von Theorem 1 und
2, dienen der Vorbereitung fiir Kapitel 3, da sie in der Beweisfiihrung von Theorem 3
und 4 bendtigt werden.

Den Schwerpunkt der Arbeit bildet Kapitel 3. Hier wird eine untere Schranke der quadra-
tischen Form (Axa, a),(q) des Approximationsproblems bestimmt. Da ® stetig ist, las-
sen sich die vorkommenden Integrale durch Riemann—Summen abschitzen. Die benotig-
ten Stiitzstellen bilden gewisse Gitterpunkte des jeweiligen Wiirfels W (xy), 1 < k < N.
Durch die Betrachtung einer bestimmten Teilmenge der Stiitzpunkte 48t sich sodann
explizit eine untere Schranke der quadratischen Form angeben. Das Approximationspro-
blem 148t sich hierbei auf das in Kapitel 2 betrachtete Interpolationsproblem iiberfiihren.
Damit das Lo—Skalarprodukt fiir beliebige Ordnung m von & existiert, wird als Integra-
tionsgebiet ein kompaktes Gebiet Q C IRY gewihlt (Kapitel 3.1 und Kapitel 3.2). Ist ®
positiv definit, so ist Q = IR zuliissig (Kapitel 3.3).

In Kapitel 4 wird ein konkretes Beispiel berechnet, den Abschluf3 bildet ein Ausblick in
Kapitel 5.

Fiir die numerische Stabilitéit des Lo—Approximationsproblems ist der Einflufi der Se-
parationsdistanz ¢ mafigeblich. Anhand der Beispielfunktionen wird deutlich, daf} die in
der Arbeit erstellten unteren Schranken nur von geringfiigig schlechterer Ordnung fiir
q — 0 sind als die des Ansatzes von Quak, Sivakumar, Ward [8]. Zum Teil sind sie sogar
von gleicher Ordnung. Deshalb ist der verallgemeinerte Ansatz zu bevorzugen, da hier
alle gingigen radialen Basisfunktionen betrachtet werden kénnen.

Fiir die Betreuung dieses interessanten und aktuellen Themas danke ich Herrn Prof.
Dr. R. Schaback. Ein ganz besonderer Dank gilt aulerdem meinen Eltern fiir ihre liebe
Unterstiitzung wihrend meines Studiums.
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1 Grundlagen und Notationen

1.1 Aligemeines

In diesem Abschnitt sollen die in der Arbeit verwendeten Notationen dargestellt werden.

]Pil bezeichne die Menge aller Polynome in d Variablen mit einem Gesamtgrad kleiner
als m.

Die Funktionenriume C*(Q2) mit k& € INg U {oc}, LI°(Q) und L,(Q) mit p > 1 und
Q2 C IR seien wie gewohnlich definiert.

|| || sei die euklidische Norm, d.h. ||z|| = ||z|]2 := ( ?:1 x?)l/Q fiir £ = (1, ...,24) € R

Fiir Funktionen f, g € Ly(IRY) sei durch (f,¢) = (f,9)1, := Jgpa f(@)g(zx) dz das
Ly-Skalarprodukt definiert, das die Norm ||f]| = || f|lz, = (Jga f(2)? dz)? induziert.
Alle anderen verwendeten Normen werden als solche gekennzeichnet.

|a] beschreibe den ganzzahligen Teil von a, [a] sei gleich |a| + 1 fiir a € R \ IN. Fiir
a € IN gelte |a| = [a] = a.

Ky(z,7) = {y € RY: ||z —y|| < r} sei die d-dimensionale Kugel um 2 € IRY mit Radius
r und dem Volumen

U
(MW

T

I'(

&
U
—~
=
~—
I
N

1)
Ein Beweis dafiir wird zum Beispiel in Fischer, Lieb [3] gefiihrt.

Von besonderer Bedeutung ist die Gammafunktion I'(z).

Definition 1.1 Die fiir z €C, z # 0, —1, —2, .. ., erkldrte Funktion

z

n!'n
[(z) = RS 2(z+1)---(2+n)

heiflit Gammafunktion.
Satz 1.2 (Eigenschaften der Gammafunktion)

(a) T(1) =1, T(3) = V7,
(b) T(z+4 1) = 2[(2) (Funktionalgleichung),
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(¢c) Fir R(z) >0 gilt T(z) = [;°e”'t*~" dt (Integraldarstellung der Gammafunktion).

Einen Beweis des Satzes findet man zum Beispiel in Fischer, Lieb [3].

Es sei noch die Faltung f * g fiir zwei Funktionen f, g € L;(IRY) mit

(f+9)@) = [ FW)gle = y) dy (1.1)
IRd
erwihnt. Fiir sie gilt f x g € L1(IRY) und f % g = g * f (Kommutativitit).
Definition 1.3 Fiir v €C und z €C \ {0} heift
K,(z):= /e_“os“cosh(ut) dt
0

modifizierte Besselfunktion der 2. Art der Ordnung v oder auch Macdonald—Funktion.

1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeinerten
Sinn

1.2.1 Die klassische Fouriertransformation

Definition 1.4 Sei f: R = R, f € L;(IRY) und w € R. Dann ist durch
flw)i= [ e () dv = F(f)(w)
IRd

eine Abbildung f : RY — R erklirt. Sie heit Fouriertransformierte von f und wird
auch mit F'f bezeichnet.

Diese Definition ist wegen | fpa e f(z) dz| < fra |f(z)| dz fiir alle w € R sinnvoll,
denn das rechts stehende Integral existiert nach Voraussetzung. Nach dem Lemma von
Riemann-Lebesgue (siehe Jantscher [5]) ist f stetig. Fiir die Fouriertransformation gelten
zwei wichtige Aussagen:

Satz 1.5 Seien f,g € Li(RY). Dann gilt

1) fxg=fg



1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeinerten Sinn

~

2) | f(x)g(z)de = [ f(x)g(x) dx (Bessel-Parsevalsche Gleichung).

R4 R4

Beweis: Die Resultate folgen mittels einfacher Substitution und der Vertauschung der
Integrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini aus den Definitionen. O

Der letzte Satz dieses Abschnittes behandelt die inverse Fouriertransformation.

Satz 1.6 (Umbkehrformel) )
Ist f € Li(RY) eine Funktion derart, daff auch f € Li(IRY) gilt, dann folgt nach evtl.
Abinderung auf einer Nullmenge f € Co(R?Y) := {f € C(RY) : limz| 00 f(x) = 0} und

fz) = (2m)~° / Fw)e™ ™ dw  fir alle x € R
IRd

Der Beweis findet sich zum Beispiel in Stein, Weiss [14].

Die zu g € L;(IR?) definierte Funktion IFg, die durch
(IFg)(x) = (2m)~ [ g(w)e™™ du,
IRd

gegeben ist, heiflt inverse Fouriertransformierte von g. Somit folgt aufgrund des vorher-

gehenden Satzes, daB fiir f € L;(IRY) mit Ff = f € L,(IRY) gilt:
F(IFf)=f  IF(Ff)=f.

1.2.2 Distributionen und verallgemeinerte Fouriertransformation

Um den Begriff der Fouriertransformation auch auf Funktionen, die nicht im klassischen
Sinn fouriertransformierbar sind, anwenden zu kénnen, werden iiblicherweise (temperier-
te) Distributionen eingefiihrt. Distributionen sind stetige, lineare Funktionale auf einem
Funktionenraum, dem sogenannten Raum der Testfunktionen. In diesem Fall wird der
Schwartzraum betrachtet.

Definition 1.7 Der Schwartzraum S ist definiert als die Menge
S :={y € C®(RY :V¥p,q € Ny 3C,, > 0mit [xDPy(x)| < C,, < 00,Vx € R*}.

Andere Bedingungen, wann eine Funktion v im Schwartzraum S liegt, ergeben sich durch
den folgenden Satz.
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Satz 1.8 Seiy € C*(IRY). Dann sind dquivalent:

(a) v €S, |29DPy(z)| < C,4 < o0 fiir alle z € RY.

(b) Fiir jedes p € NS und jedes m € Wy ezistiert eine Zahl C,, > 0, so daf fir alle
z € RY gilt:

O

< o
(1+[[=([*)™

(¢) Fiir alle p,q € IN§ gilt:
lim |z9DPy(z)| = 0.

llzf| =00

Beweis: Die Aussagen folgen sofort aufgrund der Definition von S. a

Hieraus folgt insbesondere S C L; (IR%).

Fiir den Ubergang von S zu dem topologischen Dualraum S’ wird eine Topologie auf
S oder zumindest der Begriff der Stetigkeit bend6tigt, welcher iiber die Folgenstetigkeit
eingefiihrt wird.

Definition 1.9 Eine Funktionenfolge {74 }renw aus S mit den Eigenschaften

(i) |27 DPyp(x)| < Cpg,

(ii) DPyp(r) = 0 auf R?, k — oo
fiir alle z € IRY ist eine Nullfolge in S, in Zeichen ~; =5 0.

Satz 1.10 Fir die Fouriertransformierte F : RY — R gilt:

1) F(S) C S,
2) F:S — S ist stetig beziiglich der Topologie auf S und

3) F st stetig invertierbar auf S mit Inverser F~1: S — S.

Beweis: Siehe Jantscher [5]. O

Daraus ergeben sich zwei weitere Definitionen.



1.2 Fouriertransformation im klassischen und verallgemeinerten Sinn

Definition 1.11 (Stetiges Funktional und Raum der temperierten Distributionen)

(i) Ein lineares Funktional T heifit stetig auf S, falls aus 54 0 stets auch
T (7)) — 0 folgt.

(ii) Der Vektorraum S’ mit
S":={T:S — R, T lineares und stetiges Funktional }

heifit Raum der temperierten Distributionen auf S.

Ein sehr bekanntes Beispiel fiir eine Distribution ist das J-Funktional. Die formale
Schreibweise lautet ¢ : S — IR mit v — 7(0).

Definition 1.12 Sei T' € S’ eine temperierte Distribution. Dann wird die (distributio-
nelle) Fouriertransformierte T € S" definiert durch die Bessel-Parsevalsche Gleichung

(T,7) :=(T,4) VyeS.

Bemerkung 1.13 Die rechte Seite der Gleichung ist ein wohldefiniertes lineares Funk-
tional auf S aufgrund Satz 1.10. Somit ist 7' € S’ eine wohldefinierte temperierte
Distribution in S’.

Eine besondere Rolle spielen die sogenannten reguldren Distributionen. Diese werden
iber den Begriff der temperierten Funktion eingefiihrt.

Definition 1.14 Es sei f € LI*°(IR?) und es existiere eine Kugel K4(0,7), eine positive
Zahl Cy und ein k € INy, so da8 fiir ||z] > r gilt

[f @)+ (2™ < Cy.

Dann wird f eine langsam wachsende oder temperierte Funktion genannt.

Bemerkung 1.15 f temperiert bedeutet, dafy die Funktion im Unendlichen héchstens
polynomial anwéchst.

Fiir eine temperierte Funktion f ist das stetige und lineare Funktional [f]: S — IR mit

= [ f@)a) de, € s,

wohldefiniert und ein Element aus S’. Man nennt [f] € S’ eine regulire Distribution.
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Definition 1.16 Sei ® eine temperierte Funktion. Dann sagt man, die Distribution F'[®]
stimmt mit einer Funktion o : R*\ {0} — R diberein oder ® besitzt die verallgemeinerte
Fouriertransformierte p : RY\ {0} — IRY, falls ¢ eine temperierte Funktion ist und gilt

1.3 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Zunichst soll die iibliche Form des zu betrachtenden Interpolationsproblems mit ra-
dialen Basisfunktionen eingefiihrt werden. Zur Lésung dieses Problems wird als einzige
Einschréinkung die IngRegularitéit von X = {z,...,2y} C R? gefordert. Diese Ei-
genschaft sichert die Eindeutigkeit bei der Interpolation mit Polynomen aus dem Raum
P4 . Sie stellt keine groBe Einschrinkung dar.

Eine Funktion ® : RY — R heiit radial, wenn eine Funktion ¢ : R>o — IR existiert mit
®(z) = o([|]),

d.h. die Funktion hat auf jeder d-dimensionalen Sphére den gleichen Funktionswert.
Im Zusammenhang mit radialen Basisfunktionen stellt der Begriff der bedingt positiven
Definitheit ein wichtiges Kriterium dar.

Definition 1.17

1) Eine stetige Abbildung ® : R — IR heiBt bedingt positiv definit der Ordnung
m >0, kurz ® € BPD(m), falls fiir jede endliche Menge X = {x1,...,zy} C R?
paarweise verschiedener Punkte gilt

ZZajozk@(a:j —l“k) Z 0, (12)

j=1k=1

wobei fiir a = (ay,...,ay) € RY

N
> ajp(z;) =0 fiir alle  p € P%
7j=1

erfiillt sei. Dabei trete Gleichheit in (1.2) nur im Falle o = 0 auf.

2) Fiir m =0, also ® € BPD(0), heifit ® positiv definit.

Es ist iiblich, mit der Bezeichnung ® € BPD(m) die Radialitdt von ® zu implizieren,
in dieser Arbeit wird das auch getan.



1.3 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Die Menge der «, welche die Nebenbedingung der bedingt positiven Definitheit der
Ordnung m erfiillen, sei gekennzeichnet durch

VoAX}i={a=(ay,...,ay) € RV: Za]p:cj ) = 0 fiir alle p € P2}

j=1

Nun soll das folgende Interpolationsproblem beziiglich radialer Basisfunktionen betrach-
tet werden: Sei X = {xy,...,z2n} C IRY gegeben mit paarweise verschiedenen xj,
1 < j < N, und ein Vektor f := (f;))L; € R". Gesucht ist cine Funktion s derart,
daf} das System von Gleichungen

eine Losung der Form

N Q
=;%QWﬂw+§mﬂu) (1.3)

besitzt. Dabei sei die Funktion ® : R? — IR bedingt positiv definit der Ordnung m auf

RY, Q = (d“;’;fl) = dim IP%, und (pi,...,pg) eine Basis von P%.

Fiir hinreichend grofle Werte von N € IN ergibt sich ein iiberbestimmtes lineares Glei-
chungssystem mit () Freiheitsgraden. Um dies zu vermeiden, wird zusétzlich gefordert,
daf}

N
Y ajpr(z) =0, 1<k<Q
gelten soll.

Mit A := (P(z; — a:]))z =L P = (pk(:cz))l i a, f € RN und 8 € R 148t sich das

........

Interpolatlonsproblem als Matrlzenglelchung wie folgt schreiben:

<ﬁ €><g>:<£>' (1.4)

Fir m = 0, d.h. ® € BPD(0), ist diese Matrix positiv definit und somit das System
(1.4) eindeutig losbar. In diesem Falle verringert sich (1.4) zu

Aa =y,

was durch @ = A~y eindeutig geldst wird. Fiir m > 0 existiert im allgemeinen keine
eindeutige Losung. Dies 148t sich jedoch durch eine zusétzliche Forderung erreichen:

Satz 1.18 Sei ® € BPD(m) und die Matriz P injektiv. Dann ist das System (1.4)
eindeutig losbar.
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Beweis: Es reicht, zu zeigen, dafl aus < > < g > = (0 notwendigerweise a = 0
A P

und 3 = 0 folgt, d.h., da$ die Matrix A = Pt 1nJekt1v ist. Ist Ao+ P3B = 0

und Pla = 0, so ergibt sich o’Aa + o'!PB3 = ot Ao + (P = ao'Aa = 0 und wegen

® € BPD(m) folgt a = 0. Somit gilt P3 = 0 und aufgrund der Injektivitit von P sofort
B =0. O

Deshalb sei im weiteren gefordert, dal X eine unisolvente Teilmenge enthalte, was der
Injektivitdt von P entspricht. Dann heifit die Menge X requldir bzgl. IP%.

Der vorhergehende Satz ist spitestens seit Micchelli [6] hinreichend bekannt. Er rechtfer-
tigt die Bezeichnung ,radiale Basisfunktion®, falls ® zusétzlich radial ist. An dieser Stelle
hat die Eigenschaft der Radialitéit noch keinerlei Einflufl auf das Interpolationsproblem
selbst. Ist ® radial, so existiert eine Funktion ¢(||z||) = ®(x) mit ¢ : Rs¢ — R, d.h.
die Funktion ® 1483t sich auf einen eindimensionalen Fall reduzieren, unabhéingig von der
Dimension d des Ausgangsraumes. Dabei kann sich das gestellte Problem verindern.
Der Satz zeigt auflerdem, dafl die Eigenschaft der bedingt positiven Definitheit fiir das
vorliegende Interpolationsproblem sehr wichtig ist. Mit der folgenden Definition ist ein
einfaches Kriterium zur Uberpriifung dieser Eigenschaft verbunden.

Definition 1.19 Eine Funktion ¢ : Ry — IR, ¢ € C°°(0, 00) heifit vollstindig mono-
ton, wenn (—1)'¢(") nichtnegativ fiir alle I € INy ist.

Damit 148t sich folgender Satz formulieren:

Satz 1.20 (BERNSTEIN): Die Funktion ¢ : R>o — R ist genau dann vollstindig
monoton auf (0,00), wenn ¢ eine Integraldarstellung vom Laplace-Stieltjes- Typ der Form

ow) = [ du(n), @€ (0,00)

mit einer monoton wachsenden Funktion p mit [§° du(X\) < oo besitzt.

Beweis: Der Beweis findet sich in Bernstein [1]. O

Die beiden folgenden Satze werden fiir das Lo—Approximationsproblem mit Funktionen
® € BPD(0) oder —® € BPD(1) der Theorie von Quak, Sivakumar, Ward [8] benétigt.
Einen Beweis der ersten Aussage findet sich in Schoenberg [11] und [12].
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Satz 1.21 (SCHOENBERG): Die Funktion ® : R® — IR mit ®(z) = ¢(||z||) und ® # 0
ist genau dann positiv definit auf R, d € IN, wenn ¢ auf [0,00) stetig und vollstindig
monoton auf (0, 00) ist. O

Schoenberg zeigt diese Aussage auch fiir —® € BPD(1). Fiir ® € BPD(m), m > 0,
beweist Micchelli in seiner Arbeit [6] den

Satz 1.22 (MICCHELLI): Sei ® : R — IR mit ®(x) = ¢(||z|)) und ® # 0. & ist aus
BPD(m), falls ¢ auf [0,00) stetig und (—1)™¢™) vollstindig monoton auf (0,00) ist. O

Micchelli vermutete schon, dafl sich die Aussage von Schénberg fiir alle m € INy zeigen
liele. Den Beweis dafiir fanden allerdings erst Guo, Hu, Sun [4].

Satz 1.23 (GUO, HU, SUN): Sei ¢ : Rsq — R mit ®(z) = (||z||?) fir alle z € R*
und ® # 0. ® ist aus BPD(m) genau dann, wenn 1 auf [0,00) stetig und (—1)™)(™
vollstindig monoton auf (0,00) ist. O

Der Veranschaulichung des Lo—Approximationsproblems sollen die fiinf zur Zeit bekann-
testen radialen Basisfunktionen dienen:

Polynomials: 1(z) = (=1)[8721||2||8 8 >0, ¢ 2N,

Thin plate splines: o(z) = (= 1)k+1||x||2k log|lz|| k€N,

Gaussians: By (z) = ePllel’ p>0,

Multiquadrics: dy(x) = (=121 + ||2)?)52 >0, 8¢ 2N, c#0,
Inverse Multiquadrics: ®5(z) = (¢ + ||=||?)?/? —d< [ <0,6¢2Z,c+#0.

Die Ordnung m der bedingt positiven Definitheit dieser Beispielfunktionen 14t sich mit
Hilfe des Satzes von Guo, Hu, Sun bestimmen:

®; und P, sind bedingt positiv definit der Ordnung m > /2, ®, ist bedingt positiv
definit der Ordnung m > k, ®3 und ®5 sind bedingt positiv definit der Ordnung m > 0.
Die im folgenden vorgestellten Theoreme werden anhand dieser Beispiele illustriert. Diese
geniigen den jeweils geforderten Voraussetzungen.

1.4 Approximation mit radialen Basisfunktionen

Sei X = {z1,.. xN} C IR? eine Menge von Zentren mit paarweise verschiedenen x; fiir
1<j<N.Seiq:= rnmﬁgl |z; — || > 0 die Separationsdistanz. Zu jedem Zentrum xy



1 Grundlagen und Notationen

definiere W (z;) := {z € R : ||z — 24]|oc < qd~'/?} fiir k = 1,..., N. Dabei beschreibt
|+ [|os die Supremumsnorm in R®. Da ||z — 24||« < ¢ fiir alle 2 € W (z},) erfiillt ist, sind
die W(xy), 1 <k < N, disjunkt.

Definition 1.24 Q c RY ist ein zuldssiges kompaktes Gebiet beziglich X, falls Q kom-
pakt und W(xy) C Q fiir alle 1 < k < N erfiillt ist.

Im folgenden sei €2 ein zuléssiges kompaktes Gebiet beziiglich X.

Fiir d = 2 kann  zum Beispiel folgende Gestalt besitzen:

W {(x4) W (zs)
W (xs)
f
W (za)
W (zy)
)
FIG. 1

Das Approximationsproblem besteht darin, die beste Lo—Approximierende zu einer ge-
gebenen Funktion f € Ly(Q) aus einem linearen Teilraum von Ly(£2) der Dimension
< N zu bestimmen. Dieser Raum sei wie folgt definiert:

SX = {iajcb(-—xj) . OéEVm{X}} (15)
mit

N
Vo{X}i={a=(a,...,an) € RN : Y a;p(z;) = 0 fiir p € PL}.

J=1

10



1.4 Approximation mit radialen Basisfunktionen

Die Funktion ® : IRY — TR sei bedingt positiv definit der Ordnung m auf RY. o € V.- {X}
bedeutet also gerade, dafl o die Nebenbedingung der Definition der bedingt positiven
Definitheit der Ordnung m € IN, erfiillt. Das zu betrachtende Approximationsproblem
lautet nun:

N
Gesucht ist eine Funktion s* € Sx, s* = ¥ o;®(- — ;) mit a € V- {X}, so daf gilt:
j=1

I ="l = inf 11 = 5. (16)

Es sei ||fllz.) = [Ifll = (f, /) == (Jo f*(z) dx)"/? die Ly-Norm beziiglich Q und
(f,9) = Jo [(x)g(x) dx fiir f, g € Ly(2) das dazugehorige Skalarprodukt. Eine beste Ap-
proximierende existiert nach dem Projektionssatz (vergleiche Werner [18]), da Sx konvex
und beziiglich der oben definierten Ly—Norm (Sx endlichdimensional) abgeschlossen ist.

Besitzt ® € BPD(m) eine klassische Fouriertransformierte, was fiir m = 0 der Fall ist,
so existieren sogar die Integrale, die durch die Bildung des Ly—Skalarproduktes iiber den
gesamten IRY entstehen. Fiir beliebiges m € INy bendtigt man jedoch die Einschrinkung
auf Q c IRY als Integrationsgebiet, damit die vorkommenden Integrale wohldefiniert
sind.

Bei dem gestellten Approximationsproblem handelt es sich um die Suche nach einem Ex-
tremum unter Nebenbedingungen. Um die Lagrange Multiplikatorenregel (siehe Walter
[15]) anwenden zu konnen, miissen zuerst die Voraussetzungen iiberpriift werden. Sei @
die Dimension von ]PZW (p1,...,pg) eine Basis von ]Pfil. Als zu minimierende Funktion
wird

1
Fla) = Slf =5

1 N
= §||f - .Zlajq)(' — z;)|”
]:

mit o € RY betrachtet. Nun ist F : RN — IR stetig differenzierbar, genauso wie

mit g : RY — R. Die Funktionen g beschreiben die Nebenbedingung des Approxima-
tionsproblems, welche sich durch das Gleichungssystem

gr(a) =0 fir 1<k<Q

mit o € RN darstellen lassen. Da

0
%(O‘) = (pr(zj)jor, 1Sk <Q

11



1 Grundlagen und Notationen

gilt und vorausgesetzt wurde, dafl P := (py(x;)) =t injektiv ist, so hat P vollen Rang
=1,...,

Q fir N > @ und die Lagrange Multiplikatorenrégel 148t sich anwenden. Gesucht ist
also fiir & € RN und X € R? ein stationirer Punkt der Funktion

R N Q N
H(a.3) = 5 = s — )+ 3 3 (o).

k=1  j=1

Differenzieren von H(a, ) nach a ergibt

N Q N
[ (@) = F@)(E 0@ = 2)) do+ Y- M 3 aspuay) = 0
Q j=1 k=1 7j=1
mit bester Approximierenden s* € Sy, A := ()\k),?zl — — ) und einem beliebigen Element

%, 0;®(- — x;) aus Sy, wobei v := (v;)X; die gestellte Nebenbedingung erfiillt. Setzt

man o := (a;)}_; und definiert

Ax = ((P( = 25), ®( — @) k=1
P = (pk(xj))zi;l ..... x und
fo = ((f.@( —x5)))is
so schreibt sich der Lagrange—Ansatz als

o' Axv+ NPa= fiv

fiir

ac RN veV {X}und\ € RC.

Da M Pa = 0 durch die Nebenbedingung des gestellten Approximationsproblems gefor-
dert ist, ergibt sich
(a'Ax — fe)v =0

und wegen v € V.- {X} folgt a!Ax — fi = —p'P, u € R9. Hiermit liBt sich das gestellte
Approximationsproblem in Matrix-Schreibweise darstellen durch

(7 0)()-(%) an

Wird nun eine Stabilitéits—Untersuchung durchgefiihrt, so ergibt sich:

Ax P a+Aa\ [ fE+AfL
Pt 0 pwtAp ) 0 ’

wobei Aa, Ay und Afl die Stérungen der jeweiligen Vektoren darstellen.

12



1.4 Approximation mit radialen Basisfunktionen

Kiirzt man die sich aus (1.7) ergebenden Gleichungen, so resultiert daraus
AxAa + PAp = Afl

mit

P'Aa = 0. (1.8)
Werden beide Gleichungen von links mit (Aa)* multipliziert, so folgt

(Aa)'AxAa + (Aa) ' PAu = (Aa) Afl

mit

(Aa)'P'Aa = 0.
Da (Aa)!P! gerade die Nebenbedingung (1.8) erfiillt, also gleich Null ist, ergibt sich:

(Aa)'AxAa = (Aa)'AfL.

Aufgrund des Satzes von Courant (siehe Schaback, Werner [10]) 148t sich (Aa)'AA«
nach unten durch das Produkt des kleinsten Eigenwertes A von Ax und der Norm von
A« zum Quadrat abschiitzen und fiir (Aa)!AfL ist mit Hilfe der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung eine obere Schranke durch das Produkt der Normen von Aa und Af}
gegeben. Daraus ergibt sich

AlAx)[Aal? < |Aall|Af],

was fdquivalent ist zu
[A sl
A(Ax)

[Aal <

Anhand dieser Abschéitzung wird deutlich, dafl die Norm des absoluten Fehlers von o im
wesentlichen durch den kleinsten Eigenwert der Matrix Ax nach oben beschrinkt wird.
Deshalb ist eine Betrachtung des Wertes A(Ax) von grolem Interesse, um Aussagen
iiber die numerische Stabilitéit des gestellten Approximationsproblems treffen zu kénnen.
Aufgrund dieser Uberlegungen reicht es folglich, eine untere Schranke der quadratischen
Form (Axa, a) zu bestimmen. Denn nach dem Satz von Courant gilt:

AMAx) = inf Axoa)
aeVi{x} |al]?

Das bedeutet, falls die untere Schranke der quadratischen Form beziiglich der Approxi-
mationsmatrix Ay positiv unter der Nebenbedingung ist, dafl die Matrix Ay nur positive
Eigenwerte besitzt und somit invertierbar unter der Nebenbedingung ist. Daraus folgt
die Existenz und Eindeutigkeit einer besten Approximierenden s* € S.

Die Hauptintention dieser Arbeit besteht nun darin, die quadratische Form (Axa, a)
nach unten abzuschétzen.

13



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Einleitung

Um Aussagen iiber das Stabilitdtsverhalten der Matrix Ay des in Kapitel 1.4 gestellten
Lo—Approximationsproblems treffen zu konnen, besteht die Aufgabe zunichst darin,
eine positive untere Schranke fiir (Axa, ) zu finden, mit Approximationsmatrix Ax
und a € V.- {X} ¢ RY. Damit lassen sich Schliisse beziiglich des kleinsten Eigenwertes
der Matrix Ax ziehen mit a, welches die Nebenbedingung des Problems erfiillt. Die
bei der Bestimmung einer unteren Schranke fiir (Axa, ) auftretenden Integrale werden
durch Riemann—-Summen abgeschéitzt. Die benotigten Stiitzpunkte stellen dabei gewisse
Gitterpunkte eines d-dimensionalen Wiirfels um das jeweilige Zentrum zy, fiir 1 < k < N
dar. Die Anzahl der Stiitzpunkte beziiglich eines Zentrums zj, ist endlich. Auflerdem sind
diese Punkte von x;, 1 < k < N, verschieden.

Durch die Einschrinkung der Stiitzpunkte auf eine gewisse Teilmenge pro Wiirfel W (zy,)
148t sich dann die Anzahl dieser Punkte berechnen, wodurch sich die so entstehende
untere Schranke der quadratischen Form (Axa, ) als in der Praxis berechenbare Grifie
ergibt.

Das betrachtete Approximationsproblem lé3t sich, wie in Kapitel 3 gezeigt wird, auf ein
bestimmtes Interpolationsproblem zuriickfithren. Somit werden als erstes quadratische
Formen beziiglich bestimmter Interpolationsmatrizen betrachtet, wobei die Resultate
dieses Kapitels, besonders Theorem 1 und Theorem 2, in Kapitel 3.1 und 3.2 Verwendung
finden.

Die als Vorbereitung fiir Kapitel 3 zu betrachtenden quadratischen Formen lauten:

1) (A1(®)a, ) bzw. (A;(u)a, ), woraus sich
2) I(®) bzw. I(p) und

3) J(®,D) bzw. J(u, D)

ergeben, unterschieden jeweils nach Art der zugrundeliegenden Theorie (Fourier—Stieltjes
— bzw. Laplace-Stieltjes — Theorie). Diese Terme werden in Kapitel 2.1 definiert.

Ausgangspunkt und Motivation

Das hier zugrundeliegende Interpolationsproblem ist im Vergleich zu (1.4) aus Kapitel
1.3 etwas modifiziert. Es lautet:

14



2.1 Der Fall ® € BPD(m) mit m € IN,

Sei ® € BPD(m), m € Ny, fest gewédhlt und X = {z1,...,2x} C Q eine Menge paar-
weise verschiedener Punkte aus dem IRY, sogenannte Zentren. Sei Y = {y1,...,yn} C Q
eine Menge von N paarweise verschiedenen Aufpunkten, welche z; —y; =: D € R?\ {0}
fir alle j = 1,..., N erfiillen, und sei @ C RY ein kompaktes Gebiet. Zu gegebenen
reellwertigen Punkten f(y1),..., f(yn) wird die eindeutige Funktion

s€ Sy = {ia]@(-—xj) Ca€ V,;{X}}

j=1

gesucht, so daf gilt
s(yi) = f(yi), 1<i<N.

Somit unterscheiden sich die Interpolationspunkte g; von den Zentren x; um einen von ¢
unabhéngigen Verschiebungsvektor D fiir 1 < i < N. Fiir ® € BPD(0) hat s € Sy die
gleiche Form wie (1.3), fiir m € IN entfillt hier der polynomiale Anteil der Interpolante.
In diesem Kapitel wird eine untere Schranke der quadratischen Form (A;(®)a, a) be-
stimmt, wobei A; (®) die in Definition 2.1 eingefiihrte symmetrische N x N-Matrix ist. Es
ist an dieser Stelle nicht notwendig, das vorliegende Interpolationsproblem auf Existenz
oder Eindeutigkeit einer Interpolante zu untersuchen.

2.1 Der Fall ® € BPD(m) mit m € IN,

N

Im folgenden seien X = {z;}*,, Y = {y;}})_, zwei Punktmengen aus dem R? mit

(i) zj #xpund y; £y, falls j #k, 1 < j, k <N,

(i) #; —y; = D € R\ {0} fiir 1 <j < N.

Definition 2.1 Sei ® : R — IR, ® € BPD(m). Fiihre folgende Bezeichnungen ein:

A(®) = (P(y; — k) }h—y eine N x N-Matrix,
A(D) + A(D)!
A () = % eine symmetrische N x N-Matrix und
N
VoAXY = {a=(a,...,an) € RY : Y a;p(z;) =0 fiir alle p € PL,}.
7=1

Dabei bedeutet o« € V, {X}, da a die Nebenbedingung der Definition der bedingt
positiven Definitheit der Ordnung m erfiillt.

Um das Problem der Lo—Approximation mit radialen Basisfunktionen, welches Quak,
Sivakumar, Ward in [8] fiir ® € BPD(0) und —® € BPD(1) betrachten, auf den Fall
® € BPD(m), m € INg, iibertragen zu konnen, ist folgende Voraussetzung notwendig:

15



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Definition 2.2 Eine Funktion ® € BPD(m) erfiillt die Voraussetzung (A), falls sie
eine (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ¢ : IR? \ {0} — IR besitzt, und falls fiir
alle X = {z1,...,7x} C IRY mit paarweise verschiedenen x; und alle o € V- {X}

2

S ajar®(z; — ap) = (2m) ¢ / o(w) dw (2.1)

j,k:l IRd

N ,
W

E Qe v

J=1

gilt.

Diese Voraussetzung ist fir ® € L;(RY) mit & = ¢ € Li(RY) aufgrund der Um-
kehrformel erfiillt. Eine hinreichende Bedingung fiir die Voraussetzung (A) liefert der
nachstehende Satz, dessen Beweis bei Wu, Schaback [19] zu finden ist.

Satz 2.3 ® € BPD(m) besitze eine stetige (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ¢
mit ¢ : R\ {0} — Rsg, welche das Verhalten o(w) = O(||w||~* ) fir [w| — 0 und
o(w) = O(||w]| =% *=) fir |[w| — oo mit Konstanten s > 0, so < 2m hat. Dann gilt
fiir ® die Voraussetzung (A). 0

Als ersten wichtigen Gesichtspunkt betrachte man die quadratische Form (A;(®)a, o)
mit

N

> ajon[®(yr — x5) + P(y; — 1))
k=1
und a € V,{X}, wobei ® € BPD(m) die Voraussetzung (A) erfiille. Das erste Ziel
der Arbeit ist es nun, eine untere Schranke fiir diese Form zu bestimmen, woraus sich
eine untere Abschitzung fiir [|A;(®)«|| ergibt. Die Beweisidee ist von Quak, Sivakumar,
Ward [8] iibernommen. Ich habe sie auf den Ansatz mit Fourier-Stieltjes — Integralen
iibertragen, um eine Aussage fiir ® € BPD(m), m € INy, anstelle fiir ® € BPD(0) bzw.
—® € BPD(1) zu erhalten.

(A1(®)a, @) =

(NN

Satz 2.4 Sei ® € BPD(m) und ® erfiille die Voraussetzung (A). Seia € V.- {X}. Dann
erfillt die quadratische Form (A1(®)a, «) folgende Gleichung:

2

(A1(®)a,a) = ; ajo®(r; — x)) — (27r)’d/<p(w)2 sin? <D;w> ;aje“?“’ dw
= I(®) - J(®,D) : (2.2)

Beweis: Mit Hilfe der Bedingung, dafl ® eine (verallgemeinerte) Fouriertransformierte
besitzt, ergibt sich fiir die quadratische Form

16



2.1 Der Fall ® € BPD(m) mit m € IN,

(A(@)a, ) = ajar[®(yr — ;) + ©(y; — x)]

1

DN | —

M=M=

oz]-ozk(27r)_d / QO(w)[ei(y"_mj)tw + ei(yj_m’c)tw] dw.

IRd

DO | —

j 1

Wird dieser Ausdruck in zwei Terme aufgespalten wobei der eine die schon in Schaback
[9] behandelte quadratische Form I(®) := YNy aja®(z; — ) ist, so ergibt sich

1 N
(A1(®)a, ) = Z ajap®(z d§ Z oz]ozk/gp
]sk 1 ],k:l IRd
X |:6 (xj xk) — e~ (mj yk) +e” (mk—:c])w_e i(xp— y]) ] dw
1 N
= I1(D) — —d_ Z ajay / w)
]kzl IRd

% {6—2(%‘—%) w _ gmi@i—yr)'w  p—iler—zg)w _ 6—i(mk—yj)’w] duw.

Mit 2; —y; = D € R?\ {0} fiir j = 1,..., N folgt fiir die quadratische Form

(A, (@)a,0) = I(®)— (27) ; [ olw ; o0

t

% {e—i(a:j—mk) w e—i(mj—mk-I—D)’w + e—i(ack—xj)’w N e—i(mk—xj—I—D)tw} dw

— I(®)— (27)" 1/ Z o

Rd ]sk 1
> [efi(xjfzk)tw{l o efiD w} + efi(:rkfzj)tw{l . efith}] dw

N
= I(®) — (2m) ¢ / po(w) Y ajakefi(xf”)tw{l — e Y .

Rd ],k:l

Man braucht nur den Realteil der Summanden zu betrachten, da die quadratische Form
an sich reell ist.
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

N N
R( Z ajake—i(xj—xk)tw{l . 6—ith}) = [1- cos(th)] Z Ozjozke_i(xj_xk)tw
k=1 i
N 2
= [1 = cos(D'w)]|>_ aje“”zw
j=1
Dw\ | & ; ?
— QSin2< 5 ) Zajemjw
7j=1

Dieser Ausdruck ist, wie gefordert, reell, somit folgt fiir den gesuchten Term

(Ai(@)a, ) = I(P) — (27r)_d/<p(w) S ojagem i@ L] =ity gy

Jrk=1

md
2

dw

= I(®) — (2m) ¢ / ¢(w)2 sin? (D;w

IRd

N w

1T W
E aje J
J=1

Um eine untere Schranke der quadratischen Form aus Satz 2.4 zu erhalten, werden I(®)
und J(®, D) nach unten abgeschétzt. Die entsprechende Aussage wird dann in Theorem
1 formuliert.

Fiir den ersten Term I(®) = (A;(®)a, a) mit A () := (®(z; — 24)) =, beziehe ich
mich auf die Ergebnisse von Wendland [17].

Satz 2.5 Sei ® € BPD(m) und o € V, {X}. Voraussetzung (A) sei erfillt. Dann gilt

Blos

N

aiop®(x; —xK) > o2

j,kZ—1 7k (] k) = 2d+1ﬂ-d/21“(g+1)” ||
- Cdos o

2d+1d/2D (4 4 1)
mit
L
¢ = gmipfes =l
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2.1 Der Fall ® € BPD(m) mit m € IN,

1

B = 4B (L + )r]Tg
=  min @(w),

o nin e (w)

Cd = ﬂq

Bemerkung 2.6
1) Satz 2.5 liefert eine untere Abschitzung der quadratischen Form I(®) (des Inter-
polationsproblems) der Art I(®) > I'(®)|a|* mit

/ B
I'(®) = 2d+17rd/2§€ =t (2.3)

2) Falls & € BPD( ) und I'(®) > 0 gilt, so ergibt sich sofort die Abschitzung
| A7 (@)Y < 4, falls ||af| = 1, da [|A;(®)!|| das Reziproke des kleinsten Ei-

genwertes von AI( ) ist. Daraus folgt die Invertierbarkeit der Matrix A;(®) und
die Existenz und Eindeutigkeit fiir die Interpolante s.

Fiir eine Abschitzung des zweiten Terms J(®, D) der quadratischen Form aus Satz 2.4
wird folgender Satz benutzt:

Satz 2.7 ® € BPD(m) erfiille die Voraussetzung (A) und ihre (verallgemeinerte) Fou-
riertsransformierte @ habe das Verhalten p(w) = O(||w||727™°) fir ||w|| — 0 mit ng > 0
und p(w) = O(||w||27"<) fiir |[w]] — oo mit ne, > d. Es sei a € V,;{X}. Dann folgt:

(1) Ist zusdtzlich 0 < ng < 2m +d, so gilt

Diw) | X
J(®,D) = (27r)d/g0(w)28in2< > > e dw
R4 2 Jj=1
. 2
< DD [ ew i
IRd
=: J(®,D) (2.4)

(11) Ist 0 < ny < d, so ist

1
J(®,D) < Nla|(27) d§I|D||2 p(w)|lwl]? dw
= Nla|2J(®, D). (2.5)

(iii) Fir D =0 ¢ R ist J(®,0) = 0, sonst J(®, D) > 0.
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Beweis:

20

(i) Mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und |sin(z)| < |z| fiir alle z € R

folgt

2

J(®,D) = (2n)*d/gp(w)2sin2 (Dt > év: et

< (0 [ oo (Dt ) z% 2
< Sen D / o]

Zu iiberpriifen bleibt die Existenz des Integrals, d.h. die Integrierbarkeit von ¢(w)
in der Null und im Unendlichen. Als erstes wird die Integrierbarkeit in der Null
betrachtet:

Es gilt, in J'(®, D) den Term | 21 aje %" 2 in Abhanglgkelt von w abzuschitzen.

Betrachtet wird dazu der Ausdruck G(w) := X, aje i Da die Exponentialfunk-
tion unendlich oft stetig differenzierbar ist, 148t sie sich durch eine Ta(ylorrelhe um

0 entwickeln. Definiert man k := (ky,...,kq), |k| := k1 + ... + kg, = kl,l—'kd,
k1 ka

und z¥ =z} - - -2, so folgt mit dem Multinomialsatz:

it w >, ! gl l Sy
=3 L =35 3 (et =3 3 e

j=1 j=1 =0 "" |k|<l
o] il N
= Zﬁ > aprale;) | wh (2.6)
1=0 “* |k|<l \j=1

Nun gilt G(w) = X, ayppa(x;) = 0 fiir [k]
verringert sich (2.6) zu

IN

m—1,da a €V, {X} ist. Somit

'\»

Z%‘ gk Zl' > (Z%‘pk,z(%)> w*, (2.7)

m<|k|<l

Da G(w) € C*°(U), wobei U eine offene und konvexe Umgebung der Null ist, 148t
sich G(w) mit Hilfe der d-dimensionalen Taylorformel bis zum Grad m — 1 mit



2.1 Der Fall ® € BPD(m) mit m € IN,

einem gewissen Restglied in U entwickeln. Es folgt fiir w € U und 0 < 0 < 1:

Gw) = % DpG(w)wp+ 3 DPG(fw)

| |
Ip|<m—1 p: lp|=m p-

= Sy 1(w)+ Ry, (w).

Nun geht R,,(w) fiir m — oo gegen Null, da G(w) € C*®(U) gilt. Damit ist
R, (w) fiir ||w]| < R beschriankt. Benutzt man auflerdem S,,_;(w) = 0 aufgrund
der rechten Seite von (2.7), so 1a8t sich fiir G(w) mit R > 0 folgende Abschétzung
treffen:

wP

e < dlw|™, Jlwl| < R,

N
w)| =
7j=1

Dabei ist ¢ > 0 eine Konstante, welche sich aus einer Abschidtzung nach oben von
| Y pplem = Glw) | ergibt. Damit folgt

2
< cllwl*™ Jwl < R (2.8)

N i

1T, w
E ozje J
j=1

mit einem gewissen ¢ > 0. Durch Ubergang zu Polarkoordinaten folgt fiir (2.4) mit
|lw|]| < Rund § > 0:
2

1 al iztw
J5(®,D) = (2n) d§||D||2 / p(w)|[wl*] - ae™" ] dw
6<HwH<R j=1
2
= c(n ||D||2//¢ (0r) (6r)? 500 g d
Saq11 6

—2—n,,.2 Qde—l dr

r rr

IN

41
¢ (2m) =" DI wa 1

1 R

= c@n) DIPway [rFtnetay
]

CWd—1

R2m+d7no o 62m+d7n0 .
2m +d — no[ ]

41
N L2l

Dabei bezeichnet wy—; das Volumen der (d — 1)-dimensionalen Sphére. Die Be-
trachtung des Grenziibergangs von J{(®, D) fiir 6 — 0 ergibt

. / _ CWd—1 2m-+d—ng

%%Jé((l)’D)_2m+d—noR ’
falls 0 < ng < 2m + d gefordert wird. Damit ist das Integral (2.4) endlich.
Beziiglich der Integrierbarkeit von ¢ im Unendlichen ist die Existenz des Integrals
Jra @©(w)||w||* dw nachzuweisen. Es ergibt sich fiir ||w|| > ¢ mit § > 0, R > 0 und
durch Ubergang zu Polarkoordinaten:
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Untere Schranken einiger quadratischer Formen

(ii) Fiir (ii) verwende man

22

R
cp(w)||w||2dw = wd,l/cp(r)ﬁrd’ldw
I<|lw||<R 5

(VAN
&
oy
L
=
<

Wd—1 d—n d—
= R Moo — §0 Moo
d—noo[ ]

und durch Grenzwertbetrachtung des Integrals fiir R — oo folgt

Wd—1 _
lim Skt S VI

R%oo‘d—noo ’

Rd Neo 5d—noo —
( =70
falls no > d gefordert wird und somit ist das Integral (2.4) endlich. Insgesamt
folgt, daf das Integral (2.4) unter den an ¢ gestellten Voraussetzungen existent ist
und (i) ist gezeigt.
2

< Nllal|?. Mit (i) wird nun gefol-

gert:

J@,D) < L(m) D /

< N||Oé||2(27f)*d§||D||2/w(w)||w||2dw-
Rd
Die Existenz des Integrals fiir ||w| — oo folgt aus Teil (i) des Beweises. Fiir
|lw|| — 0 wird folgendes betrachtet: Sei ¢(w) = O(||w||~27"°) fiir [|w] — 0 mit
ng > d. Dann ergibt sich fiir ||w|| < R mit R > 0 und 6 > 0 durch Ubergang zu
Polarkoordinaten:

=

p(w)[w]*dw | =

<|lw||[<R Sal11

©(Or)(0r)*rt=" dr db

p2nop2pd=1 gy

IN

Wd-1

= wy g [ r ol gr

%\:U %\:g Q,\

1 d—ng d—
— — (R — 5t ),
=B )



2.1 Der Fall ® € BPD(m) mit m € IN,

Wird nun 0 < ng < d eingeschréinkt und lims o | f;< < g ¢ (w)|[w||? dw‘ betrachtet,
so wird ersichtlich, dafl der Grenzwert unter den an ngy gestellten Bedingungen
endlich ist, was zu zeigen war.

(iii) Die letzte Aussage folgt aus der Definition von J(®, D). Wegen sin0 = 0 ist der
gesamte Ausdruck fiir D = 0 gleich Null. Fiir D # 0 gilt J(®, D) > 0, da hier der
Integrand positiv ist.

Aufgrund bisheriger Uberlegungen ist es nun méglich, die erste Hauptaussage der Arbeit
zu formulieren.

Theorem 1 Sei & € BPD(m) und erfille Voraussetzung (A), sei « € V, {X}. FEs
seien X = {x1,...,ax} und Y = {y1,...,yn} zwei Mengen paarweise verschiedener
Punkte aus dem R® mit x; —y; = D € RY\ {0} fiir 1 < j < N. Die (verallgemeinerte)
Fouriertransformierte ¢ von ® habe das Verhalten p(w) = O(||w||727™) fir ||w| — 0
mit 0 < ng < d und p(w) = O(||w||27"=) fiir |[w|| = oo mit ne > d. I'(®) > NJ(®, D)
sei erfillt. Dann gilt:

[A(®)al| = B ~ 2 em DI [ plw)llwldu] ol
®)afl =2 2d-|-17rd/21"(g+1) 5 m plw)||w||”aw| ||a
Rd
= [I'(®) - NJ(2,D)l|a] (2.9)
mat
T .
¢ = gminlz; — ],
§ = 4B+ Dafig
‘= min ¢(w).
o0 = i, ev)
Beweis: Nach Cauchy-Schwarz gilt die Ungleichung
[AL(@)allllel = (Ai(®)a,a)
= I(®) - J(P,D),

was sich mit Satz 2.4 ergibt. Wird zusitzlich Bemerkung 2.6 1) und Satz 2.7 (ii) ange-
wandt, so ergibt sich die gesuchte untere Abschitzung der Norm von A;(®)a. O
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Bemerkung 2.8

1)

Ich habe eine Abschitzung fiir [|A;(®)«| gefunden, welche in der Beweisfiihrung
des Theorems 3 in Kapitel 3.1 weiter verwendet werden wird, um eine positive unte-
re Schranke der quadratischen Form (Axa, &) zu bestimmen. Dabei beschreibt, wie
in der Einleitung dieses Kapitels schon erwéhnt, Ax die Ly~ Approximationsmatrix
und a € V-{X} den Losungsvektor der besten Approxierenden.

Die Ungleichung in Theorem 1 wird durch den Distanzvektor D der gegebenen
Punktmengen X und Y bestimmt, auflerdem durch die Anzahl N der Elemente
von X und Y, der Seperationsdistanz ¢ > 0, dem Faktor 3, der Dimension d des
zugrundeliegenden Raumes IRY und durch die Funktion ® selbst. Diese Einfluf-
faktoren iibertragen sich, wie in Kapitel 3.1 ersichtlich wird, auf die Abschéitzung
von (Axa, a).

Als positiver Nebeneffekt ergeben sich in Theorem 1 Abschétzungen der quadrati-
schen Form von Interpolationsmatrizen mit voneinander verschieden Zentren und
Stiitzpunkten.

2.2 Der Fall ® € BPD(0) oder —® € BPD(1)

Dieser Fall wurde von Quak, Sivakumar, Ward [8] untersucht. Der Unterschied zum Fall
® € BPD(m) mit m € INy beruht auf der Darstellung der Funktion ®. Wéhrend im all-
gemeinen Fall auf die (verallgemeinerte) Fouriertransformierte zuriickgegriffen wird, liegt
in diesem Abschnitt die Darstellungsweise von Bernstein und der Begriff der vollstindi-
gen Monotonie zugrunde. Ausgangspunkt ist das am Anfang von Kapitel 2 eingefiihrte
Interpolationsproblem. Die Thematik dieses Abschnitts ist daher die gleiche wie die von
Kapitel 2.1. Ohne den Ablauf im einzelnen darzustellen, werden hier die wichtigsten
Ergebnisse der Arbeit von Quak, Sivakumar, Ward [8] genannt.

Lemma 2.9 Sei & : RY — R eine stetige und positiv definite Funktion. Dann besitzt
sie eine Darstellung der Art

d(z) = /e‘”‘”wt du(t), z € RY,
0

dabei ist du(t) ein positives Maf, welches die Bedingungen

/d,u(t) < 00, 7oetd,u(t) < 00

erfillt.
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2.2 Der Fall ® € BPD(0) oder —® € BPD(1)

Lemma 2.10 Sei —® ceine bedingt positiv definite Funktion der Ordnung 1. Dann gilt

O(z) = ¢(0) + / ﬂ du(t), z € R?

/du(t)<oo, fduTt)<oo

Die Beweise der Lemmata 2.10 und 2.11 finden sich bei Schoenberg [11].

Bemerkung 2.11 Diese Darstellungen der bedingt positiv definiten Funktionen der
Ordnung 0 bzw. 1 nennt man Laplace-Stieltjes — Integrale.

Wie man leicht verifiziert, lauten die Mafle der Beispielfunktionen:

1) Polynomials: 1(z) = (=) |=]|, duq(t) :== %(mﬁ)_% dt |
2) Multiquadrics: Dy(z) = (1)1 + [|2]|)V2,  dps(t) == e du (t),
3) Inverse Multiquadrics: ®3(z) = (1 + [|z[|?) /2, dus(t) = 2dus(t),

4) Gaussians: Dy (z) = e ?7” p >0, dua(t) = 0(t — p) dt.

Dabei beschreibt ¢(x) das Diracsche Maf§ in z.

Wird ® durch ein Integral der Art dargestellt, wie es in Lemma 2.9 oder 2.10 eingefiihrt
wurde, statt durch ihre Fouriertransformierte, so erhélt man eine zu Theorem 1 dquiva-
lente Aussage. Diese ist bei Quak, Sivakumar, Ward [8] bewiesen.

Theorem 2 Sei ® € BPD(0) oder —® € BPD(1) und du das reprasentierende Map.
Sei ®(0) > 0, falls —® € BPD(1). Es gelte I'(u) > NJ(u, D). Dabei seien

~ 2 . Dtu Ooef||u||2/4t
J(u, D) = 2 /sm2< 5 ) [ S du(t)] du, (2.10)
R4 0
B 0 , ®e€ BPD(0)
™= 11, —-®eBPD(1),
éd 006_62/q2t
I'(p) = F/W dpu(t), (2.11)
0
1
- 5 WFQ(%) a+1
Cd = W&iﬁ, 5 = 12 [7‘| s

2q = min |z, — x]| > 0.
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Dann besitzt die Norm von Ay(®)a eine untere Schranke der Art

lA/(@)al| > [I'(n) = NJ(u, D)] llof, € R (2.12)

Der Unterschied zwischen der Abschétzung (2.12) von || A; (®)«a|| und der unteren Schran-
ke (2.9) aus Theorem 1 beruht auf der Darstellungweise der Funktion ®. Analog zu (2.9)
wird die untere Schranke in (2.12) durch D, N, ¢, d und durch das darstellende Maf
der Funktion ® bestimmt. Anhand von Beispielen 148t sich der jeweilige Einflufi dieser
Faktoren gut erkennen. Siehe dazu Kapitel 2.4.

Bemerkung 2.12

26

1)

Betrachtet man die Terme I'(®) aus Kapitel 2.1 und I'(u) dieses Abschnitts, um
sie miteinander zu vergleichen, so wird eine Angleichung der auftauchenden kon-
stanten Faktoren benétigt. Dieses wird durch die Gleichung

!
CN’d = 71'%—] ((I))
¥p

erreicht, falls da§ Minimum ¢4 der (verallgemeinerten) Fouriertransformierten von
® in der Kugel mit Radius 23 grofler Null ist. Auflerdem gilt:

Cy=0.

Ein direkter Vergleich der Ausdriicke (2.9) und (2.12) erscheint wiinschenswert.
Allerdings ist dabei eine Gegeniiberstellung von Integralen des Fourier—Stieltjes —
Typs
O(z) = / G di(w)
IRd
mit dé(w) = ¢(w) dw beziehungsweise des Laplace—Stieltjes — Typs

(w) = / e~ lelPt gyy(t)

0

mit du(t) aus Lemma 2.11 fiir ® € BPD(0) und

T1 — ezl
2(x) = 2(0) + | % du(t)

mit du(t) aus Lemma 2.12 fiir —® € BPD(1) notwendig.

Die Aufgabe besteht deshalb darin, die auftretenden Mafle zu vergleichen, was
duflerst aufwendig und hier zu weitreichend wére. Ein Einblick in dieses Thema
findet sich fiir bedingt positiv definite Funktionen der Ordnung 0 und 1 in Schoen-
berg [12].



2.3 Beispielhafte Berechnung von I'(®)

Da das Hauptanliegen der Arbeit auf dem Einflufl der Separationsdistanz ¢ liegt,
und weil ¢ fiir eine grofle Anzahl N der Zentren auf einem kompaktem Gebiet €2
sehr kleine Werte annimmt, reicht es, anhand konkreter Beispiele die Ordnungen
von I'(®) und I'(y) fiir ¢ — 0 zu vergleichen. J(®, D) bzw. .J(u, D) sind von ¢
unabhéngig und damit in dieser Betrachtung zu vernachléssigen.

Eine tabellarische Gegeniiberstellung der Ordnungen der unteren Schranken I'(P)
und I'(p) fiir ¢ — 0 befindet sich am Ende des Kapitels 2.4. In den folgenden
zwei Abschnitten werden die Schranken der Beispielfunktionen ®;, 1 < i < 4,
unterschieden nach ihrer Darstellungsweise, berechnet.

2.3 Beispielhafte Berechnung von I'(®)

Die (verallgemeinerten) Fouriertransformationen der Funktionen ®;(z), 1 < i < 4, ent-
nehme man zum Beispiel Schaback [9].

Die bei den Multiquadrics und den inversen Multiquadrics auftretenden Besselfunktio-
nen der zweiten Art seien wie in Kapitel 1.1 definiert.

2.3.1 Polynomials

Die Funktion ®,(z) = (—1)||z|| ist bedingt positiv definit der Ordnung 1 und besitzt die
verallgemeinerte Fouriertransformierte

dLl1 —d—
p(w) = 21T T (L) [fw]| =

Korollar 2.13 Fiir ®,(z) = (—1)||z|| erhélt man fiir die zugehorige quadratische Form
der Art I(®,) > I'(®y)||a||* aus Bemerkung 2.6 eine untere Schranke der Gestalt (2.3)
mit

L(4)
I'(®) = d+2 z q-
2042 /7T(§ + 1)Cy
Dabei seien
~ S minle; — oy
¢ = gminllz; -z,
B = 434+ )r)Tg,
Cd = ﬂq

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition von I'(®) und

dl1

‘= min w) =7 2
#p = min (w)

()5,

DN | —
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

2.3.2 Multiquadrics

Die Funktion ®,(z) = (—1)(1 + ||2[|?)'/? ist bedingt positiv definit der Ordnung 1. Sie
besitzt die verallgemeinerte Fouriertransformierte

dll d+1

Nun ist ¢z = WTB’TK%(QB), da K41 monoton fallend ist. Nach Satz 2.18 in
Kapitel 2.5 besitzt K, die Darstellung

2

Ko () = (%) F(ﬁiﬂ)

weswegen mit Hilfe der Integraldarstellung der Gammafunktion aus Satz 1.2 folgt

1
e “u’" 2 du = <l> ’ e ”.
2x

vl
eyt " (1 + ;) ’ du,
x

—I

K@) = (Z) oE)

3~ e~28 ergibt sich sodann:

M

Mit @5 >

Korollar 2.14 Fiir ®(x) = (—1)(1 + ||lz]|?)!/? ergibt sich beziiglich der quadratischen
Form I(®,) eine untere Schranke der Art (2.3) mit

C,? 21d _ 203
T'(@y) = e
20+20 (4 4+ 1)

2.3.3 Inverse Multiquadrics

Die Funktion ®3(x) = (1 + ||z]|?)~/2 ist positiv definit und besitzt die klassische Fou-
riertransformierte
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2.3 Beispielhafte Berechnung von I'(®)

Wird die Ordnung 21 der modifizierten Besselfunktlon der zweiten Art kleiner als 1/2,
so wird ¢z anders abgeschatzt als im Falle &1 > 1 . Es ist also eine Fallunterscheidung
beziiglich der Ordnung von de_l notwendig. Ist d = 1, so ist die Ordnung gleich 0, fiir

d> 2 ist d L groBer oder glelch 1
Fiir den Fall d = 1 erhélt man ¢z = 2K((26) und mit der Arbeit von Wendland [17]
folgt fiir d = 1:

ps > —=(1+28)72e7%,

&\H

dl1l dl1l

Istd>2,s0gilt yg =212 72 K
vorherigen Beispiel folgt

11 (23), und mit der Abschétzung von K, aus dem

N‘}—

pp > mEECP.

Somit ist die folgende Aussage bewiesen:

Korollar 2.15 Die zu ®3(z) = (1 + ||#||?)~'/? zugehérige quadratische Form aus Be-
merkung 2.6 hat im Fall d = 1 eine untere Schranke der Gestalt (2.3) mit

2 2 2¢y
I'(®3) = 201 g (1 + %) e

3
27

-

Im Falle d > 2 gilt
C 2 d _ 204

(@) = a7

2.3.4 GauBglocken

Die Funktionen der Art ®,(z) = e~?llEl* 5 > 0, sind positiv definit und haben eine
klassische Fouriertransformierte der Form

Somit ergibt sich sofort

. () (W) 8
= min w|) = - e r.
P8 = uli<as ¥ p

Dies fiithrt durch Einsetzen zu
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Korollar 2.16 Die Funktionen ®4(z) = e~?l#I” mit p > 0 haben bzgl. der quadratischen
Form I(®,) eine untere Schranke der Gestalt (2.3) mit

d c?
Cd d __d

— 2
2041937 (4 4 1)

e rat,

I'(®y)

2.4 Beispielhafte Berechnung von I’(x) und Vergleich von I'(®)
und I'(p)

Die Beweise der Aussagen 2.4.1 bis 2.4.4 sind in Quak, Sivakumar, Ward [8] gefiihrt, es
werden hier nur die Ergebnisse angegeben.

2.4.1 Polynomials

Fiir die Funktion ®,(x) = (—1)||z||, welche bedingt positiv definit der Ordnung 1 ist,
ergibt sich bzgl. der quadratischen Form (2.11) fiir I{(u) folgender Term:

C, (4L
L(p) = 5—=21 (f l)q-
2\/modt
Dabei sind

I

[2(4+2 T
5 o= 12[L 22)]

3 5d
Cd = 3
2d+1p(%)
1 .
q = 51.;}1”%'—951”-

2.4.2 Multiquadrics

Fiir ®5(z) = (—=1)(1 + ||z||?)*/?, welches eine bedingt positiv definite Funktion der Ord-
nung 1 ist, erhilt man bzgl. der quadratischen Form (2.11) den folgenden Ausdruck fiir
Ly(): )
Cd 3Ld _ 28
B = gt ¥

2/mo =
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2.4 Beispielhafte Berechnung von I'(u) und Vergleich von I'(®) und I'(p)

2.4.3 Inverse Multiquadrics

Fiir die positiv definite Funktion ®3(x) = (1 + ||=||?)~"/2 erhilt man fiir I5(x) den Term

_ C’d a%(l — 670‘5) Lld _5(14,)

TS

q2eqa

I3 (1)

Dabei sei a eine positive Konstante mit 2a < § und ¢ < 1.

2.4.4 GauBglocken

Werden die positiv definiten Funktionen ®4(x) = e~#I#l* mit p > 0 betrachtet, so erhilt
man bzgl. der quadratischen Form (2.11) fiir Ij(u)

C 2
i) = et

(V5%

2.4.5 Beispielhafter Vergleich von I'(®) und I'(p)

Gegeniiberstellung von (2.3) und (2.11) fiir ¢ — 0 anhand der Funktionen ®;, 1 < i < 4:
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

I'®;), 1<i<A4 Il(p), 1<i<A4 Vergleich fiir ¢ — 0
I(p)=0(I'(®
o o ene () = O('(®)))
( 1) 2d+2ﬁ[‘(%+1)cdq 1( ) 2 /modrt
= 0(q)
C% 1d _ 2% 5 3.d ) Ié(ﬂ) - O(I’((I)Q))q%
2ld c 3Lld 2
I'(®;) = 2d+2%(%+1)q 2 e 1 L(p) = ﬁ%ﬂq 2 e 5
1 2
= O(q%e q )
d=1 d=1
/ Cr -1 2C *% / _ / 1 _K
I'(®3) = 54 (1 + T) I3(p) = O(I'(®s))gze s
x 240 I/( ) dd a#(lfelaé) O( —d _5_22)
e «a = g = e ra
3\ e q
d>2 d>2
d
c? _d _2C 11d _8(_1 1 _K
I'(®s) = grrpipmd *e xq' e i@ | L) = O('(@5))gte
— @(6_q<§+a>)
I'(® cd g I iy g, filw) = OT(24)
(@) = g e |l = Jpate
)
— O(Q#Q_Q(%‘Hﬂ)

Dabei sei K eine positive Konstante, 0 < 2a < 6 und ¢ < 1 bei den Inversen Multiqua-
drics (i = 3).

Zum Vergleich der auftretenden Faktoren siehe Kapitel 2.2, Bemerkung 2.12.

Bemerkung 2.17

1) Die Polynomials und die Gaussians sind bzgl. der Darstellungen (2.3) und (2.11) fiir
q — 0 jeweils von gleicher Ordnung und die Terme I'(®) bzw. I'(x1) unterscheiden
sich nur in den Konstanten.

2) Bei den Multiquadrics unterscheiden sich die Schranken nur um den Faktor q%,
wodurch die Schranke, basierend auf der Laplace—Stieltjes — Theorie, nur unwe-
sentlich schérfer ist als die fiir ® € BPD(m), m € INy, verwendbare Schranke der
Fourier—Stieltjes — Theorie.

3) Bei den inversen Multiquadrics unterscheiden sich die Terme I'(®) und I'(u), wel-
che beide unabhéingig von der Raumdimension d sind, um die Ordnung q%e_%,
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2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und ||A(®;)al[, 1 < i< 4

K > 0. Fiir alle a > 0 geht die Abschitzung I5(u) fiir ¢ — 0 schneller gegen Null
als ihr Gegenpart.

4) Insgesamt 148t sich anhand der Beispiele festhalten, dafi die durch die Verallgemei-
nerung der Theorie bedingte Verschlechterung der Abschitzung (2.2) sehr gering
ist, da die Terme (2.3) zum Teil sogar von gleicher Ordnung sind. Durch die er-
langte zusétzliche Anwendungsbreite der Fourier—Stieltjes — Methode erscheint es
demnach angemessen, diese weiter zu benutzen. Die zusétzlich getroffene Voraus-
setzung (A) stellt dabei nur eine unwesentliche Einschrinkung dar.

2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und |A{(®;)a|, 1 < i< 4

Bei der Berechnung der Terme Jo(®, D) und J5(®, D) werden verschiedene Darstellun-
gen der modifizierten Besselfunktionen zweiter Art der Ordnung v, auch Macdonald—
Funktionen genannt, bendtigt. Sie werden mit K, (x) bezeichnet und wurden in Kapitel
1.1, Definition 1.3 eingefiihrt.

Der folgende Satz beinhaltet die hier notwendigen Integraldarstellungen von K, (x). Sein
Beweis findet sich in Watson [16].

Satz 2.18 (Darstellungen von K, (z))

K,(z) = % 761’%# — 1)1 dt, (2.13)
K,(z) = <%>% F(si—:%) 706“1/’% (1 + %)V_% du. (2.14)

Dabei gilt (2.13) fir R(v) > —1 und (2.14) fir v >0, z > 0.

Watson [16], S.206f, gibt eine Abschétzung fiir (2.14) an, die in dem Beweis des Satzes
2.21 verwendet wird.

Lemma 2.19 Sei v > 0, 2 > 0 und p € IN. Falls p > v — L, so existiert ein O,

27
0 <© <1, fir das gilt

o0 1

T\ 2 e’ 1 u\Y"3
K (z) = (= 7/ “uyrh (1 —) d
() <2x> I'(v+ )0 ety "

(2.15)

VAN
7N\
DO
&=
N——
rol—
ml
8
M=
—~~|—~ ©
DO
Bl
Sl ——
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

F(l/+j+%)
g! F(Z/—j—i-%)'

Dabei ist (v, j) definiert durch (v, j) =

Es lassen sich nun folgende Abschidtzungen der Art (2.5) fiir J;(®,D), 1 < i < 4,
formulieren.

Satz 2.20 Seien J;(®,D), 1 < i < 4, durch Satz 2.} gegeben. Sei p(w) die jeweils
zugehdrige (verallgemeinerte) Fouriertransformierte aus Kapitel 2.3. Es sei wq 1 das
Volumen der (d — 1)—dimensionalen Einheitssphdre, wie in Kapitel 1.1 eingefiihrt. Dann
ergeben sich beziiglich der Abschitzungen J;(®, D) < N|a|/®Ji(®, D) aus Satz 2.7 (ii)
folgende Terme fiir ji’(cb, D) firi=1,...,4:

1) Ji(®, D) < wa|| D27~ F T (41 =: J{(@, D).

2)

J5(®,D) < wd—1||D||2[ 3
2

d
5 d
1 i(g)f‘(§+l+]) g2
dydfl 1 2J ’ '
m22 2 j=0 J
+
1 ETE+149)
d - d+1 2-| / , d=2n+1
\7'(527]':0 ]2] i
—=: Jj(®, D)

8) i) Im Falle d = 1: J5(®, D) < 2| D> =: J;(®, D).
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2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und ||A(®;)al/, 1 < i< 4

ii) Im Falle d > 2:

. T(d—1)
J3(®,D) < we||D]? -
3( ) S Wy 1|| || [371'[[%23;— F(%)
) ]
r 1 T(¢+2):

4) Sei p > 0. Dann gilt:

(
d
(52) atiotvas, =
s
Ju(®.D) = we|D|?
N
<—> pttt ., d=2n+1
|\ 27
= J}(®,D).

Beweis: In Satz 2.4 wurde J(®, D) = (2r)~%L||D|? fra ¢o(w)|lw]|? dw definiert, wobei
¢ die zu @ gehorige (verallgemeinerte) Fouriertransformierte ist. Fiir die vier Beispiel-
funktionen ergibt sich:

1) Die Funktion @, erfiillt nicht die Voraussetzungen des Satzes 2.7, weshalb in diesem
Falle eine andere Abschitzung fiir J; (®, D) gesucht wird. Wegen der Ungleichung

|25 ;e |2 < N|al? aus Satz 2.7 (ii) gilt
L (d+1 D'w\ |
Ji(®,D) = 9= (%) / ||w||_d_1sin2< 2w> > et
IRd Jj=1

d+1 Dt
N||oz||227r_%lﬂ <%> / ||w||_d_1sin2< 2w> dw.
R4

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, sin(z) < z fiir x > 0 und sin(z) < 1
fiir alle z € IR folgt

2

dw

IN
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen
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Cap (d+1)\ |1 | Dtw|? dw
J(®,D) < Nla|?2r%'T <—> - dw + / 0
2 )4 S flwlt , w]™!
llwll <157 lwll> 15y
_an (d+1Y |||D]? dw dw
< Nljo|f?2r zr< ) / +
2 4 , Ml [Jw[[*+!
llwll <157 llwll> 157
und durch Ubergang zu Polarkoordinaten erhilt man
d+1 v Fd
Ji(®, D) < N|al?27~ d#r(?) ~|1D|Pwa-1 / dr+wi | =
’
0 2

1Dl

_d+1 d+1
= 2N|a|*r +r( 5 )wd_1||D||.

Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen.

Hier ist eine Fallunterscheidung beziiglich gerader oder ungerader Raumdimension
notwendig, da sich die daraus resultierenden Integrale unterschiedlich berechnen
bzw. abschétzen lassen. Dies gilt fiir die verbleibenden drei Beispielfunktionen.

Das Ziel ist es, eine obere Schranke fiir das Integral [ra o(w)||w]]? dw zu be-
stimmen. Bei den Funktionen ®5 und ®; treten bei der Fouriertransformierten
Macdonald-Funktionen K, (z) auf, welche aufgrund ihres unterschiedlichen Grenz-
verhaltens fiir z gegen Unendlich bzw. fiir  nahe Null durch verschiedene Terme
abgeschiitzt werden miissen. Deshalb wird das Integral [ra ¢(w)||w|* dw aufgeteilt

in fj <1 ) [wl* dw + fs1 ew)]|wl]* dw.

= 41
J(®,D) = (2m) “SIDI* | e(w)lw]* dw
IRd
d+1
al aLs [wll\ =
= n Il [ e Kol (B51) Tl a
IRd
_d+1 _dls3
= (2m) T ||ID|* Ko ([[w]))[[w][>" dw
lwll<1

+ [ Kap(whllw) % dw
llwl|>1

= (2m)" % |D|*[T, + To).



2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und ||A(®;)al/, 1 < i< 4

Diese Integrale werden nun einzeln weiter betrachtet. In T} wird fiir K, die Dar-
stellung (2.13) verwendet. Es gilt

K,(z) =

K,(z) < M 7065 <E>2U_1 = ds
<

da z > 0 und f(s) =: e ®s*~! > 0 fiir s € (0,00] ist. Nun folgt mit Hilfe der
Darstellung T'(2) = [;° e *s* ! ds aus Satz 1.2:

JiT@)
K (z) < Y12V v 2.16
@) < 5T e (2.16)
Damit ist fiir 77 mit v = %:
_dis3
no= [ Kea(lul)lw] ™ du
o<1
ﬁr(d+ 1) ||w||—d+1 dw
d d+l ’
FE+D2%

und durch Ubergang zu Polarkoordinaten ergibt sich

T (d+1
TISI:/(; d+1 dl/dr

_ VT F(d +d12 i1, (2.17)

(g+1)2%

Bei Ty wird fiir K,(z) die Darstellung (2.14) benétigt, da ||w|| hier grole Werte
annimmt.
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Es ist leicht nachpriifbar, dafl f(z) monoton fallend ist. Somit wird z = 1 in f
eingesetzt, da x > 1 gegeben ist, um eine obere Abschétzung fiir K, (x) zu erhalten.

An dieser Stelle wird eine Fallunterscheidung beziiglich gerader oder ungerader
Raumdimension notwendig, um das vorliegende Integral berechnen zu kénnen. In
Ty ist v = L.

i) Sei d =2n,n € Ny (dh. v = =n+ 1)

1) = [e -t <1+ _)V% N

f1) = fuz (’;) (4 a

I
(1=
[\
d
S
~—2— |l
e
3
+
<
+
=

Zusammenfassend besitzt Kdzi(x) fiir d = 2n, n € Ny, folgende obere Schranke:

D=

Ku (z) < (%) ﬁ éz—f (;’) F(n+j+1). (2.18)

Insgesamt ergibt sich dadurch fiir den Fall d = 2n:

L= [ Kep(wl)lwl % dw

[w][>1

VT il Oo_un u\" —n+1
m“ />18|| ”0/6 u <1+§) du}”w” dw

n

< (" Y41 / @l g7+ g,
< a2 (G) res ey [ e

[w][>1

Durch Ubergang zu Polarkoordinaten und mit den bei der Abschitzung von T}
verwendeten Hilfsmitteln folgt weiterhin
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2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und ||A(®;)al/, 1 < i< 4

e "r" dr

n
TQ S \/_F\(/_ (j)Fn+]+1wd1

e "r" dr

0\8 ’—‘\8

< \[F‘(/Tir ()Fn+]+1wd1

™

_ <§>§wd1§02j (;‘) T(n+j+1), (2.19)

womit bei gerader Raumdimension eine obere Schranke fiir 75 gefunden ist.
ii)Seid=2n+1,n€ Ny (dh. v =% =n+1):

dJ_S

= [ Kaa(lul)lw] % dw

[[w[[>1

Um dieses Integral nach oben abzuschitzen, wird (2.15) verwendet. Setzt man
p =n+ 1, so ergibt sich:

+1
nos [ (5) It S TS el
Jwll>1 =07 i+3)
Lntl L3
_ (z)zz . F,(n+]+,2)3 e—||w||||w||—n—j+% dw.
2) ' PTn—-j+3)

[Jwl[>1

Durch Ubergang zu Polarkoordinaten und mit Hilfe der Integraldarstellung der
Gammafunktion aus Satz 1.2. c) ergibt sich schlieflich

i T(n+j+32 T o
T, < <E> ’ Z - (n +J + 2) )wd_l/e_’"r_]+"+§ dr
1

2) S YT(n—j+3

T\ D(n+j+3)
< (= ——=" Wy_1. 2.20
- <2> jz_% gl 2i Wi ( )

Mit (2.17),(2.19) und der Abschitzung (2.20) folgt die zweite Aussage des Satzes.

3) Da die Ordnung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art fiir d = 1 Null ist,
wird dieser Fall extra betrachtet, da sonst einige entstehende Terme nicht wohlde-
finiert wiren. Es ergibt sich fiir die inversen Multiquadrics:

i)Seid=1 (dh. v =51 =0):

J(@,0) = @m)SIDI [ ()l du

IRd
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dl1l

L4 s ool
= (@0 SIIDI? [ 2" Kap (o) (7 o
]R,d
1
= S IDIE [ Kollw))w]* du 2.21)
R

Zur weiteren Abschitzung von (2.21) wird die Darstellung (2.14) fiir Ky(z) be-

trachtet,
00 _1
e u 2
/ e “u~ ( ) du.
, 2x

Nun ist (1 + %) <1, da 5z € [0, 00], wodurch sich mit Hilfe von Satz 1.2. c)
ergibt:

lv|>—l

%

D=

<e 706 u%du—<z>%e
T V2 S \2) Va
Es folgt fiir J5(®, D):

. 1 1 7
J(®,D) = |IDI* [ Ko(w])w dw =~ | D|* [ Ko(w)u? dw
R 0

1 7 5
< —||D Q/e’wwi dw.
< Il
Und schliellich ergibt sich mit Satz 1.2. ¢)

T 1 2 2
7@.0) < <=1 (3) 1D = 5D

was zu zeigen war.

ii) Seid=n>2,neN:

In diesem Fall ist die Ordnung der Macdonald-Funktion gréfler oder gleich %
weswegen die bei den Multiquadrics angewandten Hilfsmittel Verwendung finden
konnen. Es gilt:

~ 1
5(@,D) = @0 3D [ elw)|ull dw
]Rd
= (2m) | DIP / Kaga(Jlwll) o]~ duw
= 0TI | [ K (lwl)lw] % dw

[w][<1



2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und ||A(®;)al/, 1 < i< 4

dls

+ [ Kep(elw] % dw
llwl/>1

= (2r) % ||D|* [T, + Tn].

Wird auch hier die Darstellung (2.13) fiir K, (x) und die Abschétzung (2.16) ver-
wendet, so erhélt man fiir 7} mit v = % > L folgende Ungleichung:

dls

T = Kap ([lwlDf[w]]7=" dw
[Jw|[<1
I'id—1
VILEZD o du,
FE2= i«

und durch Ubergang zu Polarkoordinaten ergibt sich

T, < v I'(d M)wd,l. (2.22)
3T(4) 2%

Bei der Betrachtung von 75 ist analog zu den Multiquadrics eine Fallunterscheidung
beziiglich gerader oder ungerader Raumdimension notwendig.

dls
To= [ Ku(lwl)lwl ** du.
llwl|>1
a)Seid=2n,ne€N (dh.v=%""=n-1):
Um Kaui (z) abzuschéitzen, wird wie bei @5 vorgegangen. Analog zu (2.18) ergibt
sich

Kau (7) < (2:0); Z:: ("]_1> T(n+ j).

Es folgt fiir T5:

—n4d
o= [ Kyl d
[lw]|>1
; 1 n—1 _1
) %)zr_; ( )mm) [ el du

[[w[[>1

und mit Hilfe von Polarkoordinaten und Satz 1.2. ¢) ergibt sich sofort
n—1

T, < (%)2 F(IC’(“L)Z Wa- 122 9( ; 1) T(n+ j). (2.23)
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b) Seid=2n+1,n €N (dh. v =51 =n):
Bei ungerader Raumdimension wird die Darstellung (2.13) fiir K,(x) benutzt, um
T5 abzuschéatzen.

_dls
o= [ Kap(l)lwl % d
llw([>1
1
ign_ L ti+y) JIGEI Rt
< w IS du.
= <>z::'2arn—j+) Il v

[Jwl[>1

Durch Ubergang zu Polarkoordinaten und mit Satz 1.2. c) folgt:

Tn+j+3) T(n—j+32
B <_> dlZ !;Jr()—(ﬂg) . (2.24)

Setzt man nun d = 2n bzw. d = 2n + 1, so ergibt sich aus (2.22) und (2.23) bzw.
(2.24) die dritte Behauptung.

Fiir Jy(®, D) gilt:

J@,D) = (m) SIDIP [ p(w)ul? d

IRd
d

1 2 w2
= oDl [ (Z) e fwlf? dw
2 AV
R

und durch Ubergang zu Polarkoordinaten folgt

d

- 2 e 2
Jiy(®,D) = 279! (%) | D|]Pwq— 1/675 r@t dr.,
0

Mit Hilfe von partieller Integration 1483t sich das vorliegende Integral berechnen.
An dieser Stelle ist eine Fallunterscheidung notwendig.

i) Sei d = 2n, n € INy:

Wie man leicht zeigt, gilt

Jy(®,D) = %(%) p ||D||2wd1/e_gr dr
i 0
_ ;(%) P ID|Puai20
;
_ <% " D) Pwa s (2.25)



2.5 Abschitzungen fiir J;(®, D) und ||A(®;)al/, 1 < i< 4

ii) Sei d =2n+1, n € INy:
Wird partielle Integration angewendet, so ergibt sich:

_d 00
Ji(®, D) = 2% (E) ||D||2u)d_1/67277“‘“1 dr
p

0
(o]

_(é+l) —d gyl gdtl _r?
= 272" 72 p 2 d 2 wy_q [ € % dr

d

d
- <§> d5+s 23 /x p™3||D|Pwgo. (2.26)

Mit (2.25) fiir gerade und (2.26) fiir ungerade Raumdimension folgt nun die letzte
Behauptung des Satzes. O

Fiir die Norm der Matrix A;(®;)a, 1 < i < 4, lassen sich nun die unteren Schranken
explizit angeben.

Satz 2.21 Seien I;(®) durch Abschnitt 2.3 gegeben, J!(®, D) durch Satz 2.20, und es
gelte I}(®) < NJ/(®,D) firi=1,...,4. Es seien Cyq und q wie in Satz 2.5 definiert.
Dann erhilt man fir die Beispielfunktionen folgende Abschitzungen der Art (2.9):

(4 .
1) Polynomials: ||A;(®1)e|| > l 2 dq - J{(@,D)] |||

)
24+2,/7(4 +1)C

Cd 2 21d

. . 2.d _ 2Cq =
2) Multiquadrics: || A1 (®2)a|| > mq 2 e 0 — Jy(®,D)| ol
3) Inverse Multiquadrics:
L Cl‘% L 20 o
Fiir d =1 ergibt sich: ||A;(®3)a| > \/_q’5e o — J3(®,D)| ||
m

Fiir d > 2 gilt:

dl2
C, _ 204\ 7 2w
n@al 2 | oS (14 29) T . ) .
2:T(5)(5+1) q
. Cél —d *0—32 7/ ..
4) Gaussians: ||A1(Py)a| > YIEpr ST 1)q e e — Jy(®,D)| ||« fiir p > 0.
2
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2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

2.6 Abschitzungen fiir J;(p, D) und | Ay (®;)a|, 1 < i< 4

Fiir die Beispielfunktionen ergeben sich unter Beriicksichtigung der in Theorem 2 defi-
nierten Terme I'(p) und J(p, D) folgende Abschitzungen der Art (2.12):
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2.6 Abschitzungen fiir J;(ju, D) und ||A;(®;)el[, 1 < i < 4

Satz 2.22 Beachtet man zundchst, daf$ fir J;, i = 1,2, 3,

QF(%)wd,l

d+1
T2

an j3 < jl < JIHDH = ||D||,

wobei w1 das Volumen der (d — 1)-dimensionalen Einheitskugel ist, und fir Jy

Ji < Da(p,q) mit Da(p,q) =7 “pg [1 +6d > (n+ 3)deﬂn2q2]

n=0

gilt, so folgt fiir die Funktionen ®;, 1 < i < 4, falls I'(®;) < NJ(®;, D) erfillt ist:

1) Polynomials: || Ay (®q)a|| > l Ca () — NJ'||D||] |||l
= 26071 /g
~ i
2) Multiquadrics: || Ay (P2)a|| > Co_ e+ _ NJ'||DJ| ||e]].

2545 q%ﬁ

3) Inverse Multiquadrics: Fir ¢ < 1 und eine absolute Konstante a mit § > 2a gilt:

[A1(®3)al] =

~ S/s1
C, ils . 6_5(3 a
ﬁa > l—e 5]F—NJ’||D||] |-

4) Gaussians: Sei ||D|| < g. Dann gilt
~ 52

Cye a%

q<d
|41 ()| > rra Da(6, )| D[ | llex]].

Dabei seien Cy und q wie in Theorem 2 definiert.

Der Beweis ist in Quak, Sivakumar, Ward [8] zu finden.

Wird ein weiteres Beispiel aus der Menge der Polynomials hinzugezogen und untersucht,
so ergibt sich eine verallgemeinerte Aussage iiber ®;.

Satz 2.23 Sei ®5(x) = (—1)[|z]|?’ : R? — Rxg, 0 < 8 < 1. @5 ist bedingt positiv definit
der Ordnung 1 und besitzt das reprisentierende Maf} du(t) = [3 T (1— 3)]~'t~# dt. Dann
gilt
CaBT(B+5) _

284d [5(“);
['(1—p3) 0%+
M(22) wy | D
mi(1=B) (1= p)

Is(p) >

J5(M7D) = j5(ﬂaD)

45



2 Untere Schranken einiger quadratischer Formen

Werden die Beziehungen Is(u) und Js(u, D) in (2.12) eingesetzt, dann folgt

CaBT(B+4)  T(H)wq||D]*
141(@s)ell > | 5= 5sta ~ 7a— ) - 5)

[ler]]

Dabei bezeichne wq—1 das Volumen der (d — 1)-dimensionalen Einheitskugel.
Der Beweis findet sich in Quak, Sivakumar, Ward [8].

Korollar 2.24

1) Wie man leicht iiberpriift, gilt ®5 = &, fiir § = 1.

2) Die Sétze 2.21 und 2.23 liefern fiir J; die gleichen Abschétzungen. Das ist darauf

zuriickzufiihren, daf die Voraussetzungen des Satzes 2.7 fiir J;(®, D) nicht erfiillt
sind.
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des
L>—Approximationsproblems

Vorbemerkungen

Die Grundlage bildet das Ly—Approximationsproblem beziiglich €2. Dieses ist in Kapitel
1.4 bereits beschrieben und lautet folgendermaflen:

Sei X = {z1,...,on5}, 7; € RY, 1 < j < N, ein gegebener Punktesatz mit Separations-
distanz ¢ := § min;j ||z; — 2] > 0.

Es sei W(z) = {2 € R : ||z — 240 < qd 2} fiir jedes Zentrum x4, 1 < k < N,
definiert, dabei bezeichnet || - ||« die Supremumsnorm. Diese Wiirfel sind disjunkt.

Im folgenden sei Q C IR? ein zuldssiges kompaktes Gebiet beziiglich X, das heifit, fiir alle
xp, 1 < k < N, sei der d—dimensionale Wiirfel W (x) mit Zentrum x; und Seitenlinge
2¢d~1/? ganz in Q enthalten.

Die Funktion f € Lo(2) sei gegeben. Gesucht ist die beste Approzimierende s* € Sx,

Sy = {i%@(-—xj) L€ Vm{X}},

mit s* = LN, a;®(- — z;), wobei @ = (a;)Y; den Koordinatenvektor einer besten
Approximierenden darstellt und ® : RY — TR eine bedingt positiv definite Funktion der
Ordnung m mit m € Ny ist, so daf} gilt:

I ="l = jnf I1f = sl (3.1)

Aufgrund der Resultate von Kapitel 1.4 148t sich das gestellte Approximationsproblem
in Matrix—Schreibweise darstellen als

(7 0) ()= (%) 6

Ax = ((®( = 25), (- — 21))) k=1,
P = (pk(xj));cz_ll ..... y und

=1,...,

fo = ({(f.®( —2)))i,

fiir o := (), € RY und p:= ()L, € RC.

mit

Dabei ist das vorliegende Skalarprodukt beziiglich des Ly—Approximationsproblems de-
finiert durch

(@( — 1), B(- — 1)) := /@(w —2)®(z — ;) da.
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

Das bedeutet, daf ein kompakter Teilraum Q C IRY anstelle von IRY als Integrations-
bereich betrachtet wird, wiahrend das urspriingliche L;—Skalarprodukt eine Integration
iiber dem ganzen IR erfordern wiirde. Durch diese Einschrinkung sind die zu betrach-
tenden Integrale wohldefiniert.

3.1 Der Fall Q ¢ IRY kompakt und ® € BPD(m), m € IN,

Den Schwerpunkt dieses Kapitels bildet die Betrachtung der quadratische Form (A xa, «)
beziiglich der Matrix Ax = ((®(- — z;), ®(- — x;)))}Y;—, des eingefiihrten Approximati-
onsproblems mit o € V, {x}. Ziel ist es, eine positive untere Schranke fiir (Axa, o) zu
bestimmen, welche sich fiir explizit gegebene ® gut berechnen und sich zusétzlich auf das
Interpolationsproblem des zweiten Kapitels zuriickfiihren 14t. Die vorbereitenden Lem-
mata 3.1 bis 3.3 und ihre Beweise sind Quak, Sivakumar, Ward (siehe [8]) entnommen,
sowie die Beweisidee von Theorem 3, iibertragen auf den allgemeinen Fall ® € BPD(m),
m € INy. Theorem 3 beinhaltet dabei die Hauptaussage dieses Kapitels.

Lemma 3.1 Sei ® € BPD(m), Ax durch (3.2) gegeben, X = {xy,...,zx} mit paar-
weise verschiedenen Punkten x;, 1 < j < N, a € RN und Q c RY ein zuldssiges
kompaktes Gebiet beziiglich X. Dann existiert fiir die quadratische Form (Axa, ) eine
untere Schranke der Art

2 2

N

>>

k=l (2,

dz.

204] l‘—fEJ

j=1

(Axa,a) = (- —x;)

(3.3)

Beweis: Die erste Gleichung ergibt sich sofort aus der Definition des Skalarproduktes.
Um die untere Schranke zu erhalten, wird die quadratische Form nach unten abgeschitzt,
indem man die Vereinigung der Wiirfel W (zy), 1 < k < N, anstelle von 2 als Integrati-
onsgebiet benutzt. Da der Integrand nichtnegativ ist und die Wiirfel disjunkt sind, folgt
die gesuchte Abschitzung. O

Der néichste Schritt besteht darin, die Integrale [y, | YNy a;®(x — x;)|? dr fiir alle
k e {1,...,N} aus (3.3) mit Hilfe von Riemann—Summen nach unten abzuschitzen.
Dies ist aufgrund der Stetigkeit der Funktion ® mdglich. Um die dafiir notwendigen
Stiitzpunkte zu erhalten, werden die Wiirfel W (z), 1 < k < N, mit einer Gitterstruktur
versehen. '

Das folgende Lemma fiihrt die Stiitzpunkte y,g'), 1 <k < N, mit i wie folgt, ein.
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3.1 Der Fall Q ¢ RY kompakt und ® € BPD(m), m € IN,

Sei i = (i1,...,iq)' € Z® ein Index—Vektor und e = (1,...,1)" der d-dimensionale
Einheitsvektor. i < j bedeute i) <j, fiir [ =1,...,d. Es sei r € IN.

Lemma 3.2 FEs sei Ax durch (3.2) gegeben, a € RN, X = {zy,...,2,} C R mit
paarweise verschiedenen x; fir 1 < j < N und 2 C RY ein zuldssiges kompaktes Gebiet
beztiglich X . Dann gilt:

qudfd/Q

(Axa.a) > lim, " Y AV (@)a?
r lre<i<(rll)e
0<ig<rl1
mit

AV@) = (B — 2))1<kjen,

i Lo i
AP (@) = S(AV(@) + AV (@),

: d71/2 1
y,i) = Tp+ g (i+ ie), —re <i<(r—1)e. (3.4)

Beweis: Da ® eine stetige Funktion ist, lassen sich die Integrale in (3.3) als Grenzwerte
von Riemann-Summen darstellen. Als Stiitzpunkte werden y,(;) wie in (3.4) gewéhlt.
Diese sind jeweils ganz in W (xzy) enthalten und bilden dort eine Gitterstruktur (siehe
dazu auch Fig. 2 in Anschlufl an Lemma 3.3). Fiir » — oc ergibt sich:

g4/ 2

TZ%

—re<i<(r—1)e k=1

al 0
> a0y, — ;)

j=1

<AXO‘a O‘> > li—mr—mo

Wird AY definiert durch A (®) := L(AD(@))— AD(®)"), so gelten fiir die Matrizen AP
und AY die Relationen AV(®) = A{9(®) und AP (@) = — AL (®) beziiglich des
Indexshifts. Mit 33, [ S, a;®(y" — ;)2 = | AD(®)a/|? und da aufgrund der Paralle-
logramm — Gleichung gilt || A® (@) + || A-)(@)a||2 = 2| AV (®)a||2 +2|| AV (®) a2,
1483t sich nun zeigen:

S AY@al? = X 24P (@)al? + 4P (@)a]?)
—re<i<(r—1)e Lre<i<(rll)e
0<iy<rl1
> 2 Y 4P @)l
lre<i<(rll)e
0<i;<rl1
Damit folgt die Behauptung. a

Wird die Menge der gleichméBig verteilten y,(:), —re <i< (r—1)e, auf eine Teilmenge
sich nahe bei z; befindender Punkte fiir 1 < k£ < N beschrinkt, so folgt daraus eine
weitere untere Abschétzung der quadratischen Form (A xa, o), welche sich jedoch explizit

berechnen 1afjt.
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

Lemma 3.3 Sei e gegeben mit 0 < e < 1 und
1
P.(r)={i:||i]joc <er— ) und iy > 0} fiirr € IN.

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Es existiert ein Index ro(c) € IN, so daf P.(r) # 0 fir alle r > ro(z).
(ii)) P.(r) C{i: —re<i<(r—1)eund 0 <i; <r—1}.

(iti) Die Kardinalitit von P.(r) ist (2|er — 5| 4+ 1) (ler — 5| +1) fir r > ro(e), wobei
la] der ganzzahlige Teil von a € Ry ist.

(iv) DW .= y§i) —xj ist fir 1 < j < N unabhdingig von j und es gilt

|IDY|| < qge, firie P.(r), r>ry(e).
Beweis: (i)-(iii) folgen sofort. Um (iv) zu zeigen, betrachte man
: d 3 1 d 3 1
DY = gz + 4 26+—Q—qmzq ZG+—Q,
T 2 T 2

mit y,(:) wie in Lemma 3.2. D ist dann unabhingig von k fiir 1 < k < N. Fiir i € P, (1)
folgt auflerdem

qd 2
r

(NI

. 1 d3 1 1
109 = =i+ el < 5= (llloo + 3 llelle ) 42 = S(llillc + 5) < e

= Qe

Die Lage der Stiitzpunkte sei anhand eines Beispiels verdeutlicht:

i , - 3 ,
Setze r = 2 und d = 2 fiir y,(c) aus (3.4). Wihle zusiitzlich ¢ = 27 und € = 2 fiir Lemma
3.3. Die daraus resultierenden Stiitzpunkte lauten

D= +—G—Fle> e () < (M) < (!
o =k 2°)" —2) = \iy) — 0
(i)

und die Seitenléinge des Wiirfels W (zy) betriigt 4, unabhéngig von k. Die Punkte y,
sind in FIG. 2 eingetragen.
. 0 0
Pyu(2) = {i: ||y1(;) —xk|]| <1, i > 0} enthilt die Punkte y,EO) und y,g“), welche in
der Abbildung fett gedruckt sind. Ohne die zusétzliche Restriktion i; > 0 wire es die
0 11 0 0

Menge der Punkte y,gll), y,g“), y,EO) und y,g“), welche durch die gestrichelten Linien
dargestellt sind. Fiir e = 1 wére P;(2) die gesamte rechte Hilfte der y,(:). Es ist an dieser
Stelle sehr deutlich der Einflu des Faktors ¢ auf die GroBe der Teilmenge P.(r) der
zugrundegelegten Menge von Stiitzpunkten zu erkennen.
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3.1 Der Fall Q ¢ RY kompakt und ® € BPD(m), m € IN,

ST Y SO I O PO
| Xk |
12 J.ll | 0 1
ylg“). y,E% B 4y£“) y,g“).
ylgﬁ). ?J}EE). ?J}EEQ)o y;gj).
W (xy)
FIG. 2

Mit den getroffenen Vorbereitungen 48t sich nun die Hauptaussage dieses Kapitels for-

mulieren.

Theorem 3 Sei ® € BPD(m) und Voraussetzung (A) erfillt. Sei Q C R kompakt
und zuldssig beziglich X = {z1,...,x,}, x; paarweise verschieden fir j =1,...,N und
q := sminjy ||lz; — x| > 0. Sei I'(®) wie in (2.3), P(r) und DY aus Lemma 3.3 und

J(®, D) durch (2.5) unter den Voraussetzungen von Satz 2.7 gegeben. Dann gilt:

(i) Es ezistiert ein ¢ = e(d, q,®, N) mit 0 < e <1 und ro(¢) € N, so dafi P.(r) # 0

fir alle v > ro(e) und

~ . 1
NJ(®, DW) < 5I'(<I>) fir i€ P.(r).

(i1) Mit ¢ aus (i) und o € V,, {z}, ||a|| =1, gilt
(Axa,a) > 2924 Y2411 ()%,

Beweis: (i) Nach Definition gilt J(®, D) — 0 fiir D — 0. Somit existiert ein
d=0(D,q,®,N), so daB

1
NJ(®,D) < SI'(®) fir D[ < 0.

(3.5)

(3.7)
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

Wiéhle ¢ = min(d/¢, 1) und r¢(e) aus Lemma 3.3 (i). Wendet man nun (iv) desselben
Lemmas an, so ergibt sich

IDD|| < ge <6, i€P(r), r>re),
und mit (3.7)
- . 1
NJ(®, DY) < 51’(<1>) fiir i€ P.(r).

Damit ist die erste Aussage gezeigt.
(ii) Lemma 3.2 ergab

' qudfd/2 ;
(Axo,) > lim, o =o— 3 [AP(@)al
Lre<i<(rll)e
0<ip<rl1

Sei € aus (i) gegeben und r > ro(¢). Werden die Ergebnisse aus Teil (i) dieses Theorems,
sowie aus Theorem 1 und Lemma 3.3 (ii) und (iii) benutzt, so folgt

. 2qd /> i
(Axa,a) > lim,  “—— 3 AP (@)a?
r lre<i<(rll)e
0<ig<rl1
‘ 2qdd7d/2 1 d—1 1 II(®)2
2 tim o= (2o 1) (g 1)
_ 1\
> Jim, 2022t (@) U 20 o 2l
— 2d72d7d/2qdll(¢)25d,
womit der Satz bewiesen ist. O

Bemerkung 3.4 Somit ist eine untere Schranke fiir die quadratische Form beziiglich
der Approximationsmatrix Ay gefunden, welche sich aus einer Riickfithrung auf das
Interpolationsproblem aus Kapitel 2.1, basierend auf zwei verschiedenen Datensitzen X
und Y, ergibt. Dieses fliefit in die letzte Rechnung des Beweises des Theorems 3 ein.

Korollar 3.5 Gelten die Voraussetzungen des Theorems 3, so gibt es eine untere Schran-
ke fiir [|[Axca|| mit « € V, {X}, ||@|| = 1, denn mit Cauchy-Schwarz folgt:

[Axallllol] > (Axa, a) > 292 d 21" (®)%,
d.h., es ist
|Axall > 2% 2q%d Y21 (D)%, (3.8)
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3.1 Der Fall Q ¢ RY kompakt und ® € BPD(m), m € IN,

Bemerkung 3.6

1)

)

Fiir die praktische Anwendung der Abschétzung (3.6) erscheint es schwierig, &
explizit anzugeben. Da jedoch ¢ als min(d/qg,1) gewihlt war, wobei sich ¢ aus
(3.7) ergibt und ¢ = §min;y [|z; — x]| > 0, so ist offensichtlich, daB der Wert
von ¢ genau die Beziehung zwischen J(®, D) und ||D|| wiedergibt, und ¢ explizit
bestimmbar ist. Das bedeutet konkret:

Nach Satz 2.7 gilt N.J(®, D) =: N||D||>J*(®). Die Ungleichung (3.7) ist damit
dquivalent zu

1
N|D|FT*(®) < SI'(®) fir |[D]| <.

Wird fiir ¢
I'(®)
§i=,| ———
IN (D)

eingesetzt, so ist die Ungleichung (3.7) erfiillt und es ergibt sich fiir &

€ = min ( & 1)
2N J*(P)q? ’ ’

Die Abschitzung (3.6) des Theorems 3 beinhaltet u.a. die Anzahl N der Stiitz-
stellen. Dieser Einflufl beruht auf der im Beweis des Theorems 3 auftretenden
Bedingung N.J(®, Di) < LI'(®).

Die untere Schranke von (Axa, ) setzt sich zusammen aus dem Produkt von

i) e : ergibt sich aus der Forderung N.J(®, D)) < LT'(®) fiir i € P.(r),

ii) I'(®)? : quadratische Form des Interpolationsproblems aus Kapitel 2.1, welche
durch die Anwendung von Theorem 1 entsteht,

iii) qdd% : erhélt man durch die Bildung der Riemann—Summen, wobei der Ab-

14
stand der verwendeten Stiitzpunkte gerade qdfd % betrigt. Dieser Term 148t

sich auf die Forderung zuriickfiihren, da§ die W (zy), 1 < k& < N, disjunkt
sind.

iv) 2972: entsteht aus der Anzahl der Summanden in der letzten Rechnung des
Beweises von Theorem 3,

v) ||a]|> = 1: ergibt sich aus 3) ii) mit Bemerkung 2.6 i).

Wird die numerische Stabilitit der Matrix Ax mit gegebener Nebenbedingung
a € V-{X} untersucht, so 1aft sich feststellen, da} der kleinste Eigenwert )\ der
Matrix Ay positiv ist. Dies ist bedingt durch die Tatsache, da§ die sich aus (3.6)
ergebende untere Schranke selbst positiv ist und da nach Courant [10] gilt:

ot Axa

acV X} oo
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

5) Der Einflufl des Faktors ¢ = minj ||x; — x|| fir ¢ — 0 ist in der Abschdtzung
(3.6) durch die Terme ¢% und I'(®)? gekennzeichnet. Alle anderen Faktoren der
unteren Schranke von (3.6) sind von ¢ unabhéngig. Es sei an dieser Stelle auf die
Diskussion des Einflusses des Faktors I'(®) fiir ¢ — 0 in Kapitel 2.2 und anhand
von Beispielen in Kapitel 2.4 verwiesen. Fiir ¢ nahe 0 ist £ = 1 und (3.6) von
J*(®, D) unabhiingig.

3.2 Der Fall 2 C IR? kompakt und & € BPD(0) oder
—® € BPD(1)

Es wird das Approximationsproblem aus Kapitel 3.1 betrachtet. Der Fall Q@ ¢ IRY kom-
pakt und ® € BPD(0) oder —® € BPD(1) unterscheidet sich allein in der Darstellung
von I'(;1) und J(u, D) von Kapitel 3.1. Die vorbereitenden Lemmata 3.1 bis 3.3 konnen
somit unverdndert iibernommen werden, da sie nur von der Radialitdt und Stetigkeit
der Funktion ® abhéingen. Es ergibt sich folgende zu Theorem 3 &quivalente Aussage:

Theorem 4 Sei & € BPD(0) oder —® € BPD(1) mit reprdsentierendem Maf dp.
Sei Q C RY beschrankt und zulissig beziglich X = {z1,....2n}, x5 € RY paarweise
verschieden fir alle j = 1,..., N und 2q := min, 4 ||z; — ;|| > 0. Sei I'(p) wie in (2.11),
P.(r) und DY qus Lemma 3.3 und J(j, D) durch (2.10) gegeben. Dann, gilt:

(1) Es existiert ein 0 < e <1, e =2¢(s,q,®, N) und ro(c) € N, so daff P.(r) # 0 fiir
alle v > ro(e) und

~ . 1
NJ(u, DY) < 5T fir i€ P(r).

(ii) Mit ¢ aus (i) und o € RY, ||a| = 1, gilt

(Agar, ) > 247207420 ()26, (3.9)

Der Beweis verlauft analog zu dem von Theorem 3. Er findet sich in Quak, Sivakumar,
Ward [8].

Korollar 3.7 Sind die Voraussetzungen von Theorem 4 erfiillt, so folgt
||A;(1|| < 227ddd/2q7dll(u)—287d

und die Matrix Ay ist invertierbar.
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3.3 Der Fall @ = R und ® € BPD(0)

Beweis: Aufgrund der Beschrinkung auf die Félle ® € BPD(0) und —® € BPD(1)
148t sich im Falle —® € BPD(1) die Nebenbedingung o € V, { X} des Approximations-
raumes Sy wegdiskutieren (sieche Quak, Sivakumar, Ward [8]). Mit Hilfe der Cauchy—
Schwarzschen Ungleichung und Theorem 4 folgt sofort fiir alle o € RN mit ||a|| = 1:

d
[Axall > 297%d72q ' (n)?".

Da der Raum Sx ohne die Nebenbedingung fiir die in diesem Kapitel betrachteten
Funktionen volle Dimension N hat (siehe Quak, Sivakumar, Ward [8]) und die untere
Schranke von (3.9) positiv ist, folgt die Behauptung aufgrund

_ 1
420 = { e s € R all = 1.

Bemerkung 3.8 Der Unterschied zwischen Theorem 3 und Theorem 4 liegt in der
Darstellung der Terme I'(®) und I'(j) beziehungsweise J(®, D) und .J(1). Ein Vergleich
der Ausdriicke I'(®) und I'(u) fiir ¢ — 0 wurde am Ende des Kapitels 2.2 und anhand
konkreter Beispiele in Kapitel 2.4 diskutiert, worauf an dieser Stelle verwiesen sei. Da
J(®, D) und J (1) unabhiingig von ¢ sind, werden sie nicht weiter betrachtet.

3.3 Der Fall @ =R und ® € BPD(0)

Fiir den Fall Q = IR besitzt die Funktion ® nur fiir m = 0 die fiir die Existenz der
Integrale [Rra ®(z — 2;)®(x — ) dr notwendige, klassische Fouriertransformierte.

Das zugrundeliegende Skalarprodukt dieses Abschnitts ist das L,—Skalarprodukt. Wird
® € Ly(RY) vorausgesetzt, so sind die vorkommenden Integrale wohldefiniert.

Fir ® € BPD(m), m > 0, bedarf es weiterer Voraussetzungen und anderer Verfah-
rensweisen. Dabei ist u.a. eine distributionelle Herangehensweise erforderlich, worauf in
Kapitel 5 als Ausblick kurz eingegangen wird. Dieser Fall wird in dieser Arbeit sonst
nicht weiter behandelt.

Zu betrachten ist folgendes Ly—Approximationsproblem:
Sei ® € BPD(0), d.h. ® ist positiv definit, und sei ® € Ly(IRY). Zu einer gegebenen
Funktion f : RY — IR, f € Ly(IRY), und einem gegebenen Satz X von paarweise
verschiedenen Punkten z; € RY, 1 < j < N, wird eine beste Approzimierende s* € Sy
mit

Sx ==span{®(- —z;), 1 <j < N}

gesucht, welche folgendes erfiille:

1 = 5 lmey = min 1 = sll e

)



3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

Das gestellte Approximationsproblem dieses Kapitels 148t sich in Form einer Normalen-
gleichung formulieren. Diese lautet:

leoz =z
mit

Ax = (B0 =), 2( = 25)))iy=,

@ = (ai)i]ila

z o= ((®(-—m), )Y,

Das heif3t, die Differenz der besten Approximierenden s* und der Funktion f steht senk-
recht auf jedem beliebigen Element s aus Sx. Es stellt sich nun die Frage, wann die
Matrix Ay invertierbar ist. Dazu sind einige Vorbemerkungen notwendig.

Wendet man sich einem beliebigen Element (®(- — z;), ®(- — zx)) mit j, k € {1,..., N}
aus Ay zu, so ergibt sich durch Umformen:

(P(-—25), P(- —xp)) = /@(:r—:rj)@(a:—:ck) dz

]R,d

- / O((x — 24) — (2 — 1)) ®(x — a3 da.

md
Mit der Substitutionen y := z — x;, 2z := x — x;, und (1.1) folgt:
(( =), (- —m)) = (P *P)(z; — wp).

Da dies ohne Einschrinkung an j, k € {1,..., N} erfiillt ist, a8t sich die Aussage fol-
gendermaflen verallgemeinern:

Satz 3.9 Sei Q = R? und ® € Ly(RY) positiv definit, X = {x1,...,xn} C IFid und
x; paarweise verschieden fir 1 < j < N, so gilt fir die Approzimationsmatriz Ax der
Normalengleichung des Lo—Approzimationsproblems

(D — ), (- — 25)))iyjmr = (D% @) (i — 25)) 1. (3.10)

O

Lemma 3.10

1) Die Matriz Ay des Approzimationsproblems lifit sich beziglich der Funktion
U= x D in eine Matriz eines Interpolationsproblemes tiberfiihren.
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3.3 Der Fall @ = R und ® € BPD(0)

2) Das nun zugrundeliegende Interpolationsproblem lautet:
Sei @ positiv definit und fest gewdhlt, X = {x;...,xx} eine Menge paarweise
verschiedener Punkte aus dem R®. Zu gegebenen Punkten g(x),...,g(ry) € RY
wird die eindeutige Funktion

s* € Sy :=span{(® * ®)(- —z;), 1 <i < N}

gesucht, so dafs gilt
3) Die zu interpolierende Funktion lautet gy := f * ®.

Beweis: Die Aussagen 1) und 2) folgen aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen
dieses Abschnittes, die dritte ergibt sich durch Betrachten der Normalengleichung, welche
fir z;, j € {1,..., N}, lautet

N N
(@ =), f) = D@ — 2), (- — 7)) = Y_ @ D(; — 1),
i=1 i=1
wodurch sich genau die Form einer Interpolante aus Sy mit

(B(-—x5), f) = [+ D(x;) = gs(zy)

ergibt. Daraus folgt die Behauptung. a

Das Hauptinteresse dieses Abschnittes liegt darin, eine untere Schranke fiir die quadra-
tische Form

mit
Ax = ((B( = m), @ —2)))) s (3.11)
= (P ®)(zi —2j))i-

= (U(ri = 25))=

zu bestimmen. Um fiir 7(®) Satz 2.5 anwenden zu konnen, miissen erst die Vorausset-
zungen des Satzes gezeigt werden.

Lemma 3.11 @ erfiille die Voraussetzung (A). Dann gilt:

1) Ist ® € BPD(0), so folgt ® « ® € BPD(0).
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

2) Besitzt ® eine Fouriertransformierte p, so hat auch ® x ® eine Fouriertransfor-

mierte, diese lautet ¢2.

Beweis:

58

1) Beweis der Radialitit:

Sei ® : RY — IR radial. Zu zeigen ist (®*®)(z) = (®*®)(—2). Sei Uy eine unitire
Matrix, so daf} UI||:¢H = e, gilt, mit e; := (1,0,...,0) € RY. Sei U? ihre Inverse.
Nun gilt

(P x®)(Uyz) = / O(U,x — y)P(y) dy

IRd

= [ a(U.r -~ UUz)B() dy
IRd

= [ o - Upp)@(Uzy) dy,
]Rd

da @ radial ist. Substituiert man z = U}y mit dz = | det U,| dy und beriicksichtigt
|det U,| = 1, da U, eine unitidre Matrix ist, so folgt

(@ * ®)(Uyz) — /@(w—z)@(z) d>
= (®xP)(x).
Die Radialitdt von @ x @ folgt nun aufgrund der Gleichung

(©*@)(z) = (D*P)(Upr) = (P x®)(Us |||1‘||)

Mk
= (P x®)(er]l2]).

Beweis der positiven Definitheit:

Sei @ positiv definit. Zu zeigen ist 37, ajo(P * ®)(z; — x) > 0 fiir @ € RN,
und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn a = 0 ist. Dazu wird diese quadratische
Form betrachtet. Es gilt nach Satz 3.9:

2

Z ajo(® * @) (z; — xp)

7,k=1

ZO‘J F— 7))

Lo

Die L,Norm ist fiir alle & € RN nichtnegativ und ist gleich Null genau dann,
wenn o = 0, da die ®(- — ;) fiir 1 < j < N linear unabhéngig vorausgesetzt
wurden, weil Sy volle Dimension N hat. Somit ist 1) gezeigt.



3.3 Der Fall @ = R und ® € BPD(0)

2) @ erfiillt die Voraussetzung (A), d.h. fiir ® gilt die Gleichung

N N P
S ajo®(x; — xp) = (2m) 71 / e(w)|>" a;e"™| dw.
jok=1 L =1
Gesucht ist eine Funktion v, so daf} fiir ¥ = ® x & folgt
N N P
S ajopV(z; — xp) = (2m) ¢ / Y(w) Y el dw.
Rd Jj=1

jk=1

Dabei sei U = .
Wegen Bemerkung 1.4 1) ergibt sich

U=0+d=23%=y* e Li(RY).

Da @ % ® wohldefiniert ist, existiert die Fouriertransformierte von ¥ = & x & und
sie lautet ¢ = 2. 0

Damit li8t sich eine Aussage iiber eine untere Schranke der quadratischen Form (Axa, )
treffen.

Theorem 5 Sei ® € Ly(RY) eine positiv definite Funktion mit ® : RY — R und
Voraussetzung (A) sei erfillt. Dann gilt:

mait

N ﬂdgoé )
j’kz_lajozk(@)*@)(afj —xk) > 2d+17rd/2F(g+1)H ||
Cavh

= e[|
2d+17rd/2r(g + 1)qd

1
q = §gr;j,§||xj—«’1?k||,
= 4374 + 1)r)#g !,
2 : 2
;= min w),
v min @~ (w)
Cd = ﬂq
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3 Untere Schranken der quadratischen Form des Ly,—Approximationsproblems

Korollar 3.12 Theorem 5 liefert eine untere Schranke der quadratischen Form
I(®) := (Axa,a) der Art I(®) > I'(®)||]|? mit

- i )
! - —_—
I'(®) := 2d+1 /21 (4 4 1)%05.

(3.12)

Somit existiert im Falle cp% > 0 eine eindeutige beste Approximierende des Ausgangs-
problems, da der Raum Sx volle Dimension N hat und die Nebenbedingung fiir positiv
definites ® entfillt.

Korollar 3.13 Gilt ||a|| = 1 zusétzlich zu den Voraussetzungen von Theorem 5, so
ergibt sich eine untere Schranke fiir [|Axal|, da mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung folgt

ﬂd
s

~ > ~ >
[Axallllef]l > (Axa, a) > 2d-|—17rd/2r(% +1)

Es gilt somit

d
2

- N ‘
|Axa| > 2d+17rd/2F(% I 1)90B

O
Korollar 3.14 Analog zu dem Beweis von Korollar 3.7 148t sich zeigen:
- 2d+17rd/21"(g 4 1) _2
43 R
2dHpdPP(d 4 1),
O

Bemerkung 3.15 In der Abschiitzung von (Axa, @) von Theorem 5 erscheint der Term
g von quadratischer Ordnung, was durch die Riickfithrung auf das Interpolationspro-
blem mit gegebenem ¥ = ®x® aufgrund der Gleichung = ©? gerechtfertigt ist. Die
vergleichbaren Terme I'(®) in Korollar 3.5 und I'(u) in Korollar 3.7 erscheinen analog
von quadratischer Ordnung.
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3.4 Abschiitzung von (A a, «) fiir ®;, 1 <i < 4 (Fourier-Stieltjes — Theorie)

3.4 Abschdtzung von (A,a, a) fir ®;, 1 <: <4
(Fourier—Stieltjes — Theorie)

In diesem Abschnitt sollen die unteren Schranken von (Axa, «) beziiglich der Beispiel-
funktionen ®; fiir 1 < ¢ < 4, basierend auf den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1 und
speziell auf Theorem 3, angegeben werden.

Satz 3.16 Sei ®;, 1 < i < 4, eine der Beispielfunktionen aus Kapitel 1. Es seien I!(P)
aus Abschnitt 2.3 und J!(®, D) aus Satz 2.20 fir ®;, 1 < i < 4, gegeben und es sei
a € V. {X} mit ||| = 1. Dann besitzt (Axa,a) beziglich ®;, 1 < i < 4, eine untere
Schranke der Art (3.6) und diese lautet:

1) FUT‘ (I)l.'
(I}(D))%+? L(®) .
(Axa,a) > 4d42(Ji(®, D))INY  2Ng¢Ji(®,D)
X, x) 2
22-dgd]? ' 2NgJ{(®,D) ~
2) Fiir (I)i; 1= 2,3,4:
(1}(D))2+dr? e
2242442 (J(®, D))>N4?" \2Ng?J|(®,.D)
(Axa,a) >
| 2 i " \2NgJ(®.D) "

Beweis: ¢ ist nach Theorem 3 so zu wihlen, daf in (3.7) fiir [|D|| < § gilt:

N.J/(®,D) < %J;(cb).

1) Wihle ¢ fiir @, als #{?D), wodurch die vorhergehende Ungleichung erfiillt ist.
1 )

Es ergibt sich ¢ = min {g , 1} = min {% , 1} in Theorem 3 und damit folgt
die Behauptung.

2) Fir &;, 2 < i < 4, folgen durch Wahl von § als ,/% die Abschéitzungen

NJ!(®,D) < LI/(®), 2 < i < 4. Damit ergibt sich ¢ = min{ ﬁzm ,1},

und mit Hilfe von Theorem 3 folgt die obige Abschitzung.
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Bemerkung 3.17 Fiir ®; ist die Fallunterscheidung beziiglich der Raumdimension d

zu

beachten.

3.5 Abschidtzung von (Ao, a) fir ®;,, 1 <1< 4

(Laplace—Stieltjes — Theorie)

Die quadratischen Formen von Ax beziiglich der Funktionen ®;, 1 < ¢ < 4, lassen sich
mit Hilfe von Theorem 4 nach unten abschitzen. Die Beweise der Satze 3.18 und 3.20
sind in Quak, Sivakumar, Ward [8] zu finden.

Satz 3.18

1) Sei ® eine der Funktionen ®;, 1 < i < 3. Seien I/(u) und J' gegeben durch die
Abschnitte 2.4 und 2.6 und es gelte ||| = 1. Dann besitzt die zugehdrige Appro-
ximationsmatrix Ax beziglich ihrer quadratischen Form eine untere Schranke der

Art
(77 ()2 L) _ .
4diR(JYINT  2JNg
(Axa, a) >
AEWE T
22—dd/2 ’ 2J’Nq =

2) Sei ® = &y, I}(pn) aus Kapitel 2.4 und Dy(p, q) aus Satz 2.22 gegeben. Dann ergibt
sich fir die zu ®4 gehdrende Approzimationsmatriz Ax die Abschdtzung

(13 ()" LW _ .
(Axa,a) > 1d"2(Da(p, @) 2a(p.q)g
xXa, o) -~
q*(13(1))? Lw
22-d(d/? " 2Du(pa)a T

Bemerkung 3.19
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1) Ist ® = ®;, 1 < i < 3, so erkennt man aus der Abschidtzung von (Ayxa,a) aus
Theorem 4, daff der Faktor IV, d.h. die Anzahl der Zentren, nur in Form des Terms
N4 auftritt. Der Einflu der Separationdistanz ¢ hingegen ist von der jeweiligen
Funktion abhéngig.

2) Fir & = &, ist die Abschitzung aus Theorem 4 von der Anzahl N der Zentren
unabhéngig, da der Ausdruck D(p, q) den Faktor N nicht beinhaltet. Die gewon-
nene Abschétzung ist also fiir alle N gleich. Allerdings ist sie von ¢ abhéngig, so
daf fiir ¢ — 0 die untere Schranke gegen 0 geht.



3.6 Beispielhafte Berechnung von I'(®)

Beziiglich der Funktionenschar ®5 = (—1)||z||?* : R — IRso mit 0 < 8 < 1 ergibt sich
folgende Abschétzung:

Satz 3.20 Es sei ® = &5, I(p) und | D||2°J* (1) := Js(p, D) fiir 0 < 3 < 1 gegeben
durch Satz 2.23. Es gelte ||| = 1. Dann hat die quadratische Form beziglich der zu ®s
gehorigen Approximationsmatriz Ax eine untere Schranke der Art

g

<1

4 ! :
f (Ty()* (i)
22’d+%dd/2]\7%(j*(u))%, 2NqJ% (1)
<AXa7 Oé> 2

¢ (I5(1))? L) \” |
| 22-ddi2 ’ 2NqJ3 (1) '

3.6 Beispielhafte Berechnung von I'(®)

Als letzten Abschnitt dieser Arbeit wird die untere Schranke (3.12) der quadratischen
Form I(®) des Approximationsproblems aus Kapitel 3. 3 anhand von Beispielen betrach-
tet. Da die Abschiatzung unter den gegebenen Voraussetzungen von Kapitel 3.3 nur fiir

positiv definite Funktionen existiert , beschriankt sich die Auswahl der Beispielfunktionen
auf ®; und 9,.

3.6.1 Inverse Multiquadrics

Die positiv definite Funktion ®3(x) = (1 + ||z]|?)~!/2 besitzt die klassische Fouriertrans-
formierte

() = 254 K ) (”3’—”)_ ,

wie aus Kapitel 2.3.3 schon bekannt. Es folgt damit

1—-d
) = x-w (o) (151)

Hier ist eine Fallunterscheidung notwendig, da die Ordnung der modifizierten Bessel-
funktion fiir d = 1 kleiner als 1/2 wird. Fiir d > 2 ist die Ordnung jeweils groler oder
gleich 1/2.

Fiir den Fall d = 1 ergibt sich ¢} = 4K3(24) und mit den Ergebnissen von Wendland
[17] folgt 3 > £(1 +26)~"e~*%. Damit 148t sich festhalten:
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Korollar 3.21 Im Falle d = 1 hat die zu ®3(x) = (1+ ||z||?)~'/? gehorende quadratische
Form I(®3) = (Axa, a) eine untere Schranke der Art I'(®3)|c||? mit

" C? 201\ e
1’(<1>3)=8—7r12q—2 <1+71> e T,

dabei gelte

= Loin ||
¢ = gminflz; -z,
B = 4372 4 )n]Tig T
Cq = [q.

Im Falle d > 2 ergibt sich:
ph = AT BTR L (2)

D=

und mit der Abschiatzung K, > (%)
der Art

e~ " aus Kapitel 2.3.2 erlangt man die Abschitzung
50% > Wdﬁ_de_4ﬂ,
Die untere Schranke beziiglich der quadratischen Form I(®3) = (Axa, a) lautet sodann:

Korollar 3.22 Im Falle d > 2 hat die zu ®3(z) = (1+||z||?) /2 gehorende quadratische
Form I(®3) = (Axa, ) eine untere Schranke der Art I'(®3)|c||? mit

~ Cé ic
I'(®;) = ¢ q e 7.
22d+2r2(g 4 1)

3.6.2 GauBglocken

Die positiv definiten Funktionen ®,(z) = e~?I?I> mit p > 0 haben eine klassische Fou-
riertransformierte der Form

woraus
™ d 25>
2 . 2 —_ 22
= min w) = — e P
v ||w||g2ﬂ“0( ) ( )

resultiert, da e fiir v € IR, monoton fallend ist. Dies fithrt durch Einsetzen zu
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3.6 Beispielhafte Berechnung von I'(®)

Korollar 3.23 Die Funktionenschar ®,(z) = ezl it p > 0 hat beziiglich der qua-
dratischen Form I(®,) = (Axa, ) eine untere Schranke der Gestalt I'(®,)[|c||? mit

2
1
q %e ra?,

~ Cir
I'(®,) = ¢
(%4) 24+1 pd T

NI ol

+1)
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4 Ein Beispiel

Die Graphiken und Vektoren des Beispiels sind mit MATHEMATICA erstellt.

4.1 Das Interpolationsproblem

Es wird das Interpolationsproblem aus Kapitel 1.3 betrachtet:

Sei ®(z) = e~ @1+%3) ¢ BPD(0) mit z = (1, 25)" die positiv definite Gaussfunktion auf
R*. Sei X die Menge der fquidistanten Punkte x,; := (i/4, j/4) fiir 0 < i,j < 4.

Um eine Menge von Punkten der Art z;, 1 < k < 25, zu erhalten, werden die Punkte
x;; sortiert. Man wihlt X = {(2x);2,} := {((zij)j=0)ize}. Zu f(z) := 21 + 5 ist eine
Interpolante der Form

25
(o) = X aye il
j=1

gesucht, welche
§(xj) = f(x;) fir 1 <j5<25

erfiille. Da die Gaussfunktion positiv definit ist, gibt es eine eindeutige Losung des Pro-
blems, d.h. es existiert genau ein Vektor & der Linearkombination (1.3).

Wie zu Beginn des Kapitels 2 erwéihnt, stimmt die allgemeine Form der Interpolante s aus
Kapitel 1.3 mit der aus Kapitel 2 fiir ® € BPD(0) iiberein. In Kapitel 2 sind allerdings
die Aufpunkte von den Zentren verschieden, es gilt explizit z; = y; + D fir 1 < i < N,
D € RY\{0}. Diese Verschiebung wirkt sich nicht auf den Punktfehler und den L,-Fehler
aus. Deswegen kann man zur Veranschaulichung des Interpolationsproblems hier D = 0
setzen.

Der Eigenwertvektor A := (\;i(4))72, der Matrix A = (®(z; — 2;))75_, lautet:

A = (5.87636-1077, 2.88569 - 107", 2.88569 - 10~7, 6.10359 - 107%, 6.10359 - 107,
0.00001417064910763399, 0.00006512472154093225, 0.00006512472154103493,
0.0002997273262889139, 0.0002997273262891862, 0.0003117643257612909,
0.0003117643257612953, 0.003198059712378556, 0.003198059712378696,
0.006339615739688393, 0.01530971505723542, 0.01530971505723544,
0.06764304723258375, 0.06764304723258396, 0.3238200258505543,
0.3238200258505547, 0.7217443496243737, 3.455126336181286,
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3.455126336181291, 16.54034147296963).

Der Losungsvektor a des Interpolationsproblems ist nun:

a = (—5.756758885052819, —72.75982014615996, 225.4006109556794,
—254.4414037555318, 117.6392766353153, —72.75982015277038,
474.8092978559288, —1020.187234461342, 1006.138382560849,
—433.6324045235843, 225.4006109795464, —1020.187234510742,
1909.844665762906, —1752.225449731244, 722.5925212097241,
—254.4414037876988, 1006.138382648123, —1752.225449806061,
1537.46746734818, —615.3139881555588, 117.6392766514164,
—433.6324045719122, 722.5925212640282, —615.313988178329,
241.0353121699936).

Der Lo—Fehler der Interpolante betrigt ||f — §|| = 0.0235715.

Im Anschlufl an das Approximationsproblem ist in Kapitel 4.3 die Interpolante § in Figur
1 und der Punktfehler f(z) — $(x) des Interpolationsproblems in Figur 2 dargestellt .

4.2 Das Ly—Approximationsproblem

Zu betrachten ist das L,—Approximationsproblem aus Kapitel 3.1:

Sei weiterhin ®(z) = e~ (*1t%3) mit x = (21, 2,)" die zugrundeliegende radiale Basisfunk-
tion. Es seien X = {((2i;)j=q)izo} und Q = [-1/4,5/4] x [-1/4,5/4] wie in 4.1 gegeben.
Die Separationsdistanz ¢ betréigt da?n q = $minj ||z; — 2x]| = 1/8. Damit sind die
Wiirfel W (zy) := {||z — 74]|oo < qd~2 = 277/?} disjunkt fiir 1 < k < 25.

Alle 25 Wiirfel sind in €2 enthalten und somit ist Q ein zuldssiges Gebiet beziiglich X.

Wird wieder die Funktion f(x) = x1+4x5 betrachtet, so ist die beste Lo—Approximierende
der Form

25
S*(x) ] Z a;efnzfxﬂp
7=1

gesucht, wobei a* = (a;f)?il € IR* den Losungsvektor der besten Approximierenden
bildet, so daf} gilt:
17 ="l = inf |17 = sl|.
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Der Eigenwertvektor A := (Ai(Ax))2, von Ax = ((e7I=ail* e=l=aull®y)25 _ st

1=

A = (—6.08473-10 ', —6.08473 - 10 '°, 3.00617 - 10 '°, 8.07762 - 10,
1.12488 - 1072, 1.48872- 107, 6.07743 - 1077, 6.07743 - 1072, 6.35428 - 1078,
6.35428 - 1078, 1.11718 - 1077, 1.11745 - 107, 4.60673 - 1075, 4.60682 - 107°,
0.00001410495558146344, 0.00007883243892965407, 0.00007883243893021774,
0.001006157908613683, 0.001006157908613809, 0.01721462715506312,
0.017214628123568, 0.07177603887077524, 1.228036498868317,
1.228036498868319, 21.01082327400634).

Die negativen Werte von A; und ) sind dabei auf numerische Rechenungenauigkeiten
zuriickzufiihren. Da ® eine positiv definite Funktion ist, miissen A; und A\, positiv sein,
allerdings sehr nahe Null.

Der Losungsvektor o der besten Approximation lautet sodann:

o = (—28.97723678047325, 36.64357598376442, —17.90125006442645,
4.045721501163555, 12.43142808271431, 36.64358540306642,
—19.12985284246535, —2.485326516137292, —15.52595380709784,
—33.17567314740809, —17.90126601658626, —2.485318081363289,
4.14758042943245, 25.22166238546755, 59.91730695818939,
4.045726979180742, —15.52593978254566, 25.22163371850462,
—17.88777213584826, —62.30322424849158, 12.43143016371673,
—33.17569000164356, 59.91733364866768, —62.30323715834416,
51.82139399278188).

Damit ergibt sich der Ly-Fehler der Approximation ||f — s*|| = 0.00906133.

Die beste Approximierende s* ist in Kapitel 4.3 in Figur 3 dargestellt, der Punktfehler
f(z) — s*(x) des Approximationsproblems in Figur 4 und die Gaussfunktion zuletzt in
Figur 5.
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4.3 Graphische Darstellung der betrachteten Funktionen

Die sich in den Kapiteln 4.1 und 4.2 ergebenden Funktionen werden in diesem Abschnitt
prisentiert.

25
Figur 1: Die Interpolante 3(z) = 3 aze*~#l
j=1

Figur 2: Der Punktfehler §(x) — f(z) der Interpolation
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25
Figur 3: Die beste Approximierende s*(z) = 3 a;fe_”“”_mi”2
j=1

Figur 4: Der Punktfehler s*(x) — f(x) der Approximation
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Figur 5: Gaussians ®(z) : R> = R mit ®(z) = e~ oI’
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5 Ausblick

5 Ausblick

Diese Arbeit 148t sich in verschiedener Hinsicht fortsetzen. Es seien vier Moglichkeiten
angefiihrt.

Zum einen laBt sich anstelle des Lo~ das diskrete lo—Approximationsproblem betrach-
ten. Dabei treten in der Norm Summen statt Integrale auf. Siehe dazu zum Beispiel
Sivakumar, Ward [13].

Als zweiter Ausblick sei der verbleibende Fall ® € BPD(m), m > 0, mit Q = R
erwihnt. Legt man das Ly—Skalarprodukt zugrunde und fordert ® € BPD(m) N Ly, so
gilt fiir beliebige 1 < j,k < N: (®(- — z;), ®(- — z1)) = (P * ®)(x; — xy). Damit 148t
sich hier wie in Kapitel 3.3 das Approximationsproblem auf ein Interpolationsproblem
mit zugrundeliegender radialer Basisfunktion (® « ®)(z; —xy) € BPD(m) zuriickfiihren.
Dabei ist m € IN noch explizit zu bestimmen. Der Interpolationsraum ist dann wie folgt
definiert:

) N Q .
ST ={> aj®*®(z; — ) + > Gpi(), a € Vi, @ = dimIPL }.
I=1

=1

Hier sind gewisse Voraussetzungen notwendig, damit die entstehenden Integrale existie-
ren und es bedarf einer distributionellen Betrachtung, da ® nicht mehr positiv definit
ist, d.h. ® keine klassische Fouriertransformierte besitzt.

Drittens sei bemerkt, dafl eine von der Ly—Norm verschiedene Norm zugrundegelegt wer-
den kann, zum Beispiel die Supremumsnorm, woraus sicherlich interessante Abschétzun-
gen resultieren konnten.

Als letzte Fortfithrung sei hier das Approximationsproblem mit dquidistanten Zentren
X = Z¢ genannt, wie sie in der Theorie von Buhmann [2] benutzt werden.
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