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Kapitel 0Einleitung
Die Streuung von elektromagnetischen Feldern an Medien mit unterschiedlichen physi-kalischen Konstanten kann mathematisch durch ein Transmissionsproblem f�ur die Max-wellgleichungen modelliert werden. Die Beschr�ankung auf homogene, isotrope Medienf�uhrt bei zeitharmonischen Wellenfeldern auf ein Randwertproblem zu den reduziertenMaxwellgleichungen. Werden zylinderf�ormige Gebiete betrachtet, so vereinfacht sichdas Problem bei geeigneter Polarisierung des elektrischen Feldes auf ein zweidimensio-nales Transmissionsproblem zur Helmholtzgleichung.Sei nun D � R2 ein beschr�anktes Gebiet, und ki, ka 2 C nf0g seien Konstanten mitnichtnegativem Imagin�arteil, die im folgenden als Wellenzahlen bezeichnet werden. Dieebene einfallende Welle ue(x) := eika<x;d>;mit einem Vektor d der euklidischen L�ange Eins, ist eine L�osung der Helmholtzgleichung�ue + k2aue = 0im R2 mit Wellenzahl ka. Beim zweidimensionalen Transmissionsproblem zur Helm-holtzgleichung sind Funktionen ui in D und ua in R2nD gesucht, die die Helmholtzglei-chung mit Wellenzahl ki bzw. ka in D bzw. R2nD l�osen und auf @D den Bedingungenui = ua + ue; �@ui@n = @ua@n + @ue@n ; � 2 C nf0g;gen�ugen. Weiterhin erf�ulle ua eine Ausstrahlungsbedingung, durch die gew�ahrleistetist, da� die Funktion folgendes asymptotisches Verhalten hat:ua(x) = eikakxkpkxkfu1(x̂) + O� 1kxk�g; kxk ! 1:Hierbei ist x̂ = x=kxk und k � k die euklidische Norm. Die auf dem Einheitskreisde�nierte Funktion u1 wird das Fernfeld von ua genannt.



2 EinleitungNeben dem eben skizzierten Problem ist auch die folgende Fragestellung von Interesse:Gegeben sei die Funktion ue und das (gemessene) Fernfeld der Funktion ua. Zu be-stimmen ist der Rand des Gebietes D. Sei F der Operator, der den Rand des Gebietesin das Fernfeld u1 bei einfallender Welle ue abbildet. Dann entspricht obige Aufgabedem L�osen der Gleichung F(@D) = u1: (1)Diese Fragestellung wird auch als inverses Problem bezeichnet, w�ahrend die anfangsformulierte Aufgabe das direkte Problem genannt wird.Hierbei hei�en zwei Probleme zueinander invers, wenn zur Formulierung des erstenProblems zumindest teilweise die L�osung des zweiten Problems ben�otigt wird und um-gekehrt. In einem solchen Fall wird gew�ohnlich das einfacher zu l�osende und besserverstandene Problem als das direkte bezeichnet.Dies tri�t auch auf das hier betrachtete Transmissionsproblem zu. W�ahrend das direk-te Problem schon gr�undlich untersucht wurde (vgl. z.B. [2]) und f�ur die bestehendennumerischen Verfahren zur Approximation der Funktionen ui und ua befriedigendeKonvergenzaussagen existieren (vgl. z.B. die Aussagen in [10] zum Approximationsver-halten der Methoden), sind bei dem inversen Problem noch eine Reihe von Fragen nichtoder nur teilweise gekl�art. Auch die Konvergenzaussagen f�ur die numerischen Algorith-men sind noch l�uckenhaft. Ursache hierf�ur ist die nichtlineare und inkorrekt gestellteGleichung (1). Insbesondere die zweite Eigenschaft ist der Grund f�ur die auftretendenSchwierigkeiten.In dieser Arbeit wird nachgewiesen, da� die oben de�nierte Abbildung F Fr�echet-di�erenzierbar ist. Mit Hilfe von Variationsmethoden wurde dies in [7] gezeigt. Hierwird ein anderer Zugang unter Verwendung von Integralgleichungsmethoden gew�ahlt.Dabei wird auf Untersuchungen in [17] zum Dirichlet- und Neumannrandwertproblemaufgebaut. Die Arbeit ist im einzelnen folgenderma�en untergliedert:Im ersten Kapitel werden die anfangs kurz skizzierten physikalischen Zusammenh�angeetwas ausf�uhrlicher dargestellt. Insbesondere wird erl�autert, wie sich die oben angege-benen Transmissionsrandbedingungen aus denen der reduzierten Maxwellgleichungenableiten lassen.Die mathematischen Grundlagen zum Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit derL�osung des direkten Transmissionsproblems mit Hilfe von Integralgleichungsmethodenwerden im zweiten Kapitel dargestellt. Insbesondere werden die Regularit�atseigenschaf-ten der ben�otigten Randintegral- und Potentialoperatoren f�ur den zweidimensionalenFall bewiesen.Das direkte Transmissionsproblem ist Thema des dritten Kapitels. Nachgewiesen wirddie Eindeutigkeit der L�osung unter geeigneten Voraussetzungen an die auftretendenKonstanten. Mit Hilfe von gemischten Potentialans�atzen f�ur die Funktionen ui und uakann danach auch die Existenz einer L�osung gezeigt werden.Im vierten Kapitel wird gezeigt, da� die oben de�nierte Abbildung F Fr�echet-di�erenzierbar ist. Dieses Kapitel enth�alt die zentralen Aussagen der Arbeit. Zun�achst



3werden einige Grundlagen angegeben. Danach wird ein Di�erentiationssatz bewiesen,mit dessen Hilfe sich die Di�erenzierbarkeit der Randintegral- und Potentialoperatorennachweisen l�a�t. Am Ende des Kapitels wird gezeigt, da� die Fr�echet-Ableitung derL�osung des direkten Transmissionsproblems wiederum die L�osung eines Transmissi-onsproblems ist. Der Beweis kann hierbei im Vergleich zu [17] durch die Verwendungder im zweiten Kapitel gewonnenen Aussagen wesentlich vereinfacht werden.Das f�unfte Kapitel enth�alt einige Anmerkungen zum inversen Transmissionsproblem.Es wird nachgewiesen, da� die Gleichung (1) nichtlinear und inkorrekt gestellt ist.Da die Abbildung F Fr�echet-di�erenzierbar ist, bietet sich zur n�aherungsweisen L�osungder Gleichung (1) das Newton-Verfahren an. Hierzu wurden eine Reihe von numerischenExperimenten durchgef�uhrt. Diese werden im sechsten Kapitel beschrieben. Zun�achstwird eine M�oglichkeit der Implementation des Verfahrens erl�autert und anhand ei-niger Beispiele getestet. Zur Approximation der Kurven werden anfangs trigonome-trische Monome als Basisfunktionen verwendet. Da diese Basisfunktionen bei einemschwieriger zu rekonstruierenden Gebiet bei einer einzigen einfallenden Welle teilweisenur m�a�ig gute Approximationen liefern, werden au�erdem auch Basisfunktionen mitkompaktem Tr�ager verwendet und an einigen Beispielen getestet. Eine ebenfalls un-tersuchte M�oglichkeit zur Verbesserung der Rekonstruktionsergebnisse besteht in derVerwendung von mehreren einfallenden Wellen. Dies bewirkt im Allgemeinen sowohleine Verringerung des Approximationsfehlers als auch eine zus�atzliche Stabilisierungdes Verfahrens. Das Verfahren erweist sich desweiteren als robust gegen�uber St�orungder Daten, und auch bei eingeschr�anktem Me�bereich sind noch gute Rekonstruktionenm�oglich. Dies ist auch bei recht gro�en Abweichungen der Startn�aherung vom gesuch-ten Objekt der Fall. Insbesondere ist es bei geeigneter Durchf�uhrung des Verfahrensnicht n�otig, da� der Mittelpunkt der Startn�aherung (hierf�ur wurde stets ein Kreis ver-wendet) innerhalb des gesuchten Gebietes liegt.Die numerischen Experimente wurden auf einer DEC Alpha 3000 600 am Institut f�urNumerische und Angewandte Mathematik der Universit�at G�ottingen durchgef�uhrt.F�ur die Betreuung dieser Arbeit danke ich Herrn Prof. Dr. R. Kre�.



Kapitel 1
Physikalische Motivation
In diesem Kapitel wird ausgehend von dem Transmissionsproblem zu den zeitharmoni-schen Maxwellgleichungen im R3 ein Transmissionsproblem zur skalaren Helmholtzglei-chung im R2 hergeleitet. Dieses entsteht durch geeignete Polarisierung des elektrischenFeldes. F�ur eine ausf�uhrlichere Darstellung das physikalischen Hintergrunds sei z.B.auf [13] verwiesen.Gegeben sei ein homogenes, isotropes Medium im R3 mit Dielektrizit�atskonstante �,Permeabilit�atskonstante � und elektrischer Leitf�ahigkeit �. Eine elektromagnetischeWelle l�a�t sich nun beschreiben durch ein elektrisches Feld E und ein magnetischesFeld H, die die MaxwellgleichungenrotE+ �@H@t = 0; rotH� �@E@t = �E;erf�ullen. Bei zeitharmonische Wellen der FormE(x; t) = Re(��+ i�! ��1=2 E(x)e�i!t) ; H(x; t) = Re���1=2H(x)e�i!t	 ;mit einer Frequenz ! > 0, erf�ullen die ortsabh�angigen, komplexwertigen Funktionen Eund H folgende (reduzierte) Maxwellgleichungen:rotE � ikH = 0; rotH + ikE = 0: (1.1)Hierbei erf�ullt die Wellenzahl k die Gleichungk2 = �� + i�! ��!2;wobei das Vorzeichen von k so gew�ahlt ist, da� die Ungleichung Im k � 0 gilt.



5Im folgenden bezeichne D ein beschr�anktes Gebiet im R3 mit zusammenh�angen-dem Rand @D 2 C2. Gegeben sei in R3nD ein einfallendes elektromagnetisches Feld(Ee; He), das in R3nD ein reektiertes Feld (Ea; Ha) und in D ein transmittiertes Feld(Ei; Hi) erzeugt. Sei E1 = Ee+Ea und H1 = He+Ha, so gelten auf @D die Gleichungenn�E1 = n�Ei und n�H1 = n�Hi, da die Tangentialkomponenten der Felder stetigsind (hierbei bezeichnet n die bez�uglich D nach au�en weisende Normale und a� b dasKreuzprodukt im R3). Diese Felder erf�ullen jeweils die Maxwellgleichungen. Es ergibtsich also im zeitharmonischen Fall folgendesProblem 1.1 (Transmissionsproblem f�ur die Maxwellgleichungen im R3) Sei-en Ee und He 2 C1(R3nD) gegebene Felder, die die Gleichungen (1.1) in R3nD erf�ullenund ki, ka 2 C nf0g seien Konstanten mit nichtnegativem Imagin�arteil. Gesucht sindVektorfelder Ea; Ha 2 C1(R3nD) und Ei; Hi 2 C1(D), die folgende Bedingungenerf�ullen:� rotEa � ikaHa = 0, rotHa + ikaEa = 0 in R3nD;� rotEi � ikiHi = 0, rotHi + ikiEi = 0 in D;� n�E1 = n�Ei und n�H1 = n�Hi auf @D mit E1 = Ee+Ea und H1 = He+Ha;� Ea und Ha erf�ullen die Silver-M�uller-Ausstrahlungsbedingung Ha � xkxk � Ea =o( 1kxk) oder alternativ Ea� xkxk +Ha = o( 1kxk), f�ur kxk ! 1, gleichm�a�ig f�ur allexkxk ;Mit o(�) bzw. O(�) sind dabei stets die Landau-Symbole gemeint. Aus den Darstel-lungss�atzen von Stratton und Chu (Satz 4.1 und Satz 4.5 in [2]) folgt, da� jede L�osungder Maxwellgleichungen analytische kartesische Komponenten besitzt, insbesondere al-so zweimal stetig di�erenzierbar ist. Somit gilt f�ur eine L�osung (E;H) der Maxwell-gleichungen unter Beachtung von divE = � 1ik div(rotH) = 0, sowie unter Ausnutzungder Identit�at �E = grad divE � rot rotE:�E + k2E = � rot rotE + ik(�ikE)= � rot(rotE � ikH) = 0Analog ergibt sich �H + k2H = 0. Jede L�osung (E;H) der Maxwellgleichungen istalso divergenzfrei und erf�ullt die vektorielle Helmholtzgleichung.Ist andererseits E (bzw. H) L�osung der vektoriellen Helmholtzgleichung mit divE = 0(bzw. divH = 0), so erf�ullen E und H := 1ik rotE (bzw H und E := � 1ik rotH) diezeitharmonischen Maxwellgleichungen.



6 Physikalische MotivationEine Funktion u : Rn ! C erf�ullt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB),wenn @u@r � iku = o(r�n�12 )f�ur r := jxj ! 1 gleichm�a�ig f�ur alle xjxj gilt. Eine L�osung der skalaren Helm-holtzgleichung wird ausstrahlend genannt, wenn sie die SAB erf�ullt. Zwischen ei-ner L�osung der Maxwellgleichungen, die der Silver-M�uller-Ausstrahlungsbedingung(SMAB) gen�ugt und einer L�osung der vektoriellen Helmholtzgleichung, deren Kompo-nenten die Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung erf�ullen, besteht ein enger Zu-sammenhang: Erf�ullt die L�osung (E;H) der Maxwellgleichungen die SMAB, so gen�ugendie kartesischen Komponenten von E bzw. H der SAB. Andererseits erf�ullt eine diver-genzfreie L�osung E der vektoriellen Helmholtzgleichung, deren Komponenten der SABgen�ugen, auch die SMAB, wobei H := 1ik rotE wie oben de�niert ist (Korollar 4.7 undKorollar 4.14 in [2]).Im letzten Teil dieses Kapitels soll nun gezeigt werden, da� das Problem 1.1 bei ge-eigneter Polarisierung des elektrischen Feldes ein Transmissionsproblem zur skalarenHelmholtzgleichung ergibt. Es gelte E(x1; x2; x3) = (0; 0; u(x1; x2))t. Das Normalenfeldsei gegeben durch n = (n1; n2; 0)t, d.h. das Gebiet D ist zylinderf�ormig mit Zylinder-achse in Richtung der dritten Koordinatenachse. F�ur eine L�osung (E;H) der Maxwell-gleichungen folgt somit H = 1ik rotE = 1ik 0@ @u@x2� @u@x10 1A :Die Funktion u ist L�osung der skalaren Helmholtzgleichung (�+k2)u = 0. Da anderer-seits ein solcherma�en gew�ahltes Vektorfeld E automatisch divergenzfrei ist, erf�ullen Eund H := 1ik rotE die Maxwellgleichungen, falls u L�osung der skalaren Helmholtzglei-chung ist. Wegen der Geometrie des Gebietes D ist es sinnvoll, die zweidimensionaleSAB zu verwenden.Auf das Transmissionsproblem zur�uckkommend, ergeben sich die Randbedingungen f�urdas elektrische Feld folgenderma�en:n� E1 = n� Ei , 0@ n2u1�n1u10 1A = 0@ n2ui�n1ui0 1A, u1 = uiF�ur das magnetische Feld ergibt sich eine Beziehung f�ur die Normalableitungen von ui



7und u1:n�H1 = n�Hi , 1ika 0@ 00�n1 @u1@x1 � n2 @u1@x21A = 1iki 0@ 00�n1 @ui@x1 � n2 @ui@x21A, 1ka < n; grad u1 > = 1ki < n; grad ui >, 1ka @u1@n = 1ki @ui@nDie Bezeichnung < �; � > wird dabei f�ur a, b 2 C 2 folgenderma�en de�niert: < a; b >:=a1b1 + a2b2. Durch die Polarisierung des elektrischen Feldes und die spezielle Wahl desGebietes entsteht also folgendesProblem 1.2 (Transmissionsproblem f�ur die Helmholtzgleichung im R2) Ge-geben sei ein beschr�anktes Gebiet D � R2 mit zusammenh�angendem Rand @D 2 C2 undka; ki 2 C nf0g mit Im ka, Im ki � 0. Weiterhin sei ue 2 C2(R2nD)\C1(R2nD) L�osungder Helmholtzgleichung in R2nD. Gesucht sind Funktionen ua 2 C2(R2nD)\C1(R2nD)im Au�enraum und ui 2 C2(D) \ C1(D) im Innenraum, die folgende Bedingungenerf�ullen:� (� + ka2)ua = 0 in R2nD und (� + ki2)ui = 0 in D.� ui = u1 und 1ki @ui@n = 1ka @u1@n auf @D mit u1 := ue + ua.� ua erf�ullt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung.



Kapitel 2
Grundlagen
In diesem Kapitel werden wichtige Hilfsmittel zur L�osung des direkten Problems herge-leitet. Im ersten Teil wird die Hankelfunktion, die eine Grundl�osung der Helmholtzglei-chung darstellt, eingef�uhrt und ihre Eigenschaften angegeben. Im zweiten Teil werdenwichtige Hilfsmittel f�ur den Nachweis der Eindeutigkeit der L�osung des direkten Pro-blems hergeleitet. Hierbei handelt es sich um die Greenschen Formeln und das Rellich-Lemma. F�ur die L�osung des direkten Transmissionsproblems mit Hilfe von Integral-gleichungsmethoden ist es sinnvoll, Integraloperatoren in H�olderr�aumen zu betrachten.Hierzu werden im dritten Teil die H�olderr�aume C0;� und C1;� eingef�uhrt. Im letztenTeil werden die ben�otigten Integraloperatoren und deren Abbildungseigenschaften an-gegeben.2.1 Die HankelfunktionDieser Teil des Kapitels ist angelehnt an [14]. Dort �nden sich auch ausf�uhrliche Beweisef�ur die folgenden Aussagen. Um die Helmholtzgleichung im R2 zu l�osen, w�ahlt maneine Funktion u durch den Ansatz u(x) = f(kr)e�in' mit Polarkoordinaten (r; ') undn 2 N . Somit folgt aus der Di�erentialgleichung (� + k2)u = 0 nun(k2f 00(kr) + kr f 0(kr)� n2r2 f(kr) + k2f(kr))e�in'= (( @2@r2 + 1r @@r + 1r2 @2@'2 ) + k2)f(kr)e�in' = 0Durch Substitution mit z := kr 2 C nf0g ergibt sich die Gleichungz2f 00(z) + zf 0(z) + (z2 � n2)f(z) = 0: (2.1)



2.1 Die Hankelfunktion 9Diese lineare Di�erentialgleichung hei�t Besselsche Di�erentialgleichung der Ordnungn. Die Funktion Jn(z) := 1Xl=0 (�1)ll!(n + l)! �z2�n+2l ; z 2 C (2.2)hei�t Besselfunktion der Ordnung n. Wie man mit Hilfe des Quotientenkriteriums er-kennt, ist diese Reihe f�ur alle z 2 C absolut konvergent und Jn somit eine analyti-sche Funktion in ganz C . Durch Einsetzen zeigt sich, da� Jn die Di�erentialgleichung(2.1) l�ost. Zudem gelten folgende Rekursionsbeziehungen, die durch Di�erenzieren vonznJn(z) bzw. von z�nJn(z) nachgewiesen werden k�onnen.J 0n(z) + nz Jn(z) = Jn�1(z) ; n 2 N (2.3)J 0n(z)� nz Jn(z) = �Jn+1(z) ; n 2 N0 (2.4)Sei c := liml!1 �Pln=1 1n � ln l� die Eulersche Konstante und  : N0 ! R mit  (0) = 0und  (l) =Pln=1 1n ; l 2 N . Die Neumannfunktion der Ordnung nYn(z) := 2�fln z2 + cgJn(z)� 1� n�1Xl=0 (n� 1� l)!l! �2z�n�2l� 1� 1Xl=0 (�1)l(z=2)n+2ll!(n+ l)! f (l + n) +  (l)g (2.5)ist eine von Jn linear unabh�angige L�osung von (2.1), die in C + := C n]�1; 0] analytischist und den gleichen Rekursionsbeziehungen (2.3) und (2.4) wie Jn gen�ugt. Hierbei istmit ln z der Hauptzweig des Logarithmus gemeint, da stets von z 2 C + ausgegangenwerden kann. Sei also z 2 C + , d.h. z = jzjei' mit �� < ' < �, dann gilt somit:ln z = log jzj + i', wobei log den reellen Logarithmus bezeichnet. Sp�ater werden Y0und Y1 noch h�au�ger ben�otigt. Daher werden beide Funktionen noch einmal explizitangegeben:Y0(z) := 2� "J0(z)(ln z2 + c)� 1Xl=1 (�1)l(z=2)2l(l!)2  (l)#Y1(z) := 2� "J1(z)(ln z2 + c)� z4 1Xl=0 (�1)l(z=2)2ll!(l + 1)! ( (l) +  (l + 1))� 1z#



10 GrundlagenDie Funktion H(1;2)n := Jn � iYnhei�t Hankelfunktion der ersten ( bzw. zweiten) Art der Ordnung n. Durch diese Li-nearkombination wird erreicht, da� H(1;2)n folgenden asymptotischen Beziehungen f�urjzj ! 1 und � > � > 0 gen�ugt:H(1;2)n (z) = � 2�z�1=2 e�i(z�n�2 ��4 )�1 + O� 1jzj�� ; j arg zj < � � �: (2.6)Aus den Rekursionsbeziehungen (2.3) und (2.4) und den entsprechenden Gleichungenf�ur Yn ergibt sich H(1;2)0n = nz H(1;2)n �H(1;2)n+1 ; n 2 N0H(1;2)0n = �nz H(1;2)n +H(1;2)n�1 ; n 2 Nso da� die Ableitung f�ur jzj ! 1 folgendes asymptotisches Verhalten hat:H(1;2)0n (z) = nz "� 2�z�1=2e�i(z�n�2 ��4 )�1 + O� 1jzj��#�� 2�z�1=2e�i(z� (n+1)�2 ��4 )�1 + O� 1jzj��= � 2�z�1=2e�i(z�n�2 +�4 )�1 + O� 1jzj�� ; j arg zj < � � �: (2.7)Damit die Hankelfunktion also f�ur jzj ! 1 gegen 0 konvergiert, mu� f�ur H1n Im z � 0und f�ur H2n Im z � 0 gelten. Aus dem asymptotischen Verhalten der Hankelfunktionkann auch die Asymptotik der Bessel- und Neumannfunktion gefolgert werden (f�urjzj ! 1; j arg zj < � � �):Jn(z) = � 2�z�1=2 cos�z � n�2 � �4��1 + O� 1jzj2���� 2�z�1=2 sin�z � n�2 � �4�O� 1jzj3� (2.8)Yn(z) = � 2�z�1=2 cos�z � n�2 � �4�O� 1jzj3�+� 2�z�1=2 sin�z � n�2 � �4��1 + O� 1jzj2�� (2.9)Die Funktion �(x; y) := i4H10 (kkx� yk)



2.1 Die Hankelfunktion 11mit x 6= y und 0 6= k 2 C nennt man Grundl�osung der Helmholtzgleichung im R2 .Hierbei bezeichnet k�k die euklidische Norm im Rn . F�ur festes y erf�ullt sie (�+k2)� = 0im R2nfyg. Sei v 2 R2 ein Vektor. Durch Vertauschen der Di�erentiationsreihenfolgesieht man, da� auch @�(x; y)@v :=< grady �(x; y); v >die Helmholtzgleichung im R2nfyg erf�ullt. F�ur beide L�osungen gilt folgenderSatz 2.1 Sowohl � als auch @�@v erf�ullen f�ur Im k � 0 die Sommerfeldsche Ausstrah-lungsbedingung gleichm�a�ig f�ur alle y aus einem Kompaktum.Beweis: Seien x; y 2 R2 und x 6= y. Dann gilt f�ur kxk hinreichend gro�:< x� y; x >kx� ykkxk = 1� <y;x>kxk2q1� 2<x;y>kxk2 + kyk2kxk2 = �1� < x; y >kxk2 � ��1 + < x; y >kxk2 +O� 1kxk2�� = 1 + O� 1kxk2� (2.10)und zwar gleichm�a�ig f�ur alle y aus einem Kompaktum.Sei nun r := kxk, dann gilt f�ur � folgende Beziehung ( wobei die Argumente kkx� ykder Hankelfunktionen der besseren �Ubersicht wegen weggelassen werden):pr�@H10@r � ikH10� = pr��kH11 < x� y; x >kx� ykkxk � ikH10�= s 2kxk�kkx� ykei(kkx�yk��4 )ikO� 1kx� yk� kxk!1�! 0Dies gilt gleichm�a�ig f�ur alle xjxj und alle y aus einem Kompaktum, wie aus (2.10)ersichtlich ist. Somit ist die Behauptung f�ur � bewiesen. F�ur @�@v gilt:pr� @@r @H10@v � ik@H10@v �= pr(k2< x� y; v >kx� yk  H10< x� y; xkxk >kx� yk � iH11!� kH11kx� yk  2 < x� y; v >< x� y; xkxk >kx� yk2 � < v; xkxk >!)= pr�O(1)�H10< x� y; x >kx� ykkxk � iH11�+H11 O� 1kx� yk�� = O� 1kx� yk�Da auch dies gleichm�a�ig f�ur alle Richtungen xkxk und alle y aus einem Kompaktumgilt, ist die Behauptung bewiesen. 2



12 Grundlagen2.2 Die Greenschen Formeln und das Rellich-LemmaIn diesem Abschnitt sollen wichtige Grundlagen f�ur den Beweis der Eindeutigkeit desdirekten Problems zusammengestellt werden. Sei D � R2 ein beschr�anktes Gebiet mit@D 2 C2. Weiterhin bezeichnet n stets die bzgl.D nach au�en weisende Normale. Seienu 2 C1(D) und v 2 C2(D), dann gilt der erste Greensche Satz:ZD u�v dx = Z@D u@v@nds� ZD < gradu; grad v > dx: (2.11)F�ur u, v 2 C2(D) ist auch der zweite Greensche Satz g�ultig:ZD(u�v � v�u) dx = Z@D �u@v@n � v @u@n� ds: (2.12)Bemerkung 2.2 Die Greenschen S�atze werden mit dem Satz von Gau� bewiesen.Sei F : D ! R2 ein Vektorfeld, so sind die Bedingungen F 2 C(D) \ C1(D) undRD j divF jdx <1 bereits hinreichend f�ur den Gau�'schen Satz (vgl. [6], Seite 56, Satz1). Somit kann die Voraussetzung f�ur die Anwendung der Greenschen S�atze von u,v 2 C2(D) auf u, v 2 C1(D) \ C2(D) abgeschw�acht werden, falls u und v L�osungender Helmholtzgleichung sind.Mit Hilfe dieser S�atze ist es nun m�oglich, die Greenschen Darstellungsformeln zu be-weisen.Satz 2.3 Sei u 2 C2(D) \ C1(D) eine L�osung von (� + k2)u = 0 in D, 0 6= k 2 C .Dann giltZ@D �u(y)@�(x; y)@n(y) � @u@n(y)�(x; y)� ds(y) = (�u(x) falls x 2 D;0 falls x 2 R2nD.Beweis: Sei x = (x1; x2)t 2 D beliebig, aber fest gew�ahlt und r0 so klein, da� f�ur aller � r0 die Beziehung Kr := fy 2 R2 : kx � yk � rg � D gilt. Sei Dr := DnKr, dannfolgt aus (2.12) die GleichungZ@Dr �u(y)@�(x; y)@n(y) � @u@n (y)�(x; y)�ds(y) = 0:



2.2 Die Greenschen Formeln und das Rellich-Lemma 13Unter Beachtung der Orientierung der Normalen in das �Au�ere eines Gebietes gilt nun:Z@D �u(y)@�(x; y)@n(y) � @u@n(y)�(x; y)�ds(y)= Z@Kr �u(y)@�(x; y)@n(y) � @u@n(y)�(x; y)� ds(y) (2.13)Auf @Kr ist die nach au�en weisende Normale gegeben durch n(y) = � x�ykx�yk . Daherfolgt @�(x;y)@n(y) = � ik4H11 (kkx � yk) auf @Kr. Sei h : [0; 2�] ! R2 eine Parametrisierungvon @Kr mit h(t) = � r cos t+ x1r sin t + x2 �, dann gilt wegen der gleichm�a�igen Stetigkeit vonu in D folgende Beziehung:limr!0 Z@Kr u(y)@�(x; y)@n(y) ds(y) = � ik4 limr!0Z 2�0 u(h(t))�O(r ln kr2 )� 2ikr�� rdt= � 12� Z 2�0 limr!0u(h(t))dt = �u(x) (2.14)Da u 2 C2(D) und Kr � D existiert ein Q > 0, so da� @u@n1 � Q 8r � r0; y 2 Kr.Daher verschwindet der 2.Teil des Integrals auf der rechten Seite von (2.13) f�ur r! 0:Z@Kr �@u@n(y)�(x; y)�ds(y) = Z 2�0 O(ln r)rdt = O(r ln r) (2.15)Aus (2.14) und (2.15) folgt unter Beachtung von (2.13) die Behauptung des Satzesf�ur x 2 D. F�ur x 2 R2nD kann die Aussage durch eine Anwendung des 2.GreenschenSatzes (2.12) gezeigt werden. 2F�ur eine ausstrahlende L�osung der Helmholtzgleichung bleibt die Aussage des obigenSatzes auch im Au�engebiet richtig.Satz 2.4 Sei u 2 C2(R2nD)\C1(R2nD) eine ausstrahlende L�osung von (�+k2)u = 0in R2nD mit Im k � 0. Dann giltZ@D �u(y)@�(x; y)@n(y) � @u@n(y)�(x; y)�ds(y) = (u(x) falls x 2 R2nD;0 falls x 2 D: (2.16)Beweis: Zuerst soll die BeziehungZkyk=R juj2ds = O(1); f�ur R!1; (2.17)



14 Grundlagengezeigt werden. Sei DR := fy 2 R2nD : kyk < Rg, wobei R so gro� gew�ahlt ist, da�KR := fy 2 R2 : kyk = Rg � R2nD gilt. Mit Hilfe der Ausstrahlungsbedingung folgtnun:0 = limR!1ZKR ����@u@n � iku����2 ds = limR!1ZKR  ����@u@n ����2 + jkj2juj2 + 2 Im�ku@u@n�! ds(2.18)Aus dem 1.Greenschen Satz (2.11) erh�alt mank ZKR u@u@nds = k Z@D u@u@nds� kjkj2 ZDR juj2dy + k ZDR k graduk2dy:Setzt man dies in (2.18) ein, so ergibt sichlimR!1(ZKR "����@u@n ����2 + jkj2juj2# ds+ 2 Imk ZDR �jkj2juj2 + k graduk2� dy)= �2 Im�k Z@D u@u@nds� : (2.19)Da die linke Seite der Gleichung wegen Im k � 0 nichtnegativ ist, folgt (2.17). Ausdem Beweis von Satz 2.1 ist ersichtlich, da� �(x; y) die Austrahlungsbedingung beifestem x auch gleichm�a�ig f�ur alle ykyk erf�ullt. Somit erh�alt man unter Ausnutzung derAusstrahlungsbedingung, der Gleichung (2.17), der Cauchy- Schwarzschen Ungleichungund der Asymptotik von �(x; y) f�ur hinreichend gro�e R folgende Beziehung:����ZKR �u(y)@�(x; y)@n(y) � @u@n(y)�(x; y)� ds(y)����� ����ZKR u(y)�@�(x; y)@n(y) � ik�(x; y)� ds(y)����+����ZKR �(x; y)�@u@n(y)� iku(y)� ds(y)����= O(1)�ZKR O� 1R3� ds�1=2 +O(1)�ZKR o� 1R� ds�1=2 R!1�! 0F�ur x 2 R2nD folgt die Behauptung nun durch Anwendung von Satz 2.3 im GebietDR unter Beachtung obiger Ungleichung. F�ur x 2 D erh�alt man die Aussage mit dem2.Greenschen Satz (2.12) und obiger Ungleichung. 2Satz 2.4 zeigt auch, da� die schw�achere BedingunglimR!1ZKR ����@u@n � iku����2 ds = 0zur Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung �aquivalent ist. Eine weitere Folgerungist im n�achsten Korollar festgehalten.



2.2 Die Greenschen Formeln und das Rellich-Lemma 15Korollar 2.5 Jede zweimal stetig di�erenzierbare L�osung der Helmholtzgleichung istanalytisch.Beweis: Diese Aussage folgt aus den Darstellungss�atzen und der Analytizit�at derGrundl�osung. 2Als n�achstes wichtiges Hilfsmittel soll nun das Rellich-Lemma bewiesen werden. Imn�achsten Kapitel wird sich zeigen, da� es eine entscheidende Rolle beim Beweis derEindeutigkeit der L�osung des direkten Problems spielt.Lemma 2.6 Sei u 2 C2(R2nD) mit (� + k2)u = 0, und es gelte k > 0 undlimr!1 Rkxk=r ju(x)j2ds = 0. Dann folgt u � 0 in R2nD.Beweis: Sei kxk =: r so gro�, da� fx : kxk = rg � R2nD. Dann gilt bei festemr die Fourierentwicklung u(x) = P1n=�1 an(r)ein' mit ' 2 [0; 2�] und Koe�zientenan(r) = 12� R 2�0 u(r cos'; r sin')e�in'd', die die Parsevalsche Gleichung erf�ullen (hier-bei sei v(r; ') := u(r cos'; r sin')):1Xn=�1 jan(r)j2 = 12� Z 2�0 jv(r; ')j2d' = 1r Zkxk=r ju(x)j2dsAus der Voraussetzung folgt somit:limr!1 rjan(r)j2 = 0 8n 2 Z: (2.20)Da u 2 C2(R2nD), kann in dem die Koe�zienten bestimmenden Integral Integrationund Di�erentiation vertauscht werden, und es folgt mit Hilfe von partieller Integration(wobei ~� := @2@r2 + 1r @@r + 1r2 @2@'2 ):� @2@r2 + 1r @@r + k2� an(r) = 12� Z 2�0 [( ~� + k2)v(r; ')]e�in'd'� 12� Z 2�0 � 1r2 @2@'2 v(r; ')� e�in'd'= n22r2� Z 2�0 v(r; ')e�in'd' = n2r2 an(r);d.h. an(kr) ist L�osung der Besselschen Di�erentialgleichung und daher an(r) =�nJn(r=k) + �nYn(r=k) mit Konstanten �n; �n. Durch Einsetzen in (2.20) folgt aufGrund des asymptotischen Verhaltens der Bessel- und Neumannfunktion nun �n =�n = 0 8n 2 Z. Wegen der Analytizit�at von u gilt dann u = 0 in R2nD. 2Aus obigem Lemma folgt mit Hilfe von (2.19) sofort



16 GrundlagenKorollar 2.7 Sei u 2 C2(R2nD) \ C1(R2nD) eine ausstrahlende L�osung der Helm-holtzgleichung in R2nD mit Im k > 0 oder k 2 R+ undIm�k Z@D u@u@nds� � 0:Dann ist u � 0 in R2nD.Beweis: Sei zun�achst Im k > 0, dann folgt aus der Gleichung (2.19) die BeziehungRDR juj2dy = 0. Da dies f�ur alle hinreichend gro�en R gilt, ist die Behauptung f�ur diesenFall bewiesen. Sei nun k > 0, dann ist aus (2.19) ersichtlich, da� f�ur alle hinreichendgro�en R die Gleichung RKR juj2ds = 0 gilt. Die Behauptung folgt dann aus dem ebenbewiesenen Lemma. 2Im folgenden Satz wird das Fernfeld einer ausstrahlenden L�osung eingef�uhrt. Es wirdbei der Formulierung des inversen Problems von entscheidender Bedeutung sein.Satz 2.8 Jede ausstrahlende L�osung u der Helmholtzgleichung, die die Regularit�ats-voraussetzung von Satz 2.4 erf�ullt, hat folgendes asymptotisches Verhalten:u(x) = eikkxkkxk1=2u1(x̂) + O� 1kxk3=2� ; kxk ! 1: (2.21)Dies gilt gleichm�a�ig f�ur alle Richtungen x̂ := xkxk . Dabei ist die Funktion u1 auf demEinheitskreis 
 de�niert und wird das Fernfeld von u genannt. Zudem gilt folgendeDarstellung:u1(x̂) = ei�4p8�k Z@D �u(y)@e�ik<x̂;y>@n(y) � @u@n(y)e�ik<x̂;y>� ds(y); x̂ 2 
: (2.22)Beweis: F�ur y 2 @D und kxk ! 1 gilt:kx� yk = kxk� < x̂; y > +O� 1kxk� ; 1kx� yk = 1kxk +O� 1kxk2� ;eO(1=kxk) = 1 + O� 1kxk� ; < x� y; n(y) >kx� yk =< x̂; n(y) > +O� 1kxk� :Somit folgt f�ur �(x; y) und @�(x;y)@n(y) unter Benutzung des asymptotischen Verhaltens derHankelfunktion: �(x; y) = ei�4p8�k eikkxkkxk1=2 e�ik<x̂;y> +O� 1kxk3=2�@�(x; y)@n(y) = ei�4p8�k eikkxkkxk1=2 @e�ik<x̂;y>@n(y) + O� 1kxk3=2�Einsetzen dieser Ungleichungen in Satz 2.4 liefert dann die Behauptung. 2



2.2 Die Greenschen Formeln und das Rellich-Lemma 17Bemerkung 2.9 O�ensichtlich gilt die Darstellung (2.21) f�ur jede ausstrahlendeL�osung der Helmholtzgleichung. Satz 2.4 ist dann auf den Rand eines Kreises BR :=fx 2 R2 : kxk < Rg anzuwenden, f�ur den BR � R2nD gilt. In diesem Fall k�onnen dieRegularit�atsanforderungen an u also abgeschw�acht werden.Sei nun � die im ersten Teil dieses Kapitels eingef�uhrte Grundl�osung der Helmholtz-gleichung. F�ur ' 2 C(@D) hei�tu(x) := Z@D �(x; y)'(y)ds(y); x 2 R2n@D;das Einfachschichtpotential mit Dichte '. F�ur x 2 R2n@D kann Integration und Dif-ferentiation vertauscht werden, d.h. auch u erf�ullt die Helmholtzgleichung im R2n@D.Zudem folgt aus Satz 2.1, da� u die Ausstrahlungsbedingung erf�ullt. Sei  2 C(@D).Dann nennt man v(x) := Z@D @�(x; y)@n(y)  (y)ds(y); x 2 R2n@D;das Doppelschichtpotential mit Dichte  . Ebenso wie das Einfachschichtpotential istauch v eine L�osung der Helmholtzgleichung im R2n@D und erf�ullt die Ausstrahlungs-bedingung.Korollar 2.10 Die Fernfelder von u und v mit Dichte ' 2 C(@D) sind gegeben durchu1(x̂) = m Z@D e�ik<x̂;y>'(y)ds(y); x̂ 2 
 (2.23)v1(x̂) = m Z@D @@n(y)e�ik<x̂;y>'(y)ds(y); x̂ 2 
 (2.24)mit m = ei �4p8�k .Beweis: Die Aussagen k�onnen genau wie im obigen Satz aus dem asymptotischenVerhalten der Hankelfunktion gefolgert werden. 2Korollar 2.11 Sei k > 0 und u eine ausstrahlende L�osung der Helmholtzgleichung mitu1 � 0. Dann folgt u � 0.Beweis: Da das Fernfeld von u verschwindet, gilt bei Beachtung der Bemerkung 2.9die Ungleichung u(x) = O� 1kxk3=2�. Mit deren Hilfe kann nun folgende Absch�atzungbewiesen werden: Zkxk=r ju(x)j2dx � C 1r2 r!1�! 0:Nun folgt die Behauptung aus dem Rellich-Lemma. 2Bemerkung 2.12 Die Voraussetzung k > 0 in obigem Korollar kann auf Im k � 0abgeschw�acht werden. Vgl. hierzu [2], Korollar 3.9.



18 Grundlagen2.3 Die H�olderr�aume C0;� und C1;�Um die Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren, die f�ur den Nachweis der Exi-stenz einer L�osung des direkten Problems verwendet werden, in befriedigender Weiseangeben zu k�onnen, werden spezielle R�aume ben�otigt, die in diesem Abschnitt ein-gef�uhrt werden.De�nition 2.13 Sei G � R2 und 0 < � � 1. ' : G! C hei�t gleichm�a�ig h�olderstetigmit H�olderexponent � :, 9 C > 0 : 8x; y 2 G : j'(x)� '(y)j � Ckx� yk�: Der RaumC0;�(G) := f' : G! C j 9C' : 8x; y 2 G : k'k1 � C' ^ j'(x)� '(y)j � C'kx� yk�ghei�t H�olderraum.Sei ' 2 C0;�(G), dann ist j'j� := supx;y2Gx6=y j'(x)� '(y)jkx� yk�o�ensichtlich eine Halbnorm.Satz 2.14 C0;�(G) ist ein Banachraum mit der Norm k'k� := k'k1 + j'j�:Beweis: [2], Satz 2.4 2F�ur � < � kann man die Inklusion C0;�(G) � C0;�(G) leicht nachweisen. F�ur dieseEinbettung gilt folgenderSatz 2.15 Sei 0 < � < � � 1 und G kompakt. Dann sind die Einbettungen I� :C0;�(G)! C(G) und I�;� : C0;� ! C0;�(G) kompakt.Beweis: [2] Satz 2.5 2Um in analoger Weise den Raum C1;� einzuf�uhren, soll zuerst der Gradient auf demRand eines Gebietes unabh�angig von der Parametrisierung eingef�uhrt werden. Dazugelte @G 2 C2, d.h. es existiert eine zweimal stetig di�erenzierbare, 2�-periodischfortsetzbare, bijektive Abbildung z : [0; 2�[! @G mit kz0(t)k > 0 f�ur alle t 2 [0; 2�[.Sei nun ' : @G! C stetig di�erenzierbar, d.h. '(z(t)) ist stetig di�erenzierbar. Dannwird der Randgradient folgenderma�en de�niert:Grad'(z(t)) := 1kz0(t)k2 d(' � z)(t)dt z0(t):



2.3 Die H�olderr�aume C0;� und C1;� 19Diese Darstellung ist unabh�angig von der Parametrisierung und l�a�t sich noch verein-fachen, wenn z nach der Bogenl�ange parametrisiert ist. Dann gilt die BeziehungGrad'(z(s)) = d(' � z)(s)ds z0(s):Nun kann der H�olderraum C1;� eingef�uhrt werden.De�nition 2.16 Sei G � R2 und 0 < � � 1. ' 2 C1(G) hei�t gleichm�a�ig h�older-stetig di�erenzierbar mit H�olderexponent � :, 9 C > 0 : 8x; y 2 G : k grad '(x) �grad '(y)k � Ckx � yk�; wobei grad durch Grad zu ersetzen ist, falls G der Randeines Gebiets ist.C1;�(G) := f' 2 C1(G)j 9C' : 8x; y 2 G : k'k1 � C' ^ k grad'k1 � C'^k grad'(x)� grad'(y)k � C'kx� yk�gMit der Norm k'k1;� := k'k1+ k grad'k� wird C1;� ebenfalls zu einem Banachraum,und auch die Einbettungseigenschaften �ubertragen sich. F�ur n 2 N , n � 2, k�onneninduktiv auch die H�olderr�aume Cn;� eingef�uhrt werden:Cn;�(G) := f' 2 Cn(G) : k'kn;� := k'k1 + k grad'kn�1;� <1g:Falls G hierbei der Rand eines Gebietes ist, sei dieser als hinreichend glatt vorausge-setzt.F�ur ' 2 C1(@D) wird noch folgende Bezeichung eingef�uhrt:@'@# (y) := < Grad'(y); #(y) > :Hierbei sei # := (�n2; n1)t der normierte Tangentialvektor. Insbesondere gilt somit f�urdie Funktion �: @�@#(y) = < grad�(y); #(y) >;falls grad�(y) f�ur y 2 @D de�niert ist. Mit Hilfe von partieller Integration ist folgendeVertauschungsregel f�ur ' und  2 C1(@D) leicht nachweisbar:Z@D @'@# ds = � Z@D '@ @#ds: (2.25)



20 Grundlagen2.4 Einfach- und DoppelschichtpotentialIn diesem Abschnitt sollen die Potentiale, die zum Nachweis der Existenz einer L�osungdes Transmissionsproblems ben�otigt werden, eingef�uhrt und ihre Regularit�atseigen-schaften dargestellt werden. Dieser Teil des Kapitels ist angelehnt an das 2.Kapitelvon [2]. Dort sind die Beweise der folgenden Aussagen f�ur den dreidimensionalen Fallzu �nden. Wegen der ver�anderten Grundl�osung erscheint es aber dennoch sinnvoll,wenigstens teilweise die Beweise f�ur die folgenden S�atze mitanzugeben. F�ur den ge-samten Abschnitt bezeichne D ein beschr�anktes, zusammenh�angendes Gebiet mit zu-sammenh�angendem Rand der Klasse C2, wobei der Rand durch z : [0; 2�[! @D para-metrisiert sei. Zus�atzlich sei z linksorientiert, so da� der nach au�en weisende Norma-lenvektor f�ur y = z(�) 2 @D stets durchn(y) = 1kz0(�)k� z02(�)�z01(�)�gegeben ist.Lemma 2.17 9L > 0 : 8x; y 2 @D:j < n(y); x� y > j � Lkx� yk2; kn(y)� n(x)k � Lkx� yk:Beweis: Sei jt�� jmin := minfjt�� j; 2��jt�� jg f�ur t; � 2 [0; 2�[ und x = z(t) 2 @D be-liebig, aber fest gew�ahlt. In Lemma 4.5 werden unter anderem folgende Absch�atzungenhergeleitet (wobei Cz und cz von der Parametrisierung z abh�angige, positive Konstan-ten bezeichnen):kz(t)� z(�)k � czjt� � jmin; ����< z(t)� z(�);� z02(�)�z01(�)� >���� � Czjt� � j2min:Sei zudem cz so gew�ahlt, da� die Ungleichung kz0(t)k > cz f�ur alle t 2 [0; 2�[ gilt, dannfolgt f�ur x = z(t), y = z(�):j < x� y; n(y) > j = 1kz0(�)k �����z(t)� z(�);� z02(�)�z01(�)������� Czc3z kz(t)� z(�)k2 = Czc3z kx� yk2:Die zweite Ungleichung kann �ahnlich bewiesen werden. 2Bei dem n�achsten Satz handelt es sich eine der Situation im R2 angepa�ten Versionvon Satz 2.7 aus [2]. Dieser Satz bildet eine entscheidende Grundlage f�ur Regularit�ats-aussagen.



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 21Satz 2.18 Sei G � R2 ein abgeschlossenes Gebiet, 
 � G kompakt und @D � �
.K : G�@D ! C sei stetig f�ur alle x 2 G; y 2 @D; x 6= y. Weiterhin gebe es KonstantenM1; : : : ;M3; N0; : : : ; N3 > 0, so da� f�ur � 2]0; 1[ und y 2 @D jeweils eine der folgendenVoraussetzungen (mit Fall 1 oder 2 bezeichnet) gilt:jK(x; y)j � 8><>:M1 8 x 2 G, x 6= y im 1.Fall;(N0kx� yk��1 8 x 2 
; x 6= y;N1 8 x 2 Gn
 im 2.Fall. (2.26)F�ur x1, x2 2 G mit x1 6= y 6= x2 und 2kx1 � x2k � kx1 � yk gelte weiterhin:jK(x1; y)�K(x2; y)j� 8>>>><>>>>:
(M2kx1 � x2kkx1 � yk��1 8 x1; x2 2 
;M3kx1 � x2k 8x1 2 Gn
 _ x2 2 Gn
 im 1.Fall(N2kx1 � x2kkx1 � yk��2 8 x1; x2 2 
;N3kx1 � x2k 8x1 2 Gn
 _ x2 2 Gn
 im 2.Fall. (2.27)Dann geh�ort das Potential u(x) := Z@DK(x; y)'(y)ds(y)mit x 2 G;' 2 C(@D) zum H�olderraum C0;�(G) mit kuk�;G � C�;@Dk'k1;@D und zwarf�ur alle � 2]0; 1] im Fall 1 und f�ur alle � 2]0; �] im Fall 2, wobei C�;@D eine von @Dund � abh�angige, positive Konstante ist.Beweis: F�ur eine Parametrisierung z existiert stets eine Konstante cz > 0 mit kz(t)�z(�)k � czjt� � jmin f�ur alle (t; �) 2 [0; 2�[2, wie in Lemma 4.5 noch gezeigt wird, wobeijt � � jmin wie im Beweis des letzten Lemmas de�niert ist. Sei @D� := fx 2 R2 : x =z+ �n(z); z 2 @Dg, � 2 R. F�ur kleine j�j ist die Abbildung z ! z+ �n(z) injektiv, wieaus obigem Lemma gefolgert werden kann. Sei also 1 > �0 > 0 so klein, da� dies giltund die Menge D�0 := fx 2 R2 : x = z + �n(z); z 2 @D; j�j � �0gin 
 enthalten ist. Sei R 2]0; �0] so klein, da� die Menge Sx;R := fy 2 @D : ky�xk < Rgzusammenh�angend ist f�ur alle x 2 @D. Seien x0; x1; x2 2 D�0 mit 0 < kx1 � x2k < R4und zi 2 @D mit xi = zi + �in(zi); i = 0; 1; 2, j�ij � �0. F�ur ti 2 [0; 2�[ gelte z(ti) = ziund es seien s1; s2 2 [0; 2�[ mit kz(t0) � z(t0 � s1)k = kz(t0) � z(t0 + s2)k = R. F�urhinreichend kleines �0 folgt f�ur y 2 @D und x = z + �n(z) 2 D�0 mit Hilfe obigenLemmas: kx� yk2 = kx� zk2 + 2 < x� z; z � y > +kz � yk2� kx� zk2 + (1� 2j�jL)kz � yk2� kx� zk2 + 12kz � yk2 � 12kz � yk2 (2.28)



22 GrundlagenDann gilt im 2.Fall:�����ZSz0;R K(x0; y)'(y)ds(y)����� � N0;1k'k1 Z t0+s2t0�s1 kz(t0)� z(�)k��1kz0(�)kd�� N0;2k'k1 Z t0+s2t0�s1 jt0 � � j��1min d� � N0;3k'k1:Hierbei bezeichnet N0;1 eine Konstante, die sich durch Vergr�o�erung von N0 ergibt.Diese Notation wird auch in den anderen F�allen verwendet. Obige Ungleichung ist imFall 1 (nat�urlich mit anderer Konstante) trivialerweise richtig. Durch Lemma 2.17 zeigtman kz1 � z2k � 2kx1 � x2kf�ur R; �0 hinreichend klein. Sei r := 2kx1 � x2k, d.h. Sz1;r � Sz2;2r. Seien si;j 2 [0; �[mit i; j = 1; 2 so gew�ahlt, da� kz(t1 � s1;1)� z(t1))k = kz(t1 + s1;2) � z(t1)k = r undkz(t2�s2;1)�z(t2)k = kz(t2+s2;2)�z(t2)k = 2r gilt. Dies kann f�ur hinreichend kleinesR stets erreicht werden. Dann gilt:si;1 = j(ti � si;1)� tij � 1cz kz(ti � si;1)� z(ti)k = 2cz r = 4cz kx1 � x2k; i = 1; 2:Gleiches ist nat�urlich auch f�ur si;2, i = 1; 2, nachweisbar. Weiterhin sei sm;i :=maxfsi;1; si;2g f�ur i = 1; 2, dann gilt im 2.Fall:�����ZSz1;r [K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)������ N0k'k1 ZSz1;r kx1 � yk��1ds(y) + ZSz2;2r kx2 � yk��1ds(y)!� N0;1k'k1 �s�m;1 + s�m;2� � N0;2k'k1r� = N0;3k'k1kx1 � x2k�:Mit Hilfe der Ungleichung (2.28) folgt f�ur y 2 Sz1;RnSz1;r:kx1 � yk2 � 12kz1 � yk2 � 2kx1 � x2k2;d.h. bei Integration �uber diesen Bereich ist die Ungleichung (2.27) anwendbar und esfolgt mit geeignet gew�ahlten reellen Zahlen s1; :::; s4:�����ZSz1;RnSz1;r [K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)������ N2;1k'k1kx1 � x2k�Z t1�s2t1�s1 kz(t1)� z(�)k��2kz0(�)kd� + Z t1+s4t1+s3 kz(t1)� z(�)k��2kz0(�)kd��� N2;2k'k1kx1 � x2k�Z s1s2 ���2d� + Z s4s3 ���2d��� N2;3k'k1kx1 � x2k �s��12 + s��13 � � N2;4k'k1kx1 � x2k�



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 23Im 1.Fall folgt durch �ahnliche Rechnung:�����ZSz1;r [K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)������ M1;1k'k1 ZSz1;r ds(y) �M1;2k'k1kx1 � x2k�����ZSz1;RnSz1;r [K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)������ M2;1k'k1kx1 � x2k�Z s1s2 ���1d� + Z s4s3 ���1d��= M2;1k'k1kx1 � x2k (s�1 � s�2 + s�4 � s�3 ) �M2;1k'k1kx1 � x2kNun sind noch die Integrale in @DnSzi;R; i = 0; 1 zu betrachten:�����Z@DnSz0;R K(x0; y)'(y)ds(y)����� � N0k'k1 Z@DnSz0;R kx0 � yk��1ds(y)� N0;1R��1k'k1�����Z@DnSz1;R [K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)����� � N2;1R��2k'k1kx1 � x2kDiese Ungleichungen gelten im 1.Fall mit entsprechenden Konstanten nat�urlich analog.Sei j@Dj die L�ange des Randes von D. F�ur x0 =2 D�0 gilt:ju(x0)j � j@Djmaxf N0�1��0 ; N1gk'k1 bzw. ju(x0)j � j@DjM1k'k1im 1.Fall, so da� ju(x)j � C�;@Dk'k1; 8x 2 G;nun gezeigt ist. Aus dieser Ungleichung folgt f�ur kx1 � x2k � R=4 die Absch�atzung����Z@D[K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)���� � 2C�;@D � 4R�� kx1 � x2k�k'k1:F�ur den Fall kx1 � x2k < R=4 und x1 =2 D�0 gilt:kx1 � yk � �0 � R > 4kx1 � x2k:F�ur x2 =2 D�0 folgt analog:kx2 � yk > 4kx1 � x2k und somit kx1 � yk � kx2 � yk � kx1 � x2k � 3kx1 � x2k:



24 GrundlagenSomit ist f�ur den Fall kx1 � x2k < R=4 und x1 =2 D�0 oder x2 =2 D�0 die Ungleichung(2.27) stets anwendbar und nach �ahnlicher Rechnung wie eben folgt kx1� yk � 3=4�0,d.h. es gilt:����Z@D[K(x1; y)�K(x2; y)]'(y)ds(y)���� � j@Djmaxf N2(34�0)2�� ; N3gk'k1kx1 � x2kEnsprechendes gilt im 1.Fall und somit ist die Behauptung gezeigt. 2Korollar 2.19 Sei K : @D � @D ! C ein Kern, der obige Vorraussetzungen auf@D erf�ullt. Dann ist A : C0;�(@D) ! C0;�(@D) mit (A')(x) := R@DK(x; y)'(y)ds(y)kompakt f�ur alle � 2]0; 1] im Fall 1 und f�ur alle � 2]0; �] im Fall 2.Beweis: Aus obigem Satz folgt, da� A : C(@D)! C0;�(@D) ein beschr�ankter Operatorist. Nun folgt die Behauptung durch den Einbettungssatz 2.15 und die Idealeigenschaftvon kompakten Operatoren im Ring der beschr�ankten Operatoren (vgl. Satz 1.5 in [2]).2Der n�achste Satz gleicht in seiner Struktur Satz 2.18 und wird f�ur den Beweis derSprungbeziehung des Gradienten des Einfachschichtpotentials ben�otigt.Satz 2.20 Sei K : D�0 � @D ! C stetig 8x 2 D�0 ; y 2 @D; x 6= y. Zudem gebe esKonstanten M0;M1;M2 > 0, so da� folgende Ungleichungen gelten:jK(x; y)j � M0kx� yk�1 8x 2 D�0 ; y 2 @D; x 6= y (2.29)jK(x1; y)�K(x2; y)j � M1kx1 � x2kkx1 � yk2 8x1; x2 2 D�0 ; y 2 @D; (2.30)x1 6= y 6= x2 : 2kx1 � x2k � kx1 � yk�����Z@DnSz;r K(x; y)ds(y)����� � M2 8z 2 @D; (2.31)x = z + �n(z) 2 D�0 ; 0 < r < R;wobei R wie in Satz 2.18 gew�ahlt ist. Dann gilt u 2 C0;�(D�0) f�uru(x) := Z@DK(x; y)['(y)� '(z)]ds(y);mit x 2 D�0, ' 2 C0;�(@D), 0 < � < 1 und kuk�;D�0 � C�;@Dk'k�;@D.Beweis: Dieser Satz kann mit der gleichen Beweisidee wie der vorherige bewiesenwerden. Auf den Beweis soll daher hier verzichtet und auf Lemma 2.10 in [2] verwiesenwerden. 2Das n�achste Lemma wird f�ur den Nachweis der Randwerte des Doppelschichtpotentialsben�otigt. Hierbei sei D�0 wiederum eine Parallel�ache zu @D, so da� jeder Punktx 2 D�0 eindeutig dargestellt werden kann als x = z+ �n(z), mit z 2 @D und j�j � �0.



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 25Lemma 2.21 Sei ' 2 C(@D) und K : D�0 � @D ! C stetig f�ur alle x 2 D�0 , y 2 @Dund x 6= y. Zudem gebe es R;C > 0, so da� f�ur alle 0 � r � R, x 2 D�0 , y 2 @D,x 6= y die Ungleichungen RSz;r jK(x; y)jds(y) � C und jK(x; y) � K(z; y)j � C kx�zkkz�yk2gelten. Ferner sei u : D�0 ! C mitu(x) := Z@DK(x; y)['(y)� '(z)]ds(y)wohlde�niert f�ur alle x 2 D�0. Dann gilt gleichm�a�ig f�ur alle x 2 D�0 : lim�!0 u(x) =u(z).Beweis: Sei � > 0 beliebig gew�ahlt, dann existiert wegen der gleichm�a�igen Stetigkeitvon ' ein 0 < r � R, so da� f�ur alle z; y 2 @D mit kz � yk � r die Ungleichungj'(y)� '(z)j � �4C gilt. Sei � := �r24Cj@Djk'k1 und x 2 D�0 mit kx� zk � �, dann gilt:ju(x)� u(z)j � ZSz;r jK(x; y)�K(z; y)jj'(y)� '(z)jds(y)+ Z@DnSz;r jK(x; y)�K(z; y)jj'(y)� '(z)jds(y)� 2C �4C + 2j@Djk'k1C kx� zkr2 � � 2Sei nun � die im ersten Teil dieses Kapitels eingef�uhrte Grundl�osung der Helmholtz-gleichung, ' 2 C(@D) undu(x) := Z@D �(x; y)'(y)ds(y); x 2 R2n@Ddas in Korollar 2.10 eingef�uhrte Einfachschichtpotential mit Dichte ', dann gilt f�ur ufolgenderSatz 2.22 u ist gleichm�a�ig h�olderstetig im R2 mit kuk�;R2 � C�k'k1;@D f�ur alle� 2]0; 1[.Beweis: Um die Aussage zu beweisen, reicht es die Bedingungen (2.26) und (2.27) ausSatz 2.18 f�ur den zweiten Fall nachzupr�ufen. Sei hierzu 
 eine kompakte Menge mit@D � �
 und � 2]0; 1[. Es gilt �(x; y) = C1 lnkx � yk+ f(kx� yk) mit einer auf ganzR stetig fortsetzbaren Funktion f . Daher gilt f�ur fmax := maxx2
;y2@D f(kx� yk) undx 6= y: j�(x; y)j � C2kx� yk��1 + fmax � C3kx� yk��1(1 + fmax)



26 Grundlagenund somit ist der 1.Teil von (2.26) gezeigt. Der 2.Teil folgt sofort aus dem asymptoti-schen Verhalten der Hankelfunktion. Weiterhin gilt:H10 (z) = J0(z) + iN0(z) = J0(z) + 2i� [J0(z)(ln z2 + c)� A0(z)]mit analytischen Funktionen J0 und A0. Seien x1, x2 2 G, y 2 @D mit x1 6= y 6= x2.Sei J0;i := J0(kkxi � yk) ebenso A0;i := A0(kkxi � yk), lni := ln kxi � yk f�ur i = 1; 2und q := ln k2 + c, dann gilt:j�(x1; y)� �(x2; y)j= 14 j(J0;1 � J0;2)(1 + 2i� q) + 2i� (J0;1 � J0;2) ln1+2i� J0;2(ln1� ln2) + A0;1 � A0;2jund aus dem Mittelwertsatz folgt f�ur x1, x2 2 
, y 2 @D mit x1 6= y 6= x2:jJ0;1 � J0;2j � Ckx1 � x2k und jA0;1 � A0;2j � Ckx1 � x2kF�ur die logarithmischen Terme gilt:j lnkx1 � ykj � kx1 � yk��1 8 x1 2 
; x 6= y undj lnkx1 � yk � ln kx2 � ykj � C kx1 � x2kkx1 � yk 8 x1 6= y 6= x2; 2kx1 � x2k � kx1 � yk:Nun ist der 1.Teil von (2.27) unter Beachtung der Kompaktheit von 
 unmittelbareinsichtig, und der zweite Teil folgt f�ur ein hinreichend gro� gew�ahltes 
 durch Aus-nutzung des asymptotischen Verhaltens der Hankelfunktion. 2Sei  2 C(@D) und v(x) := Z@D @�(x; y)@n(y)  (y)ds(y); x 2 R2n@Ddas in Korollar 2.10 eingef�uhrte Doppelschichtpotential mit Dichte  . Hierbei bezeich-net n wie �ublich die in das �Au�ere von D weisende Normale. Sei weiterhin �0 dieGrundl�osung der Laplacegleichung, d.h.�0(x; y) := 12� ln 1kx� yk ;dann gilt folgenderSatz 2.23 Sei  2 C(@D), K(x; y) := @@n(y)(�(x; y) � �0(x; y)) und w(x) :=R@DK(x; y) (y)ds(y), dann ist w gleichm�a�ig h�olderstetig in R2 mit H�olderexponent� = 1 und kwk�;R2 � C�;@Dk k1;@D.



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 27Beweis: Sei 
 eine kompakte Menge wie im obigen Satz und � 2]0; 1[. Es istK(x; y) = i < x� y; n(y) >4kx� yk �kJ1(kkx� yk)+ 2ik� [J1(kkx� yk)(lnkx� yk+ ln k2 + c)� kkx� yk4 A1(kkx� yk)]�Aus dem Grenzwert limt!0t>0 J1(kt) ln t = 0 folgt zusammen mit der Asymptotik derHankelfunktion die Ungleichung (2.26). Weiterhin giltjK(x1; y)�K(x2; y)j � (C�kx1 � x2kkx1 � yk��1 x1; x2 2 
;C�kx1 � x2k sonst,wie sich durch Nachrechnen zeigen l�a�t. Somit ist (2.27) gezeigt, so da� die Behauptungnun aus Satz 2.18 folgt. 2Obiger Satz erm�oglicht es nun, die n�achsten drei Aussagen nur f�ur die Grundl�osungder Laplacegleichung zu beweisen. Sei hierzu der Grenzwert in Normalenrichtung gegenden Rand wie folgt de�niert:v+(z) := lim�!0�>0 v(z + �n(z)); v�(z) := lim�!0�>0 v(z � �n(z))mit z 2 @D, x 2 D�0 und x = z � �n(z).Satz 2.24 Das Doppelschichtpotential v mit stetiger Dichte  kann von R2nD nachR2nD und von D nach D stetig fortgesetzt werden mit Grenzwertenv�(x) = Z@D @�(x; y)@n(y)  (y)ds(y)� 12 (x); x 2 @D (2.32)und kvk1;D � Ck k1;@D; kvk1;R2nD � Ck k1;@D: (2.33)Beweis: Aus Lemma 2.17 folgt f�ur x, y 2 @D die Ungleichung����@�0(x; y)@n(y) ���� = 12� ����< x� y; n(y) >kx� yk2 ���� � L2� ; (2.34)d.h. obiges Integral existiert als uneigentliches Integral. Die Aussage des Satzes soll nunzun�achst f�ur den Fall  � 1 bewiesen werden, um dann den allgemeinen Fall daraufzur�uckzuf�uhren. Sei hierzu w(x) := Z@D @�0(x; y)@n(y) ds(y);



28 Grundlagendann folgt mit Hilfe des Integralsatzes von Gau� f�ur den Au�enraum und der Green-schen Darstellungsformel f�ur den Innenraum:w(x) = ZD div grad�0(x; y)ds(y) = 0; x 2 R2nDw(x) = Z@D � @1@n(y)�0(x; y) + 1@�0(x; y)@n(y) � ds(y) = �1; x 2 D: (2.35)Sei nun x 2 @D und Hx;r := fy 2 D : kx � yk = rg. Analog zu Lemma 2.2 aus [15]zeigt man RHx;r ds(y) = �r + O(r2); r ! 0 gleichm�a�ig auf @D. Durch eine weitereAnwendung des Gau�'schen Integralsatzes folgt:Z@D @�0(x; y)@n(y) ds(y) = limr!0 ZHx;r @�0(x; y)@n(y) ds(y)n(y)= y�xkx�yk= limr!0 �12�r ZHx;r ds(y) = �12 (2.36)Somit ist die Behauptung f�ur eine konstante Dichte gezeigt. Sei nun  eine beliebigestetige Dichte undu(x) := Z@D @�0(x; y)@n(y) [ (y)�  (z)]ds(y); x 2 D�0 ; x = z + �n(z); z 2 @D;d.h. v(x) =  (z)w(x) + u(x). Nun soll gezeigt werden, da� u stetig in D�0 ist, womitdann die Behauptung folgt. Aus der Absch�atzung (2.34) folgt, da� u auf @D eine stetigeFunktion darstellt ( vgl. auch Satz 2.6 in [2]). Somit bleibt der gleichm�a�ige Grenzwertlim�!0 u(z + �n(z)) = u(z), z 2 @D nachzuweisen. Mit Hilfe von Lemma 2.17 folgt f�urhinreichend kleines �0 > 0, y, z 2 @D, x = z + �n(z) 2 D�0 :kx� yk2 � 12fkx� zk2 + kz � yk2g;wie in der Ungleichung (2.28) gezeigt wurde. Daher l�a�t sich mit Hilfe der Dreiecksun-gleichung und Lemma 2.17 nachweisen:2� ����@�0(x; y)@n(y) ���� � ����< n(y); z � y >kx� yk2 ����+ ����< n(y); x� z >kx� yk2 ����� 2L+ 2kx� zkkz � yk2 + kx� zk2F�ur r < R hinreichend klein (mit R wie im Beweis von Satz 2.18), j�j = kx � zk undt 2 [0; 2�[ mit z(t) = z ergibt sich nun mit geeigneten positiven reellen Zahlen s1; s2; 



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 29und sm := maxfs1; s2g (wobei sm < � gelte):ZSz;r ����@�0(x; y)@n(y) ���� ds(y) � C1 + C2j�j Z t+s2t�s1 1�2 + kz(t)� z(�)k2kz0(�)kd�� C1 + C2j�j Z t+s2t�s1 1�2 + 2jt� � j2kz0(�)kd�� C1 + C2;1j�j Z sm0 1�22 + � 2d�� C1 + C2;1j�j j�j arctan j�j � C (2.37)Weiterhin zeigt sich durch erneutes Absch�atzen:2� ����@�0(x; y)@n(y) � @�0(z; y)@n(y) ���� � C kx� zkkz � yk2Die Stetigkeit f�ur �! 0 folgt dann aus Lemma 2.21. Nun ist noch (2.33) zu zeigen. MitHilfe der Ungleichung (2.37) kann dies jedoch �ahnlich wie in Satz 2.18 nachgewiesenwerden. Somit ist die Behauptung gezeigt. 2Satz 2.25 Sei v wie im obigen Satz, � 2]0; 1[, dann ist v 2 C0;�(@D) mit kvk�;@D �C�;@Dk k1;@D.Beweis: Mit Hilfe von Lemma 2.17 zeigt man die G�ultigkeit von (2.26) f�ur den 2.Fall.(2.27) gilt dann f�ur 2kx1 � x2k � kx1 � yk wegen folgender Ungleichung:����< x1 � y; n(y) >kx1 � yk2 � < x2 � y; n(y) >kx2 � yk2 ����� j < x1 � y; n(y) > j ���� 1kx1 � yk2 � 1kx2 � yk2 ����+ j < x1 � x2; n(y) > jkx2 � yk2� C kx1 � x2kkx1 � yk + j < x1 � x2; n(y)� n(x1) > j+ j < x1 � x2; n(x1) > jkx2 � yk2� C1kx1 � x2kkx1 � ykSomit folgt die Behauptung aus Satz 2.18, oder genauer gesagt aus einer Version vonSatz 2.18, in der die Kernfunktion nur auf den Rand de�niert ist. 2Satz 2.26 Das Doppelschichtpotential v mit gleichm�a�ig h�olderstetiger Dichte  2C0;�(@D); 0 < � < 1 kann gleichm�a�ig h�olderstetig von D nach D und von R2nD nachR2nD fortgesetzt werden mitkvk�;R2nD � C�;@Dk k�;@D; kvk�;D � C�;@Dk k�;@D; (2.38)wobei C�;@D > 0 eine von @D und � abh�angige Konstante ist.



30 GrundlagenBeweis: Wiederum ist die Aussage nur f�ur die Grundl�osung der Laplacegleichungzu zeigen. Sei zuerst x 2 D�0 . Wie in Satz 2.24 betrachtet man die Aufspaltungv(x) =  (z)w(x)+u(x). Nun soll gezeigt werden, da� beide Terme der Aufspaltung dieBehauptung des Satzes erf�ullen. Setzt man w wie in Satz 2.24 stetig fort mit w(x) = 0f�ur x 2 D�0nD und w(x) = �1 f�ur x 2 D�0 \D, so erf�ullt  (z)w(x) o�ensichtlich we-gen der gleichm�a�igen H�olderstetigkeit von  die Behauptung. Auf u soll nun Satz 2.20angewandt werden. Bedingung (2.29) ist o�ensichtlich erf�ullt. (2.30) folgt durch elemen-tares Absch�atzen und die Bedingung (2.31) zeigt man wie die Ungleichung (2.37). F�urx =2 D�0 folgt die Behauptung aus der Analytizit�at von v in R2n@D und der Asymptotikder Hankelfunktion. 2Satz 2.27 Sei ' 2 C0;�(@D), 0 < � < 1, dann kann der Gradient des Einfach-schichtpotentials u gleichm�a�ig h�olderstetig von D nach D und von R2nD nach R2nDfortgesetzt werden mit Grenzwertengrad u�(x) = Z@D gradx�(x; y)'(y)ds(y)� 12n(x)'(x); x 2 @D; (2.39)wobei das Integral als Cauchyscher Hauptwert existiert. Weiterhin gelten folgendeAbsch�atzungen:k graduk�;R2nD � C�;@Dk'k�;@D; k graduk�;D � C�;@Dk'k�;@D; (2.40)wobei C�;@D eine von @D und � abh�angige, positive Konstante ist.Beweis: Wie bei den Sprungbeziehungen des Doppelschichtpotentials soll auch hierdie Aussage zuerst f�ur ' � 1 gezeigt werden. Sei alsow(x) := Z@D �(x; y)ds(y); x 2 R2n@D;dann gilt wegen gradx�(x; y) = � grady �(x; y) f�ur x =2 @D:gradw(x) = � Z@D grady �(x; y)ds(y)= � Z@DGrady �(x; y)ds(y)� Z@D n(y)@�(x; y)@n(y) ds(y) =: U(x) + V (x)Diese Integrale sind komponentenweise zu verstehen. V ist ein Doppelschichtpotentialmit h�olderstetiger Dichte n 2 C0;1(@D). Somit giltV�(x) = � Z@D n(y)@�(x; y)@n(y) ds(y)� 12n(x)



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 31und die Absch�atzungen 2.40 f�ur V folgen aus Satz 2.26. Nun soll gezeigt werden, da�sich U f�ur x =2 @D als Einfachschichtpotential mit stetiger Dichte darstellen l�a�t. Seihierzu f�ur y 2 @D folgende Abbildung de�niert:�(y) := 1kz0(�)k� z0(�)kz0(�)k�0�����=z�1(y) :Mit Hilfe von partieller Integration kann man nun nachweisen:Z@DGrady �(x; y)ds(y) = Z 2�0 @�(x; z(�))@� z0(�)kz0(�)kd� = � Z@D �(x; y)�(y)ds(y)Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.22, wenn noch folgende Beziehung f�ur x 2 @Dnachgewiesen wird:limr!0Z@DnSx;r Grady �(x; y)ds(y) = � Z@D �(x; y)�(y)ds(y)Wiederum mit partieller Integration zeigt man die G�ultigkeit vonZ@DnSx;r Grady �(x; y)ds(y) = [#(y)�(x; y)]y1y2 � Z@DnSx;r �(x; y)�(y)ds(y)mit kx � y1k = kx � y2k = r, wobei # weiterhin der bereits im Abschnitt �uberH�olderr�aume eingef�uhrte normierte Tangentialvektor ist. Somit folgt die Behauptungunter Beachtung von �(x; y1) = �(x; y2) aus folgender Ungleichung:k#(y1)�(x; y1)� #(y2)�(x; y2)k � j�(x; y1)j| {z }�C1j ln rj k#(y1)� #(y2)k| {z }�C2r r!0�! 0Die Absch�atzung (2.40) f�ur U folgt somit aus Satz 2.32. F�ur beliebige, stetige Dichte 'folgt die Aussage des Satzes genauso wie in Satz 2.26 durch Aufspaltung gradu(x) ='(z) gradw(x) +W (x) und Anwendung von Satz 2.20 aufW (x) := Z@D gradx�(x; y)['(y)� '(z)]ds(y): 2Korollar 2.28 Sei ' 2 C1;�(@D) und @D 2 C2;�, dann k�onnen die zweiten Ablei-tungen des Einfachschichtpotentials u gleichm�a�ig h�olderstetig von D nach D und vonR2nD nach R2nD fortgesetzt werden.Beweis: Genau wie in Satz 2.27 zeigt man f�ur x =2 @D:gradu(x) = � Z@D @�(x; y)@n(y) n(y)'(y)ds(y)+ Z@D �(x; y)�(y)'(y)ds(y) + Z@D �(x; y)Grad'(y)ds(y) (2.41)



32 GrundlagenEs ist � 2 C0;�(@D), Grad' 2 C0;�(@D) und n' 2 C1;�(@D), somit sind obiger Satzund der noch folgende Satz 2.35 anwendbar und die Behauptung ist gezeigt. 2Sei z 2 @D und @u�@n (z) := lim�!0�>0 @u(z � �n(z))@n(z) :Wie man durch Gegenbeispiele zeigen kann, ist Satz 2.27 f�ur stetige Dichten im allge-meinen nicht mehr richtig. F�ur die Normalableitung des Einfachschichtpotentials giltjedoch bereits bei stetiger Dichte folgenderSatz 2.29 F�ur das Einfachschichtpotential u mit stetiger Dichte ' gilt:@u�@n (z) = Z@D @�(z; y)@n(z) '(y)ds(y)� 12'(z): (2.42)Beweis: Sei v(x) := R@D @�(x;y)@n(y) '(y)ds(y); x 2 D�0n@D; x = z + �n(z); z 2 @D, danngilt: < n(z); grad u(x) > +v(x)= Z@D[< n(z); gradx�(x; y) > + < n(y); grady �(x; y) >]�(y)ds(y)= Z@D < n(y)� n(z); grady �(x; y) >| {z }=:K(x;y) �(y)ds(y)Nun bleibt nachzuweisen, da� R@DK(x; y)'(y)ds(y) in ganz D�0 stetig ist, womit danndie Behauptung aus der Sprungbeziehung des Doppelschichtpotentials folgt. Dies kannwiederum mit Satz 2.18 gezeigt werden. 2Nun wird dieser Teil des Kapitels abgeschlossen durch einige Aussagen �uber die Ablei-tung des Doppelschichtpotentials. Wiederum reicht es aus, sich mit der Grundl�osungder Laplacegleichung zu befassen, wie folgender Satz zeigt:Satz 2.30 Sei ' 2 C(@D), � 2]0; 1[ und K(x; y) := gradx �@�(x;y)@n(y) � @�0(x;y)@n(y) �, danngilt ui(x) := R@DKi(x; y)'(y)ds(y) 2 C0;�(R2) , i = 1; 2, wobei Ki eine Komponentedes Vektors K ist. Zus�atzlich gilt die Absch�atzung kuik�;R2 � C�;@Dk'k1;@D:Beweis: Sei x 2 R2n@D, H10 := H10 (kkx � yk) und ebenso J1 := J1(kkx � yk) undA1 := A1(kkx� yk), dann gilt:K(x; y) = i4�k2(x�y)H10< x� y; n(y) >kx� yk2 +� n(y)kx� yk � 2 < x� y; n(y) > (x� y)kx� yk3 ��kJ1 + 2ik� �J1(ln(k2kx� yk) + c)� kkx� yk4 A1���:



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 33Auch f�ur diesen Kern kann die Behauptung mit Hilfe von Satz 2.18 bewiesen werden.2Korollar 2.31 Sei x 2 D�0 , x = z + �n(z), K(x; y) := @@n(z) �@�(x;y)@n(y) � @�0(x;y)@n(y) �,' 2 C(@D) und � 2]0; 1[. Dann gilt f�ur die Funktion u(x) := R@DK(x; y)'(y)ds(y) dieBeziehung u 2 C0;�(D�0) und kuk�;D�0 � C�;D�0k'k1;@D:F�ur das Doppelschichtpotential mit stetiger Dichte existieren die Ableitungen im All-gemeinen nicht bis in den Rand hinein. Es gilt allerdings folgenderSatz 2.32 F�ur das Doppelschichtpotential v mit stetiger Dichte ' giltlim�!0�>0 � @@n(z)v(z � �n(z))� @@n(z)v(z + �n(z))� = 0; z 2 @D; (2.43)gleichm�a�ig f�ur alle z auf dem Rand von D.Beweis: Sei � 2 [0; �0], z, y 2 @D, x� := z � �n(z), a� := x� � y, a0 := z � y undsvb :=< av; n(b) > mit b 2 fz; yg und v 2 f0;+;�g. Dann gelten folgende Beziehungen:ka+k2 � ka�k2 = k(x+ � z) + a0k2 � k(x� � z) + a0k2 = 4�s0z1ka�k2 � 1ka+k2 = 4� s0zka+k2ka�k2s�z s�y � s+z s+y = �2�(s0z < n(z); n(y) > +s0y)ka+k4 � ka�k4 = (ka+k2 � ka�k2)(ka+k2 + ka�k2) = 8�s0z(�2 + ka0k2)ka+k4s�z s�y � ka�k4s+z s+y = ka+k4(s�z s�y � s+z s+y ) + (ka+k4 � ka�k4)s+z s+y= �2�ka+k4(s0z < n(z); n(y) > +s0y)+8�s0z(�2 + ka0k2)s+z s+ys�z s�yka�k4 � s+z s+yka+k4 = �2�s0z < n(z); n(y) > +s0yka�k4 + 8�s0zs+z s+y (�2 + ka0k2)ka+k4ka�k4Somit gilt unter Beachtung von (2.35):2� @@n(z) (v(x�)� v(x+)) = Z@D('(y)� '(z)) �� 1ka�k2 � 1ka+k2� < n(z); n(y) >�2� s�z s�yka�k4 � s+z s+yka+k4�� ds(y)= 4� Z@D < n(z); n(y) > s0zka+k2ka�k2 ('(y)� '(z))ds(y)�2� Z@D s0z < n(z); n(y) > +s0yka�k4 ('(y)� '(z))ds(y)+8� Z@D s0zs+z s+y (�2 + ka0k2)ka+k4ka�k4 ('(y)� '(z))ds(y)



34 GrundlagenUnter Zuhilfenahme dieser Aufspaltung folgt die Aussage des Satzes nun mit Lemma2.21 genauso wie in Satz 2.24. 2Korollar 2.33 Seien �i;�a die Grundl�osungen mit Konstanten ki; ka und vi; va Dop-pelschichtpotentiale mit den den Indizes entsprechenden Grundl�osungen im Innen- bzw.Au�enraum und einer stetigen Dichte  . Dann giltlim�!0�>0 � @@n(z)va(z + �n(z))� @@n(z)vi(z � �n(z))�= Z@D @@n(z) �@�a(z; y)@n(y) � @�i(z; y)@n(y) � (y)ds(y) (2.44)gleichm�a�ig f�ur alle z aus dem Rand von D.Beweis: Sei x� := z � �n(z),v0;a := Z@D @�0(x+; y)@n(y)  (y)ds(y); v0;i := Z@D @�0(x�; y)@n(y)  (y)ds(y);dann folgt mit Hilfe von Satz 2.32 und Korollar 2.31:@@n(z)va(x+)� @@n(z)vi(x�) = @@n(z) [va(x+)� v0;a(x+)]+ @@n(z) [v0;i(x�)� vi(x�)] + @@n(z) [v0;a(x+)� v0;i(x�)]�!0�! Z@D @@n(z) �@�a(z; y)@n(y) � @�0(z; y)@n(y) � (y)ds(y)+ Z@D @@n(z) �@�0(z; y)@n(y) � @�i(z; y)@n(y) � (y)ds(y)= Z@D @@n(z) �@�a(z; y)@n(y) � @�i(z; y)@n(y) � (y)ds(y) 2Satz 2.34 Sei  2 C0;�(@D), 0 < � < 1, dann ist das Doppelschichtpotential v mitDichte  eine auf @D gleichm�a�ig h�olderstetig di�erenzierbare Funktion mitkGrad vk�;@D � C�;@Dk k�;@D (2.45)Beweis: Sei x; y 2 @D, z die Parametrisierung von @D nach der Bogenl�ange, h 2]0; �[,t; � 2 [0; 2�[ mit z(t) = x, y = z(�) und xh := z(t + h). Dann folgt mit Hilfe derTaylorschen Formel: z(t + h) = z(t) + hz0(t) + h2v; v 2 R2:



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 35Sei a := z(t)� z(�), ah := z(t + h)� z(�),Rest := 2 < a; z0(t) > +2h < a; v > +h+ 2h2 < z0(t); v > +h3kvk2und n(�) = (z02(�);�z01(�)), dann gilt:2��@�0(xh; y)@n(y) � @�0(x; y)@n(y) � = < n(�); ah >kahk2 � < n(�); a >kak2= h< n(�); z0(t) >kak2 + hRest � 2h< n(�); a >< a; z0(t) >(kak2 + hRest)kak2 + O(h2)kak2 + hRestAls Kandidat einer Kernfunktion f�ur die Ableitung ergibt sich somit< n(�); z0(t) >kak2 � 2< n(�); a >< a; z0(t) >kak4 :Wegen R@D @�0(x;y)@n(y) ds(y) = �12 ( vgl. (2.36)), gilt notwendigerweise @(v�z)@s = 0 f�ur kon-stante Dichten. Somit erscheint folgender Ansatz f�ur die Ableitung v0 sinnvoll:v0(x) := 12� Z@D �< n(y); #(x) >kx� yk2 � 2< n(y); x� y >< x� y; #(x) >kx� yk4 �( (y)�  (x)) ds(y):Das Integral existiert unter Beachtung von < n(y); #(x) > = < n(y); #(x)�#(y) >, wiemit Hilfe von Satz 2.20 nachgewiesen werden kann. Unter Verwendung der Darstellungv(xh)� v(x) = Z@D �< n(y); xh � y >kxh � yk2 � < n(y); x� y >kx� yk2 � ( (y)�  (x)) ds(y)kann die Ungleichung 1h (v(xh)� v(x)� v0(x)) = o(1)wie in Satz 2.20 durch Aufspalten der Integrale nachgewiesen werden. 2Der letzte Satz �uber Regularit�atseigenschaften enth�alt eine Aussage �uber die Ableitungdes Doppelschichtpotentials mit gleichm�a�ig h�olderstetig di�erenzierbarer Dichte:Satz 2.35 Die ersten Ableitungen des Doppelschichtpotentials v mit einer Dichte 2 C1;� k�onnen gleichm�a�ig h�olderstetig von D nach D und von R2nD nach R2nDfortgesetzt werden mitgrad v�(x) = k2 Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y)+ Z@D � @@x2�(x; y)� @@x1�(x; y)�@ @# (y)ds(y)� 12 Grad (x);wobei das zweite Integral als Cauchyscher Hauptwert existiert, und es gilt:k grad vk�;D � C�;@Dk k1;�;@D; k grad vk�;R2nD � C�;@Dk k1;�;@D: (2.46)



36 GrundlagenBeweis: F�ur ein zweimal stetig di�erenzierbares Vektorfeld A : R2 ! R2 gilt:grad divA = �A+ � @@x2� @@x1��@A2@x1 � @A1@x2 � :Sei nun A = �(x; y)n(y), dann gilt unter Beachtung von @@xj�(x; y) = � @@yj�(x; y):@A2@x1 � @A1@x2 = @�(x; y)@x1 n2(y)� @�(x; y)@x2 n1(y) = @�(x; y)@#(y) ;wobei # der im Abschnitt �uber H�olderr�aume eingef�uhrte normierte Tangentialvektorist. F�ur x =2 @D sind Integration und Di�erentiation vertauschbar. Daher folgt unterVerwendung der in (2.25) angegebenen Rechenregel:grad v(x) = � gradx Z@D < gradx�(x; y); n(y) >  (y)ds(y)= � gradx divx Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y)= k2 Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y) + � @@x2� @@x1�Z@D �(x; y)@ @# (y)ds(y)Somit ergibt sich unter Verwendung der S�atze 2.22 und 2.27 f�ur den Grenzwert gegenden Rand:grad v(x) = k2 Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y)+ Z@D � @@x2�(x; y)� @@x1�(x; y)�@ @# (y)ds(y)� 12� n2(x)�n1(x)�@ @# (x)= k2 Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y)+ Z@D � @@x2�(x; y)� @@x1�(x; y)�@ @# (y)ds(y)� 12 Grad (x)Die Absch�atzungen folgen ebenfalls aus oben genannten S�atzen. 2Korollar 2.36 Sei  2 C2;�(@D) und @D 2 C2;�, 0 < � < 1, dann ist v 2C2;�(R2nD), bzw. v 2 C2;�(D), d.h. die zweiten Ableitungen k�onnen h�olderstetig fort-gesetzt werden.Beweis: Sei x =2 @D, dann gilt wie oben gezeigt:grad v(x) = k2 Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y) + Z@D � @@x2�(x; y)� @@x1�(x; y)�@ @# (y)ds(y):



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 37Das zweite Integral besteht aus partiellen Ableitungen des Einfachschichtpotentials.Zur Umformung wird die Gleichung (2.41) verwendet:grad v(x) = k2 Z@D �(x; y)n(y) (y)ds(y) + Z@D @�(x; y)@n(y) Grad (y)ds(y)+ Z@D �(x; y)� �2(y)��1(y)�@ @# (y)ds(y)+ Z@D �(x; y)� Grad2 @ @# (y)�Grad1 @ @# (y)�ds(y): (2.47)Es sind n , � @ @# , Grad @ @# 2 C0;� und Grad 2 C1;�, so da� Satz 2.27 und 2.35anwendbar sind und die Behauptung dieses Korollars gezeigt ist. 2Sei x 2 @D; ' 2 C(@D);  2 C1;�(@D). Die vorangehenden S�atze erm�oglichen dieEinf�uhrung folgender Integraloperatoren:(S')(x) := 2 Z@D �(x; y)'(y)ds(y) (2.48)(K')(x) := 2 Z@D @�(x; y)@n(y) '(y)ds(y) (2.49)(K�')(x) := 2 Z@D @�(x; y)@n(x) '(y)ds(y) (2.50)(T )(x) := 2 @@n(x) Z@D @�(x; y)@n(y)  (y)ds(y) (2.51)Der folgende Satz charakterisiert die Abbildungseigenschaften dieser Operatoren:Satz 2.37 Sei � 2]0; 1[, dann sind die Operatoren S;K;K� und T � T0 kompakt inC(@D) und C0;�(@D) und beschr�ankt von C(@D) nach C0;�(@D). S und K sind be-schr�ankt von C0;�(@D) nach C1;�(@D) und T bildet beschr�ankt von C1;�(@D) nachC0;�(@D) ab.Beweis: Alle Eigenschaften folgen aus den bereits bewiesenen S�atzen:1. Die Beschr�anktheit von S von C nach C0;� folgt aus Satz 2.22 und somit dieKompaktheit von S in C und C0;� wie in Korollar 2.19. Die Beschr�anktheit vonS von C0;� nach C1;� folgt aus Satz 2.27.2. Die Beschr�anktheit von K und K� von C nach C0;� folgt aus Satz 2.25. DieserSatz wurde zwar nur f�ur K bewiesen, l�a�t sich aber f�ur K� ebenso beweisen. DieKompaktheit von K und K� in C und C0;� zeigt man wie f�ur S. Die Beschr�ankt-heit von K von C0;� nach C1;� folgt aus Satz 2.34.



38 Grundlagen3. Die Beschr�anktheit von T �T0 von C nach C0;� folgt aus Satz 2.31 und somit dieKompaktheit von T �T0 in C und C0;� wie in obigen F�allen. Die Beschr�anktheitvon T von C1;� nach C0;� folgt aus Satz 2.35. 2Im letzten Satz dieses Kapitels werden die Operatoren K� und T durch eine Kom-bination von Einfach- und Doppelschichtpotentialen dargestellt. Hierbei werden dieobigen Integraloperatoren f�ur vektorwertige Dichten betrachtet. Dies ist dann immerkomponentenweise zu verstehen.Satz 2.38 Sei ' 2 C1;�(@D),  2 C2;�(@D) und � die in Satz 2.27 de�nierte Abbil-dung, dann gilt f�ur x 2 @D:K�'(x) = � < K(n')(x); n(x) > + < S(�'+Grad')(x); n(x) >T (x) = < K(Grad )(x); n(x) >+ < S(k2n + � �2��1�@ @# + � Grad2 @ @#�Grad1 @ @#�)(x); n(x) >Beweis: Betrachte zun�achst K�. Der Beweis wird �ahnlich gef�uhrt wie in Satz 2.27. Seihierzu r > 0 hinreichend klein und Sx;r := fy 2 @D : kx� yk < rg wie im Beweis vonSatz 2.18. Nun gilt f�ur das Integral �uber @DnSx;r:Z@DnSx;r gradx�(x; y)'(y)ds(y) == � Z@DnSx;r Grady �(x; y)'(y)ds(y)� Z@DnSx;r @�(x; y)@n(y) n(y)'(y)ds(y)= �[�(x; y)#(y)'(y)]y2y1 + Z@DnSx;r �(x; y)[�(y)'(y) + Grad'(y)]ds(y)� Z@DnSx;r @�(x; y)@n(y) n(y)'(y)ds(y);wobei f�ur die Randpunkte y1 und y2 die Gleichungen kx� y1k = kx� y1k = r gelten.Das Produkt #' ist stetig di�erenzierbar, so da� sich folgende Ungleichung herleitenl�a�t:k�(x; y2)#(y2)'(y2)� �(x; y1)#(y1)'(y1)k� j�(x; y2)jk#(y2)'(y2)� #(y1)'(y1)k � Cj ln rjr r!0�! 0:Das erste Integral l�a�t sich im Sinne eines Cauchyschen Hauptwertes auf den gesamtenRand fortsetzen, w�ahrend das zweite Integral, wie bereits gezeigt, als uneigentlichesIntegral existiert. Somit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt.Nun zum Operator T . Grundlage ist hier die in Satz 2.35 gewonnene Darstellung f�ur den



2.4 Einfach- und Doppelschichtpotential 39Gradienten des Doppelschichtpotentials. Durch Skalarproduktbildung mit dem Norma-lenvektor ergibt sich f�ur T folgende Darstellung:T (x) =< k2S(n )(x); n(x) > + < Z@D � @@x2�(x; y)� @@x1�(x; y)�@ @# (y)ds(y); n(x) > :Auf das zweite Integral wird nun die oben gewonnene Gleichung angewandt, so da�insgesamt folgt:T (x) = < k2S(n )(x); n(x) > + < S(� �2��1�@ @# + � Grad2 @ @#�Grad1 @ @#�)(x); n(x) >� < K(� n2�n1�@ @# )(x); n(x) > :Unter Benutzung der Identit�at (n2;�n1)t @ @# = �Grad folgt nun die Behauptung. 2



Kapitel 3
Direktes Transmissionsproblem
In diesem Kapitel wird die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung des direkten Trans-missionsproblems im R2 unter geeigneten Voraussetzungen bewiesen. Dazu soll von nunan das Problem in folgender Form betrachtet werden:Problem 3.1 (Transmissionsproblem) Gegeben sei ein beschr�anktes, zusam-menh�angendes Gebiet D � R2 mit zusammenh�angendem Rand @D 2 C2, ki; ka; �i; �a 2C nf0g, Im(ki) > 0 oder ki 2 R+ , Im(ka) > 0 oder ka 2 R+ , f 2 C1;�(@D) undg 2 C0;�(@D); � 2]0; 1[. Gesucht sind Funktionen ui 2 C2(D) \ C1(D) im Innenraumund ua 2 C2(R2nD) \ C1(R2nD) im Au�enraum, die folgende Bedingungen erf�ullen:1. (� + ki2)ui = 0 in D, (� + ka2)ua = 0 in R2nD;2. ui � ua = f , �i @ui@n � �a @ua@n = g auf @D;3. ua erf�ullt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung;Satz 3.2 Das Problem 3.1 hat h�ochstens eine L�osung, wenn die UngleichungenIm�ka �i�ak2i� � 0 und Im�ka �i�a� � 0 gelten.Beweis: Seien (ui; ua) L�osungen des homogenen Problems, d.h. f � g � 0 auf @D,dann kann folgende Ungleichung mit Hilfe der Randbedingungen und des 1.Greenschen



41Satzes gezeigt werden:Im�ka Z@D ua@ua@n ds� = Im�ka �i�a Z@D ui@ui@n ds�= Im�ka �i�a ZD(�ki2juij2 + k graduik2)dx�= Im�ka �i�ak2i�ZD juij2dx + Im�ka �i�a�ZD k graduik2dx� 0Somit folgt aus Korollar 2.7 ua � 0 in R2nD und daher ua � @ua@n � 0 auf @D. Aus denhomogenen Randbedingungen ergibt sich nun ui � @ui@n � 0 auf @D, und auf Grund derGreenschen Darstellungsformel f�ur den Innenraum folgt schlie�lich ui � 0 in D. 2Korollar 3.3 F�ur �i := 1ki , �a := 1ka hat das Transmissionsproblem h�ochstens eineL�osung.Beweis: Nachzuweisen ist, da� die obigen, hinreichenden Kriterien erf�ullt sind:1. ka �i�ak2i = kak2i kaki = jkaj2ki ) Im�ka �i�ak2i � = jkaj2 Im(ki) � 02. ka �i�a = ka kaki = jkaj2 kijkij2 ) Im�ka �i�a� = jkaj2jkij2 Im(ki) � 0Somit folgt die Aussage aus obigem Satz. 2Um nun die Existenz einer L�osung nachzuweisen, wird hier ein gemischter Potential-ansatz gew�ahlt (wobei ';  2 C(@D)):ui(x) := Z@D �di�i�i(x; y) (y) + @�i(x; y)@n(y) '(y)� ds(y); x 2 R2n@D; (3.1)ua(x) := Z@D �da�a�a(x; y) (y) + �i�a @�a(x; y)@n(y) '(y)� ds(y); x 2 R2n@D: (3.2)Hierbei weist der Index an der Grundl�osung auf die jeweilige Wellenzahl ki bzw. kahin, und di, da 2 C nf0g sind noch zu w�ahlende Konstanten. ui wird zun�achst nur imInnenraum und ua nur im Au�enraum betrachtet. In Satz 3.4 wird jedoch ausgenutzt,da� ui und ua in ganz R2n@D de�niert sind. Mit den Sprungbeziehungen 2.24 und 2.29folgt nun auf @D:ui � ua = 12 �(di�iSi � da�aSa) + (Ki � �i�aKa)'� (1 + �i�a )'�= 12�a �(di�a�i Si � daSa) + (�aKi � �iKa)'� (�a + �i)'��i@ui@n � �a@ua@n = 12 ((diK�i � daK�a) + �i(Ti � Ta)'+ (di + da) )



42 Direktes TransmissionsproblemDie exakte Bedeutung der etwas ungenauen Schreibweise Ti � Ta entnehme man hier-bei dem Korollar 2.33. Wiederum steht der Index an den Integraloperatoren f�ur diejeweilige Wellenzahl ki bzw. ka. Auf dem Produktraum C(@D) � C(@D) ist durch�' �1 := max(k k1; k'k1) eine Norm gegeben und auf diesem Raum seien die In-tegraloperatoren A und E und die Vektoren �; h de�niert durch:A := ��aKi � �iKa di�a�i Si � daSa��i(Ti � Ta) �(diK�i � daK�a)� ; E := �(�a + �i)I 00 (di + da)I� ;� := �' � ; h := ��2�af2g � :A ist mit der oben de�nierten Norm o�ensichtlich kompakt, und E ist beschr�ankt.Wenn � nun L�osung der IntegralgleichungE�� A� = h (3.3)ist, dann sind ui und ua L�osungen des Transmissionsproblems.Satz 3.4 Sei �i + �a, di + da 6= 0, und sei das homogene Transmissionsproblem ein-deutig l�osbar. Dann hat das Transmissionsproblem genau eine L�osung.Beweis: Seien ui und ua wie oben de�niert. Hinreichend f�ur die Regularit�atsforderun-gen an L�osungen des Transmissionsproblems sind ' 2 C1;�(@D) und  2 C0;�(@D),denn dann gelten die S�atze 2.27 und 2.35. Falls ' und  L�osung der Integralgleichung(3.3) sind, so folgt diese Regularit�at der Dichten aus Satz 2.37, denn es gilt nach Vor-aussetzung:  = 1di + da [��i(Ti � Ta)'+ (�diK�i + daK�a) + 2g]' = 1�i + �a [(�aKi � �iKa)'+ (di�a�i Si � daSa) � 2�af ] (3.4)Aus der ersten Gleichung folgt also  2 C0;�(@D) und somit aus der zweiten Gleichung' 2 C0;�(@D). Durch erneutes Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt sich dann' 2 C1;�(@D).Es bleibt also noch die eindeutige L�osbarkeit von (3.3) nachzuweisen. Sei � = �' �L�osung der homogenen Gleichung, d.h. ' und  sind nach obiger �Uberlegung ausC1;�(@D) bzw. C0;�(@D). Damit l�osen ui und ua das homogene Transmissionsproblem.Daher gilt nach Voraussetzung ui = 0 in D und ua = 0 in R2nD. Wie in Satz 2.22 undSatz 2.24 bzw. Satz 2.29 und Satz 2.35 gezeigt wurde, gelten f�ur ui und ua folgendeBeziehungen (wobei uj;� wie �ublich den Grenzwert bei Ann�aherung an den Rand von



43innen bzw. von au�en bezeichnet):ui;+ � ui;� = ' ua;+ � ua;� = �i�a'@ui;+@n � @ui;�@n = �di�i @ua;+@n � @ua;�@n = �da�a Nun folgt wegen ui = 0 in D und ua = 0 in R2nD:�i�aui;+ + ua;� = 0 �i�a @ui;+@n + dida @ua;�@n = 0Weiterhin seien die Funktionen vi und va wie folgt de�niert:va(x) = � �i�aui(x); x 2 R2nDvi(x) = ua(x); x 2 D;d.h. va ist L�osung der Helmholtzgleichung mit Wellenzahl ki in R2nD und vi ist L�osungmit Wellenzahl ka in D. Auf @D gilt weiterhin:vi � va = ua;� + �i�aui;+ = 0di@vi@n � da@va@n = diua;�@n + da �i�a ui;+@n = 0Somit l�osen (vi; va) ein homogenes Transmissionsproblem. W�ahlt man nun di, da so, da�die Ungleichungen Im(kik2a dida ), Im(ki dida ) � 0 gelten, so folgt aus Satz 3.2 die Beziehungvi � 0 in D und va � 0 in R2nD, d.h. ua � 0 in D und ui � 0 in R2nD undsomit ' �  � 0 auf @D. Nun folgt die Existenz einer eindeutigen L�osung � derIntegralgleichung (3.3) aus der Riesz-Theorie. 2Bemerkung 3.5 Eine m�ogliche Wahl der Konstanten ist gegeben durch di := ki undda := ka. Dies kann genauso wie in Korollar 3.3 gezeigt werden.Der hier gew�ahlte Ansatz ist nicht der einzig m�ogliche. So wurde in [4] eine Idee vonKleinman und Martin untersucht. Die Verwendung des Greenschen Darstellungssatzesf�ur eines der Gebiete f�uhrt dort auf nur eine zu l�osende Integralgleichung. In [18] wurdeein Vorschlag von Engl und Lindner untersucht. Hier wird das Transmissionsproblemdurch Einf�uhrung einer Hilfsfunktion in zwei Randwertprobleme entkoppelt. BeidenAns�atzen ist jedoch gemeinsam, da� in den dort entstehenden Integralgleichungen derstark singul�are Operator T auszuwerten ist. Dies wird bei der hier gew�ahlten, bereitsin [12] verwendeten Vorgehensweise umgangen.



Kapitel 4Fr�echet-Di�erenzierbarkeit
In diesem Kapitel wird gezeigt, da� die Abbildung @D ! u1 Fr�echet-di�erenzierbarist. Dazu werden zun�achst einige einfache Tatsachen �uber die Fr�echet-Ableitung zusam-mengestellt und ein Satz �uber die Fr�echet-Di�erenzierbarkeit von Integraloperatorenbewiesen. Danach wird gezeigt, da� die Abbildung @D ! A(�; @D) (hierbei sei A der imletzten Kapitel de�nierte Integraloperator) Fr�echet-di�erenzierbar ist, wodurch dann ineinem weiteren Schritt auf die Fr�echet-Di�erenzierbarkeit der Abbildung @D ! u1 ge-schlossen werden kann. Neben der dadurch gewonnenen Darstellung der Ableitung gibtes jedoch noch eine weitere M�oglichkeit, die Ableitung zu charakterisieren, und zwarals L�osung eines direkten Transmissionsproblems. Diese Darstellung wird im letztenAbschnitt dieses Kapitels bewiesen.4.1 Fr�echet-AbleitungDe�nition 4.1 Es seien X; Y normierte R�aume und U � X eine o�ene Teilmenge.Sei L(X; Y ) der Raum der beschr�ankten, linearen Operatoren von X nach Y . EinOperator F : U ! Y hei�t Fr�echet-di�erenzierbar an der Stelle ' 2 U , wenn es einenOperator F 0(') 2 L(X; Y ) gibt, so da� eine Nullumgebung V � X existiert mitlimh!0;h6=0h2V 1khkkF ('+ h)� F (')� F 0(')hk = 0: (4.1)Der Operator F 0(') hei�t die Fr�echet-Ableitung von F in '. Existiert die Fr�echet-Ableitung f�ur alle ' 2 U , dann hei�t die Abbildung F 0 : U ! L(X; Y ) mit ' 7! F 0(')die Fr�echet-Ableitung von F in U .O�ensichtlich ist zu (4.1) folgende De�nition �aquivalent:kF ('+ h)� F (')� F 0(')hk = o(khk):



4.1 Fr�echet-Ableitung 45Der Ausdruck F 0('; h) sei zu der Schreibweise F 0(')h �aquivalent. Ebenso wie im end-lichdimensionalen gelten die Ketten- und die Produktregel (vgl. z.B. [1]). Um sp�atervon der Fr�echet-Di�erenzierbarkeit eines Operators auf die Fr�echet-Di�erenzierbarkeitseiner Inversen zu schlie�en, wird die Quotientenregel ben�otigt:Satz 4.2 Sei V ein normierter Raum, X Banachraum und U � V o�en. Die AbbildungF : U ! L(X;X) sei Fr�echet-di�erenzierbar in '0 2 U und F (') sei beschr�anktinvertierbar f�ur alle ' 2 U . Dann istF�1 := �U ! L(X;X)' 7! (F ('))�1Fr�echet-di�erenzierbar in '0 mit der AbleitungF�10('0; h) = �F�1('0)F 0('0; h)F�1('0):Beweis: Zun�achst soll gezeigt werden, da� die AbbildungInvers : �F (U)! L(X;X)G 7! G�1stetig ist. Sei hierzu G 2 F (U) und � > 0 beliebig, aber fest gew�ahlt. Da G beschr�anktinvertierbar ist, ist der Ausdruck 1kG�1k wohlde�niert. Sei � := minn �=2kG�1k2 ; 1=2kG�1ko undH 2 F (U) mit kG�Hk � �. WegenkG�1(G�H)k � kG�1kkG�Hk � 12ist I � G�1(G � H) nach dem Satz �uber die Neumannsche Reihe invertierbar mitk(I �G�1(G�H))�1k � 2. Also besitzt H = G(I �G�1(G�H)) die InverseH�1 = (I �G�1(G�H))�1G�1und es gilt kH�1k � 2kG�1k. Mit Hilfe dieser Ungleichung, kann die Stetigkeit derAbbildung Invers gezeigt werden:kG�1 �H�1k = kG�1HH�1 �G�1GH�1k � kG�1kkG�HkkH�1k� kG�1k �=2kG�1k22kG�1k = �



46 Fr�echet-DifferenzierbarkeitDie Aussage des Satzes gilt dann wegen folgender Ungleichung:kF�1('0 + h)� F�1('0) + F�1('0)F 0('0; h)F�1('0)k� kF�1('0)k| {z }=O(1) kF ('0)�F�1('0 + h)� F�1('0)+F�1('0)F 0('0; h)F�1('0)�F ('0)k kF�1('0)k| {z }=O(1)= O(1)k (F ('0 + h)� F ('0))| {z }=O(khk) F�1('0 + h)| {z }=O(1) (F ('0 + h)� F ('0))| {z }=O(khk)� (F ('0 + h)� F ('0)� F 0('0; h))| {z }=o(khk) k = o(khk) 2Um nun die Taylorsche Formel auf Funktionen mit einem normierten Raum als De�-nitionsbereich auszudehnen, wird zun�achst die zweite Fr�echet-Ableitung de�niert:De�nition 4.3 Es seien X; Y normierte R�aume, U � X o�en und F : U ! Y einFr�echet-di�erenzierbarer Operator. Dann hei�t F an der Stelle '0 zweimal Fr�echet-di�erenzierbar, wenn die Ableitung F 0 : U ! L(X; Y ) an der Stelle '0 Fr�echet-di�erenzierbar ist. Die Ableitung von F 0 an der Stelle '0 wird dann zweite Fr�echet-Ableitung von F genannt und mit F 00('0) bezeichnet.Der Operator F 00('0) ist also zun�achst zu verstehen als beschr�ankter linearer Operatoraus L(X;L(X; Y )). F�ur eine weitere Interpretationsm�oglichkeit gibt der n�achste SatzAnla�:Satz 4.4 Die R�aume L(X;L(X; Y )) und L(X;X;Y ) sind isometrisch isomorph.Beweis: vgl. z.B. [Berger, S.71]F 00('0) kann somit auch interpretiert werden als beschr�ankter bilinearer Operator ausL(X;X;Y ). Im weiteren wird als Abk�urzung folgende Notation verwendet:F 00('0; h) := F 00('0; h; h):Auf gleiche Weise wie in obiger De�nition kann induktiv auch die n-te Fr�echet-Ableitung eines Operators erkl�art werden. Darauf wird hier aber nicht weiter einge-gangen.



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 474.2 Fr�echet-Di�erenzierbarkeit des Fernfeldopera-torsIn diesem Abschnitt soll ein Di�erentiationssatz bewiesen werden, der zum Nachweisder Di�erenzierbarkeit der Randintegral- und Potentialoperatoren benutzt wird. Sein 2 N0 und G � R, dann gelte folgende De�nition:Cnb (G;R2) := fw : G! R2 j w 2 Cn(G); 9C > 0 : kw(j)k1 < C 8 j = 0; : : : ; ng:Hierbei sei f�ur w 2 Cb(G;R2) die oben angegebene Norm folgenderma�en de�niert:kwk1 := maxt2G kw(t)k:Zun�achst ist es n�otig, geeignete R�aume f�ur die Parametrisierungen von R�andern be-schr�ankter Gebiete zu �nden. Hierzu werden folgende R�aume de�niert:Y := fy 2 C2b ([0; 2�[;R2): 9w 2 C2(R;R 2) mit w(t+ 2�) = w(t) 8t 2 R und wj[0;2�[ = ygund kykY := maxfkyk1; ky0k1; ky00k1gV := fz 2 Y : 1: z ist injektiv2: kz0(t)k > 0 f�ur alle t 2 [0; 2�[ 3: z ist linksorientiert.gV ist also die Menge der zul�assigen Parametrisierungen. Die Eigenschaft einer Parame-trisierung, linksorientiert zu sein, wird ben�otigt, um die Richtung des Normalenvektorseindeutig festzulegen und wird ins Satz 4.6 noch genauer de�niert. Weiterhin seiX := C([0; 2�]; C )der Raum der Dichten als Funktionen von [0; 2�] nach C betrachtet. Eine Abbildung y 2Y wird teilweise auch au�erhalb des halbo�enen Intervalls [0; 2�[ betrachtet. Hiermitist dann stets die periodische Fortsetzung von y gemeint. Weiterhin wird sich folgendeDe�nition im folgenden als n�utzlich erweisen:(t� �)min := 8<: t� � jt� � j � �2� + � � t jt� � j > � ^ t > �� � 2� � t jt� � j > � ^ t < � 9=; (t; �) 2 [0; 2�[�[0; 2�[Wie leicht nachzurechnen ist, gilt insbesondere j(t � �)minj = jt � � jmin mit dem inLemma 2.17 eingef�uhrten jt�� jmin. In folgendem Lemma werden einige Absch�atzungenzur Verf�ugung gestellt, die im Weiteren h�au�g verwendet werden.Lemma 4.5 Sei z 2 V und h 2 Y , dann gelten folgende Absch�atzungen (wobei Cz, czjeweils geeignete, von z abh�angige, positive Konstanten bezeichnen):



48 Fr�echet-Differenzierbarkeit1. kz(t)� z(�)k � czjt� � jmin2. kh(t)� h(�)k � khkY jt� � jmin3. �� < z(t)� z(�); � z02(t)�z01(t)� > �� � Czjt� � j2min,4. �� < h(t)� h(�); � h02(t)�h01(t)� > �� � khk2Y jt� � j2min,5. �� < z(t)� z(�); � h02(t)�h01(t)� > + < h(t)� h(�); � z02(t)�z01(t)� > �� � CzkhkY jt� � j2minBeweis:1. Sei w folgenderma�en de�niert:w := 8><>: [0; 2�]� [0; 2�] ! R+(t; �) 7! ( kz(t)�z(�)kjt�� jmin ; jt� � jmin 6= 0kz0(t)k; sonstw ist o�ensichtlich gleichm�a�ig stetig und echt positiv. Daher existiert eine Kon-stante Cz > 0 mit w(t; �) � Cz 8 (t; �) 2 [0; 2�] � [0; 2�]. Daher gilt auchkz(t)� z(�)k � Czjt� � jmin.2. (a) 1.Fall: jt� � j � �Nach dem Mittelwertsatz folgt : h(t) � h(�) = �h01(�1)h02(�2)�(t � �) und darausfolgt die Behauptung;(b) 2.Fall: jt� � j > � ^ t > �Unter Ausnutzung der Periodizit�at von h gilt: h(t)� h(�) = h(t)� h(2� +�): Mit Hilfe dieser Gleichheit gilt analog zum 1.Fall: kh(t) � h(�)k �p2khkY j2� � (t� �)j;(c) 3.Fall: jt� � j > � ^ t < �In diesem Fall wird genauso wie im vorherigen gefolgert: kh(t) � h(�)k �p2khkY j2� � (� � t)j:3. Dieser Beweis benutzt, wie auch alle folgenden in diesem Lemma die Darstellungvon z oder h durch die Taylorsche Formel, wobei die Abbildungen jeweils biszur zweiten Ableitung entwickelt werden. Durch Fallunterscheidung analog zumvorherigen Punkt, l�a�t sich f�ur (t; �) 2 [0; 2�[�[0; 2�[ die G�ultigkeit vonzi(�) = zi(t) + z0i(t)(� � t)min + z00i (�i)2 (� � t)2min



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 49f�ur eine geeignete Zwischenstelle �i, i = 1; 2, leicht nachweisen. Somit gilt also:< z(t)� z(�);� z02(t)�z01(t)� > = z02(t)[�z01(t)(� � t)min � z001 (�1)2 (� � t)2min]�z01(t)[�z02(t)(� � t)min � z002 (�2)2 (� � t)2min]= [z01(t)z002 (�2)� z02(t)z001 (�1)](� � t)2min2 : (4.2)Daraus folgt nun die angegebene Ungleichung.4. Diese Ungleichung wird ebenso wie im vorherigen Punkt bewiesen.5. Wiederum auf Grund der Taylorschen Formel gilt:< z(t)� z(�);� h02(t)�h01(t)� > + < h(t)� h(�);� z02(t)�z01(t)� >= [h01(t)z002 (�2)� h02(t)z001 (�1) + z01(t)h002(�2)� z02(t)h001(�1)](� � t)2min2 ; (4.3)woraus auch hier die Behauptung folgt. 2Sei z 2 V; r > 0, dann bezeichne B(z; r) := fy 2 Y : ky � zkY < rg die o�ene Kugelum z mit Radius r. Ebenso ist B[z; r] := fy 2 Y : ky � zkY � rg die abgeschlosseneKugel um z mit Radius r. Nun soll gezeigt werden, da� V o�en ist.Satz 4.6 V ist o�en.Beweis: Sei z 2 V und D das von z berandete Gebiet. Nachzuweisen ist die Existenzeiner Konstante r > 0 mit B(z; r) � V .1. Aus Lemma 4.5 folgt die Existenz einer positiven Konstante Cz mit kz(t) �z(�)k � Czjt�� jmin. Sei nun w 2 Y mit kz�wkY � Cz4 , dann gilt f�ur t; � 2 [0; 2�[:kw(t)� w(�)k = kw(t)� z(t) + z(�)� w(�) + z(t)� z(�)k� kz(t)� z(�)k � 2kz � wkY jt� � jmin� Cz(1� 12)jt� � jmin:Somit ist auch w injektiv.2. O�ensichtlich existiert weiterhin ein Dz > 0 mit kz0(t)k � Dz f�ur alle t 2 [0; 2�[.Sei w 2 Y mit kz � wkY � Dz2 , dann gilt: kw0(t)k � kz0(t)k � kw � zkY � Dz2 ;d.h. auch die zweite, f�ur Elemente aus V geforderte Eigenschaft, �ubertr�agt sichin einer hinreichend kleinen Umgebung.



50 Fr�echet-Differenzierbarkeit3. Aus der Funktionentheorie ist bekannt, da� folgende �Aquivalenz f�ur die hier be-trachteten Gebiete gilt (wobei hier R2 mit C identi�ziert wird und � 2 D sei):z linksorientiert , N(z) := 12�i Z 2�0 z0(t)z(t)� � dt = 1:Ebenso ist z rechtsorientiert genau dann, wenn N(z) = �1 gilt. Sei z also links-orientiert und Ez := minx2@D kx� �k. Dann gilt Ez > 0 wegen � 2 D. Weiterhinsei � 2 [0; 1], w 2 Y mit kz � wkY � Ez2 undq(t; �) := �z(t) + (1� �)w(t)sei eine Familie von Parametrisierungen. Dann gilt:kq(t; �)� �k = kz(t)� � + (1� �)(w(t)� z(t))k� kz(t)� �k � kw � zkY � Ez2 :Somit ist f : � [0; 1] ! f�1; 1g� 7! N(q(�; �)) wohlde�niert und stetig mit f(1) = 1. Dadas stetige Bild einer zusammenh�angenden Menge zusammenh�angend ist, folgtN(w) = f(0) = 1, d.h. auch w ist linksorientiert.Nun folgt die Behauptung des Satzes f�ur r := minfCz4 ; Dz2 ; Ez2 g. 2Bemerkung 4.7 Auch die dritte und f�unfte Ungleichung aus Lemma 4.5 geltengleichm�a�ig in einer hinreichend kleinen Umgebung. Dies kann �ahnlich wie in obigemSatz unter Verwendung der Gleichungen (4.2) und (4.3) nachgewiesen werden.Nach diesen Vorbemerkungen wird nun der angek�undigte Di�erentiationssatz angege-ben und bewiesen.Satz 4.8 Sei I := [0; 2�], G = I oder G � R2 und z0 2 V . F�ur G = I sei D :=f(t; �) 2 I � I : t 6= �g, andernfalls sei D := G � I. Sei f : D � V ! C einestetige Funktion, die f�ur festes (t; �) 2 D zweimal stetig Fr�echet-di�erenzierbar nachder dritten Variable ist. F�ur alle z 2 V , t 2 I, h 2 Y sei f(t; �; z) ebenso wie @f@z (t; �; z; h)integrierbar. F�ur ' 2 X, t 2 G, z 2 V und h 2 Y seien die Abbildungen A : V !L(X;Cb(G)) und A1(z; �) : Y ! L(X;Cb(G)) folgenderma�en de�niert:[[A(z)](')](t) := Z 2�0 f(t; �; z)'(�)d�; (4.4)[[A1(z; h)](')](t) := Z 2�0 @f@z (t; �; z; h)'(�)d�: (4.5)



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 51Weiterhin gebe es integrierbare Funktionen gj : D! R und Konstanten r > 0 , C > 0mit R 2�0 gj(t; �)d� � C f�ur alle t 2 G; j = 1; 2, so da� f�ur alle (t; �) 2 D; h 2 Y gilt:j@jf@zj (t; �; z; h)j � Cz0gj(t; �)khkjY ; z 2 B[z0; r]; (4.6)wobei Cz0 eine nur von z0 abh�angige, positive Konstante ist. Dann ist die AbbildungV ! L(X;Cb(G)); z 7! A(z) Fr�echet-di�erenzierbar in z0 mit der Ableitung A1(z0; �).Beweis: dieser Satz ist angelehnt an Satz 3.5 aus [17]. Auf Grund der Absch�atzung����Z 2�0 @f@z (t; �; z0; h)'(�)d� ���� � Cz0khkY k'k1 Z 2�0 g1(t; �)d� � Cz0CkhkY k'k1folgt die Beschr�anktheit der Abbildung h! A1(z0; h). Die Linearit�at dieser Abbildungfolgt sofort aus der Linearit�at von @f@z (t; �; z0; h). Sei nun h 2 Y so klein, da� z0 +h 2 B[z0; r] � V gilt. Nun folgt die Aussage des Satzes aus einer Anwendung derTaylorschen Formel (vgl. [1]):kA(z0 + h)� A(z0)� A1(z0; h)k1= supk'k1=1 k Z 2�0 �f(�; �; z0 + h)� f(�; �; z0)� @f@z (�; �; z0; h)�'(�)d�k1= supk'k1=1 k Z 2�0 Z 10 (1� s)@2f@z2 (�; �; z0 + sh; h)ds '(�)d�k1� Cz0Ckhk2Y 2Bemerkung 4.9 1. O�ensichtlich ist Satz 4.8 auch bei allgemeineren TeilmengenI; G des Rn und o�enen Teilmengen V eines Banachraums Y g�ultig.2. Besteht die Kernfunktion f aus einem Produkt von Funktionen fpig, so gilt derSatz auch dann, wenn die Ungleichungen f�ur die einzelnen pi gelten. Dabei mu�dann eine Absch�atzung vom Typ (4.6) auch f�ur die Funktionen fpig selber geltenund auch die Produkte der integrierbaren Majoranten m�ussen noch integrierbarsein. Die Aussage folgt dann durch Anwendung der Produktregel auf f .Als n�achstes wird die Fr�echet-Di�erenzierbarkeit einiger Abbildungen angegeben, dasie in den folgenden S�atzen ben�otigt werden.Lemma 4.10 Sei (t; �) 2 [0; 2�[�[0; 2�[, t 6= � , z 2 V , h 2 Y und v 2 R2 , dannsind die folgenden Abbildungen von V nach R bzw. R2 Fr�echet-di�erenzierbar mit denjeweils angegebenen Ableitungen:



52 Fr�echet-Differenzierbarkeit1. F1 : z 7! z(t)� z(�) ) F 01(z; h) = h(t)� h(�)2. F2 : z 7! kz(t)� z(�)k ) F 02(z; h) = <z(t)�z(�);h(t)�h(�)>kz(t)�z(�)k3. F3 : z 7! z0(t) ) F 03(z; h) = h0(t)4. F4 : z 7! kz0(t)k ) F 03(z; h) = <z0(t);h0(t)>kz0(t)k5. F5 : z 7!< z; v > ) F 03(z; h) =< h; v >6. F6 : z 7! <z0(t);v>kz0(t)k ) F 06(z; h) = <h0(t);v>kz0(t)k � <z0(t);h0(t)><z0(t);v>kz0(t)k3Beweis: Die Aussagen lassen sich entweder einfach durch Anwendung der De�nitionf�ur die Fr�echet-Ableitung, oder mit Hilfe der Kettenregel beweisen. 2Nach diesen Vorbemerkungen, kann nun endlich die Anwendung auf den konkreten Fallbeginnen. Hierzu wird in einem ersten Schritt gezeigt, da� die Abbildung z ! A(�; z)mit dem im letzten Kapitel de�nierten Integraloperator A Fr�echet-di�erenzierbar ist.Dies soll f�ur jede Komponente von A einzeln geschehen, wobei die Operatoren jeweilsin ihrer parametrisierten Form betrachtet werden. Sei L ein Integraloperator, dannbezeichne der kalligraphische Buchstabe L jeweils die parametrisierte Form dieses In-tegraloperators als Abbildung mit V als De�nitionsbereich. Mit Hilfe des Di�erentia-tionssatzes 4.8 und der zweiten Bemerkung k�onnen nun die gew�unschten Di�erenzier-barkeitsaussagen bewiesen werden:Satz 4.11 Sei L 2 fS;K;K�; Ti � Tag, und fL sei die jeweilige Kernfunktion. Dannist L := � V ! L(X;X)z 7! R 2�0 fL(�; �; z)(�)d�Fr�echet-di�erenzierbar mit AbleitungL0(z; h) := Z 2�0 @fL@z (�; �; z; h)(�)d�; h 2 Y:Insbesondere ist also die Abbildung z ! A(z) mit dem in Kapitel 3 de�nierten Inte-graloperator A Fr�echet-di�erenzierbar.Beweis: Der Beweis wird f�ur alle Operatoren getrennt gef�uhrt, wobei der erste Fallausf�uhrlich erl�autert wird, w�ahrend bei den folgenden Operatoren nur noch die �Ande-rungen dargestellt werden. Um die �Ubersichtlichkeit etwas zu erh�ohen werden die Ar-gumente der Hankelfunktion und ihrer Ableitungen teilweise weggelassen, es gilt alsoz.B.: H10 := H10(kkz(t) � z(�)k). Weiterhin bezeichnet H10;j die Hankelfunktion mitWellenzahl kj f�ur j = i; a.



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 531. Es ist fS(t; �; z) := i2H10 (kkz(t)� z(�)k)kz0(�)kund, wie in Satz 2.37 gezeigt wurde, ist S(z) 2 L(X;X) und insbesondere auchfS eine integrierbare Funktion. Sei p(t; �; z) := i2H10 (kkz(t)� z(�)k), q(t; �; z) :=kz0(�)k, d.h. fS = pq. Weiterhin sei z0 2 V und r > 0 hinreichend klein. Seiencz0 , Cz0 von z0 abh�angige, positive, geeignet gew�ahlte Konstanten. O�ensichtlichgilt jq(t; �; z)j � Cz0 gleichm�a�ig in B[z0; r]. Weiterhin gilt@@z q(t; �; z; h) = < z0(t); h0(t) >kz0(t)k ;d.h. mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt somitj @@z q(t; �; z; h)j � khkY :Wie in Lemma 4.5 und Satz 4.6 bewiesen, gelten f�ur hinreichend kleines r folgendeAbsch�atzungen: kz(t)� z(�)k � cz0 jt� � jmin 8 z 2 B[z0; r]kz0(t)k � cz0 8 z 2 B[z0; r]:F�ur die zweite Ableitung folgt:@2@z2 q(t; �; z; h) = kh0(t)k2kz0(t)k � < z0(t); h0(t) >2kz0(t)k3 ; d.h. es gilt:j @2@z2 q(t; �; z; h)j � 2khk2Ycz0 :Sei � 2]0; 1[, t 6= � , dann gilt die UngleichungjH10 (kkz(t)� z(�)k)j � Cz0 1kz(t)� z(�)k�f�ur z 2 B[z0; r]. Somit gilt jp(t; �; z)j � Cz0c�z0 1jt� � j�min ;und die rechte Seite der Ungleichung stellt eine integrierbare Majorante dar.F�ur die Ableitungen kann unter Benutzung von jH10 (j)(kkz(t) � z(�)k)j �Cz0 1kz(t)�z(�)kj , j 2 N , f�ur alle z 2 B[z0; r] weiterhin gefolgert werden:@@z p(t; �; z; h) = ik2 H10 0(kkz(t)� z(�)k)< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >kz(t)� z(�)k :



54 Fr�echet-DifferenzierbarkeitSomit gilt f�ur den Betrag die Absch�atzungj @@z p(t; �; z; h)j � jkjCz0cz0 khkY :Aus obigen Absch�atzungen f�ur p und q ist insbesondere ersichtlich, da�@fS@z (t; �; z; h) = @p@z (t; �; z; h)q(t; �; z) + p(t; �; z)@q@z (t; �; z; h)integrierbar ist und S 0(z; h) 2 L(X;X) gilt. F�ur die zweite Ableitung gilt:@2@z2 p(t; �; z; h) = ik22 H10 00< z(t)� z(�); h(t) � h(�) >2kz(t)� z(�)k2 + ik2 H10 0��kh(t)� h(�)k2kz(t)� z(�)k � < z(t)� z(�); h(t)� h(�) >2kz(t)� z(�)k3 �j @2@z2 p(t; �; z; h)j � � jkj2Cz0c2z0 + 2jkjCz0c2z0 � khk2YO�ensichtlich sind die zweiten Ableitungen stetig, da sie noch weiter di�erenzier-bar sind. Die Voraussetzungen von Satz 4.8 bzw. des zweiten Teils der Bemerkung4.9 sind also erf�ullt und die Behauptung f�ur diesen Fall gezeigt.2. Als n�achstes wird der Operator K behandelt. Hier istfK(t; �; z) := �ik2 H10 0(kkz(t)� z(�)k)< z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kz(t)� z(�)k :Sei p(t; �; z) := �ik2 H10 0(kkz(t)� z(�)k)kz(t)� z(�)k undq(t; �; z) := < z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kz(t)� z(�)k2 :Unter Zuhilfenahme der dritten Absch�atzung aus Lemma 4.5, die wie die ande-ren Ungleichungen gleichm�a�ig in einer hinreichend kleinen Umgebung gilt (vgl.Bemerkung 4.7), folgt nun bei geeignet gew�ahlter, von z0 abh�angiger, positiverKonstante Dz0 : jq(t; �; z)j � Dz0 jt� � j2minjt� � j2min = Dz0Um die Ableitung von q abzusch�atzen, wird neben den bereits genannten Un-gleichungen auch noch die f�unfte Absch�atzung von Lemma 4.5, die ebenfalls



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 55gleichm�a�ig in einer hinreichend kleinen Umgebung gilt, benutzt:@@z q(t; �; z) = < h(t)� h(�); � z02(�)�z01(�)� > + < z(t)� z(�); � h02(�)�h01(�)� >kz(t)� z(�)k2�2 < z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >kz(t)� z(�)k4 :j @@z q(t; �; z)j � Dz0khkY 8 z 2 B[z0; r]Die zweite Ableitung wird nun mit der gleichen Vorgehensweise behandelt:@2@z2 q(t; �; z) = 2 < h(t)� h(�); � h02(�)�h01(�)� >kz(t)� z(�)k2�2(< h(t)� h(�); � z02(�)�z01(�)� > + < z(t)� z(�); � h02(�)�h01(�)� >)kz(t)� z(�)k2�< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >kz(t)� z(�)k2�2 < z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� > kh(t)� h(�)k2kz(t)� z(�)k4+8 < z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >2kz(t)� z(�)k6j @2@z2 q(t; �; z)j � Dz0khk2Y 8 z 2 B[z0; r]Somit erf�ullt q die gew�unschten Voraussetzungen. F�ur p folgt weiterhin unterZuhilfenahme der oben angegebenen Absch�atzungen f�ur die Hankelfunktion:jp(t; �; z)j � Cz0 jkj@@z p(t; �; z) = �ik22 H10 00 < z(t)� z(�); h(t)� h(�) >+�ik2 H10 0< z(t)� z(�); h(t) � h(�) >kz(t)� z(�)k :Die erste Ableitung gen�ugt also der Absch�atzungj @@z p(t; �; z)j � Dz0khk 8 z 2 B[z0; r]:



56 Fr�echet-DifferenzierbarkeitF�ur die zweite Ableitung folgt weiterhin:@2@z2 p(t; �; z) = �ik32 H10 000< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >2kz(t)� z(�)k+�ik22 H10 00kh(t)� h(�)k2+�ik22 H10 00< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >2kz(t)� z(�)k2 + �ik2 H10 0��kh(t)� h(�)k2kz(t)� z(�)k � < z(t)� z(�); h(t)� h(�) >2kz(t)� z(�)k3 � :Aus dieser Darstellung ist nun ersichtlich, da� folgende Ungleichung gilt:j @2@z2 p(t; �; z)j � Dz0khk2Y 8 z 2 B[z0; r]:Auch p erf�ullt also die Voraussetzungen, so da� f�ur K Satz 4.8 anwendbar ist.3. Der Nachweis der Di�erenzierbarkeit von K� ergibt sich direkt aus Punkt 2. Esist fK�(t; �; z) := ik2 H10 0(kkz(t)� z(�)k)< z(t)� z(�); � z02(t)�z01(t)� >kz(t)� z(�)k kz0(�)kkz0(t)k ;d.h. im Vergleich zum vorherigen Punkt ist nur der Term kz0(�)kkz0(t)k neu. Dieser istaber sogar unendlich oft Fr�echet-di�erenzierbar, so da� die Di�erenzierbarkeitvon K� gezeigt ist.4. Es bleibt also noch der Nachweis f�ur Ti � Ta. Hier gilt:fTi�Ta(t; �; z) =�k2iH10;i � k2aH10;a)< z(t)� z(�); � z02(t)�z01(t)� >< z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kz(t)� z(�)k2kz0(t)k+�< � z02(�)�z01(�)�; � z02(t)�z01(t)� >kz(t)� z(�)kkz0(t)k�< z(t)� z(�); � z02(t)�z01(t)� >< z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kz(t)� z(�)k3kz0(t)k ���ciJ1;i � caJ1;a + 2i� �(kiJ1;i � kaJ1;a)(ln kz(t)� z(�)k + c)�kz(t)� z(�)k4 (k2iA1;i � k2aA1;a)��



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 57mit cj := kj + 2ikj� ln kj2 , j = i; a. Seip(t; �; z) :=k � J1kz(t)� z(�)k + 2i� � J1kz(t)� z(�)k(ln k2kz(t)� z(�)k + c) + k4A1�� :Diese Funktion hat eine logarithmische Singularit�at, verh�alt sich also beim Dif-ferenzieren wie H10 , so da� hier nichts mehr zu zeigen ist. Der Term< � z02(�)�z01(�)�;� z02(t)�z01(t)� >ist unendlich oft Fr�echet-di�erenzierbar. Die anderen Terme wurden in den vor-herigen Punkten behandelt, so da� die Behauptung auch in diesem Fall gilt. 2Da die Terme S 0(z; h) und K00(z; h) noch ben�otigt werden, erfolgt hier eine expliziteDarstellung, wobei f�ur die Fr�echet-Ableitung des Operators K(z) die Grundl�osung derLaplacegleichung verwendet wird, da er in dieser Form sp�ater ben�otigt wird. Dies wirddurch den Index 0 verdeutlicht.[[S 0(z; h)](')](t)= ik2 Z 2�0 H100 (kkz(t)� z(�)k)< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >kz(t)� z(�)k kz0(�)k'(�)d�+ i2 Z 2�0 H10 (kkz(t)� z(�)k)< z0(�); h0(�) >kz0(�)k '(�)d�: (4.7)[[K00(z; h)](')](t)= 1� Z 2�0 < h(t)� h(�); � z02(�)�z01(�)� > + < z(t)� z(�); � h02(�)�h01(�)� >kz(t)� z(�)k2 '(�)d�� 2� Z 2�0 < z(t)� z(�); h(t)� h(�) >< z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kz(t)� z(�)k4 '(�)d� (4.8)Auch der Operator T ist Fr�echet-di�erenzierbar. Dies wird im folgenden Satz gezeigt.Dabei wird eine in Satz 2.38 hergeleitete Darstellung von T ausgenutzt. Die ebenfallsin Satz 2.38 angegebene Form von K� wird verwendet, um eine alternative Darstel-lungsm�oglichkeit f�ur K�0(z; h) zu erlangen.Satz 4.12 Sei ' 2 C1;�[0; 2�] und t 2 [0; 2�[. Ferner seien folgende vektorwertigeDichten de�niert: fe(t; z) := �(z(t))'(t) + '0(t) z0(t)kz0(t)k2fd(t; z) := �'(t)n(z(t)):



58 Fr�echet-DifferenzierbarkeitDann gilt folgende Darstellung:[[K�0(z; h)](')](t) = D[[K0(z; h)](fd(�; z))](t) + [[S 0(z; h)](fe(�; z))](t)+[[K(z)]( @@z fd(�; z; h))](t) + [[S(z; h)]( @@z fe(�; z; h))](t); n(z(t))E+D[[K(z)](fd(�; z))](t) + [[S(z)](fe(�; z))](t); @@z n(z(t); h)ESei  2 C2;�[0; 2�], t 2 [0; 2�[, und seien folgende vektorwertige Dichten de�niert:ge(t; z) := k2n(z(t)) (t) + � �2(z(t))��1(z(t))� 0(t) + 1kz0(t)kn(z(t)) 00(t)gd(t; z) :=  0(t) z0(t)kz0(t)k2 :Dann ist der Operator T : V ! L(C2;�[0; 2�]; X) Fr�echet-di�erenzierbar mit folgenderAbleitung:[[T 0(z; h)]( )](t) = D[[K0(z; h)](gd(�; z))](t) + [[S 0(z; h)](ge(�; z))](t)+[[K(z)]( @@z gd(�; z; h))](t) + [[S(z; h)]( @@z ge(�; z; h))](t); n(z(t))E+D[[K(z)](gd(�; z))](t) + [[S(z)](ge(�; z))](t); @@z n(z(t); h)EBeweis: Der Nachweis besteht in der Anwendung der Produktregel auf die in Satz2.38 gewonnenen Darstellungen f�ur K�(z) und T (z). 2Als n�achstes soll nun die Di�erenzierbarkeit der Potentialoperatoren gezeigt werden.Sei der Operator Pd der Doppelschichtpotentialoperator und Pe der Einfachschichtpo-tentialoperator, wobei beide in bereits parametrisierter Form betrachtet werden. MitfPl , l = e; d, werden wieder die zugeh�origen Kernfunktionen bezeichnet. Sei im folgen-den z0 eine Parametrisierung des Randes eines Gebietes D0 und G � R2 ein Gebietmit G � R2n@D0. Sei r > 0 so gew�ahlt, da� f�ur Vr := fz 2 V : kz � z0kY < rg undZr := fx 2 R2 : 9(t; z) 2 [0; 2�[�Vr : x = z(t)g (4.9)die Beziehung G � R2nZr gilt. Dann ist der Di�erentiationssatz 4.8 f�ur z 2 Vr anwend-bar, und es gilt folgenderSatz 4.13 Die Operatoren Pl : Vr ! L(X;Cb(G)), l = e; d, sind Fr�echet-di�erenzierbar mit der Ableitung[[P 0l(z; h)](')](x) = Z 2�0 @fPl@z (x; �; z; h)'(�)d�:



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 59Beweis: Zun�achst erfolgt der Nachweis f�ur den Einfachschichtpotentialoperator. Es istfPe integrierbar, und es gilt Pe(z) 2 L(X;Cb(G)). Sei p(x; �; z) := i4H10 (kkx � z(�)k),q(x; �; z) := kz0(�)k. F�ur die Behandlung von q sei auf Satz 4.11 verwiesen. Seid := minx2G;z2Z kx� zk;so ist d > 0 nach Voraussetzung erf�ullt. Somit gilt wegen des asymptotischen Verhaltensder Hankelfunktion folgende Beziehung:jH1(n)0 (kkx� z(�)k)j � C; n = 0; 1; 2: (4.10)Somit gelten folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen:jp(x; �; z)j � C@p@z (x; �; z; h) = �ik4 H10 0(kkx� z(�)k)< x� z(�); h(�) >kx� z(�)kj@p@z (x; �; z; h)j � jkjCkhkYInsbesondere ist @fPe@z integrierbar, und es gilt P 0e(z; h) 2 L(X;Cb(G)). F�ur die zweiteAbleitung folgt weiterhin:@2p@z2 (x; �; z; h) = ik24 H10 00(kkx� z(�)k)< x� z(�); h(�) >2kx� z(�)k2� ik4 H10 0(kkx� z(�)k)��� kh(�)k2kx� z(�)k + 2 < x� z(�); h(�) >2kx� z(�)k3 �j@2p@z2 (x; �; z; h)j � �jkj2C + 3jkjCd � khk2YDer Nachweis f�ur den Doppelschichtpotentialoperator verl�auft sehr �ahnlich und wirddaher weggelassen. Die Behauptung folgt dann mit Satz 4.8. 2Sei z weiterhin eine Parametrisierung von @D, und f�ur x 2 R2n@D gelteu0(x) := [[P 0e(z; h)](')](x) und v0(x) := [[P 0d(z; h)](')](x): (4.11)Diese Funktionen sind wohlde�niert. Denn sei x 2 R2n@D beliebig. Dann existiert stetsein hinreichend kleines r > 0, so da� x =2 Zr gilt (wobei Zr in (4.9) de�niert wurde).Somit folgt die Wohlde�niertheit aus der Eindeutigkeit der Fr�echet-Ableitung. Sei udas im zweiten Kapitel eingef�uhrte Einfachschichtpotential und v das Doppelschicht-potential. F�ur eine h�olderstetige bzw. h�olderstetig di�erenzierbare Dichte ' k�onnendie Grenzwerte u0� bzw. v0� bei Ann�aherung an den Rand betrachtet werden. Hier giltfolgender



60 Fr�echet-DifferenzierbarkeitSatz 4.14 Sei ' 2 C0;�[0; 2�], dann gilt f�ur x 2 @D, t 2 [0; 2�[ mit x = z(t):u0�(x) = 12[[S 0(z; h)](')](t)� < gradu�(x); h(t) > : (4.12)Sei  2 C1;�[0; 2�], dann gilt f�ur x 2 @D, t 2 [0; 2�[ mit x = z(t):v0�(x) = 12[[K0(z; h)]( )](t)� < grad v�(x); h(t) > : (4.13)Beweis: Sei x 2 R2n@D, dann gilt im Fall des Einfachschichtpotentials:u0(x) = � ik4 Z 2�0 H100 (kkx� z(�)k)< x� z(�); h(�) >kx� z(�)k kz0(�)k'(�)d�+ i4 Z 2�0 H10 (kkx� z(�)k)< z0(�); h0(�) >kz0(�)k '(�)d�= ik4 Z 2�0 H100 (kkx� z(�)k)< x� z(�); h(t)� h(�) >kx� z(�)k kz0(�)k'(�)d�� < gradu(x); h(t) >+ i4 Z 2�0 H10 (kkx� z(�)k)< z0(�); h0(�) >kz0(�)k '(�)d�:Die Kernfunktion des ersten Integrals kann stetig fortgesetzt werden, die des letztenIntegrals besitzt eine logarithmische Singularit�at, so da� die Parameterintegrale stetigeFunktionen beschreiben. Der Gradient kann ebenfalls stetig in den Rand hinein fortge-setzt werden, wie aus Satz 2.27 ersichtlich ist. Somit gilt f�ur den Grenzwert gegen denRand:u0�(z(t)) = ik4 Z 2�0 H100 (kkz(t)� z(�)k)< z(t)� z(�); h(t)� h(�) >kz(t)� z(�)k kz0(�)k'(�)d�+ i4 Z 2�0 H10 (kkz(t)� z(�)k)< z0(�); h0(�) >kz0(�)k '(�)d�:� < grad u�(z(t)); h(t) >Aus der Darstellung (4.7) ist ersichtlich, da� dies gerade die gew�unschte Gleichung ist.Nun der Nachweis f�ur das Doppelschichtpotential, wobei zun�achst der potentialtheore-tische Fall k = 0 betrachtet wird. Wie bereits einige Male zuvor wird v folgenderma�endargestellt: v(x) = w(x; z) + q(x; z) mitw(x; z) =  (t) 12� Z 2�0 < x� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kx� z(�)k2 d�;q(x; z) = 12� Z 2�0 < x� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kx� z(�)k2 ( (�)�  (t))d�:



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 61Hierbei ist x 2 D�0n@D mit x = z(t) � �n(z(t)), wobei D�0 im Beweis von Satz 2.18de�niert wurde. Sei G = R2nD oder G = D, dann gelten f�ur x 2 G die Gleichungen@@zw(x; z; h) = 0 und gradxw(x; z) = 0, wie aus (2.35) ersichtlich ist | denn dieAbleitung einer konstanten Abbildung ist die Nullabbildung. Somit gilt also f�ur x =2 @D:v0(x) = @@zw(x; z; h) + @@z q(x; z; h) = @@z q(x; z; h)= 12� Z 2�0 � < h(�); � z02(�)�z01(�)� > + < x� z(�); � h02(�)�h01(�)� >kx� z(�)k2 ( (�)�  (t))d�+ 1� Z 2�0 < x� z(�); h(�) >< x� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kx� z(�)k4 ( (�)�  (t))d�= 12� Z 2�0 < h(t)� h(�); � z02(�)�z01(�)� > + < x� z(�); � h02(�)�h01(�)� >kx� z(�)k2 ( (�)�  (t))d�� 1� Z 2�0 < x� z(�); h(t)� h(�) >< x� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kx� z(�)k4 ( (�)�  (t))d�� < grad v(x); h(t) > :Da  nach Voraussetzung stetig di�erenzierbar ist, k�onnen die Integranden stetig fort-gesetzt werden, so da� sich die Integrale stetig in den Rand hinein fortsetzen lassen.Dies gilt auch f�ur den Gradienten, wie aus Satz 2.35 ersichtlich ist. F�ur den Grenzwertgegen den Rand folgt somit:v0�(z(t))= 12� Z 2�0 < h(t)� h(�); � z02(�)�z01(�)� > + < z(t)� z(�); � h02(�)�h01(�)� >kz(t)� z(�)k2 ( (�)�  (t))d�� 1� Z 2�0 < z(t)� z(�); h(t)� h(�) >< z(t)� z(�); � z02(�)�z01(�)� >kz(t)� z(�)k4 ( (�)�  (t))d�� < grad v�(z(t)); h(t) > :Unter Beachtung der Darstellung (4.8) folgt nun weiterhin:v0�(z(t)) = 12[[K 00(z; h)]( )](t)� @@z ~w(t; z; h)� < grad v�(z(t)); h(t) >mit ~w(t; z) := w(z(t); z): Es gilt ~w(t; z) = �1=2 f�ur alle t 2 [0; 2�[ und z 2 V . Dies wur-de in Gleichung (2.36) gezeigt. Somit folgt @@z ~w(t; z; h) = 0. Daher ist die Aussage impotentialtheoretischen Fall gezeigt. F�ur die Helmholtzgleichung folgt die Behauptungaus der Beobachtung, da� die Di�erenz der Fr�echet-Ableitungen der Doppelschicht-potentiale mit den Grundl�osungen f�ur die Laplace- und die Helmholtzgleichung eineh�olderstetige Funktion ist. Dies kann �ahnlich wie in Kapitel 2 nachgewiesen werden.2



62 Fr�echet-DifferenzierbarkeitSatz 4.14 �ubertr�agt sich nat�urlich auch auf Abbildungen, die als Summe von Einzel-und Doppelschichtpotential mit vektorwertigen Dichten darstellbar sind. Dies ist imfolgenden Korollar noch einmal festgehalten.Korollar 4.15 Seien ' 2 C0;�([0; 2�];R2),  2 C1;�([0; 2�];R2) undm(x) := [[Pe(z)](')](x) + [[Pd(z)]( )](x)m0(x) := [[P 0e(z; h)](')](x) + [[P 0d(z; h)]( )](x);dann hat m0 folgenden Grenzwert gegen den Rand:m0�(x) = 12[[S 0(z; h)](')](t) + 12[[K0(z; h)]( )](t)� �< gradm1;�(x); h(t) >< gradm2;�(x); h(t) >�;wobei m1 und m2 die Komponenten des Vektors m bezeichnen.Auch f�ur die Normalableitungen von u0 und v0 kann bei hinreichend glatten Dich-ten der Grenzwert gegen den Rand bestimmt werden. Hierbei kann der Nachweis unterAusnutzung der bereits in Kapitel 2 hergeleiteten Eigenschaften von Einfach- und Dop-pelschichtpotential gef�uhrt werden.Satz 4.16 Sei u das parametrisierte Einfachschichtpotential, v das parametrisierteDoppelschichtpotential und u0 und v0 seien wie in (4.11) de�niert. Sei ' 2 C1;�[0; 2�],@D 2 C2;�, dann gilt f�ur x 2 @D, t 2 [0; 2�[ mit x = z(t):@u0�@n (x) = 12[[K�0(z; h)]'](t)� < gradu�(x); @@zn(z(t); h) >� 2Xi;j=1 @2u�@xi@xj hi(t)nj(z(t)):Sei  2 C2;�[0; 2�], dann gilt f�ur x 2 @D, t 2 [0; 2�[ mit x = z(t):@v0�@n (x) = 12[[T 0(z; h)] ](t)� < grad v�(x); @@z n(z(t); h) >� 2Xi;j=1 @2v�@xi@xj hi(t)nj(z(t)):Beweis: Wie in Satz 4.12 werden folgende vektorwertigen Dichten betrachtet:fd(t; z) := �n(z(t))'(t);fe(t; z) := '0(t) z0(t)kz0(t)k2 + �(z(t))'(t)



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 63mit der im Beweis von Satz 2.27 de�nierten Abbildung �. Sei x 2 D�0n@D mit x =z(t) � �n(z(t)) und D�0 wie im Beweis von Satz 2.18. Dann kann unter Ausnutzungder Darstellung (2.41) durch Verwendung der Produktregel gezeigt werden:@u0@n (x) = < @@z [gradu(x; z)](h); n(z(t)) >= < @@z�[[Pd(z)](fd(�; z))](x) + [[Pe(z)](fe(�; z))](x)�(h); n(z(t)) >= < [[P 0d(z; h)](fd(�; z))](x) + [[Pd(z)]( @@z fd(�; z; h))](x)+[[P 0e(z; h)](fe(�; z))](x) + [[Pe(z)]( @@z fe(�; z; h))](x); n(z(t)) >Nun kann obiges Korollar mit m = gradu angewendet werden, so da� sich f�ur denGrenzwert gegen den Rand unter Beachtung der Sprungbeziehung f�ur das Doppel-schichtpotential und der Stetigkeit des Einfachschichtpotentials folgendes f�ur x 2 @D,x = z(t) ergibt:@u0�@n (x) = 12 < [[K0(z; h)](fd(�; z))](t) + [[K(z)] @@z (fd(�; z; h))](t)+[[S 0(z; h)](fe(�; z))](t) + [[S(z)]( @@z fe(�; z; h))](t); n(z(t)) >�12 < @@zn(z(t); h); n(z(t)) > '(t)� 2Xi;j=1 @2u�@xi@xj hi(t)nj(z(t)):Die zweiten Ableitungen sind dabei wegen der vorausgesetzten Regularit�at des Randesund der Dichte wohlde�niert (vgl. Korollar 2.28). Um nun den gew�unschten Ausdruckzu erhalten, wird noch eine Nullerg�anzung mit < grad u�(z(t)); @@zn(z(t); h) > durch-gef�uhrt, wobei f�ur das Integral �uber den Gradienten der Grundl�osung die Darstellungaus Satz 2.38 ausgenutzt wird. Somit gilt:@u0�@n (x) = 12 < [[K0(z; h)](fd(�; z))](t) + [[K(z)] @@z (fd(�; z; h))](t)+[[S 0(z; h)](fe(�; z))](t) + [[S(z)]( @@z fe(�; z; h))](t); n(z(t)) >�12 < @@zn(z(t); h); n(z(t)) > '(t)� 2Xi;j=1 @2u�@xi@xj hi(t)nj(z(t)):+12 < [[K(z)](fd(�; z))](t) + [[S(z)](fe(�; z))](t); @@zn(z(t); h) >�12 < n(z(t)); @@zn(z(t); h) > '(t)� < gradu�(x); @@zn(z(t); h) >Es ist < n(z(t)); n(z(t)) > = 1, d.h.< n(z(t)); @@zn(z(t); h) > + < @@zn(z(t); h); n(z(t)) > = 0:



64 Fr�echet-DifferenzierbarkeitMit Hilfe dieser Gleichung und der in Satz 4.12 dargestellten Form von K�0(z; h) ist dieAussage des ersten Teils des Satzes nun ersichtlich.Der Beweis f�ur das Doppelschichtpotential verl�auft sehr �ahnlich. Ausgangspunkt ist hierdie Darstellung (2.47) f�ur den Gradienten des Doppelschichtpotentials. Seien hierzu dievektorwertigen Dichten gd und ge genau wie in Satz 4.12 de�niert:gd(t; z) :=  0(t) z0(t)kz0(t)k2 ;ge(t; z) := k2n(z(t)) (t) + � �2(z(t))��1(z(t))� 0(t)� 1kz0(t)kn(z(t)) 00(t);dann sind beide Dichten wiederum Fr�echet-di�erenzierbar nach z. Sei x 2 D�0n@D mitx = z(t)� �n(z(t)), dann gilt:@v0@n (x) = < @@z grad v(x; z); n(z(t)) >= < @@z�[[Pd(z)](gd(�; z))](x) + [[Pe(z)](ge(�; z))](x)�(h); n(z(t)) > :Nun verl�auft der Beweis fast wie im ersten Teil. F�ur den Grenzwert gegen den Randergibt sich auf Grund gleicher Argumentation wie oben unter Verwendung der Null-erg�anzung mit < grad v�(z(t)); @@zn(z(t); h) >:@v0�@n (x) = 12 < [[K0(z; h)](gd(�; z))](t) + [[K(z)] @@z (gd(�; z; h))](t)+[[S 0(z; h)](ge(�; z))](t) + [[S(z)]( @@z ge(�; z; h))](t); n(z(t)) >�12 0(t) < @@z ( z0(t)kz0(t)k2 )(h); n(z(t)) > � 2Xi;j=1 @2v�@xi@xj hi(t)nj(z(t)):+12 < [[K(z)](gd(�; z))](t) + [[S(z)](ge(�; z))](t); @@zn(z(t); h) >�12 0(t) < z0(t)kz0(t)k2 ; @@zn(z(t); h) > � < grad v�(x); @@zn(z(t); h) >Es ist < z0(t))kz0(t)k2 ; n(z(t)) > = 0, d.h.< z0(t)kz0(t)k2 ; @@zn(z(t); h) > + < @@z ( z0(t)kz0(t)k2 )(h); n(z(t)) > = 0:Mit Hilfe dieser Gleichung und der in Satz 4.12 dargestellten Form von T 0(z; h) istauch die Aussage des zweiten Teils des Satzes ersichtlich. 2Nun sollen die Fernfelder von u0 und v0 untersucht werden. Sei hierzu R > 0 so gro�da� Zr � B(0; R) und R2nB � G gilt (hierbei wurde Zr in (4.9) de�niert), d.h. G



4.2 Fr�echet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators 65ist ein unbeschr�anktes Gebiet. Aus den Darstellungen von [P 0l(z; h)](') ist ersichtlich,da� die Funktionen [P 0l(z; h)](') ausstrahlende L�osungen der Helmholtzgleichung imGebiet G sind. In dem folgenden Satz werden die Fernfelder explizit charakterisiert:Satz 4.17 Die Fernfelder von [P 0l(z; h)]('), l = e; d, haben folgende Gestalt:v01(x̂) = �mk Z 2�0 e�ik<x̂;z(�)>��k < x̂; h(�) >< x̂;� z02(�)�z01(�)� > +i < x̂;� h02(�)�h01(�)� >�'(�)d�;u01(x̂) = m Z 2�0 e�ik<x̂;z(�)>��ikkz0(�)k < x̂; h(�) > +< z0(�); h0(�) >kz0(�)k �'(�)d�mit m := ei �4p8�k .Beweis:Der Beweis erfolgt genau wie bei Satz 2.8 durch Ausnutzen des asymptotischenVerhaltens der Hankelfunktion. 2In dem n�achsten Satz wird gezeigt, da� f�ur die Abbildungen Pl, l = e; d die Fernfeld-bildung mit der Di�erentiation vertauschbar ist. F�ur die Herleitung der Fernfelddar-stellung der beiden Operatoren sei auf Korollar 2.10 verwiesen.Satz 4.18 Die Abbildungen Fl : V ! L(X;L2(
)), l = e; d, mit��Fd(z)�(')�(x̂) := �ikm Z 2�0 e�ik<x̂;z(�)> < x̂;� z02(�)�z01(�)� > '(�)d� und��Fe(z)�(')�(x̂) := m Z 2�0 e�ik<x̂;z(�)>kz0(�)k'(�)d�sind Fr�echet-di�erenzierbar mit(Fl)0 = (P 0l)1; l = e; d: (4.14)Beweis: Da die Kerne der Integraloperatoren Fl(z), l = e; d, stetig di�erenzierbar sind,kann die Di�erenzierbarkeit durch eine Anwendung der Taylorschen Formel direkt nach-gewiesen werden, wobei die Abbildungen zun�achst als Abbildungen von V nach C(
)betrachtet werden. Daraus folgt dann durch Absch�atzen die Fr�echet-Di�erenzierbarkeitvon V nach L2(
). Durch Anwendung von Ketten- und Produktregel auf die Kernfunk-tionen von (Fl)(z), l = e; d ist die Gleichheit (4.14) leicht nachzuweisen. 2Nun k�onnen die Ergebnisse dieses Abschnitts in einem Satz zusammengefa�t werden.Sei hierzu ue eine ebene Welle ue(x) = eika<x;d>, x 2 R2 , d 2 
, und die Randdaten



66 Fr�echet-Differenzierbarkeitdes direkten Transmissionsproblems seien durch f = ue und g = �a @ue@n gegeben. SeiA(z) 2 L(X2; X2) der in Kapitel 3 eingef�uhrte Integraloperator, der wie in den anderenF�allen als Abbildung von V nach L(X2; X2) betrachtet wird und seien �i, �a, di undda so gew�ahlt, da� das homogene Transmissionsproblem eindeutig l�osbar und E �A(z)beschr�ankt invertierbar ist. Sei der Operator R : V ! Cb([0; 2�[; C 2) folgenderma�ende�niert: (R(z))(t) = � �2�aue(z(t))2�a @@n(z(t))ue(z(t))� ;dann istR o�ensichtlich Fr�echet-di�erenzierbar, da ue sogar analytisch ist. Sei cd;i := 1,cd;a := �i�a , ce;i := di�i und ce;a := da�a , dann wird der Potentialoperator Pj : Vr !L(X2; Cb(G)), j = i; a, de�niert als Kombination von Pe;j und Pd;j (wobei Pe;i wie�ublich den Einfachschichtpotentialoperator mit Wellenzahl ki bezeichnet und die an-deren Bezeichnungen analog gew�ahlt sind):(Pj(z)) (�) := cd;j (Pd;j(z)) (�1) + ce;j (Pe;j(z)) (�2); j = i; a:Dementsprechend sei der Fernfeldoperator F : V ! L(X2; L2(
)) folgenderma�ende�niert: (F(z)) (�) := cd;a (Fd;a(z)) (�1) + ce;a (Fe;a(z)) (�2):Wegen Satz 4.18 gilt die Gleichheit F 0 = (P 0a)1:Somit k�onnen sowohl die L�osungen (3.1) und (3.2) des Transmissionsproblems, als auchdas Fernfeld der L�osung im Au�enraum, in folgender Operatorform geschrieben werden:uj(�; z) = Pj(z) � (E � A(z))�1 � R(z); j = i; a;u1(�; z) = F(z) � (E � A(z))�1 � R(z);und es gilt die Aussage:Satz 4.19 Der Operator Pj : Vr ! C(G) mit Pj(z) = Pj(z) � (E � A(z))�1 � R(z),j = i; a, ist Fr�echet-di�erenzierbar mitP0j(z; h) = P 0j(z; h) � (E � A(z))�1 � R(z)+Pj(z) � (E � A(z))�1 � A0(z; h) � (E � A(z))�1 � R(z)+ Pj(z) � (E � A(z))�1 � R0(z; h): (4.15)Der Operator F : V ! L2(
) mit F(z) = F(z) � (E � A(z))�1 � R(z) ist Fr�echet-di�erenzierbar mit F0 = (P0a)1.Beweis: Die Fr�echet-Di�erenzierbarkeit der einzelnen Operatoren wurde in den vor-angehenden S�atzen gezeigt. Die Aussage folgt somit aus der Produktregel unter Zuhil-fenahme von Satz 4.2. 2



4.3 Charakterisierung der Fr�echet-Ableitung 674.3 Charakterisierung der Fr�echet-AbleitungIn diesem Teil des Kapitels wird gezeigt, da� die Fr�echet-Ableitung P0j(z; h) wiederumdie L�osung eines Transmissionsrandwertproblems darstellt. Dies er�o�net eine weitereM�oglichkeit zur numerischen Berechnung dieser Ableitung: entweder erfolgt die Er-mittlung der Ableitung aus der Gleichung (4.15), oder durch L�osung eines direktenTransmissionsproblems mit noch zu ermittelten Randwerten.Zur Vereinfachung der Notation werden f�ur x 2 D, bzw. x 2 R2nD und j = i; a nochfolgende Bezeichnungen eingef�uhrt:wj;1(x) := [P 0j(z; h) � (E � A(z))�1 � R(z)](x)wj;2(x) := [Pj(z) � (E � A(z))�1 � A0(z; h) � (E � A(z))�1 � R(z)](x)wj;3(x) := [Pj(z) � (E � A(z))�1 � R0(z; h)](x)wj := 3Xl=1 wj;lEs gilt also: wj = P0j(z; h). Weiterhin sei D das von z berandete Gebiet, und (ui; ua)sei die L�osung des direkten Transmissionsproblems bzgl. D mit den Konstanten kiund ka. Die Funktion u1 sei wie im 1.Kapitel de�niert als u1 := ua + ue. Mit diesenVorbemerkungen kann nun folgende Aussage bewiesen werden:Satz 4.20 Sei @D 2 C2;�, x 2 @D, t 2 [0; 2�[ mit x = z(t), dann gilt:1. (� + k2i )wi = 0 in D;2. (� + k2a)wa = 0 in R2nD;3. wa erf�ullt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung;4. auf @D gelten folgende Transmissionsrandbedingungen:wi(x)� wa(x) = < h(t); n(x) > �@u1@n (x)� @ui@n (x)� ;�i@wi@n (x)� �a@wa@n (x) = < �a gradu1(x)� �i grad ui(x); @@z n(z(t); h) >+ 2Xi;j=1hi(t)nj(x) @2@xi@xj (�au1(x)� �iui(x)):Beweis: Die ersten beiden Punkte der Behauptung folgen aus der Tatsache, da� inR2n@D die Fr�echet-Ableitung mit den gew�ohnlichen Ableitungen vertauschbar ist. Der



68 Fr�echet-Differenzierbarkeitdritte Punkt ist direkt aus der Darstellung von wa ersichtlich. Sei � := (E �A(z))�1 �R(z). wi;3 und wa;3 sind nach De�nition L�osungen eines Transmissionsproblems mitden Randwerten f(z(t)) = < gradue(z(t)); h(t) >g(z(t)) = �a 2Xi;j=1 @2ue(z(t))@xi@xj hi(t)nj(z(t))+�a < gradue(z(t)); @@zn(z(t); h) > :Daher folgt f�ur die Grenzwerte gegen den Rand:wi;3(z(t))� wa;3(z(t)) = < gradue(z(t)); h(t) >�i@wi;3@n (z(t))� �a@wa;3@n (z(t)) = �a 2Xi;j=1 @2ue(z(t))@xi@xj hi(t)nj(z(t))+�a < gradue(z(t)); @@zn(z(t); h) > :Mit der gleichen �Uberlegung ergibt sich f�ur wi;2 und wa;2:wi;2(z(t))� wa;2(z(t)) = � 12�a [[A0(z; h)](�)]1(t)�i@wi;2@n (z(t))� �a@wa;2@n (z(t)) = 12[[A0(z; h)](�)]2(t);wobei die Indizes 1 und 2 die jeweiligen Komponenten des Vektors [A0(z; h)](�) be-zeichnen. Nach Voraussetzung ist D 2 C2;�, somit ist n 2 C1;�(@D) und daher auch@ue@n 2 C1;�(@D). Au�erdem gilt ue 2 C2;�(@D). Zudem gelten folgende Abbildungsei-genschaften: Ti � Ta : C1;�(@D) �! C1;�(@D) beschr�anktK�j : C0;�(@D) �! C1;�(@D) beschr�anktSj; Kj : C1;�(@D) �! C2;�(@D) beschr�anktBeweise f�ur diese Aussagen sind in [9] f�ur den dreidimensionalen Fall zu �nden. Mitden entsprechenden Modi�kationen, die im Grundlagenkapitel ausf�uhrlich behandeltwurden, k�onnen die Aussagen auch f�ur den zweidimensionalen Fall bewiesen werden.Somit kann wie in den Gleichungen (3.4) von Satz 3.4 auf folgende Regularit�at derDichten geschlossen werden:�1 2 C2;�[0; 2�]; �2 2 C1;�[0; 2�]:Daher k�onnen f�ur wi;1 und wa;1 die S�atze 4.14 und 4.16 angewandt werden, und es



4.3 Charakterisierung der Fr�echet-Ableitung 69ergeben sich folgende Randwerte:wi;1(z(t))� wa;1(z(t))= 12�a [[A0(z; h)](�)]1(t)� < grad ui(z(t))� gradua(z(t)); h(t) >�i@wi;1@n (z(t))� �a@wa;1@n (z(t))= �12[[A0(z; h)](�)]2(t)� < �i gradui(z(t))� �a gradua(z(t)); @@z n(z(t); h) >��i 2Xi;j=1 @2ui(z(t))@xi@xj hi(t)nj(z(t))� �a 2Xi;j=1 @2ua(z(t))@xi@xj hi(t)nj(z(t)):Durch Addition der Terme und unter Ber�ucksichtigung von@u1@# (z(t))� @ui@# (z(t)) = 0bei den Dirichlet-Randwerten ergibt sich nun die Behauptung. 2



Kapitel 5
Inverses Transmissionsproblem
Dieses Kapitel enth�alt einige Anmerkungen zum inversen Transmissionsproblem. F�urden gesamten Abschnitt ist ue, wie am Ende von Kapitel 4 eingef�uhrt, eine einfallendeebene Welle: ue(x) = eika<x;d>, x 2 R2 , d 2 
. Betrachtet man den Fernfeldoperatorals Abbildung des Randes eines Gebiets D in das Fernfeld, so wird er wie in Kapitel 4mit F(z) bezeichnet, wobei z f�ur die Parametrisierung von @D steht. Fd(z) bezeichnetdiesen Operator, wobei die Einfallsrichtung der ebenen Welle explizit als Parameterangegeben ist. Betrachtet wird nun folgendesProblem 5.1 (Inverses Transmissionsproblem) Gegeben seien das Fernfeld u1des gestreuten Feldes ua der L�osung des Transmissionsproblems f�ur eine oder mehrereeinfallende ebene Wellen und die Konstanten ka und ki. Gesucht ist der Rand deszugeh�origen Gebietes D.Das Problem besteht also darin, aus der Kenntnis des Fernfeldes das Streugebiet zurekonstruieren, d.h. die Gleichung F(z) = u1 zu l�osen. Zun�achst stellt sich die Fragenach der Eindeutigkeit des inversen Problems: Unter welchen Voraussetzungen l�a�t sichdas Objekt D eindeutig aus den Fernfelddaten bestimmen? Eine Antwort darauf gibtfolgenderSatz 5.2 Gegeben seien zwei Streuk�orper D1; D2, deren R�ander durch z1 bzw. z2 pa-rametrisiert sind. Gilt[Fd(z1)](x̂) = [Fd(z2)](x̂) 8x̂; d 2 
; ka > 0;dann folgt D1 = D2.



71Beweis: Dieser Satz wurde zuerst von Isakov bewiesen (vgl. [8]). F�ur einen Beweisdieser Aussage unter etwas allgemeineren Randbedingungen sei auch auf [5] verwiesen.Aus dem Beweis in [5] ist ebenfalls ersichtlich, da� die Voraussetzung ka > 0 zu Im ka �0 und Re ka � 0 abgeschw�acht werden kann. Diese Voraussetzung wurde nur ben�otigt,um zu zeigen, da� der Nullraum von I+K� iS trivial ist. Dies gilt jedoch bereits unterden obigen, abgeschw�achten Bedingungen (vgl. Satz 3.33 in [2]). Auch die erforderlicheEigenschaft, da� f�ur ausstrahlende L�osungen aus u1 � 0 die Identit�at us � 0 folgt,gilt bereits unter den schw�acheren Voraussetzungen (vgl. Korollar 2.12). 2De�nition 5.3 Sei F : U � X ! Y ein Operator von einer Teilmenge U einesnormierten Raums X in einen normierten Raum Y . Die Gleichung F' = f hei�tkorrekt gestellt, wenn F bijektiv ist und der inverse Operator F�1 : Y ! U stetig ist.Ist dies nicht der Fall, so ist die Gleichung inkorrekt gestellt.Im folgenden soll nun gezeigt werden, da� die Gleichung F(z) = u1 inkorrekt gestelltist. Die Beweisidee liegt im Nachweis der Vollstetigkeit des Operators F : V ! L2(
).Hierbei ist V die im 4.Kapitel eingef�uhrte Menge der zul�assigen Parametrisierungen.Der Nachweis der Kompaktheit ist jedoch schwierig, da V kein Unterraum sonderneine o�ene Teilmenge von Y ist. Daher bietet es sich an, statt der Kompakheit nur dielokale Kompaktheit nachzuweisen. Hierzu wird der Begri� zun�achst de�niert. Dannwird gezeigt, da� die Verkn�upfung von zwei stetigen Operatoren lokal kompakt ist,wenn einer der beiden Operatoren lokal kompakt ist. Weiterhin wird nachgewiesen,da� der Identit�atsoperator I : V ! V nicht lokal kompakt ist. Dies wird dann in einemweiteren Schritt zum Nachweis der inkorrekten Gestelltheit der Gleichung F(z) = u1verwendet.De�nition 5.4 X und Y seien normierte R�aume und U � X eine o�ene Teilmenge.F : U ! Y hei�t lokal kompakt, wenn f�ur alle x 2 U eine Umgebung W � U vonx existiert, so da� F (W ) relativ kompakt ist. F : U ! Y hei�t lokal folgenkompakt,wenn f�ur alle x 2 U eine Umgebung W � U von x existiert, so da� F ((xn)) einekonvergente Teilfolge enth�alt f�ur alle (xn) � W .Satz 5.5 Ein Operator ist lokal kompakt genau dann, wenn er lokal folgenkompakt ist.Beweis: Diese Aussage folgt aus der �Aquivalenz von kompakten und folgenkompaktenMengen in normierten R�aumen. 2Satz 5.6 Seien X, Y , Z normierte R�aume, U � X und V � Y o�ene Teilmengen,F : U ! Y und G : V ! Z stetige Abbildungen mit F (U) � V . Dann ist G�F : U ! Zlokal kompakt, wenn einer der Operatoren lokal kompakt ist.



72 Inverses TransmissionsproblemBeweis: Sei F lokal kompakt und x 2 U beliebig. Nach Voraussetzung existiert einUmgebung W � U von x, so da� f�ur (xn) � W die Folge (F (xn)) eine konvergenteTeilfolge hat. Sei (xn(k)) diese Teilfolge, d.h. es gilt F (xn(k)) ! y 2 Y f�ur k ! 1.Wegen der Stetigkeit von G gilt dann auch G(F (xn(k)))! G(y) f�ur k!1. Sei nun Glokal kompakt, x 2 U wiederum beliebig und y := F (x). Nach Voraussetzung exisitierteine Umgebung Q � V , so da� die Bildmenge G(Q) relativ kompakt sind. Da F stetigist, existiert eine Umgebung W � U von x mit F (W ) � Q. Somit ist die BildmengeG(F (W )) relativ kompakt. 2Satz 5.7 Sei X ein normierter Raum, dann ist der Identit�atsoperator I : X ! Xlokal kompakt genau dann, wenn X endlichdimensional ist.Beweis: Falls dim(X) <1, so ist I kompakt (vgl. z.B. [10], Seite 19) und somit auchlokal kompakt. Ist die Dimension nicht endlich, so existiert, wie in eben genanntemBuch gezeigt wurde, eine Folge (xn) � X mit kxnk = 1 und kxn� xmk � 12 f�ur n 6= m,d.h. f�ur alle r > 0 existiert eine Folge (xn) � X mit kxnk = r und kxn � xmk � r2 f�urn 6= m. Also existiert f�ur 0 2 X keine lokal kompakte Umgebung. Daher kann I nichtlokal kompakt sein. 2Dieser Satz soll im folgenden auf den Identit�atsoperator I : V ! V angewandt werden,wobei V die im 4.Kapitel de�nierte Teilmenge des normierten Raums Y ist. Hier ergibtsich die Schwierigkeit, da� V kein Unterraum ist und obiger Satz somit nicht direktverwendbar ist, da die im Beweis benutzte Folge mit Hilfe eines Lemmas von Rieszkonstruiert wurde, f�ur dessen Verwendung V ein Unterraum sein m�u�te. Daher wurdeim n�achsten Satz eine geeignete Folge zn explizit konstruiert, mit der die gew�unschteAussage bewiesen werden kann.Satz 5.8 Der Identit�atsoperator I : V ! V ist nicht lokal kompakt.Beweis: Sei n 2 N , t 2 [0; 2�[, 1 � � > 0 undzn(t) := (2 + �22n cos 2nt)�cos tsin t�; dann giltz0n(t) = � �2n sin 2nt�cos tsin t� + (2 + �22n cos 2nt)�� sin tcos t �;z00n(t) = �� cos 2nt�cos tsin t�� 2�2n sin 2nt�� sin tcos t � + (2 + �22n cos 2nt)�� cos t� sin t�:Sei zn(t1) = zn(t2) f�ur t1; t2 2 [0; 2�[. Dann gilt2 + �22n cos 2nt1 = kzn(t1)k = kzn(t2)k = 2 + �22n cos 2nt2) �cos t1sin t1� = �cos t2sin t2�) t1 = t2;



73d.h. zn ist injektiv. Weiterhin ist 2 � kznkY � 2 + 3� und zn linksorientiert, d.h. znstellt eine zul�assige Parametrisierung dar. F�ur n 6= m gilt:kzn � zmkY � kz00n � z00mk1� �k cos 2n(�)� cos 2m(�)k1��k 22n sin 2n(�)� 22m sin 2m(�)k1��k 122n cos 2n(�)� 122m cos 2m(�)k1:OBdA gelte nun n > m. Sei t = �2m , dann gilt cos 2mt = �1, cos 2nt = 1, d.h. es gilt:kzn � zmkY � �(2� 32 � 516) � 3�16 :Es ist z(t) := 2(cos t; sin t)t ein Element der Menge V . Sei r > 0 beliebig, dann existiertstets ein � > 0, so da� die oben de�nierte Folge (zn) in B(z; r) enthalten ist. Jedochenth�alt sie keine konvergente Teilfolge, wie oben gezeigt wurde. Somit kann I : V ! Vnicht lokal kompakt sein. 2Satz 5.9 Das Problem 5.1 ist nichtlinear und inkorrekt gestellt.Beweis: Sei der Kern K : 
� R2 � R2 � 
� R2 ! C gegeben durchK(x̂; z; z0; n; �) = da�a e�ika<x̂;z>�2kz0k � ika�i�a e�ika<x̂;z>�1 < x̂; n > :Dann gilt f�ur das Fernfeld der L�osung ua des Transmissionsproblems:[F(z)](x̂) = m Z 2�0 K(x̂; z(�); z0(�); n(z(�)); [�(z)](�))d�mit m = ei �4p8�k (vgl. Korollar 2.10) und �(z) = (E � A(z))�1R(z). Hierbei wurden(E�A(z))�1 undR(z) im letzten Kapitel de�niert. Aus dieser Darstellung ist die Nicht-linearit�at ersichtlich. Nun soll gezeigt werden, da� die Abbildung F : V ! L2(
) lokalkompakt ist. Hierbei wird die Abbildung zun�achst von V nach C(
) betrachtet. Sei z0 2V beliebig und rz0 > 0 hinreichend klein. � ist stetig (nachgewiesen wurde ja sogar dieDi�erenzierbarkeit), daher existiert eine Konstante C1 > 0 mit k�(z)k1 � C1 f�ur allez 2 B(z0; rz0). Dann existiert weiterhin eine Konstante C2 > 0 mit j[F(z)](x̂)j < C2 f�uralle z 2 B(z0; rz0), d.h. F(B(z0; rz0)) ist gleichgradig beschr�ankt. Aus der gleichm�a�igenStetigkeit von K auf 
�B[0; rz0 + kz0kY ]�B[0; rz0 + kz0kY ]� 
�B[0; C1] folgt diegleichgradige Stetigkeit von F(B(z0; rz0)), d.h. nach dem Satz von Arzel�a-Ascoli (vgl.Satz 1.18 in [10]) ist F(B(z0; rz0)) relativ kompakt in C(
) und deshalb auch relativkompakt in L2(
). Somit ist F : V ! L2(
) lokal kompakt und stetig . Die Stetig-keit ist hierbei eine Folge der Fr�echet-Di�erenzierbarkeit. Daher kann die GleichungF(z) = u1 nicht korrekt gestellt sein. Denn w�are dies der Fall, w�urde eine stetige In-verse F�1 existieren mit F�1F = I. Dies h�atte nach Satz 5.6 die lokale Kompaktheitvon I : V ! V zur Folge und st�unde daher im Widerspruch zu Satz 5.8. 2



74 Inverses TransmissionsproblemBemerkung 5.10 Aus der lokalen Vollstetigkeit von F folgt die lokale Kompaktheitvon F0(z) (vgl. Satz 4.19 in [3], wobei der Beweis f�ur lokal kompakte Operatoren genausogef�uhrt werden kann). Der Nachweis der lokalen Kompaktheit f�ur die Ableitung F0(z)k�onnte auch einfacher gef�uhrt werden, da es sich hier um einen linearen Operatorhandelt, d.h. Satz 5.7 ist in diesem Fall direkt anwendbar.Die inkorrekte Gestelltheit hat zur Folge, da� die L�osung, falls sie �uberhaupt existiert,nicht stetig von dem Fernfeld abh�angt (Stetigkeit bzgl. einer sinnvollen Norm). Dieserfordert bei der numerischen L�osung die Anwendung von Regularisierungsschemata.



Kapitel 6
Numerische Ergebnisse
In diesem Kapitel wird dargestellt, wie das Newton-Verfahren implementiert werdenkann. Danach werden einige Testbeispiele vorgestellt. Die verwendete Notation ist ge-nau wie in den letzten beiden Kapiteln.6.1 Newton-VerfahrenAusgangspunkt ist die Gleichung F(z) = u1;die durch die linearisierte GleichungF(z) + F0(z)h = u1 (6.1)ersetzt wird. Somit ergibt sich ein Iterationsverfahren:F0(zn)hn = u1 � F(zn)zn+1 = zn + hn; n = 1; 2; : : :Die linearisierte Gleichung wird nun in einem Unterraum YN = fh1; : : : ; hNg � Yder Dimension N betrachtet und durch ein Kollokationsverfahren in den M Punktenx̂1; : : : ; x̂M 2 
 auf folgendes lineare Gleichungssystem zur�uckgef�uhrt (hierbei seiena1; : : : ; aN 2 R):NXj=1 aj(F0(z)hj)(x̂i) = u1(x̂i)� F(z)(x̂i); i = 1; : : : ;M:



76 Numerische ErgebnisseDiesem Gleichungssystem entsprechen 2M Gleichungen, wenn Real- und Imagin�arteilgetrennt betrachtet werden. Da normalerweise 2M > N gilt, ist das Gleichungssy-stem �uberbestimmt, so da� zur L�osung die Methode der kleinsten Quadrate verwendetwerden kann. Zudem ist die Gleichung (6.1) inkorrekt gestellt, wie im letzten Kapitelnachgewiesen wurde. Daher ist es notwendig, eine regularisierte Form des Gleichungs-systems zu betrachten. Sei hierzu B 2 M(2M �N;R), g 2 R2M mitB(i; j) := Re �(F0(z)hj)(x̂i)� B(i +M; j) := Im �(F0(z)hj)(x̂i)�g(i) := Re �u1(x̂i)� F(z)(x̂i)� g(i+M) := Im �u1(x̂i)� F(z)(x̂i)�f�ur i = 1; : : : ;M und j = 1; : : : ; N . Zus�atzlich sei W 2 M(N � N;R), � 2 R+ unda = (a1; : : : ; aN), dann wird folgendes regularisierte System betrachtet:�Wa+BtBa = Btg: (6.2)F�ur die Wahl der Matrix W ergeben sich verschiedene M�oglichkeiten: W = I, wobeiI die Einheitsmatrix bezeichnet, f�uhrt auf die Tikhonovregularisierung (vgl. z.B. [10]),w�ahrend W = I(b11 : : : bNN)t eine Variante des Levenberg-Marquardt-Algorithmus be-schreibt, der durch Wahl eines gr�o�eren Regularisierungsparameters � in das Verfahrendas steilsten Abstiegs �ubergeht (vgl. [16]). Bei den Testbeispielen wurde mit der Tik-honovregularisierung gearbeitet.Die Verwendung von mehreren einfallenden Wellen f�uhrt, wie sich noch zeigen wird,zu besseren Rekonstruktionen. Hierbei ist das Gleichungssystem folgenderma�en zumodi�zieren: SeiD die Anzahl der Einfallsrichtungen fd1 : : : ; dDg und Bd 2 M(2MD�N;R), gd 2 R2MD mit Bd(i; j) := Re �(F0(z)hj)(x̂i; d1)�gd(i) := Re �u1(x̂i; d1)� F(z)(x̂i; d1)�Bd(i +M; j) := Im �(F0(z)hj)(x̂i; d1)�gd(i+M) := Im �u1(x̂i; d1)� F(z)(x̂i; d1)�... ...Bd(i+ 2(D � 1)M; j) := Re �(F0(z)hj)(x̂i; dD)�gd(i+ 2(D � 1)M) := Re �u1(x̂i; dD)� F(z)(x̂i; dD)�Bd(i+ (2D � 1)M; j) := Im �(F0(z)hj)(x̂i; dD)�gd(i+ (2D � 1)M) := Im �u1(x̂i; dD)� F(z)(x̂i; dD)�f�ur i = 1; : : : ;M und j = 1; : : : ; N . Somit ergibt sich analog folgendes System:�Wa+BtdBda = Btdgd:Um dieses Gleichungssystem zu l�osen, ist es also n�otig, zun�achst die Matrix B undden Vektor g zu bestimmen. F�ur die Berechnung von g ist die Kenntnis von F(z)(x̂i)



6.1 Newton-Verfahren 77erforderlich. Dies entspricht gerade der L�osung eines direkten Transmissionsproblems.Aus der Darstellung F(z) = F(z) � (E � A(z))�1 � R(z) ist ersichtlich, da� zun�achst� := (E�A(z))�1 �R(z) zu berechnen ist. Im hier betrachteten zweidimensionalen Fallerweist sich das Nystr�om-Verfahren als das G�unstigste ( vgl. [10]). Hierbei handelt essich um eine Quadraturmethode unter Verwendung von trigonometrischen Polynomen.Die logarithmischen Terme der Kerne werden dabei abgespalten und die Integrale ge-sondert berechnet. Bei analytischer Parametrisierung kann nachgewiesen werden, da�das Verfahren exponentiell konvergiert (vgl. [10] bzw. [18] f�ur eine Darstellung der Me-thode im Fall des Transmissionsproblems). Die Berechnung von F(z)� erfolgt dannunter Verwendung der Trapezregel.Zur Berechnung von B ist die Kenntnis von (F0(z)hj)(x̂i) erforderlich. Hierf�ur wird dieDarstellungF0(z; h) = F 0(z; h) � (E � A(z))�1 � R(z)+F(z) � (E � A(z))�1 � A0(z; h) � (E � A(z))�1 � R(z)+F(z) � (E � A(z))�1 � R0(z; h)verwendet. Die Ermittlung von A0(z; h)� erfolgt durch Abspalten der logarithmischenSingularit�aten und Verwendung der obigen Quadraturformeln. F 0(z; h)� wird durch dieTrapezregel bestimmt. Entscheidend f�ur die numerische E�ektivit�at des Verfahrens isthierbei, da� die bei der Berechnung von F(z) bestimmte LU-Zerlegung von (E�A(z))�1auch f�ur die Bestimmung von F0(z; h) verwendet werden kann. Somit steigt der Aufwandf�ur die Bestimmung der Ableitung nur quadratisch bei wachsender St�utzstellenzahl.Weiterhin ist es zum Testen der Methode zun�achst n�otig, synthetische Daten u1 zuerzeugen. Um hierbei triviale Invertierungen von endlichdimensionalen Problemen zuvermeiden, ist es wichtig, da� die gesuchte Parametrisierung z nicht in YN liegt und sichdie L�osungsmethode beim direkten Verfahren von der des inversen Verfahrens unter-scheidet. In dieser Arbeit wurde das durch Verwendung von unterschiedlichen Wertendi, da in den Potentialans�atzen (3.1) und (3.2) und unterschiedlichen St�utzstellenzah-len bei der Approximation der Integraloperatoren erreicht. So wurden bei dem direktenProblem 128 St�utzpunkte, beim inversen dagegen 64 Punkte verwendet.Bei allen Testbeispielen wird vorausgesetzt, da� die gesuchten Randkurven sternf�ormigsind. Beim Dirichletproblem konnte f�ur diesen Fall bereits nachgewiesen werden, da�die Fr�echet-Ableitung injektiv ist und als Operator von L2[0; 2�] nach L2(
) dichtenWertebereich hat ( vgl. [11]). Dies konnte bisher allerdings weder beim Neumann-noch beim Transmissionsproblem nachgewiesen werden. Wegen der Sternf�ormigkeitder gesuchten Gebiete ist f�ur die Abbildungen des Approximationsraums Yn stets dieDarstellung h(t) = q(t)�cos tsin t�; 0 < t < 2�



78 Numerische Ergebnissemit einer 2�-periodisch fortsetzbaren, zweimal stetig di�erenzierbaren, nicht negati-ven Funktion q m�oglich. Als Approximationsraum f�ur q wird zun�achst der Raum dertrigonometrischen PolynomeY trigN := 8<:a1 + bN�12 cXn=1 a2n+1 cos nt+ bN2 cXn=1 a2n sinnt : a1; : : : ; aN 2 R9=;verwendet. Hierbei sei bxc f�ur x 2 R die gr�o�te ganze Zahl, die kleiner oder gleich xist. Als Testparametrisierungen werden folgende Abbildungen verwendet:Bohne: z(t) = 1 + 0:9 cos t+ 0:1 sin 2t1 + 0:75 cos t �cos tsin t� ; t 2 [0; 2�[Erdnu�: z(t) =pcos2 t+ 0:25 sin2 t�cos tsin t� ; t 2 [0; 2�[Drache: z(t) = �cos t+ 0:65(cos 2t� 1)1:5 sin t � ; t 2 [0; 2�[:Als Abbruchkriterium wird das ResiduumRes := ku1 � F(z)kL2(
)ku1kL2(
)verwendet. Dieses wird mit der Trapezregel numerisch bestimmt. Das Verfahren wirdgestoppt, wenn Res kleiner als ein vorgegebenes � ist. Hierbei ist � = 10�6, wobei dieserWert nach 30 Iterationen auf � = 10�4 und nach 40 Iterationen auf � = 10�2 erh�ohtwird. Nach maximal 60 Iterationen wird das Verfahren abgebrochen. Dies geschiehtebenfalls, falls sich das Residuum in drei aufeinanderfolgenden Schritten um jeweilsmindestens zehn Prozent vergr�o�ert, da dann davon auszugehen ist, da� das Verfahrennicht konvergiert. Bei gest�orten Daten ergibt sich � aus dem Datenfehler, d.h. es wirddas Diskrepanzprinzip verwendet.Ausgangspunkt der Approximation ist der Raum Y1, der um eine Dimension vergr�o�ertwird, falls das Residuum zwischen neuer und alter Approximation weniger als 10�3betr�agt. Der Wert des Regularisierungsparameters betr�agt zu Beginn des Verfahrens10�3. Verringert sich das Residuum, so wird der Parameter durch zehn geteilt, wobei10�7 der minimal m�ogliche Wert ist. Bei einer Vergr�o�erung des Residuums wird demParameter der Wert 10�2 zugewiesen.6.2 Eine einfallende WelleZun�achst wird das Verfahren bei einer einfallenden Welle getestet. Die gesuchte Kur-ve wird in den Bildern als durchgezogene Linie dargestellt, die Approximation durch



6.2 Eine einfallende Welle 79
Res = 9.94287e-07
Rad = 0.000742155
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = trig

eps = 0
I = 25
D = 21

Res = 8.63874e-07
Rad = 0.00693308
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = trig

eps = 0
I = 39
D = 32

Res = 5.9571e-07
Rad = 0.000627087
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = trig

eps = 0
I = 26
D = 19

Res = 1.18473e-06
Rad = 0.0130635
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = trig

eps = 0
I = 41
D = 34

Abbildung 6.1: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelleeine gestrichelte Linie mit Rauten. 'Res' bezeichnet das oben de�nierte Residuum,w�ahrend 'Rad' das L2-Residuum der Radialfunktionen der gesuchten Kurve und derN�aherungsl�osung, die mit rexakt bzw. rapp bezeichnet werden, ist:Rad := krexakt � rappkL2[0;2�]krexaktkL2[0;2�] :Zur numerischen Bestimmung wird auch hier die Trapezregel verwendet. Weiterhinkenzeichnen 'ki' und 'ka' die Wellenzahlen im Innen-und Au�enraum und 'mi' und'ma' stehen f�ur die bei den Neumannrandwerten auftretenden Konstanten �i und �a.'YN' klassi�ziert den Approximationsraum, w�ahrend 'eps' den Datenfehler beschreibt.Schlie�lich bezeichnen 'I' und 'D' die Anzahl der ben�otigten Iterationen und die Di-mension des Approximationsraums. Der Pfeil in den Bildern zeigt die Einfallsrichtungd der ebenen Welle ue an. Abbildung 6.1 zeigt die Rekonstruktion der Bohne mit einereinfallenden Welle. Wegen der Symmetrie der Erdnu� bzgl. x- und y-Achse werden



80 Numerische Ergebnisse
Res = 4.01068e-07
Rad = 0.00021495
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = trig

eps = 0
I = 22
D = 19

Res = 3.9562e-07
Rad = 0.000678019
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = trig

eps = 0
I = 18
D = 15

Abbildung 6.2: Rekonstruktion der Erdnu� bei einer Einfallswellein Abbildung 6.2 nur zwei der vier Grundrichtungen dargestellt. Die Werte der ande-ren beiden Richtungen sind bis auf Rundungsfehler ganz analog. Erheblich schwierigergestaltet sich die Rekonstruktion des Drachens. Die Rekonstruktionen bei einer ein-fallenden Welle aus zwei verschiedenen Richtungen sind in Abbildung 6.3 dargestellt.Da der Drache nicht in der Form r(t)(cos t; sin t)t gegeben ist, wurde die zugeh�orige
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Abbildung 6.3: Rekonstruktion des Drachens bei einer EinfallswelleRadialfunktion numerisch bestimmt. Die Schwierigkeiten bei der Rekonstruktion desDrachens sind dabei auf die sich stark �andernden Werte dieser Radialfunktion zur�uck-zuf�uhren. Beim Drachen erweist sich daher bei einer einfallenden Welle eine stabileRekonstruktion als schwierig. Bei einem ersten Testlauf konvergierten von 80 Tests mitunterschiedlichen Parametern nur knapp die H�alfte. Die Stabilit�at des Verfahrens k�onn-te nat�urlich durch einen gr�o�eren Regularisierungsparameter erh�oht werden. Dies ginge
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Abbildung 6.4: Der Einu� des Regularisierungsparameters
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Abbildung 6.5: Rekonstruktion des Drachens bei einer Einfallswelle und festem Regu-larisierungsparameter � = 0:1 bzw. � = 10:0 rechts



82 Numerische Ergebnissedann allerdings zu Lasten der Genauigkeiten bei einfacher zu rekonstruierenden Gebie-ten. Die Abh�angigkeit vom Regularisierungsparameter wird in Bild 6.4 verdeutlicht.Im Unterschied zum sonstigen Vorgehen wurde hier der Regularisierungsparameter f�urdas gesamte Verfahren konstant gew�ahlt. Hierbei wird die Bohne einmal mit exaktenDaten rekonstruiert und einmal mit um ein Promille gest�orten Daten. Beim Drachenentsprechen die Ergebnisse den Erwartungen. Bei sehr gro�em Regularisierungspara-meter ist aufgrund des Strafterms �Wa (vgl. 6.2) keine Rekonstruktion m�oglich. Bei zukleinem � verhindert die Schlechtgestelltheit des Problems eine gute Approximation.Bei der Bohne tritt dieses Verhalten bei � ! 0 weder bei exakten noch bei gest�ortenDaten auf. Erstaunlich ist, da� f�ur die Werte � = 0:1 und � = 1:0 die Rekonstruktiondes Drachens besser gelingt als die der Bohne. Die linke Figur von Bild 6.5 zeigt hierbeidie Rekonstruktion des Drachens f�ur � = 0:1, w�ahrend bei der rechten Figur � = 10gew�ahlt wurde und die Daten um ein Prozent gest�ort wurden. Die G�ute der Rekon-Gebiet ki ka �i �a Rad0.5 2.5 0.0006Bohne 2.5 0.5 0.5 1.0 1.05220.5 2.5 0.0003Bohne 2.5 0.5 1.0 0.5 0.27130.5 2.5 0.6039Drache 2.5 0.5 0.5 1.0 2.71250.5 2.5 0.1903Drache 2.5 0.5 1.0 0.5 1.4060
Gebiet ki ka �i �a Rad0.3 3.0 0.0002Erdnu� 3.0 0.3 0.8 1.3 0.33690.3 3.0 4.1e-5Erdnu� 3.0 0.3 1.3 0.8 0.45720.3 3.0 0.0003Bohne 3.0 0.3 0.8 1.3 0.39180.3 3.0 0.0002Bohne 3.0 0.3 1.3 0.8 2.6471Tabelle 6.1: Vertauschte Wellenzahlenstruktion wird auch durch die Wellenzahlen ki und ka beeinu�t. Dies wird in Tabelle6.1 verdeutlicht, in der sich jeweils zwei untereinanderliegende Zeilen nur durch ver-tauschte Wellenzahlen unterscheiden. Es zeigt sich, da� Gebiete mit gr�o�erer �au�ererWellenzahl besser rekonstruierbar sind. Bei den Rekonstruktionen in Tabelle 6.1 wurdehierbei stets mit den exakten Daten gearbeitet. Die Rekonstruktion gelingt desweiterenGebiet ki ka �i �a Rad eps0.5+1.0i 1.0+0.7i 0.0006Bohne 1.0+0.6i 1.5+0.9i 1.1+0.9i 0.6+1.3i 0.0008 0.00.5+1.0i 1.0+0.7i 0.0007Erdnu� 1.0+0.6i 1.5+0.9i 1.1+0.9i 0.6+1.3i 0.0002Tabelle 6.2: Komplexe Konstantenauch bei komplexwertigen Zahlen ki, ka, �i und �a sehr gut. In Tabelle 6.2 sind f�ur die-sen Fall vier Beispiele angegeben. Die durchschnittliche Iterationszahl betr�agt bei dergew�ahlten Vorgehensweise ungef�ahr 40 Iterationen. Dadurch ist der Rechenaufwandnicht unerheblich. Um diesen zu verringern, k�onnte z.B. die Anzahl der St�utzstellen



6.2 Eine einfallende Welle 83Algorithmus ki ka �i �a d It RadAlgalt 25 0.0007Algneu 0.5 1.0 1.1 0.6 (1; 0)t 10 0.0005Algalt 39 0.0069Algneu 0.5 1.0 1.1 0.6 (0; 1)t 15 0.0225Algalt 26 0.0006Algneu 0.5 1.0 1.1 0.6 (�1; 0)t 10 0.0005Algalt 41 0.0131Algneu 0.5 1.0 1.1 0.6 (0;�1)t 13 0.0220Algalt 51 0.0294Algneu 2.5 1.0 2.0 0.5 (1; 0)t 6 1.6244Tabelle 6.3: Vergleich von zwei Vorgehensweisenhalbiert werden. Die numerischen Versuche haben hier gezeigt, da� dann immer nochgute Rekonstruktionen m�oglich sind. Eine andere M�oglichkeit besteht darin, die Di-mension des Approximationsraumes in jedem Schritt zu erh�ohen und ein leichter zuerf�ullendes Abbruchkriterium zu w�ahlen. Die sich dadurch ergebenden Ver�anderungensind an Hand einiger Beispiele in Tabelle 6.3 festgehalten. 'Algalt' bezeichnet hierbeiden Algorithmus mit der am Anfang beschriebenen Vorgehensweise. Bei dem Algorith-mus 'Algneu' wurde die Dimension des Approximationsraumes in jedem Schritt um zweierh�oht und das Verfahren bereits bei Res < 10�5 abgebrochen. Als Testgebiet wurdehier die Bohne gew�ahlt, wobei mit exakten Daten gerechnet wurde. 'd' bezeichnet dieEinfallsrichtung der ebenen Welle und 'It' die Anzahl der Iterationen. Aus der Tabelleist zu erkennen, da� bei den einfacheren ersten vier F�allen die ver�anderte Vorgehens-weise zu einer ungef�ahr genauso guten Rekonstruktion f�uhrt wie beim anfangs erkl�arteVerfahren. Beim schwierigeren f�unften Fall versagt das zweite Verfahren allerdings,w�ahrend mit der erstgenannten Vorgehensweise eine gute Rekonstruktion m�oglich ist.Als n�achstes wird der Einu� eines Datenfehlers auf die Rekonstruktion analysiert.Hierbei entstand der Datenfehler durch Addition von Zufallszahlen auf die exaktenDaten, d.h. das gest�orte Fernfeld v1 entstand aus dem Fernfeld u1 durch v1(xi) =u1(xi)+ri mit xi 2 
, ri 2 R, i=1, : : : ,M.  2 R wurde so gew�ahlt, da� das Residuumku1�v1kL2ku1kL2 die gew�unschte Gr�o�e hat. Wie bereits erw�ahnt, wird als Abbruchkriteriumnun das Diskrepanzprinzip verwendet. Die Abbildung 6.6 zeigt die Rekonstruktion derBohne bei ein bzw. zehn Prozent Datenfehler. Die Einfallsrichtung ist dabei ebenso wiein den folgenden Bildern der Vektor d = (1; 0)t. Abbildung 6.7 zeigt die Rekonstruktionder Erdnu� bei einem bzw. 20 Prozent Datenfehler. Die Rekonstruktionen des Drachensmit den gleichen Datenfehlern wie bei der Erdnu� ist in Abbildung 6.8 zu sehen. BeimDrachen ist die Rekonstruktion nicht sehr befriedigend, was allerdings angesichts derm�a�igen Rekonstruktion bei exakten Daten nicht verwundern sollte. Bei Erdnu� undBohne �ubt ein einprozentiger Datenfehler kaum Einu� auf das Ergebnis aus. Auch hierzeigt sich, da� die Rekonstruktion von den Wellenzahlen im Innen- und Au�enraum



84 Numerische Ergebnisse
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Abbildung 6.6: Rekonstruktion der Bohne bei Datenfehler
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Abbildung 6.7: Rekonstruktion der Erdnu� bei Datenfehler
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Abbildung 6.8: Rekonstruktion des Drachens bei Datenfehler
Kurve ki ka �i �a eps Rad1.0 0.0476Bohne 0.5 2.5 1.1 0.6 0.01 0.01583.5 0.00911.0 0.0244Erdnu� 0.5 2.5 1.1 0.6 0.01 0.00533.5 0.01121.0 0.1810Bohne 0.5 2.5 1.1 0.6 0.2 0.13963.5 0.10051.0 0.2315Erdnu� 0.5 2.5 1.1 0.6 0.2 0.05133.5 0.0324Tabelle 6.4: Einu� von unterschiedlichen Wellenzahlen bei der Rekonstruktion mitDatenfehler



86 Numerische Ergebnissebeeinu�t wird. In Tabelle 6.4 wird dies durch einige Beispiele verdeutlicht. Es wirdwieder nur der Fall d = (1; 0)t ber�ucksichtigt.6.3 Eingeschr�ankter Me�bereichIn diesem Teil des Kapitels wird untersucht, wie sich das Verfahren verh�alt, wenn dieFernfelddaten nur auf einer echten Teilmenge 
0 � 
 des Einheitskreises bekannt sind.Das Newton-Verfahren l�a�t sich auf diesen Fall einfach �ubertragen, indem die PunktefxigMi=1 nun aus der Teilmenge 
0 gew�ahlt werden. F�ur die Rechnungen wurde einb 2 f0; �=2; �; 3�=2g und � 2 f�; 2�=3; �=2; �=3; �=4; �=6; �=8g gew�ahlt mitfxigMi=1 � ��cos tsin t� ; t 2 [b� �; b+ �]� :F�ur den Einheitsvektor d der ebenen Welle wurde stetsd 2 ��cos tsin t� ; t 2 [b + � � �; b+ � + �]�gew�ahlt, d.h. es wurde immer im angestrahlten Bereich gemessen. Dieses Vorgehenist dadurch motiviert, da� in der Praxis Sender und Empf�anger meistens �uber dengleichen Bereich verteilt sind. In der Graphik wird der Me�bereich durch Kreislini-
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Abbildung 6.9: Rekonstruktion der Bohne bei eingeschr�anktem Me�bereichensegmente markiert. Zus�atzlich bezeichnet der in der Figur dargestellte Bruch dieGr�o�e des Segments bzgl. 2�. In der Abbildung 6.9 sind zwei Rekonstruktionen derBohne f�ur den Winkelbereich � und �=3 zusammengestellt. Die Abbildung 6.10 zeigtzwei Rekonstruktionen der Erdnu� f�ur die Winkelbereiche �=4 und �=8. Es zeigt sich,
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Abbildung 6.10: Rekonstruktion der Erdnu� bei eingeschr�anktem Me�bereich
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Abbildung 6.11: Rekonstruktion der Bohne bei eingeschr�anktem Me�bereich und Da-tenfehler



88 Numerische Ergebnisseda� die Rekonstruktion auch bei kleinem Winkelbereich gut gelingt, wobei allerdingsfeinere Strukturen (z.B. die Einbuchtungen der Erdnu�) bei kleinem Me�winkel nichtmehr erkannt werden. Die Abbildung 6.11 zeigt die Rekonstruktion der Bohne beieingeschr�anktem Winkelbereich und Datenfehler. Auch mit eingeschr�anktem Winkel-bereich ist das Diskrepanzprinzip anwendbar. Allerdings divergierte das Verfahren beieps = 0:1 f�ur den Winkelbereich �=8, dies geschah jedoch auch f�ur d = (�1; 0)t bei ex-akten Daten. Mit sich veringerndem Winkelbereich wird das Verfahren also zunehmendinstabiler.6.4 Anderer ApproximationsraumEin Nachteil, der bei der Verwendung der trigonometrischen Monome als Basisfunk-tionen f�ur den Raum YN entsteht, ist ihr globales Verhalten. W�unschenswert w�areninsbesondere bei der Approximation des Drachens lokale Funktionen, d.h. Funktionenmit kompaktem Tr�ager. Durch solche Funktionen sollte es m�oglich sein, starke Kurven-ver�anderungen wie die beiden Ausbuchtungen beim Drachen besser zu rekonstruieren.Hierzu ist es n�otig eine geeignete Radialfunktion zu konstruieren. Als Grundlage f�urdiese Funktion wurde folgende Abbildung verwendet:r(t) := (e� 11�t2 f�ur jtj < 1;0 sonst.Da die gesuchte Funktion 2�-periodisch sein soll, wird t2 durch sin2 t ersetzt und 1 �sin2 t wird dann durch cos2 t ersetzt. Sei also t 2 [0; 2�[ beliebig, dann bezeichne T dieMenge T := f� 2 R : 9k 2 Z : � = t + kg. Sei weiterhin j; n; s 2 N mit j = 1; : : : ; n,dann wird auf [0; 2�[ die Funktion rj folgenderma�en de�niert:rj(t) := X�2Tjns (�� 2�jn )j<�2 exp �1cos2(ns (� � 2�jn ))!Die Summe ist hierbei immer endlich, insbesondere kann sie auch leer sein. Durch dieseDe�nition wird erreicht, da� die Funktionen rj lokalen Tr�ager haben, 2�-periodisch sindund unendlich oft di�erenzierbar sind. Da die De�nition etwas kompliziert ist, wurdendie Funktionen in den Abbildungen 6.12 und 6.13 f�ur den Fall n = 4 und s = 7graphisch darstellt. Abbildung 6.12 zeigt die Funktion r4, w�ahrend in Abbildung 6.13die Funktionen r1, r2, r3 und r4 dargestellt sind. Sei nun N = n + 1, dann werdenfolgende Abbildungen hl : [0; 2�[! R2 f�ur l = 1; : : : ; N de�niert:h1(t) := �cos tsin t� ; h2(t) := r1(t)�cos tsin t� ; : : : ; hN(t) := rn(t)�cos tsin t� :
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90 Numerische ErgebnisseDer Raum der durch diese Funktionen aufgespannt wird, wird mit Y expN bezeichnet.Der Parameter s gibt an, wie weit die jeweiligen lokalen Basisfunktionen gedehnt wer-den. Ein h�oherer Parameter s erh�oht im Allgemeinen die Stabilit�at des Verfahrens.der Einu� des im weiteren als Dehnparameter bezeichneten Werts, wird in der Ab-bildung 6.14 an einigen Beispielen skizziert. W�ahrend bei Bohne und Erdnu� der
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YN = exp
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eps = 0
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D = 34
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ka = 1
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YN = exp
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eps = 0
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Abbildung 6.15: Rekonstruktion des Drachens mit anderen Approximationsfunktionen
Res = 1.26901e-06
Rad = 0.0048025
ki = 0.5
ka = 1
mi = 1.1
ma = 0.6
YN = exp
supp = 14
eps = 0
I = 41
D = 34
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ma = 0.6
YN = exp
supp = 14
eps = 0
I = 35
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Abbildung 6.16: Rekonstruktion von Bohne und Erdnu� mit anderen Approximations-funktionenneue Approximationsraum keine besseren Rekonstruktionen liefert, ist dies beim Dra-chen der Fall. Hier sind die erzielten Rekonstruktionen zum Teil erheblich besser, wiean den Rekonstruktionen in Abbildung 6.15 zu erkennen ist. In diesem Beispiel gilts = 12. Diese Information ist auch bei den Bildern vermerkt und dort mit supp = 12



6.5 Mehrere Einfallswellen 91bezeichnet. Zum Vergleich k�onnen hier die Abbildungen 6.3 herangezogen werden. InAbbildung 6.16 ist jeweils eine Rekonstruktion der Bohne und eine der Erdnu� mitdiesen Approximationsfunktionen abgebildet.6.5 Mehrere EinfallswellenNeben dem Versuch durch eine andere Wahl des Approximationsraums bessere Rekon-struktionen zu erzielen, gibt es die am Anfang dieses Kapitels bereits angesprocheneM�oglichkeit, durch die Verwendung mehrerer Einfallswellen die Qualit�at der Rekon-struktion zu erh�ohen. Hierzu werden in diesem Abschnitt einige Beispiele vorgestellt.In den Testversuchen wurden 2,3,4,5, oder 8 einfallende Wellen verwendet. Die Ein-
Res = 0.0149159
Rad = 0.0334055
ki = 3
ka = 2
mi = 1.3
ma = 0.8
YN = trig

eps = 0
I = 60
D = 7
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ma = 0.8
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Abbildung 6.17: Rekonstruktion der Erdnu� mit einer bzw. zwei Einfallswellenfallsrichtungen sind hierbei gleichm�a�ig �uber den Einheitskreis verteilt. Bei den Rekon-struktionen mit eingeschr�anktem Winkelbereich stammen die Einfallswellen ebenfallsaus einem eingeschr�anktem Winkelbereich und zwar so, da� im angestrahlten Bereichgemessen wird. Die Einfallswellen werden wie �ublich durch Pfeile dargestellt. Als Bei-spiele wurden Parameterkombinationen gew�ahlt, bei denen mit nur einer einfallendenWelle keine guten Rekonstruktionen erzielt werden konnten. So z.B. bei der Erdnu� inBild 6.17. W�ahrend hier bei einer einfallenden Welle wegen der gro�en Wellenzahl imInnenraum die Rekonstruktion nur m�a�ig war und der Testlauf erst nach 60 Schrittenabgebrochen wurde, liefert die Rekonstruktion mit zwei einfallenden Wellen schon nach32 Iterationen ein sehr gutes Ergebnis. �Ahnlich verh�alt es sich in Abbildung 6.18. Hierist die Rekonstruktion mit einer einfallenden Welle unbefriedigend, das Ergebnis mitzwei Wellen dagegen bereits sehr gut. Auch bei Messungen mit eingeschr�anktem Win-kelbereich k�onnen die Ergebnisse durch mehrere einfallende Wellen deutlich verbessertwerden. In Abbildung 6.19 ist dies an Hand eines Beispieles dargestellt.
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Abbildung 6.18: Rekonstruktion der Bohne mit einer bzw. zwei Einfallswellen
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Abbildung 6.19: Rekonstruktion der Bohne mit einer bzw. zwei Einfallswellen bei ein-geschr�anktem Me�bereich



6.6 Stabilit�at bei stark abweichender Startn�aherung 936.6 Stabilit�at bei stark abweichender Startn�ahe-rungAmEnde dieses Kapitels wird nun noch untersucht, wie sich der Algorithmus bei st�arkerabweichenden Startn�aherungen verh�alt. Hierzu werden beispielhaft zwei verschiedeneSituationen betrachtet. Zum einen wird das Verhalten bei einem Startkreis mit kleinemRadius untersucht. Dies entspricht der Situation, da� die Lage (z.B. der Schwerpunkt)des Gebiets bekannt ist, aber nicht dessen Gr�o�e. Hierzu sind in Abbildung 6.20 zwei
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Abbildung 6.20: Kreis mit Radius 0:1 als Ausgangsn�aherungBeispiele zu sehen. Die gesuchten Objekte sind Erdnu� bzw. Bohne und die Startn�ahe-rung ist jeweils der Kreis um den Ursprung mit Radius 0:1. Dieser Kreis ist im Innerender Kurven durch gestrichelte Linien angedeutet. Bei beiden Beispielen zeigt sich, da�die gesuchte Kurve sehr gut approximiert wird, wobei die Anzahl der ben�otigten Schrit-te nur wenig �uber der des Testlaufs mit Einheitskreis als Startn�aherung liegt (30 statt25 bei der Bohne und 25 statt 22 bei der Erdnu�). Der andere untersuchte Fall liegtvor, wenn die gesuchte Kurve nicht sternf�ormig bzgl. des Ursprungs, sondern bzgl. ei-nes anderen Punktes ist. Hier bietet sich folgende Vorgehensweise an: In einem erstenSchritt wird das Newtonverfahren mit dem ApproximationsraumY ort2 := ��10� ; �01��durchgef�uhrt. Startn�aherung ist hierbei der Einheitskreis mit dem Ursprung als Mit-telpunkt. Hierdurch wird (ho�entlich) ein Kreis K gefunden bzgl. dessen Mittelpunktdie gesuchte Kurve sternf�ormig ist. In einem zweiten Schritt wird das Newtonverfah-ren erneut gestartet, wobei nun der Kreis K als Ausgangsn�aherung verwendet wird.In Abbildung 6.21 sind zwei Rekonstruktionen der Bohne abgebildet. Links wurde die
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Abbildung 6.21: Translation der Bohne um (�2;�2)t bzw. (2;�2)tBohne um den Vektor (�2;�2)t, rechts um (2;�2)t verschoben. Die Angaben zumradialen L2-Abstand sind jetzt im Allgemeinen nicht mehr korrekt, da der Mittelpunktdes Kreises K normalerweise von dem Translationsvektor abweicht. Liegt das gesuch-
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Abbildung 6.22: Rekonstruktion von translatierten Objekten mit mehreren einfallendenWellente Objekt weiter vom Mittelpunkt entfernt, so ist die Rekonstruktion nur noch beiVerwendung von mehreren einfallenden Wellen m�oglich. Hierzu sind in Abbildung 6.22zwei Beispiele dargestellt. Links wird die um (6; 6)t translatierte Erdnu� durch vier ein-fallende Wellen rekonstruiert, w�ahrend rechts die um (7; 7)t verschobene Bohne durchacht einfallende Wellen approximiert wird. Auch der translatierte Drachen kann gutrekonstruiert werden. In Abbildung 6.23 geschieht dies bei Translation um (3;�3)t miteiner einfallenden Welle und Approximation durch die Exponentialradialfunktionen
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Abbildung 6.23: Rekonstruktion des translatierten Drachensmit lokalem Tr�ager, w�ahrend auf dem rechten Bild bei einer Verschiebung um (7; 7)tmit trigonometrischer Approximation und acht einfallenden Wellen gearbeitet wird.Auch bei eingeschr�anktem Winkelbereich und Datenfehler ist eine Rekonstruktion sol-
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Abbildung 6.24: Rekonstruktion der translatierten Bohne bei eingeschr�anktem Winkel-bereich und Datenfehlercher Gebiete noch m�oglich. Hierzu sind in Abbildung 6.24 zwei Beispiele angegeben, indenen jeweils acht Einfallswellen verwendet wurden.



96 Numerische Ergebnisse6.7 FazitDie Experimente haben gezeigt, da� das regularisierte Newton{Verfahren eine vielver-sprechende Methode zur numerischen L�osung inverser Streuprobleme darstellt. Bereitsbei einer einfallenden Welle sind im Allgemeinen gute Rekonstruktionen m�oglich. Alswichtig erweist sich die Wahl der Basisfunktionen f�ur den Approximationsraum. Nebentrigonometrischen Monomen wurden in dieser Arbeit auch Basisfunktionen mit kom-paktem Tr�ager ber�ucksichtigt. Dabei wurden teilweise bessere Ergebnisse erzielt. Auchbei eingeschr�anktem Me�bereich waren die Ergebnisse sehr gut. F�ur den Fall, da� dieStartn�aherung au�erhalb des gesuchten Objekts liegt, wurde der Approximationsalgo-rithmus geeignet modi�ziert, so da� in einem ersten Schritt die Lage des gesuchtenObjekts ermittelt wurde und im zweiten Schritt die Form rekonstruiert wurde. Auchhier waren die Rekonstruktionen insbesondere bei Verwendung mehrerer einfallenderWellen sehr befriedigend. Das Verfahren erwies sich des weiteren als recht robust ge-gen�uber Datenfehlern. So f�uhrte ein einprozentiger Datenfehler nur zu einer geringf�ugi-gen Verschlechterung des Ergebnisses und auch gr�o�ere St�orungen verschlechterten dieRekonstruktion nicht �uberm�a�ig. Diesen guten numerischen Ergebnissen stehen aller-dings ungel�oste Konvergenzfragen gegen�uber. So existieren bisher | auch beim inver-sen Dirichletproblem| keine Konvergenzaussagen f�ur regularisierte Newton-Verfahrenbei inversen Streuproblemen. Weiterhin ist beim Transmissionsproblem, wie auch beimNeumannproblem, die Frage nach der Injektivit�at der Fr�echet-Ableitung und der Dicht-heit ihres Wertebereichs noch nicht gekl�art.
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