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Kapitel 1

Einleitung

Ein Korper heif3t elastisch, wenn er auf irgendeine durch duflere Kréfte her-
vorgerufene Anderung seines Volumens oder seiner Gestalt mit inneren
Zwangskraften antwortet, welche versuchen, die Anderung riickgingig zu ma-
chen.

Befindet sich ein fester Korper in seinem natiirlichen ungestorten Zustand,
so haben seine elementaren Bausteine (Molekiile) bestimmte Gleichgewichts-
lagen, welche durch die Kréfte bestimmt sind, mit denen sie aufeinander
einwirken. Die Kréfte hingen auflerdem von der gegenseitigen Lage der Mo-
lekiile ab. Wird diese durch duflere Einwirkungen veréndert, so ist dadurch
das Gleichgewicht gestort. Da es ein stabiles Gleichgewicht war, versuchen
die bei der Stérung auftretenden Zwangskréfte es wieder herzustellen. Diese
im Korper erzeugten inneren Spannungen sind die Ursache der Elastizitét
der festen Stoffe.

Bei den elastischen Verformungen sind drei Grundtypen zu unterscheiden.
Eine Art ist die Kompression durch einen von allen Seiten gleich stark wirken-
den Druck oder eine entsprechende Dehnung durch Zug. Ein zweiter, prak-
tisch wichtiger Fall ist die Beanspruchung in einer bestimmten Richtung.
Eine dritte Art ist die Scherung.

Bei geniigend kleinen Einwirkungen kénnen die an den Korper auftreten-
den Deformationen in guter Ndherung als linear von den Kriften abhéngig
angenommen werden (allgemeines Hookesches Gesetz). Wihrend im allge-
meinen Fall die elastischen Eigenschaften durch einundzwanzig Konstan-
ten beschrieben werden, reduzieren sich diese fiir ein isotropes Medium auf



zwei unabhéngige Stoffkonstanten A, p. Diese stehen mit dem Elastizitéts-,
Kompressions- und Scherungsmodul in Beziehung. Dabei heifit die dimen-
sionslose Grofle p Poisson-Zahl. Beispielsweise haben Aluminium den Wert
0.2, Stahl 0.3, Kupfer 0.34 und Eisen 0.45. Fiir eine detaillierte Darstellung
oder eine Einfiihrung in die Elastizitétstheorie wird auf [2] und [20] verwiesen.

Fiir homogene isotrope Medien mit Dichte p erhilt man durch Vernachléssi-
gen der Volumenkrifte fiir den Verschiebungsvektor U(z,t), der zum Zeit-
punkt ¢ die Verschiebung des Punktes z € R¢, d € {2,3}, aus der Ruhelage
angibt, die folgende Differentialgleichung

d
62 o 0 0 . o2 .
Zl [ 6 arJUk +)\a—xjd1VU = p@Uj,]—l,...,d.

Der zeitharmonische Ansatz
Uz, t) = u(z) exp (—iwt)
fiihrt auf die Gleichung
pAu+ (A + p) grad divu 4+ w?pu = 0.

In dieser Arbeit wird lediglich der Spezialfall w = 0 behandelt.

Unter dem inneren Dirichletproblem zur Elastizititsgleichung ver-

steht man:
Sei G C RY, d € {2, 3}, ein beschriinktes Gebiet derart, daf IR? \ G' zusam-
menhéngend ist. Zu gegebenen Randwerten f € C(9G) wird ein Vektorfeld

u € C*(G)N C(G)
als Losung der Elastizitdtsgleichung
puAu+ (A + p)grad dive =0 in G (1.1)
gesucht, das zusétzlich die Randbedingung
u=f aufd@G (1.2)

erfilllt. Hier wird nur der Fall d = 2 betrachtet.

Zur Losung des Randwertproblems gibt es prinzipiell zwei Moglichkeiten.
Zum einen kann (1.1), (1.2) in die schwache Formulierung iiberfiihrt werden,
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um mit Hilbertraummethoden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in So-
bolevrdumen zu gewinnen. Anschlieflend ist nachzuweisen, dafl die schwache
Losung auch klassische Losung ist. Wie bei der Laplacegleichung 183t sich
das Randwertproblem auch mit Integralgleichungsmethoden behandeln. In
[16] werden neben dem Dirichlet- auch Neumann- und Auflenraumprobleme
behandelt. Dafiir sind C%-glatte Rinder oder etwas allgemeiner Lyapunov-
Rénder bendtigt worden. Falls 0G nur stiickweise glatt ist, also Ecken (und
im IR? Kanten) besitzt, treten zusitzliche Probleme auf, beispielsweise mit
der Kompaktheit der Operatoren.

Ziel dieser Arbeit ist es, fiir einen Rand mit Ecke einer speziellen Form,
Existenz und Eindeutigkeit von (1.1),(1.2) zu zeigen. Gewinnt man die Lo-
sung mit einem Potentialansatz, so fiihrt dies auf eine Integralgleichung fiir
die unbekannte Dichte. Das singulére Verhalten des Randes spiegelt sich in
den Kerneigenschaften des zugehorigen Integraloperators wieder. Die Inte-
gralgleichung soll mit einem Nystrém-Verfahren gelést werden. Dazu sind
geeignete Quadraturformeln bereitzustellen. Aufgrund des singuléren Ver-
haltens des Integranden ist es sinnvoll, nicht sofort die Trapezregel anzu-
wenden, sondern zunichst eine geeignete Substitution durchzufiihren. Die
Untersuchung verschiedener Transformationen, die Bestimmung der Konver-
genzordnung und deren Konstante stellt einen wesentlichen Bestandteil dieser
Arbeit dar.

Als néchstes soll der Aufbau der Arbeit angegeben werden. Im Kapitel
Grundlagen werden funktionalanalytische und potentialtheoretische Ergeb-
nisse angefiihrt. Der erste Abschnitt ist den Operatorgleichungen und der
Konvergenz von Operatorfolgen gewidmet. Zusétzlich werden der Funkti-
onenraum S™? eingefiihrt und in Lemma 2.7 einige wichtige Abschidtzungen
bewiesen. Im zweiten Abschnitt werden — zunéchst unabhéingig vom Ecken-
problem — die Greenschen Sitze und Potentiale angegeben. Die Beweise wur-
den teilweise, obwohl fiir d = 3 in [16] als Spezialfall enthalten, nochmals mit
Beweis angefiihrt und damit iibersichtlicher gestaltet.

Die in Kapitel Substitutionsmethode betrachteten Funktionen sind auf
[0, 27] definiert. Im ersten Teil wird die Euler-Maclaurin Formel unter leicht
abgeschwichten Voraussetzungen angegeben, so dafi sie spéter auf Elemente
von S™ anwendbar ist. Desweiteren wird fiir eine Klasse von Funktionen
mit Endpunktsingularititen gezeigt, dal die Rechteckregel zur numerischen
Integration geeignet ist. Auflerdem wird das Prinzip der Substitutionsmetho-
de erldutert und mit Satz 3.10 der in Kapitel vier benttigte Konvergenzsatz



bereitgestellt. Im zweiten Abschnitt werden verschiedene Substitutionen hin-
sichtlich Konvergenzordnung und Konstante untersucht. Einige Ansétze sind
so modifiziert worden, dafl die Ableitung in der Intervallmitte m auch mit
wachsender Nullstellenordnung der Substitutionsfunktion konstant zwei ist.
Der Versuch, damit die fiir die Konvergenz entscheidende Konstante zu ver-
bessern, schlug fehl. Die angegebenen numerischen Beispiele umfassen sowohl
glatte als auch singulére Integranden. Man stellt fest, dafl sich bei Substituti-
onen wy, héherer Ordnung (m > 10) die Fehlerkonstante deutlich bemerkbar
macht. Die Notwendigkeit, dann sehr fein zu diskretisieren, wirft auch bei
Transformationen polynomialer Art overflow- und underflow-Probleme auf.

Im Kapitel Eine singuléire Integralgleichung wird die Gleichung zweiter
Art

2w
p(t) = | K(t,7m)e(r)dr = f(t), 0<t<27 (1.3)
0

betrachtet, wobei der Kern K auf |0, 27 [x]0, 27 [ stetig ist und in den vier
Ecken des Definitionsbereichs Singularitéten aufweist. Unter geeigneten Vor-
aussetzungen an K wird gezeigt, dafl sich die linke Seite von (1.3) als Summe
aus einem kompakten und einem beschrinkt invertierbaren Operator, ange-
wendet auf die Dichte ¢, darstellen 1d8t. Die Riesztheorie liefert im Fall der
Injektivitit der Gleichung die Existenz einer Losung. Unter weiteren Re-
gularitdtsvoraussetzungen an K wird gezeigt, dafl die durch das Nystrom-
Verfahren erzeugte Folge von Néherungslosungen gegen die exakte Losung
konvergiert. Der Konvergenzbeweis geht auf R.Kref [14] zuriick. Die Idee
aus [7], die Beweise so zu modifizieren, dafl in Satz 4.5 der Abbruchpara-
meter r = 1 gewéhlt werden kann und somit sich das zu losende lineare
Gleichungssystem nicht #ndert, ist nicht durchfiihrbar.

Das Kapitel Die Elastizitatsgleichung ist als Anwendung der Kapitel drei
und vier gedacht. Im zweiten Abschnitt sind die Eindeutigkeitsbeweise beim
inneren Dirichletproblem und dufleren Neumannproblem, die im ersten Ab-
schnitt formuliert werden, angegeben worden. Da eine Losung nicht mehr bis
in die Ecke hinein differenzierbar ist, muf§ diese bei Verwendung der Green-
schen Sétze ausgespart werden. Die Idee ist den Arbeiten [17] und [26], in de-
nen auflerhalb eines Bogens Differentialgleichungen mit Neumannrandwerten
zu losen sind, entnommen worden. Weiterhin werden die Eindeutigkeit und
Darstellbarkeit der Losungen bei C2-glatten Riindern als gegeben vorausge-
setzt. Da sich die Grundlosung im Vergleich zum homogenen Stokes-Problem
nur unwesentlich &ndert, kann man die Beweise [5] entnehmen. Im dritten
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Abschnitt wird mit einem Doppelschichtpotentialansatz und den Sprungbe-
ziehungen eine Integralgleichung fiir die unbekannte Dichte hergeleitet. Im
nachfolgenden Abschnitt wird gezeigt, dafl die parametrisierte Gleichung den
Voraussetzungen von Kapitel vier geniigt. Abschlielend werden numerische
Beispiele angefiihrt, bei denen der Rand im Nullpunkt eine Ecke aufweist.
Es wird benutzt, dafl

R

in R?\ {(z1,22)" € R?|x; <0, 7, = 0} die Elastizititsgleichung 16st und da-
mit dem Eckencharakter gerecht wird, das heifit, die Losung im allgemeinen
nicht bis in die Ecke hinein differenzierbar ist.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wesentliche mathematische Hilfsmittel bereitge-
stellt, die vor allem bei der Behandlung der Integralgleichung in Kapitel 4
ihre Anwendung finden.

2.1 Funktionalanalytische Grundlagen

Zunéchst sollen fiir Operatorgleichungen zweiter Art

p—Ap=Ff

Kriterien angegeben werden, unter denen Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung garantiert werden kann.

Satz 2.1 (Neumannsche Reihe)

Sei X ein Banachraum, I : X — X der Identititsoperator und A : X — X
ein beschrinkter linearer Operator mit |A|| < 1. Dann ist I — A beschrinkt
invertierbar. Die Inverse ist durch die Neumannsche Reihe

(I-A)~" = iAi

gegeben und beschrdnkt durch

1

(7= A7 < -
1 — [ Al
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Beweis: Siehe Theorem 2.8 in [15]. [

In der nachfolgenden Definition wird eine wichtige Klasse von Operatoren
vorgestellt.

Definition 2.2 Seien X und Y normierte Rdume. Fin linearer Operator
A X = Y heifit kompakt, wenn fir jede beschrinkte Menge U C X das
Bild A(U) relativ kompakt in Y ist.

Bei entsprechender Randglitte sind Integraloperatoren mit stetigen oder
schwach singulidren Kernen kompakt.

Satz 2.3 (Riesz)
Sei X ein normierter Raum, A : X — X ein kompakter Operator, I : X — X
der Identitdtsoperator und I — A injektiv. Dann existiert der inverse Operator

(I — A)~": X — X und ist beschrinkt.

Beweis: Siehe Theorem 3.4 in [15]. [

Fiir die Analysis in Kapitel 4 wird ein spezieller Funktionenraum bendtigt.
Definition 2.4 Firm € IN und 0 < o < m wird der Raum
27 ) ]
sma = {g e C[0,2r]NC™(0, 27) |/ [t2m —1) 7" |g(9)(t)| dt
0
existiert fir j =0,...,m } (2.1)

erklart. S™ wird mit der Norm

2m ) )
19llm,a :=  max / [t(2m =) 7 [gV(1)] dt (2.2)
J= m Jo

ein normierter Raum.

Die Elemente von S™® haben in 0 und 27 Nullstellen héherer Ordnung.
Genauer gilt

Bemerkung 2.5 Firne N, n<a<n+1 und g € S™ gilt

(0) = ¢'(0) =...= g™ D(0) =0,
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Bemerkung 2.6 Seien 0 < ay < ag < m und g € S™*. Dann ist g auch
Element von S™' und es gibt eine Konstante C' = C(ay, aa) so, dafs

||9||m,a1 <C ||9||m,a2-

Lemma 2.7
a) Fir g € S™* mit 0 < a < m ezistiert eine positive Konstante C, so dajf

990 < C [t — 1) ]V

2.4
fir 7=0,....m—1und0 <t <2m. (2:4)

b) Fir ge S™* mit 1 < a <m gilt
g <[t@m =) 1" " {|gllma fir 0<t<2m. (2.5)

Beweis: Wihlen € Ny, sodaln <a <n+1.
a) Sei zunichst 0 < j < n. Wegen (2.3) hat man ¢ (0) = ¢U)(27) = 0.
Somit ist

g (1) = /Otg(j“)(S) ds = /Ot [ s(2m—s) 1" I s(2m—s) P77 g0 (s) ds.

Da [ s(2m — 5) ]* YUY auf [0, 7] monoton wachsend ist, erhiilt man

[t(2m — 1) 76D / [ s(2m — s) PH10 [0 (5)] ds

0
< [t@2r =) |jglma fir0 <t <. (2.6)

99 (2)

IN

2w
t

Genauso ergibt sich wegen ¢U)(t) = gY*)(s) ds die Ungleichung

99 ()

IN

) 2 ) .
[t2m =) "0 [ [som = ) P10 |g140(s) ds
t
< [t@r =) 1% (gl fiir T < ¢ < 2. (2.7)

Betrachte nun n < 7 < m — 1. Wegen

t
g(])(t) — g(y)(ﬂ) — / g(]"'l)(s) ds
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gilt auf [0, 7]

49(0)] < 199 ()] + / 9% (s)| ds.
t

Multiplikation dieser Ungleichung mit [ ¢(2r —t) P*'7%< ¢, 0 < ¢ < 7, liefert

[t2m — ) P gV (1) < e|gW(m) +/ [s(2m — ) P17 [gUH(s)| ds
t
und damit
990)] < [elg() |+ lglma] [£27 =870 fir 0<t < (29

Die Argumentation fiir 7 < ¢ < 27 verlduft analog. Zusammen mit (2.6) und
(2.7) liefert dies Behauptung a).

b) Wegen a > 1 ist n > 1. Durch Einsetzen von j = 0 in (2.6) und (2.7)
ergibt sich Teil b). n

Der néchste Abschnitt beschéftigt sich mit der Konvergenz von Operatorfol-
gen. Mit L(X,Y) wird der Raum der linearen und beschrinkten Operatoren,
die X nach Y abbilden, bezeichnet.

Satz 2.8 (Banach-Steinhaus)

Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, A € L(X,Y) und (A,)
eine Folge von Elementen aus L(X,Y). Dann konvergiert (A,) punktweise
gegen A genau dann, wenn

1. Ay — Ap, n — oo fiir alle ¢ aus einer dichten Teilmenge U von X.

2. Es gibt ein C so, dafs
[4all < C

fiir alle n € IN.

Beweis: Siehe Satz 40.4 in [10] [

Der Satz soll nun auf Quadraturformeln angewandt werden.
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Definition 2.9 Eine Folge

n

Qul(p) =D oty (ai™)

1=0

von Quadraturformeln fir das Integral

Qlp) = /abw(l‘) dax

heifit konvergent, wenn die Folge von Operatoren @, : Cla,b] — IR punkt-
weise gegen @ : Cla, b] — IR konvergiert.

Satz 2.10 (Szegd)
Fine Folge von Quadraturformeln (Q,) konvergiert genau dann gegen @,
wenn Qn(¢) = Q(¢), n — oo fir alle ¢ in einem dichten Teilraum U von

Cla,b] und

n

sup Z |a§n)| < oC.

nelN -y

Beweis: Wegen

@l <D 1ol [[¢lloe  fiir alle ¢ € Cla, b

i=1
ist

1Qal < JalM].
=1

Desweiteren wihle ¢ € Cla, b] so, daf

[¢llo =1 und ¢ (x§“>> _ sign (a§“>> |

Das ist mit stiickweise linearen Funktionen moglich. Damit ist
n n

Quip = ‘azgn)‘ also auch [|Q[ > 3 lal"].
=1 i=1

Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Satz von Banach-Steinhaus. [ ]
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Korollar 2.11 (Steklov)
(n)

Sei (Qy) eine Folge von Quadraturformeln mit positiven Gewichten o;"
Qnp — Qo fiir alle Polynome @. Dann konvergiert @QQ,, gegen Q).

und

Beweis: Nach dem Approximationssatz von Weierstraf} liegt die Menge der
Polynome dicht in (Cla, b], ||.||s) . Wegen

S a1 =3 ol = Qu(1) = Q(1), n— o
=1 =1

liefert der Satz von Szegé die Behauptung. [ |

2.2 Potentialtheoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die wesentlichen potentialtheoretischen Hilfsmittel,
die bei der Behandlung des Randwertproblems in Kapitel 5 ihre Anwendung
finden, zusammengestellt werden.

Nachfolgend wird fiir ein beschrinktes Gebiet G C R? die Elastizititsglei-
chung
pSu+ (A + p) grad dive =0, pu, A € R (2.9)

betrachtet. Der zu dieser Gleichung korrespondierende Differentialoperator
p + (A + p) grad div

wird im folgenden mit A* bezeichnet.

Fiir die Greenschen Sétze sind Regularitatsforderungen an den Rand und die
auftretenden Integranden zu stellen. Auf eine mdoglichst allgemeine Darstel-
lung, wie sie in [11] oder [19] zu finden ist, soll hier verzichtet werden.

Satz 2.12 (Gauflscher Satz)
Seien G C R ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise C'-glattem Rand und
A e C'(G)NC(G) ein Vektorfeld. Dann gilt

/GdivA(y)ds(y):/ (A(y),n(y)) ds(y),

e

sofern die auftretenden Integrale existieren. Dabei ist n die in den requldiren
Randpunkten gebildete und ins Aufere von G weisende Normale.
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Beweis: Nach Voraussetzung besitzt 0G nur endlich viele singulédre Rand-
punkte xq, ..., ;. Der zur Dimension eins gehérende Minkowski-Inhalt von
{zo,...,zy} ist Null. Demnach stellt die obige Formulierung einen Spezialfall
von [13, Folgerung 7.5] dar. [

Zur Formulierung der Greenschen Sétze werden nachfolgende Notationen ver-
einbart.

Fiir reelle Zahlen o, # mit a4 3 = A+ sind der verallgemeinerte Stresstensor
Pru— Py = ((Pu)jr)i<jnce

mit

Ouy, ou;
(P )]k = 5]kﬂdlvu + aa_ + 1 axz

und die symmetrische Bilinearform

ouy, 8vk Ooup Ov;  Oug 0y
B = 2
(u,v) (A +2u Z Oxy, axk {6:}52 0o + 0x; 8:1:1]

|:6U1 87)2 I 8’&2 87)1:| ta [8u1 87)2 I 8’&2 87)1:|

aZEl 81‘2 81‘2 81‘1 81‘2 81‘1 81‘1 81‘2

erklart. Der zu den Werten a = p und = A korrespondierende Tensor P
wird mit T bezeichnet. Desweiteren soll der Tensor zu den Werten

o\ = HA+ 1) = (A +p)(A+2p)
A+3p ] A+ 3u

mit N bezeichnet werden. Demnach haben 7" und N die Darstellung

T : uv—T, = ((Tu)jk)1§j,k§2a
N u— Ny = ((Nu)jr)i<jk<e

mit den Komponenten

(Tu)jk = djpAdivu + p <8x3 4 6—x2>

A+ A +2p0) oo B ) Ou Mauj.
A+ 3u A+ 3 Oz oxy,

(Nu)jk = djk
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Fiir Vektoren a,b € IR? wird fiir das Skalarprodukt anstatt (a,b) auch a - b
geschrieben. Fiir die Bildung des Vektorproduktes a x b ist der IR? im IR?
einzubetten. Insbesondere gilt

. 3u2 8U1 !
rotu = <0’0’6—xl — 8—302> :

Mit diesen Bezeichnungen 1483t sich der Vektor P,n durch

Pyn = pndivu + (o + p) g_u + a(n x rotu)
n

darstellen. Er ersetzt die in der klassischen Potentialtheorie auftretende Nor-
malableitung von w.

Satz 2.13 (Greensche Sitze oder Betti-Formeln)
Sei G wie in Satz 2.12. Fir Vektorfelder u, v mit den Eigenschaften
v e C*G)NCYGE), ue CYG)NC(G) gilt der erste Greensche Satz

/ u- Novdy = / u- (Pyn)ds — / B(u,v) dy. (2.10)
G G G
Fiir u,v € C*(G) N CY(Q) gilt der zweite Greensche Satz

/G(u N — v ANu)dy = /,9(; [u “(Pyn) — v - (Pun)] ds. (2.11)

Beweis: Um den Gaufischen Satz auf
2

(u-Pn)(y) = (Aly), n(y)) mit A(y)e =Y (Po)juy

j=1

anwenden zu konnen, ist die Divergenz des Vektorfeldes A zu berechnen. Es
gilt

divA(y) = ii[(&)jk%]

ik Oy
2 2 2
0 ou
= Z—(Pv)jk) uj + Z(Pv)ﬂc ’
j=1 \(kl Oy 5 k=1 Oy
(A™v);

= u-/ANv+ B(u,v),
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so daB (2.10) folgt. Gleichung (2.11) ergibt sich aus (2.10) und der Symmetrie
von B. [ |

Fiir den Darstellungssatz und die Potentialansédtze wird die Grundlosung
E(x,y) = (Eij(x,y))1<ij<2 zu (2.9) benotigt. Diese ist durch

Y’
E(z,y) = A\, p) In —— I, + B(\, ) @ y)_(x 5 y) (2.12)
=yl |z =y
mit den Konstanten
1 A+3up 1 A+u
A p) = — =T o) = — 20 9.13
(A m) 4 (N 4 2p) (A m) A1 (X +2p) (2.13)

gegeben. Dabei wurde mit I, € IR**? die Einheitsmatrix bezeichnet.

Fiir den k-ten Spaltenvektor Ej von E gilt demnach
ALE(r,y) =6(z—y), k=12

Der Index am Operator A* gibt die Variable an, beziiglich der zu differen-
zieren ist. Genauso wird anstatt P, T oder N nun P®, P® . geschrieben.

Satz 2.14 (Greenscher Darstellungssatz)
Seien G wie in Satz 2.12, u € C*(G) N C'(G) und A*u =0 in G. Dann gilt

u(z) @+ r€G

| [B@n)Pu) - Dla.yyulw)] dsty) = )
oG 0 : z¢@G

Dabei ist die Matriz D(z,y) = (Dyi(%,y))1<k.i<2 fir (z,y) € R*x0G, z # y,
durch

D(z,y) = PYE(z,y)n(y) := (PY Ey(z, y)n(y))", (PY Ex(z,y)n(y))")

gegeben. Die Komponenten lauten

Da(r,y) = mA—aBﬂig%%%ﬁ+2Bm+uﬂ%§%%%ﬁon—%V
fiir i € {1,2},

Dyi(v,y) = (aA— puB) (i — yi)”k(yj? :;ﬁk — yr)ni(y)

-HBW+MQ%%£%D@erm—ywﬂM#k-
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Weiterhin gilt fiir requldre Randpunkte x
1
/a E(,y)(Pm)(y) = Dl y)uy)| ds(y) = Sule).  (215)
G

Beweis: Fiir 2 ¢ G ergibt der zweite Greensche Satz (2.11) angewandt auf
u=u(y) und v =v(y) := Ex(z,y)

[ [Petes) - () = PO B 1)n(s) - uto)] dst) = 0.

Wegen der Symmetrie von E und D(z,y) = (PYWE;(z,y)n)!, PY Ey(x,y)n)")
gilt

0
[ [ Pan) - D] ast) = § ).
oG
Fiir x € G hat v(y) := Ex(x,y) eine Singularitit in z. Bezeichne B, = Bz, ¢]
eine Kugel um x mit Radius . Auf das Gebiet G \ B. (mit nach auflen wei-
sender Normale n) 148t sich der zweite Greensche Satz anwenden. Demnach
gilt
[ [Esen) (Pan)w) = PO, y)n(o) - u(w)] dsty)
oG
= [ [PY B pn) - uly) ~ Eulay) - (Pan))] ds(o). (2:16)
B.

In (2.16) ist der Grenzprozefl ¢ — 0 durchzufithren. Wegen

1
/ Er(z,y) - (Pun)(y)ds(y)| < Ce <1ng + C’) —0,e—0
9B.
ist nur noch

lim . PYW Ei(z,y)n(y) - uly) ds(y) = u(x) (2.17)

zu zeigen. Das Integral in (2.17) wird aufgespalten gemif}

/3 PO p)nly) - uly) ds(y) = ula) / OBz (o) ds(y)

+/BB PYWE(x,y)n(y) - [u(y) —u(x)]ds(y). (2.18)



2.2 POTENTIALTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 17

Da u in z stetig ist und D in x = y einen Pol erster Ordnung hat, verschwin-
det der zweite Summand in (2.18) fiir ¢ — 0. Durch

y(t)::r+5(COSt>

sint

ist eine Bijektion zwischen 0B, und [0, 27] gegeben. Da n(y) die auf den
Mittelpunkt der Kugel B. gerichtete Normale ist, also

gilt, ergeben sich fiir die Komponenten von PW Ej(z, y)n(y) die Darstellun-
gen

1 1 cos’t : k=1
Dyi(.y) = (MA—@B)E+2B(O‘+“)E{ sint k=2

1
Dyi(z,y) = 2B(a+u)gsintcost fir &k #1.

Fiir den ersten Summanden in (2.18) gilt

u(z) - /BB PYWEL(x,y)n(y)ds(y) = ug(x)[27(nA — aB) + 27B(a + )]
= u(z).

Damit ist (2.17) bewiesen und die Behauptung ergibt sich durch Grenziiber-
gang ¢ — 0 in (2.16). Fiir ein regulires x € JG verlduft der Beweis ganz
analog. Dabei ist (2.17) durch

lim PYWE(z,y)n(y) - u(y) ds(y) = %uk(x)

e—0
0B:NG

zu ersetzen. [ |

Da eine bis in den Rand differenzierbare Losung der Elastizitéitsgleichung
bereits durch die Werte von v und P,n auf 0G festgelegt ist, werden im
folgenden Flichenpotentiale untersucht.
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Definition 2.15 Seien I' = 0G und die Konstanten A, B wie in (2.13) ge-
geben. Fir o € C(T) heifst das Integral

Ulrig) = / E(x,y)e(y) ds(y) (2.19)

— /F[Aln#ga(y)jLB@;gi—’j(f»(x—y) ds(y), z ¢ T

lz — ¥

Finfachschichtpotential mit Dichte ¢ im Punkt x. Fir ¢ € C(T') heifit das
Integral

Vi) = / D(z, y)i(y) ds(y) (2.20)
= (a-am) [ @ =m0y g y)

roolz—yP?
+(aA — uB) /F (z—y, w(y)>n(y|l—_<yn£y), () (= —y)

+2B(a + 1) / (& =y, n(y) (e -y, ¥ (y))

r |x—y|4

ds(y)

(z—y)ds(y), v ¢ T

Doppelschichtpotential mit Dichte ¢ im Punkt x.

Da U und V in IR? \ T die Elastizitiitsgleichung l6sen, das heifit
ANU(z;0) =0=AV(z;¢) inR*\T

gilt, ist das Verhalten der Potentiale fiir x — I' zu untersuchen. Wie in der
klassischen Potentialtheorie (siehe [15]) sollen Sprungbeziehungen angegeben
werden.

Zunichst ist festzustellen, dafl unabhéingig von der Randglitte das Doppel-
schichtpotential fiir # € ' und ¢ € C(T") nicht (als uneigentliches Integral)
existiert, denn der Integrand des zweiten Summanden in (2.20) ist im Punkt
x = y stark singuldr. Das Problem 148t sich mit holderstetigen Dichten
beheben. Darum wird die in Definition 2.15 erkldrte Funktion V' ab sofort
mit Doppelschichtpotential erster Art bezeichnet. Hier soll ein anderer Weg
beschritten werden, denn die in Kapitel 4 betrachtete Integralgleichung wird
im Raum der stetigen Funktionen gelost. In der Darstellung (2.20) lassen sich
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die Parameter «,  so wiahlen, dafl der nicht erwiinschte Term verschwindet.
Zusammen mit « + # = A + p fiihrt diese Forderung auf die Werte

oo MAT) 5= A+ A+ 20)
A+ 3p A+ 3u

Die dazu korrespondierende Matrix D wird mit D bezeichnet.

Definition 2.16 Fir ¢) € C(T') heifit das Integral

W) = [ D)) dst) (2.21)
= [ ) asty
8 [ e u 0 g,
mit den Konstanten
A:%Afzm’ B:%AAL}L

Doppelschichtpotential zweiter Art mit Dichte ) im Punkt x.

Fiir Funktionen f: IR*\ I' = IR* werden f_ und f, mit

f-(x):= lim f(z—hn(x)), fy(z):= lim f(x+hn(z)), z€l

h—0,h>0 h—0,h>0
eingefiihrt, vorausgesetzt die Limetes existieren.
Satz 2.17 (Eigenschaften vom Einfachschichtpotential)

Sei T = 0G € C?. Fir ¢ € C(T) lipt sich das Einfachschichtpotential
Ulx;p), © ¢ T durch

Uleip) = AEuwwwmamxer (2.22)

zu einer in ganz IR? stetigen Funktion fortsetzen. Auf dem Rand gilt

U-(z;0) =Us(zi), 7 €T
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und

1
(NU(.;9)n(z))s(x) = / (NOE(z,y)n(@)),_, o) ds(y) F 5 ¢(x), v €T.
r
(2.23)
Die Integrale in (2.22) und (2.23) existieren als uneigentliche Integrale.

Beweis: Siehe [16, Chapter II]. ]

Satz 2.18 (Eigenschaften vom Doppelschichtpotential)
Sei T € C%. Fiir v € C(T) lipt sich das Doppelschichtpotential zweiter Art

W) = [ Dlay)u)dsy), + ¢ T
r
von G nach G und von R*\ G nach R?\ G stetig fortsetzen mit den Werten

Waloiv) = [ Dlopv()dsty) £ 50(a), s €T (224

Das Integral in (2.24) existiert als uneigentliches Integral. Fir die Normal-
ableitung gilt

(NW (.5 ¢)n(z))(x) = (NW(.;¢)n(z))-(z), z €T, (2.25)

Beweis: Siehe [16, Chapter II]. Beispielsweise ist fiir konstante Dichten ¢
die Aussage (2.24) den Darstellungsformeln (2.14) und (2.15) zu entnehmen.
u

Satz 2.19 Fir T € C? hat der Randintegraloperator

(K6)(w) =2 [ Dle,n)u(y) ds(y), « € T
die Abbildungseigenschaften
K : C() — C>(I), C"(T) — C"(I)
und 1st beschrinkt.
Beweis: Dieses aus der klassischen Potentialtheorie (fiir die Helmholtzglei-

chung siehe [3, Chapter 2]) bekannte Resultat soll hier ohne Beweis angefiihrt
werden. [ |



Kapitel 3

Substitutionsmethode

3.1 FEuler-Maclaurin Formeln

Zunichst sollen fiir Quadraturformeln niedriger Ordnung, zum Beispiel

b n
/ g(x)dx =~ h Z/ g(a+jh) (Trapezregel),
a =0

b - 2j — 1
dr ~ h h Mittelpunktregel
/a g(z)dx ;g <a + = > (Mittelpunktregel)

mit n € IN und h = (b— a)/n, Fehlerdarstellungen hergeleitet werden. Dabei
wird unter 3" die gewohnliche Summe verstanden, deren erster und letzter
Summand halbiert wird.

Definition 3.1 Die durch

m—1
Z <m> Bj(z) =ma™ "', r € R, m €N,

=0 N7

rekursiv definierten Polynome B;(x) heiflen Bernoullipolynome und die Wer-
te Bj := B;(0) heiflen Bernoullizahlen.

Die ersten Polynome lauten
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Lemma 3.2 Die Bernoullipolynome besitzen die folgenden Eigenschaften

1 : m=0
m>1"

~
S

Sy

3
&
>

I
—N—
o

2. B! (x) = mB,, 1(x),

8. Bp(z +1) — Bp(z) = ma™ ",

4 Bn(1 = 2) = (=1)"Bn(2),

5. Bn(0) = By, (1) fir m # 1,

6. BZm+1(O) = BQm+1(1) = BQm+1 (%) =0 fUT m Z 1.

7. Die ungeraden Bernoullipolynome besitzen in [0, 1] keine weiteren Null-

stellen. Die geraden Bernoullipolynome verschwinden weder in 0 noch

Beweis: Fiir einen Beweis sei auf [25] verwiesen. n

Die ersten von Null verschiedenen Bernoullizahlen lauten

1 1 1 1
By =1, Bl——§, BQ—E, B4——%, BG—Ea
1 5) 691 7
Bs=——, Bijp= —, Biy= ———, By = -
8 30; 10 667 12 27307 14 67
3617 43867 174611
16 510 7" 798 0 T 330

Die Bernoullipolynome B,, werden ausgehend von z € [0,1) periodisch mit
Periode 1 fortgesetzt. Damit erhélt man stiickweise polynomiale Funktionen
(die periodischen Bernoullifunktionen) B,,, die fiir m # 1 stetig sind. B ist
bis auf die Stellen z € Z stetig.

Satz 3.3 (Euler-Maclaurinsche Summenformel)
Seien n,m € IN, 0 <9 <1 und f € C™[0,n]. Dann gilt

Z_:f(j+z9) —/Onf(af)dfv
=32 B o0y — oo - [ B oy

e g! m)!

(3.1)
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Beweis: Sei zunédchst m > 1. Durch fortlaufende partielle Integration er-
hélt man fiir k=0,...,n—1

k+1 Em(ﬁ—x) (m) 2 da
/k EnlV 2 2) ) ()

m)!

B,,(V - . M By 1 (9 —2) L0y
- ARLﬂ Mk +1) — f )@H+A (mEU'U( (@) da
-3 B (g 1) = poo) + [ P )

Dabei sind die Periodizitit von B,, und Eigenschaft 2 von Lemma 3.2 einge-
gangen. Beim letzten Integral mufl wegen der Unstetigkeit von B; in Z der
Integrationsbereich aufgespalten werden.

Afﬂﬁﬂﬁ—mfuym

- [(Bw-wrwas [ Be-ar@e

+9

:/Oﬂ (ﬂ—x—%>f’(x+k)da:+/; <19—x+%> fl(x+k)dx

k+1

:—ﬂﬁ+m+BM%Uw+U—f%ﬂ+k f(z) dz,

denn B;(z) =z — 5 fiir 0 < z < 1. Insgesamt ergibt das

(3.2)

Die Gleichung stimmt offenbar auch fiir m = 1. Durch Summation Zz;é von
(3.2) erhélt man (3.1). u
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Als néchstes sollen die 2 Spezialfille = 0 und ¥ = 1/2 betrachtet werden.

Korollar 3.4 (Trapezregel)

Seien n,q € N, h = (b —a)/n, g € C*'[a,b] N C**'(a,b) mit g9
beschrinkt auf (a,b) und g@9™") € L'[a,b]. Der Fehler bei der Trapezregel
laft sich durch

- BQJ‘ (2j—1) (2j—1) 2j 2¢+1 ’ §2q+1 ( h ) (2¢g+1)
— Z @) g (b) — g (a)] W7 + h ) WQ (x) dx

darstellen. Sei zusditzlich g~ (b) = ¢*=V(a), j=1,...,q.

Dann gilt
C

En(g)] < 2l

mit einer von n unabhdngigen Konstanten C' > 0. Beispielsweise kann

b—a 2q+1 (2 1) ad 1
— +
c=2(%57) " 1 s Y
k=1

gewdhlt werden.

Beweis: Sei zuniichst g € C**'[a,b]. Wende auf f(y) := g(a + hy) und
Y = 0 die Euler-Maclaurin Formel an.

Zg(a—l—]h) —/ g(a+ hy)dy
§=0 0
2q+1 —
Bi r,G-1 -1 - /" Bag1(—y)
= =7 b) — gli=1 pi—t_p2ett [ Z2at1y I (2040 (0 4 hy) dyy.
; 1 670 =g )] i) O et hy)dy

Wegen Bagsr(—y) = Bogn(1 — y) = (1) Bygun (), Bi(0) = ~1/2 und
dem Verschwinden der Bernoullizahlen zu ungeradem Index liefert eine Sub-
stitution £ = a 4+ hy und Multiplikation mit A
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, ) ) ) b B (u)
(25-1) b) — (25-1) } 2 th—I—l/ 2¢+1 \ 7 (29+1) dr.
oy 10700 — o] Bt | ) da

Die partielle Integration
b’ B z—a bR, (z=a
h/ BQq-I—l( h )g(2q+1)(x) dr — _/ BQq( h )g(gq)(x) dr
o (2¢+1)! o (29)!
bleibt wegen By,,1(0) = 0 auch unter den abgeschwiichten Voraussetzungen
an ¢ richtig.

Die Wahl der Konstanten C' ist aus der Fourierreihendarstellung der periodi-
schen Bernoullifunktionen ablesbar. Fiir j € IN gilt

Byj(z) (_1)j_1i2cos(27rk:1:)

25)! £ (2rk) und
EQ?H(:U) (C1pt o~ 2sin(2mkz)
(25 +1)! £ (2mk)2iH
Demnach bleiben die Bernoullifunktionen durch
Bogi1(x 2 = 1
20+ (1>)! < (et 2
beschrankt. m

Ein direkter Beweis der Trapezregel findet sich in [6, S.107-109].

Korollar 3.5 (Mittelpunktregel)
Seien n,q, h und g wie in Korollar 3.4. Fiir den Fehler bei der Mittelpunkt-
regel gilt
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Beweis: Setze ¥ = 1/2, By(¥) = 0 und By, (% - y) = —Byg11 (% + y)
in Satz 3.3 ein. [ |

Fiir Funktionen mit Singularitdten am Intervallende sind die obigen Korollare
nicht anwendbar. Deshalb wird fiir solche Integranden am Ende des Kapitels
3.1 die Substitutionsmethode vorgestellt. Dort sollen auch die Konvergenz-
ordnung und Fehlerkonstante ermittelt werden. Deshalb ist fiir eine weitere
Funktionenklasse der Fehler bei der Rechteckregel anzugeben. In den Arbei-
ten [21] und [22] von Navot wird die Euler-Maclaurin-Formel auf Integranden
der Form f(z) = 2 °¢g(z) und f(z) = g(z) Inz erweitert. Die Resultate wer-
den nochmals mit Beweis angefiihrt.

Satz 3.6 Seienn,g € N, 0 <9 <1, 0< s <1 und f(x) =ax *g(x) mit
g € C*T0,n]. Dann gilt

n—1 n
S sG+0) - [ fa)ds
=0 0
2q—1 2q—1
Bi(vY) . cr(s, v
j=1 J: k=0 '
mit den Konstanten
2q i
L Bj (19) d] ! k—s k—s 1
(s d) = =) e A
j=1
e EQ (’19 - l‘) d2q k—s
—/1 q(2q)! deqx de, k=0,...,29g—1

und dem Restglied

® By, (0 — ) — ) d?
R(f,9,5,q) = / BQQ( (:26()])| BQQ( ) dijq [xisp2q71(x)} dx
" Bog(¥ — ) — Boy(¥) d*1 . _,
—/0 2 20)! 2 ppT [z7°r(2)] da.
Dabei ist s g
J .
poo (a) = ST ©) ;
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das Taylorpolynom vom Grad 2q — 1 und

r(z) = g(z) — pag-1()

das zugehorige Restglied.

Beweis: Es gilt die Taylorsche Formel

9(w) = pag—1(x) + ().

Das Restglied r hat die Integraldarstellung

(29) T (x— 1)

Dann hat f die Gestalt

f(x) =2 pyg_1(x) + 2 °r(x)
und .
S fG+0) = [ fla)ds =B + ED + B
=0 0

setzt sich aus den drei Fehleranteilen

1
Efll) = xspgq_l(x)x:ﬂ—/ T pag—1 () du,
0

n—1 n
Er(f) = Z :IJ_SPQq—l(x)‘x:j+z9 _/ x" " pag-1(x) da,
i=1 !

n—1 n
E® = Z z °r(x) ‘I:jw - / z °r(x)de
=0 0

zusammen. Dabei ist aus Notationsgriinden auf die explizite Angabe der ¥-
und s-Abhéngigkeit verzichtet worden. Die einzelnen Summanden werden
der Reihe nach berechnet.

0 g®) [t
E7(ll) — 19_81)211—1(19) _ Z gT'()/ l,k—s dx
k=0 ‘ 0

B ST P o)

—s+1



28 SUBSTITUTIONSMETHODE

Da z 7 ®pgy—y auf [1,n] unendlich oft differenzierbar ist, liefert die Euler-
Maclaurin-Formel (3.1) mit m = 2¢

n—2 n—1
EP) = Z (+ 1) pag1(x + 1)‘x:j+19 B / (x+1)"pag-1(z + 1) do
j=0 ’

2q i r=n—1
Bi(9) di! By
— J Al [(z + 1) *pag1(z +1)]

=0

j=1
n—1 B x qu )
/ 2q dr2 [(m + 1) pog—1(z + 1)] dx

= Z jj! ddjg - [27pago1 ()] ;1
_ /1 B2q((212 )—' r) ddx ;’q [27pay1(x)] da. (3.5)

Offenbar ist r € C?%*10,n] mit 70)(0) = 0, = 0,...,2¢ — 1. Also gilt
x5r € C%)0, n] mit

it

Tt [Tr(@)]
Damit folgt

Unter Verwendung von

/OO §2q(79 — 33') qu
w290 da%

[:c’squ,l(a:)] dr + B(?q(;g') dcic;]q_l [:r*spgq,l(ff)]

r=n
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" Byy() — x) — By (V) ¥
_/0 T [z7%r(z)] da

B (29)!
:/n By (Y —(;()1)'— Byy (1) dci;]q [xfspm]fl(l')} dx
TLEQQ Y —x —ngﬁ qu s
_/0 ( (2()1)! (9) @) da

= R(f’ 197 s) q)
liefert die Addition der Gleichungen (3.4), (3.5) und (3.6)

EMN +E® 4+ EB)
2¢9—1 2¢—1
Bi(Y) . ck(s, 9
= 30 P00+ Y L 00) 4 R 05,0
=t 7 '

k=0

mit den bereits definierten Konstanten ¢ (s, 9) und dem Restglied R(f, 1, s, q).
Die uneigentlichen Integrale existieren, denn die periodischen Bernoullifunk-
tionen sind beschrinkt und damit verhalten sich die Integranden im ungiinstig-
sten Fall wie O (z7571). |

Korollar 3.7
Seienn,g € N0 <9 <1, h=271/n,0<s <1 und f(x) =x"%g(x) mit
g € C?7T1[0, 2x]. Dann gilt

n—1 2m
E.(f) == h)_ f((G+I)h) - : f(z)dz
=0
B fie cr(s,0

Jj('ﬁ) f(j_l)(271')hj + Z o )g(k)(o)hk+1—s + thR(f)
j=1 ' k=0 '

(3.7)

mit den Konstanten cy(s,V) wie in Satz 3.6 und

[ By (0 — %) — By(9) d*

n = 24) 2o
T Bag (9 — %) = Bag(0) d*

- /0 (2q)! dx?

(27 pag1(2)] do

[z7°r(2)] da.
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Beweis: Zunichst werden die Funktionen

f(x) = f(ha),0 <z <n,
g(x) = h7g(hz), 0 <z <mn,
Pag-1(x) = h7’pyi(hx), 0<z<n
und 7(z) = h7%r(hx),0<x<n

erkliart. Nun 148t sich der vorhergehende Satz anwenden, denn
flz) =27%g(z) = 2 pogor (2) + 27°F(2), 0 <z < n

mit g € C*1[0,n], dem Taylorpolynom py, ; und Restglied 7. Unter Ver-
wendung von

fOVm) = W), =1, 20 - 1,
g(k)(o) _ h—Sh’“g(’”(O),kZO,---;Qq—l

ergibt Multiplikation von (3.3) mit h

2¢-1 2¢—1
B; (v 19
En(f) = Z ]( ) h]+ Z Ck 5, (k hk+1 s
J=1 '
+hR(f,V,s,q).
Dabei ist
- ® By (¥ — 2) — By () d N
hR(f,ﬁ,S,q) = h/ 2Q( (2()])! QQ( ) dr24 [xisp2q71(x)] dx
" Boy(¥ — z) — Byy(¥) d* |
_h/0 29) P [z7°F(z)] dx
Bag (9 — §) — By () d™
= W /zﬂ : (gq)| . A2 (27 pag 1 ()] da
*T Byg(0 = ) — Bag(9) d™
2 4q h q -5
—h q/o 0) e [z7°r(2)] da
— WHR(f)
mit dem oben angegebenem R(f). [

Nun soll fiir Funktionen der Form f(x) = g(z)Inxz ein analoges Resultat
gezeigt werden.
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Satz 3.8 Seien n,g € N, 0 < 9 <1, h = 27/n und f(x) = g(z)Inz mit
g € C*"10,27]. Dann gilt

n—1 2
En(f)i=h2_ FG+9)h) = | = f(z)de
j=0
2q—1
=2 Bjj(!ﬁ) [fU=02m) — gU=D(0) Inh] b7 — 7%‘2‘1;;?)9(2‘1—1)(0)#‘1 In
=
2q—1 0
- C’“(,S!’ )g(k)(O)h’““Jthqsllr& i P Ee@), (3.8)
k=0

wobei

' , d
cp(0,9) == }g& @%(5, V)

mit den Konstanten cy(s,9) und dem Restglied R(xz—*g(xz)) wie in Korollar
3.7.

Beweis: Differentiation von (3.7) nach —s

2w
hz$_sg($) 1H15|x:(j+ﬁ)h—/ 27 %g(x) Inxdx
0

[z *g(a)Inz] h?

¥ /:Mg(k).(o) " Lo T R ()

und Grenziibergang h%ﬂr liefert
s

Ed(f) = hZf((jJrﬁ)h)—/Uﬂf(:v)d:v

2q—1
= ZBjj('ﬁ)f(jl)(Qw)hj
=1

20-1 () (Q) 1 |
+/ 90 [ck((),ﬁ) + ¢ (0,9) In h| BF
k
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+h lim ﬁ}z (z *g(x)), (3.9)

wobei ¢ (0,7) := h%ﬂr ck(s,0) gesetzt wurde. Bisher sind der Satz von Schwarz
s

(Vertauschung der Differentiationsreihenfolge),
dj—l . dj—l

=27

lim

s—0+ dxi—1

[9(x) Inz]

=27
(wegen Leibniz-Formel) und die klassischen Resultate iiber die Vertauschung
von Grenzprozessen bei parameterabhingigen Integralen eingegangen. Es
bleibt nur noch die Existenz der Grenzwerte
R(z*g(x)), lim ——ck(s,9) und lim c¢x(s, )

fim s—)r(?-l— d(—s) s—0+

5—0+ d(—s)

zu kldren. Exemplarisch wird dies fiir ¢, (s, 1) durchgefiihrt. Dazu wird

lim o0 qu(’& - SE) d2q
s=0+ fy (2q)!  dz*

0 dr =0,k=0,...,2¢—1 (3.10)

gezeigt. Zur Vertauschung von lirré und floo muf} unter anderem der Integrand
55—

durch eine von s unabhéingige integrierbare Majorante abgeschéitzt werden.
Im Fall k& = 2¢ — 1 verhilt sich dieser aber wie O (z7'"*) und [~z 'dz
existiert nicht. Wegen
/oo FQQ(ﬁ — x) d* l‘k_sd
1 (2¢)!  dzx
Bag1 (0 — ) d*
= — x
(2g +1)!  dx?
BQqH(ﬁ)
=——(k—s)k—s—1)---(k—s—2¢+1
o U )= 1)k s = 204 1

4 /Oo §2q+1(79 — ) d?! 255 do
1 (2¢+1)!  da?atl

k—s l‘k_S dx

< [ Bunli—a) @
1 29 + 1)!  dx?at!
1 ( q )

—0,s—=0,k=0,...,2¢—1

ergibt sich (3.10), denn der letzte Integrand bleibt durch Cz~2 (mit einer
geeigneten Konstante C unabhéngig von s) beschrinkt. Weiter gilt
2q -

B](ﬁ) li d’ ! xkfs 1

. _ . k_—
S el 0) = =3 7 o et

i=1
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7 Bea(w) df o,

o (B4 D) dz”

S By(1) d!
- _Z ; 7
gl dad
1
o —
* k+1
B (9)
k+1
Im letzten Schritt wurde von (3.2) mit f(z) = 2 auf [0,1] und m = 2¢

Gebrauch gemacht. Setzt man (3.11) in (3.9) ein, ergibt das die Behauptung.
]

z=0

(3.11)

Die Idee der Substitutionsmethode besteht darin, bei Integranden mit End-
punktsingularitdten nicht direkt die Trapezregel anzuwenden, sondern zu-
nichst eine geeignete Substitution durchzufiihren. Gesucht ist

/ T ar

wobei g glatt in |0, 27 [ ist, aber Singularititen in ¢ = 0 und ¢ = 27 besitzt.
Sei
w:[0,2n] — [0,27]

bijektiv, streng monoton wachsend und hinreichend oft differenzierbar. Des-
weiteren habe w in 0 und 27 — w in 27 Nullstellen héherer Ordnung. Wegen

/U%g(t) it = /Ogﬂh(s) ds

mit  h(s) == w'(s)g (w(s)),0 < s < 2m,

liefert die Trapezregel angewandt auf den substituierten Integranden eine
Quadraturformel

/0%9“) dt~ =3 oy (57) = Qulo) (3.12)

mit den Gewichten

und den Stiitzstellen
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fir j = 1,...,2n — 1. Aufgrund der Wahl von w verschwindet h an den
Intervallenden, so daf} in (3.12) die Randterme nicht auftreten. Beispiele von
Substitutionsfunktionen werden in Kapitel 3.2 behandelt.

Im folgenden soll der Quadraturformelfehler fiir Funktionen g € S™® ab-
geschitzt werden. Dazu betrachte Substitutionen w, fiir die w in 0 und 27 —w
in 27 Nullstellen der Ordnung p besitzt.

Definition 3.9 Es sei w : [0,21] — [0, 27] eine bijektive, streng monoton

wachsende Funktion. Dann heifit w zuldssig mit Parameter p € IN, falls
w e CPH0,2r],

21 —w(2m —t) = w(t) auf[0,27],
w™(0) =w™©@r) = 0 fir m=1,...,p—1

und w®(0) # 0,wP (27) #£ 0 ist.

Fiir derartige Substitutionen gibt es Konstanten ¢, ¢; so, dafi gilt

'ﬂ- p—1 '71' p—1
Co <%> < a;”),ag?fj <a (%) s J=10m, (3.13)

. P . p
Co <%> = gn)727r - sgrlz)—j < <%> ) .] =1,...,n (314)

A

s
Satz 3.10 Seien g € S92 mit 0 < a < q und w zulissig mit Parameter
p € IN derart, dafs

ap>2q+1 und p>2q+1.

Dann gilt fir den Fehler

- 2w
Bugla) == 3 o (47) = [ gtt)a
j=1

in der Quadraturformel (3.12)

C
| Enp(g)] < Ry 19112941,

mit einer Konstanten C = C(w, «, q).
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Beweis: Wegen h(s) = w'(s)g(w(s)) ist h € C[0,27] N C%*1(0,27). Hier
gehen die Voraussetzungen w € CP*1[0,27 ], p+1 > 2¢+2 und die Definition
des Funktionenraums S**1% (siehe (2.1)) ein. Es sind die iibrigen Voraus-
setzungen von Korollar 3.4 nachzupriifen. Die Ableitungen von h haben die
Gestalt

R (s) = " ul(s)gY (w(s)), m=0,...,2¢+ 1. (3.15)
=0
Wegen
n 4 d .
m+1 m 1 m
) =3 (6619wl + () 9wl
ergeben sich fiir die Koeffizienten u" die Rekursionsformeln
Lug(s) : j=0
u(s) = ulh (s)w'(s) + £ul(s) : j=1,...,m . (3.16)
U (s)w'(s) j=m+1
Insbesondere gilt
ul™(s) = w™D(s) und  w(s) = [w'(s)]™" . (3.17)

Fiir den Nachweis
h(zmq)(o) _ h(?mﬂ)(gﬂ) =0,m=1,....q

ist das asymptotische Verhalten von u}" bei 0 und 27 zu untersuchen. Dazu
wird gezeigt, dal mit 2" =p—1+jp—m

u

(s) = O(s%),s—0 und

ul'(s) = O ((2r—98)%), s— 27

gilt. Die Forderung p > 2¢+1 impliziert die Positivitit der z", vorausgesetzt
0<7<m<2q.

Nach Voraussetzung hat w’ am linken Intervallende eine Nullstelle der Ord-
nung p — 1. Formel (3.17) entnimmt man, daf}

ug'(s) = O(s ") s =0,
um(s) = O(s(p_l)(m+1)), s—0
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und damit sind
2! =p—1—m und 2 =p—1+mp—m

die Nullstellenordnungen von u{’ und . im Nullpunkt.

Die gewiinschten Beziehungen fiir die anderen Indizes ergeben sich nun durch
Induktion iiber m. Der Induktionsanfang m = 0 (= j = 0) ist erledigt. Sei
die Aussage fiir m und 1 < j < m —1(= auch fiir 0 < j < m) bewiesen. Zu
zeigen ist die Aussage fiir m+ 1 und j = 1,...,m. Sei j € {1,...,m} fest
gewdhlt. Wegen (3.16) ist

m+1

ui i (s) = uj', (s)w'(s) + %u}“(s)

und damit gilt fir die Nullstellenordnung 2! von u}"*!

2 = min{Z, +p—1,2" -1}
= min{fp—-1+(G-)p-m+p-1Lp-1+jp—m~—1}

= p—1+jp—(m+1).

Die Argumentation an der Stelle 27 ist die gleiche.

Jetzt wird gezeigt, dafl sich die Ableitungen von h bis zur Ordnung 2¢ — 1
in die Endpunkte durch 0 stetig fortsetzen lassen. Es werden die einzelnen
Summanden von (3.15) betrachtet.

Seien dazu 0 < s < 27 und 0 < j < m < 2¢. Da g € S22 ergibt sich aus
(2.4)
u(s) g9 (w(s)| < C u(s)| [w(s) (27 — w(s))]*U*

und damit
[u(s) gV (w(s))| = O (57 +7ei)
= O (s*=(mt)) s -0,

u(s) gD (w(s))| = O ((2r —s)" ") s — 27,

Wegen ap—(m+1) > ap—(2¢+1) > 0 bleibt jeder Summand aus (3.15) auf
[0, 27| beschrénkt. Insbesondere lassen sich die Summanden bis j = 2¢ — 1
durch 0 stetig in die Intervallenden fortsetzen. Bisher sind
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1. heCc®1[0,27] 0 C21(0, 27),
2. |[hP9(s)] < M, 0 < s <27 und

3. h(2j—1)(0) — h(Qj—l)(Qﬂ) =0,7=1,...,¢q

nachgewiesen worden. Es bleibt nur noch zu zeigen, daff unter den angege-
benen Voraussetzungen auch

27
/ ‘h(gq"'l)(s)‘ ds < oo
0

erfiillt ist. Dazu betrachte

fi(s) == 0 ) e, 0<s<2m, j=0,...,2¢ + 1.
w'(s) [w(s)(2m —w(s)) [~

Der Nenner ist auf (0,27) positiv, hat aber bei 0 und 27 Nullstellen der
Ordnung p — 1 + jp — (2¢ + 1). Der Zéhler u?‘”l hat dort Nullstellen der
Ordnung

2 =p—14jp— (2¢+1).

Die Funktionen f; lassen sich demnach stetig nach 0 und 27 fortsetzen, das
heifit f; € C[0,27]. Mit der Darstellung (3.15) folgert man

2q+1

PEED(s) = 3wt ()9 (w(s)

2q+1
i 2q+1

= 3 HE6) [u(s)er —w(s) 5 g w(s)

und erhélt mit der Substitution ¢ = w(s) sowie Bemerkung 2.6

2q+1

S i [ ten -1 90010}

j=0

IN

27
/0 [P (5)] ds

< C ||g||2q+1,a <o

und somit die Behauptung aus Korollar 3.4. [ ]
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Korollar 3.11 Die Quadraturformel (3.12) hat positive Gewichte und kon-
vergiert fir ¢ € C10, 2r].

Beweis: Die Monome z* liegen offenbar in S29*12 (0 < a < 1. Wegen
Satz 3.10 konvergiert (@, ) fiir Polynome ¢. Das Monotonieverhalten von w
impliziert die Positivitdt der Gewichte a§n). Mit dem Satz von Steklov ergibt
sich die Behauptung. ]

In [7] wurde versucht, den Beweis von Satz 3.10 unter der Voraussetzung
2+ 1 > ap > 2q zu fiihren. Diese Modifizierung in der Wahl der Parameter
hitte zur Folge gehabt, dal im Beweis von Satz 4.5 der Abbruchparameter
r = 1 gewihlt werden kann. Aus dem nachfolgenden Beispiel wird jedoch
deutlich, daf} sich unter der abgeschwiichten Voraussetzung die Konvergenz-
ordnung von h27t1 zu h verringert, also die Aussage von Satz 3.10 nicht
richtig bleibt.

Beispiel 3.12 Die Funktion g mit g(t) = [t(27r — t)]'/? liegt fiir m € IN und
0 < a < 3/2 in S™*. Demnach ist mit ¢ = 2, p = 3 und o = 1.49 die
Voraussetzung 2g + 1 > ap > 2q erfiillt. In der Tabelle ist der Fehler bei
Anwendung der Quadraturformel (3.12) und der Substitution aus Beispiel
3.17 dargestellt. Es gilt E,, = O (h*%) und nicht E,, = O (h%).

n v kubisch v linear

2 0.078487569233 1.319733506581

4 0.000667473504 0.003797460608

8 0.000035388559 0.000002919768
16 0.000001667491 0.000000154411
32 0.000000075893 0.000000007349
64 0.000000003402 0.000000000336
128 0.000000000151 0.000000000015
256 0.000000000007 0.000000000001
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3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen

In diesem Abschnitt werden Transformationen w von polynomialer und tri-
gonometrischer Art vorgestellt und hinsichtlich der Konvergenzordnung un-
tersucht. Auf Substitutionen exponentieller Art wird wegen der overflow-/
underflow-Problematik verzichtet. Einige Ansétze werden so modifiziert, dafl
w'(m) = 2 ist.

Beispiel 3.13 Die polynomiale Transformation

won(t) = % (i}?) /Ot (u(@r —u) | du, m € N (3.18)

wird von Korobov vorgeschlagen. Zunéchst stellt man fest, dafl

Wy, (0) =0 und w,(27) = 27 gilt, denn

27 m 2w
/ [u2r —uw) " du = —— u™t(2m —w)™ P du
0 m—+1 0

part_.lnt.
B m(m—1)...1 /%udeu
B (m+1)(m+2)...2m Jg
B <2m> ' (2m)2m

m om+1 -

Weiterhin ist

N m

w,, (1) 2ny > [t(2r —t) "> 0,0 <t < 27.
Damit ist wy, : [0,27] — [0,27] bijektiv, streng monoton wachsend und
unendlich oft differenzierbar. Auflerdem gilt
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Die Gewichte und Stiitzstellen lauten damit

(n) , (T 2m+1 (2m)\ |Jj7 g\ 1"
ol =l (=) = IT (or 47|
J n (2m)?m \ m n n

. m . m+1+k . m—k
(n) _ jm _ 2m+1 (2m jm o — jm
K m < n ) (2m)2m \ m ;ck n T ’

wobei sich die Koeffizienten

1
o = ———,
0 m+1
m-+1—k
c = Ch1 = 5L ;M
k k1m+1+k

durch partielle Integration ergeben.
Mit der Stirlingschen Formel n! ~ v/27mn (%)n erhilt man fiir den Anstieg

von w,, in

m
2m+1 1 m
4m  /mtm
2
~ —v/m. (3.19)

NZ3
Fiir groBe m konzentrieren sich damit die Stiitzstellen w,,(ZZ) in der Qua-
draturformel (3.12) an den Intervallenden.

Der Ansatz (3.18) wird so modifiziert, da} w/ (w) = 2 ist. Dadurch wird
garantiert, dal die Hilfte der Stiitzstellen dquidistant auf [0, 27] verteilt
sind und die andere Hélfte sich an den Endpunkten konzentrieren.

Beispiel 3.14 Die Modifizierung soll durch eine Linearkombination von zwei
Funktionen der Form

(1) :/U Cu(2r —u) ™ du, m € N

erfolgen. Es wird

Wi () = A Vpg1 (t) + b (1), Gy, by € IR (3.20)
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gesetzt.

Die Forderungen w,,(27) = 27 und w!, (7) = 2 fithren auf

2m+3{ <2m> 2m+1]
0, = T2y

7r2m+2 m 4m

2
_ s 2
und b, = —om A T

Im Fall m = 2 sind beide Konstanten positiv, ws also streng monoton wach-
send. Fiir m > 3 ist w,, ebenfalls zuléssig, denn

(1)

w

s~

am {121 — ) " =72 (127 — ) "} + (amn? + by) [t27 — )

- emen o () 2| - Solp

2 m
+ﬂ_m[t(2ﬂ'—t)]
> 0fiir0<t<2m.

In den Tabellen 3.3 und 3.4 ist der Fehler fiir f(¢) = 1 bei Verwendung der
Substitution (3.18) und deren Modifizierung (3.20) dargestellt. Die Werte in
den Spalten m = 2,. .., 8 konvergieren wie h*, h*, h% h° h® h® und h'® gegen
Null. Die Konvergenzordnung A, mit

3

m+1 : m ungerade
\ =
m+2 : m gerade
ist in beiden Fillen die gleiche.

Nach Korollar 3.4 148t sich der Fehler durch
En,m(f) = Cmn_/\ +0 (n_)\_Q)

abschétzen. Fiir eine Beurteilung des Konvergenzverhaltens ist nicht nur die
Ordnung, sondern auch die Kenntnis der Konstanten ¢,, wesentlich. Bei Ver-
wendung der Trapezregel mit 2n Stiitzstellen ergibt sich

B/\ d/\_l ’ t=2m \
o= 5 s O @)] (3:21)

t=0
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Tabelle 3.1: Eine Liste der ersten Koeffizienten zu Beispiel 3.14

m m b

exakt | Ndherung exakt | Ndherung
2 2—737r_6 9.10 E-4 %w—‘* 1.15 E-2
3 —g 7 ®| -1.78 E-4 Z—f % 3.84E-3
4 —%i?n 1 -5.41 E-5 9% ®| 7.45E-4
5 —22“:3 7% | -9.94 E-6 2355 7| 1.20 E-4
6 12?55 7' | -1.53 E-6 1231’073 7| 1.73E-
7 —323?3 ] -2.16 E-7 4‘0;??9 " 235 E-6
8 —% m %] -2.86 B-8 % 1% 3.05 B-7
9 |- 209;?33 m 2| -3.65 B-9 2222?305 1% 3.83E-8
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Da w in 0 und 27 — w in 27 Nullstellen der Ordnung m besitzt, ist

t=2m

dAfl ,
St L (wm (), (1)) .

A= 1\ a7 &
= X (1) s ) o)

>

=0 0
= flwn)w @), (3.22)
Fiir 0,,,(t) = [) [u(2m —u) ™ du gilt
ﬁmzm = —I(0)

—(2m)™m! : m ungerade
(2m)™ 'm(m +1)! : m gerade

I
—N

Fiir f € C*[0,27] und w,, aus Beispiel 3.13 ist

—(2m)™m
on = PR (*M) 11 + s00) RN
—Bni1— om <2mm—|- 1) : m ungerade
= [f(2m) + f(0)] (3.23)
Bia(m+1) 27711 <2TZL_:_21> : m gerade

In den letzten Zeilen der Tabellen sind diese Werte angegeben. In der dariiber-
liegenden Zeile wurde vergleichsweise E,, ,,(f)n* (fiir n = 256 ) eingetragen.
Bei dieser Berechnung sind fiir E, ,,(f) nicht nur zwei (wie in den Tabellen
angegeben), sondern acht Mantissenstellen beriicksichtigt worden.

Fir wy, () = amOmi1(t) + bV (t) geméh (3.20) gilt
wil(2m) = —wl)(0)
—(2m)™ml!b,, : m ungerade
—(2m)™=(m + 1) [(27)%am — mby,] : m gerade
und damit

N (2m)™m!b,,
Cm = =77 [f(2m) + f(0)] { (2m)™ = (m + ) [(27) %y — mbp]
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Fiir einen Vergleich mit den Werten aus (3.23) werden die Terme fiir a,, und
b eingesetzt. Damit erhélt man

cm = [f(2m) + f(0)]x

( 2m + 1
—Bm+1lm {(2m+3)< m ) - 4m+1]

2 m

B

m+2 om+1 m m + 2

7 [(2m+3)(m+4>(m+ D) <2m+ 1) - 4m+1(m+3)}

\
Offenbar wirkt sich die Modifizierung mit wachsendem m negativ auf die
Konstante aus, denn

Cm,modif
Cm,alt
2m +1

-1
: m ungerade
m

2m+3—4m+1<

m+4_4m+1m+3<2m+1

2 3)———
(m+) m + 2

-1
) : m gerade
m m+1

~ 2m+ 3 — 2/mm.

Mit f(t) = €' sind fiir einen weiteren glatten (analytischen) Integranden
die numerischen Ergebnisse angefiihrt worden. Das Fehlerverhalten (siehe
Tabellen 3.5 und 3.6) ist wie im vorigen Beispiel. Die Konstanten ¢, lauten

2 1
—Bm+121< m ) : m ungerade
2 m m
Cm = (€77 4+ 1) 5 1
Bio(m + 1) u m : m gerade
2m+l\ m 4 2

und im modifizierten Fall

cm = (" +1)x
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2 1
B [ () - o]

2 m

B

T [@2m+3)(m+4)(m+1)2m+1
2 gm1 m+ 2

>—¥M%m+3ﬂ

m

Desweiteren wurden mit Funktionen der Form

f(t) =t%(t) mit o> —1,¢(0) #0

und hinreichend glattem ¢ numerische Rechnungen durchgefiihrt. Formel
(3.7) entnimmt man, daf} fiir die Konvergenzordnung im allgemeinen gilt

)= min{m +1,(m+1)(a+ 1)} : m ungerade
| min{m+2,(m+1)(a+1)} : mgerade

In den Tabellen 3.7 und 3.8 ist der Fehler fiir f(£) = ¢ & dargestellt. Die
Werte in den Spalten m = 3,...,8 konvergieren wie hs gegen Null. Die
Fille m = 5, 8 stellen eine Ausnahme dar, denn der substituierte Integrand
ist glatt. In der letzten Zeile wurden die Werte E,,(f)n* eingetragen. Wie-
derum macht sich der Einflu} von w],(7) = 2 negativ bemerkbar. Mit den
Bezeichnungen

2m+1 (2m
bm,alt = W (m) und bm,modif = b
gilt
Cm,modif _ 3 bm,modif
Cm,alt bm,alt

Da die Koeffizienten a,, negativ sind, ist by, modis stets grofier als by, o und
damit die Ursache fiir die schlechtere Konstante.

Ahnliches ist auch fiir f(t) = [t(2r — t)] 2 (siche Tabellen 3.9 und 3.10)
festzustellen.

Beispiel 3.15 Avram Sidi [24] hat in seiner Arbeit die trigonometrische
Substitution
U (t)

U (27)

Wi (t) = 27 (3.24)
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mit

verwendet. Wegen

In(t) = /0 “sin

U
2
U u\m—1
- oo )
COS2 sin

= -9 cos% (Sin %) . + (m — 1)(79m—2(t) - 19m(t))

ergeben sich die Rekursionsformeln

2t (. t\"" m-1
In(t) = ——cos g <sm 5) + Tﬁm,g(t), m > 2,
-1
Om(27) = mTﬁm,2(27r), m>2 (3.25)

mit den Anfangsbedingungen

Bolt) =t (1) = <1 - cos%) ,
Yo(2m) = 2w,  9,(27) = 4.

Die Terme 9,,(27) hingen mit der Beta-Funktion zusammen (und wegen
B(z,y) =T'(x)I'(y)/T'(x +y) auch mit der I'-Funktion). Genauer gilt

1 1 I (m*1)]?
g(2m) = i (L2 ML) 2m+1M.
2 2 I'(m+1)
Das 148t sich entweder an der Rekursionsformel (3.25), der Funktionalglei-

chung I'(z + 1) = zI'(z) und T'(3) = /7 einsehen oder mit geeigneten Sub-
stitutionen in

2w 27 2t u
U (2m) = / sin™ <E> du:/ 2tan (3) du
0 2 0 ]. + tanQ (%)
© (2tm 4 /°° ¢m
= dt = 2m+2 ————dt
/0 (1+82)m 1412 o (14 2)m+t

B 2m+2/°° s i ompag (M1 m+1
- o (L+t)m™ oyt 2 7 2
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und der Integraldefinition der Beta-Funktion.

Die ersten Transformationen w,, lauten

Wo (t) = t,
t
wi(t) = =« (1 — cos 5) ,
wy(t) = t—sint,
t 3

ws(t) = g (8—9cos§+cos §t> ,

1
wy(t) = 5 (6t — 8sint + sin 2t) .

Auch hier soll w,, hinsichtlich der Ableitung in 7 untersucht werden. Offenbar
ist ¥/, (7) =1 und damit

Der Einfachheit halber sei m ungerade vorausgesetzt. Mit der Stirlingschen
Formel ergibt sich

Om(2m) = 2m+! () (!

In der Arbeit von Sidi [24] wird gezeigt, da8 bei glattem Integranden f die
sin™-Substitutionen mit geradem m eine deutlich héhere Konvergenzrate als
die polynomiale in (3.18) liefert. Wihrend bei Sidis Transformation fiir den

Fehler
O (h™') . m ungerade

En,m(f) = { O (h2m+2) om gerade
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gilt, erhdlt man mit der Substitution (3.18) lediglich

[ O(R™1) : m ungerade
Enm(f) _{ O (R™?) : m gerade

Der Unterschied beruht auf der Tatsache, dafl in der Potenzreihenentwick-
lung der sin”-Transformation nur gerade oder nur ungerade Potenzen von ¢
auftreten. Deshalb verschwinden bei geraden m viele ungerade Ableitungen
des substituierten Integranden. Fiir eine genauere Rechnung wird auf [24]
verwiesen.

Auch hier wird Beispiel 3.15 so modifiziert, da§ w!, () = 2 ist.

Beispiel 3.16 Um die hohere Konvergenzordnung bei geraden m nicht zu
gefdhrden, wird fiir w,, der Ansatz

Wi (1) = amOma2(t) + by (t) (3.26)

gemacht. Mit den Forderungen w,,(27) = 27 und w,, (7) = 2 sind die beiden
Konstanten durch

m+1
79m+2(277)
m + 2
I (27)

am = 2(m+2)—27

= 2(m+2)—2n

m+ 2
= 91— —9 1
b, 7r19m(27r) (m+1)
m—+1
= 2n—— —2(m+1
19m+2(27r) ( )

festgelegt. Da der Koeffizient a,, negativ ist, mufl das Monotonieverhalten
von w,, untersucht werden.

Wy, (1)

= a,,sin™"? (%) + b, sin™ <§>
= (27r #JE;W) —2(m+ 1)) (sinm (%) — sin™ 2 <%>> +2sin™ (%
- sy (3 (o () 20 ()

(3.2

3.

)

7)
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Tabelle 3.2: Eine Liste der ersten Koeffizienten zu Beispiel 3.16

exakt Néherung exakt Néherung
2 0 0.000 2 2.000
1 1
3 10 — —57r -1.781 | -8+ —57r 3.781
4 4
4 —4 -4.000 6 6.000
105 105
5 14 — Tc” -6.617 | =12+ Tc” 8.617
48 38
6 —— -9.600 — 11.600
D 5
1 1
7 18 — ﬁﬂ' -12.925 | —16 + ﬁﬂ 14.925
32 32
11 1
8 —76 -16.571 ? 18.571
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Wegen 93(27) = £, 94(2r) = 37 und der Rekursionsformel (3.25) bleibt

Umio(2m) fiir m > 2 durch 7 nach oben beschrinkt und damit sind beide
Summanden in (3.27) auf (0, 27) positiv. Demnach ist auch der modifizierte
Ansatz eine zuldssige Substitution.

Als néchstes soll die Konstante aus der Darstellung
Epm(f) =con ™ +0(n?7?)

fiir die Transformationen (3.24) und (3.26) ermittelt werden. Dazu ist unter

anderem -
A1 =27
d )

ot [ o (1)) (1)

mit
_ m+1 : m ungerade
| 2m+2 : m gerade

zu berechnen. Zur Reduzierung des Rechenaufwands wird
W (t) - Cl,mﬁm+2 (t) + CQ,mﬁm (t); Cl,ma C2,m € IR

gesetzt. Anschliefend konnen die Spezialfille

2T
Ci,m = 07 Com = und Ci,m = Qm, Com — bm

U (27)
untersucht werden. Sei m zunéchst ungerade.

dm ’ t=2m m+1 °n
O DI = eam Flam ) 1)

= —Comm!27™[f(2m) + f(0)]. (3.28)
Fiir gerades m ergibt sich

d2m+1 / t=2m
it L (wm(8)w ()],

2m+1 —i i
Im + 1\ ¢2mti-i d’ , 27
= Cm Z < j >Wf(wm(t))@z9m+2(t) .
j=m+2
27

2m+1 _g i
2m + 1Y\ d?m+J a

j=m
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2w

0

2m 2m—j j
= 3 (M) S P00 a0

Pt J \dﬁm—j
0 am Rand

2 (2m > &
rem 3 (7 S )t ) 500

j=m+1 J g

0 am‘E{and

o <2mm+ 1) o)l 9 (@)

J/

= 4 (M) e iren - ro) (3.20

Dabei ist die Potenzreihenentwicklung

t
I (t) = sin™ -
(1) sin <2>
t " - m—+2j
= 5 +Z€jt
Jj=1
(m+1)

und insbesondere 9y, ' 7 (0) = 27™m! eingegangen.
Einsetzen von (3.28) und (3.29) in (3.21) ergibt

ey 2 ! [£(27) + £(0)
By

)" " 2 (2m + 1)' —2m ! !
Com T—HQ [f'(2m) — £'(0)]

m+1

Cm =

Bm+1 ™

m 1 om [f(2m) 4+ f(0)] : m ungerade

7T2m+2

B
2 2m+2 .
Com (m 1 1) 2511 [f'(2m) — f'(0)] : m gerade

Auch in diesem Beispiel liefert der modifizierte Ansatz eine schlechtere Kon-
stante, denn

. ; m+2— (m+1)77'9,,(27r) : m ungerade
m,modi

Crm,alt (m+2— (m+1)7"1,,(27))% : m gerade
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m+2-2(m+1)r'y/2 : m ungerade

2
<m+2 —2(m + 1)%’1,/%> :m gerade

ist linear beziehungsweise quadratisch wachsend in m. Die Ursache dafiir ist
wiederum in den negativen Konstanten a,, zu suchen, denn dies impliziert
by > 27 [0, (27).

Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen mit der sin™-Transformation
aus Beispiel 3.15 und deren Modifizierung aus Beispiel 3.16 sind den Tabellen
3.11 bis 3.16 zu entnehmen. Auf die Angabe der Werte fiir den Integranden
f(t) = 1 wurde verzichtet, denn fiir gerade m wird dieser exakt integriert.

Beispiel 3.17 Betrachte die rationale Substitutionsfunktion

[o(®))”

wpll) = 20 L fo(2r — 1)

5, 0<t<2m, peN (3.30)

mit einem Polynom v : [0,27] — [0, 27| bijektiv und monoton wachsend.
Derartige Transformationen werden in [14] und [7] verwendet. Wegen

/ @' @)[v(2r — D" + [o(®)Pv"(2m — t)[v(2r — £~

w,(t) = 2mp 5 >0
{ o+ oer— o}
(3.31)
ist w, eine zuléssige Substitution. Falls v die Symmetrieeigenschaft
v(t) =2r —v(2m —t), 0 <t <27
besitzt, vereinfacht sich (3.31) zu
t)(2m —w(t))}!
wl(t) = (2myp —DET 0Oy (3.32)

L@ +2r ol )

Die Ableitung von w, in 7 betrigt
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und fiir symmetrisches v (= v(7) =)

!

w,(m) = puv'().

Das Polynom v in (3.30) soll so gewéhlt werden, daf§ wj(r) = 2 ist.

Sei v linear. Wegen v(0) = 0 und v(27) = 27 ist v dann eindeutig bestimmt,
und zwar v(t) = ¢. In dem Fall sind
tP

™ YR

P+ (2w —t)P

t2m — )}t

/ t — 2 2 {
wlt) = TP G ey

w,(m) = p.

wy(t) = 2

und

Sei v ein quadratisches Poynom, das heifit

U(t):CQt2+Clt+Cg, CQ#O, 0§t§271'

v(0)=0 & 0=c,
v(27) =21 & 1=2mcy + ey,

hat v die Gestalt
v(t) = cot® + (1 — 2mey)t. (3.33)

Da das Polynom nicht symmetrisch beziiglich 7 ist, macht die Forderung

w, (m) = 2 wenig Sinn.

Sei v ein kubisches Polynom. Mit den beiden Randbedingungen und der
Symmetrieforderung sind drei der vier Freiheitsgrade festgelegt und damit

(m —1)°

2

o(t) = (<1 -0

+e(m—t)+m.

Wegen

ist

v(t) = (— — 1) (= _Qt)3 + ]%(t —7m)+7 mit p>2. (3.34)
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Fiir spatere Zwecke werden die Ausdriicke

4
v'(0) =3 — = und v"(0) =
p

benotigt.

Mo6chte man die numerischen Ergebnisse bei der rationalen Transformation
(3.30) mit den bisherigen Beispielen vergleichen, mufl die unterschiedliche
Indizierung beachtet werden. Wihrend wj,(t) = O (##~"), t — 0, verhalten
sich die Funktionen w!, (¢) in den Beispielen 3.13 bis 3.16 wie O (™), ¢ — 0.
Mit
\ = { P : p gerade
p+1 : pungerade

gilt demnach im allgemeinen E,, , = ¢,n™ + O (n=*~!). Fiir die Berechnung
der Konstanten ¢, werden folgende Terme benétigt

d 2m , i
a @ + 27— o o — PO
O], = HOP
PEpOr] = e+ P ),

Die letzte Gleichung 148t sich induktiv unter Verwendung von v(t) = O (t)
beweisen. Damit ergibt sich

dp 2T d’ P
w0y = FEFTer—ap O,
= (2m) " Pl (0)]P

und

drtt

A+t o(t) t=0

d” , 27
_ (p + 1) %[U(t)] dt [v(t)]” + [27r - U(t)]p t=0
4 (2m)t c;ii‘:;l [v(t)]? =
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( D : v linear

= (27) "(p+1)! %L ) ( 4)erl +6(2—p) <3 _ %)pl . v kubisch

( D . v linear

= (2m)"(p+1) ~1 .
% (3 — é>p <3p — 12+ E) : v kubisch
L p p

Einsetzen dieser Terme in

B}\ d)\fl t=2m
o= 3 g L))
ergibt fiir gerade p
1 : v linear

%:_&U@ﬂ+ﬂwﬁg 1" Fubisch
(3_§> : v kubisc

und fiir ungerade p

D : v linear

¢ = By [f2m)+1(0)) - |
P P 2 (3_ ;%)p <3p— 124+ %) . v kubisch

Bei glattem Integranden ist der Fehler fiir das kubische Polynom grofler als
beim linearen.

In den Tabellen 3.21 bis 3.24 sind die Fehler fiir f(¢) = ¢~ beziehungsweise
f(t) = [t(2m — t)]7Y/? dargestellt. In der letzten Zeile wurde F,,n* ~ c,
fiir n = 1024 beziehungsweise n = 256 eingetragen. In allen Fillen wird die
Konstante mit wachsendem p kleiner. Auch hier erweist sich der einfache
Ansatz als besser.
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Tabelle 3.3: f(t) = 1;w polynomial, von Korobov

2

3

4

5

6

7

1.5 E-03

3.5 E-03

4.7 E-04

4.4 E-04

2.0 E-04

7.2 E-05

1.1 E-04

oohu35

9.6 E-05

2.2 E-04

7.5 E-06

7.9 E-06

8.6 E-07

5.4 E-07

1.4 E-07

16

6.0 E-06

1.4 E-05

1.2 E-07

1.3 E-07

3.4 E-09

2.4 E-09

1.5 E-10

32

3.7 E-07

8.7 E-07

1.8 E-09

2.0 E-09

1.3 E-11

9.5 E-12

1.4 E-13

64

2.3 E-08

5.5 E-08

29 E-11

3.1 E-11

5.2 E-14

3.7 E-14

1.3 E-16

128

1.5 E-09

3.4 E-09

4.5 E-13

4.9 E-13

2.0 E-16

1.5 E-16

1.3 E-19

256

9.1 E-11

2.1 E-10

7.0 E-15

7.7 E-15

8.0 E-19

5.8 E-19

1.3 E-22

-0.3927

0.9163

1.9628

-2.1608

-14.687

10.656

155.50

-0.3927

0.9163

1.9635

-2.1598

-14.741

10.529

162.72

Tabelle 3.4: f(t) = 1; w polynomial so modifiziert, da§ w'(7) = 2 gilt.

m
n

2

3

4

5

6

7

8

4

4.8 E-04

5.6 E-03

2.2 E-03

1.2 E-03

1.4 E-03

1.6 E-04

7.6 E-04

8

3.1 E-05

3.7 E-04

3.6 E-05

3.0 E-05

7.1 E-06

2.8 E-06

1.5 E-06

16

2.0 E-06

2.3 E-05

5.7 E-07

5.2 E-07

2.9 E-08

1.5 E-08

1.7 E-09

32

1.2 E-07

1.5 E-06

9.0 E-09

8.3 E-09

1.2 E-10

6.4 E-11

1.7 E-12

64

7.8 E-09

9.2 E-08

1.4 E-10

1.3 E-10

4.5 E-13

2.5 E-13

1.7 E-15

128

4.9 E-10

5.8 E-09

2.2 E-12

2.0 E-12

1.8 E-15

9.9 E-16

1.7 E-18

256

3.0 E-11

3.6 E-10

3.4 E-14

3.2 E-14

6.9 E-18

3.9 E-18

1.6 E-21

Cm

0.1309

1.5446

9.6862

-8.9288

-127.50

71.531

1948.5

0.1309

1.5446

9.6866

-8.9292

-127.25

71.764

1956.8
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Tabelle 3.5: f(t) =

w polynomial, von Korobov

2

3

el
4

5

6

7

3.2 E-01

9.3 E-01

9.5 E-02

3.6 E-01

4.0 E-01

1.7 E-01

1.5 E-00

2.4 E-02

6.0 E-02

2.0 E-03

2.1 E-03

2.3 E-04

1.4 E-04

6.1 E-05

1.6 E-03

3.7 E-03

3.1 E-05

3.4 E-05

9.2 E-07

6.3 E-07

3.9 E-08

1.0 E-04

2.3 E-04

4.9 E-07

5.4 E-07

3.6 E-09

2.5 E-09

3.9 E-11

6.3 E-06

1.5 E-05

7.7 E-09

8.4 E-09

1.4 E-11

1.0 E-11

3.5 E-14

3.9 E-07

9.2 E-07

1.2 E-10

1.3 E-10

5.5 E-14

4.0 E-14

3.5 E-17

2.5 E-08

5.7 E-08

1.9 E-12

2.1 E-12

2.1 E-16

1.6 E-16

3.5 E-20

-105.3

245.8

526.4

-979.5

-3936.0

2880.0

42071

-105.3

245.8

526.7

-579.4

-3954.2

2824.4

43650

Tabelle 3.6: f(t) = e'; w polynomial so modifiziert, dafi w'(r) = 2 gilt.

m
n

2

3

4

5

6

7

8

4

1.7 E-01

1.5 E-00

5.2 E-01

2.0 E-01

9.5 E-01

1.3 E-00

2.5 E-02

8

9.0 E-03

9.9 E-02

9.7 E-03

8.0 E-03

1.9 E-03

7.6 E-04

1.4 E-04

16

5.4 E-04

6.3 E-03

1.5 E-04

1.4 E-04

7.8 E-06

4.1 E-06

4.6 E-07

32

3.4 E-05

3.9 E-04

2.4 E-06

2.2 E-06

3.1 E-08

1.7 E-08

4.6 E-10

64

2.1 E-06

2.5 E-05

3.8 E-08

3.5 E-08

1.2 E-10

6.8 E-11

4.5 E-13

128

1.3 E-07

1.5 E-06

5.9 E-10

5.4 E-10

4.7 E-13

2.6 E-13

4.4 E-16

256

8.2 E-09

9.6 E-08

9.2 E-12

8.5 E-12

1.8 E-15

1.0 E-15

4.3 E-19

Cm

35.2

414.3

2598.3

-2395.5

-34092

19056

518656

35.1

414.3

2598.4

-2395.2

-34134

19250

524911
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Tabelle 3.7: f(t) = ¢35 w polynomial, von Korobov

3

3

4

5

6

7

4.07 E-01

2.20 E-01

1.11 E-01

5.09 E-02

1.88 E-02

3.11 E-03

1.64 E-01

6.99 E-02

2.79 E-02

9.86 E-03

2.70 E-03

1.96 E-04

[
| oo x| S

6.55 E-02

2.21 E-02

6.96 E-03

1.93 E-03

4.04 E-04

1.22 E-05

2.61 E-02

6.99 E-03

1.74 E-03

3.81 E-04

6.19 E-05

7.65 E-07

64

1.04 E-02

2.21 E-03

4.35 E-04

7.53 E-05

9.62 E-06

4.78 E-08

128

4.12 E-03

6.95 E-04

1.09 E-04

1.49 E-05

1.50 E-06

2.99 E-09

256

1.63 E-03

2.19 E-04

2.72 E-05

2.96 E-06

2.36 E-07

1.87 E-10

012

6.49 E-04

6.90 E-05

6.80 E-06

5.86 E-07

3.71 E-08

1.17 E-11

1024

2.57 E-04

2.17 E-05

1.70 E-06

1.16 E-07

5.84 E-09

7.29 E-13

-2.657

-2.261

-1.783

-1.230

-0.622

-0.802

Tabelle 3.8: f(t) = ¢35 w polynomial so modifiziert, daf w'(m) = 2 gilt.

m
n

3

4

5

6

7

8

4

4.77 E-01

3.07 E-01

1.78 E-01

9.18 E-02

3.87 E-02

9.16 E-03

8

1.94 E-01

9.86 E-02

4.47 E-02

1.76 E-02

5.37 E-03

5.77 E-04

16

7.76 E-02

3.14 E-02

1.12 E-02

3.42 E-03

7.86 E-04

3.61 E-05

32

3.10 E-02

9.92 E-03

2.79 E-03

6.73 E-04

1.19 E-04

2.26 E-06

64

1.23 E-02

3.13 E-03

6.99 E-04

1.33 E-04

1.84 E-05

1.41 E-07

128

4.90 E-03

9.88 E-04

1.75 E-04

2.63 E-05

2.86 E-06

8.82 E-09

256

1.94 E-03

3.11 E-04

4.37 E-05

5.21 E-06

4.48 E-07

5.51 E-10

012

7.72 E-04

9.81 E-05

1.09 E-05

1.03 E-06

7.04 E-08

3.45 E-11

1024

3.06 E-04

3.09 E-05

2.73 E-06

2.05 E-07

1.11 E-08

2.15 E-12

Cm

-3.162

-3.214

-2.862

-2.164

-1.180

-2.368
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Tabelle 3.9: f(t) =[t(2m —t) |~

(NI

; w polynomial, von Korobov

2

3

4

5

6

7

1.71 E-01

6.16 E-02

1.73 E-02

1.50 E-03

2.59 E-03

2.51 E-03

6.10 E-02

1.54 E-02

2.93 E-03

9.37 E-05

2.67 E-04

1.62 E-04

2.17 E-02

3.85 E-03

5.06 E-04

5.86 E-06

2.51 E-05

1.02 E-05

7.69 E-03

9.63 E-04

8.84 E-05

3.66 E-07

2.29 E-06

6.37 E-07

2.72 E-03

2.41 E-04

1.55 E-05

2.29 E-08

2.05 E-07

3.98 E-08

9.62 E-04

6.02 E-05

2.74 E-06

1.43 E-09

1.82 E-08

2.49 E-09

3.40 E-04

1.50 E-05

4.83 E-07

8.94 E-11

1.61 E-09

1.56 E-10

-1.3941

-0.9860

-0.5065

-0.3838

0.4322

0.6685

Tabelle 3.10: f(t) =[t(2mr —t) ]

; w polynomial so, da} w'(7) = 2 gilt.

m
n

2

3

=~ ~l=

5

6

7

4

1.37 E-01

7.96 E-02

3.09 E-02

4.99 E-03

4.77 E-03

6.11 E-03

8

4.80 E-02

2.00 E-02

5.11 E-03

3.15 E-04

5.71 E-04

4.16 E-04

16

1.69 E-02

5.00 E-03

8.71 E-04

1.97 E-05

5.66 E-05

2.65 E-05

32

5.98 E-03

1.25 E-03

1.51 E-04

1.23 E-06

5.26 E-06

1.66 E-06

64

2.11 E-03

3.13 E-04

2.64 E-05

7.71 E-08

4.75 E-07

1.04 E-07

128

7.46 E-04

7.81 E-05

4.65 E-06

4.81 E-09

4.24 E-08

6.50 E-09

256

2.64 E-04

1.95 E-05

8.20 E-07

3.01 E-10

3.75 E-09

4.06 E-10

Cm

-1.0804

-1.2802

-0.8593

-1.2915

1.0057

1.7448
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Tabelle 3.11: f(¢) = e'; sin™-Transformation
m 2 3 4 5 6 7 8
n
4145 E-02|5.1E-01|19E-01]|28E-01]6.1E-01|26E-00]| 5.5 E-00
816.6 E-04|3.2E-02|22E-06|74E-04|4.5E-06|1.1E-04]| 2.7 E-04
16 | 1.0 E-05 | 2.0 E-03 | 2.0 E-09 | 1.1 E-05 | 2.2 E-12 | 1.4 E-07 | 6.3 E-15
32 1.6 E-07 | 1.2 E-04 | 1.9 E-12 | 1.8 E-07 | 1.1 E-16 | 5.2 E-10 | 2.4 E-20
64 | 2.5 E-09 | 7.6 E-06 | 1.8 E-15 | 2.7 E-09 | 6.8 E-21 | 2.0 E-12 | 9.2 E-26
128 | 3.9 E-11 | 4.8 E-07 | 1.7 E-18 | 4.3 E-11 | 4.2 E-25 | 7.7 E-15 —
256 | 6.0 E-13 | 3.0 E-08 | 1.7 E-21 | 6.7E-13| —+ |3.0E-17| —
c 169.9 128.3 2055 -188.4 133103 556.0 | 2.98 E+7
" 169.9 128.3 2107 -188.4 145111 569.4 | 3.29 E+7
Tabelle 3.12: f(t) = e'; modifizierte sin”-Transformation
m 2 3 4 ) 6 7 8
n
4145 E-02|88E-01|59E-01]|82E-01| 29E-01 | 3.8 E-00]| 9.0 E-00
816.6 E-04|51E-02|14E-05|23E-03] 1.5E-04 |1.0E-04| 1.8 E-03
16 | 1.0 E-05 | 3.2 E-03 | 1.0 E-08 | 3.3 E-05 | 3.1 E-11 | 6.0 E-07 | 4.4 E-12
32|16 E-07 | 2.0 E-04 | 9.6 E-12 | 5.2 E-07 | 1.6 E-15 | 2.3 E-09 | 6.8 E-19
64 | 2.5 E-09 | 1.2 E-05 | 9.4 E-15 | 8.0 E-09 | 9.8 E-20 | 8.8 E-12 | 2.6 E-24
128 | 3.9 E-11 | 7.7 E-07 | 9.2 E-18 | 1.3 E-10 | 6.0 E-24 | 3.4 E-14 —
256 | 6.0 E-13 | 4.8 E-08 | 8.9 E-21 | 2.0 E-12 — 1.3 E-16 —
. 169.9 205.8 10815 -551.2 | 1.90 E+6 2476 8.44 E48
™1 169.9 205.8 10650 -551.1 | 1.91 E+6 2473 8.48 E+8
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Tabelle 3.13: f(t) =

2 . .
3; sin”-Transformation

3

4

-
5

6

7

3.37 E-01

1.67 E-01

7.72 E-02

3.11 E-02

9.19 E-03

5.65 E-07

1.34 E-01

5.26 E-02

1.92 E-02

6.12 E-03

1.43 E-03

3.40 E-13

5.31 E-02

1.66 E-02

4.79 E-03

1.21 E-03

2.24 E-04

2.11 E-02

5.22 E-03

1.20 E-03

2.40 E-04

3.53 E-05

8.36 E-03

1.64 E-03

2.99 E-04

4.76 E-05

5.56 E-06

3.32 E-03

5.18 E-04

7.48 E-05

9.45 E-06

8.71 E-07

1.32 E-03

1.63 E-04

1.87 E-05

1.88 E-06

1.38 E-07

5.22 E-04

5.14 E-05

4.67 E-06

3.72 E-07

2.17 E-08

2.07 E-04

1.62 E-05

1.17 E-06

7.39 E-08

3.42 E-09

-2.1394

-1.6829

-1.2246

-0.7809

-0.3645

Tabelle 3.14: f(t) = ¢~ 3; modifizierte sin™-Transformation

3

4

5

6

7

3.95 E-01

2.20 E-01

1.11 E-01

4.83 E-02

1.55 E-02

1.05 E-03

1.57 E-01

6.90 E-02

2.75 E-02

9.42 E-03

2.34 E-03

3.24 E-08

6.21 E-02

2.17 E-02

6.86 E-03

1.86 E-03

3.67 E-04

9.36 E-14

2.47 E-02

6.84 E-03

1.71 E-03

3.69 E-04

5.76 E-05

9.78 E-03

2.15 E-03

4.28 E-04

7.32 E-05

9.07 E-06

3.88 E-03

6.78 E-04

1.07 E-04

1.45 E-05

1.43 E-06

1.54 E-03

2.14 E-04

2.68 E-05

2.88 E-06

2.25 E-07

6.12 E-04

6.73 E-05

6.69 E-06

5.72 E-07

3.54 E-08

2.43 E-04

2.12 E-05

1.67 E-06

1.13 E-07

5.58 E-09

-2.5047

-2.2052

-1.7529

-1.1993

-0.5939
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Tabelle 3.15: f(t) =[t(2m —t) ]7%; sin”-Transformation
m 2 3 4 5 6 7
n
4| 1.42 E-01 | 4.48 E-02 | 1.03 E-02 | 1.42 E-07 | 1.79 E-03 | 1.24 E-03
8 15.00 E-02 | 1.11 E-02 | 1.80 E-03 | 1.84 E-16 | 1.54 E-04 | 7.42 E-05
16 | 1.77 E-02 | 2.78 E-03 | 3.17 E-04 | ——— | 1.35 E-05 | 4.59 E-06
32| 6.25 E-03 | 6.96 E-04 | 5.61 E-05 | —— | 1.19 E-06 | 2.86 E-07
64 | 2.21 E-03 | 1.74 E-04 | 991 E-06 | — | 1.05 E-07 | 1.79 E-08
128 | 7.81 E-04 | 4.35 E-05 | 1.75 E-06 | — | 9.31 E-09 | 1.12 E-09
256 | 2.76 E-04 | 1.09 E-05 | 3.10 E-07 | ———— | 8.23 E-10 | 7.00 E-11
Cm | -1.1312 -0.7123 -0.3247 S 0.2209 0.3002

Tabelle 3.16:

f(t) =[t(2m — 1) ]7%; modifizierte sin™-Transformation

3

m 2 4 Y 6 7
n
41142 E-01 | 5.70 E-02 | 1.56 E-02 | 1.54 E-05 | 3.41 E-03 | 2.41 E-03
8 [ 5.00 E-02 | 1.41 E-02 | 2.71 E-03 | 1.85 E-11 | 2.95 E-04 | 1.56 E-04
16 | 1.77 E-02 | 3.53 E-03 | 4.76 E-04 | ——— | 2.58 E-05 | 9.60 E-06
32 | 6.25 E-03 | 881 E-04 | 8.41 E-05 | — | 2.27 E-06 | 5.97 E-07
64 | 2.21 E-03 | 2.20 E-04 | 148 E-05 | — | 2.01 E-07 | 3.73 E-08
128 | 7.81 E-04 | 5.51 E-05 | 2.63 E-06 | —— | 1.77 E-08 | 2.32 E-09
256 | 2.76 E-04 | 1.38 E-05 | 4.65 E-07 | —— | 1.57 E-09 | 1.45 E-10
cm | -1.1312 -0.9023 -0.4871 — 0.4206 0.6239
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Tabelle 3.17: f(t) = 1; v linear

4

5

6

7

=S

5.2 E-04

8.8 E-03

6.2 E-02

2.1 E-01

4.8 E-01

8.8 E-01

1.4 E-00

co

1.9 E-05

6.7 E-06

3.5 E-05

5.0 E-04

3.1 E-03

1.2 E-02

3.2 E-02

1.2 E-06

4.0 E-07

1.4 E-09

1.1 E-09

6.5 E-08

1.1 E-06

9.1 E-06

32

7.5 E-08

2.5 E-08

2.2 BE-11

4.3 E-12

1.0 E-14

5.9 E-15

3.6 E-13

64

4.7 E-09

1.6 E-09

3.4 E-13

6.8 E-14

3.9 E-17

5.3 E-18

7.3 E-21

128

2.9 E-10

9.8 E-11

5.3 E-15

1.1 E-15

1.5 E-19

2.1 E-20

7.1 E-24

256

1.8 E-11

6.1 E-12

8.5 E-17

2.1 E-17

5.3 E-22

8.1 E-23

0.0785

0.0262

-0.0234

-0.0047

0.0109

0.0015

0.0081

0.0785

0.0262

-0.0234

-0.0047

0.0115

0.0016

0.0084

Tabelle 3.18: f(t) = 1; v kubisch

4

5

6

7

7.0 E-04

1.7 E-03

6.3 E-04

2.5 E-03

5.8 E-03

1.0 E-02

1.4 E-02

4.2 E-05

1.0 E-04

2.7 E-06

2.9 E-06

3.9 E-07

1.0 E-06

2.4 E-06

2.6 E-06

6.4 E-06

4.1 E-08

4.5 E-08

9.1 E-10

5.8 E-10

2.7 E-11

1.6 E-07

4.0 E-07

6.3 E-10

7.0 E-10

3.5 E-12

2.3 E-12

2.5 E-14

1.0 E-08

2.5 E-08

9.9 E-12

1.1 E-11

1.3 E-14

8.9 E-15

2.5 E-17

6.3 E-10

1.6 E-09

1.5 E-13

1.7 E-13

4.9 E-17

3.5 E-17

2.4 E-20

3.9 E-11

9.8 E-11

2.4 E-15

2.7 E-15

1.9 E-19

1.4 E-19

2.3 E-23

0.1697

0.4189

-0.6797

-0.7551

3.5020

2.4951

-28.328

0.1697

0.4189

-0.6790

-0.7547

3.7886

2.4967

-28.376
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Tabelle 3.19: f(t) = e'; v linear

Y 3 4 Y 6 7 8 9
n
417.0E-01|23E+00 |14 E+01 |59 E+4+01 | 1.2 E402 | 1.8 E+02 | 2.2 E+02
815.1E-03| 1.6 E-03 | 9.1 E-02 | 6.9 E-01 | 1.6 E400 | 9.0 E-01 | 4.4 E+00
16 | 3.2 E-04 | 1.1 E-04 | 5.6 E-07 | 2.3 E-05 | 1.9 E-04 | 1.6 E-03 | 2.2 E-02
321 2.0E-05| 6.7E-06 | 5.8 E-09 | 1.2 E-09 | 6.3 E-12 | 1.7 E-10 | 8.5 E-09
64 | 1.3 E-06 | 4.2 E-07 | 9.1 E-11 | 1.8 E-11 | 1.1 E-14 | 1.5 E-15 | 3.9 E-16
128 | 78 E-08 | 2.6 E-08 | 1.4 E-12 | 29 E-13 | 4.3 E-17 | 6.0 E-18 | 1.9 E-21
256 |49 E-09| 1.6 E-09 | 23 E-14 | 45 E-15 | 1.7TE-19 | 2.3 E-20 | 1.9 E-24
: 21.068 7.0225 -6.3750 -1.2549 3.0542 0.4302 -2.2607
Pl 21.068 7.0227 -6.2702 -1.2540 3.0724 0.4389 -2.2445
Tabelle 3.20: f(t) = e!; v kubisch
D 3 4 Y 6 7 8 9
n
4123E-01|93E-01|15E+00| 14 E+00 | 1.5 E4+00 | 7.6 E4+00 | 1.6 E+01
81 1.2E-02|28E-02| 6.9E-04 | 1.4 E-03 | 3.5 E-03 | 6.3 E-03 | 1.4 E-03
16 | 7.0 E-04 | 1.7 E-03 | 1.1 E-05 | 1.2 E-05 | 2.4 E-07 | 1.5 E-07 | 1.5 E-08
32 |44 E-05|1.1E-04| 1.7E-07 | 1.9 E-07 | 9.3 E-10 | 6.1 E-10 | 6.8 E-12
64 | 2.7 E-06 | 6.7 E-06 | 2.7 E-09 | 29 E-09 | 3.6 E-12 | 2.4 E-12 | 7.0 E-15
128 | 1.7 E-07 | 4.2 E-07 | 4.1 E-11 | 46 E-11 | 1.4 E-14 | 93 E-15 | 6.5 E-18
256 | 1.1 E-08 | 2.6 E-08 | 6.5 E-13 | 7.2 E-13 | 5.5 E-17 | 3.6 E-17 | 6.3 E-21
: 45.519 112.36 -182.27 -202.52 1014.9 669.47 -7609.6
Pl 45517 112.36 -182.14 -202.38 1016.3 669.73 -7611.8
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Tabelle 3.21: f(t) =t 3;

5

6

1.32 E-01

4.04 E-02

7.74 E-03

5.37 E-02

1.16 E-01

2.01 E-01

5.18 E-02

1.43 E-02

3.56 E-03

5.49 E-04

8.18 E-04

2.80 E-03

2.04 E-02

4.47 E-03

9.00 E-04

1.56 E-04

1.90 E-05

1.01 E-06

8.04 E-03

1.40 E-03

2.25 E-04

3.13 E-05

3.12 E-06

3.30 E-08

3.18 E-03

4.41 E-04

5.63 E-05

6.24 E-06

5.01 E-07

2.06 E-09

1.26 E-03

1.39 E-04

1.41 E-05

1.24 E-06

7.96 E-08

1.29 E-10

5.00 E-04

4.37 E-05

3.52 E-06

2.46 E-07

1.26 E-08

8.06 E-12

1.98 E-04

1.38 E-05

8.80 E-07

4.89 E-08

1.99 E-09

5.03 E-13

7.87 E-05

4.34 E-06

2.20 E-07

9.71 E-09

3.13 E-10

3.15 E-14

-0.8125

-0.4511

-0.2307

-0.1027

-0.0334

0.0346

Tabelle 3.22: f(t) = ¢ 3; v kubisch

5

6

7

3.29 E-01

1.70 E-01

7.92 E-02

3.12 E-02

8.79 E-03

6.08 E-04

1.29 E-01

5.30 E-02

1.97 E-02

6.22 E-03

1.35 E-03

1.06 E-04

5.10 E-02

1.66 E-02

4.91 E-03

1.25 E-03

2.25 E-04

6.47 E-06

2.02 E-02

5.22 E-03

1.23 E-03

2.49 E-04

3.63 E-05

4.02 E-07

8.01 E-03

1.64 E-03

3.07 E-04

4.95 E-05

5.80 E-06

2.51 E-08

3.18 E-03

5.17 E-04

7.66 E-05

9.84 E-06

9.19 E-07

1.57 E-09

1.26 E-03

1.63 E-04

1.92 E-05

1.95 E-06

1.45 E-07

9.81 E-11

5.00 E-04

5.12 E-05

4.79 E-06

3.88 E-07

2.29 E-08

6.13 E-12

1.98 E-04

1.61 E-05

1.20 E-06

7.70 E-08

3.61 E-09

3.83 E-13

-2.0473

-1.6785

-1.2558

-0.8139

-0.3844

0.4212
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Tabelle 3.23:

f(t)

[t2r —1) ]

D=

: v linear

4

5

6

7

5.71 E-02

9.94 E-03

2.39 E-03

1.51 E-02

4.08 E-02

8.53 E-02

1.98 E-02

2.60 E-03

2.28 E-04

2.38 E-05

1.39 E-04

5.73 E-04

6.96 E-03

6.51 E-04

4.23 E-05

3.81 E-07

6.89 E-07

1.52 E-07

2.45 E-03

1.63 E-04

7.63 E-06

2.38 E-08

5.89 E-08

7.94 E-09

8.63 E-04

4.07 E-05

1.36 E-06

1.49 E-09

5.12 E-09

4.96 E-10

3.05 E-04

1.02 E-05

2.42 E-07

9.31 E-11

4.27 E-10

3.10 E-11

1.08 E-04

2.54 E-06

4.29 E-08

5.82 E-12

3.77 E-11

1.94 E-12

-0.4413

-0.1667

-0.0449

0.0250

0.0101

0.0083

Tabelle 3.24: f(t) =[t(2mr — ) |

[N

: v kubisch

4

5

6

7

1.21 E-01

4.19 E-02

9.34 E-03

8.35 E-04

2.07 E-03

5.51 E-04

4.23 E-02

1.04 E-02

1.72 E-03

4.91 E-05

1.80 E-04

8.02 E-05

1.49 E-02

2.61 E-03

3.10 E-04

3.02 E-06

1.51 E-05

4.98 E-06

5.25 E-03

6.51 E-04

5.3 E-05

1.88 E-07

1.30 E-06

3.11 E-07

1.86 E-03

1.63 E-04

9.82 E-06

1.17 E-08

1.14 E-07

1.94 E-08

6.56 E-04

4.07 E-05

1.74 E-06

7.32 E-10

9.98 E-09

1.21 E-09

2.32 E-04

1.02 E-05

3.08 E-07

4.56 E-11

8.72 E-10

7.57 E-11

-0.9491

-0.6667

-0.3230

0.1960

0.2341

0.3256




Kapitel 4

Eine singulire
Integralgleichung

In diesem Kapitel wird eine Integralgleichung zweiter Art behandelt, deren
Kern im Rechteck |0,27[x]0,27[ stetig ist und in den vier Ecken Singu-
laritdten von einer speziellen Form aufweist. Mit C[0, 27r] werden hier die
stetigen, 27-periodischen Funktionen bezeichnet.

4.1 Existenz und Eindeutigkeit

Betrachte die Gleichung zweiter Art

2m

ot) = | Kt e(r) = @O0 dr +9()e(0) = f(t), 0<t<2r (41)

bei gegebenen f,v € C[0, 27 ] und Kern K mit Singularitéten in den 4 Ecken
des Rechtecks. Zur Vereinfachung der Notation wird ab sofort nur noch von
einer Singularitdt im Nullpunkt ( das heifit t = 7 = 0 ) ausgegangen.

An den Kern werden die folgenden Voraussetzungen gestellt
K(t,7)=L(t,7) + M(t, )
mit

e M eC([0,2r] x [0,27]),
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e Le(C(]0,2r]x]0,27]),
e [L>0oder L <O,
e L hat Tréiger in [0, 1] x [0, 1].
Weiterhin existiere eine beschriinkte, stetig differenzierbare Funktion
k:[0,00[— [0, 00]
mit beschrinkter Ableitung k& und

K0) = 0,
M) = 0 (3) s
L) < %k(%) fiir T > 0, (4.2)
/Ooo@ds < 1. (4.3)

Bemerkung 4.1 Die Voraussetzung an den Trdger von L stellt keine we-
sentliche Einschrinkung dar. Die gewiinschte Figenschaft ist durch Multipli-
kation von L mit einer geeigneten Abschneidefunktion erreichbar. Die Auf-
spaltung K = L + M st anschlieffend zu modifizieren.

Die Integralgleichung (4.1) hat die Gestalt
p—Ap—Bp=f (4.4)

mit den Integraloperatoren
a0 = [ Len)[elr) - el0)] dn (45

(Be)(t) = i WM(t;T) [p(7) = ¢(0)] dT + 7 (1)¢(0). (4.6)

Mit der Norm

1lloc.0 = max [io(t) — @(0)] + |2(0)]

wird C[0,27] ein Banachraum, denn wegen

[@lloo0 < 3llplloe < 3lliplloc.0

ist diese zur gewodhnlichen Supremumsnorm dquivalent.
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Satz 4.2 Der durch (4.5) erklirte Operator A hat die Abbildungseigenschaft
A:CJ0,2r] — C[0,27] und ist beschrinkt durch

1Al g/ ) s <1,
0 S

Beweis: Seien ¢) € C[0,27] und ¢ > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit
von ¢ in 0 und (4.3) existiert ein 5 €] 0,27 [, so daB

2 max [ |/ k() << (4.7)

0<o<

Da L auf [0, 27| x [ 8, 27 | gleichm&Big stetig ist, gibt es zu § und ¢ ein § > 0,
so dafl

2w c
[Wloo [ IL(t17) = Lito, D)l dr < 5 (48)
B
fir |t1 — tg‘ < 0. Wihle t1,19 € [0,271'] mit ‘tl — t2| < 4. Dann gllt
(A0)(t) ~ (40)(0)

2w

[L(ta, 7) = L(t1, 7)] ((7) = 4(0)) dr

</oﬂ+/2ﬂ> |L(te, 7) = L(tr, 7)| 11 (7) — 4(0)] dr

<
< s [660) 0O [ (2007 + 1002 7)
Hbllooo [ 12(007) = L) dr (49)
B

Wegen k(0) = 0 und (4.2) ist L(0,7) = 0,7 > 0 und damit (A¢)(0) = 0.
Falls ¢ > 0, a8t sich mit den Voraussetzungen (4.2) und (4.3)

g A1 t
/ |L(t,7)|dr < / -k (—) dr
0 o t T
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folgern und erhélt damit aus (4.9)

21
< 2 max [4( / LG +||¢||000/ L(t1,7) — L{ts, 7)|dr
< B

In der letzten Abschétzung sind die Wahl von § und § gemifl (4.7) und
(4.8) eingegangen. Damit ist die Stetigkeit von A gezeigt. Es verbleibt der
Nachweis der Beschrinktheit von A.

Sei ¢ € C[0,27]. Fiir 0 < t < 27 gilt

(A1) < /1 (£) ) - v dr

T

271'1

o [ 20 (2) ar
K

o [ H as

und (AyY)(0) = 0.

IN

IN

Also N k( )
S
1A% e < 16 ]loe / B g

||A||oo,os/ k) e <1,
0

und damit

Die Voraussetzung

/ooki)d <1

ist demnach wegen Satz 2.1 (Neumannsche Reihe) hinreichend fiir die Exi-
stenz und Beschriinktheit des Operators (I — A)~!. B : C[0,27] — C[0, 27]
ist als Integraloperator mit stetigem Kern kompakt. Auf die zu

(I-A-B)p=f
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dquivalente Gleichung
p—(I-A)"'Bp=(I-A)"f

148t sich die Riesz-Theorie anwenden. Falls (I — A — B)y = 0 nur die triviale
Losung ¢ = 0 besitzt, dann hat die inhomogene Gleichung

(I-A=B)p=T

fiir jedes f € C10, 2r] genau eine Losung ¢ € C|0, 27].

4.2 Ein Nystrom —Verfahren

Eine Moglichkeit die Gleichung (4.4) ndherungsweise zu lsen, besteht darin,
die Integrale durch Quadraturformeln zu approximieren. Dabei werden die
Integrale in (4.5) und (4.6) durch die Quadraturformel (3.12) ersetzt. Fiir
den Rest des Kapitels werden von w, die Eigenschaften aus Definition 3.9
gefordert.

Fiir n € IN ist ¢, so zu bestimmen, daf} fiir 0 < ¢ < 27 gilt

eult) = — 3 K (1, 5) [ouls”) — @nl0)] +()eal0) = F(1).

Sei ¢, eine Losung von (4.10). Dann erfiillen die Werte

oD = (s, i=1,...,2n -1,

90520) = ©n(0)

das lineare Gleichungssystem

i T n n n j n n
o) == 3 oK (M s [ = oP] + (s = (5",
7j=1
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Umgekehrt erhdlt man mit einer Losung 807(10), ceey @522”71) des Gleichungssy-
stems (4.11) mittels

2n—1

m n n ]
ealt) = f()+— Y oKt s) [p) — o] =5 (1)el)
7j=1

(n)y (41D (i)

eine Losung von (4.10), denn ¢, (s;

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis, da} unter geeigneten Voraus-
setzungen die Folge der ,N#herungslosungen (¢,) gegen die eindeutig be-
stimmte Losung der urspriinglichen Gleichung konvergiert.

Dazu werden die Operatoren

Anp = Qnp (L(¢,)p(.) ) und By = Qny ( M(E,.)(.) ) +7(0)
eingefiihrt. Gleichung (4.10) erhélt die Form

mit den Operatoren
()0 = T3 a1 s7) [ols”) - 9(0) ) (413
Bag)(t) = T3 oM 5) [(657) ~ 6(0) ] —(0)6(0).(414)

Fiir den Konvergenzbeweis sind weitere Voraussetzungen an die Regularitit
der Kerne notwendig.

e [ sei beziiglich der zweiten Variablen 2¢ + 1 mal differenzierbar. Diese
partiellen Ableitungen seien stetig fiir t +7 > 0.

e Fiir j =0,...,2¢+ 1 seien k; : [0, oo[— [0, oo[ stetige Funktionen so,
daf} gilt

ki(s) = O <1>, 5 — 00,

i (4.15)

1 ! "
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e M sei beziiglich der zweiten Variablen 2¢ 4+ 1 mal differenzierbar. Diese
partiellen Ableitungen seien stetig auf [0, 27| x [0, 27].
Insbesondere bleiben die k; durch Konstanten K; nach oben beschrénkt.

Da M stetig ist und nach Korollar 3.11 die Folge (Qn p¢)nen fiir ¢ € C[0, 27]
konvergiert, besagt Theorem 12.8 in [15], dal (B, ),ew kollektiv kompakt ist
und punktweise gegen B konvergiert, das heifit

|Bp — Bppllo = 0, n — oc fiir p € C[0, 27].

Um fiir die Operatoren A, ein dhnliches Konvergenzresultat zu beweisen,
werden die beiden nachfolgenden Lemmata benétigt.

Lemma 4.3 Sei ¢ —¢(0) € S2+et mit 0 < a < 1 und ap > 2q+1. Dann
qibt es eine Konstante C > 0 so, dafs

C
[(A = Ap)¢lle < W”SO — ¢(0)[|2g+1.0+1-

Beweis: Sei t € [0, 27] beliebig. Abzuschitzen ist
(Ap)(t) = (Anp)(t) = Enp(g(t;.))
mit gt 7) = L(t,7)[e(r) — ¢(0)].
Um Satz 3.10 anwenden zu konnen, ist g(¢,.) € S**1® nachzuweisen.

Betrachte fiir m =0,...,2¢+1

27 om
e [ (rm = | Lo
/0 [7(2m —7) ] a7_mg(15 T)| dr
Zusammen mit der Leibniz-Formel ergibt sich
L (m 2m o’ om—I
< _ m—o . _
SR> (5) [ trer =1 [ )| s o) - ot ar
< (27r)m+1i m /QW{THI ﬁ[,(t ) [r2r —7)]" (a+1)
- j=0 J 0 < o '}
S‘fr(j
x |lp(r) = e@)"|} dr
= /m
< @Y (M) Kl - o0t

<
Il
o



74 EINE SINGULARE INTEGRALGLEICHUNG

also
I, < Cllo—¢(0)]l2g+1.a+1 firm=20,...,2¢+1 (4.16)
mit
C = (2m)**222"*!  max Kj.

Die rechte Seite in (4.16) ist unabhiingig von m, also g(t,.) € S22, Satz
3.10 liefert

C
|(Ap)(2) = (An) ()] < 57 9 = 2(O)ll2g41,041
mit einer von ¢ unabhiingigen Konstante C. Da ¢ € [0, 27| beliebig gew#hlt
war, ist
C
14e = Anplloe < 57 1o = @(0)llag+1.041-
|

Lemma 4.4 Sei 0 < 8 < 1. Unter den generellen Voraussetzungen an w
gibt es ein positives C = C(p, q) so, dafs

s —~ (n) (n) Ook(s) C
E;aj L(t.s™)| < /U T g (4.17)
J:

S

fir alle 0 <t < 2w, n € N und ¢ mit Bp > 2q + 1.

Beweis: Zunichst wird die Ungleichung

|L(t, )|l2g+1,8 < t%’ 0<t<2r (4.18)
gezeigt.
Fiir j =1,...,2¢+ 1 wird mit der Voraussetzung (4.15) und einer Substitu-
tion s = !
-

(4.19)
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abgeschiitzt. Da L auflerhalb von [0, 1] x [0, 1] verschwindet, ergibt sich fiir
j = 0 ebenfalls die erforderliche Ungleichung, denn

/OW[T(QTF—T)]ﬁ |L(t,7)|dr < (277—1)5/0 7'76|L(t,7')|d7'

C

< 5 (4.20)

(4.19) und (4.20) liefern (4.18).

Nach Voraussetzung wechselt L das Vorzeichen nicht und die Gewichte a;n)
sind positiv. Also gilt

2n—1

P A
j=1

2n—1
> o L(t,s")
=1
2w
/ Lt ) dr| 4 | B (L(2. )
0

< / £(5) go g C
0

S tﬂn2q+1 '

n ™

IN

Aufgrund der Singularitéit des Kerns K im Nullpunkt und weil die rechte
Seite in (4.17) mit ¢ — 0 gegen oo strebt, miissen die Operatoren A,, bei 0
geglittet werden.

Wihle g : [0, oc[— [0, oo] stetig, so dafl

o ={ g i

Fiir festes » € IN betrachte die Operatoren A, , geméif

IA IV
N | =

. t
(An,rSO) (t) = gn,r(t) (An@) (t) mit gn,r(t) =9 <W> .
Sr
Anstatt (I — A, —By)gn, = f wird nun (I — A, , — B,,)¢ = f gelost. Das dazu-
gehorige Gleichungssystem unterscheidet sich von (4.11) durch Vernachléssi-
gung der Stiitzstellen sgn), Cee sin_)l. Im Fall » = 1 bleibt das Gleichungssy-
stem unverdndert.

Nun zum eigentlichen Konvergenzresultat.
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Satz 4.5 Sei I — A — B injektiv. Es gibt ein r € IN so, daf fir hinrei-
chend grofie n die Operatoren I — Ay, — B, invertierbar und die Inversen
gleichmdf$ig beschrinkt sind. Fir die Losungen von

p—Ap—Bp=f
und

On — An,rgpn - Bngpn = f
gilt die Fehlerabschdtzung

C
[0 = @l < 7 0 = 9(0) g+t

mit einer Konstanten C, vorausgesetzt ¢ — ¢(0) € STt mit den Para-
metern 0 < a < 1, ap > 2q + 1.

Beweis: Es sind die Voraussetzungen von Theorem 10.8 und Problem 10.3
in [15] zu iiberpriifen. Wie bereits erwihnt, ist (Bj,),en kollektiv kompakt
und konvergiert auf C[0, 27] punktweise gegen den kompakten Operator B.
I — A ist ein beschrénkter, linearer und beschriankt invertierbarer Operator.
Fiir die Existenz und gleichmiilige Beschréinktheit von (I — A,,, — B,,)~" ist
nur noch nachzuweisen, daf

1. (I — A,,) ! fiir hinreichend grofie n existiert und gleichméBig be-
schrinkt ist.

2. (I —A,)p— (I —A)p, n— oo fiir alle p € C[0, 27].
Wihle 3 := (2¢ + 1)/p. Nach Lemma 4.4 gilt
[(Anr0) (1) = (Anr0)(0)]

2n—1

m n n n
< gna @] D7 0" L(t 5] [o(s5") = 0 (0)
7j=1

* k(s) C(p,q)
< Nelwalans@] | [~ a5 S22
-8
< lelloso / ﬂds+C’(p,q) (82> n(20+1)
0 S
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und damit wegen (3.14)

||Anr||oc>0 S / k(S (p q, 6)
’ ’ 0 S ( ))ﬁn2q+1
< [T, (p,q B)
- 0 S 2‘1+1 '
—)O r—00

Die letzte Abschitzung unterscheidet sich von der gleichartigen in [7] da-
durch, dafi der zweite Summand fiir » = 1 und n — oo nicht nach 0 strebt,
sondern lediglich unabhéngig von n ist. Wie bereits erwéhnt, beruht dieses
schlechtere Resultat darauf, dafi die in [7] vorgeschlagene Modifizierung bei
der Wahl der Parameter, das heifit 2¢ + 1 > ap > 2q, nicht moglich ist.

Somit existiert ein r € IN so, daf§ fiir n > r gilt
| Anr]loco < C < 1. (4.21)

Der Satz iiber die Neumannsche Reihe liefert Teil 1. Als nachstes soll mit
dem Satz von Banach-Steinhaus

|(Anyr — A)@llsco = 0, n — oo fiir alle ¢ € C[0, 27| (4.22)
gezeigt werden. Aus
(Anr = A)p = gnr(An — A)p + (gnr — 1) Ap

und
0 < gnr(t) <1, (Ap)(0) =0

folgert man

[(Anr = Apllco < [I(An = A)glloco+ sup [(Ap)(D)].  (4.23)

0<t<s™

Fiir Polynome v mit ¢(0) = ¢(27) und 0 < o < 1 gilt nach Lemma 4.4

C
||(An - A)'QZJHOO,O < W ||77b - ¢(0)||2(J+1,a+1'

Der zweite Summand in (4.23) konvergiert wegen s 0,n = oo,

der Stetigkeit von Ap und (Ap)(0) = 0 ebenfalls gegen Null. Demnach ist
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das in (4.22) angegebene Konvergenzverhalten auf einem dichten Teilraum
von C10, 27] erfiillt. Zusammen mit (4.21) liefert dies Aussage (4.22).

Es verbleibt der Beweis der Fehlerabschitzung. Sei n > r.

Pn — @ = (I - An,r - Bn)_lf - ¢
= (I—-A,, — Bn)*l(An’r +B,—A—-B)yp

und damit

||90n - 90||oo,0
< [ Anr = Dplloe + 1(Bo = B)elloc

< C{II(An — A)plloco + sup [(AQ) ()] + [[(Bn = B)¢l|oo

0<t<s™

AN

Die drei Fehleranteile sind abzuschéitzen. Nach Lemma 4.3 gilt fiir den ersten
Summanden

C
||(An - A)SOHOO,O S WHSO - <10(0)||2q+1,o¢+1-

Da der Kern von B ebenfalls beschrankte partielle Ableitungen nach der
zweiten Variablen besitzt, 148t sich Lemma 4.3 auch auf den dritten Term
anwenden. Unter Verwendung von (2.5) erhélt der zweite Summand ebenfalls
die gewiinschte Form, denn

(A)(1)] < / " VLGt ) () — @ (0)] dr
< lp = 0(0)2gs1.001 / [r@n - 1) ° Lt )| dr
@1 g — @(0)llags 1001 / i (3) el g
* k(s)

< e - 90(0)||2q+1,a+175a/0 ot ds

IN

und

sup |(Ap)(®)] < C(s!) [0 = ©(0)ll2gs1.041
0<t<s™

C

< n2q+1‘||<P — ©(0)[l2g+1,20+1-
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Die in den Abschéitzungen auftretenden Konstanten sind, obgleich stets mit
C bezeichnet, im allgemeinen verschieden. []

Abschliefilend sei nochmals auf die Arbeit von Elliott und Prodorf [7] hin-
gewiesen. Dort wird unter leicht abgeschwéchten Voraussetzungen an den
Kern eine Integralgleichung vom Mellin-Typ behandelt. Fiir die technische
Durchfiihrung der Beweise sind hier einige Ideen aus [7] iibernommen worden.

Die im skalaren Fall durchgefiihrte Analysis ist auch auf vektorielle Probleme
iibertraghar. Unter C|0, 27] sind dann vektorwertige 2m-periodische stetige
Funktionen zu verstehen. Fiir die Standardabschitzung der Integrale tritt
anstelle |K (¢, 7)| nun die Matrixnorm

d
| (1 7)o = max ™ [Ky(t.7)

j=1
und die |[|.]|s,0-Norm von ¢ € C[0, 2] ist durch

lellea = max, | max i) = p0) + )]

erklart.

Da Konvergenz in der neuen Norm mit komponentenweiser Konvergenz gleich-
bedeutend ist, wird in Kapitel 5 von den hier erzielten Resultaten stillschwei-
gend Gebrauch gemacht.



Kapitel 5

Die Elastizitiatsgleichung

Sei G C IR? ein beschriinktes Gebiet der-
art, daB IR*\ G’ zusammenhiingend ist. Der
n(y) Rand 0G = T von G sei mit Ausnahme
einer Ecke zy C%-glatt. Fiir den Innenwin-
kel v bei zg gelte 0 < v < 27,y # w. Fiir
einen Randpunkt y wird mit n(y) die nach
auflen weisende Normale bezeichnet.

Zo

5.1 Formulierung der Randwertprobleme

Inneres Dirichletproblem
Gegeben sind A\, € R™ und f € CO(T). Gesucht wird ein aus zwei Kom-
ponenten bestehendes Vektorfeld u € C?(G) N C(G) als Losung der Elasti-

zitédtsgleichung
pAu+ A+ p)graddive = 0 inG (5.1)
mit der Randbedingung
w = f aufl. (5.2)
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Desweiteren ist, soweit fiir den Existenzbeweis notwendig, das duflere Neu-
mannproblem zu betrachten.

AuBeres Neumannproblem

Gegeben sind A\, u € RY, ay € R? und g € C(T). Gesucht wird ein Vektor-
feld u € C?(IR?\ G)NC(IR*\ G) so, daB neben der Differentialgleichung (5.1)
in IR* \ G noch die Randbedingung

Ny = g auf T (5.3)
und die Ausstrahlungsbedingungen
u(z) — ase In(z) = O (1),  syu(z) = O (jz|™"), |z[ = oo (5.4)
erfiillt werden. Dabei ist (5.3) in dem Sinn

lim Nu(x + hn(z))n(z) = g(z), x € T'\ {zo}

h—0,h>0

zu verstehen.

5.2 Zur Eindeutigkeit beim inneren Dirich-
letproblem

Fiir die Eindeutigkeitsbeweise werden die nachfolgenden Lemmata benotigt.
Hierzu sind die Bezeichnungen G, und I'; einzufiihren, wobei

. G. ={z € G : |v— x| > ¢},
Iei={zeCG: |v—1zy=¢}

Lemma 5.1 Sei g € C(G.,). Dann ist

fe) = [ gla)dr = > 2

€

Zo

differenzierbar mit Ableitung

ﬂa:—/gumww

€
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Beweis: Man schreibt fiir £; < £9 < € den Differenzenquotienten in Polar-
koordinaten und erhélt

fle)=fleg) _ 1 /
E—£&p g —£&p
z€G, 50<\:r xo\<5

= // g(r,9)rdd dr
8—80

mit stetigen Funktionen v und w. Da g auf kompakten Mengen gleichméflig
stetig ist und v, w in gq stetig sind, existiert zu ¢ > 0 ein § > 0, so daf}

g(x) dx

w(eo) o
o) [g(r, 9)r — €0g(e0, V)] dV| < 3 (5.5)
v(eo) w(r) o
/ g(r,0)rdv —|—/ glr,Nrdy| < 5 (5.6)
o(r) w(eo)

fiir alle |r — g < 0. Seien £ < g9 < € und |¢ — g¢| < §. Dann gilt

‘f(i:fo(%) +/F g(z) ds(z)

€0

e prw(eo)
/ / (r,9) mwdr+/ / cog(c0, 9) 9 dr
eo Ju(

€0)

E—£&p

_6_60[2(5—50)4—2(5—50)]:0. (5.7)

Dabei wurde das Integral

aufgespalten in

v(z0) w(zo) w(r)
[
v(r) v(eo) w(eg)

und von (5.5), (5.6) Gebrauch gemacht. Fiir 61 < & < gy und |e — g¢| < § ist
die Abschiitzung (5.7) ebenfalls richtig. [
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Lemma 5.2 Sei f :]0,¢;] = IR monoton fallend, differenzierbar und erfiille
die Differentialungleichung

fe)] SOV—=cf'(e), 0<e<e (5.8)

mit einer von £ unabhdngigen positiven Konstanten C. Dann existiert der
rechtsseitige Limes

f(0) := lim f(e)

e—0+

und st Null.

Beweis: Der Beweis verlduft ganz analog zu dem in [12]. Die Behauptung
wurde dort nicht fiir die Differentialungleichung (5.8), sondern in einer all-
gemeineren Form bewiesen. Wegen dem Monotonieverhalten von f sind die
Falle

1. 0< f(0) <
2. —oo < f(0) <0
3. £(0)=0

zu untersuchen.

1.Fall: 0 < f(0) < cc
Ohne Einschrinkung sei £; so klein vorausgesetzt, dafl

fE)=f(e)>f(e1) >0,0<e <ey. (5.9)
Zusammen mit (5.8) liefert das
0<[f(e))? < -C%*f'(e), 0 <e<ey.
Durch Integration der Ungleichung
1 f'(e)

0< < — auf 0<ey <ey

C2e = [f(e)P

erhalt man

%ln <§_:> : f(;) - f(;)' (510
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Der zweite Summand auf der rechten Seite in (5.10) ist negativ. Demnach
gilt

Grenziibergang 5 — 0+ liefert f(£7) < 0 und damit einen Widerspruch zu
(5.9).
2.Fall: —oo < f(0) <0
Es gilt
fEe)=—f(E)>1f(0)]>0,0<e<ey. (5.11)

Wegen 0 < [f(2)]? < —C?f'(¢), 0 < ¢ < & erhilt man durch Integration
der Ungleichung

1 f'(e)
< — f
0<025_ TP auf 0<eqg <y
die Abschéitzung
1 €1> 1 1
()< T 0<ey<ey 5.12
C? <52 = fler)  fle2) ’ ! ( )

Der erste Summand auf der rechten Seite in (5.12) ist negativ. Demnach gilt

Grenziibergang £y — 0+ liefert |f(0)| < 0 und damit einen Widerspruch zu
(5.11). Die Behauptung ist somit bewiesen. [

Satz 5.3 Das innere Dirichletproblem (5.1)-(5.2) besitzt hichstens eine Lisung.

Beweis: Aufgrund der Linearitit geniigt der Nachweis der Eindeutigkeit
fiir das homogene Problem. Sei u Losung zu f = 0. Fiir hinreichend kleines
€ ist

G.={xeG: |x—ux| >e}
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ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Die Anwendung des
ersten Greenschen Satzes (siehe die noch folgende Bemerkung 5.4) auf u und

v = u liefert
/ B(u,u)dx = / u - (Pyn)ds.
e 0G.

Unter Beriicksichtigung der Randbedingung u = 0 auf I' gilt

/E B(u,u)dx = /E u - (Pyn)ds. (5.13)

Dabei ist weiterhin I'. := {z € G : |z — 2| = €}. In der Bilinearform B
sind die Konstanten a und 3, unter Einhaltung von o+ 3 = A 4 p, noch frei
wahlbar. Setze

Ou;
a:=p, f:=X und u;;:= a—;t]
Dann gilt
Blu,u) = A|divul® + p(uz +usn)? + 2p(uf; + uzy) > 0, (5.14)
P? = 2N +2u) X | divul® + 207 (urg + ug)? + 4p? (ud, + udy)
< 2(AN+2u) B(u, u). (5.15)

Da n normiert ist, 148t sich die euklidische Norm des Vektors P,n nach oben
durch die Frobeniusnorm von P, abschitzen, das heif3t

|P.n|* < |P.|? (5.16)
Die Funktion f mit

f(e) ::/ B(u,u)dx, ¢ >0

e

ist wegen (5.14) monoton fallend und nach Lemma 5.1 differenzierbar mit
Ableitung

f(e) = —/EB(u,u) ds.

Aufgrund der Darstellung (5.13), den Ungleichungen (5.15), (5.16) und der
Stetigkeit von u auf G ergibt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

1) = / u- (Pyn) ds
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() (e
sup o) (/ 1ds> " (/ 2N+ 2p1) Blu, ) ds) "

< Cv==ef'(e). (5.17)
Die Konstante C' = sup |u(x)| 27 \/2(\ + 2u) ist unabhéngig von e. Nach
z€G
Lemma 5.2 implizieren die Differentialungleichung (5.17) und das Monoto-
nieverhalten von f die Existenz von f(0+) mit

F(04+) = lim f(2) =0.

IN

IN

Fithrt man in (5.13) den Grenziibergang ¢ — 0 durch, liefert das

/B(u, W) dz = 0.

G

Aus B(u,u) =0 in G folgt zunéchst
u € span{(1,0)" (0,1)% (2q, —21)"}. (5.18)

Da die Komponenten von u harmonisch sind, erhdlt man mit dem Maximum-
prinzip das gewiinschte Resultat v = 0 in G. [ |

Bemerkung 5.4 Die Anwendung des Greenschen Satzes auf das Gebiet G
ist noch zu rechtfertigen, da die Differenzierbarkeit von u bis in den Rand
nicht explizit vorausgesetzt wurde. In einer £/2 Umgebung von z, ist das
Gebiet G so zu modifizieren, daff das neue Gebiet G einen C?-glatten Rand
besitzt und G C G gilt. Betrachte nun das Dirichletproblem mit Randwerten
ul,5 beziiglich G. Wie in der Diplomarbeit von J.Evans [5] beim Stokes-
Problem durchgefiihrt, ist nachzuweisen, dafl das Randwertproblem genau
eine Losung besitzt und diese darstellbar ist durch

i(x) = W(z;9), z € G
mit der eindeutig bestimmten Losung 1 € C’(@G’) der Integralgleichung

Y — K = —2ulya.
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Da die Randwerte auflerhalb einer £ /2 Umgebung von x4 identisch verschwin-
den, insbesondere C*“-glatt sind, erh#lt man aufgrund der Abbildungseigen-
schaften von K, daB ¢ auf G \ B[z, 2/3¢] C*-glatt ist. Diese Eigenschaft
ibertragt sich wegen der Abbildungseigenschaft vom Doppelschichtpotential
zweiter Art auf die Losung @. Auf '\ Bz, €] stimmen wegen der Eindeutig-
keit v und u iiberein.

Bemerkung 5.5 Mit einer einfachen geometrischen Uberlegung kommt man
im Beweis von Satz 5.3 auch ohne das Maximumprinzip aus. Dazu wihle eine
Gerade H derart, dal HNG # (). 90G N H besteht aus mindestens zwei Punk-
ten. Die Komponenten von u sind wegen (5.18) auf GN H lineare Funktionen,
die in 0G N H verschwinden. Folglich ist © = 0 in G.

Nun soll das Auflenraumproblem behandelt werden. Dazu wéahle R > 0 so
gro, dal G C BJ0, R].

Fiir das Gebiet
G.:={rx e R*\G : |z — 9| > ¢, |2| < R}
und das Kurvenstiick
I.:={z €R’\G : [z — 20| =¢}

bleibt die Aussage von Lemma 5.1 richtig. Damit 148t sich der nachfolgende
Satz beweisen.
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Satz 5.6 Das dufsere Neumannproblem besitzt hichstens eine Ldsung.

Beweis: Sei u eine Losung zu g = 0. Die Anwendung des ersten Greenschen
Satzes (Die Differenzierbarkeit bis in den Rand ist wie bei Bemerkung 5.4
einzusehen.) auf das Gebiet G. und v = u ergibt

/B(u,u)dx:/ u - Nynds + / u - Nynds. (5.19)

|z|=R

Wie im Beweis von Satz 5.3 wird durch

£(e) ::/EB(u,u)dx— / u- Nynds

lz|=R

eine monoton fallende und differenzierbare Funktion erklart, die die Diffe-
rentialungleichung (5.8) erfiillt. Damit ergibt der Grenziibergang ¢ — 0 in
(5.19)

/ B(u,u)dx = / u - Nynds. (5.20)

z¢G,|z|<R |z|=R
Mit dem bewiesenen Darstellungssatz, dem asymptotischen Verhalten der
Grundlésung und den Ausstrahlungsbedingungen (5.4) 148t sich eine Darstel-
lungsformel fiir unbeschréiinkte Gebiete herleiten (siehe [16, Gleichung 3.45])

und

u(@) =0 (Jz] 1), vu(z) = O (|2 ?), |z] = o0
folgern. Insbesondere verschwindet mit R — oo das Randintegral in (5.20).
SchlieBlich implizieren B(u,u) = 0 in IR* \ G und u(x) — 0, |z| — oo, die
Behauptung u = 0 in R?\ G. [ |

5.3 Existenz beim inneren Dirichletproblem

Der Einfachheit halber wird der Existenzbeweis nur fiir Kurven T' gefiihrt,
die in einer Umgebung der Ecke z, aus zwei Geradenstiicken H; und H,
bestehen. Die beiden Randstiicke H; und Hs lassen sich durch

 : :v(t)=<é>, 0<t<T
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und ( )
2w —t)cosy
: = T <t<
H, z(t) <(27r—t)sin'y>’ 2r — T <t <27

mit geeignetem 7" > 0 parametrisieren. Fiir den Innenwinkel v bei zy wird
einschrankend vorausgesetzt

3
SVSE/]R’Y#W'

NN

Setze ‘ B
v(x) = { Z e F_\ {Uxo} .

Die Sprungbeziehungen fiir das Doppelschichtpotential sind folgendermafien
zu modifizieren. Fiir Funktionen f: IR*\ T — IR? werden f_ und f, durch

fo(x):= lim f(2), fo(z):= lim f(z), z€T

2€G,z—x 2¢G2—x

erklart, sofern die Limetes existieren.

Satz 5.7 Fir ¢ € C(T) laft sich das Doppelschichtpotential zweiter Art
W) = [ Dlay)oty) dsto). « ¢ 7
r

von G nach G und von R?\ G nach R*\ G stetig fortsetzen mit den Werten

W) = [ D)+ 3 vw), et G

W) = [ D) + T uw), ser. G2

Seien Ty C Ty C T kompakte Mengen mit xq ¢ Ty und v € C(T') N C2(Ty).
Dann existiert fir alle x € T'y die Normalableitung von W und es gilt

(NW (.5 d)n(z))-(x) = (NW(.; 9)n(x))+ (z),2 € Ty (5.23)

ist stetig auf T'y.

Beweis: Das oben angegebene Resultat ist aus der klassischen Potential-
theorie [1] bekannt und ist entsprechend zu iibertragen. [
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Satz 5.8 Das Doppelschichtpotential zweiter Art
u(z) =W(x;v), r € G

mit stetiger Dichte 1 lost das innere Dirichletproblem zu den Randwerten
f € C(T), falls ¢ eine Lisung der Integralgleichung

U(z) — Q/Ff?(fr,y)W(y) — ¥(x0)] ds(y) + ¢(z0) = =2f(z), z €T (5.24)
15t.

Beweis: wu 16st die Differentialgleichung (5.1) in G und 148t sich nach Satz
5.7 stetig bis in den Rand fortsetzen. Wegen (2.14) gilt

u(z) = / Dl ) [b(y) — (o)) ds(y) + / Dz, y)i (o) ds(y)
- / D, y)(y) — ()] ds(y) — (o). (5.25)

Aufgrund der Sprungbeziehung (5.22) und der Integralgleichung (5.24) erhélt
man fiir die Randwerte von u

uta) = [ Dlylioty) — b)) ds(y) = 5 [0le) = o) = vlzo)
().

Satz 5.9 Das innere Dirichletproblem besitzt fiir jedes f € C(T') genau eine
Lésung.

Beweis: Wegen der Sitze 5.3 und 5.8 ist lediglich nachzuweisen, dafl die
Integralgleichung (5.24) fiir jedes f genau eine Losung ¢ € C(T') besitzt.
Diese Gleichung schreibt sich in Operatorform

v =Ky =-2f
mit dem Randintegraloperator K : C(T') — C(I)

(B)(x) =2 / Do, ) lb(y) — (o)) ds(y) — d(xo), €T, (5.26)
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Die Abbildungseigenschaft von K ist eine Folgerung aus den Rechnungen in
Abschnitt 5.4 und der Analysis in Kapitel 4. Die dortige Argumentation ist
auch fiir das nicht parametrisierte Integral durchfiihrbar.

Zuniichst wird N(I — K) = {0} gezeigt. Sei ¢) € C(T') so, daB ) — K¢p = 0
gilt. Zu dieser Dichte definiere

u(z) == W(x;¢), v € R*\T.

Dann 16st u das innere homogene Dirichletproblem. Nach Satz 5.3 ist damit
u = 01in G. Da die Abbildungseigenschaften von K lokale Eigenschaften sind,
ist ¢ € C(T)NCY(T \ U.(xy)) fiir alle e > 0 und damit

(Nun)y(z) = (Nun) (z) =0, z € T'\ {x}.
Da u dem Abklingverhalten
u(@) =0 (1), vu(@) = O (|2[ 1), |z] = oc

geniigt, 16st u auch das &ufere homogene Neumannproblem. Die Eindeutig-
keit impliziert « = 0 in IR? \ G. SchlieBlich folgt aus

YV=uy—u_=0

die Behauptung N(7 — K) = {0}.

Um mit Satz 2.3 die Riesztheorie anwenden zu kdnnen, ist eine Aufspal-
tung I — K = S,, — K, mit beschrénkt invertierbarem Operator S,, und
kompaktem K, anzugeben. Mit der Abschneidefunktion h, wobei

0 = t<3
h(t)=¢ 2t—1 : 1<t<l,
1 : t>1

betrachte man die Operatoren K7, : C(I') — C(T') mit
() () = 2 / D, y)h(mlz — y])(y) ds(y)

und S,, := I — (K — K?). Dann gilt I — K = S,, — K. Neben den beiden
geradlinigen Randstiicken Hy, H, wird

H3 = F\ (Hl UHQ)
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eingefiihrt. Insbesondere gilt fiir die drei kompakten Mengen
H1UH2UH3:F und Hlﬁng{xg}.

Die C?-Glitte von H; impliziert die Stetigkeit von D auf H; x H;. Folglich
ist der Kern des Integraloperators K, stetig auf I' x H;, j € {1,2,3}. Im
Beweis von [15, Theorem 2.20] (Kompaktheit von Integraloperatoren) geht
lediglich die Beschrianktheit und gleichméflige Stetigkeit des Kerns im ersten
Argument ein. Demnach ist K kompakt.

Wenn die Existenz einer natiirlichen Zahl m mit || K — K* || < 1 nachgewiesen
wurde, ist der Beweis vollendet. Dazu ist

(1 = K)0)e) = 2 [ Dlav)[1 = homle — )] 010) dsto
V(x) - ",Z/'(

T

+ ) (5.27)

abzuschiitzen. Es soll wie bei der Laplacegleichung (siehe [15, Abschnitt 6.5])
vorgegangen werden. Definiere die Konstanten

Cy = jrgitgz’yrenfgglfsIID(fv,y)lloo,mm,
T
Cy = 3 ‘sing ,
) T
Cs := inf ‘$_y|:l‘eHluHQ,‘x_l‘O‘Sg,yGHé > 0.

Wihle m € IN so, daB gilt
m > max{16C,,Cy "', C5'}. (5.28)
Fiir x € T' sind zwei Fille zu unterscheiden.
1. Fiir ein j € {1,2} ist B[z, =] N T Teilmenge von H; U Hj.
2. Weder fiir j = 1 noch j = 2 ist Bz, %] N T Teilmenge von H; U Hs.

Aufgrund der Wahl von m in (5.28) ist im zweiten Fall B[z, L]NT Teilmenge
der beiden Geradenabschnitte Hy, H, mit Scheitelpunkt xy und Linge 7" Im
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ersten Fall ergibt sich fiir x € H; U H;
(K = K3)0) (@)oo, m2
S 2/ ||D(x,y)HOO’RQXQHw(y)HOO’IRQ dS(y)
FﬂB[x,%}

smeW@mw/ ds(y)
yel I'NB[z,L]

C,
< B o

m

1
< 5 Il (5.20)

Im zweiten Fall sind einige Voriiberlegungen anzustellen. Fiir x ¢ H; und
x € Hs betrachte das Dreieck /A mit den Eckpunkten x, xq und der Seite H;.
Den Innenwinkel bei 2 bezeichne man mit a(x) und der bei zy betrigt

_ o) ooy<m
a(x0>_{27r—*y(x0) oy >T

Nach Lemma 5.10 gilt fiir z € Hy

LWmmmwmw

| ‘

- 1 3
D(fr,y)<1> dS(y)H Do <y<gm
H,

00,IR?

(R
IN
2
A\
3

HID(:v,y) < _11 > dS(y)H

00,IR?2

und

[ 1Dl dsts) =0.
Ho>

Mit dem Darstellungssatz angewandt auf das Innere von A erhélt man
Play) () ) ast
T,y +1 S\Y e

[ b e ast) = | [
Amw(;J@@Lm
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(AL

T — a(xg)
2r

Dabei wurde n(y) — x — y fiir y € A\ H; ausgenutzt.

Insbesondere gilt

(K — K (o) = T t(a0). (5.30)

Mit diesen Vorbetrachtungen gilt im zweiten Fall (ohne Einschrinkung sei
x € H1 \ {1‘0})

(K = K3)) (@)oo e < QWHW’F/HUH 1D (2, y)ll o o< ds(y)

oz
< (1-2) Wl (531
m
Aus den Abschétzungen (5.29), (5.30) und (5.31) folgt
IK Kl = sup (K~ Kp)ller < g
[¥]loc,r=1
mit .
¢ := max [—, 1— a(%)} < 1.
2 T

Aus dem Beweis des nachfolgenden Lemmas wird deutlich, warum fiir v die
Einschriankung 7/2 < v < 37/2 gemacht wurde.

Lemma 5.10 Unter den Voraussetzungen an den Innenwinkel v bei xy gilt
fiir x € Hy

!LHD@wWwwwﬁw)

| ‘

~ 1 3
-MLw<1>dde n<n<in
H,

00,IR?2

(R
VAN
)
A
3

[ D () asto)

o0,IR?
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und

[ 1D oo dsty) =0,
Hy

Beweis: Die Komponenten der Matrix D lauten

i (x —y,n(y)) y: (x —y,n(y))

Dzz(l‘ay) |x—y\2 \x—y\“ (l‘i_yi)2a 1€ {1’2}7
Dig(z,y) = B % (zi — vi) (7% — k), P # k.

Offenbar ist (x — y,n(y)) = 0 auf Hy x Hy und damit

[ 1D oo dsty) =0,
Hy

Fiir (x,y) € Hy x H; existieren t und 7 so, daf} gilt

[ (27 —t)cosy (T
x_<(27r—t)sin7 Y=o )
Damit gilt (v — y,n(y)) = —(27 — 7)sin~y. Fiir die Vorzeichen der Matrix-
elemente D;; ergibt sich auf Hy x H;

sgnDj;(x,y) = sgn(—siny) firi € {1,2},

sgnDiz(z,y) = sgn(—siny)sgn(z1 — y1)(z2 — y2)]
— sgn(—sin7) sgn(sin7) sgn(zr — 1)
= 1

Es wird angemerkt, daf} in der letzten Zeile mit cos(y) < 0 die Voraussetzung
an 7 eingegangen ist und sgn(0) = 1 gesetzt wurde.

Alle vier Komponenten von D wechseln auf Hy x H, das Vorzeichen nicht. Tm
Fall 7 < v < 37/2 haben die Hauptdiagonalelemente das gleiche Vorzeichen
wie Dy und im Fall /2 < v < 7 das entgegengesetzte Vorzeichen. Damit
ergibt sich die Behauptung. []
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5.4 Das Nystrom —Verfahren

Die in (5.24) angegebene Integralgleichung

U(z) — 2/FD(:I?,y) [w(y) - w(aro)} ds(y) + () = —2f(z), z €T (5.32)

soll mit dem Nystrom-Verfahren gelést werden. Dazu ist aufler dem schon
beschriebenen Verhalten des Randes bei der Ecke noch die C?3-Glitte von
['\ {xo} vorauszusetzen. Dabei ist ¢ eine hinreichend grofie natiirliche Zahl.
In den numerischen Beispielen in Kapitel 5.5 kann ¢ = oo gesetzt werden.

Mit den Operatoren

(KOp)(z) = 2 / w bly) — (ao)] ds(y). (5.33)
(K@) (z) = 2A<x_“”®”%j§ﬁ“”_wu“%x—wddw
(5.34)

und den Konstanten

~ 1 ~ 1
i-Ll_r_p_lAtn
T A+ 3u ™A+ 3u

erhélt (5.32) die Form
Y — AKW ) — BK@ap 4 1p(g) = —2f. (5.35)

Die auftretenden Integraloperatoren werden nun parametrisiert. Wihle eine
im Gegenuhrzeigersinn orientierte Parametrisierung

0= (o))

z(0) = zo und {xll(t)r + {x;(t)r >0 fir0<t<2r.

mit
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Durch

n(y) = \/[:U'l(T)]Ql—i- )] < —i?g; ) v=uln) = < 28 )

wird die duBere Normale an T" beschrieben. Damit transformieren sich (5.33)
und (5.34) in

(4) 2 (4) (4)
j _ [ U (t) _ Ky Ky ©1(1) — 1(0)
o= ( &) ) =2 ( K K ) e (80 5o )«
(5.36)
Dabei sind
() = (KD%)e((t), ilt) = vnla(t), j.k € {1,2}
auf [0, 2] stetige Funktionen und die Kerne Ki(jl), Ki(]?) durch
{21(t) = 21(n) }ay () — &) (T){wa(t) — 2a(7)} .
. EN G e e PR R o
K, (t,7) =
Lo ()(0) — 2 (1) L
2 (21(1)? + (5(1))?
(5.37)
KDt ) =KV, r) = 0, 0<t7<2n (5.38)
(ot AT = ) = () )},
{1 (t) = a1 (1)} + {za(t) — 2(7)}?]
Ki(;)(t,T) =
oy (1) 00 = 05 1) .
{ (2 (1)) + (25(1))?]
(5.39)
mit
pony | EOEONEO -5}
AR 5 (B0 L t=1 '
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gegeben. Die Randglétte wirkt sich auf die Glétte der Kerne aus. Eine Tay-
lorentwicklung zeigt, dafl aulerhalb der Ecken des Quadrats die Kerne zur
Klasse C29*1 gehoren.

DaT in einer Umgebung von z, aus zwei Geradenstiicken mit Offnungswinkel
v, m/2 < 7y < 3mw/2,7v # m, besteht, it sich bei der Ecke die Parametrisie-
rung in der Form

ﬂt):(é), 0<t<T

und

[ (27 —t)cosy B
x(t)_<(27r—t)sin7 . T <t<orm

mit geeignetem 7' > 0 schreiben.

Unter Verwendung von

x’(t):(é), 0<t<T,
x’(t):<_c.°”>, oar — T <t<2r
—siny
ergeben sich aus (5.37) bis (5.40)
( 21 — t) si
B (2m — t) sin~y relo.Tl,
2m — )2+ 72 = 27(2m — t) cosy
t e 2r—T,2r]
Kz'(il)(t’T) = ) ’
tsin vy
— t€)0,T
2+ (27 — 1)2 = 2t(2m — T) cosy 10,7},
| T € 2 = T, 27|

1 1
K (t,7) =K (t,7) = 0,

(_dm®) =m0 () = (O} @r = siny g
[(27 = 1)% + 7% — 27(27 — t) cos 7] o

Ki(]?)(t;T) = 9
A=i(t) = xi(7) Ha(t) — x(7) JEsiny ot eloT]
[+ (27 — )2 = 2t(27 — 7)cosn]” T,
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und K (t,7) =0 fir 0<t,7<T, 21— T <t,7 <2m.

In zwei der vier Ecken des Quadrats [0,27] x [0, 27| liegen also keine Sin-
gularititen vor. In der Néhe von (0,27) und (27, 0) lassen sich die Kerne in
geeigneter Weise durch integrierbare Funktionen abschéitzen. Fiir die nach-
folgende Rechnung beschrinkt man sich auf die Ecke (27,0), und ohne Ein-
schrankung sei v < 7 vorausgesetzt. Es gilt fiir m = 1,2

(m) _ (m)
K;; (t,7) = — i (2w —t,7), 2r —T <t<2m, 0<7<T
wobei .
t
H™ ()= 2™ [ 2 5.41
Gt 7) = k0 (- (5.41)
mit
D (s) = kD (s) = ssiny 5.42
i1 (8) 22 (8) & —25cosy + 1 (5.42)
1 1
k3 (s) = ki (s) = 0, (5.43)
ssinvy (scosy — 1)2
ED(s) = ( )2 , (5.44)

[32 — 2scosy + 1}
KD (s) = KD (s) = s”sin’y (s cosy — 1) (5.45)
2 2t ' [32—2300874—1]2 ’ '
3 qind
KD (s) = i — (5.46)
[52 — 2scosy + 1]

Die partiellen Ableitungen von Hi(;.") bis zur Ordnung 2¢g + 1 lassen sich

dhnlich wie in (5.41) durch Mellinkerne abschétzen, so das neben (4.2) auch
(4.15) erfiillt wird.

Mit den Grundintegralen (fiir 40 —a® > 0)

1 1 1 1
/7ds = — arctan [— (s—i— 2)] , 0= =V4b — a?,

s2+as+b o o 2 2
/ 1 p 1 s+ 5 N 1 ; 1 ( +a>
—————ds = — ——*—+ ——arctan |— s+ =
(s> 4+ as + b)? 202 s> +as+b 200 o 2/’

/;ds _ _1;_9/L
(s + as + b)?  282+4as+b  2) (s24as+Db)?
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erhélt man fiir a = —2cosy,b=1,0 = sinvy
o A A — >
/ 5 ds = — arctan S.ﬂ
0o S —2scosy+1 sin vy sin y 0
A ym
= - (——arctan(—cotfy))
siny \2
_ A (F+7 )
~ siny \2 2 7
A
= — 5.47
- (m =) (5.47)
und
/°° Bs+C
2 5 ds
o (s°—2scosvy+1)

+ (Bcosy + () x
0

1 5§ — COS "y 1 5 — COS 7Y
G + ———arctan { ————
2sin“y s® —2scosy+1  2sin’y sin vy 0
B

coS 7y T —y
= —+(B +C + . 5.48
2 (B cosy ) <2 sin?y 2 sin37> ( )

B 1
2 s> —2scosy+1

Nun lassen sich die Integrale

[,
0

S

berechnen. (Bei Anwendung des Residuensatzes verringert sich der Rechen-

aufwand nicht wesentlich, denn die Integranden kl(;) (s)/s haben in den Punk-
ten cosy £ isin+y einen Pol zweiter Ordnung, so daf fiir die Bestimmung der
Residuen ebenfalls eine Partialbruchzerlegung zu empfehlen ist.)

Aus (5.42), (5.43) und (5.47) folgt unmittelbar

oo £ o i
/ 5 ) gy {” LA (5.49)
0

S 0 i FE g
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Wegen (5.44) gilt

k3 (s) _ s%sin~ycos®y — 2ssinycosy + siny
s B [32—2scos7+l]2
o A Bs+C
8" —2scosy + 1 (52—2500574-1)2
mit A = sinycos®y,
B = —2sin®ycosy,
C = sin’y.

Mit (5.47) und (5.48) ergibt sich

oo 1.(2)
/ kyv (s) ds
0 s

= (7 — 7) cos*y — sin*y cos 7y + sin®y(1 — 2 cos?y) (

CoSs 7y n T
2sin’y  2sin’y

1 ) o 1 — 2cos?y
= —(m — ) —sinycosy | sin®y - ——
2 2
1 :
= 5(7r — v —sinycos 7).
Ganz analog erhélt man fiir ké?
KD (s) A . Bs+C
s s —2scosy + 1 (52—2500574-1)2

mit A = sin’y,
B = 2sin®*ycosy,
C = — sin3fy.

Wiederum mit (5.47) und (5.48) berechnet sich

% k(Q)
/ 22 (3) ds
0

S
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= (7 — 7) sin®y + sin®y cos v + sin®y(2 cos*y — 1) ( C(?SZ il ._37 )
2sin“y  2sin’y
cos?y — sin%)

(7 — 7)(cos®y + sin®y) + siny cos v (sin% + 5

DN | — N | —

(m — v + sinycos 7).

Wie schon aus dem Beweis von Lemma 5.10 ersichtlich, wechselt die Funktion

_ s?sin’y(scosy — 1)

(52 — 2scosy + 1)2

im Fall 0 < v < 7/2 auf [ 0, o0) das Vorzeichen. Deshalb wurde einschrinkend
/2 < < 371/2 verlangt (hier 7/2 < v < 7). Dann majorisiert

_ s%sin®y(—scosy + 1)
(52 — 2scosy + 1)2

den Kern H{? und hat die erforderlichen asymptotischen Eigenschaften.

l:?g)(s) _ —s?sin?y cos y + ssin®y
$ (52—25(:0574—1)2
A Bs+C

+
s> —2scosy + 1 (s* —2scos7—|—1)2

mit A = —sin’ycos7,
B = sin’y(1 — 2cos’y),
C = sin*ycosy

und damit

1
= —(m —7)sinycosy + 5 sin®y(1 — 2 cos®y)
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cos y 7r—7>

+2sin?y cos (1 — 2 cos?
7 cos | ”) <25in2fy 2sin’ry

1.,
= —8 .
2IH’}/

Fiir den Nachweis von |AK®) + BK®| ¢ < 1 sind die Funktionen

_ oo (1) (1) o 7.(2) (2)
fily) = 2A/ kiv (s) + kiy (s) ds+23/ ki (3)+k12 (s) ds
0 0

s s
= 2A7T— B(W_V_Sin’YCOS’Y—i—siany),
kS ) k - (2 ED (6) 4 kD)
fly) = 2A/ S)+ 22( )d8+2B/ o1 (8) + kay (s) ds
0 S

= 2A(r — )+B(7r—7+s1n7cos7+sm v)

auf [ 7, 7) zu untersuchen. Eine Kurvendiskussion zeigt, daf§ beide Funktionen
ihr Maximum in 7 annehmen, und zwar gilt

R(5)=£(5) = A5 (5+1)
1 1 A+p
2 ;)\+3u<1'

Mit der Notation 1) — ¢(x) € S??T1FL genau dann, wenn dies fiir die pa-
rametrisierte Form ¢ — ¢(0) gilt, 148t sich abschlieend der folgende Satz
formulieren.

Satz 5.11 Unter den Voraussetzungen an den Rand I und
3
g S Y S 5 ™ 7& ™

hat die Integralgleichung
p — AKWp — BKP4) + o(m) = =2f

genau eine Lisung ¢ € C(T') und die durch das Nystrémuverfahren erzeugte
Folge (¢, )new konvergiert gegen 1, vorausgesetzt 1 — (o) liegt in S?4HHet!
mit 0 < a<1, ap>2q+ 1. Es gilt die Fehlerabschdtzung

C
19 = Walloor < 5z llY = ¥(@o)ll2gr1,041-
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Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung wurde in Satz 5.9 be-
wiesen. Da der Kern der parametrisierten Integralgleichung die Eigenschaften
von Kapitel 4 besitzt, liefert Satz 4.5 die Behauptung. ]

Fiir die Beantwortung der Frage, ob 1) — 1(zy) fiir hinreichend kleines o und
glatte Randwerte f in S29+1at! Jiegt, sind Aussagen iiber die Regularitit
von u bei zg notwendig. In [4] wird beschrieben, wie man nach Aufspalten
von u in Tangential- und Radialkomponente die Basis des Lésungsraums zum
homogenen Problem erhélt. Im Fall der Elastizitdtsgleichung ist diese in [§]
angegeben. Aus der Darstellung kann man folgern, daf fiir hinreichend glatte
Randwerte f die (parametrisierte) Dichte ¢ — ¢(0) im Raum S™!'* liegt,
vorausgesetzt m € IN und 0 < ov < max {1, 7/v}.

5.5 Numerische Experimente

Das Vektorfeld

u(r, 9) = 1 ( i;‘;i‘;g; ) 550

erfiillt auBerhalb von {(zy,z5)! € R?|z; < 0,25 = 0} die Elastizititsglei-
chung, denn wegen

Pu  10u 1 0%

S S g v
ou Ou  sind Ou
a—gjl = COS&E— ” %,
ou . Ou cosd Ou
8—x2 = sm19§+ ¥

ist u divergenzfrei, und beide Komponenten sind harmonisch.

Beispiel 5.12 Es wird ein tropfenférmiges Gebiet G betrachtet, dessen Rand
durch die Parametrisierung

o) = <%sin <§> ,—sin(t))t, 0<t<2m

gegeben ist. Dieser Rand ist C*°-glatt bis auf die Ecke bei ¢ = 0. Der Innen-
winkel v bei zq = (0,0)" betrigt 27 /3. Die Dirichletrandwerte werden durch
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die Funktion

t
f(r,9) = 132 <sin <gz9>,cos <;19>> >0, —rm<id<m

gegeben. In den nachfolgenden Tabellen ist fiir verschiedene Punkte z in
G und den Transformationen aus Kapitel 3 der Fehler |Ju,(2) — u(2)||or>
angegeben worden. Die Ndherung u,, erhdlt man aus den durch Losen eines
Gleichungssystem bestimmten Niherungen gog) ~ w(:r;(sgn))) und Quadratur
von

u(z) = / D(zy) [b() — ¥a)] ds(y) — (o).
das heif3t

O
Beispiel 5.13 Der Rand I" des Gebietes G wird durch die Parametrisierung

o) = <—§sin (%s) ,—sin(t))t, 0<t<2n

gegeben. T ist wiederum C*-glatt bis auf die Ecke 2o = (0,0)" mit Innen-
winkel v = 37/2. Die vorgegebenen Randwerte lauten

t
f(r,9) = 1?3 (sin <§19> , COS (gﬁ)) ,r>0, —m <9 <m.

Es wurde numerisch festgestellt, daf} fiir alle behandelten Transformationen
das Verfahren bereits fiir » = 1 konvergiert. Bei Verwendung der modifi-
zierten Ansétze ergeben sich fiir kleine n auch geringere Fehler als bei den
nichtmodifizierten Transformationen. Die schlechtere Konstante wirkt sich
erst bei grofler Stiitzstellenzahl aus. Das ist insofern nicht verwunderlich, da
sich fiir n < 64, also 128 Stiitzstellen, die Konvergenzordnung noch nicht ein-
gestellt hat. Bei den nachfolgend angefiihrten Tabellen wurde ein Abschnei-
deparameter von 7 = 7 (im Beispiel des konvexen Gebietes) und r = 4 (fiir
das nicht konvexe Gebiet) verwendet. Dadurch wird der Vorteil der nichtmo-
difizierten Transformationen bereits bei kleinen n deutlich. Im Beispiel 5.12
ist eine schnellere Konvergenz als im Beispiel 5.13 zu verzeichnen. Wegen
0 —(0) € S™!"* mit m € N und @ < max(1,7/7) ist die Winkelabhéngig-
keit bei av die Ursache fiir das unterschiedliche Konvergenzverhalten.
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x(t) = (2/V/3 sin (t/2) , —sin(t))"

z(t) = (—2/3 sin (3/2t), —sin(t))"
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Tabelle 5.1: v =2/37, A = p =1, w polynomial, von Korobov

m n z=(0.2,0) z=(0.4,0.2)
8 0.18825552 0.12253198

2 16 0.11862425 0.03952610
32 0.01379070 0.00277256

64 0.00072583 0.00013957

8 0.15607271 0.03738743

3 16 0.04795756 0.01526340
32 0.00107080 0.00038172

64 0.00001846 0.00000686

8 0.16798413 0.09247097

4 16 0.01576105 0.00579536
32 0.00010301 0.00007727

64 0.00000061 0.00000043

Tabelle 5.2: v = 2/37, A = p =1, Korobov modifiziert

m n z=1(0.2,0) z=1(0.4,0.2)
8 0.17715930 0.11488754

2 16 0.09493701 0.03015829
32 0.01461019 0.00376979

64 0.00091890 0.00021356

8 0.16449130 0.10125857

3 16 0.07589530 0.02488538
32 0.00190691 0.00099542

64 0.00003136 0.00002415

8 0.15534613 0.04467759

4 16 0.04588883 0.01531321
32 0.00047801 0.00019392

64 0.00000319 0.00000113
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Tabelle 5.3: v =2/37, A = p =1, sin”-Transformation

m n z=(0.2,0) z=(0.4,0.2)
8 0.16574083 0.05776753

3 16 0.02830905 0.01088641
32 0.00051375 0.00018446

64 0.00000883 0.00000295

8 0.13519167 0.12778065

4 16 0.00850162 0.00188641
32 0.00008664 0.00001078

64 0.00000069 0.00000006

8 0.11821168 0.09586133

) 16 0.00337036 0.00816655
32 0.00001375 0.00002171

64 0.00000003 0.00000004

Tabelle 5.4: v = 2/37, A = p =1, sin™ modifiziert

m n z=(0.2,0) z=(0.4,0.2)
8 0.15597500 0.05845639

3 16 0.05453756 0.01829280
32 0.00106437 0.00034819

64 0.00001920 0.00000584

8 0.18250857 0.07602635

4 16 0.02436623 0.00893793
32 0.00035751 0.00006264

64 0.00000296 0.00000038

8 0.19846795 0.13261671

5) 16 0.01043112 0.00712951
32 0.00005629 0.00002345

64 0.00000014 0.00000005
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Tabelle 5.5: v =2/371, A= p =1, v linear

p n z=(0.2,0) z=(0.4,0.2)
8 0.11973865 0.10812233

3 16 0.01258228 0.00405358
32 0.00074013 0.00022562

64 0.00003524 0.00000994

8 0.09390425 0.17132529

4 16 0.01192916 0.03666166
32 0.00039764 0.00114568

64 0.00000603 0.00001848

8 0.10909587 0.35592934

5t 16 0.03205946 0.09354886
32 0.00016441 0.00046517

64 0.00000094 0.00000258

Tabelle 5.6: v = 2/37, A = p =1, v kubisch

P n z=1(0.2,0) z=1(0.4,0.2)
8 0.16961556 0.10214301

3 16 0.08261681 0.02675709
32 0.00550779 0.00173312

64 0.00026353 0.00008252

8 0.16647135 0.04115641

4 16 0.03594434 0.01096394
32 0.00143777 0.00040607

64 0.00002247 0.00001402

8 0.19897115 0.11609195

Y 16 0.01427424 0.00895892
32 0.00081567 0.00006278

64 0.00000472 0.00000084
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Tabelle 5.7: v = 3/27, A = 0.1, x = 0.3, w polynomial, von Korobov

m n z = (0.1,0) z = (—0.05,0.3)
8 0.23286608 0.12741783
2 16 0.13695950 0.02750187
32 0.03318281 0.00402940
64 0.00182030 0.00054257
8 0.16858729 0.09063672
3 16 0.06597691 0.01593101
32 0.00529850 0.00113002
64 0.00037813 0.00007590
8 0.06347819 0.16462587
4 16 0.03002958 0.01647350
32 0.00116904 0.00058521
64 0.00003904 0.00002006

Tabelle 5.8: v = 3/27, A = 0.1, p = 0.3, Korobov modifiziert

m n z = (0.1,0) z = (—0.05,0.3)
8 0.21448669 0.15732201
2 16 0.11536693 0.02515964
32 0.03864733 0.00479098
64 0.00536769 0.00067052
8 0.20891196 0.12122450
3 16 0.08302975 0.02433936
32 0.00751400 0.00176612
64 0.00055367 0.00012004
8 0.19261572 0.06240462
4 16 0.04802342 0.00835092
32 0.00199087 0.00030752
64 0.00007688 0.00001055
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Tabelle 5.9: v = 3/27,A = 0.1, u = 0.3, sin™-Transformation

m n z = (0.1,0) z = (—0.05,0.3)
8 0.11811084 0.10009228
3 16 0.05059948 0.01876695
32 0.00422289 0.00123951
64 0.00030501 0.00007954
8 0.21381851 0.14635112
4 16 0.02261822 0.00626951
32 0.00092734 0.00020865
64 0.00003241 0.00000663
8 0.10543558 0.27296766
5t 16 0.01255295 0.02802613
32 0.00025206 0.00054573
64 0.00000443 0.00000569

Tabelle 5.10: v = 3/27, A = 0.1, u = 0.3, sin™ modifiziert

m n z = (0.1,0) z = (—0.05,0.3)
8 0.19855937 0.07039577
3 16 0.06451270 0.01531076
32 0.00617897 0.00103571
64 0.00048449 0.00006793
8 0.16749282 0.06376834
4 16 0.02967429 0.01988190
32 0.00123892 0.00077094
64 0.00004438 0.00002496
8 0.12647973 0.26896902
5 16 0.01055453 0.01158542
32 0.00025270 0.00027405
64 0.00000504 0.00000471
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Tabelle 5.11: v = 3/27, A = 0.1, x = 0.3, v linear

n 2 =(0.1,0) z = (—0.05,0.3)
8 0.03461140 0.15466645
16 0.05549509 0.00926496
32 0.00094800 0.00231624
64 0.00018960 0.00077208
8 0.14431657 0.10056140
16 0.01554943 0.08569772
32 0.00189627 0.00428451
64 0.00027323 0.00061207
8 0.11925245 0.20617895
16 0.11174819 0.10644391
32 0.00454260 0.00943500
64 0.00026721 0.00060412

Tabelle 5.12: v = 3/27,A = 0.1, 4 = 0.3, v kubisch

n 2 =(0.1,0) 2 = (—0.05,0.3)
8 0.21094267 0.13462756
16 0.10418346 0.02665869
32 0.02002885 0.00538321
64 0.00416679 0.00113442
8 0.18377829 0.03033168
16 0.04946451 0.01209222
32 0.00626133 0.00232543
64 0.00073663 0.00097009
8 0.14292106 0.20386187
16 0.01967801 0.01339963
32 0.00258921 0.00167495
64 0.00032775 0.00055187
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