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Kapitel 1EinleitungEin K�orper hei�t elastisch, wenn er auf irgendeine durch �au�ere Kr�afte her-vorgerufene �Anderung seines Volumens oder seiner Gestalt mit innerenZwangskr�aften antwortet, welche versuchen, die �Anderung r�uckg�angig zu ma-chen.Be�ndet sich ein fester K�orper in seinem nat�urlichen ungest�orten Zustand,so haben seine elementaren Bausteine (Molek�ule) bestimmte Gleichgewichts-lagen, welche durch die Kr�afte bestimmt sind, mit denen sie aufeinandereinwirken. Die Kr�afte h�angen au�erdem von der gegenseitigen Lage der Mo-lek�ule ab. Wird diese durch �au�ere Einwirkungen ver�andert, so ist dadurchdas Gleichgewicht gest�ort. Da es ein stabiles Gleichgewicht war, versuchendie bei der St�orung auftretenden Zwangskr�afte es wieder herzustellen. Dieseim K�orper erzeugten inneren Spannungen sind die Ursache der Elastizit�atder festen Sto�e.Bei den elastischen Verformungen sind drei Grundtypen zu unterscheiden.Eine Art ist die Kompression durch einen von allen Seiten gleich stark wirken-den Druck oder eine entsprechende Dehnung durch Zug. Ein zweiter, prak-tisch wichtiger Fall ist die Beanspruchung in einer bestimmten Richtung.Eine dritte Art ist die Scherung.Bei gen�ugend kleinen Einwirkungen k�onnen die an den K�orper auftreten-den Deformationen in guter N�aherung als linear von den Kr�aften abh�angigangenommen werden (allgemeines Hookesches Gesetz). W�ahrend im allge-meinen Fall die elastischen Eigenschaften durch einundzwanzig Konstan-ten beschrieben werden, reduzieren sich diese f�ur ein isotropes Medium auf



3zwei unabh�angige Sto�konstanten �; �: Diese stehen mit dem Elastizit�ats-,Kompressions- und Scherungsmodul in Beziehung. Dabei hei�t die dimen-sionslose Gr�o�e � Poisson-Zahl. Beispielsweise haben Aluminium den Wert0.2, Stahl 0.3, Kupfer 0.34 und Eisen 0.45. F�ur eine detaillierte Darstellungoder eine Einf�uhrung in die Elastizit�atstheorie wird auf [2] und [20] verwiesen.F�ur homogene isotrope Medien mit Dichte � erh�alt man durch Vernachl�assi-gen der Volumenkr�afte f�ur den Verschiebungsvektor U(x; t); der zum Zeit-punkt t die Verschiebung des Punktes x 2 IRd; d 2 f2; 3g; aus der Ruhelageangibt, die folgende Di�erentialgleichungdXk=1 � � @2@x2kUj + @@xk @@xj Uk�+ � @@xj divU = � @2@t2 Uj; j = 1; : : : ; d:Der zeitharmonische AnsatzU(x; t) = u(x) exp (�i!t)f�uhrt auf die Gleichung�4u+ (�+ �) grad div u+ !2�u = 0:In dieser Arbeit wird lediglich der Spezialfall ! = 0 behandelt.Unter dem inneren Dirichletproblem zur Elastizit�atsgleichung ver-steht man:Sei G � IRd; d 2 f2; 3g; ein beschr�anktes Gebiet derart, da� IRd nG zusam-menh�angend ist. Zu gegebenen Randwerten f 2 C(@G) wird ein Vektorfeldu 2 C2(G) \ C(G)als L�osung der Elastizit�atsgleichung�4u+ (�+ �) grad divu = 0 in G (1.1)gesucht, das zus�atzlich die Randbedingungu = f auf @G (1.2)erf�ullt. Hier wird nur der Fall d = 2 betrachtet.Zur L�osung des Randwertproblems gibt es prinzipiell zwei M�oglichkeiten.Zum einen kann (1.1), (1.2) in die schwache Formulierung �uberf�uhrt werden,



4 Einleitungum mit Hilbertraummethoden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in So-bolevr�aumen zu gewinnen. Anschlie�end ist nachzuweisen, da� die schwacheL�osung auch klassische L�osung ist. Wie bei der Laplacegleichung l�a�t sichdas Randwertproblem auch mit Integralgleichungsmethoden behandeln. In[16] werden neben dem Dirichlet- auch Neumann- und Au�enraumproblemebehandelt. Daf�ur sind C2-glatte R�ander oder etwas allgemeiner Lyapunov-R�ander ben�otigt worden. Falls @G nur st�uckweise glatt ist, also Ecken (undim IR3 Kanten) besitzt, treten zus�atzliche Probleme auf, beispielsweise mitder Kompaktheit der Operatoren.Ziel dieser Arbeit ist es, f�ur einen Rand mit Ecke einer speziellen Form,Existenz und Eindeutigkeit von (1.1), (1.2) zu zeigen. Gewinnt man die L�o-sung mit einem Potentialansatz, so f�uhrt dies auf eine Integralgleichung f�urdie unbekannte Dichte. Das singul�are Verhalten des Randes spiegelt sich inden Kerneigenschaften des zugeh�origen Integraloperators wieder. Die Inte-gralgleichung soll mit einem Nystr�om-Verfahren gel�ost werden. Dazu sindgeeignete Quadraturformeln bereitzustellen. Aufgrund des singul�aren Ver-haltens des Integranden ist es sinnvoll, nicht sofort die Trapezregel anzu-wenden, sondern zun�achst eine geeignete Substitution durchzuf�uhren. DieUntersuchung verschiedener Transformationen, die Bestimmung der Konver-genzordnung und deren Konstante stellt einen wesentlichen Bestandteil dieserArbeit dar.Als n�achstes soll der Aufbau der Arbeit angegeben werden. Im KapitelGrundlagen werden funktionalanalytische und potentialtheoretische Ergeb-nisse angef�uhrt. Der erste Abschnitt ist den Operatorgleichungen und derKonvergenz von Operatorfolgen gewidmet. Zus�atzlich werden der Funkti-onenraum Sm;� eingef�uhrt und in Lemma 2.7 einige wichtige Absch�atzungenbewiesen. Im zweiten Abschnitt werden { zun�achst unabh�angig vom Ecken-problem { die Greenschen S�atze und Potentiale angegeben. Die Beweise wur-den teilweise, obwohl f�ur d = 3 in [16] als Spezialfall enthalten, nochmals mitBeweis angef�uhrt und damit �ubersichtlicher gestaltet.Die in Kapitel Substitutionsmethode betrachteten Funktionen sind auf[0; 2�] de�niert. Im ersten Teil wird die Euler-Maclaurin Formel unter leichtabgeschw�achten Voraussetzungen angegeben, so da� sie sp�ater auf Elementevon Sm;� anwendbar ist. Desweiteren wird f�ur eine Klasse von Funktionenmit Endpunktsingularit�aten gezeigt, da� die Rechteckregel zur numerischenIntegration geeignet ist. Au�erdem wird das Prinzip der Substitutionsmetho-de erl�autert und mit Satz 3.10 der in Kapitel vier ben�otigte Konvergenzsatz



5bereitgestellt. Im zweiten Abschnitt werden verschiedene Substitutionen hin-sichtlich Konvergenzordnung und Konstante untersucht. Einige Ans�atze sindso modi�ziert worden, da� die Ableitung in der Intervallmitte � auch mitwachsender Nullstellenordnung der Substitutionsfunktion konstant zwei ist.Der Versuch, damit die f�ur die Konvergenz entscheidende Konstante zu ver-bessern, schlug fehl. Die angegebenen numerischen Beispiele umfassen sowohlglatte als auch singul�are Integranden. Man stellt fest, da� sich bei Substituti-onen wm h�oherer Ordnung (m > 10) die Fehlerkonstante deutlich bemerkbarmacht. Die Notwendigkeit, dann sehr fein zu diskretisieren, wirft auch beiTransformationen polynomialer Art over
ow- und under
ow-Probleme auf.Im Kapitel Eine singul�are Integralgleichung wird die Gleichung zweiterArt '(t)� Z 2�0 K(t; �)'(�) d� = f(t); 0 � t � 2� (1.3)betrachtet, wobei der Kern K auf ] 0; 2� [�] 0; 2� [ stetig ist und in den vierEcken des De�nitionsbereichs Singularit�aten aufweist. Unter geeigneten Vor-aussetzungen an K wird gezeigt, da� sich die linke Seite von (1.3) als Summeaus einem kompakten und einem beschr�ankt invertierbaren Operator, ange-wendet auf die Dichte '; darstellen l�a�t. Die Riesztheorie liefert im Fall derInjektivit�at der Gleichung die Existenz einer L�osung. Unter weiteren Re-gularit�atsvoraussetzungen an K wird gezeigt, da� die durch das Nystr�om-Verfahren erzeugte Folge von N�aherungsl�osungen gegen die exakte L�osungkonvergiert. Der Konvergenzbeweis geht auf R.Kre� [14] zur�uck. Die Ideeaus [7], die Beweise so zu modi�zieren, da� in Satz 4.5 der Abbruchpara-meter r = 1 gew�ahlt werden kann und somit sich das zu l�osende lineareGleichungssystem nicht �andert, ist nicht durchf�uhrbar.Das KapitelDie Elastizit�atsgleichung ist als Anwendung der Kapitel dreiund vier gedacht. Im zweiten Abschnitt sind die Eindeutigkeitsbeweise beiminneren Dirichletproblem und �au�eren Neumannproblem, die im ersten Ab-schnitt formuliert werden, angegeben worden. Da eine L�osung nicht mehr bisin die Ecke hinein di�erenzierbar ist, mu� diese bei Verwendung der Green-schen S�atze ausgespart werden. Die Idee ist den Arbeiten [17] und [26], in de-nen au�erhalb eines Bogens Di�erentialgleichungen mit Neumannrandwertenzu l�osen sind, entnommen worden. Weiterhin werden die Eindeutigkeit undDarstellbarkeit der L�osungen bei C2-glatten R�andern als gegeben vorausge-setzt. Da sich die Grundl�osung im Vergleich zum homogenen Stokes-Problemnur unwesentlich �andert, kann man die Beweise [5] entnehmen. Im dritten



6 EinleitungAbschnitt wird mit einem Doppelschichtpotentialansatz und den Sprungbe-ziehungen eine Integralgleichung f�ur die unbekannte Dichte hergeleitet. Imnachfolgenden Abschnitt wird gezeigt, da� die parametrisierte Gleichung denVoraussetzungen von Kapitel vier gen�ugt. Abschlie�end werden numerischeBeispiele angef�uhrt, bei denen der Rand im Nullpunkt eine Ecke aufweist.Es wird benutzt, da� u(r; #) = � r� sin(�#)r� cos(�#) � ; � > 0in IR2nf(x1; x2)t 2 IR2 j x1 � 0; x2 = 0g die Elastizit�atsgleichung l�ost und da-mit dem Eckencharakter gerecht wird, das hei�t, die L�osung im allgemeinennicht bis in die Ecke hinein di�erenzierbar ist.



Kapitel 2GrundlagenIn diesem Kapitel werden wesentliche mathematische Hilfsmittel bereitge-stellt, die vor allem bei der Behandlung der Integralgleichung in Kapitel 4ihre Anwendung �nden.2.1 Funktionalanalytische GrundlagenZun�achst sollen f�ur Operatorgleichungen zweiter Art'� A' = fKriterien angegeben werden, unter denen Existenz und Eindeutigkeit einerL�osung garantiert werden kann.Satz 2.1 (Neumannsche Reihe)Sei X ein Banachraum, I : X ! X der Identit�atsoperator und A : X ! Xein beschr�ankter linearer Operator mit kAk < 1. Dann ist I � A beschr�anktinvertierbar. Die Inverse ist durch die Neumannsche Reihe(I � A)�1 = 1Xi=0 Aigegeben und beschr�ankt durchk(I � A)�1k � 11� kAk :



8 GrundlagenBeweis: Siehe Theorem 2.8 in [15].In der nachfolgenden De�nition wird eine wichtige Klasse von Operatorenvorgestellt.De�nition 2.2 Seien X und Y normierte R�aume. Ein linearer OperatorA : X ! Y hei�t kompakt, wenn f�ur jede beschr�ankte Menge U � X dasBild A(U) relativ kompakt in Y ist.Bei entsprechender Randgl�atte sind Integraloperatoren mit stetigen oderschwach singul�aren Kernen kompakt.Satz 2.3 (Riesz)Sei X ein normierter Raum, A : X ! X ein kompakter Operator, I : X ! Xder Identit�atsoperator und I�A injektiv. Dann existiert der inverse Operator(I � A)�1 : X ! X und ist beschr�ankt.Beweis: Siehe Theorem 3.4 in [15].F�ur die Analysis in Kapitel 4 wird ein spezieller Funktionenraum ben�otigt.De�nition 2.4 F�ur m 2 IN und 0 < � � m wird der RaumSm;� := fg 2 C[ 0; 2�] \ Cm(0; 2�) j Z 2�0 [ t(2� � t) ]j�� jg(j)(t)j dtexistiert f�ur j = 0; : : : ; m g (2.1)erkl�art. Sm;� wird mit der Normkgkm;� := maxj=0;:::;mZ 2�0 [ t(2� � t) ]j�� jg(j)(t)j dt (2.2)ein normierter Raum.Die Elemente von Sm;� haben in 0 und 2� Nullstellen h�oherer Ordnung.Genauer giltBemerkung 2.5 F�ur n 2 IN; n � � < n + 1 und g 2 Sm;� giltg(0) = g0(0) = : : : = g(n�1)(0) = 0;g(2�) = g0(2�) = : : : = g(n�1)(2�) = 0: (2.3)



2.1 Funktionalanalytische Grundlagen 9Bemerkung 2.6 Seien 0 < �1 � �2 � m und g 2 Sm;�2 : Dann ist g auchElement von Sm;�1 und es gibt eine Konstante C = C(�1; �2) so, da�kgkm;�1 � C kgkm;�2:Lemma 2.7a) F�ur g 2 Sm;� mit 0 < � � m existiert eine positive Konstante C; so da�jg(j)(t)j � C [ t(2� � t) ]��(j+1)f�ur j = 0; : : : ; m� 1 und 0 < t < 2�: (2.4)b) F�ur g 2 Sm;� mit 1 � � � m giltjg(t)j �[ t(2� � t) ]��1 kgkm;� f�ur 0 � t � 2�: (2.5)Beweis: W�ahle n 2 IN0 , so da� n � � < n + 1.a) Sei zun�achst 0 � j < n. Wegen (2.3) hat man g(j)(0) = g(j)(2�) = 0.Somit istg(j)(t) = Z t0 g(j+1)(s) ds = Z t0 [ s(2��s) ]��(j+1)[ s(2��s) ]j+1�� g(j+1)(s) ds:Da [ s(2� � s) ]��(j+1) auf [0; �] monoton wachsend ist, erh�alt manjg(j)(t)j � [ t(2� � t) ]��(j+1) Z t0 [ s(2� � s) ]j+1�� jg(j+1)(s)j ds� [ t(2� � t) ]��(j+1) kgkm;� f�ur 0 � t � �: (2.6)Genauso ergibt sich wegen g(j)(t) = � R 2�t g(j+1)(s) ds die Ungleichungjg(j)(t)j � [ t(2� � t) ]��(j+1) Z 2�t [ s(2� � s) ]j+1�� jg(j+1)(s)j ds� [ t(2� � t) ]��(j+1) kgkm;� f�ur � � t � 2�: (2.7)Betrachte nun n � j � m� 1. Wegeng(j)(t)� g(j)(�) = Z t� g(j+1)(s) ds



10 Grundlagengilt auf [ 0; � ] jg(j)(t)j � jg(j)(�)j+ Z �t jg(j+1)(s)j ds:Multiplikation dieser Ungleichung mit [ t(2�� t) ]j+1��� c; 0 < t � �; liefert[ t(2� � t) ]j+1�� jg(j)(t)j � c jg(j)(�)j+ Z �t [ s(2� � s) ]j+1�� jg(j+1)(s)j dsund damitjg(j)(t)j � �c jg(j)(�)j+ kgkm;�� [ t(2� � t) ]��(j+1) f�ur 0 < t � �: (2.8)Die Argumentation f�ur � � t < 2� verl�auft analog. Zusammen mit (2.6) und(2.7) liefert dies Behauptung a).b) Wegen � � 1 ist n � 1. Durch Einsetzen von j = 0 in (2.6) und (2.7)ergibt sich Teil b).Der n�achste Abschnitt besch�aftigt sich mit der Konvergenz von Operatorfol-gen. Mit L(X; Y ) wird der Raum der linearen und beschr�ankten Operatoren,die X nach Y abbilden, bezeichnet.Satz 2.8 (Banach-Steinhaus)Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, A 2 L(X; Y ) und (An)eine Folge von Elementen aus L(X; Y ). Dann konvergiert (An) punktweisegegen A genau dann, wenn1. An'! A'; n!1 f�ur alle ' aus einer dichten Teilmenge U von X.2. Es gibt ein C so, da� kAnk � Cf�ur alle n 2 IN:Beweis: Siehe Satz 40.4 in [10]Der Satz soll nun auf Quadraturformeln angewandt werden.



2.1 Funktionalanalytische Grundlagen 11De�nition 2.9 Eine FolgeQn(') = nXi=0 �(n)i '(x(n)i )von Quadraturformeln f�ur das IntegralQ(') = Z ba '(x) dxhei�t konvergent, wenn die Folge von Operatoren Qn : C[a; b] ! IR punkt-weise gegen Q : C[a; b]! IR konvergiert.Satz 2.10 (Szeg�o)Eine Folge von Quadraturformeln (Qn) konvergiert genau dann gegen Q,wenn Qn(') ! Q('); n ! 1 f�ur alle ' in einem dichten Teilraum U vonC[a; b] und supn2IN nXi=1 j�(n)i j <1:Beweis: WegenjQn'j � nXi=1 j�(n)i j k'k1 f�ur alle ' 2 C[a; b]ist kQnk � nXi=1 j�(n)i j:Desweiteren w�ahle ' 2 C[a; b] so, da�k'k1 = 1 und '�x(n)i � = sign��(n)i � :Das ist mit st�uckweise linearen Funktionen m�oglich. Damit istjQn'j = nXi=1 ����(n)i ��� also auch kQnk � nXi=1 j�(n)i j:Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Satz von Banach-Steinhaus.



12 GrundlagenKorollar 2.11 (Steklov)Sei (Qn) eine Folge von Quadraturformeln mit positiven Gewichten �(n)i undQn'! Q' f�ur alle Polynome ': Dann konvergiert Qn gegen Q:Beweis: Nach dem Approximationssatz von Weierstra� liegt die Menge derPolynome dicht in (C[a; b]; k:k1) : WegennXi=1 j�(n)i j = nXi=1 �(n)i = Qn(1)! Q(1); n!1liefert der Satz von Szeg�o die Behauptung.2.2 Potentialtheoretische GrundlagenIn diesem Kapitel sollen die wesentlichen potentialtheoretischen Hilfsmittel,die bei der Behandlung des Randwertproblems in Kapitel 5 ihre Anwendung�nden, zusammengestellt werden.Nachfolgend wird f�ur ein beschr�anktes Gebiet G � IR2 die Elastizit�atsglei-chung �4u+ (�+ �) grad divu = 0; �; � 2 IR+ (2.9)betrachtet. Der zu dieser Gleichung korrespondierende Di�erentialoperator�4+ (�+ �) grad divwird im folgenden mit 4� bezeichnet.F�ur die Greenschen S�atze sind Regularit�atsforderungen an den Rand und dieauftretenden Integranden zu stellen. Auf eine m�oglichst allgemeine Darstel-lung, wie sie in [11] oder [19] zu �nden ist, soll hier verzichtet werden.Satz 2.12 (Gau�scher Satz)Seien G � IR2 ein beschr�anktes Gebiet mit st�uckweise C1-glattem Rand undA 2 C1(G) \ C(G) ein Vektorfeld. Dann giltZG divA(y) ds(y) = Z@GhA(y); n(y)i ds(y);sofern die auftretenden Integrale existieren. Dabei ist n die in den regul�arenRandpunkten gebildete und ins �Au�ere von G weisende Normale.



2.2 Potentialtheoretische Grundlagen 13Beweis: Nach Voraussetzung besitzt @G nur endlich viele singul�are Rand-punkte x0; : : : ; xm: Der zur Dimension eins geh�orende Minkowski-Inhalt vonfx0; : : : ; xmg ist Null. Demnach stellt die obige Formulierung einen Spezialfallvon [13, Folgerung 7.5] dar.Zur Formulierung der Greenschen S�atze werden nachfolgende Notationen ver-einbart.F�ur reelle Zahlen �; � mit �+� = �+� sind der verallgemeinerte StresstensorP : u �! Pu = ((Pu)jk)1�j;k�2mit (Pu)jk = �jk� divu+ �@uk@xj + �@uj@xkund die symmetrische BilinearformB(u; v) = (�+ 2�) 2Xk=1 @uk@xk @vk@xk + � �@u1@x2 @v1@x2 + @u2@x1 @v2@x1 �+� �@u1@x1 @v2@x2 + @u2@x2 @v1@x1 �+ � �@u1@x2 @v2@x1 + @u2@x1 @v1@x2 �erkl�art. Der zu den Werten � = � und � = � korrespondierende Tensor Pwird mit T bezeichnet. Desweiteren soll der Tensor zu den Werten� = �(�+ �)�+ 3� ; � = (�+ �)(�+ 2�)� + 3�mit N bezeichnet werden. Demnach haben T und N die DarstellungT : u �! Tu = ((Tu)jk)1�j;k�2;N : u �! Nu = ((Nu)jk)1�j;k�2mit den Komponenten(Tu)jk = �jk� divu+ ��@uk@xj + @uj@xk� ;(Nu)jk = �jk (�+ �)(�+ 2�)�+ 3� div u+ �(�+ �)�+ 3� @uk@xj + �@uj@xk :



14 GrundlagenF�ur Vektoren a; b 2 IR2 wird f�ur das Skalarprodukt anstatt ha; bi auch a � bgeschrieben. F�ur die Bildung des Vektorproduktes a � b ist der IR2 im IR3einzubetten. Insbesondere giltrot u = �0; 0; @u2@x1 � @u1@x2�t :Mit diesen Bezeichnungen l�a�t sich der Vektor Pun durchPun = �n divu+ (�+ �) @u@n + �(n� rotu)darstellen. Er ersetzt die in der klassischen Potentialtheorie auftretende Nor-malableitung von u:Satz 2.13 (Greensche S�atze oder Betti-Formeln)Sei G wie in Satz 2.12. F�ur Vektorfelder u; v mit den Eigenschaftenv 2 C2(G) \ C1(G); u 2 C1(G) \ C(G) gilt der erste Greensche SatzZG u � 4�v dy = Z@G u � (Pvn) ds� ZGB(u; v) dy: (2.10)F�ur u; v 2 C2(G) \ C1(G) gilt der zweite Greensche SatzZG(u � 4�v � v � 4�u) dy = Z@G hu � (Pvn)� v � (Pun)i ds: (2.11)Beweis: Um den Gau�schen Satz auf(u � Pvn)(y) = hA(y); n(y)i mit A(y)k = 2Xj=1(Pv)jkujanwenden zu k�onnen, ist die Divergenz des Vektorfeldes A zu berechnen. Esgilt divA(y) = 2Xj;k=1 @@yk h(Pv)jkuji= 2Xj=1  2Xk=1 @@yk (Pv)jk!| {z }(4�v)j uj + 2Xj;k=1(Pv)jk@uj@yk= u � 4�v +B(u; v);



2.2 Potentialtheoretische Grundlagen 15so da� (2.10) folgt. Gleichung (2.11) ergibt sich aus (2.10) und der Symmetrievon B:F�ur den Darstellungssatz und die Potentialans�atze wird die Grundl�osungE(x; y) = (Eij(x; y))1�i;j�2 zu (2.9) ben�otigt. Diese ist durchE(x; y) = A(�; �) ln 1jx� yj I2 +B(�; �) (x� y)(x� y)tjx� yj2 (2.12)mit den KonstantenA(�; �) = 14� �+ 3��(�+ 2�) ; B(�; �) = 14� �+ ��(�+ 2�) (2.13)gegeben. Dabei wurde mit I2 2 IR2�2 die Einheitsmatrix bezeichnet.F�ur den k-ten Spaltenvektor Ek von E gilt demnach4�xEk(x; y) = �(x� y); k = 1; 2:Der Index am Operator 4� gibt die Variable an, bez�uglich der zu di�eren-zieren ist. Genauso wird anstatt P; T oder N nun P (x); P (y); : : : geschrieben.Satz 2.14 (Greenscher Darstellungssatz)Seien G wie in Satz 2.12, u 2 C2(G) \ C1(G) und 4�u = 0 in G: Dann giltZ@G hE(x; y)(Pun)(y)�D(x; y)u(y)ids(y) = 8<: u(x) : x 2 G0 : x =2 G : (2.14)Dabei ist die Matrix D(x; y) = (Dki(x; y))1�k;i�2 f�ur (x; y) 2 IR2�@G; x 6= y;durchD(x; y) = P (y)E(x; y)n(y) := ((P (y)E1(x; y)n(y))t; (P (y)E2(x; y)n(y))t)gegeben. Die Komponenten lautenDii(x; y) = (�A� �B)hx� y; n(y)ijx� yj2 + 2B(� + �)hx� y; n(y)ijx� yj4 (xi � yi)2f�ur i 2 f1; 2g;Dki(x; y) = (�A� �B)(xi � yi)nk(y)� (xk � yk)ni(y)jx� yj2+2B(� + �)hx� y; n(y)ijx� yj4 (xi � yi)(xk � yk) f�ur i 6= k:



16 GrundlagenWeiterhin gilt f�ur regul�are Randpunkte xZ@G hE(x; y)(Pun)(y)�D(x; y)u(y)ids(y) = 12 u(x): (2.15)Beweis: F�ur x =2 G ergibt der zweite Greensche Satz (2.11) angewandt aufu = u(y) und v = v(y) := Ek(x; y)Z@G hEk(x; y) � (Pun)(y)� P (y)Ek(x; y)n(y) � u(y)ids(y) = 0:Wegen der Symmetrie von E undD(x; y) = ((P (y)E1(x; y)n)t; P (y)E2(x; y)n)t)gilt Z@G hE(x; y)(Pun)(y)�D(x; y)u(y)ids(y) = � 00 � :F�ur x 2 G hat v(y) := Ek(x; y) eine Singularit�at in x: Bezeichne B" = B[x; "]eine Kugel um x mit Radius ": Auf das Gebiet G nB" (mit nach au�en wei-sender Normale n) l�a�t sich der zweite Greensche Satz anwenden. Demnachgilt Z@G hEk(x; y) � (Pun)(y)� P (y)Ek(x; y)n(y) � u(y)ids(y)= Z@B" hP (y)Ek(x; y)n(y) � u(y)� Ek(x; y) � (Pun)(y)ids(y): (2.16)In (2.16) ist der Grenzproze� "! 0 durchzuf�uhren. Wegen����Z@B" Ek(x; y) � (Pun)(y) ds(y)���� � C " �ln 1" + C�! 0; "! 0ist nur noch lim"!0Z@B" P (y)Ek(x; y)n(y) � u(y) ds(y) = uk(x) (2.17)zu zeigen. Das Integral in (2.17) wird aufgespalten gem�a�Z@B" P (y)Ek(x; y)n(y) � u(y) ds(y) = u(x) � Z@B" P (y)Ek(x; y)n(y) ds(y)+ Z@B" P (y)Ek(x; y)n(y) � [u(y)� u(x)] ds(y): (2.18)



2.2 Potentialtheoretische Grundlagen 17Da u in x stetig ist und D in x = y einen Pol erster Ordnung hat, verschwin-det der zweite Summand in (2.18) f�ur "! 0: Durchy(t) = x+ "� cos tsin t �ist eine Bijektion zwischen @B" und [0; 2�[ gegeben. Da n(y) die auf denMittelpunkt der Kugel B" gerichtete Normale ist, alson(y) = x� y"gilt, ergeben sich f�ur die Komponenten von P (y)Ek(x; y)n(y) die Darstellun-gen Dkk(x; y) = (�A� �B)1" + 2B(� + �)1" � cos2 t : k = 1sin2 t : k = 2 ;Dki(x; y) = 2B(� + �)1" sin t cos t f�ur k 6= i:F�ur den ersten Summanden in (2.18) giltu(x) � Z@B" P (y)Ek(x; y)n(y) ds(y) = uk(x) [2�(�A� �B) + 2�B(� + �)]= uk(x):Damit ist (2.17) bewiesen und die Behauptung ergibt sich durch Grenz�uber-gang " ! 0 in (2.16). F�ur ein regul�ares x 2 @G verl�auft der Beweis ganzanalog. Dabei ist (2.17) durchlim"!0 Z@B"\G P (y)Ek(x; y)n(y) � u(y) ds(y) = 12 uk(x)zu ersetzen.Da eine bis in den Rand di�erenzierbare L�osung der Elastizit�atsgleichungbereits durch die Werte von u und Pun auf @G festgelegt ist, werden imfolgenden Fl�achenpotentiale untersucht.



18 GrundlagenDe�nition 2.15 Seien � = @G und die Konstanten A;B wie in (2.13) ge-geben. F�ur ' 2 C(�) hei�t das IntegralU(x;') = Z�E(x; y)'(y) ds(y) (2.19)= Z� �A ln 1jx� yj'(y) +B hx� y; '(y)ijx� yj2 (x� y)� ds(y); x =2 �Einfachschichtpotential mit Dichte ' im Punkt x: F�ur  2 C(�) hei�t dasIntegralV (x; ) = Z�D(x; y) (y) ds(y) (2.20)= (�A� �B) Z� hx� y; n(y)ijx� yj2  (y) ds(y)+(�A� �B) Z� hx� y;  (y)in(y)� hn(y);  (y)i(x� y)jx� yj2 ds(y)+2B(� + �) Z� hx� y; n(y)ihx� y;  (y)ijx� yj4 (x� y) ds(y); x =2 �Doppelschichtpotential mit Dichte  im Punkt x:Da U und V in IR2 n � die Elastizit�atsgleichung l�osen, das hei�t4�U(x;') = 0 = 4�V (x; ) in IR2 n �gilt, ist das Verhalten der Potentiale f�ur x ! � zu untersuchen. Wie in derklassischen Potentialtheorie (siehe [15]) sollen Sprungbeziehungen angegebenwerden.Zun�achst ist festzustellen, da� unabh�angig von der Randgl�atte das Doppel-schichtpotential f�ur x 2 � und  2 C(�) nicht (als uneigentliches Integral)existiert, denn der Integrand des zweiten Summanden in (2.20) ist im Punktx = y stark singul�ar. Das Problem l�a�t sich mit h�olderstetigen Dichten  beheben. Darum wird die in De�nition 2.15 erkl�arte Funktion V ab sofortmit Doppelschichtpotential erster Art bezeichnet. Hier soll ein anderer Wegbeschritten werden, denn die in Kapitel 4 betrachtete Integralgleichung wirdim Raum der stetigen Funktionen gel�ost. In der Darstellung (2.20) lassen sich



2.2 Potentialtheoretische Grundlagen 19die Parameter �; � so w�ahlen, da� der nicht erw�unschte Term verschwindet.Zusammen mit �+ � = �+ � f�uhrt diese Forderung auf die Werte� = �(�+ �)�+ 3� und � = (�+ �)(�+ 2�)�+ 3� :Die dazu korrespondierende Matrix D wird mit ~D bezeichnet.De�nition 2.16 F�ur  2 C(�) hei�t das IntegralW (x; ) = Z� ~D(x; y) (y) ds(y) (2.21)= ~AZ� hx� y; n(y)ijx� yj2  (y) ds(y)+ ~B Z� hx� y; n(y)ihx� y;  (y)ijx� yj4 (x� y) ds(y); x =2 �mit den Konstanten ~A = 1� ��+ 3�; ~B = 1� �+ ��+ 3�Doppelschichtpotential zweiter Art mit Dichte  im Punkt x:F�ur Funktionen f : IR2 n �! IR2 werden f� und f+ mitf�(x) := limh!0;h>0 f(x� hn(x)); f+(x) := limh!0;h>0 f(x+ hn(x)); x 2 �eingef�uhrt, vorausgesetzt die Limetes existieren.Satz 2.17 (Eigenschaften vom Einfachschichtpotential)Sei � = @G 2 C2: F�ur ' 2 C(�) l�a�t sich das EinfachschichtpotentialU(x;'); x =2 � durchU(x;') = Z�E(x; y)'(y) ds(y); x 2 � (2.22)zu einer in ganz IR2 stetigen Funktion fortsetzen. Auf dem Rand giltU�(x;') = U+(x;'); x 2 �



20 Grundlagenund(NU( : ;')n(x))�(x) = Z� ~D(y; x)z }| {�N (z)E(z; y)n(x)�z=x '(y) ds(y)� 12 '(x); x 2 �:(2.23)Die Integrale in (2.22) und (2.23) existieren als uneigentliche Integrale.Beweis: Siehe [16, Chapter II].Satz 2.18 (Eigenschaften vom Doppelschichtpotential)Sei � 2 C2: F�ur  2 C(�) l�a�t sich das Doppelschichtpotential zweiter ArtW (x; ) = Z� ~D(x; y) (y) ds(y); x =2 �von G nach G und von IR2 nG nach IR2 nG stetig fortsetzen mit den WertenW�(x; ) = Z� ~D(x; y) (y) ds(y)� 12  (x); x 2 �: (2.24)Das Integral in (2.24) existiert als uneigentliches Integral. F�ur die Normal-ableitung gilt(NW ( : ; )n(x))+(x) = (NW ( : ; )n(x))�(x); x 2 �: (2.25)Beweis: Siehe [16, Chapter II]. Beispielsweise ist f�ur konstante Dichten  die Aussage (2.24) den Darstellungsformeln (2.14) und (2.15) zu entnehmen.Satz 2.19 F�ur � 2 C2 hat der Randintegraloperator(K )(x) = 2 Z� ~D(x; y) (y) ds(y); x 2 �die AbbildungseigenschaftenK : C(�) �! C0;�(�); C0;�(�) �! C1;�(�)und ist beschr�ankt.Beweis: Dieses aus der klassischen Potentialtheorie (f�ur die Helmholtzglei-chung siehe [3, Chapter 2]) bekannte Resultat soll hier ohne Beweis angef�uhrtwerden.



Kapitel 3Substitutionsmethode
3.1 Euler-Maclaurin FormelnZun�achst sollen f�ur Quadraturformeln niedriger Ordnung, zum BeispielZ ba g(x) dx � h nXj=0 0 g(a+ jh) (Trapezregel);Z ba g(x) dx � h nXj=1 g�a + 2j � 12 h� (Mittelpunktregel)mit n 2 IN und h = (b�a)=n; Fehlerdarstellungen hergeleitet werden. Dabeiwird unter P 0 die gew�ohnliche Summe verstanden, deren erster und letzterSummand halbiert wird.De�nition 3.1 Die durchm�1Xj=0 �mj �Bj(x) = mxm�1; x 2 IR; m 2 IN;rekursiv de�nierten Polynome Bj(x) hei�en Bernoullipolynome und die Wer-te Bj := Bj(0) hei�en Bernoullizahlen.Die ersten Polynome lautenB0(x) = 1; B1(x) = x� 12 ; B2(x) = x2 � x+ 16 :



22 SubstitutionsmethodeLemma 3.2 Die Bernoullipolynome besitzen die folgenden Eigenschaften1. R 10 Bm(x) dx = � 1 : m = 00 : m � 1 ;2. B0m(x) = mBm�1(x);3. Bm(x+ 1)� Bm(x) = mxm�1;4. Bm(1� x) = (�1)mBm(x);5. Bm(0) = Bm(1) f�ur m 6= 1;6. B2m+1(0) = B2m+1(1) = B2m+1 �12� = 0 f�ur m � 1:7. Die ungeraden Bernoullipolynome besitzen in [0; 1] keine weiteren Null-stellen. Die geraden Bernoullipolynome verschwinden weder in 0 nochin 12 :Beweis: F�ur einen Beweis sei auf [25] verwiesen.Die ersten von Null verschiedenen Bernoullizahlen lautenB0 = 1; B1 = �12 ; B2 = 16 ; B4 = � 130 ; B6 = 142 ;B8 = � 130 ; B10 = 566 ; B12 = � 6912730 ; B14 = 76 ;B16 = �3617510 ; B18 = 43867798 ; B20 = �174611330 :Die Bernoullipolynome Bm werden ausgehend von x 2 [0; 1) periodisch mitPeriode 1 fortgesetzt. Damit erh�alt man st�uckweise polynomiale Funktionen(die periodischen Bernoullifunktionen) Bm; die f�ur m 6= 1 stetig sind. B1 istbis auf die Stellen x 2 ZZ stetig.Satz 3.3 (Euler-Maclaurinsche Summenformel)Seien n;m 2 IN; 0 � # � 1 und f 2 Cm[0; n]: Dann giltn�1Xj=0 f(j + #)� Z n0 f(x) dx= mXj=1 Bj(#)j! �f (j�1)(n)� f (j�1)(0)�� Z n0 Bm(#� x)m! f (m)(x) dx:(3.1)



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 23Beweis: Sei zun�achst m > 1: Durch fortlaufende partielle Integration er-h�alt man f�ur k = 0; : : : ; n� 1Z k+1k Bm(#� x)m! f (m)(x) dx= Bm(#)m! �f (m�1)(k + 1)� f (m�1)(k)�+ Z k+1k Bm�1(#� x)(m� 1)! f (m�1)(x) dx= � � �= mXj=2 Bj(#)j! �f (j�1)(k + 1)� f (j�1)(k)�+ Z k+1k B1(#� x)1! f 0(x) dx:Dabei sind die Periodizit�at von Bm und Eigenschaft 2 von Lemma 3.2 einge-gangen. Beim letzten Integral mu� wegen der Unstetigkeit von B1 in ZZ derIntegrationsbereich aufgespalten werden.Z k+1k B1(#� x)f 0(x) dx= Z k+#k B1(#� x)f 0(x) dx+ Z k+1k+# B1(#� x)f 0(x) dx= Z #0 �#� x� 12� f 0(x+ k) dx+ Z 1# �#� x + 12� f 0(x+ k) dx= �f(# + k) +B1(#) [f(k + 1)� f(k)] + Z k+1k f(x) dx;denn B1(x) = x� 12 f�ur 0 � x < 1: Insgesamt ergibt dasf(k + #)� Z k+1k f(x) dx= mXj=1 Bj(#)j! �f (j�1)(k + 1)� f (j�1)(k)�� Z k+1k Bm(#� x)m! f (m)(x) dx:(3.2)Die Gleichung stimmt o�enbar auch f�ur m = 1: Durch SummationPn�1k=0 von(3.2) erh�alt man (3.1).



24 SubstitutionsmethodeAls n�achstes sollen die 2 Spezialf�alle # = 0 und # = 1=2 betrachtet werden.Korollar 3.4 (Trapezregel)Seien n; q 2 IN; h = (b � a)=n; g 2 C2q�1[ a; b ] \ C2q+1(a; b) mit g(2q)beschr�ankt auf (a; b) und g(2q+1) 2 L1[ a; b ]: Der Fehler bei der Trapezregell�a�t sich durchEn(g) := h nXj=0 0 g(a+ jh)� Z ba g(x) dx= qXj=1 B2j(2j)! �g(2j�1)(b)� g(2j�1)(a)�h2j + h2q+1 Z ba B2q+1 �x�ah �(2q + 1)! g(2q+1)(x) dxdarstellen. Sei zus�atzlich g(2j�1)(b) = g(2j�1)(a); j = 1; : : : ; q:Dann gilt jEn(g)j � Cn2q+1mit einer von n unabh�angigen Konstanten C > 0: Beispielsweise kannC = 2�b� a2� �2q+1 kg(2q+1)kL1[a;b] 1Xk=1 1k2q+1gew�ahlt werden.Beweis: Sei zun�achst g 2 C2q+1[ a; b ]: Wende auf f(y) := g(a + hy) und# = 0 die Euler-Maclaurin Formel an.n�1Xj=0 g(a+ jh)� Z n0 g(a+ hy) dy= 2q+1Xj=1 Bjj! �g(j�1)(b)� g(j�1)(a)�hj�1�h2q+1Z n0 B2q+1(�y)(2q + 1)! g(2q+1)(a+ hy) dy:Wegen B2q+1(�y) = B2q+1(1 � y) = (�1)2q+1B2q+1(y); B1(0) = �1=2 unddem Verschwinden der Bernoullizahlen zu ungeradem Index liefert eine Sub-stitution x = a+ hy und Multiplikation mit hh nXj=0 0 g(a+ jh)� Z ba g(x) dx



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 25
= qXj=1 B2j(2j)! �g(2j�1)(b)� g(2j�1)(a)�h2j + h2q+1 Z ba B2q+1 �x�ah �(2q + 1)! g(2q+1)(x) dx:Die partielle Integrationh Z ba B2q+1 �x�ah �(2q + 1)! g(2q+1)(x) dx = � Z ba B2q �x�ah �(2q)! g(2q)(x) dxbleibt wegen B2q+1(0) = 0 auch unter den abgeschw�achten Voraussetzungenan g richtig.Die Wahl der Konstanten C ist aus der Fourierreihendarstellung der periodi-schen Bernoullifunktionen ablesbar. F�ur j 2 IN giltB2j(x)(2j)! = (�1)j�1 1Xk=1 2 cos(2�kx)(2�k)2j undB2j+1(x)(2j + 1)! = (�1)j�1 1Xk=1 2 sin(2�kx)(2�k)2j+1 :Demnach bleiben die Bernoullifunktionen durch����B2q+1(x)(2q + 1)! ���� � 2(2�)2q+1 1Xk=1 1k2q+1beschr�ankt.Ein direkter Beweis der Trapezregel �ndet sich in [6, S.107-109].Korollar 3.5 (Mittelpunktregel)Seien n; q; h und g wie in Korollar 3.4. F�ur den Fehler bei der Mittelpunkt-regel gilt h nXj=1 g�a+ 2j � 12 h�� Z ba g(x) dx= qXj=1 B2j �12�(2j)! �g(2j�1)(b)� g(2j�1)(a)� h2j+h2q+1 Z ba B2q+1 �12 + x�ah �(2q + 1)! g(2q+1)(x) dx



26 SubstitutionsmethodeBeweis: Setze # = 1=2; B1(#) = 0 und B2q+1 �12 � y� = �B2q+1 �12 + y�in Satz 3.3 ein.F�ur Funktionen mit Singularit�aten am Intervallende sind die obigen Korollarenicht anwendbar. Deshalb wird f�ur solche Integranden am Ende des Kapitels3.1 die Substitutionsmethode vorgestellt. Dort sollen auch die Konvergenz-ordnung und Fehlerkonstante ermittelt werden. Deshalb ist f�ur eine weitereFunktionenklasse der Fehler bei der Rechteckregel anzugeben. In den Arbei-ten [21] und [22] von Navot wird die Euler-Maclaurin-Formel auf Integrandender Form f(x) = x�sg(x) und f(x) = g(x) lnx erweitert. Die Resultate wer-den nochmals mit Beweis angef�uhrt.Satz 3.6 Seien n; q 2 IN; 0 < # � 1; 0 < s < 1 und f(x) = x�sg(x) mitg 2 C2q+1[ 0; n ]: Dann giltn�1Xj=0 f(j + #)� Z n0 f(x) dx= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! f (j�1)(n) + 2q�1Xk=0 ck(s; #)k! g(k)(0) + R(f; #; s; q) (3.3)mit den Konstantenck(s; #) := � 2qXj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1xk�s����x=1 + #k�s � 1k � s + 1� Z 11 B2q(#� x)(2q)! d2qdx2qxk�s dx; k = 0; : : : ; 2q � 1und dem RestgliedR(f; #; s; q) := Z 1n B2q(#� x)� B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sp2q�1(x)� dx� Z n0 B2q(#� x)�B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx:Dabei ist p2q�1(x) = 2q�1Xj=0 g(j)(0)j! xj



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 27das Taylorpolynom vom Grad 2q � 1 undr(x) = g(x)� p2q�1(x)das zugeh�orige Restglied.Beweis: Es gilt die Taylorsche Formelg(x) = p2q�1(x) + r(x):Das Restglied r hat die Integraldarstellungr(x) = g(2q)(0)(2q)! x2q + Z x0 (x� t)2q(2q)! g(2q+1)(t) dt:Dann hat f die Gestaltf(x) = x�sp2q�1(x) + x�sr(x)und n�1Xj=0 f(j + #)� Z n0 f(x) dx = E(1)n + E(2)n + E(3)nsetzt sich aus den drei FehleranteilenE(1)n = x�sp2q�1(x)��x=# � Z 10 x�sp2q�1(x) dx;E(2)n = n�1Xj=1 x�sp2q�1(x)��x=j+# � Z n1 x�sp2q�1(x) dx;E(3)n = n�1Xj=0 x�sr(x)��x=j+# � Z n0 x�sr(x) dxzusammen. Dabei ist aus Notationsgr�unden auf die explizite Angabe der #-und s-Abh�angigkeit verzichtet worden. Die einzelnen Summanden werdender Reihe nach berechnet.E(1)n = #�sp2q�1(#)� 2q�1Xk=0 g(k)(0)k! Z 10 xk�s dx= 2q�1Xk=0 g(k)(0)k! �#k�s � 1k � s+ 1� : (3.4)



28 SubstitutionsmethodeDa x�sp2q�1 auf [1; n] unendlich oft di�erenzierbar ist, liefert die Euler-Maclaurin-Formel (3.1) mit m = 2qE(2)n = n�2Xj=0 (x+ 1)�sp2q�1(x + 1)��x=j+# � Z n�10 (x + 1)�sp2q�1(x + 1) dx= 2qXj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1 �(x+ 1)�sp2q�1(x + 1)�����x=n�1x=0� Z n�10 B2q(#� x)(2q)! d2qdx2q �(x+ 1)�sp2q�1(x + 1)� dx= 2qXj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1 �x�sp2q�1(x)�����x=nx=1� Z n1 B2q(#� x)(2q)! d2qdx2q �x�sp2q�1(x)� dx: (3.5)O�enbar ist r 2 C2q+1[0; n] mit r(j)(0) = 0; j = 0; : : : ; 2q � 1: Also giltx�sr 2 C2q[0; n] mitdj�1dxj�1 �x�sr(x)�x=0 = 0; j = 1; : : : ; 2q � 1:Damit folgtE(3)n = 2qXj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1 �x�sr(x)�����x=nx=0� Z n0 B2q(#� x)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1 �x�sr(x)�����x=n� Z n0 B2q(#� x)�B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx: (3.6)Unter Verwendung vonZ 1n B2q(#� x)(2q)! d2qdx2q �x�sp2q�1(x)� dx + B2q(#)(2q)! d2q�1dx2q�1 �x�sp2q�1(x)�����x=n



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 29� Z n0 B2q(#� x)�B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx= Z 1n B2q(#� x)� B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sp2q�1(x)� dx� Z n0 B2q(#� x)�B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx= R(f; #; s; q)liefert die Addition der Gleichungen (3.4), (3.5) und (3.6)E(1)n + E(2)n + E(3)n= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! f (j�1)(n) + 2q�1Xk=0 ck(s; #)k! g(k)(0) +R(f; #; s; q)mit den bereits de�nierten Konstanten ck(s; #) und dem RestgliedR(f; #; s; q):Die uneigentlichen Integrale existieren, denn die periodischen Bernoullifunk-tionen sind beschr�ankt und damit verhalten sich die Integranden im ung�unstig-sten Fall wie O (x�s�1) :Korollar 3.7Seien n; q 2 IN; 0 < # � 1; h = 2�=n; 0 < s < 1 und f(x) = x�sg(x) mitg 2 C2q+1[ 0; 2�]: Dann giltEn(f) := h n�1Xj=0 f((j + #)h)� Z 2�0 f(x) dx= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! f (j�1)(2�)hj + 2q�1Xk=0 ck(s; #)k! g(k)(0)hk+1�s + h2qR(f)(3.7)mit den Konstanten ck(s; #) wie in Satz 3.6 undR(f) := Z 12� B2q �#� xh�� B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sp2q�1(x)� dx� Z 2�0 B2q �#� xh��B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx:



30 SubstitutionsmethodeBeweis: Zun�achst werden die Funktionen~f(x) := f(hx); 0 < x � n;~g(x) := h�sg(hx); 0 � x � n;~p2q�1(x) := h�sp2q�1(hx); 0 � x � nund ~r(x) := h�sr(hx); 0 � x � nerkl�art. Nun l�a�t sich der vorhergehende Satz anwenden, denn~f(x) = x�s~g(x) = x�s~p2q�1(x) + x�s~r(x); 0 < x � nmit ~g 2 C2q+1[ 0; n ]; dem Taylorpolynom ~p2q�1 und Restglied ~r: Unter Ver-wendung von ~f (j�1)(n) = hj�1f (j�1)(2�); j = 1; : : : ; 2q � 1;~g(k)(0) = h�shkg(k)(0); k = 0; : : : ; 2q � 1ergibt Multiplikation von (3.3) mit hEn(f) = 2q�1Xj=1 Bj(#)j! f (j�1)(2�)hj + 2q�1Xk=0 ck(s; #)k! g(k)(0)hk+1�s+hR( ~f; #; s; q):Dabei isthR( ~f; #; s; q) = h Z 1n B2q(#� x)�B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�s~p2q�1(x)� dx�h Z n0 B2q(#� x)�B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�s~r(x)� dx= h2q Z 12� B2q �#� xh�� B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sp2q�1(x)� dx�h2q Z 2�0 B2q(#� xh)� B2q(#)(2q)! d2qdx2q �x�sr(x)� dx= h2qR(f)mit dem oben angegebenem R(f):Nun soll f�ur Funktionen der Form f(x) = g(x) lnx ein analoges Resultatgezeigt werden.



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 31Satz 3.8 Seien n; q 2 IN; 0 < # � 1; h = 2�=n und f(x) = g(x) lnx mitg 2 C2q+1[ 0; 2� ]: Dann giltEn(f) := h n�1Xj=0 f((j + #)h)� Z 2�0 f(x) dx= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! �f (j�1)(2�)� g(j�1)(0) lnh�hj � B2q(#)(2q)! g(2q�1)(0)h2q lnh� 2q�1Xk=0 c0k(0; #)k! g(k)(0)hk+1 + h2q lims!0+ dd(�s)R �x�sg(x)� ; (3.8)wobei c0k(0; #) := lims!0+ dd(�s)ck(s; #)mit den Konstanten ck(s; #) und dem Restglied R(x�sg(x)) wie in Korollar3.7.Beweis: Di�erentiation von (3.7) nach �sh n�1Xj=0 x�sg(x) lnxjx=(j+#)h � Z 2�0 x�sg(x) lnx dx= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1 �x�sg(x) lnx�x=2� hj+ Z 2q�1k=0 g(k)(0)k! dd(�s) �ck(s; #)hk+1�s�+ h2q dd(�s)R �x�sg(x)�und Grenz�ubergang lims!0+ liefertEn(f) = h n�1Xj=0 f((j + #)h)� Z 2�0 f(x) dx= 2q�1Xj=1 Bj(#)j! f (j�1)(2�)hj+ Z 2q�1k=0 g(k)(0)k! hc0k(0; #) + ck(0; #) lnhi hk+1



32 Substitutionsmethode+h2q lims!0 dd(�s)R �x�sg(x)� ; (3.9)wobei ck(0; #) := lims!0+ ck(s; #) gesetzt wurde. Bisher sind der Satz von Schwarz(Vertauschung der Di�erentiationsreihenfolge),lims!0+ dj�1dxj�1 �x�sg(x) lnx�����x=2� = dj�1dxj�1 [g(x) lnx]����x=2�(wegen Leibniz-Formel) und die klassischen Resultate �uber die Vertauschungvon Grenzprozessen bei parameterabh�angigen Integralen eingegangen. Esbleibt nur noch die Existenz der Grenzwertelims!0+ dd(�s)R(x�sg(x)); lims!0+ dd(�s)ck(s; #) und lims!0+ ck(s; #)zu kl�aren. Exemplarisch wird dies f�ur ck(s; #) durchgef�uhrt. Dazu wirdlims!0+Z 11 B2q(#� x)(2q)! d2qdx2q xk�s dx = 0; k = 0; : : : ; 2q � 1 (3.10)gezeigt. Zur Vertauschung von lims!0 und R11 mu� unter anderem der Integranddurch eine von s unabh�angige integrierbare Majorante abgesch�atzt werden.Im Fall k = 2q � 1 verh�alt sich dieser aber wie O (x�1�s) und R11 x�1 dxexistiert nicht. WegenZ 11 B2q(#� x)(2q)! d2qdx2q xk�s dx= �B2q+1(#� x)(2q + 1)! d2qdx2qxk�s���11 + Z 11 B2q+1(#� x)(2q + 1)! d2q+1dx2q+1xk�s dx= B2q+1(#)(2q + 1)!(k � s)(k � s� 1) � � � (k � s� 2q + 1)+ Z 11 B2q+1(#� x)(2q + 1)! d2q+1dx2q+1xk�s dx�! 0; s! 0; k = 0; : : : ; 2q � 1ergibt sich (3.10), denn der letzte Integrand bleibt durch Cx�2 (mit einergeeigneten Konstante C unabh�angig von s) beschr�ankt. Weiter giltlims!0+ ck(s; #) = � 2qXj=1 Bj(#)j! lims!0+ dj�1dxj�1xk�s����x=1 + #k � 1k + 1 + 0



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 33= � 2qXj=1 Bj(#)j! dj�1dxj�1xk����x=1x=0 � Bk+1(#)(k + 1)! dkdxkxk����x=0+#k � 1k + 1= �Bk+1(#)k + 1 : (3.11)Im letzten Schritt wurde von (3.2) mit f(x) = xk auf [ 0; 1] und m = 2qGebrauch gemacht. Setzt man (3.11) in (3.9) ein, ergibt das die Behauptung.Die Idee der Substitutionsmethode besteht darin, bei Integranden mit End-punktsingularit�aten nicht direkt die Trapezregel anzuwenden, sondern zu-n�achst eine geeignete Substitution durchzuf�uhren. Gesucht istZ 2�0 g(t) dt;wobei g glatt in ] 0; 2� [ ist, aber Singularit�aten in t = 0 und t = 2� besitzt.Sei w : [ 0; 2� ]! [ 0; 2� ]bijektiv, streng monoton wachsend und hinreichend oft di�erenzierbar. Des-weiteren habe w in 0 und 2��w in 2� Nullstellen h�oherer Ordnung. WegenZ 2�0 g(t) dt = Z 2�0 h(s) dsmit h(s) := w0(s)g (w(s)) ; 0 < s < 2�;liefert die Trapezregel angewandt auf den substituierten Integranden eineQuadraturformel Z 2�0 g(t) dt � �n 2n�1Xj=1 �(n)j g �s(n)j � = Qn(g) (3.12)mit den Gewichten �(n)j = w0�j�n �und den St�utzstellen s(n)j = w�j�n �



34 Substitutionsmethodef�ur j = 1; : : : ; 2n � 1: Aufgrund der Wahl von w verschwindet h an denIntervallenden, so da� in (3.12) die Randterme nicht auftreten. Beispiele vonSubstitutionsfunktionen werden in Kapitel 3.2 behandelt.Im folgenden soll der Quadraturformelfehler f�ur Funktionen g 2 Sm;� ab-gesch�atzt werden. Dazu betrachte Substitutionen w, f�ur die w in 0 und 2��win 2� Nullstellen der Ordnung p besitzt.De�nition 3.9 Es sei w : [ 0; 2� ] ! [ 0; 2� ] eine bijektive, streng monotonwachsende Funktion. Dann hei�t w zul�assig mit Parameter p 2 IN; fallsw 2 Cp+1[ 0; 2� ]; 2� � w(2� � t) = w(t) auf [0; 2�];w(m)(0) = w(m)(2�) = 0 f�ur m = 1; : : : ; p� 1und w(p)(0) 6= 0; w(p)(2�) 6= 0 ist.F�ur derartige Substitutionen gibt es Konstanten c0; c1 so, da� giltc0�j�n �p�1 � �(n)j ; �(n)2n�j � c1�j�n �p�1 ; j = 1; : : : ; n; (3.13)c0�j�n �p � s(n)j ; 2� � s(n)2n�j � c1�j�n �p ; j = 1; : : : ; n: (3.14)Satz 3.10 Seien g 2 S2q+1;� mit 0 < � � q und w zul�assig mit Parameterp 2 IN derart, da� �p � 2q + 1 und p > 2q + 1:Dann gilt f�ur den FehlerEn;p(g) := �n 2n�1Xj=1 �(n)j g �s(n)j �� Z 2�0 g(t) dtin der Quadraturformel (3.12)jEn;p(g)j � Cn2q+1 kgk2q+1;�mit einer Konstanten C = C(w; �; q):



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 35Beweis: Wegen h(s) = w0(s)g(w(s)) ist h 2 C[ 0; 2� ] \ C2q+1(0; 2�): Hiergehen die Voraussetzungen w 2 Cp+1[ 0; 2� ]; p+1 � 2q+2 und die De�nitiondes Funktionenraums S2q+1;� (siehe (2.1)) ein. Es sind die �ubrigen Voraus-setzungen von Korollar 3.4 nachzupr�ufen. Die Ableitungen von h haben dieGestalt h(m)(s) = mXj=0 umj (s)g(j)(w(s)); m = 0; : : : ; 2q + 1: (3.15)Wegenh(m+1)(s) = mXj=0 �umj (s)w0(s)g(j+1)(w(s)) + � ddsumj (s)� g(j)(w(s))�ergeben sich f�ur die Koe�zienten umj die Rekursionsformelnum+1j (s) = 8>>>><>>>>: ddsum0 (s) : j = 0umj�1(s)w0(s) + ddsumj (s) : j = 1; : : : ; mumm(s)w0(s) : j = m+ 1 : (3.16)Insbesondere giltum0 (s) = w(m+1)(s) und umm(s) = [w0(s)]m+1 : (3.17)F�ur den Nachweish(2m�1)(0) = h(2m�1)(2�) = 0; m = 1; : : : ; qist das asymptotische Verhalten von umj bei 0 und 2� zu untersuchen. Dazuwird gezeigt, da� mit zmj = p� 1 + jp�mumj (s) = O �szmj � ; s! 0 undumj (s) = O �(2� � s)zmj � ; s! 2�gilt. Die Forderung p > 2q+1 impliziert die Positivit�at der zmj ; vorausgesetzt0 � j � m � 2q:Nach Voraussetzung hat w0 am linken Intervallende eine Nullstelle der Ord-nung p� 1: Formel (3.17) entnimmt man, da�um0 (s) = O (sp�(m+1)); s! 0;umm(s) = O (s(p�1)(m+1)); s! 0



36 Substitutionsmethodeund damit sindzm0 = p� 1�m und zmm = p� 1 +mp�mdie Nullstellenordnungen von um0 und umm im Nullpunkt.Die gew�unschten Beziehungen f�ur die anderen Indizes ergeben sich nun durchInduktion �uber m: Der Induktionsanfang m = 0 () j = 0) ist erledigt. Seidie Aussage f�ur m und 1 � j � m� 1 () auch f�ur 0 � j � m) bewiesen. Zuzeigen ist die Aussage f�ur m + 1 und j = 1; : : : ; m: Sei j 2 f1; : : : ; mg festgew�ahlt. Wegen (3.16) istum+1j (s) = umj�1(s)w0(s) + ddsumj (s)und damit gilt f�ur die Nullstellenordnung zm+1j von um+1jzm+1j = minfzmj�1 + p� 1; zmj � 1g= minfp� 1 + (j � 1)p�m+ p� 1; p� 1 + jp�m� 1g= p� 1 + jp� (m+ 1):Die Argumentation an der Stelle 2� ist die gleiche.Jetzt wird gezeigt, da� sich die Ableitungen von h bis zur Ordnung 2q � 1in die Endpunkte durch 0 stetig fortsetzen lassen. Es werden die einzelnenSummanden von (3.15) betrachtet.Seien dazu 0 < s < 2� und 0 � j � m � 2q: Da g 2 S2q+1;� ergibt sich aus(2.4) jumj (s) g(j)(w(s))j � C jumj (s)j [w(s) (2� � w(s)) ]��(j+1)und damit jumj (s) g(j)(w(s))j = O �szmj +p(��j�1)�= O �s�p�(m+1)� ; s! 0;jumj (s) g(j)(w(s))j = O �(2� � s)�p�(m+1)� ; s! 2�:Wegen �p�(m+1) � �p�(2q+1) � 0 bleibt jeder Summand aus (3.15) auf[ 0; 2� ] beschr�ankt. Insbesondere lassen sich die Summanden bis j = 2q � 1durch 0 stetig in die Intervallenden fortsetzen. Bisher sind



3.1 Euler-Maclaurin Formeln 371. h 2 C2q�1[ 0; 2� ] \ C2q+1(0; 2�);2. ��h(2q)(s)�� �M; 0 < s < 2� und3. h(2j�1)(0) = h(2j�1)(2�) = 0; j = 1; : : : ; qnachgewiesen worden. Es bleibt nur noch zu zeigen, da� unter den angege-benen Voraussetzungen auchZ 2�0 ��h(2q+1)(s)�� ds <1erf�ullt ist. Dazu betrachtefj(s) := u2q+1j (s)w0(s) [ w(s)(2� � w(s)) ]j� 2q+1p ; 0 < s < 2�; j = 0; : : : ; 2q + 1:Der Nenner ist auf (0; 2�) positiv, hat aber bei 0 und 2� Nullstellen derOrdnung p � 1 + jp � (2q + 1): Der Z�ahler u2q+1j hat dort Nullstellen derOrdnung z2q+1j = p� 1 + jp� (2q + 1):Die Funktionen fj lassen sich demnach stetig nach 0 und 2� fortsetzen, dashei�t fj 2 C[ 0; 2� ]: Mit der Darstellung (3.15) folgert manh(2q+1)(s) = 2q+1Xj=0 u2q+1j (s)g(j)(w(s))= 2q+1Xj=0 fj(s)w0(s) [ w(s)(2� � w(s)) ]j� 2q+1p g(j)(w(s))und erh�alt mit der Substitution t = w(s) sowie Bemerkung 2.6Z 2�0 ��h(2q+1)(s)�� ds � 2q+1Xj=0 �kfjk1 Z 2�0 [ t(2� � t) ]j� 2q+1p jg(j)(t)j dt�� C kgk2q+1;� <1und somit die Behauptung aus Korollar 3.4.



38 SubstitutionsmethodeKorollar 3.11 Die Quadraturformel (3.12) hat positive Gewichte und kon-vergiert f�ur ' 2 C[0; 2�]:Beweis: Die Monome xk liegen o�enbar in S2q+1;�; 0 < � < 1: WegenSatz 3.10 konvergiert (Qn') f�ur Polynome ': Das Monotonieverhalten von wimpliziert die Positivit�at der Gewichte �(n)j : Mit dem Satz von Steklov ergibtsich die Behauptung.In [7] wurde versucht, den Beweis von Satz 3.10 unter der Voraussetzung2q + 1 � �p > 2q zu f�uhren. Diese Modi�zierung in der Wahl der Parameterh�atte zur Folge gehabt, da� im Beweis von Satz 4.5 der Abbruchparameterr = 1 gew�ahlt werden kann. Aus dem nachfolgenden Beispiel wird jedochdeutlich, da� sich unter der abgeschw�achten Voraussetzung die Konvergenz-ordnung von h2q+1 zu h�p verringert, also die Aussage von Satz 3.10 nichtrichtig bleibt.Beispiel 3.12 Die Funktion g mit g(t) = [t(2�� t)]1=2 liegt f�ur m 2 IN und0 < � < 3=2 in Sm;�: Demnach ist mit q = 2; p = 3 und � = 1:49 dieVoraussetzung 2q + 1 � �p > 2q erf�ullt. In der Tabelle ist der Fehler beiAnwendung der Quadraturformel (3.12) und der Substitution aus Beispiel3.17 dargestellt. Es gilt En;p = O (h4:5) und nicht En;p = O (h5) :n v kubisch v linear2 0.078487569233 1.3197335065814 0.000667473504 0.0037974606088 0.000035388559 0.00000291976816 0.000001667491 0.00000015441132 0.000000075893 0.00000000734964 0.000000003402 0.000000000336128 0.000000000151 0.000000000015256 0.000000000007 0.000000000001



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 393.2 Beispiele von SubstitutionsfunktionenIn diesem Abschnitt werden Transformationen w von polynomialer und tri-gonometrischer Art vorgestellt und hinsichtlich der Konvergenzordnung un-tersucht. Auf Substitutionen exponentieller Art wird wegen der over
ow-/under
ow-Problematik verzichtet. Einige Ans�atze werden so modi�ziert, da�w0(�) = 2 ist.Beispiel 3.13 Die polynomiale Transformationwm(t) = 2m + 1(2�)2m �2mm �Z t0 [ u(2� � u) ]m du; m 2 IN (3.18)wird von Korobov vorgeschlagen. Zun�achst stellt man fest, da�wm(0) = 0 und wm(2�) = 2� gilt, dennZ 2�0 [ u(2� � u) ]m du = mm + 1 Z 2�0 um+1(2� � u)m�1 dupart:Int:= � � �= m(m� 1) : : : 1(m + 1)(m+ 2) : : : 2m Z 2�0 u2m du= �2mm ��1 (2�)2m+12m+ 1 :Weiterhin istw0m(t) = 2m + 1(2�)2m �2mm � [ t(2� � t) ]m> 0; 0 < t < 2�:Damit ist wm : [ 0; 2� ] ! [ 0; 2� ] bijektiv, streng monoton wachsend undunendlich oft di�erenzierbar. Au�erdem giltw(j)m (0) = w(j)m (2�) = 0; j = 1; : : : ; m;w(m+1)m (0) = w(m+1)m (2�) 6= 0:



40 SubstitutionsmethodeDie Gewichte und St�utzstellen lauten damit�(n)j = w0m�j�n � = 2m + 1(2�)2m �2mm ��j�n �2� � j�n ��m ;s(n)j = wm�j�n � = 2m + 1(2�)2m �2mm � mXk=0 ck �j�n �m+1+k �2� � j�n �m�k ;wobei sich die Koe�zientenc0 = 1m+ 1 ;ck = ck�1 m + 1� km + 1 + k ; k = 1; : : : ; mdurch partielle Integration ergeben.Mit der Stirlingschen Formel n! � p2�n �ne �n erh�alt man f�ur den Anstiegvon wm in � w0m(�) = 2m + 14m �2mm �� 2m + 14m 1p�m4m� 2p�pm: (3.19)F�ur gro�e m konzentrieren sich damit die St�utzstellen wm( j�n ) in der Qua-draturformel (3.12) an den Intervallenden.Der Ansatz (3.18) wird so modi�ziert, da� w0m(�) = 2 ist. Dadurch wirdgarantiert, da� die H�alfte der St�utzstellen �aquidistant auf [ 0; 2� ] verteiltsind und die andere H�alfte sich an den Endpunkten konzentrieren.Beispiel 3.14 Die Modi�zierung soll durch eine Linearkombination von zweiFunktionen der Form#m(t) = Z t0 [ u(2� � u) ]m du; m 2 INerfolgen. Es wirdwm(t) = am#m+1(t) + bm#m(t); am; bm 2 IR (3.20)



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 41gesetzt.Die Forderungen wm(2�) = 2� und w0m(�) = 2 f�uhren aufam = 2m+ 3�2m+2 �2� �2mm � 2m+ 14m �und bm = 2�2m � am�2:Im Fall m = 2 sind beide Konstanten positiv, w2 also streng monoton wach-send. F�ur m � 3 ist wm ebenfalls zul�assig, dennw0m(t)= am �[ t(2� � t) ]m+1 ��2 [ t(2� � t) ]m	+ (am�2 + bm) [ t(2� � t) ]m= (2m+ 3) �2� �2mm � 2m+ 14m �(� t� �2� t���m+1 � � t� �2� t���m)+ 2�2m [ t(2� � t) ]m> 0 f�ur 0 < t < 2�:In den Tabellen 3.3 und 3.4 ist der Fehler f�ur f(t) = 1 bei Verwendung derSubstitution (3.18) und deren Modi�zierung (3.20) dargestellt. Die Werte inden Spalten m = 2; : : : ; 8 konvergieren wie h4; h4; h6; h6; h8; h8 und h10 gegenNull. Die Konvergenzordnung �, mit� = � m+ 1 : m ungeradem+ 2 : m gerade ;ist in beiden F�allen die gleiche.Nach Korollar 3.4 l�a�t sich der Fehler durchEn;m(f) = cmn�� +O(n���2)absch�atzen. F�ur eine Beurteilung des Konvergenzverhaltens ist nicht nur dieOrdnung, sondern auch die Kenntnis der Konstanten cm wesentlich. Bei Ver-wendung der Trapezregel mit 2n St�utzstellen ergibt sichcm = B��! d��1dt��1 [f(wm(t))w0m(t)]����t=2�t=0 ��: (3.21)



42 Substitutionsmethode
Tabelle 3.1: Eine Liste der ersten Koe�zienten zu Beispiel 3.14m am bmexakt N�aherung exakt N�aherung2 723 ��6 9.10 E-4 923 ��4 1.15 E-23 �2724 ��8 -1.78 E-4 5924 ��6 3.84 E-34 �64927 ��10 -5.41 E-5 90527 ��8 7.45 E-45 �235328 ��12 -9.94 E-6 286528 ��10 1.20 E-46 �14325210 ��14 -1.53 E-6 16373210 ��12 1.73 E-57 �39763211 ��16 -2.16 E-7 43859211 ��14 2.35 E-68 �833321215 ��18 -2.86 E-8 898857215 ��16 3.05 E-79 �2097333216 ��20 -3.65 E-9 2228405216 ��18 3.83 E-8



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 43Da w in 0 und 2� � w in 2� Nullstellen der Ordnung m besitzt, istd��1dt��1 [f(wm(t))w0m(t)]����t=2�t=0= ��1Xj=0 ��� 1j � d��1�jdt��1�j f(wm(t)) djdtjw0m(t)����2�0= f(wm(t))w(�)m (t)��2�0 : (3.22)F�ur #m(t) = R t0 [ u(2� � u) ]m du gilt#(�)m (2�) = �#(�)m (0)= � �(2�)mm! : m ungerade(2�)m�1m(m + 1)! : m gerade :F�ur f 2 C�[0; 2�] und wm aus Beispiel 3.13 istcm = B��! ��2m+ 1(2�)2m �2mm � [f(2�) + f(0)]8<: �(2�)mm!(2�)m�1m(m + 1)!= [f(2�) + f(0)]8>>>><>>>>: �Bm+1 �2m�2m+ 1m � : m ungeradeBm+2(m+ 1) �2m+1�2m+ 1m + 2 � : m gerade(3.23)In den letzten Zeilen der Tabellen sind diese Werte angegeben. In der dar�uber-liegenden Zeile wurde vergleichsweise En;m(f)n� (f�ur n = 256 ) eingetragen.Bei dieser Berechnung sind f�ur En;m(f) nicht nur zwei (wie in den Tabellenangegeben), sondern acht Mantissenstellen ber�ucksichtigt worden.F�ur wm(t) = am#m+1(t) + bm#m(t) gem�a� (3.20) giltw(�)m (2�) = �w(�)m (0)= � �(2�)mm!bm : m ungerade�(2�)m�1(m+ 1)! [(2�)2am �mbm] : m geradeund damitcm = �B��! ��[f(2�) + f(0)]� (2�)mm!bm(2�)m�1(m + 1)! [(2�)2am �mbm] :



44 SubstitutionsmethodeF�ur einen Vergleich mit den Werten aus (3.23) werden die Terme f�ur am undbm eingesetzt. Damit erh�alt mancm = [f(2�) + f(0)]�8>>>>>><>>>>>>: �Bm+1 �2m �(2m+ 3)�2m + 1m �� 4m+1�
Bm+2 �2m+1 �(2m+ 3)(m+ 4)(m+ 1)m �2m + 1m+ 2 �� 4m+1(m+ 3)�O�enbar wirkt sich die Modi�zierung mit wachsendem m negativ auf dieKonstante aus, denncm;modifcm;alt= 8>>>><>>>>: 2m+ 3� 4m+1�2m+ 1m ��1 : m ungerade(2m+ 3)m+ 4m � 4m+1m + 3m + 1�2m+ 1m + 2 ��1 : m gerade� 2m+ 3� 2p�m:Mit f(t) = et sind f�ur einen weiteren glatten (analytischen) Integrandendie numerischen Ergebnisse angef�uhrt worden. Das Fehlerverhalten (sieheTabellen 3.5 und 3.6) ist wie im vorigen Beispiel. Die Konstanten cm lautencm = (e2� + 1)8>><>>: �Bm+1 �2m�2m+ 1m � : m ungeradeBm+2(m+ 1) �2m+1�2m+ 1m + 2 � : m geradeund im modi�zierten Fallcm = (e2� + 1)�



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 458>>>><>>>>: �Bm+1 �2m �(2m+ 3)�2m + 1m �� 4m+1�Bm+2 �2m+1 �(2m+ 3)(m+ 4)(m+ 1)m �2m + 1m+ 2 �� 4m+1(m+ 3)� :Desweiteren wurden mit Funktionen der Formf(t) = t�g(t) mit � > �1; g(0) 6= 0und hinreichend glattem g numerische Rechnungen durchgef�uhrt. Formel(3.7) entnimmt man, da� f�ur die Konvergenzordnung im allgemeinen gilt� = � minfm+ 1; (m+ 1)(�+ 1)g : m ungerademinfm+ 2; (m+ 1)(�+ 1)g : m gerade :In den Tabellen 3.7 und 3.8 ist der Fehler f�ur f(t) = t� 23 dargestellt. DieWerte in den Spalten m = 3; : : : ; 8 konvergieren wie hm+13 gegen Null. DieF�alle m = 5; 8 stellen eine Ausnahme dar, denn der substituierte Integrandist glatt. In der letzten Zeile wurden die Werte En;m(f)n� eingetragen. Wie-derum macht sich der Ein
u� von w0m(�) = 2 negativ bemerkbar. Mit denBezeichnungen bm;alt := 2m + 1(2�)2m �2mm � und bm;modif := bmgilt cm;modifcm;alt = 3sbm;modifbm;alt :Da die Koe�zienten am negativ sind, ist bm;modif stets gr�o�er als bm;alt unddamit die Ursache f�ur die schlechtere Konstante.�Ahnliches ist auch f�ur f(t) = [t(2� � t)]� 12 (siehe Tabellen 3.9 und 3.10)festzustellen.Beispiel 3.15 Avram Sidi [24] hat in seiner Arbeit die trigonometrischeSubstitution wm(t) = 2� #m(t)#m(2�) (3.24)



46 Substitutionsmethodemit #m(t) = Z t0 hsin u2im du; m 2 IN0verwendet. Wegen#m(t) = Z t0 sin u2 �sin u2�m�1 du= �2 cos u2 �sin u2�m�1 ���t0 +(m� 1) Z t0 �sin u2�m�2 cos2 u2 du= �2 cos t2 �sin t2�m�1 + (m� 1)(#m�2(t)� #m(t))ergeben sich die Rekursionsformeln#m(t) = � 2m cos t2 �sin t2�m�1 + m� 1m #m�2(t); m � 2;#m(2�) = m� 1m #m�2(2�); m � 2 (3.25)mit den Anfangsbedingungen#0(t) = t; #1(t) = 2�1� cos t2� ;#0(2�) = 2�; #1(2�) = 4:Die Terme #m(2�) h�angen mit der Beta-Funktion zusammen (und wegenB(x; y) = �(x)�(y)=�(x+ y) auch mit der �-Funktion). Genauer gilt#m(2�) = 2m+1B�m + 12 ; m + 12 � = 2m+1 �� �m+12 ��2�(m+ 1) :Das l�a�t sich entweder an der Rekursionsformel (3.25), der Funktionalglei-chung �(x + 1) = x�(x) und �(12) = p� einsehen oder mit geeigneten Sub-stitutionen in#m(2�) = Z 2�0 sinm �u2� du = Z 2�0  2 tan �u4�1 + tan2 �u4�!m du= Z 10 (2t)m(1 + t2)m 41 + t2 dt = 2m+2 Z 10 tm(1 + t2)m+1 dt= 2m+2 Z 10 tm2(1 + t)m+1 dt2pt = 2m+1B�m+ 12 ; m+ 12 �



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 47und der Integralde�nition der Beta-Funktion.Die ersten Transformationen wm lautenw0(t) = t;w1(t) = ��1� cos t2� ;w2(t) = t� sin t;w3(t) = �8 �8� 9 cos t2 + cos 32t� ;w4(t) = 16 (6t� 8 sin t + sin 2t) :Auch hier sollwm hinsichtlich der Ableitung in � untersucht werden. O�enbarist #0m(�) = 1 und damit w0m(�) = 2�#m(2�) :Der Einfachheit halber sei m ungerade vorausgesetzt. Mit der StirlingschenFormel ergibt sich #m(2�) = 2m+1 �m�12 �! �m�12 �!m!� 2r2�m e �m� 1m �m� 2r2�m :Das asymptotische Verhalten ist auch f�ur gerade m richtig. Also giltw0m(�) �r�2m:In der Arbeit von Sidi [24] wird gezeigt, da� bei glattem Integranden f diesinm-Substitutionen mit geradem m eine deutlich h�ohere Konvergenzrate alsdie polynomiale in (3.18) liefert. W�ahrend bei Sidis Transformation f�ur denFehler En;m(f) = � O(hm+1) : m ungeradeO (h2m+2) : m gerade



48 Substitutionsmethodegilt, erh�alt man mit der Substitution (3.18) lediglichEn;m(f) = � O(hm+1) : m ungeradeO (hm+2) : m gerade :Der Unterschied beruht auf der Tatsache, da� in der Potenzreihenentwick-lung der sinm-Transformation nur gerade oder nur ungerade Potenzen von tauftreten. Deshalb verschwinden bei geraden m viele ungerade Ableitungendes substituierten Integranden. F�ur eine genauere Rechnung wird auf [24]verwiesen.Auch hier wird Beispiel 3.15 so modi�ziert, da� w0m(�) = 2 ist.Beispiel 3.16 Um die h�ohere Konvergenzordnung bei geraden m nicht zugef�ahrden, wird f�ur wm der Ansatzwm(t) = am#m+2(t) + bm#m(t) (3.26)gemacht. Mit den Forderungen wm(2�) = 2� und w0m(�) = 2 sind die beidenKonstanten durch am = 2(m+ 2)� 2� m + 1#m+2(2�)= 2(m+ 2)� 2� m + 2#m(2�) ;bm = 2� m+ 2#m(2�) � 2(m + 1)= 2� m+ 1#m+2(2�) � 2(m+ 1)festgelegt. Da der Koe�zient am negativ ist, mu� das Monotonieverhaltenvon wm untersucht werden.w0m(t)= am sinm+2 � t2�+ bm sinm � t2�= �2� m + 1#m+2(2�) � 2(m+ 1)��sinm� t2�� sinm+2 � t2��+ 2 sinm� t2�= 2(m+ 1)� �#m+2(2�) � 1��sinm� t2�� sinm+2 � t2��+ 2 sinm� t2�(3.27)
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Tabelle 3.2: Eine Liste der ersten Koe�zienten zu Beispiel 3.16m am bmexakt N�aherung exakt N�aherung2 0 0.000 2 2.0003 10� 154 � -1.781 �8 + 154 � 3.7814 �4 -4.000 6 6.0005 14� 10516 � -6.617 �12 + 10516 � 8.6176 �485 -9.600 385 11.6007 18� 31532 � -12.925 �16 + 31532 � 14.9258 �1167 -16.571 1307 18.571



50 SubstitutionsmethodeWegen #3(2�) = 83 ; #4(2�) = 34� und der Rekursionsformel (3.25) bleibt#m+2(2�) f�ur m � 2 durch � nach oben beschr�ankt und damit sind beideSummanden in (3.27) auf (0; 2�) positiv. Demnach ist auch der modi�zierteAnsatz eine zul�assige Substitution.Als n�achstes soll die Konstante aus der DarstellungEn;m(f) = cmn�� +O(n���2)f�ur die Transformationen (3.24) und (3.26) ermittelt werden. Dazu ist unteranderem d��1dt��1 [f(wm(t))w0m(t)]����t=2�t=0mit � = � m + 1 : m ungerade2m + 2 : m geradezu berechnen. Zur Reduzierung des Rechenaufwands wirdwm(t) = c1;m#m+2(t) + c2;m#m(t); c1;m; c2;m 2 IRgesetzt. Anschlie�end k�onnen die Spezialf�allec1;m = 0; c2;m = 2�#m(2�) und c1;m = am; c2;m = bmuntersucht werden. Sei m zun�achst ungerade.dmdtm [f(wm(t))w0m(t)]t=2�t=0 = c2;m f(wm(t))#(m+1)m (t)���2�0= �c2;mm!2�m [f(2�) + f(0)] : (3.28)F�ur gerades m ergibt sichd2m+1dt2m+1 [f(wm(t))w0m(t)]t=2�t=0= c1;m 2m+1Xj=m+2�2m+ 1j � d2m+1�jdt2m+1�j f(wm(t)) djdtj #0m+2(t)���2�0+c2;m 2m+1Xj=m �2m+ 1j � d2m+1�jdt2m+1�j f(wm(t)) djdtj #0m(t)���2�0



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 51= c1;m 2mXj=m+2�2m+ 1j � d2m�jdt2m�j f 0(wm(t))w0m(t)| {z }0 am Rand djdtj#0m+2(t)���2�0+c2;m 2mXj=m+1�2m+ 1j � d2m�jdt2m�j f 0(wm(t))w0m(t)| {z }0 am Rand djdtj#0m(t)���2�0+c2;m�2m+ 1m �f 0(wm(t))w(m+1)m (t)#(m+1)m (t)���2�0= c22;m�2m+ 1m �(2�mm!)2 [f 0(2�)� f 0(0)] : (3.29)Dabei ist die Potenzreihenentwicklung#0m(t) = sinm� t2�= � t2�m + 1Xj=1 "jtm+2jund insbesondere #(m+1)m (0) = 2�mm! eingegangen.Einsetzen von (3.28) und (3.29) in (3.21) ergibtcm = B��! ��8><>: �c2;m 2�mm! [f(2�) + f(0)]c22;m (2m+ 1)!m+ 1 2�2m [f 0(2�)� f 0(0)]= 8>>>><>>>>: �c2;m Bm+1m+ 1 �m+12m [f(2�) + f(0)] : m ungeradec22;m B2m+2(m+ 1)2 �2m+222m+1 [f 0(2�)� f 0(0)] : m gerade :Auch in diesem Beispiel liefert der modi�zierte Ansatz eine schlechtere Kon-stante, denncm;modifcm;alt = 8<: m+ 2� (m+ 1)��1#m(2�) : m ungerade(m+ 2� (m+ 1)��1#m(2�))2 : m gerade



52 Substitutionsmethode
� 8>><>>: m+ 2� 2(m+ 1)��1q2�m : m ungerade�m+ 2� 2(m+ 1)��1q2�m �2 : m geradeist linear beziehungsweise quadratisch wachsend in m: Die Ursache daf�ur istwiederum in den negativen Konstanten am zu suchen, denn dies impliziertbm > 2�=#m(2�):Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen mit der sinm-Transformationaus Beispiel 3.15 und deren Modi�zierung aus Beispiel 3.16 sind den Tabellen3.11 bis 3.16 zu entnehmen. Auf die Angabe der Werte f�ur den Integrandenf(t) = 1 wurde verzichtet, denn f�ur gerade m wird dieser exakt integriert.Beispiel 3.17 Betrachte die rationale Substitutionsfunktionwp(t) = 2� [v(t)]p[v(t)]p + [v(2� � t)]p ; 0 � t � 2�; p 2 IN (3.30)mit einem Polynom v : [ 0; 2� ] ! [ 0; 2� ] bijektiv und monoton wachsend.Derartige Transformationen werden in [14] und [7] verwendet. Wegenw0p(t) = 2�p [v(t)]p�1v0(t)[v(2� � t)]p + [v(t)]pv0(2� � t)[v(2� � t)]p�1n [v(t)]p + [v(2� � t)]p o2 > 0(3.31)ist wp eine zul�assige Substitution. Falls v die Symmetrieeigenschaftv(t) = 2� � v(2� � t); 0 � t � 2�besitzt, vereinfacht sich (3.31) zuw0p(t) = (2�)2p fv(t)(2� � v(t))gp�1n [v(t)]p + [2� � v(t)]p o2 v0(t): (3.32)Die Ableitung von wp in � betr�agtw0p(�) = �pv0(�)v(�)



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 53und f�ur symmetrisches v () v(�) = �)w0p(�) = pv0(�):Das Polynom v in (3.30) soll so gew�ahlt werden, da� w0p(�) = 2 ist.Sei v linear. Wegen v(0) = 0 und v(2�) = 2� ist v dann eindeutig bestimmt,und zwar v(t) = t: In dem Fall sindwp(t) = 2� tptp + (2� � t)p ;w0p(t) = (2�)2p ft(2� � t)gp�1ftp + (2� � t)pg2 undw0p(�) = p:Sei v ein quadratisches Poynom, das hei�tv(t) = c2t2 + c1t+ c0; c2 6= 0; 0 � t � 2�:Da v(0) = 0 , 0 = c0;v(2�) = 2� , 1 = 2�c2 + c1;hat v die Gestalt v(t) = c2t2 + (1� 2�c2)t: (3.33)Da das Polynom nicht symmetrisch bez�uglich � ist, macht die Forderungw0p(�) = 2 wenig Sinn.Sei v ein kubisches Polynom. Mit den beiden Randbedingungen und derSymmetrieforderung sind drei der vier Freiheitsgrade festgelegt und damitv(t) = (�1� c)(� � t)3�2 + c(� � t) + �:Wegen w0p(�) = 2, v0(�) = 2p , c = �2pist v(t) = �2p � 1� (� � t)3�2 + 2p(t� �) + � mit p > 2: (3.34)



54 SubstitutionsmethodeF�ur sp�atere Zwecke werden die Ausdr�uckev0(0) = 3� 4p und v00(0) = 6� �2p � 1�ben�otigt.M�ochte man die numerischen Ergebnisse bei der rationalen Transformation(3.30) mit den bisherigen Beispielen vergleichen, mu� die unterschiedlicheIndizierung beachtet werden. W�ahrend w0p(t) = O (tp�1); t ! 0; verhaltensich die Funktionen w0m(t) in den Beispielen 3.13 bis 3.16 wie O (tm); t! 0:Mit � = � p : p geradep+ 1 : p ungeradegilt demnach im allgemeinen En;p = cpn�� +O(n���1): F�ur die Berechnungder Konstanten cp werden folgende Terme ben�otigtddt 2�[v(t)]p + [2� � v(t)]p ���t=0 = pv0(0)(2�)�p;dpdtp [v(t)]p ���t=0 = p![v0(0)]p;dp+1dtp+1 [v(t)]p ���t=0 = (p+ 1)!p2[v0(0)]p�1v00(0):Die letzte Gleichung l�a�t sich induktiv unter Verwendung von v(t) = O (t)beweisen. Damit ergibt sichdpdtpwp(t) ���t=0 = 2�[v(t)]p + [2� � v(t)]p dpdtp [v(t)]p ����t=0= (2�)1�pp![v0(0)]punddp+1dtp+1wp(t)���t=0= (p+ 1) dpdtp [v(t)]p ddt 2�[v(t)]p + [2� � v(t)]p ����t=0+(2�)1�p dp+1dtp+1 [v(t)]p ����t=0
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= (2�)�p(p+ 1)!8>><>>: p : v linearp�3� 4p�p+1 + 6(2� p)�3� 4p�p�1 : v kubisch= (2�)�p(p+ 1)!8>><>>: p : v linear�3� 4p�p�1�3p� 12 + 16p � : v kubisch :Einsetzen dieser Terme incp = B��! �� d��1dt��1 [ f(wp(t))w0p(t) ]����t=2�t=0ergibt f�ur gerade pcp = �Bp[f(2�) + f(0)] �2p�1 8>><>>: 1 : v linear�3� 4p�p : v kubischund f�ur ungerade pcp = �Bp+1[f(2�)+f(0)] �2p 8>><>>: p : v linear�3� 4p�p�1�3p� 12 + 16p � : v kubisch :Bei glattem Integranden ist der Fehler f�ur das kubische Polynom gr�o�er alsbeim linearen.In den Tabellen 3.21 bis 3.24 sind die Fehler f�ur f(t) = t� 23 beziehungsweisef(t) = [t(2� � t)]�1=2 dargestellt. In der letzten Zeile wurde En;pn� � cpf�ur n = 1024 beziehungsweise n = 256 eingetragen. In allen F�allen wird dieKonstante mit wachsendem p kleiner. Auch hier erweist sich der einfacheAnsatz als besser.



56 Substitutionsmethode
Tabelle 3.3: f(t) = 1;w polynomial, von Korobovm 2 3 4 5 6 7 8n4 1.5 E-03 3.5 E-03 4.7 E-04 4.4 E-04 2.0 E-04 7.2 E-05 1.1 E-048 9.6 E-05 2.2 E-04 7.5 E-06 7.9 E-06 8.6 E-07 5.4 E-07 1.4 E-0716 6.0 E-06 1.4 E-05 1.2 E-07 1.3 E-07 3.4 E-09 2.4 E-09 1.5 E-1032 3.7 E-07 8.7 E-07 1.8 E-09 2.0 E-09 1.3 E-11 9.5 E-12 1.4 E-1364 2.3 E-08 5.5 E-08 2.9 E-11 3.1 E-11 5.2 E-14 3.7 E-14 1.3 E-16128 1.5 E-09 3.4 E-09 4.5 E-13 4.9 E-13 2.0 E-16 1.5 E-16 1.3 E-19256 9.1 E-11 2.1 E-10 7.0 E-15 7.7 E-15 8.0 E-19 5.8 E-19 1.3 E-22-0.3927 0.9163 1.9628 -2.1608 -14.687 10.656 155.50cm -0.3927 0.9163 1.9635 -2.1598 -14.741 10.529 162.72

Tabelle 3.4: f(t) = 1;w polynomial so modi�ziert, da� w0(�) = 2 gilt.m 2 3 4 5 6 7 8n4 4.8 E-04 5.6 E-03 2.2 E-03 1.2 E-03 1.4 E-03 1.6 E-04 7.6 E-048 3.1 E-05 3.7 E-04 3.6 E-05 3.0 E-05 7.1 E-06 2.8 E-06 1.5 E-0616 2.0 E-06 2.3 E-05 5.7 E-07 5.2 E-07 2.9 E-08 1.5 E-08 1.7 E-0932 1.2 E-07 1.5 E-06 9.0 E-09 8.3 E-09 1.2 E-10 6.4 E-11 1.7 E-1264 7.8 E-09 9.2 E-08 1.4 E-10 1.3 E-10 4.5 E-13 2.5 E-13 1.7 E-15128 4.9 E-10 5.8 E-09 2.2 E-12 2.0 E-12 1.8 E-15 9.9 E-16 1.7 E-18256 3.0 E-11 3.6 E-10 3.4 E-14 3.2 E-14 6.9 E-18 3.9 E-18 1.6 E-210.1309 1.5446 9.6862 -8.9288 -127.50 71.531 1948.5cm 0.1309 1.5446 9.6866 -8.9292 -127.25 71.764 1956.8
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Tabelle 3.5: f(t) = et; w polynomial, von Korobovm 2 3 4 5 6 7 8n4 3.2 E-01 9.3 E-01 9.5 E-02 3.6 E-01 4.0 E-01 1.7 E-01 1.5 E-008 2.4 E-02 6.0 E-02 2.0 E-03 2.1 E-03 2.3 E-04 1.4 E-04 6.1 E-0516 1.6 E-03 3.7 E-03 3.1 E-05 3.4 E-05 9.2 E-07 6.3 E-07 3.9 E-0832 1.0 E-04 2.3 E-04 4.9 E-07 5.4 E-07 3.6 E-09 2.5 E-09 3.9 E-1164 6.3 E-06 1.5 E-05 7.7 E-09 8.4 E-09 1.4 E-11 1.0 E-11 3.5 E-14128 3.9 E-07 9.2 E-07 1.2 E-10 1.3 E-10 5.5 E-14 4.0 E-14 3.5 E-17256 2.5 E-08 5.7 E-08 1.9 E-12 2.1 E-12 2.1 E-16 1.6 E-16 3.5 E-20-105.3 245.8 526.4 -579.5 -3936.0 2880.0 42071cm -105.3 245.8 526.7 -579.4 -3954.2 2824.4 43650

Tabelle 3.6: f(t) = et; w polynomial so modi�ziert, da� w0(�) = 2 gilt.m 2 3 4 5 6 7 8n4 1.7 E-01 1.5 E-00 5.2 E-01 2.0 E-01 9.5 E-01 1.3 E-00 2.5 E-028 9.0 E-03 9.9 E-02 9.7 E-03 8.0 E-03 1.9 E-03 7.6 E-04 1.4 E-0416 5.4 E-04 6.3 E-03 1.5 E-04 1.4 E-04 7.8 E-06 4.1 E-06 4.6 E-0732 3.4 E-05 3.9 E-04 2.4 E-06 2.2 E-06 3.1 E-08 1.7 E-08 4.6 E-1064 2.1 E-06 2.5 E-05 3.8 E-08 3.5 E-08 1.2 E-10 6.8 E-11 4.5 E-13128 1.3 E-07 1.5 E-06 5.9 E-10 5.4 E-10 4.7 E-13 2.6 E-13 4.4 E-16256 8.2 E-09 9.6 E-08 9.2 E-12 8.5 E-12 1.8 E-15 1.0 E-15 4.3 E-1935.2 414.3 2598.3 -2395.5 -34092 19056 518656cm 35.1 414.3 2598.4 -2395.2 -34134 19250 524911
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Tabelle 3.7: f(t) = t� 23 ; w polynomial, von Korobovm 3 4 5 6 7 8n4 4.07 E-01 2.20 E-01 1.11 E-01 5.09 E-02 1.88 E-02 3.11 E-038 1.64 E-01 6.99 E-02 2.79 E-02 9.86 E-03 2.70 E-03 1.96 E-0416 6.55 E-02 2.21 E-02 6.96 E-03 1.93 E-03 4.04 E-04 1.22 E-0532 2.61 E-02 6.99 E-03 1.74 E-03 3.81 E-04 6.19 E-05 7.65 E-0764 1.04 E-02 2.21 E-03 4.35 E-04 7.53 E-05 9.62 E-06 4.78 E-08128 4.12 E-03 6.95 E-04 1.09 E-04 1.49 E-05 1.50 E-06 2.99 E-09256 1.63 E-03 2.19 E-04 2.72 E-05 2.96 E-06 2.36 E-07 1.87 E-10512 6.49 E-04 6.90 E-05 6.80 E-06 5.86 E-07 3.71 E-08 1.17 E-111024 2.57 E-04 2.17 E-05 1.70 E-06 1.16 E-07 5.84 E-09 7.29 E-13cm -2.657 -2.261 -1.783 -1.230 -0.622 -0.802

Tabelle 3.8: f(t) = t� 23 ; w polynomial so modi�ziert, da� w0(�) = 2 gilt.m 3 4 5 6 7 8n4 4.77 E-01 3.07 E-01 1.78 E-01 9.18 E-02 3.87 E-02 9.16 E-038 1.94 E-01 9.86 E-02 4.47 E-02 1.76 E-02 5.37 E-03 5.77 E-0416 7.76 E-02 3.14 E-02 1.12 E-02 3.42 E-03 7.86 E-04 3.61 E-0532 3.10 E-02 9.92 E-03 2.79 E-03 6.73 E-04 1.19 E-04 2.26 E-0664 1.23 E-02 3.13 E-03 6.99 E-04 1.33 E-04 1.84 E-05 1.41 E-07128 4.90 E-03 9.88 E-04 1.75 E-04 2.63 E-05 2.86 E-06 8.82 E-09256 1.94 E-03 3.11 E-04 4.37 E-05 5.21 E-06 4.48 E-07 5.51 E-10512 7.72 E-04 9.81 E-05 1.09 E-05 1.03 E-06 7.04 E-08 3.45 E-111024 3.06 E-04 3.09 E-05 2.73 E-06 2.05 E-07 1.11 E-08 2.15 E-12cm -3.162 -3.214 -2.862 -2.164 -1.180 -2.368
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Tabelle 3.9: f(t) =[ t(2� � t) ]� 12 ; w polynomial, von Korobovm 2 3 4 5 6 7n4 1.71 E-01 6.16 E-02 1.73 E-02 1.50 E-03 2.59 E-03 2.51 E-038 6.10 E-02 1.54 E-02 2.93 E-03 9.37 E-05 2.67 E-04 1.62 E-0416 2.17 E-02 3.85 E-03 5.06 E-04 5.86 E-06 2.51 E-05 1.02 E-0532 7.69 E-03 9.63 E-04 8.84 E-05 3.66 E-07 2.29 E-06 6.37 E-0764 2.72 E-03 2.41 E-04 1.55 E-05 2.29 E-08 2.05 E-07 3.98 E-08128 9.62 E-04 6.02 E-05 2.74 E-06 1.43 E-09 1.82 E-08 2.49 E-09256 3.40 E-04 1.50 E-05 4.83 E-07 8.94 E-11 1.61 E-09 1.56 E-10cm -1.3941 -0.9860 -0.5065 -0.3838 0.4322 0.6685

Tabelle 3.10: f(t) =[ t(2� � t) ]� 12 ; w polynomial so, da� w0(�) = 2 gilt.m 2 3 4 5 6 7n4 1.37 E-01 7.96 E-02 3.09 E-02 4.99 E-03 4.77 E-03 6.11 E-038 4.80 E-02 2.00 E-02 5.11 E-03 3.15 E-04 5.71 E-04 4.16 E-0416 1.69 E-02 5.00 E-03 8.71 E-04 1.97 E-05 5.66 E-05 2.65 E-0532 5.98 E-03 1.25 E-03 1.51 E-04 1.23 E-06 5.26 E-06 1.66 E-0664 2.11 E-03 3.13 E-04 2.64 E-05 7.71 E-08 4.75 E-07 1.04 E-07128 7.46 E-04 7.81 E-05 4.65 E-06 4.81 E-09 4.24 E-08 6.50 E-09256 2.64 E-04 1.95 E-05 8.20 E-07 3.01 E-10 3.75 E-09 4.06 E-10cm -1.0804 -1.2802 -0.8593 -1.2915 1.0057 1.7448
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Tabelle 3.11: f(t) = et; sinm-Transformationm 2 3 4 5 6 7 8n4 4.5 E-02 5.1 E-01 1.9 E-01 2.8 E-01 6.1 E-01 2.6 E-00 5.5 E-008 6.6 E-04 3.2 E-02 2.2 E-06 7.4 E-04 4.5 E-06 1.1 E-04 2.7 E-0416 1.0 E-05 2.0 E-03 2.0 E-09 1.1 E-05 2.2 E-12 1.4 E-07 6.3 E-1532 1.6 E-07 1.2 E-04 1.9 E-12 1.8 E-07 1.1 E-16 5.2 E-10 2.4 E-2064 2.5 E-09 7.6 E-06 1.8 E-15 2.7 E-09 6.8 E-21 2.0 E-12 9.2 E-26128 3.9 E-11 4.8 E-07 1.7 E-18 4.3 E-11 4.2 E-25 7.7 E-15 ||{256 6.0 E-13 3.0 E-08 1.7 E-21 6.7 E-13 ||{ 3.0 E-17 ||{169.9 128.3 2055 -188.4 133103 556.0 2.98 E+7cm 169.9 128.3 2107 -188.4 145111 569.4 3.29 E+7

Tabelle 3.12: f(t) = et; modi�zierte sinm-Transformationm 2 3 4 5 6 7 8n4 4.5 E-02 8.8 E-01 5.9 E-01 8.2 E-01 2.9 E-01 3.8 E-00 9.0 E-008 6.6 E-04 5.1 E-02 1.4 E-05 2.3 E-03 1.5 E-04 1.0 E-04 1.8 E-0316 1.0 E-05 3.2 E-03 1.0 E-08 3.3 E-05 3.1 E-11 6.0 E-07 4.4 E-1232 1.6 E-07 2.0 E-04 9.6 E-12 5.2 E-07 1.6 E-15 2.3 E-09 6.8 E-1964 2.5 E-09 1.2 E-05 9.4 E-15 8.0 E-09 9.8 E-20 8.8 E-12 2.6 E-24128 3.9 E-11 7.7 E-07 9.2 E-18 1.3 E-10 6.0 E-24 3.4 E-14 ||{256 6.0 E-13 4.8 E-08 8.9 E-21 2.0 E-12 ||{ 1.3 E-16 ||{169.9 205.8 10815 -551.2 1.90 E+6 2476 8.44 E+8cm 169.9 205.8 10650 -551.1 1.91 E+6 2473 8.48 E+8
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Tabelle 3.13: f(t) = t� 23 ; sinm-Transformationm 3 4 5 6 7 8n4 3.37 E-01 1.67 E-01 7.72 E-02 3.11 E-02 9.19 E-03 5.65 E-078 1.34 E-01 5.26 E-02 1.92 E-02 6.12 E-03 1.43 E-03 3.40 E-1316 5.31 E-02 1.66 E-02 4.79 E-03 1.21 E-03 2.24 E-04 |||32 2.11 E-02 5.22 E-03 1.20 E-03 2.40 E-04 3.53 E-05 |||64 8.36 E-03 1.64 E-03 2.99 E-04 4.76 E-05 5.56 E-06 |||128 3.32 E-03 5.18 E-04 7.48 E-05 9.45 E-06 8.71 E-07 |||256 1.32 E-03 1.63 E-04 1.87 E-05 1.88 E-06 1.38 E-07 |||512 5.22 E-04 5.14 E-05 4.67 E-06 3.72 E-07 2.17 E-08 |||1024 2.07 E-04 1.62 E-05 1.17 E-06 7.39 E-08 3.42 E-09 |||cm -2.1394 -1.6829 -1.2246 -0.7809 -0.3645 |||

Tabelle 3.14: f(t) = t� 23 ; modi�zierte sinm-Transformationm 3 4 5 6 7 8n4 3.95 E-01 2.20 E-01 1.11 E-01 4.83 E-02 1.55 E-02 1.05 E-038 1.57 E-01 6.90 E-02 2.75 E-02 9.42 E-03 2.34 E-03 3.24 E-0816 6.21 E-02 2.17 E-02 6.86 E-03 1.86 E-03 3.67 E-04 9.36 E-1432 2.47 E-02 6.84 E-03 1.71 E-03 3.69 E-04 5.76 E-05 |||64 9.78 E-03 2.15 E-03 4.28 E-04 7.32 E-05 9.07 E-06 |||128 3.88 E-03 6.78 E-04 1.07 E-04 1.45 E-05 1.43 E-06 |||256 1.54 E-03 2.14 E-04 2.68 E-05 2.88 E-06 2.25 E-07 |||512 6.12 E-04 6.73 E-05 6.69 E-06 5.72 E-07 3.54 E-08 |||1024 2.43 E-04 2.12 E-05 1.67 E-06 1.13 E-07 5.58 E-09 |||cm -2.5047 -2.2052 -1.7529 -1.1993 -0.5939 |||
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Tabelle 3.15: f(t) =[ t(2� � t) ]� 12 ; sinm-Transformationm 2 3 4 5 6 7n4 1.42 E-01 4.48 E-02 1.03 E-02 1.42 E-07 1.79 E-03 1.24 E-038 5.00 E-02 1.11 E-02 1.80 E-03 1.84 E-16 1.54 E-04 7.42 E-0516 1.77 E-02 2.78 E-03 3.17 E-04 ||| 1.35 E-05 4.59 E-0632 6.25 E-03 6.96 E-04 5.61 E-05 ||| 1.19 E-06 2.86 E-0764 2.21 E-03 1.74 E-04 9.91 E-06 ||| 1.05 E-07 1.79 E-08128 7.81 E-04 4.35 E-05 1.75 E-06 ||| 9.31 E-09 1.12 E-09256 2.76 E-04 1.09 E-05 3.10 E-07 ||| 8.23 E-10 7.00 E-11cm -1.1312 -0.7123 -0.3247 ||| 0.2209 0.3002

Tabelle 3.16: f(t) =[ t(2� � t) ]� 12 ; modi�zierte sinm-Transformationm 2 3 4 5 6 7n4 1.42 E-01 5.70 E-02 1.56 E-02 1.54 E-05 3.41 E-03 2.41 E-038 5.00 E-02 1.41 E-02 2.71 E-03 1.85 E-11 2.95 E-04 1.56 E-0416 1.77 E-02 3.53 E-03 4.76 E-04 ||| 2.58 E-05 9.60 E-0632 6.25 E-03 8.81 E-04 8.41 E-05 ||| 2.27 E-06 5.97 E-0764 2.21 E-03 2.20 E-04 1.48 E-05 ||| 2.01 E-07 3.73 E-08128 7.81 E-04 5.51 E-05 2.63 E-06 ||| 1.77 E-08 2.32 E-09256 2.76 E-04 1.38 E-05 4.65 E-07 ||| 1.57 E-09 1.45 E-10cm -1.1312 -0.9023 -0.4871 ||| 0.4206 0.6239



3.2 Beispiele von Substitutionsfunktionen 63
Tabelle 3.17: f(t) = 1; v linearp 3 4 5 6 7 8 9n4 5.2 E-04 8.8 E-03 6.2 E-02 2.1 E-01 4.8 E-01 8.8 E-01 1.4 E-008 1.9 E-05 6.7 E-06 3.5 E-05 5.0 E-04 3.1 E-03 1.2 E-02 3.2 E-0216 1.2 E-06 4.0 E-07 1.4 E-09 1.1 E-09 6.5 E-08 1.1 E-06 9.1 E-0632 7.5 E-08 2.5 E-08 2.2 E-11 4.3 E-12 1.0 E-14 5.9 E-15 3.6 E-1364 4.7 E-09 1.6 E-09 3.4 E-13 6.8 E-14 3.9 E-17 5.3 E-18 7.3 E-21128 2.9 E-10 9.8 E-11 5.3 E-15 1.1 E-15 1.5 E-19 2.1 E-20 7.1 E-24256 1.8 E-11 6.1 E-12 8.5 E-17 2.1 E-17 5.3 E-22 8.1 E-23 ||{0.0785 0.0262 -0.0234 -0.0047 0.0109 0.0015 0.0081cp 0.0785 0.0262 -0.0234 -0.0047 0.0115 0.0016 0.0084
Tabelle 3.18: f(t) = 1; v kubischp 3 4 5 6 7 8 9n4 7.0 E-04 1.7 E-03 6.3 E-04 2.5 E-03 5.8 E-03 1.0 E-02 1.4 E-028 4.2 E-05 1.0 E-04 2.7 E-06 2.9 E-06 3.9 E-07 1.0 E-06 2.4 E-0616 2.6 E-06 6.4 E-06 4.1 E-08 4.5 E-08 9.1 E-10 5.8 E-10 2.7 E-1132 1.6 E-07 4.0 E-07 6.3 E-10 7.0 E-10 3.5 E-12 2.3 E-12 2.5 E-1464 1.0 E-08 2.5 E-08 9.9 E-12 1.1 E-11 1.3 E-14 8.9 E-15 2.5 E-17128 6.3 E-10 1.6 E-09 1.5 E-13 1.7 E-13 4.9 E-17 3.5 E-17 2.4 E-20256 3.9 E-11 9.8 E-11 2.4 E-15 2.7 E-15 1.9 E-19 1.4 E-19 2.3 E-230.1697 0.4189 -0.6797 -0.7551 3.5020 2.4951 -28.328cp 0.1697 0.4189 -0.6790 -0.7547 3.7886 2.4967 -28.376
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Tabelle 3.19: f(t) = et; v linearp 3 4 5 6 7 8 9n4 7.0 E-01 2.3 E+00 1.4 E+01 5.9 E+01 1.2 E+02 1.8 E+02 2.2 E+028 5.1 E-03 1.6 E-03 9.1 E-02 6.9 E-01 1.6 E+00 9.0 E-01 4.4 E+0016 3.2 E-04 1.1 E-04 5.6 E-07 2.3 E-05 1.9 E-04 1.6 E-03 2.2 E-0232 2.0 E-05 6.7 E-06 5.8 E-09 1.2 E-09 6.3 E-12 1.7 E-10 8.5 E-0964 1.3 E-06 4.2 E-07 9.1 E-11 1.8 E-11 1.1 E-14 1.5 E-15 3.9 E-16128 7.8 E-08 2.6 E-08 1.4 E-12 2.9 E-13 4.3 E-17 6.0 E-18 1.9 E-21256 4.9 E-09 1.6 E-09 2.3 E-14 4.5 E-15 1.7 E-19 2.3 E-20 1.9 E-2421.068 7.0225 -6.3750 -1.2549 3.0542 0.4302 -2.2607cp 21.068 7.0227 -6.2702 -1.2540 3.0724 0.4389 -2.2445
Tabelle 3.20: f(t) = et; v kubischp 3 4 5 6 7 8 9n4 2.3 E-01 9.3 E-01 1.5 E+00 1.4 E+00 1.5 E+00 7.6 E+00 1.6 E+018 1.2 E-02 2.8 E-02 6.9 E-04 1.4 E-03 3.5 E-03 6.3 E-03 1.4 E-0316 7.0 E-04 1.7 E-03 1.1 E-05 1.2 E-05 2.4 E-07 1.5 E-07 1.5 E-0832 4.4 E-05 1.1 E-04 1.7 E-07 1.9 E-07 9.3 E-10 6.1 E-10 6.8 E-1264 2.7 E-06 6.7 E-06 2.7 E-09 2.9 E-09 3.6 E-12 2.4 E-12 7.0 E-15128 1.7 E-07 4.2 E-07 4.1 E-11 4.6 E-11 1.4 E-14 9.3 E-15 6.5 E-18256 1.1 E-08 2.6 E-08 6.5 E-13 7.2 E-13 5.5 E-17 3.6 E-17 6.3 E-2145.519 112.36 -182.27 -202.52 1014.9 669.47 -7609.6cp 45.517 112.36 -182.14 -202.38 1016.3 669.73 -7611.8
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Tabelle 3.21: f(t) = t� 23 ; v linearp 4 5 6 7 8 9n4 1.32 E-01 4.04 E-02 7.74 E-03 5.37 E-02 1.16 E-01 2.01 E-018 5.18 E-02 1.43 E-02 3.56 E-03 5.49 E-04 8.18 E-04 2.80 E-0316 2.04 E-02 4.47 E-03 9.00 E-04 1.56 E-04 1.90 E-05 1.01 E-0632 8.04 E-03 1.40 E-03 2.25 E-04 3.13 E-05 3.12 E-06 3.30 E-0864 3.18 E-03 4.41 E-04 5.63 E-05 6.24 E-06 5.01 E-07 2.06 E-09128 1.26 E-03 1.39 E-04 1.41 E-05 1.24 E-06 7.96 E-08 1.29 E-10256 5.00 E-04 4.37 E-05 3.52 E-06 2.46 E-07 1.26 E-08 8.06 E-12512 1.98 E-04 1.38 E-05 8.80 E-07 4.89 E-08 1.99 E-09 5.03 E-131024 7.87 E-05 4.34 E-06 2.20 E-07 9.71 E-09 3.13 E-10 3.15 E-14cp -0.8125 -0.4511 -0.2307 -0.1027 -0.0334 0.0346
Tabelle 3.22: f(t) = t� 23 ; v kubischp 4 5 6 7 8 9n4 3.29 E-01 1.70 E-01 7.92 E-02 3.12 E-02 8.79 E-03 6.08 E-048 1.29 E-01 5.30 E-02 1.97 E-02 6.22 E-03 1.35 E-03 1.06 E-0416 5.10 E-02 1.66 E-02 4.91 E-03 1.25 E-03 2.25 E-04 6.47 E-0632 2.02 E-02 5.22 E-03 1.23 E-03 2.49 E-04 3.63 E-05 4.02 E-0764 8.01 E-03 1.64 E-03 3.07 E-04 4.95 E-05 5.80 E-06 2.51 E-08128 3.18 E-03 5.17 E-04 7.66 E-05 9.84 E-06 9.19 E-07 1.57 E-09256 1.26 E-03 1.63 E-04 1.92 E-05 1.95 E-06 1.45 E-07 9.81 E-11512 5.00 E-04 5.12 E-05 4.79 E-06 3.88 E-07 2.29 E-08 6.13 E-121024 1.98 E-04 1.61 E-05 1.20 E-06 7.70 E-08 3.61 E-09 3.83 E-13cp -2.0473 -1.6785 -1.2558 -0.8139 -0.3844 0.4212
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Tabelle 3.23: f(t) =[ t(2� � t) ]� 12 ; v linearp 3 4 5 6 7 8n4 5.71 E-02 9.94 E-03 2.39 E-03 1.51 E-02 4.08 E-02 8.53 E-028 1.98 E-02 2.60 E-03 2.28 E-04 2.38 E-05 1.39 E-04 5.73 E-0416 6.96 E-03 6.51 E-04 4.23 E-05 3.81 E-07 6.89 E-07 1.52 E-0732 2.45 E-03 1.63 E-04 7.63 E-06 2.38 E-08 5.89 E-08 7.94 E-0964 8.63 E-04 4.07 E-05 1.36 E-06 1.49 E-09 5.12 E-09 4.96 E-10128 3.05 E-04 1.02 E-05 2.42 E-07 9.31 E-11 4.27 E-10 3.10 E-11256 1.08 E-04 2.54 E-06 4.29 E-08 5.82 E-12 3.77 E-11 1.94 E-12cp -0.4413 -0.1667 -0.0449 0.0250 0.0101 0.0083
Tabelle 3.24: f(t) =[ t(2� � t) ]� 12 ; v kubischp 3 4 5 6 7 8n4 1.21 E-01 4.19 E-02 9.34 E-03 8.35 E-04 2.07 E-03 5.51 E-048 4.23 E-02 1.04 E-02 1.72 E-03 4.91 E-05 1.80 E-04 8.02 E-0516 1.49 E-02 2.61 E-03 3.10 E-04 3.02 E-06 1.51 E-05 4.98 E-0632 5.25 E-03 6.51 E-04 5.53 E-05 1.88 E-07 1.30 E-06 3.11 E-0764 1.86 E-03 1.63 E-04 9.82 E-06 1.17 E-08 1.14 E-07 1.94 E-08128 6.56 E-04 4.07 E-05 1.74 E-06 7.32 E-10 9.98 E-09 1.21 E-09256 2.32 E-04 1.02 E-05 3.08 E-07 4.56 E-11 8.72 E-10 7.57 E-11cp -0.9491 -0.6667 -0.3230 0.1960 0.2341 0.3256



Kapitel 4Eine singul�areIntegralgleichungIn diesem Kapitel wird eine Integralgleichung zweiter Art behandelt, derenKern im Rechteck ] 0; 2�[�] 0; 2�[ stetig ist und in den vier Ecken Singu-larit�aten von einer speziellen Form aufweist. Mit C[0; 2�] werden hier diestetigen, 2�-periodischen Funktionen bezeichnet.4.1 Existenz und EindeutigkeitBetrachte die Gleichung zweiter Art'(t)� Z 2�0 K(t; �) ['(�)� '(0)] d� + 
(t)'(0) = f(t); 0 � t � 2� (4.1)bei gegebenen f; 
 2 C[ 0; 2� ] und Kern K mit Singularit�aten in den 4 Eckendes Rechtecks. Zur Vereinfachung der Notation wird ab sofort nur noch voneiner Singularit�at im Nullpunkt ( das hei�t t = � = 0 ) ausgegangen.An den Kern werden die folgenden Voraussetzungen gestelltK(t; �) = L(t; �) +M(t; �)mit� M 2 C ([ 0; 2� ]� [ 0; 2� ]) ;



68 Eine singul�are Integralgleichung� L 2 C (] 0; 2� ]�] 0; 2� ]) ;� L � 0 oder L � 0;� L hat Tr�ager in [ 0; 1]� [ 0; 1]:Weiterhin existiere eine beschr�ankte, stetig di�erenzierbare Funktionk : [ 0;1[! [ 0;1[mit beschr�ankter Ableitung k0 undk(0) = 0;k(s) = O �1s� ; s!1;jL(t; �)j � 1� k� t� � f�ur � > 0; (4.2)Z 10 k(s)s ds < 1: (4.3)Bemerkung 4.1 Die Voraussetzung an den Tr�ager von L stellt keine we-sentliche Einschr�ankung dar. Die gew�unschte Eigenschaft ist durch Multipli-kation von L mit einer geeigneten Abschneidefunktion erreichbar. Die Auf-spaltung K = L +M ist anschlie�end zu modi�zieren.Die Integralgleichung (4.1) hat die Gestalt'� A'� B' = f (4.4)mit den Integraloperatoren(A')(t) := Z 2�0 L(t; �) ['(�)� '(0)] d�; (4.5)(B')(t) := Z 2�0 M(t; �) ['(�)� '(0)] d� + 
(t)'(0): (4.6)Mit der Norm k'k1;0 := max0�t�2� j'(t)� '(0)j+ j'(0)jwird C[ 0; 2� ] ein Banachraum, denn wegenk'k1;0 � 3k'k1 � 3k'k1;0ist diese zur gew�ohnlichen Supremumsnorm �aquivalent.



4.1 Existenz und Eindeutigkeit 69Satz 4.2 Der durch (4.5) erkl�arte Operator A hat die AbbildungseigenschaftA : C[ 0; 2� ]! C[ 0; 2� ] und ist beschr�ankt durchkAk1;0 � Z 10 k(s)s ds < 1:Beweis: Seien  2 C[ 0; 2� ] und " > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeitvon  in 0 und (4.3) existiert ein � 2] 0; 2� [ , so da�2 max0���� j (�)�  (0)j Z 10 k(s)s ds < "2 : (4.7)Da L auf [ 0; 2� ]� [ �; 2� ] gleichm�a�ig stetig ist, gibt es zu � und " ein � > 0,so da� k k1;0 Z 2�� jL(t1; �)� L(t2; �)j d� < "2 (4.8)f�ur jt1 � t2j < �: W�ahle t1; t2 2 [ 0; 2� ] mit jt1 � t2j < �: Dann giltj(A )(t2)� (A )(t1)j= ����Z 2�0 [L(t2; �)� L(t1; �)] ( (�)�  (0)) d� ����� �Z �0 + Z 2�� � jL(t2; �)� L(t1; �)j j (�)�  (0)j d�� max0���� j (�)�  (0)j Z �0 (jL(t1; �)j+ jL(t2; �)j) d�+k k1;0 Z 2�� jL(t1; �)� L(t2; �)j d� (4.9)Wegen k(0) = 0 und (4.2) ist L(0; �) = 0; � > 0 und damit (A )(0) = 0:Falls t > 0, l�a�t sich mit den Voraussetzungen (4.2) und (4.3)Z �0 jL(t; �)j d� � Z �0 1t k� t�� d�= Z 1t=� k(s)s ds� Z 10 k(s)s ds



70 Eine singul�are Integralgleichungfolgern und erh�alt damit aus (4.9)j(A )(t2)� (A )(t1)j� 2 max0���� j (�)�  (0)j Z 10 k(s)s ds+ k k1;0 Z 2�� jL(t1; �)� L(t2; �)j d�� "2 + "2 = ":In der letzten Absch�atzung sind die Wahl von � und � gem�a� (4.7) und(4.8) eingegangen. Damit ist die Stetigkeit von A gezeigt. Es verbleibt derNachweis der Beschr�anktheit von A.Sei  2 C[ 0; 2� ]: F�ur 0 < t � 2� giltj(A )(t)j � Z 2�0 1� k� t�� j (�)�  (0)j d�� k k1;0 Z 2�0 1� k� t�� d�� k k1;0 Z 10 k(s)s dsund (A )(0) = 0:Also kA k1;0 � k k1;0 Z 10 k(s)s dsund damit kAk1;0 � Z 10 k(s)s ds < 1:Die Voraussetzung Z 10 k(s)s ds < 1ist demnach wegen Satz 2.1 (Neumannsche Reihe) hinreichend f�ur die Exi-stenz und Beschr�anktheit des Operators (I � A)�1: B : C[0; 2�] ! C[0; 2�]ist als Integraloperator mit stetigem Kern kompakt. Auf die zu(I � A�B)' = f



4.2 Ein Nystr�om {Verfahren 71�aquivalente Gleichung'� (I � A)�1B' = (I � A)�1fl�a�t sich die Riesz-Theorie anwenden. Falls (I�A�B)' = 0 nur die trivialeL�osung ' = 0 besitzt, dann hat die inhomogene Gleichung(I � A�B)' = ff�ur jedes f 2 C[0; 2�] genau eine L�osung ' 2 C[0; 2�]:4.2 Ein Nystr�om{VerfahrenEine M�oglichkeit die Gleichung (4.4) n�aherungsweise zu l�osen, besteht darin,die Integrale durch Quadraturformeln zu approximieren. Dabei werden dieIntegrale in (4.5) und (4.6) durch die Quadraturformel (3.12) ersetzt. F�urden Rest des Kapitels werden von wp die Eigenschaften aus De�nition 3.9gefordert.F�ur n 2 IN ist 'n so zu bestimmen, da� f�ur 0 � t � 2� gilt'n(t)� �n 2n�1Xj=1 �(n)j K(t; s(n)j ) h'n(s(n)j )� 'n(0)i+ 
(t)'n(0) = f(t):(4.10)Sei 'n eine L�osung von (4.10). Dann erf�ullen die Werte'(i)n := 'n(s(n)i ); i = 1; : : : ; 2n� 1;'(0)n := 'n(0)das lineare Gleichungssystem'(i)n � �n 2n�1Xj=1 �(n)j K(s(n)i ; s(n)j ) �'(j)n � '(0)n �+ 
(s(n)i )'(0)n = f(s(n)i );i = 0; : : : ; 2n� 1: (4.11)



72 Eine singul�are IntegralgleichungUmgekehrt erh�alt man mit einer L�osung '(0)n ; : : : ; '(2n�1)n des Gleichungssy-stems (4.11) mittels'n(t) := f(t) + �n 2n�1Xj=1 �(n)j K(t; s(n)j ) �'(j)n � '(0)n �� 
(t)'(0)neine L�osung von (4.10), denn 'n(s(n)i ) (4:11)= '(i)n :Das Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis, da� unter geeigneten Voraus-setzungen die Folge der "N�aherungsl�osungen\ ('n) gegen die eindeutig be-stimmte L�osung der urspr�unglichen Gleichung konvergiert.Dazu werden die OperatorenAn' = Qn;p ( L(t; :)'(:) ) und Bn' = Qn;p (M(t; :)'(:) ) +
'(0)eingef�uhrt. Gleichung (4.10) erh�alt die Form'n � An'n � Bn'n = f (4.12)mit den Operatoren(An')(t) := �n 2n�1Xj=1 �(n)j L(t; s(n)j ) [ '(s(n)j )� '(0) ]; (4.13)(Bn')(t) := �n 2n�1Xj=1 �(n)j M(t; s(n)j ) [ '(s(n)j )� '(0) ] �
(t)'(0):(4.14)F�ur den Konvergenzbeweis sind weitere Voraussetzungen an die Regularit�atder Kerne notwendig.� L sei bez�uglich der zweiten Variablen 2q + 1 mal di�erenzierbar. Diesepartiellen Ableitungen seien stetig f�ur t+ � > 0:� F�ur j = 0; : : : ; 2q + 1 seien kj : [0;1[! [0;1[ stetige Funktionen so,da� gilt kj(s) = O �1s� ; s!1;��� @j@� jL(t; �)��� � 1� j+1kj � t� � f�ur � > 0:
9>>>>=>>>>; (4.15)



4.2 Ein Nystr�om {Verfahren 73� M sei bez�uglich der zweiten Variablen 2q+1 mal di�erenzierbar. Diesepartiellen Ableitungen seien stetig auf [0; 2�]� [0; 2�]:Insbesondere bleiben die kj durch Konstanten Kj nach oben beschr�ankt.DaM stetig ist und nach Korollar 3.11 die Folge (Qn;p')n2IN f�ur ' 2 C[0; 2�]konvergiert, besagt Theorem 12.8 in [15], da� (Bn)n2IN kollektiv kompakt istund punktweise gegen B konvergiert, das hei�tkB'� Bn'k1 ! 0; n!1 f�ur ' 2 C[0; 2�]:Um f�ur die Operatoren An ein �ahnliches Konvergenzresultat zu beweisen,werden die beiden nachfolgenden Lemmata ben�otigt.Lemma 4.3 Sei '�'(0) 2 S2q+1;�+1 mit 0 < � < 1 und �p � 2q+1: Danngibt es eine Konstante C > 0 so, da�k(A� An)'k1 � Cn2q+1 k'� '(0)k2q+1;�+1:Beweis: Sei t 2 [0; 2�] beliebig. Abzusch�atzen ist(A')(t)� (An')(t) = En;p(g(t; :))mit g(t; �) := L(t; �)['(�)� '(0)]:Um Satz 3.10 anwenden zu k�onnen, ist g(t; :) 2 S2q+1;� nachzuweisen.Betrachte f�ur m = 0; : : : ; 2q + 1Im := Z 2�0 [ �(2� � �) ]m�� ��� @m@�m g(t; �)��� d�:Zusammen mit der Leibniz-Formel ergibt sichIm � mXj=0 �mj �Z 2�0 [ �(2� � �) ]m�� ��� @j@� jL(t; �)������ @m�j@�m�j ['(�)� '(0)]��� d�� (2�)m+1 mXj=0 �mj �Z 2�0 n � j+1��� @j@� jL(t; �)���| {z }�Kj [ �(2� � �) ]m�j�(�+1)� ���['(�)� '(0)](m�j)���o d�� (2�)m+1 mXj=0 �mj �Kjk'� '(0)k2q+1;�+1;



74 Eine singul�are Integralgleichungalso Im � Ck'� '(0)k2q+1;�+1 f�ur m = 0; : : : ; 2q + 1 (4.16)mit C = (2�)2q+222q+1 maxj=0;:::;2q+1Kj:Die rechte Seite in (4.16) ist unabh�angig von m; also g(t; :) 2 S2q+1;�. Satz3.10 liefert j(A')(t)� (An')(t)j � Cn2q+1 k'� '(0)k2q+1;�+1mit einer von t unabh�angigen Konstante C: Da t 2 [0; 2�] beliebig gew�ahltwar, ist kA'� An'k1 � Cn2q+1 k'� '(0)k2q+1;�+1:Lemma 4.4 Sei 0 < � < 1: Unter den generellen Voraussetzungen an wgibt es ein positives C = C(p; q) so, da��n 2n�1Xj=1 �(n)j jL(t; s(n)j )j � Z 10 k(s)s ds+ Ct�n2q+1 (4.17)f�ur alle 0 < t � 2�; n 2 IN und q mit �p � 2q + 1:Beweis: Zun�achst wird die UngleichungkL(t; :)k2q+1;� � Ct� ; 0 < t � 2� (4.18)gezeigt.F�ur j = 1; : : : ; 2q + 1 wird mit der Voraussetzung (4.15) und einer Substitu-tion s = t� Z 2�0 [ �(2� � �) ]j�� ��� @j@� jL(t; �)��� d�� (2�)j�� 1t� Z 2�0 � t� �� kj � t� � d��� (2�)2q+1�� 1t� Z 10 kj(s)s1�� ds� Ct� (4.19)



4.2 Ein Nystr�om {Verfahren 75abgesch�atzt. Da L au�erhalb von [0; 1] � [0; 1] verschwindet, ergibt sich f�urj = 0 ebenfalls die erforderliche Ungleichung, dennZ 2�0 [ �(2� � �) ]�� jL(t; �)j d� � (2� � 1)�� Z 10 ���jL(t; �)j d�� Ct� : (4.20)(4.19) und (4.20) liefern (4.18).Nach Voraussetzung wechselt L das Vorzeichen nicht und die Gewichte �(n)jsind positiv. Also gilt�n 2n�1Xj=1 �(n)j ���L(t; s(n)j )��� = �n �����2n�1Xj=1 �(n)j L(t; s(n)j )������ ����Z 2�0 L(t; �) d� ��� + ���En;p(L(t; :))����� Z 10 k(s)s ds+ Ct�n2q+1 :Aufgrund der Singularit�at des Kerns K im Nullpunkt und weil die rechteSeite in (4.17) mit t ! 0 gegen 1 strebt, m�ussen die Operatoren An bei 0gegl�attet werden.W�ahle g : [0;1[! [0;1[ stetig, so da�g(s) = � 1 : s � 10 : s � 12 :F�ur festes r 2 IN betrachte die Operatoren An;r gem�a�(An;r')(t) := gn;r(t)(An')(t) mit gn;r(t) := g� ts(n)r � :Anstatt (I�An�Bn)'n = f wird nun (I�An;r�Bn)' = f gel�ost. Das dazu-geh�orige Gleichungssystem unterscheidet sich von (4.11) durch Vernachl�assi-gung der St�utzstellen s(n)1 ; : : : ; s(n)r�1: Im Fall r = 1 bleibt das Gleichungssy-stem unver�andert.Nun zum eigentlichen Konvergenzresultat.



76 Eine singul�are IntegralgleichungSatz 4.5 Sei I � A � B injektiv. Es gibt ein r 2 IN so, da� f�ur hinrei-chend gro�e n die Operatoren I � An;r � Bn invertierbar und die Inversengleichm�a�ig beschr�ankt sind. F�ur die L�osungen von'� A'� B' = fund 'n � An;r'n � Bn'n = fgilt die Fehlerabsch�atzungk'n � 'k1 � Cn2q+1 k'� '(0)k2q+1;�+1mit einer Konstanten C, vorausgesetzt ' � '(0) 2 S2q+1;�+1 mit den Para-metern 0 < � < 1; �p � 2q + 1:Beweis: Es sind die Voraussetzungen von Theorem 10.8 und Problem 10.3in [15] zu �uberpr�ufen. Wie bereits erw�ahnt, ist (Bn)n2IN kollektiv kompaktund konvergiert auf C[0; 2�] punktweise gegen den kompakten Operator B:I �A ist ein beschr�ankter, linearer und beschr�ankt invertierbarer Operator.F�ur die Existenz und gleichm�a�ige Beschr�anktheit von (I �An;r �Bn)�1 istnur noch nachzuweisen, da�1. (I � An;r)�1 f�ur hinreichend gro�e n existiert und gleichm�a�ig be-schr�ankt ist.2. (I � An;r)'! (I � A)'; n!1 f�ur alle ' 2 C[0; 2�]:W�ahle � := (2q + 1)=p: Nach Lemma 4.4 giltj(An;r')(t)� (An;r')(0)j� jgn;r(t)j �n 2n�1Xj=1 �(n)j jL(t; s(n)j )j j'(s(n)j )� '(0)j� k'k1;0 jgn;r(t)j �Z 10 k(s)s ds+ C(p; q)t�n2q+1�� k'k1;0 24Z 10 k(s)s ds+ C(p; q) s(n)r2 !�� n�(2q+1)35



4.2 Ein Nystr�om {Verfahren 77und damit wegen (3.14)kAn;rk1;0 � Z 10 k(s)s ds+ C(p; q; �)(s(n)r )�n2q+1� Z 10 k(s)s ds| {z }<1 + C(p; q; �)r2q+1| {z }!0; r!1 :Die letzte Absch�atzung unterscheidet sich von der gleichartigen in [7] da-durch, da� der zweite Summand f�ur r = 1 und n ! 1 nicht nach 0 strebt,sondern lediglich unabh�angig von n ist. Wie bereits erw�ahnt, beruht diesesschlechtere Resultat darauf, da� die in [7] vorgeschlagene Modi�zierung beider Wahl der Parameter, das hei�t 2q + 1 > �p > 2q; nicht m�oglich ist.Somit existiert ein r 2 IN so, da� f�ur n > r giltkAn;rk1;0 � C < 1: (4.21)Der Satz �uber die Neumannsche Reihe liefert Teil 1. Als n�achstes soll mitdem Satz von Banach-Steinhausk(An;r � A)'k1;0 ! 0; n!1 f�ur alle ' 2 C[0; 2�] (4.22)gezeigt werden. Aus(An;r � A)' = gn;r(An � A)'+ (gn;r � 1)A'und 0 � gn;r(t) � 1; (A')(0) = 0folgert mank(An;r � A)'k1;0 � k(An � A)'k1;0 + sup0�t�s(n)r j(A')(t)j: (4.23)F�ur Polynome  mit  (0) =  (2�) und 0 < � < 1 gilt nach Lemma 4.4k(An � A) k1;0 � Cn2q+1 k �  (0)k2q+1;�+1:Der zweite Summand in (4.23) konvergiert wegen s(n)r ! 0; n ! 1;der Stetigkeit von A' und (A')(0) = 0 ebenfalls gegen Null. Demnach ist



78 Eine singul�are Integralgleichungdas in (4.22) angegebene Konvergenzverhalten auf einem dichten Teilraumvon C[0; 2�] erf�ullt. Zusammen mit (4.21) liefert dies Aussage (4.22).Es verbleibt der Beweis der Fehlerabsch�atzung. Sei n > r:'n � ' = (I � An;r � Bn)�1f � '= (I � An;r � Bn)�1(An;r +Bn � A�B)'und damitk'n � 'k1;0� Chk(An;r � A)'k1;0 + k(Bn �B)'k1;0i� Chk(An � A)'k1;0 + sup0�t�s(n)r j(A')(t)j+ k(Bn � B)'k1 i :Die drei Fehleranteile sind abzusch�atzen. Nach Lemma 4.3 gilt f�ur den erstenSummanden k(An � A)'k1;0 � Cn2q+1 k'� '(0)k2q+1;�+1:Da der Kern von B ebenfalls beschr�ankte partielle Ableitungen nach derzweiten Variablen besitzt, l�a�t sich Lemma 4.3 auch auf den dritten Termanwenden. Unter Verwendung von (2.5) erh�alt der zweite Summand ebenfallsdie gew�unschte Form, dennj(A')(t)j � Z 2�0 jL(t; �)j j'(�)� '(0)j d�� k'� '(0)k2q+1;�+1 Z 2�0 [ �(2� � �) ]� jL(t; �)j d�� (2�)� k'� '(0)k2q+1;�+1 Z 2�0 k� t�� ���1 d�� k'� '(0)k2q+1;�+1t� Z 10 k(s)s�+1 dsund sup0�t�s(n)r j(A')(t)j � C(s(n)r )�k'� '(0)k2q+1;�+1� Cn2q+1 k'� '(0)k2q+1;2�+1:



4.2 Ein Nystr�om {Verfahren 79Die in den Absch�atzungen auftretenden Konstanten sind, obgleich stets mitC bezeichnet, im allgemeinen verschieden.Abschlie�end sei nochmals auf die Arbeit von Elliott und Pr�o�dorf [7] hin-gewiesen. Dort wird unter leicht abgeschw�achten Voraussetzungen an denKern eine Integralgleichung vom Mellin-Typ behandelt. F�ur die technischeDurchf�uhrung der Beweise sind hier einige Ideen aus [7] �ubernommen worden.Die im skalaren Fall durchgef�uhrte Analysis ist auch auf vektorielle Probleme�ubertragbar. Unter C[0; 2�] sind dann vektorwertige 2�-periodische stetigeFunktionen zu verstehen. F�ur die Standardabsch�atzung der Integrale trittanstelle jK(t; �)j nun die MatrixnormkK(t; �)k1;IRd�d = maxi=1;:::;d dXj=1 jKij(t; �)jund die k:k1;0-Norm von ' 2 C[0; 2�] ist durchk'k1;0 := maxi=1;:::;d � max0�x�2� j'i(x)� 'i(0)j+ j'i(0)j�erkl�art.Da Konvergenz in der neuen Normmit komponentenweiser Konvergenz gleich-bedeutend ist, wird in Kapitel 5 von den hier erzielten Resultaten stillschwei-gend Gebrauch gemacht.



Kapitel 5Die Elastizit�atsgleichung
G
x0 �-n(y)y Sei G � IR2 ein beschr�anktes Gebiet der-art, da� IR2nG zusammenh�angend ist. DerRand @G = � von G sei mit Ausnahmeeiner Ecke x0 C2-glatt. F�ur den Innenwin-kel 
 bei x0 gelte 0 < 
 < 2�; 
 6= �: F�ureinen Randpunkt y wird mit n(y) die nachau�en weisende Normale bezeichnet.

5.1 Formulierung der RandwertproblemeInneres DirichletproblemGegeben sind �; � 2 IR+ und f 2 C(�): Gesucht wird ein aus zwei Kom-ponenten bestehendes Vektorfeld u 2 C2(G) \ C(G) als L�osung der Elasti-zit�atsgleichung �4u+ (�+ �) grad div u = 0 in G (5.1)mit der Randbedingung u = f auf �: (5.2)



5.2 Zur Eindeutigkeit beim inneren Dirichletproblem 81Desweiteren ist, soweit f�ur den Existenzbeweis notwendig, das �au�ere Neu-mannproblem zu betrachten.�Au�eres NeumannproblemGegeben sind �; � 2 IR+; a1 2 IR2 und g 2 C(�): Gesucht wird ein Vektor-feld u 2 C2(IR2 nG)\C(IR2nG) so, da� neben der Di�erentialgleichung (5.1)in IR2 nG noch die RandbedingungNun = g auf � (5.3)und die Ausstrahlungsbedingungenu(x)� a1 ln(x) = O (1); 5u(x) = O (jxj�1); jxj ! 1 (5.4)erf�ullt werden. Dabei ist (5.3) in dem Sinnlimh!0;h>0Nu(x + hn(x))n(x) = g(x); x 2 � n fx0gzu verstehen.5.2 Zur Eindeutigkeit beim inneren Dirich-letproblemF�ur die Eindeutigkeitsbeweise werden die nachfolgenden Lemmata ben�otigt.Hierzu sind die Bezeichnungen G" und �" einzuf�uhren, wobei
x0 �" G" G" := fx 2 G : jx� x0j > "g;�" := fx 2 G : jx� x0j = "g:Lemma 5.1 Sei g 2 C(G"1): Dann istf(") := ZG" g(x) dx; " > "1di�erenzierbar mit Ableitungf 0(") = � Z�" g(x) ds(x):



82 Die Elastizit�atsgleichungBeweis: Man schreibt f�ur "1 < "0 < " den Di�erenzenquotienten in Polar-koordinaten und erh�altf(")� f("0)"� "0 = � 1"� "0 Zx2G; "0�jx�x0j�" g(x) dx= � 1"� "0 Z ""0 Z w(r)v(r) g(r; #)r d# drmit stetigen Funktionen v und w: Da g auf kompakten Mengen gleichm�a�igstetig ist und v; w in "0 stetig sind, existiert zu � > 0 ein � > 0; so da������Z w("0)v("0) [g(r; #)r � "0g("0; #)] d#����� � �2 ; (5.5)�����Z v("0)v(r) g(r; #)r d#+ Z w(r)w("0) g(r; #)r d#����� � �2 (5.6)f�ur alle jr � "0j � �: Seien "1 < "0 < " und j"� "0j � �: Dann gilt�����f(")� f("0)"� "0 + Z�"0 g(x) ds(x)�����= 1"� "0 ������ Z ""0 Z w(r)v(r) g(r; #)r d# dr + Z ""0 Z w("0)v("0) "0g("0; #) d# dr������ 1"� "0 h�2 ("� "0) + �2 ("� "0)i = �: (5.7)Dabei wurde das Integral Z w(r)v(r) g(r; #)r d#aufgespalten in Z v("0)v(r) : : :+ Z w("0)v("0) : : :+ Z w(r)w("0) : : :und von (5.5), (5.6) Gebrauch gemacht. F�ur "1 < " < "0 und j"� "0j � � istdie Absch�atzung (5.7) ebenfalls richtig.



5.2 Zur Eindeutigkeit beim inneren Dirichletproblem 83Lemma 5.2 Sei f : ]0; "1]! IR monoton fallend, di�erenzierbar und erf�ulledie Di�erentialungleichungjf(")j � Cp�"f 0("); 0 < " � "1 (5.8)mit einer von " unabh�angigen positiven Konstanten C: Dann existiert derrechtsseitige Limes f(0) := lim"!0+ f(")und ist Null.Beweis: Der Beweis verl�auft ganz analog zu dem in [12]. Die Behauptungwurde dort nicht f�ur die Di�erentialungleichung (5.8), sondern in einer all-gemeineren Form bewiesen. Wegen dem Monotonieverhalten von f sind dieF�alle1. 0 < f(0) � 12. �1 < f(0) < 03. f(0) = 0zu untersuchen.1.Fall: 0 < f(0) � 1Ohne Einschr�ankung sei "1 so klein vorausgesetzt, da�jf(")j = f(") � f("1) > 0; 0 < " � "1: (5.9)Zusammen mit (5.8) liefert das0 < [f(")]2 � �C2"f 0("); 0 < " � "1:Durch Integration der Ungleichung0 < 1C2" � � f 0(")[f(")]2 auf 0 < "2 < "1erh�alt man 1C2 ln�"1"2� � 1f("1) � 1f("2) : (5.10)



84 Die Elastizit�atsgleichungDer zweite Summand auf der rechten Seite in (5.10) ist negativ. Demnachgilt f("1) � C2ln�"1"2� ; 0 < "2 < "1:Grenz�ubergang "2 ! 0+ liefert f("1) � 0 und damit einen Widerspruch zu(5.9).2.Fall: �1 < f(0) < 0Es gilt jf(")j = �f(") � jf(0)j > 0; 0 < " � "1: (5.11)Wegen 0 < [f(")]2 � �C2"f 0("); 0 < " � "1 erh�alt man durch Integrationder Ungleichung 0 < 1C2" � � f 0(")[f(")]2 auf 0 < "2 < "1die Absch�atzung 1C2 ln�"1"2� � 1f("1) � 1f("2) ; 0 < "2 < "1: (5.12)Der erste Summand auf der rechten Seite in (5.12) ist negativ. Demnach gilt�f("2) � C2ln�"1"2� ; 0 < "2 < "1:Grenz�ubergang "2 ! 0+ liefert jf(0)j � 0 und damit einen Widerspruch zu(5.11). Die Behauptung ist somit bewiesen.Satz 5.3 Das innere Dirichletproblem (5.1)-(5.2) besitzt h�ochstens eine L�osung.Beweis: Aufgrund der Linearit�at gen�ugt der Nachweis der Eindeutigkeitf�ur das homogene Problem. Sei u L�osung zu f = 0: F�ur hinreichend kleines" ist G" = fx 2 G : jx� x0j > "g



5.2 Zur Eindeutigkeit beim inneren Dirichletproblem 85ein beschr�anktes Gebiet mit st�uckweise glattem Rand. Die Anwendung desersten Greenschen Satzes (siehe die noch folgende Bemerkung 5.4) auf u undv = u liefert ZG" B(u; u) dx = Z@G" u � (Pun) ds:Unter Ber�ucksichtigung der Randbedingung u = 0 auf � giltZG" B(u; u) dx = Z�" u � (Pun) ds: (5.13)Dabei ist weiterhin �" := fx 2 G : jx � x0j = "g: In der Bilinearform Bsind die Konstanten � und �; unter Einhaltung von �+ � = �+�; noch freiw�ahlbar. Setze � := �; � := � und uij := @ui@xj :Dann giltB(u; u) = � j divuj2 + �(u12 + u21)2 + 2�(u211 + u222) � 0; (5.14)jPuj2 = 2(�+ 2�)� j divuj2 + 2�2(u12 + u21)2 + 4�2(u211 + u222)� 2 (�+ 2�)B(u; u): (5.15)Da n normiert ist, l�a�t sich die euklidische Norm des Vektors Pun nach obendurch die Frobeniusnorm von Pu absch�atzen, das hei�tjPunj2 � jPuj2: (5.16)Die Funktion f mit f(") := ZG" B(u; u) dx; " > 0ist wegen (5.14) monoton fallend und nach Lemma 5.1 di�erenzierbar mitAbleitung f 0(") = � Z�" B(u; u) ds:Aufgrund der Darstellung (5.13), den Ungleichungen (5.15), (5.16) und derStetigkeit von u auf G ergibt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichungjf(")j = ����Z�" u � (Pun) ds����



86 Die Elastizit�atsgleichung� �Z�" juj2 ds�1=2 �Z�" jPunj2 ds�1=2� supx2G ju(x)j�Z�" 1 ds�1=2 �Z�" 2(�+ 2�)B(u; u) ds�1=2� Cp�"f 0("): (5.17)Die Konstante C = supx2G ju(x)j p2�p2(�+ 2�) ist unabh�angig von ": NachLemma 5.2 implizieren die Di�erentialungleichung (5.17) und das Monoto-nieverhalten von f die Existenz von f(0+) mitf(0+) = lim"!0+ f(") = 0:F�uhrt man in (5.13) den Grenz�ubergang "! 0 durch, liefert dasZG B(u; u) dx = 0:Aus B(u; u) = 0 in G folgt zun�achstu 2 spanf(1; 0)t; (0; 1)t; (x2;�x1)tg: (5.18)Da die Komponenten von u harmonisch sind, erh�alt man mit dem Maximum-prinzip das gew�unschte Resultat u = 0 in G:Bemerkung 5.4 Die Anwendung des Greenschen Satzes auf das Gebiet G"ist noch zu rechtfertigen, da die Di�erenzierbarkeit von u bis in den Randnicht explizit vorausgesetzt wurde. In einer "=2 Umgebung von x0 ist dasGebiet G so zu modi�zieren, da� das neue Gebiet ~G einen C2-glatten Randbesitzt und ~G � G gilt. Betrachte nun das Dirichletproblem mit Randwertenuj@ ~G bez�uglich ~G: Wie in der Diplomarbeit von J.Evans [5] beim Stokes-Problem durchgef�uhrt, ist nachzuweisen, da� das Randwertproblem genaueine L�osung besitzt und diese darstellbar ist durch~u(x) = W (x; ); x 2 ~Gmit der eindeutig bestimmten L�osung  2 C(@ ~G) der Integralgleichung �K = �2uj@ ~G:



5.2 Zur Eindeutigkeit beim inneren Dirichletproblem 87Da die Randwerte au�erhalb einer "=2 Umgebung von x0 identisch verschwin-den, insbesondere C1;�-glatt sind, erh�alt man aufgrund der Abbildungseigen-schaften von K; da�  auf @ ~G nB[x0; 2=3"] C1;�-glatt ist. Diese Eigenschaft�ubertr�agt sich wegen der Abbildungseigenschaft vom Doppelschichtpotentialzweiter Art auf die L�osung ~u: Auf � nB[x0; "] stimmen wegen der Eindeutig-keit u und ~u �uberein.Bemerkung 5.5 Mit einer einfachen geometrischen �Uberlegung kommt manim Beweis von Satz 5.3 auch ohne das Maximumprinzip aus. Dazu w�ahle eineGerade H derart, da� H\G 6= ;: @G\H besteht aus mindestens zwei Punk-ten. Die Komponenten von u sind wegen (5.18) auf G\H lineare Funktionen,die in @G \H verschwinden. Folglich ist u = 0 in G:Nun soll das Au�enraumproblem behandelt werden. Dazu w�ahle R > 0 sogro�, da� G � B[0; R]:
x0 �" GG"

njxj = R-
F�ur das Gebiet G" := fx 2 IR2 nG : jx� x0j > "; jxj < Rgund das Kurvenst�uck�" := fx 2 IR2 nG : jx� x0j = "gbleibt die Aussage von Lemma 5.1 richtig. Damit l�a�t sich der nachfolgendeSatz beweisen.



88 Die Elastizit�atsgleichungSatz 5.6 Das �au�ere Neumannproblem besitzt h�ochstens eine L�osung.Beweis: Sei u eine L�osung zu g = 0: Die Anwendung des ersten GreenschenSatzes (Die Di�erenzierbarkeit bis in den Rand ist wie bei Bemerkung 5.4einzusehen.) auf das Gebiet G" und v = u ergibtZG" B(u; u) dx = Z�" u �Nun ds+ Zjxj=R u �Nun ds: (5.19)Wie im Beweis von Satz 5.3 wird durchf(") := ZG" B(u; u) dx� Zjxj=R u �Nun dseine monoton fallende und di�erenzierbare Funktion erkl�art, die die Di�e-rentialungleichung (5.8) erf�ullt. Damit ergibt der Grenz�ubergang " ! 0 in(5.19) Zx=2G;jxj<R B(u; u) dx = Zjxj=R u �Nun ds: (5.20)Mit dem bewiesenen Darstellungssatz, dem asymptotischen Verhalten derGrundl�osung und den Ausstrahlungsbedingungen (5.4) l�a�t sich eine Darstel-lungsformel f�ur unbeschr�ankte Gebiete herleiten (siehe [16, Gleichung 3.45])und u(x) = O (jxj�1); 5u(x) = O (jxj�2); jxj ! 1folgern. Insbesondere verschwindet mit R ! 1 das Randintegral in (5.20).Schlie�lich implizieren B(u; u) = 0 in IR2 n G und u(x) ! 0; jxj ! 1; dieBehauptung u = 0 in IR2 nG:5.3 Existenz beim inneren DirichletproblemDer Einfachheit halber wird der Existenzbeweis nur f�ur Kurven � gef�uhrt,die in einer Umgebung der Ecke x0 aus zwei Geradenst�ucken H1 und H2bestehen. Die beiden Randst�ucke H1 und H2 lassen sich durchH1 : x(t) = � t0 � ; 0 � t � T



5.3 Existenz beim inneren Dirichletproblem 89und H2 : x(t) = � (2� � t) cos 
(2� � t) sin 
 � ; 2� � T � t � 2�mit geeignetem T > 0 parametrisieren. F�ur den Innenwinkel 
 bei x0 wirdeinschr�ankend vorausgesetzt�2 � 
 � 32�; 
 6= �:Setze 
(x) := � 
 : x = x0� : x 2 � n fx0g :Die Sprungbeziehungen f�ur das Doppelschichtpotential sind folgenderma�enzu modi�zieren. F�ur Funktionen f : IR2 n �! IR2 werden f� und f+ durchf�(x) := limz2G;z!x f(z); f+(x) := limz =2G;z!x f(z); x 2 �erkl�art, sofern die Limetes existieren.Satz 5.7 F�ur  2 C(�) l�a�t sich das Doppelschichtpotential zweiter ArtW (x; ) = Z� ~D(x; y) (y) ds(y); x =2 �von G nach G und von IR2 nG nach IR2 nG stetig fortsetzen mit den WertenW+(x; ) = Z� ~D(x; y) (y) ds(y) + 
(x)2�  (x); x 2 �; (5.21)W�(x; ) = Z� ~D(x; y) (y) ds(y) + 
(x)� 2�2�  (x); x 2 �: (5.22)Seien �1 � �2 � � kompakte Mengen mit x0 =2 �2 und  2 C(�) \ C1;�(�2):Dann existiert f�ur alle x 2 �1 die Normalableitung von W und es gilt(NW ( : ; )n(x))�(x) = (NW ( : ; )n(x))+(x); x 2 �1 (5.23)ist stetig auf �1:Beweis: Das oben angegebene Resultat ist aus der klassischen Potential-theorie [1] bekannt und ist entsprechend zu �ubertragen.



90 Die Elastizit�atsgleichungSatz 5.8 Das Doppelschichtpotential zweiter Artu(x) = W (x; ); x 2 Gmit stetiger Dichte  l�ost das innere Dirichletproblem zu den Randwertenf 2 C(�); falls  eine L�osung der Integralgleichung (x)� 2 Z� ~D(x; y)[ (y)�  (x0)] ds(y) +  (x0) = �2f(x); x 2 � (5.24)ist.Beweis: u l�ost die Di�erentialgleichung (5.1) in G und l�a�t sich nach Satz5.7 stetig bis in den Rand fortsetzen. Wegen (2.14) giltu(x) = Z� ~D(x; y)[ (y)�  (x0)] ds(y) + Z� ~D(x; y) (x0) ds(y)= Z� ~D(x; y)[ (y)�  (x0)] ds(y)�  (x0): (5.25)Aufgrund der Sprungbeziehung (5.22) und der Integralgleichung (5.24) erh�altman f�ur die Randwerte von uu�(x) = Z� ~D(x; y)[ (y)�  (x0)] ds(y)� 12 [ (x)�  (x0)]�  (x0)= f(x):Satz 5.9 Das innere Dirichletproblem besitzt f�ur jedes f 2 C(�) genau eineL�osung.Beweis: Wegen der S�atze 5.3 und 5.8 ist lediglich nachzuweisen, da� dieIntegralgleichung (5.24) f�ur jedes f genau eine L�osung  2 C(�) besitzt.Diese Gleichung schreibt sich in Operatorform � ~K = �2fmit dem Randintegraloperator ~K : C(�)! C(�)( ~K )(x) = 2 Z� ~D(x; y)[ (y)�  (x0)] ds(y)�  (x0); x 2 �: (5.26)



5.3 Existenz beim inneren Dirichletproblem 91Die Abbildungseigenschaft von ~K ist eine Folgerung aus den Rechnungen inAbschnitt 5.4 und der Analysis in Kapitel 4. Die dortige Argumentation istauch f�ur das nicht parametrisierte Integral durchf�uhrbar.Zun�achst wird N(I � ~K) = f0g gezeigt. Sei  2 C(�) so, da�  � ~K = 0gilt. Zu dieser Dichte de�niereu(x) := W (x; ); x 2 IR2 n �:Dann l�ost u das innere homogene Dirichletproblem. Nach Satz 5.3 ist damitu = 0 in G. Da die Abbildungseigenschaften von ~K lokale Eigenschaften sind,ist  2 C(�) \ C1;�(� n U"(x0)) f�ur alle " > 0 und damit(Nun)+(x) = (Nun)�(x) = 0; x 2 � n fx0g:Da u dem Abklingverhaltenu(x) = O (1); 5u(x) = O (jxj�1); jxj ! 1gen�ugt, l�ost u auch das �au�ere homogene Neumannproblem. Die Eindeutig-keit impliziert u = 0 in IR2 nG: Schlie�lich folgt aus = u+ � u� = 0die Behauptung N(I � ~K) = f0g:Um mit Satz 2.3 die Riesztheorie anwenden zu k�onnen, ist eine Aufspal-tung I � ~K = Sm � K�m mit beschr�ankt invertierbarem Operator Sm undkompaktem K�m anzugeben. Mit der Abschneidefunktion h; wobeih(t) = 8<: 0 : t � 122t� 1 : 12 < t < 11 : t � 1 ;betrachte man die Operatoren K�m : C(�)! C(�) mit(K�m )(x) = 2 Z� ~D(x; y)h(mjx� yj) (y) ds(y)und Sm := I � ( ~K �K�m): Dann gilt I � ~K = Sm �K�m: Neben den beidengeradlinigen Randst�ucken H1; H2 wirdH3 := � n (H1 [H2)



92 Die Elastizit�atsgleichungeingef�uhrt. Insbesondere gilt f�ur die drei kompakten MengenH1 [H2 [H3 = � und H1 \H2 = fx0g:Die C2-Gl�atte von Hj impliziert die Stetigkeit von ~D auf Hj �Hj: Folglichist der Kern des Integraloperators K�m stetig auf � � Hj; j 2 f1; 2; 3g: ImBeweis von [15, Theorem 2.20] (Kompaktheit von Integraloperatoren) gehtlediglich die Beschr�anktheit und gleichm�a�ige Stetigkeit des Kerns im erstenArgument ein. Demnach ist K�m kompakt.Wenn die Existenz einer nat�urlichen Zahlm mit k ~K�K�mk < 1 nachgewiesenwurde, ist der Beweis vollendet. Dazu ist(( ~K �K�m) )(x) = 2 Z� ~D(x; y)h1� h(mjx� yj)i (y) ds(y)+
(x)� ��  (x0) (5.27)abzusch�atzen. Es soll wie bei der Laplacegleichung (siehe [15, Abschnitt 6.5])vorgegangen werden. De�niere die KonstantenC1 := maxj=1;2 maxx;y2Hj[H3 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ;C2 := T3 ���sin 
2 ��� ;C3 := inf�jx� yj : x 2 H1 [H2; jx� x0j � T2 ; y 2 H3� > 0:W�ahle m 2 IN so, da� giltm > maxf16C1; C�12 ; C�13 g: (5.28)F�ur x 2 � sind zwei F�alle zu unterscheiden.1. F�ur ein j 2 f1; 2g ist B[x; 1m ] \ � Teilmenge von Hj [H3:2. Weder f�ur j = 1 noch j = 2 ist B[x; 1m ] \ � Teilmenge von Hj [H3:Aufgrund der Wahl von m in (5.28) ist im zweiten Fall B[x; 1m ]\� Teilmengeder beiden Geradenabschnitte H1; H2 mit Scheitelpunkt x0 und L�ange T: Im



5.3 Existenz beim inneren Dirichletproblem 93ersten Fall ergibt sich f�ur x 2 Hj [H3k(( ~K �K�m) )(x)k1;IR2� 2 Z�\B[x; 1m ] k ~D(x; y)k1;IR2�2k (y)k1;IR2 ds(y)� 2C1maxy2� k (y)k1;IR2 Z�\B[x; 1m ] ds(y)� 8C1m k k1;�� 12 k k1;� : (5.29)Im zweiten Fall sind einige Vor�uberlegungen anzustellen. F�ur x =2 H1 undx 2 H2 betrachte das Dreieck 4 mit den Eckpunkten x; x0 und der Seite H1:Den Innenwinkel bei x bezeichne man mit �(x) und der bei x0 betr�agt�(x0) = � 
(x0) : 
 < �2� � 
(x0) : 
 > � :Nach Lemma 5.10 gilt f�ur x 2 H2ZH1 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y)= 8>>>>><>>>>>:




ZH1 ~D(x; y)� 11 � ds(y)



1;IR2 : � < 
 � 32�



ZH1 ~D(x; y)� 1�1 � ds(y)



1;IR2 : �2 � 
 < �und ZH2 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y) = 0:Mit dem Darstellungssatz angewandt auf das Innere von 4 erh�alt manZH1 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y) = 



ZH1 ~D(x; y)� 1�1 � ds(y)



1;IR2= 



Z4 ~D(x; y)� 1�1 � ds(y)



1;IR2



94 Die Elastizit�atsgleichung= 



�(x)2� � 1�1 �



1;IR2 = �(x)2�< � � �(x0)2� :Dabei wurde n(y) ? x� y f�ur y 2 4 nH1 ausgenutzt.Insbesondere gilt ( ~K �K�m) (x0) = 
 � ��  (x0): (5.30)Mit diesen Vorbetrachtungen gilt im zweiten Fall (ohne Einschr�ankung seix 2 H1 n fx0g)k(( ~K �K�m) )(x)k1;IR2 � 2 k k1;� ZH1[H2 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y)� �1� �(x0)� � k k1;�: (5.31)Aus den Absch�atzungen (5.29), (5.30) und (5.31) folgtk ~K �K�mk = supk k1;�=1 k( ~K �K�m) k1;� � qmit q := max �12 ; 1� �(x0)� � < 1:Aus dem Beweis des nachfolgenden Lemmas wird deutlich, warum f�ur 
 dieEinschr�ankung �=2 � 
 � 3�=2 gemacht wurde.Lemma 5.10 Unter den Voraussetzungen an den Innenwinkel 
 bei x0 giltf�ur x 2 H2ZH1 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y)= 8>>>>><>>>>>:




ZH1 ~D(x; y)� 11 � ds(y)



1;IR2 : � < 
 � 32�



ZH1 ~D(x; y)� 1�1 � ds(y)



1;IR2 : �2 � 
 < �



5.3 Existenz beim inneren Dirichletproblem 95und ZH2 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y) = 0:Beweis: Die Komponenten der Matrix ~D lauten~Dii(x; y) = ~A hx� y; n(y)ijx� yj2 + ~B hx� y; n(y)ijx� yj4 (xi � yi)2; i 2 f1; 2g;~Dik(x; y) = ~B hx� y; n(y)ijx� yj4 (xi � yi)(xk � yk); i 6= k:O�enbar ist hx� y; n(y)i = 0 auf H2 �H2 und damitZH2 k ~D(x; y)k1;IR2�2 ds(y) = 0:F�ur (x; y) 2 H2 �H1 existieren t und � so, da� giltx = � (2� � t) cos 
(2� � t) sin 
 � ; y = � �0 � :Damit gilt hx � y; n(y)i = �(2� � �) sin 
: F�ur die Vorzeichen der Matrix-elemente ~Dik ergibt sich auf H2 �H1sgn ~Dii(x; y) = sgn(� sin 
) f�ur i 2 f1; 2g;sgn ~D12(x; y) = sgn(� sin 
) sgn[(x1 � y1)(x2 � y2)]= sgn(� sin 
) sgn(sin 
) sgn(x1 � y1)= 1:Es wird angemerkt, da� in der letzten Zeile mit cos(
) � 0 die Voraussetzungan 
 eingegangen ist und sgn(0) = 1 gesetzt wurde.Alle vier Komponenten von ~D wechseln auf H2�H1 das Vorzeichen nicht. ImFall � < 
 � 3�=2 haben die Hauptdiagonalelemente das gleiche Vorzeichenwie ~D12 und im Fall �=2 � 
 < � das entgegengesetzte Vorzeichen. Damitergibt sich die Behauptung.



96 Die Elastizit�atsgleichung5.4 Das Nystr�om{VerfahrenDie in (5.24) angegebene Integralgleichung (x)� 2 Z� ~D(x; y)h (y)�  (x0)i ds(y) +  (x0) = �2f(x); x 2 � (5.32)soll mit dem Nystr�om-Verfahren gel�ost werden. Dazu ist au�er dem schonbeschriebenen Verhalten des Randes bei der Ecke noch die C2q+3-Gl�atte von� n fx0g vorauszusetzen. Dabei ist q eine hinreichend gro�e nat�urliche Zahl.In den numerischen Beispielen in Kapitel 5.5 kann q =1 gesetzt werden.Mit den Operatoren K(1); K(2) : C(�) �! C(�)(K(1) )(x) := 2 Z� hx� y; n(y)ijx� yj2 h (y)�  (x0)i ds(y); (5.33)(K(2) )(x) := 2 Z� hx� y; n(y)ihx� y;  (y)�  (x0)ijx� yj4 (x� y) ds(y)(5.34)und den Konstanten ~A = 1� ��+ 3�; ~B = 1� �+ ��+ 3�erh�alt (5.32) die Form � ~AK(1) � ~BK(2) +  (x0) = �2f: (5.35)Die auftretenden Integraloperatoren werden nun parametrisiert. W�ahle eineim Gegenuhrzeigersinn orientierte Parametrisierungx(t) = � x1(t)x2(t) �mit x(0) = x0 und hx01(t)i2 + hx02(t)i2 > 0 f�ur 0 � t � 2�:



5.4 Das Nystr�om{Verfahren 97Durchn(y) = 1q�x01(�)�2 + �x02(�)�2 � x02(�)�x01(�) � ; y = y(�) = � x1(�)x2(�) �wird die �au�ere Normale an � beschrieben. Damit transformieren sich (5.33)und (5.34) inu(j)(t) =  u(j)1 (t)u(j)2 (t) ! = 2 Z 2�0  K(j)11 K(j)12K(j)21 K(j)22 ! (t; �)� '1(�)� '1(0)'2(�)� '2(0) � d�:(5.36)Dabei sindu(j)k (t) := (K(j) )k(x(t)); 'k(t) :=  k(x(t)); j; k 2 f1; 2gauf [ 0; 2� ] stetige Funktionen und die Kerne K(1)ij ; K(2)ij durchK(1)ii (t; �) := 8>>>><>>>>: fx1(t)� x1(�)gx02(�)� x01(�)fx2(t)� x2(�)gfx1(t)� x1(�)g2 + fx2(t)� x2(�)g2 : t 6= �12 x001(t)x02(t)� x002(t)x01(t)(x01(t))2 + (x02(t))2 : t = � ;(5.37)K(1)12 (t; �) = K(1)21 (t; �) := 0; 0 � t; � � 2�; (5.38)
K(2)ij (t; �) := 8>>>>><>>>>>: Rij(t; �)fx1(t)� x1(�)gx02(�)� x01(�)fx2(t)� x2(�)g�fx1(t)� x1(�)g2 + fx2(t)� x2(�)g2�2 : t 6= �Rij(t; t)x001(t)x02(t)� x002(t)x01(t)�(x01(t))2 + (x02(t))2�2 : t = �(5.39)mit Rij(t; �) := ( fxi(t)� xi(�)gfxj(t)� xj(�)g : t 6= �12 x0i(t)x0j(t) : t = � (5.40)



98 Die Elastizit�atsgleichunggegeben. Die Randgl�atte wirkt sich auf die Gl�atte der Kerne aus. Eine Tay-lorentwicklung zeigt, da� au�erhalb der Ecken des Quadrats die Kerne zurKlasse C2q+1 geh�oren.Da � in einer Umgebung von x0 aus zwei Geradenst�ucken mit �O�nungswinkel
, �=2 � 
 � 3�=2; 
 6= �; besteht, l�a�t sich bei der Ecke die Parametrisie-rung in der Form x(t) = � t0 � ; 0 � t � Tund x(t) = � (2� � t) cos 
(2� � t) sin 
 � ; 2� � T � t � 2�mit geeignetem T > 0 schreiben.Unter Verwendung vonx0(t) = � 10 � ; 0 � t � T;x0(t) = � � cos 
� sin 
 � ; 2� � T � t � 2�ergeben sich aus (5.37) bis (5.40)
K(1)ii (t; �) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

� (2� � t) sin 
(2� � t)2 + � 2 � 2�(2� � t) cos 
 : � 2 ]0; T ];t 2 [2� � T; 2�];� t sin 
t2 + (2� � �)2 � 2t(2� � �) cos 
 : t 2 ]0; T ];� 2 [2� � T; 2�] ;
K(1)12 (t; �) = K(1)21 (t; �) = 0;
K(2)ij (t; �) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�fxi(t)� xi(�)gfxj(t)� xj(�)g(2� � t) sin 
�(2� � t)2 + � 2 � 2�(2� � t) cos 
�2 : � 2 ]0; T ];t 2 [2� � T; 2�]�fxi(t)� xi(�)gfxj(t)� xj(�)gt sin 
�t2 + (2� � �)2 � 2t(2� � �) cos 
�2 : t 2 ]0; T ];� 2 [2� � T; 2�] ;



5.4 Das Nystr�om{Verfahren 99und K(2)ij (t; �) = 0 f�ur 0 � t; � � T; 2� � T � t; � � 2�:In zwei der vier Ecken des Quadrats [ 0; 2� ]� [ 0; 2� ] liegen also keine Sin-gularit�aten vor. In der N�ahe von (0; 2�) und (2�; 0) lassen sich die Kerne ingeeigneter Weise durch integrierbare Funktionen absch�atzen. F�ur die nach-folgende Rechnung beschr�ankt man sich auf die Ecke (2�; 0); und ohne Ein-schr�ankung sei 
 < � vorausgesetzt. Es gilt f�ur m = 1; 2K(m)ij (t; �) = �H(m)ij (2� � t; �); 2� � T � t � 2�; 0 < � � Twobei H(m)ij (t; �) := 1� k(m)ij � t�� (5.41)mit k(1)11 (s) = k(1)22 (s) := s sin
s2 � 2s cos 
 + 1 ; (5.42)k(1)12 (s) = k(1)21 (s) := 0 ; (5.43)k(2)11 (s) := s sin 
 (s cos 
 � 1)2�s2 � 2s cos 
 + 1�2 ; (5.44)k(2)12 (s) = k(2)21 (s) := s2 sin2
 (s cos 
 � 1)�s2 � 2s cos 
 + 1�2 ; (5.45)k(2)22 (s) := s3 sin3
�s2 � 2s cos 
 + 1�2 : (5.46)Die partiellen Ableitungen von H(m)ij bis zur Ordnung 2q + 1 lassen sich�ahnlich wie in (5.41) durch Mellinkerne absch�atzen, so das neben (4.2) auch(4.15) erf�ullt wird.Mit den Grundintegralen (f�ur 4b� a2 > 0 )Z 1s2 + as+ b ds = 1� arctan �1� �s+ a2�� ; � := 12p4b� a2;Z 1(s2 + as+ b)2 ds = 12�2 s+ a2s2 + as+ b + 12�3 arctan � 1� �s+ a2�� ;Z s(s2 + as+ b)2 ds = �12 1s2 + as+ b � a2 Z ds(s2 + as + b)2



100 Die Elastizit�atsgleichungerh�alt man f�ur a = �2 cos 
; b = 1; � = sin 
Z 10 As2 � 2s cos 
 + 1 ds = Asin 
 arctan�s� cos 
sin 
 �����10= Asin 
 ��2 � arctan (� cot 
)�= Asin 
 ��2 + �2 � 
�= Asin 
 (� � 
) (5.47)und Z 10 Bs+ C(s2 � 2s cos 
 + 1)2 ds= � B2 1s2 � 2s cos 
 + 1 ����10 + (B cos 
 + C)�� 12 sin2
 s� cos 
s2 � 2s cos 
 + 1 + 12 sin3
 arctan�s� cos 
sin 
 ��10= B2 + (B cos 
 + C)� cos 
2 sin2
 + � � 
2 sin3
� : (5.48)Nun lassen sich die Integrale Z 10 k(m)ij (s)s dsberechnen. (Bei Anwendung des Residuensatzes verringert sich der Rechen-aufwand nicht wesentlich, denn die Integranden k(2)ij (s)=s haben in den Punk-ten cos 
� i sin 
 einen Pol zweiter Ordnung, so da� f�ur die Bestimmung derResiduen ebenfalls eine Partialbruchzerlegung zu empfehlen ist.)Aus (5.42), (5.43) und (5.47) folgt unmittelbarZ 10 k(1)ij (s)s ds = � � � 
 : i = j0 : i 6= j : (5.49)



5.4 Das Nystr�om{Verfahren 101Wegen (5.44) giltk(2)11 (s)s = s2 sin 
 cos2
 � 2s sin 
 cos 
 + sin 
�s2 � 2s cos 
 + 1�2= As2 � 2s cos 
 + 1 + Bs+ C�s2 � 2s cos 
 + 1�2mit A = sin 
 cos2
;B = �2 sin3
 cos 
;C = sin3
:Mit (5.47) und (5.48) ergibt sichZ 10 k(2)11 (s)s ds= (� � 
) cos2
 � sin3
 cos 
 + sin3
(1� 2 cos2
)� cos 
2 sin2
 + � � 
2 sin3
�= 12(� � 
)� sin 
 cos 
 �sin2
 � 1� 2 cos2
2 �= 12(� � 
 � sin 
 cos 
):Ganz analog erh�alt man f�ur k(2)22k(2)22 (s)s = As2 � 2s cos 
 + 1 + Bs+ C�s2 � 2s cos 
 + 1�2mit A = sin3
;B = 2 sin3
 cos 
;C = � sin3
:Wiederum mit (5.47) und (5.48) berechnet sichZ 10 k(2)22 (s)s ds
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= (� � 
) sin2
 + sin3
 cos 
 + sin3
(2 cos2
 � 1)� cos 
2 sin2
 + � � 
2 sin3
�= 12(� � 
)(cos2
 + sin2
) + sin 
 cos 
 �sin2
 + cos2
 � sin2
2 �= 12(� � 
 + sin 
 cos 
):Wie schon aus dem Beweis von Lemma 5.10 ersichtlich, wechselt die Funktionk(2)12 (s) = s2 sin2
(s cos 
 � 1)�s2 � 2s cos 
 + 1�2im Fall 0 < 
 < �=2 auf [ 0;1) das Vorzeichen. Deshalb wurde einschr�ankend�=2 � 
 � 3�=2 verlangt (hier �=2 � 
 < �). Dann majorisiert~k(2)12 (s) := s2 sin2
(�s cos 
 + 1)�s2 � 2s cos 
 + 1�2den Kern H(2)12 und hat die erforderlichen asymptotischen Eigenschaften.~k(2)12 (s)s = �s2 sin2
 cos 
 + s sin2
�s2 � 2s cos 
 + 1�2= As2 � 2s cos 
 + 1 + Bs+ C�s2 � 2s cos 
 + 1�2mit A = � sin2
 cos 
;B = sin2
(1� 2 cos2
);C = sin2
 cos 
und damit Z 10 ~k(2)12 (s)s ds= �(� � 
) sin 
 cos 
 + 12 sin2
(1� 2 cos2
)
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+2 sin2
 cos 
(1� 2 cos2
)� cos 
2 sin2
 + � � 
2 sin3
�= 12 sin2
:F�ur den Nachweis von k ~AK(1) + ~BK(2)k1;0 < 1 sind die Funktionenf1(
) := 2 ~AZ 10 k(1)11 (s) + k(1)12 (s)s ds+ 2 ~B Z 10 k(2)11 (s) + ~k(2)12 (s)s ds= 2 ~A(� � 
) + ~B(� � 
 � sin 
 cos 
 + sin2
);f2(
) := 2 ~AZ 10 k(1)21 (s) + k(1)22 (s)s ds+ 2 ~B Z 10 ~k(2)21 (s) + k(2)22 (s)s ds= 2 ~A(� � 
) + ~B(� � 
 + sin 
 cos 
 + sin2
)auf [ �2 ; �) zu untersuchen. Eine Kurvendiskussion zeigt, da� beide Funktionenihr Maximum in �2 annehmen, und zwar giltf1 ��2� = f2 ��2� = ~A� + ~B ��2 + 1�= 12 + 1� �+ ��+ 3� < 1:Mit der Notation  �  (x0) 2 S2q+1;�+1 genau dann, wenn dies f�ur die pa-rametrisierte Form ' � '(0) gilt, l�a�t sich abschlie�end der folgende Satzformulieren.Satz 5.11 Unter den Voraussetzungen an den Rand � und�2 � 
 � 32 �; 
 6= �hat die Integralgleichung � ~AK(1) � ~BK(2) +  (x0) = �2fgenau eine L�osung  2 C(�) und die durch das Nystr�omverfahren erzeugteFolge ( n)n2IN konvergiert gegen  ; vorausgesetzt  � (x0) liegt in S2q+1;�+1mit 0 < � < 1; �p � 2q + 1: Es gilt die Fehlerabsch�atzungk �  nk1;� � Cn2q+1 k �  (x0)k2q+1;�+1:



104 Die Elastizit�atsgleichungBeweis: Die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung wurde in Satz 5.9 be-wiesen. Da der Kern der parametrisierten Integralgleichung die Eigenschaftenvon Kapitel 4 besitzt, liefert Satz 4.5 die Behauptung.F�ur die Beantwortung der Frage, ob  � (x0) f�ur hinreichend kleines � undglatte Randwerte f in S2q+1;�+1 liegt, sind Aussagen �uber die Regularit�atvon u bei x0 notwendig. In [4] wird beschrieben, wie man nach Aufspaltenvon u in Tangential- und Radialkomponente die Basis des L�osungsraums zumhomogenen Problem erh�alt. Im Fall der Elastizit�atsgleichung ist diese in [8]angegeben. Aus der Darstellung kann man folgern, da� f�ur hinreichend glatteRandwerte f die (parametrisierte) Dichte ' � '(0) im Raum Sm;1+� liegt,vorausgesetzt m 2 IN und 0 < � < max f1; �=
g.5.5 Numerische ExperimenteDas Vektorfeld u(r; #) = r� � sin(�#)cos(�#) � ; � > 0erf�ullt au�erhalb von f(x1; x2)t 2 IR2 j x1 � 0; x2 = 0g die Elastizit�atsglei-chung, denn wegen 4u = @2u@r2 + 1r @u@r + 1r2 @2u@#2 ;@u@x1 = cos# @u@r � sin#r @u@#;@u@x2 = sin# @u@r + cos#r @u@#ist u divergenzfrei, und beide Komponenten sind harmonisch.Beispiel 5.12 Es wird ein tropfenf�ormiges GebietG betrachtet, dessen Randdurch die Parametrisierungx(t) = � 2p3 sin� t2� ;� sin(t)�t ; 0 � t � 2�gegeben ist. Dieser Rand ist C1-glatt bis auf die Ecke bei t = 0: Der Innen-winkel 
 bei x0 = (0; 0)t betr�agt 2�=3: Die Dirichletrandwerte werden durch



5.5 Numerische Experimente 105die Funktionf(r; #) = r3=2�sin�32#� ; cos�32#��t ; r � 0; �� < # < �gegeben. In den nachfolgenden Tabellen ist f�ur verschiedene Punkte z inG und den Transformationen aus Kapitel 3 der Fehler kun(z) � u(z)k2;IR2angegeben worden. Die N�aherung un erh�alt man aus den durch L�osen einesGleichungssystem bestimmten N�aherungen '(j)n �  (x(s(n)j )) und Quadraturvon u(z) = Z� ~D(z; y) [ (y)�  (x0)] ds(y)�  (x0);das hei�tun(z) = �n 2n�1Xj=1 �(n)j ~D �z; x(s(n)j )� �'(j)n � '(0)n � 


x0 �s(n)j �


2;IR2 � '(0)n :Beispiel 5.13 Der Rand � des Gebietes G wird durch die Parametrisierungx(t) = ��23 sin�32t� ;� sin(t)�t ; 0 � t � 2�gegeben. � ist wiederum C1-glatt bis auf die Ecke x0 = (0; 0)t mit Innen-winkel 
 = 3�=2: Die vorgegebenen Randwerte lautenf(r; #) = r2=3 �sin�23#� ; cos�23#��t ; r � 0; �� < # < �:Es wurde numerisch festgestellt, da� f�ur alle behandelten Transformationendas Verfahren bereits f�ur r = 1 konvergiert. Bei Verwendung der modi�-zierten Ans�atze ergeben sich f�ur kleine n auch geringere Fehler als bei dennichtmodi�zierten Transformationen. Die schlechtere Konstante wirkt sicherst bei gro�er St�utzstellenzahl aus. Das ist insofern nicht verwunderlich, dasich f�ur n � 64, also 128 St�utzstellen, die Konvergenzordnung noch nicht ein-gestellt hat. Bei den nachfolgend angef�uhrten Tabellen wurde ein Abschnei-deparameter von r = 7 (im Beispiel des konvexen Gebietes) und r = 4 (f�urdas nicht konvexe Gebiet) verwendet. Dadurch wird der Vorteil der nichtmo-di�zierten Transformationen bereits bei kleinen n deutlich. Im Beispiel 5.12ist eine schnellere Konvergenz als im Beispiel 5.13 zu verzeichnen. Wegen'�'(0) 2 Sm;1+� mit m 2 IN und � < max(1; �=
) ist die Winkelabh�angig-keit bei � die Ursache f�ur das unterschiedliche Konvergenzverhalten.
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Tabelle 5.1: 
 = 2=3�; � = � = 1; w polynomial, von Korobovm n z = (0:2; 0) z = (0:4; 0:2)8 0.18825552 0.122531982 16 0.11862425 0.0395261032 0.01379070 0.0027725664 0.00072583 0.000139578 0.15607271 0.037387433 16 0.04795756 0.0152634032 0.00107080 0.0003817264 0.00001846 0.000006868 0.16798413 0.092470974 16 0.01576105 0.0057953632 0.00010301 0.0000772764 0.00000061 0.00000043

Tabelle 5.2: 
 = 2=3�; � = � = 1; Korobov modi�ziertm n z = (0:2; 0) z = (0:4; 0:2)8 0.17715930 0.114887542 16 0.09493701 0.0301582932 0.01461019 0.0037697964 0.00091890 0.000213568 0.16449130 0.101258573 16 0.07589530 0.0248853832 0.00190691 0.0009954264 0.00003136 0.000024158 0.15534613 0.044677594 16 0.04588883 0.0153132132 0.00047801 0.0001939264 0.00000319 0.00000113
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Tabelle 5.3: 
 = 2=3�; � = � = 1; sinm-Transformationm n z = (0:2; 0) z = (0:4; 0:2)8 0.16574083 0.057767533 16 0.02830905 0.0108864132 0.00051375 0.0001844664 0.00000883 0.000002958 0.13519167 0.127780654 16 0.00850162 0.0018864132 0.00008664 0.0000107864 0.00000069 0.000000068 0.11821168 0.095861335 16 0.00337036 0.0081665532 0.00001375 0.0000217164 0.00000003 0.00000004
Tabelle 5.4: 
 = 2=3�; � = � = 1; sinm modi�ziertm n z = (0:2; 0) z = (0:4; 0:2)8 0.15597500 0.058456393 16 0.05453756 0.0182928032 0.00106437 0.0003481964 0.00001920 0.000005848 0.18250857 0.076026354 16 0.02436623 0.0089379332 0.00035751 0.0000626464 0.00000296 0.000000388 0.19846795 0.132616715 16 0.01043112 0.0071295132 0.00005629 0.0000234564 0.00000014 0.00000005
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Tabelle 5.5: 
 = 2=3�; � = � = 1; v linearp n z = (0:2; 0) z = (0:4; 0:2)8 0.11973865 0.108122333 16 0.01258228 0.0040535832 0.00074013 0.0002256264 0.00003524 0.000009948 0.09390425 0.171325294 16 0.01192916 0.0366616632 0.00039764 0.0011456864 0.00000603 0.000018488 0.10909587 0.355929345 16 0.03205946 0.0935488632 0.00016441 0.0004651764 0.00000094 0.00000258
Tabelle 5.6: 
 = 2=3�; � = � = 1; v kubischp n z = (0:2; 0) z = (0:4; 0:2)8 0.16961556 0.102143013 16 0.08261681 0.0267570932 0.00550779 0.0017331264 0.00026353 0.000082528 0.16647135 0.041156414 16 0.03594434 0.0109639432 0.00143777 0.0004060764 0.00002247 0.000014028 0.19897115 0.116091955 16 0.01427424 0.0089589232 0.00081567 0.0000627864 0.00000472 0.00000084
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Tabelle 5.7: 
 = 3=2�; � = 0:1; � = 0:3; w polynomial, von Korobovm n z = (0:1; 0) z = (�0:05; 0:3)8 0.23286608 0.127417832 16 0.13695950 0.0275018732 0.03318281 0.0040294064 0.00182030 0.000542578 0.16858729 0.090636723 16 0.06597691 0.0159310132 0.00529850 0.0011300264 0.00037813 0.000075908 0.06347819 0.164625874 16 0.03002958 0.0164735032 0.00116904 0.0005852164 0.00003904 0.00002006

Tabelle 5.8: 
 = 3=2�; � = 0:1; � = 0:3; Korobov modi�ziertm n z = (0:1; 0) z = (�0:05; 0:3)8 0.21448669 0.157322012 16 0.11536693 0.0251596432 0.03864733 0.0047909864 0.00536769 0.000670528 0.20891196 0.121224503 16 0.08302975 0.0243393632 0.00751400 0.0017661264 0.00055367 0.000120048 0.19261572 0.062404624 16 0.04802342 0.0083509232 0.00199087 0.0003075264 0.00007688 0.00001055
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Tabelle 5.9: 
 = 3=2�; � = 0:1; � = 0:3; sinm-Transformationm n z = (0:1; 0) z = (�0:05; 0:3)8 0.11811084 0.100092283 16 0.05059948 0.0187669532 0.00422289 0.0012395164 0.00030501 0.000079548 0.21381851 0.146351124 16 0.02261822 0.0062695132 0.00092734 0.0002086564 0.00003241 0.000006638 0.10543558 0.272967665 16 0.01255295 0.0280261332 0.00025206 0.0005457364 0.00000443 0.00000569
Tabelle 5.10: 
 = 3=2�; � = 0:1; � = 0:3; sinm modi�ziertm n z = (0:1; 0) z = (�0:05; 0:3)8 0.19855937 0.070395773 16 0.06451270 0.0153107632 0.00617897 0.0010357164 0.00048449 0.000067938 0.16749282 0.063768344 16 0.02967429 0.0198819032 0.00123892 0.0007709464 0.00004438 0.000024968 0.12647973 0.268969025 16 0.01055453 0.0115854232 0.00025270 0.0002740564 0.00000504 0.00000471
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Tabelle 5.11: 
 = 3=2�; � = 0:1; � = 0:3; v linearp n z = (0:1; 0) z = (�0:05; 0:3)8 0.03461140 0.154666453 16 0.05549509 0.0092649632 0.00094800 0.0023162464 0.00018960 0.000772088 0.14431657 0.100561404 16 0.01554943 0.0856977232 0.00189627 0.0042845164 0.00027323 0.000612078 0.11925245 0.206178955 16 0.11174819 0.1064439132 0.00454260 0.0094350064 0.00026721 0.00060412
Tabelle 5.12: 
 = 3=2�; � = 0:1; � = 0:3; v kubischp n z = (0:1; 0) z = (�0:05; 0:3)8 0.21094267 0.134627563 16 0.10418346 0.0266586932 0.02002885 0.0053832164 0.00416679 0.001134428 0.18377829 0.030331684 16 0.04946451 0.0120922232 0.00626133 0.0023254364 0.00073663 0.000970098 0.14292106 0.203861875 16 0.01967801 0.0133996332 0.00258921 0.0016749564 0.00032775 0.00055187
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