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(1809 auf dem Gut Sidley Park, Gesprdich zwischen Thomasina Coverly und ihrem
Hauslehrer Septimus Hodge aus ,,Arkadien”, einem Theaterstiick von Tom Stoppard, 1993)

Septimus: Auf den Rand einer Seite seiner ,, Arithmetica“-Ausgabe
hat Fermat geschrieben, dal er einen wundervollen Beweis
fiir sein Theorem entdeckt hat, aber weil der Rand der Seite
fiir seine Zwecke zu schmal war, hétte er keinen Platz ihn
niederzuschreiben.

Die Notiz wurde nach seinem Tode aufgefunden, und von
diesem Tag bis auf den heutigen -

Thomasina: Oh! Jetzt versteh ich!

Die Losung liegt glasklar auf der Hand.
Septimus: Diesmal iibernehmen Sie sich. (...)
Mylady, gehen Sie mit Fermat in’s Musikzimmer.
Sie bekommen einen Extra-Efloffel Marmelade, wenn
Sie den Beweis finden.
Thomasina: FEs gibt keinen Beweis, Septimus.
Was vollkommen glasklar auf der Hand liegt, ist, dafs
es sich bei der Notiz am Buchrand um einen Witz handelt,
um alle verriickt zu machen.

ca. 200 Jahre spiter entdeckt man auf dem Rand ihrer Algebrafibel:

,Ich, Thomasina Coverly, habe eine wunderbare Methode erfunden,
durch die alle Formen der Natur ihre numerischen Geheimnisse
preisgeben und sich alleine durch Zahlen darstellen lassen miifsen.

Da dieser Buchrand zu schmal fiir meine Zwecke ist, muft der Leser
woanders nach der Neuen Geometrie Unregelméfiger Formen suchen,
die Thomasina Coverly entdeckt hat.”
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Einleitung

Betrachtet werden elektromagnetische Wellen, die an einem beschrénkten, homogenen Kérper
D gestreut werden, der von einer diinnen Schicht mit verdinderter Leitfdhigkeit umgeben
ist. Die mathematische Beschreibung dieses Vorgangs fiihrt bei einem zeitharmonischen
Losungsansatz U(z,t) = e~™“!u(z) auf ein konduktives Randwertprobleme zur Helm-
holtzgleichung mit einer materialabhéngigen Wellenzahl &.

Wir gehen zuerst davon aus, daf als einfallende Wellen u® ebene Wellen mit Einfallsrichtung
d gegeben sind:

u'(x;d) = e*rd,

Wenn wir Bedingungen angeben kénnen, unter denen das Randwertproblem eindeutig l6sbar
ist, so konnen wir jeder einfallenden Welle u' eine Lésung u(w;d) = u'(w;d) + u®(z;d)
zuordnen, wobei der gestreute Anteil u® einer Ausstrahlungsbedingung geniigt.

Felder in grofer Entfernung von dem Streukorper konnen durch das Fernfeld wuq, beschrieben
werden, einer Funktion, die abhiingig von der Betrachtungsrichtung # das Abklingverhalten
von ausstrahlenden Losungen des Randwertproblems als Kugelwelle darstellt. Zum Beispiel
gilt im R?:
etkllzll z
lim u’(z;d) = ——= uoo(Z;d) gleichmékig fiir alle Richtungen 7 = —.

(B [El ]
Betrachten wir nun einfallende Wellen in Form von gewichteten Uberlagerungen ebenener
Wellen. Dazu integrieren wir iiber alle Einfallsrichtungen d € Q := {z € R? : ||z|| = 1} mit
einer L?-Gewichtsfunktion g und erhalten:

u;(a:) :/Qui(x;d)g(d) ds(d).

Dann ergibt sich das zugehorige Fernfeld analog als gewichtete Uberlagerung der Fernfelder
der entsprechenden einfallenden ebenen Wellen

thso g () = /Q oo (i d)g () ds(d),
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da sowohl die Randbedingungen als auch die Bildung des Fernfeldes linear sind und die
Losungen in stetiger Weise von der Einfallsrichtung d abhéngen.

Die Uberlagerung von Fernfeldern lift sich auch als linearer Integraloperator auffassen, der
auf die Gewichtsfunktion g € L?(Q) wirkt. Diese Idee soll in der vorliegenden Diplomarbeit
néher untersucht werden.

Dazu definieren wir den Fernfeldoperator zum konduktiven Randwertproblem F :
L?(Q) — L?(Q) durch

F(g) (%) == /Quoo(fa;d)g(d) ds(d) fiir & € Q.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, die Eigenwerte des Fernfeldoperators zu betrachten. Aus
der Funktionalanalysis ist bekannt, dafs die Kenntnis von Eigenwerten und Eigenvektoren
eines kompakten, normalen und linearen Operators ausreicht, den Operator vollstindig zu
charakterisieren. Dariiberhinaus sind Eigenwerte sehr interessant, da sie unter verschiedenen

Darstellungen invariant bleiben.

Da F ein Integraloperator mit glattem Kern ist, ist 7 kompakt, und wir wissen, dafs die Folge
der Eigenwerte eine beschrinkte Folge ist, die gegen Null konvergiert. Wir werden zeigen, daf
es fiir das konduktive Randwertproblem unendlich viele verschiedene Eigenwerte gibt. Sie
liegen in einem Kreis, dessen Radius von den Materialkonstanten und der Gestalt des Streu-
korpers abhéngig ist. Das bedeutet, daf die Eigenwerte Information iiber den Streukorper
enthalten. Es stellt sich die Frage, ob wir aus der Kenntnis der Lage der Eigenwerte und der
Materialeigenschaften sogar die genaue Form und Lage des Streukorpersbestimmen koénnen.
Dazu beschreiben wir ein Newton-Verfahren, das mit Hilfe der Fréchet-Ableitung der
Eigenwerte nach der Randkurve unter Umstédnden eine Moglichkeit zur Rekonstruktion des
Gebietes liefert.

Die Arbeit ist wie folgt gegeliedert:

e In Kapitel 1 wird eine physikalische Motivation fiir das konduktive Randwertproblem
gegeben.

e Kapitel 2 enthilt die funktionalanalytischen und potentialtheoretischen Grundlagen,
die fiir die folgenden Kapitel von Bedeutung sind.

e Danach behandeln wir in Kapitel 3 die Frage nach der Eindeutigkeit und Existenz von
Losungen zum konduktiven Randwertproblem mit Hilfe von Randintegralgleichungsme-
thoden.

e Das Kapitel 4 beinhaltet eine Charakterisierung des Fernfeldoperators, sowie Abschét-
zungen fiir die Lage der Eigenwerte fiir das konduktive Randwertproblem.
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e Kapitel 5 beschreibt die Vorgehensweise zur numerischen Berechnung der Integralope-
ratoren und der Eigenwerte, macht Aussagen zur Konvergenz der numerischen N&he-

rungen und wertet in mehreren Testreihen die numerischen Ergebnisse aus.

e Abschlieffend weisen wir in Kapitel 6 die Fréchet-Differenzierbarkeit der Eigenwerte
nach der Randkurve nach und beschreiben ein Newton-Verfahren zur Rekonstruktion
des Streukorpers aus der Kenntnis der Eigenwerte.

Die Berechnungen wurden auf den DEC Alpha Workstations des Instituts fiir Numerische und
Angewandte Mathematik der Universitdt Gottingen durchgefiihrt. Dabei wurden Routinen
zur Eigenwertberechnung aus der DEC Extended Math Library (dxml) verwendet.






Kapitel 1

Physikalische Motivation

Dieses Kapitel soll eine Einfithrung in die mathematische Beschreibung von elektromagneti-
schen Wellen und die Beschreibung von Streuproblemen geben und eine physikalische Moti-
vation fiir das konduktive Randwertproblem liefern.

1.1 Mathematische Beschreibung elektromagnetischer Wellen

Betrachten wir ein elektromagnetisches Feld im dreidimensionalen Raum. Wenn wir dieses
mathematisch beschreiben wollen, so lehrt uns die Elekrodynamik, daf das elektrische Feld £
und das magnetische Feld ‘H die Mazwellgleichungen erfiillen miissen

oH

I‘0t5+uﬁ = 0
rot?—[—sa—g = of.
ot

Dabei ist € die Dielektrizitatskonstante, p die magnetische Permeabilitdt und o die elektrische
Leitfdhigkeit. Diese Grofen sind jeweils materialabhéingig. Bei einem zeitharmonischen Ansatz

mit einer Frequenz w > 0,
E(z,t) = Re{E(z)e ™'}
H(z,t) = Re{H(z)e ™'},

erhalten wir die sogenannten reduzierten Mazwellgleichungenfiir die komplexwertigen, raum-
abhéngigen Anteile ¥ und H:

rot ¥ = wpH
rot H = (0 —iwe) E.

Nach den Sétzen von Stratton und Chu (siehe dazu [3] die Sétze 4.1 und 4.5) hat jede Losung
der Maxwellgleichung analytische kartesische Komponenten im Losungsgebiet, ist dort also
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insbesondere beliebig oft stetig differenzierbar.

Damit gilt fiir das elektrische Feld rot? E
mit k% = pw? (6 + ’U(’) und Im & > 0.
Wegen rotrot E = AFE + VdivE und divE =
Komponentenfunktionen E;

= k? F und fiir das magnetische Feld rot> H = k> H

——divrot H = 0 gilt fiir die kartesischen

o —IWwe

AE() + k* E;) =0, fiir j =1,2,3. (1.1)

Die kartesischen Komponenten einer Losung der Maxwellgleichung sind also Losungen der
Helmholtzgleichung.

Zur Vereinfachung betrachten wir einen Spezialfall: Seien E(z1,z9,z3) und H(x1,x9,x3) je-
weils unabhéngig von z3. Damit reduzieren sich die reduzierten Maxwellgleichungen wiederum

7
(%E(?,) — ik Hyy) 8‘22H( 3 = —ik By
—%E( 3 = ik Hey) —a%H( 3 = —ik Egy)
321E< 2) ~ 3%21% 1) = thH,) 33111’( 2) ~ ai@fﬂ 1) = ~ikE).

Die Gleichungen in E ), E(y) , H3) sind also unabhéingig von denen in H(y), H(y) , E(3). Setzen

wir E(l) = E(Q) = H(3) = 01,

Wir setzen bei geeigneter Polarisierung

E(xla $2,$3)

= (0,0,U(xl,xg))t an.

so konnen wir die Gleichungen fiir 3y genauer betrachten.

(1.2)

Wir wollen nun dquivalente Ausstrahlungsbedingungen fiir vektorielle und skalare Lésungen

betrachten. Eine skalare Losung u : R® — C bezeichnen wir als ausstrahlend, wenn sie der

Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (SAB) geniigt, d.h.

ou —n—
—tku=o||z|” "2
Tl (=

E 1) glm. fiir alle Richtungen —

Ed (13)

Man kann zeigen, dafs fiir ein divergenzfreies Feld E die Bedingungen

1. die Komponentenfunktionen E;) erfiillen sémtlich die (SAB)

2. E erfiillt die Silver-Muller Ausstrahlungsbedingung (SMAB)

1
—rotEx —

2= ()

fiir ||z|| — oo, glm. fiir alle Richtungen

'Das entspricht einer Polarisierung.

F x ——|——r0tE

FRERSA(r)

oder

iy

||
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dquivalent sind (siehe dazu [3] die Korollare 4.7 und 4.14).

Daraus konnen wir folgende Schlufsfolgerung ziehen: Lost u(x1, x9) die Helmholtzgleichung mit
Sommerfeldscher Ausstrahlungsbedingung im R?, so losen E(z1,z2,73) = (0,0, u(z1,z2))!

und H(z1,29,23) = rot E(x1,x9,z3) die Maxwellgleichungen mit Silver-Miiller Aus-

1
g —1we
strahlungsbedingung im R3. Ein so gewihltes E ist insbesondere divergenzfrei.

1.2 Streuung an Korpern mit einer diinnen Schicht

Im R? befinde sich ein Objekt D, von dem elektromagnetische Wellen gestreut und trans-
mittiert werden. Zur Reduktion des Problems auf den zweidimensionalen Fall betrachten wir
als Objekt D einen in xz3—Richtung unendlich ausgedehnten Zylinder. Damit gilt fiir den
aukeren Normalenvektor v an das Objekt: v = (v4,19,0). Auf Grund der Geometrie von D
und der Annahme, daf u nur von zwei Variablen abhéngt, ist es gerechtfertigt, die (SAB)
fiir den zweidimensionalen Fall anzuwenden. In Zukunft wollen wir mit D den Querschnitt
durch den Zylinder im R? bezeichnen.

Das elektrische Feld bestehe aus einem einfallenden Feld E?, einem gestreuten Feld E* und
einem transmittierten Feld Fsy. Die elektromagnetischen Konstanten im Aufenraum werden
mit €1, 41 und o7 bezeichnet, die innerhalb des Objektes D mit g, po und o9, alle aus Ry .
Dann miissen die Komponentenfunktionen des elektrischen Feldes im Innen - und Auftenraum
jeweils die Helmholtzgleichung 16sen, jedoch mit verschiedenen Wellenzahlen ki und ks.

Wir wollen Objekte betrachten, die sich ndherungsweise durch das Modell einer dinnen
Schicht beschreiben lassen. Solche Objekte treten zum Beispiel in der Geophysik auf (siehe
dazu die Arbeit von Vasseur und Weidelt [18]). Diese diinne Schicht modelliert eine singulére
Leitfahigkeitsanomalie auf der Oberfliche. Die Streuung von elektromagnetischen Wellen an
einem solchen Objekt fiihrt auf ein Randwertproblem, das einer Kombination aus Robin- und
Transmissionsproblem zur Helmholtzgleichung entspricht. Im Aufenraum sei die konstante
Leitfahigkeit o7 vorgegeben. Wir beschreiben die Leitfihigkeit auf dem Rand des Objektes
durch die sogenannte integrierte Leitfahigkeit

€

7(z) =lim | o(x + tv)dt, fir z € ID. (1.4)
e—0 —e
Dabei sei in einer diinnen Schicht nahe der Oberfliche die Leitfihigkeit o eine Funktion? des
Ortes.
Die Polarisation des elektrischen Feldes sei wie im vorigen Abschnitt beschrieben. Wir
fassen die Felder im Aufienraum, das einfallende und das gestreute Feld, zusammen zu
E1 (331, T, ZE3) - (0, 0, Ui (171, ZEQ))

Znichtkonstant, positiv, singulir
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Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes auf dem Rand des
Streukorpers D erhalten wir

Dpur = V2U2
vX Bi=vXx By <+—
—V1Ul = —UV1 Ul
— U] = Us auf 0D.

Um Aussagen iiber den Ubergang der magnetischen Felder H;, H, machen zu konnen,
betrachten wir den Ausdruck fK Hdl.

AV

E A§ \\n\

Dabei ist K die Randkurve eines Rechteckes, mit Linge Al und Breite €. Der Vektor entlang
der Breite sei senkrecht auf der Randkurve dD. Mit n bezeichnen wir den Vektor, der senkrecht

oD

auf dem von K eingeschlossenen Rechteck R steht. Wenden wir nun den Gaufschen Satz in
R an, so erhalten wir

/KHdl:/R(rotH,n)ds = /R(a(x)—iws(az))(E(a:),n)ds(:z:). (1.5)

Fiir kleines Al und ¢ — 0 erhalten wir unter Ausnutzung der Stetigkeit der Tangentialkom-
ponente von £(z,t)

((n xv),H; — Hy)Al = (Eq,n) Q% /€ (o(z 4+ vt) —iwe(z + vt)) dt) Al = (Ei,n)1(x)Al

(1.6)
Da wir die Kurve K beliebig um die ,Achse“ 9D drehen kénnen, gilt fiir alle n € R? mit
|n|| =1 und (rv,n) = 0 demnach
(v x (Hy — H9),n) = 7(x)(E1,n)
und damit fiir die Projektion des elektrischen Feldes auf die Tangentialebene
vx (Hy — Hy) =71(z)v x (Eq X V).

Nun ist v x (Ey x v) = (0,0, (17 4 v3) ul(asl,asg))t = (0,0, u1 (1, 22))", und v x (H; — Hy) =
. : ¢
(0, 0, 2w _ Lﬁ) , und wir erhalten die zweite Randbedingung durch

Y wuy Ov wry OV

1 8U1 1 8’&2 . ()
— 0 = —— = —i7(x)uy.
wpy OV wiy OV !
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Damit gewinnen wir bei geeigneter Polarisation und entsprechendem Streukdrper D aus dem
vektoriellen Problem fiir die Maxwell-Gleichungen ein skalares Problem fiir die Helmholtzglei-
chung. Wir setzen v; = w%p“]ﬁ ;= wpj und

]

AMz) = —iwpy ().

Um zwischen der vorgegebenen einfallenden Welle v und der gesuchten gestreuten Welle v§
besser zu unterscheiden, zerlegen wir die Welle v; im Aufenraum wieder in ihre beiden Anteile
und betrachten die Ausdriicke in v als gegebene Inhomogenitiiten der Randbedingungen fiir
vy,

Definition 1.2.1 (Das konduktive Randwertproblem fiir die Helmholtzgleichung
im R?)

Gegeben seien p; € Ry und kj € C mit kj > 0 oder Imk; > 0, j = 1,2, sowie Funktionen
A € CHOD) und v* € C'(R?), eine Lésung der Helmholtzgleichung Av' + k?v' = 0 in R2.
Der Rand, 0D, sei C?—glatt. Dann suchen wir Funktionen v € C*(R?\D) N C*(R?\D) und
vg € C?(D) N CY(D), die folgende Bedingungen erfiillen

1. Av§ + kvi =0 in R2\D
2. Avg + k%vg =04 D

_ ~ SR ov;  Ovg R Ok
3. p1v§ — pavy = —puv* und 8—7/1 v Az)v] = Mx)v' — auf 0D

4. v§ erfillt die (SAB).

Ist A identisch Null, so erhalten wir ein Transmissionsproblem, das den Ubergang der Tangen-
tialkomponenten des elektromagnetischen Feldes ohne eine diinne Schicht mit andersartiger
Leitfihigkeit modelliert. Zu diesen Uberlegungen siehe auch den Aufsatz von Kupradse iiber
die mathematische Theorie von Wellenfeldern [14].



Kapitel 2

Potentialtheoretische Grundlagen

Wir wollen in diesem Kapitel einige, fiir die Behandlung der Helmholtzgleichung mit Integral-
gleichungsmethoden grundlegende Ergebnisse aus der Potentialtheorie und aus der Funktio-
nalanalysis zusammenstellen, die im weiteren Verlauf der Arbeit bendtigt werden.

2.1 Grundlésung der Helmholtzgleichung im R?

Fiihrt man zur Losung der Helmholtzgleichung Polarkoordinaten (7, ¢) ein und macht den
Ansatz

u(z) = f(kr)Y (o)

mit komplexwertigen Funktionen f und Y, so erhélt man nach einigen Umformungen aus der

Helmholtzgleichung
1 82 9 1 "
) <r2wf(kr) 1o fkr) + (m)%(m)) = —WY ().

Da die linke Seite nur von r und die rechte nur von ¢ abhéngt, wissen wir, daft beide Seiten

2

gleich einer Konstanten sein miissen, die wir n“ nennen. Man erhélt also fiir f und Y die

beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

~Y"(p) +n*Y(p) = 0
2f() +tf () + [t —n?f) = 0. (2.1)
Die erste Gleichung besitzt die Losungen Y (@) = e*™%. Damit wir 27-periodische Losungen

erhalten, muft n € Z gewéhlt werden. Gleichung (2.1) heiftt die Besselsche Differentialgleichung
n-ter Ordnung. Man kann zeigen, dafs die Funktionen

Jn(t);zi%(%>n+gp

|
21
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fiir n =0,1,... Losungen darstellen, welche fiir alle ¢ € R analytisch sind. Sie heiffen Bessel-
funktionen der Ordnung n.
Eine linear unabhéngige Losung fiir n = 0, 1,..., die in (0, 00) analytisch ist, liefert:
n—1 n—2
2 t 1 (n—1-p)! (2 P
Yo(t) = Z<in= Ly -=y (=
*) W{n2+C}J() 71'1)2_:[] p! t
1 (=P [\"T
- ;pz_:om <§> {o(p+n)+4(p)}
mit P0) = 0
N
= — =1,2
w(p) nlz_:l m’ p 2 3
SN
c = 1 — —
i { 2l p}
m=1

Y, heift die Neumannfunktion der Ordnung n.

Die komplexe Linearkombination dieser beiden, H7(11,2) = Jp £ 1 Y,, wird Hankelfunktion
genannt. Im zweidimensionalen stellt die Hankelfunktion die Grundldsung der Helmholtzglei-
chung dar, d.h. sie ist eine normierte, radialsymmetrische Losung. Ist k eine komplexe Zahl
mit Imk > 0, dann ist

v (1
Dila,y) = JHY (o —yl), @y € B, w#y

eine Losung der Helmholtzgleichung A®y, + k2®;, = 0 beziiglich z bei festem y und beziiglich
y bei festem z. Dabei ist Hél) die Hankelfunktion erster Art, nullter Ordnung.

Auf Grund der Reihendarstellungen kénnen wir leicht sehen, daf die Grundlésung der Helm-
holtzgleichung dasselbe asymptotische Verhalten fiir |z — y| — 0 aufweist, wie die der Lapla-

1
cegleichung, ®¢(z,y) = — In
2r |z —

Weiterhin ist ersichtlich, dafs fiir Bessel- und Neumannfunktionen, und damit natiirlich auch

fiir die Hankelfunktionen, folgende Rekursionsbeziehung gilt:
2n
frsa () = 22 fal2) = faa (2) 2.2
Aus dieser Rekursionsformel ergeben sich bei Berechnung der komplexen Ableitung von z f,,(2)

folgende Beziehungen fiir die Ableitungen
flz) = gfn(z) — fapi(z)  fiir n € Ny und z € C\{0}
flz) = —gfn(z) + fu_1(z)  fiirn e Nund z € C\{0}. (2.3)

Betrachtet man diese Funktionenklasse rein als Losungen von (2.1), so sieht man, daf sie nur
von n? und nicht vom Vorzeichen von n abhiingt. Wir definieren also

f,‘n‘ = (—1)“ f\n\ fiir alle n € Z.
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Wir stellen nun noch einige Eigenschaften dieser Funktionen zusammen, die im folgenden
benotigt werden.
Fiir das Ausstrahlungsverhalten der Hankelfunktionen erhalten wir

HT(ZL?)(t) — 1/% eFi(t-5-1%) {1 +0 <%> } , fir t — oo (2.4)
T

und HV () = 2n =1} {1 +0 (%) } , fiir n — oo, (2.5)

Tt

glm. auf kompakten Teilmengen von (0, 00).

Weiterhin gilt eine niitzliche Beziehung zwischen den Funktionen und ihren Ableitungen, die
sogenannte Wronski Determinante

2
W (T (1), Yo (1)) i= Tn ()Y (8) = Jn(D)Ya(t) = —. (2.6)
Mit der Jacobi-Anger Darstellung kénnen wir auch ebene Wellen e?**¢ mit d = (cos ¢, sin ¢)
als unendliche Linearkombination von Besselfunktionen darstellen:

eikmd _ JO(k|fE‘) + QZszn(k‘QSDCOS ne = Z ann(k|fE‘)em¢” fiir z € RQ, (27)

n=1 n=-—0o0

Dieser ganze Abschnitt folgt nach [4], S. 63 ff.

2.2 Oberflachenpotentiale

Wir wollen nun Abbildungseigenschaften von Oberflichenpotentialen betrachten. Dazu defi-
nieren wir zuerst die Rdume, zwischen denen abgebildet wird.

Definition 2.2.1 FEine reell- oder komplexwertige Funktion ¢ definiert auf einer Menge G C
R™ heift gleichméfkig holderstetig mit Ezponent o € (0,1), wenn es eine Konstante C > 0
qibt, so daf

lo(z) —@(y)| < Clz —y|* fir alle z,y € G.

Wir bezeichnen mit C%%(G) den linearen Raum, genannt Holderraum, aller auf G definierten
Funktionen, die beschrankt und gleichmdjfig hélderstetig mit Exponent o sind.

Analog zu C%®(G) definieren wir fir k € N die Riume C**(G). Funktionen aus diesen
Rdaumen sind k—mal stetig differenzierbar, alle Ableitungen sind beschrankt, und die k—te
Ableitung ist aus C(G).

Satz 2.2.2 Der Hélderraum C**(G), k € Ny, versehen mit der Norm:

k) () — (k)
llka i= sup lp®(z)] + sup L& =¥ W)
e z,y€EG |$_y|04
0<I<k why

1st ein Banachraum.
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Beweis: s. Satz 7.2. in [11].

Bemerkung 2.2.3 In [3] werden die folgenden Resultate ausschlieflich fiir den R® bewiesen.
Sie konnen aber mit leichten Modifikationen auf den R? tbertragen werden. Siehe dazu z.B.
[17].

Im folgenden sei C, immer eine positive, nur von « und 0D abhdngige Konstante und D ein
beschrinktes, einfach zusammenhdingendes Gebiet der Klasse C? im R?. Dabei bezeichnet v
den nach auflen weisenden Einheitsnormalenvektor an 0D.

Zuerst werden wir Einfach- und Doppelschichtpotentiale definieren, die mit Hilfe der Grund-
l6sung gebildet werden. Auf Grund der Eigenschaften der Hankelfunktionen, stellen die Po-
tentiale Losungen der Helmholtzgleichungen in R2\A@D dar. D.h. insbesondere, daf sie dort
zweimal stetig differenzierbar sind. Diese Eigenschaft werden wir spéter bendtigen, wenn wir
das konduktive Randwertproblem zur Helmholtzgleichung mit Hilfe eines Potentialansatzes
16sen wollen. Zentral ist dabei die Tatsache, dafs sich die Potentiale selbst und ihre Normal-
ableitungen trotz der logarithmischen Singularitdt der Kernfunktionen stetig auf den Rand
fortsetzen lassen, wenn wir an die Dichten entsprechende Regularitdtsanforderungen stellen.

Definition 2.2.4 Sei ¢ € C(9D), dann heifit die Funktion

uw)i= [ @ulo,) o) dsta), € B\OD.
das Einfachschichtpotential mit Dichte .

Satz 2.2.5 Das FEinfachschichtpotential u mit stetiger Dichte ist gleichmdflig héolderstetig in
ganz B2, und es gibt zu jedem o € (0, 1) eine Konstante Cp > 0, so daf gilt:

[ulla,r2 < Calllloo,aD-
Beweis: siehe Satz 2.12 in [3].

Definition 2.2.6 Sei ) € C(9D), dann heifit die Funktion

- Jop Ov(y)

das Doppelschichtpotential mit Dichte 1.

Y(y) ds(y), = € R*\aD,

Satz 2.2.7 Das Doppelschichtpotential v mit stetiger Dichte ¢ kann stetig von D nach D und
von R2\D nach R2\D fortgesetzt werden. Die Randwerte sind durch

= 0k(2,y) s ! z), =«
vste) = [ LTI (5) dsty) £ 3ta). @ € 0D,

gegeben. Dabei ist vy (x) = limy_,gv(x +hv(z)). Das Integral existiert als uneigentliches Inte-
gral. Die Werte des Doppelschichtpotentials auf dem Rand stellen eine hélderstetige Funktion
dar, mit [[v]la,o0p < Cal¥llcc,op fiir jedes a € (0,1).
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Beweis: siehe Satz 2.13 in [3].

Wenn wir Dichten von hoherer Regularitét voraussetzen, erhalten wir auch eine héhere Re-
gularitidt der Potentiale auf dem Rand.

Satz 2.2.8 Das Doppelschichtpotential v mit gleichmafig hélderstetiger Dichte 1 €
C%(OD), 0 < a < 1, ist gleichmdfig hélderstetig in D und R2\D mit

[vllar2\p < Calldllaon,  vllap < Caldllaon.

Beweis: siehe Satz 2.16 in [3].

Satz 2.2.9 Der Gradient des Einfachschichtpotentials uw mit holderstetiger Dichte ¢ €
C%(OD) , 0 < a < 1, kann gleichmifig hélderstetig von D nach D und von R2\D nach
R2\D fortgesetzt werden. Es gilt [Vullarz\p < Callplla,op und [[Vull, 5 < Call¢llaop. Die
Normalableitung ist durch

&3

. /aD %@)w ply) ds(y) ¥ %w(m), € 0D,

gegeben. Dabei ist [8U—($)] := lim (v(z), Vu(z + hv(z))). Das Integral existiert als unei-
ov |,  h—o+o

gentliches Integral.

Beweis: siehe Satz 2.17 in [3].

Satz 2.2.10 Fiir das Doppelschichtpotential v mit stetiger Dichte 1 gilt

Ovy  Ov_
W = W auf 8D,

in dem Sinne, daf

: 9 _
}111{% { 8V(33)U($ + hv(z)) — 81/(3:)1)(3: - hl/(fE))} =0,

gletichmapig fir alle © auf OD. Die Werte des Doppelschichipotentials v auf dem Rand liefern
bei holderstetiger Dichte ¢ € C%%(0D) eine gleichmdifig holderstetig differenzierbare Funktion
fur die gilt:

|Grad v|la,op < Cal¥Y|la,0p-

Dabei ist Grad der Oberflichengradient. Ist 1 € C1®(0D), so kann die erste Ableitung des
Doppelschichtpotentials gleichmdfig hélderstetig von D nach D und von R*\D nach R*\D
fortgesetzt werden.
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Beweis: siehe die Sétze 2.21, 2.22 und 2.23 in [3].

Wir definieren folgende Randintegraloperatoren

Sip(o) = 2 Bulon)oly) dsto) 2.
Kipl) = 2 [ S dy) 2.9)
Kipw) = 2 [ S50 dy) (2.10)
Tiplo) = 25 [ FHED o) dsty), .11

deren Abbildungseigenschaften wir wie folgt zusammenfassen kénnen:
Satz 2.2.11
e Sk, Ki. K}, und (T), — Ty,) bilden C(8D) in C**(dD) ab. Sie sind in C(0D) kompakt.

Sy, K}, bilden C%®(0D) in CH*(0D) ab.

Ty, ist als Abbildung von C1*(0D) nach C%*(0D) beschrinkt und damit stetig.

Ky, und K, sind beziglich des Skalarproduktes (f,g) = [,p f(x) g(x)ds(x) adjungiert
zueinander. Sy und Ty sind selbstadjungiert.

Weiterhin gelten zwischen den Operatoren folgende Beziehungen

KiSy = SiK} auf C(0D) (2.12)
TiSy = —I+K,? auf C%®(8D) (2.13)
T.Kry = KTy auf C1*(0D) (2.14)
Sp T, = —I+ K} auf CH*(0D), (2.15)

so daf$ wir Sy als Regularisator von Ty und umgekehrt auffassen konnen.

Beweis: siehe die Sétze 2.30 und 2.31 in [3] und Seite 42 in [4].

Wir erhalten also abhingig von der Regularitit der Dichtefunktionen mit Hilfe der Potential-
operatoren holderstetige oder sogar hilderstetig differenzierbare Losungen der Helmholtzglei-
chung im Abschluf des Innen- und Aufenraumes.

2.3 Ausstrahlende Losungen

Die aus dem Gaufschen Satz ableitbaren Greenschen Sétze stellen einen Zusammenhang zwi-
schen Rand- und Volumenintegralen her, der fiir uns von zentraler Bedeutung ist.
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Satz 2.3.1 (Greensche Siitze) Fiir u € C'(D) und v € C*(D) gilt:
/ {u Av + Vu - Vo}dz :/ u @ds,
D

und fiir u,v € C?(D) gilt:

/D{uAv—vAu}dx:/aD<u5—v$>ds.

Wir werden Lésungen im beschrinkten Raum D und im unbeschrinkten Raum R?\D be-
trachten. Damit auch dort Eindeutigkeit der Losung sichergestellt werden kann, betrachten
wir ausschlieklich ausstrahlende Lésungen:

Definition 2.3.2 Eine Losung u der Helmholtzgleichung im R? heift ausstrahlend, wenn sie
der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (SAB) gendigt:

lim +/|z| <8a|—z — zku) =0 glm. fiir alle Richtungen r

|z|— o0 |$‘

Diese Definition entspricht der physikalisch sinnvollen Situation, dafs der Energietransport
von innen nach aufen stattfindet und keine Energie im Unendlichen erzeugt wird.

Fiir Losungen im Innenraum, sowie fiir ausstrahlende Losungen im Auffenraum kénnen wir
nun Darstellungssitze angeben. Danach sind diese Losungen der Helmholtzgleichung kombi-

niert mit ihren Normalableitungen automatisch Losungen von Integralgleichungen folgender
Art:

Satz 2.3.3 (Greenscher Darstellungssatz fiir den Innen- und Aufienraum) Sei D
ein beschrinktes Gebiet der Klasse C?, v wie oben.

(i) Innenraum
Seiu € C?(D) N C (D) eine Funktion, deren Normalableitung auf dem Rand 0D ezistiert, in
dem Sinne, daff der Grenzwert

ou .
5(3:) = hl_l)rﬁﬂ(V(fE),V’u(fE — hv(z))), =€ 0D,

gletichmapig auf 0D existiert. Weiterhin sei u eine Losung der Helmholtzgleichung:
Au 4+ k?u =0 in D, dann gilt die Darstellung:

= Bu_(y) z,y) — u 78@;6(%,34) s tir x
ue) = [ % st ~ut) S Y ast), g€ D,

(ii) Aufienraum
Sei u € C?>(R?\D) N C(R?\D) eine Funktion, deren Normalableitung auf dem Rand 0D
existiert, in dem Sinne, daff der Grenzwert

a—u(g:) = lim (v(z), Vu(z + hv(z))), z € dD,
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gleichmafig auf 0D existiert. Weiterhin sei u eine ausstrahlende Losung der Helmholtzglei-
chung: Au + k*u = 0 in R2\D, dann gilt die Darstellung:

u(z) = /BD {u(y) 8(1(;’;((3;)1‘/) - &gij) @k(g:,y)} ds(y),  firze R\D (2.16)

Beweis: (i) siehe Satz 2.1 in [4] (ii) siehe Satz 2.4 in [4].

Wir wollen an dieser Stelle noch erwihnen, dafs fiir Losungen der Helmholtzgleichung folgende
Eigenschaften dquivalent sind:

e die (SAB) ist erfiillt,

e die Greensche Darstellungsformel im Aufsengebiet ist giiltig,

2
ds = 0.

— —iku

e es gilt: limr%oo/ 3
8

[zf|=r

Fiir alle ausstrahlenden Losungen der Helmholtzgleichung kénnen wir das Verhalten im Un-
endlichen durch eine ausstrahlende Welle und eine richtungsabhéngige Amplitudenfunktion
wie folgt beschreiben.

Satz 2.3.4 (Darstellungsformel fiir das Fernfeld) Jede ausstrahlende Lisung der Helm-
holtzgleichung hat das asymptotische Verhalten einer ausstrahlenden Welle

7) = ﬂ‘ {uoo(:%) +0 (ﬁ) } izl = oo, (2.17)

]

gleichmajig fiir alle Richtungen wobei die auf dem FEinheitskreis Q) definierte Funktion

x
]|’
Uoo € C(Q) das Fernfeld genannt wird. Unter den Annahmen von Satz 2.3.3 (ii) erhalten
wir die Darstellung:

et o 2 duly)
= [0 %0 %

Beweis: siehe Satz 2.5 und Formel (3.64) in [4]

e_ikiy} ds(y). (2.18)

Wir konnen das Fernfeld eines Potentiales direkt aus der Dichtefunktion berechnen, indem
wir die Definition des Fernfeldes (2.17) und das Ausstrahlungsverhalten der Hankelfunktion
(2.4) beachten.

Lemma 2.3.5 Das Fernfeld des Einfachschichtpotentials im R?,

u(z) = /6 () pl)dsty)
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st gegeben durch
oo (#) = p/ e o(y)ds(y),
oD

und das Fernfeld des Doppelschichtpotentials im R?,

_ [ 0%(z,y) .
oe) = [ e g)asty

ist gegeben durch

; T
e'd

mit p = ot
Ein weiterer Satz bestétigt die Wichtigkeit des Verhaltens von Losungen im Unendlichen. Er

wird vor allem fiir den Nachweis der Eindeutigkeit von Lésungen von Randwertproblemen
hiufig verwendet.

Satz 2.3.6 (Rellich-Lemma) Sei k > 0, und sei u € C?(R?\D) Lésung der Helmholtzglei-
chung in R2\D. Auferdem gelte:

lim |u?ds = 0.
R—oo |z|=R

Dann ist u = 0 in R2\D.

Beweis: nach [4], Lemma 3.11

Korollar 2.3.7 Seiu € C?(R2\D)NC(R?\D) eine ausstrahlende Lésung der Helmholtzglei-
chung in R2\D mit Tm(k) > 0 oder k € Ry, und es gelte

Im (k/ u% ds) > 0.
op OV
Dann ist u = 0 in R2\D.

Beweis: Fiir groke R definieren wir Kp = {z € R? : ||z|| = R} und Dg, das Gebiet, das
durch 0D und Kp berandet wird. Aus der (SAB) erhalten wir

2 Ju
+ |ku* + 2Tm <ku—> ds
ov

%—iku

ov

0= lim
R— o0 KR

2
ds = lim <‘ %
R—oc Kgr 67/
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und mit Hilfe des ersten Greenschen Satzes
2

lim {/ < + ku|2) ds+2Im(k)/

R—o0 KR

Dgr
Ist nun Im(k) > 0, so ist die linke Seite dieses Ausdrucks nicht negativ und die rechte nicht

ou

ov

(\ku|2 + |w|2) dy} = —2Im <k/ u@> ds
oD 61/

(2.19)

positiv. Sie sind also beide Null, und wir erhalten insbesondere, daf u = 0 in R\ D gilt.
Fir & > 0 erhalten wir aus obiger Gleichung limp_ fKR lu|?ds = 0 und damit die
Behauptung mit Hilfe des Rellich Lemmas (Satz 2.3.6). O

Zum Abschlufs dieses Abschnittes wollen wir noch erwiihnen, daf eine eineindeutige Beziehung
zwischen Fernfeld und ausstrahlender Losung vorliegt. Nach der Definition des Fernfeldes ist
die eine Abhéngigkeit klar, die andere folgt aus

Satz 2.3.8 Sei D ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet im R? und u €
C%(R?\D) eine ausstrahlende Lisung der Helmholtzgleichung mit k > 0. Verschwindet das
Fernfeld identisch, so gilt auch u =0 in R*\D.

Beweis: Der Beweis ist eine Folgerung aus dem Rellich Lemma (Satz 2.3.6).

2.4 Kompakte und Spurklasse-Operatoren

Die Operatoren, die wir betrachten wollen, sind von ganz bestimmter Bauart. Thre speziellen
Eigenschaften vereinfachen die Lésungstheorie erheblich.

Definition 2.4.1 Fin linearer Operator A : X — Y won einem normierten Raum X in einen
normierten Raum Y heifit kompakt, wenn er jede beschrinkte Menge aus X in eine relativ
kompakte Menge in'Y abbildet.

Satz 2.4.2 Die Identitat I : X — X ist genau dann kompakt, wenn die Dimension des
normierten Raumes X endlich ist.
Beweis: s. Satz 2.19 aus [11].

Wir betrachten Integraloperatoren A : C(0D) — C(9D) der folgenden Art:
(Ap)(z) = | K(z,y)p(y) ds(y).
oD
Dabei wird die Funktion K Kernfunktion genannt.
Satz 2.4.3 Integraloperatoren mit stetigem oder schwach singuldrem Kern sind kompakt von

C(0D) nach C(0D), wenn dD mindestens von der Klasse C ist.
Beweis: s. Satz 2.22 aus [11].



16 Potentialtheoretische Grundlagen

Definition 2.4.4 Sei A : X — X ein beschrankter, linearer Operator eines Banachraumes
X in sich. Eine kompleze Zahl w ist dann ein regulirer Wert fiir A, wenn (wl —A)~™" existiert
und beschrankt ist. Die Menge aller requldren Werte heifit die Resolventenmenge und wird mit
p(A) bezeichnet. Das Komplement von p(A) in C heifst das Spektrum, o(A).

r(A):= sup |w|
weo(A)

wird der Spektralradius von A genannt.

Kompakte Operatoren sind in verschiedener Hinsicht fiir uns von grofer Bedeutung. Zum
einen haben wir zur Losung von Gleichungen der Art ,Identitéit minus Kompakt® die
Riesz-Theorie zur Verfiigung, und zum anderen kénnen wir Aussagen iiber das Spektrum
und die Eigenwerte solcher Operatoren machen. Auf Grund der Sprungbeziehungen der
Oberflachenpotentiale auf dem Rand von D sind wir in der gliicklichen Lage, bei der
Beschreibung von Randwertproblemen Integralgleichungen zweiter Art zu erhalten.

Sei A : X — X ein kompakter, linearer Operator von einem normierten Raum X in sich.
Definiere L := I — A, wobei I die Identitdt auf X ist. Dann gilt:

Satz 2.4.5 (Erster Rieszscher Satz) Der Nullraum des Operators L,
N(L):={p € X : Ly =0},

ist ein endlichdimensionaler Unterraum.
Beweis: s. Satz 3.1 aus [11].

Satz 2.4.6 (Zweiter Rieszscher Satz) Das Bild des Operators L,
L(X):={Ly : p € X},

15t ein abgeschlossener linearer Unterraum.
Beweis: s. Satz 3.2 aus [11].

Satz 2.4.7 (Dritter Rieszscher Satz) FEs gibt eine eindeutig bestimmte, nicht negative,
ganze Zahl r, die sogenannte Riesz-Zahl des Operators A, so dafs

{0} =N(IL)SNELH G- SNI)=N(L*H) =...
X=L'X)2L"(X)2 - 2L (X)=L""(X)=...

Auferdem gilt: X = N(L") & L"(X).
Beweis: s. Satz 3.3 aus [11].
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Satz 2.4.8 Sei X ein normierter Raum, A : X — X ein kompakter, linearer Operator und
(I — A) injektiv. Dann ezistiert der inverse Operator (I — A)™' : X — X und ist beschrinkt.
Beweis: s. Satz 3.4 aus [11].

Satz 2.4.9 Sei X ein normierter Raum, A : X — X ein kompakter, linearer Operator, und
(I — A) nicht injektiv. Dann ist der Nullraum N(I — A) endlichdimensional und das Bild
(I — A)X 1ist ein echter, abgeschlossener Unterraum von X .

Beweis: s. Satz 3.6 aus [11].

Korollar 2.4.10 Die Sdtze 2.4.8 und 2.4.9 bleiben giiltig, wenn wir (I — A) durch (S — A)
ersetzen, falls S ein beschrinkter linearer Operator ist, der eine beschrinkte Inverse S~1
besitzt.

Beweis: s. Korollar 3.8 aus [11].

Wir brauchen also nur die Injektivitdt eines Operators nachzuweisen und erhalten auto-
matisch eine Aussage iiber die Bijektivitit. Eine solche Aussage kennen wir sonst nur im
Endlichdimensionalen. Zusétzlich kénnen wir einen Zusammenhang zwischen dem Kern eines
Operators und dem Bild seines adjungierten Operators herstellen.

Satz 2.4.11 (Fredholm-Alternative) Sei (X,Y) ein duales System, und seien A : X — X
und B :'Y — Y kompakte und zueinander adjungierte Operatoren beziglich der durch das
duale System vorgegebenen Bilinearform. Dann gilt

entweder
N(I - A) ={0} und N(I — B) = {0}
und (I-A)(X)=X und (I-B)(Y)=Y
oder
dimN(I - A4) = dimN(I - B)
und (I-A)(X) = NUI-B)"
und (I-B)(Y) = NUI-A)".

Beweis: s. Satz 4.14 und 4.15 in [11].
Lemma 2.4.12 Seien A : X — X und B :' Y — Y kompakte, beziiglich des Dualsystems

(X,Y) adjungierte Operatoren mit Riesz-Zahl Eins. Sei {¢1,... ,on} eine Basis von N (I—A)
und {41,... , N} eine Basis von N(I — B). Dann gilt

det(p;, ;) # 0.
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Beweis: Nehmen wir an, es sei det(p;, ¢;) = 0.
Dann gibt es eine nichttriviale Losung a;,2 = 1,...,n des Gleichungssystems

n

Z%(‘,Oi,’l/)j) =0, 7=1,...,n.

=1

Wir definieren ein Element aus dem Nullraum des Operators I — A durch ¢ := 37" | a;¢; # 0.
Dann ist die Gleichung ¢ — Ap = ¢ losbar, da ¢ nach Konstruktion die Losbarkeitsbedingung
erfiillt. D. h. o € N((I — A)?), aber ¢ ¢ N(I — A). Dies ist eine Widerspruch zu der Vorr-
aussetzung, daf die Riesz-Zahl des Operators (I — A) Eins ist. Damit ist unsere Annahme
falsch, und es folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun zu den Aussagen iiber die Eigenwerte eines kompakten Operators kommen.

Satz 2.4.13 Sei A ein kompakter, linearer Operator auf dem unendlichdimensionalen, nor-
mierten Raum X. Dann ist das Spektrum von A, o(A) , héchstens abzahlbar, enthdlt die Null
und hat die Null als einzig maéglichen Hdaufungspunkt.

Beweis: s. Satz 3.11 aus [11].

Satz 2.4.14 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren) Sei A wie in Satz
2.4.13 und zusdtzlich normal (bzw. selbstadjungiert im Reellen) und X ein Hilbertraum. Dann

existieren ein (evtl. endliches) Orthonormalsystem ey, es, ... sowie eine (evtl. abbrechende)
Nullfolge (wi,ws,...) in C(bzw.R)\{0}, so daff

X = N(A) @ closurex span{e; : i € N}

sowie
o
Az = Zwk(x,ek>ek fiir alle = € X;
k=1
und zwar sind die wy, die von Null verschiedenen Figenwerte, entsprechend ihrer Vielfachheit
gezdhlt, und ey, ist ein Figenvektor zu wy. Ferner gilt: || Al = supy, |wk|.
Beweis: s. Satz VI.3.2 aus [19].

Definition 2.4.15 C!(X) ist die Menge aller beschrinkten Operatoren A auf dem Hilbert-
raum X, die die folgende Bedingung erfillen:
Fir jedes Orthonormalsystem {¢; : j € J} in X ist

> [(Agj, @;)] < oo.
jedJ

Die A € C'(X) heifien Spurklasseoperatoren auf X.
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Satz 2.4.16 Ist A € C'(X) und {p; : j € J} eine Orthonormalbasis von X, dann ist die
Spur 7(A) definiert durch:

T(A) = (Ag;, ;).

JjeJ
Diese Summe existiert und hangt nicht von der speziellen Wahl der Orthonormalbasis ab.

Beweis: Wir folgen den Uberlegungen aus [16].

Wir kénnen A in seinen symmetrischen Anteil A, = 1(A+ A*) und seinen antisymmetrischen
Anteil A~ = (A — A*) aufteilen. Die Eigenwerte w;f von A, sind alle rein reell, die von
A_, w;, sind alle rein imaginér oder Null. Zu A4 (bzw. A_) gibt es nach Satz 2.4.14 eine
Orthonormalbasis {zp;“ :j € J} (bzw. {¢; : j € J}) von Eigenelementen. Wir betrachten
ausschlieflich den symmetrischen Anteil, der antisymmetrische Fall verlauft véllig analog.

Beziiglich der Basis aus Eigenelementen gilt die Darstellung
D (Al ) =D wf
JEJ jeJ

Da A aus C!'(X) ist, sind auch A, und A_ aus C'(X), und wir wissen, dak die Reihendar-
stellungen konvergieren. Zu jeder beliebigen anderen Orthonormalbasis {¢; : j € J} gibt es
eine orthogonale Transformation O, die {¢,} beziiglich der {Q/);“} darstellt:

05 =2 (07) 0 wd wf =30 (0F) ¢

keJ jeJ

mit 37 (07),, (m)kj =6, fiir alle i,j € J.

keJ
Damit ist
+P5Pi) = ik P\ YY) = +%E Vi
> ) = DD D (07 (0F), {Awf ) = 0D (A g
jeJ jeJ ied ked ieJ kel
= > D> wfwh ) =D
1€J ked kelJ

und analog .. ;(A-pj. ;) = > ;c;w; . Wir erhalten also unabhiingig von der Wahl der
Basis {¢; : j € J}

Y ldps0) = Y (Arpio) + lAprp) = X (wf +w57) O

jeJ jeJ jeJ jeJ

Der nachfolgende Satz erméglicht es, einen Spurklasseoperator einfach zu erkennen:
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Satz 2.4.17 Sei A ein beschrankter, linearer Operator auf dem Hilbertraum X. Dann ist A
genau dann aus der Klasse C'(X), wenn es eine Folge (A,) von Operatoren auf X gibt, fiir
die gilt:

rang A, <n, neN und

S A - A, < .

n=1
Beweis: s. [16], Satz 2.1.3.

Abschliefsend liefert der Satz von Lidskii eine orthogonale Zerlegung eines Hilbertraumes in
den Kern und den verallgemeinerten Eigenraum eines beliebigen Spurklasseoperators.

Satz 2.4.18 (Satz von Lidskii) Sei A ein Spurklasseoperator auf dem Hilbertraum X mit
% (A* — A) >0, d.h. (%(A* — A)p, ) >0 fir alle p € X. Dann gilt :

X = N(A) & VE(A).

Dabei ist N(A) der Nullraum des Operators A und VE(A) der abgeschlossene Unterraum, der
durch die verallgemeinerten Eigenvektoren von A erzeugt wird. Unter einem verallgemeinerten
FEigenvektor verstehen wir ein @ € X, zu dem es ein w € C\{0} und ein n € N gibt, so dafs
(wl — A)"p =0 ist.

Beweis: s. [16], Satz 3.5.1
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Kapitel 3

Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen

3.1 Das konduktive Randwertproblem

In diesem Kapitel wird die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des konduktiven Rand-
wertproblems im R? unter geeigneten Voraussetzungen bewiesen.

Dazu sei D ein beschrinktes, einfach zusammenhiingendes Gebiet im R?. Dann definieren wir
das Transmissionsproblem mit konduktiven Randbedingungen wie folgt (vgl. Def. 1.2.1):

Definition 3.1.1 (Das konduktive Randwertproblem)
Seien ki, ko, p1, pa € C\{0} mit py + po # 0, Im(ky), Im(ke) > 0 oder ky, ko > 0, sowie
A, g € CO¥OD) und f € CY*(OD) mit a € (0,1) gegeben.

Gesucht ist ein Paar (uy,us) mit:
up € C*(R?*\D) N C*(R%\D)
uy € C?(D)N CY(D)

Auy + k¥uy =0 in R®2\D
Aug + k%u2 =0 inD,

das den konduktiven Randbedingungen:
piur — pouo = f auf 0D

und % _ % —Xuy =g aufdD geniigt.

Auperdem erfille uy die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)

9,
lim \/r (% - ik1u1> =0, r=|z|, glm. fir alle Richtungen ;

r—0o0
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Ist A =0, so nennen wir das konduktive Randwertproblem einfach Transmissionsproblem.

Wir konnen unter gewissen Bedingungen an die Parameter Eindeutigkeit und Existenz eines
Losungspaares zum konduktiven Randwertproblem sicherstellen.

Satz 3.1.2 Das homogene konduktive Randwertproblem (f = g = 0) besitzt hochstens eine
Losung, falls: Im<k1 gz k2> >0,

[m(klu—1> >0 und
Im(k1m> >0 firalley € 0D.

Beweis:  Sei (u1, ug) eine Losung des homogenen konduktiven Randwertproblems. Mit Hilfe
der Randbedingungen und der Greenschen Sitze erhalten wir folgende Aussage

m (kl/ ul%ds> m <k1/ <&U2> <6u2 +>\&_2d8>>
v ap \ M1 ov 73
2
= Tm(k) K2 / Mug|? ds + Tm <k1 k2>/ |ug|? da
K1 oD
+Im (lﬁ@)/ Vs dz
1231 D

> 0.

_6u1_

Damit folgt aus Korollar 2.3.7 u; = 0 in R?\ D und dann aus Stetigkeitsgriinden u; = e
auf 0D. Aus den homogenen Randbedingungen ergibt sich daraus uy = 8“2 = 0 auf 0D und
damit aus dem Greenschen Darstellungssatz fiir den Innenraum wug =0 in D. O

Lemma 3.1.3 Wenn das homogene konduktive Randwertproblem nur die triviale Losung be-
sitzt, dann hat das inhomogene konduktive Randwertproblem fiir jedes f € C“*(0D) und
g € C%%(dD) héchstens eine Lisung.

Beweis: Die Differenz zweier Losungen zu demselben inhomogenen konduktiven Rand-
wertproblem erfiillt die homogenen Randbedingungen. Damit ist sie nach dem vorangehenden
Satz identisch Null. O

Mit Hilfe eines gemischten Einfach- und Doppelschichtpotentialansatzes wollen wir nun zeigen,
daf iiberhaupt Losungen zum konduktiven Randwertproblem existieren.

Sei ®;(z,y) = iHél)(kj|x —y|) die Grundlésung der Helmholtzgleichung im R2?. Setze die
Losungen (uq,u9) im Aufen- und Innenraum an als

_ 0%, (2, y)
wiw) = [ {ZED o) L ame e b isw). ce®oD. @)

- a@Q(x:y)
wlw) = [ {280 0) + aveen) ) dsw). e ®oD. (32
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Dabei sind ¢, € C(0D) und ¢, ¢y € C noch zu wihlende Konstanten.

Wir betrachten nun zuerst nur u; ‘R2\5 und us ‘D. Mit den Sprungbeziehungen fiir die Poten-

tiale gilt dann auf 0D

1
[ = wiur — pous = 3 [(1 + p2)p + (1 K1 — paKa)p + (1151 — pacaS2) ]
ou ou 1
-9 = _a_; + 8—1/2 tau = g [(c1 + c2)tp + (To = Th)p — (a1 Ky — caK3)¢)
+ M(K1 + I)e + c1S19}]

Wir definieren

Y
<

o (Y )
(11 + p2) 1 0
E 3.3
A AT (c1 +¢2)I (33)
A p1 Ky — pa Ko pic1 St — pacaSs
A T, — T, + AK; —ClKi + CQKé + 1 \S .

Auf dem Produktraum C(9D) x C(0D) ist durch

= max {[|z]|oc, lylloc}, eine

o)

Norm gegeben, die C(0D) x C(0D) zu einem Banachraum macht. A) ist beziiglich dieser

Norm ein kompakter Operator, F) ist fiir (¢; + ¢2) # 0 und py + p9 # 0 invertierbar. Wenn
nun ¢ eine Losung der Integralgleichung

(Ex+ A)\)® =F ist, (3.4)

so folgt sofort aus den Sprungbeziehungen, dafs die Fortsetzungen von (u1,u9) auf den Rand
die Randbedingungen des konduktiven Randwertproblems erfiillen. Andersherum, ist (uy,us)
eine Losung zum konduktiven Randwertproblem, so ist ® eine Losung der Integralgleichung.
Wir wollen nun eine dquivalente Beziehung von Losungen des konduktiven Randwertproblems
zu Losungen der Integralgleichung beweisen.

2
wertproblem eindeutig (0sbar ist, dann hat das konduktive Randwertproblem fiir jede rechte
Seite f € C1*(0D) und g € C**(0D) genau eine Lisung.

Satz 3.1.4 Sei pu1 + po # 0 und die Konstanten ci, ca € C erfillen die Bedingungen
c1+ ¢ #0, Im (kgz—;s > 0 und Im (k_ggk%) > 0. Wenn das homogene konduktive Rand-
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Beweis: Seien uj, us wie oben definiert. Wir hatten bereits gesehen, dafs zwischen den
Losungen der Integralgleichung und den Randdaten eine eineindeutige Zuordnung besteht.
Es bleibt die Regularitéit und die Ausstrahlung des Ansatzes zu zeigen. Die Ausstrahlungs-
bedingung ist erfiillt, da die Grundlésung eine ausstrahlende Losung ist. Hinreichend fiir
die Regularititsanforderungen des konduktiven Randwertproblems sind ¢ € C1®(dD) und
¢ € C®*(AD), denn dann konnen die Normalableitungen von u; und ug jeweils hélderstetig
bis in den Rand hinein fortgesetzt werden.

Falls ¢ und v Losung von (3.4) sind, so folgt die gewiinschte Regularitéit aus den Abbildungs-
eigenschaften der Potentialoperatoren (Satz 2.2.11), denn wir erhalten

1
= T m (2 K2 — p1 K1)p + (pacaSo — p1c1S1)9] — 2f
1
= oto [(Th — T2) + (1 K] — 2 K5)p — M{(K1 — ) + 1519} ] + 2g.

Aus der ersten Gleichung folgt ¢ € C%%(dD) und somit aus der zweiten 1) € C%*(9D). Er-
neutes Einsetzen von ¢ in die erste Gleichung ergibt ¢ € C1®(AD).

4

Es bleibt die eindeutige Losbarkeit von (3.4) nachzuweisen. Dazu sei @ = eine Lo-

sung der homogenen Integralgleichung. Nach obigen Uberlegungen ist ¢ € C*(9D) und
¢ € C%*(0D) , und damit (uy,us) eine Losung des homogenen konduktiven Randwertpro-
blems. Da dieses nach Voraussetzung eine eindeutige Losung besitzt, gilt u; = 0 in R*\ D und
ugs =01n D.

Nun gelten wiederum auf Grund der Sprungbeziehungen fiir das Einfach- und Doppelschicht-
potential, mit den Bezeichnungen [u;]  fiir den Grenzwert von u; bei Anniherung an den
Rand von aufen (bzw. innen), folgende Beziehungen:

[us] | —[ua]_ =¢ und [ui], —[w]_=¢
BU2 8u2 _ 8u1 8’“1 _
Sl E] e e [52] - [5] -
Aus Stetigkeitsgriinden gilt [ug] = [u1], = 0 und [%} = [%} = 0 auf 0D, und damit
- +
erhalten wir
[us], +[u1]_ = 0 und
BuQ 8U1 .
c1 [E] N + ¢ [E} ) = 0 auf 9dD.

Nun definieren wir Funktionen vy und v9 wie folgt

v] = cjuz In RQ\D

vy = —couy; in D.
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Dann ist v; Losung der Helmholtzgleichung mit Wellenzahl ko in R?\ D und vy mit Wellenzahl
k1 in D, und auf dem Rand gilt

1 1 _ _ 0
avl - 602 = [ug], +[w]_ =

8’01 8’02 _ 8U2 8U1 .
e T A [auL“Q [a] =0

Somit 16sen (vi,v2) ein homogenes konduktives Randwertproblem mit A = 0. Wihlt man
nun die Konstanten c¢;, so daf die Ungleichungen aus Satz 3.1.2 erfiillt sind, so folgt ebenfalls
aus Satz 3.1.2 vo = 0 in R2\D und v; = 0 in D, d-h., us = 0 in R2\D und u; =0 in D und
damit ¢ = =0 auf 9D.

Der Operator (E) + A)) ist also injektiv, und daher folgt die eindeutige Existenz einer
Losung der Integralgleichung fiir jede rechten Seite aus der Riesz-Theorie. O

Bemerkung 3.1.5 Eine Mdglichkeit, die Konstanten c; zu wdhlen, ist wie man leicht nach-
rechnet durch ¢ = k1 und co = ko gegeben, da wir Imkq > 0 vorausgesetzt haben.

Unter der Bedingung, daft das homogene konduktive Randwertproblem eindeutig l6sbar ist,
liefert die Riesz-Theorie Linearitit und Beschrinktheit des Operators (Ey+4,) ! : C(0D) x
C(0D) — C(0D) x C(dD). Fiir Randdaten f, f, € C»*(dD) und g, g, € C**(dD) mit

(Bx+ Ay) (j;) = 2<—fg)
wd (B + 4y (ZZ) - 2<—f§n>
(&) )0

Analog betrachten wir fiir feste f und ¢ Variationen fiir die Parameter pui,ps. Seien
B1s b1ms 2, 2 € C\{0}, so gewdhlt, daf sie das konduktive Randwertproblem mit kq, ko
eindeutig 16sbar machen.

folgt < 2[(Ex + A)) " imae

max

max

. (Ml n + 1o n)I 0
Defi E, = ’ ’ d
efiniere E, 7 (e1 + el un
A pi K1 — ponKe  cipp1nS1 — capi2.,52

n -

d Is Lo
T, — TAK, KL — e K+ cl)\SJ und ¢y, ¥, als Losungen von

$n | f
roenn(s) ()
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E,, und A, h#ngen stetig von den p; ab und sind beschrénkt invertierbar. Deshalb kénnen
wir mit Hilfe der Neumannschen Reihe zeigen, daf (E, +A,) ™" — (Ex+ A)) ™! filr pin — i,
1=1,2, gilt.

Letzlich konnen wir auch die Kopplungsfunktion A variieren und erhalten analog eine stetige
Abhéngigkeit der Losungen der Integralgleichung von dieser Vorgabe.

Wegen der Stetigkeit der Grundlosung ®, und deren Normalableitung auf R?\D x 9D und

auf D x 9D gilt fiir die Potentiale u(y ), die sich beziiglich der Dichten ¢, ¢, € C1(0D)
und ), 4, € C**(AD) aus dem Ansatz (3.1) ergeben

() )L
()~

Wir fassen diese Aussage zusammen:

lurn — villoo < Mg, auf einem beliebigen Kompaktum K; C R? \D

und ||ugn — usllee < Mk, auf einem beliebigen Kompaktum Ky C D.

max

Satz 3.1.6 Seien f,f, € CY%(0D), g,gn € C%*(OD) und p1,p1n,p2, 2., € C\{0}
MAn € C%(OD) so vorgegeben, daff das konduktive Randwertproblem eindeutig losbar ist.
Seien (uypn,u2,) Lisungen der zugehiorigen konduktiven Randwertprobleme, und sei

an - f”oo,BDa Hgn - g”oo,BD — 0, bzw. ‘,U«l — M1nl, |N2 - ,U«2,n‘ — 0, bzw. ||>\ - An”oc,BD -0,
jeweils fiir n — oo, so gilt:

lw1n — v1]loo,k; — 0, n— 00

IV (u1,n = u1) e iy = 0, 1= 00

lug,n — u2|lco,k, = 0, . — 00

IV (ug,n —ug) oo iy = 0, 1 = 00

wobei Ky C R2\D und Ko C D beliebige, kompakte Mengen sind.

Lemma 3.1.7 Es gibt k1, ko, p11, o € C\{0}, X\ € C%¥(Q) , so daf das homogene konduktive
Randwertproblem nicht eindeutig losbar ist.
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Beweis: Zum Beweis des Lemmas betrachten wir ein Beispiel.
Sei A = 0. Das streuende Gebiet sei der Einheitskreis By(0) := {z € R? : ||z| < 1}, die Wel-
lenzahlen ki, ko € C\{0} seien beliebig aber fest vorgegeben. In Polarkoordinaten betrachten
wir die Funktionen

U p(r.0) = al,nH,(ll)(klr)ema, 1<r <o

Ugp(r,0) = (lQ’an(kQT)eine, 0<r<l1.

Offensichtlich stellen diese Funktionen genau dann Losungen zum homogenen Transmissions-
problem dar, wenn

:U‘lal,nHr(Ll)(kl) - ;Uf2a2,nt]n(k2) =0

klal,anl)’(kl) — kgag’nJA(kg) = 0.

Diese System hat genau dann nichttriviale Losungen (ai,,ag2,,), wenn

i S (ki) 2o (ko)

det (1)/ ,
k1Hy' (k1)  koJ)(k2)

=0.

Da H und J}, jeweils nur abzéhlbar viele und fiir verschiedene n verschiedene Nullstellen
haben, gibt es mindestens ein n € Z, so dak H,gl)(kl) # 0 und J/ (ko) # 0 und damit
Transmissionskoeffizienten 1, ps die

py_ B HY (k1) Jn (k)

B2 ko HSY (ky) T (ko)

erfiillen. So erhalten wir neben der Null-Lésung eine weitere Lésung (ujn,u2,) fiir das

homogene Transmissionsproblem und damit die Nichteindeutigkeit. O

Bemerkung 3.1.8 Wir wollen auschlieflich den Fall betrachten, dafi das innere Medium
absorbiert. Das wird durch ITm ko > 0 modelliert.

Zum Schluf wollen wir noch ein paar Beispiele angeben, in denen das konduktive Randwert-
problem eindeutig losbar ist. Diese Korollare sind einfache Folgerungen aus Satz 3.1.2.

Korollar 3.1.9 Sind die pu;, k; € Ry, i=1,2 , und ist auch X eine rein reelle Funktion, so ist
das konduktive Randwertproblem eindeutig losbar.

Korollar 3.1.10 Sind ki, ko € C\{0} so gewdhlt, daff Tmk; > 0 gilt. Setzen wir zusdtzlich
M1 = WH1,mg. und M2 = W2 mg. mit Himg. € RF und

Mz) = —ipg lim | o(z 4+ vt)dt,
e—0

—€

dann ist das konduktive Randwertproblem eindeutig losbar.
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Das letzte Korollar beschreibt gerade die Bedingungen, die sich aus der physikalischen Moti-
vation, Abschnitt 1.2 ergeben, wenn wir hier ausnahmsweise die magnetische Permeabilitét
mit f4; mg. bezeichnen, um sie nicht mit den Kopplungsparametern p; zu verwechseln.

3.2 Das zugehorige Streuproblem

Wir betrachten nun einen speziellen Fall des konduktiven Randwertproblems. Dazu sei im Au-

fenraum eine ebene einfallende Welle u’(z; d) = e**1%¢ mit Einfallsrichtung d € Q vorgegeben.
Damit ergeben sich die Inhomogenitdten f und g aus dem konduktiven Randwertproblem

analog zu der physikalischen Motivation als

flo;d) = —piu(a;d)
und g(z;d) = Au'(z;d) ——U(a:;d)
ov
uj sei die gestreute Welle, die der (SAB) geniige. Wir definieren also das konduktive
Streuproblem (KP) wie folgt:
Sei D C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit C?-glattem Rand 9D
und kq, ko, pt1, o € C\{0} sowie eine Funktion A\ € C%*(dD) vorgegeben.

(KP) Finde zwei Funktionen u;(-;d) € C?(R2\D)NCY(R?\D) und usy(-;d) € C*(D)NC*(D),
so daf bei einfallender Welle u?(z;d) = e?*12¢ gilt:
(1) Auy +k>uy =0 in R2\D, Aus+k3us =0 inD

(2) piuf — poug = —pyu’  auf OD

ouj  Ous - Out
3) =L — == —uf =\ — — auf D
(3) v v =T, ’
(4) wobei  uy = u® +uj ist und

(5) uf der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (SAB) geniigt, d.h.

lim /|z]] <% - zkw{) =0 glm. fiir alle Richtungen o

2] =00 r |zl

Ein Paar (u1, ug), welches (1) - (5) geniigt, heift Losung zum konduktiven Streuproblem.
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Im folgenden wollen wir stets annehmen,
sind:

ky
Im ko
p1+ 2

Im (&)
M1

Im (k%ﬁ)
M1

Im(A(y))

daf folgende Bedingungen fiir die Parameter erfiillt

> 0 (3.5)
> 0 (3.6)
£ 0 (3.7)
> 0 (3.9)
> 0 (3.9)
> 0, fiir alle y € 9D. (3.10)

Unter den Bedingungen (3.5) bis (3.10) hat das Streuproblem mit konduktiven Randbedin-
gungen eine eindeutige Losung, da u’ und % die Regularitdtsvoraussetzungen der Sétze 3.1.2

und 3.1.4 erfiillen.

Wir sehen aus Satz 3.1.6, daf die Losungen (uq(-;d),ua(-;d)) stetig von der Einfallsrichtung

d der einfallenden Welle abhéngen.
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Kapitel 4
Eigenwerte des Fernfeldoperators

Wir werden in diesem Kapitel fiir die Parameter stest die Bedingungen (3.5) - (3.10)
voraussetzen, die fiir die Eindeutigkeit der Losungen hinreichend sind.

4.1 Eigenschaften des Fernfeldoperators

In Kapitel 2 und 3 hatten wir gesehen, daf zu jeder ausstrahlenden Losung des konduktiven

Randwertproblems zur Helmholtzgleichung bei einfallender ebener Welle u!(z;d) = e¥*?¢ in

eindeutiger Weise eine Funktion us(-;d) € C>(Q;C) gegeben ist, die das Ausstrahlungsver-

halten der Lésung uj(-;d) beschreibt:
eikr

uf(m;d)zﬁ{um(:ﬁ;d)—l—O(ﬁ)} fiir r = [z = 00, &=-2.  (41)

Diese eindeutig bestimmte Funktion uy, nennen wir das Fernfeld. Es ist abhéngig von zwei
Richtungen, der Einfallsrichtung d der ebenen Welle u, und der Betrachtungsrichtung . Die
Abhéngigkeit von der Einfallsrichtung d ist stetig, d.h. es gilt us, € C(Q) x C(Q).

Definition 4.1.1 Eine Uberlagerung von ebenen Wellen definiert durch
vf](fp) = /Qeikxdg(d) ds(d) fiir alle z € R?

heift Herglotz- Wellenfunktion mit Kern g € L?(€2).

Betrachtet man als einfallende Welle fiir ein lineares Streuproblem statt einer ebenen Welle

eine Herglotz-Wellenfunktion v?, so ergibt sich das zugehorige Fernfeld Vg,00; da die Abhén-

g7
gigkeit von der Einfallsrichtung stetig und die Fernfeldbildung linear ist, analog zu den Uber-

legungen in [4], Lemma 3.16 ebenfalls als gewichtete Uberlagerung der zugehorigen Fernfelder

(@) = [ ez dig(ayis(a) (4.2
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Wir wollen diesen Vorgang als linearen Integraloperator auf der L?(£2)-Gewichtsfunktion auf-
fassen.

Definition 4.1.2 Seiux(-;d) das Fernfeld zu der ausstrahlenden Lésung uf des konduktiven
Randwertproblemes zur Helmholtzgleichung mit einfallender Welle u'(x;d) = e'**¢ .

Dann definieren wir den Fernfeldoperator F : L2()) — L?(Q) durch

(Fg)(#) = / o (#; d)g () ds(d). (4.3)

Q

Wir wollen zuerst einige Eigenschaften des Fernfeldoperators zusammenstellen.
Satz 4.1.3 Der Fernfeldoperator F ist kompakt von L?(Q) — L2(9).

Beweis: Als Integraloperator mit stetigem Kern ist 7 kompakt von L2?(2) — L%(Q).
a

Ziel dieser Arbeit ist es, sich mit den Eigenwerten dieses Fernfeldoperators zu beschéftigen.
Wir suchen also w € C, so dak fiir ein h # 0 gilt Fh = w h. Bevor wir sinnvolle Aussagen iiber
die Lage von Eigenwerten machen konnen, miissen wir zeigen, dafs F iiberhaupt Eigenwerte
besitzt. Unter gewissen Voraussetzungen an (KP) konnen wir sicherstellen, daf F sogar
unendlich viele Eigenwerte besitzt.

Dazu ist es unser erstes Ziel, Bedingungen anzugeben, unter denen die Fernfelder zum
konduktiven Streuproblem {us (-, d) : d € 2} eine vollstiindige Basis von L%(Q) darstellen. In
dem Fall, dak die Fernfelder in L2(Q) nicht vollstéindig sind, kénnen wir einen endlichdimen-
sionalen Co-Raum zum Abschluf des Spans der Fernfelder angeben, so dak L?(f2) orthogonal
zerlegt wird.

Zuerst wollen wir Beispiele fiir andere Randwertprobleme betrachten.

e Beim #ufleren Dirichlet-Problem sind die Fernfelder genau dann vollstindig, wenn es
keine Dirichlet-Eigenfunktion fiir D gibt, welche eine Herglotz-Wellenfunktion ist. Siehe
dazu auch [4], S.55f.

e Beim Transmissionsproblem sind die Fernfelder genau dann vollstindig, wenn es zu
einer nichttrivialen Herglotz-Wellenfunktion v kein vy gibt, so da (vq,v9) das innere
homogene Transmissionsproblem lésen. Siehe dazu auch [10].

In beiden Féllen héingt also die Vollstdndigkeit der Fernfelder von den Eigenfunktionen eines
zugehorigen inneren Problems ab; also im Endeffekt von dem streuenden Gebiet selbst.

Wir wollen nun eine dhnliche Aussage fiir den Fall des konduktiven Randwertproblems be-
weisen. Der oben erwihnte endlich dimensionale Co-Raum wird durch Kerne von Herglotz-
Wellenfunktionen gebildet, die Lésungen zu einem zugehdérigen inneren Randwertproblem
sind. Dieses soll zuerst definiert werden.
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Definition 4.1.4 Das innere homogene konduktive Randwertproblem ist gegeben durch die
Bestimmung von vy, vy € C2(D) N CY(D), die folgende Bedingungen erfiillen:

Av; +k}v; =0 in D (i=1,2)
pivy = pgve  auf 0D
8’01 602

und o Avy = B auf OD.

Dazu definieren wir den Operator G : L?(2) — C*°(R?) durch

(Gg)(z) = /gzg(y)eiklxde(y), (9 € L*(Q),z € R?). (4.4)

Durch Gy ist eine Herglotz-Wellenfunktion mit Kern h(y) = g(—y) gegeben.
Mit Hilfe dieses Operators definieren eine Menge 1k p auf folgende Weise:

Eikp = {g€ L*(Q) : Zu v := Gg existiert eine Funktion vy € C?(D) N CY(D), so dak

(v1,v9) eine Losung des inneren homogenen konduktiven Randwertproblems ist. }

Errp ist nichtleer, denn die Nullfunktion ist trivialerweise enthalten. Wegen der Linearitét
des inneren homogenen konduktiven Randwertproblems ist £ p ein linearer Unterraum von
L%(9), der nach [9], Satz 10.5 (a) endlichdimensional ist.

Mit conj Erxp = {9 : g € Erxp} bezeichnen wir die zu Erxp konjugiert komplexe Menge.

Satz 4.1.5 Mit Fxp := {u1,00(-,d) : d € Q} bezeichnen wir die Menge der Fernfelder zum
konduktiven Streuproblem. Dann gilt

LQ(Q) = closurer,2(qy span Fxp @ conj E1xp- (4.5)

Beweis: (a) Zuerst zeigen wir die Orthogonalitit der beiden Mengen: Sei g € 1k p.

Wir benutzen die Darstellungsformel fiir das Fernfeld. Danach vertauschen wir die Integrati-
onsreihenfolge und nutzen die Darstellung von v1 = Gg aus. Dann werden die konduktiven
Randbedingungen eingesetzt und hernach der Greensche Satz im Innengebiet angewendet.
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Erneutes Einsetzen der Randbedingungen liefert das gewiinschte Resultat.

» /Q 91 00 ;) ds(2)

= i [o@{p [ w20 L asta

801 8U1 . _ e 4
E—’Ulay}ds (mltp—m)

= ugp/ {u2 <% + M)l) — vy <% + Au1>} ds
oD 87/ 87/
A

= MQP/ {uovi —vour} ds
oD

= ulp/ Mujvr —viug} ds = 0
oD

Damit ist 0 = (u1,00,7) 12 = [ 9(&)u1,00 (£ d) ds(&) fiir alle d € Q, also
g — closureLz( ) span Frp firalle g € Erxp.

(b) Wir zeigen : Ist g € L?(Q) orthogonal zum Abschluf des span Fxp, so ist g € Erxp.
Sei g — closurer () span Fxp. Mit vy := Gg erhalten wir unter Verwendung der Darstel-
lungsformel fiir das Fernfeld und Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

0 0
0= udl gulood:;—,ul/ {ulﬂ—vlﬂ} ds.
P oD ov ov

Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir einen Losungsansatz fiir das konduktive Randwertpro-
blem, der aus dem Greenschen Darstellungssatz fiir Losungen der Helmholtzgleichung (siehe
dazu [11], S.16f) resultiert. Da u’ ganze Lésung, und damit insbesondere Losung im Innenraum
ist, erhalten wir

wi(z) = /a ] {uuy) O0(z,y) "’“I(y)wx,y)} ds(y), fiir = € B\D,

ov(y) ov
us(z) = —/8D {uQ(y) aii(fg;)y) - auagiy) CDQ(x,y)} ds(y), fiir z € D.

Mit den Sprungbeziehungen fiir das Einfach- und Doppelschichtpotential ergibt sich damit
bei Anndherung gegen den Rand 0D:

8U1

K1U1 Sl a = ui — 2’LLZ
, Oup ouq ou!
T Ki— = — -2
1=, v ov
KQUQ SQ 88“2 = —Us
8UQ 8UQ

Tous — K. - _Jw
22— Ravg v
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Wir setzen nun die Randbedingungen uy = Zlul und ’9“1 = % + Auj ein.
— Kiui + 518— + S u; = 2u (4.6)
Ous Ous ou'
a— +>\U1 +K16— +K1>\U1 TlUl = 2% (47)
0
B+ B Kou - 552 = 0 (4.8)
2 H2 ov
Ouy ) Oug
— 4+ =T - Ko—— = 0. 4.9
ov + 149 2t 2 v (4.9)

Nun multipliziert man (4.6) mit picq, (4.7) mit pi, (4.8) mit pocy und (4.9) mit po, fakt dann
jeweils die Gleichungen (4.6), (4.8) und (4.7), (4.9) zusammen und ordnet nach Ausdriicken

in pyu; und in %. Damit erhalten wir das Gleichungssystem:

rqg = (Ex+ Ax)*a  mit (4.10)
dui(-;d)
rg = 2 ov
d H1 Cl’U,Z( . d)
. (1 + p2)T + 1 Ky — pa Kb M+ KXN+Ty,—T,
(Ex+ Ay\)" =
Clulsl —CQMQSQ (01 +02)I—01K1 + Ko + 151 A

BUQa( -3d)
a = v .
piui (-5 d)

Dabei ist (Ey + Ax)* der adjungierte Operator zu (E) + Ay) aus (3.1) beziiglich der Bi-

linearform (p,v) = fBD o1y (y) + w2(y)ba(y)] ds(y) mit ¢ = <i;> Y= (3:) <

C%(oD) x Cb O‘(BD) da die S; und T; selbstadjungiert und die K; und K] beziiglich des
Skalarproduktes (f,g) := [, f(¥)g(y) ds(y) (i=1,2) zueinander adjungiert sind.

Da wir bereits in Satz 3.1.4 gezelgt haben, dak der Operator (F) + A)) injektiv ist, konnen
wir mit der Riesz-Theorie folgern, daf die Gleichung (4.10) fiir jede Einfallsrichtung d eine
eindeutige Losung besitzt. Es gilt also

_ dvi  Oui(-;d)
0 = M1 AD {ul( )—81/ 1781/ ds
_ . 87)1 BuQ(-;d) .
= /8D {,ulul( ,d)% — U1U1 <T +)\U1( ,d))} ds

Aua( -;d)
_ 5 —p1v1 R —p1v1
<<M1U1('5d)> ’ (ﬁ—ml)> <( A AT <%—>\v1
_ — K10
= <’I“d , (E,\ + A)\) 1 <%M_1 )\1”1) > (4.11)
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: N 4 .
fiir alle rg = 2u1 (%1; ,cluz> mit einfallender Welle v’ = e?¥124, d € Q.

Definiere nun | * | = (E) + Ayt 81}?“1“1 und damit die Felder
Y o Avy
v (y)

Aus den Sprungbeziehungen, der Definition von ¢ und 1 und der speziellen Gestalt von
(E)\ + A)) erhalten wir auf dem Rand 0D:

wj(z) = /6D (20j<I)j(a:,y)sz(y) + gD(y)) ds(y), firz ¢ oD,j=1,2 (4.12)

Owo owy B % B
] (2] - -
= [pows] _ + [wr], = —pyvr. (4.14)

Wenden wir uns wieder der Gleichung (4.11) zu:

0 = <7”d ; <z)> = 2 /aD {Clui(';d)¢(y) +W@} ds

- %wl,oo(_d),
wobei die letzte Gleichheit mit den Identitdten aus Satz 2.3.5 folgt.

Auf Grund der eineindeutigen Zuordnung zwischen Fernfeld und ausstrahlender Losung (Satz
2.3.8) erhalten wir damit w; = 0 in R?\D.

Abschliefsend setzen wir nun v := wg in D und erhalten so aus den Randbedingungen fiir die
wj (4.13)-(4.14):

duy _ O
= T auf 9D.
M2V = H1V1

vy ist Losung der Helmholtzgleichung in D, die Normalableitung % existiert und ist

stetig auf dem Rand dD. Nach den Abbildungseigenschaften der Potentialoperatoren sind
damit ¢ und % mindestens aus C*?(dD) und daher wy € CY*(0D). Als Losung der
Helmholtzgleichung in R?\AD ist wo dort insbesondere zweimal stetig differenzierbar.

(v1,v9) ist also eine Losung des innerern homogenen konduktiven Randwertproblems, und
damit ist g € Erxp wie behauptet. O

Satz 4.1.6 Sei (vy,v2) € (C2(D)NCY(D))? eine Lisung des inneren homogenen konduktiven
Randwertproblems. Wenn eine der folgenden Bedingungen an die Parameter erfillt ist:
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ki >0 ki >0
Q) ImZZZO ; ()Im5f>0
1 s oader 11 —
tm (ZH3) >0 Im (Zk2) >0
Im (M\y)) >0 YyedD Im (My)) >0 VyeadD,

Beweis: Wir setzen die Randbedingungen ein und wenden den ersten Greenschen Satz

im Innengebiet an:

0 = / U1 %—)\vl ds—ﬂ vg%ds
0 pm Jap © Ov

-2
/ {—k%m? Vo2 + B2 2 - 2 |v022} dr — |12
D 241 241 M1

2 p—
/ Nwg|? ds
oD
Dann betrachten wir den Imaginérteil:

2
— <M2k2>/ lvg|?dz = Im <,u2>/ |Vo|?dz + / Im (X)|va|* ds
Ml oD

Unter Voraussetzung (i) ist die linke Seite nicht positiv und die rechte Seite nicht negativ, sie

sind also beide Null, und wir erhalten damit fD \vg|2dx = 0, woraus vy = 0 in D folgt. Unter
Voraussetzung (ii) erhalten wir auf Grund derselben Uberlegungen [}, |Vvs|?dz = 0, und
damit vo = const in D. Ist nun const # 0, so ist vs keine Lésung der Helmholtzgleichung.
Deshalb erhalten wir ebenfalls vo = 0 in D. Auf Grund der stetigen Fortsetzbarkeit und der
Ubergangsbedingungen gilt dann auch v, = %”1 = 0 auf 0D und damit wegen des Greenschen

Darstellungssatzes fiir den Innenraum v; = 0 in D. O

Korollar 4.1.7 Unter den Bedingungen (i) oder (ii) von Satz 4.1.6 sind die Fernfelder zum
konduktiven Streuproblem Frp vollstindig in L*(Q).

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus 4.1.6 und 4.1.5, denn das innere homo-
gene konduktive Randwertproblem ist nur trivial 1sbar, und deshalb gilt L%(Q) =
closurer2(gyspan{uc (., d);d € Q}, die Fernfelder zum Transmissionsproblem sind vollstén-
dig in L?(Q).

Bemerkung 4.1.8 Wir kénnen also gleichzeitig sicherstellen, daf$ sowohl das innere homoge-
ne konduktive Randwertproblem, als auch das (normale dufere) konduktive Randwertproblem
hochstens eine Losung besitzen, wenn:

Im ﬂ)zo, Im “—)>0
m oder =
Im ”:fk%) >0 und Im ( £k %) >0 und
Im (A(y)) >0, fir alley € 0D, Im (A(y)) >0, fir alley € 0D.
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Diese Bedingungen unterscheiden sich von denen, unter demen wir eindeutige Existenz von
Lésungen des konduktiven Randwertproblems nachgewiesen haben, darin, daff eine der beiden
Ungleichungen, die die Kopplungsparameter p; enthdlt strikt erfillt sein muf.

Im folgenden seien immer die Bedingungen von 4.1.8 erfiillt.

Der niichste Satz beschreibt die Tatsache, daft ein Streuvorgang umkehrbar ist, man also die
Einfallsrichtung durch die negative Betrachungsrichtung und umgekehrt ersetzen kann, ohne
das Ausstrahlungsverhalten der Losung zu verédndern.

Satz 4.1.9 Fir die Fernfelder uso(%;d) zum konduktiven Randwertproblem (KP) gilt die Re-
ziprozitatsrelation

Uoo (T3 d) = Uoo(—d; —7).

Beweis: Fiir die Fernfelder gilt nach Gleichung 2.18 die folgende Darstellung:
Qe iy Qus(yid) .,
Uso (T3 d) = / {us y;d — L T emikidy b gy 4.15
<=0 ) D e ) 1

Wenden wir den zweiten Greenschen Satz fiir die Funktionen uf(-;d) und uj(-;—%) in dem
Gebiet Dp = {z € R? : || < R}\D an, und betrachten dann den Grenziibergang R — oo, so
erhalten wir, da sowohl uf(-;d), als auch uf(-;—%) der (SAB) geniigen,

_ o (e ) 2L —2)  Ouilyid) o
0—p/w{ 1(y; d) a(y) 0 (y) 1 (y; )}dy- (4.16)

Addieren wir nun (4.15) und (4.16) und beachten dabei, daR e~"*1% = ui(y; —2) gilt, so

erhalten wir

C_g us,d
UOc(iﬁad) = p/aD {Ui(y,d)aiﬂ(y, )_ 0 1 (y)m(y,—fc)}dy

Iv(y) v (y)
= p/aD {(u1 —u}) (y; d) a“lag(;y;i) ! (;UQZB B, _93)} "
= o, {utna 255 - S5 - fa e
+ P/aD {Ul(y; —@%:Z;d —~ au;(yy(;y;i)eiklyd} dy.

Setzen wir nun die Randbedingungen des (KP) in (4.17) ein, und wenden dann den zweiten
Greenschen Satz im Innengebiet an und nutzen wieder die Darstellung des Fernfeldes (2.18)
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aus, so erhalten wir

ik1yd .
Uoc(i',d) _ P/E)D {u1(y; _@)Be _ 8U1(y, ) zklyd}dy

ov(y) ov(y)
o N\ Oua(y; —2) _ _
o2 [ ) 2B s A )
—ug(y; —i)agi(iég;l) — uz(y; d)My)u1 (y; d)} dy
B 8ezk1yd aul(y, —iﬁ) eikl d
= { ) o) }dy
— —d: 7 O

Wir wollen nun noch eine niitzliche Beziehung zwischen den Lésungen und den zugehdrigen
Fernfeldern bei einfallenden Herglotz-Wellenfunktionen herleiten. Die Fernfelder von Herglotz-
Wellenfunktionen werden wegen der Beziehung Fg = v, « fiir unsere Untersuchungen beson-
ders wichtig sein.

Satz 4.1.10 Sei v, eine Losung der Helmholtzgleichung Au+ k>u =0 der Form vg = v, -l—v;
mit k > 0. Dabei geniige vy der (SAB), und vé sei die Herglotz- Wellenfunktion mit Kern g.
Vg,00 S€i das zugehdrige Fernfeld. Fiir h sei die Notation jeweils analog. Dann gilt:

/ vgavh vhavg ds = —=2ik(vg,00, Vh,00) 12 + V8TK eii%@g s h)r2 —e %(g,vh 00 )12
oD ov Ov ’ ' ' '

Dabei ist (f,g)1> = / fg ds das Skalarprodukt auf L?(S2).
Q

Beweis: Wir teilen das Integral auf und betrachten dann die Summanden einzeln.
ov, __0v, / th —6
—_— = ds = - d 4.18
/M, (“9 oy 81/) ° o\ Uhg, | (4.18)
JOvf __Ov
— d 4.19
+ /aD < Nary Ui ov ) s (4.19)

s 0vp, ov
— 4.2
+/3D<93V Uhay)ds (4.20)

: 8vh Bvi
+ v’ ds 4.21
| ( ad ) (421)

Da die Herglotz-Wellenfunktionen ganze Losungen der Helmholtzgleichung darstellen, kénnen

wir den Greenschen Satz im Innengebiet anwenden und erhalten so, daf (4.18) gleich Null
ist.
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Wenden wir nun den Greenschen Satz in dem Gebiet Dg := {z € R*\D : ||z|| < R} an ( mit
R > Ry :=sup,¢p ||z|), so erhalten wir

(%h _5(9 8vh _81)
/3D<gau )ds /QR<98V )ds

Mit der Normalableitung der Greenschen Formel (2.16), der Definition des Fernfeldes (4.1),

der Relation fiir die Ableitungen (2.3) und der Asymptotik der Hankelfunktionen gilt fiir die

Normalableitung auf Qp: B%IE‘”) = % Ry (2;d) + O ( ) und wir erhalten

(%h (91) .
Voo T Uy = ”g oUh

+
) ] {3 ()}
v 5 = —2ik Vg,00Uh,00 + O ds
/QR< R ar \R? > R?
1
= -2k Uh.oo d Ol—=].
7 /Qvg,oovh’ S + <R>

Betrachten wir nun den Grenziibergang fiir R — oo so erhalten wir

(RL) und damit

JO0vp  —0ug
ds = —2ik 0oUh,00 dS. 4.22
T VY PR
Fiir die verbleibenden zwei Integrale bendtigen wir die Darstellungsformel fiir das Fernfeld:
et e~ kY Gus . >
Voo (T) = v (y)——— — e ") ds. 4.23
=7 [ (0T - B 2

Da v , bzw. vi Herglotzfunktionen sind, kénnen wir in der Darstellung von (4.20) und (4.21)
Jewells die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhalten mit der oben angegebenen Formel
fiir das Fernfeld:

s 8@ —8’0 _ Tl s ae—ikcﬁy —ikzy Bv; (:E)
/6D (vg 5 — v}, 5 ) ds = /Qh(y) /,91) <vg(fp)m —e 7) ds(z) ds(y)
= 8k e T / hvg e ds. (4.24)
Q

Damit gilt also mit (4.22) und (4.24)

vy, a ST — .
/ vg% — ﬁﬂ ds = —Zik/ Vg,00Uh,00 A5 + V8K / [e*lzhvg 0o — €4 GU | ds.
8D 81/ 87/ o) ’ ’ QO ’ ’
(4.25)

Beachten wir die Definition des L?-Skalarproduktes von Funktionen auf dem Einheitskreis,
so kénnen wir (4.25) schreiben als

/ vg% — Uhavg ds = 22]{(1)9 oo;vh OO>L2 + V (’Ug 003 h>L2 — Ei%<g,’0h OO>L2
8D 81/ 81/ ’

|
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Im Beweis zum néchsten Satz folgen wir der Vorgehensweise aus [5], indem wir unter Aus-
nutzung der Reziprozitiatsrelation (Satz 4.1.9) den adjungierten Operator als die konjugiert
komplexe Anwendung eines Spiegelungsoperators R auf den Fernfeldoperator F auffassen.

Satz 4.1.11 Gilt Im (k%%) = Im (u ) =0 und Im (A(y)) =0 fiir olle y € D, so ist der

Fernfeldoperator F normal.

Beweis: Seien (vg,1,v4,2) die Losung zum (KP) bei einfallender Herglotz- Wellenfunktion

v; mit Kern g. Fiir h sei die Notation jeweils analog.

Wir benutzen die Randbedingungen, um im Aufenraum definierte Funktionen im Innen-

raum betrachten zu kénnen. Dann wenden wir den Greenschen Satz an, um nach geschicktem

. N o Jp—
Zusammenfassen eine andere Darstellung fiir den Ausdruck faD (vg’l B — Uh1 5o ) ds zu

erhalten.

th,l 8’09’
/,gD <vg,1 ov Uhi1 ov >d$

2
po  Ovpg  Ta__ Ovgo  |p2| v~ _
= —= == d =1 (X - d
/ {Ml Vg,2 o mvm By + m (vg,th,z Ug,QUh,Q)} S

- / {(ﬂvg,gAm> - (MQ’Uh SYAUI 2) } dx + <u2 g) / Vg oVuy o dx
D M1 H1 M1 M1 D

2
K2 / (X — )\) Vg,20p 208
23 oD

_ / (“%3 _ &ﬁ) Vg,2Vh,2 AT + (ﬂ - —) / Vg2V opp da
D \H1 K1 -

2
2 / (X = \) vy omds
M1 oD

2
= 2 <'u2k2> / vg,gvhgdx—i—lm( > / V’UQQVUth:E-l- H2
H1 D H1
Deshalb folgt mit Satz 4.1.10, wenn wir beachten, dak Fh = vy, o gilt:

2
24 <,u2 k2> / Vg,2Up odx + Im < > / Vg, QV'Uh odx + H2 / Im (X) Vg2V 2ds
I D 231 aD

—  —2iky(Fg, Fh) 2 + /371 [ i5(Fg,h) 2 — e %<g,fh)L2} . (4.27)

_l’_

—+

/ Im (X) vg,gmdsl
oD

(4.26)

Ist nun Im (Z;fk%) =Im (”—2

#1) =0 und Im (X) = 0, so gilt demnach:

iki(Fg, FhY = ik (g, F*Fh) = /21k1{g, [ei%f* — eﬂ'%f} h)
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fiir alle g, h € L?() ; also:

ik FF = \/27rk1{e_i%]-'—ei%]:*}. (4.28)

Betrachte nun den zu F adjungierten Operator F*. Auf Grund der Reziprozitatsrelation fiir
die Fernfelder (Satz 4.1.9) gilt

(F0)(@) = [ i) o) dsta) = |

oo (5 —d) g(d) ds(d) = / oo (— ) g(—d) ds(d)
Q

Q

nach Transformation der Integrationsvariablen von d — —d mit ds(d) = ds(—d).
Definiere nun den Operator R: L?(Q) — L?(2) durch

(Rg) (@) = g(—4).
R ist eine Isometrie, denn es gilt
(Rg, Rh)120) = (9, M) 12(0) = (. 9) 12(q) fiir alle g, h € L*(€). (4.29)
Wir kénnen nun F* mit Hilfe von R ausdriicken:
(F"9)(#) = RFR7 ().

Mit diesen Relationen gilt

(9. FF*h) = (F*g, F*h) = (RFR 3, RFR h) = (FRh, FRg) = (Rh, F* FRg)
Also:  —iky(g, FF*h) = —ik (RR, F* FRg) = /21k, (RE, [ei%f* - e’i%f} Rg)

= V/2rki [¢'F(Rh, FRg) — e~F (Rh, F* Ry)] U2 Rk (%9, 71) — 75 (g, 7h)]
Da diese Beziehung fiir alle g, h € L?(2) gilt, folgt
ik FF* = \/2nky {e T F — 7} U2 ik (4.30)

F ist wegen (4.30) normal. 0

Auferdem ist F kompakt und hat deshalb nach dem Spektralsatz (Satz 2.4.14) hochstens
abzdhlbar viele Eigenwerte, die sich nur bei Null hdufen kénnen.

Um in dem Beweis iiber die Existenz von unendlich vielen Eigenwerten unter etwas weniger
speziellen Voraussetzungen den Satz von Lidskii (Satz 2.4.18) anwenden zu konnen, miissen
wir sicherstellen, dafs die Voraussetzungen erfiillt sind. Dazu dienen die beiden folgenden Sétze.

Satz 4.1.12 Der Fernfeldoperator F ist ein Spurklasseoperator.
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Beweis: Dazu reicht es (nach Satz 2.4.17) zu zeigen, daf es eine Folge von Operatoren
o.¢]
{Fn;n € N} gibt, so dak rang F,, < n und Z |F = Fanll < oo gilt.

n=1
Sei @ > 0 so gewihlt, dak B := {z € R*: ||z| <a} D D. Losen wir das (KP) mit Hilfe
eines Potentialansatzes, so sieht man leicht, daf u®(-;d) und Vu®(-;d) auf 0B gleichmé-
fig beschrénkt beziiglich d sind (siehe dazu [4], Theorem 3.9). Ist u®(.,d) eine Lésung im
Aufenraum, so konnen wir den Darstellungssatz 2.3.3 (ii) auf jeder geschlossenen Kurve im
Aufenraum anwenden und erhalten mit der Darstellung des Fernfeldes nach (2.18):

(5 d) el { 5 e~ 12 Jus(y; d)
Uso (T3 d) = —— u® (y; —
ek Jos " T00ly) T Taw(y)

Mit 2 = (cos 6, sin ) und y = (a cosp,a siny) und der Jacobi-Anger Darstellung von e~%12¥
(s. Formel(2.7)) gilt:

eikliy} ds(y). (4.31)

o
eik1dy _ Z j—m Jm(kla)eim(a_‘p). (4.32)

m=—0oQ

Dabei ist Jp, die m-te Besselfunktion. Wir benétigen einige Eigenschaften der Besselfunktionen
(nach [4], S.64):

T ) = (=)™ T (4.33)
und als asymptotisches Verhalten fiir m — oo:

Tn(t) = iﬁ (%)mm — 27%' (1 40 (%)) (4.34)

p=0

JL(t) = % <1 +0 <%)> : (4.35)

Setzen wir (4.32) - (4.35) in die Darstellung des Fernfeldes (4.31) ein, so erhalten wir:
Uso(B7d) = _dt uS(y-d)i i i T (k@)™ 0=%)
= V8rki Jon T ov(y) "
_ O0u’(y;d)
v (y)

m=—0oQ

i imm Jm(kla)eim(a_‘p)] } ds(y).

m=—0oQ

Auf 0B gilt % = %. Diese Reihe sowie die Reihendarstellung der Ableitung konvergieren
gleichméfig. Deshalb darf gliedweise differenziert und die Summation mit der Integration
vertauscht werden, und wir erhalten:

o0

Uoo (T3 d) = Z ™0 g (d) mit

m=—o
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m

eiﬂ(%_ 2 ) s / 8u5(y; d)
u®(y; )y Ty, (k1|yl) — —3,
y|=a v

(@) = S Il al)| €m0 ds(y),
Die ay, sind als Funktionen von d gleichméfig beschrinkt, da ®(-;d) und %“; (-;d) auf Grund
des Greenschen Darstellungssatzes fiir Losungen der Helmholtzgleichung beziiglich d auf 0B

gleichméfig beschrénkt sind.

1 u*(y, d)|
M = ;
N { o

ist daher eine von d und m unabhéngige Konstante.

Ou’ (y, d)
o < 00
Deshalb gilt auf Grund des asymptotischen Verhaltens der Besselfunktionen:

1 (kla)‘m‘_l (kla)‘m‘
ookt —d® W)Ly
J8rkr 33{”“ ook Sl =1 olml )l [
M <ak1

Im|
< =11 —> = laml, fiir [m] > 0.

ou’

lam(d)] < £

o

2

Wir definieren Operatoren F,, : L?(Q2) — L?(Q2) mit endlich dimensionalem Bild als Approxi-
mationen an F durch eine abbrechende Fourierreihe:

(Fans19) (3) = / S (@)™ g(d)ds(d).

m=—n

mit & = (cos@,sinf). Dann folgt, da die {e™?:m € Z} ein Orthogonalsystem in L%(9)
darstellen und auferdem die Beziehung (g,1)72 < v27||g||z2 gilt:

| (F = Fonin) gl = /Q /Q S am(d)e™g(d) | ds(d)

|m|>n
/Q gm ds(d)}ds(:fc)
< 3 ol | strasta H/ d)ds(d
<or S [ty () ['1ar
< o ﬂi (%)m lgl?

= MR gl
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2 2

]_ k a
Also ||F — Fopsa|? <L— mit L := I M?k?a’e .
Setzen wir nun Fy,, := fgn 1, dann erhalten wir: rang Fo, = rang Fop—1 = 2n — 1 < 2n und
aullerdem

ZHT T||—2Z|\f Fon— 1||<2\/_Z—<oo

F ist demnach ein Spurklasseoperator. O

Satz 4.1.13 Sei F der Fernfeldoperator zum (KP) mit ky > 0, Im (Z; ) >0’ Im( ) >0
T =

und Tm ()\(y)) > 0 fiir alle y € OD. Dann gilt %(T* —-T)>0 fir eI F.
Beweis :

ST Fh— e FhR) = < (1% (h, Fh) — 7T (Fh, )|

. 1
(4.27) \/87r—k{ <u2k2>/ vp2|?dz + Tm <,u2>/ \Vop, o|dx
1

2
K2 / vh,22d3+k1||fh|\2}zo O
M1 oD

+

Nach diesen Voriiberlegungen sind wir jetzt in der Lage, eine Aussage iiber die Existenz von
Eigenwerten des Fernfeldoperators zu machen.

Satz 4.1.14 Der Fernfeldoperator zum (KP) hat unendlich viele verschiedene Eigenwerte,
die sich hochstens bei Null haufen.

Beweis: (i) Sei T definiert als e "4 F. T ist dann, ebenso wie F, ein Spurklasseope-
rator (s. Satz 4.1.12, . |T — Ty || = 32 |F — Full, mit T, := e~"% F,). Nach Satz 4.1.13 gilt
T —T)>0 fir T=e"4F.

Deshalb kénnen wir Lidskiis Satz (Satz 2.4.18) auf T' anwenden und erhalten:

9 . . n
L*(Q)=N (e_’Z]-"> @ closurerz(g)span {g :dn €N, (6_21.7-" - wI) 9g=0,w€ (C\{O}} .
(ii) Wir haben die Vollstindigkeit der Fernfelder in L?(Q) (Satz 4.1.14) und die Rezipro-

zititsrelation (Satz 4.1.9) bewiesen. Fiir den adjungierten Operator F* : L2(Q2) — L%(Q),
erklart durch

(F*h)(d) ::/Quoo(i",d)h(a?)ds(i)
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folgt aus der Reziprozitétsrelation (F*h)(d) = (Fg)(—d), fiir alle d € Q mit g(z) = h(—2).
Der Operator F ist genau dann injektiv, wenn F* injektiv ist. In dem Hilbertraum L?(€) gilt

N(F*)~ = F(L?(Q)), so dak aus der Vollsténdigkeit die Injektivitat von F folgt. Also auch
N(e "7 F) = {0}
Nach (i) und (ii) gilt demnach:
L*(Q) = closurey »(yspan {g :IneN (e_i%}' - wI)ng =0,we€ (C\{O}} .

(iii) Da F nach Satz 4.1.3 kompakt ist und N(e 7 F) = {0}, konnen wir die Elemente
des zugehorigen Spektrums o(e™%% F) nach dem Spektralsatz fiir kompakte Operatoren (Satz
2.4.13) wie folgt anordnen:

w1 > > |wn| > >0 fiir alle w; € o(e” 5 F)\{0}.

Da F kompakt ist, kénnen wir auf (wl — e™*7F) fiir alle w € C\{0} die Riesz Theorie (die
Satze 2.4.5 bis 2.4.7) anwenden. Nach dem dritten Rieszschen Satz (Satz 2.4.7) gibt es zu
jedem w; € (e "1 F)\{0} genau ein r; < oo, so dak

N ((e*i%f — wﬂ)n> =N ((e*i%f — wiI)ri> fir alle n > r;
Deshalb gilt:
L*(Q) = closurey »(yspan {g :IneN, n <y, (e"%]—' - wﬂ)ng =0, w; € a(e"%}')\{O}} ;

dabei bezeichnen die w; hier nun nicht mehr die Elemente des Spektrums geméfs ihrer
Vielfachheit gezéhlt, sondern es gelte: |w;| > |wit1] > 0.

Sei nun n < r; die kleinste natiirliche Zahl fiir die gilt: (e_i%f—wﬂ>ng = 0, dann ist
h = (e—i%]—“— wi[)n 1g # 0 und (e_’%]-" — wiI) h = 0. D.h. zu jedem w; € o(e”"7F)\{0}
mit verallgemeinerter Eigenfunktion g gibt es auch eine echte Eigenfunktion h. Die Dimension
des Nullraumes von (e "TF — w;I) ist nach der Riesz-Theorie endlich, nennen wie sie ¢;.
Das Vorkommen von w; im Spektrum ist dadurch auf maximal ¢;7; beschrinkt. Damit hat
¢4 F unendlich viele Eigenwerte, die sich auf Grund der Kompaktheit nur bei Null h&ufen
kénnen. Siehe dazu auch die Einleitung von [6]. O

4.2 Abschatzungen beim konduktiven Randwertproblem

Wir wollen nun einen Kreis angeben, in dem die Eigenwerte des Fernfeldoperator zum
konduktiven Streuproblem liegen miissen.
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Satz 4.2.1 Sei h eine Eigenfunktion des Fernfeldoperators zum konduktiven Streuproblem
mit Eigenwert w; d.h. Fh = wh. Sei (vp,1,vn2) Lisung zum konduktiven Streuproblem bei
einfallender Herglotz- Wellenfunktion vfl mit Kern h. Dann gilt:

{Vorhim (¢ 750w) = kil } 12, =

2 _
[ @+ (282) [ ool 1 (22) [ vmat
oD M1 D M1 D

Beweis : Wir setzen g = h in (4.27) und erhalten

2i /I < k2>|vh2 dfp-l-Im( )/ \Vvh2| dz + |22 / Im(\)|vp2|*ds
D 1 M1 22 oD

= 2k (Fh, Fh) 2 + 8k, [ F(Fh,h) e — e %(h,fh)p} .

B2
M1

Beachtet man, daf h als Eigenfunktion zum Eigenwert w vorausgesetzt ist, d.h. Fh = wh und

2
/ T (%) o o|2ds
oD

teilt dann durch 27 so erhdlt man:

/1 ( k2>vh2| d:v—l—Im( )/Vvh2| do + |12
D H1 H1

V8rky [e_il

T — i%_} h2
T e - eita] I3

= —kilwl?|[hl|72 +

/

-~

= 2¢:Im (ef%cu)
und damit die Behauptung des Satzes. O

Mit Hilfe dieses Satzes gewinnen wir sofort eine Abschétzung fiir die Lage der Eigenwerte,
wenn wir die linke Seite der Beziehung aus Satz 4.2.1 nicht negativ voraussetzen.

Korollar 4.2.2 Ist Im(A(y)) > 0 fir alle y € 9D, Im (%k% > 0 und Im Z—f) > 0, dann
liegen alle Eigenwerte des Fernfeldoperators zum konduktiven Randwertproblem wn dem Kreis

v/ 87k Im (u)e_’%> > k1|w\2.

Gilt 0 = Im (“2 k2> =TIm (%) = Im(\(y)) fiir alle y € D, so liegen die Eigenwerte auf dem

Kreisrand.

Setzen wir alle vorkommenden Imaginérteile als strikt positiv voraus, so kénnen wir eine schir-
fere Abschitzung angeben, die von den Imaginérteilen und dem Streukdrper selbst abhéngig
ist.
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Satz 4.2.3 Sei Im(\(y)) > 0 fir alle y € D, Im (“2 kQ) > 0, und Im (ZQ) > 0, dann liegen
alle Figenwerte des Fernfeldoperators zum konduktiven Randwertproblem in der abgeschlosse-
nen Kreisscheibe

4k1 |w| | 2
< Bk 1 ( i ) — kW], 4.
DIA+B)+C = 87k Im 1w 1wl (4.36)
‘ H2p2 L g2 2 k2|
-2k + 2‘ 22 ‘ 2 A 2
mit A= | ynd B= ”17 und C = ‘& / %ds((y),
m (£213) I (42 il Jap TmA(y)
it 11
d.h. in der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt auf der Geraden Imw = — Rew,
V27k
mit Imw > 0, die durch den Ursprung verlduft und den Radius r := k _T_;/, mit y 1=
1
4k
hat.
ID[(A+B)+C

Beweis: Der Ausdruck <y ist immer wohldefiniert, denn aus Im (Zf) > 0 folgt w1 # po,
weshalb stets B > 0 gilt.

Nach (4.23) gilt fiir eine ausstrahlende Lésung der Helmholtzgleichung v* € C?(R?*\D) N
C'(R?\D) mit Fernfeld vu:

S s ae_ikljy avsy —ik1 &
wel@) = o [ {rw = - 2wy (437
fiir alle & € Q mit o
€ = .
iir alle & mit p N

Da vfl und e~ #1%Y beide ganze Losungen der Helmholtzgleichung sind, gilt nach dem zwei-

C fe—ikiiy  gyi o
ten Greenschen Satz : / {v}l(y) ¢ - vh(y)e_’klxy} ds(y) = 0. Deshalb kann in der
oD ov ov

Darstellungsformel fiir das Fernfeld (4.37) v* durch das gesamte Feld vj; = v® + v} ersetzt
werden.
w ist als Eigenwert zu F mit Eigenfunktion h vorausgesetzt; also:

. o —ik12y o ik
ot = @) =p [ {na 2 - 2w gy
8D v 14

Qe 12y ik On2(Y) ika
= o[, (e [F e ot - 2Rk b
= _p/w Ay)e™F1 %y, o (y)ds(y)
+ p/ <_%k% + kg) e~ M1y 5 (y)dy + p/ <& - 1) Ve BT uo(y)dy.
D 1 D

231
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Wir nehmen nun das innere Produkt mit h und vertauschen die Integrationsreihenfolge.

Al = =0 [ N wmat)ds) + o [ (—ﬁk%w%) oL W) ns (1) dy

+p/D <% - 1> Vol (y)Vona(y)dy

Wir wenden die Schwarzsche Ungleichung fiir endliche Summen und fiir Integrale an, schét-
zen auf Grund der Definition der Herglotzwellenfunktionen |v}|? < 2n[/h|? und |Vvi|? <
2wk?||h||? ab, teilen durch ||h]|? und nutzen dann das Ergebnis aus Satz 4.2.1

k2+k2‘ k2

2
2
Ay)|> ‘ 0 __1‘
Wbl < 2ml? | AW joy) 4 o) |22
op Im A(y) tm (2243) Tm (£2)
i
231

p1
713 PP 2
= O+ |D|(A+ B { VBrki Tm (¢ 1w) — kifw]?}.

2 _
/ Im(X)|vp2|2 + Im <£k§>/ opo)? + Im <”2>/
aD 231 D 231 D
4k

Erneute Division durch ||k||? liefert das gewiinschte Ergebnis. 0

Bemerkung 4.2.4 1. Im allgemeinen kénnen wir fir den Fall, dafi einer der Imagindr-
teile rein reell ist, keine bessere Abschdtzung erhalten, als die allgemeine aus Korollar
4.2.2. Unter der Voraussetzung 1 = ua erhalten wir jedoch die scharfere Abschdtzung:

Ak, |w\ < /87ky Im( %u)) — ky|w/?.

DA+ C

2. Wenn fir die Funktion X gilt, dafi sie immer dann identisch Null ist, wenn thr
Imagindrteil identisch Null ist, dann reicht die Bedingung Im A(y) > 0 fir alle y € 0D
fiir den Beweis des vorangegangenen Satzes aus.

2
Unter/ |)\( ) ds(y) verstehen wir dann das Integral iber die Menge
ap ITm \(y)
Aw)l?

ODpos :={y € 0D : A(y) > 0}. Im allgemeinen gilt: Existiert C = ds(y) <
ap Tm \(y)

00, so bleibt die Aussage des Satzes 4.2.3 giiltig.

3. Ist A =0 (das Transmissionsproblem), so erhalten wir die Abschdtzung

4 2 x
kliw < +/8mk1 Im (e_ziw> — kl\u)|2.

[D|(A+ B)
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4. Wir kdnnen nun die Frage stellen, in wie weit wir aus der Kenninis der Parameter und
der FEigenwerte auf den Streukorper zuriickschlieflen kénnen. Im Prinzip ist dies mit
der Abschdtzung (4.36) moglich.

Allerdings haben wir eventuell das Problem, daff sowohl die Linge der Randkurve,

als auch die Grifie des Gebietes auftreten. Wir erhalten eine obere Abschdtzung fir

das Verhdltnis von Fliche zu Randkurve durch die Isoperimetrische Ungleichung. Sie

besagt, daﬂ‘ d‘as Verhdltnis von Fliche zu Umfang nicht gréfier werden kann als beim
D

Kreis, wo oD = % betrigt. Dabei ist d := max, yeap |2 — y|.

5. Setzen wir wie im Falle des Transmissionsproblems A = 0, so entfillt der Randintegra-
tionsterm. Wir erhalten dann eine Abschdtzung fir die Grife des Streukdrpers aus der
Lage der Eigenwerte. Numerische Tests belegen, dafi zumindest eine richtige Grofienord-
nung angegeben werden kann. Z.B. fir ki = pu1 = 3 und ko = po = 3+ 2i mit A\(z) =0
ergeben sich folgende Ergebnisse:

Randkurve | Tezp | |Dltheo | |Dlreal
Ellipse 0.75 3.9 3.64
Drachen 0.8 2.11 4.6

Dabei bezeichnet |D|ypeo die Grife des Streukorpers, die sich durch Auflosung der Formel
fiir den Radius nach |D| aus Satz 4.2.3 berechnen lifst. Wir setzen fiir den Radius Teqyp
ein, den kleinstmaoglichen Radius, der sich aus der Lage der berechneten FEigenwerte
ergibt.

4.3 Ein Beispiel: Der Einheitskreis

Wir betrachten nun ein explizites Beispiel fiir die Eigenwerte des Fernfeldoperators fiir das
konduktive Randwertproblem (KP). Als streuendes Gebiet betrachten wir den Einheitskreis
By :={x € R? : ||z|| < 1}. Wir benutzen die Polarkoordinatendarstellung:

x = |z|(cos f,sinf)

d = (cos y, sin ).

Aus der Jacobi-Anger Darstellung fiir die ebene Welle (siehe 2.7) erhalten wir:

oo
u'(zd) = e®170 = N " i g (ki) e 00 (4.38)
n=-—o0co
Im R? gibt es zwei linear unabhiingige, harmonische Kugelfunktionen der Ordnung n, die
durch e*™ dargestellt werden kénnen.
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Auf Grund der Vollstdndigkeit dieses Orthonormalsystems (siehe Theorem 2.7 in [4], iiber-
tragen auf den zweidimensionalen Fall) und der Eigenschaft von j26 (kr)e*™? ausstrahlende
Lésung zur Helmholtzgleichung Au + k?u = 0 im R? zu sein (siehe Theorem 2.9 aus [4]) kann
jede ausstrahlende Losung dargestellt werden als:

o0

w@)= Y anH (klz])e™.

n=—oo

Durch a,, = a,7 "e™% kénnen wir das gesamte Feld u; = ut + uf im Aufenraum R? \Bj bei

einfallender Welle u? = %124 schreiben als
w(wid) = > " {Julkalz]) + anHD (i) | 000, (4.39)
n=-—o0co

Fiir eine Losung der Helmholtzgleichung im Innern des Kreises gilt, da die J,(kr)e*™? Lo-
sungen der Helmholtzgleichung im Innenraum darstellen, analog zu den Uberlegungen im
Aufsenraum die Darstellung
o
ug(z;d) = Z " Ty (ka|z])e™?=%) gelten.
n=—oo

Damit (u1,us) eine Losung des konduktiven Randwertproblems (KP) fiir den Einheitskreis
darstellt, muf auf dem Rand €

: ou; 0 ou' :
piuy — poug = —pqu’  und % — % — Aup = _8—1:/ —Au'  gelten.

Auf 0D = Qist a% = %. Die Darstellungen von u; und ug und ihrer Ableitungen konvergieren
auf Q gleichméfig und sind beziiglich 6y(= d) gleichméfig beschrinkt. Daher diirfen wir
gliedweise differenzieren und erhalten als Randbedingungen

o.¢]
> i {nanHD () + i Jalk) = b o) f e %0) = 0 (4.40)
S~ i {kanHY (k) + ko Ty () = b T () b €000
n=-—o00
= Abo) i"{anH,(Ll)(kl)+Jn(k1)}e"”(9*90). (4.41)
n=-—o0co

Da sich diese Gleichungen so allgemein nicht auflosen lassen, wihlen wir A(fg) = A € C und

erhalten die Koeffizienten a, und b, fiir n > 0 als:
o = —mkadn(ka) Ty (ko) + poki Ty (k1) Jn(K2) = poAJn (K1) T (ko) (4.42)
pika HSD (k1) Tt (ko) — poky HYY (k1) T (k2) + o NHS (k1) T (ko)

. gk { T (k) HSY (k1) = T4 (k) HS ()} C (443)

poky HYY (k1) o (k) — ko HY (ko ) J2 (k) — po AT (ko) HY (k1)
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Fiir alle Hankel- und Besselfunktionen gilt die Beziehung f_,| = (—1)‘"‘f‘n‘, und wir erhalten
wir a, = a_, und b, = b_,, fiir alle n € Ny.

Betrachten wir nun das asymptotische Verhalten der Hankelfunktionen (2.4) und die Definition
des Fernfeldes (2.18) und beachten die Beschrinktheit der einfallenden Welle ‘eiklmd‘ =1 fiir

alle z € R?, so erhalten wir:
oo (23 d) —,/ﬂ—kle T Z ane™?=0), (4.44)

n=-—0oo

Fiir eine beliebige Funktion g € L?(€2) gilt:

]

g9(d) = Z cn gn(d) mit  gy(d) := e,

n=-—oo

Die Anwendung des Fernfeldoperators F auf eine Funktion ¢ 14t sich also schreiben als

(Fg)(2) =,/7T—kle*% Z Z cnam/ m"o (8- 90)}(190

n=—ooc m=—0oc

Man kann F als eine Konvolution der Funktionen g und us auffassen; (Fg) = us * g.

Wegen der Orthogonalitéit der g, gilt:

Fan)@) = an e \[5F g,

Damit sind die g, Eigenfunktionen des Fernfeldoperators zum konduktiven Randwertproblem
mit den Eigenwerten

8m i —pakydn (k) Ty (K2) + poki Ty (K1) Jn (k) — po AT (K1) Jn (K2)

b € 0 Ul 0 , nEZ
1 pikoHy ' (k1) J) (ko) — poki Hy? (ki) Jn (ko) + poXNHyp (k1) Jp (k2)

Wnp =

(4.45)

Numerische Berechnungen zeigen, daft diese Eigenwerte in den in Satz 4.2.3 angegebenen
Kreisen liegen. Wir beginnen mit einem Test fiir das Transmissionsproblem (A = 0). Die
Eigenwerte w, werden gemif der obigen Formel, der Radius r und Mittelpunkt M des
Kreises gemifs Bemerkung 4.2.4, 2. berechnet.

Bsp. 1 1.60608, —0.13974) dist(M,woy) = 1.25331
2.08233,1.26058) dist(M,w) = 1.25331
1.65833, —0.101022) dist(M,ws) = 1.25331
ki =4 M = 0.41338, —0.274468) dist(M,ws) = 1.25331
ko =3 | 0.886(—1+1i) | ws = (0.023486,0.0241256) dist(M,ws) = 1.25331

(= (M,wo) =
(= (M, wr1)
(= (M, ws)
(= (M, w3) =
( (M, ws) =
=2 = (0.0381734,0.0398935) dist(M,ws) = 1.25331
= ( (M, ws)
( (M, wr) =
= ( (M, ws) =
= ( (M,wg) =

e =3 | r=1.25331 0.0093929, 0.00949352) dist(M,ws) = 1.25331
wr = (0.00124557,0.00124732) dist(M,wy
0.000110542,0.000110556) dist(M,ws
7.25618e — 06, 7.25624e — 06) | dist(M,wy

1.25331
= 1.25331
= 1.25331
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Da alle Parameter rein rell gewéhlt wurden, liegen die Eigenwerte sdmtlich auf dem Kreisrand,
wie nach Korollar 4.1.11 zu erwarten war.

Wir testen die Aussagen fiir A # 0 numerisch fiir zwei Beispiele. Dazu wihlen wir in
Beispiel 2 die Paramter p; und k; wie in dem Beispiel fiir das Transmissionsproblem. Die
Impedanzfunktion A wihlen wir zuerst ebenfalls reell und in Beispiel 3 mit negativem
Imaginérteil. Der Radius und Mittelpunkt des Kreises wird nach Korollar 4.2.2 und Satz
4.2.3 bestimmt.

Bsp. 2 wo = (—2.08482,0.519923) dist(M,wo) = 1.25331
wi = (—0.644095,2.11593) dist(M,w;) = 1.25331
wy = (—2.07572,1.28106) dist(M,w,) = 1.25331
ky =4 M = wy = (—1.48503, —0.214789) dist(M,w3) = 1.25331
ky=3 | 0.886(—1+1) | ws = (—0.456292, —0.291038) dist(M,ws) = 1.25331
=2 ws = (—0.0842237, —0.0768863) dist(M,ws) = 1.25331
pr =3 | r=125331 | wg = (—0.0100013, —0.00988972) dist(M,we) = 1.25331
A=3 wr = (—0.0007691, —0.0007685) dist(M,wr) = 1.25331
ws = (—3.907e — 05, —3.90683¢ — 05) | dist(M,ws) = 1.25331
wy = (—1.19242e — 06, —1.19242¢ — 06) | dist(M,we) = 1.25331

Wir sehen, dafs geméfs der Aussage aus Korollar 4.2.2 alle Eigenwerte auf dem Kreisrand
liegen.

In Beispiel 3 konnen wir die Aussagen von Satz 4.2.3 und den anschliefenden Bemerkungen
nachvollziehen. Die Eigenwerte liegen innerhalb der angegebenen Kreise.

Bsp. 3 = (—0.507953,2.05599) dist(M,wo) = 1.09667
wy _( 2.30943,0.908517) dist(M,w;) = 1.1232
wy = (—0.946016, —0.0791761) dist(M,wy) = 1.3451
ky =2 M = wy = (—0.164532, 0.0120509) dist(M,ws) = 1.62471
ky=3+4i | 1.234(—1+14) | wy = (—0.0121921,0.00698908) dist(M,ws) = 1.73243
i =05 ws = (—0.000450577, 0.000606243) dist(M,ws) = 1.74524
py=3+i | r=174599 | wg = (—9.59073¢ — 06, 2.68186¢ — 05) | dist(M,wg) = 1.74596
A=3-2i wr = (—1.09487e — 07, 7.63359¢ — 07) dist(M wr) = 1.74599
ws = (—5.3358¢ — 11,1.5438¢ — 08) | dist(M,ws) = 1.74599
= (2.29425¢ — 11,2.3571e — 10) dist(M,wy) = 1.74599

Aus Formel (4.45) sehen eine weitere wichtige Tatsache:

Bemerkung 4.3.1 Die Eigenwerte fir den FEinheitskreis hangen stetig von allen Parametern
ab, die das konduktive Randwertproblem beschreiben. Wir erwarten, daf$ diese Aussage auch
fiir jede andere Randkurve giiltig ist.
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Kapitel 5

Numerische Behandlung

Um die Eigenwerte des Fernfeldoperators F numerisch berechnen zu koénnen, miissen wir
das Problem durch ein endlichdimensionales approximieren. Zu diesem Zweck interpolieren
wir mit dquidistanten Stiitzstellen und integrieren dann das Interpolationspolynom exakt.
Als Losungen betrachten wir wiederum nicht Funktionen, sondern nur deren Werte an den
Stiitzstellen. So erhalten wir als Approximation an den Fernfeldoperator eine quadratische
Matrix, deren Eigenwerte sich mit dem QR-Verfahren mit Shift-Strategie berechnen lassen.

5.1 Trigonometrische Interpolation mit aquidistanten Stiitz-
stellen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige allgemeine Eigenschaften der trigonometrischen
Interpolation mit dquidistanten Stiitzstellen sowie die Konsequenzen, die sich daraus fiir die
resultierenden Quadraturformeln ergeben.

Fiir n € N definieren wir dquidistante Stiitzstellen t;n) auf dem Intervall [0, 27[ durch

=9 =0, . 2m—1
J n

Nun betrachten wir folgendes Interpolationsproblem:
Zu vorgegebenen Funktionswerten fo, ..., fon—1 € C ist eine Funktion v der Form

n n—1
v(t) = Z apm, cos mt + Z by, sinmit
m=0 m=1

mit Koeffizienten a,,, b, € C so zu bestimmen, dafl v(tgn)) = f; fur alle j =0,...,2n — 1.

Dieses Problem hat fiir alle Koeffiziententupel (f]-)?ial € C?" in dem 2n—dimensionalen
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Approximationsraum
n n—1
T, := {w(t) = Z am cosmt + Z by, sSinmt; @y, by € (C}
m=0 m=1
eine eindeutige Losung. Die zugehodrige Lagrange-Basis ist
1
" = 5 {1 +2Zcosk t— ") +cosn(t—t§"))} (5.1)

(n)
1 (), , nt—1t;")
= %smn(t—tj )cot# furt;ﬁt

mit L;n)(tl(n)) = §; fiir j = 0,...,2n — 1, denn L;n) € T,, wie man mittels trigonome-

trischer Identltaten leicht einsieht. Damit ist die Interpolationsfunktion gegeben durch

o(t) = 7%t LY (1),

Der trigonometrische Interpolationsoperator P, : Cy:(R,C) — T, ordnet jedem f €
Cyr (R, C) das eindeutig bestimmte P,f € T, zu, das die Bedingung Pnf(tgn)) = f(tg.n))
erfiillt. Eine Darstellung ist mit Hilfe der Lagrange-Basis mdoglich:

2n—1

P =Y FehL ).

J=0
Damit kénnen wir geméf [11] den Interpolationsfehler abschétzen.

Satz 5.1.1 Sei f : R — R eine analytische, 2m-periodische Funktion, die sich in ein Gebiet
R x (—s,s) C C, mit s > 0, fortsetzen lifit.
Dann g¢ilt die Darstellungsformel

1 10+2m jcot Tt
t) — Pof(t) = —sinntR ——2 f(r)d
1) = Post) = gosinmemed [T IRy ar |
mit 0 < o < s.
Hieraus folgt: Hf (P, f)® H < Ce™, n €N firp=0,1,2, mit einer nur von f

abhdngigen Konstanten C.

Wir betrachten Ndherungen fiir ein (gewichtetes) Integral einer Funktion f € Co,;(R,C). f
wird durch sein trigonometrisches Interpolationspolynom P, f ersetzt und dann exakt inte-
griert. Da wir stetige Funktionen und Funktionen mit logarithmischen Singularitdten behan-
deln wollen, benétigen wir folgende Approximationen:

2w

2T
frydr ~ /0 (Puf)(r) dr

27 _
/ In <4 sin’ ¢
0

0

T) f(r)dr

%

271' t _
/ In <4 sin’
0

D) ) i
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27 27
. (n) . . _ T (n)
Es gilt /U Ly (r)dr = - und damit /U (P f)(m)dr = - g f(t;7), was gerade der

Trapezregel fiir periodische Funktionen entspricht.
Weiterhin errechnen wir

1 [ t— , 0 =0
— In ( 4sin? 0T e dr = L i » M
2 J, 2 ——-e"™", sonst.

Beachten wir nun die Darstellung der Lagrange-Basis (5.1), so gilt

2m . t—T1 = n n
/0 In <4sm2 . ) (Puf)(r)dr = 3" R ()7 (1)
§=0
mit den Quadraturkoeffizienten
R(n)(t) _ 27 -« 1 (t t(”)) 4l (t t(n))
! =—— cosm(t — ;) — —5 cosn(t —¢;7).
m=1

Fiir stetige und 2wr—periodische Funktionen f definieren wir die folgenden Quadraturformeln:

2n—1

@Quf) = = FE) (5.2)
j=0

<anln<4sin2%>> — 2§:IR§")(t)f(t§n)). (5.3)

Wir wissen nach dem Satz von Banach-Steinhaus, daf die Quadraturformeln genau dann kon-
vergieren, wenn die L'-Summe der Quadraturgewichte fiir alle n € N gleichmiRig beschrinkt
ist, und die Quadraturformeln auf einer dichten Teilmenge konvergieren. Diese Bedingungen
sind erfiillt:

e die Summe der Quadraturgewichte in (5.2) ist fiir alle n kleiner gleich 27, die in (5.3)
ist gleichmifig beschriinkt (siehe dazu Uberlegungen in [11], S. 178), woraus die gleich-
méfige Beschrianktheit der Quadraturformeln folgt;

e die n-te Quadraturformel angewendet auf g € T,, ist nach Konstruktion identisch mit
dem zu approximierenden Intergal;

e es gilt limy,_, o closure {T},} = Ca, (R, C).

Daher konvergieren die angegebenen Quadraturformeln fiir alle stetigen, 2w —periodischen
Funktionen f.
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5.2 Numerische Behandlung der Integraloperatoren

Wir wollen nun die zur Losung der konduktiven Randwertprobleme bendtigten Integralope-
ratoren diskretisieren. Dazu ist es wichtig, zuerst das singuldre Verhalten der Kernfunktionen
zu betrachten. In parametrisierter Form stellen sich die Integraloperatoren S;, Kj, KJ’ und
Ty — Ty folgendermafen dar

27r,l-
Se®) = [ 5 by )l () plar) dr

Hpat) = | B,y B ey (1, 7)

2m ik, v(z z(t) — z(1
(Klp)(a(t) = / B o) HO (kg () L O 22Oy vy ) e

SV (a7 B (o (1. 7) — e (e, 1) B 7))

(v(z(t), (=(t) —=(r)) (v(z(7)), (=(r) — (1))
2 r2(t, 1)

K2 ) HY (ar (1,7)) = K22 (8, 1) HYY (R (2, 7))

—~2yr (1, TV (Y (o (£, 7)) + 2k (1, 1) L (R (8, 7)) }m'(7)|<p(x(r)) dr

Dabei ist z(t), t € [0,27] eine 2w —periodische Parametrisierung der Randkurve 0D und
r(t,7) = ||z(t) — =(7)||. Wir haben bei der Darstellung von Tb — T} ausgenutzt, daf

gzﬂ( J(z) = HV(2) - %HP(Z) ist. Die Funktion (ZZ(t): g(t( i) D) st i ¢ o 1
stetig fortsetzbar. Die Singularitit des Ausdrucks (@ (T)zt’y() z(t))) wird durch die nachfol-
T

gende Differenz im Limes ¢ — 7 kompensiert.

Betrachtet man die Definitionen der Hankelfunktionen H,(ZI), so sieht man leicht, daf sowohl
Hél)(z) als auch szl)(z) fiir |z| — 0 eine logarithmische Singularitidt aufweisen.

Damit der logarithmische Ausdruck von der speziellen Gestalt der Randkurve unabhingig

wird, nutzen wir die Aufspaltung

r(t,7) 1 .o (t—T)
In(r(t,7)) =1In | + 2 In <481n2 T) .

2 [sin 5

Der erste Anteil ist fiir ¢ — 7 stetig fortsetzbar, der zweite Term ist unabhéngig von der
Randkurve und weist dasselbe Grenzwertverhalten fiir ¢ — 7 auf.
Wir kénnen die Kernfunktionen jedes Integraloperators in einen stetigen Anteil A1) (¢, 7) und
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einen Anteil mit logarithmischer Singularitit A®) (¢, 7) aufteilen, die sich nach dem vorher-
gehenden Abschnitt jeweils durch Quadraturformeln approximieren lassen. Wir interpolieren
also mit Aquidistanten Stiitzstellen und integrieren dann das Interpolationspolynom exakt.
Als Approximation an den Operator

(Ap)(t) = /027r {A(l)(t,T)cp(T) + AP (¢, 7)In (4 sin’ “;J> go(T)} dr

erhalten wir
2n—1
s
(Anp)(t) = Y (ZAD @) + RO WA (1, 17)) (") neN.
§=0
Ausgehend von dem kombinierten Einfach- und Doppelschichtpotentialansatz suchen wir Lo-
sungen der Gleichung ¢ — Ap = f, die wir durch

$n — An‘pn =f (54)
(n)
J

so erhalten wir ein 2n x 2n dimensionales, lineares Gleichungssystem fiir die Werte der

approximieren wollen. Werten wir diesen Ausdruck nur an den Knotenstellen ¢;° aus,

Dichtefunktion an den Knotenstellen gon(tgn)).

Durch @,(t) = f(t) + 227" (gAﬂ)(t, £y + R (1) A, tgn))) on (") erhalten wir
aus den Losungen des quadratischen Gleichungssystems wieder eine Losung der Gleichung
(5.4). Diese Vorgehensweise zur Losung von Integralgleichungen wird das Nystrom- Verfahren
genannt und kann als eine Art ,natiirliche” Interpolation aufgefalit werden.

Beim Nystrom-Verfahren ist die Folge der entstehenden Operatoren kollektiv kompakt. Wir
erhalten eine Aussage iiber die Losbarkeit und die Konvergenz der approximierenden Glei-
chungssysteme, jedoch in dem Raum C(9D) x C(0D) ausgestattet mit der Supremumsnorm
keine Normkonvergenz der Operatorfolge.

Definition 5.2.1 Eine Menge K von beschrinkten, linearen Operatoren eines Banachraumes
X in sich selbst heifit kollektiv kompakt, wenn die Menge {Kz : K € K, ||z|| < 1} relativ
kompakt ist.

Satz 5.2.2 Wenn die Quadraturformeln (Qp) konvergent sind, und fiir die ortsabhdngigen

Quadraturgewichte R(n)(t) zusdtzlich limg_,, (supneN > R (t) — R(.")(T) ) = 0 gleich-

J J J
mapig fir alle t € [0,2n] gilt (was nach Uberlegungen aus [11|, S.177ff. erfillt ist), so ist
die Operatorfolge {A,} mit stetigem und schwach singuldrem Kern kollektiv kompakt und

punktweise konvergent, d.h. App — Ap fiir n — oo. Es liegt keine Normkonvergenz vor.

Beweis: Mit den Sétzen 12.8 und 12.12 aus [11].

Mit dem néchsten Satz wollen wir aus der kollektiven Kompaktheit der Operatorfolge auf die
Losbarkeit des Gleichungssystems und die Konvergenz der Lésungen schliefsen.
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Satz 5.2.3 Sei{A,} eine kollektiv kompakte Operatorfolge, sei A kompakt und A,, konvergiere
punktweise gegen A. Ist (I — A) invertierbar, so ist auch (I — Ay) invertierbar, wenn ||(I —
A)~Y (A, — A)A,|l < 1 gilt. Die Inversen sind gleichmdfig beschriankt durch

L+ [|(7 = A)~ A
L= I(I = A)~1(An — A)An|

I = A,) 7 <

Fiir Losungen der Gleichungen ¢ — Ap = [ und o, — Appn = [ gilt

len — @l < I(T = A7 ”({4ﬁ ﬁ(flflﬁ‘(ﬁ: = j))j:rf||

Beweis: Mit Satz 10.9 aus [11].

Wie in Kapitel 3 gesehen, sind die von uns betrachteten Integralgleichungssysteme injektiv.
Wir wissen damit aus der Riesz-Theorie, dafs die Inverse existiert. Mit Hilfe dieses Satzes
kénnen wir sicherstellen, dafs fiir grofe n das Gleichungsystem, das sich durch Auswertung von
(5.4) an den Knotenstellen tz(n) ergibt, eindeutig losbar ist, und die Losungen, die sich wie oben
aus dem linearen Gleichungssytem ergeben, gleichméfig gegen die wahre Lésung konvergieren.

5.3 Approximationen an den Fernfeldoperator und seine Eigen-
werte

Um die Eigenwerte des Fernfeldoperators numerisch zu approximieren, ersetzen wir den Ope-
rator F durch einen endlichdimensionalen Operator F,, : C>™ — C?™. Dabei ersetzen wir die

(m)
J
Interpolationspolynom exakt. Da die Kernfunktion uy, stetig ist, erhalten wir die Trapezre-

Integration durch Interpolation mit 2m dquidistanten Stiitzstellen! ¢." und integrieren das

gel fiir 2m-periodische Funktionen. Nun werten wir diesen Ausdruck nur an den Stiitzstellen

#(m) t(m)), die auf den Vektor

;  aus und erhalten eine Matrix mit den Eintrdgen %uoo(tz(m), ;

gm € C*™ mit (g); = g(tz(m)) wirkt.

Die {Fn}tmen stellen eine kollektiv kompakte Operatorfolge dar. Weiterhin gilt nach Satz
5.1.1 fiir (Fg)m € T mit (Fg)m(K™) = (Fingm)i:

1(Fg)m — Fglloo — 0, fiir m — oc.

Als N#herungen an die Eigenwerte des Fernfeldoperators werden die Eigenwerte der Matrix
Fm berechnet. Diese Vorgehensweise rechtfertigen wir mit einem Satz von Anselone [1] iiber
die Approximation mit kolletiv kompakten Operatorfolgen.

'Das entspricht 2m einfallenden Wellen.
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Satz 5.3.1 Seien A und A, beschrinkte, lineare Operatoren eines Banachraumes X in
sich. Die kollektiv kompakte Folge der { Ay, }nen konvergiere punktweise gegen den kompakten
Operator A.

Sei w™ € 0(Ay), und es gelte w™ — w # 0. Dann gilt w € o(A).

Ist {x,} eine beschrinkte Folge in X und z, € N(w™I — A,), dann gibt es Teilfolgen {Ap,},
{zn,} und x € X, so daff zp;, - x € N(wl — A).

A,

_ A
Beweis: Betrachten wir die Operatoren K := — und K, =~ Da w™ € o(4,)
w

ist, existiert (I — K,)~! nicht als beschrinkter Operator Das bedeutet, daf es eine Teilfolge
T, gibt, mit (I — Kp,)zn, — 0 und ||zy, || = 1. {K,} ist kollektiv kompakt, deshalb ist die
Menge {Kp,z : ||z] < 1} relativ folgenkompakt (was zu relativ kompakt dquivalent ist). Es
gibt also eine Teilfolge {an } und ein z € X, so daf K, i, Tn;; — . Die 2, konvergieren
ebenfalls gegen dieses z, denn Tn;, = Kn; T, + (I — K,, )xnl] =z, |lz| =1. Wegen der
punktweisen Konvergenz und der gleichméfigen Beschrankhelt der K, und der Konvergenz
der Tn;, gilt

VK, oy, — K| < [ Ky (2, — @)+ | (K, — K)z =0 fiir my; — oc.

Wir erhalten (I — K)z = 0, und damit w € 0(4) und z € N(wl — A). O

Dieser Satz rechtfertigt also unsere Vorgehensweise zur Approximation der Eigenwerte des
Fernfeldoperators. Wir definieren das 2m-Tupel aus den Eigenwerten von Fp,,

A(m) = (wgm)awém)a s awénnﬁ;)) 3
und die Folge der Eigenwerte von F,
A= (wy,we,...).

Wir hatten nur solche Parameter fiir das konduktive Randwertproblem zugelassen, dafs die
Fernfelder vollstandig sind, woraus N (F) = {0} folgt. Also sind auch alle Eigenwerte |w;| > 0,
und wir konnen aus obigem Satz insbesondere folgern

lim AU™ = A in dem Sinne, daf lim w](.m)

= wj fiir alle j <2m.
m—0o0 m— 00

t(n)) annéhern, da

)
uns die Fernfeldfunktion a priori nicht zur Verfiigung steht. Die Approximation usg (- ,t;n))

Fiir die tatséchliche Berechnung miissen wir zusétzlich die Werte uoo(tl(.n)

berechnet man dabei aus den Approximationen an die Dichten, ¢, ; und 1, ;. Diese ergeben
sich als Losungen aus dem Gleichungssytem

4 pik1z(Md; w(té”))
(Ex + A))n (gonJ) =2 < . . ) , mit 7" =

. — ik {d. (n) ikiz(™d
zlbnsj ¢ 1( ]71/(1: ))6 ! l‘(tgz)il)



60 Numerische Behandlung

Dabei entsteht (Ey + Ay)n aus (Ey + Ay) wie im vorigen Abschnitt erldutert durch Inter-
polation mit 2n Aquidistanten Stiitzstellen. Wir benutzen die Aussage aus Satz 2.3.5 und
approximieren die auftretenden Integraloperatoren mit stetigen Kernfunktionen wieder durch

(m)

die Trapezregel und anschliefende Auswertung an den 2m Knotenstellen ;

eine Approximation ‘7-'7(7?) an die Approximation F,, durch .7-",(7?) = (%uoo,n(tl(.m), g ))) Wie-

der gilt nach Satz 5.1.1: ||tueon — Uss|| — 0 fiir n — oo. Wir wissen aus der linearen Algebra,

. So erhalten wir

dafs die Eigenwerte einer Matrix stetig von allen Eintrégen abhingen. Benennen wir mit
A i (W )

(n)

das 2m-Tupel aus den Eigenwerten von Fp,’, so gilt also ||w](

(n)

und n — oo. Die 2m Eigenwerte der Matrix Fy,’ konvergieren also fiir m,n — oo gegen die

man) _ w(m)H — 0 fiir 7 < 2m

2m grofiten Eigenwerte des Fernfeldoperators.

5.4 Numerische Beispiele

Wie wir bereits aus der Kompaktheit des Operators F wissen, stellt A eine Nullfolge dar.
Allerdings zeigt sich numerisch?, dak die Folge der Eigenwerte in der Regel so schnell gegen
Null konvergiert, daf es geniigt, nur die ersten Eigenwerte zu betrachten. Alle weiteren sind
numerisch kaum von Null zu unterscheiden. Auf der anderen Seite zeigt sich, dafs die Wahl
einer grofsen Zahl von einfallenden Wellen zur Approximation des Fernfeldoperators die
jeweiligen Eigenwerte genauer approximiert (siehe Satz 5.3.1). Deshalb ist es sinnvoll, zwar
ein grofkes Gleichungssystem aufzustellen, aber hiochstens die ersten zehn Eigenwerte in die
Bewertung der Ergebnisse miteinzubeziehen.
Wir bezeichnen mit STST die Anzahl der Stiitzstellen zur Berechnung des Fernfeldoperators.
D.h. fiir jedes 0 < j < STST stellen wir ein Gleichungssystem auf mit einfallenden Wellen
ek12di mit d; = (cos SQYSJT, sin SQT”S]T) Mit AKP bezeichnen wir die Anzahl der Knotenpunkte,
an denen die Dichtefunktionen AP und wAKp j berechnet werden. Diese Grofen, sowie
die Form des Streukorpers, sind jeweils unterhalb der Ergebnisgraphen angegeben. Auf den
folgenden Seiten fiihren wir mehrere Testreihen durch. Damit die Ergebnisse vergleichbar
sind, ist in allen Féllen ein Ausschnitt von [—5,1] x [—1,5] dargestellt. Fiir die Tests wurde
stets k1 = p1 = co und ko = po = c; gewdhlt, soweit nicht ausdriicklich anders vermerkt.

Zsiehe dazu z.B. die Werte in dem Abschnitt ,Ein Beispiel: Der Einheitskreis
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TEST 1

Wir beginnen damit, die Konvergenz der Eigenwerte, die sich aus der Fernfeldoperator-
Approximation ergeben, gegen die Eigenwerte nachzuweisen, die wir in Abschnitt 4.3 , Ein
Beispiel: Der Einheitskreis“ berechnet hatten. Dazu betrachten wir exemplarisch den grofiten
Eigenwert w; = (—2.082,1.260).

AKP =

STST | 16 32 64 128 256
4 (-2.382, 1.155) | (-2.418, 1.092) | (-2.437, 1.059) N/A 3 N/A
8 (-2.067, 1.327) | (-2.074, 1.294) | (-2.078, 1.278) | (-2.079, 1.270) N/A
16 N/A (-2.076, 1.293) | (-2.079, 1.277) | (-2.080, 1.268) | (-2.081, 1.264)
32 N/A N/A (-2.079, 1.277) | (-2.080, 1.268) | (-2.081, 1.264)
64 N/A N/A N/A (-2.080, 1.268) | (-2.081, 1.264)

In horizontaler Richtung wird von Spalte zu Spalte die Anzahl der Stiitzstellen verdoppelt,
durch die das Fernfeld uy, approximiert wird. Vertikal verdoppeln wir von Zeile zu Zeile die
Anzahl der einfallenden Wellen zur Approximation des Fernfeldoperators. Wir entnehmen der
Tabelle, dak es fiir die Giite der Approximationen an die Eigenwerte offensichtlich wichtiger
ist, den Fernfeldoperator selbst durch moglichst viele einfallende Wellen (STST) anzunéhern,
als die Integraloperatoren gut zu approximieren, indem man eine hohe Stiitzstellenzahl AKP

zu ihrer Berechnung verwendet.

Aus der Tabelle kénnen wir innerhalb numerischer Grenzen tatséchlich Konvergenz der
Eigenwerte ablesen. Unter Umsténden liegt die mangelnde Genauigkeit auch an der Tatsache,
dak fiir den vorliegenden Fall (der Streukorper ist der Einheitskreis) nur doppelte Eigenwerte
vorliegen, die sich numerisch nicht so gut berechnen lassen wie einfache Eigenwerte.

8 N/A“ bedeutet, daR die Werte nicht berechnet wurden.
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Im folgenden TEST 2 wollen wir verdeutlichen, daft die Eigenwerte im Falle rein reller Para-
meter tatsdchlich auf dem Rand des Kreises liegen, der sich nach der Formel aus Korollar 4.2.2
ergibt. Zu A = 0 seien ky, ko, 1 und po aus C\{0} so gewihlt, daf Im (%) =Im (k%%) =0
gilt. Anhand eines Beispiels fiir jede Randkurve iiberpriifen wir diese Aussage im Rahmen

der numerischen Ndherung.

TEST 2 ALLE IMAGINARTEILE NULL
k1=3, k2=1, lambda(z)=0 k1=3, k2=2, lambda(z)=0
5 T T T T 5 T T T T
Eigenwerte ¢ Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 - 4 4 + B
3r 4 3r R
2 F 4 2+ R
1+ 4 1r R
0 0
-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Kreis, AKP=64, STST=16 Ellipse, AKP=128, STST=32
k1=1, k2=2, lambda(z)=0 k1=3, k2=2, lambda(z)=0
5 T T T T 5 T T T T
Eigenwerte ¢ Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 - 4 4 + B
3 4 3r R
2 F 4 2+ R
1+ 4 1r R
0 0
-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Erdnuss, AKP=64, STST=16 Drachen, AKP=128, STST=32
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Die Ergebnisse weiterer Tests werden auf den folgenden Seiten dargestellt.

In Test 3 wurden drei verschiedene Parameterkonfigurationen (Problem (1), (2), (3)) fiir
jeweils drei verschiedenen Randkurven berechnet. Die Werte fiir die Parameter und die
Kopplungsfunktion sind jeweils oberhalb des Bildes angegeben und innerhalb einer Spalte
gleich. Wir sehen, daf die Eigenwertverteilungen auf den jeweils untereinander angeordneten
Bildern zum gleichen Problem eine hohe Ahnlichkeit aufweisen. Das ist bei den Bildern in
einer Reihe, die jeweils zu derselben Randkurve gehoren, nicht der Fall. Das Ergebnis zeigt,
daf die Verteilung der Eigenwerte viel stirker von der Wahl der Parameter als von der Wahl
der Randkurve abhéngt. In Hinblick auf die Moglichkeit aus den Eigenwerten die Randkurve
rekonstruieren zu wollen, stellt diese Beobachtung ein Problem dar.

Auch sehen wir, daf eine Abschéitzung der Groke des Streukorpers aus der Lage der
Eigenwerte problematisch ist. Denn fiir den Fall, daf wir gute Abschéitzungen fiir die Lage
der Eigenwerte aus Satz 4.2.3 bekommen (d.h. die Punkte nahe an den Kreisrdndern liegen),
kénnen wir auf Grund einer Kombination von Volumen- und Randintegral keine richtigen
Grofenordnungen fiir das Gebiet angeben, da wir nicht wissen, in welchem Verhiltnis der
Umfang zur Fliche steht. Fiir den Fall jedoch, daf der Imaginérteil der Koplungsfunktion A
verschwindet, sind die Abschétzungen offensichtlich erheblich schlechter.

Test 4 zeigt, dafs fiir den Fall, daf k; und ko betragsméfig grofer werden, die Radien der
theoretisch berechneten Kreise kleiner werden. Das war auf Grund der Formel fiir den Radius
(aus Satz 4.2.3) zu erwarten. Die Beispiele sind anhand von Drachen und Ellipse mit jeweils
verschiedenen Kopplungsfunktionen A(z) berechnet worden.

Abschliefsend zeigen wir in Test 5 die Abhéngigkeit der Eigenwertverteilung von der Kopp-
lungsfunktionen A(z). Dazu wéhlen wir als Randkurve stets den Einheitskreis mit den Para-
metern k1 = 2 und ks = 1 + 2i. Die Funktionen A(z) werden wie folgt variiert:

AMz) = 0

A(z) = sin(z) — i(z +0.3)
Az) = cos(z)— i

Az) = 3— 2

AMz) = 4

Wir sehen, daf die Eigenwerte sich mit der Wahl der Kopplungsfunktionen erheblich ver-
dndern, obwohl die Abschitzungen fiir die Kreise sich nur sehr wenig unterscheiden. Damit
finden wir bestétigt, dafs die Eigenwerte Informationen {iber A enthalten. Eine Tatsache, die
man sich eventuell bei der inversen Fragestellung der Rekonstruktion von A aus den Eigen-
werten zu Nutze machen kann.
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TEST 3
VERSCHIEDENE RANDKURVEN

GLEICHES PROBLEM (1)

15 . . . .
Ellipse —

0.5

05 |

-15 . . . .

45 1 05 0 05 1 15

Elllipse

0.6
0.4
0.2
0
-0.2

-0.4

-0.6

Erdnuft

15 . ‘
\ Drachen —
I ]
05 |
0
,05 L
,l L
15 / .
15 -1 0.5 0 0.5 1
Drachen

-1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1

k1=2, k2=1+i, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)

Eigenwerte <
theor. Kreis
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
Ellipse, AKP=64, STST=16
k1=2, k2=1+i, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)
Eigenwerte <
theor. Kreis
L R |
|- o 4
<o
&
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
Erdnuss, AKP=64, STST=16
k1=2, k2=1+i, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)

T T T T T
Eigenwerte <
theor. Kreis

L L L L

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

Drachen, AKP=64, STST=16
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GLEICHES PROBLEM (2) GLEICHES PROBLEM (3)
k1=1, k2=3+i, lambda(z)=cos(z)-i k1=3, k2=3+2i, lambda(z)=0
5 T T T T 5 T T T
Eigenwerte < Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 r B 4 r g
3r B 3r R
2 r B 2 r R
1r B 1r R
0 0
-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Ellipse, AKP=64, STST=16 Ellipse, AKP=64, STST=16
k1=1, k2=3+i, lambda(z)=cos(z)-i k1=3, k2=3+2i, lambda(z)=0
5 T T T T 5 T T T
Eigenwerte ¢ Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 r B 4 r g
3r B 3r R
2 r B 2 r R
1r B 1r o? R
<
©
0 0
-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Erdnuss, AKP=64, STST=16 Erdnuss, AKP=64, STST=16
k1=1, k2=3+i, lambda(z)=cos(z)-i k1=3, k2=3+2i, lambda(z)=0
5 T T T T 5 T T T T
Eigenwerte < Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 R 4 r B
3r B 3r R
2+ B 2 r R
1r N B 1r ®8 R
° %
0o o
<
0 0
_1 1 1 1 1 _1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Drachen, AKP=64, STST=16 Drachen, AKP=64, STST=16
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TEST 4
ELLIPSE DRACHEN
k1=1, k2=2+i/2, lambda(z)=cos(z)-i k1=1, k2=2+i/2, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)

5 T T T . 5 T T T T
Eigenwerte ¢ Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis

4 r 4 r E

<

3r 3r R

2 r 2 r R

1r 1r R

<

0 0

-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1

-5 -4 -3 -2 -1 0 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Ellipse, AKP=64, STST=16 Drachen, AKP=64, STST=16
k1=2, k2=2+i, lambda(z)=cos(z)-i k1=2, k2=2+i, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)

5 T T T T 5 T T T T
Eigenwerte ¢ Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis

4 r 4 r R

3r 3r R

2 r 2 r R

1r 1r R

0 0

-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1

-5 -4 -3 -2 -1 0 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Ellipse, AKP=64, STST=16 Drachen, AKP=64, STST=16
k1=3, k2=2+2i, lambda(z)=cos(z)-i k1=3, k2=2+2i, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)

5 T T T T 5 T T T T T
Eigenwerte < Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis

4 4 r g

3r 3r R

2 r 2 r R

1r 1r R

0 0

_1 1 1 1 1 _1 1 1 1 1

-5 -4 -3 -2 -1 0 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Ellipse, AKP=64, STST=16

Drachen, AKP=64, STST=16
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TEST 5
VERSCHIEDENE LAMBDAFUNKTIONEN GLEICHE BEDINGUNGEN AM KREIS

k1=2, k2=1+2i, lambda(z)=0 k1=2, k2=1+2i, lambda(z)=sin(z)-i(z+0.3)
5 T T T 5 T T T T
Eigenwerte < Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 r E 4 + 7
3r R 3r R
2 r R 2 r R
1t R 1r R
0 0
-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Kreis, AKP=64, STST=16 Kreis, AKP=64, STST=16
k1=2, k2=1+2i, lambda(z)=cos(z)-i k1=2, k2=1+2i, lambda(z)=3-2i
5 T T T T 5 T T T T
Eigenwerte < Eigenwerte <
theor. Kreis theor. Kreis
4 r E 4 + 7
3r R 3r R
2 r R 2 r R
<
1r . 1r ¢ .
0 0 s
-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Kreis, AKP=64, STST=16 Kreis, AKP=64, STST=16
k1=2, k2=1+2i, lambda(z)=4
5 T T T T
Eigenwerte <
theor. Kreis
4t |
3 | 4
<
2 L 4
1 | 4
0
4
_1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1

Kreis, AKP=64, STST=16
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Kapitel 6

Rekonstruktion des streuenden
(Gebietes aus den Eigenwerten

6.1 Problemstellung

Wir hatten in Kapitel 4 gesehen, daf wir fiir verschiedene Randwertprobleme Abschitzungen
fiir die Lage der Eigenwerte angeben kénnen, daf wir umgekehrt aber auch aus der Lage
der Eigenwerte eine Abschéitzung fiir die Grofke des streuenden Gebietes erhalten kénnen.
In diesem Kapitel wollen wir nun den Versuch unternehmen, nicht nur die Grofe des
Streukdrpers, sondern auch seine genaue Gestalt und Lage aus der Kenntnis der Eigenwerte
zu rekonstruieren.!

Wir nennen diese Fragestellung invers zu derjenigen, aus dem Streukdrper die Eigenwerte
des Fernfeldoperators berechnen zu wollen.

Was charakterisiert nun dieses Problem und unterscheidet es von anderen, sogenannten
direkten Problemen? Zunichst einmal ist es extrem schlecht gestellt, denn wir versuchen
eine C3 (R, R?)-Funktion aus endlich vielen Punkten zu rekonstruieren. Wir wissen, da F’
vollstetig ist, dafs es keine stetige Abbildung gibt, die das gewiinschte liefert. Auferdem ist
das Problem nichtlinear. Fiir die Parametrisierungen z und —z eines Kreises erhalten wir
dasselbe Fernfeld 1o (2) = oo (—2). Dementsprechend gilt fiir die Eigenwerte des Fernfeldope-
rators Aj(z)+X;(—z) = 2Xj(z), und nicht wie aus z+(—2) = 0 zu erwarten A;(0) = 0 fiir alle j.

Wir werden zur Behandlung dieses Problems das Newton-Verfahren anwenden, da es sich fiir
die Behandlung von inversen Problemen &hnlicher Art als sehr erfolgreich herausgestellt hat
(siehe z.B. [17]). Dazu ist es allerdings notig, die Fréchet-Differenzierbarkeit der auftretenden
Operatoren nachzuweisen.

Um die Berechnungen méglichst einfach zu gestalten, betrachten wir in diesem Kapitel ausschlieflich das
duftere Dirichletproblem. Da beim Dirichletproblem keine Verwechselung mit einer Funktion A zu befiirchten
ist, bezeichnen wir die Eigenwerte mit A, so wie man es i.a. gew6hnt ist.
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Zuerst werden wir den Operator definieren, auf den wir hernach das Newton-Verfahren
anwenden wollen.

Sei A(z), wie in (5.3) definiert, die absteigende Folge der Eigenwerte des Fernfeldoperators, der
sich aus einem Streuproblem an einem Kérper mit Randkurve z ergibt. Es gilt A(z) € I'(C),
da F ein Spurklasseoperator ist (s. Beweis zu Satz 2.4.16). Durch

An(2) == (M, ) C A(2) (6.1)

definieren wir das n-Tupel der ersten n Eigenwerte von F.

Zunéchst beschreiben wir den Rand 0D durch ein Element eines normierten Raumes, um
spéter iiberhaupt von der Fréchet-Ableitung nach dem Rand sprechen zu konnen.

Definition 6.1.1 C2_(R,R?) bezeichne den Vektorraum aller zweimal stetig differenzier-
baren, 2m—periodischen Funktionen von R nach R?, wversehen mit der Norm |z| :=

max ([1]loo: [[2'lloc; 12" | oo) -
Mit RK C C2_(R,R?) bezeichnen wir die Menge aller Randkurven z € C3_(R,R?) mit den

Eigenschaften
1. z‘[o’%) 1st ingjektiv,
2. z ist regulir, d.h. |2'(t)| > 0 fir alle t € R,
3. z ist linksorientiert, d.h. die (in der Funktionentheorie definierte) Umlaufzahl ist positiv.

Wie in [8] bewiesen, ist die Menge RK C C3_(R,R?) offen.

Unter anderem sind in RK sternférmige Gebiete enthalten, die durch r(¢) (cos ¢, sinp)
beschrieben werden kinnen, wobei 7 € C3 (R, R), r(p) > 0 und |7'(¢)| > 0 fiir alle ¢ € [0, 27]
gilt.

Wir definieren den Operator EW,, : RK — C" durch
EWn(2) = An(2). (6.2)
Unser Ziel ist es nun, aus vorgegebenem A,, das zugehdorige z zu bestimmen.

Zur besseren Strukturierung des Problems zerlegen wir den Operator EW,,.

Mit F,; bezeichnen wir den Operator von RK nach L?(f2), der den Rand des Streukdrpers auf
das Fernfeld zur einfallenden Welle u/(z,d) = e***? abbildet: z + uy (-, d).

Durch I : L2(Q2 x Q) x L?(Q) — L?(Q) fiihren wir den Integraloperator

To(f.9)(@) = [ fe.da@ds@)  mit o =1 cin
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AbschlieRend bezeichne E,, : L (L*(2), L?(©2)) — C* den Operator, der einer beschrinkten,
linearen Abbildung von L?(€2) in sich ihre n betragsgréften Eigenwerte zuordnet. Mit diesen
Definitionen schreiben wir

EWn(z) = En(Ia(Fy(2),")). (6.3)

Wenn wir im folgenden die Fréchet-Differenzierbarkeit des Operators EW,, untersuchen wollen,
so werden wir zuerst die einzelnen Bestandteile betrachten.

6.2 Die Fréchet-Ableitung der Eigenwerte des Fernfeldopera-
tors

Um das Newton-Verfahren theoretisch fundieren und anwenden zu koénnen, bendétigen wir
eine Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffes und zugehorige Rechenregeln fiir normierte
Raume.

Definition 6.2.1 (Fréchet-Ableitung) Seien X und Y normierte Riume und X' C X
offen. Eine Abbildung F : X' — 'Y heifit Fréchet-differenzierbar in einem Punkt x € X', wenn
es eine beschrinkte, lineare Abbildung F'(z) : X —'Y gibt, so daf

IF(z + h) — F(z) = F'(2)h] = o(|Al)), (6.4)

fiir ||| = 0, h € X. Ist F in jedem Punkt © € X' Fréchet-differenzierbar, dann heift die
Abbildung F' : X' — L(X,Y), x — F'(z) die Fréchet-Ableitung von F. Dabei ist L(X,Y)
der Raum aller beschrinkten linearen Abbildungen von X nach Y wersehen mit der Norm
[E]| := supyjzy =1 |F(z)]].

Fiir diese verallgemeinerte Ableitung gelten dieselben Rechenregeln wie fiir die gewGhnliche
Ableitung im R™. Wir erhalten Vorschriften fiir die Differentiation von Produkten, Quotienten
und Hintereinanderausfithrungen Fréchet-differenzierbarer Funktionen. Dabei bezeichnen wir
mit F'(z;h) die Fréchet-Ableitung von F im Punkt z in Richtung h.

Zum Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir z. B. auf [8].

Satz 6.2.2 (i) Seien X und Y normierte Riume und X' C X eine offene Teilmenge. Sei
A: X =Y eine lineare Abbildung. Dann ist A Fréchet-differenzierbar, und es gilt

A'(z;h) = Ah, fiir allex € X' und h € X.
(ii) (Kettenregel)
Seien X, Y und 7 normierte Riume und X' C X,Y' C Y und Z' C 7 offene Teil-

mengen. Seien G : X' — Y' und F : Y' — Z Fréchet-differenzierbar, dann ist auch
F oG : X' — 7 Fréchet-differenzierbar, und es gilt

(FoG)(x,h) =F'(G(z);G'(z;h)), fir allex € X" und h € X.
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(iii)

(iv)

(Produktregel)

Seien X1, Xo undY normierte Riume, und es gebe eine beschrankte, bilineare Abbildung
von (X1 x X9) = Y durch (z1,z2) — [z1,22]. Sei U’ eine offene Teilmenge eines
weiteren normierten Raumes U, und seien Fy : U' — X1 und Fy : U' — X9 Fréchet-
differenzierbare Abbildungen. Dann ist auch [Fi,Fy] : U = Y, u — [Fi(u), Fa(u)]
Fréchet-differenzierbar mit der Ableitung

[Fy, By]'(u; h) = [F{(u;h), Fo(u)] + [Fy (u), Fy(u; h)],  fiir allew € U und h € U.

(Quotientenregel)
Sei U ein normierter Raum, X ein Banachraum und U' C U offen. Sei F : U —
L(X,X) Fréchet-differenzierbar und u € U’ sei fir alle F(u) beschrinkt invertierbar.
Dann ist die Abbildung F~1 : U — L(X,X), u — F~'(u) Fréchet-differenzierbar und
besitzt die Ableitung

(FY(u;h) = =F Y u)F'(u; B)F Y (u), fiir alle w € U' und h € U.
(Vertauschbarkeit mehrfacher Ableitungen) Seien X und Y normierte Riume und

X' € X offen. Die Abbildung F : X' — Y sei zweimal stetig Fréchet-differenzierbar.
Dann gilt fiir alle hy,hy € X und alle z € X'

F"(x;hy; o) = F" (x5 ho; hy),

die Reihenfolge der Ableitungen spielt also keine Rolle.
Wir verstehen dabei unter F" die Fréchet-Ableitung des Operators F' : X' — L(X, X).
Danach ist also F" eine Abbildung von X' nach L(X, L(X, X)).

Bezeichnen wir das Gebiet im R?, welches durch die Kurve z berandet wird, mit D,,

so konnen wir die Fréchet-Ableitung des Operators Fy angeben. Die Tatsache, daf die

Randintegraloperatoren iiberhaupt nach der Randkurve Fréchet-differenzierbar sind, findet

man in ,, Frechet differentiability of boundary integral operators in inverse acoustic scattering®

bewiesen [15].

Satz 6.2.3 Der Operator Fy : RK — L%(Q) ist Fréchet-differenzierbar. Die Ableitung in
Richtung h € RK st gegeben durch

Fi(z;h) = Voo,z(+, d; ).

Dabei ist v, das Fernfeld zu v,(-,d;h), der aussstrahlenden Lésung der Helmholtzgleichung

Av + k?v = 0 in R2\D,, die der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung geniigt und die

Randbedingung

Ou, (-, d)

vy(-yd;h) = —vh 5

auf 0D, erfiillt.
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Beweis: z.B. Theorem 7 in [15].

Wir wollen jetzt den Fernfeldoperator differenzieren und formulieren dazu folgenden Satz:

Satz 6.2.4 Sei durch A: RK x L*(Q) — L?(Q) der Integraloperator
(.9 = [ £d) gla) ds(a),

gegeben, mit einer Funktion f, € L*(Q x Q), die beziiglich z Fréchet-differenzierbar ist mit
Ableitung fL(-,d;h) und fir alle & € Q ein gleichmdfiges Abklingverhalten des Ausdrucks
[foan(Z; ) = f2(Z; ) — fL(Z; -5 h)] aufweist. Dann ist auch A Fréchet-differenzierbar mit der
Ableitung

Aesh)(o) = [ F3:0) 9(d) ds(@),
Beweis: Wir kénnen wie folgt abschitzen:

H{A(z +h) — A(z) — A'(z h)} g‘ 12(@)

max [ forn(@s ) = fo(@: ) = F2@5 5 )| L2 Il 20y

IN

= o(lhllr2@)llgllz2 fiir alle g € L*().
Also gilt auch fiir die Operatornorm

o [{AE) = A+ 1) = A o1y = ollblzzey)
g:

Setzen wir nun f,(,d) = Fy(z) so erhalten wir die Ableitung des Fernfeldoperators
F(z;h)(g9) = Ia(Fq(z),g) mit Hilfe dieses Satzes, der Ableitung der Funktion F; und der
Kettenregel als

ﬁumxmzxgﬁxw¢mm@mw» (6.5)

wobel Voo » (¢, d; h) definiert ist wie in Satz 6.2.3.

Zur endgiiltigen Ableitung des Operators EW,, untersuchen wir vorerst ein allgemeineres Pro-
blem. Sei X ein Banachraum, Y ein Hilbertraum und A : X x Y — Y linear beziiglich Y,
d.h. A(z) € L(Y,Y) fiir alle z € X. Betrachte das Eigenwertproblem A(z)¢ = Ap und die
Abhingigkeit des Eigenwertes A von z.

Fiir eine feste Randkurve zg € X sei Ag ein einfacher Eigenwert mit Riesz-Zahl Eins. Sei g
Eigenfunktion zu A(zg) zum Eigenwert \g. Sei 1 ein Eigenelement mit Eigenwert A\g zu dem
adjungierten Operator A*(zp) mit ||1o||x = 1, und es gelte {pg, o)y = 1. Da wir Riesz-Zahl
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Eins vorausgesetzt haben, ist diese Bedingung nach Lemma 2.4.12 erfiillbar. Fiir eine heuristi-
sche ,Herleitung* der Ableitung X (zp) entwickeln wir alle Terme um zy und vernachléssigen
Terme von héherer Ordnung in d. Sei also z = 29 + § mit || 0] < 1.

[A(z0) + A'(20) 0] [p(20) + ¢'(20) 6] =~ [Az0) + N(20) 0] [p(20) +¢'(20) 0],
also A'(20) 6 p(20) — N'(20) d p(20) = [A(20) — A(20)] ¥’ (20) 6.

Die Riesz-Theorie liefert uns die Bedingung
span{ty} = Kern (A — A*) — Bild (A\I — A). (6.6)

fiir die Losbarkeit. Beide Seiten der Gleichung miissen also senkrecht zu g sein. Da (p, 1)y =
1 vorausgesetzt ist, erhalten wir

X(z0) 8 = (A(20)d¢(20),%0) v (6.7)

Fiir den Beweis des nachfolgenden Satzes, der die Heuristik durch saubere Mathematik er-
génzt, benotigen wir den Satz iiber implizite Funktionen, iibertragen auf Banachrdume. Dazu
fithren wir den Begriff der partiellen Fréchet-Ableitung ein.

Definition 6.2.5 Sei f : X xY — Z eine Abbildung zwischen Banachrdumen. Dann ist
durch

g—z(m,yo);hy) = F((50,0): (0,hy).

mit (0, hy) € X XY eine beschrinkte, lineare Abbildung von Y nach Z gegeben, die partielle
Fréchet-Ableitung von f nach y heifit.

Satz 6.2.6 (Satz iiber implizite Funktionen) Es sei U eine offene Menge in dem di-
rekten Produkt der Banachriume X und Y und f : U — Y eine stetige Funktion mit
f(xo,yo) = 0, die beziiglich beider Komponenten in (xo,yo) partiell Fréchet-differenzierbar
1st.

Ist [%} (zo,y0; -) eine bijektive, lineare Abbildung von Y in sich, so gibt es Umgebungen
Us(zo) C X und Uc(yo) C Y derart, daf die Gleichung f(x,y) = 0 fir jedes © € Us(zg) in
Uc(yo) genau eine Losung y = g(x) besitzt. Die Funktion g : Us(xo) — Ue(yo) ist stetig und
Fréchet-differenzierbar mit der Ableitung

gwhe) =~ (3] (w.9(0): [ %] (@ 0(a)i ).

Beweis: ist zum Beispiel in den Buch von Berger [2], Satz 3.1.10 und Korollar 3.1.11
nachzulesen (S. 115).

In unserem speziellen Fall setzen wir nun X = RK und Y = L?(Q2) x C.
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Satz 6.2.7 Wenn alle Eigenwerte \; einfach mit Riesz-Zahl Eins sind, dann ist der Operator
EW, : RK — C" Fréchet-differenzierbar. Die Fréchet-Ableitung einer einzelnen Komponente
Aj mit § < n ist in diesem Fall gegeben durch

Nj(z05 0) = (F'(20; 0)s,%5) 12()- (6.8)

Bei Randkurve z ist 1; Eigenfunktion von F* zum Eigenwert X; mit |1;]| = 1, und ; ist
Eigenfunktion von F zum Eigenwert Xj mit (@j, ;) 2q) = 1.

Die Ableitung ist von der speziellen Wahl des Eigenelementes 1p; unabhdngig.

Die Fréchet-Ableitung von EW, ist damit gegeben durch

EW, ' (205 6) = (N (205 0), ..., A, (205 6)).

Beweis: Wir definieren eine Abbildung G : RK x L*(Q2) x C — L?(Q) x C durch

Flee—2p |
(i) o) — 1

Gj(z,(p, )‘) = <

Dabei ist 1; wie in der Formulierung des Satzes gegeben.Wir kénnen nach Lemma 2.4.12
zu festgelegtem 1); ein ¢; aus dem Eigenraum von F bei Randkurve zp zum Eigenwert X
bestimmen, so daf (¢;, ;) 12(n) = 1 gilt. Damit hat G; an der Stelle (20, ¢;, A;) eine Nullstelle.
Fiir h € L*(Q) und p € C ist die Fréchet-Ableitung der Funktion G; im Punkt (zq,¢;, ;) in

Richtung (h) gegeben durch
p

3G, (20,05 ) (h) _ (f(zf])h—Ajh—uw)
N 1 (hsthj) L2 () '
A

Um den Satz iiber implizite Funktionen anwenden zu kénnen, benétigen wir die Umkehrab-
bildung. Diese entspricht gerade dem Losen des Gleichungssystems

F(zo)h = Ajh —pp; = g (6.9)
(hyhi)r2@) = o (6.10)

Nehmen wir an, dak h € RK eine Losung von (6.9) ist. Auf Grund der Losbarkeitsbedingung
(6.6) ist dann g + pp; — 1j(20), also p = —(g, %) 2 ()

Da \; als einfacher Eigenwert vorausgesetzt ist, ist die Dimension der Lésungsmenge {h €
L%(Q) : F(20)h — Ajh = G+ pp;} ebenfalls Eins. Wegen Riesz-Zahl Eins lift sich h eindeutig
schreiben als h = ho + Bp; mit (hg,¢;) = 0. Durch die zweite Bedingung (6.10) ist  bei fest
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vorgegebenem «, g eindeutig bestimmt. Wir wissen danach, dafs

-1

9G; (20, s Aj) (é) _ < ok )
5 <<p> a —(9,%5)12(0)

A

eindeutig 16sbar ist. Der Satz iiber implizite Funktionen liefert uns nun, dafs die Gleichung
Gj(z,¢(2),Aj(2)) = 0 fiir kleine Storungen || 6 || < 1 mit z = 29 + ¢ eine eindeutige Losung
besitzt. Die Ableitung A’ (zo) in Richtung ¢ ist gegeben durch

-1

20
0Gi(z0. 00 M) | 06
Aj(20) 6 = — 20,042 45) 5 L i | 0= (F'(20: ), ¥5) 120
A J

Betrachten wir abschliefsend die Abhéngigkeit dieser Ableitung von der speziellen Wahl der
Eigenfunktion ;. Allein durch die Bedingungen F*t; = Xjth; und ||| = 1 ist tb; nicht
eindeutig festgelegt. Verschiedene Losungen unterscheiden sich jedoch nur um einen Phasen-
faktor /7. Withlen wir also statt 1 die Funktion 1/;]' = e”d;j, dann bestimmen wir gemafs den
Bedingungen an die Eigenfunktionen von F auch statt ¢; die Eigenfunktion ¢; = e”gpj, und
es gilt fiir die Ableitung des Eigenwertes

Ni(20) 6 = (F' (203 )85, %) 12(0) = (F (201 6)9j, %) 120y O (6.11)

Bemerkung 6.2.8 Die spezielle Abhdngigkeit von dem Randwertproblem geht nur in
die Berechnung von F'(zo; §) ein. Fiir jedes Randwertproblem, dessen Fernfeld Fréchet-
differenzierbar ist, sieht die Ableitung der FEigenwerte nach der Randkurve ansonsten so aus

wie (6.11).

6.3 Eigenwerte des Fernfeldoperators zum Dirichletproblem

Wir kénnen die Aussagen von Satz 4.1.3 und Satz 4.1.14 auch fiir das dufere Dirichletproblem
beweisen und erhalten die Existenz von unendlich vielen Eigenwerten, die eine Nullfolge bilden.
Sei h eine Eigenfunktion des Fernfeldoperators F zum Dirichletproblem mit Eigenwert A, und
vy, die Losung des Dirichletproblems bei einfallender Herglotz-Wellenfunktion mit Kern A.
Wie bei den anderen Randwertproblemen auch gilt nach Satz 4.1.10 die Beziehung

/ <vh% - ﬁ%> ds = —2iky (Fh, Fh) > + V8rk |5 (Fh,h) 2 — €% (h, Fh) 2| ,
8D 87/ 81/
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und damit fiir die Eigenwerte des Fernfeldoperators zum Dirichletproblem

kN2 = V8rk Im (e—ih) .

/2
D.h., die Eigenwerte liegen sdmtlich auf einem Kreis mit Radius r = % um den Mittelpunkt
s
k
beschrieben werden,

M = (—1 + 7). Dementsprechend kann jeder Eigenwert durch eine Variable 7, € R

An = 7™+ M. (6.12)
Fiir den Einheitskreis sei durch
u(z;d) = u'(z:d) +u®(z:;d)
=S b + anHD (ke -0

mit x = |z| (cos @, sinf) und d = (cos g, sin by)

die Losung zum Dirichletproblem gegeben.

Dann miissen die Koeffizienten a, die folgende Form haben a,, = —

woraus wegen f_,| = (—1)‘”‘f‘n‘ auch a, = a_, folgt.
Wir erhalten also das zugehéorige Fernfeld als

[2 _i» & :
Uoo (T3 d) = %6_21 Z ane™0=0)
n=—0c

und damit wie in Abschnitt 4.3 die Eigenwerte ), zu den Eigenfunktionen g, = (%) als

eimp 4 e—imp eimp _ e—imp
cosngw = ————— — und sinngpy = —————— sind Eigenfunktionen zu demselben
Eigenwert A,, der somit entgegen der Annahme, die im Beweis der Fréchet-Ableitung
(Satz 6.2.7) gemacht wird, nicht einfach ist. Deshalb sollten wir den Kreis auch nicht als
Ausgangsniherung fiir die Rekonstruktion im Newton-Verfahren benutzen.

Wir kénnen dies auch anhand eines Beispiels belegen. Sei k = 2. Dann erhalten wir folgende
Eigenwerte zum Fernfeldoperator beim Dirichletstreuproblem am Einheitskreis:
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Ao | 0.517 +41.326 35 — T :

Kreis —
Eigenwerte ¢

A\ | —2.8724+i1.973 9 |
A_q | —2.872+41.973
Xo | —1.696 — 4 0.462
Ao | —1.696 — 4 0.462 2r 1
A3 | —0.315 —0.250 sk |
A3 | —0.315 —40.250
At | —0.0311 —40.0304
A_s | —0.0311 —70.0304 0s 1
A5 | —0.0017 —40.0017 o
A5 | —0.0017 —70.0017

Xe | —6.4-1079 —46.4.1079°
Ag | —6.4-107% —46.4-107% S T :

25 b

@
wn
@
N
wn
N
=
wn
-
o
3
=}
o
13
P

Dagegen erhalten wir fiir den Fall, dafs der Streukdrper eine Ellipse ist, die durch
(cost+0.8sint,sint — 0.2 cost) gegeben ist, ausschlieflich einfache Eigenwerte. Im Gegensatz
zum ersten Beispiel — wo wir durch die vorherige Notation gebunden waren — haben wir hier
die Eigenwerte ausschlieflich der Betragsgrofe nach geordnet.

35 T T T T T T T

>\1 _1768 + Z 2949 Eigenv'\j:tig o—
Xy | —2.995 +41.577 °r 1
)\3 —2.518 +170.012 25 | |

At | —2.045 —40.332
s | 0.513 4+41.102

e | —0.529 —40.364
A7 | —0.579 —40.386 it 1
As | —0.067 —70.064
Ao | —0.069 —40.065
Mg | —0.005 —40.005 °
A1 | —0.004 —70.004 os | 1
A2 | —2.3-107*—i2.3-10~*

2 F 4

15 A

05 | A

-1
-35 -3 -25 -2 -15 -1 -05

(=}
o
3
-

Jeweils zwei der benachbarten Eigenwerte liegen teilwiese sehr nahe beisammen. Wir sehen
jedoch in numerischen Tests, dafs die Eigenwerte besser verteilt sind, wenn der Streukérper
stark unterschiedlich vom Kreis ist.

Es ist zu erwarten, daf die Struktur der doppelten Eigenwerte hauptsachlich durch die hohe
Symmetrie des Kreises verursacht wird. Wir kénnen also fiir andere Gebiete weiterhin die
Annahme machen, daf die Eigenwerte einfach sind.
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6.4 Das Newton-Verfahren
Wir wollen nun die Anwendung des Newton-Verfahrens zur Auflésung der Gleichung
EWn(z) = A9 (6.13)

nach z bei vorgegebenen Werten A;”"9 € C" illustrieren. Dazu linearisieren wir die Gleichung
um eine Ausgangsniherung zq fiir eine kleine Stérung J.

EWn(20) + EW, ' (20;6) = ALT9 (6.14)

Dies l6sen wir nach ¢ auf, um durch Z = 2y + § eine verbesserte Approximation an die
Randkurve zu erhalten.

Das klassische Newton-Verfahren besteht nun in der iterativen Anwendung dieses Vorgangs,
um die Nullstellen der Funktion EW,,(2) — Ax”"?" aufzufinden.

e Sei eine Ausgangsniherung zo gegeben.

e Firm =0,1,... berechne
EWn(Zm) + EWn I(zm; 5m) = Azorg. und Zm+1l = Zm + 6ma
solange || 9, || > Rechengenauigkeit.

Die erste Frage, die sich nun stellt, ist die nach der eindeutigen Losbarkeit der linearisierten
Gleichung (6.14).

Wenn wir voraussetzen, dafs k£ kein innerer Dirichlet-Eigenwert ist, dann sind die Fernfelder
des duferen Dirichletproblems vollstindig in L%(Q) (s. dazu [4], Satz 3.17). Damit ist der
Fernfeldoperator injektiv, und wir wissen aus der eineindeutigen Zuordnug von Kern- zu
Herglotz-Wellenfunktion, dak F'(z; §) = 0 genau dann gilt, wenn veg (-, ;) = 0 ist. Nach
Satz 12.3 aus [12] ist dies genau dann der Fall, wenn ¢ - v(z) = 0 ist. Wir wissen damit, daf
die Menge I :={h € RK : h-v(z) =0} im Kern des Operators F'(z;-) enthalten ist.
Betrachen wir ausschlieflich sternférmige Gebiete z(t) = r(t)(cost,sint) und dementspre-
chend auch nur sternférmige Storungen 0(¢) = g¢(¢)(cost,sint), so ist I = {0}, da hier
d-v(z) = % gilt, so dak nur fiir 6 = 0 dieser Ausdruck zu Null wird.

Zusitzlich liegt im Kern des Operators auch die Menge aller h, fiir die F'(z; h)¢p; fiir alle j
auf 1; senkrecht ist, und iiber deren Gestalt kénnen wir so einfach keine Aussage machen.

Eine weitere Frage, die wir hier nicht beantworten wollen, ist die nach der Injektivitit des
Operators EW,,: Angenommen wir kennen alle Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren —
ist dadurch der Rand des Streukdrpers schon eindeutig festgelegt? Dazu wiirde es geniigen
zu zeigen, daf dadurch das Fernfeld in jeder Richtung eindeutig festgelegt ist, da wir fiir
den Operator Fy zum Dirichlet-Problem Injektivitdt nachweisen konnen (siehe z.B. Satz 10.4



6.4. Das Newton-Verfahren 79

in [12]). Die Beschéftigung mit diesen Problemen wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit
sprengen.

Wir wollen allgemein betrachten, unter welchen Bedingungen das Newton-Verfahren konver-
giert. Ausgehend von Uberlegungen aus der Numerik erhalten wir in Banachriumen:

Satz 6.4.1 Fine Abbildung A des Banachraumes X in sich besitze in * eine Nullstelle; d.h.
A(z*) = 0. Ist

(i) A auf einer Umgebung von x* Fréchet-differenzierbar und
(ii) A'(z*) € L(X, X) ein Isomorphismus,

dann gibt es ein & >0, so daf fir jedes xo € {x € X : ||z —z*|| < §} die durch das Newton
Verfahren gewonnene Folge {xy} definiert ist (d.h. A'~'(z) € L(X,X) ) und quadratisch
gegen x* konvergiert. Dabei ist die Folge gegeben durch

Ty = o — A'(m) " Almg).

Wie wir gerade gesehen haben, kénnen wir iiber die Injektivitdt der Fréchet-Ableitung keine
Aussage machen und demnach auch nicht auf die Konvergenz des Newton-Verfahrens im
vorliegenden Fall schliefien.

Weiterhin ist anzumerken, daf wir allein dadurch mit Konvergenzproblemen rechnen miissen,
dafs die Randfunktion, die zu den vorgegebenen Eigenwerten gehort, im allgemeinen nicht
in dem endlichdimensionalen Approximationsraum liegen wird und von daher auch eine
Nullstelle der Funktion EW,,(z) — An”"?" nicht dort gefunden werden muf.

Daf das Problem, wie in Abschnitt 6.1 gezeigt, inkorrekt gestellt ist, macht sich auch nach
der Linearisierung bemerkbar. Wir miissen uns also mit der Frage der Regularisierung be-
schéftigen.

Auf den ersten Blick bietet es sich an, durch geschickte Wahl der Grofe des Approximations-
raumes zu regularisieren.

Wir wihlen einen endlichdimensionalen Unterraum Yy C RK, der durch {hq,...,hy} auf-

gespannt wird. Setzen wir dann § = YN ajh; mit a; € R an, so erhalten wir aus (6.14)

7=1
folgendes lineare Gleichungssystem
N
D ajNi(zhy) = N = Ni(z),  i=1,....n. (6.15)
7=1

Wihlen wir N = 2n, so erhalten wir ein quadratisches Gleichungssystem. Wenn wir allerdings
die Eigenwerte in der Darstellung A\, = re’™ 4+ M gemif (6.12) betrachten, dann sehen wir,
dafs die rechte Seite nur iiber n reelle Unbekannte Informationen liefert. Die Wahl N > n
ist daher nicht sinnvoll, weil wir nicht mehr als n Informationen aus der Kenntnis der n
Eigenwerte zur Verfiigung haben.? Damit ist jegliche Wahl von N > n ausgeschlossen.

2Es wire vermessen, ,genauer approximieren zu wollen, als die Daten es ermdglichen.
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Im Falle N < n < 2n nutzen wir die Tichonow-Regularisierung. Fiir ein vorgegebenes a > 0
16sen wir das Gleichungssystem

aa+ BT"Ba= By (6.16)

mit ¢ = (a1,...,an)T € RY, g = (Re(A\]” — X\i(2)), Im(A}”"% — Xi(2)))T € R?" und

(Re(=h) _ o
B‘(Im@;(z;hj)))eR |

Bei entsprechender Wahl von « erhalten wir so ein 16sbares Gleichungssystem, selbst wenn
die Matrix BT B singulir ist.

6.5 Implementation

Es wird ein zu rekonstruierendes Gebiet vorgegeben, dessen Eigenwerte, um kein ,inverse
crime“ zu begehen, mit doppelt sovielen Stiitzstellen und einem anderen Kopplungsparameter
1 berechnet werden als bei dem anschlieffenden Newton-Verfahren. Die Vorgabe sollte kein

Element des Approximationsraumes sein, um triviales Invertieren zu verhindern.

Wir nutzen die Tatsache aus, daf die Losung des Dirichlet-Streuproblems durch

(o) = ui@) — [ 2 g0y dsty). (6.17)

ap Ov(y)

charakterisiert werden kann, falls die einfallende Welle u’ eine Losung der Helmholtzgleichung
im ganzen Raum ist.

Damit 148t sich die Normalableitung der Losung, die ja fiir die Fréchet-Ableitung des Fern-
feldoperators bendtigt wird, aus folgendem Integralgleichungssystem berechnen:

(I+K'—inS)— =2 — — 2inu’. (6.18)

Wir betrachten ausschlieflich sternférmige Gebiete, die in der Radialdarstellung
r(p)(cos p, sin ) gegeben sind. Die Radialkurve r(¢) wird durch trigonometrische Funktionen
approximiert. Alternativ kann man auch radiale Basisfunktionen als Interpolationsfunktionen
wéhlen und erhilt so grofere Genauigkeit bei lokalen Abweichungen.

Die Anzahl n der zu differenzierenden Eigenwerte darf nicht zu grofs gewéhlt werden, da die
Aj sehr schnell gegen Null konvergieren. Daher ist auch zu erwarten, daf die Anderungen
sehr klein werden. Es stellt sich heraus, daf fiir n > 10 im Rahmen der Rechengenauigkeit
kein verniinftiges Ergebnis mehr zu erwarten ist.
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Dies liefert eine natiirliche Beschrankung fiir die Grofe des Approximationsraumes N, die
hochstens gleich n gewdhlt werden sollte.

Da die Eigenwerte des Kreises alle doppelt sind, kénnen wir im Augenblick die Fréchet-
Differenzierbarkeit nich nachweisen. Daher beginnen wir mit einer Ellipse als Ausgangsnéihe-
rung zp, fiir die die Eigenwerte X; ,,, 7 = 1,...,n berechnet seien.

Wir kénnen den Algorithmus eines Newton-Schrittes folgendermafen angeben:

Solange die Abbruchbedingung fiir z; bzw. A, (z;) nicht erfiillt ist

Berechne fiir jede Einfallsrichtung d,, von ebenen Wellen:
(I + K' —inS) au(%ljdm) =2 82‘1(;5%) — 2inu’(xi; dpm) an Knotenstellen z;,
daraus das Fernfeld wueo(%;; dpp)

daraus eine Spalte des Fernfeldoperators F'F
und die Fréchetableitung fiir jede Funktion h; aus dem Approximationsraum
(I+ K —inS)x = —2vh 24&idn)
daraus das Fernfeld mit v i(£; dp,)
und daraus eine Spalte des Fernfelds F'Fj.
Berechne die Eigenwerte \; und Eigenvektoren ¢; von FF
Berechne fiir jeden zu benutzenden Eigenwert \;
und fiir jede Funktion h;:
(FFpi, Rp;) .
Berechne daraus die Matrix der Tichonow-Regularisierung und bestimme die Pa-
rameter q; aus (6.16).
Setze dann zj,1 = z; + S, aihy.

Wenn das Abbruchkriterium erfiillt ist oder wenn das Verfahren divergiert ist abzubrechen.
1A = An(25)]

1A | 1]l maz
vorstellen. Da wir im Vorhinein keine Aussagen iiber eine Konvergenz des Verfahrens machen

< g1 oder _HZ — szmax

Als mogliche Abbruchkriterien kann man sich < €9

konnen, bietet sich das erste Kriterium eher an, denn es benutzt ausschliefslich die Tatsache,
dafs sich das Verfahren in der Nihe einer beliebigen Nullstelle befindet, unabhingig von der
Eindeutigkeit der Nullstelle.
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6.6 Numerische Resultate

Dieser Abschnitt zeigt Rekonstruktionsversuche mit dem Newtonverfahren fiir die Eigenwerte
des Fernfeldoperators zum Dirichletproblem.

Fiir das Newton-Verfahren wurden jeweils die sieben betragsmifbig grofsten Eigenwerte
Fréchet-differenziert. Die Radialkurve r(¢) wurde mit trigonometrischen Funktionen appro-
ximiert, die Grofe des Approximationsraumes war fiinf. Fiir die Tichonow-Regularisierung
wurde der Regularisierungsparamater o = 0.1 gewahlt. Die Wellenzahl war in beiden Fillen
k = 2. Zuerst wurde keine Relaxation verwendet. Als Ausgangsniherung wurde eine Ellipse
verwendet.

In der oberen Zeile wurde jeweils nur ein Newton-Schritt durchgefiihrt, in der unteren drei.
Die linke Spalte versucht einen Streukorper zu rekonstruieren, der ebenfalls in Form einer
Ellipse gegeben ist und sich von der Ausgangsniherung nicht wesentlich unterscheidet. Nach
einem Schritt sieht man noch keine wesentlichen Verénderungen, nach drei Schritten deutet
sich die Divergenz des Verfahrens merklich an.

Die rechte Seite hat als Vorgabe einen Streukdrper in der Form einer Erdnuf. Hier sieht
man schon nach nur einem Newton-Schritt, daf sich die Ergebnisse von der gesuchten Kurve
erheblich entfernen. Nach drei Schritten herrscht ,,Chaos®.

3

3

T T
Vorgabe — Vorgabe —
nach 1 Newtonschritt ---- nach 1 Newtonschritt ----
Ausgangsnaeherung ----- Ausgangsnaeherung -----

T Vi —
Vorgabe — Vorgabe —

nach 3 Newtonschritten -~ L nach 3 Newtonschrjtten ----
Ausgangsnaeherung ----- A, Ausgangsnaeherung ----
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Im folgenden wurden verschiedene Variationen getestet:

Es wurde eine Relaxation mit a = 0.1 (obere Zeile) und a = 0.5 (untere Zeile) durchgefiihrt.
Man sieht, daft bei einem kleineren Relaxationsparameter die Ergebnisse zwar langsamer
divergieren, doch die Verdnderung von vornherein in die falsche Richtung lauft.

Im Falle der Erdnuf wurde in Hoffnung auf eine bessere Konvergenz eine héhere Wellenzahl,
k = 4, angenommen. Aber auch dann erhalten wir nach nur drei Newton-Schritten stark
divergierende Ergebnisse.

mit Relaxation a=0.1, Wellenzahl k=2 mit Relaxation a=0.1, Wellenzahl k=4
T T

15 T T T 15 T T T
nach 3 Newtonschritten ---- nach 3 Newtonschritten ----
Ausgangsnaeherung ----- ___.—Ausgangsnaeherung -----
1k 4
05 B
0
05 B
ES 4
15 . . . . 15 . . . .
15 1 05 0 05 1 15 15 1 05 0 05 1 15
mit Relaxation a=0.5, Wellenzahl k=2 mit Relaxation a=0.5, Wellenzahl k=4
15 T T T T 25 T T T T T T T
Vorgabe — —
nach 3 Newtonschritten ---- .~ nach 3 Newtonschitten -----
Ausgangsnaeherung ----- oL Ausgangsnaehening - |
WL | \
15 g
05 B
1k 4
0 05 B
0
-05 B
-05 B
af 4
af 4
15 . . . . 15 . . . . . . .
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Abschliefsend unternehmen wir einen weiteren Versuch, indem absichtlich ein ,inverse crime®
begangen wird. Dazu verwenden wir als Vorgabe eine Kurve, die ein Element des Approxima-
tionsraumes ist. Zuerst setzen wir als Ausgangsnidherung dieselbe Ellipse wie vorher an. Dann
wihlen wir auch die Ausgangsndherung aus dem Approximationsraum und zwar aus néchster
Nachbarschaft der gesuchten Vorgabe. Es zeigt sich, daft das Verfahren selbst unter diesen
Bedingungen nicht konvergiert. Nach einem Newtonschritt ist das Ergebnis noch ertraglich,
nach dreien in jedem Fall katastrophal.

mit Relaxation a=0.5, Wellenzahl k=1
15 T T T T T T T T

nach 3 Newtonschritten -----
Ausgangsnaeherung -

05

mit Relaxation a=0.5, Wellenzahl k=1
15 T T T

T

Vorgabe —
nach 1 Newtonschritt ----
Ausgangsnaeherung -----

05

-05

15 L L L L

mit Relaxation a=0.5, Wellenzahl k=1
2 T T T T T

Vorgabe —
nach 3 Newtonschritten -----
Ausgangsnaeherung -~ |

05

05
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6.7 Ausblick

In dem letzten Kapitel haben wir einen Weg aufgezeigt, der es ermoglichen soll, allein aus
der Kenntnis der Eigenwerte eines Fernfeldoperators die Form und Lage des Streukdrpers zu
ermitteln. Dieses Newton-Verfahren steht vom Gesichtspunkt mathematischer Theorie her
auf tonernen Fiifen, da wir weder fiir den Operator EW,, selbst, noch fiir die linearisierte
Gleichung Injektivitdt nachweisen konnen. Auch weisen die numerischen Ergebnisse aus
Kapitel 5 darauf hin, daf ein solches Verfahren nicht unbedingt stabile Ergebnisse liefern
wiirde.

Ein Problem besteht darin, daf wir die Dimension des Approximationsraumes nicht beliebig
wéhlen kénnen. Durch die Anzahl der verwendeten Eigenwerte ist uns eine Grenze gesetzt,
die wir relativ niedrig ansetzen miissen, da fiir manche Parameter- und Parametrisierungs-
konstellationen hochstens 6 Eigenwerte sinnvoll von der Null unterscheidbar sind.

Durch die geringe Grofe der Eigenwerte ergibt sich eine weitere Schwierigkeit. Wir erhalten
niamlich auch nur sehr kleine Anderungen in den Eigenwerten fiir verschiedene Randkurven,
und dementsprechend ungenau wird die Invertierung der Fréchet-Ableitung. Hier zeigt sich
deutlich die Schlecht-Gestelltheit des Problems.

Ein weiteres Problem ergibt sich durch die Tatsache, daft die Eigenwerte aufser von der
Wellenzahl k nur von einer reellen Grofse abhéingen, also auf einer eindimensionalen Mannig-
faltigkeit liegen. Durch diese Verteilung sind sie nicht prédestiniert, ein zweidimensionales
Gebiet zu beschreiben.

Trotzdem war es interessant, dieses Verfahren wirklich einmal numerisch zu implementieren
und zu testen (auch wenn sich dabei die vorher gehegten Bedenken bestétigt haben).

Allerdings kann ich nicht mit Gewiftheit behaupten, daf das Verfahren nicht konvergieren
kann; nur mit meinem Programm wurden keine konvergierenden Ergebnisse erzielt, obwohl
die verschiedensten Kombinationen von Approximationsraum-Groéfse, Relaxationsparameter,
Regularisierungsparameter bei der Tichonow-Regularisierung, Wellenzahl, Anzahl differen-
zierter Eigenwerte, Wahl der Ausgangsnéherung und Wahl der zu bestimmenden Randkurve
ausgetestet wurden 3.

Deshalb wird an dieser Stelle auch auf eine Diskussion moglicher Abbruchkriterien und der
Optimierung der Parameter wihrend des Newton-Verfahrens verzichtet.

®Die meisten Tests sind hier nicht explizit beschrieben worden, da sie keine wesentlich anderen Ergebnisse
zeigen.
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Schlulsbemerkungen

Ziel dieser Arbeit war es, die Frage nach der Lage der Eigenwerte des Fernfeldoperators zum
konduktiven Randwertproblem zu beantworten. Dariiberhinaus wollten wir den Informati-
onsgehalt der Eigenwerte in Hinblick auf eine Rekonstruktion des Streukdrpers untersuchen.
Dazu haben wir uns im ersten Kapitel mit der physikalischen Motivation des konduktiven
Randwertproblems auseinandergesetzt. Dann haben wir Werkzeuge fiir die nachfolgenden
Kapitel bereitgestellt, die sich insbesondere mit dem Verhalten von kompakten Operatoren
und austrahlenden Losungen der Helmholtzgleichung beschéftigen.

Wir konnten Bedingungen angeben, unter denen das konduktive Randwertproblem eine
eindeutige Losung besitzt, die wir mit Hilfe von Randintegraloperatoren darstellen kénnen.
Dadurch iiberfiihrten wir das Randwertproblem fiir eine partielle Differentialgleichung in ein
dquivalentes Integralgleichungssystem. Fiir dieses Integralgleichungssystem kénnen wir mit
Hilfe des Nystrom-Verfahrens eine gute numerische Approximationslosung angeben.

Wir haben im Rahmen dieser Arbeit gesehen, daft wir Kreise angeben konnen, in denen die
Eigenwerte des Fernfeldoperators F liegen miissen. Der Radius dieser Kreise héngt von den
vorgegebenen Parametern, die das Randwertproblem definieren, darunter die Wellenzahl &
und die Kopplungsparameter und -funktionen ab. Dabei erhalten wir Abschitzungen fiir die
Lage und die Grofe der Kreise, in die spezielle Eigenschaften des Streukorpers eingehen.
Anhand numerischer Beispiele haben wir die theoretischen Ergebnisse bestétigt.

Wir kdénnen also die inverse Fragestellung betrachten, in wie weit uns die Kenntnis der
Eigenwerte zu einer Abschétzung fiir den Streukoérper fithrt. Dazu haben wir numerische
Ergebnisse geliefert, die aufzeigen, dafs eine Abschétzung der Grofse des Streukorpers aus der
Lage der Eigenwerte in der richtigen Grofenordnung liegt.

Abschlieftend wurde ein Newton-Verfahren vorgestellt, dafl eine Rekonstruktion des
Streukorpers aus der Kenntnis von n Eigenwerten ermoglichen soll. Dazu haben wir die
Fréchet-Differenzierbarkeit der Eigenwerte nach der Randkurve nachgewiesen; allerdings
nur unter der Voraussetzung, daft die Eigenwerte einfach mit Riesz-Zahl Eins sind. Fir
den Fall, daf diese Bedingungen nicht gegeben sind, ist im Augenblick die Existenz und
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die Form der Fréchet-Ableitung unbekannt. Aufbauend auf der Ableitung haben wir ein
Newton-Verfahren vorgestellt, dafs sich in &hnlichen Rekonstruktionsproblemen bewihrt
hat. Leider ist es bisher nicht gelungen, das Verfahren erfolgreich zu implementieren; die
vorliegende Version divergiert. Obwohl es durchaus fraglich ist, ob auf diese Weise iiberhaupt
Rekonstruktionsergebnisse erzielt werden konnen, hoffe ich, daft es demnéchst gelingen wird.
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