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Kapitel 0EinleitungGegenstand der vorliegenden Arbeit ist die numerishe Behandlung der Oseen-Gleihung,welhe bei der Linearisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihung entsteht.Gesuht wird beim Navier-Stokes-Problem das Geshwindigkeitsfeld u und der Drukp mit ��4u+ (u � r)u+rp = f in 
;r � u = 0 in 
:Dieses nihtlineare Problem kann linearisiert werden mittels der Iteration��4un+1 + (un � r)un+1 +rpn+1 = f;r � un+1 = 0:Das in jedem Iterationsshritt entstehende linearisierte Problem bezeihnet man alsOseen-Gleihung. Betrahtet man dieses als eigenst�andige Gleihung, so lautet diese��4u+ (a � r)u+rp = f; (1)r � u = 0 (2)mit einem divergenzfreien Str�omungsfeld a.Eine shwahe Formulierung von (1) und (2) f�uhrt auf eine gemishte Variations-gleihung (siehe Kapitel 3). Bei der numerishen Behandlung solher Probleme st�o�tman gegen�uber einfaheren partiellen Di�erentialgleihungen, wie zum Beispiel skalarerDi�usions-Konvektions-Gleihungen, auf zus�atzlihe Shwierigkeiten. Man stellt shnellfest, da� eine Diskretisierung mit Hilfe des Galerkin-Finite-Elemente-Verfahrens nihtuneingeshr�ankt verwendet werden kann. Dieses erfordert eine aufeinander abgestimm-te Wahl der �niten Elemente f�ur Geshwindigkeit und Druk, da sonst die entstehendenlinearen Gleihungssyteme niht stabil l�osbar sind. Die Forderung an die �niten Ele-mente ist dabei die Babu�ska-Brezzi-Bedingung (kurz BB-Bedingung,vgl. Kapitel 4).Ein weiteres Problem ist die Dominanz des konvektiven Terms (a � r)u bei kleinem �,was zu physikalish unsinnigen Oszillationen der diskreten L�osung f�uhren kann.



2 EinleitungAbhilfe sha�t hier die Verwendung der Streamline-Di�usion-FEM, welhe zum einendie Babu�ska-Brezzi-Bedingung niht erfordert und zum anderen den numerishen Oszil-lationen entgegenwirkt. Diese Tehnik wird in Kapitel 5 genauer analysiert. Insbesonde-re werden Stabilit�ats- und Konvergenzeigenshaften nahgewiesen. Diese theoretishenErgebnisse werden in Kapitel 6 mittels numerisher Experimente sowohl in 2D als auhin 3D �uberpr�uft.Durhgef�uhrt wurden diese Experimente mit dem Programm PNS (Parallel Navier-Stokes), welhes zur Zeit am Institut f�ur Numerishe und Angewandte Mathematik wei-terentwikelt wird. Mit diesem Programm k�onnen vershiedene Arten von Problemengel�ost werden, von linearen skalaren Di�usions-Konvektions-Reaktions-Gleihungen bishin zu den nihtlinearen Navier-Stokes-Gleihungen.Die Besonderheit von PNS besteht in der Parallelisierung der Rehnung mittels Ge-bietszerlegung. Diese Methode wurde aber f�ur die numerishen Untersuhungen in die-ser Arbeit niht verwendet.Da die Oseen-Gleihung wie oben beshrieben als Teilproblem der Navier-Stokes-Glei-hung auftritt (genaueres hierzu �ndet sih in Kapitel 7), wurden abshlie�end noheinige numerishe Experimente mit dem Navier-Stokes-Fall durhgef�uhrt. Die Ergeb-nisse sind in Kapitel 8 dargestellt.



Kapitel 1Angepa�te Funktionenr�aumeEines der einfahsten Beispiele einer partiellen Di�erentialgleihung ist das sog. Poisson-Problem :Sei 
 � IRn ein Gebiet. Gesuht ist u : �
 �! IR mit�4u = f in 
; (1.1)u = 0 auf � := �
: (1.2)Dabei ist 4 := nPi=1 �2�x2i .Eine Funktion u 2 C2(
) \ C(�
), welhe (1.1) und (1.2) erf�ullt, bezeihnet man alsklassishe L�osung der Poisson-Gleihung.Das Problem hierbei ist, da� dieser klassishe L�osungsbegri� zu hohe Anforderungen andie Daten des Problems stellt. Ein Ausweg f�uhrt bei partiellen Di�erentialgleihungenauf den Begri� der shwahen L�osung, welhe in R�aumen der shwah di�erenzierba-ren Funktionen gesuht wird. Zur De�nition dieser R�aume ben�otigt man zuerst dieLebesgue-R�aume oder kurz Lp-R�aume :De�nition 1.1 Sei 
 2 IRn me�bar. F�ur 1 � p <1 bezeihnet Lp(
) die Menge der�Aquivalenzklassen me�barer Funktionen f : 
 �! IR, f�ur die giltkfkLp(
) := 0�Z
 jf jpdx1A 1p <1: (1.3)Bemerkung 1.2� Mit der Norm (1.3) wird der Lp(
) ein Banah-Raum.� Im Spezialfall p = 2 ist der Lp(
) = L2(
) mit dem Skalarprodukt(u; v) := Z
 uv dx 8u; v 2 L2(
)



4 Angepa�te Funktionenr�aumeein Hilbert-Raum.Beweis : vgl. [1℄ Satz 1.13.Bisher wurde nur der Fall p <1 betrahtet. Dieses kann erweitert werden mittelsDe�nition 1.3 Sei f : 
 �! IR fast �uberall beshr�ankt, d.h. es existiert ein C > 0mit jf(x)j � C f.�u.: (1.4)Dann bezeihnet ess supx2
 jf(x)j die kleinste Zahl C, f�ur die (1.4) gilt.De�nition 1.4 Der L1(
) ist die Menge der �Aquivalenzklassen me�barer Funktionen,f�ur die gilt kfkL1(
) := ess supx2
 jf(x)j <1:Weitere ben�otigte Funktionenr�aume sind die unendlih oft di�erenzierbaren Funktionenmit kompaktem Tr�ager in 
 und die lokal integrierbaren Funktionen :De�nition 1.5C1(
) := ff : 
 �! IR : f ist unendlih oft di�erenzierbar in 
gC10 (
) := ff : 
 �! IR : f 2 C1(
) und supp(f) � 
 ist kompaktgDabei ist supp(f) := lfx 2 
 : f(x) 6= 0g der Tr�ager von f .De�nition 1.6 Eine me�bare Funktion f : 
 �! IR geh�ort zu L1lo(
), falls f�ur jedeabgeshlossene beshr�ankte Teilmenge A � 
 giltZA jf j dx <1:Im folgenden ben�otigt man noh die Multiindexshreibweise f�urAbleitungen :De�nition 1.7 Sei � = (�i)ni=1 2 INn0 . Dann bezeihnet j�j := nPi=1�i die L�ange von �.Ist f : 
 �! IR hinreihend oft di�erenzierbar, so istD�f(x) := �j�jf�x�11 � � ��x�nn (x) (j�j � 1);D(0;:::;0)f(x) := f(x):



5Mit den getro�enen De�nitionen ist es nun m�oglih, den Begri� der verallgemeinertenAbleitung einzuf�uhren :De�nition 1.8 Eine Funktion g 2 L1lo(
) hei�t verallgemeinerte Ableitung D�f vonf 2 L1lo(
), falls giltZ
 gv dx = (�1)j�j Z
 fD�v dx 8v 2 C10 (
):De�nition 1.9 Sei 1 � p <1. Dann werden die Sobolev-R�aume de�niert durhW k;p(
) := ff 2 Lp(
) : 9D�f 2 Lp(
) 8� : j�j � kg:Auf W k;p(
) l�a�t sih eine Norm erkl�aren durhkfkW k;p(
) := 0� Xj�j�k kD�fkpLp(
)1A 1p : (1.5)Bemerkung 1.10 Mit der Norm (1.5) ist der W k;p(
) ein Banah-Raum.Beweis : vgl. [1℄ Abshn. 1.20De�nition 1.11 W k;p0 (
) ist der Abshlu� des C10 (
) in der Norm k � kW k;p(
).Ein wihtiger Spezialfall f�ur partielle Di�erentialgleihungen 2. Ordnung ist k = 1; p =2. Hierf�ur wird folgende Shreibweise verwendet :H1(
) := W 1;2(
);H10 (
) := W 1;20 (
):Satz 1.12 F�ur f 2 H10 (
) istjf jH10 (
) := 0�Xj�j=1 kD�fk2L2(
)1A 12eine zu k � kW 1;2(
) �aquivalente Norm.Beweis : vgl. [12℄ Lemma 3.2.In dieser Arbeit wird im weiteren stets folgende Shreibweise f�ur die entsprehendenNormen verwendet : k � k0 := k � kL2(
) k � k1 := k � kL1(
)k � k1 := k � kW 1;2(
) j � j1 := j � jH10Bei Bildung der Normen wird die Integration also grunds�atzlih �uber das gesamteGebiet 
 erstrekt. Soll die Integration nur �uber eine Teilmenge K � 
 ausgef�uhrtwerden, so wird dieses durh einen weiteren Index an der Norm kenntlih gemaht, z.B.k � k0;K = k � kL2(K). Das gleihe gilt f�ur das L2-Skalarprodukt, d.h. (u; v)K := RK uv dx.



6 Angepa�te Funktionenr�aumeBemerkung 1.13 Der H10 (
) wird mittels des Skalarprodukts(u; v)H10(
) := Z
 Xj�j=1D�uD�v dxein Hilbert-Raum.Beweis : vgl. [18℄ Prop. 18.23Das Poisson-Problem (1.1) und (1.2) stellt ein skalares Problem dar, d.h. das Bildder gesuhten Funktion liegt in IR. Bei der sp�ater betrahteten Oseen-Gleihung (sieheKapitel 3) handelt es sih aber um ein vektorwertiges Problem. Die gesuhte Funktionf�ur das Geshwindigkeitsfeld bildet in den IRn ab. Daher ben�otigt man Normen f�ur dieR�aume L2(
)n; L1(
)n und H10 (
)n :De�nition 1.14 F�ur u 2 H10 (
)n; u = (u1; : : : ; un) und a 2 L1(
)n, a = (a1; : : : ; an)werden Normen de�niert durhkuk0 :=  nXi=1 kuik20!12 ;kuk1 :=  nXi=1 kuik21!12 ;juj1 :=  nXi=1 juij21!1=2 ;kak1 := maxj=1;:::;n kajk1:



Kapitel 2Grundlegende Aussagen �ubergemishte VariationsgleihungenIn diesem Abshnitt soll auf die abstrakte Theorie gemishter Variationsgleihungeneingegangen werden. Das Ziel ist die Anwendung dieser Theorie auf das Oseen-Problem,welhes in Kapitel 3 eingef�uhrt wird. Es wird sih dort herausstellen, da� die shwaheFormulierung dieses Problems eine gemishte Variationsgleihung darstellt.Es sollen im folgenden nur die sp�ater ben�otigten Tatsahen zusammengestellt werden.Die Beweise �nden sih bei [3℄.2.1 Einf�uhrung und BezeihnungenSeien X und M (reelle) Hilbert-R�aume mit den Normen k � kX und k � kM .Weiterhin seien X� und M� die zugeh�origen Dualr�aume mit den Dualnormen k � kX�undk � kM�.Der Ausdruk h�; �i bezeihne das Dualit�atsprodukt, d.h. f�ur l 2 X� wird de�nierthl; xi := l(x) 8x 2 X:Gegeben seien weiterhin zwei Bilinearformena(�; �) : X �X ! IR;b(�; �) : X �M ! IR:Vorausgesetzt wird die Stetigkeit von a(�; �) und b(�; �), d.h.kak := supu;v2X a(u; v)kukXkvkX <1;kbk := supv2X;�2M b(v; �)kvkXk�kM <1:



8 Grundlegende Aussagen �uber gemishte VariationsgleihungenBetrahtet wird nun folgendes Variationsproblem (Q) :Seien l 2 X�, � 2M�.Finde (u; �) 2 X �M mita(u; v) + b(v; �) = hl; vi f�ur alle v 2 X; (2.1)b(u; �) = h�; �i f�ur alle � 2 M: (2.2)Den Bilinearformen a(�; �) und b(�; �) werden folgende lineare und stetige Operatorenzugeordnet : A : X �! X�hAu; vi = a(u; v) f�ur alle u; v 2 X;B : X �! M�hBv; �i = b(v; �) f�ur alle v 2 X; � 2M;B0 :M �! X�hB0�; vi = b(v; �) f�ur alle v 2 X; � 2M:Die Existenz solher Operatoren �ndet sih z.B. bei [13℄ Lemma 6.5.1. Dort werdenzwar nur Bilinearformen auf X � X betrahtet, der Beweis �ubertr�agt sih aber aufBilinearformen auf X �M bzw. M �X.Dem Problem (Q) l�a�t sih ein sogenanntes restringiertes Variationsproblem zuordnen :Sei V (�) := fv 2 X j b(v; �) = h�; �i f�ur alle � 2Mg undV := V (0) = kerB= fv 2 X j b(v; �) = 0 f�ur alle � 2Mg:Damit lautet das Problem (P) :Finde u 2 V (�) mit a(u; v) = hl; vi f�ur alle v 2 V:2.2 Existenz und Eindeutigkeit der L�osung gemish-ter VariationsgleihungenDer erste Satz stellt einen Hilfssatz zum Beweis des Existenzsatzes 2.3 dar. In diesemwerden aber Aussagen gemaht, die sp�ater beim Beweis der Stabilit�at und Konvergenzgemishter �niter Elemente gebrauht werden.



2.2 Existenz und Eindeutigkeit der L�osung gemishterVariationsgleihungen 9Satz 2.1 �Aquivalent sind folgende Aussagen:(i) Es existiert ein � > 0 mit inf�2M supv2X b(v; �)kvkXk�kM � �: (2.3)(ii) Sei V ? := fx 2 X : (x; v) = 0 f�ur alle v 2 V g.Die Abbildung B : V ? !M� ist ein Isomorphismus, und es giltkBvkM� � �kvkX f�ur alle v 2 V ?:(iii) Sei V 0 := fl 2 X� : hl; vi = 0 f�ur alle v 2 V g.Die Abbildung B0 :M ! V 0 ist ein Isomorphismus, und es giltkB0�k � �k�kM f�ur alle � 2M:Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun m�oglih, die �Aquivalenz der Probleme (P) und (Q)zu zeigen. Da diese Aussage bei [3℄ niht ausgef�uhrt wurde, soll diese hier beweisenwerden.Satz 2.21. Ist (u; �) 2 X �M eine L�osung von (Q), dann l�ost u 2 X das Problem (P).2. Es existiere ein � > 0 mit inf�2M supv2X b(v; �)kvkXk�kM � �:Dann gibt es zu jeder L�osung u 2 X von (P) genau ein � 2 M , so da� (u; �)L�osung von (Q) ist.Beweis:(i) Sei (u; �) 2 X �M L�osung von (Q). Dann gilt alsob(u; �) = h�; �i f�ur alle � 2M;d.h. u 2 V (�):W�ahle nun ein v 2 V � X. Da � 2 M ist, gilt dann b(v; �) = 0.Mit (2.1) folgt a(u; v) = hl; vi f�ur alle v 2 V:Also l�ost u das Problem (P).(ii) Sei u 2 V (�) L�osung von (P). Daraus folgt dannb(u; �) = h�; �i f�ur alle � 2M



10 Grundlegende Aussagen �uber gemishte Variationsgleihungenund damit (2.2).Es bleibt zu zeigen, da� es ein � 2M gibt, so da� (2.1) erf�ullt ist, d.h.a(u; v) + b(v; �) = l(v) 8v 2 Xbzw. in Operatorshreibweise Au+B0� = l: (2.4)Da u L�osung von (P) ist folgt f�ur v 2 Vhl � Au; vi = hl; vi � a(u; v) = 0:Daher ist l � Au 2 V 0.Nah Satz 2.1 ist die inf-sup-Bedingung (2.3) �aquivalent zu der Aussage, da� die Ab-bildung B0 :M ! V 0 ein Isomorphismus ist.Also existiert eindeutig ein � 2M mit B0� = l � Au, d.h. � erf�ullt (2.4).Daraus folgt dann, da� (u; �) L�osung des Problems (Q) ist. 2Nun soll der eigentlihe Existenzsatz formuliert werden. Dieser beinhaltet zus�atzliheine Stabilit�atsabsh�atzung der L�osung, die sp�ater f�ur die Stabilit�at gemishter �niterElemente wihtig ist.Satz 2.3 Sei a(�; �) eine V-elliptishe Bilinearform, d.h. es existiert ein � > 0 mita(v; v) � �kvkV f�ur alle v 2 V:1. Folgende Aussagen sind �aquivalent:(a) Das Problem (Q) besitzt eine eindeutige L�osung.(b) b(�; �) erf�ullt die inf-sup-Bedingung, d.h. es gibt ein � > 0 mitinf�2M supv2X b(v; �)kvkXk�kM � �: (2.5)2. Es gelten die Absh�atzungenkukX � ��1klkX� + ��1  1 + kak� ! k�kM�;k�kM � ��1  1 + kak� ! klkX� + ��1  1 + kak� ! kak� k�kM�:Bemerkung 2.4 Die in diesem Kapitel dargestellten S�atze beinhalten die elementa-ren Aussagen �uber gemishte Variationsgleihungen. Sie mahen aber shon deutlih,da� die inf-sup-Bedingung (2.5) eine gro�e Bedeutung bei gemishten Problemen hat.Insbesondere bei der Diskretisierung wird man sehen, da� die inf-sup-Bedingung f�urdie diskreten R�aume gro�e Probleme verursaht.



Kapitel 3Die Oseen-GleihungEine der wihtigsten Gleihungen der Str�omungsmehanik ist die Navier-Stokes-Gleihungf�ur inkompressible Fl�ussigkeiten. Bezeihnet man mit u das Geshwindigkeitsfeld undmit p den Druk der Str�omung, so lautet die Navier-Stokes-Gleihung��4u+ (u � r)u+rp = fmit der Bedingung der Inkompressibilit�atr � u = 0:Man erkennt, da� es sih hierbei aufgrund des Terms (u � r)u um ein nihtlinearesProblem handelt. Eine M�oglihkeit zur Linearisierung dieses Ausdruk ist eine Iterationmittels ��4un+1 + (un � r)un+1 +rpn+1 = f:Das bei diesem Iterationsproze� enstehende lineare Problem bezeihnet man als Oseen-Gleihung. Im folgenden wird zus�atzlih ein ableitungsfreier Term f�ur die Geshwin-digkeit mit einbezogen, welher bei der Zeitdiskretisierung zeitabh�angiger Problemeentsteht.Betrahtet wird also das folgende Problem :� 
 � IRn sei beshr�anktes Gebiet mit Lipshitz-stetigem Rand � := �
,� f : 
 �! IRn,� g : � �! IRn mit R� g � � ds = 0 (dabei bezeihnet � = �(x) den �au�erenNormaleneinheitsvektor im Punkt x 2 �),� a 2 H1(
)n \ L1(
)n mit r � a = 0 fast �uberall und � � 0.



12 Die Oseen-GleihungGesuht sind Funktionen u : 
 �! IRn;p : 
 �! IRmit ��4u+ (a � r)u+�u+rp = f in 
; (3.1)r � u = 0 in 
; (3.2)uj� = g: (3.3)Der Di�usionskoeÆzient � ist dabei das Inverse der Reynoldszahl Re, d.h. � := Re�1,welhe eine harakteristishe Gr�o�e der Str�omung darstellt.Bemerkung 3.1� Man erkennt, da� p durh Gleihung (3.1) nur bis auf eine Konstante bestimmtist. Daher normiert man p durh die ForderungZ
 p(x)dx = 0:� L�osungen (u; p) 2 (C2(
)n \ C(�
)n) � C1(
) von (3.1)-(3.3) hei�en klassisheL�osungen der Oseen-Gleihung. Dieser klassishe L�osungsbegri� stellt aber zuhohe Di�erenzierbarkeitsforderungen an die L�osung. Daher ben�otigt man eineAbshw�ahung des L�osungsbegri�s.3.1 Shwahe FormulierungMultiplikation der i-ten Gleihung in (3.1) mit einer beliebigen Testfunktion vi 2C10 (
) und anshlie�ender Integration �uber 
 liefernZ
  ��4ui + (a � r)ui +�ui + �p�xi! vidx = Z
 fividx() �� Z
 0� nXj=1 �2ui�x2j + (a � r)ui +�ui + �p�xi1A vidx = Z
 fividx:Mit partieller Integration und Ber�uksihtigung von vij� = 0 erh�alt man� Z
 nXj=1 �ui�xj �vi�xj dx+ Z
 f(a � r)ui +�uigvidx� Z
 p�vi�xidx = Z
 fividx() � Z
 ruirvidx+ Z
 f(a � r)ui +�uigvidx� Z
 p�vi�xidx = Z
 fividx: (3.4)



3.1 Shwahe Formulierung 13De�niert man (u; v) := nPi=1(ui; vi); (ui; vi) := R
 ui vi dx und summiert in Gleihung(3.4) �uber i, so ergibt sih�(ru;rv) + ((a � r)u+�u; v)� (p;rv) = (f; v): (3.5)Analog verf�ahrt man mit Gleihung (3.2):Multiplikation mit Testfunktion q 2 L2(
) und Integration liefertZ
 (r � u) q dx = 0: (3.6)De�niere L20(
) := fp 2 L2(
) : R
 pdx = 0g.Somit ergibt sih mit (3.5) und (3.6) als shwahe Formulierung der Oseen-Gleihung :Gesuht ist (u; p) 2 H1(
)n � L20(
) mit�(ru;rv) + ((a � r)u+�u; v)� (r � v; p) = (f; v) 8v 2 H10 (
)n; (3.7)(r � u; q) = 0 8q 2 L20(
); (3.8)u = g: (3.9)Dabei ist  : H1(
)n �! L2(�)n die Spurabbildung (vgl. [12℄ S. 83).Man de�niert somit zwei Bilinearformena : H1(
)n �H1(
)n �! IRa(u; v) := �(ru;rv) + ((a � r)u+�u; v);b : H1(
)n � L20(
) �! IRb(v; p) := �(r � v; q)und die Linearform f : H1(
)n �! IRhf; vi := (f; v):Bemerkung 3.2Ist v 2 H10 (
)n; q 2 L2(
) und  eine konstante Funktion in L2(
), so giltb(v; q + ) = b(v; q) + Z
 (r � v)  dx= b(v; q)� Z
 v � r|{z}=0 dx= b(v; q):



14 Die Oseen-GleihungDaher ist auh in der shwahen Formulierung p nur bis auf eine Konstante festgelegtund somit der L�osungsraum L20(
) sinnvoll.Bemerkung 3.3 Die Bilinearform a(� ; �) l�a�t sih mittels der Divergenzfreiheit desVektorfeldes a folgenderma�en umrehnen :12((a � r)u; v) = 12 nXi=1 nXj=1 Z
 ajvi �ui�xj dx= �12 nXi=1 nXj=1 Z
 ui ��xj (ajvi) dx (partielle Integration)= �12 nXi=1 nXj=1 Z
 ui (�aj�xj vi + �vi�xj aj) dx= �12 nXi=1 nXj=1 Z
 ui �vi�xj aj dx (da r � a = 0)= �12 nXi=1 Z
 (a � r)vi � ui dx= �12((a � r)v; u):Daher gilta(u; v) = �(ru;rv) + 12f((a � r)u; v)� ((a � r)v; u)g+ �(u; v): (3.10)3.2 Existenz und Eindeutigkeit der L�osung der Oseen-GleihungIn diesem Abshnitt soll die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung der verallgemeiner-ten Aufgabenstellung bewiesen werden. Dies geshieht durh Anwendung der Theorief�ur gemishte Variationsgleihungen aus Kapitel 1.Da hier niht nur von homogenen Randbedingungen ausgegangen wird, ben�otigt manzwei Hilfss�atze, die allerdings an dieser Stelle niht bewiesen werden. Ein Beweis �ndetsih bei [10℄ (Abshn. I, Corollar 2.4 und Lemma 2.2).Lemma 3.4 Sei V = fv 2 H10 (
)n : r � v = 0g.Dann ist der Operator r� ein Isomorphismus von V ? �! L20(
).Dabei ist V ? das orthogonale Komplement in H10 (
)n bez�uglih des Skalarprodukts(u; v) := R
 ru � rv dx.



3.2 Existenz und Eindeutigkeit der L�osung der Oseen-Gleihung 15Lemma 3.5 Sei g 2 H1=2(�)n := fw 2 L2(�) : 9v 2 H1(
) mit v = wgn.Es gelte R� g � � ds = 0 .Dann gibt es ein u 2 H1(
)n mit r � u = 0 in 
;u = g:Jetzt stehen alle Hilfsmittel bereit, um den wesentlihen Satz dieses Abshnitts zubeweisen.Satz 3.6 Sei 
 beshr�anktes Gebiet mit Lipshitz-stetigem Rand � = �
 .Sei f 2 (L2(
))n und g 2 H1=2(�)n mitZ
 g � � ds = 0:Dann existiert eindeutig (u; p) 2 H1(
)n � L20(
) als L�osung von (3.7)-(3.9).Beweis : i) Nah Lemma 3.5 gibt es ein u0 2 H1(
)n mitr � u0 = 0 in 
;u0 = g:De�niere damit eine Linearform l 2 (H10(
)n)� durhhl; vi := hf; vi � a(u0; v) 8v 2 H10 (
)n:Betrahte das ProblemFinde w 2 H10 (
)n; p 2 L20(
) mita(w; v) + b(v; p) = hl; vi 8v 2 H10 (
)n; (3.11)b(w; q) = 0 8q 2 L20(
): (3.12)Mit X := H10 (
)n; M := L20(
); � = 0 erh�alt man das Oseen-Problem als gemishteVariationsgleihung.ii) a(�; �) ist X-elliptish, denn f�ur v 2 H10 (
)n ist mit (3.10)a(v; v) = � Z
 rv � rv dx+ �kvk20| {z }�0� � nXi=1 Z
 rvi � rvi dx



16 Die Oseen-Gleihung= � nXi;j=1 Z
  �vi�xj!2 dx= � nXi=1 nXj=1  �vi�xj 20| {z }jvij21= �jvj21:iii) a(�; �) ist stetig, denn f�ur u; v 2 H10 (
)n ist������� nXi;j=1 Z
 �ui�xj � �vi�xj dx������ � � nXi;j=1 Z
 ������ui�xj � �vi�xj ����� dx� � nXi;j=1 �ui�xj 0 �  �vi�xj 0= � nXi=18<: nXj=1 �ui�xj 0 �  �vi�xj 09=;� � nXi=18><>:0� nXj=1 �ui�xj 201A12 0� nXj=1  �vi�xj 201A129>=>;� �0� nXi=10� nXj=1 �ui�xj 201A1A1=20� nXi=10� nXj=1  �vi�xj 201A1A1=2= �juj1 � jvj1:j((a � r)u; v)j = ������ nXi=10� nXj=1 aj �ui�xj ; vi1A������� nXi=1 nXj=1 ������Z
 aj �ui�xj vi dx������� nXi=1 nXj=1 kajk1 �ui�xj 0 kvik0� kak1 nXj=1 nXi=1  kvik0 �ui�xj 0!� kak1 nXj=1 nXi=1 kvik20! 12 0� nXi=1 �ui�xj 201A 12= kak1kvk0 nXj=1 1 � 0� nXi=1 �ui�xj 201A 12



3.2 Existenz und Eindeutigkeit der L�osung der Oseen-Gleihung 17� Ckak1jvj1n0� nXj=1 nXi=1 �ui�xj 201A 12= ~Ckak1jvj1juj1:�(u; v) � �kuk0kvk0 � �Ĉjuj1jvj1:Damit ergibt sih die Stetigkeit von a(�; �) :ja(u; v)j � (�+ ~Ckak1 +�Ĉ)jvj1juj1:Auf �ahnlihe Weise l�a�t sih nahrehnen, da� auh b(�; �) und l(�) stetig sind.iv) Zu zeigen ist die inf-sup-Bedingung, d.h.supv2H10 (
)n (q;r � v)jvj1 � �kqk0 8q 2 L20(
):Sei also q 2 L20(
) beliebig.Nah Lemma 3.4 gibt es ein eindeutiges v 2 V ? mit r � v = q.Da r� : V ? �! L20(
) als Isomorphismus stetig ist, gibt es eine Konstante C mitjvj1 � Ckqk0:Damit ergibt sih (q;r � v)jvj1 = (q; q)jvj1 = kqk20jvj1 � 1C kqk0= �kqk0 mit � := 1C :Da � unabh�angig von q ist, folgt also8q 2 L20(
) 9v 2 H10 (
)n mit (q;r � v)jvj1 � �kqk0:Daraus ergibt sih die inf-sup-Bedingung.v) Aus dem gezeigten folgt mit Satz 2.3, da� es ein eindeutiges (w; p) 2 H10 (
)n�L20(
)gibt, welhes die Gleihungen (3.11) und (3.12) erf�ullt.Dann ist (u = u0 + w; p) 2 [u0 +H10 (
)n℄� L20(
) L�osung des Problems (3.7)-(3.9).Ist umgekehrt u L�osung von (3.7)-(3.9), so l�ost w := u � u0 die Gleihungen (3.11)und (3.12).Insgesamt ist damit die Oseen-Gleihung eindeutig l�osbar. 2



Kapitel 4Diskretisierung gemishterVariationsgleihungen (gemishteFEM)In diesem Abshnitt wird noh einmal auf das abstrakte Problem zur�ukgegangen,um die Unterraumdiskretisierung von gemishten Variationsgleihungen darzustellen.Die ausgef�uhrte Analysis bezieht sih auf Diskretisierungen, welhe eine diskrete Formder inf-sup-Bedingung (Babu�ska-Brezzi-Bedingung) erf�ullen, so da� die Aussagen �uberden kontinuierlihen Fall auf die diskreten Probleme �ubertragen werden k�onnen. DieseArt der Diskretisierung wird auh als BB-stabil bezeihnet. Bei praktishen Rehnun-gen mit �niten Elementen (vgl. Bemerkung 4.2) stellt die Verwendung BB-stabilerElemente aber nur eine M�oglihkeit dar. Benutzt man Diskretisierungen, welhe dieBB-Bedingung niht erf�ullen, so kann durh Ab�anderung des diskreten Problems dieDiskretisierung stabil gemaht werden. Eine solhe Methode wird in Kapitel 5 darge-stellt.4.1 Das diskrete ProblemDas Problem war :Seien X;M reelle Hilbert-R�aume.a(�; �) : X �X �! IR;b(�; �) : X �M �! IRseien stetige Bilinearformen und l : X �! IR;� :M �! IR



4.2 R�ukf�uhrung auf ein lineares Gleihungssystem 19stetige Linearformen.V (�) := fu 2 X : b(u; �) = h�; �i 8� 2Mg; V := V (0).Problem (Q):Finde (u; �) 2 X �M mita(u; v) + b(v; �) = hl; vi 8v 2 X;b(u; �) = h�; �i 8� 2M:Problem (P):Finde u 2 V (�) mit a(u; v) = hl; vi 8v 2 V:Zur Diskretisierung des Problems seien Xh � X; Mh � M endlih dimensionaleTeilr�aume. (Q) wird dann approximiert durh Problem (Qh)Finde (uh; �h) 2 Xh �Mh mita(uh; vh) + b(vh; �h) = hl; vhi 8vh 2 Xh;b(uh; �h) = h�; �hi 8�h 2Mh:Analog zu V (�) de�niert manVh(�) := fvh 2 Xh : b(vh; �h) = h�; �hi 8�h 2Mhgund Vh := Vh(0).Ebenso das Problem (Ph):Finde uh 2 Vh(�) mit a(uh; vh) = hl; vhi 8vh 2 Vh:Bemerkung 4.1 Im allgemeinen gilt niht Vh(�) � V (�), daMh ein ehter Unterraumvon M ist !4.2 R�ukf�uhrung auf ein lineares GleihungssystemDas diskretisierte Problem (Qh) erzeugt ein �aquivalentes Gleihungssystem :Sei f�1; : : : ; �kg eine Basis von Xh und f 1; : : : ;  lg eine Basis von Mh.



20 Diskretisierung gemishter Variationsgleihungen (gemishte FEM)Dann ergibt sih die Basisdarstellungu 2 Xh ) u = kXi=1 Ui�i;� 2Mh ) � = lXj=1�j j:Setze U := (U1; : : : ; Uk); � := (�1; : : : ;�l).De�niere weiterhin A 2 IRk�k : aij := a(�j; �i);B 2 IRl�k : bij := b(�j;  i);L 2 IRk : Li := hl; �ii;M 2 IRl :Mi := h�;  ii:Dann gilt : hAU; V i = a(u; v) 8u; v 2 Xh;hBU;�i = b(u; �) 8u 2 Xh; � 2Mh:Daher ist das Problem (Qh) �aquivalent zu :Finde (Uh;�h) 2 IRk � IRl mit AUh +BT�h = L;BUh = Moder anders geshrieben  A BTB 0 ! Uh�h ! =  LM ! :Damit hat man ein zu dem diskretisierten Problem (Qh) �aquivalentes Gleihungssy-stem.Bemerkung 4.2 Bisher wurde nihts dar�uber ausgesagt, wie die R�aume Xh und Mhgew�ahlt werden k�onnen. Dieses geshieht bei konkreten Problemen mit sog. �nitenElementen. Dabei wird das Gebiet 
 � IRn in endlih viele disjunkte Teilgebiete 
jzerlegt, d.h. �
 = m[j=1 �
j



4.3 Stabilit�at 21und int(
i) \ int(
j) = ; (i 6= j):Th := f
jgmj=1 bezeihnet man dann als Triangulierung von 
.Eine g�angige Triangulierung stellt die Zerlegung in Dreieke (n = 2) bzw. Tetraeder(n = 3) dar. Mittels dieser l�a�t sih ein diskreter Raum de�nieren, indem man Xh undMh z.B. als stetige st�ukweise polynomiale Funktionen auf jedem Element de�niert,d.h. Xh := fvh 2 C(�
) : vhj
i 2 Pk 8
i 2 Thg;Mh := fqh 2 C(�
) : qhj
i 2 Pl 8
i 2 Thg:Die Verwendung von Dreieken bzw. Tetraedern und polynomialen Ansatzr�aumen stelltnat�urlih nur eine M�oglihkeit dar, einen Finite-Elemente-Raum zu konstruieren. Sogibt es eine Vielzahl anderer Elemente, z.B. das Crouzeix-Raviart-Element (siehe [4℄Beispiel 3.6).Dieses Verfahren zur Diskretisierung einer gemishten Variationsgleihung bezeihnetman als Methode der gemishten �niten Elemente oder kurz gemishte FEM.4.3 Stabilit�atDer folgende Satz maht Aussagen �uber die eindeutige und stabile L�osbarkeit des dis-kreten Problems. Er ergibt sih unter Beahtung von klkX�h � klkX� und k�kM�h �k�kM� sofort aus dem Satz 2.3 �uber die L�osbarkeit gemishter Variationsgleihun-gen, wenn man die Vh-Elliptizit�at von a(�; �) und die Erf�ullung der diskreten inf-sup-Bedingung voraussetzt. Man beahte, da� sih diese beiden Voraussetzungen niht vonden kontinuierlihen auf die diskreten R�aume �ubertragen.Satz 4.3 Sei a(�; �) Vh-elliptish, d.h. es existiert ein �h > 0 mita(vh; vh) � �hkvhk2X 8vh 2 Vh;und b(�; �) erf�ulle die Babu�ska-Brezzi-Bedingungsupvh2Xh b(vh; �h)kvhkX � �hk�hkM 8�h: (4.1)Dann ist das diskrete Problem (Qh) eindeutig l�osbar.F�ur die L�osung (uh; �h) gelten die Absh�atzungenkuhkX � ��1h klkX� + ��1h  1 + kak�h ! k�kM�;k�hkM � ��1h  1 + kak�h ! klkX� + ��1h  1 + kak�h ! kak�h k�kM�:



22 Diskretisierung gemishter Variationsgleihungen (gemishte FEM)Sind weiterhin �h; �h unabh�angig von h, so hat man ein Stabilit�atsresultat (man sagtdaher in diesem Fall, die Diskretisierung sei stabil).4.4 KonvergenzSatz 4.4 Die Voraussetzungen des Satzes 4.3 seien erf�ullt.Weiterhin sei a(�; �) V -elliptish, d.h. es gibt ein � > 0 mita(v; v) � �kvk2X 8v 2 Vund b(�; �) erf�ulle die inf-sup-Bedingungsupv2X b(v; �)kvkX � �k�kMmit einem � > 0.Dann gilt f�ur die L�osung (u; �) von (Q) bzw. (uh; �h) von (Qh) :(i) Es existiert eine Konstante C1 (abh�angig von �h; kak; kbk) mitku� uhkX � C1 ( infvh2Vh(�) ku� vhkX + inf�h2Mh k�� �hkM) :(ii) Es gibt eine Konstante C2 (abh�angig von �h; �h; kak; kbk) mitku� uhkX + k�� �hkM � C2 � infvh2Xh ku� vhkX + inf�h2Mh k�� �hkM� :Bemerkung 4.5 Man beahte, da� in der Absh�atzung (i) das In�mum �uber denRaum Vh(�) gebildet werden mu�, welhen man i.a. niht kennt. F�ur den Beweis von(i) ben�otigt man allerdings die inf-sup-Bedingung niht. Setzt man diese voraus, sobekommt man die Absh�atzung (ii), bei der das In�mum �uber den gesamten Raum Xhgenommen wird.Beweis von Satz 4.4: In Satz 2.2 wurde gezeigt, da� unter den getro�enen Voraus-setzungen die Probleme (Q) und (P) �aquivalent sind. Der gleihe Satz kann wegen derVh-Elliptizit�at von a(�; �) und der BB-Bedingung (4.1) auh auf die Probleme (Qh) und(Ph) angewendet werden. Dieses wird im folgenden ausgenutzt.i) Seien wh 2 Vh(�), �h 2Mh beliebig. Setze vh := uh � wh. Dann ist f�ur �h 2 Mhb(vh; �h) = b(uh; �h)� b(wh; �h)= h�; �hi � h�; �hi; da uh; wh 2 Vh(�)= 0:



4.4 Konvergenz 23Daher ist vh 2 Vh und es gilta(vh; vh) = a(uh � wh; vh)= a(uh; vh)� a(wh; vh)= hl; vhi � a(wh; vh); (4.2)da uh L�osung von (Ph) ist.F�ur die L�osung u von (P) bzw. (u; �) von (Q) gilta(u; vh) + b(vh; �) = hl; vhiund daher mit (4.2) a(vh; vh) = a(u; vh) + b(vh; �)� a(wh; vh)= a(u� wh; vh) + b(vh; �): (4.3)Da vh 2 Vh gilt b(vh; �h) = 0.Mit Nullerg�anzung liefert (4.3)a(vh; vh) = a(u� wh; vh) + b(vh; �� �h) 8vh 2 Vh; 8�h 2Mh:Mit der Vh-Elliptizit�at von a(�; �) folgt�hkvhk2X � a(vh; vh)= a(uh � wh; vh) + b(vh; �� �h)� kakku� whkXkvhkX + kbkkvhkXk�� �hkM :) kuh � whkX = kvhkX � kak�h ku� whkX + kbk�h k�� �hkM :Somit erh�alt man shlie�lihku� uhkX � ku� whkX + kwh � uhkX� ku� whkX + kak�h ku� whkX + kbk�h k�� �hkM=  1 + kak�h ! ku� whkX + kbk�h k�� �hkMf�ur alle �h 2Mh; wh 2 Vh(�).In�mumbildung liefert die Behauptung mit C1 := max �1 + kak�h ; kbk�h �.



24 Diskretisierung gemishter Variationsgleihungen (gemishte FEM)ii) Sei vh 2 Xh beliebig.De�niere den Operator Bh : X �!M�h durhhBhv; �hi := b(v; �h) (v 2 X; �h 2Mh):Da Bh : V ?h �! M�h wegen der BB-Bedingung (4.1) ein Isomorphismus ist (vgl. Satz2.1) und Bh(u� vh) 2M�h , gibt es ein eindeutiges zh 2 V ?h mitBhzh = Bh(u� vh):Weiterhin gilt ebenfalls nah Satz 2.1kzhkX � 1�hkBhzhkM�h= 1�hkBh(u� vh)kM�h� 1�hkbkku� vhkX : (4.4)De�niere wh := zh + vh. Dann gilt f�ur beliebiges �h 2Mhb(wh; �h) = b(zh + vh; �h)= b(zh; �h) + b(vh; �h)= b(u� vh; �h) + b(vh; �h)= b(u; �h)= h�; �hi;da u 2 V (�).Daher ist wh 2 Vh(�).Man erh�alt man mit (4.4) die Absh�atzungku� whkX � ku� vhkX + kzhkX�  1 + kbk�h ! ku� vhkX : (4.5)vh 2 Xh war beliebig gew�ahlt, daher kann man auf der rehten Seite von (4.5) zumIn�mum �uber Xh �ubergehen. Da wh 2 Vh(�) war, bleibt die Ungleihung also auhrihtig, wenn man links das In�mum �uber Vh(�) bildet.Man hat also : infwh2Vh(�) ku� whkX �  1 + kbk�h ! infvh2Xh ku� vhkX : (4.6)Es gilt f�ur alle vh 2 Xh; �h 2Mhb(vh; �h � �h) = b(vh; �h)� b(vh; �h)= �a(uh; vh) + hl; vhi � b(vh; �h) ((uh; �h) l�ost (Qh))= �a(uh; vh) + a(u; vh) + b(vh; �)� b(vh; �h) ((u; �) l�ost (Q))= a(u� uh; vh) + b(vh; �� �h):



4.4 Konvergenz 25Damit l�a�t sih absh�atzenk�h � �hkM � 1�h supvh2Xh b(vh; �h � �h)kvhkX= 1�h supvh2Xh 1kvhkX fa(u� uh; vh) + b(vh; �� �h)g� 1�h supvh2Xh 1kvhkX fkakku� uhkXkvhkX + kbkkvhkXk�� �hkMg= 1�hfkakku� uhkX + kbkk�� �hkMg:Folglih istk�� �hkM � k�� �hkM + k�h � �hkM� k�� �hkM + 1�hfkakku� uhkX + kbkk�� �hkMg= 1�hfkakku� uhkX + (�h + kbk)k�� �hkMg:�h 2 Mh war beliebig gew�ahlt. Daher kann man auf der rehten Seite zum In�mum�ubergehen. Benutzt man die Absh�atzung aus (i), so ergibt sihku� uhkX + k�� �hkM � C1f infvh2Vh(�) ku� vhkX + inf�h2Mh k�� �hkMg+ 1�hfkakku� uhkX + (�h + kbk) infuh2Mh k�� �hkM :gMit Ungleihung (4.6) ergibt sih hieraus die Behauptung. 2Bemerkung 4.6� Der Beweis des letzten Satzes zeigt, da� f�ur Konvergenz bei der Diskretisierunggemishter Probleme niht nur die Babu�ska-Brezzi-Bedingung erf�ullt sein mu�.Hat man Xh und Mh als FEM-Unterr�aume, so ist auh das asymptotishe Ver-halten von �h f�ur h �! 0 wihtig, denn es gilt C2 = O(��1h ).� Viele f�ur die praktishe Implementierung interessante �nite Elemente (z.B. P1 �P1-Elemente) erf�ullen die BB-Bedingung mit einer von h unabh�angigen Konstan-ten � niht. Ein Ausweg ist die Wahl von geeigneten R�aumen, z.B. Anreiherndes Geshwindigkeitsraumes Xh durh sog. Bubble-Funktionen (vgl. [4℄ KapitelVI.3 Beispiel 3.7). Dieses f�uhrt auf das sog. MINI-Element (siehe hierzu [14℄).Dieses Vorgehen erh�oht aber die Anzahl der Freiheitsgrade und damit die Gr�o�e



26 Diskretisierung gemishter Variationsgleihungen (gemishte FEM)des entstehenden Gleihungssystems erheblih.Eine andere M�oglihkeit ist die Wahl einfaher diskreter R�aume und Stabilisie-rung durh geeignete Ab�anderung des diskreten Problems. Diese Stabilisierungs-tehniken sind Thema des n�ahsten Kapitels.



Kapitel 5Streamline-Di�usion-FEMIn diesem Kapitel wird eine Stabilisierungstehnik f�ur die Oseen-Gleihung vorgestelltund die dazugeh�orige Analysis durhgef�uhrt. Diese Tehnik ben�otigt keine Forderungan die Kompatibilit�at der diskreten R�aume, d.h. die BB-Bedingung mu� niht erf�ulltsein. Eine �Ubersiht solher Verfahren f�ur die Stokes-Gleihung �ndet sih zum Beispielin [16℄ Abshnitt 9.4.Weitere Arbeiten zu diesem Thema sind [8℄ (Stokes-Fall) und [7℄ (Navier-Stokes- bzw.Oseen-Problem). Die entsprehenden Darstellungen sind aber methodish unbefriedi-gend, da die Wahl der benutzten Stabilisierungsparameter am Anfang festgelegt wirdund damit das Verfahren analysiert wird. Sinnvoller sheint es, die Analysis der Metho-de zun�ahst mit unbestimmten Parametern durhzuf�uhren und aufgrund der gewonne-nen Resultate eine geeignete Wahl dieser Parameter herzuleiten. Dieser Weg wurde indieser Arbeit gegangen.Die Grundlage f�ur diese Ausf�uhrungen �ndet sih in [17℄ Kapitel IV, Abshnitt 3. DieAnalysis wurde dadurh verfeinert, da� der Einu� des Str�omungsfeldes bei den Kon-vergenzabsh�atzungen genauer ber�uksihtigt wurde. Damit ist es dann m�oglih, eineWahl der Stabilisierungsparameter in Abh�angigkeit vom Str�omungsfeld anzugeben.Der Vorteil der Streamline-Di�usion-FEM (im folgenden kurz SDFEM) liegt darin, da�diese Tehnik zwei Problemen der Oseen-Gleihung zugleih entgegenwirkt. Ein Pro-blem ist die m�oglihe Verletzung der Babu�ska-Brezzi-Bedingung durh die diskretenR�aume, wodurh sih numerish i.a. keine sinnvolle L�osung berehnen l�a�t. Das andereProblem besteht in einer m�oglihen Dominanz des konvektiven Terms (a � r)u, waswie bei skalaren Di�usions-Konvektions-Reaktions-Gleihungen (vgl. [16℄ Kapitel 8) zunumerishen Oszillationen f�uhren kann.5.1 Voraussetzungen und NotationenBetrahtet wird der Di�erentialoperatorLû := ��4u+ (a � r)u+�u+rp



28 Streamline-Di�usion-FEMmit � > 0.Das Problem ist : Finde û = (u; p) mitLû = f in 
;r � u = 0 in 
;u = 0 auf � = �
;wobei f 2 L2(
), 
 � IRn (n = 2; 3).Dieses f�uhrt auf die Variationsgleihung (vgl. Kapitel 3)Finde û 2 X �M := H10 (
)n � L20(
) mit�(ru;rv) + ((a � r)u+�u; v)� (p;r � v) + (q;r � u) = (f; v) 8v̂ 2 X �M:Die �Aquivalenz dieser Formulierung des Problems gegen�uber der in Kapitel 3 erkenntman, indem man v = 0 bzw. q = 0 einsetzt.Zur Diskretisierung werden polynomiale Ansatzr�aume Xh und Mh benutzt, d.h.Xh : = fv 2 X : vjK 2 Pl(K)n 8K 2 Thg;Mh : = fq 2 M \H1(
) : qjK 2 Pk(K) 8K 2 Thg:Dabei sei Th = fKg eine quasiuniforme Triangulierung von 
, d.h.� Th ist regul�ar, d.h. es gibt ein � � 1, so da� f�ur alle h > 0 giltmaxK2Th hK�K � �:Dabei ist hK := diam(K), h := maxK hK und�K := supfdiam(S) : S ist Kugel, S � Kg.� Es gibt ein � > 0, so da� f�ur alle h > 0 giltminK2Th hK � �h:Weiter seien Ih : X �! Xh;Jh :M �!MhInterpolationsoperatoren nah Clement (siehe [5℄).Diese erf�ullen die lokalen Absh�atzungenku� Ihukm;K � C1hs�mK jujs;K 8u 2 Hs(K) (0 � s � l + 1; 0 � m � s); (5.1)



5.1 Voraussetzungen und Notationen 29kp� Jhpki;K � C3hj�iK jpjj;K 8p 2 Hj(K) (0 � j � k + 1; 0 � i � j): (5.2)Weiterhin gilt eine inverse Ungleihungk4vhk0;K � �invh�1K jvhj1;K 8vh 2 Xh; (5.3)denn :Im Beweis von Proposition 6.3.2 in [16℄ wird gezeigt, da� f�ur allexh 2 Pt(K) gilt krxhk20;K � Ch�2K kxhk20;K: (5.4)Damit folgtk4vhk20;K = nXi=1 k(4vh)ik20;K = nXi=1  nXj=1 �2(vh)i�x2j 20;K� nXi=1 nXj=1 �2(vh)i�x2j 20;K = nXi=1 nXj=1  ��xj  �(vh)i�xj !20;K� nXi=1 nXk=10� nXj=1  ��xj  �(vh)i�xk !20;K1A= nXi=1 nXk=1 r �(vh)i�xk !20;K� nXi=1 nXk=1Ch�2K �(vh)i�xk 20;K= Ch�2K jvhj21;Kund somit die inverse Ungleihung.Eine weitere Folgerung ergibt sih bei wiederholter Anwendung von(5.4) : jphjm;K � C5h�mK kphk0;K 8ph 2 Mh; (5.5)denn : jphj2m;K = nXi=1 �mph�xmi 20;K = nXi=1  ��xi  �m�1ph�xm�1i !20;K� nXi=10� nXj=1  ��xj �(m�1)ph�x(m�1)i 20;K1A = nXi=1 r �m�1ph�xm�1i !2� Ch�2K nXi=1 �m�1ph�xm�1i 20;K = Ch�2K jpj2m�1;K:



30 Streamline-Di�usion-FEMInduktiv ergibt sih damit (5.5).Die SDFEM besteht nun darin, einen least-squares-Term f�ur die Divergenzgleihungeinzuf�uhren und die Geshwindigkeitsgleihung elementweise mit Funktionen der Form(a � r)v +rq zu testen :Finde ûh = (uh; ph) 2 Xh �Mh mitBSD(ûh; v̂h) = LSD(v̂h) 8v̂h = (vh; qh) 2 Xh �Mh;wobeiBSD(ûh; v̂h) : = �(ruh;rvh) + ((a � r)uh +�uh; vh)� (ph;r � vh) + (qh;r � uh)+ XK �K(r � uh;r � vh)K +XK ÆK(Lûh; (a � r)vh +rqh)K;LSD(v̂h) : = (f; vh) +XK ÆK(f; (a � r)vh +rqh)K:Man erh�alt eine konsistente Methode, d.h. eine hinreihend glatte L�osung des kontinu-ierlihen Problems l�ost auh das stabilisierte Problem.5.2 Stabilit�atF�ur die Analyse der Stabilit�at und Konvergenz der SDFEM de�niert man als Normauf Xh �Mhjjjûhjjj2h := �juhj21 +�kuhk20 + �kphk20 +XK �Kkr � uhk20;K +XK ÆKk(a � r)uh +rphk20;Kf�ur ûh = (uh; ph) 2 Xh �Mh.Der Nahweis der Stabilit�at erfolgt �uber eine Babu�ska-Bedingung :Lemma 5.1 Seien � � 0; 0 � �K � � und die Stabilisierungsparameter ÆK so, da�es Konstanten �0 und Æ gibt mit0 < �0h2K � ÆK � min(Æ; h2K2��2inv ); 0 � �ÆK � 12 :Dann gibt es ein � > 0 (unabh�angig von � und h) mitinfv̂h2Xh�Mh supŵh2Xh�Mh BSD(v̂h; ŵh)jjjv̂hjjjh jjjŵhjjjh � �:



5.2 Stabilit�at 31Beweis :i) Sei v̂h = (vh; qh) 2 Xh �Mh beliebig. Dann giltBSD(v̂h; v̂h) = �jvhj21 + ((a � r)vh; vh)| {z }=0,da r�a=0 +�kvhk20 +XK �Kkr � vhk20;K| {z }=:Z2+XK ÆKk(a � r)vh +rqhk20;K| {z }=:X2+XK ÆK(��4vh +�vh; (a � r)vh +rqh)K= �jvhj21 +�kvhk20 + Z2 +X2+XK ÆK(��4vh +�vh; (a � r)vh +rqh)K� �jvhj21 +�kvhk20 + Z2 +X2�jXK ÆK(��4vh +�vh; (a � r)vh +rqh)Kj:ii) Es ist jXK ÆK(�vh � �4vh; (a � r)vh +rq)Kj� XK ÆKk�vh � �4vhk0;Kk(a � r)vh +rqhk0;K� XK ÆK(k�vhk0;K + �k4vhk0;K)k(a � r)vh +rqhk0;K� XK (ÆK2 (k�vhk0;K + �k4vhk0;K)2 + ÆK2 k(a � r)vh +rqhk20;K)(Youngshe Ungleihung)� XK ÆK n�2kvhk20;K + �2k4vhk20;Ko+ 12X2� XK ÆK n�2kvhk20;K + �2�2invh�2K jvhj21;Ko+ 12X2: (*)Nah Voraussetzung ist ÆK � h2K2��2inv ) ��2invh2K � 12ÆKund �ÆK � 12 . Damit folgt(*) � �XK 12kvhk20;K + 12�jvhj21;K + 12X2� 12(�kvhk20 + �jvhj21 +X2):Daher ergibt sih BSD(v̂h; v̂h) � 12(�jvhj21 +�kvhk20 +X2 + Z2): (5.6)



32 Streamline-Di�usion-FEMiii) Nah Lemma 3.4 gibt es ein w 2 X mitr � w = �qh und kwk1 � C
kqhk0.Setze wh := Ihw. Dann folgtkwhk1 � kwh � wk1 + kwk1� C1jwj1 + C
kqhk0� C1C
kqhk0 + C
kqhk0= C
(1 + C1)| {z }=:C0
 kqhk0:iv)BSD((vh; qh); (wh; 0)) = �(rvh;rwh) + ((a � r)vh +�vh; wh)� (qh;r � wh)+XK �K(r � vh;r � wh)K+XK ÆK(��4vh + (a � r)vh +�vh +rqh; (a � r)wh)K:(5.7)Mittels partieller Integration ergibt sih�(qh;r �wh) = �XK (qh;r � wh)K =XK (rqh; wh)K= �XK (rqh; w � wh)K + (rqh; w)K= �XK (rqh; w � wh)K � (qh;r � w):Daher folgt mit (5.7)BSD((vh; qh); (wh; 0)) = �(rvh;rwh) + ((a � r)vh; wh) + �(vh; wh)�(qh;r � w)�XK (rqh; w � wh)K+XK ÆK(��4vh + (a � r)vh +�vh+rqh; (a � r)wh)K+XK �K(r � vh;r � wh)K: (5.8)v) Die Terme in (5.8) werden im folgenden einzeln abgesh�atzt :j�(rvh;rwh)j � �jvhj1jwhj1 � �jvhj1kwhk1� �C 0
jvhj1kqhk0: (5.9)



5.2 Stabilit�at 33Es ist  aj �(vh)i�xj ; (wh)i! � kaj(wh)ik0 �(vh)i�xj 0= (aj(wh)i; aj(wh)i) 12 �(vh)i�xj 0� ka2jk 120 k(wh)2i k 120 �(vh)i�xj 0= kajkL4(
)k(wh)ikL4(
) �(vh)i�xj 0 : (5.10)Nah dem Einbettungssatz (vgl. [12℄ S.82) giltW k;p ,! W j;q falls k � j � n 1p � 1q! :Setze k = 1; p = 2; j = 0; q = 4. Dann ist k � j = 1 undn �1p � 1q� = n �12 � 14� = n4 � k � j f�ur n � 4, und man hatH1(
) ,! L4(
):Daher gibt es eine Konstante 0 mitk(wh)ikL4(
) � p0 j(wh)ij1:Mit (5.10) ist also  aj �(vh)i�xj ; (wh)i! � 0jajj1j(wh)ij1 �(vh)i�xj 0 : (5.11)Damit ergibt sih dannj(a � r)vh; wh)j � nXi=1 nXj=1 aj �(vh)ixj ; (wh)i!� 0 nXi=1 nXj=1 jajj1j(wh)ij1 �(vh)i�xj 0= 0 nXj=1 jajj1  nXi=1 j(wh)ij1 �(vh)i�xj 0!� 0 nXj=1 jajj1  nXi=1 j(wh)ij21! 12| {z }=jwhj1 0� nXi=1 �(vh)i�xj 201A 12



34 Streamline-Di�usion-FEM� 0jwhj10� nXj=1 jajj211A 12| {z }=jaj1 0� nXj=1 nXi=1 �(vh)i�xj 201A 12| {z }=jvhj1= 0jwhj1jaj1jvhj1� 0C 0
jaj1jvhj1kqhk0: (5.12)Weiter ist j�(vh; wh)j � �kvhk0kwhk0 � �kvhk0kwhk1� �C 0
kvhk0kqhk0; (5.13)�(qh;r � w| {z }=�qh ) = kqhk20; (5.14)jXK (rqh; w � wh)Kj� XK krqhk0;Kkw � whk0;K� XK krqhk0;KC1hKjwj1;K� XK (krqh + (a � r)vhk0;K + k(a � r)vhk0;K)C1hK jwj1;K� XK (krqh + (a � r)vhk0;KC1hK jwj1;K)+kak1jvhj1C1h jwj1|{z}�C
kqhk0� C1XK (qÆKkrqh + (a � r)vhk0;K hKpÆK jwj1;K)+C1C
hkak1jvhj1kqhk0� C1  XK ÆKkrqh + (a � r)vhk20;K! 12  XK Æ�1K h2K jwj21;K! 12+C1C
hkak1jvhj1kqhk0= C1X(XK Æ�1K h2K| {z }���10 jwj21;K) 12 + C1C
hkak1jvhj1kqhk0� C1X�� 120 jwj1 + C1C
hkak1jvhj1kqhk0� C1C
X�� 120 kqhk0 + C1C
hkak1jvhj1kqhk0� C1C
X�� 120 kqhk0 + ~C1C
kak1jvhj1kqhk0; (5.15)jXK ÆK(�vh; (a � r)wh)Kj � XK ÆK�kvhk0;Kk(a � r)whk0;K



5.2 Stabilit�at 35� Æ  XK �2kvhk20;K! 12  XK k(a � r)whk20;K!12� Æ�kvhk0kak1kwhk1� Æ�kvhk0kak1C 0
kqhk0= Æ�C 0
kak1kvhk0kqhk0; (5.16)jXK ÆK(��4vh; (a � r)wh)Kj � XK ÆK�k4vhk0;Kk(a � r)whk0;K� XK ÆK|{z}� h2K2��2inv ��invh�1K jvhj1;Kkak1;Kjwhj1;K� XK hK2�inv jvhj1;Kkak1;Kjwhj1;K� h(2�inv)�1jvhj1kak1jwhj1� hC 0
(2�inv)�1jvhj1kak1kqhk0� Ĉ(2�inv)�1jvhj1kak1kqhk0 (5.17)jXK ÆK((a � r)vh +rqh; (a � r)wh)Kj�XK qÆKk(a � r)vh +rqhk0;KqÆKk(a � r)whk0;K�  XK ÆKk(a � r)vh +rqhk20;K! 12  XK ÆKk(a � r)whk20;K! 12� XÆ 12k(a � r)whk0 � XÆ 12kak1jwhj1� XC 0
Æ 12kak1kqhk0: (5.18)Die Absh�atzungen (5.16), (5.17) und (5.18) ergebenjXK ÆK(�vh � �4vh + (a � r)vh +rqh; (a � r)wh)Kj� Æ�C 0
kak1kvhk0kqhk0 + hC 0
(2�inv)�1jvhj1kak1kqhk0+C 0
XÆ 12kak1kqhk0: (5.19)�����XK �K(r � vh;r � wh)K����� � XK �Kkr � vhk0;Kkr � whk0;K�  XK �Kkr � vhk20;K!12| {z }=Z  XK �Kkr � whk20;K!12



36 Streamline-Di�usion-FEM� Z� 12kr � whk0 � Z� 12 nXi=1 1 � �wh�xi 0� Z� 12pnjwhj1 � Z� 12pnC 0
kqhk0: (5.20)Damit ergibt sih aus (5.9),(5.11)-(5.15),(5.19) und (5.20)BSD((vh; qh); (wh; 0))� ��C 0
kvhk0kqhk0 � C 0
jvhj1kqhk0 � 0C 0
jaj1jvhj1kqhk0+kqhk20 � ~C1C
kak1jvhj1kqhk0 � C1�� 120 C
Xkqhk0��ÆC 0
kak1kvhk0kqhk0 � (2�inv)�1Ĉkak1jvhj1kqhk0�XC 0
Æ 12kak1kqhk0 � Z� 12pnC 0
kqhk0= kqhk20 � kqhk0f�C 0
kvhk0 + C 0
jvhj1 + 0C 0
jaj1jvhj1+ ~C1C
kak1jvhj1 + C1�� 120 C
X +�ÆC 0
kak1kvhk0+(2�inv)�1Ĉkak1jvhj1 +XC 0
Æ 12kak1 + Z� 12pnC 0
g= kqhk20 � kqhk0f� 12 (1)z }| {(� 12C 0
 +� 12 ÆC 0
kak1) kvhk0+ (2)z }| {(C 0
 + 0C 0
jaj1 + ~C1C
kak1 + (2�inv)�1Ĉkak1) jvhj1+ (3)z }| {(C1�� 120 C
 + C 0
Æ 12kak1)X + (4)z }| {(� 12pnC 0
)Zg� kqhk20 � kqhk0(� 12kvhk0 + jvhj1 +X + Z)mit  := maxf(1); (2); (3); (4)g� kqhk20 � (58kqhk20 + 225 (� 12kvhk0 + jvhj1 +X + Z)2)Youngshe Ungleihung� 38kqhk20 � 22(jvhj21 +�kvhk20 +X2 + Z2): (5.21)Da  sp�ater noh genauer betrahtet wird, soll es an dieser Stelle noh einmal explizitangegeben werden : = max f � 12C 0
 +� 12 ÆC 0
kak1;C 0
 + 0C 0
jaj1 + ~C1C
kak1 + (2�inv)�1Ĉkak1;C1�� 120 C
 + C 0
Æ 12kak1;� 12pnC 0
g: (5.22)vi)Sei � > 0 (zun�ahst) beliebig.



5.2 Stabilit�at 37Multiplikation der Absh�atzung (5.6) mit (1� ��) und (5.21) mit �� liefert(1� ��)BSD((vh; qh); (vh; qh)) + ��BSD((vh; qh); (wh; 0))� 1� ��2 f�jvhj21 +�kvhk20 +X2 + Z2g+ ��38kqhk20�22��fjvhj21 +�kvhk20 +X2 + Z2g:Daraus folgtBSD((vh; qh); ((1� ��)vh + ��wh| {z }=:zh ; (1� ��)qh| {z }=:rh ))� ��38kqhk20 + �1� ��2 � 22�� (�jvhj21 +�kvhk20 +X2 + Z2)� min�3�8 ; 1� ��2 � 22�� (�kqhk20 + �jvhj21 +�kvhk20 +X2 + Z2)| {z }=jjj(vh;qh)jjj2h :Daher BSD((vh; qh); (zh; rh)) � minf38�; 1� ��2 � 22�gjjj(vh; qh)jjj2h: (5.23)Der erste Term im Minimum stellt eine in � monoton wahsende, der zweite Term einein � monoton fallende Funktion da. D.h. das Minimum wird f�ur das � maximal, wobeide Terme gleih sind. Nun gilt38� = 1� ��2 � 22� , 38� + �2�+ 22� = 12, �(38 + �2 + 22) = 12, � = 168 + � + 42 = 43 + 4�+ 162 :F�ur dieses gilt dannminf38�; 1� ��2 � 22�g = 38 43 + 4� + 162 = 36 + 8�+ 322 � 314 + 322 :Folglih ist mit (5.23)BSD((vh; qh); (zh; rh)) � 314 + 322 jjj(vh; qh)jjj2h: (5.24)vii) Nun folgt jjj(zh; rh)jjjh = jjj((1� ��)vh + ��wh); (1� ��)qh)jjjh= jjj((1� ��)vh; (1� ��)qh) + (��wh; 0)jjjh� (1� ��)jjj(vh; qh)jjjh + ��jjj(wh; 0)jjjh: (5.25)



38 Streamline-Di�usion-FEMMit jjj(wh; 0)jjjh � (�jwhj21 +�kwhk20 +XK �Kkr � whk20;K+XK ÆKk(a � r)whk20;K) 12� (�jwhj21 +�kwhk20 + �kr �whk20 +XK ÆKk(a � r)whk20;K) 12� ��(C 0
)2 kqhk20 +�(C 0
)2kqhk20 + � nXi=1 1 � �(wh)i�xi 0!2+XK ÆKkak21;Kkrwhk0;K�12� ��(C 0
)2 kqhk20 +�(C 0
)2kqhk20 + �n0� nXi=1 �(wh)i�xi 201A| {z }�kwhk21+ Ækak21jwhj21� 12� ��(C 0
)2 kqhk20 +�(C 0
)2kqhk20 + �n(C 0
)2kqhk20+ Ækak21(C 0
)2kqhk20� 12� (C 0
|{z}� + � 12|{z}� +� 12pnC 0
| {z }� + Æ 12kak1C 0
| {z }� )kqhk0(nah Konstruktion von , vgl (5.22))� 4kqhk0ergibt sih shlie�lih mit (5.25)jjj(zh; rh)jjjh � j (1� ��)| {z }�1 jjjj(vh; qh)jjjh + 4��kqhk0� jjj(vh; qh)jjjh + 4��kqhk0� jjj(vh; qh)jjjh + 4� ��kqhk20� 12| {z }�jjj(vh;qh)jjjh� (1 + 4�)jjj(vh; qh)jjjh: (5.26)Es ist � � 43+162 = 134+4 .F�ur  > 0 de�niere f() := 34 + 4. Dann ist f 0() = � 342 + 4.Das bedeutet f 0() = 0, 342 = 4, 2 = 316 ,  = p34 :



5.2 Stabilit�at 39 � p34 ) f 0() � � 34 316 + 4 = 0;0 <  � p34 ) f 0() � 0.D.h. f() hat ein absolutes Minimum bei  = p34 . Daf  p34 ! = 34p34 + 4p34 = 3p3 +p3 = 6p3 = 2p3ist f() � 2p3 8 > 0. Daher ist� � 12p3 < 12 ) (1 + 4�) � 3und mittels (5.26) folgt jjj(zh; rh)jjjh � 3jjj(vh; qh)jjjh:Damit erh�alt manBSD((vh; qh); (zh; rh)) � 114 + 322 jjj(vh; qh)jjjhjjj(zh; rh)jjjh:Daraus folgt die Behauptung mit � := 114+322 . 2Bemerkung 5.2� Lemma 5.1 impliziert die eindeutige und stabile L�osbarkeit des diskreten Pro-blems (siehe hierzu Lemma 6.5.3 und �Ubungsaufgabe 6.5.4 in [13℄).� An der De�nition von � erkennt man die Beziehung � = O(�2). Probleme ent-stehen also dann, wenn , welhes von diversen Gr�o�en abh�angt, sehr gro� wird.Daher soll im folgenden untersuht werden, wie sih  in Abh�angigkeit der ent-sprehenden Gr�o�en verh�alt.Betrahtet man die Darstellung (5.22) von , so ergibt sih sofort2 = O(��10 ) f�ur �0 ! 0;2 = O(Æ) f�ur Æ !1;2 = O(�) f�ur �!1:An diesen Zusammenh�angen erkennt man, da� die Parameter ÆK und �K nihtbeliebig gro� gew�ahlt werden k�onnen. Andererseits ergibt sih aber auh eine Be-shr�ankung der ÆK nah unten wegen ÆK > �0h2K , wobei �0 niht beliebig kleinwerden darf.



40 Streamline-Di�usion-FEMEin weiterer Zusammenhang ist2 = O(�) f�ur �!1:Dies bedeutet, da� der Parameter � niht beliebig gro� gew�ahlt werden kann.Dieser liegt bei Zeitdiskretisierungen typisherweise in der Gr�o�enordnung ��1,wobei � die Zeitshrittweite ist. Daher bedeutet die Forderung, da� � niht zugro� werden darf, eine Beshr�ankung an die Zeitshrittweite nah unten, d.h. mankann niht mit beliebig kleinen Zeitshritten rehnen. Weitere Betrahtungen zudiesem Parameter �nden sih in Abshnitt 5.4.Weiter erkennt man noh den Einu� des Str�omungsfeldes a auf die Stabilit�atmittels 2 = O(kak21) f�ur kak1 !1;2 = O(jaj21) f�ur jaj1 !1:Der Fall a! 0 (Stokes-Fall) bereitet aber keine Probleme, da die Normen von ain keinen negativen Potenzen auftreten.Zusammenfassend kann also gesagt werden, da� die Stabilit�atsabsh�atzung ausLemma 5.1 eine Beshr�ankung der Parameter �K nah oben und der ÆK sowohlnah oben als auh nah unten fordert.5.3 KonvergenzIn diesem Abshnitt wird die Konvergenz der SDFEM bewiesen. Zuvor sind aber noheinige Vorbemerkungen zum Begri� L2-Projektion notwendig, die sp�ater im Konver-genzbeweis benutzt werden.Betrahtet wird der Operator P2 : L2(
) �!Mhde�niert durh P2(q) 2Mh : (P2(q); ph) = (q; ph) 8ph 2Mh(vgl. [16℄, Abshnitt 3.5).Diesen Operator bezeihnet man als L2-Projektion auf Mh.Weiter ist es nat�urlih auh m�oglih, einen lokalen L2-Projektionsoperator zu de�-nieren :



5.3 Konvergenz 41Sei (Mh)jK die Einshr�ankung der Elemente aus Mh auf K. Dann erh�alt man denProjektionsoperator PK2 : L2(K) �! (Mh)jK:Nun besteht der Zusammenhang P2(v)jK = PK2 (vjK) 8v 2 L2(
), denn :F�ur beliebiges v 2 L2(
) und f�ur alle v̂ 2 (Mh)jK gilt(P2(v)jK; v̂)K = (P2(v); ~v)
 (~v Nullfortsetzung von v̂)= (v; ~v)
 = (vjK; v̂)K:) P2(v)jK = PK2 (vjK).Nah [11℄ Prop.9.37 gilt kPK2 k = 1. Somit istkP2vk0;K = kPK2 (vjK)k0;K = k(vjK)k0;K = kvk0;K:Ist nun p 2 Hj(K) und qh := P2p so ergibt sih unter Ausnutzung der Interpolations-absh�atzung (5.2) und der Ungleihung (5.5) :jp� qhji;K � jp� Jhpji;K + jJhp� qhji;K� C3hj�iK jpjj;K + jP2(Jhp� p)ji;K� C3hj�iK jpjj;K + C5h�iK kP2(Jhp� p)k0;K= C3hj�iK jpjj;K + C5h�iK kJhp� pk0;K� C3hj�iK jpjj;K + C5C3hj�iK jpjj;K� ~Chj�iK jpjj;K; (5.27)d.h. die Interpolationsabsh�atzung (5.2) f�ur Jh gilt in der Halbnorm sinngem�a� f�ur dieL2-Projektion mit modi�zierter Konstanten.Nun kann der entsheidende Satz dieses Abshnitts bewiesen werden :Satz 5.3 Sei (u; p) 2 X �M die L�osung des Oseen-Problems. Es gelte� � 0; 0 � �K � � und0 < �0h2K � ÆK � min(Æ; h2K2��2inv ); 0 � �ÆK � 12 :Zus�atzlih sei (u; p) 2 Hk+1(
)n �H l+1(
) mit k � 1; l � 0.Dann gilt die Fehlerabsh�atzungjjj(u� uh; p� ph)jjjh � CfXK hkKEKkukk+1;K +XK hlKFKkpkl+1;Kg (5.28)



42 Streamline-Di�usion-FEMmit EK := � 12 +� 12hK + � 12K + Æ 12Kkak1;K + Æ 12K�hK + hKÆ� 12K (5.29)FK := � 12hK + Æ 12K + � minf�� 12K ; �� 12ghK: (5.30)Dabei ist C eine von � und h unabh�angige Konstante und� := ( 0 falls r �Xh �Mh1 sonst :Beweis : De�niere vh := Ihu und qh als die L2-Projektion von p.i) Mit den Interpolationsabsh�atzungen folgtjjj(u� vh; p� qh)jjjh= (�ju� vhj21 +�ku� vhk20 + �kp� qhk20 +XK �Kkr � (u� vh)k20;K+XK ÆKk(a � r)(u� vh) +r(p� qh)k20;K) 12� (�XK ku� vhk21;K +�XK ku� vhk20;K + �XK kp� qhk20;K+XK �Kku� vhk21;K +p2XK ÆK �k(a � r)(u� vh)k20;K+kr(p� qh)k20;K�o 12� C (�XK h2kK juj2k+1;K +�XK h2k+2K juj2k+1;K + �XK h2l+2K jpj2l+1;K+XK �Kh2kK juj2k+1;K +p2XK ÆKkak21;Kjuj2k+1;K +p2XK ÆKh2lKjpj2l+1;K) 12� C (� 12  XK h2kK juj2k+1;K! 12 +� 12  XK h2k+2K juj2k+1;K!12+� 12  XK h2l+2K jpj2l+1;K! 12 +  XK �Kh2kK juj2k+1;K!12+2 14  XK ÆKkak21;Kjuj2k+1;K! 12 + 2 14  XK ÆKh2lK jpj2l+1;K! 129=;� ~C (XK hkK(� 12 +� 12hK + � 12K + Æ 12Kkak1;K)kukk+1;K+XK hlK(� 12hK + Æ 12K)kpkl+1;K) : (5.31)



5.3 Konvergenz 43ii) Mittels der inf-sup-Bedingung erh�alt manjjj(uh � vh; ph � qh)jjjh� 1� supjjj(wh;rh)jjjh=1BSD((uh � vh; ph � qh); (wh; rh))= 1� supjjj(wh;rh)jjjh=1fBSD((uh � u; ph � p); (wh; rh))| {z }=0 (Konsistenz)+BSD((u� vh; p� qh); (wh; rh))g= 1� supjjj(wh;rh)jjjh=1BSD((u� vh; p� qh); (wh; rh))= 1� supjjj(wh;rh)jjjh=1f�(r(u� vh); wh) + ((a � r)(u� vh)+�(u� vh); wh)� (r � wh; p� qh)+(r � (u� vh); rh) +XK �K(r � (u� vh);r � wh)K+XK ÆK(��4(u� vh) + (a � r)(u� vh)+�(u� vh) +r(p� qh); (a � r)wh +rrh)g: (5.32)iii) Absh�atzung der einzelnen Terme in (5.32) :�(u� vh; wh) = �XK (u� vh; wh)K� �XK ku� vhk0;Kkwhk0;K� � XK ku� vhk20;K! 12 kwhk0� C1� XK h2k+2K kuk2k+1;K! 12 kwhk0� C1� 12  XK hk+1K kukk+1;K!��kwhk20� 12� C1  XK hkKhK� 12kukk+1;K! jjj(wh; rh)jjjh: (5.33)�(r(u� vh);rwh) = �XK (r(u� vh);rwh)K� �XK kr(u� vh)k0;Kkrwhk0;K� � XK ku� vhk21;K!12 jwhj1



44 Streamline-Di�usion-FEM� C1� XK h2kK kuk2k+1;K! 12 jwhj1� C1� 12  XK hkKkukk+1;K!��jwhj21� 12� C1  XK hkK� 12kukk+1;K! jjj(wh; rh)jjjh: (5.34)XK ÆK(�(u� vh)� �4(u� vh); (a � r)wh +rrh)K� XK ÆK(k�(u� vh)k0;K + k�4(u� vh)k0;K)k(a � r)wh +rrhk0;K� C1XK ÆKf�hk+1K kukk+1;K + �hk�1K kukk+1;Kgk(a � r)wh +rrhk0;K� C1(XK Æ 12K(�hk+1K kukk+1;K)Æ 12Kk(a � r)wh +rrhk0;K+XK Æ 12K�hk�1K kukk+1;KÆ 12Kk(a � r)wh +rrhk0;K)� C1  XK ÆK�2h2k+2K kuk2k+1;K! 12  XK ÆKk(a � r)wh +rrhk20;K! 12+C1  XK ÆK|{z}� h2k2��2inv �2h2k�2k kuk2k+1;K� 12  XK ÆKk(a � r)wh +rrhk20;K! 12| {z }�jjj(wh;rh)jjjh� ~CXK (Æ 12K�hk+1K + � 12hkK)kukk+1;Kjjj(wh; rh)jjjh� ~CXK hkK(Æ 12K�hK + � 12 )kukk+1;Kjjj(wh; rh)jjjh: (5.35)XK ÆK((a � r)(u� vh) +r(p� qh); (a � r)wh +rrh)K� XK Æ 12Kk(a � r)(u� vh)k0;K + kr(p� qh)k0;K+Æ 12Kk(a � r)wh +rrhk0;K� 0� XK k(a � r)(u� vh)k20;K! 12 +  XK ÆKkr(p� qh)k20;K!121A� XK ÆKk(a � r)wh +rrhk20;K! 12



5.3 Konvergenz 45� C 0� XK ÆKkak21;Kh2kK kuk2k+1;K! 12+ XK ÆKh2lKkpk2l+1;K! 121A jjj(wh; rh)jjjh� CfXK hkK(Æ 12Kkak1;K)kukk+1;K +XK hlKÆ 12Kkpkl+1;Kg: (5.36)
((a � r)(u� vh); wh) + (rh;r � (u� vh))= XK ((a � r)(u� vh); wh)K + (rh;r � (u� vh)K)= XK (((a � r)(u� vh); wh)K � (rrh; u� vh)K)(partielle Integration)= XK (�((a � r)wh; u� vh)K � (rrh; u� vh)K)= X(�((a � r)wh +rrh; u� vh)K)= �XK (((a � r)wh +rrh; u� vh)K)� XK k(a � r)wh +rrhk0;Kku� vhk0;K= XK Æ 12Kk(a � r)wh +rrhk0;KÆ� 12K ku� vhk0;K� jjj(wh; rh)jjjh  XK Æ�1K ku� vhk20;K! 12� Cjjj(wh; rh)jjjh  XK Æ�1K h2k+2K kuk2k+1;K! 12= Cjjj(wh; rh)jjjh  XK Æ�1K h2Kh2kK kuk2k+1;K!12� Cjjj(wh; rh)jjjh  XK hkKÆ� 12K hKkuk2k+1;K! : (5.37)XK �K(r � (u� vh);r � wh)K� XK �Kkr � (u� vh)k0;Kkr � whk0;K



46 Streamline-Di�usion-FEM�  XK �Kkr � (u� vh)k20;K! 12  XK �Kkr � whk20;K! 12| {z }�jjj(wh;rh)jjjh�  XK �Kku� vhk21;K! 12 jjj(wh; rh)jjjh� C1  XK �Kh2kK kuk2k+1;K!12 jjj(wh; rh)jjjh� C1  XK hkK� 12Kkukk+1;K! jjj(wh; rh)jjjh: (5.38)F�ur die Absh�atzung des verbleibenden Terms in (5.32) kann man folgende Fallunter-sheidung mahen :Fall 1: r �Xh �Mh : Dann ist�(p� qh;r � wh) = �(p;r � wh| {z }2Mh ) + (qh;r � wh| {z }2Mh ) = 0 (5.39)(da qh L2-Projektion von p).Fall 2: r �Xh 6�Mh: Dann folgt�(p� qh;r �wh) � XK kp� qhk0;Kkr � whk0;K�  XK ��1K kp� qhk20;K! 12  XK �Kkr � whk20;K! 12�  XK ��1K kp� qhk20;K! 12 jjj(wh; rh)jjjh� C3  XK ��1K h2l+2K kpk2l+1;K!12 jjj(wh; rh)jjjh� C3XK hlK(�� 12K hK)kpkl+1;Kjjj(wh; rh)jjjh; (5.40)und �(p� qh;r �wh) � XK kp� qhk0;Kkr �whk0;K�  XK ��1kp� qhk20;K! 12  XK �kr �whk20;K! 12�  XK ��1kp� qhk20;K! 12 ��jwhj21� 12| {z }�jjj(wh;rh)jjjh



5.3 Konvergenz 47� C3  XK ��1h2l+2K kpk2l+1;K!12 jjj(wh; rh)jjjh� C3XK hlK(�� 12hK)kpkl+1;Kjjj(wh; rh)jjjh: (5.41)(5.40) und (5.41) ergeben�(p� qh;r � wh) � C3XK hlK(minf�� 12K ; �� 12ghK)kpkl+1;Kjjj(wh; rh)jjjh:Insgesamt mit (5.39):�(p� qh;r �wh) � CXK hlK(�minf�� 12K ; �� 12ghK)kpkl+1;Kjjj(wh; rh)jjjh: (5.42)iv) Mittels (5.32) erh�alt man mit den Absh�atzungen (5.33)-(5.42) und unter Ber�uk-sihtigung von jjj(wh; rh)jjjh = 1jjj(uh � vh; ph � qh)jjjh� ~~C (XK hK �hK� 12 + � 12 + Æ 12K�hK + Æ 12Kkak1;K + Æ� 12K hK + � 12K� kukk+1;K+XK hlK �Æ 12K + � minf�� 12K ; �� 12ghK� kpkl+1;K) : (5.43)Nun ergibt sih die Behauptung aus der Dreieksungleihung und (5.31) und (5.43).2Bemerkung 5.4 Eine weitere Stabilisierungsmethode stellt das Galerkin/ least-squares-Verfahren (GLS) dar. Dieses untersheidet sih von der hier beshriebenen Methodedadurh, da� anstatt mit Funktionen der Form (a � r)v +rq mit dem gesamten Dif-ferentialoperator L elementweise getestet wird, d.h. man bekommt das Problem :Finde û = (uh; ph) 2 Xh �Mh mitBGLS(û; v̂) = LGLS(v̂) 8v̂ = (vh; qh) 2 Xh �Mh;wobeiBGLS(ûh; v̂h) : = �(ruh;rvh) + ((a � ruh +�uh; vh)� (ph;r � vh) + (qh;r � uh)+ XK �K(r � uh;r � vh)K +XK ÆK(Lûh; Lv̂h)K;LGLS : = (f; vh) +XK ÆK(f; Lv̂h)K:



48 Streamline-Di�usion-FEMDieses Verfahren wird in [15℄ f�ur den Fall � = 0 genauer analysiert, und man erh�alt einzu Satz 5.3 �ahnlihes Resultat. Es wird hier allerdings keine inf-sup-Bedingung zumNahweis der Stabilit�at gezeigt. Stattdessen wird die entsprehende Norm gerade sode�niert, da� die Bilinearform BGLS(�; �) elliptish wird, d.h.BGLS(ûh; ûh) = jjjûhjjj2 := �juhj21 +XK �Kkr � uhk20;K +XK ÆKkLûhk20;K:(Setzt man ÆK 6= 0 voraus, so ist unmittelbar erkennbar, da� dieser Ausdruk wegenp 2 L20(
) eine Norm auf Xh �Mh darstellt.)Dieses Vorgehen hat den Nahteil, da� diese Norm keine Kontrolle �uber die L2-Norm desDrukes beinhaltet, wie es in der Norm bei der SDFEM der Fall ist. M�ohte man beimGLS-Verfahren ebenfalls den Druk in der L2-Norm kontrollieren, so m�u�te man f�urdieses eine analoge Untersuhung mit Nahweis einer Babu�ska-Bedingung durhf�uhren.Betrahtet man die Implementierung in PNS, so untersheiden sih GLS und SDFEMniht, da in diesem Programm lineare Elemente f�ur Geshwindigkeit und Druk ver-wendet werden und somit alle zweiten Ableitungen vershwinden. 25.4 Wahl der StabilisierungsparameterBisher ist die Frage o�en geblieben, wie die Paramter ÆK und �K zu w�ahlen sind. Mittelsdes Konvergenzsatzes 5.3 l�a�t sih nun eine Wahl f�ur gute Konvergenz motivieren.Hierzu betrahtet man die beiden Faktoren aus diesem Satz :EK := � 12 +� 12hK + � 12K + Æ 12Kkak1;K + Æ 12K�hK + hKÆ� 12K ; (5.44)FK := � 12hK + Æ 12K + �minf�� 12K ; �� 12ghK: (5.45)Die einzigen Gr�o�en, mit denen man diese beiden Faktoren noh beeinussen kann,sind die Parameter ÆK ; �K und ggf. bei instation�aren Problemen �. Diese sollte manso w�ahlen, da� Terme, die diese Faktoren enthalten, niht gr�o�er werden als die Terme,die niht beeinu�t werden k�onnen (z.B. � 12 ). Ein wihtige Kennzahl stellt die lokaleReynoldszahl dar. Diese ist de�niert alsReK := hKkak1;K� :Weiterhin wird folgende Shreibweise verwendet : Seien a; b 2 IR; a; b > 0. Dann be-deutet a <� b;da� es eine Konstante C > 0 gibt mit a � Cb.i) Zun�ahst werden die Terme betrahtet, welhe ÆK enthalten.



5.4 Wahl der Stabilisierungsparameter 49ReK � 1 : Wegen (5.44) sollte geltenhKÆ� 12K <� � 12 () ÆK >� h2K� :Als Voraussetzung von Satz 5.3 hatte man noh ÆK <� h2K� .Daher ÆK � h2K� : (5.46)Mit dieser Wahl gilt dannÆ 12Kkak1;K � hK� 12 kak1;K = � 12ReK � � 12 ; (5.47)d.h. Æ 12Kkak1;K <� � 12 .ReK � 1 : Bei Wahl von ÆK gem�a� (5.46) w�urde geltenÆ 12Kkak1;K � � 12ReK;hKÆ� 12K � � 12 :Daher kann die Forderung, da� diese Terme sih niht shlehter verhalten als � 12 , nihterf�ullt werden. Es ist dannÆ 12Kkak1;K + hKÆ� 12K � � 12 (1 +ReK):Nun gilt (1 +ReK) > 2Re 12K f�ur ReK > 1und damit 2� 12Re 12K < � 12 (1 +ReK) f�ur ReK > 1:Daher kann man den Fehler vermindern, indem man fordertÆ 12Kkak1;K <� � 12Re 12K;hKÆ� 12K <� � 12Re 12Kbzw. Æ 12Kkak1;K <� h 12Kkak 121;K () ÆK <� hKkak1;Kund hKÆ� 12K <� h 12Kkak 121;K () ÆK >� hKkak1;K :



50 Streamline-Di�usion-FEMInsgesamt ergibt sih ÆK � hKkak1;K :Diese Wahl von ÆK vertr�agt sih mit den Voraussetzungen von Satz 5.3, denn damit istÆK � hKkak1;K = h2K� � �hKkak1;K � h2K� :ii) Nun bleibt noh zu �uberlegen, wie der Parameter �K gew�ahlt werden sollte. Dabeisollten die Terme in (5.44) und (5.45), welhe �K enthalten, niht gr�o�er werden alsdie, welhe ÆK einbeziehen. Wie bei ÆK werden zwei F�alle untershieden :ReK � 1 : Unter Ber�uksihtigung der Wahl von ÆK � hKkak1;K erh�alt man wegen (5.45)die Forderung minf�� 12K ; �� 12ghK <� Æ 12K � h 12Kkak 121;K, minf�� 12K ; �� 12gh 12Kkak 121;K <� 1, minf�� 12K h 12Kkak 121;K; �� 12h 12Kkak 121;Kg <� 1, min�h 12Kkak 121;K�� 12K ; Re 12K� <� 1:Da ReK � 1 sollte gelten h 12Kkak 121;K�� 12K <� 1 bzw.�K >� hKkak1;K:Eine weitere Forderung ist � 12K <� hKÆ� 12K ;� 12K <� Æ 12Kkak1;K:Da hKÆ� 12K � h 12Kkak 121;K und Æ 12Kkak1;K � h 12Kkak 121;K, ergibt sih damit�K <� hKkak1;K:Zusammen ergibt sih �K � hKkak1;K :ReK � 1 : Wahl von ÆK � h2K� liefertmin��� 12K ; �� 12� hK <� Æ 12K � hK� 12, min��� 12K � 12 ; 1� <� 1:



5.4 Wahl der Stabilisierungsparameter 51Diese Ungleihung zeigt, da� die �K in diesem Fall beliebig klein gemaht werdenk�onnen. Es ist auh denkbar, �K = 0 f�ur ReK � 1 zu setzen.Allerdings zeigten sih bei praktishen Rehnungen Probleme mit dieser Wahl (siehen�ahstes Kapitel �uber numerishe Experimente).iii) Mit R�uksiht auf instation�are Probleme sollte auh die Rolle des Parameters �diskutiert werden, der bei Zeitdiskretisierungen typisherweise in der Gr�o�enordnung1� liegt, wobei � die Zeitshrittweite ist.Hier wird verlangt, da� sih die �-Terme niht shlehter verhalten als hKÆ� 12K (derTerm Æ 12Kkak1;K wird mit R�uksiht auf den Stokes-Fall a = 0 niht betrahtet).ReK � 1 : Man hat die Forderungen� 12hK <� hKÆ� 12K ;Æ 12K�hK <� hKÆ� 12K :Diese sind �aquivalent zu �ÆK <� 1, was aber nah Voraussetzung des Konvergenzsatzes5.3 erf�ullt ist. Somit hat man im Fall ReK � 1 shon durh die Voraussetzungen desKonvergenzsatzes die Anforderungen an � erf�ullt.ReK � 1 : Man fordert Æ 12K�hK <� hKÆ� 12K (5.48)undÆ 12K�hK <� Æ 12Kkak1;K: (5.49)Da hKÆ� 12K � hK kak 121;Kh 12K = h 12Kkak 121;K = h 12Kkak 121;K kak1;K � Æ 12Kkak1;K;reduzieren sih die Gleihungen (5.48) und (5.49) aufÆ 12K�hK <� hKÆ� 12Kbzw.ÆK� <� 1:Diese Bedingung ist aber nah Voraussetzung des Konvergenzsatzes 5.3 erf�ullt.Die Forderung � 12hK <� hKÆ� 12Kbzw. ÆK� <� 1



52 Streamline-Di�usion-FEMist somit ebenfalls erf�ullt.Insgesamt sieht man, da� die Forderungen an die � enthaltenden Terme shon durhdie Voraussetzungen des Konvergenzsatzes an � erf�ullt sind.Man k�onnte nun denken, da� dieses im Widerspruh zu der Aussage von Bemerkung5.2 steht. Dort wurde n�amlih gesagt, da� � niht beliebig gro� werden darf, w�ahrendes an dieser Stelle so sheint, als w�are die Bedingung ÆK� � 12 ausreihend. Hierbeimu� man aber beahten, da� hier nur die Faktor EK betrahtet wurde. Das � �ndetsih aber in der Konvergenzaussage auh in der Konstanten C wieder, welhe sih wie��1 verh�alt. Somit hat man immer noh die Notwendigkeit der Beshr�ankung von �nah oben.Damit erh�alt man den abshlie�enden Satz :Satz 5.5 Die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes 5.3 seien erf�ullt.Die Stabilisierungsparameter seien gew�ahlt gem�a�ÆK � 8<: hkkak1;K f�ur ReK � 1h2K� f�ur ReK � 1 ;�K � ( hkkak1;K f�ur ReK � 10 f�ur ReK � 1 :Dann gibt es eine Konstante C > 0 mitjjj(u� uh; p� ph)jjjh � C (XK hkK� 12 (1 +Re 12K)kukk+1;K+XK hl+ 12K �� 12h 12K + kak� 121;K minfRe 12K; 1g� kpkl+1;K) :Beweis :i) Zuerst wird der Faktor EK aus (5.44) betrahtet :ReK � 1 : Es ist in diesem FallEK = � 12 + � 12hK| {z }<�hKÆ� 12K + � 12K|{z}=0 +Æ 12Kkak1;K + Æ 12K�hK| {z }<�hKÆ� 12K +hKÆ� 12K<� � 12 + Æ 12Kkak1;K| {z }=hKkak1;K� 12 + hKÆ� 12K| {z }=� 12<� � 12 + � 12ReK = � 12 (1 +ReK):



5.4 Wahl der Stabilisierungsparameter 53Da ReK � 1 folgt EK <� � 12 (1 +Re 12K):ReK � 1 : Analog wie eben bekommt manEk <� � 12 + � 12K|{z}<�h 12Kkak 121;K + Æ 12Kkak1;K| {z }h 12Kkak 121;K + hKÆ� 12K| {z }�h 12Kkak 121;K<� � 12 + � 12Re 12K = � 12 (1 +Re 12K):Damit ist insgesamt EK <� � 12 (1 +Re 12K) :ii) Absh�atzung der FK :ReK � 1 : In diesem Fall istFK <� � 12hK + hK� 12 + � minf�� 12K ; �� 12g| {z }=�� 12 hK� � 12hK + hK� 12 ;und daher FK <� � 12hK + hK� 12 : (5.50)ReK � 1 : Es istFK <� � 12hK + h 12Kkak 121;K + � minfh� 12K kak� 121;K; �� 12ghK:Da minfh� 12K kak� 121;K; �� 12ghK = h� 12K kak� 121;K minf1;Re 12KghK = h 12Kkak 121;K ;folgt FK <� � 12hK + h 12Kkak 121;K : (5.51)Daher folgt mit (5.50) und (5.51)FK <� � 12hK +8>><>>: hK� 12 f�ur ReK � 1h 12Kkak 121;K f�urReK � 1:



54 Streamline-Di�usion-FEMWegen hK� 12 � h 12Kkak 121;K , h 12Kkak 121;K� 12 � 1, ReK � 1erh�alt man FK <� � 12hK +minfhK� 12 ; h 12Kkak 121;K g= � 12hK + h 12Kkak 121;K minfRe 12K ; 1g;und damit FK <� � 12hK + h 12K 1kak 121;K minfRe 12K ; 1g :Mit i) und ii) und dem Konvergenzsatz 5.3 folgt nun die Behauptung . 2Bemerkung 5.6 In Lemma 5.1 und dem Konvergenzsatz 5.3 hatte man die Konstan-ten � und C, welhe unabh�angig von h und � waren. Diese Unabh�angigkeit entstandaber dadurh, da� es nah Voraussetzung Konstanten Æ und � gibt mit ÆK � Æ und�K � �. Betrahtet man die konkrete Wahl der Stabilisierungsparameter nah Satz5.5, so sieht man, da� Æ und � zwar immer unabh�angig von h sind, aber eine Un-abh�angigkeit des Æ von � ist niht in allen F�allen gew�ahrleistet. So wird im Beispiel derStokes-Gleihung (a = 0) immer ÆK � h2K� gew�ahlt, d.h. man bekommt die Abh�angig-keit Æ = O(��1) und damit � = O(�) bzw. C = O(��1).Dieser E�ekt tritt nat�urlih auh bei niht vershwindendem Str�omungsfeld auf. In-teressanterweise gilt diese Abh�angigkeit von � niht mehr, wenn auf jedem ElementKonvektionsdominanz vorliegt. Man beahte aber, da� zumindest theoretish mit hin-reihend kleinem h Di�usionsdominanz erzwungen werden kann, womit man wiedereine �-Abh�angigkeit bekommt.Insgesamt kann man also sagen, da� die Konstante C der Konvergenzaussage des Sat-zes 5.5 unabh�angig von h ist, aber eine Unabh�angigkeit von � niht in jedem Fallgew�ahrleistet werden kann.



Kapitel 6Numerishe Experimente I(Oseen-Gleihung)Im vorangegangenen Abshnitt wurde die SDFEM vorgestellt und eine Konvergenzana-lyse durhgef�uhrt. Die dabei theoretish ermittelte Wahl der Stabilisierungsparameterwurde nun anhand numerisher Experimente �uberpr�uft.Gerehnet wurden Beispiele mit bekannter L�osung, d.h. man gab eine L�osung vor undsetzte den Quellterm und die Randbedingungen im Programm gerade so, da� dieseL�osung erzwungen wurde. Somit war es m�oglih, die Norm des Fehlers (und niht nurdie Norm des Residuums) darzustellen. Bei s�amtlihen Rehnungen wurde � = 0 ge-setzt.Das Programm PNS arbeitet mit linearen Elementen f�ur Druk und Geshwindigkeit,welhe die Babu�ska-Brezzi-Bedingung niht erf�ullen. Daher stabilisiert das Programmmittels des GLS-Verfahrens, welhes bei linearen Elementen mit der SDFEM zusam-menf�allt. Untershieden wurde dort bisher zwishen der Druk- und der Geshwindig-keitsstabilisierung, genauer wird statt des TermsXK ÆK(Lû; (a � r)v +rq)K(vgl. Abshnitt 5.1) der AusdrukXK (Lû; Æu1 (a � r)v + Æp1 rq)Kverwendet.Der Stabilisierungsparameter f�ur die Divergenzgleihung (in Abshnitt 5 als �K be-zeihnet) hat hier die Bezeihnung Æ2.Die Parameter Æu1 , Æp1 und Æ2 werden dabei berehnet mittelsÆp1 = Cp1 h2K2� ; (6.1)



56 Numerishe Experimente I (Oseen-Gleihung)Æu1 = Cu1 h2K2�q1 + Re2K ; (6.2)Æ2 = C2�q1 +Re2G: (6.3)Dabei ist hK = qmeas(K) f�ur K 2 Th (
 � IR2);hK = 3qmeas(K) f�ur K 2 Th (
 � IR3);ReK = hKkak1;K� (lokale Reynoldszahl);undReG = hKkak1;
� (globale Reynoldszahl):Bemerkung 6.1F�ur ReK >> 1 ist Æu1 � Cu1 h2K2�ReK = Cu1 h2K2�hKkak1;K� = Cu1 hK2kak1;K :F�ur ReK << 1 gilt Æu1 � Cu1 h2K2� :Daher erkennt man bei asymptotisher Betrahtung den Zusammenhang zur Wahl desParameters ÆK aus Abshnitt 5.4.Die Wahl des Parameters Æp1 entspriht der Wahl von ÆK im di�usionsdominanten Fall(ReK � 1). 2Mit der obigen Wahl der Stabilisierungsparameter wurden zun�ahst einige numerisheExperimente gemaht, um eine m�oglihst gute Wahl der Proportionalit�atsparameterCu1 ; Cp1 und C2 zu ermitteln. Sp�ater werden die Parameter entsprehend der Wahl beider SDFEM gesetzt, insbesondere wird Æu1 = Æp1 gew�ahlt.6.1 Urspr�unglihe Wahl der ParameterDie ersten Experimente wurden mit der urspr�unglih im Programm PNS implementier-ten Wahl der Stabilisierungsparameter nah (6.1)-(6.3) gemaht. Angelehnt wurden dieUntersuhungen an die numerishen Experimente in [2℄. Zun�ahst wurde wie dort derSpezialfall der Stokes-Gleihung, bei der das Str�omungsfeld a vershwindet, untersuht.



6.1 Urspr�unglihe Wahl der Parameter 57Dieser Fall ist von daher f�ur die ersten Untersuhungen einfah, da keine Geshwindig-keitsstabilisierung notwendig ist, d.h. man kann Cu1 = 0 setzen und nur den Einu� derDrukstabilisierung untersuhen. Als Erweiterung gegen�uber den Untersuhungen in[2℄ wurde dann ein niht vershwindendes Str�omungsfeld dazugenommen und bei demim Stokes-Fall optimalen Drukstabilisierungsparameter Cp1 die Abh�angigkeit vom Pa-rameter Cu1 betrahtet.Als Testbeispiel wurde gerehnet :
 = (0; 1)2, u =  x21�2x1 � x2 ! ;p = x21 + x22 � 23(siehe Abb. 6.1).Die Rehnungen wurden auf �aquidistanten Netzen untershiedliher Feinheit durh-gef�uhrt (siehe Abb. 6.2). Verwendet wurden Zerlegungen von 11x11 bis 97x97 Knoten.Stokes-Fall : Bei diesem Test wurde das Stokes-Problem bei Reynoldszahlen Re =2; 100; 1000 gerehnet. Angelehnt wurden die Parametervariationen an die Rehnungenin [2℄ und f�uhrten zu den dort ermittelten Ergebnissen. Daher sollen diese hier nihtexplizit dargestellt werden.Es stellte sih heraus, da� sih die besten Resultate bei Cp1 = 1; C2 = 0 erzielen lie�en.Eine Erh�ohung des Parameters Cp1 vershlehterte das Resultat, w�ahrend die Erh�ohungvon C2 entweder keinen Einu� hatte (Re = 2) oder ebenfalls zu shlehteren Ergeb-nissen f�uhrte (Re = 100; 1000).Oseen-Fall : F�ur die Rehnungen wurde das Str�omungsfeld a gleih der L�osung ugesetzt. Da Cp1 = 1 im Stokes-Fall die besten Resultate lieferte, wurde diese Einstel-lung im folgenden so gelassen und nur �uber die Parameter Cu1 und C2 variiert. Unter-suht wurde der Einu� dieser Parameter auf die Konvergenz in Abh�angigkeit von derReynoldszahl Re.Re=2 : In diesem Fall hat die Variation des Paramaters Cu1 im Bereih von 0; : : : ; 1bzw. C2 von 0; : : : ; 5 keinen wesentlihen Einu� auf das Konvergenzverhalten. BeiC2 6= 0 erkennt man aber eine geringf�ugige Vergr�o�erung des Fehlers, so da� C2 = 0gew�ahlt werden sollte.Shlehte Resultate ergaben sih bei zu gro�en Cu1 . Somit wurde von nun an dieserParameter nur noh zwishen 0 und 1 variiert wurde.



58 Numerishe Experimente I (Oseen-Gleihung)Re=10 : Hier ergaben sih die gleihen Resultate wie bei Re=2.Re=100 : Die bisherigen Probleme wurden stets mit Konsistenzsiherung gereh-net. Diese ben�otigt man, denn bei linearen Elementen f�ur die Geshwindigkeit ist4uhjK = 0. Daher vershwindet in der diskreten Formulierung der Laplae-Operator,weshalb die kontinuierlihe L�osung die diskreten Gleihungen niht mehr erf�ullt. Die-ses f�uhrt zur Inkonsistenz des Verfahrens und damit zu Fehlern in der L�osung. EineDarstellung einer Konsistenzsiherung �ndet man bei [6℄. Diese mu�te aber ab diesemkonvektionsdominanten Fall abgeshaltet werden, da sonst mit allen getesteten Para-meterkombinationen keine brauhbaren Ergebnisse erzielt werden konnten.Bei Rehnungen ohne Konsistenzsiherung f�allt auf, da� C2 = 0 hier niht mehr zuvern�unftigen Resultaten f�uhrt. Dies bedeutet, da� bei gr�o�er werdenden Reynoldszah-len eine Stabilisierung des Divergenzterms notwendig ist.Die Variation der Parameter C2 von 0:5; : : : ; 5 und Cu1 von 0; : : : ; 1 ergaben kaum Unter-shiede. Bei kleinerem C2 waren in Abh�angigkeit von Cu1 Instabilit�aten zu verzeihnen.Re=1000 : Bei dieser Reynoldszahl wird eine Geshwindigkeitsstabilisierung notwen-dig, denn bei Cu1 = 0 konnten keine brauhbaren Ergebnisse ermittelt werden. GuteResultate wurden bei C2 = 1; 5 und Cu1 = 0:1; 0:5; 1 erzielt. Bei diesen Kombinationensind kaum Untershiede erkennbar.Zusammenfassend kann man sagen, da� bei gr�o�er werdender Reynoldszahl die M�oglih-keiten der Wahl der Parameter immer weiter eingeshr�ankt ist. Kommt man bei kleinerReynoldszahl noh mit ausshlie�liher Drukstabilisierung aus, so ist bei gro�em Resowohl eine Geshwindigkeitstabilisierung als auh eine Stabilisierung der Divergenz-gleihung notwendig.Auf den folgenden Seiten �nden sih die Konvergenzdiagramme der hier durhgef�uhr-ten Rehnungen. Aufgetragen ist der diskrete L2-Fehler �uber dem Parameter h. Dieserentspriht der L�ange der kurzen Kante der verwendeten Dreieke. Bei einer 97x97-Zerlegung ist also h = 1=96.Unter den Diagrammen be�nden sih in Klammern die gemittelten Konvergenzratenf�ur die Geshwindigkeitskomponenten und den Druk.Man erkennt, da� die Konvergenzraten f�ur die Gesshwindigkeit bei Re=2,10 in derGr�o�enordnung 2 liegen, der Druk bei 1.7 ... 1.8. Erstaunliherweise steigen die Kon-vergenzraten bei wahsender Reynoldszahl. Ab Re=100 hat man auh im Druk qua-dratishe Konvergenz und bei Re=1000 steigt dann auh die Konvergenzordnung derGeshwindigkeit auf �uber 2 an. Au��allig sind die hohen Konvergenzraten bei C2 = 5.Hier mu� man aber beahten, da� das Fehlerniveau etwas h�oher liegt als bei kleineremC2, weshalb die diskrete L�osung trotz h�oherer Konvergenzordnung shlehter ist als beiz.B. C2 = 1.
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6.2 Wahl der Parameter gem�a� SDFEM 676.2 Wahl der Parameter gem�a� SDFEMBevor die Wahl der Stabilisierungsparameter in PNS vollst�andig auf die Wahl aus Ab-shnitt 5 umgestellt wurde, wurden die oben beshriebenen Experimente noh einmalmit Æp1 = Æu1 durhgef�uhrt. Auf diese Rehnungen soll hier nur kurz eingegangen wer-den. Es zeigte sih, da� sih sowohl im konvektions- als auh im di�usionsdominantenFall hiermit bessere Ergebnisse erzielen lie�en als mit der urspr�unglihen Wahl (vgl.Abb. 6.10 und 6.11). Dieses verwundert zun�ahst, da bei Di�usionsdominanz Æu1 und Æp1praktish gleih berehnet werden. Erkl�aren l�a�t sih dieses Ph�anomen dadurh, da�die Wahl Cp1 = 1 niht optimal war. Die besseren Ergebnisse erzielte man bei Cu1 < 1.Wihtig war, da� sih bei Wahl von Æp1 = Æu1 die Eigenshaften niht vershlehtern,was niht der Fall war.Zu bemerken ist dabei, da� die Wahl Cu1 = 0 in diesem Fall niht mehr m�oglih ist,da man dann keine Drukstabilisierung mehr hat. Im verwendeten Testbeispiel konntedieser Parameter i.a. niht kleiner als 0.3 gesetzt werden. Bei 0.3 ergaben sih die be-sten Resultate. Es bringt aber Probleme, diese Grenze voll auszureizen, da sih diesenat�urlih genau auf das hier gerehnete Beispiel bezieht. Sinnvoll shien es, Cu1 etwasgr�o�er zu w�ahlen. Ansonsten stellte sih heraus, da� wie bei den ersten Untersuhun-gen ab Re=100 der Parameter C2 zugeshaltet werden mu�te. Hier wurde ebenfalls abdieser Reynoldszahl die Konsistenzsiherung abgeshaltet.Im di�usionsdominanten Fall (Re = 2) �el auf, da� die Wahl C2 = 1 gegen�uber C2 = 0eine geringf�ugige Vershlehterung des Fehlers zur Folge hatte (vgl. Abb. 6.12).
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6.2 Wahl der Parameter gem�a� SDFEM 69Experimente im 3d-FallMit der Wahl Æp1 = Æu1 wurden nun die ersten Rehnungen in 3d gemaht. Hierzuwurde folgendes Testbeispiel benutzt :u = 0B� x21�x1 � x2�x1 � x3 1CA ;p = x21 + x22 � 23 :Gerehnet wurden Zerlegungen von 11x11x11 bis 33x33x33.
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Re = 1000; Cu1 = 0:3; C2 = 1(1.2 1.0 1.0 1.0)Abbildung 6.13: Darstellung des L2-Fehlers in 3dDie Ergebnisse bez�uglih der Wahl der Parameter waren analog zu den Rehnungen in2d. Au��allig ist aber das Absinken der Konvergenzrate auf etwa 1 bei gro�en Reynolds-zahlen. Dieser E�ekt trat bei den 2d-Rehnungen niht auf.Parameterwahl nah SDFEM (2d und 3d)Nun wurde endg�ultig zu den Einstellungen der SDFEM aus Kapitel 5 �ubergegangenund hiermit numerishe Experimente sowohl in 2d als auh in 3d gemaht. Dabei wurdeallerdings niht hart zwishen ReK � 1 und ReK � 1 umgeshaltet, sondern weiter-hin gem�a� (6.2) berehnet. Dieses bewirkt einen glatteren Konvergenzverlauf, wie dasfolgende Beispiel in 2d mit Re=20 zeigt.
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L2 error phartes UmshaltenAbbildung 6.14: L2-Fehler bei Cu1 = 0:3; C2 = 0Es wurde nun zur Wahl des Parameters Æ2 gem�a�Æ2 � ( hKkak1;K f�ur ReK � 10 f�ur ReK � 1�ubergegangen. Diese Berehnung von Æ2 dekt sih mit den numerishen Ergebnissenmit der urspr�unglihen Wahl der Parameter, da dort erkennbar war, da� bei kleinenReynoldszahlen keine Stabilisierung des Divergenzterms notwendig ist. Mit der neuenWahl wird dem Rehnung getragen, so da� auh bei C2 > 0 im di�usionsdominantenFall Æ2 auf Null gesetzt wird.Es zeigte sih allerdings, da� diese Wahl bei gr�o�er werdender Reynoldszahl (Re =1000) niht mehr zu brauhbaren Ergebnissen f�uhrte. So war es den L�osern nihtm�oglih, bei kleineren Zerlegungen (z.B. 49x49) und Re = 1000 eine L�osung des Glei-hungssystems zu ermitteln.Eine m�oglihe Erkl�arung ist, da� das gew�ahlte Str�omungsfeld a in einigen Bereihen desGebietes sehr klein wird. Dieses bewirkt, da� es auh bei gro�er Reynoldszahl Elementegibt, auf denen die lokale Reynoldszahl kleiner als 1 ist und dort der Parameter Æ2 aufNull gesetzt wird. Aus den Experimenten mit urspr�ungliher Wahl der Parameter gingaber hervor, da� bei diesen Reynoldszahlen der Parameter Æ2 notwendig ungleih Nullgesetzt werden mu�.Als Konsequenz wurde nun der Parameter Æ2 � hKkak1;K gesetzt. Dies sheint vern�unf-tig, da dann bei kleinen lokalen Reynoldszahlen Æ2 auh klein gemaht, aber nie auf Nullgesetzt wird. Leider zeigte sih, da� auh hiermit noh keine ausreihende Stabilit�aterreiht werden konnte. Es traten immer noh die gleihen Probleme auf, d.h. Instabi-lit�aten bei gro�er Reynoldszahl. Die Stabilisierung in Bereihen, wo das Str�omungsfelda klein wird, sheint hier also noh niht ausreihend zu sein.Abhilfe shuf hier die Berehnung des Parameters Æ2 mittels der globalen Norm �uber



6.2 Wahl der Parameter gem�a� SDFEM 71das gesamte Gebiet 
, d.h. Æ2 � hKkak1: (6.4)Hiermit konnte dann gen�ugend Stabilit�at erzielt werden.Diese Wahl des Parameters hat gegen�uber der urspr�unglihen den Vorteil, da� sie dasStr�omungsfeld a ber�uksihtigt. Wird dieses kleiner, so wird auh Æ2 entsprehend klei-ner gew�ahlt (bei festem Proportionalit�atsfaktor C2), insbesondere wird im Stokes-Fall(a = 0) generell Æ2 = 0 gesetzt, was dort die beste Wahl war.Bei der urspr�unglihen Wahl wurde bei kleinem Str�omungsfeld Æ2 proportional zu �gew�ahlt, was aber niht sinnvoll sheint, da gerade im di�usionsdominanten Fall Æ2niht notwendig ist.Man beahte allerdings, da� (6.4) niht durh die Analysis aus Abshnitt 5 gesihertist, sondern rein experimentell ermittelt wurde.Es mu� auh gesagt werden, da� bei dem hier gerehneten Beispiel die Umstellungdes Parameters gem�a� (6.4) keine gravierende Verbesserung des Konvergenzverhaltensund der Gr�o�e des Fehlers gebraht hat. Der Vorteil war, da� der Faktor C2 auh imdi�usionsdominanten Fall (Re = 2) auf 1.0 gesetzt bleiben konnte, ohne da� der Fehlergr�o�er wurde als bei C2 = 0, was bei der urspr�unglihen Wahl der Fall war.Zu bemerken ist, da� wieder ab Re = 100 wie bei den vorangegangenen Experimentendie Konsistenzsiherung abgeshaltet wurde.Insgesamt stellte sih heraus, da� der Fehler bei Erh�ohung des Faktor Cu1 wie shonbei den vorangegangenen Rehnungen ebenfalls gr�o�er wurde. Optimal war die WahlCu1 = 0:3 bei allen Reynoldszahlen. Wie shon vorher sollte diese Grenze aber niht zusehr ausgereizt werden, da sie exakt auf das hier gerehnete Beispiel zugeshnitten ist.Daher sollte Cu1 etwas gr�o�er gew�ahlt werden.Der Parameter C2 konnte, wie shon oben erw�ahnt, unabh�angig von der Reynoldszahlauf 1 gesetzt werden. Die Wahl von C2 = 0:5 (bei 2d-Rehnungen) hatte kaum Einu�auf den Fehler der L�osung. Daher wurde bei den 3d-Rehnungen grunds�atzlih C2 = 1gesetzt.Die Konvergenzdiagramme in 2d und 3d sind ab Seite 73 zusammengestellt.Man sieht wieder wie bei der urspr�unglihen Wahl der Parameter, da� in 2d bei stei-gender Reynoldszahl die Konvergenzordnung ansteigt. Im 3d-Fall tritt der umgekehrteE�ekt ein. Bei wahsender Reynoldszahl sinkt zuerst die Konvergenzrate des Drukesauf 1 ab (Re=100), bei weiterer Erh�ohung auf Re=1000 geshieht das gleihe mit denGeshwindigkeitskomponenten.
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Kapitel 7Die Navier-Stokes-GleihungDas Thema der vorliegenden Arbeit war die Untersuhung eines numerishen Ver-fahrens zur L�osung der Oseen-Gleihung. Diese stellt eine Linearisierung der f�ur dieStr�omungssimulation wihtigen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihung dar. Sie lau-tet ��4u+ (u � r)u+rp = f in 
; (7.1)r � u = 0 in 
: (7.2)Vereinfahend werden f�ur die Darstellung wieder homogene Dirihlet-Bedingungen an-genommen, d.h. u = 0 auf �: (7.3)Analog zur Oseen-Gleihung l�a�t sih hierf�ur eine shwahe Formulierung herleiten.Man erh�altFinde û = (u; p) 2 H10 (
)n � L20(
) =: X �M mitB(u; û; v̂) = L(v̂) 8v̂ 2 X �M; (7.4)wobei B(a; û; v̂) := �(ru;rv) + ((a � r)u; v)� (p;r � v) + (q;r � u);L(v̂) := (f; v):Hierbei handelt es sih o�enbar um ein nihtlineares Problem. �Uber die L�osbarkeit l�a�tsih folgende Aussage mahen :Satz 7.1 Sei 
 � IRn (n = 2; 3) beshr�anktes Gebiet mit Lipshitz-stetigem Rand undf 2 L2(
).Dann gilti) Es gibt mindestens eine L�osung von (7.4).ii) Gilt zus�atzlih �N�2 � kfkX� < 1 (7.5)



80 Die Navier-Stokes-Gleihungmit N := supu;v;w2X ((w � r)u; v)juj1jvj1jwj1 ;so besitzt das Problem (7.4) genau eine L�osung.Beweis : Siehe [10℄ Abshnitt IV Theorem 2.1, 2.2. 2Eine Form der Linearisierung, wie sie shon in Kapitel 3 angegeben wurde, ist die fol-gende Iteration :F�ur n = 0; 1; : : :Finde û(n+1) 2 X �M mitB(u(n); û(n+1); v̂) = L(v̂) 8v̂ 2 X �M:Dieses Verfahren konvergiert unter der Voraussetzung (7.5) gegen die L�osung von (7.4)(siehe [10℄ Abshn. IV Remark 2.2). Die f�ur jedes n entstehenden Teilprobleme sinddann Oseen-Gleihungen.Eine Verallgemeinerung dieser Iteration ist das folgende Defektkorrekturverfahren, wel-hes in dieser Form auh in PNS implementiert ist :Finde ẑ 2 X �M mitB(u(n); ẑ; v̂) = !nfL(v̂)� B(u(n); û(n); v̂)g 8v̂ 2 X �Mund setze û(n+1) := û(n) + ẑ:Man erkennt, da� die beiden Verfahren f�ur !n = 1 zusammenfallen. In jedem Iterati-onsshritt ist dort wieder ein Oseen-Problem zu l�osen.Damit sieht man noh einmal explizit die Bedeutung der Oseen-Gleihung als Teilpro-blem der Navier-Stokes Gleihung.Als diskretes Problem mit FEM-R�aumen Xh �Mh ergibt sih somit :Finde ẑh 2 Xh �Mh mitB(u(n)h ; ẑh; v̂h) = !nfL(v̂h)� B(u(n)h ; û(n)h ; v̂h)g 8v̂h 2 Xh �Mhund setze û(n+1)h := û(n)h + ẑh:Dieses Problem kann dann mit einer Stabilisierung mittels SDFEM gel�ost werden.Daher sheint es sinnvoll, in Rahmen dieser Arbeit noh einige Experimente mit denNavier-Stokes-Gleihungen zu mahen. Diese werden im n�ahsten Kapitel beshrieben.



Kapitel 8Numerishe Experimente II(driven-avity-Str�omung)Im zweiten Teil der numerishen Experimente wurden nun Testrehungen mit denin Kapitel 7 eingef�uhrten (nihtlinearen) Navier-Stokes-Gleihungen durhgef�uhrt. AlsBeispiel diente hierzu das sog. driven-avity-Problem. Hierbei betrahtet man einenrehtekigen Hohlraum 
 = (0; 1)� (0; 1), in dem durh Vorgabe einer entsprehendenRandbedingung eine Zirkulationsstr�omung induziert wird.
Ω

u=0u=0

u=0

u=(1,0)T

Abbildung 8.1: Vorgabe der Randbedingungen
In Abh�angigkeit von der Reynoldszahl entstehen hierbei harakteristishe Str�omungen(siehe Abb. 8.2-8.4).
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83Mit diesen Reynoldszahlen wurde dieses Problem auf untershiedlihen Gittern gereh-net. Dabei wurden folgende Netze verwendet :� Strukturierte regelm�a�ige Gitter mit 65x65, 129x129 und 257x257 Knoten (s.Abb. 8.5)� Strukturiertes Gitter mit Verfeinerung der Zerlegung in den Randbereihen (niht-uniformes Gitter, s. Abb. 8.5)� Unstrukturierte Gitter (s. Abb. 8.6)� Unstrukturierte Gitter mit Verfeinerung in den Randbereihen (s. Abb. 8.7)Linearisiert wurde mit dem in Kapitel 7 beshriebenen Defektkorrekturverfahren mit!n = 1. Maximal wurden 200 Shritte dieses Verfahrens durhgef�uhrt, wobei bei denReynoldszahlen Re = 1000; 5000 das Abbruhkriterium wesentlih fr�uher erreiht wur-de. Bei Re = 10000 war nah wenigen Iterationsshritten eine bestimmte Gr�o�e desResiduums erreiht, die sih auh nah dem 200. Shritt niht weiter verbessert hat.Die entstehenden Oseen-Probleme wurden wie die Testf�alle in Abshnitt 6 mit SDFEM-Stabilisierung gel�ost. Als Proportionalit�atsfaktoren f�ur die Stabilisierungsparameterwurden bei allen Rehnungen Cu1 = 1:0 und C2 = 1:0 gesetzt.Da keine analytishe L�osung existiert, ist es niht m�oglih, den Fehler darzustellen.Aus diesem Grund wurden die L�osungen gegen�ubergestellt und mit Referenzl�osungenaus [9℄ verglihen.Hierzu wurde die erste Geshwindigkeitskomponente bei festem x = 0:5 und die zweitebei festem y = 0:5 dargestellt.Es stellte sih dabei heraus, da� die Rehnungen stabil gegen�uber den verwendetenVernetzungen sind. Dieses robuste Verhalten ist nat�urlih sehr erfreulih, da die Gittervon sehr untershiedliher Bauart sind. Etwas au��allig verhielt sih das nihtuniformeGitter. Allerdings hat dieses gerade im betrahteten Bereih weniger Knoten als dierestlihen Netze, was den Untershied bewirken kann.Beim Vergleih der strukturierten Netze sieht man, da� in den Grenzshihtbereihendas 257x257-Gitter die beste �Ubereinstimmung mit der Referenzl�osung von Ghia zeigt,w�ahrend das lineare Verhalten im Inneren des Gebietes bei gro�en Reynoldszahlen nihtwiedergespiegelt wird. Auh Erh�ohungen der Iterationszahl der L�oser konnten diesenE�ekt niht beseitigen. Bei exemplarishen instation�are Rehnungen trat das Problemebenfalls auf.Weiterhin f�allt auf, da� sih keine Konvergenz f�ur h ! 0 erkennen l�a�t. Es ist beiBetrahtung der drei vershiedenen Zerlegungen niht m�oglih, eine Grenzfunktion f�urkleiner werdendes h zu sehen.Insgesamt sind daher die Resultate f�ur feine Zerlegungen unbefriedigend, denn in wie-weit die verwendete Diskretisierung mit SDFEM f�ur kleines h beim driven-avity-Problem geeignet ist, konnte im Rahmen dieser Arbeit niht gekl�art werden. Besondersdas eigenwillige Verhalten der L�osung beim 257x257-Netz stellt ein ungel�ostes Problem



84 Numerishe Experimente II (driven-avity-Str�omung)dar.Auf den folgenden Seiten sind die verwendeten Gitter und die Resultate der Rehnungaufgef�uhrt. Dargestellt sind jeweils die Shnitte bei x = 0:5 bzw. y = 0:5 und zus�atzlihnoh Vergr�o�erungen der Grenzshihtbereihe.
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Abbildung 8.9: Vergleih der Netze bei Re=5000
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Abbildung 8.10: Vergleih der Netze bei Re=10000
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Abbildung 8.11: Vergleih der strukturierten Netze bei Re=1000
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Abbildung 8.12: Vergleih der strukturierten Netze bei Re=5000
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Abbildung 8.13: Vergleih der strukturierten Netze bei Re=10000
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