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Kapitel 0

Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die numerische Behandlung der Oseen-Gleichung,
welche bei der Linearisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichung entsteht.
Gesucht wird beim Navier-Stokes-Problem das Geschwindigkeitsfeld » und der Druck
p mit

—eAu+ (u-V)u+Vp = finQ,
V.u = 0in Q.

Dieses nichtlineare Problem kann linearisiert werden mittels der Iteration

_GAunJrl 4 (un . V)Un+1 4 vpn+1 — f,
Vou"tt = 0.

Das in jedem Iterationsschritt entstehende linearisierte Problem bezeichnet man als
Oseen-Gleichung. Betrachtet man dieses als eigenstindige Gleichung, so lautet diese

—eAu+ (a-Vu+Vp = f, (1)
Veu =0 (2)

mit einem divergenzfreien Stromungsfeld a.

Eine schwache Formulierung von (1) und (2) fiihrt auf eine gemischte Variations-
gleichung (siehe Kapitel 3). Bei der numerischen Behandlung solcher Probleme st6ft
man gegeniiber einfacheren partiellen Differentialgleichungen, wie zum Beispiel skalarer
Diffusions-Konvektions-Gleichungen, auf zusétzliche Schwierigkeiten. Man stellt schnell
fest, dafl eine Diskretisierung mit Hilfe des Galerkin-Finite-Elemente-Verfahrens nicht
uneingeschrinkt verwendet werden kann. Dieses erfordert eine aufeinander abgestimm-
te Wahl der finiten Elemente fiir Geschwindigkeit und Druck, da sonst die entstehenden
linearen Gleichungssyteme nicht stabil 16sbar sind. Die Forderung an die finiten Ele-
mente ist dabei die Babuska-Brezzi-Bedingung (kurz BB-Bedingung,vgl. Kapitel 4).
Ein weiteres Problem ist die Dominanz des konvektiven Terms (a - V)u bei kleinem e,
was zu physikalisch unsinnigen Oszillationen der diskreten Lésung fithren kann.



2 Einleitung

Abhilfe schafft hier die Verwendung der Streamline-Diffusion-FEM, welche zum einen
die Babuska-Brezzi-Bedingung nicht erfordert und zum anderen den numerischen Oszil-
lationen entgegenwirkt. Diese Technik wird in Kapitel 5 genauer analysiert. Insbesonde-
re werden Stabilitéits- und Konvergenzeigenschaften nachgewiesen. Diese theoretischen
Ergebnisse werden in Kapitel 6 mittels numerischer Experimente sowohl in 2D als auch
in 3D iiberpriift.

Durchgefiihrt wurden diese Experimente mit dem Programm PNS (Parallel Navier-
Stokes), welches zur Zeit am Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik wei-
terentwickelt wird. Mit diesem Programm konnen verschiedene Arten von Problemen
gelost werden, von linearen skalaren Diffusions-Konvektions-Reaktions-Gleichungen bis
hin zu den nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen.

Die Besonderheit von PNS besteht in der Parallelisierung der Rechnung mittels Ge-
bietszerlegung. Diese Methode wurde aber fiir die numerischen Untersuchungen in die-
ser Arbeit nicht verwendet.

Da die Oseen-Gleichung wie oben beschrieben als Teilproblem der Navier-Stokes-Glei-
chung auftritt (genaueres hierzu findet sich in Kapitel 7), wurden abschlieBend noch
einige numerische Experimente mit dem Navier-Stokes-Fall durchgefiihrt. Die Ergeb-
nisse sind in Kapitel 8 dargestellt.



Kapitel 1

Angepafite Funktionenridume

Eines der einfachsten Beispiele einer partiellen Differentialgleichung ist das sog. Poisson-
Problem :
Sei Q C IR" ein Gebiet. Gesucht ist u :  — IR mit
—Au = finQ, (1.1)
u = 0auf I := 0. (1.2)
Dabei ist A = 3> 2.
i=1 %

Eine Funktion u € C?*(Q) N C(Q), welche (1.1) und (1.2) erfiillt, bezeichnet man als
klassische Lésung der Poisson-Gleichung.

Das Problem hierbei ist, dafl dieser klassische Losungsbegriff zu hohe Anforderungen an
die Daten des Problems stellt. Ein Ausweg fiihrt bei partiellen Differentialgleichungen
auf den Begriff der schwachen Lésung, welche in Rdumen der schwach differenzierba-
ren Funktionen gesucht wird. Zur Definition dieser Rdume bendtigt man zuerst die
Lebesgue-Riaume oder kurz LP-Riume :

Definition 1.1 Sei Q € IR" mefbar. Fiir 1 < p < oo bezeichnet LP(S2) die Menge der
Aquivalenzklassen mefbarer Funktionen f :Q — IR, fir die gilt

| fllrr) = (/ f|1"dx) < o0. (1.3)
Q

Bemerkung 1.2
e Mit der Norm (1.3) wird der LP(2) ein Banach-Raum.

e Im Spezialfall p = 2 ist der L?(Q) = L*(Q) mit dem Skalarprodukt

(u,v) := /uv dr Vu,v € L*(Q)
0
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ein Hilbert-Raum.
Beweis : vgl. [1] Satz 1.13.

Bisher wurde nur der Fall p < oo betrachtet. Dieses kann erweitert werden mittels

Definition 1.3 Sei f : 0 — IR fast dberall beschrinkt, d.h. es existiert ein C > 0
mit

f(z)] < C fii. (1.4)

Dann bezeichnet ess sup | f(x)| die kleinste Zahl C, fir die (1.4) gilt.
€N

Definition 1.4 Der L>(Q) ist die Menge der Aquivalenzklassen mefBbarer Funktionen,
fiir die gilt
| fll£oe (@) == ess sug f(z)] < 0.
re

Weitere bendtigte Funktionenrdume sind die unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Tréger in €2 und die lokal integrierbaren Funktionen :

Definition 1.5

C®(Q):={f:Q — IR: [ ist unendlich oft differenzierbar in Q}
CrQ)={f:Q— R: feC>®Q) und supp(f) C Q ist kompakt}
Dabei ist supp(f) := cl{z € Q: f(x) # 0} der Trager von f.

Definition 1.6 Eine mefbare Funktion f : Q — IR gehdrt zu L}, (), falls fiir jede
abgeschlossene beschrinkte Teilmenge A C € gilt

/|f\ dr < 0.

A

Im folgenden benétigt man noch die Multiindexschreibweise fiir
Ableitungen :

Definition 1.7 Sei o = (o), € INJ'. Dann bezeichnet |a| :== Y «; die Linge von «.
i=1
Ist f: Q) — IR hinreichend oft differenzierbar, so ist

olelf
ozt -+ Oxon

DO f(z) = f(x).

() (laf = 1),



Mit den getroffenen Definitionen ist es nun méoglich, den Begriff der verallgemeinerten
Ableitung einzufiihren :

Definition 1.8 FEine Funktion g € L},.(Q2) heifit verallgemeinerte Ableitung Df von
felL; (), fals gilt

loc
/gv dr = (—1)‘0“/fD0‘v dz Vv € C3°(Q).
0 0

Definition 1.9 Sei 1 < p < oc. Dann werden die Sobolev-Rdume definiert durch
WEP(Q) .= {f € LP(Q) : 3D*f € LP(Q) Ya : |a| < k}.
Auf WEP(Q) laft sich eine Norm erkliren durch

||f||WkaP(Q) = (Z ||Daf||zip(ﬂ)> : (1.5)

la|<k
Bemerkung 1.10 Mit der Norm (1.5) ist der W*?(Q) ein Banach-Raum.

Beweis : vgl. [1] Abschn. 1.20
Definition 1.11 W;*(Q) ist der Abschlug des C$°(Q) in der Norm || - lwer()-

Ein wichtiger Spezialfall fiir partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung ist £k = 1,p =
2. Hierfiir wird folgende Schreibweise verwendet :

HY(Q) = WY(Q),
HN Q) = W, Q).

Satz 1.12 Fir f € H}(Q) ist

1
\f|H5(Q) = (Z ||Daf||%2(m>

la|=1
eine zu || - ||wi2q) dquivalente Norm.

Beweis : vgl. [12] Lemma 3.2.

In dieser Arbeit wird im weiteren stets folgende Schreibweise fiir die entsprechenden
Normen verwendet :

[ llo =11 N2 [ lloo = [+ ooy
- lhe= 1 lweey |- he= 1 Tag

Bei Bildung der Normen wird die Integration also grundsitzlich iiber das gesamte

Gebiet €2 erstreckt. Soll die Integration nur {iber eine Teilmenge K C 2 ausgefiihrt

werden, so wird dieses durch einen weiteren Index an der Norm kenntlich gemacht, z.B.

| - 1lo,x = | - || z2(x)- Das gleiche gilt fiir das L?-Skalarprodukt, d.h. (u,v)x := [ uv dz.
K
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Bemerkung 1.13 Der H}(Q) wird mittels des Skalarprodukts

(u,v)Hé(Q) ::/ > D*uD% dx

Q lal=1
ein Hilbert-Raum.

Beweis : vgl. [18] Prop. 18.23

Das Poisson-Problem (1.1) und (1.2) stellt ein skalares Problem dar, d.h. das Bild
der gesuchten Funktion liegt in IR. Bei der spiter betrachteten Oseen-Gleichung (siehe
Kapitel 3) handelt es sich aber um ein vektorwertiges Problem. Die gesuchte Funktion
fiir das Geschwindigkeitsfeld bildet in den /IR™ ab. Daher ben&tigt man Normen fiir die
Riume L*(Q)", L>*()" und H{(Q)" :

Definition 1.14 Firu € H(Q)", u= (uy,...,u,) unda € L¥(Q)", a = (a1, ..., ay)
werden Normen definiert durch

n b)
2
lully = (Znuino) |
=1
1
n 2
2
lull, = (znuinl) |
=1
n 1/2
= (Sha?)
=1
oo = max o]



Kapitel 2

Grundlegende Aussagen iiber
gemischte Variationsgleichungen

In diesem Abschnitt soll auf die abstrakte Theorie gemischter Variationsgleichungen
eingegangen werden. Das Ziel ist die Anwendung dieser Theorie auf das Oseen-Problem,
welches in Kapitel 3 eingefiihrt wird. Es wird sich dort herausstellen, daf die schwache
Formulierung dieses Problems eine gemischte Variationsgleichung darstellt.

Es sollen im folgenden nur die spéter bendtigten Tatsachen zusammengestellt werden.
Die Beweise finden sich bei [3].

2.1 Einfiihrung und Bezeichnungen

Seien X und M (reelle) Hilbert-Rdume mit den Normen || - ||x und || - ||as-
Weiterhin seien X* und M* die zugehorigen Dualrdume mit den Dualnormen || - || x-
und|| + || ar+-

Der Ausdruck (-, -) bezeichne das Dualitdtsprodukt, d.h. fir [ € X* wird definiert
(lx) :=1(x) VzeX.
Gegeben seien weiterhin zwei Bilinearformen

a(+,1): X x X = R,
b(): X x M — RR.

Vorausgesetzt wird die Stetigkeit von a(-,-) und b(-,-), d.h.

a(u,v)
|lal| := sup ————— < 0,
wwex ||ullx|lv]|x
b
||b]] ;== sup b < 00.

vexpen [0l x|l ar
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Betrachtet wird nun folgendes Variationsproblem (Q) :
Seien [ € X*, y € M*.

Finde (u,\) € X x M mit
a(u,v) +b(v,\) = (l,v) fiirallev € X, (2.1)
b(u,p) = (x,pu) fiir alle p € M.

Den Bilinearformen a(-,-) und b(+,-) werden folgende lineare und stetige Operatoren
zugeordnet :

A X — X7
(Au,v) = a(u,v) firalleu,v € X,

B: X — M*
(Bu,pu)y = b(v,u) firalleve X, ue M,

B':M — X*
(B'u,vy = blv,p) fiirallev e X, u € M.

Die Existenz solcher Operatoren findet sich z.B. bei [13] Lemma 6.5.1. Dort werden
zwar nur Bilinearformen auf X x X betrachtet, der Beweis iibertréigt sich aber auf
Bilinearformen auf X x M bzw. M x X.

Dem Problem (Q) 148t sich ein sogenanntes restringiertes Variationsproblem zuordnen :

Sei V(x) :=={v € X | b(v,n) = (x, p) fiir alle p € M} und
V:=V(0) = kerB
= {ve X |blv,p) =0 fir alle p € M}.

Damit lautet das Problem (P) :
Finde u € V(x) mit
a(u,v) = (l,v)y firallev € V.

2.2 Existenz und Eindeutigkeit der L6sung gemisch-
ter Variationsgleichungen

Der erste Satz stellt einen Hilfssatz zum Beweis des Existenzsatzes 2.3 dar. In diesem
werden aber Aussagen gemacht, die spéter beim Beweis der Stabilitit und Konvergenz
gemischter finiter Elemente gebraucht werden.
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Satz 2.1 Aquivalent sind folgende Aussagen:
(i) Es existiert ein > 0 mit

b
inf sup (U, M) Z ﬂ (23)
neM e ||v]l x|l ar

(ii) Sei V1 :={rx € X : (z,v) = 0 fiir alle v € V}.
Die Abbildung B : V- — M* ist ein Isomorphismus, und es gilt

|Bullar- > Bllvllx  fiir allev e V™.

(iii) Sei VO :={l € X* : (l,v) =0 fiir alle v € V}.
Die Abbildung B' : M — VY ist ein Isomorphismus, und es gilt

|B'ull = Bllullar fiir alle ju € M.

Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun maoglich, die Aquivalenz der Probleme (P) und (Q)
zu zeigen. Da diese Aussage bei [3] nicht ausgefiihrt wurde, soll diese hier beweisen
werden.

Satz 2.2

1. Ist (u,\) € X X M eine Lisung von (Q), dann lést uw € X das Problem (P).
2. Es existiere ein 3 > 0 mit

. b(v, 1)
mr sup —~w——w 5 = '
neM yex [|v|x ||l ae

Dann gibt es zu jeder Losung u € X wvon (P) genau ein X € M, so daff (u,\)
Lasung von (Q) ist.

Beweis:
(i) Sei (u, ) € X x M Losung von (Q). Dann gilt also

b(u,p) = (x,p) fiiralle p € M,
dh.  uweV(x).

Wihle nun ein v € V. .C X. Da A € M ist, gilt dann b(v, \) = 0.
Mit (2.1) folgt
a(u,v) = (l,v) firallev e V.

Also 16st u das Problem (P).

(ii) Sei u € V(x) Losung von (P). Daraus folgt dann

b(u, ) = {x,p) firalle pe M
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und damit (2.2).
Es bleibt zu zeigen, dafl es ein A € M gibt, so da§ (2.1) erfiillt ist, d.h.

a(u,v) +b(v,\) =1(v) Yve X

bzw. in Operatorschreibweise
Au+ B'X=1. (2.4)

Da u Losung von (P) ist folgt fiir v € V
(I — Au,v) = (l,v) — a(u,v) = 0.

Daher ist [ — Au € V0.

Nach Satz 2.1 ist die inf-sup-Bedingung (2.3) fdquivalent zu der Aussage, dafi die Ab-
bildung B’ : M — V° ein Isomorphismus ist.

Also existiert eindeutig ein A € M mit B'A =1 — Au, d.h. X erfiillt (2.4).

Daraus folgt dann, da§ (u, A) Losung des Problems (Q) ist.

O

Nun soll der eigentliche Existenzsatz formuliert werden. Dieser beinhaltet zusétzlich
eine Stabilitdtsabschitzung der Losung, die spéter fiir die Stabilitit gemischter finiter
Elemente wichtig ist.

Satz 2.3 Sei a(-,-) eine V-elliptische Bilinearform, d.h. es ezistiert ein a > 0 mit
a(v,v) > allvl|y  fir allev € V.
1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Das Problem (Q) besitzt eine eindeutige Lisung.
(b) b(-,+) erfillt die inf-sup-Bedingung, d.h. es gibt ein > 0 mit

b
nf sup ) g (2.5)
neM yex ||v||x ||l ar

2. Es gelten die Abschditzungen

_ _ a
s < ot + 7 (14120 g,
a a a
e < 57 (141 o e (1 L) Bl

Bemerkung 2.4 Die in diesem Kapitel dargestellten Sétze beinhalten die elementa-
ren Aussagen iiber gemischte Variationsgleichungen. Sie machen aber schon deutlich,
daf} die inf-sup-Bedingung (2.5) eine grofle Bedeutung bei gemischten Problemen hat.
Insbesondere bei der Diskretisierung wird man sehen, dafl die inf-sup-Bedingung fiir
die diskreten Rdume grofie Probleme verursacht.



Kapitel 3

Die Oseen-Gleichung

Eine der wichtigsten Gleichungen der Strémungsmechanik ist die Navier-Stokes-Gleichung
fiir inkompressible Fliissigkeiten. Bezeichnet man mit u das Geschwindigkeitsfeld und
mit p den Druck der Strémung, so lautet die Navier-Stokes-Gleichung

—eAu+ (u-V)u+Vp=f
mit der Bedingung der Inkompressibilitét
V.u=0.

Man erkennt, daf es sich hierbei aufgrund des Terms (u - V)u um ein nichtlineares
Problem handelt. Eine Mo6glichkeit zur Linearisierung dieses Ausdruck ist eine Iteration
mittels

_eAun—l—l + (un . v)un-l—l + vpn—i—l — f

Das bei diesem Iterationsprozefl enstehende lineare Problem bezeichnet man als Oseen-
Gleichung. Im folgenden wird zusétzlich ein ableitungsfreier Term fiir die Geschwin-
digkeit mit einbezogen, welcher bei der Zeitdiskretisierung zeitabhéngiger Probleme
entsteht.
Betrachtet wird also das folgende Problem :

e () C IR™ sei beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand I' := 012,

o f:Q— IR",

e g : ' — IR" mit gg -v ds = 0 (dabei bezeichnet v = v(z) den duferen

Normaleneinheitsvektor im Punkt = € T'),

e a € H'(Q)"NL>*(Q)" mit V- a =0 fast iiberall und © > 0.
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Gesucht sind Funktionen

u : Q— R",

p : Q— IR
mit
—eAu+(a-V)u+0Ou+Vp = finQ, (3.1)
Veu = 0in, (3.2)
ulp = g. (3.3)

Der Diffusionskoeffizient € ist dabei das Inverse der Reynoldszahl Re, d.h. € := Re !,
welche eine charakteristische Grofle der Stromung darstellt.

Bemerkung 3.1

e Man erkennt, daf§ p durch Gleichung (3.1) nur bis auf eine Konstante bestimmt
ist. Daher normiert man p durch die Forderung

/p(:c)dx = 0.

e Losungen (u,p) € (C*(Q)" N C(Q)") x C'(Q) von (3.1)-(3.3) heilen klassische
Lésungen der Oseen-Gleichung. Dieser klassische Losungsbegriff stellt aber zu
hohe Differenzierbarkeitsforderungen an die Loésung. Daher benotigt man eine
Abschwéchung des Losungsbegriffs.

3.1 Schwache Formulierung

Multiplikation der i-ten Gleichung in (3.1) mit einer beliebigen Testfunktion v; €
C$°(€2) und anschliefender Integration iiber € liefern

/ <—6Aui + (a-V)u; + Ou; + a@_p) vide = /fivid:r
Q ¢ Q

o \J=1

Mit partieller Integration und Beriicksichtigung von v;|r = 0 erhélt man

" 8u1 a?)i 87)1' B
6/; Ox; Or; dz + /{(a - V)u; + Ou; tvdr — /paxi dr = /fﬂ)zdx
ov;

‘de = | fide (3.4)
* =
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Definiert man (u,v) := i(ui,vi), (ui,v;) := [u; v; dr und summiert in Gleichung
i=1 Q
(3.4) iiber i, so ergibt sich
€(Vu, Vo) + ((a- V)u+ Ou,v) — (p, Vv) = (f,v). (3.5)

Analog verfihrt man mit Gleichung (3.2):
Multiplikation mit Testfunktion ¢ € L?(2) und Integration liefert

/(V ~u) q dx = 0. (3.6)
Definiere L3(Q) := {p € L*(Q) : [ pdxz = 0}.

0
Somit ergibt sich mit (3.5) und (3.6) als schwache Formulierung der Oseen-Gleichung :

Gesucht ist (u,p) € H'(Q)" x LZ(Q) mit
e(Vu, Vo) + ((a- V)u+Ou,v) — (V-v,p) = (f,v) Yo e Hy(Q)", (3.7)
(V-u,q) = 0 Vge Lj(Q), (3.

Yu o= g.

Dabei ist v : H'(2)" — L*(T')" die Spurabbildung (vgl. [12] S. 83).
Man definiert somit zwei Bilinearformen

.OO
O ©o
~— ~—

a: HY(Q)" x HY(Q)" — R
a(u,v) == €e(Vu, Vo) + ((a- V)u + Ou,v),

b: HI(Q)" X Lg(Q) — R
b(v,p) == —(V-v,q)
und die Linearform
f: HI(Q)” — IR
(f,v) = (f.v).

Bemerkung 3.2
Ist v € H}(Q)", q € L*(Q) und c eine konstante Funktion in L?(Q), so gilt

b(v,g+¢) = b(v,q)—|—/(V-v) c dz
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Daher ist auch in der schwachen Formulierung p nur bis auf eine Konstante festgelegt
und somit der Losungsraum L2(Q) sinnvoll.

Bemerkung 3.3 Die Bilinearform a(- ,-) 148t sich mittels der Divergenzfreiheit des
Vektorfeldes a folgendermaflen umrechnen :

1
5((@ Vu,v) =

-
I
-

<.
I
—

DN |
NE
NE

{O\
8
&£
IS8
S

0

u;=—(a;v;) dx (partielle Integration)

Il
ol
NE

~
Il
-
<.
Il
-

J

0
U, {%UZ + %a]} dx

Il
|
N | —
NE
NE
{O\ D\ D\

i=1j=1 Oz, 0z
1 & & dv;
= —= u;—a; dr (da V-a =0)
2 ;; al“j J

1 n
— _EZ;Q/(G.V)UZ.-UZ. dz
1
= —5((a -V)v,u).
Daher gilt
a(u,v) = €(Vu, Vo) + %{((a V)u,v) — ((a-V)v,u)} + O(u,v). (3.10)

3.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Oseen-
Gleichung

In diesem Abschnitt soll die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der verallgemeiner-
ten Aufgabenstellung bewiesen werden. Dies geschieht durch Anwendung der Theorie
fiir gemischte Variationsgleichungen aus Kapitel 1.

Da hier nicht nur von homogenen Randbedingungen ausgegangen wird, benotigt man
zwei Hilfssétze, die allerdings an dieser Stelle nicht bewiesen werden. Ein Beweis findet
sich bei [10] (Abschn. I, Corollar 2.4 und Lemma 2.2).

Lemma 3.4 Sei V ={ve Hj(Q)":V-v=0}.
Dann ist der Operator V- ein Isomorphismus von V- —s L2().

Dabei ist V& das orthogonale Komplement in H(Q)" beziiglich des Skalarprodukts
(u,v) :== [ Vu- Vo dz.
)
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Lemma 3.5 Sei g € HY2(D)" := {w € L*(T) : Jv € HY(Q) mit yv = w}™.
Es gelte [g-v ds=0 .
r

Dann gibt es ein u € H'(Q)" mit

V-u = 0in €,
yu = g.

Jetzt stehen alle Hilfsmittel bereit, um den wesentlichen Satz dieses Abschnitts zu
beweisen.

Satz 3.6 Sei () beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand I' = OS2 .
Sei f € (L*(Q))" und g € H'?*(T)" mit

/g-uds:O.
Q

Dann ezistiert eindeutig (u,p) € H'(Q)" x L4(Q) als Lisung von (3.7)-(3.9).
Beweis : i) Nach Lemma 3.5 gibt es ein ug € H'(Q)" mit

V'Uo = OZTLQ,
Yo = 9.

Definiere damit eine Linearform [ € (H(Q)")" durch

(1,v) :== (f,v) — alug,v) Yv € Hy()".
Betrachte das Problem
Finde w € Hy(Q)", p € L3(Q) mit

a(w,v) +b(v,p) = (l,v) Yo € Hy(Q)", (3.11)
b(w, q) 0 Vg€ Li(Q). (3.12)

Mit X := H,(Q)", M := L(2), x = 0 erhélt man das Oseen-Problem als gemischte
Variationsgleichung.

ii) a(-, ) ist X-elliptisch, denn fiir v € H{ ()" ist mit (3.10)

a(v,v) = e/Vv-Vv dz + Ol
———
Q >0

> GZ/VUZ"VUZ' dx
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Die Oseen-Gleichung

iii) a(-,-) ist stetig, denn fiir u,v € Hj ()"

-

€

>
i,7=1

aui 87)1‘ d
a’Ej a’Ej o
[((a- V)u,v)|

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

ist

87)1'
o0x j

J)

s

) (56

1)

[[villo
0

o,

Muzioum

j=1i=1 0)

ol 3 (Z E (Z

=1

aul

Zj

ou;
al‘j

)

)

0

lalloo][v ||oZ1 (

ou;
Zj

i=1
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1
2\ 2
0

n n

Cllalloo|vin (ZZ

j=11i=1

8ui
8$j

IN

= Cllallsolvh]uls.

O(u,v) < Olfullo]lvllo < OC|uhi o).
Damit ergibt sich die Stetigkeit von a(:,-) :
a(u,v)| < (e + Cllallos + OC) v |uls.
Auf dhnliche Weise 1d8t sich nachrechnen, daf§ auch b(-,-) und I(-) stetig sind.

iv) Zu zeigen ist die inf-sup-Bedingung, d.h.

(qa A\ U)
sup ———=
veHL(Q)" [v]1

> Gllalle Vg € L(Q).

Sei also ¢ € L3(f2) beliebig.
Nach Lemma 3.4 gibt es ein eindeutiges v € V* mit V- v = ¢.
Da V-: V1 — L2(Q) als Isomorphismus stetig ist, gibt es eine Konstante C mit

wh < Cllqlfo.
Damit ergibt sich
(q,V-v) — (qa Q) — ||(]||% > lHQHO
[v)i v wh —C
1
= it 3= —.
Blalle mit 5= &

Da (3 unabhiingig von ¢ ist, folgt also

Vg € L3(Q) Fv € H} ()" mit
q, Vv
@Y 5 Bl
vy

Daraus ergibt sich die inf-sup-Bedingung.

v) Aus dem gezeigten folgt mit Satz 2.3, daB es ein eindeutiges (w, p) € Hj ()" x L3(Q)
gibt, welches die Gleichungen (3.11) und (3.12) erfiillt.
Dann ist (u = uy + w,p) € [ug + Hy (Q)"] x LZ(Q) Losung des Problems (3.7)-(3.9).

Ist umgekehrt u Losung von (3.7)-(3.9), so 16st w := u — ug die Gleichungen (3.11)
und (3.12).
Insgesamt ist damit die Oseen-Gleichung eindeutig 16sbar.



Kapitel 4

Diskretisierung gemischter

Variationsgleichungen (gemischte
FEM)

In diesem Abschnitt wird noch einmal auf das abstrakte Problem zuriickgegangen,
um die Unterraumdiskretisierung von gemischten Variationsgleichungen darzustellen.
Die ausgefiihrte Analysis bezieht sich auf Diskretisierungen, welche eine diskrete Form
der inf-sup-Bedingung (Babuska-Brezzi-Bedingung) erfiillen, so daf} die Aussagen iiber
den kontinuierlichen Fall auf die diskreten Probleme iibertragen werden konnen. Diese
Art der Diskretisierung wird auch als BB-stabil bezeichnet. Bei praktischen Rechnun-
gen mit finiten Elementen (vgl. Bemerkung 4.2) stellt die Verwendung BB-stabiler
Elemente aber nur eine Moglichkeit dar. Benutzt man Diskretisierungen, welche die
BB-Bedingung nicht erfiillen, so kann durch Abé&nderung des diskreten Problems die
Diskretisierung stabil gemacht werden. Eine solche Methode wird in Kapitel 5 darge-
stellt.

4.1 Das diskrete Problem

Das Problem war :
Seien X, M reelle Hilbert-Raume.

a(,-): X x X — R,
b(,): X x M — R
seien stetige Bilinearformen und

l: X — IR,

X:M— R
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stetige Linearformen.

V(x) :={u€ X :b(u,p) = (x,p) Yue M}, V:=V(0).
Problem (Q):

Finde (u,\) € X x M mit

a(u,v) +b(v,A) = (l,v) Yve X,
b(u, ) = (x,p) Vp € M.

Problem (P):
Finde u € V(x) mit
a(u,v) =(l,v) YveV.

Zur Diskretisierung des Problems seien X, C X, M, C M endlich dimensionale
Teilrdume. (Q) wird dann approximiert durch Problem (Q,)

Finde (uh,)\h) € X, x M, mit

a(uh,vh)—I—b(vh,)\h) = (l,vh> Yo, € X},
b(un, tn) = (X, tn) Vin € M.

Analog zu V(x) definiert man

Vi(x) := {vn € X : b(vn, tn) = (X pn) Yun € My}
und V3, := V,(0).
Ebenso das Problem (P},):

Finde u;, € Vj,(x) mit
a(up,vp) = (L, vp) Yo, € V.

Bemerkung 4.1 Im allgemeinen gilt nicht V3, (x) C V(x), da M}, ein echter Unterraum
von M ist !

4.2 Riickfiihrung auf ein lineares Gleichungssystem

Das diskretisierte Problem (Q),) erzeugt ein dquivalentes Gleichungssystem :

Sei {1, ..., dx} eine Basis von X, und {¢q,..., ¢} eine Basis von M.
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Dann ergibt sich die Basisdarstellung

k
UEXh:>U:ZUZ'¢Z',

=1

l
AEMhiA:ZAjwj-

J=1

Setze U := (Ul, . .,Uk), A= (AI; ce 7Al)-

Definiere weiterhin

A e RF** . Qij 1= a(¢ja¢z’)a
B e R . bij == b(d)ja,lv/}i)a
LeR: L=, ),
M e R": M; = (x, ).

Dann gilt :
(AU, V) = a(u,v) Yu,v € Xy,

<BU, A> = b(u,)\) Yu e Xy, A € My,
Dabher ist das Problem (Q,) dquivalent zu :
Finde (Up, Ap) € R x IR' mit

AU, + B™A;, =
BU, = M

(55 )(8)=(0)

Damit hat man ein zu dem diskretisierten Problem (Q,) dquivalentes Gleichungssy-
stem.

=~

oder anders geschrieben

Bemerkung 4.2 Bisher wurde nichts dariiber ausgesagt, wie die Rdume X} und M,
gewihlt werden kénnen. Dieses geschieht bei konkreten Problemen mit sog. finiten
FElementen. Dabei wird das Gebiet 2 C IR" in endlich viele disjunkte Teilgebiete 2;
zerlegt, d.h.

Q=

s

Q

j=1
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und

Tn := {€;}71, bezeichnet man dann als Triangulierung von (0.

Eine gingige Triangulierung stellt die Zerlegung in Dreiecke (n = 2) bzw. Tetraeder
(n = 3) dar. Mittels dieser 148t sich ein diskreter Raum definieren, indem man X und

M, z.B. als stetige stiickweise polynomiale Funktionen auf jedem Element definiert,
d.h.

X, = {Uh € C(Q) : Uh‘Qi e b, sz € 771}7

M, = {qh € C(Q) 1 qnlg; € P, YQ, € 771}

Die Verwendung von Dreiecken bzw. Tetraedern und polynomialen Ansatzraumen stellt
natiirlich nur eine Moglichkeit dar, einen Finite-Elemente-Raum zu konstruieren. So
gibt es eine Vielzahl anderer Elemente, z.B. das Crouzeix-Raviart-Element (siehe [4]
Beispiel 3.6).

Dieses Verfahren zur Diskretisierung einer gemischten Variationsgleichung bezeichnet
man als Methode der gemischten finiten Elemente oder kurz gemischte FEM.

4.3 Stabilitat

Der folgende Satz macht Aussagen iiber die eindeutige und stabile Losbarkeit des dis-
kreten Problems. Er ergibt sich unter Beachtung von [[l|[x; < [ll[x- und |[Ix|lar: <
Ix||ar= sofort aus dem Satz 2.3 iiber die Losbarkeit gemischter Variationsgleichun-
gen, wenn man die Vj-Elliptizitéit von a(-,-) und die Erfiillung der diskreten inf-sup-
Bedingung voraussetzt. Man beachte, daf§ sich diese beiden Voraussetzungen nicht von
den kontinuierlichen auf die diskreten Rdume iibertragen.

Satz 4.3 Sei a(-,-) Vy-elliptisch, d.h. es existiert ein ay, > 0 mit
a(vh,vh) > Oéh””h”%{ Yu, € Vh,
und b(-,-) erfille die Babuska-Brezzi-Bedingung

b(vn, p
sup A ) g Y, (4.1)
v €Xp, thHX

Dann ist das diskrete Problem (Q),) eindeutig losbar.

Fiir die Léosung (up, Ap) gelten die Abschitzungen

) el
s < ol + 65 (14220}
_ a _ a a
Pl < @J(H—” ”) ||Z|X*+ﬁh1(1+—” ”)—” il
Qp Qp, h
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Sind weiterhin oy, B3, unabhingig von h, so hat man ein Stabilitdtsresultat (man sagt
daher in diesem Fall, die Diskretisierung sei stabil).

4.4 Konvergenz

Satz 4.4 Die Voraussetzungen des Satzes 4.3 seien erfillt.
Weiterhin sei a(-,-) V-elliptisch, d.h. es gibt ein o > 0 mit

a(v,v) > allv]|% Yo eV
und b(-,-) erfille die inf-sup-Bedingung

b(v, p)
vex [vllx

> fllllar

mit einem 3 > 0.
Dann gilt fir die Losung (u, \) von (Q) bzw. (up, Ap) von (Q,) :

(1) Es existiert eine Konstante Cy (abhdngig von oy, ||al|, ||b]|) mit
u—u <C inf |u—wv + inf ||A— .
= unle < ufint lu= ol inf, 13— sl
(i1) Es gibt eine Konstante Cy (abhdngig von oy, By, ||al|, ||b||) mit
- A=A < inf — inf ||\ — .
= wnllx + 1A = Mallar < o { it flu—wnllx + inf 1A= julae}

Bemerkung 4.5 Man beachte, dafi in der Abschitzung (i) das Infimum iiber den
Raum V() gebildet werden muf}; welchen man i.a. nicht kennt. Fiir den Beweis von
(i) bendtigt man allerdings die inf-sup-Bedingung nicht. Setzt man diese voraus, so
bekommt man die Abschétzung (ii), bei der das Infimum iiber den gesamten Raum X,
genommen wird.

Beweis von Satz 4.4: In Satz 2.2 wurde gezeigt, dafl unter den getroffenen Voraus-
setzungen die Probleme (Q) und (P) &quivalent sind. Der gleiche Satz kann wegen der
V,,-Elliptizitdt von a(-, -) und der BB-Bedingung (4.1) auch auf die Probleme (Qj,) und
(Py) angewendet werden. Dieses wird im folgenden ausgenutzt.

i) Seien wy, € Vi,(x), pn € My, beliebig. Setze vy, := uj, — wy,. Dann ist fiir p, € M,

b(vn, pn) = b(un, pin) — b(w, f1n)
O tn) — (X, o), da up, wy € Vi(x)
= 0.
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Daher ist v, € V} und es gilt

a(vh,vn) = a(un — W, vn)
= a(up,vp) — al(wp, vy)
= (I, vn) — a(w, vn), (4.2)

da u, Losung von (Py,) ist.
Fiir die Losung u von (P) bzw. (u, A) von (Q) gilt

a(u, vp) + b(vn, A) = (I, vp)
und daher mit (4.2)

a(vp,vp) = a(u,vy) + b(vp, A) — a(wy, vp)
= a(u — wpy,vy) + blvy, N). (4.3)

Da vy, € V3, gilt b(vp, up) = 0.
Mit Nullergénzung liefert (4.3)

a(vp, vp) = alu — wp, vy) + b(vp, A — pp) Yo € Vi, Yup € My,
Mit der Vj,-Elliptizitit von a(-,-) folgt

apllonllkx < alvp, vn)
= a(up — wp,vp) + b(vp, A — pp)

< lallllu = whllxlvallx + [[6llonllx[[A = nllar

b
Ll A — pn | ar
h

a
= Ylun — wallx = oallx < 11— gy + 100
Qp (0%

Somit erhalt man schliefilich

[ —unllx < flu—wnllx + llwn = uallx

a b
< Y= wall + 19— o+ L n —
Qp, Qap,

a b
(1 20 =l B
ap Qp

fir alle JIS Mh, wp, € Vh(X)

Infimumbildung liefert die Behauptung mit C} := max (1 + lal M)

ap ' ap
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ii) Sei vy, € X}, beliebig.
Definiere den Operator By, : X — M, durch

(Bhv, pn) :=b(v, pn) (v € X, pp € Mp).

Da By, : Vb — M} wegen der BB-Bedingung (4.1) ein Isomorphismus ist (vgl. Satz
2.1) und By (u — vy) € M}, gibt es ein eindeutiges z, € V' mit

thh = Bh(u — Uh).

Weiterhin gilt ebenfalls nach Satz 2.1

1
lznllx < EHthhHM,;
1
= EHBh(U—Uh)HM;;
1
< EHbHHu_UhHX- (4.4)

Definiere wy, := 2z, + v;,. Dann gilt fiir beliebiges u, € M,

da u € V(y).

Dabher ist wy, € V().

b(wn, pin) = b(2n + vn, i)

b(zn, pin) + b(vp. pin)

b(u — vn, pin) + b(vn, fin)
b(u, pup)

= (X f1n),

Man erhilt man mit (4.4) die Abschétzung

lu —wnllx < flu = onllx + l2nllx

On

v, € Xj, war beliebig gewéhlt, daher kann man auf der rechten Seite von (4.5) zum
Infimum iiber X, iibergehen. Da wy, € Vj,(x) war, bleibt die Ungleichung also auch
richtig, wenn man links das Infimum tiber V},(x) bildet.

Man hat also :

wp €V (X)

b
inf |ju—wl|x < <1+||5—h”> vhig)f(ﬁ”u—vhﬂx. (4.6)

Es gilt fiir alle v, € X}, pup € My,

b(vn, A — )

b(vp, M) — b(vn, )

—a(un, vn) + (I, vn) = b(vn, pn)  ((un, An) 18st (Qp))

—a(up, vp) + a(u, vy) + b(vp, A) — b(vp, pn)  ((u, A) 16st (Q))
a(u — up, vy) + b(vy, A — pp).
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Damit 148t sich abschitzen

A — pllr <

Folglich ist

A = Anllas

1 b(vn, An — fn)

B wnexs, |vnllx

1 1

— sup {a(u — up, vp) + b(vp, A — )}

B wnex, llvnllx

1 1

—- sup {llallllv — wnllxlvallx + 1[olHlvnllx 1A = pnllar}

ﬂh v EXp ||Uh||X

1
5, Walllw = unllx + BIIA = saflar}-

IN

1A = pnllaz + 1[An = pan | as
1
IA = pnllnr + E{Ilallllu — tnllx + [[BI[I[A = pnl[ar}

IN

1
5, Ul = wnllx =+ (Bn + [0IDIA = nflar}-

iy € My war beliebig gewédhlt. Daher kann man auf der rechten Seite zum Infimum
iibergehen. Benutzt man die Abschitzung aus (i), so ergibt sich

- FA=A < o inf Jju-— + inf |[A—
Ju=wnlls+ 1A= Nllar < Cof influ=vllx + inf A= pnll)

1 .
+E{|lallllu — unllx + (Bu + [I0N]) | inf 1A = penlla-}

Mit Ungleichung (4.6) ergibt sich hieraus die Behauptung.

Bemerkung 4.6

e Der Beweis des letzten Satzes zeigt, dafl fiir Konvergenz bei der Diskretisierung
gemischter Probleme nicht nur die Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillt sein mu$.
Hat man X, und M, als FEM-Unterrdume, so ist auch das asymptotische Ver-
halten von 3, fiir h — 0 wichtig, denn es gilt Cy = O(8, ).

e Viele fiir die praktische Implementierung interessante finite Elemente (z.B. P; —
Pi-Elemente) erfiillen die BB-Bedingung mit einer von h unabhéngigen Konstan-
ten (3 nicht. Ein Ausweg ist die Wahl von geeigneten Rdumen, z.B. Anreichern
des Geschwindigkeitsraumes X} durch sog. Bubble-Funktionen (vgl. [4] Kapitel
V1.3 Beispiel 3.7). Dieses fiihrt auf das sog. MINI-Element (siehe hierzu [14]).
Dieses Vorgehen erhoht aber die Anzahl der Freiheitsgrade und damit die Grofie
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des entstehenden Gleichungssystems erheblich.

Eine andere Moglichkeit ist die Wahl einfacher diskreter Rdume und Stabilisie-
rung durch geeignete Abdnderung des diskreten Problems. Diese Stabilisierungs-
techniken sind Thema des nédchsten Kapitels.



Kapitel 5

Streamline-Diffusion-FEM

In diesem Kapitel wird eine Stabilisierungstechnik fiir die Oseen-Gleichung vorgestellt
und die dazugehorige Analysis durchgefiihrt. Diese Technik benétigt keine Forderung
an die Kompatibilitdt der diskreten Rdume, d.h. die BB-Bedingung muf} nicht erfiillt
sein. Eine Ubersicht solcher Verfahren fiir die Stokes-Gleichung findet sich zum Beispiel
in [16] Abschnitt 9.4.

Weitere Arbeiten zu diesem Thema sind [8] (Stokes-Fall) und [7] (Navier-Stokes- bzw.
Oseen-Problem). Die entsprechenden Darstellungen sind aber methodisch unbefriedi-
gend, da die Wahl der benutzten Stabilisierungsparameter am Anfang festgelegt wird
und damit das Verfahren analysiert wird. Sinnvoller scheint es, die Analysis der Metho-
de zunéchst mit unbestimmten Parametern durchzufiihren und aufgrund der gewonne-
nen Resultate eine geeignete Wahl dieser Parameter herzuleiten. Dieser Weg wurde in
dieser Arbeit gegangen.

Die Grundlage fiir diese Ausfithrungen findet sich in [17] Kapitel IV, Abschnitt 3. Die
Analysis wurde dadurch verfeinert, daf der Einflufl des Stromungsfeldes bei den Kon-
vergenzabschitzungen genauer beriicksichtigt wurde. Damit ist es dann mdglich, eine
Wahl der Stabilisierungsparameter in Abhéngigkeit vom Strémungsfeld anzugeben.
Der Vorteil der Streamline-Diffusion-FEM (im folgenden kurz SDFEM) liegt darin, daf}
diese Technik zwei Problemen der Oseen-Gleichung zugleich entgegenwirkt. Ein Pro-
blem ist die mogliche Verletzung der Babuska-Brezzi-Bedingung durch die diskreten
Réume, wodurch sich numerisch i.a. keine sinnvolle Losung berechnen l48t. Das andere
Problem besteht in einer moglichen Dominanz des konvektiven Terms (a - V)u, was
wie bei skalaren Diffusions-Konvektions-Reaktions-Gleichungen (vgl. [16] Kapitel 8) zu
numerischen Oszillationen fiihren kann.

5.1 Voraussetzungen und Notationen

Betrachtet wird der Differentialoperator

Li = —eAu+ (a-V)u+ Ou+ Vp
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mit © > 0.
Das Problem ist : Finde ¢ = (u,p) mit

La = fin (),
V-u = 0in (),
= 0auf [ =0,

wobei f € L?(Q), Q C R" (n = 2,3).
Dieses fiihrt auf die Variationsgleichung (vgl. Kapitel 3)

Finde 4 € X x M := Hy(Q)" x L3(Q) mit
€(Vu, Vo) + ((a- V)u+ Ou,v) — (p,V-v)+ (¢, V- u) = (f,v) Vo€ X x M.

Die Aquivalenz dieser Formulierung des Problems gegeniiber der in Kapitel 3 erkennt
man, indem man v = 0 bzw. ¢ = 0 einsetzt.

Zur Diskretisierung werden polynomiale Ansatzraume X, und M), benutzt, d.h.

X, o ={veX:vlg € P(K)" VK € Ty},
M, : ={ge MNH"(Q):q|x € P(K) YK € T,}.
Dabei sei 7, = { K} eine quasiuniforme Triangulierung von €2, d.h.
e 7T, ist reguldr, d.h. es gibt ein 0 > 1, so daB fiir alle h > 0 gilt
h

K
max — < 0.
KeTh pK

Dabei ist hy := diam(K), h := max hx und
pr = sup{diam(S) : S ist Kugel, S C K}.

e Es gibt ein 7 > 0, so daf fiir alle h > 0 gilt

min hyx > Th.
KeTh

Weiter seien
I, : X — Xh,

Jh M — Mh
Interpolationsoperatoren nach Clement (siehe [5]).

Diese erfiillen die lokalen Abschétzungen

lu = Ihu|lmx < Cihig™ulsx Yue HY(K) (0<s<I1+1,0<m<s), (5.1)
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lp = Jupllix < Cahic ' plix ¥p € HI(K) (0<j<k+1.0<i<j). (5:2)
Weiterhin gilt eine inverse Ungleichung
1Avllo.x < Hinohi | vnlix You € X, (5.3)
denn :
Im Beweis von Proposition 6.3.2 in [16] wird gezeigt, daf fiir alle
xp € P(K) gilt
IVanllo e < Chilllonlls k- (5.4)
Damit folgt
n n n 82( ) 2
Uh )i
1Aullor = N Bvnkillir =323
i—1 i—1j=1 97j 0K
& (vn): |’ on)i )|
< XX =33
=1 j—1 6:1:? 0K  i=1j=1 8% 6:1:] 0,K
n o n n P 8(vh)z 2
< Y3 (%
i=1 k=1 (j:l Ox; \ Oz )|
n n a i 2
- >y |v (%
i=1 k=1 Oy 0,K
< Z Z Ch;{Q (vn)
i=1 k=1 Oy 0,K
= Chi’lunli g
und somit die inverse Ungleichung.
Eine weitere Folgerung ergibt sich bei wiederholter Anwendung von
(5.4) :
hi"|pnllo,x Vpn € My, (5.5)

denn :
™y || - ooy \ |
2 _
|ph|m,K - afEm Zl al‘z <ax;711 0,K
n n a 8 ) " <am—1ph> ?
< Z ' Pn = Vv poo
; (Z ax] a 4 O’K) ; 0; 1
am~ 1ph -
< ChK a o, m—1 :ChKQ‘pﬁn—l,K'
0,K
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Induktiv ergibt sich damit (5.5).

Die SDFEM besteht nun darin, einen least-squares-Term fiir die Divergenzgleichung
einzufiihren und die Geschwindigkeitsgleichung elementweise mit Funktionen der Form
(a-V)v+ Vq zu testen :

Finde uj, = (uh,ph) € X, X Mp mit

Bsp(tn, o) = Lsp(0n) Y0, = (v, qn) € X x My,

wobei
BSD(ﬂha @h) D= e(Vuh, Vvh) + ((a . V)Uh + @uh, Uh) — (ph, V- Uh) + (qh, V- Uh)
+ ZQK(V'Uh,V'Uh)K-FZfSK(L@h,(a'V)”h"'VQh)K
LSD(@h) .= f Uh 26[( CL V Uh +th)

Man erhélt eine konsistente Methode, d.h. eine hinreichend glatte Losung des kontinu-
ierlichen Problems 16st auch das stabilisierte Problem.

5.2 Stabilitéit

Fiir die Analyse der Stabilitit und Konvergenz der SDFEM definiert man als Norm
auf Xh X Mh

an [ = elunlt + Ollunllg + ellpalls + D axllV - unlls x + 3 dxll(a - V)un + Vpullg
K K

fir a, = (uh,ph) € Xy x My,
Der Nachweis der Stabilitéit erfolgt {iber eine Babuska-Bedingung :

Lemma 5.1 Seien © > 0,0 < ax < a und die Stabilisierungsparameter 6 so, dajf
es Konstanten o und & gibt mit

2
0 < poh3 < 8x < min(d, 27@), 0 <O <
€iny

DN | —

Dann gibt es ein 3 > 0 (unabhdingig von € und h) mit

Bsp(0n, W)
inf sup — —
onE€Xnx M iy e X x My || [On][[n |[|Dn]]]n

> f.
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Beweis :

1) Sei @h = (vh,qh) € Xh

Bsp(tn, o) =

ii) Es ist

v

x Mj, beliebig. Dann gilt

elvnli

+ ((a- V)vn, vi) +O]lunl[s + ZaKHV vallo,
—_————

—o0,da v.a=0 Nl ~ -
=:72

+>0kll(a- V)on + Vaul§ x

[\

J

=:X2

+ Z 5K(—€Avh + @Uh, (a . V)Uh + th)K
K

elvn]} + Ollunlls + 2% + X7
+ Z (SK(—EAU}Z + @Uh, (a . V)Uh + th)[(
K

elvn? + Ollualls + 7% + X?
—I> " 6k (—elvy + Ouy, (a - Vv, + V) k|-
K

1> 0k (Ovy, — eLvy, (a+ Vv + V) k|
K

IN

IN

IN
NM

Z(SKH@Uh — CAUhHU KH(CE V)Uh + th||0K
K

> 0k (|Ovnllo.x + €llAvnlo,x) || (@ - V)vn + Vaullox
K

)
{ (Il©wvsllo,x + €l Avallo,x)? + 7K||(a - V)up + thHg,K}

(Youngsche Ungleichung)

IN

IN

Nach Voraussetzung ist dx <

>0k {O2|nll} x + 1 Avall} 1} + 5 X
K

und Odx < % Damit folgt

Daher ergibt sich

()

IN

IN

1 1
© Z §||vh||§’K + §€‘vh‘?,K + §X2
K

1
2
1

> 0K {92“”}1”%,1( + GQ,M?Mh;(Q\vhﬁ’K} + §X2_ (*)
K

h? ep?
K = Tinu <
- 26#?7“) h2 - 2(5;{

1

1
5 (Ollvnllg + efvnly + X7).

Bsp(0n, ) > ( |} + Ollunll§ + X* + Z7).
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iii) Nach Lemma 3.4 gibt es ein w € X mit
V-w=—gq, und ||w||; < Cql|qn||o-
Setze wy, := I,w. Dann folgt

lwn = wljs + [Jw]lx
Cilwy + Callgnllo
C1Callgnllo + Callgnllo
Ca(1+ C1) [[qnlfo-

=:Cy,

[[wnl]1

VANVANVAN

iv)

BSD((vh,qh), (wh, 0)) = G(V?}h, th) + ((a . V)Uh + th,wh) — (qh, V- wh)
+ZC¥K(V * Up, V- wh)[(

K
+Y O (—€Avy + (a- Vv, + Ouy + Vap, (a - V)wy) k.
K

(5.7)
Mittels partieller Integration ergibt sich
—(qn, V-wp) = — ;(Qh; Vwp)g = ;(VQh;wh)K
= - ;(V%, w—wp)k + (Van, w)k
= - ;(V%, w—wy)k — (qn, V - w).
Dabher folgt mit (5.7)
Bsp((vny qn), (wp, 0)) = €(Vop, Vwy) + ((a - V)vp, wy) + O(vh, wy)
—(qn, V- w) — ;(th,w — W) K
+ Y 0k (—eAv, + (a- V)vy, + Ouy,
+VKQh, (a - V)wn)x
+;a;((v o, Vo wp) k- (5.8)

v) Die Terme in (5.8) werden im folgenden einzeln abgeschétzt :

le(Vop, V)|

< €lvplr|wn|i < €luplr]jwny
< eChlvnlllgnllo- (5.9)
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Es ist
a(vh)i 8(vh)i
(%52 ) < lostonyl| 252 |
1|[0(v);
= (a;(wn)i, a;(wn);)?
J J axj .
2 L 2 1 8(7)]1)1'
< lagll [Hwn)illG oz, |,
8(7)]1)1'
= gz llCon)l iy | 5 (5.10)
i o
Nach dem Einbettungssatz (vgl. [12] S.82) gilt
) . , 11
WP s WHifallsk—73>n|-——-].
p q
Setze k =1,p=2,j=0,g=4. Dann ist £k — 7 = 1 und
n(%—%):n(%—i = 1 <k —j fir n <4, und man hat
H'(Q) — L*(Q).
Daher gibt es eine Konstante 7, mit
[(wr)illLa) < V0 [(wa)ili.
Mit (5.10) ist also
O(vn); ) O(vp)i
aj—— (wn)i | < volaj|1|(wn)ily (5.11)
( J 856]' J al“j 0
Damit ergibt sich dann
n 8(7)]1)1'
(@ V)op,wp)| < D2 (%‘ — (wn)i
i=1j=1 j
< 03D laghlGwn)ly | S
i=1j=1 i o

= Xl (35 ol

IN

Ol polly %, (i ‘321;;%

~

=|wn|1
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h)i
< Yolwnli (ZM]%) (ZZ 5 )
j=1 j=1i=1 J llo
=lals —lons
= Yolwnli]ali|va|y
< Colali|vnlillgnllo- (5.12)
Weiter ist
O (vn, wn)| < Ollonllollwnllo < Ollvnllollwnlls
< OCq|lvnllollgnllo; (5.13)
—(qn, ¥ - w) = [|a 3, (5.14)

=—dqn

|Z(th,w - wh)K|
K

< Y IVanllox llw — whllox
K
< Z IVanllo,xCrhk|wli,x
K
< Y (IVan + (a- V)unllo.x + [[(a - V)vnllo,x)Crhx|w]ix
K
< Y (IVan + (a- V)upllo.xCrhi|w| k)
K
+allsc|vn 1 C1h |w]y
—
<Callgnllo
h
< O Y (VoxlIVan + (a V)upllox—=|wli k)
K Ok
+C1Cahlal| s |valilgnllo
1 1
<o (z Ve + (a- vmns,K) (Z 6;1h%(w|%,K)
K K
+C1Cqhl|al| s |val1lgnllo
= XD ox'hk ‘wE,K)% + C1Cahl|al| s |val1gnllo
K S——
<pg
_1
< CiXpg ’ lwly + CiCahllal|ss |valil anllo
_1
< CiCaX gy’ |lgnllo + Ci1Cohl|al|so|vali|lanllo
_1 ~
< CiCoX g’ ||lgnllo + CiCal|al|ss |val1]|gn o, (5.15)

1> 0k (Oun, (a- VIwp)k| < D 0xOl|unlloxll(a- V)whllo,x
K

K
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2 2 % 2 l
< 6(2@ ||vh||U,K) (2||<a-v>wh||0,K)
K K
< 3O|vnllollalloolwnl1
< 00]vallollallsCollgnllo
= 0004 |allsollvnllollgnllo, (5.16)
1> ok (—elvy, (a-VIwp)x| < Y dkel|Avyllokll(a- V)wyllo,x
K K
< ; éf; €linohze |vn 1.k ]|a] oo, 1| Wn] 1,
i
_QE’U'%nv
hx
= Z 5 ‘Uh|1,K||a||oo,K Wh|1,K
K 4Hinv
< h(2pine) " onl1]al|selwhi
< hCH2ptiny) ™ o1l al ol anllo
< C(2ptiny) " |vnl1llall ol gnllo (5.17)
‘ 26[{((@ . V)Uh + th, (Cl . V)wh)[(‘
K
<Y Vokll(a- V)vw + Vaullo,x /0| (@ - V)whl|o,x
K
% 1
< (26K||<a-v>vh+th||3,K) (ZaKn(a-wwhnz,K)
K K
< X07||(a - V)wpllo < X6% |lalloc|wns
< XCho7|lall ool lo- (5.18)
Die Abschétzungen (5.16), (5.17) und (5.18) ergeben
1> 0k (Ovy, — eDvp + (a- Vo + V. (a- V)wy) k|
K
< 800G |lallso|lvnllollanllo + hCo (24time) ™ Tvn 1 ]lallsc [l anllo
+CX 0% |allollgnllo- (5.19)
ZOéK(V o, Vowp) k| < ZOéKHV - pllo.x ||V - wallo.x
K K
3 3
< (zaK||v-vh||3,K) (ZaKnv-whHaK)
K K

~ /

=7



36

Streamline-Diffusion-FEM

"o
< Zad|Veowplle < Zad 31| 2
i—1 dzi |,
< Zainlwyl < Zaz/nCh|lanllo- (5.20)

Damit ergibt sich aus (5.9),(5.11)-(5.15),(5.19) und (5.20)

AV

vV

v

>

BSD((Uh;qh): (wh,O))
—0Ch|lvllollgnllo — Colvalillanllo — voChlal: lvn 1l allo
+lgnll2 = CiCallalloclvnlillgnllo — ClMH%CQXHQhHO
~00Challocllvnllollgnllo — (2ttins) " Clalloc|vnl: laallo
~XCH6% |lallsollanllo — Zaz v/nChllanllo
lgnl3 = llgnllo{OCH][vnllo + Chlvnl + 0 Colalslvnly
+C1Callalloovnls + Critg ?Ca X + O5CH||allsellvallo
+(2ptime) " Clal|oc|vn ]y + X CL6F|[a]|e + ZaF/nCL)
)

lgnl2 = llanllo{©2 (©2Ch + ©26Cq ] alls) llvnllo

(2)

A

+(Co + Colah + CiCallall + (2ptin) " Cllalloc) [vah
3) (4)

A

g o —

+(Captg * Co + C43?||al|oc) X + (a2v/nCh) 7}
laalli = Ylaallo(©F onllo + lvals + X + 2)
mit 7 := maz{(1), (2), (3), (4)}

2 5 2 27 1 2
lanl} = { Sllanld + = (% onllo + fun + X + 2)
Youngsche Ungleichung
3
gllanlls = 207 (fvnl} + Ofloallg + X* + 2°). (5.21)

Da v spéter noch genauer betrachtet wird, soll es an dieser Stelle noch einmal explizit
angegeben werden :

v=max { O1C!+025C,|als,

vi)

Ch +1C%lali + CiCallallo + (24tiny) ' Cllal|sos
1
Ciptg 2Co + Chd7 |||,

azy/nCl}. (5.22)

Sei p > 0 (zunéchst) beliebig.
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Multiplikation der Abschitzung (5.6) mit (1 — pe) und (5.21) mit pe liefert

- )BSD((Uh,qh) (Uh,qh))+PGBSD((Uh,qh) (wp,0))

(1
1
> e |vh|1+9||vh||o+X2+ZQ}+p€ llanllo

—2y pe{lvhh +Oupl§ + X+ 2%}
Daraus folgt

BSD((Uha Qh)a (Sl - PG)Uh + PGwiE,Sl - PG)QQ))
=Zp =ITp

3 1 —pe
> peslanll + {525 = 2970} (e} + ©nl} + X2 + 22)

. (3p 1—pe
> min {23 =2 — 2970} (ellanlld + clonls + Ol + X2 + 22)

=l (vn,an)lI1;

Daher 5 1
. — pe
Bsp((vn, qn), (2n,7h)) > mm{gp; 5 29°p ||| (vn, an)||]7- (5.23)

Der erste Term im Minimum stellt eine in p monoton wachsende, der zweite Term eine
in p monoton fallende Funktion da. D.h. das Minimum wird fiir das p maximal, wo

beide Terme gleich sind. Nun gilt

3 1 — pe 9 3 p 9 1
—p=——2 & - —€e+2v°p=
g” 5 TP 8P+2€+ TP=5
3 € 1
T 494 = =
& gty t2) =5

1 4

= = = .
P S er 42 3+ e+ 1672

Fiir dieses gilt dann
4 . 3 3

1 — pe 5 }_3 S
TP T 83 4e 11672 6+ 843272 = 14+ 3297

2

o3
mm{gp,
Folglich ist mit (5.23)
Bsp((vh, qn), (2n,71)) 2 14+32 ———— (v, @) ||]3- (5.24)

vii) Nun folgt

1z ri)llln = 11 = pe)vn + pewn), (1 = pe)gn)||[n
= (1 = pe)on, (1 = pe)gn) + (pewn, 0)] ||
(1 = pe) 1l (vn, an) Il + pell] (wn, O] |- (5.25)

IN
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Mit
11(wn, 0)/[[n < (elwnli + Ollwalls + > ax IV - walls x
K

+>_0xll(a - V)wnll5 «)?
K

< <e|wh\%+e||wh||3+a||v-wh||3+26K||<a-v>wh||3,K>%
n ) 2
< (CH lanlls+ ©(Ch) ||qh||0+a(z %5 )
=1 ? 0
1
+3° dxcllallZ I Vwnllox)”
K
1\2 2 1\2 2 2| O(wp) ’
< (eCO)? llanlls +©(CR)*lanlly +m | 3| =
i=1 L 0
<wn i}
1
+ 6l 2 |wal})”
< (eCH)? llanlls + O(CHllanlls + an(CH)?llanlld
1
+ llal2(CH)?llanll3)”
< (Ch+8%+a2ynCh+ 0 lallCh)lanllo
~~ b A d
<y <7 <y <y
(nach Konstruktion von v, vgl (5.22))
< 49llgnllo

ergibt sich schlieBlich mit (5.25)

G i) l[ln < (1= pe) [[[[(vn, gn)ll]n + 4vpellgnllo
————r
<1

[[(wns an)l[n + 4vpellgnllo
;
< (wns an)lln + 470 (ellanlls)”

IN

———
<[11(vr,gn)ll|n
< (1 +40)|[[(vn: qn)ll/n. (5.26)
Es ist vp < 3+167 = %147.
Fiir v > 0 definiere f(7) := £ +47. Dann ist f'(y) = — 25 + 4.
Das bedeutet
3 3 V3
'VN=0&-==4+"=—y=—.
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7> f(0) >~ +4=0,
0<

D.h. f(v) hat ein absolutes Minimum bei v = Y3 Da

1
V3 3 V3

A I TR I A

/ ( 4 4@ + 4

ist f(7) > 2v/3 Vv > 0. Daher ist

1 1
<—=<-=(14+4vyp) <3
W55 <3 (1+4yp) <
und mittels (5.26) folgt

1 Czns ra) 1l < 3[[1(vns gn)[[1n-

Damit erhalt man

Bsp((vh, qn), (zn,71)) [ (ons an)[1al1Czns 7)1

>_ 1
= 14+ 3292
Daraus folgt die Behauptung mit 3 := m.

Bemerkung 5.2

¢ Lemma 5.1 impliziert die eindeutige und stabile Losbarkeit des diskreten Pro-
blems (siehe hierzu Lemma 6.5.3 und Ubungsaufgabe 6.5.4 in [13]).

e An der Definition von 3 erkennt man die Beziehung 3 = O(y~2). Probleme ent-
stehen also dann, wenn 7, welches von diversen Gréflen abhéngt, sehr grofl wird.
Daher soll im folgenden untersucht werden, wie sich v in Abhéngigkeit der ent-
sprechenden Grofien verhélt.

Betrachtet man die Darstellung (5.22) von 7, so ergibt sich sofort

v = O(pg") fiir po — 0,
v = 0(9) fiir § — oc,
v* = O(a) fiir a — oc.

An diesen Zusammenhingen erkennt man, dafl die Parameter dx und ag nicht
beliebig grofl gewahlt werden kénnen. Andererseits ergibt sich aber auch eine Be-
schriinkung der dx nach unten wegen 6x > pgh?%, wobei g nicht beliebig klein
werden darf.
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Ein weiterer Zusammenhang ist
v?* = 0(0) fiir © — .

Dies bedeutet, daf§ der Parameter © nicht beliebig grof§ gewihlt werden kann.
Dieser liegt bei Zeitdiskretisierungen typischerweise in der Gréflenordnung 771,
wobei 7 die Zeitschrittweite ist. Daher bedeutet die Forderung, daffl © nicht zu
grofl werden darf, eine Beschrdnkung an die Zeitschrittweite nach unten, d.h. man
kann nicht mit beliebig kleinen Zeitschritten rechnen. Weitere Betrachtungen zu
diesem Parameter finden sich in Abschnitt 5.4.

Weiter erkennt man noch den Einflufl des Stromungsfeldes a auf die Stabilitéit
mittels

v = O(llal%) fiir [lallc — oo,

v* = O(la]?) fiir |a]; — oo.
Der Fall a — 0 (Stokes-Fall) bereitet aber keine Probleme, da die Normen von a
in keinen negativen Potenzen auftreten.

Zusammenfassend kann also gesagt werden, dafl die Stabilitdtsabschitzung aus
Lemma 5.1 eine Beschrinkung der Parameter ax nach oben und der dx sowohl
nach oben als auch nach unten fordert.

5.3 Konvergenz

In diesem Abschnitt wird die Konvergenz der SDFEM bewiesen. Zuvor sind aber noch
einige Vorbemerkungen zum Begriff L2-Projektion notwendig, die spiter im Konver-
genzbeweis benutzt werden.

Betrachtet wird der Operator

P, : L3(Q) — M,

definiert durch

Py(q) € My, = (Pa(q),pn) = (¢, pn) Vpr € My

(vgl. [16], Abschnitt 3.5).

Diesen Operator bezeichnet man als L?-Projektion auf Mj,.

Weiter ist es natiirlich auch moglich, einen lokalen L2-Projektionsoperator zu defi-
nieren :
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Sei (Mpy)|k die Einschrinkung der Elemente aus M) auf K. Dann erhélt man den

Projektionsoperator
PF . L*(K) — (My)|k.

Nun besteht der Zusammenhang Py (v)|x = Py (v|x) Vv € L*(Q), denn :
Fiir beliebiges v € L*(Q2) und fiir alle ¢ € (M},)|x gilt

(Py(v)|g,0)k = (P2(v),?)q (0 Nullfortsetzung von v)
U)o

Q
= (7), ) = (U‘Kaf))f('
= P(v)|x = P (v|x)-
Nach [11] Prop.9.37 gilt ||Pf|| = 1. Somit ist

1P2vllo.xc = 1Py (v])lloc = 1(v]i)llo.se = [lwlloe-

Ist nun p € H/(K) und g, := P»p so ergibt sich unter Ausnutzung der Interpolations-

abschitzung (5.2) und der Ungleichung (5.5) :

P — Juplix + [Inp — qulix
Cale " Ipljx + | Po(Tnp — D) ik

Cshie Iplj.x + Cshi | Pa(Jnp = p)llo.x
Cshic ' Ipljx + Cshi1Ihp — pllo.x
Cshl ' [plyxc + CsCsh " [plj i
Chic*Ipljx

P — anlix

IA AN A

IA A

(5.27)

d.h. die Interpolationsabschitzung (5.2) fiir .J, gilt in der Halbnorm sinngemaS fiir die

L?-Projektion mit modifizierter Konstanten.

Nun kann der entscheidende Satz dieses Abschnitts bewiesen werden :

Satz 5.3 Sei (u,p) € X x M die Losung des Oseen-Problems. Es gelte
0>0,0<ax <aund

DN |

h2
0 < poh3 < 8x < min(d, 7@), 0 <O <
€liny

Zusitzlich sei (u,p) € HF1(Q)" x HFY(Q) mit k> 1,1 > 0.
Dann gilt die Fehlerabschdtzung

11(w = wn,p = pa)ll|n < CLY Wi Bxcllullir e + 32 R Fiellplli i}
K K

(5.28)
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mit
! ) 1 1 1 -3
Ex = € +0%hg+aj +0p|alleex + 64Ohk + hidr? (5.29)
1 1
Fx = e%hK+6f(+77 min{aK2,€_%}hK. (5.30)

Dabei ist C' eine von € und h unabhdingige Konstante und

_J 0 falls V- X}, C M,
| 1 sonst
Beweis : Definiere vj, :== I,u und ¢, als die L2-Projektion von p.

i) Mit den Interpolationsabschétzungen folgt
(w = v, p = @)l In

= {6|u — gt + Ollu = vl + ellp — anlls + D axl|V - (u—va)llg &

i PN

+ > dxll(a- V) (u—vy) + V(p— Qh)Hg,K}

< S nl+ O - nla+ X lo - il
K K K
+>axllu— ol g+ V2D 0k (||(a V) (u—on)|lf &
K K
1
HIVE - )i}’
< C {62 h%€|u|z+1,K +© Z h%+2|u|z+1,K + GZ h%+2|p‘l2+1,l(
K K K
1
2
+> aKh%C|U|i+1,K + \/52 5K||a||go,K|u|i+l,K +V2 > 5Kh%|p12+1,1(}
K K K
3 3
< { g <Z h2k|u|k+1 K) +@% (Z h%““iﬂ,}()
K
3 3
1
€2 < h2l+2\p|z+1 K> + <Z QKh%|U|z+1,K>
K
1 1
2 ? 1 21112 ’
Z5K||a|| K‘u‘kJrl,K 21 Z5th|p‘z+1,1(
K
< C {Z hk. 62 INCE hi + ozK + (5 Zllall oo ) ||t k41,5
K

-3 R (ebhy +62(>||p||l+1,K}. (5.31)

K
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ii) Mittels der inf-sup-Bedingung erhélt man
|||(Uh — Uh,Ph — Qh)|||h
1
< = Sllp Bsp((un — vn, pn — an)s (Wn, 7h))
ﬁ [(wh,ra)ll|ln=1
1
= - SUP {Bsp((un — u,pr — p), (W, 1))
B 1llwnaa)llla=1 - - g
=0 (Konsistenz)
+Bsp((u — vn, p — qn), (wn, 1))}
1
= sup BSD((U_Uhap_Qh)a(whaTh))
B lliwnrn)llia=1
1
= — sup  {e(V(u—wp),wn) + ((a- V)(u—vs)
B lwnarm)lln=1
+O(u — vp), wn) = (V- wh, p — qn)
+(V . (U - Uh), Th) + ZO&K(V . (u - Uh), V- wh)K
+Z6K —eAN(u—vp) + (a- V) (u—vp)
—l—@(u —vp)+V(p—qn),(a-V)w, + Vry)}. (5.32)
iii) Abschétzung der einzelnen Terme in (5.32) :
O(u —vp,wy) = O Z(u — Vp, Wh) K
K
< O llu—wallo.xllwnllox
. 3
< 0T lu-ulfu) ol
K
3
< 0O (Tl ) ol
K
;
< 102 <Z h’?1|lul|k+1,z<> (Ollwallf)
K
< G (Z h’;(hKG)%HquH,K) [ (wn, )| (5.33)
K

e(V(u—wp), V) = EZ (u —vp), Vwp) g

< GZ IV (u = vn)llo,x || Vwnllo,x
K

1
p)
< (znu—vhniK) wnls
K
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< O (zhﬁfnunzﬂx) wnls
< b (zh ||u||k+u<) (cluwn)?
<o (zh';(eanunkm) lwonrll (5349

K

26[( (u—wp) — eAN(u—vp), (@ Vwy, + Vry)g

S (100 — )l + e — vl (@ - T)m + Trallo
K
< OV OO0l + 8 ol W) + Tl
1 1
< S OOM ulber )5kl 0 D)+ Tl
1
£ ShehE s ik (@ - V)wn + Vralo.)
K
— %
e (zaf(@%%“nunzﬂ,f() (26K||<a-v>wh+wh||ﬁ,K)
K
1 b)
+C4 (Z ok €hy? ||U||i+1K)2 <Z5K|| a- V)wh+Vrh||oK>
K . ,
S <Ilwnrm)lin
< O (6RORE + R fullesscll (s r)lln
K
< O R (R0nk + ) ulernsell (o )l (5.35)
K

;6K((a V) (u—vn)+V(p—an),(a-Vw, +Vry)g
< ;6%(||<a-v><u—vh>||ox+||v<p—qh>||o,K

—1—515(”((1 -V)wp + Vrullox

((;nm-vxu ||0K>1 + (Zoelvi- >||3,K)%)

- (Z el (a - V) + whng,K)
K

IN
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IN

IN

o ((Z 6K||a||zo,Kh%f||u||z+l,K)
K
+ <Z 5Kh%||p||12+1,1<>
K

1
2

)(wh,rh)h

L i O lalloo o) ullisrie + 3 P Ipllier i }- (5.36)
K K

IN

IN

IN

((a- V) (u—wvp),wp) + (rp, V + (u—2p))
;((a V) (u—wp), wp) ik + (15, V- (4 — vp) k)

> (((a- V) (u—vn), wn)x = (Vrn,u—va)k)

K
(partielle Integration)

Z(—((a -NV)wp,u —vp)g — (Vrp,u— o))

Z(—((a -NV)wp, + Vrp,u —vp)k)
- ;(((a -NV)wp, + Vrp,u— vp)k)

> (@ V)ws + Vralloxllu — vallox
K

1 _1
> 62 (a- V)wy + Vrpllo,kdx [u— vnlo,x
K

1

P)

1 Cwns ) (Z 5 — vhn%,K)
K

2

Ml (om0l (2 6;1h%f+2||u||iﬂ,K)
%

(26 B2l K)

(2 hs ZhKnuniH,K) . (5.3

K

Cl|(wn, )| [|n

Cl|(wn, )| [|n

U—Uh) V-wh)K

K
< Y ag||V- (u—on)lloxl|V - whllox
K
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1 1

2
< (Sl -] (Sanl?-wlix)
K K
<I(wn,rn)lIn
3
< (Zaxnu—vhniK) o)
K

< o (Zam%fnunzﬂ,l{) im0l
K

S Cl (Z hl;(Oé[E(HUHkJrl,K) |||(U)h,7“h)|||h. (538)
K

Fiir die Abschétzung des verbleibenden Terms in (5.32) kann man folgende Fallunter-
scheidung machen :

Fall 1: V - X}, C M, : Dann ist

~pP—an, V- -wy) = —(, V- wy) + (g, V- wp) = 0 (5.39)
S—— S——
eEMy, EMp,

(da g, L*-Projektion von p).

Fall 2: V- X, ¢ M},: Dann folgt
—(=an,V-wn) < D p = anlloxl|V - wallox
K

1
2

=

IN

(za;np—qhnz,K) (zaKnv-whHaK)
K K

1
2

(Za;np—qhnaK) (om0
K

IN

2

< o (za;(lh%+2||p||%+l,f() 1 Ceoms )
K

< O3 hig(ag hi)Ipllik
K

[ (wh, 7)1y (5.40)

und

—(p=an. V-wn) < Y p—anllo,xl|V - wallo,x
K

1

1
2 2
—1 2 2
< (Ze ||p—qh||o,K) (Zenv-whno,K)
K K
1
—1 2 ? 2 %
< X elp-allx] (elwnl?)
K %/_/

<I(wnsre)lln
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1

< ¢ (Zelhié”npnm) im0l

K
Cs S W (i) [Pl ¢

K

IN

[ (whs 7o) |1 (5.41)
(5.40) und (5.41) ergeben

_1 1
~(p = an, V- wi) < C3 Y hig(min{ag”, € 23 hg)||plle, x|l (wn, ) [[]a-
K

Insgesamt mit (5.39):
~(p = an, V- wp) < CY B ymin{ag?, €2 ) [plle k||| (wn ) [n (5.42)
K

iv) Mittels (5.32) erhélt man mit den Abschitzungen (5.33)-(5.42) und unter Beriick-
sichtigung von |||(wp, 74)|||n = 1

|||(Uh — Uh, Ph — Qh)mh

< 1 1 1 1 _1 1
< ¢ {Z hic <hK@5 b5 1 620hk + 62| allws + 057 hic + a;() lellisr. i
K
1 _1 1
# St (sk + o minfaic e ) Il | (5.43
K

Nun ergibt sich die Behauptung aus der Dreiecksungleichung und (5.31) und (5.43).

O

Bemerkung 5.4 Eine weitere Stabilisierungsmethode stellt das Galerkin/ least-squares-
Verfahren (GLS) dar. Dieses unterscheidet sich von der hier beschriebenen Methode
dadurch, da§ anstatt mit Funktionen der Form (a - V)v 4+ V¢ mit dem gesamten Dif-
ferentialoperator L elementweise getestet wird, d.h. man bekommt das Problem :

Finde u = (uh,ph) € X X M, mit
Bars(t,0) = Lars(v) Yo = (vh, qn) € Xp X My,
wobei

BGLS(aha f)h) D= e(Vuh, Vl)h) + ((CL -Vuy, + @Uh, Uh) — (ph, V- Uh) + (qh, V- uh)
+ > ag(V-up, V-vp)x + Y 0k (Liy, Lig) g,
K K

Lars: = (f,on) + Y 0k (f, Lin) k-
K
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Dieses Verfahren wird in [15] fiir den Fall © = 0 genauer analysiert, und man erhélt ein
zu Satz 5.3 dhnliches Resultat. Es wird hier allerdings keine inf-sup-Bedingung zum
Nachweis der Stabilitit gezeigt. Stattdessen wird die entsprechende Norm gerade so
definiert, daf} die Bilinearform Bgys(, ) elliptisch wird, d.h.

Bers(in, in) = [||an]|? := elupl] + D akl|V - unlls x + D Ox | L |lf «-
K K

(Setzt man dx # 0 voraus, so ist unmittelbar erkennbar, dafl dieser Ausdruck wegen
p € L3(Q) eine Norm auf X}, x M, darstellt.)

Dieses Vorgehen hat den Nachteil, daf§ diese Norm keine Kontrolle iiber die L2-Norm des
Druckes beinhaltet, wie es in der Norm bei der SDFEM der Fall ist. Méchte man beim
GLS-Verfahren ebenfalls den Druck in der L?-Norm kontrollieren, so miiite man fiir
dieses eine analoge Untersuchung mit Nachweis einer Babuska-Bedingung durchfiihren.
Betrachtet man die Implementierung in PNS, so unterscheiden sich GL.S und SDFEM
nicht, da in diesem Programm lineare Elemente fiir Geschwindigkeit und Druck ver-
wendet werden und somit alle zweiten Ableitungen verschwinden.

5.4 Wahl der Stabilisierungsparameter

Bisher ist die Frage offen geblieben, wie die Paramter dx und ag zu wihlen sind. Mittels
des Konvergenzsatzes 5.3 148t sich nun eine Wahl fiir gute Konvergenz motivieren.
Hierzu betrachtet man die beiden Faktoren aus diesem Satz :

! . 1 1 1 -3
1 _1
Fr = G%hK+5f(+nmm{aK2,e_%}hK. (545)

Die einzigen Groflen, mit denen man diese beiden Faktoren noch beeinflussen kann,
sind die Parameter dx, ax und ggf. bei instationdren Problemen ©. Diese sollte man
so wihlen, dafl Terme, die diese Faktoren enthalten, nicht gréfler werden als die Terme,
die nicht beeinfluBt werden kénnen (z.B. e2). Ein wichtige Kennzahl stellt die lokale
Reynoldszahl dar. Diese ist definiert als
h o0
Reg = 7K||a” K
€
Weiterhin wird folgende Schreibweise verwendet : Seien a,b € IR,a,b > 0. Dann be-

deutet
<
a ~ b,

daf} es eine Konstante C' > 0 gibt mit a < Cb.

i) Zunéchst werden die Terme betrachtet, welche dx enthalten.
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Reg <1 : Wegen (5.44) sollte gelten
_1 h?
hK6K2 S—’ 6% < 6[( 2’ —K
€
Als Voraussetzung von Satz 5.3 hatte man noch g S %
Daher
hic
g ~ —X | (5.46)
€
Mit dieser Wahl gilt dann
1 hx 1 1
O llalloo. i ~ —llallco,x = €2 Rexe < €7, (5.47)

€2
1
dh. 62 |allser S €3,

Regx > 1 : Bei Wahl von §x gemif (5.46) wiirde gelten

1 1
Orllalloo,x ~ €2 Re,

(NI

_ 1

Daher kann die Forderung, dafl diese Terme sich nicht schlechter verhalten als e%, nicht

erfiillt werden. Es ist dann
1 _1 1
Sicllalloe,x + hrdg® ~ €2 (1 + Rek).

Nun gilt
(1 + Reg) > 2Rel fiir Rexg > 1

und damit L )
2¢2 Rel- < €2(1 + Reg) fiir Reg > 1.

Daher kann man den Fehler vermindern, indem man fordert

1 < 1.4
Oillalloo,x ~ €2Ref,

-1 < 11
hkd® ~ €2Rej

bzw. 5
1 < 1 1 <
07 Nlalloo,xc = hicllalZ == 0k >

und
hx

_1 < 1 1 >
hrdg® ~ h12<||a||c2>o,K 0 ~ .
oo,k

alloo,x
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Insgesamt ergibt sich

hk

O ~ —— |
af]oo,x

Diese Wahl von g vertrigt sich mit den Voraussetzungen von Satz 5.3, denn damit ist
PP S R '
lallso.x € hillalleox = €

ii) Nun bleibt noch zu iiberlegen, wie der Parameter oy gewihlt werden sollte. Dabei
sollten die Terme in (5.44) und (5.45), welche ak enthalten, nicht grofier werden als
die, welche d einbeziehen. Wie bei dx werden zwei Fille unterschieden :

Reg > 1 : Unter Beriicksichtigung der Wahl von §x ~ Ha"‘l—KK erhilt man wegen (5.45)
die Forderung

1
_1 1 h2
rnin{aKQ,(%}hK S O ~ If
lall%,x
. _1 1 1 1 <
& min{ag’ie 2 thillalll . ~ 1
) 11 1 L1 1 <
& min{ag’hillal|l e 2hillal|l k) ~ 1
1 1 1 1
<:>min{h§(||a||§o’KaK2,Ref(} S 1

[0

R
Da Reg > 1 sollte gelten hi||al|2, o S 1 baw.

>
ax ~ hillalls,x-
Eine weitere Forderung ist

_1
(6] h’K(SK27

NMIH pr-
AR ZA

1
o S|l allco,r-
_1 1 1 1 1 1
Da hgdg? ~ h}(||a||§o’K und 6% ||al|cox ~ h§(||a||§o’K, ergibt sich damit

<
g ~ hillal|co,x

Zusammen ergibt sich

Qg ~ hK||Cl||oo,K .

Reg <1 : Wahl von 0 ~ hic liefert

€

1
: )
mln{aK , €

N

NI
ol

€

o=

N

. -1
< min {aK262, 1}



5.4 Wahl der Stabilisierungsparameter 51

Diese Ungleichung zeigt, dafl die ag in diesem Fall beliebig klein gemacht werden
konnen. Es ist auch denkbar, ag = 0 fiir Reg < 1 zu setzen.

Allerdings zeigten sich bei praktischen Rechnungen Probleme mit dieser Wahl (siehe
néchstes Kapitel {iber numerische Experimente).

iii) Mit Riicksicht auf instationére Probleme sollte auch die Rolle des Parameters ©
diskutiert werden, der bei Zeitdiskretisierungen typischerweise in der Groflenordnung
% liegt, wobei 7 die Zeitschrittweite ist.

_1
Hier wird verlangt, daf§ sich die ©-Terme nicht schlechter verhalten als hxdg? (der
Term 62 ||a|co,x Wird mit Riicksicht auf den Stokes-Fall @ = 0 nicht betrachtet).

Rex < 1: Man hat die Forderungen

hKfS;(%,
_1
hK(SKQ .

O3 hy
52.0hy

AR A

Diese sind dquivalent zu Od g S 1, was aber nach Voraussetzung des Konvergenzsatzes
5.3 erfiillt ist. Somit hat man im Fall Rex < 1 schon durch die Voraussetzungen des
Konvergenzsatzes die Anforderungen an © erfiillt.

Rex > 1: Man fordert

520hx S hgdg? (5.48)
und
3 < o3
Da ) X
-4 lalldoe % ot hi, !
hacdi® ~ hice 2 = b Jallf e = —S— [l ~ O3 llallo.x
K a|oo,K

reduzieren sich die Gleichungen (5.48) und (5.49) auf

520h S hpdy?
bzw.

5O S 1.

Diese Bedingung ist aber nach Voraussetzung des Konvergenzsatzes 5.3 erfiillt.

Die Forderung
1 _1
O%hi S hydy’

bzw.
5O S 1
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ist somit ebenfalls erfiillt.

Insgesamt sieht man, dafl die Forderungen an die © enthaltenden Terme schon durch
die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes an © erfiillt sind.

Man konnte nun denken, dafi dieses im Widerspruch zu der Aussage von Bemerkung
5.2 steht. Dort wurde nidmlich gesagt, dal © nicht beliebig grofy werden darf, wihrend
es an dieser Stelle so scheint, als wire die Bedingung 650 < % ausreichend. Hierbei
mufl man aber beachten, daf§ hier nur die Faktor F betrachtet wurde. Das © findet
sich aber in der Konvergenzaussage auch in der Konstanten C wieder, welche sich wie
B~ verhilt. Somit hat man immer noch die Notwendigkeit der Beschrinkung von ©

nach oben.

Damit erhalt man den abschlielenden Satz :

Satz 5.5 Die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes 5.3 seien erfiillt.
Die Stabilisierungsparameter seien gewdhlt gemdf

h2

hk .
5~ | Tew i Rex =21
-k fiir Reg <1

o thaHOO’K fﬁT‘ ReK Z 1
K 0 fiir Reg <1

Dann gibt es eine Konstante C' > 0 mit

1 1
= =mllle < €{S M+ Reulhon
K
[+1 1L _1 . 1
+ 3 b (ehg+ ol min{Req, 1}) 9l -
K
Beweis :

i) Zuerst wird der Faktor Ex aus (5.44) betrachtet :

Rex <1 : Esist in diesem Fall

1 1 1 1 1 _1
Ex = €+ O2hg + ap +0rllaljoo,x + IxOhk +hidg’
1
_1 =0 _1
ShK(SKZ ShK(sK?
< >

_1

€ + 0% ||alloo,k + hicOx”

N——_——— N——
_hillalleo, 0 :e%

- 1
€

€7 + €7 Rey = e%(l + Reg).

[N

A
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Da Reg <1 folgt
1
Ex S e3(1 + Rel).

Reg > 1 : Analog wie eben bekommt man

< 1 3 3
B S &+ of 40Ellalln+ hid
v %,_/ H/—/
< 1 1 .—
;2<||a|| hizllallZ x th||00||
< 1 1.3 1
N €2 + €2 Re} = 2(1—|—ReK)

Damit ist insgesamt

Z/\

wl>—‘

ii) Abschitzung der Fi :

Reg <1 :1In diesem Fall ist

S

hk
Fx eThy + T +1n mln{aK J€ 2}hK

=€

MI»—A

~ GZhK+

und daher

Reyxg > 1: Es ist

1
h2 1 1
Fi S €thi + —%— 4+ min{hy? |lal|ox; €7 Hhx.
lall5% %
Da X
_1 _1 1 _1 _1 1 hi
min{hict a2 € i = hic ol min{Ls Reb by = —2%
lall% x
folgt
h
FK N 62 hK + K
||a||
Dabher folgt mit (5.50) und (5.51)
h—f fiir ReK S 1
< 1 €3
FK ~ €2 hK + h?{

firRex > 1.

ol

lall2

(5.50)

(5.51)



54 Streamline-Diffusion-FEM

Wegen
1 1 1
h hi h2 2
< K K||al||°°’K<1(:R <1
€ alls x €
erhalt man
h h2
Fy S e%hK + min{—f; 7{(
€ alls x
1
h: 1
= Thg + K min{Re};1},
lall o,
und damit

< 1 1 1
Fg S e2hg + h}—r—min{Re}; 1} |

lall2

Mit i) und ii) und dem Konvergenzsatz 5.3 folgt nun die Behauptung .

O

Bemerkung 5.6 In Lemma 5.1 und dem Konvergenzsatz 5.3 hatte man die Konstan-
ten § und C, welche unabhéngig von A und e waren. Diese Unabhéngigkeit entstand
aber dadurch, daf§ es nach Voraussetzung Konstanten ¢ und a gibt mit dx < ¢ und
ag < «. Betrachtet man die konkrete Wahl der Stabilisierungsparameter nach Satz
5.5, so sieht man, dafl 4 und « zwar immer unabhéngig von h sind, aber eine Un-
abhéingigkeit des § von e ist nicht in allen Féllen gewéhrleistet. So wird im Beispiel der
Stokes-Gleichung (a = 0) immer 0 ~ % gewihlt, d.h. man bekommt die Abhéngig-
keit 6 = O(e!) und damit 3 = O(e) bzw. C = O(e ).

Dieser Effekt tritt natiirlich auch bei nicht verschwindendem Stromungsfeld auf. In-
teressanterweise gilt diese Abhéngigkeit von e nicht mehr, wenn auf jedem Element
Konvektionsdominanz vorliegt. Man beachte aber, dafl zumindest theoretisch mit hin-
reichend kleinem A Diffusionsdominanz erzwungen werden kann, womit man wieder
eine e-Abhéngigkeit bekommt.

Insgesamt kann man also sagen, daf§ die Konstante C' der Konvergenzaussage des Sat-
zes 5.5 unabhéngig von h ist, aber eine Unabhédngigkeit von e nicht in jedem Fall
gewédhrleistet werden kann.



Kapitel 6

Numerische Experimente I
(Oseen-Gleichung)

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die SDFEM vorgestellt und eine Konvergenzana-
lyse durchgefiihrt. Die dabei theoretisch ermittelte Wahl der Stabilisierungsparameter
wurde nun anhand numerischer Experimente iiberpriift.

Gerechnet wurden Beispiele mit bekannter Losung, d.h. man gab eine Losung vor und
setzte den Quellterm und die Randbedingungen im Programm gerade so, dafl diese
Losung erzwungen wurde. Somit war es moglich, die Norm des Fehlers (und nicht nur
die Norm des Residuums) darzustellen. Bei simtlichen Rechnungen wurde © = 0 ge-
setzt.

Das Programm PNS arbeitet mit linearen Elementen fiir Druck und Geschwindigkeit,
welche die Babuska-Brezzi-Bedingung nicht erfiillen. Daher stabilisiert das Programm
mittels des GLS-Verfahrens, welches bei linearen Elementen mit der SDFEM zusam-
menfillt. Unterschieden wurde dort bisher zwischen der Druck- und der Geschwindig-
keitsstabilisierung, genauer wird statt des Terms

> k(L. (a-V)v+ Vq)k

(vgl. Abschnitt 5.1) der Ausdruck
> (La,6f(a-V)v+ 6} Vq)i

K

verwendet.

Der Stabilisierungsparameter fiir die Divergenzgleichung (in Abschnitt 5 als ax be-
zeichnet) hat hier die Bezeichnung d,.

Die Parameter 0¥, §7 und d; werden dabei berechnet mittels

5 = crhic (6.1)
2’



56 Numerische Experimente I (Oseen-Gleichung)

2
5 = o L S (6.2)

' 2e(/1 + Re%(,
(52 = CQG\/ 1+ ReQG (63)

Dabei ist
hg = y/meas(K) fir K € T, (2 C IR?),
hg = Imeas(K) fir K € T, (2 C R?),
Rer = hicllalloe e (lokale Reynoldszahl),
und ‘
Reg = hillalleo (globale Reynoldszahl).

€

Bemerkung 6.1

Fiir Reg >> 1 ist

h2 h?
6u ~ U U K
Cl 2€R€K Cl

U ST [
ST P/

Fir Reg << 1 gilt
h2
o) ~ C’“
Daher erkennt man bei asymptotischer Betrachtung den Zusammenhang zur Wahl des
Parameters dx aus Abschnitt 5.4.

Die Wahl des Parameters 8} entspricht der Wahl von dx im diffusionsdominanten Fall

O

Mit der obigen Wahl der Stabilisierungsparameter wurden zunéchst einige numerische
Experimente gemacht, um eine moglichst gute Wahl der Proportionalititsparameter
Ct, CY und Cy zu ermitteln. Spiter werden die Parameter entsprechend der Wahl bei
der SDFEM gesetzt, inshesondere wird 6% = 4§} gewéhlt.

6.1 Urspriingliche Wahl der Parameter

Die ersten Experimente wurden mit der urspriinglich im Programm PNS implementier-
ten Wahl der Stabilisierungsparameter nach (6.1)-(6.3) gemacht. Angelehnt wurden die
Untersuchungen an die numerischen Experimente in [2]. Zunichst wurde wie dort der
Spezialfall der Stokes-Gleichung, bei der das Stromungsfeld a verschwindet, untersucht.
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Dieser Fall ist von daher fiir die ersten Untersuchungen einfach, da keine Geschwindig-
keitsstabilisierung notwendig ist, d.h. man kann C}' = 0 setzen und nur den Einfluf} der
Druckstabilisierung untersuchen. Als Erweiterung gegeniiber den Untersuchungen in
[2] wurde dann ein nicht verschwindendes Stromungsfeld dazugenommen und bei dem
im Stokes-Fall optimalen Druckstabilisierungsparameter C? die Abhiingigkeit vom Pa-
rameter C' betrachtet.

Als Testbeispiel wurde gerechnet :

7
u = ,
—2I1 * o

— 2 2
p = x]+x5— —

3

Q=010

(siehe Abb. 6.1).

Die Rechnungen wurden auf dquidistanten Netzen unterschiedlicher Feinheit durch-
gefithrt (siche Abb. 6.2). Verwendet wurden Zerlegungen von 11x11 bis 97x97 Knoten.

Stokes-Fall : Bei diesem Test wurde das Stokes-Problem bei Reynoldszahlen Re =
2,100, 1000 gerechnet. Angelehnt wurden die Parametervariationen an die Rechnungen
in [2] und fiihrten zu den dort ermittelten Ergebnissen. Daher sollen diese hier nicht
explizit dargestellt werden.

Es stellte sich heraus, daf} sich die besten Resultate bei C? = 1, Cy = 0 erzielen lielen.
Eine Erhohung des Parameters C? verschlechterte das Resultat, withrend die Erhohung
von Cy entweder keinen Einflufl hatte (Re = 2) oder ebenfalls zu schlechteren Ergeb-
nissen fiithrte (Re = 100, 1000).

Oseen-Fall : Fiir die Rechnungen wurde das Stromungsfeld a gleich der Lésung u
gesetzt. Da C? = 1 im Stokes-Fall die besten Resultate lieferte, wurde diese Einstel-
lung im folgenden so gelassen und nur iiber die Parameter C}' und C5 variiert. Unter-
sucht wurde der Einfluf} dieser Parameter auf die Konvergenz in Abhéngigkeit von der
Reynoldszahl Re.

Re=2 : In diesem Fall hat die Variation des Paramaters C} im Bereich von 0,...,1
bzw. Cy von 0,...,5 keinen wesentlichen Einflu auf das Konvergenzverhalten. Bei
C5 # 0 erkennt man aber eine geringfiigige Vergroflerung des Fehlers, so dal Cy = 0
gewdhlt werden sollte.

Schlechte Resultate ergaben sich bei zu groflen C7'. Somit wurde von nun an dieser
Parameter nur noch zwischen 0 und 1 variiert wurde.



58 Numerische Experimente I (Oseen-Gleichung)

Re=10 : Hier ergaben sich die gleichen Resultate wie bei Re=2.

Re=100 : Die bisherigen Probleme wurden stets mit Konsistenzsicherung gerech-
net. Diese benotigt man, denn bei linearen Elementen fiir die Geschwindigkeit ist
Aup|g = 0. Daher verschwindet in der diskreten Formulierung der Laplace-Operator,
weshalb die kontinuierliche Losung die diskreten Gleichungen nicht mehr erfiillt. Die-
ses fiihrt zur Inkonsistenz des Verfahrens und damit zu Fehlern in der Losung. Eine
Darstellung einer Konsistenzsicherung findet man bei [6]. Diese mufite aber ab diesem
konvektionsdominanten Fall abgeschaltet werden, da sonst mit allen getesteten Para-
meterkombinationen keine brauchbaren Ergebnisse erzielt werden konnten.

Bei Rechnungen ohne Konsistenzsicherung féllt auf, dal C'y; = 0 hier nicht mehr zu
verniinftigen Resultaten fiihrt. Dies bedeutet, dafl bei grofler werdenden Reynoldszah-
len eine Stabilisierung des Divergenzterms notwendig ist.

Die Variation der Parameter Cy von 0.5, ...,5und C} von 0, ..., 1 ergaben kaum Unter-
schiede. Bei kleinerem C5 waren in Abhéingigkeit von C7* Instabilititen zu verzeichnen.

Re=1000 : Bei dieser Reynoldszahl wird eine Geschwindigkeitsstabilisierung notwen-
dig, denn bei C}' = 0 konnten keine brauchbaren Ergebnisse ermittelt werden. Gute
Resultate wurden bei Cy, = 1,5 und C}' = 0.1, 0.5, 1 erzielt. Bei diesen Kombinationen
sind kaum Unterschiede erkennbar.

Zusammenfassend kann man sagen, daf} bei grofler werdender Reynoldszahl die Moglich-
keiten der Wahl der Parameter immer weiter eingeschrénkt ist. Kommt man bei kleiner
Reynoldszahl noch mit ausschlielicher Druckstabilisierung aus, so ist bei groflem Re
sowohl eine Geschwindigkeitstabilisierung als auch eine Stabilisierung der Divergenz-
gleichung notwendig.

Auf den folgenden Seiten finden sich die Konvergenzdiagramme der hier durchgefiihr-
ten Rechnungen. Aufgetragen ist der diskrete Lo-Fehler iiber dem Parameter h. Dieser
entspricht der Linge der kurzen Kante der verwendeten Dreiecke. Bei einer 97x97-
Zerlegung ist also h = 1/96.

Unter den Diagrammen befinden sich in Klammern die gemittelten Konvergenzraten
fiir die Geschwindigkeitskomponenten und den Druck.

Man erkennt, dafl die Konvergenzraten fiir die Gesschwindigkeit bei Re=2,10 in der
Groflenordnung 2 liegen, der Druck bei 1.7 ... 1.8. Erstaunlicherweise steigen die Kon-
vergenzraten bei wachsender Reynoldszahl. Ab Re=100 hat man auch im Druck qua-
dratische Konvergenz und bei Re=1000 steigt dann auch die Konvergenzordnung der
Geschwindigkeit auf iiber 2 an. Auffillig sind die hohen Konvergenzraten bei Cy = 5.
Hier mufl man aber beachten, dafy das Fehlerniveau etwas hoher liegt als bei kleinerem
(5, weshalb die diskrete Losung trotz hoherer Konvergenzordnung schlechter ist als bei
z.B. CQ =1.
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Abbildung 6.2: Beispiel einer verwendeten Zerlegung (33x33)
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Abbildung 6.3: Diskreter Lo-Fehler bei Re=2
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Abbildung 6.4: Diskreter Lo-Fehler bei Re=2
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Abbildung 6.5: Diskreter Lo-Fehler bei Re=10
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Abbildung 6.6: Diskreter Ly-Fehler bei Re=10
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Abbildung 6.7: Diskreter Lo-Fehler bei Re=100
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Abbildung 6.8: Diskreter Lo-Fehler bei Re=100
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Abbildung 6.9: Diskreter Ly-Fehler bei Re=1000
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6.2 Wahl der Parameter gemifl SDFEM

Bevor die Wahl der Stabilisierungsparameter in PNS vollsténdig auf die Wahl aus Ab-
schnitt 5 umgestellt wurde, wurden die oben beschriebenen Experimente noch einmal
mit 67 = 0¥ durchgefiihrt. Auf diese Rechnungen soll hier nur kurz eingegangen wer-
den. Es zeigte sich, daf} sich sowohl im konvektions- als auch im diffusionsdominanten
Fall hiermit bessere Ergebnisse erzielen lieflen als mit der urspriinglichen Wahl (vgl.
Abb. 6.10 und 6.11). Dieses verwundert zunéchst, da bei Diffusionsdominanz 6% und 6%
praktisch gleich berechnet werden. Erkldren 148t sich dieses Phdnomen dadurch, daf§
die Wahl C7 = 1 nicht optimal war. Die besseren Ergebnisse erzielte man bei C}* < 1.
Wichtig war, daf} sich bei Wahl von 87 = 6% die Eigenschaften nicht verschlechtern,
was nicht der Fall war.

Zu bemerken ist dabei, dafl die Wahl C} = 0 in diesem Fall nicht mehr méglich ist,
da man dann keine Druckstabilisierung mehr hat. Im verwendeten Testbeispiel konnte
dieser Parameter i.a. nicht kleiner als 0.3 gesetzt werden. Bei 0.3 ergaben sich die be-
sten Resultate. Es bringt aber Probleme, diese Grenze voll auszureizen, da sich diese
natiirlich genau auf das hier gerechnete Beispiel bezieht. Sinnvoll schien es, C{" etwas
grofler zu wihlen. Ansonsten stellte sich heraus, dafl wie bei den ersten Untersuchun-
gen ab Re=100 der Parameter Cy zugeschaltet werden mufite. Hier wurde ebenfalls ab
dieser Reynoldszahl die Konsistenzsicherung abgeschaltet.

Im diffusionsdominanten Fall (Re = 2) fiel auf, da§ die Wahl Cy = 1 gegeniiber Cy = 0
eine geringfiigige Verschlechterung des Fehlers zur Folge hatte (vgl. Abb. 6.12).
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Abbildung 6.10: Darstellung des Lo-Fehlers bei § = 67 und bei urspriinglicher Wahl
(Re = 2)
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Abbildung 6.12: Darstellung des Lo-Fehlers bei Cy = 0 bzw. Cy = 1 (Re=2,67 = %)
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Experimente im 3d-Fall

Mit der Wahl 67 = ¢ wurden nun die ersten Rechnungen in 3d gemacht. Hierzu
wurde folgendes Testbeispiel benutzt :

2

1
u = —X1 T2 3
—X1 - T3
2 2

3

Gerechnet wurden Zerlegungen von 11x11x11 bis 33x33x33.
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Abbildung 6.13: Darstellung des Ly-Fehlers in 3d

Die Ergebnisse beziiglich der Wahl der Parameter waren analog zu den Rechnungen in
2d. Auffallig ist aber das Absinken der Konvergenzrate auf etwa 1 bei grolen Reynolds-
zahlen. Dieser Effekt trat bei den 2d-Rechnungen nicht auf.

Parameterwahl nach SDFEM (2d und 3d)

Nun wurde endgiiltig zu den Einstellungen der SDFEM aus Kapitel 5 iibergegangen
und hiermit numerische Experimente sowohl in 2d als auch in 3d gemacht. Dabei wurde
allerdings nicht hart zwischen Rex < 1 und Rex > 1 umgeschaltet, sondern weiter-
hin gem&f (6.2) berechnet. Dieses bewirkt einen glatteren Konvergenzverlauf, wie das
folgende Beispiel in 2d mit Re=20 zeigt.
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Es wurde nun zur Wahl des Parameters d geméaf

5 hK||a||OO,K fiir RGK Z 1
2 0 fiir RGK S 1

iibergegangen. Diese Berechnung von 9, deckt sich mit den numerischen Ergebnissen
mit der urspriinglichen Wahl der Parameter, da dort erkennbar war, dafl bei kleinen
Reynoldszahlen keine Stabilisierung des Divergenzterms notwendig ist. Mit der neuen
Wahl wird dem Rechnung getragen, so dafl auch bei Cy > 0 im diffusionsdominanten
Fall 65 auf Null gesetzt wird.

Es zeigte sich allerdings, dal diese Wahl bei grofier werdender Reynoldszahl (Re =
1000) nicht mehr zu brauchbaren Ergebnissen fiihrte. So war es den Ldsern nicht
moglich, bei kleineren Zerlegungen (z.B. 49x49) und Re = 1000 eine Losung des Glei-
chungssystems zu ermitteln.

Eine mogliche Erklérung ist, dafl das gewéhlte Stromungsfeld a in einigen Bereichen des
Gebietes sehr klein wird. Dieses bewirkt, daf} es auch bei grofler Reynoldszahl Elemente
gibt, auf denen die lokale Reynoldszahl kleiner als 1 ist und dort der Parameter d, auf
Null gesetzt wird. Aus den Experimenten mit urspriinglicher Wahl der Parameter ging
aber hervor, daf} bei diesen Reynoldszahlen der Parameter d, notwendig ungleich Null
gesetzt werden muf3.

Als Konsequenz wurde nun der Parameter dy ~ h||al|so,x gesetzt. Dies scheint verniinf-
tig, da dann bei kleinen lokalen Reynoldszahlen d, auch klein gemacht, aber nie auf Null
gesetzt wird. Leider zeigte sich, dafl auch hiermit noch keine ausreichende Stabilitét
erreicht werden konnte. Es traten immer noch die gleichen Probleme auf, d.h. Instabi-
litdten bei grofler Reynoldszahl. Die Stabilisierung in Bereichen, wo das Strémungsfeld
a klein wird, scheint hier also noch nicht ausreichend zu sein.

Abhilfe schuf hier die Berechnung des Parameters d, mittels der globalen Norm iiber
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das gesamte Gebiet €2, d.h.
9 ~ hi||al|s- (6.4)

Hiermit konnte dann geniigend Stabilitét erzielt werden.

Diese Wahl des Parameters hat gegeniiber der urspriinglichen den Vorteil, daf} sie das
Stromungsfeld a beriicksichtigt. Wird dieses kleiner, so wird auch d, entsprechend klei-
ner gewihlt (bei festem Proportionalititsfaktor Cs), insbesondere wird im Stokes-Fall
(a = 0) generell 65 = 0 gesetzt, was dort die beste Wahl war.

Bei der urspriinglichen Wahl wurde bei kleinem Stromungsfeld d, proportional zu e
gewahlt, was aber nicht sinnvoll scheint, da gerade im diffusionsdominanten Fall §,
nicht notwendig ist.

Man beachte allerdings, dafl (6.4) nicht durch die Analysis aus Abschnitt 5 gesichert
ist, sondern rein experimentell ermittelt wurde.

Es mufl auch gesagt werden, dafl bei dem hier gerechneten Beispiel die Umstellung
des Parameters gemif} (6.4) keine gravierende Verbesserung des Konvergenzverhaltens
und der Grofle des Fehlers gebracht hat. Der Vorteil war, daf§ der Faktor C; auch im
diffusionsdominanten Fall (Re = 2) auf 1.0 gesetzt bleiben konnte, ohne daf der Fehler
grofler wurde als bei Cy = 0, was bei der urspriinglichen Wahl der Fall war.

Zu bemerken ist, dafl wieder ab Re = 100 wie bei den vorangegangenen Experimenten
die Konsistenzsicherung abgeschaltet wurde.

Insgesamt stellte sich heraus, dafl der Fehler bei Erhohung des Faktor C}' wie schon
bei den vorangegangenen Rechnungen ebenfalls gréfler wurde. Optimal war die Wahl
C} = 0.3 bei allen Reynoldszahlen. Wie schon vorher sollte diese Grenze aber nicht zu
sehr ausgereizt werden, da sie exakt auf das hier gerechnete Beispiel zugeschnitten ist.
Daher sollte C7" etwas gréfier gewihlt werden.

Der Parameter C'; konnte, wie schon oben erwidhnt, unabhéngig von der Reynoldszahl
auf 1 gesetzt werden. Die Wahl von Cy = 0.5 (bei 2d-Rechnungen) hatte kaum Einfluf}
auf den Fehler der Losung. Daher wurde bei den 3d-Rechnungen grundsétzlich Cy =1
gesetzt.

Die Konvergenzdiagramme in 2d und 3d sind ab Seite 73 zusammengestellt.

Man sieht wieder wie bei der urspriinglichen Wahl der Parameter, dafl in 2d bei stei-
gender Reynoldszahl die Konvergenzordnung ansteigt. Im 3d-Fall tritt der umgekehrte
Effekt ein. Bei wachsender Reynoldszahl sinkt zuerst die Konvergenzrate des Druckes
auf 1 ab (Re=100), bei weiterer Erhhung auf Re=1000 geschieht das gleiche mit den
Geschwindigkeitskomponenten.
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Abbildung 6.15: Beispiel einer Rechnung bis 257x257 Knoten

Bei den dargestellten Rechnungen wurde im 2d-Fall bis zu einer Zerlegung von 97x97
Knoten gearbeitet. Um in die weitere Entwicklung mit kleiner werdendem A zu sehen,
wurde bei Re = 2 und Re = 1000 je ein Beispiel bis 257x257 Knoten gerechnet. Hierbei
fiel auf, dafl die Wahl C}" < 1 bei solchen feinen Zerlegungen Schwierigkeiten bereitete,
d.h. die Loser konnten kein Ergebnis ermitteln. Bei C}' = 1 gab es diese Probleme
nicht. Das Konvergenzdiagramm findet sich in Abb. 6.15. Man sieht, daf} bei feineren
Zerlegungen die Konvergenzrate im Fall Re = 2 erhalten bleibt. Bei Re = 1000 wird der
Konvergenzverlauf fiir kleines h etwas flacher, was sich auch im geringfiigigen Absinken
der mittleren Konvergenzrate gegeniiber Rechnungen bis 97x97 Knoten ausdriickt.



6.2 Wahl der Parameter gemifi SDFEM

73

10°

10°

10"

10°

10°

10

10°

10°

10"

10°

10°

10*

10°

10°g
107
0%
wl
— S Lyemoruy, 10° — S Lyemoruy,
—&— L,eroruy, 7 —&— L,eroruy,
— t— L,errorp w0l — t— L,errorp
1 1 1 1 1 1 1 1
0.03 005 007 009 0.03 005 007 009
C'=0.3,C,=0.5 v =0.50Cy =0.5
(2.0 2.0 1.6) (1.91.9 1.7)
10°¢
10"
10%F
10°F
— S L,emoru, 10 — S L,emoru,
—4— L,erroru, 4 L,erroru,

T Lyemorp

T Lyemorp

10°
0.'03 0.65 0.67 o.'og 0.'03 0.65 0.67 o.'og
“=1,C,=05 v =03,C,=1
(1.91.9 1.7) (2.0 2.0 1.7)
10°¢
10" F
10°F

10°

— S L,emoru,
—&— L,errory,

—t Lyemorp

1
0.03

0.05 0.07 0.09

v =0.5,Cy =1
(2.0 1.9 1.7)

Abbildung 6.16: Lo-Fehler

— o L,eroru,

& L,ermory,

—t— Lyermorp

0.;)3 0.I05 O.I07 0.2]9
=10y =1
(1.9 1.9 1.7)

bei Re=2



74 Numerische Experimente I (Oseen-Gleichung)

10°g 10°g
107 107
10° 10°
10°} 10°]

10° — " L,eroru, 0T — Y L,eroru,

—&— L,eroruy, —&— L,eroruy,

w0k —*+— L,emorp w0l — t— L,errorp

0.03 005 007 009 0.03 005 007 009
v“=0.3,0,=05 C*=0.5,0C,=05
(1.8 1.8 1.6) (1.8 1.8 1.6)

10°¢ 10°¢
10" F
10*

— S L,emoru,

10
—— L,errory,
0k —t— Lyemorp
0.03 005 007 009

v =1,0y=05

(1.7 1.8 1.6)
10°
10"

10°

10°

— S L,emoru,

10}
—— L,errory,
0k —t Lyemorp
003 005 007 009
v =05,Cy=1
(1.8 1.8 1.7)

10%F

y — S L,emoru,
10
—— L,errory,

T Lyemorp

0.03 0.05 0.07 0.09

n=03,C,=1
(1.8 1.8 1.7)

— o L,eroru,

10
& L,ermory,
w0l —t— Lyerorp
003 005 007 009
Ci‘ = 1, CQ =1
(1.8 1.8 1.7)

Abbildung 6.17: Ls-Fehler bei Re=10



6.2 Wahl der Parameter gemifi SDFEM

75

10" g

10°E

10°F

W' ——o— L,ermoruy,
—&— L,eroruy,

— t— L,errorp

1 1 1
0.03 0.05 0.07 0.09

C"=0.3,C,=0.5
(2.5 2.0 2.0)

107

10°

4
10 — 89— L,erroruy,

—&— L,errory,

10° —t— L,erorp
1 1 1
0.03 005 007 0.09
“=1,0,=05
(1.71.9 2.1)
107
10°F
10°F
w'f — 89— L,erroruy,
—&— L,errory,

10° —t— L,erorp
003 005 007 009
v =05,0y=1
(2.6 2.0 2.1)

10" g

10°E

10°F

W' ——o— L,eroruy,
—&— L,eroruy,

— t— L,errorp

1 1 1
0.03 0.05 0.07 0.09

v =05,C, =05

(2.4 2.0 2.1)
0%
107 E
10°E
W' — 89— L,erroruy,
—&— L,errory,

10° —t— L,erorp
0.03 005 007 0.09
v =03,Cy=1
(2.6 2.0 2.1)
0t
10}
10°}
10°f — 80— L,ermoruy,

& L,ermory,

10° +— L,errorp
003 005 007 009
Ci‘ = 1, CQ =1
(2.0 1.9 2.1)

Abbildung 6.18: Ls-Fehler bei Re=100



76 Numerische Experimente I (Oseen-Gleichung)
10" 10"
10° 10°

10°E

' —0— Lermoruy,

—&— L,eroruy,
10° — t— L,errorp
1 1 1 1
0.03 005 007 0.09

Cr=03,C,=1
(2.4 2.1 2.1)

10

10°E

10°E

— S L,emoru,

—— L,errory,

10° —t— L,erorp
003 005 007 009
v=1,Cy=1
(2.4 2.1 2.1)

10°E

W' —0— L,ermoru,

—&— L,eroruy,
10° — t— L,errorp
1 1 1 1
0.03 005 007 009

Cr=05,C,=1
(2.5 2.1 2.1)

Abbildung 6.19: Ly-Fehler bei Re=1000



6.2 Wahl der Parameter gemifi SDFEM

7

—o— L,erroru,
10'f —a—— L, erroru,
—v— L,erroru,
.| —+—— Lyerorp

10°F
10¢ r///

10°+

0.05 0.07 0.09

Re=2,Ct=03,C,=1
(1.92.2 2.3 1.7)

L, error u,
10" —a—— L, erroru,

—v— L,erroruy,

12kt Lyerrorp

10° /

0.05 0.07 0.09

Re=2,C'=1,C,=1
(1.8 1.7 1.7 1.6)

L, error u,

10" —A—— |, error u,

—v— L,erroruy,
12kt Lyerrorp
10—3 /
104(/
10° 1

1 1 1
0.05 0.07 0.09

Re=10,C' =0.5,Cy = 1
(1.92.0 1.9 1.7)

—o— L,erroru,
10'f —a—— L, erroru,

—~v— L,erroru,

2L —+— Lyerrorp

Re=2,Ct=05C,=1
(1.9 2.0 2.0 1.7)

L, error u,
10" —a—— L, erroru,

—v— L,erroruy,

12k~ Lyerrorp

10° //
10¢ /
3

0.05 0.07 0.09

Re=10,Ct =0.3,Cy = 1
(1.9 2.0 2.0 1.7)

L, erroru,
0 —a—— |, erroru,

—v— L,erroruy,

2l L,error
) %
A

10*F

10°+

I
0.05 0.07 0.09

Re=10,Ct=1,C5 =1
(1.8 1.8 1.8 1.7)

Abbildung 6.20: Ls-Fehler in 3d



78 Numerische Experimente I (Oseen-Gleichung)
—o— L,erroru, —o— L,erroru,
100 L, error u, 10" —a—— L, error u,
—v— L,erroru, —v— L,erroru,
——— L,ermorp ——— L,ermorp
10%F 10%F

10"

10°

10"

10*

0.05 0.07 0.09

Re = 100,Ct = 0.3,C5 = 1
(2.0 1.8 1.8 1.1)

L, error u,
F—a—— L,emoruy,

—v— L,erroru,
—+— L,errorp

.

0.05 0.07 0.09

Re =100,C" =1,C5 =1
(2.0 1.7 1.7 1.0)

L, error u,
F—a—— L,emoruy,

—v— L,erroru,
—+— L,errorp

T

I
0.05 0.07 0.09

Re = 1000,C = 0.5,C, = 1
(1.0 0.9 0.9 0.9)

0.05 0.07 0.09

Re =100,C} =0.5,05 =1
(2.0 1.8 1.8 1.0)

L, error u,

10 —a—— L, erroru,

10°F

10"

10*

—v— L,erroruy,
—+— L,errorp

0.05 0.07 0.09

Re =1000,C} =0.3,Cy =1
(1.2 1.0 1.0 1.0)

L, erroru,
F—A—— L,eroru,

—v— L,erroruy,
—+— L,ermorp

10°F

I
0.05 0.07 0.09

Re =1000,C" =1,C, = 1
(0.9.0.8 0.8 0.9)

Abbildung 6.21: Lo-Fehler in 3d



Kapitel 7

Die Navier-Stokes-(Gleichung

Das Thema der vorliegenden Arbeit war die Untersuchung eines numerischen Ver-
fahrens zur Losung der Oseen-Gleichung. Diese stellt eine Linearisierung der fiir die
Stromungssimulation wichtigen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichung dar. Sie lau-
tet

—eAu+ (u-Vu+Vp = finQ, (7.1)
V.u = 0in . (7.2)

Vereinfachend werden fiir die Darstellung wieder homogene Dirichlet-Bedingungen an-
genommen, d.h.

u=0aufT. (7.3)

Analog zur Oseen-Gleichung 148t sich hierfiir eine schwache Formulierung herleiten.
Man erhilt

Finde @ = (u,p) € H}(Q)" x L3(Q) =: X x M mit

B(u;i,8) = L(3) Vo € X x M, (7.4)
wobei
B(a;4,0) = €(Vu, Vo) + ((a-V)u,v) — (p,V-v)+ (q,V - u),
L(®) = (f,v).

Hierbei handelt es sich offenbar um ein nichtlineares Problem. Uber die Lisbarkeit 148t
sich folgende Aussage machen :

Satz 7.1 Sei Q) C IR™ (n = 2,3) beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand und
f € L*(Q).Dann gilt

i) Es gibt mindestens eine Lisung von (7.4).
ii) Gilt zusdtzlich
N
(%) 1fllx- <1 (75
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mit
PV (2.4 1)

u,v,weX ‘u‘l‘vh‘wh ’

so besitzt das Problem (7.4) genau eine Lisung.
Beweis : Siehe [10] Abschnitt IV Theorem 2.1, 2.2.

O

Eine Form der Linearisierung, wie sie schon in Kapitel 3 angegeben wurde, ist die fol-
gende Iteration :

Firn=20,1,...

Finde a™*) € X x M mit
B(u™: 4"+ ¢) = L(5) Vi e X x M.

Dieses Verfahren konvergiert unter der Voraussetzung (7.5) gegen die Losung von (7.4)
(siehe [10] Abschn. IV Remark 2.2). Die fiir jedes n entstehenden Teilprobleme sind
dann Oseen-Gleichungen.

Eine Verallgemeinerung dieser Iteration ist das folgende Defektkorrekturverfahren, wel-
ches in dieser Form auch in PNS implementiert ist :

Finde 2 € X x M mit
B(ul; £,8) = wa{L(8) — B(u™,a™,0)} Vo e X x M

und setze
At =g 5,

Man erkennt, dafl die beiden Verfahren fiir w,, = 1 zusammenfallen. In jedem Iterati-
onsschritt ist dort wieder ein Oseen-Problem zu losen.

Damit sieht man noch einmal explizit die Bedeutung der Oseen-Gleichung als Teilpro-
blem der Navier-Stokes Gleichung.

Als diskretes Problem mit FEM-Riumen X} x M, ergibt sich somit :

Finde éh € Xh X Mh mit
B™; 24, 61) = wa{L() — B(u{™,a{™, 04)} Vin € Xp x My,

und setze
- (n+1) | (n)

Dieses Problem kann dann mit einer Stabilisierung mittels SDFEM gelost werden.
Daher scheint es sinnvoll, in Rahmen dieser Arbeit noch einige Experimente mit den
Navier-Stokes-Gleichungen zu machen. Diese werden im néchsten Kapitel beschrieben.



Kapitel 8

Numerische Experimente 11
(driven-cavity-Stromung)

Im zweiten Teil der numerischen Experimente wurden nun Testrechungen mit den
in Kapitel 7 eingefiihrten (nichtlinearen) Navier-Stokes-Gleichungen durchgefiihrt. Als
Beispiel diente hierzu das sog. driven-cavity-Problem. Hierbei betrachtet man einen
rechteckigen Hohlraum Q = (0,1) x (0,1), in dem durch Vorgabe einer entsprechenden
Randbedingung eine Zirkulationsstromung induziert wird.

u=(1,0)"

u=0 u=0

u=0

Abbildung 8.1: Vorgabe der Randbedingungen

In Abhéngigkeit von der Reynoldszahl entstehen hierbei charakteristische Stromungen
(siehe Abb. 8.2-8.4).
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U, = const. Uy = const.

Abbildung 8.2: Kontourlinien bei Re = 1000

U1 = const. Uy = const.

Abbildung 8.3: Kontourlinien bei Re = 5000

uy; = const.

Uy = const.

Abbildung 8.4: Kontourlinien bei Re = 10000
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Mit diesen Reynoldszahlen wurde dieses Problem auf unterschiedlichen Gittern gerech-
net. Dabei wurden folgende Netze verwendet :

e Strukturierte regelméfige Gitter mit 65x65, 129x129 und 257x257 Knoten (s.
Abb. 8.5)

e Strukturiertes Gitter mit Verfeinerung der Zerlegung in den Randbereichen (nicht-
uniformes Gitter, s. Abb. 8.5)

e Unstrukturierte Gitter (s. Abb. 8.6)
e Unstrukturierte Gitter mit Verfeinerung in den Randbereichen (s. Abb. 8.7)

Linearisiert wurde mit dem in Kapitel 7 beschriebenen Defektkorrekturverfahren mit
wy, = 1. Maximal wurden 200 Schritte dieses Verfahrens durchgefiihrt, wobei bei den
Reynoldszahlen Re = 1000, 5000 das Abbruchkriterium wesentlich friiher erreicht wur-
de. Bei Re = 10000 war nach wenigen Iterationsschritten eine bestimmte Grofle des
Residuums erreicht, die sich auch nach dem 200. Schritt nicht weiter verbessert hat.
Die entstehenden Oseen-Probleme wurden wie die Testfélle in Abschnitt 6 mit SDFEM-
Stabilisierung gelost. Als Proportionalititsfaktoren fiir die Stabilisierungsparameter
wurden bei allen Rechnungen C} = 1.0 und Cy = 1.0 gesetzt.

Da keine analytische Losung existiert, ist es nicht moglich, den Fehler darzustellen.
Aus diesem Grund wurden die Losungen gegeniibergestellt und mit Referenzldsungen
aus [9] verglichen.

Hierzu wurde die erste Geschwindigkeitskomponente bei festem =z = 0.5 und die zweite
bei festem y = 0.5 dargestellt.

Es stellte sich dabei heraus, dafl die Rechnungen stabil gegeniiber den verwendeten
Vernetzungen sind. Dieses robuste Verhalten ist natiirlich sehr erfreulich, da die Gitter
von sehr unterschiedlicher Bauart sind. Etwas auffillig verhielt sich das nichtuniforme
Gitter. Allerdings hat dieses gerade im betrachteten Bereich weniger Knoten als die
restlichen Netze, was den Unterschied bewirken kann.

Beim Vergleich der strukturierten Netze sieht man, daf}y in den Grenzschichtbereichen
das 257x257-Gitter die beste Ubereinstimmung mit der Referenzlésung von Ghia zeigt,
wihrend das lineare Verhalten im Inneren des Gebietes bei grofien Reynoldszahlen nicht
wiedergespiegelt wird. Auch Erh6hungen der Iterationszahl der Loser konnten diesen
Effekt nicht beseitigen. Bei exemplarischen instationire Rechnungen trat das Problem
ebenfalls auf.

Weiterhin fillt auf, daf§ sich keine Konvergenz fiir h — 0 erkennen l&8t. Es ist bei
Betrachtung der drei verschiedenen Zerlegungen nicht moglich, eine Grenzfunktion fiir
kleiner werdendes h zu sehen.

Insgesamt sind daher die Resultate fiir feine Zerlegungen unbefriedigend, denn in wie-
weit die verwendete Diskretisierung mit SDFEM fiir kleines h beim driven-cavity-
Problem geeignet ist, konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht geklért werden. Besonders
das eigenwillige Verhalten der Losung beim 257x257-Netz stellt ein ungeldstes Problem
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dar.

Auf den folgenden Seiten sind die verwendeten Gitter und die Resultate der Rechnung
aufgefiihrt. Dargestellt sind jeweils die Schnitte bei x = 0.5 bzw. y = 0.5 und zusétzlich
noch Vergréflerungen der Grenzschichtbereiche.
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Abbildung 8.11: Vergleich der strukturierten Netze bei Re=1000
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Numerische Experimente II (driven-cavity-Stromung)
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Abbildung 8.12: Vergleich der strukturierten Netze bei Re=5000
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Abbildung 8.13: Vergleich der strukturierten Netze bei Re=10000
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