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EinleitungDie Navier-Stokes-Gleihungen für inkompressible Flüssigkeiten zählen zu den wihtig-sten Gleihungen der Strömungsphysik. Gesuht wird beim Navier-Stokes-Problem dasGeshwindigkeitsfeld u und der Druk p mit��4u+ (u � r)u+rp = f in 
;r � u = 0 in 
:Dieses nihtlineare Problem kann durh Verwendung der Iterationsvorshrift��4un+1 + (un � r)un+1 +rpn+1 = f;r � un+1 = 0linearisiert werden. Die in jedem Iterationsshritt entstehenden linearisierten Gleihun-gen werden auh als Oseen-Gleihungen bezeihnet. Betrahtet man die durh die Li-nearisierung entstehenden Probleme als eigenständige Gleihungen, so haben sie diefolgende Form:Gesuht sind u und p mit ��4u + (a � r)u+rp = f; (1)r � u = 0; (2)wobei a ein divergenzfreies Strömungsfeld ist.Die vorliegende Arbeit beshäftigt sih mit der numerishen Behandlung von Oseen-Gleihungen, besonders mit dem Problem der shnellen Lösung des bei der Finiten-Elemente-Methode entstehenden linearen Gleihungssystems durh iterative Lösungs-verfahren.Eine shwahe Formulierung von (1) und (2) führt auf gemishte Variationsgleihun-gen (vgl. Kapitel 3). Die theoretishen Grundlagen zu gemishten Variationsproblemenwerden in Kapitel 2 dargelegt.Bei der Diskretisierung von Oseen-Gleihungen mit �niten Elementen entstehen groÿeshwahbesetzte lineare Gleihungssysteme. Die E�ektivität von iterativen Verfahrenzur Lösung solher Systeme hängt von der Kondition der Matrix ab, die durh geeigne-te Vorkonditionierung verbessert werden kann. In Kapitel 4 wird auf Vorkonditionierer



2 Einleitungeingegangen, die den Oseen-Problemen angepaÿt sind. Diese zeihnen sih besondersdadurh aus, daÿ die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems unabhängig von derDiskretisierungsshrittweite h beshränkt sind.Am Institut für Numerishe und Angewandte Mathematik der Universität Göttingenwird das Programm ParallelNS (Parallelized solution of Navier-Stokes equations) zurLösung partieller Di�erentialgleihungen entwikelt. In ParallelNS ist das Programmpa-ket BLANC eingebunden, um die bei der Diskretisierung entstehenden linearen Glei-hungssysteme zu lösen. In diesem Paket sind vershiedene iterative Lösungsverfah-ren und Vorkonditionierer implementiert. In Kapitel 5 sind numerishe Experimentedokumentiert, die das Ziel hatten, für vershiedene Oseen-Probleme e�ziente Löser-Vorkonditionierer-Kombinationen zu ermitteln. Dabei sind die in BLANC zur Verfü-gung stehenden Löser und Präkonditionierer getestet worden.



Kapitel 1Angepaÿte FunktionenräumeEines der einfahsten Beispiele partieller Di�erentialgleihungen ist das sogenanntePoissonproblem mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen:Sei 
 � Rn ein beshränktes Gebiet. Gesuht ist u : �
 �! R mit�4u = f in 
; (1.1)u = 0 auf � := �
; (1.2)wobei 4u := nPi=1 �2u�x2i .Eine Funktion u 2 C2(
)\C(�
), die die Gleihungen (1.1) und (1.2) punktweise erfüllt,heiÿt klassishe Lösung des Poisson-Problems.Ein Problem der klassishen Lösungstheorie ist, daÿ die Anforderungen an die Datendes Problems zu hoh sind. Ein Ausweg führt bei partiellen Di�erentialgleihungenauf den Begri� der shwahen Lösung. Dazu ist es erforderlih, entsprehende Räumeeinzuführen. Zuerst wird auf den Begri� der Lebesque-Räume (Lp-Räume) eingegangen.De�nition 1.1 Man bezeihnet mit Lp(
), 1 � p < 1, die Menge aller Äquivalenz-klassen meÿbarer Funktionen u : 
 �! R mitkukLp(
) := 0�Z
 ju(x)jp dx1A1=p <1: (1.3)Bemerkung 1.2(i) Die Menge Lp(
), 1 � p <1, ist ein Banah-Raum bezüglih der Norm (1.3).(ii) Die Menge L2(
) ist mit dem Skalarprodukt(u; v)L2(
) := Z
 u(x)v(x) dx für alle u; v 2 L2(
)ein Hilbert-Raum.



4 Angepaÿte FunktionenräumeBeweis: vgl. [Alt92℄ S.27�Eine Erweiterung auf den Fall p =1 kann auf folgende Weise vorgenommen werden.De�nition 1.3 Die Menge der Äquivalenzklassen der auf 
 wesentlih beshränktenFunktionen istL1(
) := fu : 
 �! R me�bar : 9M <1 mit ju(x)j �M f.ü. in 
gmit der Norm kukL1(
) := ess supx2
 ju(x)j := infM:Eine wihtige Rolle für die Einführung der Sobolev-Räume spielen auh die Räumeder unendlih oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger und der lokalintegrierbaren Funktionen.De�nition 1.4(i) C1(
) := fu : 
 �! R : u ist unendlih oft di�erenzierbar g ist die Menge derunendlih oft di�erenzierbaren Funktionen.(ii) Die Menge der unendlih oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trägerist de�niert durhC10 (
) := fu 2 C1(
) : supp (u) ist kompakte Teilmenge von 
g;wobei supp (u) := lfx 2 
 : u(x) 6= 0g.De�nition 1.5 Eine meÿbare Funktion u : 
 �! R gehört zu der Menge L1lo(
),wenn für alle abgeshlossenen beshränkten Teilmengen A � 
 gilt:ZA ju(x)j dx <1:Als nähstes ist die Einführung der Multiindexshreibweise zwekmäÿig.De�nition 1.6 Ein Vektor � := (�1; : : : ; �n) mit nihtnegativen ganzen Zahlen �iheiÿt Multiindex der Länge j�j := nXi=1 �i:Die partielle Ableitung der Ordnung � einer hinreihend oft di�erenzierbaren Funktionu : 
 �! R im Punkt x 2 
 shreibt man in folgender Form:D�u(x) := �j�ju��1x1 � � ���nxn (x), (j�j � 1)D(0;:::;0)u(x) = u(x):



5Nun ist es möglih, den Begri� der verallgemeinerten Ableitung zu de�nieren.De�nition 1.7 Eine Funktion !� 2 L1lo(
) heiÿt verallgemeinerte Ableitung D�u vonu 2 L1lo(
), falls giltZ
 !�v dx = (�1)j�j Z
 uD�v dx für alle v 2 C10 (
):De�nition 1.8 Für 1 � p <1 heiÿt die MengeW k;p(
) := fu 2 Lp(
) : 9D�u 2 Lp(
); 8� : j�j � kgSobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur p-ten Potenz auf 
 inte-grierbaren Ableitungen bis zur Ordnung k. Auf demW k;p läÿt sih eine Norm de�nierendurh kvkW k;p(
) := 0�Xj�j�k kD�ukpLp(
)1A1=p : (1.4)Bemerkung 1.9Der W k;p(
) ist mit der Norm (1.4) ein Banah-Raum.Beweis: vgl. [Alt92℄ Abshnitt 1.15De�nition 1.10 Der W k;p0 (
) ist der Abshluÿ des C10 (
) in der Norm k � kW k;p(
).Für die Anwendungen auf partielle Di�erentialgleihungen zweiter Ordnung hat derSpezialfall k = 1 und p = 2 eine besondere Bedeutung. In diesem Fall giltBemerkung 1.11Für u 2 W 1;20 (
) ist jujW 1;2(
) := 0�Xj�j=1 kD�uk2L2(
)1A1=2eine zu k � kW 1;2(
) äquivalente Norm.Beweis: vgl. [GR94℄ S.84Bemerkung 1.12Die Räume W 1;2(
) und W 1;20 (
) sind Hilbert-Räume mit dem Skalarprodukt(u; v)W 1;2(
) := X0�j�j�1Z
 D�uD�v dx:



6 Angepaÿte FunktionenräumeBeweis: vgl. [Zei90℄ Pro. 18.23In dieser Arbeit werden folgende Shreibweisen verwendet:H1(
) :=W 1;2(
); H10 (
) := W 1;20 (
);k � k1 := k � kW 1;2(
); j � j1 := j � jW 1;2(
);k � k1 := k � kL1(
); k � k0 := k � kL2(
):Das Poisson-Gleihung (1.1), (1.2) ist ein skalares Problem, d.h. die Bilder der gesuh-ten Funktionen liegen im R. Die in Kapitel 3 betrahteten Oseen-Gleihungen stellenein vektorwertiges Problem dar. Aus diesem Grund ist es erforderlih, Normen auf denRäumen H10 (
)n, L2(
)n und L1(
)n zu de�nieren.De�nition 1.13 Sei u = (u1; : : : ; un) 2 H10 (
)n und a = (a1; : : : ; an) 2 L1(
)n.Dann sind die Normen de�niert durhkuk1 :=  nXi=1 kuik21!1=2 ;juj1 :=  nXi=1 juij21!1=2 ;kuk0 :=  nXi=1 kuik20!1=2 ;kak1 := maxj=1;:::;n kajk1:



Kapitel 2Gemishte VariationsgleihungenIn diesem Kapitel werden einige Aussagen über die Existenz und die Eindeutigkeit derLösung gemishter Variationsgleihungen gemaht. Das Ziel ist die Anwendung dieserTheorie auf das Oseen-Problem, welhes in Kapitel 3 eingeführt wird. Die shwaheFormulierung der Oseen-Gleihungen führt auf ein gemishtes Variationsproblem.Auÿerdem wird auf die Diskretisierung von gemishten Variationsgleihungen eingegan-gen, sowie eine kurze Darstellung über die Stabilität und die Konvergenz des diskretenProblems gegeben.2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemish-ter VariationsgleihungenSeien X und M (reelle) Hilbert-Räume mit den Normen k � kX und k � kM . Weiterhinseien X 0 undM 0 die zu X undM korrespondierenden Dualräume mit den Dualnormenk � kX0 undk � kM 0.Mit h�; �i werde das Dualitätsprodukt bezeihnet, welhes für l 2 X 0 de�niert ist durhhl; xi := l(x) für alle x 2 X:Auÿerdem seien die stetigen Bilinearformena(�; �) : X �X ! IR;b(�; �) : X �M ! IRmit den Normen kak = supu;v2Xnf0g a(u; v)kukXkvkX ;kbk = supu2Xnf0g;�2Mnf0g b(v; �)kvkXk�kMgegeben.



8 Gemishte VariationsgleihungenBetrahtet wird nun folgendes Variationsproblem:Gegeben l 2 X 0, � 2M 0.(Q)8<: Gesuht (u; �) 2 X �M mita(u; v) + b(v; �) = hl; vi für alle v 2 X;b(u; �) = h�; �i für alle � 2M:Der Bilinearform a(�; �) wird der Operator A, de�niert durhA : X ! X 0hAu; vi = a(u; v) für alle u; v 2 X;zugeordnet.Ebenso werden der Bilinearform b(�; �) die Operatoren B und B0 zugeordnetB : X ! M 0hBv; �i = b(v; �) für alle v 2 X; � 2M;B0 : M ! X 0hB0�; vi = b(v; �) für alle v 2 X; � 2M:Mit den Operatoren A, B und B0 ergibt sih für das Problem (Q) folgende äquivalenteFormulierung:Gesuht (u; �) 2 X �M mit Au+B0� = l in X 0;Bu = � in M 0:Für die weiteren Betrahtungen sind noh einige Bezeihnungen erforderlih. Die Räu-me V (�) und V seien de�niert durhV (�) := fv 2 X : b(v; �) = h�; �i für alle � 2Mg;V := V (0) = kerB= fv 2 X : b(v; �) = 0 für alle � 2Mg:Wegen der Stetigkeit von b(�; �) ist V ein abgeshlossener Unterraum von X.In der folgenden De�nition werden die Begri�e Polare und orthogonales Komplementvon V erläutert.De�nition 2.1(i) Die Menge V 0 := fl 2 X 0 : hl; vi = 0 für alle v 2 V g heiÿt Polare von V .(ii) Das orthogonale Komplement von V ist de�niert durhV ? := fx 2 X : (x; v) = 0 für alle v 2 V g:



2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemishterVariationsgleihungen 9Betrahte nun das restringierte Variationsproblem:(P )� Gesuht u 2 V (�) mita(u; v) = hl; vi für alle v 2 V:Um Aussagen über die Äquivalenz der Probleme (Q) und (P ) mahen zu können, sindeinige Vorbetrahtungen notwendig. Zuerst soll ein Satz ohne Beweis formuliert werden.Den Nahweis �ndet man zum Beispiel in [Bra92℄.Satz 2.2 (Closed Range Theorem) Seien Y , Z Banah-Räume. Für eine beshränk-te lineare Abbildung L : Y ! Z sind folgende Aussagen äquivalent:(i) Das Bild L(Y ) ist abgeshlossen in Z.(ii) Es gilt L(Y ) = (kerL0)0, wobei L0 : Z 0 ! Y 0 der zu L adjugierte Operator ist.De�nition 2.3 Seien U ,W normierte Räume. Eine lineare bijektive AbbildungL : U ! W heiÿt Isomorphismus, wenn L und L�1 stetig sind.Als weiteres Hilfsmittel ist das folgende Lemma erforderlih.Lemma 2.4 Seien U ,W Hilbert-Räume. Der Bilinearform s : U �W ! IR wird derlineare Operator S : U ! W 0 de�niert durh hSu; vi = s(u; v) für alle u 2 U; v 2 Wzugeordnet. Die lineare Abbildung S : U ! W 0 ist genau dann ein Isomorphismus,wenn die zugehörige Form s : U �W ! IR folgende Bedingungen erfüllt:(i) (Stetigkeit)Es gilt mit C � 0j s(u; v) j� CkukUkvkW für alle u 2 U; v 2 W: (2.1)(ii) Es gilt mit einem � > 0supv2Wnf0g s(u; v)kvkW � �kukU für alle u 2 U: (2.2)(iii) Zu jedem v 2 Wnf0g gibt es ein u 2 U mits(u; v) 6= 0: (2.3)Zusatz:Werden die Bedingungen (i) und (ii) vorausgesetzt, istS : U ! fv 2 W : s(u; v) = 0 für alle u 2 Ug0 � W 0ein Isomorphismus.Ferner ist (2.2) äquivalent zukSukW 0 � �kukU für alle u 2 U: (2.4)



10 Gemishte VariationsgleihungenBeweis:(a) Es seien zunähst die Bedingungen (i) bis (iii) erfüllt. Der Beweis, daÿ die lineareAbbildung S : U ! W 0 ein Isomorphismus, sowie der Nahweis des Zusatzes erfolgtnun in mehreren Shritten.(1) Aus (2.1) folgt für u 2 U , v 2 Wj hSu; vi j� CkukUkvkW : (2.5)Weiterhin ist kSukW 0 = supv2Wnf0g j hSu; vi jkvkW� supv2Wnf0g CkukUkvkWkvkW (wegen (2.5))= CkukU :Daraus folgt also, daÿ S stetig ist.(2) Sei u 2 kerS. Dann gilt hSu; vi = 0 für alle v 2 W .Also folgt daraus supv2Wnf0g s(u; v)kvkW = 0:Mit (2.2) gilt dann 0 = supv2Wnf0g s(u; v)kvkW(2:2)� �|{z}>0 kukU| {z }�0 � 0:Somit erhält man u = 0. Damit ist die Injektivität von S gezeigt.(3) Es gilt für alle u 2 UkSukW 0 = supv2Wnf0g hSu; vikvkW = supv2Wnf0g s(u; v)kvkW� �kukU : (2.6)Damit ist die Äquivalenz zwishen (2.2) und (2.4) gezeigt.Sei nun f 2 S(U). Wegen der in (2) gezeigten Injektivität gibt es ein eindeutigesInverses u = S�1f . O�ensihtlih ist S�1 linear. Aus (2.6) folgt dannkS�1fkU � 1�kfkW 0:



2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemishterVariationsgleihungen 11Also ist S�1 auf dem Bild von S beshränkt. Wegen der Linearität von S�1 folgt darausdann, daÿ S�1 auf dem Bild von S stetig ist.(4) Sei ffng eine Folge in S(U) mit fn ! f , also gilt kfn� fk ! 0. Dann existiert eineFolge fung in U mit Sun = fn. Weiterhin giltkun � umk = kS�1fn � S�1fmk= kS�1(fn � fm)k (da S�1 linear)� kS�1k kfn � fmk| {z }!0 (da S�1 auf dem Bild von S stetig ).Dann gilt kun � umk ! 0, also ist fung eine Cauhyfolge. Da U vollständig ist, kon-vergiert un gegen u 2 U .Nun bleibt zu zeigen, daÿ Su = f ist.Es gilt kSu� fk � kSu� Sunk+ kSun � fk� kSk ku� unk| {z }!0 + kfn � fk| {z }!0 :Folglih ergibt sih Su = f , also ist S(U) abgeshlossen.Die Abbildung S 0 : W �! U 0 ist de�niert durh hS 0v; ui := s(u; v) für alle v 2 W ,u 2 U .Aus der Abgeshlossenheit von S(U) folgt dann mit dem Satz 2.2, daÿ S(U) = (kerS 0)0ist. Nun gilt kerS 0 = fv 2 W : hS 0v; ui = 0 für alle u 2 Ug= fv 2 W : s(v; u) = 0 für alle u 2 Ug:Also ist (kerS 0)0 = fv 2 W : s(v; u) = 0 für alle u 2 Ug0 � W 0.In den Beweisshritten (3) und (4) ist der Zusatz des Satzes bewiesen worden.(5) Sei M = f0g � W . Dann istM0 = fl 2 W 0 : hl; mi = 0 für alle m 2Mg= fl 2 W 0 : hl; 0i = 0g= W 0: (2.7)Auÿerdem gilt aber wegen Bedingung (iii), daÿ fv 2 W : s(u; v) = 0 für alle u 2 Ug =f0g ist. Aus (2.7) folgt dann fv 2 W : s(u; v) = 0 für alle u 2 Ug0 = f0g0 = W 0.Folglih ist S(U) =W 0, somit ist S surjektiv.Im Teil (a) des Beweises ist also gezeigt worden, daÿ die Abbildung S ein Isomorphismusist, wenn die Bedingungen (i) bis (iii) erfüllt sind.(b) Umgekehrt ist nun zu zeigen, daÿ die Bedingungen (i) bis (iii) gelten, wenn



12 Gemishte VariationsgleihungenS : U !W 0 ein Isomorphismus ist.Die Abbildung S sei also ein Isomorphismus. Dann gilt:(i) j s(u; v) j = j h Su|{z}2W 0 ; vi j� kSukW 0kvkW� kSk kukU kvkW (da S stetig)(ii) Nah Teil (3) gilt supv2Wnf0g s(u; v)kvkW = kSukW 0:Da kukU = kS�1SukU � kS�1k kSukW 0, folgtsupv2Wnf0g s(u; v)kvkW � 1kS�1k| {z }=:� kukU :(iii) Sei v 2 Wnf0g, weiterhin sei R : W 0 ! W der Rieszshe Darstellungsoperator.Folglih ist R�1v 2 W 0. Da S : U !W 0 ein Isomorphismus ist, existiert ein u 2 U mitSu = R�1v. Dann ist s(u; v) = hSu; vi = hR�1v; vi= (v; v) 6= 0:Also gibt es zu jedem v 2 Wnf0g ein u 2 U mit s(u; v) 6= 0. 2Mit Hilfe dieses Lemmas ist es nun möglih, einen weiteren Satz zu beweisen, dererforderlih ist, um Aussagen über die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung vongemishten Variationsgleihungen mahen zu können.Satz 2.5 Folgende Aussagen sind äquivalent.(i) Es existiert ein � > 0 mitinf�2Mnf0g supv2Xnf0g b(v; �)kvkXk�kM � �: (2.8)Diese Bedingung wird im folgenden als inf-sup-Bedingung bezeihnet.(ii) Sei V ? das orthogonale Komplement von V . Die Abbildung B : V ? ! M 0 ist einIsomorphismus, und es giltkBvkM 0 � �kvkX für alle v 2 V ?: (2.9)(iii) Sei V 0 die Polare von V . Die Abbildung B0 :M ! V 0 ist ein Isomorphismus, undes gilt kB0�kX0 � �k�kM für alle � 2M: (2.10)



2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemishterVariationsgleihungen 13Beweis:(a) In diesem Shritt wird die Äquivalenz der Aussagen (i) und (iii) gezeigt.Es existiert ein � > 0 mit inf�2Mnf0g supv2Xnf0g b(v; �)kvkXk�kM � �:Äquivalent dazu ist supv2Xnf0g b(v; �)kvkX � �k�kM für alle � 2M: (2.11)Nah dem Zusatz zu Lemma 2.4 gilt, daÿ (2.11) äquivalent zu kB0�kX0 � �k�kM füralle � 2M ist. Somit ist gezeigt, daÿ (2.10) äquivalent zur inf-sup-Bedingung (2.8) ist.Da b(�; �) eine stetige Bilinearform ist und (2.11) gilt, folgt ebenfalls mit dem Zusatzzum Lemma 2.4, daÿ B0 : M ! fv 2 X : b(v; �) = 0 für alle � 2Mg0 = V 0 � X 0ein Isomorphismus ist.(b) In diesem Beweisshritt wird gezeigt, daÿ aus Aussage (iii) die Eigenshaft (ii) folgt.Sei V = fv 2 X : b(v; �) = 0 für alle � 2Mg undV ? := fx 2 X : (x; v) = 0 für alle v 2 V g. Weiterhin sei v 2 V ? beliebig. Dann istdurh g(w) = (v; w) ein Funktional g 2 X 0 mit kgkX0 = kvkX de�niert. Da v 2 V ? giltg(w) = (v; w) = 0 für alle w 2 V . Daraus folgt dann, daÿg 2 V 0 := fl 2 X 0 : hl; vi = 0 für alle v 2 V g.Da B0 : M ! V 0 � X 0 ein Isomorphismus ist, gibt es ein � 2M mithB0�; wi = b(w; �) = g(w) = (v; w) für alle w 2 X: (2.12)Weiterhin gilt kvkX = kgkX0 = supw2Xnf0g hg; wikwkX= supw2Xnf0g hB0�; wikwkX= kB0�kX0 (2:10)� �k�kM :Also ist kvkX � �k�kM : (2.13)Setze in (2.12) w = v. Dann gilthB0�; vi = b(v; �) = (v; v): (2.14)



14 Gemishte VariationsgleihungenSomit erhält man für � 2MkBvkM 0 = sup�2Mnf0g hBv; �ik�kM = sup�2Mnf0g b(v; �)k�kM� b(v; �)k�kM (2:14)= (v; v)k�kM= kvk2Xk�kM (2:13)� kvkX�k�kMk�kM = �kvkX :Damit ist (2.9) gezeigt.Es gelten die drei Bedingungen des Lemma 2.4, nämlih:(1) b(�; �) ist stetig.(2) Es gilt mit einem � > 0sup�2Mnf0g b(v; �)k�kM � �kvkX für alle v 2 V ?:(3) Zu jedem � 2Mnf0g gibt es ein v 2 V ? mit b(v; �) 6= 0, denn:Sei � 2 M mit b(v; �) = 0 für alle v 2 V ?. Weiterhin gilthB0�; v0i = b(v0; �) = 0 für alle v0 2 V:Auÿerdem ist X = V LV ? (vgl. [Gri81℄ S.193), also läÿt sih jedes x 2 X darstellenals x = v0 + v mit v 2 V ? und v0 2 V . Damit gilt dann für alle x 2 XhB0�; xi = hB0�; v0 + vi= hB0�; v0i| {z }=0 + hB0�; vi| {z }0= 0:Daraus folgt dann, daÿ B0� = 0 ist. Also ist � 2 kerB0. Da aber B0 : M ! V 0 einIsomorphismus ist, ist � = 0. Somit gibt es zu jedem � 2 Mnf0g ein v 2 V ? mitb(v?; �) 6= 0.Somit erhält man unter Verwendung von Lemma 2.4, daÿ die AbbildungB : V ? �!M 0ein Isomorphismus ist.() Nun wird nahgewiesen, daÿ die Aussage (i) aus (ii) folgt.Sei also B : V ? !M 0 ein Isomorphismus. Auÿerdem sei � 2M gegeben, weiterhin seiR : M 0 !M der Rieszoperator. Dann giltk�kM = kR�1�kM 0 = sup�2M hR�1�; �ik�kM= sup�2M (�; �)k�kM = supg2M 0 (�;Rg)kRgkM



2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemishterVariationsgleihungen 15= supg2M 0 (Rg; �)kgkM 0 = supg2M 0 hR�1Rg; �ikgkM 0= supv2V ? hBv; �ikBvkM 0 (da B Isomorphismus)= supv2V ? b(v; �)kBvk � supv2V ? b(v; �)�kvkX :Damit gilt dann für alle � 2Mk�kM � supv2V ? b(v; �)�kvkX � supv2Xnf0g b(v; �)�kvkX :Folglih ist � � inf�2Mnf0g supv2Xnf0g b(v; �)kvkXk�kM :Damit ist (i) gezeigt.Insgesamt folgen aus (a), (b) und () sämtlihe Äquivalenzen. 2Im folgenden Satz wird gezeigt unter welhen Voraussetzungen die Probleme (P ) und(Q) äquivalent sind.Satz 2.6(i) Ist (u; �) 2 X �M Lösung von (Q), dann löst u 2 X das Problem (P ).(ii) Es existiert ein � > 0 mitinf�2Mnf0g supv2Xnf0g b(v; �)kvkXk�kM � �: (2.15)Dann gibt es zu jeder Lösung u 2 X von (P ) ein eindeutig bestimmtes � 2 M , so daÿ(u; �) Lösung von (Q) ist.Beweis:(i) Sei (u; �) 2 X �M Lösung von (Q). Dann gilt alsob(u; �) = h�; �i für alle � 2M:Also ist u 2 V (�). Wähle nun ein v 2 V � X. Da � 2M ist, gilt dann b(v; �) = 0.Mit der ersten Gleihung aus (Q) folgta(u; v) = hl; vi für alle v 2 V:Also löst u das Problem (P ).



16 Gemishte Variationsgleihungen(ii) Sei u 2 V (�) Lösung von (P ). Daraus folgt danna(u; v) = hl; vi für alle v 2 Vund b(u; �) = h�; �i für alle � 2M:Nun bleibt zu zeigen, daÿ es ein � 2M mit B0� = l � Au gibt.Es ist für v 2 V hl � Au; vi = hl; vi � a(u; v) = 0:Daraus folgt dann l � Au 2 V 0.Nah dem Satz 2.5 ist die Bedingung (2.15) äquivalent zu der Aussage, daÿ die Ab-bildung B0 : M ! V 0 ein Isomorphismus ist. Also existiert eindeutig ein � 2 M mitB0� = l � Au. Daraus folgt dann (u; �) löst das Problem (Q). 2Eine wihtige Rolle in der Lösbarkeitstheorie gemishter Variationsgleihungen spieltdie inf-sup-Bedingung. Dies wird im folgenden Satz, der Ausssagen über die Existenzund Eindeutigkeit der Lösung gemishter Variationsgleihungen enthält, deutlih. Einweiteres Hilfsmittel zum Beweis des Satzes ist das Lemma von Lax-Milgram.Lemma 2.7 (Lax-Milgram) Sei V ein Hilbert-Raum und V 0 der zugehörige Dual-raum. Weiterhin sei a(�; �) : V � V �! R eine stetige, V-elliptishe Bilinearform.Dann besitzt für jedes f 2 V 0 die Variationsgleihunga(u; v) = f(v) für alle v 2 Veine eindeutige Lösung u 2 V .Beweis: vgl. [GR94℄ Lemma 3.6Mit dem Lemma 2.7 und den Sätzes 2.5 sowie 2.6 kann nun ein Satz über die Lösbarkeitgemishter Variationsgleihungen bewiesen werden.Satz 2.8 Sei a(�; �) eine V-elliptishe Bilinearform, d.h. es existiert ein � > 0 mita(v; v) � �kvk2V für alle v 2 V:Dann sind folgende Aussagen äquivalent:(i) L : X �M ! X 0 �M 0(u; �) 7! (Au+B0�;Bu)ist ein Isomorphismus.(ii) b(�; �) erfüllt die inf-sup-Bedingung, d.h. es gibt ein � > 0 mitinf�2Mnf0g supv2Xnf0g b(v; �)kvkXk�kM � �:



2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemishterVariationsgleihungen 17Beweis:(a) Sei b(�; �) eine Bilinearform, die die inf-sup-Bedingung erfüllt. Zuerst wird gezeigt,daÿ zu jedem Paar von Funktionalen (l; �) 2 X 0�M 0 genau eine Lösung (u; �) 2 X�Mdes Problems (Q) mit folgenden Eigenshaften existiert:kukX � ��1klkX0 + ��1�1 + C�� k�kM 0; (2.16)k�kM � ��1�1 + C�� klkX0 + ��1�1 + C�� C� k�kM 0: (2.17)Sei � 2 M 0. Wegen Satz 2.5 folgt aus (ii), daÿ die Abbildung B : V ? ! M 0 einIsomorphismus ist. Also existiert ein u0 2 V ? mit Bu0 = �. Folglih gilt dann für alle� 2 M b(u0; �) = hBu0; �i = h�; �i: (2.18)Da b(u0; �) = h�; �i für alle � 2M gilt, ist u0 2 V (�). Somit ist V (�) 6= ;.Weiterhin gilt wegen (2.9) kBu0kM 0 � �ku0kX :Daraus folgt dann ��1k�kM 0 � ku0kX : (2.19)Betrahte nun die Gleihung a(u; v) + b(v; �) = hl; vi für alle v 2 X. Durh Nullergän-zung erhält man danna(u; v) + a(u0; v)� a(u0; v) + b(v; �) = hl; vi für alle v 2 X:Äquivalent dazu ista(u� u0| {z }=:w ; v) + b(v; �) = hl; vi � a(u0; v) für alle v 2 X: (2.20)Betrahte auÿerdem die Gleihung b(u; �) = h�; �i für alle � 2 M . Wiederum durhNullergänzung erhält manb(u; �) + b(u0; �)� b(u0; �) = h�; �i für alle � 2M:Äquivalent dazu istb(u� u0| {z }=:w ; �) = h�; �i � b(u0; �)| {z }=h�;�i (wegen (2.18)), b(w; �) = 0 für alle � 2M: (2.21)



18 Gemishte VariationsgleihungenAus (2.20) und (2.21) folgt nun, daÿ (Q) äquivalent zu folgendem Problem ist:(Q0)8<: Gesuht (w; �) mita(w; v) + b(v; �) = hl; vi � a(u0; v) für alle v 2 X;b(w; �) = 0 für alle � 2M:Betrahte nun das Problem (P 0):(P 0)� Gesuht w 2 V mita(w; v) = hl; vi � a(u0; v) für alle v 2 V:Da a(�; �) V-elliptish ist, hat das Problem (P 0) nah Lemma 2.7 eine eindeutige Lösungw 2 V . Wie im Satz 2.6 gezeigt, existiert ein eindeutig bestimmtes � 2M , so daÿ (w; �)das Problem (Q0) löst. Für eine Lösung (w; �) von (Q0) gilt aber, daÿ w das Problem(P 0) löst. Also ist die Lösung von (Q0) eindeutig. Damit hat (Q) eine eindeutige Lösung(u; �). Für die Lösung w 2 V des Problems (P 0) gilt weiterhinkwk2X � ��1a(w;w)= ��1(hl; wi � a(u0; w))� ��1(klkX0kwkX + Cku0kXkwkX)= ��1(klkX0 + Cku0kX)kwkX:Folglih ist kwkX � ��1(klkX0 + Cku0kX): (2.22)Sei nun (u; �) Lösung von (Q). Da die inf-sup-Bedingung gilt, folgt aus Satz 2.5kB0�kX0 � �k�kM , also ��1kB0�kX0 � k�kM .Für kB0�kX0 erhält mankB0�kX0 = supv2Xnf0g hB0�; vikvkX= supv2Xnf0g b(v; �)kvkX= supv2Xnf0g hl; vi � a(u; v)kvkX (da w := u� u0)� supv2Xnf0g klkX0kvkX + CkukXkvkXkvkX= klkX0 + CkukX :Damit folgt k�kM � ��1(klkX0 + CkukX): (2.23)



2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gemishterVariationsgleihungen 19Weiterhin gilt für u = u0 + wkukX = ku0 + wkX � ku0kX + kwkX :Unter Benutzung von (2.19) und (2.22) folgt dannkukX � ku0kX + kwkX� ��1k�kM 0 + ��1(klkX0 + Cku0kX)� ��1k�kM 0 + ��1(klkX0 + C��1k�kM 0)= ��1klkX0 + ��1�1 + C�� k�kM 0:Unter Verwendung von (2.23) bekommt mank�kM � ��1(klkX0 + CkukX)� ��1�klkX0 + C ���1klkX0 + ��1�1 + C�� k�kM 0��= ��1klkX0 + ��1C� klkX0 + ��1�1 + C�� C� k�kM 0= ��1�1 + C�� klkX0 + ��1�1 + C�� C� k�kM 0:Die Abbildung L ist also bijektiv und erfüllt die Eigenshaften (2.16) und (2.17).Weiterhin ist L�1 stetig, denn:De�niere folgende Norm auf X �M : k(u; �)kX�M = kukX + k�kM .Dann giltkL�1(l; �)kX�M = k(u; �)kX�M = kukX + k�kM� ��1klkX0 + ��1�1 + C�� k�kM 0+��1�1 + C�� klkX0 + ��1�1 + C�� C� k�kM 0= ���1 + ��1�1 + C��� klkX0+���1�1 + C�� + ��1�1 + C�� C� � k�kM 0:Da L�1 bijektiv und stetig ist, ist auh L stetig. Also ist L ein Isomorphismus.(b) Der Beweis, daÿ die inf-sup-Bedingung aus der Isomorphismuseigenshaft von Lfolgt, �ndet sih in [Bra92℄. 2



20 Gemishte Variationsgleihungen2.2 Diskretisierung gemishter VariationsgleihungenIn diesem Abshnitt wird das diskrete Problem eingeführt, auÿerdem werden einigeAussagen über Stabilität und Konvergenz dieses Problems gemaht. Es erfolgt meistensnur eine Darstellung der Fakten. Auf Beweise wird weitestgehend verzihtet, jedohwerden die entsprehenden Referenzen angegeben.2.2.1 Das diskrete ProblemZur Diskretisierung von gemishten Variationsgleihungen werden endlih dimensionaleTeilräume Xh � X; Mh � M eingeführt. Das Problem (Q) aus Kapitel 2.1 wird dannapproximiert durh:(Qh)8<: Gesuht (uh; �h) 2 Xh �Mh mita(uh; vh) + b(vh; �h) = hl; vhi für alle vh 2 Xh;b(uh; �h) = h�h; �hi für alle �h 2Mh:Analog zu V (�) de�niert manVh(�) := fvh 2 Xh : b(vh; �h) =< �; �h > für alle �h 2MhgundVh := Vh(0):Ebenso wird das Problem (P ) aus Kapitel 2.1 approximiert durh:(Ph)� Gesuht uh 2 Vh(�) mita(uh; vh) = hl; vhi für alle vh 2 Vh:Bemerkung 2.9Im allgemeinen gilt niht Vh(�) � V (�), da Mh ein ehter Unterraum von M ist!Das diskrete Problem (Qh) kann in ein lineares Gleihungssystem überführt werden.Sei f�1; : : : ; �lg eine Basis von Xh und f 1; : : : ;  kg eine Basis von Mh. Dann ergibtsih für uh 2 Xh bzw. �h 2Mh die Basisdarstellunguh = lXi=1 Ui�i;�h = kXj=1 �j j:Setze nun U := (U1; : : : ; Ul) bzw. � := (�1; : : : ;�k).De�niere weiterhin A 2 Rl�l : Aij := a(�j; �i);



2.2 Diskretisierung gemishter Variationsgleihungen 21B 2 Rk�l : Bij := b(�j;  i);L 2 Rl : Li := hl; �ii;N 2 Rk : Ni := h�;  ii:Man kann damit nahrehen, daÿ(AU; V ) = a(uh; vh) für alle uh; vh 2 Xh;(BU;�) = b(uh; �h) für alle uh 2 Xh; �h 2Mh:Daher ist das zu (Qh) äquivalente Problem :Finde (U;�) 2 Rl �Rk mit AU +BT� = L;BU = Noder anders geshrieben � A BTB 0 �� U� � = � LN � :Damit hat man ein zu dem diskretisierten Problem (Qh) äquivalentes lineares Glei-hungssystem.In Abshnitt 3.3 wird dann speziell das zum Oseen-Problem äquivalente Gleihungssy-stem vorgestellt.2.2.2 Stabilität und Konvergenz des diskreten ProblemsAus dem Satz 2.8 über die eindeutige Lösbarkeit des kontinuierlihen Problems erhältman bei Anwendung auf die diskreten Räume und unter Beahtung von klkX0h � klkX0und k�kM 0h � k�kM 0Satz 2.10 Sei a(�; �) Vh-elliptish, d.h.a(vh; vh) � �hkvhk2X für alle vh 2 Vh;und b(�; �) erfülle die Babu²ka-Brezzi-Bedingungsupvh2Xh b(vh; �h)kvhkX � �hk�hkM für alle �h 2Mh:Dann ist das diskrete Problem (Qh) eindeutig lösbar.



22 Gemishte VariationsgleihungenFür die Lösung (uh; �h) des Problems (Qh) gelten die AbshätzungenkuhkX � ��1h klkX0 + ��1h �1 + C�h� k�kM 0;k�hkM � ��1h �1 + C�h� klkX0 + ��1h �1 + C�� C� k�kM 0 :Bemerkung 2.11Sind �h und �h unabhängig von h, so hat man ein Stabilitätsresultat. Man bezeihnetdie Diskretisierung in diesem Fall als stabil.Zum Abshluÿ dieses Abshnitts soll noh ein Konvergenzresultat formuliert werden.Auf den Beweis des Satzes wird an dieser Stelle niht eingegangen, man �ndet ihn zumBeispiel in [GR86℄ Theorem 1.1.Satz 2.12 Die Voraussetzungen des letzten Satzes seien erfüllt. Weiterhin sei a(�; �)V -elliptish und b(�; �) erfülle die inf-sup-Bedingung.Dann gilt für die Lösung (u; �) von (Q) bzw. (uh; �h) von (Qh) :(i) Es existiert eine Konstante C1 (abhängig von �h; kak; kbk) mitku� uhkX � C1� infvh2Vh(�) ku� vhkX + inf�h2Mh k�� �hkM� :(ii) Es gibt eine Konstante C2 (abhängig von �h; �h; kak; kbk) mitku� uhkX + k�� �hkM � C2� infvh2Xh ku� vhkX + inf�h2Mh k�� �hkM� :



Kapitel 3Die Oseen-GleihungenDie Navier-Stokes-Gleihungen für inkompressible Flüssigkeiten zählen zu den wihtig-sten Gleihungen der Strömungsmehanik. Sei u das Geshwindigkeitsfeld und p derDruk, dann wird ��4u+ (u � r)u+rp = f in 
als Navier-Stokes-Problem bezeihnet. Die Inkompressibilitätsbedingung istdiv u = 0 in 
:Der Term (u � r)u maht deutlih, daÿ es sih um ein nihtlineares Problem handelt.Durh Verwendung der Iterationsvorshrift��4un+1 + (un � r)un+1 +rpn+1 = fentstehen in jedem Iterationsshritt linearisierte Gleihungen, die auh als Oseen-Gleihungen bezeihnet werden. In die folgenden Betrahtungen wird zusätzlih einableitungsfreier Term für die Geshwindigkeit einbezogen, der bei der Zeitdiskretisie-rung zeitabhängiger Probleme entsteht.Betrahtet wird also das folgende Problem:� 
 � Rn sei beshränktes Gebiet, � := �
 sei Lipshitz-stetig� f : 
 �! Rn� g : 
 �! Rn mit R� g � n ds = 0, wobei n = n(x) den äuÿeren Normaleneinheits-vektor im Punkt x 2 � bezeihnet� a 2 H1(
)n \ L1(
)n mit r � a = 0 fast überall� � � 0



24 Die Oseen-GleihungenGesuht sind Funktionen u : 
 �! Rn;p : 
 �! Rmit ��4u+ (a � r)u+ �u+rp = f in 
 (3.1)div u = 0 in 
 (3.2)u j� = g: (3.3)Die Gleihung (3.1) ist dabei komponentenweise zu verstehen. Der Operator div istde�niert durh div u := nXi=1 �ui�xi :Bemerkung 3.1Man erkennt, daÿ der Druk p durh Gleihung (3.1) nur bis auf eine Konstante be-stimmt ist. Daher normiert man p durh die ForderungZ
 p(x) dx = 0:3.1 Shwahe Formulierung der Oseen-GleihungenMultiplikation der i-ten Gleihung in (3.1) mit einer beliebigen Testfunktionvi 2 C10 (
) und anshlieÿende Integration über 
 liefernZ
 ���4ui + (a � r)ui + �ui + �p�xi� vi dx = Z
 fivi dx() Z
  �� nXj=1 �2ui�x2j + (a � r)ui + �ui + �p�xi! vi dx = Z
 fivi dx:Mit partieller Integration und unter Berüksihtigung von vi j�= 0 erhält man� Z
 nXj=1 �ui�xj �vj�xj dx+ Z
 f(a � r)ui + �uig vi dx� Z
 p�vi�xi dx = Z
 fivi dx() � Z
 ruirvi dx+ Z
 f(a � r)ui + �uig vi dx� Z
 p�vi�xi dx = Z
 fivi dx:(3.4)



3.1 Shwahe Formulierung der Oseen-Gleihungen 25De�niert man (u; v) := nPi=1(ui; vi), (ui; vi) := R
 ui vi dx und summiert über alle i inGleihung (3.4), so ergibt sih�(ru;rv) + ((a � r)u+ �u; v)� (p;rv) = (f; v): (3.5)Analog verfährt man mit Gleihung (3.2).Multiplikation mit einer Testfunktion q 2 L2(
) und Integration liefernZ
 div u � q dx = 0: (3.6)De�niere nun L20(
) := fp 2 L2(
) : R
 p dx = 0g.Somit ergibt sih mit (3.5) und (3.6) als shwahe Formulierung des Oseen-Problems:Gesuht ist (u; p) 2 H1(
)n � L20(
) mit�(ru;rv) + (�u; v) + ((a � r)u; v)� (r � v; p) = (f; v) 8v 2 H10 (
)n; (3.7)(r � u; q) = 0 8q 2 L20(
); (3.8)u = g: (3.9)Dabei ist  : H1(
) �! L2(�) die Spurabbildung (vgl. [GR94℄ S.83).Nun de�niert man folgende drei Bilinearformena1 : H1(
)n �H1(
)n �! Ra1(u; v) := (ru;rv) + 1� (�u; v);a2 : H1(
)n �H1(
)n �! Ra2(u; v) := ((a � r)u; v);b : H1(
)n � L20(
) �! Rb(v; q) := �(r � v; q)und die Linearform f : H1(
)n �! Rhf; vi := (f; v):Bemerkung 3.2(i) Die Bilinearform a1(u; v) = (ru;rv) + �� (u; v) ist symmetrish.(ii) Aufgrund der Divergenzfreiheit des Vektorfeldes a gilta2(u; v) = �a2(v; u) für alle u; v 2 H10 (
)n;



26 Die Oseen-Gleihungendenn a2(u; v) = ((a � r)u; v)= nXi=1 nXj=1 Z
 ajvi �ui�xj dx= � nXi=1 nXj=1 Z
 ui ��xj (ajvi) dx (partielle Integration)= � nXi=1 nXj=1 Z
 ui��aj�xj vi + �vi�xj aj� dx= � nXi=1 nXj=1 Z
 ui �vi�xj aj dx (da r � a = 0)= � nXi=1 Z
 (a � r)vi � ui dx= �((a � r)v; u)= �a2(v; u):Man de�niere nun die Bilinearform~a : H1(
)n �H1(
)n �! R~a(u; v) := �a1(u; v) + a2(u; v)= �(ru;rv) + ((a � r)u+ �u; v):Aufgrund der in Bemerkung 3.2 (ii) dargestellten Eigenshaft der Bilinearform a2(�; �)erhält man dann für u; v 2 H10 (
)n~a(u; v) = �(ru;rv) + 12 f((a � r)u; v)� ((a � r)v; u)g+ �(u; v): (3.10)3.2 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der Oseen-GleihungenIn diesem Abshnitt wird die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der verallgemei-nerten Aufgabenstellung bewiesen. Dies geshieht durh Anwendung der Theorie ausKapitel 2.Da niht von homogenen Dirihlet-Randbedingungen ausgegangen wird, sind für denBeweis noh zwei Hilfssätze erforderlih, die an dieser Stelle jedoh niht bewiesen wer-den. Ein Beweis �ndet man bei [GR86℄ (Abshnitt I, Corollar 2.4 und Lemma 2.2).



3.2 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der Oseen-Gleihungen 27Lemma 3.3 Sei V = fv 2 H10 (
)n : r � v = 0g. Dann ist der Operator r� ein Iso-morphismus von V ? �! L20(
). Dabei ist V ? das orthogonale Komplement in H10 (
)nbezüglih des Skalarprodukts (u; v) := R
 ru � rv dx.Lemma 3.4 Sei g 2 H1=2(�)n := fw 2 L2(�) : 9v 2 H1(
) mit v = wgn. Es gelteR� g � n ds = 0. Dann gibt es ein u 2 H1(
)n mitr � u = 0 in 
;u = g:Mit diesen beiden Lemmata stehen alle Hilfsmittel für den Beweis des wesentlihenSatzes dieses Abshnitts zur Verfügung.Satz 3.5 Sei 
 ein beshränktes zusammenhängendes Gebiet. � = �
 sei Lipshitz-stetig. Sei f 2 L2(
)n und g 2 H1=2(�)n mitZ
 g � n ds = 0:Dann existiert eindeutig (u; p) 2 H1(
)n � L20(
)n als Lösung von (3.7)-(3.9).Beweis:(i) Nah Lemma 3.4 gibt es ein u0 2 H1(
)n mitr � u0 = 0 in 
;u0 = g:De�niere eine Linearform l 2 (H10(
)n)0 durhhl; vi := hf; vi � ~a(u0; v) für alle v 2 H10 (
)n:Betrahte das Problem:Finde w 2 H10 (
)n; p 2 L20(
) mit~a(w; v) + b(v; p) = hl; vi für alle v 2 H10 (
)n; (3.11)b(w; q) = 0 für alle q 2 L20(
): (3.12)MitX := H10 (
)n,M := L20(
) und � = 0 erhält man das Oseen-Problem als gemishteVariationsgleihung.(ii) ~a(�; �) ist stetig, denn für u; v 2 H10 (
)n istj�(ru;rv)j = ������� nXi;j=1Z
 �ui�xj � �vi�xj dx������



28 Die Oseen-Gleihungen� � nXi;j=1Z
 �����ui�xj � �vi�xj ���� dx� � nXi;j=1�ui�xj 0 �  �vi�xj 0= � nXi=1  nXj=1 �ui�xj 0 �  �vi�xj 0!� � nXi=1 0� nXj=1 �ui�xj 20!1=2 nXi=1  �vi�xj 20!1=21A� � nXi=1  nXj=1 �ui�xj 20!!1=2 nXi=1  nXi=1  �vi�xj 20!!1=2
= � nXi=1 juij21!1=2 nXi=1 jvij21!1=2= �juj1jvj1;

j((a � r)u; v)j = ����� nXi=1  nXj=1 aj �ui�xj ; vi!������ nXi=1 nXj=1 ������Z
 aj �ui�xj vi dx������� nXi=1 nXj=1 kajk1 �ui�xj 0 kvik0� kak1 nXi=1 nXj=1 ��ui�xj 0 kvik0�� kak1 nXj=1 0� nXi=1 kvik20!1=2 nXi=1 �ui�xj 20!1=21A= kak1kvk0 nXj=1 1 � nXi=1 �ui�xj 20!1=2
� Ckak1jvj1pn nXj=1 nXi=1 �ui�xj 20!1=2 (Friedrihshe Ungleihung)= C1kak1jvj1juj1;



3.2 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der Oseen-Gleihungen 29Wiederum unter Verwendung der Friedrihshen Ungleihung erhält man�(u; v) � �kuk0kvk0 � �C2juj1jvj1:Damit ergibt sih j~a(u; v)j � (� + C1kak1 + �C2)juj1jvj1:Die Bilinearform b(�; �) ist ebenfalls stetig, denn für v 2 H10 (
)n, q 2 L20(
) giltj(r � v; q)j = ������Z
 (r � v)q dx������= ������Z
 nXi=1 �vi�xi � q dx�������  nXi=1 1 � �vi�xi0! kqk0� pn nXi=1 �ui�xi20!1=2 kqk0� pn nXj=1 nXi=1 �vj�xi20!1=2 kqk0� C3jvj1kqk0:Auf ähnlihe Weise läÿt sih nahrehnen, daÿ hl; �i stetig ist.(iii) ~a(�; �) ist X-elliptish, denn für v 2 H10 (
)n ist mit (3.10)~a(v; v) = � Z
 rv � rv dx+ �kvk20| {z }�0� � nXi=1 Z
 rvi � rvi dx= � nXi;j=1Z
 � �vi�xj�2 dx= � nXi;j=1 �vi�xj 20= �jvj21:(iv) Nun ist die inf-sup-Bedingung zu zeigen, d.h.supv2H10 (
)nnf0g (q;r � v)jvj1 � �kqk0 für alle q 2 L20(
):



30 Die Oseen-GleihungenSei nun q 2 L20(
) beliebig. Nah Lemma 3.3 gibt es ein eindeutig bestimmtes v 2 V ?mit r � v = q. Da r� : V ? �! L20(
) ein Isomorphismus, also auh stetig ist, gibt eseine Konstante Ĉ mit jvj1 � Ĉkqk0:Damit erhält man dann (q;r � v)jvj1 = (q; q)jvj1 = kqk0jvj1 � 1̂C|{z}=:� kqk0= �kqk0:Da � unabhängig von q ist, gilt also für alle q 2 L20(
), daÿ ein v 2 H10 (
)n mit derEigenshaft (q;r � v)jvj1 � �kqk0existiert. Daraus ergibt sih die inf-sup-Bedingung.(v) Mit Satz 2.8 folgt aus dem in (i)-(iv) gezeigten, daÿ es ein eindeutiges (w; p) 2H10 (
)n � L20(
) gib, welhes die Gleihungen (3.11) und (3.12) erfüllt. Dann ist (u =u0 + w; p) 2 [u0 +H10 (
)n℄� L20(
) Lösung des Problems (3.7)-(3.9).Ist umgekehrt (u; p) Lösung von (3.7)-(3.9), so löst w := u� u0 die Gleihungen (3.11)und (3.12).Insgesamt sind damit die Oseen-Gleihungen eindeutig lösbar. 23.3 Das diskrete Oseen-ProblemIn diesem Abshnitt werden die Oseen-Gleihungen mit homogenen Randbedingungenbetrahtet. Das Problem ist also folgendermaÿen formuliert:Gesuht (u; p) mit ��4u+ (a � r)u+ �u+rp = f in 
;r � u = 0 in 
;uj� = 0:Daraus ergibt sih, wie in Abshnitt 3.1 dargestellt, folgende Variationsfomulierung:Gesuht ist (u; p) 2 X �M := H10(
)n � L20(
) mit�a1(u; v) + a2(u; v) + b(v; p) = hf; vi für alle v 2 H10 (
)n;b(u; q) = 0 für alle q 2 L20(
):Die Bilinearformen a1(�; �), a2(�; �) und b(�; �), sowie die Linearform hf; �i seien de�niertwie in Abshnitt 3.1. Durh Einführung von diskreten Räumen Xh � X und Mh � M



3.3 Das diskrete Oseen-Problem 31(vgl. Abshnitt 2.2.1) kann das obige Problem approximiert werden durh:Gesuht (uh; ph) 2 Xh �Mh mit�a1(uh; vh) + a2(uh; vh) + b(vh; ph) = hf; vhi für alle vh 2 Xh; (3.13)b(uh; qh) = 0 für alle qh 2Mh: (3.14)Sei nun f�1; : : : ; �lg eine Basis von Xh und f 1; : : : ;  kg eine Basis von Mh. Wie inAbshnitt 2.2.1 gezeigt, ist das diskrete Oseen-Problem (3.13), (3.14) äquivalent zudem linearen Gleihungssystem� �A +N BTB 0 �� UP � = � F0 � ;wobei U := (U1; : : : ; Ul) mit uh = lXi=1 Ui�i;P := (P1; : : : ; Pk) mit ph = kXj=1 Pj jund A 2 Rl�l : Aij := a1(�j; �i);N 2 Rl�l : Nij := a2(�j; �i);B 2 Rk�l : Bij := b(�j;  i);F 2 Rl : Fi := hf; �ii:Aufgrund der Bemerkung 3.2 (i) ist die Matrix A symmetrish. Aus Teil (ii) dieserBemerkung folgt die Shiefsymmetrie von N , d.h. NT = �N .Da die Koe�zientenmatrix im allgemeinen shleht konditioniert ist, emp�ehlt sih derEinsatz von Vorkonditionierern. Mit dem Problem der Auswahl geeigneter Vorkondi-tionierer beshäftigt sih Kapitel 4. Dabei spielt das folgende Lemma eine wihtigeRolle.Lemma 3.6 Die Diskretisierung sei stabil, d.h. es existiert ein � > 0, das unabhängigvon der Diskretisierungsshrittweite h ist, so daÿ giltsupuh2Xhnf0g b(uh; ph)kuhkX � �kphkP für alle ph 2Mh: (3.15)Dann gibt es Konstanten CF und �, die unabhängig von h sind, so daÿ für die Matrizendes Oseen-Problems folgende Abshätzung gilt�21 + ��C2F � (P;BA�1BTP )(P;QP ) � �2 für alle P 2 Rk;hierbei ist Qij := ( i;  j) für i; j = 1; : : : ; k die Massematrix des Drukes.



32 Die Oseen-GleihungenBeweis:Die Normen auf X bzw. M seien de�niert durhkuhkX := juhj1;kphkM := kphk0:De�niere nun jjjuhjjj2X := juhj21 + �� kuhk0:Für beliebiges uh 2 X gilt unter Verwendung der Friedrihshen Ungleihung (vgl.[GR94℄) jjjuhjjj2X = juhj21 + �� kuhk20� juhj21 + ��C2F juhj21= �1 + ��C2F� juhj21: (3.16)Weiterhin gilt für beliebiges uh 2 X aber auhjuhj21 = jjjuhjjj2X � �� kuhk20| {z }�0 (3.17)� jjjuhjjj2X : (3.18)Daraus folgt dann, daÿ jjj � jjjX und j � j1 äquivalente Normen auf X sind.Unter Verwendung von (3.16) erhält man mit (3.15)�kphkP � supuh2Xhnf0g b(uh; ph)juhj1� �1 + ��C2F�1=2 supuh2Xhnf0g b(uh; ph)jjjuhjjjX :Dies ist äquivalent zu ��1 + ��C2F�1=2 kphkP � supuh2Xhnf0g b(uh; ph)jjjuhjjjX : (3.19)Weiterhin gilt jjjuhjjj2X = (ruh;ruh) + �� (uh; uh)= a1(uh; uh) = (AU;U); (3.20)



3.3 Das diskrete Oseen-Problem 33sowie b(uh; ph) = (BU; P ): (3.21)Auÿerdem ist kphkM = (ph; ph) = ( nXi=1 Pi i; nXj=1 Pj j)= nXi=1 Pi nXj=1 Pj ( i;  j)| {z }=Qij= (P;QP ): (3.22)Unter Verwendung von (3.20), (3.21) und (3.22) folgt aus (3.19)��1 + ��C2F �1=2 (P TQP )1=2 � supU2Rlnf0g P TBU(UTAU)1=2 :Daraus ergibt sih dann(P;BA�1BTP ) = (AA�1BTP;A�1BTP )= supU2Rlnf0g (AA�1BTP; U)2(AU;U)= supU2Rlnf0g (P;BU)(P;BU)(AU;U)1=2(AU;U)1=2�  ��1 + ��C2F�1=2!2 (P;QP ):Folglih gilt (P;BA�1BTP )(P;QP ) � �21 + ��C2F :Die Bilinearform b(u; p) := �(r�u; p) ist stetig (vgl. Beweis von Satz 3.5), also gilt fürbeliebiges uh 2 Xh, ph 2 Ph(P;BU) = b(uh; ph) � �juhj1kphk0� �jjjuhjjjXkphk0= �(UTAU)1=2(P TQP )1=2:Daraus folgt dann(P;BA�1BTP ) � � �(A�1BTP )TAA�1BTP )�1=2 (P TQP )1=2= (P TBA�1BTP )1=2(P TQP )1=2:



34 Die Oseen-GleihungenDamit erhält man dann (P;BA�1BTP )(P;QP ) � �2: 2Bemerkung 3.7Für den Fall � = 0 hat die Abshätzung aus Lemma 3.6 folgende Form�2 � (P;BÂ�1BTP )(P;QP ) � �2 für alle P 2 Rk;wobei Âij := (r�j;r�j) für alle i; j = 1; : : : ; l der diskrete Laplae-Operator ist.Die Wahl der Räume Xh und Mh erfolgt bei konkreten Problemen, wie den Oseen-Gleihungen, mit sogenannten �niten Elementen. Das Gebiet 
 � Rn wird in geo-metrish einfahere Teilgebiete zerlegt. Zum Beispiel sind dies im zweidimensionalenFall Dreieke und Viereke, im dreidimensionalen Raum können Tetraeder und Quaderverwendet werden. Das Gebiet 
 wird also in endlih viele disjunkte Teilgebiete 
i,i = 1; : : : ; m, zerlegt, d.h.�
 = m[i=1 �
i und int
i \ int
j = ;; falls i 6= j:Zh := f
igmi=1 bezeihnet man als Zerlegung des Gebietes 
. Nun ist es möglih, aufjedem dieser Teilgebiete Ansatzfunktionen zu de�nieren. Zum Beispiel kann man stetigestükweise polynomiale Funktionen auf jedem Element verwenden. Als diskrete Räumeerhält man dannXh := fvh 2 C(�
) : vhj
i 2 Pk für alle 
i 2 Zhg;Mh := fqh 2 C(�
) : qhj
i 2 Pl für alle 
i 2 Zhg:Bemerkung 3.8Finite Elemente, welhe die Babu²ka-Brezzi-Bedingungsupuh2Xhnf0g b(uh; ph)kuhkX � �kphkP für alle ph 2Mhmit einer von der Diskretisierungsshrittweite h unabhängigen Konstante � erfüllen,heiÿen BB-stabil.3.4 Stabilisierte VerfahrenViele für praktishe Implementierungen interessante �nite Elemente erfüllen die Babu²ka-Brezzi-Bedingung mit einer von h unabhängigen Konstante niht. Ein Ausweg ist die



3.4 Stabilisierte Verfahren 35Stabilisierung durh geeignete Abänderung des diskreten Problems, zum Beispiel durhdie Verwendung der Streamline-Di�usion-FEM. Diese Methode besteht nun darin,einen least-squares-Term für die Divergenzgleihung einzuführen und die Geshwin-digkeitsgleihung elementweise mit Funktionen der Form (a �r)v+rq zu testen. Dannerhält man als diskretes Problem:Finde ûh = (uh; ph) 2 Xh �Mh mitBSD(ûh; v̂h) = LSD(v̂h) für alle v̂h = (vh; qh) 2 Xh � Ph;wobeiBSD(ûh; v̂h) := �(ruh;rvh) + ((a � r)uh + �uh; vh)� (ph;r � vh) + (qh;r � uh)+ XK �K(r � uh;r � vh)K+ XK ÆK(��4uh + (a � r)uh + �uh +rph; (a � r)vh +rqh)K ;LSD(v̂h) := (f; vh) +XK ÆK(f; (a � r)vh +rqh)K:Die zur Diskretisierung möglihen Ansatzräume und Aussagen zur Analysis der Streamline-Di�usion-FEM �ndet man zum Beispiel in [Mü97℄.Eine weitere Stabilisierungsmethode ist das Galerkin/least-squares-Verfahren (GLS).Bei dieser Methode wird mit dem Di�erentialoperator Lû := �4u+(a �r)u+ �u+rpelementweise getestet. Man erhält folgendes Problem:Finde ûh = (uh; ph) 2 Xh �Mh mitBGLS(ûh; v̂h) = LGLS(v̂h) für alle v̂h = (vh; qh) 2 Xh � Ph;wobeiBGLS(ûh; v̂h) := �(ruh;rvh) + ((a � r)uh + �uh; vh)� (ph;r � vh) + (qh;r � uh)+ XK �K(r � uh;r � vh)K +XK ÆK(Lûh; Lv̂h)K;LGLS(v̂h) := (f; vh) +XK ÆK(f; Lv̂h)K :Dieses Verfahren wird für den Fall � = 0 in [Lub94℄ genauer analysiert. Das ProgrammPNS, welhes für die numerishen Experimente in Kapitel 5 genutzt wird, arbeitet mitlinearen Elementen in Druk und Geshwindigkeit und verwendet zur Stabilisierungdas GLS-Verfahren.Bei linearen Elementen stimmen das Galerkin/least-squares-Verfahren und die Stream-line-Di�usion-FEM überein.



Kapitel 4
Vorkonditionierung bei stabilen �nitenElementen
Das diskrete Oseen-Problem ist wie in Abshnitt 3.3 gezeigt äquivalent zu einem linea-ren Gleihungssystem. Dieses System kann nun mit vershiedenen Iterationsverfahrengelöst werden. Von einigen iterativen Verfahren kann gezeigt werden, daÿ die Konver-genzeigenshaften von der Kondition der Matrix abhängen (vgl. [Saa96℄). Bei Verfah-ren, für die solhe Aussagen niht bewiesen sind, wird aufgrund von experimentellenUntersuhungen angenommen, daÿ auh in diesen Fällen ein Zusammenhang zwishenKonvergenz der Verfahren und Kondition der Matrix besteht. Die Konditionszahl istnun vom betragsmäÿig gröÿten und kleinsten Eigenwert abhängig. Um die Konditionder Matrix zu verbessern, ist der Einsatz von Vorkonditionierern empfehlenswert. Fürdie bei der Diskretisierung von partiellen Di�erentialgleihungen entstehenden Glei-hungssysteme ist es auÿerdem noh wünshenswert, daÿ die Eigenwerte der vorkondi-tionierten Systeme unabhängig von der Diskretisierungsshrittweite h beshränkt sind,also folglih ist die Kondition unabhängig von h.In diesem Kapitel wird nun auf zwei Vorkonditionierungsstrategien für das Oseen-Problem bei BB-stabilen Elementen (vgl. Bemerkung 3.8) eingegangen, nämlih einenBlokdreieks- und einen Blokdiagonalvorkonditionierer. In der Literatur sind sehrwenig Ausarbeitungen zum Thema der Vorkonditionierung der Oseen-Gleihung fürBB-stabile Elemente zu �nden. In [ES96℄ wird dieses Thema behandelt. Diese Aus-arbeitung ist auh Grundlage des folgenden Kapitel. Abweihend von dem genanntenArtikel wird jedoh noh der Term �u, der durh die Zeitdiskretisierung zeitabhängi-ger Probleme entsteht, berüksihtigt. Jedoh ist es mir niht möglih zu zeigen, daÿfür den Fall � > 0 die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems unabhängig von derDiskretisierungsshrittweite h beshränkt sind. Auf die kritishen Stellen wird entspre-hend hingewiesen. Für den Fall � = 0 wird in Abshnitt 4 nahgewiesen, daÿ dieEigenwerte des vorkonditionierten Systems unabhängig von h beshränkt sind, dies istauh das Hauptziel dieses Kapitels.



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 374.1 Die VorkonditionierungsstrategienIn diesem Abshnitt werden nun die beiden Vorkonditionierungsstrategien vorgestellt.Auÿerdem wird gezeigt, daÿ die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems für den Fall� = 0 unabhängig von der Diskretisierungsshrittweite h beshränkt sind.Das zum diskreten Oseen-Problem äquivalente Gleihungssystem ist� �A +N BTB 0 �� UP � = � F0 � ;vgl. Abshnitt 3.3.Für dieses Gleihungssystem kann man spezielle Vorkonditionierer de�nieren, die derStruktur des Problems angepaÿt sind. Der Blokdiagonalvorkonditionierer ist de�niertdurh MD := � �A+N 00 1�Q � ;wobei Q die Massematrix des Druks ist.Eine weitere Möglihkeit ist der Blokdreieksvorkonditionierer, de�niert durhMT := � �A +N BT0 1�Q � :Sei nun D := � �A +N BTB 0 �die Koe�zientenmatrix des diskreten Oseen-Problems. M�1 sei die Vorkonditionie-rungsmatrix. Ziel ist es nun, Aussagen über die Kondition von DM�1 zu mahen.Dazu ist die Abshätzung der Eigenwerte des vorkonditionierten Systems notwendig.Also wird das verallgemeinertes EigenwertproblemDM�1w = �w, Dv = �Mv (4.1)mit v := M�1w betrahtet.Zuerst wird auf den BlokdiagonalvorkonditioniererMD := � �A +N 00 1�Q �eingegangen.Man erhält für das verallgemeinerte Eigenwertproblem (4.1)� �A +N BTB 0 �� up � = �� �A +N 00 1�Q �� up � : (4.2)



38 Vorkonditionierung bei stabilen �niten ElementenÄquivalent dazu ist Fu+BTp = �Fu; (4.3)Bu = �1�Qp; (4.4)mit F := �A +N .Eine Lösung des Eigenwertproblems (4.2) ist � = 1 mit dem zugehörigen Eigenvektor(u; 0)T , für den gilt Bu = 0.Die Matrix B 2 Rk�l hat den Rang k, da die Zeilen linear unabhängig sind. DerLösungsraum des homogenen Gleihungssystems Bu = 0 hat dann die Dimension l-k.Also gibt es l-k linear unabhängige u, die das System Bu = 0 lösen. Daraus folgt, daÿder Eigenwert � = 1 die Vielfahheit l-k hat. Um die weiteren Eigenwerte zu ermittelnist es erforderlih, die Gleihungen (4.3) und (4.4) in eine Gleihung für p umzuformen.Sei nun � 6= 1. Dann erhält man durh Umformung von (4.3) folgende Gleihung für uBTp = (�� 1)Fu, F�1BTp = (�� 1)u, 1�� 1F�1BTp = u: (4.5)Einsetzen von (4.5) in (4.4) liefert1�� 1BF�1BTp = �1�Qp, BF�1BTp = �(�� 1)1�Qp:Diese Gleihung wird als Shur-Komplement-Gleihung bezeihnet. De�niere nun S :=BF�1BT und � := �(� � 1). Die weiteren Eigenwerte des Problems (4.2) erhält manalso aus der quadratishen Gleihung�(�� 1) = �;wobei � ein Eigenwert von Sp = �1�Qp (4.6)ist.Äquivalent zu �(�� 1) = � ist � = 1�p1 + 4�2 :Im folgenden soll gezeigt werden, daÿ die Eigenwerte des Problems (4.6) unabhängigvon der Diskretisierungsshrittweite h beshränkt sind. Dazu sind jedoh einige Lem-mata erforderlih, die nun formuliert und teilweise auh bewiesen werden.



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 39Lemma 4.1 Sei S := B(�A+N)�1BT = BF�1BT .Für jeden Eigenwerte � 2 C des Shur-Komplement ProblemsSp = �1�Qpgelten folgende Abshätzungen:(i) minp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) � Re� � maxp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) ;mit C := 12(S + ST ),(ii) jIm�j � maxp6=0 j(p; Rp)j(p; 1�Qp) ;mit R := 12(S � ST ).Beweis:(1) S ist eine quadratishe Matrix. Diese läÿt sih zerlegen inS = C +R;wobei C = 12(S + ST )der symmetrishe Teil und R = 12(S � ST )der shiefsymmetrishe Teil ist, d.h. es gilt RT = �R.Sei nun � eine Lösung der verallgemeinerten EigenwertproblemsSp = �1�Qp:Daraus folgt dann pHSp = �pH 1�Qp:Da Q positiv de�nit ist, also pH 1�Qp 6= 0 , gilt für � dann� = pHSppH 1�Qp: (4.7)



40 Vorkonditionierung bei stabilen �niten Elementen(2) Unter Verwendung von (4.7) und der Zerlegung von S erhält man für den Realteilvon � folgende AbshätzungRe� � maxp6=0 Re pHSppH 1�Qp= maxp6=0 1pH 1�QpRe(pHSp) (da pH 1�Qp 2 R)= maxp6=0 1pH 1�Qp 12 �pHSp+ pHSTp�= maxp6=0 1pH 1�Qp 12 �pH(C +R)p+ pH(C +R)Tp�= maxp6=0 1pH 1�Qp 12 �pHCp+ pHRp+ pHCTp+ pHRTp�= maxp6=0 1pH 1�QppHCp (CT = C und RT = �R)= maxp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) :Analog zu dieser Abshätzung bekommt man auhRe� � minp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) :Insgesamt gilt also minp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) � Re� � maxp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) :(3) Für den Betrag des Imaginärteil von � giltjIm�j � ����maxp6=0 Im pHSppH 1�Qp ����� maxp6=0 ���� 1pH 1�Qp 12i �pHSp� pHSTp�����= maxp6=0 ���� 1pH 1�Qp ���� ����1i pHRp����= maxp6=0 1pH 1�Qp ����1i ���� ��pHRp��= maxp6=0 j(p; Rp)j(p; 1�Qp) :Damit ist Abshätzung (ii) gezeigt. 2



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 41Lemma 4.2 Seien T := BA�1BT und C := B �F�1+F�T2 �BT .Dann gilt für alle p 2 Cknf0g(p; Cp)(p; 1�Tp) = �v;�I � 1�2 ~N2��1 v�(v; v) ; (4.8)wobei ~N := A�1=2NA�1=2 und v := A�1=2BTp.Beweis:Sei F := �A+N . Man erhält unter Ausnutzung der Symmetrie von A und der Shief-symmetrie von NF�1 + F�T2 = F�1�F + F T2 �F�T= (�A+N)�1��A +N + (�A +N)T2 � (�A+N)�T= (�A+N)�1�2�A +N �N2 � (�A�N)�1= �(�A�N)�1�A�1� (�A +N)��1= ��A� 1�NA�1N��1= ��A1=2A1=2 � 1�A1=2A�1=2NA�1=2A�1=2NA�1=2A1=2��1= �A1=2(�I � 1�A�1=2NA�1=2A�1=2NA�1=2)A1=2��1= A�1=2��I � 1� A�1=2NA�1=2| {z }= ~N A�1=2NA�1=2| {z }= ~N ��1A�1=2= A�1=2��I � 1� ~N2��1A�1=2:Also ist C := B �F�1 + F�T2 �BT = BA�1=2 ��I � 1� ~N2��1A�1=2BT :Damit bekommt man(p; Cp)(p; 1�Tp) = �p; BA�1=2(�I � 1� ~N2)�1A�1=2BTp�(p; 1�BA�1BT p)



42 Vorkonditionierung bei stabilen �niten Elementen= �A�1=2BTp; (�I � 1� ~N2)�1A�1=2BTp�(A�1=2BTp; 1�A�1=2BTp)= �v; (�I � 1� ~N2)�1v�(v; 1�v)= �v; (I � 1�2 ~N2)�1v�(v; v) ;wobei v := A�1=2BT p ist. 2Lemma 4.3 Seien T := BA�1BT und R := B �F�1�F�T2 �BT .Dann gilt für alle p 2 Cknf0g(p; Rp)(p; 1�Tp) = � �(v; ~Nv)(v; (�2I � ~N2)v) ;mit ~N := A�1=2NA�1=2 und v := (�I + ~N)�1A�1=2BTp.Beweis:Mit F := �A +N erhält manF�1 � F�T2 = F�T �F T � F2 �F�1= (�A +N)�T �(�A +N)T � (�A +N)2 � (�A +N)�1= (�A�N)�1 (�N) (�A +N)�1 (da A = AT , NT = �N)= � ��A1=2A1=2 � A1=2A�1=2NA�1=2A1=2��1N��A1=2A1=2 + A1=2A�1=2NA�1=2A1=2��1= �(A1=2(�I � A�1=2NA�1=2| {z }= ~N )A1=2)�1N(A1=2(�I + A�1=2NA�1=2| {z }= ~N )A1=2)�1= �A�1=2(�I � ~N)�1A�1=2NA�1=2| {z }= ~N (�I + ~N)�1A1=2= �A�1=2(�I � ~N)�1 ~N(�I + ~N)�1A�1=2:Folglih istR := B �F�1 � F�T2 �BT = B ��A�1=2(�I � ~N)�1 ~N(�I + ~N)�1A�1=2�BT :



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 43Für ~N := A�1=2NA�1=2 gilt~NT = (A�1=2NA�1=2)T= A�1=2(�N)A�1=2 (da (A�1=2)T = A�1=2, NT = �N)= � ~N:Also ist ~N shiefsymmetrish. Unter Verwendung dieser Eigenshaft bekommt mandann (p; Rp)(p; 1�Tp) = �p; B ��A�1=2(�I � ~N)�1 ~N(�I + ~N)�1A�1=2�BTp�(p; 1�BA�1BTp)= �((�I � ~N)�TA�1=2BTp; ~N =vz }| {(�I + ~N)�1A�1=2BTp)(A�1=2BTp; 1�A�1=2BT p)= � ( =vz }| {(�I + ~N)�1A�1=2BTp; ~Nv)(A�1=2BTp; 1� (�I + ~N) (�I + ~N)�1A�1=2BTp| {z }=v )= � (v; ~Nv)�A�1=2BTp; 1� (�I � ~N)�1(�I � ~N)(�I + ~N)v�= � (v; ~Nv)((�I + ~N)�1A�1=2BTp| {z }=v ; 1� (�2I � ~N2)v)= � �(v; ~Nv)(v; (�2I � ~N2)v) : (4.9)2Lemma 4.4 Sei Â der diskrete Laplae-Operator und N ein Operator erster Ordnung.Dann existiert eine Konstante Æ � 0, die unabhängig von der Gitterweite h ist, so daÿgilt �(Â�1=2NÂ�1=2) � Æ;wobei � der Spektralradius ist.Beweis: vgl. [ES86℄Nun sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um Aussagen über die Eigenwerte des Shur-Komplement Problems (4.6) mahen zu können.



44 Vorkonditionierung bei stabilen �niten ElementenSatz 4.5 Sei S := B(�A +N)�1BT . Für den Fall � = 0 gilt:Die Eigenwerte des Shur-Komplement ProblemsSp = �1�Qp (4.10)für den diskreten Oseen-Operator sind enthalten in einem Rektek in der rehten Halb-ebene, dessen Grenzen unabhängig von h sind.Bemerkung 4.6Es ist mir niht gelungen, die Ausssage des Satzes 4.5 auf den Fall � > 0 zu über-tragen. Da Lemma 4.4 niht gilt, treten im Beweis Probleme auf. Trotzdem wird derBeweis, soweit dies möglih ist, allgemeiner formuliert. An den entsprehenden Stellenerfolgt ein expliziter Hinweis auf die Probleme im Fall � > 0. Dort wird auh eineFalluntersheidung vorgenommen.Beweis von Satz 4.5:Sei � 2 C eine Lösung der Eigenwertproblems Sp = � 1�Qp.(1) Die Matrix S := B(�A + N)�1BT läÿt sih zerlegen in S = C + R, wobei C bzw.R de�niert sind durh C := 12(S + ST ) bzw. R := 12(S � ST ). Unter Benutzung derDe�nition von S erhält manC = 12 �BF�1BT + (BF�1BT )T �= 12 �BF�1BT +BF�TBT �= B�F�1 + F�T2 �BT :Durh analoge Rehnung bekommt manR = B �F�1 � F�T2 �BT :Nah Lemma 4.1 (i) gilt für den Realteil von � die Abshätzungminp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) � Re� � maxp6=0 (p; Cp)(p; 1�Qp) :Im folgenden werden Grenzen für den Rayleigh-Quotient (p;Cp)(p; 1�Qp) konstruiert. Dazu de-�niere man T := BA�1BT . Für den Rayleigh-Quotienten gilt(p; Cp)(p; 1�Qp) = (p; Cp)(p; 1�Qp) (p; Tp)(p; Tp)= (p; Cp)(p; 1�Tp) (p; Tp)(p;Qp) : (4.11)



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 45Nah Lemma 3.6 gilt �21 + ��C2F � (p; Tp)(p;Qp) � �2: (4.12)Die Konstanten �, CF und � sind unabhängig von der Diskretisierungsshrittweite h.Weiterhin ist nah Lemma 4.2(p; Cp)(p; 1�Tp) = �v; (I � 1�2 ~N2)�1v�(v; v) ; (4.13)mit ~N := A�1=2NA�1=2 und v := A�1=2BTp. Da ~N shiefsymmetrish ist, folgt dann� ~N2 = � ~N ~N = ~NT ~N: (4.14)Da ~NT ~N symmetrish ist, sind die Eigenwerte von � ~N2 reell.Sei nun � ein beliebiger Eigenwert von � ~N2. Mit (4.14) folgt dannxT ~NT ~Nx = �kxk22, k ~Nxk22 = �kxk22, � = k ~Nxk22kxk22 � 0:Also ist � nihtnegativ. Folglih besitzt � ~N2 nur nihtnegative Eigenwerte.An dieser Stelle muÿ zwishen den Fällen � = 0 und � > 0 untershieden werden.Fall 1: � = 0In diesem Fall ist A nur noh der diskrete Laplae-Operator. Somit ist Lemma 4.4auf ~N anwendbar. Die Eigenwerte von ~N sind betragsmäÿig durh eine KonstanteÆ, die unabhängig von h ist, beshränkt. Deshalb liegt das Spektrum von I � 1�2 ~N2im Intervall h1; 1 + Æ2�2 i. Daraus folgt dann, daÿ das Spektrum von �I � 1�2 ~N2��1 imIntervall h �2�2+Æ2 ; 1i liegt. Zusammen mit (4.13) ergibt sih folgende Abshätzung�2Æ2 + �2 � (p; Cp)(p; 1�Tp) � 1: (4.15)Diese Abshätzung kombiniert mit (4.11), (4.12) und unter Berüksihtigung von � = 0ergibt �2�2Æ2 + �2 � (p; Cp)(p; 1�Qp) � �2:Damit sind die Grenzen für den Realteil der Eigenwertes � im Fall � = 0 konstruiert.



46 Vorkonditionierung bei stabilen �niten ElementenFall 2: � > 0In diesem Fall ist Lemma 4.4 niht anwendbar. Es ist mir auh niht gelungen, eineähnlihe Abshätzung zu zeigen. Aus diesem Grund bleibt die Abshätzung der Eigen-werte für ~N im Fall � > 0 ein o�enes Problem.(2) Nah Lemma 4.1 (ii) gilt jIm�j � maxp6=0 j(p; Rp)j(p; 1�Qp) :Mit T := BA�1BT erhält man für den Quotienten (p;Rp)(p; 1�Qp)(p; Rp)(p; 1�Qp) = (p; Rp)(p; 1�Tp) (p; Tp)(p;Qp) :Nah Lemma 4.3 ist (p; Rp)(p; 1�Tp) = � �(v; ~Nv)(v; (�2I � ~N2)v) ; (4.16)mit v := (�I + ~N)�1A1=2BTp.Für die shiefsymmetrishe Matrix ~N := A�1=2NA�1=2 gilt~NT ~N = � ~N(� ~NT ) = ~N ~NT ;also ist ~N normal. Deshalb kann man ~N unitär auf Diagonalgestalt transformieren.Folglih existiert eine unitäre Matrix U , so daÿ giltUH ~NU = ~�, ~N = U ~�UH ; (4.17)wobei ~� = diag(�j) mit �j Eigenwerte von ~N .Bei shiefsymmetrishen Matrizen treten die Eigenwerte stets in der Form � = �i�auf. Dann ergibt sih mit (4.17) ~N = iU�UH ;mit ~� = i�, � 2 Rl�l. Daraus folgt dann~N2 = ~N ~N= i2U�UHU| {z }=I �UH= �U�2UH :



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 47Mit (4.16) ergibt sih damit� �(v; ~Nv)(v; (�2I � ~N2)v) = � �(v; iU�UHv)(v; (�2UUH + U�2UH)v)= � �(v; iU�UHv)(v; U(�2I + �2)UHv)= � �( =:wz}|{UHv; i� =:wz}|{UHv)(UHv|{z}=:w ; (�2I + �2)UHv|{z}=:w )= � �(w; i�w)(w; (�2I + �2)w) :Weiterhin gilt j � �(w; i�w)j(w; (�2I + �2)w) = j � i�jj(w;�w)j(w; (�2I + �2)w)= �j(w;�w)j(w; (�2I + �2)w) : (4.18)An dieser Stelle ist wieder eine Falluntersheidung notwendig.Fall 1: � = 0In diesem Fall ist der Betrag der Eigenwerte von ~N nah Lemma 4.4 durh eine Kon-stante Æ beshränkt. Folglih ist (4.18) durhmax�Æ���Æ �j�j�2 + �2 = max0���Æ ���2 + �2beshränkt. Dieses Maximum ist 12 und wird angenommen, wenn � = � ist. Insgesamterhält man dann j(p; Rp)j(p; 1�Qp) � �22 :Der Betrag des Imaginärteils von � ist damit unabhängig von der Diskretisierungs-shrittweite h beshränkt.Fall 2: � > 0Bei diesem Fall tritt das gleihe Problem, wie in Beweisteil (1) auf, nämlih die Ab-shätzung der Eigenwerte von ~N . Auh an dieser Stelle bleibt ein o�enes Problem. 2Im Satz 4.5 sind die Grenzen für den Real- bzw. Imaginärteil der Eigenwerte des Shur-Komplement Problems ermittelt worden.



48 Vorkonditionierung bei stabilen �niten ElementenZiel ist es aber, die Eigenwerte von� �A +N BTB 0 �� up � = �� �A +N 00 1�Q �� up � (4.19)abzushätzen. Da aber � := �(��1) erhält man für die Eigenwerte des Problems (4.19)folgende Aussage.Folgerung 4.7Für den Fall � = 0 gilt:� = 1 ist Eigenwert mit der Vielfahheit l � k des mitM�1D := � �A +N 00 1�Q ��1vorkonditionierten diskreten Oseen-Operators. Die weiteren Eigenwerte des vorkondi-tionierten Systems sind vier Mengen bestehend aus Punkten der Form 1 + (a � bi)und �a� bi. Diese Mengen können in zwei rehtekige Gebiete eingeshlossen werden,wobei die Gebiete symmetrish bezüglih Re(�) = 12 sind. Auÿerdem sind die Gebieteunabhängig von der Diskretisierungsshrittweite h beshränkt.Beweis:Die Eigenwerte � von (4.19) ergeben sih aus � durh� = 1�p1 + 4�2= 1� (x1 + ix2)2 ( x1; x2 2 R)= 12 � x12 � ix22 :De�niere nun a := x12 � 12 ;b := x22 :Dann ist 1 + (a� ib) = 1 + �x12 � 12�� ix22= 12 + x12 � ix22 ;�(a� ib) = ��x12 � 12�� ix22= 12 � x12 � ix22 :



4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien 49
Also lassen sih alle � aus (4.19) in der Form 1 + (a� ib) und �a � ib darstellen. Dader Realteil und der Imaginärteil von � nah Satz 4.5 beshränkt sind, erkennt manan obiger Darstellung, daÿ die Eigenwerte von (4.19) in zwei rehtekigen Gebietenliegen, die bezüglih Re(�) = 12 symmetrish sind. Die Rehteke sind unabhängig vonh beshränkt, da die Shranken von Re(�) und Im(�) unabhängig von h sind. 2Die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems liegen auf beiden Seiten der imagi-nären Ahse. Aus diesem Grund kann es sein, daÿ der betragsmäÿig kleinste Eigenwertniht gegen Null beshränkt ist. Diese Tatsahe kann ein mögliher Nahteil der Vor-konditionierung mit MD sein. Eine Alternative, die dieses Problem vermeidet, ist einBlokdreieksvorkonditionierer, der de�niert ist durhMT := � F BT0 � 1�Q � ;wobei F := A + �N . Für diesen Fall lautet das verallgemeinerte Eigenwertproblem� F BTB 0 �� up � = �� F BT0 � 1�Q �� up � : (4.20)Äquivalent dazu ist Fu+BT p = �(Fu+BTp); (4.21)Bu = ���1�Qp� : (4.22)Eine Lösung des Problems (4.20) ist � = 1. Dann erhält man mit (4.22)Bu = �1�Qp, ��Bu = Qp: (4.23)Der Eigenwert � = 1 hat die Vielfahheit l. Für � 6= 1 erhält man durh Multiplikationvon (4.21) mit BF�1 BF�1(Fu+BTp) = �BF�1(Fu+BTp), Bu+BF�1BT| {z }=S p = �Bu+ �BF�1BT| {z }=S p:Unter Benutzung von (4.22) ergibt sih���1�Qp� + Sp = �����1�Qp�� + �Sp, (1� �)Sp = (�� �2)�1�Qp�, Sp = ��1�Qp� : (4.24)



50 Vorkonditionierung bei stabilen �niten ElementenDie Eigenwerte dieses Problems sind für den Fall � = 0 im Satz 4.5 abgeshätzt worden.Also erhält man folgendes Resultat.Satz 4.8 Für den Fall � = 0 gilt:� = 1 ist Eigenwert mit der Vielfahheit l des mitM�1T := � �A +N BT0 1�Q ��1vorkonditionierten diskreten Oseen-Operators. Die weiteren Eigenwerte des vorkondi-tionierten Systems erhält man aufgrund der obigen Herleitung aus Sp = � 1�Qp. Folglihsind die Eigenwerte der vorkonditionierten Oseen-Problems unabhängig von der Dis-kretisierungsshrittweite h beshränkt.Bemerkung 4.9Sei � 2 C ein Eigenwert von (4.24). Dann gelten für � = 0 nah Satz 4.5 folgendeAbshätzungen:(i) �2�2Æ2 + �2 � Re(�) � �2;(ii) jIm(�)j � �22 :Folglih ist der betragsmäÿig kleinste Eigenwert des mit M�1T vorkonditionierten Glei-hungssystems unabhängig von h gegen Null beshränkt. Damit ist das bei der Vorkon-ditionierung mit M�1D auftretende Problem behoben.Bemerkung 4.10Bei Benutzung einer der Vorkonditionierer MD oder MT ist es erforderlih, in jedemShritt eines iterativen Verfahrens die Wirkung von F�1 zu berehnen. Die Anwendungvon F�1 auf einen Vektor mittels direkter Methoden ist sehr teuer.Eine Alternative zu der direkten Berehnung wird im folgenden Abshnitt vorgestellt.4.2 Praktishe Aspekte der BerehnungDie hauptsählihen Kosten der Vorkonditionierer entstehen durh die Anwendung vonF�1 bzw. F�T auf einen Vektor v in jedem Shritt der Iteration. In diesem Abshnittsoll gezeigt werden, daÿ man diese Operation durh eine billigere ersetzen kann, zumBeispiel durh Berehnung der approximativen Lösung des Systems Fw = v bzw.



4.2 Praktishe Aspekte der Berehnung 51F Tw = v mit iterativen Verfahren . Die Idee ist, die VorkonditionierungsoperatorenMD und MT durhM̂D := � F̂ 00 1�Q � und M̂T := � F̂ BT0 � 1�Q � (4.25)zu ersetzen, wobei F̂ � F ist. Im folgenden werden die Vorkonditionierer, die die exakteWirkung von F�1 verwenden, als exakte Versionen und die auf der Approximationin (4.25) beruhenden als inexakte Versionen bezeihnet. Weiterhin sei Q� de�niertdurh Q� := 1�Q. Sei AD die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung des exaktenBlokdiagonalvorkonditionierers MD. Es gilt alsoAD := � F BTB 0 �� F 00 Q� ��1 = � I BTQ�1�BF�1 0 � :Sei ÂD die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung der inexakten Version des Blok-diagonalvorkonditionierers. Man erhält unter Benutzung der De�nition von AD undvon E := F̂ � FÂD = � F BTB 0 �� F̂ 00 Q� ��1= � FF̂�1 BTQ�1�BF̂�1 0 �= � FF̂�1 + I � I BTQ�1�BF̂�1 +BF�1 �BF�1 0 �= � I BTQ�1�BF�1 0 �� � F̂ F̂�1 � FF̂�1 0BF�1 �BF̂�1 0 �= AD � � (F̂ � F )F̂�1 0BF�1(F̂ � F )F̂�1 0 �= AD � � EF̂�1 0BF�1EF̂�1 0 � :De�niere nun ED = �� EF̂�1 0BF�1EF̂�1 0 � :Damit erhält man ÂD = AD + ED.Sei AT die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung der exakten Version der Blok-dreieksvorkonditionierers. Es giltAT := � F BTB 0 �� F BT0 Q� ��1= � I 0BF�1 BF�1BTQ�1� �



52 Vorkonditionierung bei stabilen �niten ElementenWeiterhin sei ÂT die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung der inexakten Versiondes Blokdreieksvorkonditionierers. Unter Verwendung der De�nition von AT und vonE := F̂ � F bekommt manÂT = � F BTB 0 �� F̂ BT0 �Q� ��1= � FF̂�1 FF̂�1BTQ�1� �BTQ�1�BF̂�1 BF̂�1BTQ�1� �= � FF̂�1 + I � F̂ F̂�1 FF̂�1BTQ�1� � F̂ F̂�1BTQ�1�BF̂�1 +BF�1 � BF�1 (BF̂�1 +BF�1 �BF�1)BTQ�1� �= � I 0BF�1 BF�1BTQ�1� �� � EF̂�1 EF̂�1BTQ�1�BF�1EF̂�1 BF�1EF̂�1BTQ�1� �= AT � � EF̂�1 EF̂�1BTQ�1�BF�1EF̂�1 BF�1EF̂�1BTQ�1� � :De�niere nun ET = �� EF̂�1 EF̂�1BTQ�1�BF�1EF̂�1 BF�1EF̂�1BTQ�1� � :Dann erhält man für die vorkonditionierte Matrix ÂT = AT + ET . Um Aussagen überdie Grenzen der Eigenwerte des vorkonditionierten Systems bei Verwendung der inex-akten Vorkonditionierer mahen zu können, ist des Satz von Bauer-Fike als Hilfsmittelerforderlih. Auf den Beweis des Satzes wird an dieser Stelle verzihtet. Man kann in[GL89℄ S.342 den Nahweis des Satzes �nden.Satz 4.11 (Bauer-Fike) Sei � ein Eigenwert von A+E 2 Cn�n und X�1AX = D =diag(�1; : : : ; �n). Dann gilt mini=1;:::;n j�i � �j � �p(X)kEkp;wobei k � kp die p-Norm (p = 1; 2;1) und �p(X) die Konditionszahl der Matrix Xbezüglih der p-Norm bezeihnet.Für den Fall, daÿ die Matrizen AD bzw. AT diagonalisierbar sind, ergeben sih für dieEigenwerte des vorkonditionierten Systems bei Verwendung der inexakten Vorkondi-tionierer folgende GrenzenSatz 4.12 (i) Sei AD = VD�DV�1D diagonalisierbar, dann gilt für alle Eigenwert � 2�(ÂD) min�2�(AD) j�� �j � kEF̂�1k1�1(VD)max �1; kBF�1k1� ;wobei �1(VD) die Konditionszahl der Matrix VD bezüglih der 1-Norm ist.(ii) Sei AT = VT�TV�1T diagonalisierbar, dann gilt für alle Eigenwerte � 2 �(ÂT )min�2�(AT ) j�� �j � kEF̂�1k1�1(VT )(1 + kBTQ�1k1max �1; kBF�1k1� ;



4.2 Praktishe Aspekte der Berehnung 53wobei �1(VT ) die Konditionszahl der Matrix VT bezüglih der 1-Norm ist.Beweis: (i) Sei � 2 �(AD + ED) und AD = VD�DV�1D , dann gilt mit Satz 4.11min�2�(AD) j�� �j � �1(VD)kEDk1: (4.26)Mit der De�nition von ED gilt dannkEDk1 = � EF̂�1 0BF�1EF̂�1 0 �1= � I 0BF�1 0 �� EF̂�1 00 0 �1� � I 0BF�1 0 �1 � EF̂�1 00 0 �1= max(1; kBF�1k1)kEF̂�1k1:Aus dieser Abshätzung erhält man mit (4.26)min�2�(AD) j�� �j � �1(VD)max(1; kBF�1k1)kEF̂�1k1:(ii) Sei � 2 �(AT + ET ) und AT = VT�TV�1T , dann gilt mit Satz 4.11min�2�(AT ) j�� �j � �1(VT )kETk1: (4.27)Mit der De�nition von ET gilt nunkETk1 = � EF̂�1 EF̂�1BTQ�1�BF�1EF̂�1 BF�1EF̂BTQ�1� �1= � I 0BF�1 0 �� EF̂�1 00 0 �� I BTQ�1�0 0 �1� � I 0BF�1 0 �1 � EF̂�1 00 0 �1 � I BTQ�1�0 0 �1= max(1; kBF�1k1)kEF̂�1k1 �1 + kBTQ�1� k1�Aus dieser Abshätzung bekommt man mit (4.27)min�2�(AT ) j�� �j � �1(VT )max(1; kBF�1k1)kEF̂�1k1 �1 + kBTQ�1� k1� : 2



54 Vorkonditionierung bei stabilen �niten Elementen4.3 Ausblik auf eine weitere Vorkonditionierungsstra-tegieEin weitere Möglihkeit der Blokdreieksvorkonditionierung wird in [KS97℄ vorgestellt.Der Vorkonditionierer ist de�niert durhB�1 := � �A +N BT0 �B(�A +N)�1BT ��1 :Die Konvergenzrate des iterativen Lösungsverfahren GMRES (vgl.[Saa96℄) in Kombi-nation mit den dem Blokdreieksvorkonditionierer B�1 ist unabhängig von der Diskre-tisierungsshrittweite h. Die genaue Analyse �ndet man in [KS97℄. Weiterhin wird auhnoh eine Konvergenzanalyse durhgeführt, wenn man F�1 und S�1 := (BF�1BT )�1durh die approximativen Inversen F̂�1 und Ŝ�1 ersetzt.



Kapitel 5Experimentelle Untersuhungeniterativer Löser für Stokes- undOseen-GleihungenAm Institut für Numerishe und Angewandte Mathematik der Universität Göttingenwird ein Programmmpaket namens ParallelNS (Parallelized solution of Navier-Stokesequations) zur Lösung von partiellen Di�erentialgleihungen entwikelt. Mit Paral-lelNS können vershiedene Probleme von skalaren Di�usions-Konvektions-Reaktions-Gleihungen bis hin zu Navier-Stokes-Gleihungen gelöst werden. Zur Lösung der beider Diskretisierung dieser partiellen Di�erentialgleihungen entstehenden Gleihungs-systeme wird das Programmpaket BLANC verwendet. Dieses Paket enthält vershie-dene iterative Verfahren zur Lösung linearer Gleihungssysteme. Die Lösungsverfah-ren können nun mit untershiedlihen Vorkonditionierern kombiniert werden. Ziel derin diesem Abshnitt dokumentierten Untersuhungen war es, für vershiedene Stokes-und Oseen-Probleme iterative Lösungsverfahren zu ermitteln, die die gestellten Proble-me e�zient lösen können. Dabei sind die Löser mit vershiedenen Vorkonditioniererngetestet worden. Im Abshnitt 5.5 werden an einem lid-driven avity Problem die imKapitel 4 vorgestellten Vorkonditionierungsstrategien und die im Paket BLANC zurVerfügung gestellten Vorkonditionierer in Verbindung mit dem iterativen Löser QMRverglihen.5.1 Durhführung der ExperimenteDas Programmpaket BLANC ist linearen Gleihungssystemen angepaÿt, die bei derDiskretisierung von vektorwertigen partiellen Di�erentialgleihungen entstehen.Bei der Lösung einer vektorwertigen partiellen Di�erentialgleihung, z.B. eines zweidi-mensionalen Oseen-Problems, sind auf jedem Gitterpunkt drei Unbekannte (x-Kompo-nente der Geshwindigkeit, y-Komponente der Geshwindigkeit und der Druk). Derklassishe Weg ist die sequentielle Anordnung der Vektorkomponenten. Damit ist ge-



56 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-Gleihungenmeint, daÿ zuerst alle Vektoreinträge, die zur ersten Unbekannten gehören, gespeihertwerden. Dann werden alle Einträge gespeihert, die zur zweiten Unbekannten gehörenusw..In BLANC erfolgt eine punktweise Anordnung der Vektorkomponenten. Für jeden Git-terpunkt werden die Einträge der x-Komponente der Geshwindigkeit, der y-Kompo-nente der Geshwindigkeit und des Druks zusammengefaÿt. Deshalb hat jeder Vektorin BLANC Blokstruktur, wobei jeder Blok zu einemGitterpunkt gehört. Die Dimensi-on eines solhen Bloks entspriht der Anzahl der Unbekannten in diesem Gitterpunkt.Die Matrizen in BLANC sind ähnlih strukturiert. Jede Matrix besteht aus Blokma-trizen, deren Dimension der Anzahl der Unbekannten in einem Gitterpunkt entspriht.Aufgrund der dargestellten Blokstruktur ist es möglih, beim SSOR-Verfahren je-de Komponente des Lösungsvektors für sih zu relaxieren. In den folgenden Unter-suhungen wurden die einzelnen Elemente jedes Bloks vershieden relaxiert. Damitist berüksihtigt worden, daÿ in jedem Blok Geshwindigkeitskomponenten und eineDrukkomponente enthalten sind. In die experimentellen Untersuhungen sind aus demProgrammpaket BLANC folgende iterative Löser einbezogen worden:� stationäre Verfahren:� SSOR (Symmetri Suessive OverRelaxation)� Petrov-Galerkin-Krylov-Verfahren (PGK-Verfahren):� Bi-CG (Bi-Conjugate Gradient-Verfahren)� CGS (Conjugate Gradient Stabilized-Verfahren)� Bi-CGSTAB (Bi-CG Stabilized)� QMR (Quasi Minimized Residual)� TFQMR (Transposed-Free QMR)� QMRCGSTAB� CGNR (Conjugate Gradient Normal Residual)Die PGK-Verfahren sind noh mit untershiedlihen Vorkonditionierungen kombiniertworden:� ohne Vorkonditionierung� Jaobi� SSOR� ILU(0)



5.1 Durhführung der Experimente 57Weitere Informationen zu diesem Programmpaket �ndet man in [Pri96℄. Genauere Aus-sagen über die verwendeten iterativen Löser sowie Algorithmen kann man zum Beispielin [Saa96℄ bzw. [Pri96℄ nahlesen.Um die Qualität der Lösungsverfahren miteinander zu vergleihen, wurde bei den nume-rishen Experimenten der zeitlihe Konvergenzverlauf betrahtet, also die Entwiklungder Konvergenz krkk2=kr0k2 des Residuums in der Euklidishen Norm bezüglih derRehenzeit. Die Diskretisierung der Probleme und somit die Generierung der Matrixwurde mit dem Programm ParallelNS vorgenommen. ParallelNS arbeitet mit linearenElementen für Druk und Geshwindigkeit, welhe die Babu²ka-Brezzi mit einer vonh unabhängigen Konstante niht erfüllen. Deshalb wird in diesem Programm das inAbshnitt 3.4 kurz vorgestellte GLS-Verfahren zur Stabilisierung verwendet. Die Zerle-gung des Einheitsquadrats wurde durh ein regelmäÿiges 16�16-, 32�32-, 64�64- oder128�128-Shahbrettmuster realisiert, bei dem jedes Feld diagonal halbiert wurde, vgl.Abbildung 5.1.
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Abbildung 5.1: Beispiel einer verwendeten Zerlegung (17� 17)Es entstanden Gleihungssysteme mit n = 3 � 17 � 17 = 867, n = 3 � 33 � 33 = 3267,n = 3 � 65 � 65 = 12675, n = 3 � 129 � 129 = 49923 Unbekannten.Zur Durhführung der Experimente wurden die Startlösung x0 = 1pn(1; :::; 1)T und dierehte Seite b = 0 gesetzt. Verglihen wurde die Rehenzeit die erforderlih war, umdas Abbruhkriterium krkk2=kr0k2 < 10�6 zu erreihen.Beim SSOR-Verfahren wurden die Relaxationsparameter für die Geshwindigkeitskom-ponenten und den Druk vershieden gewählt. Im folgenden wird mit !v der Relaxati-onsparameter für die Geshwindigkeitskomponenten und mit !p der Relaxationspara-meter für die Drukkomponente bezeihnet. Als Rehenumgebung für die numerishenExperimente sind DEC Alpha 3000/600 verwendet worden.



58 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-Gleihungen5.2 Stokes-GleihungZuerst wurde eine Stokes-Gleihung, bei der das Strömungsfeld a vershwindet, unter-suht. Da das Programm ParallelNS mit der GLS-Stabilisierungstehnik arbeitet, istes erforderlih, bestimmte Stabilisierungsparameter zu wählen (vgl. Kapitel 3.4). Ge-nauere Aussagen über die geeignete Wahl der Stabilisierungsparameter für vershiedeneProbleme kann man in [Mü97℄ nahlesen. In diesem Beispiel wurde nur eine Druksta-bilisierung verwendet. Die Rehnungen sind mit folgender Parameterwahl durhgeführtworden:� Di�usionskoe�zient: � = 1:0,� Stabilisierungsparameter für Geshwindigkeit: u1 = 0:0,� Stabilisierungsparameter für Druk: p1 = 1:0,� Stabilisierungsparameter für die Divergenzgleihung: 2 = 0:0.Auÿerdem wurde mit Konsistenzsiherung gerehnet. Diese benötigt man, denn beider Verwendung von linearen Elementen für die Geshwindigkeit, wie in ParallelNS,ist 4uhjK = 0. Also vershwindet in der diskreten Formulierung der Laplae-Operator,deshalb erfüllt die kontinuierlihe Lösung die diskreten Gleihungen niht mehr. Ausdiesem Grund ist dieses Verfahren inkonsistent und führt zu Fehlern in der Lösung.Die Darstellung einer Konsistenzsiherung �ndet man in [DH94℄. Zuerst wurden für dasSSOR-Verfahren die optimalen Relaxationsparameter ermittelt. In Tabelle 5.1 sind dieoptimalen Relaxationsparameter der Geshwindigkeitskomponenten und der Druk-kompomente in Abhängigkeit von der Zerlegung angegeben. Auÿerdem enthält dieTabelle Informationen über die Rehenzeit, die erforderlih war, um das Abbruh-kriteriums krkk2=kr0k2 < 10�6 zu erreihen. Zusätzlih ist noh die Zahl der dafürnotwendigen Iterationen angegeben.Zerlegung !v !p CPU-se Iterationen17� 17 1.4 0.2 0.7666 12033� 33 1.8 0.2 4.233 16065� 65 1.9 0.1 32.899 305129� 129 1.95 0.05 313.704 606Tabelle 5.1: Optimale Relaxationsparameter fürSSOR beim Stokes-Problem



5.2 Stokes-Gleihung 59Die Abhängigkeit der optimalen Relaxationsparamter von der Feinheit der Zerlegungist aus der Tabelle deutlih erkennbar. Mit kleiner werdender Diskretisierungsshritt-weite h müssen die Geshwindigkeitskomponenten stärker überrelaxiert werden, bei derDrukkomponente ist eine stärkere Unterrelaxation erforderlih.Die oben genannten PGK-Verfahren sind bei jeder Zerlegung mit den angegebenenVorkonditionierern getestet worden, wobei für SSOR-Vorkonditionierung der vorherermittelte optimale Relaxationsparameter verwendet wird. Auÿerdem sind noh weite-re Relaxationsparameter für die SSOR-Vorkonditionierung getestet worden, um fest-zustellen, wie sih die niht optimale Wahl des Relaxationsparameters für SSOR-Vorkonditionierung auf die Konvergenz des jeweiligen PGK-Verfahrens auswirkt. In derTabelle 5.2 sind für jedes Verfahren die optimalen Vorkonditionierer, die Rehenzeit unddie Iterationszahl angegeben. Der Eintrag �>se� bedeutet, daÿ das PGK-Verfahrenmit keinem der angegebenen Vorkonditionierer in der Zeit �se� das Abbruhkriteriumerfüllt. Weiterhin wird mit !opt(A) der optimale Relaxationsparameter der ZerlegungAxA bezeihnet (vgl. Tabelle 5.1).



60 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-GleihungenZer- Verfahren optimaler Vor- CPU- Itera-legung konditionierer se tionenBICG ILU 0.9166 71CGNR >20QMR ILU 0.9499 6917� 17 BICGSTAB SSOR(!v = 1:6;!p = 0:2) 0.5166 34CGS SSOR(!v = 1:6;!p = 0:2) 0.6499 42TFQMR SSOR(!v = 1:6;!p = 0:2) 0.9166 86QMRCGSTAB SSOR(!v = 1:6;!p = 0:2) 0.5333 34BICG ILU 13.033 270CGNR >50QMR ILU 15.316 27333� 33 BICGSTAB SSOR(!opt(33)) 2.567 44CGS SSOR(!opt(33)) 3.383 58TFQMR SSOR(!opt(33)) 5.183 124QMRCGSTAB SSOR(!opt(33)) 2.817 47BICG >100CGNR >100QMR >10065� 65 BICGSTAB SSOR(!opt(65)) 21.332 72CGS SSOR(!opt(65)) 28.282 102TFQMR SSOR(!opt(65)) 38.398 211QMRCGSTAB SSOR(!opt(65)) 23.866 76BICG >400CGNR >400QMR >400129� 129 BICGSTAB SSOR(!opt(129)) 146.961 119CGS SSOR(!opt(129)) 321.637 261TFQMR >400QMRCGSTAB SSOR(!opt(129)) 158.160 126Tabelle 5.2: CPU-Zeit und Iterationen für PGK-Verfahren bei einem Stokes-ProblemZur Berehnung des Stokes-Problems sind die PGK-Verfahren BICGSTAB und QM-RCGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung sehr gut geeignet. Für die Vorkonditionie-rung muÿ allerdings der optimale Relaxationsparameter verwendet werden. Die Ab-bildungen auf den Seiten 62 bis 65 zeigen die Konvergenzverläufe der PGK-VerfahrenBICG, BICGSTAB, CGS, QMRCGSTAB, TFQMR und QMR mit vershiedenen Vor-konditionierern bzw. ohne Vorkonditionierung. Auf eine Darstellung der Konvergenz-verläufe des CGNR wird an dieser Stelle verzihtet, da der Löser keine guten Konver-genzeigenshaften besitzt. In der Legende sind die Vorkonditionierer angegeben, wobei



5.2 Stokes-Gleihung 61die verwendeten Abkürzungen folgende Bedeutung haben� NONE keine Vorkonditionierung� JACOBI Verwendung der Jaobi-Vorkonditionierung� ILU Verwendung der ILU(0)-Vorkonditionierung� �SSOR, A, B� Verwendung der SSOR-Vorkonditionierung, wobei die Geshwin-digkeitskomponenten mit A relaxiert werden und die Drukkomponente mit Brelaxiert wird.Gerade bei feinen Zerlegungen vershlehtert sih die Konvergenz der Verfahren dra-matish bei niht optimaler Wahl des Relaxationsparameter. Die Abhängigkeit derSSOR-Vorkonditionierung von der optimalen Wahl des Relaxationsparameters ist auhein entsheidender Nahteil dieser Vorkonditionierungstehnik. Es ist möglih, die Re-henzeiten mit geeigneten PGK-Verfahren je nah Zerlegung, um bis zu 50% gegenüberdem SSOR-Verfahren mit optimalen Relaxationsparametern als Lösungsverfahren zusenken.



62 Stokes-Gleihung17� 17 33� 33
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Konvergenz der Löser BICG, BICGSTAB und CGS 6365� 65 129� 129
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64 Stokes-Gleihung17� 17 33� 33
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Konvergenz der Löser QMRCGSTAB, TFQMR und QMR 6565� 65 129� 129
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66 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-Gleihungen5.3 Oseen-Gleihung im di�usionsdominanten FallAls zweites Beispiel wurde eine di�usiondominante Oseen-Gleihung gerehnet. AlsStrömungsfeld wurde a = � x2�2xy �verwendet, vgl. Abbildung 5.2. Die Rehnungen sind mit folgender Parameterwahldurhgeführt worden:� Di�usionskoe�zient: � = 0:5,� Stabilisierungsparameter für Geshwindigkeit: u1 = 1:0,� Stabilisierungsparameter für Druk: p1 = 1:0,� Stabilisierungsparameter für die Divergenzgleihung: 2 = 0:0.Auÿerdem wurde mit Konsistenzsiherung gerehnet.
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5.3 Oseen-Gleihung im di�usionsdominanten Fall 67Bei diesem Problem ergaben sih in Abhängigkeit von der Diskretisierungsshrittweiteh die in Tabelle 5.3 angegeben optimalen Relaxationsparameter (!opt) für das SSOR-Verfahren, weiterhin sind die Rehenzeit und die Iterationszahl angegeben, die biszum Erreihen des Abbruhkriteriums notwendig waren. Die für die Oseen-Gleihungim di�usionsdominanten Fall ermittelten optimalen Relaxationsparameter stimmen inwesentlihen mit den Ergebnissen des Stokes-Problem überein.
Zerlegung !v !p CPU-se Iterationen17� 17 1.6 0.2 0.5666 8633� 33 1.8 0.2 3.5165 14665� 65 1.9 0.1 32.599 288129� 129 1.95 0.05 296.705 573Tabelle 5.3: Optimale Relaxationsparameter fürSSOR beim Oseen-Problem im di�usionsdomi-nanten Fall

Auh bei diesem Problem sind die optimalen Relaxationsparameter von der Feinheitder Zerlegung abhängig. In der Tabelle 5.4 sind für die oben genannten PGK-Verfahrendie optimalen Vorkonditionierer und die Rehenzeiten, sowie die Iterationszahlen, dieerforderlih waren, damit das Abbruhkriterium krkk2=kr0k2 < 10�6 erfüllt wurde, an-gegeben.Auh bei diesem Problem können gute Ergebnisse mit den PGK-Verfahren BICGSTABund QMRCGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung erzielt werden. Dabei treten jedohdie gleihen Probleme wie bei der vorher betrahteten Stokes-Gleihung auf, nämlihdie Abhängigkeit der Konvergenz der Verfahren von der Wahl der Relaxationsparame-ter. Die Konvergenzverläufe der PGK-Verfahren mit vershiedenen Vorkonditionierernsind in den Abbildungen auf den Seiten 70 bis 73 dargestellt. Weiterhin wird in die-sen Diagrammen deutlih, daÿ andere Vorkonditionierer niht so leistungsfähig wiedie SSOR-Vorkonditionierung sind. Die Rehenzeiten von geeigneten PGK-Verfahrensinken um bis zu 2/3 gegenüber dem SSOR-Verfahren mit optimalen Relaxationspa-rametern als Lösungsverfahren. Bei der 129� 129-Zerlegung sind die CPU-Zeiten fürdie Oseen-Gleihung im di�usionsdominanten Fall zum Teil deutlih besser als beimStokes-Problem. Die Rehenzeiten verbessern sih teilweise um 2/3 bzw. um die Hälfte.



68 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-GleihungenZer- Verfahren optimaler Vor- CPU- Itera-legung konditionierer se tionenBICG ILU 0.9832 72CGNR >30QMR ILU 1.0999 7317� 17 BICGSTAB SSOR(!opt(17)) 0.3666 20CGS SSOR(!v = 0:6;!p = 1:0) 0.5999 38TFQMR SSOR(!v = 1:4;!p = 0:4) 0.8999 87QMRCGSTAB SSOR(!opt(17)) 0.3833 22BICG ILU 10.599 204CGNR >100QMR ILU 11.199 21133� 33 BICGSTAB SSOR(!opt(33)) 3.0665 44CGS SSOR(!opt(33)) 4.0831 62TFQMR SSOR(!opt(33)) 5.2497 128QMRCGSTAB SSOR(!opt(33)) 2.9332 47BICG >200CGNR >200QMR >20065� 65 BICGSTAB SSOR(!opt(65)) 11.549 39CGS SSOR(!opt(65)) 12.016 40TFQMR SSOR(!opt(65)) 41.048 213QMRCGSTAB SSOR(!opt(65)) 11.982 40BICG >400CGNR >400QMR >400129� 129 BICGSTAB SSOR(!opt(129)) 76.530 59CGS SSOR(!opt(129)) 86.579 68TFQMR SSOR(!opt(129)) 291.954 352QMRCGSTAB SSOR(!opt(129)) 79.096 61Tabelle 5.4: CPU-Zeit und Iterationen für PGK-Verfahren für Ossen-Gleihung im di�usionsdominanten Fall
Weiterhin wurde untersuht, wie sih die Rehenzeiten vershlehtern, wenn die optima-len Relaxationsparameter der 129 � 129-Zerlegung auh für die anderen Zerlegungenbenutzt werden. Mit den Relaxationsparametern !v = 1:95 und !p = 0:05 für dieSSOR-Vorkonditionierung von BICGSTAB, CGS, TFQMR und QMRCGSTAB erhältman bei untershiedlihen Zerlegungen die in Tabelle 5.5 dargestellten Ergebnisse.



5.3 Oseen-Gleihung im di�usionsdominanten Fall 69Zerlegung Verfahren CPU-se Iterationen17� 17 BICGSTAB 0.79996 46CGS 1.08329 65TFQMR 1.48327 131QMRCGSTAB 0.8333 4833� 33 BICGSTAB 3.8998 65CGS 5.6831 93TFQMR 7.6163 192QMRCGSTAB 4.9831 7265� 65 BICGSTAB 13.799 45CGS 38.498 127TFQMR 50.881 262QMRCGSTAB 14.699 47Tabelle 5.5: Rehenzeiten bei SSOR-Vorkonditionierung mit !v = 1:95 und !p = 0:05Bei der 17 � 17-Zerlegung und bei der 33 � 33-Zerlegung wird die Rehenzeit für dieeinzelnen Verfahren fast verdoppelt, dies stellt jedoh bei kleinen Rehenzeiten keinProblem dar. Die Rehenzeiten für BICGSTAB und QMRCGSTAB bei einer 65� 65-Zerlegung vershlehtern sih nur um 1/6.Es ist also möglih, für die Löser BICGSTAB und QMRCGSTAB, die optimalen Re-laxationsparameter der 129 � 129-Zerlegung auh für die Zerlegungen mit geringe-rer Feinheit zu benutzen. Als Empfehlung für das in diesem Abshnitt betrahteteProblem ergibt sih, die PGK-Verfahren BICGSTAB oder QMRCGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung und den Relaxationsparametern !v = 1:95 und !p = 0:05 zu ver-wenden.
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74 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-Gleihungen5.4 Oseen-Gleihung im konvektionsdominanten FallAls weiteres Beispiel wurde eine Oseen-Gleihung im konvektionsdominanten Fallmitdem in Abshnitt 5.3 verwendeten Strömungsfeld betrahtet, alsoa = � x2�2xy � :Für die Berehnungen sind folgende Parameter verwendet worden:� Di�usionskoe�zient: � = 0:01,� Stabilisierungsparameter für Geshwindigkeit: u1 = 0:1,� Stabilisierungsparameter für Druk: p1 = 1:0,� Stabilisierungsparameter für die Divergenzgleihung: 2 = 1:0.Die Berehnungen wurden ohne Konsistenzsiherung durhgeführt.In der Tabelle 5.6 sind die optimalen Relaxationsparameter des SSOR-Verfahrens inAbhängigkeit von der Diskretisierungsshrittweite für dieses Beispiel angegeben. Beider Oseen-Gleihung im konvektionsdominanten Fall sind die Rehenzeiten und dieIterationszahlen des SSOR-Verfahrens mit optimalen Relaxationsparametern für alleZerlegungen besser als im di�usionsdominanten Fall. Dabei ist aber zu berüksihtigen,daÿ im konvektionsdominanten Fall ohne Konsistenzsiherung gerehnet worden ist.Zerlegung !v !p CPU-se Iterationen17� 17 1.4 1.6 0.3499 5433� 33 1.6 1.2 1.816 7065� 65 1.8 0.6 15.199 128129� 129 1.9 0.2 222.207 440Tabelle 5.6: Optimale Relaxationsparameter fürSSOR bei Oseen-Problem im konvektionsdomi-nanten FallAuh in diesem Fall sind die optimalen Relaxationsparameter von der Feinheit derZerlegung abhängig. Mit kleiner werdender Diskretisierungsshrittweite h müssen dieGeshwindigkeitskomponeten stärker überrelaxiert werden. Mit zunehmender Feinheitder Zerlegung vershiebt sih die Relaxation der Drukkomponente von Überrelaxationzu Unterrelaxation. Die Relaxationsparameter für die Drukkomponente müssen imkonvektionsdominanten Fall völlig anders gewählt werden als bei Di�usionsdominanz.Dieser Untershied ist damit zu erklären, daÿ die Verwendung der Konsistenzsiherungeinen Ein�uÿ auf die Wahl der Relaxationsparameter hat.



5.4 Oseen-Gleihung im konvektionsdominanten Fall 75In Tabelle 5.7 sind für die getesteten PGK-Verfahren die optimalen Vorkonditioniererangegeben.Zer- Verfahren optimaler Vor- CPU- Itera-legung konditionierer se tionenBICG ILU 0.5999 45CGNR ILU 1.0166 62QMR ILU 0.6330 4417� 17 BICGSTAB ILU 0.2333 15CGS ILU 0.2499 18TFQMR ILU 0.6333 76QMRCGSTAB ILU 0.3166 22BICG ILU 4.5331 81CGNR ILU 7.6663 115QMR ILU 4.2664 8133� 33 BICGSTAB SSOR(!opt(33)) 1.3999 22CGS SSOR(!opt(33)) 1.3666 23TFQMR SSOR(!opt(33)) 2.0832 52QMRCGSTAB SSOR(!opt(33)) 1.5499 26BICG ILU 43.614 177CGNR ILU 95.829 328QMR ILU 48.114 18565� 65 BICGSTAB SSOR(!opt(65)) 8.9163 32CGS SSOR(!opt(65)) 9.7996 35TFQMR SSOR(!opt(65)) 13.799 74QMRCGSTAB SSOR(!opt(65)) 9.6996 34BICG >400CGNR >400QMR >400129� 129 BICGSTAB SSOR(!opt(129)) 74.630 60CGS SSOR(!v = 1:8,!p = 0:6) 74.597 60TFQMR SSOR(!v = 1:8,!p = 0:6) 104.579 128QMRCGSTAB SSOR(!opt(129)) 90.879 70Tabelle 5.7: CPU-Zeit und Iterationszahl für PGK-Verfahren am Beispieleiner Oseen-Gleihung im konvektionsdominanten FallBei diesem Problem sind die PGK-Verfahren BICGSTAB, QMRCGSTAB und CGSmit SSOR-Vorkonditionierung gute Löser. Es tritt aber wiederum das Problem deroptimalen Wahl der Relaxationsparameter für die SSOR-Vorkonditionierung auf. DieLöser CGS und TFQMR konvergieren bei einer 129 � 129-Zerlegung shneller, wennfür die SSOR-Vorkonditionierung niht die optimalen Relaxationsparameter, sondern



76 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-Gleihungen!v = 1:8 und !p = 0:6 verwendet werden. Bei der 17� 17-Zerlegung konvergieren allebetrahteten Verfahren mit der ILU-Vorkonditionierung am shnellsten. Die dargestell-ten Zusammenhänge sind in den Konvergenzdiagrammen für die betrahteten Löser aufden Seiten 78 bis 81 erkennbar.Weiterhin wurde untersuht, wie sih die Rehenzeiten der Verfahren vershlehtern,wenn für die SSOR-Vorkonditionierung die Relaxationsparameter der feinsten Zerle-gung benutzt werden. Für die 129 � 129-Zerlegung sind auÿerdem die Rehenzeitenfür die Löser CGS und TFQMR bei Verwendung der SSOR-Vorkonditionierung mit!v = 1:9 und !p = 0:2 ermittelt worden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.8 zusammen-gestellt. Zerlegung Verfahren CPU-se Iterationen17� 17 BICGSTAB 0.6666 41CGS 0.7166 44TFQMR 2.4499 231QMRCGSTAB 0.8832 5433� 33 BICGSTAB 3.3831 50CGS 3.8831 54TFQMR 5.3664 118QMRCGSTAB 3.6831 5465� 65 BICGSTAB 17.3826 57CGS 17.6492 63TFQMR 23.8323 128QMRCGSTAB 17.2159 59129� 129 CGS 93.1129 75TFQMR 131.8947 162Tabelle 5.8: Rehenzeit für PGK-Verfahren mitSSOR-Vorkonditionierung mit Relaxationsparame-tern !v = 1:9 und !p = 0:2Die Rehenzeiten vershlehtern sih um a. 50 Prozent bei der 33�33- und der 65�65-Zerlegung. Bei diesem Problem ist es niht empfehlenswert, für alle Zerlegungen dieSSOR-Vorkonditionierung mit den Relaxationsparametern !v = 1:9 und !p = 0:2durhzuführen. Es werden aber bei allen Zerlegungen gute Ergebnisse mit dem CGS-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung unter Verwendung der Relaxationsparameter!v = 1:8 und !p = 0:6 erzielt. Für die einzelnen Zerlegungen wird dies in den Konver-genzdiagrammen deutlih. Zusammenfassend kann man feststellen, daÿ bei allen be-trahteten Gleihungen das Problem der optimalen Wahl der Relaxationsparameter beiSSOR- Vorkonditionierung auftritt. Die Kombination von PGK-Verfahren mit ande-ren Vorkonditionierern als SSOR liefert in den meisten Fällen keine guten Ergebnisse,insbesondere ist BICGSTAB in Kombination mit ILU-Vorkonditionierung bei feinen



5.4 Oseen-Gleihung im konvektionsdominanten Fall 77Zerlegungen niht empfehlenswert. Aus den Konvergenzdiagrammen für die 65 � 65-bzw. 129 � 129-Zerlegung wird deutlih, daÿ sih bei Verwendung der Lösers BICG-STAB mit ILU als Vorkonditionierer die Rehenzeiten verfün�ahen. Folglih gibt esbei den betrahteten Lösern und Vorkonditionierern keine brauhbare Alternative zurSSOR-Vorkonditionierung, gerade bei feinen Zerlegungen.
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82 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-Gleihungen5.5 Vergleih der Leistungsfähigkeit von problembe-zogenen Vorkonditionierern und Vorkonditionie-rern aus BLANCFür die in Kapitel 4 vorgestellten Vorkonditionierer bei stabilen Elementen wurden in[ES96℄ einige numerishe Ergebnisse vorgestellt. Um im Vergleih dazu die Leistungs-fähigkeit der in BLANC zur Verfügung gestellten Vorkonditionierer zu testen, wurdedas in diesem Artikel betrahtete Problem gerehnet. Die Generierung der Matrix er-folgte mit ParallelNS, d.h. im Untershied zu den Rehnungen [ES96℄ sind stabilisierteVerfahren verwendet worden. Es wurde ein zweidimensionales lid-driven avity Pro-blem auf dem Einheitsquadrat 
 = (0; 1)� (0; 1) mit den in Abbildung 5.3 gegebenenRandbedingungen betrahtet.

u = 0u = 0 u = 0u = (1; 0)T

Abbildung 5.3: Vorgabe der Randbedingungen
Das verwendete Strömungsfeld

a = � 8(2y � 1)(�x2 + x)�8(2x� 1)(�y2 + y) �ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
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Abbildung 5.4: Strömungsfeld
In die Untersuhungen wurden ein di�usionsdominanter Fall (� = 1) und ein konvek-tiondominater Fall (� = 1=100) einbezogen. Die Stabilisierungsparameter für Paral-lelNS sind im Fall � = 1 wie in Kapitel 5.3 und im Fall � = 1=100 wie im Kapitel 5.4gewählt worden.In [ES96℄ betrahtete man einerseits eine Diskretisierung mittels der Galerkin Metho-de und andererseits die streamline-upwind Diskretisierung. In allen Fällen wurden dieIterationszahlen verglihen, die erforderlih waren, um das Residuum um 10�6 zu redu-zieren. In diesem Artikel sind bei Verwendung des Blokdreieksvorkonditionierers bzw.des Blokdiagonalvorkonditioniers in Kombination mit dem iterativen Löser QMR diein den Tabellen 5.9 und 5.10 enthaltenen Iterationszahlen angegeben worden. Dabeibeziehen sih die in Klammern angegebenen Iterationszahlen auf die Blokdiagonal-vorkonditionierung.

Zerlegung 17� 17 33� 33 65� 65 129� 129� = 1 22(43) 22(43) 22(41) 16� = 1=100 73(143) 126(246) 189(375) 253Tabelle 5.9: Iterationszahlen für QMR bei Galerkin-Diskretisierung



84 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-GleihungenZerlegung 17� 17 33� 33 65� 65 129� 129� = 1 25(49) 27(51) 25(47) 22� = 1=100 76(157) 133(249) 190(382) 229Tabelle 5.10: Iterationszahlen für QMR beiStreamline-upwind-DiskretisierungDas obige Beispiel wurde mit den iterativen Löser QMR in Kombination mit denin BLANC zur Verfügung stehenden Vorkonditionierern Jaobi, SSOR und ILU(0)gerehnet. Die besten Ergebnisse hinsihtlih der benötigten Iterationszahlen erzieltman bei Verwendung der ILU(0)-Vorkonditionierung. Die Resultate sind in Tabelle5.11 zusammengestellt.Zerlegung 17� 17 33� 33 65� 65 129� 129� = 1 69 386 >1000 >1000� = 1=100 50 105 206 >2000Tabelle 5.11: Iterationszahlen für QMR mit ILU-VorkonditionierungIm di�usionsdominanten Fall (� = 1) sind die Ergebnisse ab der 65 � 65-Zerlegungbei Verwendung des QMR-Verfahren mit den in BLANC zür Verfügung gestellten Vor-konditionierern völlig unbefriedigend. Selbst mit 1000 Iterationen kann das Residuumniht um 10�6 reduziert werden. Im konvektionsdominanten Fall sind die Ergebnisseder ILU(0)-Vorkonditionierung im Vergleih zu den Ergebnissen in der Tabellen 5.9und 5.10 bis zur 65� 65-Zerlegung konkurrenzfähig. Problematish wird auh bei die-sem Fall die Zerlegung 129� 129. Selbst mit 2000 Iterationen ist keine Reduktion desResiduums um 10�6 möglih. Sowohl im di�usionsdominanten als auh im konvekti-onsdominanten Fall wird deutlih, daÿ sih die Iterationszahl mindestens verdoppelt,wenn die Diskretisierungsshrittweite halbiert wird. Bei den in [ES96℄ vorgestellten nu-merishen Ergebnissen tritt dieses Probelm zumindest im di�usionsdominanten Fallniht auf.In den Abshnitten 5.3 und 5.4 wird deutlih, daÿ mit anderen in BLANC zur Verfü-gung stehenden Iterationsverfahrender bessere Ergebnisse als mit dem iterativen LöserQMR erzielt werden können. Aus diesem Grund wurde das obige Beispiel mit den Lö-sern QMRCGSTAB, CGS, TFQMR und BICGSTAB mit vershiedenen Vorkonditio-nierern berehnet. Dazu war es zuerst erforderlih, die optimalen Relaxationsparameterfür das SSOR-Verfahren zu ermitteln. Für den di�usionsdominanten Fall (� = 1) undden konvektionsdominanten Fall (� = 1=100) ergaben sih in Abhängigkeit von derFeinheit der Zerlegung die in Tabelle 5.12 angebenen optimalen Relaxationsparameter.



5.5 Vergleih der Leistungsfähigkeit von problembezogenenVorkonditionierern und Vorkonditionierern aus BLANC 85� = 1 � = 1=100Zerlegung !v !p !v !p17� 17 1.4 0.2 1.4 1.633� 33 1.8 0.2 1.4 1.465� 65 1.9 0.1 1.4 1.2129� 129 1.95 0.05 1.6 0.8Tabelle 5.12: Optimale Relaxati-onsparameter für SSORFür den di�usionsdominanten Fall sind die besten Ergebnisse mit dem iterativen LöserBICGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung erzielt worden, vgl. Tabelle 5.13.Zer Verfahren optimaler Vor- CPU- Itera-legung konditionierer se tionen17� 17 BICGSTAB SSOR(!v = 1:8;!p = 0:2) 0.5000 3333� 33 BICGSTAB SSOR(!opt(33)) 2.6998 4565� 65 BICGSTAB SSOR(!opt(65)) 19.8825 70129� 129 BICGSTAB SSOR(!opt(129)) 142.6776 115Tabelle 5.13: Iterationszahlen und CPU-Zeit für BICGSTABim di�usionsdominanten FallSelbst bei Verwendung von sehr guten Lösern und Vorkonditionierern ist es im di�usi-onsdominanten Fall niht möglih, Iterationszahlen zu erreihen, die den Ergebnissenbei Verwendung von Blokdiagonal- bzw. Blokdreieksvorkonditionierung entsprehen.Aus der obigen Tabelle wird deutlih, daÿ das gröÿte Problem die Abhängigkeit derIterationszahl von der Diskretisierungsshrittweite h ist.Auh im konvektionsdominaten Fall (� = 1=100) erhielt man mit dem iterative LöserBICGSTAB in Kombination mit der SSOR-Vorkonditionierung die besten Ergebnisse,die in Tabelle 5.14 zusammengestellt sind.Zer Verfahren optimaler Vor- CPU- Itera-legung konditionierer se tionen17� 17 BICGSTAB SSOR(!opt(17)) 0.3666 2333� 33 BICGSTAB SSOR(!opt(33)) 2.3499 4265� 65 BICGSTAB SSOR(!opt(65)) 27.2822 99129� 129 BICGSTAB SSOR(!opt(129)) 175.193 144Tabelle 5.14: Iterationszahlen und CPU-Zeit für BICGSTABim konvektionsdominanten Fall



86 Experimentelle Untersuhungen iterativer Löser für Stokes- undOseen-GleihungenDie mit dieser Löser-Vorkonditionierer-Kombination im konvektionsdominanten Fallbenötigten Iterationszahlen sind 50 Prozent besser als die Ergebnisse, die mit denBlokdreieks- bzw. Blokdiagonalvorkonditionierern erzielt worden sind. Abshlieÿendkann man feststellen, daÿ im Fall von Konvektionsdominanz die in BLANC zur Verfü-gung gestellten Löser und Vorkonditionierer im Vergleih zu [ES96℄ konkurrenzfähigeErgebnisse liefern.5.6 Fazit der numerishen ExperimenteIn den Abshnitten 5.3 bis 5.5 sind vershiedene Beispiele betrahtet worden. Dabeiwurde deutlih, daÿ die Löser BICGSTAB, CGS und QMRCGSTAB in Kombinationmit der SSOR-Vorkonditionierung bei geeigneter Wahl der Relaxationsparameter guteErgebnisse hinsihtlih der benötigten Rehenzeit liefern. Da bei Verwendung der ILU-Vorkonditionierung in den meisten Fällen keine akzeptablen Ergebnisse erzielt werdenkonnten, eignet sih die Verwendung dieser Vorkonditionierungsstrategie niht. EinProblem der SSOR-Vorkonditionierung stellt allerdings die Wahl der Relaxationspa-rameter dar. An den Beispielen, besonders im konvektionsdominanten Fall, sieht mandeutlih, daÿ die optimalen Parameter vom Problem abhängig sind. Auÿerdem kannman an den Experimenten erkennen, daÿ die Rehenzeiten bzw. die Iterationszahlenvon h abhängig sind. Wünshenswert wären Ergebnisse, wie sie im di�usionsdominan-ten Fall in [ES96℄ erzielt worden sind.
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