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Einleitung

Die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Fliissigkeiten zéhlen zu den wichtig-
sten Gleichungen der Strémungsphysik. Gesucht wird beim Navier-Stokes-Problem das
Geschwindigkeitsfeld u und der Druck p mit

—vAu+ (u-Vu+Vp = f inQ,
Veu = 0 in Q.

Dieses nichtlineare Problem kann durch Verwendung der Tterationsvorschrift

—vAT (W Va4 pttt = f,
Vou"tt =0

linearisiert werden. Die in jedem Iterationsschritt entstehenden linearisierten Gleichun-
gen werden auch als Oseen-Gleichungen bezeichnet. Betrachtet man die durch die Li-
nearisierung entstehenden Probleme als eigenstindige Gleichungen, so haben sie die
folgende Form:

Gesucht sind u und p mit

—vAu+ (a-V)u+Vp = f, (1)
Vou = 0, (2)

wobei a ein divergenzfreies Stromungsfeld ist.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der numerischen Behandlung von Oseen-
Gleichungen, besonders mit dem Problem der schnellen Losung des bei der Finiten-
Elemente-Methode entstehenden linearen Gleichungssystems durch iterative Losungs-
verfahren.

Eine schwache Formulierung von (1) und (2) fiihrt auf gemischte Variationsgleichun-
gen (vgl. Kapitel 3). Die theoretischen Grundlagen zu gemischten Variationsproblemen
werden in Kapitel 2 dargelegt.

Bei der Diskretisierung von Oseen-Gleichungen mit finiten Elementen entstehen grofe
schwachbesetzte lineare Gleichungssysteme. Die Effektivitdt von iterativen Verfahren
zur Losung solcher Systeme héngt von der Kondition der Matrix ab, die durch geeigne-
te Vorkonditionierung verbessert werden kann. In Kapitel 4 wird auf Vorkonditionierer
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eingegangen, die den Oseen-Problemen angepaft sind. Diese zeichnen sich besonders
dadurch aus, daf die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems unabhéngig von der
Diskretisierungsschrittweite h beschriankt sind.

Am Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik der Universitidt Gottingen
wird das Programm ParalleINS (Parallelized solution of Navier-Stokes equations) zur
Losung partieller Differentialgleichungen entwickelt. In ParalleINS ist das Programmpa-
ket BLANC eingebunden, um die bei der Diskretisierung entstehenden linearen Glei-
chungssysteme zu l6sen. In diesem Paket sind verschiedene iterative Losungsverfah-
ren und Vorkonditionierer implementiert. In Kapitel 5 sind numerische Experimente
dokumentiert, die das Ziel hatten, fiir verschiedene Oseen-Probleme effiziente Loser-
Vorkonditionierer-Kombinationen zu ermitteln. Dabei sind die in BLANC zur Verfii-
gung stehenden Loser und Prékonditionierer getestet worden.



Kapitel 1

Angepalite Funktionenraume

Eines der einfachsten Beispiele partieller Differentialgleichungen ist das sogenannte
Poissonproblem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen:

Sei 2 ¢ R™ ein beschrinktes Gebiet. Gesucht ist u : © — R mit

—Au = [ inQ, (1.1)
v = 0 aufl :=0Q, (1.2)

n
: L 92%u
wobel Au = § 1 o2
=

Eine Funktion u € C%(Q)NC(), die die Gleichungen (1.1) und (1.2) punktweise erfiillt,
heifst klassische Losung des Poisson-Problems.

Ein Problem der klassischen Losungstheorie ist, daft die Anforderungen an die Daten
des Problems zu hoch sind. Ein Ausweg fiihrt bei partiellen Differentialgleichungen
auf den Begriff der schwachen Losung. Dazu ist es erforderlich, entsprechende Rédume
einzufiihren. Zuerst wird auf den Begriff der Lebesque-Raume (LP-Riume) eingegangen.

Definition 1.1 Man bezeichnet mit L(Q), 1 < p < oo, die Menge aller Aquivalenz-
klassen mefsbarer Funktionen u : Q — R mit

1/p

lull oy = /u(:c)|”d:c < o0, (1.3)
Q

Bemerkung 1.2
(i) Die Menge LP(Q2), 1 < p < oo, ist ein Banach-Raum beziglich der Norm (1.3).
(ii) Die Menge L*(QY) ist mit dem Skalarprodukt

(u, v)20) = /u(z)v(z) dx  fiir alle u,v € L*()
Q

ein Hilbert- Raum.
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Beweis: vgl. [Alt92] S.27ff
Eine Erweiterung auf den Fall p = oo kann auf folgende Weise vorgenommen werden.

Definition 1.3 Die Menge der Aquivalenzklassen der auf Q wesentlich beschrinkten
Funktionen st

L) :={u: Q — R meBbar : IM < oo mit |u(z)| < M f.i. in Q}

mit der Norm
|ul| ey 1= ess sup|u(z)| := inf M.
zEQ
Eine wichtige Rolle fiir die Einfiihrung der Sobolev-Raume spielen auch die Rdume
der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triager und der lokal
integrierbaren Funktionen.

Definition 1.4
(1) C*(Q) := {u: Q — R : u ist unendlich oft differenzierbar } ist die Menge der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen.

(i) Die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trdager
ist definiert durch

Ce(Q) :={u e C™®(Q): supp(u) ist kompakte Teilmenge von Q},
wobei supp (u) := cl{x € Q:u(x) # 0}.

Definition 1.5 FEine mefbare Funktion u : Q — R gehirt zu der Menge L},.(Q),
wenn fiir alle abgeschlossenen beschrinkten Teilmengen A C Q) gilt:

/ u(z)| dr < oo.

Als néchstes ist die Einfiihrung der Multiindexschreibweise zweckméfig.

Definition 1.6 Ein Vektor o := (ai,...,a,) mit nichinegativen ganzen Zahlen «;
heifit Multiindex der Linge
la| == Zai.
i=1

Die partielle Ableitung der Ordnung o einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion
u:Q — R im Punkt x € Q schreibt man in folgender Form:

N olely
Du(e) = e (), (o] 2 1)

DOy (z) = wu(z).




Nun ist es moglich, den Begriff der verallgemeinerten Ableitung zu definieren.

Definition 1.7 FEine Funktion w, € L},.(Q) heift verallgemeinerte Ableitung D*u von
u € L} .(Q), falls gilt

loc

/wav dr = (=1)l /uDO‘v dr  fir alle v € C(Q).
0 0

Definition 1.8 Fiir 1 < p < oo heifit die Menge
WEP(Q) := {u € LP(Q) : 3D € LP(Q),Va : |a| < k}

Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur p-ten Potenz auf Q inte-
grierbaren Ableitungen bis zur Ordnung k. Auf dem W*P [ifst sich eine Norm definieren
durch

1/p

lollwesy = | Y 1Dl | - (1.4)

la|<k

Bemerkung 1.9
Der WHFP(Q) ist mit der Norm (1.4) ein Banach-Raum.

Beweis: vgl. [Alt92] Abschnitt 1.15

Definition 1.10 Der Wi?(Q) ist der Abschluf des C°(Q) in der Norm || - | wea(a)-

Fiir die Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung hat der
Spezialfall £ = 1 und p = 2 eine besondere Bedeutung. In diesem Fall gilt

Bemerkung 1.11
Fiir u € Wy*(Q) st
1/2

\U\WIJ(Q) = Z ||Dau||%2(9)

lal=1
eine zu || - ||wi2q) dquivalente Norm.

Beweis: vgl. [GR94| S.84

Bemerkung 1.12
Die Riume W'2(Q) und W,*(Q) sind Hilbert-Riume mit dem Skalarprodukt

(u, V) w12 = Z /Do‘uDavdx.

0<|al<1
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Beweis: vgl. [Zei90] Pro. 18.23
In dieser Arbeit werden folgende Schreibweisen verwendet:

H'(Q) = W"(Q), Hy(Q) := Wy™*(Q),
- ll= 1wy [ =1 fwie),

I lloo s= Il [z [+ o= 1l - llz2(0)-

Das Poisson-Gleichung (1.1), (1.2) ist ein skalares Problem, d.h. die Bilder der gesuch-
ten Funktionen liegen im R. Die in Kapitel 3 betrachteten Oseen-Gleichungen stellen

ein vektorwertiges Problem dar. Aus diesem Grund ist es erforderlich, Normen auf den
Riaumen H} ()", L?(Q)" und L>(Q)" zu definieren.

Definition 1.13 Sei v = (uy,...,u,) € HY(Q)" und a = (ay,...,a,) € L>®(Q)".
Dann sind die Normen definiert durch

n 1/2
Jully = ZHmH%) :

=1

n 1/2
uly = ZM%) ;

i=1

n 1/2
Jullo = ZHWH%) :

i=1

lallee = max a;]|o.
j=1,..,n

=1,..,




Kapitel 2

Gemischte Variationsgleichungen

In diesem Kapitel werden einige Aussagen iiber die Existenz und die Eindeutigkeit der
Losung gemischter Variationsgleichungen gemacht. Das Ziel ist die Anwendung dieser
Theorie auf das Oseen-Problem, welches in Kapitel 3 eingefiihrt wird. Die schwache
Formulierung der Oseen-Gleichungen fiihrt auf ein gemischtes Variationsproblem.
Aufserdem wird auf die Diskretisierung von gemischten Variationsgleichungen eingegan-
gen, sowie eine kurze Darstellung iiber die Stabilitdt und die Konvergenz des diskreten
Problems gegeben.

2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung gemisch-
ter Variationsgleichungen

Seien X und M (reelle) Hilbert-Rdume mit den Normen || - ||x und || - |[»;. Weiterhin
seien X' und M’ die zu X und M korrespondierenden Dualraume mit den Dualnormen

|- llx und ] - {[ar.
Mit (-, -) werde das Dualitétsprodukt bezeichnet, welches fiir [ € X' definiert ist durch

(l,x) :=1(x) fir alle z € X.
Aufierdem seien die stetigen Bilinearformen
a(,-) + X xX — IR,
b(,r) + XxM-—RR
mit den Normen
e L
u,weX\{0} ||u||X||v||X
b(v,
I —. 1
ue X\{0},ue M\{0} vl [l ae

gegeben.
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Betrachtet wird nun folgendes Variationsproblem:
Gegeben [ € X', y € M.

Gesucht (u, ) € X x M mit
(Q) a(u,v) +b(v,A) = (l,v) firallev e X,
b(u,pu) = (x,p) firalle yp € M.

Der Bilinearform a(-,-) wird der Operator A, definiert durch
A: X — X
(Au,v) = a(u,v) fiir alle u,v € X,

zugeordnet.

Ebenso werden der Bilinearform b(-,-) die Operatoren B und B’ zugeordnet

B:X — M

(Bu,uy = b(v,p) firalleve X, ue M,
B:M — X
(B'u,v) = b(v,p) firaleve X, ue M.

Mit den Operatoren A, B und B’ ergibt sich fiir das Problem (@) folgende dquivalente
Formulierung:

Gesucht (u, ) € X x M mit
Au+B'X = | in X',
Bu = x in M

Fiir die weiteren Betrachtungen sind noch einige Bezeichnungen erforderlich. Die Réu-
me V' (x) und V seien definiert durch

Vix) = {veX:blv,p) = (x,p fir alle p € M},
V = V(0) = kerB
= {v e X :b(v,u) =0 fir alle p € M}.

Wegen der Stetigkeit von b(-,-) ist V' ein abgeschlossener Unterraum von X.

In der folgenden Definition werden die Begriffe Polare und orthogonales Komplement
von V erldutert.

Definition 2.1
(i) Die Menge V° :={l € X' : (l,v) =0 fiir alle v € V'} heifst Polare von V.
(11) Das orthogonale Komplement von V ist definiert durch

Vii={r e X:(x,v)=0 fir allev e V}.
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Betrachte nun das restringierte Variationsproblem:

(P) Gesucht u € V(x) mit
a(u,v) = (l,v) fiirallev e V.

Um Aussagen iiber die Aquivalenz der Probleme (Q) und (P) machen zu konnen, sind
einige Vorbetrachtungen notwendig. Zuerst soll ein Satz ohne Beweis formuliert werden.
Den Nachweis findet man zum Beispiel in [Bra92].

Satz 2.2 (Closed Range Theorem) SecienY, Z Banach-Rdume. Fir eine beschrank-
te lineare Abbildung L : Y — Z sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Bild L(Y') ist abgeschlossen in Z.

(ii) Es gilt L(Y) = (kerL")°, wobei L' : Z' — YY" der zu L adjugierte Operator ist.

Definition 2.3 Seien U,W normierte Riume. Eine lineare bijektive Abbildung
L:U — W heift Isomorphismus, wenn L und L' stetig sind.

Als weiteres Hilfsmittel ist das folgende Lemma erforderlich.

Lemma 2.4 Seien U,W Hilbert-Rdume. Der Bilinearform s : U x W — IR wird der
lineare Operator S : U — W' definiert durch (Su,v) = s(u,v) fir allew € Uyjv € W
zugeordnet. Die lineare Abbildung S : U — W' ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn die zugehirige Form s: U x W — IR folgende Bedingungen erfiillt:

(1) (Stetigkeit)

Es gilt mit C >0

| s(u,v) |< Cllull||v]w  fir alle w € Uyv € W. (2.1)
(i1) Es gilt mit einem o > 0

s(u, v)

sup > ollul|ly fir alle w € U. (2.2)

ven\fo} [[vllw
(111) Zu jedem v € W\{0} gibt es ein uw € U mit
s(u,v) # 0. (2.3)

Zusatz:
Werden die Bedingungen (i) und (ii) vorausgesetzt, ist

S:U—={veW:s(u,v)=0 fir alleu € U}* c W'

ein Isomorphismus.
Ferner ist (2.2) aquivalent zu

|Sullw > a||lully  fir alle u € U. (2.4)
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Beweis:

(a) Es seien zunéchst die Bedingungen (i) bis (iii) erfiillt. Der Beweis, daf die lineare
Abbildung S : U — W’ ein Isomorphismus, sowie der Nachweis des Zusatzes erfolgt
nun in mehreren Schritten.

(1) Aus (2.1) folgt fir u e U, v € W
| {(Su,v) [< Cllully[vflw- (2.5)

Weiterhin ist

S
ISullw =  sup | (Su,v) |
vewrfoy  lvllw

Cllully[lvflw

IN

sup (wegen (2.5))

vewifoy  |[vllw
= Cllullv.

Daraus folgt also, dafk S stetig ist.

(2) Sei u € kerS. Dann gilt (Su,v) =0 fiir alle v € W.
Also folgt daraus
s(u,v) _

sup =
vew {0} ||v]lw

Mit (2.2) gilt dann

0 = sup s(u, v)
vew\{o} [V[lw
(22)
> a ||lul|ly > 0.
N~ -~

>0 35

Somit erhilt man «w = 0. Damit ist die Injektivitdt von S gezeigt.

(3) Es gilt fiir alle u € U

S
|Sullw = sup (Su,v) _ sup 5(u, v)
vewvioy lvllw wewngoy llvllw

> allully. (2.6)
Damit ist die Aquivalenz zwischen (2.2) und (2.4) gezeigt.

Sei nun f € S(U). Wegen der in (2) gezeigten Injektivitdt gibt es ein eindeutiges
Inverses u = S~! f. Offensichtlich ist S~! linear. Aus (2.6) folgt dann

1
1S fllr < =l fllw.
(0%
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Also ist S7! auf dem Bild von S beschriinkt. Wegen der Linearitiit von S—! folgt daraus
dann, daf S~! auf dem Bild von S stetig ist.

(4) Sei {f,} eine Folge in S(U) mit f, — f, also gilt ||f, — f|| — 0. Dann existiert eine
Folge {u,} in U mit Su, = f,. Weiterhin gilt

T
= ||Sfl(fn — fm)|| (da S7! linear)
< ||S_1|| | fo — fml| (da S~' auf dem Bild von S stetig ).
——

—0

Dann gilt ||u, — un,| — 0, also ist {u,} eine Cauchyfolge. Da U vollsténdig ist, kon-
vergiert u,, gegen u € U.

Nun bleibt zu zeigen, daf Su = f ist.

Es gilt

[Su—fll < [[Su— Sun|| + |[Sun = f|
151l [[u = wnl] + [ fn = 1
— N—_——

—0 —0

<
<

Folglich ergibt sich Su = f, also ist S(U) abgeschlossen.

Die Abbildung S' : W — U’ ist definiert durch (S'v,u) := s(u,v) fiir alle v € W,
uel.

Aus der Abgeschlossenheit von S(U) folgt dann mit dem Satz 2.2, dak S(U) = (kerS’)°

ist. Nun gilt
kerS" = {veW :(Sv,u) =0 fir alle u € U}

= {veW:s(v,u) =0 fiir alle u € U}.
Also ist (kerS")? = {v € W : s(v,u) = 0 fiir alle uw € U}° C W".
In den Beweisschritten (3) und (4) ist der Zusatz des Satzes bewiesen worden.
(5) Sei M = {0} ¢ W. Dann ist

M = {l e W' :{l,m) =0 fiir alle m € M}

= {leW':(l,0) =0}

= W (2.7)
Auferdem gilt aber wegen Bedingung (iii), dak {v € W : s(u,v) =0 fir alleu € U} =

{0} ist. Aus (2.7) folgt dann {v € W : s(u,v) = 0 fiir alle uw € U}* = {0}° = W".
Folglich ist S(U) = W', somit ist S surjektiv.

Im Teil (a) des Beweises ist also gezeigt worden, dak die Abbildung S ein Isomorphismus
ist, wenn die Bedingungen (i) bis (iii) erfiillt sind.

(b) Umgekehrt ist nun zu zeigen, daf die Bedingungen (i) bis (iii) gelten, wenn
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S : U — W’ ein Isomorphismus ist.
Die Abbildung S sei also ein Isomorphismus. Dann gilt:

(i)
s o) | = | (Su,0) |
ew’
< [[Sullw[v]lw
< [[SI/ [ully [[v]lw  (da S stetig)
(ii) Nach Teil (3) gilt

s(u, v)

sup = || Sulw:.
veW\{0} [[v]lw
Da ully = [[S7'Sully < [[S7H| [[Sullw, folgt
s(u, v) 1
sup > o lullo-
vem\fo} lollw — IS

(iii) Sei v € W\{0}, weiterhin sei R : W' — W der Rieszsche Darstellungsoperator.
Folglich ist R~'v € W'. Da S : U — W' ein Isomorphismus ist, existiert ein u € U mit
Su = R~'v. Dann ist
s(u,v) = (Su,v) = (R 'v,)
= (v,v) #0.
Also gibt es zu jedem v € W\{0} ein u € U mit s(u,v) # 0.
O
Mit Hilfe dieses Lemmas ist es nun mdglich, einen weiteren Satz zu beweisen, der

erforderlich ist, um Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von
gemischten Variationsgleichungen machen zu konnen.

Satz 2.5 Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) Es existiert ein > 0 mit

inf  sup bl.w) > . (2.8)

neM\{0} yex\qoy [0l x [lellar —

Diese Bedingung wird im folgenden als inf-sup-Bedingung bezeichnet.
(ii) Sei VX das orthogonale Komplement von V. Die Abbildung B : V+ — M’ ist ein
Isomorphismus, und es gilt

|Bv||ar > Bllvllx  fiir allev € V*. (2.9)

(iii) Sei VO die Polare von V. Die Abbildung B' : M — V' ist ein Isomorphismus, und
es gilt

1B'ullx = Bllpllar fiir alle p € M. (2.10)
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Beweis:
(a) In diesem Schritt wird die Aquivalenz der Aussagen (i) und (iii) gezeigt.
Es existiert ein 4 > 0 mit

inf b g
ueM\{0} yexgoy (101 x [] el ar
Aquivalent dazu ist
b
sup W) g i alle p€ M. (2.11)

veXx\{0} ||U||X

Nach dem Zusatz zu Lemma 2.4 gilt, daf (2.11) dquivalent zu ||B'u||x > B||p s fiir
alle u € M ist. Somit ist gezeigt, dafs (2.10) dquivalent zur inf-sup-Bedingung (2.8) ist.
Da b(-,-) eine stetige Bilinearform ist und (2.11) gilt, folgt ebenfalls mit dem Zusatz
zum Lemma 2.4, da B': M — {v € X : b(v,pu) =0 fiir alle p € M}* =V C X’

ein Isomorphismus ist.

(b) In diesem Beweisschritt wird gezeigt, dak aus Aussage (iii) die Eigenschaft (ii) folgt.
Sei V.={v e X :b(v,u) =0 fiir alle p € M} und

Vii={r € X : (x,v) = 0 fiir alle v € V'}. Weiterhin sei v € V* beliebig. Dann ist
durch g(w) = (v, w) ein Funktional ¢ € X’ mit [|g||x: = ||v||x definiert. Da v € V' gilt
g(w) = (v,w) = 0 fiir alle w € V. Daraus folgt dann, daf

geV?:={le X" (l,v) =0 fiir alle v € V'}.

Da B': M — V% C X' ein Isomorphismus ist, gibt es ein A\ € M mit

(B'A\,w) =b(w,\) = g(w) = (v,w) fiir alle w € X. (2.12)

Weiterhin gilt

g,w
lollx = gl = sup 9%
wex\{o} [|w|lx

B\

wex\{o} ||wllx
/ (2.10)
= [|B'Nx > Bl[Mar
Also ist
[v]lx = Bl Al (2.13)
Setze in (2.12) w = v. Dann gilt

(B'\,v) = b(v,\) = (v,v). (2.14)
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Somit erhalt man fiir A € M

B b
||BU||M’ _ sup < U,N>: sup (U,N)

wernvioy el weanvgoy llellne
b(v,\) (2.14) (v, )

= M M
| v]% (219 [IRYIEYS ||M
p— U .

Damit ist (2.9) gezeigt.

Es gelten die drei Bedingungen des Lemma 2.4, ndmlich:
(1) b(-,-) ist stetig.

(2) Es gilt mit einem 3 > 0

b
sup (v, 11)

> B||v|lx fiir alle v € V*,
wemnfo} llpllne

(3) Zu jedem p € M\{0} gibt es ein v € V* mit b(v, ) # 0, denn:
Sei 1 € M mit b(v, u) = 0 fiir alle v € V-, Weiterhin gilt

(B'11,v9) = b(vg, u) =0 fiir alle vy € V.

Auferdem ist X = V@ V+ (vgl. [Gri81] S5.193), also ikt sich jedes z € X darstellen
als 2 = vy +v mit v € V+ und vy € V. Damit gilt dann fiir alle z € X

(B'u,z) = (B'p,vy+v)
= <BI:U'7UU> + <Blluav>
=0 0

= 0.

Daraus folgt dann, daf B’y = 0 ist. Also ist u € kerB'. Da aber B' : M — V ein
Isomorphismus ist, ist 4 = 0. Somit gibt es zu jedem pu € M\{0} ein v € V' mit

b(vt, 1) # 0.
Somit erhélt man unter Verwendung von Lemma 2.4, dak die Abbildung B : V+ — M’
ein Isomorphismus ist.

(¢) Nun wird nachgewiesen, dak die Aussage (i) aus (ii) folgt.
Sei also B : V+ — M’ ein Isomorphismus. AuRerdem sei ;1 € M gegeben, weiterhin sei
R : M' — M der Rieszoperator. Dann gilt

(R, o)
[l ar
(o) _ (1, Rg)
aeM llaflar genr [[RYln

leellar = [[R pllar = sup
aEM
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(Rg,pr) _ (R'Rg,p)
sup = sup ————
gen |lgllar gerr lgllar
B
= sup (Bu, ) (da B Isomorphismus)

vev i || Bolar
b b

sup (v, ) < sup (v,u)_

vevit [[BY]] vt Bllvllx

Damit gilt dann fiir alle p € M

b b
el [ar < sup (v, ) < sup (Uaﬂ).
veve Bllvllx T vexvioy Bllvllx

Folglich ist

b
B < inf = sup M
neM\{0} yex\qo} V] x 1| pellar

Damit ist (i) gezeigt.
Insgesamt folgen aus (a), (b) und (c) simtliche Aquivalenzen.

O

Im folgenden Satz wird gezeigt unter welchen Voraussetzungen die Probleme (P) und
(Q) Aquivalent sind.

Satz 2.6
(1) Ist (u,\) € X x M Lésung von (Q), dann lést u € X das Problem (P).
(11) Es existiert ein > 0 mit

inf  sup bl > . (2.15)

neM\{0} e x\qoy ||l x ||l s

Dann gibt es zu jeder Losung u € X von (P) ein eindeutig bestimmtes A € M, so dafs
(u, A) Losung von (Q) ist.

Beweis:
(i) Sei (u, ) € X x M Losung von (Q). Dann gilt also

b(u,pu) = (x,pu) firalle yp € M.

Also ist u € V(x). Wihle nun ein v € V. C X. Da A € M ist, gilt dann b(v, \) = 0.
Mit der ersten Gleichung aus (Q) folgt

a(u,v) = (l,v)y firallev e V.

Also 16st u das Problem (P).
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(ii) Sei u € V(x) Losung von (P). Daraus folgt dann
a(u,v) = (l,v) firalleveV
und
b(u,p) = (x,p)y fiir alle p € M.

Nun bleibt zu zeigen, daf es ein A € M mit B'A = [ — Au gibt.
Esist firv eV
(I — Au,v) = (l,v) — a(u,v) = 0.

Daraus folgt dann [ — Au € VO,

Nach dem Satz 2.5 ist die Bedingung (2.15) dquivalent zu der Aussage, dak die Ab-
bildung B’ : M — V9 ein Isomorphismus ist. Also existiert eindeutig ein A € M mit
B'A = [ — Au. Daraus folgt dann (u, \) 16st das Problem (Q).

O

Eine wichtige Rolle in der Losbarkeitstheorie gemischter Variationsgleichungen spielt
die inf-sup-Bedingung. Dies wird im folgenden Satz, der Ausssagen iiber die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung gemischter Variationsgleichungen enthilt, deutlich. Ein
weiteres Hilfsmittel zum Beweis des Satzes ist das Lemma von Lax-Milgram.

Lemma 2.7 (Lax-Milgram) Sei V ein Hilbert-Raum und V' der zugehérige Dual-
raum. Weiterhin sei a(-,-) : V. x V. — R eine stetige, V-elliptische Bilinearform.
Dann besitzt fir jedes f € V' die Variationsgleichung

a(u,v) = f(v) fir alleveV
eine eindeutige Losung u € V.

Beweis: vgl. [GR94| Lemma 3.6

Mit dem Lemma 2.7 und den Séitzes 2.5 sowie 2.6 kann nun ein Satz iiber die Losbarkeit
gemischter Variationsgleichungen bewiesen werden.

Satz 2.8 Seia(-,-) eine V-elliptische Bilinearform, d.h. es ezistiert ein a > 0 mit
a(v,v) > allv||?  fir allev € V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i)
L:XxM — X'xM
(u,A) = (Au+ B'\, Bu)
18t etn Isomorphismus.

(i1) b(-,-) erfillt die inf-sup-Bedingung, d.h. es gibt ein 3 > 0 mit

- b(v, )
in sup
neM\{0} yex\{oy 1] x ||l s
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Beweis:
(a) Sei b(-,-) eine Bilinearform, die die inf-sup-Bedingung erfiillt. Zuerst wird gezeigt,
dak zu jedem Paar von Funktionalen (I, x) € X'x M’ genau eine Losung (u, \) € X x M
des Problems (@) mit folgenden Eigenschaften existiert:
-1 -1 ¢
L (R 2 216

C c\ C
W < 57 (14 ) e+ 07 (145) Sidar. - 210)

Sei x € M'. Wegen Satz 2.5 folgt aus (ii), daf die Abbildung B : V1 — M’ ein
Isomorphismus ist. Also existiert ein ug € V+ mit Buy = y. Folglich gilt dann fiir alle
we M

b(uo, ) = (Bug, 1) = (X p)- (2.18)
Da b(ug, pr) = (x, ) fiir alle p € M gilt, ist ug € V(x). Somit ist V' (x) # 0.
Weiterhin gilt wegen (2.9)
| Buglar > Bluollx-
Daraus folgt dann
B x> luollx- (2.19)

Betrachte nun die Gleichung a(u, v) 4+ b(v, A) = (I, v) fiir alle v € X. Durch Nullergén-
zung erhilt man dann

a(u,v) + alug,v) — a(ug,v) + b(v,\) = (l,v) firallev € X.
Aquivalent dazu ist

a(u —ug,v) +b(v,\) = (l,v) —alug,v) fir alle v € X. (2.20)

=w

Betrachte auferdem die Gleichung b(u, u) = (x, u) fir alle p € M. Wiederum durch
Nullergéinzung erhilt man

b(u, 1) + b(uo, ) — buo, ) = (x, ) fiir alle p € M.

Aquivalent dazu ist

b(u —ug, i) = (x, ) — blug, 1) (wegen (2.18))
=w =(x,1)

< b(w,p) = 0 fiir alle p € M. (2.21)
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Aus (2.20) und (2.21) folgt nun, dak (@) dquivalent zu folgendem Problem ist:

Gesucht (w, \) mit
(QI) a(wav) + b(va)‘) = <l,
b(w,u) = 0

v) — a(ug,v) fiir alle v € X,
fiir alle p € M.

Betrachte nun das Problem (P'):

(P') Gesucht w € V mit
a(w,v) = (l,v) —a(ug,v) fiir allev € V.

Da af(-,-) V-elliptisch ist, hat das Problem (P’) nach Lemma 2.7 eine eindeutige Losung
w € V. Wie im Satz 2.6 gezeigt, existiert ein eindeutig bestimmtes A € M, so dal (w, \)
das Problem (Q') 16st. Fiir eine Losung (w, A) von (Q') gilt aber, dak w das Problem
(P') 16st. Also ist die Losung von (Q)') eindeutig. Damit hat (@) eine eindeutige Losung
(u, A). Fiir die Losung w € V des Problems (P’) gilt weiterhin

lwlkx < o ta(w,w)
= o' ({l,w) — a(uo, w))
< a7 (lllx flwllx + Clluollx 1wl x)
= o ([lllx + Clluollx)llwlx-
Folglich ist
lwllx < o (Illlx + Clluollx)- (2.22)

Sei nun (u, A) Losung von (Q). Da die inf-sup-Bedingung gilt, folgt aus Satz 2.5
1B'Allxr > BlIAlar, also B7H[B'Allxr > [[Al|ar.

Fiir || B'A||x+ erhélt man

B')\
|B'M|x+ = sup < .Y)
vex\ioy |[vllx

b(v, A)
= sup
veX\{0} ||U||X
l _
gy (0 —atw)
veX\{0} ||U||X
[Ulx vl x + Cllullx][vllx
vex\{0} vl x
= |[lllx + Cllulx.

(da w :=u — ug)

Damit folgt

Al < B Wxr + Cllullx)- (2.23)
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Weiterhin gilt fiir u = ug + w
[ullx = lluo + wllx < Juollx + [[w]|x.
Unter Benutzung von (2.19) und (2.22) folgt dann

[uollx + [lwllx
Bl + o H(lelxe + Clluollx)
Bl + o= (1Elxe + €87 )

_ _ C
oMl +57 (14 ) Il

[ullx

ININ A

Unter Verwendung von (2.23) bekommt man

IAlar < 87 (lUlxr + Cllullx)

C
< 57 (e € (i +57 (14 ) I )

_ L C _ c\ C
5 W+ 67 e+ 57 (145 ) Gl

C c\ C
= o (14 ) e+ 57 (14 ) Gl

Die Abbildung L ist also bijektiv und erfiillt die Eigenschaften (2.16) und (2.17).
Weiterhin ist L~! stetig, denn:

Definiere folgende Norm auf X x M: |[(u, \)||xxar = ||ullx + || M| ar-
Dann gilt

L7 00 = 8 Ml = ol + [N
C
< o i+ 5 (145 Il

#57 (14 S e+ 57 (145 Sl

= <a1 + 67t <1 + Q)) 21lx
(6
+ (ﬂl (1 + 9) +67 (1 + g) g) (|22
Q al

Da L~ ! bijektiv und stetig ist, ist auch L stetig. Also ist L ein Isomorphismus.

(b) Der Beweis, daf die inf-sup-Bedingung aus der Isomorphismuseigenschaft von L
folgt, findet sich in [Bra92|.
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2.2 Diskretisierung gemischter Variationsgleichungen

In diesem Abschnitt wird das diskrete Problem eingefiihrt, aukerdem werden einige
Aussagen iiber Stabilitdt und Konvergenz dieses Problems gemacht. Es erfolgt meistens
nur eine Darstellung der Fakten. Auf Beweise wird weitestgehend verzichtet, jedoch
werden die entsprechenden Referenzen angegeben.

2.2.1 Das diskrete Problem

Zur Diskretisierung von gemischten Variationsgleichungen werden endlich dimensionale
Teilrdume X, C X, M, C M eingefiihrt. Das Problem (Q) aus Kapitel 2.1 wird dann
approximiert durch:

Gesucht (up, \p) € Xp, x M), mit
(Qh) a(uh, Uh) + b(vh, )‘h) = <l, Uh> fiir alle Vp € Xh,
b(un, pn) = (Xn, i) fiir alle py, € M,

Analog zu V(x) definiert man

Vi(x) = {vn € X2 b(vp, ) =< X, pn > fiir alle py, € Mp}
und
Vh = Vh(O)

Ebenso wird das Problem (P) aus Kapitel 2.1 approximiert durch:

(P) Gesucht uy, € V3, (x) mit
h a(up,vp) = (l,vp) fiir alle v, € V},.

Bemerkung 2.9
Im allgemeinen gilt nicht Vi,(x) C V(x), da My, ein echter Unterraum von M ist!

Das diskrete Problem (Q,) kann in ein lineares Gleichungssystem iiberfiihrt werden.

Sei {¢1,..., ¢} eine Basis von X}, und {91, ..., ¢} eine Basis von M,. Dann ergibt
sich fiir u, € X, bzw. A\, € M), die Basisdarstellung

!
up =Y Ui,
i=1

k
)\h = Z Ajwj'
j=1

Setze nun U := (Uy,...,U)) bzaw. A = (Aq, ..., Ag).
Definiere weiterhin

Ac€ Rle . Az] = a(¢ja ¢Z)7
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BeRM™: Bij := b(;, ¥i),
LeR':L;:=(,¢),
N € R¥ : N; := {x, ).
Man kann damit nachrechen, daf

(AU, V) = a(up,vy) fir alle up, v, € Xy,
(BU, A) = b(uh,)\h) fiir alle up, € Xy, A € My,

Dabher ist das zu (Q,) dquivalente Problem :

Finde (U,A) € R! x R* mit

AU+ BTA = L
BU = N

A BT\(U\ (L

B 0 A) N
Damit hat man ein zu dem diskretisierten Problem (Q,,) dquivalentes lineares Glei-
chungssystem.

In Abschnitt 3.3 wird dann speziell das zum Oseen-Problem &quivalente Gleichungssy-
stem vorgestellt.

oder anders geschrieben

2.2.2 Stabilitdt und Konvergenz des diskreten Problems

Aus dem Satz 2.8 iiber die eindeutige Losbarkeit des kontinuierlichen Problems erhilt
man bei Anwendung auf die diskreten Riume und unter Beachtung von ||I]|x; < [|/[|x-

und [|x[[a < l[xllar

Satz 2.10 Sei a(-,-) Vj-elliptisch, d.h.
a(vy,vp) > apllvp||% fir alle vy, € Vj,
und b(-,-) erfille die Babuska-Brezzi-Bedingung

b(vp, .
sup M > Oullpnllar  fir alle py € My,
v €Xp thHX

Dann ist das diskrete Problem (Q),) eindeutig losbar.
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Fiir die Losung (uy, Ay) des Problems (Qy,) gelten die Abschéitzungen
—1 —1 ¢
ol < gl + 577 (1+ ) Il

- C _ c\ C
Pl < a7 (14 ) e+ 77 (145 ) Gl

Bemerkung 2.11
Sind oy, und By, unabhdngig von h, so hat man ein Stabilitdtsresultat. Man bezeichnet
die Diskretisierung in diesem Fall als stabil.

Zum Abschluf dieses Abschnitts soll noch ein Konvergenzresultat formuliert werden.
Auf den Beweis des Satzes wird an dieser Stelle nicht eingegangen, man findet ihn zum
Beispiel in [GR86] Theorem 1.1.

Satz 2.12 Die Voraussetzungen des letzten Satzes seien erfillt. Weiterhin sei a(-,-)
V-elliptisch und b(-,-) erfille die inf-sup-Bedingung.
Dann gilt fir die Losung (u, A) von (Q) bzw. (up, A\p) von (@) :

(i) Es existiert eine Konstante Cy (abhdngig von oy, ||a||, ||b||) mit
u—u <C inf |ju—w + inf [|A— .
o=l <] int o= ulo+ ing 10—l
(ii) Es gibt eine Konstante Cy (abhdngig von oy, By, ||al|, ||6]|) mit

ot = x4 1A = Anllar < C { inf u—vallx + inf [A— uhnM} .
vp EXp, p €My,



Kapitel 3

Die Oseen-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Fliissigkeiten zéhlen zu den wichtig-
sten Gleichungen der Stromungsmechanik. Sei u das Geschwindigkeitsfeld und p der
Druck, dann wird

—vAu+ (u-V)u+Vp=f inQ
als Navier-Stokes-Problem bezeichnet. Die Inkompressibilitdtsbedingung ist
divu =10 1in €.

Der Term (u - V)u macht deutlich, daf es sich um ein nichtlineares Problem handelt.
Durch Verwendung der Iterationsvorschrift

—vAu 4 (" V)u" T+ pt Tt = f

entstehen in jedem Iterationsschritt linearisierte Gleichungen, die auch als Oseen-
Gleichungen bezeichnet werden. In die folgenden Betrachtungen wird zusétzlich ein
ableitungsfreier Term fiir die Geschwindigkeit einbezogen, der bei der Zeitdiskretisie-
rung zeitabhingiger Probleme entsteht.

Betrachtet wird also das folgende Problem:

e (2 C R" sei beschrinktes Gebiet, I := 02 sei Lipschitz-stetig

f:Q—R"

g:Q — R" mit [¢-nds =0, wobei n = n(x) den &duferen Normaleneinheits-
r

vektor im Punkt x € " bezeichnet

a€ H'(Q)"N L>*(Q)" mit V- a = 0 fast iiberall

e >0
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Gesucht sind Funktionen

u:Q — R",

p: Q2 — R
mit
—vAu+(a-Vu+60u+Vp = f inQ (3.1)
divu = 0 inQ
ulp = g (3.3)

Die Gleichung (3.1) ist dabei komponentenweise zu verstehen. Der Operator div ist

definiert durch
ou;
di - E
WU axi

Bemerkung 3.1
Man erkennt, daf$ der Druck p durch Gleichung (3.1) nur bis auf eine Konstante be-
stimmt ist. Daher normiert man p durch die Forderung

/p(x) dz = 0.

Q

3.1 Schwache Formulierung der Oseen-Gleichungen

Multiplikation der i-ten Gleichung in (3.1) mit einer beliebigen Testfunktion
v; € C§°(Q) und anschliefende Integration iiber € liefern

/ <—1/Aul- + (a-V)u; + Ou; + 88_;0) vidr = /fivi dx
T
Q

/( Z (a-V)u; + O0u; + 8p)vldx = /fivida:.
ox;
Q

Mit partieller Integration und unter Beriicksichtigung von v; |p= 0 erhélt man

V/]Zg;tgzjd +/{a Vul—i-Huz}vzdx—/ g;zdx = /fividx
Q Q

Q
v / Vu;Vv; dz + / {(a+V)u; + Ou;} v; de — / = /fivi dx.(3.4)
Q Q Q Q
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Definiert man (u,v) = Y (u;,v;), (u;,v;) := [u;v;dr und summiert iiber alle i in
i=1 QO
Gleichung (3.4), so ergibt sich

v(Vu, Vo) + ((a- V)u+ 0u,v) — (p, Vo) = (f,v). (3.5)

Analog verfihrt man mit Gleichung (3.2).
Multiplikation mit einer Testfunktion ¢ € L?*(Q) und Integration liefern

/div u-qgdr =0. (3.6)
0

Definiere nun L3(Q2) := {p € L*(Q?) : [ pdz = 0}.
Somit ergibt sich mit (3.5) und (3.6)Qals schwache Formulierung des Oseen-Problems:
Gesucht ist (u,p) € H'(Q)" x LZ(Q) mit
v(Vu, Vo) + (Qu,v) + ((a- VIu,v) — (V-v,p) = (f,v) Vv e Hy(Q)", (3.7)
(V-u,q) = 0 VgeLiQ), (3.8)
Yu = g. (3.9)
Dabei ist v : H'(2) — L?*(T") die Spurabbildung (vgl. [GR94] S.83).
Nun definiert man folgende drei Bilinearformen
ap: HY(Q)" x H'(Q)" — R
ar(u,v) := (Vu, Vo) + %(Gu, v),

ag : HY(Q)" x HY(Q)" — R
as(u,v) := ((a- V)u,v),

und die Linearform
fHY(Q)" — R
(f,v) = (f,v).
Bemerkung 3.2
(i) Die Bilinearform ay(u,v) = (Vu, Vv) + %(u,v) ist symmetrisch.

14

(i1) Aufgrund der Divergenzfreiheit des Vektorfeldes a gilt

as(u,v) = —as(v,u) fiir alle u,v € Hy (Q)",
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denn

as(u,v) = ((a-V)u,v)

n

= —Z/(a-V)vi-uid:ﬁ

= ~((a-V),u)

= —as(v,u).
Man definiere nun die Bilinearform

a:H'(Q)" x H'(Q)" — R
a(u,v) = wvai(u,v) + as(u,v)
= v(Vu,Vv)+ ((a-V)u+6u,v).

Aufgrund der in Bemerkung 3.2 (ii) dargestellten Eigenschaft der Bilinearform as(-, )
erhilt man dann fiir u,v € H}(Q)"

a(u,v) =v(Vu, Vo) + % {((a- V)u,v) = ((a- V)v,u)} + 0(u,v). (3.10)

3.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Oseen-
Gleichungen

In diesem Abschnitt wird die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der verallgemei-
nerten Aufgabenstellung bewiesen. Dies geschieht durch Anwendung der Theorie aus
Kapitel 2.

Da nicht von homogenen Dirichlet-Randbedingungen ausgegangen wird, sind fiir den
Beweis noch zwei Hilfssidtze erforderlich, die an dieser Stelle jedoch nicht bewiesen wer-
den. Ein Beweis findet man bei [GR86| (Abschnitt I, Corollar 2.4 und Lemma 2.2).
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Lemma 3.3 Sei V = {v € Hy(Q)" : V-v = 0}. Dann ist der Operator V- ein Iso-
morphismus von V+ —s L2(Q). Dabei ist V' das orthogonale Komplement in H} ()"
beziiglich des Skalarprodukts (u,v) := [ Vu - Vudu.

0

Lemma 3.4 Sei g € HY/2(T)" := {w € L*(T) : 3v € H'(Q) mit yv = w}™. Es gelte
[g-nds=0. Dann gibt es ein u € H'(Q)" mit
r
Veu = 0 in €,
Yu = g.

Mit diesen beiden Lemmata stehen alle Hilfsmittel fiir den Beweis des wesentlichen
Satzes dieses Abschnitts zur Verfiigung.

Satz 3.5 Sei Q) ein beschrinktes zusammenhdngendes Gebiet. T' = 02 sei Lipschitz-
stetig. Sei f € L*(Q)" und g € H'>(I)" mit

/g-nds:().

Q
Dann ezistiert eindeutig (u,p) € H'(Q)" x L2(Q)" als Lisung von (3.7)-(5.9).

Beweis:
(i) Nach Lemma 3.4 gibt es ein vy € H'(2)" mit

V- Uy = 0 in Q,
Yo = 9.
Definiere eine Linearform [ € (H}(Q)")" durch
(I,v) == (f,v) — a(ug,v) fiir alle v € Hy(Q)".
Betrachte das Problem:
Finde w € Hy(Q)", p € L3(Q) mit
a(w,v) +b(v,p) = (l,v) fiir alle v € Hy(Q)", (3.11)
b(w,q) = 0 fiir alle ¢ € L3(Q). (3.12)

Mit X := Hy(Q)", M := L3(Q) und x = 0 erhilt man das Oseen-Problem als gemischte
Variationsgleichung.

(ii) af(-, -) ist stetig, denn fiir u,v € HJ ()™ ist

- 8uz 8vi
v(Vu,Vv)| = ”Z/am : 8x-dx
i j j

,j=1 Q
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Wiederum unter Verwendung der Friedrichschen Ungleichung erhilt man

0(u,v) < Ollullollvllo < OCs|ufy|v]y.

Damit ergibt sich

a(u, v)| < (v + Cillallee +0C) [uly|v]:.

Die Bilinearform b(-,

(V- 0,9)]

1) ist ebenfalls stetig, denn fiir v € HJ(Q)

IN

IN

IN

<

- ov;
>t

", q € L§(Q) gilt

) lglo
0

" g o\ 1/2
u.
vn l llallo
; 8:62 0
ov;
(zz f ) lalo
j=1 =1
Cs|vl1lqllo-

Auf &hnliche Weise 1&kt sich nachrechnen, dafs ([, -) stetig ist.
(iii) a(-,-) ist X-elliptisch, denn fiir v € HJ(2)" ist mit (3.10)

a(v,v)

Vv

y/w Vodz+ 0|02
——

Q >0

Z/Vuz Vo, dx

ZlQ

Z/ <§§;>

1,j=1¢

v[vly.

(iv) Nun ist die inf-sup-Bedingung zu zeigen, d.h.

sup
veHg ()" \{0}

(qav -1))

\U|1

> Bllalle  fiir alle g € L3(Q).
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Sei nun ¢ € L2(9) beliebig. Nach Lemma 3.3 gibt es ein eindeutig bestimmtes v € V+
mit V-v =g. Da V- V+ — L(Q) ein Isomorphismus, also auch stetig ist, gibt es
eine Konstante C' mit

o] < Cllallo.
Damit erhalt man dann
@v-v) _ (@9 _lah, 1,
v vl wh — C
-y
= Bllqllo-

Da 3 unabhiingig von q ist, gilt also fiir alle ¢ € L2(€), dak ein v € H} ()" mit der

Eigenschaft
(¢, V- v)

———= > Bllqllo
v
existiert. Daraus ergibt sich die inf-sup-Bedingung.

(v) Mit Satz 2.8 folgt aus dem in (i)-(iv) gezeigten, daf es ein eindeutiges (w,p) €
Hy ()" x L2(Q) gib, welches die Gleichungen (3.11) und (3.12) erfiillt. Dann ist (u =
ug + w, p) € [ug + H)(Q)"] x L2(Q2) Losung des Problems (3.7)-(3.9).

Ist umgekehrt (u, p) Losung von (3.7)-(3.9), so 16st w := u — uqy die Gleichungen (3.11)
und (3.12).

Insgesamt sind damit die Oseen-Gleichungen eindeutig 16sbar.

3.3 Das diskrete Oseen-Problem

In diesem Abschnitt werden die Oseen-Gleichungen mit homogenen Randbedingungen
betrachtet. Das Problem ist also folgendermafen formuliert:

Gesucht (u, p) mit

—vAu+(a-V)u+60u+Vp = fin{,

V-u = 0in{,
U|F = 0.
Daraus ergibt sich, wie in Abschnitt 3.1 dargestellt, folgende Variationsfomulierung:
Gesucht ist (u,p) € X x M := Hj(Q)" x L3(Q) mit
va (u,v) + as(u,v) + b(v,p) = (f,v) fiir allev € Hy(Q)",
b(u,q) = 0 fiir alle ¢ € L§(Q).

Die Bilinearformen a; (-, ), as(+,-) und b(-, -), sowie die Linearform (f,-) seien definiert
wie in Abschnitt 3.1. Durch Einfiihrung von diskreten Rdumen X, € X und M, C M
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(vgl. Abschnitt 2.2.1) kann das obige Problem approximiert werden durch:
Gesucht (uy,pp) € X x My, mit
vay (up,vp) + ag(up, vp) +o(vn, pr) = (f,vn) fiir alle v, € X, (3.13)
b(un,qn) = 0 fiir alle g, € M. (3.14)

Sei nun {¢y,..., ¢} eine Basis von X} und {¢1,..., ¢} eine Basis von M. Wie in
Abschnitt 2.2.1 gezeigt, ist das diskrete Oseen-Problem (3.13), (3.14) dquivalent zu
dem linearen Gleichungssystem

(570 )(R)=(5),

wobei
U:=(U,...,U) mit u, = iUiqﬁi,
S
P:=(Py,....P) mit p, = Y Py
j=1
und

AeRX Aij = a1(¢j, ¢i),
N eR" ' Ny = as(¢;, ¢i),
B e R Bjji=b(;, ),
FeR' : F = (f &)
Aufgrund der Bemerkung 3.2 (i) ist die Matrix A symmetrisch. Aus Teil (ii) dieser
Bemerkung folgt die Schiefsymmetrie von N, d.h. NT = —N.

Da die Koeffizientenmatrix im allgemeinen schlecht konditioniert ist, empfiehlt sich der
Einsatz von Vorkonditionierern. Mit dem Problem der Auswahl geeigneter Vorkondi-
tionierer beschiftigt sich Kapitel 4. Dabei spielt das folgende Lemma eine wichtige
Rolle.

Lemma 3.6 Die Diskretisierung sei stabil, d.h. es existiert ein 3 > 0, das unabhdngig
von der Diskretisierungsschrittweite h ist, so daf$ gilt

b
sup P o g fir alle pp € My (3.15)
up €X,\{0} [|un x
Dann gibt es Konstanten Cr und k, die unabhdngig von h sind, so dafs fiir die Matrizen
des Oseen-Problems folgende Abschdtzung gilt
32 (P, BA™'BTP)
1+2c2 =  (P,QP)

hierbei ist Q;; := (i, ;) firi,j =1,...,k die Massematriz des Druckes.

< k% fiir alle P € R¥,




32 Die Oseen-Gleichungen

Beweis:
Die Normen auf X bzw. M seien definiert durch

lunllx = lunli,
1w llar == [[pallo-
Definiere nun
Hunlllx = lualf + ~llunllo.

Fiir beliebiges u;, € X gilt unter Verwendung der Friedrichschen Ungleichung (vgl.
[GR94])

Nunll% = Juali + ;IluhH%
0
< \Uh\%Jr;C%\Uh\%
0
= <1 + ;C%) |up|?. (3.16)

Weiterhin gilt fiir beliebiges u;, € X aber auch

6
unlt = [[[unlllx = = lluallo (3.17)
~—
>0
< [fualllk- (3.18)
Daraus folgt dann, dak ||| - |||x und | - |; d&quivalente Normen auf X sind.

Unter Verwendung von (3.16) erhélt man mit (3.15)

b(up,,
Blonle < sup nPn)
uneXp\{or | Unl1

0 \"? b
<1 + _0}27> sup (uhaph)
14

up € X, \{0} m“th

IN

Dies ist dquivalent zu

b(up, p
7 llpallp < sup lun, pn) (3.19)

B
(1 + go%) up €X,\{0} [ lun [ x

Weiterhin gilt

0
unl|l% = (Vuhavuh)+;(uhauh)
= ai(up, up) = (AU, U), (3.20)
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sowie
Aufserdem ist
Ipllar = (noon) = O Pabi, Y Ppy)
i=1 j=1
= Py P (i)
= (P,QP). (3.22)
Unter Verwendung von (3.20), (3.21) und (3.22) folgt aus (3.19)
p T 1/2 PTBU
—F __(PTQP)'? < sup .
TR K o MG T

Daraus ergibt sich dann

(P,BA™'B"P) =

AV

Folglich gilt

(P, BA~'BTP)

sup
UeR!\{0}

sup
UeR!\{0}

[

1+2C3

(AA™'BTP, A'B"P)

(AA='BTP,U)?
(AU, U)
(P, BU)(P, BU)
(AU, U)\/2(AU, U)1/2

g

)1/2) (P.QP).

52

(P,QP)

T 1+ Lo

Die Bilinearform b(u, p) := —(V - u, p) ist stetig (vgl. Beweis von Satz 3.5), also gilt fiir

beliebiges u, € X, pp, € Py

(P, BU) = b(un, pn)

Daraus folgt dann

(P,BA'BTP) <

K lun1[|pallo
gl [unll xlpallo
k(UT AUV (PTQP)Y2.

k (AL BTP)TAABTP))'* (PTQP)'/?

— (PTBA_lBTP)l/Q(PTQ_P)l/Q.
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Damit erhalt man dann
(P, BA_lBTP) 9

Faqp)

Bemerkung 3.7
Fiir den Fall @ = 0 hat die Abschitzung aus Lemma 3.6 folgende Form

(P, BA-'BTP)
(P,QP)

wobei flij = (V¢;,Vo,) firallei,j=1,...,1 der diskrete Laplace-Operator ist.

3 < <k’ fir alle P € R¥,

Die Wahl der Raume X, und M), erfolgt bei konkreten Problemen, wie den Oseen-
Gleichungen, mit sogenannten finiten Elementen. Das Gebiet 2 C R™ wird in geo-
metrisch einfachere Teilgebiete zerlegt. Zum Beispiel sind dies im zweidimensionalen
Fall Dreiecke und Vierecke, im dreidimensionalen Raum kénnen Tetraeder und Quader
verwendet werden. Das Gebiet {2 wird also in endlich viele disjunkte Teilgebiete €);,
1 =1,...,m, zerlegt, d.h.

Q=J und intQnintQ; =0, fallsi# ;.
i=1

Zp, = {Q;}.~, bezeichnet man als Zerlegung des Gebietes 2. Nun ist es moglich, auf
jedem dieser Teilgebiete Ansatzfunktionen zu definieren. Zum Beispiel kann man stetige
stiickweise polynomiale Funktionen auf jedem Element verwenden. Als diskrete Rdume
erhélt man dann

X, = {Uh S C(Q) : Uh‘Qi € P, fiir alle Q; € Zh},
Mh = {qh € C(Q) 4|0, € Pl fiir alle Qz € Zh}

Bemerkung 3.8
Finite Elemente, welche die Babuska-Brezzi- Bedingung

b
sup 2P S gy i alle py € M,

up €X,\{0} un x

mit einer von der Diskretisierungsschrittweite h unabhdngigen Konstante (3 erfiillen,
heiffen BB-stabil.

3.4 Stabilisierte Verfahren

Viele fiir praktische Implementierungen interessante finite Elemente erfiillen die Babuska-
Brezzi-Bedingung mit einer von h unabhéngigen Konstante nicht. Ein Ausweg ist die



3.4 Stabilisierte Verfahren 35

Stabilisierung durch geeignete Abinderung des diskreten Problems, zum Beispiel durch
die Verwendung der Streamline-Diffusion-FEM. Diese Methode besteht nun darin,
einen least-squares-Term fiir die Divergenzgleichung einzufiihren und die Geschwin-
digkeitsgleichung elementweise mit Funktionen der Form (a-V)v+ V¢ zu testen. Dann
erhilt man als diskretes Problem:

Finde u;, = (uh,ph) € X;, X My mit

BSD('&ha@h) = LSD(@h) fiir alle f)h = (vh,qh) € Xh X Ph,

wobei
BSD('&h; f)h) = V(Vuh, Vvh) + ((a . V)Uh + Ouy, Uh) - (ph, V- Uh) + (qh, V- uh)

+ ZQK(V -uh,V-vh)K
K

+ Z S (—vDup + (a - V)up + Oup + Vg, (a- Vo, + Van) i,
K

Lsp(tn) = (fron)+ Y 0x(f,(a-V)vn + Van)k.
K

Die zur Diskretisierung moglichen Ansatzraume und Aussagen zur Analysis der Streamline-
Diffusion-FEM findet man zum Beispiel in [Mii97].

Eine weitere Stabilisierungsmethode ist das Galerkin/least-squares-Verfahren (GLS).
Bei dieser Methode wird mit dem Differentialoperator Li := vAu+ (a- V)u+60u+ Vp
elementweise getestet. Man erhilt folgendes Problem:

Finde 4, = (uh,ph) € X, X My mit
BGLs(lALh,@h) = LGLS(@h) fiir alle @h = (vh,qh) € Xh X Ph,
wobei

BGLS(lALh, @h) = U(VUh, Vvh) + ((a . V)Uh + Guh, Uh) — (ph, V . Uh) + (qh, V . uh)
+ Y ar(Veun, Veoup)k + Y 0x(Liiy, Lin)k,
K K

Lors(in) = (foon) + Y 0x(f, Lin) k.
K

Dieses Verfahren wird fiir den Fall # = 0 in [Lub94] genauer analysiert. Das Programm
PNS, welches fiir die numerischen Experimente in Kapitel 5 genutzt wird, arbeitet mit
linearen Elementen in Druck und Geschwindigkeit und verwendet zur Stabilisierung
das GLS-Verfahren.

Bei linearen Elementen stimmen das Galerkin /least-squares-Verfahren und die Stream-
line-Diffusion-FEM iiberein.



Kapitel 4

Vorkonditionierung bei stabilen finiten
Elementen

Das diskrete Oseen-Problem ist wie in Abschnitt 3.3 gezeigt dquivalent zu einem linea-
ren Gleichungssystem. Dieses System kann nun mit verschiedenen Iterationsverfahren
gelost werden. Von einigen iterativen Verfahren kann gezeigt werden, daf die Konver-
genzeigenschaften von der Kondition der Matrix abhéngen (vgl. [Saa96]). Bei Verfah-
ren, fiir die solche Aussagen nicht bewiesen sind, wird aufgrund von experimentellen
Untersuchungen angenommen, dafs auch in diesen Féllen ein Zusammenhang zwischen
Konvergenz der Verfahren und Kondition der Matrix besteht. Die Konditionszahl ist
nun vom betragsmifig grofiten und kleinsten Eigenwert abhéngig. Um die Kondition
der Matrix zu verbessern, ist der Einsatz von Vorkonditionierern empfehlenswert. Fiir
die bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen entstehenden Glei-
chungssysteme ist es aukerdem noch wiinschenswert, daf die Eigenwerte der vorkondi-
tionierten Systeme unabhingig von der Diskretisierungsschrittweite h beschrinkt sind,
also folglich ist die Kondition unabhéingig von .

In diesem Kapitel wird nun auf zwei Vorkonditionierungsstrategien fiir das Oseen-
Problem bei BB-stabilen Elementen (vgl. Bemerkung 3.8) eingegangen, ndmlich einen
Blockdreiecks- und einen Blockdiagonalvorkonditionierer. In der Literatur sind sehr
wenig Ausarbeitungen zum Thema der Vorkonditionierung der Oseen-Gleichung fiir
BB-stabile Elemente zu finden. In [ES96]| wird dieses Thema behandelt. Diese Aus-
arbeitung ist auch Grundlage des folgenden Kapitel. Abweichend von dem genannten
Artikel wird jedoch noch der Term 6u, der durch die Zeitdiskretisierung zeitabhéngi-
ger Probleme entsteht, beriicksichtigt. Jedoch ist es mir nicht mdglich zu zeigen, daft
fiir den Fall # > 0 die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems unabhéngig von der
Diskretisierungsschrittweite h beschrankt sind. Auf die kritischen Stellen wird entspre-
chend hingewiesen. Fiir den Fall # = 0 wird in Abschnitt 4 nachgewiesen, daf die
Eigenwerte des vorkonditionierten Systems unabhéngig von h beschrénkt sind, dies ist
auch das Hauptziel dieses Kapitels.
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4.1 Die Vorkonditionierungsstrategien

In diesem Abschnitt werden nun die beiden Vorkonditionierungsstrategien vorgestellt.
Auferdem wird gezeigt, daf die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems fiir den Fall
f = 0 unabhéngig von der Diskretisierungsschrittweite h beschrinkt sind.

Das zum diskreten Oseen-Problem &dquivalente Gleichungssystem ist

vA+ N BT uy (F
B 0 P) \0)’
vgl. Abschnitt 3.3.

Fiir dieses Gleichungssystem kann man spezielle Vorkonditionierer definieren, die der
Struktur des Problems angepafst sind. Der Blockdiagonalvorkonditionierer ist definiert

durch P
vVA+N 0
o= (0N o)
wobei () die Massematrix des Drucks ist.
Eine weitere Moglichkeit ist der Blockdreiecksvorkonditionierer, definiert durch

vA+N BT
=0 1)

Sei nun

([ VA+N BT
D._< . 0)

die Koeffizientenmatrix des diskreten Oseen-Problems. M ! sei die Vorkonditionie-
rungsmatrix. Ziel ist es nun, Aussagen iiber die Kondition von DM ! zu machen.
Dazu ist die Abschitzung der Eigenwerte des vorkonditionierten Systems notwendig.
Also wird das verallgemeinertes Eigenwertproblem

DM 'w = \w
& Dv = AMvu (4.1)
mit v := M~ 'w betrachtet.

Zuerst wird auf den Blockdiagonalvorkonditionierer

A+N 0
o= (5 )

eingegangen.
Man erhilt fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem (4.1)

()G ) G) e
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Aquivalent dazu ist
Fu+BTp = M\Fu, (4.3)
1
Bu = A—Qp, (4.4)
v

mit F':=vA+ N.

Eine Losung des Eigenwertproblems (4.2) ist A = 1 mit dem zugehorigen Eigenvektor
(u,0)7, fiir den gilt Bu = 0.

Die Matrix B € R**! hat den Rang k, da die Zeilen linear unabhiingig sind. Der
Losungsraum des homogenen Gleichungssystems Bu = 0 hat dann die Dimension 1-k.
Also gibt es l-k linear unabhéngige u, die das System Bu = 0 16sen. Daraus folgt, dafs
der Eigenwert A = 1 die Vielfachheit I-k hat. Um die weiteren Eigenwerte zu ermitteln
ist es erforderlich, die Gleichungen (4.3) und (4.4) in eine Gleichung fiir p umzuformen.
Sei nun A # 1. Dann erhdlt man durch Umformung von (4.3) folgende Gleichung fiir u

B'p = (A—1)Fu
& F'BTp = (A-1)u

1
@ﬁFﬁlBTp = Uu. (45)

Einsetzen von (4.5) in (4.4) liefert
1 1
——BF'BTp = X\~
1 p ~Qp
1
& BF'BTp = MA— 1);Qp.
Diese Gleichung wird als Schur-Komplement-Gleichung bezeichnet. Definiere nun S :=

BF~'BT und p := A(A — 1). Die weiteren Eigenwerte des Problems (4.2) erhélt man
also aus der quadratischen Gleichung

AA=1) = p,
wobei p ein Eigenwert von
Sp = u%Qp (4.6)
if;t.
Aquivalent zu A(A — 1) = p ist
A= 1= vIi+du m

2

Im folgenden soll gezeigt werden, dak die Eigenwerte des Problems (4.6) unabhéngig
von der Diskretisierungsschrittweite h beschrankt sind. Dazu sind jedoch einige Lem-
mata erforderlich, die nun formuliert und teilweise auch bewiesen werden.
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Lemma 4.1 Sei S := B(vA+ N)'BT = BF!'BT.
Fiir jeden Eigenwerte y € C des Schur-Komplement Problems

1
Sp=np—0Qp
v
gelten folgende Abschdtzungen:
v (p,Cp) (P, Cp)
. (p,Cp p,Cp
min ———— < Rep < max —————,
P70 (p, LQp) r70 (p, £Qp)
mit C := (S + ST),
(ii)
|(p, Bp)|

[ Imp| < max :
r70 (p, +Qp)

mit R := (S — ST).

Beweis:
(1) S ist eine quadratische Matrix. Diese 14t sich zerlegen in

S=C+R,
wobei .
der symmetrische Teil und
1

der schiefsymmetrische Teil ist, d.h. es gilt RT = —R.

Sei nun p eine Losung der verallgemeinerten Eigenwertproblems
1
Sp = n—Qp.
v
Daraus folgt dann
H ml
piSp = pp—Qp.
Da @ positiv definit ist, also pH%Qp # 0, gilt fiir 4 dann

- p"Sp
pTLQp

(4.7)
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(2) Unter Verwendung von (4.7) und der Zerlegung von S erhélt man fiir den Realteil
von p folgende Abschétzung

Rep < max Re———

_ H H1
= r]?%ZOT%QPRe(p Sp) (dap" QpeR)
1 1,4
B gz P rSY)
1 1 H H T
= —1—5 P (C+Rp+p"(C+R
rgfng%QPZ(p ( prp '?)
1 1 H H HAT H pT
= ————= (" Cp+p"Rp+p"CTp+p"R
r;%pH%Qm(p p+p"Rp+p"CTp + p"" RTp)
— 1 H T _ T _
= r;l;%(pH%Qpp Cp (C =Cund R" = R)
_ (p,Cp)
= maX -———_—C

r#0 (p,;Qp)’
Analog zu dieser Abschiatzung bekommt man auch

Rey > minPCP)

p#0 (p, 1Qp)’

Insgesamt gilt also

mmﬂﬂ%Lnggmwjﬁﬁi

P70 (p, LQp) p7#0 (p, tQp)
(3) Fiir den Betrag des Imaginérteil von p gilt

[ Imp| <

<

= max
p#0

1
pTLQp
1
= maxX ——
20 pHLQp
e 02RO
= ax 1 .
p#0 (p, ~Qp)

1

i

Damit ist Abschitzung (ii) gezeigt.
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Lemma 4.2 Seien T := BA™'B" und C :== B (%F_T) BT,
Dann gilt fiir alle p € CF\{0}

o (o557

. 1Tp) ~ 0.0 ’ (48)

wobei N := A"YV2NA12 ynd v := A~1/2BTy.

Beweis:
Sei F':= vA+ N. Man erhilt unter Ausnutzung der Symmetrie von A und der Schief-
symmetrie von N

F 14+ FT o <F + FT> T

2 2
— AN <Z/A—|-N+2(Z/A+N)T> A+ N)T
= (VA+N)" <w> (vA-N)™
_ ((z/A _N) <%A‘1> (VA + N)> B

1 —1
= (UA — —NA—1N>
1%

-1
— (UA1/2A1/2 . 1A1/2A1/2NA1/2A1/2NA1/2A1/2>
14

~1
— (Al/Q(VI . lA—l/QNA—l/QA—l/QNA—l/Q)Al/Q)

v

-1
A2 <1/] — lﬁ_l/QNA_l/QJA_l/QNA_l/2J> A—1/2
v ~ -

=N =N

1
A2 (ﬂ - 1N2> A2,
v
Also ist

Ffl FfT 1 -~ -1
C:=B <%) BT = BA™'/? <u1 — —N2> A12pT,
14

Damit bekommt man
(p,Cp) (p, BA~Y2(uT — %NQ)”A*/?BT@
v, Tp) (p, LBA-1BTp)
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(A—l/QBTp, (I — %NQ)—lA—l/QBTp>
(A=12BTp, LA=172BTp)

(v, (vl — %Nﬁ)*lv)
(v, 5v)

(v, (I — %N%‘%)

(v,0) ’

wobei v := A='/2BTp ist.

Lemma 4.3 Seien T := BA™'B” und R := B (%) BT,
Dann gilt fiir alle p € CF\{0}

(p.Rp)  v(v,Nv)

(P, 3;Tp) (v, (VI — N2)v)’

mit N := A~V2NA=Y2 ynd v := (vI + N)~'A~'/2BTp,

Beweis:
Mit F := vA + N erhilt man

F‘1;F—T _ e <FT2—F> el

= (wA+N)T (WHN) ;(”A+N)> (vA+N)™

= (VA=N) ' (=N)(vA+N) ' (daA=A", NT =-N)
- _ (VA1/2A1/2 . Al/QA—l/QNA—l/QAl/Q)_l N
(UA1/2A1/2 + A1/2A71/2NA71/2A1/2)_1
_ _(Al/Q(l/[ o A—l/QNA—l/Q)Al/Q)le
N ——’

=N
(AI/Q(Z/[ + Afl/QNA71/2>A1/2)*1
—_—
=N
= —AVPWI-N)yTAPNA 2 (yI 4+ N) 1A
—_—
=N

= A2yl — N)IN(v + N)TATL2,

Folglich ist

-1 _ p-T o i
R:=B <¥) BT = B (—A (v = N) 'N(vI+ N) '4'2) BT,
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Fiir N := A 12N A Y2 gilt

NT — (A—l/QNA—l/Q)T
— A—l/Q(_N)A—l/Q (da (Afl/Q)T — A71/2’ NT — —N)

= —N.

Also ist N schiefsymmetrisch. Unter Verwendung dieser Eigenschaft bekommt man
dann

(p, Rp) (p, B (—A_l/Q(V] — N)"'N(vI + N)_lA_1/2> BTp>
(p, 1Tp) (p, LBA-1BTp)

=

(v — N)"TA=2BTp, N (vI + N) 1 A-Y2BT)p)
(A-1/2BTp, %A—l/QBTp)

=v
A\

(vl + N) TA-Y2BTp, Nv)
(A-12BTp, L(wI + N) (vI + N)~'A71/2B"p)

(N J/

=v

_ (v, Nv)
(A*1/2 BTp, L(wI — N) (vl — N)(vI + N)v)
_ (v, Nv)
(v + N)flAfl/QBij, LI — N2)v)
_ Z/(U’NU) . (4.9)
(v, (V2T — N?)v)
O

Lemma 4.4 Sei A der diskrete Laplace-Operator und N ein Operator erster Ordnung.
Dann ezistiert eine Konstante 6 > 0, die unabhdingig von der Gitterweite h ist, so dafs
gilt

p(Afl/2N12171/2) <6,

wobei p der Spektralradius ist.

Beweis: vgl. [ES86|

Nun sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um Aussagen iiber die Eigenwerte des Schur-
Komplement Problems (4.6) machen zu kénnen.



44 Vorkonditionierung bei stabilen finiten Elementen

Satz 4.5 Sei S := B(vA+ N) " 'BT. Fiir den Fall § =0 gilt:
Die Figenwerte des Schur-Komplement Problems

1
Sp = nQp (4.10)

fiir den diskreten Oseen-Operator sind enthalten in einem Reckteck in der rechten Halb-
ebene, dessen Grenzen unabhdngig von h sind.

Bemerkung 4.6

Es ist mir nicht gelungen, die Ausssage des Satzes 4.5 auf den Fall > 0 zu tber-
tragen. Da Lemma 4.4 nicht gilt, treten im Beweis Probleme auf. Trotzdem wird der
Beweis, soweit dies maoglich ist, allgemeiner formuliert. An den entsprechenden Stellen
erfolgt ein expliziter Hinweis auf die Probleme im Fall 8 > 0. Dort wird auch eine
Fallunterscheidung vorgenommen.

Beweis von Satz 4.5:
Sei y € C eine Losung der Eigenwertproblems Sp = ,u%Qp.

(1) Die Matrix S := B(vA + N)~'B” likt sich zerlegen in S = C + R, wobei C' bzw.
R definiert sind durch C' := (S + S”) bzw. R := (S — S”). Unter Benutzung der
Definition von S erhélt man

C = - (BF'B"+(BF'B")T)

—No |

= 3 (BF~'B" + BF"B")

-1 -T
— B <¥) BT

Durch analoge Rechnung bekommt man
F—l _ F—T
nen (75

Nach Lemma 4.1 (i) gilt fiir den Realteil von u die Abschéitzung

C C
min(p’lip) < Rep < max M
r#0 (p, QD) p#0 (p, £ Qp)
Im folgenden werden Grenzen fiir den Rayleigh-Quotient % konstruiert. Dazu de-
finiere man 7 := BA~'B”. Fiir den Rayleigh-Quotienten gilt

(p.Cp) _  (».Cp) (0.Tp)
(0, 1Qp) (p, 2Qp) (p, Tp)
(p,Cp) (p,Tp)

(p, Qp)

(p, +Tp)

(4.11)
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Nach Lemma 3.6 gilt

3 < . Tp)

< K. 4.12
00T Q) (412)

Die Konstanten 3, Cr und k sind unabhingig von der Diskretisierungsschrittweite h.
Weiterhin ist nach Lemma 4.2

(p.Cp) _ (”’(1_%‘7{[) )
(p, ;Tp) (v, v)

mit N := A"'2NA~2 und v := A~"/2BTp. Da N schiefsymmetrisch ist, folgt dann

, (4.13)

—~N?=_NN=NTN. (4.14)

Da NTN symmetrisch ist, sind die Eigenwerte von —N? reell.

Sei nun A ein beliebiger Eigenwert von —N2. Mit (4.14) folgt dann

t"NTNz = )z|?

& Nalp = Aol
N 2

oy = Il
]

Also ist A nichtnegativ. Folglich besitzt —N? nur nichtnegative Eigenwerte.

An dieser Stelle mufs zwischen den Fillen # = 0 und 6 > 0 unterschieden werden.
Fall1: 6 =0

In diesem Fall ist A nur noch der diskrete Laplace-Operator. Somit ist Lemma 4.4
auf N anwendbar. Die Eigenwerte von N sind betragsmiRig durch eine Konstante
0, die unabhingig von h ist, beschrinkt. Deshalb liegt das Spektrum von I — VlN2

. -1
im Intervall [1, 1+ ﬁ—i] Daraus folgt dann, daf das Spektrum von (I — 712N2> im

Intervall {ﬂ”—j(p, 1] liegt. Zusammen mit (4.13) ergibt sich folgende Abschétzung

2
v: . (0.Cp)

2+ 12~ (p, 1Tp)

<1. (4.15)

Diese Abschidtzung kombiniert mit (4.11), (4.12) und unter Beriicksichtigung von § = 0
ergibt

v _ (p.Cp)
02+ v2 = (p, ;Qp)

Damit sind die Grenzen fiir den Realteil der Eigenwertes p im Fall # = 0 konstruiert.

</<a2
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Fall 2: 0 > 0

In diesem Fall ist Lemma 4.4 nicht anwendbar. Es ist mir auch nicht gelungen, eine
dahnliche Abschédtzung zu zeigen. Aus diesem Grund bleibt die Abschitzung der Eigen-
werte fiir N im Fall # > 0 ein offenes Problem.

(2) Nach Lemma 4.1 (ii) gilt

[Imp| < max \(p,li)\
r#0 (p,,Qp)

Mit T := BA™'B” erhilt man fiir den Quotienten 7(1()”’52’;)

(p,Rp) _ (p,Rp) (p,Tp)

(p.£Qp)  (p,2Tp) (0. Qp)’

Nach Lemma 4.3 ist

(pa Rp) _ Z/(U,NU)
(p, %Tp) B (v, (V21 — N2)v)’ (4.16)

mit v := (v + N)~'A/2BTp. .
Fiir die schiefsymmetrische Matrix N := A~'/2NA~1/2 gilt

NTN = —N(~NT) = NN,

also ist N normal. Deshalb kann man N unitiir auf Diagonalgestalt transformieren.
Folglich existiert eine unitdare Matrix U, so dak gilt

UPNU = A
o N = UAU", (4.17)
wobei A = diag()\;) mit \; Eigenwerte von N.

Bei schiefsymmetrischen Matrizen treten die Eigenwerte stets in der Form A = +in
auf. Dann ergibt sich mit (4.17)

N = iUAU"T,
mit A = iA, A € R*L Daraus folgt dann
N? = NN
= PUAU"UAUT
~——

=1

= —UANU".
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Mit (4.16) ergibt sich damit

B v(v, Nv) B v(v, iUAUv)
(v, (121 — N2)v) (v, (VEUUH + UN2UH)v)
v(v, iUAUv)

(v, U2l + A2)UHv)

=w =w

A~ A~
(U0, iNU"v)
(URy, (121 + A2) UT)

~ ~
=W =w
v(w,iAw)

(w, (V2T + A?)w)’

Weiterhin gilt

| — v(w, iAw)| _ | —iv||(w, Aw)|
(w, (V21 + A?)w) (w, (V21 + A?)w)
v|(w, Aw)

(w, (T + A2)w)’ (4.18)

An dieser Stelle ist wieder eine Fallunterscheidung notwendig.

Fall 1: 6 =0
In diesem Fall ist der Betrag der Eigenwerte von N nach Lemma 4.4 durch eine Kon-
stante ¢ beschriankt. Folglich ist (4.18) durch

v|n) v

max = maxX ——
—0<n<d V2 + 1% 0<n<s v2 + n?

beschrinkt. Dieses Maximum ist % und wird angenommen, wenn 1 = v ist. Insgesamt
erhdlt man dann

(p. Bp)| _ v

(p,,Qp) ~ 2
Der Betrag des Imaginérteils von g ist damit unabhingig von der Diskretisierungs-
schrittweite h beschrankt.

Fall 2: 0 > 0
Bei diesem Fall tritt das gleiche Problem, wie in Beweisteil (1) auf, némlich die Ab-
schéitzung der Eigenwerte von N. Auch an dieser Stelle bleibt ein offenes Problem.

O

Im Satz 4.5 sind die Grenzen fiir den Real- bzw. Imaginéarteil der Eigenwerte des Schur-
Komplement Problems ermittelt worden.
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Ziel ist es aber, die Eigenwerte von

<VA;—N %T><Z>:A(VAJN %%))(Z) 1)

abzuschétzen. Da aber p := A(A—1) erhélt man fiir die Eigenwerte des Problems (4.19)
folgende Aussage.

Folgerung 4.7
Fiir den Fall 0 = 0 gilt:
A =1 ust Eigenwert mit der Vielfachheit | — k des mit

-1
-1 vA+ N 0
= (T
vorkonditionierten diskreten Oseen-Operators. Die weiteren Figenwerte des vorkondi-
tionierten Systems sind vier Mengen bestehend aus Punkten der Form 1 + (a £ bi)
und —a + bi. Diese Mengen kinnen in zwei rechteckige Gebiete eingeschlossen werden,

1

wobei die Gebiete symmetrisch beziiglich Re(\) = 5 sind. Auferdem sind die Gebiete

unabhdngig von der Diskretisierungsschrittweite h beschrankt.

Beweis:
Die Eigenwerte A von (4.19) ergeben sich aus p durch

\ = 1+£/1+4p
= —
1+ )
_ i
2 2 2
Definiere nun
T 1
a = — — =
2 2’
4]
b = —.
2
Dann ist
. xq 1 . Lo
1 +) = 1 — — = | +i=
+ (a £ ib) +<2 2) i
1 T L2
= — 442
sty Ty
1
(atib) = —[Z )+
2 2 2
_ 1l n o
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Also lassen sich alle A aus (4.19) in der Form 1 + (a % ib) und —a =+ ib darstellen. Da
der Realteil und der Imaginérteil von p nach Satz 4.5 beschrénkt sind, erkennt man
an obiger Darstellung, daf die Eigenwerte von (4.19) in zwei rechteckigen Gebieten
liegen, die beziiglich Re(\) = % symmetrisch sind. Die Rechtecke sind unabhéngig von
h beschriankt, da die Schranken von Re(u) und I'm(p) unabhéngig von h sind.

O

Die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems liegen auf beiden Seiten der imagi-
niaren Achse. Aus diesem Grund kann es sein, dak der betragsméfig kleinste Eigenwert
nicht gegen Null beschrinkt ist. Diese Tatsache kann ein moglicher Nachteil der Vor-
konditionierung mit Mp sein. Eine Alternative, die dieses Problem vermeidet, ist ein
Blockdreiecksvorkonditionierer, der definiert ist durch
T
we (5 ).

wobei F':= A + vN. Fiir diesen Fall lautet das verallgemeinerte Eigenwertproblem

EN)-G )G e

Aquivalent dazu ist

Fu+ BTp = M\ Fu+ BTp), (4.21)
1

Bu = A (——Qp) . (4.22)
v

Eine Losung des Problems (4.20) ist A = 1. Dann erhilt man mit (4.22)
1
Bu = —=Qp

v

& —vBu = Qp. (4.23)

Der Eigenwert A = 1 hat die Vielfachheit 1. Fiir A # 1 erhdlt man durch Multiplikation
von (4.21) mit BF~!

BF '(Fu+ BTp) = ABF '(Fu+ BTp)

1pT . _ —1 T
< Bu+ BF SB p = ABu+ \ABF SB .

Unter Benutzung von (4.22) ergibt sich

A (—%Qp) +Sp = A <)\ (—%Qp)) +ASp
s =050 = 0= (o)

& Sp = A <%Qp> . (4.24)
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Die Eigenwerte dieses Problems sind fiir den Fall § = 0 im Satz 4.5 abgeschitzt worden.
Also erhélt man folgendes Resultat.

Satz 4.8 Fir den Fall 0 =0 gilt:
A =1 st Eigenwert mit der Vielfachheit | des mit

1 I/A + N BT !

vorkonditionierten diskreten Oseen-Operators. Die weiteren Figenwerte des vorkondi-
tionierten Systems erhdlt man aufgrund der obigen Herleitung aus Sp = )\%Qp. Folglich
sind die Figenwerte der vorkonditionierten Oseen-Problems unabhdngig von der Dis-
kretisierungsschrittweite h beschrinkt.

Bemerkung 4.9
Sei A € C ein Eigenwert von (4.24). Dann gelten fir 0 = 0 nach Satz 4.5 folgende
Abschdtzungen:

(i)

621/2 )
212 < Re()) < w7,

(i)

Folglich ist der betragsmafig kleinste Eigenwert des mit My vorkonditionierten Glei-
chungssystems unabhdngig von h gegen Null beschrinkt. Damit ist das bei der Vorkon-
ditionierung mit Ml;l auftretende Problem behoben.

Bemerkung 4.10

Bei Benutzung einer der Vorkonditionierer Mp oder My ist es erforderlich, in jedem
Schritt eines iterativen Verfahrens die Wirkung von F~' zu berechnen. Die Anwendung
von F~' auf einen Vektor mittels direkter Methoden ist sehr teuer.

Eine Alternative zu der direkten Berechnung wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.

4.2 Praktische Aspekte der Berechnung

Die hauptséchlichen Kosten der Vorkonditionierer entstehen durch die Anwendung von
F~1! bzw. F~T auf einen Vektor v in jedem Schritt der Iteration. In diesem Abschnitt
soll gezeigt werden, dafs man diese Operation durch eine billigere ersetzen kann, zum
Beispiel durch Berechnung der approximativen Losung des Systems Fw = v bzw.
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FTw = v mit iterativen Verfahren . Die Idee ist, die Vorkonditionierungsoperatoren
Mp und My durch

- F 0 - F BT
MD::<0 %Q) und MT::<0 1 ) (4.25)

zu ersetzen, wobei F ~ Fist. Im folgenden werden die Vorkonditionierer, die die exakte
Wirkung von F~! verwenden, als exakte Versionen und die auf der Approximation
in (4.25) beruhenden als inexakte Versionen bezeichnet. Weiterhin sei @), definiert
durch @, := %Q. Sei Ap die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung des exakten
Blockdiagonalvorkonditionierers Mp. Es gilt also

a—(F BTY(F 0 (I BTQ!
P=\B 0 0 Q, “\BF' 0 '

Sei Ap die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung der inexakten Version des Block-
diagonalvorkonditionierers. Man erhilt unter Benutzung der Definition von Ap und
von F:=F — F

. (F BTN\(F o0\
=55 )0 a)
B FE! BTQ;1
— \BF! 0

B FE 1411 BTQ,*
N BF '+ BF!—- BF! 0

B I BTQ,'\ (FF'-FF' 0

— \ BF! 0 BF~'— BF~' 0
A — (F—F)F' 0

— TP\ BFYF-F)F 0

_ 4 EF' 0
- BF-'EF-' 0 )"

e EF' 0
b= BF'EE-! 0 )"

Damit erhilt man Ap = Ap + Ep.

Definiere nun

Sei Ar die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung der exakten Version der Block-
dreiecksvorkonditionierers. Es gilt

F BT F BT\
4= (50 ) (0 o)

B I 0
~ \ BF' BF'BTQ;



52 Vorkonditionierung bei stabilen finiten Elementen

Weiterhin sei Ar die vorkonditionierte Matrix bei Verwendung der inexakten Version
des Blockdreiecksvorkonditionierers. Unter Verwendung der Definition von A und von
E := F — F bekommt man

A F BT\ (F BT \ '
Ar =
B 0 0 —Q,
Fﬁ”l FﬁvleTQ;l - BTQ;1
N BF-! BF'BTQ;!
FE 14— FF! FE1BTQ,' — FF'BTQ,!
BF '+ BF'—BF ' (BF'4+BF'—BF YBTQ,!

B I 0 B EF-! EF1BTQ;!
— \BF! BF'BTQ,! BFEF-! BF 'EF'BTQ,!
A EF-1 EF1BTQ;!

~ 7T\ BF'EF-' BF-'EF-'BTQ;' )"

Definiere nun . .
o _ EF-! EF-'BTQ;!
T BF'EF-! BF'EF'BTQ;! )"

Dann erhalt man fiir die vorkonditionierte Matrix AT = Ar + Er. Um Aussagen iiber
die Grenzen der Eigenwerte des vorkonditionierten Systems bei Verwendung der inex-
akten Vorkonditionierer machen zu konnen, ist des Satz von Bauer-Fike als Hilfsmittel
erforderlich. Auf den Beweis des Satzes wird an dieser Stelle verzichtet. Man kann in
[GL89] S.342 den Nachweis des Satzes finden.

Satz 4.11 (Bauer-Fike) Seiu ein Eigenwert von A+E € C™" und X 'AX =D =
diag(Ai, ..., A\n). Dann gilt

_min A = ul < k(X[ Elp,
i=1,...,n

wobei || - ||, die p-Norm (p = 1,2,00) und k,(X) die Konditionszahl der Matriz X
beziiglich der p-Norm bezeichnet.

Fiir den Fall, daf die Matrizen Ap bzw. Ar diagonalisierbar sind, ergeben sich fiir die
Eigenwerte des vorkonditionierten Systems bei Verwendung der inexakten Vorkondi-
tionierer folgende Grenzen

Satz 4.12 (i) Sei Ap = VpApV,' diagonalisierbar, dann gilt fiir alle Eigenwert pu €
o(Ap)

in |\ — | < | EEFYakin L |[|BF s
Ae%‘?v)' pul < | lockioe (Vp)maz (1, ] o) -

wobei koo (Vp) die Konditionszahl der Matriz Vp beziiglich der oo-Norm ist.
(ii) Sei Ar = VrApV3! diagonalisierbar, dann gilt fiir alle Eigenwerte u € o(Ar)

min (A — | < [ EF koo (V) (14 | B"Q 7 |loomaz (1, | BF [l ,
/\EO’(.AT)
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wobei koo (Vr) die Konditionszahl der Matriz Vr beziiglich der oo-Norm ist.
Beweis: (i) Sei € o(Ap + Ep) und Ap = VpApV,', dann gilt mit Satz 4.11
A= 1l < K (VDED| so- 4.26
\anin (A= pf < ko (VD)[[€n]| (4.26)
Mit der Definition von £p gilt dann
EF-1
ol = || ( prrges o )|
B I EF~" 0
o BF—! 0 0 0 -
< 1 0 EF-' 0
= BF' 0 )], 0 0/,
= max(1, |BF )| EF .
Aus dieser Abschétzung erhdlt man mit (4.26)
\uin A= ] < koo (Vp)maz (1, | BF )| EF .
co(A
(ii) Sei p € o(Ar 4+ E7) und Ar = VTATV;, dann gilt mit Satz 4.11
mln A — 1| < oo (VD) |ET]| 0 (4.27)

€o(Ar)

Mit der Definition von & gilt nun

1l = EF1 EF1BTQ;!
Tllee = BF'EF! BF'EFBTQ;!

B I 0 EF1 0 I BTQ;!
- BF-! 0 0 0 0 0

oo

= maz(L,||BF || EF oo (1+11B7Q; " [|c)
Aus dieser Abschétzung bekommt man mit (4.27)

min A = p| < oo (Vr)maz(L, | BF ™ |[oo) | EF ™o (1 + || BT
)\EU(AT)

< I 0 EF1 0 I BTQ;!
= BF~' 0 )| 0 o/ _f\o o N

Q;'lsc) -
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4.3 Ausblick auf eine weitere Vorkonditionierungsstra-
tegie

Ein weitere Moglichkeit der Blockdreiecksvorkonditionierung wird in [KS97] vorgestellt.
Der Vorkonditionierer ist definiert durch

gt (VAN BT -
'_ 0  —BwA+N)'BT ) -

Die Konvergenzrate des iterativen Losungsverfahren GMRES (vgl.[Saa96]) in Kombi-
nation mit den dem Blockdreiecksvorkonditionierer B~! ist unabhingig von der Diskre-
tisierungsschrittweite h. Die genaue Analyse findet man in [KS97|. Weiterhin wird auch
noch eine Konvergenzanalyse durchgefiihrt, wenn man F~' und S=' := (BF~'BT)~!
durch die approximativen Inversen F~!' und S ersetzt.



Kapitel 5

Experimentelle Untersuchungen
iterativer Loser fur Stokes- und
Oseen-Gleichungen

Am Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik der Universitidt Gottingen
wird ein Programmmpaket namens ParalleINS (Parallelized solution of Navier-Stokes
equations) zur Losung von partiellen Differentialgleichungen entwickelt. Mit Paral-
leINS kénnen verschiedene Probleme von skalaren Diffusions-Konvektions-Reaktions-
Gleichungen bis hin zu Navier-Stokes-Gleichungen gel6st werden. Zur Losung der bei
der Diskretisierung dieser partiellen Differentialgleichungen entstehenden Gleichungs-
systeme wird das Programmpaket BLANC verwendet. Dieses Paket enthilt verschie-
dene iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme. Die Losungsverfah-
ren kénnen nun mit unterschiedlichen Vorkonditionierern kombiniert werden. Ziel der
in diesem Abschnitt dokumentierten Untersuchungen war es, fiir verschiedene Stokes-
und Oseen-Probleme iterative Losungsverfahren zu ermitteln, die die gestellten Proble-
me effizient 16sen konnen. Dabei sind die Loser mit verschiedenen Vorkonditionierern
getestet worden. Im Abschnitt 5.5 werden an einem lid-driven cavity Problem die im
Kapitel 4 vorgestellten Vorkonditionierungsstrategien und die im Paket BLANC zur
Verfiigung gestellten Vorkonditionierer in Verbindung mit dem iterativen Loser QMR
verglichen.

5.1 Durchfithrung der Experimente

Das Programmpaket BLANC ist linearen Gleichungssystemen angepafst, die bei der
Diskretisierung von vektorwertigen partiellen Differentialgleichungen entstehen.

Bei der Losung einer vektorwertigen partiellen Differentialgleichung, z.B. eines zweidi-
mensionalen Oseen-Problems, sind auf jedem Gitterpunkt drei Unbekannte (z-Kompo-
nente der Geschwindigkeit, y-Komponente der Geschwindigkeit und der Druck). Der
klassische Weg ist die sequentielle Anordnung der Vektorkomponenten. Damit ist ge-
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meint, daf zuerst alle Vektoreintrége, die zur ersten Unbekannten gehoren, gespeichert
werden. Dann werden alle Eintrige gespeichert, die zur zweiten Unbekannten gehéren
USW..

In BLANC erfolgt eine punktweise Anordnung der Vektorkomponenten. Fiir jeden Git-
terpunkt werden die Eintrige der xz-Komponente der Geschwindigkeit, der y-Kompo-
nente der Geschwindigkeit und des Drucks zusammengefakt. Deshalb hat jeder Vektor
in BLANC Blockstruktur, wobei jeder Block zu einem Gitterpunkt gehort. Die Dimensi-
on eines solchen Blocks entspricht der Anzahl der Unbekannten in diesem Gitterpunkt.
Die Matrizen in BLANC sind #hnlich strukturiert. Jede Matrix besteht aus Blockma-
trizen, deren Dimension der Anzahl der Unbekannten in einem Gitterpunkt entspricht.
Aufgrund der dargestellten Blockstruktur ist es mdglich, beim SSOR-Verfahren je-
de Komponente des Losungsvektors fiir sich zu relaxieren. In den folgenden Unter-
suchungen wurden die einzelnen Elemente jedes Blocks verschieden relaxiert. Damit
ist beriicksichtigt worden, dafl in jedem Block Geschwindigkeitskomponenten und eine
Druckkomponente enthalten sind. In die experimentellen Untersuchungen sind aus dem
Programmpaket BLANC folgende iterative Loser einbezogen worden:

e stationdre Verfahren:
— SSOR (Symmetric Successive OverRelaxation)

e Petrov-Galerkin-Krylov-Verfahren (PGK-Verfahren):

Bi-CG (Bi-Conjugate Gradient-Verfahren)

— CGS (Conjugate Gradient Stabilized-Verfahren)
— Bi-CGSTAB (Bi-CG Stabilized)

— QMR (Quasi Minimized Residual)

— TFQMR (Transposed-Free QMR)

— QMRCGSTAB

— CGNR (Conjugate Gradient Normal Residual)

Die PGK-Verfahren sind noch mit unterschiedlichen Vorkonditionierungen kombiniert
worden:

e ohne Vorkonditionierung
e Jacobi
e SSOR

e ILU(0)
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Weitere Informationen zu diesem Programmpaket findet man in [Pri96]. Genauere Aus-
sagen iiber die verwendeten iterativen Loser sowie Algorithmen kann man zum Beispiel
in [Saa96| bzw. [Pri96] nachlesen.

Um die Qualitit der Losungsverfahren miteinander zu vergleichen, wurde bei den nume-
rischen Experimenten der zeitliche Konvergenzverlauf betrachtet, also die Entwicklung
der Konvergenz ||ry||2/||l7oll2 des Residuums in der Euklidischen Norm beziiglich der
Rechenzeit. Die Diskretisierung der Probleme und somit die Generierung der Matrix
wurde mit dem Programm ParalleINS vorgenommen. ParalleINS arbeitet mit linearen
Elementen fiir Druck und Geschwindigkeit, welche die Babuska-Brezzi mit einer von
h unabhingigen Konstante nicht erfiillen. Deshalb wird in diesem Programm das in
Abschnitt 3.4 kurz vorgestellte GLS-Verfahren zur Stabilisierung verwendet. Die Zerle-
gung des Einheitsquadrats wurde durch ein regelméfiges 16 x 16-, 32 x 32-, 64 x 64- oder
128 x 128-Schachbrettmuster realisiert, bei dem jedes Feld diagonal halbiert wurde, vgl.
Abbildung 5.1.
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Abbildung 5.1: Beispiel einer verwendeten Zerlegung (17 x 17)

Es entstanden Gleichungssysteme mit n = 3-17 - 17 = 867, n = 3 - 33 - 33 = 3267,
n=3-65-65=12675, n =3-129-129 = 49923 Unbekannten.

Zur Durchfiihrung der Experimente wurden die Startlésung xy = ﬁ(l, .., 1)7 und die
rechte Seite b = 0 gesetzt. Verglichen wurde die Rechenzeit die erforderlich war, um
das Abbruchkriterium [|ry||2/]|roll2 < 107% zu erreichen.

Beim SSOR-Verfahren wurden die Relaxationsparameter fiir die Geschwindigkeitskom-
ponenten und den Druck verschieden gewéhlt. Im folgenden wird mit w, der Relaxati-
onsparameter fiir die Geschwindigkeitskomponenten und mit w, der Relaxationspara-
meter fiir die Druckkomponente bezeichnet. Als Rechenumgebung fiir die numerischen
Experimente sind DEC Alpha 3000/600 verwendet worden.
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5.2 Stokes-Gleichung

Zuerst wurde eine Stokes-Gleichung, bei der das Stromungsfeld a verschwindet, unter-
sucht. Da das Programm ParalleINS mit der GLS-Stabilisierungstechnik arbeitet, ist
es erforderlich, bestimmte Stabilisierungsparameter zu wihlen (vgl. Kapitel 3.4). Ge-
nauere Aussagen iiber die geeignete Wahl der Stabilisierungsparameter fiir verschiedene
Probleme kann man in [Mii97] nachlesen. In diesem Beispiel wurde nur eine Drucksta-
bilisierung verwendet. Die Rechnungen sind mit folgender Parameterwahl durchgefiihrt
worden:

e Diffusionskoeffizient: v = 1.0,

e Stabilisierungsparameter fiir Geschwindigkeit: ¢} = 0.0,

e Stabilisierungsparameter fiir Druck: ¢} = 1.0,

e Stabilisierungsparameter fiir die Divergenzgleichung: ¢, = 0.0.

Aufserdem wurde mit Konsistenzsicherung gerechnet. Diese bendtigt man, denn bei
der Verwendung von linearen Elementen fiir die Geschwindigkeit, wie in ParalleINS,
ist Auy| = 0. Also verschwindet in der diskreten Formulierung der Laplace-Operator,
deshalb erfiillt die kontinuierliche Losung die diskreten Gleichungen nicht mehr. Aus
diesem Grund ist dieses Verfahren inkonsistent und fiihrt zu Fehlern in der Ldsung.
Die Darstellung einer Konsistenzsicherung findet man in [DH94|. Zuerst wurden fiir das
SSOR-Verfahren die optimalen Relaxationsparameter ermittelt. In Tabelle 5.1 sind die
optimalen Relaxationsparameter der Geschwindigkeitskomponenten und der Druck-
kompomente in Abhéngigkeit von der Zerlegung angegeben. Auferdem enthalt die
Tabelle Informationen iiber die Rechenzeit, die erforderlich war, um das Abbruch-
kriteriums ||7g][2/]|70l]2 < 107% zu erreichen. Zusitzlich ist noch die Zahl der dafiir
notwendigen Iterationen angegeben.

Zerlegung | w, | w, | CPU-sec | Iterationen
17x17 | 1.4 | 0.2 | 0.7666 120
33x33 | 1.8 | 0.2 4.233 160
65x65 | 1.9 | 0.1 | 32.899 305

129 x 129 | 1.95 | 0.05 | 313.704 606

Tabelle 5.1: Optimale Relaxationsparameter fiir
SSOR beim Stokes-Problem
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Die Abhéngigkeit der optimalen Relaxationsparamter von der Feinheit der Zerlegung
ist aus der Tabelle deutlich erkennbar. Mit kleiner werdender Diskretisierungsschritt-
weite h miissen die Geschwindigkeitskomponenten stérker iiberrelaxiert werden, bei der
Druckkomponente ist eine stirkere Unterrelaxation erforderlich.

Die oben genannten PGK-Verfahren sind bei jeder Zerlegung mit den angegebenen
Vorkonditionierern getestet worden, wobei fiir SSOR-Vorkonditionierung der vorher
ermittelte optimale Relaxationsparameter verwendet wird. Auflerdem sind noch weite-
re Relaxationsparameter fiir die SSOR-Vorkonditionierung getestet worden, um fest-
zustellen, wie sich die nicht optimale Wahl des Relaxationsparameters fiir SSOR-
Vorkonditionierung auf die Konvergenz des jeweiligen PGK-Verfahrens auswirkt. In der
Tabelle 5.2 sind fiir jedes Verfahren die optimalen Vorkonditionierer, die Rechenzeit und
die Tterationszahl angegeben. Der Eintrag ”>sec” bedeutet, dak das PGK-Verfahren
mit keinem der angegebenen Vorkonditionierer in der Zeit "sec” das Abbruchkriterium
erfiillt. Weiterhin wird mit w4y der optimale Relaxationsparameter der Zerlegung
AxA bezeichnet (vgl. Tabelle 5.1).
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Zer- Verfahren optimaler Vor- CPU- | Ttera-
legung konditionierer sec tionen

BICG ILU 0.9166 71

CGNR >20
QMR ILU 0.9499 69
17 x 17 BICGSTAB | SSOR(w, = 1.6;w, =0.2) | 0.5166 34
CGS SSOR (w, = 1.6;w, = 0.2) | 0.6499 42
TFQMR SSOR(w, = 1.6;w, = 0.2) | 0.9166 86
QMRCGSTAB | SSOR(w, = 1.6;w, = 0.2) | 0.5333 34
BICG ILU 13.033 270

CGNR >50
QMR ILU 15.316 273
33 x 33 BICGSTAB SSOR(wWopt(33)) 2.567 44
CGS SSOR (Wopi(33)) 3.383 58
TFQMR SSOR (Wop(33)) 5.183 124
QMRCGSTAB SSOR (Wopi(33)) 2.817 47

BICG >100

CGNR >100

QMR >100
65 x 65 BICGSTAB SSOR (Wop(s3)) 21.332 72
CGS SSOR (Wop(s3)) 28.282 102
TFQMR SSOR (Wopi(ss)) 38.398 211
QMRCGSTAB SSOR(wWopt(65)) 23.866 76

BICG >400

CGNR >400

QMR >400
129 x 129 | BICGSTAB SSOR (Wopi(129)) 146.961 | 119
CGS SSOR (wWopt(129)) 321.637 | 261

TFQMR >400
QMRCGSTAB SSOR (wWopi(129)) 158.160 | 126

Tabelle 5.2: CPU-Zeit und Iterationen fiir PGK-Verfahren bei einem Stokes-

Problem

Zur Berechnung des Stokes-Problems sind die PGK-Verfahren BICGSTAB und QM-
RCGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung sehr gut geeignet. Fiir die Vorkonditionie-
rung muf allerdings der optimale Relaxationsparameter verwendet werden. Die Ab-
bildungen auf den Seiten 62 bis 65 zeigen die Konvergenzverldufe der PGK-Verfahren
BICG, BICGSTAB, CGS, QMRCGSTAB, TFQMR und QMR mit verschiedenen Vor-
konditionierern bzw. ohne Vorkonditionierung. Auf eine Darstellung der Konvergenz-
verlaufe des CGNR wird an dieser Stelle verzichtet, da der Loser keine guten Konver-
genzeigenschaften besitzt. In der Legende sind die Vorkonditionierer angegeben, wobei
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die verwendeten Abkiirzungen folgende Bedeutung haben
e NONE keine Vorkonditionierung
e JACOBI Verwendung der Jacobi-Vorkonditionierung
e ILU Verwendung der ILU(0)-Vorkonditionierung

e "SSOR, A, B” Verwendung der SSOR-Vorkonditionierung, wobei die Geschwin-
digkeitskomponenten mit A relaxiert werden und die Druckkomponente mit B
relaxiert wird.

Gerade bei feinen Zerlegungen verschlechtert sich die Konvergenz der Verfahren dra-
matisch bei nicht optimaler Wahl des Relaxationsparameter. Die Abhéngigkeit der
SSOR-Vorkonditionierung von der optimalen Wahl des Relaxationsparameters ist auch
ein entscheidender Nachteil dieser Vorkonditionierungstechnik. Es ist moglich, die Re-
chenzeiten mit geeigneten PGK-Verfahren je nach Zerlegung, um bis zu 50% gegeniiber
dem SSOR-Verfahren mit optimalen Relaxationsparametern als Losungsverfahren zu
senken.
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5.3 Oseen-Gleichung im diffusionsdominanten Fall

Als zweites Beispiel wurde eine diffusiondominante Oseen-Gleichung gerechnet. Als
Stromungsfeld wurde
a= v
-\ —2ay

verwendet, vgl. Abbildung 5.2. Die Rechnungen sind mit folgender Parameterwahl
durchgefiihrt worden:

e Diffusionskoeffizient: v = 0.5,

e Stabilisierungsparameter fiir Geschwindigkeit: ¢} = 1.0,

e Stabilisierungsparameter fiir Druck: ¢} = 1.0,

e Stabilisierungsparameter fiir die Divergenzgleichung: ¢, = 0.0.

Auferdem wurde mit Konsistenzsicherung gerechnet.
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Abbildung 5.2: Niveaulinien der Strémungsfeldes
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Bei diesem Problem ergaben sich in Abhéngigkeit von der Diskretisierungsschrittweite
h die in Tabelle 5.3 angegeben optimalen Relaxationsparameter (w,) fiir das SSOR-
Verfahren, weiterhin sind die Rechenzeit und die Iterationszahl angegeben, die bis
zum Erreichen des Abbruchkriteriums notwendig waren. Die fiir die Oseen-Gleichung
im diffusionsdominanten Fall ermittelten optimalen Relaxationsparameter stimmen in
wesentlichen mit den Ergebnissen des Stokes-Problem {iberein.

Zerlegung | w, wp | CPU-sec | Iterationen
17x17 | 1.6 | 0.2 | 0.5666 86
33 x 33 1.8 | 0.2 | 3.5165 146
65 x 65 1.9 | 0.1 | 32.599 288
129 x 129 | 1.95 | 0.05 | 296.705 D73

Tabelle 5.3: Optimale Relaxationsparameter fiir
SSOR beim Oseen-Problem im diffusionsdomi-
nanten Fall

Auch bei diesem Problem sind die optimalen Relaxationsparameter von der Feinheit
der Zerlegung abhingig. In der Tabelle 5.4 sind fiir die oben genannten PGK-Verfahren
die optimalen Vorkonditionierer und die Rechenzeiten, sowie die Iterationszahlen, die
erforderlich waren, damit das Abbruchkriterium ||r;||o/||ro]]2 < 1078 erfiillt wurde, an-
gegeben.

Auch bei diesem Problem kénnen gute Ergebnisse mit den PGK-Verfahren BICGSTAB
und QMRCGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung erzielt werden. Dabei treten jedoch
die gleichen Probleme wie bei der vorher betrachteten Stokes-Gleichung auf, nimlich
die Abhéngigkeit der Konvergenz der Verfahren von der Wahl der Relaxationsparame-
ter. Die Konvergenzverldufe der PGK-Verfahren mit verschiedenen Vorkonditionierern
sind in den Abbildungen auf den Seiten 70 bis 73 dargestellt. Weiterhin wird in die-
sen Diagrammen deutlich, daf andere Vorkonditionierer nicht so leistungsfihig wie
die SSOR-Vorkonditionierung sind. Die Rechenzeiten von geeigneten PGK-Verfahren
sinken um bis zu 2/3 gegeniiber dem SSOR-Verfahren mit optimalen Relaxationspa-
rametern als Losungsverfahren. Bei der 129 x 129-Zerlegung sind die CPU-Zeiten fiir
die Oseen-Gleichung im diffusionsdominanten Fall zum Teil deutlich besser als beim
Stokes-Problem. Die Rechenzeiten verbessern sich teilweise um 2/3 bzw. um die Halfte.
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Zer- Verfahren optimaler Vor- CPU- | Ttera-
legung konditionierer sec tionen

BICG ILU 0.9832 72

CGNR >30
QMR ILU 1.0999 73
17 x 17 BICGSTAB SSOR (Wopi(17)) 0.3666 20
CGS SSOR (w, = 0.6; w, = 1.0) | 0.5999 38
TFQMR SSOR(w, = 1.4;w, = 0.4) | 0.8999 87
QMRCGSTAB SSOR (wWopi(17)) 0.3833 22
BICG ILU 10.599 204

CGNR >100
QMR ILU 11.199 211
33 x 33 BICGSTAB SSOR(wWopt(33)) 3.0665 44
CGS SSOR (Wopi(33)) 4.0831 62
TFQMR SSOR (Wop(33)) 5.2497 128
QMRCGSTAB SSOR (Wopi(33)) 2.9332 47

BICG >200

CGNR >200

QMR >200
65 x 65 BICGSTAB SSOR (Wop(s3)) 11.549 39
CGS SSOR (Wop(s3)) 12.016 40
TFQMR SSOR (Wopi(ss)) 41.048 213
QMRCGSTAB SSOR(wWopt(65)) 11.982 40

BICG >400

CGNR >400

QMR >400
129 x 129 | BICGSTAB SSOR (Wopi(129)) 76.530 59
CGS SSOR (wWopt(129)) 86.579 68
TFQMR SSOR (wWopt(129)) 291.954 | 352
QMRCGSTAB SSOR (wWopi(129)) 79.096 61

Tabelle 5.4: CPU-Zeit und Iterationen fiir PGK-Verfahren fiir Ossen-
Gleichung im diffusionsdominanten Fall

Weiterhin wurde untersucht, wie sich die Rechenzeiten verschlechtern, wenn die optima-
len Relaxationsparameter der 129 x 129-Zerlegung auch fiir die anderen Zerlegungen
benutzt werden. Mit den Relaxationsparametern w, = 1.95 und w, = 0.05 fiir die
SSOR-Vorkonditionierung von BICGSTAB, CGS, TFQMR und QMRCGSTAB erhilt

man bei unterschiedlichen Zerlegungen die in Tabelle 5.5 dargestellten Ergebnisse.
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‘ Zerlegung ‘ Verfahren ‘ CPU-sec ‘ Iterationen

17 x 17 BICGSTAB 0.79996 46
CGS 1.08329 65

TFQMR 1.48327 131
QMRCGSTAB | 0.8333 48

33 x 33 BICGSTAB 3.8998 65
CGS 5.6831 93

TFQMR 7.6163 192
QMRCGSTAB | 4.9831 72

65 x 65 BICGSTAB 13.799 45
CGS 38.498 127

TFQMR 50.881 262
QMRCGSTAB | 14.699 47

Tabelle 5.5: Rechenzeiten bei SSOR-
Vorkonditionierung mit w, = 1.95 und w, = 0.05

Bei der 17 x 17-Zerlegung und bei der 33 x 33-Zerlegung wird die Rechenzeit fiir die
einzelnen Verfahren fast verdoppelt, dies stellt jedoch bei kleinen Rechenzeiten kein

Problem dar. Die Rechenzeiten fiir BICGSTAB und QMRCGSTAB bei einer 65 x 65-
Zerlegung verschlechtern sich nur um 1/6.

Es ist also moglich, fiir die Loser BICGSTAB und QMRCGSTAB, die optimalen Re-
laxationsparameter der 129 x 129-Zerlegung auch fiir die Zerlegungen mit geringe-
rer Feinheit zu benutzen. Als Empfehlung fiir das in diesem Abschnitt betrachtete
Problem ergibt sich, die PGK-Verfahren BICGSTAB oder QMRCGSTAB mit SSOR-
Vorkonditionierung und den Relaxationsparametern w, = 1.95 und w, = 0.05 zu ver-
wenden.
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5.4 Oseen-Gleichung im konvektionsdominanten Fall

Als weiteres Beispiel wurde eine Oseen-Gleichung im konvektionsdominanten Fallmit
dem in Abschnitt 5.3 verwendeten Stromungsfeld betrachtet, also

22
“= < —2xy ) '
Fiir die Berechnungen sind folgende Parameter verwendet worden:
e Diffusionskoeffizient: v = 0.01,
e Stabilisierungsparameter fiir Geschwindigkeit: ¢} = 0.1,
e Stabilisierungsparameter fiir Druck: ¢ = 1.0,

e Stabilisierungsparameter fiir die Divergenzgleichung: ¢, = 1.0.

Die Berechnungen wurden ohne Konsistenzsicherung durchgefiihrt.

In der Tabelle 5.6 sind die optimalen Relaxationsparameter des SSOR-Verfahrens in
Abhéngigkeit von der Diskretisierungsschrittweite fiir dieses Beispiel angegeben. Bei
der Oseen-Gleichung im konvektionsdominanten Fall sind die Rechenzeiten und die
Iterationszahlen des SSOR-Verfahrens mit optimalen Relaxationsparametern fiir alle
Zerlegungen besser als im diffusionsdominanten Fall. Dabei ist aber zu beriicksichtigen,
daf im konvektionsdominanten Fall ohne Konsistenzsicherung gerechnet worden ist.

Zerlegung | w, | w, | CPU-sec | Iterationen
17x17 |14 11.6 | 0.3499 54
33x33 |1.6]1.2| 1816 70
65x65 | 1.810.6 | 15.199 128

129 x 129 | 1.9 | 0.2 | 222.207 440

Tabelle 5.6: Optimale Relaxationsparameter fiir
SSOR bei Oseen-Problem im konvektionsdomi-
nanten Fall

Auch in diesem Fall sind die optimalen Relaxationsparameter von der Feinheit der
Zerlegung abhéngig. Mit kleiner werdender Diskretisierungsschrittweite h miissen die
Geschwindigkeitskomponeten stéirker iiberrelaxiert werden. Mit zunehmender Feinheit
der Zerlegung verschiebt sich die Relaxation der Druckkomponente von Uberrelaxation
zu Unterrelaxation. Die Relaxationsparameter fiir die Druckkomponente miissen im
konvektionsdominanten Fall vollig anders gewédhlt werden als bei Diffusionsdominanz.
Dieser Unterschied ist damit zu erkléren, dak die Verwendung der Konsistenzsicherung
einen Einflufs auf die Wahl der Relaxationsparameter hat.
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In Tabelle 5.7 sind fiir die getesteten PGK-Verfahren die optimalen Vorkonditionierer
angegeben.

Zer- Verfahren optimaler Vor- CPU- | Ttera-
legung konditionierer sec tionen

BICG ILU 0.5999 45
CGNR ILU 1.0166 62
QMR ILU 0.6330 44
17 x 17 BICGSTAB ILU 0.2333 15
CGS ILU 0.2499 18
TFQMR ILU 0.6333 76
QMRCGSTAB ILU 0.3166 22
BICG ILU 4.5331 81
CGNR ILU 7.6663 115
QMR ILU 4.2664 81
33 x 33 BICGSTAB SSOR (Wopi(33)) 1.3999 22
CGS SSOR (Wopi(33)) 1.3666 23
TFQMR SSOR (Wop(33)) 2.0832 52
QMRCGSTAB SSOR (Wopi(33)) 1.5499 26
BICG ILU 43.614 177
CGNR ILU 95.829 328
QMR ILU 48.114 185
65 X 65 BICGSTAB SSOR (Wop(s3)) 8.9163 32
CGS SSOR (Wopi(ss)) 9.7996 35
TFQMR SSOR (Wopi(ss)) 13.799 74
QMRCGSTAB SSOR(wWopt(65)) 9.6996 34

BICG >400

CGNR >400

QMR >400
129 x 129 | BICGSTAB SSOR (Wopi(129)) 74.630 60
CGS SSOR (w, = 1.8,w, = 0.6) | 74.597 60
TFQMR SSOR(w, = 1.8,w, = 0.6) | 104.579 | 128
QMRCGSTAB SSOR (wWopi(129)) 90.879 70

Tabelle 5.7: CPU-Zeit und Iterationszahl fiir PGK-Verfahren am Beispiel
einer Oseen-Gleichung im konvektionsdominanten Fall

Bei diesem Problem sind die PGK-Verfahren BICGSTAB, QMRCGSTAB und CGS
mit SSOR-Vorkonditionierung gute Loser. Es tritt aber wiederum das Problem der
optimalen Wahl der Relaxationsparameter fiir die SSOR-Vorkonditionierung auf. Die
Loser CGS und TFQMR konvergieren bei einer 129 x 129-Zerlegung schneller, wenn
fiir die SSOR-Vorkonditionierung nicht die optimalen Relaxationsparameter, sondern
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wy = 1.8 und w, = 0.6 verwendet werden. Bei der 17 x 17-Zerlegung konvergieren alle
betrachteten Verfahren mit der ILU-Vorkonditionierung am schnellsten. Die dargestell-
ten Zusammenhénge sind in den Konvergenzdiagrammen fiir die betrachteten Loser auf
den Seiten 78 bis 81 erkennbar.

Weiterhin wurde untersucht, wie sich die Rechenzeiten der Verfahren verschlechtern,
wenn fiir die SSOR-Vorkonditionierung die Relaxationsparameter der feinsten Zerle-
gung benutzt werden. Fiir die 129 x 129-Zerlegung sind auferdem die Rechenzeiten
fiir die Loser CGS und TFQMR bei Verwendung der SSOR-Vorkonditionierung mit
wy = 1.9 und w, = 0.2 ermittelt worden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.8 zusammen-
gestellt.

‘ Zerlegung ‘ Verfahren ‘ CPU-sec ‘ Iterationen ‘

17 % 17 BICGSTAB 0.6666 41
CGS 0.7166 44

TFQMR 2.4499 231
QMRCGSTAB | 0.8832 54

33 x 33 BICGSTAB 3.3831 50
CGS 3.8831 54

TFQMR 5.3664 118
QMRCGSTAB | 3.6831 54

65 x 65 BICGSTAB 17.3826 57
CGS 17.6492 63

TFQMR 23.8323 128
QMRCGSTAB | 17.2159 59

129 x 129 CGS 93.1129 I5)
TFQMR 131.8947 162

Tabelle 5.8: Rechenzeit fiir PGK-Verfahren mit
SSOR-Vorkonditionierung mit Relaxationsparame-
tern w, = 1.9 und w, = 0.2

Die Rechenzeiten verschlechtern sich um ca. 50 Prozent bei der 33 x 33- und der 65 x 65-
Zerlegung. Bei diesem Problem ist es nicht empfehlenswert, fiir alle Zerlegungen die
SSOR-Vorkonditionierung mit den Relaxationsparametern w, = 1.9 und w, = 0.2
durchzufiihren. Es werden aber bei allen Zerlegungen gute Ergebnisse mit dem CGS-
Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung unter Verwendung der Relaxationsparameter
wy = 1.8 und w, = 0.6 erzielt. Fiir die einzelnen Zerlegungen wird dies in den Konver-
genzdiagrammen deutlich. Zusammenfassend kann man feststellen, daft bei allen be-
trachteten Gleichungen das Problem der optimalen Wahl der Relaxationsparameter bei
SSOR- Vorkonditionierung auftritt. Die Kombination von PGK-Verfahren mit ande-
ren Vorkonditionierern als SSOR liefert in den meisten Fillen keine guten Ergebnisse,
insbesondere ist BICGSTAB in Kombination mit ILU-Vorkonditionierung bei feinen
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Zerlegungen nicht empfehlenswert. Aus den Konvergenzdiagrammen fiir die 65 x 65-
bzw. 129 x 129-Zerlegung wird deutlich, dafs sich bei Verwendung der Losers BICG-
STAB mit ILU als Vorkonditionierer die Rechenzeiten verfiinffachen. Folglich gibt es
bei den betrachteten Losern und Vorkonditionierern keine brauchbare Alternative zur
SSOR-Vorkonditionierung, gerade bei feinen Zerlegungen.
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5.5 Vergleich der Leistungsfahigkeit von problembe-
zogenen Vorkonditionierern und Vorkonditionie-
rern aus BLANC

Fiir die in Kapitel 4 vorgestellten Vorkonditionierer bei stabilen Elementen wurden in
[ES96] einige numerische Ergebnisse vorgestellt. Um im Vergleich dazu die Leistungs-
fahigkeit der in BLANC zur Verfiigung gestellten Vorkonditionierer zu testen, wurde
das in diesem Artikel betrachtete Problem gerechnet. Die Generierung der Matrix er-
folgte mit ParalleINS, d.h. im Unterschied zu den Rechnungen [ES96]| sind stabilisierte
Verfahren verwendet worden. Es wurde ein zweidimensionales lid-driven cavity Pro-
blem auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1) mit den in Abbildung 5.3 gegebenen
Randbedingungen betrachtet.

u=(1,0)"

u=20

Abbildung 5.3: Vorgabe der Randbedingungen

Das verwendete Stromungsfeld

- < 82y — 1)(—x2 + ) )
—8(2z — 1)(~y* +y)

ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
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Abbildung 5.4: Stromungsfeld

In die Untersuchungen wurden ein diffusionsdominanter Fall (¥ = 1) und ein konvek-
tiondominater Fall (v = 1/100) einbezogen. Die Stabilisierungsparameter fiir Paral-
1eINS sind im Fall v = 1 wie in Kapitel 5.3 und im Fall v = 1/100 wie im Kapitel 5.4

gewihlt worden.

In [ES96| betrachtete man einerseits eine Diskretisierung mittels der Galerkin Metho-
de und andererseits die streamline-upwind Diskretisierung. In allen Fillen wurden die
Iterationszahlen verglichen, die erforderlich waren, um das Residuum um 106 zu redu-
zieren. In diesem Artikel sind bei Verwendung des Blockdreiecksvorkonditionierers bzw.
des Blockdiagonalvorkonditioniers in Kombination mit dem iterativen Loser QMR die
in den Tabellen 5.9 und 5.10 enthaltenen Iterationszahlen angegeben worden. Dabei
beziehen sich die in Klammern angegebenen Iterationszahlen auf die Blockdiagonal-

vorkonditionierung.

Zerlegung | 17 x 17 | 33 x 33 | 65 x 65 | 129 x 129
v=1 | 22(43) | 22(43) | 22(41) 16
v =1/100 | 73(143) | 126(246) | 189(375) | 253

Tabelle 5.9: Iterationszahlen fiir QMR bei Galerkin-
Diskretisierung
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Zerlegung | 17 x 17 | 33 x 33 | 65 x 65 | 129 x 129
v=1 | 25(49) | 27(51) | 25(47) 22
v =1/100 | 76(157) | 133(249) | 190(382) | 229

Tabelle 5.10: Iterationszahlen fiir QMR bei
Streamline-upwind-Diskretisierung

Das obige Beispiel wurde mit den iterativen Loser QMR in Kombination mit den
in BLANC zur Verfiigung stehenden Vorkonditionierern Jacobi, SSOR und ILU(0)
gerechnet. Die besten Ergebnisse hinsichtlich der benétigten Iterationszahlen erzielt
man bei Verwendung der ILU(0)-Vorkonditionierung. Die Resultate sind in Tabelle
5.11 zusammengestellt.

Zerlegung | 17 x 17 | 33 x 33 | 65 x 65 | 129 x 129
v=1 69 386 | >1000 | >1000
v=1/100 | 50 105 206 ~2000

Tabelle 5.11: Tterationszahlen fiir QMR mit ILU-
Vorkonditionierung

Im diffusionsdominanten Fall (v = 1) sind die Ergebnisse ab der 65 x 65-Zerlegung
bei Verwendung des QMR-Verfahren mit den in BLANC ziir Verfiigung gestellten Vor-
konditionierern vollig unbefriedigend. Selbst mit 1000 Iterationen kann das Residuum
nicht um 1079 reduziert werden. Im konvektionsdominanten Fall sind die Ergebnisse
der ILU(0)-Vorkonditionierung im Vergleich zu den Ergebnissen in der Tabellen 5.9
und 5.10 bis zur 65 x 65-Zerlegung konkurrenzfihig. Problematisch wird auch bei die-
sem Fall die Zerlegung 129 x 129. Selbst mit 2000 Iterationen ist keine Reduktion des
Residuums um 107% mdglich. Sowohl im diffusionsdominanten als auch im konvekti-
onsdominanten Fall wird deutlich, dafs sich die Iterationszahl mindestens verdoppelt,
wenn die Diskretisierungsschrittweite halbiert wird. Bei den in [ES96| vorgestellten nu-
merischen Ergebnissen tritt dieses Probelm zumindest im diffusionsdominanten Fall
nicht auf.

In den Abschnitten 5.3 und 5.4 wird deutlich, daf mit anderen in BLANC zur Verfii-
gung stehenden Iterationsverfahrender bessere Ergebnisse als mit dem iterativen Loser
QMR erzielt werden konnen. Aus diesem Grund wurde das obige Beispiel mit den Lo-
sern QMRCGSTAB, CGS, TFQMR und BICGSTAB mit verschiedenen Vorkonditio-
nierern berechnet. Dazu war es zuerst erforderlich, die optimalen Relaxationsparameter
fiir das SSOR-Verfahren zu ermitteln. Fiir den diffusionsdominanten Fall (v = 1) und
den konvektionsdominanten Fall (¥ = 1/100) ergaben sich in Abhéngigkeit von der
Feinheit der Zerlegung die in Tabelle 5.12 angebenen optimalen Relaxationsparameter.
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Zerlegung | w, Wp | Wy | Wy
17x17 | 1.4 ] 02 |14] 1.6
33 x 33 1.8 102 |14 14
65 x 65 19 101 |14 1.2

129 %129 | 1.95]0.05 | 1.6 | 0.8

Tabelle 5.12: Optimale Relaxati-
onsparameter fiir SSOR

Fiir den diffusionsdominanten Fall sind die besten Ergebnisse mit dem iterativen Loser
BICGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung erzielt worden, vgl. Tabelle 5.13.

Zer Verfahren optimaler Vor- CPU- Itera-
legung konditionierer sec tionen
17 x 17 | BICGSTAB | SSOR(w, = 1.8;w, = 0.2) | 0.5000 33
33 x 33 | BICGSTAB SSOR(Wopi(33)) 2.6998 45
65 x 65 | BICGSTAB SSOR(wopi(s3)) 19.8825 70

129 x 129 | BICGSTAB SSOR (wWopi(129)) 142.6776 | 115

Tabelle 5.13: Tterationszahlen und CPU-Zeit fiir BICGSTAB
im diffusionsdominanten Fall

Selbst bei Verwendung von sehr guten Losern und Vorkonditionierern ist es im diffusi-
onsdominanten Fall nicht moglich, Iterationszahlen zu erreichen, die den Ergebnissen
bei Verwendung von Blockdiagonal- bzw. Blockdreiecksvorkonditionierung entsprechen.
Aus der obigen Tabelle wird deutlich, dafs das grofste Problem die Abhéngigkeit der
[terationszahl von der Diskretisierungsschrittweite h ist.

Auch im konvektionsdominaten Fall (v = 1/100) erhielt man mit dem iterative Loser
BICGSTAB in Kombination mit der SSOR-Vorkonditionierung die besten Ergebnisse,
die in Tabelle 5.14 zusammengestellt sind.

Zer Verfahren | optimaler Vor- | CPU- | Itera-
legung konditionierer sec tionen
17 x 17 | BICGSTAB | SSOR (wopt(17)) | 0.3666 23
33 x 33 | BICGSTAB | SSOR(wopt(3s)) | 2.3499 42
65 x 65 | BICGSTAB | SSOR(wepi(es)) | 27.2822 99

129 x 129 | BICGSTAB | SSOR (wopt(129y) | 175.193 | 144

Tabelle 5.14: Tterationszahlen und CPU-Zeit fiir BICGSTAB
im konvektionsdominanten Fall
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Die mit dieser Loser-Vorkonditionierer-Kombination im konvektionsdominanten Fall
benotigten Iterationszahlen sind 50 Prozent besser als die Ergebnisse, die mit den
Blockdreiecks- bzw. Blockdiagonalvorkonditionierern erzielt worden sind. Abschlieffend
kann man feststellen, daf im Fall von Konvektionsdominanz die in BLANC zur Verfii-
gung gestellten Loser und Vorkonditionierer im Vergleich zu [ES96] konkurrenzfihige
Ergebnisse liefern.

5.6 Fazit der numerischen Experimente

In den Abschnitten 5.3 bis 5.5 sind verschiedene Beispiele betrachtet worden. Dabei
wurde deutlich, dafs die Loser BICGSTAB, CGS und QMRCGSTAB in Kombination
mit der SSOR-Vorkonditionierung bei geeigneter Wahl der Relaxationsparameter gute
Ergebnisse hinsichtlich der benotigten Rechenzeit liefern. Da bei Verwendung der ILU-
Vorkonditionierung in den meisten Féllen keine akzeptablen Ergebnisse erzielt werden
konnten, eignet sich die Verwendung dieser Vorkonditionierungsstrategie nicht. Ein
Problem der SSOR-Vorkonditionierung stellt allerdings die Wahl der Relaxationspa-
rameter dar. An den Beispielen, besonders im konvektionsdominanten Fall, sieht man
deutlich, daf die optimalen Parameter vom Problem abhingig sind. Aufserdem kann
man an den Experimenten erkennen, daf die Rechenzeiten bzw. die Iterationszahlen
von h abhiingig sind. Wiinschenswert wiren Ergebnisse, wie sie im diffusionsdominan-
ten Fall in [ES96] erzielt worden sind.
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