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1
1. EinleitungBeim computerunterst�utzten Konstruieren, englisch Computer Aided Design (CAD), er-gibt sich oft das Problem, da� Punkte gegeben sind und eine m�oglichst einfache Kurvegesucht wird, die durch diese Punkte verl�auft und an diesen Punkten eventuell nocheinige Daten, wie vorgegebene Tangentenrichtungen annimmt. Dieses Problem der In-terpolation von Daten wird seit l�angerer Zeit untersucht. Es hat sich herausgestellt, da�Kurven in Bernstein{B�ezier{Darstellung sehr gut dazu geeignet sind, solche Problemezu l�osen.Wenn au�er den Punkten noch Ableitungen vorgegeben werden, spricht man allge-mein von Hermite{Interpolation. Dabei werden in der Praxis meist nur die erste unddie zweite Ableitung ber�ucksichtigt, weil h�ohere Ableitungen den Aufwand im Ver-gleich zum visuellen Ergebnis �uberm�a�ig vergr�o�ern. Die Interpolationsaufgabe wirdals Gk{Hermite{Interpolation (fr�uher GCk) bezeichnet, wenn f�ur die Ableitungen geo-metrische Gr�o�en genommen werden, wobei k die Ordnung der Ableitung ist.Wir werden in dieser Arbeit den dreidimensionalen Raum IR3 betrachten, d.h. die Punk-te, die geometrischen Daten und auch die interpolierenden Kurven liegen im IR3. Hierineingeschlossen ist auch die M�oglichkeit, da� alle Ausgangsdaten in einer Ebene liegen.Wir sprechen dann vom planaren Fall.Kapitel 2 liefert die schon vorher bekannten Grundlagen und f�uhrt die ben�otigten Be-gri�e ein. Wir de�nieren, was Kurven in Parameterdarstellung sind und geben an wieder Tangenteneinheitsvektor, der Hauptnormalenvektor und der Binormalenvektor an ei-nem Punkt der Kurve berechnet werden. Mit diesen Vektoren wird ein Frenet{Dreibeingebildet. Desweiteren de�nieren wir geometrische Stetigkeit anhand der Ber�uhrordnungzweier Kurven und f�uhren G1{ und G2{Hermite{Interpolation ein. Weil letztere, wie wirzeigen werden, lokal betrachtet werden kann, gen�ugt es, die G2{Hermite{Interpolationzwischen zwei Punkten zu behandeln.Au�erdem f�uhren wir in diesem Kapitel die Darstellung von Kurven in Bernstein{B�ezier{Darstellung ein und geben deren wichtigste Eigenschaften an. Wir unterscheidendabei zwischen polynomialen und rationalen Kurven und beweisen, da� das gegebe-ne Zwei{Punkt{G2{Hermite{Interpolationsproblem mit einer Bernstein{B�ezier{Kurvef�unften Grades l�osbar ist.



2 1. EinleitungDer Grad der Kurve kann jedoch meistens reduziert werden. Unter welchen Bedingun-gen eine Gradreduzierung m�oglich ist, wurde ausf�uhrlich in der Arbeit von C. Sch�utt[Sch�utt 95] behandelt. Darin wurde die Lage des Frenet{Dreibeins am Endpunkt desG2{Hermite{Interpolationsproblems zum Frenet{Dreibein am Anfangspunkt untersucht.Diese Betrachtungen m�undeten in einem Algorithmus, der den kleinst m�oglichen Gradbestimmt und polynomiale Kurven rationalen vorzieht. Diesen Algorithmus stellen wiram Ende diese Kapitels dar und numerieren die 20 verschiedenen F�alle durch.Im dritten Kapitel betrachten wir das Problem der Gradreduzierung geometrisch. Dazugeben wir an, in welchen Bereichen sich die sechs Kontrollpunkte einer Bernstein{B�ezier{Kurve f�unften Grades be�nden d�urfen. F�ur den zweiten und den vorletzen Kontrollpunktist dieser Bereich ein Strahl, der vom Anfangspunkt in bzw. vom Endpunkt entgegender jeweiligen Tagentialrichtung ausgeht. F�ur den dritten und den drittletzten ist dieserBereich eine o�ene Halbebene, die vom jeweiligen Tangentialvektor und Hauptnorma-lenvektor (in positiver Richtung) am Anfangs- bzw. Endpunkt aufgespannt wird. DasProblem der Gradreduzierung werden wir auf das Schneiden dieser Mengen reduzieren.So besteht die M�oglichkeit, das Interpolationsproblem mit einer Kurve vierten Gradeszu l�osen genau dann, wenn die Bereiche f�ur den dritten und den vierten Kontrollpunkteine nichtleere Schnittmenge haben und der Grad drei ist genau dann m�oglich, wenndie Bereiche des zweiten und des vierten Kontrollpunkts und die Bereiche des drittenund f�unften Kontrollpunkts jeweils nichtleere Schnittmengen haben. Die so entstandenenSchnittmengen sind die Bereiche f�ur die neuen Kontrollpunkte. Wir f�uhren dies exem-plarisch an einigen F�allen vor und gehen dabei besonders auf die "echten\ IR3{F�alleein.Das Kapitel schlie�t mit einer Betrachtung zu Symmetrien zwischen den F�allen undeiner alternativen Einteilung der F�alle, bei der wir die Form der Schnittmengen zuGrunde legen und so auf neun verschiedene F�alle kommen. Au�erdem geben wir einenAlgorithmus an, mit dem Kurven zur L�osung des G2{Hermite{Interpolationsproblemsbestimmt werden k�onnen. Dieser Algorithmus enth�alt jedoch noch Freiheitsgrade.Wie man diese Freiheitsgrade geschickt w�ahlen kann, zeigen wir in Kapitel 4. Die Grund-idee unserer Regularisierung ist dabei, den Abstand zwischen dem ersten und dem zwei-ten und zwischen dem letzten und dem vorletzten Kontrollpunkt gleich der Bogenl�ange,geteilt durch den Grad der Kurve, zu setzen. Uneingeschr�ankt kann dies jedoch nurbei Kurven f�unften Grades und im planaren Fall bei Kurven vierten Grades umgesetztwerden. Deshalb gehen wir auf die h�au�g vorkommenden Raumkurven vierten Gradesgenauer ein.



3Bei diesen Kurven ist der mittlere Kontrollpunkt auf einer Geraden zu w�ahlen. Dabeiist darauf zu achten, da� dieser Kontrollpunkt nicht zu weit vom Anfangs- und vomEndpunkt entfernt liegt. Wir stellen eine Strategie vor, wie dieses umgesetzt werden kannund gehen auf m�ogliche Probleme ein, wobei wir speziell die gegebenen Kr�ummungenber�ucksichtigen. Am Ende dieses Kapitels gehen wir noch auf die �Uberg�ange zwischenden F�allen ein.Im f�unften Kapitel stellen wir ein in der Programmiersprache C geschriebenes Compu-terprogramm vor, das die �Uberlegungen dieser Arbeit umsetzt. Es liest die G2{Datenein oder berechnet diese an einer vorgegebenen Kurve, mit der die Ergebnisse verglichenwerden sollen, �uberpfr�uft, in welchem Fall man sich be�ndet, w�ahlt die freien Parameter,berechnet eine Kurve, die das Problem l�ost und gibt die Kurvenpunkte zum sp�aterenPlotten mit GNUPLOT in Dateien aus. Das Programm ist im Anhang aufgelistet.F�ur die Vergabe des interessanten Themas und die hervorragende Betreuung bei derErstellung der Arbeit danke ich Herrn Prof. Dr. Robert Schaback. Au�erdem danke ichmeinen Eltern f�ur ihre Unterst�utzung �uber die ganzen Jahre und all den Menschen,die mich immer wieder aufgemuntert haben, weiterzumachen, insbesondere Svenja, Ulli,Rolf und Regina.



4
2. GrundlagenDie im weiteren Verlauf der Arbeit ben�otigten Begri�e werden in diesem Kapitel vorge-stellt und einige ihrer Eigenschaften hergeleitet.2.1 KurvenIn der Mathematik kann man Kurven auf zwei Weisen de�nieren: als Abbildungen oderals Bilder von Abbildungen. Im Computer Aided Design betrachtet man vor allem Bilder,weswegen wir hier die zweite Form der De�nition benutzen.De�nition 2.1 Eine Kurve in Parameterdarstellung bzw. (parametrisierte) Kurve imIRd ist das Bild eines reellen Intervalls unter einer stetigen, lokal injektiven Abbildung.Bezeichnen wir die Kurve mit K, das Intervall mit D und ist f die Abbildung, so istK = f(D)und f�ur alle Kurvenpunkte y 2 K gilt y = f(t) f�ur ein t 2 D. Dabei ist t der zu ygeh�orende Parameter. Die Funktion f hei�t Parameterdarstellung und das Intervall DParameterbereich der Kurve. Die Parameterdarstellung f ist eine vektorwertige Funktiondes Intervalls D in den IRd, d.h. jede Komponente von f ist eine skalare Funktion, die Din die reellen Zahlen abbildet. Ist die Parameterdarstellung einmal stetig di�erenzierbar,dann bezeichnen wir die Ableitung als Tangentialvektor. Die Parameterdarstellung hei�tregul�ar, wenn sie mindestens einmal stetig di�erenzierbar ist und ihr Tangentialvektornirgends gleich dem Nullvektor ist. Besitzt eine Kurve eine regul�are Parameterdarstel-lung, so nennen wir die Kurve selbst regul�ar. Im folgenden werden nur regul�are Kurvenbetrachtet, weil nichtregul�are Kurven Spitzen haben k�onnen, in denen der Tangential-vektor notwendig verschwindet. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.Beispiel 2.2 (Neilsche Parabel) Wir untersuchen die Kurve mit der Parameterdar-stellungf(t) =  t2t3 ! :



2.1 Kurven 5

�1�0:8�0:6�0:4�0:200:2
0:40:60:8
1

0 0:2 0:4 0:6 0:8 1Abbildung 1: Neilsche ParabelSie ist zwar unendlich oft di�erenzierbar, hat aber wegenddtf(0) =  00 !in f(0) einen singul�aren Punkt, der gleichzeitig eine Spitze ist. Diese Kurve ist in Ab-bildung 1 dargestellt.Dieses Beispiel zeigt, da� f�ur das "sch�one\ Aussehen einer Kurve Regularit�at wichtigerist als Di�erenzierbarkeit alleine. Hat eine Kurve eine hinreichend oft di�erenzierbareParameterdarstellung, so nennen wir sie glatt.Eine Abbildung ' bezeichnen wir als Parametertransformation, wenn sie eine Parameter-darstellung f in eine Parameterdarstellung f � ' �uberf�uhrt. Eine Parametertransforma-tion hei�t regul�ar, wenn sie einmal stetig di�erenzierbar ist und ihre Ableitung nirgendsverschwindet. Sie ist orientierungserhaltend, wenn sie monoton steigend ist. Eine einmalstetig di�erenzierbare Parametertransformation ist genau dann orientierungserhaltend,wenn ihre Ableitung �uberall nicht{negativ ist. Zwei Parameterdarstellungen einer Kurvehei�en �aquivalent, wenn es zwischen ihnen eine bijektive Parametertransformation gibt.Wir betrachten hier nur bijektive, regul�are und orientierungserhaltende Parametertrans-formationen.Eine wichtige Gr�o�e bei Kurven ist ihre L�ange, die wir jetzt de�nieren.



6 2. GrundlagenDe�nition 2.3 Die Bogenl�ange s einer Kurve mit der Parameterdarstellung f : [a; b]!IRd, t 7! f(t) ist durchs(t0) := t0Za 


 _f(t)


2 dt ; t0 2 [a; b] ;de�niert. Dabei ist _f = ddtf .Die Bedeutung der Bogenl�ange dokumentiert der folgende Satz.Satz 2.4 Die Bogenl�ange und die Richtung des Tangentialvektors sind invariant gegenUmparametrisierung der Kurve.Beweis: Sei f : [a; b] ! IRd, t 7! f(t) eine regul�are Parameterdarstellung einer Kur-ve und ' : [~a;~b] ! [a; b], ~t 7! t eine bijektive, regul�are und orientierungserhaltendeParametertransformation. Dann ist ~f := f � ' : [~a;~b]! IRd eine zu f �aquivalente Para-meterdarstellung derselben Kurve. Sei s die Bogenl�ange von f , ~s die Bogenl�ange von ~fund '(~t0) = t0. Da ' orientierungserhaltend ist, gilt _'(~t) > 0 f�ur alle ~t 2 [~a;~b]. Damiterhalten wir~s(~t0) = ~t0Z~a 



 _~f �~t�



2 d~t= ~t0Z~a 


 _f �' �~t��


2 ��� _' �~t���� d~t= ~t0Z~a 


 _f �' �~t��


2 _' �~t� d~t= t0Za 


 _f(t)


2 dt= s(t0) ;was die Invarianz der Bogenl�ange zeigt. F�ur die Tangentialvektoren folgt_~f �~t� = _f �' �~t�� _' �~t�= _f(t) _' �~t� ;womit gezeigt ist, da� die Richtungen der Vektoren gleich sind. 2



2.2 Frenet{Dreibein im IR3 7Die Bogenl�ange kann auch als Parameter benutzt werden. Diesen Parameter nennen wirnat�urlichen Parameter und die Kurve ist dann bogenl�angenparametrisiert. F�ur theore-tische Betrachtungen ist die Bogenl�angenparametrisierung sehr gut geeignet und �ndetdaher in vielen Beweisen Verwendung. In der Praxis ist sie jedoch fast nie bekannt undnumerisch schwer zu berechnen.In Zukunft bezeichnen wir Ableitungen nach der Bogenl�ange immer durch Striche undAbleitungen nach beliebigem Parameter durch Punkte, d.h.f 0 := ddsfund _f := ddtf :2.2 Frenet-Dreibein im IR3Das (begleitende) Frenet{Dreibein ist ein lokales auf der Kurve wanderndes orthonor-males Koordinatensystem, das von Tangentialeinheitsvektor, Hauptnormalenvektor undBinormalenvektor gebildet wird. Dabei setzen wir hier voraus, da� die Parameterdarstel-lung der Kurve mindestens dreimal stetig di�erenzierbar ist und die ersten drei Ableitun-gen nirgends verschwinden. Wir k�onnen es dann durch Ableitung nach der Bogenl�angeoder Orthonormalisieren der notwendig linear unabh�angigen ersten drei Ableitungennach beliebigem Parameter erhalten. Hier w�ahlen wir den ersten Weg.2.2.1 Ableitung nach der Bogenl�angeWird die Parameterdarstellung f mit beliebigem Parameter t einmal nach der Bo-genl�ange abgeleitet, so erhalten wir mit ds=dt = 


 _f(t)


2 den Tangenteneinheitsvektor,kurz Tangentenvektor,r(t) = ddsf(t)= ddtf(t) � dtds= _f(t)


 _f(t)


2im Punkt f(t). Wir nutzen hier t als Parameter und bezeichnen deswegen den Tangen-tenvektor nicht wie sonst in der Di�erentialgeometrie �ublich mit t.



8 2. GrundlagenDurch zweimaliges Ableiten von f nach der Bogenl�ange bekommen wir den Kr�ummungs-vektor�(t)n(t) = d2ds2f(t)= ddsr(t)= ddt _f(t)


 _f(t)


2 � dtds= �f(t) 


 _f(t)


2 � _f(t)2h _f(t); �f(t)i2 


 _f(t)


2


 _f(t)


22 � 1


 _f(t)


2= 


 _f(t)


22 �f(t)� h _f(t); �f(t)i _f(t)


 _f(t)


42 ;wobei �(t) 2 IR�0 die Kr�ummung und n(t) der Hauptnormalenvektor der Kurve imPunkt f(t) ist. Die Kr�ummung ist durch�(t) := kf 00(t)k2 = 


 _f(t)� �f(t)


2


 _f(t)


32de�niert. Sie ist ein Ma� f�ur die Abweichung der Kurve vom geraden Verlauf. Verschwin-det die Kr�ummung auf dem gesamten Parameterbereich, so ist die Kurve eine Gerade.Der Hauptnormalenvektor ist ein Einheitsvektor und steht auf dem Tangentenvektorsenkrecht, was durch einfache Rechnung nachgewiesen werden kann.Bilden wir das Vektorprodukt von Tangentenvektor und Kr�ummungsvektor, so erhaltenwir den Vektor�(t)�(t) = r(t)� �(t)n(t)= _f(t)


 _f(t)


2 � 


 _f(t)


22 �f(t)� h _f(t); �f(t)i _f(t)


 _f(t)


42= _f(t)� 


 _f(t)


22 �f(t)


 _f(t)


52



2.3 Geometrische Stetigkeit 9= _f(t)� �f(t)


 _f(t)


32 :Dabei ist�(t) := r(t)� n(t) = _f(t)� �f(t)


 _f(t)� �f(t)


2der Binormalenvektor der Kurve im Punkt f(t). Er ist orthogonal zur SchmiegeebeneS(t), die von Tangentenvektor und Hauptnormalenvektor aufgespannt wird, und hei�thier nicht wie �ublich b, da wir sp�ater die Kontrollpunkte der Bernstein{B�ezier{Kurvenmit b bezeichnen. Damit ist das Frenet{Dreibein im IR3 mit den Vektoren r, n und �vollst�andig hergeleitet. Es l�a�t sich problemlos zum Frenet{d{Bein im IRd verallgemei-nern.Der Vollst�andigkeit halber wollen wir hier noch die Torsion oder Windung einer Kurveerw�ahnen. Man kann sie mit Hilfe der dritten Ableitungen de�nieren, und sie ist einMa� f�ur die Abweichung der Kurve vom ebenen Verlauf, d.h. eine Kurve mit �uberallverschwindender Torsion ist eine planare Kurve.2.3 Geometrische StetigkeitDer �ubliche Stetigkeitsbegri� ist f�ur Anwendungen im CAD nicht geeignet, weil er vonder jeweiligen Parametrisierung abh�angt. Deshalb entstand im Laufe der letzten Jahreeine Vielzahl von parametrisierungsinvarianten Stetigkeitsbegri�en, meistens geometri-sche oder visuelle Stetigkeit genannt, aber auch Frenet{Bein-, Tangenten-, Kr�ummungs-und Torsionsstetigkeit. F�ur weitere Einzelheiten sei auf [Hoschek & Lasser 92] verwie-sen. Wir benutzen hier eine De�nition der geometrischen Stetigkeit, die auf den Begri�der Ber�uhrordnung zur�uckgeht.De�nition 2.5 Zwei Kurven mit den Parameterdarstellungen f : [a; b] ! IRd undg : [~a;~b]! IRd bilden im Punkt f(b) = g(~a) einen Ck{stetigen �Ubergang, wennf (j)(b) = g(j)(~a)f�ur alle j = 0; : : : ; k gilt.Wir sagen auch die beiden Kurven ber�uhren sich im gemeinsamen Punkt von der Ordnungk. Diese Art der Stetigkeit wird im allgemeinen bei Parametertransformation zerst�ort,weil die Ableitungen der Parametertransformation wegen der Kettenregel als weitereFaktoren auftauchen. Abhilfe scha�t die geometrische Stetigkeit.



10 2. GrundlagenDe�nition 2.6 Der �Ubergang zweier Kurven hat geometrische Stetigkeit der Ordnungk (kurz Gk), wenn es f�ur eine der beiden Kurven eine Reparametrisierung gibt, so da�der �Ubergang Ck ist.Die Reparametrisierung kann bei beiden Kurven auch nach der Bogenl�ange erfolgen.Dann sprechen wir von Bogenl�angenstetigkeit. Der folgende Satz zeigt die Beziehungenverschiedener Stetigkeitsbegri�e zueinander:Satz 2.7 F�ur den �Ubergang zweier sich ber�uhrender Kurven im IRd sind die vier Eigen-schaften(a) C2{Stetigkeit nach der Bogenl�ange (Ber�uhrordnung 2),(b) G2,(c) Kr�ummungsstetigkeit mit stetig varriierendem Frenet{Dreibeinsowie(d) Stetigkeit der Vektoren r und �n�aquivalent.Beweis:(a) =) (b): Das folgt aus der De�nition von Gk.(b) =) (a): Sind beide Kurven so parametrisiert, da� der �Ubergang Ck ist, k�onnen wirbeide Kurven auch nach der Bogenl�ange parametrisieren und erhalten (a).(a)() (d): Dieses folgt aus Unterabschnitt 2.2.1.(c) =) (d): Diese Implikation ist klar, da (d) nur eine Einschr�ankung von (c) ist.(d) =) (c): Aus der Stetigkeit von �n folgt Kr�ummungsstetigkeit und aus der Stetigkeitvon r und n folgt die Stetigkeit von �. 2Sp�ater benutzen wir (d) als Charakterisierung von G2.



2.4 G1{Hermite{Interpolation 112.4 G1-Hermite-InterpolationBei der Hermite{Interpolation werden neben den Interpolationspunkten auch Ableitun-gen vorgegeben, die interpoliert werden sollen. C1{Hermite bedeutet, da� die erste Ablei-tung bekannt ist, und G1, da� diese Ableitung nicht von der Parametrisierung abh�angt.Deshalb bietet sich der Tangentenvektor r an, wie wir im Satz 2.4 gesehen haben. Damiterhalten wir als G1{Hermite{Interpolationsaufgabe:Gegeben sind:� Interpolationspunkte yi, yi 6= yj f�ur i 6= j, und� Tangentenvektoren ri, krik2 = 1,f�ur i = 0; : : : ; n. Dazu soll eine Interpolante gefunden werden, die an den Interpolations-punkten mindestens G1 ist.Wir gehen in dieser Arbeit noch ein St�uck weiter und fordern G2.2.5 G2-Hermite-InterpolationBei der C2{Hermite{Interpolation sind auch die zweiten Ableitungen bekannt. Da dieseAbleitungen beiG2 nicht von der Parametrisierung abh�angen d�urfen, bieten sich Tangen-tenvektor und Produkt aus Kr�ummung und Hauptnormalenvektor an, wie in Abschnitt2.3 gezeigt wurde. Damit ergibt sich hier folgendes Problem:Gegeben sind:� Interpolationspunkte yi, yi 6= yj f�ur i 6= j,� Tangentenvektoren ri, krik2 = 1, und� Kr�ummungsvektoren �inif�ur i = 0; : : : ; n. Zu diesen Daten soll eine Interpolante gefunden werden, die an denInterpolationspunkten mindestens G2 ist. Hier verwenden wir daf�ur st�uckweise rationalquintische Kurven in Bernstein{B�ezier{Darstellung, bei denen wir versuchen, den Gradzu reduzieren.2.5.1 Lokalit�atG2{Stetigkeit ist nach Satz 2.7 �aquivalent zur Ber�uhrordnung 2, und diese ist eine tran-sitive Eigenschaft. Deswegen ist es hinreichend zu fordern, da� die Interpolante an zwei



12 2. Grundlagenbenachbarten Interpolationspunkten einen G2{�Ubergang zu der Kurve hat, von der dieInterpolationsdaten stammen. Damit erhalten wir ein lokales Problem zwischen zweiPunkten, das unabh�angig von dem Rest der Interpolationsaufgabe gel�ost werden kann.Die Aufgabe reduziert sich demnach zu einer Zwei{Punkt{G2{Hermite{Interpolation,die im n�achsten Unterabschnitt behandelt wird.2.5.2 Zwei-Punkt-G2-Hermite-InterpolationDurch die im vorherigen Paragraphen erl�auterte Lokalit�at kann das Problem in mehre-re Teilprobleme zerlegt werden. Es gen�ugt demnach, Zwei{Punkt{G2{Hermite{Interpo-lation zu untersuchen. Desweiteren wollen wir uns auf Kurven mit nichtverschwindenderKr�ummung beschr�anken. Daher hat das zu l�osende Problem die Gestalt:Gegeben sind:� Interpolationspunkte y0 6= y1 2 IR3,� Tangentenrichtungen r0; r1 2 IR3 mit krik2 = 1, i = 0; 1, und� Kr�ummungsvektoren �0n0; �1n1 mit Kr�ummungen �i 2 IR>0 an yi undzugeh�origen Hauptnormalenvektoren ni mitknik2 = 1 sowie ni ? ri, i = 0; 1.Gesucht ist als Interpolante eine polynomiale oder rationale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung mit m�oglichst kleinem Grad.2.6 Kurven in Bernstein-B�ezier-DarstellungWir werden nun polynomiale und rationale Bernstein{B�ezier{Kurven im IR3 einf�uhrenund deren grundlegende Eigenschaften angeben, wobei die meisten dieser Eigenschaftennicht bewiesen werden. Es wird stattdessen auf die reichlich vorhandene Literatur zu die-sem Thema verwiesen. Polynomiale Kurven sind dabei eigentlich nur rationale Kurven,bei denen alle Gewichte gleich eins gew�ahlt wurden. Wir werden polynomiale Kurvendennoch einzeln betrachten.2.6.1 Polynomiale KurvenGrundlegende Eigenschaft der Bernstein{B�ezier{Darstellung von Kurven ist, da� dieKurven durch Kontrollpunkte bi 2 IRd bestimmt sind.



2.6 Kurven in Bernstein-B�ezier-Darstellung 13De�nition 2.8 Seien bi 2 IRd, i = 0; : : : ; n, und seien die Bernstein{Polynome B(n)i :[a; b]! IR gegeben durchB(n)i (t) :=  ni!� t� ab� a�i  b� tb� a!n�i .Dann bezeichnet man eine Kurve mit der Parameterdarstellung x : [a; b]! IRd,x(t) = nXi=0B(n)i (t)bi ,als polynomiale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung, kurz Bernstein{B�ezier{Kurveoder {Polynom, des Grades n. Die bi hei�en Kontroll- bzw. B�ezierpunkte. Die Parame-terdarstellung wird bezeichnet mit BB[b0; : : : ; bn][a;b](t) bzw. mit BB[b0; : : : ; bn](t), wennklar ist, welches Intervall der Parameterbereich der Kurve ist.Wir geben jetzt die einfachsten Eigenschaften dieser Kurven an.Satz 2.9 Die Abbildung x := BB[b0; : : : ; bn][a;b] hat folgende Eigenschaften:� drdtrx(t) = n!(n� r)!(b� a)r n�rXj=0B(n�r)j (t) rXk=0(�1)r�k rk!bj+k ; 0 � r � n ;� x(a) = b0 ,x(b) = bn ;� _x(a) = nb� a(b1 � b0) ,_x(b) = nb� a(bn � bn�1) ;� rx(a) = b1 � b0kb1 � b0k2 ,rx(b) = bn � bn�1kbn � bn�1k2 ;� �x(a) = n(n� 1)(b� a)2 (b2 � 2b1 + b0) ,�x(b) = n(n� 1)(b� a)2 (bn � 2bn�1 + bn�2) ;� �x(a) = n� 1n k(b1 � b0)� (b2 � b1)k2kb1 � b0k32 ,



14 2. Grundlagen�x(b) = n� 1n k(bn � bn�1)� (bn�1 � bn�2)k2kbn � bn�1k32 ;� �x(a)nx(a) = n� 1n 1kb1 � b0k42 �kb1 � b0k22 (b2 � b1)� hb1 � b0; b2 � b1i(b1 � b0)� ,�x(b)nx(b) = n� 1n 1kbn � bn�1k42�hbn � bn�1; bn�1 � bn�2i(bn � bn�1)� kbn � bn�1k22 (bn�1 � bn�2)� .Die Beweise zu den ersten Eigenschaften sind in fast jedem Buch �uber Computer Aided(Geometric) Design, z.B. in [Hoschek & Lasser 92] zu �nden. Au�erdem sei hier auf[Sch�utt 95] verwiesen.An den Formeln kann man ablesen, da� die GC2{Daten Tangenteneinheitsvektor, Kr�um-mung und Kr�ummung � Hauptnormalenvektor unabh�angig sind vom De�nitionsintervall.Au�erdem sieht man, da� der Anfangspunkt nur von b0, die Tangentenrichtung an diesemPunkt nur von b0 und b1 und die Schmiegeebene und die Kr�ummung nur von b0, b1 undb2 abh�angen. Analoges gilt f�ur den Endpunkt und b5, b4 und b3. Wir werden dies imn�achsten Kapitel noch ausf�uhrlich beschreiben.Aufgrund dieser Eigenschaften gilt, da� unser G2{Hermite{Problem mit einer quinti-schen Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung l�osbar ist. Wir werden diesen Satz gleichallgemein f�ur polynomiale und rationale Kurven formulieren.2.6.2 Rationale KurvenWir werden hier insofern eine etwas eingeschr�ankte De�nition benutzen, als wir nurpositive Gewichte zulassen, da in der Praxis meist nur Kurven mit dieser Eigenschaft inGebrauch sind.De�nition 2.10 Eine rationale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung, kurz rationaleBernstein{B�ezier{Kurve, des Grades n im IRd ist eine Kurve mit der Parameterdarstel-lung x : [a; b]! IRd,x(t) = BB[w0b0; : : : ; wnbn][a;b](t)BB[w0; : : : ; wn][a;b](t) = Xni=0B(n)i (t)wibiXni=0B(n)i (t)wi ,mit Kontroll- bzw. B�ezierpunkten bi 2 IRd und Gewichten wi 2 IR, wi > 0, i =0; : : : ; n. Bezeichnet wird die Parameterdarstellung mit RB[w0; b0; : : : ; wn; bn][a;b](t) bzw.mit RB[w0; b0; : : : ; wn; bn](t), wenn klar ist, auf welchem Intervall sie de�niert ist.



2.6 Kurven in Bernstein-B�ezier-Darstellung 15Aus der De�nition der Bernstein{Polynome und der Positivit�at der Gewichte folgt dasNichtverschwinden des Nenners und damit die Wohlde�niertheit der rationalen Funktionf�ur alle Werte t aus dem De�nitionsintervall. Weiterhin bilden die Bernstein{Polynomeeine Zerlegung der Eins auf dem De�nitionsintervall. Aus diesem Grund ergibt sich einepolynomiale Kurve, wenn s�amtliche Gewichte wi gleich sind, da der Nenner dann einekonstante Funktion ist.Wir werden jetzt wieder einige einfache Eigenschaften dieser Kurven angeben.Satz 2.11 Die Abbildung x := RB[w0; b0; : : : ; wn; bn][a;b] hat folgende Eigenenschaften:� x(a) = b0 ,x(b) = bn ,� _x(a) = nb� a w1w0 (b1 � b0) ,_x(b) = nb� a wn�1wn (bn � bn�1) ;� rx(a) = b1 � b0kb1 � b0k2 ,rx(b) = bn � bn�1kbn � bn�1k2 ;� �x(a) = n(n� 1)(b� a)2 w2w0 (b2 � b0) + 2 n(b� a)2 w1w0 �1� nw1w0� (b1 � b0) ,�x(b) = n(n� 1)(b� a)2 wn�2wn (bn�2 � bn)+ 2 n(b� a)2 wn�1wn �1� nwn�1wn � (bn�1 � bn) ;� �x(a) = n� 1n w0w2w21 k(b1 � b0)� (b2 � b1)k2kb1 � b0k32 ,�x(b) = n� 1n wnwn�2w2n�1 k(bn � bn�1)� (bn�1 � bn�2)k2kbn � bn�1k32 ;� �x(a)nx(a) = n� 1n w0w2w21 1kb1 � b0k42� kb1 � b0k22 (b2 � b1)� hb1 � b0; b2 � b1i(b1 � b0)� ,



16 2. Grundlagen�x(b)nx(b) = n� 1n wnwn�2w2n�1 1kbn � bn�1k42�hbn � bn�1; bn�1 � bn�2i(bn � bn�1)� kbn � bn�1k22 (bn�1 � bn�2)� .F�ur den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Sch�utt 95].Auch hier kann man an den Formeln ablesen, da� die k{te Ableitung f�ur k = 0; 1; 2 anden Randpunkten nur von den ersten bzw. letzten k+1 Kontrollpunkten abh�angt. Damitk�onnen wir beweisen, da� unserG2{Hermite{Problem im rationalen wie im polynomialenFall mit einer quintischen Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung l�osbar ist.Satz 2.12 Sind die GC2{Hermite{Daten y0; y1; r0; r1; n0; n1 2 IR3 und �0; �1 2 IR>0 ge-geben, so erf�ullt die quintische Kurve mit der Parameterdarstellung x(t) :=RB[w0; b0; : : : ; w5; b5][a;b](t) bzw. x(t) := BB[b0; : : : ; b5][a;b](t) diese Daten, d.h. es gilt� x(a) = y0 ; x(b) = y1 ;� rx(a) = r0 ; rx(b) = r1 ;� �x(a)nx(a) = �0n0 ; �x(b)nx(b) = �1n1 ;genau dann, wenn folgende Beziehungen bestehen:� b0 = y0 ,� b1 = y0 + �0r0 ,� b2 = y0 + �0r0 + 
0n0 ,� b3 = y1 � �1r1 + 
1n1 ,� b4 = y1 � �1r1 ,� b5 = y1mit �i > 0; �i 2 IR; i = 0; 1; w0w2
0 = 54�0w21�20; w3w5
1 = 54�1w24�21im rationalen Fall und mit�i > 0; �i 2 IR; 
i = 54�i�2i ; i = 0; 1im polynomialen Fall.



2.6 Kurven in Bernstein-B�ezier-Darstellung 17Beweis: Um die Erf�ullung der vorgegebenen Daten zu zeigen,brauchen wir hier nur dieDe�nitionen der Kontrollpunkte in die Eigenschaften aus Satz 2.11 einzusetzen:x(a) = b0 = y0 ;rx(a) = b1 � b0kb1 � b0k2 = �0r0k�0r0k2 = r0 ;�x(a)nx(a) = 4w0w25w21 kb1 � b0k42 �kb1 � b0k22 (b2 � b1)� hb1 � b0; b2 � b1i(b1 � b0)�= 4w0w25w21�40 ��20(�0r0 + 
0n0 � �0r0)�h�0r0; �0r0 + 
0n0 � �0r0i�0r0�= 4w0w25w21�40 ��20�0r0 + �20
0n0 � �30r0 � (�0�0 � �20)�0r0�= 4w0w25w21�40�20
0n0 = 45w21�20w0w2
0n0= 45w21�20 54�0w21�20n0 = �0n0 :F�ur den polynomialen Fall ergibt sich dies, durch Einsetzen in die Eigenschaften ausSatz 2.9. Der Unterschied besteht nur in den Gewichten, die im polynomialen Fall gleicheins sind.Die Aussagen f�ur x(b), rx(b) und �x(b)nx(b) folgen analog.Dadurch, da� der Start- und Endpunkt sowie die Tangenteneinheitsvektoren, die Kr�um-mungen und die Hauptnormalenvektoren an diesen Punkten vorgegeben sind, folgenandererseits aus Satz 2.9 auch die Darstellungen der Kontrollpunkte. Wir zeigen dies f�urdie Stelle t = a. F�ur t = b gilt das Entsprechende.Zuerst wird durch y0 der Kontrollpunkt b0 festgelegt. Dann mu� wegen der Tangenten-richtung r0 der Kontrollpunkt b1 auf dem Strahl y0 + �0r0, �0 > 0, liegen. Zuletzt mu�noch der Kontrollpunkt b2 in der Schmiegebene am Punkt y0 liegen, die durch r0 undn0 aufgespannt wird. Um dann noch die positive Kr�ummung �0 zu erhalten, mu� derKoe�zient 
0 vor n0 positiv sein und wegen Satz 2.9 die angegebene Beziehung zwischen
0 und �0 bestehen. 2Eine Veranschaulichung der Situation liefert Abbildung 2. Die Kr�ummung ist durchkleine B�ogen an den Punkten angedeutet.



18 2. Grundlagen
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0n0 b3 = y1 � �1r1 + 
1n1b4 = y1 � �1r1b5 = y1r0 r1�0n0 �1n1

Abbildung 2: Das allgemeine G2{Hermite{Problem im IR3Es ist noch zu bemerken, da� die Gewichte nur bei der Interpolation der Kr�ummungeneine Rolle spielen. Au�erdem ergeben sich genau die gleichen Bedingungen, wenn manalle Gewichte identisch setzt, was auch daraus folgt, da� die rationale Kurve dann einepolynomiale Kurve ist.Es sei hier noch erw�ahnt, da� eine wichtige zus�atzliche Eigenschaft von rationalen Kurvenin Bernstein{B�ezier{Darstellung ist, da� man eine �aquivalente Parameterdarstellung derKurve �nden kann, bei der zwei Gewichte zu 1 normiert sind.
2.7 Gradreduzierung bei Bernstein{B�ezier{KurvenUnser Ziel ist es, ein gegebenes G2{Hermite{Interpolationsproblem mit einer Bernstein{B�ezier{Kurve m�oglichst kleinen Grades zu l�osen. Da� wir das Problem immer mit einerKurve f�unften Grades l�osen k�onnen, haben wir gezeigt. Wir werden nun die formalenBedingungen f�ur eine Gradreduzierung formulieren und angeben, wie die neuen Kontroll-punkte berechnet werden. Dies f�uhren wir zun�achst f�ur polynomiale und dann f�ur ra-tionale Kurven in Bernstein{B�ezier{Darstellung aus. Daf�ur werden wir jeweils zun�achstdarstellen, wie der Grad eines Polynoms in Bernstein-Darstellung erh�oht wird, um diesumzukehren.



2.7 Gradreduzierung bei Bernstein{B�ezier{Kurven 192.7.1 Polynomiale KurvenWenn ein Polynom n{ten Grades in Monom{Darstellung gegeben ist, dann kann manes als ein Polynom (n + 1){ten Grades darstellen, indem man den Summanden 0 � tn+1hinzuf�ugt. Ist das Polynom allerdings in der Bernstein{Darstellung gegeben, so ist diesnicht ganz so einfach, denn man sucht die Koe�zienten des Polynoms n{ten Gradesbzgl. der Bernstein{Basis nB(n+1)i on+1i=0 . Wie in der Literatur angegeben, benutzt mandabei den Ansatz, das Polynom mit1 =  t� ab� a + b� tb� a!zu multiplizieren. Genauer ausgef�uhrt ist dies z.B. in [Hoschek & Lasser 92, Seite 131].Bezeichnet BB[b0; : : : ; bn] das Polynom n{ten Grades und BB[~b0; : : : ;~bn+1] das gleichePolynom (n+ 1){ten Grades, dann lassen sich die "neuen\ Kontrollpunkte ~bi durch die"alten\ bi folgenderma�en ausdr�ucken:~bi = in + 1bi�1 + �1� in+ 1� bi ; i = 0; : : : ; n+ 1 : (2.1)Dabei verschwinden die Faktoren vor b�1 und bn+1 sowieso, so da� diese Kontrollpunktenicht neu de�niert werden m�ussen. Die Randpunkte bleiben gleich, d.h. ~b0 = b0 und~bn+1 = bn. Da es sich um die gleiche Funktion nur in einer anderen Darstellung handelt,bleiben nat�urlich auch alle parametrisierungsinvarianten Daten wie Tangenteneinheits-vektor, Kr�ummung und so weiter gleich.Wir interessieren uns jetzt daf�ur, wann ein Polynom BB[b0; : : : ; bn] durch Graderh�ohungeines Polynoms BB[~b0; : : : ;~bn�1] entstanden ist. In diesem Fall ist der Grad n f�ur dasPolynom zu hoch, da man es auch mit einem Polynom (n � 1){ten Grades darstellenkann. Einem Polynom in Monom{Darstellung sieht man sofort an, ob es durch Grad-erh�ohung entstanden ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Koe�zient vor tn Nullist. Bei einem Polynom, das bzgl. der Bernstein{Basis gegeben ist, ist dies wieder etwasschwieriger festzustellen. Dazu beweisen wir folgenden Satz:Satz 2.13 Eine polynomiale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung BB[b0; : : : ; bn] l�a�tsich genau dann als eine polynomiale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung vom Gradn� 1 darstellen, wenn die n{te Vorw�artsdi�erenz�n(b0; : : : ; bn) := nXi=0(�1)n�i ni!biverschwindet.



20 2. GrundlagenBeweis:Wenn das Polynom sich als ein Polynom (n�1){ten Grades darstellen l�a�t, dannverschwindet dessen n{te Ableitung identisch. Andererseits folgt aus dem Verschwindender n{ten Ableitung auch, da� sich das Polynom als ein Polynom niedrigeren Gradesdarstellen l�a�t. Und da die Bernstein{Polynome eine Basis im Polynomraum bilden,�ndet man auch eine Bernstein{B�ezier{Darstellung (n�1){ten Grades der polynomialenKurve.Aus Satz 2.9 kennen wir die Darstellung der r{ten Ableitung eines Bernstein{B�ezier{Polynoms. Setzt man r = n, so ergibt sich:dndtnBB[b0; : : : ; bn][a;b](t) = n!(n� n)!(b� a)n n�nXj=0 B(n�n)j (t) nXk=0(�1)r�k nk!bj+k= n!(b� a)nB(0)0 (t) nXk=0(�1)r�k nk!bk= n!(b� a)n�n(b0; : : : ; bn) 8 t 2 [a; b] :Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, da�B(0)0 (t) =  00!� t� ab� a�0  b� tb� a!0�0 = 1 8 t 2 [a; b]gilt. Damit ist das Verschwinden der n{ten Vorw�artsdi�erenz der Kontrollpunkte �aqui-valent zu dem Verschwinden der n{ten Ableitung des Polynoms, d.h. dazu, da� sich dasPolynom als ein Polynom (n� 1){ten Grades darstellen l�a�t. 2Wir wollen jetzt, �ahnlich wie oben, versuchen, die Kontrollpunkte ~bi einer gradreduzier-ten Bernstein{B�ezier{Kurve durch die urspr�unglichen Kontrollpunkte bi auszudr�ucken.Satz 2.14 L�a�t sich die Parameterdarstellung BB[b0; : : : ; bn] einer polynomialen Bern-stein{B�ezier{Kurve gradreduzieren zu BB[~b0; : : : ;~bn�1], dann kann man die Kontroll-punkte ~bi rekursiv auf eine der zwei folgenden Weisen berechnen:1. ~b0 = b0 ; ~bi = nn� ibi � in� i~bi�1 ; i = 1; : : : ; n� 1 ;2. ~bn�1 = bn ; ~bi = ni+ 1bi+1 � n� i� 1i + 1 ~bi+1 ; i = n� 2; : : : ; 0 :Beweis: Formel (2.1) hei�t in unserem Fallbi = in~bi�1 + �1� in�~bi ; i = 0; : : : ; n ;



2.7 Gradreduzierung bei Bernstein{B�ezier{Kurven 21bzw. bi+1 = i + 1n ~bi + �1� i+ 1n �~bi+1 ; i = �1; : : : ; n� 1 :Als Randpunkte treten dabei ~b0 = b0 und ~bn�1 = bn auf. Formt man die beiden Formelnnach ~bi um, so ergibt sich:~bi = nn� i �bi � in~bi�1� = nn� ibi � in� i~bi�1bzw. ~bi = ni + 1 �bi+1 � n� i� 1n ~bi+1� = ni + 1bi+1 � n� i� 1i+ 1 ~bi+1 :Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen. 2F�ur den Fall n = 5 werden wir diese Formeln sp�ater noch benutzen, deswegen geben wirdaf�ur explizitere Formeln f�ur die ~bi an.Folgerung 2.15 L�a�t sich die Parameterdarstellung BB[b0; : : : ; b5] einer polynomialenBernstein{B�ezier{Kurve gradreduzieren zu BB[~b0; : : : ;~b4], dann kann man die Kontroll-punkte ~bi folgenderma�en berechnen:~b0 = b0 ;~b1 = 54b1 � 14b0~b2 = 53b2 � 56b1 + 16b0= 53b3 � 56b4 + 16b5~b3 = 54b4 � 14b5~b4 = b5 :
= y0 ;= y0 + ~�0r0 ;= y0 + ~�0r0 + ~
0n0 ;= y1 � ~�1r1 + ~
1n1 ;= y1 � ~�1r1 ;= y1 :mit ~�i = 54�i ~�i = 53�i � 56�i ~
i = 53
i = 43�i ~�i2Beweis: Die Randpunkte ~b0 und ~b4 ergeben sich direkt aus dem Satz und die anderenPunkte auf die folgende Weise:



22 2. Grundlagen~b1 = 54b1 � 14~b0= 54y0 + 54�0r0 � 14y0~b2 = 53b2 � 23~b1= 53y0 + 53�0r0 + 53
0n0 � 56y0 � 56�0r0 + 16y0~b2 = 53b3 � 23~b3= 53y1 � 53�1r1 + 53
1n1 � 56y1 + 56�1r1 � 16y1~b3 = 54b4 � 14~b4= 54y1 � 54�1r1 � 14y1

= 54b1 � 14b0= y0 + ~�0r0= 53b2 � 56b1 + 16b0= y0 + ~�0r0 + ~
0n0 bzw.= 53b3 � 56b4 + 16b5= y1 � ~�1r1 + ~
1n1= 54b4 � 14b5= y1 � ~�0r0wobei ~b2 einmal von "vorne\ und einmal von "hinten\ rekursiv berechnet wurde. 22.7.2 Rationale KurvenBei der Graderh�ohung einer rationalen Bernstein{B�ezier{Kurve wird gleichzeitig derGrad des Z�ahler{ und der Grad des Nenner{Polynoms, wie im polynomialen Fall be-schrieben, erh�oht.Sind wi, bi die Gewichte bzw. Kontrollpunkte der rationalen Kurve n{ten Grades und~wi, ~bi die der gleichen rationalen Kurve (n+1){ten Grades, dann lassen sich die "neuen\Gewichte ~wi durch die "alten\ wi folgenderma�en ausdr�ucken:~wi = in + 1wi�1 + �1� in + 1�wi ; i = 0; : : : ; n+ 1 :Wenn man diese Gewichte berechnet hat, kann man aus~wi~bi = in + 1wi�1bi�1 + �1� in+ 1�wibi ; i = 0; : : : ; n+ 1 ;die neuen Kontrollpunkte ~bi = ~wi~bi= ~wi berechnen.Die Randpunkte und -gewichte bleiben gleich, d.h. ~w0 = w0, ~b0 = b0 und ~wn+1 = wn,~bn+1 = bn. Auch hier handelt es sich um die gleiche Funktion nur in einer anderenDarstellung, deswegen bleiben alle parametrisierungsinvarianten Daten wie Tangenten-einheitsvektor, Kr�ummung und so weiter gleich.Im Fall der Gradreduzierung kann man nicht so einfach vorgehen wie bisher. Wir k�onnenzwar angeben, wann das Z�ahlerpolynom und wann das Nennerpolynom gradreduzierbar



2.7 Gradreduzierung bei Bernstein{B�ezier{Kurven 23ist, und dann beide Polynome reduzieren. Es ergibt sich hierbei aber die Frage, ob dersich ergebende Quotient wieder eine rationale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung inunserem Sinne ist. Dabei geht es nicht um die Form der Darstellung, da deren Richtig-keit aus den Darstellungen des Z�ahlers und des Nenners folgt. Was jedoch nicht unbe-dingt erf�ullt werden mu�, ist die Vorzeichenbeschr�ankung der Gewichte. Wenn wir dieErgebnisse aus dem polynomialen Fall anwenden, insbesondere Satz 2.14, dann kann esdurchaus vorkommen, da� die neuberechneten Gewichte ~wi kleiner oder gleich Null sind.Um das zu verhindern, m�ussen bestimmte Abh�angigkeiten zwischen den urspr�unglichenGewichten wi gelten.Satz 2.16 Eine rationale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung RB[w0; b0; : : : ; wn; bn]l�a�t sich genau dann durch eine rationale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung (n�1){ten Grades darstellen, wenn einerseits die beiden Vorw�artsdi�erenzen�n(w0b0; : : : ; wnbn) := nXi=0(�1)n�i ni!wibiund �n(w0; : : : ; wn) := nXi=0(�1)n�i ni!wiverschwinden und andererseits die folgenden rekursiv gebildeten Ungleichungen bestehen:~w0 := w0 > 0 ; ~wi := nn� iwi � in� i ~wi�1 > 0 ; i = 1; : : : ; n� 1 :Beweis: Nach Satz 2.13 l�a�t sich das Nenner{Polynom genau dann gradreduzieren,wenn �n(w0b0; : : : ; wnbn) verschwindet, und das Z�ahler{Polynom l�a�t sich gradreduzie-ren genau dann, wenn �n(w0; : : : ; wn) verschwindet.Wenn man die Gewichte ~wi des gradreduzierten Polynoms BB[ ~w0; : : : ; ~wn�1] nach Satz2.14 bildet, dann sind die ~wi genau dann positiv, wenn die oben genannten Ungleichungenerf�ullt sind. Fa�t man beides zusammen, dann ergibt sich die Aussage des Satzes. 2Wenn wir Satz 2.14 auf den Z�ahler und den Nenner anwenden, dann k�onnen wir auch hierdie Gewichte und Kontrollpunkte einer gradreduzierten Bernstein{B�ezier{Kurve durchdie urspr�unglichen Gewichte und Kontrollpunkte ausdr�ucken.Satz 2.17 L�a�t sich die Parameterdarstellung RB[w0; b0; : : : ; wn; bn] einer rationalenBernstein{B�ezier{Kurve gradreduzieren zu RB[ ~w0;~b0; : : : ; ~wn�1;~bn�1], dann kann mandie Gewichte ~wi und die Kontrollpunkte ~bi rekursiv auf eine der zwei folgenden Weisenberechnen:



24 2. Grundlagen1. ~w0 = w0 ; ~wi = nn� iwi � in� i ~wi�1 ; i = 1; : : : ; n� 1 ;~w0~b0 = w0b0 ; ~wi~bi = nn� iwibi � in� i ~wi�1~bi�1 ; i = 1; : : : ; n� 1 ;~bi = ~wi~bi~wi ; i = 0; : : : ; n� 1 ;2. ~wn�1 = wn ; ~wi = ni+ 1wi+1 � n� i� 1i + 1 ~wi+1 ; i = n� 2; : : : ; 0 ;~wn�1~bn�1 = wnbn ; ~wi~bi = ni+ 1wi+1bi+1 � n� i� 1i + 1 ~wi+1~bi+1 ; i = n� 2; : : : ; 0 ;~bi = ~wi~bi~wi ; i = 0; : : : ; n� 1 :Beweis:Wie oben schon gesagt, mu� man nur Satz 2.14 auf Z�ahler und Nenner anwen-den und erh�alt damit die Aussage des Satzes. 2Wir geben auch hier f�ur den Fall n = 5 explizitere Formeln f�ur die ~wi und ~bi an.Folgerung 2.18 L�a�t sich die Parameterdarstellung RB[w0; b0; : : : ; w5; b5] einer ratio-nalen Bernstein{B�ezier{Kurve gradreduzieren zu RB[ ~w0;~b0; : : : ; ~w4;~b4], dann kann mandie Gewichte ~wi und die Kontrollpunkte ~bi folgenderma�en berechnen:~w0 = w0 ;~w1 = 54w1 � 14w0 ;~w2 = 53w2 � 56w1 + 16w0 � = 53w3 � 56w4 + 16w5 � ;~w3 = 54w4 � 14w5 ;~w4 = w5und ~b0 = b0 ;~b1 = 5w1b1 � w0b05w1 � w0 ;~b2 = 10w2b2 � 5w1b1 + w0b010w2 � 5w1 + w0  = 10w3b3 � 5w4b4 + w5b510w3 � 5w4 + w5 ! ;~b3 = 5w4b4 � w5b55w4 � w5 ;~b4 = b5 :



2.7 Gradreduzierung bei Bernstein{B�ezier{Kurven 25Beweis: Wir wenden wieder die Ergebnisse aus dem polynomialen Fall an. Diesmalfolgen die Formeln aus Folgerung 2.15. 2Im Fall der rationalen Kurven werden wir sogar versuchen, den Grad auf 3 zu reduzieren.Aus diesem Grund geben wir hier auch die Formeln f�ur die Berechnung der Gewichte �wiund Kontrollpunkte �bi, i = 0; : : : ; 3, der Kurve dritten Grades an, die aus einer Kurvef�unften Grades durch Gradreduktion entstanden ist.Folgerung 2.19 L�a�t sich die Parameterdarstellung RB[w0; b0; : : : ; w5; b5] einer ratio-nalen Bernstein{B�ezier{Kurve gradreduzieren zu RB[ ~w0;~b0; : : : ; ~w4;~b4] und diese weiterzu RB[ �w0;�b0; : : : ; �w3;�b3], dann kann man die Gewichte �wi und die Kontrollpunkte �bifolgenderma�en berechnen:�w0 = w0 ;�w1 = 53w1 � 23w0 ;�w2 = 53w4 � 23w5 ;�w3 = w5und �b0 = b0 = y0 ;�b1 = 5w1b1 � 2w0b05w1 � 2w0 = y0 + ��0r0 ;�b2 = 5w4b4 � 2w5b55w4 � 2w5 = y1 � ��1r1 ;�b3 = b5 = y1 :mit ��0 = 5w15w1 � 2w0 �0 und ��1 = 5w45w4 � 2w5 �1Beweis: Mit Folgerung 2.18 berechnet man zun�achst die ~wi und ~bi. Dann benutzt manSatz 2.17 f�ur n = 4 und erh�alt zun�achst �w0, �w3, �b0 und �b3. Daraus lassen sich dann dieanderen Gewichte und Kontrollpunkte berechnen:�w1 = 43 ~w1 � 13 �w0 = 43 �54w1 � 14w0�� 13w0 = 53w1 � 23w0 ;�w2 = 43 ~w3 � 13 �w3 = 43 �54w4 � 14w5�� 13w5 = 53w4 � 23w5 :



26 2. GrundlagenDie Formeln f�ur die neuen Kontrollpunkte �bi ergeben sich analog durch Berechnung von�wi�bi und Division durch �wi. 22.8 M�oglichkeiten der GradreduzierungSch�utt hat in seiner Arbeit [Sch�utt 95] ausf�uhrlich gezeigt, unter welchen Bedingungenein G2{Hermite{Interpolationsproblem mit einer polynomialen Bernstein{B�ezier-Kurvef�unften Grades gel�ost werden mu� und wann ein kleinerer Grad m�oglich ist. Dazu hat erdie Lage des Frenet{Dreibein an y1 zum Frenet{Dreibein an y0 betrachtet und die Vek-toren r1, n1 und (y1� y0) als Linearkombination der Vektoren r0, n0 und �0 dargestellt.Man erh�alt folgende Darstellung:r1 = s0r0 + s1n0 + s2�0n1 = t0r0 + t1n0 + t2�0(y1 � y0) = u0r0 + u1n0 + u2�0mit eindeutig bestimmten Koe�zienten si, ti, uiIR, i = 0, 1, 2.In der Sprache der linearen Algebra handelt es sich hierbei um einen Basiswechsel vonder kanonischen Basis des IR3 in die ebenfalls orthonormale Basis fr0; n0; �0g.Auf der n�achsten Seite ist der von Sch�utt entwickelte Algorithmus zur Bestimmung deskleinsten m�oglichen Grades dargestellt. Da wir die dort aufgelisteten F�alle im weiterenVerlauf dieser Arbeit genau charakterisieren wollen, haben wir sie durchnumeriert. Da-bei steht die erste Zi�er f�ur den Grad der Kurve, bei der zweiten Zi�er steht "0\ f�ureine polynomiale "1\ f�ur eine rationale Kurve. Mit der dritten Zi�er werden diese unter-schiedlichen F�alle jeweils durchnumeriert. So steht z.B. (407) f�ur den siebten Fall einerpolynomialen Bernstein{B�ezier{Kurve vierten Grades.



2.8 M�oglichkeiten der Gradreduzierung 27�Ubersicht ,,M�oglichkeiten der Gradreduzierung"Gegeben: �i 2 IR>0; y0 6= y1; ri; ni;2 IR3 mit krik2 = knik2 = 1; ni ? ri f�ur i = 0; 1:Problem: Welchen Grad mu� eine polynomiale bzw. rationale Kurve in Bernstein{B�ezier{Darstellung mindestens haben, um die Daten zu interpolieren?L�osung: Berechne die Koe�zienten si; ti; ui, i = 0; 1; 2, durchs0 = hr1; r0i ; s1 = hr1; n0i ; s2 = hr1; �0i ;t0 = hn1; r0i ; t1 = hn1; n0i ; t2 = hn1; �0i ;u0 = hy1 � y0; r0i ; u1 = hy1 � y0; n0i ; u2 = hy1 � y0; �0i :Fallunterscheidung nach diesen Koe�zienten. Es wird angegeben, welcher Form die Kur-ve mindestens sein mu�, um das Problem in diesen F�allen allgemein zu l�osen.s2 = t2 = u2 = 0 (planare F�alle):s1 = 0, t1 = +1: Polynomial, Grad 4 (401)t1 = �1, u1 > 0: Polynomial, Grad 3 (301)u1 � 0: Polynomial, Grad 5 (501)s1 6= 0: Berechne � = s0t1 � s1t0 2 f�1g, � = u0s1 � u1s0.s1 < 0, � = +1: Rational, Grad 3 (311)� = �1, � < 0: Rational, Grad 3 (312)� � 0: Polynomial, Grad4 (402)s1 > 0, u1 � 0: Polynomial, Grad 4 (403)u1 > 0, � = �1: Rational, Grad 3 (313)� = +1, � > 0: Rational, Grad 3 (314)� � 0: Polynomial, Grad 4 (404)s2 = 0 (F�alle mit r1kspan(r0; n0)):t2 = 0, u2 6= 0: Polynomial, Grad 5 (502)t2 6= 0, u2t2 < 0, s1 6= 0: Polynomial, Grad 4 (405)s1 = 0: Berechne � := u1 � t1t2u2.� > 0: Polynomial, Grad 4 (406)� � 0: Polynomial, Grad 5 (503)u2t2 � 0: Polynomial, Grad 5 (504)s2 6= 0 (echte IR3{F�alle):Berechene � := u1s2 � u2s1, � := s1t2 � s2t1, � := h�1; y1 � y0i.sgn(s2) = sgn(u2) = sgn(�) = sgn(�) = sgn(�): Rational, Grad 3 (315)sonst: �s2 > 0, �s2 � 0: Polynomial, Grad 4 (407)�s2 > 0: Polynomial, Grad 4 (408)�s2 � 0, �s2 < 0: Polynomial, Grad 4 (409)�s2 � 0: Polynomial, Grad 5 (505)



28
3. Geometrische AnschauungIn diesem Kapitel wird das Problem der Gradreduzierung bei G2{Hermite Interpola-tion bei Raumkurven geometrisch anschaulich betrachtet. Dazu werden wir aufzeigen,in welchen Bereichen sich die einzelnen Kontrollpunkte be�nden k�onnen. Aus dieserBetrachtung werden wir auf der Geometrie der F�alle beruhende notwendige und hinrei-chende Bedingungen f�ur die verschiedenen M�oglichkeiten der Gradreduzierung formu-lieren. Diese werden dann an einigen der in 2.8 angegebenen F�alle, insbesondere denechten IR3{F�alle, exemplarisch gezeigt. Schlie�lich wird ein Algorithmus pr�asentiert, derzu dem jeweiligen Fall die m�oglichen Kurven bestimmt.3.1 Zul�assige BereicheEntscheidend f�ur die Anschauung ist es zu wissen, in welchen Bereichen sich die jeweiligenKontrollpunkte be�nden d�urfen. Diese werden hier benannt. Mit n ist dabei der Gradder Bernstein-Bezier-Kurve bezeichnet.Den ersten und den letzten Kontrollpunkt bilden y0 und y1.b0 = y0 bn = y1Der zweite und der vorletzte Kontrollpunkt liegen auf dem o�enen Strahl, der von y0bzw. y1 in Tangentenrichtung r0 bzw. entgegen der Tangentenrichtung r1 ausgeht:b1 = y0 + �0r0 bn�1 = y1 � �1r1 ; �i > 0; i = 0; 1:Die Mengen dieser m�ogliche Kontrollpunkte bezeichnen wir mitRi := fyi + (�1)i�irij�i 2 IR>0g ; i = 0; 1;die Geraden in denen sie liegen mitLi := fyi + �irij�i 2 IRg ; i = 0; 1:Der dritte und der drittletzte Kontrollpunkt liegen in der o�enen Halbebene, die von y0bzw. y1, den Tagenten r0 bzw. r1 und den Hauptnormalenvektoren n0 bzw. n1 aufge-spannt werden.b2 = y0 + �0r0 + 
0n0 bn�2 = y1 � �1r1 + 
1n1 ; �i 2 IR; 
i 2 IR>0; i = 0; 1



3.2 Die Geometrie der einzelnen F�alle 29Die Mengen dieser m�oglichen Kontrollpunkte bezeichnen wir mitHi := fyi + (�1)i�iri + 
inij�i 2 IR; 
i 2 IR>0g ; i = 0; 1;die Ebenen, in denen sie liegen, mitPi := fyi + �iri + 
inij�i; 
i 2 IRg ; i = 0; 1:Das Problem der Gradreduzierung l�a�t sich nun auf das Schneiden dieser Mengen redu-zieren.Satz 3.1 (Gradreduzierung)1. Das gegebene G2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann durch eine polynomialeBernstein-B�ezier-Kurve vierten Grades l�osbar, wenn die Menge S := H0\H1 nichtleer ist.2. Das gegebene G2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann durch eine rationaleBernstein-B�ezier-Kurve dritten Grades l�osbar, wenn die Mengen R0 \ H1 undR1 \H0 beide nicht leer sind.3. Das gegebene G2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann durch eine polynomia-le Bernstein-B�ezier-Kurve dritten Grades l�osbar, wenn die Mengen R0 \ H1 undR1 \H0 beide nicht leer sind und es exisitieren �b1 2 R0 \ H1 und �b2 2 R1 \ H0,f�ur die gilt:< �b2 � y0; n0 >= 32�0jj �b1 � y0jj2 und < �b1 � y1; n1 >= 32�1jj �b2 � y1jj2 ;f�ur die also alle Gewichte gleich eins gesetzt werden k�onnen.Beweis: Die Schnittmengen sind genau die zul�assigen Bereiche f�ur die Kontrollpunkte ~b2(bei Grad 4) bzw. �b1 und �b2 (bei Grad 3). Die weiteren Kontrollpunkte und die Gewichtek�onnen dann berechnet werden. Sind die Gewichte bei einer m�oglichen Reduzierung aufGrad 3 gleich eins, so liegt auch hier ein polynomialer Fall vor. 2Folgerung 3.2 Das gegebene G2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann nur durch ei-ne polynomiale Bernstein-B�ezier-Kurve f�unften Grades l�osbar, wenn die MengeS := H0 \H1 leer ist.3.2 Die Geometrie der einzelnen F�alleWir betrachten nun, wie sich dies in den einzelnen F�allen verh�alt



30 3. Geometrische Anschauung3.2.1 Planare F�alleIm Planaren liegt der Schnitt zweier Halbebenen trivialerweise wieder in der Ebene.Grad 5 liegt nur vor, wenn sich diese Halbebenen nicht schneiden.D.h. r0jjr1; n0 = �n1; < y1 � y0; n0 >� 0
-?
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Abbildung 3: Der Fall (501)Schneiden sich die Halbebenenin einer Menge S, so kann jeder Punkt dieser Menge alsmittlerer Kontrollpunkt ~b2 gew�ahlt werden. Die Kontrollpunkte ~b1 und ~b3 m�ussen dannnach der Bedingung ~
i = 43�i ~�i2 bestimmt werden.
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Abbildung 4: Planare F�alle vierten Grades am Beispiel (404)Um eine Bernstein-B�ezier-Kurve dritten Grades zu �nden, die das Problem l�ost, d�urfendie Mengen R0 \ H1 und R1 \ H0 nicht leer sein. Ist diese Voraussetzung gegeben, so



3.2 Die Geometrie der einzelnen F�alle 31sind die zul�assigen Bereiche f�ur �b1 und �b2 ein o�ener Strahl oder eine beidseitig o�eneStrecke. Die m�oglichen Kombinationen aus Strahl und Strecke machen dabei genau dieunterschiedlichen F�alle (311) bis (314) aus. Jede Kombination eines zul�assigen �b1 undeines zul�assigen �b2 bildet eine L�osung des Problems. Daraus resultiert eine rationaleBernstein-B�ezier-Kurve dritten Grades.
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Abbildung 5: Planare F�alle dritten Grades am Beispiel (314)Ber�ucksichtigt man bei der Wahl von �b1 und �b2 noch die Bedingungen aus satz 3.1,so l�a�t sich wohl in den meisten F�allen auch eine polynomiale Bernstein-B�ezier-Kurvedritten Grades �nden, die das Problem l�ost. Darauf wird in dieser Arbeit aber nichtweiter eingegangen.Sollen Daten von glatten Kurven im Planaren reproduziert werden, so stellt man fest,da� fast immer der Fall (314) vorliegt. Die F�alle (312) und (313) kommen sehr vielseltener vor. Der Fall (311) und die F�alle, bei denen eine Kurve vierten oder f�unftengrades notwendig ist, m�ussten schon speziell konstruiert werden.3.2.2 Nicht planare F�alle mit s2 = 0Da s2 =< r1; �0 > ist, bedeutet s2 = 0, da� der zu y1 geh�orende Tangentenvektor r1 unddamit R1 parallel zu P0 oder, wenn y1 2 P0, in P0 liegt.Hieraus wird schon deutlich, da� es keine L�osungen dritten Grades geben kann. Denn ausR1kP0 folgt, da� R1 \H0 = ;. Und wenn R1 2 P0 gilt, so folgt, da� der Normalenvektorn1 62 P0 ist (ansonsten h�atten wir einen planaren Fall). Damit gilt dann aber H1\P0 = ;(nur der Rand der o�enen Halbebene H1 liegt in P0) und insbesondere H1 \R0 = ;.Im folgenden beschreiben wir f�ur die f�unf verschiedenen F�alle die Lage der Ebenen P0; P1und der o�enen Halbebenen H0; H1 zueinander:



32 3. Geometrische Anschauung(502) (s2 = 0; t2 = 0; u2 6= 0)Die Ebene P1 liegt echt parallel zur Ebene P0. Somit ist die Schnittmenge H0\H1leer und es ist eine Kurve f�unften Grades zur L�osung des Problems notwendig.(504) (s2 = 0; t2 6= 0; u2t2 � 0)Die Halbebene H1 schneidet P0 nicht sondern "zeigt von ihr weg\. Die Skizze zeigtdiese Situation. Zu sehen ist eine Seitenansicht des Problems. Die Ebene P0 unddie Halbebene H1 sind im Querschnitt dargestellt.
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Abbildung 6: Der Fall (504)Ist R1 2 P0 und nicht planar ist, so ist dies genau Fall (504), da s2 = 0; t2 6= 0; u2 =0 gilt.In den anderen drei F�allen ist die Schnittgerade P0 \H1 nicht leer. Es mu� aber weiterbetrachtet werden, wie sich diese Schnittgerade zu H0 verh�alt.(503) (s2 = 0; t2 6= 0; u2t2 < 0; s1 = 0; u1 � t1t2u2 � 0)Die Schnittgerade P0 \H1 liegt parallel zu L0 aber nicht in H0.(406) (s2 = 0; t2 6= 0; u2t2 < 0; s1 = 0; u1 � t1t2u2 > 0)Die Schnittgerade P0 \H1 liegt parallel zu L0 und ganz in H0.(405) (s2 = 0; t2 6= 0; u2t2 < 0; s1 6= 0)Die Schnittgerade P0 \ H1 ist nicht parallel zu L0. Deshalb liegt ein Teil von ihrauf jeden Fall in H0.



3.2 Die Geometrie der einzelnen F�alle 33
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P0 \H1 (406)P0 \H1 (405)
Abbildung 7: Die F�alle (405), (406), (503)3.2.3 Echte IR3-F�alle (s2 6= 0)Wir kommen nun zu den wirklich relevanten F�allen. Denn bei der Interpolation im IR3m�ussen alle bisher betrachteten F�alle als Spezialf�alle gelten. Bei den bisherigen F�allengalt immers2 = 0, was bedeutet, da� der Tangetialvektor an y1 parallel zu einer von r0und n0 aufgespannten Ebene liegt.F�ur die Betrachtung dieser F�alle wollen wir noch zwei Begri�e einf�uhren:De�nition 3.3 Die Schnittgerade der Ebenen P0 und P1 bezeichnen wir als Pivot.pivot := P0 \ P1De�nition 3.4 Die Schnittpunkte der Geraden Li mit dem Pivot bezeichnen wir alsbasepoints.basei := Li \ pivotIst Li = pivot oder Li k pivot, so sprechen wir davon, da� basei nicht existiert.Die Menge S := H0 \H1 ist eine Teilmenge des Pivots und wird durch einen oder beidebasepoints (soweit sie existieren) begrenzt.Wie wir gleich sehen werden, unterscheiden sich die echten IR3-F�alle (315), (407), (408),(409) und (501) dadurch, ob die Menge S := H0 \ H1 leer ist, eine beidseitig o�ene



34 3. Geometrische AnschauungStrecke oder ein o�ener Strahl ist und ob die Tangentenvektoren r0 und r1 auf den Pivotgerichtet sind oder von ihm wegzeigen.Diese verschiedenen Situationen werden in dem Entscheidungsalgorithmus durch die Vor-zeichen der Faktoren s2; u2; �; � und � beschrieben. Deshalb werden wir hier beschreiben,was die Vorzeichen dieser Faktoren f�ur die geometrische Anschauung bedeuten:s2 = hr1; �0iSomit beschreibt s2 die Lage des Tangentenvektors r1 zur Ebene P0.s2 = 0 bedeutet, da� r1 parallel zu P0 oder in P0 liegt.Dies sind die F�alle, die in 3.2.1 und 3.2.2 beschrieben wurden.u2 = h(y1 � y0); �0iSomit beschreibt u2 die Lage von y1 zur Ebene P0.u2 = 0 bedeutet, da� y1 in P0 liegt.� = u1s2 � u2s1 = hr1; r0 � (y1 � y0)i = hr0; (y1 � y0)� r1iSomit beschreibt � die Lage von r1 zu der von r0 und (y1 � y0) aufgespanntenEbene.� = 0 bedeutet, da� r0; (y1 � y0) und r1 in einer Ebene liegen.� = s1t2 � s2t1 = hr0; �1iSomit beschreibt � die Lage des Tangentenvektors r0 zur Ebene P1.� = 0 bedeutet, da� r0 parallel zu P1 oder in P1 liegt.� = h(y1 � y0); �1iSomit beschreibt � die Lage von y0 zur Ebene P1.� = 0 bedeutet, da� y0 in P1 liegt.Die eigentliche Entscheidung wird aber anhand der Vorzeichen dieser Faktoren zueinan-der getro�en.Satz 3.5 Gegeben sei ein G2-Hermite{Interpolatinsproblem imIR3. Die Faktoren u2, s2,�, � und � seien berechnet, wie in 2.8 beschrieben. Die Mengen Ri, Li, Hi und Pi,i = 0; 1 seien de�niert, wie in diesem Kapitel beschrieben. Dann bestehen folgende Zu-sammenh�ange:(I) u2s2 > 0, R1 \ P0 6= ;anschaulich sagt man "r1 zeigt vom Pivot weg\(II) �� > 0, R0 \ P1 6= ;anschaulich sagt man "r0 zeigt auf den Pivot\



3.2 Die Geometrie der einzelnen F�alle 35(III) �s2 > 0, L1 \H0 6= ;anschaulich sagt man "base1 liegt in H0\(IV) �� > 0, L0 \H1 6= ;anschaulich sagt man "base0 liegt in H1\Beweis: Haben u2 und s2 das selbe Vorzeichen, so zeigen (y1 � y0) und r1 bez�uglich�0 in die selbe Richtung. Haben � und � das selbe Vorzeichen, so zeigen (y1 � y0)und r1 bez�uglich �1 in die selbe Richtung. In (III) und (IV) wird durch �, s2 und �genau der Bereich beschrieben in dem sich r0 bzw. r1 be�nden darf damit die jeweiligenSchnittmengen nicht leer sind (siehe Skizzen.Die folgenden Skizzen zeigen diese Situationen. Zu sehen sind Seitenansicht. Die Ebe-nen P0 und P1 bzw. die in ihnen enthaltenen Halbebenen H0 und H1 sind als Liniendargestellt. Entscheidend ist, wie der Tangentialvektor ri zu diesen Ebenen steht.
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Abbildung 8: Bedeutung der Vorzeichen 2



36 3. Geometrische AnschauungAuf die Bedeutung von �s2 = 0 oder �� = 0 wird in der Beschreibung der F�alle (407),(409) und (505) eingegangen.Die Bedingungen f�ur eine Gradreduzierung lassen sich nun f�ur die F�alle mit s2 6= 0nochmal wie folgt zusammenfassen:Folgerung 3.6 Sei s2 6= 0. Dann gilt:1. Das gegebene G2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann durch eine Bernstein-B�ezier-Kurve vierten Grades l�osbar, wenn (III) oder (IV) erf�ullt ist.2. Das gegebene G2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann durch eine Bernstein-B�ezier-Kurve dritten Grades l�osbar, wenn alle 4 Bedingungen erf�ullt sind.3. Das gegebeneG2{Hermite-Problem im IR3 ist genau dann nur durch eine Bernstein-B�ezier-Kurve f�unften Grades l�osbar, wenn weder (III) noch (IV) erf�ullt ist.Nun haben wir alle Hilfsmittel, um die F�alle s2 6= 0 anschaulich zu beschreiben.(315) (s2 6= 0; sgn(s2) = sgn(u2) = sgn(�) = sgn(�) = sgn(�))Es sind alle vier Bedingungen erf�ullt. D.h. "r0 zeigt auf den Pivot\, "r1 zeigt vomPivot weg\ und base0 und base1 bilden den Rand der o�enen Strecke S. Damitsind die basepoints auch die mittleren Kontrollpunkte �b1 und �b2.
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Abbildung 8: Der Fall (315)(407) (s2 6= 0; �s2 > 0; �s2 � 0)Daraus folgt, da� �� � 0 und damit Bedingung (IV) nicht erf�ullt ist. D.h. "base0



3.2 Die Geometrie der einzelnen F�alle 37liegt nicht in H1\ und somit ist S ein o�ener Strahl, dessen Rand base1 bildet. Dermittlere Kontrollpunkt ~b2 kann auf diesem Strahl frei gew�ahlt werden. ~b1 und ~b3m�ussen dann entsprechend berechnet werden.
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Abbildung 9: Der Fall (407)Die Bedingungen (I) und (II) spielen hier f�ur die Gradrreduzierung keine Rolle. Indiesem Fall ist es egal, ob "r0 auf den Pivot zeigt\ bzw. "r1 vom Pivot weg zeigt\.Denn das hat keinen Ein
u� auf die Menge S. Ob die beiden Tangentenvektoren"in die richtige Richtung zeigen\ wird aber sp�ater bei der Wahl eines ~b2 wichtig.�� = 0Dies ist genau dann der Fall, wenn � = 0, denn � 6= 0. Somit ist der Tangenten-vektor r0 echt parallel zur Ebene P1, was hei�t, da� base0 nicht existiert.(408) (s2 6= 0; �s2 > 0; �s2 < 0)Damit gilt �� � 0 und damit sind die Bedingungen (III) und (IV) erf�ullt. Doch(I) oder (II) oder beide sind nicht erf�ullt, sonst l�age Fall (315) vor. D.h. "r0 zeigtnicht auf den Pivot\ und/oder "r1 zeigt auf den Pivot\. S ist wie in (315) eineo�ene Strecke, deren Rand base0 und base1 bilden. Doch in diesem Fall ist S dieMenge auf der der mittlere Kontrollpunkt ~b2 frei gew�ahlt werden kann.(409) (s2 6= 0; �s2 � 0; �s2 < 0)Damit gilt �� � 0, wobei zu beachten ist, da� � 6= 0 gilt. Dieser Fall ist �ahnlich wie(407), mit dem Unterschied, da� hier Bedingung (III) nicht erf�ullt ist. D.h. "base1



38 3. Geometrische Anschauungliegt nicht in H0\ und somit ist S ein o�ener Strahl, dessen Rand base0 bildet. Dermittlere Kontrollpunkt ~b2 kann auch hier auf diesem Strahl frei gew�ahlt werdenund ~b1 und ~b3 m�ussen wieder entsprechend berechnet werden.
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Abbildung 10: Der Fall (409)Die Bemerkungen zu den Bedingungen (I) und (II) sind �aquivalent zu denen in(407).�s2 = 0Dies ist genau dann der Fall, wenn � = 0, denn s2 6= 0. Somit liegen r0; r1 undy1 � y0 in einer Ebene, was hei�t, da� base0 = base1 ist.(505) (s2 6= 0; �s2 � 0; �s2 � 0)Damit gilt �� � 0 und damit sind die Bedingungen (III) und (IV) nicht erf�ullt.D.h. S = ;. Und damit ist eine Gradreduzierung nicht m�oglich. Das Problem mu�mit einer Bernstein-B�ezier-Kurve f�unften Grades gel�ost werden.�s2 = 0 oder �� = 0Hier kann es zu drei verschiedenen Situationen kommen.Ist � = 0 und � 6= 0, so fallen beide basepoints zusammen. Sie teilen dabei ge-nau den Pivot in die Mengen H0 \ P1 und H1 \ P0. Diese Mengen haben keinegemeinsame Schnittmenge. base0 = base1 ist nur die Schnittmenge ihrer R�ander.
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Abbildung 11: Der Fall (505)Ist � 6= 0 und � = 0, so ist der Tangentenvektor r1 echt parallel zur Ebene P1. Da�hei�t, base0 existiert nicht. S ist leer, weil H0 (wie in (504)) von P1 "wegzeigt\.Ist � = 0 und � = 0, so liegt der Tangentenvektor r1 in der Ebene P1. Auch hierexistiert base0 nicht und H0 "zeigt weg von P1\, mit dem Unterschied, da� hierder Rand von H0 ganz in P1 liegt.3.3 Symmetrien und alternative Einteilung der F�alleDer am Ende von Kapitel 2 vorgestellte Algorithmus betrachtet das Problem der Gradre-duzierung anhand der Lage des Frenet{Dreibeins an y1 zum Frenet{Dreibein an y0. Diesk�onnte auch umgekehrt geschehen. Aufgrund der geometrischen Anschauung wissen wir,da� wir die selben M�oglichkeiten der Gradreduzierung h�atten, wenn die Kurve in andererRichtung durchlaufen werden soll. Denn ein Vertauschen von y0 und y1, von R0 und R1und von H0 und H1 h�atte keinen Ein
u� auf die Aussagen in Satz 3.1. Man k�onnte des-halb zwei G2{Hermite{Interpolationsprobleme (a) und (b) als zueinander symmetrischbezeichnen, wenn (a) in anderer Richtung durchlaufen (b) ergibt und umgekehrt.Dieser Idee folgend wollen wir an dieser Stelle noch eine alternative Einteilung der F�allevorstellen. Dabei teilen wir danach ein, ob Schnittmengen H0\H1, R0\H1 und R1\H0ein Punkt, eine o�ene Strecke, ein o�ener Strahl oder eine Gerade sind. Wir erhaltendiese F�alle:



40 3. Geometrische Anschauung� H0 \H1 = ;Dies sind alle F�alle, bei denen Grad 5 notwendig ist.� H0 \H1 ist eine o�ene Strecke aber es gilt R0 \H1 = ; oder R1 \H0 = ;Dies ist der Fall (408).� H0 \H1 ist ein o�ener StrahlDies sind die F�alle (406), (407) mit � 6= 0 und (409).� H0 \H1 ist eine GeradeDies sind die F�alle (405) und (407) mit � = 0.� R0 \H1 und R1 \H0 sind PunkteDies ist Fall (315).� Von R0 \H1 und R1 \H0 ist eins leer und eins eine o�ene Strecke oder ein o�enerStrahlDies sind die F�alle (401), (402), (403) und (404)� R0 \H1 und R1 \H0 sind beide o�ene StrahleDies sind die F�alle (301) und (311). Auch wenn wir hier einen polynomialen Fallund einen rationalen Fall vorliegen haben. (301) unterscheidet sich von (311) abernur insofern, da� die polynomiale "Speziall�osung\ einfach zu ermitteln ist.� R0 \H1 und R1 \H0 sind beide o�ene StreckenDies ist der Fall (314).� Von R0 \H1 und R1 \H0 ist eins eine o�ene Strecke und ein ein o�ener StrahlDies sind die F�alle (312) und (313).Alle G2{Interpolationsprobleme, die einem dieser alternativen F�alle zugeordnet werdensind zueinander symmetrisch. Diese Einteilung dient jedoch nur nochmal der geometri-schen Anschauung. Zur Berechnung der L�osungen benutzen wir die zuvor vorgestellteEinteilung.



3.4 L�osungsalgorithmus 413.4 L�osungsalgorithmusWir wollen zum Schlu� dieses Kapitels einen Algorithmus angeben, mit dem in den un-terschiedlichen F�allen Kurven gefunden werden k�onnen, die das gegebene G2{Hermite{Problem l�osen. Dieser Algorithmus ist eine Vereinfachung des Algorithmus in [Sch�utt 95].3.4.1 Grad 5Ist keine Gradreduzierung m�oglich, so w�ahle man �i > 0, �i 2 IR und berechne 
i = 54�i�i.3.4.2 Grad 4In dem gegebenen Algorithmus ist jeweils x4 < 0 frei zu w�ahlen und dann x0; x1; x2; x3(je nach Fall) zu berechnen oder frei zu w�ahlen. Mit der freien Wahl von x4 wird gew�ahr-leistet, da� auch rationale Kurven, die das Problem l�osen, bestimmt werden k�onnen. Hiersollen aber nur Algorithmen f�ur polynomiale Kurven angegeben werden. Deshalb wirdx4 = 6 gesetzt (siehe [Sch�utt 95] Seite 40). ~�i; ~�i; ~
i berechnen sich dann wie folgt:(401) w�ahle ~
0 > maxf0; u1g, ~�1 2 IRsetze ~�0 = q 34�0 ~
0 ; ~
1 = ~
0 � u1 ; ~�1 = q 34�1 ~
1(402){(404)w�ahle ~�0 > 0 ; ~�1 > 0setze ~
0 = 43 ~�02�0 ; ~
1 = 43 ~�12�1 ; ~�1 = � ~
0+ ~
1t1+u1s1(405) w�ahle ~�0 > 0setze ~
0 = 34�0 ~�02 ; ~
1 = �u2t2 ; ~�1 = q� 3u24�1t2 ; ~�1 = �� ~
0s1(406) w�ahle ~�1 2 IRsetze ~
0 = � ; ~�0 = q 3�4�0 ; ~
1 = �u2t2 ; ~�1 = q� 3u24�1t2(407){(409)w�ahle ~
0:(407) ~
0 > �s2(408) 0 < ~
0 < �s2(409) ~
0 > 0setze ~
1 = �� � s2� ~
0 ; ~�0 = q 3 ~
04�0 ; ~�1 = q 3 ~
14�1 ; ~�1 = ~
1t�2�u2s2



42 3. Geometrische Anschauung3.4.3 Grad 3(301) ��0 = q2u13�0 , ��1 = q2u13�1(311){(314)w�ahle ��0 und ��1:(311) ��0 >maxf0; �s1g, ��1 >maxf0; u1s1 g(312) 0 < ��0 < �s1 , ��1 >maxf0; u1s1 g(313) 0 < ��0 < �s1 , 0 < ��1 < u1s1(314) ��0 >maxf0; �s1g, 0 < ��1 < u1s1setze �w0 = 32 �0 ��02u1� ��1s1 ; �w1 = 1 ; �w2 = 1 ; �w3 = 32 ��1 ��12�� ��0s1(315) ��0 = �� , ��1 = u2s2�w0 = 32 �2s2�0�2� ; �w1 = 1 ; �w2 = 1 ; �w3 = 32 u22��1s22�



43
4. RegularisierungNachdem nun f�ur ein gegebenes G2-Hermite-Interpolationsproblem die M�oglichkeiten derGradreduzierung ermittelt sind und ein L�osungsalgorithmus vorliegt, um eine Bernstein-B�ezier-Kurve zu bestimmen, die das Problem l�ost, m�ussen jetzt noch die freien Faktorengeschickt gew�ahlt werden. Wie dies geschehen kann, wird in diesem Kapitel gezeigt.Dabei wird zun�achst aufgelistet, wieviele Freiheitsgrade in den jeweiligen F�allen vorliegenund es wird die Grundidee vorgestellt, wie diese festgelegt werden k�onnen. Ausf�uhrlichwird auf die Regularisierung der F�alle (407), (408) und (409) und m�oglicherweise dabeiauftretende Probleme eingegangen. Diese Probleme, die auch in den anderen F�allenber�ucksichtigt werden m�ussen, sind zum einen zu gro�e Kr�ummungen und zum anderenKontrollpunkte, die zu weit au�erhalb liegen.4.1 Freiheitsgrade� Bernstein-B�ezier-Kurven f�unften GradesVier Freiheitsgrade: �0, �1 2 IR>0; �0, �1 2 IRF�ur 
i gilt: 
i = 54�2i�i ; i = 0; 1.Soll das Problem mit einer rationalen Bernstein-B�ezier-Kurve gel�ost werden, sosind 2 Gewichte frei w�ahlbar: w1, w4 2 IR>0f�ur die anderen Gewichte gilt: w0 = w5 = 1, w2 = 5�0w21�204
0 , w3 = 5�1w24�214
1� nicht planare Bernstein-B�ezier-Kurven vierten GradesEin Freiheitsgrad: der mittlere Kontrollpunkt ~b2 2 Sdamit sind ~�0, ~�1, ~
0 und ~
1 festgelegt.F�ur ~�i gilt: ~�i = q 3 ~
i4�1 ; i = 0; 1.Soll das Problem mit einer rationalen Bernstein-B�ezier-Kurve gel�ost werden, so istein Gewicht frei w�ahlbar: ~w1 oder ~w3 2 IR>0f�ur die anderen Gewichte gilt: ~w0 = ~w4 = 1, ~w2 = 4�0 ~w21 ~�203 ~
0 = 4�1 ~w23 ~�213 ~
1 .� planare Bernstein-B�ezier-Kurven vierten GradesZwei Freiheitsgrade: der mittlere Kontrollpunkt ~b2 2 Sdamit sind ~�0, ~�1, ~
0 und ~
1 festgelegt, doch mit dem Unterschied, da� S zweidi-mensional ist und somit ~�0 und ~
0 unabh�angig sind von ~�1 und ~
1.Der Rest gilt �aquivalent zum nicht planaren Fall.



44 4. Regularisierung� nicht planare Bernstein-B�ezier-Kurven dritten Gradeskeine Freiheitsgrade.� planare Bernstein-B�ezier-Kurven dritten GradesZwei Freiheitsgrade: ��0 2 R0 \H1, ��1 2 R1 \H0.4.2 Grundidee und deren UmsetzungDie Grundidee f�ur das Ausw�ahlen einer L�osung ist, da� f�ur den zweiten und den vor-letzten Kontrollpunkt, wenn diese auf den Geradenyi + (�1)i�iri ; �1 > 0 ; i = 0; 1freigew�ahlt werden k�onnen, gelten soll:�i = arcn ; i = 0; 1wobei n der Grad der Bernstein-B�ezier-Kurve ist und arc eine gute N�aherung der Bo-genl�ange zwischen y0 und y1.Eine genaue Begr�undung f�ur dieses Vorgehen bleiben wir hier schuldig. Dieser Ansatzliegt jedoch auf der Hand, wenn man sich Kontrollnetze glatter Kurven ansieht. Das Kon-trollnetz schmiegt sich dann mit etwa gleichem Abstand zwischen den Kontrollpunktenan die Kurve an.Die Bogenl�ange n�ahern wir wie folgt an:arc = ky1 � y0k 1 + �0�1ky1 � y0k224 !Sind der dritte und der drittletzte Kontrollpunkt auf den Geradenyi + (�1)i�iri + 
ini; �i 2 IR; 
i = nn� 1�i�2ifrei w�ahlbar, so soll gelten:�i = 2 � arcnDies bedeutet f�ur die jeweiligen F�alle:� Bernstein-B�ezier-Kurven f�unften GradesDie vier freien Parameter werden nach dieser Grundidee eindeutig festgelegt.



4.3 Umsetzung in den F�allen (407), (408) und (409) 45� nicht planare Bernstein-B�ezier-Kurven vierten GradesAuf die F�alle (407), (408) und (409) gehen wir gleich gesondert ein.(405) Die Gerade R1 liegt echt parallel zum Pivot. Damit sind ~
1 und ~�1 durch denAbstand zwischen dem Pivot und R1 eindeutig bestimmt.~�0 kann frei gew�ahlt werden. ~
0 und ~�0 berechnen sich daraus.(406) Die Geraden R0, R1 und der Pivot liegen echt parallel zueinander. Damitsind ~
0 und ~�0 durch den Abstand zwischen dem Pivot und R0 und ~
1 und~�1 durch den Abstand zwischen dem Pivot und R1 eindeutig bestimmt.~�0 oder ~�1 kann noch frei gew�ahlt werden.Dies kann mithilfe der Bogenl�ange gemacht werden oder indem ~�0 = 12h(y1 �y0); r0i = 12u0 gesetzt wird.� planare Bernstein-B�ezier-Kurven vierten GradesF�ur (402), (403) und (404) kann genau nach der Grundidee verfahren werden, in-dem ~�0 = ~�1 = arc=4 gesetzt wird. ~
0 und ~�0 berechnen sich daraus.Bei (401) ist zu beachten, da� R0 und R1 parallel liegen.Deshalb mu� ~�0 > q3u14�0 (wenn u1 � 0) bzw. ~�1 > q�3u14�1 (wenn u1 < 0) gew�ahltwerden. ~�0 oder ~�1 k�onnen anhand der Bogenl�ange gew�ahlt werden.� nicht planare Bernstein-B�ezier-Kurven dritten Gradeskeine Freiheitsgrade.� planare Bernstein-B�ezier-Kurven dritten GradesIn den F�allen (311) bis (314) kann versucht werden, die Kontrollpunkte �b1 und �b2anhand der Bogenl�ange festzulegen. Es mu� jedoch darauf geachtet werden, ob dieKontrollpunkte auf diese Weise in der Menge R0 \ H1 bzw. R1 \ H0 liegen. Istdies nicht der Fall, dann setzt man ~�i gleich einem Faktor k (0<k< 1) mal demgr�o�tm�oglichen Wert, wenn der zul�assige Bereich f�ur �bi ein o�enes Intervall ist. Istder zul�assige Bereich f�ur �bi ein o�ener Strahl, so setzt man ~�i gleich einem Faktork (k>1) mal dem kleinstm�oglichen Wert.Im Fall (301) liegt alles fest.4.3 Umsetzung in den F�allen (407), (408) und (409)Bei diesen nicht planaren Bernstein-B�ezier-Kurven k�onnen ~�0 und ~�1 nicht unabh�angigvon einander gew�ahlt werden. Um die Grundidee umzusetzen, da� ~�i = arc=4 gew�ahltwird, setzen wir zun�achst beide ~�i = arc=4 und bestimmen auf dem Pivot die jeweils



46 4. Regularisierungdazugeh�origen mittleren Kontrollpunkte ~b2;0 und ~b2;1. Diese beiden Punkte werden dar-aufhin untersucht, ob sie in S liegen, und somit zul�assige mittlere Kontrollpunkte sind.Gegebenenfalls wird dann noch zwischen den beiden zul�assigen mittleren Kontrollpunk-ten der tats�achliche mittlere Kontrollpunkt ~b2 ausgew�ahlt.Au�erdem spielt es bei diesen F�allen eine Rolle, ob "r0 auf den Pivot zeigt\ und ob "r1vom Pivot weg zeigt\. In (408) ist mindestens eins davon nicht gegeben.4.3.1 Das Verhalten zwischen ~�0 und ~�1Zun�achst wollen wir das Verhalten zwischen ~�0 und ~�1 betrachten und daraus auch dieWertebereiche f�ur ~�0 und ~�1 bestimmen.Dazu setzen wir die beiden Darstellungen von ~b2 gleich:y0 + ~�0r0 + ~
0n0 = y1 � ~�1r1 + ~
1n1, ~�00BB@ 100 1CCA+ ~
00BB@ 010 1CCA = 0BB@ u0u1u2 1CCA� ~�10BB@ s0s1s2 1CCA+ ~
10BB@ t0t1t2 1CCA~�0 = u0 � ~�1s0 + ~
1t0, ~
0 = u1 � ~�1s1 + ~
1t10 = u2 � ~�1s2 + ~
1t2daraus folgt:~�1 = u2s2 + t2s2 ~
1 weil s2 6= 0:Und somit~�0 = u0 � �u2s2 + t2s2 ~
1� s0 + ~
1t0~
0 = u1 � �u2s2 + t2s2 ~
1� s1 + ~
1t1 ;Woraus folgt~�0 = u0s2 � u2s0s2 + t0s2 � t2s0s2 ~
1 = �s2 �  s2 ~
1~
0 = u1s2 � s1u2s2 + t1s2 � s1t2s2 ~
1 = �s2 � �s2 ~
1



4.3 Umsetzung in den F�allen (407), (408) und (409) 47mit � = u1s2 � u2s1; � = t2s1 � s2t1; � = u0s2 � u2s0;  = t0s2 � t2s0.Wegen der Bedingungen ~�0 = q 34�0 ~
0 und ~�1 = q 34�1 ~
1 folgt:~�0 = s 34�0 �s2 � �1�0 �s2 ~�12 bzw: ~�1 = s 34�1 �� � �0�1 s2� ~�02Da ~�0 und ~�1 beide gr�o�er Null gew�ahlt werden m�ussen, ergeben sich daraus f�ur ~�0 und~�1 in den einzelnen F�allen folgende De�nitionsbereiche:(407) wegen �s2 > 0 und �s2 � 0 gilt:~�0 > q 34�0 �s2 und ~�1 > 0und je gr�o�er ~�0 ist desto gr�o�er ist ~�1.(408) wegen �s2 > 0 und �s2 > 0 gilt:0 < ~�0 < q 34�0 �s2 und 0 < ~�1 < q 34�1 ��und je gr�o�er ~�0 ist desto kleiner ist ~�1.(409) wegen �s2 � 0 und �s2 < 0 gilt:~�0 > 0 und ~�1 > q 34�1 ��und je gr�o�er ~�0 ist desto gr�o�er ist ~�1.An den De�nitionsbereichen von ~�0 und ~�1 kann man nochmal erkennen, wie der zul�assi-ge Bereich f�ur ~b2, die Menge S, aussehen mu�. In (407) und (409) k�onnen ~�0 und ~�1 unddamit ~
0 und ~
1 unendlich gro� gew�ahlt werden. S ist ein o�ener Strahl. In (408) k�onnendiese Faktoren nur in einem o�enen Intervall gew�ahlt werden, S ist eine beidseitig o�eneStrecke.4.3.2 Auswahl des ~b2 in (407) und (409)Wir beschreiben die Menge S nun als:S = fbasepoint + � � pivotdirection; � > 0gdie Auswahl des mittleren Kontrollpunkts ~b2 beschr�ankt sich damit darauf, ein geeignetes� �nden.Hierbei ist basepoint jeweils der Rand von S, d.h.:basepoint := ( base1 = y1 � u2s2 r1 ; (407)base0 = y0 + ��r0 ; (409)



48 4. RegularisierungUnd pivotdirection berechnet sich wie folgt:Der Pivot liegt sowohl in P0 als auch in P1, damit ist er senkrecht zu �0 und �1 undseine Richtung ist somit �0��1. Damit dieser Vektor die richtige Orientierung bekommt,d.h. in die Halbebenen H0 und H1 zeigt, wird noch das Vektorprodukt mit n0 oder n1gebildet.pivotdirection := ( �0 � �1h�0 � �1; n1i ; (407)�0 � �1h�0 � �1; n0i ; (409)Um die m�oglichen Kontrollpunkte ~b2;0 und ~b2;1 zu bestimmen, die zu ~�0 = ~�1 = arc4geh�oren, m�ussen die dazugeh�origen � berechnet werden. Wir nennen diese �0 und �1 undf�ur sie gilt:�i = ~
i � hni; (basepoint� yi)ihni; pivotdirectioni ; i = 0; 1mit ~
i = 34�i �arc4 �2 ; i = 0; 1was aus der folgenden Skizze deutlich wird:
6 - �������������3��������ry0 r0n0 base0e e bPivot������������ ~
0pivotdirectionbase1~b2;0

Abbildung 12: Berechnung des �iAls ~b2 wird nun das ~b2;i ausgew�ahlt, zu dem das kleinere, positive �i geh�ort, also das ~b2;i,das in S n�aher am basepoint liegt.~b2 := basepoint + � � pivotdirection



4.3 Umsetzung in den F�allen (407), (408) und (409) 49mit � = 8>><>>: �0 ; �1 � 0�1 ; �0 � 0minf�0; �1g ; �0 > 0 und �1 > 0Wir verfahren so, um eine Kurve zu erhalten, die nicht zu sehr ausbricht. In den meistenF�allen gelingt dies auch auf diese Weise. Wir werden aber auch noch darauf zu sprechenkommen, wie man vorgehen kann wenn ein so gew�ahltes ~b2 "weit drau�en liegt\.Es ist noch anzumerken, da� in (407) �1 > 0 und in (409) �0 > 0 gilt, weil in (407)hn1; (basepoint � y1)i = 0 und in (409) hn0; (basepoint � y0)i = 0 ist. Dadruch ist dieExistenz eines ~b2 gesichert.Ist � = 0, so gibt es keine Abh�angigkeit zwischen ~�0 und ~�1. R0 liegt echt parallel zumPivot und somit ist~�0 = h(y1 � y0); �1ihn0; �1i = �s0t2 � s2t1und ~�1 > 0 kann frei gew�ahlt werden, der Grundidee folgend gleich arc4 . ~
1 und ~�1berechnen sich daraus.4.3.3 Auswahl des ~b2, wenn u2s2 < 0 oder �� < 0Ist u2s2 < 0, so "zeigt r0 vom Pivot weg\. ~b2 sollte also nicht zu nah an base0 gew�ahltwerden, da die Kurve sonst ausbricht. Ist �� < 0, so "zeigt r1 auf den Pivot\. ~b2 sollte alsonicht zu nah an base1 gew�ahlt werden, da die Kurve sonst auch hier ausbricht. Um solcheAusbrecher zu vermeiden, ver�andern wir die Auswahl des mittleren Kontrollpunkts ~b2wie folgt:Sei �� < 0 so w�ahle man~�0 = k � arc4 ; k > 1Damit wird ~b2;0 von base0 "weggeschoben\. Im Programm haben wir k = p2 gesetztund damit ~
0 verdoppelt. F�ur � soll dann gelten:� � �0woraus folgt:� = ( �1 ; �0 � 0�0 ; sonst



50 4. RegularisierungF�ur u2s2 < 0 verfahren wir �aquivalent, wobei f�ur � gilt:� = ( �0 ; �1 � 0�1 ; sonstIst �� < 0 und u2s2 < 0, so gilt f�ur �:� = maxf�0; �1g4.3.4 Auswahl des ~b2 in (408)Die Menge S ist in diesem Fall eine o�ene Strecke, deren Rand von base0 und base1gebildet wird. Deshalb kommen zum einen beide Punkte als basepoint in Frage, zumanderen mu� der De�nitionsbereich von � genau bestimmt werden. Wir w�ahlen base1als basepoint und damit auchpivotdirection := �0 � �1 � h�0 � �1; n1iF�ur � gilt damit0 < � < �max = hn1; (base0 � y1)ihn1; pivotdirectioni = hn1; (y0 + ��r0 � y1)ihn1; pivotdirectioniund damit wird S beschrieben durchbasepoint + � � pivotdirection; 0 < � < �maxIn diesem Fall ist die Auswahl eines ~b2 aber nicht so einfach. Denn wenn ~�0 = ~�1 = arc4gesetzt wird, kann es passieren, da� �0 < 0 und �1 > �max ist und somit keiner der ~b2;iin S liegt.Au�erdem gilt in (408) mindestens eine der beiden Ausagen "r0 zeigt vom Pivot weg\und "r1 zeigt auf den Pivot\. Ist also u2s2 < 0, so mu� ~b2 n�aher an base0 liegen, ist�� < 0, so mu� ~b2 n�aher an base1 liegen und ist u2s2 < 0 und �� < 0, so mu� ~b2 eher inder Mitte liegen. Um dies umzusetzen, verfahren wir wie folgt:� setze �0 = ( arc4 ; u2s2 > 0k�arc4 ; u2s2 < 0�1 = ( arc4 ; �� > 0k�arc4 ; �� < 0Man beachte, da� u2s2 6= 0 und �� 6= 0, sonst w�urden wir uns nicht in (408)be�nden.



4.4 Ber�ucksichtigung der Kr�ummungen 51� berechne ~
0, ~
1, �0 und �1� bestimme die zul�assigen �i� w�ahle das kleinere der zul�assigen �i als � aus. ist keines der beiden �i zul�assig, sosetze � = �max2� ist u2s2 < 0 und � < k1�max so setze � = k1�max� ist �� < 0 und � > k0�max so setze � = k0�max� ist u2s2 < 0 und �� < 0 und � < k0�max so setze � = k0�max� ist u2s2 < 0 und �� < 0 und � > k1�max so setze � = k1�maxDabei gilt 0 < k0 < k1 < 1.Auf diese Weise wird gew�ahrleistet, da�0 < � � k0�max ; u2s2 < 0 und �� > 0k0�max � � � k1�max ; u2s2 < 0 und �� < 0k1�max � � < �max ; u2s2 > 0 und �� < 0Im Programm haben wir k0 = 0; 25 und k1 = 0; 75 gew�ahlt.4.4 Ber�ucksichtigung der Kr�ummungenBis jetzt haben wir die gegebenen Kr�ummungen �0 und �1 bei der Auswahl einer geeig-neten Kurve nicht ber�ucksichtigt. Dies soll nun geschehen.Je gr�o�er �i ist desto gr�o�er ist auch 
i. Damit die mittleren Kontrollpunkte jedoch nichtzu sehr "ausbrechen\ wollen wir 
i nach oben beschr�anken. Dies soll aber nicht direktgeschehen, sondern �uber die Bogenl�ange. Dazu ver�andern wir die Absch�atzung f�ur dieBogenl�ange ein wenig, damit wir diese bez�uglich der Daten an y0 unabh�angig von denDaten an y1 bestimmen k�onnen { und umgekehrt.arci = ky1 � y0k 1 + �2i ky1 � y0k224 ! ; i = 0; 1Wir wollen nun zwischen "guten Daten\ und "schlechten Daten\ an yi unterscheiden,die mit unterschiedlichen Strategien behandelt werden sollen.De�nition 4.1 (Gute Daten, schlechte Daten) Man w�ahle ein K > 1. Die Datenan y0 nennen wir schlechte Daten, wenn �0ky1� y0k > K. Die Daten an y1 nennen wirschlechte Daten, wenn �1ky1 � y0k > K. Ansonsten nennen wir sie gute Daten.



52 4. RegularisierungIm Programm habe wir K = 4 gew�ahlt.Anschaulich bedeutet das folgendes: Durch �i ist der Kr�ummungsradius Ri = ��1i gege-ben. Eine Kurve, die das G2{Hermite{Interpolationsproblem l�osen soll, hat in yi einenKontakt der Ordnung 2 zu dem in Pi liegendem Kreis mit dem Radius Ri und dem Mit-telpunkt ci = yi + Rini. Je gr�o�er die Kr�ummung ist, desto kleiner ist dieser Kreis. Dawir eine Kurve ausw�ahlen wollen, die nicht zu sehr "ausbricht\, verlangen wir von ihr,da� sie in einem Kreis mit dem Radius KRi um yi bleibt. Liegt z.B. y1 weiter entferntvon y0 als KR0, so sprechen wir von schlechten Daten an y0. Man kann anschaulich auchdavon sprechen, da� die Kurve wegen der gro�en Kr�ummung so stark ausbricht, da� y1nicht mehr erreicht werden kann.F�ur gute Daten regularisieren wir genau so, wie es bisher in diesem Kapitel vorgestelltwurde. Dadurch haben wir ein gutes Approximationverhalten bei dichten Datens�atzen.F�ur schlechte Daten regularisieren wir so, da� wir ein gutes asymptotisches Verhaltenhaben, wenn die Kr�ummung gegen unendlich geht. Dies geschieht dadurch, da� dieKontrollpunkte bei gro�en Kr�ummungen n�aher an y0 bzw. y1 geschoben werden. Dasf�uhrt dazu, da� die resultierende Kurve bei gro�en Kr�ummungen an y0 und y1 fast einegerade Linie ist und scharfe Knicke bei y0 und y1 hat. Die resultierende Kurve kannso nicht ausbrechen. Das durch die Eingangsdaten erzungene problematische Vrehaltenwird zu Lasten der lokalen Kr�ummung an den Endpunkten bereinigt.Wir machen dies, indem wir in den Absch�atzung f�ur die Bogenl�ange bei schlechten Daten�iky1 � y0k = K setzen.Die Regularisierung sieht dann f�ur Bernstein{B�ezier{Kurven f�unften Grades wie folgtaus: gute Daten (�iky1 � y0k < K):�i = arci5 ; �i = 2 � arci5 ; 
i = arc2i�i20 ; i = 0; 1schlechte Daten (�iky1 � y0k � K):c := K�i  1 + K224 ! ; i = 0; 1�i = c5 ; �i = 2c5 ; 
i = c2�i20 ; i = 0; 1



4.4 Ber�ucksichtigung der Kr�ummungen 53Hierbei ist anzumerken, da� �i als Funktion von �i stetig ist.�i = 8><>: ky1�y0k5 �1 + �2i ky1�y0k224 � ; �i < Kky1�y0kK5�i �1 + K224 � ; �i � Kky1�y0kDenn �i = Kky1�y0k eingesetzt ergibt in beiden F�allen�i = ky1 � y0k5  1 + K224 !Wir wollen auch noch die obere Schranke von 
i angeben:
i � Kky1 � y0k20  1 + K224 !2Dieses ergibt sich durch Einsetzen.Bei der Regularisierung von Bernstein{B�ezier{Kurven vierten Grades kann man die Da-ten an y0 und die Daten an y1 nicht unabh�angig voneinander gut oder schlecht nennen,da ~
0 und ~
1 im nicht planaren Fall voneinander abh�angig sind (siehe 4.3.1). Da wiraber, unserer bisherigen Regularisierungs{Strategie folgend, zun�achst die voneinanderunabh�angigen Punkte ~b2;0 und ~b2;1 auf dem Pivot berechnen, k�onnen wir auch im Gradvier die Daten an y0 und y1 voneinander unabh�angig gut oder schlecht nennen.Bei den planaren F�allen besteht eine Abh�angigkeit zwischen ~
0 und ~
1 nur in (401).Auch dort k�onnen wir die Daten an y0 und y1 voneinander unabh�angig gut oder schlechtnennen, mit dem Unterschied, da� zwischen zwei Geraden ausgew�ahlt werden mu�, aufdenen dann ~b2 festgelegt werden mu�. Bei den anderen planaren F�allen ist ~
0 unabh�angigvon ~
1.Die Regularisierung sieht nun f�ur Bernstein{B�ezier{Kurven vierten Grades wie folgt aus:gute Daten (�iky1 � y0k < K):~�i = arci4 ~
i = arc2i�i12schlechte Daten (�iky1 � y0k � K)c := K�i  1 + K224 !~�i = c4 ~
i = c2�i12



54 4. RegularisierungAuch hier ist ~�i als Funktion von �i stetig und f�ur ~
i gilt:~
i � Kky1 � y0k12  1 + K224 !2Mit diesen ~�i und ~
i m�ussen jetzt noch, wie dies in (4.2) und (4.3) beschrieben ist, ~b2;0und ~b2;1 bestimmt, ein ~b2 ausgew�ahlt und die tats�achlichen Kontrollpunkte ~b1 und ~b3berechnet werden.Bei Bernstein{B�ezier{Kurven dritten Grades ist keine weitere Regularisierung aufgrundeiner zu gro�en Kr�ummung n�otig. In den F�allen (301) und (315) ist sowieso alles festge-legt und in den anderen F�allen werden gro�e Kr�ummungen dadurch ausgeglichen, da�die zugeh�origen Gewichte klein werden.4.5 ~b2 zu weit drau�enTrotz aller bisherigen Regularisierungen kann es bei den nicht planaren Bernstein{B�ezier{Kurven vierten Grades immer noch passieren, da� der Abstand zwischen y0 und~b2 oder der Abstand zwischen y0 und ~b2 sehr gro� ist. Dies liegt daran, da� wir nur ~
inach oben beschr�ankt haben, ~�i aber nicht. Wir werden deshalb ein Kriterium de�nie-ren, wann ~b2 "zu weit drau�en\ liegt und aufzeigen, wann es m�oglich ist ein neues ~b2 zuw�ahlen, das n�aher an y0 und y0 liegt.De�nition 4.2 Man w�ahle ein d > 1. Wir sagen, da� ~b2 zu weit drau�en liegt, wennk ~b2 � y0k � dky1 � y0k oder k ~b2 � y1k � dky1 � y0k.Im Programm haben wir d = 1; 5 gew�ahlt.F�ur den Fall, da� ~b2 zu weit drau�en liegt, ist auszuloten, ob ~b2 neu gew�ahlt werdenkann, so da� es n�aher an y0 und y1 liegt. Dazu berechnen wir zun�achst die Punkte aufdem Pivot, die den minimalen Abstand zu y0 bzw. zu y1 haben. Wir nennen diese Punktemin0 und min1 und berechnen sie wie folgt:min0 = ( y0 + �� hr0; �0 � (�0 � �1)i�0 � (�0 � �1) ; � 6= 0y0 + �n0 ; � = 0min1 = ( y1 � u2s2 hr1; �1 � (�0 � �1)i�1 � (�0 � �1) ; s2 6= 0y1 � ust2 n1 ; s2 = 0Liegt ~b2 nicht zwischen min0 und min1, so k�onnen die Abst�ande k ~b2� y0k und k ~b2� y1kdadurch verringert werden, da� ~b2 n�aher an das n�achstgelegene mini geschoben wird.



4.6 �Uberg�ange zwischen den F�allen 55Weitere Aussagen �uber die M�oglichkeiten, ~b2 neu zu w�ahlen, wenn es zu weit drau�enliegt, wollen wir hier nicht tre�en. Denn es sind noch viele Konstellationen denkbar,die noch nicht vollst�andig untersucht worden sind. Folgendes w�are n�amlich noch zubeachten:� Liegen min0 und min1 in S oder nicht ?� Wie kann ein besseres ~b2 gew�ahlt werden, wenn das bisher gew�ahlte ~b2 zwischenmin0 und min1 liegt ?� Ist es immer sinnvoll, ~b2 m�oglichst nah an y0 und y1 zu w�ahlen ?Auch wenn ~b2 eindeutig besser gew�ahlt werden kann, mu� dieses neue ~b2 nochmal daraufuntersucht werden, ob es nicht zu weit drau�en liegt. Im Zweifelsfall sollte immer dazu�ubergegangen werden, das Problem mit einer Kurve f�unften Grades zu l�osen.4.6 �Uberg�ange zwischen den F�allenEs w�are w�unschenswert, wenn die L�osungen des G2{Hermite{Interpolationsproblemsstetig von den Eingangsdaten abhingen. Dies ist aber nicht machbar, wenn wir dasProblem mit einer Kurve mit m�oglichst geringem Grad l�osen wollen und polynomialeKurven rationalen Kurven vorziehen. Dies liegt haupts�achlich an der unterschiedlichenZahl der Freiheitsgrade bei den unterschiedlichen M�oglichkeiten der Gradreduzierung.So ist im r�aumlichen Grad 3 Fall (315) alles eindeutig festgelegt, w�ahrend wir in (505)vier Freiheitsgrade haben. Wir betrachten nun den �Ubergang zwischen diesen beidenF�allen:Es sei ein (315)-Fall gegeben, bei dem die Menge S auf dem Pivot sehr klein ist. DieKontrollpunkte �b1 und �b2 liegen dicht beieinander. Das hei�t � ist vom Betrag klein unddamit die �au�eren Gewichte gro� und die inneren Gewichte klein. Die Kurve ist damitfast eine gerade Linie zwischen y0 und y1. Dreht man eins der Frenet{Dreibeine ein wenigum �0 bzw. �1, so da� � das Vorzeichen wechselt, so be�nden wir uns im Fall (505) underhalten mit der vorgestellten Regularisierung eine sch�one glatte Kurve.



56
5. ProgrammIm Verlauf dieser Diplomarbeit ist ein C-Programm entstanden, das gegebene G2{Dateneinliest, �uberpr�uft in welchem Fall man sich be�ndet und eine Kurve berechnet, diedas Problem l�ost. Daf�ur wird der Algorithmus zur Bestimmung des kleinsten m�oglichenGrades aus Kapitel 2.8, der L�osungsalgorithmus aus Kapitel 3.4 und die Regularisierung,wie sie in Kapitel 4 beschrieben ist, benutzt. Das Programm berechnet die Kurvenpunkte,die in Dateien ausgegeben werden, damit die Kurve dann mit GNUPLOT geplottetwerden kann.In diesem Kapitel werden die wichtigsten Elemente dieses Programms beschrieben. Daskomplette Programm ist im Anhang aufgelistet.5.1 GrundaufbauEs stehen zwei M�oglichkeiten zur Verf�ugung, das Programm zu nutzen. Zum einen kannin singlemain eine G2{Hermite{Interpolation zwischen zwei Punkten durchgef�uhrt wer-den. Zum anderen wird in lissajousmain eine Lissajous-Kurve berechnet, in Teilst�uckezerlegt und anhand der Daten an den Enden der Teilst�ucke jeweils eine G2{Hermite{Interpolation durchgef�uhrt. Dieser Teil des Programmes diente und dient in erster Liniedazu, das Programm auf seine Funktionsf�ahigkeit zu testen. Zu Beginn des Programmswird abgefragt, ob ein lissajous- oder ein single{Fall behandelt werden soll.Bevor wir den Ablauf beschreiben, stellen wir die Strukturen vor, in denen die n�otigenDaten gespeichert werden:� Dataenth�alt die Daten des Frenet{Dreibeins an yi: yi, ri, ni, �i, �i (i = 0; 1) und paramden Parameter der Lissajous{Kurve, der zu yi geh�ort.� Workenth�alt die Daten, die beim Gradbestimmungs{Algorithmus (siehe Kapitel 2.8)berechnet werden: ui, si, ti (i = 0; 1); (y1 � y0), ky1 � y0k, �, �, �, �, � und �au�erdem degree, rational und case, um den Fall zu speichern, den der Algo-rithmus ergeben hat, �1 als Kopie und fct als Zeiger auf die Funktion, mit der dasTeilst�uck ausgewertet werden soll.



5.1 Grundaufbau 57� CPenth�alt die Kontrollpunkte und Gewichte der Bernstein{B�ezier{Kurve: bi, wi (i =0; : : : ; 6) und plotfile als Zeiger auf die Datei, in die die Kurvenpunkte geschrie-ben werden.� Pieceenth�alt Zeiger auf die Strukturen, in denen die Daten des auszuwertenden Teilst�uckssind: left ist der Zeiger auf die Daten des Frenet{Dreibeins an y0, right ist derZeiger auf die Daten des Frenet{Dreibeins an y1, work ist der Zeiger auf die zu-geh�orige Struktur Work und next ist bei Lissajous{Kurven der Zeiger auf dasn�achste Teilst�uck und dessen in einer Struktur Piece gespeicherten Daten.� Cclassdient dazu, die Anzahl der jeweiligen F�alle zu bestimmen.5.1.1 Der Ablauf von singlemain� Der Dateiname der Eingangsdaten mu� eingegeben werden.� F�ur die Strukturen p, left, right, work und cp wird Speicherplatz bereitgestelltund die zum sp�ateren Plotten n�otigen Dateien werden ge�o�net.� In read_data werden die Daten y0, y1, r0, r1, �0, �1, �0, �1 eingelesen.� In calc_work werden die f�ur den Gradbestimmungs{Algorithmus ben�otigten Da-ten berechnet.� In decision wird anhand des Gradbestimmungs{Algorithmus festgesetellt, wel-cher Fall vorliegt und der Zeiger fct auf die jeweilige Auswertungsfunktion gesetzt.� In plot_data werden die Ausgangsdaten zum sp�ateren Plotten in Dateien ausge-geben.� Mit eval((void (*)(Piece*))p->work->fct, p) wird die Funktion aufgerufen,die f�ur diesen Fall eine Kurve berechnet und die Kurvenpunkte zum sp�aterenPlotten in eine Datei schreibt.� Zum Schlu� werden die bereitgestellten Speicherpl�atze wieder freigegeben und diePlotdateien wieder geschlossen.Abbildung 13 zeigt das Ergebnis von singlemain.



58 5. Programm

Abbildung 13: G2{Hermite{Interpolation zwischen zwei Punkten5.1.2 Der Ablauf von lissajousmainHier geben wir zun�achst die Parameterdarstellung der Lissajous{Kurve an:f(t) = 0BB@ sinm0tsinm1tsinm2t 1CCA ; t 2 (0; 2�) ; mi 2 ZZ ; i = 0; 1; 2Wir haben also eine Schwingung in jede der drei Achsenrichtungen, wobei mi die Anzahlder Schwingungen in diese Richtung w�ahrend eines Umlaufs angibt. Diese Kurve teilenwir nun in n Abschnitte, die wir dann als G2{Hermite{Interpolationsproblem betrachtenwollen. Wegen kf 00(0)k = 0 sollte f(0) nicht als ein solches Abschnittsende gew�ahlt wer-den, da dort die Kr�ummung gleich Null ist. Im Programm w�ahlen wir deshalb folgendeAbschnittsenden:f  2�k+n + 0; 1! ; k = 0; : : : ; n� 1Nun kommen wir aber zum Ablauf:� Die Werte f�ur n, m0, m1 und m2 m�ussen eingegeben werden.� Die zum sp�ateren Plotten n�otigen Dateien werden ge�o�net.� F�ur jedes Teilst�uck werden folgende Schritte durchgef�uhrt:{ F�ur die Strukturen p, right, work und cp wird Speicherplatz bereitgestellt.{ Beim erste Teilst�uck wird zus�atzlich f�ur die Struktur left Speicherplatz be-reitgestellt, mit get_data die Daten des Frenet{Dreibeins am Anfangspunkt



5.1 Grundaufbau 59dieses Teilst�ucks berechnet und der Zeiger pstart auf die Piece-Struktur mitden Daten dieses Teilst�ucks gesetzt.{ Bei den anderen Teilst�ucken wird in der Piece-struktur des vorhergehendenTeilst�ucks der Zeiger next auf die Piece-Struktur des aktuellen Teilst�ucksgesetzt. Der Zeiger left, der auf die Daten des Frenet{Dreibeins an y0 desaktuellen Teilst�ucks zeigen soll, wird auf die Data-Struktur mit den Frenet{Dreibein{Daten f�ur y1 des vorherigen Teilst�ucks gesetzt. So m�ussen diese Da-ten nicht nochmal unn�otigerweise berechnet werden.{ Bei allen Teilst�ucken werden nun die Frenet{Drebein{Daten an y1 berechnetund in der Data-Struktur right gespeichert.{ Wie in singlemain werden nun die Funktionen calc_work, decision, undeval((void) (*)(Piece*))p->work->fct, p) aufgerufen.{ Zus�atzlich werden die Plotdaten des Originalkurvenst�ucks in eine Datei ge-schrieben.� In cclass wird die Anzahl der jeweiligen F�alle bestimmt und die bereitgestelltenSpeicherpl�atze wieder freigegeben� Zum Schlu� werden die Plotdateien wieder geschlossen.
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Abbildung 14: G2{Hermite{Interpolation bei Lissajous{KurvenAbbildung 14 zeigt das Ergebnis von lissajousmain.



60 5. Programm5.2 RegularisierungMit eval((void) (*)(Piece*))p->work->fct, p) wird die Regularisierung des ge-stellten G2{Hermite{Problems gestartet. Hiermit wird bewirkt, da� beispielsweise f�urden Fall (315) die Funktion eval315 aufgerufen wird. Auf diese Weise gibt es f�ur jedenFall eine Funktion, die die freien Parameter, wie in Kapitel 4 beschrieben, geschicktw�ahlt und die Kontrollpunkte und ggf. die Gewichte, wie dort oder in Kapitel 2.8 be-schrieben, berechnet. Hiermit werden in plot_3, plot_4 oder plot5 die Kurvenpunkteder ermittelten Bernstein{B�ezier{Kurve berechnet und in Plotdateien geschrieben.Au�erdem werden in pcheck die errechneten Kontrollpunkte und Gewichte daraufhinuntersucht, ob sie die in Satz 2.9 bzw. 2.11 beschriebenen Eigenschaften erf�ullen.Im lissajous-Fall werden bei den nicht planaren F�allen vierten Grades die Frenet{Dreibein{Daten der Abschnittsenden in eine zus�atzliche Datei geschrieben und das Pro-gramm angehalten. Dies bietet die M�oglichkeit, das Programm neu zu starten und dasTeilst�uck mit singlemain genauer zu betrachten.Es ist noch anzumerken, da� das Programm zum jetzigen Zeitpunkt die Unterscheidungzwischen guten Daten und schlechten Daten an y0 und y1 nicht unabh�angig voneinandermacht. Stattdessen wird das ganze Teilst�uck bzw. das gegebene G2{Hemite{Problem alsgut oder schlecht bewertet. Dies geschieht bei der Berechnung der Bogenl�ange in derFunktion arclength.5.2.1 Regularisierung der F�alle (407), (408) und (409)Wie auch schon in Kapitel 4 wollen wir auf diese F�alle genauer eingehen. Die Regulari-sierung dieser F�alle �ndet in regularize4 statt. Dort wird wie folgt vorgegangen:� Die Pivotrichtung wird berechnet: pdir.� Die Abst�ande zwischen yi und basei ; i = 0; 1 werden berechnet: a0 und a1.� Die basepoints werden berechnet: base0 und base1.� Die Faktoren hni; �0 � �1i ; i = 0; 1 werden berechnet: p0, p1.� Die endg�ultige Pivotrichtung wird anhand der Vorzeichen von p0 und p1 bestimmt:pgen*pdir.� Durch Aufruf der Funktion arclength wird die Bogenl�ange arc berechnet undentschieden, ob gute oder schlechte Daten vorliegen.



5.3 Bemerkungen zum Programm 61� �i wird festgelegt: alpha0 und alpha1; 
i und deltai werden berechnet: gamma0,gamma1, deltar0 und deltar1.� In dem durch choose delta gekennzeichneten Abschnitt wird � ausgew�ahlt, wiees in Kapitel 4 beschrieben wurde: delta.� Der mittlere Kontrollpunkt ~b2 wird berechnet: b2.� In dem durch far out control gekennzeichneten Abschnitt wird kontrolliert, ob~b2 zu weit drau�en liegt. Vorher werden die Punkte auf dem Pivot berechnet,die den geringsten Abstand zu y0 bzw. y1 haben: pivleft und pivright. DiesePunkte werden darauf untersucht, ob sie zul�assige (feasible) Punkte f�ur einenmittleren Kontrollpunkt sind. Sind beide Punkte nicht zul�assig, so k�onnen wir inden F�allen (407) und (409) die Abst�ande zwischen y0 und ~b2 und zwischen y1 und~b2, indem � kleiner gew�ahlt wird. Dies wird gemacht, wenn der bisherige mittlereKontrollpunkt zu weit drau�en lag. Der jetzt gew�ahlte mittlere Kontrollpunktwird schlie�lich daraufhin untersucht, ob er zu weit drau�en liegt. Ist dies der Fall,so wird das vorliegende G2{Hermite{Problem mit einer Kurve f�unften Grades inregularize5 gel�ost.� Abschlie�end werden die endg�ultigen Faktoren �i und 
i ; i = 0; 1 berechnet.5.3 Bemerkungen zum ProgrammDas vorliegende Programm wurde mit zerlegten Lissajous{Kurven und weiteren extrakonstruierten G2{Hermite{Interpolationsproblemen ausgiebig getestet. Dabei wurden imNormalfall sehr gute Ergebnisse erzielt.Bei Raumkurven sto�en wir dabei meistens auf den Fall (315), in dem es keine freienParameter gibt. Die F�alle (407), (408) und (409) kommen dagegen seltener vor. AndereF�alle, so auch der Fall (505), m�ussten speziell konstruiert werden.Verbesserungen sind insbesondere im Bereich far out control vorstellbar. Dabei solltejedoch eine genaue Betrachtung von Aufwand und Nutzen angestellt werden.
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Zusammenfassung und AusblickDiese Arbeit liefert die Methoden zur L�osung eines G2{Hermite{Interpolationsproblemsbei Raumkurven. Mit der beschriebenen Regularisierung wird in allen F�allen eine Kurvebestimmt, die das Problem l�ost. Das vorgestellte Programm f�uhrt diese Regularisierungdurch.Es ist damit ein Werkzeug gegeben, da� in den meisten F�allen zu sehr guten Ergebnissenf�uhrt.Es sind aber auch Fragen nur gestreift worden oder o�en geblieben. So sollten beispiels-weise die �Uberg�ange zwischen den F�allen noch genauer beleuchtet werden:� Welche F�alle gehen ineinander �uber ?� Welche dieser �Uberg�ange sind stetig und welche nicht ?� Wie k�onnen nicht stetige �Uberg�ange gegl�attet werden ?� Wie sind insbesondere die �Ubergange zwischen planaren und echten IR3{F�allenbescha�en ?In diesem Zusammenhang k�onnte eine Art Landkarte erstellt werden, die s�amtliche�Uberg�ange beschreibt.Desweiteren kann die Strategie, die angewendet wird, wenn ~b2 zu weit drau�en liegt,noch verfeinert werden.Auch die Konstanten, die im Programm gew�ahlt werden k�onnen noch auf eine Optimie-rung hin untersucht werden.M�oglicherweise erwecken ja die hier aufgeworfenen Fragen das Interesse anderer.
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Symbolverzeichnishv; wi Skalarprodukt zweier Vektoren v; w 2 IRdkvk2 := qhv; vi Euklidische Norm im IRdv � w Vektorprodukt zweier Vektoren v; w 2 IR3yi, i = 0; 1 Interpolationspunkteri, krik2 = 1 Tangenteneinheitsvektorni, knik2 = 1, ni ? ri Hauptnormalenvektor�i = ri � ni Binormalenvektor�i 2 IR>0 Kr�ummungx : [a; b]! IRd Parameterdarstellung einer Kurvebj 2 IRd, j = 0; : : : ; n Kontrollpunkte einer Bernstein{B�ezier{Kurvewj 2 IR>0, j = 0; : : : ; n Gewichte einer rationalen Bernstein{B�ezier{KurveB(n)j , j = 0; : : : ; n Bernstein{Polynome n{ten Grades �uber dem Intervall [a; b]BB[b0; : : : ; bn] Polynom n{ten Grades in Bernstein{B�ezier{DarstellungRB[w0; b0; : : : ; wn; bn] Rationale Kurve n{ten Grades in Bernstein{B�ezier{Darstellung
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