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1. Einleitung

Beim computerunterstiitzten Konstruieren, englisch Computer Aided Design (CAD), er-
gibt sich oft das Problem, dafl Punkte gegeben sind und eine moglichst einfache Kurve
gesucht wird, die durch diese Punkte verlauft und an diesen Punkten eventuell noch
einige Daten, wie vorgegebene Tangentenrichtungen annimmt. Dieses Problem der In-
terpolation von Daten wird seit ldngerer Zeit untersucht. Es hat sich herausgestellt, dafl
Kurven in Bernstein—-Bézier—Darstellung sehr gut dazu geeignet sind, solche Probleme
zu 16sen.

Wenn aufler den Punkten noch Ableitungen vorgegeben werden, spricht man allge-
mein von Hermite—Interpolation. Dabei werden in der Praxis meist nur die erste und
die zweite Ableitung beriicksichtigt, weil hohere Ableitungen den Aufwand im Ver-
gleich zum visuellen Ergebnis iiberméfiig vergrofiern. Die Interpolationsaufgabe wird
als G*~Hermite-Interpolation (friither GC*) bezeichnet, wenn fiir die Ableitungen geo-
metrische Groflen genommen werden, wobei £ die Ordnung der Ableitung ist.

Wir werden in dieser Arbeit den dreidimensionalen Raum IR? betrachten, d.h. die Punk-
te, die geometrischen Daten und auch die interpolierenden Kurven liegen im IR®. Hierin
eingeschlossen ist auch die Moglichkeit, dafi alle Ausgangsdaten in einer Ebene liegen.
Wir sprechen dann vom planaren Fall.

Kapitel 2 liefert die schon vorher bekannten Grundlagen und fiihrt die benétigten Be-
griffe ein. Wir definieren, was Kurven in Parameterdarstellung sind und geben an wie
der Tangenteneinheitsvektor, der Hauptnormalenvektor und der Binormalenvektor an ei-
nem Punkt der Kurve berechnet werden. Mit diesen Vektoren wird ein Frenet—Dreibein
gebildet. Desweiteren definieren wir geometrische Stetigkeit anhand der Beriihrordnung
zweier Kurven und fiihren G'- und G?-Hermite-Interpolation ein. Weil letztere, wie wir
zeigen werden, lokal betrachtet werden kann, geniigt es, die G?>-Hermite-Interpolation
zwischen zwei Punkten zu behandeln.

Auflerdem fiithren wir in diesem Kapitel die Darstellung von Kurven in Bernstein—
Bézier-Darstellung ein und geben deren wichtigste Eigenschaften an. Wir unterscheiden
dabei zwischen polynomialen und rationalen Kurven und beweisen, dafl das gegebe-
ne Zwei-Punkt—G2-Hermite-Interpolationsproblem mit einer Bernstein—Bézier—Kurve
fiinften Grades losbar ist.



2 1. Finleitung

Der Grad der Kurve kann jedoch meistens reduziert werden. Unter welchen Bedingun-
gen eine Gradreduzierung moglich ist, wurde ausfiihrlich in der Arbeit von C. Schiitt
[Schiitt 95] behandelt. Darin wurde die Lage des Frenet-Dreibeins am Endpunkt des
G?-Hermite-Interpolationsproblems zum Frenet-Dreibein am Anfangspunkt untersucht.
Diese Betrachtungen miindeten in einem Algorithmus, der den kleinst moglichen Grad
bestimmt und polynomiale Kurven rationalen vorzieht. Diesen Algorithmus stellen wir
am Ende diese Kapitels dar und numerieren die 20 verschiedenen Fille durch.

Im dritten Kapitel betrachten wir das Problem der Gradreduzierung geometrisch. Dazu
geben wir an, in welchen Bereichen sich die sechs Kontrollpunkte einer Bernstein—Bézier—
Kurve fiinften Grades befinden diirfen. Fiir den zweiten und den vorletzen Kontrollpunkt
ist dieser Bereich ein Strahl, der vom Anfangspunkt in bzw. vom Endpunkt entgegen
der jeweiligen Tagentialrichtung ausgeht. Fiir den dritten und den drittletzten ist dieser
Bereich eine offene Halbebene, die vom jeweiligen Tangentialvektor und Hauptnorma-
lenvektor (in positiver Richtung) am Anfangs- bzw. Endpunkt aufgespannt wird. Das
Problem der Gradreduzierung werden wir auf das Schneiden dieser Mengen reduzieren.
So besteht die Moglichkeit, das Interpolationsproblem mit einer Kurve vierten Grades
zu losen genau dann, wenn die Bereiche fiir den dritten und den vierten Kontrollpunkt
eine nichtleere Schnittmenge haben und der Grad drei ist genau dann mdoglich, wenn
die Bereiche des zweiten und des vierten Kontrollpunkts und die Bereiche des dritten
und fiinften Kontrollpunkts jeweils nichtleere Schnittmengen haben. Die so entstandenen
Schnittmengen sind die Bereiche fiir die neuen Kontrollpunkte. Wir fithren dies exem-
plarisch an einigen Fillen vor und gehen dabei besonders auf die ,echten* IR*-Fille
ein.

Das Kapitel schliefit mit einer Betrachtung zu Symmetrien zwischen den Féllen und
einer alternativen FEinteilung der Fille, bei der wir die Form der Schnittmengen zu
Grunde legen und so auf neun verschiedene Félle kommen. Auflerdem geben wir einen
Algorithmus an, mit dem Kurven zur Lésung des G?-Hermite-Interpolationsproblems
bestimmt werden kénnen. Dieser Algorithmus enthélt jedoch noch Freiheitsgrade.

Wie man diese Freiheitsgrade geschickt wéhlen kann, zeigen wir in Kapitel 4. Die Grund-
idee unserer Regularisierung ist dabei, den Abstand zwischen dem ersten und dem zwei-
ten und zwischen dem letzten und dem vorletzten Kontrollpunkt gleich der Bogenlédnge,
geteilt durch den Grad der Kurve, zu setzen. Uneingeschrinkt kann dies jedoch nur
bei Kurven fiinften Grades und im planaren Fall bei Kurven vierten Grades umgesetzt
werden. Deshalb gehen wir auf die hdufig vorkommenden Raumkurven vierten Grades
genauer ein.



Bei diesen Kurven ist der mittlere Kontrollpunkt auf einer Geraden zu wihlen. Dabei
ist darauf zu achten, dafl dieser Kontrollpunkt nicht zu weit vom Anfangs- und vom
Endpunkt entfernt liegt. Wir stellen eine Strategie vor, wie dieses umgesetzt werden kann
und gehen auf mogliche Probleme ein, wobei wir speziell die gegebenen Kriimmungen
beriicksichtigen. Am Ende dieses Kapitels gehen wir noch auf die Ubergiéinge zwischen
den Fillen ein.

Im fiinften Kapitel stellen wir ein in der Programmiersprache C geschriebenes Compu-
terprogramm vor, das die Uberlegungen dieser Arbeit umsetzt. Es liest die G>-Daten
ein oder berechnet diese an einer vorgegebenen Kurve, mit der die Ergebnisse verglichen
werden sollen, iiberpfriift, in welchem Fall man sich befindet, wéhlt die freien Parameter,
berechnet eine Kurve, die das Problem 16st und gibt die Kurvenpunkte zum spiteren
Plotten mit GNUPLOT in Dateien aus. Das Programm ist im Anhang aufgelistet.

Fiir die Vergabe des interessanten Themas und die hervorragende Betreuung bei der
Erstellung der Arbeit danke ich Herrn Prof. Dr. Robert Schaback. Auflerdem danke ich
meinen Eltern fiir ihre Unterstiitzung {iber die ganzen Jahre und all den Menschen,
die mich immer wieder aufgemuntert haben, weiterzumachen, insbesondere Svenja, Ulli,

Rolf und Regina.



2. Grundlagen

Die im weiteren Verlauf der Arbeit benétigten Begriffe werden in diesem Kapitel vorge-
stellt und einige ihrer Eigenschaften hergeleitet.

2.1 Kurven

In der Mathematik kann man Kurven auf zwei Weisen definieren: als Abbildungen oder
als Bilder von Abbildungen. Im Computer Aided Design betrachtet man vor allem Bilder,
weswegen wir hier die zweite Form der Definition benutzen.

Definition 2.1 Fine Kurve in Parameterdarstellung bzw. (parametrisierte) Kurve im
IR? ist das Bild eines reellen Intervalls unter einer stetigen, lokal injektiven Abbildung.

Bezeichnen wir die Kurve mit K, das Intervall mit D und ist f die Abbildung, so ist
K = f(D)

und fiir alle Kurvenpunkte y € K gilt y = f(t) fiir ein ¢ € D. Dabei ist ¢ der zu y
gehorende Parameter. Die Funktion f heifit Parameterdarstellung und das Intervall D
Parameterbereich der Kurve. Die Parameterdarstellung f ist eine vektorwertige Funktion
des Intervalls D in den IR¢, d.h. jede Komponente von f ist eine skalare Funktion, die D
in die reellen Zahlen abbildet. Ist die Parameterdarstellung einmal stetig differenzierbar,
dann bezeichnen wir die Ableitung als Tangentialvektor. Die Parameterdarstellung heif3t
requldr, wenn sie mindestens einmal stetig differenzierbar ist und ihr Tangentialvektor
nirgends gleich dem Nullvektor ist. Besitzt eine Kurve eine reguldre Parameterdarstel-
lung, so nennen wir die Kurve selbst reguldr. Im folgenden werden nur reguldre Kurven
betrachtet, weil nichtreguldre Kurven Spitzen haben kénnen, in denen der Tangential-
vektor notwendig verschwindet. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 2.2 (Neilsche Parabel) Wir untersuchen die Kurve mit der Parameterdar-
stellung

ft) = (;)
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Abbildung 1: Neilsche Parabel

Sie ist zwar unendlich oft differenzierbar, hat aber wegen

a0 = (¢

in f(0) einen singuldren Punkt, der gleichzeitig eine Spitze ist. Diese Kurve ist in Ab-
bildung 1 dargestellt.

Dieses Beispiel zeigt, daf} fiir das ,,schone* Aussehen einer Kurve Regularitiat wichtiger
ist als Differenzierbarkeit alleine. Hat eine Kurve eine hinreichend oft differenzierbare
Parameterdarstellung, so nennen wir sie glatt.

Eine Abbildung ¢ bezeichnen wir als Parametertransformation, wenn sie eine Parameter-
darstellung f in eine Parameterdarstellung f o ¢ tiberfiihrt. Eine Parametertransforma-
tion heifit reguldr, wenn sie einmal stetig differenzierbar ist und ihre Ableitung nirgends
verschwindet. Sie ist orientierungserhaltend, wenn sie monoton steigend ist. Eine einmal
stetig differenzierbare Parametertransformation ist genau dann orientierungserhaltend,
wenn ihre Ableitung iiberall nicht-negativ ist. Zwei Parameterdarstellungen einer Kurve
heiflen dquivalent, wenn es zwischen ihnen eine bijektive Parametertransformation gibt.
Wir betrachten hier nur bijektive, regulire und orientierungserhaltende Parametertrans-
formationen.

Eine wichtige Grofle bei Kurven ist ihre Linge, die wir jetzt definieren.
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Definition 2.3 Die Bogenlinge s einer Kurve mit der Parameterdarstellung f : [a,b] —
IRY, t — f(t) ist durch

s(ty) = /Hf(t)H2 dt, to€lab],

definiert. Dabei st f = % .
Die Bedeutung der Bogenlédnge dokumentiert der folgende Satz.

Satz 2.4 Die Bogenlinge und die Richtung des Tangentialvektors sind invariant gegen
Umparametrisierung der Kurve.

Beweis: Sei f : [a,b] — IR?, t — f(t) eine regulire Parameterdarstellung einer Kur-
ve und ¢ : [a,b] — [a,b], T — t eine bijektive, regulire und orientierungserhaltende
Parametertransformation. Dann ist f := f o ¢ : [@,b] — IR? eine zu f #quivalente Para-
meterdarstellung derselben Kurve. Sei s die Bogenlédnge von f, § die Bogenldnge von f
und ¢(fy) = to. Da ¢ orientierungserhaltend ist, gilt ¢(£) > 0 fiir alle 7 € [a, b]. Damit
erhalten wir

(k) = /f(f)

a

dt

2

t

= [l 0]

a

- [0 @

= [|iw], a

= s(to) ,

was die Invarianz der Bogenlidnge zeigt. Fiir die Tangentialvektoren folgt
1) = 7))
= fe (i)

womit gezeigt ist, dal die Richtungen der Vektoren gleich sind. O
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Die Bogenldnge kann auch als Parameter benutzt werden. Diesen Parameter nennen wir
natirlichen Parameter und die Kurve ist dann bogenldingenparametrisiert. Fiir theore-
tische Betrachtungen ist die Bogenldngenparametrisierung sehr gut geeignet und findet
daher in vielen Beweisen Verwendung. In der Praxis ist sie jedoch fast nie bekannt und
numerisch schwer zu berechnen.

In Zukunft bezeichnen wir Ableitungen nach der Bogenlédnge immer durch Striche und
Ableitungen nach beliebigem Parameter durch Punkte, d.h.

d
ro_
fro= dsf

und

: d
fo= %f-

2.2 Frenet-Dreibein im IR?

Das (begleitende) Frenet—Dreibein ist ein lokales auf der Kurve wanderndes orthonor-
males Koordinatensystem, das von Tangentialeinheitsvektor, Hauptnormalenvektor und
Binormalenvektor gebildet wird. Dabei setzen wir hier voraus, daf} die Parameterdarstel-
lung der Kurve mindestens dreimal stetig differenzierbar ist und die ersten drei Ableitun-
gen nirgends verschwinden. Wir kénnen es dann durch Ableitung nach der Bogenlénge
oder Orthonormalisieren der notwendig linear unabhingigen ersten drei Ableitungen
nach beliebigem Parameter erhalten. Hier wihlen wir den ersten Weg.

2.2.1 Ableitung nach der Bogenlinge

Wird die Parameterdarstellung f mit beliebigem Parameter ¢ einmal nach der Bo-
genlidnge abgeleitet, so erhalten wir mit ds/dt = Hf(t)H2 den Tangenteneinheitsvektor,
kurz Tangentenvektor,

() = 1)

im Punkt f(¢). Wir nutzen hier ¢ als Parameter und bezeichnen deswegen den Tangen-
tenvektor nicht wie sonst in der Differentialgeometrie iiblich mit ¢.
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Durch zweimaliges Ableiten von f nach der Bogenlinge bekommen wir den Krimmungs-
vektor

k(t)n(t) = j—; (t)
d
= %T(t)
_d (1) dt
a|imf, 4
OBOLIO L
ol /ol

[Fo o) = (Fo. Fania)
1o,

wobei k(t) € IR>o die Krimmung und n(t) der Hauptnormalenvektor der Kurve im
Punkt f(t) ist. Die Kriimmung ist durch

) = I, = LX),
|f®],

definiert. Sie ist ein Maf} fiir die Abweichung der Kurve vom geraden Verlauf. Verschwin-
det die Kriimmung auf dem gesamten Parameterbereich, so ist die Kurve eine Gerade.
Der Hauptnormalenvektor ist ein Einheitsvektor und steht auf dem Tangentenvektor
senkrecht, was durch einfache Rechnung nachgewiesen werden kann.

Bilden wir das Vektorprodukt von Tangentenvektor und Kriimmungsvektor, so erhalten
wir den Vektor

s(n(t) = r(t) x s(t)n(t)

fo ol 76 - g, foio
1o, i,

oy < [ fol Fa)
£l
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7@,
Dabei ist
n(t) = r(t) xn(t) f(t) x /(1)

~ Jio <,

der Binormalenvektor der Kurve im Punkt f(¢). Er ist orthogonal zur Schmiegeebene
S(t), die von Tangentenvektor und Hauptnormalenvektor aufgespannt wird, und heif}t
hier nicht wie iiblich b, da wir spéter die Kontrollpunkte der Bernstein—-Bézier-Kurven
mit b bezeichnen. Damit ist das Frenet-Dreibein im IR* mit den Vektoren r, n und 7
vollstiindig hergeleitet. Es li8t sich problemlos zum Frenet-d-Bein im IR® verallgemei-
nern.

Der Vollstéandigkeit halber wollen wir hier noch die Torsion oder Windung einer Kurve
erwahnen. Man kann sie mit Hilfe der dritten Ableitungen definieren, und sie ist ein
Maf} fiir die Abweichung der Kurve vom ebenen Verlauf, d.h. eine Kurve mit iiberall
verschwindender Torsion ist eine planare Kurve.

2.3 Geometrische Stetigkeit

Der iibliche Stetigkeitsbegriff ist fiir Anwendungen im CAD nicht geeignet, weil er von
der jeweiligen Parametrisierung abhéngt. Deshalb entstand im Laufe der letzten Jahre
eine Vielzahl von parametrisierungsinvarianten Stetigkeitsbegriffen, meistens geometri-
sche oder visuelle Stetigkeit genannt, aber auch Frenet-Bein-, Tangenten-, Krimmungs-
und Torsionsstetigkeit. Fiir weitere Einzelheiten sei auf [Hoschek & Lasser 92| verwie-
sen. Wir benutzen hier eine Definition der geometrischen Stetigkeit, die auf den Begriff
der Beriihrordnung zuriickgeht.

Definition 2.5 Zwei Kurven mit den Parameterdarstellungen f : [a,b] — IR und
g : [a,b] — R® bilden im Punkt f(b) = g(a) einen C* stetigen Ubergang, wenn

0 = ¢V @)
fiir alle 3 =0, ...,k gilt.
Wir sagen auch die beiden Kurven berdihren sich im gemeinsamen Punkt von der Ordnung
k. Diese Art der Stetigkeit wird im allgemeinen bei Parametertransformation zerstort,

weil die Ableitungen der Parametertransformation wegen der Kettenregel als weitere
Faktoren auftauchen. Abhilfe schafft die geometrische Stetigkeit.
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Definition 2.6 Der Ubergang zweier Kurven hat geometrische Stetigkeit der Ordnung
k (kurz G*), wenn es fiir eine der beiden Kurven eine Reparametrisierung gibt, so daf
der Ubergang C* ist.

Die Reparametrisierung kann bei beiden Kurven auch nach der Bogenlidnge erfolgen.
Dann sprechen wir von Bogenlingenstetigkeit. Der folgende Satz zeigt die Beziehungen
verschiedener Stetigkeitsbegriffe zueinander:

Satz 2.7 Fiir den Ubergang zweier sich berihrender Kurven im IR® sind die vier Eigen-
schaften

(a) C?-Stetigkeit nach der Bogenlinge (Berihrordnung 2),

(b) G2,

(c) Krimmungsstetigkeit mit stetig varriierendem Frenet-Dreibein
sowte

(d) Stetigkeit der Vektoren r und rn

dquivalent.
Beweis:
(a) = (b): Das folgt aus der Definition von G*.

(b) = (a): Sind beide Kurven so parametrisiert, dal der Ubergang C* ist, konnen wir
beide Kurven auch nach der Bogenlénge parametrisieren und erhalten (a).

(a) <= (d): Dieses folgt aus Unterabschnitt 2.2.1.
(¢) = (d): Diese Implikation ist klar, da (d) nur eine Einschréinkung von (c) ist.
(d) = (c): Aus der Stetigkeit von xn folgt Kriitmmungsstetigkeit und aus der Stetigkeit

von r und n folgt die Stetigkeit von 7. a

Spiiter benutzen wir (d) als Charakterisierung von G?.
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2.4 G'-Hermite-Interpolation

Bei der Hermite—Interpolation werden neben den Interpolationspunkten auch Ableitun-
gen vorgegeben, die interpoliert werden sollen. C''~Hermite bedeutet, daf die erste Ablei-
tung bekannt ist, und G', daf§ diese Ableitung nicht von der Parametrisierung abhéingt.
Deshalb bietet sich der Tangentenvektor r an, wie wir im Satz 2.4 gesehen haben. Damit
erhalten wir als G'~Hermite—Interpolationsaufgabe:

Gegeben sind:
e Interpolationspunkte y;, y; # y; fiir ¢ # j, und
e Tangentenvektoren r;, |74, =1,

fiir = 0, ..., n. Dazu soll eine Interpolante gefunden werden, die an den Interpolations-
punkten mindestens G! ist.

Wir gehen in dieser Arbeit noch ein Stiick weiter und fordern G2.

2.5 G?-Hermite-Interpolation

Bei der C?~Hermite—Interpolation sind auch die zweiten Ableitungen bekannt. Da diese
Ableitungen bei G? nicht von der Parametrisierung abhiingen diirfen, bieten sich Tangen-
tenvektor und Produkt aus Kriimmung und Hauptnormalenvektor an, wie in Abschnitt
2.3 gezeigt wurde. Damit ergibt sich hier folgendes Problem:

Gegeben sind:
e Interpolationspunkte y;, y; # y; fiir ¢ # j,
e Tangentenvektoren 7, |||, =1, und
e Kriimmungsvektoren x;n;

fiir 4+ = 0,...,n. Zu diesen Daten soll eine Interpolante gefunden werden, die an den
Interpolationspunkten mindestens G? ist. Hier verwenden wir dafiir stiickweise rational
quintische Kurven in Bernstein—Bézier—Darstellung, bei denen wir versuchen, den Grad
zu reduzieren.

2.5.1 Lokalitat

G?-Stetigkeit ist nach Satz 2.7 dquivalent zur Beriihrordnung 2, und diese ist eine tran-
sitive Eigenschaft. Deswegen ist es hinreichend zu fordern, daf} die Interpolante an zwei



12 2. Grundlagen

benachbarten Interpolationspunkten einen G>-Ubergang zu der Kurve hat, von der die
Interpolationsdaten stammen. Damit erhalten wir ein lokales Problem zwischen zwei
Punkten, das unabhéngig von dem Rest der Interpolationsaufgabe gelost werden kann.
Die Aufgabe reduziert sich demnach zu einer Zwei-Punkt-G?-Hermite-Interpolation,
die im néchsten Unterabschnitt behandelt wird.

2.5.2 Zwei-Punkt-G2-Hermite-Interpolation

Durch die im vorherigen Paragraphen erlauterte Lokalitit kann das Problem in mehre-
re Teilprobleme zerlegt werden. Es geniigt demnach, Zwei-Punkt—G?-Hermite-Interpo-
lation zu untersuchen. Desweiteren wollen wir uns auf Kurven mit nichtverschwindender
Kriimmung beschranken. Daher hat das zu l6sende Problem die Gestalt:

Gegeben sind:
e Interpolationspunkte yy # y; € IR?,
e Tangentenrichtungen rg,7; € R*  mit ||r;]|, =1, 4= 0,1, und

e Kriimmungsvektoren kgng, k1 mit Kriimmungen x; € IR-9 an y; und
zugehorigen Hauptnormalenvektoren n; mit
|nill, = 1 sowie n; — r;, i =0, 1.

Gesucht ist als Interpolante eine polynomiale oder rationale Kurve in Bernstein—Bézier—
Darstellung mit moglichst kleinem Grad.

2.6 Kurven in Bernstein-Bézier-Darstellung

Wir werden nun polynomiale und rationale Bernstein-Bézier-Kurven im IR? einfiihren
und deren grundlegende Eigenschaften angeben, wobei die meisten dieser Eigenschaften
nicht bewiesen werden. Es wird stattdessen auf die reichlich vorhandene Literatur zu die-
sem Thema verwiesen. Polynomiale Kurven sind dabei eigentlich nur rationale Kurven,
bei denen alle Gewichte gleich eins gewiahlt wurden. Wir werden polynomiale Kurven
dennoch einzeln betrachten.

2.6.1 Polynomiale Kurven

Grundlegende Eigenschaft der Bernstein—-Bézier-Darstellung von Kurven ist, daf§ die
Kurven durch Kontrollpunkte b; € IR* bestimmt sind.
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Definition 2.8 Seien b; € IR?, i = 0,...,n, und seien die Bernstein—Polynome Bi(") :
[a,b] — IR gegeben durch

moe = (1) G20 (=)

Dann bezeichnet man eine Kurve mit der Parameterdarstellung x : [a,b] — IR,

z(t) = S BM);,
i=0
als polynomiale Kurve in Bernstein—Bézier-Darstellung, kurz Bernstein—Bézier-Kurve
oder —Polynom, des Grades n. Die b; heiffen Kontroll- bzw. Bézierpunkte. Die Parame-
terdarstellung wird bezeichnet mit BB[b, . ... bp)a(t) bzw. mit BB[bq, ..., by|(t), wenn
klar ist, welches Intervall der Parameterbereich der Kurve ist.

Wir geben jetzt die einfachsten Eigenschaften dieser Kurven an.

Satz 2.9 Die Abbildung x := BBlby, ..., by hat folgende Eigenschaften:

dr TL' -— n—r ! r—k r .
* %Jf(t) - (n — T)'(b _ a)r JZUBJ( )(t) ];)(_1) <k>bj+k , 0<r<n ;
o 1(a) = by,
. i(a) = bi’a(bl—bo),
(b) = &(bn bn-1) ;
by — by
e r,(a) = m 7
bn B bn—l .
SO
e I(a = w o
() b oy (by — 2b; + bo) ,
i _nn=D, |
i(b) = hoap (bp — 2by 1+ by 3) ;
PR T § (RN R LAY

n 161 — boll5
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n—1 ||(bn - bn—l) X (bn—l - bn—2)||2 .

k(D) = ;
n ||bn - bn%”i
n—1 1
o fn@)na(a) = — TR (11br = boll3 (b2 — by) — (b — by, by — bi) (b — by)) ,
n—1 1
Kx(b)nm(b) = (<bn - bn—la bp—1 — bn—2>(bn - bn—l)

n ||bn - bn—1||;1
~ Jlbw = buall3 (b1 = ba-2)) -

Die Beweise zu den ersten Eigenschaften sind in fast jedem Buch iiber Computer Aided
(Geometric) Design, z.B. in [Hoschek & Lasser 92] zu finden. Auflerdem sei hier auf
[Schiitt 95] verwiesen.

An den Formeln kann man ablesen, dafl die GC?-Daten Tangenteneinheitsvektor, Kriim-
mung und Krimmung - Hauptnormalenvektor unabhingig sind vom Definitionsintervall.
Auflerdem sieht man, dafl der Anfangspunkt nur von by, die Tangentenrichtung an diesem
Punkt nur von by und b; und die Schmiegeebene und die Kriimmung nur von by, b; und
by abhéngen. Analoges gilt fiir den Endpunkt und b5, by und b3. Wir werden dies im
néichsten Kapitel noch ausfiihrlich beschreiben.

Aufgrund dieser Eigenschaften gilt, dal unser G?*~Hermite-Problem mit einer quinti-
schen Kurve in Bernstein—Bézier-Darstellung l6sbar ist. Wir werden diesen Satz gleich
allgemein fiir polynomiale und rationale Kurven formulieren.

2.6.2 Rationale Kurven

Wir werden hier insofern eine etwas eingeschréinkte Definition benutzen, als wir nur
positive Gewichte zulassen, da in der Praxis meist nur Kurven mit dieser Eigenschaft in
Gebrauch sind.

Definition 2.10 Fine rationale Kurve in Bernstein—Bézier—Darstellung, kurz rationale
Bernstein-Bézier-Kurve, des Grades n im IR ist eine Kurve mit der Parameterdarstel-
lung = : [a,b] — IRY,

BBluobo, ... wabilwn(t) _ o B (Bwib,

x(t n
(t) BBJwo, - - ., Wy)jau (1) S B (0w,

mit Kontroll- bzw. Bézierpunkten b, € IR? und Gewichten w; € R, w; > 0, i =
0,...,n. Bezeichnet wird die Parameterdarstellung mit RB[wy, by, . .., Wy, byl (t) bzw.
mit RB[wg, bg, . .., wy, by](t), wenn klar ist, auf welchem Intervall sie definiert ist.
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Aus der Definition der Bernstein—Polynome und der Positivitdt der Gewichte folgt das
Nichtverschwinden des Nenners und damit die Wohldefiniertheit der rationalen Funktion
fiir alle Werte ¢ aus dem Definitionsintervall. Weiterhin bilden die Bernstein—Polynome
eine Zerlegung der Fins auf dem Definitionsintervall. Aus diesem Grund ergibt sich eine
polynomiale Kurve, wenn sdmtliche Gewichte w; gleich sind, da der Nenner dann eine

konstante Funktion ist.

Wir werden jetzt wieder einige einfache Eigenschaften dieser Kurven angeben.

Satz 2.11 Die Abbildung x := RBlwy, by, . .

bO ’
bn

n w

—(b1 =0

b—awg( 1= bo)

n Wnp—

bn_bn— ;

b—a w, ( !

by — by
161 = boll, °

bn_bnfl .
||bn_bnfl||2 ,
nin=Duws _b)HLﬂ(l_
(b—a)?wy = (b — a)? wy

n(n—1)w, o
(b—a)? w,

(bnf2 - bn)

w1
n_
Wo

-y Wy, byl[a ) hat folgende Eigenenschaften:

)(bl —bo) ,

n ZL Wy 1 (1 _ nwn1> (bn 1y = by) ;

(b—a)? w, w,
n—1 WoWs ||(b1 — bg) X (bQ — b1)||2

no wi 11— boll;

)

n— Lwpwn_s ||(bp — bn1) X (bp—1 — bp—2) || .

n Wiy [bn — bn—1||g

n — 1 wows 1

nowi [y — bl

)

(||b1 — bol[5 (bs — b)

— (b = bo, by = 1) (by — b)) ,
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1 wyw, 1
Fa(B)ng(h) = = nn2

n Wy —1 ||bn - bnle;1

(<bn - bnfla bnfl - bn72>(bn - bnfl)

- ||bn - bn—1||§ (bn—l - bn—Q)) .
Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Schiitt 95].

Auch hier kann man an den Formeln ablesen, daf§ die k—te Ableitung fiir £ = 0,1,2 an
den Randpunkten nur von den ersten bzw. letzten k+1 Kontrollpunkten abh&ngt. Damit
kénnen wir beweisen, dafl unser G>~Hermite—Problem im rationalen wie im polynomialen
Fall mit einer quintischen Kurve in Bernstein—Bézier-Darstellung losbar ist.

Satz 2.12 Sind die GC?-Hermite-Daten vyo, Y1, 70,71, o, 1 € IR? und kg, k1 € IRsq ge-

geben, so erfillt die quintische Kurve mit der Parameterdarstellung z(t) =
RBlwy, by, . .., w5, bs) a4 (t) bzw. x(t) :== BBby,...,bs|as(t) diese Daten, d.h. es gilt

e z(a) = yw. 20) = i,

e r.(a) = ro, 1(b) = 1,

o ri(a)ng(a) = kKong, kz(b)ng(b) = rKing,
genau dann, wenn folgende Beziehungen bestehen:

* b = W,

e by = yo+apro,

by = Yo+ Boro+ Ym0,

o by = yi— Biri +min,

o by = Yy —aqry,
g bs = U
mit
0,5 € R,i=0,1 = 2 owlol = pwa?
a; > 0,6, € R,i=0,1, woweyo = —KoWi0g, W3WsY1 = —K Ws04

4 4

m rationalen Fall und mit

5
ai>0,ﬂiElR,%:ZHia? i =0,1

wm polynomialen Fall.
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Beweis: Um die Erfiillung der vorgegebenen Daten zu zeigen,brauchen wir hier nur die
Definitionen der Kontrollpunkte in die Eigenschaften aus Satz 2.11 einzusetzen:

IE(G) = bO = Yo,

rola) = b — by _ QoTo —
= = = To,
* 161 = bol|, [|axorolf,
4UIO’U}2 )
/iz(a)nx(a) = ||b1 — bo” (bg — bl) — <b1 — bo, bg — bl>(bl — bg)
bw? ||by — bolly ( ? )
4’[1)0102 2
= m(%(ﬁoro + Yonog — o)
— (o, Boro + Yono — CYUT(J)CYUTO)
4’[1)0102
= Sulal (043507“0 +ag om0 — agro — (/o — Oég)am“o)
4UIO’U}2 9 4
= (6% n == — = WoW n
5w%a§ 0YoMo Sw%a% 0W2%0Mo
= ————KoWijasny = KoNg .
Swiad 4 0100 070

Fiir den polynomialen Fall ergibt sich dies, durch Einsetzen in die Eigenschaften aus
Satz 2.9. Der Unterschied besteht nur in den Gewichten, die im polynomialen Fall gleich
eins sind.

Die Aussagen fiir z(b), r,(b) und k,(b)n,(b) folgen analog.

Dadurch, daf§ der Start- und Endpunkt sowie die Tangenteneinheitsvektoren, die Kriim-
mungen und die Hauptnormalenvektoren an diesen Punkten vorgegeben sind, folgen
andererseits aus Satz 2.9 auch die Darstellungen der Kontrollpunkte. Wir zeigen dies fiir
die Stelle ¢ = a. Fiir t = b gilt das Entsprechende.

Zuerst wird durch y, der Kontrollpunkt by festgelegt. Dann mufl wegen der Tangenten-
richtung ry der Kontrollpunkt b; auf dem Strahl yy + agrg, ag > 0, liegen. Zuletzt mufl
noch der Kontrollpunkt by in der Schmiegebene am Punkt yq liegen, die durch ry und
ng aufgespannt wird. Um dann noch die positive Kriimmung xy zu erhalten, mufl der
Koeffizient g vor ngy positiv sein und wegen Satz 2.9 die angegebene Beziehung zwischen
Yo und aq bestehen. O

Eine Veranschaulichung der Situation liefert Abbildung 2. Die Kriimmung ist durch
kleine Bogen an den Punkten angedeutet.
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by = yo + Boro + Yono
KTl ¢

b1 = bo + QT

To

bo = Yo

Abbildung 2: Das allgemeine G?>~Hermite—Problem im IR?

Es ist noch zu bemerken, daf§ die Gewichte nur bei der Interpolation der Kriimmungen
eine Rolle spielen. Auflerdem ergeben sich genau die gleichen Bedingungen, wenn man
alle Gewichte identisch setzt, was auch daraus folgt, dafl die rationale Kurve dann eine
polynomiale Kurve ist.

Es sei hier noch erwéhnt, daf} eine wichtige zusétzliche Eigenschaft von rationalen Kurven
in Bernstein—Bézier—Darstellung ist, dafl man eine dquivalente Parameterdarstellung der
Kurve finden kann, bei der zwei Gewichte zu 1 normiert sind.

2.7 Gradreduzierung bei Bernstein—Bézier—Kurven

Unser Ziel ist es, ein gegebenes G2-Hermite—Interpolationsproblem mit einer Bernstein—
Bézier-Kurve moglichst kleinen Grades zu l6sen. Dafl wir das Problem immer mit einer
Kurve fiinften Grades 16sen kénnen, haben wir gezeigt. Wir werden nun die formalen
Bedingungen fiir eine Gradreduzierung formulieren und angeben, wie die neuen Kontroll-
punkte berechnet werden. Dies fiihren wir zunéchst fiir polynomiale und dann fiir ra-
tionale Kurven in Bernstein—Bézier-Darstellung aus. Dafiir werden wir jeweils zunéichst
darstellen, wie der Grad eines Polynoms in Bernstein-Darstellung erhéht wird, um dies
umzukehren.
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2.7.1 Polynomiale Kurven

Wenn ein Polynom n-ten Grades in Monom-Darstellung gegeben ist, dann kann man
es als ein Polynom (n + 1)-ten Grades darstellen, indem man den Summanden 0 - ¢"**
hinzufiigt. Ist das Polynom allerdings in der Bernstein—Darstellung gegeben, so ist dies
nicht ganz so einfach, denn man sucht die Koeffizienten des Polynoms n-ten Grades

. . (n+1) n+l P .
bzgl. der Bernstein—Basis {Bi } . Wie in der Literatur angegeben, benutzt man

dabei den Ansatz, das Polynom mit

1 - t—a n b—1
- \b—a b—a
zu multiplizieren. Genauer ausgefiihrt ist dies z.B. in [Hoschek & Lasser 92, Seite 131].

Bezeichnet BBlb, ..., by] das Polynom n-ten Grades und BBlby, ..., b,41] das gleiche
Polynom (n + 1)—ten Grades, dann lassen sich die ,neuen* Kontrollpunkte b; durch die

yalten“ b; folgendermaflen ausdriicken:

b = n—bi_1+<1— i=0,....,n+1. (2.1)
Dabei verschwinden die Faktoren vor b_; und b,,; sowieso, so daf diese Kontrollpunkte
nicht neu definiert werden miissen. Die Randpunkte bleiben gleich, d.h. by = by und
l;nﬂ = b,. Da es sich um die gleiche Funktion nur in einer anderen Darstellung handelt,
bleiben natiirlich auch alle parametrisierungsinvarianten Daten wie Tangenteneinheits-
vektor, Kriimmung und so weiter gleich.

Wir interessieren uns jetzt dafiir, wann ein Polynom BBlby, . .., b,]| durch Graderh6hung
eines Polynoms BBIby, ..., b,_1] entstanden ist. In diesem Fall ist der Grad n fiir das
Polynom zu hoch, da man es auch mit einem Polynom (n — 1)-ten Grades darstellen
kann. Einem Polynom in Monom-Darstellung sieht man sofort an, ob es durch Grad-
erhohung entstanden ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Koeffizient vor ¢" Null
ist. Bei einem Polynom, das bzgl. der Bernstein—Basis gegeben ist, ist dies wieder etwas

schwieriger festzustellen. Dazu beweisen wir folgenden Satz:

Satz 2.13 Fine polynomiale Kurve in Bernstein—Bézier—Darstellung BB[bo, ..., b,| laft
sich genau dann als eine polynomiale Kurve in Bernstein-Bézier—Darstellung vom Grad
n — 1 darstellen, wenn die n—te Vorwartsdifferenz

Anbo. b)) = i(—m—i(’?)bi

i=0 L

verschwindet.
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Beweis: Wenn das Polynom sich als ein Polynom (n—1)-ten Grades darstellen 1a8t, dann
verschwindet dessen n—te Ableitung identisch. Andererseits folgt aus dem Verschwinden
der n—ten Ableitung auch, daf sich das Polynom als ein Polynom niedrigeren Grades
darstellen 148t. Und da die Bernstein—Polynome eine Basis im Polynomraum bilden,
findet man auch eine Bernstein-Bézier-Darstellung (n—1)-ten Grades der polynomialen
Kurve.

Aus Satz 2.9 kennen wir die Darstellung der r—ten Ableitung eines Bernstein—Bézier—
Polynoms. Setzt man r = n, so ergibt sich:

%BB[[)O, bl () = (n— n)?('b ) j:: Bg(‘nin)(t) é(_l)r_k (:) btk
- @ f!a)n B (1) gj(—l)’""“ (:) by
_ #An(bg,...,bn) Vi€ a,b] .

Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dafl

0 = () (29 (20 = 1 views

gilt. Damit ist das Verschwinden der n—ten Vorwartsdifferenz der Kontrollpunkte dqui-

valent zu dem Verschwinden der n—ten Ableitung des Polynoms, d.h. dazu, daf} sich das
Polynom als ein Polynom (n — 1)-ten Grades darstellen 1&8t. O

Wir wollen jetzt, dhnlich wie oben, versuchen, die Kontrollpunkte b; einer gradreduzier-
ten Bernstein—Bézier—-Kurve durch die urspriinglichen Kontrollpunkte b; auszudriicken.

Satz 2.14 Lift sich die Parameterdarstellung BBby, ..., b,] einer polynomialen Bern-

stein—-Bézier—Kurve gradreduzieren zu BB[l;g, ooy ba1], dann kann man die Kontroll-
punkte b; rekursiv auf eine der zwei folgenden Weisen berechnen:

1 50 = bO) EZ = 1 bl_ ! Bz—l, Z:]., ,'n,—]_,
n-—1 n-—it
2.0 by b= b - 2l imn—2,0
+ Un— = n s i = ) N s t=n—42,...,U.
! 1+ 1 1 141 +

Beweis: Formel (2.1) heifit in unserem Fall

bi = 152_14-(1—1)[;2, izO,...,n,
n n
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bzw.
. 1- . 1\ -
bi-l—l = ibz-|-<]_—i>bz_|_1, i:—l,...,n—l.
n n

Als Randpunkte treten dabei l;g = by und Bn—l = b, auf. Formt man die beiden Formeln
nach b; um, so ergibt sich:

o= —— (bi - li)il) - b,
n—1i n n—i n—1i
bzw.
~ n n—i—1- n n—i—1-
bi = - <bi - ) = ——biy1 — ——biy1 -
i1 Vit - +1 P 1 i
Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen. O

Fiir den Fall n = 5 werden wir diese Formeln spéter noch benutzen, deswegen geben wir
dafiir explizitere Formeln fiir die b; an.

Folgerung 2.15 Lafit sich die Parameterdarstellung BB|by, ..., bs] einer polynomialen
Bernstein-Bézier—Kurve gradreduzieren zu BB[by, ..., bs], dann kann man die Kontroll-
punkte b; folgendermafen berechnen:

bO - bO ) = Yo,

7 _ 5 1 — =

by = 701 — ;bo = Yo+ QT ,

52 = ng — %bl + ébo = Yo+ BOTU + ’YOnU y
= 253 - 254 + ébs) = Y1 — 517“1 + Nn,

?)3 = gb4 — ib5 = Y1 — lel 3

54 = b5 . == yl .

— 5 — 5 5 5o 5 — 4 ~2
Q; = 70 61 = —361‘ — Qi Vi = 37V = 3Ki0%

Beweis: Die Randpunkte by und by ergeben sich direkt aus dem Satz und die anderen
Punkte auf die folgende Weise:
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by %bl — ibg gbl — ibg
T9o + Fawro — 1Yo Yo + oTo
s ng - %bl ng - %b1 + %bo
5 5 5 5 5 1 5 N
3Y0 + 36070 + 370M0 — gYo — To + Y0 Yo + Boro + Yono  bzw.
2 263 - §b3 253 - 254 + %55
%yl - %ﬁm + gmm - %y1 + %Oélﬁ - %yl Y1 — 517”1 + Y1
b3 %b4 — ib4 21)4 — ibg)
%?Jl - 30417“1 - iyl Y1 — QT
wobei by einmal von ,vorne* und einmal von , hinten® rekursiv berechnet wurde. a

2.7.2 Rationale Kurven

Bei der Graderh6hung einer rationalen Bernstein—Bézier-Kurve wird gleichzeitig der
Grad des Zihler- und der Grad des Nenner-Polynoms, wie im polynomialen Fall be-
schrieben, erhoht.

Sind w;, b; die Gewichte bzw. Kontrollpunkte der rationalen Kurve n—ten Grades und

W;, b; die der gleichen rationalen Kurve (n+ 1)-ten Grades, dann lassen sich die ,neuen*
Gewichte w; durch die ,,alten“ w; folgendermaflen ausdriicken:

- 7
W = n—Hwi_1+<1—n+1>wi, ZZO,. ,TL+1
Wenn man diese Gewichte berechnet hat, kann man aus
bib : bi—1 + (1 . ) bi, i=0 +1
w;0; = W;—10;— — w;0; T=uU,..., N s
n+1 n+1

die neuen Kontrollpunkte 52 = @Dzl;l/u?l berechnen.

Die Randpunkte und -gewichte bleiben gleich, d.h. wy = wq, bo = by und Wpy1 = Wy,
Bn+1 = b,. Auch hier handelt es sich um die gleiche Funktion nur in einer anderen
Darstellung, deswegen bleiben alle parametrisierungsinvarianten Daten wie Tangenten-
einheitsvektor, Kriimmung und so weiter gleich.

Im Fall der Gradreduzierung kann man nicht so einfach vorgehen wie bisher. Wir kénnen
zwar angeben, wann das Zahlerpolynom und wann das Nennerpolynom gradreduzierbar
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ist, und dann beide Polynome reduzieren. Es ergibt sich hierbei aber die Frage, ob der
sich ergebende Quotient wieder eine rationale Kurve in Bernstein—-Bézier-Darstellung in
unserem Sinne ist. Dabei geht es nicht um die Form der Darstellung, da deren Richtig-
keit aus den Darstellungen des Z&hlers und des Nenners folgt. Was jedoch nicht unbe-
dingt erfiillt werden muf, ist die Vorzeichenbeschrinkung der Gewichte. Wenn wir die
Ergebnisse aus dem polynomialen Fall anwenden, insbesondere Satz 2.14, dann kann es
durchaus vorkommen, dafl die neuberechneten Gewichte w; kleiner oder gleich Null sind.
Um das zu verhindern, miissen bestimmte Abhéngigkeiten zwischen den urspriinglichen
Gewichten w; gelten.

Satz 2.16 FEine rationale Kurve in Bernstein—Bézier—Darstellung RB|wq, by, . . . , Wy, by]
lapt sich genau dann durch eine rationale Kurve in Bernstein—-Bézier—Darstellung (n —
1)—ten Grades darstellen, wenn einerseits die beiden Vorwdartsdifferenzen

Ap(wobg, . .., wyby) = Z(_l)nﬂ' <n> w;b;
. i

und

An(wo,...,w) = f(—l)"—i@wi

verschwinden und andererseits die folgenden rekursiv gebildeten Ungleichungen bestehen:

Wy = Wy > 0, w; = Wi — “Wi—1 > 0; izl:"'an_l'

Beweis: Nach Satz 2.13 1483t sich das Nenner-Polynom genau dann gradreduzieren,

wenn A, (woby, . .., w,b,) verschwindet, und das Zéhler-Polynom 148t sich gradreduzie-
ren genau dann, wenn A, (wy,...,w,) verschwindet.
Wenn man die Gewichte w; des gradreduzierten Polynoms BB[wq, ..., w,_1| nach Satz

2.14 bildet, dann sind die w; genau dann positiv, wenn die oben genannten Ungleichungen
erfiillt sind. Fafit man beides zusammen, dann ergibt sich die Aussage des Satzes. O

Wenn wir Satz 2.14 auf den Zahler und den Nenner anwenden, dann kénnen wir auch hier
die Gewichte und Kontrollpunkte einer gradreduzierten Bernstein-Bézier-Kurve durch
die urspriinglichen Gewichte und Kontrollpunkte ausdriicken.

Satz 2.17 Ldft sich die Parameterdarstellung RBlwq, by, ..., w,, b,| einer rationalen
Bernstein-Bézier-Kurve gradreduzieren zu RB[wy, 80, cey Wy 1, ZN)n,l}, dann kann man
die Gewichte w; und die Kontrollpunkte b; rekursiv auf eine der zwei folgenden Weisen
berechnen:
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1 ’UNJO = W , ’LT)Z = S W; ’UN)l_l, Z:]_, ,Tl—l,
n—1 n—1i
. n i -
wObU = wObO s wzbz = -wibz - wzflbzfl s 1= 17 y L — 1 )
n—1 n—
) bib,
b, = — 1=0,....,.n—1;
W;

2 i 5 n n—1—1_ . 2 0
Wy—1 =w W, — — Wit — ————— W41 t=n—2,...
n n 1 Z+1 2 Z—'—l 1 bl ) ) )
-7 o n n—t—1_ = ’
Wy—1bp 1 = Wyby , Wi = ——wi1biyy — ————Wip1biyr, 1=n—-2,...,0,

1+1 1+ 1
~ W;b; .
bi =—, 1=0,....n—1.
W;

Beweis: Wie oben schon gesagt, mufli man nur Satz 2.14 auf Zahler und Nenner anwen-
den und erhélt damit die Aussage des Satzes. O

Wir geben auch hier fiir den Fall n = 5 explizitere Formeln fiir die w; und l;i an.

Folgerung 2.18 Lafit sich die Parameterdarstellung RB[wq, by, . . ., ws, bs] einer ratio-
nalen Bernstein—Bézier—Kurve gradreduzieren zu RBwy, by, . .., W4, by], dann kann man
die Gewichte w; und die Kontrollpunkte b; folgendermafen berechnen:

wy = Wo,
Wy = 2w — qwp,
U~)2 = gwg — %wl + éwg ( = gwg — %U}4 + %er, ) s
Wy = Swy— jws,
’U~)4 = Ws
und
l;[] = bO )
~ 511)1[)1 — wgbo
p = T o
5101 — Wy
[N) . 10’(1)2()2 — 5w1b1 + U}[]b(] . 10’(1)3()3 — 5w4b4 + U}5b5
2T 10wy — 5wy + wy © 10ws — 5wy + wy ’
~ 5’[1)4b4 - ’LU5b5
by = ——mmm

Hwy — ws

b4 — b5.
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Beweis: Wir wenden wieder die Ergebnisse aus dem polynomialen Fall an. Diesmal
folgen die Formeln aus Folgerung 2.15. O

Im Fall der rationalen Kurven werden wir sogar versuchen, den Grad auf 3 zu reduzieren.
Aus diesem Grund geben wir hier auch die Formeln fiir die Berechnung der Gewichte w;
und Kontrollpunkte b;, i = 0,...,3, der Kurve dritten Grades an, die aus einer Kurve
fiinften Grades durch Gradreduktion entstanden ist.

Folgerung 2.19 Lafit sich die Parameterdarstellung RB[wo, by, . .., ws,bs] einer ratio-
nalen Bernstein—Bézier—Kurve gradreduzieren zu RB[y, by, . .., W4, by] und diese weiter
zu RBwy, by, ..., ws, b3], dann kann man die Gewichte w; und die Kontrollpunkte b;

folgendermafen berechnen:

Wo = Wo ,
o — 5 2
wy = W — 3Wo,
o —_ 5 2
Wy = 3JW4 — 3Ws,
’LD3 = 1Ws
und
bU = bo = Yo,
- 5’U)1b1 - 2U)gbg _
b1 = = Yo+ Qoro,
5101 - 2’LUg
- 5’[1)4b4 - 2w5b5 _
bg = = Y — oaqry,
5’LU4 - 2’LU5
b3 = b5 = Y.
mat
_ dwy B Hwy
Oy = ——— (O und Q) = ————— (1
Swy — 2wy Swy — 2ws

Beweis: Mit Folgerung 2.18 berechnet man zuniichst die @; und b;. Dann benutzt man
Satz 2.17 fiir n = 4 und erhélt zunichst wy, ws, by und b;. Daraus lassen sich dann die
anderen Gewichte und Kontrollpunkte berechnen:

- _ 4 ~ 1. _ 4 (5 1 1 _ 5 2
w, = —3w1 - —3’LUO = 3 (—4’UJ1 - —4’LUO) - —3’LUO == —3w1 - —3’LUO s
- _ 4 ~ 1.+ _ 4 (5 1 1 _ 5 2
Wy = §U}3 - §U}3 = 3 (—]U}4 - ZU)5) - §U}5 == §w4 - §U}5 .
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Die Formeln fiir die neuen Kontrollpunkte b; ergeben sich analog durch Berechnung von
w;b; und Division durch ;. O

2.8 Moglichkeiten der Gradreduzierung

Schiitt hat in seiner Arbeit [Schiitt 95| ausfiihrlich gezeigt, unter welchen Bedingungen
ein G?~Hermite—Interpolationsproblem mit einer polynomialen Bernstein—-Bézier-Kurve
fiinften Grades gelést werden mufl und wann ein kleinerer Grad mdglich ist. Dazu hat er
die Lage des Frenet-Dreibein an y; zum Frenet-Dreibein an yy betrachtet und die Vek-
toren ry, ny und (y; — yo) als Linearkombination der Vektoren rq, ng und 7y dargestellt.
Man erhilt folgende Darstellung:

rn = Sogrg+ Sihg + SaMo
ny = tg?"g + tlng + tgng
(y1 —yo) = oo+ u1ng + uamo

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten s;, t;, u;IR, i = 0, 1, 2.

In der Sprache der linearen Algebra handelt es sich hierbei um einen Basiswechsel von
der kanonischen Basis des IR? in die ebenfalls orthonormale Basis {rg, ng, 7}

Auf der néchsten Seite ist der von Schiitt entwickelte Algorithmus zur Bestimmung des
kleinsten moglichen Grades dargestellt. Da wir die dort aufgelisteten Fille im weiteren
Verlauf dieser Arbeit genau charakterisieren wollen, haben wir sie durchnumeriert. Da-
bei steht die erste Ziffer fiir den Grad der Kurve, bei der zweiten Ziffer steht ,,0“ fiir
eine polynomiale ,,1“ fiir eine rationale Kurve. Mit der dritten Ziffer werden diese unter-
schiedlichen Fille jeweils durchnumeriert. So steht z.B. (407) fiir den siebten Fall einer
polynomialen Bernstein-Bézier-Kurve vierten Grades.
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Ubersicht ,,Moglichkeiten der Gradreduzierung”

Gegeben: «; € R, Yo # Y1, T4 iy € R? mit ||r;]], = [nil], = 1, n; — r; fiir 1 = 0, 1.
Problem: Welchen Grad mufl eine polynomiale bzw. rationale Kurve in Bernstein—
Bézier—Darstellung mindestens haben, um die Daten zu interpolieren?

Losung: Berechne die Koeffizienten s;,t;, u;, « = 0,1, 2, durch

So = <7”1;7“0> ; S1 = <7“1,n0> ) S = <7”1,770> ;
to = (ni,ro), ty, = (ni,no), ty = (ni,no),
Uy = <y1 - yoﬂ“0> , U = <yl — Yo, no) , Uy = <?J1 - y0,770> .

Fallunterscheidung nach diesen Koeffizienten. Es wird angegeben, welcher Form die Kur-
ve mindestens sein muf}, um das Problem in diesen Fillen allgemein zu 16sen.

Sy = t9 = uy = 0 (planare Fille):

s1=0,t; =+1: Polynomial, Grad 4 (401)
ty = —1, uy > 0: Polynomial, Grad 3 (301)
u; < 0: Polynomial, Grad 5 (501)

s1 # 0: Berechne A = soty — s1tg € {+1}, p = ugs; — uy So.
51 <0, A=+ Rational, Grad 3 (311)
A=—-1, 4 <0: Rational, Grad 3 (312)
> 0: Polynomial, Grad4 (402)
s1>0, u <0: Polynomial, Grad 4 (403)
u >0, A=—1: Rational, Grad 3 (313)
A=+1, 1> 0 Rational, Grad 3 (314)
< 0: Polynomial, Grad 4 (404)

sy = 0 (Falle mit || span(rg, ng)):
to =0, uy # 0: Polynomial, Grad 5 (502)
ta #0, 2 <0, s1#0: Polynomial, Grad 4 (405)
sy = 0: Berechne v :=u; — %Ug.

v>0: Polynomial, Grad 4 (406)
v <0: Polynomial, Grad 5 (503)
22> 0: Polynomial, Grad 5 (504)

sy # 0 (echte IR*-Fille):

Berechene p := uysy — ug8y, 0 := 1ty — Soty, T := (N1, Y1 — Yo)-

sgn(sqe) = sgn(ug) = sgn(p) = sgn(o) = sgn(7):  Rational, Grad 3 (315)
sonst: psy > 0, 089 < 0: Polynomial, Grad 4 (407)
059 > 0 Polynomial, Grad 4 (408)

psa <0, 059 < 0: Polynomial, Grad 4 (409)

a5y > 0: Polynomial, Grad 5 (505)
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3. Geometrische Anschauung

In diesem Kapitel wird das Problem der Gradreduzierung bei G?~Hermite Interpola-
tion bei Raumkurven geometrisch anschaulich betrachtet. Dazu werden wir aufzeigen,
in welchen Bereichen sich die einzelnen Kontrollpunkte befinden konnen. Aus dieser
Betrachtung werden wir auf der Geometrie der Fille beruhende notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir die verschiedenen Mdoglichkeiten der Gradreduzierung formu-
lieren. Diese werden dann an einigen der in 2.8 angegebenen Félle, insbesondere den
echten IR3-Fille, exemplarisch gezeigt. SchlieBlich wird ein Algorithmus prisentiert, der
zu dem jeweiligen Fall die méglichen Kurven bestimmt.

3.1 Zulassige Bereiche

Entscheidend fiir die Anschauung ist es zu wissen, in welchen Bereichen sich die jeweiligen
Kontrollpunkte befinden diirfen. Diese werden hier benannt. Mit n ist dabei der Grad
der Bernstein-Bezier-Kurve bezeichnet.

Den ersten und den letzten Kontrollpunkt bilden g, und y;.

bo = Yo b, =y

Der zweite und der vorletzte Kontrollpunkt liegen auf dem offenen Strahl, der von
bzw. y; in Tangentenrichtung ry bzw. entgegen der Tangentenrichtung r; ausgeht:

by = yo + apro bpo1=y1 —ary, o; >0, 1=0,1.
Die Mengen dieser mogliche Kontrollpunkte bezeichnen wir mit
Ri = {y; + (—=1)'qyr;|o; € Rso}, i=0,1;
die Geraden in denen sie liegen mit
L :={y; + ayrilay € R}, i=0,1.

Der dritte und der drittletzte Kontrollpunkt liegen in der offenen Halbebene, die von
bzw. y;, den Tagenten ry bzw. r; und den Hauptnormalenvektoren ny bzw. n; aufge-
spannt werden.

by = yo + Boro + Yono bp—o=y1 — biri+vini, Bi € R,y € Ry, 1=0,1
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Die Mengen dieser moglichen Kontrollpunkte bezeichnen wir mit
H; = {yi + (—1)'6iri + vinil fi € R,y € Ry}, i=0,1;
die Ebenen, in denen sie liegen, mit
P = Ay + Biri + yinilBi,vi € Ry, i=0,1.

Das Problem der Gradreduzierung 148t sich nun auf das Schneiden dieser Mengen redu-
zieren.

Satz 3.1 (Gradreduzierung)

1. Das gegebene G*-Hermite-Problem im IR® ist genau dann durch eine polynomiale
Bernstein-Bézier-Kurve vierten Grades losbar, wenn die Menge S := HyN H, nicht
leer ist.

2. Das gegebene G?-Hermite-Problem im IR® ist genau dann durch eine rationale
Bernstein-Bézier-Kurve dritten Grades ldsbar, wenn die Mengen Ry N Hy, und
RN Hy beide nicht leer sind.

3. Das gegebene G?-Hermite-Problem im IR® ist genau dann durch eine polynomia-
le Bernstein-Bézier-Kurve dritten Grades losbar, wenn die Mengen Ry N Hy und
Ry N Hy beide nicht leer sind und es exisitieren by € Ry N Hy und by € Ry N Hy,
fiir die gilt:

~ 3 ~ 3
< by —yo,ng >= 5“0”171 —y0||2 und < by —y,ng >= 51“61\\172 - ?J1||2 ;

fiir die also alle Gewichte gleich eins gesetzt werden kénnen.

Beweis: Die Schnittmengen sind genau die zuliissigen Bereiche fiir die Kontrollpunkte b,
(bei Grad 4) bzw. b; und by (bei Grad 3). Die weiteren Kontrollpunkte und die Gewichte
konnen dann berechnet werden. Sind die Gewichte bei einer moglichen Reduzierung auf
Grad 3 gleich eins, so liegt auch hier ein polynomialer Fall vor. 4

Folgerung 3.2 Das gegebene G*—Hermite-Problem im IR? ist genau dann nur durch ei-
ne polynomiale Bernstein-Bézier-Kurve finften Grades losbar, wenn die Menge
S = HyN H; leer ist.

3.2 Die Geometrie der einzelnen Fille

Wir betrachten nun, wie sich dies in den einzelnen Fillen verhélt
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3.2.1 Planare Fille

Im Planaren liegt der Schnitt zweier Halbebenen trivialerweise wieder in der Ebene.
Grad 5 liegt nur vor, wenn sich diese Halbebenen nicht schneiden.
D.h. rol[ri,n0 = —n1, < y1 — Yo, m0 >< 0

ny

Y1 (A1

Nyo

Abbildung 3: Der Fall (501)

Schneiden sich die Halbebenenin einer Menge S, so kann jeder Punkt dieser Menge als

mittlerer Kontrollpunkt b~2 gewdhlt werden. Die Kontrollpunkte b~1 und b~3 miissen dann

nach der Bedingung ~; = %/-cidf bestimmt werden.

~
S ny ~
r
~
_ n
i _
~
]
. = -
~ Yo To

Abbildung 4: Planare Félle vierten Grades am Beispiel (404)

Um eine Bernstein-Bézier-Kurve dritten Grades zu finden, die das Problem 16st, diirfen
die Mengen Ry N H; und Ry N Hy nicht leer sein. Ist diese Voraussetzung gegeben, so
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sind die zulissigen Bereiche fiir b; und by ein offener Strahl oder eine beidseitig offene
Strecke. Die moglichen Kombinationen aus Strahl und Strecke machen dabei genau die
unterschiedlichen Fille (311) bis (314) aus. Jede Kombination eines zulissigen b; und
eines zuldssigen b, bildet eine Losung des Problems. Daraus resultiert eine rationale
Bernstein-Bézier-Kurve dritten Grades.

n -
no 1

Yo ro -~

Abbildung 5: Planare Félle dritten Grades am Beispiel (314)

Beriicksichtigt man bei der Wahl von b; und b, noch die Bedingungen aus satz 3.1,
so 183t sich wohl in den meisten Fillen auch eine polynomiale Bernstein-Bézier-Kurve
dritten Grades finden, die das Problem 16st. Darauf wird in dieser Arbeit aber nicht

weiter eingegangen.

Sollen Daten von glatten Kurven im Planaren reproduziert werden, so stellt man fest,
daf fast immer der Fall (314) vorliegt. Die Félle (312) und (313) kommen sehr viel
seltener vor. Der Fall (311) und die Fille, bei denen eine Kurve vierten oder fiinften
grades notwendig ist, miissten schon speziell konstruiert werden.

3.2.2 Nicht planare Fille mit s; = 0

Da sy =< ry,n9 > ist, bedeutet sy = 0, daf} der zu y; gehérende Tangentenvektor r; und
damit Ry parallel zu Py oder, wenn 1y, € Py, in P, liegt.

Hieraus wird schon deutlich, daf} es keine Losungen dritten Grades geben kann. Denn aus
Ry || Py folgt, daB8 Ry N Hy = (). Und wenn Ry € Py gilt, so folgt, dal der Normalenvektor
n1 ¢ Py ist (ansonsten hiitten wir einen planaren Fall). Damit gilt dann aber H; NPy = ()
(nur der Rand der offenen Halbebene H; liegt in Pp) und insbesondere H; N Ry = .

Im folgenden beschreiben wir fiir die fiinf verschiedenen Félle die Lage der Ebenen Py, P,
und der offenen Halbebenen Hy, H; zueinander:
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(502) (32 = 0, tg = 0, U9 7é 0)

Die Ebene P liegt echt parallel zur Ebene F,. Somit ist die Schnittmenge HyN H,
leer und es ist eine Kurve fiinften Grades zur Losung des Problems notwendig.

(504) (s9 =0,ty #0, 1;—22 > 0)
Die Halbebene H; schneidet Py nicht sondern ,,zeigt von ihr weg“. Die Skizze zeigt
diese Situation. Zu sehen ist eine Seitenansicht des Problems. Die Ebene P, und

die Halbebene H; sind im Querschnitt dargestellt.

T

Mo _

Abbildung 6: Der Fall (504)

Ist Ry € Py und nicht planar ist, so ist dies genau Fall (504), da sy = 0,15 # 0, uy =
0 gilt.

In den anderen drei Féllen ist die Schnittgerade P, N H; nicht leer. Es mufy aber weiter
betrachtet werden, wie sich diese Schnittgerade zu H verhélt.

(503) (82:0,752#0,1;—;<0,81:0,U1—§—;u2§0)

Die Schnittgerade Py N H; liegt parallel zu Ly aber nicht in H.
(406) (52:0,1527&0,1;—;<0,81:0,U1—§—;U2>0)

Die Schnittgerade Py N H; liegt parallel zu Ly und ganz in H,.
(405) (52 =0, 7& 0, Qz—; <0, s 7& 0)

Die Schnittgerade Py N Hy ist nicht parallel zu L. Deshalb liegt ein Teil von ihr
auf jeden Fall in H,.
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Py N Hy (405)

Py N H; (406)

no
Ly
.
Yoo 0 Py 1 H, (503)
T Py Hy (503

Abbildung 7: Die Fille (405), (406), (503)

3.2.3 Echte IR3-Fille (sy # 0)

Wir kommen nun zu den wirklich relevanten Fillen. Denn bei der Interpolation im IR?
miissen alle bisher betrachteten Fille als Spezialfille gelten. Bei den bisherigen Fillen
galt immersy = 0, was bedeutet, dafl der Tangetialvektor an y; parallel zu einer von 7
und ng aufgespannten Ebene liegt.

Fiir die Betrachtung dieser Félle wollen wir noch zwei Begriffe einfiihren:

Definition 3.3 Die Schnittgerade der Ebenen Py und Py bezeichnen wir als Pivot.

pivot := Py N Py

Definition 3.4 Die Schnittpunkte der Geraden L; mit dem Pivot bezeichnen wir als
basepoints.

base; := L; N pivot

Ist L; = pivot oder L; || pivot, so sprechen wir davon, daf$ base; nicht existiert.

Die Menge S := HyN H; ist eine Teilmenge des Pivots und wird durch einen oder beide
basepoints (soweit sie existieren) begrenzt.

Wie wir gleich sehen werden, unterscheiden sich die echten IR3-Fille (315), (407), (408),
(409) und (501) dadurch, ob die Menge S := Hy N H; leer ist, eine beidseitig offene
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Strecke oder ein offener Strahl ist und ob die Tangentenvektoren ry und r; auf den Pivot
gerichtet sind oder von ihm wegzeigen.

Diese verschiedenen Situationen werden in dem Entscheidungsalgorithmus durch die Vor-
zeichen der Faktoren s, us, p, 0 und 7 beschrieben. Deshalb werden wir hier beschreiben,
was die Vorzeichen dieser Faktoren fiir die geometrische Anschauung bedeuten:

sa = (r1,70)
Somit beschreibt sy die Lage des Tangentenvektors r; zur Ebene F.
s9 = 0 bedeutet, dafy r; parallel zu P, oder in P, liegt.
Dies sind die Fille, die in 3.2.1 und 3.2.2 beschrieben wurden.

us = ((y1 — Yo), )
Somit beschreibt uy die Lage von 3, zur Ebene P.

uy = 0 bedeutet, dafl y; in Py liegt.

p = u1sy — uzs1 = (1,70 X (Y1 — o)) = (o, (¥1 — Yo) X 1)
Somit beschreibt p die Lage von 7 zu der von ro und (y; — yo) aufgespannten
Ebene.

p = 0 bedeutet, daB rq, (y; — yo) und 7y in einer Ebene liegen.

0 = sity — syt1 = (1o, M)
Somit beschreibt o die Lage des Tangentenvektors ry zur Ebene P;.
o = 0 bedeutet, dafl ry parallel zu P, oder in P; liegt.

7T =((y1 — v0),m)
Somit beschreibt 7 die Lage von yy zur Ebene P;.

7 = 0 bedeutet, dafl y, in P, liegt.

Die eigentliche Entscheidung wird aber anhand der Vorzeichen dieser Faktoren zueinan-
der getroffen.

Satz 3.5 Gegeben sei ein G?-Hermite—Interpolatinsproblem imIR®. Die Faktoren us, So,
p, 0 und T seien berechnet, wie in 2.8 beschrieben. Die Mengen R;, L;, H; und P;,
i = 0,1 seien definiert, wie in diesem Kapitel beschrieben. Dann bestehen folgende Zu-
sammenhdnge:

([) u252>0<:>R1ﬁP07é@

anschaulich sagt man ,ry zeigt vom Pivot weg“

(I]) TO'>0<:>R0mP1%®

anschaulich sagt man ,rq zeigt auf den Pivot”
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(I]I) PS2 >O©L1QH[]§£®
anschaulich sagt man ,base; liegt in Hy“

(IV) po >0< LoNHy # )

anschaulich sagt man ,baseq liegt in Hy“

Beweis: Haben u, und s, das selbe Vorzeichen, so zeigen (y; — yo) und 7 beziiglich
no in die selbe Richtung. Haben o und 7 das selbe Vorzeichen, so zeigen (y; — o)
und 7 beziiglich n; in die selbe Richtung. In (IIT) und (IV) wird durch p, sy und o
genau der Bereich beschrieben in dem sich rq bzw. r; befinden darf damit die jeweiligen
Schnittmengen nicht leer sind (siehe Skizzen.

Die folgenden Skizzen zeigen diese Situationen. Zu sehen sind Seitenansicht. Die Ebe-
nen Py und P; bzw. die in ihnen enthaltenen Halbebenen Hy und H; sind als Linien
dargestellt. Entscheidend ist, wie der Tangentialvektor r; zu diesen Ebenen steht.

(D (IT)

Tﬂ 52 Yo,

v o
m \ To R
U2 \ 0
v T
PO \ Pl
n
(I1T) (IV)
(ro % (Y1 — %0)) T P ((y1 —yo) x 1) o 0
So o
n Yo

/M H Lo m

Abbildung 8: Bedeutung der Vorzeichen
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Auf die Bedeutung von ps, = 0 oder po = 0 wird in der Beschreibung der Fille (407),
(409) und (505) eingegangen.

Die Bedingungen fiir eine Gradreduzierung lassen sich nun fiir die Félle mit sy # 0
nochmal wie folgt zusammenfassen:

Folgerung 3.6 Sei sy # 0. Dann gilt:

1. Das gegebene G*-Hermite-Problem im IR® ist genau dann durch eine Bernstein-
Bézier-Kurve vierten Grades losbar, wenn (III) oder (IV) erfillt ist.

2. Das gegebene G?—Hermite-Problem im IR? ist genau dann durch eine Bernstein-
Bézier-Kurve dritten Grades ldsbar, wenn alle 4 Bedingungen erfillt sind.

3. Das gegebene G?~Hermite-Problem im IR? ist genau dann nur durch eine Bernstein-
Bézier-Kurve finften Grades losbar, wenn weder (IIT) noch (IV) erfillt ist.

Nun haben wir alle Hilfsmittel, um die Falle sy # 0 anschaulich zu beschreiben.

(315) (s2 # 0, sgn(s2) = sgn(uz) = sgn(p) = sgn(o) = sgn(7))
Es sind alle vier Bedingungen erfiillt. D.h. ,ry zeigt auf den Pivot“, ,,r; zeigt vom
Pivot weg“ und basey und base; bilden den Rand der offenen Strecke S. Damit
sind die basepoints auch die mittleren Kontrollpunkte b; und b,.

_

ni

hn

r

Pivot

Abbildung 8: Der Fall (315)

(407) (s2 # 0, psg > 0,059 < 0)
Daraus folgt, dal po < 0 und damit Bedingung (IV) nicht erfiillt ist. D.h. ,baseq
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(408)

(409)

liegt nicht in H;“ und somit ist S ein offener Strahl, dessen Rand base; bildet. Der
mittlere Kontrollpunkt b, kann auf diesem Strahl frei gewéhlt werden. b; und b3
miissen dann entsprechend berechnet werden.

7

U1

n "
) 1
Pivot

Abbildung 9: Der Fall (407)

Die Bedingungen (I) und (II) spielen hier fiir die Gradrreduzierung keine Rolle. In
diesem Fall ist es egal, ob ,ry auf den Pivot zeigt“ bzw. ,r; vom Pivot weg zeigt“.
Denn das hat keinen Einflu} auf die Menge S. Ob die beiden Tangentenvektoren
,in die richtige Richtung zeigen® wird aber spéter bei der Wahl eines by wichtig.

po =10
Dies ist genau dann der Fall, wenn o = 0, denn p # 0. Somit ist der Tangenten-
vektor ry echt parallel zur Ebene P, was heif3t, dafl basey nicht existiert.

(s9 # 0, ps9 > 0,085 < 0)

Damit gilt po > 0 und damit sind die Bedingungen (IIT) und (IV) erfiillt. Doch
(I) oder (II) oder beide sind nicht erfiillt, sonst lige Fall (315) vor. D.h. ,ry zeigt
nicht auf den Pivot“ und/oder ,r; zeigt auf den Pivot“. S ist wie in (315) eine
offene Strecke, deren Rand basey und base; bilden. Doch in diesem Fall ist S die
Menge auf der der mittlere Kontrollpunkt b, frei gewiihlt werden kann.

(s9 # 0, ps2 < 0,085 < 0)
Damit gilt po > 0, wobei zu beachten ist, dafy o # 0 gilt. Dieser Fall ist &hnlich wie
(407), mit dem Unterschied, daf hier Bedingung (III) nicht erfiillt ist. D.h. ,;base;
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(505)

liegt nicht in Hy“ und somit ist S ein offener Strahl, dessen Rand baseq bildet. Der
mittlere Kontrollpunkt by kann auch hier auf diesem Strahl frei gewahlt werden
und b; und b3 miissen wieder entsprechend berechnet werden.

baseq /

N \.

basey Ny

Yo
U

T
Pivot

Abbildung 10: Der Fall (409)

Die Bemerkungen zu den Bedingungen (I) und (II) sind dquivalent zu denen in
(407).

psas =10
Dies ist genau dann der Fall, wenn p = 0, denn sy # 0. Somit liegen ry,r; und
11 — Yo in einer Ebene, was heifit, dafl baseq = base; ist.

(9 # 0,ps9 < 0,08, > 0)

Damit gilt po < 0 und damit sind die Bedingungen (III) und (IV) nicht erfiillt.
D.h. S = (. Und damit ist eine Gradreduzierung nicht moglich. Das Problem muf
mit einer Bernstein-Bézier-Kurve fiinften Grades gelost werden.

pse = 0 oder po =0
Hier kann es zu drei verschiedenen Situationen kommen.

Ist p = 0 und o # 0, so fallen beide basepoints zusammen. Sie teilen dabei ge-
nau den Pivot in die Mengen Hy N P, und H; N Fy. Diese Mengen haben keine
gemeinsame Schnittmenge. basey = base; ist nur die Schnittmenge ihrer Réinder.
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baseo/
~ S=10
No
base;
To
o Y1

. n "
Pivot

Abbildung 11: Der Fall (505)

Ist p # 0 und o = 0, so ist der Tangentenvektor ry echt parallel zur Ebene P;. Daf}
heift, basey existiert nicht. S ist leer, weil Hy (wie in (504)) von P; ,,wegzeigt*.

Ist p = 0 und o = 0, so liegt der Tangentenvektor r; in der Ebene P;. Auch hier
existiert baseg nicht und Hy ,zeigt weg von P;“, mit dem Unterschied, daf} hier
der Rand von Hj ganz in P, liegt.

3.3 Symmetrien und alternative Einteilung der Falle

Der am Ende von Kapitel 2 vorgestellte Algorithmus betrachtet das Problem der Gradre-
duzierung anhand der Lage des Frenet-Dreibeins an y; zum Frenet—Dreibein an 3. Dies
konnte auch umgekehrt geschehen. Aufgrund der geometrischen Anschauung wissen wir,
daf} wir die selben Md&glichkeiten der Gradreduzierung hétten, wenn die Kurve in anderer
Richtung durchlaufen werden soll. Denn ein Vertauschen von yq und ¥, von Ry und R,
und von Hy und H; hétte keinen Einflufl auf die Aussagen in Satz 3.1. Man konnte des-
halb zwei G?~Hermite-Interpolationsprobleme (a) und (b) als zueinander symmetrisch
bezeichnen, wenn (a) in anderer Richtung durchlaufen (b) ergibt und umgekehrt.
Dieser Idee folgend wollen wir an dieser Stelle noch eine alternative Einteilung der Fille
vorstellen. Dabei teilen wir danach ein, ob Schnittmengen HyN Hy, RN Hy; und Ri N H
ein Punkt, eine offene Strecke, ein offener Strahl oder eine Gerade sind. Wir erhalten
diese Falle:



40

3. Geometrische Anschauung

HoyNH =0
Dies sind alle Fille, bei denen Grad 5 notwendig ist.

Hy N H, ist eine offene Strecke aber es gilt Ry N H; = ) oder Ry N Hy = ()
Dies ist der Fall (408).

Hy N H, ist ein offener Strahl
Dies sind die Fille (406), (407) mit o # 0 und (409).

Hy, N H, ist eine Gerade
Dies sind die Félle (405) und (407) mit o = 0.

Ry N H; und R; N Hy sind Punkte
Dies ist Fall (315).

Von RyN Hy und R; N Hy ist eins leer und eins eine offene Strecke oder ein offener
Strahl
Dies sind die Fille (401), (402), (403) und (404)

Ry N Hy und Ry N Hy sind beide offene Strahle

Dies sind die Fille (301) und (311). Auch wenn wir hier einen polynomialen Fall
und einen rationalen Fall vorliegen haben. (301) unterscheidet sich von (311) aber
nur insofern, dafl die polynomiale ,,Speziallosung® einfach zu ermitteln ist.

Ry N H; und R; N Hy sind beide offene Strecken
Dies ist der Fall (314).

Von Ry N Hy und R; N Hj ist eins eine offene Strecke und ein ein offener Strahl
Dies sind die Félle (312) und (313).

Alle G%-Interpolationsprobleme, die einem dieser alternativen Fille zugeordnet werden

sind zueinander symmetrisch. Diese Einteilung dient jedoch nur nochmal der geometri-

schen Anschauung. Zur Berechnung der Losungen benutzen wir die zuvor vorgestellte

Einteilung.
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3.4 Losungsalgorithmus

Wir wollen zum Schluf} dieses Kapitels einen Algorithmus angeben, mit dem in den un-
terschiedlichen Fillen Kurven gefunden werden kénnen, die das gegebene G?~Hermite—
Problem losen. Dieser Algorithmus ist eine Vereinfachung des Algorithmus in [Schiitt 95].

3.4.1 Grad 5

Ist keine Gradreduzierung moglich, so wihle man o; > 0, 8; € IR und berechne v; = %ami.

3.4.2 Grad 4

In dem gegebenen Algorithmus ist jeweils x4 < 0 frei zu wéhlen und dann xg, x1, 29, 73
(je nach Fall) zu berechnen oder frei zu wéhlen. Mit der freien Wahl von z, wird gewéhr-
leistet, daf} auch rationale Kurven, die das Problem l6sen, bestimmt werden kénnen. Hier
sollen aber nur Algorithmen fiir polynomiale Kurven angegeben werden. Deshalb wird
x4 = 6 gesetzt (siehe [Schiitt 95] Seite 40). d;, 3;,7; berechnen sich dann wie folgt:

(401)

withle v > maz{0,u,}, G eR

setze dozw/ﬁ%, =Y —ur, Q= %71
(402)(404)

wiahle ag>0, a; >0

setze Yo = §d02/<;0 ., = %dl2/“31 ’ Bl — —’Yo-l-zih-l-m
(405)

wahle ap >0

setze = fhd’ . Ti=-P, di=yp. h=150
(406)

wihle 6, € R
(407)-(409)

wihle  p:

(408) O<H< £
(409) >0

T, — 52 A7 o 370 S~ 371 2 Yit—2—us
setze Y=L — 27, a =/, ar=./;&, b="50



42

3. Geometrische Anschauung

3.4.3 Grad 3

(301)
dO = \/%7

(311)—(314)

wahle @y und ay:
(311) @ >max{0, £},
(312) 0<ap< i,
(313) 0<ap< £,
(314)  ap >max{0, £},
setze Wy = %J%}Ol; ,
(315)
070 - 5;
U70 = %T?22:0 3

a; >max{0, -
a; >max{0,

0<d1<1;—;
0<d1<’;—;

= = _§)xli10?12
’U)Q—l, ’U)3—2—”7a_051
- u

Oél—g
Wy =1, wy=3wlgm

)
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Nachdem nun fiir ein gegebenes G2-Hermite-Interpolationsproblem die Méglichkeiten der
Gradreduzierung ermittelt sind und ein Losungsalgorithmus vorliegt, um eine Bernstein-
Bézier-Kurve zu bestimmen, die das Problem 16st, miissen jetzt noch die freien Faktoren
geschickt gewdhlt werden. Wie dies geschehen kann, wird in diesem Kapitel gezeigt.
Dabei wird zunéchst aufgelistet, wieviele Freiheitsgrade in den jeweiligen Fillen vorliegen
und es wird die Grundidee vorgestellt, wie diese festgelegt werden kénnen. Ausfiihrlich
wird auf die Regularisierung der Fille (407), (408) und (409) und mdoglicherweise dabei
auftretende Probleme eingegangen. Diese Probleme, die auch in den anderen Féllen
beriicksichtigt werden miissen, sind zum einen zu grofle Kriimmungen und zum anderen
Kontrollpunkte, die zu weit auflerhalb liegen.

4.1 Freiheitsgrade

e Bernstein-Bézier-Kurven fiinften Grades
Vier Freiheitsgrade: ag, ay € R~q; By, 01 € IR
Fiir v; gilt: v; = %a?m , 1 =0,1.
Soll das Problem mit einer rationalen Bernstein-Bézier-Kurve gelost werden, so

sind 2 Gewichte frei wahlbar: wy, wy € IR~q

. . . . Srow?a? Skiw?a?
fiir die anderen Gewichte gilt: wg = w5 = 1, wy = %, wy = ﬁ

e nicht planare Bernstein-Bézier-Kurven vierten Grades
Ein Freiheitsgrad: der mittlere Kontrollpunkt b, € S

damit sind Sy, i, Yo und v, festgelegt.
Fiir d; gilt: a; = /32, i = 0,1,

Soll das Problem mit einer rationalen Bernstein-Bézier-Kurve gelost werden, so ist

ein Gewicht frei wiahlbar: w, oder w3 € IR<q
.. . . . ~ ~ ~ 4k 11;2022 4K 11;2022
fiir die anderen Gewichte gilt: wy = wy = 1, Wy = %Vé 0 — 1373 L

e planare Bernstein-Bézier-Kurven vierten Grades
Zwei Freiheitsgrade: der mittlere Kontrollpunkt by € S
damit sind Sy, (1, Yo und 7; festgelegt, doch mit dem Unterschied, daf3 S zweidi-
mensional ist und somit 3, und 7, unabhiingig sind von §; und 7.
Der Rest gilt dquivalent zum nicht planaren Fall.
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e nicht planare Bernstein-Bézier-Kurven dritten Grades
keine Freiheitsgrade.

e planare Bernstein-Bézier-Kurven dritten Grades
Zwei Freiheitsgrade: ay € Ro N Hy, ay € Ry N Hy.

4.2 Grundidee und deren Umsetzung

Die Grundidee fiir das Auswéhlen einer Losung ist, dafl fiir den zweiten und den vor-
letzten Kontrollpunkt, wenn diese auf den Geraden

yi + (=Dayr;, ap >0, i=0,1

freigewéhlt werden konnen, gelten soll:
arc
aj=—,1=0,1
n
wobei n der Grad der Bernstein-Bézier-Kurve ist und arc eine gute Niherung der Bo-
genlidnge zwischen gy und ;.

Eine genaue Begriindung fiir dieses Vorgehen bleiben wir hier schuldig. Dieser Ansatz
liegt jedoch auf der Hand, wenn man sich Kontrollnetze glatter Kurven ansieht. Das Kon-
trollnetz schmiegt sich dann mit etwa gleichem Abstand zwischen den Kontrollpunkten
an die Kurve an.

Die Bogenléinge nidhern wir wie folgt an:

H0H1||y1 - y0||2>

= — 1
arc = ||y y0||<+ 54

Sind der dritte und der drittletzte Kontrollpunkt auf den Geraden

| n
Yi + (_l)lﬁiri + ving, 61 € ]R, Yi = m/{ia?

frei wéhlbar, so soll gelten:

2-arc

Gi =

n

Dies bedeutet fiir die jeweiligen Fille:

e Bernstein-Bézier-Kurven fiinften Grades
Die vier freien Parameter werden nach dieser Grundidee eindeutig festgelegt.
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e nicht planare Bernstein-Bézier-Kurven vierten Grades
Auf die Fille (407), (408) und (409) gehen wir gleich gesondert ein.

(405) Die Gerade Ry liegt echt parallel zum Pivot. Damit sind v; und @; durch den
Abstand zwischen dem Pivot und R; eindeutig bestimmt.
ap kann frei gewihlt werden. ¥y, und 3y berechnen sich daraus.

(406) Die Geraden Ry, Ry und der Pivot liegen echt parallel zueinander. Damit
sind 7o und ag durch den Abstand zwischen dem Pivot und Ry und +; und
a7 durch den Abstand zwischen dem Pivot und R; eindeutig bestimmt.
ﬂ~0 oder ﬂNl kann noch frei gewahlt werden.

Dies kann mithilfe der Bogenliinge gemacht werden oder indem £, = Sy —
Yo), To) = %uo gesetzt wird.

e planare Bernstein-Bézier-Kurven vierten Grades
Fiir (402), (403) und (404) kann genau nach der Grundidee verfahren werden, in-
dem dy = a; = are/4 gesetzt wird. ¥, und 3y berechnen sich daraus.

Bei (401) ist zu beachten, dal Ry und R; parallel liegen.

Deshalb muf} @y > /34 (wenn u; > 0) bzw. @; > /=24 (wenn u; < 0) gewihlt
4Kg 4K1

werden. fy oder 3; konnen anhand der Bogenlinge gewiihlt werden.

e nicht planare Bernstein-Bézier-Kurven dritten Grades
keine Freiheitsgrade.

e planare Bernstein-Bézier-Kurven dritten Grades

In den Fillen (311) bis (314) kann versucht werden, die Kontrollpunkte b; und by
anhand der Bogenldnge festzulegen. Es muf} jedoch darauf geachtet werden, ob die
Kontrollpunkte auf diese Weise in der Menge Ry N H; bzw. Ry N Hy liegen. Ist
dies nicht der Fall, dann setzt man @; gleich einem Faktor £ (0 <k <1) mal dem
groftmaoglichen Wert, wenn der zulissige Bereich fiir b; ein offenes Intervall ist. Ist
der zulissige Bereich fiir b; ein offener Strahl, so setzt man @; gleich einem Faktor
k (k>1) mal dem kleinstmoglichen Wert.

Im Fall (301) liegt alles fest.

4.3 Umsetzung in den Fillen (407), (408) und (409)

Bei diesen nicht planaren Bernstein-Bézier-Kurven kénnen @ und a; nicht unabhéingig
von einander gewéhlt werden. Um die Grundidee umzusetzen, dafl a; = arc/4 gewéhlt
wird, setzen wir zuniichst beide @; = arc/4 und bestimmen auf dem Pivot die jeweils
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dazugehorigen mittleren Kontrollpunkte b;’g und b;,l. Diese beiden Punkte werden dar-
aufhin untersucht, ob sie in S liegen, und somit zuléssige mittlere Kontrollpunkte sind.
Gegebenenfalls wird dann noch zwischen den beiden zuléssigen mittleren Kontrollpunk-
ten der tatséichliche mittlere Kontrollpunkt b, ausgewihlt.

Auflerdem spielt es bei diesen Fillen eine Rolle, ob ,,rq auf den Pivot zeigt“ und ob ,,ry
vom Pivot weg zeigt“. In (408) ist mindestens eins davon nicht gegeben.

4.3.1 Das Verhalten zwischen oy und o;

Zunichst wollen wir das Verhalten zwischen @ und «; betrachten und daraus auch die
Wertebereiche fiir @y und @; bestimmen.
Dazu setzen wir die beiden Darstellungen von b, gleich:

Yo + 507“0 +Y%n0 = Y1 — 517“1 + iy

1 0 Ug 50 Lo
& G|l 0| +%]| 1 = u | =F| st |+ | b
0 0 Uo S9 to

Bo = uo— Briso+ Yito
A Yo = U3 — 5181 + ity

0 = wug— G152+ Tt

daraus folgt:

~ U to .
B = =+24 weil s5 # 0.
S2 S2
Und somit
~ U ty _ -
Bo = ug— <—2 + —271> so + Yito
S9 S9
- Uy to _ -
Yo = U — <— + —71> s1+ Mt
S2 S2
Woraus folgt
~ UgSy — USg ~ LoS2 — taSp _ o Y
b = " o= 2oYy
So S9 So So
_ U189 — S1Ug  T1S9 — Sito _ p o .
Yo = + Mmno= ——=—m

S92 59 S92 S92
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mit  p = uysy — usy, O =1ty51 — Saty, G = uUgSy — U2Sg, Y = lysy — 125,

Wegen der Bedingungen ag = ,/ﬁ% und a; = ,/%7} folgt:

N 3 p KiO _, N 3 P KoS2 .,
Qg =4/—— — ——a1° bzw. a;=4/—= — ——aqq
4K S92 Ko So dk10 K1 O

Da ay und a7 beide grofier Null gewahlt werden miissen, ergeben sich daraus fiir ap und
ay in den einzelnen Féllen folgende Definitionsbereiche:

(407) wegen psy > 0 und osy < 0 gilt:
agy > io% und a; >0
und je grofler ay ist desto grofler ist aj.

(408) wegen psy > 0 und osy > 0 gilt:
0<ay< %é und 0<ay < %g
und je grofler ay ist desto kleiner ist a;.

(409) wegen psy < 0 und osy < 0 gilt:
ag>0 und d > /32
und je grofler ag ist desto grofler ist aj.

An den Definitionsbereichen von ag und @; kann man nochmal erkennen, wie der zuléssi-
ge Bereich fiir by, die Menge S, aussehen muB. In (407) und (409) kénnen do und a; und
damit ¥y und 47 unendlich grofl gewéhlt werden. S ist ein offener Strahl. In (408) kénnen
diese Faktoren nur in einem offenen Intervall gewéhlt werden, S ist eine beidseitig offene
Strecke.

4.3.2 Auswahl des by in (407) und (409)
Wir beschreiben die Menge S nun als:
S = {basepoint + ¢ - pivotdirection, & > 0}

die Auswahl des mittleren Kontrollpunkts by beschriinkt sich damit darauf, ein geeignetes
0 finden.

Hierbei ist basepoint jeweils der Rand von S, d.h.:

base; = y1 — 211, (407)

b int 1—
aseporn { baseg = yo + Tro , (409)
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Und pivotdirection berechnet sich wie folgt:

Der Pivot liegt sowohl in Py als auch in P;, damit ist er senkrecht zu 1, und 7; und
seine Richtung ist somit 79 x n;. Damit dieser Vektor die richtige Orientierung bekommt,
d.h. in die Halbebenen H, und H; zeigt, wird noch das Vektorprodukt mit ny oder n,
gebildet.

Mo X Mo X ni,ny) ,  (407)

pivotdirection := {
Mo X m (Mo X M,m0) 5 (409)

Um die moglichen Kontrollpunkte b;,g und b;,l zu bestimmen, die zu ap = a; = 4F

gehoren, miissen die dazugehorigen § berechnet werden. Wir nennen diese dp und ; und
fiir sie gilt:

5i — {n;, (basepoint — y;))
(n;, pivotdirection)

5; = L i=0,1

mit

.3 (arc>2 01
72_4'%2 4 7Z_a

was aus der folgenden Skizze deutlich wird:

No

Yo o To . base
-

Abbildung 12: Berechnung des §;

Als by wird nun das b;,i ausgewihlt, zu dem das kleinere, positive 9; gehort, also das b;,i,
das in S ndher am basepoint liegt.

by := basepoint + 0 - pivotdirection
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mit
60 ) 61 S 0
6= 61 3 60 S 0
min{dp, 81} , do >0 wund 01 >0

Wir verfahren so, um eine Kurve zu erhalten, die nicht zu sehr ausbricht. In den meisten
Fillen gelingt dies auch auf diese Weise. Wir werden aber auch noch darauf zu sprechen
kommen, wie man vorgehen kann wenn ein so gewihltes by , weit drauBen liegt®.

Es ist noch anzumerken, daf§ in (407) 6; > 0 und in (409) 6y > 0 gilt, weil in (407)
(n1, (basepoint — y1)) = 0 und in (409) (ng, (basepoint — yy)) = 0 ist. Dadruch ist die
Existenz eines by gesichert.

Ist 0 = 0, so gibt es keine Abhéngigkeit zwischen ay und a;. Ry liegt echt parallel zum
Pivot und somit ist

- ((y1 — o), m) _ T
(ng, m) Sota — Saty

Qg =

und a; > 0 kann frei gewihlt werden, der Grundidee folgend gleich “*. v und 4,
berechnen sich daraus.

4.3.3 Auswahl des b~2, wenn usss < 0 oder 7o < 0

Ist usse < 0, so ,,zeigt vy vom Pivot weg*. b~2 sollte also nicht zu nah an base, gewihlt
werden, da die Kurve sonst ausbricht. Ist 7o < 0, so ,,zeigt r; auf den Pivot*. by sollte also
nicht zu nah an base; gewihlt werden, da die Kurve sonst auch hier ausbricht. Um solche
Ausbrecher zu vermeiden, verindern wir die Auswahl des mittleren Kontrollpunkts by
wie folgt:

Sei 70 < 0 so wihle man

arc

k>1
4 bl

OZU:k

Damit wird b;,g von basey ,weggeschoben“. Im Programm haben wir k = /2 gesetzt
und damit ~, verdoppelt. Fiir § soll dann gelten:

d > o
woraus folgt:

6:{61 . 0p <0

0o , sonst
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Fiir uss, < 0 verfahren wir dquivalent, wobei fiir 0 gilt:

6:{60 3 61§0

01 , sonst

Ist 70 < 0 und ugsy < 0, so gilt fiir o:
§ = max{dy, o1}

4.3.4 Auswahl des b, in (408)

Die Menge S ist in diesem Fall eine offene Strecke, deren Rand von basey und base;
gebildet wird. Deshalb kommen zum einen beide Punkte als basepoint in Frage, zum
anderen muf} der Definitionsbereich von § genau bestimmt werden. Wir wahlen base;
als basepoint und damit auch

pivotdirection :=ny X my - (Mg X M1, n1)
Fiir ¢ gilt damit

0<6<0maz = (m1, (baseo — 1)) _ (n1, (Yo + Zro — 1))
" iy, pivotdirection) (ny, pivotdirection)

und damit wird S beschrieben durch

basepoint + ¢ - pivotdirection, 0 < < dpas

In diesem Fall ist die Auswahl eines by aber nicht so einfach. Denn wenn dy = a; = “r
gesetzt wird, kann es passieren, dal §; < 0 und 61 > 6,4, ist und somit keiner der by,
in S liegt.

Auflerdem gilt in (408) mindestens eine der beiden Ausagen ,rq zeigt vom Pivot weg®
und 7 zeigt auf den Pivot“. Ist also uss, < 0, so muB by niiher an basey liegen, ist
7o < 0, so mufl b~2 niher an base; liegen und ist usss < 0 und 70 < 0, so mufl b~2 cher in

der Mitte liegen. Um dies umzusetzen, verfahren wir wie folgt:

e setze
% , US9 > 0
Qy = )
k Zrc , UaSe < 0
% , To>0
= .
k-are ‘fc , To<0

Man beachte, dal usss # 0 und 70 # 0, sonst wiirden wir uns nicht in (408)
befinden.
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e berechne ’3/0, ’}71, (Sg und 61
e bestimme die zuléssigen J;

e wihle das kleinere der zuléssigen ¢; als ¢ aus. ist keines der beiden ¢; zuléssig, so
setze § = —‘5”5‘”

e ist uysy < 0 und § < k10,00 SO setze 0 = k10maz

e ist 7o < 0 und 0 > kgdypas SO setze 0 = kgdmax

e ist usso < 0 und 70 < 0 und 0 < kodpmaz SO setze & = kodmaz
e ist usso < 0O und 70 < 0 und 0 > kidpax SO setze d = kidmaz

Dabei gilt 0 < kg < ky < 1.
Auf diese Weise wird gewéhrleistet, daf}

0 <0 <kyma , U282 <0 und 7o >0
k[]5max < ) < klémaz , UaS9 < 0 und T70<0
kiOmaz < 0 < Omax , U289 >0 und 7170<0

Im Programm haben wir ky = 0,25 und k; = 0, 75 gewéhlt.

4.4 Beriicksichtigung der Kriimmungen

Bis jetzt haben wir die gegebenen Kriimmungen k, und x; bei der Auswahl einer geeig-
neten Kurve nicht beriicksichtigt. Dies soll nun geschehen.

Je grofler k; ist desto grofer ist auch 7;. Damit die mittleren Kontrollpunkte jedoch nicht
zu sehr ,ausbrechen® wollen wir 7; nach oben beschréinken. Dies soll aber nicht direkt
geschehen, sondern iiber die Bogenldnge. Dazu verdndern wir die Abschitzung fiir die
Bogenlédnge ein wenig, damit wir diese beziiglich der Daten an 7, unabhingig von den
Daten an y; bestimmen kénnen — und umgekehrt.

K2|lyr — yoll? ,
are; = g1 — ol (1+W> izo,1

Wir wollen nun zwischen ,guten Daten“ und ,schlechten Daten® an y; unterscheiden,
die mit unterschiedlichen Strategien behandelt werden sollen.

Definition 4.1 (Gute Daten, schlechte Daten) Man wdihle ein K > 1. Die Daten
an yo nennen wir schlechte Daten, wenn kol||y1 — yo|| > K. Die Daten an y; nennen wir
schlechte Daten, wenn 1 ||ly1 — yo|| > K. Ansonsten nennen wir sie gute Daten.
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Im Programm habe wir K = 4 gewihlt.

Anschaulich bedeutet das folgendes: Durch r; ist der Kriimmungsradius R; = ; © gege-
ben. Eine Kurve, die das G*-Hermite-Interpolationsproblem lésen soll, hat in y; einen
Kontakt der Ordnung 2 zu dem in P; liegendem Kreis mit dem Radius R; und dem Mit-
telpunkt ¢; = y; + R;n;. Je grofler die Kriimmung ist, desto kleiner ist dieser Kreis. Da
wir eine Kurve auswihlen wollen, die nicht zu sehr ,,ausbricht“, verlangen wir von ihr,
daf} sie in einem Kreis mit dem Radius K R; um y; bleibt. Liegt z.B. y; weiter entfernt
von yg als K Ry, so sprechen wir von schlechten Daten an y9. Man kann anschaulich auch
davon sprechen, dafi die Kurve wegen der groflen Kriimmung so stark ausbricht, daf} 1,
nicht mehr erreicht werden kann.

Fiir gute Daten regularisieren wir genau so, wie es bisher in diesem Kapitel vorgestellt
wurde. Dadurch haben wir ein gutes Approximationverhalten bei dichten Datensitzen.

Fiir schlechte Daten regularisieren wir so, daf§ wir ein gutes asymptotisches Verhalten
haben, wenn die Kriimmung gegen unendlich geht. Dies geschieht dadurch, daf} die
Kontrollpunkte bei groflen Kriimmungen néher an gy, bzw. y; geschoben werden. Das
fiihrt dazu, daf die resultierende Kurve bei groflen Kriimmungen an g, und y; fast eine
gerade Linie ist und scharfe Knicke bei yy und y; hat. Die resultierende Kurve kann
so nicht ausbrechen. Das durch die Eingangsdaten erzungene problematische Vrehalten
wird zu Lasten der lokalen Kriimmung an den Endpunkten bereinigt.

Wir machen dies, indem wir in den Abschétzung fiir die Bogenlédnge bei schlechten Daten
Killyr — yol|| = K setzen.

Die Regularisierung sieht dann fiir Bernstein—Bézier-Kurven fiinften Grades wie folgt
aus:

gute Daten (k;||y; — yol| < K):

2
_2-arg arc; K,

arc; .
T y Vi T T an :Oa]-
5o P 5 20

Q; =

schlechte Daten (x;||y1 — yo|| > K):

K K?
= —(14+— =0,1
c m<+24>,2 0,
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Hierbei ist anzumerken, dafl «; als Funktion von k; stetig ist.

llyr —wol| 1 &2 ly1—yoll? K
e = - H< -
5 T s K< gl

K K_Z) s _K
5k; (1 T % o K Z [ly1—woll

Denn k; = Hyll—(yOH eingesetzt ergibt in beiden Féllen

1 — woll K?
a 5 T

o; =

Wir wollen auch noch die obere Schranke von ~; angeben:

K”yl—yoH K? ?
o< DY Yol g 2
"= 20 Y

Dieses ergibt sich durch Einsetzen.

Bei der Regularisierung von Bernstein-Bézier-Kurven vierten Grades kann man die Da-
ten an gy, und die Daten an y; nicht unabhéngig voneinander gut oder schlecht nennen,
da 4y und 4; im nicht planaren Fall voneinander abhingig sind (sieche 4.3.1). Da wir
aber, unserer bisherigen Regularisierungs-Strategie folgend, zunéchst die voneinander
unabhéngigen Punkte b;,g und b;,l auf dem Pivot berechnen, konnen wir auch im Grad
vier die Daten an yy und y; voneinander unabhéngig gut oder schlecht nennen.

Bei den planaren Fillen besteht eine Abhéngigkeit zwischen 7, und +; nur in (401).
Auch dort kénnen wir die Daten an y, und y; voneinander unabhéngig gut oder schlecht
nennen, mit dem Unterschied, dafl zwischen zwei Geraden ausgewéhlt werden muf3, auf
denen dann b, festgelegt werden muB. Bei den anderen planaren Fillen ist v, unabhiingig
von ;.

Die Regularisierung sieht nun fiir Bernstein-Bézier-Kurven vierten Grades wie folgt aus:
gute Daten (k;||ly1 — yol| < K):

arc; . arcik;

1 T T

o; =

schlechte Daten (k;||ly1 — yol| > K)

K 1+K2
C .= — —_—
K; 24
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Auch hier ist @; als Funktion von k; stetig und fiir -; gilt:

- Kljy1 — ol K?\?
A | 11| Ny A
M= 12 Y

Mit diesen &; und 4; miissen jetzt noch, wie dies in (4.2) und (4.3) beschrieben ist, by,
und by ; bestimmt, ein by ausgewihlt und die tatséchlichen Kontrollpunkte b; und b3
berechnet werden.

Bei Bernstein-Bézier-Kurven dritten Grades ist keine weitere Regularisierung aufgrund
einer zu groffen Kriimmung nétig. In den Fillen (301) und (315) ist sowieso alles festge-
legt und in den anderen Fillen werden grofle Kriimmungen dadurch ausgeglichen, dafl
die zugehorigen Gewichte klein werden.

4.5 1;2 zu weit drauflien

Trotz aller bisherigen Regularisierungen kann es bei den nicht planaren Bernstein-
Bézier—Kurven vierten Grades immer noch passieren, dafl der Abstand zwischen 1, und
b~2 oder der Abstand zwischen 3, und b~2 sehr grof} ist. Dies liegt daran, dafl wir nur +;
nach oben beschriinkt haben, 3; aber nicht. Wir werden deshalb ein Kriterium definie-
ren, wann by ,zu weit draufien® liegt und aufzeigen, wann es moglich ist ein neues by 71
wéhlen, das ndher an yy und y, liegt.

Definition 4.2 Man wihle ein d > 1. Wir sagen, daf by zu weit drauBen liegt, wenn
162 = oll > dllyr — wol| oder [[ba =yl = dllyr — woll.

Im Programm haben wir d = 1,5 gewihlt.

Fiir den Fall, daB by, zu weit drauBen liegt, ist auszuloten, ob by neu gewdhlt werden
kann, so dafl es ndher an gy, und y; liegt. Dazu berechnen wir zunéchst die Punkte auf
dem Pivot, die den minimalen Abstand zu yo bzw. zu y; haben. Wir nennen diese Punkte
ming und min,; und berechnen sie wie folgt:

ming = Yo+ 2{ro, o X (o X m))mo X (o X m) , o #0
0 Yo + vng L o=0

o { yr = 2(re,m X (o xm)ym x (mo xm) , s270
ming = w
Y — 3 , S$2=0

Liegt by nicht zwischen ming und miny, so kénnen die Abstéinde ||by — yo|| und by — 1|
dadurch verringert werden, dafl by ndher an das nichstgelegene min; geschoben wird.
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Weitere Aussagen iiber die Moglichkeiten, b, neu zu wihlen, wenn es zu weit draufien
liegt, wollen wir hier nicht treffen. Denn es sind noch viele Konstellationen denkbar,
die noch nicht vollstindig untersucht worden sind. Folgendes wire ndmlich noch zu
beachten:

e Liegen miny und min; in S oder nicht ?

e Wie kann ein besseres b, gewdhlt werden, wenn das bisher gewihlte by zwischen
ming und min, liegt ?

e [st es immer sinnvoll, by moglichst nah an gy und y; zu wéihlen ?

Auch wenn b, eindeutig besser gewiihlt werden kann, muf dieses neue b, nochmal darauf
untersucht werden, ob es nicht zu weit drauflen liegt. Im Zweifelsfall sollte immer dazu
iibergegangen werden, das Problem mit einer Kurve fiinften Grades zu 16sen.

4.6 Uberginge zwischen den Fillen

Es wire wiinschenswert, wenn die Losungen des G?-Hermite-Interpolationsproblems
stetig von den Eingangsdaten abhingen. Dies ist aber nicht machbar, wenn wir das
Problem mit einer Kurve mit moglichst geringem Grad l6sen wollen und polynomiale
Kurven rationalen Kurven vorziehen. Dies liegt hauptsédchlich an der unterschiedlichen
Zahl der Freiheitsgrade bei den unterschiedlichen Md&glichkeiten der Gradreduzierung.
So ist im réumlichen Grad 3 Fall (315) alles eindeutig festgelegt, wihrend wir in (505)
vier Freiheitsgrade haben. Wir betrachten nun den Ubergang zwischen diesen beiden
Féllen:

Es sei ein (315)-Fall gegeben, bei dem die Menge S auf dem Pivot sehr klein ist. Die
Kontrollpunkte b; und b, liegen dicht beieinander. Das heifit p ist vom Betrag klein und
damit die &ufleren Gewichte grofl und die inneren Gewichte klein. Die Kurve ist damit
fast eine gerade Linie zwischen 7, und y;. Dreht man eins der Frenet-Dreibeine ein wenig
um 7o bzw. 71, so dal p das Vorzeichen wechselt, so befinden wir uns im Fall (505) und
erhalten mit der vorgestellten Regularisierung eine schone glatte Kurve.
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5. Programm

Im Verlauf dieser Diplomarbeit ist ein C-Programm entstanden, das gegebene G?-Daten
einliest, iiberpriift in welchem Fall man sich befindet und eine Kurve berechnet, die
das Problem 16st. Dafiir wird der Algorithmus zur Bestimmung des kleinsten mdglichen
Grades aus Kapitel 2.8, der Losungsalgorithmus aus Kapitel 3.4 und die Regularisierung,
wie sie in Kapitel 4 beschrieben ist, benutzt. Das Programm berechnet die Kurvenpunkte,
die in Dateien ausgegeben werden, damit die Kurve dann mit GNUPLOT geplottet
werden kann.

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Elemente dieses Programms beschrieben. Das
komplette Programm ist im Anhang aufgelistet.

5.1 Grundaufbau

Es stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, das Programm zu nutzen. Zum einen kann
in singlemain eine G>~Hermite—Interpolation zwischen zwei Punkten durchgefiihrt wer-
den. Zum anderen wird in 1issajousmain eine Lissajous-Kurve berechnet, in Teilstiicke
zerlegt und anhand der Daten an den Enden der Teilstiicke jeweils eine G?~Hermite—
Interpolation durchgefiihrt. Dieser Teil des Programmes diente und dient in erster Linie
dazu, das Programm auf seine Funktionsfihigkeit zu testen. Zu Beginn des Programms
wird abgefragt, ob ein lissajous- oder ein single—Fall behandelt werden soll.

Bevor wir den Ablauf beschreiben, stellen wir die Strukturen vor, in denen die nétigen
Daten gespeichert werden:

e Data
enthiilt die Daten des Frenet-Dreibeins an y;: v;, 74, n;, 1;, £; (i = 0,1) und param
den Parameter der Lissajous—Kurve, der zu y; gehort.

e Work
enthilt die Daten, die beim Gradbestimmungs—Algorithmus (siehe Kapitel 2.8)
berechnet werden: w;, s;, t; (i = 0,1); (¥1 — %), [|[v1 — Yoll, A, p, v, p, o und 7
auflerdem degree, rational und case, um den Fall zu speichern, den der Algo-
rithmus ergeben hat, 7; als Kopie und fct als Zeiger auf die Funktion, mit der das
Teilstiick ausgewertet werden soll.
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CP

enthilt die Kontrollpunkte und Gewichte der Bernstein-Bézier-Kurve: b;, w; (i =
0,...,6) und plotfile als Zeiger auf die Datei, in die die Kurvenpunkte geschrie-
ben werden.

Piece

enthilt Zeiger auf die Strukturen, in denen die Daten des auszuwertenden Teilstiicks
sind: 1left ist der Zeiger auf die Daten des Frenet—Dreibeins an 3, right ist der
Zeiger auf die Daten des Frenet-Dreibeins an y;, work ist der Zeiger auf die zu-
gehorige Struktur Work und next ist bei Lissajous-Kurven der Zeiger auf das
néchste Teilstiick und dessen in einer Struktur Piece gespeicherten Daten.

Cclass
dient dazu, die Anzahl der jeweiligen Félle zu bestimmen.

5.1.1 Der Ablauf von singlemain

Der Dateiname der Eingangsdaten muf} eingegeben werden.

Fiir die Strukturen p, left, right, work und cp wird Speicherplatz bereitgestellt
und die zum spéteren Plotten nétigen Dateien werden gedffnet.

In read_data werden die Daten yq, y1, ro, 71, M0, M1, Ko, k1 eingelesen.

In calc_work werden die fiir den Gradbestimmungs—Algorithmus benétigten Da-
ten berechnet.

In decision wird anhand des Gradbestimmungs—Algorithmus festgesetellt, wel-
cher Fall vorliegt und der Zeiger fct auf die jeweilige Auswertungsfunktion gesetzt.

In plot_data werden die Ausgangsdaten zum spéteren Plotten in Dateien ausge-
geben.

Mit eval ((void (%) (Piecex*))p->work->fct, p) wird die Funktion aufgerufen,
die fiir diesen Fall eine Kurve berechnet und die Kurvenpunkte zum spéteren
Plotten in eine Datei schreibt.

Zum Schluf} werden die bereitgestellten Speicherplitze wieder freigegeben und die
Plotdateien wieder geschlossen.

Abbildung 13 zeigt das Ergebnis von singlemain.
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Abbildung 13: G*~Hermite-Interpolation zwischen zwei Punkten

5.1.2 Der Ablauf von lissajousmain
Hier geben wir zunichst die Parameterdarstellung der Lissajous—Kurve an:

sin mqt
f@)=1\ sinmyt | , te(0,2r), m;ye Z ,i=0,1,2
sin mot

Wir haben also eine Schwingung in jede der drei Achsenrichtungen, wobei m; die Anzahl
der Schwingungen in diese Richtung wihrend eines Umlaufs angibt. Diese Kurve teilen
wir nun in n Abschnitte, die wir dann als G>-Hermite-Interpolationsproblem betrachten
wollen. Wegen || f”(0)|| = 0 sollte f(0) nicht als ein solches Abschnittsende gewihlt wer-
den, da dort die Kriimmung gleich Null ist. Im Programm wihlen wir deshalb folgende
Abschnittsenden:

2k
f< T ++0,1> C k=0,....n—1
n

Nun kommen wir aber zum Ablauf:

e Die Werte fiir n, mg, m; und my miissen eingegeben werden.
e Die zum spéteren Plotten nétigen Dateien werden geoffnet.
e Fiir jedes Teilstiick werden folgende Schritte durchgefiihrt:

— Fiir die Strukturen p, right, work und cp wird Speicherplatz bereitgestellt.

— Beim erste Teilstiick wird zusétzlich fiir die Struktur left Speicherplatz be-
reitgestellt, mit get_data die Daten des Frenet-Dreibeins am Anfangspunkt
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dieses Teilstiicks berechnet und der Zeiger pstart auf die Piece-Struktur mit
den Daten dieses Teilstiicks gesetzt.

— Bei den anderen Teilstiicken wird in der Piece-struktur des vorhergehenden
Teilstiicks der Zeiger next auf die Piece-Struktur des aktuellen Teilstiicks
gesetzt. Der Zeiger left, der auf die Daten des Frenet-Dreibeins an g, des
aktuellen Teilstiicks zeigen soll, wird auf die Data-Struktur mit den Frenet-
Dreibein—Daten fiir y; des vorherigen Teilstiicks gesetzt. So miissen diese Da-
ten nicht nochmal unnotigerweise berechnet werden.

— Bei allen Teilstiicken werden nun die Frenet—Drebein—Daten an y; berechnet
und in der Data-Struktur right gespeichert.

— Wie in singlemain werden nun die Funktionen calc_work, decision, und
eval ((void) (%) (Piecex))p->work->fct, p) aufgerufen.

— Zusiétzlich werden die Plotdaten des Originalkurvenstiicks in eine Datei ge-
schrieben.

e In cclass wird die Anzahl der jeweiligen Félle bestimmt und die bereitgestellten
Speicherplitze wieder freigegeben

e Zum Schlufl werden die Plotdateien wieder geschlossen.

T TIOTT—TT
I I

1.5
Los g7

Abbildung 14: G*~Hermite—Interpolation bei Lissajous—Kurven

Abbildung 14 zeigt das Ergebnis von 1lissajousmain.
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5.2 Regularisierung

Mit eval((void) () (Piecex))p->work->fct, p) wird die Regularisierung des ge-
stellten G?-Hermite-Problems gestartet. Hiermit wird bewirkt, da8 beispielsweise fiir
den Fall (315) die Funktion eval315 aufgerufen wird. Auf diese Weise gibt es fiir jeden
Fall eine Funktion, die die freien Parameter, wie in Kapitel 4 beschrieben, geschickt
wahlt und die Kontrollpunkte und ggf. die Gewichte, wie dort oder in Kapitel 2.8 be-
schrieben, berechnet. Hiermit werden in plot_3, plot_4 oder plot5 die Kurvenpunkte
der ermittelten Bernstein—Bézier—Kurve berechnet und in Plotdateien geschrieben.
Auflerdem werden in pcheck die errechneten Kontrollpunkte und Gewichte daraufthin
untersucht, ob sie die in Satz 2.9 bzw. 2.11 beschriebenen Eigenschaften erfiillen.

Im lissajous-Fall werden bei den nicht planaren Fillen vierten Grades die Frenet—
Dreibein—Daten der Abschnittsenden in eine zuséitzliche Datei geschrieben und das Pro-
gramm angehalten. Dies bietet die Mdoglichkeit, das Programm neu zu starten und das
Teilstiick mit singlemain genauer zu betrachten.

Es ist noch anzumerken, daf§ das Programm zum jetzigen Zeitpunkt die Unterscheidung
zwischen guten Daten und schlechten Daten an y, und y; nicht unabhéngig voneinander
macht. Stattdessen wird das ganze Teilstiick bzw. das gegebene G?~Hemite—Problem als
gut oder schlecht bewertet. Dies geschieht bei der Berechnung der Bogenlinge in der
Funktion arclength.

5.2.1 Regularisierung der Fille (407), (408) und (409)

Wie auch schon in Kapitel 4 wollen wir auf diese Fille genauer eingehen. Die Regulari-
sierung dieser Fille findet in regularize4 statt. Dort wird wie folgt vorgegangen:

e Die Pivotrichtung wird berechnet: pdir.

e Die Abstéinde zwischen y; und base; , i = 0,1 werden berechnet: a0 und al.
e Die basepoints werden berechnet: base0 und basel.

e Die Faktoren (n;,n9 x n1) ,i = 0,1 werden berechnet: p0, p1.

e Die endgiiltige Pivotrichtung wird anhand der Vorzeichen von p0 und p1 bestimmt:
pgenxpdir.

e Durch Aufruf der Funktion arclength wird die Bogenlinge arc berechnet und
entschieden, ob gute oder schlechte Daten vorliegen.
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o «; wird festgelegt: alphaO und alphal; v; und delta; werden berechnet: gammaO,
gammal, deltar0O und deltarl.

e In dem durch choose delta gekennzeichneten Abschnitt wird § ausgewihlt, wie
es in Kapitel 4 beschrieben wurde: delta.

e Der mittlere Kontrollpunkt by wird berechnet: b2.

e In dem durch far out control gekennzeichneten Abschnitt wird kontrolliert, ob
by zu weit draufen liegt. Vorher werden die Punkte auf dem Pivot berechnet,
die den geringsten Abstand zu y, bzw. y; haben: pivleft und pivright. Diese
Punkte werden darauf untersucht, ob sie zulissige (feasible) Punkte fiir einen
mittleren Kontrollpunkt sind. Sind beide Punkte nicht zuléssig, so konnen wir in
den Fillen (407) und (409) die Abstinde zwischen y, und by und zwischen y; und
by, indem 4 kleiner gewiihlt wird. Dies wird gemacht, wenn der bisherige mittlere
Kontrollpunkt zu weit drauflien lag. Der jetzt gewéhlte mittlere Kontrollpunkt
wird schliefilich daraufhin untersucht, ob er zu weit drauflen liegt. Ist dies der Fall,
so wird das vorliegende G?~Hermite—Problem mit einer Kurve fiinften Grades in
regularizeb gelost.

e Abschlielend werden die endgiiltigen Faktoren a; und ~; , © = 0, 1 berechnet.

5.3 Bemerkungen zum Programm

Das vorliegende Programm wurde mit zerlegten Lissajous—Kurven und weiteren extra
konstruierten G?-Hermite-Interpolationsproblemen ausgiebig getestet. Dabei wurden im
Normalfall sehr gute Ergebnisse erzielt.

Bei Raumkurven stofilen wir dabei meistens auf den Fall (315), in dem es keine freien
Parameter gibt. Die Fille (407), (408) und (409) kommen dagegen seltener vor. Andere
Félle, so auch der Fall (505), miissten speziell konstruiert werden.

Verbesserungen sind insbesondere im Bereich far out control vorstellbar. Dabei sollte
jedoch eine genaue Betrachtung von Aufwand und Nutzen angestellt werden.
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Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit liefert die Methoden zur Losung eines G?~Hermite—Interpolationsproblems
bei Raumkurven. Mit der beschriebenen Regularisierung wird in allen Féllen eine Kurve
bestimmt, die das Problem 16st. Das vorgestellte Programm fiihrt diese Regularisierung
durch.
Es ist damit ein Werkzeug gegeben, daf} in den meisten Féllen zu sehr guten Ergebnissen
fiihrt.

Es sind aber auch Fragen nur gestreift worden oder offen geblieben. So sollten beispiels-
weise die Ubergéinge zwischen den Fillen noch genauer beleuchtet werden:

e Welche Fille gehen ineinander iiber ?
e Welche dieser Ubergiinge sind stetig und welche nicht ?
e Wie kdnnen nicht stetige Ubergiinge geglittet werden ?

e Wie sind insbesondere die Ubergange zwischen planaren und echten IR?-Fillen
beschaffen ?

In diesem Zusammenhang konnte eine Art Landkarte erstellt werden, die sdmtliche
Ubergiinge beschreibt.

Desweiteren kann die Strategie, die angewendet wird, wenn by zu weit draufen liegt,
noch verfeinert werden.

Auch die Konstanten, die im Programm gewihlt werden kénnen noch auf eine Optimie-
rung hin untersucht werden.

Moglicherweise erwecken ja die hier aufgeworfenen Fragen das Interesse anderer.
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Symbolverzeichnis

(v, w) Skalarprodukt zweier Vektoren v, w € IR?
lvlly ==/ (v, v) Euklidische Norm im IR?

v X W Vektorprodukt zweier Vektoren v, w € IR?
yi, 1 =0,1 Interpolationspunkte

ri [Irill, =1

ni, [[nill, =1, ni — i
N =7 X1y

ki € IR+

r: [a,b] — IRY

bjERd,j:(],...,n

wj€R>0,j:0,...,n

(n) - _
B, j=0,...,n
BBlby, . . ., by]

RB[U)(), bo, s Why, bn]

Tangenteneinheitsvektor

Hauptnormalenvektor

Binormalenvektor

Kriimmung

Parameterdarstellung einer Kurve

Kontrollpunkte einer Bernstein—Bézier-Kurve

Gewichte einer rationalen Bernstein-Bézier-Kurve
Bernstein—Polynome n—ten Grades iiber dem Intervall [a, b]
Polynom n-ten Grades in Bernstein—Bézier-Darstellung

Rationale Kurve n-ten Grades in Bernstein—Bézier-Darstellung
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