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Einleitung

Konvektions—Diffusions—Reaktions—Gleichungen der Form

—eAu+ (b, Vu) +cu = f auf Q,
u=0 auf o0

entstehen aus vielen Anwendungen in Naturwissenschaften und Technik als Problem-
beschreibung oder als Teilproblem bei der Losung komplexerer Aufgaben, wie zum
Beispiel der Navier-Stokes—Gleichungen der Stromungsmechanik. Thre Losung bereitet
besonders im singuldr gestérten Fall ¢ — 0 Schwierigkeiten.

In Kapitel 1 werden Eigenschaften der Losung in diesem Fall beschrieben, und es wird
eine diskretisierte Gebietszerlegungsmethode zur Bestimmung der Losung eingefiihrt,
bei der diese durch die endlichdimensionale Losung eines linearen Gleichungssystems
approximiert wird. Dessen Matrix hat die besondere Eigenschaft, schwach besetzt zu
sein, also nur wenige Eintrége zu besitzen, die nicht Null sind.

In Kapitel 2 wird die Theorie der iterativen Ldsungsverfahren dargestellt, die
zum Zweck der Losung schwachbesetzter Probleme entwickelt worden ist. Die Lei-
stungsfihigkeit dieser Verfahren hingt von der Kondition der Matrix ab. Diese kann
bei Definition der Matrix durch ein Diskretisierungsverfahren sehr grof§ sein. Daher
werden in Kapitel 3 Vorkonditionierungsverfahren beschrieben, die die Kondition des
Systemes verbessern sollen.

Um Losungsverfahren und Vorkonditionierer auszuwihlen, die zur Losung der durch
die Methoden aus Kapitel 1 erzeugten Systeme besonders geeignet sind, werden in
Kapitel 4 anhand von Modellproblemen die Verfahren und Vorkonditionierer getestet
und verglichen. Aufgrund der durch die Experimente gewonnenen Erkenntnisse werden
Empfehlungen zur Wahl solcher Methoden ausgesprochen.

In Kapitel 4 wird aulerdem die Bibliothek BLANC vorgestellt, die im Rahmen dieser
Arbeit sowohl zur Realisierung der Losungsverfahren und Vorkonditionierer entwickelt
wurde, wie auch als objekt—orientierte Grundlage fiir die komfortable und sichere Pro-
grammierung mathematischer Algorithmen auf blockstrukturierten Matrizen und Vek-
toren. Die Motivation dieses Paketes ist der Einsatz in Programmen zur Behandlung
vektorwertiger Probleme, wie zum Beispiel der Navier-Stokes—Gleichungen, bei de-
ren Losung blockstrukturierte Matrizen und Vektoren entstehen. Zur Beriicksichtigung
dieses mathematischen Hintergrundes werden in den Kapiteln 2 und 3 Aussagen gege-
benenfalls auch fiir Blockmatrizen formuliert werden.






Kapitel 1

Singular gestorte Konvektions—
Diffusions—Reaktions—(zleichungen

In diesem Kapitel werden Eigenschaften der Losung einer Konwvektions—Diffusions—
Reaktions—Gleichung sowie eine Methode zur Ermittlung dieser Lésung beschrieben.
Insbesondere soll auf den singuldr gestorten Fall eingegangen werden, dafl der Ein-
flul durch Diffusion gering gegeniiber dem durch Konvektion ist, bzw. beide gering
gegeniiber dem durch Reaktion sind. Nach der Beschreibung der zu erwartenden Ei-
genschaften der Losung in Abschnitt 1.1 folgt in Abschnitt 1.2 auf Basis einer Finite-
Elemente-Diskretisierung die Definition des Galerkin—Least-Squares—Verfahrens zur
Losung des Problems. Wie sich herausstellt, hingt die Giite der dadurch bestimm-
ten Losung von der Zerlegungsfeinheit ab. Damit steigt jedoch auch die Komplexitét
des zu losenden linearen Gleichungsystems. Als Konsequenz werden in Abschnitt 1.3
Gebietszerleqgungsverfahren vorgestellt, die das Problem in kleinere und daher einfache-
re, miteinander verkniipfte Teilprobleme umformen.

Da der Schwerpunkt dieser Arbeit die Losung der entstehenden linearen Gleichungssy-
steme ist, bleibt die Darstellung der Methoden in diesem Kapitel relativ kurz und soll
nur dem Uberblick dienen. Fiir detailliertere Beschreibungen der Theorie sei der Leser
auf [43] oder [45] verwiesen. Dort findet man auch die Definitionen von Begriffen und
Symbolen, die hier nicht erldutert sind.

1.1 Analytische Eigenschaften der Lésung

1.1.1 Problemstellung und Lo6sbarkeit

Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet Q € R?, d € N (in der Praxis d € {1,2,3})
mit Lipschitz—stetigem Rand 0. Gesucht ist eine Losung u des stationdren (zeitun-
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abhéngigen) Konvektions—Diffusions—Reaktions—Problems
Lu:=—eAu+ (b,Vu) + cu=f auf Q, (1.1)

((-,-) bezeichnet stets das euklidische Skalarprodukt) mit homogener Dirichlet—
Randbedingung

u=20 auf 0. (1.2)

Als Daten sind der Diffusionskoeffizient € > 0, das Geschwindigkeitsfeld b, der Absorp-
tionskoeffizient ¢ und der Quellterm f gegeben. —eAu heifit der Diffusions-, (b, Vu) der
Konvektions- und cu — f der Reaktionsanteil des Problems.

Neben Aufgaben, bei denen solche Gleichungen direkt entstehen (z.B. bei der Unter-
suchung von Temperatur- oder Konzentrationsverteilungen einfacher chemischer Re-
aktionen in Stromungsfeldern), fiihren auch Methoden zur Loésung der Navier—Stokes—
Gleichungen auf Probleme dieser Art (siehe z.B. in [43]).

Insbesondere interessiert man sich fiir die singuldr gestirten Fille der Konvektionsdo-
minanz (0 < € < ||b]|z~) und der Reaktionsdominanz (0 < &, ||b]|z~ < ||¢||1)-

Eine klassische Losung u € C?(2) N C(Q) existiert dabei nur unter starken Glitte-
forderungen (Holder—Stetigkeit) an den Rand, die Daten und die Randbedingungen.
Gebiete mit Ecken, wie sie in der Praxis hiufig auftreten, bereiten bereits Probleme
(Beispiele in [45]).

Um einen allgemeineren Losungsbegriff zu erhalten, der noch fiir

be W2 (QRY), ce L®(QR), feL*QR)

gewisse Glitteeigenschaften besitzt, multipliziert man (1.1) mit einer Testfunktion
veE HJ(QR) ={ve H(Q,R) : v|sqg =0} und integriert beide Seiten iiber 2. Man
erhilt daraus durch partielle Integration

/(—5Au—|—(b,Vu)+cu)vdx:/fvd:r
0

Q

B':; /5Vqud:r+/5Vuv d:c+/((b,Vu)+cu)vdx:/fvda:
0 80 0 0

=0
und mit

a(u,v) = / (e VuNVv dz + ((b, Vu) + cu) v) dx
f(v) ::/fvdx

die verallgemeinerte oder schwache Formulierung von (1.1):

Finde u € H}(Q, R), so daB
a(u,v) = f(v) fiir alle v € Hy(Q, R). (1.3)
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Im folgenden sei stets fiir ein festes w > 0 die Elliptizitdtsbedingung
1
C—EV-b2w>0 f.i. auf €. (1.4)

gegeben. Dann ist a eine H{-elliptische Bilinearform, und damit ist, da @ und f stetig
sind, nach dem Lemma von Lax-Milgram die eindeutige Existenz der Losung u € Hj
gesichert.

1.1.2 Beschreibung der Losung im singulir gestorten Fall

Im singulér gestorten Fall erwartet man fiir ¢ — 0, dafl die Losung u von (1.1) in die
Losung w des reduzierten Problems

(b, Vw) + cw = f (1.5)

mit geeigneten Randbedingungen iibergeht. Starke Abweichungen entstehen dabei in
der Nahe von 0F2 in Randgrenzschichten, wenn die Randbedingungen nicht erfiillt wer-
den koénnen, und in inneren Grenzschichten in €2, wenn w dort nicht hinreichend glatt
ist. Fiir eine genauere Betrachtung der Grenzschichten zerlegt man 0f2 in die Teilmen-
gen

o0t :={r € dQ : (b(x),n(z)) > 0},

00 .= {z €99 : (b(z),n(z)) =0},

00 :={x e d : (b(zx),n(x)) <0}.
n(z) bezeichnet den auswérts gerichteten Normalenvektor im Randpunkt z. Es sind
dann Q" und 99~ Aus- und Einstrémrand der durch b beschriebenen Stromung. Der
charakteristische Rand 0Q° ist der Teil des Randes, zu dem die Stromung parallel Iiuft.

Randgrenzschichten, die in € abklingen, kénnen nur an Q" und 92° entstehen (siehe
dazu Abschnitt 1.3); daher wihlt man als Randbedingung fiir das reduzierte Problem:

w=0 auf o) (1.6)

Satz 1.1

Mitb e C'(QRY), c € CY(QR) und f € L*(, R) und unter der Elliptizititsbedingung
(1.4) existiert die Lisung w € L*(Q,R) des reduzierten Problems (1.5)€(1.6) und ist
eindeutig bestimmit.

Beweis: [5]

Im allgemeinen kann man fiir w nur geringe Glattheit erwarten. Fiir glatten Rand 0f2,
abgeschlossenen 9Q~ und hinreichend grofles ¢ 1i8t sich immerhin noch w € C*%(Q, R)
mit k£ > 0 zeigen (Beweis in [37]).

Wie hingen nun die Losungen des reduzierten und des singuldr gestorten Problems
zusammen?
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Satz 1.2
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 konvergiert die Lisung u von (1.1) fir e — 0
in L*(Q, R) schwach gegen w.

Beweis: [31]

Die Approximation von u durch w ist also nicht unbedingt gut im punktweisen Sinn.
Entsprechende Aussagen erhilt man aber durch stirkere Bedingungen an die Problem-
stellung:

Satz 1.3
Sind O und 9Q~ abgeschlossen, so gilt in allen Punkten x € Q, die hinreichend weit
von Grenzschichten entfernt sind:

[NIE

ju(z) —w(z)| < Ce

Beweis: [14]
Ist 09 iiberdies glatt, so gilt diese Abschéitzung nach [45] sogar mit ¢ statt £3.

Zur Bewertung der Grenzschichten versucht man, eine dort definierte lokale Korrektur
v zu finden, mit der u durch w + v ebenfalls punktweise approximiert wird. Ziel ist eine
Abschétzung gleicher Ordnung, also

u(z) — (w(z) +v(z))| < Cer.

Unter den gegebenen Voraussetzungen (9Q+, 9Q~ sind abgeschlossen) i3t sich v kon-
kret beschreiben:

Firb=0 (= 0Q™ = 0Q) und ¢ > w > ¢ (reaktionsdominantes Diffusions—Reaktions—
Problem) ist v in der Randgrenzschicht an 92 von der Gestalt

v(x) = —w(T) e @7,
T ist dabei die Projektion von x auf 02 in Normalenrichtung und p = ||z — ||y der

Abstand von z zu 9Q (d.h. x = & — pn(Z)). G ist eine auf 90 definierte positive
problemabhéingige Funktion (siehe [22]).
Man spricht in diesem Fall entsprechend von einer exponentiellen Grenzschicht.

Schwieriger erweist sich die Beschreibung von v in Randgrenzschichten bei Anwesenheit
von Konvektion, also b # 0, da nun die Stromung die diffusiven Vorgénge in den
Grenzschichten beeinflufit. An 9Q" liegt, ganz dhnlich wie oben, wegen

o(w) = —w(F) e “WE,

eine exponentielle Grenzschicht vor, wobei diesmal Z die Projektion von z auf 9Q% in
Normalenrichtung ist und p = ||z — Z||» der Abstand von z zu 9Q*. G ist auf 9Q"
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definiert und wieder positiv.

Komplizierter ist der Fall von Grenzschichten an 9Q° wegen des dazu parallelen Kon-
vektionsverlaufs. Dort 1483t sich v durch eine parabolische Differentialgleichung beschrei-
ben, so dafl dann eine parabolische Grenzschicht vorliegt. Die wegen ihrer Problem-
bezogenheit praktisch relevanteren parabolischen Grenzschichten besitzen komplizier-
tere analytische Eigenschaften als die exponentiellen und sind ,dicker“. Durch diese
Streckung ist aber auch ihr Verlauf glatter, der Betrag ihrer Ableitung geringer. Da-
mit sie nicht durch die wesentlich erheblichere Ableitung der exponentiellen Grenz-
schicht {iberdeckt wird, wird diese oft durch die Wahl von Neumann— statt Dirichlet—
Bedingungen am Ausstromrand gedampft. Dadurch wird die Grenzschicht von u auf
ou

oo verlagert. Nach [45] konvergiert erfahrungsgemif so die Losung u von (1.1), (1.2)

fiir ¢ — 0 mit hoherer Ordnung gegen die Losung w des reduzierten Problems.

Sind die obigen Voraussetzungen nicht erfiillt, ist also 9Q" oder 92~ nicht abgeschlos-
sen, so entstehen schwierigere Fille. Ein Beispiel sind Ecken zwischen Q% und 0Q°,
an denen sich exponentielle und parabolische Grenzschichten iiberlagern. Hier sind
komplexere Korrekturen nétig.

Wie oben erwihnt, kénnen Grenzschichten auch entfernt vom Rand als innere Grenz-
schichten dort entstehen, wo w nicht hinreichend glatt ist. Um das Verhalten der Losung
im Inneren von {2 zu beschreiben, insbesondere an inneren Grenzschichten, definiert
man fiir z € Q in Q die Charakteristik &,(t) durch die Differentialgleichung

d€s

E = b(fac(t))a 51:(0) =T

Sie beschreibt den Stromungsverlauf von x aus in Abhéngigkeit von der Zeit ¢t. Wich-
tig sind die Charakteristiken &,(¢) mit 2 € 9Q~, da entlang dieser die Information
der Randbedingungen in 2 hineintransportiert wird. Liegt in z € 02~ eine Unste-
tigkeit in den Randbedingungen vor und wird € von &, ,durchquert” (eine genauere
Beschreibung dieses Sachverhalts wird in [45] gegeben), so entsteht eine parabolische
innere Grenzschicht entlang &,. Komplizierter ist das Verhalten der Losung in der
Néhe von Charakteristiken, die in €2 gegen eine Grenzmenge konvergieren. Mogliche
Formen davon sind Nullstellen (stationdre Punkte) des Geschwindigkeitsfeldes (je nach
Stromungsrichtung in der Umgebung unterscheidet man Quellen und Senken), Konver-
genz der Charakteristik gegen einen Grenzkreis oder geschlossene Charakteristiken.

Eine genauere Beschreibung der hier angesprochenen analytischen Eigenschaften der
Losung in Grenzschichten und Aussagen zu a—priori—-Abschiatzungen des zu erwarten-
den Fehlers findet man in [45].

1.2 Diskretisierung des Randwertproblems

Um (1.1)&(1.2) bzw. (1.3) numerisch zu lésen, sucht man N&dherungslosungen u" in
endlichdimensionalen Unterrdiumen X,, mit dim(X,) = n, die so beschaffen sein sollen,
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dafl u™ fiir n — oc gegen u strebt.

Zur Durchfiihrung einer Finite-Elemente—Methode zerlegt man zur Konstruktion dieser
Riume das Gebiet Q in finite Elemente. Darunter versteht man eine Uberdeckung 7y,
von 2 durch abgeschlossene Simplices oder Hyperquader T" mit paarweise disjunkten
Inneren, fiir die gilt:

e Fiir alle T € 7}, ist der Durchmesser hr der kleinsten das Element 7" umschlies-
senden Sphére nach oben durch A > 0 beschrinkt.

e Das Verhiltnis der Radien von kleinster umbeschreibbarer und grofiter einbe-
schreibbarer Sphére ist beschrinkt.

e Ein Eckpunkt eines Elements ist Eckpunkt aller Elemente, zu denen er gehéort.

X, = X wird dann als Schnittmenge des jeweils zulissigen Raumes fiir die Losung
u mit dem Raum der stiickweise auf den Elementen polynomialen Funktionen (vom
Grad k > 1) gewéhlt (dabei existieren verschiedene Methoden zur Konstruktion einer
Basis von X*, siehe [43]).

Beim Galerkin—Verfahren formuliert man (1.3) diskret:
Suche u™ € X* c H}(Q,R), so daf

a(u”,v) = f(v) fir allev € X",

Sei {£1,...,&,} eine Basis von X*. Dann ist die Losung u" dadurch eindeutig be-
stimmt, daf} die Forderung fiir v := &,... &, erfiillt wird. Mit der Basisdarstellung
u™ =Y ulé; erhdlt man daraus die Darstellung des Galerkin—-Problemes durch ein
System Au™ = f von n linearen Gleichungen mit uf,... ,u als Unbekannten.

Das Least—-Squares—Verfahren dagegen fordert die Minimierung des Fehlers des Aus-
gangsproblems (1.1):
Suche u" € X¥ C H} (2, R) N H?*(Q, R), so daB

||Lu™ — fl||z2 = min ||Lv — f||r2,
veXk

oder, dquivalent umformuliert:
(Lu™ — f,Lv) =0 fiir alle v € X*,

Auch hier erhilt man mit einer Basis von X* ein lineares Gleichungssystem.

Vorteile des Galerkin—Verfahrens gegeniiber dem Least—Squares—Verfahren sind die ein-
fachere Glitteforderung an die Approximierende u” (und damit an die Basisfunktionen)
und die bessere Kondition der Matrix des entstehenden Gleichungssystems.

Das Least—Squares—Verfahren ist jedoch gerade wegen der stirkeren Gléitteforderung
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im konvektionsdominanten Fall stabiler, wihrend das Galerkin—Verfahren bei Kon-
vektion Oszillationen quer zur Grenzschicht verursachen kann ([43]). Auflerdem fiihrt
Least-Squares zu einer einfacher zu lésenden positiv definiten symmetrischen Matrix.
Um — insbesondere im konvektionsdominanten Fall — Vorteile der Verfahren zu ver-
binden und Nachteile zu vermeiden, vereinigt man sie im Galerkin—Least-Squares—
Verfahren (GLS):

Suche u™ € X* c H}(Q,R), so daB:

a(u",v) + Y 6y (Lu", L)y = f(v) + > 0p (f, Lv), fiir alle v € XF
TET, TET, (1.7)

N v ~ v
~~

=:ap (u™,w) =:(f)

mit dr > 0 fiir alle 7. (-,-)r bezeichnet das L,—Skalarprodukt, ausgewertet auf dem
Element T'. Durch die Einschriankung auf 7" erreicht man, daf fiir die Durchfiihrbarkeit
des Verfahrens die Forderung X* C H}(Q,R) geniigt. dr bestimmt also, wie stark
die Galerkin—Approximation durch die Least—-Squares—Approximation korrigiert wird.
Dabei ist das Verfahren fiir alle 7 konsistent.

Mit
lv||aLs == an(v, v)% fiir alle v € X*

ist eine zerlegungsabhingige Norm gegeben. Man erreicht folgende (gegeniiber dem
reinen Galerkin—Verfahren verbesserte) Stabilitdtsaussage:

Satz 1.4
Die durch GLS definierte Bilinearform ay, ist X*—elliptisch, die Linearform f, stetig.
Es gilt

|u"|ars < Ol flle2r)
Beweis: [45], [43]

Satz 1.5
Seiu € HY*'(Q,R) mit k > 1. Dann gilt fir die Lisung u™ von (1.7):

|u —u"||ars < CR* ( > (5 +e*5rhy” + 67 + by + 6;%%) |u|§qk+1) ,
TeTh

wobei | - | g1 die H*1-Seminorm und hy den Durchmesser von T darstellt.

Beweise: [45]
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Um optimale Konvergenz zu erreichen, bietet sich die Wahl
hr

o 1= g——/——
1+ (8/hT)2

mit beliebigem dy > 0 fiir den GLS—Parameter 7 an, wodurch die rechte Seite von
(1.8) minimiert wird.

Da die durch das Least—Squares—Verfahren definierte Matrix symmetrisch und positiv
definit ist, wirkt deren Anteil in der GLS-Matrix numerisch stabilisierend. Wegen des
Galerkin—Anteils ist diese zwar noch positiv definit, aber im allgemeinen nicht mehr
symmetrisch ([43]). Gewdhnlich besitzt sie auch keine M-Eigenschaft ([45]), doch 148t
sich diese durch eine ausreichend feine Zerlegung und die Vermeidung stumpfer Winkel
in den Finiten Elementen erzwingen.

Mit kleinerem h wird n und damit das zu lésende System gréfier. Da jedoch jede Zeile
von A fiir alle h nur eine beschrinkte und kleine Anzahl nichtnullwertiger Eintréige
enthilt (entsprechend der Anzahl der Nachbarn der jeweiligen Stiitzstelle), entsteht
daraus erst fiir sehr kleine h ein Speicherplatzproblem. Im 2. Kapitel werden Lésungs-
verfahren vorgestellt, die diese Struktur ausnutzen und so auch grofie Systeme effizient
bearbeiten konnen.

Allerdings kann die Kondition von A mit steigender Feinheit potentiell anwachsen, was
sich verheerend auf die Konvergenzeigenschaften jener Verfahren auswirkt. Um diesem
Mifistand abzuhelfen, mdéchte man das System wvorkonditionieren, also so umformen,
daf} das resultierende System bei gleicher Losung eine (wesentlich) bessere Kondition
hat und dadurch leichter l6sbar ist. Man realisiert dies implizit, indem man aus einer
Vereinfachung des Problems eine bereits relativ gute Ndherungslosung gewinnt (mehr
zum Begriff der Vorkonditionierung in Kapitel 3).

1.3 Gebietszerlegungsverfahren

Eine iibliche Vorkonditionierung fiir Finite-Elemente-Methoden sind Gebietszerle-
gungsverfahren. Man zerlegt Q) in dberlappende oder nichtiberlappende (d.h. sich schnei-
dende oder disjunkte) Teilgebiete Q;, i = 1,...,m und betrachtet auf jedem dieser
Teilgebiete die kleinere und entsprechend einfacher zu 16sende Einschrankung des Aus-
gangsproblems. Damit dieser Losungsbegriff auf dem gesamten Gebiet () seine Giiltig-
keit behilt, verkniipft man die so entstehenden Teilprobleme durch Koppelungsbedin-
gungen an den Réndern der Teilgebiete miteinander.

Hierbei liegt es nahe, die Zerlegung zur Parallelisierung des Problems zu nutzen, wobei
die durch die Koppelungsbedingungen entstehende Abh#ngigkeit zwischen den Teilpro-
blemen umgangen werden muf.

Ein weiterer Vorteil der Gebietszerlegung ist die Moglichkeit, die Teilgebiete so zu
wéhlen, dal die Teilprobleme bestimmte Eigenschaften besitzen, die dann angepaflt
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behandelt werden konnen. So kann man z.B. bei einem Strémungsproblem Zonen la-
minarer Stromung und Wirbel durch verschiedene Teilgebiete abdecken. Teilprobleme
mit unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften, wie z.B. unterschiedlicher Visko-
sitit des Fluids, sind denkbar. Eine andere Moglichkeit ist, Grenzschichten vom einfa-
cher zu l6senden inneren Teil von {2 zu trennen und jeweils geeignete Losungsverfahren
zu verwenden (heterogene Methode, siche dazu [43]).

Es soll nun eine nichtiberlappende Gebietszerlegungsmethode zur Losung des
Konvektions-Diffusions-Reaktions—Problems formal dargestellt werden. Dazu wird ver-
einfachend eine Zerlegung von €2 in vorerst nur zwei disjunkte und Lipschitz-stetig
berandete Teilgebiete €y und Qy betrachtet, die den gemeinsamen Rand (Interface)
[ := 00 N0, im Inneren von  besitzen. Sei n;(x) der auswirts gerichtete Norma-
leneinheitsvektor in x € 9€2; NT fiir - = 1,2 und sei n := n;. Zur Vereinfachung soll T’
stiickweise stetig differenzierbar sein. Nun wird (1.1) auf diesen Teilgebieten dquivalent
reformuliert:

Suche u; € ;, 1 =1,2, so daf}

Lu; = f auf €2;,
U; = 0 auf an N 89,

uy =uy  aufl, (1.8)
aul 8’&2
—= fT. 1.
on on " (1.9)

Die Dirichlet-Bedingung (1.8) und die Neumann-Bedingung (1.9) beschreiben die
Transmissionsbedingungen zur Koppelung von u; und wuy auf I, man nennt dies da-

her die Dirichlet-Neumann—Formulierung des Problems.
Gleichbedeutend zu (1.8), (1.9) sind die Robin-Dirichlet-Formulierung

8u1

ou
€, (b,n)uy = e—= — (b,n)uy auf T,

on

u; = uy auf I

und, falls T'? héchstens aus einer endlichen Anzahl von Punkten besteht, die Robin—
Neumann—Formulierung

o (b,n)uy = 5% — (b,n)uy auf T,
8u1 8U2
— = fT.
on on "

Einen Beweis der Aquivalenz dieser Formulierungen zu (1.1) findet man in [21]. Welchen
Ansatz man wéhlt, hingt von den Problemdaten ab (siehe [21]).

Um die Teilprobleme unabhéngig voneinander l6sen zu koénnen, formuliert man ein
Gebietsiterationsverfahren, das zwei Sequenzen {uf} und {uk} erzeugt, die gegen u,
bzw. uy konvergieren. Seien I", " C T Interfaceabschnitte und &', ®”, ¥’ und ¥”
problemabhéngige Differentialoperatoren. Damit definiert man:
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Algorithmus 1 Gebietsiterationsverfahren

Wihle beliebige u!, ud mit u?|s0,ns0, = 0.

Fir k=0,1,...:
Lose: X
L7 = f auf O,
e auf 99, N AN

O'(uy ) = ' (uh)  auf I
() ?) = "(uk) auf I

Setze: . o
uf =k 9 (0 —uh) auf
Lose: .
Lu’;J’? = f auf Q9
1
ust? =0 auf 00, N A0
T(uh™?) = W (b)) auf T
‘I,Il(u;c+§) — \Iju(ullﬂ-l-l) auf T
Setze:

k+1 k3 -
us ™ i= b + 9 (uy 2 — k) auf O
Ende

Die Parameter ¢ und 9" dienen der Relaxation.
Eine parallelisierbare Version dieses Verfahrens erhilt man unter Einbufle an Konver-
genzgeschwindigkeit, wenn man das zweite Teilproblem folgendermaflen modifiziert:

Lése:
Lu];r% =f auf (g
uhtE = auf 99, N O
\IJ’(UIQH%) =U'(uf) auf T
\IJ”(US+%) = 0" (uf) auf I
Mit T" :=T" := T und ®” := ¥” := 0 erhilt man aus verschiedenen Formulierungen

des Problems unter anderen folgende Methoden (siche dazu [42]):

e die Dirichlet—Neumann—Methode durch

O (ul) := ul,
ou™
‘Il’ m - )
(ul ) an 3
0, =1,

I =1,
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mit ¥ > 0. Dadurch entsteht im ersten Teil eine Dirichlet—, im zweiten eine
Neumann-Forderung.

e die Robin—Methode durch

ou™
¥ (uf") = W(u]") = S+ pul
o= =1,

mit, beliebigem p € R. Dies fiihrt zu Robin-Randbedingungen auf T'.
e die Lebedev—Agoshkov—Methode durch

ou™
ou™
U (ul') == —— + ppul.

on

Pms Om, U, und 9" sind frei wihlbar. Aus dieser Methode entstehen die beiden
vorigen und viele weitere aus der Literatur als Spezialfille.

Nun 1483t sich I, wie oben 012, in die Teilmengen

I':={zxel : (b(z),n(x)) >0},

I°:={zerl : (b(z),n(z)) =0},

I':={zel : (b(zx),n(z)) <0}
zerlegen. I'" ist also der Ausstromrand, I~ der Finstrémrand von €, umgekehrt fiir
Q.
Um kiinstliche Grenzschichten durch die Zerlegung zu vermeiden, formuliert man adap-

tiwe Versionen der Gebietsiterationsmethoden. Mit T” := T'", T” := I'" und beliebigen
v, 0" erhilt man zum Beispiel (siche dazu [21]):

e die adaptive Dirichlet—Neumann—Methode durch

O (u") = W(w") = ",
ou™
o' (u) = 0" (u") = .
() = W (") o=
Man stellt also am jeweiligen Ausstromrand eine Neumann—, am Einstromrand

eine Dirichlet—-Bedingung, wie bereits im vorigen Abschnitt fiir den nichtzerlegten
Fall empfohlen wurde.

e die adaptive Robin—Neumann—Methode durch

oul"

" (u") = W' (u™) = — m
(") (uf") i= e = = (b m)u”,
() = O () = P

on
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e die adaptive Robin-Methode nach Nataf/Rogier ([34]) durch

ou* 1
(U™ = U () = e — + = 2 — i
Q' (ul*) := V'(u") : € +2< (b,n)? 4 4ec (b,n))uz,
O (ui") == W' (uf") == 0,
9= =1.

Alle vorgestellten Verfahren sind bei entsprechender Anpassung von @', ®”, ¥’ und 0"
auch zur Losung anderer Randwertprobleme anwendbar.

Betrachtet man nun statt einer Zerlegung von €2 in zwei Gebiete eine beliebige Zer-
legung (unter gleichen Anforderungen an die Interfacekanten), so iibertrigt sich das
Gebietsiterationsverfahren in unmittelbarer Weise. Beim Losen der Teilprobleme wer-
den nun alle Transmissionsbedingungen auf Interfaces zu benachbarten Teilgebieten
gleichzeitig beriicksichtigt. Auf welche Weise dabei die Teilprobleme geldst werden, ist
vom Gebietsiterationsalgorithmus unabhéingig.

Jetzt stellt sich die Frage nach der effizienten Losung der aus den Teilproblemen ent-
stehenden groflien und schwachbesetzten Gleichungssysteme.



Kapitel 2

Losungsverfahren fiir grofie und
schwachbesetzte lineare
Gleichungssysteme

2.1 Voraussetzungen

Problem 2.1
Gesucht sei firn € N die Losung x € R" des Gleichungssystems

Ax =0 (2.1)
mit A = (ai,j)lgi,jgn e R, beR". Sei

die Anzahl der nichtnullwertigen Eintrdge von A.
Das System habe folgende Eigenschaften:

det A #0, (2.2)
N =0(n)

Die Matrix bzw. das Problem ist also nichtsinguldr (und somit eindeutig losbar),
schwachbesetzt (und damit auch ,grof“, i.d.R. n > 10%) und im allgemeinen nicht-
symmetrisch. Alle Aussagen in diesem Kapitel werden aber auch fiir symmetrische
Matrizen zutreffen; insbesondere werden einige speziell fiir diese formuliert.

Ferner sei vorausgesetzt, dal das Problem sequentiell (also konventionell) zu 16sen ist.
Parallele Verfahren miissen ganz anderen Anforderungen geniigen; sie verwenden zwar
auch die Ideen der hier vorgestellten Verfahren, realisieren diese aber in der Regel auf
grundverschiedene (dann auch sehr von der Rechenumgebung abhéingige) Weise. Dem
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an parallelen Ansitzen interessierten Leser seien [35] und [44] als einfiihrende Literatur
empfohlen.

Eine weitere technische Einschrankung ist die limitierte Speicherkapazitéit. In jedem
Fall ben6tigt man N + 2n Speicherplitze zur Aufnahme der Problemgréfien A, x und
b. Der Speicheraufwand eines Verfahrens soll dann auch auf die entsprechende Gréfien-
ordnung O(n) begrenzt bleiben, wobei natiirlich in diesem groben Rahmen eine weitere
Differenzierung beim Vergleich der Verfahren nétig ist.

Nun sollen systematisch Verfahren zur Lésung von (2.1) unter den beschriebenen Vor-
aussetzungen vorgestellt werden, ausgehend von der Unterteilung in direkte und itera-
tive Verfahren.

Definition 2.2
FEin direktes Verfahren bestimmt, bis auf Rundungsfehler, die exakte Losung x wvon
(2.1) durch eine endliche und geschlossene Rechnung.

Direkte Verfahren sind Variationen des Gaufischen Eliminationsverfahrens. Da die-
ses durch Erzeugen neuer nichtnullwertiger Matrixeintrége einen Speicheraufwand von
O (n?) erreichen kann, ist es im allgemeinen Fall bei heutiger Technologie gewdhn-
lich bereits fiir Probleme der Grofle O (10*) (was bei der Diskretisierung partieller
Differentialgleichungen ein kleiner Wert ist) unbrauchbar. Erst auf speziell struktu-
rierten Matrizen (Bandmatrizen u.d.) 148t sich die Anzahl zusétzlich erzeugter Ein-
trige reduzieren. Die so formulierten direkten Verfahren konnen dann allerdings ex-
trem leistungsfahig sein. Um durch Diskretisierungen solche Matrizen zu erhalten, sind
regelméflige Vernetzungen erforderlich. Die erwiinschte Matrixstruktur entsteht dann
durch entsprechende Numerierung der Knotenpunkte oder durch Umsortieren der Ma-
trix. Ausfiihrliche Darstellungen von Méglichkeiten zur Realisierung direkter Verfahren
auf schwachbesetzten Matrizen findet man in [9], [10] und [36].

Definition 2.3
FEin iteratives Verfahren liefert, ausgehend von einer gegebenen Niherungslosung xg,
sukzessive Naherungslosungen zp, k= 1,2,..., fir (2.1).

Ob dabei die exakte Losung x als Niherungslosung gefunden wird, ist nicht notwendi-
gerweise gesichert. Einige Verfahren garantieren, exakte Arithmetik vorausgesetzt, daf§
ein k < n mit x; = z existiert. Insofern kann man diese auch als direkte Verfahren
bezeichnen. Anders als bei direkten Verfahren werden bei erfolgreichem Verlauf der
iterativen durch ihre Niherungslosungen x; bereits fiir £ < n und auch fiir £ < n
,sinnvolle® Werte fiir x dargestellt. Diese reichen in der Regel aus, zumal die exakte
Losung des Problems in der Praxis wegen Rundungsfehlern ohnehin nicht bestimmt
werden kann. Der neue Losungsbegriff wird durch folgende Definition beschrieben:



2.1 Voraussetzungen 17

Definition 2.4
Seien eine Norm || - || auf R" und 6 > 0 gegeben. Fir & € R heifst

|lx — Z|| der (echte) Fehler
W mit x # 0 der relative Fehler

x
von T beziiglich x. T heif$st hinreichend gute Ndherung von x, wenn

|z —Z|| <o. (2.4)

Da z nicht bekannt ist, betrachtet man das Residuum 7 := b — A% von Z, womit man
wegen

o — 2|l = JA7' (b — AZ)|| = [|A7F|| < JAT|]|7]
aus einer Schranke ¢ mit
7] <6

eine Abschitzung der Form (2.4) erhilt. Kennt man [[A~'[|, so ergibt sich die Wahl
§ :=d6/||A7Y|. Anderenfalls betrachtet man:

Satz 2.5
(Storungslemma): Seien AA € R und Ab € R" so gewdhlt, daff T das System

(A+eAA)T=b+cAb

lgst. Sei cond(A) := ||A]l||A~"|| die Kondition von A beziiglich || - ||. Dann gilt
[l — ] <||Ab|| ||AA||>
< econd(A) + +(e). (2.5)
] ol 1Al

Beweis: [23]

Diese Aussage unterstellt, daff im Fall einer schlechtkonditionierten Matrix A kleine
Fehler im System grofie Fehler in der Losung verursachen kénnen. Andersherum kann
man aus einer Abschitzung der rechten Seite von (2.5) eine des relativen Fehlers er-
halten. In [1] und [6] werden Abschétzungen fiir ||7|| vorgestellt, die Abschitzungen
von [|Abl|/[|b|| und ||AA||/||A|| erreichen. Daraus lassen sich dann Abbruchkriterien fiir
iterative Verfahren formulieren.So fithrt zum Beispiel bei Kenntnis von [|A|| oder einer
Abschitzung davon die Forderung

171 < ~(I[AIl- 121+ bl
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zu
[Ab[|/[[bl <~ und  [JAAJ/A] < v

und die oft verwendete Vereinfachung

[l
zu
|AD[|/[]bl] <~ und  [JAA] = 0.
Die Startlosung z, wird zufillig gewéhlt (z.B. zy := 0) oder aus voran-

gegangenen Naherungsrechnungen iibernommen. Hier kniipfen Mehrgitterverfahren
(Multigrid-/Multilevel-/Multiskalenverfahren) an, die aus einer Vereinfachung des Aus-
gangsproblems unter somit geringerem Aufwand (rekursiv) eine bereits relativ gute
Startlosung berechnen. Diese Verfahren sind sehr leistungsfihig, kénnen jedoch im
Rahmen dieser Arbeit nicht beriicksichtigt werden. Zu diesem Thema siehe 7.B. [7]
oder [25].

Die iterativen Verfahren zerfallen nun wieder in zwei Klassen: die stationdren und die
instationdren Verfahren, wobei die letzteren durch die Klasse der Petrov-Galerkin—
Krylov—Verfahren repréasentiert werden.

2.2 Stationiare Verfahren

In diesem Abschnitt wird der Iterationsindex hochgeschrieben, um ihn von den Kom-
ponentenindices der Vektoren zu unterscheiden, also z* statt xj.
Ferner soll die Struktur der Matrix auf folgende Weise genauer beschrieben werden:

Definition 2.6 -
Seien I,m € N, so daff lm = n. A € (]RM) (d.h. A = (A )i<ij<m mit A;jj €

R>!) heift Blockmatrix, b € (R')" (d.h. b = (b)i<i<m mit b; € R') Blockvektor.
Entsprechend heifit A; ; Matrixblock, b; Vektorblock.

In natiirlicher Weise gilt nach wie vor A € R"*" b € R". Insbesondere ist bei der Be-
rechnung des Matrix—Vektor-Produktes gleich, ob man es herkommlich ausrechnet oder
im Blocksinn die einzelnen Matrixblock—Vektorblock-Produkte auswertet und addiert.
Nur an wenigen Stellen wird deshalb die besondere Beriicksichtigung von Matrizen als
Blockmatrizen notig werden. Fiir [ = 1 erh&lt man gew6hnliche Matrizen und Vektoren
als Spezialfille. Jede Matrix ist also auch eine Blockmatrix.

Es soll an A die zusétzliche Bedingung
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gestellt werden. Die Diagonalblécke von A sollen also invertierbar bzw. fiir [ = 1
die Diagonaleintrige nicht nullwertig sein. Dies ist durch (2.2) zwar noch nicht
gewihrleistet, kann aber, wie man induktiv nachweist, ohne weitere Einschrankung der
bisher gestellten Bedingungen und ohne Anderung der Lésung 2 durch Umsortieren
der Blockzeilen (Zeilen mit Blocken als Eintréigen) in (2.1) erreicht werden.

Definition 2.7

FEin iteratives Verfahren zur Lisung des Gleichungssystems Ax = b mit A € R"™",
b € R" heifit stationér, falls es eine konstante Zerlegung A = M — N mit einer nicht-
singuldren Matriz M gibt, so daf$ die Iterationsvorschrift in der Form

Mz**t = NaF +b firk=1,2,...

bei einer gegebenen Startlosung x(9 dargestellt werden kann. Mit der Iterationsmatrix
B := M~'N und c := M~'b schreibt man

=Bk v firk=1,2,...
Insbesondere wird 2* auf dem gesamten R” bestimmt, im Gegensatz zu den im niichsten

Abschnitt vorgestellten Petrov—Galerkin—Verfahren, die sich auf einen affinen Unter-
raum beschrénken.

Satz 2.8
Die durch ein stationdres Verfahren produzierten Iterierten x* konvergieren fiir belie-

biges 0 gegen die exakte Lisung x genau dann, wenn
p(B) <1, (2.7)

wobei p(B) := maxyc(p) |A| der Spektralradius von B ist.
Beweis: [47]

Satz 2.9
Das asymptotische Konvergenzverhalten der durch ein stationdres Verfahren bestimm-
ten Ndiherungslésungen wird beschrieben durch

max lim (M> = p(B), (2.8)

2R koo \ |[20 — x|

wobei || - || eine beliebige natirliche Norm auf R™ ist.
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Beweis: [47]

Falls ein stationéres Verfahren konvergiert, konvergiert es beziiglich des Fehlers also
linear.

Die Richardson—Iteration ist eine Verallgemeinerung der Idee der stationiren Verfahren,
aus der sich fiir symmetrische und positiv definite Matrizen weitere Verfahren ableiten
lassen. Diese weisen jedoch schwichere Konvergenzeigenschaften als das im weiteren
vorgestellte CG—Verfahren auf und sollen deshalb hier nicht behandelt werden. Eine
Darstellung dieser Methoden findet man in [43].

Speziell fiir Matrizen, die aus Finite—Differenzen—Diskretisierungen elliptischer oder pa-
rabolischer Differentialgleichungen entstehen, wurde 1955 von Peaceman und Rachford
in [40] das Alternating—Direction—Implicit-Verfahren (ADI) vorgestellt.

Auf groiere Klassen von Matrizen sind dagegen die klassischen Verfahren anwendbar,
deren Idee es ist, in jedem Iterationsschritt einen Block des Residuums zu eliminieren.
Um die diese Verfahren bestimmenden Zerlegungen A = M — N zu beschreiben, seien
fir A= (4;,) durch

1<i,j<m

U= (Aiaj)1§j<i§m D= (Ai,i)gigm 0 := (Aisj)1§i<j§m

die strikt untere Blockdreiecksmatriz, die Blockdiagonalmatriz und die strikt obere
Blockdreiecksmatriz von A definiert, so dafl also A=U + D + O.

Auf das Jacobi-Verfahren (M := D, N := —U — O) und das Gauf-Seidel-Verfahren
(M :=U+ D, N := —0) soll hier wegen gewohnlich schlechterer Konvergenz (Jacobi)
bzw. als Spezialfall des SOR-Verfahrens (Gaufi-Seidel) nicht gesondert eingegangen
werden.

2.2.1 SOR

SOR steht fiir Successive OverRelazation. Zum einen bedeutet dies, dafl man in je-
dem TIterationsschritt sukzessive die Komponenten des Residuums eliminiert, wobei
die vorher im selben Schritt berechneten Eintrége mitberiicksichtigt werden (wie beim
Gaufi-Seidel-Verfahren). Zum anderen wird bei jedem Update die neu berechnete Kom-
ponente noch um einen Faktor w € R iiberrelaxiert (extrapoliert).

Das Verfahren ist beschrieben durch

oder instruktiver durch
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Algorithmus 2 SOR

Fir k=1,2,...:
Fir:=1,... ,m:
ff = A'Zzl ( i ;;11 Ai,jfﬁf - z;n:i+1 Ai,jx§71>
b= wib + (1 - w)al !
Ende
Ende

Die Bezeichnung ,, Uberrelaxation® ist eigentlich nur fiir w > 1 richtig, doch spricht
man fiir alle w von ,,SOR“. Fiir w = 1 erhélt man wieder das Gauf3—Seidel-Verfahren.

Satz 2.10
Fiir die Iterationsmatriz des SOR ist

p(Bw)) > w1,
Nach (2.7) ist also durch
w € (0,2).

eine notwendige Bedingung dafiir gegeben, dafi das SOR-Verfahren konvergiert.

Beweis: [29]

Fiir symmetrische positiv definite Matrizen ist die Bedingung auch hinreichend ([43]).
Die Wahl des Relaxationsfaktors w ist entscheidend fiir das Konvergenzverhalten des
SOR. Eine einfache Methode zur direkten Berechnung des optimalen Wertes w,,; ist
nicht bekannt. In [47] findet man fiir Matrizen bestimmter Struktur eine explizite Dar-
stellung von w,,, deren Wert sich aus den Iterierten des Verfahrens approximieren l&8t.
So entsteht eine sich selbst optimierende Version des SOR.

Es kann vorteilhaft sein, w als Element des R”™ oder R" zu betrachten und jeden
Block oder Blockeintrag von #* mit individuellem Faktor zu relaxieren. Dies ist zum
Beispiel der Fall, wenn die Matrix der Diskretisierung einer vektorwertigen partiellen
Differentialgleichung entspringt, und die einzelnen Komponenten des Losungsvektors
unterschiedliche analytische Eigenschaften besitzen.

SOR fiihrt in jeder Iteration einen Informationstransport durch, da die bereits be-
rechneten Komponenten der néichsten Naherungslésung zur Berechnung der folgenden
Komponente verwendet werden. Am Beispiel einer oberen und einer unteren Block-
dreiecksmatrix erkennt man, dafl dabei die Menge der transportierten Information und
daher auch die Konvergenzrate sehr von der Struktur der Matrix abhéngt und umso
besser wird, je mehr Blocke unterhalb der Diagonalen liegen. Um diesen Zusammenhang
auszunutzen, kann man die Bearbeitungsreihenfolge der Zeilen dndern. Man ersetzt
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dafiir 7 in Algorithmus 2 durch 7 (i), wobei 7 : N — N eine Permutation beschreibt.
Diese ist also optimal, wenn

Vi<i,j<n: A ;#0= n(i)>n(j).

Bei der Anwendung von Algorithmus 2 auf echte Blockmatrizen (I > 1) erhebt sich die
Frage nach der Berechnung des Produktes mit Ai_,il. Oft besitzen die Blécke spezielle
Struktur, so da} man, wie bei den direkten Verfahren, angepafite Methoden einset-
zen kann. Im allgemeinen Fall (beliebig besetzter Block) ist die Inversion des Blockes
seiner LR—Zerlegung vorzuziehen, die man hier, verbunden mit jeweiligem Vorwérts—
/Riickwérts-Einsetzen, ebenfalls verwenden konnte. Die zugunsten der numerischen
Stabilitéit notwendige Pivotisierung kann in den Inversen unter geringerem Speicher—
und Rechenaufwand realisiert werden. Deren héherer Konstruktionsaufwand ist ver-
nachléssigbar, da dieser nur einmal, bei Start des Verfahrens, entsteht. Im weiteren
Verlauf wird er durch die dann bei gleichem theoretischem Aufwand effizienter imple-
mentierbaren Berechnungen ausgeglichen.

2.2.2 SSOR

Eine Iteration des SSOR (Symmetric SOR) kombiniert einen SOR-Vorwértsschritt
mit einem nachfolgenden SOR-Riickwiértsschritt. Der Name steht nicht nur fiir die
Vorgehensweise, sondern auch dafiir, daf§ fiir symmetrisches A die Iterationsmatriz

Bssor = BsorrBsory

(Bsorr und Bgopg, sind die Iterationsmatrizen von ,,SOR, riickwérts/vorwirts“) eben-
falls symmetrisch ist. Damit ist Bgsor als Vorkonditionierung fiir symmetrische Pro-
bleme geeignet (dazu in Kapitel 3).

Alle Uberlegungen zu SOR iibertragen sich direkt auf SSOR, wenngleich die Frage
der optimalen Abarbeitungsreihenfolge fiir die Zeilen nicht so einfach geklart werden
kann. Bei Bearbeitung in natiirlicher Reihenfolge (7 = id) 148t sich jedoch der Auf-
wand des SSOR unter Verwendung eines Hilfsvektors fast auf die Halfte reduzieren.
Betrachtet man nidmlich Algorithmus 2 und nennt die nach dem Vorwértsschritt er-
reichte Naherungslésung :rk_%, 50 erkennt man, dafl bei der Hintereinanderausfiihrung
jeweils Ugh—3 = {Z;;ll Ai,jxfii}lgigm berechnet wird. Merkt man sich diesen Vektor
bei der ersten Berechnung, so spart man im Riickwértsschritt fast die Hélfte des Auf-
wands ein. Gleiches 148t sich fiir ¥ vom Riickwirts— zum Vorwértsschritt durchfiihren,
wobei man denselben Vektor benutzen kann. Man erhélt so
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Algorithmus 3 SSOR

Fir:=1,... ,m:
Yi = DL Aijr)
Ende
Fir k=1,2,...:
Fir:=1,... ,m:

k-1
T j = Az,il (?z Yi — i)
xf_5 = wxf_i + (1 —w)at?
Ende
Fiir 1 = m, , 1

i = A;il (bi — vi — Us)
k1

¥ = wit + (1 —w)z!

2.3 Petrov—Galerkin—Krylov—Verfahren

Statt die nichste Niherungslosung geméfl einer invarianten Iterationsvorschrift auf
dem gesamten R"” zu bestimmen, wie es die stationéren Verfahren tun, suchen die in
diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren fiir £ = 1,2,... auf einem k-dimensionalen
affinen Unterraum eine in gewisser Hinsicht optimale Ndherungslosung x;. Spétestens
fiir £ = n ist man dann am Ziel, weil die exakte Losung in jedem Fall diese Optima-
litdtsforderung erfiillt. Durch die Optimierung méchte man jedoch schon fiir £ < n
eine hinreichend gute Ndherung z; von x erreichen. Da man x nicht kennt, wird die
Optimalititsforderung an das Residuum gestellt. Diese Forderung 1483t sich in dem k-
dimensionalen Unterraum auch als Orthogonalitidtsbedingung beziiglich £ Vektoren des
R"™ bzw. beziiglich eines weiteren k—dimensionalen Unterraumes formulieren.

Definition 2.11
Seien fir 1 < k <n durch vy,... v und wy, ..., wg jeweils linear unabhdngige Syste-
me gegeben, so dajf§ mit

Vk = (vla"' 7”/6)7 Wk = (w17"' ,’U)k) ERnXk

qgilt:
det (W, AV;) # 0. (2.9)
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Das durch Ky, und L, bestimmte Projektionsverfahren oder Petrov—Galerkin—Verfahren
hat dann die Form:

Finde fiir 1 <k <n ein xp € xg+ Ky, so dafs

re L Ly (Petrov—Galerkin—Bedingung),

bzw. anders formuliert:
Finde fiir 1 <k <n ein zx € Ky, so dafs
ro — Az, L Ly, (2.10)
und setze

T i= Xg + 2k-

Die Orthogonalitédtsbeziehung ,, 1 “ ist dabei iiber das euklidische Skalarprodukt defi-
niert. Wegen

ro— Az, = b— Axg — Az, = b — Ax, = 1y,

sind beide Formulierungen dquivalent.

Solch ein Verfahren bestimmt also eine neue Ndherungslésung in dem k—dimensionalen
affinen Unterraum xy + K, indem die Orthogonalitit des zugehorigen Residuums
beziiglich dem k-dimensionalen Unterraum L, verlangt wird. Die zweite, etwas
umstindlicher erscheinende Formulierung hat den Vorteil, dal man so z; einfacher
in einem echten statt einem affinen Unterraum suchen kann.

Entsprechend bezeichnet man die Basisvektoren vy, ... , v, von K} als Suchrichtungen.

Durch die Wahl Ly := K} erhélt man orthogonale Projektionsverfahren (da dann
ry L Ky, was man die Galerkin-Bedingung nennt), fiir L, # K} entstehen schiefe
oder nichtorthogonale Projektionsverfahren.

Auch die stationdren Verfahren sind Projektionsverfahren. So ist eine Gaufi-Seidel—
[teration eine Sequenz von n orthogonalen Projektionsschritten beziiglich der invari-
anten eindimensionalen Unterriume L' = K' = span{e;}, i = 1,... ,n. Die in diesem
Abschnitt vorgestellten Projektionsverfahren verwenden jedoch Unterrdume, die von
den Iterierten abhingen, und sind somit instationdr, also nicht darstellbar gem#fl Defi-
nition 2.7. Da sie, wie sich zeigen wird, die Koeffizientenmatrix nur in Matrix—Vektor—
Produkten mit A bzw. AT ansprechen, sind sie einfacher und von der Speicherungsweise
von A unabhingig implementierbar.

Unter den geforderten Voraussetzungen ist ein Projektionsverfahren wohldefiniert, da

Yp 1= (WkTAVk)il Wl
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wegen (2.9) eindeutig bestimmt und so (2.10) wegen

Wy (ro — AViy) = Wylrg — (WICTAVk) Yk
= 0
~ o — Akak 1 Lk

mit z; := Viyp € K} eindeutig losbar ist.
Nach spétestens n Schritten wird dann die exakte Losung gefunden, da fiir £k = n

rm L L,=R" < r,=0¢& x, ==

Wichtig ist nun die Tatsache, daf§ (2.9) in bestimmten Féllen immer gewéhrleistet ist:

Satz 2.12
Fiir beliebige Basen (v1, ... ,v) von Ky und (wy, ... ,wy) von Ly gilt (2.9), falls

A positiv definit ist und L, = Ky,
oder

A nichtsinguldr ist und Ly = AK},

Beweis: [47]

Nun zur Wahl von Kj:

Definition 2.13
FirveR", BeR"™", keN heift

Ky (v, B) := span{v, Bv, B?v,... ,B® Yy}
der k—te Krylov—Unterraum zu v und B.

Definition 2.1
FEin Krylov—Unterraum—Verfahren st ein Petrov—Galerkin—Verfahren, das K, :=
Ky, (1o, A) wdhlt.

Im Folgenden werden ausschliefllich Krylov-Unterraum—Verfahren betrachtet. Thre all-
gemeine Formulierung ist der PGK-Algorithmus (Petrov—Galerkin—Krylov):
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Algorithmus 4 PGK

ro:=b— Axg
vy = wy :=1o/||70l|2
Krylov-Unterraum-Konstruktion:
Firk=1,2,...:
Falls Ky 1(rg, A) = Ky(ro, A) —> Schleife beenden
Bestimme vy 41 € Kyy1(ro, A) und wyyq € Lyyq(ro, A), so daB
det (W[, AVig) # 0
Falls dies nicht moglich ist — Stop
Ende
Losung des Petrov-Galerkin—Problems:
Vi = (v1, ..., vk)
Wi = (wy, ... ,wy)
Y = (WgAVk)ilngk_l
T = Tp—1 + Vil
Ty = b— Al“k

Der Index k im Losungsteil ist der Laufwert, fiir den die Konstruktion der Basis der
Krylov—Unterrdume wegen Ky 1(rg, A) = K(ro, A) abgeschlossen worden ist.

Die Aufteilung des Algorithmus in Basisbestimmung und Losungsvorgang bleibt jedoch
in den Losungsverfahren im allgemeinen nicht erhalten. Viele verbinden Konstruktions—
und Losungsprozef. Entsprechend wird zur Bestimmung von v;,; entweder Avy oder
rr geméf (2.9) im allgemeinen Sinn orthogonalisiert. Die Bestimmung von w1 hingt
von der Definition von Ly, ab.

Bei den Verfahren, die tatséichlich das Petrov—Galerkin—Problem erst nach der
vollstindigen Entfaltung der Krylov—Unterrdume l6sen, 1d8t sich in der Regel ||rg||2
wihrend deren Konstruktion berechnen, so dafl auch ohne Kenntnis von z;, das Ab-
bruchkriterium {iberpriift werden kann.

Je nach Wahl von L, entstehen nun mathematisch verschiedene Verfahren, d.h. Verfah-
ren, die unterschiedliche Folgen von Naherungslésungen erzeugen. Man unterscheidet
(die Motivation zur jeweiligen Wahl von L, wird erldutert werden):

e Galerkin—/orthogonal-residual-Verfahren (Ly := Ky,)

e least—squares—/minimal-residual-Verfahren (Ly := AKj},)

e Lanczos—Verfahren (Ly := Ky (ry, AT))
Jedes dieser Verfahren kann dann wiederum auf verschiedene Weisen realisiert werden.
Gemeinsames Ziel aller Verfahren ist, die Krylov-Basen so zu wihlen, daf3 W, AV,

einfache Gestalt besitzt und somit das Petrov—Galerkin—Problem leicht 1osbar ist.
Galerkin— und least-squares—Verfahren haben gemeinsam, dafl sie wy,... , wgyy
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nicht explizit speichern miissen, da diese Werte durch Awvy,..., Avg,q; gegeben
sind. Deren Krylov-Unterraum-Konstruktion 146t sich daher durch die Arnoldi-
Orthonormalisierung realisieren, die im néchsten Abschnitt beschrieben wird. In den
Abschnitten 2.5 und 2.6 folgen die daraus abgeleiteten Galerkin— und least-squares—
Verfahren. Danach wird die Lanczos—Biorthogonalisierung dargestellt, die entsprechend
zur Arnoldi-Orthonormalisierung die Krylov—Basis fiir die in 2.8 aufgefiihrten Lanczos—
Verfahren bestimmt. In Abschnitt 2.9 wird sich schliellich zeigen, wie im Fall sym-
metrischer Matrizen nach beiden Anséitzen dieselben Basen entstehen und mit dem
CG—Verfahren fiir positiv definite symmetrische Matrizen, dem gemeinsamen Kern al-
ler vorgestellten Methoden, auch wieder nichtsymmetrische Probleme gel6st werden
kénnen.

2.4 Arnoldi—-Orthonormalisierung

Die Arnoldi—Orthonormalisierung (vorgestellt 1951 von Arnoldi in [2]) ist eine modi-
fizierte Gram—Schmidt-Orthonormalisierung, bei der die Ausgangsvektoren s, ... , U
nicht gegeben sind, sondern als die Bilder Avy,_; des jeweils vorher ermittelten Ba-
sisvektors durch das Verfahren erzeugt werden. Die Modifikation besteht darin, daf}
in diesem Algorithmus vy zugunsten numerischer Stabilitit sukzessive zu vq,... v
orthogonalisiert wird.

Algorithmus 5 Arnoldi-Orthonormalisierung

Sei 17 € R" gegeben.
vy = 0/||th]]2
Fir k=1,2,...:
U 1= Auvg
Firi=1,... . k:
hig = (U, v;)
ﬂk = ﬂk — hi,kvi
Ende
Pt == [|0k|l2
Wenn hjiq1 =0 — Stop
Vg1 = Uk/Pig1,k
Ende

Sei k der Wert k, mit dem der Arnoldi-Algorithmus gestoppt hat. Induktiv beweist
man:

Satz 2.15 N
Das Arnoldi—Orthonormalisierungsverfahren erzeugt fir 1 < k < k eine Orthonormal-
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basis {v1, ..., v} von Ky (01, A), also

(vi,v;) = &5 fir 1<i,5 <k

Man spricht daher von einem Verfahren der orthogonalen Richtungen. Die entscheiden-
de Eigenschaft dieses Verfahrens ist, daf} es unbedingt stabil ist, also in jedem Fall das
gewiinschte Resultat liefert. Es gilt ndmlich

Satz 2.16
Fiir die durch die Arnoldi-Orthonormalisierung erzeugten Gréflen sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

hgs1p =0
& K CKyC...CKy=Kp=...=K,

Beweis: [32]

Das Verfahren bricht genau dann ab, wenn eine Orthonormalbasis des Krylov—
Unterraumes /C,, (01, A) gefunden wurde. Somit ist das Verfahren mathematisch stabil.
Mit der durch Algorithmus (5) produzierten oberen Hessenbergmatrix (der sogenann-
ten Arnoldi-Matriz)

hij i<j+1 . -
e e T < <
(Hg)i,j {0 P> 41 mit 1<4,57<k

148t sich der k—te Schritt des Verfahrens schreiben als
AVy = ViHy, + hiy1 g0k 16t
oder mit
= Hj, E+1)xk
Hy = e R+
* < hk+1,k€f )
als

AVy = Vig1 Hy.. (2.11)

Zu beachten ist, daB§ Hj, vollen Rang hat, da die unteren k£ Zeilen von H; eine obere
Dreiecksmatrix bilden.
Durch Multiplikation von links mit V; folgt

H, = VI AV,. (2.12)

Da zur Durchfithrung des k-ten Schrittes des Arnoldi—Verfahrens die gesamte Fol-
ge {v1,...,v, 1} benétigt wird, also gespeichert sein muf, hat es so nur theoreti-
schen Wert. Die Losungsverfahren, die es benutzen, modifiziert man durch folgende
Verkiirzungen, durch die sich allerdings die numerischen Eigenschaften der Verfahren
verschlechtern konnen:
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e Restart: Nach m Iterationen wird der Arnoldi-Prozefl abgebrochen und dann mit
xg = x,, das Verfahren neu gestartet. m beschreibt die maximale Dimension der
Krylov—Unterrdume.

e Abschneidung (Truncation): Im Arnoldi-Verfahren wird o nur zu den letzten
t > 0 Basisvektoren orthonormalisiert. Die Anzahl der oberen Nebendiagonalen
von Hj ist also auf ¢ — 1 beschrankt.

e Finschrinkung: In der Petrov-Galerkin-Bedingung werden nur die letzten s > 0
Basisvektoren beriicksichtigt. Lediglich s —1 der oberen Nebendiagonalen von Hy,
gehen bei der Losung ein.

Sind Rundungsfehler ein sehr kritischer Punkt, empfiehlt es sich, im Arnoldi—-
Algorithmus nicht die Gram—Schmidt—Orthogonalisierung, sondern Householder—
Transformationen zur Konstruktion von Hj, zu verwenden. Dadurch erreicht man hohe-
re numerische Stabilitit, allerdings unter etwa doppelt so hohem Rechenaufwand. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet man in [47].

2.5 Galerkin—Verfahren

Galerkin—Verfahren benutzen als Petrov-Galerkin-Bedingung die Galerkin-Bedingung
Tk J_Lk :Kk :’C(TU,A),

wodurch sich ihr Name wie auch die englische Bezeichnung orthogonal residual methods
erklart.

Satz 2.17

Sei A symmetrisch und positiv definit, so dafi durch || - || , = (A-, )% und entsprechend
| - |l ;o1 Normen auf R" erkldirt sind. Dann ist ), genau dann eine durch ein Galerkin—
Verfahren erzeugte Niherungsliosung, wenn

Irellacs (= 16 = Azl 1) = min b= Az,

und dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn

e = aull =, min o~ 21

Beweis: [48]

Im Fall nichtsymmetrischer Matrizen existieren keine Optimalitdtsaussagen fiir
Galerkin—Verfahren, so dafl sie moglicherweise unregelméflig oder gar nicht konver-
gieren. Die Orthogonalitéitsbedingung (2.9) ist nicht unbedingt erfiillbar, so daf§ auch
die eindeutige Losbarkeit der Petrov-Galerkin-Bedingung nicht gewéhrleistet ist.
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2.5.1 FOM

Die Full Orthogonalization Method (FOM) ist die unmittelbare Anwendung des
Arnoldi—Verfahrens mit v; := ry als Galerkin-Methode. Wegen der Orthonormalitét
von vq,..., v ist

VkTT(] = VkT||T0||2U1 = ||I7ol|2e1,

und damit wegen Wy, =V und (2.12)
-1 -1
yr = (WEAVE) T Wilro = (VIAVL) ™ Vil'rg = H ' rollaen.

Diese Berechnung fithrt man durch Anwendung von Givens-Rotationen (siehe [23]) auf
das System

Hyyy = ||rol|2e1

aus, wodurch man ein durch Riickwértseinsetzen einfach zu 16sendes oberes Dreiecks-
system

Rryr = g

erhilt, falls Hy nichtsinguldr ist. Diese Umformungen konnen auch wéhrend der Or-
thonormalisierung durch fortlaufende Updates von g und Ry durchgefiihrt werden (in
[47] wird dieses Vorgehen erldutert). Dies ist moglich, da die Spalten h, g, ..., hy gy
von Hj bei der Orthonormalisierung von v nicht mehr auftreten.

Algorithmus 6 FOM

To Z:b—Al'O

v == 1o/||roll2

Firk=1,2,...:
f)k = Avk

Firi=1,... . k:
hi,k = (Uz'; 77k)
ﬂk = ﬂk — hi,kvi
Ende
i1 := [0k l2
Falls hjy41, = 0 — Schleife beenden
Ukt1 = U/ Pis1 4
Falls £ > 1 — Update von R; und g; durch die bisherigen Givens-Rotationen
und die zu hyyq
Ende
i = Ry g
2 = o + Vil
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Der erfolgreiche Ablauf des Algorithmus ist gewéhrleistet, sofern (2.9) erfiillt ist, bzw.
Hy, nichtsingulér ist.
Folgende Varianten vermeiden die nétige Abspeicherung aller vy, ..., vg:

e FOM(m) fiihrt einen Restart nach m Schritten durch, d.h. die duflere Schleife
wird nun mit £ = 1,... , m durchlaufen, dann das Verfahren mit zy := x,, neu
gestartet.

e IOM(t) (Incomplete Orthogonalization Method) entsteht durch Abschneidung.
Die innere Schleife des FOM (die Orthonormalisierung) wird nur fir i =
max{1,k—t+1},..., k durchlaufen. Damit werden dort nur die letzten ¢ Vektoren
v; benotigt. Da jedoch zur Berechnung von x; nach wie vor vy, ... , vx bereitstehen
miissen, ist dieses Verfahren nur theoretische Grundlage der folgenden Methode.

e DIOM(t) (Direct IOM) nutzt aus, dafi die durch IOM(¢) erzeugte Matrix Hy nur
t —1 obere Nebendiagonalen besitzt, also eine Bandmatrix ist. Die LR—Zerlegung
dieser Matrix kann wegen ihrer Hessenberggestalt durch einfache Updates nach
jedem Durchlauf der inneren Schleife berechnet werden. Wegen der Bandform der
Matrix sind dafiir nur ¢ Vektoren zu speichern. Mit diesen Updates kann auch
die jeweilige N&dherungslésung x; giinstig innerhalb der &ufleren FOM-Schleife
berechnet werden, so da§ der Schwachpunkt des IOM(#) behoben ist. In [47] wird
dieses Verfahren im Detail beschrieben.

Unter Verwendung eines zusétzlichen Vektors kann dabei zugunsten der mathe-
matischen und numerischen Stabilitit bei der LR—Zerlegung eine Pivotisierung
durchgefiihrt werden (siehe dazu [46]).

IOM(¢) und DIOM(t) sind keine orthogonalen Projektionsmethoden mehr, der sie de-
finierende Raum L; kann jedoch leicht angegeben werden. Die Darstellung findet man
in [47], wie auch den Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2.18
Die Residuennorm der k—ten durch FOM, FOM(m), IOM(t) oder DIOM(t) bestimmten

Iterierten ist gegeben durch

16— Azgll2 = hisvrler vil-

Dank dieser Aussage kann bei allen Verfahren schon in der dufleren Schleife, ohne
Kenntnis der entsprechenden aktuellen Naherung z;, eine Residuenkontrolle durch-
gefithrt werden. Auch im DIOM(¢#) entsteht dadurch ein Vorteil, da die Berechnung
des Residuums zu z; vermieden wird.
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2.6 Least—squares—Verfahren

Satz 2.19
xg ist genau dann eine durch ein least-squares—Verfahren erzeugte Ndiherungsldsung,
wenn

Irelly (= b~ Azill,) = _min_[lb— Az,

Texo+ Ky,

Beweis: [48]

Die Residuennorm fillt monoton mit wachsender Dimension der Krylov—Unterrdume.
Aus dieser Eigenschaft stammt der Name minimal-residual-Verfahren fiir diese Me-
thoden. Auch wird ihr Losungsproze3 anhand der Minimierungsforderung statt der
Petrov-Galerkin-Bedingung konstruiert. Das fiihrt auf ein least-squares—Problem, was
den Namen der least-squares—Verfahren erkliart. Man kann die Minimierung auch als
Motivation fiir die least-squares—Verfahren deuten und daraus wegen der Aquivalenz
in Satz 2.19 die Wahl L, := AK; = K (Arq, A) ableiten.

2.6.1 GMRES

GMRES (General Minimized RESidual, entwickelt in [49]) ist das least—squares—
Pendant zu FOM. Die Konstruktion der Krylov-Basis (wi,...,w; sind als
Avy, ..., Auvg gegeben) erfolgt durch das Arnoldi—Verfahren; die Losung des Petrov—
Galerkin-Problemes wird, wie oben erwéihnt, aus der Minimierungsforderung abgelei-
tet:

Irellz = [|b— Azl
= |b — Axg — Azgl|o
= |lro — AViykll2
(2.1

= ) HVkH (||7“0||2€1 - Hkyk)HQ

= H||7“0||261 - f{kyk‘

2 3

wobei sich die letzte Gleichung aus der Orthonormalitét der Spalten von V., erklért.
Die 2-Norm des Residuums wird also minimal fiir x; := xq + Viy mit

Yr = arg min HHTUH?el - HkyHQ '

Dieses least—squares—Problem ist eindeutig 16sbar, da H;, vollen Spaltenrang hat. Weil
Hj, Hessenbergmatrix ist, 148t sich diese Losung leicht realisieren. Man bestimmt dafiir,
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dhnlich wie im FOM, durch Givens—Rotationen eine Zerlegung von ﬁk = Qkﬁ?k in eine
orthogonale Matrix @, € R*+Dx(k+1) ynd eine Matrix Ry, € RETD*F der Form

o (%)

mit einer oberen Dreiecksmatrix Rj, € R¥**. Diese Zerlegung fiihrt man wieder durch
laufende Updates der Dreiecksmatrix R, und die entsprechenden Umformungen auf
||rol|e1 innerhalb der duBeren Schleife durch. Das Problem transformiert man so wegen
der Orthogonalitit von (), in die durch Riickwértseinsetzen l6sbare Form

;fel]g; H||7“0||261 - FlkyHZ = ;Iel]g% HQk(HToHQ@l - lﬁ[ky)HZ

= min | Qxllrolle1 — Ry .
yERk N—r 2

=:gx ERAF1

Algorithmus 7 GMRES

To Z:b—Al‘O

v 2= 1o/||roll2

Firk=1,2,...:
U 1= Auvg

Fir:=1,... k:
hi,k = (Uz'; 7719)
Uy, = U — hyv;
Ende
P := [0k l2
Falls hj11, = 0 — Schleife beenden
Vg1 := Uk /Prg1k
Update von Ry, und g durch die bisherigen Givens-Rotationen und die zu hj4q 4
Ende
yr = Ry g
T = T + Vil

Hohere numerische Stabilitéit 148t sich wieder erreichen, indem man die Gram—Schmidt—
Orthonormalisierung des Arnoldi-Verfahrens durch Householdertransformationen er-
setzt. Wird dies in Algorithmus 7 naiv durchgefiihrt, fallen jedoch doppelt so viele
zu speichernde Vektoren an. Denn neben wvy,..., v, werden weitere & Householder—
Vektoren benétigt. Um dies zu umgehen, ist eine Umformulierung des Verfahrens notig,
nach der z; aus den Householder—Vektoren ermittelt werden kann. Diese Methode ist
in [47] ausgefiihrt.

Wie bei den im letzten Abschnitt vorgestellten Verfahren ist die Kontrolle des Ab-
bruchkriteriums nicht an die Kenntnis der aktuellen Ndherungslosung gebunden:
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Satz 2.20
Die Residuennorm der k-ten Iterierten des GMRES-Verfahrens ist gegeben durch

Iill2 = lek 1%

Beweis: [49]

Man kann die Konvergenz also wieder schon in der dufleren Schleife iiberpriifen und
braucht erst dann das least—square-Problem zu 16sen und z; zu berechnen, wenn die
Residuennorm klein genug ist.

Aus der Eigenschaft des Arnoldi-Algorithmus, genau dann zu terminieren, wenn ein
die exakte Losung enthaltender Raum aufgespannt wird, verbunden mit der Minimie-
rungseigenschaft des GMRES, erhélt man die folgende Stabilitdtsaussage:

Satz 2.21
Das GMRES-Verfahren endet genau dann, wenn die exakte Lisung x gefunden wurde,
was wiederum nach héchstens n Schritten der Fall ist.

Die Konvergenz des GMRES lafit sich theoretisch abschétzen durch

Satz 2.22
Sei A diagonalisierbar und X eine Matriz aus Eigenvektoren von A. Sei Py die Menge
der Polynome vom Hdéchstgrad k. Dann gilt:

7|2

7ol < gy condy(X)

mit

= min ( max) |¢()\)|> :

Prb(0)=1 \ AEA(A

Beweis: [49]

Allerdings ist dieser Satz in der Praxis selten anwendbar bzw. meist wegen condy(X) >
1 nicht sehr aussagekriftig.

GMRES und FOM unterscheiden sich lediglich in der Ableitung von R; und g aus H,
bzw. Hy. Dies wiederum kommt erst bei der k—ten Givens—Rotation zur Elimination von
hi+1x zum tragen, die allein vom GMRES durchgefiihrt wird. Der Unterschied liegt also
nur in den Komponenten (Rg)gx und (gx)r. Daher besteht folgender Zusammenhang
zwischen den Residuennormen der (nicht explizit berechneten) Iterierten xy:

Satz 2.23
Seien rFOM und rSMRES die Residuen der (nicht explizit bekannten) Iterierten xy des
FOM bzw. GMRES. Sei ¢ der Cosinusanteil der k—ten Givens—Rotation des GMRES
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zur Elimination von hyiy . Dann ist

1
Il = —lrillla-
k

Beweis: [47]
Beziiglich der praktischen Umsetzung gilt fiir GMRES dasselbe wie fiir FOM:

¢ GMRES(m) beschriinkt die Anzahl der benétigten Vektoren durch Restart nach
m Schritten. Wegen der dadurch begrenzten Dimension der Krylov-Unterrdume
gilt jedoch Satz 2.21 nicht mehr, die Konvergenz ist nicht gesichert. Nur fiir
positiv definite Matrizen konvergiert das Verfahren nach [47] fiir alle m > 1.
Andernfalls kann es stagnieren (siche dazu [27], [54]). Je grofier m gewihlt wird,
umso stabiler ist GMRES(m), gleichzeitig wachsen aber Speicher— und Rechen-
aufwand stark an. Wo der Kompromify zu setzen ist, hiangt sehr vom Problem
ab. Gewohnlich wihlt man 4 < m < 20, doch kann es auch nétig sein, den
vorhandenen Speicherplatz auszuschopfen, um Konvergenz zu erreichen.

e QGMRES(t) (Quasi-GMRES) ist das Aquivalent zu IOM(#). Durch Abschnei-
den der inneren Schleife wird die Orthonormalisierung auf die letzten ¢ Basisvek-
toren reduziert.

¢ DQGMRES(t) (Direct QGMRES) ist, entsprechend zu DIOM(t), die Um-
formung des QGMRES(#) durch eine LR—Zerlegung, die auch den absoluten
Speicherbedarf des Verfahrens auf ¢ Vektoren beschrénkt. Die Herleitung ist dhn-
lich zu der des DIOM(#) und kann in [47] gefunden werden.

Wegen der unvollstindigen Orthogonalisierung fiihren die beiden letzten Verfahren
keine echte Minimierung der Residuennorm durch. Abschétzungen dieser Norm sind in
[49] gegeben.

2.6.2 GCR, ORTHOMIN, ORTHODIR

Wihrend GMRES das Arnoldi—Verfahren verwendet, um die Orthonormalitét der Basis
{v1,..., v} von K} durchzusetzen, fordern eine Reihe von Verfahren stattdessen die
AT A-Orthogonalisierung

(Av;, Av;) =0 fiir i # j. (2.13)
Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dal man dann durch einfache Updates der Art

(kalaAkal) v
(AkalaAkal) -t

Tk '= Tk—1 +
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die Ndherungslosungen z; € Ky erhilt, die die Residuennorm minimieren (siehe [47],
auch fiir eine Darstellung der Verfahren). Die jeweiligen Residuen lassen sich dabei
durch entsprechende Updates berechnen.

Um die Basis gem#f (2.13) zu bestimmen, ist jedoch gegeniiber GMRES doppelter
Speicheraufwand notig, da sowohl Awq,..., Av, fiir die Orthogonalisierung als auch
vy,...,v; fiir die Berechnung von vg,; benotigt werden. Ebenfalls erhcht sich der
Rechenaufwand pro Iteration, bei mathematisch gleichen Ndherungslsungen. Deshalb
sollen diese Verfahren hier nur eingeordnet werden:

e GCR (Generalized Conjugate Residual, vorgestellt in [11], ausgearbeitet in
[12]) bestimmt den n#chsten Basisvektor vgyi, indem 7, nach (2.13) ATA-
orthogonalisiert wird. Dieses Verfahren ist aus Speicherplatzgriinden wieder so
nicht durchfiihrbar.

¢ GCR(m) ist die Restart—Variante des GCR.

¢ ORTHOMIN(t) (ORTHOgonal MINimum, entwickelt in [55]) entsteht durch
Truncation des GCR. Anders als bei IOM(¢) und QGMRES(#) wird hierdurch ei-
ne echte Reduzierung des Speicheraufwandes erreicht, da die Vektoren Avy ledig-
lich in der Orthogonalisierung auftreten und so tatsdchlich nur eine beschriankte
Anzahl davon benétigt wird.

e ORTHODIR (ORTHOgonal DIRection, entwickelt in [28]) ATA-
orthogonalisiert Avg. Auch hierzu gibt es die Restart— und Truncation—Version.

2.7 Lanczos—Biorthogonalisierung

Das Problem der bisher vorgestellten Verfahren ist die nétige Speicherung von
vy,...,v, und die entsprechend lange Rekursion zur Berechnung der nichsten Néhe-
rungslosung aufgrund der Hessenberg—Gestalt von Hj. Statt die Orthogonalisie-
rung durch ein allgemeines Hessenbergverfahren wie den Arnoldi-Algorithmus durch-
zufiihren, verwenden deshalb viele Verfahren die Lanczos-Biorthogonalisierung. De-
ren Motivation ist der Wunsch, L, und seine Basis wy,... ,w; so zu bestimmen, dafl
Hy, = WL AV}, eine Tridiagonalmatrix (die sogenannte Lanczos—Matriz) ist:

ar By
Ho=| %
Br

ok oy

Die Eintrdge dieser Matrix lassen sich dann, statt durch Orthonormalisierung wie
beim Arnoldi-Algorithmus, direkt durch Koeffizientenvergleich berechnen (Herleitung
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in [30]). Dafiir und auch fiir die Konstruktion der Krylov-Basisvektoren vg,; und w1
benétigt man jeweils nur die letzten drei Basisvektoren, so dafl das Verfahren konstan-
ten und dabei relativ geringen Speicheraufwand hat.

Das so formulierte Ziel wird durch die Wahl L; := K}, (ro, AT) erreicht, wie im folgen-
den gezeigt wird.

Algorithmus 8 Lanczos—Biorthogonalisierung

Seien ¥; und Wy mit ||9q]|2, [|@1]|2 # O gegeben.
G =0, :=0
wy =1y =0
v =0/,
wy = 1w /||y
Firk=1,2,...:
p = (Avk,wk)
Vg1 = Avg — o0 — Brp—1
Wyy1 = ATwy — oy, — Spwi—y
Ve+1 = (@k+1,U~)k+1)
Falls v411 = 0 — Bry1 := 0gyq := 0, Stop
Wihle Bj1 und 641, so dal Byy10k+1 = Vi
Vg1 := Upr1/ Ok
Wry1 = Wit/ Bri
Ende

Eine iibliche Wahl fiir S, 0y ist

Br1 1= vV \’Yk+1|;
Ok+1 1= 8ign (Vet1) Brt1,

wodurch man 1 = +0; erhélt.

Satz 2.2/

Das Lanczos—Biorthogonalisierungsverfahren erzeugt bei erfolgreichem Verlauf zueinan-
der biorthogonale Basen {vg, ..., v} von Ki(ve, A) und {vg, ... ,vx} von Kg(vg, AT),
d.h.

WiV, =1
Satz 2.25
Fiir die durch die Lanczos—Biorthogonalisierung erzeugten Matrizen gilt:
H, = WlAy,

AV, ViHg + Sp1Vk4164
AWy = WiH! + Bryiwpiie)
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Ferner haben Vi und Wy, mazimalen Rang.

Beweis: [47]

Aus diesen Gleichungen kann man, wie oben angesprochen, durch Koeffizientenvergleich
die Rekursionsformeln zur Berechnung von v, und wy,; aufstellen. Weiterhin folgt
daraus, da8 L, = K, (ro, AT) ist.

Das Verfahren bricht genau dann ab, wenn

(6k+1, wk+1) — 0 (214)

eintritt. Da H Tridiagonalmatrix ist, entspricht dies genau det(Hy) = 0, also dem
Fall, daf§ (2.9) nicht erfiillt werden kann. Es gibt genau zwei mogliche Ursachen fiir den
Abbruch:

e U1 = 0 oder w1 = 0: normaler Abbruch (Lucky Breakdown), sobald Ky, (rq, A)
durch vy,..., v, oder ICy (7‘0, AT) durch wy, ..., w; aufgespannt wird, d.h. wenn

ein A~ bzw. AT-invarianter Unterraum von R" gefunden wurde. Ob dann die
durch ein Lanczos-Losungsverfahren bestimmte Nidherungslosung die exakte
Losung von (2.1) ist, hdngt davon ab, ob 9,1 = 0 ist oder nicht.

® Uy L wWyyq: Versagen des Verfahrens (Serious Breakdown), das auch fiir gutkon-
ditionierte Matrizen eintreten kann. Dieses Ereignis 148t sich durch sogenannte
look—ahead—Strategien vermeiden. Es gibt dafiir zwei Ansétze: In [39] wird nicht
direkt auf der Lanczos—Biorthogonalisierung aufgebaut, was generell héheren Auf-
wand pro Iterationsschritt zur Folge hat. In [18] wird dagegen eine natiirliche
Weiterentwicklung vorgestellt, deren Idee es ist, im Fall (2.14) nicht nur @5, und
Wg41 7zu biorthogonalisieren, sondern jeweils die nichsten Basisvektoren miteinzu-
beziehen. Die Biorthogonalitéitsforderung wird dann an die durch diese Vektoren
aufgespannten Rdume zueinander und beziiglich K bzw. L; gestellt. Es werden
soviele weitere Basisvektoren beriicksichtigt, wie nétig sind, um den Breakdown
zu vermeiden. Man geht nur bei drohendem Breakdown anders vor, ohne daf
dafiir erh6hter Aufwand betrieben werden miifite.
Der Serious Breakdown tritt allerdings selten auf. Eine stéirkere Rechtfertigung
finden look-ahead—Varianten bei der Vermeidung von , Beinahe-Breakdowns®,
wenn (U1, Wgy1) klein ist und starke Rundungsfehler verursachen kann.

2.8 Lanczos—Verfahren

Wie der letzte Abschnitt gezeigt hat, besitzen die aus der Lanczos—Biorthogonalisierung
mit 7 := ry abgeleiteten Lanczos—Verfahren im Vergleich zu den Galerkin— und least—
squares—Verfahren geringen und konstanten Speicher— und Rechenaufwand. Doch gehen
gleichzeitig die Eigenschaften der Residuen verloren, die jene Verfahren erzwingen.
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Satz 2.26

(Faber—Manteuffel-Theorem): Bis auf spezielle Ausnahmen existieren PGK—Verfahren,
die sowohl durch kurze Rekursionen als auch durch orthogonale oder minimale Residuen
gekennzeichnet sind, nur fiir Matrizen B € C"*" der Art

B=e’(T+ol) mitT=T"cC”, 9cR, ocC,

insbesondere also im reellen Fall nur fiir symmetrische Matrizen.

Beweis: [13]

Im allgemeinen Fall ist also mit unregelméfligem Konvergenzverhalten zu rechnen, oder
sogar damit, dafy die Verfahren gar nicht konvergieren. Mit

Wlre = |rollaW vr = [Irollzes (2.15)

erhidlt man aus der allgemeinen Formulierung der PGK-Verfahren fiir Lanczos—
Verfahren die Losungsdarstellung

T, =29+ Vi (VV,CTAV;C)_1 Wlrg
= 20 + ||ro]|2Vi Hy, ter.
xy ist dann die eindeutige Losung der Petrov-Galerkin—Bedingung
r, L L =K} (TO, AT) .

2.8.1 Das Lanczos—Lo6sungsverfahren

Entsprechend zur Herleitung von FOM und GMRES aus der Arnoldi-
Orthonormalisierung 148t sich aus der Lanczos-Biorthogonalisierung direkt ein
Lanczos—Verfahren konstruieren.

Algorithmus 9 Lanczos-Ldsungsverfahren

ro :=b— Axg

U =W =Ty

Fiihre die Lanczos—Biorthogonalisierung durch
yk = Hy ' [rolloer

Tk = o + Viyk

Wenngleich schon wihrend der Biorthogonalisierung eine Konvergenzkontrolle durch-
gefithrt werden kann, da nach [47]

I76ll2 = [Oks1ef yr! (V12

miissen doch die Vektoren wy,...,v; zur Berechnung von z;, explizit bereitste-
hen. Um den Vorteil des geringen und konstanten Speicherbedarfs der Lanczos—
Biorthogonalisierung zu erhalten, wird das Verfahren auf die im folgenden Abschnitt
beschriebene Weise modifiziert.
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2.8.2 Bi-CG

Das Bi-Conjugate Gradient-Verfahren (Bi-CG, vorgeschlagen 1952 von Lanczos in [30],
und ausgearbeitet durch Fletcher 1976 in [15]) erzeugt direkt die LR—Zerlegung des
Tridiagonalsystems Hj, des Lanczos—Verfahrens. Damit konnen bereits in der Lanczos—
I[teration die Naherungslosungen z; bestimmt werden. Statt v, und wy; durch Drei-
termrekursionen wie im Lanczos-Loésungsverfahren zu konstruieren, erhélt man sie nun
durch je zwei miteinander gekoppelte Zweitermrekursionen. Es miissen nunmehr fiir das
ganze Verfahren lediglich die beiden jeweils letzten Basisvektoren gespeichert werden.
Sei Ly R, = Hy die LR—Zerlegung von Hy. Mit

P, = (p1,... k) :i= Vi Ry
und
2 i= L Y|7rolles
schreibt sich (2.8) als
T = 2o + Przp. (2.16)
Aus der Dreiecksgestalt der Zerlegungsmatrizen folgt, da8 sich xz; und r; durch Updates

Tp '=Tp 1+ QO 1Dk 1,

T i= Tp—1 — 01 App_1

berechnen lassen. Ferner 1483t sich zeigen, daf} r; ein skalares Vielfaches von vy ist,
woraus auch fiir p; eine rekursive Berechnungsvorschrift folgt:

Pk =Tk + Be-1Pk-1-
Parallel betrachtet man das duale System
ATz =1
zur Erzeugung der zweiten Rekursionsfolge. Man erhélt dafiir mit der Wahl von
Py = (pr,. . ,bx) = Wi L, T

entsprechende Darstellungen fiir z,, 7, und p;. Die skalaren Groflen ay_; und (5_; in
den Updates ermittelt man dann aus der Gleichung

PLAP, = L;'WIAV,R, = L;'H R =T

und unter Beriicksichtigung der Biorthogonalitéit der Residuen als skalare Vielfache der
Basisvektoren.
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Algorithmus 10 Bi-CG

Po ‘= To = b— Ax(]

Do = To :=Tp
po = (70, 7o)
Firk=0,1,2,...:
Falls (Apy,pr) = 0 — Stop
O = Pk/ (Apk,ﬁk)
Tk4+1 1= Tk + QkPk
Tre1 := Tk — apApg
'Fk—i—l = 7:]C - OtkATﬁk
P+t = (Tkt1, Tht1)
Falls pgy 1 = 0 — Stop
B = pr+1/pr
Pht1 := Thy1 + BrDr
P41 := Try1 + OrDr
Ende

Die Wahl 7 := rg ist {iblich, doch ist jeder beliebige Vektor 7y mit (rq,7) # 0 zulissig.
Wihlt man 7y := b — ATz, so ist 7, das Residuum der (k + 1)-ten Niherungsldsung
Zr+1 des dualen Problems, die durch die Rekursion

Th1 = T + 0Py

gleichzeitig berechnet werden kann. Die im Algorithmus erzeugten Sequenzen von Such—
und Losungsvektoren sind dann véllig symmetrisch zueinander.

Satz 2.27
Fiir die durch Bi-CG berechneten Griffen gilt fir i # j:

(Ti’ fj) =

Beweis: [15]

Wie zu Beginn iiber die Lanczos—Verfahren erwidhnt wurde, kann im allgemeinen Fall
keine Konvergenzaussage getroffen werden; entsprechend weist Bi-CG in der Regel star-
ke Oszillationen im Konvergenzverlauf der Residuennorm auf und bisweilen konvergiert
das Verfahren iiberhaupt nicht. Die Oszillationen fiihren wegen der Gréfenordnungsun-
terschiede zu Rundungsfehlern, so daf§ auch bei Konvergenz der Norm des berechneten
Residuums der echte Fehler noch grofl sein kann.

Auflerdem kann der Algorithmus vorzeitig zusammenbrechen, wenn
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o (Apy, pr) = 0: Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn die Lanczos-Matrix singulér
ist und daher die Galerkin-Bedingung nicht erfiillt werden kann. Man sieht am
Algorithmus, dal dann tatséchlich x,,, nicht bestimmt werden kann. Dieser Fall
148t sich durch eine quasi-Minimierung des Residuums vermeiden (dazu spiter),
was gleichzeitig das Konvergenzverhalten gléttet.

e (rk+1,7k+1) = 0: Dies entspricht dem Breakdown in der Lanczos-
Biorthogonalisierung, da r; und 7, skalare Vielfache von v bzw. wy, in
der Lanczos—Biorthogonalisierung sind. Im Fall des Lucky Breakdown (ryy; =0
oder 7y 1 = 0) ist der erfolgreiche Abschlufl des Algorithmus offensichtlich.

Im anderen Fall helfen die beschriebenen look—ahead—Methoden, die sinnvoller-
weise gemeinsam mit einer quasi-Minimierung eingesetzt werden, um generelle
Stabilitéat des Verfahrens zu erreichen.

Ein weiterer Nachteil kann sein, dafi Bi-CG explizit A7 verwendet, was nicht realisier-
bar ist, wenn A nicht explizit vorliegt. Dies ist bei den in dieser Arbeit betrachteten
Problemen nicht der Fall, doch sind die zur Vermeidung dieser Einschréinkung ent-
wickelten Verfahren auch allgemein interessant.

Im folgenden werden nun Verfahren vorgestellt, die die Vorteile des Bi-CG (geringer
Rechen— und Speicheraufwand pro Iteration) besitzen, dabei aber die genannten Nach-
teile umgehen.

2.8.3 CGS

Das Conjugate Gradient Stabilized-Verfahren (CGS, vorgestellt von Sonneveld 1989
in [51]) faBt zwei Bi-CG-Schritte zu einem zusammen, welches sich ohne Erhchung
des Aufwandes, aber dafiir ohne die Verwendung der Transponierten AT realisieren
1a8t. Um das Vorgehen beschreiben zu kénnen, stellt man die im Bi-CG konstruierten
Vektoren als Polynome dar. Wie man induktiv aus den Rekursionen schlief3t, gilt

e = or(A)ro 7 = or(AT)ro, (2.17)
pr=Ve(A)rg P = (AT )ro, (2.18)

mit Polynomen ¢ und v, vom Grad < k. Setzt man nun

rp= cpi(A)ro und pj = wz(A)ro,
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so folgt fiir die skalaren Groflen des Bi-CG—-Algorithmus:

o = Tk TH) (Spk(A)Toawk(AT)To)
YT (Apk k) (Ae(A)ro, 1k (AT)ro)
(ee(A)ro, o) (ry, 7o)

(Agi(A)ro, o) (Apiy o)’

(2.19)
By = (Tk+1,fk+1) (80k+1(A)T0,80k+1(AT)T0)
. =

refr)  (@e(A)ro, or(AT)ro)
(SO%H (A)ro, 7"0) (TZ+1a 7"0)

(ex(A)?ro,r0) — (rismo)

Die Transponierte ist fiir deren Berechnung also nicht mehr erforderlich. Mit

. = Prs1(A)e(A)rg und  uy = pp(A)Yr(A)ro

erhiilt man iiber Ausmultiplizieren durch o7 und ¢ Rekursionsformeln zur Berechnung
von py .+, rp,yq und x;, (siehe [51]). Unter Vernachldssigung des hochgeschriebenen ,,x“
erhilt man folgenden Algorithmus:

Algorithmus 11 CGS

Ug 1= pg =19 :=b— Axy
po = (10, 70)
Fir k=0,1,2,...:
Falls (Apy,r9) = 0 — Stop
Qg = Pk/ (Apk,ro)
Qi = up — a Apy,
Tpy1 1= Tk + oy (g + Qi)
Thi1 = T — oA (ug + qr)
Falls p, = 0 — Stop
PEk+1 = (Tk+1,7“0)
B := pr+1/pr
Upt1 := Ths1 + BrGr
Prt1 = Upt1 + OBk (@ + Bepr)
Ende

CGS konvergiert schneller als Bi-CG, da eine CGS-Iteration zwei Bi-CG-Iterationen
entspricht. Wenn CGS aber auch ohne die Transponierte auskommt, so bleiben den-
noch die anderen Nachteile des Bi-CG bestehen, ndmlich die Rundungsfehler durch das
unregelméflige Konvergenzverhalten, das durch die Quadrierung der Polynome noch
verstirkt wird, und die Gefahr des vorzeitigen Breakdown.
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2.8.4 Bi-CGSTAB

Motiviert durch die Grundidee des CGS und um dessen Konvergenzverhalten zu
gliatten, entwickelte van der Vorst 1992 in [52] (nach Vorarbeiten mit Sonneveld 1990
in [53]) Bi-CGSTAB (Bi-CG STABilized). Er nutzte aus, dafi zur Vermeidung der
Transponierten die Polynome nicht unbedingt quadriert werden miissen. Bi-CG nimmt
eine Skalierung vor, um dasselbe Polynom zur Konstruktion von r; und 7 zu erhal-
ten (vgl. (2.17),(2.18)). Wihrend CGS diese Wahl iibernimmt und die Polynome mit
sich selbst multipliziert, verallgemeinert Bi-CGSTAB die Vorgehensweise und baut in
jedem Schritt durch

e = Xk(A)gr(A)rg und  py = xe(A) Y (A)ro
mit
X0 (A) =1
Xi(A) = (I = we—1A)xe-1(4)
einen zusitzlichen Freiheitsgrad wy ein, der der Minimierung des Residuums dient. Ist
ein CGS—Schritt die Verkniipfung zweier Bi-CG—Schritte, so kann man dagegen eine Bi-
CGSTAB-Iteration als Verkniipfung eines Bi-CG—-Schrittes mit einem GMRES-Schritt

(der durch xx(A) dargestellt wird) betrachten.
Ahnlich wie in (2.19) erhélt man unter Ausnutzung der Galerkin—-Bedingung

*
Qf = 7(7116; TU) ,
(Apk: TU)
o} (TZH; 7’0)
Bk = —=——~
wg  (rf,To)

Ebenfalls entsprechend zum CGS liefert Ausmultiplizieren der Polynome und die De-
finition von

* o, k k
sy =1, — apApy,
rekursive Darstellungen von pj_ ,, =, und insbesondere
* L *
Toyr = (I —wpA) s,

woraus man wy, so bestimmt, dafl die Residuennorm minimal wird. Man erhélt aus der
Forderung

wy, = argmin [[(I —wA)s;|5
weR

durch Differentiation das lokale Minimum
(Asg, st)
(Asy, Asp)’

WE =
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¢

und damit unter Weglassen des ,,*“:

Algorithmus 12 Bi-CGSTAB

Po = To ::b—A:cU
fir k=0,1,2,... ,n:

[R— (Tk,TO)
X == (App,ro)

Sk = Tk(A— @k)Apk
Sk,Sk
wk :: * *
(Ask,Ask)
Tgy1 ‘= Tk + apP + WSk
The1 = Sp — wWpAsy

. ak(r,§+1,ro)
ﬁk T wk(r;,ro
Pht1 = Try1 + Bk (P — wiApr)
Ende

Aus der Idee des Bi-CGSTAB, GMRES(1) mit Bi-CG zu verkniipfen, wurde von
Sleijpen und Fokkema in [50] Bi-CGSTAB(m) durch Erweiterung des Prinzips mit
GMRES(m) entwickelt.

2.8.5 QMR

QMR (Quasi Minimized Residual, entwickelt 1991 von Freund und Nachtigal in [19])
stellt eine Verschmelzung von Bi-CG und GMRES(1) dar (zu unterscheiden von der
Hintereinanderausfithrung, die Bi-CGSTAB vornimmt). Es berechnet auf Basis des
Lanczos—Algorithmus Nidherungslosungen, die

[rell2 = [lro = AViyill2
= [[Visa (||7“0||2€1 - Hkyk) 2

mit

i, = Hy, - ) e REFDxK
5k+16k

minimieren sollen, um das Konvergenzverhalten des Bi-CG zu glitten. Da die durch die
Lanczos-Biorthogonalisierung erzeugte Matrix V., nicht notwendig orthogonal ist, ist
diese Minimierung, anders als bei den least—squares—Verfahren, nicht immer méglich.
Dennoch wird, wie wenn Vj; orthogonal wére, wie dort z; := z¢ + Viyx bestimmt mit

Y 1= arg ;2]%11 H||r0||261 - ﬁ[kyHQ ) (2.20)
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Nach [17] ist dies dquivalent zur Minimierung des Residuums beziiglich einer von k
abhingigen Norm, man spricht von einer quasi—Minimierung. Deshalb liegt hier kein
Widerspruch zu Satz 2.26 vor, da dort lediglich die Minimierung beziiglich einer be-
stimmten Norm ausgeschlossen wird.

(2.20) wird wieder iiber eine QR Zerlegung von Hj, durch Givens Rotationen geldst.
Wegen der Tridiagonalgestalt der Matrix ist QMR eine Variante des DQGMRES(2),
bei der die Arnoldi-Orthogonalisierung durch eine Lanczos-Biorthogonalisierung er-
setzt ist.

Seien Ry, = (RY,0) und g, = (g7 ;,v)" der Vektor, die durch die Givens-Rotationen
aus H, bzw. |Iro]|2€1 entstehen. Ry ist also eine obere Dreiecksmatrix mit zwei Neben-
diagonalen, deren oberer Eintrdge durch &;, ... , & bezeichnet seien.

Damit lautet der Algorithmus des QMR wie folgt:

Algorithmus 13 QMR

ro:=b— Axg
wy = vy :=1g/||70l|2
Firk=1,...,n:
Fiihre den k—ten Schritt der (look-ahead—)Lanczos-Biorthogonalisierung durch
Update von Ry, und § durch die bisherigen Givens—Rotationen:
(Rk)k = Qk719k72(Hk)k
und die zu g1 :
Sk i= Ogy1/\/0% + i1y
o 1= ap/\Jaf + 0y
V41 = —SEVk
Yk = CkVk
o, 1= o+ SEOkp = £/0f, + af
Update von xj := ¢ + VkR;lgk
Pr = (Vk — BePr-1 — EkDi—2)/ ik
Tk = Tk—1 + YDk
Ende

Wie beim Bi-CG ist allgemeiner die Wahl eines beliebigen Vektors w; mit (vy, w) # 0
und ||wy][s = 1 moglich.

Da H,, nichtsinguliir ist, und die Galerkin—Bedingung daher immer erfiillt werden kann,
ist die Ursache des Bi-CG-Breakdowns beseitigt. Durch eine look-ahead—Variante kann
auch der Serious Breakdown vermieden werden, so da} man ein stabiles Verfahren
erhélt. Dariiberhinaus ist die Quasi-Minimierungseigenschaft des QMR, wenn auch
nicht so stark wie die der least-squares—Verfahren, doch ausreichend, um Konvergenz-
aussagen formulieren zu kénnen:
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Satz 2.28 )
Sei H, € R¥*%) die Tridiagonalmatriz, die aus der durch QMR bestimmten Matriz Hy,
kxk)

durch Streichen der letzten Zeile entsteht. Sie sei diagonalisierbar und X € R( eine

Matriz, die aus Figenvektoren von Hj besteht. Dann gilt
752
[I7oll2

< |[Vit1ll2 conda (X)ey

mit g, wie in Satz 2.22.

Beweis: [19]

Satz 2.29
Seien r™M® und rgMBES die Residuen zu den durch QMR bzw. GMRES berechneten
Ndéherungslosungen xy. Dann gilt

[79M ]l < condy (Vig) [|rg ™25,

Beweis: [33]
Da die Vektoren vy, ... , v, Einheitsvektoren sind, 148t sich diese Abschiatzung durch

Wil < VE+1

konkreter formulieren. In [19] wird gezeigt, dafi die Bi-CG-Iterierten leicht aus den
QMR-Iterierten konstruiert werden konnen, so dafl man QMR als stabilisiertes Bi-CG
betrachten kann.

Entsprechend der Herleitung des CGS aus Bi-CG wurde von Freund und Szeto 1991
in [20] das QMR Squared-Verfahren (QMRS) vorgestellt.

2.8.6 TFQMR

Mit TFQMR ( Transposed—Free QMR) iibertrug Freund 1993 in [16] die Idee der quasi—
Minimierung auf CGS und erhielt so ein (bei Verwendung von look-ahead) stabiles
Verfahren, welches ohne die Transponierte auskommt. Damit ist dies ein Lanczos—
Verfahren ohne die arttypischen Nachteile, dabei aber mit weiterhin geringem und
konstantem Speicher- und Rechenaufwand.

Im folgenden sei

-] R — Z
r — |z] €lr—1,7]
die Abbildung einer reellen Zahl auf die néchstkleinere ganze Zahl.
Um ein Minimierungsproblem stellen zu kénnen, bendtigt man eine Basis fiir den

Losungsraum K. Eine solche tritt im CGS—Verfahren zwar nicht mehr explizit auf,
1483t sich aber leicht aus den dort berechneten Grossen zusammensetzen.
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Satz 2.30
Mit den Bezeichnungen des CGS-Algorithmus und unter der Annahme, daff er nicht
vor der j—ten Iteration abgebrochen hat, bilden vy, ... ,0; mit

~ Uiz, falls @ ungerade
v; = ? .
qiz1), falls i gerade

2

} fiir1<i<j

eine Basis von K;.

Satz 2.31
Mit
2 4
~ Plia (A)ro, falls i ungerade ) o
- 3 1 <1< 1
Wi { gOl_iglJ(A) (PL%J(A) ro, falls i gerade firl<i<j+
seten
‘N/J (61 ' 6]) J
Wipr = (W1...Wj41)
und ferner
ozal
_%—1 ag_l
B, = c RUHDxI
! —a7 b, a”}
Eal
It
definiert. Dann gilt
A‘N/J = Wj+1Bj.

Beweise: [32]

Uber die Darstellung der Niherungslosung als
T = $g+‘7jyj S 1‘0+Kj (221)

mit y; € R, die Feststellung, daf§ nach Definition @w; = rg, und die Definition der
Skalierungsmatriz,

|1 ]2

Sj+1 = c R(j+1)><(j+1),

112
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erhalt man aus dem letzten Satz:
[75]l2 = [[b — Azj]l,
= b — A!Eg — AVJ‘%H2

To — WjJrlBjyjHQ
WjJrISjjrllstrl (e1 — Bjyj)H2
Wi Sih |, [llwnllser = Sy By, (2.22)

=7

IN

Fiir die euklidische Norm einer Matrix M € R™*" gilt:

n 3
M5 < ( ) .
i=11=1

Daraus erhilt man

M=

. j+1 i .
HWJ‘HSﬂllHQ < (; ||1I;wi||2 2) =4/j+1
und somit:
Satz 2.32

Mit 7; wie in (2.22) definiert, ist
I7illz < /5 + 175

Um ||7]|2 zu quasi-minimieren, wird nun y; so bestimmt, daf 7; minimal wird. Dazu
fiihrt man eine QR—Zerlegung von S;,,B; € RU+*D*J {iber Givens-Rotationen durch,
die sich als Rekursion ausdriicken 1a83t, da die Matrix eine obere Bandmatrix der Breite
2 ist. Es ergibt sich:

Satz 2.33
Der Vektor y; € R?, der ; minimiert, ist fir j > 0 mit

9, = ;4112
Tj—1

1

V1+9;

’

und
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wobei {Oéi}lgis\_j%lj durch den CGS-Algorithmus bestimmt sind, gegeben durch

= (=) (%)~

Das Minimum hat dann den Wert
7= Tj05¢; mit 1= ||ro||e.

Beweis: [32]

Durch Einsetzen dieser Resultate in die Darstellung (2.21) und einige Rechnung findet
man schliellich:

Satz 2.3/
Fiir j > 0 besitzt mit

die j—te Niherungslosung die rekursive Darstellung
Tj = Tj—1 + njdj-

Beweis: [32]

Die verbleibenden Vektoren ¢, ugyq und pg,q des CGS-Algorithmus lassen sich iiber
die Einfiihrung von

ty == Apy
einsparen. Es gilt dann
Vg = Qp—1 = Ug—1 — Qp—1tp—1 = Vg1 — Op—1lp—1,
Uoky1 = Up =Tk + Bro1Qr—1 = Wogt1 + Br—1V2k,

wobei sich wegen
Pr = g + Bro1 (Gk—1 + Be—1Pk—1) = Vokg1 + Br—1 (Vo2k + Br—1Pr—1)
auch t; unabhéngig von diesen Groflen rekursiv darstellen 148t als

tp = A@Qk_l + ﬁk—l (Af)Qk + ﬁk—ltk—l) :
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Damit 148t sich der TFQMR-Algorithmus folgendermaflen formulieren:

Algorithmus 14 TFQMR

’U~}1 = ?~}1 =T = b—Al'O

7o := [[rol|2
to = A?jl
dy := 0, Mo := 0, Yy :=0
Fir k=1,2,...:
Q= (Wak—1,70)

- - (tk—lsro)
Ugg 1= Ugp—1 — Qg_1lk 1
Fiir j =2k — 1,2k :
'J)j-l—l =Wy — Otk_lAf)j
R (7 P
v = o

Ny = CjQk—1

Tj = Tj-1 + njdj

7= Tialie; = [Irll < VG + 17
Ende

. (Wag41,r0)
-1 1= (Wak—1.70)

Vokt1 1= Wapt1 + Br—102sk
tr = Algpy1 + Bre—1 (Ao + Be—1tk—1)
Ende

2.8.7 QMRCGSTAB

Chan et al. iibertrugen 1994 in [8] nach dem Muster des TFQMR das Prinzip der Quasi-
Minimierung auf Bi-CGSTAB. Entsprechend wie bei der Herleitung des TFQMR zeigt
man die folgenden Aussagen:

Satz 2.35
Mit den Bezeichnungen des Bi-CGSTAB-Algorithmus bilden vy, ... ,0; mit

- { ppizry, falls @ ungerade
V; =

S\_:lj, falls @ gerade } firl<i<j

2

eine Basis von K;.
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Satz 2.36
Mit
rii=1, falls 1 ungerade
- L5 il <<
Wi { S\_iglj, falls i gerade } firl<i<j+l
und

2

5 Qiz1y, falls i ungerade
e wyiz1y, falls i gerade

} fir1<i<j

definiere man

V}' = (771...77]‘),
Wipn = (0...0j41),
und, anders als in Satz 2.51,
6t
=67 65!
Bj = € RO,
-1 -1
_6]_1 6]_1
—0;
Dann gilt
AV; = Wy B,
Satz 2.37
Mt
Tj = H||w1||2€1 - 5j+lBjyjH2
15t

I75lle <\/J+ 175

Beweise: [32]

Mit den im Vergleich zum TFQMR anderen Eintrdgen der Matrix B;, die dabei aber
die gleiche Struktur besitzt, folgt entsprechend:

Satz 2.38
Der Vektor y; € R/, der 7; minimaert, ist fir j > 0 mit
9, = ||1Dj+1||2,
Tj,1
1
C]' =

V1+9;
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und

gegeben durch

Das Minimum hat dann den Wert

Tj = Tj—lﬁjcj mit T0 \— ||T0||2.
Satz 2.39
Fiir 5 > 0 besitzt mit
L 2
92 i
dj = 77]' + Lnjldj_l mit dg =0

0

die j—te Niherungslosung die rekursive Darstellung

Tj = Tj—1 + njdj-

Beweise: [32]

Anders als bei TFQMR lassen sich die weiteren Vektoren des Bi-CGSTAB nicht durch
die QMRCGSTAB-Vektoren darstellen, sondern werden geméf der Definition von o;
und w; fiir diese in die obigen Formeln eingesetzt. Es wird jedoch wieder

tk = Apk

eingefiihrt, da dieses Produkt mehrfach berechnet wird.
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Algorithmus 15 QMRCGSTAB

Po ‘= To = b— AZIZ'U
7o 1= [[ro|2
do:=0, 1n9:=0, d5:=0

Firk=1,...,[%]:

. (rr—1,m0)
Ap—1 := (tk—1,70)
Sk—1 7 Tk—H1 — o1 Apr—
_ USk—1]2
PES S
~ =1
6k = (1 =+ 19%) ’
1 D7 Mk—1
= k1R
dy = pr-1 + o1 dy—1

S
Nk = CpQk—1
Tg 1= Tp—1 + Nedi

7~—k = kalﬁkﬁék
(Asp_1,5k-1)

Wh=1 "= TAsp_;, Asg—y)
Tk 1= Sp—1 — Wp—1Asp_y
- |EGAIES

Tk

[
Ck "=/ 1592

D3k 5
— k
dk = Sp_1 + wk—ldk

N = C%wk,1
Ty = Tp + Medy
T = 7~'k79ka
= ||Tj||2 S \/2k+ ].Tj

3 o Qr—1_(T7m0)
k=17 wp 21 (re—1,r0)

Pr =Tk + Br—1 (Pr—1 — wr—1Apr_1)
Ende

2.9 Der symmetrische Fall

Ist A symmetrisch und wird das Arnoldi—Verfahren durchgefiihrt, so ist die entstehende
Hessenbergmatrix Hy = VI AV}, ebenfalls symmetrisch und damit eine Tridiagonalma-
trix. Seien ihre Eintrige bezeichnet durch

ar B
H, = By
D

Be o
Dann vereinfacht sich das Arnoldi—Verfahren zu demselben Algorithmus, den man aus
der Lanczos—Biorthogonalisierung erhélt, wenn man die dort wegen K, = L, doppelt
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berechneten Groflen vernachléssigt:

Algorithmus 16 Lanczos-Orthonormalisierung

Sei 17 € R" gegeben.
vy = 0/||th]]2

U()I:O
51320
Firk=1,2,...:

o 1= (@k, Uk)

Upy1 := Avp, — o — Bk
Brr1 = 1Okl

Wenn ;1 = 0 — Stop

Vg1 := Upp1/br
Ende

Gegeniiber der Lanczos-Biorthogonalisierung ist nun die Moglichkeit des Serious
Breakdown ausgeschlossen. Man bezeichnet diese Methode auch als symmetrisches
Lanczos—Verfahren, was jedoch zu Verwechslungen mit dem entsprechenden Losungs-
verfahren fithren kann. Zu den aus dem Arnoldi-Algorithmus entstehenden Losungs-
verfahren gibt es folgende symmetrische Aquivalente:

e Das symmetrische Lanczos-Lésungsverfahren entspricht FOM (bzw.
IOM(2)) unter Verwendung der Lanczos— statt der Arnoldi-Orthonormalisierung.
Nur fiihrt man hier wegen der Tridiagonalgestalt von Hj zur Berechnung von
ye = H;'|rollze; eine LR—Zerlegung von Hj statt Givens-Rotationen durch.
Weiterhin ist ||b — Azg|la = b1 rlel yrl.

e D-Lanczos (Direct Lanczos) ist die Modifikation dieses Verfahrens, bei der statt
Hy direkt die LR-Zerlegung konstruiert wird, entsprechend zu DIOM(2).

e CG (Conjugate Gradient) ist eine Umformulierung des D-Lanczos—Verfahrens
fiir positiv definite Matrizen unter Ausnutzung von Orthogonalitidtsbeziehungen
zwischen den auftretenden Vektoren (siehe [38]). Die Verwandschaft zum symme-
trischen Lanczos-Losungsverfahren ist dieselbe wie die des Bi-CG zum unsym-
metrischen. Dieses Verfahren wird im folgenden Abschnitt dargestellt.

e CR (Conjugate Residual) entsteht durch Verwendung der Lanczos— statt
Arnoldi-Orthonormalisierung in GMRES (siehe [47]). Gegeniiber CG hat die-
ses Verfahren bei dhnlichem Konvergenzverhalten jedoch héheren Speicher— und
Rechenaufwand.

e SYMMLQ (SYMMetric LQ) fiihrt eine LQ-Zerlegung von Hj durch. Dieses
Verfahren wurde 1975 von Paige und Saunders in [38] beschrieben.
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Bei den ersten beiden Verfahren sollte jedoch die LR—~Zerlegung mit einer Pivotisierung
durchgefiihrt werden (dies ist wie bei DIOM(2) unter etwas hoherem Aufwand auch
fiir das D-Lanczos—Verfahren moglich), um Breakdowns und numerische Instabilitéit
zu vermeiden.

2.9.1 CG

CG (Conjugate Gradient) ist das bekannteste und bedeutendste PGK-Verfahren. Es
wurde 1952 von Hestenes und Stiefel in [26] vorgestellt, zeitgleich zur Prisentation von
Lanczos’ Biorthogonalisierungsverfahren in [30] (in derselben Zeitschrift). Ausgehend
von dieser Methode entstand nach und nach die gesamte in diesem Kapitel darge-
stellte Theorie. Umgekehrt ist CG der gemeinsame Kern der verschiedenen Klassen
von Losungsverfahren. Es 148t sich, wie bereits erwiahnt, als Galerkin— und Lanczos—
Verfahren herleiten, aber auch als least—squares—Verfahren. Als Galerkin—Verfahren
erfiillt es die Voraussetzungen von Satz 2.17, nach dem CG bei jeder Iteration iiber
2o + K}, sowohl den Fehler als auch das Residuum beziiglich der durch A bzw. A~!
definierten Normen minimiert. Dementsprechend kann CG auch aus dieser Eigenschaft
heraus definiert werden, ndmlich als Minimierungsverfahren fiir das Funktional

B(z) = %(x,:r),; ~ (2,b),

dessen Minimum gerade bei x = A~'b angenommen wird (diese verbreitete Herleitung
kann zum Beispiel in [23] oder formaler in [24] gefunden werden).
Die nach Satz 2.17 gewéhrleistete Konvergenz des Fehlers kann abgeschétzt werden:

Satz 2.40
Fiir die durch das CG-Verfahren berechnete k-te Néiherungslésung x* ist

condy(A) — 1
condy(A) + 1

k
||xk—:1:||A§2< ) o —z||a firk=1,2,...

(2.23)
Beweis: [43]
Der CG-Algorithmus entsteht aus dem des Bi-CG unter Vernachlissigung aller mit

einer Tilde bezeichneten Grofien des dualen Problems, die wegen AT = A mit denen
des Ausgangsproblems zusammenfallen.
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Algorithmus 17 CG

Po ‘= To = b— Ax(]

Po = (7“0; 7“0)
Firk=1,2,...:
Qk—1 = Apr_1
— _ PE-1
A -= (Pk—1:Qr—1)

Tp'=Tp 1+ Qr 1Pk1
Tk *=Tk—1— Og_19k—1
Pr = (Tkﬂ“k)

Br 1= P/ Pr-1
Pk = Tk + BrPr—1
Ende

Die Variablen «a; und f; sind dabei von den gleichnamigen der Lanczos—
Orthonormalisierung zu unterscheiden.

2.9.2 CGNR und CGNE

Das CG—Verfahren fiihrt auf unmittelbare Weise auch zur Losung nichtsymmetrischer
Probleme, indem man es auf die Normalengleichungen

AT Az = ATh (2.24)
oder
AATy =b (2.25)
—~—

=T

anwendet, deren Koeffizientenmatrizen symmetrisch und positiv definit sind. Ansatz
(2.24) fithrt zum CGNR-Verfahren (Conjugate Gradient Normal Residual), (2.25) zum
CGNE-Verfahren (Conjugate Gradient Normal Error). Die Namen stammen aus der
Tatsache, dafl die Losung der jeweiligen Normalengleichung gerade der Minimierung
der 2-Norm des Residuums bzw. des Fehlers beziiglich des Ausgangsproblems (2.1) ent-
spricht. Die von beiden Verfahren bei der Losungssuche beriicksichtigten Krylovrdume
sind identisch.

Zwar gelten nun die Konvergenzaussagen des CG, doch wegen

cond (A" A) = condy (AA") = |[AT Al [ (A" A) "2 = [|Al3 | A7"]|3 = cond}(A)

ist fiir diese Verfahren im allgemeinen nur schlechte Konvergenz zu erwarten. Anderer-
seits sind fiir das Beispiel einer orthogonalen Matrix A diese Verfahren optimal, da sie
wegen ATA = AAT = I die Losung x := ATb sofort liefern.

Die Algorithmen entstehen durch Umordnung des CG—Verfahrens:



58 Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Algorithmus 18 CGNR

g = b— Al‘o
Po ‘= 2o : = ATTU
Po = (ZOaZO)

Fir k=0,1,2,...:
wy, := Apy
Q= L

k (wkawk>

T41 1= Tk + QkPk
Tkt1 = T — OpWg
2o = ATy
Pk+1 = (Zk+1, Zk-|—1)

v— Pk41
Ok = Pk
Prk+1 := Zkt1 + Bk
Ende

CGNR wird in der Regel als Losungsverfahren vorgezogen, da die Konvergenzkontrolle
anhand der Residuennorm durchgefiihrt wird, und daher deren Minimierung sinnvoller
ist. Den Algorithmus des CGNE und weitere Verfahren zur Lésung der Normalenglei-
chungen findet man in [47].



Kapitel 3

Vorkonditionierung linearer
Systeme

In den bisherigen Darstellungen wurden wiederholt Konvergenzeigenschaften iterati-
ver Verfahren zur Loésung eines linearen Gleichungssystems in Abh#ngigkeit von der
Kondition der Matrix formuliert. Auch fiir Verfahren, zu denen keine solchen Aussagen
existieren, deuten experimentelle Erfahrungen auf denselben Zusammenhang hin.

Um die Konvergenzeigenschaften der Lésungsverfahren zu verbessern, fiihrt man des-
halb eine Vorkonditionierung durch. Darunter versteht man eine invertierbare Abbil-
dung M : R* — R", durch deren Anwendung das System in eines mit gleicher Losung,
aber besserer Kondition umgewandelt wird, bzw. allgemeiner in eines, das durch das
Verfahren besser gelost werden kann. Priakonditionierer konnen dabei an Schwéchen
des Verfahrens angepafit werden. Auch entsprechende Modifikationen des Systems, die
der Verbesserung der numerischen Stabilitit des Verfahrens dienen, kénnen als Vor-
konditionierung bezeichnet werden. Man hat die als links—, rechts— oder beidseitige
Vorkonditionierung bezeichneten Alternativen

M Ay = M1, (3.1)
AM 'y = b, u= Mz,
M YAM'u = M;'b,  u= Mgz.

Dabei soll M Mp = M =~ A eine Nidherung der Ausgangsmatrix sein, so daf} die Matrix
des vorkonditionierten Systems dhnlich zur Identitdt und damit gutkonditioniert ist.

Die explizite Berechnung der vorkonditionierten Matrix ist wegen des Rechen— und
Speicheraufwandes (da sie in der Regel nicht schwachbesetzt ist) nicht durchfiihrbar.
Die in dieser Arbeit vorgestellten stationdren Verfahren sind deshalb nicht vorkonditio-
nierbar, weil sie direkt auf die Eintrige der Matrix des zu l6senden Systems zugreifen.
Es wird deshalb zuerst in Abschnitt 3.1 untersucht, wie sich Vorkonditionierung in
den Algorithmen der PGK—Verfahren niederschligt. Motiviert durch die daraus for-
mulierten Anforderungen an die Vorkonditionierung werden im Anschlufl verbreitete
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Vorkonditionierungsmethoden dargestellt. )
In diesem Rahmen kann jedoch kein umfassender Uberblick der Theorie der Vorkondi-
tionierung gegeben werden. Dafiir sei zum Beispiel auf [47], [3] oder [24] verwiesen.

3.1 Vorkonditionierung von PGK—Verfahren

Um die vorkonditionierte Version eines Petrov-Galerkin-Krylov—-Verfahrens zu erhal-
ten, ersetzt man im entsprechenden Algorithmus jedes Auftreten von A, x und b durch
die entsprechende Matrix bzw. den entsprechenden Vektor des vorkonditionierten Sy-
stems. Dadurch entstehende komplexere Berechnungen lassen sich durch Umstellungen
zusammenfassen, so daB die Algorithmen letzlich nur geringen Anderungen unterlie-
gen. Zu beachten ist, wie sich die Vorkonditionierung auf die durch den Algorithmus
bestimmten Groéflen auswirkt. So bezeichnet zum Beispiel ein in einem Losungsverfah-
ren mit Links-Vorkonditionierung rekursiv berechnetes Residuum r, = M~1(b — Axy)
nunmehr das Residuum beziiglich des vorkonditionierten Systems statt zu (2.1).

3.1.1 Vorkonditionierung von GMRES

Da fiir GMRES mit (2.22) eine von condy(A) abhéingige Konvergenzabschitzung exi-
stiert, ist der Erfolg einer Konditionsverbessserung gewéhrleistet.

Die Links—Vorkonditionierung erweist sich als sehr einfache Modifikation; es &ndern
sich gegeniiber Algorithmus 7 lediglich die beiden folgenden Berechnungen:

ro == M~'(b— Ax)
?Njk = MilAUk

Hier tritt der erwéihnte Fall ein, daf} sich die gemifl 2.13 ermittelte Residuennorm
auf das Ausgangssystem bezieht. Die Konvergenz kann also nur nach der Arnoldi-
Orthonormalisierung iiberpriift werden. Da dann im Fall des GMRES(m) das tatséchli-
che Residuum b — Az zur Bestimmung des neuen 7y ohnehin berechnet werden muf,
entsteht dadurch jedoch kein hoherer Aufwand.

Durch Rechts—Vorkonditionierung dndern sich in Algorithmus 7 die Zeilen

77/9 = AM’lvk
zp = zo + M~ (Vi)

)
5)

Das hier berechnete Residuum ist gleich dem Residuum des Ausgangsproblems, da
die Krylov—Basis auf dem tatsdchlichen Residuum ry := b — Az, errichtet wird. Diese
Version erlaubt also gegeniiber der Links—Version Konvergenzkontrolle wihrend der
Orthonormalisierung.

(3.
(3.
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Die ausschliefliche Anwendung von M~! auf die Vektoren v, ermoglicht eine flexible
Vorkonditionierung mit von Schritt zu Schritt wahlbaren Mj. Dafiir speichert man die
in (3.4) berechneten Vektoren z; := M~'v; und ersetzt mit 7 := (z1,...,2;) die
Berechnung (3.5) durch

T =X + ZplYk-

Das dadurch definierte Verfahren heit FGMRES (Flexible GMRES) und bietet unter
erhohtem Speicheraufwand mannigfaltige Moglichkeiten, Stagnation des GMRES(m)
zu verhindern oder die Eigenschaften verschiedener Vorkonditionierer bei der Losung
eines einzelnen Problemes zu verbinden. Durch die Variation der M} ist jedoch K} im
allgemeinen kein Krylov-Unterraum mehr, da die Suchrichtungen durch unterschied-
liche Abbildungen definiert werden. Die Konvergenzeigenschaften des GMRES gelten
also nicht mehr uneingeschrinkt. In [47] werden einige entsprechend abgeschwéchte
Aussagen fiir FGMRES getroffen. Dort wird auch eine flexible Version des DQGMRES
hergeleitet, die wegen der durch Updates formulierten Berechnung der Ndherungslésung
ohne die Speicherung zusétzlicher Vektoren auskommt.

Die beidseitige Vorkonditionierung des GMRES ist nur dann von Vorteil gegeniiber den
anderen Moglichkeiten, wenn A nahezu symmetrisch ist und diese Eigenschaft durch
eine geeignete Zerlegung von M auf die vorkonditionierte Matrix iibertragen werden
kann. Man ersetzt dann in den wie oben geédnderten Zeilen M durch Mj bzw. Mg.

3.1.2 Vorkonditionierung von CG

Der im vorangegangenen Abschnitt zuletzt angesprochene Punkt ist fiir PCG (Pre-
conditioned CG) wesentlich. Da CG nur auf symmetrische und positiv definite Ma-
trizen angewendet werden kann, muf die Vorkonditionierung diese Eigenschaften von
A erhalten. Eine beidseitige Vorkonditionierung mit einer symmetrischen Zerlegung
M = MM/ erfiillt diesen Zweck. Man kann jedoch den Algorithmus, der durch Ein-
setzen dieser Matrizen und der entsprechenden Vektoren entsteht, so umstellen, dafl
lediglich M auftritt.

Auch linke und rechte Vorkonditionierung des CG lassen sich realisieren, indem man
im CG-Algorithmus das euklidische Skalarprodukt durch (-, ) und (-, )1 ersetzt.
Es stellt sich heraus, dafl alle drei Methoden mathematisch identisch sind und zu fol-
gendem Algorithmus fiihren:
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Algorithmus 19 PCG

To Z:b—Al'O
Po ‘= 2o : = M_lTO
Fir k=0,1,2,...:

o = (T, 2k) [ (Apk, P)

Tk+1 = Tk + gDk

Tht1 = Tk — QR ADy

Zhp1 = M7 g

Br = (Thy1s zke1)/ (Th, 21)

P41 := Zpy1 + OrDr
Ende

Nach Satz 2.23 kann man fiir PCG gegeniiber CG verbesserte Konvergenz erwarten.

3.1.3 Vorkonditionierung von PGK—-Verfahren im allgemei-
nen

Nach demselben Schema lassen sich alle PGK-Verfahren vorkonditionieren. Links—
vorkonditionierte Versionen der meisten der in dieser Arbeit vorgestellten Losungs-
verfahren findet man in [6] und von CGNR und CGNE in [47]. Dort werden auch
einige vorkonditionierte Verfahren fiir spezielle Félle formuliert.

Schliellich bleiben in den vorkonditionierten Algorithmen an einigen Stellen Produkte
der Form

s:= Mt (3.6)

zu berechnen, wobei M fiir M, M, Mp oder deren Transponierte und s und ¢ fiir die
entsprechenden Vektoren stehen. Ist M ! nicht bekannt (das ist die Regel), wird s als
Losung des Systems

Ms =t. (3.7)

bestimmt. Der Vorkonditionierer M sollte also so gewiihlt werden, daff (3.7) unter ge-
ringem Aufwand gelost werden kann. Dieser Mehraufwand ist gegen den Aufwand der
durch die Konvergenzbeschleunigung eingesparten Iterationen abzuwigen. Ein Vorkon-
ditionierer darf also teuer sein, wenn er entsprechend leistungsfihig ist.

3.2 Vorkonditionierer

Nun sind die Eigenschaften bekannt, die ein Vorkonditionierer erfiillen muf}. Als Vor-
konditionierer M ist jede invertierbare Abbildung M : R" — R" verwendbar, die
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dhnlich zu A ist, mit der aber gleichzeitig (3.7) einfach lésbar oder (3.6) einfach bere-
chenbar ist, insbesondere wesentlich einfacher als das Ausgangsproblem.

Zur Beurteilung eines Vorkonditionierers ist eine Aufwandsabschétzung erforderlich.
Auf der einen Seite steht die Ersparnis, die durch die schnellere Konvergenz erreicht
wird, auf der anderen Seite stehen die zusétzlichen Kosten, die einmal bei der Kon-
struktion von M und bei jeder Iteration beim Losen von (3.7) anfallen. Erst diese
Bilanz zeigt, ob ein Vorkonditionierer nutzbringend ist.

Auch der Speicheraufwand kann eine Rolle bei der Wahl spielen, da einige Vorkondi-
tionierer M explizit konstruieren, andere (3.7) allein durch die Kenntnis von A effizient
16sen kénnen. Beispiele fiir Vorkonditionierer sind Matrizen, die explizit oder implizit
durch A gegeben sind, ein oder mehrere Schritte eines iterativen Lésungsverfahrens
oder eines Mehrgitterverfahrens oder aber auch die aus Kapitel 1 bekannten Gebiets-
zerlegungsverfahren.

3.2.1 Jacobi, SOR und SSOR

Wie in Abschnitt 2.2 beschrieben wurde, sind die stationdren Verfahren durch eine
Zerlegung A = M — N mit einer nichtsinguldren Matrix M definiert. Die Iterations-
vorschrift

Tpa1 1= MﬁlNl‘k + Mﬁlb
=M (M — Az +M'b
= (I - M"A)zp+ M
sucht die Losung von

(I—I—-M"'A)x=M"b
& M YAz = M 'b.
Die stationidren Verfahren definieren also linksseitige Vorkonditionierer, deren Qualitét

davon abhéingt, wie gut A durch M approximiert wird. Die Vorkonditionierungsmatri-
zen sind wie in Abschnitt 2.2 gegeben durch

M jacori = D,
1
Msor(w) :=U + ;D;
MSSOR(W) = (D + wU)D_l(D + CL)O),

und die Losung von (3.7) entspricht dann einer Iteration des jeweiligen stationéren
Verfahrens mit dem Startvektor xy = 0.

Fiir SOR und den Vorwartsdurchlauf des SSOR. entfillt damit die Hélfte des
Rechenaufwandes. Da sich beim Riickwértsdurchlauf des SSOR, wie beim SSOR-

Losungsverfahren beschrieben, ebenfalls die Hélfte einsparen l&8t, entsprechen die
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Kosten eines SSOR-Vorkonditionierungsschrittes denen zweier SOR-Schritte und
damit wiederum im wesentlichen einer Matrix—Vektor-Multiplikation.

Der Vorteil dieser Vorkonditionierer ist, dal M durch A implizit gegeben ist und nicht
explizit gespeichert werden muf}. Allerdings speichert man die Inverse der Diagonalen
von A, insbesondere wenn A eine echte Blockmatrix ist. Entsprechend gering und
vernachléssigbar ist der Aufwand zur Konstruktion des Vorkonditionierers.

Miyaeoni und Mgsor sind symmetrisch, daher zur Vorkonditionierung in Losungs-
verfahren fiir symmetrische Matrizen geeignet. SOR dagegen darf z.B. in CG nicht
angewandt werden. Da sich Symmetrie oder Fast-Symmetrie von Matrizen héufig
vorteilhaft auf das Konvergenzverhalten der Verfahren (die ja im gewissen Sinne
Erweiterungen des CG sind) auswirkt, ist SOR als Vorkonditionierer meist weniger
geeignet, zumal seine Leistung stark von der Matrixstruktur abhingt.

Der Jacobi—Vorkonditionierer stellt im allgemeinen keine gute N&herung von A
dar und bringt daher, wenn iiberhaupt, nur méflige Konvergenzverbesserung. Die
Qualitdt von SOR und SSOR als Vorkonditionierer ist dagegen, wie anhand der
Losungsverfahren beschrieben, stark von der Struktur der Matrix und dem gewé&hlten
Relaxationsparameter abhingig.

3.2.2 ILU

Die ILU-Vorkonditionierung (Incomplete LU) verwendet eine unvollstéindige LR-
Zerlegung M = M;Mp =~ von A, um durch Vorwirts— und Riickwértseinsetzen in
L und R die Losung von (3.7) zu bestimmen. Die Zerlegung ist insofern unvollstindig,
als von den wihrend des Gaufschen Eliminationsverfahrens berechneten Eintriagen von
M, und My bestimmte nicht gespeichert werden. Anderenfalls wére die Zerlegung zwar
exakt, doch bestiinde die Gefahr, dafl durch zu viele neue Eintriage die Anzahl der Nicht-
nullelemente in den Bereich O(n?) steigt. Ist R die Matrix, die alle vernachlissigten
Eintrage enthélt, so ist

A=M+R

Entscheidend ist die Frage, wie viele und welche der neu entstehenden Eintrige ver-
nachldssigt werden sollen. Werden nur an den Positionen in Mj; und Mp Eintrige
zugelassen, wo A Eintrige besitzt, und alle weiteren ignoriert, so erhélt man ILU(0).
Bei der Anwendung des ILU(0) auf zeilenweise abgespeicherte Sparse-Matrizen ist die
direkte Ubertragung des gewohnlichen GauB-Verfahrens wegen der darin auftreten-
den Spaltendurchldufe ungiinstig. Durch Umsortieren der Rechenschritte (Herleitung
in [47]) und unter Verwendung der in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Terminologie der
Blockmatrizen erhélt man folgenden, geeigneteren Algorithmus, der die Matrix A wie
im Gauflschen Eliminationsverfahren mit M; und Mpg iiberschreibt:
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Algorithmus 20 ILU(0)

Fir:=2,... ,n:

Firj=1,...,i—1und 4;; Z0:
Aiji=(A,) 7 Ai
Firk=j+1,... ,nund A;;, Z0:

Aigi= A — AijAjk
Ende
Ende
Ende

Die Bezeichnung A;; # 0 bedeutet, da} der Block A;; mindestens einen von Null
verschiedenen Eintrag besitzt. Das Verfahren kann fehlschlagen, wenn einer der entste-
henden Diagonalblécke A; ; nicht invertierbar ist, bzw. fiir die Blockdimension [ = 1,
falls A;; = 0. Dies kann trotz der Nichtsingularitdt von A eintreten, da keine Pivoti-
sierung durchgefiihrt wird und die Zerlegung nicht exakt ist.

Die durch ILU(0) erzeugte Zerlegung ist, falls Eintrige vernachléssigt wurden, nicht
eindeutig. Durch Anderungen in den nichtnullwertigen Eintrigen von M; und Mg
entstehen verschiedene Auslassungsmatrizen R und damit verschieden gute Approxi-
mationen an A.

Ein Ansatz in dieser Richtung ist MILU (Modified ILU), das die Werte der zu ver-
nachléssigenden Blocke der Zerlegung ebenfalls berechnet und sie vom Diagonalblock
derselben Zeile subtrahiert. Dadurch wird erreicht, dafl die Zeilensummen von R null-
wertig sind. Andere Varianten subtrahieren ein skalares Vielfaches der Blocke mit einem
Faktor 0 < o < 1 (relazierter ILU). In [4] findet man einen Uberblick iiber die Literatur
zu diesen Varianten des ILU.

Ein anderer Weg, A durch M genauer zu approximieren, ist die Zulassung von zusétzli-
chen Eintrégen in M}, und M. ILU(p) bestimmt Fiillgrade (levels of fill) der Eintrége.
Ein Eintrag wird bei der Zerlegung vernachléssigt, wenn sein Fiillgrad gréfier als p ist.
Die Fiillgrade werden dadurch bestimmt, dafl anfangs alle nichtnullwertigen Eintriige
den Grad 0 und die iibrigen den Grad oo besitzen, und dafl bei der Berechnung des
Eintrages A;; dieser den Grad min{Grad(A;), Grad(A; ;) + Grad(A;;) + 1} erhilt.
Dadurch werden nur Eintrige bis zur p-ten ,,Generation“ zugelassen.

Bei diesem Vorgehen kann im allgemeinen jedoch schon fiir p = 1 eine vollbesetzte Ma-
trix entstehen. Erst fiir Matrizen bestimmter Struktur ist gewéhrleistet, dafl die Anzahl
der neuen Eintrdge im Bereich O(n) liegt. Auf diese kann man ILU(p) angewenden,
wobei sich auch der ILU-Algorithmus an die Struktur der Matrix anpassen lait (siehe
[47]).

Wesentlich leistungsfihiger als die bisher vorgestellten Versionen des ILU sind Ansétze,
die sich bei der Zulassung neuer Eintrage nicht an der Struktur der Matrix, sondern an
der numerischen Bedeutung der Eintrige, also an der Grofle ihres Betrages orientieren.



66 Vorkonditionierung linearer Systeme

Dies erfordert zur Implementation jedoch komplexe Datenstrukturen, da die Struktur
von My und Mp erst bei der Zerlegung bestimmt wird.

Durch ILUT(p,7) werden in der i—ten Zeile A;, der Zerlegung aufler dem Diagonalele-
ment alle Elemente vom Betrag kleiner als 7| 4; .|| ignoriert, wobei || - || eine geeignete
Norm ist. Danach werden in der i—ten Zeile von M;, und Mg nur das Diagonalelement
und jeweils die p betragsgréfiten Eintrige behalten und die iibrigen vernachléssigt.
Um ILUT zu verwenden, ist eine (z.B. die in [47] beschriebene) effiziente Implemen-
tation wichtig, da sonst die wegen der Komplexitit des Verfahrens hohen Kosten der
Zerlegung den beim Lésen erreichten Nutzen iibersteigen.

Durch Pivotisierung des ILUT zur Verbesserung der numerischen Stabilitéit entsteht
ILUTP. Wegen der, wie angenommen, zeilenweisen Speicherung der Matrix verwen-
det man dafiir eine Spaltenpivotsuche. Eine Beschreibung der Implementation dieses
Verfahrens mit im wesentlichen gleichen Aufwand wie ILUT findet man in [47].



Kapitel 4

Experimentelle Untersuchungen

In diesem Kapitel werden die in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten Losungs— und Vor-
konditionierungsverfahren auf Systeme angewendet, die durch die in Kapitel 1 erlduter-
ten Methoden aus reprisentativen Beispielen von Konvektions—Diffusions—Reaktions—
Problemen entstehen.

Nach der Definition der Modellprobleme werden die Versuchsdurchfiihrung und die ver-
wendete Rechenumgebung beschrieben. Insbesondere wird das Softwarepaket BLANC
charakterisiert, das parallel zu dieser Arbeit entwickelt wurde, um einerseits die nachfol-
genden Experimente durchzufiihren, andererseits, um eine universelle Basis fiir weitere
Projekte bereitzustellen, die sich auf schwachbesetzte und/oder blockstrukturierte Ma-
trizen beziehen.

Es folgt die Untersuchung der stationéren Verfahren SOR und SSOR in Hinblick auf op-
timale Relaxation und ihren Einsatz als Vorkonditionierung, des GMRES(m) bei unter-
schiedlichen Restartintervallen und der in dieser Arbeit vorgestellten PGK—Verfahren
(inklusive des GMRES(m) mit optimalem Restart). Abschlieend werden die Ergeb-
nisse bewertet und Schlufifolgerungen gezogen.

4.1 Darstellung der Modellprobleme

Die Modellprobleme sind jeweils auf Q :=]0, 1[>C R? gestellt. Es soll untersucht wer-
den, wie sich singuldre Storungen durch Konvektionsdominanz auf mathematischer Sei-
te und unterschiedlich genaue Zerlegungen auf numerischer Seite in der Komplexitit
des aus der Galerkin—Least-Squares—Diskretisierung entstehenden Gleichungssystemes
niederschlagen.

Fiir den ersten Punkt wird der Diffusionskoeffizient jeweils iiber {1,1072 107* 1075}
variiert. Die Zerlegung wird auf dem Einheitsquadrat durch ein regelméfliges 32 x 32—,
64 x 64— oder 128 x 128-Schachbrettgitter iiber €2 realisiert, bei dem jedes Feld dia-
gonal halbiert ist. Das entstehende Gleichungssystem besitzt entsprechend die Grofe
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Abbildung 4.1: Schriagstréomung

n = 3333 = 1089, n = 6565 = 4225 bzw. n = 129 - 129 = 16641. Die Knoten
seien lexikographisch, d.h. zeilenweise von links nach rechts und von unten nach oben
numeriert.

Effekte durch Reaktionsdominanz oder die Verwendung einer Gebietszerlegung werden
nur an jeweils einem Beispiel betrachtet; die Problemstellung wird dort beschrieben.
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Abbildung 4.2: ¢ = 10°

oG]
- -

Abbildung 4.4: ¢ = 10* Abbildung 4.5: ¢ = 107°
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4.1.1 Schriagstromung

Das Geschwindigkeitsfeld b sei mit b = % ( ? ) konstant gewahlt (damit ist ||b]|o = 1).

0N) zerfallt damit in

(1 )T o<,y <1},

{(x
0,
{

1
(z 0)",(0 y)" : 0< 2,y <1}

o0+
0"
o0~

Auf dem Rand seien folgende Dirichlet—Bedingungen gegeben:

u=1 auf {(:r )7, (0 y)T :0<z<1, 0<y<

b,

Auf dem Einstréomrand befindet sich in z* := ( 0 % )T eine Unstetigkeit in den Randbe-
dingungen. Entlang &, entsteht also eine parabolische innere Grenzschicht. Weiterhin
sind wegen der Dirichlet-Randbedingungen Grenzschichten am Ausstromrand zu er-
warten.

Das Problem sei reaktionsfrei, also ¢, f = 0.

Durch diese Daten simuliert man z.B. den Wérmetransport iiber eine quadratische
Fliche durch eine Strémung in Richtung (2 1)T mit unstetigem Einstromrand. Dabei
laufen im Fluid keine Reaktionen ab, es nimmt keine Warmeenergie auf und setzt auch
keine frei.

In Abbildung 4.1 ist das Geschwindigkeitsfeld b mit den Randbedingungen und der in-
neren Grenzschicht dargestellt, in den Abbildungen 4.2-4.5 die Entwicklung der Losung
fiir ¢ — 0, an der man die Entstehung der erwarteten Grenzschichten verfolgen kann. Im
singular gestorten Fall ist die im ersten Kapitel angesprochene Entstehung von Oszilla-
tionen quer zur inneren Grenzschicht beobachtbar, die der Galerkin—Einfluf hervorruft.
Dabei liegt €2 in der x—y-Ebene, die Werte von u werden in z-Richtung aufgetragen.
Es werden zwei Variationen dieses Problems behandelt:

W =

u =0 sonst.

e Da in diesem Problem die Stromung einheitlich orientiert ist, wird sich dies auch
in der Struktur der Matrix niederschlagen. Losungsverfahren und Vorkonditio-
nierer, die dadurch beeinflufit werden, von den in dieser Arbeit vorgestellten also
SOR und SSOR, sind theoretisch in ihrer Leistungsfihigkeit von der Numerie-
rungsreihenfolge der Knoten abhiingig. Um diesen Effekt zu untersuchen, werden
diese Verfahren auch auf die Matrix angewendet, die aus der Diskretisierung des
Problems unter gednderter Numerierung quer zur Stréomungsrichtung entsteht.
Die Knoten sind dann spaltenweise von oben nach unten und von rechts nach
links durchnumeriert.
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e Es soll untersucht werden, wie sich die Art der Randbedingungen auf die Komple-
xitdt der entstehenden Matrix auswirkt. Dafiir wird €2 als Teilgebiet unter einer
adaptiven Gebietszerlegung vom Nataf/Rogier-Typ gewihlt. Die Randstiicke

Tr={(0 y)" 1 0<y<1},

Dy:={(1 y)" 1 0<y<1}
werden als Interfaces zu benachbarten Teilgebieten betrachtet, so daff auf die-
sen die in Abschnitt 1.3 formulierten Robin—Randbedingungen gestellt sind. Das
Problem wird dabei auf dem gesamten Gebiet so definiert, dal dessen reduzier-

te Formulierung auf €2 mit der reduzierten Formulierung des Ausgangsproblems
iibereinstimmt.

4.1.2 Rotationsstromung

In diesem Beispiel sei das Geschwindigkeitsfeld b bestimmt durch

o = (@ D@1

4y(2z —1)(y — 1)

Dadurch ist eine Rotationsstrémung um den Mittelpunkt von 2 gegeben, die am Rand
00 parallel zu diesem verlduft. Damit ist 9Q = 9Q°, und alle Charakteristiken sind
geschlossen.

Auf dem Rand seien folgende Dirichlet-Bedingungen gegeben:

| )
| )

IN
IN

u=—05 auf {(0
u= 0.5 auf {(1

u = 0 sonst

y)' 1 0<y
y)' 1 0<y

IN
IN

Abbildung 4.6 illustriert diese Daten. Sei wieder f = 0.

An diesem Beispiel soll der Einflufl des Reaktionstermes untersucht werden. Dafiir wird
der Reaktionskoeffizient ¢ jeweils konstant als ¢ = ¢ € {0,1,10,100} gewéhlt, damit
die Entwicklung iiber das Spektrum vom reaktionsfreien bis zum reaktionsdominanten
Fall erkennbar wird.

Man kann sich dieses Problem als Querschnitt durch einen Raum vorstellen, der auf
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Abbildung 4.6: Rotationsstromung
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Abbildung 4.7: ¢ = 10°, ¢ =0

Abbildung 4.9: e = 107%, ¢ =0

Abbildung 4.10: e =107%,¢=0
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Abbildung 4.11: ¢ = 10°, ¢ = 10 Abbildung 4.12: ¢ = 1072, ¢ = 10
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Abbildung 4.13: ¢ = 1074, ¢ = 10 Abbildung 4.14: e = 107%, ¢ =10
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einer Seite beheizt und auf der anderen gekiihlt wird. Durch das Geschwindigkeitsfeld
wird entsprechende physikalische Konvektion durch Temperaturgefille simuliert. Fiir
e — 0 wird die Warmeleitung im Fluid bedeutungslos, der Temperaturtransport erfolgt
dann fast nur noch durch die Strémung, also entlang des Randes.

Dieses Verhalten ist in den Abbildungen 4.7-4.10 im reaktionsfreien Fall (¢ = 0) gra-
phisch dargestellt. Man erkennt, daff im singuldr gestérten Fall kaum Transport quer
zu den Charakteristiken ins Innere von €2, aber starker Transport am Rand entlang
der Charakteristiken stattfindet. Den Reaktionseinfluf kann man sich als endotherme
chemische Reaktion vorstellen, die im reaktionsdominanten Fall die durch Konvektion
und Diffusion verteilte Wiarmeenergie aufnimmt.

4.2 Durchfiihrung der Versuche

Um die Qualitét der Losungsverfahren miteinander zu vergleichen, wurde bei den nume-
rischen Experimenten der zeitliche Konvergenzverlauf betrachtet, also die Entwicklung
der Konvergenz ||rg||2/||rol|2 des Residuums in der Euklidischen Norm beziiglich der
Rechenzeit. In vielen Darstellungen, die Konvergenzresultate fiir iterative Verfahren
formulieren, werden die Tterationen des Verfahrens gegen die Konvergenz aufgetragen.
Dies 1488t jedoch keinen sinnvollen Vergleich verschiedener Verfahren zu, da sich diese
in dem pro Iteration erforderlichen Rechenaufwand eventuell signifikant unterscheiden.
Bei der Bewertung der PGK-Verfahren wird zur Illustration eine entsprechende Uber-
sicht der Kosten pro Iteration gegeben.

Es wurden jeweils die rechte Seite b := 0 und die Startlosung zq := ﬁ(l, o, DT ge-
setzt, so dafl wegen ||zq||o = 1 der relative Fehler einer Niherungslosung xy durch ||z||
gegeben war. Dadurch konnte bei den Experimenten neben der Konvergenz beziiglich
des Residuums auch die Entwicklung des relativen Fehlers beobachtet werden. Auf
entsprechende Darstellung wird aus Platzgriinden verzichtet; die daraus gewonnenen
Erkenntnisse werden spéter erwihnt werden.

Verglichen wurde jeweils die Rechenzeit, die von dem Verfahren benétigt wurde, bis
Konvergenz der Residuennorm auf ||ry|[a/[|roll2 < 1072 bzw. auf ||rgll2/||rollz < 107°
erreicht wurde. Wéhrend die zweite Schranke beim Einsatz von Losungsverfahren als
solche als Abbruchkriterium iiblich ist, tritt die erste eventuell beim Einsatz der Ver-
fahren in Mehrgittermethoden auf. Wenngleich diese hier nicht behandelt werden, sol-
len doch Darstellungen fiir entsprechende Untersuchungen bereitgestellt werden. Die
Konvergenzverlaufe aller im folgenden betrachteten Kombinationen von Lésern und
Vorkonditionierern sind fiir die Ausgangsprobleme der Schrigstromung und der Rota-
tionsstromung im Anhang zu finden.

Als Rechenumgebung fiir die numerischen Experimente diente eine DEC Alpha
3000/600.

Die Diskretisierungen der Probleme wurden mit dem von Andreas Auge entwickel-
ten Programm PNS (Parallelized solution of Navier—Stokes—equations) durchgefiihrt.
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Es ist ein Finite-Elemente-Code zur Behandlung von Navier-Stokes—Gleichungen, der
auf der adaptiven nichtiiberlappenden Gebietszerlegungsmethode nach Nataf/Rogier
und der Galerkin—Least-Squares—Diskretisierung aufbaut.

Zur Untersuchung der Loser und Vorkonditionierer wurde vom Verfasser im Rahmen
dieser Arbeit die C-Bibliothek BLANC (Blockwise Linear Algebra and Numerical Com-
putations in C) erstellt, die auch in PNS verwendet wird. Es soll nun eine kurze Uber-
sicht {iber Aufbau und Eigenschaften des Paketes gegeben werden.

4.3 Die Funktionsbibliothek BLANC

BLANC ist eine Sammlung von Datentypen und Funktionen, die zum einen eine
Oberfléche fiir objektorientierten Umgang mit (schwachbesetzten) Blockmatrizen und
Blockvektoren bietet, zum anderen auf effiziente Weise Grundoperationen zwischen
diesen und einen groflen Teil der vorgestellten Losungsverfahren fiir lineare Glei-
chungssysteme realisiert. Gewohnliche Matrizen und Vektoren sind als Spezialfiille der
blockstrukturierten in der Darstellung enthalten.

Die konsequente Beriicksichtigung der Blockstruktur ist dabei das wesentliche Merk-
mal von BLANC, durch das es sich von den verfiigharen Bibliotheken zur Behandlung
linearer Systeme unterscheidet. Vorteil dieses Ansatzes ist eine erhebliche Reduzierung
im Speicherbedarf sowie die natiirliche Realisierbarkeit von Blockalgorithmen (z.B.
SOR/SSOR, ILU).

Auflerdem wurde nach einschligigen Erfahrungen mit bereits existierenden Bibliothe-
ken groler Wert auf Robustheit des Codes gelegt und eine — bis auf unvermeidbare
Risiken wie Overflow — umfassende Fehlerdiagnose implementiert. Diese ist jedoch
auf Wunsch stufenweise abschaltbar, so dafl dennoch optimale Performance erreichbar
bleibt.

Durch die vollstindige Einkapselung der benutzten Strukturen, verbunden mit der
Moglichkeit der Riickkopplung an den Benutzer durch die Fehlerkontrolle, steht mit
diesem Paket ein black-box-artiges Produkt zur Verfiigung, das auch dem unerfah-
renen Benutzer einfaches und iibersichtliches Bearbeiten blockstrukturierter Probleme
und leistungsfihige Rechnungen ermdoglicht.

BLANC und eine ausfiihrliche Dokumentation werden in Kiirze iiber den FTP-Server
des Instituts fiir Numerische und Angewandte Mathematik an der Internet—Adresse

,http://www.num.math.uni-goettingen.de“ verfiighar gemacht werden.
Die Bibliothek gliedert sich in die Module

e blanc_info, das die Stringkonstanten blanc_VERSION (Versionsnummer),
blanc_DATE (Datum der Ubersetzung) und blanc_INFO (gesamte Beschrei-
bung des vorliegenden Exemplares) enthiilt.

e blanc_error, das die Fehlerbehandlung verwaltet. Dafiir dient der Typ
blanc_Error_status, der jeden moglichen Fehler beschreibt und anhand dessen
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Wert also auch Korrekturen bei Laufzeit moglich sind. Die Ausgabe der Fehler-
meldungen kann leicht auf andere Ausgabestrome umgelenkt werden.

e blanc_basics, das die primitiven Datentypen blanc_Real (reeller Wert) und
blanc_Boolean (Wahrheitswert) enthélt. Insbesondere sind hier die in BLANC
verwendeten nichttrivialen Operationen auf blanc_Real definiert, so daf} in
Abhéngigkeit von Architektur und erwiinschter Rechengenauigkeit leicht die ge-
samte BLANC—-Arithmetik auf den jeweils erwiinschten float—Grundtyp umge-
stellt werden kann.

e blanc_vector, das die Datentypen blanc_Vector und blanc_Velt (vector ele-
ment) verwaltet, die einen Blockvektor bzw. einen Vektorblock beschreiben. Au-
Berdem steht der Typ blanc_Veont (vector container) zur Verfiigung, der als
Verallgemeinerung des Vektorbegriffs einen blanc_Vector, ein blanc_Velt oder
einen blanc_Real enthilt. Diese vektoriellen Typen sind Objekte vom Typ
blanc_Vtype.

e blanc_voperats, das Grundoperationen der linearen Algebra zwischen Vekto-
ren umfaflt. Darunter fallen neben Multiplikation mit einem Skalar, Addition,
Subtraktion, Skalarprodukt, komponentenweiser Multiplikation und Division und
komponentenweisem Betrag auch eine Reihe von Normauswertungen: || - ||1, || - ||2,
Il Nloos Il Ity || - llzz, || - ||z, sowie fiir echte Blockvektoren die entsprechenden
Blocknormen, bei denen die Norm iiber alle Blocke beziiglich desselben Blockein-
trages berechnet wird.

e blanc_matrix, das, analog zu blanc_vector, die Typen blanc_Matrixz und
blanc_Melt (matriz element) bereitstellt. Eine blanc_matriz trigt jedoch nur
die Werte der Matrix. Thre Struktur, also ihr Besetzungsmuster, wird separat
von dem Typ blanc_Mpat (matriz pattern) verwaltet. Da sich mehrere Matrizen
auf dasselbe blanc_Mpat beziehen diirfen, kann so mehrfach gespeicherte Infor-
mation vermieden werden. Dies 18t sich zum Beispiel dann ausnutzen, wenn auf
ein und derselben Vernetzung verschiedene Probleme formuliert werden (wie bei
der Behandlung von Navier—Stokes—Gleichungen durch Projektionsmethoden).
Es besteht die Mdoglichkeit, diagonale Blockmatrizen giinstiger zu speichern, so-
wie ohne wesentlichen Speicherbedarf die Transponierte einer Matrix zu bilden,
die sich auf die Daten der Ausgangsmatrix bezieht.

e blanc_moperats, das Operationen auf Matrizen (Multiplikation mit einem Ska-
lar, Addition, Subtraktion, lineare Erweiterung) und zwischen Matrizen und Vek-
toren (Matrix—Vektor-Produkt, dasselbe mit der transponierten Matrix, Residu-
enberechnung) enthélt. Aulerdem kann die (sparsam als Diagonalmatrix gespei-
cherte) Inverse der Diagonale einer Matrix sowie die ILU-Zerlegung einer Matrix
berechnet werden.
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e blanc_precond, in dem der Typ blanc_Precond (Vorkonditionierer) zur

Verfiigung steht. Realisiert sind Jacobi, SOR, SSOR und ILU(0). Sie
werden durch den Typ blanc_Precond_id beschrieben, ihr Name kann
aus dem Stringarray blanc_precond_name[<blanc_Precond_id>] entnom-
men werden. Angesprochen werden sie iiber das blanc_Precond—Array
blanc_precond|<blanc_Precond_id>.

Die Vorkonditionierungsmatrizen werden intern verwaltet. Der Benutzer kann
aber auch selbst iiber Konstruktoren und Destruktoren bestimmen, wann sie er-
zeugt werden und wie lange sie existieren sollen. Bei Losen von Systemen mit
Unterschieden nur in der rechten Seite 1483t sich so deren wiederholte Konstruk-
tion vermeiden.

In SOR und SSOR kann auf Wunsch jede Komponente des Losungsvektors fiir
sich relaxiert werden, als blanc_Vcont ist die Beschreibung des Relaxationspara-
meters vOllig flexibel. Auch die Bearbeitungsreihenfolge der Zeilen kann vorge-
schrieben werden.

blanc_solver, das iterative Losungsverfahren als blanc_Solver anbietet. Zur
Verfiigung stehen SOR, SSOR, GMRES(m), CG, CGNR, Bi-CG, CGS, Bi-
CGSTAB, QMR und TFQMR. blanc_Solver_id, blanc_solver_-name und
blanc_solver erfiillen entsprechende Aufgaben wie ihre Pendants im Modul
blanc_precond. Auch die Durchfithrung von SOR und SSOR kann wie dort vari-
iert werden. Das Abbruchkriterium wird durch Angabe der maximalen Zahl von
[terationen und durch Konvergenzkontrolle geméf einem blanc_Cc (siehe dazu
den néchsten Punkt) definiert. Die Anzahl der tatsichlich benétigten Iterationen
wird in den Speicherplatz der vorgegebenen Hochstzahl geschrieben.

Weiterhin ist es moglich zu bestimmen, ob die Konvergenzkontrolle nur auf die
Residuennorm oder auf den gesamten Residuenvektor angewendet wird, und fer-
ner, ob die in manchen Verfahren giiltigen Abschiatzungen der Norm ausgenutzt
werden sollen oder nicht.

blanc_cc (convergence control), das mit dem Typ blanc_Ce eine flexible Kon-
vergenzkontrolle fiir iterative Verfahren anbietet. Er enthélt eine blanc_Viype—
Information, die bestimmt, ob das Residuum als blanc_Real (Norm des Vek-
tors), blanc_Velt (eintragsweise Norm iiber die Blocke) oder als blanc_Vector
(komponentenweiser Betrag des Vektors) bewertet werden soll. Als Normen
stehen die in blanc_voperats realisierten zur Verfiigung. In Ubereinstimmung
mit dem vorgeschriebenen Typ konnen (ggf. komponentenweise) obere Schran-
ken fiir die zu erzielende Genauigkeit (||r¢||) und fiir die erwiinschte Konver-
genz (”rgﬁ’i‘tol) angegeben werden. tol ist ein optionaler Toleranzwert, durch
den man Division durch 0 vorbeugen kann. Die zur Evaluierung aufgerufe-
ne Funktion blanc_cc_check gibt den blanc_Boolean-Wert blanc_B_FALSE
(falsch) zuriick, wenn eine der Schranken unterschritten wird. Andernfalls wird
blanc_B_TRUE (wahr) zuriickgegeben. Auch beliebige andere Abbruchkriteri-

en sind durch den Benutzer definierbar, indem er dem blanc_Cec eine Funktion
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vom Typ blanc_Cc_function bereitstellt. Diese wird in blanc_cc_check aufgeru-
fen und fiihrt durch Riickgabe von blanc_.B_FALSFE ebenfalls zu einem Abbruch.
In der blanc_Cec_function werden dem Benutzer unter anderem die Iterationszahl
k, die aktuelle Niherungsldsung z; und das aktuelle Residuum 7y, {ibergeben.

e blanc_to, das lesbare ASCII- oder speicherplatzsparende binire Ein— und Ausga-
be der Typen blanc_Velt, blanc_Vector, blanc_Melt, blanc_Matriz und blanc_Mpat
in einem festen Format iiber bereitzustellende Datenstrome ermdéglicht. Bei
ASCII-Ausgabe ist jedoch die Darstellung der einzelnen Werte im Exponential—
oder Gleitkommaformat sowie die Anzahl der Stellen und Nachkommastellen va-
riabel. Fiir eine blanc_Matriz kann bei ASCII-Ausgabe zwischen dem sparse—
Format unter Angabe der jeweiligen Position und dem dense-Format unter
Auffiillung mit Nullen gew#hlt werden.

e blanc_mespas, in dem ein Interface fiir Dateniibertragung (message passing) bei
Benutzung von BLANC in parallelisierten Umgebungen (wie z.B. PVM) bereitge-
stellt wird. Objekte vom Typ blanc_Velt oder blanc_Vector konnen unter Angabe
der Sende— und Empfangsfunktionen der Umgebung verschickt und erhalten wer-
den. Bei Existenz selektierter Dateniibertragung ist auch die Versendung jeweils
desselben Eintrags aus allen Blocken eines blanc_Vector's moglich.

4.4 Numerische Resultate

4.4.1 Stationire Verfahren

In dieser Versuchsserie sollen zuerst die im folgenden als Vorkonditionierer einsetz-
baren stationiren Verfahren SOR und SSOR miteinander verglichen werden. Da ihr
Unterschied in der Bearbeitungsreihenfolge der Matrixzeilen liegt, wird dafiir das Bei-
spiel der Schriagstromung mit lexikographischer und Quernumerierung betrachtet, wie
in Abschnitt 4.1 beschrieben.

Nach der Entscheidung fiir eines der beiden wird dieses Verfahren auf alle weiteren
Probleme angewendet. Der Relaxationsfaktor w wird jeweils unter besonderer Beriick-
sichtigung der Grenzfille w — 0 und w — 2 iiber {0.00625, 0.0125, 0.025, 0.05, 0.1,
0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 1.9, 1.95, 1.975, 1.9875, 1.99375} variiert, um
Erkenntnisse iiber dessen optimale Wahl und Auswirkungen einer nichtoptimalen Wahl
zu gewinnen. Der jeweils als optimal erkannte Relaxationsparameter wird im Anschlufl
bei der Verwendung des Verfahrens als Vorkonditionierung fiir PGK—Verfahren benutzt
werden.

Die Rechtfertigung der Annahme, dafy das wirkungsvollere stationére Losungsverfahren
auch der effizientere Vorkonditionierer ist, beruht auf der linearen Konvergenz dieser
Verfahren beziiglich des Fehlers laut (2.8). Diese wurde, um es vorwegzunehmen, durch



80 Experimentelle Untersuchungen

die Experimente durchweg bestétigt. Da Vorkonditionierung durch stationéire Verfah-
ren einem Iterationsschritt entspricht, iibertrigt sich die Konvergenzeigenschaft des
Verfahrens auf die Giite des Vorkonditionierers.

Die Annahme, bei der Vorkonditionierung den optimalen Relaxationsfaktor verwenden
zu diirfen, wird spéter begriindet werden.

Auf den folgenden Seiten sind pro Doppelseite die Diagramme dargestellt, die die Er-
gebnisse fiir einen mit jeweils einem Loser bearbeiteten Versuch zusammenfassen. Jede
Zeile beschreibt von links nach rechts zunehmende Konvektionsdominanz, jede Spalte
von oben nach unten zunehmende Diskretisierungsfeinheit bzw. Matrixdimension. In
den Diagrammen ist jeweils auf der z—Achse die Rechenzeit in CPU-Sekunden, auf
der y—Achse der Relaxationsparameter aufgetragen. Fiir jede Relaxation ist ein Balken
dargestellt,

- dessen Gesamtlénge die Zeit beschreibt, die das Verfahren benotigte, bis die eu-
klidische Norm des Residuum kleiner als 107°(|ryl[, war,

- dessen dunkler abgesetzter Teil die benétigte Zeit zur Konvergenz auf 1072 ||r ||
angibt und

- dessen schwarzer Anteil die Aufbauphase représentiert, d.h. die zur Inversion
der Diagonalen und der Konstruktion der Hilfsvektoren verwendete Zeitspanne,
bevor der eigentliche Losungsprozefl begann.

Das Beispiel der lexikographisch numerierten Schrigstromung 16sen SOR und SSOR
im optimal relaxierten Fall etwa gleichschnell, wobei jedoch auffillt, daf sich die Kon-
vergenz des SOR bei Abweichung von w,y stérker verschlechtert als die des SSOR.
Dort sind also grobere Abschitzungen des Parameters zuléssig.

Der Wert des optimalen Parameters ist bei beiden Verfahren etwa gleich. Dies gilt auch
bei der Losung des quernumerierten Problems. Dort ist, wie erwartet, die Konvergenz
des SOR wesentlich schlechter als im lexikographisch numerierten, die des SSOR aber
bemerkenswertereise unverdandert.

Da SSOR auflerdem, wie beschrieben, Symmetrieeigenschaften erhilt, ist es dem SOR
unbedingt als Loser, und damit auch als Vorkonditionierer, vorzuziehen.

Es wird bei allen Versuchen offensichtlich, dafy die Konvergenzrate des SSOR stetig von
w abhéngt. Schitzt man w & wqy ab, so 1Bt sich daher fast-optimale Konvergenz er-
warten. Bei Unterschitzung von wgy, biifit man weniger an Konvergenzgeschwindigkeit
ein als bei Uberschitzung. Insbesondere ist bei Uberschiitzung die Gefahr gegeben, daf
das Verfahren divergiert, bei Unterschitzung jedoch nur langsamere Konvergenz.

Der Wert des optimalen Parameters fiallt mit zunehmender Konvektionsdominanz von
starker Uberrelaxation (w ~ 1.9) auf Unterrelaxation im Bereich w ~ 0.6 und steigt
gleichzeitig mit wachsender Zerlegungsfeinheit an, jedoch so schwach, dafl dieser Effekt
nicht besonders beriicksichtigt werden muf3.
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Als naive Wahl des Relaxationsparameters wird w := 0.8 empfohlen, wodurch man
in den hier betrachteten Fillen immer Konvergenz und oft fast-optimale Konvergenz
erzielt.

Manchmal fiihrt diese Wahl aber auch zu schlechter Konvergenz, so dafl im allgemeinen
zur effektive Anwendung des SSOR eine Abschéitzung des optimalen Relaxationspara-
meters notig ist.

Diese 148t sich durch einige SSOR-Schritte in der Startphase des Verfahrens (bzw. des
den SSOR als Vorkonditionierer benutzenden Verfahrens) realisieren. Wegen der linea-
ren Konvergenz 148t sich durch einen Schritt bereits die Konvergenzrate abschétzen.
Dafiir muf} jedoch die exakte Losung des Systems bekannt sein, denn die Aussage iiber
lineare Konvergenz bezieht sich auf den Fehler und nicht auf das Residuum (wie die
Konvergenzverldufe im Anhang zeigen, ist die Konvergenz beziiglich der Residuennorm
gerade in den ersten Schritten nicht linear). Man behilft sich durch das homogenisier-
te Problem, dessen exakte Losung z = 0 bekannt ist. Mit einem beliebigen Vektor
Z # 0 148t sich fiir verschiedene w die Konvergenzrate beziiglich des Fehlers ermitteln.
Durch sukzessive Teilung des Intervalls (0, 2) und Tests an Stiitzstellen kann man den
optimalen Relaxationsparameter eingrenzen.

Als weitere Modifikation des SSOR-L&sungsverfahrens wird vorgeschlagen, nur alle
t > 0 Iterationen das Residuum zu ermitteln und die Konvergenz zu kontrollieren.
Wegen der linearen Konvergenz des Fehlers ist sogar eine a—priori Abschiatzung der
Iteratonszahl zum Erreichen des Abbruchkriteriums denkbar, so dafl génzlich auf Be-
rechnung des Residuums verzichtet werden kann.

Die Ursache diese Vorschlige ist, dal im Vergleich mit den Konvergenzraten der PGK—
Verfahren der optimal relaxierte SSOR konkurrenzfihig ist. Bei den zugrundegelegten
Untersuchungen wurde jedoch noch in jedem SSOR-Schritt unter etwa einem Drit-
tel zusétzlichem Aufwand das Residuum bestimmt. SSOR verspricht daher mit der
vorgeschlagenen Korrektur und der oben formulierten Approximation von wgy, eine
ernstzunehmende Alternative darzustellen, zumal es linear konvergiert.
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Problem Schrigstromung — Quernumerierung
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Problem Schrigstrémung — Robin—-Randbedingung
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Problem Rotationsstrémung, ¢ = 0
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Problem Rotationsstré6mung, ¢ = 10
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Problem Rotationsstrémung, ¢ = 100
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4.4.2 GMRES(m)

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Konvergenzeigenschaften des
GMRES(m) bei Verwendung unterschiedlicher Werte m fiir das Restart-Intervall und
verschiedener Vorkonditionierungen &ndern.

Es wird m iiber {4, 8,12, 16,20} variiert. Die von der Speicherkapazitét her nicht noti-
ge Beschrinkung von m wurde auferlegt, um im folgenden GMRES(m) bei etwa glei-
chem Speicheraufwand mit anderen PGK—Verfahren vergleichen zu kénnen. Insofern
liefern die beobachteten Resultate nur eine bedingte Aussage iiber die Qualitdt des
GMRES(m) als Losungsverfahren.

In den folgenden Diagrammen ist auf der x—Achse die Rechenzeit in CPU-Sekunden,
auf der y—Achse m aufgetragen. Fiir jeden Restartwert ist von oben nach unten die
Konvergenz dargestellt, die

ohne Vorkonditionierung,

bei Jacobi-Vorkonditionierung (Skalierung),

bei SSOR—Vorkonditionierung mit dem bei der Untersuchung in Abschnitt 4.4.1
jeweils als optimal ermittelten Relaxationsparameter,

bei ILU(0)-Vorkonditionierung
erreicht wird. Wieder beschreibt

- die Gesamtlinge der Balken die Dauer der Reduktion der Residuennorm um 1076,
- der dunkler abgesetzte Teil die Dauer der Reduktion um 102 und

- der schwarze Anteil die Linge der Startphase (incl. Konstruktion des Vorkondi-
tionierers).

Die Versuche zeigen deutlich den erwarteten Effekt, dal GMRES von einer Vorkon-
ditionierung profitiert. Die Frage nach der besten Vorkonditionierung ist jedoch nicht
leicht zu beantworten.

Jacobi—Vorkonditionierung bringt keinen Nutzen, oft wird dadurch die Konvergenz so-
gar verschlechtert. Dies 483t sich dadurch erkldren, dafl bei nur geringer Verbesserung
der Kondition der Mehraufwand durch Anwendung des Vorkonditionierers insgesamt
stiarker zu Buche schligt als die eingesparten Iterationen.

Deutlich stirkere Konvergenzverbesserung wird durch SSOR und ILU(0) erreicht. Daf}
sie in sehr einfachen Féllen wie bei der reaktionsdominierten Rotationsstromung lang-
samer konvergieren, liegt daran, dal wegen der Links—Vorkonditionierung kein Ab-
bruchkriterium in der Orthonormalisierung bereitsteht. Es werden immer mindestens
m Schritte ausgefiihrt, die bei der in diesen Féllen schnellen Konvergenz iiberfliissigen
Rechenaufwand erfordern.

Beim Vergleich von SSOR und ILU(0) fillt auf, daf§ die Leistungsfihigkeit des ILU(0)
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bei Konvektionsdominanz steigt. Fiir ¢ = 1 ist regelméflig die SSOR-vorkonditionierte
Variante schneller, im singulir gestorten Fall jedoch die ILU(0)-vorkonditionierte. Da-
bei bleibt in den meisten Fillen die Zeit der SSOR—Version relativ konstant beziiglich
Anderung von ¢, wihrend sich die des ILU(0)-vorkonditionierten GMRES oft auf einen
Bruchteil verkiirzt. ILU(0) ist auch der einzige Vorkonditionierer, der im Fall der Ro-
tationsstromung mit € = 10~* zu Konvergenz fiihrt.

Damit wird fiir den diffusionsdominanten Fall SSOR mit einer sinnvollen Abschitzung
vOn weyt, bei Konvektionsdominanz ILU(0) empfohlen.

Die Wahl des Restartwertes spielt keine grofie Rolle, sofern GMRES(m) iiberhaupt
konvergiert. Ein zu grofler Wert von m fithrt zu unnétig erh6htem Aufwand durch die
Orthogonalisierung und die Losung des Hessenbergsystems.

Wenn das Verfahren jedoch stagniert, was der einzig mégliche Grund fiir ein Scheitern
des GMRES(m) ist, mufl m vergroert werden, sofern entsprechender Speicherplatz
bereitsteht.

Die Empfehlung lautet also, den kleinsten Wert m zu wéhlen, fiir den GMRES(m)
konvergiert. Allerdings deuten einige Ergebnisse darauf hin, daf} bei Verwendung von
ILU(0) in konvektionsdominanten Féllen eine weitere Erhohung von m zu Konvergenz-
beschleunigung fiihrt.
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4.4.3 Petrov—Galerkin—Krylov—Verfahren

In diesem Abschnitt werden einige PGK—Verfahren bei unterschiedlichen Vorkonditio-
nierungen miteinander verglichen. GMRES(m) wird jeweils mit dem Restart m ein-
bezogen, der in der vorangegangenen Untersuchung in Abschnitt 4.4.2 bei demselben
Problem mit irgendeiner Vorkonditionierung die schnellste Konvergenz um 107¢ er-
reicht hat.

In den folgenden Diagrammen ist auf der x—Achse die Rechenzeit in CPU-Sekunden
aufgetragen; auf der y—Achse werden von oben nach unten die PGK-Verfahren

GMRES (mop)

CGN (=CGNR)
_ Bi-CG
- OGS

Bi-CGSTAB
- QMR
- TFQMR

mit verschiedenen Vorkonditionierungen kombiniert:

ohne Vorkonditionierung

Jacobi (Skalierung)

- SSOR mit optimalem Relaxationsparameter

- ILU(0)
Wieder beschreibt

- die Gesamtliinge der Balken die Dauer der Reduktion der Residuennorm um 1076,
- der dunkler abgesetzte Teil die der Reduktion um 1072 und

- der schwarze Anteil die Linge der Startphase.

Die Versuche ergeben folgendes Bild:

Die Jacobi—Vorkonditionierung verbessert in vielen Féllen die Konvergenz deutlich, oh-
ne jedoch die Leistungsfihigkeit von ILU(0) oder SSOR zu erreichen. Oft wird auch die
Konvergenz gegeniiber dem Verfahren ohne Vorkonditionierung verschlechtert, wobei
keine einheitliche Aussage getroffen werden kann, wann Verbesserung und wann Ver-
schlechterung eintritt.
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SSOR und ILU(0) liegen in ihrer Leistungsfihigkeit ebenfalls dicht beieinander; ihre
Vorteile gegeniiber einander lassen sich jedoch klar beschreiben: ILU(0) erreicht, wie fiir
GMRES, mit zunehmender Konvektionsdominanz stéirkere Konvergenzbeschleunigung
gegeniiber SSOR. Wihrend SSOR fiir ¢ = 1 meist schnellere Konvergenz erzielt, wird
es etwa bei ¢ = 1072 bis ¢ = 10~* als Diffusionskoeffizienten von ILU(0) , iiberholt*.
Dieser Effekt wird bei feinerer Zerlegung, also groflerer Matrix, zugunsten des SSOR
verschoben. SSOR besitzt allerdings nur in wenigen Féllen einen relevanten Vorsprung
vor ILU(0), so da3 man nur dann SSOR bevorzugen sollte, wenn diffusionsdominante
Probleme mit relativ feinen Zerlegungen zu berechnen sind. Insbesondere ist ILU(0)
naiv anwendbar, wihrend man fiir sinnvolle Vorkonditionierung durch SSOR eine an-
gemessene Abschitzung von w benotigt.

Schwieriger ist die Bewertung der Losungsverfahren. CGN kann ausgeklammert werden,
da es generell deutlich schlechter konvergiert als die anderen Verfahren. Unter diesen
sind zwar Bi-CGSTAB und CGS regelméflig die schnellsten, doch ist ihr Vorsprung
zu den anderen Verfahren nicht so grof}, dafl sich daraus eine eindeutige Rangfolge
ergébe. Vielmehr miissen weitere numerische Eigenschaften der Verfahren beriicksich-
tigt werden, die mindestens ebenso wichtig sind, um Empfehlungen fiir bestimmte
Anwendungen auszusprechen:

e Bi-CG, CGS und Bi-CGSTAB besitzen den gemeinsamen Nachteil starker Oszil-

lationen im Konvergenzverlauf (vgl. Anhang). Diese fiihren wegen starker Grofien-
ordnungsunterschiede der in den Rechnungen auftretenden Werte zu Rundungs-
fehlern, die durch die Formulierung der Algorithmen durch Rekursionen schnell
untragbar hoch werden konnen. x; und r; werden unabhingig voneinander re-
kursiv berechnet, so daf§ durch Rundungsfehler bald ry # b — Ax,. Konvergenz
beziiglich ||ry|| ist dann eine wenig hilfreiche Aussage. Eine systematische Unter-
suchung dieser Effekte kann hier jedoch aus Platzgriinden nicht gegeben werden.
Von diesen Verfahren sollte also Bi-CGSTAB verwendet werden, da es bei glatte-
stem Konvergenzverlauf meist am schnellsten konvergiert. Aber auch dieses sollte
nur dann eingesetzt werden, wenn sich die Oszillationen in Schranken halten, bzw.
nicht zu oft iteriert wird.
Ubrigens erzielte Bi-CGSTAB mit SSOR-Vorkonditionierung bei Ausdehnung
des Beobachtungszeitraumes im Hirtefall der Rotationsstréomung mit ¢ = 1076
und n = 129 x 129 als erstes Verfahren eine Reduktion der Residuennorm um den
Faktor 1075, und zwar nach 800 Sekunden. Die anderen Verfahren konvergierten
jedoch selbst nach 2000 Sekunden noch nicht.

e QMR und TFQMR fiihren eine Quasi—-Minimierung durch, so daf§ Oszillationen
unterbunden werden. Da TFQMR prinzipiell effizienter als QMR ist, was sich
auch in den Experimenten (wie bei Bi-CG und CGS) zeigt, sollte dieses verwen-
det werden. Es konvergiert bei addquater Vorkonditionierung in der Regel zwar
langsamer als Bi-CGSTAB, aber dann nur etwa um den Faktor 1.5. Bei Proble-
men, die unter Bi-CGSTAB durch Rundungsfehler betroffen sind, ist TFQMR
also eine gute Alternative.
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Leider konnte QMRCGSTARB nicht mehr in die Untersuchungen einbezogen wer-
den. Nach Ergebnissen in [32] liegt dessen Konvergenzgeschwindigkeit bei ILU(0)-
Vorkonditionierung zwischen der des Bi-CGSTAB und der des TFQMR. Damit
entspricht die Reihenfolge nach Konvergenzgeschwindigkeit der QMR~Verfahren
mit QMR — TFQMR — QMRCGSTAB gerade der der zugrundeliegenden Metho-
den Bi-CG — CGS - Bi-CGSTAB, die jeweils etwas schneller als das QMR-Aqui-

valent konvergieren.

e GMRES(m) bietet unter geeigneter Vorkonditionierung bei Konvergenz konkur-

renzfihige Geschwindigkeit. Die Minimierungseigenschaft fiir das Residuum sowie
die Konstruktion der Krylov—Basis auf explizit vorliegenden Vektoren (gegeniiber
den Rekursionen der Lanczos—Verfahren) gewéhrleistet numerisch relativ stabile
Berechnungen, die ggf. durch Verwendung von Householder—Transformationen
statt der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung noch robuster gemacht werden
konnen. Es neigt aber bei gleichem Speicheraufwand leichter zum Versagen durch
Stagnation als die Lanczos—Verfahren zum Versagen durch Breakdown. Bei ge-
ringer Speicherkapazitéit sollten daher diese vorgezogen werden.
GMRES(m) besitzt jedoch die besondere Qualitéit, dafl zusétzlich vorhande-
ner Speicherplatz zur Stabilisierung des Verfahrens eingesetzt werden kann,
wiahrend bei allen anderen Verfahren ein Versagen prinzipiell ist. So konnte
das unter dem ersten Punkt erwihnte Problem durch GMRES(m) mit ILU(0)-
Vorkonditionierung durch die beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit optimale
Wahl von m := 406 in 344 Sekunden geldst (d.h. die Residuennorm um den
Faktor 107% reduziert) werden. Die Wahl eines optimalen m ist a-priori zwar
nicht moglich, doch besteht durch Ausnutzung des verfiigharen Speichers mit
GMRES(m) bei Vernachléssigung der erzielten Effizienz iiberhaupt eine Moglich-
keit zur Losung von extrem komplexen Problemen.

Die Bewertung der Losungsverfahren anhand der Konvergenz der Residuennorm ist
durch die Ubertragbarkeit der SchluBfolgerungen auf die Praxis motiviert. Es soll nun
aber auch aus den Ergebnissen eine empirische, am relativen Fehler orientierte Ab-
bruchkontrolle formuliert werden. Interessanterweise stellt sich ndmlich heraus, daf fiir
jedes Verfahren zum Zeitpunkt der Reduktion der Residuennorm um den Faktor 1076
der relative Fehler einen fiir alle Probleme ungefihr gleichen Wert hat, und zwar

~ 107* fiir GMRES(m), CGN und Bi-CGSTAB,
~ 107 fiir Bi-CG und CGS,
~ 1077 fiir QMR und TFQMR.

GMRES(m) zum Beispiel muf} also beziiglich der Residuennorm um etwa drei Groen-
ordnungen genauer l6sen, um denselben Fehler zu erhalten wie QMR. Diese Gruppie-
rung der Verfahren 1483t sich dadurch beschreiben, dafy die Verfahren unter dem ersten
Punkt das Residuum minimieren, die unter dem dritten es quasi—-minimieren und die
unter dem zweiten keine Minimierung durchfiihren. Dadurch erhalten die durch die
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Verfahren erzielten Konvergenzeigenschaften ganz neue Bedeutung. Da jedoch keine
Begriindung fiir solche Zusammenhinge gegeben werden kann, soll diese Einordnung
als empirischer Vorschlag zur Reformulierung von Konvergenzkriterien stehenbleiben.
Abschlieflend wird die jeweilige Dauer einer Iteration der Verfahren fiir die Dimension
n = 65 x 65 in CPU-Millisekunden angegeben:

| Vorkonditionierung | Keine | Jacobi | SSOR | ILU(0) |

GMRES(4) 184 | 2.16 | 4.86 | 4.10
GMRES(20) 284 | 310 | 569 | 4.79
CGN 2.66 | 288 | 9.58 | 6.70
Bi-CG 284 | 3.13 | 7.38 | 6.01
Bi-CGSTAB 306 | 3.53 | 7.52 | 6.41
QMR 306 | 3.06 | 752 | 641
TFQMR 1.66 | 1.08 | 515 | 4.32
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4.5 Fazit

In diesem Kapitel wurden ausfiihrliche Versuchsreihen durchgefiihrt, um die Eignung
von in Kapitel 2 beschriebenen Losungsverfahren und von in Kapitel 3 beschriebe-
nen Vorkonditionierern zur Losung diskretisierter Konvektions-Diffusions—Reaktions—
Gleichungen zu untersuchen. Die Diskretisierung wurde durch die in Kapitel 1 beschrie-
bene Galerkin—Least-Squares—Methode durchgefiihrt, die représentativen Modellpro-
bleme ,,Schriagstromung® und ,, Rotationsstromung® wurden in Abschnitt 4.1 definiert.
Zuerst wurden die stationdren Verfahren SOR und SSOR miteinander verglichen. Wie
bei der Beschreibung dieser Verfahren in Abschnitt 2.2 beschrieben wurde, ist die Kon-
vergenz des SOR sehr von der Struktur der Matrix und damit im Finite-Elemente—
Kontext von der Numerierungsreihenfolge der Knoten abhéngig. Diese Aussage wur-
de experimentell bestéitigt. SSOR dagegen ist, obwohl es auf demselben Algorithmus
beruht, wegen der symmetrischen Bearbeitung der Matrix bemerkenswert stabil ge-
geniiber Numerierungsénderungen. Beide Verfahren konvergieren optimal bei Wahl
desselben Relaxationsparameters w, und beide reagieren in gleicher Weise auf nicht
optimal gewéhltes w, ndmlich durch Konvergenzeinbufle bei Unterschdtzung und durch
noch stirkere EinbuBe oder gar Divergenz bei Uberschiitzung. Jedoch ist SOR empfind-
licher gegeniiber nichtoptimalen Relaxationen. Im Zusammenhang mit der Moglichkeit
der Verwendung der stationdren Verfahren als Vorkonditionierer besitzt SOR einen
weiteren Nachteil, da es, anders als SSOR, eventuelle Symmetrie der vorzukonditionie-
renden Matrix nicht erhélt.

Aus diesen Griinden erfolgt die Wahl von SSOR statt SOR als Vorkonditionierer fiir
die im folgenden untersuchten PGK-Verfahren.

Auflerdem wurden Vorschlage formuliert, wie sich SSOR optimal relaxieren lafit und
damit zu einem konkurrenzfihigen Losungsverfahren wird.

Die PGK—Verfahren wurden in Gruppen von Verfahren aufgeteilt, die sich in ihren re-
levanten Eigenschaften gleichen. Die jeweils leistungsfihigsten Vertreter der Gruppen
wurden miteinander verglichen. Als Resultat steht die Empfehlung des TFQMR mit
guter Vorkonditionierung fiir den allgemeinen Fall, da diese Kombination relativ schnell
ist und keine zu starken Rundungsfehler verursacht. Die Beobachtungen legen dabei
nahe, dafl durch dieses Verfahren der Fehler etwa um eine Groflenordnung schneller als
das Residuum konvergiert. Als schnellste, aber gegen Rundungsfehler anfélligere Al-
ternative kann Bi-CGSTAB verwendet werden. Der Fehler der Ndherungslosung dieses
Verfahren war allerdings bei gleicher Residuennorm um den Faktor 10® grofer als der
des TFQMR .

Diese Eigenschaft teilt mit ihm GMRES(m), das empfohlen wird fiir den Fall, wenn
das Problem sehr schlecht zu 16sen ist. Man verwendet es dafiir mit mdglichst langem
Restart m. Dieser Loser verliert allerdings durch zu grofles m an Effizienz.

Als Vorkonditionierer wihle man ILU(0), oder im diffusionsdominanten Fall und dann
besonders bei feiner Zerlegung SSOR mit einer Abschitzung des optimalen w.

Die Feinheit der Diskretisierung spielte im Rahmen der Experimente keine grofie Rol-
le bei der Frage nach der Losbarkeit eines Problems. Bei Verdoppelung der Feinheit
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und Vierfachung der Dimension der Matrix stieg im allgemeinen die zur Losung des
Problems benétigte Zeit etwa auf das zehnfache an. Auch die Wahl von Interface-
Randbedingungen verdnderte die Komplexitit des Problems kaum. Die Ersetzung von
Dirchlet— durch Robin-Bedingungen auf Ein— und Ausstrémrand fiihrte nur im diffu-
sionsdominanten Fall zu verlangsamter Konvergenz.

Als besonders schwer und pridestiniert fir GMRES(m) mit langem Restart erwies
sich der konvektionsdominante und reaktionsfreie Fall der Rotationsstromung bei feiner
Zerlegung. Zunehmende Reaktion verbesserte die Losbarkeit sehr. Im reaktionsdomi-
nanten Fall wurde dann umgekehrt das Losen bei Verschwinden des Diffusionsanteiles
einfacher.






Anhang

Hier werden die Konvergenzverldufe aller Loser/Vorkonditionierer-Kombinationen fiir
die beiden Ausgangsprobleme der Schriagstromung mit Dirchlet—Randbedingungen und
lexikographischer Numerierung und der Rotationsstrémung ohne Reaktionsanteil dar-
gestellt. In den Diagrammen des SOR/SSOR bezeichnen die Buchstaben an den Kurven
den jeweiligen Relaxationsfaktor:

A=0.00625 G=0.4 0=1.8
B=0.0125 H=0.6 P=19

C=0.025 J=0.8 S=1.95

D=0.05 K=1.0 T=1.975

E=0.1 L=1.2 U=1.9875

F=0.2 M=14 W=1.99375
N=1.6.

In den iibrigen Diagrammen sind die Konvergenzverlaufe des auf der jeweiligen Dop-
pelseite behandelten Verfahrens unter Verwendung verschiedener Vorkonditionierungen
dargestellt:

e Keine Vorkonditionierung — durchgezogene Linie,
e Jacobi — Strich—Punkt—Linie,
e SSOR(wept) — gestrichelte Linie,

e ILU(0) — gepunktete Linie.

Auf der x—Achse ist stets die Rechenzeit in CPU-Sekunden, auf der y—Achse die Kon-
vergenz ||7]|a/||70]|2 des Residuums 7 der aktuellen N&herungslosung aufgetragen.
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