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Einleitung
Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihungen der Form�"�u+ (b;ru) + u = f auf 
;u = 0 auf �
entstehen aus vielen Anwendungen in Naturwissenshaften und Tehnik als Problem-beshreibung oder als Teilproblem bei der L�osung komplexerer Aufgaben, wie zumBeispiel der Navier{Stokes{Gleihungen der Str�omungsmehanik. Ihre L�osung bereitetbesonders im singul�ar gest�orten Fall "! 0 Shwierigkeiten.In Kapitel 1 werden Eigenshaften der L�osung in diesem Fall beshrieben, und es wirdeine diskretisierte Gebietszerlegungsmethode zur Bestimmung der L�osung eingef�uhrt,bei der diese durh die endlihdimensionale L�osung eines linearen Gleihungssystemsapproximiert wird. Dessen Matrix hat die besondere Eigenshaft, shwah besetzt zusein, also nur wenige Eintr�age zu besitzen, die niht Null sind.In Kapitel 2 wird die Theorie der iterativen L�osungsverfahren dargestellt, diezum Zwek der L�osung shwahbesetzter Probleme entwikelt worden ist. Die Lei-stungsf�ahigkeit dieser Verfahren h�angt von der Kondition der Matrix ab. Diese kannbei De�nition der Matrix durh ein Diskretisierungsverfahren sehr gro� sein. Daherwerden in Kapitel 3 Vorkonditionierungsverfahren beshrieben, die die Kondition desSystemes verbessern sollen.Um L�osungsverfahren und Vorkonditionierer auszuw�ahlen, die zur L�osung der durhdie Methoden aus Kapitel 1 erzeugten Systeme besonders geeignet sind, werden inKapitel 4 anhand von Modellproblemen die Verfahren und Vorkonditionierer getestetund verglihen. Aufgrund der durh die Experimente gewonnenen Erkenntnisse werdenEmpfehlungen zur Wahl solher Methoden ausgesprohen.In Kapitel 4 wird au�erdem die Bibliothek BLANC vorgestellt, die im Rahmen dieserArbeit sowohl zur Realisierung der L�osungsverfahren und Vorkonditionierer entwikeltwurde, wie auh als objekt{orientierte Grundlage f�ur die komfortable und sihere Pro-grammierung mathematisher Algorithmen auf blokstrukturierten Matrizen und Vek-toren. Die Motivation dieses Paketes ist der Einsatz in Programmen zur Behandlungvektorwertiger Probleme, wie zum Beispiel der Navier{Stokes{Gleihungen, bei de-ren L�osung blokstrukturierte Matrizen und Vektoren entstehen. Zur Ber�uksihtigungdieses mathematishen Hintergrundes werden in den Kapiteln 2 und 3 Aussagen gege-benenfalls auh f�ur Blokmatrizen formuliert werden.





Kapitel 1Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihungen
In diesem Kapitel werden Eigenshaften der L�osung einer Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihung sowie eine Methode zur Ermittlung dieser L�osung beshrieben.Insbesondere soll auf den singul�ar gest�orten Fall eingegangen werden, da� der Ein-u� durh Di�usion gering gegen�uber dem durh Konvektion ist, bzw. beide geringgegen�uber dem durh Reaktion sind. Nah der Beshreibung der zu erwartenden Ei-genshaften der L�osung in Abshnitt 1.1 folgt in Abshnitt 1.2 auf Basis einer Finite{Elemente{Diskretisierung die De�nition des Galerkin{Least{Squares{Verfahrens zurL�osung des Problems. Wie sih herausstellt, h�angt die G�ute der dadurh bestimm-ten L�osung von der Zerlegungsfeinheit ab. Damit steigt jedoh auh die Komplexit�atdes zu l�osenden linearen Gleihungsystems. Als Konsequenz werden in Abshnitt 1.3Gebietszerlegungsverfahren vorgestellt, die das Problem in kleinere und daher einfahe-re, miteinander verkn�upfte Teilprobleme umformen.Da der Shwerpunkt dieser Arbeit die L�osung der entstehenden linearen Gleihungssy-steme ist, bleibt die Darstellung der Methoden in diesem Kapitel relativ kurz und sollnur dem �Uberblik dienen. F�ur detailliertere Beshreibungen der Theorie sei der Leserauf [43℄ oder [45℄ verwiesen. Dort �ndet man auh die De�nitionen von Begri�en undSymbolen, die hier niht erl�autert sind.1.1 Analytishe Eigenshaften der L�osung1.1.1 Problemstellung und L�osbarkeitGegeben sei ein beshr�anktes Gebiet 
 2 Rd , d 2 N (in der Praxis d 2 f1; 2; 3g)mit Lipshitz{stetigem Rand �
. Gesuht ist eine L�osung u des station�aren (zeitun-



4 Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihungenabh�angigen) Konvektions{Di�usions{Reaktions{ProblemsLu := �"�u+ (b;ru) + u = f auf 
; (1.1)( (�; �) bezeihnet stets das euklidishe Skalarprodukt) mit homogener Dirihlet{Randbedingung u = 0 auf �
: (1.2)Als Daten sind der Di�usionskoeÆzient " > 0, das Geshwindigkeitsfeld b, der Absorp-tionskoeÆzient  und der Quellterm f gegeben. �"�u hei�t der Di�usions-, (b;ru) derKonvektions- und u� f der Reaktionsanteil des Problems.Neben Aufgaben, bei denen solhe Gleihungen direkt entstehen (z.B. bei der Unter-suhung von Temperatur- oder Konzentrationsverteilungen einfaher hemisher Re-aktionen in Str�omungsfeldern), f�uhren auh Methoden zur L�osung der Navier{Stokes{Gleihungen auf Probleme dieser Art (siehe z.B. in [43℄).Insbesondere interessiert man sih f�ur die singul�ar gest�orten F�alle der Konvektionsdo-minanz (0 < "� kbkL1) und der Reaktionsdominanz (0 < "; kbkL1 � kkL1).Eine klassishe L�osung u 2 C2(
) \ C(
) existiert dabei nur unter starken Gl�atte-forderungen (H�older{Stetigkeit) an den Rand, die Daten und die Randbedingungen.Gebiete mit Eken, wie sie in der Praxis h�au�g auftreten, bereiten bereits Probleme(Beispiele in [45℄).Um einen allgemeineren L�osungsbegri� zu erhalten, der noh f�urb 2 W 1;1(
;Rd);  2 L1(
;R); f 2 L2(
;R)gewisse Gl�atteeigenshaften besitzt, multipliziert man (1.1) mit einer Testfunktionv 2 H10 (
;R) = fv 2 H1(
;R) : vj�
 = 0g und integriert beide Seiten �uber 
. Manerh�alt daraus durh partielle IntegrationZ
 (�"�u+ (b;ru) + u) v dx = Z
 fv dxp.I., Z
 "rurv dx+ Z�
 "ruv| {z }=0 dx+ Z
 ((b;ru) + u) v dx = Z
 fv dxund mit a(u; v) := Z
 ("rurv dx + ((b;ru) + u) v) dxf(v) := Z
 fv dxdie verallgemeinerte oder shwahe Formulierung von (1.1):Finde u 2 H10 (
;R), so da�a(u; v) = f(v) f�ur alle v 2 H10 (
;R): (1.3)



1.1 Analytishe Eigenshaften der L�osung 5Im folgenden sei stets f�ur ein festes ! > 0 die Elliptizit�atsbedingung� 12 r�b � ! > 0 f.�u. auf 
: (1.4)gegeben. Dann ist a eine H10{elliptishe Bilinearform, und damit ist, da a und f stetigsind, nah dem Lemma von Lax{Milgram die eindeutige Existenz der L�osung u 2 H10gesihert.1.1.2 Beshreibung der L�osung im singul�ar gest�orten FallIm singul�ar gest�orten Fall erwartet man f�ur " ! 0, da� die L�osung u von (1.1) in dieL�osung w des reduzierten Problems(b;rw) + w = f (1.5)mit geeigneten Randbedingungen �ubergeht. Starke Abweihungen entstehen dabei inder N�ahe von �
 in Randgrenzshihten, wenn die Randbedingungen niht erf�ullt wer-den k�onnen, und in inneren Grenzshihten in 
, wenn w dort niht hinreihend glattist. F�ur eine genauere Betrahtung der Grenzshihten zerlegt man �
 in die Teilmen-gen �
+ := fx 2 �
 : (b(x); n(x)) > 0g;�
0 := fx 2 �
 : (b(x); n(x)) = 0g;�
� := fx 2 �
 : (b(x); n(x)) < 0g:n(x) bezeihnet den ausw�arts gerihteten Normalenvektor im Randpunkt x. Es sinddann �
+ und �
� Aus- und Einstr�omrand der durh b beshriebenen Str�omung. Derharakteristishe Rand �
0 ist der Teil des Randes, zu dem die Str�omung parallel l�auft.Randgrenzshihten, die in 
 abklingen, k�onnen nur an �
+ und �
0 entstehen (siehedazu Abshnitt 1.3); daher w�ahlt man als Randbedingung f�ur das reduzierte Problem:w = 0 auf �
� (1.6)Satz 1.1Mit b 2 C1(
;Rd),  2 C1(
;R) und f 2 L2(
;R) und unter der Elliptizit�atsbedingung(1.4) existiert die L�osung w 2 L2(
;R) des reduzierten Problems (1.5)&(1.6) und isteindeutig bestimmt.Beweis: [5℄Im allgemeinen kann man f�ur w nur geringe Glattheit erwarten. F�ur glatten Rand �
,abgeshlossenen �
� und hinreihend gro�es  l�a�t sih immerhin noh w 2 Ck;�(
;R)mit k > 0 zeigen (Beweis in [37℄).Wie h�angen nun die L�osungen des reduzierten und des singul�ar gest�orten Problemszusammen?



6 Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{GleihungenSatz 1.2Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 konvergiert die L�osung u von (1.1) f�ur "! 0in L2(
;R) shwah gegen w.Beweis: [31℄Die Approximation von u durh w ist also niht unbedingt gut im punktweisen Sinn.Entsprehende Aussagen erh�alt man aber durh st�arkere Bedingungen an die Problem-stellung:Satz 1.3Sind �
+ und �
� abgeshlossen, so gilt in allen Punkten x 2 
, die hinreihend weitvon Grenzshihten entfernt sind:ju(x)� w(x)j � C" 12Beweis: [14℄Ist �
 �uberdies glatt, so gilt diese Absh�atzung nah [45℄ sogar mit " statt " 12 .Zur Bewertung der Grenzshihten versuht man, eine dort de�nierte lokale Korrekturv zu �nden, mit der u durh w+v ebenfalls punktweise approximiert wird. Ziel ist eineAbsh�atzung gleiher Ordnung, alsoju(x)� (w(x) + v(x))j � C" 12 :Unter den gegebenen Voraussetzungen (�
+, �
� sind abgeshlossen) l�a�t sih v kon-kret beshreiben:F�ur b � 0 () �
� = �
) und  � ! � " (reaktionsdominantes Di�usions{Reaktions{Problem) ist v in der Randgrenzshiht an �
 von der Gestaltv(x) = �w(~x) e�G(~x) �p" :~x ist dabei die Projektion von x auf �
 in Normalenrihtung und � = kx � ~xk2 derAbstand von x zu �
 (d.h. x = ~x � � n(~x) ). G ist eine auf �
 de�nierte positiveproblemabh�angige Funktion (siehe [22℄).Man spriht in diesem Fall entsprehend von einer exponentiellen Grenzshiht.Shwieriger erweist sih die Beshreibung von v in Randgrenzshihten bei Anwesenheitvon Konvektion, also b 6� 0, da nun die Str�omung die di�usiven Vorg�ange in denGrenzshihten beeinu�t. An �
+ liegt, ganz �ahnlih wie oben, wegenv(x) = �w(~x) e�G(~x) �" ;eine exponentielle Grenzshiht vor, wobei diesmal ~x die Projektion von x auf �
+ inNormalenrihtung ist und � = kx � ~xk2 der Abstand von x zu �
+. G ist auf �
+



1.2 Diskretisierung des Randwertproblems 7de�niert und wieder positiv.Komplizierter ist der Fall von Grenzshihten an �
0 wegen des dazu parallelen Kon-vektionsverlaufs. Dort l�a�t sih v durh eine parabolishe Di�erentialgleihung beshrei-ben, so da� dann eine parabolishe Grenzshiht vorliegt. Die wegen ihrer Problem-bezogenheit praktish relevanteren parabolishen Grenzshihten besitzen komplizier-tere analytishe Eigenshaften als die exponentiellen und sind "diker\. Durh dieseStrekung ist aber auh ihr Verlauf glatter, der Betrag ihrer Ableitung geringer. Da-mit sie niht durh die wesentlih erheblihere Ableitung der exponentiellen Grenz-shiht �uberdekt wird, wird diese oft durh die Wahl von Neumann{ statt Dirihlet{Bedingungen am Ausstr�omrand ged�ampft. Dadurh wird die Grenzshiht von u auf�u�n verlagert. Nah [45℄ konvergiert erfahrungsgem�a� so die L�osung u von (1.1), (1.2)f�ur �! 0 mit h�oherer Ordnung gegen die L�osung w des reduzierten Problems.Sind die obigen Voraussetzungen niht erf�ullt, ist also �
+ oder �
� niht abgeshlos-sen, so entstehen shwierigere F�alle. Ein Beispiel sind Eken zwishen �
+ und �
0,an denen sih exponentielle und parabolishe Grenzshihten �uberlagern. Hier sindkomplexere Korrekturen n�otig.Wie oben erw�ahnt, k�onnen Grenzshihten auh entfernt vom Rand als innere Grenz-shihten dort entstehen, wo w niht hinreihend glatt ist. Um das Verhalten der L�osungim Inneren von 
 zu beshreiben, insbesondere an inneren Grenzshihten, de�niertman f�ur x 2 
 in 
 die Charakteristik �x(t) durh die Di�erentialgleihungd�xdt = b(�x(t)); �x(0) = x:Sie beshreibt den Str�omungsverlauf von x aus in Abh�angigkeit von der Zeit t. Wih-tig sind die Charakteristiken �x(t) mit x 2 �
�, da entlang dieser die Informationder Randbedingungen in 
 hineintransportiert wird. Liegt in x 2 �
� eine Unste-tigkeit in den Randbedingungen vor und wird 
 von �x "durhquert\ (eine genauereBeshreibung dieses Sahverhalts wird in [45℄ gegeben), so entsteht eine parabolisheinnere Grenzshiht entlang �x. Komplizierter ist das Verhalten der L�osung in derN�ahe von Charakteristiken, die in 
 gegen eine Grenzmenge konvergieren. M�ogliheFormen davon sind Nullstellen (station�are Punkte) des Geshwindigkeitsfeldes (je nahStr�omungsrihtung in der Umgebung untersheidet man Quellen und Senken), Konver-genz der Charakteristik gegen einen Grenzkreis oder geshlossene Charakteristiken.Eine genauere Beshreibung der hier angesprohenen analytishen Eigenshaften derL�osung in Grenzshihten und Aussagen zu a{priori{Absh�atzungen des zu erwarten-den Fehlers �ndet man in [45℄.1.2 Diskretisierung des RandwertproblemsUm (1.1)&(1.2) bzw. (1.3) numerish zu l�osen, suht man N�aherungsl�osungen un inendlihdimensionalen Unterr�aumen Xn mit dim(Xn) = n, die so besha�en sein sollen,



8 Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihungenda� un f�ur n!1 gegen u strebt.Zur Durhf�uhrung einer Finite{Elemente{Methode zerlegt man zur Konstruktion dieserR�aume das Gebiet 
 in �nite Elemente. Darunter versteht man eine �Uberdekung Thvon 
 durh abgeshlossene Simplies oder Hyperquader T mit paarweise disjunktenInneren, f�ur die gilt:� F�ur alle T 2 Th ist der Durhmesser hT der kleinsten das Element T umshlies-senden Sph�are nah oben durh h > 0 beshr�ankt.� Das Verh�altnis der Radien von kleinster umbeshreibbarer und gr�o�ter einbe-shreibbarer Sph�are ist beshr�ankt.� Ein Ekpunkt eines Elements ist Ekpunkt aller Elemente, zu denen er geh�ort.Xn = Xkn wird dann als Shnittmenge des jeweils zul�assigen Raumes f�ur die L�osungu mit dem Raum der st�ukweise auf den Elementen polynomialen Funktionen (vomGrad k � 1) gew�ahlt (dabei existieren vershiedene Methoden zur Konstruktion einerBasis von Xkn, siehe [43℄).Beim Galerkin{Verfahren formuliert man (1.3) diskret:Suhe un 2 Xkn � H10 (
;R), so da�a(un; v) = f(v) f�ur alle v 2 Xkn:Sei f�1; : : : ; �ng eine Basis von Xkn. Dann ist die L�osung un dadurh eindeutig be-stimmt, da� die Forderung f�ur v := �1; : : : ; �n erf�ullt wird. Mit der Basisdarstellungun = Pni=1 uni �i erh�alt man daraus die Darstellung des Galerkin{Problemes durh einSystem Aun = f von n linearen Gleihungen mit un1 ; : : : ; unn als Unbekannten.Das Least{Squares{Verfahren dagegen fordert die Minimierung des Fehlers des Aus-gangsproblems (1.1):Suhe un 2 Xkn � H10 (
;R) \H2(
;R), so da�kLun � fkL2 = minv2Xkn kLv � fkL2;oder, �aquivalent umformuliert:(Lun � f; Lv) = 0 f�ur alle v 2 Xkn:Auh hier erh�alt man mit einer Basis von Xkn ein lineares Gleihungssystem.Vorteile des Galerkin{Verfahrens gegen�uber dem Least{Squares{Verfahren sind die ein-fahere Gl�atteforderung an die Approximierende un (und damit an die Basisfunktionen)und die bessere Kondition der Matrix des entstehenden Gleihungssystems.Das Least{Squares{Verfahren ist jedoh gerade wegen der st�arkeren Gl�atteforderung



1.2 Diskretisierung des Randwertproblems 9im konvektionsdominanten Fall stabiler, w�ahrend das Galerkin{Verfahren bei Kon-vektion Oszillationen quer zur Grenzshiht verursahen kann ([43℄). Au�erdem f�uhrtLeast{Squares zu einer einfaher zu l�osenden positiv de�niten symmetrishen Matrix.Um | insbesondere im konvektionsdominanten Fall | Vorteile der Verfahren zu ver-binden und Nahteile zu vermeiden, vereinigt man sie im Galerkin{Least{Squares{Verfahren (GLS):Suhe un 2 Xkn � H10 (
;R), so da�:a(un; v) + XT2Th ÆT (Lun; Lv)T| {z }=:ah(un;v) = f(v) + XT2Th ÆT (f; Lv)T| {z }=:(f;v) f�ur alle v 2 Xkn (1.7)mit ÆT > 0 f�ur alle T . (�; �)T bezeihnet das L2{Skalarprodukt, ausgewertet auf demElement T . Durh die Einshr�ankung auf T erreiht man, da� f�ur die Durhf�uhrbarkeitdes Verfahrens die Forderung Xkn � H10 (
;R) gen�ugt. ÆT bestimmt also, wie starkdie Galerkin{Approximation durh die Least{Squares{Approximation korrigiert wird.Dabei ist das Verfahren f�ur alle ÆT konsistent.Mit kvkGLS := ah(v; v) 12 f�ur alle v 2 Xknist eine zerlegungsabh�angige Norm gegeben. Man erreiht folgende (gegen�uber demreinen Galerkin{Verfahren verbesserte) Stabilit�atsaussage:Satz 1.4Die durh GLS de�nierte Bilinearform ah ist Xkn{elliptish, die Linearform fh stetig.Es gilt kunkGLS � CkfkL2(
;R)Beweis: [45℄, [43℄Satz 1.5Sei u 2 Hk+10 (
;R) mit k � 1. Dann gilt f�ur die L�osung un von (1.7):ku� unkGLS � Chk 0�XT2Th �"+ "2ÆTh�2T + ÆT + h2T + Æ�1T h2T� juj2Hk+11A 12 ;wobei j � jHk+1 die Hk+1{Seminorm und hT den Durhmesser von T darstellt.Beweise: [45℄



10 Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{GleihungenUm optimale Konvergenz zu erreihen, bietet sih die WahlÆT := Æ0 hTq1 + ("=hT )2mit beliebigem Æ0 > 0 f�ur den GLS{Parameter ÆT an, wodurh die rehte Seite von(1.8) minimiert wird.Da die durh das Least{Squares{Verfahren de�nierte Matrix symmetrish und positivde�nit ist, wirkt deren Anteil in der GLS{Matrix numerish stabilisierend. Wegen desGalerkin{Anteils ist diese zwar noh positiv de�nit, aber im allgemeinen niht mehrsymmetrish ([43℄). Gew�ohnlih besitzt sie auh keine M{Eigenshaft ([45℄), doh l�a�tsih diese durh eine ausreihend feine Zerlegung und die Vermeidung stumpfer Winkelin den Finiten Elementen erzwingen.Mit kleinerem h wird n und damit das zu l�osende System gr�o�er. Da jedoh jede Zeilevon A f�ur alle h nur eine beshr�ankte und kleine Anzahl nihtnullwertiger Eintr�ageenth�alt (entsprehend der Anzahl der Nahbarn der jeweiligen St�utzstelle), entstehtdaraus erst f�ur sehr kleine h ein Speiherplatzproblem. Im 2. Kapitel werden L�osungs-verfahren vorgestellt, die diese Struktur ausnutzen und so auh gro�e Systeme eÆzientbearbeiten k�onnen.Allerdings kann die Kondition von A mit steigender Feinheit potentiell anwahsen, wassih verheerend auf die Konvergenzeigenshaften jener Verfahren auswirkt. Um diesemMi�stand abzuhelfen, m�ohte man das System vorkonditionieren, also so umformen,da� das resultierende System bei gleiher L�osung eine (wesentlih) bessere Konditionhat und dadurh leihter l�osbar ist. Man realisiert dies implizit, indem man aus einerVereinfahung des Problems eine bereits relativ gute N�aherungsl�osung gewinnt (mehrzum Begri� der Vorkonditionierung in Kapitel 3).1.3 GebietszerlegungsverfahrenEine �ublihe Vorkonditionierung f�ur Finite{Elemente{Methoden sind Gebietszerle-gungsverfahren. Man zerlegt 
 in �uberlappende oder niht�uberlappende (d.h. sih shnei-dende oder disjunkte) Teilgebiete 
i, i = 1; : : : ; m und betrahtet auf jedem dieserTeilgebiete die kleinere und entsprehend einfaher zu l�osende Einshr�ankung des Aus-gangsproblems. Damit dieser L�osungsbegri� auf dem gesamten Gebiet 
 seine G�ultig-keit beh�alt, verkn�upft man die so entstehenden Teilprobleme durh Koppelungsbedin-gungen an den R�andern der Teilgebiete miteinander.Hierbei liegt es nahe, die Zerlegung zur Parallelisierung des Problems zu nutzen, wobeidie durh die Koppelungsbedingungen entstehende Abh�angigkeit zwishen den Teilpro-blemen umgangen werden mu�.Ein weiterer Vorteil der Gebietszerlegung ist die M�oglihkeit, die Teilgebiete so zuw�ahlen, da� die Teilprobleme bestimmte Eigenshaften besitzen, die dann angepa�t



1.3 Gebietszerlegungsverfahren 11behandelt werden k�onnen. So kann man z.B. bei einem Str�omungsproblem Zonen la-minarer Str�omung und Wirbel durh vershiedene Teilgebiete abdeken. Teilproblememit untershiedlihen physikalishen Eigenshaften, wie z.B. untershiedliher Visko-sit�at des Fluids, sind denkbar. Eine andere M�oglihkeit ist, Grenzshihten vom einfa-her zu l�osenden inneren Teil von 
 zu trennen und jeweils geeignete L�osungsverfahrenzu verwenden (heterogene Methode, siehe dazu [43℄).Es soll nun eine niht�uberlappende Gebietszerlegungsmethode zur L�osung desKonvektions{Di�usions{Reaktions{Problems formal dargestellt werden. Dazu wird ver-einfahend eine Zerlegung von 
 in vorerst nur zwei disjunkte und Lipshitz-stetigberandete Teilgebiete 
1 und 
2 betrahtet, die den gemeinsamen Rand (Interfae)� := �
1 \ �
2 im Inneren von 
 besitzen. Sei ni(x) der ausw�arts gerihtete Norma-leneinheitsvektor in x 2 �
i \ � f�ur i = 1; 2 und sei n := n1. Zur Vereinfahung soll �st�ukweise stetig di�erenzierbar sein. Nun wird (1.1) auf diesen Teilgebieten �aquivalentreformuliert:Suhe ui 2 
i, i = 1; 2, so da�Lui = f auf 
i;ui = 0 auf �
i \ �
;u1 = u2 auf �; (1.8)�u1�n = �u2�n auf �: (1.9)Die Dirihlet{Bedingung (1.8) und die Neumann{Bedingung (1.9) beshreiben dieTransmissionsbedingungen zur Koppelung von u1 und u2 auf �, man nennt dies da-her die Dirihlet{Neumann{Formulierung des Problems.Gleihbedeutend zu (1.8), (1.9) sind die Robin{Dirihlet{Formulierung"�u1�n � (b; n)u1 = "�u2�n � (b; n)u2 auf �;u1 = u2 auf �und, falls �0 h�ohstens aus einer endlihen Anzahl von Punkten besteht, die Robin{Neumann{Formulierung"�u1�n � (b; n)u1 = "�u2�n � (b; n)u2 auf �;�u1�n = �u2�n auf �:Einen Beweis der �Aquivalenz dieser Formulierungen zu (1.1) �ndet man in [21℄. WelhenAnsatz man w�ahlt, h�angt von den Problemdaten ab (siehe [21℄).Um die Teilprobleme unabh�angig voneinander l�osen zu k�onnen, formuliert man einGebietsiterationsverfahren, das zwei Sequenzen fuk1g und fuk2g erzeugt, die gegen u1bzw. u2 konvergieren. Seien �0;�00 � � Interfaeabshnitte und �0, �00, 	0 und 	00problemabh�angige Di�erentialoperatoren. Damit de�niert man:



12 Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{GleihungenAlgorithmus 1 GebietsiterationsverfahrenW�ahle beliebige u01, u02 mit u0i j�
1\�
2 = 0.F�ur k = 0; 1; : : : :L�ose:8>>>>>><>>>>>>: Luk+ 121 = f auf 
1uk+ 121 = 0 auf �
1 \ �
�0(uk+ 121 ) = �0(uk2) auf �0�00(uk+ 121 ) = �00(uk2) auf �00Setze:uk+11 := uk1 + #0k+1(uk+ 121 � uk1) auf 
1L�ose:8>>>>>><>>>>>>: Luk+ 122 = f auf 
2uk+ 122 = 0 auf �
2 \ �
	0(uk+ 122 ) = 	0(uk+11 ) auf �0	00(uk+ 122 ) = 	00(uk+11 ) auf �00Setze:uk+12 := uk2 + #00k+1(uk+ 122 � uk2) auf 
2EndeDie Parameter #0 und #00 dienen der Relaxation.Eine parallelisierbare Version dieses Verfahrens erh�alt man unter Einbu�e an Konver-genzgeshwindigkeit, wenn man das zweite Teilproblem folgenderma�en modi�ziert:L�ose:8>>>>>><>>>>>>: Luk+ 122 = f auf 
2uk+ 122 = 0 auf �
2 \ �
	0(uk+ 122 ) = 	0(uk1) auf �0	00(uk+ 122 ) = 	00(uk1) auf �00Mit �0 := �00 := � und �00 := 	00 := 0 erh�alt man aus vershiedenen Formulierungendes Problems unter anderen folgende Methoden (siehe dazu [42℄):� die Dirihlet{Neumann{Methode durh�0(umi ) := umi ;	0(umi ) := �umi�n ;#0m := #;#00m := 1;



1.3 Gebietszerlegungsverfahren 13mit # > 0. Dadurh entsteht im ersten Teil eine Dirihlet{, im zweiten eineNeumann{Forderung.� die Robin{Methode durh�0(umi ) := 	0(umi ) := �umi�n + pumi ;#0m := #00m := 1;mit beliebigem p 2 R. Dies f�uhrt zu Robin{Randbedingungen auf �.� die Lebedev{Agoshkov{Methode durh�0(umi ) := qm�umi�n + umi ;	0(umi ) := �umi�n + pmumi :pm, qm, #0m und #00m sind frei w�ahlbar. Aus dieser Methode entstehen die beidenvorigen und viele weitere aus der Literatur als Spezialf�alle.Nun l�a�t sih �, wie oben �
, in die Teilmengen�+ := fx 2 � : (b(x); n(x)) > 0g;�0 := fx 2 � : (b(x); n(x)) = 0g;�� := fx 2 � : (b(x); n(x)) < 0gzerlegen. �+ ist also der Ausstr�omrand, �� der Einstr�omrand von 
1, umgekehrt f�ur
2.Um k�unstlihe Grenzshihten durh die Zerlegung zu vermeiden, formuliert man adap-tive Versionen der Gebietsiterationsmethoden. Mit �0 := �+, �00 := �� und beliebigen#0m, #00m erh�alt man zum Beispiel (siehe dazu [21℄):� die adaptive Dirihlet{Neumann{Methode durh�00(umi ) := 	0(umi ) := umi ;�0(umi ) := 	00(umi ) := �umi�n :Man stellt also am jeweiligen Ausstr�omrand eine Neumann{, am Einstr�omrandeine Dirihlet{Bedingung, wie bereits im vorigen Abshnitt f�ur den nihtzerlegtenFall empfohlen wurde.� die adaptive Robin{Neumann{Methode durh�00(umi ) := 	0(umi ) := "�umi�n � (b; n)umi ;�0(umi ) := 	00(umi ) := �umi�n :



14 Singul�ar gest�orte Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihungen� die adaptive Robin{Methode nah Nataf/Rogier ([34℄) durh�0(umi ) := 	0(umi ) := "�umi�n + 12 �q(b; n)2 + 4"� (b; n)� umi ;�00(umi ) := 	00(umi ) := 0;#0m := #00m := 1:Alle vorgestellten Verfahren sind bei entsprehender Anpassung von �0, �00, 	0 und 	00auh zur L�osung anderer Randwertprobleme anwendbar.Betrahtet man nun statt einer Zerlegung von 
 in zwei Gebiete eine beliebige Zer-legung (unter gleihen Anforderungen an die Interfaekanten), so �ubertr�agt sih dasGebietsiterationsverfahren in unmittelbarer Weise. Beim L�osen der Teilprobleme wer-den nun alle Transmissionsbedingungen auf Interfaes zu benahbarten Teilgebietengleihzeitig ber�uksihtigt. Auf welhe Weise dabei die Teilprobleme gel�ost werden, istvom Gebietsiterationsalgorithmus unabh�angig.Jetzt stellt sih die Frage nah der eÆzienten L�osung der aus den Teilproblemen ent-stehenden gro�en und shwahbesetzten Gleihungssysteme.



Kapitel 2L�osungsverfahren f�ur gro�e undshwahbesetzte lineareGleihungssysteme
2.1 VoraussetzungenProblem 2.1Gesuht sei f�ur n 2 N die L�osung x 2 Rn des GleihungssystemsAx = b (2.1)mit A = (ai;j)1�i;j�n 2 Rn�n , b 2 Rn . SeiN := jfai;j 6= 0 ; 1 � i; j � ngjdie Anzahl der nihtnullwertigen Eintr�age von A.Das System habe folgende Eigenshaften:detA 6= 0; (2.2)N = O(n) (2.3)Die Matrix bzw. das Problem ist also nihtsingul�ar (und somit eindeutig l�osbar),shwahbesetzt (und damit auh "gro�\, i.d.R. n � 103) und im allgemeinen niht-symmetrish. Alle Aussagen in diesem Kapitel werden aber auh f�ur symmetrisheMatrizen zutre�en; insbesondere werden einige speziell f�ur diese formuliert.Ferner sei vorausgesetzt, da� das Problem sequentiell (also konventionell) zu l�osen ist.Parallele Verfahren m�ussen ganz anderen Anforderungen gen�ugen; sie verwenden zwarauh die Ideen der hier vorgestellten Verfahren, realisieren diese aber in der Regel aufgrundvershiedene (dann auh sehr von der Rehenumgebung abh�angige) Weise. Dem



16 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssystemean parallelen Ans�atzen interessierten Leser seien [35℄ und [44℄ als einf�uhrende Literaturempfohlen.Eine weitere tehnishe Einshr�ankung ist die limitierte Speiherkapazit�at. In jedemFall ben�otigt man N + 2n Speiherpl�atze zur Aufnahme der Problemgr�o�en A, x undb. Der Speiheraufwand eines Verfahrens soll dann auh auf die entsprehende Gr�o�en-ordnung O(n) begrenzt bleiben, wobei nat�urlih in diesem groben Rahmen eine weitereDi�erenzierung beim Vergleih der Verfahren n�otig ist.Nun sollen systematish Verfahren zur L�osung von (2.1) unter den beshriebenen Vor-aussetzungen vorgestellt werden, ausgehend von der Unterteilung in direkte und itera-tive Verfahren.De�nition 2.2Ein direktes Verfahren bestimmt, bis auf Rundungsfehler, die exakte L�osung x von(2.1) durh eine endlihe und geshlossene Rehnung.Direkte Verfahren sind Variationen des Gau�shen Eliminationsverfahrens. Da die-ses durh Erzeugen neuer nihtnullwertiger Matrixeintr�age einen Speiheraufwand vonO (n2) erreihen kann, ist es im allgemeinen Fall bei heutiger Tehnologie gew�ohn-lih bereits f�ur Probleme der Gr�o�e O (104) (was bei der Diskretisierung partiellerDi�erentialgleihungen ein kleiner Wert ist) unbrauhbar. Erst auf speziell struktu-rierten Matrizen (Bandmatrizen u.�a.) l�a�t sih die Anzahl zus�atzlih erzeugter Ein-tr�age reduzieren. Die so formulierten direkten Verfahren k�onnen dann allerdings ex-trem leistungsf�ahig sein. Um durh Diskretisierungen solhe Matrizen zu erhalten, sindregelm�a�ige Vernetzungen erforderlih. Die erw�unshte Matrixstruktur entsteht danndurh entsprehende Numerierung der Knotenpunkte oder durh Umsortieren der Ma-trix. Ausf�uhrlihe Darstellungen von M�oglihkeiten zur Realisierung direkter Verfahrenauf shwahbesetzten Matrizen �ndet man in [9℄, [10℄ und [36℄.De�nition 2.3Ein iteratives Verfahren liefert, ausgehend von einer gegebenen N�aherungsl�osung x0,sukzessive N�aherungsl�osungen xk, k = 1; 2; : : : , f�ur (2.1).Ob dabei die exakte L�osung x als N�aherungsl�osung gefunden wird, ist niht notwendi-gerweise gesihert. Einige Verfahren garantieren, exakte Arithmetik vorausgesetzt, da�ein ~k � n mit x~k = x existiert. Insofern kann man diese auh als direkte Verfahrenbezeihnen. Anders als bei direkten Verfahren werden bei erfolgreihem Verlauf deriterativen durh ihre N�aherungsl�osungen xk bereits f�ur k < n und auh f�ur k � n"sinnvolle\ Werte f�ur x dargestellt. Diese reihen in der Regel aus, zumal die exakteL�osung des Problems in der Praxis wegen Rundungsfehlern ohnehin niht bestimmtwerden kann. Der neue L�osungsbegri� wird durh folgende De�nition beshrieben:



2.1 Voraussetzungen 17De�nition 2.4Seien eine Norm k � k auf Rn und Æ > 0 gegeben. F�ur ~x 2 Rn hei�tkx� ~xk der (ehte) Fehlerkx� ~xkkxk mit x 6= 0 der relative Fehlervon ~x bez�uglih x. ~x hei�t hinreihend gute N�aherung von x, wennkx� ~xk < Æ: (2.4)Da x niht bekannt ist, betrahtet man das Residuum ~r := b� A~x von ~x, womit manwegen kx� ~xk = kA�1(b� A~x)k = kA�1~rk � kA�1kk~rkaus einer Shranke ~Æ mit k~rk � ~Æeine Absh�atzung der Form (2.4) erh�alt. Kennt man kA�1k, so ergibt sih die Wahl~Æ := Æ=kA�1k. Anderenfalls betrahtet man:Satz 2.5(St�orungslemma): Seien �A 2 Rn�n und �b 2 Rn so gew�ahlt, da� ~x das System(A+ "�A) ~x = b + "�bl�ost. Sei ond(A) := kAk kA�1k die Kondition von A bez�uglih k � k. Dann giltkx� ~xkkxk � " ond(A) k�bkkbk + k�AkkAk !+ o("): (2.5)Beweis: [23℄Diese Aussage unterstellt, da� im Fall einer shlehtkonditionierten Matrix A kleineFehler im System gro�e Fehler in der L�osung verursahen k�onnen. Andersherum kannman aus einer Absh�atzung der rehten Seite von (2.5) eine des relativen Fehlers er-halten. In [1℄ und [6℄ werden Absh�atzungen f�ur k~rk vorgestellt, die Absh�atzungenvon k�bk=kbk und k�Ak=kAk erreihen. Daraus lassen sih dann Abbruhkriterien f�uriterative Verfahren formulieren.So f�uhrt zum Beispiel bei Kenntnis von kAk oder einerAbsh�atzung davon die Forderungk~rk � (kAk � k~xk+ kbk)



18 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssystemezu k�bk=kbk �  und k�Ak=kAk � und die oft verwendete Vereinfahungk~rk � kbkzu k�bk=kbk �  und k�Ak = 0:Die Startl�osung x0 wird zuf�allig gew�ahlt (z.B. x0 := 0) oder aus voran-gegangenen N�aherungsrehnungen �ubernommen. Hier kn�upfen Mehrgitterverfahren(Multigrid-/Multilevel-/Multiskalenverfahren) an, die aus einer Vereinfahung des Aus-gangsproblems unter somit geringerem Aufwand (rekursiv) eine bereits relativ guteStartl�osung berehnen. Diese Verfahren sind sehr leistungsf�ahig, k�onnen jedoh imRahmen dieser Arbeit niht ber�uksihtigt werden. Zu diesem Thema siehe z.B. [7℄oder [25℄.Die iterativen Verfahren zerfallen nun wieder in zwei Klassen: die station�aren und dieinstation�aren Verfahren, wobei die letzteren durh die Klasse der Petrov{Galerkin{Krylov{Verfahren repr�asentiert werden.2.2 Station�are VerfahrenIn diesem Abshnitt wird der Iterationsindex hohgeshrieben, um ihn von den Kom-ponentenindies der Vektoren zu untersheiden, also xk statt xk.Ferner soll die Struktur der Matrix auf folgende Weise genauer beshrieben werden:De�nition 2.6Seien l; m 2 N, so da� lm = n. A 2 �Rl�l�m�m (d.h. A = (Ai;j)1�i;j;�m mit Ai;j 2Rl�l) hei�t Blokmatrix, b 2 �Rl�m (d.h. b = (bi)1�i�m mit bi 2 Rl) Blokvektor.Entsprehend hei�t Ai;j Matrixblok, bi Vektorblok.In nat�urliher Weise gilt nah wie vor A 2 Rn�n , b 2 Rn . Insbesondere ist bei der Be-rehnung des Matrix{Vektor{Produktes gleih, ob man es herk�ommlih ausrehnet oderim Bloksinn die einzelnen Matrixblok{Vektorblok{Produkte auswertet und addiert.Nur an wenigen Stellen wird deshalb die besondere Ber�uksihtigung von Matrizen alsBlokmatrizen n�otig werden. F�ur l = 1 erh�alt man gew�ohnlihe Matrizen und Vektorenals Spezialf�alle. Jede Matrix ist also auh eine Blokmatrix.Es soll an A die zus�atzlihe BedingungdetAi;i 6= 0 f�ur 1 � i � m (2.6)



2.2 Station�are Verfahren 19gestellt werden. Die Diagonalbl�oke von A sollen also invertierbar bzw. f�ur l = 1die Diagonaleintr�age niht nullwertig sein. Dies ist durh (2.2) zwar noh nihtgew�ahrleistet, kann aber, wie man induktiv nahweist, ohne weitere Einshr�ankung derbisher gestellten Bedingungen und ohne �Anderung der L�osung x durh Umsortierender Blokzeilen (Zeilen mit Bl�oken als Eintr�agen) in (2.1) erreiht werden.De�nition 2.7Ein iteratives Verfahren zur L�osung des Gleihungssystems Ax = b mit A 2 Rn�n ,b 2 Rn hei�t station�ar, falls es eine konstante Zerlegung A = M �N mit einer niht-singul�aren Matrix M gibt, so da� die Iterationsvorshrift in der FormMxk+1 := Nxk + b f�ur k = 1; 2; : : :bei einer gegebenen Startl�osung x(0) dargestellt werden kann. Mit der IterationsmatrixB :=M�1N und  :=M�1b shreibt manxk+1 := Bxk +  f�ur k = 1; 2; : : :Insbesondere wird xk auf dem gesamten Rn bestimmt, im Gegensatz zu den im n�ahstenAbshnitt vorgestellten Petrov{Galerkin{Verfahren, die sih auf einen aÆnen Unter-raum beshr�anken.Satz 2.8Die durh ein station�ares Verfahren produzierten Iterierten xk konvergieren f�ur belie-biges x(0) gegen die exakte L�osung x genau dann, wenn�(B) < 1; (2.7)wobei �(B) := max�2�(B) j�j der Spektralradius von B ist.Beweis: [47℄Satz 2.9Das asymptotishe Konvergenzverhalten der durh ein station�ares Verfahren bestimm-ten N�aherungsl�osungen wird beshrieben durhmaxx02Rn limk!1 kxk � xkkx0 � xk! 1k = �(B); (2.8)wobei k � k eine beliebige nat�urlihe Norm auf Rn ist.



20 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeBeweis: [47℄Falls ein station�ares Verfahren konvergiert, konvergiert es bez�uglih des Fehlers alsolinear.DieRihardson{Iteration ist eine Verallgemeinerung der Idee der station�aren Verfahren,aus der sih f�ur symmetrishe und positiv de�nite Matrizen weitere Verfahren ableitenlassen. Diese weisen jedoh shw�ahere Konvergenzeigenshaften als das im weiterenvorgestellte CG{Verfahren auf und sollen deshalb hier niht behandelt werden. EineDarstellung dieser Methoden �ndet man in [43℄.Speziell f�ur Matrizen, die aus Finite{Di�erenzen{Diskretisierungen elliptisher oder pa-rabolisher Di�erentialgleihungen entstehen, wurde 1955 von Peaeman und Rahfordin [40℄ das Alternating{Diretion{Impliit{Verfahren (ADI) vorgestellt.Auf gr�o�ere Klassen von Matrizen sind dagegen die klassishen Verfahren anwendbar,deren Idee es ist, in jedem Iterationsshritt einen Blok des Residuums zu eliminieren.Um die diese Verfahren bestimmenden Zerlegungen A =M �N zu beshreiben, seienf�ur A = (Ai;j)1�i;j�m durhU := (Ai;j)1�j<i�m D := (Ai;i)1�i�m O := (Ai;j)1�i<j�mdie strikt untere Blokdreieksmatrix, die Blokdiagonalmatrix und die strikt obereBlokdreieksmatrix von A de�niert, so da� also A = U +D +O.Auf das Jaobi{Verfahren (M := D, N := �U � O) und das Gau�{Seidel{Verfahren(M := U +D, N := �O) soll hier wegen gew�ohnlih shlehterer Konvergenz (Jaobi)bzw. als Spezialfall des SOR-Verfahrens (Gau�{Seidel) niht gesondert eingegangenwerden.2.2.1 SORSOR steht f�ur Suessive OverRelaxation. Zum einen bedeutet dies, da� man in je-dem Iterationsshritt sukzessive die Komponenten des Residuums eliminiert, wobeidie vorher im selben Shritt berehneten Eintr�age mitber�uksihtigt werden (wie beimGau�{Seidel{Verfahren). Zum anderen wird bei jedem Update die neu berehnete Kom-ponente noh um einen Faktor ! 2 R �uberrelaxiert (extrapoliert).Das Verfahren ist beshrieben durhM(!) := U + 1!DN(!) := 1� !! D �Ooder instruktiver durh



2.2 Station�are Verfahren 21Algorithmus 2 SORF�ur k = 1; 2; : : : :F�ur i = 1; : : : ; m:~xki := A�1i;i �bi �Pi�1j=1Ai;jxkj �Pmj=i+1Ai;jxk�1j �xki := !~xki + (1� !)xk�1iEndeEndeDie Bezeihnung "�Uberrelaxation\ ist eigentlih nur f�ur ! > 1 rihtig, doh sprihtman f�ur alle ! von "SOR\. F�ur ! = 1 erh�alt man wieder das Gau�{Seidel{Verfahren.Satz 2.10F�ur die Iterationsmatrix des SOR ist�(B(!)) � j! � 1j:Nah (2.7) ist also durh ! 2 (0; 2):eine notwendige Bedingung daf�ur gegeben, da� das SOR-Verfahren konvergiert.Beweis: [29℄F�ur symmetrishe positiv de�nite Matrizen ist die Bedingung auh hinreihend ([43℄).Die Wahl des Relaxationsfaktors ! ist entsheidend f�ur das Konvergenzverhalten desSOR. Eine einfahe Methode zur direkten Berehnung des optimalen Wertes !opt istniht bekannt. In [47℄ �ndet man f�ur Matrizen bestimmter Struktur eine explizite Dar-stellung von !opt, deren Wert sih aus den Iterierten des Verfahrens approximieren l�a�t.So entsteht eine sih selbst optimierende Version des SOR.Es kann vorteilhaft sein, ! als Element des Rm oder Rn zu betrahten und jedenBlok oder Blokeintrag von ~xk mit individuellem Faktor zu relaxieren. Dies ist zumBeispiel der Fall, wenn die Matrix der Diskretisierung einer vektorwertigen partiellenDi�erentialgleihung entspringt, und die einzelnen Komponenten des L�osungsvektorsuntershiedlihe analytishe Eigenshaften besitzen.SOR f�uhrt in jeder Iteration einen Informationstransport durh, da die bereits be-rehneten Komponenten der n�ahsten N�aherungsl�osung zur Berehnung der folgendenKomponente verwendet werden. Am Beispiel einer oberen und einer unteren Blok-dreieksmatrix erkennt man, da� dabei die Menge der transportierten Information unddaher auh die Konvergenzrate sehr von der Struktur der Matrix abh�angt und umsobesser wird, je mehr Bl�oke unterhalb der Diagonalen liegen. Um diesen Zusammenhangauszunutzen, kann man die Bearbeitungsreihenfolge der Zeilen �andern. Man ersetzt



22 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssystemedaf�ur i in Algorithmus 2 durh �(i), wobei � : N 7! N eine Permutation beshreibt.Diese ist also optimal, wenn8 1 � i; j � n : Ai;j 6= 0 ) �(i) � �(j):Bei der Anwendung von Algorithmus 2 auf ehte Blokmatrizen (l > 1) erhebt sih dieFrage nah der Berehnung des Produktes mit A�1i;i . Oft besitzen die Bl�oke spezielleStruktur, so da� man, wie bei den direkten Verfahren, angepa�te Methoden einset-zen kann. Im allgemeinen Fall (beliebig besetzter Blok) ist die Inversion des Blokesseiner LR{Zerlegung vorzuziehen, die man hier, verbunden mit jeweiligem Vorw�arts{/R�ukw�arts{Einsetzen, ebenfalls verwenden k�onnte. Die zugunsten der numerishenStabilit�at notwendige Pivotisierung kann in den Inversen unter geringerem Speiher{und Rehenaufwand realisiert werden. Deren h�oherer Konstruktionsaufwand ist ver-nahl�assigbar, da dieser nur einmal, bei Start des Verfahrens, entsteht. Im weiterenVerlauf wird er durh die dann bei gleihem theoretishem Aufwand eÆzienter imple-mentierbaren Berehnungen ausgeglihen.
2.2.2 SSOREine Iteration des SSOR (Symmetri SOR) kombiniert einen SOR{Vorw�artsshrittmit einem nahfolgenden SOR{R�ukw�artsshritt. Der Name steht niht nur f�ur dieVorgehensweise, sondern auh daf�ur, da� f�ur symmetrishes A die IterationsmatrixBSSOR := BSORrBSORv(BSORr und BSORv sind die Iterationsmatrizen von "SOR r�ukw�arts/vorw�arts\) eben-falls symmetrish ist. Damit ist BSSOR als Vorkonditionierung f�ur symmetrishe Pro-bleme geeignet (dazu in Kapitel 3).Alle �Uberlegungen zu SOR �ubertragen sih direkt auf SSOR, wenngleih die Frageder optimalen Abarbeitungsreihenfolge f�ur die Zeilen niht so einfah gekl�art werdenkann. Bei Bearbeitung in nat�urliher Reihenfolge (� = id) l�a�t sih jedoh der Auf-wand des SSOR unter Verwendung eines Hilfsvektors fast auf die H�alfte reduzieren.Betrahtet man n�amlih Algorithmus 2 und nennt die nah dem Vorw�artsshritt er-reihte N�aherungsl�osung xk� 12 , so erkennt man, da� bei der Hintereinanderausf�uhrungjeweils Uxk� 12 = fPi�1j=1Ai;jxk� 12j g1�i�m berehnet wird. Merkt man sih diesen Vektorbei der ersten Berehnung, so spart man im R�ukw�artsshritt fast die H�alfte des Auf-wands ein. Gleihes l�a�t sih f�ur xk vom R�ukw�arts{ zum Vorw�artsshritt durhf�uhren,wobei man denselben Vektor benutzen kann. Man erh�alt so



2.3 Petrov{Galerkin{Krylov{Verfahren 23Algorithmus 3 SSORF�ur i = 1; : : : ; m:yi := Pmj=i+1Ai;jx0jEndeF�ur k = 1; 2; : : : :F�ur i = 1; : : : ; m:~yi := Pi�1j=1Ai;jxk� 12j~xk� 12i := A�1i;i (bi � yi � ~yi)xk� 12i := !~xk� 12i + (1� !)xk�1iEndeF�ur i = m; : : : ; 1:yi := Pmj=i+1Ai;jxk� 12j~xki := A�1i;i (bi � yi � ~yi)xki := !~xki + (1� !)xk�1iEndeEnde2.3 Petrov{Galerkin{Krylov{VerfahrenStatt die n�ahste N�aherungsl�osung gem�a� einer invarianten Iterationsvorshrift aufdem gesamten Rn zu bestimmen, wie es die station�aren Verfahren tun, suhen die indiesem Abshnitt vorgestellten Verfahren f�ur k = 1; 2; : : : auf einem k{dimensionalenaÆnen Unterraum eine in gewisser Hinsiht optimale N�aherungsl�osung xk. Sp�atestensf�ur k = n ist man dann am Ziel, weil die exakte L�osung in jedem Fall diese Optima-lit�atsforderung erf�ullt. Durh die Optimierung m�ohte man jedoh shon f�ur k � neine hinreihend gute N�aherung xk von x erreihen. Da man x niht kennt, wird dieOptimalit�atsforderung an das Residuum gestellt. Diese Forderung l�a�t sih in dem k{dimensionalen Unterraum auh als Orthogonalit�atsbedingung bez�uglih k Vektoren desRn bzw. bez�uglih eines weiteren k{dimensionalen Unterraumes formulieren.De�nition 2.11Seien f�ur 1 � k � n durh v1; : : : ; vk und w1; : : : ; wk jeweils linear unabh�angige Syste-me gegeben, so da� mitVk := (v1; : : : ; vk) ; Wk := (w1; : : : ; wk) 2 Rn�kKk := span (v1; : : : ; vk) ; Lk := span (w1; : : : ; wk)gilt: det �W Tk AVk� 6= 0: (2.9)



24 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeDas durh Kk und Lk bestimmte Projektionsverfahren oder Petrov{Galerkin{Verfahrenhat dann die Form:Finde f�ur 1 � k � n ein xk 2 x0 +Kk, so da�rk ? Lk (Petrov{Galerkin{Bedingung);bzw. anders formuliert:Finde f�ur 1 � k � n ein zk 2 Kk, so da�r0 � Azk ? Lk; (2.10)und setze xk := x0 + zk:Die Orthogonalit�atsbeziehung "?\ ist dabei �uber das euklidishe Skalarprodukt de�-niert. Wegen r0 � Azk = b� Ax0 � Azk = b� Axk = rksind beide Formulierungen �aquivalent.Solh ein Verfahren bestimmt also eine neue N�aherungsl�osung in dem k{dimensionalenaÆnen Unterraum x0 + Kk, indem die Orthogonalit�at des zugeh�origen Residuumsbez�uglih dem k{dimensionalen Unterraum Lk verlangt wird. Die zweite, etwasumst�andliher ersheinende Formulierung hat den Vorteil, da� man so zk einfaherin einem ehten statt einem aÆnen Unterraum suhen kann.Entsprehend bezeihnet man die Basisvektoren v1; : : : ; vk von Kk als Suhrihtungen.Durh die Wahl Lk := Kk erh�alt man orthogonale Projektionsverfahren (da dannrk ? Kk, was man die Galerkin{Bedingung nennt), f�ur Lk 6= Kk entstehen shiefeoder nihtorthogonale Projektionsverfahren.Auh die station�aren Verfahren sind Projektionsverfahren. So ist eine Gau�{Seidel{Iteration eine Sequenz von n orthogonalen Projektionsshritten bez�uglih der invari-anten eindimensionalen Unterr�aume Li = Ki = spanfeig, i = 1; : : : ; n. Die in diesemAbshnitt vorgestellten Projektionsverfahren verwenden jedoh Unterr�aume, die vonden Iterierten abh�angen, und sind somit instation�ar, also niht darstellbar gem�a� De�-nition 2.7. Da sie, wie sih zeigen wird, die KoeÆzientenmatrix nur in Matrix{Vektor{Produkten mit A bzw. AT ansprehen, sind sie einfaher und von der Speiherungsweisevon A unabh�angig implementierbar.Unter den geforderten Voraussetzungen ist ein Projektionsverfahren wohlde�niert, dayk := �W Tk AVk��1W Tk r0



2.3 Petrov{Galerkin{Krylov{Verfahren 25wegen (2.9) eindeutig bestimmt und so (2.10) wegenW Tk (r0 � AVkyk) = W Tk r0 � �W Tk AVk� yk= 0, r0 � AVkyk ? Lkmit zk := Vkyk 2 Kk eindeutig l�osbar ist.Nah sp�atestens n Shritten wird dann die exakte L�osung gefunden, da f�ur k = nrn ? Ln = Rn , rn = 0 , xn = x:Wihtig ist nun die Tatsahe, da� (2.9) in bestimmten F�allen immer gew�ahrleistet ist:Satz 2.12F�ur beliebige Basen (v1; : : : ; vk) von Kk und (w1; : : : ; wk) von Lk gilt (2.9), fallsA positiv de�nit ist und Lk = Kkoder A nihtsingul�ar ist und Lk = AKkBeweis: [47℄Nun zur Wahl von Kk:De�nition 2.13F�ur v 2 Rn ; B 2 Rn�n ; k 2 N hei�tKk(v; B) := spanfv; Bv; B2v; : : : ; B(k�1)vgder k{te Krylov{Unterraum zu v und B.De�nition 2.14Ein Krylov{Unterraum{Verfahren ist ein Petrov{Galerkin{Verfahren, das Kk :=Kk (r0; A) w�ahlt.Im Folgenden werden ausshlie�lih Krylov{Unterraum{Verfahren betrahtet. Ihre all-gemeine Formulierung ist der PGK{Algorithmus (Petrov{Galerkin{Krylov):



26 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeAlgorithmus 4 PGKr0 := b� Ax0v1 := w1 := r0=kr0k2Krylov{Unterraum{Konstruktion:F�ur k = 1; 2; : : : :Falls Kk+1(r0; A) = Kk(r0; A) �! Shleife beendenBestimme vk+1 2 Kk+1(r0; A) und wk+1 2 Lk+1(r0; A), so da�det �W Tk+1AVk+1� 6= 0Falls dies niht m�oglih ist �! StopEndeL�osung des Petrov{Galerkin{Problems:Vk := (v1; : : : ; vk)Wk := (w1; : : : ; wk)yk := (W Tk AVk)�1W Tk rk�1xk := xk�1 + Vkykrk := b� AxkDer Index k im L�osungsteil ist der Laufwert, f�ur den die Konstruktion der Basis derKrylov{Unterr�aume wegen Kk+1(r0; A) = Kk(r0; A) abgeshlossen worden ist.Die Aufteilung des Algorithmus in Basisbestimmung und L�osungsvorgang bleibt jedohin den L�osungsverfahren im allgemeinen niht erhalten. Viele verbinden Konstruktions{und L�osungsproze�. Entsprehend wird zur Bestimmung von vk+1 entweder Avk oderrk gem�a� (2.9) im allgemeinen Sinn orthogonalisiert. Die Bestimmung von wk+1 h�angtvon der De�nition von Lk+1 ab.Bei den Verfahren, die tats�ahlih das Petrov{Galerkin{Problem erst nah dervollst�andigen Entfaltung der Krylov{Unterr�aume l�osen, l�a�t sih in der Regel krkk2w�ahrend deren Konstruktion berehnen, so da� auh ohne Kenntnis von xk das Ab-bruhkriterium �uberpr�uft werden kann.Je nah Wahl von Lk entstehen nun mathematish vershiedene Verfahren, d.h. Verfah-ren, die untershiedlihe Folgen von N�aherungsl�osungen erzeugen. Man untersheidet(die Motivation zur jeweiligen Wahl von Lk wird erl�autert werden):� Galerkin{/orthogonal{residual{Verfahren (Lk := Kk)� least{squares{/minimal{residual{Verfahren (Lk := AKk)� Lanzos{Verfahren (Lk := Kk(r0; AT ))Jedes dieser Verfahren kann dann wiederum auf vershiedene Weisen realisiert werden.Gemeinsames Ziel aller Verfahren ist, die Krylov{Basen so zu w�ahlen, da� W Tk AVkeinfahe Gestalt besitzt und somit das Petrov{Galerkin{Problem leiht l�osbar ist.Galerkin{ und least{squares{Verfahren haben gemeinsam, da� sie w1; : : : ; wk+1



2.4 Arnoldi{Orthonormalisierung 27niht explizit speihern m�ussen, da diese Werte durh Av1; : : : ; Avk+1 gegebensind. Deren Krylov{Unterraum{Konstruktion l�a�t sih daher durh die Arnoldi{Orthonormalisierung realisieren, die im n�ahsten Abshnitt beshrieben wird. In denAbshnitten 2.5 und 2.6 folgen die daraus abgeleiteten Galerkin{ und least{squares{Verfahren. Danah wird die Lanzos{Biorthogonalisierung dargestellt, die entsprehendzur Arnoldi{Orthonormalisierung die Krylov{Basis f�ur die in 2.8 aufgef�uhrten Lanzos{Verfahren bestimmt. In Abshnitt 2.9 wird sih shlie�lih zeigen, wie im Fall sym-metrisher Matrizen nah beiden Ans�atzen dieselben Basen entstehen und mit demCG{Verfahren f�ur positiv de�nite symmetrishe Matrizen, dem gemeinsamen Kern al-ler vorgestellten Methoden, auh wieder nihtsymmetrishe Probleme gel�ost werdenk�onnen.2.4 Arnoldi{OrthonormalisierungDie Arnoldi{Orthonormalisierung (vorgestellt 1951 von Arnoldi in [2℄) ist eine modi-�zierte Gram{Shmidt{Orthonormalisierung, bei der die Ausgangsvektoren ~v2; : : : ; ~vkniht gegeben sind, sondern als die Bilder Avk�1 des jeweils vorher ermittelten Ba-sisvektors durh das Verfahren erzeugt werden. Die Modi�kation besteht darin, da�in diesem Algorithmus ~vk zugunsten numerisher Stabilit�at sukzessive zu v1; : : : ; vk�1orthogonalisiert wird.Algorithmus 5 Arnoldi{OrthonormalisierungSei ~v1 2 Rn gegeben.v1 := ~v1=k~v1k2F�ur k = 1; 2; : : : :~vk := AvkF�ur i = 1; : : : ; k :hi;k := (~vk; vi)~vk := ~vk � hi;kviEndehk+1;k := k~vkk2Wenn hk+1;k = 0 �! Stopvk+1 := ~vk=hk+1;kEndeSei ~k der Wert k, mit dem der Arnoldi{Algorithmus gestoppt hat. Induktiv beweistman:Satz 2.15Das Arnoldi{Orthonormalisierungsverfahren erzeugt f�ur 1 � k � ~k eine Orthonormal-



28 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssystemebasis fv1; : : : ; vkg von Kk (~v1; A), also(vi; vj) = Æi;j f�ur 1 � i; j � k:Man spriht daher von einem Verfahren der orthogonalen Rihtungen. Die entsheiden-de Eigenshaft dieses Verfahrens ist, da� es unbedingt stabil ist, also in jedem Fall dasgew�unshte Resultat liefert. Es gilt n�amlihSatz 2.16F�ur die durh die Arnoldi{Orthonormalisierung erzeugten Gr�o�en sind folgende Aus-sagen �aquivalent: hk+1;k = 0, K1 � K2 � : : : � Kk = Kk+1 = : : : = KnBeweis: [32℄Das Verfahren briht genau dann ab, wenn eine Orthonormalbasis des Krylov{Unterraumes Kn(~v1; A) gefunden wurde. Somit ist das Verfahren mathematish stabil.Mit der durh Algorithmus (5) produzierten oberen Hessenbergmatrix (der sogenann-ten Arnoldi{Matrix)(Hk)i;j := ( hi;j i � j + 10 i > j + 1 ) mit 1 � i; j � kl�a�t sih der k{te Shritt des Verfahrens shreiben alsAVk = VkHk + hk+1;kvk+1eTk ;oder mit ~Hk :=  Hkhk+1;keTk ! 2 R(k+1)�kals AVk = Vk+1 ~Hk: (2.11)Zu beahten ist, da� ~Hk vollen Rang hat, da die unteren k Zeilen von ~Hk eine obereDreieksmatrix bilden.Durh Multiplikation von links mit V Tk folgtHk = V Tk AVk: (2.12)Da zur Durhf�uhrung des k{ten Shrittes des Arnoldi{Verfahrens die gesamte Fol-ge fv1; : : : ; vk�1g ben�otigt wird, also gespeihert sein mu�, hat es so nur theoreti-shen Wert. Die L�osungsverfahren, die es benutzen, modi�ziert man durh folgendeVerk�urzungen, durh die sih allerdings die numerishen Eigenshaften der Verfahrenvershlehtern k�onnen:



2.5 Galerkin{Verfahren 29� Restart: Nah m Iterationen wird der Arnoldi{Proze� abgebrohen und dann mitx0 := xm das Verfahren neu gestartet. m beshreibt die maximale Dimension derKrylov{Unterr�aume.� Abshneidung (Trunation): Im Arnoldi{Verfahren wird ~vk nur zu den letztent � 0 Basisvektoren orthonormalisiert. Die Anzahl der oberen Nebendiagonalenvon Hk ist also auf t� 1 beshr�ankt.� Einshr�ankung: In der Petrov{Galerkin{Bedingung werden nur die letzten s > 0Basisvektoren ber�uksihtigt. Lediglih s�1 der oberen Nebendiagonalen von Hkgehen bei der L�osung ein.Sind Rundungsfehler ein sehr kritisher Punkt, emp�ehlt es sih, im Arnoldi{Algorithmus niht die Gram{Shmidt{Orthogonalisierung, sondern Householder{Transformationen zur Konstruktion von Hk zu verwenden. Dadurh erreiht man h�ohe-re numerishe Stabilit�at, allerdings unter etwa doppelt so hohem Rehenaufwand. Eineausf�uhrlihe Darstellung �ndet man in [47℄.2.5 Galerkin{VerfahrenGalerkin{Verfahren benutzen als Petrov{Galerkin{Bedingung die Galerkin{Bedingungrk ? Lk = Kk = K (r0; A) ;wodurh sih ihr Name wie auh die englishe Bezeihnung orthogonal residual methodserkl�art.Satz 2.17Sei A symmetrish und positiv de�nit, so da� durh k � kA � (A�; �) 12 und entsprehendk � kA�1 Normen auf Rn erkl�art sind. Dann ist xk genau dann eine durh ein Galerkin{Verfahren erzeugte N�aherungsl�osung, wennkrkkA�1 (= kb� AxkkA�1) = min~x2x0+Kk kb� A~xkA�1und dies wiederum ist genau dann der Fall, wennkx� xkkA = min~x2x0+Kk kx� ~xkABeweis: [48℄Im Fall nihtsymmetrisher Matrizen existieren keine Optimalit�atsaussagen f�urGalerkin{Verfahren, so da� sie m�ogliherweise unregelm�a�ig oder gar niht konver-gieren. Die Orthogonalit�atsbedingung (2.9) ist niht unbedingt erf�ullbar, so da� auhdie eindeutige L�osbarkeit der Petrov{Galerkin{Bedingung niht gew�ahrleistet ist.



30 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssysteme2.5.1 FOMDie Full Orthogonalization Method (FOM) ist die unmittelbare Anwendung desArnoldi{Verfahrens mit ~v1 := r0 als Galerkin{Methode. Wegen der Orthonormalit�atvon v1; : : : ; vk ist V Tk r0 = V Tk kr0k2v1 = kr0k2e1;und damit wegen Wk = Vk und (2.12)yk := �W Tk AVk��1W Tk r0 = �V Tk AVk��1 V Tk r0 = H�1k kr0k2e1:Diese Berehnung f�uhrt man durh Anwendung von Givens{Rotationen (siehe [23℄) aufdas System Hkyk = kr0k2e1aus, wodurh man ein durh R�ukw�artseinsetzen einfah zu l�osendes oberes Dreieks-system Rkyk = gkerh�alt, falls Hk nihtsingul�ar ist. Diese Umformungen k�onnen auh w�ahrend der Or-thonormalisierung durh fortlaufende Updates von gk und Rk durhgef�uhrt werden (in[47℄ wird dieses Vorgehen erl�autert). Dies ist m�oglih, da die Spalten h�;1; : : : ; h�;k�1von Hk bei der Orthonormalisierung von vk niht mehr auftreten.Algorithmus 6 FOMr0 := b� Ax0v1 := r0=kr0k2F�ur k = 1; 2; : : : :~vk := AvkF�ur i = 1; : : : ; k :hi;k := (vi; ~vk)~vk := ~vk � hi;kviEndehk+1;k := k~vkk2Falls hk+1;k = 0 �! Shleife beendenvk+1 := ~vk=hk+1;kFalls k > 1 �! Update von Rk und gk durh die bisherigen Givens{Rotationenund die zu hk+1;kEndeyk := R�1k gkxk := x0 + Vkyk



2.5 Galerkin{Verfahren 31Der erfolgreihe Ablauf des Algorithmus ist gew�ahrleistet, sofern (2.9) erf�ullt ist, bzw.Hk nihtsingul�ar ist.Folgende Varianten vermeiden die n�otige Abspeiherung aller v1; : : : ; vk:� FOM(m) f�uhrt einen Restart nah m Shritten durh, d.h. die �au�ere Shleifewird nun mit k = 1; : : : ; m durhlaufen, dann das Verfahren mit x0 := xm neugestartet.� IOM(t) (Inomplete Orthogonalization Method) entsteht durh Abshneidung.Die innere Shleife des FOM (die Orthonormalisierung) wird nur f�ur i =maxf1; k�t+1g; : : : ; k durhlaufen. Damit werden dort nur die letzten t Vektorenvi ben�otigt. Da jedoh zur Berehnung von xk nah wie vor v1; : : : ; vk bereitstehenm�ussen, ist dieses Verfahren nur theoretishe Grundlage der folgenden Methode.� DIOM(t) (Diret IOM) nutzt aus, da� die durh IOM(t) erzeugte MatrixHk nurt�1 obere Nebendiagonalen besitzt, also eine Bandmatrix ist. Die LR{Zerlegungdieser Matrix kann wegen ihrer Hessenberggestalt durh einfahe Updates nahjedem Durhlauf der inneren Shleife berehnet werden. Wegen der Bandform derMatrix sind daf�ur nur t Vektoren zu speihern. Mit diesen Updates kann auhdie jeweilige N�aherungsl�osung xj g�unstig innerhalb der �au�eren FOM{Shleifeberehnet werden, so da� der Shwahpunkt des IOM(t) behoben ist. In [47℄ wirddieses Verfahren im Detail beshrieben.Unter Verwendung eines zus�atzlihen Vektors kann dabei zugunsten der mathe-matishen und numerishen Stabilit�at bei der LR{Zerlegung eine Pivotisierungdurhgef�uhrt werden (siehe dazu [46℄).IOM(t) und DIOM(t) sind keine orthogonalen Projektionsmethoden mehr, der sie de-�nierende Raum Lk kann jedoh leiht angegeben werden. Die Darstellung �ndet manin [47℄, wie auh den Beweis des folgenden Satzes:Satz 2.18Die Residuennorm der k{ten durh FOM, FOM(m), IOM(t) oder DIOM(t) bestimmtenIterierten ist gegeben durh kb� Axkk2 = hk+1;kjeTk ykj:Dank dieser Aussage kann bei allen Verfahren shon in der �au�eren Shleife, ohneKenntnis der entsprehenden aktuellen N�aherung xj, eine Residuenkontrolle durh-gef�uhrt werden. Auh im DIOM(t) entsteht dadurh ein Vorteil, da die Berehnungdes Residuums zu xj vermieden wird.



32 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssysteme2.6 Least{squares{VerfahrenSatz 2.19xk ist genau dann eine durh ein least{squares{Verfahren erzeugte N�aherungsl�osung,wenn krkk2 (= kb� Axkk2) = min~x2x0+Kk kb� A~xk2Beweis: [48℄Die Residuennorm f�allt monoton mit wahsender Dimension der Krylov{Unterr�aume.Aus dieser Eigenshaft stammt der Name minimal{residual{Verfahren f�ur diese Me-thoden. Auh wird ihr L�osungsproze� anhand der Minimierungsforderung statt derPetrov{Galerkin{Bedingung konstruiert. Das f�uhrt auf ein least{squares{Problem, wasden Namen der least{squares{Verfahren erkl�art. Man kann die Minimierung auh alsMotivation f�ur die least{squares{Verfahren deuten und daraus wegen der �Aquivalenzin Satz 2.19 die Wahl Lk := AKk = K (Ar0; A) ableiten.2.6.1 GMRESGMRES (General Minimized RESidual, entwikelt in [49℄) ist das least{squares{Pendant zu FOM. Die Konstruktion der Krylov{Basis (w1; : : : ; wk sind alsAv1; : : : ; Avk gegeben) erfolgt durh das Arnoldi{Verfahren; die L�osung des Petrov{Galerkin{Problemes wird, wie oben erw�ahnt, aus der Minimierungsforderung abgelei-tet: krkk2 = kb� Axkk2= kb� Ax0 � Azkk2= kr0 � AVkykk2(2.11)= Vk+1 �kr0k2e1 � ~Hkyk�2= kr0k2e1 � ~Hkyk2 ;wobei sih die letzte Gleihung aus der Orthonormalit�at der Spalten von Vk+1 erkl�art.Die 2{Norm des Residuums wird also minimal f�ur xk := x0 + Vkyk mityk := arg miny2Rk kr0k2e1 � ~Hky2 :Dieses least{squares{Problem ist eindeutig l�osbar, da ~Hk vollen Spaltenrang hat. Weil~Hk Hessenbergmatrix ist, l�a�t sih diese L�osung leiht realisieren. Man bestimmt daf�ur,



2.6 Least{squares{Verfahren 33�ahnlih wie im FOM, durh Givens{Rotationen eine Zerlegung von ~Hk = Qk ~Rk in eineorthogonale Matrix Qk 2 R(k+1)�(k+1) und eine Matrix ~Rk 2 R(k+1)�k der Form~Rk =  Rk0 !mit einer oberen Dreieksmatrix Rk 2 Rk�k . Diese Zerlegung f�uhrt man wieder durhlaufende Updates der Dreieksmatrix Rk und die entsprehenden Umformungen aufkr0ke1 innerhalb der �au�eren Shleife durh. Das Problem transformiert man so wegender Orthogonalit�at von Qk in die durh R�ukw�artseinsetzen l�osbare Formminy2Rk kr0k2e1 � ~Hky2 = miny2Rk Qk(kr0k2e1 � ~Hky)2= miny2Rk Qkkr0k2e1| {z }=:~gk2Rk+1 � ~Rky2:Algorithmus 7 GMRESr0 := b� Ax0v1 := r0=kr0k2F�ur k = 1; 2; : : : :~vk := AvkF�ur i = 1; : : : ; k :hi;k := (vi; ~vk)~vk := ~vk � hi;kviEndehk+1;k := k~vkk2Falls hk+1;k = 0 �! Shleife beendenvk+1 := ~vk=hk+1;kUpdate von ~Rk und ~gk durh die bisherigen Givens{Rotationen und die zu hk+1;kEndeyk := R�1k gkxk := x0 + VkykH�ohere numerishe Stabilit�at l�a�t sih wieder erreihen, indemman die Gram{Shmidt{Orthonormalisierung des Arnoldi{Verfahrens durh Householdertransformationen er-setzt. Wird dies in Algorithmus 7 naiv durhgef�uhrt, fallen jedoh doppelt so vielezu speihernde Vektoren an. Denn neben v1; : : : ; vk werden weitere k Householder{Vektoren ben�otigt. Um dies zu umgehen, ist eine Umformulierung des Verfahrens n�otig,nah der xk aus den Householder{Vektoren ermittelt werden kann. Diese Methode istin [47℄ ausgef�uhrt.Wie bei den im letzten Abshnitt vorgestellten Verfahren ist die Kontrolle des Ab-bruhkriteriums niht an die Kenntnis der aktuellen N�aherungsl�osung gebunden:



34 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeSatz 2.20Die Residuennorm der k-ten Iterierten des GMRES{Verfahrens ist gegeben durhkrkk2 = jeTk+1~gkjBeweis: [49℄Man kann die Konvergenz also wieder shon in der �au�eren Shleife �uberpr�ufen undbrauht erst dann das least{square{Problem zu l�osen und xk zu berehnen, wenn dieResiduennorm klein genug ist.Aus der Eigenshaft des Arnoldi{Algorithmus, genau dann zu terminieren, wenn eindie exakte L�osung enthaltender Raum aufgespannt wird, verbunden mit der Minimie-rungseigenshaft des GMRES, erh�alt man die folgende Stabilit�atsaussage:Satz 2.21Das GMRES{Verfahren endet genau dann, wenn die exakte L�osung x gefunden wurde,was wiederum nah h�ohstens n Shritten der Fall ist.Die Konvergenz des GMRES l�a�t sih theoretish absh�atzen durhSatz 2.22Sei A diagonalisierbar und X eine Matrix aus Eigenvektoren von A. Sei Pk die Mengeder Polynome vom H�ohstgrad k. Dann gilt:krkk2kr0k2 � "k ond2(X)mit "k := min 2Pk : (0)=1 max�2�(A) j (�)j! :Beweis: [49℄Allerdings ist dieser Satz in der Praxis selten anwendbar bzw. meist wegen ond2(X)�1 niht sehr aussagekr�aftig.GMRES und FOM untersheiden sih lediglih in der Ableitung von Rk und gk aus ~Hkbzw.Hk. Dies wiederum kommt erst bei der k{ten Givens{Rotation zur Elimination vonhk+1;k zum tragen, die allein vom GMRES durhgef�uhrt wird. Der Untershied liegt alsonur in den Komponenten (Rk)k;k und (gk)k. Daher besteht folgender Zusammenhangzwishen den Residuennormen der (niht explizit berehneten) Iterierten xk:Satz 2.23Seien rFOMk und rGMRESk die Residuen der (niht explizit bekannten) Iterierten xk desFOM bzw. GMRES. Sei k der Cosinusanteil der k{ten Givens{Rotation des GMRES



2.6 Least{squares{Verfahren 35zur Elimination von hk+1;k. Dann istkrFk k2 = 1k krGk k2:Beweis: [47℄Bez�uglih der praktishen Umsetzung gilt f�ur GMRES dasselbe wie f�ur FOM:� GMRES(m) beshr�ankt die Anzahl der ben�otigten Vektoren durh Restart nahm Shritten. Wegen der dadurh begrenzten Dimension der Krylov{Unterr�aumegilt jedoh Satz 2.21 niht mehr, die Konvergenz ist niht gesihert. Nur f�urpositiv de�nite Matrizen konvergiert das Verfahren nah [47℄ f�ur alle m � 1.Andernfalls kann es stagnieren (siehe dazu [27℄, [54℄). Je gr�o�er m gew�ahlt wird,umso stabiler ist GMRES(m), gleihzeitig wahsen aber Speiher{ und Rehen-aufwand stark an. Wo der Kompromi� zu setzen ist, h�angt sehr vom Problemab. Gew�ohnlih w�ahlt man 4 � m � 20, doh kann es auh n�otig sein, denvorhandenen Speiherplatz auszush�opfen, um Konvergenz zu erreihen.� QGMRES(t) (Quasi{GMRES) ist das �Aquivalent zu IOM(t). Durh Abshnei-den der inneren Shleife wird die Orthonormalisierung auf die letzten t Basisvek-toren reduziert.� DQGMRES(t) (Diret QGMRES) ist, entsprehend zu DIOM(t), die Um-formung des QGMRES(t) durh eine LR{Zerlegung, die auh den absolutenSpeiherbedarf des Verfahrens auf t Vektoren beshr�ankt. Die Herleitung ist �ahn-lih zu der des DIOM(t) und kann in [47℄ gefunden werden.Wegen der unvollst�andigen Orthogonalisierung f�uhren die beiden letzten Verfahrenkeine ehte Minimierung der Residuennorm durh. Absh�atzungen dieser Norm sind in[49℄ gegeben.2.6.2 GCR, ORTHOMIN, ORTHODIRW�ahrend GMRES das Arnoldi{Verfahren verwendet, um die Orthonormalit�at der Basisfv1; : : : ; vkg von Kk durhzusetzen, fordern eine Reihe von Verfahren stattdessen dieATA{Orthogonalisierung (Avi; Avj) = 0 f�ur i 6= j: (2.13)Der Vorteil dieses Ansatzes ist, da� man dann durh einfahe Updates der Artxk := xk�1 + (rk�1; Avk�1)(Avk�1; Avk�1)vk�1



36 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssystemedie N�aherungsl�osungen xk 2 Kk erh�alt, die die Residuennorm minimieren (siehe [47℄,auh f�ur eine Darstellung der Verfahren). Die jeweiligen Residuen lassen sih dabeidurh entsprehende Updates berehnen.Um die Basis gem�a� (2.13) zu bestimmen, ist jedoh gegen�uber GMRES doppelterSpeiheraufwand n�otig, da sowohl Av1; : : : ; Avk f�ur die Orthogonalisierung als auhv1; : : : ; vk f�ur die Berehnung von vk+1 ben�otigt werden. Ebenfalls erh�oht sih derRehenaufwand pro Iteration, bei mathematish gleihen N�aherungsl�osungen. Deshalbsollen diese Verfahren hier nur eingeordnet werden:� GCR (Generalized Conjugate Residual, vorgestellt in [11℄, ausgearbeitet in[12℄) bestimmt den n�ahsten Basisvektor vk+1, indem rk nah (2.13) ATA{orthogonalisiert wird. Dieses Verfahren ist aus Speiherplatzgr�unden wieder soniht durhf�uhrbar.� GCR(m) ist die Restart{Variante des GCR.� ORTHOMIN(t) (ORTHOgonal MINimum, entwikelt in [55℄) entsteht durhTrunation des GCR. Anders als bei IOM(t) und QGMRES(t) wird hierdurh ei-ne ehte Reduzierung des Speiheraufwandes erreiht, da die Vektoren Avk ledig-lih in der Orthogonalisierung auftreten und so tats�ahlih nur eine beshr�ankteAnzahl davon ben�otigt wird.� ORTHODIR (ORTHOgonal DIRetion, entwikelt in [28℄) ATA{orthogonalisiert Avk. Auh hierzu gibt es die Restart{ und Trunation{Version.2.7 Lanzos{BiorthogonalisierungDas Problem der bisher vorgestellten Verfahren ist die n�otige Speiherung vonv1; : : : ; vk und die entsprehend lange Rekursion zur Berehnung der n�ahsten N�ahe-rungsl�osung aufgrund der Hessenberg{Gestalt von Hk. Statt die Orthogonalisie-rung durh ein allgemeines Hessenbergverfahren wie den Arnoldi{Algorithmus durh-zuf�uhren, verwenden deshalb viele Verfahren die Lanzos{Biorthogonalisierung. De-ren Motivation ist der Wunsh, Lk und seine Basis w1; : : : ; wk so zu bestimmen, da�Hk = W Tk AVk eine Tridiagonalmatrix (die sogenannte Lanzos{Matrix) ist:Hk = 0BBBBB� �1 �2Æ2 . . . . . .. . . . . . �kÆk �k
1CCCCCADie Eintr�age dieser Matrix lassen sih dann, statt durh Orthonormalisierung wiebeim Arnoldi{Algorithmus, direkt durh KoeÆzientenvergleih berehnen (Herleitung



2.7 Lanzos{Biorthogonalisierung 37in [30℄). Daf�ur und auh f�ur die Konstruktion der Krylov{Basisvektoren vk+1 und wk+1ben�otigt man jeweils nur die letzten drei Basisvektoren, so da� das Verfahren konstan-ten und dabei relativ geringen Speiheraufwand hat.Das so formulierte Ziel wird durh die Wahl Lk := Kk �r0; AT� erreiht, wie im folgen-den gezeigt wird.Algorithmus 8 Lanzos{BiorthogonalisierungSeien ~v1 und ~w1 mit k~v1k2; k ~w1k2 6= 0 gegeben.�1 := Æ1 := 0w0 := v0 := 0v1 := ~v1=k~v1k2w1 := ~w1=k ~w1k2F�ur k = 1; 2; : : : :�k := (Avk; wk)~vk+1 := Avk � �kvk � �kvk�1~wk+1 := ATwk � �kwk � Ækwk�1k+1 := (~vk+1; ~wk+1)Falls k+1 = 0 �! �k+1 := Æk+1 := 0, StopW�ahle �k+1 und Æk+1, so da� �k+1Æk+1 = k+1vk+1 := ~vk+1=Æk+1wk+1 := ~wk+1=�k+1EndeEine �ublihe Wahl f�ur �k+1; Æk+1 ist�k+1 := qjk+1j;Æk+1 := sign (k+1) �k+1;wodurh man �k+1 = �Æk+1 erh�alt.Satz 2.24Das Lanzos{Biorthogonalisierungsverfahren erzeugt bei erfolgreihem Verlauf zueinan-der biorthogonale Basen fv0; : : : ; vkg von Kk(v0; A) und fv0; : : : ; vkg von Kk(v0; AT ),d.h. W Tk Vk = I:Satz 2.25F�ur die durh die Lanzos{Biorthogonalisierung erzeugten Matrizen gilt:Hk = W Tk AVkAVk = VkHk + Æk+1vk+1eTkATWk = WkHTk + �k+1wk+1eTk



38 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeFerner haben VK und Wk maximalen Rang.Beweis: [47℄Aus diesen Gleihungen kann man, wie oben angesprohen, durh KoeÆzientenvergleihdie Rekursionsformeln zur Berehnung von vk+1 und wk+1 aufstellen. Weiterhin folgtdaraus, da� Lk = Kk �r0; AT� ist.Das Verfahren briht genau dann ab, wenn(~vk+1; ~wk+1) = 0 (2.14)eintritt. Da Hk Tridiagonalmatrix ist, entspriht dies genau det(Hk) = 0, also demFall, da� (2.9) niht erf�ullt werden kann. Es gibt genau zwei m�oglihe Ursahen f�ur denAbbruh:� ~vk+1 = 0 oder ~wk+1 = 0: normaler Abbruh (Luky Breakdown), sobald Kk (r0; A)durh v1; : : : ; vk oder Kk �r0; AT� durh w1; : : : ; wk aufgespannt wird, d.h. wennein A{ bzw. AT {invarianter Unterraum von Rn gefunden wurde. Ob dann diedurh ein Lanzos{L�osungsverfahren bestimmte N�aherungsl�osung die exakteL�osung von (2.1) ist, h�angt davon ab, ob ~vk+1 = 0 ist oder niht.� ~vk+1 ? ~wk+1: Versagen des Verfahrens (Serious Breakdown), das auh f�ur gutkon-ditionierte Matrizen eintreten kann. Dieses Ereignis l�a�t sih durh sogenanntelook{ahead{Strategien vermeiden. Es gibt daf�ur zwei Ans�atze: In [39℄ wird nihtdirekt auf der Lanzos{Biorthogonalisierung aufgebaut, was generell h�oheren Auf-wand pro Iterationsshritt zur Folge hat. In [18℄ wird dagegen eine nat�urliheWeiterentwiklung vorgestellt, deren Idee es ist, im Fall (2.14) niht nur ~vk+1 und~wk+1 zu biorthogonalisieren, sondern jeweils die n�ahsten Basisvektoren miteinzu-beziehen. Die Biorthogonalit�atsforderung wird dann an die durh diese Vektorenaufgespannten R�aume zueinander und bez�uglih Kk bzw. Lk gestellt. Es werdensoviele weitere Basisvektoren ber�uksihtigt, wie n�otig sind, um den Breakdownzu vermeiden. Man geht nur bei drohendem Breakdown anders vor, ohne da�daf�ur erh�ohter Aufwand betrieben werden m�u�te.Der Serious Breakdown tritt allerdings selten auf. Eine st�arkere Rehtfertigung�nden look{ahead{Varianten bei der Vermeidung von "Beinahe{Breakdowns\,wenn (~vk+1; ~wk+1) klein ist und starke Rundungsfehler verursahen kann.2.8 Lanzos{VerfahrenWie der letzte Abshnitt gezeigt hat, besitzen die aus der Lanzos{Biorthogonalisierungmit ~v1 := r0 abgeleiteten Lanzos{Verfahren im Vergleih zu den Galerkin{ und least{squares{Verfahren geringen und konstanten Speiher{ und Rehenaufwand. Doh gehengleihzeitig die Eigenshaften der Residuen verloren, die jene Verfahren erzwingen.



2.8 Lanzos{Verfahren 39Satz 2.26(Faber{Manteu�el{Theorem): Bis auf spezielle Ausnahmen existieren PGK{Verfahren,die sowohl durh kurze Rekursionen als auh durh orthogonale oder minimale Residuengekennzeihnet sind, nur f�ur Matrizen B 2 C n�n der ArtB = ei#(T + �I) mit T = TH 2 C n�n ; # 2 R; � 2 C ;insbesondere also im reellen Fall nur f�ur symmetrishe Matrizen.Beweis: [13℄Im allgemeinen Fall ist also mit unregelm�a�igem Konvergenzverhalten zu rehnen, odersogar damit, da� die Verfahren gar niht konvergieren. MitW Tk r0 = kr0k2W Tk v1 = kr0k2e1 (2.15)erh�alt man aus der allgemeinen Formulierung der PGK{Verfahren f�ur Lanzos{Verfahren die L�osungsdarstellungxk : = x0 + Vk �W Tk AVk��1W Tk r0= x0 + kr0k2VkH�1k e1:xk ist dann die eindeutige L�osung der Petrov{Galerkin{Bedingungrk ? Lk := Kk �r0; AT� :2.8.1 Das Lanzos{L�osungsverfahrenEntsprehend zur Herleitung von FOM und GMRES aus der Arnoldi{Orthonormalisierung l�a�t sih aus der Lanzos{Biorthogonalisierung direkt einLanzos{Verfahren konstruieren.Algorithmus 9 Lanzos{L�osungsverfahrenr0 := b� Ax0~v1 := ~w1 := r0F�uhre die Lanzos{Biorthogonalisierung durhyk := H�1k kr0k2e1xk := x0 + VkykWenngleih shon w�ahrend der Biorthogonalisierung eine Konvergenzkontrolle durh-gef�uhrt werden kann, da nah [47℄krkk2 = jÆk+1eTk ykj kvk+1k2;m�ussen doh die Vektoren v1; : : : ; vk zur Berehnung von xk explizit bereitste-hen. Um den Vorteil des geringen und konstanten Speiherbedarfs der Lanzos{Biorthogonalisierung zu erhalten, wird das Verfahren auf die im folgenden Abshnittbeshriebene Weise modi�ziert.



40 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssysteme2.8.2 Bi-CGDas Bi{Conjugate Gradient{Verfahren (Bi-CG, vorgeshlagen 1952 von Lanzos in [30℄,und ausgearbeitet durh Flether 1976 in [15℄) erzeugt direkt die LR{Zerlegung desTridiagonalsystems Hk des Lanzos{Verfahrens. Damit k�onnen bereits in der Lanzos{Iteration die N�aherungsl�osungen xk bestimmt werden. Statt vk+1 und wk+1 durh Drei-termrekursionen wie im Lanzos{L�osungsverfahren zu konstruieren, erh�alt man sie nundurh je zwei miteinander gekoppelte Zweitermrekursionen. Es m�ussen nunmehr f�ur dasganze Verfahren lediglih die beiden jeweils letzten Basisvektoren gespeihert werden.Sei LkRk = Hk die LR{Zerlegung von Hk. MitPk = (p1; : : : ; pk) := VkR�1kund zk := L�1k kr0ke1shreibt sih (2.8) als xk = x0 + Pkzk: (2.16)Aus der Dreieksgestalt der Zerlegungsmatrizen folgt, da� sih xk und rk durh Updatesxk := xk�1 + �k�1pk�1;rk := rk�1 � �k�1Apk�1berehnen lassen. Ferner l�a�t sih zeigen, da� rk ein skalares Vielfahes von vk+1 ist,woraus auh f�ur pk eine rekursive Berehnungsvorshrift folgt:pk := rk + �k�1pk�1:Parallel betrahtet man das duale SystemAT ~xk = bzur Erzeugung der zweiten Rekursionsfolge. Man erh�alt daf�ur mit der Wahl von~Pk = (~p1; : : : ; ~pk) :=WkL�Tkentsprehende Darstellungen f�ur ~xk, ~rk und ~pk. Die skalaren Gr�o�en �k�1 und �k�1 inden Updates ermittelt man dann aus der Gleihung~P Tk APk = L�1k W Tk AVkR�1k = L�1k HkR�1k = Iund unter Ber�uksihtigung der Biorthogonalit�at der Residuen als skalare Vielfahe derBasisvektoren.



2.8 Lanzos{Verfahren 41Algorithmus 10 Bi-CGp0 := r0 := b� Ax0~p0 := ~r0 := r0�0 := (r0; ~r0)F�ur k = 0; 1; 2; : : : :Falls (Apk; ~pk) = 0 �! Stop�k := �k= (Apk; ~pk)xk+1 := xk + �kpkrk+1 := rk � �kApk~rk+1 := ~rk � �kAT ~pk�k+1 := (rk+1; ~rk+1)Falls �k+1 = 0 �! Stop�k := �k+1=�kpk+1 := rk+1 + �kpk~pk+1 := ~rk+1 + �k~pkEndeDie Wahl ~r0 := r0 ist �ublih, doh ist jeder beliebige Vektor ~r0 mit (r0; ~r0) 6= 0 zul�assig.W�ahlt man ~r0 := b�ATx0, so ist ~rk+1 das Residuum der (k+1){ten N�aherungsl�osung~xk+1 des dualen Problems, die durh die Rekursion~xk+1 := ~xk + �k~pkgleihzeitig berehnet werden kann. Die im Algorithmus erzeugten Sequenzen von Suh{und L�osungsvektoren sind dann v�ollig symmetrish zueinander.Satz 2.27F�ur die durh Bi-CG berehneten Gr�o�en gilt f�ur i 6= j:(Api; ~pj) = 0(ri; ~rj) = 0Beweis: [15℄Wie zu Beginn �uber die Lanzos{Verfahren erw�ahnt wurde, kann im allgemeinen Fallkeine Konvergenzaussage getro�en werden; entsprehend weist Bi-CG in der Regel star-ke Oszillationen im Konvergenzverlauf der Residuennorm auf und bisweilen konvergiertdas Verfahren �uberhaupt niht. Die Oszillationen f�uhren wegen der Gr�o�enordnungsun-tershiede zu Rundungsfehlern, so da� auh bei Konvergenz der Norm des berehnetenResiduums der ehte Fehler noh gro� sein kann.Au�erdem kann der Algorithmus vorzeitig zusammenbrehen, wenn



42 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssysteme� (Apk; ~pk) = 0: Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn die Lanzos{Matrix singul�arist und daher die Galerkin{Bedingung niht erf�ullt werden kann. Man sieht amAlgorithmus, da� dann tats�ahlih xk+1 niht bestimmt werden kann. Dieser Falll�a�t sih durh eine quasi{Minimierung des Residuums vermeiden (dazu sp�ater),was gleihzeitig das Konvergenzverhalten gl�attet.� (rk+1; ~rk+1) = 0: Dies entspriht dem Breakdown in der Lanzos{Biorthogonalisierung, da rk+1 und ~rk+1 skalare Vielfahe von vk+1 bzw. wk+1 inder Lanzos{Biorthogonalisierung sind. Im Fall des Luky Breakdown (rk+1 = 0oder ~rk+1 = 0) ist der erfolgreihe Abshlu� des Algorithmus o�ensihtlih.Im anderen Fall helfen die beshriebenen look{ahead{Methoden, die sinnvoller-weise gemeinsam mit einer quasi{Minimierung eingesetzt werden, um generelleStabilit�at des Verfahrens zu erreihen.Ein weiterer Nahteil kann sein, da� Bi-CG explizit AT verwendet, was niht realisier-bar ist, wenn A niht explizit vorliegt. Dies ist bei den in dieser Arbeit betrahtetenProblemen niht der Fall, doh sind die zur Vermeidung dieser Einshr�ankung ent-wikelten Verfahren auh allgemein interessant.Im folgenden werden nun Verfahren vorgestellt, die die Vorteile des Bi-CG (geringerRehen{ und Speiheraufwand pro Iteration) besitzen, dabei aber die genannten Nah-teile umgehen.
2.8.3 CGSDas Conjugate Gradient Stabilized{Verfahren (CGS, vorgestellt von Sonneveld 1989in [51℄) fa�t zwei Bi-CG{Shritte zu einem zusammen, welhes sih ohne Erh�ohungdes Aufwandes, aber daf�ur ohne die Verwendung der Transponierten AT realisierenl�a�t. Um das Vorgehen beshreiben zu k�onnen, stellt man die im Bi-CG konstruiertenVektoren als Polynome dar. Wie man induktiv aus den Rekursionen shlie�t, giltrk = 'k(A)r0 ~rk = 'k(AT )r0; (2.17)pk =  k(A)r0 ~pk =  k(AT )r0; (2.18)mit Polynomen 'k und  k vom Grad � k. Setzt man nunr�k := '2k(A)r0 und p�k :=  2k(A)r0;



2.8 Lanzos{Verfahren 43so folgt f�ur die skalaren Gr�o�en des Bi-CG{Algorithmus:�k = (rk; ~rk)(Apk; ~pk) = �'k(A)r0; 'k(AT )r0�(A k(A)r0;  k(AT )r0)= ('2k(A)r0; r0)(A 2k(A)r0; r0) = (r�k; r0)(Ap�k; r0) ; (2.19)�k = (rk+1; ~rk+1)(rk; ~rk) = �'k+1(A)r0; 'k+1(AT )r0�('k(A)r0; 'k(AT )r0)= �'2k+1(A)r0; r0�('k(A)2r0; r0) = �r�k+1; r0�(r�k; r0) :Die Transponierte ist f�ur deren Berehnung also niht mehr erforderlih. Mitq�k := 'k+1(A) k(A)r0 und u�k := 'k(A) k(A)r0erh�alt man �uber Ausmultiplizieren durh '2k und  2k Rekursionsformeln zur Berehnungvon p�k+1, r�k+1 und x�k+1 (siehe [51℄). Unter Vernahl�assigung des hohgeshriebenen "�\erh�alt man folgenden Algorithmus:Algorithmus 11 CGSu0 := p0 := r0 := b� Ax0�0 := (r0; r0)F�ur k = 0; 1; 2; : : : :Falls (Apk; r0) = 0 �! Stop�k := �k= (Apk; r0)qk := uk � �kApkxk+1 := xk + �k (uk + qk)rk+1 := rk � �kA (uk + qk)Falls �k = 0 �! Stop�k+1 := (rk+1; r0)�k := �k+1=�kuk+1 := rk+1 + �kqkpk+1 := uk+1 + �k (qk + �kpk)EndeCGS konvergiert shneller als Bi-CG, da eine CGS{Iteration zwei Bi-CG{Iterationenentspriht. Wenn CGS aber auh ohne die Transponierte auskommt, so bleiben den-noh die anderen Nahteile des Bi-CG bestehen, n�amlih die Rundungsfehler durh dasunregelm�a�ige Konvergenzverhalten, das durh die Quadrierung der Polynome nohverst�arkt wird, und die Gefahr des vorzeitigen Breakdown.



44 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssysteme2.8.4 Bi-CGSTABMotiviert durh die Grundidee des CGS und um dessen Konvergenzverhalten zugl�atten, entwikelte van der Vorst 1992 in [52℄ (nah Vorarbeiten mit Sonneveld 1990in [53℄) Bi-CGSTAB (Bi-CG STABilized). Er nutzte aus, da� zur Vermeidung derTransponierten die Polynome niht unbedingt quadriert werden m�ussen. Bi-CG nimmteine Skalierung vor, um dasselbe Polynom zur Konstruktion von rk und ~rk zu erhal-ten (vgl. (2.17),(2.18)). W�ahrend CGS diese Wahl �ubernimmt und die Polynome mitsih selbst multipliziert, verallgemeinert Bi-CGSTAB die Vorgehensweise und baut injedem Shritt durhr�k := �k(A)'k(A)r0 und p�k := �k(A) k(A)r0mit �0(A) := 1�k(A) := (I � !k�1A)�k�1(A)einen zus�atzlihen Freiheitsgrad !k ein, der der Minimierung des Residuums dient. Istein CGS{Shritt die Verkn�upfung zweier Bi-CG{Shritte, so kann man dagegen eine Bi-CGSTAB{Iteration als Verkn�upfung eines Bi-CG{Shrittes mit einem GMRES{Shritt(der durh �k(A) dargestellt wird) betrahten.�Ahnlih wie in (2.19) erh�alt man unter Ausnutzung der Galerkin{Bedingung�k := (r�k; r0)(Ap�k; r0) ;�k := �k!k �r�k+1; r0�(r�k; r0) :Ebenfalls entsprehend zum CGS liefert Ausmultiplizieren der Polynome und die De-�nition von s�k := r�k � �kAp�krekursive Darstellungen von p�k+1, x�k+1 und insbesonderer�k+1 := (I � !kA) s�k;woraus man !k so bestimmt, da� die Residuennorm minimal wird. Man erh�alt aus derForderung !k = argmin!2R k(I � !A)s�kk22durh Di�erentiation das lokale Minimum!k := (As�k; s�k)(As�k; As�k) ;



2.8 Lanzos{Verfahren 45und damit unter Weglassen des "�\:Algorithmus 12 Bi-CGSTABp0 := r0 := b� Ax0f�ur k = 0; 1; 2; : : : ; n :�k := (rk;r0)(Apk;r0)sk := rk � �kApk!k := (Ask;sk)(As�k;As�k)xk+1 := xk + �kpk + !kskrk+1 := sk � !kAsk�k := �k(r�k+1;r0)!k(r�k;r0)pk+1 := rk+1 + �k (pk � !kApk)EndeAus der Idee des Bi-CGSTAB, GMRES(1) mit Bi-CG zu verkn�upfen, wurde vonSleijpen und Fokkema in [50℄ Bi-CGSTAB(m) durh Erweiterung des Prinzips mitGMRES(m) entwikelt.2.8.5 QMRQMR (Quasi Minimized Residual, entwikelt 1991 von Freund und Nahtigal in [19℄)stellt eine Vershmelzung von Bi-CG und GMRES(1) dar (zu untersheiden von derHintereinanderausf�uhrung, die Bi-CGSTAB vornimmt). Es berehnet auf Basis desLanzos{Algorithmus N�aherungsl�osungen, diekrkk2 = kr0 � AVkykk2= kVk+1 �kr0k2e1 � ~Hkyk� k2mit ~Hk =  HkÆk+1eTk ! 2 R(k+1)�kminimieren sollen, um das Konvergenzverhalten des Bi-CG zu gl�atten. Da die durh dieLanzos{Biorthogonalisierung erzeugte Matrix Vk+1 niht notwendig orthogonal ist, istdiese Minimierung, anders als bei den least{squares{Verfahren, niht immer m�oglih.Dennoh wird, wie wenn Vk+1 orthogonal w�are, wie dort xk := x0+Vkyk bestimmt mityk := arg miny2Rk kr0k2e1 � ~Hky2 : (2.20)



46 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeNah [17℄ ist dies �aquivalent zur Minimierung des Residuums bez�uglih einer von kabh�angigen Norm, man spriht von einer quasi{Minimierung. Deshalb liegt hier keinWiderspruh zu Satz 2.26 vor, da dort lediglih die Minimierung bez�uglih einer be-stimmten Norm ausgeshlossen wird.(2.20) wird wieder �uber eine QR{Zerlegung von ~Hk durh Givens{Rotationen gel�ost.Wegen der Tridiagonalgestalt der Matrix ist QMR eine Variante des DQGMRES(2),bei der die Arnoldi{Orthogonalisierung durh eine Lanzos{Biorthogonalisierung er-setzt ist.Seien ~Rk = (RTk ; 0)T und ~gk = (gTk�1; k)T der Vektor, die durh die Givens{Rotationenaus ~Hk bzw. kr0k2e1 entstehen. Rk ist also eine obere Dreieksmatrix mit zwei Neben-diagonalen, deren oberer Eintr�age durh �3; : : : ; �k bezeihnet seien.Damit lautet der Algorithmus des QMR wie folgt:Algorithmus 13 QMRr0 := b� Ax0w1 := v1 := r0=kr0k2F�ur k = 1; : : : ; n :F�uhre den k{ten Shritt der (look{ahead{)Lanzos{Biorthogonalisierung durhUpdate von ~Rk und ~gk durh die bisherigen Givens{Rotationen:( ~Rk)k := 
k�1
k�2( ~Hk)kund die zu Æk+1 :sk := Æk+1=q�2k + Æ2k+1k := �k=q�2k + Æ2k+1k+1 := �skkk := kk�k := k�k + skÆk+1 = qÆ2k+1 + �2kUpdate von xk := x0 + VkR�1k gkpk := (vk � �kpk�1 � �kpk�2)=�kxk := xk�1 + kpkEndeWie beim Bi-CG ist allgemeiner die Wahl eines beliebigen Vektors w1 mit (v1; w1) 6= 0und kw1k2 = 1 m�oglih.Da ~Hk nihtsingul�ar ist, und die Galerkin{Bedingung daher immer erf�ullt werden kann,ist die Ursahe des Bi-CG{Breakdowns beseitigt. Durh eine look{ahead{Variante kannauh der Serious Breakdown vermieden werden, so da� man ein stabiles Verfahrenerh�alt. Dar�uberhinaus ist die Quasi{Minimierungseigenshaft des QMR, wenn auhniht so stark wie die der least{squares{Verfahren, doh ausreihend, um Konvergenz-aussagen formulieren zu k�onnen:



2.8 Lanzos{Verfahren 47Satz 2.28Sei Hk 2 R(k�k) die Tridiagonalmatrix, die aus der durh QMR bestimmten Matrix ~Hkdurh Streihen der letzten Zeile entsteht. Sie sei diagonalisierbar und X 2 R(k�k) eineMatrix, die aus Eigenvektoren von Hk besteht. Dann giltkrkk2kr0k2 � kVk+1k2 ond2(X)"kmit "k wie in Satz 2.22.Beweis: [19℄Satz 2.29Seien rQMRk und rGMRESk die Residuen zu den durh QMR bzw. GMRES berehnetenN�aherungsl�osungen xk. Dann giltkrQMRkk2 � ond2 (Vk+1) krGMRESk k2Beweis: [33℄Da die Vektoren v1; : : : ; vk Einheitsvektoren sind, l�a�t sih diese Absh�atzung durhkVk+1k2 � pk + 1konkreter formulieren. In [19℄ wird gezeigt, da� die Bi-CG{Iterierten leiht aus denQMR{Iterierten konstruiert werden k�onnen, so da� man QMR als stabilisiertes Bi-CGbetrahten kann.Entsprehend der Herleitung des CGS aus Bi-CG wurde von Freund und Szeto 1991in [20℄ das QMR Squared{Verfahren (QMRS) vorgestellt.2.8.6 TFQMRMit TFQMR (Transposed{Free QMR) �ubertrug Freund 1993 in [16℄ die Idee der quasi{Minimierung auf CGS und erhielt so ein (bei Verwendung von look{ahead) stabilesVerfahren, welhes ohne die Transponierte auskommt. Damit ist dies ein Lanzos{Verfahren ohne die arttypishen Nahteile, dabei aber mit weiterhin geringem undkonstantem Speiher- und Rehenaufwand.Im folgenden sei b� : R �! Zx 7�! bx 2 ℄x� 1; x℄die Abbildung einer reellen Zahl auf die n�ahstkleinere ganze Zahl.Um ein Minimierungsproblem stellen zu k�onnen, ben�otigt man eine Basis f�ur denL�osungsraum Kk. Eine solhe tritt im CGS{Verfahren zwar niht mehr explizit auf,l�a�t sih aber leiht aus den dort berehneten Gr�ossen zusammensetzen.



48 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeSatz 2.30Mit den Bezeihnungen des CGS{Algorithmus und unter der Annahme, da� er nihtvor der j{ten Iteration abgebrohen hat, bilden ~v1; : : : ; ~vj mit~vi := ( ub i�12 ; falls i ungeradeqb i�12 ; falls i gerade ) f�ur 1 � i � jeine Basis von Kj.Satz 2.31Mit ~wi := 8<: '2b i�12 (A) r0; falls i ungerade'b i�12 (A)'b i2 (A) r0; falls i gerade 9=; f�ur 1 � i � j + 1seien ~Vj := (~v1 : : : ~vj) ;~Wj+1 := ( ~w1 : : : ~wj+1)und ferner
Bj := 0BBBBBBBB� ��10���10 ��10. . . . . .���1b j�22  ��1b j�12 ���1b j�12 

1CCCCCCCCA 2 R(j+1)�j
de�niert. Dann gilt A ~Vj = ~Wj+1Bj:Beweise: [32℄�Uber die Darstellung der N�aherungsl�osung alsxj := x0 + ~Vjyj 2 x0 +Kj (2.21)mit yj 2 Rj , die Feststellung, da� nah De�nition ~w1 = r0, und die De�nition derSkalierungsmatrix,Sj+1 := 0BB� k ~w1k2 . . . k ~wj+1k2 1CCA 2 R(j+1)�(j+1) ;



2.8 Lanzos{Verfahren 49erh�alt man aus dem letzten Satz:krjk2 = kb� Axjk2= b� Ax0 � A ~Vjyj2= r0 � ~Wj+1Bjyj2=  ~Wj+1S�1j+1Sj+1 (e1 � Bjyj)2�  ~Wj+1S�1j+12 kw1k2e1 � Sj+1Bjyj2| {z }=:�j : (2.22)F�ur die euklidishe Norm einer Matrix M 2 Rm�n gilt:kMk2 �  mXi=1 nXi=1 a2i;j! 12 :Daraus erh�alt man  ~Wj+1S�1j+12 � 0�j+1Xi=1  ~wik ~wik2 21A12 = qj + 1und somit:Satz 2.32Mit �j wie in (2.22) de�niert, ist krjk2 � qj + 1 �j:Um krjk2 zu quasi{minimieren, wird nun yj so bestimmt, da� �j minimal wird. Dazuf�uhrt man eine QR{Zerlegung von Sj+1Bj 2 R(j+1)�j �uber Givens{Rotationen durh,die sih als Rekursion ausdr�uken l�a�t, da die Matrix eine obere Bandmatrix der Breite2 ist. Es ergibt sih:Satz 2.33Der Vektor yj 2 Rj , der �j minimiert, ist f�ur j > 0 mit#j := k ~wj+1k2�j�1 ;j := 1q1 + #2jund ~yj := ��0; �0; �1; : : : ; �b j�12 �T 2 Rj ;



50 L�osungsverfahren f�ur lineare Gleihungssystemewobei f�ig1�i�b j�12  durh den CGS{Algorithmus bestimmt sind, gegeben durhyj := �1� 2j� yj�10 !+ 2j ~yj:Das Minimum hat dann den Wert�j := �j�1#jj mit �0 := kr0k2:Beweis: [32℄Durh Einsetzen dieser Resultate in die Darstellung (2.21) und einige Rehnung �ndetman shlie�lih:Satz 2.34F�ur j > 0 besitzt mit �j := �b j�12 2j ;d0 := 0dj := ~vj + #2j�1�j�1�b j�12  dj�1die j{te N�aherungsl�osung die rekursive Darstellungxj := xj�1 + �jdj:Beweis: [32℄Die verbleibenden Vektoren qk, uk+1 und pk+1 des CGS{Algorithmus lassen sih �uberdie Einf�uhrung von tk := Apkeinsparen. Es gilt dann~v2k = qk�1 = uk�1 � �k�1tk�1 = ~v2k�1 � �k�1tk�1;~v2k+1 = uk = rk + �k�1qk�1 = ~w2k+1 + �k�1~v2k;wobei sih wegenpk = uk + �k�1 (qk�1 + �k�1pk�1) = ~v2k+1 + �k�1 (~v2k + �k�1pk�1)auh tk unabh�angig von diesen Gr�o�en rekursiv darstellen l�a�t alstk := A~v2k�1 + �k�1 (A~v2k + �k�1tk�1) :



2.8 Lanzos{Verfahren 51Damit l�a�t sih der TFQMR{Algorithmus folgenderma�en formulieren:Algorithmus 14 TFQMR~w1 := ~v1 := r0 := b� Ax0�0 := kr0k2t0 := A~v1d0 := 0; �0 := 0; #0 := 0F�ur k = 1; 2; : : : :�k�1 := ( ~w2k�1;r0)(tk�1;r0)~v2k := ~v2k�1 � �k�1tk�1F�ur j = 2k � 1; 2k :~wj+1 := wj � �k�1A~vj#j := k ~wj+1k2�j�1j := 1p1+#2jdj := ~vj + #2j�1�j�1�k�1 dj�1�j := 2j�k�1xj := xj�1 + �jdj�j := �j�1#jj ! krjk2 � pj + 1 �jEnde�k�1 := ( ~w2k+1;r0)( ~w2k�1;r0)~v2k+1 := ~w2k+1 + �k�1~v2ktk := A~v2k+1 + �k�1 (A~v2k + �k�1tk�1)Ende2.8.7 QMRCGSTABChan et al. �ubertrugen 1994 in [8℄ nah demMuster des TFQMR das Prinzip der Quasi{Minimierung auf Bi-CGSTAB. Entsprehend wie bei der Herleitung des TFQMR zeigtman die folgenden Aussagen:Satz 2.35Mit den Bezeihnungen des Bi-CGSTAB{Algorithmus bilden ~v1; : : : ; ~vj mit~vi := ( pb i�12 ; falls i ungeradesb i�12 ; falls i gerade ) f�ur 1 � i � jeine Basis von Kj.



52 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeSatz 2.36Mit ~wi := ( rb i�12 ; falls i ungeradesb i�12 ; falls i gerade ) f�ur 1 � i � j + 1und Æi := ( �b i�12 ; falls i ungerade!b i�12 ; falls i gerade ) f�ur 1 � i � jde�niere man ~Vj := (~v1 : : : ~vj) ;~Wj+1 := ( ~w1 : : : ~wj+1) ;und, anders als in Satz 2.31,Bj := 0BBBBBBB� Æ�11�Æ�11 Æ�12. . . . . .�Æ�1j�1 Æ�1j�Æ�1j
1CCCCCCCA 2 R(j+1)�j :Dann gilt A ~Vj = ~Wj+1Bj:Satz 2.37Mit �j := kw1k2e1 � Sj+1Bjyj2ist krjk2 � qj + 1 �j:Beweise: [32℄Mit den im Vergleih zum TFQMR anderen Eintr�agen der Matrix Bj, die dabei aberdie gleihe Struktur besitzt, folgt entsprehend:Satz 2.38Der Vektor yj 2 Rj , der �j minimiert, ist f�ur j > 0 mit#j := k ~wj+1k2�j�1 ;j := 1q1 + #2j



2.8 Lanzos{Verfahren 53und ~yj := (Æ1; Æ2; : : : ; Æj)T 2 Rjgegeben durh yj := �1� 2j� yj�10 !+ 2j ~yj:Das Minimum hat dann den Wert�j := �j�1#jj mit �0 := kr0k2:Satz 2.39F�ur j > 0 besitzt mit �j := Æj2j ;dj := ~vj + #2j�1�j�1Æj dj�1 mit d0 := 0die j{te N�aherungsl�osung die rekursive Darstellungxj := xj�1 + �jdj:Beweise: [32℄Anders als bei TFQMR lassen sih die weiteren Vektoren des Bi-CGSTAB niht durhdie QMRCGSTAB{Vektoren darstellen, sondern werden gem�a� der De�nition von ~viund ~wi f�ur diese in die obigen Formeln eingesetzt. Es wird jedoh wiedertk := Apkeingef�uhrt, da dieses Produkt mehrfah berehnet wird.



54 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeAlgorithmus 15 QMRCGSTABp0 := r0 := b� Ax0�0 := kr0k2d0 := 0; �0 := 0; Æ0 := 0F�ur k = 1; : : : ; bn2  :�k�1 := (rk�1;r0)(tk�1;r0)sk�1 := rk�1 � �k�1Apk�1~#k := ksk�1k2�k�1~k := �1 + ~#2k�� 12~dk := pk�1 + #2k�1�k�1�k�1 dk�1~�k := ~2k�k�1~xk := xk�1 + ~�k ~dk~�k := �k�1 ~#k~k!k�1 := (Ask�1;sk�1)(Ask�1;Ask�1)rk := sk�1 � !k�1Ask�1#k := krkk2~�kk := r 11+#2kdk := sk�1 + ~#2k~�k!k�1 ~dk�k := 2k!k�1xk := ~xk + �kdk� := ~�k#kk) krjk2 � p2k + 1 �j�k�1 := �k�1!k�1 (rk;r0)(rk�1;r0)pk := rk + �k�1 (pk�1 � !k�1Apk�1)Ende2.9 Der symmetrishe FallIst A symmetrish und wird das Arnoldi{Verfahren durhgef�uhrt, so ist die entstehendeHessenbergmatrix Hk = V Tk AVk ebenfalls symmetrish und damit eine Tridiagonalma-trix. Seien ihre Eintr�age bezeihnet durhHk = 0BBBBB� �1 �2�2 . . . . . .. . . . . . �k�k �k
1CCCCCA :Dann vereinfaht sih das Arnoldi{Verfahren zu demselben Algorithmus, den man ausder Lanzos{Biorthogonalisierung erh�alt, wenn man die dort wegen Kk = Lk doppelt



2.9 Der symmetrishe Fall 55berehneten Gr�o�en vernahl�assigt:Algorithmus 16 Lanzos{OrthonormalisierungSei ~v1 2 Rn gegeben.v1 := ~v1=k~v1k2v0 := 0�1 := 0F�ur k = 1; 2; : : : :�k := (~vk; vk)~vk+1 := Avk � �k � �kvk�1�k+1 := k~vk+1k2Wenn �k+1 = 0 �! Stopvk+1 := ~vk+1=bk+1EndeGegen�uber der Lanzos{Biorthogonalisierung ist nun die M�oglihkeit des SeriousBreakdown ausgeshlossen. Man bezeihnet diese Methode auh als symmetrishesLanzos{Verfahren, was jedoh zu Verwehslungen mit dem entsprehenden L�osungs-verfahren f�uhren kann. Zu den aus dem Arnoldi{Algorithmus entstehenden L�osungs-verfahren gibt es folgende symmetrishe �Aquivalente:� Das symmetrishe Lanzos{L�osungsverfahren entspriht FOM (bzw.IOM(2)) unter Verwendung der Lanzos{ statt der Arnoldi{Orthonormalisierung.Nur f�uhrt man hier wegen der Tridiagonalgestalt von Hk zur Berehnung vonyk := H�1k kr0k2e1 eine LR{Zerlegung von Hk statt Givens{Rotationen durh.Weiterhin ist kb� Axkk2 = hk+1;kjeTk ykj.� D-Lanzos (Diret Lanzos) ist die Modi�kation dieses Verfahrens, bei der stattHk direkt die LR{Zerlegung konstruiert wird, entsprehend zu DIOM(2).� CG (Conjugate Gradient) ist eine Umformulierung des D{Lanzos{Verfahrensf�ur positiv de�nite Matrizen unter Ausnutzung von Orthogonalit�atsbeziehungenzwishen den auftretenden Vektoren (siehe [38℄). Die Verwandshaft zum symme-trishen Lanzos{L�osungsverfahren ist dieselbe wie die des Bi-CG zum unsym-metrishen. Dieses Verfahren wird im folgenden Abshnitt dargestellt.� CR (Conjugate Residual) entsteht durh Verwendung der Lanzos{ stattArnoldi{Orthonormalisierung in GMRES (siehe [47℄). Gegen�uber CG hat die-ses Verfahren bei �ahnlihem Konvergenzverhalten jedoh h�oheren Speiher{ undRehenaufwand.� SYMMLQ (SYMMetri LQ) f�uhrt eine LQ{Zerlegung von Hk durh. DiesesVerfahren wurde 1975 von Paige und Saunders in [38℄ beshrieben.



56 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeBei den ersten beiden Verfahren sollte jedoh die LR{Zerlegung mit einer Pivotisierungdurhgef�uhrt werden (dies ist wie bei DIOM(2) unter etwas h�oherem Aufwand auhf�ur das D{Lanzos{Verfahren m�oglih), um Breakdowns und numerishe Instabilit�atzu vermeiden.
2.9.1 CGCG (Conjugate Gradient) ist das bekannteste und bedeutendste PGK{Verfahren. Eswurde 1952 von Hestenes und Stiefel in [26℄ vorgestellt, zeitgleih zur Pr�asentation vonLanzos' Biorthogonalisierungsverfahren in [30℄ (in derselben Zeitshrift). Ausgehendvon dieser Methode entstand nah und nah die gesamte in diesem Kapitel darge-stellte Theorie. Umgekehrt ist CG der gemeinsame Kern der vershiedenen Klassenvon L�osungsverfahren. Es l�a�t sih, wie bereits erw�ahnt, als Galerkin{ und Lanzos{Verfahren herleiten, aber auh als least{squares{Verfahren. Als Galerkin{Verfahrenerf�ullt es die Voraussetzungen von Satz 2.17, nah dem CG bei jeder Iteration �uberx0 + Kk sowohl den Fehler als auh das Residuum bez�uglih der durh A bzw. A�1de�nierten Normen minimiert. Dementsprehend kann CG auh aus dieser Eigenshaftheraus de�niert werden, n�amlih als Minimierungsverfahren f�ur das Funktional�(x) := 12(x; x)A � (x; b);dessen Minimum gerade bei x = A�1b angenommen wird (diese verbreitete Herleitungkann zum Beispiel in [23℄ oder formaler in [24℄ gefunden werden).Die nah Satz 2.17 gew�ahrleistete Konvergenz des Fehlers kann abgesh�atzt werden:Satz 2.40F�ur die durh das CG{Verfahren berehnete k{te N�aherungsl�osung xk istkxk � xkA � 20�qond2(A)� 1qond2(A) + 11Ak kx0 � xkA f�ur k = 1; 2; : : : (2.23)Beweis: [43℄Der CG{Algorithmus entsteht aus dem des Bi-CG unter Vernahl�assigung aller miteiner Tilde bezeihneten Gr�o�en des dualen Problems, die wegen AT = A mit denendes Ausgangsproblems zusammenfallen.



2.9 Der symmetrishe Fall 57Algorithmus 17 CGp0 := r0 := b� Ax0�0 := (r0; r0)F�ur k = 1; 2; : : : :qk�1 := Apk�1�k := �k�1(pk�1;qk�1)xk := xk�1 + �k�1pk�1rk := rk�1 � �k�1qk�1�k := (rk; rk)�k := �k=�k�1pk := rk + �kpk�1EndeDie Variablen �k und �k sind dabei von den gleihnamigen der Lanzos{Orthonormalisierung zu untersheiden.2.9.2 CGNR und CGNEDas CG{Verfahren f�uhrt auf unmittelbare Weise auh zur L�osung nihtsymmetrisherProbleme, indem man es auf die NormalengleihungenATAx = AT b (2.24)oder AATy| {z }=:x = b (2.25)anwendet, deren KoeÆzientenmatrizen symmetrish und positiv de�nit sind. Ansatz(2.24) f�uhrt zum CGNR{Verfahren (Conjugate Gradient Normal Residual), (2.25) zumCGNE{Verfahren (Conjugate Gradient Normal Error). Die Namen stammen aus derTatsahe, da� die L�osung der jeweiligen Normalengleihung gerade der Minimierungder 2{Norm des Residuums bzw. des Fehlers bez�uglih des Ausgangsproblems (2.1) ent-spriht. Die von beiden Verfahren bei der L�osungssuhe ber�uksihtigten Krylovr�aumesind identish.Zwar gelten nun die Konvergenzaussagen des CG, doh wegenond2 �ATA� = ond2 �AAT� = kATAk2 k(ATA)�1k2 = kAk22 kA�1k22 = ond22(A)ist f�ur diese Verfahren im allgemeinen nur shlehte Konvergenz zu erwarten. Anderer-seits sind f�ur das Beispiel einer orthogonalen Matrix A diese Verfahren optimal, da siewegen ATA = AAT = I die L�osung x := AT b sofort liefern.Die Algorithmen entstehen durh Umordnung des CG{Verfahrens:



58 L�osungsverfahren f�ur lineare GleihungssystemeAlgorithmus 18 CGNRr0 := b� Ax0p0 := z0 := AT r0�0 := (z0; z0)F�ur k = 0; 1; 2; : : : :wk := Apk�k := �k(wk;wk)xk+1 := xk + �kpkrk+1 := rk � �kwkzk+1 := AT rk+1�k+1 := (zk+1; zk+1)�k := �k+1�kpk+1 := zk+1 + �kpkEndeCGNR wird in der Regel als L�osungsverfahren vorgezogen, da die Konvergenzkontrolleanhand der Residuennorm durhgef�uhrt wird, und daher deren Minimierung sinnvollerist. Den Algorithmus des CGNE und weitere Verfahren zur L�osung der Normalenglei-hungen �ndet man in [47℄.



Kapitel 3Vorkonditionierung linearerSysteme
In den bisherigen Darstellungen wurden wiederholt Konvergenzeigenshaften iterati-ver Verfahren zur L�osung eines linearen Gleihungssystems in Abh�angigkeit von derKondition der Matrix formuliert. Auh f�ur Verfahren, zu denen keine solhen Aussagenexistieren, deuten experimentelle Erfahrungen auf denselben Zusammenhang hin.Um die Konvergenzeigenshaften der L�osungsverfahren zu verbessern, f�uhrt man des-halb eine Vorkonditionierung durh. Darunter versteht man eine invertierbare Abbil-dung M : Rn ! Rn , durh deren Anwendung das System in eines mit gleiher L�osung,aber besserer Kondition umgewandelt wird, bzw. allgemeiner in eines, das durh dasVerfahren besser gel�ost werden kann. Pr�akonditionierer k�onnen dabei an Shw�ahendes Verfahrens angepa�t werden. Auh entsprehende Modi�kationen des Systems, dieder Verbesserung der numerishen Stabilit�at des Verfahrens dienen, k�onnen als Vor-konditionierung bezeihnet werden. Man hat die als links{, rehts{ oder beidseitigeVorkonditionierung bezeihneten AlternativenM�1Ax =M�1b; (3.1)AM�1u = b; u =Mx; (3.2)M�1L AM�1R u =M�1L b; u =MRx: (3.3)Dabei sollMLMR =M � A eine N�aherung der Ausgangsmatrix sein, so da� die Matrixdes vorkonditionierten Systems �ahnlih zur Identit�at und damit gutkonditioniert ist.Die explizite Berehnung der vorkonditionierten Matrix ist wegen des Rehen{ undSpeiheraufwandes (da sie in der Regel niht shwahbesetzt ist) niht durhf�uhrbar.Die in dieser Arbeit vorgestellten station�aren Verfahren sind deshalb niht vorkonditio-nierbar, weil sie direkt auf die Eintr�age der Matrix des zu l�osenden Systems zugreifen.Es wird deshalb zuerst in Abshnitt 3.1 untersuht, wie sih Vorkonditionierung inden Algorithmen der PGK{Verfahren niedershl�agt. Motiviert durh die daraus for-mulierten Anforderungen an die Vorkonditionierung werden im Anshlu� verbreitete



60 Vorkonditionierung linearer SystemeVorkonditionierungsmethoden dargestellt.In diesem Rahmen kann jedoh kein umfassender �Uberblik der Theorie der Vorkondi-tionierung gegeben werden. Daf�ur sei zum Beispiel auf [47℄, [3℄ oder [24℄ verwiesen.3.1 Vorkonditionierung von PGK{VerfahrenUm die vorkonditionierte Version eines Petrov{Galerkin{Krylov{Verfahrens zu erhal-ten, ersetzt man im entsprehenden Algorithmus jedes Auftreten von A, x und b durhdie entsprehende Matrix bzw. den entsprehenden Vektor des vorkonditionierten Sy-stems. Dadurh entstehende komplexere Berehnungen lassen sih durh Umstellungenzusammenfassen, so da� die Algorithmen letzlih nur geringen �Anderungen unterlie-gen. Zu beahten ist, wie sih die Vorkonditionierung auf die durh den Algorithmusbestimmten Gr�o�en auswirkt. So bezeihnet zum Beispiel ein in einem L�osungsverfah-ren mit Links{Vorkonditionierung rekursiv berehnetes Residuum rk =M�1(b� Axk)nunmehr das Residuum bez�uglih des vorkonditionierten Systems statt zu (2.1).3.1.1 Vorkonditionierung von GMRESDa f�ur GMRES mit (2.22) eine von ond2(A) abh�angige Konvergenzabsh�atzung exi-stiert, ist der Erfolg einer Konditionsverbessserung gew�ahrleistet.Die Links{Vorkonditionierung erweist sih als sehr einfahe Modi�kation; es �andernsih gegen�uber Algorithmus 7 lediglih die beiden folgenden Berehnungen:r0 :=M�1(b� Ax0)~vk :=M�1AvkHier tritt der erw�ahnte Fall ein, da� sih die gem�a� 2.13 ermittelte Residuennormauf das Ausgangssystem bezieht. Die Konvergenz kann also nur nah der Arnoldi{Orthonormalisierung �uberpr�uft werden. Da dann im Fall des GMRES(m) das tats�ahli-he Residuum b � Ax zur Bestimmung des neuen r0 ohnehin berehnet werden mu�,entsteht dadurh jedoh kein h�oherer Aufwand.Durh Rehts{Vorkonditionierung �andern sih in Algorithmus 7 die Zeilen~vk := AM�1vk (3.4)xk := x0 +M�1(Vkyk) (3.5)Das hier berehnete Residuum ist gleih dem Residuum des Ausgangsproblems, dadie Krylov{Basis auf dem tats�ahlihen Residuum r0 := b � Ax0 errihtet wird. DieseVersion erlaubt also gegen�uber der Links{Version Konvergenzkontrolle w�ahrend derOrthonormalisierung.



3.1 Vorkonditionierung von PGK{Verfahren 61Die ausshlie�lihe Anwendung von M�1 auf die Vektoren vk erm�ogliht eine exibleVorkonditionierung mit von Shritt zu Shritt w�ahlbaren Mk. Daf�ur speihert man diein (3.4) berehneten Vektoren zk := M�1vk und ersetzt mit Zk := (z1; : : : ; zk) dieBerehnung (3.5) durh xk := x0 + Zkyk:Das dadurh de�nierte Verfahren hei�t FGMRES (Flexible GMRES) und bietet untererh�ohtem Speiheraufwand mannigfaltige M�oglihkeiten, Stagnation des GMRES(m)zu verhindern oder die Eigenshaften vershiedener Vorkonditionierer bei der L�osungeines einzelnen Problemes zu verbinden. Durh die Variation der Mk ist jedoh Kk imallgemeinen kein Krylov{Unterraum mehr, da die Suhrihtungen durh untershied-lihe Abbildungen de�niert werden. Die Konvergenzeigenshaften des GMRES geltenalso niht mehr uneingeshr�ankt. In [47℄ werden einige entsprehend abgeshw�ahteAussagen f�ur FGMRES getro�en. Dort wird auh eine exible Version des DQGMREShergeleitet, die wegen der durh Updates formulierten Berehnung der N�aherungsl�osungohne die Speiherung zus�atzliher Vektoren auskommt.Die beidseitige Vorkonditionierung des GMRES ist nur dann von Vorteil gegen�uber denanderen M�oglihkeiten, wenn A nahezu symmetrish ist und diese Eigenshaft durheine geeignete Zerlegung von M auf die vorkonditionierte Matrix �ubertragen werdenkann. Man ersetzt dann in den wie oben ge�anderten Zeilen M durh ML bzw. MR.
3.1.2 Vorkonditionierung von CGDer im vorangegangenen Abshnitt zuletzt angesprohene Punkt ist f�ur PCG (Pre-onditioned CG) wesentlih. Da CG nur auf symmetrishe und positiv de�nite Ma-trizen angewendet werden kann, mu� die Vorkonditionierung diese Eigenshaften vonA erhalten. Eine beidseitige Vorkonditionierung mit einer symmetrishen ZerlegungM = MLMTL erf�ullt diesen Zwek. Man kann jedoh den Algorithmus, der durh Ein-setzen dieser Matrizen und der entsprehenden Vektoren entsteht, so umstellen, da�lediglih M auftritt.Auh linke und rehte Vorkonditionierung des CG lassen sih realisieren, indem manim CG{Algorithmus das euklidishe Skalarprodukt durh (�; �)M und (�; �)M�1 ersetzt.Es stellt sih heraus, da� alle drei Methoden mathematish identish sind und zu fol-gendem Algorithmus f�uhren:



62 Vorkonditionierung linearer SystemeAlgorithmus 19 PCGr0 := b� Ax0p0 := z0 :=M�1r0F�ur k = 0; 1; 2; : : : :�k := (rk; zk)=(Apk; pk)xk+1 := xk + �kpkrk+1 := rk � �kApkzk+1 :=M�1rk+1�k := (rk+1; zk+1)=(rk; zk)pk+1 := zk+1 + �kpkEndeNah Satz 2.23 kann man f�ur PCG gegen�uber CG verbesserte Konvergenz erwarten.3.1.3 Vorkonditionierung von PGK{Verfahren im allgemei-nenNah demselben Shema lassen sih alle PGK{Verfahren vorkonditionieren. Links{vorkonditionierte Versionen der meisten der in dieser Arbeit vorgestellten L�osungs-verfahren �ndet man in [6℄ und von CGNR und CGNE in [47℄. Dort werden auheinige vorkonditionierte Verfahren f�ur spezielle F�alle formuliert.Shlie�lih bleiben in den vorkonditionierten Algorithmen an einigen Stellen Produkteder Form s := ~M�1t (3.6)zu berehnen, wobei ~M f�ur M , ML, MR oder deren Transponierte und s und t f�ur dieentsprehenden Vektoren stehen. Ist ~M�1 niht bekannt (das ist die Regel), wird s alsL�osung des Systems ~Ms = t: (3.7)bestimmt. Der Vorkonditionierer ~M sollte also so gew�ahlt werden, da� (3.7) unter ge-ringem Aufwand gel�ost werden kann. Dieser Mehraufwand ist gegen den Aufwand derdurh die Konvergenzbeshleunigung eingesparten Iterationen abzuw�agen. Ein Vorkon-ditionierer darf also teuer sein, wenn er entsprehend leistungsf�ahig ist.3.2 VorkonditioniererNun sind die Eigenshaften bekannt, die ein Vorkonditionierer erf�ullen mu�. Als Vor-konditionierer M ist jede invertierbare Abbildung M : Rn ! Rn verwendbar, die



3.2 Vorkonditionierer 63�ahnlih zu A ist, mit der aber gleihzeitig (3.7) einfah l�osbar oder (3.6) einfah bere-henbar ist, insbesondere wesentlih einfaher als das Ausgangsproblem.Zur Beurteilung eines Vorkonditionierers ist eine Aufwandsabsh�atzung erforderlih.Auf der einen Seite steht die Ersparnis, die durh die shnellere Konvergenz erreihtwird, auf der anderen Seite stehen die zus�atzlihen Kosten, die einmal bei der Kon-struktion von M und bei jeder Iteration beim L�osen von (3.7) anfallen. Erst dieseBilanz zeigt, ob ein Vorkonditionierer nutzbringend ist.Auh der Speiheraufwand kann eine Rolle bei der Wahl spielen, da einige Vorkondi-tioniererM explizit konstruieren, andere (3.7) allein durh die Kenntnis von A eÆzientl�osen k�onnen. Beispiele f�ur Vorkonditionierer sind Matrizen, die explizit oder implizitdurh A gegeben sind, ein oder mehrere Shritte eines iterativen L�osungsverfahrensoder eines Mehrgitterverfahrens oder aber auh die aus Kapitel 1 bekannten Gebiets-zerlegungsverfahren.3.2.1 Jaobi, SOR und SSORWie in Abshnitt 2.2 beshrieben wurde, sind die station�aren Verfahren durh eineZerlegung A = M � N mit einer nihtsingul�aren Matrix M de�niert. Die Iterations-vorshrift xk+1 :=M�1Nxk +M�1b=M�1(M � A)xk +M�1b= (I �M�1A)xk +M�1bsuht die L�osung von (I � (I �M�1A))x =M�1b, M�1Ax =M�1b:Die station�aren Verfahren de�nieren also linksseitige Vorkonditionierer, deren Qualit�atdavon abh�angt, wie gut A durh M approximiert wird. Die Vorkonditionierungsmatri-zen sind wie in Abshnitt 2.2 gegeben durhMJaobi := D;MSOR(!) := U + 1!D;MSSOR(!) := (D + !U)D�1(D + !O);und die L�osung von (3.7) entspriht dann einer Iteration des jeweiligen station�arenVerfahrens mit dem Startvektor x0 = 0.F�ur SOR und den Vorw�artsdurhlauf des SSOR entf�allt damit die H�alfte desRehenaufwandes. Da sih beim R�ukw�artsdurhlauf des SSOR, wie beim SSOR{L�osungsverfahren beshrieben, ebenfalls die H�alfte einsparen l�a�t, entsprehen die



64 Vorkonditionierung linearer SystemeKosten eines SSOR{Vorkonditionierungsshrittes denen zweier SOR{Shritte unddamit wiederum im wesentlihen einer Matrix{Vektor{Multiplikation.Der Vorteil dieser Vorkonditionierer ist, da� M durh A implizit gegeben ist und nihtexplizit gespeihert werden mu�. Allerdings speihert man die Inverse der Diagonalenvon A, insbesondere wenn A eine ehte Blokmatrix ist. Entsprehend gering undvernahl�assigbar ist der Aufwand zur Konstruktion des Vorkonditionierers.MJaobi und MSSOR sind symmetrish, daher zur Vorkonditionierung in L�osungs-verfahren f�ur symmetrishe Matrizen geeignet. SOR dagegen darf z.B. in CG nihtangewandt werden. Da sih Symmetrie oder Fast{Symmetrie von Matrizen h�au�gvorteilhaft auf das Konvergenzverhalten der Verfahren (die ja im gewissen SinneErweiterungen des CG sind) auswirkt, ist SOR als Vorkonditionierer meist wenigergeeignet, zumal seine Leistung stark von der Matrixstruktur abh�angt.Der Jaobi{Vorkonditionierer stellt im allgemeinen keine gute N�aherung von Adar und bringt daher, wenn �uberhaupt, nur m�a�ige Konvergenzverbesserung. DieQualit�at von SOR und SSOR als Vorkonditionierer ist dagegen, wie anhand derL�osungsverfahren beshrieben, stark von der Struktur der Matrix und dem gew�ahltenRelaxationsparameter abh�angig.
3.2.2 ILUDie ILU{Vorkonditionierung (Inomplete LU) verwendet eine unvollst�andige LR{Zerlegung M = MLMR � von A, um durh Vorw�arts{ und R�ukw�artseinsetzen inL und R die L�osung von (3.7) zu bestimmen. Die Zerlegung ist insofern unvollst�andig,als von den w�ahrend des Gau�shen Eliminationsverfahrens berehneten Eintr�agen vonML undMR bestimmte niht gespeihert werden. Anderenfalls w�are die Zerlegung zwarexakt, doh best�unde die Gefahr, da� durh zu viele neue Eintr�age die Anzahl der Niht-nullelemente in den Bereih O(n2) steigt. Ist R die Matrix, die alle vernahl�assigtenEintr�age enth�alt, so ist A =M +REntsheidend ist die Frage, wie viele und welhe der neu entstehenden Eintr�age ver-nahl�assigt werden sollen. Werden nur an den Positionen in ML und MR Eintr�agezugelassen, wo A Eintr�age besitzt, und alle weiteren ignoriert, so erh�alt man ILU(0).Bei der Anwendung des ILU(0) auf zeilenweise abgespeiherte Sparse{Matrizen ist diedirekte �Ubertragung des gew�ohnlihen Gau�{Verfahrens wegen der darin auftreten-den Spaltendurhl�aufe ung�unstig. Durh Umsortieren der Rehenshritte (Herleitungin [47℄) und unter Verwendung der in Abshnitt 2.2 eingef�uhrten Terminologie derBlokmatrizen erh�alt man folgenden, geeigneteren Algorithmus, der die Matrix A wieim Gau�shen Eliminationsverfahren mit ML und MR �ubershreibt:



3.2 Vorkonditionierer 65Algorithmus 20 ILU(0)F�ur i = 2; : : : ; n :F�ur j = 1; : : : ; i� 1 und Ai;j 6� 0 :Ai;j := (Aj;j)�1Ai;jF�ur k = j + 1; : : : ; n und Ai;k 6� 0 :Ai;k := Ai;k � Ai;jAj;kEndeEndeEndeDie Bezeihnung Ai;j 6� 0 bedeutet, da� der Blok Ai;j mindestens einen von Nullvershiedenen Eintrag besitzt. Das Verfahren kann fehlshlagen, wenn einer der entste-henden Diagonalbl�oke Aj;j niht invertierbar ist, bzw. f�ur die Blokdimension l = 1,falls Aj;j = 0. Dies kann trotz der Nihtsingularit�at von A eintreten, da keine Pivoti-sierung durhgef�uhrt wird und die Zerlegung niht exakt ist.Die durh ILU(0) erzeugte Zerlegung ist, falls Eintr�age vernahl�assigt wurden, nihteindeutig. Durh �Anderungen in den nihtnullwertigen Eintr�agen von ML und MRentstehen vershiedene Auslassungsmatrizen R und damit vershieden gute Approxi-mationen an A.Ein Ansatz in dieser Rihtung ist MILU (Modi�ed ILU), das die Werte der zu ver-nahl�assigenden Bl�oke der Zerlegung ebenfalls berehnet und sie vom Diagonalblokderselben Zeile subtrahiert. Dadurh wird erreiht, da� die Zeilensummen von R null-wertig sind. Andere Varianten subtrahieren ein skalares Vielfahes der Bl�oke mit einemFaktor 0 < � < 1 (relaxierter ILU). In [4℄ �ndet man einen �Uberblik �uber die Literaturzu diesen Varianten des ILU.Ein anderer Weg, A durhM genauer zu approximieren, ist die Zulassung von zus�atzli-hen Eintr�agen inML und MR. ILU(p) bestimmt F�ullgrade (levels of �ll) der Eintr�age.Ein Eintrag wird bei der Zerlegung vernahl�assigt, wenn sein F�ullgrad gr�o�er als p ist.Die F�ullgrade werden dadurh bestimmt, da� anfangs alle nihtnullwertigen Eintr�ageden Grad 0 und die �ubrigen den Grad 1 besitzen, und da� bei der Berehnung desEintrages Ai;k dieser den Grad minfGrad(Ai;k); Grad(Ai;j) + Grad(Aj;k) + 1g erh�alt.Dadurh werden nur Eintr�age bis zur p{ten "Generation\ zugelassen.Bei diesem Vorgehen kann im allgemeinen jedoh shon f�ur p = 1 eine vollbesetzte Ma-trix entstehen. Erst f�ur Matrizen bestimmter Struktur ist gew�ahrleistet, da� die Anzahlder neuen Eintr�age im Bereih O(n) liegt. Auf diese kann man ILU(p) angewenden,wobei sih auh der ILU{Algorithmus an die Struktur der Matrix anpassen l�a�t (siehe[47℄).Wesentlih leistungsf�ahiger als die bisher vorgestellten Versionen des ILU sind Ans�atze,die sih bei der Zulassung neuer Eintr�age niht an der Struktur der Matrix, sondern ander numerishen Bedeutung der Eintr�age, also an der Gr�o�e ihres Betrages orientieren.



66 Vorkonditionierung linearer SystemeDies erfordert zur Implementation jedoh komplexe Datenstrukturen, da die Strukturvon ML und MR erst bei der Zerlegung bestimmt wird.Durh ILUT(p,�) werden in der i{ten Zeile Ai;� der Zerlegung au�er dem Diagonalele-ment alle Elemente vom Betrag kleiner als �kAi;�k ignoriert, wobei k � k eine geeigneteNorm ist. Danah werden in der i{ten Zeile von ML und MR nur das Diagonalelementund jeweils die p betragsgr�o�ten Eintr�age behalten und die �ubrigen vernahl�assigt.Um ILUT zu verwenden, ist eine (z.B. die in [47℄ beshriebene) eÆziente Implemen-tation wihtig, da sonst die wegen der Komplexit�at des Verfahrens hohen Kosten derZerlegung den beim L�osen erreihten Nutzen �ubersteigen.Durh Pivotisierung des ILUT zur Verbesserung der numerishen Stabilit�at entstehtILUTP. Wegen der, wie angenommen, zeilenweisen Speiherung der Matrix verwen-det man daf�ur eine Spaltenpivotsuhe. Eine Beshreibung der Implementation diesesVerfahrens mit im wesentlihen gleihen Aufwand wie ILUT �ndet man in [47℄.



Kapitel 4Experimentelle Untersuhungen
In diesem Kapitel werden die in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten L�osungs{ und Vor-konditionierungsverfahren auf Systeme angewendet, die durh die in Kapitel 1 erl�auter-ten Methoden aus repr�asentativen Beispielen von Konvektions{Di�usions{Reaktions{Problemen entstehen.Nah der De�nition der Modellprobleme werden die Versuhsdurhf�uhrung und die ver-wendete Rehenumgebung beshrieben. Insbesondere wird das Softwarepaket BLANCharakterisiert, das parallel zu dieser Arbeit entwikelt wurde, um einerseits die nahfol-genden Experimente durhzuf�uhren, andererseits, um eine universelle Basis f�ur weitereProjekte bereitzustellen, die sih auf shwahbesetzte und/oder blokstrukturierte Ma-trizen beziehen.Es folgt die Untersuhung der station�aren Verfahren SOR und SSOR in Hinblik auf op-timale Relaxation und ihren Einsatz als Vorkonditionierung, des GMRES(m) bei unter-shiedlihen Restartintervallen und der in dieser Arbeit vorgestellten PGK{Verfahren(inklusive des GMRES(m) mit optimalem Restart). Abshlie�end werden die Ergeb-nisse bewertet und Shlu�folgerungen gezogen.4.1 Darstellung der ModellproblemeDie Modellprobleme sind jeweils auf 
 :=℄0; 1[2� R2 gestellt. Es soll untersuht wer-den, wie sih singul�are St�orungen durh Konvektionsdominanz auf mathematisher Sei-te und untershiedlih genaue Zerlegungen auf numerisher Seite in der Komplexit�atdes aus der Galerkin{Least{Squares{Diskretisierung entstehenden Gleihungssystemesniedershlagen.F�ur den ersten Punkt wird der Di�usionskoeÆzient jeweils �uber f1; 10�2; 10�4; 10�6gvariiert. Die Zerlegung wird auf dem Einheitsquadrat durh ein regelm�a�iges 32� 32{,64 � 64{ oder 128 � 128{Shahbrettgitter �uber 
 realisiert, bei dem jedes Feld dia-gonal halbiert ist. Das entstehende Gleihungssystem besitzt entsprehend die Gr�o�e
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Abbildung 4.1: Shr�agstr�omungn = 33 � 33 = 1089, n = 65 � 65 = 4225 bzw. n = 129 � 129 = 16641. Die Knotenseien lexikographish, d.h. zeilenweise von links nah rehts und von unten nah obennumeriert.E�ekte durh Reaktionsdominanz oder die Verwendung einer Gebietszerlegung werdennur an jeweils einem Beispiel betrahtet; die Problemstellung wird dort beshrieben.



4.1 Darstellung der Modellprobleme 69
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Abbildung 4.2: " = 100
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Abbildung 4.3: " = 10�2
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Abbildung 4.4: " = 10�4
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Abbildung 4.5: " = 10�6



70 Experimentelle Untersuhungen4.1.1 Shr�agstr�omungDas Geshwindigkeitsfeld b sei mit b � 1p5  21 ! konstant gew�ahlt (damit ist kbk2 = 1).�
 zerf�allt damit in �
+ = f( x 1 )T ; ( 1 y )T : 0 � x; y � 1g;�
0 = ;;�
� = f( x 0 )T ; ( 0 y )T : 0 � x; y � 1g:Auf dem Rand seien folgende Dirihlet{Bedingungen gegeben:u = 1 auf �( x 0 )T ; ( 0 y )T : 0 � x � 1; 0 � y � 13� ;u = 0 sonst:Auf dem Einstr�omrand be�ndet sih in x� := � 0 13 �T eine Unstetigkeit in den Randbe-dingungen. Entlang �x� entsteht also eine parabolishe innere Grenzshiht. Weiterhinsind wegen der Dirihlet{Randbedingungen Grenzshihten am Ausstr�omrand zu er-warten.Das Problem sei reaktionsfrei, also ; f � 0.Durh diese Daten simuliert man z.B. den W�armetransport �uber eine quadratisheFl�ahe durh eine Str�omung in Rihtung ( 2 1 )T mit unstetigem Einstr�omrand. Dabeilaufen im Fluid keine Reaktionen ab, es nimmt keine W�armeenergie auf und setzt auhkeine frei.In Abbildung 4.1 ist das Geshwindigkeitsfeld b mit den Randbedingungen und der in-neren Grenzshiht dargestellt, in den Abbildungen 4.2{4.5 die Entwiklung der L�osungf�ur "! 0, an der man die Entstehung der erwarteten Grenzshihten verfolgen kann. Imsingul�ar gest�orten Fall ist die im ersten Kapitel angesprohene Entstehung von Oszilla-tionen quer zur inneren Grenzshiht beobahtbar, die der Galerkin{Einu� hervorruft.Dabei liegt 
 in der x{y{Ebene, die Werte von u werden in z{Rihtung aufgetragen.Es werden zwei Variationen dieses Problems behandelt:� Da in diesem Problem die Str�omung einheitlih orientiert ist, wird sih dies auhin der Struktur der Matrix niedershlagen. L�osungsverfahren und Vorkonditio-nierer, die dadurh beeinu�t werden, von den in dieser Arbeit vorgestellten alsoSOR und SSOR, sind theoretish in ihrer Leistungsf�ahigkeit von der Numerie-rungsreihenfolge der Knoten abh�angig. Um diesen E�ekt zu untersuhen, werdendiese Verfahren auh auf die Matrix angewendet, die aus der Diskretisierung desProblems unter ge�anderter Numerierung quer zur Str�omungsrihtung entsteht.Die Knoten sind dann spaltenweise von oben nah unten und von rehts nahlinks durhnumeriert.



4.1 Darstellung der Modellprobleme 71� Es soll untersuht werden, wie sih die Art der Randbedingungen auf die Komple-xit�at der entstehenden Matrix auswirkt. Daf�ur wird 
 als Teilgebiet unter eineradaptiven Gebietszerlegung vom Nataf/Rogier{Typ gew�ahlt. Die Randst�uke�1 := f( 0 y )T : 0 � y � 1g;�2 := f( 1 y )T : 0 � y � 1gwerden als Interfaes zu benahbarten Teilgebieten betrahtet, so da� auf die-sen die in Abshnitt 1.3 formulierten Robin{Randbedingungen gestellt sind. DasProblem wird dabei auf dem gesamten Gebiet so de�niert, da� dessen reduzier-te Formulierung auf 
 mit der reduzierten Formulierung des Ausgangsproblems�ubereinstimmt.
4.1.2 Rotationsstr�omungIn diesem Beispiel sei das Geshwindigkeitsfeld b bestimmt durhb(x; y) :=  (2y � 1)(1� (2x� 1)2)4y(2x� 1)(y � 1) ! :Dadurh ist eine Rotationsstr�omung um den Mittelpunkt von 
 gegeben, die am Rand�
 parallel zu diesem verl�auft. Damit ist �
 = �
0, und alle Charakteristiken sindgeshlossen.Auf dem Rand seien folgende Dirihlet{Bedingungen gegeben:u = �0:5 auf n( 0 y )T : 0 � y � 1ou = 0:5 auf n( 1 y )T : 0 � y � 1ou = 0 sonstAbbildung 4.6 illustriert diese Daten. Sei wieder f � 0.An diesem Beispiel soll der Einu� des Reaktionstermes untersuht werden. Daf�ur wirdder ReaktionskoeÆzient  jeweils konstant als  � ~ 2 f0; 1; 10; 100g gew�ahlt, damitdie Entwiklung �uber das Spektrum vom reaktionsfreien bis zum reaktionsdominantenFall erkennbar wird.Man kann sih dieses Problem als Quershnitt durh einen Raum vorstellen, der auf
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u=0.5 u=-0.5

u=0

u=0Abbildung 4.6: Rotationsstr�omung
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Abbildung 4.7: " = 100,  = 0
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Abbildung 4.8: " = 10�2,  = 0
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Abbildung 4.9: " = 10�4,  = 0
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Abbildung 4.10: " = 10�6,  = 0
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Abbildung 4.11: " = 100,  = 10
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Abbildung 4.12: " = 10�2,  = 10
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Abbildung 4.13: " = 10�4,  = 10
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Abbildung 4.14: " = 10�6,  = 10



4.2 Durhf�uhrung der Versuhe 75einer Seite beheizt und auf der anderen gek�uhlt wird. Durh das Geshwindigkeitsfeldwird entsprehende physikalishe Konvektion durh Temperaturgef�alle simuliert. F�ur"! 0 wird die W�armeleitung im Fluid bedeutungslos, der Temperaturtransport erfolgtdann fast nur noh durh die Str�omung, also entlang des Randes.Dieses Verhalten ist in den Abbildungen 4.7{4.10 im reaktionsfreien Fall ( � 0) gra-phish dargestellt. Man erkennt, da� im singul�ar gest�orten Fall kaum Transport querzu den Charakteristiken ins Innere von 
, aber starker Transport am Rand entlangder Charakteristiken statt�ndet. Den Reaktionseinu� kann man sih als endothermehemishe Reaktion vorstellen, die im reaktionsdominanten Fall die durh Konvektionund Di�usion verteilte W�armeenergie aufnimmt.4.2 Durhf�uhrung der VersuheUm die Qualit�at der L�osungsverfahren miteinander zu vergleihen, wurde bei den nume-rishen Experimenten der zeitlihe Konvergenzverlauf betrahtet, also die Entwiklungder Konvergenz krkk2=kr0k2 des Residuums in der Euklidishen Norm bez�uglih derRehenzeit. In vielen Darstellungen, die Konvergenzresultate f�ur iterative Verfahrenformulieren, werden die Iterationen des Verfahrens gegen die Konvergenz aufgetragen.Dies l�a�t jedoh keinen sinnvollen Vergleih vershiedener Verfahren zu, da sih diesein dem pro Iteration erforderlihen Rehenaufwand eventuell signi�kant untersheiden.Bei der Bewertung der PGK{Verfahren wird zur Illustration eine entsprehende �Uber-siht der Kosten pro Iteration gegeben.Es wurden jeweils die rehte Seite b := 0 und die Startl�osung x0 := 1pn(1; : : : ; 1)T ge-setzt, so da� wegen kx0k2 = 1 der relative Fehler einer N�aherungsl�osung xk durh kxkkgegeben war. Dadurh konnte bei den Experimenten neben der Konvergenz bez�uglihdes Residuums auh die Entwiklung des relativen Fehlers beobahtet werden. Aufentsprehende Darstellung wird aus Platzgr�unden verzihtet; die daraus gewonnenenErkenntnisse werden sp�ater erw�ahnt werden.Verglihen wurde jeweils die Rehenzeit, die von dem Verfahren ben�otigt wurde, bisKonvergenz der Residuennorm auf krkk2=kr0k2 < 10�2 bzw. auf krkk2=kr0k2 < 10�6erreiht wurde. W�ahrend die zweite Shranke beim Einsatz von L�osungsverfahren alssolhe als Abbruhkriterium �ublih ist, tritt die erste eventuell beim Einsatz der Ver-fahren in Mehrgittermethoden auf. Wenngleih diese hier niht behandelt werden, sol-len doh Darstellungen f�ur entsprehende Untersuhungen bereitgestellt werden. DieKonvergenzverl�aufe aller im folgenden betrahteten Kombinationen von L�osern undVorkonditionierern sind f�ur die Ausgangsprobleme der Shr�agstr�omung und der Rota-tionsstr�omung im Anhang zu �nden.Als Rehenumgebung f�ur die numerishen Experimente diente eine DEC Alpha3000/600.Die Diskretisierungen der Probleme wurden mit dem von Andreas Auge entwikel-ten Programm PNS (Parallelized solution of Navier{Stokes{equations) durhgef�uhrt.



76 Experimentelle UntersuhungenEs ist ein Finite{Elemente{Code zur Behandlung von Navier{Stokes{Gleihungen, derauf der adaptiven niht�uberlappenden Gebietszerlegungsmethode nah Nataf/Rogierund der Galerkin{Least{Squares{Diskretisierung aufbaut.Zur Untersuhung der L�oser und Vorkonditionierer wurde vom Verfasser im Rahmendieser Arbeit die C{Bibliothek BLANC (Blokwise Linear Algebra and Numerial Com-putations in C) erstellt, die auh in PNS verwendet wird. Es soll nun eine kurze �Uber-siht �uber Aufbau und Eigenshaften des Paketes gegeben werden.4.3 Die Funktionsbibliothek BLANCBLANC ist eine Sammlung von Datentypen und Funktionen, die zum einen eineOber�ahe f�ur objektorientierten Umgang mit (shwahbesetzten) Blokmatrizen undBlokvektoren bietet, zum anderen auf eÆziente Weise Grundoperationen zwishendiesen und einen gro�en Teil der vorgestellten L�osungsverfahren f�ur lineare Glei-hungssysteme realisiert. Gew�ohnlihe Matrizen und Vektoren sind als Spezialf�alle derblokstrukturierten in der Darstellung enthalten.Die konsequente Ber�uksihtigung der Blokstruktur ist dabei das wesentlihe Merk-mal von BLANC, durh das es sih von den verf�ugbaren Bibliotheken zur Behandlunglinearer Systeme untersheidet. Vorteil dieses Ansatzes ist eine erheblihe Reduzierungim Speiherbedarf sowie die nat�urlihe Realisierbarkeit von Blokalgorithmen (z.B.SOR/SSOR, ILU).Au�erdem wurde nah einshl�agigen Erfahrungen mit bereits existierenden Bibliothe-ken gro�er Wert auf Robustheit des Codes gelegt und eine | bis auf unvermeidbareRisiken wie Overow | umfassende Fehlerdiagnose implementiert. Diese ist jedohauf Wunsh stufenweise abshaltbar, so da� dennoh optimale Performane erreihbarbleibt.Durh die vollst�andige Einkapselung der benutzten Strukturen, verbunden mit derM�oglihkeit der R�ukkopplung an den Benutzer durh die Fehlerkontrolle, steht mitdiesem Paket ein blak{box{artiges Produkt zur Verf�ugung, das auh dem unerfah-renen Benutzer einfahes und �ubersihtlihes Bearbeiten blokstrukturierter Problemeund leistungsf�ahige Rehnungen erm�ogliht.BLANC und eine ausf�uhrlihe Dokumentation werden in K�urze �uber den FTP{Serverdes Instituts f�ur Numerishe und Angewandte Mathematik an der Internet{Adresse"http://www.num.math.uni-goettingen.de\ verf�ugbar gemaht werden.Die Bibliothek gliedert sih in die Module� blan info, das die Stringkonstanten blan VERSION (Versionsnummer),blan DATE (Datum der �Ubersetzung) und blan INFO (gesamte Beshrei-bung des vorliegenden Exemplares) enth�alt.� blan error, das die Fehlerbehandlung verwaltet. Daf�ur dient der Typblan Error status, der jeden m�oglihen Fehler beshreibt und anhand dessen



4.3 Die Funktionsbibliothek BLANC 77Wert also auh Korrekturen bei Laufzeit m�oglih sind. Die Ausgabe der Fehler-meldungen kann leiht auf andere Ausgabestr�ome umgelenkt werden.� blan basis, das die primitiven Datentypen blan Real (reeller Wert) undblan Boolean (Wahrheitswert) enth�alt. Insbesondere sind hier die in BLANCverwendeten nihttrivialen Operationen auf blan Real de�niert, so da� inAbh�angigkeit von Arhitektur und erw�unshter Rehengenauigkeit leiht die ge-samte BLANC{Arithmetik auf den jeweils erw�unshten oat{Grundtyp umge-stellt werden kann.� blan vetor, das die Datentypen blan Vetor und blan Velt (vetor ele-ment) verwaltet, die einen Blokvektor bzw. einen Vektorblok beshreiben. Au-�erdem steht der Typ blan Vont (vetor ontainer) zur Verf�ugung, der alsVerallgemeinerung des Vektorbegri�s einen blan Vetor, ein blan Velt odereinen blan Real enth�alt. Diese vektoriellen Typen sind Objekte vom Typblan Vtype.� blan voperats, das Grundoperationen der linearen Algebra zwishen Vekto-ren umfa�t. Darunter fallen neben Multiplikation mit einem Skalar, Addition,Subtraktion, Skalarprodukt, komponentenweiser Multiplikation und Division undkomponentenweisem Betrag auh eine Reihe von Normauswertungen: k �k1, k �k2,k � k1, k � kL1, k � kL2, k � kL1, sowie f�ur ehte Blokvektoren die entsprehendenBloknormen, bei denen die Norm �uber alle Bl�oke bez�uglih desselben Blokein-trages berehnet wird.� blan matrix, das, analog zu blan vetor, die Typen blan Matrix undblan Melt (matrix element) bereitstellt. Eine blan matrix tr�agt jedoh nurdie Werte der Matrix. Ihre Struktur, also ihr Besetzungsmuster, wird separatvon dem Typ blan Mpat (matrix pattern) verwaltet. Da sih mehrere Matrizenauf dasselbe blan Mpat beziehen d�urfen, kann so mehrfah gespeiherte Infor-mation vermieden werden. Dies l�a�t sih zum Beispiel dann ausnutzen, wenn aufein und derselben Vernetzung vershiedene Probleme formuliert werden (wie beider Behandlung von Navier{Stokes{Gleihungen durh Projektionsmethoden).Es besteht die M�oglihkeit, diagonale Blokmatrizen g�unstiger zu speihern, so-wie ohne wesentlihen Speiherbedarf die Transponierte einer Matrix zu bilden,die sih auf die Daten der Ausgangsmatrix bezieht.� blan moperats, das Operationen auf Matrizen (Multiplikation mit einem Ska-lar, Addition, Subtraktion, lineare Erweiterung) und zwishen Matrizen und Vek-toren (Matrix{Vektor{Produkt, dasselbe mit der transponierten Matrix, Residu-enberehnung) enth�alt. Au�erdem kann die (sparsam als Diagonalmatrix gespei-herte) Inverse der Diagonale einer Matrix sowie die ILU{Zerlegung einer Matrixberehnet werden.



78 Experimentelle Untersuhungen� blan preond, in dem der Typ blan Preond (Vorkonditionierer) zurVerf�ugung steht. Realisiert sind Jaobi, SOR, SSOR und ILU(0). Siewerden durh den Typ blan Preond id beshrieben, ihr Name kannaus dem Stringarray blan preond name[<blan Preond id>℄ entnom-men werden. Angesprohen werden sie �uber das blan Preond{Arrayblan preond[<blan Preond id>℄.Die Vorkonditionierungsmatrizen werden intern verwaltet. Der Benutzer kannaber auh selbst �uber Konstruktoren und Destruktoren bestimmen, wann sie er-zeugt werden und wie lange sie existieren sollen. Bei L�osen von Systemen mitUntershieden nur in der rehten Seite l�a�t sih so deren wiederholte Konstruk-tion vermeiden.In SOR und SSOR kann auf Wunsh jede Komponente des L�osungsvektors f�ursih relaxiert werden, als blan Vont ist die Beshreibung des Relaxationspara-meters v�ollig exibel. Auh die Bearbeitungsreihenfolge der Zeilen kann vorge-shrieben werden.� blan solver, das iterative L�osungsverfahren als blan Solver anbietet. ZurVerf�ugung stehen SOR, SSOR, GMRES(m), CG, CGNR, Bi{CG, CGS, Bi{CGSTAB, QMR und TFQMR. blan Solver id, blan solver name undblan solver erf�ullen entsprehende Aufgaben wie ihre Pendants im Modulblan preond. Auh die Durhf�uhrung von SOR und SSOR kann wie dort vari-iert werden. Das Abbruhkriterium wird durh Angabe der maximalen Zahl vonIterationen und durh Konvergenzkontrolle gem�a� einem blan C (siehe dazuden n�ahsten Punkt) de�niert. Die Anzahl der tats�ahlih ben�otigten Iterationenwird in den Speiherplatz der vorgegebenen H�ohstzahl geshrieben.Weiterhin ist es m�oglih zu bestimmen, ob die Konvergenzkontrolle nur auf dieResiduennorm oder auf den gesamten Residuenvektor angewendet wird, und fer-ner, ob die in manhen Verfahren g�ultigen Absh�atzungen der Norm ausgenutztwerden sollen oder niht.� blan  (onvergene ontrol), das mit dem Typ blan C eine exible Kon-vergenzkontrolle f�ur iterative Verfahren anbietet. Er enth�alt eine blan Vtype{Information, die bestimmt, ob das Residuum als blan Real (Norm des Vek-tors), blan Velt (eintragsweise Norm �uber die Bl�oke) oder als blan Vetor(komponentenweiser Betrag des Vektors) bewertet werden soll. Als Normenstehen die in blan voperats realisierten zur Verf�ugung. In �Ubereinstimmungmit dem vorgeshriebenen Typ k�onnen (ggf. komponentenweise) obere Shran-ken f�ur die zu erzielende Genauigkeit (krkk) und f�ur die erw�unshte Konver-genz ( krkkkr0k+tol) angegeben werden. tol ist ein optionaler Toleranzwert, durhden man Division durh 0 vorbeugen kann. Die zur Evaluierung aufgerufe-ne Funktion blan  hek gibt den blan Boolean{Wert blan B FALSE(falsh) zur�uk, wenn eine der Shranken untershritten wird. Andernfalls wirdblan B TRUE (wahr) zur�ukgegeben. Auh beliebige andere Abbruhkriteri-en sind durh den Benutzer de�nierbar, indem er dem blan C eine Funktion



4.4 Numerishe Resultate 79vom Typ blan C funtion bereitstellt. Diese wird in blan  hek aufgeru-fen und f�uhrt durh R�ukgabe von blan B FALSE ebenfalls zu einem Abbruh.In der blan C funtion werden dem Benutzer unter anderem die Iterationszahlk, die aktuelle N�aherungsl�osung xk und das aktuelle Residuum rk �ubergeben.� blan io, das lesbare ASCII{ oder speiherplatzsparende bin�are Ein{ und Ausga-be der Typen blan Velt, blan Vetor, blan Melt, blan Matrix und blan Mpatin einem festen Format �uber bereitzustellende Datenstr�ome erm�ogliht. BeiASCII{Ausgabe ist jedoh die Darstellung der einzelnen Werte im Exponential{oder Gleitkommaformat sowie die Anzahl der Stellen und Nahkommastellen va-riabel. F�ur eine blan Matrix kann bei ASCII{Ausgabe zwishen dem sparse{Format unter Angabe der jeweiligen Position und dem dense{Format unterAu��ullung mit Nullen gew�ahlt werden.� blan mespas, in dem ein Interfae f�ur Daten�ubertragung (message passing) beiBenutzung von BLANC in parallelisierten Umgebungen (wie z.B. PVM) bereitge-stellt wird. Objekte vom Typ blan Velt oder blan Vetor k�onnen unter Angabeder Sende{ und Empfangsfunktionen der Umgebung vershikt und erhalten wer-den. Bei Existenz selektierter Daten�ubertragung ist auh die Versendung jeweilsdesselben Eintrags aus allen Bl�oken eines blan Vetor's m�oglih.4.4 Numerishe Resultate4.4.1 Station�are VerfahrenIn dieser Versuhsserie sollen zuerst die im folgenden als Vorkonditionierer einsetz-baren station�aren Verfahren SOR und SSOR miteinander verglihen werden. Da ihrUntershied in der Bearbeitungsreihenfolge der Matrixzeilen liegt, wird daf�ur das Bei-spiel der Shr�agstr�omung mit lexikographisher und Quernumerierung betrahtet, wiein Abshnitt 4.1 beshrieben.Nah der Entsheidung f�ur eines der beiden wird dieses Verfahren auf alle weiterenProbleme angewendet. Der Relaxationsfaktor ! wird jeweils unter besonderer Ber�uk-sihtigung der Grenzf�alle ! ! 0 und ! ! 2 �uber f0:00625; 0:0125; 0:025; 0:05; 0:1;0:2; 0:4; 0:6; 0:8; 1:0; 1:2; 1:4; 1:6; 1:8; 1:9; 1:95; 1:975; 1:9875; 1:99375g variiert, umErkenntnisse �uber dessen optimale Wahl und Auswirkungen einer nihtoptimalen Wahlzu gewinnen. Der jeweils als optimal erkannte Relaxationsparameter wird im Anshlu�bei der Verwendung des Verfahrens als Vorkonditionierung f�ur PGK{Verfahren benutztwerden.Die Rehtfertigung der Annahme, da� das wirkungsvollere station�are L�osungsverfahrenauh der eÆzientere Vorkonditionierer ist, beruht auf der linearen Konvergenz dieserVerfahren bez�uglih des Fehlers laut (2.8). Diese wurde, um es vorwegzunehmen, durh



80 Experimentelle Untersuhungendie Experimente durhweg best�atigt. Da Vorkonditionierung durh station�are Verfah-ren einem Iterationsshritt entspriht, �ubertr�agt sih die Konvergenzeigenshaft desVerfahrens auf die G�ute des Vorkonditionierers.Die Annahme, bei der Vorkonditionierung den optimalen Relaxationsfaktor verwendenzu d�urfen, wird sp�ater begr�undet werden.Auf den folgenden Seiten sind pro Doppelseite die Diagramme dargestellt, die die Er-gebnisse f�ur einen mit jeweils einem L�oser bearbeiteten Versuh zusammenfassen. JedeZeile beshreibt von links nah rehts zunehmende Konvektionsdominanz, jede Spaltevon oben nah unten zunehmende Diskretisierungsfeinheit bzw. Matrixdimension. Inden Diagrammen ist jeweils auf der x{Ahse die Rehenzeit in CPU{Sekunden, aufder y{Ahse der Relaxationsparameter aufgetragen. F�ur jede Relaxation ist ein Balkendargestellt,- dessen Gesamtl�ange die Zeit beshreibt, die das Verfahren ben�otigte, bis die eu-klidishe Norm des Residuum kleiner als 10�6kr0k2 war,- dessen dunkler abgesetzter Teil die ben�otigte Zeit zur Konvergenz auf 10�2kr0k2angibt und- dessen shwarzer Anteil die Aufbauphase repr�asentiert, d.h. die zur Inversionder Diagonalen und der Konstruktion der Hilfsvektoren verwendete Zeitspanne,bevor der eigentlihe L�osungsproze� begann.Das Beispiel der lexikographish numerierten Shr�agstr�omung l�osen SOR und SSORim optimal relaxierten Fall etwa gleihshnell, wobei jedoh au��allt, da� sih die Kon-vergenz des SOR bei Abweihung von !opt st�arker vershlehtert als die des SSOR.Dort sind also gr�obere Absh�atzungen des Parameters zul�assig.Der Wert des optimalen Parameters ist bei beiden Verfahren etwa gleih. Dies gilt auhbei der L�osung des quernumerierten Problems. Dort ist, wie erwartet, die Konvergenzdes SOR wesentlih shlehter als im lexikographish numerierten, die des SSOR aberbemerkenswertereise unver�andert.Da SSOR au�erdem, wie beshrieben, Symmetrieeigenshaften erh�alt, ist es dem SORunbedingt als L�oser, und damit auh als Vorkonditionierer, vorzuziehen.Es wird bei allen Versuhen o�ensihtlih, da� die Konvergenzrate des SSOR stetig von! abh�angt. Sh�atzt man ! � !opt ab, so l�a�t sih daher fast{optimale Konvergenz er-warten. Bei Untersh�atzung von !opt b�u�t man weniger an Konvergenzgeshwindigkeitein als bei �Ubersh�atzung. Insbesondere ist bei �Ubersh�atzung die Gefahr gegeben, da�das Verfahren divergiert, bei Untersh�atzung jedoh nur langsamere Konvergenz.Der Wert des optimalen Parameters f�allt mit zunehmender Konvektionsdominanz vonstarker �Uberrelaxation (! � 1:9) auf Unterrelaxation im Bereih ! � 0:6 und steigtgleihzeitig mit wahsender Zerlegungsfeinheit an, jedoh so shwah, da� dieser E�ektniht besonders ber�uksihtigt werden mu�.



4.4 Numerishe Resultate 81Als naive Wahl des Relaxationsparameters wird ! := 0:8 empfohlen, wodurh manin den hier betrahteten F�allen immer Konvergenz und oft fast{optimale Konvergenzerzielt.Manhmal f�uhrt diese Wahl aber auh zu shlehter Konvergenz, so da� im allgemeinenzur e�ektive Anwendung des SSOR eine Absh�atzung des optimalen Relaxationspara-meters n�otig ist.Diese l�a�t sih durh einige SSOR{Shritte in der Startphase des Verfahrens (bzw. desden SSOR als Vorkonditionierer benutzenden Verfahrens) realisieren. Wegen der linea-ren Konvergenz l�a�t sih durh einen Shritt bereits die Konvergenzrate absh�atzen.Daf�ur mu� jedoh die exakte L�osung des Systems bekannt sein, denn die Aussage �uberlineare Konvergenz bezieht sih auf den Fehler und niht auf das Residuum (wie dieKonvergenzverl�aufe im Anhang zeigen, ist die Konvergenz bez�uglih der Residuennormgerade in den ersten Shritten niht linear). Man behilft sih durh das homogenisier-te Problem, dessen exakte L�osung x = 0 bekannt ist. Mit einem beliebigen Vektor~x 6= 0 l�a�t sih f�ur vershiedene ! die Konvergenzrate bez�uglih des Fehlers ermitteln.Durh sukzessive Teilung des Intervalls (0; 2) und Tests an St�utzstellen kann man denoptimalen Relaxationsparameter eingrenzen.Als weitere Modi�kation des SSOR{L�osungsverfahrens wird vorgeshlagen, nur allet > 0 Iterationen das Residuum zu ermitteln und die Konvergenz zu kontrollieren.Wegen der linearen Konvergenz des Fehlers ist sogar eine a{priori Absh�atzung derIteratonszahl zum Erreihen des Abbruhkriteriums denkbar, so da� g�anzlih auf Be-rehnung des Residuums verzihtet werden kann.Die Ursahe diese Vorshl�age ist, da� im Vergleih mit den Konvergenzraten der PGK{Verfahren der optimal relaxierte SSOR konkurrenzf�ahig ist. Bei den zugrundegelegtenUntersuhungen wurde jedoh noh in jedem SSOR{Shritt unter etwa einem Drit-tel zus�atzlihem Aufwand das Residuum bestimmt. SSOR verspriht daher mit dervorgeshlagenen Korrektur und der oben formulierten Approximation von !opt, eineernstzunehmende Alternative darzustellen, zumal es linear konvergiert.
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100 Experimentelle Untersuhungen4.4.2 GMRES(m)In diesem Abshnitt wird untersuht, wie sih die Konvergenzeigenshaften desGMRES(m) bei Verwendung untershiedliher Werte m f�ur das Restart-Intervall undvershiedener Vorkonditionierungen �andern.Es wird m �uber f4; 8; 12; 16; 20g variiert. Die von der Speiherkapazit�at her niht n�oti-ge Beshr�ankung von m wurde auferlegt, um im folgenden GMRES(m) bei etwa glei-hem Speiheraufwand mit anderen PGK{Verfahren vergleihen zu k�onnen. Insofernliefern die beobahteten Resultate nur eine bedingte Aussage �uber die Qualit�at desGMRES(m) als L�osungsverfahren.In den folgenden Diagrammen ist auf der x{Ahse die Rehenzeit in CPU{Sekunden,auf der y{Ahse m aufgetragen. F�ur jeden Restartwert ist von oben nah unten dieKonvergenz dargestellt, die- ohne Vorkonditionierung,- bei Jaobi{Vorkonditionierung (Skalierung),- bei SSOR{Vorkonditionierung mit dem bei der Untersuhung in Abshnitt 4.4.1jeweils als optimal ermittelten Relaxationsparameter,- bei ILU(0){Vorkonditionierungerreiht wird. Wieder beshreibt- die Gesamtl�ange der Balken die Dauer der Reduktion der Residuennorm um 10�6,- der dunkler abgesetzte Teil die Dauer der Reduktion um 10�2 und- der shwarze Anteil die L�ange der Startphase (inl. Konstruktion des Vorkondi-tionierers).Die Versuhe zeigen deutlih den erwarteten E�ekt, da� GMRES von einer Vorkon-ditionierung pro�tiert. Die Frage nah der besten Vorkonditionierung ist jedoh nihtleiht zu beantworten.Jaobi{Vorkonditionierung bringt keinen Nutzen, oft wird dadurh die Konvergenz so-gar vershlehtert. Dies l�a�t sih dadurh erkl�aren, da� bei nur geringer Verbesserungder Kondition der Mehraufwand durh Anwendung des Vorkonditionierers insgesamtst�arker zu Buhe shl�agt als die eingesparten Iterationen.Deutlih st�arkere Konvergenzverbesserung wird durh SSOR und ILU(0) erreiht. Da�sie in sehr einfahen F�allen wie bei der reaktionsdominierten Rotationsstr�omung lang-samer konvergieren, liegt daran, da� wegen der Links{Vorkonditionierung kein Ab-bruhkriterium in der Orthonormalisierung bereitsteht. Es werden immer mindestensm Shritte ausgef�uhrt, die bei der in diesen F�allen shnellen Konvergenz �uber�ussigenRehenaufwand erfordern.Beim Vergleih von SSOR und ILU(0) f�allt auf, da� die Leistungsf�ahigkeit des ILU(0)



4.4 Numerishe Resultate 101bei Konvektionsdominanz steigt. F�ur " = 1 ist regelm�a�ig die SSOR{vorkonditionierteVariante shneller, im singul�ar gest�orten Fall jedoh die ILU(0){vorkonditionierte. Da-bei bleibt in den meisten F�allen die Zeit der SSOR{Version relativ konstant bez�uglih�Anderung von ", w�ahrend sih die des ILU(0){vorkonditionierten GMRES oft auf einenBruhteil verk�urzt. ILU(0) ist auh der einzige Vorkonditionierer, der im Fall der Ro-tationsstr�omung mit " = 10�4 zu Konvergenz f�uhrt.Damit wird f�ur den di�usionsdominanten Fall SSOR mit einer sinnvollen Absh�atzungvon !opt, bei Konvektionsdominanz ILU(0) empfohlen.Die Wahl des Restartwertes spielt keine gro�e Rolle, sofern GMRES(m) �uberhauptkonvergiert. Ein zu gro�er Wert von m f�uhrt zu unn�otig erh�ohtem Aufwand durh dieOrthogonalisierung und die L�osung des Hessenbergsystems.Wenn das Verfahren jedoh stagniert, was der einzig m�oglihe Grund f�ur ein Sheiterndes GMRES(m) ist, mu� m vergr�o�ert werden, sofern entsprehender Speiherplatzbereitsteht.Die Empfehlung lautet also, den kleinsten Wert m zu w�ahlen, f�ur den GMRES(m)konvergiert. Allerdings deuten einige Ergebnisse darauf hin, da� bei Verwendung vonILU(0) in konvektionsdominanten F�allen eine weitere Erh�ohung von m zu Konvergenz-beshleunigung f�uhrt.



102 Problem Shr�agstr�omung" = 100 " = 10�2
n=33�33
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104 Problem Shr�agstr�omung | Robin{Randbedingung" = 100 " = 10�2
n=33�33
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

4

8

12

16

20

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

4

8

12

16

20

n=33�33

0 1 2 3 4 5

4

8

12

16

20

0 1 2 3 4 5

4

8

12

16

20

n=65�65

0 10 20 30 40 50

4

8

12

16

20

0 10 20 30 40 50

4

8

12

16

20

n=129�12
9



106 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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108 Problem Rotationsstr�omung,  = 1" = 100 " = 10�2
n=33�33
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110 Problem Rotationsstr�omung,  = 10" = 100 " = 10�2
n=33�33
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112 Problem Rotationsstr�omung,  = 100" = 100 " = 10�2
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114 Experimentelle Untersuhungen4.4.3 Petrov{Galerkin{Krylov{VerfahrenIn diesem Abshnitt werden einige PGK{Verfahren bei untershiedlihen Vorkonditio-nierungen miteinander verglihen. GMRES(m) wird jeweils mit dem Restart m ein-bezogen, der in der vorangegangenen Untersuhung in Abshnitt 4.4.2 bei demselbenProblem mit irgendeiner Vorkonditionierung die shnellste Konvergenz um 10�6 er-reiht hat.In den folgenden Diagrammen ist auf der x{Ahse die Rehenzeit in CPU{Sekundenaufgetragen; auf der y{Ahse werden von oben nah unten die PGK{Verfahren- GMRES(mopt)- CGN (=CGNR)- Bi-CG- CGS- Bi-CGSTAB- QMR- TFQMRmit vershiedenen Vorkonditionierungen kombiniert:- ohne Vorkonditionierung- Jaobi (Skalierung)- SSOR mit optimalem Relaxationsparameter- ILU(0)Wieder beshreibt- die Gesamtl�ange der Balken die Dauer der Reduktion der Residuennorm um 10�6,- der dunkler abgesetzte Teil die der Reduktion um 10�2 und- der shwarze Anteil die L�ange der Startphase.Die Versuhe ergeben folgendes Bild:Die Jaobi{Vorkonditionierung verbessert in vielen F�allen die Konvergenz deutlih, oh-ne jedoh die Leistungsf�ahigkeit von ILU(0) oder SSOR zu erreihen. Oft wird auh dieKonvergenz gegen�uber dem Verfahren ohne Vorkonditionierung vershlehtert, wobeikeine einheitlihe Aussage getro�en werden kann, wann Verbesserung und wann Ver-shlehterung eintritt.



4.4 Numerishe Resultate 115SSOR und ILU(0) liegen in ihrer Leistungsf�ahigkeit ebenfalls diht beieinander; ihreVorteile gegen�uber einander lassen sih jedoh klar beshreiben: ILU(0) erreiht, wie f�urGMRES, mit zunehmender Konvektionsdominanz st�arkere Konvergenzbeshleunigunggegen�uber SSOR. W�ahrend SSOR f�ur " = 1 meist shnellere Konvergenz erzielt, wirdes etwa bei " = 10�2 bis " = 10�3 als Di�usionskoeÆzienten von ILU(0) "�uberholt\.Dieser E�ekt wird bei feinerer Zerlegung, also gr�o�erer Matrix, zugunsten des SSORvershoben. SSOR besitzt allerdings nur in wenigen F�allen einen relevanten Vorsprungvor ILU(0), so da� man nur dann SSOR bevorzugen sollte, wenn di�usionsdominanteProbleme mit relativ feinen Zerlegungen zu berehnen sind. Insbesondere ist ILU(0)naiv anwendbar, w�ahrend man f�ur sinnvolle Vorkonditionierung durh SSOR eine an-gemessene Absh�atzung von ! ben�otigt.Shwieriger ist die Bewertung der L�osungsverfahren. CGN kann ausgeklammert werden,da es generell deutlih shlehter konvergiert als die anderen Verfahren. Unter diesensind zwar Bi-CGSTAB und CGS regelm�a�ig die shnellsten, doh ist ihr Vorsprungzu den anderen Verfahren niht so gro�, da� sih daraus eine eindeutige Rangfolgeerg�abe. Vielmehr m�ussen weitere numerishe Eigenshaften der Verfahren ber�uksih-tigt werden, die mindestens ebenso wihtig sind, um Empfehlungen f�ur bestimmteAnwendungen auszusprehen:� Bi-CG, CGS und Bi-CGSTAB besitzen den gemeinsamen Nahteil starker Oszil-lationen im Konvergenzverlauf (vgl. Anhang). Diese f�uhren wegen starker Gr�o�en-ordnungsuntershiede der in den Rehnungen auftretenden Werte zu Rundungs-fehlern, die durh die Formulierung der Algorithmen durh Rekursionen shnelluntragbar hoh werden k�onnen. xk und rk werden unabh�angig voneinander re-kursiv berehnet, so da� durh Rundungsfehler bald rk 6= b � Axk. Konvergenzbez�uglih krkk ist dann eine wenig hilfreihe Aussage. Eine systematishe Unter-suhung dieser E�ekte kann hier jedoh aus Platzgr�unden niht gegeben werden.Von diesen Verfahren sollte also Bi-CGSTAB verwendet werden, da es bei glatte-stem Konvergenzverlauf meist am shnellsten konvergiert. Aber auh dieses solltenur dann eingesetzt werden, wenn sih die Oszillationen in Shranken halten, bzw.niht zu oft iteriert wird.�Ubrigens erzielte Bi-CGSTAB mit SSOR{Vorkonditionierung bei Ausdehnungdes Beobahtungszeitraumes im H�artefall der Rotationsstr�omung mit " = 10�6und n = 129�129 als erstes Verfahren eine Reduktion der Residuennorm um denFaktor 10�6, und zwar nah 800 Sekunden. Die anderen Verfahren konvergiertenjedoh selbst nah 2000 Sekunden noh niht.� QMR und TFQMR f�uhren eine Quasi{Minimierung durh, so da� Oszillationenunterbunden werden. Da TFQMR prinzipiell eÆzienter als QMR ist, was sihauh in den Experimenten (wie bei Bi-CG und CGS) zeigt, sollte dieses verwen-det werden. Es konvergiert bei ad�aquater Vorkonditionierung in der Regel zwarlangsamer als Bi-CGSTAB, aber dann nur etwa um den Faktor 1:5. Bei Proble-men, die unter Bi-CGSTAB durh Rundungsfehler betro�en sind, ist TFQMRalso eine gute Alternative.



116 Experimentelle UntersuhungenLeider konnte QMRCGSTAB niht mehr in die Untersuhungen einbezogen wer-den. Nah Ergebnissen in [32℄ liegt dessen Konvergenzgeshwindigkeit bei ILU(0){Vorkonditionierung zwishen der des Bi-CGSTAB und der des TFQMR. Damitentspriht die Reihenfolge nah Konvergenzgeshwindigkeit der QMR{Verfahrenmit QMR { TFQMR { QMRCGSTAB gerade der der zugrundeliegenden Metho-den Bi-CG { CGS { Bi-CGSTAB, die jeweils etwas shneller als das QMR{�Aqui-valent konvergieren.� GMRES(m) bietet unter geeigneter Vorkonditionierung bei Konvergenz konkur-renzf�ahige Geshwindigkeit. Die Minimierungseigenshaft f�ur das Residuum sowiedie Konstruktion der Krylov{Basis auf explizit vorliegenden Vektoren (gegen�uberden Rekursionen der Lanzos{Verfahren) gew�ahrleistet numerish relativ stabileBerehnungen, die ggf. durh Verwendung von Householder{Transformationenstatt der Gram{Shmidt{Orthonormalisierung noh robuster gemaht werdenk�onnen. Es neigt aber bei gleihem Speiheraufwand leihter zum Versagen durhStagnation als die Lanzos{Verfahren zum Versagen durh Breakdown. Bei ge-ringer Speiherkapazit�at sollten daher diese vorgezogen werden.GMRES(m) besitzt jedoh die besondere Qualit�at, da� zus�atzlih vorhande-ner Speiherplatz zur Stabilisierung des Verfahrens eingesetzt werden kann,w�ahrend bei allen anderen Verfahren ein Versagen prinzipiell ist. So konntedas unter dem ersten Punkt erw�ahnte Problem durh GMRES(m) mit ILU(0){Vorkonditionierung durh die bez�uglih der Konvergenzgeshwindigkeit optimaleWahl von m := 406 in 344 Sekunden gel�ost (d.h. die Residuennorm um denFaktor 10�6 reduziert) werden. Die Wahl eines optimalen m ist a{priori zwarniht m�oglih, doh besteht durh Ausnutzung des verf�ugbaren Speihers mitGMRES(m) bei Vernahl�assigung der erzielten EÆzienz �uberhaupt eine M�oglih-keit zur L�osung von extrem komplexen Problemen.Die Bewertung der L�osungsverfahren anhand der Konvergenz der Residuennorm istdurh die �Ubertragbarkeit der Shlu�folgerungen auf die Praxis motiviert. Es soll nunaber auh aus den Ergebnissen eine empirishe, am relativen Fehler orientierte Ab-bruhkontrolle formuliert werden. Interessanterweise stellt sih n�amlih heraus, da� f�urjedes Verfahren zum Zeitpunkt der Reduktion der Residuennorm um den Faktor 10�6der relative Fehler einen f�ur alle Probleme ungef�ahr gleihen Wert hat, und zwar� 10�4 f�ur GMRES(m), CGN und Bi-CGSTAB,� 10�6 f�ur Bi-CG und CGS,� 10�7 f�ur QMR und TFQMR.GMRES(m) zum Beispiel mu� also bez�uglih der Residuennorm um etwa drei Gr�o�en-ordnungen genauer l�osen, um denselben Fehler zu erhalten wie QMR. Diese Gruppie-rung der Verfahren l�a�t sih dadurh beshreiben, da� die Verfahren unter dem erstenPunkt das Residuum minimieren, die unter dem dritten es quasi{minimieren und dieunter dem zweiten keine Minimierung durhf�uhren. Dadurh erhalten die durh die



4.4 Numerishe Resultate 117Verfahren erzielten Konvergenzeigenshaften ganz neue Bedeutung. Da jedoh keineBegr�undung f�ur solhe Zusammenh�ange gegeben werden kann, soll diese Einordnungals empirisher Vorshlag zur Reformulierung von Konvergenzkriterien stehenbleiben.Abshlie�end wird die jeweilige Dauer einer Iteration der Verfahren f�ur die Dimensionn = 65� 65 in CPU{Millisekunden angegeben:Vorkonditionierung Keine Jaobi SSOR ILU(0)GMRES(4) 1.84 2.16 4.86 4.10GMRES(20) 2.84 3.10 5.69 4.79CGN 2.66 2.88 9.58 6.70Bi-CG 2.84 3.13 7.38 6.01Bi-CGSTAB 3.06 3.53 7.52 6.41QMR 3.06 3.06 7.52 6.41TFQMR 1.66 1.98 5.15 4.32
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0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

GMRES

CGN

BICG

CGS

BICGSTAB

QMR

TFQMR

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

GMRES

CGN

BICG

CGS

BICGSTAB

QMR

TFQMR

n=33�33

0 1 2 3 4 5

GMRES

CGN

BICG

CGS

BICGSTAB

QMR

TFQMR

0 1 2 3 4 5

GMRES

CGN

BICG

CGS

BICGSTAB

QMR

TFQMR

n=65�65

0 10 20 30 40 50

GMRES

CGN

BICG

CGS

BICGSTAB

QMR

TFQMR

0 10 20 30 40 50

GMRES

CGN

BICG

CGS

BICGSTAB

QMR

TFQMR

n=129�12
9



120 Problem Shr�agstr�omung | Robin{Randbedingung" = 100 " = 10�2
n=33�33
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122 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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124 Problem Rotationsstr�omung,  = 1" = 100 " = 10�2
n=33�33
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126 Problem Rotationsstr�omung,  = 10" = 100 " = 10�2
n=33�33
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128 Problem Rotationsstr�omung,  = 100" = 100 " = 10�2
n=33�33
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130 Experimentelle Untersuhungen4.5 FazitIn diesem Kapitel wurden ausf�uhrlihe Versuhsreihen durhgef�uhrt, um die Eignungvon in Kapitel 2 beshriebenen L�osungsverfahren und von in Kapitel 3 beshriebe-nen Vorkonditionierern zur L�osung diskretisierter Konvektions{Di�usions{Reaktions{Gleihungen zu untersuhen. Die Diskretisierung wurde durh die in Kapitel 1 beshrie-bene Galerkin{Least{Squares{Methode durhgef�uhrt, die repr�asentativen Modellpro-bleme "Shr�agstr�omung\ und "Rotationsstr�omung\ wurden in Abshnitt 4.1 de�niert.Zuerst wurden die station�aren Verfahren SOR und SSOR miteinander verglihen. Wiebei der Beshreibung dieser Verfahren in Abshnitt 2.2 beshrieben wurde, ist die Kon-vergenz des SOR sehr von der Struktur der Matrix und damit im Finite{Elemente{Kontext von der Numerierungsreihenfolge der Knoten abh�angig. Diese Aussage wur-de experimentell best�atigt. SSOR dagegen ist, obwohl es auf demselben Algorithmusberuht, wegen der symmetrishen Bearbeitung der Matrix bemerkenswert stabil ge-gen�uber Numerierungs�anderungen. Beide Verfahren konvergieren optimal bei Wahldesselben Relaxationsparameters !, und beide reagieren in gleiher Weise auf nihtoptimal gew�ahltes !, n�amlih durh Konvergenzeinbu�e bei Untersh�atzung und durhnoh st�arkere Einbu�e oder gar Divergenz bei �Ubersh�atzung. Jedoh ist SOR emp�nd-liher gegen�uber nihtoptimalen Relaxationen. Im Zusammenhang mit der M�oglihkeitder Verwendung der station�aren Verfahren als Vorkonditionierer besitzt SOR einenweiteren Nahteil, da es, anders als SSOR, eventuelle Symmetrie der vorzukonditionie-renden Matrix niht erh�alt.Aus diesen Gr�unden erfolgt die Wahl von SSOR statt SOR als Vorkonditionierer f�urdie im folgenden untersuhten PGK{Verfahren.Au�erdem wurden Vorshl�age formuliert, wie sih SSOR optimal relaxieren l�a�t unddamit zu einem konkurrenzf�ahigen L�osungsverfahren wird.Die PGK{Verfahren wurden in Gruppen von Verfahren aufgeteilt, die sih in ihren re-levanten Eigenshaften gleihen. Die jeweils leistungsf�ahigsten Vertreter der Gruppenwurden miteinander verglihen. Als Resultat steht die Empfehlung des TFQMR mitguter Vorkonditionierung f�ur den allgemeinen Fall, da diese Kombination relativ shnellist und keine zu starken Rundungsfehler verursaht. Die Beobahtungen legen dabeinahe, da� durh dieses Verfahren der Fehler etwa um eine Gr�o�enordnung shneller alsdas Residuum konvergiert. Als shnellste, aber gegen Rundungsfehler anf�alligere Al-ternative kann Bi-CGSTAB verwendet werden. Der Fehler der N�aherungsl�osung diesesVerfahren war allerdings bei gleiher Residuennorm um den Faktor 103 gr�o�er als derdes TFQMR .Diese Eigenshaft teilt mit ihm GMRES(m), das empfohlen wird f�ur den Fall, wenndas Problem sehr shleht zu l�osen ist. Man verwendet es daf�ur mit m�oglihst langemRestart m. Dieser L�oser verliert allerdings durh zu gro�es m an EÆzienz.Als Vorkonditionierer w�ahle man ILU(0), oder im di�usionsdominanten Fall und dannbesonders bei feiner Zerlegung SSOR mit einer Absh�atzung des optimalen !.Die Feinheit der Diskretisierung spielte im Rahmen der Experimente keine gro�e Rol-le bei der Frage nah der L�osbarkeit eines Problems. Bei Verdoppelung der Feinheit



4.5 Fazit 131und Vierfahung der Dimension der Matrix stieg im allgemeinen die zur L�osung desProblems ben�otigte Zeit etwa auf das zehnfahe an. Auh die Wahl von Interfae{Randbedingungen ver�anderte die Komplexit�at des Problems kaum. Die Ersetzung vonDirhlet{ durh Robin{Bedingungen auf Ein{ und Ausstr�omrand f�uhrte nur im di�u-sionsdominanten Fall zu verlangsamter Konvergenz.Als besonders shwer und pr�adestiniert f�ur GMRES(m) mit langem Restart erwiessih der konvektionsdominante und reaktionsfreie Fall der Rotationsstr�omung bei feinerZerlegung. Zunehmende Reaktion verbesserte die L�osbarkeit sehr. Im reaktionsdomi-nanten Fall wurde dann umgekehrt das L�osen bei Vershwinden des Di�usionsanteileseinfaher.





Anhang
Hier werden die Konvergenzverl�aufe aller L�oser/Vorkonditionierer{Kombinationen f�urdie beiden Ausgangsprobleme der Shr�agstr�omung mit Dirhlet{Randbedingungen undlexikographisher Numerierung und der Rotationsstr�omung ohne Reaktionsanteil dar-gestellt. In den Diagrammen des SOR/SSOR bezeihnen die Buhstaben an den Kurvenden jeweiligen Relaxationsfaktor:A=̂0:00625 G=̂0:4 O=̂1:8B=̂0:0125 H=̂0:6 P =̂1:9C=̂0:025 J=̂0:8 S=̂1:95D=̂0:05 K=̂1:0 T =̂1:975E=̂0:1 L=̂1:2 U=̂1:9875F =̂0:2 M=̂1:4 W =̂1:99375N=̂1:6:In den �ubrigen Diagrammen sind die Konvergenzverl�aufe des auf der jeweiligen Dop-pelseite behandelten Verfahrens unter Verwendung vershiedener Vorkonditionierungendargestellt:� Keine Vorkonditionierung | durhgezogene Linie,� Jaobi | Strih{Punkt{Linie,� SSOR(!opt) | gestrihelte Linie,� ILU(0) | gepunktete Linie.Auf der x{Ahse ist stets die Rehenzeit in CPU{Sekunden, auf der y{Ahse die Kon-vergenz k~rk2=kr0k2 des Residuums ~r der aktuellen N�aherungsl�osung aufgetragen.
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Konvergenz des CGS 153" = 10�4 " = 10�6
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154 Problem Shr�agstr�omung" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des BI-CGSTAB 155" = 10�4 " = 10�6
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156 Problem Shr�agstr�omung" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des QMR 157" = 10�4 " = 10�6
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158 Problem Shr�agstr�omung" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des TFQMR 159" = 10�4 " = 10�6
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160 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des SSOR, variierte Relaxation 161" = 10�4 " = 10�6
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162 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des GMRES, Restart nah 4 Shritten 163" = 10�4 " = 10�6

0 1 2 3 4 5
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

0 1 2 3 4 5
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

n=33�33

0 10 20 30 40 50
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

0 10 20 30 40 50
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

n=65�65

0 100 200 300 400 500
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

0 100 200 300 400 500
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

n=129�12
9



164 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des GMRES, Restart nah 8 Shritten 165" = 10�4 " = 10�6
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166 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des GMRES, Restart nah 12 Shritten 167" = 10�4 " = 10�6
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168 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des GMRES, Restart nah 16 Shritten 169" = 10�4 " = 10�6
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170 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des GMRES, Restart nah 20 Shritten 171" = 10�4 " = 10�6
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172 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des CGN 173" = 10�4 " = 10�6
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174 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des BI-CG 175" = 10�4 " = 10�6
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176 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
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Konvergenz des CGS 177" = 10�4 " = 10�6
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178 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des BI-CGSTAB 179" = 10�4 " = 10�6
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180 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des QMR 181" = 10�4 " = 10�6
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182 Problem Rotationsstr�omung,  = 0" = 100 " = 10�2
n=33�33
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Konvergenz des TFQMR 183" = 10�4 " = 10�6
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