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1 Einleitung

In vielen Bereichen von Wissenschaft und Technik sind von einer Funktion f(x)
die Funktionswerte fiir die Argumente * = z¢, * = z1,... , © = z, bekannt.
Die Aufgabe besteht darin, den Funktionswert f(z) fiir einen beliebigen Wert
von x zu berechnen. Ist die exakte Berechnung von f(x) mit einem grofen Re-
chenaufwand verbunden, so versucht man, den gesuchten Funktionswert f(x) aus
den bekannten Funktionswerten f(xo),..., f(x,) ndherungsweise zu berechnen,
ihn, wie man auch sagt, durch Approximation beziehungsweise Interpolation zu
bestimmen.

Frither bestand die Rolle der Interpolation darin, aus Tafeln mit wenig Funktions-
werten hoher Genauigkeit moglichst genaue Werte zu bestimmen, die zwischen
den in den Tafeln angegebenen Werten liegen. Im gegenwértigen Zeitalter mo-
derner Rechenanlagen greift man bei der Implementation spezieller Funktionen
wieder auf Interpolationstechniken zurtick, wenn hochste Genauigkeit bei gleich-
zeitiger kurzer Rechenzeit verlangt wird.

Der Gedanke der Interpolation im engeren Sinne besteht darin, eine Funktion
f(z), von der die Funktionswerte f(x;) vorgegeben sind, ndherungsweise durch
eine Linearkombination )7, ¢;®;y(2) = sp(x) von Standardfunktionen ®g; zu
ersetzen. Dabei sollen die Form der Funktionen ®;, und die Koeffizienten ¢; so
aus den vorgegebenen Daten bestimmt werden, dafl die Funktion s¢(x) an den
vorgegebenen Stellen x; die Werte f(x;) annimmt. Die Giite der Interpolation er-
gibt sich fiir von der Menge {z;} verschiedenen Stellen @ durch die Abschitzung
des Fehlerterms f(x) — sy(x).

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit der seit einigen Jahren sehr po-
puldren multivariaten Interpolation mit radialen Basisfunktionen beschéaftigen.
Bei dieser Interpolationsmethode wird die Interpolante als Linearkombination
von Translaten einer festen (radialen) Basisfunktion gebildet; im einfachsten Fall
setzt man dazu ®;1(z) = ®(x — ;). Anwendungen der Methode der Approxima-
tion beziehungsweise Interpolation mit radialen Basisfunktionen finden sich im
Bereich der computerunterstiitzten Konstruktion geometrischer Objekte ([41])
und auch in anderen Gebieten (zum Beispiel [18]).

Bevor wir zur Vorstellung der angesprochenen Interpolationsmethode kommen,
stellen wir einige Tatsachen iiber radiale Basisfunktionen zusammen. Da die Wahl
der radialen Basisfunktion die Giite der Interpolation beeinfluflt, stellen wir an
den Anfang unserer Betrachtungen wichtige Eigenschaften radialer Basisfunktio-
nen. Eine besondere Bedeutung kommt dabei dem Begriff der bedingten positiven
Definitheit zu.

Nach diesen grundlegenden Bemerkungen lenken wir unsere Aufmerksamkeit im
dritten Kapitel auf die eigentliche Interpolationsmethode mit radialen Basisfunk-
tionen. Dabei stellen wir die Werkzeuge fiir eine Abschatzung des Fehlerterms
bereit.

In der GewiBheit, da} Einzelheiten hierzu der Literatur, wie zum Beispiel [9,
44, 55], entnommen werden koénnen, beschranken wir uns auf bedeutungsvol-
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le Aussagen iiber die beschriebene Interpolationstechnik. So fithren wir die so-
genannte Powerfunktion und einen Raum fiir die zu interpolierende Funktion
f ein, der moglichst minimale Voraussetzungen an f stellt (siehe dazu auch
[22, 30, 31, 32, 51]). Als Kernaussage des dritten Kapitels betrachten wir die
Tatsache, daf sich der Fehler als Produkt der von f unabhéngigen Powerfunkti-
on und einer Norm der Ausgangsfunktion f abschatzen 1af3t.
Ein hauptsachlicher Nachteil dieser einfachen Interpolationsmethode mit radialen
Basisfunktionen besteht in ihrem Unvermégen, sehr grofie Datensédtze X auf eine
numerisch stabile Art zu interpolieren, wéhrend gleichzeitig eine gute Reproduk-
tion der Originalfunktion bewahrt bleiben soll. Dieses bekannte Phianomen wird
in Schaback [42] als uncertainty relation zwischen dem erreichbaren Fehler und
der Kondition der Interpolationsmatrix (®(x; — x))1<;r<n genauer beschrieben.
Es stellt sich heraus, daf3 der Fehler und die Konditionszahl nicht beide klein
erhalten werden koénnen. Entweder man wiinscht einen kleinen Fehler auf Kosten
einer schlechten Stabilitdt oder man bevorzugt einen stabilen Algorithmus und
hat sich mit einem vergleichbaren grofien Fehler abzufinden. Um dieses Problem
zu umgehen, werden wir eine Multilevel-Methode préasentieren.
Die Kondition der Interpolationsmatrix und die Giite der Approximation hangen
stark von der Dichte der Stiitzstellen

MW)ZMX@ﬂZMg&Hggﬂy—%H
des zugehorigen Datensatzes ab.
Davon beeinflufit, fithren wir eine iterierte Interpolation auf fortlaufend . feiner
werdenden Datensétzen ein. Durch geeignete Skalierungen der verwendeten radia-
len Basisfunktion ® versuchen wir, die Kondition der Interpolationsmatrix jedes
[terationsschrittes moglichst konstant zu halten. Besonders deutlich werden die
Auswirkungen bei einer Skalierung von radialen Basisfunktionen mit kompaktem
Trager. Dabei hat die Ein-Schritt-Interpolationsmethode den Nachteil, dafl bei
immer enger liegenden Stiitzstellen, also h = h,(x) — 0, der Vorteil einer diinn
besetzten Interpolationsmatrix, der aus dem kompakten Trager der Basisfunktion
® resultiert, schwindet.
Diese Beobachtung dient als Ausgangspunkt fiir die Uberlegung, den Triger von
® in Abhéngigkeit von h zu skalieren. Anders gesprochen versucht man, statt mit
¢ mit ¢5(-) = ®(-/9) zu interpolieren und dabei die Skalierung ¢ als Funktion
von h zu wihlen. Ist zum Beispiel § = a-h, so haben wir eine annahernd konstan-
te Anzahl von Interpolationspunkten im Tréger - man spricht vom stationdren
Fall. Urspriinglich wurden die Begriffe stationdr beziehungsweise nichtstationéar
bei der Approximation auf dem h"Z%Gitter benutzt, und das werden wir im
weiteren Verlauf auch meist tun.
Ein anderer Aspekt, der fiir die Einfithrung einer Mehr-Schritt- oder auch Multi-
level-Methode spricht, beruht auf der Erkenntnis, daf§ mit den bekannten Fehler-
abschatzungen aus dem dritten Kapitel keine Konvergenzaussage der Form

f—s))(@)|—=0 firh—0, z¢€ R,
f



fiir den stationaren Fall mit 6 = « - h getroffen werden kann.

Hiervon angespornt, versuchen wir eine Fehlerabschétzung des Multilevel-Verfah-
rens herzuleiten, bei der der Fehler mit Erhohung des Levels beliebig klein wird.
Dazu miissen wir uns von der in Kapitel 3 beschriebenen Fehlerabschétzung tren-
nen und einen anderen Zugang suchen. Die Herleitung solcher Fehlerabschéatzun-
gen soll Inhalt des fiinften Kapitels sein. Doch bevor wir dazu kommen, sollten
wir zundchst zu Beginn des vierten Kapitels die Multilevel-Interpolationsmethode
mit radialen Basisfunktionen vorstellen.

Der Grundgedanke der Multilevel-Methode besteht darin, den vorgegebenen Da-
tensatz

X ={r1,....en} COC R

in eine Folge

XoCXiC...C Xy C Xy =X

ineinandergeschachtelter Datensédtze aufzuspalten und auf jedem dieser entste-
henden Datensédtze eine neue Interpolation durchzufithren.

Gestartet wird mit der Interpolation auf dem ,grobsten® Datensatz Xo; die
zugehorige Interpolante, die wir mit sg bezeichnen, wird iiber die Ein-Schritt-
Interpolationsmethode aus Kapitel 3 berechnet. Zur Berechnung von sy verwen-
den wir die radiale Basisfunktion ® ). Nun wird auf den ,feineren® Datensatz X
iibergegangen und die Fehlerfunktion f — sqo interpoliert. Auf jedem der folgen-
den Datensitze wird wieder die Fehlerfunktion der vorhergehenden Interpolation
interpoliert. Sind also die Interpolanten

S09 8190 9Sk—1

bereits berechnet, so wird im (k + 1)-ten Interpolationsschritt die Fehlerfunkti-

on f —sg— s —...— sx1 mit Hilfe der radialen Basisfunktion ® auf dem
Datensatz X interpoliert; das Frgebnis sei die Interpolante s;. Dieses Vorgehen
wird bis £ = ..., M — 2, M — 1 wiederholt. Das Endergebnis ist die Funktion

s=350+ 81+ ...+ sy—1, die die Ausgangsfunktion f auf dem ,feinsten® Daten-
satz X interpoliert.

Floater und Iske [15] haben an praktischen Beispielen in Erfahrung bringen
kénnen, dafl solch eine Multilevel-Interpolationsmethode kleine und grofie Da-
tensatze in Bezug auf Rechenzeit und Approximationsverhalten sehr gut behan-
delt.

Das Hauptziel unserer Arbeit besteht darin, eine finale Fehlerabschatzung fiir die-
se iterierte Art der Interpolation zu finden. Im Gegensatz zur einfachen Interpo-
lation werden wir unter einigen Einschréankungen die Konvergenz des Multilevel-
Verfahrens beweisen kénnen. So beschranken wir uns auf den stationdren Fall und
arbeiten auf dem Gitter Z?, welches mit einem Faktor h, 0 < h < 1, fortlaufend
fiir jeden weiteren Interpolationsschritt verfeinert wird.

Da wir auf dem h" Z % Gitter interpolieren, spielt die u.a. von Buhmann [8] unter-
suchte kardinale Funktion eine entscheidende Rolle. In Kapitel 5 lenken wir dann
unsere volle Aufmerksamkeit auf die Herleitung von finalen Fehlerabschatzungen
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fiir diese Multilevel-Interpolationsmethode.

Eine unserer Fehlerabschatzungen vollzieht sich in der zur radialen Basisfunkti-
on ¢ gehorenden Native Space-Norm || - ||g. Dabei spielt die aus [31] bekannte
Orthogonalitétsbeziehung eine entscheidende Rolle. Mit anderen Worten sind un-
sere Fehlerabschétzungen eine Konsequenz aus der Tatsache, daf die Interpolante
sy = ss¢ im Native Space minimale Norm unter allen Interpolanten besitzt.
Wie bereits erwahnt, werden wir die Basisfunktion ® skalieren. So werden wir die
radiale Basisfunktion ® des (k+1)-ten Interpolationsschrittes mit &, skalieren,
das heifit ®)(-) = ®5,(-) = ®(-/dx). Neben der Voraussetzung von Gitterdaten
miissen wir im stationéren Fall arbeiten; es gilt also fiir die Skalierung &, = a - h*
mit einem ¢ € Rso und 0 < h < 1.

Zuerst einmal besteht das Ziel darin, eine Fehlerabschidtzung der Art

1f =50 = = sello;, <C-|If =s0—-. = spalla,,_,

mit einer Konstanten C' zu finden, denn diese Form kann iterativ angewendet
werden, so dafl wir

1f=s0— .= sklle,, < k- 1 fll@s,

erhalten kénnen. Um in jede obige Abschatzung die Orthogonalitidtsbeziehung
einflieBen lassen zu kénnen, ist ein Ubergang von der Native Space-Norm || - @,
zur Norm |[-[[e; _, ¢ =1,..., k, notwendig. Leider kann fiir diesen Ubergang eine
Konstante auftreten, die echt grofler als Eins ist (siehe [20]).

Um diesen Nachteil zu umgehen, untersuchen wir die Interpolation bandbreiten-
beschréankter Funktionen und betrachten Abschétzungen getrennt fiir Nullumge-
bungen und auflerhalb einer Nullumgebung. Dieser ,,Umweg® iiber die Interpola-
tion entsprechender bandbreitenbeschrankter Funktionen bringt uns in die Lage,
die Konstante € kleiner als Eins zu bekommen.

Wir werden eine Fehlerabschatzung fiir die Multilevel-Interpolation erhalten, die
hauptséchlich durch den Ubergang von einem skalierten Native Space zu einem
anderen skalierten Native Space gekennzeichnet ist. Leider gilt diese Abschiatzung
nur unter der Voraussetzung von Gitterdaten und im stationaren Fall. Den bei
diesen Abschatzungen auftretenden Konstanten schenken wir in den Abschnitten
5.2.1 bis 5.2.4 unsere Aufmerksamkeit, wodurch dann die Konstante C' besser be-
schreibbar wird und wir Aussagen {iber die Konvergenz des Multilevel-Verfahrens
treffen kénnen.

Durch die Anwendung der Abschétzung in der Native Space-Norm sind wir in
der Lage, eine Abschitzung fiir die Multilevel-Methode in der L.,-Norm zu er-
reichen. Durch die dazu notwendige Rekonstruktion von Konstanten durch die
kardinale Funktion gilt diese Art der Fehlerabschidtzung aber nicht fiir positiv
definite radiale Basisfunktionen. Unsere Fehlerabschétzungen stehen in gewisser
Weise in Beziehung zu den Erkenntnissen iiber das Sampling-Theorem in [10], das
in der Signalverarbeitung auch als Abtasttheorem bekannt ist. Mit Hilfe dieser in
Kapitel 5 dargestellten Fehlerabschétzungen kann unter gewissen einschréanken-
den Voraussetzungen die Konvergenz des Multilevel-Interpolationsverfahrens im



stationédren Fall in der L.,-Norm gezeigt werden.

Neueste Vermutungen, wie zum Beispiel in [14], legen nahe, die Interpolation um
einen Glattungsschritt zu erweitern und so die Konvergenz des Interpolationsver-
fahrens zu verbessern.

An dieser Stelle moéchte ich mich ganz herzlich bei meinem Doktorvater Herrn
Prof. Dr. Robert Schaback fiir Anregungen und die damit verbundene Unter-
stiitzung zu dieser Dissertation bedanken. Herrn Prof. Dr. Jochen Werner danke
ich fiir die Ubernahme des Korreferats. Ebenfalls bin ich der Studienstiftung des
deutschen Volkes fiir die finanzielle und ideelle Férderung zu Dank verpflichtet.
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2 Grundlagen

2.1 Grundlegendes iiber radiale Basisfunktionen

Dieser Abschnitt soll vor allem dazu dienen, uns grundlegende Eigenschaften ra-
dialer Basisfunktionen naher zu bringen. Wird ein Funktionenraum JF, aus dem
die Interpolanten zu gegebenen Interpolationspunkten z; € IR? stammen sol-
len, von Translaten der Form ®(- — ;) einer festen Funktion ® : IR? — IR mit
héchstens polynomialem Wachstum im Unendlichen aufgespannt, so wollen wir
¢ Basisfunktion nennen. Lafit sich dariiberhinaus ®(x) als ¢(]|z]|) mit einem
¢ : IR>o — IR und der euklidischen Norm || - || schreiben, so heifie ® beziehungs-
weise ¢ radiale Basisfunktion.

Bei der Vorstellung der Interpolationsmethode mit radialen Basisfunktionen in
Abschnitt 3.1 gehen wir nochmals auf die Begriffsbildung der radialen Basisfunk-
tion ein. Dort werden die Zusammenhinge dann auch etwas deutlicher werden.
Die bislang am meisten untersuchten radialen Basisfunktionen sind

P(r) =e", a >0, Gaussians

o(r) = (=), v>0,vdg2IN, Potenzen

o(r) = (=1)r*logr, ke IN, Thin-Plate Splines
P(r) = (_1)[1,/2](02 + 7“2)”/2, voe>0,v & 2IN, Multiquadrics

o(r) = (41272, c>0,v € Rso \ 2IV, inverse Multiquadrics
o(r) = Wy i(r), [ =|d/2] + k+ 1,k € IN,Wendland-Funktionen.

Relativ neu sind die radialen Basisfunktionen mit kompaktem Tréger, hier ins-
besondere die sogenannten Wendland-Funktionen. Beispiele fiir diese Funktionen
konnen der Arbeit [53] entnommen werden.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird uns noch héufig der Begriff der Fourier-
transformation begegnen. Fr sollte zwar allseits bekannt sein, doch wollen wir
trotzdem kurz auf die Fouriertransformation eingehen. Die klassische Fourier-
transformierte einer Funktion f aus dem Raum L;(/R?) aller absolut integrierba-
ren Funktionen ist erklart durch

fw) = [ faye" da.

Betrachten wir die Beispiele fiir radiale Basisfunktionen, so wird uns schnell klar,
daf} nicht zu jeder radialen Basisfunktion ® eine klassische Fouriertransformierte
existiert. So divergiert das Integral

—izTw
/Bd O(x)e dx

bereits an der Stelle w = 0 fiir Funktionen @, die nicht im Raum L, (IR?) liegen.
Aus diesem Grund fiithren wir die distributionelle beziehungsweise verallgemeiner-
te Fouriertransformierte ein, die eng mit der Theorie der Distributionen verbun-
den ist. Distributionen sind lineare, stetige Funktionale auf einem Funktionen-
raum, dem sogenannten Raum der Testfunktionen. Die Klasse der Distributionen
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hat viele angenehme Eigenschaften, die zum Beispiel innerhalb der Klasse der ste-
tigen Funktionen nicht gelten.

Ein bedeutsamer Typ von Funktionalen sind die langsam wachsenden oder tem-
perierten Distributionen. Sie werden auf dem Raum .5, der auch als Schwartzraum
bezeichnet wird, der schnell abnehmenden oder ,guten® Funktionen erklért.

Definition 2.1 Die Menge S besteht aus allen beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen (C*°-Funktionen) o(x), die fir ||x|| — oo nebst ihrer Ableitungen beliebi-
ger Ordnung schneller als jede Potenz von ||z||™" gegen Null konvergieren.
Genauer: p € C*(IR?) gehért zu S, wenn fir beliebige Multiindizes p,q

sup [2" Dip(x)| = C)4(p) < o0
r€R4

qgilt.

Satz 2.2 FEine Funktion ¢ € C*(IR?) gehért genau dann zu S, wenn zu jedem
Multiindex p € INg und jedem m € IN eine von p,m und ¢ abhingende Konstante
C > 0 existiert, so daf fir alle x € IR?

C

|DPp(2)] < ———r .
(1 + [

Insbesondere folgt hieraus, daff S C L;(/R?) und damit, daf} alle Elemente des
Schwartzraumes fouriertransformierbar sind.

Eine stetige Funktion ¢ mit héchstens polynomialem Wachstum im Unendlichen

definiert durch die Abbildungsvorschrift

(lg], @) == /Bd g(x)p(x)dr firalle p € S

eine reguldre Distribution [¢] auf dem Raum S. Wir kénnen somit jeder radialen
Basisfunktion @ eine regulare Distribution [®] aus dem Dualraum S’ zuordnen.
Die distributionelle Fouriertransformation F : 5" — S/, T — FT = T ist ein
Automorphismus in S, das heifit /' und F'~! sind lineare, stetige und eineindeu-
tige Abbildungen von S’ auf S’. Also besitzt die reguldre Distribution [®] € S’
eine Fouriertransformierte von ®. Naheliegenderweise bezeichnen wir F|[®] als
distributionelle Fouriertransformierte von ® und kommen so zum Begriff der ver-
allgemeinerten Fouriertransformierten. Wir sagen zu » € C'(IR?\ {0}) verallge-
meinerte Fouriertransformierte von @, falls die distributionelle Fouriertransfor-
mierte I'[®] auf IR\ {0} mit einer stetigen Funktion ¢ iibereinstimmt, das heifBt
(F[®],7) = [pap(w)y(w) dw fiir alle v € S mit 0 & supp(7).

Fiir alle von uns betrachteten radialen Basisfunktionen @ trifft diese Aussage zu,
mit anderen Worten bezeichnen wir die Funktion ¢ € C(IR?\ {0}) als verallge-
meinerte Fouriertransformierte von ®. Als selbstversténdlich formulieren wir die

Bem. Sei f eine Funktion, die im klassischen Sinne fouriertransformierbar ist.
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Dann stimmt die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf IR?\ {0} mat
der klassischen Fouriertransformierten f von f iiberein.

Aufgrund dieser Bemerkung werden wir im Folgenden meist nur noch von der
Fouriertransformierten einer Funktion sprechen.

Es scheint jetzt an der Zeit zu sein, einige radiale Basisfunktionen nebst ihrer
zugehorigen Fouriertransformierten anzugeben. Diese konnen beispielsweise mit
Hilfe von Gel’fand und Shilov [17] oder auch mit Oberhettinger [36] berechnet

werden.

radiale Basisfunktion ®(x) Fouriertransformierte ¢(w)
(=D, v > 0,0 ¢ 2N R |
) ) —1)[v/2195d/2 —
(—)MA (e 4 [l2])/2, v, > 0,0 ¢ 2N | CEZ 2 K (o) (4D)
_d=v
(24 [[2]|2)7/2 ,v € Rsp \ 2N, ¢ > 0 2 K a (cffoo]]) (1) 2
2 § _lel?
eellelP o > 0 (2)" e 5
(=D [a|* log ||«||, k € IN 2T (g + k)R Jw]| 742
Tabelle 1

In der obigen Tabelle bezeichnet K, die modifizierte Besselfunktion der 2. Art
der Ordnung 7. Figenschaften dieser Funktion findet der interessierte Leser unter
anderem in [1] oder [50].

Als abschlieBendes Beispiel wollen wir die Wendland-Funktionen W, ;, betrachten.
Die Funktion W, besitzt einen Trager in [0,1] und besteht dort aus einem Po-
lynom. Sie hat den Grad 0V¥,;; = [ + 2k und ist um Null 2k-mal und um Eins
k 4+ | — 1-mal stetig differenzierbar. In der folgenden Tabelle sind einige dieser
Funktionen bei verschiedenen Raumdimensionen zu sehen.
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d=1|¢1o(r)=(1—-r)s ce
aa (1) = (T 37 1) 5
Psa(r) = (1 — r)i_(8r2 +5r+1) C*
d=3|to(r)=(1—r) P
ga(r) = (1 —r)i(dr +1) C*?
Yap(r) = (1 —r)5(35r° + 18r + 3) 4
Pss(r) = (1 — r)f_(32r3 +25r% +8r+ 1) | C°
d=5|vs0(r)=(1—7)] P
Faalr) = (T 57 1) 5
Psa(r) = (1 — r)fl_(16r2 +7r+1) C*

Tabelle 2

Darstellungen der (nullstellenfreien) Fouriertransformierten \i/“g findet man in
ausfithrlicher Weise in [52]. Dort ist unter anderem auch nachgewiesen, daf} sich
die d-variate Fouriertransformierte \i/l7k(r) asymptotisch wie r= %=1 fiir r — oo
verhélt.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit, insbesondere bei den Fehlerabschétzungen der
Multilevel-Interpolationsmethode, werden wir von einigen markanten Eigenschaf-
ten radialer Basisfunktionen beziehungsweise ihrer Fouriertransformierten Ge-
brauch machen.

Bem. Die Fouriertransformierten ¢ aller oben aufgefiihrten radialen Basisfunk-
tionen @

1. weisen hdchstens im Ursprung ein Polverhalten auf, wobei dieses Polver-
halten algebraisch ist,

2. sind um Unendlich integrierbar,
3. sind auf IR\ {0} positiv.

Diese Eigenschaften sollten wir nicht in Vergessenheit geraten lassen, denn wir
werden im Folgenden meist stillschweigend davon Gebrauch machen.

Kurz erwéhnen mochten wir an dieser Stelle die Moglichkeit und Art einer Ska-
lierung der radialen Basisfunktion ®. Den Nutzen, den eine solche Skalierung
mit sich bringt, werden wir freilich erst im weiteren Verlauf dieser Arbeit zu
schétzen lernen. Wir werden erkennen, daf} eine Skalierung der Basisfunktion
einen entscheidenden Finfluf} auf die Multilevel-Methode hat, insbesondere pragt
eine geeignete Skalierung die Art der Fehlerabschétzung. Dabei skalieren wir die
radiale Basisfunktion ® mit 6 € IR-¢ immer in folgender Weise

O5(-) = ®(-/9)
ps(1) = 8%(8),
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wobei ;s die Fouriertransformierte der skalierten Basisfunktion ®; bezeichnet.
In welcher Weise die Skalierung ¢ am geeignetsten zu wahlen ist, werden wir im
Laufe unserer Ausfithrungen noch néher beleuchten.

2.2 Bedingt positiv definite Funktionen

Oft wird uns bei unseren Untersuchungen der Begriff der (bedingten) positiven
Definitheit begegnen. Da er einen entscheidenden Einflufl auf die Interpolations-
methode selbst besitzt und seine Auswirkungen bis auf die Art der durchfiihr-
baren Fehlerabschétzung reicht, méchten wir bereits jetzt auf bedingt positiv
definite Funktionen und deren Charakterisierung eingehen. In der folgenden De-
finition (und auch spéter) bezeichne IP? den Raum aller Polynome der Ordnung
kleiner gleich m in d Veranderlichen.

Definition 2.3 FEine stetige Funktion ® : IR* — IR heifit bedingt positiv semi-
definit der Ordnung m > 0, falls fir beliebige paarweise verschiedene Punkte
z1,...,on € IRY, N € IN, und beliebige a = (ay,...,ax)T € RN mit

N
> ap(r;) =0
7=1

fiir jedes p € IPY die quadratische Form

> ajar®(x; — )

7=1k=1

nichinegativ ist. Tritt dabei die Gleichheit Y2 S0l ajar®(x; — xx) = 0 nur fir
a; = ... =ay = 0 auf, so nennt man ® bedingt positiv definit der Ordnung m
auf IRY. Eine bedingt positiv (semi)definite Funktion der Ordnung m = 0 heifit
auch positiv (semi)definite Funktion. Die Menge aller bedingt positiv definiten
Funktionen der Ordnung m bezeichnen wir mit BPD(m ).

Bem. Fir die Mengen der bedingt positiv definiten Funktionen gilt BPD(m) C
BPD(m + k), k € IN.

Aus der Begriffsbildung der (bedingten) positiven (Semi)Definitheit resultieren
einige Erkenntnisse, die zum Teil bis zum Beginn dieses Jahrhunderts zurtick-
reichen (zum Beispiel Bochner [5], Mathias [33] und Schoenberg [46, 47]). Wir
wollen hier keine zeitlich korrekte Abhandlung bringen, sondern nur auf einige
wenige, aber durchaus bemerkenswerte Resultate aufmerksam machen. So iden-
tifizierte Schoenberg in seinen Verdffentlichungen [46, 47] die Klasse der auf allen
IR positiv definiten stetigen radialen Funktionen mit der Funktionenklasse der
vollstdndig monotonen stetigen Funktionen. Zunachst definieren wir den Begriff
der vollstdndigen Monotonie und liefern anschlieBend eine Charakterisierung die-
ser Funktionenklasse.
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Definition 2.4 FEine Funktion ¢ : IRso — IR aus C*°(0,00) heifit vollstindig
monoton auf (0,00), wenn

(=1)'¢0(r) > 0
fir aller >0 und [ =0,1,2,...

Ein Beweis von Micchelli [34] wurde von Guo, Hu und Sun [19] erweitert und
liest sich zusammen mit Ergebnissen von Schoenberg [46, 47] als

Satz 2.5 Sei ¢ : >0 — IR eine stetige Funktion mit ¢ # 0. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. ®(z) := ¢(||z]|?) ist bedingt positiv definit der Ordnung m auf IR fir alle
de IN.

2. ¢W(t) existiert fir alle k € IN und alle t € (0,00). Dariiberhinaus ist
(—=1)™ o™ wollstindig monoton auf (0, 00).

Vermoge dieses Satzes lassen sich radiale Basisfunktionen unter dem Begriff der
bedingten positiven Definitheit einordnen. Unter Umstdnden kann es aber fiir
kompliziertere Typen radialer Funktionen Schwierigkeiten geben, ja eventuell
unmoglich werden, die Ordnung der bedingten positiven Definitheit zu bestim-
men.

Durch Erkennen von Problemen bei der Anwendung von Satz 2.5, besonders im
Hinblick auf die Konstruktion radialer Basisfunktionen mit kompaktem Trager,
wurde Iske [22] inspiriert, eine andere Methode zum Nachweis der bedingten po-
sitiven Definitheit einer Funktion einschliefilich deren Ordnung zu liefern. Die
Theorie stiitzt sich dabei auf das Polverhalten der positiven (verallgemeinerten)
Fouriertransformierten der Funktion im Nullpunkt.

Satz 2.6 Die stetige Funktion ® : IR? — IR besitze eine (verallgemeinerte) Fou-
riertransformierte ¢ : IR*\ {0} — IR, fiir die es eine (minimale) Zahl s € INg
gibt, so daff p(w)||w|]* um Null integrierbar ist. Dann sind dquivalent:

1. ® ist bedingt positiv definit der Ordnung m > s/2 auf IR.
2. ¢(w) >0 fiir alle w € R*\ {0}, » £ 0.

Erstaunlicherweise geniigt aufgrund der Aussage des Satzes eine Information iiber
das Polverhalten von ¢ im Nullpunkt, um die Ordnung m der bedingten positiven
Definitheit ablesen zu kénnen.

Wir haben bereits im vorangegangenen Abschnitt 2.1 einige radiale Basisfunktio-
nen mit ihren Fouriertransformierten vorgestellt. Mit Hilfe des Satzes 2.6 geben
wir nun zu jeder der dort aufgefithrten radialen Basisfunktion die Zahl s € [Ny an
und bestimmen die (minimale) Ordnung m der bedingten positiven Definitheit

auf IR,
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radiale Basisfunktion s€ Ny | m € INg
(=) 2||Y, v > 0,0 & 2IN s>v | m>wv/2
Potenzen

(D)2 4 ||z|>)? v € Boo \2IN,c >0 | s>v | m>wv/2
Multiquadrics

(& + lz)|*)™"% ,v € R \ 2N, ¢ >0 s=0 m >0

inverse Multiquadrics

e~ell=l”® ,a >0 s=0 m >0
Gaussians (auch Gaufiglocken genannt)

(=D [«|* log |l«||, k € IV s>2k | m>k
Thin-Plate Splines

V() l= 3] +k+ 1L ke IN s=0 | m>0
Wendland-Funktionen

Tabelle 3

Die soeben erworbenen Erkenntnisse iiber bedingt positiv definite Funktionen
werden uns im Laufe dieser Arbeit begleiten und besonders im Abschnitt 4.2
iiber die kardinale Funktion wie auch bei der L.,-Abschétzung des Abschnittes
5.3 begegnen und grofle Dienste beim Verstandnis der dortigen Voraussetzungen
erweisen.
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3 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

3.1 Vorstellung der Interpolationsmethode

Dieser Abschnitt sei den allgemeinen Grundlagen der multivariaten Interpolation
mit radialen Basisfunktionen gewidmet. Dabei werden wir auf einige Tatsachen
eingehen, die bei der Interpolation mit radialen Basisfunktionen von entscheiden-
der Bedeutung sind.

Das von uns betrachtete Interpolationsproblem stellt sich folgendermafien dar:

Findeein sy € F,sodal sy(z;) = f(z;),1 < j < N.Dabei seien F ein
Raum von Funktionen s : IRY — IR, z; € IR?, 1 < j < N, paarweise
verschiedene Stiitzstellen und die Werte f(z;) € IR, 1 < 7 < N,
vorgegeben.

Im univariaten Fall (Dimension d = 1) 1t sich dieses Problem immer eindeutig
16sen, falls man fiir F ein N-dimensionales Haarsches System (zum Beispiel Poly-
nome vom Grad < N —1) wahlt. Ein Haarsches System (oder auch Tschebyscheff-
System genannt) zeichnet sich dadurch aus, dafl es unabhéngig von der Wahl der
Stiitzstellen z; € IR ist.

Mehrdimensionale Interpolations- und Approximationsprobleme gestalten sich
schwieriger, da fiir mehrdimensionale Definitionsbereiche keine Haarschen Sy-
steme der Dimension > 2 existieren, das heifit es gibt fir N > 2 und d > 2
keinen N-dimensionalen Raum von stetigen Funktionen auf Q@ C IR? (€2 habe
mindestens einen inneren Punkt), der eine eindeutige Interpolante fiir jedes f
und jeden Punktsatz X = {x,...,2x} C Q C IR? mit N Datenpunkten behin-
haltet.

Will man im mehrdimensionalen Raum interpolieren, so mufl man folglich den
Funktionenraum F von den Stiitzstellen x; aus X = {xy,...,2x} abhéngig
gestalten. Dies kann in einfacher Weise erreicht werden, indem man Translate
®(- — x;) einer stetigen reellwertigen Funktion ® : IR — IR verwendet, das heifit

F=F(@,X):=span{®(- —x1),..., (- —an)}.

Wie bereits im Abschnitt 2.1 angekiindigt, nennen wir ¢ Basisfunktion und ra-
diale Basisfunktion, falls wir ®(x) = ¢(]|||) mit einem ¢ : [R>o — IR und der
euklidischen Norm || - || schreiben koénnen.

Einige wichtige Figenschaften der bekanntesten radialen Basisfunktionen hatten
wir ebenfalls schon im Abschnitt 2.1 zusammengestellt.

Sei nun eine radiale Basisfunktion ® gewahlt und liegen paarweise verschiedene
Stiitzstellen X = {xy,...,2x} C IR? vor, so 1dBt sich die Interpolante s aus F
zur Funktion f konstruieren iiber die Darstellung

sp(x) = ;ajq)(x—xj), (3.1)
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wobei die Koeffizienten ay,...,ay € IR das lineare Gleichungssystem

Z% (zp —x;), 1<k<N,

16sen.
Das Gleichungssystem
Aa =y

mit der symmetrischen N x N-Matrix
O(xy — 1) Plag —ag) -+ P(xg —an)
O(ay —x Oy —x e O(ay —

P B B B IR,

O(eny —x1) Play —aa) -+ Play —an)

a=(a,...,any)Tund y = (f(x1),..., f(zn))T ist fiir beliebige y 16sbar, falls die
Matrix A nicht singulér ist, das heifit wenn die Determinante der Matrix nicht
verschwindet. Dieses Kriterium ist stets erfiillt, falls A sogar positiv definit ist.
Somit haben wir die einfachste Form der Interpolanten mit radialen Basisfunk-
tionen gefunden.

Die Matrix A besitzt aber nicht fiir jede radiale Basisfunktion ® diese ,,schéne®
Eigenschaft, so daf} es fiir eine Vielzahl von radialen Basisfunktionen ® notwen-
dig wird, ein multivariates Polynom p(-) zur Bildung der Interpolanten in (3.1)
hinzuzufiigen, das heifit man setzt

Zay v =)+ p(x).

Dabei wird die Wahl des Polynoms von dem Begriff der bedingten positiven
Definitheit aus Abschnitt 2.2 geprigt. Bezeichne IP? die Menge aller d-variaten
Polynome vom Gesamtgrad kleiner als m und seien die Polynome py,...,pg.
Q = dim P, eine Basis von IP? in IR?. Falls ® bedingt positiv definit der
Ordnung m ist (® € BPD(m)), so wiahlt man fiir die Interpolante ein zusatzliches
p € IPY. Die Q zusitzlichen Freiheitsgrade dieser erweiterten Darstellung

N Q
x) = Z_: a;j®(x — ;) + ;@pz(x)

werden kompensiert durch die () Zusatzbedingungen
N
Zoszl(xj) == 0, 1 S [ S Q (33)

Setzen wir
p1($1) s pl(II?N)

PQ(‘xl) pQ(:%‘N)
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so kénnen wir die Interpolationsbedingungen

=1

N Q
flxy) = Zajq)(l'k —x;)+ > Gip(xr), 1<k<N,

zusammen mit den Bedingungen (3.3) als ein lineares (N + @) x (N + @)-

Gleichungssytem
[ 6)5)-(5) 5

Bem. Die Injektivitit der Matriz P ist gleichbedeutend damit, dafs die Zeilen
von PT linear unabhingig sind, beziehungsweise der Punktsatz X = {x1,...,zn}
der Voraussetzung

formulieren.

aus p(z;) =0,5=1,...,N, p€ IPL, folgt p=0
geniigt.

Beweis: Da P! = span{pi,...,pg}, ist p = Zgzl Brpr aus IPY. P injektiv
bedeutet, dafl aus P = 0 stets § = 0 folgt. Dieses ist wiederum gleichbedeutend

mit:
Q

Aus p(z;) = > Brpe(z;) =0,7=1,...,N, folgt 3 =0.
k=1
Somit folgt aus p(z;) =0, j=1,..., N, stets p = 0. O
Der folgende Satz gibt nun endgiiltig Klarheit tiber die Losbarkeit des Systems
(3.4).

Satz 3.1 Ist ® € BPD(m) und ist X = {zy,...,an} C IR? eine Menge paar-
weise verschiedener Punkte, so ist das System (3.4) immer losbar. Ist P injektiv,
so ist die Losung sogar eindeutig.

Einen Beweis finden wir zum Beispiel in [22, 31].

Auf Details bei der Charakterisierung bedingt positiv definiter Funktionen sind
wir im Abschnitt 2.2 eingegangen.

Definieren wir

Rex = R(z) := (®(x — 1),...,0(x —zy))" und
S(z) = (pi(e),- ., pole))",

so besitzt mit unseren Ubereinkiinften das System

(&) ()= (5 .
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bei festem z € IR? eine eindeutige Lésung ( ZE;;; ) c RN+@,

Fiir die Gestalt der Interpolanten s zu f : IR? — IR ergibt sich

N Q
sy(z) = Z%M—%H;ﬁm(@

= (ozTA—I—ﬁTPT) (x )—I—ozTPv(:L')
Tu(z)

Y
= Zu](:zﬁ) f(zj)

=1

ECH

Bem. u(x) ist eine Lagrange-Basis zu X, das heifit u;(xy) = 6, k=1,..., N,
i=1,....N.

Beweis: Die Aussage folgt aus der Tatsache, daf} fiir ein einzelnes @ = z;, 1 <
[ < N, die rechte Seite von (3.5) mit der [-ten Spalte der Koeffizientenmatrix
iibereinstimmt. O

Bem. Die Gleichung PTu(z) = S(x) aus (3.5) impliziert, dafi Polynome aus

P2 reproduziert werden.

Beweis: Die Gleichung PTu(x) = S(x) ist dquivalent zu Zé\f:l pr(xj)ui(z) =
pi(2), 1 <k <Q.Da IP. = span{pi,...,pg}, gilt fiir ein beliebiges p aus P2 :

p= 222:1 b pr mit by, € IR. Fiir die Interpolante s, zu p € IP¢ folgt nun

sp(z) = uj(x)p(e;)

ECH
Il
—

N
bk Z u] pk 95]

=1

Me T[e

by pr()

).

Il

S
—~ |l
==

a

In Wu/Schaback [55] wird ein anderer Weg zur Bestimmung der w;(z),1 < j < N,
beschritten. Danach stimmt die Losung u(x) von

(o o) (i) =5

mit der Losung w = u.(x) des Minimierungsproblems

Minimiere w?! Aw — QwTR(:L') + ¢(0)
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unter den Nebenbedingungen w € IRY,

N

> w;p(x;) =p(z) beziehungsweise
7=1

PTw = S(x)

iiberein.
Zusammenfassend haben wir also eine Form der Interpolanten s; entwickelt, in
der die Stiitzstellen explizit auftauchen:

N Q
sp(z) = Z:%q)(x—%)Jr;ﬁkpk(x)

N

= uj(x) f(x;).

J=1

Unser Ziel dieser Arbeit wird hauptséchlich darin bestehen, Abschétzungen der
Form

1 = sslle < C -1l

zu finden. Fiir eine Anwendung solch einer Fehlerabschiatzung bei der Multilevel-
Fehlerabschétzung wird es notwendig sein, dafi die Normen || - ||. und || - ||« in
einem gewissen Zusammenhang stehen. Auch wird die Dichte des Datensatzes
X bei der Untersuchung des (Multilevel-)Interpolationsfehlers eine mafigebliche
Rolle spielen; doch dazu spéater mehr.

3.2 Der Native Space Fp

Bereits bei der Vorstellung der Interpolationsmethode in Abschnitt 3.1 sind wir
auf einen Funktionenraum F = Fg, aus dem unter anderem die Interpolante
stammen soll, gestoflen.

Das hauptsachliche Ziel unserer Arbeit besteht in der Ausarbeitung von Ap-
proximationsaussagen. Um solche Aussagen treffen zu kénnen, miissen wir zum
einen die Menge der zu approximierenden Funktionen spezifizieren. Zum anderen
miissen wir eine Grofe definieren, in der das Verhalten gemessen wird.

Ist ® eine radiale Basisfunktion mit ® > 0 fast iiberall und f eine Funktion mit
Fouriertransformierter f , so kann der Raum aller Funktionen f, fiir die

[ 1T (B) ™ do < o0

gilt, zu einem Hilbertraum mit Skalarprodukt

~

(f1, f2)e = /Bd fl(w)fz(w)(ﬁ)(w))—l dw

komplettiert werden. Diese Vorgehensweise findet in Wu/Schaback [55] Anwen-
dung.
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Es gibt noch andere Méglichkeiten, solch einen Funktionenraum einzufiihren, wie
zum Beispiel in [22, 30, 31, 32, 44, 51] nachgelesen werden kann.

Wir wollen darauf aber nicht weiter eingehen. Erwdhnenswert ist hier nur, dafl
fiir Funktionen aus dem Native Space Fg die Abschiatzung

|f(2) = sp(@)| < [ flle - Pox ()

mit der sogenannten Powerfunktion Pp x (vgl. Abschnitte 3.3 und 3.4) giiltig ist.
Einen bedeutenden Beitrag bei der Entwicklung von Techniken fiir die Fehler-
abschatzung der Multilevel-Methode leistet die Orthogonalitédtsbedingung

(f —ss,87)8 =0,

wobel sy die Interpolante zu f beziiglich der radialen Basisfunktion ® darstellt.
Da wir diese Orthogonalitdtseigenschaft an entscheidenden Stellen anwenden wer-
den, sollten wir hier doch in aller Kiirze eine Moglichkeit der Einfithrung des
Native Spaces Fg behandeln. Wir kénnen dabei keineswegs auf alle Einzelheiten
eingehen; fiir eine ausfiihrlichere Darstellung sei auf die Literatur, wie zum Bei-
spiel [20, 44, 51] hingewiesen.

Fiir unsere kurze Abhandlung definieren wir den Raum (IP%)g fiir Q@ C IR? durch

Ny
(IP%)g := {lineare Funktionale der Form A = Y Ajél,? :

i=1

X € RN e N,xy €Q,j=1,...,N, und

Ny
Ap) = Ajp(x}) =0 fiiralle p € PL} .
7=1

Dabei bezeichne wieder IP¢ den Raum aller Polynome vom Gesamtgrad kleiner
als m in d Verdnderlichen.
Ist ® bedingt positiv definit der Ordnung m, so ist durch

Ny Nu

(Ao =D > Aju®(a] — ap) = N Oz —y),

7=1 k=1

wobei A und g Elemente aus (IP¢)g sind, ein Skalarprodukt auf (IP%)g gegeben.
Dabei bedeutet v*, dafl v beziiglich der Variablen z wirkt.

Der Raum (IP¢)g, der selbst unabhiingig von @ ist, ist mit diesem Skalarprodukt
ein Pra-Hilbertraum. Mit || - || werde die zugeordnete Norm bezeichnet. Die
Vervollstindigung des Pré-Hilbertraumes (IP%); zu einem Hilbertraum wollen

wir durch (lpfé)ﬁ@ kenntlich machen.
Nun ordne die lineare Abbildung

Lo : (IPL)g — Foe == Lo ((Ri)é)
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jedem Funktional A aus (IP?)g; eine Funktion

zu. Durch die Abbildung Lg wird ein Isomorphismus auf den Réumen (/P?)g und
Fa ¢ beschrieben.
Aufgrund der Beziehungen

Ny Nu

(Awe = S Nu®(a) — af)
J

(1))
)

kénnen wir das Skalarprodukt als eine Wirkung von einem Funktional auf die

— Lo
(Lo

zugeordnete Funktion eines anderen Funktionals schreiben.
Indem wir durch

(Lo, Lopt)e == (A 1)

auf Fy ¢ ein Skalarprodukt einfithren, wird Lg eine Isometrie.
Fiir die weitere Vorgehensweise sei Fq ¢ die Vervollstandigung von I ¢ beziiglich

(.7.)@‘

Es kann nachgewiesen werden, da die Abbildung Lg von (lpfé)ﬁ@ nach Fq ¢ mit

_ _ _ - 0}
(A i)e = (Lo, Lop)e, A€ (PPl)g

isometrisch isomorph ist.
Im néchsten Schritt versucht man, einen Weg zu finden, der die Wirkung eines

abstrakten Gebildes A € (lpfé)ﬁ@ auf ein f € Fa,e beschreibt. Dazu beschrankt

man sich zuerst auf ein Funktional A aus (IP%); und spaltet die Betrachtung
in den Fall m = 0 (positiv definit) und den Fall m > 0 (echt bedingt positiv

definit) auf. Anschlieflend fithrt eine Argumentation tiber Cauchy-Folgen zu dem
gesuchten Schluf}, dafl

M) = (La(A): o
fir A € (IP1)g. und [ € Foa gilt.
Bemerkenswert ist noch, daf§ ein f aus Fq ¢ stetig ist.
Durch
Haoo :={f: Q= IR : [ stetig und es existiert ein C'; > 0 mit
M| < Cp - [[Ale fiir alle A€ (1P7)g}

sei eine Teilmenge von C'(Q) eingefithrt. Aus

MOl = (Lad Do
< A lall s
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ist erkennbar, dal Fq ¢ sowie lpfé in Hg ¢ enthalten sind. Auch enthélt der Funk-
tionenraum Hq ¢ die direkte Summe Fp ¢ & lpfrl” und unsere Interpolanten aus

Abschnitt 3.1 stammen ebenfalls aus Hq ¢.

Durch
AL

rePz a0 [Alle

[flle =

erkldren wir eine Norm auf Hg ¢ /P2 (), wobei
Pr(Q):={f:Q—= R|f=plo mitpe P}

Diese Norm auf Hg ¢ /IP¢(Q) stimmt auf dem Unterraum Fq ¢ mit der vorher-
gehenden Definition von || - ||¢ tiberein.

Uber
(AA) = A(f). A e (g,
wird fiir jedes f € Hq.o ein lineares Funktional A auf (IP%)g definiert. Es gilt

(AN =MD < Crl[Ale,

und wir erweitern Ay auf (lpfé)ﬁ@ mit der selben Schranke. Nach dem Satz von

F. Riesz existiert ein eindeutiges Element )\; € (lpfé)ﬁ@, so daf fir alle g aus
)

(IP¢)g  die Beziehung

(Ap)() = (i1 Ap)a = i(f)

gilt. Aufgrund der Isometrie kénnen wir

M(La()) = (La(As) La(i)),
= O‘fj e
= [(LeAy)
= (An)(R)

(/)

=i

——
fiir alle g € (IP4);; schreiben.

Im Raum Hqo/IP2(Q) gilt || f — Lo(Af)||le = 0 und es folgt Hae/IPL(Q) = Fas.
Mit diesen Erkenntnissen erhalten wir fiir eine bedingt positiv definite radiale
Basisfunktion ® der Ordnung m aus der Definition des Skalarproduktes

Ny Nu

(Aoe =330 Apun(2m)™ |

d
j=1k=1 R

S‘Q(w)ei(x;‘—xg)Tw dw

fiir alle A\, u € (IP2)g.
Aus der Beziehung (fy, fu)e = (A, pt)e und fA(w) = sz;l )\kc,o(w)e_”’f‘” konnen
wir .

fu(w)f/\(w) d

R pw)

(A, p)o = (27)7
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herleiten.
Unsere Ausfithrungen geben AnlaB, fiir f,g € Fq ¢ stets das Skalarprodukt

g [ H@F)
(fvg)<1> T (2 ) Rd ¢(w) d

zu verwenden.
Wir haben nun das Riistzeug erworben, die Orthogonalitétsrelation

(f —ss,87)8 =0,

wobel f € Fge und sy die zugehdrige Interpolante beziiglich der radialen Basis-
funktion ® €BPD(m) ist, herzuleiten.
GeméB des Abschnittes 3.1 ist die Interpolante sy darstellbar als

N Q
spz) = ; a;®(r — ;) + kZ_) Bepi(z) =t ga(x) + p(2)

mit o := Zé\f:l @;by, € (IP%)g und p € IP2.
Da (-,-)e eine symmetrische Bilinearform ist, bekommen wir durch Anwendung
unserer obigen Ausfithrungen

(f,s1)e = (fi90)
= a(f)
= a(sy)
= (57,0a)0
= (sf,5¢)o,

was nichts anderes als unsere Orthogonalitétseigenschaft zeigt. Aus der Figen-
schaft (f — sy,s5)e = 0 148t sich natiirlich auch die Beziehung

1f = s5lle = 1F1le = lIsslla

ableiten.

Im Folgenden werden wir stets Fg statt der Schreibweise Fg ¢ verwenden.

Wir haben also soeben in aller Kiirze den Native Space Fg eingefithrt. Untersu-
chungen des Native Spaces sind in der Literatur noch lange nicht abgeschlossen,
so werden immer wieder neue Arbeiten iiber die Charakterisierung dieses Funk-
tionenraumes veroffentlicht (zum Beispiel [30]). Wir wollen uns damit aber nicht
weiter beschéiftigen, denn die dargestellten Ausfiihrungen sind fiir die Zwecke
dieser Arbeit vollkommen ausreichend.

3.3 Die Powerfunktion

Wir haben schon im vorhergehenden Abschnitt 3.2 erwahnt, daf} fiir die Interpo-
lation mit radialen Basisfunktionen im Native Space eine Fehlerabschatzung der
Form

|f(2) = sp(@)| < [ flle - Pox ()
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mit der sogenannten Powerfunktion Pp x moglich ist. Die Formen der Fehler-
abschétzung des Multilevel-Verfahrens, die wir in dieser Arbeit entwickeln wer-
den, benutzen bekannte Abschétzungen fiir die Powerfunktion und ihren Ablei-
tungen (vgl. Abschnitt 5.3). Deshalb sollten wir hier die Powerfunktion mit ihren
wichtigsten Figenschaften, die zum Teil bei unseren Abschatzungstechniken Ver-
wendung finden, vorstellen.

Da wir nur einen einfachen Zugang zur Powerfunktion darstellen, méchten wir
es aber nicht versdumen, auf weiterreichende Informationen, inshesondere einen
allgemeineren Zugang, auf die Literatur wie zum Beispiel [44] und [55], zu ver-
weisen.

Definition 3.2 Die nichtnegative Funktion Py x, die erklirt ist durch

Py x(x) —22% (2 — ;) + 2> uj(@)up(e)®(ar —x;) (3.6

j=1k=1

entsprechend der ]nterpolatwn auf dem Datensatz X = {xy,...,an} beziglich
der radialen Basisfunktion ® € BPD(m) und den Notationen aus Abschnitt 3.1,
heifst Powerfunktion.

Es sei kurz ins Gedéchtnis gerufen, dafi die u;(x) gerade die Losungen von (3.5)
aus Abschnitt 3.1 sind. Wie unter anderem aus Wu/Schaback [55] ersichtlich ist,
minimieren diese u;(x) den Ausdruck der rechten Seite in (3.6). Wir hatten schon

in Abschnitt 3.1 erwédhnt, dafl der Vektor
u(z) = (ur(x),...un(2))"
mit der Losung des Minimierungsproblems
N N
Minimiere Z Z wiwp®(x; — ) — 2 Z w;®(x —x;) + 9(0)
7=1k=1

unter den Nebenbedingungen w € IRV, Z] Lw;p(z;) = p(z) mit p € P2 {iber-
einstimmt.

Ist ® bedingt positiv definit der Ordnung m mit ® € C1#(0, 00) und ® € C2l um
Null fiir 4 € INg eine absolut integrierbare Funktion mit einem schénen Verhalten
der nichtnegativen Fouriertransformierten $, die

O(r) = (2#)_d/Rd<i)(w)emTw dw, x€ IR,

genfigt, so gilt fiir willkiirliche uy, ... uy € IR?

N N
ZZujukCI)( — k) —ZZu] :1;—:1;])—|—<I)(2“)(0)

7=1 k=1
N . T . . T A
- (2”>_d/Rd S e — (i)W e 20 (w) deo, (3.7)
J=1

Mit einigen zusétzlichen Voraussetzungen an ® kann die Existenz des Integrals
gezeigt werden (siehe u.a. [55]).
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Theorem 3.3 Luistiere die verallgemeinerte Fouriertransformierte von ® und
stimme sie auf IR\ {0} mit einer stetigen Funktion & iberein. Dabei geniige )
den Bedingungen

—d—sq .. 0
T O
(@) = { loll=~  fir o]l = o0

mit Konstanten C € IRso, So,5. € IR, wobei wir zusdtzlich 2|u| < s.., p € ING,
und so < 2m voraussetzen. Dann gilt fiir alle uy, ..., uy € IR, die Zé\f:l u;p(a;) =
W (x) fiir alle p € IPL erfiillen, dafi (3.7) ein wohldefiniertes Integral ist.

Unter den Voraussetzungen des obigen Theorems sind wir in der Lage, die Po-
werfunktion beziehungsweise das Quadrat der p-ten Ableitung (Pé“))((x))z in der

Form
min{ (27)~ / |Zu]e e _ iw)* e”T‘”|2<i)(w) dw : (3.8)
7=1

N
u=(uy,...,uy)’ € RN mit > ujp(a;) = p(“)(:zj) fiir alle p € IP*}

i=1

darzustellen. Dabei existiert das Integral im klassischen Sinn.
Die Approximationsgiite wird in Abhéngigkeit der Dichte der Stiitzstellen durch

hp(x) = hp,X(x) = sup min Hy - x]”

lle—yll<p 1SISN

mit einem festen p > 0 gemessen.
Unsere gesuchte Abschatzung der Powerfunktion ist Inhalt des folgenden Theo-
rems.

Theorem 3.4 Geniige ® den Voraussetzungen von Theorem 3.3 und sei p € IR>g
gegeben. Dann existieren positive reelle Konstanten hg und C, so daf fiir jeden
Punktsatz X = {zy,...,2,} C IR? mit paarweise verschiedenen Punkten und
jeden Punkt x € IR mit h,(x) < ho die Powerfunktion durch

P () < O - i/l (a)
mit p € IN$ und 0 < |p| < so0/2 beschrinkt werden kann.

Da wir nur bekannte Tatsachen iiber die Powerfunktion zusammentragen wollen,
verzichten wir hier auf Beweise und verweisen auf die Literatur (zum Beispiel
55))

Die Aussage von Theorem 3.4 wird uns wieder bei der L.-Abschétzung des
Multilevel-Verfahrens in Abschnitt 5.3 begegnen.

Durch unsere bisherigen Erkenntnisse kénnen wir s, als eine die Approxima-
tionsgiite bestimmende Konstante ansehen. Ist das Verhalten der Fouriertrans-
formierten der radialen Basisfunktion bekannt, so ist die Konstante s., leicht
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abzulesen. Da wir die Fouriertransformierten aller von uns betrachteten radialen
Basisfunktionen schon kennen (Abschnitt 2.1), geben wir in der folgenden Tabelle
radiale Basisfunktionen nebst der Grofle der zugehorigen Konstanten s, an.

radiale Basisfunktion S0 >0
(= 1) ][+, k € INg 2% + 1
Potenzen
(1) 4 ||2][)/%, v € Rso \ 2N, ¢ > 0 beliebig
Multiquadrics
(02 + Hsz)_y/z v € IR \2IN,¢ >0 beliebig

inverse Multiquadrics

e=llel® o >0 beliebig
Gaussians (auch Gaufiglocken genannt)

(=) Hz][* log |||, k € IV 2k
Thin-Plate Splines
Yrp(a), =2 +k+1,ke N 2k + 1
Wendland-Funktionen
Tabelle 4

Das Verhalten der Powerfunktion und damit auch das Fehlerverhalten der Inter-
polation mit radialen Basisfunktionen kann demnach mit Hilfe des Verhaltens der
Fouriertransformierten der Basisfunktion im Unendlichen beschrieben werden.

Man sagt, dafl die radiale Basisfunktion ® die lokale Approximationsgiite 3 be-
sitzt, wenn fiir p > 0 eine Konstante hg mit h,(x) < hq existiert, so daB fiir alle

X ={z1,...,2x} C IR? und alle z € IR? die Abschitzung

[f(x) = s5(2)] < Cllfllahy ()

gilt.

Wie bereits frither erwahnt, spielt die Skalierung der radialen Basisfunktion ® eine
grofie Rolle. Dazu beleuchten wir jetzt den Effekt einer Skalierung von @ hinsicht-
lich der Auswirkungen auf die Powerfunktion. Die Skalierung erfolgt dabei in der
gewohnten Weise mit ®;5(-) = ®(-/§) beziehungsweise fiir die Fouriertransformier-

te s(-) = 8% (5).
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Um eine Abschétzung fiir die Powerfunktion Pg, y der skalierten Basisfunktion
®5 zu erhalten, miissen wir die Gréfien u(z) = ug x(x) = (wi(x), ..., un(x))T aus

(3.5) und h,(x) = h, x(x) untersuchen. Entsprechend den Festsetzungen
Ag x = (V(x; — xk))lgj,ng und Ry x(x) = (V(x —a1),...,¥(z — :L'N))T
aus Abschnitt 3.1 ist

Aq)&X = A@X/g und R@§7X($) = R@X/g(l'/é),

und wir erhalten
uss,x () = ug x/s(x/d)

sowie aus der Integraldarstellung der Powerfunktion durch eine einfache Reska-
lierung

Pq%é,x(l') = Pq2>,X/5(51/’/5)-

Ferner gilt

h, x/s(z/8) = su min —x:/8
pxpleld) = s min fly = o, /5]
1
= - su min ||dy — z;
5||5y—x|1|)saplsfSNH v =il

1
gthX ([L’)

Setzen wir dies in Theorem 3.4 ein, so bekommen wir im skalierten Fall mit

Os(-) = ®(-/0) die Abschitzung

() 1 s00 /2|l
PE@) <€ (Shox(@)

Hieran erkennen wir, daf} sich im stationdren Fall mit § = a - hs, x () keine
Konvergenzaussage folgern 148t. Ein Kompromify wire zum Beispiel § langsamer
als hs, x(2) gegen Null gehen zu lassen, denn dann bekdmen wir eine Konvergenz,
wobei die Struktur der Interpolationsmatrix weitgehend erhalten bleibt.
Eine andere Moglichkeit besteht in der Einfithrung eines Multilevel-Verfahrens in
der Hoffnung, eine Konvergenzaussage im stationaren Fall zu erreichen.

3.4 Fehlerabschitzung des Ein-Schritt-Verfahrens

Bevor wir zur Multilevel-Methode und ihren Fehlerabschétzungen kommen, soll-
ten wir der Vollsténdigkeit halber einige Worte iiber die Fehlerabschétzung des
Ein-Schritt-Interpolationsverfahrens verlieren.

Dazu sei wie bisher die zu interpolierende Funktion f : IR? — IR aus dem Na-
tive Space Fg. GemaB Abschnitt 3.1 besitzt die Interpolante s; zur Funktion f
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auf dem Datensatz X = {z1,...,2n} bezliglich der radialen Basisfunktion ¢ €
BPD(m) die ,Lagrange-artige“ Darstellung

= Z uj(z)f(z;)

J=1
mit u](:z:k) = Ojk, 1 S ],k S N.
Betrachten wir den Fehlerterm f—s; genauer, so kommen wir ohne grofie Umwege
auf eine Fehlerabschatzung.

Satz 3.5 Ist f : IRY — IR aus dem Native Space Fg, so gilt fiir u € ING die
Fehlerdarstellung

o
2
|
au
—
2
>

(w)( neiew Zu €'’ w) dwl ,

wobei u) (@) = (ul()....,ul(x))" die Losung von
(oo ) (o)) = (0t

Beweis: Geniigt die Fouriertransformierte von f der Beziehung

fly) = 2r) [ fw)e™ do,

so ergibt eine einfache Rechnung die Behauptung. Da die distributionelle Fourier-
transformation einen Automorphismus in 5" beschreibt, lafit sich die Behauptung
auch im Sinne der Distributionentheorie beweisen. O

1st.

Aus der Integraldarstellung der Powerfunktion (3.7) beziehungsweise (3.8) schlie-
Ben wir, dafl

(Z ul (x)e " — <>) o()

aus dem Raum Lo(IR?) stammt.
Damit ist das Produkt

SRR (Z ! (2)e"s — (i')“e”’T')
() j=1

aus dem Raum [;(IR?) aller absolut integrierbaren Funktionen. Unter Anwen-
dung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir sofort

F9() = W) < ((%)_d/ﬁd |];)((w))|2 "

1/2
(27‘[‘ / |Zu zx] w (iw)ueixTWP dw)

= ||flle - PY%(x)
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mit € ING.
Ist die radiale Basisfunktion ® mit 6 > 0 skaliert, so ergibt sich natiirlich

£ ) = SE) <M1 s - Paflx (o). (3.9)
Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.3 kénnen wir dann Pg{:?X weiter abschétzen.
Als wesentliche Aussage dieses Abschnittes betrachten wir die Fehlerabschéatzung
(3.9). Interpolieren wir f — s; durch die Null-Funktion, so bekommen wir in
Anlehnung an (3.9) durch die gewohnliche Fehleranalyse im Native Space die
Form

1F (@) — s¥ (@) < NIF = stllag - P85 (),

die bei unseren Multilevel-Abschétzungstechniken Anwendung findet.
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4 Multilevel-Interpolationsmethode

4.1 Vorstellung der Multilevel-Methode

Nachdem uns schon die Ein-Schritt-Interpolationsmethode mit radialen Basis-
funktionen aus Abschnitt 3.1 bekannt ist, kommen wir jetzt zur Multilevel-Me-
thode.

Bereits durch die Einleitung sind wir auf die Einfiihrung einer Multilevel-Inter-
polationsmethode vorbereitet. Die Idee einer Multilevel-Methode ergibt sich aus
dem Konflikt heraus, sehr grofle Datensitze auf eine numerisch stabile Art bei
gleichzeitig guter Reproduktion der Originaldaten zu interpolieren ([42]). Ein an-
derer Aspekt, der fiir die Einfithrung eines Multilevel-Verfahrens spricht, erwéchst
aus der Tatsache, daf sich der Fehler zwischen der zu interpolierenden Funktion
f und der zugehorigen Interpolanten sy verhalten soll wie

f—s)(z) =0 firh—0,ze R
!

Berechnen wir die Interpolante mit der skalierten radialen Basisfunktion ®s im
stationdren Fall mit § = a - h, so ist aus Abschnitt 3.3 und 3.4 eine Fehler-
abschéatzung der Art

h 500 /2 1 Soo /2
(7 =spl <l (5] =clsie (3)

mit der Norm || - ||¢, und einem speziellen s, € IR bekannt. Fiir eine Konver-
genzaussage besteht das Problem in der Kontrolle von ||flle, = ||flls,,. Es ist
also erst einmal keine Konvergenz fiir h — 0 erkennbar.

Von den obigen Beobachtungen inspiriert, versuchen wir eine Fehlerabschatzung
des Multilevel-Verfahrens herzuleiten, bei der der Fehler mit Erhohung des Le-
vels beliebig klein wird. Dazu miissen wir uns von der eben beschriebenen Fehler-
abschatzung trennen und einen anderen Zugang suchen. Die Herleitung solcher
Fehlerabschétzungen soll Inhalt der folgenden Abschnitte sein. Doch bevor wir
dazu kommen, sollten wir zunachst die Multilevel-Interpolationsmethode mit ra-
dialen Basisfunktionen vorstellen.

Ausganspunkt ist der Datensatz

X ={r1,....en} COC R

mit N € IN groB. Desweiteren sei die Funktion f : IR? — IR mit den paarwei-
se verschiedenen Stiitzstellen f(x;), j = 1,..., N, gegeben. Bis zu dieser Stelle
besteht vollstindige Ubereinstimmung mit der Interpolationsmethode, die wir in
Abschnitt 3.1 kennengelernt haben.
Im Unterschied zur Ein-Schritt-Methode zerlegen wir den Datensatz X in eine
Folge

XoCXiC...C Xy C Xy =X
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von M ineinandergeschachtelter Untermengen
Xp={a o0 X, 1<k<m-1

Dieses erlaubt uns, die Interpolation in M Schritte aufzuspalten.
Die Dichtheit des Datensatzes X kann auf verschiedenen Wegen gemessen wer-
den, aber wir wollen hier nur zwei Moglichkeiten erwéhnen. Zum einen ist da der

Separationsabstand
ax, == _min_ [« =29
F2a<icEn g
und zum anderen mift
o : )
hpx (%) = S min, ly ==l

die Dichte der Stiitzstellen l’;k) von X um .

Das Kriterium fiir die Zerlegung der Datensétze sollte darin bestehen, dafl der Se-
parationsabstand ¢x,_, nach Méglichkeit groBer als gx, sein sollte. Folglich muf
man das Paar von Punkten mit dem geringsten Abstand lokalisieren, um dann
einen dieser Punkte zu entfernen.

Auf einen Algorithmus, der aus dem gegebenen Datensatz X eine Folge von
Datensdtzen Xy generiert, méchten wir nicht nédher eingehen. Fiir weitere Infor-
mationen kann man aber den in Floater/Iske [15] beschriebenen Thinning Algo-
rithmus zu Rate ziehen.

Ist h,x, =~ gx,, so bedeutet das, daBl der zugehorige Datensatz asymptotisch
gleichméflig verteilt ist, das heifit es treten keine ,Locher® und keine , Haufun-
gen® auf.

Beschreiben wir nun den Multilevel-Algorithmus. Wir starten mit der Interpola-
tion auf dem ,gréobsten” Datensatz Xy. Die Interpolante auf diesem Datensatz,
die wir mit so bezeichnen, wird gemafl der Ausfithrungen iiber die Ein-Schritt-
Interpolationsmethode des Abschnittes 3.1 berechnet. Benutzen wir zur Berech-
nung von sy die radiale Basisfunktion ® (), so bekommen wir die Darstellung

;O), 1 <7 < Ny, gelten dabei natiirlich die Erlauterungen

aus Abschnitt 3.1. Moglicherweise muf} entsprechend unserer dortigen Erfahrun-
gen dieser Darstellung der Interpolanten fiir spezielle radiale Basisfunktionen ein
multivariates Polynom hinzugefiigt werden. Doch wollen wir diesen Fall der Ein-
fachheit halber hier aufler Acht lassen.

In &hnlicher Weise verfahren wir weiter. Sind die Interpolanten

Fir die Koeflizienten o

S09 8190 9Sk—1

bereits berechnet, so interpolieren wir im (k + 1)-ten Schritt die Fehlerfunktion
f—s0—81—...—sp_1 mit Hilfe der radialen Basisfunktion @) auf dem Datensatz
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Xi; das Ergebnis sei die Interpolante si. Die Darstellung der Interpolanten sieht
dann folgendermaflen aus:

N,
k k
silw) = 2 0 gy (2 — i),
7=1
wobei die Koeffizienten unter anderem von der Fehlerfunktion f —sg—...— s5_1

abhéngen. Wie bereits eingangs erwéhnt, sollte dabei @y proportional zu h, x,
beziehungsweise ¢y, skaliert werden.

Obiges Verfahren wird bis k= ..., M — 2, M — 1 wiederholt.

Préziser gesprochen interpoliert also s; auf dem Datensatz X und das Interpo-
lationsschema hat die Gestalt

S0 |X0 = f|X07

S1 |X1 = (f_ 30) |X17

' M-2
SM-1 |Xpoy = (f— Z Sk) | Xars -
k=0
Daraus resultiert die Identitat
(so+ ...+ sm-1) |x= [ |x,
was nichts anderes besagt, als daf
S=8g+ ...+ sp-1

unsere Ausgangsfunktion f auf dem vorgegebenen Datensatz X interpoliert.

Obwohl das obige iterative Interpolationsschema leicht nachvollziehbar ist, st6f3t
man bei dem Versuch einer Fehlerabschatzung immer wieder auf Schwierigkeiten.
Dieses duflert sich zum Beispiel darin, dafl wir in den nachfolgenden Abschnitten
bei der Entwicklung der Techniken fiir eine Fehlerabschétzung auf mehr oder we-
niger stark einschrénkenden Voraussetzungen aufbauen miissen. Darliberhinaus
werden wir uns auf den stationiren Fall mit X, = h*Z?, 0 < h < 1, beschrénken.

4.2 Die kardinale Funktion X,

Das Problem bei der Interpolation einer multivariaten Funktion f : IR — IR auf
dem h"Z*-Gitter, n € Ny, mit einer (mit &, skalierten) radialen Basisfunktion
® : IR* — IR besteht darin, eine Folge von reellen Koeffizienten {dy}icz¢ zu
finden, so dafl die Interpolante

L.f(z) = sulx) = Z dp®s, (v — h"k)

keZzd
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wohldefiniert ist und auf h” Z? mit der Funktion f iibereinstimmt.
In Anlehnung hieran versuchen wir Koeffizienten {¢;}rcza zu finden, mit denen
die kardinale Funktion

X s, (1) = Z cx®s, (x — h"k)

keZzd

eine absolut konvergente Summe mit Xjn 5. (h"J) = do; fiir alle j € Z% ist. Dabei
soll der erste Index die Interpolation auf dem Gitter A" Z? verdeutlichen und der
zweite Index soll anzeigen, daf die radiale Basisfunktion mit §,, skaliert ist. Wir
setzen dann

Tfe) = Y FO) s, (= B°F)

keZ<

falls diese Summe konvergiert.
Doch zunéchst beschrinken wir uns auf die Interpolation auf dem Z?-Gitter und
lassen eine Skalierung der radialen Basisfunktion aufler Acht. So suchen wir also
Koeffizienten {¢j }reza, mit denen

X(x) = Z i ®(x — k) (4.10)

keZzd

eine absolut konvergente Summe ist und X (j) = &; fiir alle j € Z% erfiillt ist.
Die Interpolante wird dann durch

> f(k)X (@ — k) (1.11)

keZzd

gegeben, falls diese Summe konvergiert.

Es ist nun interessant zu erfahren, unter welchen Umstanden (4.11) konvergiert.
Auch werden wir auf die Eindeutigkeit der kardinalen Funktion (4.10) eingehen.
Dabei stiitzen wir uns hauptséchlich auf Buhmann [8]. Andere Untersuchungen
tiber die kardinale Funktion findet man auch in Powell [37].

Definition 4.1 Eine Funklion ® heifit zuldssig der Ordnung m € Z auf IR?,
wenn ® = o € C*™(IRIN\{0}) und wenn es Konstanten § >0, A #£0, u €[0,1)
und € > 1 gibt, so daf

i) |D7o(w)] = O] =) fiir llwll = o0, p € Z2, p < 2d+m,

i) o(w) = Allw|[mm (1 + g(|wl]])), wobei |¢t9(][w]])] = O(||w]|=2), 0 < ¢ <
2d + m fiir kleine ||w||

wt) [®(z)| = O(||z|["([[z]])) fir [[«]| = oo und & : R — IR mil &(||z]]) =
o(llz]1°) . 1/s(ll=]]) = o(||x||”") fiir [|2]] = oo und jedes &* > 0.

i) d+m ist positiv

v) Yiezap(w+ 2my) besitzt keine Nullstellen.
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Ist ® zulissig der Ordnung m fir alle d, so sagen wir einfach, dafi ® zuldssig der
Ordnung m ist. Fir den Fall p = 0 nennen wir ® zuldssig von exakter Ordnung m
auf IR?. Manchmal lassen wir die Wendung ,,der Ordnung m “ fallen und sprechen
einfacher von einem zuldssigen ®.

Bem. Die Funktion g aus Punkt i1) der Definition ist immer aus CHEm([Ryy),
da ® = o € C*+m (IR \ {0}). Auch die Funktion

Y plw+2m)), we R\ 20 Z°,

jEZ?

ist wohldefiniert und aus C**™ (IR \ 2n Z?) durch Forderung 1) und weil ¢ €
O (R {0}).

Beispiel 4.2 Fir ¢ =0,1,2,3,... ist ®(x) = ||z||*t zulissig von exakter Ord-
nung 2q + 1, was unter anderem mit Hilfe von Jones [27] ersichtlich ist.

Als néchsten Schritt wollen wir die Existenz der kardinalen Funktion (4.10) n&her
untersuchen.

Satz 4.3 Sei ® zulissig auf IR, Dann ist die Funktion

1 T p(w) d
X(z) = / i do, we R, 4.12
= o e Stz & (&12)

wohldefiniert und stetig und geniigt den Bedingungen X (j) = So; fiir alle j € Z°.

Beweis: Gleichung (4.12) ist wohldefiniert und stetig, weil ﬁwﬁ(m absolut

integrierbar ist. Weiterhin ist

X(l’) = (27‘[‘)_d Z / eil’Tw€27rile 99((4) + 27Tl) ds
lezd [_7r77r]d Zkezd S«Q(w ‘I’ 27Tl —I‘ 27Tk‘)

= (27'[')_51/ eiacTw Zlezd 627rileS‘Q(w —I_ 27Tl)
[—7,7]? Dpeza plw + 2mk)

und daraus folgt die zweite Behauptung des Satzes. O

Interessant ist nun, ob die Funktion (4.12) tatsachlich von der geforderten Form
(4.10) ist.

Wie bereits erwahnt, spielt die Konvergenz der Summe (4.11) eine entscheidende
Rolle. Deshalb decken wir Verhaltenseigenschaften der Funktion (4.12) auf, so
dafl wir passende Wachstumseigenschaften von f finden beziehungsweise fordern
kénnen. Das folgende Theorem wird uns solche Verhaltenseigenschaften zeigen.

Theorem 4.4 Sei ® zulissig der Ordnung m auf IR®. Dann geniigt die kardinale
Funktion der Bedingung

X ()] = O(|Jl]|7*7+#), ]| — oo,

wobei 1 eine Konstante aus Definition 4.1 ist.
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Beweis: Als Ausgangspunkt dient die Tatsache, dafi (4.12) die inverse Fourier-

transformierte von —_— ist. Wir definieren
> o(-+27k)
regd PUTAT

w € IR,

Hw) = |1 — p||w + 27k 2 ,
® [ T ol + 2k >] o
wobei p € C(IR) nichtnegativ ist, einen Triger in (—e?, ) mit 0 < d <e< 7

besitze und p(s) = 1 fiir s € [—§?,?]. Zum Beispiel kann mit
*(S) o 6_1/52 o s5>0
P B 0 : sonst

p als
o€ = Is)
pr(e = [s]) + p*(Is] = 62)

pls) =

gewahlt werden.
Der weitere Beweis in [8] basiert darauf, daf§ das Integral in (4.12) in zwei Integrale

izl w
/Bd e’ “P(w)p(w) dw
izlw S‘Q(w)
e p|lw + 27k 2 dw
/de keZZ:d (I | )Zlezd o(w + 27l)

aufgespalten wird und das Verhalten jedes dieser zwei Integrale fiir ||| — oo
separat untersucht wird. a

Theorem 4.4 zeigt uns somit, dal (4.11) immer wohldefiniert ist, wenn |f(x)| =
Ol )
AufBlerdem ist ersichtlich, dal A absolut integrierbar ist; die Fouriertransformierte
lautet

Py = o

Yrema pw + 2mk)

Wir werden noch zeigen, dafi die kardinale Funktion (4.12) tatséchlich von der
geforderten Form (4.10) ist und die Koeffizienten {¢g }peze durch

w € IR,

kT w

— (27~ / ‘ d 4.1
k ( 7T) [—m,m]d Zlezd L,o(w + 27Tl) “ ( 3)

gegeben sind.
Als néchstes geben wir ein Theorem an, welches das Verhalten der Koeffizienten
{¢k }reze beschreibt.

Theorem 4.5 Sei ® zulissig der Ordnung m auf IR?. Dann besitzen die Koeffi-
zienten {cgbrega von (4.13) das Verhalten

[ex] = O(|[k][7*=+#) - fiir ||| — oo,

wobei p aus Definition 4.1 stammt.
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Beweis: Der Beweis in [8] lauft &hnlich zu dem Beweis von Theorem 4.4. Das
Integral in (4.13) wird in zwei finite Integrale

(2#)_51/[ y eikT‘”ﬂ(w) dw und
, ) )
W
> ke zd c,o(w + 27Tk)

) [ e p(lel?)

aufgesplittet und das Verhalten fiir grofie k € Z? (beziehungsweise fiir ||k|| grof})
separat fiir jedes dieser Integrale analysiert. a

Wir miissen noch zeigen, daf§ sich die kardinale Funktion (4.12) auf die Form
(4.10) reduziert, falls die Koeffizienten {¢g }reze durch (4.13) gegeben sind.

Theorem 4.6 [st & zulissig auf IR und seien {cy}reze die durch (4.13) ge-
gebenen Fourierkoeffizienten. Dann ist die kardinale Funktion (4.12) die absolut
konvergente Folge (4.10).

Beweis: Der Beweis verwendet unter anderem Theorem 4.5 und ist in Buhmann
[8] zu finden. 0

Das folgende Theorem gibt Aufschluf} iiber die Eindeutigkeit der kardinalen Funk-
tion (4.10) fir jede zulassige radiale Basisfunktion ®.

Theorem 4.7 Sei ® zulissig der Ordnung m auf IR?. Dann gibt es genau eine
kardinale Funktion der Form (4.10), die den Bedingungen X(j) = do; fiir alle
J € Z? geniigt und fiir deren Koeffizienten {cy}reze die Beziehung

el = O(JIk=7" )
fiir ||k|| — oo und ein € > 0 gilt.

Beweis: Satz 4.3, Theorem 4.5 und Theorem 4.6 implizieren, dal mindestens
eine solche kardinale Funktion (4.10) existiert.

Sei X () = Ypezt éx®(x — k) eine weitere kardinale Funktion mit den gegebenen
Eigenschaften. Dann ist

kezd jeEZA

)y { > (@ —cj><1><k—j>} (4.14)

fiir [ € Z% wohldefiniert und verschwindet wegen X'(k) — X (k) = 0 fiir alle
leZz".
Da ® zulissig der Ordnung m auf IR? ist, gilt

[@(x)] = O(l2)"**),  |lz]| = oo,

fiir jedes & > 0. )
Wiéhlen wir nun 6 € (0,min(1 — g, €)), wobei u die Konstante aus Definition
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4.1 ist. Da wir Kenntnisse iiber das Verhalten von |®(x)| beziehungsweise |cy|
fir ||z|| — oo beziehungsweise ||k|| — oo besitzen, sind wir in der Lage jeden
Term in der Doppelsumme (4.14) abzuschétzen, woraus wiederum die absolute
Konvergenz ersichtlich wird.

Somit kénnen wir

oY @G-k —4) = S (&G —c) Y adk+l-j)

keZd je 7z jEZ keZzd
= D (G —)X(G-1)
i€z
= El —
schreiben, was dann den Beweis komplettiert. a

Greifen wir das angegebene Beispiel nochmals auf, so sind wir jetzt in der Lage,
Aussagen iiber das Verhalten der kardinalen Funktion zu treffen.

Beispiel 4.8 Die (eindeutige) kardinale Funktion zu ®(z) = ||z||*t geniigt
X (2)] = O]« 777
fiir ||z|| = oo und g € INy.

Unsere folgenden Aussagen iiber die prazise Rekonstruktion von Polynomen ba-
sieren auf einem Theorem von Jackson [23].

Theorem 4.9 Sei & € C(IRY), so daf fir | € INg und eine Konstante ¢ > ()

X ()] = O(l2)77), el = 00 und (4.15)
DP(X — o) (27k) =0 fiir alle k € Z*, p € INS, |p| <1 (4.16)

gelte. Dann ist (4.11) fir alle f € P} wohldefiniert und es gilt 3" za f(k)X (- —
k)= f(-) fir diese f.

Theorem 4.9 ist unter speziellen Umstanden auch bekannt als die sogenannte
»otrang and Fix“-Bedingung (siehe zum Beispiel [29]).
Wenden wir dieses Theorem auf zulassige Funktionen an, so erhalten wir

Korollar 4.10 Sei ® zulissig der Ordnung m auf IR®. Dann ist (4.11) wohlde-
finiert und exakt fir Polynome vom Grad kleiner gleich m +d — 1.

Beweis: Durch Theorem 4.4 gilt (4.15) fir {=m+d—1und e =1 —p > 0. Da-
her ist die Wohldefiniertheit gezeigt. Der Rest der Behauptung beweist sich mit
der Forderung ii) aus Definition 4.1 in Verbindung damit, daf X e Cmtd=L(Rd)
und (4.16) fiir [ = m + d — 1 gezeigt werden kann, wodurch das Korollar eine
Konsequenz von Theorem 4.9 ist. O

Punkt 7¢) aus Definition 4.1 macht uns klar, daff die Klasse der zuldssigen radialen
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Funktionen nicht jede beliebige, integrierbare radiale Basisfunktion beinhaltet. Im
Abschnitt 2.2 haben wir in Erfahrung bringen kénnen, dafl die bedingte positi-
ve Definitheit einer Funktion vom Polverhalten ihrer Fouriertransformierten im
Nullpunkt abhéangt.

Durch eine Gegeniiberstellung von Definition 4.1 und der Charakterisierung be-
dingt positiv definiter Funktionen aus Abschnitt 2.2 erkennen wir, daf} positiv
definite Funktionen (BPD(0)) nicht zuldssig sind. So sind zum Beispiel die Gau$}-
glocken wie auch die Wendland-Funktionen nicht zuldssig.

Um aber auch den Fall dieser Funktionen abdecken zu kénnen, fithren wir eine
neue Klasse von radialen Basisfunktionen ein.

Definition 4.11 FEine Funktion ® € C(IR?) heifit pseudo-zuldssig auf IR, wenn
es Konstanten v und v, gibt, so dafs

i) 19(2)| = O(l=]|="=™), |||l = o0,
ii) |o(w)| = [8(w)| = O(lw| ™), |lwll = oe,

iii) Ypema ®(k)e™ 7 £ 0 fir alle x € IR?.

Beispiel 4.12 Die Gaufglocken ®(z) = e~ sind pseudo-zuléissig auf IR fir

. d/2
alle a > 0, o € IR; was leicht durch Anwendung von ®(w) = (g) / ellllP/da ynqd
der Poisson’schen Summenformel zu erkennen ist.

Theorem 4.13 Sei ® pseudo-zulissig auf IR?. Dann gibt es eine eindeutige Folge
von Koeffizienten {ci}rema, so daff (4.10) absolut konvergent ist und X (j) = do;
fiir alle 5 € Z? erfiillt ist. Dariiberhinaus ist (4.10) absolut integrabel und geniigt

Yo |X(z— k)| <0, =€ IR

keZzd

Beweis: Der Beweis verwendet Aussagen von Wiener, wie sie beispielsweise in
[21] oder [39] zu finden sind. Die Eindeutigkeit kann analog zum Beweis zu Theo-
rem 4.7 gezeigt werden. O

Baxter ist in [4] ndher auf den Fall der Gaufiglocken eingegangen und stief auf ei-
nige Eigenschaften der Koeffizienten {¢ } e z4, wie zum Beispiel auf (—1)*l¢, > 0
fiir jedes k € Z*, wobei |k| = ki 4+ ...+ ky.

Leider besitzt die Interpolation mit pseudo-zuldssigen radialen Basisfunktionen
einen entscheidenden Nachteil, wie folgendes Theorem zeigt.

Theorem 4.14 Falls ® pseudo-zulissig auf IR? ist, dann ist ({.11) nicht exakt
fiir konstante Funktionen, wenn nicht o(2mk) = 0 fir alle k € Z*\ {0} erfiillt
ist.
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Beweis: Wir wollen den Beweis nicht in allen Einzelheiten fithren. Da die Summe
> @k = Y pw+ 27))
kezd jeEZA
nicht verschwindet, haben wir unter anderem durch den Beweis zu Theorem 4.13
ikTw

Cp = (2#)_51/ < dw.

[-rrlt Ljeza p(w + 27])

Deshalb ist
X(x) = Z i ®(x — k)

_ (27T)—d/ Sieza € (w4 2nl)
[—m,m]d Zkezd L,o(w + 27Tk)

_ (27T)_d/ eiacTw S‘Q(w) dw.
R4 Zkezd S«Q(w + 27Tk‘)

Da (4.10) (absolut) integrierbar ist, ist

T p(w)
Hw) = Sheza plw + 2mk)

Setzen wir voraus, daf§ (4.11) fiir f = 1 exakt ist. Dann ist

1= Y Xa—k) =Y X (2rk).

kezd kezd

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen {e‘”’T%k cx € RY, ke 774,
folgt

A

X(Qﬂ'k) = (Sok
und so p(27k) = 0 fiir alle k € Z*\ {0}. O

Daher reproduziert

> f(B)X(z — k)

keZzd

keine konstanten Funktionen f, wenn ® pseudo-zulissig auf R? und ¢(27k) =
Ci)(Zwk) # 0 fiir mindestens ein k # 0 ist. Aufgrund dieser Ergebnisse kann man
sagen, dafl Approximanten beziehungsweise Interpolanten mit zulédssigen radialen
Basisfunktionen den Interpolanten mit pseudo-zuldssigen radialen Basisfunktio-
nen in gewissen Bereichen tiberlegen sind.
Bevor wir die obigen Erkenntnisse bei der Multilevel-Interpolation anwenden,
mochten wir noch auf einige, daraus resultierende Aussagen aufmerksam ma-
chen.
Wie gesehen, sind die Koeffizienten {cy},cze aus (4.10) von der Form
otk Tw
—d d
e = (27) /[_m]d s o ket




38 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODE

Die kardinale Funktion (4.10) erfiillt X' (7) = &o;, 7 € Z%, und so bekommen wir

X(j) = Y a®k-j)

mit To(w) = Y peze cpett
Benutzen wir, daf} 7. 27-periodisch ist, dann haben wir

X(y) = (27)_d Z /[ y o(w+2r])To(w + 27Tl)e_ijT(‘”+27rl) dw

leZzd
- (2#)_51/ ) Z c,o(w—l—Zwl)Tc(w)e_ijT‘” dw.
[_777] lezd
Da
7 2m)t . 5=
et dt = ( i ,
/[_Wﬂr]d { 0 : .] % 0

setzen wir

1
 Yreza o(z +2mk)

Fiir zulédssige beziehungsweise pseudo-zulédssige radiale Basisfunktionen ® und
aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten {cj}reza erhalten wir fiir die ¢’s die

T(z):

angegebene Form.

Spannender wird es, wenn wir vom Z%-Gitter auf das Gitter h" Z? iibergehen und
die radiale Basisfunktion skalieren. Im Folgenden gehen wir nur von zuldssigen
beziehungsweise pseudo-zuléssigen radialen Basisfunktionen aus.

Sei die radiale Basisfunktion ® mit § > 0 skaliert, das heifit

Os(-) = (/)
beziehungsweise fiir die zugehorige Fouriertransformierte
ps() = 8%p(8).

Satz 4.15 Sei @5 zulissig beziehungsweise pseudo-zulissig auf IR?. Dann ist die
Funktion

Xy s(z) = (zw)—d/ giv’w wilw) g,
R4 Y jezd ws(w+ 2m))

wohldefiniert und erfillt die Bedingungen X, 5(3) = So; fiir alle j € Z°.



4.2 Die kardinale Funktion X, 39

Beweis: Die Wohldefiniertheit hatten wir bereits besprochen; der zweite Teil der
Behauptung folgt aus einfacher Rechnung:

Yo = (2 —d/ iiTw ws5(w) d
1,5(.]) ( 7T) Rde Zkezd@é(w—l_Qﬂ-k) W

= (27 _d/ T du
( ) [_7T77T]d
— (SO]

Satz 4.16 Die Funktion X} s, die definiert ist durch

X — (9 _dhd/ iwTw 9‘95((‘0) d
ho(@) = (27) RC Spezd ws(w+ 2wk /h) “

erfillt
i) Xns(jh) = doj, j€Z7,
ii) Xy € span{®s(- — jh), j € Z"},

i) Xps(x) = Xism(x/h), insbesondere gilt mit § = a - h im stationdren Fall
Xns(x) =Xy a(z/h),

ah

) Xps(x) = /'\?%71(:1;/5), insbesondere fiir d = a-h: Xy s(x) = X%J(i).

Beweis: Es gilt

. —did izl w 995((4))
Xps(x) = (2m)"%h /Bde S rezt polw + 21k /h)

_ —d; d iTw p(ow)
= (@m)7h /Bd ‘ ez @(dw + 2wkd [ h) d

N [ st (w)
— (o4 (2 i(z/8)Tw ¥ dio.
(2m) (5) /Bde Spezie(w+ 2wkd/h) “

Damit sehen wir

e ih/ 8wt 2m8UR) o (45 4 281/ )

d
dw
) lezz:d /[—éméﬂ]d Zkezd QQ(CU + 27Tk($/h)

Nty =
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Punkt 7i7) des Satzes 1aBt sich durch einfache Reskalierung herleiten, denn

X B = (27)7° / (/) Tw Ps/n(w) y
Ls/n(T/h) (2m) Rde ezt ws (e 1 27k) w

— 9 _dhd/ iwTw 9‘95((‘0) d
By e S e st + 2k )
= .Xh75($).

Ebenfalls durch einfache Rechnung zeigt sich die Richtigkeit von Punkt iv) des
Satzes, da

h\* (2/8)T (w)
_ —a i(2/5) w L
Xnysa(z/6) (27) (5) /Rde Skezd w1(w + 21k [h) e

o (MY p5(w]9)
= &) (5) Jeo St T

— 9 _dhd/ iwTw 9‘95((‘0) d
N S o s 11y
= .Xh75($).

Punkt i7) folgt mit Hilfe von Punkt ¢i7), denn

Xns(x) = Xigm(z/h)
= Z qu)g/h(l'/h—k)

kezd

= Z cx®s(x — kh).

kezd

a

Die gewonnenen Erkenntnisse werden uns bei der Fehlerabschitzung der Multi-
level-Interpolation mit radialen Basisfunktionen in den kommenden Abschnitten
grofle Dienste erweisen.

4.3 Multilevel-Methode mit kardinaler Funktion

Da wir mittlerweile Kenntnis iiber die Multilevel-Methode besitzen, wollen wir
uns noch einige Gedanken tiber die Anwendung der kardinalen Funktion aus
Abschnitt 4.2 bei dem Multilevel-Verfahren machen.

Bezeichnen wir wie bisher die Interpolante zu f auf dem h"Z?-Gitter beziiglich
der mit ¢, skalierten radialen Basisfunktion ® mit Z, f, so kénnen wir

Z.f(x) = Z dp®s, (v — h"k)
keZzd

beziehungsweise

Tofa) = 3 (k") X, (2 — hR)

keZzd
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schreiben. Die Konvergenz der Summe wollen wir hier nicht weiter diskutieren,
denn im Fall der von uns betrachteten radialen Basisfunktionen sind wir bereits
darauf eingegangen (vgl. Abschnitt 4.2).

Im Folgenden wollen wir ausschlieBlich auf den stationaren Fall mit é,, = a - A",
a € IRsg,n € Ny und h € IR, 0 < h < 1, eingehen. Durch die Eigenschaften der
kardinalen Funktion im stationdren Fall werden wir eine einfache Darstellung des
Fehlerterms im (n + 1)-ten Interpolationsschritt auf dem h" Z*-Gitter herleiten
kénnen.

Dazu schreiben wir erst die Interpolante im (n + 1)-ten Interpolationsschritt auf
dem h"Z*-Gitter in einer Form, die mit der Interpolation auf dem Gitter Z? in
Verbindung steht.

Lemma 4.17 [m stationdren Fall mit 6, = a-h”, a € IR>o, n € INg und h € IR>
qilt
T f(x) =To f o (x/h"), =€ R,

wobet f1(-) = f(-/7)-
Beweis: Unter Anwendung von Satz 4.16 aus Abschnitt 4.2 ergibt sich

Lf(x) = > f(R") Xpns, (@ = Gh")

jEZ?

= D 1. () Xiala/h" = j)

jEZ?

= Ty [ (e/h").

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir mit
(Shg)(+) == g(-/h) = gn(")

einen Skalierungsoperator ein.
Bem. Der Skalierungsoperator Sy, erfillt

. _ o-1 .

i) S% =5, sowie

ii) SaSs = Sap.
Die Aussage von Lemma 4.17 schreibt sich damit in der Form

Inf() = Sh"IOSthf(')'

Diese Resultate bringen uns in die Lage, den Fehlerterm (f — Z,f)(-) in einer
etwas anderen Form darzustellen, denn

(f =T S)(x) = fle) = SuwToS s f(2)
= Spe(E o), f(x),
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wobei mit I die Identitét bezeichnet sei.
Wenden wir diese Vorgehensweise fortlaufend auf die Fehlerfunktionale

o= =t g pl)
= (E—T_)f* Y, k=1,2,3,...

mit f© := f an, so erhalten wir

fE @) = (@) = T W(a)
= f®(z)— SthOSthf(k)(l')

= S(b— Io)Sthf(’“)(:z;).

Satz 4.18 Setzen wir Ly, := (E — IO)S%, dann gilt fir das Multilevel-Verfahren
im stationdren Fall mit 6, = ah™, h,a € R, f(o) = f und f(k) = (E —
Ik—1)f(k_1), k=1,2,3,..., die Darstellung

fEHD = G LS, T,

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach & gefithrt. Die Richtigkeit fiir
k =0 ist durch

W =(E=To)f = Si(E = To)S150f = SiLuSuf

gegeben. Sei nun vorausgesetzt, dafl die Behauptung fiir £ gilt. Jetzt weisen wir
nach, dafl dann diese Behauptung auch fiir k£ + 1 gilt, denn

FE = (B = D) [
= Syt (B —Tp)S_1 fO+Y)
hk+1
= Shk+1(E—IO)S#ShkLZ+IShf
h 1
= Sy (E —To)S L Suf
= S LIS, T
O

Wir konnten in diesem kurzen Abschnitt keine neuen, aufschlufireicheren Er-
kenntnisse iiber die Fehlerabschiatzung der Multilevel-Methode in Erfahrung brin-
gen. Vielleicht kann dieser Abschnitt aber als Ansporn fiir eine neuartige Fehler-
abschétzung, wie etwa einer Abschétzung fiir || Sy« L5+ S),|, dienen.
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5 Fehlerabschitzung der Multilevel-Methode

5.1 Multilevel-Fehlerabschitzung im Native Space

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, eine neue Methode zur Fehlerabschéitzung
fiir die Multilevel-Interpolation mit radialen Basisfunktionen aufzuzeigen. Da-
bei miissen wir ungliicklicherweise unter der einschrénkenden Voraussetzung von
Gitterdaten arbeiten. Ebenfalls beschranken wir uns auf den stationdren Fall;
mit anderen Worten werde im (n + 1)-ten Interpolationsschritt die Interpolante
sn beziiglich der skalierten radialen Basisfunktion @5, mit @5 (-) = ®(-/4,) auf
dem h"Z?-Gitter, 0 < h < 1, berechnet. Durch h wird also die fortlaufende
Verfeinerung des Gitters beschrieben. Die Skalierung 4, wird dabei so gew&hlt,
daf
6, =a-h"

mit einem festen a € R~gq.

Nach diesen einfithrenden Bemerkungen wollen wir nun endlich dazu kommen,
worin unser hauptsichliches Ziel dieses Abschnittes besteht. Wir werden versu-
chen, eine Fehlerabschitzung der Form

Hf — S0 —...— SnHCI)(;n S Cn ) HfH@éo

mit 0 < €' < 1 zu erreichen. Dabei sei s; die Interpolante zu f — sg — ... — s;_1
auf dem h'Z-Gitter beziiglich der radialen Basisfunktion ®s,.

Eine bedeutende Rolle bei dieser Abschétzung wird die Ausnutzung der aus Ab-
schnitt 3.2 und der einschlagigen Literatur (zum Beispiel [31]) bekannten Ortho-
gonalitdtsbeziehung

1 =so— o= silldy = I1f =s0— .= siall3, —llsilis,

spielen.
Um auch im vorhergehenden, das heifit im i-ten Interpolationsschritt von der
Orthogonalitédtsbeziehung

e e I e e o

Gebrauch machen zu kénnen, miissen wir einen Ubergang von der Native Space-
Norm || - ||a;. zur Norm || - ||o;. ) finden. Fiir ein beliebiges g € Fg,. ) kann
k2 = =

lglle;, < Cillglle,

1—1

mit C7 > 1 (siehe dazu auch [20]) gelten.
Im Gegensatz hierzu ist aber fiir eine Nullumgebung = C IR? die Abschitzung

~ 2 ~ 2
ey I
RNE @5, (w) RNE 5, (w)
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mit 0 < Cy < 1 moglich, wie sich zum Beispiel fiir Gaussians sehr leicht erkennen
1aBt.
Ausgehend von dieser Beobachtung scheint es sinnvoll und erfolgversprechend zu
sein, die Native Space-Norm zu schreiben als

- g(w)l”
o4 / |
om [

d 9951‘—1((“))
N o [l
= (2n) /Bd\E 2o (w) X+ L 05,1 ()

und jedes Integral auf der rechten Seite von (5.17) einzeln in eine Fehlerab-

g, dw

1—1

dw  (5.17)

schétzung einzubeziehen. Wie wir erahnen kénnen, werden wir auf unserem Weg
auf Verhaltensweisen bandbreitenbeschréankter Funktionen bei der Interpolati-
on mit radialen Basisfunktionen stoflen. Wir werden bei der Abschétzung des
Fehlers f — s einen ,Umweg® iiber die Interpolation entsprechender bandbreiten-
beschrankter Funktionen einschlagen. In Anlehnung an (5.17) und unter Ausnut-
zung von Figenschaften der Interpolation mit radialen Basisfunktionen werden
wir [|[f —so—...— San)én in der Form

Il f — so— ...—SnH%n

N

. . 1/2
—d (/=30 — ... = 3,1)(w)]
< 2 ((2#) /Rd\h%[—w,w]d o) dw)

A 1/2

o S g =L S CL

A [—,m] ©5,(w)

abschétzen und fiir jeden Term auf der rechten Seite dieser Ungleichung den

Ubergang von || - las, zu || [lo; _, vollziehen. Als Ergebnis erhoffen wir uns eine
Abschéatzung der Form

I =50 == sallay, SO =50 = sailay,_,

mit einer Konstanten C, fiir die 0 < €' < 1 gilt. Eine fortlaufende Anwendung
dieses Vorgehens soll uns zum Ziel der finalen Fehlerabschatzung fiir || f—so—...—
San)én fiihren, die aus dem Produkt einer n-ten Potenz der Konstanten €' und
einem Faktor, der hauptséchlich nur noch von der Ausgangsfunktion f abhingt,
bestehen soll. Doch bevor wir hierzu kommen, stellen wir einige Tatsachen {iber
die Interpolation auf dem h” Z?-Gitter zusammen.

Die Interpolante s;, = s, zu einer gegebenen Funktion f auf dem h"Z?-Gitter
beziiglich der radialen Basisfunktion @5, stellt sich gemé&f Abschnitt 4.3 dar als

Lo f(x) = so(x) = > di(f)®s,(x = ")

lezd

= > S(h"D) X s, (x — h"1)
lezd

= . (D)X u(x/h" 1) (5.18)
lezd

= Sh"IOSthf(x)v
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mit dem Skalierungsoperator
(S50 () =9 (3)

In (5.18) bezeichne AX; , die kardinale Funktion auf dem Gitter 1 - Z? beziiglich

der mit dp = a skalierten radialen Basisfunktion ®. Das heifit, es gilt

: )
o) = ot [ et g,
R4 ez ®law + 2mja)
: )
= (27ra)_d/ eivtwla A(w) — dw.
Re >jema ®(w + 2mja)

Wie wir aus Abschnitt 4.2 wissen, erfiillt diese kardinale Funktion die Bedingung
Xy a(j) = bo; fiir alle j € Z°.

Die Eigenschaften der kardinalen Funktion &; , haben auf die Wohldefiniertheit
der Summen in (5.18) einen entscheidenden Einfluf; Genaueres kann dem Ab-
schnitt 4.2 oder verschiedenen Arbeiten von Buhmann entnommen werden.

Um den Fehler von f — sy — ... — s, abzuschitzen, sind einige Voriiberlegun-
gen notwendig. Bei unseren Uberlegungen spielen shift-invariante Riume eine
entscheidende Rolle. Ein besonders einfaches Beispiel fiir einen shift-invarianten
Raum ist gegeben durch den Raum So(®s,) aller endlichen Linearkombinationen

von Translaten der Form ®; (- — h"k), k € Z?. Wir bezeichnen mit S(®;s,) den
5, -Abschlufl von So(®s,), das heifit

s

S(®s,) == So(®5,) ™.

Bereits bekannt ist die Tatsache, dafl die Interpolante Z, f mit f € Fg, aus dem
Native Space Fg, stammt. Weiterhin bezeichne thC den Kubus

1 11,
h—nc = [—h—nﬂ', h—nﬂ']

im IR? der Seitenlinge #27‘[‘ und durch

9. /1) = >0 g+ B)f(-+8)

Be2r iy 229

sel eine 27 hin—periodische Funktion erklért.
Aufgrund der Orthogonalitétseigenschaft

(f —ZI./f, Inf)%n =0

kénnen wir das folgende Lemma beweisen.
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Lemma 5.1 Fir f aus dem Native Space Fg; st [f ~ 7.1, 1], =

Beweis: Ist g € Fg, , so bedeutet g —g, s fiir alle s € S(®s, ), dall

0= g( )S(w) dw = / g(w)ei(h"a)Tw dw
R 5, (W) R
fiir alle o € Z<. Also ist g(h"a) = 0 fiir alle o € Z*.

Unter Anwendung der Poisson’schen Summenformel 1&8t sich daraus

Z Gy (w =+ 2mk) = [G1/pm, 1o(w) = 0
keZ
herleiten. Aufgrund der Beziehung

[01/pm, 1o(w) = D Giypn(w +2703)
BeZs

23
Bl
ﬁgd hn hn

=i X ()

BePR 21

folgt [g,1].(€) = 0 fiir € € IR
Das heif}t
S(®s,) " = {g € Fa,, | [9,1]. = 0}.

Aus (f—=Z.f,5)e;, =0 firalles € S(®;s,) folgt f—Z,f € S(®5,)” % und damit
[f - I/n\fv 1]n = 0. O

Lemma 5.2 Sei [ € Fo, und @5, cine skalierte radiale Basisfunktion, wobei
|05, (w)| > 0 auf IR? mit Ausnahme einer diskreten Menge und [995 1], # 0 fast
diberall auf IR?. Dann ist T, f = 715, fast iberall auf IR mit der T -pertodischen
Funktion v/, die definiert ist durch

[f l]n W .
Hw)={ Fomtln(w) ¥ € oy,
0 : sonst

wobei No, = {w € R|[ps,, 1], (w) # 0}.

Beweis: Zuerst beweisen wir, dafl fiir ein g € S(®s,) die Darstellung § = 7¢s,
fast iiberall auf /R? mit einer 2 _periodischen mefbaren Funktion 7 Giiltigkeit
besitzt.

Durch die Definition von S(®s,) existiert eine Folge von Funktionen (g, )memw, s0
dafl} g,, — g in Fg,; und jedes g,, ist eine endliche Summe von Translaten von
&5, . Mit anderen Worten gilt fiir jedes m € IV

A~

I = Tm¥Psy,
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wobei 7, ein ZZ-periodisches trigonometrisches Polynom ist. Aus ||gm — glla;, —

. . . . Tm s, . . d
0 fir m — oo ist ersichtlich, daf} <ﬁ)m61\7 eine Cauchy-Folge in Ly(IR®)
ist. Somit existiert nach bekannten Sétzen tiber L,-Raume, siehe u.a. [16], eine
g

VPén

Teilfolge (M) , die punktweise fast iiberall gegen konvergiert; anders
keN

Nz
ausgedriickt

Py, Py,

fast iiberall auf IR®.
Sei €}, definiert durch

Q= {€ € s, (€) # 0}.

fast {iberall auf €2, gegen e das heif}t es gibt ein 2,

r (o6 | a(6)
5. (€) 5. (£)
fiir jedes £ € Q2 und Q,, = Q° modulo einer Menge vom Maf 0. Genauer konnte

man sagen, Q0 = IR\ (Ugggn Upe2z za {&+ [3}) modulo einer Menge vom Maf}
0. Somit erhalten wir X
9(%)

©5,()

my Pén

Dann konvergiert N
so dafB}

T (€) —
aul Qg.

Im n&chsten Schritt definieren wir fiir ein g € z—z%d ein 7 auf IR? durch

G(E+8) . 0

0 : sonst

Wir beweisen nun, dafl 7 eine wohldefinierte %—periodische Funktion auf IR? ist
und dafl g = 7ys, fast iiberall gilt. Die Wohldefiniertheit ist leicht zu sehen. Fiir
ein £ seien (31, 35 € z—ZZd so gewahlt, dafl £+ 3, und £+ 52 € QY. Somit impliziert
die %—Periodizitét VoI Ty,

T(€+ B1) = Jim 7, (E+ B1) = lim 7, (E+ ) = 7(E + fa).

Ist £ € IR, so daB £+5 & QO fiir jedes 3 € 22 Z%, dann ist 7(§) = 7(£+a) = 0 fiir

hn
jedes a € L Z". Auf der anderen Seite existiert fiir £ mit 7(£) # 0 ein § € 22 Z¢
mit £ + 3 € Q2.
Wir sehen also

_ 9€+B) _ ey
= i g et

fiir jedes a € ,f—zzzd. Somit kénnen wir bemerken, da 7,,, — 7 auf QY und da

ws, (&) = 0 fir £ & Q,,, erhalten wir
Tk (£)95,(€) = 7(E)s,(€)
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fast iiberall auf IR?.
Nach diesen Erkenntnissen kénnen wir die Fouriertransformierte der Interpolan-
ten Z, f € Fg, fast iiberall schreiben als

T.f = ¢s, -7}

mit einer 7-periodischen Funktion 4. Nun ergibt sich fiir fast alle w € IR?

JE—

= (Z ) alw) = 3 flo+8)— (L) w+5)

peFm 24
= [ lw) = Y ws(w+8)rf(w+s)
e Z?
= £ 1) = 7 (@)[@s, ().

JE—

Nach Lemma 5.1 ist [f —(Z,.f), 1], = 0 und somit

[/, a(w)
[995717 1]n(w)

7 (w) =

fast tiberall auf IRY. O

Satz 5.3 Sei f € Fo, und bezeichne L, f die zugehorige Interpolante. Dann
folgt

Tutlh, = oy [ SR,

C |Psn> 1]n(w)

Beweis: Es gelten die Beziehungen

12,013, = @0 [ s )l @) do
= (2m)™ L (@65 1]n( (w)|2dw
- h%c[“”é"’”“ m%, L

= d/ dw.
90577,7 n

a

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fithren wir einen TiefpaB-Operator By, mit der
Eigenschaft

A

Brg(w) := { gw) 1 we R

0 : sonst

ein.
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Bem. Fir eine bandbreitenbeschrinkte Funktion B, f € Fg, gilt
B, f(w)
(P55 1] (w)

fast dberall auf thc.

Diese Erkenntnisse bringen uns in die Lage, die Norm ||Z, B, f||s; beziehungs-
weise || B, f — I, B, f|s;, in Abhéngigkeit von B, f und s, darzustellen.

Korollar 5.4 Mit obigen Ubereinkiinften gilt

wa—LﬁJ%M:@mﬁﬂw%%%%(r_ﬁgﬁ%ﬁ)M'

Beweis: Aufgrund der Orthogonalitatsbeziehung gelten die Gleichheiten

|Bof = TBufllse, = IBufls, — I ZuBufI3,
B a [ |Buf(w))?
— (27)d /Bd SR dw —
B @)
e )

— (2#)_d/ L(M)'Q dw —

e s, (W)

el )P ()
R vy (1 - [soi,un(w)) o
O

Die Aussage von Korollar 5.4 gilt fiir bandbreitenbeschréankte Funktionen B, f.
Wir sollten also noch, auch entsprechend unserer einfithrenden Erlauterungen
dieses Abschnittes, eine Beziehung zwischen ||f — Z, f|la;, » ||/ — Baf|la;, und
(£ —Z,)B, flls;, finden.

Benutzen wir nochmals die bereits mehrfach angesprochene Orthogonalitatsei-
genschaft, so bekommen wir die gesuchte Beziehung, wie der folgende Satz ver-
deutlicht.

Satz 5.5 Fiir [ € Fo,, gilt dic Abschitzung

H(E _In)fH%n < QHf - anH%n + H(E _IN)anH%n' (5'19)
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Beweis: Sofort ist aus den Eigenschaften der Interpolation mit radialen Basis-
funktionen die Beziehung

HIN(JC - an)H%n < Hf - anHq)én

ersichtlich. Damit ist

Hf _Ian%n < Hf - anH%n + Han _IanfH%n +
1Zo( B f = fllas,
QHf - anH%n + H(E _IN)anH%n'

IA

a

Wir zerlegen also ||(£ —Z,) f||¢;, in einen Term, der vom Verhalten der Funktion
f auBlerhalb einer Nullumgebung abhédngt und in einen Term, der den Fehler bei
der Interpolation einer bandbreitenbeschrankten Funktion beriicksichtigt.

Im néchsten Schritt wollen wir den zweiten Term auf der rechten Seite von (5.19)
naher betrachten. Korollar 5.4 wird uns dabei als Ausgangspunkt dienen. Zur
Vereinfachung der Abschétzung definieren wir vorher noch eine Konstante, die
von der mit a skalierten radialen Basisfunktion ® abhéngt.

Definition 5.6 Sei ®;5,(-) = ®,(-) = ®(-/a) die mit a, a € IR?, skalierte radiale
Basisfunktion zu ® und @5, ihre Fouriertransformierte. Dann sei die Konstante

Co,, = Co, definiert durch
oo (w)
Co, 1= sup (1 — 7) .
P we(—m,m)d [9‘9507 1]0(&))

Lemma 5.7 Fulls ps5,(w) > 0 fiir alle w € C, so gilt
0§1—“05°7(“)§1 fiir alle w € C,
[#50, Lo(w)

@54 (W)

insbesondere ist 1 — (@) < 1, falls @s,(w) > 0 fir alle w € C.

Beweis: Die Aussagen des Lemmas sind leicht nachvollziehbar, denn es ist

9950((4)) _ 9950((“)) 9950((“)) _
S o (@)~ Sommze o @t B) = palw)

a

Eine eingehende Untersuchung der Konstanten Cg, , speziell deren Verhalten fiir
verschiedene ®’s, méchten wir auf einen der nachfolgenden Abschnitte verschie-
ben.

Mit Hilfe der Konstanten Cp, und der Zusammenfassung aller obigen Ergebnisse
bekommen wir als ein Hauptresultat dieses Abschnittes
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Theorem 5.8 Stamme [ aus dem Native Space Fg, und bezeichne B, f die
entsprechende bandbreitenbeschrinkte Funktion mit

N

B/n\f(w):{ flw) + weHC

0 : sonst.

Dann gilt im stationdren Fall mit 6, = ah™ die Abschdtzung
IS = Zuf los, < 20f = Bufllag, +/Con 1B s, (5.20)

Bewelis: Zuerst beweisen wir

“p (1_ Ps,(w) )
we (= ) [¢5., 1]n(w)

= sup (1 — P (h"w) )
WE(~ i o) Ypernzd Ps,(h"w + B)
9950(5) )
= sup l—— =,
ge(—mm) ( [©505 L]o(€)

wobei die letzte Zeile gerade die Definition der Konstanten Cg, = darstellt.
Mit Korollar 5.4 ergibt sich nun

(B =T)B.I, = (QW)_d/Rd | B, wa;P (1 B [@%n(w) )) dw

P W 5n71]71(
et [ HEP (e
= e (1 N ]n<w>)
< C%O HanHé(;n

In Verbindung mit Satz 5.5 kommen wir so zur Behauptung. O

Etwas schwichere Abschétzungen, die aber bei einer Multilevel-Abschitzung
sinnvoll eingesetzt werden koénnen, leiten sich aus Theorem 5.8 ab und sollen
nachfolgend erlautert werden.

Interessant fiir obige Abschatzung wére der Fall, in dem der Term || f — B, f||a;,
verschwindet. Dazu sei Folgendes erwahnt.

Bem. Fine Funktion g, dic in Fg, licgt, mufs nolwendigerweise eine Fourier-

transformierte ¢ besitzen, die zumindest in den Nullstellen von Ci)gn ebenfalls ver-
schwindet.

Stammt [ aus dem Native Space Fg; , so verschwindet || f — B, f||s, genau dann,

wenn Suppf = suppB, f C [——7T r]d.

Korollar 5.9 Fir f € Fg, und suppf C [— &, m]? gilt

Hf_Ian%n < \/C%O Hf”%n'
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Setzt man die radiale Basisfunktion @5, als bandbreitenbeschréankt voraus, so
ergibt sich sogar

Lemma 5.10 Die Fouriertransformierte der radialen Basisfunktion ®;,  besitze

einen Trdger in dem Kubus h—nC = [—thﬂ', thﬂ'] . Desweiteren sei f aus dem zur
radialen Basisfunktion ®s, gehérigen Native Space Fg; . Dann gilt
IS = ZuSlles;, =0

Die Aussage des Lemmas deckt sich im Grunde genommen mit dem Inhalt des
sogenannten Shannon-Sampling-Theorems. Einzelheiten dazu findet man unter
anderem in [10] oder auch in dem historischen Uberblick von Butzer/Stens [11].
Da wir auf anderem Wege auf die Aussage des Lemmas gestoflen sind, geben wir
einige kurze Beweisgedanken.

+=C = [— 75, h—,ﬂr]d besitzt und f aus dem
Raum Fg, stammt, mufl die Fouriertransformierte f von f notwendigerweise

ebenfalls einen Trager in thC haben. Das heifit, es ist || f — B, fH@é = 0.

Fiir eine radiale Basisfunktion ®5, mit suppys, C [—7=m, =m)? gilt Cosy = 0

und daraus folgt die Behauptung. O

Beweis: Da <I>5 = (s, einen Tréger in

Auf unserer Suche nach einer Multilevel-Fehlerabschétzung fithren wir fiir den
besagten Ubergang von || - |lg, nach |[-|le;  eine Konstante Kg;  ein.

Definition 5.11 Die Konstanie K%n_l, die von der mit 8,y = a - h™ ' ska-
lierten radialen Basisfunktion ®5 _, beziehungsweise ihrer Fouriertransformierten
abhdngt, sei erkldrt durch

h
0< Ko, = inf Zomli9) e 9o (A0)
" wi 7mC 99571—1((“)) wERN 7€ 995n_1(w)

Mit dieser Konstanten koénnen wir die Abschdtzung des ersten Terms auf der
rechten Seite von (5.20) in Angriff nehmen.

Satz 5.12 Seien [ aus dem Native Space Fg, und der Tiefpafi-Operator B,
wie bisher erkldrt, so gilt im stationdren Fall mit 5, = a - h"™ beziehungsweise
dp_1 = a-h" ! die Abschitzung

If = Bufllg,, <

< [, HfH% (5.21)

Beweis: Eine einfache Rechnung ergibt

N
I Buflh, = em [ M >% (J( 0w,

o [ ()= B.f(w)]?
— (2) /Bd Mo () dw
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g .. 1wy

d\thC 90577,—1 (hCU)

dp - |f(@)]?
= (27[-) dh /Rd\ CACD(; 99571_1((4)) e

< (27T)_d,hi/R Md@.

B Ko,  JRa s, (w)

Betrachten wir unsere Konstante Kq, _ etwas genauer, so wird uns klar, daBl im
-

stationiren Fall mit 6,,_; = a-h"" ! die Konstante K%n_l = K%O fir allen € IV,
(hw)

n > 1, ist, denn der Quotient % kann fiir £ = h"~'w geschrieben werden
n—1

als
P, (hw) o5 (A" hw)
99571—1((“)) 9950(hn_1w)
_ es(hg)
w5, (&)
also ) )
inf 995n_1( w) —  inf 9950( f) _ K%o'

weRN e @5, (W) eeRri\Le 95, (€)
O

Die Abschatzung in (5.21) stellt eine Art Jackson-Schranke dar, wobei der Begriff
Jackson-Schranke aus historischen Griinden gew&hlt wird.
Weiterhin sollten wir eine Konstante Lg,  einfiihren, die die Bedingung

995n—1(hw)

Pt S @)

fiir alle w aus 5C = [—5%m, 5 m)? erfiillt.
Definition 5.13 Durch
h h
0 S ché — lnf S‘QSn—l( CU) — f S‘QSn—l( CU)
et 95, (@) wel-rmealt 95, (@)

sei mit den bisherigen Notationen eine Konstante Lo,  definiert.
Damit bekommen wir

Satz 5.14 Fir die bandbreitenbeschrinkte Funktion B, [ gill mit f € Fo, _ und

8, = ah™ bezichungsweise §,_1 = ah™ ' die Abschitzung

h— d

HB fHCI)(;n = L Hf”q)(;
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Beweis: Durch Ausnutzung der Definition der Konstanten Lg,  folgt die Be-
hauptung des Satzes, denn

e R
= () Oy

Y 995n—1(hw)

L= r 2
< (%)—di/ de
Lo,  Jiwe s, (w)
h_d
= L HanHégn_l
Spn—1
h_d
< 115, -
Spn—1

Ahnliche Uberlegungen wie zur Konstanten Kg,, lassen uns erkennen, daf}
Lo = Lo, fir n € IN, n > 1, wahlbar ist. a

bn—1

Diese wesentlichen Hilfsmittel bringen uns nun in die Lage, eine finale Fehler-
abschatzung fiir die Multilevel-Interpolation mit radialen Basisfunktionen im sta-
tiondren Fall auf Gitterdaten anzugeben. So schédtzen wir mit Theorem 5.8 den
Fehlerterm f — sqg — s; — ... — s, wie folgt ab

If = s0—s1— = salles, < 2[(E—=Bu)(f —s0—-.. = su-1)lles,
—I_ \/CCD(;O HBn(f_SO_ _871—1)”@6”‘

Da wir Theorem 5.8 wieder auf die rechte Seite dieser Ungleichung anwenden

werden, miissen wir von der Native Space-Norm || - ||g; zur Norm [ - |lg, _ iiber-
gehen. Den Term ||(E — B,)(f —so—...—sn-1)|[s;, schdtzen wir dazu weiter mit
Satz 5.12 und den Ausdruck || B,(f —so — ... — sn_1)||s,;, mit Satz 5.14 ab. DaB

wir dabei den ,,Umweg* {iber bandbreitenbeschrankte Funktionen gehen und da-
durch die Konstanten K¢, und Lg, einfithren, haben wir bereits, inshesondere
am Beispiel der Gaussians am Anfang dieses Abschnittes, besprochen.

Auch auf die Konstante C'g; hat der Umgang mit bandbreitenbeschrankten Funk-
tionen einen entscheidenden Einflufl, denn wie wir aus dem Beweis zu Theorem

Doy (W)

5.8 sehen, benétigen wir daher eine Abschédtzung des Terms 1 — r i@ ur fiir

w € h%c beziehungsweise eine Abschitzung von 1 — [ 20l oy fiir w € C. In

Psg 71]0(W)

den folgenden Abschnitten werden wir erkennen, daff der Term 1 — %
07

w € C kleiner als Eins abgeschitzt werden kann, was aber fiir w € IR? \ C nicht
so gesagt werden kann.

Wiederholte Anwendungen dieser Vorgehensweise fithren uns dann zum Hauptre-
sultat dieses Abschnittes.

fir
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Theorem 5.15 Sei s, die Interpolante zu f — sg — 81 — --- — Sp_1 auf dem
Datensatz h*Z* beziiglich der radialen Basisfunktion ®s, .

Dann folgt fiir die Multilevel-Interpolation im stationdren Fall mit 8, = a - h*,
k=0,....n, n € Ny, die Fehlerabschétzung

1f = so—s1— -+ —sulle,, < {2I(E = Bo)fllay, +/Cay 1Bofllay, } -

I PR G (5.22)
\/Aq)éo \/Lq)éo

Beweis: Die Behauptung ist fiir n = 0 identisch mit der Ausssage von Theorem
5.8. Firn > 1 gilt

If =so=s1—- =salla;, < 2I(E—=Bu)(f —s0—...=sn1)la,,
+ SO 1Balf = 50— = sut)l,
2h—)d/2 N h_d/z,/C@éo ‘
’/Kq)éo 1/L<1>50

Hf —Sg— ...— Sn—lH%n_l‘

Eine fortlaufende Anwendung von Theorem 5.8, Satz 5.12 und Satz 5.14 fithrt zu
der Behauptung des Theorems. O

Von groflem Interesse erfiillt uns die Frage, unter welchen Umsténden der Term

(i)

in (5.22) echt kleiner als Eins wird. Um diese Frage befriedigend beantworten

zu kénnen, bedarf es genaueren Untersuchungen iiber das Verhalten der benutz-
ten Konstanten in Abhéngigkeit der radialen Basisfunktion ®s5, = ®, sowie der
yochrittweite® h. Diese Untersuchungen wollen wir exemplarisch in den folgenden
Abschnitten an einigen ausgewéhlten radialen Basisfunktionen vornehmen.
Bevor wir fortfahren, erscheint es uns wichtig zu sein, auf die eigentliche Bedeu-
tung unseres Hauptresultates hinzuweisen. Grob gesprochen haben wir eine Feh-
lerabschétzung fiir die Multilevel-Interpolation mit radialen Basisfunktionen er-
halten, die hauptsiachlich durch den Ubergang von einem skalierten Native Space
zu einem anderen skalierten Native Space entstanden ist. Leider konnten wir dabei
nicht verhindern, dafl wir unter der einschrénkenden Voraussetzung von Gitter-
daten und im stationédren Fall iiber den ,,Umweg" bandbreitenbeschréankter Funk-
tionen arbeiten miissen. Doch soll uns dies nicht davon abhalten, die Abschédtzung
(5.22) aus Theorem 5.15 als wesentliches Ergebnis herauszustreichen. Bei dieser
Abschétzung ist es uns gelungen, die rechte Seite frei von Ableitungen von f
zu halten; sie ist also unabhéngig von der Glétte von f, unsere Ausgangsfunkti-
on f mufl nur im Native Space liegen. Die Native Space-Normen auf der linken
und rechten Seite von (5.22) unterscheiden sich nur durch die unterschiedliche
Skalierung der radialen Basisfunktion ®.
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5.2 Beispiele fiir die Konstanten Ko, , Lg;, und Co,

5.2.1 Die Konstanten K%O, Lo, und C%O bei Gaussians

5o

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, die in Abschnitt 5.1 verwendeten Konstanten
naher zu spezifizieren. Beginnen wollen wir mit den Konstanten K%O und L%O.
Diese Konstanten sind abhéngig vom Quotienten

@5, (hw)
Pso (@)

Im speziellen Fall der Gaussians (oder auch Gaufliglocken genannt), das heifit
O(x) = e_a”x”2, a >0,

beziehungsweise fiir die (klassische) Fouriertransformierte

b(w) = p(w) = (Z)d/z e

a
ergibt sich fiir den Quotienten sz ((h;)) = ﬁa((}f)) dementsprechend
s, (hw) B adc,o(ahw)
pa(w)  ato(aw)

— e%(h%_l)_

Zu Beginn des Abschnittes 5.1 hatten wir vorausgesetzt, dafl 0 < h < 1. Somit

ist 75 —1 > 0. Folglich kann fiir w ¢ +C und hinreichend kleines a der Quotient
wsq (hw)
©5 (W)
Koq,, beliebig grofi gewéhlt werden, wenn nur o hinreichend klein ist.

Leider besitzt die GréBe Lg, nicht solch eine schone Eigenschaft, denn im Fall
der Gaussians ist leicht ersichtlich, daf die Konstante Lg, so gewéhlt werden
muf, daf} sie

beliebig gro gemacht werden; mit anderen Worten kann die Konstante

0< Lg, <1

% moglichst gut nach unten abschétzen wollen,
)

sollten wir L%O maximal wahlen, also L%O = 1.

Als letzte der drel Konstanten betrachten wir C%O. Fir das Verhalten von C%O
sind die Fouriertransformierten der Gaussians verantwortlich. Wie wir bereits aus
Abschnitt 5.1 wissen, gilt

erfillt. Da wir den Term

©so(w)

U o 1@

<1

fiir alle w aus dem Kubus C = [—, 7]% Eine fiir gewisse w schirfere Abschitzung
liefert der folgende Satz, der zum Teil angelehnt ist an [2].
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Satz 5.16 Setzen wir
Pao(w + )
E.(w):= ) Ton(@)
pezrzd\{o} ¥
so haben wir die Ungleichung
26 gy < ) R G L O
[99507 1]0(&)) keZ\ {0}

fir ||w]|eo <7, o < .

Dariiber hinaus gilt
lin% Ey(w)=0 (5.23)
a—r

fiir alle w € C mit ||w||oo < 7 und die Konvergenz ist gleichmdf$ig auf kompakten
Teilmengen von (—m,m)%. Mit anderen Worten gilt

nm(yriﬁﬁﬂ—)zo
o0 [£80 Lo(w)

firw e (—m,m)%

Beweis: Es gelten die Beziehungen

01 _Palw) 3 Ps,(w + B)

= Ea(CU)

= Y ekl ) /4o
ke Z4\{0}

= Y el ) e
ke Z4\{0}

Weiter ist mit k € Z¢, w € IR?

e—(||aw—|—27rak||2—||aw||2)/4oz —a2(47erk—|—47r2||k||2)/4oz

€
e—a27r(wTk—|—7r||k||2)/oz

Mit der Ungleichung
e L
= w(|[El* = II%]l:)
0

AV

fiir jedes k € Z* und jedes w € [—m, 7]¢ kommen wir zu

Eu(w) = Y et/
ke zZN\{o}

< S e UMEI /e
ke zZN\{o}

< 3 APl /o
ke 4\ {0}
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fir o < ag.
Sei nun w € [—m, 7] mit ||w||e < 7 fest gewithlt. Weiterhin sei ¢ > 0 beliebig
vorgegeben und N hinreichend grof, so daf

3 e~ @ (lwt2mklP = [lw|?)/4 <

kezd
Ilklloo >N

Nun kénnen wir auch ein a. <1 so klein wéhlen, daf}

Y el e o

kezZd\{o}
Ilklloo <N

fir o < a, und w € (—m, 7).

Somit haben wir eine Schranke

erhalten.
Da e beliebig vorgegeben war, ist (5.23) bewiesen.
Die behauptete gleichméBige Konvergenz folgt aus Dinis Theorem [6]. O

Offen bleibt noch der Fall w € C = [—7, 7]? mit ||w||«c = 7. Diesen Fall deckt der
folgende Satz ab.

Satz 5.17 Sei w = (wy,...,wq) € [—7, 7] fest mit ||w||e = 7 und die Zahl m
set erkldrt durch
m:=f{w; :|w|=mi=1,...,d}.

Das heifst m ist die Anzahl der Komponenten von w, dessen Betrag gleich m ist.
Dann gilt

1
palw) 1

" s o) T

fir a — 0.

Beweis: Zuerst definieren wir eine Menge M, durch

M, ={p = (B1,....B:) € 20 Z" | |w + || # |lwll}.

Damit kénnen wir, da ¢(w) = ¢(—w), die Summe 3~ 505, 74 @5, (w + 3) abschétzen
wie

> ealwtpB) = i(m)%o(wH > @slwt )

geanZd 1=0 ! BEM,,
= 2"p5 (W) + D ws(w+3)
seM,
> 2", (w).
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Da

d/2
Y psw+B)=d" (3) P =l 10 S eIl o <
BEM,, a BEM,,

mit € — 0 fiir @ — 0, erhalten wir

2 CO I 21 C)
[99507 1]0(w) 2m9950 (w)
fiir @« — 0 und damit die Behauptung. O
Wie wir leicht erkennen, nimmt der Term 1 — zim sein Maximum fiir m = d an.

Daraufhin ergibt sich fiir die Abschétzung der Konstanten Cg,

Satz 5.18 Es gilt fiir die Gaussians ®s,(x) = e=°I/4I" dap

1
+ €

0@60:1_2_51

mit € — 0 fir o — 0.

Alles in allem kénnen wir am Schlufl dieses Abschnittes sagen, dafl es unter ge-
wissen Umstdnden méglich ist, den Term

U (i f)}

sicherlich kleiner als Eins zu bekommen.
Dazu ist es erforderlich, dal A~ mit 0 < 2 < 1 mindestens gréfler als /1 — 2% ist.

So ist es zum Beispiel moglich,

{h—g( 24 VC%O)} <1
\/[(q)% \/Lq)éo

fiir ein h mit (1 — 2%)1/51 < h < 1 zu bekommen, wenn nur « beziehungsweise
a/a* hinreichend klein ist.
Die folgenden Abbildungen sollen beispielhaft das Verhalten des fiir die Konstan-

te Cg,, bestimmenden Quotienten 1 — [%ié?l%

Fall verdeutlichen. Dabei zeigt die erste Abbildung im eindimensionalen Fall den
Graphen von 1 — [%ié?l% fiir a = 1, w € [0,4] in jeweils einem Plot fiir o = 0.05,
a=01,a=05 a=1,a=>5und a =50.

Im zweidimensionalen Fall veranschaulicht Abbildung 2 das Verhalten von 1 —

im ein- und zweidimensionalen
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1 "
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Abbildung 1

I

Abbildung 2

5.2.2 Die Konstanten Lo, , Ko, , Co, bei ®(r) = (r? + c*)!/2

An dieser Stelle wollen wir die Hardy-Multiquadrics ®(r) = (r? 4+ ¢*)"/? mit
¢ > 0 in Bezug auf das Verhalten der zugehérigen Konstanten Lg, , Kg, und
C%O betrachten.

Die verallgemeinerte Fouriertransformierte von ®(r) = (r? + ¢?)'/? ist gegeben

durch

A o\ )2
b(w) = plw) = -~ (2—) Kigenya(ellel) (5.24)

fiir w € IRY. Dabei bezeichne K, die modifizierte Besselfunktion der 2. Art der
Ordnung v; sie ist positiv und glatt auf IR, Fiir weitere Eigenschaften der Bes-
selfunktion sei auf Abramowitz/Stegun [1] oder andere Literaturquellen, zum
Beispiel [50], verwiesen.

Durch Benutzung einer Integraldarstellung fiir die Besselfunktion kann Gleichung

(5.24) in die Gleichung

_ /2

plw) = )cd+1/1 e_m”‘””(ac2 — l)d/2 dx (5.25)

I'(14d/2

tiberfiihrt werden (Abramowitz/Stegun [1] oder Watson [50]). Diese Form der
Darstellung stellt sich als sehr niitzlich heraus.
Das folgende Lemma beschrankt das exponentielle Abklingverhalten von ¢.

Lemma 5.19 Ist ||w|| > ||£]] > 0, so gilt

[p(w)] < emeI o (6.
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Beweis: Die Aussage ist eine einfache Konsequenz aus (5.25), denn

T2 e [ (=) —calll (2 1yir2
_ —cz(||w||— —cr -1 d
|o(w)] I(1+d2)° /1 ‘ ‘ S

< e—c(IIwII—II£II)|¢(§)|‘

a

Bezeichnen wir mit [ : IR* — IR die charakteristische Funktion des Kubus C =

[—, w]? mit

1 €€’
[(g):{o . f@éC’

so formulieren wir damit einen wichtigen Schritt auf dem Weg zur Abschitzung
der Konstanten C%O.

Lemma 5.20 Sei ¢ ein fester Punkt des IR®. Dann haben wir

. 9950(5) -1

N P NG
fiir €]l # 7.

Beweis: In Baxter [3] wird unter identischen Voraussetzungen

lim 9950(5)
=2 @, 1o (£)

bewiesen. O

= 1(¢)

Nun miissen wir uns noch dem Fall w € C mit ||w||.. = 7 zuwenden.
Analog zu Satz 5.17 aus Abschnitt 5.2.1 formulieren wir

Lemma 5.21 Seiw = (wy,...,wy) € [—m,7]* mit ||w||ec =7 und die Zahl m sei
erkldrt durch
m:=f{w; :|w|=mi=1,...,d}.

Das heifst m ist die Anzahl der Komponenten von w, dessen Betrag gleich m ist.
Dann gilt
1

" s o) o

fiir ¢ — oo.

Beweis: Gelten die gleichen Schreibweisen wie im Beweis zu Satz 5.17. Dann
kénnen wir auch

Y walw+B) =205 W)+ Y @s(w+ )

Be2rZz BEM,,
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schreiben.
Unter obigen Bedingungen gilt sicher ||w + 5|| > ||w|| fiir jedes 5 € M,. Mit
Lemma 5.19 erhalten wir

s (w + B)] < e Ut g, ()]

und so

0< S lpn(w+B) < los(w)] S emerllitoli=lia,

Aus der Tatsache, dafl ||Jw+ || > ||w|| ist, erhalten wir nach einigen Uberlegungen

S emenlletsll-lll g
BeM.

fiir ¢ — oo beziehungsweise Y 5cpy @5, (w + 3) = 0 fiir ¢ = oo, O

Es stehen noch die Konstanten L%O und K%O zur Diskussion. Mit 0 < h < 1 ist
|w|| > [[hw|| = h||w]|| fiir w € R
Die Aussage des Lemmas 5.19 fiithrt uns zu

Ps, (hw) _ plahw) > gealllwll=hllwl) — gea(t=R)llwll
vo(w)  plaw)
Dadurch ist

ch(; — eca(l/h—l)wﬂ
0

und

L%O =1
wahlbar.

Die Konstante Kg, kann also beliebig grofl werden, wenn nur ¢ geniigend grof
wird.
Fiir das Verhalten des Terms

h_d/2 { 2 n \/0@50 }
A /[(@60 A /Lq)éo

gelten also identische Aussagen wie zum Abschlufl des Abschnittes 5.2.1 mit dem
Unterschied, dafl & — 0 durch ¢ — oo zu ersetzen ist.

5.2.3 Die Konstanten Lq, , Ko, , Cs, belradialen Basisfunktionen mit
() ~ [l

Inhalt dieses Abschnittes soll die Untersuchung des Terms

h—d/2 { 2 + V CfcI>50 }
,/[(@60 1/L<1>50




5.2 Beispiele tiir die Konstanten K%O, L%O und C%O 63

fiir radiale Basisfunktionen ®(x), fiir deren Fouriertransformierten
er]jw]| 7T < B(w) < eyfjw]|TY fiir alle w € IR

mit ¢;,¢; € IRy gilt, sein. Spezielle Beispiele fiir solche Basisfunktionen sind
() = (=D)")|z||¥, v > 0, v & 2IN, sowie die Thin-Plate Splines ®(z) =
(—1)*|z||** log ||z||, £ € IN. Um Aussagen iiber den Term

h—d/2 { 2 + V CfcI>50 }
\/[(q)% \/Lq)éo

treffen zu konnen, bedarf es Erkenntnissen iiber das Verhalten der beteiligten
Konstanten L%O, K%O und C%O. Diese Konstanten hdngen von den Fourier-
transformierten der jeweiligen radialen Basisfunktion @ ab.

Fiir das Verhalten der Konstanten L%O und K%O ist der Quotient

@5, (hw)
Pso (@)

verantwortlich. Mit den radialen Basisfunktionen, die wir in diesem Abschnitt
betrachten, geniigt dieser Quotient der Abschéitzung

c_lh—d—w S 9‘950(}“‘0) < c_zh—d—wl

C2 Pso (w) €1

Demnach konnen Kg 5 und L¢ 5, SO gewahlt werden, dafl

C2

I

C1, _4_ -
—h 4= < Aq)éo = Lq)éo <
C2 1

beziehungsweise K%O = L%O = h~%7 fiir die radialen Basisfunktionen, fiir die
1 = ¢y gilt. Bei der Untersuchung der Konstanten C%O kénnen wir uns da-
mit begniigen, dafl der Wert von Cg, zwischen 0 und 1 zu finden ist. Tests im
eindimensionalen Fall haben zum Beispiel fiir die Thin-Plate Splines oder fiir
(z) = (=) z||”, v > 0, v € 2IN ergeben, dah Co,, 1 fiir grofes v ist.

Lenken wir unsere Aufmerksamkeit wieder auf den Term

h_d/2 { 2 n \/0@50 }
\/[(q)% \/Lq)éo 7

so kénnen wir wie folgt abschétzen:

h—d/2 { 2 + V CfcI>50 }
\/[(q)% \/Lq)éo

IA

hW/Z\/g{Z + ,/C%O}

< 32 |2
< -
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Eingehendere Untersuchungen von Cg, kénnten obige Abschétzung um einen,
von h unabhéngigen, Faktor verbessern. Doch fiir unsere Zwecke ist die Abschéat-
zung vollkommen ausreichend, denn fiir eine Konvergenzaussage ist die Tatsache

wichtig, daf}
+/C
UER SR R
\/[(q)% \/Lq)éo

erreicht werden kann; und das ist bei 0 < & < 1 und geeignetem ~ durchaus

erfillbar.

5.2.4 Die Konstanten Lg, , Ko, , Cs; bel den Wendland-Funktionen

Um Informationen iiber das Verhalten der angesprochenen Konstanten bei den
Wendland-Funktionen zu erhalten, verweisen wir auf Wendland [52]. Dort wird
das (asymptotische) Verhalten der Fouriertransformierten untersucht, sowie obere
und untere Schranken fiir die Fouriertransformierte angegeben. Dadurch kénnen
Aussagen fiir die Groflen der Konstanten L%O, K%O und C%O abgeleitet werden.
Wir wollen uns an dieser Stelle mit einem ausgewéhlten Beispiel und einigen Plots
begniigen. Dazu diene die Wendland-Funktion

\I}776(T) = [6\117(7“),

wobei fir reelles v > 0

und

fiir eine Funktion ¢ : IR>o — IR, fiir die das Integral definiert ist.

0. 005 0.9
0. 004
0. 003
0. 002 0.5

0. 001

Abbildung 3 Abbildung 4
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Bei unserem Beispiel benutzen wir §o = ¢ = 10 und A = 0.6. Abbildung 3 und
Abbildung 4 zeigen das Verhalten von Cg, . Die Abbildungen 5 bis 7 dienen der
Bestimmung der Konstanten Lg, und aus den Abbildungen 8 und 9 kann eine
Wabhl fiir den Wert von Ko, abgelesen werden. Damit setzen wir

Cy,, = 0.5
1
1090

&~
&
S
|

>
&
>

Il



66 5 FEHLERABSCHATZUNG DER MULTILEVEL-METHODE

und somit ist

| —d/2 { \/1‘2 n \/V j@%} <0.9911 < 1
s, s,

erreichbar.

5.3 Multilevel-Fehlerabschitzung in der L.-Norm
In diesem Abschnitt wollen wir im d-dimensionalen Fall den Fehler
f—so—81—...— 38,

fiir n € INg in der L.-Norm betrachten, wobei s, die Interpolante zu f — so —
51 — ... — sp_1 auf dem A* Z?-Gitter beziiglich der aus Abschnitt 4.2 bekannten
kardinalen Funktion y,x 5, im stationdren Fall mit &, = a-h*, a,h € IR, 0 < h < 1,
bezeichnet.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir im Folgenden stets

k
Up = Z Sj
7=0

gebrauchen. In einer anderen Form ausgedriickt, haben wir dementsprechend

u(e) = 30 (f =m0 o= skt (FE) Ao (v = b))
_ Z:d(f — 1) () X 5, (2 — BFj)

und unter Anwendung von Satz 4.16 aus Abschnitt 4.2
si(w) = 32 (f = weea) () Xia(a /B = j).

jEZ?
Unser Ziel wird es also sein, die Norm

If =50 == salleo = If = talle; m € IN,

abzuschétzen.

Um dieses tun zu kénnen, miissen wir uns noch mit einigen Voriiberlegungen
beschéftigen. Ein Teil dieser Voriiberlegungen beruht auf Erkenntnissen und Un-
tersuchungen des unter anderem aus Butzer/Splettstofer/Stens [10] bekannten
Sampling-Theorems.

Auf unserem Weg miissen wir noch einmal auf die Eigenschaften der kardina-
len Funktion aus Abschnitt 4.2 eingehen. Entsprechend unserer vorhergehenden
Erléuterungen ist es von besonderer Bedeutung, die Reihe

T.g(x) = Z g(kR™) X 4(x /R — k)

keZzd
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naher zu untersuchen. Wir wissen bereits aus Abschnitt 4.2, wann diese Reihe
wohldefiniert ist.

Auflerdem wire es gut zu wissen, dafl obige Reihe fiir n — oo mit A € IR und
0 < h <1 (gleichméfig) gegen g(t) konvergiert, das heifit

g(t) = lim Z,g(t), g€ C(R),te R". (5.26)

Dieser Aufgabe wollen wir zunéchst unsere volle Aufmerksamkeit schenken. Dabei
werden wir sehen, dafl an die kardinale Funktion A" einige Forderungen gestellt
werden miissen.

Nach diesen kurzen Vorbemerkungen kommen wir zu einem Theorem, das uns
besonders durch die Beweistechnik auf den Weg zu unserer gesuchten Fehler-
abschatzung bringt.

Theorem 5.22 Sei U : IR — @' aus C(IR?), so daf

S |U(t—k)| <oo, t€ R, (5.27)

keZzd

und die absolute Konvergenz sei gleichmifig auf kompakten Teilmengen von IR?.
Weiterhin gelte

ST W(t—k)=1 firte R" (5.28)
kez?
Setze SYg(t) := S pema g(kh™)U(t/h"™ — k).
a) Falls g : IR* — @ beschrinkt und in ty € IR? stetig ist, dann gilt (5.26) fir
jeden Punkt t = 1.

b) {SY}.en definiert eine Familie von beschrinkten linearen Operatoren von

C(IRY) in sich, die

1SY looco = sup > [W(y— k)|, n €N,

veER? e za

und

Tim |[SYg = gll« =0, g€ C(R),
genigen.

Beweis: Benutzen wir (5.28) und die Stetigkeit von ¢ an der Stelle ¢y, so kénnen
wir wie folgt abschétzen:

lg(to) — SYg(to)] = | D glto)¥(te/h" — k) — > g(kh™)¥(to/h" — k)]

keZzd keZzd

< Y lglto) — g(kh™)] - [W(to/h" — k)

keZzd
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= Y lg(to) —g(kR™)] - [W(to/R" — k)|
kezd
129 Kl oo < 557

+ Y glte) — g(kh™)| - [W(to/h" — F)]
kezd
Il —Kllco > 757

< esup Y [W(y— k)|
yEdeezd
+2llglle > T (te/h" = E)].
kezd

1129 Kl oo > 47
Behauptung (a) ist nun leicht zu sehen. Die ausstehenden Behauptungen sind
offensichtlich beziehungsweise folgen &hnlich. O

Erinnern wir uns an Abschnitt 4.2, so erkennen wir sofort, daf die dort definierten
zulassigen Funktionen beziehungsweise die daraus resultierende kardinale Funk-
tion die Bedingungen (5.27) und (5.28) von Theorem 5.22 erfiillen. Im Gegensatz
dazu erfiillen die pseudo-zuldssigen Funktionen beziehungsweise die resultierende
kardinale Funktion X' die Forderung (5.28) aus Theorem 5.22 leider nicht, wenn
nicht ®(2rk) = 0 fiir alle & € Z*\ {0} gilt (Theorem 4.14).

Aufgrund unserer Erfahrungen aus Abschnitt 3.3 wissen wir, daf§ wir fiir 4 € INZ,

|| < s := s.,/2, die Powerfunktion beziehungsweise ihre p-te Ableitung in der
Weise

() 1y sl
P ozele) < Cp- ()

a

im stationaren Fall mit 6, = a - h",
Durch diese Abschétzung der Powerfunktion und den Resultaten aus Abschnitt
5.1 sind wir in der Lage, die folgende Fehlerabschétzung fiir die pu-te Ableitung

a > 0, abschitzen kénnen.

von f — u, anzugeben. Dabei verwenden wir wie vorher die Schreibweisen aus

Abschnitt 5.1.

Satz 5.23 Sei si, £ = 0,....n, n € Ny, wie bisher im stationdren Fall mit
Sp = a - h* definiert. Dann gilt fiir p € INS mit || < s die Abschétzung

)@ op=d/z  h™? [Ca, n,
|(f = un) ()] < — +
’/Kq)éo 1/L<1>50

5—|ul
{201F = Boflas, +y/Cay 1Bofllog - Co (3)

wobei Cp - (%)S_M gemdfy Abschnitt 3.3 aus der Abschitzung der Powerfunktion
Pét) o galt) stammt und die Konstanten Ko, , Log, und Coy aus Abschnitt 5.1
beziechungsweise den darauffolgenden Abschnitten bekannt sind.
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Beweis: Unter anderem mit Hilfe von Wu/Schaback [55] oder auch Abschnitt
3.4 besitzt die Abschétzung

(= u) @) < F = unlla, - P gale/6,)
1y Il
< 7 =l Cr (5)
a
Giiltigkeit.
Der Term ||f — unH%n wird nun durch Anwendung der Resultate aus Abschnitt
5.1 abgeschatzt, womit der Beweis komplettiert wird. a

Eine Schliisselrolle auf unserem weiteren Weg spielt der bekannte Mittelwertsatz
der Differentialrechnung. Er 148t sich auf Funktionen von mehreren Variablen
iibertragen, indem man die Funktion auf der Strecke zwischen zwei Punkten «
und b des Definitionsbereiches U betrachtet. Dabei mufl vorausgesetzt werden,
daf die Strecke von a nach b ganz in U enthalten ist, das heifit « +¢(b—«a) € U
fiir ¢ € [0, 1].

Satz 5.24 Sei g eine differenzierbare Funktion g : U — IR auf der offenen Menge
U cC IR Sind a, b € U und liegt auch die Strecke von a nach b in U, so gibt es
einen Punkt & auf der Verbindungsstrecke, so dafl gilt

9(b) = g(a) = (b—a) (Dg(€))" .
Als eine Umformulierung des obigen Mittelwertsatzes werden wir verwenden:

Korollar 5.25 Mit den Ubereinkiinften von Satz 5.24 und ||Dgllcc < M mit
einer Konstanten M € IR gilt

|9(0) — g(a)] < dM||b — al|o.
Aus Korollar 5.25 resultiert in Verbindung mit Satz 5.23 die folgende Erkenntnis.

Satz 5.26 Durch die Voraussetzungen von Satz 5.23 gelangen wir fiir x, y € IR?
zu der Abschdtzung

(f = un)(y) = (f = un)(l‘y
- 2f—/2 N h_d/Q\/C%O ‘
o ,/[(@60 1/L<1>50

1 s—1
{215 = Bofllas, +/Cay, 11Boflog 1+ Co+ (=) d-lly = o
Beweis: Die Behauptung folgt einfach aus Satz 5.23 und Korollar 5.25. O
Diese Resultate eréffnen uns die Moglichkeit, den Term f—u, = f—so—...— s,

abzuschétzen. Doch vorher méchten wir noch einige Definitionen einfiigen. Da
wir vom Verhalten der kardinalen Funktion Gebrauch machen werden, fithren
wir unter anderem das absolute Moment einer Funktion ein.
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Definition 5.27 Das absolute Moment einer Funktion ¢ der Ordnung r € INy
sei defintert durch

() = sup 30 16— [l - [ — )l

teRd kezd

Bemerken wir noch, daff m,(¢) < oo die Aussage [pa ||ull’ |t (u)]| du < oo impli-
ziert, inshesondere besagt mo(v) < oo, dafl ¥ € L;(IR?).

Desweiteren werden wir noch ein Moment einer Funktion benétigen, das nicht
alle Glieder der Summe des absoluten Momentes berticksichtigt.

Definition 5.28 Das absolute Teilsummen-Moment von ¢ der Ordnung r € INy
sei defintert durch

bo() = sup 37 |lt= kL [t = k), o€ R,

d
teR®  emd
llt=Ellco=e

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen, hauptsichlich aber zur Abkiirzung der
Schreibweise, legen wir noch eine Grofe fest.

Definition 5.29 Wir definieren

. . 1 s—1
Kilg) = Kayoilg) s = doph-Co (=) mo(Aaa)
12llg — Bogllos, +/Ca | Boglla,}

h%;dk{ : +\/®}k
A /[(@60 A /Lq)éo

mit den bekannten Notationen.
Damit kénnen wir eine Abschétzung des Terms || f — u,||- angeben.

Satz 5.30 Die kardinale Funktion X, : IR? — IR aus Abschnitt 4.2 erfiille

ST Xiuly—k)=1 fiir alley € IR* (5.29)

keZzd

sowie
mo(.XLa) < Q. (530)

Dann gilt firn € IN, n > 1, im stationdren Fall mit den bisher benutzten Nota-
tionen die Abschdtzung

|(f = wn)(@)] < Konea () + 20, (X0a) 1S = tna oo

fiir x € IR* und ein beliebiges, festes p € IRsyg.
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Beweis: Der Beweis verwendet die [deen des Beweises zu Theorem 5.22 und auch
Satz 5.26 in folgender Weise:

(= u)(@)| = [(f = un-1)(w) = sa(2)|
= | 2 A{(f = wama)(@) = (f = e (KR} Xy o /R — k)]

keZzd

<Y @) = (F = wn ) (AR - X /B )|

kezd
I35 —klloo<p

+ 0 2 = wee)(@) = (f = waon)(BR)] - [ Xy (2" — )|

kezd
I35 —klloo 2p

2 ~4/2 h—d/z\/c%o "
{ \/ I(@éo ! \/ Lq)éo } |

{20 = Boflles, +1/Cos, [ Bofllas, } -

1 s—1
CP . (5) . dp h™ - mo(.XLa)

+2t0,5(X10)|[f — tn—1]o0
= Ko1(f) + 20, (X)) ||f — tnoi|leo-

IA

a

Oft wird es in der Praxis schwierig sein, zu entscheiden, ob eine gegebene Funktion
Y die Bedingung
STt —k)y=1 firalletc R

keZ
erfiilllt. Deshalb geben wir zusétzlich zu unseren Untersuchungen in Abschnitt 4.2
das folgende Lemma an, das hilfreich in dieser Problematik angewendet werden
kann.

Lemma 5.31 Sei ¢» € C(IR?) eine absolut integrierbare Funktion mit
A
(1 + flyl[**")

und set Y ez ;/3(27#{) absolut konvergent. Dann sind fiir x € IR® die folgenden
Aussagen dquivalent:

1) Legat(w —k) =1

I 1 : k=0
i) W”k):{o . ke z0\{0).

Beweis: Die Behauptung resultiert aus der Poisson’schen Summenformel mit

1= Wz —k)= Y d(2rk)e?™" e

keZzd keZzd

[v(y)| < fir ein A € IR,
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und der linearen Unabhingigkeit der Funktionen {2 |z € IRY}, k € Z*. O

Der Inhalt des Lemmas deckt sich im Grunde genommen mit den Aussagen iiber
diese Problematik aus Abschnitt 4.2. Fiir die Entscheidung, ob die kardinale
Funktion &', die natiirlich den Voraussetzungen geniigen muf}, die Bedingung
Sorezi X (v — k) = 1 erfiillt, ist es also ausreichend, X nur an den Stellen 2rk,
k € Z*, zu kennen.

Bem. Die Voraussetzungen von Satz 5.30 sind fir zuldssige radiale Basisfunk-
tionen s, erfillt.

Ist Xy, die kardinale Funklion zu einem pseudo-zuldssigen ®s,, so ist die Vor-
aussetzung (5.29) aus Satz 5.30 nicht erfillt, wenn nicht Ci)go(Zwk) = 0 fir alle
ke Z\{0}.

Kommen wir nach diesem kurzen Exkurs zuriick zu unserer Fehlerabschatzung.

Es verbleibt noch die Aufgabe, den Term

1/ = tn-1flec

in solch einer Weise abzuschétzen, in welcher er von || f||.. abhéngt. Durch itera-
tive Anwendung von Satz 5.30 kommen wir unserem Ziel ndher und formulieren
als Hauptresultat

Theorem 5.32 Mit den bisher verwendeten Notationen und den Voraussetzun-
gen (5.29) und (5.30) aus Satz 5.30 gilt fir n € IN die Abschditzung

1=t < 3 Kuoraalf) - (2o, (A1)
(=0

+ (2t0,(X1,0))" 1f = 50|

Bem. Fir die leere Summe beziehungsweise das leere Produkt benutzen wir die
iiblichen Konventionen

m—1
Z ap := 0 beziehungsweise

k=m
m—1
H ag =1,
k=m
wobei ay eine reelle Zahl und m eine ganze Zahl seien.

Beweis: Das Theorem beweisen wir durch vollstdndige Induktion nach n. Dabei
beginnen wir mit n = 1:

1 s—1
I =so=sille < {20 = Boflog, +/Ca,llBofllas, aphCr () ma(ti)

+210,,(X1,0)I[f = soll oo
= Ko(f)+ 2t0,(X10)|lf — S0l|co-
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Die Behauptung des Theorems sei nun fiir n richtig. Dann ist sie auch fiir n + 1
richtig, denn

IA

Ko(f) 4 2t0,0(X1a) || f = tnlleo
Ko (f)+ 2to,,(X1,0) {Z Koo 2t0,p(')(17a))l
+(21o, p(Xla)) 1.f = sole}

‘I’ Z [Xn 1— l 2tO p(Xl a))l+1

1S = [l

IA

o, a>>”“ 1 = sollee
- fon (1) - (210,(X1,))
Qo) 1 = sl
O

Den Term ||f — sollo in der Fehlerabschatzung aus Theorem 5.32 méchten wir
gesondert betrachten. Dazu diene der folgende Satz.

Satz 5.33 Die Funktion f: IR® — IR sei in IR® gleichmifig stetig, das heifit zu
jedem € > 0 existiert ein p > 0, so dafs

[f(2) = f(y)l < e firalle z,y € R' mit |z = yllo < p.
Mt diesem € beziehungsweise p und den bisherigen Notationen gilt
If = sollee < €mo(X1a) + 2o,(X10) | f ]l
falls Xy, die Voraussetzungen (5.29) und (5.30) aus Satz 5.30 erfillt.

Beweis: Mit den obigen Ubereinkiinften gilt

((f=so)(@)] < 3 (@)= f(k)] - |[Xralz — k)l

kezd
lle—Flloo <p
+2[[fllee D2 1 Xra(z =K,
kezd
lle—Flloo 2p
fiir alle # € IR?, woraus die Behauptung folgt. O

Neben dieser Abschédtzung sind noch zahlreiche weitere Abschétzungen bekannt.
So resultiert zum Beispiel, wie in Abschnitt 3.4 zu sehen, eine Art der Abschét-
zung aus [(f — so)(z)] < [[fllas, - Pq)é(wzd(w). Weitere Beispiele konnen der Lite-
ratur, wie [8, 9, 10], entnommen werden und im Folgenden an Stelle des Terms
| f — so||c eingesetzt werden. Da dieses keinen entscheidenden Einflufl auf das
Konvergenzverhalten nach sich zieht, méchten wir es nicht weiter verfolgen und
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dem interessierten Leser tiberlassen.
AbschlieBend wollen wir noch ein paar Worte iiber die Werte K, (f) und ¢ ,(X1.4)
verlieren. Entscheidenden Einflufl auf das Verhalten von K, (f) hat der Term

(i
K 5 Lg 5 ‘

Nach unseren Erkenntnissen aus Abschnitt 5.1 beziehungsweise den darauffolgen-

den Abschnitten kann der Term
J/Car }

. 9},—d/2 h_d/z,/C@éo _hu 9
{ V I(@éo ! V Lq)éo } {\/I(@éo ! \/Lq)éo

unter bestimmten Umsténden sicherlich kleiner gleich Eins abgeschatzt werden.

2—d

L=t

Ist dieses der Fall, so bekommen wir

K, (f) < Ki,(f)

fir kg S kl.
Genauer gilt fiir n € IV und [ € {0,...,n}

Koa(f) = d-ph-Cp (%)5_1 mo(X1,a) -

20 = Boflles, + 1/ Cas, | Bof ey, 1 -

Rt 2 ) G )
\/[(q)% \/Lq)éo
2-d C% -
e )

[(@60 + \/Lq)éo

Unsere Fehlerabschétzung a8t sich dann schreiben als

1= ulle < 3 Kuoralf) - (2o,(X1))
(=0

+(2t0,)(X1,0))" 1] = soll

2t0,,(X1.4)

(w5 { e+ Y })
(20, (X)"I1f — ol

= Ka(h)Y
(=0

Aufgrund des Abschnittes 4.2 wissen wir, daf} fiir zulassige radiale Basisfunktio-
nen beziehungsweise dem daraus resultierenden Verhalten der kardinalen Funkti-
on &, der Term 2t ,(X} ,) fiir hinreichend grofles p beliebig klein werden kann.
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Sei nun p und h so gewéhlt, daB

2-d 2 \/ Co 0
0 < 20, (X1a) < (hT { + ’ }) :

was im Fall

impliziert, daff auch

ist.
Damit bekommen wir letztendlich

1— [Qto,p(?ﬁ,a)/<h22;d{ o) \/W})]”

- [2t07p()(17a)/<h22;d{ i \/W})]
+(2t0,0(X1,0))"||.f — Sollec-

= f})

ist abhangig von h, ®5, = ®, und der Raumdimension d; es ist aber fiir spezielle

Wahlen méglich,
2=d 2 \Y; CfcI>50
h2 — + <1
’/Kq)éo ’/Lq)éo

zu erreichen. Benutzen wir radiale Basisfunktionen, bei denen die zugehoérige
kardinale Funktion die Eins reproduziert (Eigenschaft (5.29)), so erhalten wir fiir

1 = unlleo < Koa(f)

Die Grofie des Terms

n — oo die lineare Konvergenz
IIf —s0— ... —snllec = 0.

Abschlielend mo6chten wir noch einmal darauf hinweisen, dafy obige Abschatzun-
gen flir zuldssige radiale Basisfunktionen ®;, gelten; die Abschdtzungen gelten
aber nicht fiir pseudo-zulédssiges ®5,, wenn nicht Ci)go(Zwk) = 0 fir alle £ €
Z*\ {0}.

So fallen zum Beispiel die Gaussians und die Wendland-Funktionen aus unserer
Betrachtung heraus; die oben angegebenen Fehlerabschitzungen gelten nicht fiir
positiv definite radiale Basisfunktionen.
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Symbolverzeichnis
de N Raumdimension
|| la| = a; + ...+ aq fir a € INJ
|- | euklidische Norm
Il = 111l Ly-Norm
) Fouriertransformation
C(Q) Raum aller stetigen Funktionen f: Q — IR
CkQ) Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf {2
r Gamma-Funktion
K, modifizierte Besselfunktion der 2. Art der Ordnung 7
Jy Besselfunktion der ersten Art der Ordnung v
= Gleichheit bis auf Konstanten
BPD(m) Menge der bedingt positiv definiten Funktionen
der Ordnung m (auf IR?)
| 2] groBite ganze Zahl kleiner oder gleich x
Ao x Interpolationsmatrix zur Basisfunktion ® und den Daten X
e Menge aller d-variaten Polynome vom Gesamtgrad < m
Fo Native Space zur radialen Basisfunktion ®
|- Ile Norm im Native Space Fg
(-, )o Skalarprodukt im Native Space Fg
Py x Powerfunktion zu ® und X
h,x(x) Dichte der Stiitzstellen um =z
qx Separationsabstand des Datensatzes X
Ok Kroneckersymbol
Z, Interpolationsoperator
X kardinale Funktion
Ss Skalierungsoperator
E Identitét
So(P) Raum endlicher Linearkombinationen von Translaten von ®
S(®) O-Abschlufl von So(P)
C Kubus [—7, 7]?

Zﬁei—zzd g+ + B8)f(-+8)

Tiefpa-Operator

{z € R": f(z) # 0} Triger der Funktion f: IR? — IR
(totales) Differential (auch Jacobi-Matrix genannt)
Ableitung der Form D* = ol fiir o € IN¢

T ozl azod
absolute Moment einer Funktlion dder Ordnung r
absolute Teilsummen-Moment einer Funktion der Ordnung r
Landau-Symbole
lineare Hiille

von der radialen Basisfunktion ¢ abhidngende Konstanten
Konstante fiir eine Abschitzung in der L.,-Norm
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