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11 EinleitungIn vielen Bereichen von Wissenschaft und Technik sind von einer Funktion f(x)die Funktionswerte f�ur die Argumente x = x0, x = x1; : : : , x = xn bekannt.Die Aufgabe besteht darin, den Funktionswert f(x) f�ur einen beliebigen Wertvon x zu berechnen. Ist die exakte Berechnung von f(x) mit einem gro�en Re-chenaufwand verbunden, so versucht man, den gesuchten Funktionswert f(x) ausden bekannten Funktionswerten f(x0); : : : ; f(xn) n�aherungsweise zu berechnen,ihn, wie man auch sagt, durch Approximation beziehungsweise Interpolation zubestimmen.Fr�uher bestand die Rolle der Interpolation darin, aus Tafeln mit wenig Funktions-werten hoher Genauigkeit m�oglichst genaue Werte zu bestimmen, die zwischenden in den Tafeln angegebenen Werten liegen. Im gegenw�artigen Zeitalter mo-derner Rechenanlagen greift man bei der Implementation spezieller Funktionenwieder auf Interpolationstechniken zur�uck, wenn h�ochste Genauigkeit bei gleich-zeitiger kurzer Rechenzeit verlangt wird.Der Gedanke der Interpolation im engeren Sinne besteht darin, eine Funktionf(x), von der die Funktionswerte f(xi) vorgegeben sind, n�aherungsweise durcheine Linearkombination Pj cj�fjg(x) = sf(x) von Standardfunktionen �fjg zuersetzen. Dabei sollen die Form der Funktionen �fjg und die Koe�zienten cj soaus den vorgegebenen Daten bestimmt werden, da� die Funktion sf (x) an denvorgegebenen Stellen xi die Werte f(xi) annimmt. Die G�ute der Interpolation er-gibt sich f�ur von der Menge fxig verschiedenen Stellen x durch die Absch�atzungdes Fehlerterms f(x)� sf(x).In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit der seit einigen Jahren sehr po-pul�aren multivariaten Interpolation mit radialen Basisfunktionen besch�aftigen.Bei dieser Interpolationsmethode wird die Interpolante als Linearkombinationvon Translaten einer festen (radialen) Basisfunktion gebildet; im einfachsten Fallsetzt man dazu �fjg(x) = �(x�xj). Anwendungen der Methode der Approxima-tion beziehungsweise Interpolation mit radialen Basisfunktionen �nden sich imBereich der computerunterst�utzten Konstruktion geometrischer Objekte ([41])und auch in anderen Gebieten (zum Beispiel [18]).Bevor wir zur Vorstellung der angesprochenen Interpolationsmethode kommen,stellen wir einige Tatsachen �uber radiale Basisfunktionen zusammen. Da die Wahlder radialen Basisfunktion die G�ute der Interpolation beeinu�t, stellen wir anden Anfang unserer Betrachtungen wichtige Eigenschaften radialer Basisfunktio-nen. Eine besondere Bedeutung kommt dabei dem Begri� der bedingten positivenDe�nitheit zu.Nach diesen grundlegenden Bemerkungen lenken wir unsere Aufmerksamkeit imdritten Kapitel auf die eigentliche Interpolationsmethode mit radialen Basisfunk-tionen. Dabei stellen wir die Werkzeuge f�ur eine Absch�atzung des Fehlertermsbereit.In der Gewi�heit, da� Einzelheiten hierzu der Literatur, wie zum Beispiel [9,44, 55], entnommen werden k�onnen, beschr�anken wir uns auf bedeutungsvol-



2 1 EINLEITUNGle Aussagen �uber die beschriebene Interpolationstechnik. So f�uhren wir die so-genannte Powerfunktion und einen Raum f�ur die zu interpolierende Funktionf ein, der m�oglichst minimale Voraussetzungen an f stellt (siehe dazu auch[22, 30, 31, 32, 51]). Als Kernaussage des dritten Kapitels betrachten wir dieTatsache, da� sich der Fehler als Produkt der von f unabh�angigen Powerfunkti-on und einer Norm der Ausgangsfunktion f absch�atzen l�a�t.Ein haupts�achlicher Nachteil dieser einfachen Interpolationsmethode mit radialenBasisfunktionen besteht in ihrem Unverm�ogen, sehr gro�e Datens�atze X auf einenumerisch stabile Art zu interpolieren, w�ahrend gleichzeitig eine gute Reproduk-tion der Originalfunktion bewahrt bleiben soll. Dieses bekannte Ph�anomen wirdin Schaback [42] als uncertainty relation zwischen dem erreichbaren Fehler undder Kondition der Interpolationsmatrix (�(xj�xk))1�j;k�N genauer beschrieben.Es stellt sich heraus, da� der Fehler und die Konditionszahl nicht beide kleinerhalten werden k�onnen. Entweder man w�unscht einen kleinen Fehler auf Kosteneiner schlechten Stabilit�at oder man bevorzugt einen stabilen Algorithmus undhat sich mit einem vergleichbaren gro�en Fehler abzu�nden. Um dieses Problemzu umgehen, werden wir eine Multilevel-Methode pr�asentieren.Die Kondition der Interpolationsmatrix und die G�ute der Approximation h�angenstark von der Dichte der St�utzstellenh�(x) = h�;X(x) = supky�xk�� min1�j�N ky � xjkdes zugeh�origen Datensatzes ab.Davon beeinu�t, f�uhren wir eine iterierte Interpolation auf fortlaufend "feiner\werdenden Datens�atzen ein. Durch geeignete Skalierungen der verwendeten radia-len Basisfunktion � versuchen wir, die Kondition der Interpolationsmatrix jedesIterationsschrittes m�oglichst konstant zu halten. Besonders deutlich werden dieAuswirkungen bei einer Skalierung von radialen Basisfunktionen mit kompaktemTr�ager. Dabei hat die Ein-Schritt-Interpolationsmethode den Nachteil, da� beiimmer enger liegenden St�utzstellen, also h = h�(x) ! 0, der Vorteil einer d�unnbesetzten Interpolationsmatrix, der aus dem kompakten Tr�ager der Basisfunktion� resultiert, schwindet.Diese Beobachtung dient als Ausgangspunkt f�ur die �Uberlegung, den Tr�ager von� in Abh�angigkeit von h zu skalieren. Anders gesprochen versucht man, statt mit� mit ��(�) = �(�=�) zu interpolieren und dabei die Skalierung � als Funktionvon h zu w�ahlen. Ist zum Beispiel � = a �h, so haben wir eine ann�ahernd konstan-te Anzahl von Interpolationspunkten im Tr�ager - man spricht vom station�arenFall. Urspr�unglich wurden die Begri�e station�ar beziehungsweise nichtstation�arbei der Approximation auf dem hnZZd-Gitter benutzt, und das werden wir imweiteren Verlauf auch meist tun.Ein anderer Aspekt, der f�ur die Einf�uhrung einer Mehr-Schritt- oder auch Multi-level-Methode spricht, beruht auf der Erkenntnis, da� mit den bekannten Fehler-absch�atzungen aus dem dritten Kapitel keine Konvergenzaussage der Formj(f � sf )(x)j ! 0 f�ur h! 0; x 2 IRd;



3f�ur den station�aren Fall mit � = a � h getro�en werden kann.Hiervon angespornt, versuchen wir eine Fehlerabsch�atzung des Multilevel-Verfah-rens herzuleiten, bei der der Fehler mit Erh�ohung des Levels beliebig klein wird.Dazu m�ussen wir uns von der in Kapitel 3 beschriebenen Fehlerabsch�atzung tren-nen und einen anderen Zugang suchen. Die Herleitung solcher Fehlerabsch�atzun-gen soll Inhalt des f�unften Kapitels sein. Doch bevor wir dazu kommen, solltenwir zun�achst zu Beginn des vierten Kapitels die Multilevel-Interpolationsmethodemit radialen Basisfunktionen vorstellen.Der Grundgedanke der Multilevel-Methode besteht darin, den vorgegebenen Da-tensatz X = fx1; : : : ; xNg � 
 � IRdin eine Folge X0 � X1 � : : : � XM�2 � XM�1 = Xineinandergeschachtelter Datens�atze aufzuspalten und auf jedem dieser entste-henden Datens�atze eine neue Interpolation durchzuf�uhren.Gestartet wird mit der Interpolation auf dem "gr�obsten\ Datensatz X0; diezugeh�orige Interpolante, die wir mit s0 bezeichnen, wird �uber die Ein-Schritt-Interpolationsmethode aus Kapitel 3 berechnet. Zur Berechnung von s0 verwen-den wir die radiale Basisfunktion �(0). Nun wird auf den "feineren\ Datensatz X1�ubergegangen und die Fehlerfunktion f � s0 interpoliert. Auf jedem der folgen-den Datens�atze wird wieder die Fehlerfunktion der vorhergehenden Interpolationinterpoliert. Sind also die Interpolantens0; s1; : : : ; sk�1bereits berechnet, so wird im (k + 1)-ten Interpolationsschritt die Fehlerfunkti-on f � s0 � s1 � : : : � sk�1 mit Hilfe der radialen Basisfunktion �(k) auf demDatensatz Xk interpoliert; das Ergebnis sei die Interpolante sk. Dieses Vorgehenwird bis k = : : : ;M � 2;M � 1 wiederholt. Das Endergebnis ist die Funktions = s0 + s1 + : : :+ sM�1, die die Ausgangsfunktion f auf dem "feinsten\ Daten-satz X interpoliert.Floater und Iske [15] haben an praktischen Beispielen in Erfahrung bringenk�onnen, da� solch eine Multilevel-Interpolationsmethode kleine und gro�e Da-tens�atze in Bezug auf Rechenzeit und Approximationsverhalten sehr gut behan-delt.Das Hauptziel unserer Arbeit besteht darin, eine �nale Fehlerabsch�atzung f�ur die-se iterierte Art der Interpolation zu �nden. Im Gegensatz zur einfachen Interpo-lation werden wir unter einigen Einschr�ankungen die Konvergenz des Multilevel-Verfahrens beweisen k�onnen. So beschr�anken wir uns auf den station�aren Fall undarbeiten auf dem Gitter ZZd, welches mit einem Faktor h, 0 < h < 1, fortlaufendf�ur jeden weiteren Interpolationsschritt verfeinert wird.Da wir auf dem hnZZd-Gitter interpolieren, spielt die u.a. von Buhmann [8] unter-suchte kardinale Funktion eine entscheidende Rolle. In Kapitel 5 lenken wir dannunsere volle Aufmerksamkeit auf die Herleitung von �nalen Fehlerabsch�atzungen



4 1 EINLEITUNGf�ur diese Multilevel-Interpolationsmethode.Eine unserer Fehlerabsch�atzungen vollzieht sich in der zur radialen Basisfunkti-on � geh�orenden Native Space-Norm k � k�. Dabei spielt die aus [31] bekannteOrthogonalit�atsbeziehung eine entscheidende Rolle. Mit anderen Worten sind un-sere Fehlerabsch�atzungen eine Konsequenz aus der Tatsache, da� die Interpolantesf = sf;� im Native Space minimale Norm unter allen Interpolanten besitzt.Wie bereits erw�ahnt, werden wir die Basisfunktion � skalieren. So werden wir dieradiale Basisfunktion �(k) des (k+1)-ten Interpolationsschrittes mit �k skalieren,das hei�t �(k)(�) = ��k(�) = �(�=�k). Neben der Voraussetzung von Gitterdatenm�ussen wir im station�aren Fall arbeiten; es gilt also f�ur die Skalierung �k = a �hkmit einem a 2 IR>0 und 0 < h < 1.Zuerst einmal besteht das Ziel darin, eine Fehlerabsch�atzung der Artkf � s0 � : : :� skk��k � C � kf � s0 � : : :� sk�1k��k�1mit einer Konstanten C zu �nden, denn diese Form kann iterativ angewendetwerden, so da� wir kf � s0 � : : :� skk��k � Ck � kfk��0erhalten k�onnen. Um in jede obige Absch�atzung die Orthogonalit�atsbeziehungeinie�en lassen zu k�onnen, ist ein �Ubergang von der Native Space-Norm k � k��izur Norm k�k��i�1 , i = 1; : : : ; k, notwendig. Leider kann f�ur diesen �Ubergang eineKonstante auftreten, die echt gr�o�er als Eins ist (siehe [20]).Um diesen Nachteil zu umgehen, untersuchen wir die Interpolation bandbreiten-beschr�ankter Funktionen und betrachten Absch�atzungen getrennt f�ur Nullumge-bungen und au�erhalb einer Nullumgebung. Dieser "Umweg\ �uber die Interpola-tion entsprechender bandbreitenbeschr�ankter Funktionen bringt uns in die Lage,die Konstante C kleiner als Eins zu bekommen.Wir werden eine Fehlerabsch�atzung f�ur die Multilevel-Interpolation erhalten, diehaupts�achlich durch den �Ubergang von einem skalierten Native Space zu einemanderen skalierten Native Space gekennzeichnet ist. Leider gilt diese Absch�atzungnur unter der Voraussetzung von Gitterdaten und im station�aren Fall. Den beidiesen Absch�atzungen auftretenden Konstanten schenken wir in den Abschnitten5.2.1 bis 5.2.4 unsere Aufmerksamkeit, wodurch dann die Konstante C besser be-schreibbar wird und wir Aussagen �uber die Konvergenz des Multilevel-Verfahrenstre�en k�onnen.Durch die Anwendung der Absch�atzung in der Native Space-Norm sind wir inder Lage, eine Absch�atzung f�ur die Multilevel-Methode in der L1-Norm zu er-reichen. Durch die dazu notwendige Rekonstruktion von Konstanten durch diekardinale Funktion gilt diese Art der Fehlerabsch�atzung aber nicht f�ur positivde�nite radiale Basisfunktionen. Unsere Fehlerabsch�atzungen stehen in gewisserWeise in Beziehung zu den Erkenntnissen �uber das Sampling-Theorem in [10], dasin der Signalverarbeitung auch als Abtasttheorem bekannt ist. Mit Hilfe dieser inKapitel 5 dargestellten Fehlerabsch�atzungen kann unter gewissen einschr�anken-den Voraussetzungen die Konvergenz des Multilevel-Interpolationsverfahrens im



5station�aren Fall in der L1-Norm gezeigt werden.Neueste Vermutungen, wie zum Beispiel in [14], legen nahe, die Interpolation umeinen Gl�attungsschritt zu erweitern und so die Konvergenz des Interpolationsver-fahrens zu verbessern.An dieser Stelle m�ochte ich mich ganz herzlich bei meinem Doktorvater HerrnProf. Dr. Robert Schaback f�ur Anregungen und die damit verbundene Unter-st�utzung zu dieser Dissertation bedanken. Herrn Prof. Dr. Jochen Werner dankeich f�ur die �Ubernahme des Korreferats. Ebenfalls bin ich der Studienstiftung desdeutschen Volkes f�ur die �nanzielle und ideelle F�orderung zu Dank verpichtet.



6 2 GRUNDLAGEN2 Grundlagen2.1 Grundlegendes �uber radiale BasisfunktionenDieser Abschnitt soll vor allem dazu dienen, uns grundlegende Eigenschaften ra-dialer Basisfunktionen n�aher zu bringen. Wird ein Funktionenraum F , aus demdie Interpolanten zu gegebenen Interpolationspunkten xj 2 IRd stammen sol-len, von Translaten der Form �(� � xj) einer festen Funktion � : IRd ! IR mith�ochstens polynomialem Wachstum im Unendlichen aufgespannt, so wollen wir� Basisfunktion nennen. L�a�t sich dar�uberhinaus �(x) als �(kxk) mit einem� : IR�0 ! IR und der euklidischen Norm k � k schreiben, so hei�e � beziehungs-weise � radiale Basisfunktion.Bei der Vorstellung der Interpolationsmethode mit radialen Basisfunktionen inAbschnitt 3.1 gehen wir nochmals auf die Begri�sbildung der radialen Basisfunk-tion ein. Dort werden die Zusammenh�ange dann auch etwas deutlicher werden.Die bislang am meisten untersuchten radialen Basisfunktionen sind�(r) = e��r2; � > 0; Gaussians�(r) = (�1)d�=2er� ; � > 0; � 62 2IN; Potenzen�(r) = (�1)k+1r2k log r; k 2 IN; Thin-Plate Splines�(r) = (�1)d�=2e(c2 + r2)�=2; �; c > 0; � 62 2IN; Multiquadrics�(r) = (c2 + r2)��=2; c > 0; � 2 IR�0 n 2IN; inverse Multiquadrics�(r) = 	l;k(r); l = bd=2c + k + 1; k 2 IN;Wendland-Funktionen.Relativ neu sind die radialen Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager, hier ins-besondere die sogenannten Wendland-Funktionen. Beispiele f�ur diese Funktionenk�onnen der Arbeit [53] entnommen werden.Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird uns noch h�au�g der Begri� der Fourier-transformation begegnen. Er sollte zwar allseits bekannt sein, doch wollen wirtrotzdem kurz auf die Fouriertransformation eingehen. Die klassische Fourier-transformierte einer Funktion f aus dem Raum L1(IRd) aller absolut integrierba-ren Funktionen ist erkl�art durchf̂(!) = ZIRd f(x)e�ixT! dx:Betrachten wir die Beispiele f�ur radiale Basisfunktionen, so wird uns schnell klar,da� nicht zu jeder radialen Basisfunktion � eine klassische Fouriertransformierteexistiert. So divergiert das IntegralZIRd �(x)e�ixT! dxbereits an der Stelle ! = 0 f�ur Funktionen �, die nicht im Raum L1(IRd) liegen.Aus diesemGrund f�uhren wir die distributionelle beziehungsweise verallgemeiner-te Fouriertransformierte ein, die eng mit der Theorie der Distributionen verbun-den ist. Distributionen sind lineare, stetige Funktionale auf einem Funktionen-raum, dem sogenannten Raum der Testfunktionen. Die Klasse der Distributionen



2.1 Grundlegendes �uber radiale Basisfunktionen 7hat viele angenehme Eigenschaften, die zumBeispiel innerhalb der Klasse der ste-tigen Funktionen nicht gelten.Ein bedeutsamer Typ von Funktionalen sind die langsam wachsenden oder tem-perierten Distributionen. Sie werden auf demRaum S, der auch als Schwartzraumbezeichnet wird, der schnell abnehmenden oder "guten\ Funktionen erkl�art.De�nition 2.1 Die Menge S besteht aus allen beliebig oft di�erenzierbaren Funk-tionen (C1-Funktionen) '(x), die f�ur kxk ! 1 nebst ihrer Ableitungen beliebi-ger Ordnung schneller als jede Potenz von kxk�1 gegen Null konvergieren.Genauer: ' 2 C1(IRd) geh�ort zu S, wenn f�ur beliebige Multiindizes p,qsupx2IRd jxpDq'(x)j = Cp;q(') <1gilt.Satz 2.2 Eine Funktion ' 2 C1(IRd) geh�ort genau dann zu S, wenn zu jedemMultiindex p 2 INd0 und jedem m 2 IN eine von p;m und ' abh�angende KonstanteC > 0 existiert, so da� f�ur alle x 2 IRdjDp'(x)j � C(1 + kxk)m :Insbesondere folgt hieraus, da� S � L1(IRd) und damit, da� alle Elemente desSchwartzraumes fouriertransformierbar sind.Eine stetige Funktion g mit h�ochstens polynomialem Wachstum im Unendlichende�niert durch die Abbildungsvorschrift([g]; ') := ZIRd g(x)'(x) dx f�ur alle ' 2 Seine regul�are Distribution [g] auf dem Raum S. Wir k�onnen somit jeder radialenBasisfunktion � eine regul�are Distribution [�] aus dem Dualraum S 0 zuordnen.Die distributionelle Fouriertransformation F : S 0 ! S 0, T 7! FT = T̂ ist einAutomorphismus in S 0, das hei�t F und F�1 sind lineare, stetige und eineindeu-tige Abbildungen von S 0 auf S 0. Also besitzt die regul�are Distribution [�] 2 S 0eine Fouriertransformierte von �. Naheliegenderweise bezeichnen wir F [�] alsdistributionelle Fouriertransformierte von � und kommen so zum Begri� der ver-allgemeinerten Fouriertransformierten. Wir sagen zu ' 2 C(IRd n f0g) verallge-meinerte Fouriertransformierte von �, falls die distributionelle Fouriertransfor-mierte F [�] auf IRd n f0g mit einer stetigen Funktion ' �ubereinstimmt, das hei�t(F [�]; ) = RIRd '(!)(!) d! f�ur alle  2 S mit 0 62 supp().F�ur alle von uns betrachteten radialen Basisfunktionen � tri�t diese Aussage zu,mit anderen Worten bezeichnen wir die Funktion ' 2 C(IRd n f0g) als verallge-meinerte Fouriertransformierte von �. Als selbstverst�andlich formulieren wir dieBem. Sei f eine Funktion, die im klassischen Sinne fouriertransformierbar ist.



8 2 GRUNDLAGENDann stimmt die verallgemeinerte Fouriertransformierte von f auf IRd n f0g mitder klassischen Fouriertransformierten f̂ von f �uberein.Aufgrund dieser Bemerkung werden wir im Folgenden meist nur noch von derFouriertransformierten einer Funktion sprechen.Es scheint jetzt an der Zeit zu sein, einige radiale Basisfunktionen nebst ihrerzugeh�origen Fouriertransformierten anzugeben. Diese k�onnen beispielsweise mitHilfe von Gel'fand und Shilov [17] oder auch mit Oberhettinger [36] berechnetwerden. radiale Basisfunktion �(x) Fouriertransformierte '(!)(�1)d�=2ekxk� ; � > 0; � 62 2IN 2d+��d=2 �( d+�2 )�(��=2)k!k�d��(�1)d�=2e(c2 + kxk2)�=2; �; c > 0; � 62 2IN (�1)d�=2e2�d=2�(��=2) K d+�2 (ck!k) �k!k2c �� d+�2(c2 + kxk2)��=2 ; � 2 IR�0 n 2IN; c > 0 2�d=2�( �2 )K d��2 (ck!k) �k!k2c �� d��2e��kxk2 ; � > 0 ����d2 e� k!k24�(�1)k+1kxk2k log kxk; k 2 IN 2d+2k�1�d=2�(d2 + k)k!k!k�d�2kTabelle 1In der obigen Tabelle bezeichnet K� die modi�zierte Besselfunktion der 2. Artder Ordnung �. Eigenschaften dieser Funktion �ndet der interessierte Leser unteranderem in [1] oder [50].Als abschlie�endes Beispiel wollen wir die Wendland-Funktionen 	l;k betrachten.Die Funktion 	l;k besitzt einen Tr�ager in [0; 1] und besteht dort aus einem Po-lynom. Sie hat den Grad @	l;k = l + 2k und ist um Null 2k-mal und um Einsk + l � 1-mal stetig di�erenzierbar. In der folgenden Tabelle sind einige dieserFunktionen bei verschiedenen Raumdimensionen zu sehen.



2.1 Grundlegendes �uber radiale Basisfunktionen 9d = 1  1;0(r) = (1 � r)+ C0 2;1(r) := (1 � r)3+(3r + 1) C2 3;2(r) := (1 � r)5+(8r2 + 5r + 1) C4d = 3  2;0(r) = (1 � r)2+ C0 3;1(r) := (1 � r)4+(4r + 1) C2 4;2(r) := (1 � r)6+(35r2 + 18r + 3) C4 5;3(r) := (1 � r)8+(32r3 + 25r2 + 8r + 1) C6d = 5  3;0(r) = (1 � r)3+ C0 4;1(r) := (1 � r)5+(5r + 1) C2 5;2(r) := (1 � r)7+(16r2 + 7r + 1) C4Tabelle 2Darstellungen der (nullstellenfreien) Fouriertransformierten 	̂l;k �ndet man inausf�uhrlicher Weise in [52]. Dort ist unter anderem auch nachgewiesen, da� sichdie d-variate Fouriertransformierte 	̂l;k(r) asymptotisch wie r�d�2k�1 f�ur r !1verh�alt.Im weiteren Verlauf dieser Arbeit, insbesondere bei den Fehlerabsch�atzungen derMultilevel-Interpolationsmethode, werden wir von einigen markanten Eigenschaf-ten radialer Basisfunktionen beziehungsweise ihrer Fouriertransformierten Ge-brauch machen.Bem. Die Fouriertransformierten ' aller oben aufgef�uhrten radialen Basisfunk-tionen �1. weisen h�ochstens im Ursprung ein Polverhalten auf, wobei dieses Polver-halten algebraisch ist,2. sind um Unendlich integrierbar,3. sind auf IRd n f0g positiv.Diese Eigenschaften sollten wir nicht in Vergessenheit geraten lassen, denn wirwerden im Folgenden meist stillschweigend davon Gebrauch machen.Kurz erw�ahnen m�ochten wir an dieser Stelle die M�oglichkeit und Art einer Ska-lierung der radialen Basisfunktion �. Den Nutzen, den eine solche Skalierungmit sich bringt, werden wir freilich erst im weiteren Verlauf dieser Arbeit zusch�atzen lernen. Wir werden erkennen, da� eine Skalierung der Basisfunktioneinen entscheidenden Einu� auf die Multilevel-Methode hat, insbesondere pr�agteine geeignete Skalierung die Art der Fehlerabsch�atzung. Dabei skalieren wir dieradiale Basisfunktion � mit � 2 IR>0 immer in folgender Weise��(�) = �(�=�)'�(�) = �d'(��);



10 2 GRUNDLAGENwobei '� die Fouriertransformierte der skalierten Basisfunktion �� bezeichnet.In welcher Weise die Skalierung � am geeignetsten zu w�ahlen ist, werden wir imLaufe unserer Ausf�uhrungen noch n�aher beleuchten.2.2 Bedingt positiv de�nite FunktionenOft wird uns bei unseren Untersuchungen der Begri� der (bedingten) positivenDe�nitheit begegnen. Da er einen entscheidenden Einu� auf die Interpolations-methode selbst besitzt und seine Auswirkungen bis auf die Art der durchf�uhr-baren Fehlerabsch�atzung reicht, m�ochten wir bereits jetzt auf bedingt positivde�nite Funktionen und deren Charakterisierung eingehen. In der folgenden De-�nition (und auch sp�ater) bezeichne IP dm den Raum aller Polynome der Ordnungkleiner gleich m in d Ver�anderlichen.De�nition 2.3 Eine stetige Funktion � : IRd ! IR hei�t bedingt positiv semi-de�nit der Ordnung m � 0, falls f�ur beliebige paarweise verschiedene Punktex1; : : : ; xN 2 IRd, N 2 IN , und beliebige a = (a1; : : : ; aN)T 2 IRN mitNXj=1 ajp(xj) = 0f�ur jedes p 2 IP dm die quadratische FormNXj=1 NXk=1 ajak�(xj � xk)nichtnegativ ist. Tritt dabei die Gleichheit PNj=1PNk=1 ajak�(xj � xk) = 0 nur f�ura1 = : : : = aN = 0 auf, so nennt man � bedingt positiv de�nit der Ordnung mauf IRd. Eine bedingt positiv (semi)de�nite Funktion der Ordnung m = 0 hei�tauch positiv (semi)de�nite Funktion. Die Menge aller bedingt positiv de�nitenFunktionen der Ordnung m bezeichnen wir mit BPD(m).Bem. F�ur die Mengen der bedingt positiv de�niten Funktionen gilt BPD(m) �BPD(m+ k), k 2 IN .Aus der Begri�sbildung der (bedingten) positiven (Semi)De�nitheit resultiereneinige Erkenntnisse, die zum Teil bis zum Beginn dieses Jahrhunderts zur�uck-reichen (zum Beispiel Bochner [5], Mathias [33] und Schoenberg [46, 47]). Wirwollen hier keine zeitlich korrekte Abhandlung bringen, sondern nur auf einigewenige, aber durchaus bemerkenswerte Resultate aufmerksam machen. So iden-ti�zierte Schoenberg in seinen Ver�o�entlichungen [46, 47] die Klasse der auf allenIRd positiv de�niten stetigen radialen Funktionen mit der Funktionenklasse dervollst�andig monotonen stetigen Funktionen. Zun�achst de�nieren wir den Begri�der vollst�andigen Monotonie und liefern anschlie�end eine Charakterisierung die-ser Funktionenklasse.



2.2 Bedingt positiv de�nite Funktionen 11De�nition 2.4 Eine Funktion � : IR�0 ! IR aus C1(0;1) hei�t vollst�andigmonoton auf (0;1), wenn (�1)l�(l)(r) � 0f�ur alle r > 0 und l = 0; 1; 2; : : :Ein Beweis von Micchelli [34] wurde von Guo, Hu und Sun [19] erweitert undliest sich zusammen mit Ergebnissen von Schoenberg [46, 47] alsSatz 2.5 Sei � : IR�0 ! IR eine stetige Funktion mit � 6� 0. Dann sind folgendeAussagen �aquivalent:1. �(x) := �(kxk2) ist bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf IRd f�ur alled 2 IN .2. �(k)(t) existiert f�ur alle k 2 IN und alle t 2 (0;1). Dar�uberhinaus ist(�1)m�(m) vollst�andig monoton auf (0;1).Verm�oge dieses Satzes lassen sich radiale Basisfunktionen unter dem Begri� derbedingten positiven De�nitheit einordnen. Unter Umst�anden kann es aber f�urkompliziertere Typen radialer Funktionen Schwierigkeiten geben, ja eventuellunm�oglich werden, die Ordnung der bedingten positiven De�nitheit zu bestim-men.Durch Erkennen von Problemen bei der Anwendung von Satz 2.5, besonders imHinblick auf die Konstruktion radialer Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager,wurde Iske [22] inspiriert, eine andere Methode zum Nachweis der bedingten po-sitiven De�nitheit einer Funktion einschlie�lich deren Ordnung zu liefern. DieTheorie st�utzt sich dabei auf das Polverhalten der positiven (verallgemeinerten)Fouriertransformierten der Funktion im Nullpunkt.Satz 2.6 Die stetige Funktion � : IRd ! IR besitze eine (verallgemeinerte) Fou-riertransformierte ' : IRd n f0g ! IR, f�ur die es eine (minimale) Zahl s 2 IN0gibt, so da� '(!)k!ks um Null integrierbar ist. Dann sind �aquivalent:1. � ist bedingt positiv de�nit der Ordnung m � s=2 auf IRd.2. '(!) � 0 f�ur alle ! 2 IRd n f0g, ' 6� 0.Erstaunlicherweise gen�ugt aufgrund der Aussage des Satzes eine Information �uberdas Polverhalten von ' im Nullpunkt, um die Ordnung m der bedingten positivenDe�nitheit ablesen zu k�onnen.Wir haben bereits im vorangegangenen Abschnitt 2.1 einige radiale Basisfunktio-nen mit ihren Fouriertransformierten vorgestellt. Mit Hilfe des Satzes 2.6 gebenwir nun zu jeder der dort aufgef�uhrten radialen Basisfunktion die Zahl s 2 IN0 anund bestimmen die (minimale) Ordnung m der bedingten positiven De�nitheitauf IRd.



12 2 GRUNDLAGENradiale Basisfunktion s 2 IN0 m 2 IN0(�1)d�=2ekxk�; � > 0; � 62 2IN s > � m > �=2Potenzen(�1)d�=2e(c2 + kxk2)�=2; � 2 IR>0 n 2IN; c > 0 s > � m > �=2Multiquadrics(c2 + kxk2)��=2 ; � 2 IR�0 n 2IN; c > 0 s = 0 m � 0inverse Multiquadricse��kxk2 ; � > 0 s = 0 m � 0Gaussians (auch Gau�glocken genannt)(�1)k+1kxk2k log kxk; k 2 IN s > 2k m > kThin-Plate Splines l;k(x); l = bd2c+ k + 1; k 2 IN s = 0 m � 0Wendland-FunktionenTabelle 3Die soeben erworbenen Erkenntnisse �uber bedingt positiv de�nite Funktionenwerden uns im Laufe dieser Arbeit begleiten und besonders im Abschnitt 4.2�uber die kardinale Funktion wie auch bei der L1-Absch�atzung des Abschnittes5.3 begegnen und gro�e Dienste beim Verst�andnis der dortigen Voraussetzungenerweisen.



133 Interpolation mit radialen Basisfunktionen3.1 Vorstellung der InterpolationsmethodeDieser Abschnitt sei den allgemeinen Grundlagen der multivariaten Interpolationmit radialen Basisfunktionen gewidmet. Dabei werden wir auf einige Tatsacheneingehen, die bei der Interpolation mit radialen Basisfunktionen von entscheiden-der Bedeutung sind.Das von uns betrachtete Interpolationsproblem stellt sich folgenderma�en dar:Finde ein sf 2 F , so da� sf (xj) = f(xj), 1 � j � N . Dabei seienF einRaum von Funktionen s : IRd ! IR, xj 2 IRd, 1 � j � N , paarweiseverschiedene St�utzstellen und die Werte f(xj) 2 IR, 1 � j � N ,vorgegeben.Im univariaten Fall (Dimension d = 1) l�a�t sich dieses Problem immer eindeutigl�osen, falls man f�ur F ein N -dimensionales Haarsches System (zum Beispiel Poly-nome vom Grad � N�1) w�ahlt. Ein Haarsches System (oder auch Tschebysche�-System genannt) zeichnet sich dadurch aus, da� es unabh�angig von der Wahl derSt�utzstellen xj 2 IR ist.Mehrdimensionale Interpolations- und Approximationsprobleme gestalten sichschwieriger, da f�ur mehrdimensionale De�nitionsbereiche keine Haarschen Sy-steme der Dimension � 2 existieren, das hei�t es gibt f�ur N � 2 und d � 2keinen N -dimensionalen Raum von stetigen Funktionen auf 
 � IRd (
 habemindestens einen inneren Punkt), der eine eindeutige Interpolante f�ur jedes fund jeden Punktsatz X = fx1; : : : ; xNg � 
 � IRd mit N Datenpunkten behin-haltet.Will man im mehrdimensionalen Raum interpolieren, so mu� man folglich denFunktionenraum F von den St�utzstellen xj aus X = fx1; : : : ; xNg abh�angiggestalten. Dies kann in einfacher Weise erreicht werden, indem man Translate�(� �xj) einer stetigen reellwertigen Funktion � : IRd ! IR verwendet, das hei�tF � F(�;X) := spanf�(� � x1); : : : ;�(� � xN)g:Wie bereits im Abschnitt 2.1 angek�undigt, nennen wir � Basisfunktion und ra-diale Basisfunktion, falls wir �(x) = �(kxk) mit einem � : IR�0 ! IR und dereuklidischen Norm k � k schreiben k�onnen.Einige wichtige Eigenschaften der bekanntesten radialen Basisfunktionen hattenwir ebenfalls schon im Abschnitt 2.1 zusammengestellt.Sei nun eine radiale Basisfunktion � gew�ahlt und liegen paarweise verschiedeneSt�utzstellen X = fx1; : : : ; xNg � IRd vor, so l�a�t sich die Interpolante sf aus Fzur Funktion f konstruieren �uber die Darstellungsf (x) = NXj=1�j�(x� xj); (3.1)



14 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENwobei die Koe�zienten �1; : : : ; �N 2 IR das lineare Gleichungssystemf(xk) = NXj=1�j�(xk � xj); 1 � k � N;l�osen.Das Gleichungssystem A� = ymit der symmetrischen N �N -MatrixA�;X = A = 0BBBB@ �(x1 � x1) �(x1 � x2) � � � �(x1 � xN )�(x2 � x1) �(x2 � x2) � � � �(x2 � xN )... ... . . . ...�(xN � x1) �(xN � x2) � � � �(xN � xN ) 1CCCCA ; (3.2)� = (�1; : : : ; �N )T und y = (f(x1); : : : ; f(xN ))T ist f�ur beliebige y l�osbar, falls dieMatrix A nicht singul�ar ist, das hei�t wenn die Determinante der Matrix nichtverschwindet. Dieses Kriterium ist stets erf�ullt, falls A sogar positiv de�nit ist.Somit haben wir die einfachste Form der Interpolanten mit radialen Basisfunk-tionen gefunden.Die Matrix A besitzt aber nicht f�ur jede radiale Basisfunktion � diese "sch�one\Eigenschaft, so da� es f�ur eine Vielzahl von radialen Basisfunktionen � notwen-dig wird, ein multivariates Polynom p(�) zur Bildung der Interpolanten in (3.1)hinzuzuf�ugen, das hei�t man setztsf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + p(x):Dabei wird die Wahl des Polynoms von dem Begri� der bedingten positivenDe�nitheit aus Abschnitt 2.2 gepr�agt. Bezeichne IP dm die Menge aller d-variatenPolynome vom Gesamtgrad kleiner als m und seien die Polynome p1; : : : ; pQ,Q = dimIP dm, eine Basis von IP dm in IRd. Falls � bedingt positiv de�nit derOrdnung m ist (� 2 BPD(m)), so w�ahlt man f�ur die Interpolante ein zus�atzlichesp 2 IP dm. Die Q zus�atzlichen Freiheitsgrade dieser erweiterten Darstellungsf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXl=1 �lpl(x)werden kompensiert durch die Q ZusatzbedingungenNXj=1�jpl(xj) = 0; 1 � l � Q: (3.3)Setzen wir P T := 0BB@ p1(x1) � � � p1(xN )... . . . ...pQ(x1) � � � pQ(xN ) 1CCA ;



3.1 Vorstellung der Interpolationsmethode 15so k�onnen wir die Interpolationsbedingungenf(xk) = NXj=1�j�(xk � xj) + QXl=1 �l pl(xk); 1 � k � N;zusammen mit den Bedingungen (3.3) als ein lineares (N + Q) � (N + Q)-Gleichungssytem  A PP T 0 ! �� ! =  y0 ! (3.4)formulieren.Bem. Die Injektivit�at der Matrix P ist gleichbedeutend damit, da� die Zeilenvon P T linear unabh�angig sind, beziehungsweise der Punktsatz X = fx1; : : : ; xNgder Voraussetzungaus p(xj) = 0; j = 1; : : : ; N; p 2 IP dm; folgt p � 0gen�ugt.Beweis: Da IP dm = spanfp1; : : : ; pQg, ist p = PQk=1 �k pk aus IP dm. P injektivbedeutet, da� aus P� = 0 stets � = 0 folgt. Dieses ist wiederum gleichbedeutendmit: Aus p(xj) = QXk=1�k pk(xj) = 0; j = 1; : : : ; N; folgt � = 0:Somit folgt aus p(xj) = 0, j = 1; : : : ; N , stets p � 0. 2Der folgende Satz gibt nun endg�ultig Klarheit �uber die L�osbarkeit des Systems(3.4).Satz 3.1 Ist � 2 BPD(m) und ist X = fx1; : : : ; xNg � IRd eine Menge paar-weise verschiedener Punkte, so ist das System (3.4) immer l�osbar. Ist P injektiv,so ist die L�osung sogar eindeutig.Einen Beweis �nden wir zum Beispiel in [22, 31].Auf Details bei der Charakterisierung bedingt positiv de�niter Funktionen sindwir im Abschnitt 2.2 eingegangen.De�nieren wir R�;X = R(x) := (�(x� x1); : : : ;�(x� xN ))T undS(x) := (p1(x); : : : ; pQ(x))T ;so besitzt mit unseren �Ubereink�unften das System A PP T 0 ! u(x)v(x) ! =  R(x)S(x) ! (3.5)



16 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENbei festem x 2 IRd eine eindeutige L�osung  u(x)v(x) ! 2 IRN+Q.F�ur die Gestalt der Interpolanten sf zu f : IRd ! IR ergibt sichsf(x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1�k pk(x)= (�TA+ �TP T )u(x) + �TPv(x)= yTu(x)= NXj=1uj(x) f(xj):Bem. u(x) ist eine Lagrange-Basis zu X, das hei�t uj(xk) = �jk, k = 1; : : : ; N ,j = 1; : : : ; N .Beweis: Die Aussage folgt aus der Tatsache, da� f�ur ein einzelnes x = xl, 1 �l � N , die rechte Seite von (3.5) mit der l-ten Spalte der Koe�zientenmatrix�ubereinstimmt. 2Bem. Die Gleichung P Tu(x) = S(x) aus (3.5) impliziert, da� Polynome ausIP dm reproduziert werden.Beweis: Die Gleichung P Tu(x) = S(x) ist �aquivalent zu PNj=1 pk(xj)uj(x) =pk(x), 1 � k � Q. Da IP dm = spanfp1; : : : ; pQg, gilt f�ur ein beliebiges p aus IP dm :p = PQk=1 bk pk mit bk 2 IR. F�ur die Interpolante sp zu p 2 IP dm folgt nunsp(x) = NXj=1uj(x)p(xj)= QXk=1 bk NXj=1uj(x)pk(xj)= QXk=1 bk pk(x)= p(x): 2In Wu/Schaback [55] wird ein anderer Weg zur Bestimmung der uj(x), 1 � j � N ,beschritten. Danach stimmt die L�osung u(x) von A PP T 0 ! u(x)v(x) ! =  R(x)S(x) !mit der L�osung w = u�(x) des MinimierungsproblemsMinimiere wTAw � 2wTR(x) + �(0)



3.2 Der Native Space F� 17unter den Nebenbedingungen w 2 IRN ,NXj=1wj p(xj) = p(x) beziehungsweiseP Tw = S(x)�uberein.Zusammenfassend haben wir also eine Form der Interpolanten sf entwickelt, inder die St�utzstellen explizit auftauchen:sf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1�k pk(x)= NXj=1 uj(x) f(xj):Unser Ziel dieser Arbeit wird haupts�achlich darin bestehen, Absch�atzungen derForm kf � sfk� � C � kfk?zu �nden. F�ur eine Anwendung solch einer Fehlerabsch�atzung bei der Multilevel-Fehlerabsch�atzung wird es notwendig sein, da� die Normen k � k� und k � k? ineinem gewissen Zusammenhang stehen. Auch wird die Dichte des DatensatzesX bei der Untersuchung des (Multilevel-)Interpolationsfehlers eine ma�geblicheRolle spielen; doch dazu sp�ater mehr.3.2 Der Native Space F�Bereits bei der Vorstellung der Interpolationsmethode in Abschnitt 3.1 sind wirauf einen Funktionenraum F = F�, aus dem unter anderem die Interpolantestammen soll, gesto�en.Das haupts�achliche Ziel unserer Arbeit besteht in der Ausarbeitung von Ap-proximationsaussagen. Um solche Aussagen tre�en zu k�onnen, m�ussen wir zumeinen die Menge der zu approximierenden Funktionen spezi�zieren. Zum anderenm�ussen wir eine Gr�o�e de�nieren, in der das Verhalten gemessen wird.Ist � eine radiale Basisfunktion mit �̂ > 0 fast �uberall und f eine Funktion mitFouriertransformierter f̂ , so kann der Raum aller Funktionen f , f�ur dieZIRd jf̂(!)j2 � (�̂(!))�1 d! <1gilt, zu einem Hilbertraum mit Skalarprodukt(f1; f2)� = ZIRd f̂1(!)f̂2(!)(�̂(!))�1 d!komplettiert werden. Diese Vorgehensweise �ndet in Wu/Schaback [55] Anwen-dung.



18 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENEs gibt noch andere M�oglichkeiten, solch einen Funktionenraum einzuf�uhren, wiezum Beispiel in [22, 30, 31, 32, 44, 51] nachgelesen werden kann.Wir wollen darauf aber nicht weiter eingehen. Erw�ahnenswert ist hier nur, da�f�ur Funktionen aus dem Native Space F� die Absch�atzungjf(x)� sf(x)j � kfk� � P�;X(x)mit der sogenannten Powerfunktion P�;X (vgl. Abschnitte 3.3 und 3.4) g�ultig ist.Einen bedeutenden Beitrag bei der Entwicklung von Techniken f�ur die Fehler-absch�atzung der Multilevel-Methode leistet die Orthogonalit�atsbedingung(f � sf ; sf)� = 0;wobei sf die Interpolante zu f bez�uglich der radialen Basisfunktion � darstellt.Da wir diese Orthogonalit�atseigenschaft an entscheidenden Stellen anwenden wer-den, sollten wir hier doch in aller K�urze eine M�oglichkeit der Einf�uhrung desNative Spaces F� behandeln. Wir k�onnen dabei keineswegs auf alle Einzelheiteneingehen; f�ur eine ausf�uhrlichere Darstellung sei auf die Literatur, wie zum Bei-spiel [20, 44, 51] hingewiesen.F�ur unsere kurze Abhandlung de�nieren wir den Raum (IP dm)?
 f�ur 
 � IRd durch(IP dm)?
 := flineare Funktionale der Form � = N�Xj=1 �j�x�j :�j 2 IR;N� 2 IN; x�j 2 
; j = 1; : : : ; N� und�(p) = N�Xj=1 �jp(x�j ) = 0 f�ur alle p 2 IP dmg :Dabei bezeichne wieder IP dm den Raum aller Polynome vom Gesamtgrad kleinerals m in d Ver�anderlichen.Ist � bedingt positiv de�nit der Ordnung m, so ist durch(�; �)� := N�Xj=1 N�Xk=1�j�k�(x�j � x�k) = �x�y�(x� y);wobei � und � Elemente aus (IP dm)?
 sind, ein Skalarprodukt auf (IP dm)?
 gegeben.Dabei bedeutet �z , da� � bez�uglich der Variablen z wirkt.Der Raum (IP dm)?
 , der selbst unabh�angig von � ist, ist mit diesem Skalarproduktein Pr�a-Hilbertraum. Mit k � k� werde die zugeordnete Norm bezeichnet. DieVervollst�andigung des Pr�a-Hilbertraumes (IP dm)?
 zu einem Hilbertraum wollenwir durch (IP dm)?
� kenntlich machen.Nun ordne die lineare AbbildungL� : (IP dm)?
 ! F
;� := L� �(IP dm)?
�



3.2 Der Native Space F� 19jedem Funktional � aus (IP dm)?
 eine Funktion(L��)(�) := N�Xj=1 �j�(� � x�j ) =: (� � �)(�) =: g�(�)zu. Durch die Abbildung L� wird ein Isomorphismus auf den R�aumen (IP dm)?
 undF
;� beschrieben.Aufgrund der Beziehungen(�; �)� = N�Xj=1 N�Xk=1 �j�k�(x�j � x�k)= �(L�(�))= �(L�(�))k�onnen wir das Skalarprodukt als eine Wirkung von einem Funktional auf diezugeordnete Funktion eines anderen Funktionals schreiben.Indem wir durch (L��;L��)� := (�; �)�auf F
;� ein Skalarprodukt einf�uhren, wird L� eine Isometrie.F�ur die weitere Vorgehensweise sei F
;� die Vervollst�andigung von F
;� bez�uglich(�; �)�.Es kann nachgewiesen werden, da� die Abbildung �L� von (IP dm)?
� nach F
;� mit(��; ��)� = (�L��; �L��)�; ��; �� 2 (IP dm)?
�;isometrisch isomorph ist.Im n�achsten Schritt versucht man, einen Weg zu �nden, der die Wirkung einesabstrakten Gebildes �� 2 (IP dm)?
� auf ein �f 2 F
;� beschreibt. Dazu beschr�anktman sich zuerst auf ein Funktional � aus (IP dm)?
 und spaltet die Betrachtungin den Fall m = 0 (positiv de�nit) und den Fall m > 0 (echt bedingt positivde�nit) auf. Anschlie�end f�uhrt eine Argumentation �uber Cauchy-Folgen zu demgesuchten Schlu�, da� ��( �f) = (�L�(��); �f)�f�ur �� 2 (IP dm)?
� und �f 2 F
;� gilt.Bemerkenswert ist noch, da� ein f aus F
;� stetig ist.Durch H
;� := ff : 
! IR : f stetig und es existiert ein Cf � 0 mitj�(f)j � Cf � k�k� f�ur alle � 2 (IP dm)?
gsei eine Teilmenge von C(
) eingef�uhrt. Ausj�( �f )j = (L��; �f )�� k�k�k �fk�



20 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENist erkennbar, da� F
;� sowie IP dm in H
;� enthalten sind. Auch enth�alt der Funk-tionenraum H
;� die direkte Summe F
;� � IP dm, und unsere Interpolanten ausAbschnitt 3.1 stammen ebenfalls aus H
;�.Durch kfk� := sup�2(IP dm)?
 ;�6=0 j�(f)jk�k�erkl�aren wir eine Norm auf H
;�=IP dm(
), wobeiIP dm(
) := ff : 
! IR j f = p j
 mit p 2 IP dmg:Diese Norm auf H
;�=IP dm(
) stimmt auf dem Unterraum F
;� mit der vorher-gehenden De�nition von k � k� �uberein.�Uber (�f)(�) := �(f); � 2 (IP dm)?
 ;wird f�ur jedes f 2 H
;� ein lineares Funktional �f auf (IP dm)?
 de�niert. Es giltj(�f)(�)j = j�(f)j � Cfk�k�;und wir erweitern �f auf (IP dm)?
� mit der selben Schranke. Nach dem Satz vonF. Riesz existiert ein eindeutiges Element ��f 2 (IP dm)?
�, so da� f�ur alle �� aus(IP dm)?
� die Beziehung (�f )(��) = (��; ��f )� = ��(f)gilt. Aufgrund der Isometrie k�onnen wir��f (�L�(��)) = ��L�(��f ); �L�(��)��= (��f ; ��)�= ��(�L���f )= (�f )(��)= ��(f)f�ur alle �� 2 (IP dm)?
� schreiben.Im RaumH
;�=IP dm(
) gilt kf� �L�(��f )k� = 0 und es folgt H
;�=IP dm(
) = F
;�.Mit diesen Erkenntnissen erhalten wir f�ur eine bedingt positiv de�nite radialeBasisfunktion � der Ordnung m aus der De�nition des Skalarproduktes(�; �)� = N�Xj=1 N�Xk=1 �j�k(2�)�d ZIRd '(!)ei(x�j�x�k )T! d!f�ur alle �; � 2 (IP dm)?
.Aus der Beziehung (f�; f�)� = (�; �)� und f̂�(!) = PN�k=1 �k'(!)e�ix�kT! k�onnenwir (�; �)� = (2�)�d ZIRd f̂�(!)f̂�(!)'(!) d!



3.3 Die Powerfunktion 21herleiten.Unsere Ausf�uhrungen geben Anla�, f�ur f; g 2 F
;� stets das Skalarprodukt(f; g)� := (2�)�d ZIRd f̂(!)ĝ(!)'(!) d!zu verwenden.Wir haben nun das R�ustzeug erworben, die Orthogonalit�atsrelation(f � sf ; sf)� = 0;wobei f 2 F
;� und sf die zugeh�orige Interpolante bez�uglich der radialen Basis-funktion � 2BPD(m) ist, herzuleiten.Gem�a� des Abschnittes 3.1 ist die Interpolante sf darstellbar alssf (x) = NXj=1�j�(x� xj) + QXk=1�kpk(x) =: g�(x) + p(x)mit � :=PNj=1 �j�xj 2 (IP dm)?
 und p 2 IP dm.Da (�; �)� eine symmetrische Bilinearform ist, bekommen wir durch Anwendungunserer obigen Ausf�uhrungen(f; sf)� = (f; g�)�= �(f)= �(sf )= (sf ; g�)�= (sf ; sf)�;was nichts anderes als unsere Orthogonalit�atseigenschaft zeigt. Aus der Eigen-schaft (f � sf ; sf )� = 0 l�a�t sich nat�urlich auch die Beziehungkf � sfk2� = kfk2� � ksfk2�ableiten.Im Folgenden werden wir stets F� statt der Schreibweise F
;� verwenden.Wir haben also soeben in aller K�urze den Native Space F� eingef�uhrt. Untersu-chungen des Native Spaces sind in der Literatur noch lange nicht abgeschlossen,so werden immer wieder neue Arbeiten �uber die Charakterisierung dieses Funk-tionenraumes ver�o�entlicht (zum Beispiel [30]). Wir wollen uns damit aber nichtweiter besch�aftigen, denn die dargestellten Ausf�uhrungen sind f�ur die Zweckedieser Arbeit vollkommen ausreichend.3.3 Die PowerfunktionWir haben schon im vorhergehenden Abschnitt 3.2 erw�ahnt, da� f�ur die Interpo-lation mit radialen Basisfunktionen im Native Space eine Fehlerabsch�atzung derForm jf(x)� sf(x)j � kfk� � P�;X(x)



22 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENmit der sogenannten Powerfunktion P�;X m�oglich ist. Die Formen der Fehler-absch�atzung des Multilevel-Verfahrens, die wir in dieser Arbeit entwickeln wer-den, benutzen bekannte Absch�atzungen f�ur die Powerfunktion und ihren Ablei-tungen (vgl. Abschnitt 5.3). Deshalb sollten wir hier die Powerfunktion mit ihrenwichtigsten Eigenschaften, die zum Teil bei unseren Absch�atzungstechniken Ver-wendung �nden, vorstellen.Da wir nur einen einfachen Zugang zur Powerfunktion darstellen, m�ochten wires aber nicht vers�aumen, auf weiterreichende Informationen, insbesondere einenallgemeineren Zugang, auf die Literatur wie zum Beispiel [44] und [55], zu ver-weisen.De�nition 3.2 Die nichtnegative Funktion P�;X , die erkl�art ist durchP 2�;X(x) = �(0) � 2 NXj=1uj(x)�(x� xj) + NXj=1 NXk=1 uj(x)uk(x)�(xk � xj) (3.6)entsprechend der Interpolation auf dem Datensatz X = fx1; : : : ; xNg bez�uglichder radialen Basisfunktion � 2 BPD(m) und den Notationen aus Abschnitt 3.1,hei�t Powerfunktion.Es sei kurz ins Ged�achtnis gerufen, da� die uj(x) gerade die L�osungen von (3.5)aus Abschnitt 3.1 sind. Wie unter anderem aus Wu/Schaback [55] ersichtlich ist,minimieren diese uj(x) den Ausdruck der rechten Seite in (3.6). Wir hatten schonin Abschnitt 3.1 erw�ahnt, da� der Vektoru(x) = (u1(x); : : : uN(x))Tmit der L�osung des MinimierungsproblemsMinimiere NXj=1 NXk=1wjwk�(xj � xk)� 2 NXj=1wj�(x� xj) + �(0)unter den Nebenbedingungen w 2 IRN , PNj=1 wjp(xj) = p(x) mit p 2 IP dm �uber-einstimmt.Ist � bedingt positiv de�nit der Ordnung mmit � 2 C j�j(0;1) und � 2 C2j�j umNull f�ur � 2 INd0 eine absolut integrierbare Funktion mit einem sch�onen Verhaltender nichtnegativen Fouriertransformierten �̂, die�(x) = (2�)�d ZIRd �̂(!)eixT! d!; x 2 IRd;gen�ugt, so gilt f�ur willk�urliche u1; : : : uN 2 IRdNXj=1 NXk=1 ujuk�(xj � xk)� 2 NXj=1 uj�(�)(x� xj) + �(2�)(0)= (2�)�d ZIRd j NXj=1ujeixTj ! � (i!)(�)eixT!j2�̂(!) d!: (3.7)Mit einigen zus�atzlichen Voraussetzungen an �̂ kann die Existenz des Integralsgezeigt werden (siehe u.a. [55]).



3.3 Die Powerfunktion 23Theorem 3.3 Existiere die verallgemeinerte Fouriertransformierte von � undstimme sie auf IRd n f0g mit einer stetigen Funktion �̂ �uberein. Dabei gen�uge �̂den Bedingungen0 < �̂(!) � C � ( k!k�d�s0 f�ur k!k ! 0k!k�d�s1 f�ur k!k ! 1mit Konstanten C 2 IR>0, s0; s1 2 IR, wobei wir zus�atzlich 2j�j < s1, � 2 INd0 ,und s0 < 2m voraussetzen. Dann gilt f�ur alle u1; : : : ; uN 2 IR, die PNj=1 ujp(xj) =p(�)(x) f�ur alle p 2 IP dm erf�ullen, da� (3.7) ein wohlde�niertes Integral ist.Unter den Voraussetzungen des obigen Theorems sind wir in der Lage, die Po-werfunktion beziehungsweise das Quadrat der �-ten Ableitung (P (�)�;X(x))2 in derFormminf (2�)�d ZIRd j NXj=1 ujeixTj ! � (i!)�eixT!j2�̂(!) d! : (3.8)u = (u1; : : : ; uN)T 2 IRN mit NXj=1ujp(xj) = p(�)(x) f�ur alle p 2 IP dmgdarzustellen. Dabei existiert das Integral im klassischen Sinn.Die Approximationsg�ute wird in Abh�angigkeit der Dichte der St�utzstellen durchh�(x) = h�;X(x) = supkx�yk�� min1�j�N ky � xjkmit einem festen � > 0 gemessen.Unsere gesuchte Absch�atzung der Powerfunktion ist Inhalt des folgenden Theo-rems.Theorem 3.4 Gen�uge � den Voraussetzungen von Theorem 3.3 und sei � 2 IR�0gegeben. Dann existieren positive reelle Konstanten h0 und C, so da� f�ur jedenPunktsatz X = fx1; : : : ; xng � IRd mit paarweise verschiedenen Punkten undjeden Punkt x 2 IRd mit h�(x) � h0 die Powerfunktion durchP (�)�;X (x) � C � hs1=2�j�j� (x)mit � 2 INd0 und 0 � j�j < s1=2 beschr�ankt werden kann.Da wir nur bekannte Tatsachen �uber die Powerfunktion zusammentragen wollen,verzichten wir hier auf Beweise und verweisen auf die Literatur (zum Beispiel[55]).Die Aussage von Theorem 3.4 wird uns wieder bei der L1-Absch�atzung desMultilevel-Verfahrens in Abschnitt 5.3 begegnen.Durch unsere bisherigen Erkenntnisse k�onnen wir s1 als eine die Approxima-tionsg�ute bestimmende Konstante ansehen. Ist das Verhalten der Fouriertrans-formierten der radialen Basisfunktion bekannt, so ist die Konstante s1 leicht



24 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENabzulesen. Da wir die Fouriertransformierten aller von uns betrachteten radialenBasisfunktionen schon kennen (Abschnitt 2.1), geben wir in der folgenden Tabelleradiale Basisfunktionen nebst der Gr�o�e der zugeh�origen Konstanten s1 an.radiale Basisfunktion s1 > 0(�1)k+1kxk2k+1; k 2 IN0 2k + 1Potenzen(�1)d�=2e(c2 + kxk2)�=2; � 2 IR>0 n 2IN; c > 0 beliebigMultiquadrics(c2 + kxk2)��=2 ; � 2 IR�0 n 2IN; c > 0 beliebiginverse Multiquadricse��kxk2 ; � > 0 beliebigGaussians (auch Gau�glocken genannt)(�1)k+1kxk2k log kxk; k 2 IN 2kThin-Plate Splines l;k(x); l = bd2c+ k + 1; k 2 IN 2k + 1Wendland-FunktionenTabelle 4Das Verhalten der Powerfunktion und damit auch das Fehlerverhalten der Inter-polation mit radialen Basisfunktionen kann demnach mit Hilfe des Verhaltens derFouriertransformierten der Basisfunktion im Unendlichen beschrieben werden.Man sagt, da� die radiale Basisfunktion � die lokale Approximationsg�ute � be-sitzt, wenn f�ur � > 0 eine Konstante h0 mit h�(x) � h0 existiert, so da� f�ur alleX = fx1; : : : ; xNg � IRd und alle x 2 IRd die Absch�atzungjf(x)� sf(x)j � Ckfk�h��(x)gilt.Wie bereits fr�uher erw�ahnt, spielt die Skalierung der radialen Basisfunktion � einegro�e Rolle. Dazu beleuchten wir jetzt den E�ekt einer Skalierung von � hinsicht-lich der Auswirkungen auf die Powerfunktion. Die Skalierung erfolgt dabei in dergewohnten Weise mit ��(�) = �(�=�) beziehungsweise f�ur die Fouriertransformier-te '�(�) = �d'(��).



3.4 Fehlerabsch�atzung des Ein-Schritt-Verfahrens 25Um eine Absch�atzung f�ur die Powerfunktion P�� ;X der skalierten Basisfunktion�� zu erhalten, m�ussen wir die Gr�o�en u(x) = u�;X(x) = (u1(x); : : : ; uN (x))T aus(3.5) und h�(x) = h�;X(x) untersuchen. Entsprechend den FestsetzungenA	;X = (	(xj � xk))1�j;k�N und R	;X(x) = (	(x� x1); : : : ;	(x� xN))Taus Abschnitt 3.1 istA�� ;X = A�;X=� und R�� ;X(x) = R�;X=�(x=�);und wir erhalten u�� ;X(x) = u�;X=�(x=�)sowie aus der Integraldarstellung der Powerfunktion durch eine einfache Reska-lierung P 2�� ;X(x) = P 2�;X=�(x=�):Ferner gilt h�;X=�(x=�) = supky�x=�k�� min1�j�N ky � xj=�k= 1� supk�y�xk��� min1�j�N k�y � xjk= 1�h��;X(x):Setzen wir dies in Theorem 3.4 ein, so bekommen wir im skalierten Fall mit��(�) = �(�=�) die Absch�atzungP (�)�� ;X(x) � C �1�h��;X(x)�s1=2�j�j :Hieran erkennen wir, da� sich im station�aren Fall mit � = a � h��;X(x) keineKonvergenzaussage folgern l�a�t. Ein Kompromi� w�are zum Beispiel � langsamerals h��;X(x) gegen Null gehen zu lassen, denn dann bek�amen wir eine Konvergenz,wobei die Struktur der Interpolationsmatrix weitgehend erhalten bleibt.Eine andere M�oglichkeit besteht in der Einf�uhrung eines Multilevel-Verfahrens inder Ho�nung, eine Konvergenzaussage im station�aren Fall zu erreichen.3.4 Fehlerabsch�atzung des Ein-Schritt-VerfahrensBevor wir zur Multilevel-Methode und ihren Fehlerabsch�atzungen kommen, soll-ten wir der Vollst�andigkeit halber einige Worte �uber die Fehlerabsch�atzung desEin-Schritt-Interpolationsverfahrens verlieren.Dazu sei wie bisher die zu interpolierende Funktion f : IRd ! IR aus dem Na-tive Space F�. Gem�a� Abschnitt 3.1 besitzt die Interpolante sf zur Funktion f



26 3 INTERPOLATION MIT RADIALEN BASISFUNKTIONENauf dem Datensatz X = fx1; : : : ; xNg bez�uglich der radialen Basisfunktion � 2BPD(m) die "Lagrange-artige\ Darstellungsf (x) = NXj=1 uj(x)f(xj)mit uj(xk) = �jk, 1 � j; k � N .Betrachten wir den Fehlerterm f�sf genauer, so kommenwir ohne gro�e Umwegeauf eine Fehlerabsch�atzung.Satz 3.5 Ist f : IRd ! IR aus dem Native Space F�, so gilt f�ur � 2 INd0 dieFehlerdarstellung���f (�)(x)� s(�)f (x)��� = ������(2�)�d ZIRd f̂ (!)0@(i!)�eixT! � NXj=1 u(�)j (x)eixTj !1A d!������ ;wobei u(�)(x) = �u(�)1 (x); : : : ; u(�)N (x)�T die L�osung von A PP T 0 ! u(�)(x)v(�)(x) ! =  R(�)(x)S(�)(x) !ist.Beweis: Gen�ugt die Fouriertransformierte von f der Beziehungf(y) = (2�)�d ZIRd f̂(!)eiyT ! d!;so ergibt eine einfache Rechnung die Behauptung. Da die distributionelle Fourier-transformation einen Automorphismus in S 0 beschreibt, l�a�t sich die Behauptungauch im Sinne der Distributionentheorie beweisen. 2Aus der Integraldarstellung der Powerfunktion (3.7) beziehungsweise (3.8) schlie-�en wir, da� 0@ NXj=1u(�)j (x)eixTj � � (i�)�eixT �1Aq�̂(�)aus dem Raum L2(IRd) stammt.Damit ist das Produkt̂f(�)q�̂(�)q�̂(�)0@ NXj=1u(�)j (x)eixTj � � (i�)�eixT �1Aaus dem Raum L1(IRd) aller absolut integrierbaren Funktionen. Unter Anwen-dung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir sofortjf (�)(x)� s(�)f (x)j �  (2�)�d ZIRd jf̂(!)j2�̂(!) d!�(2�)�d ZIRd �̂(!)j NXj=1 u(�)j (x)eixTj ! � (i!)�eixT!j2 d!1A1=2= kfk� � P (�)�;X (x)



3.4 Fehlerabsch�atzung des Ein-Schritt-Verfahrens 27mit � 2 INd0 .Ist die radiale Basisfunktion � mit � > 0 skaliert, so ergibt sich nat�urlichjf (�)(x)� s(�)f (x)j � kfk�� � P (�)�� ;X(x): (3.9)Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.3 k�onnen wir dann P (�)�� ;X weiter absch�atzen.Als wesentliche Aussage dieses Abschnittes betrachten wir die Fehlerabsch�atzung(3.9). Interpolieren wir f � sf durch die Null-Funktion, so bekommen wir inAnlehnung an (3.9) durch die gew�ohnliche Fehleranalyse im Native Space dieForm jf (�)(x)� s(�)f (x)j � kf � sfk�� � P (�)�� ;X(x);die bei unseren Multilevel-Absch�atzungstechniken Anwendung �ndet.



28 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODE4 Multilevel-Interpolationsmethode4.1 Vorstellung der Multilevel-MethodeNachdem uns schon die Ein-Schritt-Interpolationsmethode mit radialen Basis-funktionen aus Abschnitt 3.1 bekannt ist, kommen wir jetzt zur Multilevel-Me-thode.Bereits durch die Einleitung sind wir auf die Einf�uhrung einer Multilevel-Inter-polationsmethode vorbereitet. Die Idee einer Multilevel-Methode ergibt sich ausdem Konikt heraus, sehr gro�e Datens�atze auf eine numerisch stabile Art beigleichzeitig guter Reproduktion der Originaldaten zu interpolieren ([42]). Ein an-derer Aspekt, der f�ur die Einf�uhrung eines Multilevel-Verfahrens spricht, erw�achstaus der Tatsache, da� sich der Fehler zwischen der zu interpolierenden Funktionf und der zugeh�origen Interpolanten sf verhalten soll wiej(f � sf )(x)j ! 0 f�ur h! 0; x 2 IRd:Berechnen wir die Interpolante mit der skalierten radialen Basisfunktion �� imstation�aren Fall mit � = a � h, so ist aus Abschnitt 3.3 und 3.4 eine Fehler-absch�atzung der Artj(f � sf )(x)j � Ckfk��  h�!s1=2 = Ckfk�� �1a�s1=2mit der Norm k � k�� und einem speziellen s1 2 IR>0 bekannt. F�ur eine Konver-genzaussage besteht das Problem in der Kontrolle von kfk�� = kfk�ah . Es istalso erst einmal keine Konvergenz f�ur h! 0 erkennbar.Von den obigen Beobachtungen inspiriert, versuchen wir eine Fehlerabsch�atzungdes Multilevel-Verfahrens herzuleiten, bei der der Fehler mit Erh�ohung des Le-vels beliebig klein wird. Dazu m�ussen wir uns von der eben beschriebenen Fehler-absch�atzung trennen und einen anderen Zugang suchen. Die Herleitung solcherFehlerabsch�atzungen soll Inhalt der folgenden Abschnitte sein. Doch bevor wirdazu kommen, sollten wir zun�achst die Multilevel-Interpolationsmethode mit ra-dialen Basisfunktionen vorstellen.Ausganspunkt ist der DatensatzX = fx1; : : : ; xNg � 
 � IRdmit N 2 IN gro�. Desweiteren sei die Funktion f : IRd ! IR mit den paarwei-se verschiedenen St�utzstellen f(xj), j = 1; : : : ; N , gegeben. Bis zu dieser Stellebesteht vollst�andige �Ubereinstimmung mit der Interpolationsmethode, die wir inAbschnitt 3.1 kennengelernt haben.Im Unterschied zur Ein-Schritt-Methode zerlegen wir den Datensatz X in eineFolge X0 � X1 � : : : � XM�2 � XM�1 = X



4.1 Vorstellung der Multilevel-Methode 29von M ineinandergeschachtelter UntermengenXk = nx(k)1 ; : : : ; x(k)Nko � X; 1 � k �M � 1:Dieses erlaubt uns, die Interpolation in M Schritte aufzuspalten.Die Dichtheit des Datensatzes Xk kann auf verschiedenen Wegen gemessen wer-den, aber wir wollen hier nur zwei M�oglichkeiten erw�ahnen. Zum einen ist da derSeparationsabstand qXk := 12 min1�i<j�Nk kx(k)i � x(k)j kund zum anderen mi�th�;Xk(x) := supky�xk�� min1�j�Nk ky � x(k)j kdie Dichte der St�utzstellen x(k)j von Xk um x.Das Kriterium f�ur die Zerlegung der Datens�atze sollte darin bestehen, da� der Se-parationsabstand qXk�1 nach M�oglichkeit gr�o�er als qXk sein sollte. Folglich mu�man das Paar von Punkten mit dem geringsten Abstand lokalisieren, um danneinen dieser Punkte zu entfernen.Auf einen Algorithmus, der aus dem gegebenen Datensatz X eine Folge vonDatens�atzen Xk generiert, m�ochten wir nicht n�aher eingehen. F�ur weitere Infor-mationen kann man aber den in Floater/Iske [15] beschriebenen Thinning Algo-rithmus zu Rate ziehen.Ist h�;Xk � qXk , so bedeutet das, da� der zugeh�orige Datensatz asymptotischgleichm�a�ig verteilt ist, das hei�t es treten keine "L�ocher\ und keine "H�aufun-gen\ auf.Beschreiben wir nun den Multilevel-Algorithmus. Wir starten mit der Interpola-tion auf dem "gr�obsten\ Datensatz X0. Die Interpolante auf diesem Datensatz,die wir mit s0 bezeichnen, wird gem�a� der Ausf�uhrungen �uber die Ein-Schritt-Interpolationsmethode des Abschnittes 3.1 berechnet. Benutzen wir zur Berech-nung von s0 die radiale Basisfunktion �(0), so bekommen wir die Darstellungs0(x) = N0Xj=1�(0)j �(0)(x� x(0)j ):F�ur die Koe�zienten �(0)j , 1 � j � N0, gelten dabei nat�urlich die Erl�auterungenaus Abschnitt 3.1. M�oglicherweise mu� entsprechend unserer dortigen Erfahrun-gen dieser Darstellung der Interpolanten f�ur spezielle radiale Basisfunktionen einmultivariates Polynom hinzugef�ugt werden. Doch wollen wir diesen Fall der Ein-fachheit halber hier au�er Acht lassen.In �ahnlicher Weise verfahren wir weiter. Sind die Interpolantens0; s1; : : : ; sk�1bereits berechnet, so interpolieren wir im (k + 1)-ten Schritt die Fehlerfunktionf�s0�s1�: : :�sk�1 mit Hilfe der radialen Basisfunktion �(k) auf dem Datensatz



30 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEXk; das Ergebnis sei die Interpolante sk. Die Darstellung der Interpolanten siehtdann folgenderma�en aus:sk(x) = NkXj=1�(k)j �(k)(x� x(k)j );wobei die Koe�zienten unter anderem von der Fehlerfunktion f � s0� : : :� sk�1abh�angen. Wie bereits eingangs erw�ahnt, sollte dabei �(k) proportional zu h�;Xkbeziehungsweise qXk skaliert werden.Obiges Verfahren wird bis k = : : : ;M � 2;M � 1 wiederholt.Pr�aziser gesprochen interpoliert also sk auf dem Datensatz Xk und das Interpo-lationsschema hat die Gestalts0 jX0 = f jX0;s1 jX1 = (f � s0) jX1;...sM�1 jXM�1 =  f � M�2Xk=0 sk! jXM�1 :Daraus resultiert die Identit�at(s0 + : : :+ sM�1) jX= f jX ;was nichts anderes besagt, als da�s = s0 + : : :+ sM�1unsere Ausgangsfunktion f auf dem vorgegebenen Datensatz X interpoliert.Obwohl das obige iterative Interpolationsschema leicht nachvollziehbar ist, st�o�tman bei dem Versuch einer Fehlerabsch�atzung immer wieder auf Schwierigkeiten.Dieses �au�ert sich zum Beispiel darin, da� wir in den nachfolgenden Abschnittenbei der Entwicklung der Techniken f�ur eine Fehlerabsch�atzung auf mehr oder we-niger stark einschr�ankenden Voraussetzungen aufbauen m�ussen. Dar�uberhinauswerden wir uns auf den station�aren Fall mitXk = hkZZd, 0 < h < 1, beschr�anken.4.2 Die kardinale Funktion X1;aDas Problem bei der Interpolation einer multivariaten Funktion f : IRd ! IR aufdem hnZZd-Gitter, n 2 IN0, mit einer (mit �n skalierten) radialen Basisfunktion� : IRd ! IR besteht darin, eine Folge von reellen Koe�zienten fdkgk2ZZd zu�nden, so da� die InterpolanteInf(x) = sn(x) = Xk2ZZd dk��n(x� hnk)



4.2 Die kardinale Funktion X1;a 31wohlde�niert ist und auf hnZZd mit der Funktion f �ubereinstimmt.In Anlehnung hieran versuchen wir Koe�zienten fckgk2ZZd zu �nden, mit denendie kardinale Funktion Xhn;�n(x) = Xk2ZZd ck��n(x� hnk)eine absolut konvergente Summe mit Xhn;�n(hnj) = �0j f�ur alle j 2 ZZd ist. Dabeisoll der erste Index die Interpolation auf dem Gitter hnZZd verdeutlichen und derzweite Index soll anzeigen, da� die radiale Basisfunktion mit �n skaliert ist. Wirsetzen dann Inf(x) = Xk2ZZd f(khn)Xhn;�n(x� hnk);falls diese Summe konvergiert.Doch zun�achst beschr�anken wir uns auf die Interpolation auf dem ZZd-Gitter undlassen eine Skalierung der radialen Basisfunktion au�er Acht. So suchen wir alsoKoe�zienten fckgk2ZZd, mit denenX (x) = Xk2ZZd ck�(x� k) (4.10)eine absolut konvergente Summe ist und X (j) = �0j f�ur alle j 2 ZZd erf�ullt ist.Die Interpolante wird dann durchXk2ZZd f(k)X (x� k) (4.11)gegeben, falls diese Summe konvergiert.Es ist nun interessant zu erfahren, unter welchen Umst�anden (4.11) konvergiert.Auch werden wir auf die Eindeutigkeit der kardinalen Funktion (4.10) eingehen.Dabei st�utzen wir uns haupts�achlich auf Buhmann [8]. Andere Untersuchungen�uber die kardinale Funktion �ndet man auch in Powell [37].De�nition 4.1 Eine Funktion � hei�t zul�assig der Ordnung m 2 ZZ auf IRd,wenn �̂ = ' 2 C2d+m(IRd nf0g) und wenn es Konstanten � > 0, A 6= 0, � 2 [0; 1)und � > � gibt, so da�i) jDp'(!)j = O(k!k�d��) f�ur k!k ! 1, p 2 ZZd+, p � 2d+m,ii) '(!) = Ak!k�m�d+�(1 + g(k!k)), wobei jg(q)(k!k)j = O(k!k��q), 0 � q �2d +m f�ur kleine k!kiii) j�(x)j = O(kxkm�(kxk)) f�ur kxk ! 1 und � : IR ! IR mit �(kxk) =o(kxk��) , 1=�(kxk) = o(kxk��) f�ur kxk ! 1 und jedes �� > 0.iv) d+m ist positivv) Pj2ZZd '(! + 2�j) besitzt keine Nullstellen.



32 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEIst � zul�assig der Ordnung m f�ur alle d, so sagen wir einfach, da� � zul�assig derOrdnung m ist. F�ur den Fall � = 0 nennen wir � zul�assig von exakter Ordnung mauf IRd. Manchmal lassen wir die Wendung "der Ordnung m\ fallen und sprecheneinfacher von einem zul�assigen �.Bem. Die Funktion g aus Punkt ii) der De�nition ist immer aus C2d+m(IR>0),da �̂ = ' 2 C2d+m(IRd n f0g). Auch die FunktionXj2ZZd '(! + 2�j); ! 2 IRd n 2�ZZd;ist wohlde�niert und aus C2d+m(IRd n 2�ZZd) durch Forderung i) und weil ' 2C2d+m(IRd n f0g).Beispiel 4.2 F�ur q = 0; 1; 2; 3; : : : ist �(x) = kxk2q+1 zul�assig von exakter Ord-nung 2q + 1, was unter anderem mit Hilfe von Jones [27] ersichtlich ist.Als n�achsten Schritt wollen wir die Existenz der kardinalen Funktion (4.10) n�aheruntersuchen.Satz 4.3 Sei � zul�assig auf IRd. Dann ist die FunktionX (x) = 1(2�)d ZIRd eixT! '(!)Pk2ZZd '(! + 2�k) d!; x 2 IRd; (4.12)wohlde�niert und stetig und gen�ugt den Bedingungen X (j) = �0j f�ur alle j 2 ZZd.Beweis:Gleichung (4.12) ist wohlde�niert und stetig, weil '(!)Pk2ZZd '(!+2�k) absolutintegrierbar ist. Weiterhin istX (x) = (2�)�d Xl2ZZd Z[��;�]d eixT!e2�ixT l '(! + 2�l)Pk2ZZd '(! + 2�l + 2�k) d!= (2�)�d Z[��;�]d eixT!Pl2ZZd e2�ixT l'(! + 2�l)Pk2ZZd '(! + 2�k) d!und daraus folgt die zweite Behauptung des Satzes. 2Interessant ist nun, ob die Funktion (4.12) tats�achlich von der geforderten Form(4.10) ist.Wie bereits erw�ahnt, spielt die Konvergenz der Summe (4.11) eine entscheidendeRolle. Deshalb decken wir Verhaltenseigenschaften der Funktion (4.12) auf, soda� wir passende Wachstumseigenschaften von f �nden beziehungsweise fordernk�onnen. Das folgende Theorem wird uns solche Verhaltenseigenschaften zeigen.Theorem 4.4 Sei � zul�assig der Ordnung m auf IRd. Dann gen�ugt die kardinaleFunktion der BedingungjX (x)j = O(kxk�2d�m+�); kxk ! 1;wobei � eine Konstante aus De�nition 4.1 ist.



4.2 Die kardinale Funktion X1;a 33Beweis: Als Ausgangspunkt dient die Tatsache, da� (4.12) die inverse Fourier-transformierte von '(�)Pk2ZZd '(�+2�k) ist. Wir de�nieren#(!) = 241 � Xk2ZZd �(k! + 2�kk2)35 1Pl2ZZd '(! + 2�l); ! 2 IRd;wobei � 2 C1(IR) nichtnegativ ist, einen Tr�ager in (��2; �2) mit 0 < � < � < �besitze und �(s) = 1 f�ur s 2 [��2; �2]. Zum Beispiel kann mit��(s) = ( e�1=s2 : s > 00 : sonst� als �(s) = ��(�2 � jsj)��(�2 � jsj) + ��(jsj � �2)gew�ahlt werden.Der weitere Beweis in [8] basiert darauf, da� das Integral in (4.12) in zwei IntegraleZIRd eixT!#(!)'(!) d!ZIRd eixT! Xk2ZZd �(k! + 2�kk2) '(!)Pl2ZZd '(! + 2�l) d!aufgespalten wird und das Verhalten jedes dieser zwei Integrale f�ur kxk ! 1separat untersucht wird. 2Theorem 4.4 zeigt uns somit, da� (4.11) immer wohlde�niert ist, wenn jf(x)j =O(kxkd+m�1).Au�erdem ist ersichtlich, da� X absolut integrierbar ist; die Fouriertransformiertelautet X̂ (!) = '(!)Pk2ZZd '(! + 2�k) ; ! 2 IRd:Wir werden noch zeigen, da� die kardinale Funktion (4.12) tats�achlich von dergeforderten Form (4.10) ist und die Koe�zienten fckgk2ZZd durchck = (2�)�d Z[��;�]d eikT !Pl2ZZd '(! + 2�l) d! (4.13)gegeben sind.Als n�achstes geben wir ein Theorem an, welches das Verhalten der Koe�zientenfckgk2ZZd beschreibt.Theorem 4.5 Sei � zul�assig der Ordnung m auf IRd. Dann besitzen die Koe�-zienten fckgk2ZZd von (4.13) das Verhaltenjckj = O(kkk�2d�m+�) f�ur kkk ! 1;wobei � aus De�nition 4.1 stammt.



34 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEBeweis: Der Beweis in [8] l�auft �ahnlich zu dem Beweis von Theorem 4.4. DasIntegral in (4.13) wird in zwei �nite Integrale(2�)�d Z[��;�]d eikT!#(!) d! und(2�)�d ZIRd eikT!�(k!k2) 1Pk2ZZd '(! + 2�k) d!aufgesplittet und das Verhalten f�ur gro�e k 2 ZZd (beziehungsweise f�ur kkk gro�)separat f�ur jedes dieser Integrale analysiert. 2Wir m�ussen noch zeigen, da� sich die kardinale Funktion (4.12) auf die Form(4.10) reduziert, falls die Koe�zienten fckgk2ZZd durch (4.13) gegeben sind.Theorem 4.6 Ist � zul�assig auf IRd und seien fckgk2ZZd die durch (4.13) ge-gebenen Fourierkoe�zienten. Dann ist die kardinale Funktion (4.12) die absolutkonvergente Folge (4.10).Beweis: Der Beweis verwendet unter anderem Theorem 4.5 und ist in Buhmann[8] zu �nden. 2Das folgende Theorem gibt Aufschlu� �uber die Eindeutigkeit der kardinalen Funk-tion (4.10) f�ur jede zul�assige radiale Basisfunktion �.Theorem 4.7 Sei � zul�assig der Ordnung m auf IRd. Dann gibt es genau einekardinale Funktion der Form (4.10), die den Bedingungen X (j) = �0j f�ur allej 2 ZZd gen�ugt und f�ur deren Koe�zienten fckgk2ZZd die Beziehungjckj = O(kkk�d�m�~�)f�ur kkk !1 und ein ~� > 0 gilt.Beweis: Satz 4.3, Theorem 4.5 und Theorem 4.6 implizieren, da� mindestenseine solche kardinale Funktion (4.10) existiert.Sei ~X (x) = Pk2ZZd ~ck�(x�k) eine weitere kardinale Funktion mit den gegebenenEigenschaften. Dann istXk2ZZd ck�l8<: Xj2ZZd(~cj � cj)�(k � j)9=; (4.14)f�ur l 2 ZZd wohlde�niert und verschwindet wegen ~X (k) � X (k) = 0 f�ur allel 2 ZZd.Da � zul�assig der Ordnung m auf IRd ist, giltj�(x)j = O(kxkm+~�); kxk !1;f�ur jedes ~� > 0.W�ahlen wir nun ~� 2 (0;min(1 � �; ~�)), wobei � die Konstante aus De�nition



4.2 Die kardinale Funktion X1;a 354.1 ist. Da wir Kenntnisse �uber das Verhalten von j�(x)j beziehungsweise jckjf�ur kxk ! 1 beziehungsweise kkk ! 1 besitzen, sind wir in der Lage jedenTerm in der Doppelsumme (4.14) abzusch�atzen, woraus wiederum die absoluteKonvergenz ersichtlich wird.Somit k�onnen wirXk2ZZd Xj2ZZd ck�l(~cj � cj)�(k � j) = Xj2ZZd(~cj � cj) Xk2ZZd ck�(k + l� j)= Xj2ZZd(~cj � cj)X (j � l)= ~cl � clschreiben, was dann den Beweis komplettiert. 2Greifen wir das angegebene Beispiel nochmals auf, so sind wir jetzt in der Lage,Aussagen �uber das Verhalten der kardinalen Funktion zu tre�en.Beispiel 4.8 Die (eindeutige) kardinale Funktion zu �(x) = kxk2q+1 gen�ugtjX (x)j = O(kxk�2d�2q�1)f�ur kxk ! 1 und q 2 IN0.Unsere folgenden Aussagen �uber die pr�azise Rekonstruktion von Polynomen ba-sieren auf einem Theorem von Jackson [23].Theorem 4.9 Sei � 2 C(IRd), so da� f�ur l 2 IN0 und eine Konstante � > 0jX (x)j = O(kxk�l�d��); kxk !1 und (4.15)Dp(X̂ � �0k)(2�k) = 0 f�ur alle k 2 ZZd; p 2 INd0 ; jpj � l (4.16)gelte. Dann ist (4.11) f�ur alle f 2 IP dl wohlde�niert und es gilt Pk2ZZd f(k)X (� �k) = f(�) f�ur diese f .Theorem 4.9 ist unter speziellen Umst�anden auch bekannt als die sogenannte"Strang and Fix\-Bedingung (siehe zum Beispiel [29]).Wenden wir dieses Theorem auf zul�assige Funktionen an, so erhalten wirKorollar 4.10 Sei � zul�assig der Ordnung m auf IRd. Dann ist (4.11) wohlde-�niert und exakt f�ur Polynome vom Grad kleiner gleich m+ d� 1.Beweis: Durch Theorem 4.4 gilt (4.15) f�ur l = m+ d� 1 und � = 1�� > 0. Da-her ist die Wohlde�niertheit gezeigt. Der Rest der Behauptung beweist sich mitder Forderung ii) aus De�nition 4.1 in Verbindung damit, da� X̂ 2 Cm+d�1(IRd)und (4.16) f�ur l = m + d � 1 gezeigt werden kann, wodurch das Korollar eineKonsequenz von Theorem 4.9 ist. 2Punkt ii) aus De�nition 4.1 macht uns klar, da� die Klasse der zul�assigen radialen



36 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEFunktionen nicht jede beliebige, integrierbare radiale Basisfunktion beinhaltet. ImAbschnitt 2.2 haben wir in Erfahrung bringen k�onnen, da� die bedingte positi-ve De�nitheit einer Funktion vom Polverhalten ihrer Fouriertransformierten imNullpunkt abh�angt.Durch eine Gegen�uberstellung von De�nition 4.1 und der Charakterisierung be-dingt positiv de�niter Funktionen aus Abschnitt 2.2 erkennen wir, da� positivde�nite Funktionen (BPD(0)) nicht zul�assig sind. So sind zum Beispiel die Gau�-glocken wie auch die Wendland-Funktionen nicht zul�assig.Um aber auch den Fall dieser Funktionen abdecken zu k�onnen, f�uhren wir eineneue Klasse von radialen Basisfunktionen ein.De�nition 4.11 Eine Funktion � 2 C(IRd) hei�t pseudo-zul�assig auf IRd, wennes Konstanten 1 und 2 gibt, so da�i) j�(x)j = O(kxk�d�1); kxk ! 1,ii) j'(!)j = j�̂(!)j = O(k!k�d�2); k!k ! 1,iii) Pk2ZZd �(k)e�ikT x 6= 0 f�ur alle x 2 IRd.Beispiel 4.12 Die Gau�glocken �(x) = e��kxk2 sind pseudo-zul�assig auf IRd f�uralle � > 0, � 2 IR; was leicht durch Anwendung von �̂(!) = ����d=2 e�k!k2=4� undder Poisson'schen Summenformel zu erkennen ist.Theorem 4.13 Sei � pseudo-zul�assig auf IRd. Dann gibt es eine eindeutige Folgevon Koe�zienten fckgk2ZZd, so da� (4.10) absolut konvergent ist und X (j) = �0jf�ur alle j 2 ZZd erf�ullt ist. Dar�uberhinaus ist (4.10) absolut integrabel und gen�ugtXk2ZZd jX (x� k)j <1; x 2 IRd:Beweis: Der Beweis verwendet Aussagen von Wiener, wie sie beispielsweise in[21] oder [39] zu �nden sind. Die Eindeutigkeit kann analog zum Beweis zu Theo-rem 4.7 gezeigt werden. 2Baxter ist in [4] n�aher auf den Fall der Gau�glocken eingegangen und stie� auf ei-nige Eigenschaften der Koe�zienten fckgk2ZZd, wie zum Beispiel auf (�1)jkjck � 0f�ur jedes k 2 ZZd, wobei jkj = k1 + : : :+ kd.Leider besitzt die Interpolation mit pseudo-zul�assigen radialen Basisfunktioneneinen entscheidenden Nachteil, wie folgendes Theorem zeigt.Theorem 4.14 Falls � pseudo-zul�assig auf IRd ist, dann ist (4.11) nicht exaktf�ur konstante Funktionen, wenn nicht '(2�k) = 0 f�ur alle k 2 ZZd n f0g erf�ulltist.



4.2 Die kardinale Funktion X1;a 37Beweis:Wir wollen den Beweis nicht in allen Einzelheiten f�uhren. Da die SummeXk2ZZd�(k)e�ikT ! = Xj2ZZd '(! + 2�j)nicht verschwindet, haben wir unter anderem durch den Beweis zu Theorem 4.13ck = (2�)�d Z[��;�]d eikT!Pj2ZZd '(! + 2�j) d!:Deshalb ist X (x) = Xk2ZZd ck�(x� k)= (2�)�d Z[��;�]d Pl2ZZd eixT (!+2�l)'(! + 2�l)Pk2ZZd '(! + 2�k) d!= (2�)�d ZIRd eixT! '(!)Pk2ZZd '(! + 2�k) d!:Da (4.10) (absolut) integrierbar ist, istX̂ (!) = '(!)Pk2ZZd '(! + 2�k) :Setzen wir voraus, da� (4.11) f�ur f � 1 exakt ist. Dann ist1 � Xk2ZZdX (x� k) = Xk2ZZd e�ixT 2�kX̂ (2�k):Aus der linearen Unabh�angigkeit der Funktionen fe�ixT 2�k : x 2 IRdg, k 2 ZZd,folgt X̂ (2�k) = �0kund so '(2�k) = 0 f�ur alle k 2 ZZd n f0g. 2Daher reproduziert Xk2ZZd f(k)X (x� k)keine konstanten Funktionen f , wenn � pseudo-zul�assig auf IRd und '(2�k) =�̂(2�k) 6= 0 f�ur mindestens ein k 6= 0 ist. Aufgrund dieser Ergebnisse kann mansagen, da� Approximanten beziehungsweise Interpolanten mit zul�assigen radialenBasisfunktionen den Interpolanten mit pseudo-zul�assigen radialen Basisfunktio-nen in gewissen Bereichen �uberlegen sind.Bevor wir die obigen Erkenntnisse bei der Multilevel-Interpolation anwenden,m�ochten wir noch auf einige, daraus resultierende Aussagen aufmerksam ma-chen.Wie gesehen, sind die Koef�zienten fckgk2ZZd aus (4.10) von der Formck = (2�)�d Z[��;�]d eikT!Pl2ZZd '(! + 2�l) d!; k 2 ZZd:



38 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEDie kardinale Funktion (4.10) erf�ullt X (j) = �0j, j 2 ZZd, und so bekommen wirX (j) = Xk2ZZd ck�(k � j)= (2�)�d Xk2ZZd ck ZIRd '(!)ei(k�j)T! d!= (2�)�d ZIRd '(!)Tc(!)e�ijT ! d!mit Tc(!) = Pk2ZZd ckeikT!.Benutzen wir, da� Tc 2�-periodisch ist, dann haben wirX (j) = (2�)�d Xl2ZZd Z[��;�]d '(! + 2�l)Tc(! + 2�l)e�ijT (!+2�l) d!= (2�)�d Z[��;�]d Xl2ZZd '(! + 2�l)Tc(!)e�ijT! d!:Da Z[��;�]d eijT t dt = ( (2�)d : j = 00 : j 6= 0 ;setzen wir Tc(z) := 1Pk2ZZd '(z + 2�k) :F�ur zul�assige beziehungsweise pseudo-zul�assige radiale Basisfunktionen � undaus der Eindeutigkeit der Koe�zienten fckgk2ZZd erhalten wir f�ur die ck's dieangegebene Form.Spannender wird es, wenn wir vom ZZd-Gitter auf das Gitter hnZZd �ubergehen unddie radiale Basisfunktion skalieren. Im Folgenden gehen wir nur von zul�assigenbeziehungsweise pseudo-zul�assigen radialen Basisfunktionen aus.Sei die radiale Basisfunktion � mit � > 0 skaliert, das hei�t��(�) = �(�=�)beziehungsweise f�ur die zugeh�orige Fouriertransformierte'�(�) = �d'(��):Satz 4.15 Sei �� zul�assig beziehungsweise pseudo-zul�assig auf IRd. Dann ist dieFunktion X1;�(x) := (2�)�d ZIRd eixT! '�(!)Pj2ZZd '�(! + 2�j) d!wohlde�niert und erf�ullt die Bedingungen X1;�(j) = �0j f�ur alle j 2 ZZd.



4.2 Die kardinale Funktion X1;a 39Beweis: Die Wohlde�niertheit hatten wir bereits besprochen; der zweite Teil derBehauptung folgt aus einfacher Rechnung:X1;�(j) = (2�)�d ZIRd eijT! '�(!)Pk2ZZd '�(! + 2�k) d!= (2�)�d Z[��;�]d eijT! d!= �0j: 2Satz 4.16 Die Funktion Xh;�, die de�niert ist durchXh;�(x) := (2�)�dhd ZIRd eixT! '�(!)Pk2ZZd '�(! + 2�k=h) d!;erf�ullti) Xh;�(jh) = �0j; j 2 ZZd,ii) Xh;� 2 spanf��(� � jh); j 2 ZZdg,iii) Xh;�(x) = X1;�=h(x=h); insbesondere gilt mit � = a � h im station�aren FallXh;�(x) = X1;a(x=h);iv) Xh;�(x) = Xh� ;1(x=�), insbesondere f�ur � = a � h: Xh;�(x) = X 1a ;1( xah).Beweis: Es giltXh;�(x) = (2�)�dhd ZIRd eixT! '�(!)Pk2ZZd '�(! + 2�k=h) d!= (2�)�dhd ZIRd eixT! '(�!)Pk2ZZd '(�! + 2�k�=h) d!= (2�)�d  h�!d ZIRd ei(x=�)T! '(!)Pk2ZZd '(! + 2�k�=h) d!:Damit sehen wirXh;�(jh) = (2�)�d  h�!d Xl2ZZd Z[� �h�; �h�]d ei(jh=�)T (!+2��l=h)'(! + 2��l=h)Pk2ZZd '(! + 2�k�=h) d!= (2�)�d  h�!d  �h!d Z[��;�]d eijT! d!= �0j:



40 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEPunkt iii) des Satzes l�a�t sich durch einfache Reskalierung herleiten, dennX1;�=h(x=h) = (2�)�d ZIRd ei(x=h)T! '�=h(!)Pk2ZZd '�=h(! + 2�k) d!= (2�)�dhd ZIRd eixT! '�(!)Pk2ZZd '�(! + 2�k=h) d!= Xh;�(x):Ebenfalls durch einfache Rechnung zeigt sich die Richtigkeit von Punkt iv) desSatzes, daXh=�;1(x=�) = (2�)�d  h�!d ZIRd ei(x=�)T! '1(!)Pk2ZZd '1(! + 2�k�=h) d!= (2�)�d  h�!d ZIRd eixT!=� '�(!=�)Pk2ZZd '�(!=� + 2�k=h) d!= (2�)�dhd ZIRd eixT! '�(!)Pk2ZZd '�(! + 2�k=h) d!= Xh;�(x):Punkt ii) folgt mit Hilfe von Punkt iii), dennXh;�(x) = X1;�=h(x=h)= Xk2ZZd ck��=h(x=h� k)= Xk2ZZd ck��(x� kh): 2Die gewonnenen Erkenntnisse werden uns bei der Fehlerabsch�atzung der Multi-level-Interpolation mit radialen Basisfunktionen in den kommenden Abschnittengro�e Dienste erweisen.4.3 Multilevel-Methode mit kardinaler FunktionDa wir mittlerweile Kenntnis �uber die Multilevel-Methode besitzen, wollen wiruns noch einige Gedanken �uber die Anwendung der kardinalen Funktion ausAbschnitt 4.2 bei dem Multilevel-Verfahren machen.Bezeichnen wir wie bisher die Interpolante zu f auf dem hnZZd-Gitter bez�uglichder mit �n skalierten radialen Basisfunktion � mit Inf , so k�onnen wirInf(x) = Xk2ZZd dk��n(x� hnk)beziehungsweise Inf(x) = Xk2ZZd f(khn)Xhn;�n(x� hnk)



4.3 Multilevel-Methode mit kardinaler Funktion 41schreiben. Die Konvergenz der Summe wollen wir hier nicht weiter diskutieren,denn im Fall der von uns betrachteten radialen Basisfunktionen sind wir bereitsdarauf eingegangen (vgl. Abschnitt 4.2).Im Folgenden wollen wir ausschlie�lich auf den station�aren Fall mit �n = a � hn,a 2 IR�0; n 2 IN0 und h 2 IR, 0 < h < 1, eingehen. Durch die Eigenschaften derkardinalen Funktion im station�aren Fall werden wir eine einfache Darstellung desFehlerterms im (n + 1)-ten Interpolationsschritt auf dem hnZZd-Gitter herleitenk�onnen.Dazu schreiben wir erst die Interpolante im (n+ 1)-ten Interpolationsschritt aufdem hnZZd-Gitter in einer Form, die mit der Interpolation auf dem Gitter ZZd inVerbindung steht.Lemma 4.17 Im station�aren Fall mit �n = a�hn, a 2 IR�0, n 2 IN0 und h 2 IR�0gilt Inf(x) = I0 f 1hn (x=hn); x 2 IRd;wobei f(�) = f(�=).Beweis: Unter Anwendung von Satz 4.16 aus Abschnitt 4.2 ergibt sichInf(x) = Xj2ZZd f(jhn)Xhn;�n(x� jhn)= Xj2ZZd f 1hn (j)X1;a(x=hn � j)= I0 f 1hn (x=hn): 2Zur Vereinfachung der Schreibweise f�uhren wir mit(Shg)(�) := g(�=h) = gh(�)einen Skalierungsoperator ein.Bem. Der Skalierungsoperator Sh erf�ullti) S 1h = S�1h sowieii) S�S� = S��.Die Aussage von Lemma 4.17 schreibt sich damit in der FormInf(�) = ShnI0S 1hn f(�):Diese Resultate bringen uns in die Lage, den Fehlerterm (f � Inf)(�) in eineretwas anderen Form darzustellen, denn(f � Inf)(x) = f(x)� ShnI0S 1hn f(x)= Shn(E � I0)S 1hn f(x);



42 4 MULTILEVEL-INTERPOLATIONSMETHODEwobei mit E die Identit�at bezeichnet sei.Wenden wir diese Vorgehensweise fortlaufend auf die Fehlerfunktionalef (k) := f (k�1) � Ik�1f (k�1)= (E � Ik�1)f (k�1); k = 1; 2; 3; : : :mit f (0) := f an, so erhalten wirf (k+1)(x) = f (k)(x)� Ikf (k)(x)= f (k)(x)� ShkI0S 1hk f (k)(x)= Shk(E � I0)S 1hk f (k)(x):Satz 4.18 Setzen wir Lh := (E � I0)S 1h , dann gilt f�ur das Multilevel-Verfahrenim station�aren Fall mit �n = ahn, h; a 2 IR�0, f (0) := f und f (k) := (E �Ik�1)f (k�1), k = 1; 2; 3; : : :, die Darstellungf (k+1) = ShkLk+1h Shf:Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach k gef�uhrt. Die Richtigkeit f�urk = 0 ist durch f (1) = (E � I0)f = S1(E � I0)S 1hShf = S1LhShfgegeben. Sei nun vorausgesetzt, da� die Behauptung f�ur k gilt. Jetzt weisen wirnach, da� dann diese Behauptung auch f�ur k + 1 gilt, dennf (k+2) = (E � Ik+1)f (k+1)= Shk+1(E � I0)S 1hk+1 f (k+1)= Shk+1(E � I0)S 1hk+1 ShkLk+1h Shf= Shk+1(E � I0)S 1hLk+1h Shf= Shk+1Lk+2h Shf: 2Wir konnten in diesem kurzen Abschnitt keine neuen, aufschlu�reicheren Er-kenntnisse �uber die Fehlerabsch�atzung der Multilevel-Methode in Erfahrung brin-gen. Vielleicht kann dieser Abschnitt aber als Ansporn f�ur eine neuartige Fehler-absch�atzung, wie etwa einer Absch�atzung f�ur kShkLk+1h Shk, dienen.



435 Fehlerabsch�atzung der Multilevel-Methode5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native SpaceDieser Abschnitt soll dazu dienen, eine neue Methode zur Fehlerabsch�atzungf�ur die Multilevel-Interpolation mit radialen Basisfunktionen aufzuzeigen. Da-bei m�ussen wir ungl�ucklicherweise unter der einschr�ankenden Voraussetzung vonGitterdaten arbeiten. Ebenfalls beschr�anken wir uns auf den station�aren Fall;mit anderen Worten werde im (n + 1)-ten Interpolationsschritt die Interpolantesn bez�uglich der skalierten radialen Basisfunktion ��n mit ��n(�) = �(�=�n) aufdem hnZZd-Gitter, 0 < h < 1, berechnet. Durch h wird also die fortlaufendeVerfeinerung des Gitters beschrieben. Die Skalierung �n wird dabei so gew�ahlt,da� �n = a � hnmit einem festen a 2 IR>0.Nach diesen einf�uhrenden Bemerkungen wollen wir nun endlich dazu kommen,worin unser haupts�achliches Ziel dieses Abschnittes besteht. Wir werden versu-chen, eine Fehlerabsch�atzung der Formkf � s0 � : : :� snk��n � Cn � kfk��0mit 0 < C < 1 zu erreichen. Dabei sei si die Interpolante zu f � s0 � : : :� si�1auf dem hiZZd-Gitter bez�uglich der radialen Basisfunktion ��i.Eine bedeutende Rolle bei dieser Absch�atzung wird die Ausnutzung der aus Ab-schnitt 3.2 und der einschl�agigen Literatur (zum Beispiel [31]) bekannten Ortho-gonalit�atsbeziehungkf � s0 � : : :� sik2��i = kf � s0 � : : :� si�1k2��i � ksik2��ispielen.Um auch im vorhergehenden, das hei�t im i-ten Interpolationsschritt von derOrthogonalit�atsbeziehungkf � s0 � : : :� si�1k2��i�1 = kf � s0 � : : :� si�2k2��i�1 � ksi�1k2��i�1Gebrauch machen zu k�onnen, m�ussen wir einen �Ubergang von der Native Space-Norm k � k��i zur Norm k � k��i�1 �nden. F�ur ein beliebiges g 2 F��i�1 kannkgk��i � C1kgk��i�1mit C1 � 1 (siehe dazu auch [20]) gelten.Im Gegensatz hierzu ist aber f�ur eine Nullumgebung � � IRd die Absch�atzungZIRdn� jĝ(!)j2'�i(!) d! � C2 � ZIRdn� jĝ(!)j2'�i�1(!) d!



44 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEmit 0 � C2 < 1 m�oglich, wie sich zum Beispiel f�ur Gaussians sehr leicht erkennenl�a�t.Ausgehend von dieser Beobachtung scheint es sinnvoll und erfolgversprechend zusein, die Native Space-Norm zu schreiben alskgk2��i�1 = (2�)�d ZIRd jĝ(!)j2'�i�1(!) d!= (2�)�d ZIRdn� jĝ(!)j2'�i�1(!) d! + (2�)�d Z� jĝ(!)j2'�i�1(!) d! (5.17)und jedes Integral auf der rechten Seite von (5.17) einzeln in eine Fehlerab-sch�atzung einzubeziehen. Wie wir erahnen k�onnen, werden wir auf unserem Wegauf Verhaltensweisen bandbreitenbeschr�ankter Funktionen bei der Interpolati-on mit radialen Basisfunktionen sto�en. Wir werden bei der Absch�atzung desFehlers f � s einen "Umweg\ �uber die Interpolation entsprechender bandbreiten-beschr�ankter Funktionen einschlagen. In Anlehnung an (5.17) und unter Ausnut-zung von Eigenschaften der Interpolation mit radialen Basisfunktionen werdenwir kf � s0 � : : :� snk��n in der Formkf � s0� : : :� snk��n� 2 (2�)�d ZIRdn 1hn [��;�]d j(f̂ � ŝ0 � : : :� ŝn�1)(!)j2'�n(!) d!!1=2+  C��0 (2�)�d Z 1hn [��;�]d j(f̂ � ŝ0 � : : :� ŝn�1)(!)j2'�n(!) d!!1=2absch�atzen und f�ur jeden Term auf der rechten Seite dieser Ungleichung den�Ubergang von k � k��n zu k � k��n�1 vollziehen. Als Ergebnis erho�en wir uns eineAbsch�atzung der Formkf � s0 � : : :� snk��n � C � kf � s0 � : : :� sn�1k��n�1mit einer Konstanten C, f�ur die 0 � C < 1 gilt. Eine fortlaufende Anwendungdieses Vorgehens soll uns zum Ziel der �nalen Fehlerabsch�atzung f�ur kf�s0�: : :�snk��n f�uhren, die aus dem Produkt einer n-ten Potenz der Konstanten C undeinem Faktor, der haupts�achlich nur noch von der Ausgangsfunktion f abh�angt,bestehen soll. Doch bevor wir hierzu kommen, stellen wir einige Tatsachen �uberdie Interpolation auf dem hnZZd-Gitter zusammen.Die Interpolante sf;n = sn zu einer gegebenen Funktion f auf dem hnZZd-Gitterbez�uglich der radialen Basisfunktion ��n stellt sich gem�a� Abschnitt 4.3 dar alsInf(x) = sn(x) = Xl2ZZd dl(f)��n(x� hnl)= Xl2ZZd f(hnl)Xhn;�n(x� hnl)= Xl2ZZd f(hnl)X1;a(x=hn � l) (5.18)= ShnI0S 1hn f(x);



5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native Space 45mit dem Skalierungsoperator (S� g) (�) := g � ��� :In (5.18) bezeichne X1;a die kardinale Funktion auf dem Gitter 1 � ZZd bez�uglichder mit �0 = a skalierten radialen Basisfunktion �. Das hei�t, es giltX1;a(x) = (2�)�d ZIRd eixT! �̂(a!)Pj2ZZd �̂(a! + 2�ja) d!= (2�a)�d ZIRd eixT!=a �̂(!)Pj2ZZd �̂(! + 2�ja) d!:Wie wir aus Abschnitt 4.2 wissen, erf�ullt diese kardinale Funktion die BedingungX1;a(j) = �0j f�ur alle j 2 ZZd:Die Eigenschaften der kardinalen Funktion X1;a haben auf die Wohlde�niertheitder Summen in (5.18) einen entscheidenden Einu�; Genaueres kann dem Ab-schnitt 4.2 oder verschiedenen Arbeiten von Buhmann entnommen werden.Um den Fehler von f � s0 � : : : � sn abzusch�atzen, sind einige Vor�uberlegun-gen notwendig. Bei unseren �Uberlegungen spielen shift-invariante R�aume eineentscheidende Rolle. Ein besonders einfaches Beispiel f�ur einen shift-invariantenRaum ist gegeben durch den Raum S0(��n) aller endlichen Linearkombinationenvon Translaten der Form ��n(� � hnk), k 2 ZZd. Wir bezeichnen mit S(��n) den��n-Abschlu� von S0(��n), das hei�tS(��n) := S0(��n)��n :Bereits bekannt ist die Tatsache, da� die Interpolante Inf mit f 2 F��n aus demNative Space F��n stammt. Weiterhin bezeichne 1hnC den Kubus1hn C := [� 1hn�; 1hn�]dim IRd der Seitenl�ange 1hn2� und durch[g; f ]n(�) := X�22� 1hn ZZd g(�+ �)f(�+ �)sei eine 2� 1hn -periodische Funktion erkl�art.Aufgrund der Orthogonalit�atseigenschaft(f � Inf;Inf)��n = 0k�onnen wir das folgende Lemma beweisen.



46 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODELemma 5.1 F�ur f aus dem Native Space F��n ist [f̂ � dInf ; 1]n = 0.Beweis: Ist g 2 F��n , so bedeutet g ?��n s f�ur alle s 2 S(��n), da�0 = ZIRd ĝ(!)ŝ(!)'�n(!) d! = ZIRd ĝ(!)ei(hn�)T! d!f�ur alle � 2 ZZd. Also ist g(hn�) = 0 f�ur alle � 2 ZZd.Unter Anwendung der Poisson'schen Summenformel l�a�t sich darausXk2ZZd ĝ1=hn(! + 2�k) = [ĝ1=hn; 1]0(!) = 0herleiten. Aufgrund der Beziehung[ĝ1=hn; 1]0(!) = X�2ZZd ĝ1=hn(! + 2��)= X�2ZZd h�ndĝ  !hn + 2��hn != h�nd X�2 2�hn ZZd ĝ � !hn + ��folgt [ĝ; 1]n(�) = 0 f�ur � 2 IRd.Das hei�t S(��n)?��n = fg 2 F��n j [ĝ; 1]n = 0g:Aus (f�Inf; s)��n = 0 f�ur alle s 2 S(��n) folgt f�Inf 2 S(��n)?��n und damit[f̂ � dInf ; 1]n = 0. 2Lemma 5.2 Sei f 2 F��n und ��n eine skalierte radiale Basisfunktion, wobeij'�n(!)j > 0 auf IRd mit Ausnahme einer diskreten Menge und ['�n; 1]n 6= 0 fast�uberall auf IRd. Dann ist dInf = � fn �'�n fast �uberall auf IRd mit der 2�hn -periodischenFunktion � fn , die de�niert ist durch� fn (!) = 8<: [f̂ ;1]n(!)['�n ;1]n(!) : ! 2 
��n0 : sonst ;wobei 
��n := f! 2 IRdj['�n; 1]n(!) 6= 0g.Beweis: Zuerst beweisen wir, da� f�ur ein g 2 S(��n) die Darstellung ĝ = �'�nfast �uberall auf IRd mit einer 2�hn -periodischen me�baren Funktion � G�ultigkeitbesitzt.Durch die De�nition von S(��n) existiert eine Folge von Funktionen (gm)m2IN , soda� gm ! g in F��n und jedes gm ist eine endliche Summe von Translaten von��n. Mit anderen Worten gilt f�ur jedes m 2 INĝm = �m'�n;



5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native Space 47wobei �m ein 2�hn -periodisches trigonometrisches Polynom ist. Aus kgm � gk��n !0 f�ur m ! 1 ist ersichtlich, da� � �m'�np'�n �m2IN eine Cauchy-Folge in L2(IRd)ist. Somit existiert nach bekannten S�atzen �uber Lp-R�aume, siehe u.a. [16], eineTeilfolge � �mk'�np'�n �k2IN , die punktweise fast �uberall gegen ĝp'�n konvergiert; andersausgedr�uckt �mk'�np'�n ! ĝp'�nfast �uberall auf IRd.Sei 
n de�niert durch 
n := f� 2 IRdj'�n(�) 6= 0g:Dann konvergiert �mk'�np'�n fast �uberall auf 
n gegen ĝp'�n , das hei�t es gibt ein 
0n,so da� �mk (�)'�n(�)q'�n(�) ! ĝ(�)q'�n(�)f�ur jedes � 2 
0n und 
n = 
0n modulo einer Menge vom Ma� 0. Genauer k�onnteman sagen, 
0n = IRd n �[�=2
n [�2 2�hnZZd f� + �g� modulo einer Menge vom Ma�0. Somit erhalten wir �mk (�)! ĝ(�)'�n(�)auf 
0n.Im n�achsten Schritt de�nieren wir f�ur ein � 2 2�hnZZd ein � auf IRd durch� (�) := ( ĝ(�+�)'�n(�+�) : � + � 2 
0n0 : sonst :Wir beweisen nun, da� � eine wohlde�nierte 2�hn -periodische Funktion auf IRd istund da� ĝ = �'�n fast �uberall gilt. Die Wohlde�niertheit ist leicht zu sehen. F�urein � seien �1; �2 2 2�hnZZd so gew�ahlt, da� �+�1 und �+�2 2 
0n. Somit impliziertdie 2�hn -Periodizit�at von �mk� (� + �1) = limk!1 �mk(� + �1) = limk!1 �mk (� + �2) = � (� + �2):Ist � 2 IRd, so da� �+� 62 
0n f�ur jedes � 2 2�hnZZd, dann ist � (�) = � (�+�) = 0 f�urjedes � 2 2�hnZZd. Auf der anderen Seite existiert f�ur � mit � (�) 6= 0 ein � 2 2�hnZZdmit � + � 2 
0n.Wir sehen also � (�) = ĝ(� + �)'�n(� + �) = � (� + �)f�ur jedes � 2 2�hnZZd. Somit k�onnen wir bemerken, da� �mk ! � auf 
0n und da'�n(�) = 0 f�ur � 62 
n, erhalten wir�mk(�)'�n(�)! � (�)'�n(�)



48 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEfast �uberall auf IRd.Nach diesen Erkenntnissen k�onnen wir die Fouriertransformierte der Interpolan-ten Inf 2 F��n fast �uberall schreiben alsdInf = '�n � � fnmit einer 2�hn -periodischen Funktion � fn . Nun ergibt sich f�ur fast alle ! 2 IRd[f̂ � d(Inf); 1]n(!) = X�2 2�hnZZd f̂(! + �)� d(Inf)(! + �)= [f̂ ; 1]n(!)� X�2 2�hnZZd '�n(! + �)� fn (! + �)= [f̂ ; 1]n(!)� � fn (!)['�n; 1]n(!):Nach Lemma 5.1 ist [f̂ � d(Inf); 1]n = 0 und somit� fn (!) = [f̂ ; 1]n(!)['�n; 1]n(!)fast �uberall auf IRd. 2Satz 5.3 Sei f 2 F��n und bezeichne Inf die zugeh�orige Interpolante. Dannfolgt kInfk2��n = (2�)�d Z 1hn C j[f̂ ; 1]n(!)j2['�n; 1]n(!) d!:Beweis: Es gelten die BeziehungenkInfk2��n = (2�)�d ZIRd '�n(!)j� fn (!)j2 d!= (2�)�d Z 1hn C['�n; 1]n(!)j� fn (!)j2 d!= (2�)�d Z 1hn C['�n; 1]n(!) j[f̂ ; 1]n(!)j2j['�n; 1]n(!)j2 d!= (2�)�d Z 1hn C j[f̂ ; 1]n(!)j2['�n; 1]n(!) d!: 2Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit f�uhren wir einen Tiefpa�-Operator Bk mit derEigenschaft dBkg(!) := ( ĝ(!) : ! 2 1hk C0 : sonstein.



5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native Space 49Bem. F�ur eine bandbreitenbeschr�ankte Funktion Bnf 2 F��n gilt�Bnfn (!) = dBnf(!)['�n; 1]n(!)fast �uberall auf 1hn C.Diese Erkenntnisse bringen uns in die Lage, die Norm kInBnfk��n beziehungs-weise kBnf � InBnfk��n in Abh�angigkeit von Bnf und '�n darzustellen.Korollar 5.4 Mit obigen �Ubereink�unften giltkBnf � InBnfk2��n = (2�)�d ZIRd jdBnf (!)j2'�n(!)  1 � '�n(!)['�n; 1]n(!)! d!:Beweis: Aufgrund der Orthogonalit�atsbeziehung gelten die GleichheitenkBnf � InBnfk2��n = kBnfk2��n � kInBnfk2��n= (2�)�d ZIRd jdBnf(!)j2'�n(!) d! �(2�)�d Z 1hn C j[dBnf; 1]n(!)j2['�n; 1]n(!) d!= (2�)�d Z 1hn C jf̂(!)j2'�n(!) d! �(2�)�d Z 1hn C jf̂(!)j2['�n; 1]n(!) d!= (2�)�d Z 1hn C jf̂(!)j2'�n(!)  1 � '�n(!)['�n; 1]n(!)! d!: 2Die Aussage von Korollar 5.4 gilt f�ur bandbreitenbeschr�ankte Funktionen Bnf .Wir sollten also noch, auch entsprechend unserer einf�uhrenden Erl�auterungendieses Abschnittes, eine Beziehung zwischen kf � Infk��n , kf � Bnfk��n undk(E � In)Bnfk��n �nden.Benutzen wir nochmals die bereits mehrfach angesprochene Orthogonalit�atsei-genschaft, so bekommen wir die gesuchte Beziehung, wie der folgende Satz ver-deutlicht.Satz 5.5 F�ur f 2 F��n gilt die Absch�atzungk(E � In)fk��n � 2kf �Bnfk��n + k(E � In)Bnfk��n : (5.19)



50 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEBeweis: Sofort ist aus den Eigenschaften der Interpolation mit radialen Basis-funktionen die BeziehungkIn(f �Bnf)k��n � kf �Bnfk��nersichtlich. Damit istkf � Infk��n � kf �Bnfk��n + kBnf � InBnfk��n +kIn(Bnf � f)k��n� 2kf �Bnfk��n + k(E � In)Bnfk��n : 2Wir zerlegen also k(E�In)fk��n in einen Term, der vom Verhalten der Funktionf au�erhalb einer Nullumgebung abh�angt und in einen Term, der den Fehler beider Interpolation einer bandbreitenbeschr�ankten Funktion ber�ucksichtigt.Im n�achsten Schritt wollen wir den zweiten Term auf der rechten Seite von (5.19)n�aher betrachten. Korollar 5.4 wird uns dabei als Ausgangspunkt dienen. ZurVereinfachung der Absch�atzung de�nieren wir vorher noch eine Konstante, dievon der mit a skalierten radialen Basisfunktion � abh�angt.De�nition 5.6 Sei ��0(�) = �a(�) = �(�=a) die mit a, a 2 IRd, skalierte radialeBasisfunktion zu � und '�0 ihre Fouriertransformierte. Dann sei die KonstanteC��0 = C�a de�niert durchC��0 := sup!2(��;�)d  1 � '�0(!)['�0; 1]0(!)! :Lemma 5.7 Falls '�0(!) � 0 f�ur alle ! 2 C, so gilt0 � 1 � '�0(!)['�0; 1]0(!) � 1 f�ur alle ! 2 C;insbesondere ist 1� '�0(!)['�0 ;1]0(!) < 1, falls '�0(!) > 0 f�ur alle ! 2 C.Beweis: Die Aussagen des Lemmas sind leicht nachvollziehbar, denn es ist0 � '�0(!)['�0; 1]0(!) = '�0(!)P�22�ZZd '�0(! + �) � '�0(!)'�0(!) = 1: 2Eine eingehende Untersuchung der Konstanten C��0 , speziell deren Verhalten f�urverschiedene �'s, m�ochten wir auf einen der nachfolgenden Abschnitte verschie-ben.Mit Hilfe der Konstanten C��0 und der Zusammenfassung aller obigen Ergebnissebekommen wir als ein Hauptresultat dieses Abschnittes



5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native Space 51Theorem 5.8 Stamme f aus dem Native Space F��n und bezeichne Bnf dieentsprechende bandbreitenbeschr�ankte Funktion mitdBnf(!) = ( f̂(!) : ! 2 1hnC0 : sonst.Dann gilt im station�aren Fall mit �n = ahn die Absch�atzungkf � Infk��n � 2kf �Bnfk��n +qC��0 kBnfk��n : (5.20)Beweis: Zuerst beweisen wirsup!2(� �hn ; �hn )d  1� '�n(!)['�n; 1]n(!)!= sup!2(� �hn ; �hn )d  1� '�0(hn!)P�22�ZZd '�0(hn! + �)!= sup�2(��;�)d  1� '�0(�)['�0; 1]0(�)! ;wobei die letzte Zeile gerade die De�nition der Konstanten C��0 darstellt.Mit Korollar 5.4 ergibt sich nunk(E � In)Bnfk2��n = (2�)�d ZIRd jdBnf(!)j2'�n(!)  1� '�n(!)['�n; 1]n(!)! d!= (2�)�d Z 1hn C jf̂(!)j2'�n(!)  1� '�n(!)['�n; 1]n(!)! d!� C��0 kBnfk2��n :In Verbindung mit Satz 5.5 kommen wir so zur Behauptung. 2Etwas schw�achere Absch�atzungen, die aber bei einer Multilevel-Absch�atzungsinnvoll eingesetzt werden k�onnen, leiten sich aus Theorem 5.8 ab und sollennachfolgend erl�autert werden.Interessant f�ur obige Absch�atzung w�are der Fall, in dem der Term kf �Bnfk��nverschwindet. Dazu sei Folgendes erw�ahnt.Bem. Eine Funktion g, die in F��n liegt, mu� notwendigerweise eine Fourier-transformierte ĝ besitzen, die zumindest in den Nullstellen von �̂�n ebenfalls ver-schwindet.Stammt f aus dem Native Space F��n , so verschwindet kf�Bnfk��n genau dann,wenn suppf̂ = suppdBnf � [� 1hn�; 1hn�]d.Korollar 5.9 F�ur f 2 F��n und suppf̂ � [� 1hn�; 1hn�]d giltkf � Infk��n � qC��0 kfk��n :



52 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODESetzt man die radiale Basisfunktion ��n als bandbreitenbeschr�ankt voraus, soergibt sich sogarLemma 5.10 Die Fouriertransformierte der radialen Basisfunktion ��n besitzeeinen Tr�ager in dem Kubus 1hn C = [� 1hn�; 1hn�]d. Desweiteren sei f aus dem zurradialen Basisfunktion ��n geh�origen Native Space F��n . Dann giltkf � Infk��n = 0:Die Aussage des Lemmas deckt sich im Grunde genommen mit dem Inhalt dessogenannten Shannon-Sampling-Theorems. Einzelheiten dazu �ndet man unteranderem in [10] oder auch in dem historischen �Uberblick von Butzer/Stens [11].Da wir auf anderem Wege auf die Aussage des Lemmas gesto�en sind, geben wireinige kurze Beweisgedanken.Beweis:Da �̂�n = '�n einen Tr�ager in 1hnC = [� 1hn�; 1hn�]d besitzt und f aus demRaum F��n stammt, mu� die Fouriertransformierte f̂ von f notwendigerweiseebenfalls einen Tr�ager in 1hnC haben. Das hei�t, es ist kf �Bnfk��n = 0.F�ur eine radiale Basisfunktion ��n mit supp'�n � [� 1hn�; 1hn�]d gilt C��0 = 0und daraus folgt die Behauptung. 2Auf unserer Suche nach einer Multilevel-Fehlerabsch�atzung f�uhren wir f�ur denbesagten �Ubergang von k � k��n nach k � k��n�1 eine Konstante K��n�1 ein.De�nition 5.11 Die Konstante K��n�1 , die von der mit �n�1 = a � hn�1 ska-lierten radialen Basisfunktion ��n�1 beziehungsweise ihrer Fouriertransformiertenabh�angt, sei erkl�art durch0 � K��n�1 := inf!=2 1hn C '�n�1(h!)'�n�1(!) = inf!2IRdn 1hn C '�n�1(h!)'�n�1(!) :Mit dieser Konstanten k�onnen wir die Absch�atzung des ersten Terms auf derrechten Seite von (5.20) in Angri� nehmen.Satz 5.12 Seien f aus dem Native Space F��n und der Tiefpa�-Operator Bnwie bisher erkl�art, so gilt im station�aren Fall mit �n = a � hn beziehungsweise�n�1 = a � hn�1 die Absch�atzungkf �Bnf jj2��n � h�dK��0 kfk2��n�1 : (5.21)Beweis: Eine einfache Rechnung ergibtkf �Bnfk2��n = (2�)�d ZIRd jf̂(!)� dBnf(!)j2'�n(!) d!= (2�)�d ZIRd jf̂(!)� dBnf(!)j2hd'�n�1(h!) d!



5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native Space 53= (2�)�dh�d ZIRdn 1hn C jf̂(!)j2'�n�1(h!) d!� (2�)�dh�d ZIRdn 1hn C jf̂(!)j2K��n�1 � '�n�1(!) d!� (2�)�d h�dK��n�1 ZIRd jf̂ (!)j2'�n�1(!) d!:Betrachten wir unsere Konstante K��n�1 etwas genauer, so wird uns klar, da� imstation�aren Fall mit �n�1 = a �hn�1 die Konstante K��n�1 = K��0 f�ur alle n 2 IN ,n � 1, ist, denn der Quotient '�n�1 (h!)'�n�1 (!) kann f�ur � = hn�1! geschrieben werdenals '�n�1(h!)'�n�1(!) = '�0(hn�1h!)'�0(hn�1!)= '�0(h�)'�0(�) ;also inf!2IRdn 1hn C '�n�1(h!)'�n�1(!) = inf�2IRdn 1h C '�0(h�)'�0(�) = K��0 : 2Die Absch�atzung in (5.21) stellt eine Art Jackson-Schranke dar, wobei der Begri�Jackson-Schranke aus historischen Gr�unden gew�ahlt wird.Weiterhin sollten wir eine Konstante L��n�1 einf�uhren, die die Bedingung0 � L��n�1 � '�n�1(h!)'�n�1(!)f�ur alle ! aus 1hn C = [� 1hn�; 1hn�]d erf�ullt.De�nition 5.13 Durch0 � L��n�1 := inf!2 1hn C '�n�1(h!)'�n�1(!) = inf!2[� 1hn �; 1hn �]d '�n�1(h!)'�n�1(!)sei mit den bisherigen Notationen eine Konstante L��n�1 de�niert.Damit bekommen wirSatz 5.14 F�ur die bandbreitenbeschr�ankte Funktion Bnf gilt mit f 2 F��n�1 und�n = ahn beziehungsweise �n�1 = ahn�1 die Absch�atzungkBnfk2��n � h�dL��0 kfk2��n�1 :



54 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEBeweis: Durch Ausnutzung der De�nition der Konstanten L��n�1 folgt die Be-hauptung des Satzes, dennkBnfk2��n = (2�)�d Z 1hn C jf̂(!)j2'�n(!) d!= (2�h)�d Z 1hn C jf̂(!)j2'�n�1(h!) d!� (2�)�d h�dL��n�1 Z 1hn C jf̂(!)j2'�n�1(!) d!= h�dL��n�1 kBnfk2��n�1� h�dL��n�1 kfk2��n�1 :�Ahnliche �Uberlegungen wie zur Konstanten K��0 lassen uns erkennen, da�L��n�1 = L��0 f�ur n 2 IN , n � 1, w�ahlbar ist. 2Diese wesentlichen Hilfsmittel bringen uns nun in die Lage, eine �nale Fehler-absch�atzung f�ur die Multilevel-Interpolation mit radialen Basisfunktionen im sta-tion�aren Fall auf Gitterdaten anzugeben. So sch�atzen wir mit Theorem 5.8 denFehlerterm f � s0 � s1 � : : :� sn wie folgt abkf � s0 � s1 � � � � � snk��n � 2k(E �Bn)(f � s0 � : : :� sn�1)k��n+ qC��0 kBn(f � s0 � : : :� sn�1)k��n :Da wir Theorem 5.8 wieder auf die rechte Seite dieser Ungleichung anwendenwerden, m�ussen wir von der Native Space-Norm k � k��n zur Norm k � k��n�1 �uber-gehen. Den Term k(E�Bn)(f�s0� : : :�sn�1)k��n sch�atzen wir dazu weiter mitSatz 5.12 und den Ausdruck kBn(f � s0 � : : :� sn�1)k��n mit Satz 5.14 ab. Da�wir dabei den "Umweg\ �uber bandbreitenbeschr�ankte Funktionen gehen und da-durch die Konstanten K��0 und L��0 einf�uhren, haben wir bereits, insbesondeream Beispiel der Gaussians am Anfang dieses Abschnittes, besprochen.Auch auf die Konstante C��0 hat der Umgangmit bandbreitenbeschr�ankten Funk-tionen einen entscheidenden Einu�, denn wie wir aus dem Beweis zu Theorem5.8 sehen, ben�otigen wir daher eine Absch�atzung des Terms 1� '�n (!)['�n ;1]n(!) nur f�ur! 2 1hn C beziehungsweise eine Absch�atzung von 1 � '�0 (!)['�0 ;1]0(!) nur f�ur ! 2 C. Inden folgenden Abschnitten werden wir erkennen, da� der Term 1 � '�0(!)['�0 ;1]0(!) f�ur! 2 C kleiner als Eins abgesch�atzt werden kann, was aber f�ur ! 2 IRd n C nichtso gesagt werden kann.Wiederholte Anwendungen dieser Vorgehensweise f�uhren uns dann zum Hauptre-sultat dieses Abschnittes.



5.1 Multilevel-Fehlerabsch�atzung im Native Space 55Theorem 5.15 Sei sk die Interpolante zu f � s0 � s1 � � � � � sk�1 auf demDatensatz hkZZd bez�uglich der radialen Basisfunktion ��k .Dann folgt f�ur die Multilevel-Interpolation im station�aren Fall mit �k = a � hk,k = 0; : : : ; n, n 2 IN0, die Fehlerabsch�atzungkf � s0 � s1 � � � � � snk��n � n2k(E �B0)fk��0 +qC��0kB0fk��0o �8<:h� d2 0@ 2qK��0 + qC��0qL��0 1A9=;n : (5.22)Beweis: Die Behauptung ist f�ur n = 0 identisch mit der Ausssage von Theorem5.8. F�ur n � 1 giltkf � s0 � s1 � � � � � snk��n � 2k(E �Bn)(f � s0 � : : :� sn�1)k��n+ qC��0 kBn(f � s0 � : : :� sn�1)k��n� 8<: 2h�d=2qK��0 + h�d=2qC��0qL��0 9=; �kf � s0 � : : :� sn�1k��n�1 :Eine fortlaufende Anwendung von Theorem 5.8, Satz 5.12 und Satz 5.14 f�uhrt zuder Behauptung des Theorems. 2Von gro�em Interesse erf�ullt uns die Frage, unter welchen Umst�anden der Term8<:h� d2 0@ 2qK��0 + qC��0qL��0 1A9=;in (5.22) echt kleiner als Eins wird. Um diese Frage befriedigend beantwortenzu k�onnen, bedarf es genaueren Untersuchungen �uber das Verhalten der benutz-ten Konstanten in Abh�angigkeit der radialen Basisfunktion ��0 = �a sowie der"Schrittweite\ h. Diese Untersuchungen wollen wir exemplarisch in den folgendenAbschnitten an einigen ausgew�ahlten radialen Basisfunktionen vornehmen.Bevor wir fortfahren, erscheint es uns wichtig zu sein, auf die eigentliche Bedeu-tung unseres Hauptresultates hinzuweisen. Grob gesprochen haben wir eine Feh-lerabsch�atzung f�ur die Multilevel-Interpolation mit radialen Basisfunktionen er-halten, die haupts�achlich durch den �Ubergang von einem skalierten Native Spacezu einem anderen skalierten Native Space entstanden ist. Leider konnten wir dabeinicht verhindern, da� wir unter der einschr�ankenden Voraussetzung von Gitter-daten und im station�aren Fall �uber den "Umweg\ bandbreitenbeschr�ankter Funk-tionen arbeiten m�ussen. Doch soll uns dies nicht davon abhalten, die Absch�atzung(5.22) aus Theorem 5.15 als wesentliches Ergebnis herauszustreichen. Bei dieserAbsch�atzung ist es uns gelungen, die rechte Seite frei von Ableitungen von fzu halten; sie ist also unabh�angig von der Gl�atte von f , unsere Ausgangsfunkti-on f mu� nur im Native Space liegen. Die Native Space-Normen auf der linkenund rechten Seite von (5.22) unterscheiden sich nur durch die unterschiedlicheSkalierung der radialen Basisfunktion �.



56 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODE5.2 Beispiele f�ur die Konstanten K��0 , L��0 und C��05.2.1 Die Konstanten K��0 , L��0 und C��0 bei GaussiansDieser Abschnitt soll dazu dienen, die in Abschnitt 5.1 verwendeten Konstantenn�aher zu spezi�zieren. Beginnen wollen wir mit den Konstanten K��0 und L��0 .Diese Konstanten sind abh�angig vom Quotienten'�0(h!)'�0(!) :Im speziellen Fall der Gaussians (oder auch Gau�glocken genannt), das hei�t�(x) = e��kxk2; � > 0;beziehungsweise f�ur die (klassische) Fouriertransformierte�̂(!) = '(!) = ����d=2 e� k!k24� ;ergibt sich f�ur den Quotienten '�0 (h!)'�0 (!) = 'a(h!)'a(!) dementsprechend'�0(h!)'�0(!) = ad '(ah!)ad '(a!)= e ka�h!k24� ( 1h2�1):Zu Beginn des Abschnittes 5.1 hatten wir vorausgesetzt, da� 0 < h < 1. Somitist 1h2 � 1 > 0. Folglich kann f�ur ! =2 1hC und hinreichend kleines � der Quotient'�0(h!)'�0 (!) beliebig gro� gemacht werden; mit anderen Worten kann die KonstanteK��0 beliebig gro� gew�ahlt werden, wenn nur � hinreichend klein ist.Leider besitzt die Gr�o�e L��0 nicht solch eine sch�one Eigenschaft, denn im Fallder Gaussians ist leicht ersichtlich, da� die Konstante L��0 so gew�ahlt werdenmu�, da� sie 0 � L��0 � 1erf�ullt. Da wir den Term sC��0L��0 m�oglichst gut nach unten absch�atzen wollen,sollten wir L��0 maximal w�ahlen, also L��0 = 1.Als letzte der drei Konstanten betrachten wir C��0 . F�ur das Verhalten von C��0sind die Fouriertransformierten der Gaussians verantwortlich.Wie wir bereits ausAbschnitt 5.1 wissen, gilt 0 � 1 � '�0(!)['�0; 1]0(!) � 1f�ur alle ! aus dem Kubus C = [��; �]d. Eine f�ur gewisse ! sch�arfere Absch�atzungliefert der folgende Satz, der zum Teil angelehnt ist an [2].



5.2 Beispiele f�ur die Konstanten K��0 , L��0 und C��0 57Satz 5.16 Setzen wir E�(!) := X�22�ZZdnf0g '�0(! + �)'�0(!) ;so haben wir die Ungleichung1� '�0(!)['�0; 1]0(!) � E�(!) � Xk2ZZdnf0g e�(�a)2(kkk2�kkk1)=�0f�ur k!k1 � �, � � �0.Dar�uber hinaus gilt lim�!0E�(!) = 0 (5.23)f�ur alle ! 2 C mit k!k1 < � und die Konvergenz ist gleichm�a�ig auf kompaktenTeilmengen von (��; �)d. Mit anderen Worten giltlim�!0 1 � '�0(!)['�0; 1]0(!)! = 0f�ur ! 2 (��; �)d.Beweis: Es gelten die Beziehungen0 � 1 � '�0(!)['�0; 1]0(!) � X�22�ZZdnf0g '�0(! + �)'�0(!)= E�(!)= Xk2ZZdnf0g e�(ka!+2�akk2�ka!k2)=4�= Xk2ZZdnf0g e�a2(k!+2�kk2�k!k2)=4�:Weiter ist mit k 2 ZZd, ! 2 IRde�(ka!+2�akk2�ka!k2)=4� = e�a2(4�!T k+4�2kkk2)=4�= e�a2�(!T k+�kkk2)=�:Mit der Ungleichung �kkk2 + !Tk � �kkk2 � �kkk1= �(kkk2 � kkk1)� 0f�ur jedes k 2 ZZd und jedes ! 2 [��; �]d kommen wir zuE�(!) = Xk2ZZdnf0g e�a2�(!T k+�kkk2)=�� Xk2ZZdnf0g e�a2�2(kkk2�kkk1)=�� Xk2ZZdnf0g e�a2�2(kkk2�kkk1)=�0



58 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEf�ur � � �0.Sei nun ! 2 [��; �]d mit k!k1 < � fest gew�ahlt. Weiterhin sei � > 0 beliebigvorgegeben und N hinreichend gro�, so da�Xk2ZZdkkk1>N e�a2(k!+2�kk2�k!k2)=4 � �:Nun k�onnen wir auch ein �� � 1 so klein w�ahlen, da�Xk2ZZdnf0gkkk1�N e�a2(k!+2�kk2�k!k2)=4� � �f�ur � � �� und ! 2 (��; �)d.Somit haben wir eine SchrankeE�(!) � 2�; � � �� � 1erhalten.Da � beliebig vorgegeben war, ist (5.23) bewiesen.Die behauptete gleichm�a�ige Konvergenz folgt aus Dinis Theorem [6]. 2O�en bleibt noch der Fall ! 2 C = [��; �]d mit k!k1 = �. Diesen Fall deckt derfolgende Satz ab.Satz 5.17 Sei ! = (!1; : : : ; !d) 2 [��; �]d fest mit k!k1 = � und die Zahl msei erkl�art durch m := ]f!i : j!ij = �; i = 1; : : : ; dg:Das hei�t m ist die Anzahl der Komponenten von !, dessen Betrag gleich � ist.Dann gilt 1 � '�0(!)['�0; 1]0(!) ! 1� 12mf�ur �! 0.Beweis: Zuerst de�nieren wir eine Menge M! durchM! := f� = (�1; : : : ; �d) 2 2�ZZd j k! + �k 6= k!kg:Damit k�onnen wir, da '(!) = '(�!), die SummeP�22�ZZd '�0(!+�) absch�atzenwie X�22�ZZd '�0(! + �) = mXi=0  mi !'�0(!) + X�2M! '�0(! + �)= 2m'�0(!) + X�2M! '�0(! + �)� 2m'�0(!):



5.2 Beispiele f�ur die Konstanten K��0 , L��0 und C��0 59Da X�2M! '�0(! + �) = ad ����d=2 e�a2k!k2=4� X�2M! e�a2(k!+�k2�k!k2)=4� � �mit �! 0 f�ur �! 0, erhalten wir1� '�0(!)['�0; 1]0(!) ! 1 � '�0(!)2m'�0(!)f�ur �! 0 und damit die Behauptung. 2Wie wir leicht erkennen, nimmt der Term 1 � 12m sein Maximum f�ur m = d an.Daraufhin ergibt sich f�ur die Absch�atzung der Konstanten C��0Satz 5.18 Es gilt f�ur die Gaussians ��0(x) = e��kx=ak2, da�C��0 = 1� 12d + �mit �! 0 f�ur �! 0.Alles in allem k�onnen wir am Schlu� dieses Abschnittes sagen, da� es unter ge-wissen Umst�anden m�oglich ist, den Term8<:h� d2 0@ 2qK��0 + qC��0qL��0 1A9=;sicherlich kleiner als Eins zu bekommen.Dazu ist es erforderlich, da� h mit 0 < h < 1 mindestens gr�o�er als dq1 � 12d ist.So ist es zum Beispiel m�oglich,8<:h� d2 0@ 2qK��0 + qC��0qL��0 1A9=; < 1f�ur ein h mit (1 � 12d )1=d < h < 1 zu bekommen, wenn nur � beziehungsweise�=a2 hinreichend klein ist.Die folgenden Abbildungen sollen beispielhaft das Verhalten des f�ur die Konstan-te C��0 bestimmenden Quotienten 1 � '�0(!)['�0 ;1]0(!) im ein- und zweidimensionalenFall verdeutlichen. Dabei zeigt die erste Abbildung im eindimensionalen Fall denGraphen von 1� '�0(!)['�0 ;1]0(!) f�ur a = 1, ! 2 [0; 4] in jeweils einem Plot f�ur � = 0:05,� = 0:1, � = 0:5, � = 1, � = 5 und � = 50.Im zweidimensionalen Fall veranschaulicht Abbildung 2 das Verhalten von 1 �'�0 (!)['�0 ;1]0(!) f�ur a = 1, � = 1 und ! 2 [�4; 4]2.
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4Abbildung 25.2.2 Die Konstanten L��0 , K��0 , C��0 bei �(r) = (r2 + c2)1=2An dieser Stelle wollen wir die Hardy-Multiquadrics �(r) = (r2 + c2)1=2 mitc > 0 in Bezug auf das Verhalten der zugeh�origen Konstanten L��0 , K��0 undC��0 betrachten.Die verallgemeinerte Fouriertransformierte von �(r) = (r2 + c2)1=2 ist gegebendurch �̂(!) = '(!) = ���1 2�ck!k!(d+1)=2K(d+1)=2(ck!k) (5.24)f�ur ! 2 IRd. Dabei bezeichne K� die modi�zierte Besselfunktion der 2. Art derOrdnung �; sie ist positiv und glatt auf IRd. F�ur weitere Eigenschaften der Bes-selfunktion sei auf Abramowitz/Stegun [1] oder andere Literaturquellen, zumBeispiel [50], verwiesen.Durch Benutzung einer Integraldarstellung f�ur die Besselfunktion kann Gleichung(5.24) in die Gleichung'(!) = ��d=2�(1 + d=2)cd+1 Z 11 e�cxk!k(x2 � 1)d=2 dx (5.25)�uberf�uhrt werden (Abramowitz/Stegun [1] oder Watson [50]). Diese Form derDarstellung stellt sich als sehr n�utzlich heraus.Das folgende Lemma beschr�ankt das exponentielle Abklingverhalten von '.Lemma 5.19 Ist k!k > k�k > 0, so giltj'(!)j � e�c(k!k�k�k) j'(�)j:



5.2 Beispiele f�ur die Konstanten K��0 , L��0 und C��0 61Beweis: Die Aussage ist eine einfache Konsequenz aus (5.25), dennj'(!)j = �d=2�(1 + d=2)cd+1 Z 11 e�cx(k!k�k�k)e�cxk�k (x2 � 1)d=2 dx� e�c(k!k�k�k)j'(�)j: 2Bezeichnen wir mit I : IRd ! IR die charakteristische Funktion des Kubus C =[��; �]d mit I(�) = ( 1 : � 2 C0 : � =2 C ;so formulieren wir damit einen wichtigen Schritt auf dem Weg zur Absch�atzungder Konstanten C��0 .Lemma 5.20 Sei � ein fester Punkt des IRd. Dann haben wirlimc!1 1� '�0(�)['�0; 1]0(�) = 1 � I(�)f�ur k�k1 6= �.Beweis: In Baxter [3] wird unter identischen Voraussetzungenlimc!1 '�0(�)['�0; 1]0(�) = I(�)bewiesen. 2Nun m�ussen wir uns noch dem Fall ! 2 C mit k!k1 = � zuwenden.Analog zu Satz 5.17 aus Abschnitt 5.2.1 formulieren wirLemma 5.21 Sei ! = (!1; : : : ; !d) 2 [��; �]d mit k!k1 = � und die Zahl m seierkl�art durch m := ]f!i : j!ij = �; i = 1; : : : ; dg:Das hei�t m ist die Anzahl der Komponenten von !, dessen Betrag gleich � ist.Dann gilt 1 � '�0(!)['�0; 1]0(!) ! 1� 12mf�ur c!1.Beweis: Gelten die gleichen Schreibweisen wie im Beweis zu Satz 5.17. Dannk�onnen wir auch X�22�ZZd'�0(! + �) = 2m'�0(!) + X�2M! '�0(! + �)



62 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEschreiben.Unter obigen Bedingungen gilt sicher k! + �k > k!k f�ur jedes � 2 M!. MitLemma 5.19 erhalten wirj'�0(! + �)j � e�ca(k!+�k�k!k)j'�0(!)jund so 0 � X�2M! j'�0(! + �)j � j'�0(!)j X�2M! e�ca(k!+�k�k!k):Aus der Tatsache, da� k!+�k > k!k ist, erhalten wir nach einigen �UberlegungenX�2M! e�ca(k!+�k�k!k) ! 0f�ur c!1 beziehungsweise P�2M! '�0(! + �)! 0 f�ur c!1. 2Es stehen noch die Konstanten L��0 und K��0 zur Diskussion. Mit 0 < h < 1 istk!k > kh!k = hk!k f�ur ! 2 IRd.Die Aussage des Lemmas 5.19 f�uhrt uns zu'�0(h!)'�0(!) = '(ah!)'(a!) � eca(k!k�hk!k) = eca(1�h)k!k:Dadurch ist K��0 = eca(1=h�1)�pdund L��0 = 1w�ahlbar.Die Konstante K��0 kann also beliebig gro� werden, wenn nur c gen�ugend gro�wird.F�ur das Verhalten des Termsh�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;gelten also identische Aussagen wie zum Abschlu� des Abschnittes 5.2.1 mit demUnterschied, da� �! 0 durch c!1 zu ersetzen ist.5.2.3 Die Konstanten L��0 , K��0 , C��0 bei radialen Basisfunktionen mit�̂(!) � k!k�d�Inhalt dieses Abschnittes soll die Untersuchung des Termsh�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;



5.2 Beispiele f�ur die Konstanten K��0 , L��0 und C��0 63f�ur radiale Basisfunktionen �(x), f�ur deren Fouriertransformiertenc1k!k�d� � �̂(!) � c2k!k�d� f�ur alle ! 2 IRdmit c1; c2 2 IR�0 gilt, sein. Spezielle Beispiele f�ur solche Basisfunktionen sind�(x) = (�1)d�=2ekxk�, � > 0, � 62 2IN , sowie die Thin-Plate Splines �(x) =(�1)k+1kxk2k log kxk, k 2 IN . Um Aussagen �uber den Termh�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;tre�en zu k�onnen, bedarf es Erkenntnissen �uber das Verhalten der beteiligtenKonstanten L��0 , K��0 und C��0 . Diese Konstanten h�angen von den Fourier-transformierten der jeweiligen radialen Basisfunktion � ab.F�ur das Verhalten der Konstanten L��0 und K��0 ist der Quotient'�0(h!)'�0(!)verantwortlich. Mit den radialen Basisfunktionen, die wir in diesem Abschnittbetrachten, gen�ugt dieser Quotient der Absch�atzungc1c2h�d� � '�0(h!)'�0(!) � c2c1h�d� :Demnach k�onnen K��0 und L��0 so gew�ahlt werden, da�c1c2h�d� � K��0 = L��0 � c2c1h�d�beziehungsweise K��0 = L��0 = h�d� f�ur die radialen Basisfunktionen, f�ur diec1 = c2 gilt. Bei der Untersuchung der Konstanten C��0 k�onnen wir uns da-mit begn�ugen, da� der Wert von C��0 zwischen 0 und 1 zu �nden ist. Tests imeindimensionalen Fall haben zum Beispiel f�ur die Thin-Plate Splines oder f�ur�(x) = (�1)d�=2ekxk�, � > 0, � 62 2IN ergeben, da� C��0 � 12 f�ur gro�es  ist.Lenken wir unsere Aufmerksamkeit wieder auf den Termh�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=; ;so k�onnen wir wie folgt absch�atzen:h�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=; � h=2sc2c1 n2 +qC��0o� 3h=2sc2c1 :



64 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEEingehendere Untersuchungen von C��0 k�onnten obige Absch�atzung um einen,von h unabh�angigen, Faktor verbessern. Doch f�ur unsere Zwecke ist die Absch�at-zung vollkommen ausreichend, denn f�ur eine Konvergenzaussage ist die Tatsachewichtig, da� h�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=; < 1erreicht werden kann; und das ist bei 0 < h < 1 und geeignetem  durchauserf�ullbar.5.2.4 Die Konstanten L��0 , K��0 , C��0 bei den Wendland-FunktionenUm Informationen �uber das Verhalten der angesprochenen Konstanten bei denWendland-Funktionen zu erhalten, verweisen wir auf Wendland [52]. Dort wirddas (asymptotische) Verhalten der Fouriertransformierten untersucht, sowie obereund untere Schranken f�ur die Fouriertransformierte angegeben. Dadurch k�onnenAussagen f�ur die Gr�o�en der Konstanten L��0 , K��0 und C��0 abgeleitet werden.Wir wollen uns an dieser Stelle mit einem ausgew�ahlten Beispiel und einigen Plotsbegn�ugen. Dazu diene die Wendland-Funktion	7;6(r) = I6	7(r);wobei f�ur reelles � > 0	�(r) = (1 � r)�+ = ( (1 � r)� : 0 � r � 10 : r � 1und I�(r) := Z 1r s�(s) dsf�ur eine Funktion � : IR�0 ! IR, f�ur die das Integral de�niert ist.
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66 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEund somit ist h�d=28<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=; � 0:9911 < 1erreichbar.5.3 Multilevel-Fehlerabsch�atzung in der L1-NormIn diesem Abschnitt wollen wir im d-dimensionalen Fall den Fehlerf � s0 � s1 � : : :� snf�ur n 2 IN0 in der L1-Norm betrachten, wobei sk die Interpolante zu f � s0 �s1 � : : :� sk�1 auf dem hkZZd-Gitter bez�uglich der aus Abschnitt 4.2 bekanntenkardinalen Funktion �hk ;�k im station�aren Fall mit �k = a�hk, a; h 2 IR, 0 < h < 1,bezeichnet.Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir im Folgenden stetsuk := kXj=0 sjgebrauchen. In einer anderen Form ausgedr�uckt, haben wir dementsprechendsk(x) = Xj2ZZd(f � s0 � : : :� sk�1)(hkj)Xhk ;�k(x� hkj)= Xj2ZZd(f � uk�1)(hkj)Xhk;�k(x� hkj)und unter Anwendung von Satz 4.16 aus Abschnitt 4.2sk(x) = Xj2ZZd(f � uk�1)(hkj)X1;a(x=hk � j):Unser Ziel wird es also sein, die Normkf � s0 � : : :� snk1 = kf � unk1; n 2 IN;abzusch�atzen.Um dieses tun zu k�onnen, m�ussen wir uns noch mit einigen Vor�uberlegungenbesch�aftigen. Ein Teil dieser Vor�uberlegungen beruht auf Erkenntnissen und Un-tersuchungen des unter anderem aus Butzer/Splettst�o�er/Stens [10] bekanntenSampling-Theorems.Auf unserem Weg m�ussen wir noch einmal auf die Eigenschaften der kardina-len Funktion aus Abschnitt 4.2 eingehen. Entsprechend unserer vorhergehendenErl�auterungen ist es von besonderer Bedeutung, die ReiheIng(x) = Xk2ZZd g(khn)X1;a(x=hn � k)



5.3 Multilevel-Fehlerabsch�atzung in der L1-Norm 67n�aher zu untersuchen. Wir wissen bereits aus Abschnitt 4.2, wann diese Reihewohlde�niert ist.Au�erdem w�are es gut zu wissen, da� obige Reihe f�ur n ! 1 mit h 2 IR und0 < h < 1 (gleichm�a�ig) gegen g(t) konvergiert, das hei�tg(t) = limn!1 Ing(t); g 2 C(IRd); t 2 IRd: (5.26)Dieser Aufgabe wollen wir zun�achst unsere volle Aufmerksamkeit schenken. Dabeiwerden wir sehen, da� an die kardinale Funktion X einige Forderungen gestelltwerden m�ussen.Nach diesen kurzen Vorbemerkungen kommen wir zu einem Theorem, das unsbesonders durch die Beweistechnik auf den Weg zu unserer gesuchten Fehler-absch�atzung bringt.Theorem 5.22 Sei 	 : IRd ! IC aus C(IRd), so da�Xk2ZZd j	(t� k)j <1; t 2 IRd; (5.27)und die absolute Konvergenz sei gleichm�a�ig auf kompakten Teilmengen von IRd.Weiterhin gelte Xk2ZZd	(t� k) = 1 f�ur t 2 IRd: (5.28)Setze S	n g(t) :=Pk2ZZd g(khn)	(t=hn � k).a) Falls g : IRd ! IC beschr�ankt und in t0 2 IRd stetig ist, dann gilt (5.26) f�urjeden Punkt t = t0.b) fS	n gn2IN de�niert eine Familie von beschr�ankten linearen Operatoren vonC(IRd) in sich, diekS	n k1;1 = supy2IRd Xk2ZZd j	(y � k)j; n 2 IN;und limn!1 kS	n g � gk1 = 0; g 2 C(IRd);gen�ugen.Beweis: Benutzen wir (5.28) und die Stetigkeit von g an der Stelle t0, so k�onnenwir wie folgt absch�atzen:jg(t0)� S	n g(t0)j = j Xk2ZZd g(t0)	(t0=hn � k)� Xk2ZZd g(khn)	(t0=hn � k)j� Xk2ZZd jg(t0)� g(khn)j � j	(t0=hn � k)j



68 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODE= Xk2ZZdk t0hn�kk1< �hn jg(t0)� g(khn)j � j	(t0=hn � k)j+ Xk2ZZdk t0hn �kk1� �hn jg(t0)� g(khn)j � j	(t0=hn � k)j� � supy2IRd Xk2ZZd j	(y � k)j+2kgk1 Xk2ZZdk t0hn�kk1� �hn j	(t0=hn � k)j:Behauptung (a) ist nun leicht zu sehen. Die ausstehenden Behauptungen sindo�ensichtlich beziehungsweise folgen �ahnlich. 2Erinnern wir uns an Abschnitt 4.2, so erkennen wir sofort, da� die dort de�niertenzul�assigen Funktionen beziehungsweise die daraus resultierende kardinale Funk-tion die Bedingungen (5.27) und (5.28) von Theorem 5.22 erf�ullen. Im Gegensatzdazu erf�ullen die pseudo-zul�assigen Funktionen beziehungsweise die resultierendekardinale Funktion X die Forderung (5.28) aus Theorem 5.22 leider nicht, wennnicht �̂(2�k) = 0 f�ur alle k 2 ZZd n f0g gilt (Theorem 4.14).Aufgrund unserer Erfahrungen aus Abschnitt 3.3 wissen wir, da� wir f�ur � 2 INd0 ,j�j < s := s1=2, die Powerfunktion beziehungsweise ihre �-te Ableitung in derWeise P (�)��n ;hnZZd(x) � CP � �1a�s�j�jim station�aren Fall mit �n = a � hn, a � 0, absch�atzen k�onnen.Durch diese Absch�atzung der Powerfunktion und den Resultaten aus Abschnitt5.1 sind wir in der Lage, die folgende Fehlerabsch�atzung f�ur die �-te Ableitungvon f � un anzugeben. Dabei verwenden wir wie vorher die Schreibweisen ausAbschnitt 5.1.Satz 5.23 Sei sk, k = 0; : : : ; n, n 2 IN0, wie bisher im station�aren Fall mit�k = a � hk de�niert. Dann gilt f�ur � 2 INd0 mit j�j < s die Absch�atzungj(f � un)(�)(x)j � 8<: 2h�d=2qK��0 + h�d=2qC��0qL��0 9=;n �f2kf �B0fk��0 +qC��0 kB0fk��0g � CP � �1a�s�j�j ;wobei CP � � 1a�s�j�j gem�a� Abschnitt 3.3 aus der Absch�atzung der PowerfunktionP (�)��n ;hnZZd(x) stammt und die Konstanten K��0 , L��0 und C��0 aus Abschnitt 5.1beziehungsweise den darau�olgenden Abschnitten bekannt sind.



5.3 Multilevel-Fehlerabsch�atzung in der L1-Norm 69Beweis: Unter anderem mit Hilfe von Wu/Schaback [55] oder auch Abschnitt3.4 besitzt die Absch�atzungj(f � un)(�)(x)j � kf � unk��n � P (�)�; 1aZZd(x=�n)� kf � unk��n � CP �1a�s�j�jG�ultigkeit.Der Term kf � unk��n wird nun durch Anwendung der Resultate aus Abschnitt5.1 abgesch�atzt, womit der Beweis komplettiert wird. 2Eine Schl�usselrolle auf unserem weiteren Weg spielt der bekannte Mittelwertsatzder Di�erentialrechnung. Er l�a�t sich auf Funktionen von mehreren Variablen�ubertragen, indem man die Funktion auf der Strecke zwischen zwei Punkten aund b des De�nitionsbereiches U betrachtet. Dabei mu� vorausgesetzt werden,da� die Strecke von a nach b ganz in U enthalten ist, das hei�t a+ t(b� a) 2 Uf�ur t 2 [0; 1].Satz 5.24 Sei g eine di�erenzierbare Funktion g : U ! IR auf der o�enen MengeU � IRd. Sind a, b 2 U und liegt auch die Strecke von a nach b in U , so gibt eseinen Punkt � auf der Verbindungsstrecke, so da� giltg(b)� g(a) = (b� a) (Dg(�))T :Als eine Umformulierung des obigen Mittelwertsatzes werden wir verwenden:Korollar 5.25 Mit den �Ubereink�unften von Satz 5.24 und kDgk1 � M miteiner Konstanten M 2 IR giltjg(b)� g(a)j � dMkb� ak1:Aus Korollar 5.25 resultiert in Verbindung mit Satz 5.23 die folgende Erkenntnis.Satz 5.26 Durch die Voraussetzungen von Satz 5.23 gelangen wir f�ur x, y 2 IRdzu der Absch�atzungj(f � un)(y)� (f � un)(x)j� 8<: 2h�d=2qK��0 + h�d=2qC��0qL��0 9=;n �f2kf �B0fk��0 +qC��0 kB0fk��0g � CP � �1a�s�1 d � ky � xk1:Beweis: Die Behauptung folgt einfach aus Satz 5.23 und Korollar 5.25. 2Diese Resultate er�o�nen uns die M�oglichkeit, den Term f �un = f � s0� : : :� snabzusch�atzen. Doch vorher m�ochten wir noch einige De�nitionen einf�ugen. Dawir vom Verhalten der kardinalen Funktion Gebrauch machen werden, f�uhrenwir unter anderem das absolute Moment einer Funktion ein.



70 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEDe�nition 5.27 Das absolute Moment einer Funktion  der Ordnung r 2 IN0sei de�niert durch mr( ) := supt2IRd Xk2ZZd kt� kkr1 � j (t� k)j:Bemerken wir noch, da� mr( ) <1 die Aussage RIRd kukr1j (u)j du <1 impli-ziert, insbesondere besagt m0( ) <1, da�  2 L1(IRd).Desweiteren werden wir noch ein Moment einer Funktion ben�otigen, das nichtalle Glieder der Summe des absoluten Momentes ber�ucksichtigt.De�nition 5.28 Das absolute Teilsummen-Moment von  der Ordnung r 2 IN0sei de�niert durchtr;%( ) := supt2IRd Xk2ZZdkt�kk1�% kt� kkr1 � j (t� k)j; % 2 IRd�0:Der besseren �Ubersichtlichkeit wegen, haupts�achlich aber zur Abk�urzung derSchreibweise, legen wir noch eine Gr�o�e fest.De�nition 5.29 Wir de�nierenKk(g) := KX1;a ;k;�;h(g) : = d � �h � CP �1a�s�1m0(X1;a) �f2kg �B0gk��0 +qC��0kB0gk��0g �h 2�d2 k8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;kmit den bekannten Notationen.Damit k�onnen wir eine Absch�atzung des Terms kf � unk1 angeben.Satz 5.30 Die kardinale Funktion X1;a : IRd ! IR aus Abschnitt 4.2 erf�ulleXk2ZZdX1;a(y � k) = 1 f�ur alle y 2 IRd (5.29)sowie m0(X1;a) <1: (5.30)Dann gilt f�ur n 2 IN , n � 1, im station�aren Fall mit den bisher benutzten Nota-tionen die Absch�atzungj(f � un)(x)j � Kn�1(f) + 2t0;�(X1;a)kf � un�1k1f�ur x 2 IRd und ein beliebiges, festes � 2 IR>0.



5.3 Multilevel-Fehlerabsch�atzung in der L1-Norm 71Beweis: Der Beweis verwendet die Ideen des Beweises zu Theorem 5.22 und auchSatz 5.26 in folgender Weise:j(f � un)(x)j = j(f � un�1)(x)� sn(x)j= j Xk2ZZd f(f � un�1)(x)� (f � un�1)(hnk)gX1;a(x=hn � k)j� Xk2ZZdk xhn �kk1<� j(f � un�1)(x)� (f � un�1)(hnk)j � jX1;a(x=hn � k)j+ Xk2ZZdk xhn �kk1�� j(f � un�1)(x)� (f � un�1)(hnk)j � jX1;a(x=hn � k)j� 8<: 2h�d=2qK��0 + h�d=2qC��0qL��0 9=;n�1 �f2kf �B0fk��0 +qC��0 kB0fk��0g �CP � �1a�s�1 � d� hn �m0(X1;a)+2t0;�(X1;a)kf � un�1k1= Kn�1(f) + 2t0;�(X1;a)kf � un�1k1: 2Oft wird es in der Praxis schwierig sein, zu entscheiden, ob eine gegebene Funktion die Bedingung Xk2ZZd  (t� k) = 1 f�ur alle t 2 IRderf�ullt. Deshalb geben wir zus�atzlich zu unseren Untersuchungen in Abschnitt 4.2das folgende Lemma an, das hilfreich in dieser Problematik angewendet werdenkann.Lemma 5.31 Sei  2 C(IRd) eine absolut integrierbare Funktion mitj (y)j < A(1 + kykd+1) f�ur ein A 2 IR;und sei Pk2ZZd  ̂(2�k) absolut konvergent. Dann sind f�ur x 2 IRd die folgendenAussagen �aquivalent:i) Pk2ZZd  (x� k) = 1ii)  ̂(2�k) = ( 1 : k = 00 : k 2 ZZd n f0g:Beweis: Die Behauptung resultiert aus der Poisson'schen Summenformel mit1 = Xk2ZZd  (x� k) = Xk2ZZd  ̂(2�k)ei2�kT x



72 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEund der linearen Unabh�angigkeit der Funktionen fei2�kT xjx 2 IRdg, k 2 ZZd. 2Der Inhalt des Lemmas deckt sich im Grunde genommen mit den Aussagen �uberdiese Problematik aus Abschnitt 4.2. F�ur die Entscheidung, ob die kardinaleFunktion X , die nat�urlich den Voraussetzungen gen�ugen mu�, die BedingungPk2ZZd X (x � k) = 1 erf�ullt, ist es also ausreichend, X̂ nur an den Stellen 2�k,k 2 ZZd, zu kennen.Bem. Die Voraussetzungen von Satz 5.30 sind f�ur zul�assige radiale Basisfunk-tionen ��0 erf�ullt.Ist X1;a die kardinale Funktion zu einem pseudo-zul�assigen ��0, so ist die Vor-aussetzung (5.29) aus Satz 5.30 nicht erf�ullt, wenn nicht �̂�0(2�k) = 0 f�ur allek 2 ZZd n f0g.Kommen wir nach diesem kurzen Exkurs zur�uck zu unserer Fehlerabsch�atzung.Es verbleibt noch die Aufgabe, den Termkf � un�1k1in solch einer Weise abzusch�atzen, in welcher er von kfk1 abh�angt. Durch itera-tive Anwendung von Satz 5.30 kommen wir unserem Ziel n�aher und formulierenals HauptresultatTheorem 5.32 Mit den bisher verwendeten Notationen und den Voraussetzun-gen (5.29) und (5.30) aus Satz 5.30 gilt f�ur n 2 IN die Absch�atzungkf � unk1 � n�1Xl=0 Kn�1�l(f) � (2t0;�(X1;a))l+(2t0;�(X1;a))n kf � s0k1:Bem. F�ur die leere Summe beziehungsweise das leere Produkt benutzen wir die�ublichen Konventionen m�1Xk=m ak := 0 beziehungsweisem�1Yk=m ak := 1;wobei ak eine reelle Zahl und m eine ganze Zahl seien.Beweis: Das Theorem beweisen wir durch vollst�andige Induktion nach n. Dabeibeginnen wir mit n = 1:kf � s0 � s1k1 � f2kf �B0fk��0 +qC�akB0fk��0 gd�hCP �1a�s�1m0(X1;a)+2 t0;�(X1;a)kf � s0k1= K0(f) + 2 t0;�(X1;a)kf � s0k1:



5.3 Multilevel-Fehlerabsch�atzung in der L1-Norm 73Die Behauptung des Theorems sei nun f�ur n richtig. Dann ist sie auch f�ur n+ 1richtig, dennkf � un+1k1 � Kn(f) + 2 t0;�(X1;a)kf � unk1� Kn(f) + 2t0;�(X1;a)(n�1Xl=0 Kn�1�l(f)(2t0;�(X1;a))l+(2t0;�(X1;a))nkf � s0k1g= Kn(f) + n�1Xl=0 Kn�1�l(f) � (2t0;�(X1;a))l+1+(2t0;�(X1;a))n+1 kf � s0k1= nXl=0Kn�l(f) � (2t0;�(X1;a))l+(2t0;�(X1;a))n+1 kf � s0k1: 2Den Term kf � s0k1 in der Fehlerabsch�atzung aus Theorem 5.32 m�ochten wirgesondert betrachten. Dazu diene der folgende Satz.Satz 5.33 Die Funktion f : IRd ! IR sei in IRd gleichm�a�ig stetig, das hei�t zujedem � > 0 existiert ein � > 0, so da�jf(x)� f(y)j < � f�ur alle x; y 2 IRd mit kx� yk1 < �:Mit diesem � beziehungsweise � und den bisherigen Notationen giltkf � s0k1 � �m0(X1;a) + 2t0;�(X1;a) kfk1;falls X1;a die Voraussetzungen (5.29) und (5.30) aus Satz 5.30 erf�ullt.Beweis: Mit den obigen �Ubereink�unften giltj(f � s0)(x)j � Xk2ZZdkx�kk1<� jf(x)� f(k)j � jX1;a(x� k)j+2 kfk1 Xk2ZZdkx�kk1�� jX1;a(x� k)j;f�ur alle x 2 IRd, woraus die Behauptung folgt. 2Neben dieser Absch�atzung sind noch zahlreiche weitere Absch�atzungen bekannt.So resultiert zum Beispiel, wie in Abschnitt 3.4 zu sehen, eine Art der Absch�at-zung aus j(f � s0)(x)j � kfk��0 � P��0 ;ZZd(x). Weitere Beispiele k�onnen der Lite-ratur, wie [8, 9, 10], entnommen werden und im Folgenden an Stelle des Termskf � s0k1 eingesetzt werden. Da dieses keinen entscheidenden Einu� auf dasKonvergenzverhalten nach sich zieht, m�ochten wir es nicht weiter verfolgen und



74 5 FEHLERABSCH�ATZUNG DER MULTILEVEL-METHODEdem interessierten Leser �uberlassen.Abschlie�end wollen wir noch ein paar Worte �uber die Werte Kn(f) und t0;�(X1;a)verlieren. Entscheidenden Einu� auf das Verhalten von Kn(f) hat der Termh 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=; :Nach unseren Erkenntnissen aus Abschnitt 5.1 beziehungsweise den darau�olgen-den Abschnitten kann der Termh 8<: 2h�d=2qK��0 + h�d=2qC��0qL��0 9=; = h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;unter bestimmten Umst�anden sicherlich kleiner gleich Eins abgesch�atzt werden.Ist dieses der Fall, so bekommen wirKk1(f) � Kk2(f)f�ur k2 � k1.Genauer gilt f�ur n 2 IN und l 2 f0; : : : ; ngKn�l(f) = d � �h �CP �1a�s�1m0(X1;a) �f2kf �B0fk��0 +qC��0kB0fk��0g �0@h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;1An�l= Kn(f)0@h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;1A�l:Unsere Fehlerabsch�atzung l�a�t sich dann schreiben alskf � unk1 � n�1Xl=0 Kn�1�l(f) � (2t0;�(X1;a))l+(2t0;�(X1;a))nkf � s0k1= Kn�1(f) n�1Xl=0 0BBB@ 2t0;�(X1;a)�h d�22 � 2pK��0 + pC��0pL��0 ��1CCCAl+(2t0;�(X1;a))nkf � s0k1:Aufgrund des Abschnittes 4.2 wissen wir, da� f�ur zul�assige radiale Basisfunktio-nen beziehungsweise dem daraus resultierenden Verhalten der kardinalen Funkti-on X1;a der Term 2t0;�(X1;a) f�ur hinreichend gro�es � beliebig klein werden kann.



5.3 Multilevel-Fehlerabsch�atzung in der L1-Norm 75Sei nun � und h so gew�ahlt, da�0 � 2t0;�(X1;a) < 0@h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;1A ;was im Fall 0@h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;1A < 1impliziert, da� auch 2t0;�(X1;a) < 1ist.Damit bekommen wir letztendlichkf � unk1 � Kn�1(f)1 � �2t0;�(X1;a)=�h 2�d2 � 2pK��0 + pC��0pL��0 ���n1� �2t0;�(X1;a)=�h 2�d2 � 2pK��0 + pC��0pL��0 ���+(2t0;�(X1;a))nkf � s0k1:Die Gr�o�e des Terms 0@h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;1Aist abh�angig von h, ��0 = �a und der Raumdimension d; es ist aber f�ur spezielleWahlen m�oglich, 0@h 2�d2 8<: 2qK��0 + qC��0qL��0 9=;1A < 1zu erreichen. Benutzen wir radiale Basisfunktionen, bei denen die zugeh�origekardinale Funktion die Eins reproduziert (Eigenschaft (5.29)), so erhalten wir f�urn!1 die lineare Konvergenzkf � s0 � : : :� snk1 ! 0:Abschlie�end m�ochten wir noch einmal darauf hinweisen, da� obige Absch�atzun-gen f�ur zul�assige radiale Basisfunktionen ��0 gelten; die Absch�atzungen geltenaber nicht f�ur pseudo-zul�assiges ��0, wenn nicht �̂�0(2�k) = 0 f�ur alle k 2ZZd n f0g.So fallen zum Beispiel die Gaussians und die Wendland-Funktionen aus unsererBetrachtung heraus; die oben angegebenen Fehlerabsch�atzungen gelten nicht f�urpositiv de�nite radiale Basisfunktionen.



76 SymbolverzeichnisSymbolverzeichnisd 2 IN Raumdimensionj�j j�j = �1 + : : :+ �d f�ur � 2 INd0k � k euklidische Normk � kp = k � kLp Lp-Norm^ FouriertransformationC(
) Raum aller stetigen Funktionen f : 
! IRCk(
) Raum der k-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen auf 
� Gamma-FunktionK� modi�zierte Besselfunktion der 2. Art der Ordnung �J� Besselfunktion der ersten Art der Ordnung �:= Gleichheit bis auf KonstantenBPD(m) Menge der bedingt positiv de�niten Funktionender Ordnung m (auf IRd)bxc gr�o�te ganze Zahl kleiner oder gleich xA�;X Interpolationsmatrix zur Basisfunktion � und den Daten XIP dm Menge aller d-variaten Polynome vom Gesamtgrad < mF� Native Space zur radialen Basisfunktion �k � k� Norm im Native Space F�(�; �)� Skalarprodukt im Native Space F�P�;X Powerfunktion zu � und Xh�;X(x) Dichte der St�utzstellen um xqX Separationsabstand des Datensatzes X�jk KroneckersymbolIn InterpolationsoperatorX kardinale FunktionS� SkalierungsoperatorE Identit�atS0(�) Raum endlicher Linearkombinationen von Translaten von �S(�) �-Abschlu� von S0(�)C Kubus [��; �]d[g; f ]n(�) P�2 2�hnZZd g(�+ �)f(�+ �)Bk Tiefpa�-Operatorsuppf fx 2 IRd : f(x) 6= 0g Tr�ager der Funktion f : IRd ! IRDf (totales) Di�erential (auch Jacobi-Matrix genannt)D� Ableitung der Form D� = @j�j@x�11 ::: @x�dd f�ur � 2 INd0mr(�) absolute Moment einer Funktion der Ordnung rtr;%(�) absolute Teilsummen-Moment einer Funktion der Ordnung rO, o Landau-Symbolespan lineare H�ulleC�,K�,L� von der radialen Basisfunktion � abh�angende KonstantenKk(f) Konstante f�ur eine Absch�atzung in der L1-Norm
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