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EinleitungDen Ausgangspunkt dieser Arbeit bildet ein Artikel von J. Xu (vgl. [Xu96]), inwelchem u. a. Zweigitter-Diskretisierungsverfahren f�ur nichtsymmetrische und/oderinde�nite Probleme der Form�r � (aru) + b � ru+ cu = f in 
;u = 0 auf @
vorgestellt werden. Diese Verfahren arbeiten mit zwei Finite-Element-R�aumen VHund Vh (bez�uglich unterschiedlicher Maschenweiten h < H). Dabei wird auf demgr�oberen Raum VH mit Hilfe der Finite-Element-Methode (FEM) (vgl. Abschnitt 1.4)eine grobe Approximation an die L�osung berechnet, w�ahrend auf dem feinerenRaum Vh das nichtsymmetrische Problem zun�achst mit Hilfe dieser groben L�osungauf ein symmetrisches Problem reduziert und dieses dann gel�ost wird. Die Konver-genzabsch�atzungen dieser Verfahren (vgl. [Xu96], x 4) zeigen, da� der Raum VHverglichen mit dem Raum Vh extrem grob sein kann und dennoch eine optimaleGenauigkeit an die approximierte L�osung erhalten bleibt. Dabei ist allerdings zu be-merken, da� die Ergebnisse von Xu auf solche Probleme beschr�ankt sind, bei denender elliptische Hauptteil des entsprechenden Di�erentialoperators die Terme niedererOrdnung dominiert.Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung der Frage, ob sich die Verfahrenvon Xu auch auf Probleme mit dominierenden Termen niederer Ordnung bzw. aufsingul�ar gest�orte Randwertprobleme der Form�"r � (aru) + b � ru+ cu = f in 
;u = 0 auf @
mit " 2 (0; 1] �ubertragen lassen. Gleichungen dieser Art treten h�au�g bei der Mo-dellierung von str�omungsmechanischen Problemen auf.In Kapitel 1 �nden sich die funktionalanalytischen Grundlagen f�ur die weiteren Be-trachtungen (Abschnitte 1.1{1.3). Dar�uber hinaus werden einige Absch�atzungen be-reitgestellt, die f�ur die Konvergenzuntersuchungen der Algorithmen in den Kapiteln2 und 3 von grundlegender Bedeutung sind (Abschnitte 1.5 und 1.6.2).In Kapitel 2 werden die Algorithmen von Xu direkt auf singul�ar gest�orte Pro-bleme angewandt und die Konvergenzanalysen dieser Verfahren durchgef�uhrt (Ab-



2 Einleitungschnitt 2.2). Bei der Diskussion der Konvergenzergebnisse (Abschnitt 2.3) wird un-tersucht, unter welchen Bedingungen die Algorithmen noch e�zient arbeiten.Mit dem Versuch, die Konvergenzresultate der Algorithmen aus Kapitel 2 zu verbes-sern, indem man sie dem singul�ar gest�orten Fall anpa�t, besch�a�gt sich Kapitel 3.Dort werden zwei angepa�te Varianten der urspr�unglichen Verfahren betrachtet unddiskutiert (Abschnitte 3.1 und 3.2). Die zweite Variante benutzt dabei als Basis-verfahren die SUPG-FEM (vgl. Abschnitt 1.6.1), die f�ur singul�ar gest�orte Problemeeine stabile Variante der Galerkin-FEM darstellt.Im abschlie�enden Kapitel 4 werden die Ergebnisse zusammengefa�t und Hinweiseauf o�ene Fragen gegeben.



Kapitel 1Grundlagen
1.1 ProblemstellungEs sei 
 � IR2 ein konvexes, polygonales Gebiet. DurchLu(x) := �"r � �a(x)ru(x)�; x 2 
 (1.1)sei mit 0 < " � 1 und a : 
 �! IR2�2 ein linearer elliptischer Di�erentialoperator Lde�niert. Die Matrix a(x) = aij(x), i; j = 1; 2, sei dabei als symmetrisch und positivde�nit (SPD) vorausgesetzt. Aufgrund dieser Eigenschaften der Matrix a sprichtman bez�uglich L auch von einem SPD-Operator.Der durch (1.1) eingef�uhrte Di�erentialoperator L sei gleichm�a�ig elliptisch mitj�j2 � �Ta(x)� � �j�j2 f�ur alle � 2 IR2; x 2 
; (1.2)wobei  und � positive Konstanten seien. Man nennt  in diesem Zusammenhangauch Elliptizit�atskonstante.Bez�uglich L soll das elliptische Randwertproblem� Lu(x) � �"r � �a(x)ru(x)� = f(x) in 
;u(x) = 0 auf @
 (1.3)betrachtet werden.Ein weiterer linearer elliptischer Di�erentialoperator L̂ wird eingef�uhrt durchL̂u(x) := Lu(x) +Nu(x); x 2 
 (1.4)mit Nu(x) := b(x) � ru(x) + c(x)u(x). Die Koe�zientenfunktionen a : 
 �! IR2�2,b : 
 �! IR2 und c : 
 �! IR seien als hinreichend glatt vorausgesetzt.Der Operator L̂ wird den nichtsymmetrischen und/oder inde�niten (NSPD-) Ope-ratoren zugeordnet, wobei man L̂ in einen SPD-Operator L und einen NSPD-Operator N zerlegen kann. Diese Tatsache ist grundlegend f�ur die sp�ateren Be-trachtungen.



4 GrundlagenBez�uglich L̂ wird im folgenden das elliptische Randwertproblem� L̂u(x) � �"r � �a(x)ru(x)�+ b(x) � ru(x) + c(x)u(x) = f(x) in 
;u(x) = 0 auf @
 (1.5)betrachtet. Gleichungen dieser Art treten in der Str�omungsmechanik auf, beispiels-weise bei der Berechnung der Temperatur in einer kompressiblen Str�omung. In die-sem Zusammenhang hei�en " der Di�usionsparameter und �"r��aru� der Di�usi-onsterm. F�ur b 6� 0 stellt b�ru die Konvektion dar. Den Term cu�f bezeichnet manals den Reaktionsanteilmit dem Reaktionskoe�zienten c und der Quelle f . Aufgrunddieser Bezeichnungen nennt man die Probleme (1.5) auch Konvektions-Di�usions-Reaktions-Probleme. F�ur "� 1 hei�en sie singul�ar gest�ort.De�nition 1.1 Bei hinreichend glatten Daten aij 2 C1(
), f 2 C(
) bzw. dar�uber-hinaus bj; c 2 C(
) f�ur i; j = 1; 2 hei�t u 2 C2(
) \ C(
) genau dann klassischeL�osung von (1.3) bzw. (1.5), wenn u die Gleichungen (1.3) bzw. (1.5) punktweiseerf�ullt.1.2 Angepa�te Funktionenr�aumeDer �Ubergang zu Variationsformulierungen der Probleme (1.3) bzw. (1.5) (vgl. Ab-schnitt 1.3) erfordert eine angepa�te Wahl der Funktionenr�aume. In diesem Zusam-menhang haben sich die Sobolev-R�aume als geeignet erwiesen. Sie sollen an dieserStelle kurz eingef�uhrt werden.Im folgenden sei G ein beschr�anktes Gebiet aus dem IRn. Die Sobolev-R�aume werdenauf den R�aumen der Lebesgue-integrierbaren Funktionen aufgebaut.De�nition 1.2 Die Norm k � kLp sei f�ur Funktionen v : G �! IR gegeben durchkvkLp := 8>>><>>>: �ZG jv(x)jp dx� 1p f�ur 1 � p <1;ess supx2G �jv(x)j	 f�ur p =1:In beiden F�allen werden die Lebesgue-R�aume de�niert durchLp(G) := �v : G �! 
 : kvkLp <1	:Im Fall p = 2 wird f�ur Funktionen u; v 2 L2(G) durch(u; v) := (u; v)L2 = ZG u(x)v(x) dxein Skalarprodukt erkl�art. Der Raum L2(G) ist damit ein Hilbert-Raum.



1.2 Angepa�te Funktionenr�aume 5F�ur die Einf�uhrung der Sobolev-R�aume wird noch der Begri� der verallgemeinertenAbleitung �uber Lebesgue-R�aumen ben�otigt. Dieser erfordert zun�achst dieDe�nition 1.3 Die Menge der lokal integrierbaren Funktionen wird f�ur Funktionenv : G �! IR de�niert durchL1loc(G) := �v : v 2 L1(K) f�ur alle kompakten Teilgebiete K � G	:De�nition 1.4 Zu einer Funktion u 2 L1loc(G) hei�t w� 2 L1loc(G) verallgemeinerteAbleitung, falls giltZGw�(x)v(x) dx = (�1)j�j ZG u(x)D�v(x) dx f�ur alle v 2 C10 (G).Dabei ist � = (�1; : : : ; �n), �i 2 IN0, ein Multiindex der L�angej�j := nXi=1 �i;und D�v bezeichnet die gew�ohnlichen partiellen Ableitungen� @@x1��1 : : : � @@xn��n v:Weiterhin benennt C10 (G) die Menge der beliebig oft di�erenzierbaren Funktionenmit kompaktem Tr�ager in G.Bemerkung 1.5 F�ur beliebiges � und v 2 C j�j(G) entspricht die verallgemeinerteAbleitung w� der klassischen Ableitung D�v. Im folgenden wird auch sonst stetsD�v statt w� f�ur die verallgemeinerte Ableitung geschrieben. �Die Sobolev-R�aume werden schlie�lich eingef�uhrt durch dieDe�nition 1.6 Seien k 2 IN0 und v 2 L1loc(G). Die verallgemeinerten AbleitungenD�v m�ogen f�ur alle j�j � k existieren. Dann ist die Sobolev-Norm gegeben durchkvkW kp := 8>>>><>>>>: 0@Xj�j�k kD�vkpLp1A 1p f�ur 1 � p <1,maxj�j�k kD�vkpL1 f�ur p =1:Die Sobolev-R�aume werden in beiden F�allen de�niert durchW kp (G) := �v 2 L1loc(G) : kvkW kp <1	:



6 GrundlagenZur geeigneten Einbeziehung der Randbedingungen von (1.3) bzw. (1.5) beim �Uber-gang zu Variationsformulierungen in Abschnitt 1.3 werden noch die R�aume W kp (G)ben�otigt. Sie sind de�niert als der Abschlu� von C10 (G) in der k � kW kp -Norm. Wei-terhin werden die zu den Sobolev-Normen geh�origen Semi-Normen benutzt.De�nition 1.7 F�ur k 2 IN0 und v 2 W kp (G) ist im Fall 1 � p < 1 die zu kvkW kpgeh�orige Semi-Norm de�niert durchjvjW kp := 0@Xj�j=k kD�vkpLp1A 1p :Bemerkung 1.8 F�ur p = 2 schreibt man Hm(G) statt Wmp (G) und Hm0 (G) stattWmp (G). �1.3 Lineare VariationsproblemeDa die Forderung u 2 C2(
) \ C(
) an die klassische L�osung von (1.3) bzw. (1.5)aus De�nition 1.1 in der Praxis zu restriktiv ist, geht man zu verallgemeinertenAufgabenstellungen bzw. Variationsformulierungen �uber. Dann lassen sich auch nochProbleme l�osen, f�ur die keine klassischen L�osungen mehr existieren.1.3.1 VariationsformulierungUm das Problem (1.3) formal in Variationsform zu bringen, multipliziert man dieerste Gleichung in (1.3) mit einer Testfunktion v 2 C10 (
), integriert beide Seiten�uber 
, f�uhrt auf der linken Seite partielle Integration durch und vervollst�andigtschlie�lich unter Ber�ucksichtigung der vorliegenden homogenen Dirichlet-Randbe-dingungen den Raum C10 (
) zu H10 (
). Die Bilinearform A(� ; �) bez�uglich des Di�e-rentialoperators L wird dann durch die umformulierte linke Seite der Gleichung (1.3)de�niert, d. h. A(u; v) := " Z
 aru � rv dx f�ur u; v 2 H10 (
): (1.6)De�nition 1.9 Sei X ein Hilbert-Raum. Eine Bilinearform a : X�X �! IR hei�tstetig, falls mit einer Konstanten C1 > 0 giltja(u; v)j � C1kukXkvkX f�ur alle u; v 2 X:Eine stetige Bilinearform a hei�t X-elliptisch, falls mit einer Konstanten C2 > 0gilt a(v; v) � C2kvk2X f�ur alle v 2 X:



1.3 Lineare Variationsprobleme 7Satz 1.10 Die Bilinearform A(� ; �) aus (1.6) ist stetig auf dem Raum H10 (
) undH10 -elliptisch.Beweis. Seien u; v 2 H10 (
).i) Zun�achst soll f�ur A(� ; �) die Eigenschaft der Stetigkeit nachgewiesen werden. Dies-bez�uglich hat manjA(u; v)j = "j(aru;rv)j= " �����Z
 2Xi;j=1aij @u@xj @v@xidx �����Cauchy� " Z
 2Xi;j=1 jaijj ���� @u@xj ���� ���� @u@xi ���� dx! 12  Z
 2Xi;j=1 jaijj ���� @v@xj ���� ���� @v@xi ���� dx! 12(1:2)� " � Z
 2Xi=1 ���� @u@xi ����2 dx! 12  � Z
 2Xi=1 ���� @v@xi ����2 dx! 12= �"jujH1jvjH1:ii) Nun bleibt noch die Eigenschaft der H10 -Elliptizit�at zu zeigen. Es istA(v; v) = "(arv;rv)= " Z
 2Xi;j=1 aij @v@xi @v@xj dx(1:2)� " Z
 2Xi=1 � @v@xi�2 dx= "jvj2H1: 2Dem Di�erentialoperator L̂ aus (1.5) wird bei analoger Vorgehensweise entsprechenddie BilinearformÂ(u; v) := A(u; v) +N(u; v) f�ur u; v 2 H10 (
) (1.7)mit N(u; v) := Z
 �b � ru+ cu�v dx zugeordnet.Durch die folgende De�nition wird eine auf dem Raum H10 (
) zu k � kH1 bzw. zuj � jH1 �aquivalente Norm eingef�uhrt.De�nition 1.11 F�ur alle v 2 H10 (
) hei�t die durchjjjvjjj2" := "jvj2H1 + kvk2L2auf H10 (
) de�nierte Norm die "-gewichtete H1-Norm.



8 GrundlagenSatz 1.12 Seien bj; c 2 L1(
), j = 1; 2 mit kbkL1 =: B1 und kckL1 =: C1.Weiterhin gelte c� 12r�b � ! > 0. Dann ist die Bilinearform Â(� ; �) aus (1.7) stetigauf dem Raum H10 (
) und H10 -elliptisch.Beweis. Seien u; v 2 H10 (
).i) Bez�uglich der Stetigkeit von Â(� ; �) giltjÂ(u; v)j � jA(u; v)j+ ����Z
 b � ruv dx����+ ����Z
 cuv dx����H�older� �"jujH1jvjH1 +B1jujH1kvkL2 + C1kukL2kvkL2� maxf�; C1g h�"jujH1jvjH1 + kukL2kvkL2�2i 12+ B1p" �"juj2H1� 12kvkL2= maxf�; C1gjjjujjj"jjjvjjj" + B1p" jjjujjj"kvkL2:ii) Nun ist noch die Eigenschaft der H10 -Elliptizit�at zu zeigen. Man hatÂ(v; v) = A(v; v) +N(v; v)� "jvj2H1 + Z
(b � rv + cv)v dxP:I:= "jvj2H1 + Z
(c� 12r � b)v2 dx� "jvj2H1 + !kvk2L2� minf; !g�"jvj2H1 + kvk2L2�= minf; !gjjjvjjj2": 2Die verallgemeinerten Aufgabenstellungen zu (1.3) bzw. zu (1.5) lauten:i) Finde u 2 H10 (
), so da� giltA(u; v) = (f; v) f�ur alle v 2 H10 (
) (1.8)bzw.ii) Finde u 2 H10 (
), so da� giltÂ(u; v) = (f; v) f�ur alle v 2 H10 (
), (1.9)wobei A(� ; �) bzw. Â(� ; �) die in (1.6) bzw. (1.7) eingef�uhrten Bilinearformen seien.



1.3 Lineare Variationsprobleme 9Im folgenden soll kurz die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer L�osungf�ur die Probleme (1.8) bzw. (1.9) diskutiert werden. Eine diesbez�uglich hinreichendeAussage macht das folgendeLemma 1.13 (Lax-Milgram)Seien X ein Hilbert-Raum, a(� ; �) : X � X �! IR eine stetige, X-elliptische Bi-linearform und f : X �! IR eine stetige Linearform, d. h. es sei f 2 X�. Dannexistiert ein eindeutig bestimmtes u 2 X mita(u; v) = f(v) f�ur alle v 2 X:Beweis. [GR94], Lemma 3.6.F�ur f 2 L2(
) sind mit X = H10 (
) und den S�atzen 1.10 bzw. 1.12 bez�uglich derVariationsprobleme (1.8) bzw. (1.9) die Voraussetzungen des Lax-Milgram-Lemmaserf�ullt und somit die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung von (1.8) bzw. (1.9)sichergestellt.Die folgende Regularit�atsaussage beschreibt, unter welchen Voraussetzungen L�osun-gen u 2 H10 (
) zweimal schwach di�erenzierbar sind. Regularit�atsaussagen sindwesentlich bei Konvergenzabsch�atzungen f�ur numerische L�osungsverfahren (vgl. dieKapitel 2 und 3).Lemma 1.14 Es seien u 2 H10 (
) und f 2 L2(
). Dann ist u 2 H2(
), und es giltkukH2 . 1" �1 + C1 + B1p"� kfkL2: (1.10)Beweis. Seien u 2 H10(
) und f 2 L2(
) mit �"r � (aru) + b � ru+ cu = f . Ausder Konvexit�at des Gebietes 
 folgt zun�achst (vgl. [GT83])kukH2 � CRkr � (aru)kL2 mit 0 < CR 6= CR(").Weiterhin hat mank � "r � (aru)kL2 � kfkL2 + C1kukL2 +B1jujH1� kfkL2 + �C1 + B1p"� jjjujjj":Um die rechte Seite weiter absch�atzen zu k�onnen, betrachtet man"juj2H1 + !kuk2L2 = " Z
 jruj2 dx + Z
 !u2 dx� " Z
 aruru dx+ Z
�c� 12r � b� u2 dx



10 GrundlagenP. I.= Z
 �� "r � (aru)�u dx+ Z
(bru+ cu)u dx= Z
 fu dxH�older� kfkL2kukL2:Aus dieser Absch�atzung erh�alt mankuk2L2 � 1!2kfk2L2 und "juj2H1 � 1!kfk2L2;somit folgt jjjujjj" � p! + p! kfkL2 :Einsetzen ergibt schlie�lich"kukH2 � CR"kr � (aru)kL2� CR �1 + �C1 + B1p"� p! + p! � kfkL2:Das Zusammenfassen der von " unabh�angigen Konstanten liefert das Ergebnis. 21.3.2 Approximation von VariationsproblemenBei der n�aherungsweisen Behandlung der Variationsprobleme (1.8) bzw. (1.9) legtman nicht den Raum H10(
) als L�osungsraum zugrunde, sondern berechnet dieL�osung in einem endlich-dimensionalen Teilraum Vh � H10 (
). Es bezeichnet h dabeidie Diskretisierungsschrittweite.De�nition 1.15 Die AufgabeFinde uh 2 Vh, so da� giltA(uh; v) = (f; v) bzw. Â(uh; v) = (f; v) f�ur alle v 2 Vh (1.11)hei�t Galerkin-Verfahren zum Variationsproblem (1.8) bzw. (1.9).Die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen L�osung uh kann aufgrund der Konfor-mit�at Vh � H10 (
) aus der Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung der zugeh�origenVariationsprobleme (1.8) bzw. (1.9) gefolgert werden, da sich die auf H10 (
) g�ultigenEigenschaften auf den Teilraum Vh �ubertragen lassen.



1.4 Die Finite-Element-Methode 11Bemerkung 1.16 Wird die Bilinearform des betrachteten Variationsproblems alssymmetrisch vorausgesetzt, so hei�t das entsprechende Verfahren Ritz-Galerkin-Verfahren. Von Petrov-Galerkin-Verfahren dagegen spricht man, wenn der Ansatz-raum und der Testraum als nichtidentisch gew�ahlt werden, d. h. wenn man Problemeder ArtFinde uh 2 Vh, so da� gilta(uh; v) = (f; v) f�ur alle v 2 Whmit einer Bilinearform a(�; �), einem Ansatzraum Vh und einem Testraum Wh be-trachtet, und dabei Vh 6= Wh gilt. �Bemerkung 1.17 Man kann zeigen, da� das Galerkin-Verfahren (1.11) �aquivalentzu einem linearen Gleichungssystem ist (vgl. [Lub96], Satz 5.3). Es ist f�ur die nu-merische L�osung erstrebenswert, dieses Gleichungssystem d�unn besetzt zu halten.Dies kann man durch die geeignete Wahl eines Ansatzraumes erreichen (vgl. dazuAbschnitt 1.4). �1.4 Die Finite-Element-MethodeDie Finite-Element-Methode (FEM) kann als ein spezielles Galerkin-Verfahren auf-gefa�t werden, bei dem die Ansatz- und Testfunktionen st�uckweise de�nierte Funk-tionen mit kleinem Tr�ager, meist Polynome, sind. Dadurch wird erreicht, da� dasdem Galerkin-Verfahren �aquivalente lineare Gleichungssystem d�unn besetzt ist (vgl.Bemerkung 1.17).Die FEM zeichnet sich im wesentlichen durch folgende Merkmale aus:� Zerlegung des zugrunde gelegten L�osungsgebietes in geometrisch einfache Teil-gebiete (vgl. Abschnitt 1.4.1),� De�nition von Ansatz- und Testfunktionen �uber den Teilgebieten (vgl. Ab-schnitt 1.4.2) und� Sicherung globaler Eigenschaften, beispielsweise die der Konformit�at (vgl. Ab-schnitt 1.4.2).1.4.1 ZerlegungenSei 
 � IR2 ein konvexes, polygonales Gebiet. Der erste Schritt der FEM bestehtaus einer geeigneten Zerlegung des Grundgebietes 
 in Teilgebiete einfacher geome-trischer Struktur, die selbst wieder polygonal und konvex sind. �Uber diesen Teilge-bieten werden dann die Ansatzfunktionen st�uckweise de�niert. Die Zerlegung solldabei gewisse Voraussetzungen erf�ullen.



12 GrundlagenDe�nition 1.18 Eine Zerlegung hei�t zul�assig, falls f�ur zwei beliebige Elemente Tiund Tj der Zerlegung genau einer der folgenden vier F�alle eintritt:i) Ti = Tj,ii) Ti \ Tj bildet eine vollst�andige Kante sowohl von Ti als auch von Tj,iii) Ti \ Tj beschreibt einen Eckpunkt sowohl von Ti als auch von Tj,iv) Ti \ Tj = ;und dar�uberhinaus 
 = [Mi=1Ti gilt mit M <1.Bei zul�assigen Zerlegungen wird demnach ausgeschlossen, da� eine Kante eines Ele-mentes Ti eine echte Teilmenge einer Kante eines von Ti verschiedenen Elementes Tjbildet.De�nition 1.19 Eine Zerlegung hei�t quasi-uniform, falls es Konstanten 0 < C1 <C2 gibt, so da� in jedes Element der Zerlegung ein Kreis mit dem Radius C1h ein-beschrieben und jedes Element der Zerlegung von einem Kreis mit dem Radius C2humschrieben werden kann.Bemerkung 1.20 F�ur Dreieckszerlegungen kann die Quasi-Uniformit�at geometrischinterpretiert werden. Die Erf�ullung der sogenannten Zl�amal-Bedingung� � �0 > 0f�ur beliebige Innenwinkel � aller auftretenden Dreiecke ist hinreichend f�ur die Quasi-Uniformit�at der Zerlegung. �Im folgenden sei das Gebiet 
 durch eine zul�assige, quasi-uniforme TriangulierungTh = fTig in Dreiecke mit maximaler Seitenl�ange h 2 (0; 1) zerlegt.Als Beispiel einer Zerlegungsstrategie f�ur konforme Gitter soll hier kurz das Verfah-ren der roten Verfeinerung vorgestellt werden. Es handelt sich hierbei um eine lokaleVerfeinerungstechnik.Die rote VerfeinerungBei der Methode der roten Verfeinerung wird das Grundgebiet 
 zun�achst mit ei-nem groben zul�assigen, quasi-uniformen Ausgangsgitter �uberdeckt. Das n�achstfei-nere Gitter erh�alt man dadurch, da� man die Kantenmittelpunkte der Dreieckedes Ausgangsgitters verbindet und somit jedes Dreieck in vier kongruente Teild-reiecke zerlegt. Diesen Verfeinerungsprozess setzt man sukzessive fort, bis man diegew�unschte Feinheit der Triangulierung erhalten hat.Der Vorteil dieser Methode liegt darin, da� sich die Verh�altnisse zwischen den Innen-und Au�enradien der n�achstfeineren Dreiecke gegen�uber den n�achstgr�oberen Drei-ecken nicht �andern und somit die Eigenschaft der Quasi-Uniformit�at auf dem n�achst-feineren Gitter erhalten bleibt.



1.5 Galerkin-Projektionen 131.4.2 Finite-Element-R�aumeZu einer gegebenen Triangulierung Th wird ein Finite-Element-Raum Vh � V �H10 (
) de�niert durchVh := �v 2 C(
) : vjT 2 V rT f�ur alle T 2 Th, vj@
 = 0	; (1.12)wobei V rT der Raum der Polynome vom Grad � r sei.Es werden hierbei Funktionen herangezogen, die nur stetig und nicht notwendigstetig di�erenzierbar sind. Sie sind also weit weniger glatt, als man es von klassischenL�osungen der Randwertprobleme fordert (vgl. De�nition 1.1).Zum Nachweis der Konformit�atsbedingung Vh � V � H10 (
) kann man den folgen-den Satz heranziehen (vgl. [Cia91], Theorem 5.1):Satz 1.21 Gelten die Inklusionen V rT � H1(T ) f�ur alle T 2 Th und Vh � C(
), sofolgt Vh � H10 (
) � V:Der durch (1.12) eingef�uhrte Finite-Element-Raum Vh gen�ugt der folgenden Appro-ximationseigenschaft.Lemma 1.22 F�ur alle v 2 W kp (
) \H10 (
), 2 � k � r + 1 und 1 � p � q � 1 giltinf�2Vh �kv � �kLq + hkv � �kW 1q 	 � CA hk� 2p+ 2q jvjW kp ; (1.13)wobei CA eine von " unabh�angige, positive Konstante ist.Die Interpolierende uI des durch (1.12) eingef�uhrten Finite-Element-Raumes Vherf�ullt die lokale Interpolationsaussage (vgl. [BS94], Kapitel 4.4):Lemma 1.23 F�ur alle u 2 Hr+1(T ) mit r � 1 gilt auf jedem Element T der Zerle-gung Th ku� uIkHm(T ) � CI hr+1�mT jujHr+1(T ); m = 0; 1; 2; (1.14)wobei CI eine von " unabh�angige, positive Konstante ist.1.5 Galerkin-ProjektionenIn diesem Abschnitt sollen der Galerkin-Projektor eingef�uhrt und einige in diesemZusammenhang wichtige Hilfsabsch�atzungen betrachtet werden.De�nition 1.24 Bez�uglich der Bilinearform A(�; �) aus (1.6) wird der Galerkin-Projektor Ph : V �! Vh de�niert durchA(Phv; �) = A(v; �) f�ur alle v 2 V , � 2 Vh. (1.15)



14 GrundlagenDer Galerkin-Projektor Ph bildet die L�osung u 2 V des Variationsproblems in Vauf die L�osung uh 2 Vh des Variationsproblems in Vh ab, denn es gilt(f; �) = A(u; �) = A(Phu; �); (1.16)und da uh als eindeutige L�osung des Variationsproblems in Vh vorausgesetzt wurde,folgt daraus Phu = uh.De�nition 1.25 Bez�uglich des Variationsproblems (1.9) wird der zugeh�orige Ga-lerkin-Projektor P̂h : V �! Vh entsprechend de�niert durchÂ(P̂hv; �) = Â(v; �) f�ur alle v 2 V , � 2 Vh. (1.17)F�ur die Konvergenzabsch�atzungen in Kapitel 2 ist das folgende Lemma ein wichtigesHilfsmittel.Lemma 1.26 Die Projektion P̂h erlaubt f�ur alle u 2 Hr+1(
) mit r � 0 dieAbsch�atzungenku� P̂hukL2 . hr+1�1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + hp"�+ B1h" �2 jujHr+1und jjju� P̂hujjj" . p"hr �maxf�; C1g�1 + hp"�+ B1h" � jujHr+1:Beweis. i) Es wird zun�achst der Beweis der zweiten Absch�atzung gef�uhrt. Aus (1.17)folgt f�ur alle � 2 Vh Â(u� P̂hu; �) = 0:F�ur beliebiges � 2 Vh liefert Satz 1.12minf; !gjjju� P̂hujjj2" � Â(u� P̂hu; u� P̂hu)= Â(u� P̂hu; u� �) + Â(u� P̂hu; �� P̂hu)| {z }=0; da (��P̂hu)2Vh� maxf�; C1gjjju� P̂hujjj"jjju� �jjj"+ B1p" jjju� P̂hujjj"ku� �kL2 :



1.5 Galerkin-Projektionen 15Daraus erh�alt manjjju� P̂hujjj" � 1minf; !g �maxf�; C1gjjju� �jjj" + B1p" ku� �kL2� :Nun gilt jjju� �jjj2" = "ju� �j2H1 + ku� �k2L2� �p"ju� �jH1 + ku� �kL2�2 :Somit ergibt sichjjju� P̂hujjj" � 1minf; !g �maxf�; C1gp" inf�2Vh ju� �jH1+ �maxf�; C1g+ B1p"� inf�2Vh ku� �kL2� :Aus der Approximationseigenschaft (1.13) folgt schlie�lich die Behauptung.Speziell f�ur r = 0 folgt ausinf�2Vh ju� �jH1 � jujH1 und inf�2Vh ku� �kL2 . hjujH1die Absch�atzungjjju� P̂hujjj" . p" �maxf�; C1g�1 + hp"�+ B1h" � jujH1: (1.18)ii) Der Beweis der ersten Absch�atzung wird mit Hilfe eines Dualit�atsargumentsgef�uhrt. Sei dazu w die L�osung des adjungierten ProblemsFinde w 2 V : Â(v; w) = (u� P̂hu; v) f�ur alle v 2 V . (1.19)Dann folgt mit beliebigem wh 2 Vhku� P̂huk2L2 = (u� P̂hu; u� P̂hu)= Â(u� P̂hu; w)= Â(u� P̂hu; w � wh)� maxf�; C1gjjju� P̂hujjj"jjjw � whjjj"+ B1p" jjju� P̂hujjj"kw � whkL2� jjju� P̂hujjj" �maxf�; C1gp"jw � whjH1+ �maxf�; C1g+ B1p"� kw � whkL2� :



16 GrundlagenDaraus erh�alt manku� P̂huk2L2 � jjju� P̂hujjj" �maxf�; C1gp" infwh2Vh jw � whjH1+ �maxf�; C1g+ B1p"� infwh2Vh kw � whkL2� :Die Approximationseigenschaft (1.13) liefert f�ur r = 1infwh2Vh jw � whjH1 � C 0AhkwkH2 und infwh2Vh kw � whkL2 � C 0Ah2kwkH2:Weiterhin folgt aus der H2-Regularit�atkwkH2 . 1" �1 + C1 + B1p"� ku� P̂hukL2:Eingesetzt ergibt sichku� P̂hukL2 . jjju� P̂hujjj"C 0Ah" �1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1gp"+ h�maxf�; C1g+ B1p"�� :Die Behauptung erh�alt man schlie�lich nach Anwendung von i).Speziell f�ur r = 0 folgt mit Hilfe von (1.18) die Absch�atzungku� P̂hukL2 . h�1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + hp"�+ B1h" �2 jujH1: (1.20)21.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Pro-blemeF�ur singul�ar gest�orte Konvektions-Di�usions-Reaktions-Probleme des Typs (1.5) istdie Galerkin-FEM nicht stabil genug. Es wird daher eine stabile Variante der FEMben�otigt, die den (f�ur "� 1 dominanten) Konvektionsterm geeignet ber�ucksichtigt.1.6.1 Die SUPG-FEMDiese Anforderung erf�ullt die Streamline Upwind Petrov-Galerkin FEM (SUPG-FEM). Es handelt sich hierbei um ein spezielles Petrov-Galerkin-Verfahren, bei demTestfunktionen auf jedem Element T der Zerlegung Th vom Typv + �T �b � rv� mit v 2 Vh



1.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Probleme 17eingesetzt werden. Der Parameter �T � 0 mu� vom Benutzer gew�ahlt werden. Einenguten Hinweis auf eine geeignete Wahl liefert dabei die Bedingung (1.24) aus Lem-ma 1.28.Die SUPG-FEM ensteht durch Addition von gewichteten Residuen des Ausgangs-problems (1.5) zu der Galerkin-FEM. Sie entspricht der Aufgabe:Finde uh 2 Vh, so da� gilt̂A�(uh; v) = f�(v) f�ur alle v 2 Vh (1.21)mit̂A�(uh; v) = Â(uh; v) + XT2Th �T�� "r � �aruh�+ b � ruh + cuh; b � rv�T (1.22)und f�(v) = (f; v) + XT2Th �T �f; b � rv�T :Dabei bezeichnet (� ; �)T das Skalarprodukt bez�uglich L2(T ). F�ur �T = 0 entsprichtdie SUPG-FEM der gew�ohnlichen Galerkin-FEM.Unter der Regularit�atsannahme�"r � �aru�+ b � ru+ cu = f in L2(T ) f�ur alle T 2 Therf�ullt die L�osung u des Ausgangsproblem (1.5) auch die GleichungÂ�(u; v) = f�(v) f�ur alle v 2 Vhund sichert somit die Konsistenz der SUPG-FEM.De�nition 1.27 F�ur alle v 2 H10 (
) sei die Energienorm gegeben durchjjjvjjj2";0 := "jvj2H1 + !kvk2L2:Bez�uglich der Bilinearform Â�(� ; �) aus (1.22) wird f�ur alle v 2 H10 (
) eine stabili-sierte Energienorm jjj � jjj";� de�niert durchjjjvjjj2";� := jjjvjjj2";0 + jjjvjjj20;�;wobei jjj � jjj0;� erkl�art wird durchjjjvjjj20;� := XT2Th �Tkb � rvk2L2(T ):



18 GrundlagenF�ur die Absch�atzungen in den Beweisen der Lemmata 1.28 und 1.29 und in Ab-schnitt 3.2 werden f�ur alle T 2 Th unter der zus�atzlichen Voraussetzung aij 2W 11(T ), i; j = 1; 2, die KonstantenCT := kckL1(T ); BT := kbkL1(T ); A0T := maxi;j @aij@xi L1(T ) ;B0T := kr � bkL1(T ); AT := maxi;j kaijkL1(T )sowie die lokal inversen Ungleichungen (vgl. [BS94], Kapitel 4.5)jvjH2(T ) � CinvhT jvjH1(T ) und jvjH1(T ) � C 0invhT kvkL2(T ) f�ur alle v 2 Vh (1.23)ben�otigt.Lemma 1.28 Unter der Vorraussetzung�T < 12 min� 32"(A0T )2 ; h2T32"A2TC2inv ; !C2T � f�ur alle T 2 Th (1.24)ist die Bilinearform Â�(� ; �) Vh-elliptisch.Beweis. Zun�achst gilt f�ur alle v 2 VhXT2Th �T "r � �arv�2L2(T )= XT2Th �T "2  2Xi;j=1 @@xi �aij @v@xj�2L2(T )� 2XT2Th �T "20@ 2Xi;j=1 @aij@xi @v@xj 2L2(T ) +  2Xi;j=1aij @2v@xi@xj 2L2(T )1A� 2XT2Th �T "20@(A0T )2  2Xi;j=1 @v@xj 2L2(T ) + A2T  2Xi;j=1 @2v@xi@xj 2L2(T )1A� 2XT2Th �T "20@(A0T )2 2 2Xj=1 @v@xj 2L2(T ) + 4A2T 2Xi;j=1 @2v@xi@xj 2L2(T )1A� 8XT2Th �T "20@2(A0T )2 2Xj=1  @v@xj 2L2(T ) + 2A2T Xj�j=2 kD�vk2L2(T )1A= 16XT2Th �T "20@(A0T )2 Xj�j=1 kD�vk2L2(T ) + A2T jvj2H2(T )1A (1.25)



1.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Probleme 19(1:23)� 16XT2Th �T "2�(A0T )2 + A2T C2invh2T � jvj2H1(T )(1:24)� 12"jvj2H1: (1.26)Die Gleichung (1.25) gilt auch noch f�ur v 2 V \ H2(T ) f�ur alle T 2 Th, d. h. manhat XT2Th �T "r � �arv�2L2(T ) (1:24)� 14"jvj2H1 + 16XT2Th �T "2A2T jvj2H2(T ): (1.27)Nun ergibt sich f�ur alle v 2 VhÂ�(v; v) = Â(v; v) + XT2Th �T�� "r � �arv�+ b � rv + cv; b � rv�T� "jvj2H1 + !kvk2L2 + XT2Th �Tkb � rvk2L2(T )+ XT2Th �T�� "r � �arv�+ cv; b � rv�T� jjjvjjj2";� � �����XT2Th �T�� "r � �arv�+ cv; b � rv�T ������ jjjvjjj2";� � XT2Th �T "r � �arv�L2(T ) kb � rvkL2(T )� XT2Th �TkcvkL2(T )kb � rvkL2(T )Young� jjjvjjj2";� � 12L1 XT2Th �T "r � �arv�2L2(T )� 12L2 XT2Th �TC2Tkvk2L2(T ) � L1 + L22 jjjvjjj20;�(1:26);(1:24)� jjjvjjj2";� � 14L1"jvj2H1 � 14L2!kvk2L2 � L1 + L22 jjjvjjj20;�:Mit L1 = L2 = 12 erh�alt man schlie�lichÂ�(v; v) � 12 jjjvjjj2";� 8 v 2 Vh: (1.28)2



20 GrundlagenDie Absch�atzung (1.28) zeigt, da� man durch die Stabilisierung der Galerkin-FEMf�ur �T 6= 0 unter Benutzung der Norm jjj � jjj";� zus�atzliche Kontrolle �uber die Ablei-tung der L�osung in Str�omungsrichtung gewonnen hat.Die SUPG-FEM ist in der Literatur auch unter dem Namen Streamline Di�usionFEM (SD-FEM) bekannt (vgl. [RST96]).Im Hinblick auf Kapitel 3 schreibt man f�ur die folgende Absch�atzung die Bilinear-form Â�(�; �) aus (1.22) (nach partieller Integration) in einer �aquivalenten Schreib-weise alsÂ�(u; v) = "(aru;rv) + �(c� 12r � b)u; v�+ 12�(b � ru; v)� (b � rv; u)�+ XT2Th �T�� "r � �aru�+ b � ru+ cu; b � rv�T(vgl. 3.2). Als zus�atzliche Voraussetzung gelte9 � > 0 : ��c�r � b�� � �!:Man erh�alt f�ur Â�(� ; �) die folgende Stetigkeitsaussage.Lemma 1.29 Unter der Voraussetzung (1.24) gilt f�ur u 2 V \H2(T ) f�ur alle T 2Th und v 2 VhjÂ�(u; v)j � 14 jjjvjjj2";� + 2 Kjjjujjj2";� + XT2ThZTkuk2L2(T ) + 64XT2Th �T "2A2T juj2H2(T )!mit K = max��22 + 1; �2 + 2	 und ZT = min� 1�T ; B2T" 	.Beweis. Seien u 2 V \H2(T ) f�ur alle T 2 Th und v 2 Vh.Zun�achst giltj(b � rv; u)j � XT2Th kukL2(T )kb � rvkL2(T )� 8>>>>><>>>>>:
 XT2Th 1�T kuk2L2(T )! 12 jjjvjjj0;� f�ur �T > 0, XT2Th B2T" kuk2L2(T )! 12  XT2Th "jvj2H1(T )! 12 f�ur �T � 0�  XT2Thmin� 1�T ; B2T" 	| {z }=:ZT kuk2L2(T )! 12 jjjvjjj";�: (1.29)



1.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Probleme 21Nun ergibt sich���Â�(u; v)���P:I:� ��"(aru;rv)��+ ���(c�r � b)u; v���+ ��(b � rv; u)��+ �����XT2Th �T (b � ru; b � rv)T ����� + �����XT2Th �T �� "r � (aru); b � rv)T �����+ �����XT2Th �T (cu; b � rv)T �����(1:29)� �"jujH1jvjH1 + �!kukL2kvkL2 + XT2Th ZTkuk2L2(T )! 12 jjjvjjj";�+ jjjujjj0;�jjjvjjj0;� + XT2Th �Tk"r � (aru)k2L2(T )! 12 jjjvjjj0;�+ XT2Th �TC2Tkuk2L2(T )! 12 jjjvjjj0;�(1:27);(1:24)� L1 + L32 "jvj2H1 + L2 + L32 !kvk2L2 + L3 + L4 + L5 + L62 jjjvjjj20;�+ � �22L12 + 18L5� "juj2H1 + � �22L2 + 14L6�!kuk2L2 + 12L4 jjjujjj20;�+ 12L3 XT2Th ZTkuk2L2(T ) + 8L5 XT2Th �T "2A2T juj2H2(T ):Die Wahl L1 = L2 = L3 = 14 , L4 = 18 , L5 = L6 = 116 und geeignetes Zusammenfassenliefern schlie�lich die Behauptung. 2Bemerkung 1.30 F�ur u, v 2 Vh ergibt sich unter der Bedingung (1.24)jÂ�(u; v)j � 14 jjjvjjj2";� + 2"�K + 2�jjjujjj2";� + XT2Th ZTkuk2L2(T )# (1.30)mit K = max��22 ; �2	 und ZT = min� 1�T ; B2T" 	.Man erh�alt diese Absch�atzung, indem man im Beweis zu Lemma 1.29 statt derAbsch�atzung (1.27) die f�ur diskrete u g�ultige Absch�atzung (1.26) verwendet. �



22 Grundlagen1.6.2 Die SUPG-ProjektionAbschlie�end soll der SUPG-Projektor bez�uglich der Bilinearform Â�(�; �) betrachtetwerden.De�nition 1.31 Der SUPG-Projektor P̂ �h : V �! Vh bez�uglich der BilinearformÂ�(�; �) aus (1.22) wird de�niert durchÂ�(P̂ �hv; �) = Â�(v; �) f�ur alle v 2 V , � 2 Vh. (1.31)F�ur die Konvergenzabsch�atzungen der Algorithmen in Kapitel 3 wird eine Absch�atzungdes Fehlers (u� P̂ �hu) in der jjj � jjj";�-Norm ben�otigt.Lemma 1.32 Die Projektion P̂ �h erlaubt mit der Bedingung (1.24) und der Wahl�T � min� hTBT ; h2T" � (1.32)f�ur alle u 2 Hr+1(T ) f�ur alle T 2 Th und r � 1 die Absch�atzungjjju� P̂ �hujjj";� .  XT2Th h2rT G2T juj2Hr+1(T )! 12mit G2T := ( + 1)"+BThT + !h2T .Beweis. Man zerlegt zun�achst (u� P̂ �hu) durchu� P̂ �hu = (u� uI) + (uI � P̂ �hu);wobei uI die Interpolierende zu u bez�uglich Vh ist. Nun wird zun�achst jjjuI � P̂ �hujjj";�abgesch�atzt. Dabei gilt12 jjjuI � P̂ �hujjj2";� (1:28)� Â�(uI � P̂ �hu; uI � P̂ �hu)= Â�(uI � u; uI � P̂ �hu) + Â�(u� P̂ �hu; uI � P̂ �hu)| {z }=0 nach Def. 1.31L:1:29� 14 jjjuI � P̂ �hujjj2";� + 2 K jjjuI � ujjj2";�+ XT2Th ZTkuI � uk2L2(T ) + 64XT2Th �T "2A2T juI � uj2H2(T )! :



1.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Probleme 23Daraus erh�alt manjjjuI � P̂ �hujjj2";� � 8 K jjjuI � ujjj2";� + XT2Th ZTkuI � uk2L2(T )+ 64XT2Th �T "2A2T juI � uj2H2(T )! : (1.33)Anwendung der Dreiecksungleichung ergibtjjju� P̂ �hujjj2";� � 2�jjju� uI jjj2";� + jjjuI � P̂ �hujjj2";��(1:33)� C  jjju� uIjjj2";� + XT2ThZTkuI � uk2L2(T )+ XT2Th �T "2juI � uj2H2(T )!mit C := max�16K+2; 1024A2T	. Die Anwendung der Interpolationsaussage (1.14)liefert jjju� uIjjj2";� . XT2Th h2rT �" + !h2T + �TB2T � juj2Hr+1(T );XT2Th ZTkuI � uk2L2(T ) . XT2Th ZTh2r+2T juj2Hr+1(T );XT2Th �T "2juI � uj2H2(T ) . XT2Th �T "2h2r�2T juj2Hr+1(T )und somitjjju� P̂ �hujjj2";� . XT2Th h2rT �" + !h2T + �TB2T + ZTh2T + �T "2h�2T � juj2Hr+1(T ):Eine optimale Wahl f�ur �T erh�alt man durch das Balancieren der Terme�TB2T � ZTh2T = h2T min� 1�T ; B2T" 	:Es ergibt sich �T � ( hTBT ; falls PeT � 1;h2T" ; falls PeT � 1mit der Gitter-Pecl�et-Zahl PeT := BT hT" .



24 GrundlagenDamit erh�alt man ZTh2T ; �TB2T � BThT und �T "2h�2T � ":Einsetzen liefert schlie�lich die Behauptung. 2Bemerkung 1.33 Man beachte, da� sich die Bedingungen (1.24) und (1.32) nichtwidersprechen. �Es wird weiterhin eine Absch�atzung des Fehlers (u� P̂ �hu) in der k � kL2-Norm be-n�otigt.Lemma 1.34 Die Projektion P̂ �h erlaubt unter den Bedingungen (1.24) und (1.32)f�ur alle u 2 Hr+1(T ) f�ur alle T 2 Th und r � 1 die Absch�atzungku� P̂ �hukL2 .  XT2Th h2rT G2T juj2Hr+1(T )! 12 supT2Th�hTGT" ��1 + C1 + B1p"�mit G2T := ( + 1)"+BThT + !h2T .Beweis. Der Beweis wird �uber ein Dualit�atsargument gef�uhrt. Sei dazu w die L�osungdes adjungierten ProblemsFinde w 2 V : Â(v; w) = (u� P̂ �hu; v) f�ur alle v 2 V .Mit e := u� P̂ �hu gilt dann kek2L2 = (e; e) = Â(e; w):Daraus ergibt sich mit der Interpolierenden wI 2 VhÂ�(e; w � wI) = Â�(e; w)� Â�(e; wI)| {z }=0Def:= Â(e; w) + XT2Th �T �� "r � (are) + b � re + ce; b � rw�T= kek2L2 + XT2Th �T �� "r � (are) + b � re+ ce; b � rw�T :Man erh�alt damitkek2L2 = Â�(e; w � wI)� XT2Th �T �� "r � (are) + b � re+ ce; b � rw�T



1.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Probleme 25� ���Â�(e; w � wI)���+ �����XT2Th �T �� "r � (are) + b � re+ ce; b � rw�T ����� : (1.34)F�ur die weiteren Absch�atzungen wird das folgende Lemma ben�otigt.Lemma 1.35 Bez�uglich des Residuums ergibt sich unter den Bedingungen (1.24)und (1.32) die Absch�atzungXT2Th �Tk � "r � (are) + b � re+ cek2L2(T ) . XT2Th h2rT G2T juj2Hr+1(T )mit G2T := ( + 1)"+BThT + !h2T .Beweis. Es gilt zun�achstXT2Th �Tk � "r � (are) + b � re+ cek2L2(T )� 3XT2Th �T �k"r � (are)k2L2(T ) + kb � rek2L2(T ) + kcek2L2(T )� : (1.35)Weiterhin hat man mit �T "2 � "h2T aus (1.32)XT2Th �Tk"r � (are)k2L2(T )� 2XT2Th �T �k"r � �ar(u� uI)�k2L2(T ) + k"r � �ar(uI � P̂ �hu)�k2L2(T )�(1:27);(1:26)�  12"ju� uI j2H1 + 32XT2Th �T "2A2T ju� uIj2H2(T )!+ "juI � P̂ �huj2H1(1:14). XT2Th �"h2rT juj2Hr+1(T ) + "h2Th2(r�1)T juj2Hr+1(T )� + jjjuI � P̂ �hujjj2";�(1:33);(1:14). XT2Th h2rT �( + 1)"+BThT + !h2T � juj2Hr+1(T )undXT2Th �Tkcek2L2(T ) + XT2Th �Tkb � rek2L2(T )(1:24). !kek2L2 + jjjejjj20;�



26 Grundlagen� jjjejjj2";�L:1:32. XT2Th h2rT �( + 1)"+BThT + !h2T � juj2Hr+1(T ):Einsetzen in (1.35) ergibt die Behauptung. 2Mit Hilfe des Lemmas 1.35 kann nun der Beweis des Lemmas 1.34 fortgef�uhrt undin (1.34) weiter abgesch�atzt werden. Es ergibt sich zun�achst mit s := w � wI und�T � minn hTBT ; h2T" o���Â�(e; s)���� ��"(are;rs)��+ ��(ce; s)��+ ��(b � re; s)��+ �����XT2Th �T �� "r � (are) + b � re + ce; b � rs�T �����(1:29)� �"jejH1jsjH1 + C1kekL2kskL2 + XT2Th ZTksk2L2(T )! 12 jjjejjj";�+ XT2Th �Tk � "r � (are) + b � re+ cek2L2(T )! 12 jjjsjjj0;�L:1:35. �jjjejjj2";��12 24jjjsjjj";0 + XT2Th ZTksk2L2(T )! 1235+ XT2Th h2rT �( + 1)"+BThT + !h2T � juj2Hr+1(T )! 12 jjjsjjj0;�L:1:32.  XT2Th h2rT �( + 1)"+BThT + !h2T � juj2Hr+1(T )! 12
� jjjsjjj2";� + XT2Th ZTksk2L2(T )! 12(1:14).  XT2Th h2rT �( + 1)"+BThT + !h2T � juj2Hr+1(T )! 12
� XT2Th h2T �( + 1)"+BThT + !h2T � jwj2H2(T )! 12



1.6 Stabilisierte FEM f�ur singul�ar gest�orte Probleme 27und weiterhin�����XT2Th �T �� "r � (are) + b � re + ce; b � rw�T ������  XT2Th �Tk � "r � (are) + b � re+ cek2L2(T )! 12 jjjwjjj0;�L:1:35.  XT2Th h2rT �( + 1)"+BThT + !h2T � juj2Hr+1(T )! 12  XT2Th �TB2T jwj2H1(T )! 12 :Eingesetzt in (1.34) erh�alt man mit G2T := ( + 1)"+BThT + !h2Tkek2L2 .  XT2Th h2rT G2T juj2Hr+1(T )! 12
�24 XT2Th h2TG2T jwj2H2(T )! 12 + XT2Th �TB2T jwj2H1(T )! 1235 : (1.36)Aus der Regularit�atsaussage (Lemma 1.14) folgtjwjH2 . 1" �1 + C1 + B1p"� kekL2 und p"jwjH1 . kekL2:Damit hat man XT2Th h2TG2T jwj2H2(T )! 12 . supT2Th�hTGT" ��1 + C1 + B1p"� kekL2und mit �T . h2T" aus (1.32) XT2Th �TB2T jwj2H1(T )! 12 . supT2Th�BThT" � kekL2. supT2Th�hTGT" � B1p" kekL2 :Einsetzen in (1.36) liefert die Behauptung. 2Bemerkung 1.36 F�ur � 2 Vh ergibt sich unter den Bedingungen des Lemmas 1.34die Absch�atzungk(I � P̂ �H)�kL2 . supT2TH �HTGT" ��1 + C1 + B1p"� jjj(I � P̂ �H)�jjj";� (1.37)mit G2T := ( + 1)"+BTHT + !H2T f�ur alle T 2 TH .



28 GrundlagenF�ur den Beweis dieser Absch�atzung �ubertr�agt man den Beweis von Lemma 1.34von h auf H und nutzt aus, da� � 2 Vh und daher (I � P̂ �H)� 2 Vh ist. Dann kannman statt des Lemmas 1.35 im Beweis zu Lemma 1.34 die Absch�atzungXT2Th �Tk � "r � (are) + b � re+ cek2L2(T ) . jjjejjj2";�mit e := (I � P̂ �H)� verwenden. Dieses Vorgehen f�uhrt schlie�lich zu der Absch�atz-ung (1.37). �



Kapitel 2Zweigitter-Diskretisierung f�urlineare ProblemeIn diesem Kapitel werden einige Algorithmen zur L�osung von singul�ar gest�ortenProblemen der Form�"r � (aru) + b � ru+ cu = f in 
; (2.1)u = 0 auf @
unter den Voraussetzungen des Kapitels 1 vorgestellt und analysiert. Zugrunde liegendabei die von J. Xu in [Xu96], x 4, beschriebenen Algorithmen f�ur nichtsymmetrischeund/oder inde�nite Probleme der Art�r � (aru) + b � ru+ cu = f in 
;u = 0 auf @
.Diese Probleme entsprechen o�ensichtlich den erstgenannten Problemen im Spezi-alfall " = 1. Ziel dieses Kapitels ist es, die von Xu entwickelten Algorithmen direktauf den allgemeineren Fall " 2 (0; 1] anzuwenden (vgl. Abschnitt 2.2) und zu dis-kutieren, inwieweit diese Algorithmen dann noch e�zient sind (vgl. Abschnitt 2.3).Als Basisverfahren wird in diesem Kapitel die gew�ohnliche Galerkin-FEM (vgl. Ab-schnitt 1.4) verwendet.Im Abschnitt 2.1 soll kurz die Grundidee der betrachteten Algorithmen dargelegtwerden.2.1 Idee des VerfahrensAusgangspunkt f�ur die Vorgehensweise ist die Tatsache, da� die L�osung eines NSPD-Problems im allgemeinen komplizierter ist als die L�osung eines entsprechenden SPD-Problems. Es ist deshalb erstrebenswert, ein gegebenes NSPD-Problem auf ein SPD-Problem reduzieren zu k�onnen und dennoch eine gute Approximation an die NSPD-L�osung zu erhalten.



30 Zweigitter-Diskretisierung f�ur lineare ProblemeBei der Umsetzung dieses Zieles macht man sich zunutze, da� sich der NSPD-Ope-rator L̂ aus (1.5) nach Voraussetzung in einen SPD-Operator L und einen NSPD-Operator N niederer Ordnung zerlegen l�a�t. Diese �Uberlegungen f�uhren zu einemspeziellen Zweigitterverfahren: Im 1. Schritt dieses Verfahrens wird das diskreteNSPD-Problem in einem auf einem gr�oberen Gitter de�nierten Raum (exakt) gel�ost;der 2. Schritt besteht darin, in dem auf dem feineren Gitter de�nierten Raum nurnoch ein aus der Zerlegung des Operators L̂ und der "groben\ L�osung gewonnenesSPD-Problem zu l�osen.2.2 Algorithmen und KonvergenzanalysenGegeben seien zwei quasi-uniforme Zerlegungen TH und Th von 
 � IR2 (vgl. Ab-schnitt 1.4.1). Dabei bedeuten H und h mit H > h zwei unterschiedliche Maschen-weiten, wobei genauer H = O(h�) f�ur ein � 2 (0; 1)gelten soll. Weiterhin bezeichnen VH und Vh mit VH � Vh die zu den ZerlegungenTH und Th geh�origen Finite-Element-R�aume (vgl. Abschnitt 1.4.2). Dabei soll VHder grobe und Vh der feine Raum hei�en.Sei Â(� ; �) die Bilinearform aus (1.7), d. h. es seiÂ(u; v) = A(u; v) +N(u; v) (2.2)mit A(u; v) = " Z
 aru � rv dx und N(u; v) = Z
(b � ru+ cu)v dxf�ur u; v 2 H10 (
). Weiterhin seien uh 2 Vh bzw. uH 2 VH die nach Abschnitt 1.3.1existierenden eindeutigen L�osungen der ProblemeÂ(uh; �) = (f; �) f�ur alle � 2 Vh (2.3)bzw. Â(uH; ') = (f; ') f�ur alle ' 2 VH . (2.4)Es gelten die in Kapitel 1 vereinbarten Voraussetzungen, insbesondere die darausresultierenden Eigenschaften der Bilinearformen.2.2.1 Der Basis-AlgorithmusDie direkte Umsetzung der Idee aus Abschnitt 2.1 liefert den folgenden Algorith-mus 2.1. Er bildet die Basis f�ur die weiteren �Uberlegungen.



2.2 Algorithmen und Konvergenzanalysen 31Algorithmus 2.11. Finde uH 2 VH , so da� gilt Â(uH ; ') = (f; ') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde uh 2 Vh, so da� gilt A(uh; �) = (f; �)�N(uH ; �) f�ur alle � 2 Vh.F�ur Algorithmus 2.1 ergibt sich die folgende Konvergenzaussage.Satz 2.1 Sei uh 2 Vh die aus Algorithmus 2.1 gewonnene L�osung f�ur hinreichendkleines H, dann gelten unter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) die Absch�atzungenjuh � uhjH1 . B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"���Hr+1 +Hhr �maxf�; C1g�1 + hp"� + B1h" ��� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1H" �2 jujHr+1und ju� uhjH1 � ju� uhjH1 + juh � uhjH1. juh � uhjH1 + hr �maxf�; C1g�1 + hp"�+ B1h" � jujHr+1:Beweis. Die Projektion P̂H : V �! VH sei de�niert durchÂ(P̂Hv; ') = Â(v; ') f�ur alle ' 2 VH , v 2 V .Speziell folgt daraus wegen VH � Vh(f; ') = Â(uh; ') = Â(P̂Huh; ') f�ur alle ' 2 VHund somit P̂Huh = uH, da uH als eindeutige L�osung von (2.4) in VH vorausgesetztwurde.Es gilt nun f�ur alle � 2 VhA(uh � uh; �) = A(uh; �)� A(uh; �)= Â(uh; �)�N(uh; �)� (f; �) +N(uH ; �)= (f; �)�N(uh � uH ; �)� (f; �)= �N�(I � P̂H)uh; ��� jN�(I � P̂H)uh; ��j



32 Zweigitter-Diskretisierung f�ur lineare ProblemeP:I:+H�older� B1k(I � P̂H)uhkL2j�jH1 + C1k(I � P̂H)uhkL2k�kL2� (B1 + CFC1)�k(I � P̂H)(u� uh)kL2 + k(I � P̂H)ukL2� j�jH1 ;wobei CF > 0 die Konstante aus der Friedrichsschen Ungleichung (vgl. [GR94],Lemma 3.2) kvkL2 � CF jvjH1 f�ur alle v 2 V (2.5)bezeichne.Aus Lemma 1.26 folgt (mit h := H)k(I � P̂H)ukL2 . Hr+1�1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1H" �2 jujHr+1undk(I � P̂H)(u� uh)kL2 (1:20). H �1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1H" �2 ju� uhjH1 :Weiterhin ergibt sich mit Hilfe von Lemma 1.26ju� uhjH1 = j(I � P̂h)ujH1 . 1p" jjj(I � P̂h)ujjj". hr �maxf�; C1g�1 + hp"� + B1h" � jujHr+1: (2.6)Andererseits folgt mit � = uh � uh aus Satz 1.10A(uh � uh; �) � "juh � uhjH1 j�jH1:Durch Zusammenfassen dieser Ergebnisse erh�alt man die erste Absch�atzung.Die zweite Absch�atzung folgt nach Anwendung der Absch�atzung (2.6). 22.2.2 Der iterative AlgorithmusNun soll ein Iterationsverfahren zur L�osung der betrachteten Probleme vorgestelltwerden. Die Herleitung eines Iterationsverfahrens f�ur das Problem (2.3) erfolgtgew�ohnlicher Weise �uber die sogenannte Splitting-Methode, da sich Â(�; �) zerlegenl�a�t in Â(� ; �) = A(� ; �) +N(� ; �):



2.2 Algorithmen und Konvergenzanalysen 33Diese f�uhrt zu der IterationA(uk+1h ; �) +N(ukh; �) = (f; �) f�ur alle � 2 Vh.Das auf diese Weise entstandene Iterationsschema ist jedoch im allgemeinen nichtkonvergent. Die Idee des folgenden Algorithmus besteht darin, das erhaltene Iterati-onsschema dadurch zu modi�zieren, da� man einen zus�atzlichen (groben) Raum VHhinzunimmt und dann den Basis-Algorithmus 2.1 sukzessive anwendet. Diese �Uber-legung f�uhrt zu demAlgorithmus 2.2Sei u0h := 0 die vorgegebene Startl�osung.F�ur j = 0; : : : ; k � 1:1. Finde eH 2 VH , so da� gilt Â(eH + ujh; ') = (f; ') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde uj+1h 2 Vh, so da� gilt A(uj+1h ; �) = (f; �)�N(ujh + eH ; �) f�ur alle � 2 Vh.Die erste Iteration im Algorithmus 2.2 mit Startwert u0h = 0 entspricht geradedem Basis-Algorithmus 2.1, d. h. nach dem ersten Durchlauf ergibt sich f�ur dieGrobgitterl�osung eH = uH und f�ur die Approximation an die NSPD-L�osung auf demfeinemGitter u1h = uh. Danach, d. h. f�ur j � 1, wird im 1. Schritt des Algorithmus 2.2bei jedem Durchlauf der GrobgitterfehlereH = uH � P̂Hujh (2.7)neu berechnet.F�ur Algorithmus 2.2 ergibt sich das folgende Konvergenzresultat.Satz 2.2 Sei ukh 2 Vh die durch Algorithmus 2.2 f�ur k � 1 und hinreichend klei-nes H gewonnene L�osung, dann gelten unter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) dieAbsch�atzungenjuh � ukhjH1 . �B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1H" �2)k��Hr+k +Hkhr �maxf�; C1g�1 + hp"� + B1h" �� jujHr+1und ju� ukhjH1 � ju� uhjH1 + juh � ukhjH1. juh � ukhjH1 + hr �maxf�; C1g�1 + hp"�+ B1h" � jujHr+1:



34 Zweigitter-Diskretisierung f�ur lineare ProblemeBeweis. Sei P̂H de�niert wie im Beweis von Satz 2.1. Unter Beachtung der Darstel-lung (2.7) gilt f�ur alle � 2 VhA(uh � ukh; �) = A(uh; �)� A(ukh; �)= Â(uh; �)�N(uh; �)� (f; �) +N(uk�1h + eH ; �)= (f; �) +N(uk�1h � uh + uH � P̂Huk�1h )� (f; �)� jN�(I � P̂H)(uk�1h � uh); ��jP:I:+H�older� B1k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2 j�jH1+ C1k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2k�kL2� (B1 + CFC1)k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2 j�jH1:Aus Lemma 1.26 folgt (mit h := H)k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2 (1:20). H �1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"� + B1H" �2 juh � uk�1h jH1:Andererseits liefert Satz 1.10 mit � = uh � ukhA(uh � ukh; �) � "juh � ukhjH1 j�jH1;womit sich ergibtjuh � ukhjH1 . B1 + CFC1" H �1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1H" �2 juh � uk�1h jH1 :Durch sukzessives Anwenden dieser Absch�atzung erh�alt manjuh � ukhjH1 . �B1 + CFC1" H �1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1H" �2)k�1 juh � u1hjH1:Unter Beachtung der Tatsache, da� u1h = uh gilt, wobei uh die durch Algorith-mus 2.1 berechnete L�osung ist, folgt nach Anwendung von Satz 2.1 schlie�lich dieerste Aussage.F�ur den Beweis der zweiten Aussage wendet man direkt die Absch�atzung (2.6) an.2



2.2 Algorithmen und Konvergenzanalysen 352.2.3 Ein SpezialfallAbschlie�end wird ein Algorithmus zur L�osung eines Spezialfalls des Problems (2.1)betrachtet. Dabei sei b � 0, d. h. das betrachtete Problem sei symmetrisch und stellesich dar als �"r � (aru) + cu = f in 
,u = 0 auf @
.Gesucht wird nun eine Approximation uh 2 Vh an die L�osung uh 2 Vh von (2.3),wobei sich die Bilinearform N(� ; �) hier schreiben l�a�t alsN(u; v) = Z
(cu)v dx:F�ur die L�osung dieses Problems wird ein zus�atzliches Hilfsmittel verwendet: Es wirdhierbei der Finite-Element-Raum Vh so aufgespalten, da� giltVh = (I � P̂H)Vh| {z }=:V̂h �VH :Die Finite-Element-R�aume V̂h und VH sind dann bez�uglich der Bilinearform Â(� ; �)orthogonal, denn es gilt f�ur alle v̂h := (I � P̂H)vh 2 V̂h (mit vh 2 Vh) und vH 2 VHÂ(v̂h; vH) = Â(vh; vH)� Â(P̂Hvh; vH) = 0:Der Grund f�ur die Aufspaltung des Raumes Vh liegt in der Gewinnung einer zus�atz-lichen H-Potenz in der Konvergenzabsch�atzung des folgenden Algorithmus 2.3, wiedie folgende Bemerkung zeigt.Bemerkung 2.3 F�ur Funktionen � aus V̂h gilt nach Lemma 1.26k�kL2 = k(I � P̂H)�kL2. H(1 + C1) �maxf�; C1g�1 + Hp"��2 j�jH1:Der entsprechende Algorithmus lautetAlgorithmus 2.31. Finde uH 2 VH , so da� gilt Â(uH ; ') = (f; ') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde eh 2 V̂h, so da� gilt A(eh; �) = (f; �) f�ur alle � 2 V̂h.3. uh := uH + eh.



36 Zweigitter-Diskretisierung f�ur lineare ProblemeIm 2. Schritt von Algorithmus 2.3 wird das zu l�osende NSPD-Problem wie bisherauf ein SPD-Problem reduziert. Dieses ist hier jedoch nicht notwendigerweise einfachl�osbar, da es in dem Raum V̂h gel�ost werden mu�. Trotzdem ist Algorithmus 2.3 vonbesonderem theoretischen Interesse, denn es gilt beispielsweise unter Verwendunglinearer �niter Elementeju� uhjH1 . �1 + hp"�"h+ H3" �1 + Hp"�4# jujH2;wie der folgende Satz zeigt.Satz 2.4 Sei uh 2 Vh die durch Algorithmus 2.3 gewonnene L�osung, dann giltju� uhjH1 . (C1" (1 + C1)2 �maxf�; C1g�1 + Hp"��4� �Hr+2 +H2hrmaxf�; C1g�1 + hp"��+ hrmaxf�; C1g�1 + hp"�� jujHr+1:Beweis. Zun�achst gilt f�ur alle � = (I � P̂H)vh 2 V̂h mit geeignetem vh 2 VhÂ�(I � P̂H)uh; �� = Â(uh; �)� Â(uH; vh � P̂Hvh)Symm:= (f; �)� Â(vh; uH) + Â(P̂Hvh; uH)Def: v: P̂H= (f; �)� Â(vh; uH) + Â(vh; uH)= (f; �): (*)Damit ergibt sich f�ur alle � 2 V̂hA(uh � uh; �) = A(uh � (uH + eh); �)= A(uh � uH; �)� A(eh; �)= Â�(I � P̂H)uh; ��� (c(I � P̂H)uh; �)� (f; �)(�)� (f; �)� (f; �) + j(c(I � P̂H)uh; �)jH�older� C1k(I � P̂H)uhkL2k�kL2Bem:2:3. C1 �k(I � P̂H)ukL2 + k(I � P̂H)(u� uh)kL2��H(1 + C1) �maxf�; C1g�1 + Hp"��2 j�jH1Lem:1:26. C1(1 + C1)2 �maxf�; C1g�1 + Hp"��4� �Hr+2 +H2hrmaxf�; C1g�1 + hp"�� jujHr+1j�jH1:



2.3 Diskussion der Resultate 37Andererseits liefert Satz 1.10 f�ur � = uh � uhA(uh � uh; �) � "juh � uhjH1 j�jH1:Somit ergibt sichjuh � uhjH1 . C1" (1 + C1)2 �maxf�; C1g�1 + Hp"��4� �Hr+2 +H2hrmaxf�; C1g�1 + hp"�� jujHr+1:Man erh�alt nun die gew�unschte Aussage, indem man auf ju � uhjH1 zun�achst dieDreiecksungleichung und dann die obige Absch�atzung sowie die Absch�atzung (2.6)anwendet. 22.3 Diskussion der ResultateDie Verwendung der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Zweigitter-Verfahren ist nur dannsinnvoll, wenn die zu Beginn von Abschnitt 2.2 gestellte Bedingung an die Wahl dergroben Maschenweite H bez�uglich der feinen Maschenweite hH = O(h�) f�ur ein � 2 (0; 1) (2.8)erf�ullt werden kann. Die Frage nach der sinnvollen Anwendbarkeit der Algorithmensoll in diesem Abschnitt mit Hilfe der entsprechenden Konvergenzresultate diskutiertwerden.Um die Konvergenzaussagen bez�uglich der Algorithmen aus Abschnitt 2.2 in kom-pakterer Form darstellen zu k�onnen, werden zun�achst in der folgenden De�nitioneinige Hilfsgr�o�en eingef�uhrt.De�nition 2.5 Die Pecl�et-Zahlen PeH bzw. Peh bez�uglich des groben bzw. feinenGitters seien de�niert durchPeH := B1H" bzw. Peh := B1h" :Weiterhin seien die Gr�o�en RH bzw. Rh de�niert durchRH := maxf�; C1g�1 + Hp"� bzw. Rh := maxf�; C1g�1 + hp"� :



38 Zweigitter-Diskretisierung f�ur lineare Probleme2.3.1 Vergleich der Basis-AlgorithmenF�ur den Spezialfall " = 1 hat Xu in seiner Analyse des Basis-Algorithmus als Kon-vergenzresultat die Fehlerabsch�atzungju� uhjH1 . �Hr+1 + hr� jujHr+1erhalten (vgl. [Xu96], Theorem 4.2). Dabei entstammt die Potenz hr der Fehler-absch�atzung bez�uglich der gew�ohnlichen Galerkin-FEM. Um sicherzustellen, da�die approximierte L�osung optimal ist, ist die BedingungHr+1 . hrzu erf�ullen. Dazu gen�ugt o�enbar die Wahl H = O(h rr+1 ). Dies bedeutet speziellbei der Verwendung linearer �niter Elemente (d. h. im Falle r = 1), da� es aus-reicht, bez�uglich der groben Triangulierung H = O(h 12 ) zu w�ahlen, um die optimaleApproximation an die NSPD-L�osung uh zu bekommen.Das Ergebnis von Xu soll nun mit dem des Algorithmus 2.1 verglichen werden.Mit Hilfe der De�nition 2.5 l�a�t sich das zugeh�orige Konvergenzresultat kompakterdarstellen durchSatz 2.6 Sei uh 2 Vh die aus Algorithmus 2.1 gewonnene L�osung f�ur hinreichendkleines H, dann gelten unter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) die Absch�atzungenjuh � uhjH1 . B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�hHr+1 +Hhr(Rh + Peh)ijujHr+1und ju� uhjH1 . juh � uhjH1 + hr�Rh + Peh)jujHr+1:Sei durch Z := B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2 (2.9)eine weitere Hilfsgr�o�e eingef�uhrt.Die Fehlerabsch�atzung bez�uglich der gew�ohnlichen Galerkin-FEM f�uhrt dann aufdie Bedingung ZhHr+1 +Hhr�Rh + Peh�i . hr�Rh + Peh�:Vergleicht man hierbei die "-Abh�angigkeit der Konvergenzkonstanten, so ergibt sichein Mi�verh�altnis von "� 72 . Die erforderliche Wahl von H w�urde dazu f�uhren, da�bei hinreichend kleinem " die Bedingung (2.8) nicht mehr erf�ullt ist. Dies bedeutet,da� zus�atzliche Voraussetzungen an Z gestellt werden m�ussen. Dabei ist o�enbardie Eigenschaft Z . 1 hinreichend. Diese ist erf�ullt, wenn B1+CFC1" . 1 gilt.



2.3 Diskussion der Resultate 39Zusammenfassend hat man das folgende Ergebnis.Satz 2.7 Unter der Bedingung B1 + CFC1" . 1ist die Voraussetzung (2.8) erf�ullt, und man erh�alt als g�unstigstes Konvergenzresultatf�ur Algorithmus 2.1 die Fehlerabsch�atzungju� uhjH1 . �Hr+1 + hr� jujHr+1: (2.10)2.3.2 Vergleich der iterativen AlgorithmenZun�achst wird das Ergebnis von Xu im Spezialfall " = 1 betrachtet. Die Analyse desiterativen Algorithmus lieferte dort als Konvergenzresultat die Fehlerabsch�atzungju� ukhjH1 . �Hr+k + hr� jujHr+1(vgl. [Xu96], Theorem 4.4). Den Ausf�uhrungen aus Abschnitt 2.3.1 folgend, bedeutetdiese Konvergenzaussage speziell bei der Verwendung linearer �niter Elemente (d. h.im Falle r = 1), da� es gen�ugt, bez�uglich der groben Triangulierung H = O(h 1k+1 )zu w�ahlen, um dennoch die optimale Approximation an die NSPD-L�osung uh zubekommen.Das Konvergenzresultat des Algorithmus 2.2 l�a�t sich mit Hilfe der De�nition 2.5kompakter schreiben alsSatz 2.8 Sei ukh 2 Vh die durch Algorithmus 2.2 f�ur k � 1 und hinreichend klei-nes H gewonnene L�osung, dann gelten unter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) dieAbsch�atzungenjuh � ukhjH1 . �B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�k�hHr+k +Hkhr(Rh + Peh)ijujHr+1und ju� ukhjH1 . juh � ukhjH1 + hr�Rh + Peh)jujHr+1:Analoges Vorgehen wie in Abschnitt 2.3.1 f�uhrt unter Verwendung von (2.9) zuder erforderlichen Voraussetzung Zk . 1. Diese wird erf�ullt durch die BedingungB1+CFC1" . 1.



40 Zweigitter-Diskretisierung f�ur lineare ProblemeMan hat daher denSatz 2.9 Unter der Bedingung B1 + CFC1" . 1ist die Voraussetzung (2.8) erf�ullt, und man erh�alt als g�unstigstes Konvergenzresultatf�ur Algorithmus 2.2 die Fehlerabsch�atzungju� ukhjH1 . �Hr+k + hr� jujHr+1: (2.11)2.3.3 Vergleich der Spezialf�alleF�ur den Spezialfall hat Xu als Konvergenzresultat des entsprechenden Algorithmusdie Fehlerabsch�atzung ju� uhjH1 . �Hr+2 + hr� jujHr+1erhalten (vgl. [Xu96], Theorem 4.6), was speziell bei der Verwendung linearer �niterElemente (d. h. im Falle r = 1) bez�uglich der groben Triangulierung zu der WahlH = O(h 13 ) f�ur die optimale Approximation an die NSPD-L�osung uh f�uhrt.Im Vergleich dazu hat man als Konvergenzresultat des Algorithmus 2.3 den mit Hilfeder De�nition 2.5 komprimiertenSatz 2.10 Sei uh 2 Vh die durch Algorithmus 2.3 gewonnene L�osung, dann giltjuh � uhjH1 . �C1H2" �1 + C1�R4H�Hr +Rhhr�+Rhhr� jujHr+1:Der Term Rhhr entstammt dabei der Fehlerabsch�atzung bez�uglich der gew�ohnlichenGalerkin-FEM. Als weitere Hilfsgr�o�e sei an dieser StelleZ 0 := C1R4H" �1 + C1�eingef�uhrt. Die in Abschnitt 2.3.1 dargestellte Vorgehensweise f�uhrt auf die WahlZ 0 . 1, die durch die Erf�ullung der Bedingung C1" . 1 sichergestellt wird. Esergibt sich derSatz 2.11 Unter der Bedingung C1" . 1ist die Voraussetzung (2.8) erf�ullt, und man erh�alt als g�unstigstes Konvergenzresultatf�ur Algorithmus 2.3 die Fehlerabsch�atzungju� uhjH1 . �Hr+2 + hr� jujHr+1: (2.12)



2.3 Diskussion der Resultate 412.3.4 ErgebnisUm die sinnvolle Anwendbarkeit des Basis- und des iterativen Algorithmus auf diebetrachteten singul�ar gest�orten Randwertprobleme zu erzwingen und dabei das Er-gebnis von Xu zu erhalten, ist in beiden F�allen die BedingungB1 + CFC1" . 1zu erf�ullen. In der Praxis ist diese Bedingung jedoch zu restriktiv und kann f�ur "� 1im allgemeinen nicht erf�ullt werden.Gleiches gilt f�ur die Bedingung C1" . 1;die f�ur den symmetrischen Spezialfall gefordert werden mu�.Somit f�uhrt die theoretische Analyse zu dem Ergebnis, da� sich die Algorithmen vonXu nicht ohne weiteres auf singul�ar gest�orte Probleme mit "� 1 �ubertragen lassenbzw. da� zu erwarten ist, da� sie bei der Anwendung auf singul�ar gest�orte Problemeim allgemeinen nicht mehr ausreichend e�zient sind.





Kapitel 3Angepa�te VerfahrenIn Kapitel 2 wurden die von Xu in [Xu96], x 4, vorgestellten Algorithmen direktauf singul�ar gest�orte Probleme �ubertragen. Bei der anschlie�enden Diskussion stell-te sich heraus, da� die Bedingungen, die man f�ur eine sinnvolle Anwendbarkeit derAlgorithmen stellen mu�, im allgemeinen f�ur " � 1 nicht erf�ullt werden k�onnen.Daher soll in diesem Kapitel die Frage diskutiert werden, ob sich die Konvergenz-raten der Algorithmen aus den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 verbessern lassen, wenndie Verfahren dem singul�ar gest�orten Fall angepa�t werden.In Abschnitt 3.1 wird zun�achst ein angepa�tes Verfahren betrachtet, welches auseiner neuen Zerlegung der Bilinearform Â(� ; �) aus (1.6) entsteht. Als Basisverfah-ren liegt hier wie in Kapitel 2 die gew�ohnliche Galerkin-FEM (vgl. Abschnitt 1.4)zugrunde.Eine noch engere Anpassung an den singul�ar gest�orten Fall erfolgt in Abschnitt 3.2.Hier wird neben einer geeigneten Zerlegung der entsprechenden Bilinearform als Ba-sisverfahren f�ur die angepa�ten Algorithmen die SUPG-FEM (vgl. Abschnitt 1.6.1)verwendet.3.1 Eine neue Zerlegung der Bilinearform Â(� ; �)Die Algorithmen in Abschnitt 2.2 basieren auf der ZerlegungÂ(u; v) = A(u; v) +N(u; v) f�ur u; v 2 H10 (
);wobei A(� ; �) und N(� ; �) gegeben sind durchA(u; v) = "(aru;rv) und N(u; v) = (b � ru+ cu; v):Der NSPD-Anteil N(� ; �) der Bilinearform Â(� ; �) enth�alt dabei noch symmetrischeAnteile. Im folgenden soll nun versucht werden, eine Verbesserung der Konvergenz-raten der Algorithmen 2.1 und 2.2 durch eine neue Zerlegung der Bilinearform Â(� ; �)



44 Angepa�te Verfahrenin Bilinearformen ~A(� ; �) und ~N(� ; �) zu erzielen. Diese Zerlegung soll so vorgenom-men werden, da� die Bilinearform ~A(� ; �) alle rein symmetrischen und die Bilinear-form ~N(� ; �) alle rein nichtsymmetrischen Anteile der Bilinearform Â(� ; �) enth�alt.In bezug auf die Bilinearform N(� ; �) kann folgende Aussage getro�en werden.Lemma 3.1 Der nichtsymmetrische Anteil von N(u; v) f�ur u; v 2 V � H10 (
) l�a�tsich darstellen durch(b � ru; v) = �12 �(r � b)u; v�+ 12�(b � ru; v)� (b � rv; u)�:Beweis. Seien u; v 2 V . Dann gilt(b � ru; v) = 12 Z
(b � ru)v dx+ 12 Z
(b � ru)v dxP:I:= 12 Z
(b � ru)v dx� 12 Z
(r � b)uv dx� 12 Z
(b � rv)u dx= �12�(r � b)u; v�+ 12�(b � ru; v)� (b � rv; u)�: 2Damit erh�alt man f�ur die rein symmetrischen Anteile ~A(� ; �) von Â(� ; �)~A(u; v) := "(aru;rv) + �(c� 12r � b)u; v� (3.1)und f�ur die rein nichtsymmetrischen Anteile ~N(� ; �) von Â(� ; �) entsprechend~N(u; v) := 12�(b � ru; v)� (b � rv; u)� (3.2)f�ur u; v 2 V . Als neue Zerlegung f�ur die Bilinearform Â(� ; �) ergibt sich somit f�uru; v 2 V Â(u; v) = ~A(u; v) + ~N(u; v): (3.3)F�ur den symmetrischen Anteil ~A(� ; �) gilt die folgende Aussage.Lemma 3.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes 1.12 ist die Bilinearform ~A(� ; �)stetig auf H10 (
) und H10 -elliptisch.



3.1 Eine neue Zerlegung der Bilinearform Â(� ; �) 45Beweis. Seien u; v 2 V .i) Sei B01 := kr � bkL1. Die Stetigkeit betre�end giltj ~A(u; v)j � jA(u; v)j+ ���(c� 12r � b)u; v���� "�jujH1jvjH1 + C1kukL2kvkL2 + 12B01kukL2kvkL2� maxf�; C1 + 12B01gjjjujjj"jjjvjjj":ii) Es ist noch die Eigenschaft der H10 -Elliptizit�at zu zeigen. Man hat~A(v; v) = A(v; v) + �(c� 12r � b)v; v�� "jvj2H1 + !kvk2L2� minf; !gjjjvjjj2": 23.1.1 Der modi�zierte Basis-AlgorithmusEs werden nun die Algorithmen aus den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 bez�uglich derneuen Zerlegung (3.3) der Bilinearform Â(� ; �) modi�ziert. Zun�achst ergibt sich dabeials neuer Basis-Algorithmus derAlgorithmus 3.11. Finde uH 2 VH , so da� gilt Â(uH ; ') = (f; ') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde uh 2 Vh, so da� gilt ~A(uh; �) = (f; �)� ~N(uH ; �) f�ur alle � 2 Vh.Als Konvergenzaussage f�ur Algorithmus 3.1 erh�alt man denSatz 3.3 Sei uh 2 Vh die aus Algorithmus 3.1 gewonnene L�osung f�ur hinreichendkleines H, dann gelten unter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) die Absch�atzungenjjjuh � uhjjj" . �1 + B1p"��1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2� hHr+1 +Hhr�Rh + Peh�ijujHr+1und jjju� uhjjj" . jjjuh � uhjjj" +p"hr�Rh + Peh�jujHr+1mit den Gr�o�en PeH = B1H" , Peh = B1h" , RH = maxf�; C1g�1 + Hp"� und Rh =maxf�; C1g�1 + hp"�.



46 Angepa�te VerfahrenBeweis. F�ur alle � 2 Vh gilt mit B01 := kr � bkL1~A(uh � uh; �) = ~A(uh; �)� ~A(uh; �)= Â(uh; �)� ~N(uh; �)� (f; �) + ~N(uH; �)� ��� ~N(uh � uH; �)���P:I:= ����� Z
 b(uh � uH)r� dx� 12 Z
(r � b)(uh � uH)� dx����� B1kuh � uHkL2 j�jH1 + B012 kuh � uHkL2k�kL2� �B1p" + B012 � kuh � uHkL2 jjj�jjj"� �B1p" + B012 ��k(I � P̂H)(u� uh)kL2+ k(I � P̂H)ukL2� jjj�jjj"L:1:26. �B1p" + B012 ��1 + C1 + B1p"���Hr+1 +Hhr �maxf�; C1g�1 + hp"� + B1hp" ��� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1Hp" �2 jujHr+1jjj�jjj"Def:2:5. �1 + B1p"��1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�hHr+1 +Hhr�Rh + Peh�ijujHr+1jjj�jjj":Andererseits folgt mit � = uh � uh aus Lemma 3.2~A(uh � uh; �) & jjjuh � uhjjj"jjj�jjj":Das Zusammenfassen der Ergebnisse liefert die erste Absch�atzung.Die zweite Absch�atzung ergibt sich mit Hilfe von Lemma 1.26 und De�nition 2.5. 2



3.1 Eine neue Zerlegung der Bilinearform Â(� ; �) 473.1.2 Der modi�zierte iterative AlgorithmusDie Anpassung des Iterationsverfahrens (Algorithmus 2.2) f�uhrt zu demAlgorithmus 3.2Sei u0h := 0 die vorgegebene Startl�osung.F�ur j = 0; : : : ; k � 1:1. Finde eH 2 VH , so da� gilt Â(eH + ujh; ') = (f; ') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde uj+1h 2 Vh, so da� gilt ~A(uj+1h ; �) = (f; �)� ~N(ujh + eH ; �) f�ur alle � 2 Vh.F�ur den Algorithmus 3.2 ergibt sich die folgende Konvergenzaussage.Satz 3.4 Sei ukh 2 Vh die durch Algorithmus 3.2 f�ur k � 1 und hinreichend klei-nes H gewonnene L�osung, dann gelten unter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) dieAbsch�atzungenjjjuh � ukhjjj" . 1�p"�k�1 �1 + B1p"�k �1 + C1 + B1p"�k �RH + PeH�2k� hHr+k +Hkhr�Rh + Peh�i jujHr+1und jjju� ukhjjj" . jjjuh � ukhjjj" +p"hr�Rh + Peh� jujHr+1mit den Gr�o�en PeH = B1H" , Peh = B1h" , RH = maxf�; C1g�1 + Hp"� und Rh =maxf�; C1g�1 + hp"�.Beweis. Sei B01 := kr � bkL1. Es gilt f�ur alle � 2 Vh~A(uh � ukh; �) = Â(uh; �)� ~N(uh; �)� (f; �) + ~N(uk�1h + eH ; �)� �� ~N�(I � P̂H)(uk�1h � uh); ����P:I:= �����12 Z
(r � b)(I � P̂H)(uk�1h � uh)� dx� Z
 b(I � P̂H)(uk�1h � uh)r� dx����� B1k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2 j�jH1+ B012 k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2k�kL2� �B1p" + B012 � k(I � P̂H)(uk�1h � uh)kL2 jjj�jjj"



48 Angepa�te VerfahrenL:1:26. Hp" �B1p" + B012 ��1 + C1 + B1p"�� �maxf�; C1g�1 + Hp"�+ B1Hp" �2 jjjuh � uk�1h jjj"jjj�jjj"Def:2:5. Hp" �1 + B1p"��1 + C1 + B1p"���RH + PeH�2jjjuh � uk�1h jjj"jjj�jjj":Andererseits folgt mit � = uh � ukh aus Lemma 3.2~A(uh � ukh; �) & jjjuh � ukhjjj"jjj�jjj":Damit ergibt sichjjjuh � ukhjjj" . Hp" �1 + B1p"��1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2 jjjuh � uk�1h jjj":Sukzessives Anwenden dieser Absch�atzung liefertjjjuh � ukhjjj" . � Hp"�k�1�1 + B1p"�k�1�1 + C1 + B1p"�k�1� �RH + PeH�2(k�1) jjjuh � u1hjjj":Nach Anwendung von Satz 3.3 folgt daraus schlie�lich die erste Aussage des Satzes.Die zweite Absch�atzung ergibt sich mit Hilfe von Lemma 1.26 und De�nition 2.5. 23.1.3 Vergleich mit den urspr�unglichen AlgorithmenDer Basis-Algorithmus aus Abschnitt 2.2.1 lieferte als Konvergenzresultat die Feh-lerabsch�atzungju� uhjH1 . �B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�hHr+1 +Hhr�Rh + Peh�i + hr�Rh + Peh��jujHr+1:Um dieses Ergebnis mit dem Resultat des Satzes 3.3 vergleichen zu k�onnen, mu�ber�ucksichtigt werden, da� bei dem angepa�ten Verfahren in der jjj � jjj"-Norm ab-gesch�atzt wird. Man hat daher die obige Fehlerabsch�atzung der des modi�ziertenBasis-Algorithmus entsprechend anzugleichen. Dazu erweitert man beide Seiten derobigen Absch�atzung um den Faktor p". Diese Vorgehensweise f�uhrt bez�uglich des



3.1 Eine neue Zerlegung der Bilinearform Â(� ; �) 49Algorithmus 2.1 zu der Konvergenzaussagep" ju� uhjH1 . �B1 + CFC1p" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�hHr+1 +Hhr�Rh + Peh�i+p"hr�Rh + Peh��jujHr+1:Die Verbesserung, die man durch den modi�zierten Basis-Algorithmus erzielt hat,liegt o�ensichtlich in dem Wegfall des Terms CFC1p" im Resultat des Satzes 3.3.Dar�uberhinaus erfolgt die Absch�atzung des Fehlers in der jjj � jjj"-Norm, die "sch�arfer\ist als p"j � jH1 , da sie noch einen L2-Anteil enth�alt.Um die Anwendbarkeit des modi�zierten Basis-Algorithmus zu erzwingen, ist dieWahl B1" . 1, Hp" . 1 erforderlich. Verglichen mit der Bedingung, die f�ur denurspr�unglichen Algorithmus gestellt werden mu�te, entf�allt im modi�zierten Fall dieEinschr�ankung an C1.Der iterative Algorithmus aus Abschnitt 2.2.2 liefert nach entsprechender Erweite-rung beider Seiten um den Faktor p" das Konvergenzresultatp" ju� ukhjH1 . (p" �B1 + CFC1" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�k�hHk+r +Hkhr�Rh + Peh�i +p"hr�Rh + Peh�)jujHr+1:Das Ergebnis des modi�zierten iterativen Algorithmus 3.2 kann geschrieben werdenals jjju� ukhjjj" . (p" �p"+B1" �1 + C1 + B1p"��RH + PeH�2�k�hHk+r +Hkhr�Rh + Peh�i+p"hr�Rh + Peh�)jujHr+1:Somit liegt die erzielte Verbesserung gegen�uber des urspr�unglichen iterativen Algo-rithmus in dem Wegfall des Terms CFC1" in der letzten Absch�atzung sowie in derVerwendung einer sch�arferen Norm.Die Wahl B1" . 1, Hp" . 1 f�uhrt auch hier zu der sinnvollen Anwendbarkeit des mo-di�zierten Algorithmus. Es entf�allt im Vergleich zu dem Ergebnis des urspr�unglicheniterativen Algorithmus ebenfalls eine Einschr�ankung an C1.Es mu� erw�ahnt werden, da� sich die Bedingung B1" . 1 in der Praxis nicht ohne wei-teres f�ur "� 1 erf�ullen l�a�t und somit noch immer eine sehr starke Einschr�ankungan die betrachteten Probleme bedeutet.



50 Angepa�te Verfahren3.2 Die SUPG-VarianteIn diesem Abschnitt soll eine noch engere Anpassung der Algorithmen aus den Ab-schnitten 2.2.1 und 2.2.2 an den singul�ar gest�orten Fall dadurch erfolgen, da� alsBasis-Verfahren die in Abschnitt 1.6.1 vorgestellte SUPG-FEM verwendet wird.Seien im folgenden die grobe und die feine Triangulierung durch eine Zerlegungs-strategie f�ur konforme Gitter, beispielsweise die der "roten Verfeinerung\ (vgl. Ab-schnitt 1.4.1), gewonnen. Dadurch wird erreicht, da� jedes Dreieck der groben Zer-legung TH aufgefa�t werden kann als eine Vereinigung von Dreiecken der feinenZerlegung Th, d. h. f�ur jedes Dreieck Tk 2 TH hat man dannTk = lk[i=mk Ti mit geeigneten Ti 2 Th.Unter dieser Voraussetzung seien �hT und �HT nun so gew�ahlt, da� giltsupi=mk;::: ;lk �hTi � �HTk : (3.4)Es bezeichne im folgendenBhT := kbkL1(T ) f�ur alle T 2 Th und BHT := kbkL1(T ) f�ur alle T 2 TH ;entsprechend sind dann die Gr�o�en GhT , GHT , ZhT , ZHT , PehT und PeHT zu verstehen.Beziehen sich die Betrachtungen nicht auf ein bestimmtes Gitter, so wird die Trian-gulierung allgemein mit T bezeichnet, wobei gelten soll T 2 �TH ; Th	.Die Bilinearform bez�uglich der SUPG-FEM aus Abschnitt 1.6.1 kann f�ur u; v 2 Vnach partieller Integration dargestellt werden durchÂ�(u; v) = "(aru;rv) + �(c� 12r � b)u; v�+ 12�(b � ru; v)� (b � rv; u)�+XT2T �T�� "r � �aru�+ b � ru+ cu; b � rv�T :Zerlegt man nun Â�(� ; �) in die rein symmetrischen und rein nichtsymmetrischenAnteile, so erh�alt man f�ur u; v 2 VÂ�(u; v) = A�(u; v) +N�(u; v)mitA�(u; v) := "(aru;rv) + �(c� 12r � b)u; v�+XT2T �T (b � ru; b � rv�TundN�(u; v) := 12�(b � ru; v)� (b � rv; u)�+XT2T �T�� "r � �aru�+ cu; b � rv�T :



3.2 Die SUPG-Variante 51Lemma 3.5 Die Bilinearform A�(� ; �) ist H10 -elliptisch.Beweis. Es gilt f�ur alle v 2 V � H10 (
)A�(v; v) = "(arv;rv) + �(c� 12r � b)v; v�+XT2T �T (b � rv; b � rv�T� "jvj2H1 + !kvk2L2 +XT2T �Tkb � rvk2L2(T )= jjjvjjj2";�: 2F�ur die Konvergenzabsch�atzungen der Algorithmen in den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2wird die folgende Hilfsaussage ben�otigt.Lemma 3.6 F�ur u; v 2 Vh gilt unter der Bedingung (1.24)��N�(u; v)�� � 12 jjjvjjj2";� + �K + 2 supT2Th ZhT�kuk2L2mit K := (B01)24! + ! und ZhT = minn 1�hT ; (BhT )2" o.Beweis. F�ur u; v 2 Vh gilt mit den Hilfsabsch�atzungen (1.29) und (1.26) sowie derBedingung (1.24)��N�(u; v)�� � ����12h(b � ru; v)� (b � rv; u)i����+ �����XT2Th �hT�� "r � �aru�+ cu; b � rv�T �����P:I:� �����12�(r � b)u; v�� �b � rv; u����� + 12L1 XT2Th �hT "2kr � (aru)k2L2(T )+ 12L2 XT2Th �hT (ChT )2kuk2L2(T ) + L1 + L22 XT2Th �hTkb � rvk2L2(T )(1:23)� B012 kukL2kvkL2 + XT2Th ZhTkuk2L2(T )! 12 jjjvjjj";�+ 8L1 XT2Th �hT "2��A0T �2 + A2T C2invh2T � juj2H1(T ) + 14L2!kuk2L2+ L1 + L22 XT2Th �hTkb � rvk2L2(T )



52 Angepa�te Verfahren(1:23)� (B01)28L3! kuk2L2 + L32 !kvk2L2 + 12L4 XT2Th ZhTkuk2L2(T ) + L42 jjjvjjj2";�+ 14L1 XT2Th 32 �hT "2 �C 0inv�2h2T ��A0T �2 + A2T C2invh2T � kuk2L2(T ) + 14L2!kuk2L2+ L1 + L22 XT2Th �hTkb � rvk2L2(T ):Durch das Balancieren der Terme 32 �hT "2 �C 0inv�2h2T ��A0T �2 + A2T C2invh2T � und ZhT erh�altman f�ur die Wahl von �hT die Bedingung�hT � 8>>><>>>: min� 132"(C 0inv)2(A0T )2 ; h2T32"(C 0inv)2C2invA2T � ; falls PehT � 1,min� hTp32"C 0invA0T ; h2Tp32"C 0invCinvAT � ; falls PehT � 1. (3.5)Die Bedingung (3.5) unterscheidet sich von der nach Voraussetzung g�ultigen Wahl(1.24) nur durch von " unabh�angige Konstanten und kann damit schon als erf�ulltangesehen werden.Es ergibt sich somit��N�(u; v)�� � L42 "jvj2H1 + L3 + L42 !kvk2L2 + L1 + L2 + L42 XT2Th �hTkb � rvk2L2(T )+ � 14L1 + 12L4� XT2Th ZhTkuk2L2(T ) + �(B01)28L3! + !4L2� kuk2L2:Mit der Wahl L1 = L2 = 14 und L3 = L4 = 12 folgt daraus die Behauptung. 23.2.1 Der modi�zierte Basis-AlgorithmusZun�achst wird der Basis-Algorithmus 2.1 aus Abschnitt 2.2.1 modi�ziert. Man erh�altdenAlgorithmus 3.31. Finde uH 2 VH , so da� gilt Â�(uH ; ') = f�(') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde uh 2 Vh, so da� gilt A�(uh; �) = f�(�)�N�(uH ; �) f�ur alle � 2 Vh.



3.2 Die SUPG-Variante 53Als Konvergenzresultat f�ur den Algorithmus 3.3 erh�alt manSatz 3.7 Sei uh 2 Vh die aus Algorithmus 3.3 gewonnene L�osung. Es seien dieBedingungen 1.24 und 1.32 an �hT und analog an �HT erf�ullt. Dann gelten unter derVoraussetzung u 2 Hr+1(
) f�ur r � 1 die Absch�atzungenjjjuh � uhjjj";�. supT2TH �Hr+1T �1 + PeHT +RHT �� �1 + supT2Th�BhThT min�1; PehT	�� 12��1 + C1 + B1p"� jujHr+1und jjju� uhjjj";� � jjju� uhjjj";� + jjjuh � uhjjj";�. jjjuh � uhjjj";� + supT2Th�hrTq"�1 + PehT +RhT �� jujHr+1mit RHT := !H2T" , RhT := !h2T" .Beweis. Sei � := uh � uh. Dann giltjjj�jjj2";� L:3:5� A�(�; �)= �Â�(uh; �)�N�(uh; �)�� �f�(�)�N�(uH; �)�� ��N�(uh � uH ; �)��L:3:6� 12 jjj�jjj2";� + �K + 2 supT2ThZhT� kuh � uHk2L2mit K = (B01)24! + ! und ZhT = minn 1�hT ; (BhT )2" o = BhThT min�1; PehT	. Daraus erh�altman jjj�jjj2";� . �1 + supT2ThZhT� kuh � uHk2L2: (3.6)Man hat nun mit Lemma 1.34kuh � uHk2L2(T ) . �ku� uhk2L2 + ku� uHk2L2�. 8<: supT2Th hr+1T �GhT �2" !2�1 + C1 + B1p"�2
+ supT2TH  Hr+1T �GHT �2" !2�1 + C1 + B1p"�29=; juj2Hr+1:



54 Angepa�te VerfahrenDaraus erh�alt man mit GHTp" = q( + 1) + PeHT +RHT ; RHT := !H2T" ; GhTp" =q( + 1) + PehT +RhT ; RhT := !h2T" nach dem Einsetzen in (3.6) unter Ber�uck-sichtigung von hT < HT , PehT < PeHT und RhT < RHT die erste Behauptung.Die zweite Absch�atzung folgt nach direkter Anwendung von Lemma 1.32. 23.2.2 Der modi�zierte iterative AlgorithmusDie Anpassung des iterativen Algorithmus aus Abschnitt 2.2.2 f�uhrt zu demAlgorithmus 3.4Sei u0h := 0 die vorgegebene Startl�osung.F�ur j = 0; : : : ; k � 1:1. Finde eH 2 VH , so da� gilt Â�(eH + ujh; ') = f�(') f�ur alle ' 2 VH .2. Finde uj+1h 2 Vh, so da� gilt A�(uj+1h ; �) = f�(�)�N�(ujh + eH ; �) f�ur alle � 2 Vh.F�ur Algorithmus 3.4 ergibt sich die folgende Konvergenzaussage.Satz 3.8 Sei ukh 2 Vh die aus Algorithmus 3.4 gewonnene L�osung mit k � 1. Esseien die Bedingungen 1.24 und 1.32 an �hT und analog an �HT erf�ullt. Dann geltenunter der Voraussetzung u 2 Hr+1(
) f�ur r � 1 die Absch�atzungenjjjuh � ukhjjj";�. 1�p"�k�1 supT2TH  Hr+kT �q1 + PeHT +RHT �k+1!�1 + supT2Th�BhThT min�1; PehT	��k� 12 �1 + C1 + B1p"�k jujHr+1und jjju� ukhjjj";� � jjju� uhjjj";� + jjjuh � ukhjjj";�. jjjuh � ukhjjj";� + supT2Th�hrTq"�1 + PehT +RhT �� jujHr+1mit RHT := !H2T" , RhT := !h2T" .



3.2 Die SUPG-Variante 55Beweis. Sei �k := uh � ukh. Dann giltjjj�kjjj2";� � A�(�k; �k)= �Â�(uh; �k)�N�(uh; �k)�� �f�(�k)�N�(uk�1h + eH ; �k)�� ��N��(I � P̂ �H)�k�1; �k���L:3:6� 12 jjj�kjjj2";� + �K 0 + 2 supT2ThZhT� k(I � P̂ �H)�k�1k2L2mit K 0 = (B01)24! + ! und ZhT = minn 1�hT ; (BhT )2" o = BhThT min�1; PehT	.Daraus erh�alt manjjj�kjjj2";� . �1 + supT2Th ZhT� k(I � P̂ �H)�k�1k2L2 : (3.7)Es ist zun�achstk(I � P̂ �H)�k�1k2L2(T ) (1:37). supT2TH �HTGHT" �2�1 + C1 + B1p"�2jjj(I � P̂ �H)�k�1jjj2";�:Nun hat man12 jjjP̂ �H�k�1jjj2";� � Â��P̂ �H�k�1; P̂ �H�k�1�Def:1:31= Â���k�1; P̂ �H�k�1�� ���Â���k�1; P̂ �H�k�1����(1:30)� 14 jjjP̂ �H�k�1jjj2";�+ 2��K + 2�jjj�k�1jjj2";� + XT2Th ZhTk�k�1k2L2(T )�� 14 jjjP̂ �H�k�1jjj2";� + 2�K + 2 + 1! supT2Th ZhT� jjj�k�1jjj2";�mit K = max��22 ; �2	. Dies f�uhrt zu der Absch�atzungjjjP̂ �H�k�1jjj2";� � 8�K + 2 + 1! supT2Th ZhT� jjj�k�1jjj2";�:



56 Angepa�te VerfahrenSomit ergibt sichjjj�I � P̂ �H��k�1jjj2";� � 2 jjj�k�1jjj2";� + 2 jjjP̂ �H�k�1jjj2";�� �16K + 34 + 16! supT2Th ZhT� jjj�k�1jjj2";�. �1 + supT2Th ZhT� jjj�k�1jjj2";�:Einsetzen in (3.7) und anschlie�endes Wurzelziehen liefernjjj�kjjj";� . �1 + supT2Th�BhThT min�1; PehT	��supT2TH �HTGHT" ��1 + C1 + B1p"� jjj�k�1jjj";�:Durch sukzessives Anwenden dieser Absch�atzung erh�alt manjjj�kjjj";� . �1 + supT2Th�BhThT min�1; PehT	��k�1supT2TH �HTGHT" �k�1�1 + C1 + B1p"�k�1 jjj�1jjj";�:Die erste Behauptung folgt (mit u1h = uh) nach Anwendung der ersten Absch�atzungdes Satzes 3.8.Die zweite Aussage folgt nach direkter Anwendung von Lemma 1.32. 23.2.3 Diskussion der ResultateAbschlie�end soll die Frage untersucht werden, ob die Anwendung der Algorith-men 3.3 und 3.4 auf singul�ar gest�orte Randwertprobleme sinnvoll ist, d. h. ob dieentsprechenden Konvergenzresultate die WahlH = O(h�) f�ur � 2 (0; 1) (3.8)mit H := supT2TH HT und h := supT2Th hT zulassen. Dabei wird analog der Vorgehensweiseaus Abschnitt 2.3.1 verfahren.



3.2 Die SUPG-Variante 57Diskussion des Basis-AlgorithmusBetrachtet wird zun�achst das Konvergenzresultat Satz 3.7 bez�uglich des modi�zier-ten Basis-Algorithmus. Die Untersuchung desselben ergibt, da� die sinnvolle An-wendbarkeit dieses Algorithmus auf die betrachteten singul�ar gest�orten Randwert-probleme erzwungen werden kann durch die folgenden Beschr�ankungen:� B1p" . 1,� PeHT ; RHT . 1 f�ur alle T 2 TH ,� supT2Th�BhThT min�1; PehT	� . 1 f�ur alle T 2 Th.Um diese Beschr�ankungen zu sichern, ist es o�enbar hinreichend, die BedingungenHp" . 1 und B1p" . 1zu erf�ullen. Es ist dabei zu beachten, da� im Falle PehT > 1 durch den TermsupT2Th�BhThT min�1; PehT	�eine halbe h-Potenz eingeb�u�t wird. Um das Verh�altnis Hr+1 � hr sicherzustellen,hat man daher als zus�atzliche Bedingung PehT � 1 zu fordern.Diskussion des iterativen AlgorithmusBez�uglich des modi�zierten iterativen Algorithmus kann f�ur k � 2 keine sinnvol-le Anwendbarkeit auf die betrachteten singul�ar gest�orten Randwertprobleme gesi-chert werden. Der Grund daf�ur liegt darin, da� mit jeder Iteration in der Fehler-absch�atzung zwischen der SUPG- und der approximierten L�osung eine halbe nega-tive "-Potenz hinzukommt, die sich nicht durch zus�atzliche Bedingungen au�angenl�a�t, ohne da� dabei die Voraussetzung (3.8) verletzt wird.ErgebnisDie theoretische Analyse der mit Hilfe der SUPG-FEM modi�zierten Algorithmenhat gezeigt, da� zwar nur der modi�zierte Basis-Algorithmus bei Anwendung aufsingul�ar gest�orte Randwertprobleme unter gewissen zus�atzlichen Bedingungen einsinnvolles Ergebnis erwarten l�a�t; diese Bedingungen konnten jedoch gegen�uber de-nen, die f�ur den Basis-Algorithmus 3.1 erforderlich sind, um eine halbe negative"-Potenz abgeschw�acht werden. F�ur den Fall "moderat kleiner\ "-Werte k�onnen die-se Bedingungen dann in der Praxis noch erf�ullt werden.



58 Angepa�te VerfahrenEine weitere Verbesserung durch die Anpassung der Algorithmen mit Hilfe derSUPG-FEM liegt speziell f�ur "� 1 durch die verwendete "sch�arfere\ Norm jjj � jjj";�in dem Gewinn der Kontrolle �uber die gewichteten Stromlinienableitungen.



Kapitel 4Zusammenfassung
4.1 ErgebnisDie Konvergenzanalyse der direkt auf die betrachteten singul�ar gest�orten ellipti-schen Randwertprobleme �ubertragenen Algorithmen von Xu hat gezeigt, da� dieseAlgorithmen bei der verwendeten Absch�atzungstechnik nur unter einschneidendenBedingungen an die Probleme e�zient sein k�onnen. Das Problem liegt dabei in derDiskrepanz der "-Abh�angigkeit zwischen den Konvergenzkonstanten aus der Fehler-absch�atzung der Galerkin-FEM und der Fehlerabsch�atzung zwischen der approxi-mierten und exakten Galerkin-L�osung.Eine erste Anpassung der Algorithmen an den singul�ar gest�orten Fall durch einegeeignete Zerlegung der Bilinearform hat Absch�atzungen in einer sch�arferen Normm�oglich gemacht. Die Bedingungen, welche gestellt werden m�ussen, um eine sinn-volle Anwendbarkeit der Algorithmen zu erzwingen, konnten gegen�uber jenen f�urdie urspr�unglichen Algorithmen leicht abgeschw�acht werden. Jedoch bleiben dieseBedingungen in der Praxis immer noch sehr restriktiv.Durch eine weitere Anpassung mit Hilfe der SUPG-FEM wurde durch Verwendungeiner noch sch�arferen Norm erreicht, da� man in den Konvergenzabsch�atzungen dieKontrolle �uber die Stromlinienableitungen hat. Diese Versch�arfung f�uhrte jedochdazu, da� der iterative Algorithmus der theoretischen Analyse nach kein sinnvol-les Ergebnis mehr liefert. Der Grund daf�ur ist darin zu �nden, da� die bei jederneuen Iteration in der Kovergenzabsch�atzung hinzukommenden negativen halben"-Potenzen nicht mehr durch sinnvolle Bedingungen aufgefangen werden k�onnen.Bez�uglich des modi�zierten Basis-Algorithmus konnten jedoch die Bedingungen, dieeine sinnvolle Anwendbarkeit des Algorithmus sichern sollen, gegen�uber denen derurspr�unglichen Basis-Algorithmen abgeschw�acht werden. F�ur den Fall "moderat klei-ner\ "-Werte k�onnen diese Bedingungen auch praktisch noch erf�ullt werden.Zusammenfassend kann geagt werden, da� man f�ur die Algorithmen von Xu bei�Ubertragung auf singul�ar gest�orte Probleme nicht dieselbe (gute) E�zienz wie imFalle " = 1 erwarten kann. Trotzdem scheint insbesondere der unter Benutzung



60 Zusammenfassungder SUPG-FEM angepa�te Basis-Algorithmus f�ur die Verwendung in der Praxisinteressant zu sein.4.2 AusblickAn dieser Stelle soll noch kurz auf m�ogliche Strategien zur Verbesserung der Kon-vergenzresultate eingegangen werden.Dabei ist zun�achst anzumerken, da� die bei den Konvergenzanalysen der mit Hil-fe der SUPG-FEM angepa�ten Algorithmen verwendete Absch�atzungstechnik zweipotentielle Schwachpunkte aufweist. Dabei handelt es sich einmal um die Regula-rit�atsaussage Lemma 1.14. Hierbei w�are besonders bei der Anwendung derselbenim Beweis zu Lemma 1.34 eine "lokalisierte\ Variante w�unschenswert. Es ist daherals weiterer potentieller Schwachpunkt das Lemma 1.34 anzuf�uhren. Neben der feh-lenden Lokalisierung, resultierend aus der Verwendung des Lemmas 1.14, liegt imBeweis eine weitere Schwachstelle darin, da� das verwendete Dualit�atsargument aufder Galerkin-FEM und nicht auf der SUPG-FEM basiert.Hier k�onnte ein m�oglicher Ansatzpunkt f�ur eine Verbesserung der Konvergenz-absch�atzungen der unter Benutzung der SUPG-FEM angepa�ten Algorithmen lie-gen. F�ur eine eventuelle Verbesserung der Konvergenzabsch�atzungen aller betrach-teten Algorithmen k�onnte ein Artikel von Axelsson und Layton (vgl. [AL90]) in-teressant sein. Dort wird u. a. gezeigt, da� sich unter gewissen Voraussetzungendie Absch�atzungen der zweiten Ableitungen der L�osung um eine halbe negative "-Potenz verbessern lassen. Es w�are zu pr�ufen, inwiefern sich die Verwendung dieserRegularit�atsaussage in den Konvergenzanalysen der Algorithmen auf die Konver-genzresultate auswirkt, und ob eine positive Auswirkung auch die Abschw�achungder Anwendbarkeitsbedingungen nach sich ziehen k�onnte.Es besteht weiterhin die M�oglichkeit, da� die Absch�atzungen bez�uglich der Konver-genzanalysen der betrachteten Algorithmen zu pessimistisch gewesen sein k�onnten.Eine praktische �Uberpr�ufung der Ergebnisse der theoretischen Analyse k�onnte dahersinnvoll sein.
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