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Einleitung
As far as the laws of mathematis refer to reality,they are not ertain,and as far as they are ertain,they do not refer to reality. Albert EinsteinDas Ph�anomen der optishen Aktivit�at in bestimmten organishen und anorganishenSubstanzen wurde um 1810 entdekt. Ein hirales Medium [29℄ weist in der Mikrostruk-tur eine Links- beziehungsweise Rehtsh�andigkeit auf, die zu untershiedlihen Phasen-geshwindigkeiten f�ur links- und rehts-zirkular polarisierte elektromagnetishe Wellenf�uhrt, oder anders gesagt, die Polarisationsebene erf�ahrt eine Drehung.In der Optik sind hirale Medien shon seit langer Zeit bekannt, eine Behandlung imRahmen der elektromagnetishen Feldtheorie erfolgt aber erst in den letzten Jahren. ImMikrowellenbereih l�a�t sih dieser E�ekt nur bei k�unstlih hergestellten Werksto�enbeobahten, die durh das Einbetten von hiralen 3D-Objekten in ein Tr�agermediumerzeugt werden. Ein praktishes Verfahren zur Herstellung solher Materialien wird vonS.A. Kuehl, S. S. Grov�e und E. Kuehl in [39, S. 317�℄ beshrieben. Derzeit ist dies abernoh niht mit tehnishen Anwendungen verbunden, da momentan keine Fertigungim industriellen Ma�stab m�oglih ist. Wie S. Bolioli in [39, S. 33�℄ ausf�uhrt, sind hieraber durhaus in n�aherer Zukunft weitere Fortshritte zu erwarten, die auh das in denletzten Jahren zugenommene Interesse an der Thematik begr�unden.Diese Arbeit soll einen Teil dazu beitragen, die gewonnenen Einsihten zu erweitern,indem hier mittels Integralgleihungsmethoden und einem klassishen L�osungsbegri�ein Teilproblem aus diesem Themenkreis bearbeitet wird, wenngleih dies auh fernvon tats�ahlihen praktishen Anwendungen geshieht.F�ur die mathematishe Beshreibung der optishen Aktivit�at werden statt der"gew�ohnlihen\ Materialgleihungen D = "E, B = �H zur Beshreibung der Ab-h�angigkeit der dielektrishen Vershiebung beziehungsweise magnetishen Induktion



Einleitung vvom elektrishen und magnetishen Feld die Drude-Born-Fedorov-MaterialgleihungenD = "[E+ �rotE℄; B = �[H+ �rotH℄in die Maxwellshen Gleihungen eingesetzt, wobei die Chiralit�atskonstante � nebender Dielektrizit�atskonstante " und der Permeabilit�at � eine neue Materialgr�o�e ist.Mit der Charakterisierung in [30, Table 1.1℄ handelt es sih hierbei um sogenanntePasteur-Medien, im weiteren soll aber immer von hiralen Medien gesprohen werden.Im zeitharmonishen Fall mit vershwindender Leitf�ahigkeit k�onnen zwei der Feld-gr�o�en { D und B { eliminiert werden und f�ur die verbleibenden Felder E und Hergibt sih ein gekoppeltes Di�erentialgleihungssystem.Ziel dieser Arbeit ist es, Randwert- und Streuprobleme zu untersuhen, bei denen einhomogenes hirales Medium von einem nihthiralen umgeben ist. Dazu wird nebender dreidimensionalen auh eine zweidimensionale Aufgabe modelliert und untersuht.Eine numerishe Behandlung erfolgt nur f�ur dieses zweidimensionale Modell. Die Be-trahtungen f�ur das drei- und zweidimensionale Problem werden meist jeweils direktim Anshlu� aneinander durhgef�uhrt, es �nden sih dabei h�au�g �ahnlihe Shl�usseund Vorgehensweisen, es sind jedoh auh Untershiede zu ber�uksihtigen, die einegetrennte Behandlung rehtfertigen.Die Arbeit gliedert sih in zwei Teile, der erste widmet sih dem direkten Problem undder zweite inversen Fragestellungen. Weiterhin sind einige Resultate in einem Anhangangef�ugt, um ein �ussigeres Lesen der Arbeit zu gew�ahrleisten.Der Teil I ist in sieben Kapitel unterteilt. Zun�ahst wird die Aufgabenstellung in vek-torieller Shreibweise ausgehend von den Maxwellshen Gleihungen und den Material-gleihungen im zeitharmonishen Fall modelliert und ein zugeh�origes Randwertproblemformuliert. Die auftretenden Di�erentialgleihungen f�ur die inneren Felder E0 und H0sind gekoppelt und haben die Gestalt rotE0� i�H0 = �E0, rotH0+ i�E0 = �H0 mitdurh die inneren physikalishen Parameter "0, �0 und � bestimmten Konstanten � und�. Im Au�enraum gelten die zeitharmonishen Maxwell-Gleihungen rotE� ikH = 0,rotH + ikE = 0 zur Wellenzahl k und die Silver-M�uller-Bedingungen als Abkling-verhalten im Unendlihen. Am Rand m�ussen stetige �Ubergangsbedingungen f�ur dieTangentialkomponenten der elektrishen beziehungsweise magnetishen Felder erf�ulltsein.F�ur den Fall eines unendlih langen zylindrishen K�orpers wird hieraus eine zweidimen-sionale Problemstellung f�ur skalare Felder e, h, e0, h0 abgeleitet. Diese entsprehenjeweils der Komponente der Vektorfelder E, H, E0 beziehungsweise H0 in Ausbrei-tungsrihtung des Zylinders. Wie im dreidimensionalen Fall weisen die Di�erentialglei-hungen der Form (4 + �2) e0 = �i%h0, (4 + �2)h0 = i% e0 f�ur die inneren Gr�o�enmit durh "0, �0, � bestimmten Konstanten �, % eine Kopplung auf, im Au�engebiet



vi Einleitungwerden die Helmholtzgleihung und die Sommerfeldshe Ausstrahlungbedingung f�ure und h verlangt. Auf dem Rand sind �Ubergangsbedingungen f�ur die Dirihlet- undNeumann-Daten zu fordern, die sih aus denen f�ur den dreidimensionalen Fall ergeben.Im zweiten Kapitel wird eine �aquivalente Formulierung der Probleme gegeben, dieauf Bohren [1℄ zur�ukgeht und einen Zugang mit Integralgleihungsmethoden deut-lih vereinfaht. Dabei wird durh eine geeignete De�nition neuer Gr�o�en erreiht, da�die zun�ahst vorhandene Kopplung der Unbekannten durh die Di�erentialgleihun-gen beseitigt wird. So f�uhrt dies im dreidimensionalen Fall f�ur die neuen VektorfelderA, B, A0, B0 auf die Gleihungen f�ur kraftfreie Felder rotA = kA, rotB = �kB,rotA0 = �AA0, rotB0 = ��BB0 und im zweidimensionalen auf Helmholtzgleihungenzu untershiedlihen Wellenzahlen. Dies geshieht auf Kosten von zus�atzlihen Kopp-lungen in den Randbedingungen, bei der Behandlung der zweidimensionalen Aufgabekann durh eine geshikte Wahl dieser neuen Gr�o�en jedoh erreiht werden, da� dieseKopplung nur bei den Dirihlet-Daten auftritt.Auf reht einfahe Weise gelingt es in der vorliegenden Arbeit, aus den Stratton-Chu-Formeln f�ur elektromagnetishe Felder Darstellungsformeln f�ur die L�osung des hierbetrahteten dreidimensionalen Problems zu gewinnen. Bei der zweidimensionalen Auf-gabe lassen sih die Resultate �uber die Darstellung der L�osung zur Helmholtzgleihungunmittelbar �ubertragen.Im dritten Kapitel wird die Eindeutigkeit des drei- und zweidimensionalen Problemsunter geeigneten Voraussetzungen gezeigt. F�ur die Nahweise werden das Ausstrah-lungsverhalten der L�osung im Unendlihen und die in Kapitel 2 gewonnenen Darstel-lungen herangezogen.Das vierte Kapitel widmet sih der Existenz von L�osungen. F�ur das dreidimensionaleProblem wird ein Potentialansatz mit Vektorpotentialen gew�ahlt. Unter Ausnutzungder Sprungbeziehungen werden Randintegralgleihungen zweiter Art f�ur die in diesemAnsatz auftretenden vektoriellen Dihten abgeleitet und deren L�osbarkeit in geeignetenH�older-R�aumen diskutiert. Dabei tritt das Problem auf, da� die eindeutige L�osbarkeitdes homogenen Integralgleihungssystems niht allgemein gezeigt werden kann, umdaraus mittels der Riesz-Theorie auh auf die Existenz einer L�osung der inhomogenenAufgabe zu shlie�en. Es l�a�t sih aber das entsprehende Eindeutigkeitsresultat f�ureine spezielle Parameterwahl erzielen und mittels analytisher Fredholmtheorie bis aufgewisse Ausnahmen auf den allgemeinen Fall ausweiten. �Ahnlihe Untersuhungen hatOla [36℄ in Sobolev-R�aumen durhgef�uhrt.Bei der zweidimensionalen Aufgabe f�uhren gemishte Einfah- und Doppelshihtpo-tentiale auf ein Integralgleihungssytem, dessen eindeutige L�osbarkeit in diesem Falldirekt aus der eindeutigen L�osbarkeit geeigneter Transmissionsprobleme abgeleitet wer-den kann. Zudem wird neben der Betrahtung in H�older-R�aumen auh ein modi�zier-



Einleitung viites Wohlgestelltheitsresultat unter Ausnutzung von L2-Normen hergeleitet, das f�ur denEindeutigkeitsnahweis des inversen Problems ben�otigt wird.Im f�unften Kapitel werden zu den Randwertaufgaben zugeh�orige Streuprobleme formu-liert, in denen die physikalish relevante Frage nah den transmittierten und gestreu-ten Feldern bei gegebenen einfallenden ebenen elektromagnetishen Wellen aufgeworfenwird. Bei der zweidimensionalen Behandlung sind dabei je nah Polarisation der einfal-lenden Wellen das transversalmagnetishe Problem, auh elektrishes Problem genannt,und das transversalelektrishe, das auh als magnetishes Problem bezeihnet wird, zuuntersheiden.Das sehste Kapitel besh�aftigt sih mit Eigenshaften des Fernfeldes, welhes dasasymptotishe Verhalten der gestreuten Felder beshreibt. Es werden Darstellungenangegeben und Reziprozit�atseigenshaften nahgewiesen. Insbesondere wird f�ur daszweidimensionale Problem gezeigt, da� der Fernfeldoperator, der bei gegebenen ein-fallenden Wellen dem Rand das zugeh�orige Fernfeld zuordnet, Fr�ehet-di�erenzierbarnah dem Rand ist. Die Fr�ehet-Ableitung wird durh ein Randwertproblem harakte-risiert, mit dessen Hilfe sie sih auh berehnen l�a�t.Im siebten Kapitel �ndet sih die Beshreibung des Nystr�om-Verfahrens zur numeri-shen L�osung des zweidimensionalen Randwert- und Streuproblems. Die Ergebnissedes entsprehend implementierten Algorithmus werden an einigen Testbeispielen de-monstriert, weiterhin werden einige Ausf�uhrungen zur Konvergenz gemaht. In zweineueren Aufs�atzen [5℄, [6℄ werden numerishe Verfahren basierend auf Darstellungender L�osung als Ober�ahenintegrale sowohl f�ur das drei - als auh das zweidimensiona-le direkte Problem vorgestellt, allerdings fehlt dort eine entsprehende Existenz- undEindeutigkeitsanalysis.Zu Beginn von Teil II wird zun�ahst die betrahtete inverse Fragestellung nah derGestalt des Streugebietes bei bekannten Fernfelddaten erl�autert.Das ahte Kapitel geht auf Eindeutigkeitsresultate ein. Ziel war es, zu zeigen, da� beiKenntnis der Fernfelder zu allen Einfallsrihtungen ebener Wellen und fester �au�ererWellenzahl die Gestalt des Streuk�orpers eindeutig bestimmt ist. Dabei gelingt es leidernur, den Nahweis f�ur den zweidimensionalen Fall zu f�uhren. Bei der Behandlung desdreidimensionalen Problems konnte eine L�uke niht geshlossen werden. Erforderlihw�are ein Resultat, das f�ur ein inneres elektromagnetishes Problem mit Chiralit�at dieelektrishen und magnetishen Randdaten in geeignete Beziehungen setzt, �ahnlih wieman es im zweidimensionalen Fall f�ur die Dirihlet- und Neumann-Daten hat.Im neunten Kapitel wird aufbauend auf den Resultaten zur Fr�ehet-Di�erenzierbarkeitdes Fernfeldoperators ein numerishes Verfahren zur Gebietsrekonstruktion einshlie�-lih dazugeh�origer Experimente dargestellt. Ausf�uhrlih wird beshrieben, wie man dien�otigen Randdaten zur Berehnung der Fr�ehet-Ableitung numerish gewinnt. Es kann



viii Einleitunganhand der Testbeispiele belegt werden, da� das Newton-Verfahren, den Erwartungenaus der Behandlung anderer Aufgaben entsprehend, prinzipiell auh bei diesem Pro-blem geeignet ist. Es wird aber auh auf Shwierigkeiten und m�oglihe L�osungsans�atzehingewiesen.An dieser Stelle bedanke ih mih bei meinem Doktorvater Prof. Dr. Rainer Kre� f�ur dieAnregung zu dieser Arbeit und seine wertvollen Hinweise und Diskussionen w�ahrendihrer Entstehung. Herrn Prof. Dr. Gert Lube danke ih f�ur die �Ubernahme des Korrefe-rats. Au�erdem m�ohte ih meinen Dank auh allen Mitgliedern unserer Arbeitsgruppe"Inverse Probleme und Integralgleihungen\ sowie den sonstigen Mitarbeitern des In-stituts f�ur Numerishe und Angewandte Mathematik f�ur die mir entgegengebrahteUnterst�utzung aussprehen. Der Studienstiftung des deutshen Volkes danke ih f�urihre �nanzielle und ideelle F�orderung.



1
Teil I Direktes Problem
1 ProblemstellungZun�ahst erfolgt ausgehend von den Maxwellshen Gleihungen und den Materialglei-hungen f�ur hirale Medien eine Ableitung der Feldgleihungen. Anshlie�end wird einRandwertproblem f�ur ein beshr�anktes Gebiet im dreidimensionalen Raum formuliert.Unter der Annahme eines unbeshr�ankten zylinderf�ormigen Gebietes wird hieraus einezweidimensionale Aufgabe modelliert.1.1 Chirale MedienDie zeitabh�angigen Maxwell-Gleihungen ohne freie Ladungen oder Str�ome und mitvershwindender Leitf�ahigkeit lautendivD = 0; divB = 0;rot E + �B�t = 0; rotH� �D�t = 0:Hier soll angenommen werden, da� die Felder zeitharmonish sind und sih in der FormE = Re f"�1=2E e�i!tg; D = Re f"�1=2D e�i!tg;H = Re f��1=2H e�i!tg; B = Re f��1=2B e�i!tgmit Frequenz ! > 0, Dielektrizit�at " > 0 und Permeabilit�at � > 0 darstellen lassen.Dieser Ansatz f�uhrt auf die zeitharmonishen Maxwellshen GleihungendivD = 0; rotE� i!("=�)1=2B = 0;divB = 0; rotH+ i!(�=")1=2D = 0:Zusammen mit den Materialgleihungen f�ur hirale MedienD = "(E+ �rotE); B = �(H+ �rotH) (1.1)



2 1 Problemstellungmit der Chiralit�at � > 0 ergibt sihrotE = �22�E+ i�2H;rotH = �22�H� i�2E; (1.2)wobei zur Abk�urzung �2 = !2"�; 2 = (1� �2�2)�1;gesetzt wurde. Hieraus oder auh direkt aus (1.1) und divD = divB = 0 folgt mit derIdentit�at div rot = 0 die Divergenzfreiheit von E und H.Im Falle vershwindender Chiralit�at � = 0, d. h. 2 = 1, nehmen die Gleihungen (1.2)die wohlbekannte Gestalt der zeitharmonishen Maxwellshen Gleihungen1rotE� i�H = 0; rotH+ i�E = 0 (1.3)an. Anwendung des Rotationsoperators und der obigen Beziehungen ergibt�4E = (�4+ grad div )E = rot rotE = �22�rotE+ i�2rotH= �22�rotE+ i�2(�i!(�=")1=2D) = �22�rotE+ �22(E+ �rotE):Mit einer analogen Rehnung f�ur H gilt4E+ �22E = �2�22�rotE; 4H+ �22H = �2�22�rotH:Im Falle vershwindender Chiralit�at sind die Felder divergenzfreie L�osungen der vek-toriellen Helmholtzgleihung zur Wellenzahl �.1.2 Dreidimensionales RandwertproblemEs sei D � R3 ein beshr�anktes, zusammenh�angendes Gebiet mit C2-glattem, zusam-menh�angendem Rand �D. In D sei � die konstante Chiralit�at,�0 die Permeabilit�at und "0 die Dielektrizit�at. Es bezeihne �die �au�ere Normale an �D. Au�erhalb habe das umgebendeMedium R3 n �D konstante Permeabilit�at � und Dielektrizit�at" sowie vershwindende Chiralit�at.

PSfragreplaements� D"0; �0� "; �Zur Abk�urzung wirdk2 = !2"�; k20 = !2"0�0; 2 = (1� k20�2)�1 (1.4)gesetzt, wobei k und k0 positiv gew�ahlt seien. Weiter gelte, da� 1 � k20�2 positiv ist,was f�ur physikalishe Anwendungen tats�ahlih der Fall ist.21Vergleihe [3, (6.1)℄.2Vergleihe [41℄.



1.3 Zweidimensionales Randwertproblem 3Es sind dann Felder E0; H0 2 C1(D) \ C( �D) und E; H 2 C1(R3 n �D) \C(R3 nD) sozu bestimmen, da� sie den Di�erentialgleihungenrotE� ikH = 0 in R3 n �D; (1.5 a)rotH+ ikE = 0 in R3 n �D; (1.5 b)rotE0 � ik02H0 = k202�E0 in D; (1.5 )rotH0 + ik02E0 = k202�H0 in D; (1.5 d)gen�ugen. Weiterhin werden zu vorgegebenen f; g 2 C1;�(�D), die zus�atzlih der Be-dingung � � f = � � g = 0 gen�ugen, also tangential sind, die Transmissionsbedingungen"�1=20 � � E0 � "�1=2� � E = f auf �D; (1.6 a)��1=20 � �H0 � ��1=2� �H = g auf �D (1.6 b)und die Silver-M�uller-Bedingungen (SMB)limr!1 (H� x� rE) = 0; (1.7 a)oderlimr!1 (E� x+ rH) = 0; (1.7 b)gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen, gefordert.Als verk�urzte Shreibweise wird der L�osungsoperator L f�ur das Problem (1.5 a) - (1.7 b)eingef�uhrt, so da� im Falle der Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung diese in derForm (E0;H0;E;H)> = L(f; g)> (1.8)geshrieben werden kann.1.3 Zweidimensionales RandwertproblemBei der zweidimensionalen Modellierung des Problems sei angenommen, da� es sih beidem Streugebiet ~D � R3 um einen unendlih langen zy-lindrishen K�orper handelt. Das Koordinatensystem seidabei so gew�ahlt, da� diese unendlih lange Ausdehnungin x3-Rihtung liegt, f�ur ~D also~D = fx 2 R3 j (x1; x2) 2 D; x3 2 Rgmit dem Shnitt D von ~D und der x1-x2-Ebene gilt. ~D

PSfragreplaementsx3
Diese Symmetrieverh�altnisse bedeuten, da� alle Gr�o�en von der x3-Komponente des



4 1 ProblemstellungOrtes unabh�angig sind, und werden in die das Problem beshreibenden Gleihungendurh die Forderung �3 = 0 eingef�uhrt.Ausgehend von den Di�erentialgleihungen (1.2) gilt dann� �2E3��1E3� = �22��E1E2� + i�2�H1H2�; � �2H3��1H3� = �22��H1H2�� i�2�E1E2�und��2E1 + �1E2 = �22�E3 + i�2H3; ��2H1 + �1H2 = �22�H3 � i�2E3:Dabei bedeuten Ej, Hj, j = 1; 2; 3; die erste, zweite und dritte Komponente von Ebzw. H. Es ergibt sih hieraus�22E3 + �21E3 = �22�(�2E1 � �1E2) + i�2(�2H1 � �1H2)= � �(�22�)2 � (i�2)2�E3 � 2�22�i�2H3;also zusammengefa�t mit analogen Rehnungen f�ur H�4+ �24(1 + �2�2)� E3 = �2i�34�H3; (1.9 a)�4+ �24(1 + �2�2)� H3 = 2i�34� E3: (1.9 b)Es bezeihne dabei in dem hier betrahteten zweidimensionalen Fall 4 = �21 + �22 .Die ersten beiden Feldkomponenten h�angen gem�a���44�2 � �24��E1E2� = � �2��1���22�E3 � i�2H3	 ;��44�2 � �24��H1H2� = � �2��1���22�H3 + i�2E3	von den dritten ab und lassen sih wegen �44�2 � �24 = ��22 durh�E1E2� = � �2��1����E3 + i�H3� ; �H1H2� = � �2��1����H3 � i�E3� :ausdr�uken.Bei vershwindender Chiralit�at � erh�alt man als Spezialfall(4+ �2)E3 = 0; (4+ �2)H3 = 0f�ur die dritten Komponenten und�E1E2� = i�� �2��1�H3; �H1H2� = � i�� �2��1�E3



1.3 Zweidimensionales Randwertproblem 5f�ur die ersten beiden.3Diese �Uberlegungen erm�oglihen es nun, ein entsprehendes Randwertproblem f�urden zweidimensionalen Fall zu formulieren. Es sei D � R2 ein beshr�anktes, zusam-menh�angendes Gebiet, der Rand �D sei C2-glatt und zusammenh�angend. Weiter seienin D die Chiralit�at �, Dielektrizit�at "0 und Permeabilit�at �0 und in R2 n �D die Di-elektrizit�at und Permeabilit�at " bzw. � gegeben. Die Chiralit�at im �Au�eren von Dvershwinde.Es bezeihne wieder wie in (1.4)k2 = !2"�; k20 = !2"0�0; 2 = (1� k20�2)�1:Gesuht sind e; h 2 C2(R2 n �D) \ C1(R2 n D), e0; h0 2 C2(D) \ C1( �D), die denGleihungen (4+ k2) e = 0 in R2 n �D; (1.10 a)(4+ k2)h = 0 in R2 n �D; (1.10 b)�4+ k204(1 + k20�2)� e0 = �2ik304� h0 in D; (1.10 )�4+ k204(1 + k20�2)� h0 = 2ik304� e0 in D (1.10 d)gen�ugen. Als Forderung im Unendlihen wird die Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedin-gung (SAB)�e�r � ike = o� 1r1=2� ; �h�r � ikh = o� 1r1=2� ; r!1; (1.11)gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen, verlangt.Die skalaren Funktionen e0;h0; e;h entsprehen dabei gerade den dritten Komponentender Felder E0;H0;E;H.Es ist nun noh zu untersuhen, wie die Transmissionsbedingungen f�ur den zweidimen-sionalen Fall aussehen. F�ur die �au�ere Normale � an �D, eingebettet in den R3, undeinen beliebigen Vektor U 2 R3 gilt� = 0��1�201A ; � �U = 0��1�201A�0�U1U2U31A = 0� �2U3��1U3�1U2 � �2U11A = � U3 �?��? � �U1U2��mit der Bezeihnung �? = � �2��1�: Damit lauten die Transmissionsbedingungen (1.6 a),(1.6 b) zu vorgegebenen f = (f1; f2; f3)>; g = (g1; g2; g3)> in den ersten beiden Kom-ponenten �"�1=20 e0 � "�1=2e� �? = �f1f2�;���1=20 h0 � ��1=2h� �? = �g1g2�3Zu der Modellierung eines zweidimensionalen Problems im nihthiralen Fall vergleihe auh [42℄.



6 1 Problemstellungbzw. nah Multiplikation mit �?"�1=20 e0 � "�1=2e = ~f := �f1f2� � �?;��1=20 h0 � ��1=2h = ~g := �g1g2� � �?:Wie man sieht, f�uhrt die Forderung, da� die Randdaten tangential sind, hier f�ur dieersten beiden Komponenten zu der Bedingung (f1; f2)> � � = (g1; g2)> � � = 0.Die Randbedingung f�ur die dritte Komponente mit f̂ := f3 lautet4�f̂ = "�1=20 �? � (E0;1; E0;2)> � "�1=2�? � (E1; E2)>= �? � � �2��1�| {z }�=�� �"�1=20 ���e0 + ik0h0�� "�1=2 ikh� :Eine analoge Rehnung ist f�ur ĝ := g3 auszuf�uhren und zusammengefa�t lauten dieRandbedingungen auf �Df̂ = "�1=20 ��e0�� � "�1=20 ik�10 �h0�� + "�1=2ik�1�h�� ; (1.12 a)ĝ = ��1=20 ��h0�� + ��1=20 ik�10 �e0�� � ��1=2ik�1 �e�� ; (1.12 b)~f = "�1=20 e0 � "�1=2e; (1.12 )~g = ��1=20 h0 � ��1=2h; (1.12 d)wobei f̂ ; ĝ 2 C0;�(�D) und ~f; ~g 2 C1;�(�D) vorausgesetzt wird.Auh hier wird ein L�osungsoperator L f�ur das Problem (1.10 a) - (1.12 d) eingef�uhrt,so da� (e0;h0; e;h)> = L(f̂ ; ĝ; ~f; ~g)> (1.13)gilt, falls die Aufgabe eine eindeutig bestimmte L�osung besitzt. Eine Verwehslungmit dem gleihlautenden Operator f�ur das dreidimensionale Problem in (1.8) ist nihtm�oglih, da einerseits die Anzahl der Argumente vershieden ist und auh immer ein-deutig aus dem Kontext hervorgehen wird, ob es sih um das drei- bzw. zweidimensio-nale Problem handelt.
4Hier werden vor�ubergehend die Bezeihnungen E0 = (E0;1;E0;2; e0)>;E = (E1;E2; e)>; ::: ver-wendet, die ersten beiden Komponenten aber wieder durh die dritten ausgedr�ukt.



72 Bohrenshe Zerlegung und Darstellungder L�osungDie Randwertprobleme weisen gekoppelte Di�erentialgleihungen (1.5 a) - (1.5 d) bzw.(1.10 a) - (1.10 d) zwishen E� und H�Feldern auf, die Transmissionsbedingungen(1.6 a), (1.6 b) und (1.12 a) - (1.12 d) sind im dreidimensionalen Fall entkoppelt und imzweidimensionalen ebenfalls gekoppelt. Mittels einer geeigneten Zerlegung, die auf C.F. Bohren [1℄ zur�ukgeht, lassen sih diese Aufgaben in �aquivalente Probleme mit ent-koppelten Di�erentialgleihungen und gekoppelten Randbedingungen �uberf�uhren. Dieserm�ogliht einen Zugang zur L�osungstheorie, der auf der Verwendung von Potentialenzur Grundl�osung der Helmholtz-Gleihung basiert.2.1 Zerlegung f�ur den dreidimensionalen FallEs werden Felder A; B bzw. A0; B0 gem�a�A = E+ iH; A0 = E0 + iH0;B = E� iH; B0 = E0 � iH0 (2.1)de�niert. Falls E; H; E0; H0 den Di�erentialgleihungen (1.5 a) - (1.5 d) gen�ugen, sogiltrot (E0� iH0) = k202�E0+ ik02H0�(k202�iH0+k02E0) = k02(k0��1)(E0� iH0);was rotA = kA; rotB = �kB in R3 n �D; (2.2 a)rotA0 = �AA0; rotB0 = ��BB0 in D; (2.2 b)impliziert. Dabei sind �A und �B durh�A := k02(1 + k0�); �B := k02(1� k0�) (2.3)erkl�art. Felder, die Gleihungen der Form (2.2 a), (2.2 b) gen�ugen, werden kraftfrei1genannt. Die Transmissionsbedingungen transformieren sih zu"�1=20 � � (A0 +B0)� "�1=2� � (A+B) = 2f auf �D; (2.4 a)��1=20 � � (A0 �B0)� ��1=2� � (A�B) = 2ig auf �D (2.4 b)1Vergleihe etwa [20℄.



8 2 Bohrenshe Zerlegung und Darstellung der L�osungund die Ausstrahlungsbedingungen zulimr!1 (A� x� irA) = 0; (2.5 a)limr!1 (B� x + irB) = 0: (2.5 b)Aus (2.2 a) und (2.2 b) l�a�t sih auh unmittelbar wieder die Divergenzfreiheit derauftretenden Felder ablesen. Au�erdem gilt f�ur ein Vektorfeld U mit rotU = ��U dieBeziehung rotU� i�(iU) = 0; rot (iU)� i�U = 0;so da� das Paar (iU;U) bzw. (U; iU) den Maxwellshen Gleihungen der Form (1.3)gen�ugt und die Stratton-Chu-Formeln2 anwendbar sind. Diese f�uhren direkt auf Dar-stellungsformeln f�ur A0, B0, A, BA0(x) = �rot Z�D �(y)�A0(y)��A(x; y) ds(y)� 1�A rot rot Z�D �(y)�A0(y)��A(x; y) ds(y); x 2 D; (2.6 a)B0(x) = �rot Z�D �(y)�B0(y)��B(x; y) ds(y)+ 1�B rot rot Z�D �(y)�B0(y)��B(x; y) ds(y); x 2 D; (2.6 b)A(x) = rot Z�D �(y)�A(y)�k(x; y) ds(y)+1k rot rot Z�D �(y)�A(y)�k(x; y) ds(y); x 2 R3 n �D; (2.6 )B(x) = rot Z�D �(y)�B(y)�k(x; y) ds(y)�1k rot rot Z�D �(y)�B(y)�k(x; y) ds(y); x 2 R3 n �D: (2.6 d)Im entsprehenden Komplement�argebiet (ohne den Rand �D) vershwinden diese Po-tentiale jeweils. Dabei ist die Grundl�osung gegeben durh��(x; y) = 14� ei�jx�yjjx� yj ; x 6= y: (2.7)2Siehe [3, Th. 6.2 und 6.6℄. Dabei entspriht (iU;U) bzw. (U; iU) dem Paar (E;H). Im Au�engebietfolgen die Entsprehungen der Silver-M�uller-Bedingung (1.7 a), (1.7 b) aus (2.5 a) bzw. (2.5 b).



2.2 Zerlegung f�ur den zweidimensionalen Fall 92.2 Zerlegung f�ur den zweidimensionalen FallMan transformiert das Problem durh eine Zerlegunga = ��0� �1=2 e + i �"0" �1=2 h; a0 = e0 + ih0;b = ��0� �1=2 e� i �"0" �1=2 h; b0 = e0 � ih0; (2.8)so da� die Di�erentialgleihungen (1.10 a) - (1.10 d) f�ur die neuen Gr�o�en die Gestalt(4+ k2) a = (4+ k2)b = 0 in R2 n �D (2.9 a)und (4+ �2A) a0 = (4+ �2B)b0 = 0 in D (2.9 b)annehmen, wobei wie in (2.3)�A = k02(1 + k0�) = k0=(1� k0�); �B = k02(1� k0�) = k0=(1 + k0�)gesetzt wurde. Weiterhin gilt dann die Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedingung�a�r � ika = o� 1r1=2� ; �b�r � ikb = o� 1r1=2� (2.10)f�ur a und b. Die Randbedingungen ergeben sih durhe = ��0� ��1=2 a + b2 ; h = �"0" ��1=2 a� b2i ; e0 = a0 + b02 ; h0 = a0 � b02iaus den Randbedingungen (1.12 a) - (1.12 d) f�ur e; h; e0; h0, und es gilt��A("1=20 f̂ + i�1=20 ĝ) =: Na = �a0�� � �Ak �a�� ; (2.11 a)�B("1=20 f̂ � i�1=20 ĝ) =: Nb = �b0�� � �Bk �b�� ; (2.11 b)"1=20 ~f + i�1=20 ~g =: Da = a0 � �+a� ��b; (2.11 )"1=20 ~f � i�1=20 ~g =: Db = b0 � ��a� �+b (2.11 d)mit den Abk�urzungen� := �"0�"�0�1=2 ; �+ := � + ��12 ; �� := � � ��12 : (2.12)Die spezielle Wahl der KoeÆzienten in der De�nition von a0 und b0 f�uhrt hier dazu,da� eine Kopplung bei den Randbedingungen nur noh in den Dirihlet-Daten auftritt,



10 3 Eindeutigkeitwas sp�ater die Potentialans�atze bei der Untersuhung der Existenz von L�osungen etwasvereinfahen wird.Die L�osung von (2.9 a) - (2.11 d) wird in Analogie zu (1.13) mittels des Operators LBgeshrieben, d.h. es gilt(a0;b0; a;b)> = LB (Na; Nb; Da; Db)> : (2.13)Da a0; b0; a; b Helmholtzgleihungen in D bzw R2 n �D gen�ugen und zus�atzlih a; bdie Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedingung erf�ullen, gelten folgende Darstellungen3Z�D�a0(y)���A(x; y)��(y) � �a0�� ��A(x; y)� ds(y) = ��a0(x); x 2 D;0; x 2 R2 n �D;(2.14 a)Z�D�b0(y)���B(x; y)��(y) � �b0�� ��B(x; y)� ds(y) = ��b0(x); x 2 D;0; x 2 R2 n �D;(2.14 b)Z�D �a(y)��k(x; y)��(y) � �a���k(x; y)� ds(y) = � 0; x 2 D;a(x); x 2 R2 n �D; (2.14 )Z�D �b(y)��k(x; y)��(y) � �b�� �k(x; y)� ds(y) = � 0; x 2 D;b(x); x 2 R2 n �D: (2.14 d)Dabei bezeihnet ��(x; y) = i4H10 (�jx� yj); x 6= y; (2.15)die Grundl�osung zur Wellenzahl � > 0 im R2. Hieraus lassen sih auh leiht Darstel-lungen f�ur e0; h0; e; h angeben.
3 EindeutigkeitF�ur das zwei- und dreidimensionale Transmissionsproblem wird die Eindeutigkeit nah-gewiesen, indem gezeigt wird, da� die jeweilige homogene Aufgabe nur die trivialeL�osung besitzt. Zun�ahst wird unter Verwendung der Ausstrahlungsbedingungen ge-zeigt, da� bei homogenen Randwerten die L�osung im Au�enraum vershwindet. Dannkann mit den Darstellungsformeln und den Transmissionsbedingungen auf die L�osungim Inneren geshlossen werden.3Siehe [2, Th. 3.1 und 3.3℄.



3.1 Eindeutigkeit f�ur das dreidimensionale Problem 113.1 Eindeutigkeit f�ur das dreidimensionale Pro-blemLemma 3.1 Es seien E0; H0 2 C1(D) \ C( �D) und E; H 2 C1(R3 n �D) \ C(R3 nD)L�osungen des dreidimensionalen Transmissionsproblems mit homogenen Randdaten,also (E0;H0;E;H)> = L(0; 0)>. Dann giltE = H = 0 in R3 nD:Beweis Man betrahtetZ�D ��E0 �H0� � � ds = ZD div ��E0 �H0� dx= ZD(H0 � rot �E0| {z }�ik02 �H0+k202� �E0��E0 � rotH0| {z }�ik02E0+k202�H0) dx= ik02 ZD �jE0j2 � jH0j2� dx: (3.1)Es sei nun R so gro� gew�ahlt, da� D � fx 2 R3 j jxj 6 Rg. Dann giltik Z x=2 �Djxj<R �jEj2 � jHj2� dx = � Z�D ��E�H� � � ds+ Zjxj=R ��E�H� � � ds:Aus der Homogenit�at der Transmissionsbedingungen (1.6 a), (1.6 b) folgtn"�1=20 ��1=20 ��E0 �H0�� "�1=2��1=2 ��E�H�o � � = 0;womit Re Zjxj=R ��E�H� � � ds= Re Z�D ��E�H� � � ds+ kRe  i Z x=2 �Djxj<R �jEj2 � jHj2� dx!= �"0�0"� ��1=2Re Z�D ��E0 �H0� � � ds= �"0�0"� ��1=2 k02Re �i ZD �jE0j2 � jH0j2� dx�= 0



12 3 Eindeutigkeitfolgt. F�ur jxj = R ist die Normale durh � = x̂ gegeben und es folgt aus der Ausstrah-lungsbedingung (1.7 a) und der Endlihkeitsbedingung1 E = O(R�1)� � (�E�H) = ��E � (x̂�H) = � �E|{z}O(R�1) �(�E+ o(R�1)) = jEj2 + o(R�2);und daraus unmittelbar limR!1Zjxj=R jEj2 ds = 0:Da E als L�osung der Maxwell-Gleihungen komponentenweise der Helmholtzgleihung4E+ k2E = 0 in R3 n �D gen�ugt, ist das Rellih-Lemma2 anwendbar und es folgtE = 0 in R3 nD:Ein analoger Shlu� ist auh f�ur H m�oglih, so da� die Behauptung gilt. q. e. d.Satz 3.2 Es seien die Voraussetzungen des vorigen Lemmas 3.1 erf�ullt. Dann giltE = H = 0 in R3 n �D und E0 = H0 = 0 in D;das hei�t, das dreidimensionale Randwertproblem besitzt h�ohstens eine L�osung.Beweis Das Vershwinden der L�osung im Komplement von D ist Inhalt des vorange-gangenen Lemmas und es folgt hieraus insbesondere das Vershwinden der gem�a� (2.1)zerlegten Felder A und B in R3 nD, so da� auh� �A = � �B = 0 auf �Dgilt. Hieraus folgt wegen der Homogenit�at der Randbedingungen (2.4 a), (2.4 b)� �A0 = � �B0 = 0 auf �Dund zusammen mit den Darstellungsformeln (2.6 a), (2.6 b) auh A0 = B0 = 0. Aus(2.1) liest man E0 = H0 = 0 ab. q. e. d.Hieraus folgt auh unmittelbar, da� das transformierte Problem (2.2 a) - (2.5 b)h�ohstens eine L�osung besitzt..1Vergleihe dazu [3, (6.19)℄.2Siehe [3, Lemma 2.11℄.



3.2 Eindeutigkeit f�ur das zweidimensionale Problem 133.2 Eindeutigkeit f�ur das zweidimensionale Pro-blemLemma 3.3 Es seien e0; h0 2 C2(D) \ C( �D) und e; h 2 C2(R2 n D) \ C(R2 n �D)L�osungen des zweidimensionalen Transmissionsproblems mit homogenen Randdaten,das hei�t (e0;h0; e;h)> = L(0; 0; 0; 0)>. Dann gilte = h = 0 in R2 nD:Beweis Man betrahtetZ�D�� �h0��e0�� � �e0�h0�� �+ ik0 �h0��h0�� � �e0�e0�� �� ds= ZD�� [h04�e0 � �e04h0℄ + ik0 �h04�h0 � �e04e0 + jgradh0j2 � jgrad e0j2�� dx= i ZD ��2(k202�)(k02)� 2(1 + (k0�)2)� �jh0j2 � je0j2�+k�10 �jgradh0j2 � jgrad e0j2�	 dx2 iR:Andererseits gilt f�ur hinreihend gro�es R mit D � fx 2 R2 j jxj 6 RgZ�D�� �h0��e0�� � �e0�h0�� �+ ik0 �h0��h0�� � �e0�e0�� �� ds= Z�D�h0 ����e0�� + ik�10 ��h0�� �� �e0 ���h0�� + ik�10 �e0�� �� ds= ��0"0�" �1=2 ik Z�D�h��h�� � �e�e��� ds= ��0"0�" �1=2 ik "� Z x=2 �Djxj<R �h4�h+ jgradhj2 � �e4e� jgrad ej2	 dx+ Zjxj=R�h��h�� � �e�h��� ds�= ���0"0�" �1=2 ik Z x=2 �Djxj<R �k2(jej2 � jhj2) + jgradhj2 � jgrad ej2	 dx+��0"0�" �1=2 ik Zjxj=R�h��h�� � �e�e��� ds:



14 3 EindeutigkeitBildung des Realteiles f�uhrt aufRe �i Zjxj=R�h��h�� � �e�e��� ds� = 0:Aus den Ausstrahlungsbedingungen (1.11) und den Endlihkeitsbedingungen h =O(R�1=2), e = O(R�1=2) erh�alt manh��h�� = h(o(R�1=2)� ik�h) = o(R�1)� ikjhj2;�e�e�� = �e(o(R�1=2) + ike) = o(R�1) + ikjej2;womit Zjxj=R(jej2 + jhj2) ds(x) = o(1)folgt. Nah dem Rellih-Lemma gilt dann e = h = 0 in R2 nD. q. e. d.Satz 3.4 Es seien die Voraussetzungen des vorigen Lemmas 3.3 erf�ullt. Dann gilte = h = 0 in R2 n �D und e0 = h0 = 0 in D;das hei�t das zweidimensionale Randwertproblem besitzt h�ohstens eine L�osung.Beweis Das Vershwinden der L�osung im Komplement von D gilt nah dem voran-gegangenen Lemma und es folgt hieraus insbesondere das Vershwinden von a und bgem�a� (2.8) in R2 nD, so da� auha = b = �a�� = �b�� = 0 auf �Dgilt. Dies impliziert bei homogenen Randbedingungen3a0 = b0 = �a0�� = �b0�� = 0 auf �D;so da� aus den Darstellungsformeln (2.14 a), (2.14 b) a0 = b0 = 0 in D folgt, waswiederum e0 = h0 = 0 nah sih zieht. q. e. d.Aus dem vorangegangenen Satz ergibt sih sofort die Eindeutigkeit auh f�ur die Aufgabe(2.9 a) - (2.11 d) in der Bohrenshen Zerlegung.3Falls f̂ = ĝ = ~f = ~g = 0, so gilt auh Na = Nb = Da = Db = 0 f�ur die Randbedingungen(2.11 a)-(2.11 d) des gem�a� (2.8) transformierten Problems.



154 ExistenzMittels geeigneter Potentialans�atze werden Felder de�niert, die bereits den gefordertenDi�erentialgleihungen und Ausstrahlungbedingungen gen�ugen. F�ur die darin auftre-tenden Dihten werden mit Hilfe der Sprungbeziehungen Integralgleihungen abgelei-tet, so da� die Transmissionsbedingungen ebenfalls erf�ullt sind, falls die Dihten diesenIntegralgleihungen gen�ugen. Es werden Bedingungen angegeben, unter denen diese In-tegralgleihungssysteme zweiter Art eindeutig l�osbar sind. Unter Ausnutzung bekannterBeziehungen f�ur die Potentiale k�onnen die L�osungen der Transmissionsprobleme durhdie Daten in geeigneten Normen abgesh�atzt werden.Die Behandlung f�ur das drei- und zweidimensionale Problem untersheidet sih hierinsoweit voneinander, da� bei der Aufgabe im R3 die L�osungsbedingungen an die Ko-eÆzienten f�ur das Integralgleihungssystem niht konkret angegeben werden k�onnen,sondern nur bis auf eine abz�ahlbare, aber niht n�aher harakterisierte, Ausnahmemen-ge.4.1 Existenz einer L�osung f�ur das dreidimensionaleProblemZun�ahst sollen einige Funktionenr�aume eingef�uhrt werden. Es bezeihnen T (�D),T 0;�(�D), T 1;�(�D), 0 < � < 1, die R�aume aller Tangentialfelder, die stetig, gleih-m�a�ig H�older-stetig bzw. H�older-stetig di�erenzierbar sind, ausgestattet mit den ent-sprehenden Normen der R�aume C(�D), C0;�(�D), C1;�(�D).Das Vektorpotential1(V�')(x) := Z�D '(y)��(x; y) ds(y); x in R3 n �D;mit stetigem Tangentialfeld ' 2 T (�D) l�a�t sih durh2(V�')(x) = (S�')(x); x 2 �D;mit dem Einfahshihtoperator(S�')(x) = 2 Z�D '(y)��(x; y) ds(y); x 2 �D; (4.1)1Vergleihe [3, Th. 6.11℄ zu den folgenden Aussagen �uber die Sprungbeziehungen des Vektorpoten-tials V.



16 4 Existenzstetig in den R3 fortsetzen. Es sei�(x)� rot (V�')�(x) := limh!+0 �(x)� rot (V�')(x� h�(x));dann gilt 2�(x)� rot (V�')�(x) = (M�')(x)� '(x) (4.2)mit dem elektrishen Dipoloperator(M�')(x) := 2 Z�D �(x)� rot xf'(y)��(x; y)g ds(y): (4.3)Weiterhin besteht die Beziehunglimh!+0 �(x)� [rot rot (V�')(x+ h�(x))� rot rot (V�')(x� h�(x))℄ = 0: (4.4)Es bezeihne(L�')(x) := 2 Z�D �(x)� rot xrot xf'(y) [��(x; y)� �0(x; y)℄g ds(y); x 2 �D (4.5)die Fortsetzung von 2� � rot rot (V� � V0)' auf den Rand. Diese existiert, da diezweiten Ableitungen von ����0 das gleihe singul�are Verhalten wie die Grundl�osung�0 selbst aufweisen.Die OperatorenM� : T (�D)! T 0;�(�D); T 0;�(�D)! T 0;�0(�D);L� : T (�D)! T 0;�(�D); T 0;�(�D)! T 0;�0(�D); T 0;�(�D)! T 1;�(�D)sind f�ur 0 < � < �0 < 1 beshr�ankt.2 Unter der zus�atzlihen Annahme, da� der RandC2;��glatt ist, ist auh3 M� : T 0;�(�D)! T 1;�(�D)eine beshr�ankte Abbildung und die Kompaktheit der Einbettungen T 0;�(�D) ,!T (�D), T 0;�0(�D) ,! T 0;�(�D) und T 1;�(�D) ,! T 0;�(�D) sihert die Kompaktheitvon M� : T (�D)! T (�D); T 0;�(�D)! T 0;�(�D);L� : T (�D)! T (�D); T 0;�(�D)! T 0;�(�D); T 1;�(�D)! T 1;�(�D)und, im Falle einer C2;��glatten Berandung, auh vonM� : T 1;�(�D)! T 1;�(�D):2Vergleihe [43, Satz 3.3℄, [2, Th. 2.32 und 2.33℄, [31, Abshn. 4.1℄, [14℄.3Siehe [14, Th. 2.5℄.



4.1 Existenz einer L�osung f�ur das dreidimensionale Problem 17F�ur die Existenzuntersuhungen wird im weiteren vorausgesetzt, da� �D einC2;��glatter Rand ist. Die Darstellungsformeln (2.6 a) - (2.6 d) legen einen gemishtenPotentialansatz gem�a�A0(x) = �Arot Z�D '(y)��A(x; y) ds(y)+rot rot Z�D '(y)��A(x; y) ds(y); x 2 D; (4.6 a)B0(x) = ��Brot Z�D  (y)��B(x; y) ds(y)+rot rot Z�D  (y)��B(x; y) ds(y); x 2 D; (4.6 b)A(x) = krot Z�D(1'(y) +m1 (y))�k(x; y) ds(y)+rot rot Z�D(1'(y) +m1 (y))�k(x; y) ds(y); x 2 R3 n �D; (4.6 )B(x) = �krot Z�D(2'(y) +m2 (y))�k(x; y) ds(y)+rot rot Z�D(2'(y) +m2 (y))�k(x; y) ds(y); x 2 R3 n �D (4.6 d)nahe, aus dem mittels der Transmissionsbedingungen ein System von Randintegralglei-hungen gewonnen werden soll, wobei die komplexen Konstanten 1; 2; m1; m2 nohgeeignet zu w�ahlen sind.F�ur die so gebildeten Potentiale mit Dihten ';  2 T 1;�(�D) giltrotA0 = �AA0; rotB0 = ��BB0; rotA = kA; rotB = �kB;d.h. sie erf�ullen die Di�erentialgleihungen (2.2 a), (2.2 b). Weiter gilt nah [2, Th. 4.12℄f�ur in obiger Weise de�nierte Felder UrotU� x̂+ x̂ divU� i�U = o(1=jxj); jxj ! 1;was zusammen mit rotU = ��U und divU = 0 auf die G�ultigkeit der Ausstrah-lungbedingungen (2.5 a), (2.5 b) f�uhrt. Au�erdem haben A0;B0;A;B die gefordertenRegularit�aten.4Die Sprungbeziehungen (4.2), (4.4) f�ur Vektorpotentiale sollen nun verwendet werden,um Integralgleihungen f�ur die Dihten ';  aus den Transmissionsbedingungen abzu-leiten.In den Anteilen der Potentiale, in denen der Rotationsoperator zweimal auftritt, wirddie Grundl�osung �� (� 2 fk; �A; �Bg) durh (�� � �0) + �0 ersetzt. Um dann den4Vergleihe dazu [43, Satz 3.3℄.



18 4 Existenzstetigen �Ubergang von � � rot rotV0 gem�a� (4.4) ausnutzen zu k�onnen, werden dienoh freien Konstanten im Potentialansatz (4.6 ), (4.6 d) so gew�ahlt, da�"�1=20 = "�1=2(1 + 2) = "�1=2(m1 +m2);��1=20 = ��1=2(1 � 2) = ���1=2(m1 �m2);also1 = m2 = 12 (� ""0�1=2 + � ��0�1=2) ; 2 = m1 = 12 (� ""0�1=2 � � ��0�1=2) (4.7)gilt. Dies f�uhrt f�ur die mit �0 erkl�arten Anteile zu� � rot rotV0 �"�1=20 ('+  )� (:� h�)�� � rot rotV0 �"�1=2(1 + 2)'+ "�1=2(m1 +m2) � (:+ h�)! 0;� � rot rotV0 ���1=20 ('�  )� (:� h�)�� � rot rotV0 ���1=2(1 � 2)'+ ��1=2(m1 �m2) � (:+ h�)! 0f�ur h! 0.Gen�ugen die Dihten den Integralgleihungen4f = "�1=20 �A[M�A'� '℄� "�1=20 �B[M�B �  ℄�"�1=2k[Mk(1'+m1 ) + (1'+m1 )℄+"�1=2k[Mk(2'+m2 ) + (2'+m2 )℄+"�1=20 L�A'+ "�1=20 L�B �"�1=2Lk(1'+m1 )� "�1=2Lk(2'+m2 );4ig = ��1=20 �A[M�A'� '℄ + ��1=20 �B[M�B �  ℄���1=2k[Mk(1'+m1 ) + (1'+m1 )℄���1=2k[Mk(2'+m2 ) + (2'+m2 )℄+��1=20 L�A'� ��1=20 L�B ���1=2Lk(1'+m1 ) + ��1=2Lk(2'+m2 );so folgt aus den Sprungbeziehungen, da� die zu diesen Dihten erkl�arten Potentiale dieRandbedingungen (2.4 a), (2.4 b) erf�ullen.Man kann diese Integralgleihungen in geshlossener Form(E + A)�' � = � 4"1=20 f4i�1=20 g� (4.8)



4.1 Existenz einer L�osung f�ur das dreidimensionale Problem 19shreiben. Setzt man die Konstanten 1; 2; m1; m2 gem�a� (4.7) ein, so sind E und Adurh E = � ��A � k� �B + k���A � k��1 ��B � k��1 � ; (4.9)A = � �AM�A � �kMk + L�A � Lk ��BM�B + �kMk + L�B � Lk�AM�A � ��1kMk + L�A � Lk �BM�B � ��1kMk � L�B + Lk � (4.10)gegeben, wobei zur Abk�urzung wie in (2.12) � = � "0�"�0�1=2 gesetzt wurde. Zur Untersu-hung der Invertierbarkeit von E betrahtet man die DeterminantedetE = 2�A�B + 2k2 + k(�A + �B)(� + ��1)= 2�k202 + k2 + kk02(� + ��1)	 :Die Bedingung detE 6= 0 ist damit �aquivalent zukk02�2 + (k2 + k202)� + kk02 6= 0 (4.11)und wegen der Positivit�at aller darin auftretender Gr�o�en immer erf�ullt.Der Operator A ist ein in T 1;�(�D)�T 1;�(�D) kompakter Operator, da seine Kompo-nenten dies sind. In diesem Raum soll die Riesz-Theorie angewendet werden.Unter Ausnutzung der Abbildungseigenshaften folgt f�ur jede L�osung (';  ) 2 T (�D)�T (�D) der Integralgleihung (4.8) auh ';  2 T 1;�(�D), falls f; g 2 T 1;�(�D) gilt, soda� man die Untersuhungen zun�ahst auh in den R�aumen stetiger Tangentialfelderdurhf�uhren k�onnte.Bemerkung 4.1 In [21℄ wird als ad�aquater H�olderraum f�ur die L�osung der aus einem�au�eren elektromagnetishen Problem resultierenden Integralgleihung der Raum vonTangentialfeldern, bei denen die Ober�ahendivergenz gebildet werden kann, durhT 0;�d (�D) = �� 2 T 0;�(�D) j Div� 2 C0;�(�D)	mit der Norm k�kT 0;�d = k�kC0;�(�D) + kDiv�kC0;�(�D)eingef�uhrt.Dieser ist f�ur die Behandlung des hier auftretenden Integralgleihungssytems zweiterArt niht unmittelbar geeignet, da der Operator L� beshr�ankt aber niht kompakt vonT 0;�d (�D) in sih abbildet.55Vergleihe [31, (4.1)℄.



20 4 ExistenzA0 hat die DarstellungA0 = �ArotV�A'+ rot rotV�A' = �ArotV�A'+ �2AV�A'+ gradV�A(Div');analoges gilt f�ur B0, A, B. Mit Hilfe von [2, Th. 2.24℄ ergibt sih darauskA0kC0;�(D) 6 C�k'kC1;�(�D); kAkC0;�(R3n �D) 6 C� �k'kC1;�(�D) + k kC1;�(�D)� ;kB0kC0;�(D) 6 C�k kC1;�(�D); kBkC0;�(R3n �D) 6 C� �k'kC1;�(�D) + k kC1;�(�D)� ;(4.12)wobei C� eine vom H�olderexponenten �, sowie von �D und den physikalishen Para-metern abh�angige Konstante ist.Es wird nun die Riesz-Theorie in T 1;�(�D) � T 1;�(�D) angewendet. Dazu ist das ho-mogene Problem (E +A)�' � = 0 hinsihtlih der Eindeutigkeit einer L�osung zu unter-suhen.Es soll zun�ahst der Spezialfall � = 1 betrahtet werden. Hierf�ur gilt mit (4.7)1 = m2 = � ""0�1=2 = � ��0�1=2 ; 2 = m1 = 0:Lemma 4.2 Sei �' � 2 T 1;�(�D)� T 1;�(�D) eine L�osung des homogenen Integralglei-hungssystems (4.8) mit � = 1. Dann gilt ' =  = 0 auf �D.Beweis Unter der Voraussetzung � = 1 entkoppelt das Integralgleihungssystem undes gilt 0 = (�A + k)'� (�AM�A � kMk + L�A � Lk)';0 = (�B + k) � (�BM�B � kMk � L�B + Lk) :Es seien ';  L�osungen dieses Systems und ~A; ~A0; ~B; ~B0 die zu diesen Dihten in R3n�D entsprehend (4.6 a) - (4.6 d) de�nierten Potentiale. Dann l�osen A = ~AjR3n �D; A0 =~A0jD; B = ~BjR3n �D; B0 = ~B0jD das homogene Randwertproblem (2.2 a) - (2.5 b) undvershwinden wegen dessen eindeutiger L�osbarkeit nah Satz 3.2.F�ur A0 = ~AjD; A00 = ~A0jR3n �D; B0 = ~BjD; B00 = ~B0jR3n �D giltrotA00 = �AA0 in R3 n �D; rotA0 = kA0 in D;rotB00 = ��BB0 in R3 n �D; rotB0 = �kB0 in Dund A00 � x̂� iA00 = o� 1jxj� ; B00 � x̂ + iB00 = o� 1jxj� ; jxj ! 1:



4.1 Existenz einer L�osung f�ur das dreidimensionale Problem 21Aus den Sprungrelationen erh�alt man auf �D� �A00 = � � (A00 �A0) = �A';� �B00 = � � (B00 �B0) = ��B ;� �A0 = �� � (A�A0) = �k(1'+m1 ) = �k1';� �B0 = �� � (B�B0) = k(2'+m2 ) = k1 ;wobei bei den letzten beiden Identit�aten die Voraussetzung � = 1, d.h. 1 = m2 und2 = m1 = 0, eingegangen ist. Hieraus folgt� �A0 + k 1�A� �A00 = 0 auf �D;� �B0 + k 1�B� �B00 = 0 auf �D:Nah dem folgenden Lemma 4.3 mit der Wahl(U;U0; �; �0) = (�k1=�AA00;A0; �A; k) und (4.13 a)beziehungsweise(U;U0; �; �0) = (�k1=�BB00;B0;��B;�k) und (4.13 b)gilt A0 = B0 = 0 in D und A00 = B00 = 0 in R3 n �D. Aus den obigen Sprungbeziehungenfolgt ' =  = 0 auf �D. q. e. d.Lemma 4.3 Es seien �; �0 2 R und U 2 C1(R3n �D)\C(R3nD), U0 2 C1(D)\C( �D)L�osung von rotU0 � �0U0 = 0 in D;rotU� �U = 0 in R3 n �D;� �U� � �U0 = 0 auf �D;U� x̂� iU = o� 1jxj� ; jxj ! 1 (4.13 a)oder U� x̂+ iU = o� 1jxj� ; jxj ! 1: (4.13 b)Dann gilt U = 0 in R3 n �D und U0 = 0 in D:Beweis Anwendung der Greenshen Vektors�atze liefert f�ur hinreihend gro�es R 2 RZjxj=R( �U�U) � � ds(x)



22 4 Existenz= Z x=2 �Djxj<R div ( �U�U) dx + Z�D( �U�U) � � ds(x)= Z x=2 �Djxj<R (U � rot �U� �U � rotU) dx+ Z�D( �U0 �U0) � � ds(x)= ZD(U0 � rot �U0 � �U0 � rotU0) dx= 0:Nah der Ausstrahlungbedingung (4.13 a) bzw. (4.13 b) gilt nun aber auf der Kugeljxj = R ( �U�U) � � = (U� x̂) � �U = �U � (�iU + o(R�1)) = �ijUj2 + o(R�2);woraus limR!1Zjxj=R jUj2 ds(x) = 0folgt. Das Rellih-Lemma liefert wegen 4U+�2U = 0 dann U = 0 in R3n �D. Damit istU0 L�osung von rotU0 = �0U0 in D, ��U0 = 0 auf �D, so da� eine Darstellungsformelanalog zu (2.6 a) - (2.6 d) das Vershwinden von U0 in D zeigt. q. e. d.Mittels der analytishen Fredholmtheorie6 kann das Existenzresultat auf den Fall � 6= 1bis auf eine abz�ahlbare Ausnahmemenge wie folgt ausgedehnt werden.7Es seien � > 0, "0 > 0, �0 > 0, " > 0 fest, so da� 1� k20�2 > 0 gilt. k0, 2, �A und �Bsind dann auh �xiert und � = �2 �0 "="0 sowie k = � k0 "="0 h�angen analytish von �ab. Die Matrixoperatoren A und E, die gem�a� (4.9), (4.10) erkl�art sind, weisen eineAbh�angigkeit von �A; �B; k und � auf. Unter den eben getro�enen Annahmen, kanndies alles durh eine Abh�angigkeit nur von � in der Form A = A(�) und E = E(�)ausgedr�ukt werden.Es sei Æ > 0 hinreihend klein. A(�) und E(�) sind dann in einer komplexen Umgebungvon R>Æ = fz 2 C j Im (z) = 0;Re (z) > Æg analytish von � abh�angig, da die einzelnenEintr�age dies sind. Hier wird benutzt, da� die Grundl�osung ��(:; :) analytish von derWellenzahl � abh�angt.Es existiert eine zusammenh�angende Umgebung V � C von R>Æ in der E(�) be-shr�ankt invertierbar ist. Dies folgt aus der Bedingung (4.11) f�ur die Invertierbarkeitvon E(�), die, in Abh�angigkeit von � ausgedr�ukt, die Form0 6= ���2�k02 ""0 + k20 "2"20� + k202 + k20 ""0�6Vergleihe [3, set. 8.5℄.7Siehe dazu auh [36℄.



4.1 Existenz einer L�osung f�ur das dreidimensionale Problem 23besitzt. V so zu w�ahlen, da� 0 =2 V gilt, ist f�ur beliebig kleines Æ > 0 immer m�oglih.Da in dem zweiten Faktor sowohl das Absolutglied als auh der KoeÆzient vor �2positiv sind, ist in einer geeigneten Umgebung der positiven reellen Ahse dieser vonNull vershieden.Da E(�) in V invertierbar ist, gilt nah der analytishen Fredholmtheorie, da� auhE(�)+A(�) in V mit Ausnahme einer diskreten Menge invertierbar ist, falls die Inver-tierbarkeit in mindestens einem Punkt vorliegt.8 F�ur � = 1 2 R>Æ � V ist dies aber inLemma 4.2 gezeigt worden. Das direkte Problem ist also f�ur fast alle Parameterwertewohlgestellt.Es liege ein solher Satz von Parametern vor. Unter den Gl�attevoraussetzungen an fund g gilt dann f�ur die L�osung der Integralgleihung (4.8)k'kT 1;�(�D) + k kT 1;�(�D) 6 0fkfkT 1;�(�D) + kgkT 1;�(�D)g;so da� sih zusammen mit (4.12) insgesamt die L�osung gegen die Daten in derT 1;��Norm absh�atzen l�a�tkA0kC0;�(D)+kB0kC0;�(D)+kAkC0;�(R3n �D)+kBkC0;�(R3n �D) 6 fkfkT 1;�(�D)+kgkT 1;�(�D)g(4.14)mit einer geeigneten Konstanten  = (�; �D).Zusammengefa�t l�a�t sih der folgende Satz formulieren.Satz 4.4 Es sei D ein C2;�-glattes Gebiet im R3. Weiter seien die positiven Parameter�, "0, �0, " so, da� 1�k20�2 > 0 gilt. Dann ist f�ur alle positiven � mit Ausnahme einerh�ohstens abz�ahlbaren Menge das Transmissionsproblem (2.2 a) - (2.5 b) zu beliebigenrehten Seiten f; g 2 T 1;�(�D) eindeutig l�osbar. In diesem Fall h�angt die L�osung stetigvon den Daten gem�a� (4.14) ab.Zum Abshlu� dieses Abshnittes soll noh eine Darstellung f�ur die Fernfelder A1, B1angegeben werden, die das asymptotishe VerhaltenA(x) = eikjxjjxj �A1(x̂) +O� 1jxj�� ; B(x) = eikjxjjxj �B1(x̂) +O� 1jxj�� ;jxj ! 1, x̂ = x=jxj von A und B in Abh�angigkeit von der L�osung des Integralglei-hungssystems beshreiben. Es giltA1(x̂) = k24� x̂� Z�D fi(1'+m1 ) + (1'+m1 )� x̂g e�ikx̂�y ds(y);B1(x̂) = k24� x̂� Z�D f�i(2'+m2 ) + (2'+m2 )� x̂g e�ikx̂�y ds(y):8Siehe [3, Th. 8.19℄.



24 4 Existenz4.2 Existenz einer L�osung f�ur das zweidimensionaleProblemEs soll nun die Existenz von L�osungen im zweidimensionalen Fall untersuht werden.Dazu wird folgender Potentialansatz verwendet.a0(x) = Z�D��Ak ���A(x; y)��(y)  1 + ��A(x; y)m1'1� ds(y); x 2 D; (4.15 a)b0(x) = Z�D��Bk ���B(x; y)��(y)  2 + ��B(x; y)m2'2� ds(y); x 2 D; (4.15 b)a(x) = Z�D���k(x; y)��(y)  1 + �k(x; y)1'1� ds(y); x 2 R2 n �D; (4.15 )b(x) = Z�D���k(x; y)��(y)  2 + �k(x; y)2'2� ds(y); x 2 R2 n �D: (4.15 d)Es bezeihnen S�; K�; K�� : C(�D)! C(�D) die Integraloperatoren(S�')(x) := 2 Z�D ��(x; y)'(y) ds(y); x 2 �D; (4.16)(K�')(x) := 2 Z�D ���(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 �D; (4.17)(K��')(x) := 2 Z�D ���(x; y)��(x) '(y) ds(y); x 2 �D (4.18)und T� : C1;�(�D)! C(�D)(T�')(x) := 2 ���(x) Z�D ���(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 �D (4.19)mit der Grundl�osung ��(x; y) = i4H10 (�jx� yj).F�ur eine L�osung des Integralgleihungssystems2Na = �Ak (T�A � Tk) 1 +m1(K��A + I)'1 � �Ak 1(K�k � I)'1;2Nb = �Bk (T�B � Tk) 2 +m2(K��B + I)'2 � �Bk 2(K�k � I)'2;2Da = �Ak (K�A � I) 1 +m1S�A'1��+(Kk + I) 1 � �+1Sk'1 � ��(Kk + I) 2 � ��2Sk'2;2Db = �Bk (K�B � I) 2 +m2S�B'2���(Kk + I) 1 � ��1Sk'1 � �+(Kk + I) 2 � �+2Sk'2



4.2 Existenz einer L�osung f�ur das zweidimensionale Problem 25folgt mit den Sprungbeziehungen, da� f�ur die oben de�nierten Potentiale die Randbe-dingungen (2.11 a) - (2.11 d) erf�ullt sind.Dieses Integralgleihungssystem l�a�t sih in Operatorform0BB� 2Na2Nb2Da2Db 1CCA = (E + A)0BB� '1'2 1 2 1CCA (4.20)mit E = 0BB� m1 + �Ak 1 0 0 00 m2 + �Bk 2 0 00 0 ��+ � �Ak ���0 0 ��� ��+ � �Bk 1CCA (4.21)undA = 0BB� m1K��A � �Ak 1K�k 0 �Ak (T�A � Tk) 00 m2K��B � �Bk 2K�k 0 �Bk (T�B � Tk)m1S�A � 1�+Sk �2��Sk ��+Kk + �Ak K�A ���Kk�1��Sk m2S�B � 2�+Sk ���Kk ��+Kk + �Bk K�B 1CCA :(4.22)shreiben. Man interessiert sih jetzt f�ur die Invertierbarkeit von E. Es giltdetE = (m1 + �Ak 1)(m2 + �Bk 2)(�2+ � �2�| {z }=1 +�A�B| {z }k202 k�2 + �+ (�A + �B)| {z }2k02 k�1);so da� die Bedingung detE 6= 0 unter Ausnutzung von 2��+ = �2 + 1 �aquivalent zukk02�2 + (k2 + k202)� + kk02 6= 0; (4.23)km1 + �A1 6= 0; km2 + �B2 6= 0 (4.24)ist. Dabei ist (4.23) nah den Annahmen �uber die physikalishen Parameter immererf�ullt. F�ur die folgenden Betrahtungen sei auh die G�ultigkeit von (4.24) vorausge-setzt.Der Operator A : (C(�D))4 ! (C(�D))4 ist kompakt, da alle seine Komponenten diessind9.Wenn man f�ur die Inhomogenit�aten Na; Nb 2 C0;�(�D), Da; Db 2 C1;�(�D) vor-aussetzt, gilt f�ur eine L�osung ('1; '2;  1;  2) 2 (C(�D))4 von (4.20) auh '1; '2 2C0;�(�D) und  1;  2 2 C1;�(�D). In diesem Fall folgen dann auh f�ur die mit diesenDihten gebildeten Potentiale die geforderten Regularit�aten a0; b0 2 C2(D) \ C1( �D)9Vergleihe [3, Th. 2.30 und 2.31℄.



26 4 Existenzund a; b 2 C2(R2 n �D) \C1(R2 nD). Die Di�erentialgleihungen (2.9 a), (2.9 b) sowiedie Ausstrahlungsbedingungen (2.10) sind aufgrund des Ansatzes (4.15 a) - (4.15 d)erf�ullt.Es gen�ugt also, die Existenzanalyse f�ur stetige Dihten durhzuf�uhren. Die Riesz-Theorie liefert die Existenz einer L�osung, wenn f�ur das homogene Integralgleihungs-system gezeigt werden kann, da� es nur die triviale L�osung besitzt.Es seien '1; '2;  1;  2 stetige L�osungen des homogenen Integralgleihungssystems unda0� := a0; b0� := b0; a+ := a; b+ := b die zu diesen Dihten gem�a� (4.15 a) - (4.15 d)de�nierten Potentiale. Weiter bezeihnen a0+; b0+; a�; b� die im jeweiligen Komple-ment R2 n �D bzw. D analog erkl�arten Potentiale.Wegen der eindeutigen L�osbarkeit des homogenen Randwertproblems nah Satz 3.4gilt a0� = b0� = 0 in D; a+ = b+ = 0 in R2 n �D:Aus den Sprungbeziehungen f�ur das Einfah- und Doppelshihtpotential erh�alt man�a0+�� = �a0+�� � �a0��� = �m1'1; �b0+�� = �b0+�� � �b0��� = �m2'2;��a��� = �a+�� � �a��� = �1'1; ��b��� = �b+�� � �b��� = �2'2;a0+ = a0+ � a0� = �Ak  1; b0+ = b0+ � b0� = �Bk  2;�a� = a+ � a� =  1; �b� = b+ � b� =  2:Damit l�osen a0+; a� bzw. b0+; b� folgende zwei Transmissionsprobleme.(Pa) (4+ �2A)a0+ = 0 in R2 n �D;(4+ k2)a� = 0 in D;1 �a0+�� +m1 �a��� = 0 auf �D;a0+ + �Ak a� = 0 auf �D;�a0+�� � i�Aa0+ = o �r�1=2� ;(Pb) (4+ �2B)b0+ = 0 in R2 n �D;(4+ k2)b� = 0 in D;2 �b0+�� +m2 �b��� = 0 auf �D;b0+ + �Bk b� = 0 auf �D;�b0+�� � i�Bb0+ = o �r�1=2� :Dies sind gew�ohnlihe Transmissionsprobleme, wie sie in [27℄ behandelt werden. Mitden Ersetzungen (Pa) : �1 = �11 ; �2 = m�11 �Ak�1; k1 = k; k2 = �A bzw. (Pb) :�1 = �12 ; �2 = m�12 �Ak�1; k1 = k; k2 = �B haben sie die Gestalt [27, (2.1), (2.2)℄. Die



4.2 Existenz einer L�osung f�ur das zweidimensionale Problem 27dort in Theorem 3.1 angegebene Bedingung �2 �k22�1 �k12 2 R f�ur die eindeutige L�osbarkeitbedeutet dann mit den hier verwendeten Bezeihnungen m�11�11 ; m�12�12 2 R:(Pa) und (Pb) sind also eindeutig l�osbar, falls m1; 1; m2; 2 von Null vershieden und1m1 ; 2m2 2 R erf�ullt sind. Dies l�a�t sih zusammen mit (4.24) in1m1 2 R n f0;�k=�Ag; 2m2 2 R n f0;�k=�Bg (4.25)zusammenfassen.Unter diesen Bedingungen folgt dann unmittelbar'1 = '2 =  1 =  2 = 0 auf �D;das zweidimensionale Randwertroblem ist also f�ur alle rehten Seiten (mit entsprehen-der Regularit�at) eindeutig l�osbar.F�ur die Dihten gilt nah der Riesz-Theoriek'1kC(�D) + k'2kC(�D) + k 1kC(�D) + k 2kC(�D)6 �kNakC(�D) + kNbkC(�D) + kDakC(�D) + kDbkC(�D)	 : (4.26)Die Beziehung('1; '2;  1;  2)> = E�1f2(Na; Nb; Da; Db)> � A('1; '2;  1;  2)>g (4.27)und die Abbildungseigenshaften von A implizierenk'1kC0;�(�D) + k'2kC0;�(�D) + k 1kC1;�(�D) + k 2kC1;�(�D)6 �kNakC0;�(�D) + kNakC0;�(�D) + kDakC1;�(�D) + kDbkC1;�(�D)	mit einer geeigneten Konstanten .Nah [3, Th. 3.3℄ folgt aus (4.15 a) - (4.15 d)ka0kC1;�( �D) + kb0kC1;�( �D) + kakC1;�(R2nD) + kbkC1;�(R2nD)6 �kNakC0;�(�D) + kNakC0;�(�D) + kDakC1;�(�D) + kDbkC1;�(�D)	 : (4.28)Zusammengefa�t gilt also das folgende Eindeutigkeits- und Wohlgestelltheitsresultat.Satz 4.5 F�ur ein C2-glattes Gebiet D besitzt das Transmissionsproblem (2.9 a) -(2.11 d) zu beliebigen rehten Seiten Na; Nb 2 C0;�(�D), Da; Db 2 C1;�(�D) genaueine L�osung. Diese h�angt stetig von den Daten im Sinne von (4.28) ab.



28 4 ExistenzMan kann nun noh ein modi�ziertes Wohlgestelltheitsresultat angeben. Die im Ope-rator A auftretenden Integraloperatoren sind ebenfalls kompakt von L2(�D) in sih,so da� zweimalige Anwendung der Fredholmshen Alternative { angewendet auf dieniht entarteten Dualsysteme h(C(�D))4 ; (L2(�D))4i und h(L2(�D))4 ; (L2(�D))4i, je-weils ausgestattet mit der L2-Bilinearform { auh die beshr�ankte Invertierbarkeit vonE + A in L2(�D) liefert, das hei�t, es existiert eine Konstante 0 mitk'1kL2(�D) + k'2kL2(�D) + k 1kL2(�D) + k 2kL2(�D)6 0 �kNakL2(�D) + kNbkL2(�D) + kDakL2(�D) + kDbkL2(�D)	 : (4.29)Es sei ein Punkt x0 2 �D �xiert und f�ur 0 < r < R eine Funktion � 2 C2(�D) gew�ahlt,so da� �jBr0 = 1; supp (�) � BR0gilt, wobei B� = fx 2 R2 j jx � x0j < �g f�ur � > 0 bezeihnet und r < r0 < R0 < Rgelte. Man zerlegt jetzt die Dihten gem�a� '1 = (1��)'1+�'1, '2 = (1��)'2+�'2, 1 = (1��) 1+� 1,  2 = (1��) 2+� 2 und behandelt die zugeh�origen Potentialeseparat. Exemplarish ist a0 = u+ u0, wobei die beiden Anteile gem�a�u(x) = Z�D ��Ak ���A(x; y)��(y) (1� �(y)) 1(y) + ��A(x; y)m1(1� �(y))'1(y)� ds(y);u0(x) = Z�D ��Ak ���A(x; y)��(y) �(y) 1(y) + ��A(x; y)m1�(y)'1(y)� ds(y)erkl�art sind. F�ur u gilt kukC1;�( �DnBR) 6 kukC1;�( �D) undkukC1;�( �D) 6 1 �k(1� �)'1kC0;�(�D) + k(1� �) 1kC1;�(�D)	6 2 �k'1kC0;�(�DnBr0 ) + k 1kC1;�(�DnBr0 )	 ;dies l�a�t sih nun unter Ausnutzung von (4.27) und den Abbildungseigenshaften vonA zwishen H�older-R�aumen weiter absh�atzen gem�a�kukC1;�( �D)6 3 �kNakC0;�(�DnBr00 ) + kNbkC0;�(�DnBr00 ) + kDakC1;�(�DnBr00 ) + kDbkC1;�(�DnBr00 )+k'1kC(�DnBr00 ) + k'2kC(�DnBr00 ) + k 1kC(�DnBr00 ) + k 2kC(�DnBr00 )	 (4.30)mit r < r00 < r0.Wiederum (4.27) und die Eigenshaft von A, von (L2(�D))4 nah (C(�D))4 beshr�anktabzubilden, sowie (4.29) implizierenk'1kC(�DnBr00 ) + k'2kC(�DnBr00 ) + k 1kC(�DnBr00 ) + k 2kC(�DnBr00 )6 4 �kNakC(�DnBr) + kNbkC(�DnBr) + kDakC(�DnBr) + kDbkC(�DnBr)+ kNakL2(�D) + kNbkL2(�D) + kDakL2(�D) + kDbkL2(�D)	 : (4.31)



4.2 Existenz einer L�osung f�ur das zweidimensionale Problem 29Setzt man (4.31) in (4.30) ein, so folgtkukC1;�( �D)6 5 �kNakC0;�(�DnBr) + kNbkC0;�(�DnBr) + kDakC1;�(�DnBr) + kDbkC1;�(�DnBr)+ kNakL2(�D) + kNbkL2(�D) + kDakL2(�D) + kDbkL2(�D)	 : (4.32)Jetzt ist noh der zweite Anteil u0 zu untersuhen. Wertet man u0 bez�uglih k:kC1;�( �DnBR)aus, so sieht man, da� der tats�ahlihe Integrationsbereih und das Gebiet auf demausgewertet wird, positiven Abstand haben, so da� mit der Cauhy-Shwarzshen Un-gleihung und (4.29)ku0kC1;�( �DnBR) 6 6 �k'1kL2(�D) + k 1kL2(�D)	6 7 �kNakL2(�D) + kNbkL2(�D) + kDakL2(�D) + kDbkL2(�D)	folgt. Mit analogen Betrahtungen f�ur b0 folgt insgesamtka0kC1;�( �DnBR) + kb0kC1;�( �DnBR)6 �kNakC0;�(�DnBr) + kNbkC0;�(�DnBr) + kDakC1;�(�DnBr) + kDbkC1;�(�DnBr)+kNakL2(�D) + kNbkL2(�D) + kDakL2(�D) + kDbkL2(�D)	 (4.33)mit einer Konstanten , die nur von vom Gebiet D, dem H�older-Exponenten �, demPunkt x0 2 �D, und den Radien r, R abh�angt.Aus der L�osungsdarstellung als gemishtes Potential ergibt sih eine Darstellung f�urdie Fernfelder10 a1 und b1a1(x̂) = e�i�=4p8�k Z�D fk �(y) � x̂  1(y) + i1 '1(y)g e�ikx̂�y ds(y); (4.34 a)b1(x̂) = e�i�=4p8�k Z�D fk �(y) � x̂  2(y) + i2 '2(y)g e�ikx̂�y ds(y); (4.34 b)die das asymptotishe Verhaltena(x) = eikjxjpjxj �a1(x̂) +O� 1jxj�� ; b(x) = eikjxjpjxj �b1(x̂) +O� 1jxj�� ; jxj ! 1;von a und b im Unendlihen beshreiben.
10Vergleihe [3, S.71℄.



30 5 Formulierung als Streuproblem5 Formulierung als StreuproblemIn diesem Kapitel soll die allgemeine Behandlung der Randwertprobleme auf die phy-sikalish relevante Beshreibung von Streuproblemen spezialisiert werden. Dabei sindnun die Randwerte niht willk�urlih vorgegeben, sondern resultieren aus einfallendenebenen Wellen, die im Au�enraum den Feldgleihungen gen�ugen. Von dem entstehendenStreufeld verlangt man ebenfalls das Erf�ulltsein der Feldgleihungen sowie ein dimen-sionsabh�angiges Abstrahlverhalten, das transmittierte Feld mu� den inneren Feldglei-hungen gen�ugen.5.1 Dreidimensionales StreuproblemBeim dreidimensionalen Streuproblem setzen sih die �au�eren Felder E = Ei + Es,H = Hi+Hs aus einem bekannten einfallenden Feld Ei bzw. Hi und einem gestreutenFeld Es bzw.Hs zusammen. Gesuht sind dann L�osungen (E0;H0;Es;Hs) des direktenProblems (1.5 a) - (1.7 b) mit den Inhomogenit�atenf = "�1=2� � Eij�D und g = ��1=2� �Hij�D;also(E0;H0;Es;Hs)> = L �"�1=2� � Eij�D; ��1=2� �Hij�D�> =: Ls �Ei;Hi�> (5.1)mit dem gem�a� (1.8) erkl�arten Operator.Dabei sind Ei und Hi aus Rihtung d einfallende ebene Wellen1 der FormEi = Ei(x; d; p) = ik rot rot p eikx�d = ik(d� p)� d eikx�d; (5.2)Hi = Hi(x; d; p) = rot p eikx�d = ik(d� p) eikx�d; (5.3)wobei p die Polarisationsrihtung beshreibt und jdj = jpj = 1 gilt. Falls d?p, sovereinfaht sih die Darstellung zuEi(x; d; p) = ikp eikx�d; Hi(x; d; p) = ikd� p eikx�d:1Da� die Maxwellgleihungen erf�ullt sind, rehnet man leiht mit den Beziehungen (x � y) � z =(xz)y � (yz)x und rot x (y e�x�z) = � (z � y) e�x�z nah.



5.2 Zweidimensionales Streuproblem 315.2 Zweidimensionales StreuproblemEs soll nun das Streuproblem f�ur den zweidimensionalen Fall formuliert werden. Dazusind zwei Probleme bez�uglih der Polarisationsrihtung der einfallenden Felder, n�amlihdas transversalmagnetishe oder auh elektrishe Problem (TM) und das transversal-elektrishe oder auh magnetishe Problem (TE), zu untersheiden. Zu den Bezeih-nungen vergleihe [12, S. 404f.℄.Beim (TM), dies entspriht gerade der Polarisation p = (0; 0; 1)> in x3�Rihtung, sinddie einfallenden Felder durhEi = ikeikx�d� 001 �; Hi = ikd?eikx�dgegeben, wobei d = (d1; d2; 0)> mit jdj = 1, d? = (d2;�d1; 0)> ist.Analog gilt beim (TE), was der Polarisation p = �d? orthogonal zu d und derx3�Rihtung entspriht,Hi = ikeikx�d� 001 �; Ei = �ikd?eikx�d:Gesuht sind L�osungen e0;h0 2 C2(D) \ C( �D), es;hs 2 C2(R2 n �D) \ C(R2 nD) von(1.10 a) - (1.12 d), wobei die Inhomogenit�aten gegeben sind durh2(TM) f = ik"�1=2eikx�d�?; f̂ = 0; ~f = ik"�1=2eikx�d;g1 = g2 = 0; ĝ = �ik��1=2eikx�d� � d; ~g = 0;(TE) g = ik��1=2eikx�d�?; ĝ = 0; ~g = ik��1=2eikx�d;f1 = f2 = 0; f̂ = ik"�1=2eikx�d� � d; ~f = 0:Dies kann mittels (TM) ei(x; d) = ikeikx�d; hi = 0;(TE) hi(x; d) = ikeikx�d; ei = 0 (5.4)auh in der Form~f = "�1=2ei; ~g = ��1=2hi; f̂ = �"�1=2ik�1�hi�� ; ĝ = ��1=2ik�1�ei��geshrieben werden, so da�(e0;h0; es;hs)> = L0BBB� �"�1=2ik�1 �hi����1=2ik�1 �ei��"�1=2ei��1=2hi 1CCCA =: Ls �ei;hi�>2Es wird benutzt, da� f = "�1=2� �Eij�D ; g = ��1=2� �Hij�D und �? � d? = � � d gelten.



32 5 Formulierung als Streuproblemmit L gem�a� (1.13) gilt.F�ur das Problem in Bohrensher Zerlegung ergeben sih hieraus die folgenden Rand-bedingungen gem�a� (2.11 a) - (2.11 d)(TM) Na = �k�A(�0=�)1=2eikx�d� � d;Nb = �k�B(�0=�)1=2eikx�d� � d;Da = Db = ik("0=")1=2eikx�d; (5.5 a)(TE) Na = �ik�A("0=")1=2eikx�d� � d;Nb = ik�B("0=")1=2eikx�d� � d;�Da = Db = k(�0=�)1=2eikx�d: (5.5 b)Setzt man (TM) ai = bi = ik(�0=�)1=2eikx�d; (5.6 a)(TE) �ai = bi = k("0=")1=2eikx�d (5.6 b)so da� bei beiden ProblemenNa = �Ak �ai�� ; Nb = �Bk �bi�� ; Da = �+ai + ��bi; Db = ��ai + �+bi;gilt, dann l�a�t sih das Streuproblem in der Bohrenshen Zerlegung in der folgendenForm shreiben.Gesuht sind a0;b0 2 C2(D) \ C( �D), as;bs 2 C2(R2 n �D) \ C(R2 nD) mit(4+ �2A)a0 = (4+ �2B)b0 = 0 in D;(4+ k2)as = (4+ k2)bs = 0 in R2 n �D;�a0�� � �Ak �as�� = �Ak �ai�� auf �D;�b0�� � �Bk �bs�� = �Bk �bi�� auf �D;a0 � �+as � ��bs = �+ai + ��bi auf �D;b0 � ��as � �+bs = ��ai + �+bi auf �D;�as�r � ikas = o �r�1=2� ;�bs�r � ikbs = o �r�1=2� : (5.7)
oder kurz (a0;b0; as;bs)> = LB0BBB� �Ak �ai���Bk �bi���+ai + ��bi��ai + �+bi

1CCCA =: LBs �ai;bi�> (5.8)mit LB gem�a� (2.13).Bei der Betrahtung von Streuproblemen bezeihnen a1 und b1 die zu as beziehungs-weise bs geh�origen Fernfelder.



336 Das FernfeldDie Parameter seien im folgenden immer so gew�ahlt, da� Existenz und Eindeutigkeitbei den direkten Problemen gesihert sind. Insbesondere sind dann die L�osungen durhdie angegebenen Potentiale darstellbar.Die L�osungen des dreidimensionalen Problems im Au�engebiet haben das asymptoti-she Verhalten E(x) = eikjxjjxj �E1(x̂) +O� 1jxj�� ; jxj ! 1;H(x) = eikjxjjxj �H1(x̂) +O� 1jxj�� ; jxj ! 1;gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen x̂ = x=jxj. Dabei haben die Fernfelder E1, H1 dieDarstellung1E1(x̂) = ik4� x̂� Z�Df�(y)�E(y) + [�(y)�H(y)℄� x̂ge�ikx̂�y ds(y);H1(x̂) = ik4� x̂� Z�Df�(y)�H(y)� [�(y)� E(y)℄� x̂ge�ikx̂�y ds(y):Entsprehende Aussagen gelten f�ur A, B bzw. A1, B1.F�ur die Fernfelder gelten die Orthogonalit�atsrelationen2H1(x̂) = x̂�E1(x̂); x̂ �E1(x̂) = x̂ �H1(x̂) = 0: (6.1)Bei den zerlegten Feldern ergeben sih die BeziehungenA1(x̂) = ix̂�A1(x̂); B1(x̂) = �ix̂ �B1(x̂); x̂ �A1(x̂) = x̂ �B1(x̂) = 0:Im zweidimensionalen Fall gilt3e(x) = eikjxjpjxj �e1(x̂) +O� 1jxj�� ; jxj ! 1;h(x) = eikjxjpjxj �h1(x̂) +O� 1jxj�� ; jxj ! 1;1Siehe dazu [3, (6.24)℄.2Vergleihe [3, (6.23)℄.3Vergleihe [3, (3.63) und (3.64)℄.



34 6 Das Fernfeldgleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen x̂ = x=jxj mit den Darstellungene1(x̂) = ei�=4p8�k Z�D �e(y)�e�ikx̂�y��(y) � �e�� (y)e�ikx̂�y� ds(y);h1(x̂) = ei�=4p8�k Z�D �h(y)�e�ikx̂�y��(y) � �h�� (y)e�ikx̂�y� ds(y)f�ur die Fernfelder. F�ur a, b und a1, b1 gilt dies entsprehend.6.1 Reziprozit�at im dreidimensionalen FallEs bezeihnenEi(x; d; p) = ik(d� p)� d eikx�d; Hi(x; d; p) = ikd� p eikx�d = 1ik rotEi(x; d; p)die einfallenden elektromagnetishen Wellen und(E0(:; d; p);H0(:; d; p);Es(:; d; p);Hs(:; d; p))> = L� "�1=2� � Ei(:; d; p)��1=2� �Hi(:; d; p)�die L�osung des zugeh�origen Streuproblems, sowie E1(:; d; p), H1(:; d; p) die zu Esbeziehungsweise Hs geh�origen Fernfelder.F�ur diese gilt der folgende Satz.Satz 6.1 Das elektrishe Fernfeld f�ur die Streuung einer ebenen elektromagnetishenWelle am hiralen Gebiet erf�ullt die Reziprozit�atsrelationq �E1(x̂; d; p) = p �E1(�d;�x̂; q) (6.2)f�ur alle x̂; d 2 
 und alle p; q 2 R3.Beweis Nah [3, (6.78)℄ gilt f�ur die Fernfelder, ausgedr�ukt durh die Gesamtfelder,4� (q �E1(x̂; d; p)� p �E1(�d;�x̂; q))= Z�D f�(y)�E(y; d; p) �H(y;�x̂; q) + �(y)�H(y; d; p) �E(y;�x̂; q)g ds(y)f�ur alle x̂; d 2 
 und alle p; q 2 R3. Mit den Transmissionsbedingungen (1.6 a), (1.6 b)folgt daraus4� (q �E1(x̂; d; p)� p �E1(�d;�x̂; q))



6.1 Reziprozit�at im dreidimensionalen Fall 35= � "�"0�0�1=2 Z�D fE0(y; d; p)�H0(y;�x̂; q) +H0(y; d; p)�E0(y;�x̂; q)g � �(y) ds(y)= � "�"0�0�1=2 ZD div fE0(y; d; p)�H0(y;�x̂; q) +H0(y; d; p)� E0(y;�x̂; q)g dy= � "�"0�0�1=2 ZDfH0(y;�x̂; q) � rotE0(y; d; p)� E0(y; d; p) � rotH0(y;�x̂; q)+E0(y;�x̂; q) � rotH0(y; d; p)�H0(y; d; p) � rotE0(y;�x̂; q)g dy= � "�"0�0�1=2 ZDfH0(y;�x̂; q) � [ik02H0(y; d; p) + k202�E0(y; d; p)℄�E0(y; d; p) � [�ik02E0(y;�x̂; q) + k202�H0(y;�x̂; q)℄+E0(y;�x̂; q) � [�ik02E0(y; d; p) + k202�H0(y; d; p)℄�H0(y; d; p) � [ik02H0(y;�x̂; q) + k202�E0(y;�x̂; q)℄g dy= 0: q. e. d.Ein analoges Resultat l�a�t sih f�ur das magnetishe Fernfeld formulieren.Korollar 6.2 Das magnetishe Fernfeld f�ur die Streuung einer ebenen elektromagne-tishen Welle am hiralen Gebiet erf�ullt die Reziprozit�atsrelationq �H1(x̂; d; p) = p �H1(�d;�x̂; q) (6.3)f�ur alle x̂; d 2 
 und alle p; q 2 R3.Beweis Mit der Orthogonalit�atsbeziehung (6.1) und der Reziprozit�at (6.2) giltq �H1(x̂; d; p) = q � (x̂� E1(x̂; d; p)) = (q � x̂) �E1(x̂; d; p) = p �E1(�d;�x̂; q � x̂):Dabei ist E1(:;�x̂; q� x̂) Fernfeld des elektrishen Streufeldes bei einfallenden WellenEi(:;�x̂; q � x̂) = Hi(:;�x̂; q); Hi(:;�x̂; q � x̂) = Ei(:;�x̂; q);so da� E1(�d;�x̂; q � x̂) = H1(�d;�x̂; q)und zusammen mit der ersten Gleihungskette die Behauptung gilt. q. e. d.De�nition 6.3 Es bezeihnet T 2(
) den Raum der quadratintegrablen Tangentialfel-der auf 
.4 Ein elektromagnetishes Herglotz-Paar ist ein Paar von Vektorfeldern derForm E(x) = Z
 eikx�dg(d) ds(d); H(x) = 1ik rotE(x); x 2 R3; (6.4)wobei g 2 T 2(
) der Herglotz-Kern von E, H genannt wird.4Das ist die Vervollst�andigung von T (
) bez�uglih der gew�ohnlihen L2-Norm.



36 6 Das FernfeldIn Analogie zu [3, Lemma 6.31℄ gilt der folgende Hilfssatz.Lemma 6.4 Es sei g 2 L2(
). Die L�osung des Streuproblems zu einfallenden Feldernder Form ~Ei(x) = Z
Ei(x; d; g(d)) ds(d); ~Hi(x) = Z
Hi(x; d; g(d)) ds(d)ist gegeben durh~Es(x) = Z
Es(x; d; g(d)) ds(d); ~Hs(x) = Z
Hs(x; d; g(d)) ds(d);~E0(x) = Z
Es(x; d; g(d)) ds(d); ~H0(x) = Z
Hs(x; d; g(d)) ds(d)f�ur x 2 R3 n �D bzw. x 2 D mit den zugeh�origen Fernfeldern~E1(x̂) = Z
E1(x̂; d; g(d)) ds(d); ~H1(x̂) = Z
H1(x̂; d; g(d)) ds(d)f�ur x̂ 2 
.Beweis F�ur den Beweis wird die Problemformulierung nah der Bohrenshen Zerlegunggem�a� (2.1) benutzt. Es gelten f�ur die zerlegten Felder A0(:; d; g(d)), B0(:; d; g(d)),As(:; d; g(d)) und Bs(:; d; g(d)) zu den durh Ei(:; d; g(d)) undHi(:; d; g(d)) bestimmtenFeldern E0(:; d; g(d)), H0(:; d; g(d)), Es(:; d; g(d)), Hs(:; d; g(d)) Darstellungen gem�a�(4.6 a) - (4.6 d), wobei die dabei verwendeten Dihten '(:; d; g(d)),  (:; d; g(d)) demIntegralgleihungssystem(E + A)�'(:; d; g(d)) (:; d; g(d))� = � 4("0=")1=2� � Ei(:; d; g(d))4i(�0=�)1=2� �Hi(:; d; g(d))�gen�ugen. Integration dieser Darstellungen und des Integralgleihungssystems bez�uglihd �uber 
 f�uhrt nah Vertaushung der Integrationsreihenfolge auf Darstellungen f�ur~A0, ~B0, ~As, ~Bs gem�a� (4.6 a) - (4.6 d) mit Dihten~'(y) := Z
 '(y; d; g(d)) ds(d); ~ (y) := Z
  (y; d; g(d)) ds(d); y 2 �D;die L�osungen des Integralgleihungssystems(E + A)� ~'~ � = � 4("0=")1=2� � ~Ei4i(�0=�)1=2� � ~Hi�sind. Eine entsprehende Darstellung folgt dann auh f�ur die Fernfelder ~A1, ~B1 .Wegen der eineindeutigen Zuordnung zwishen den zerlegten und den urspr�unglihenFeldern durh (2.1) gilt die Behauptung. q. e. d.



6.1 Reziprozit�at im dreidimensionalen Fall 37Bemerkung 6.5 F�ur g 2 T 2(
) gilt~Ei(x) = ik Z
 g(d)eikx�d ds(d); ~Hi(x) = rot Z
 g(d)eikx�d ds(d); x 2 R3;das hei�t ~Ei; ~Hi ist ein elektromagnetishes Herglotz-Paar mit Kern ikg.De�nition 6.6 Es sei fdng eine Folge von in 
 dihten Einheitsvektoren und es be-zeihnen E := fE1(:; dn; ej) j n 2 N; j = 1; 2; 3g ;H := fH1(:; dn; ej) j n 2 N; j = 1; 2; 3gdie Mengen der elektrishen bzw. magnetishen Fernfelder zu den Einfallsrihtungendn und den kartesishen Einheitsvektoren ej als Polarisationen5.Weiter bezeihne � die Menge der Herglotz-Kerne g 2 T 2(
) mit der Eigenshaft,da� E0;H0 2 C1(D) \ C( �D) existieren, so da� E0;H0 und das elektromagnetisheHerglotz-Paar E;H zum Herglotz-Kern g L�osungen des inneren ProblemsrotE� ikH = 0 in D;rotH+ ikE = 0 in D;rotE0 � ik02H0 = k202�E0 in D;rotH0 + ik02E0 = k202�H0 in D;"�1=20 � � E0 � "�1=2� � E = 0 auf �D; (6.5 a)��1=20 � �H0 � ��1=2� �H = 0 auf �D (6.5 b)sind.Es gilt dann analog zu [3, Th. 6.32℄ der folgende Zusammenhang zwishen derVollst�andigkeit der Fernfelder und der eindeutigen L�osbarkeit dieses zugeordneten in-neren Problems.Satz 6.7 E und H sind vollst�andig in T 2(
) genau dann, wenn � = f0g gilt.Beweis Der Beweis wird f�ur E gef�uhrt, f�ur H verl�auft er analog. Die Vollst�andigkeitvon E ist gleihbedeutend damit, da�Z
 h(x̂)E1(x̂; dn; ej) ds(x̂) = 0; n 2 N; j = 1; 2; 35Hier kann man auh drei beliebige linear unabh�angige Einheitsvektoren des R3 w�ahlen.



38 6 Das Fernfeldf�ur h 2 T 2(
) das Vershwinden von h impliziert. Wegen der vorausgesetzten Wohlge-stelltheit des Streuproblems und der Dihtheit der dn in 
 ist die Vollst�andigkeitsrela-tion �aquivalent zuZ
 h(x̂)E1(x̂; d; ej) ds(x̂) = 0; d 2 
; j = 1; 2; 3f�ur h 2 T 2(
). Ausnutzen der Reziprozit�atseigenshaft (6.2) und der Eigenshaft, da�ej; j = 1; 2; 3 eine Basis des R3 bilden sowie Ersetzung von x̂ durh �d f�uhren auf die�aquivalente Bedingung ~E1;g := Z
E1(x̂; d; g(d)) ds(d) = 0f�ur g 2 T 2(
), wobei g(d) := h(�d) gesetzt wurde.Dann ist ~E1;g Fernfeld zur L�osung des Streuproblems zu einfallenden Wellen6 ~Eig,~Hig gem�a� Lemma 6.4. Mit den Maxwellgleihungen im Au�enraum und dem Rellih-Lemma folgt aus ~E1;g = 0 das Vershwinden von ~Esg; ~Hsg in R3 n �D.Nah [3, Th. 3.15℄ ergibt sih aus der Existenz eines nihttrivialen Tangentialfeldes g mit~E1;g = 0 das Nihtvershwinden des zugeh�origen elektromagnetishen Herglotz-Paares~Eig; ~Hig. F�ur dieses gilt wegen ~Esg = ~Hsg = 0 in R3 n �D und wegen der Transmissionsbe-dingungen (6.5 a), (6.5 b), da� auh die Randbedingungen "�1=20 ��~E0;g�"�1=2��~Eig = 0und ��1=20 � � ~H0;g � ��1=2� � ~Hig = 0 auf �D erf�ullt sind. Au�erdem gen�ugen ~Eig; ~Higden Maxwellgleihungen in R3, also insbesondere in D. Damit ist g 6= 0 in der Menge� enthalten. Es ist also gezeigt, da� die Nihtvollst�andigkeit von E die Nihttrivialit�atvon � nah sih zieht.Umgekehrt folgt aus der Existenz eines Tangentialfeldes g 2 �nf0g mit der Eindeutig-keit des Transmissionsproblems zu den einfallenden Wellen ~Eig; ~Hig das Vershwindenvon ~Esg; ~Hsg und damit auh von ~E1;g. E ist also in diesem Fall niht vollst�andig.q. e. d.6.2 Reziprozit�at im zweidimensionalen FallDas Ergebnis f�ur den dreidimensionalen Fall legt die Vermutung nahe, da�e1(x̂; d) = e1(�d;�x̂); h1(x̂; d) = h1(�d;�x̂)6Der untere Index g kennzeihnet dabei den zugrundeliegenden Herglotz-Kern.



6.3 Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldes nah dem Rand im R2 39gilt, wobei wieder das zweite Argument die Zugeh�origkeit der L�osung des Streuproblemszu den einfallenden Wellen ei(:; d), hi(:; d) kennzeihne.Ein solh allgemeines Resultat konnte hier aber niht erzielt werden, sondern nur dasErgebnis des folgenden Satzes.Satz 6.8 Das elektrishe Fernfeld e1 f�ur die Streuung einer ebenen elektromagne-tishen Welle am hiralen Gebiet beim transversalmagnetishen Problem erf�ullt dieReziprozit�atsrelation e1(x̂; d) = e1(�d;�x̂) (6.6)und das magnetishe Fernfeld h1 f�ur die Streuung einer ebenen elektromagnetishenWelle am hiralen Gebiet beim transversalelektrishen Problemh1(x̂; d) = h1(�d;�x̂) (6.7)f�ur alle x̂; d 2 
.Beweis Der Nahweis ist reht umfangreih, maht im wesentlihen aber nur vonden Greenshen S�atzen und der Problemformulierung (5.7) Gebrauh. Der vollst�andigeBeweis �ndet sih im Anhang A.1. q. e. d.6.3 Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldes nah demRand im R2Im folgenden werden die Bezeihnungen und Resultate aus dem Anhang A.3.3 benutzt.Es seien die Einfallsrihtung d und die Wellenzahl k, die die einfallenden ebenen Wel-len ai, bi erkl�aren, im weiteren als fest angenommen, so da� diese Abh�angigkeit in derNotation niht gekennzeihnet wird. Es bezeihne z 2 RP eine zul�assige Randparame-trisierung von �D.Der Randwertoperator R : RP ! C2�(R;C4), der das Doppelte der Randwerte7 dereinfallenden ebenen Wellen ai(x) = ai(x; d), bi(x) = bi(x; d) gem�a� (5.6 a) bzw. (5.6 b)auf der durh x = z(t) parametrisierten Randkurve �D angibt, ist gegeben durh(R(z))(t) = 20BBB� �Ak ���(z(t))ai(z(t))�Bk ���(z(t))bi(z(t))�+ai(z(t)) + ��bi(z(t))��ai(z(t)) + �+bi(z(t))
1CCCA :7Das ist gerade die rehte Seite des entsprehenden Integralgleihungssystems (4.20) f�ur das Streu-problem (5.7).



40 6 Das FernfeldWeiter seien P0(z) : (C2�(R;C))4 ! (C1;�(D))2 der Potentialoperator entsprehend(4.15 a), (4.15 b)�P0(z) ('1; '2;  1;  2)>� (x) =0�R 2�0 n im14 H10 (�A~rz(x; �))jz0(�)j'1(�) + i�2A4k � z02(�)�z01(�)� � (x� z(�)) H11 (�A~rz(x;�))~rr(x;�)  1(�)o d�R 2�0 n im24 H10 (�B~rz(x; �))jz0(�)j'2(�) + i�2B4k � z02(�)�z01(�)� � (x� z(�)) H11 (�B~rz(x;�))~rz(x;�)  2(�)o d�1AundP(z) : (C2�(R;C))4 ! (C1;�(R2 nD))2 der Potentialoperator gem�a� (4.15 ), (4.15 d)�P(z) ('1; '2;  1;  2)>� (x) =0�R 2�0 n i14 H10(k~rz(x; �))jz0(�)j'1(�) + ik4 � z02(�)�z01(�)� � (x� z(�)) H11 (k~rz(x;�))~rz(x;�)  1(�)o d�R 2�0 n i24 H10(k~rz(x; �))jz0(�)j'2(�) + ik4 � z02(�)�z01(�)� � (x� z(�)) H11 (k~rz(x;�))~rz(x;�)  2(�)o d�1A ;die den parametrisierten Dihten '1, '2,  1,  2 die Potentiale (a0;b0) im Inneren bzw.(as;bs) im Au�enraum zuordnen. Dabei bezeihnet ~rz(x; �) den Abstand jx � z(�)jzwishen dem Punkt x 2 R2 n �D und dem Randpunkt z(�).Ferner sei F(z) : (C2�(R;C))4 ! L2(
) � L2(
) der Fernfeldoperator entsprehend(4.34 a), (4.34 b)�F(z) ('1; '2;  1;  2)>� (x̂)= 0� e�i�=4p8�k R 2�0 ni1jz0(�)j'1(�) + k �x̂;� z02(�)�z01(�)�� 1(�)o e�ikx̂�z(�) d�e�i�=4p8�k R 2�0 ni2jz0(�)j'2(�) + k �x̂;� z02(�)�z01(�)�� 2(�)o e�ikx̂�z(�) d� 1A :Es gilt F 0 = (P 0)1 ;da f�ur das Einfah- und Doppelshihtpotential entsprehende Beziehungen gelten.Mit den gem�a� (4.21) beziehungsweise (4.22) erkl�arten Matrixoperatoren E und A(z) 2L((C2�(R;C))4; (C0;�2� (R;C))2 � (C1;�2� (R;C))2), wobei f�ur die Integraloperatoren dieRandparametrisierung z verwendet wird, de�niert manP0(z) = P0(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z);P(z) = P(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z);F(z) = F(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z):



6.3 Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldes nah dem Rand im R2 41Dann kann die L�osung des Problems beziehungsweise das Fernfeld in der Form�a0b0�(:; z) = P0(z); �asbs�(:; z) = P(z); �a1b1�(:; z) = F(z)dargestellt werden.Seien G0 und G Gebiete mit �G0 � D, �G � R2n �D und bezeihne 
 = fx 2 R2 j jxj = 1gden Einheitskreis. Dann sind die Abbildungen P0 : RPr ! C(G0), P : RPr ! C(G)und F : RP ! L2(
) Fr�ehet-di�erenzierbar und die Ableitungen sind nah der Ketten-und Quotientenregel durhP00(z; h) = P 00(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)�P0(z) Æ (E + A(z))�1 Æ A0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)+P0(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R0(z; h);P0(z; h) = P 0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)�P(z) Æ (E + A(z))�1 Æ A0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)+P(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R0(z; h);F0(z; h) = F 0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)�F(z) Æ (E + A(z))�1 Æ A0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)+F(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R0(z; h)gegeben. Dabei ist die Di�erenzierbarkeit der einzelnen Operatoren durh die S�atze ausAbshnitt A.3.3 bzw. diejenige vonR durh Nahrehnen8 gesihert. Es gilt F0 = (P0)1.Ziel soll es nun sein, die Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldoperators F0 durh ein geeignetesRandwertproblem zu harakterisieren.Seien im weiteren z und h fest. Man de�niertv1(x) = �P 00(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)� (x);v2(x) = � �P0(z) Æ (E + A(z))�1 Æ A0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)� (x);v3(x) = �P0(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R0(z; h)� (x);v(x) = v1(x) + v2(x) + v3(x)f�ur x 2 D undw1(x) = �P 0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)� (x);w2(x) = � �P(z) Æ (E + A(z))�1 Æ A0(z; h) Æ (E + A(z))�1 Æ R(z)� (x);w3(x) = �P(z) Æ (E + A(z))�1 Æ R0(z; h)� (x);w(x) = w1(x) + w2(x) + w3(x)8Siehe (6.8 a)-(6.8 d).



42 6 Das Fernfeldf�ur x 2 R2 n �D. Die beiden in jedem dieser Ausdr�uke vorhandenen Komponentenwerden mit Index a bzw. b gekennzeihnet.Es sind dann v und w die nah dem Rand abgeleiteten inneren beziehungsweise �au�erenPotentiale und die gesuhte Fr�ehet-Ableitung F0 des Fernfeldoperators ist durh w1bestimmbar. Die Aufgabe besteht jetzt also darin, die Felder v und w als L�osungeneines Randwertproblems darzustellen.Wegen der De�nition von P0 als kombiniertem Einfah- und Doppelshihtpotentialfolgt (4+ �2A)va;j = 0; (4+ �2B)vb;j = 0; j = 2; 3; in D:Das gleihe erh�alt man auh f�ur j = 1, da bei der Auswertung in D, also au�erhalbdes Randes, die Fr�ehet-Ableitung mit dem Di�erentialoperator vertaushbar ist. Einanaloges Resultat gilt f�ur w, so da� insgesamt die Di�erentialgleihungen(4+ �2A)va;j = 0 in D;(4+ �2B)vb;j = 0 in D;(4+ k2)wa;j = 0 in R2 n �D;(4+ k2)wb;j = 0 in R2 n �Df�ur j = 1; 2; 3 gelten. F�ur w folgt auf Grund der Darstellung auh das asymptotisheVerhalten�wa;j�r � ikwa;j = o� 1r1=2� ; �wb;j�r � ikwb;j = o� 1r1=2� ; j = 1; 2; 3:Damit sind die Di�erentialgleihungen und das asymptotishe Verhalten, denen v bzw.w gen�ugen, ermittelt. Es bleiben jetzt noh Bedingungen auf �D zu bestimmen.F�ur v3; w3 folgt sofort aus der Form der Darstellung, da� sie L�osungen des Transmis-sionsproblems (2.9 a) - (2.11 d) mit Randwerten 12R0(z; h) sind, also�va;3�� (z(t))� �Ak �wa;3�� (z(t)) = �Ak 2Xj;k=1 �2ai�xj�xk (z(t))hj(t)�k(z(t))+�Ak �grad ai(z(t)); ��z �(z(t); h(t))� ; (6.8 a)�vb;3�� (z(t))� �Bk �wb;3�� (z(t)) = �Bk 2Xj;k=1 �2bi�xj�xk (z(t))hj(t)�k(z(t))+�Bk �gradbi(z(t)); ��z �(z(t); h(t))� ; (6.8 b)(va;3 � �+wa;3 � ��wb;3)(z(t)) = �+ �gradai(z(t)); h(t)�



6.3 Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldes nah dem Rand im R2 43+�� �gradbi(z(t)); h(t)� ; (6.8 )(vb;3 � ��wa;3 � �+wb;3)(z(t)) = �� �grad ai(z(t)); h(t)�+�+ �grad bi(z(t)); h(t)� : (6.8 d)Es bezeihne � := (E + A(z))�1 Æ R(z). Dann ist A0(z; h)� gerade das Doppelte derRandwerte des Transmissionsproblems f�ur v2, w2�va;2�� (z(t))� �Ak �wa;2�� (z(t)) = �12 [A0(z; h)�℄1 (t); (6.9 a)�vb;2�� (z(t))� �Bk �wb;2�� (z(t)) = �12 [A0(z; h)�℄2 (t); (6.9 b)(va;2 � �+wa;2 � ��wb;2)(z(t)) = �12 [A0(z; h)�℄3 (t); (6.9 )(vb;2 � ��wa;2 � �+wb;2)(z(t)) = �12 [A0(z; h)�℄4 (t); (6.9 d)wobei die Indizes 1; 2; 3; 4 die jeweilige Komponente des Vektors A0(z; h)� bezeihnen.Das negative Vorzeihen resultiert aus der De�nition von v2 und w2.F�ur die Untersuhung der Randbedingungen f�ur v1 und w1 shreibt man die OperatorenP0;P in der Form(P0(z)�) (x) = ��Ak (D�A(z)�3)(x) +m1(E�A(z)�1)(x)�Bk (D�B(z)�4)(x) +m2(E�B(z)�2)(x)�; x 2 D;(P(z)�) (x) = �(Dk(z)�3)(x) + 1(Ek(z)�1)(x)(Dk(z)�4)(x) + 2(Ek(z)�2)(x)�; x 2 R2 n �Dund nutzt die Sprungbeziehungen aus Satz A.9 f�ur die Ableitungen des Einfah- undDoppelshihtpotentials aus. Dabei ist zu beahten, da� f�ur den C2;��glatten Rand�D die Normale eine Funktion aus C1;� ist und damit uij�D 2 C2;�(�D), �ui�� ����D 2C1;�(�D) gilt. Die Abbildungseigenshaften der Integraloperatoren implizieren dann�1; �2 2 C1;�2� (R), �3; �4 2 C2;�2� (R).Es bezeihnen vor�ubergehendU� = E�A(z)�1; V� = D�A(z)�3; U+ = Ek(z)�1; V+ = Dk(z)�3:Mit dieser De�nition gilt a0 = �Ak V� +m1U�, as = V+ + 1U+. Mit den Sprungbezie-hungen aus Satz A.9 folgt�va;1�� � �Ak �wa;1��= �Ak 12 �T 0�A(z; h)� T 0k(z; h)��3 + �Ak �grad (V+ � V�); ���z (z; h)�



44 6 Das Fernfeld+�Ak 2Xj;k=1 �2(V+ � V�)�xj�xk hj�k(z) + 12 �m1K��A 0(z; h)� �Ak 1K�k 0(z; h)��1+�grad (�Ak 1U+ �m1U�); ���z (z; h)� + 2Xj;k=1 �2(�Ak 1U+ �m1U�)�xj�xk hj�k(z)= 12 [A0(z; h)�℄1 + �grad (�Ak as � a0); ���z (z; h)� + 2Xj;k=1 �2(�Ak as � a0)�xj�xk hj�k(z);(6.10 a)und analog�vb;1�� � �Bk �wb;1��= 12 [A0(z; h)�℄2 + �grad (�Bk bs � b0); ���z (z; h)� + 2Xj;k=1 �2(�Bk bs � b0)�xj�xk hj�k(z):(6.10 b)Es bezeihnen weiter vor�ubergehendÛ+ = Ek(z)�2; V̂+ = Dk(z)�4;hiermit gilt bs = V̂+ + 2Û+. Man erh�alt wieder mit den Sprungbeziehungenva;1 � �+wa;1 � ��wb;1= �Ak 12K 0�A(z; h)�3 � �Ak (gradV�; h) +m1 12S 0�A(z; h)�1 �m1 (gradU�; h)��+12K 0k(z; h)�3 + �+ (gradV+; h)� �+112S 0k(z; h)�1 + �+1 (gradU+; h)���12K 0k(z; h)�4 + �� �grad V̂+; h�� ��212S 0k(z; h)�2 + ��2 �grad Û+; h�= 12 [A0(z; h)�℄3 + (grad (�+as + ��bs � a0); h) (6.10 )und analogvb;1 � ��wa;1 � �+wb;1 = 12 [A0(z; h)�℄4 + (grad (��as + �+bs � b0); h) : (6.10 d)Benutzt man a = ai + as, b = bi + bs und die Identit�atengrad (�+a + ��b� a0) = ��+�a�� + ���b�� � �a0�� � �;grad (��a + �+b� b0) = ����a�� + �+�b�� � �b0�� � �;



6.3 Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldes nah dem Rand im R2 45die aus �+a + ��b� a0 = 0; ��a + �+b� b0 = 0 auf �Dfolgen, so f�uhrt Addition der jeweils drei Beziehungen (6.8 a) + (6.9 a) +(6.10 a); ::: ; (6.8 d) + (6.9 d) + (6.10 d) auf dem Rand f�ur die drei Teilprobleme aufden folgenden Satz.Satz 6.9 Die Fr�ehet-Ableitung F0(z; h) des Fernfeldoperators bei vorgegebenen einfal-lenden Wellen ai;bi ist gegeben durh das Fernfeld w1 der L�osung des Transmissions-problems (4+ �2A)va = (4+ �2B)vb = 0 in D;(4+ k2)wa = (4+ k2)wb = 0 in R2 n �D;�wa�r � ikwa = o� 1r1=2� ; �wb�r � ikwb = o� 1r1=2� ;�va�� (z(t))� �Ak �wa�� (z(t)) = �grad ��Ak a� a0� (z(t)); ���z (z(t); h(t))�+ 2Xj;k=1 �2(�Ak a� a0)�xj�xk (z(t)) hj(t)�k(z(t)); (6.11 a)�vb�� (z(t))� �Bk �wb�� (z(t)) = �grad ��Bk b� b0� (z(t)); ���z (z(t); h(t))�+ 2Xj;k=1 �2(�Bk b� b0)�xj�xk (z(t)) hj(t)�k(z(t)); (6.11 b)(va � �+wa � ��wb)(z(t)) = (�(z(t)); h(t))��+�a�� + ���b�� � �a0�� � (z(t)); (6.12 a)(vb � ��wa � �+wb)(z(t)) = (�(z(t)); h(t))����a�� + �+�b�� � �b0�� � (z(t)): (6.12 b)Lemma 6.10 Die Randbedingungen (6.11 a), (6.11 b) f�ur die Neumanndaten k�onnenauh in einer Form gegeben werden, in der nur Ableitungen nah dem Parameter desRandes auftreten:�va�� (z)� �Ak �wa�� (z) = � 1jz0j �(�(z); h)jz0j ��Ak a Æ z � a0 Æ z�0�0�(�(z); h) ��Ak a Æ z � �2Aa0 Æ z� ; (6.13 a)�vb�� (z)� �Bk �wb�� (z) = � 1jz0j �(�(z); h)jz0j ��Bk b Æ z � b0 Æ z�0�0�(�(z); h) ��Bk b Æ z � �2Bb0 Æ z� : (6.13 b)



46 6 Das FernfeldDabei bezeihnet (u Æ z)0 die Ableitung der Abbildung t 7! u(z(t)) nah t.Beweis Der Beweis verl�auft im wesentlihen wie in [10, Lemma 4.5℄, soll aber hier inder f�ur das Transmissionsproblem passenden Form kurz ausgef�uhrt werden.In einer (hinreihend kleinen) Umgebung des Randes f�uhrt man mittelsx(t; r) := z(t) + rn(t); t 2 [0; 2�℄; r 2 [�r0; r0℄;ein lokales Koordinatensystem ein, wobei n(t) := �(z(t)) = 1jz0(t)j� z02(t)�z01(t)� die �au�ereNormale bezeihnet. F�ur die lokalen Basisvektoren x;t = �x�t , x;r = �x�r giltx;t = z0(t) + rn0(t); x;r = n(t):F�ur den Ma�tensor (gij) = (x;t � x;r) erh�alt mang11(t; r) = jz0(t) + rn0(t)j2;g12(t; r) = g21(t; r) = z0(t) � n(t) + rn0(t) � n(t)= 1jz0(t)j �z01(t)z02(t)�� z02(t)�z01(t)� + r2(n(t) � n(t))0 = 0;g22(t; r) = 1:Es bezeihnen (gij) die inverse Matrix zu (gij) und g := det (gij). Es gilt also g = g11,g11 = 1=g, g12 = g21 = 0, g22 = 1.Der Gradient und der Laplae-Operator berehnen sih f�ur eine Funktion v, wobei~v(t; r) := v(x(t; r)) gesetzt wird, in den neuen Koordinaten gem�a�(grad v) Æ z = g11�~v�t x;t + g22�~v�rx;r = 1g �~v�t x;t + �~v�r x;r ; (6.14)(4v) Æ z = 1pg ��t �pgg11�~v�t�+ 1pg ��r �pgg22�~v�r�= 1g �2~v�t2 + �2~v�r2 + 1pg �(1=pg)�t �~v�t + 1pg �pg�r �~v�r : (6.15)Es sei nun u := �Ak a� a0, ~u = u Æ x. Wegen der Transmissionsbedingung9 gilt�~u�r (t; 0) = �u�� (x(t; 0)) = 0; t 2 [0; 2�℄ (6.16)und damit �2~u�t�r (t; 0) = 0; t 2 [0; 2�℄: (6.17)9Vergleihe (5.7).



6.3 Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldes nah dem Rand im R2 47Mit (6.15) und der Helmholtz-Gleihung (4+ k2)a = 0 folgt0 = �k2~a + 1jz0(t)j2 �2~a�t2 + �2~a�r2 + 1jz0(t)j � 1jz0(t)j�0 �~a�t + z0(t) � n0(t)jz0(t)j �~a�r� (t; 0)und analog wegen (4+ �2A)a0 = 00 = ��2A~a0 + 1jz0(t)j2 �2~a0�t2 + �2~a0�r2 + 1jz0(t)j � 1jz0(t)j�0 �~a0�t + z0(t) � n0(t)jz0(t)j �~a0�r � (t; 0):Zusammengefa�t gilt nah Multiplikation der ersten Gleihung mit �Ak und Subtraktionder zweiten unter Verwendung von (6.16)0 = ���Ak~a� �2A~a0�+ 1jz0(t)j2 �2~u�t2 + �2~u�r2 + 1jz0(t)j � 1jz0(t)j�0 �~u�t� (t; 0): (6.18)F�ur den ersten Summanden in (6.11 a) gilt nun�grad ��Ak a� a0� ; ���z (z; h)�= �1g �~u�t x;t + �~u�r x;r� ��� 1jz0j� h02�h01�� z0 � h0jz0j3 � z02�z01������r=0= � 1jz0j3 (z01h02 � z02h01) �~u(:; 0)�t= (n; h0)jz0j2 �~u(:; 0)�tund f�ur den zweiten2Xj;k=1hj�k �2(�Ak a� a0)�xj�xk (x(:; 0))= 2Xj=1 hj � � �grad x �u�xj (x(:; 0))�= 2Xj=1 hj 0�(n; x;t)| {z }=0 1g ��t � �u�xj Æ x� + (n; x;r)| {z }=1 ��r � �u�xj Æ x�1A������r=0= 2Xj=1 hj ��r �1g (x;t; ej)�~u�t + (x;r; ej)�~u�r�����r=0= 2Xj=1 hj ��(x;t=g)�r � ej �~u�t + nj �2~u�r2�����r=0= �(x;t=g)�r ����r=0� h �~u(:; 0)�t + (n; h)�2~u(:; 0)�r2



48 6 Das Fernfeld= �(n0; h)jz0j2 �~u(:; 0)�t � (n; h)� 1jz0(t)j2 �2~u(:; 0)�t2 + 1jz0(t)j � 1jz0(t)j�0 �~u(:; 0)�t ��(n; h) ��Ak~a(:; 0)� �2A~a0(:; 0)� :Dabei wurde in der letzten Zeile (6.18) und die Beziehung�(x;t=g)�r ����r=0� h = (n0; h)jz0j2 � 2(n0; z0)(z0; h)jz0j4= (n0; h)jz0j2 � 2jz0j2 ((n0; z0=jz0j) (z0=jz0j; h) + =0z }| {(n0; n) (n; h))| {z }=(n0;h) = �(n0; h)jz0j2benutzt. Zusammensetzen der beiden Ausdr�uke und Anwendung der Produktregelf�uhren dann auf die Darstellung (6.13 a). Die Beziehung (6.13 b) wird durh eine analogeBetrahtung nahgewiesen. q. e. d.Korollar 6.11 In Kurzform gilt mit dem in (2.13) de�nierten OperatorF0(z; h) = w1; (v; w)> = LBU (6.19)mit U1 = � 1jz0j �(�(z); h)jz0j ����Ak �+ � 1� a0 � �Ak ��b0� Æ z�0�0��A(�(z); h) (((k�+ � �A)a0 � k��b0) Æ z) ; (6.20 a)U2 = � 1jz0j �(�(z); h)jz0j ����Bk �+ � 1�b0 � �Bk ��a0� Æ z)�0�0��B(�(z); h) (((k�+ � �B)b0 � k��a0) Æ z) ; (6.20 b)U3 = (�(z); h)�(�+ k�A � 1)�a0�� + �� k�B �b0�� � (z); (6.20 )U4 = (�(z); h)�(�+ k�B � 1)�b0�� + �� k�A �a0�� � (z): (6.20 d)Beweis Diese Darstellung folgt sofort aus�a�� = k�A �a0�� ; �b�� = k�B �b0�� ; a = �+a0 � ��b0; b = �+b0 � ��a0und (6.12 a) - (6.13 b). q. e. d.Die zur Berehnung von U ben�otigten Randwerte k�onnen aus (4.15 a), (4.15 b) mittelsder Sprungbeziehungen gem�a�2a0 = �Ak (K�A � I) 1 +m1S�A'1; (6.21 a)



492b0 = �Bk (K�B � I) 2 +m2S�A'2; (6.21 b)2�a0�� = �Ak T�A 1 +m1(K��A + I)'1; (6.21 )2�b0�� = �Bk T�B 2 +m2(K��B + I)'2 (6.21 d)aus der L�osung des Integralgleihungssystems (4.20) f�ur das direkte Streuproblem (5.7)ermittelt werden. Auf tehnishe Details zur numerishen Bestimmung der Fr�ehet-Ableitung und daf�ur ben�otigter Hilfsgr�o�en wird im Abshnitt 9.3 n�aher eingegangen.7 Numerishe Behandlung f�ur das zweidi-mensionale ProblemDie numerishe Behandlung der zweidimensionalen direkten Aufgabe soll f�ur das durhdie Bohrenshe Zerlegung transformierte Streuproblem (5.7) durhgef�uhrt werden. Dashei�t, zu gegebener Parametrisierung des Randes und vorgegebener Einfallsrihtung d,die die Randbedingungen festlegt, soll sowohl f�ur das transversalmagnetishe als auhdas transversalelektrishe Problem das Fernfeld der zugeh�origen Streufelder berehnetwerden.7.1 Parametrisierung der IntegraloperatorenF�ur die numerishe L�osung sind die Parametrisierungen f�ur die IntegraloperatorenS;K;K�; ~T zu vershiedenen Wellenzahlen (k; �A; �B) zu bestimmen. Dabei bezeihnet( ~T�')(x) := (T�')(x)� (T0')(x)= ���(x) Z�D ���(y) � i2H10 (�jx� yj) + 1� ln (jx� yj)� '(y) ds(y) (7.1)f�ur x 2 �D den Di�erenzoperator von T� und T0 mit shwah singul�arem Kern, so da�also T�A � Tk = ~T�A � ~Tk, T�B � Tk = ~T�B � ~Tk gilt.F�ur die Hankelfunktionen erster Art der n�ten Ordnung giltH1n(z) = Jn(z) + iYn(z); n 2 N0; z 2 C;wobei Jn und Yn die Bessel- bzw. Neumannfunktionen bezeihnen. F�ur die Neumann-funktionen zu n = 0; 1 giltY0(z) = 2� �CE + ln z2� J0(z)� 4� 1Xj=1 (�1)jj J2j(z);



50 7 Numerishe Behandlung f�ur das zweidimensionale ProblemY1(z) = � 1� (z=2)�1J0(z) + 2� �ln z2 + CE � 1� J1(z)� 2� 1Xj=1 (�1)j(2j + 1)j(j + 1) J2j+1(z);diese tragen also die logarithmishe Singularit�at der Hankelfunktionen. Hierbei bezeih-net CE = 0; 577215::: die Eulershe Zahl.Der Rand �D des Gebietes D sei durhz(t) = (z1(t); z2(t)); 0 6 t 6 2�;in mathematish positiver Orientierung parametrisiert, wobei [z01(t)℄2 + [z02(t)℄2 > 0 f�uralle t gelten soll. Zur Abk�urzung wirdr(t; �) := �[z1(t)� z1(�)℄2 + [z2(t)� z2(�)℄2�1=2gesetzt. Es ergibt sih mitds(z(�))d� = jz0(�)j; �(z(�)) = 1jz0(�)j� z02(�)�z01(�)�f�ur die gem�a� (4.16) - (4.18), (7.1) erkl�arten Integraloperatoren in der Parameterdar-stellung1 Sk'(t) = Z 2�0 '(�)Mk(t; �) d�; (7.2 a)Kk'(t) = Z 2�0 '(�)Lk(t; �) d�; (7.2 b)K�k'(t) = Z 2�0 '(�)L�k(t; �) d�; (7.2 )~Tk'(t) = Z 2�0 '(�)Nk(t; �) d� (7.2 d)mit den Kernen2Mk(t; �) = i2H10 (kr(t; �)jz0(�)j; (7.3 a)Lk(t; �) = ik2 fz02(�)[z1(t)� z1(�)℄� z01(�)[z2(t)� z2(�)℄g H11(kr(t; �))r(t; �) ; (7.3 b)L�k(t; �) = � ik2 fz02(t)[z1(t)� z1(�)℄� z01(t)[z2(t)� z2(�)℄g jz0(�)jjz0(t)j H11 (kr(t; �))r(t; �)= jz0(�)jjz0(t)jLk(�; t); (7.3 )1Als vereinfahte Shreibweise wird dabei '(t) = '(z(t)) verwendet.2Vergleihe [3, 3.5℄ und f�ur ~Tk [13, S.53f℄ oder [33, S.29℄.



7.1 Parametrisierung der Integraloperatoren 51Nk(t; �) = fz02(t)[z1(�)� z1(t)℄� z01(t)[z2(�)� z2(t)℄g�fz02(�)[z1(�)� z1(t)℄� z01(�)[z2(�)� z2(t)℄g� 1jz0(t)j[r(t; �)℄4 � ik22 H10 (kr(t; �))[r(t; �)℄2 � ikH11 (kr(t; �))r(t; �) + 2��+z01(t)z01(�) + z02(t)z02(�)jz0(t)j[r(t; �)℄2 � ik2 H11 (kr(t; �))r(t; �)� 1�� : (7.3 d)Es sollen nun die logarithmishen Singularit�aten abgespalten werden. Man benutzthierf�ur H10 (z) = 2i� ln(z=2)J0(z) + :::, H11 (z) = 2i� ln(z=2)J1(z) + ::: und ln(z=2) =ln� kr(t;�)4j sin((t��)=2)j� + 12 ln �4 sin2 t��2 � f�ur z = kr(t; �), wobei in dem ersten Summandendie Nullstelle von r(:; :) bei t = � kompensiert wird und die 2�-Periodizit�at dieserSumme gesihert ist. Dies f�uhrt auf die folgende ZerlegungMk(t; �) = M1k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � +M2k (t; �); (7.4 a)Lk(t; �) = L1k(t; �) ln�4 sin2 t� �2 � + L2k(t; �); (7.4 b)L�k(t; �) = L�k1(t; �) ln�4 sin2 t� �2 �+ L�k2(t; �); (7.4 )Nk(t; �) = N1k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � +N2k (t; �) (7.4 d)mitM1k (t; �) = � 12�J0(kr(t; �))jz0(�)j; (7.5 a)M2k (t; �) = Mk(t; �)�M1k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � ; (7.5 b)L1k(t; �) = � k2�fz02(�)[z1(t)� z1(�)℄� z01(�)[z2(t)� z2(�)℄gJ1(kr(t; �))r(t; �) ; (7.5 )L2k(t; �) = Lk(t; �)� L1k(t; �) ln�4 sin2 t� �2 � ; (7.5 d)L�k1(t; �) = jz0(�)jjz0(t)jL1k(�; t); (7.5 e)L�k2(t; �) = L�k(t; �)� L�k1(t; �) ln�4 sin2 t� �2 � = jz0(�)jjz0(t)jL2k(�; t); (7.5 f)N1k (t; �) = z02(t)[z1(�)� z1(t)℄� z01(t)[z2(�)� z2(t)℄[r(t; �)℄2�z02(�)[z1(�)� z1(t)℄� z01(�)[z2(�)� z2(t)℄[r(t; �)℄2� 1jz0(t)j ��k22� J0(kr(t; �))[r(t; �)℄2 + k�J1(kr(t; �))[r(t; �)℄�



52 7 Numerishe Behandlung f�ur das zweidimensionale Problem� k2� z01(t)z01(�) + z02(t)z02(�)jz0(t)j[r(t; �)℄ J1(kr(t; �)); (7.5 g)N2k (t; �) = Nk(t; �)�N1k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � (7.5 h)f�ur t 6= � . Bei analytisher Randparametrisierung sind die FunktionenM1k ; M2k ; L1k; L2k;L�k1; L�k2; N1k ; N2k analytish und f�ur die Diagonalelemente giltM1k (t; t) = � 12� jz0(t)j; (7.6 a)M2k (t; t) = jz0(t)j� i2 � CE� � 12� ln�k24 jz0(t)j2�� ; (7.6 b)L1k(t; t) = 0; (7.6 )L2k(t; t) = � 12� z01(t)z002 (t)� z02(t)z001 (t)jz0(t)j2 ; (7.6 d)L�k1(t; t) = 0; (7.6 e)L�k2(t; t) = �L2k(t; t) (7.6 f)N1k (t; t) = � k24� jz0(t)j; (7.6 g)N2k (t; t) = k22 � i2 � CE� � 12� ln�k24 jz0(t)j2� + 12�� jz0(t)j: (7.6 h)Die Integralgleihung (4.20) l�a�t sih nun in der Form(E + A)�(t) = U(t) (7.7)mit �(t) = 0BB� '1(z(t))'2(z(t)) 1(z(t)) 2(z(t)) 1CCA ; U(t) = 20BB� Na(z(t))Nb(z(t))Da(z(t))Db(z(t)) 1CCA (7.8)shreiben, wobei der Integraloperator A dargestellt werden kann alsA�(t) = Z 2�0 K(t; �)�(�) d�; 0 6 t 6 2�;mit einer ZerlegungK(t; �) = K1(t; �) ln�4 sin2 t� �2 �+K2(t; �);wo K1(:; :) und K2(:; :) analytish auf R�R sind, falls dies f�ur die Parametrisierung zzutri�t.



7.2 Nystr�om-Methode 537.2 Nystr�om-MethodeF�ur die Diskretisierung des Problems soll die Nystr�om-Methode angewandt werden,die auf einer direkten Approximation der Integrale durh Quadraturformeln basiert.Dazu werden �aquidistante St�utzstellen tj = �j=n; j = 0; :::; 2n � 1 gew�ahlt und dieQuadraturfomelnZ 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � f(�) d� � 2n�1Xj=0 R(n)j (t)f(tj); 0 6 t 6 2�; (7.9)mit Gewihten3R(n)j (t) := �2�n n�1Xl=1 1l os(l(t� tj))� �n2 os(n(t� tj)); j = 0; :::; 2n� 1 (7.10)und Z 2�0 f(�) d� � �n 2n�1Xj=0 f(tj): (7.11)benutzt, die man durh trigonometrishe Interpolation und anshlie�ende exakte Inte-gration erh�alt. Bei (7.11) handelt es sih um die Trapezregel.Die Integralgleihung (7.7) wird ersetzt durh die approximative GleihungE�(n)(t) + 2n�1Xj=0 nR(n)j (t)K1(t; tj) + �nK2(t; tj)o�(n)(tj) = U(t); 0 6 t 6 2�; (7.12)wobei �(n) die gesuhte N�aherung an die wahre L�osung � ist. Mit �(n)i := �(n)(ti),i = 0; :::; 2n � 1; und der Abk�urzung R(n)ji�jj := R(n)j (ti) f�uhrt dies auf das lineareGleihungssystem4E�(n)i + 2n�1Xj=0 nR(n)ji�jjK1(ti; tj) + �nK2(ti; tj)o�(n)j = U(ti); i = 0; :::; 2n� 1: (7.13)Die auftretenden Gewihte lassen sih dabei gem�a�R(n)l = R(n)l (0) = �2�n n�1Xm=1 1m os ml�n � (�1)l�n2 ; j = 0; :::; 2n� 1berehnen.3Vergleihe etwa [28, (3.31)-(3.35)℄.4Man beahte, da� hier �(n)i aus vier Komponenten �(n)i;k , k = 1; 2; 3; 4 besteht, das Gleihungssy-stem also insgesamt 8n Gleihungen hat.



54 7 Numerishe Behandlung f�ur das zweidimensionale ProblemUmgekehrt liefert f�ur eine L�osung �(n)j , j = 0; :::; 2n�1 von (7.13) die vierkomponentigeFunktion �(n), die durh�(n)(t) := E�1 "U(t)� 2n�1Xj=0 nR(n)ji�jjK1(ti; tj) + �nK2(ti; tj)o�(n)j #de�niert ist, eine L�osung f�ur die Approximationsgleihung (7.12)5.F�ur die Fernfelder in der Darstellung (4.34 a), (4.34 b) erh�alt man in parametrisierterForm und nah Anwedung der Trapezregela1(x̂)= e�i�=4p8�k Z 2�0 fk[x̂1z02(�)� x̂2z01(�)℄�3(�) + i1jz0(�)j�1(�)g e�ik[x̂1z1(�)+x̂2z2(�)℄ d�� e�i�=4p8�k �n 2n�1Xj=0 nk[x̂1z02(tj)� x̂2z01(tj)℄�(n)j;3 + i1jz0(tj)j�(n)j;1o e�ik[x̂1z1(tj)+x̂2z2(tj)℄;(7.14 a)b1(x̂)= e�i�=4p8�k Z 2�0 fk[x̂1z02(�)� x̂2z01(�)℄�4(�) + i2jz0(�)j�2(�)g e�ik[x̂1z1(�)+x̂2z2(�)℄ d�� e�i�=4p8�k �n 2n�1Xj=0 nk[x̂1z02(tj)� x̂2z01(tj)℄�(n)j;4 + i2jz0(tj)j�(n)j;2o e�ik[x̂1z1(tj)+x̂2z2(tj)℄:(7.14 b)Damit ist das Problem der n�aherungsweisen Berehnung der Fernfelder auf das L�osendes linearen Gleihungssystems (7.13) zur�ukgef�uhrt.7.3 Diskussion der KonvergenzF�ur die hier durhgef�uhrte numerishe Behandlung soll die eindeutige L�osbarkeit von(4.20) vorausgesetzt werden, d.h. die Bedingung (4.25) sei erf�ullt. Die Eigenshaft,da� genau eine L�osung existiert, �ubertr�agt sih unmittelbar auf das parametrisierteIntegralgleihungssystem (7.7).Mit den Resultaten aus [22℄, insbesondere der Kapitel 10 und 12, kann gezeigt werden,da� f�ur hinreihend gro�es n das lineare Gleihungssystem (7.13) und damit die Appro-ximationsgleihung (7.12) eindeutig l�osbar sind. Ferner konvergiert die approximativeL�osung �(n) f�ur n!1 gleihm�a�ig gegen die L�osung � des Integralgleihungssystems,wobei sih die Konvergenzordnung der Quadraturen (7.9), (7.11) vererbt6.5Vergleihe [22, Th. 12.7℄.6Siehe speziell [22, (10.7)℄.



7.4 Numerishe Testbeispiele 55Die Fehler bei den Quadraturformeln (7.9), (7.11) fallen bei analytishem f exponen-tiell bei wahsender St�utzstellenzahl 2n. Es gilt genauer, da� der Fehler die OrdnungO(exp(�na)) hat, wenn sih f analytish in einen Streifen R� (�a; a) � C fortsetzenl�a�t. Man vergleihe hierzu [26, Th. 9.28℄.Ist der Rand analytish, so gilt dies auh f�ur die rehte Seite U der Integralgleihung.Die Kerne K1 und K2 sind dann analytish, so da� die Quadraturformeln exponentiellkonvergieren und auh insgesamt f�ur die L�osung der Integralgleihung exponentielleKonvergenz vorliegt. Das hei�t, es existieren positive Konstanten C und a mitk�(n) � �k 6 Ce�naf�ur alle n 2 N. Eine analoge Beziehung gilt auh f�ur die approximierten Fernfelder,was sih darin �au�ern sollte, da� eine Verdopplung der Knotenzahl 2n auh zu einerVerdopplung der Anzahl der korrekten Zi�ern in der L�osung f�uhrt.7.4 Numerishe TestbeispieleDas beshriebene numerishe Verfahren soll f�ur vershiedene Beispiele getestet werden.Betrahtet werden dazu spezielle Gebiete im R2, die Ellipse mit Parametrisierungz(t) = �Æ os tsin t �;der Drahen mitz(t) = �os t + 0:65 os(2t)� 0:651:5 sin t �;und die Erdnu� mitz(t) = pos2 t+ 0:25 sin2 t�os tsin t�:



56 7 Numerishe Behandlung f�ur das zweidimensionale ProblemRandwertproblemUm die Korrektheit des implementierten Algorithmus zu testen, wird dieser auf Rand-wertprobleme angewendet, deren L�osungen exakt bekannt sind. Genauer werden, wieim folgenden angegeben, L�osungen im Innen- und Au�engebiet vorgegeben und diedadurh gem�a� (2.11 a)- (2.11 d) erkl�arten Gr�o�en Na; Nb; Da; Db als Input-Daten f�urdas Programm verwendet. Dabei werden die Untersuhungen zu vershiedenen Gebie-ten und willk�urlih gew�ahlten Parametern durhgef�uhrt.Es sei x0 2 D. Die Feldera0(x) = l1J0(�Ajx� x0j); b0(x) = l2J0(�Bjx� x0j); x 2 D;a(x) = l3H10 (kjx� x0j); b(x) = l4H10 (kjx� x0j); x 2 R2 n �Dsind L�osungen des Randwertproblems (2.9 a) - (2.11 d) mit RandwertenNa(x) = ��A �l1J1(�Ajx� x0j)� l3H11 (kjx� x0j)	 �(x)(x � x0)jx� x0j ;Nb(x) = ��B �l2J1(�Bjx� x0j)� l4H11 (kjx� x0j)	 �(x)(x � x0)jx� x0j ;Da(x) = l1J0(�Ajx� x0j)� (l3�+ + l4��)H10 (kjx� x0j);Db(x) = l2J0(�Bjx� x0j)� (l3�� + l4�+)H10 (kjx� x0j)auf �D. Diese sind in parametrisierter Form durh2Na(t) = �2�A �l1J1(�Ajz(t)� x0j)� l3H11 (kjz(t)� x0j)	 � z02(t)�z01(t)� � (z(t)� x0)jz(t)� x0jjz0(t)j ;2Nb(t) = �2�B �l2J1(�Bjz(t)� x0j)� l4H11 (kjz(t)� x0j)	 � z02(t)�z01(t)� � (z(t)� x0)jz(t)� x0jjz0(t)j ;2Da(x) = 2l1J0(�Ajz(t)� x0j)� 2(l3�+ + l4��)H10 (kjz(t)� x0j);2Db(x) = 2l2J0(�Bjz(t)� x0j)� 2(l3�� + l4�+)H10 (kjz(t)� x0j)gegeben. Aufgrund des asymptotishen Verhaltens7 der Hankelfunktion gilt f�ur x0 = 0a1(x̂) = l3r 2�k e�i�=4; b1(x̂) = l4r 2�k e�i�=4:Bei einem numerishen Experiment mit l1 = 1+i, l2 = 3, l3 = 1, l4 = 2, " = � = ! = 1,"0 = 1:4, �0 = 1:2, � = 0:1 (; k = 1:0; k0 = 1:296) ergibt sih bei St�utzstellenzahl2n = 32 und einer Wahl 1 = m1 = 1, 2 = m2 = 2 im Potentialansatz7Vergleihe [3, (3.59)℄.



7.4 Numerishe Testbeispiele 57Fehler Rea1(1; 0)> Im a1(1; 0)> Reb1(1; 0)>) Imb1(1; 0)>Kreis | | | |Ellipse 4.5 e -9 3.8 e -9 1.2 e -8 6.0 e -9Erdnu� 3.7 e -4 2.6 e -4 1.9 e -3 9.7 e -4Drahen 1.6 e -7 5.7 e -7 2.4 e -7 1.1 e -7Fehler Rea1(0; 1)> Im a1(0; 1)> Reb1(0; 1)>) Imb1(0; 1)>Kreis | | | |Ellipse 7.5 e -10 1.7 e -10 5.0 e -10 3.5 e -9Erdnu� 7.0 e -5 6.4 e -6 2.1 e -3 5.7 e -4Drahen 3.7 e -7 2.6 e -7 7.9 e -7 3.9 e -7wobei die korrekten Werte (auf 22 Stellen genau)a1(x̂) = 0:5641895835477562869481 (1� i);b1(x̂) = 1:1283791670955125738962 (1� i)unabh�angig von der Beobahtungsrihtung x̂ und dem entsprehenden Gebiet sind undbeim Kreis bis auf 16 Stellen genau auh erzielt werden.Zur Konvergenz ergibt sih beim Drahen folgendes Resultat (mit gleiher Parameter-wahl wie eben, aber untershiedlihen Werten f�ur n)Fehler Rea1(1; 0)> Ima1(1; 0)> Reb1(1; 0)>) Imb1(1; 0)>4 7.6 e -2 2.2 e -2 1.9 e -1 4.9 e -28 5.9 e -4 1.3 e -3 9.1 e -5 1.6 e -416 1.6 e -7 5.7 e -7 2.3 e -7 1.1 e -732 1.6 e -13 3.3 e -13 4.1 e -12 3.4 e -1264 | | | |wobei Fehler der Gr�o�enordnung 10�16 und kleiner niht mehr angegeben sind.Bei der Erdnu� oder auh bei gr�o�eren Wellenzahlen lassen sih shlehtere Resultatebeobahten. So erh�alt man f�ur die Ellipse mit l1 = 1 + i, l2 = 3, l3 = 1, l4 = 1," = � = 1, ! = 5, (; k = 5), "0 = 1:4, �0 = 1:2, � = 0:1, 1 = m1 = 1, 2 = m2 = 2als exakte L�osung a1 = b1 = 0:25231325220201600482(1� i)und im numerishen Experiment



58 7 Numerishe Behandlung f�ur das zweidimensionale ProblemFehler Rea1(1; 0)> Ima1(1; 0)> Reb1(1; 0)>) Imb1(1; 0)>8 2.2 e -2 1.3 e -1 2.3 e -1 1.0 e -116 3.5 e -2 2.5 e -2 1.7 e -1 3.5 e -132 1.2 e -4 1.9 e -4 4.2 e -3 1.2 e -464 4.1 e -12 5.1 e -12 2.3 e -11 1.3 e -10128 | | 7.8 e -15 1.3 e -15StreuproblemHier wird der Algorithmus f�ur das eigentlihe, auh f�ur die inverse Fragestellung inter-essante, Streuproblem numerish getestet.F�ur den Drahen erh�alt man f�ur" = 1:0; "0 = 1:4; � = 1:0; �0 = 1:2; ! = 1:0; � = 0:1und Einfallsrihtung �01� bei vershiedenen Diskretisierungen und Beobahtungsrih-tungen x̂ im transversalmagnetishen Fallx̂ n a1(x̂) b1(x̂)�10� 8 �0:13359043238065+ 0:04300119234498 i �0:42209550809467� 0:02735122520861 i16 �0:13364771237597+ 0:04296288391846 i �0:42219122854833� 0:02755767553683 i32 �0:13364766443120+ 0:04296288826471 i �0:42219137770142� 0:02755782251173 i64 �0:13364766443424+ 0:04296288826123 i �0:42219137771110� 0:02755782252817 i128 �0:13364766443424+ 0:04296288826123 i �0:42219137771110� 0:02755782252817 i256 �0:13364766443424+ 0:04296288826123 i �0:42219137771111� 0:02755782252817 ip22 �11� 8 �0:23210748222796+ 0:09231324807461 i �0:90543842819382+ 0:09776172021991 i16 �0:23219454900381+ 0:09228216893244 i �0:90555284175777+ 0:09757240721812 i32 �0:23219443179846+ 0:09228223731314 i �0:90555277272083+ 0:09757287290924 i64 �0:23219443179970+ 0:09228223731215 i �0:90555277272309+ 0:09757287291275 i128 �0:23219443179970+ 0:09228223731215 i �0:90555277272309+ 0:09757287291275 i256 �0:23219443179970+ 0:09228223731215 i �0:90555277272309+ 0:09757287291275 i�01� 8 �0:24127294209982+ 0:17877587247742 i �1:06663337461236+ 0:42015140732797 i16 �0:24131853563047+ 0:17883584743138 i �1:06659699796002+ 0:42016866267815 i32 �0:24131845358299+ 0:17883570955156 i �1:06659680716968+ 0:42016844349451 i64 �0:24131845358251+ 0:17883570954974 i �1:06659680715732+ 0:42016844349046 i128 �0:24131845358251+ 0:17883570954974 i �1:06659680715732+ 0:42016844349046 i256 �0:24131845358251+ 0:17883570954974 i �1:06659680715732+ 0:42016844349046 ip22 ��11 � 8 �0:16740124955170+ 0:18461496635031 i �0:76721516217778+ 0:47044227584829 i16 �0:16734396626029+ 0:18468741909176 i �0:76689476415258+ 0:47042973671511 i32 �0:16734411325381+ 0:18468736023272 i �0:76689548555535+ 0:47042980306522 i64 �0:16734411325404+ 0:18468736023464 i �0:76689548555261+ 0:47042980307000 i128 �0:16734411325404+ 0:18468736023464 i �0:76689548555261+ 0:47042980307000 i256 �0:16734411325404+ 0:18468736023464 i �0:76689548555261+ 0:47042980307001 i��10 � 8 �0:11413641100608+ 0:08841548645313 i �0:41178385174998+ 0:15019031528010 i16 �0:11408666633912+ 0:08843467674538 i �0:41153277571356+ 0:15023063483991 i



7.4 Numerishe Testbeispiele 5932 �0:11408666704600+ 0:08843477024973 i �0:41153315635196+ 0:15023086465573 i64 �0:11408666704197+ 0:08843477025360 i �0:41153315634037+ 0:15023086466927 i128 �0:11408666704197+ 0:08843477025360 i �0:41153315634037+ 0:15023086466927 i256 �0:11408666704197+ 0:08843477025360 i �0:41153315634037+ 0:15023086466927 ip22 ��1�1� 8 �0:06993035625994� 0:00494886385149 i �0:15519523173526� 0:06381113465812 i16 �0:06992542474012� 0:00495922623701 i �0:15531063576943� 0:06382045778201 i32 �0:06992536513686� 0:00495915722265 i �0:15531018795742� 0:06382061995945 i64 �0:06992536513546� 0:00495915722025 i �0:15531018794952� 0:06382061995603 i128 �0:06992536513546� 0:00495915722025 i �0:15531018794952� 0:06382061995603 i256 �0:06992536513546� 0:00495915722025 i �0:15531018794952� 0:06382061995603 i� 0�1� 8 �0:02621322352421� 0:01126888257812 i �0:04087073023185� 0:08400502197927 i16 �0:02619918794183� 0:01127817117549 i �0:04091616821299� 0:08414929250476 i32 �0:02619922602963� 0:01127816256067 i �0:04091588975363� 0:08414918484102 i64 �0:02619922603066� 0:01127816256089 i �0:04091588974892� 0:08414918484261 i128 �0:02619922603065� 0:01127816256089 i �0:04091588974892� 0:08414918484261 i256 �0:02619922603065� 0:01127816256089 i �0:04091588974892� 0:08414918484261 ip22 � 1�1� 8 �0:04652035183988+ 0:02407370530639 i �0:09528794117985� 0:04971162443640 i16 �0:04652686944515+ 0:02408672234876 i �0:09530033643502� 0:04976490698984 i32 �0:04652687150631+ 0:02408662185549 i �0:09530028238565� 0:04976526574971 i64 �0:04652687150802+ 0:02408662185328 i �0:09530028238598� 0:04976526576056 i128 �0:04652687150802+ 0:02408662185328 i �0:09530028238598� 0:04976526576056 i256 �0:04652687150802+ 0:02408662185328 i �0:09530028238598� 0:04976526576056 iEs soll au�erdem die Abh�angigkeit vom Parameter � untersuht werden, dazu werdenan dieser Stelle niht die Felder a1, b1, sondern e1, h1 betrahtet.Die folgenden Daten sind beim (TM) f�ur" = 1:0; "0 = 1:4; � = 1:0; �0 = 1:2; ! = 1:5;und Einfallsrihtung �01�, Beobahtungsrihtung x̂ = �10�, sowie n = 32 bestimmt wor-den. � e1(x̂) h1(x̂)10�1 �0:2077081450� 0:1297778411 i 0:2200993387� 0:0919987716 i10�2 �0:2988333988 + 0:0262107796 i 0:0194877287� 0:0179263846 i10�3 �0:2994275566 + 0:0278939744 i 0:0019452908� 0:0018005373 i10�4 �0:2994334682 + 0:0279108150 i 0:0001945256� 0:0001800616 i10�5 �0:2994335273 + 0:0279109834 i 0:0000194526� 0:0000180062 i10�6 �0:2994335279 + 0:0279109851 i 0:0000019453� 0:0000018006 i10�7 �0:2994335279 + 0:0279109851 i 0:0000001945� 0:0000001801 i0 �0:2994335279 + 0:0279109851 i 0:0000000000� 0:0000000000 iMan erkennt also, da� erwartungsgem�a� f�ur � ! 0 das (TM) zu einem reinen elek-trishen Problem wird, die Kopplung sih also immer mehr abshw�aht. Eine analogeBeobahtung l�a�t sih f�ur das (TE) mahen.



60 8 Eindeutigkeit des inversen Streuproblems
Teil II Inverses StreuproblemIn diesem Teil soll das inverse Streuproblem behandelt werden. Es sind mehrere inverseFragestellungen, wie die nah der Ermittlung der Gestalt oder einzelner physikalisherGr�o�en (Chiralit�at, Permeabilit�at, Dielektrizit�at) im Inneren des Streuk�orpers, denk-bar, wobei man geeignete Daten im Au�enraum, die durh Messungen ermittelt werdenk�onnen, zur Verf�ugung hat.Hier soll die Frage nah der Gestalt des Streuk�orpers unter Kenntnis der physikalishenParameter behandelt werden. Als Daten stehen Fernfelder zu gestreuten Feldern beiaus untershiedlihen Rihtungen einfallenden ebenen Wellen zur Verf�ugung.Es werden sowohl das Problem der Eindeutigkeit dieser Aufgabe als auh seine nume-rishe L�osung untersuht.8 Eindeutigkeit des inversen Streupro-blemsIn diesem Abshnitt wird die Eindeutigkeit des Streugebietes unter geeigneten Voraus-setzungen gezeigt. Zun�ahst wird ein Hilfsresultat bewiesen, das sowohl f�ur den zwei-als auh den dreidimensionalen Fall G�ultigkeit hat. Dann wird der Beweis f�ur denzweidimensionalen Fall gef�uhrt.Der Beweis f�ur das dreidimensionale Problem ist leider niht gelungen, da eine L�ukeim Beweis niht geshlossen werden konnte. Es wurde, wie es hier f�ur die zweidimen-sionale Aufgabe beshrieben wird oder sih auh in [15℄, [7℄, [8℄ �ndet, versuht, einenWiderspruh zur Existenz zweier vershiedener K�orper mit identishen Fernfelddatenzu erzeugen, indem man eine Punktquelle gegen den Rand des einen Streuk�orpersstreben l�a�t und die Wohlgestelltheit des Problems bez�uglih des anderen ausnutzt.Dabei tritt bei Transmissionsproblemen die Shwierigkeit auf, die auftretende Singu-larit�at im inneren geeignet zu harakterisieren. Dabei maht man von Eigenshaftender Abbildung von Dirihlet- nah Neumann-Daten, oder umgekehrt, beziehungsweisebei elektromagnetishen Problemen von elektrishen nah magnetishen Randdaten,oder umgekehrt, entsprehender innerer Aufgaben Gebrauh. F�ur die hier auftretendeinnere Aufgabe mit rotE0 � ik02H0 = k202�E0, rotH0 + ik02E0 = k202�H0 mitChiralit�at ist dies allerdings niht gelungen.



8.1 Hilfss�atze 618.1 Hilfss�atzeF�ur den Beweis des Eindeutigkeitssatzes ben�otigt man die Approximation von sin-gul�aren Quellen durh einfallende ebene Wellen. Dazu verwendet man folgenden Hilfs-satz.Lemma 8.1 Es sei D ein beshr�anktes Gebiet im Rm, m = 2; 3, mit C2-glattem Rand,so da� Rm n �D zusammenh�angend ist. Weiter sei u 2 C2(D) \ C1( �D) L�osung derHelmholtzgleihung 4u+ �2u = 0. Es bezeihnenV := span �ui(:; d) j d 2 
	den Raum, der von den ebenen Wellen ui(x; d) = ei�x�d aufgespannt wird, und Q ei-ne beliebige kompakte Teilmenge von D. Dann gibt es eine Folge (vn) � V mit derEigenshaft kD�vn �D�ukC(Q) ! 0; n!1f�ur alle Multiindizes � 2 Nm0 , wobei D� den Di�erentialoperator�j�j�x�11 �x�22 f�ur m = 2 bzw. �j�j�x�11 �x�22 �x�33 f�ur m = 3bezeihnet.Beweis Der Beweis �ndet sih in [15, Lemma 3.2℄, hier sollen nur die wesentlihenShritte dargestellt werden. Als erstes wird die Vollst�andigkeit der MengeH := ��ui(:; d)�� � iui(:; d) j d 2 
�in L2(�D) gezeigt. Sei ' 2 L2(�D) so, da� R�D �'(y)n�ui(y;d)��(y) � iui(y; d)o ds(y) = 0 f�uralle d 2 
 gilt. Dieses Integral ist gerade das Fernfeld zum gemishten Einfah- undDoppelshihtpotential v(x) := R�D �'(y)n���(x;y)��(y) � i��(x; y)o ds(y), x 2 Rm n �D. We-gen des Rellih-Lemmas vershwindet v in Rm n �D. Mittels der L2-Sprungbeziehungen,der Invertierbarkeit von I +K�� iS� und zweimaliger Anwendung der FredholmshenAlternative kann auf ' = 0 geshlossen werden, womit die Vollst�andigkeit von H inL2(�D) gezeigt ist.Es existiert dann eine Folge (vn) � V mit�vn�� � ivn � �u�� + iuL2(�D) ! 0; n!1:



62 8 Eindeutigkeit des inversen StreuproblemsMan de�niert eine Folge wn(x) := R�D  n(y)��(x; y) d s(y), x 2 D; von Einfah-shihtpotentialen, wobei die Dihten  n 2 C(�D) L�osungen der Integralgleihung n+K�� n� iS� n = 2fn mit fn := �vn�� � ivn� �u�� + iu sind. Aus der Eindeutigkeit desImpedanzproblems ergibt sih wn = vn�u. Daraus folgt mit der Cauhy-ShwarzshenUngleihungkD�vn �D�ukC(Q) = kD�wnkC(Q)6 supx2Q Z�D 2 ��((I +K�� � iS�)�1fn)(y)�� jD��k(x; y)j ds(y)6 kD���(:; :)kC(Q��D) j�Dj1=2 (I +K�� � iS�)�1fnL2(�D) ! 0; n!1;wobei die Beshr�anktheit von (I+K��� iS�)�1 in L2(�D) und kfnkL2(�D) ! 0; n!1ausgenutzt werden. q. e. d.8.2 Eindeutigkeit beim zweidimensionalen Pro-blemF�ur die Untersuhung der Eindeutigkeit wird hier das transversalmagnetishe Streupro-blem (TM) (5.6 a), (5.7) in der Bohrenshen Zerlegung untersuht, wobei im folgendendie Abh�angigkeit der betrahteten Felder von der Einfallsrihtung d 2 
 := fz 2R2 j jzj = 1g als zweites Argument gekennzeihnet wird, so da� ai(x; d) = bi(x; d) =ik(�0=�)1=2eikx�d die einfallenden Felder sind.Weiter wird o.B.d.A. vorausgesetzt, da� die inneren Permeabilit�aten �0 f�ur alleStreuk�orper �ubereinstimmen. Dies l�a�t sih durh eine Ersetzung aller auftretenderFelder uj durh (�0;j)�1=2uj aufgrund der Linearit�at des Streuproblems erreihen, da-bei bezeihnet j die Abh�angigkeit vom entsprehenden Streugebiet Dj. Hierdurh wirddie durh die Bohrenshe Zerlegung (2.8) k�unstlih eingef�uhrte zus�atzlihe Abh�angig-keit der einfallenden Wellen von �0 wieder "entfernt\. Man beahte dabei, da� nah(5.4) f�ur das (TM) hi = 0 gilt, die durh (2.8) auftretende Abh�angigkeit von "0 alsoniht vorhanden ist.Die gleihen Shl�usse sind auh f�ur das transversalelektrishe Streuproblem durhf�uhr-bar. Will man dort die Beweise analog nahvollziehen, ist o.B.d.A. die �Ubereinstim-mung der inneren Dielektrizit�aten "0 vorauszusetzen.Desweiteren sei in den betrahteten H�oldernormen � eine positive Konstante eht klei-ner als eins. Diese Voraussetzung ist erforderlih, um sp�ater einen Widerspruh zwi-shen (8.9 a), (8.9 b) und (8.10) zu erhalten.



8.2 Eindeutigkeit beim zweidimensionalen Problem 63Lemma 8.2 Es seien D1 und D2 zwei Streugebiete und G die unbeshr�ankte Kompo-nente von R2 n � �D1 [ �D2�. Weiter seien a1;1(:; d), b1;1(:; d) bzw. a1;2(:; d), b1;2(:; d)die Fernfelder der zu D1 bzw. D2 geh�origen Streuprobleme bei einfallenden Wellenai(:; d), bi(:; d), d 2 
. Aus a1;1(x̂; d) = a1;2(x̂; d) und b1;1(x̂; d) = b1;2(x̂; d) f�ur allex̂ 2 
 folgt dannas1(x; d) = as2(x; d); bs1(x; d) = bs2(x; d); x 2 G:Beweis Wegen des Rellih-Lemmas impliziert das Vershwinden von a1;1(x̂; d) �a1;2(x̂; d); x̂ 2 
, da� auh as1(x; d) � as2(x; d); x 2 G; vershwindet, das analoge Re-sultat gilt f�ur die b�Felder. q. e. d.Lemma 8.3 Es seien die Bezeihnungen wie im vorangegangenen Lemma, es seix� 2 G. Die Streuk�orper D1 und D2 seien derart, da�(bei fester Wellenzahl k) f�ur alle Einfallsrihtungen dieFernfelder �ubereinstimmen, das hei�t f�ur alle d 2 
 gilta1;1(:; d) = a1;2(:; d);b1;1(:; d) = b1;2(:; d): D D2
1

G

x*+F�ur gegebenes x� 2 G seien a�j ;b�j ; a�0;j;b�0;j, j = 1; 2, L�osungen des Streuproblems mitsingul�arer Quelle ai = bi = u(:; x�) := ik(�0=�)1=2�(:; x�), also�a�0;j;b�0;j; a�j ;b�j�> = LBsj (u(:; x�); u(:; x�))> ;wobei der Index j = 1; 2 am gem�a� (5.8) de�nierten Operator LBs die Abh�angigkeitvom Gebiet Dj einshlie�lih der inneren Paramter �A;j, �B;j, �+;j, ��;j kennzeihnet.Dann gelten in G die �Ubereinstimmungena�1 = a�2 und b�1 = b�2:Beweis Man w�ahlt ein C2-glattes Gebiet D so, da� R2 n D zusammenh�angend istund �D1 [ �D2 � D sowie x� 2 R2 n �D gilt. Es existiertnah Lemma 8.1 eine Folge (uin)n2N � V mituin ! u(:; x�)f�ur n!1 gleihm�a�ig auf �D1 [ �D2 als kompakter Teil-menge von D. Da die uin Linearkombinationen ebenerWellen sind, stimmen die zugeh�origen Streufelder von
D D2

+

1

D

x*�a0;j;n;b0;j;n; asj;n;bsj;n�> = LBs �uin; uin�>



64 8 Eindeutigkeit des inversen Streuproblemsf�ur j = 1 beziehungsweise j = 2 und alle n 2 N nah Lemma 8.2 auf G �uberein.Wegen der korrekten Gestelltheit des Problems und der gleihm�a�igen Konvergenz derRandwerte auf �Dj , j = 1; 2, giltasj;n ! a�j ; bsj;n ! b�j ; n!1gleihm�a�ig auf kompakten Teilmengen von G. Da dort as1;n = as2;n und bs1;n = bs2;n f�uralle n 2 N gilt, folgt die Behauptung. q. e. d.Satz 8.4 Es seien D1 und D2 zwei Streugebiete, so da� die Fernfelder des zugeh�origenStreuproblems bei fester Wellenzahl und allen Einfallsrihtungen einfallender ebenerWellen �ubereinstimmen. Weiter sei vorausgesetzt, da� eine der Bedingungen �A 6= k�oder �B 6= k� erf�ullt ist.1 Dann gilt D1 = D2.Beweis Angenommen es gilt D1 6= D2. Dann existiert ohne Beshr�ankung derAllgemeinheit ein Punkt x0 2 �G mit x0 2 �D1 undx0 =2 �D2. Es sei h > 0 so gew�ahlt, da� die Folgexn := x0 + hn�(x0); n = 1; 2; ::: (8.1)in G enthalten ist und f�ur die abgeshlossene Kreis-sheibe B := f x 2 R2 j jx� x0j 6 h g die Beziehung
D D2

1

0x
x1

h

G

BB \ �D2 = ; gilt. Au�erdem gelte f�ur ein R > h, da� f�ur BR := fx 2 R2 j jx� x0j 6 Rgder Durhshnitt D1 \ BR eine zusammenh�angende Teilmenge von D1 ist.Betrahtet man die L�osungen asj;n;bsj;n; a0;j;n;b0;j;n; zu den beiden Streuk�orpern Dj;j = 1; 2; mit den Quellenain = bin = u(:; xn) = ik(�0=�)1=2�k(:; xn); n 2 N;so gilt nah Lemma 8.3as1;n��G = as2;n��G =: asn; bs1;n��G = bs2;n��G =: bsnf�ur alle n 2 N. Wegen B \ �D2 = ; gilt f�ur die rehten Seiten gem�a� (5.7)Da;n := �+;2ain + ��;2bin; Na;n := �A;2k �ain�� ;Db;n := ��;2ain + �+;2bin; Nb;n := �B;2k �bin��1W�are keine dieser beiden Bedingungen erf�ullt, so folgte aus �Ak = �Bk = � wegen (1.4), (2.3),(2.12), da� � vershwindet und � mit �0 �ubereinstimmt, so da� es sih niht um ein "ehtes\ Trans-missionsproblem handelt.Im transversalelektrishen Fall ist �Ak 6= ��1 oder �Bk 6= ��1 zu fordern. Die Annahme des Gegenteilsf�uhrt dort auf � = 0, " = "0.



8.2 Eindeutigkeit beim zweidimensionalen Problem 65die UngleihungkDa;nkC1;�(�D2) + kDb;nkC1;�(�D2) + kNa;nkC0;�(�D2) + kNb;nkC0;�(�D2) 6 1; n = 1; 2; :::;mit einer geeigneten Konstanten 1, woraus mit der korrekten Gestelltheit (4.28) desdirekten ProblemskasnkC1;�(G\B) + kbsnkC1;�(G\B) 6 2; n = 1; 2; :::; (8.2)folgt.Man untersuht nun das Streuproblem bez�uglih D1 { der Index 1 wird im folgendenweggelassen.2 Mit dem Ziel, das singul�are Verhalten im Inneren n�aher zu harakteri-sieren, werden modi�zierte rehte Seiten~Da;n = Da;n � s��A(:; xn); ~Na;n = Na;n � s���A (:;xn)�� ;~Db;n = Db;n � t��A(:; xn); ~Nb;n = Nb;n � t���A (:;xn)��mit noh frei zu w�ahlenden Parametern s; t 2 C betrahtet. Diese f�uhren auf dieL�osungen ~asn = asn; ~a0;n = a0;n � s��A(:; xn);~bsn = bsn; ~b0;n = b0;n � t��B(:; xn):W�ahlt man s = t = ik�(�0=�)1=2; (8.3)so folgt ~Da;n = ik�(�0=�)1=2 f�k(:; xn)� ��A(:; xn)g ;~Db;n = ik�(�0=�)1=2 f�k(:; xn)� ��B(:; xn)g ;~Na;n = i(�0=�)1=2��A��k(:; xn)�� � k� ���A(:; xn)�� � ; (8.4 a)~Nb;n = i(�0=�)1=2��B��k(:; xn)�� � k� ���B(:; xn)�� � : (8.4 b)Die Di�erenzen �k(:; xn) � ��A(:; xn), �k(:; xn) � ��B(:; xn) sind gleihm�a�ig f�ur allen 2 N an der Stelle x0 beshr�ankt, ~Na;n, ~Nb;n besitzen dort Singularit�aten der Ordnungn, wie noh n�aher ausgef�uhrt werden wird.Eine alternative Beweis-Variante, in der durh andere Wahl von s und t eine Singula-rit�at bei den Dirihlet-Werten auftritt, ist im Anhang A.2 zu �nden.2Man beahte, da� insbesondere auh �A, �B, �, �� zu den Gr�o�en "0;1, �0;1, �1 de�niert sind.



66 8 Eindeutigkeit des inversen StreuproblemsNah dem modi�zierten Wohlgestelltheitsresultat (4.33) gilt f�ur ein hinreihend kleinesr > 0 und Kreise Br, Br=2 um x0 mit Radien r bzw. r=2 die Absh�atzungk~a0;nkC1;�( �DnBr) + k~b0;nkC1;�( �DnBr)6 nk ~Na;nkC0;�(�DnBr=2) + k ~Nb;nkC0;�(�DnBr=2)+k ~Da;nkC1;�(�DnBr=2) + k ~Db;nkC1;�(�DnBr=2)+k ~Na;nkL2(�D) + k ~Nb;nkL2(�D) + k ~Da;nkL2(�D) + k ~Db;nkL2(�D)o : (8.5)Dabei sind die auftretenden H�oldernormen auf �D n Br=2 gleihm�a�ig f�ur alle n 2 Nbeshr�ankt, ebenso die L2-Normen von ~Da;n, ~Db;n. F�ur die verbleibenden zwei Termeerh�alt man aufgrund der Singularit�at der Ordnung n nah dem nahfolgenden Lemma8.5 a) eine Absh�atzungk ~Na;nkL2(�D) + k ~Nb;nkL2(�D) 6 03n1=2;so da� insgesamtk~a0;nkC1;�( �DnBr) + k~b0;nkC1;�( �DnBr) 6 3n1=2; n = 1; 2; ::: (8.6)mit einer geeigneten Konstanten 3 gilt.Man w�ahlt nun ein hinreihend kleines, C2-glattes Ge-biet D̂ � D so, da� �2A, �2B keine Dirihlet-Eigenwertevon �4 sind und f�ur � := �D \ �D̂ die Bedingungenx0 2 �, � � B, �(x0) � �(y) > 12 8y 2 � erf�ullt sind.Weiter sei r so, da� �D̂ n � � �D nBr.3Mit [8, Lemma 3.2℄ folgt dann f�ur x0 2 �0 � �,dist(�0; �D̂ n �) > 0 die Existenz einer Konstanten 04,so da� D

r

Γ

D

0
x

^B

Br�~a0;n�� C0;�(�0) 6 04 nk~a0;nkC1;�(�) + k~a0;nkC(�D̂)o ;�~b0;n�� C0;�(�0) 6 04 nk~b0;nkC1;�(�) + k~b0;nkC(�D̂)o ;beziehungsweise einer Konstanten 4, so da��~a0;n�� C0;�(�0) 6 4 nk~a0;nkC1;�(�) + k~a0;nkC(�D̂n�)o ;�~b0;n�� C0;�(�0) 6 4 nk~b0;nkC1;�(�) + k~b0;nkC(�D̂n�)o (8.7)3Die Existenz von D̂ und passendem � wird durh Lemma 3.26 beziehungsweise Formel (2.11) in[2℄ gesihert.Wollte man etwas genauer sein, so m�u�ten erst nah dieser Wahl von r die Beziehungen (8.5) und(8.6) hergeleitet werden.



8.2 Eindeutigkeit beim zweidimensionalen Problem 67gilt. Auf � � �D ist~a0;n = �+asn + ��bsn + ik�(�0=�)1=2 f�k(:; xn)� ��A(:; xn)g ;~b0;n = ��asn + �+bsn + ik�(�0=�)1=2 f�k(:; xn)� ��B(:; xn)g ;woraus mit Hilfe von (8.2) und Lemma 8.5 b)k~a0;nkC1;�(�) 6 (j�+j+ j��j)2 + jk�(�0� )1=2j k�k(:; xn)� ��A(:; xn)kC1;�(�) 6 5n�;k~b0;nkC1;�(�) 6 (j�+j+ j��j)2 + jk�(�0� )1=2j k�k(:; xn)� ��B(:; xn)kC1;�(�) 6 5n�(8.8)mit einer geeigneten Konstanten 5 folgt.Die Beziehungen ~Na;n = �~a0;n�� � �Ak �asn�� und ~Nb;n = �~b0;n�� � �Bk �bsn�� ergeben mit derDreieksungleihung in Kombination mit den Absh�atzungen (8.6), (8.7), (8.8) f�ur denersten Summanden und (8.2) f�ur den zweiten die Ungleihungenk ~Na;nkC0;�(�0) 6 �~a0;n�� C0;�(�0)+ ����Ak ��� �asn�� C0;�(�0) 6 4f5n� + 3n1=2g+ 6; (8.9 a)k ~Nb;nkC0;�(�0) 6 �~b0;n�� C0;�(�0)+ ����Bk ��� �bsn�� C0;�(�0) 6 4f5n� + 3n1=2g+ 6; (8.9 b)wobei 6 = 2maxfj�Ak j; j�Bk jg ist.Andererseits gilt aber���(:; xn)�� C0;�(�0) > j�(x0) � grad��(x0; xn)j= �4 ����H11 (�jx0 � xnj) �(x0) � x0 � xnjx0 � xnj���� = �4 ����H11 ��hn ����� > 07n;da H11 (t) sih bei t = 0 wie t�1 verh�alt.Falls nun �A 6= k� beziehungsweise �B 6= k� erf�ullt ist, so gibt es wegen (8.4 a), (8.4 b)eine Konstante 7 > 0, so da���� ~Na;n(x0)��� > 7n bzw. ��� ~Nb;n(x0)��� > 7n (8.10)gilt. Dies steht aber im Widerspruh zu (8.9 a) oder (8.9 b).Damit ist die Annahme der Existenz zweier vershiedener Streuk�orper mit gleihenFernfeldern zum Widerspruh gef�uhrt und alles gezeigt. q. e. d.Lemma 8.5 Seien D, � und xn, n 2 N0, wie im vorangegangenen Satz und k; � > 0.Dann gilt



68 8 Eindeutigkeit des inversen Streuproblemsa) ���(:;xn)�� L2(�D) 6 n1=2; n = 1; 2; :::;und b) k��(:; xn)� �k(:; xn)kC1;�(�) 6 n�; n = 1; 2; :::;mit einer geeigneten Konstanten  > 0.Beweisa) Es gilt f�ur n = 1; 2; :::���(:; xn)�� 2L2(�D) = Z�D j�(y) � grad y��(y; xn)j2 ds(y)= Z�D �216 ����H11(�jy � xnj)�(y) � (y � xn)jy � xnj ����2 ds(y)6 Z�D �216 ��H11(�jy � xnj)��2 ds(y)6 1 + 2 Z�D\U(x0) ds(y)jy � xnj2 ;wobei U(x0) = fz(t)jt 2 [�Æ; Æ℄g eine Umgebung von x0 ist, in derjz(t)� xnj2 > 12  t2 + �hn�2!f�ur alle n 2 N gilt. Dabei bezeihnet z(:) die Parametrisierung des Randes nah derBogenl�ange. Solh eine Umgebung existiert wegen der vorausgesetzten C2-Gl�atte von�D.Dann folgtZ�D\U(x0) ds(y)jy � xnj2 6 4 Z Æ�Æ dtt2 + �hn�2 = 4nh �artan nth �Æ�Æ 6 3n:Insgesamt ergibt sih also die Behauptung a).b) Nah der Wahl von � gilt �(x0) � �(y) > 12 f�ur alle y 2 �. Mit geometrishen�Uberlegungen folgt dist(xn;�) > h2n ; n = 1; 2; :::. Weiter giltk��(:; xn)� �k(:; xn)kC1;�(�)6 1 nk��(:; xn)� �k(:; xn)kC(�) + kgrad [��(:; xn)� �k(:; xn)℄kC(�)+ jgrad [��(:; xn)� �k(:; xn)℄j�;�o ;



8.2 Eindeutigkeit beim zweidimensionalen Problem 69wobei die ersten beiden Summanden gleihm�a�ig f�ur alle n 2 N beshr�ankt bleibenund j:j�;� die �-Halbnorm auf � bezeihnet. F�ur diese giltjgrad [��(:; xn)� �k(:; xn)℄j�;�= supy 6=zy;z2� jgrad f[��(y; xn)� �k(y; xn)℄� [��(z; xn)� �k(z; xn)℄gjjy � zj�6 � h4n�1�� supx2Sn jgrad grad [��(x; xn)� �k(x; xn)℄j+2� h4n��� supx2�;n2N jgrad [��(x; xn)� �k(x; xn)℄j;wobei f�ur die Supremumbildung die Menge f(y; z) 2 � � � j y 6= zg zerlegt wurde inf(y; z) 2 �� � j jy � zj < h=4ng und f(y; z) 2 �� � j jy � zj > h=4ng. F�ur den hierentstehenden ersten Anteil wurde der Mittelwertsatz angewendet. Dabei bezeihnetSn := [x2�B(x; h=4n)und garantiert, da� f�ur y; z 2 �, jy� zj < h=4n die Verbindungsstreke zwishen y undz ganz in Sn liegt. Eine detailliertere Betrahtung der Ableitungen der Grundl�osungzeigt, da� dannjgrad [��(:; xn)� �k(:; xn)j�;� 6 � h4n�1�� supx2Sn 2jx� xnj + 3� h4n���gilt. Nah der Wahl von � ist f�ur alle x 2 Sn und ein zugeh�origes yx 2 � mit x 2B(yx; h=4n) die Absh�atzungjx� xnj > ���jxn � yxj � jx� yxj��� > h2n � h4n = h4n;erf�ullt, was supx2Sn 1jx� xnj 6 4nhimpliziert. Insgesamt folgt alsojgrad (��(:; xn)� �k(:; xn))j�;� 6 2� h4n�1�� 4nh + 3� h4n��� 6 4n�mit einer nur von �; x0; h; k; � abh�angenden Konstanten 4. Daraus ergibt sih sofortdie Behauptung. q. e. d.



70 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R29 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverseProblem im R2In diesem Kapitel wird demonstriert, wie man mit einem regularisierten Newton-Verfahren unter Ausnutzung der in Abshnitt 6.3 gewonnenen Aussagen �uber dieFr�ehet-Ableitung des Fernfeldoperators aus "gemessenen\ Fernfelddaten, das Streu-gebiet rekonstruieren kann. Dazu wird hier lediglih der transversalmagnetishe Falluntersuht, eine �Ubertragung auf das transversalelektrishe Problem ist aber evident.9.1 Newtonverfahren und RegularisierungAusgangspunkt f�ur das hier zu beshreibende Verfahren ist die nihtlineare und shlehtgestellte Operatorgleihung1 F(z) = �am1bm1�f�ur die Randparametrisierung z des entsprehenden unbekannten Streugebietes. Dabeisind am1, bm1 gegebene Gr�o�en, die z.B. aus Messungen bekannt sind. Diese Gleihungwird durh die linearisierte GleihungF(z) + F0(z; h) = �am1bm1� (9.1)f�ur h bei gegebenem z ersetzt, so da� sih ein IterationsverfahrenF0(zp; hp) = (am1;bm1)> � F(zp);zp+1 = zp + hp; p = 0; 1; :::;mit einer geeigneten Startparametrisierung z0 ergibt.Die linearisierte Gleihung soll nun in einem Unterraum QN = span fq1; :::; qNg �RP der Dimension N approximativ gel�ost werden. Um aus der daraus entstehendensemidiskreten Gleihung ein Gleihungssystem zu erhalten, wird eine Kollokation in denM Punkten x̂1; :::; x̂M 2 
 durhgef�uhrt. Es ergibt sih das lineare Gleihungssystemf�ur die N Unbekannten a(p)1 ; :::; a(p)N 2 RNXj=1 a(p)j F0(zp; qj)(x̂i) = (am1;bm1)>(x̂i)� F(zp)(x̂i); i = 1; :::;M; (9.2)1Zu den Bezeihnungen vergleihe Abshnitt 6.3.



9.1 Newtonverfahren und Regularisierung 71wobei hp := NXj=1 a(p)j qjdie gesuhte N�aherungsl�osung von (9.1) ist.Da man an reellen L�osungen a(p)1 ; :::; a(p)N interessiert ist, entspriht (9.2) 2M reellenGleihungen mit zwei Komponenten. In der Regel wird 4M > N sein, so da� dasGleihungssystem �uberbestimmt ist, es wird demzufolge eine L�osung im Sinne derkleinsten Quadrate ermittelt. Da das Problem zudem shleht gestellt ist2, wird eineTikhonov-Regularisierung durhgef�uhrt.Mit den Bezeihnungen(p)ij = Re �(F0(zp; qj)(x̂i))a� ; i = 1; :::;M; j = 1; :::; N;(p)ij = Re �(F0(zp; qj)(x̂i�M))b� ; i =M + 1; :::; 2M; j = 1; :::; N;(p)ij = Im �(F0(zp; qj)(x̂i�2M ))a� ; i = 2M + 1; :::; 3M; j = 1; :::; N;(p)ij = Im �(F0(zp; qj)(x̂i�3M ))b� ; i = 3M + 1; :::; 4M; j = 1; :::; N;C(p) = ((p)ij ) i=1;:::;4Mj=1;:::;N 2 R4M�N ;g(p)i = Re �am1(x̂i)� (F(zp)(x̂i))a� ; i = 1; :::;M;g(p)i = Re �bm1(x̂i�M )� (F(zp)(x̂i�M))b� ; i =M + 1; :::; 2M;g(p)i = Im �am1(x̂i�2M )� (F(zp)(x̂i�2M ))a� ; i = 2M + 1; :::; 3M;g(p)i = Im �bm1(x̂i�3M)� (F(zp)(x̂i�3M))b� ; i = 3M + 1; :::; 4M;g(p) = (g(p)i )i=1;:::;4M ;a(p) = (a(p)j )j=1;:::;N ;wobei sih die Indizes a und b auf die jeweilige zum Fernfeld von a bzw. b geh�origeKomponente beziehen, lautet der zu minimierende Ausdruk mit einem geeignetenRegularisierungsparameter �p > 0kC(p)a(p) � g(p)k2 + �pka(p)k2 = 4MXi=1 ����� NXj=1 (p)ij a(p)j � g(p)i �����2 + �p NXj=1 �a(p)j �2 ;was �aquivalent3 zur L�osung von��pI + C(p)>C(p)� a(p) = C(p)>g(p) (9.3)mit der Einheitsmatrix I 2 RN�N ist.2Die Kompaktheit von F �ubertr�agt sih auf F0.3Vergleihe [22, Th. 16.1℄.



72 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R2Verf�ugt man �uber Daten zu D Einfallsrihtungen d1; :::; dD 2 
, so kann das Systemeinfah erweitert werden. Man setzt (p)ij; l, g(p)i; l wie oben, wobei der Index l = 1; :::; Ddie Abh�angigkeit von dl kennzeihnet. Mit(p)ij = (p)(i�4(l�1)M) j; l ; i = 1; :::; 4DM; j = 1; :::; N;C(p) = ((p)ij ) i=1;:::;4DMj=1;:::;N 2 R4DM�N ;g(p)i = g(p)(i�4(l�1)M); l ; i = 1; :::; 4DM;g(p) = (g(p)i )i=1;:::;4DMist dann das Gleihungssystem (9.3) zu l�osen.Ein Newton-Shritt f�ur eine Einfallsrihtung l�a�t sih nun wie folgt beshreiben� Bestimme f�ur eine gegebene Kurve zp die zum Operator E +A(zp) geh�orige Ma-trix gem�a� (7.13) und deren LU-Zerlegung.Zu dem gegebenenen einfallenden Feld (ai;bi)> bestimme die rehte Seite Ugem�a� (7.8).Bestimme die L�osung �(n)i , i = 0; :::; 2n�1 vom zugeh�origen linearen Gleihungs-system (7.13).F�ur i = 1; :::;M berehne F(zp)(x̂i) mit Hilfe von (7.14 a), (7.14 b) und darausg(p)i , i = 1; :::; 4M .� Zur Berehnung von F0(zp; qj) ermittle die rehten Seiten gem�a� (6.20 a) - (6.20 d)f�ur h = q1; :::; qN . (Siehe dazu den Abshnitt 9.3.)Zu diesen rehten Seiten ermittle mit der oben gewonnenen LU-Zerlegung dieFernfelder dieser N direkten Probleme an den Kollokationspunkten x̂1; :::; x̂M ,dies sind die Werte F0(zp; qj)(x̂i). Berehne daraus (p)ij , i = 1; :::; 4M; j = 1; ::::; N .� Berehne a(p)j durh L�osen von (9.3). Bestimme eine neue Kurve durh zp+1 =zp +PNj=1 a(p)j qj.Brih ab, falls das ResiduumRes := PMi=1 ����am1bm1�(x̂i)� F(zp)(x̂i)���PMi=1 ���ambm�(x̂i)��hinreihend klein.Man sieht, da� in jedem Newton-Shritt N + 1 direkte Probleme zu l�osen sind, wobeiaber die zu invertierende Matrix E + A stets die gleihe ist, so da� der einmaligeAufwand einer LU-Zerlegung sinnvoll ersheint. BeiD Einfallsrihtungen sindD(N+1)direkte Probleme mit gleiher KoeÆzientenmatrix zu l�osen.



9.2 Modi�kation in der Regularisierung 73Zum Testen der Methode ist die Erzeugung von synthetishen Fernfelddaten (am1;bm1)erforderlih. Um dabei "Inverse Crimes\ zu vermeiden, werden hierf�ur eine andereSt�utzstellenzahl und ein anderer Satz von Kopplungsparametern m1; m2; 1; 2 im An-satz (4.15 a)-(4.15 d) benutzt als bei der L�osung der direkten Probleme im Newton-Algorithmus. Au�erdem ist darauf zu ahten, da� die gesuhte (in den Testbeispielennat�urlih bekannte) Berandung z niht im Ansatzraum QN liegt.F�ur die hier durhgef�uhrten Untersuhungen soll nur der Fall sternf�ormiger Gebietebetrahtet werden. Die Basisfunktionen lassen sih in der Formqj(t) = rj(t)�os tsin t�; t 2 [0; 2�℄; j = 1; :::; N (9.4)mit linear unabh�angigen Radialfunktionen rj shreiben. Es wird ~QN = span fr1; :::; rNggesetzt.9.2 Modi�kation in der RegularisierungIm Gegensatz zu der bisher beshriebenen Tikhonov-Regularisierung sollen jetzt auhzus�atzlihe Gl�atteeigenshaften in den Rekonstruktionen durh eine "Bestrafung\ vonAbleitungen der St�orung ber�uksihtigt werden.Dies wird erreiht, indem die MinimierungsaufgabekF0(zp; hp) + F(zp)� (am1;bm1)k2L2 + �pkhpk2Hs = min ! (9.5)unter Verwendung einer geeigneten Sobolev-Norm (s 2 N) gel�ost wird.Mit dem bereits vorgestellten Ansatzhp := NXj=1 a(p)j qjl�a�t sih dieses Minimierungsproblem in die FormMin  NXj=1 a(p)j F0(zp; qj) + F(zp)� �am1bm1�2L2+p�p NXj=1 a(p)j qj2L2+p�p NXj=1 a(p)j q(s)j 2L2 !bringen und durh kCa� gk2 = min ! bzw. C>Ca = C>g



74 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R2diskretisieren, wobei folgende Bezeihnungen verwendet werden.(p)ij = Re �(F0(zp; qj)(x̂i))a� ; i = 1; :::;M; j = 1; :::; N;(p)ij = Re �(F0(zp; qj)(x̂i�M ))b� ; i =M + 1; :::; 2M; j = 1; :::; N;(p)ij = Im �(F0(zp; qj)(x̂i�2M))a� ; i = 2M + 1; :::; 3M; j = 1; :::; N;(p)ij = Im �(F0(zp; qj)(x̂i�3M))b� ; i = 3M + 1; :::; 4M; j = 1; :::; N;(p)ij = p�pN=K rj(tKi�4M); i = 4M + 1; :::; 4M +K; j = 1; :::; N;(p)ij = p�pN=K r(s)j (tKi�4M�K); i = 4M +K + 1; :::; 4M + 2K; j = 1; :::; N;C(p) = ((p)ij ) i=1;:::;4M+2Kj=1;:::;N 2 R(4M+2K)�N ;g(p)i = Re �am1(x̂i)� (F(zp)(x̂i))a� ; i = 1; :::;M;g(p)i = Re �bm1(x̂i�M)� (F(zp)(x̂i�M))b� ; i =M + 1; :::; 2M;g(p)i = Im �am1(x̂i�2M )� (F(zp)(x̂i�2M ))a� ; i = 2M + 1; :::; 3M;g(p)i = Im �bm1(x̂i�3M )� (F(zp)(x̂i�3M ))b� ; i = 3M + 1; :::; 4M;g(p)i = 0; i = 4M + 1; :::; 4M + 2K;g(p) = (g(p)i )i=1;:::;4M+2K;a(p) = (a(p)j )j=1;:::;N;tKi = 2�i=K:Dabei sind die in der De�nition von (p)ij , i = 4M + 1; :::; 4M + 2K auftretenden Funk-tionen rj durh (9.4) erkl�art.Durh diese Art der Regularisierung ist es m�oglih, bei der Berehnung des von derSobolev-Norm stammenden Anteils eine andere St�uztstellenauswahl tKi zu tre�en unddadurh den Rand der Rekonstruktion auh unabh�angig von den Beobahungsrihtun-gen x̂i zu kontrollieren.9.3 Die rehte Seite und der hypersingul�are Ope-rator TUm die Randwerte f�ur die Berehnung der Fr�ehet-Ableitung nah (6.21 a) - (6.21 d)zu bestimmen, ist neben der numerishen Auswertung der Operatoren4 S�, K�, K��,� 2 f�A; �Bg auh eine des hypersingul�aren Operarors T� erforderlih. F�ur diesen giltmit der in (7.1) eingef�uhrten Bezeihnung T� = ~T� + T0; so da� es f�ur die weiterenBetrahtungen ausreihend w�are, nur noh den Hauptbestandteil(T0')(x) = 1� ���(x) Z�D '(y) ���(y) ln 1jx� yj ds(y); x 2 �D4Dies ist in Abshnitt 7.1 beshrieben.



9.3 Die rehte Seite und der hypersingul�are Operator T 75in parametrisierte Form zu �uberf�uhren und anshlie�end zu diskretisieren.5. Hier sollaber gleih der gesamte Operator T� entsprehend der Darstellung in [25, Abshn. 2℄untersuht werden. Es gilt die BeziehungT�' = ddsS� d'ds + �2� � S(�'):Mit den Bezeihnungen aus Abshnitt 7.1 gilt� ddsS� d'ds� (z(t)) = 1jz0(t)j Z 2�0 � 12� ot � � t2 d'(z(�))d� � N̂�(t; �)'(z(�))� d�mitN̂�(t; �) = i2 (z0(t); z(t)� z(�)) (z0(�); z(t)� z(�))[r(t; �)℄2 ��2H10 (�r(t; �))� 2�H11 (�r(t; �))r(t; �) �+ i�2 (z0(t); z0(�))r(t; �) H11 (�r(t; �)) + 14� 1sin2 t��2 :Durh Abspalten der logarithmishen Singularit�at erh�alt man die analytishen Funk-tionenN̂1�(t; �) = �12� (z0(t); z(t)� z(�)) (z0(�); z(t)� z(�))[r(t; �)℄2 ��2J0(�r(t; �))� 2�J1(�r(t; �))r(t; �) �� �2� (z0(t); z0(�))r(t; �) J1(�r(t; �));N̂2�(t; �) = N̂�(t; �)� N̂1�(t; �) ln�4 sin2 t� �2 �mit DiagonaltermenN̂1�(t; t) = ��2jz0(t)j24� ;N̂2�(t; t) = ��i� 1� 2CE � 2 ln �jz0(t)j2 � �2jz0(t)j24�+ 112� + (z0(t); z00(t))22�jz0(t)j4 � jz00(t)j24�jz0(t)j2 � (z0(t); z000(t))6�jz0(t)j2 :Es wird nun neben (7.9) und (7.11) die folgende Quadraturformel verwendet, die manebenfalls als Interpolationsquadratur mit trigonometrishen Polynomen erh�alt6Z 2�0 12� ot � � t2 f 0(�) d� � 2n�1Xj=0 T (n)j (t)f(tj) (9.6)5Vergleihe etwa [33, S.26℄.6Vergleihe [34, Abshn. 3.1℄.



76 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R2mit QuadraturgewihtenT (n)j (t) := � 1n n�1Xl=1 l os(l(t� tj))� 12 os(n(t� tj)); j = 0; :::; 2n� 1: (9.7)Dabei bezeihnet wieder tj = �j=n f�ur j = 0; :::; 2n� 1. Auh hier werden sp�ater, wiein (7.13), nur T (n)ji�jj := T (n)ji�jj(0) = T (n)j (ti)ben�otigt, wof�ur T (n)l = 8<: 12n sin2(�l=2n) ; l ungerade;0; l gerade; l 6= 0;�n2 ; l = 0gilt. Mit diesen �Uberlegungen ist es nun m�oglih, die Bestimmung von U in (6.19) zubeshreiben.Exemplarish erh�alt man f�ur die Normalenableitung von a0, die f�ur (6.20 ), (6.20 d)ben�otigt wird, gem�a� (6.21 )2�a0�� (z(t)) = �Ak (T�A 1)(t) +m1((K��A + I)'1)(t)� �Ak  1jz0(t)j (2n�1Xj=0 T (n)j (t) 1(tj)� 2n�1Xj=0 R(n)j (t)N̂1�A(t; tj) 1(tj)� �n 2n�1Xj=0 N̂2�A(t; tj) 1(tj))+�A2(�1(t)"2n�1Xj=0 R(n)j (t)M1�A(t; tj)�1(tj) 1(tj) + �n 2n�1Xj=0 M2�A(t; tj)�1(tj) 1(tj)#+ �2(t)"2n�1Xj=0 R(n)j (t)M1�A(t; tj)�2(tj) 1(tj) + �n 2n�1Xj=0 M2�A(t; tj)�2(tj) 1(tj)#)!+m1(2n�1Xj=0 R(n)j (t)L��A1(t; tj)'1(tj) + �n 2n�1Xj=0 L��A2(t; tj)'1(tj) + '1(t)) ;wobei wieder bei den Dihten '1,  1 die gleihe Symbolik f�ur die parametrisiete Form(auf der rehten Seite) wie f�ur die niht parametrisierte (auf der linken) verwendetwird. Dabei gilt �1(t) = z02(t)=jz0(t)j und �2(t) = �z01(t)=jz0(t)j.Daraus ergeben sih dann unmittelbar die WerteaNeumj := �a0�� (z(tj)); bNeumj := �b0�� (z(tj)); j = 0; :::; 2n� 1



9.3 Die rehte Seite und der hypersingul�are Operator T 77an den St�utzstellen tj.Die Dirihletdaten nah (6.21 a), (6.21 b) k�onnen unmittelbar an den St�utzstellengem�a� aDirij := a0(z(tj)) = 12 ��Ak (K�A � I) 1 +m1S�A'1� (tj);bDirij := b0(z(tj)) = 12 ��Bk (K�B � I) 2 +m2S�B'2� (tj)mit dem in Abshnitt 7.1 beshriebenen Verfahren ermittelt werden.Um die erforderlihen Ableitungen in (6.20 a), (6.20 b) zu berehnen, wird zun�ahsttrigonometrish interpoliertatr.int.0 (t) = 2n�1Xj=0 aDirij lj(t); btr.int.0 (t) = 2n�1Xj=0 bDirij lj(t); t 2 [0; 2�℄mit den trigonometrishen Polynomenlj(t) = 12n (1 + 2 n�1Xk=1 os k(t� tj) + osn(t� tj)) ; j = 0; :::; 2n� 1;als Lagrange-Funktionen7.a0 Æ z und b0 Æ z in (6.20 a), (6.20 b) werden durh atr.int.0 beziehungsweise btr.int.0 substi-tuiert. In dieser Darstellung kann dann die Di�erentiation nah dem Randparameterunmittelbar durhgef�uhrt werden. Es wird lediglih von den Ableitungenl0j(t) = � 12n (2 n�1Xk=1 k sin k(t� tj) + n sinn(t� tj)) ;l00j (t) = � 12n (2 n�1Xk=1 k2 os k(t� tj) + n2 osn(t� tj))Gebrauh gemaht, die nur in den Punkten ti ben�otigt werden.So ergibt sih exemplarishU1(ti) = ��A(�(z); h)jt=ti �(k�+ � �A)aDirii � k��bDirii �� 1jz0(ti)j 2n�1Xj=0 n��Ak �+ � 1� aDirij � �Ak ��bDirij o��(�(z); h)jz0j �0 l0j + (�(z); h)jz0j l00j �t=ti :7Siehe [22, (11.13)℄.



78 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R29.4 RekonstruktionenTrigonometrishe Polynome als AnsatzfunktionenZun�ahst wird als Approximationsraum der Raum der trigonometrishen Polynome~QtrigN := T ~N = 8<: ~NXj=0 j os(j :) + ~NXj=1 sj sin(j :) ���� 0; :::;  ~N ; s1; :::; s ~N 2 R9=;mit N = 2 ~N + 1 verwendet.Als Startkurve z0 dient der Einheitskreisz0(t) = �os tsin t�; t 2 [0; 2�℄:
Die synthetishen Fernfelddaten des direkten Streuroblems wurden mit der Parame-terwahl 1 = 2 = m1 = m2 = 1:0 und halber St�utzstellenzahl n = 64 bestimmt. Dabeiwaren " = 1:0, "0 = 1:4, � = 1:0, �0 = 1:2, ! = 1:0, � = 0:1.F�ur den inversen L�oser wurde 1 = 2 = 2:0, m1 = m2 = 0:5 sowie n = 98 gew�ahlt. Diegezeigten Beispiele sollen demonstrieren, da� das beshriebene Verfahren prinzipiell zurGebietsrekonstruktion geeignet ist. Es besteht hier allerdings niht der Anspruh, einem�oglihst hohe Rekonstruktionsg�ute zu erzielen. Vielmehr haben die numerishen Testgezeigt, da� der Wahl insbesondere des Regularisierungsparameters eine gro�e Rollezukommt.Bei der Tikhonov-Regularisierung wird dies an den dargestellten Kurven deutlih. Diebeiden Rekonstruktionen zum Regularisierungsparameter 10 liefern rehte gute Dar-stellungen, die Kurve zum Regularisierungsparameter 1 hingegen ist niht zul�assig.Die Pfeile zeigen die Einfallsrihtung und die kurzen Strihe die benutzten Beobah-tungsrihtungen an, die gestrihelte Linie ist der zu rekonstruierende Drahen, diedurhgezogene Linie die Rekonstruktion.



9.4 Rekonstruktionen 79

� = 10:0, N = 5, n = 98Res = 2:3 � 10�5, pend = 59 � = 10:0, N = 5, n = 98Res = 1:7 � 10�5, pend = 100

� = 1:0, N = 5, n = 98,Res = 2:4 � 10�2, pend = 12



80 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R2Bei eingeshr�anktem Me�bereih, wie in den folgenden beiden Bildern demonstriert,ist das Residuum gr�o�er, aber die Konturen werden weiterhin teilweise approximiert.

� = 10:0, N = 5, n = 98Res = 3:9 � 10�2, pend = 100 � = 1:0, N = 5, n = 98Res = 3:8 � 10�2, pend = 41Besser verhielt sih das Verfahren bei der modi�zierten Regularisierung. Mit den glei-hen Parametern wie eben, jedoh zus�atzlih K = 100 erh�alt man bei untershiedlihenWerten von s die folgenden Resultate. Dabei war die Zahl der Iterationen zu n = 48,N = 5 geringer, bez�uglih der Rehenzeit und der erzielten Genauigkeit waren dieExperimente mit geringerer St�utzstellenzahl n = 24 und h�oherer Anzahl von Ansatz-funktionen N = 10 aber deutlih im Vorteil. Eventuell sollte man also zun�ahst mitniedriger St�utzstellenzahl rehnen und das erzielte Resultat als neue Startkurve f�ureinige Shritte mit h�oherer St�utzstellenzahl nutzen.

� = 1:0 � 0:8p, s = 1, N = 5, n = 48,Res = 2:1 � 10�4, pend = 19 � = 10:0 � 0:8p, s = 1, N = 10, n = 24,Res = 1:5 � 10�5, pend = 53



9.4 Rekonstruktionen 81

� = 10:0 � 0:5p, s = 2, N = 5, n = 48,Res = 1:2 � 10�4, pend = 17 � = 10:0 � 0:5p, s = 3, N = 5, n = 48,Res = 2:7 � 10�4, pend = 19

� = 10:0 � 0:5p, s = 2, N = 5, n = 48,Res = 5:2 � 10�4, pend = 21 � = 10:0 � 0:5p, s = 3, N = 5, n = 48,Res = 1:4 � 10�3, pend = 19

� = 10:0 � 0:8p, s = 1, N = 10, n = 24,Res = 9:9 � 10�5, pend = 49 � = 10:0 � 0:8p, s = 2, N = 10, n = 24,Res = 1:4 � 10�4, pend = 63



82 9 Numerishe Ergebnisse f�ur das inverse Problem im R2

� = 10:0 � 0:5p, s = 1, N = 5, n = 48,Res = 3:8 � 10�2, pend = 16 � = 10:0 � 0:5p, s = 3, N = 5, n = 48,Res = 3:8 � 10�2, pend = 24

� = 10:0 � 0:8p, s = 1, N = 10, n = 24,Res = 4:8 � 10�6, pend = 60 � = 10:0 � 0:8p, s = 3, N = 10, n = 24,Res = 2:1 � 10�4, pend = 49

� = 1:0 � 0:8p, s = 2, N = 5, n = 48,Res = 2:8 � 10�4, pend = 27 � = 1:0 � 0:8p, s = 2, N = 5, n = 48,Res = 1:1 � 10�5, pend = 26



9.4 Rekonstruktionen 83Bei den Beispielen mit Einfallsrihtung in den konkaven Teil ist zu erkennen, da� sihdiese Struktur niht voll ausbildet (dies war bei allen gerehneten Test zu beobahten).Die Residuuen in den Fernfeldern, der einzige Ma�stab, an dem man die Rekonstruk-tionsg�ute objektiv messen kann, werden hiervon aber wenig beeinu�t. Zum Teil l�a�tsih dieser E�ekt siher durh das zus�atzlihe "Bestrafen\ der Ableitungen erkl�aren.Radiale Basisfunktionen als AnsatzfunktionenHier dienen radiale Basisfunktionen als Ansatzfunktionen~QRBFN+1 := (a0 + NXj=1 aje(os(t�2�j=N)�1) os(sin(t� 2�j=N)) ���� a0; :::; aN 2 R)mit geeignetem Parameter  > 0. Die auftretenden Funktionen sind 2�-periodishund unendlih oft di�erenzierbar.8 Realisiert wurde das Verfahren f�ur die Tikhonov-Regularisierung, die Zahl der St�utzstellen betrug 2n = 160.

� = 10:0,  = 5:0, N = 10,Res = 1:3 � 10�3, pend = 100 � = 10:0,  = 4:0, N = 10,Res = 1:1 � 10�3, pend = 100Hier l�a�t sih bei Einstrahlung von links das gleihe Ph�anomen wie zuvor beobah-ten, die Konvergenz ist sehr langsam, so da� jeweils nah h�ohstens 100 Iterationenabgebrohen wurde.Insgesamt l�a�t sih einsh�atzen, da� das beshriebene Rekonstruktionsverfahren geeig-net ist, um aus den Fernfelddaten auf den Gebietsrand zu shlie�en. Allerdings wer-den auh Shwierigkeiten hierbei deutlih, wie man an den graphishen Darstellungenerkennt. Durh eine Verfeinerung bei der Parameterauswahl und eine e�ektivere Pro-grammierung sowie gemishte Strategien, wie sie bereits angedeutet wurden, k�onntendie Resultate siher noh verbessert werden.8Vergleihe [32, S. 33℄.



84 A AnhangA Anhang
A.1 Beweis zu Satz 6.8Satz 6.8 Das elektrishe Fernfeld e1 f�ur die Streuung einer ebenen elektromagne-tishen Welle am hiralen Gebiet beim transversalmagnetishen Problem erf�ullt dieReziprozit�atsrelation e1(x̂; d) = e1(�d;�x̂)und das magnetishe Fernfeld h1 f�ur die Streuung einer ebenen elektromagnetishenWelle am hiralen Gebiet beim transversalelektrishen Problemh1(x̂; d) = h1(�d;�x̂)f�ur alle x̂; d 2 
.Beweis Sei d 2 
, es bezeihne ui(x; d) = eikx�d, a = b = ik(�0=�)1=2 f�ur das trans-versalmagnetishe und �a = b = k("0=")1=2 f�ur das transversalelektrishe Problem,so da� also ai(x; d) = aui(x; d); bi(x; d) = bui(x; d)gilt. Weiter seien a0(:; d), b0(:; d), as(:; d), bs(:; d) die L�osungen des zugeh�origen Streu-problems, a1(:; d), b1(:; d) die zu as beziehungsweise bs geh�origen Fernfelder unda(:; d) = ai(:; d) + as(:; d), b(:; d) = bi(:; d) + bs(:; d). Mit m = ei�=4p8�k gilt1a1(x̂; d) = m Z�D �as(y; d)�ui(y;�x̂)��(y) � �as(y; d)��(y) ui(y;�x̂)� ds(y); (A.1 a)b1(x̂; d) = m Z�D �bs(y; d)�ui(y;�x̂)��(y) � �bs(y; d)��(y) ui(y;�x̂)� ds(y) (A.1 b)und analoga1(�d;�x̂) = m Z�D �as(y;�x̂)�ui(y; d)��(y) � �as(y;�x̂)��(y) ui(y; d)� ds(y);(A.2 a)b1(�d;�x̂) = m Z�D �bs(y;�x̂)�ui(y; d)��(y) � �bs(y;�x̂)��(y) ui(y; d)� ds(y):(A.2 b)1Vergleihe [3, Th. 2.5℄.



A.1 Beweis zu Satz 6.8 85Weiter gilt nah dem Greenshen Satz, angewendet auf das Au�engebiet, unter Aus-nutzung der Helmholtzgleihung und der (SAB)0 = Z�D �as(y; d)�as(y;�x̂)��(y) � �as(y; d)��(y) as(y;�x̂)� ds(y); (A.3 a)0 = Z�D �as(y; d)�bs(y;�x̂)��(y) � �as(y; d)��(y) bs(y;�x̂)� ds(y); (A.3 b)0 = Z�D �bs(y; d)�bs(y;�x̂)��(y) � �bs(y; d)��(y) bs(y;�x̂)� ds(y); (A.3 )0 = Z�D �bs(y; d)�as(y;�x̂)��(y) � �bs(y; d)��(y) as(y;�x̂)� ds(y) (A.3 d)und bei Anwendung auf das Innengebiet0 = Z�D �ui(y; d)�ui(y;�x̂)��(y) � �ui(y; d)��(y) ui(y;�x̂)� ds(y): (A.4)Addition von (A.1 a) und dem ma -fahen von (A.3 a) f�uhrt aufa1(x̂; d) = ma Z�D�as(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �as(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y)= ma Z�D�a(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �a(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y)�m Z�D �ui(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �ui(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y):Weiterhin ergibt Subtraktion des ma-fahen von (A.4) von (A.2 a)a1(�d;�x̂) = m Z�D�a(y;�x̂)�ui(y; d)��(y) � �a(y;�x̂)��(y) ui(y; d)� ds(y);so da�a1(x̂; d) = a1(�d;�x̂) + ma Z�D�a(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �a(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y)(A.5 a)folgt. Analog kann man auh f�ur b rehnen und erh�altb1(x̂; d) = b1(�d;�x̂) + mb Z�D �b(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �b(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y):(A.5 b)Addition von (A.1 a) und dem mb -fahen von (A.3 b) f�uhrt aufa1(x̂; d) = mb Z�D �as(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �as(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y)



86 A Anhang= mb Z�D �a(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �a(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y)�mab Z�D �ui(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �ui(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y):Weiterhin ergibt Subtraktion des mb-fahen von (A.4) von (A.2 b)b1(�d;�x̂) = m Z�D�b(y;�x̂)�ui(y; d)��(y) � �b(y;�x̂)��(y) ui(y; d)� ds(y);so da�ba1(x̂; d) = ab1(�d;�x̂) +m Z�D�a(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �a(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y)(A.6 a)gilt. Eine ganz �ahnlihe Rehnung f�uhrt aufab1(x̂; d) = ba1(�d;�x̂) +m Z�D �b(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �b(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y):(A.6 b)Es werden nun die Randbedingungena = �+a0 � ��b0; b = �+b0 � ��a0; �a�� = k�A �a0�� ; �b�� = k�B �b0��und der Greenshe Satz benutzt, um die BeziehungenZ�D �a(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �a(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y)= k�A Z�D �(�+a0(y; d)� ��b0(y; d)) �a0(y;�x̂)��(y)��a0(y; d)��(y) (�+a0(y;�x̂)� ��b0(y;�x̂))� ds(y)= �k���A Z�D �b0(y; d)�a0(y;�x̂)��(y) � b0(y;�x̂)�a0(y; d)��(y) � ds(y)= �k���A ZD f(gradb0(y; d); grada0(y;�x̂))� (gradb0(y;�x̂); grada0(y; d))��2A [b0(y; d)a0(y;�x̂)� b0(y;�x̂)a0(y; d)℄	 dy; (A.7 a)Z�D �b(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �b(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y)= k�B Z�D�(�+b0(y; d)� ��a0(y; d)) �b0(y;�x̂)��(y)



A.1 Beweis zu Satz 6.8 87��b0(y; d)��(y) (�+b0(y;�x̂)� ��a0(y;�x̂))� ds(y)= �k���B ZD f(grada0(y; d); gradb0(y;�x̂))� (grada0(y;�x̂); gradb0(y; d))��2B [a0(y; d)b0(y;�x̂)� a0(y;�x̂)b0(y; d)℄	 dy; (A.7 b)Z�D �a(y; d)�b(y;�x̂)��(y) � �a(y; d)��(y) b(y;�x̂)� ds(y)= k Z�D � 1�B (�+a0(y; d)� ��b0(y; d)) �b0(y;�x̂)��(y)� 1�A �a0(y; d)��(y) (�+b0(y;�x̂)� ��a0(y;�x̂))� ds(y)= k ZDf�+(�A � �B)a0(y; d)b0(y;�x̂)+ �� [�Bb0(y; d)b0(y;�x̂)� �Aa0(y; d)a0(y;�x̂)℄+ �+(��1B � ��1A ) (grada0(y; d); gradb0(y;�x̂))� �� ���1B (gradb0(y; d); gradb0(y;�x̂))���1A (grada0(y; d); grada0(y;�x̂))�g dy; (A.7 )Z�D �b(y; d)�a(y;�x̂)��(y) � �b(y; d)��(y) a(y;�x̂)� ds(y)= k Z�D � 1�A (�+b0(y; d)� ��a0(y; d)) �a0(y;�x̂)��(y)� 1�B �b0(y; d)��(y) (�+a0(y;�x̂)� ��b0(y;�x̂))� ds(y)= k ZDf�+(�B � �A)b0(y; d)a0(y;�x̂)+ �� [�Aa0(y; d)a0(y;�x̂)� �Bb0(y; d)b0(y;�x̂)℄+ �+(��1A � ��1B ) (gradb0(y; d); grada0(y;�x̂))� �� ���1A (grada0(y; d); grada0(y;�x̂))���1B (gradb0(y; d); gradb0(y;�x̂))�g dy (A.7 d)



88 A Anhangzu erhalten. Addition von (A.6 a) und (A.6 b) ergibt wegen (A.7 ) und (A.7 d)b(a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂)) + a(b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂))= mk ZDf�+(�A � �B) [a0(y; d)b0(y;�x̂)� b0(y; d)a0(y;�x̂)℄��+(��1A � ��1B ) [(grada0(y; d); gradb0(y;�x̂))� (gradb0(y; d); grada0(y;�x̂))℄g dy:Addition des a�A-fahen von (A.5 a) und des b�B-fahen von (A.5 b) ergibt wegen(A.7 a) und (A.7 b)a�A(a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂)) + b�B(b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂))= mk�� ZDf(�2A � �2B) [b0(y; d)a0(y;�x̂)� a0(y; d)b0(y;�x̂)℄g dy:Weiter liefert Addition des a�A -fahen von (A.5 a) und des b�B -fahen von (A.5 b) mit(A.7 a) und (A.7 b)a��1A (a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂)) + b��1B (b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂))= mk�� ZDf(��2A � ��2B ) [(grada0(y; d); gradb0(y;�x̂))� (gradb0(y; d); grada0(y;�x̂))℄g dy:Die Bildung einer geeigneten Linearkombination der letzten drei Beziehungen f�uhrt auf�b + a�A �+(�A � �B)��(�2A � �2B) + a��1A �+(��1A � ��1B )��(��2A � ��2B )� (a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂))+�a + b�B �+(�A � �B)��(�2A � �2B) + b��1B �+(��1A � ��1B )��(��2A � ��2B )� (b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂)) = 0:Dies vereinfaht sih wegen�A�A � �B�2A � �2B + ��1A ��1A � ��1B��2A � ��2B = �B�A � �B�2A � �2B + ��1B ��1A � ��1B��2A � ��2B = 1zuf��b + �+ag (a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂)) + f��a + �+bg (b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂)) = 0;also im Falle des (TM), hier gilt ��b + �+a = ��a + �+b, zu(a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂)) + (b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂)) = 0und im Falle des (TE), es gilt ��b + �+a = �(��a + �+b), zu(a1(x̂; d)� a1(�d;�x̂))� (b1(x̂; d)� b1(�d;�x̂)) = 0:



A.2 Ein Alternativ-Beweis zu Satz 8.4 89Dies bedeutet, da� im tranversalmagnetishen Fall die Reziprozit�atseigenshaft f�ur egilt, also e1(x̂; d) = e1(�d;�x̂);und im transversalelektrishen f�ur hh1(x̂; d) = h1(�d;�x̂): q. e. d.A.2 Ein Alternativ-Beweis zu Satz 8.4Beweis Es seien die �Uberlegungen bis zur Gleihung (8.3) wie im Beweis zu Satz 8.4auf Seite 64� durhgef�uhrt. Jetzt sei aber statt (8.3)s = i�A(�=�0)1=2; t = i�B(�=�0)1=2gew�ahlt. Es ergibt sih~Na;n = i�A(�=�0)1=2���k(:; xn)�� � ���A(:; xn)�� � ;~Nb;n = i�B(�=�0)1=2���k(:; xn)�� � ���B(:; xn)�� � ;~Da;n = i(�=�0)1=2 fk��k(:; xn)� �A��A(:; xn)g ;~Db;n = i(�=�0)1=2 fk��k(:; xn)� �B��A(:; xn)g :Dabei sind die Di�erenzen��k(:; xn)�� � ���A(:; xn)�� ; ��k(:; xn)�� � ���B(:; xn)��gleihm�a�ig f�ur alle n 2 N an der Stelle x0 beshr�ankt, ~Da;n, ~Db;n haben dort Singu-larit�aten der Ordnung lnn.Wie in der Ableitung der Absh�atzung (8.6) mit Hilfe von (8.5) folgt unter Ausnut-zung der Tatsahe, da� alle zu betrahtenden H�oldernormen wie auh die L2-Normengleihm�a�ig beshr�ankt sind, die Beziehungk~a0;nkC1;�( �DnBr) + k~b0;nkC1;�( �DnBr) 6 3; n = 1; 2; :::f�ur eine hinreihend kleine Kugel Br = fz 2 R2 j jz � x0j < rg. Dabei benutzt manf�ur die "kritishen\ Terme ~Da;n und ~Db;n im wesentlihen die Beziehung R (ln �)2 d� =�(ln �)2�2� ln �+2� und die Beshr�anktheit von (lnn)2=n, (lnn)=n und 1=n f�ur n 2 N.



90 A AnhangInsbesondere folgt hierausk~a0;nkC(�DnBr) + k~b0;nkC(�DnBr) + �~a0;n�� C(�DnBr) + �~b0;n�� C(�DnBr) 6 23: (A.8)Nah [15, Lemma 4.4℄ istk~a0;nkC(�D) 6 04�k~a0;nkC(�DnBr) + �~a0;n�� C(�D)� ;k~b0;nkC(�D) 6 04�k~b0;nkC(�DnBr) + �~b0;n�� C(�D)� :Dabei gilt mit (8.2)�~a0;n�� C(�D\Br) = �Ak n�asn�� + ~Na;noC(�D\Br) 6 ���Ak �� (2 + ~) 6 004;�~b0;n�� C(�D\Br) = �Bk n�bsn�� + ~Nb;noC(�D\Br) 6 ���Bk �� (2 + ~) 6 004;wobei ~ eine obere Shranke f�ur ~Na;n, ~Nb;n ist, so da� zusammen mit (A.8)k~a0;nkC(�D) 6 04f23 + 004g 6 4;k~b0;nkC(�D) 6 04f23 + 004g 6 4folgt. Hiermit ergibt sih f�ur~Da;n = ~a0;n � �+asn � ��bsn;~Db;n = ~b0;n � ��asn � �+bsndie gleihm�a�ige Beshr�anktheit auf dem Rand in einer Umgebung von x0k ~Da;nkC(�D\Br) + k ~Db;nkC(�D\Br) 6 5; n = 1; 2; :::Eine direkte Auswertung bei x0 ergibt aber, da k� 6= �A beziehungsweise k� 6= �Bvorausgesetzt ist, ein singul�ares Verhalten der Ordnung lnn. Dies ist ein Widerspruhzur gleihm�a�igen Beshr�anktheit durh 5. Damit ist alles gezeigt. q. e. d.A.3 Fr�ehet-AbleitungA.3.1 Allgemeines zur Fr�ehet-Di�erenzierbarkeitZun�ahst soll der Begri� der Fr�ehet-Ableitung eingef�uhrt werden, der eine Verallge-meinerung des Di�erenzierbarkeitsbegri�es auf normierte R�aume darstellt. Ziel ist esdabei, nihtlineare Operatorgleihungen lokal durh lineare zu ersetzen.



A.3 Fr�ehet-Ableitung 91De�nition A.1 Es seien X, Y normierte R�aume und X 0 � X eine o�ene Teilmenge.Ein Operator A : X 0 ! Y hei�t Fr�ehet-di�erenzierbar an der Stelle ' 2 X 0, wenn eseinen beshr�ankten linearen Operator A0(') : X ! Y gibt, derart da�kA('+ h)� A(')� A0(')hk = o(khk): (A.9)Der Operator A0(') hei�t Fr�ehet-Ableitung von A an der Stelle '. Existiert dieFr�ehet-Ableitung f�ur alle ' 2 X 0, dann hei�t die Abbildung A0 : X 0 ! L(X; Y ) mit' 7! A0(') die Fr�ehet-Ableitung von A auf X 0 und wird auh mit �A�' bezeihnet. F�urA0(')h wird auh die Bezeihnung A0('; h) verwendet.Es gelten folgende Rehenregeln f�ur die Fr�ehet-Ableitung.Satz A.2(i) (Kettenregel) Es seien X; Y; Z normierte R�aume, X 0 � X; Y 0 � Y o�en und A :X 0 ! Y 0; B : Y 0 ! Z Fr�ehet-di�erenzierbare Abbildungen. Dann ist B Æ A : X 0 ! ZFr�ehet-di�erenzierbar mit (B Æ A)0(') = B0(A') Æ A0(')beziehungsweise (B Æ A)0('; h) = B0(A';A0('; h)); ' 2 X 0; h 2 X:(ii) (Produktregel) Es seien X1; X2; Y; Z normierte R�aume und [:; :℄ : X1 � X2 !Y; (x1; x2) 7! [x1; x2℄ eine beshr�ankte bilineare Abbildung. Weiter seien Z 0 � Z eineo�ene Teilmenge und A1 : Z 0 ! X1, A2 : Z 0 ! X2 Fr�ehet-di�erenzierbare Abbil-dungen. Dann ist auh [A1; A2℄ : Z 0 ! Y; ' 7! [A1';A2'℄ Fr�ehet-di�erenzierbarmit [A1; A2℄0('; h) = [A01('; h); A2'℄ + [A1';A2('; h)℄; ' 2 Z 0; h 2 Z:(iii) (Quotientenregel) Es seien X ein Banah-Raum, Y ein normierter Raum undY 0 � Y o�en. Die Abbildung A : Y 0 ! L(X;X) sei Fr�ehet-di�erenzierbar in '0 2 Y 0und A' sei beshr�ankt invertierbar f�ur alle ' 2 Y 0. Dann istA�1 : U ! L(X;X)' 7! (A')�1Fr�ehet-di�erenzierbar in '0 mit der AbleitungA�10('0; h) = �A�1('0) Æ A0('0; h) Æ A�1('0); h 2 Y:



92 A AnhangA.3.2 Ein Di�erentiationssatzEs soll hier ein allgemeiner Di�erentiationssatz angegeben werden, der dieFr�ehetdi�erenzierbarkeit von Integraloperatoren auf die Ableitung der Kernezur�ukf�uhrt.Satz A.3 Es seien G2 � Rn me�bar und G1 � Rm, m;n 2 N. Weiter sei X einnormierter Raum und X 0 � X o�en. F�ur m 6= n bezeihne Q := G1 � G2 und f�urm = n sei Q := f(t; �) 2 G1�G2 j t 6= �g. Die Funktion f : Q�X 0 !C sei f�ur festes(t; �) zweimal stetig Fr�ehet-di�erenzierbar nah der dritten Variable. Weiter gebe esintegrierbare Funktionen gj : Q! R; j = 1; 2 und Konstanten r; C > 0 mitZG2 gj(t; �) d� 6 C f�ur alle t 2 G1; j = 1; 2�����jf�zj (t; �; z; h)���� 6 gj(t; �)khkjX f�ur alle (t; �) 2 Q; z 2 B[z0; r℄ � X 0; h 2 X:Die AbbildungenA(z) : C(G2)! C(G1); (A(z)') (t) := ZG2 f(t; �; z)'(�) d�;A1(z; h) : C(G2)! C(G1); �A1(z; h)'� (t) := ZG2 �f�z (t; �; z; h)'(�) d�seien f�ur alle z 2 X 0 und alle h 2 X wohlde�niert. Dann ist die AbbildungA : X 0 ! L(C(G2); C(G1)z 7! A(z)Fr�ehet-di�erenzierbar in z0 mit der Ableitung A0(z0; h) = A1(z0; h).Beweis Vergleihe [40, Satz 4.8℄ oder auh [38, Th. 1℄.A.3.3 Behandlung des zweidimensionalen FallesF�ur die Behandlung des zweidimensionalen Problems soll wieder eine 2�-periodisheParametrisierung des Randes zugrunde gelegt werden, der hier als C2;�-glatt vorausge-setzt wird.



A.3 Fr�ehet-Ableitung 93De�nition A.4 Es sei � 2 (0; 1). Es bezeihnet C2;�2� (R;R2) den Raum der 2�-periodishen C2;�-glatten Funktionen von R nah R2, versehen mit der Norm kzk :=maxfkzk1; kz0k1; kz00k0;�g. Weiter wird mitRP := �z 2 C2;�2� (R;R2) j zj[0;2�) injektiv, jz0(t)j > 0 8t 2 R; z linksorientiert	der Raum der zul�assigen Parametrisierungen bezeihnet.Lemma A.5 RP ist o�ene Teilmenge von C2;�2� (R;R2).Beweis Siehe [10, Lemma 3.7℄.Es bezeihnen S�; K�; K��; ~T� die Potentialoperatoren gem�a� (4.16)-(4.18), (7.1) inparametrisierter Form jeweils zur Wellenzahl �. Es gilt dann f�ur die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit dieser Operatoren das folgende Resultat.Satz A.6 Sei L 2 fS�; K�; K��; ~T�g mit(L(z)�)(t) = Z 2�0 fL(t; �; z)�(�) d�;wobei z 2 RP , � 2 C2�(R;C). So ist L Fr�ehet-di�erenzierbar mit der Ableitung(L0(z; h)')(t) = Z 2�0 �fL�z (t; �; z; h)'(�):Beweis Siehe [40, Satz 4.11℄.Bemerkung A.7 Es gilt mit der Abk�urzung r(t; �; z) = jz(t)� z(�)jfS�(t; �; z) = i2H10 (�r(t; �; z))jz0(�)j;fK�(t; �; z) = i�2 fz02(�)[z1(t)� z1(�)℄� z01(�)[z2(t)� z2(�)℄g H11 (�r(t; �; z))r(t; �; z) ;fK��(t; �; z) = �jz0(�)jjz0(t)j fK�(t; �; z);f ~T�(t; �; z) = fz02(t)[z1(�)� z1(t)℄� z01(t)[z2(�)� z2(t)℄g�fz02(�)[z1(�)� z1(t)℄� z01(�)[z2(�)� z2(t)℄g� 1jz0(t)j[r(t; �; z)℄4�� i�22 H10 (�r(t; �; z))[r(t; �; z)℄2 � i�H11 (�r(t; �; z))r(t; �; z) + 2��+z01(t)z01(�) + z02(t)z02(�)jz0(t)j[r(t; �; z)℄2 � i�2 H11 (k�(t; �; z))r(t; �; z)� 1�� :



94 A AnhangEs seien E� und D� der jeweils zur Wellenzahl � de�nierte Einfah- bzw Doppelshiht-potentialoperator(E�(z)') (x) = Z 2�0 i4H10 (�jx� z(�)j)jz0(�)j'(�) d�; x =2 �D;(D�(z) ) (x) = Z 2�0 i�4 �� z02(�)�z01(�)�; x� z(�)� H11 (�jx� z(�)j)jx� z(�)j  (�) d�; x =2 �D:Auh hier gilt, da� sih die Fr�ehet-Ableitung des Potentials durh die Ableitung desKernes ausdr�uken l�a�t.Satz A.8 Sei z0 Parametrisierung eines Gebietes mit Rand �D0, G � R2 ein Gebietmit �G � R2 n �D0 und r > 0 so, da� f�urRPr := nz 2 RP j kz � z0kC2;�2� < ro ;Sr := �x 2 R2 j 9z 2 RPr und 9t 2 [0; 2�) : x = z(t)	die Inklusion �G � R2n �Sr gilt, G liege also au�erhalb einer Umgebung des Randes �D0.Dann sind die Operatoren2 L : RPr ! L(C2�(R;C); Cb(G)); L 2 fE�;D�g mit(L(z)�)(x) = Z 2�0 fL(x; �; z)�(�) d�;Fr�ehet-di�erenzierbar mit der Ableitung(L0(z; h)�)(x) = Z 2�0 �fL�z (x; �; z; h)�(�):Beweis Vergleihe [40, Satz 4.13℄.Es seien ';  Dihten entsprehender Regularit�at und u(x) = (E�(z)')(x), v(x) =(D�(z) )(x) die dazu de�nierten Potentiale sowie u0(x) = (E0�(z; h)')(x), v0(x) =(D0�(z; h) )(x) die entsprehenden Fr�ehet-Ableitungen nah dem Rand. Diese sind inR2n�D wohlde�niert. Es k�onnen dann Sprungbeziehungen, wie sie f�ur u und v bekanntsind, auh f�ur u0 und v0 hergeleitet werden.Satz A.9 Sei z 2 RP Parametrisierung von �D und t 2 R. Dann gilt f�ur ' 2C0;�2� (R;C) u0�(z(t)) = 12(S 0�(z; h)')(t)� (gradu�(z(t)); h(t)) ;2Dabei bezeihnet Cb(G) die Menge der beshr�ankten stetigen Funktionen auf G.



A.3 Fr�ehet-Ableitung 95f�ur  2 C1;�2� (R;C)v0�(z(t)) = 12(K 0�(z; h) )(t)� (grad v�(z(t)); h(t)) ;f�ur ' 2 C1;�2� (R;C)�u0��� (z(t)) = 12(K�� 0(z; h)')(t)� �gradu�(z(t)); ���z (z(t); h)�� 2Xj;k=1 �2u�(z(t))�xj�xk hj(t)�k(z(t));und f�ur  2 C2;�2� (R;C)�v0��� (z(t)) = 12(T 0�(z; h)')(t)� �grad v�(z(t)); ���z (z(t); h)�� 2Xj;k=1 �2v�(z(t))�xj�xk hj(t)�k(z(t)):Beweis Siehe [40, S�atze 4.14 und 4.16℄.
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