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Einleitung

As far as the laws of mathematics refer to reality,
they are not certain,

and as far as they are certain,

they do not refer to reality.

Albert Einstein

Das Phanomen der optischen Aktivitdt in bestimmten organischen und anorganischen
Substanzen wurde um 1810 entdeckt. Ein chirales Medium [29] weist in der Mikrostruk-
tur eine Links- beziehungsweise Rechtshindigkeit auf, die zu unterschiedlichen Phasen-
geschwindigkeiten fiir links- und rechts-zirkular polarisierte elektromagnetische Wellen
fithrt, oder anders gesagt, die Polarisationsebene erfihrt eine Drehung.

In der Optik sind chirale Medien schon seit langer Zeit bekannt, eine Behandlung im
Rahmen der elektromagnetischen Feldtheorie erfolgt aber erst in den letzten Jahren. Im
Mikrowellenbereich 148t sich dieser Effekt nur bei kiinstlich hergestellten Werkstoffen
beobachten, die durch das Einbetten von chiralen 3D-Objekten in ein Trigermedium
erzeugt werden. Ein praktisches Verfahren zur Herstellung solcher Materialien wird von
S. A. Kuehl, S.S. Grové und E. Kuehl in [39, S. 317ff] beschrieben. Derzeit ist dies aber
noch nicht mit technischen Anwendungen verbunden, da momentan keine Fertigung
im industriellen Maflstab mdoglich ist. Wie S. Bolioli in [39, S. 33ff] ausfiihrt, sind hier
aber durchaus in ndherer Zukunft weitere Fortschritte zu erwarten, die auch das in den
letzten Jahren zugenommene Interesse an der Thematik begriinden.

Diese Arbeit soll einen Teil dazu beitragen, die gewonnenen Einsichten zu erweitern,
indem hier mittels Integralgleichungsmethoden und einem klassischen Losungsbegriff
ein Teilproblem aus diesem Themenkreis bearbeitet wird, wenngleich dies auch fern
von tatsdchlichen praktischen Anwendungen geschieht.

Fiir die mathematische Beschreibung der optischen Aktivitdt werden statt der
sgewohnlichen“ Materialgleichungen D = ¢E, B = pH zur Beschreibung der Ab-
héngigkeit der dielektrischen Verschiebung beziehungsweise magnetischen Induktion
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vom elektrischen und magnetischen Feld die Drude-Born-Fedorov-Materialgleichungen
D = ¢[E + frot E, B = u[H + frot Hj

in die Maxwellschen Gleichungen eingesetzt, wobei die Chiralititskonstante § neben
der Dielektrizitdtskonstante ¢ und der Permeabilitit p eine neue Materialgréfie ist.
Mit der Charakterisierung in [30, Table 1.1] handelt es sich hierbei um sogenannte
Pasteur-Medien, im weiteren soll aber immer von chiralen Medien gesprochen werden.

Im zeitharmonischen Fall mit verschwindender Leitfdhigkeit konnen zwei der Feld-
groflen — D und B - eliminiert werden und fiir die verbleibenden Felder E und H
ergibt sich ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem.

Ziel dieser Arbeit ist es, Randwert- und Streuprobleme zu untersuchen, bei denen ein
homogenes chirales Medium von einem nichtchiralen umgeben ist. Dazu wird neben
der dreidimensionalen auch eine zweidimensionale Aufgabe modelliert und untersucht.
Eine numerische Behandlung erfolgt nur fiir dieses zweidimensionale Modell. Die Be-
trachtungen fiir das drei- und zweidimensionale Problem werden meist jeweils direkt
im Anschluf aneinander durchgefiihrt, es finden sich dabei hiufig dhnliche Schliisse
und Vorgehensweisen, es sind jedoch auch Unterschiede zu beriicksichtigen, die eine
getrennte Behandlung rechtfertigen.

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile, der erste widmet sich dem direkten Problem und
der zweite inversen Fragestellungen. Weiterhin sind einige Resultate in einem Anhang
angefiigt, um ein fliissigeres Lesen der Arbeit zu gewihrleisten.

Der Teil I ist in sieben Kapitel unterteilt. Zunéchst wird die Aufgabenstellung in vek-
torieller Schreibweise ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen und den Material-
gleichungen im zeitharmonischen Fall modelliert und ein zugehoriges Randwertproblem
formuliert. Die auftretenden Differentialgleichungen fiir die inneren Felder E, und H,
sind gekoppelt und haben die Gestalt rot Eq — ik Hy = A Eg, rot Hy + ik Eq = A Hy mit
durch die inneren physikalischen Parameter ¢, 1o und 3 bestimmten Konstanten x und
A. Im AuBlenraum gelten die zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen rot E — ikH = 0,
rot H + ikE = 0 zur Wellenzahl £ und die Silver-Miiller-Bedingungen als Abkling-
verhalten im Unendlichen. Am Rand miissen stetige Ubergangsbedingungen fiir die
Tangentialkomponenten der elektrischen beziehungsweise magnetischen Felder erfiillt
sein.

Fiir den Fall eines unendlich langen zylindrischen Korpers wird hieraus eine zweidimen-
sionale Problemstellung fiir skalare Felder e, h, ey, hy abgeleitet. Diese entsprechen
jeweils der Komponente der Vektorfelder E, H, Eq beziehungsweise Hy in Ausbrei-
tungsrichtung des Zylinders. Wie im dreidimensionalen Fall weisen die Differentialglei-
chungen der Form (A + n?)eq = —iohg, (A + n?)hy = igeq fiir die inneren Grofien
mit durch gy, pg, § bestimmten Konstanten 7, o eine Kopplung auf, im Auflengebiet
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werden die Helmholtzgleichung und die Sommerfeldsche Ausstrahlungbedingung fiir
e und h verlangt. Auf dem Rand sind Ubergangsbedingungen fiir die Dirichlet- und
Neumann-Daten zu fordern, die sich aus denen fiir den dreidimensionalen Fall ergeben.

Im zweiten Kapitel wird eine dquivalente Formulierung der Probleme gegeben, die
auf Bohren [1] zuriickgeht und einen Zugang mit Integralgleichungsmethoden deut-
lich vereinfacht. Dabei wird durch eine geeignete Definition neuer Groflen erreicht, daf3
die zunéchst vorhandene Kopplung der Unbekannten durch die Differentialgleichun-
gen beseitigt wird. So fiihrt dies im dreidimensionalen Fall fiir die neuen Vektorfelder
A, B, Ay, B auf die Gleichungen fiir kraftfreie Felder rot A = kA, rotB = —kB,
rot Ag = aa Ay, rot By = —apB; und im zweidimensionalen auf Helmholtzgleichungen
zu unterschiedlichen Wellenzahlen. Dies geschieht auf Kosten von zuséitzlichen Kopp-
lungen in den Randbedingungen, bei der Behandlung der zweidimensionalen Aufgabe
kann durch eine geschickte Wahl dieser neuen Groflen jedoch erreicht werden, dafl diese
Kopplung nur bei den Dirichlet-Daten auftritt.

Auf recht einfache Weise gelingt es in der vorliegenden Arbeit, aus den Stratton-Chu-
Formeln fiir elektromagnetische Felder Darstellungsformeln fiir die Losung des hier
betrachteten dreidimensionalen Problems zu gewinnen. Bei der zweidimensionalen Auf-
gabe lassen sich die Resultate iiber die Darstellung der Losung zur Helmholtzgleichung
unmittelbar iibertragen.

Im dritten Kapitel wird die Eindeutigkeit des drei- und zweidimensionalen Problems
unter geeigneten Voraussetzungen gezeigt. Fiir die Nachweise werden das Ausstrah-
lungsverhalten der Losung im Unendlichen und die in Kapitel 2 gewonnenen Darstel-
lungen herangezogen.

Das vierte Kapitel widmet sich der Existenz von Lésungen. Fiir das dreidimensionale
Problem wird ein Potentialansatz mit Vektorpotentialen gew#hlt. Unter Ausnutzung
der Sprungbeziehungen werden Randintegralgleichungen zweiter Art fiir die in diesem
Ansatz auftretenden vektoriellen Dichten abgeleitet und deren Lisbarkeit in geeigneten
Holder-Riaumen diskutiert. Dabei tritt das Problem auf, dafl die eindeutige Losbarkeit
des homogenen Integralgleichungssystems nicht allgemein gezeigt werden kann, um
daraus mittels der Riesz-Theorie auch auf die Existenz einer Losung der inhomogenen
Aufgabe zu schlieflen. Es 148t sich aber das entsprechende Eindeutigkeitsresultat fiir
eine spezielle Parameterwahl erzielen und mittels analytischer Fredholmtheorie bis auf
gewisse Ausnahmen auf den allgemeinen Fall ausweiten. Ahnliche Untersuchungen hat
Ola [36] in Sobolev-Rdumen durchgefiihrt.

Bei der zweidimensionalen Aufgabe fiihren gemischte Einfach- und Doppelschichtpo-
tentiale auf ein Integralgleichungssytem, dessen eindeutige Ldsbarkeit in diesem Fall
direkt aus der eindeutigen Losbarkeit geeigneter Transmissionsprobleme abgeleitet wer-
den kann. Zudem wird neben der Betrachtung in Hélder-Rdumen auch ein modifizier-
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tes Wohlgestelltheitsresultat unter Ausnutzung von L?-Normen hergeleitet, das fiir den
Eindeutigkeitsnachweis des inversen Problems bendétigt wird.

Im fiinften Kapitel werden zu den Randwertaufgaben zugehorige Streuprobleme formu-
liert, in denen die physikalisch relevante Frage nach den transmittierten und gestreu-
ten Feldern bei gegebenen einfallenden ebenen elektromagnetischen Wellen aufgeworfen
wird. Bei der zweidimensionalen Behandlung sind dabei je nach Polarisation der einfal-
lenden Wellen das transversalmagnetische Problem, auch elektrisches Problem genannt,
und das transversalelektrische, das auch als magnetisches Problem bezeichnet wird, zu
unterscheiden.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit Eigenschaften des Fernfeldes, welches das
asymptotische Verhalten der gestreuten Felder beschreibt. Es werden Darstellungen
angegeben und Reziprozititseigenschaften nachgewiesen. Insbesondere wird fiir das
zweidimensionale Problem gezeigt, dafi der Fernfeldoperator, der bei gegebenen ein-
fallenden Wellen dem Rand das zugehorige Fernfeld zuordnet, Fréchet-differenzierbar
nach dem Rand ist. Die Fréchet-Ableitung wird durch ein Randwertproblem charakte-
risiert, mit dessen Hilfe sie sich auch berechnen 14f3t.

Im siebten Kapitel findet sich die Beschreibung des Nystrom-Verfahrens zur numeri-
schen Losung des zweidimensionalen Randwert- und Streuproblems. Die Ergebnisse
des entsprechend implementierten Algorithmus werden an einigen Testbeispielen de-
monstriert, weiterhin werden einige Ausfiihrungen zur Konvergenz gemacht. In zwei
neueren Aufséitzen [5], [6] werden numerische Verfahren basierend auf Darstellungen
der Losung als Oberflichenintegrale sowohl fiir das drei - als auch das zweidimensiona-
le direkte Problem vorgestellt, allerdings fehlt dort eine entsprechende Existenz- und
Eindeutigkeitsanalysis.

Zu Beginn von Teil II wird zunéchst die betrachtete inverse Fragestellung nach der
Gestalt des Streugebietes bei bekannten Fernfelddaten erldutert.

Das achte Kapitel geht auf Eindeutigkeitsresultate ein. Ziel war es, zu zeigen, dafl bei
Kenntnis der Fernfelder zu allen Einfallsrichtungen ebener Wellen und fester duflerer
Wellenzahl die Gestalt des Streukorpers eindeutig bestimmt ist. Dabei gelingt es leider
nur, den Nachweis fiir den zweidimensionalen Fall zu fiihren. Bei der Behandlung des
dreidimensionalen Problems konnte eine Liicke nicht geschlossen werden. Erforderlich
wire ein Resultat, das fiir ein inneres elektromagnetisches Problem mit Chiralitéit die
elektrischen und magnetischen Randdaten in geeignete Beziehungen setzt, &hnlich wie
man es im zweidimensionalen Fall fiir die Dirichlet- und Neumann-Daten hat.

Im neunten Kapitel wird aufbauend auf den Resultaten zur Fréchet-Differenzierbarkeit
des Fernfeldoperators ein numerisches Verfahren zur Gebietsrekonstruktion einschlief3-
lich dazugehoriger Experimente dargestellt. Ausfiihrlich wird beschrieben, wie man die
notigen Randdaten zur Berechnung der Fréchet-Ableitung numerisch gewinnt. Es kann
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anhand der Testbeispiele belegt werden, dafl das Newton-Verfahren, den Erwartungen
aus der Behandlung anderer Aufgaben entsprechend, prinzipiell auch bei diesem Pro-
blem geeignet ist. Es wird aber auch auf Schwierigkeiten und mogliche Losungsansétze
hingewiesen.

An dieser Stelle bedanke ich mich bei meinem Doktorvater Prof. Dr. Rainer Kref fiir die
Anregung zu dieser Arbeit und seine wertvollen Hinweise und Diskussionen wihrend
ihrer Entstehung. Herrn Prof. Dr. Gert Lube danke ich fiir die Ubernahme des Korrefe-
rats. Auflerdem mochte ich meinen Dank auch allen Mitgliedern unserer Arbeitsgruppe
,Inverse Probleme und Integralgleichungen® sowie den sonstigen Mitarbeitern des In-
stituts fiir Numerische und Angewandte Mathematik fiir die mir entgegengebrachte
Unterstiitzung aussprechen. Der Studienstiftung des deutschen Volkes danke ich fiir
ihre finanzielle und ideelle Férderung.



Teil 1 Direktes Problem

1 Problemstellung

Zunichst erfolgt ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen und den Materialglei-
chungen fiir chirale Medien eine Ableitung der Feldgleichungen. Anschliefend wird ein
Randwertproblem fiir ein beschrinktes Gebiet im dreidimensionalen Raum formuliert.
Unter der Annahme eines unbeschrinkten zylinderférmigen Gebietes wird hieraus eine
zweidimensionale Aufgabe modelliert.

1.1 Chirale Medien

Die zeitabhéingigen Maxwell-Gleichungen ohne freie Ladungen oder Strome und mit
verschwindender Leitfahigkeit lauten

divD = 0, divB = 0,
roté’—l—% = 0, rot?—[—%—? = 0.

Hier soll angenommen werden, dafy die Felder zeitharmonisch sind und sich in der Form

E = Re{671/2E67iwt}, D = Re{gfl/QDefiwt}’
H = Re{ﬂfl/QHefiwt}’ B = Re{ﬂ71/2Befiwt}

mit Frequenz w > 0, Dielektrizitdt ¢ > 0 und Permeabilitit g > 0 darstellen lassen.
Dieser Ansatz fiihrt auf die zeitharmonischen Maxwellschen Gleichungen

divD = 0, rot E —iw(e/p)'/?’B = 0,
divB = 0, rot H +iw(p/e)'/?’D = 0.

Zusammen mit den Materialgleichungen fiir chirale Medien

D =<(E + frot E), B = u(H + frot H) (1.1)



2 1 Problemstellung

mit der Chiralitdt § > 0 ergibt sich

rotE = k?y?BE + iky?H,

rotH = k?v28H — iky’E, (1.2)

wobei zur Abkiirzung
K =wlep, 7= (1-r0%)"",

gesetzt wurde. Hieraus oder auch direkt aus (1.1) und divD = div B = 0 folgt mit der
Identitét divrot = 0 die Divergenzfreiheit von E und H.

Im Falle verschwindender Chiralitit 3 = 0, d.h. 42 = 1, nehmen die Gleichungen (1.2)
die wohlbekannte Gestalt der zeitharmonischen Maxwellschen Gleichungen!

rot E —ikH = 0, rot H+ikE =0 (1.3)
an. Anwendung des Rotationsoperators und der obigen Beziehungen ergibt
~AE = (—=A+graddiv)E = rotrot E = x’4?Brot E + ixy*rot H
= k22Prot B + iky? (—iw(p/e)/?D) = k292 prot E + k%42(E + frot E).
Mit einer analogen Rechnung fiir H gilt
AE + k*9’E = —2k°y*prot E, AH + k?v*H = —2k?+*Brot H.

Im Falle verschwindender Chiralitédt sind die Felder divergenzfreie Lésungen der vek-
toriellen Helmholtzgleichung zur Wellenzahl &.

1.2 Dreidimensionales Randwertproblem

Es sei D C R? ein beschriinktes, zusammenhéngendes Gebiet mit C2-glattem, zusam-
menhidngendem Rand 0D. In D sei (§ die konstante Chiralitét,
1o die Permeabilitéit und ¢y die Dielektrizitdt. Es bezeichne v
die duflere Normale an 0D. Auflerhalb habe das umgebende

Medium R?\ D konstante Permeabilitit 4 und Dielektrizitit v =H
¢ sowie verschwindende Chiralitét.
Zur Abkiirzung wird
B =wlep, Ky =wieope, = (1 ks (1.4)

gesetzt, wobei k und kg positiv gewihlt seien. Weiter gelte, dal 1 — k3 3% positiv ist,
was fiir physikalische Anwendungen tatsichlich der Fall ist.?

Wergleiche [3, (6.1)].
*Vergleiche [41].
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Es sind dann Felder Eq, Hy € C*(D) N C(D) und E, H € CY(R?\ D) N C(R?*\ D) so
zu bestimmen, dafl sie den Differentialgleichungen

rotE—ikH = 0 in R*\ D, (
rotH+4kE = 0 in R*\ D, (1.5b
rot By — ikoy’Hy = kiv?*BEq in D, (
rot Hy + ikgy’Ey = kJv?*BH, in D, (

geniigen. Weiterhin werden zu vorgegebenen f, g € C''*(0D), die zusitzlich der Be-
dingung v - f = v - g = 0 geniigen, also tangential sind, die Transmissionsbedingungen

551/21/ XEy—ec ?vxE = f aufdD, (1.6a)
,ugl/ZuxHo—/fl/ZZ/xH = g auf 0D (1.6 D)

und die Silver-Miiller-Bedingungen (SMB)

lim (Hxx—rE) = 0, (1.7a)
T—00

oder
lim (Exz+rH) = 0, (1.7b)
7—00

gleichméBig fiir alle Richtungen, gefordert.

Als verkiirzte Schreibweise wird der Losungsoperator L fiir das Problem (1.5a) - (1.7 b)
eingefiihrt, so dafl im Falle der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung diese in der
Form

(Bo, Ho, E,;H) ' = L(f,9)" (1.8)

geschrieben werden kann.

1.3 Zweidimensionales Randwertproblem

Bei der zweidimensionalen Modellierung des Problems sei angenommen, daf§ es sich bei
dem Streugebiet D C R? um einen unendlich langen zy-
lindrischen Korper handelt. Das Koordinatensystem sei
dabei so gewihlt, dal diese unendlich lange Ausdehnung
in x3-Richtung liegt, fiir D also

X3

D={zeR®| (z1,25) € D,z3 € R}

mit dem Schnitt D von D und der x1-T9-Ebene gilt. D
Diese Symmetrieverhiltnisse bedeuten, dafl alle Groflen von der x3-Komponente des
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Ortes unabhéngig sind, und werden in die das Problem beschreibenden Gleichungen
durch die Forderung d; = 0 eingefiihrt.

Ausgehend von den Differentialgleichungen (1.2) gilt dann

62E3 2.2 El . 2 Hl a21_13 ) Hl . 2 El

(—61E3> = 0\g,) P R, o) T\, T B,
und

—0E; + 0,Ey = £*y°BE; + iry’Hs, —0,H; + 0:Hy = k°y*H; — ik’ E;.

Dabei bedeuten E;, H;, j = 1,2, 3, die erste, zweite und dritte Komponente von E
bzw. H. Es ergibt sich hieraus

E; + 0{E; = k*B(0,E| — 0 Ey) + iy’ (0,H; — 01H,)
= —[(&°B)° = (ir7*)"] By — 2%y Biny " H,

also zusammengefaflt mit analogen Rechnungen fiir H

(A + K2y (1 + K°0%) By = —2ik3y 3 H,, (1.9a)
(A + kY (1+£%8%) Hy = 2i’y*'BE;. (1.9b

Es bezeichne dabei in dem hier betrachteten zweidimensionalen Fall A = §? + 02.

Die ersten beiden Feldkomponenten hingen geméfl

(k17152 — K2) <E1> < 05 ) (k202 0B, — ik Hy ),

E, -0
H 9) :
(+"'8° ="' 5 | = 2 ) {K*y*BH; + iny*E; )}
H, -0
von den dritten ab und lassen sich wegen xk%v*3? — k%2y* = —k24? durch
E; 05 1 H; 0o 1
() = (o) Lomeim) (o) = (5) (o im)

ausdriicken.

Bei verschwindender Chiralitdt § erhilt man als Spezialfall
(A + K*)E3 =0, (A+K)Hz =0

fiir die dritten Komponenten und

El i a2 H1 1 62
_ ! H __* E
<E2> K <—31> > <H2> K <—31> ’
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fiir die ersten beiden.?

Diese Uberlegungen ermdglichen es nun, ein entsprechendes Randwertproblem fiir
den zweidimensionalen Fall zu formulieren. Es sei D C R? ein beschriinktes, zusam-
menhingendes Gebiet, der Rand 0D sei C2-glatt und zusammenhiingend. Weiter seien
in D die Chiralitit 3, Dielektrizitit ey und Permeabilitit o und in R?\ D die Di-
elektrizitiit und Permeabilitiit ¢ bzw. u gegeben. Die Chiralitiit im AuBeren von D
verschwinde.

Es bezeichne wieder wie in (1.4)
k* = wep, ks = wequo, v =(1-kpH"

Gesucht sind e, h € C?(R?\ D) N CY(R? \ D), ey, hy € C*(D) N C'(D), die den
Gleichungen

(A+k)e = 0 in R?\ D, (1.10a)
(A+k*)h = 0 in R*\ D, (1.10b)
(A + kv (1+k56%) e = —2ikiy*Bhg in D, (1.10¢)
(A+ kY (14 k36%) hy = 2ikiy*Bey in D (1.10d)

geniigen. Als Forderung im Unendlichen wird die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedin-
gung (SAB)

oe . 1 oh 1
E—Zke:0<m> s E—Zkh20<m> s r — 00, (]_]_].)
gleichmiBig fiir alle Richtungen, verlangt.

Die skalaren Funktionen eg, hg, e, h entsprechen dabei gerade den dritten Komponenten
der Felder Ey, Hy, E. H.

Es ist nun noch zu untersuchen, wie die Transmissionsbedingungen fiir den zweidimen-
sionalen Fall aussehen. Fiir die duflere Normale v an 0D, eingebettet in den R?, und
einen beliebigen Vektor U € R? gilt

141 y Ul V2U3 U 1
3V
v=|vy|, vxU=|wn]|x|U| = -1 U3 = < 1 (U1)>
0 0 U, nU, — U, SN

mit der Bezeichnung vt = (_”51) Damit lauten die Transmissionsbedingungen (1.6a),
(1.6b) zu vorgegebenen f = (f1, f2,f3)",9 = (g1,92,93) " in den ersten beiden Kom-

ponenten
(551/2e0 — 5’1/2e> vt o= <f1>,
f2

(M[J_l/Qho - N_1/2h> Vo= <g;>

37u der Modellierung eines zweidimensionalen Problems im nichtchiralen Fall vergleiche auch [42].
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bzw. nach Multiplikation mit v+

12 — e~ = fi= <;1> ot
2

o Pho — 7R = gi= @l) v

Wie man sieht, fiihrt die Forderung, daffi die Randdaten tangential sind, hier fiir die
ersten beiden Komponenten zu der Bedingung (f1, f2)" - v = (g1,92)" - v = 0.

Die Randbedingung fiir die dritte Komponente mit f = f5 lautet?

—f = <‘50_1/2Vl - (Eo 1, EO,Q)T — e Yt (Eq, EQ)T

0 _ 1 7
— L. 2 2 ( L he ) — o2l
v <—31> {50 ( Beg + e []) 5 . } .

N————
o/ov

Eine analoge Rechnung ist fiir g := g3 auszufiihren und zusammengefaf3t lauten die

Randbedingungen auf 0D

ey ohy o

f _ 80_1/25 5 N 8()_1/2ik()_1 + 6_1/2ik_18_’ (112 a)
v v

S —1)2 Ohg —1/2~k—1% _ —1/2',1(1@ 1.12b

g o 681/ R I e e e (1.12b)

P 551/290 _e1/%, (1.12¢)

i = Mo_l/QhU — 2, (1.124d)

wobei f,§ € C*(dD) und f,§ € C-*(8D) vorausgesetzt wird.

Auch hier wird ein Losungsoperator £ fiir das Problem (1.10a) - (1.12d) eingefiihrt,
so dafl

(e, ho,e,h)" =L(£,9.f.9)" (1.13)

gilt, falls die Aufgabe eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Eine Verwechslung
mit dem gleichlautenden Operator fiir das dreidimensionale Problem in (1.8) ist nicht
moglich, da einerseits die Anzahl der Argumente verschieden ist und auch immer ein-
deutig aus dem Kontext hervorgehen wird, ob es sich um das drei- bzw. zweidimensio-
nale Problem handelt.

“Hier werden voriibergehend die Bezeichnungen Eq = (Eg1,Eq2,e0)",E = (E1,Ez,e)7, ... ver-
wendet, die ersten beiden Komponenten aber wieder durch die dritten ausgedriickt.



2 Bohrensche Zerlegung und Darstellung
der Losung

Die Randwertprobleme weisen gekoppelte Differentialgleichungen (1.5a) - (1.5d) bzw.
(1.10a) - (1.10d) zwischen E— und H—Feldern auf, die Transmissionsbedingungen
(1.6a), (1.6b) und (1.12a) - (1.12d) sind im dreidimensionalen Fall entkoppelt und im
zweidimensionalen ebenfalls gekoppelt. Mittels einer geeigneten Zerlegung, die auf C.
F. Bohren [1] zuriickgeht, lassen sich diese Aufgaben in dquivalente Probleme mit ent-
koppelten Differentialgleichungen und gekoppelten Randbedingungen iiberfiihren. Dies
ermoglicht einen Zugang zur Losungstheorie, der auf der Verwendung von Potentialen
zur Grundlosung der Helmholtz-Gleichung basiert.

2.1 Zerlegung fiir den dreidimensionalen Fall

Es werden Felder A, B bzw. Ay, By geméf

A - E—|—ZH, AU == E0+iH0,

B = E - ZH, B() EO - ZHO (21)

definiert. Falls E, H, Ey, Hy den Differentialgleichungen (1.5a) - (1.5d) geniigen, so
gilt

rot (Eg +iHg) = kv BEq +ikoy*Ho £ (k37> BiHo + ko *Eq) = kov? (koS £ 1) (B +iHy),
was

rot A = kA, rot B = —kB in R*\ D, (2.2a)
rot Ag = aa Ay, rot By = —agBy in D, (2.2D)

impliziert. Dabei sind aa und ag durch
aa = kov (1 + ko), ap = koy*(1 — ko) (2.3)

erkliirt. Felder, die Gleichungen der Form (2.2a), (2.2b) geniigen, werden kraftfrei’
genannt. Die Transmissionsbedingungen transformieren sich zu

0 x (Ag+By)—= Vi x (A+B) = 2f aufoD,  (24a)
jo v x (Ag—Bo) — i *v x (A=B) = 2ig auf dD (2.4D)

"Vergleiche etwa [20)].
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und die Ausstrahlungsbedingungen zu

lim (A xx—irA) = 0, (2.5a)
r7—00
lim (Bxz+B) = 0. (2.5D)
r—0o0

Aus (2.2a) und (2.2b) 148t sich auch unmittelbar wieder die Divergenzfreiheit der
auftretenden Felder ablesen. Auflerdem gilt fiir ein Vektorfeld U mit rot U = +aU die
Beziehung

rot U + ia(iU) = 0, rot (1U) FiaU = 0,

so daf das Paar (iU, U) bzw. (U,iU) den Maxwellschen Gleichungen der Form (1.3)
geniigt und die Stratton-Chu-Formeln? anwendbar sind. Diese fiihren direkt auf Dar-
stellungsformeln fiir Ag, By, A, B

Ao(z) = —rot / 0l0) % Aa(1)Pay (9) d50)
—irot rot /6D v(y) X Ag(y)Pa, (z,y)ds(y), z € D, (2.6a)
By(r) = —rot / 1{0) % Bo(y)Bap 1. 5) d50)

+£rot rot /aD v(y) X Bo(y)®Pag (z,y)ds(y), z € D, (2.6D)
AW = ot [ (o) x Aw)BLr. ) ds(y)

+%r0t rot /{m v(y) x A(y)®x(z,y)ds(y), z € R*\ D,  (2.6¢)
Bla) = w0t [ o) % Blu)Pua.y) ds(o)

—%rot rot /w u(y) x B(y)Dx(z,y)ds(y), z € B3\ D, (2.6d)

Im entsprechenden Komplementirgebiet (ohne den Rand dD) verschwinden diese Po-
tentiale jeweils. Dabei ist die Grundlosung gegeben durch

| einlo=y

2Siehe [3, Th. 6.2 und 6.6]. Dabei entspricht (iU, U) bzw. (U, iU) dem Paar (E, H). Im Auflengebiet
folgen die Entsprechungen der Silver-Miiller-Bedingung (1.7a), (1.7b) aus (2.5a) bzw. (2.5b).
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2.2 Zerlegung fiir den zweidimensionalen Fall

Man transformiert das Problem durch eine Zerlegung

1/2
a:(“—°> e—|—Z( )1/21'1, a0:e0—|—ihg,
(2.8)
b= (“—°>1/2e—z(—°)1/2h bo = ey — ih
=% . ; 0= €o 0
so daB die Differentialgleichungen (1.10a) - (1.10d) fiir die neuen Gréfien die Gestalt
(A+k)a=(A+E)b=0 in R*\ D (2.9a)

und
(A+aj)ag=(A+ag)by=0 in D (2.9Db)

annehmen, wobei wie in (2.3)

ap = koy*(1+ kofB) = ko/(1 — kof3), ap = koy* (1 = ko) = ko/(1 + kof3)

gesetzt wurde. Weiterhin gilt dann die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung

Oa 1 b . 1

fiir a und b. Die Randbedingungen ergeben sich durch

“atb 2a—b b ~b
o (Mo a-+ , h_<60> a b eU:ao-l- 0, hU:aO Do

7 2 € 21 2 21
aus den Randbedingungen (1.12a) - (1.12d) fiir e, h, ey, hy, und es gilt

0a; «ap Oa

—OZA(go f‘i‘l/l;l/Qg) = Na = E — T%, (211 a)
b b

aB(el/Qf iul/Qg) = N, = % — O%Bg—y, (2.11D)

eV F4ink?5 = Dy = a—&.a—£Eb, (2.11¢)

e’ f—ip’G = Dp = by—Ea—&b (2.11d)

mit den Abkiirzungen

1/2 -1 1
5::@’—“) P S (2.1
Ho

Die spezielle Wahl der Koeffizienten in der Definition von ag und bq fiihrt hier dazu,
daf} eine Kopplung bei den Randbedingungen nur noch in den Dirichlet-Daten auftritt,
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was spater die Potentialanséitze bei der Untersuchung der Existenz von Losungen etwas
vereinfachen wird.

Die Losung von (2.9a) - (2.11d) wird in Analogie zu (1.13) mittels des Operators £?
geschrieben, d.h. es gilt

(ag, b, a,b)" = LZ (Na, Ny, Da, Dp,) " . (2.13)

Da ag, by, a, b Helmholtzgleichungen in D bzw R? \ D geniigen und zusitzlich a, b
die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillen, gelten folgende Darstellungen?®

[ a2t By b st - {—ao@gaf;gﬂg;\ p (2143

), x € D,
OxE]RZ\D

fow - {7
LD{a(y)%_%%“’y)}ds(y) = {a iy iigz\p (2.14¢)
/ap{b(y)aq;i(i@)y)_g—l:q’k(%y)} { 0,z €D,

b(z), z € R?\ D.
Dabei bezeichnet

(2.14b)

(2.14d)

D(r,y) = (HYslr ), o4y, (215)

die Grundlésung zur Wellenzahl x > 0 im R?. Hieraus lassen sich auch leicht Darstel-
lungen fiir ey, hy, e, h angeben.

3 Eindeutigkeit

Fiir das zwei- und dreidimensionale Transmissionsproblem wird die Eindeutigkeit nach-
gewiesen, indem gezeigt wird, dafl die jeweilige homogene Aufgabe nur die triviale
Losung besitzt. Zunéchst wird unter Verwendung der Ausstrahlungsbedingungen ge-
zeigt, dafl bei homogenen Randwerten die Losung im Auflenraum verschwindet. Dann
kann mit den Darstellungsformeln und den Transmissionsbedingungen auf die Losung
im Inneren geschlossen werden.

3Siehe [2, Th. 3.1 und 3.3].
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3.1 Eindeutigkeit fiir das dreidimensionale Pro-
blem

Lemma 3.1 Es seien Ey, Hy € C'(D)NC(D) und E, H e C'(R*\ D)NC(R3\ D)
Liosungen des dreidimensionalen Transmissionsproblems mit homogenen Randdaten,
also (Eg, Ho, E,H)T = £(0,0)". Dann gilt

E=H=0 inR*\D.

Beweis Man betrachtet

/(mxm¢y®::/mwmxﬂgm
oD D

= / (HU - 1ot EU _EU - rot H[] ) dx
D S~ S——
—ikoy?Ho+k2v?BEq —ikoy?Eo+k3v28Ho
_ i/m?/ (Eof - [Hol?) d. (3.1)
D

Es sei nun R so grof} gewiihlt, daB D C {z € R? | |z| < R}. Dann gilt

m/(E%_Hamz_/’@xHyy@+/ (B x H) - v ds.
2¢D oD z|=R

|z|<R

Aus der Homogenitét der Transmissionsbedingungen (1.6a), (1.6 b) folgt
{50_1/2Mo_1/2 (Eo % Ho) . 5_1/2M_1/2 (E % H)} =0,

womit

Re (ExH)-uds

|z|=R

= Re (E x H) - vds + kRe (i/m (|E[> - [H]?) dx)

oD lz|<R

—1/2
— <€Oﬂ> Re (Eo x Hy) - vds
EM Db

-1/2
_ <5°ﬂ> koy*Re <z/ (1B — [Ho|?) dx)
el D

= 0
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folgt. Fiir |x| = R ist die Normale durch v = & gegeben und es folgt aus der Ausstrah-
lungsbedingung (1.7a) und der Endlichkeitsbedingung! E = O(R™1)

v (ExH)=-E-(ixH)=- E (-E+ o(R™1) = |E|* +o(R?),
O(R™1)

und daraus unmittelbar

lim E[*ds = 0.

R—o00 ‘I‘ZR

Da E als Losung der Maxwell-Gleichungen komponentenweise der Helmholtzgleichung
AE + k*E = 0 in R?\ D geniigt, ist das Rellich-Lemma? anwendbar und es folgt

E=0 in R*\ D.

Ein analoger Schluf} ist auch fiir H moglich, so daf§ die Behauptung gilt. q.e.d.

Satz 3.2 FEs seien die Voraussetzungen des vorigen Lemmas 3.1 erfillt. Dann gilt

E=H=0 inR’\D und Ey=Hy=0 inD,
das heifit, das dreidimensionale Randwertproblem besitzt hochstens eine Losung.
Beweis Das Verschwinden der Losung im Komplement von D ist Inhalt des vorange-
gangenen Lemmas und es folgt hieraus insbesondere das Verschwinden der gemif} (2.1)
zerlegten Felder A und B in R?\ D, so daf auch

vxA=vxB=0 auf 0D

gilt. Hieraus folgt wegen der Homogenitéit der Randbedingungen (2.4a), (2.4h)

VXA():VXBO:O auf 0D

und zusammen mit den Darstellungsformeln (2.6a), (2.6b) auch Ay = By = 0. Aus
(2.1) liest man Eg = Hy = 0 ab. q.e.d.

Hieraus folgt auch unmittelbar, dafi das transformierte Problem (2.2a) - (2.5h)
hochstens eine Losung besitzt..

Wergleiche dazu [3, (6.19)].
%Siehe [3, Lemma 2.11].
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3.2 Eindeutigkeit fiir das zweidimensionale Pro-
blem

Lemma 3.3 Es seien g, hy € C?(D)N C(D) und e, h € C*(R?2\ D)nC(R?\ D)
Liosungen des zweidimensionalen Transmissionsproblems mit homogenen Randdaten,

das heift (eg,hg,e,h)" = £(0,0,0,0)". Dann gilt

e=h=0 inR>\D.

Beweis Man betrachtet
aeg _ aho 1 8110 _ 880
h — h — | ¢ d
/aD{ﬂ{“au e“au} kg[oau Y ’
= / {ﬂ [hoAey — egAhg] + ki [thﬁo — eg/\eg + |grad hg|? — |grad e02]} dz
D 0

= Z/D {(Q(k?)v?ﬂ)(kov?) _ ,}/2(1 + (koﬂ)2)) (|h0‘2 . |e0|2)

+ky' (Jerad ho|* — [grad eg|”) } dx
€ R.

Andererseits gilt fiir hinreichend groes R mit D C {z € R? | |z| < R}
8e0 8110 ? aho aeo
[, 4o e -] i [ - av}}ds
8(_30 18h0 ahg aeg
— ha | 220 9o | _ 9o %€
RO s AR A A1
1/2 . -
10E0 7 oh oe
= (/=0 _ hot el
< I ) k/aD{ o eau} &

/2 .
_ Ho€o 2
< pe ) k

oh oh
his _ e -
+/IZR{ o eau}ds}

12 .
_ _) L ) {]{;2(‘e|2 — |h|*) + |grad h|? — |grade\2} dz
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Bildung des Realteiles fiihrt auf

. oh _Oe
Re (Z/IZR{hE —eg} dS) =0.

Aus den Ausstrahlungsbedingungen (1.11) und den Endlichkeitsbedingungen h =
O(R~'?), e = O(R™'/?) erhilt man

h _

hg— = h(o(R™Y?) — ikh) = o(R™") — ik|h|?,

14
d

éa—j = &(o(R™'?) + ike) = o(R™") + ik|e|?,

womit
[ (e + ) asta) = o)
|z|=R

folgt. Nach dem Rellich-Lemma gilt dann e = h = 0 in R? \ D. q.e.d.

Satz 3.4 FEs seien die Voraussetzungen des vorigen Lemmas 3.3 erfillt. Dann gilt
e=h=0 mR*\D und e =hy=0 inD,

das heifit das zweidimensionale Randwertproblem besitzt hichstens eine Ldsung.

Beweis Das Verschwinden der Losung im Komplement von D gilt nach dem voran-
gegangenen Lemma und es folgt hieraus insbesondere das Verschwinden von a und b
gemif (2.8) in R?\ D, so daf§ auch

da 0Ob
a—b—%—a—o auf 0D

gilt. Dies impliziert bei homogenen Randbedingungen?

88.0 8b0
a bg By o 0 auf 0 s
so daB aus den Darstellungsformeln (2.14a), (2.14b) ag = by = 0 in D folgt, was
wiederum ey = hg = 0 nach sich zieht. q.e.d.

Aus dem vorangegangenen Satz ergibt sich sofort die Eindeutigkeit auch fiir die Aufgabe
(2.9a) - (2.11d) in der Bohrenschen Zerlegung.

A

3Falls f = g =f =g =0, so gilt auch N, = Np, = D, = Dy, = 0 fiir die Randbedingungen
(2.11a)-(2.11d) des gemiB (2.8) transformierten Problems.
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4 Existenz

Mittels geeigneter Potentialanséitze werden Felder definiert, die bereits den geforderten
Differentialgleichungen und Ausstrahlungbedingungen geniigen. Fiir die darin auftre-
tenden Dichten werden mit Hilfe der Sprungbeziehungen Integralgleichungen abgelei-
tet, so dafl die Transmissionsbedingungen ebenfalls erfiillt sind, falls die Dichten diesen
Integralgleichungen geniigen. Es werden Bedingungen angegeben, unter denen diese In-
tegralgleichungssysteme zweiter Art eindeutig 16sbar sind. Unter Ausnutzung bekannter
Beziehungen fiir die Potentiale kénnen die Losungen der Transmissionsprobleme durch
die Daten in geeigneten Normen abgeschitzt werden.

Die Behandlung fiir das drei- und zweidimensionale Problem unterscheidet sich hier
insoweit voneinander, daf§ bei der Aufgabe im R? die Losungsbedingungen an die Ko-
effizienten fiir das Integralgleichungssystem nicht konkret angegeben werden konnen,
sondern nur bis auf eine abzéhlbare, aber nicht nidher charakterisierte, Ausnahmemen-

ge.

4.1 Existenz einer Losung fiir das dreidimensionale
Problem

Zunichst sollen einige Funktionenriume eingefiithrt werden. Es bezeichnen T(9D),
T%(dD), T"*(0D), 0 < a < 1, die Rdume aller Tangentialfelder, die stetig, gleich-
méfBig Holder-stetig bzw. Holder-stetig differenzierbar sind, ausgestattet mit den ent-
sprechenden Normen der Riume C(0D), C**(0D), Ct*(dD).

Das Vektorpotential

(Do) () = / G)Rua) ds), o in BO\OD,

mit stetigem Tangentialfeld ¢ € T(9D) 1a8t sich durch
2(Byp)(z) = (Sep)(z),  z€0D,

mit dem Einfachschichtoperator

S =2 [ p)@u(ag)ds(s).  z € 0D, (1)

oD

Vergleiche [3, Th. 6.11] zu den folgenden Aussagen iiber die Sprungbeziehungen des Vektorpoten-
tials .
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stetig in den R? fortsetzen. Es sei

v(z) X rot (Uep)+(x) := lim v(z) x rot (Vep)(z + hv(z)),

h—+0
dann gilt
2v(x) x rot (V)1 (x) = (Mup)(z) + o(z) (4.2)
mit dem elektrischen Dipoloperator
(Mp)(w)i=2 [ (o) x 0t () 9) (o) (4.3
D
Weiterhin besteht die Beziehung
lim v(z) X [rotrot (V,p)(z + hv(z)) — rotrot (V) (x — hv(z))] = 0. (4.4)

h—+0

Es bezeichne

(Lpy)(x) := 2/31) v(x) x rot zrot o {o(y) [Pu(x,y) — Doz, y)]}ds(y), z € 0D (4.5)

die Fortsetzung von 2v X rotrot (U, — Vy)p auf den Rand. Diese existiert, da die
zweiten Ableitungen von @, — @y das gleiche singulére Verhalten wie die Grundlésung
®, selbst aufweisen.

Die Operatoren
M, : T(0D) — T%(dD), T**(dD) — T (dD),
L. : T(0D) — T**(0D), T"*(0D)— T°*(dD), T"*(dD)— T"*(dD)

sind fiir 0 < a < o/ < 1 beschrinkt.? Unter der zusiitzlichen Annahme, dafi der Rand
C?—glatt ist, ist auch?
M, : T**(0D) — T *(0D)

eine beschriinkte Abbildung und die Kompaktheit der Einbettungen T%*(0D) <
T(0D), T (D) — T%*(dD) und T“*(dD) — T**(dD) sichert die Kompaktheit

von

M, : T(0D)— T(0D), T"*(0D)— T"*(dD),
L. : T(0D) = T(0D), T"*(0D)— T**(0D), T"“*(0D)— T"*(dD)

und, im Falle einer C%®—glatten Berandung, auch von

M, : T"*(dD) — T"*(dD).

2Vergleiche [43, Satz 3.3], [2, Th. 2.32 und 2.33], [31, Abschn. 4.1], [14].
3Siehe [14, Th. 2.5].
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Fiir die Existenzuntersuchungen wird im weiteren vorausgesetzt, dal 0D ein
C?**—glatter Rand ist. Die Darstellungsformeln (2.6 a) - (2.6d) legen einen gemischten
Potentialansatz gemaf

Ay(z) = aarot /6Dg0(y)<baA(:1:,y)ds(y)

+rot rot / 0(Y)Pa, (z,y)ds(y), z € D, (4.6a)
oD
Bo(z) = —agrot . V() Pag (2, y) ds(y)
+rot rot . V(y)Pog (7, y) ds(y), x € D, (4.6b)

A(z) = kot / () + m () (e ) ds(y)
+rot rot /BD(clgo(y) +m(y))®r(z,y) ds(y), € R*\ D, (4.6¢)
B(x) = —hrot / (exply) + mat () (. ) ds(9)

+rot rot /iaD(Cng(y) +map(y)) P (z,y) ds(y), x € R*\ D (4.6d)

nahe, aus dem mittels der Transmissionsbedingungen ein System von Randintegralglei-
chungen gewonnen werden soll, wobei die komplexen Konstanten ¢y, ¢y, my, my noch
geeignet zu wihlen sind.

Fiir die so gebildeten Potentiale mit Dichten o, € TH*(0D) gilt
rot Ag = aa Ay, rotBy=—agB,, rotA =LA, rotB=—-kB,

d.h. sie erfiillen die Differentialgleichungen (2.2a), (2.2b). Weiter gilt nach [2, Th. 4.12]
fiir in obiger Weise definierte Felder U

rot U x 2 4+ 2divU — iU = o(1/|z]), x| = o0,

was zusammen mit rot U = +kU und divU = 0 auf die Giiltigkeit der Ausstrah-
lungbedingungen (2.5a), (2.5b) fithrt. Auflerdem haben Ag, By, A, B die geforderten
Regularitéiten.*

Die Sprungbeziehungen (4.2), (4.4) fiir Vektorpotentiale sollen nun verwendet werden,
um Integralgleichungen fiir die Dichten ¢, 1 aus den Transmissionsbedingungen abzu-
leiten.

In den Anteilen der Potentiale, in denen der Rotationsoperator zweimal auftritt, wird
die Grundlésung @, (k € {k,aa,a}) durch (&, — ®g) + ®¢ ersetzt. Um dann den

*Vergleiche dazu [43, Satz 3.3].
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stetigen Ubergang von v x rotrot U, gemifB (4.4) ausnutzen zu konnen, werden die

noch freien Konstanten im Potentialansatz (4.6¢), (4.6d) so gewéhlt, dafl
eg'? = eV(er 4 o) = eV (my + my),

Mo_l/Q = u (e — ) = —p P (my —my),

om0 om0

gilt. Dies fiihrt fiir die mit @y erklarten Anteile zu

v X rot rot W (551/2@0 + w)) (. — hv)

—v x rotrot By (7 2(c1 + ) + e 2 (my + ma2)y) (. + hv) — 0,
v X rot rot Y (/Lal/Z(cp — w)> (. — hv)

—v x rotrot Vo (™" (c1 — ca)p + ™2 (my — ma)b) (. + hv) = 0

fir h — 0.

Geniigen die Dichten den Integralgleichungen

4f = ey PaalMaye — ¢ - &5 an[ Moy — ]
—e 2k My(crp + mut) + (cr + marh)]
+e7 2| [ My (cap + math) + (ca + mat))]
+50_1/2LQA<,0 + 50_1/2L0B¢
—e V2L (e + matp) — e Y2 L (ca0 + mat),
dig = g PaalMaye — @] + 1ty P on[Magto — ¢
— 1 2R M (e + math) + (1o 4+ matd)]
— 12K [ My (cotp + mat)) + (20 + math)]
iy Lapp — 1y * Lo ¥
—p~ P Li(crp + mawy) + p= P Li(eap + mah),

so folgt aus den Sprungbeziehungen, dafy die zu diesen Dichten erkléirten Potentiale die
Randbedingungen (2.4 a), (2.4b) erfiillen.

Man kann diese Integralgleichungen in geschlossener Form

e ()
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schreiben. Setzt man die Konstanten ¢y, ¢, mq, my gemifl (4.7) ein, so sind E und A
durch
—ap — k& ap + k&
E = 4.
( —op — kY —ag— k€L )7 (4.9)
A_ OtAMaA _kok+LaA —Lk —OtBMaB +€kMk+LaB —Lk (4 10)
o OéAMaA _5_1kMk+Lo¢A —Lk aBMaB —5_1kMk _LaB —|—Lk .

1/2
gegeben, wobei zur Abkiirzung wie in (2.12) £ = (%) gesetzt wurde. Zur Untersu-

chung der Invertierbarkeit von E betrachtet man die Determinante

det E = 2apap +2k* +Ek(aa +a)(E+ €7
= 2{kgv® + k* + kko*(E+ €7}

Die Bedingung det E # 0 ist damit dquivalent zu
Ekoy?€% + (E* + k292)€ + kkoy® # 0 (4.11)
und wegen der Positivitdt aller darin auftretender Groflen immer erfiillt.

Der Operator A ist ein in T5*(0D) x T**(0D) kompakter Operator, da seine Kompo-
nenten dies sind. In diesem Raum soll die Riesz-Theorie angewendet werden.

Unter Ausnutzung der Abbildungseigenschaften folgt fiir jede Losung (o, ¢) € T'(0D) x
T(0D) der Integralgleichung (4.8) auch ¢, ¢ € TH*(9D), falls f, g € T"*(dD) gilt, so
dafl man die Untersuchungen zunéchst auch in den Rdumen stetiger Tangentialfelder
durchfiithren konnte.

Bemerkung 4.1 In [21] wird als adiquater Holderraum fir die Lisung der aus einem
aufseren elektromagnetischen Problem resultierenden Integralgleichung der Raum von
Tangentialfeldern, bei denen die Oberflichendivergenz gebildet werden kann, durch

TP%(0D) = {x € T**(0D) | Divx € C**(dD)}

mit der Norm
HXHT@?’“ = ||x|lcoaapy + [|Div x|[coe @)
eingefihrt.

Dieser st fiir die Behandlung des hier auftretenden Integralgleichungssytems zweiter
Art nicht unmittelbar geeignet, da der Operator L, beschrdnkt aber nicht kompakt von

T (0D) in sich abbildet.’

>Vergleiche [31, (4.1)].
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A, hat die Darstellung
Ay = aarot BV, , ¢ + 1ot 10t Vo, ¢ = aarot Vo, © + a3 Vo, ¢ + grad B, (Div ),
analoges gilt fiir By, A, B. Mit Hilfe von [2, Th. 2.24] ergibt sich daraus

[ Aol o p)

Callellcro@ny, Allcoamnp < Ca(lellcre@n) + |¥llcra@n)
|1 Bo||co.e(p) <

Colltllcraapy,  |Bllcoems\n) Ca (llllcraop) + ||¢||01,a((aD))i
4.12

wobei C, eine vom Holderexponenten «, sowie von dD und den physikalischen Para-
metern abhéingige Konstante ist.

<
<

Es wird nun die Riesz-Theorie in T"%(dD) x T"*(0D) angewendet. Dazu ist das ho-
mogene Problem (E + A) (5) = 0 hinsichtlich der Eindeutigkeit einer Lésung zu unter-
suchen.

Es soll zunéchst der Spezialfall £ = 1 betrachtet werden. Hierfiir gilt mit (4.7)

1/2 1/2
= (E) (o =0
Ct =Moo = | — = —_— s Co =M1 = U.
€0 Ho

Lemma 4.2 Sei (;Z) € TH*(0D) x TH*(dD) eine Lisung des homogenen Integralglei-
chungssystems (4.8) mit & = 1. Dann gilt ¢ = ¢ =0 auf OD.

Beweis Unter der Voraussetzung ¢ = 1 entkoppelt das Integralgleichungssystem und
es gilt
(aa +k)p — (0aMa, — kMy + Loy — Li) ¢,
= (OéB + k)w - (OéBMaB — kM, — LaB + Lk) .
Es seien ¢, 1) Losungen dieses Systems und A, Ay, B, By die zu diesen DiNChten in R3\
0D entsprechend (4.6a) - (4.6 d) definierten Potentiale. Dann 16sen A = A|gap, Ag =

Aglp, B = ]~3\]R3\D, B, = By|p das homogene Randwertproblem (2.2a) - (2.5b) und
verschwinden wegen dessen eindeutiger Losbarkeit nach Satz 3.2.

Fiir AI = A|D, A6 = AU‘]R3\Da B’ = B|D; BEJ = Bg‘Rs\D gllt

rot Al = aaAy in R*\ D, rot A’ = kA'in D,
rotB) = —agBy in R*\ D, rotB' = —kB'in D

und

1 1
Agxi—iA6:0<?|>, B6X£+iB6:0<?|>, x| — oc.
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Aus den Sprungrelationen erhélt man auf 0D

vx Ay = vx(A)—Ay) =aap,

vx By = vx(By—By) =—ap,

vx A = —vx(A-A")=—-k(cip+m) = —keip,
vxB' = —vx(B-B')=k(cop+ mop) = ke,

wobei bei den letzten beiden Identitdten die Voraussetzung & = 1, d.h. ¢; = my und
co = my = 0, eingegangen ist. Hieraus folgt

vx A+ kL x AL = 0 auf D,
oA
uxB'—i—kiyng = 0 auf dD.

aB
Nach dem folgenden Lemma 4.3 mit der Wahl
(U, Uy, k, ko) = (—key JaaAy, A'yap, k) und  (4.13a)
beziehungsweise
(U, Uy, k, ko) = (—kec1 JapBy, B, —ap, —k) und (4.13D)
gilt A’ =B’ =0in D und A} = B = 0 in R?®\ D. Aus den obigen Sprungbeziehungen
folgt ¢ = ¢ =0 auf 0D. q.e.d.
Lemma 4.3 Es seien k, kg € R und U € C'(R?*\ D)NC(R3\ D), U, € C'(D)NC(D)
Lésung von

rot Uy — kgUy = 0 in D,
rotU—xkU = 0 inR*\ D,
vxU—-vxUy = 0 aufdD,

1
Uxz—iU = 0<|?>, |z| — o0 (4.13a)
1
oder Uxz+iU = 0<|?>, |z| — 0. (4.13D)

Dann gilt
U=0 imR*\D wund Uyg=0 inD.

Beweis Anwendung der Greenschen Vektorsitze liefert fiir hinreichend grofles R € R

/_R(I_J x U) - vds(z)
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Il
\

div ( UXU)d:E-i—/ (U x U) -vds(z)

z¢D oD

lz|<R

= /é (U-rotU-TU- rotU)dx—i—/ (Up x Uy) - vds(x)
zgD

|z|<R oD

= (Ug - rot Ijo - Ij[) - rot Uo) dz

Il
o
)

Nach der Ausstrahlungbedingung (4.13a) bzw. (4.13b) gilt nun aber auf der Kugel
|z =

(UxU)-v=(Ux2)-U=U-(+U+0o(R ")) = +i|U]* + o(R?),

woraus
lim |U[*ds(z) =0

folgt. Das Rellich-Lemma liefert wegen AU+ x%U = 0 dann U = 0 in R3\ D. Damit ist

U, Losung von rot Uy = koUp in D, v x Uy = 0 auf D, so daf} eine Darstellungsformel

analog zu (2.6a) - (2.6d) das Verschwinden von Uy in D zeigt. q.e.d.

Mittels der analytischen Fredholmtheorie® kann das Existenzresultat auf den Fall £ # 1
bis auf eine abzihlbare Ausnahmemenge wie folgt ausgedehnt werden.”

Es seien 8> 0, g9 > 0, g > 0, ¢ > 0 fest, so daB 1 — k2% > 0 gilt. kg, 7%, aa und ap
sind dann auch fixiert und p = €% g e/gg sowie k = £ kg /eq hiingen analytisch von &
ab. Die Matrixoperatoren A und E, die geméf (4.9), (4.10) erklért sind, weisen eine
Abhéngigkeit von apa,ag, k und £ auf. Unter den eben getroffenen Annahmen, kann
dies alles durch eine Abhéngigkeit nur von £ in der Form A = A(¢) und E = E(§)
ausgedriickt werden.

Es sei 0 > 0 hinreichend klein. A(¢) und E() sind dann in einer komplexen Umgebung
von Ry; = {z € C | Im(2) = 0,Re (z) > d} analytisch von £ abhingig, da die einzelnen
Eintrige dies sind. Hier wird benutzt, dafi die Grundlésung ®,(.,.) analytisch von der
Wellenzahl x abhéngt.

Es existiert eine zusammenhingende Umgebung V' C € von R in der E(&) be-
schrénkt invertierbar ist. Dies folgt aus der Bedingung (4.11) fiir die Invertierbarkeit
von E(&), die, in Abhéngigkeit von ¢ ausgedriickt, die Form

2
0#¢ (52 (Wi + kﬁ%) + k22 + kéi)
€0 €0 €0

6Vergleiche [3, sect. 8.5].
"Siehe dazu auch [36].
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besitzt. V' so zu wihlen, dal 0 ¢ V gilt, ist fiir beliebig kleines § > 0 immer moglich.
Da in dem zweiten Faktor sowohl das Absolutglied als auch der Koeffizient vor &2
positiv sind, ist in einer geeigneten Umgebung der positiven reellen Achse dieser von
Null verschieden.

Da E(&) in V invertierbar ist, gilt nach der analytischen Fredholmtheorie, dafl auch
E(&) + A(§) in V mit Ausnahme einer diskreten Menge invertierbar ist, falls die Inver-
tierbarkeit in mindestens einem Punkt vorliegt.® Fiir € =1 € R.s5 C V ist dies aber in
Lemma 4.2 gezeigt worden. Das direkte Problem ist also fiir fast alle Parameterwerte
wohlgestellt.

Es liege ein solcher Satz von Parametern vor. Unter den Gldttevoraussetzungen an f
und ¢ gilt dann fiir die Losung der Integralgleichung (4.8)

lellrraopy + 1Ullrre@py < [l fllrre@n) + 19llr1e@D)}s

so dafl sich zusammen mit (4.12) insgesamt die Losung gegen die Daten in der
T'%—Norm abschitzen 1it

[Aol[co(p)+IBollcoa(ny + | Allcon e 5y +Bllcoems py < el fllrre@p)+gllrre@n) }
(4.14)
mit einer geeigneten Konstanten ¢ = ¢(«, dD).

Zusammengefaflt 148t sich der folgende Satz formulieren.

Satz 4.4 Essei D ein C*“-glattes Gebiet im R>®. Weiter seien die positiven Parameter
B, €0, 1o, € S0, daf 1 —k23% > 0 gilt. Dann ist fiir alle positiven u mit Ausnahme einer
hdchstens abzihlbaren Menge das Transmissionsproblem (2.2a) - (2.5b) zu beliebigen
rechten Seiten f,g € TH*(0D) eindeutig ldsbar. In diesem Fall hingt die Lisung stetig
von den Daten gemdf (4.14) ab.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes soll noch eine Darstellung fiir die Fernfelder A ., B
angegeben werden, die das asymptotische Verhalten

=S panvo ()} w0 founso (1)

|z| — oo, & = x/|z| von A und B in Abhingigkeit von der Losung des Integralglei-
chungssystems beschreiben. Es gilt

A (i) = Eﬁc X {i(crp +murp) + (cro +myp) x &} e ¥ ds(y),
oD
N k? A . N ikd-
By (%) = E«T X {=i(cop + mat)) + (cap + mot)) x 2} e g Yds(y).
oD

8Siehe [3, Th. 8.19].
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4 Existenz

4.2 Existenz einer Losung fiir das zweidimensionale

Problem

Es soll nun die Existenz von Losungen im zweidimensionalen Fall untersucht werden.

Dazu wird folgender Potentialansatz verwendet.

Es bezeichnen S, K, K;
(Skep)(x)
(Kup)(x)
(Kxe)(z)

und 7,

(Tep) () =

mit der Grundlésung ®,(z,

/6D {OékA 6<I>

fof"
Py (

/BD { 8V((?J)

/BD {%@)y)% + (I’k(x’y)@%} ds(y), = € R*\ D.

: C(0D)

A(7,Y)
v(y)
(z,y)
ov(y)
Wy + B, y)clsol} ds(y), © € R*\ D,

0P,

aB

4

C(0D) die Integraloperatoren

P (z,y)p(y)ds(y), = € dD,

0P, (z,y)

() o(y)ds(y), = € dD,

¢(y)ds(y), = € 0D

. C'(8D) — C(9D)

0P, (z,y

) )¢(y) ds(y), = € 9D

Qav?@ L,

y) = $Hs (klz = y)).

Fiir eine Losung des Integralgleichungssystems

aA

«
Ny = “A(Toy = T+ (K, + D - fcl(Kié — I,
(6 % Q *
Ny = OB (T — Tl + malK, + T)er — “Rey(K ~ D
«
2D, = TA(KQA — I)Yh 4+ My Sap 1
_£+(Kk =+ I)wl — 5+C15k§01 - gf(Kk + [)wQ - 5702514802,
«
2Db = TB(KQB - 1)% + m2So¢B(p2
—& (K + 1)ty — &-c1Skpr — &4 (Ki + 1)pg — E4c2Skpo

b + o, (x,y>m1¢1} ds(y), = € D,

0on(@:9) ) L 5, (a, y)mwz} ds(y). = € D,

(4.15a)
(4.15b)
(4.15¢)

(4.15d)

(4.16)
(4.17)

(4.18)

(4.19)
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folgt mit den Sprungbeziehungen, daf§ fiir die oben definierten Potentiale die Randbe-
dingungen (2.11a) - (2.11d) erfiillt sind.

Dieses Integralgleichungssystem 183t sich in Operatorform

2N, ¥1
2N _ P2
op, | =EFA] L, (4.20)
2Dy (5
mit
my + YR 0 0 0
0 my + 2Bcy 0 0
E= : o 421
0 0 & — —& (4.21)
! 0 & G-
und
miKG, — raky 0 %A (T, —Ty) 0
A= 0 my K5, — oK) 0 a8 (T, —T})
m1Sas — 1€+ Sk —co&_ Sy, —& Ky + O‘TAKQA —6 Ky,
_C1§—Sk mQSaB — CQ§+Sk —S_Kk _§+Kk + OéTBKaB
(4.22)

schreiben. Man interessiert sich jetzt fiir die Invertierbarkeit von E. Es gilt

det B = (my + %cl)(mg + %02)(5_21_ — & vanapk? + &4 (aa +ap) k™),

-1 k2y? 2koy2
so daf die Bedingung det E # 0 unter Ausnutzung von 2££, = £2 + 1 #quivalent zu
kkoy?€% + (K* + k292)€ + kkoy* # 0, (4.23)

km1 + aacy 7é 0, kmg + apco 7& 0 (424)

ist. Dabei ist (4.23) nach den Annahmen iiber die physikalischen Parameter immer
erfiillt. Fiir die folgenden Betrachtungen sei auch die Giiltigkeit von (4.24) vorausge-
setzt.

Der Operator A : (C(dD))* — (C(dD))* ist kompakt, da alle seine Komponenten dies
sind?.

Wenn man fiir die Inhomogenititen Na, Ny, € C%*(dD), D,, Dy, € CY*(dD) vor-
aussetzt, gilt fiir eine Losung (@1, 02,11, ¢2) € (C(OD))* von (4.20) auch ¢y, ¢y €
C%*(0D) und vy, ¢y € CH*(dD). In diesem Fall folgen dann auch fiir die mit diesen
Dichten gebildeten Potentiale die geforderten Regularitiiten ag, by € C?(D) N CY(D)

9Vergleiche [3, Th. 2.30 und 2.31].
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und a, b € C%(R?\ D) N C'(R?\ D). Die Differentialgleichungen (2.9a), (2.9b) sowie
die Ausstrahlungsbedingungen (2.10) sind aufgrund des Ansatzes (4.15a) - (4.15d)
erfiillt.

Es geniigt also, die Existenzanalyse fiir stetige Dichten durchzufiihren. Die Riesz-
Theorie liefert die Existenz einer Losung, wenn fiir das homogene Integralgleichungs-
system gezeigt werden kann, dafl es nur die triviale Losung besitzt.

Es seien 1, @9, 11, 19 stetige Losungen des homogenen Integralgleichungssystems und
ag_ = ap, by := by, a; := a, b, := b die zu diesen Dichten gemif} (4.15a) - (4.15d)
definierten Potentiale. Weiter bezeichnen ag,, by, a_, b_ die im jeweiligen Komple-
ment R2\ D bzw. D analog erklirten Potentiale.

Wegen der eindeutigen Losbarkeit des homogenen Randwertproblems nach Satz 3.4
gilt
ao,:bo,:(]inD, a+:b+:Oin]R2\D.

Aus den Sprungbeziehungen fiir das Einfach- und Doppelschichtpotential erhilt man

8a0+ 8a0+ Bao, 8b0+ 8b0+ ab(],
o o ov e o o ow e
da_  0Oda, Oa_ ob_  0b, 0b_

v v v ;Z“Ol’ v v v ;;2(’02’
Ao+ = Qo+ — Q- = T?ﬁl, boy = boyr —by. = 71&2;
—a_ = a;y—a =1y, —b_ = bi—-b. =1

Damit 16sen ag,, a_ bzw. by, b_ folgende zwei Transmissionsprobleme.

(A+ad)agy = 0 in R?\ D,
(A+ka_ = 0 in D,
(Pa) 6183% + mlag—u‘ = 0 auf 0D,
ap; +“Pa_ = 0 aufdD,
%201 _ japag, o(r='7?),
(A +ad)by, = 0 in R?\ D,
(A+Ek)b_ = 0 in D,
(Pb) cgm;% + mgag—u‘ = 0 auf 9D,
bos + 22b_ = 0 auf 4D,
agou+ —idagbg, = o (7“_1/2) .

Dies sind gewdhnliche Transmissionsprobleme, wie sie in [27] behandelt werden. Mit
den Ersetzungen (Pa) : puy = ¢, o = m;'apak™, ky = k, ks = ap bzw. (Pb) :
p1 = ¢y, g = my taak™", ki =k, ks = ap haben sie die Gestalt [27, (2.1), (2.2)]. Die
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dort in Theorem 3.1 angegebene Bedingung ZQ—:?z € R fiir die eindeutige Losbarkeit
1R1

-1 -1
bedeutet dann mit den hier verwendeten Bezeichnungen Cll , —Cfl € R.
1 2

(Pa) und (Pb) sind also eindeutig losbar, falls my, ¢;, mg, ¢2 von Null verschieden und

<L 2 ¢ R erfiillt sind. Dies 148t sich zusammen mit (4.24) in
1 m2

“L e R\ {0.—kfax}, = €R\{0,~k/as} (4.25)

zusammenfassen.

Unter diesen Bedingungen folgt dann unmittelbar
®1 :@szl zsz:OaufaD,

das zweidimensionale Randwertroblem ist also fiir alle rechten Seiten (mit entsprechen-
der Regularitét) eindeutig losbar.

Fiir die Dichten gilt nach der Riesz-Theorie

lle1llewny + lle2llcepy + 11llc@ny + 1¥2llcon
< c{INallo@n) + [ Nsll @y + | Dallo@ny + | Dullc@n) } - (4.26)

Die Beziehung
(@1; V2, Y1, %)T = Eil{Q(Na, Ny, Dy, Db)T - A(%; P2, Y1, %)T} (4-27)

und die Abbildungseigenschaften von A implizieren

¢1llcoa@py + lea2llcoaapy + [[t1]lcra@py + [[¥2]lcreap)
< c{[Nallcoaany + || Nallcoa(an) + | Dallcra@ny + || Dollcre@ny §

mit einer geeigneten Konstanten c.

Nach [3, Th. 3.3] folgt aus (4.15a) - (4.15d)

aol|ce(py + [[bollcra(py + [|lallcre®e\py + [Ibllcte @2\ p)
< c {HNaHCO’a(BD) + ||Na||COxa(8D) —+ ||Da||cl,a(aD) -+ ||Db||cl,a(3D)} . (428)

Zusammengefafit gilt also das folgende Eindeutigkeits- und Wohlgestelltheitsresultat.

Satz 4.5 Fiir ein C?-glattes Gebiet D besitzt das Transmissionsproblem (2.9a) -
(2.11d) zu beliebigen rechten Seiten Nu, Ny, € C%%(dD), D,, Dy, € C'*(dD) genau
eine Losung. Diese hingt stetig von den Daten im Sinne von (4.28) ab.
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Man kann nun noch ein modifiziertes Wohlgestelltheitsresultat angeben. Die im Ope-
rator A auftretenden Integraloperatoren sind ebenfalls kompakt von L?(0D) in sich,
so daf} zweimalige Anwendung der Fredholmschen Alternative — angewendet auf die
nicht entarteten Dualsysteme ((C(dD))*, (L2(0D))") und ((L2(0D))*, (L2(8D))"), je-
weils ausgestattet mit der L2-Bilinearform — auch die beschrinkte Invertierbarkeit von
E + A in L*(0D) liefert, das heifit, es existiert eine Konstante ¢y mit

le1llr2@py + @22y + U1 llr2on) + [l r20m)
< o {|INallz2op) + [|No 2200y + || Dall 200y + | Do llr2(ap) } - (4.29)

Es sei ein Punkt 2 € 9D fixiert und fiir 0 < 7 < R eine Funktion y € C?(9D) gewiihlt,
so daf}

B, =1, supp (x) C B

L4

X

gilt, wobei B, = {x € R? | |z — xg| < p} fiir p > 0 bezeichnet und r < ' < R' < R
gelte. Man zerlegt jetzt die Dichten gemafl o1 = (1 —x)@1+ x¢1, w2 = (1 —x)p2+ Xpa2,
1 = (1= x)b1 + xt1, o = (1 — x)bo + X2 und behandelt die zugehorigen Potentiale
separat. Exemplarisch ist ag = u + u/, wobei die beiden Anteile gemé&f

we) = [ AT ()t + B (o1 - x0)a) | sl

)

vy = [ [T ) 0) 4 i)} dst)

erkldrt sind. Fiir u gilt ||ul|c1.a(p\py) < [|1f/cro(py und

ullcropy < e {II(1 = x)@rllcoaiopy + [|(1 = x)thllcreaon) }
< e {lleillcra@na,) + 1¥1llcre@pys,) )

dies 148t sich nun unter Ausnutzung von (4.27) und den Abbildungseigenschaften von
A zwischen Holder-Rdumen weiter abschitzen gemésf

||U||clﬁa(D)
< e {|INallcoeop\s.n) + | Nbllcoa@ms..) + | Dallcre@m s,y + | Dbllcre@pys,.
+lleillcop\s,.) + le2llconsy + 1Uillcons.n + 12llc@ms,} (4.30)
mit r < r’ <1’
Wiederum (4.27) und die Eigenschaft von A, von (L*(0D))* nach (C(0D))* beschrinkt

abzubilden, sowie (4.29) implizieren

le1llcpys,iy + |le2llcop\s,.) + [¥1llcop\s,.) + |¥2llcop\B,1)
< a{l|Nalle@n\s,) + | Nollcp\s,) + | Dallc@ans,) + || Dbllcon\s.)
+ [ Nall 2290y + I Nl 26Dy + || Dallz2 o) + | Dollr2(om) } - (4.31)
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Setzt man (4.31) in (4.30) ein, so folgt

||U||claa(D)
< G {HNaHCOxa(BD\BT) + || Nbllcoe@p\B,) + | Dallcte@p\s,) + [ Dbllcre@p\B,)
+ || Nall2o0) + | Nl 2oy + | Dall 2 (o) + 1 Dol 200y } - (4.32)

Jetzt ist noch der zweite Anteil u' zu untersuchen. Wertet man v’ beziiglich ||.|| 1.0\ 5,)
aus, so sieht man, dafl der tatsichliche Integrationsbereich und das Gebiet auf dem
ausgewertet wird, positiven Abstand haben, so dafl mit der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung und (4.29)

||ul||Cla“(D\BR) S G {||901||L2(aD) + ||¢1||L2(3D)}
< e {|INallz2op) + [|Nb 2200y + || Dallz2op) + | Dol z2(0m) }
folgt. Mit analogen Betrachtungen fiir by folgt insgesamt
aol|cre(pvBg) + 1ol e (pyBR)

< c{||Nallcoe@n\g,) + | Nbllcoeop\5,) + || Dallcre@p\s,) + | Dbllcre@n\s,)
+||Nallz200) + | N6l 200y + |1 Dall 200y + || Dol 2(0) } (4.33)

mit einer Konstanten ¢, die nur von vom Gebiet D, dem Holder-Exponenten o, dem
Punkt xg € 0D, und den Radien r, R abhéngt.

Aus der Losungsdarstellung als gemischtes Potential ergibt sich eine Darstellung fiir
die Fernfelder'® a., und b

o—im/4 L
ax(L) = \/&T—k aD{kV(y)-fwl(y)+iclsol(y)}6‘“”'yd8(y), (4.34a)
ba(i) = o [ {kuly) - in(y) + i paly) e I ds(y), (4.34D)

V8&nk Jop

die das asymptotische Verhalten

a(z) = f/kg {aoo(i) +0 <|%> }  b(r) = eik; {boo(fc) +0 (%) } el > oo,

von a und b im Unendlichen beschreiben.

0Vergleiche [3, S.71].



30 5 Formulierung als Streuproblem

5 Formulierung als Streuproblem

In diesem Kapitel soll die allgemeine Behandlung der Randwertprobleme auf die phy-
sikalisch relevante Beschreibung von Streuproblemen spezialisiert werden. Dabei sind
nun die Randwerte nicht willkiirlich vorgegeben, sondern resultieren aus einfallenden
ebenen Wellen, die im Auflenraum den Feldgleichungen gentigen. Von dem entstehenden
Streufeld verlangt man ebenfalls das Erfiilltsein der Feldgleichungen sowie ein dimen-
sionsabhéngiges Abstrahlverhalten, das transmittierte Feld mufl den inneren Feldglei-
chungen geniigen.

5.1 Dreidimensionales Streuproblem

Beim dreidimensionalen Streuproblem setzen sich die dufleren Felder E = E! + ES,
H = H' 4 H° aus einem bekannten einfallenden Feld E! bzw. H’ und einem gestreuten
Feld E* bzw. H* zusammen. Gesucht sind dann Losungen (Eg, Hy, E*, H®) des direkten
Problems (1.5a) - (1.7b) mit den Inhomogenitéiten

f=e"PuxElyp und g=p""v x Hyp,

also
(Eo, Ho, B, HY)T = £ (=720 x B |pp, P x Hilpp) = £° (B, H)T  (5.1)
mit dem gem&f (1.8) erkldrten Operator.
Dabei sind E? und H? aus Richtung d einfallende ebene Wellen! der Form
E' = E'(r;d,p) = %rot rot p e**% = ik(d x p) x de**?, (5.2)
H = H'(z;d,p) = rotpe*? = ik(d x p) ™, (5.3)

wobei p die Polarisationsrichtung beschreibt und |d| = [p| = 1 gilt. Falls dLp, so
vereinfacht sich die Darstellung zu

El(x, d:p) == ka eikxld, Hl (:E, d,p) = 1kd x peik"r'd_

'Dafl die Maxwellgleichungen erfiillt sind, rechnet man leicht mit den Beziehungen (z x y) x z =
(z2)y — (yz)z und rot, (ye***) = a (z x y) e**'* nach.
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5.2 Zweidimensionales Streuproblem

Es soll nun das Streuproblem fiir den zweidimensionalen Fall formuliert werden. Dazu
sind zwei Probleme beziiglich der Polarisationsrichtung der einfallenden Felder, ndmlich
das transversalmagnetische oder auch elektrische Problem (TM) und das transversal-
elektrische oder auch magnetische Problem (TE), zu unterscheiden. Zu den Bezeich-
nungen vergleiche [12, S. 404f.].

Beim (TM), dies entspricht gerade der Polarisation p = (0,0,1) " in 23—Richtung, sind
die einfallenden Felder durch

. . 0 . .
E — ikezkx-d( 0 )} H = ikdlezkx-d
1
gegeben, wobei d = (dy,dy,0)" mit |d| = 1, d+ = (dy, —d;,0)7 ist.

Analog gilt beim (TE), was der Polarisation p = —d' orthogonal zu d und der
x3—Richtung entspricht,

. . 0 . .
H = ikezkx-d( 0 >’ E! = _ikdlezkx.d‘

1

Gesucht sind Losungen ey, hy € C*(D) N C(D), e*,h* € C?(R?\ D) N C(R?\ D) von
(1.10a) - (1.12d), wobei die Inhomogenitéiten gegeben sind durch?

(TM) [ =ike=12eikudy L f— F = ike=/2¢ikad
g1 =92 =0, G = —ikp~'2ethdy . d, §=0,
(TE) g = ikp 2etkrdy g =0, G = ik \2eiknd.
fi=f2=0, f =ike=2etkzdy g f=0.
Dies kann mittels
(TM) el(x;d) = ikeik®d, h! =0, (5.4)
r,d) = ike el =
(TE) h'(x; d) ketkzd =0 .
auch in der Form
f = 5*1/2e’i, g _ /1,71/2112., f: _871/2ik—lg, g _ Mfl/g.kflg
ov ov
geschrieben werden, so dafl
—5‘1/2ik‘1%—hi
—1/2 'k—la_eiy o
s 1.8\ | [ s (i pi) |
(eOJhU;e:h) =L a 8_1/2€iay =L (e,h)
ﬂ71/2hz’

?Es wird benutzt, daf$ f = e~'/?v x Ef|gp, g = p~/?v x Hi|gp und v' - d* = v - d gelten.
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mit £ geméf (1.13) gilt.

Fiir das Problem in Bohrenscher Zerlegung ergeben sich hieraus die folgenden Rand-
bedingungen gemifl (2.11a) - (2.11d)

Na — —kaA(/LU/,u)l/Qeikx'dl/ . d,
(TM) Ny, = —kag(po/p)?e*@dy . d, (5.5a)
D, =Dy = ik(go/c)"/?etod,
Na = —ikaa(go/e)?ekmdy . d,
(TE) Ny, = ikag(go/e)/?ethmdy . d, (5.5b)
_Da — Db — k(uo/ﬂ)lﬂeikaa-d_
Setzt man
(TM) a' = b’ = ik(uo/p)" e, (5.6a)
(TE) —al = b’ = k(gq/e)" ek
so dafl bei beiden Problemen
ap 0a’ ap Ob’ . . , .
No="B, Ny= 20 Da=ga +6b, Dy=gal+&b,

gilt, dann 148t sich das Streuproblem in der Bohrenschen Zerlegung in der folgenden
Form schreiben.

Gesucht sind ag, by € C?(D) N C(D), a®,b* € C*(R?\ D) N C(R?*\ D) mit

(A +aR)ag=(A+ap)by = 0 in D,
(A+k)a* = (A+k)b* = 0 in R?\ D,

Gy _cab _ oass auf gD
dby _ a db° _  ag dbi
w ke = g, auldD, (5.7)
ag—&,a*— &b = £a'+ &b auf OD,
by — & a® —&,b* = £ a'+ &b auf AD,
%2 _ika* = o(r/'?),
0 it = o (12,
oder kurz _
ap da’
i g
ag, by, a’,b*)| = P Foov | = P (a2l bi)T 5.8
( 05 M0 ) §+al+§_bl ( ) ( )
£a+&,b

mit £8 gemiB (2.13).

Bei der Betrachtung von Streuproblemen bezeichnen a,, und b, die zu a® beziehungs-
weise b* gehorigen Fernfelder.
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Die Parameter seien im folgenden immer so gewihlt, dafl Existenz und Eindeutigkeit
bei den direkten Problemen gesichert sind. Insbesondere sind dann die Losungen durch
die angegebenen Potentiale darstellbar.

Die Losungen des dreidimensionalen Problems im Auflengebiet haben das asymptoti-

sche Verhalten
eik\z\ 1
E(z) = {Eoo(i)—i-O (—)}, |z| — oo,

|| 7|
H(z) = 6|; {Hoo(:ﬁ)JrO(%)}, 12| = oo,

gleichméBig fiir alle Richtungen & = z/|z|. Dabei haben die Fernfelder E,, H. die
Darstellung’

ik

Bao(d) = o [ {r(y) xB(y) +[v(y) x Hy)] x e MV ds(y),
Ho(i) = Joax [ (o) x HO) = (o)  B()) x ahe 7 ds(y)

Entsprechende Aussagen gelten fiir A, B bzw. A, B.

Fiir die Fernfelder gelten die Orthogonalititsrelationen?
H.(2) =2 x E(2), T-Ex(2) =2 -Hy(2) =0. (6.1)
Bei den zerlegten Feldern ergeben sich die Beziehungen

A(d) =id x A(2),  Buol

=>
|
|
-~
]
X
vsj
8
=
IS
>
8
=
Il
=>
vsj
8
=
Il
o

Im zweidimensionalen Fall gilt?

!Siehe dazu [3, (6.24)].
2Vergleiche [3, (6.23)].
3Vergleiche [3, (3.63) und (3.64)].
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gleichméBig fiir alle Richtungen & = z/|z| mit den Darstellungen

X e'i7r/4 aefiki-y e _ikiy
enli) = = [ Lol - S} ast)
eiﬂ/4 aefik:i-y oh - y}
U —ikd- d
V8mk aD{ v) ov(y) v e W)

hoo(7) =

fiir die Fernfelder. Fiir a, b und a,,, by gilt dies entsprechend.

6.1 Reziprozitit im dreidimensionalen Fall

Es bezeichnen

E'(z;d,p) = ik(d x p) x de™*™?, H'(z;d,p) = ikd x pe™™? = %rot E'(z;d, p)

die einfallenden elektromagnetischen Wellen und

™2y x Ei(; d,p))

) . s( . s( . T _
(EU(-adap);HU(-; d;p)aE ('7 d;p)aH ('7 d;p)) - £<,U,1/21/ % HZ(, d,p)

die Losung des zugehorigen Streuproblems, sowie E(.;d,p), Hy(.;d, p) die zu E*
beziehungsweise H® gehorigen Fernfelder.

Fiir diese gilt der folgende Satz.

Satz 6.1 Das elektrische Fernfeld fiir die Streuung einer ebenen elektromagnetischen
Welle am chiralen Gebiet erfillt die Reziprozititsrelation

q-Ex(2;d,p) = p- Eoo(—d; =2, q) (6.2)
fiir alle ,d € Q und alle p,q € R3.
Beweis Nach [3, (6.78)] gilt fiir die Fernfelder, ausgedriickt durch die Gesamtfelder,
4m (¢ Boo(#;d,p) = P+ Boo(—d; =1, q))

=/ {v(y) x E(y;d,p) - H(y; =%, q) + v(y) x H(y; d,p) - E(y; —2,q)} ds(y)

fiir alle 2, d € Q und alle p, ¢ € R3. Mit den Transmissionsbedingungen (1.6a), (1.6b)
folgt daraus

A (q - Boo(2:d,p) — p - Ex(—d; —2,q))
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- 1/2
- ( M) / {Eo(y;d, p) x Ho(y: =&, q) + Ho(y; d, p) x Bo(y; =7, 9)} - v(y) ds(y)

Eolo
— (80#0) d1v {Eo(y: d,p) x Ho(y; —#, q) + Ho(y: d, p) x Bo(y; —2,¢)} dy
1/2
= <€oﬂo> /{Ho :—7,q) - rot Eg(y; d, p) — Eo(y; d, p) - rot Ho(y; —1, q)
+Eo(y; —2. q) - rot Ho(y; d. p) — Ho(y; d, p) - rot Eo(y; =2, ¢)} dy
B (50M0> /{HU :—q) - [ikoy Ho(y: d, p) + ko7* BEo (y; . )]

~Eo(y; d, p) - [—ikov’Eo(y; =&, q) + ki7* BHo(y; —2, q)]
+Eo(y; —2. q) - [—ikoy’ Eo(y: d, p) + ki’ BHo(y; d, p)]
—Ho(y; d,p) - [ikov’Ho(y; =, q) + k37v*BEo(y; — %, q)]} dy

q.e.d.
Ein analoges Resultat 148t sich fiir das magnetische Fernfeld formulieren.
Korollar 6.2 Das magnetische Fernfeld fiir die Streuung einer ebenen elektromagne-
tischen Welle am chiralen Gebiet erfillt die Reziprozitdtsrelation
¢ Ho(2;d,p) = p-Hoo(—d; =2, q) (6.3)
fiir alle ,d € Q und alle p,q € R3.

Beweis Mit der Orthogonalitidtsbeziehung (6.1) und der Reziprozitét (6.2) gilt
¢ Heo(2;d,p) = ¢+ (2 X Exo(2;d,p)) = (¢ X 2) - Exo(#;d, p) = p - Eoo(—d; —2,¢ X 2).
Dabei ist Eo(.; —, ¢ X ) Fernfeld des elektrischen Streufeldes bei einfallenden Wellen
E'(;—2,qxi)=H(;-&yq), H(;-iq¢x2)=E(;-i.q),
so daf}
Eoo(=d; =2,q X &) = Hoo(—d; =%, ¢)

und zusammen mit der ersten Gleichungskette die Behauptung gilt. q.e.d.

Definition 6.3 Es bezeichnet T*(Q)) den Raum der quadratintegrablen Tangentialfel-
der auf Q.4 Ein elektromagnetisches Herglotz-Paar ist ein Paar von Vektorfeldern der

Form
M@=LW“WWM% m@_%MEU,er, (6.4)

wobei g € T*(Q) der Herglotz-Kern von E, H genannt wird.

4Das ist die Vervollstindigung von T'(Q) beziiglich der gewshnlichen L2-Norm.
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In Analogie zu [3, Lemma 6.31] gilt der folgende Hilfssatz.

Lemma 6.4 Es sei g € L*(Q). Die Lisung des Streuproblems zu einfallenden Feldern
der Form

B (r) = / Ei(r:d,g(d)ds(d),  H(x) = / HI (25 d, g(d)) ds(d)

15t gegeben durch

B (x) = / E(z;d, g(d)) ds(d), H(r) = / H(2:d, g(d)) ds(d).

Bu(e) = [ B(eidg(d) dsla). Flale) = [ Hwid, g(a) ds(0)

fiir v € R*\ D bzw. x € D mit den zugehdrigen Fernfeldern

B (i) = / B, (#;d, g(d)) ds(d), (i) = / H., (3 d, g(d)) ds(d)
fiir x € Q2.

Beweis Fiir den Beweis wird die Problemformulierung nach der Bohrenschen Zerlegung
gemifl (2.1) benutzt. Es gelten fiir die zerlegten Felder Aq(.;d, g(d)), Bo(.;d, g(d)),
As(.;d, g(d)) und B*(.;d, g(d)) zu den durch E*(.; d, g(d)) und H(.; d, g(d)) bestimmten
Feldern Ey(.;d, g(d)), Ho(.;d, g(d)), E*(.;d, g(d)), H*(.;d, g(d)) Darstellungen geméif
(4.6a) - (4.6d), wobei die dabei verwendeten Dichten ¢(.;d, g(d)), ¥(.;d, g(d)) dem
Integralgleichungssystem

w(-;d,g(d))> _ < 4(co/2)'?v x Bi(;;d, g(d)) >
¥(.:d, g(d)) 4i(po/ )" ?v x Hi(:1d, g(d))
geniigen. Integration dieser Darstellungen und des Integralgleichungssystems beziiglich

d iiber  fiihrt nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge auf Darstellungen fiir
Ay, By, A%, B® gemif (4.6a) - (4.6d) mit Dichten

(E+A)<

B(y) = / oy d g(d)) ds(d),  D(y) = / b(y:d.g(d)) ds(d), y € OD.

die Losungen des Integralgleichungssystems

e 0(E) = (e w)

sind. Eine entsprechende Darstellung folgt dann auch fiir die Fernfelder A, Bu .
Wegen der eineindeutigen Zuordnung zwischen den zerlegten und den urspriinglichen
Feldern durch (2.1) gilt die Behauptung. q.e.d.
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Bemerkung 6.5 Fiir g € T?(Q) gilt

Bi(z) = ik / (et ds(d),  Hi(z) = rot / o)t ids(d), @€ R,
Q Q
das heipt B, H ist ein elektromagnetisches Herglotz-Paar mit Kern ikg.

Definition 6.6 FEs sei {d,} eine Folge von in Q) dichten Einheitsvektoren und es be-
zeichnen

£ = {Eoo(-;dn;ej)‘neN;j:LQ:?)}’
4 = {Hoo(.;dn,ej)\nEN,j:LQ:?’}

die Mengen der elektrischen bzw. magnetischen Fernfelder zu den FEinfallsrichtungen

d, und den kartesischen Einheitsvektoren e; als Polarisationen®.

Weiter bezeichne © die Menge der Herglotz-Kerne g € T?(Q2) mit der Eigenschaft,
daff Bg,Hy € CY(D) N C(D) ezistieren, so daf Eq, Hy und das elektromagnetische
Herglotz-Paar E, H zum Herglotz-Kern g Lésungen des inneren Problems

rotE—ikH = 0 in D,
rotH+E = 0 D,
rot Eg — ikoy?Hy = k?ﬁQBEO in D,
rot Hy + ikgy’Ey = kjv*BH, in D,

g0 v xBEy—e v xE = 0 auf 0D, (6.5)
ual/Qu xHy—p 2vxH = 0 auf D (6.5b)

sind.

Es gilt dann analog zu [3, Th. 6.32] der folgende Zusammenhang zwischen der
Vollsténdigkeit der Fernfelder und der eindeutigen Losbarkeit dieses zugeordneten in-
neren Problems.

Satz 6.7 £ und 4 sind vollstindig in T*(Q2) genau dann, wenn © = {0} gilt.

Beweis Der Beweis wird fiir £ gefiihrt, fiir 4 verlduft er analog. Die Vollstindigkeit
von £ ist gleichbedeutend damit, dafl

/ h(2)Ex(2; dy, ) ds(z) = 0, neN, j=1,2,3
0

SHier kann man auch drei beliebige linear unabhiingige Einheitsvektoren des IR® wihlen.
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fiir h € T?(Q2) das Verschwinden von h impliziert. Wegen der vorausgesetzten Wohlge-
stelltheit des Streuproblems und der Dichtheit der d,, in €2 ist die Vollstandigkeitsrela-
tion dquivalent zu

/h(:i:)EOO(:E;d, e)ds(i) =0, deQ, j=1,23
Q

fiir h € T%(Q). Ausnutzen der Reziprozititseigenschaft (6.2) und der Eigenschaft, daf
ej, j = 1,2,3 eine Basis des R? bilden sowie Ersetzung von # durch —d fijhren auf die
dquivalente Bedingung

B, ::/QEOO(:%;d,g(d))ds(d) 0

fir g € T?(Q2), wobei g(d) := h(—d) gesetzt wurde.

Dann ist Eoc,g Fernfeld zur Lésung des Streuproblems zu einfallenden Wellen® E;,
I:I; gemafl Lemma 6.4. Mit den Maxwellgleichungen im Auflenraum und dem Rellich-
Lemma folgt aus E, , = 0 das Verschwinden von E;, I:I; in R3\ D.

Nach [3, Th. 3.15] ergibt sich aus der Existenz eines nichttrivialen Tangentialfeldes g mit
Eoo,g = 0 das Nichtverschwinden des zugehorigen elektromagnetischen Herglotz-Paares
E;, I:I;. Fiir dieses gilt wegen E; = I:IZ =0 in R?®\ D und wegen der Transmissionsbe-
dingungen (6.5a), (6.5b), daf auch die Randbedingungen 551/21/><Eo,g—6’1/21/><]§]; =0
und MEI/QV X I:IO’g — % x I:Ig = 0 auf 9D erfiillt sind. Auflerdem geniigen Eg, I:Ig
den Maxwellgleichungen in R3, also insbesondere in D. Damit ist g # 0 in der Menge
O enthalten. Es ist also gezeigt, dafl die Nichtvollstdndigkeit von £ die Nichttrivialitit
von O nach sich zieht.

Umgekehrt folgt aus der Existenz eines Tangentialfeldes g € ©\ {0} mit der Eindeutig-

keit des Transmissionsproblems zu den einfallenden Wellen E}, H} das Verschwinden

von EZ, I:IfJ und damit auch von Eoo,g. £ ist also in diesem Fall nicht vollstindig.
q.e.d.

6.2 Reziprozitit im zweidimensionalen Fall

Das Ergebnis fiir den dreidimensionalen Fall legt die Vermutung nahe, dafl

eoc(i‘; d) - eoc(_d; _i)a hoo(i; d) = hoo(_d; _i‘)

SDer untere Index g kennzeichnet dabei den zugrundeliegenden Herglotz-Kern.
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gilt, wobei wieder das zweite Argument die Zugehdorigkeit der Losung des Streuproblems
zu den einfallenden Wellen €'(.; d), h’(.; d) kennzeichne.

Ein solch allgemeines Resultat konnte hier aber nicht erzielt werden, sondern nur das
Ergebnis des folgenden Satzes.

Satz 6.8 Das elektrische Fernfeld e, fiir die Streuung einer ebenen elektromagne-
tischen Welle am chiralen Gebiet beim transversalmagnetischen Problem erfillt die

Reziprozititsrelation
€ (;d) = €xo(—d; 1) (6.6)

und das magnetische Fernfeld hy, fir die Streuung einer ebenen elektromagnetischen
Welle am chiralen Gebiet beim transversalelektrischen Problem

ho(#;d) = hyo(—d; —12) (6.7)
fiir alle z,d € Q.

Beweis Der Nachweis ist recht umfangreich, macht im wesentlichen aber nur von
den Greenschen Sitzen und der Problemformulierung (5.7) Gebrauch. Der vollsténdige
Beweis findet sich im Anhang A.1. q.e.d.

6.3 Fréchet-Ableitung des Fernfeldes nach dem
Rand im R?

Im folgenden werden die Bezeichnungen und Resultate aus dem Anhang A.3.3 benutzt.
Es seien die Einfallsrichtung d und die Wellenzahl k, die die einfallenden ebenen Wel-
len a’, b’ erkliren, im weiteren als fest angenommen, so daf§ diese Abhingigkeit in der
Notation nicht gekennzeichnet wird. Es bezeichne z € RP eine zuléssige Randparame-
trisierung von 0D.

Der Randwertoperator R : RP — Cy(R, C?*), der das Doppelte der Randwerte” der
einfallenden ebenen Wellen a’(z) = a’(x, d), b(z) = b'(x,d) gemiB (5.6a) bzw. (5.6 b)
auf der durch z = 2(t) parametrisierten Randkurve 0D angibt, ist gegeben durch

"Das ist gerade die rechte Seite des entsprechenden Integralgleichungssystems (4.20) fiir das Streu-
problem (5.7).
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Weiter seien Py(z) : (Car(R, ©))* — (C4*(D))? der Potentialoperator entsprechend
(4.15a), (4.15b)

(Po(2) (91, 2. 91,42)T) (2) =

> ) im r YNoaf, (z,7
2 L im (a7 (7)o ienr ), (1)) o
S e, 7) () ea(r) + 552 (D)) - (0 = () () e

\]
SN—
5|3
N
|
IS MN\
2T
Ei
N——
—
)

N
—~
\]
N—
N—

s
-

und

P(2) : (Cor(R, ©))* — (C-*(R2\ D))’ der Potentialoperator gemi$ (4.15¢), (4.15d)

(P() (g1, 2,00, 92) ) () =

2m | e ~ i 2 (T H(kf, (z,7

0" VL HY (k7 (2, )| (D] er (7) + % ( 247))) - (@ = 2(7) ZHEEE g (7) | dr
27 | e ~ i 25 (T 1 (k7> (@7 ’
0" U HY (k7 ()| ()] po(7) + % ( Z207))) - (2 — 2(7) BHEEE Dy (7) § dr

die den parametrisierten Dichten ¢y, @9, 11, ¥ die Potentiale (ag, by) im Inneren bzw.
(a®,b*) im AuBlenraum zuordnen. Dabei bezeichnet 7,(x,7) den Abstand |z — z(7)]
zwischen dem Punkt z € R?\ D und dem Randpunkt z(7).

Ferner sei F(z) : (Cor(R, ©))* — L%(Q) x L2(Q) der Fernfeldoperator entsprechend
(4.34a), (4.34D)

(F() (6100, 80.02)") (3)

e—im/4 p2m

77 Jo {z’cl\z’(T)\cpl(r) +k (;j:, (35@)) M(T)} o—iki2(r) gr
% Ozw {iCQ‘Z’(T)‘(pQ(T) +k (j’ <—22’1((TT))>> %(7)} o—iki-=(7) 4
Es gilt
F'=(P)s

da fiir das Einfach- und Doppelschichtpotential entsprechende Beziehungen gelten.

Mit den gem#B (4.21) beziehungsweise (4.22) erkldrten Matrixoperatoren E und A(z) €
L((Cor (R, ©))*, (C5(R, ©))? x (Cy*(R, ©))?), wobei fiir die Integraloperatoren die

Randparametrisierung z verwendet wird, definiert man

Po(z) = Po(2) o (E+A(2)) ' oR(2),
P(2) = Pz)o(E+A(2)  oR(2),
3(z) = Fl2)o(E+A(2)” oR(2)
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Dann kann die Losung des Problems beziehungsweise das Fernfeld in der Form

<EZ> (2) = Pol(2), <z:> (.,2) = PB(2), <2:> (,2) = 3(2)

dargestellt werden.

Seien G und G Gebiete mit Gy C D, G C R?\ D und bezeichne Q = {z € R? | |z| = 1}
den Einheitskreis. Dann sind die Abbildungen B, : RP, — C(Gy), B : RP, — C(G)
und § : RP — L?(Q) Fréchet-differenzierbar und die Ableitungen sind nach der Ketten-
und Quotientenregel durch

Bi(z:h) = Pilzih) o (BE+A(2) "' o R(2)
—Po(z) o (E+ A(z)) "o A'(z h)o (E+ A(2) ' o R(2)
+Po(2) o (E + A(2)) ' o R'(2: h),

PB(zh) = Plzh)o(E+A(x) ' oR(2)

1
o

—P(z) o (E+ A(2))
+P(z) 0o (E+ A(2))”
§(zh) = Flzh)o(E+Az)"
—F(z)o (E+ A(2))
+F(2)o (E+ A(2))”

A'(z;h) o (E + A(2)) "o R(2)
1oR'(z-h),

R(2)

A'(z;h) o (B4 A(2)) o R(2)
"o R/(z; h)

1
o

gegeben. Dabei ist die Differenzierbarkeit der einzelnen Operatoren durch die Sétze aus
Abschnitt A.3.3 bzw. diejenige von R durch Nachrechnen® gesichert. Es gilt § = (')
Ziel soll es nun sein, die Fréchet-Ableitung des Fernfeldoperators §' durch ein geeignetes
Randwertproblem zu charakterisieren.

Seien im weiteren z und h fest. Man definiert

ni(z) = (Py(zh) o (B+A(2)" o R(2)) (2),

va(z) = —(Po(z) o (E+ A2)" Yo A'(z;h) o (E+ A(2) ‘o R(2)) (z),
v3(x) (Po(z) o (E + A(z) o R/ (2 h)) (z),

v(z) = vi(z)+ vax) + vs(2)

wi(z) = (P'(zh) 0 (E+A(2) ' o R(2)) (),

we(z) = —(P(2) o (E+ A(2))” 10A’( h)o (E+ A(2))" o R(2)) (),
ws(x) = (P(2) 0 (E+A(2))" o R'(2:h)) (),
w(z) = wi(x)+ wy(r) + ws(x)
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fir z € R?\ D. Die beiden in jedem dieser Ausdriicke vorhandenen Komponenten
werden mit Index a bzw. b gekennzeichnet.

Es sind dann v und w die nach dem Rand abgeleiteten inneren beziehungsweise dufleren
Potentiale und die gesuchte Fréchet-Ableitung §' des Fernfeldoperators ist durch we,
bestimmbar. Die Aufgabe besteht jetzt also darin, die Felder v und w als Losungen
eines Randwertproblems darzustellen.

Wegen der Definition von P, als kombiniertem Einfach- und Doppelschichtpotential
folgt
(A +a})va,; =0, (A + o)y =0, j=2,3, in D.

Das gleiche erhilt man auch fiir 7 = 1, da bei der Auswertung in D, also auflerhalb
des Randes, die Fréchet-Ableitung mit dem Differentialoperator vertauschbar ist. Ein
analoges Resultat gilt fiir w, so dal insgesamt die Differentialgleichungen

(A +aR)ve; = 0 in D,
(A+ag)m,; = 0 in D,
(A+E)w,; = 0 in R*\ D,
(A+E)w,; = 0 inR*\ D

fiir j = 1,2, 3 gelten. Fiir w folgt auf Grund der Darstellung auch das asymptotische
Verhalten

811),1’]' i 1 811)1,’]' . 1 i
o ikwg; = 0 <m> , o ikwyj = o ) j=1,23.

Damit sind die Differentialgleichungen und das asymptotische Verhalten, denen v bzw.
w geniigen, ermittelt. Es bleiben jetzt noch Bedingungen auf 0D zu bestimmen.

Fiir vs, w3 folgt sofort aus der Form der Darstellung, dafi sie Losungen des Transmis-
sionsproblems (2.9a) - (2.11d) mit Randwerten 3R'(z; h) sind, also

Vg 3 ap Owgs o 2. 9%
et = PR = S G e et
+92 (radal(a(0), o(:(0:000)) . (633)
87)b’3 aB 811)1,’3 . aB 2 82b’
o) - P = P S G 0 l0)
+2 (grad b ((0), Zo(e(0)hi0) ) (6.D)

(Va3 = §+was — Ewna) (2(t)) = & (grada’(z(t)), h(1))
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+&_ (grad b’ (z(2)), h(t)) (6.8¢)
(b3 — & waz — Exwps)(2(t) = & (grada’(z(t)), h(t))
+¢4 (grad b'(=(1)), h(1)) (6.8)

Es bezeichne x := (E + A(z))”" o R(2). Dann ist A’(z; h)x gerade das Doppelte der
Randwerte des Transmissionsproblems fiir vy, wo

Vo2 (1)~ S22 () = DA, (), (6.99)
2 (-(1)) ~ BB (1)) = LA R, (), (6.9b)
(Ve — €40 — € ) (2(1)) = —3 [A'(z5 )]y (), (6.9¢)
(v = & wap — Ecun) (2(0) = —5 [z R, (1), (6.94)

wobei die Indizes 1,2, 3,4 die jeweilige Komponente des Vektors A’(z; h)x bezeichnen.
Das negative Vorzeichen resultiert aus der Definition von v, und ws.

Fiir die Untersuchung der Randbedingungen fiir v; und w; schreibt man die Operatoren
Py, P in der Form

Q

_ (P (Dap (2)x3) (%) + ma(€ay (2)X1) () )
(Po(2)) () = (T(g T (x)), e,

(@)@ @& @WE
(Pl (x) = <<@k<z>><4><a:) ¥ c2<ozk<z>><2><x>>’ cRAD

und nutzt die Sprungbeziehungen aus Satz A.9 fiir die Ableitungen des Einfach- und
Doppelschichtpotentials aus. Dabei ist zu beachten, daf§ fiir den C**—glatten Rand

0D die Normale eine Funktion aus C** ist und damit u’|,;, € C**(dD), %—’fj €
oD

CL2(dD) gilt. Die Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren implizieren dann
X1, X2 € Coi(R), X3, X4 € O3 (R).

Es bezeichnen voriibergehend

U— — 6OzA (Z)Xla V— - QQA (Z)X3a U-I- = 6]C(Z)><1; V—I— - @k(Z)X3

Mit dieser Definition gilt ag = “AV_ +m U_, a®* =V + ¢;U,. Mit den Sprungbezie-
hungen aus Satz A.9 folgt

0va1 A Owg

ov k  Ov

_ 0a 1 (T' (z;h) — Tp(z; h)) X3 + @A <grad (Vy — V) ov . h)>

k2 k ’%(
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2
o *(V, —V_ 1 @
LA Z Mhﬂ/k(z) + 3 (le;A’(Z; h) — TAclK;"(z; h)) X1

o ov 2, 92U, —miU
+ (gmd(TAclUJr —mlU),%(z;h)> + Z (5 5x+3xk 1U-) iV (2)
j

j,kZI

1., aa ov 2L 9*(°ra — ag)
= 3 [A'(z;h)x], + (grad (721 —ag), a—z(z, h)) +j;1 D0 h;vr(2),
(6.10a)
und analog
avb,l _ a_Bawb,l
v k  Ov
1 an A 2. 0%(%Bb* — by)
= —[A'(z;h d(—=—b® —by), =—(z;h k h; .
S AL+ (rad (G2~ bu), (i) IR e e
(6.10Dh)
Es bezeichnen weiter voriibergehend
U+ = € (2)x2, V+ = Dp(2) x4,
hiermit gilt b® = V+ + CQU+. Man erhilt wieder mit den Sprungbeziehungen
VUg,1 — f+wa,1 - f—wb,l
QA 1 ’ QA 1 N
= TiKO‘A(Z; h)xs — T (grad V_, h) 4+ m, §SaA(Z; h)x1 —m (gradU_, h)

1 1
—§+§K,'€(z; h)xs + & (grad Vi, h) — f+015512(2§ h)xi + &rar (grad Uy, h)

1 . | .
€ KLz + € (grad V., h) — €3Sz h)xe + €0 (grad U, h)
1

= 3 [A'(z;h)x]; + (grad (1a° + £ b* — ag), h) (6.10¢)

und analog

Vot — € Wat — Exttp = % [A'(: h)x], + (grad (€ a’ + £.b" — by), h) . (6.104)

Benutzt man a = a’ + a®, b = b’ + b® und die Identititen

_ Oa db  0Oag
grad (42 +6-b —a0) = <f+a—y g T E) v,

B da b b,
grad (§-a + &b —bo) = <f-a—y g T a—> %

14
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die aus

a4+ €& b—a; =0, Ea+&b—by=0 aufoD

folgen, so fiihrt Addition der jeweils drei Beziehungen (6.8a) + (6.9a) +
(6.10a),...,(6.8d) + (6.9d) + (6.10d) auf dem Rand fiir die drei Teilprobleme auf
den folgenden Satz.

Satz 6.9 Die Fréchet-Ableitung § (z; h) des Fernfeldoperators bei vorgegebenen einfal-
lenden Wellen a', b® ist gegeben durch das Fernfeld ws, der Lisung des Transmissions-
problems

(A +aR)v, = (A+ag)y, = 0 inD,
(A +Ew, = (A+E)w, = 0 inR*\ D,

ow, T — 1 owy L — 1
or M= o\vm ) g T EoGiE )

Selel) - 20 e0) = (st (SRaan) (1), Fo:(0:00) )
+

o) = BE) = (mad (P - b) (L0, G0
+30 FLER D) oo (a0, (610
(ta = G = €)= (0. 00D (€55 +€ 57 = 50 (a(0). (6120

(00 — v — &) (1) = (v(=(), () (52— v, 2 aai) (2(). (6.121)

Lemma 6.10 Die Randbedingungen (6.11a), (6.11b) fir die Neumanndaten kénnen
auch in einer Form gegeben werden, in der nur Ableitungen nach dem Parameter des
Randes auftreten:

v, aa Jw, (v(2),h) (a "\
8u(z)_7 ov () = _%< | 2] (Taoz—agoz))
—(v(2),h) (aakaoz—ajagoz), (6.13a)

—(v(2),h) (akboz — agbgoz). (6.13D)
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Dabei bezeichnet (uo z) die Ableitung der Abbildung t — u(z(t)) nach t.

Beweis Der Beweis verlduft im wesentlichen wie in [10, Lemma 4.5], soll aber hier in
der fiir das Transmissionsproblem passenden Form kurz ausgefiihrt werden.

In einer (hinreichend kleinen) Umgebung des Randes fiihrt man mittels

x(t,r) :

ein lokales Koordinatensystem ein, wobei n(t) :

Normale bezeichnet. Fiir die lokalen Basisvektoren z ;

Fiir den MafBtensor (g;;) = (

gll(t: 7“)
912(t; 7“)

ga(t,r)

Es bezeichnen (¢%) die

g''=1/g, 9" =¢*"=0,¢

Der Gradient und der

z(t) + rn(t), t €0, 2], r € [—ro, o),

_ z3(t)
v(z(t)) = \z’(t)\(f;’l(t)

_ Oz _ dz i
=S Tr= 5% gilt

) die auflere

z,=2'(t)+rn'(t), z, = n(t).

T4+ x,) erhidlt man

(n(t) - n(t)) =0,

2

inverse Matrix zu (g;;) und ¢ := det (g;;). Es gilt also g = g¢11,
2,

Laplace-Operator berechnen sich fiir eine Funktion v, wobei

o(t,r) :=wv(z(t,r)) gesetzt wird, in den neuen Koordinaten geméif

(gradv) o 2

(Av)oz

Es sei nun u := O‘TAa

und damit

0v 0v 1 0v 0v
_ 1o 220V 1OV ov
= 9 5 +g oy , 0l xy+ o L (6.14)
10 110U 1 0 99 OV
/9ot <\/§g 8t>+\/§8r (ﬂg or
1% o 1 00/VR)00 | L 0Vior o
g otr  or g Ot Ot Jg Or Or '
ag, & = u o x. Wegen der Transmissionsbedingung® gilt
ou ou
- = = 2 1
5, (1:0) = 2-(2(t,0)) =0, t €0, 2n] (6.16)
0%
—- = 2. 1
Btar(t’o) 0, te]lo0,2n] (6.17)

9Vergleiche (5.7).
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Mit (6.15) und der Helmholtz-Gleichung (A + k?)a = 0 folgt

N 1 0%a 0% 1 1 \'0a 2(t)-n'(t)0a
— (&2 ga  z0) niboal
0 (“www+w+wm@m>m+wweﬁ“m

und analog wegen (A + a%)ag =0

1 625.0 625.0 1 < 1 )I 85.0 Zl(t) . n’(t) 8510> (t, 0)
VA

_ (.25
0= (b e e+ 5+ i () et s

Zusammengefafit gilt nach Multiplikation der ersten Gleichung mit %A und Subtraktion

der zweiten unter Verwendung von (6.16)

1 9*a  0%u 1<1>6u

0= <(aAké—aA€lg) + IO ozt EOIANEID] at> (t,0).  (6.18)

Fiir den ersten Summanden in (6.11a) gilt nun
(grad (Ta - a0> ( )>
_ (10u + L h’2 R
N at Tt Ed 123 \—21
U

r=0
_ _Z#P (4hty — i) 2 éto)
(n,h") 0u(., 0)
2|2 ot
k4

und fir den zweiten

j=1 i
2
10 [ 0u 0 ( Ou
= Zh] ((n,x,t) 5 <8—] ox) +(n,z,) =— B (8—% ox))
=1 = =1 r=0
2 N N
0 (1 ot ot
= Zhj o <§($,ta€j)5 + (iff,raej)5> .
7j=1 r=
2 - .
(zo/9) Ou 0%
- Zhﬂ'( ey thigs
j=1 r=0
_ a(x,t/g) 6&(,0) agﬂ(,(])
= T | e T e
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_(n',h)du(,0) , 1 9%i(.,0) 1 1\ oal(.,0)
EE Tl <z'<t>|2 o ) <|z'<t>|> i >
—(n, h) (aaka(.,0) — a3 ae(.,0)).

Dabei wurde in der letzten Zeile (6.18) und die Beziehung
Oufg)| , _ (hh) (0,2 h)

or |, 2|2 2|4
=0
(n', h) 2 —~ (n', h)
/]2 - 2|2 \((nla Z’/|21D (zl/‘z’|: h) + (n/,n) (n, h))J: - 22

=(n',h)

benutzt. Zusammensetzen der beiden Ausdriicke und Anwendung der Produktregel
fiihren dann auf die Darstellung (6.13 a). Die Beziehung (6.13 b) wird durch eine analoge
Betrachtung nachgewiesen. q.e.d.

Korollar 6.11 In Kurzform gilt mit dem in (2.13) definierten Operator

§(2;h) = Weo, (v,w)" = LU (6.19)
mat
= (R (e ) ) ))

—aa(v(2),h) (k&y — aa)ag — k& bg) o 2), (6.20a)

1 v(z), h aB aB N\

U = 1 <( (z)’ ) (e - 1) bo— e an) ) )
—ag(v(2),h) (k& — as)bg — k€ _ag) o 2), (6.20b)
th = w20 (6 - DT +e 2T ) (6:20¢)
= 20 (6~ DGR+ -5 ) (620

Beweis Diese Darstellung folgt sofort aus
aa_ k aao db . k abo
v ap Ov’ v ag Ov’

und (6.12a) - (6.13b). q.e.d.

a=¢.ay — & by, b=¢&;by— & ag

Die zur Berechnung von U benétigten Randwerte konnen aus (4.15a), (4.15b) mittels
der Sprungbeziehungen gem#fl

«
2ap = TA(K(]A - ])wl + mISaAQOI: (621 a)
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«
2b[] = TB(KQB - [)wQ + m2So¢Ag027 (621 b)
0a QA "
8—V0 = TTQAwl—i—ml(KQA—FI)gOl, (621C)
8b
8y0 - QTBTanQ +m2(K;B +[)<)02 (621d)

aus der Losung des Integralgleichungssystems (4.20) fiir das direkte Streuproblem (5.7)
ermittelt werden. Auf technische Details zur numerischen Bestimmung der Fréchet-
Ableitung und dafiir benétigter Hilfsgroflen wird im Abschnitt 9.3 ndher eingegangen.

7 Numerische Behandlung fiir das zweidi-
mensionale Problem

Die numerische Behandlung der zweidimensionalen direkten Aufgabe soll fiir das durch
die Bohrensche Zerlegung transformierte Streuproblem (5.7) durchgefiihrt werden. Das
heif}t, zu gegebener Parametrisierung des Randes und vorgegebener Einfallsrichtung d,
die die Randbedingungen festlegt, soll sowohl fiir das transversalmagnetische als auch
das transversalelektrische Problem das Fernfeld der zugehorigen Streufelder berechnet
werden.

7.1 Parametrisierung der Integraloperatoren

Fiir die numerische Loésung sind die Parametrisierungen fiir die Integraloperatoren
S, K, K*,T zu verschiedenen Wellenzahlen (k, aa, ag) zu bestimmen. Dabei bezeichnet

(Tep) () = (Tup)(x) — (Tow)(x)

0 0 o 1
= D) /{m ) {EHO(H|x—y)+;ln(|x—y|) e(y) ds(y) (7.1)

fiir x € 0D den Differenzoperator von T, und Ty mit schwach singuldrem Kern, so dafl
also TaA — Tk = TaA — Tk, TaB — Tk = TaB — Tk gllt

Fiir die Hankelfunktionen erster Art der n—ten Ordnung gilt
H!(2) = J,(2) +iYn(2), n €Ny, z€C,

wobei J,, und Y,, die Bessel- bzw. Neumannfunktionen bezeichnen. Fiir die Neumann-
funktionen zu n = 0,1 gilt

Yo(z) = %(CEJrln 2) Il —;i
=

JQJ
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Y (27 + 1)

iG+1) " Ja(2),

Ve = e e e E (ke 1) g - 2y LD

Jj=1

diese tragen also die logarithmische Singularitit der Hankelfunktionen. Hierbei bezeich-
net Cr = 0,577215... die Eulersche Zahl.

Der Rand 0D des Gebietes D sei durch
2(t) = (21(t), 22(1)), 0<t<2m,

in mathematisch positiver Orientierung parametrisiert, wobei [2](t)]* + [25(¢)]* > 0 fiir
alle t gelten soll. Zur Abkiirzung wird

r(t,7) = ([21(8) = 21 (D] + [22(t) — za(n)])
gesetzt. Es ergibt sich mit

ds(z(r) _ | s — L (B

SO e, et = o ()

—2(7)
fiir die geméf (4.16) - (4.18), (7.1) erkldrten Integraloperatoren in der Parameterdar-
stellung!

Seplt) = /Ogﬂcp(T)Mk(t,T)dT, (7.22)
Keplt) = /U%@(T)Lk(t,r)df, (7.21)
Kiott) = [ el (7.20)
Toplt) = /UQWQO(T)Nk(t,T)dT (7.24)
mit den Kernen?
M) = L H k() ()], (732)
L) = 0RO - a0)] - A0l - 2@ LG gy
L) = — 5 000 - ()] - 0] - ) SHAEET)
CAGHIE - (7.3¢)

2'(#)]

L Als vereinfachte Schreibweise wird dabei () = ¢(z(t)) verwendet.
2Vergleiche [3, 3.5] und fiir T} [13, S.53f] oder [33, S.29].
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Ni(t,m) = {z0)[(7) — 21(0)] - 21 (D)[2(7) — 22(0)]}
x {23(7)[21(7) = 21(0)] = 21 (7)[22(7) — 22(D)]}

i (e B ) o — ke 7))
+%wégh;f%?“j(%Hﬁm@ﬁﬂﬂﬂﬂ—i)- (7.3d)

Es sollen nun die logarithmischen Singularititen abgespalten werden. Man benutzt
hierfir Hy(z) = ZIn(z/2)Jo(z) + ..., H{(2) = Z1In(z/2)Ji(2) + ... und In(z/2) =

In (%) + 1 1n (4sin® & T) fir z = kr(t,7), wobei in dem ersten Summanden

die Nullstelle von r(.,.) bei ¢ = 7 kompensiert wird und die 27-Periodizitit dieser
Summe gesichert ist. Dies fiihrt auf die folgende Zerlegung

My(t,7) = Mj(t,7)In <4sin2t_7—> + ME(t,7), (7.4a)
Li(t,7) = Li(t,7)In <4 sin’ - T) + Li(t,7), (7.4b)
Li(t,7) = Li'(t,7)In <4 sin? = T) + Li2(t, 1), (7.4¢)
Ni(t,7) = N}(t,7)In (4 sin? L= T) + NE(t,7) (7.4d)
mit
M) = —%Jo(kr(t,T)ﬂz'(T), (7.52)
ME(t,7) = My(t,7) — M} (t,7)In (4 sin? _2 T) : (7.5D)
L) = o0l - 2] - 4l - 2@ B @50
L2(t,r) = Ly(t.7)— Li(t,7)In <4sin2 ! 5 T) , (7.5d)
1 _ 12'(7)] - e
Ly (t,7) = E) L(7,1), (7.5¢€)
L%t 1) = Li(t,7)— Li'(t,7)In ( 4sin® t;) = 'ZZ((;” L2(r,1), (7.51)
! _ mM)[a(r) = 2)] — 21 (1)[z(7) — 22(1)]
Neler) = ()
L2z (r) = a@)] = 21(7)[2(7) — ()]
t,7)]?
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k z(t)z(7) + 2()2(7)
R (7.58)
ng(taT) = Nk(t:T)_N}i(t,T)ln <4Sin2t;7> (7.5h)

fiir t # 7. Bei analytischer Randparametrisierung sind die Funktionen M,', M2, L;, L3,
L;', Lt?, N}, N? analytisch und fiir die Diagonalelemente gilt

1

Mi(tt) = —5-1Z'()]; (7.62)
Mo = Fol{s-Z- Lu(Lror)} (7.60)
Litt) = o, (7.6¢)
Li (t, t) — _% A1 (t)zQ (ril(t)T; (t)zl (t) , (7 6 d)
Li'(t,t) = 0, (7.6¢)
Li?(t,t) = —Li(t,1) 7.61)
N 1) = ) (768)
e ] G (I F S0 I (X3
Die Integralgleichung (4.20) 1d8t sich nun in der Form
(B+ A)x(t) = U (7.7
mit
1 (z(1)) Na(z(t))
o-() we(EH) e
a(2(t)) Dy (2(t))
schreiben, wobei der Integraloperator A dargestellt werden kann als
Ax(t) = " K(t, 7)x(r)dr, 0<t<2m,

mit einer Zerlegung

K(t,7) = K'(t,7)In <4 sin’ —T> + K*(t, 7),

wo K'(.,.) und K?(.,.) analytisch auf R x R sind, falls dies fiir die Parametrisierung z
zutrifft.
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7.2 Nystrom-Methode

Fiir die Diskretisierung des Problems soll die Nystrom-Methode angewandt werden,
die auf einer direkten Approximation der Integrale durch Quadraturformeln basiert.
Dazu werden #quidistante Stiitzstellen ¢; = mj/n, j = 0,...,2n — 1 gewé#hlt und die
Quadraturfomeln

2t 2n—1
/ In <4 sin’ ) 7)dr ~ Z R\ 0<t< 2m, (7.9)
0
mit Gewichten?
27 e 1 ™
RM(t) := — S eos(i(t = 1) = g cos(n(t —t;), j=0,...2n—1 (7.10)
=1
und
2 ﬂ_?n—l
flrydr~— )  f(t;). (7.11)

benutzt, die man durch trigonometrische Interpolation und anschlieffende exakte Inte-
gration erhélt. Bei (7.11) handelt es sich um die Trapezregel.
Die Integralgleichung (7.7) wird ersetzt durch die approximative Gleichung

2n—1
Ex™(t) + > {R§">(t)/c1(t,tj) + %ICQ(t,tj)} XMt =U®), 0<t<2r, (7.12)

j=0

wobei x(™ die gesuchte Niherung an die wahre Losung y ist. Mit XE") = X(")(ti),

i = 0,..,2n — 1, und der Abkiirzung R‘(?_)j‘ = Rg-n)(ti) fiithrt dies auf das lineare

Gleichungssystem*
s n ,
Ex\™ + Z { W (b 1) + EICQ(ti,tj)} W =Ut), i=0,..2n-1. (7.13)

Die auftretenden Gewichte lassen sich dabei gemifl

n—1
2 1 l —1)
Rl(n):Rl(n)(O)Z——7r —cosmﬁ—( )W, J=0,...2n—1

berechnen.

3Vergleiche etwa [28, (3.31)-(3.35)].
4Man beachte, da8 hier Xl(-n) aus vier Komponenten Xﬁ), k =1,2,3,4 besteht, das Gleichungssy-
stem also insgesamt 8n Gleichungen hat.
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Umgekehrt liefert fiir eine Losung Xgn), 7 =0,...,2n—1von (7.13) die vierkomponentige
Funktion x™, die durch
2n—1

n m n
U(t) - Z {R\(ijj\lcl(tiatj) + E’CQ(ti,tj)} x§ )]

=0

x™(t) .= B!

definiert ist, eine Losung fiir die Approximationsgleichung (7.12)°.

Fiir die Fernfelder in der Darstellung (4.34a), (4.34b) erhélt man in parametrisierter
Form und nach Anwedung der Trapezregel
Ay ()
e

—im/4 2m o .
= S [ — B Glr) + i (a0
0

v 8rk
2n—1

—im/4
€ Vs 1T 5 . 5, .
E {k[i‘lzé(tj) — B9z (tj)]x(r;lg) + icl\z’(tj)\xﬁ)} e~ P11tz

\/87Tk; o g

%

(7.14a)
e—i7r/4 2m N |
- \/S—k / {k[ilzé (T) - i‘QZ’l (T)]X4 (T) + iCQ‘Z’(T) ‘XQ (7—)} e—lk[$1z1(7)+x2Z2(7—)} dr
Tk Jo
€ s

%

S 1) £ i) 5t

Vi 87rkﬁ 0 g
(7.14D)

Damit ist das Problem der ndherungsweisen Berechnung der Fernfelder auf das Ldsen
des linearen Gleichungssystems (7.13) zuriickgefiihrt.

7.3 Diskussion der Konvergenz

Fiir die hier durchgefiihrte numerische Behandlung soll die eindeutige Losbarkeit von
(4.20) vorausgesetzt werden, d.h. die Bedingung (4.25) sei erfiillt. Die Eigenschaft,
dal genau eine Ldsung existiert, iibertriagt sich unmittelbar auf das parametrisierte
Integralgleichungssystem (7.7).

Mit den Resultaten aus [22], insbesondere der Kapitel 10 und 12, kann gezeigt werden,
dafB fiir hinreichend grofies n das lineare Gleichungssystem (7.13) und damit die Appro-
ximationsgleichung (7.12) eindeutig 16sbar sind. Ferner konvergiert die approximative
Losung x™ fiir n — oo gleichmiBig gegen die Losung x des Integralgleichungssystems,
wobei sich die Konvergenzordnung der Quadraturen (7.9), (7.11) vererbt®.

Vergleiche [22, Th. 12.7].
6Siehe speziell [22, (10.7)].
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Die Fehler bei den Quadraturformeln (7.9), (7.11) fallen bei analytischem f exponen-
tiell bei wachsender Stiitzstellenzahl 2n. Es gilt genauer, dafi der Fehler die Ordnung
O(exp(—na)) hat, wenn sich f analytisch in einen Streifen R x (—a,a) C C fortsetzen
148t. Man vergleiche hierzu [26, Th. 9.28].

Ist der Rand analytisch, so gilt dies auch fiir die rechte Seite U der Integralgleichung.
Die Kerne ! und K? sind dann analytisch, so daf die Quadraturformeln exponentiell
konvergieren und auch insgesamt fiir die Losung der Integralgleichung exponentielle
Konvergenz vorliegt. Das heift, es existieren positive Konstanten C' und a mit

IX™ = x|| < Ce
fiir alle n € N. Eine analoge Beziehung gilt auch fiir die approximierten Fernfelder,

was sich darin duflern sollte, dafl eine Verdopplung der Knotenzahl 2n auch zu einer
Verdopplung der Anzahl der korrekten Ziffern in der Lésung fiihrt.

7.4 Numerische Testbeispiele

Das beschriebene numerische Verfahren soll fiir verschiedene Beispiele getestet werden.
Betrachtet werden dazu spezielle Gebiete im R?, die Ellipse mit Parametrisierung

t) dcost
Z _—

sint )’
der Drachen mit

(0 cost + 0.65 cos(2t) — 0.65
z =
1.5sint ’

und die Erdnufl mit

t
2(t) = \/c0s2t+0.25sin2t(c_os )

sint
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Randwertproblem

Um die Korrektheit des implementierten Algorithmus zu testen, wird dieser auf Rand-
wertprobleme angewendet, deren Losungen exakt bekannt sind. Genauer werden, wie
im folgenden angegeben, Losungen im Innen- und Auflengebiet vorgegeben und die
dadurch geméf (2.11a)- (2.11d) erklérten Grofien Na, Ny, Da, Dy, als Input-Daten fiir
das Programm verwendet. Dabei werden die Untersuchungen zu verschiedenen Gebie-
ten und willkiirlich gew&hlten Parametern durchgefiihrt.

Es sei ¢y € D. Die Felder

ao(r) = ho(aalr —xol),  bo(z) = bolaplr —x0)), 2€D,
IsH (k|x — x)), b(x) = I4H(k|lx — z0)), reR*\ D

2
&
|

sind Losungen des Randwertproblems (2.9a) - (2.11d) mit Randwerten

v(z)(z — xo)

Na(e) = —on {hi(oalr —ao)) = lsH] (bla — )} S
Nolo) = —an {ifasle - aul) — W (e = )} 22T

Da(x) = hLiJo(aalz — xl) = (la€y + 1€ ) Hy (k|z — o),
Dy(z) = lyJy(as|lr — zo|) — (136 + l4§+)H&(k\:c — Zo|)

auf 0D. Diese sind in parametrisierter Form durch

2N.(t) = —2ap {llJl(aA|z(t) — mo|) — IsH{ (k|2(t) — x0|)}

2Ny (t) = —2ap {ngl(aB\z(t) — x0]) — LaH{ (k|2(t) — :1:0\)}

0D (x) = 20 Jo(aalz(t) — zo]) — 2(1sEs + LEVHL(K|2(£) — wo]),
0Dy(x) = 2sJo(an|2(t) — zo|) — 206 + L&)V HE(k|2(t) — o))

gegeben. Aufgrund des asymptotischen Verhaltens” der Hankelfunktion gilt fiir 2y = 0

- 2 —im - 2 —im
aoo(a:):l;”/%e /4, b (2) =14 e /4,

Bei einem numerischen Experiment mit [y = 1+14,lb =3, 13 =114, =2, e =pu=w =1,
go =14, uyg =12, 5 =0.1 (~ k = 1.0, kg = 1.296) ergibt sich bei Stiitzstellenzahl
2n = 32 und einer Wahl ¢; = m; =1, ¢o = my = 2 im Potentialansatz

"Vergleiche [3, (3.59)].
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Fehler Reay(1,0)7 | Inay(1,0)7 || Rebu(1,0)7) | Imby(1,0)"
Kreis — — — —
Ellipse 4.5¢-9 3.8¢e-9 1.2¢-8 6.0 e -9
Erdnuf} 3.7e-4 2.6 e -4 19e-3 9.7e -4
Drachen 1.6 e-7 5.7e -7 24 e -7 1.1e-7
Fehler Reay(0,1)7 | Inay(0,1)7 || Reby(0,1)7) | Imb(0,1)7
Kreis — — — —
Ellipse 7.5 ¢ -10 1.7 e -10 5.0 e -10 3.5e-9
Erdnuf} 7.0e-5 6.4 ¢ -6 2.1e-3 5.7¢ -4
Drachen 3.7e-7 2.6 e -7 79 e -7 3.9e-7

wobei die korrekten Werte (auf 22 Stellen genau)

0.5641895835477562869481 (1 — 1),
1.1283791670955125738962 (1 — 4)

ag(r) =
b () =

unabhéngig von der Beobachtungsrichtung # und dem entsprechenden Gebiet sind und
beim Kreis bis auf 16 Stellen genau auch erzielt werden.

Zur Konvergenz ergibt sich beim Drachen folgendes Resultat (mit gleicher Parameter-
wahl wie eben, aber unterschiedlichen Werten fiir n)

Fehler | Reas(1,0)T | Inay(1,0)" || Reby(1,0)7) | Inby(1,0)7
4 7.6 -2 2.2 e -2 1.9e-1 4.9 e -2
8 5.9 e -4 1.3e-3 9.1e-5 1.6 e -4
16 1.6e-7 b.7e -7 23e-7 1.1e-7
32| 16e-13 3.3e-13 4.1e-12 3.4 e-12
64 — — — —

wobei Fehler der GréBenordnung 10716 und kleiner nicht mehr angegeben sind.

Bei der Erdnufl oder auch bei groleren Wellenzahlen lassen sich schlechtere Resultate
beobachten. So erhélt man fiir die Ellipse mit [; = 14+, [, = 3,3 = 1, Iy, = 1,
e=p=1lw=5(vwk=5),e0=14 =12, 0=01,¢c,=m; =1, c0 = my =2
als exakte Losung

A, = by = 0.25231325220201600482(1 — 4)

und im numerischen Experiment
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Fehler | Reay(1,0)" | Tmay(1,0)7 | Reby(1,0)T) | Imby(1,0)T
8 2.2e-2 1.3e-1 23e-1 1.0e-1
16 3.5 e-2 25e-2 1.7e-1 3.5e-1
32 1.2 e-4 1.9e-4 4.2 e -3 1.2 e-4
64 4.1 e -12 5.1 e-12 2.3 e-11 1.3 e-10
128 — — 7.8 e-15 1.3 e-15
Streuproblem

Hier wird der Algorithmus fiir das eigentliche, auch fiir die inverse Fragestellung inter-
essante, Streuproblem numerisch getestet.

Fiir den Drachen erhilt man fiir

e = 1.0,

go =14, p=1.0,

Mo = 127

w=10, B=0.1

und Einfallsrichtung (?) bei verschiedenen Diskretisierungen und Beobachtungsrich-
tungen Z im transversalmagnetischen Fall

| & | n| A (2) | boo (2) |
(O T 8] —0.13359043238065 + 0.04300119234498 1 | —0.42209550809467 — 0.02735122520861 i
16 || —0.13364771237597 + 0.04296283391846 i | —0.42219122854833 — 0.02755767553683 i
32 || —0.13364766443120 + 0.04296288826471 i | —0.42219137770142 — 0.02755782251173 i
64 || —0.13364766443424 + 0.04296288826123 i | —0.42219137771110 — 0.02755782252817 i
128 || —0.13364766443424 + 0.04296288826123 i | —0.42219137771110 — 0.02755782252817 i
256 || —0.13364766443424 + 0.04296288826123 i | —0.42219137771111 — 0.02755782252817 i
2(1) 1 8 —0.23210748222796 + 0.09231324807461 i | —0.90543842819382 + 0.09776172021991 i
16 || —0.23219454900381 + 0.09228216893244 i | —0.90555284175777 + 0.09757240721812 i
32 || —0.23219443179846 + 0.09228223731314 i | —0.90555277272083 + 0.09757287290924 i
64 || —0.23219443179970 + 0.09228223731215 i | —0.90555277272309 + 0.09757287291275 i
128 || —0.23219443179970 + 0.09228223731215 i | —0.90555277272309 + 0.09757287291275 i
256 || —0.23219443179970 + 0.09228223731215 i | —0.90555277272309 + 0.09757287291275 i
) | 8| —0.24127294209982 + 0.17877587247742 i | —1.06663337461236 + 0.42015140732797 i
16 || —0.24131853563047 + 0.17883584743138 i | —1.06659699796002 + 0.42016866267815 i
32 || —0.24131845358299 + 0.17883570955156 i | —1.06659680716968 + 0.42016844349451 i
64 || —0.24131845358251 + 0.17883570954974 i | —1.06659680715732 + 0.42016844349046 i
128 || —0.24131845358251 + 0.17883570954974 i | —1.06659680715732 + 0.42016844349046 i
256 || —0.24131845358251 + 0.17883570954974 i | —1.06659680715732 + 0.42016844349046 i
2 (“H] 8] —0.16740124955170 + 0.18461496635031 i | —0.76721516217778 + 0.47044227584829 i
16 || —0.16734396626029 + 0.18468741909176 i | —0.76689476415258 + 0.47042973671511 i
32 || —0.16734411325381 + 0.18468736023272 i | —0.76689548555535 + 0.47042980306522 i
64 || —0.16734411325404 + 0.18468736023464 i | —0.76689548555261 + 0.47042980307000 i
128 || —0.16734411325404 + 0.18468736023464 i | —0.76689548555261 + 0.47042980307000 i
256 || —0.16734411325404 + 0.18468736023464 i | —0.76689548555261 + 0.47042980307001 i
) | 8][—0.11413641100608 + 0.08841548645313 1 | —0.41178385174998 + 0.15019031528010 i
16 || —0.11408666633912 + 0.08843467674538 i | —0.41153277571356 + 0.15023063483991 i
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32 || —0.11408666704600 + 0.08843477024973 i | —0.41153315635196 + 0.15023086465573 i
64 || —0.11408666704197 + 0.08843477025360 i | —0.41153315634037 + 0.15023086466927 i

128 || —0.11408666704197 + 0.08843477025360 i | —0.41153315634037 + 0.15023086466927 i

256 || —0.11408666704197 + 0.08843477025360 i | —0.41153315634037 + 0.15023086466927 i

2(-h1 gl —0.06993035625994 — 0.00494886385149 i | —0.15519523173526 — 0.06381113465812 i
16 || —0.06992542474012 — 0.00495922623701 i | —0.15531063576943 — 0.06382045778201 i

32 || —0.06992536513686 — 0.00495915722265 i | —0.15531018795742 — 0.06382061995945 i

64 || —0.06992536513546 — 0.00495915722025 i | —0.15531018794952 — 0.06382061995603 i

128 || —0.06992536513546 — 0.00495915722025 i | —0.15531018794952 — 0.06382061995603 i

256 || —0.06992536513546 — 0.00495915722025 i | —0.15531018794952 — 0.06382061995603 i

(°) | 8][—0.02621322352421 — 0.01126883257812 i | —0.04087073023185 — 0.08400502197927 i
16 || —0.02619918794183 — 0.01127817117549 i | —0.04091616821299 — 0.08414929250476 i

32 || —0.02619922602963 — 0.01127816256067 i | —0.04091588975363 — 0.08414918484102 i

64 || —0.02619922603066 — 0.01127816256089 i | —0.04091588974892 — 0.08414918484261 i

128 || —0.02619922603065 — 0.01127816256089 i | —0.04091588974892 — 0.08414918484261 i

256 || —0.02619922603065 — 0.01127816256089 i | —0.04091588974892 — 0.08414918484261 i

21 8] —0.04652035183988 + 0.02407370530639 i | —0.09528794117985 — 0.04971162443640 i
16 || —0.04652686944515 + 0.02408672234876 i | —0.09530033643502 — 0.04976490698984 i

32 || —0.04652687150631 + 0.02408662185549 i | —0.09530028238565 — 0.04976526574971 i

64 || —0.04652687150802 + 0.02408662185328 i | —0.09530028238598 — 0.04976526576056 i

128 || —0.04652687150802 + 0.02408662185328 i | —0.09530028238598 — 0.04976526576056 i

256 || —0.04652687150802 + 0.02408662185328 i | —0.09530028238598 — 0.04976526576056 i

Es soll auflerdem die Abhéngigkeit vom Parameter § untersucht werden, dazu werden
an dieser Stelle nicht die Felder a,,, by, sondern e,,, h, betrachtet.

Die folgenden Daten sind beim (TM) fiir

e=10, g=14, p=10, p =12 w=1.5,
und Einfallsrichtung (?), Beobachtungsrichtung & = ((1)), sowie n = 32 bestimmt wor-
den.
| 5| €so (1) | )
1071 || —0.2077081450 — 0.1297778411 i | 0.2200993387 — 0.0919987716 i
1072 || —0.2988333988 + 0.0262107796 i | 0.0194877287 — 0.0179263846 i
1073 || —0.2994275566 + 0.0278939744 i | 0.0019452908 — 0.0018005373 i
1074 || —0.2994334682 + 0.0279108150 i | 0.0001945256 — 0.0001800616 i
1075 || —0.2994335273 + 0.0279109834 i | 0.0000194526 — 0.0000180062 i
107% || —0.2994335279 + 0.0279109851 i | 0.0000019453 — 0.0000018006 i
1077 || —0.2994335279 + 0.0279109851 i | 0.0000001945 — 0.0000001801 i
0 —0.2994335279 + 0.0279109851 i | 0.0000000000 — 0.0000000000 i

Man erkennt also, dafi erwartungsgeméf fiir 4 — 0 das (TM) zu einem reinen elek-
trischen Problem wird, die Kopplung sich also immer mehr abschwécht. Eine analoge
Beobachtung 148t sich fiir das (TE) machen.
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Teil 11 Inverses Streuproblem

In diesem Teil soll das inverse Streuproblem behandelt werden. Es sind mehrere inverse
Fragestellungen, wie die nach der Ermittlung der Gestalt oder einzelner physikalischer
GroBen (Chiralitit, Permeabilitéit, Dielektrizitéit) im Inneren des Streukdrpers, denk-
bar, wobei man geeignete Daten im Auflenraum, die durch Messungen ermittelt werden
konnen, zur Verfiigung hat.

Hier soll die Frage nach der Gestalt des Streukorpers unter Kenntnis der physikalischen
Parameter behandelt werden. Als Daten stehen Fernfelder zu gestreuten Feldern bei
aus unterschiedlichen Richtungen einfallenden ebenen Wellen zur Verfiigung.

Es werden sowohl das Problem der Eindeutigkeit dieser Aufgabe als auch seine nume-
rische Losung untersucht.

8 Eindeutigkeit des inversen Streupro-
blems

In diesem Abschnitt wird die Eindeutigkeit des Streugebietes unter geeigneten Voraus-
setzungen gezeigt. Zunéchst wird ein Hilfsresultat bewiesen, das sowohl fiir den zwei-
als auch den dreidimensionalen Fall Giiltigkeit hat. Dann wird der Beweis fiir den
zweidimensionalen Fall gefiihrt.

Der Beweis fiir das dreidimensionale Problem ist leider nicht gelungen, da eine Liicke
im Beweis nicht geschlossen werden konnte. Es wurde, wie es hier fiir die zweidimen-
sionale Aufgabe beschrieben wird oder sich auch in [15], [7], [8] findet, versucht, einen
Widerspruch zur Existenz zweier verschiedener Kérper mit identischen Fernfelddaten
zu erzeugen, indem man eine Punktquelle gegen den Rand des einen Streukoérpers
streben 148t und die Wohlgestelltheit des Problems beziiglich des anderen ausnutzt.
Dabei tritt bei Transmissionsproblemen die Schwierigkeit auf, die auftretende Singu-
laritdt im inneren geeignet zu charakterisieren. Dabei macht man von Eigenschaften
der Abbildung von Dirichlet- nach Neumann-Daten, oder umgekehrt, beziehungsweise
bei elektromagnetischen Problemen von elektrischen nach magnetischen Randdaten,
oder umgekehrt, entsprechender innerer Aufgaben Gebrauch. Fiir die hier auftretende
innere Aufgabe mit rot By — ikgy?Hy = k3v26Eq, rot Hy + ikoy’Ey = k3v26H, mit
Chiralitét ist dies allerdings nicht gelungen.
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8.1 Hilfssitze

Fiir den Beweis des Eindeutigkeitssatzes benotigt man die Approximation von sin-
guldren Quellen durch einfallende ebene Wellen. Dazu verwendet man folgenden Hilfs-
satz.

Lemma 8.1 FEs sei D ein beschrinktes Gebiet im R™, m = 2,3, mit C*-glattem Rand,
so dafp R™ \ D zusammenhdingend ist. Weiter sei u € C*(D) N CY(D) Ldsung der
Helmholtzgleichung Au + k*u = 0. Es bezeichnen

V := span {v'(.;d) | d € Q}

den Raum, der von den ebenen Wellen u'(z,d) = "= qufgespannt wird, und Q ei-
ne beliebige kompakte Teilmenge von D. Dann gibt es eine Folge (v,) C V mit der
Eigenschaft

| D%vp — Dul| gy = 0, n — 00

fiir alle Multiindizes o € Ng', wobei D? den Differentialoperator

bl oll
——— fi =2 bzw. —— fii =3
0x]0x3? fiir m 0 0z 0xg? 0x3® fiir m

bezeichnet.

Beweis Der Beweis findet sich in [15, Lemma 3.2], hier sollen nur die wesentlichen
Schritte dargestellt werden. Als erstes wird die Vollstindigkeit der Menge

H:= {w —u'(.;d) | de Q}

in L?(0D) gezeigt. Sei ¢ € L*(9D) so, daB [, @(y) {815;((3;;)[1) — iu'(y; d)} ds(y) = 0 fiir

alle d € Q gilt. Dieses Integral ist gerade das Fernfeld zum gemischten Einfach- und

Doppelschichtpotential v(z) :== [, &(y) {M(;ngy) —i®, (z, y)} ds(y), » € R™\ D. We-

gen des Rellich-Lemmas verschwindet v in R™ \ D. Mittels der L?-Sprungbeziehungen,
der Invertierbarkeit von I + K,, — S, und zweimaliger Anwendung der Fredholmschen
Alternative kann auf ¢ = 0 geschlossen werden, womit die Vollstindigkeit von H in
L*(0D) gezeigt ist.

Es existiert dann eine Folge (v,) C V mit

+ — 0, n — oo.

L2(8D)

ovy, o a_u
ov "on ov
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Man definiert eine Folge wy(x) = [, ¢¥n(y)®u(z,y)d s(y), = € D, von Einfach-
schichtpotentialen, wobei die Dichten ¢, € C(0D) Losungen der Integralgleichung
Un+ Ky, — 1S, = 2f, mit f, 1= %LV” — iU, — % +iu sind. Aus der Eindeutigkeit des
Impedanzproblems ergibt sich w,, = v, — u. Daraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung

1D%vn = D%ull¢(q) = 1D"wall (g

< sup/ 2/((I+ Ky —iSe) " fa) (v)| |D®y (2, )| ds(y)
z€Q JOD

< D@k leguany 1ODI (I + Ky = iSe) " full pagopy = 0, 10— o0,

)
wobei die Beschriinktheit von (1 + K} —iS,) ™" in L*(dD) und || f,|12p) — 0, n — o0
ausgenutzt werden. q.e.d.

8.2 Eindeutigkeit beim zweidimensionalen Pro-
blem

Fiir die Untersuchung der Eindeutigkeit wird hier das transversalmagnetische Streupro-
blem (TM) (5.6a), (5.7) in der Bohrenschen Zerlegung untersucht, wobei im folgenden
die Abh#ngigkeit der betrachteten Felder von der Einfallsrichtung d € Q = {z €
R? | |z| = 1} als zweites Argument gekennzeichnet wird, so daf§ a’(z;d) = b'(z;d) =
ik 110/ 1) /?e’**¢ die einfallenden Felder sind.

Weiter wird o0.B.d.A. vorausgesetzt, dafl die inneren Permeabilititen po fiir alle
Streukorper {ibereinstimmen. Dies 148t sich durch eine Ersetzung aller auftretender
Felder u; durch (pg;)~'/%u; aufgrund der Linearitit des Streuproblems erreichen, da-
bei bezeichnet j die Abhéngigkeit vom entsprechenden Streugebiet D;. Hierdurch wird
die durch die Bohrensche Zerlegung (2.8) kiinstlich eingefiihrte zusitzliche Abhéngig-
keit der einfallenden Wellen von py wieder ,entfernt“. Man beachte dabei, dafy nach
(5.4) fiir das (TM) hA* = 0 gilt, die durch (2.8) auftretende Abhéngigkeit von g4 also
nicht vorhanden ist.

Die gleichen Schliisse sind auch fiir das transversalelektrische Streuproblem durchfiihr-
bar. Will man dort die Beweise analog nachvollziehen, ist 0.B.d.A. die Ubereinstim-
mung der inneren Dielektrizititen ¢, vorauszusetzen.

Desweiteren sei in den betrachteten Holdernormen « eine positive Konstante echt klei-
ner als eins. Diese Voraussetzung ist erforderlich, um spéter einen Widerspruch zwi-
schen (8.9a), (8.9b) und (8.10) zu erhalten.
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Lemma 8.2 Es seien Dy und Dy zwei Streugebiete und G die unbeschrinkte Kompo-
nente von R*\ (Dy U Ds). Weiter seien a1 (.;d), boo,i(:;d) bzw. aso(.;d), beop(.; d)
die Fernfelder der zu Dy bzw. Dy gehorigen Streuprobleme bei einfallenden Wellen
a'(.;d), b'(.;d), d € Q. Aus as 1(2;d) = ano2(2; d) und b 1(Z; d) = buo2(Z; d) fiir alle
z € Q folgt dann

aj(z;d) = aj(z;d),  bi(z;d) =by(z;d), z€G.

Beweis Wegen des Rellich-Lemmas impliziert das Verschwinden von as (#;d) —
Ao 2(T;d), & € Q, daB auch aj(z;d) — aj(z;d), v € G, verschwindet, das analoge Re-
sultat gilt fiir die b—Felder. q.e.d.

Lemma 8.3 Es seien die Bezeichnungen wie im vorangegangenen Lemma, es sei
x* € G. Die Streukdérper Dy und Do seien derart, dafs
(bei fester Wellenzahl k) fiir alle Finfallsrichtungen die
Fernfelder tbereinstimmen, das heifst fir alle d € 2 gilt "
+

aoo,l(.;d) = aoo,Q(.;d), ‘ X*
boci(;d) = buoa(.;d).
G
Fiir gegebenes x* € G seien aj, b}, ag ;,bg ;, j = 1,2, Ldsungen des Streuproblems mit
singulirer Quelle a' = b’ = u(., ") := ik(uo/p)?®(., 2*), also

* * * *\ T s * *
(aj ;. by .albl) =L (u(,2%),u(,2%)",

wobei der Indexr j = 1,2 am gemdp (5.8) definierten Operator LP* die Abhingigkeit

vom Gebiet D; einschliefilich der inneren Paramter ap j, asj, {45, §—; kennzeichnet.

Dann gelten in G die Ubereinstimmungen

aj] = a; und b] = bj.

Beweis Man wiihlt ein C?-glattes Gebiet D so, dafl R? \ D zusammenhingend ist
und Dy U Dy C D sowie z* € R?\ D gilt. Es existiert
nach Lemma 8.1 eine Folge (u’)n,ex C V mit

ul = u(., ") ’

d :

fiir n — oo gleichméBig auf D; U D, als kompakter Teil- ‘ X
menge von D. Da die u! Linearkombinationen ebener
Wellen sind, stimmen die zugehorigen Streufelder von D

(aUJ?”’ bo,jin; aj;nab;;n)—r =L (U;aUZ)T
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fiir j = 1 beziehungsweise j = 2 und alle n € N nach Lemma 8.2 auf G {iberein.
Wegen der korrekten Gestelltheit des Problems und der gleichméfiigen Konvergenz der
Randwerte auf 0D;, j = 1,2, gilt

] * S *
aj, —aj, b, — b, n — oo

gleichmifiig auf kompakten Teilmengen von G. Da dort aj,, = a3, und b}, = b3, fiir
alle n € N gilt, folgt die Behauptung. q.e.d.

Satz 8.4 FEs seien Dy und Dy zwei Streugebiete, so daf$ die Fernfelder des zugehdrigen
Streuproblems bei fester Wellenzahl und allen Einfallsrichtungen einfallender ebener

Wellen tibereinstimmen. Weiter sei vorausgesetzt, dafs eine der Bedingungen apa # k&
oder ag # k& erfiillt ist.! Dann gilt D, = Ds.

Beweis Angenommen es gilt D; # D,. Dann existiert ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit ein Punkt o € dG mit zy € dD; und

19 ¢ D,. Es sei h > 0 so gewihlt, dafl die Folge
h
Ty i=1xo+ —v(z), n=1,2,..
n
in G enthalten ist und fiir die abgeschlossene Kreis- % Q

scheibe B := {z € R? | |z — z¢| < h} die Bezichung

BN Dy = gilt. AuBerdem gelte fiir ein R > h, daB fiir By := {z € R? | |x — z0| <
der Durchschnitt Dy N By eine zusammenhéngende Teilmenge von D; ist.

Betrachtet man die Lésungen ajm,bjm,ag,jm,bg,jm, zu den beiden Streukdrpern D,
j =1, 2, mit den Quellen

aﬁl = b:z = U(;xn) = Zk(,U/O/,U/)lﬂ(I)k(;xn): ne N;

so gilt nach Lemma 8.3

w blalg = by
n’ nig -~ “2n|g

s oS . — h
al;n‘G o a2;n‘G =a =: by

fiir alle n € N. Wegen B N Dy = () gilt fiir die rechten Seiten gemif (5.7)

o j j . 0Ada)
Dy = &ioa), + & 9b), Nay = [

._ j j ._ aB2 b}
Db;n = 5_,2a; + §+,2b:z7 Nb;n = oy

"Wire keine dieser beiden Bedingungen erfiillt, so folgte aus GA = 2B = { wegen (1.4), (2.3),
(2.12), da8 8 verschwindet und p mit pg iibereinstimmt, so daf} es sich nicht um ein ,echtes“ Trans-
missionsproblem handelt.

Im transversalelektrischen Fall ist %A # =1 oder 2B # ¢~! zu fordern. Die Annahme des Gegenteils
fithrt dort auf 8 =0, ¢ = &¢.
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die Ungleichung
| Danllce@ps) + | Doimllcte@ps) + || Nam||coe@py) + | Nbsnll o,y < 1, n=1,2, ...,

mit einer geeigneten Konstanten ¢y, woraus mit der korrekten Gestelltheit (4.28) des
direkten Problems

||aZ||Cl,a(GmB) + ||bfl||C'1’°‘(GﬁB) < Co, n = 1, 2, ceey (82)

folgt.

Man untersucht nun das Streuproblem beziiglich D; — der Index 1 wird im folgenden
weggelassen.? Mit dem Ziel, das singuldre Verhalten im Inneren niher zu charakteri-
sieren, werden modifizierte rechte Seiten

~ \ 0, Tn
Dap = Dap — 5Pa, (., Tn), Nan = Namn — %’
~ - 00, »In
Db;n = Db;n - tq)aA(-a xn)a Nb;n = Nb?" o t%

mit noch frei zu wéhlenden Parametern s,t € C betrachtet. Diese fiihren auf die
Losungen

?‘fz = a,, g‘o;n = Aaon _SCI)OAA(':‘TR):

b) = b}, bon = bon — 1P@ug (-, 70).

n

Wahlt man
s =t =ik€(uo/n)"?, (8.3)
so folgt
Du = ih€(uo/1)""* {8 2) — Doy (22}
Dpy = ik&(po/ )" * {®1 (., 21) — Pag (-, 70)},
N = o/ {an 22 - eORealetul L, (8.42)
B = i/ {a P n) o lotnl (8.4b)

Die Differenzen ®x (., xn) — P, (1 20n), Pr(, 2n) — Pog (-, ) sind gleichméBig fiir alle
n € N an der Stelle ¢ beschriankt, Na.,, Ny, besitzen dort Singularitdten der Ordnung
n, wie noch ndher ausgefiihrt werden wird.

Eine alternative Beweis-Variante, in der durch andere Wahl von s und ¢ eine Singula-
ritdt bei den Dirichlet-Werten auftritt, ist im Anhang A.2 zu finden.

2Man beachte, daf§ insbesondere auch aa, ag, &, &+ zu den GroBen g1, 0,1, 51 definiert sind.
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Nach dem modifizierten Wohlgestelltheitsresultat (4.33) gilt fiir ein hinreichend kleines
r > 0 und Kreise B,, B,/; um xo mit Radien r bzw. r/2 die Abschétzung
|&0inllcro (s, + 1Pomllcre m\m,)
< c {||Na;n||COvG(BD\BT/2) + | Mol oo o\B, 2)

+|Danllcra@m\B,,5) + | Do llcra@n\s, )

+[ Nasnllr200) + | Noinll 2200) + | Dasnll 1200 + ||bb;n||L2(aD)} . (85)
Dabei sind die auftretenden Holdernormen auf 0D \ B, ), gleichmiBig fiir alle n € N
beschriinkt, ebenso die L2-Normen von D,.,, Dp.,. Fiir die verbleibenden zwei Terme

erhilt man aufgrund der Singularitit der Ordnung n nach dem nachfolgenden Lemma
8.5 a) eine Abschitzung

||Na;n||L2(6D) + ||Nb;n||L2(ﬁD) < C,37’L1/2,

so daf} insgesamt
ol cre(pm,) + [Bonllcrapym) < esn'?, n=1,2,.. (8.6)
mit einer geeigneten Konstanten c3 gilt.

Man wihlt nun ein hinreichend kleines, C?-glattes Ge-
biet D C D so, daB o3, o3 keine Dirichlet-Eigenwerte
von —A sind und fiir I := 9D N dD die Bedingungen
zo € T, T C B, v(z) - v(y) > 3Vy € T erfiillt sind.

Mit [8, Lemma 3.2] folgt dann fiir zp € Ty C T,
dist(T'y, 0D \ T') > 0 die Existenz einer Konstanten ¢},

Weiter sei 7 so, da dD\T ¢ D\ B, B
e

SO daB
- ~
‘ )(IJ; C0:2(Typ) < Cl {H ; ||CL @) || ?”HC’( A)},
Obo.n a + b()n oD
H EV’ C9%.2(Ty) < Cil {HbO;nHC’lv () || ) ||C( A)}’

beziehungsweise einer Konstanten ¢4, so dafl

aéo;n = ~ N

%552 | iy < {omlor + IBomllrapie } o
8bo.n ~ . .
|2 s < e {IBumllcnc + IBonllcn

3Die Existenz von D und passendem T' wird durch Lemma 3.26 bezichungsweise Formel (2.11) in
[2] gesichert.
Wollte man etwas genauer sein, so miifiten erst nach dieser Wahl von r die Beziehungen (8.5) und
(8.6) hergeleitet werden.
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gilt. Auf I' C 9D ist

8o = Cea) + & by 4 ikE(po/p) ' {@x(., z0) —
bos = €-al + &by ikE(po/p)' " {@k () —

woraus mit Hilfe von (8.2) und Lemma 8.5 b)

800l 2oy < (1641 + 1612 + [KEEL) 2 [k (-, 2n) — Pap (- 20)llcrary < €517,
Bosallcrary < (14| + IE- ez + [KE(ER) 2| |@h (-, 20) — Pag (- Za) lorary < €5n°

=

=E=]

(8.8)
mit einer geeigneten Konstanten ¢ folgt.

. . - D30 das > 8bo.n dbs .
Die Beziehungen N, = =& — %A% und Ny, = 2% — 2B ergeben mit der

Dreiecksungleichung in Kombination mit den Abschétzungen (8.6), (8.7), (8.8) fiir den
ersten Summanden und (8.2) fiir den zweiten die Ungleichungen

- oa oa’ N
|| Nagnl|coero) H i ‘TA‘ a—y" < eq{esn +03n1/2} + c6, (8.92a)
0, 1"0 CO,a(l"O)
~ Oby., ob?
||Nb;n||00’°‘(l_‘o) < o a. < C4{C5na + C3n1/2} =+ Cs, (89 b)
v Coa(ra) ov 0. (Ty)

wobei cg = co max{| %A |, |52} ist.

Andererseits gilt aber

a@;{ -;xn
H# > |v(xg) - grad D (zg, 7))
v C0a(Tg)
K To — T K Kh
= |t ) v | = ()5 em

da H{(t) sich bei t = 0 wie ¢~' verhiilt.

Falls nun ap # k& beziehungsweise apg # k¢ erfiillt ist, so gibt es wegen (8.4a), (8.4b)
eine Konstante ¢; > 0, so daf3

Na,n (370)

> cn bzw. Npn(zo)| = ern (8.10)

gilt. Dies steht aber im Widerspruch zu (8.9a) oder (8.9b).
Damit ist die Annahme der Existenz zweier verschiedener Streukorper mit gleichen

Fernfeldern zum Widerspruch gefiihrt und alles gezeigt. q.e.d.

Lemma 8.5 Seien D, T" und x,,, n € Ny, wie im vorangegangenen Satz und k,k > 0.
Dann gilt
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a) ‘ 8%x(2n) < en'/? n=12..
v L2(6D) ’ 3 Ly ey
und
B 18 n) — Byl lonary < % n=1,2,.

mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0.

Beweis
a) Es gilt fiirn =1,2, ...

H 0P, (., )

5 = / v(y) - grad , . (y, z,)|* ds(y)

L2(dD) aD

= i

2
K 2
< / 15 [Hi(sly — 2 )| ds(y)
oD

Cove | B
0

DU (x0) ly — zn?

N

v(y) - (y —za) |
|y_xn‘

N

H{(kly — z,]) ds(y)

(@

wobei U(zg) = {z(t)|t € [-0,0]} eine Umgebung von x ist, in der

Aw—%ﬁ>§(ﬁ+<gf)

fiir alle n € N gilt. Dabei bezeichnet z(.) die Parametrisierung des Randes nach der
Bogenlénge. Solch eine Umgebung existiert wegen der vorausgesetzten C2-Glitte von
0D.

Dann folgt

ds(y) o dt 4n nt]’
s <4 Ui arctan — < esn.
aDNU (z0) Y — T —5 12+ (;) h hl_s

Insgesamt ergibt sich also die Behauptung a).

b) Nach der Wahl von T' gilt v(zy) - v(y) > % fiir alle y € T. Mit geometrischen
Uberlegungen folgt dist(x,,,T") > %, n=1,2,.... Weiter gilt

||(bn(-axn) - (bk(-axn)Hcl,a(r)
< 1 {H(I)H(axn) - (I)k('axn)HC(F) + ||grad [(I)K(.,:En) - (I)k('axn)mc(r‘)

+ grad (B, (., 70) = @4 7)oy | -
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wobei die ersten beiden Summanden gleichmifig fiir alle n € N beschréinkt bleiben
und ||, die a-Halbnorm auf I' bezeichnet. Fiir diese gilt

|grad [(I)n(': xn) - (I)k(': xn)] ‘a,l"
sup 1824 APx(Y: 2n) = Pp(y, 2n)] — [Pul, 20) — Pi(2, 2]}

v y— 2|
h 11—«

(—) sup |grad grad [B,(z, 2,) — By (. z,)]|
4n IGSn

+2 <4i> sup |grad [(Dn(l‘a xn) - (I)k(‘r’ l‘n)]‘a
n

rzel',neN

wobei fiir die Supremumbildung die Menge {(y,z) € I' x ' | y # 2z} zerlegt wurde in
{(y,2) e T xT | |ly—2| < h/4n} und {(y,2) € I x ' | |y — 2| > h/4n}. Fiir den hier
entstehenden ersten Anteil wurde der Mittelwertsatz angewendet. Dabei bezeichnet

Sp := UgerB(z, h/4n)
und garantiert, da8 fiir y, 2 € T, |y — 2| < h/4n die Verbindungsstrecke zwischen y und

z ganz in S, liegt. Eine detailliertere Betrachtung der Ableitungen der Grundlésung
zeigt, dafl dann

h -« Co h —a
lgrad [®, (., 7) — Pr(., 20) |4 p < <E> sup +c3 <E>

TESR |1‘ - xn‘

gilt. Nach der Wahl von T ist fiir alle x € S, und ein zugehoriges y, € [' mit x €
B(yz, h/4n) die Abschéitzung

o2l > |l — vl — 2wl > e~ o=
Tl Z | T el T Y 2 5 T T
erfiillt, was
1 4dn
sup —
TESn |1‘ xn‘ h

impliziert. Insgesamt folgt also

A\ 4n h\ " .
— +c3 R <C4n

N

NS
N
I
<

|grad ((bn(;xn) - @k('ixn))‘a,l—‘ ~

mit einer nur von I, xg, h, k, k abhiingenden Konstanten ¢4. Daraus ergibt sich sofort
die Behauptung. q.e.d.
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9 Numerische Ergebnisse fiir das inverse
Problem im R’

In diesem Kapitel wird demonstriert, wie man mit einem regularisierten Newton-
Verfahren unter Ausnutzung der in Abschnitt 6.3 gewonnenen Aussagen iiber die
Fréchet-Ableitung des Fernfeldoperators aus ,,gemessenen“ Fernfelddaten, das Streu-
gebiet rekonstruieren kann. Dazu wird hier lediglich der transversalmagnetische Fall
untersucht, eine Ubertragung auf das transversalelektrische Problem ist aber evident.

9.1 Newtonverfahren und Regularisierung

Ausgangspunkt fiir das hier zu beschreibende Verfahren ist die nichtlineare und schlecht

o ()

fiir die Randparametrisierung z des entsprechenden unbekannten Streugebietes. Dabei
sind a7, b2 gegebene Groflen, die z.B. aus Messungen bekannt sind. Diese Gleichung
wird durch die linearisierte Gleichung

gestellte Operatorgleichung®

am
56+ 5t = (1) (0.1
fiir h bei gegebenem z ersetzt, so dafl sich ein Tterationsverfahren

§ (2pihp) = (a’fo,b?’.l)T—S(Zp),
Zpp1 = 2Zp+hy, p=0,1,..,

mit einer geeigneten Startparametrisierung zy ergibt.

Die linearisierte Gleichung soll nun in einem Unterraum Qy = span{q,...,qn} C
RP der Dimension N approximativ gelost werden. Um aus der daraus entstehenden
semidiskreten Gleichung ein Gleichungssystem zu erhalten, wird eine Kollokation in den
M Punkten zq, ..., 25 €  durchgefiihrt. Es ergibt sich das lineare Gleichungssystem
fiir die N Unbekannten a(lp), . aE? eR

Zaiﬂ Zp q] ) - (agzabglo)T(i‘l) - S(Zp)(iz)’ i=1,.., M, (92)

j=1

1Zu den Bezeichnungen vergleiche Abschnitt 6.3.
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wobei
N
hy == Z agp)qj

7=1
die gesuchte Niherungslosung von (9.1) ist.

Da man an reellen Losungen aﬁ”), ...,ag\’;) interessiert ist, entspricht (9.2) 2M reellen

Gleichungen mit zwei Komponenten. In der Regel wird 4M > N sein, so daf} das
Gleichungssystem iiberbestimmt ist, es wird demzufolge eine Losung im Sinne der
kleinsten Quadrate ermittelt. Da das Problem zudem schlecht gestellt ist?, wird eine
Tikhonov-Regularisierung durchgefiihrt.

Mit den Bezeichnungen

&P = Re ((§(z:0)(d)),) . i=1..,M j=1..N,

¢ = Re ((§ (21 3) (Fi-nr),) - i=M+1,..2M, j=1,...N,
= m ((F (2 05) (-om)),) » i=2M+1,..,3M, j=1,..,N,
) m ((F(2; ¢;) (Ziosm)),) - i=3M+1,..,4M, j=1,.., N,
C(m = (Cz(?))i;l,...,4M € ]R4M><N,

j=1,...,N

g” = Re (a (i) — (§(2)(2:)),) i=1,..M,

D= Re (bZ(iim) — (§(z)(@ion),),  i=M+1,..,2M,
" = Tm (a (@ on) = (8(z) (@ om)),) . i =2M +1,..,3M,
9P i (b7 (#i-3m) — (3(2) (Ficanr)),), 8= 3M +1,...,4M,
gt (ggp))izl,.,4ﬂia
a® = (ay’))jzl ..... N,

wobei sich die Indizes a und b auf die jeweilige zum Fernfeld von a bzw. b gehorige
Komponente beziehen, lautet der zu minimierende Ausdruck mit einem geeigneten
Regularisierungsparameter o, > 0

AM | N 2 N )
ICPa — g + aplla®P = 3715~ el — )+, 3 ()
i=1 | j=1 j=1
was dquivalent® zur Losung von
(%] + C(p)Tc(p)> a?) = C(p)Tg(p) (9.3)

mit der Einheitsmatrix I € RV*V ist.

?Die Kompaktheit von § iibertriigt sich auf F'.
3Vergleiche [22, Th. 16.1].
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Verfiigt man iiber Daten zu D Einfallsrichtungen dy, ...,dp € €, so kann das System

einfach erweitert werden. Man setzt cl(;.’)l, ggpl) wie oben, wobei der Index [ = 1,....,D

die Abhéngigkeit von d; kennzeichnet. Mit

(» _ C C
ci;’ = C(?—4(l—1)M)j,l’ 1=1,..,.4DM, 7=1,...,N,
cP)  — (Cg)))lj!l ...... iy € RADMXN
®» _ () _
gip - g(f_4(l_1)]\/[)’l ’ 1= 1; 74DM7
g(p) = (gz‘(p))izl ..... 4DM

ist dann das Gleichungssystem (9.3) zu l6sen.

Ein Newton-Schritt fiir eine Einfallsrichtung 148t sich nun wie folgt beschreiben

e Bestimme fiir eine gegebene Kurve z, die zum Operator E + A(z,) gehorige Ma-
trix geméf (7.13) und deren LU-Zerlegung.
Zu dem gegebenenen einfallenden Feld (a’,b?)T bestimme die rechte Seite U
geméif (7.8).
Bestimme die Losung x
system (7.13).
Fir ¢ = 1,..., M berechne §(z,)(#;) mit Hilfe von (7.14a), (7.14b) und daraus
g i=1,.. 4M.

(n)

i

, 1 =0,...,2n—1 vom zugehdrigen linearen Gleichungs-

e Zur Berechnung von §'(zy; ¢;) ermittle die rechten Seiten geméf (6.20a) - (6.20d)
fiir h = qq, ..., qn. (Siehe dazu den Abschnitt 9.3.)
Zu diesen rechten Seiten ermittle mit der oben gewonnenen LU-Zerlegung die

Fernfelder dieser N direkten Probleme an den Kollokationspunkten Zi, ..., Z,
dies sind die Werte §'(z,; ¢;)(Z;). Berechne daraus P = 1,..,4M,5=1,...,N.

ij

e Berechne ag-p) durch Lésen von (9.3). Bestimme eine neue Kurve durch z,,, =

Zp + Z;\;l agp)qj
Brich ab, falls das Residuum

hinreichend klein.

Man sieht, daf§ in jedem Newton-Schritt N + 1 direkte Probleme zu losen sind, wobei
aber die zu invertierende Matrix E + A stets die gleiche ist, so dafl der einmalige
Aufwand einer LU-Zerlegung sinnvoll erscheint. Bei D Einfallsrichtungen sind D(N+1)
direkte Probleme mit gleicher Koeffizientenmatrix zu l6sen.
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Zum Testen der Methode ist die Erzeugung von synthetischen Fernfelddaten (aZ,b’2)
erforderlich. Um dabei ,Inverse Crimes“ zu vermeiden, werden hierfiir eine andere
Stiitzstellenzahl und ein anderer Satz von Kopplungsparametern my, mo, ¢y, ¢o im An-
satz (4.15a)-(4.15d) benutzt als bei der Losung der direkten Probleme im Newton-
Algorithmus. Auflerdem ist darauf zu achten, dafl die gesuchte (in den Testbeispielen
natiirlich bekannte) Berandung z nicht im Ansatzraum Qy liegt.

Fiir die hier durchgefiihrten Untersuchungen soll nur der Fall sternférmiger Gebiete
betrachtet werden. Die Basisfunktionen lassen sich in der Form

cost

tel0,2 =1,..N 9.4
o) e i=t. (9.0

o) =1,

mit linear unabhédngigen Radialfunktionen r; schreiben. Es wird Qy = span {ry,...,rx}
gesetzt.

9.2 Modifikation in der Regularisierung

Im Gegensatz zu der bisher beschriebenen Tikhonov-Regularisierung sollen jetzt auch
zusitzliche Glédtteeigenschaften in den Rekonstruktionen durch eine ,,Bestrafung® von
Ableitungen der Storung beriicksichtigt werden.

Dies wird erreicht, indem die Minimierungsaufgabe
I’ (25 o) + §(2p) — (e, bR I72 + ||| e = min ! (9.5)
unter Verwendung einer geeigneten Sobolev-Norm (s € N) gelost wird.

Mit dem bereits vorgestellten Ansatz

N
hy, = Z agmqj
7=1

148t sich dieses Minimierungsproblem in die Form

N 2

2
Zaﬁp)gl(zp; q;) +3(2) — <z;’n°>

s — oo
Jj=1 T

Min +

N 2 N
Va3l Va3l
j=1 j=1

L2

_|_
2

L2

bringen und durch

|Ca — g||* = min ! bzw. C'Ca=C'g
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diskretisieren, wobei folgende Bezeichnungen verwendet werden.

o) Re (3 (2p: 45)(#1)),) i=1,.,M, j=1,.. N,

e Re ((§' (2 4;)(&iwm)),) i=M+1,.,2M, j=1,..,N,

&P = T (8 (23 ) (Fizonr)),) - i=2M+1,.,3M, j=1,..,N,

& = T (8 (21 0)) (i am)y) i =3M+1,..,4M, j=1,.., N,

B = \Ja,NJKr;(tK ), i=4M +1,.,AM + K, j=1,..,N,
= SO, NJK O (tE ), i =AM + K +1,..,4M + 2K, j =1, ...
C(p) = (Cl('?))i=1‘,...,4M+2K € ]R4M+2K) N,

j=1,...,N

g = Re (am (&) — (3(z)(d)),) i=1,.., M,

g7 = Re (b2 (2i_n) — (3(2)(Eiour),) i=M+1,..,2M,

gP I (a (Zi-onr) — (§(2p) (Ficonr)),),  i=2M +1,...,3M,

g = Tm (b7 (3 sm) — (3(2) (Eian)),), i =3M+1,..,4M,

P = g i=4M +1,...,4M + 2K,

g(”) = (95” )z 1,...,AM+2K

a® = (agp))]:l ..... N

th = 2mi/K

Dabei sind die in der Definition von c§J>, 1 =4M +1,...,4M + 2K auftretenden Funk-
tionen r; durch (9.4) erklért.

Durch diese Art der Regularisierung ist es moglich, bei der Berechnung des von der
Sobolev-Norm stammenden Anteils eine andere Stiiztstellenauswahl ¢5 zu treffen und
dadurch den Rand der Rekonstruktion auch unabhéngig von den Beobachungsrichtun-
gen Z; zu kontrollieren.

9.3 Die rechte Seite und der hypersingulire Ope-
rator T

Um die Randwerte fiir die Berechnung der Fréchet-Ableitung nach (6.21a) - (6.21d)
zu bestimmen, ist neben der numerischen Auswertung der Operatoren* S, K,, K7,
k € {aa,ap} auch eine des hypersinguldren Operarors T, erforderlich. Fiir diesen gilt
mit der in (7.1) eingefiihrten Bezeichnung T, = T. + Ty, so dafl es fiir die weiteren
Betrachtungen ausreichend wire, nur noch den Hauptbestandteil

(Too)a) = 2o | i)z n—=—dsty), € oD

4Dies ist in Abschnitt 7.1 beschrieben.
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in parametrisierte Form zu iiberfithren und anschliefend zu diskretisieren.®. Hier soll

aber gleich der gesamte Operator T, entsprechend der Darstellung in [25, Abschn. 2]
untersucht werden. Es gilt die Beziehung

d, dy 2
ESKE + KRV - S(U(p)
Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 7.1 gilt

(45:2) et = s [ { g ot 1 2D

Tep

) - Rt et | ar
mit
0.0 ) O =) [y Hler(7)
N, (t,7) () { Hy(kr(t, 7)) — 2 r(t,7) }
+i/-c (2'(t), 2/ (1)) 1

1
W ZT) et -
2 r(t,T) 1(ar(t, 7)) + 47 sin? —t;T

Durch Abspalten der logarithmischen Singularitéit erhdlt man die analytischen Funk-
tionen

S LU UEE I {2 ot - 2D
(

r(t,T)

~ ~ ~ t_
N2(t,7) = Ny(t,7) — N\(¢,7)In <4sin2 27)

mit Diagonaltermen

~ 2 't)‘Q
N(t, ¢ KO
I{(’ ) 47r s
\; (¢ 2 (¢ )
NE(t,1) (wi—l—QCE—an“ZQ()>’f|Z()|

47
RN ) GO

127 " 272 (1)

)

(P 6l ()]

Es wird nun neben (7.9) und (7.11) die folgende Quadraturformel verwendet, die man
ebenfalls als Interpolationsquadratur mit trigonometrischen Polynomen erhlt®

, (9.6)

Vergleiche etwa [33, S.26].
6Vergleiche [34, Abschn. 3.1].
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mit Quadraturgewichten
) 1« 1 ,
)= —— Zlcos(l(t —t))) = 5 eos(n(t —1;)), j=0,...2n — 1. (9.7)

Dabei bezeichnet wieder ¢; = mj/n fiir j =0,...,2n — 1. Auch hier werden spiter, wie
n (7.13), nur
(n) ._ p(n) _ )y
Ty =170 = T;7 ()

benétigt, wofiir

(n) m; [ ungerade,
T, =% 0, [ gerade, | # 0,
—5 =0

gilt. Mit diesen Uberlegungen ist es nun maéglich, die Bestimmung von U/ in (6.19) zu
beschreiben.

Exemplarisch erhilt man fiir die Normalenableitung von ag, die fiir (6.20¢), (6.20d)
benostigt wird, gemafl (6.21¢)

aao QA

2 (2(1)) = == (Tan 1) (8) + 1 (Ko + D) (?)

——%:1 (t,t5)n(t )}
+aa? {ul(t) 2;1 R ()M}, (, ;)1 (1 221 (1) (¢ )-

2n—1 2n1
{ZR (L) (¢, 1) ZL*QH )—l—gol(t)},

wobei wieder bei den Dichten ¢, ¢ die gleiche Symbolik fiir die parametrisiete Form
(auf der rechten Seite) wie fiir die nicht parametrisierte (auf der linken) verwendet

wird. Dabei gilt v1(t) = 25(t)/|2'(¢)] und v(t) = —21(¢)/]2'()].
Daraus ergeben sich dann unmittelbar die Werte

eum aaU eum ab(] .
ay e = E(Z(tj)), by = 8—U(z(tj)), j=0,...,2n—1
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an den Stiitzstellen ;.

Die Dirichletdaten nach (6.21a), (6.21b) koénnen unmittelbar an den Stiitzstellen
geméif

a})iri = ag(2(t;)) = % (O%A(KQA — Iy + m15aA901> (25),
P = by (2(1)) = % (a—;(KQB — I + mgSaB%) (t))

mit dem in Abschnitt 7.1 beschriebenen Verfahren ermittelt werden.

Um die erforderlichen Ableitungen in (6.20a), (6.20b) zu berechnen, wird zunéchst
trigonometrisch interpoliert

2n—1 2n—1
tr 1nt Z aDlI‘ll b‘Br.int.(t) — Z b})iri lj (t), te [0, 271']
=0

mit den trigonometrischen Polynomen

n—1
1
Li(t) = {1+22005kt—t)+cosn(t—t)} j=0,..,2n—1,

m
k=1

als Lagrange-Funktionen’.

agoz und bgoz in (6.20a), (6.20 b) werden durch aff'"* beziehungsweise bir ™" substi-
tuiert. In dieser Darstellung kann dann die Differentiation nach dem Randparameter
unmittelbar durchgefiihrt werden. Es wird lediglich von den Ableitungen

n—1
1
I(t) = ™ {Zstink(t —t;) +nsinn(t — tj)} :

(N Q=
1 n—1
" _ 2
i(t) = ™ {2 E k? cos k(t — t;) + n? Cosn(t—t)}

Gebrauch gemacht, die nur in den Punkten ¢; benétigt werden.

So ergibt sich exemplarisch

U(t:) = —aa@(2), W=, (k& — aa)a]™ — k& bP™)

-1

_z’(lti)| {(Frer—1) = Jrempm) [(W)“WULJ

"Siche [22, (11.13)].
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9.4 Rekonstruktionen

Trigonometrische Polynome als Ansatzfunktionen

Zunéchst wird als Approximationsraum der Raum der trigonometrischen Polynome

N

N
9 =Ty = ch cos(j.) + ZS]‘ sin(7.)

€y s Cs S15 -5y € R

mit N = 2N + 1 verwendet.

Als Startkurve z; dient der Einheitskreis

2o(t) = (Co”>, t €0, 2n].

sint

Die synthetischen Fernfelddaten des direkten Streuroblems wurden mit der Parame-
terwahl ¢; = ¢o = my; = my = 1.0 und halber Stiitzstellenzahl n = 64 bestimmt. Dabei
waren € = 1.0, g =14, u=1.0, yp = 1.2, w = 1.0, 3 =0.1.

Fiir den inversen Loser wurde ¢; = ¢y = 2.0, m; = my = 0.5 sowie n = 98 gewdhlt. Die
gezeigten Beispiele sollen demonstrieren, dafl das beschriebene Verfahren prinzipiell zur
Gebietsrekonstruktion geeignet ist. Es besteht hier allerdings nicht der Anspruch, eine
moglichst hohe Rekonstruktionsgiite zu erzielen. Vielmehr haben die numerischen Test
gezeigt, dal der Wahl insbesondere des Regularisierungsparameters eine grofie Rolle
zukommt.

Bei der Tikhonov-Regularisierung wird dies an den dargestellten Kurven deutlich. Die
beiden Rekonstruktionen zum Regularisierungsparameter 10 liefern rechte gute Dar-
stellungen, die Kurve zum Regularisierungsparameter 1 hingegen ist nicht zul&ssig.
Die Pfeile zeigen die Einfallsrichtung und die kurzen Striche die benutzten Beobach-
tungsrichtungen an, die gestrichelte Linie ist der zu rekonstruierende Drachen, die
durchgezogene Linie die Rekonstruktion.
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N
VY v

’ \
P

0 =100, N=5, n—08
Res =2.3-107°, pepag = 59

|
vty

’ \
P

a=10,N=5n=098,
Res =2.4-1072, pepg = 12

AT

N
VY v

AT

’ \
P

0 =100, N=5 n—98
Res =1.7-107%, pepg = 100
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Bei eingeschrinktem Mefibereich, wie in den folgenden beiden Bildern demonstriert,
ist das Residuum gréfler, aber die Konturen werden weiterhin teilweise approximiert.

Vo Vo
VY VY

N A
N A

0 =100, N=5,n =08 0=1.0 N=5 n=08
Res =3.9-1072, popa = 100 Res = 3.8:1072, popg = 41

Besser verhielt sich das Verfahren bei der modifizierten Regularisierung. Mit den glei-
chen Parametern wie eben, jedoch zusétzlich K = 100 erh&lt man bei unterschiedlichen
Werten von s die folgenden Resultate. Dabei war die Zahl der Iterationen zu n = 48,
N = 5 geringer, beziiglich der Rechenzeit und der erzielten Genauigkeit waren die
Experimente mit geringerer Stiitzstellenzahl n = 24 und hoéherer Anzahl von Ansatz-
funktionen N = 10 aber deutlich im Vorteil. Eventuell sollte man also zunichst mit
niedriger Stiitzstellenzahl rechnen und das erzielte Resultat als neue Startkurve fiir
einige Schritte mit hoherer Stiitzstellenzahl nutzen.

| |
N N

P

P

/ \ / \
Tt R

| |

a=1.0-0.8,s=1, N =5, n =148, a=10.0-0.87, s=1, N =10, n = 24,
Res =2.1-107%, pepa = 19 Res =1.5-107°, pepa = 53
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N
VY v

AT

’ \
P

0 =100-05", s=2 N =5, n=48,
Res =1.2-107%, pong = 17

N
VY v

AT

’ \
P

a=10.0-05, s =2, N =5, n =48,
Res =5.2-107%, pepg = 21

|
ety

P

/ \
P

a=10.0-0.8,s=1, N =10, n = 24,
Res =9.9-107°, pepna = 49

N
VY v

AT

’ \
P

|

a=10.0-0.57, s =3, N =5, n =48,
Res =2.7-107%, peng = 19

A
\\ ’

AT

’ \
P

0 =10.0-057, s =3 N =5 n=48,
Res =1.4-1073, pepag = 19

|
ety

P

/ \
P

a=10.0-0.8, s =2, N =10, n = 24,
Res =1.4-107%, pepag = 63
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Vol
VY

Vol
VY

’
AN

’
AN

a=100-05", s=1, N =5, n=48,

0 =100-0.5, s=3 N =5 n=48,
Res = 3.8-1072, pepg = 16

Res =3.8-1072, pepg = 24

A
\\ ’

N
VY v

N N
N . N
N / N
/ \
’ \ // \\
P o

0 =10.0-0.8,s=1, N =10, n = 24,
Res = 4.8 -107°, pepg = 60

AT
|
Vo oy

AT

a=10.0-0.8, s =3, N =10, n = 24,
Res =2.1-107%, pepg = 49

Vo

|
ety

(D

P

Vo
v o
N 7
.
N
. N
7 N
7 \
,, o
P
Vo
v o

/ \
P

N
N
. N
N , N
’ N
/o, N
P

a=1.0-08",s=2 N=5 n=48,

a=1.0-0.8,s5s=2, N=5n=48,
Res = 2.8 1072, pepa = 27

Res =1.1-107°, popa = 26



9.4 Rekonstruktionen 83

Bei den Beispielen mit Einfallsrichtung in den konkaven Teil ist zu erkennen, daf} sich
diese Struktur nicht voll ausbildet (dies war bei allen gerechneten Test zu beobachten).
Die Residuuen in den Fernfeldern, der einzige Mafistab, an dem man die Rekonstruk-
tionsgiite objektiv messen kann, werden hiervon aber wenig beeinflufit. Zum Teil 148t
sich dieser Effekt sicher durch das zusétzliche ,Bestrafen* der Ableitungen erkléren.

Radiale Basisfunktionen als Ansatzfunktionen

Hier dienen radiale Basisfunktionen als Ansatzfunktionen

N
QNG = { D age? 2N cos(sin(t — 2mj/N)

i=1

ag, ..., an € ]R}

mit geeignetem Parameter v > 0. Die auftretenden Funktionen sind 27-periodisch
und unendlich oft differenzierbar.® Realisiert wurde das Verfahren fiir die Tikhonov-
Regularisierung, die Zahl der Stiitzstellen betrug 2n = 160.

a =10.0, v =5.0, N = 10, a=10.0, v =4.0, N = 10,
Res =1.3-1072, pepa = 100 Res =1.1-1072, popg = 100

Hier 148t sich bei Einstrahlung von links das gleiche Phinomen wie zuvor beobach-
ten, die Konvergenz ist sehr langsam, so daf} jeweils nach héchstens 100 Iterationen
abgebrochen wurde.

Insgesamt 148t sich einschitzen, dafy das beschriebene Rekonstruktionsverfahren geeig-
net ist, um aus den Fernfelddaten auf den Gebietsrand zu schlieffen. Allerdings wer-
den auch Schwierigkeiten hierbei deutlich, wie man an den graphischen Darstellungen
erkennt. Durch eine Verfeinerung bei der Parameterauswahl und eine effektivere Pro-
grammierung sowie gemischte Strategien, wie sie bereits angedeutet wurden, kénnten
die Resultate sicher noch verbessert werden.

8Vergleiche [32, S. 33].
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A Anhang

A.1 Beweis zu Satz 6.8

Satz 6.8 Das elektrische Fernfeld e, fiir die Streuung einer ebenen elektromagne-
tischen Welle am chiralen Gebiet beim transversalmagnetischen Problem erfillt die
Reziprozititsrelation

€oo (T d) = exo(—d; —7)

und das magnetische Fernfeld hy, fir die Streuung einer ebenen elektromagnetischen
Welle am chiralen Gebiet beim transversalelektrischen Problem

fiir alle z,d € Q).

Beweis Sei d € Q, es bezeichne u'(z;d) = 4, ¢, = ¢, = ik(uo/p)'/? fiir das trans-
versalmagnetische und —c, = ¢, = k(go/¢)"/? fiir das transversalelektrische Problem,
so daf} also

a'(x;d) = cou'(w:; d), b'(z;d) = cyu'(w; d)

gilt. Weiter seien ag(.;d), bo(.;d), a’(.; d), b*(.;d) die Losungen des zugehorigen Streu-
problems, a(.;d), by(.;d) die zu a® beziehungsweise b* gehorlgen Fernfelder und
a(.;d) =a'(.;d) +a’(.;d), b(.;d) =b'(.;d) + b*(;;d). Mit m = & \/_ gilt!

od) = m [ S 20 i =) 0atyid) o X
antiid) = m [ L@ - U i L as), (A

bulisd) = m [ D{b%y;d)a“;(fgyf)—a'gi(fy;)d)ui(y; —f)}ds@) (A1D)

(o) = m [ D{ i - >3g;( )d)—aa;(j’gyf)u%y;d)}ds<y>,<A.2a>

bu(—d ) = m [ {b%y; _3) 6;}5;;“ - ab;gygy;%; d)} ds(y) (A.2D)

"Vergleiche [3, Th. 2.5].
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Weiter gilt nach dem Greenschen Satz, angewendet auf das Auflengebiet, unter Aus-
nutzung der Helmholtzgleichung und der (SAB)

0 = /w {as(y;d) Oa’ly: %) _0a'(y:d) (. —;e)} ds(y),  (A3a)

ov(y) v (y)
o /aD {as(y;d)ab;(uy(;y;j)_azsy(éj)d)bs(yi —i)} ds(y), (A.3D)
" /aD{bS(y;d)ab;E/y(;f)‘ags;(éj)d)bs(y; —fv)}dsw), (A3¢)
o= [ e St - T v s

und bei Anwendung auf das Innengebiet

0 — /a ) {ui(y;d)ﬁu;(g(;y—)i) _ag;(?y;)d)ui(y;_j)} (). "

Addition von (A.1a) und dem 2-fachen von (A.3a) fiihrt auf

N m (g 22w =) 0y d)
atisd) = 2 [ faua @00 - Do i) | ast)
_m alu: aa(y;—:i“)_aa(y;d)a L g
- o [ e G - e f e
- il 6a(y;—§c)_8ui(y;d)a s }
[ {220 2D -a) ) ast)
Weiterhin ergibt Subtraktion des me,-fachen von (A.4) von (A.2a)
=) =m a(y; —& 8ui(y;d)_8a(y; _j:)ui : S
an(-di=a) =m [ fay-a) 700 - P02 i asy),
so dafl
bod) = a (—d—3) 4+ al: 2 —2) Oalyid)
(i) = a(-d =)+ 2 [ Jaa 282D - B0y L asy)

(A5a)
folgt. Analog kann man auch fiir b rechnen und erhalt
Ob(y; —2) 9b(y;d)
ov(y) v (y)

b(y; —fi“)} ds(y).
(A.5b)

bac(isd) = b= + 2 [ biyia)

Addition von (A.1a) und dem F'-fachen von (A.3b) fiihrt auf

Ob(y; —2) 0a’(y;d)
ov(y) v (y)

ag(id) = = {as(y;d)

Cy Jop

b(y; —i)} ds(y)



86 A Anhang

N Cﬂb oD {a(y;d) aba(lgj&;)j) - 821(/1&?)1)(% _55)} ds(y)
e | L ) - S D) | as)

Weiterhin ergibt Subtraktion des me,-fachen von (A.4) von (A.2b)

Ay — . \Oul(y;d)  Ob(y; —7)
by (—d; =) =m . {b(y, —7) () — 0(0)

i) b ast).

so daf]
Ob(y; —2)  da(y;d)
ov(y) ov(y)

Chano (T;d) = coboo(—d; —1) + m {a(y; d)
oD

b(y; —:%)} ds(y)
(A.6a)
gilt. Eine ganz dhnliche Rechnung fiihrt auf
da(y: —&)  Ib(y;d)
v (y) v (y)

Caboo (T d) = cpa(—d; —Z) + m {b(y, d)

oD

a(y; —fi“)} ds(y).
(A.6b)
Es werden nun die Randbedingungen

Oa k Oa ob k Ob
a=¢ap— &by, b=E&b—E a, $:£8—V0’ 5=£a—y0

und der Greensche Satz benutzt, um die Beziehungen

/GD {a(y; d) aaa(i/;(y_)i) - 821(/?;?)61(?;; —i‘)} ds(y)

= i . {(§+ao(y;d) —f—bo(?J;d))%(;y;j:)
0ay(y; d) LA o
0000 (¢ a4 —3) — & bl —x>>} ds(y)
= 2 ] Lo P ) 2D s

_ _&/ {(grad bo(y; d), grad ag(y; —2)) — (grad by (y; —2), grad ay(y; d))
aa Jp

—aia [bo(y; d)ao(y; =) — bo(y; —2)ao(y; d)]} dy, (A.7a)
/GD {b(y; d) aba(géy_)“%) - 82}5‘1(/;?)10(% —i)} ds(y)
L {(§+bo(y;d) —&_ag(y; d)) Lg(yy(;y;x)

aB Jop
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_ Obo(y; d)
Ov(y)

= / {(graday(y; ), grad by (y; —#)) — (grad ao(y; —2), grad bo(y; d))
aB Jp

(€:bo(y: —2) — € a(y —f))} ds(y)

—aig [ag(y; d)bo(y; —) — ag(y; —2)bo(y; d)]} dy, (A.7b)

~Ob(y;—3)  da(yid), .
/6D {a(y, ) ov(y) B v(y) b(y; —x)} ds(y)
dby (y; —2)

1
— k/aD{a—B(€+ao(y=d)—f—b0(y’d)) v(y)

1 dag(y; d)
aa Ov(y)

= k/D{§+(aA — ap)ag(y; d)bo(y; —)

(€bo(y: —2) — € a(y; —f))} ds(y)

+ & [asbo(y; d)bo(y; —2) — asag(y; d)ag(y; —i)]
+ & (ag' — o) (grad ag(y; d), grad by (y; —1))
— & [ag' (grad by(y; d), grad by (y; —%))

—a,' (gradag(y; d), grad ag(y; —2))] } dy, (A.7¢)
/8D {b(y; d) aaa(i/;(y_)@ - 82}5‘1(/;?)61(?;; —i‘)} ds(y)
= k/aD {i (§+bo(y; d) — E-ao(y; d))

B i dby (y; d)
ag  Ov(y)

~ /D (€4 (0m — an)boly, d)ag(y:; —2)

day(y; —2)
v (y)

(€, a0(y: ) — & bo(y —f))} ds(y)

+ & [aaag(y, d)ag(y: —2) — asbo(y, d)bo(y; —i)]
+ & (apy' — ag') (grad by(y; d), grad ag (y; —1))
— & [ay' (gradag(y; d), grad ag(y; —1))

—ag' (grad by (y; d), grad bo(y; —2))] } dy (A.7d)
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zu erhalten. Addition von (A.6a) und (A.6b) ergibt wegen (A.7¢) und (A.7d)
0h(a0c (21 d) — Aso(—d; —2)) + Ca(boo (&1 d) — boo(—d; —2))
= ik [ {€(an — am) uly: dbo(y: —2) — bos d)anlys )
D

—&i (s — ag') [(grad ag(y; d), grad b(y; —1))
— (grad by(y; d), grad ag(y; —))]} dy.

Addition des c¢,aa-fachen von (A.5a) und des cyag-fachen von (A.5b) ergibt wegen
(A.7a) und (A.7h)

Ca0A (s (T;d) — ax(—d; —2)) + cpap(boo(Z; d) — b (—d; —1))
= mké_ /D{(Ozi — aj) [bo(y; d)ag(y; —&) — ao(y; d)bo(y; —)]} dy.

Weiter liefert Addition des f=-fachen von (A.5a) und des ;2-fachen von (A.5b) mit
(A.7a) und (A.7h)

Cattp' (800 (¥5 d) — s (—d; 1)) + cyorg’ (boo (5 d) — boo(—d; —7))
= mké /{ — ag’) [(grad ag(y; d), grad by(y; —))
— (grad by(y; d), grad ag(y; —))]} dy.

Die Bildung einer geeigneten Linearkombination der letzten drei Beziehungen fiihrt auf

£y (aa — am) &y — 04131)} .
Cp + Co0A + ¢, 2 = Ay (2;d) — ay(—d; —2
{ e (0 —ap) e (0y ap) J D T AmE D)
£i(an —aB) _1éi(0g' = og') } N .
+ 4 ¢q + o + = == (boo(%;d) — by (—d; —2)) = 0
{ ‘ f—(a2A - 04123) B 5*(O‘A2 - aB2) > .
Dies vereinfacht sich wegen
—1 — -1 -1
A — O o « QA — O o o
aa ?_ ]23+ A 132 ]?QZO‘B 2A_ ]23"' B i\‘2 B2:1
A B Qp — COp A B Qp — Op

zu
{&-cp + Eca} (as (B d) — A (—d; —2)) + {{-ca + £101} (Boo (85 d) — boo(—d; —2)) = 0,
also im Falle des (TM), hier gilt £ ¢, + &1co =& ¢4 + &6, 7u

(800 () — ace(—d; =2)) + (boc (#; d) — boo(—d; —2)) = 0
und im Falle des (TE), es gilt & ¢, + &1¢o = —(§ co +E4¢p), 70

(0o (%3 d) — e (—d; =2)) = (boo(&; d) — boo(—d; —1)) = 0.
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Dies bedeutet, dal im tranversalmagnetischen Fall die Reziprozititseigenschaft fiir e
gilt, also
€ (T;d) = ex(—d; —1),

und im transversalelektrischen fiir h

hoo (2 d) = hoo(—d; —2).

A.2 FEin Alternativ-Beweis zu Satz 8.4

Beweis Es seien die Uberlegungen bis zur Gleichung (8.3) wie im Beweis zu Satz 8.4
auf Seite 64ff durchgefiihrt. Jetzt sei aber statt (8.3)

1/2

s =iap(p/po)'?,  t=ion(p/ )"

gewihlt. Es ergibt sich

Nayw = iOéA(M/Mo)l/Q {a‘bk(-,%) _ 8<I>QA(.,xn)}

ov ov
- , 0P (., xn)  0Pug (., xp
Nppn = zaB(M/MU)1/2{ ka(yx ) _ 85/ z )},

l?a;n = i(“/ﬂﬂ)l/Q {qu)k(., xn) - aA(I)aA(': xn)} )
Don = ili/10)"? {kE@L(, 20) — aBPay (-, 7))}

Dabei sind die Differenzen

0Py (-, n)  OPay (- 7n) 0Py (., Tn)  OPog (., Tn)
ov ov ’ ov ov

gleichmiBig fiir alle n € N an der Stelle zy beschrinkt, Dam, Db;n haben dort Singu-
laritdten der Ordnung Inn.

Wie in der Ableitung der Abschitzung (8.6) mit Hilfe von (8.5) folgt unter Ausnut-
zung der Tatsache, daf8 alle zu betrachtenden Héldernormen wie auch die L?-Normen
gleichméflig beschriankt sind, die Beziehung

||E~10;n||01s“(D\Br) + ||l~)0;n||01a“(D\Br) < Cs, n = 1, 2,

fiir eine hinreichend kleine Kugel B, = {z € R? | |z — zy| < r}. Dabei benutzt man
fiir die , kritischen* Terme D, und Dy, im wesentlichen die Beziehung [(In7)?dr =
7(In7)? =27 In 7+ 27 und die Beschrinktheit von (Inn)?/n, (Inn)/n und 1/n fiir n € N.
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Insbesondere folgt hieraus

al:N)O'n

)

N 8 Hag..
a0:nllcap\B,) + [bosnllcap\B,) + H 32’

< 203. (AS)
C(0D\By)

C(ap)} ’
C(BD)} '

C(dD\B,)

Nach [15, Lemma 4.4] ist

dag;n
ov

faunlcon) < ¢ { launlctamay +

||BU;n||C(3D) < Cil {HBO?TLHC(’?D\BT) + H Bg?;n

Dabei gilt mit (8.2)

0ag;n aa {3as \ ~ 1"
’ = ||"A {52+ Na < |[A(ee+¢) < ¢
‘ o lcopnB,) ko ov & [ lcopnB,) il ) 4’
dbo;n _ ey obs \ o ~ Ui
H o = TB{ o +me}‘ < B[ (e+0d) < d,
C(dDNB,) C(dDNB,)

wobei ¢ eine obere Schranke fiir Z\Nfa,n, Z\Nfb,n ist, so daBl zusammen mit (A.8)
laognllcen) < ci{2cs+ ¢} < ca,
; (D)
[bosnllcopy < {25+ cj} < ey

folgt. Hiermit ergibt sich fiir

Da;n - é-O;n - §+a; - f,bi,

Db;n — bO;n - §,a; - 5+bfz
die gleichméfige Beschrinktheit auf dem Rand in einer Umgebung von z
||Da;n||C(BDﬁBT) + ||Db;n||C(8DﬂB,~) < Cs, n= 17 2:

Eine direkte Auswertung bei x, ergibt aber, da k¢ # aa beziehungsweise k{ # ap
vorausgesetzt ist, ein singuldres Verhalten der Ordnung Inn. Dies ist ein Widerspruch
zur gleichméfBigen Beschrinktheit durch c¢s5. Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

A.3 Fréchet-Ableitung

A.3.1 Allgemeines zur Fréchet-Differenzierbarkeit

Zunichst soll der Begriff der Fréchet-Ableitung eingefiihrt werden, der eine Verallge-
meinerung des Differenzierbarkeitsbegriffes auf normierte Rdume darstellt. Ziel ist es
dabei, nichtlineare Operatorgleichungen lokal durch lineare zu ersetzen.
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Definition A.1 Es seien X, Y normierte Riume und X' C X eine offene Teilmenge.
Ein Operator A : X' —'Y heifst Fréchet-differenzierbar an der Stelle ¢ € X', wenn es
einen beschrinkten linearen Operator A'(¢) : X — 'Y gibt, derart dafs

[A(e +h) — A(p) — A'(@)h]| = o([|A]]). (A.9)

Der Operator A'(p) heifit Fréchet-Ableitung von A an der Stelle . Existiert die
Fréchet-Ableitung fir alle ¢ € X', dann heifit die Abbildung A’ : X' — L(X,Y) mit
o — A'(p) die Fréchet-Ableitung von A auf X' und wird auch mit % bezeichnet. Fiir
A'(p)h wird auch die Bezeichnung A'(p; h) verwendet.

Es gelten folgende Rechenregeln fiir die Fréchet-Ableitung.

Satz A.2

(i) (Kettenregel) Es seien X,Y, Z normierte Riume, X' C X, Y' CY offen und A :
X'=Y' B:Y' — Z Fréchet-differenzierbare Abbildungen. Dann ist Bo A : X' — Z
Fréchet-differenzierbar mit

(Bo A)'(¢) = B'(Ap) o A'(p)
beziehungsweise
(BoA)(p;h) = B'(Ap; A'(psh)), e X' heX.

(ii) (Produktregel) Es seien X1, Xo,Y, Z normierte Riume und [.,.] : X; x Xy —
Y, (x1,29) — |21, 2] eine beschrinkte bilineare Abbildung. Weiter seien Z' C Z eine
offene Teilmenge und A, : Z' — Xy, Ay : Z' — X, Fréchet-differenzierbare Abbil-
dungen. Dann ist auch [A1, As] © 7' = Y, ¢ — [A1p, Ayp] Fréchet-differenzierbar
mit

[A1, Ao]' (03 1) = [AL (s h), Asp] + [Arp, As(ps h)], w € Z' he Z

(iii) (Quotientenregel) FEs seien X ein Banach-Raum, Y ein normierter Raum und
Y' CY offen. Die Abbildung A :Y' — L(X, X) sei Fréchet-differenzierbar in oo € Y’
und Ag sei beschrdinkt invertierbar fir alle ¢ € Y'. Dann ist

A s U — L(X,X)
p e (Ap)™

Fréchet-differenzierbar in g mit der Ableitung

A™"(po;h) = —A7 (o) 0 A'(pg; h) 0 A7 (o), h €Y.
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A.3.2 Ein Differentiationssatz

Es soll hier ein allgemeiner Differentiationssatz angegeben werden, der die
Fréchetdifferenzierbarkeit von Integraloperatoren auf die Ableitung der Kerne
zuriickfiihrt.

Satz A.3 Es seien Gy C R™ meflbar und Gu C R™, m,n € N. Weiter sei X ein
normierter Raum und X' C X offen. Fir m # n bezeichne QQ := Gy x Gy und fir
m=mn sei @ :={(t,7) € Gy x Gy | t # 7}. Die Funktion f : Q x X' — C sei fir festes
(t,7) zweimal stetig Fréchet-differenzierbar nach der dritten Variable. Weiter gebe es
integrierbare Funktionen g; : (Q — R, j = 1,2 und Konstanten r,C > 0 mit

/gj(t:T)dT < C firallet e Gy,j=1,2
G2

i ‘
a_;(t’T’ 2; h)‘ < g;(t, )|l fir alle (t,7) € Q, z € Blzg, 7] C X', h € X.

Die Abbildungen

Alz) + C(Ga) = C(Gh), (A(2)y) (1) = 5 f(t, 7, 2)e(r)dr,
Az h) © C(Gy) — C(GY), (Al(z;h)go) (t) ::/G %(i,T,Z;h)(p(T)dT

seien fir alle z € X' und alle h € X wohldefiniert. Dann ist die Abbildung

A X' = L(C(Gy),C(Gy)
z = A2)

Fréchet-differenzierbar in zo mit der Ableitung A'(z9; h) = A'(z0; h).

Beweis Vergleiche [40, Satz 4.8] oder auch [38, Th. 1].

A.3.3 Behandlung des zweidimensionalen Falles

Fiir die Behandlung des zweidimensionalen Problems soll wieder eine 27-periodische
Parametrisierung des Randes zugrunde gelegt werden, der hier als C*®-glatt vorausge-
setzt wird.
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Definition A.4 Es sei o € (0,1). Es bezeichnet C3:*(R,R?) den Raum der 27-
periodischen C*®-glatten Funktionen von R nach R?, versehen mit der Norm ||z|| :=
max{||z||oc, [|2'|lco, [|2"]|0.a }- Weiter wird mit

RP = {z € C3*(R,R?) | z|j02r) injektiv, |2'(t)| > 0Vt € R, z linksorientiert}

der Raum der zuldssigen Parametrisierungen bezeichnet.
Lemma A.5 RP ist offene Teilmenge von Cy* (R, R?).

Beweis Siehe [10, Lemma 3.7].

Es bezeichnen S,, K,, K*,T, die Potentialoperatoren gemif (4.16)-(4.18), (7.1) in
parametrisierter Form jeweils zur Wellenzahl . Es gilt dann fiir die Fréchet-
Differenzierbarkeit dieser Operatoren das folgende Resultat.

Satz A.6 Sei L € {S,, K., K*, T} mit

t) = /0 7rfL(t,T, 2)x(7)dr

wobei z € RP, x € Cox(R, C). So ist L Fréchet-differenzierbar mit der Ableitung

(L' (2 h)p)(t) = ’ %(mz; h)e(T).

0

Beweis Siehe [40, Satz 4.11].

Bemerkung A.7 FEs gilt mit der Abkiirzung r(t,7,2z) = |2(t) — z(7)]

foultimz) = g HYsr(r,m2)|Z()],
rtr2) = SO0 - 2] - A0l - ) L),
fK,:(t’T’ Z) = - |zl(7—)|fK~(taTa Z)’

2'(1)]
fi(t,m2) = {50 () — 21()] - 21 (#)[2(r) — 22 (1))}

x {2 (T)[21(7) — 21 (D)] = 21(7)[22(7) — 22(D)]}
1

Xw@wmnav
< (S s, e, ) = i e, 2o, 7,2) 2

a(t)? (T)+22() AN L k(t, T, 2))r Tz—l
2! ]2 ( Hl(k (taa)) (t:;) )

2 T
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Es seien €&, und ®, der jeweils zur Wellenzahl x definierte Einfach- bzw Doppelschicht-
potentialoperator

(€(2)) @) = [ {Hwle = DI/ () dr, 2 ¢ OD.

(Da(2)0) (x) = /02% (( 25,(7) )x . z(7’)> Hi (klz — 2(7))) W(r)dr, = ¢ dD.

—21(7) | = 2(7)]

Auch hier gilt, dafl sich die Fréchet-Ableitung des Potentials durch die Ableitung des
Kernes ausdriicken 148t.

Satz A.8 Sei zy Parametrisierung eines Gebietes mit Rand 0Dy, G C R? ein Gebiet
mit G C R?\ dDg und r > 0 so, daf fiir

RP, = {z € RP | ||z — zo||022,a < r} ,
S, = {#€R’|3z€RP, und It €[0,27) : x = 2(t)}
die Inklusion G C R?\ S, gilt, G liege also auperhalb einer Umgebung des Randes 0D.
Dann sind die Operatoren® L : RP, — L(Cy: (R, C),Cy(R)), L € {€,,D,} mit
2m
(L()x)(x) = [ folz, 7, 2)x(T)dr,

0

Fréchet-differenzierbar mit der Ableitung

(L'(z;h)x) (%) = i -5, (@ T2 h)x(7).

Beweis Vergleiche [40, Satz 4.13].

Es seien ¢, 1 Dichten entsprechender Regularitit und u(z) = (€.(2)¢)(z), v(z) =
(Dy(2)Y)(x) die dazu definierten Potentiale sowie u'(z) = (€. (z;h)p)(x), v'(z) =
(D! (z; h)1)(x) die entsprechenden Fréchet-Ableitungen nach dem Rand. Diese sind in
R?\ 8D wohldefiniert. Es kénnen dann Sprungbeziehungen, wie sie fiir  und v bekannt
sind, auch fiir «' und v hergeleitet werden.

Satz A.9 Sei z € RP Parametrisierung von 0D und t € R. Dann gilt fir ¢ €
0o (R, C)

ul(2(t) = %(SL(Z; h)e)(t) — (grad u(2(t)), h(t)) ,

2Dabei bezeichnet Cy(G) die Menge der beschriinkten stetigen Funktionen auf G.
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fiir ¥ € C3%(R, ©)

vi(2(1) = %(K;(Z; h)y)(t) — (grad vy (2()), h(t)) .

fiir ¢ € C3* (R, C)

/
ou!y

G e(0) = G0  (eradua(a(0). G e(0: 1))

2 9Pus(2())
axjal,k h](t)yk(z(t))a

G k=1
und fiir ¢ € C3%(R, ©)

/
ov'y

SA0) = ST — (sradesa(0), (00 )

-3 T i eto),

Beweis Siehe [40, Sdtze 4.14 und 4.16].
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