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EinleitungBei der L�osung von partiellen Di�erentialglei
hungen mit Hilfe von Finite-Element-Metho-den (FEM) spielt der Re
henaufwand eine ma�gebli
he Rolle. Daher m�o
hte man Verfah-ren entwi
keln, die bei vorgegebener Toleranz des Diskretisierungsfehlers unter m�ogli
hstgeringem Re
henaufwand eine L�osung mit einer gew�uns
hten Genauigkeit liefern. Falls die-se Verfahren nur von den gegebenen Daten und den in jedem S
hritt bere
hneten Gr�o�enabh�angen, nennt man sie adaptive Verfahren.Eine spezielle Klasse von adaptiven Verfahren verwendet a-posteriori Fehlers
h�atzer. Die-se sollen entstandene Fehler in gewisser Weise lokalisieren. Ein sehr eÆzientes adaptivesVerfahren k�onnte darin bestehen, bei einer gegebenen Anfangszerlegung des Gebietes mitHilfe eines Fehlers
h�atzers den Fehler zu lokalisieren und die Zerlegung lokal entspre-
hend zu verfeinern oder zu vergr�obern. Ein sol
hes Vorgehen w�urde bei einer gegebenenAnfangszerlegung des L�osungsgebietes den Re
henaufwand in jedem Bere
hnungss
hrittangemessen klein halten. Der Aufwand von Vor�uberlegungen zu dem jeweiligen Problemk�onnte gering gehalten werden.Die Entwi
klung von Fehlers
h�atzern geht zur�u
k auf eine Arbeit von Babu�ska und Rhein-boldt (vgl. [BR78℄) und wurde etwas sp�ater wieder aufgenommen von Bank und Weiser(vgl. [BW85℄). Mittlerweile haben eine gr�o�ere Anzahl von Autoren zu diesem Themabeigetragen, so da� Fehlers
h�atzer zunehmend Verbreitung �nden. Sie sind mit unter-s
hiedli
hem Erfolg bei den vers
hiedensten Problemen bis hin zu ni
htlinearen Di�erenti-alglei
hungen wie dem Navier-Stokes-Problem dur
h Ranna
her, Verf�urth u. a. angewandtworden. Ihre praktis
he Implementierung ist als kritis
h zu bewerten, da sie den Fehlerh�au�g nur bis auf Konstanten s
h�atzen. In diesen Konstanten ste
ken unter Umst�andenviele wesentli
he Gr�o�en geometris
her und algebrais
h-analytis
her Art. Es w�are sehrw�uns
henswert, mehr �uber diese Konstanten zu wissen.Ziel dieser Arbeit ist es, einen Fehlers
h�atzer f�ur den Diskretisierungsfehler der s
hwa
henFormulierung des folgenden singul�ar gest�orten linearen Randwertproblems 2. Ordnung zuentwi
keln. �"�u+ ~a � ru+ bu = f in 
;u = 0 auf �D;"ru � ~n+ �u = g auf �R: 9=;(1)Di�erentialglei
hungen dieses Typs werden aufgrund ihrer Bedeutung bei 
hemis
hen Pro-zessen au
h als Di�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungen bezei
hnet.Die Arbeit ist in vier Kapitel unterteilt.



2 EinleitungIm ersten Kapitel werden funktionalanalytis
he Hilfsmittel wie angepa�te Funktionenr�aumeeingef�uhrt sowie einige ihrer Eigens
haften angegeben, unter anderem ein Identi�kations-satz f�ur Polynome und eine Di
htheitsaussage.Das zweite Kapitel ist der polynomialen Interpolationstheorie in Sobolev-R�aumen gewid-met. Der erste S
hwerpunkt ist eine Interpolationsaussage f�ur polynom-erhaltende Ope-ratoren aus [Cia78℄ und eine daraus abgeleitete lokale Interpolationsabs
h�atzung. Diesm�undet in Interpolationsabs
h�atzungen f�ur einen in Kapitel 4 de�nierten Interpolations-operator. Der zweite S
hwerpunkt ist eine inverse Unglei
hung f�ur endli
hdimensionaleR�aume, die f�ur die untere Fehlerabs
h�atzung des Fehlers
h�atzers in Kapitel 4 ben�otigtwird.Im dritten Kapitel wird die eigentli
he Problemstellung (1) erkl�art und eine s
hwa
heFormulierung des Ausgangsproblems hergeleitet. Eine numeris
he L�osung soll mittels einerSUPG-Diskretisierung auf einem konformen Finite-Element-Raum erfolgen.Das vierte Kapitel bes
h�aftigt si
h s
hlie�li
h mit der Analysis f�ur die a-posteriori Ab-s
h�atzungen des Fehlers. Wi
htige Hilfsmittel sind dabei die Interpolationsabs
h�atzungenund inverse Unglei
hungen aus Kapitel 2 sowie Spurs�atze und Blasenfunktionen. Es wirdeine globale obere und eine lokale und globale untere Abs
h�atzung des Fehlers dur
h denFehlers
h�atzer hergeleitet. Das erste Hauptresultat ist eine untere Fehlers
h�atzung dur
hdenSatz 1: Seien die Daten a; b 2Wm;2(
) und �; f; g 2Wm;2(�
) undea := �(a); eb := �(b); e� := �(�); ef := �(f); eg := �(g)geeignete Interpolierende, so da� f�ur u = a; b; �; f; g gelteku��ukL2 � C hmjujWm;2 ;dann giltf�R � C maxT2Th�1 + �T kbkL1(T ) + "� 12�T kakL1(T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjj+ hm �"� 14minfh 12 "� 14 ; 1gkuhkL1(�Th) +minfh "� 12 ; 1gkuhkW 1;1(
)� ;g�R;T � C �1 + �T kbkL1(e!T ) + "� 12�T kakL1(e!T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjje!T+ hmT �"� 14� 12EkuhkL1(�T ) + �T kuhkW 1;1(e!T )� :Falls T ni
ht am Rand �R liegt, d.h. falls T \�R = ; gilt, entf�allt der Term k�kL1(�T ) inder letzten Abs
h�atzung. Die Gr�o�en f�R und g�R;T sind Fehlers
h�atzer die mit den Datenea;eb; e�; ef; eg gebildet wurden.und das zweite Hauptresultat ist eine obere Fehlers
h�atzung dur
h denSatz 2: Sei Th eine Familie von zul�assigen Zerlegungen von 
 und uh die eindeutigenL�osungen der SUPG-Diskretisierung aus De�nition 3.16, dann erf�ullt der Fehlers
h�atzer�R die Abs
h�atzungen jjju� uhjjj � C �R



Kapitel 1Funktionenr�aumeIn diesem Kapitel werden an die Problemstellung angepa�te Funktionenr�aume eingef�uhrtund ihre f�ur die weiteren Betra
htungen wi
htigsten Eigens
haften ohne Beweis zitiert. Anden Stellen, wo es n�otig wurde, eigene Aussagen zu tre�en, wurden diese mit einem kur-zen Beweis versehen. Die in diesem Kapitel eingef�uhrten Bezei
hnungen und Notationenbehalten in den �ubrigen Kapiteln ihre G�ultigkeit.1.1 Bezei
hnungen und NotationenDie Di�erentialglei
hungen in dieser Arbeit werden auf dem Rn erkl�art.De�nition 1.1 (Euklidis
her Raum) Sei Rn := R � :::� R der euklidis
he Raum derDimension n. Vektoren (x1; :::; xn) 2 Rn werden mit x; y; z bezei
hnet.Auf diesem Raum sind in nat�urli
her Weise das folgende Skalarprodukt und die folgendenNormen erkl�art.De�nition 1.2 (Euklidis
hes Skalarprodukt) Das euklidis
he Skalarprodukt(�; �) : Rn � Rn �! R(x; y) 7�! nPi=1xiyiwird mit x � y := (x; y) bezei
hnet.De�nition 1.3 (Normen auf dem Rn) Sei 0 < p <1, dann sindk � kp : Rn �! Rx 7�! kxkp := � nPi=1 xpi� 1pNormen auf dem Rn .Der Begri� des Gebietes ist zur De�nition von Funktionenr�aumen erforderli
h.De�nition 1.4 (Gebiete im Rn) Ein Gebiet ist eine o�ene und zusammenh�angendeMenge im Rn . Im Folgenden wird unter einem Gebiet 
 stets ein bes
hr�anktes Gebiet mitRand �
 := 
n
 verstanden.



4 Funktionenr�aume1.2 Klassis
he Funktionenr�aumeDie im klassis
hen Sinn di�erenzierbaren Funktionen rei
hen f�ur die L�osbarkeitstheorievon allgemeinen Di�erentialglei
hungen ni
ht aus. Denno
h sind sie die Grundbausteineder modernen Funktionenr�aume. Der erste Abs
hnitt dient dazu, sie kurz einzuf�uhren undpartielle Ableitungen auf ihnen als Vorstufe von allgemeineren Di�erentialoperatoren zude�nieren. Aus diesem Grund werden zuerst die glatten Funktionen eingef�uhrt, auf denenman ohne S
hwierigkeiten Ableitungen beliebiger Ordnung erkl�aren kann.De�nition 1.5 (glatte Funktionen) Sei 
 ein Gebiet, dann wird mit C1(
) der Raumder auf 
 beliebig oft stetig partiell di�erenzierbaren reellen Funktionen bezei
hnet.De�nition 1.6 (partielle Ableitungen) Sei u 2 C1(
), dann hei�en f�ur alle Multi-indi
es � 2 N n D�u := �k�k1�x�11 :::�x�nn upartielle Ableitungen von u 2 C1(
) der Ordnung k�k1.Die Funktionenr�aume mit den angenehmsten Eigens
haften sind die glatten Funktionenmit kompaktem Tr�ager. Diese werden dur
h ein System von Halbnormen zu einem lokal-konvexen topologis
hen Vektorraum. Die zugeh�origen topologis
hen Dualr�aume werdenals Distributionenr�aume bezei
hnet. Distributionen k�onnen dazu dienen, verallgemeinerteFunktionen zu de�nieren. Den ents
heidenden Beitrag zu dieser Theorie hat L. S
hwartzin [S
h66℄ "Th�eorie des distributions\ geliefert. Wi
htige Vertreter der glatten Funktio-nen mit kompaktem Tr�ager sind die Sobolevs
hen Mittelungsfunktionen, mit denen manLebesgue-integrierbare Funktionen approximieren kann.De�nition 1.7 (Tr�ager einer Funktion) Der Tr�ager einer vektorwertigen Funktion uauf dem Rn ist de�niert dur
hsuppu := fx 2 Rn �� u(x) 6= 0g:Ein wi
htiger Unterraum von C1(
) wird in der folgenden De�nition erkl�art.De�nition 1.8 (Funktionen mit kompaktem Tr�ager) Der Raum der beliebig oft ste-tig partiell di�erenzierbaren reellen Funktion auf 
 mit kompaktem Tr�ager in 
 wird mitC10 (
) := f' 2 C1(
) �� supp' � 
gbezei
hnet.Eine weitere wi
htige Klasse von Funktionen sind die H�older-R�aume. Mit ihrer Hilfe kanneine Klassi�zierung der Randgl�atte von Gebieten vorgenommen werden. Weiterhin kannmit ihrer Hilfe gezeigt werden, da� verallgemeinert di�erenzierbare Funktionen bis zu einergewissen Ordnung au
h klassis
h di�erenzierbar sind. Diese Aussage wird im Sobolevs
henEinbettungssatz (Satz 1.3) formuliert.



1.2 Klassis
he Funktionenr�aume 5De�nition 1.9 Sei m 2 N, dann istCm(
) := f' : 
! R �� D�' 2 C0(
) f�ur alle k�k1 �mgder Raum der m-fa
h stetig partiell di�erenzierbaren reellen Funktionen auf 
. Weiterhinist Cm(
) := f' 2 Cm(
) �� D�' ist stetig fortsetzbar auf 
 f�ur alle k�k1 � mgder Unterraum aller Funktionen aus Cm(
) mit stetig auf 
 fortsetzbaren Ableitungen biszur Ordnung m.De�nition 1.10 (H�older-R�aume) Seien 0 < � � 1 und m 2 N, dann istCm;�(
) := f' 2 Cm(
) �� Xk�k1�m supx2
 jD�'(x)j+ Xk�k1=m supx;y2
 jD�'(x)�D�'(y)jjx� yj� <1g:F�ur � = 0 de�niert man Cm;0(
) := Cm(
):Lemma 1.1 F�ur 0 < � � 1 und m 2 N sind die R�aume Cm;�(
) Bana
h-R�aume bez�ugli
hder Normen k'kCm(
) := Xk�k1�m supx2
 jD�'(x)j f�ur � = 0 undk'kCm;�(
) := k'kCm(
) + Xk�k1=m supx;y2Rn jD�'(x) �D�'(y)jjx� yj� f�ur 0 < � � 1:Beweis. Vgl. [Alt99℄, Kapitel 1, Abs
hnitte 1.5 und 1.6.Nun werden die klassis
hen Di�erentialoperatoren eingef�uhrt. Diese lassen si
h au
h aufMannigfaltigkeiten als Di�erentiale auf dem de Rham Komplex der Di�erential-Formeneinf�uhren (vgl. [J�an93℄). Sehr viele physikalis
he und dynamis
he Prozesse lassen si
hbereits sehr gut dur
h Di�erentialglei
hungen 2. Ordnung bes
hreiben. Die wi
htigstenDi�erentialoperatoren 1. und 2. Ordnung sind die Operatoren Gradient, Divergenz undder Lapla
e-Operator.De�nition 1.11 (Gradient) Seien U � Rn eine o�ene Menge und m � 1, dann hei�tder Di�erentialoperator 1. Ordnungr : Cm(U) �! nLi=1 Cm�1(U)u 7�! ( �u�x1 ; :::; �u�xn )Gradient. r wird au
h h�au�g als grad ges
hrieben.



6 Funktionenr�aumeDe�nition 1.12 (Divergenz) Seien U � Rn eine o�ene Menge und m � 1, dann hei�tder Di�erentialoperator 1. Ordnungr� : nLi=1 Cm(U) �! Cm�1(U)(u1; :::; un) 7�! nPi=1 �ui�xiDivergenz. r� wird au
h h�au�g als div ges
hrieben.De�nition 1.13 (Lapla
e-Operator) Seien U � Rn eine o�ene Menge und m � 2,dann hei�t der Di�erentialoperator 2. Ordnung� : Cm(U) �! Cm�2(U)u 7�! nPi=1 �2u�x2iLapla
e-Operator.Bemerkung 1.1 Es gilt o�ensi
htli
h r�r = �.Randgl�atte des Gebietes 
Die meisten Eigens
haften der verallgemeinerten sowie der klassis
hen Funktionenr�aumeh�angen stark von der Geometrie der zugrundeliegenden Gebiete ab. Eine wi
htige Rollespielt die Bes
ha�enheit des Randes, von wel
her die Fortsetzbarkeit von Funktionen instarkem Ma�e abh�angt.Die folgenden De�nitionen dienen zur Bes
hreibung der Randgl�atte von Gebieten 
. Eineausf�uhrli
he Darstellung �ndet man in [Wlo82℄, Kapitel I, x 2.3.De�nition 1.14 ((m;�)-Di�eomorphismus) Seien 
;� Gebiete, 0 � � � 1 undm 2 N , dann hei�t die Bijektion� : 
 �! �x 7�! �(x) = (�1(x); :::;�n(x))mit der Eigens
haft, da� f�ur alle i 2 f1; :::; ng gilt�i 2 Cm;�(
) und��1i 2 Cm;�(�);(m;�)-Di�eomorphismus.De�nition 1.15 ((m;�) Glattheit) Sei 
 ein Gebiet. 
 wird (m;�)-glatt genannt,falls es zu jedem x 2 �
 eine o�ene Umgebung Ux und einen (m;�)-Di�eomorphismuszwis
hen Ux und dem Einheitsw�urfel Wn gibt, d. h.�x : Ux $Wn = fx j � 1 < xi < 1; i = 1; :::; ng;der die folgenden Eigens
haften besitzt:



1.3 Verallgemeinerte Funktionenr�aume 7� Ux\�
 �x$ Wn�1 =Wn(xn = 0), d. h. Ux\�
 wird eineindeutig auf die Mittelebenein Wn abgebildet.� Ux \
 �x$W+n =Wn(xn > 0), d. h. Ux \
 wird eineindeutig in die obere Halbebenevon Wn abgebildet.� Ux\

 �x$W�n =Wn(xn < 0), d. h. Ux\

 wird eineindeutig in die untere Halbebenevon Wn abgebildet.De�nition 1.16 (Lips
hitz-Rand) Speziell wird ein (0,1)-glattes Gebiet als Lips
hitz-stetig berandet bezei
hnet.Bemerkung 1.2 Es gibt no
h andere Eigens
haften von Gebietsr�andern wie zum BeispielSegment- und Kegeleigens
haften, wel
he dur
h die (m;�)-Glattheit impliziert werden.1.3 Verallgemeinerte Funktionenr�aumeDie f�ur die sp�ateren Aussagen wi
htigsten Funktionenr�aume sind die Sobolev-R�aume.Mit ihnen l�a�t si
h die L�osbarkeitstheorie von Di�erentialglei
hungen wesentli
h erwei-tern. Ihre Bedeutung liegt in der Existenz von verallgemeinerten Ableitungen. Aus diesemGrund kommen sie als L�osungsr�aume von Di�erentialglei
hungen in einem verallgemeiner-ten (s
hwa
hen) Sinn in Frage. Trotz ihrer Allgemeinheit teilen sie sehr viele Eigens
haf-ten der klassis
hen Funktionenr�aume. Das liegt haupts�a
hli
h daran, da� sie bis auf eineAusnahme (Wm;1) aus einer Vervollst�andigung der klassis
hen R�aume hervorgehen. Soerf�ullen sie zum Beispiel die Produktregel und die Regel der partiellen Integration. Au�er-dem sind sie bis zu einer gewissen Ordnung au
h klassis
h di�erenzierbar und sie besitzenRandwerte, sogenannte Spuren, was sie f�ur Randwertprobleme sehr n�utzli
h ma
ht.Es stellt si
h immer mehr heraus, da� die moderne Integrationstheorie ein geeignetesMittel ist, den Begri� der Di�erenzierbarkeit zu verallgemeinern. Aus diesem Grund wirdzun�a
hst kurz auf die Ma�theorie eingegangen, um die Lebesgue-integrierbaren Funktionenals 0. Stufe der Sobolev-R�aume einf�uhren zu k�onnen. F�ur eine umfangrei
he Darstellungder Ma�theorie wird auf [Els96℄ verwiesen.De�nition 1.17 (�-Algebren) Sei M eine beliebige Menge und A ein System von Teil-mengen mit den Eigens
haften� M 2 A,� A 2 A )MnA 2 A und� fAngi2N � A ) Si2N An 2 A,dann hei�t A �-Algebra auf M .Bemerkung 1.3 i) Ist M 0 �M und A eine �-Algebra auf M , dann istM 0\A := fM 0 \A j A 2 Ageine �-Algebra auf M 0 und hei�t Spur von A in M 0.ii) Der Dur
hs
hnitt beliebig vieler �-Algebren ist wieder eine �-Algebra. �



8 Funktionenr�aumeDe�nition 1.18 (Ma�e) Eine Funktion � : A ! R+0 [f1g hei�t Ma� auf der �-AlgebraA, falls gilt� �(;) = 0 und� f�ur eine disjunkte Familie fAigi2N � A gilt die �-Additivit�at�([i2NAi) =Xi2N �(Ai):De�nition 1.19 (Borels
he �-Algebra) Sei M = Rn , dann hei�t der Dur
hs
hnitt Baller �-Algebren, der die QuaderQ := fx 2 [a; b[ �� ai � xi < bi; f�ur alle i 2 f1; :::; ng; a � bgenth�alt, Borels
he �-Algebra.B enth�alt damit au
h alle o�enen und abges
hlossenen Mengen.Satz 1.1 (Lebesgue-Ma�) Es gibt genau ein Ma� � : B ! R+0 [ f1g, wel
hes den Qua-dern Q ihren elementaren Fl�a
heninhalt zuordnet, d. h.�([a; b[) = nYi=1(bi � ai):Dieses Ma� wird als Lebesgue-Ma� bezei
hnet.Beweis. Vgl. [Els96℄, Kapitel II, xx 4,5.De�nition 1.20 (Me�barkeit) Seien A;B �-Algebren auf A bzw. B, dann hei�t eineAbbildung T : A �! Bme�bar, falls f�ur alle b 2 B gilt T�1(b) 2 A.Man ist nun in der Lage, die Lebesgue-integrierbaren Funktionen zu de�nieren. Dazu seiR ( � ) dx das Lebesgue-Integral �uber dem Lebesgue-Ma� � auf der Borels
hen �-Algebra Bdes Rn .De�nition 1.21 Auf dem Raum M := fu : Rn ! R j u ist me�barg der me�baren Funk-tionen gibt es eine �Aquivalenzrelationu � v , �(fx ��u(x)� v(x) 6= 0g) = 0 , u = v f: �u:Der Quotientenraum L := M= � der �Aquivalenzklassen besteht aus Funktionen, die bisauf eine Menge vom Ma� Null (d. h. f. �u.) de�niert sind.Der so de�nierte Quotientenraum ist der Grundraum der Sobolev-R�aume. Die Lebesgue-integrierbaren Funktionen k�onnen in diesem Zusammenhang als Sobolev-Funktionen 0. Ord-nung aufgefa�t werden. Sie besitzen no
h keine verallgemeinerten Ableitungen.



1.3 Verallgemeinerte Funktionenr�aume 9Lemma 1.2 (Lebesgue-R�aume) Sei 
 ein ni
ht notwendig bes
hr�anktes Gebiet im Rn ,dann sind die folgenden R�aume f�ur 1 � p <1Lp(
) := fu 2 L �� kukLp(
) := �Z
 ju(x)jpdx� 1p <1gund f�ur p =1 L1(
) := fu 2 L �� kukL1(
) := inf�(N)=0 supx2
nN ju(x)j <1gBana
h-R�aume bez�ugli
h der entspre
henden Normen. Speziell sind f�ur p = 2 die R�aumesogar Hilbert-R�aume mit dem Skalarprodukt(u; v)L2(
) := Z
 u v dx:Beweis. Vgl. [Ada75℄, Kapitel II, Satz 2.10.Bemerkung 1.4 Man kann mit Hilfe von Mittelungsfunktionen zeigen, da� f�ur 1 � p <1die R�aume C10 (
) di
ht in Lp(
) liegen, vgl. [Ada75℄, Kapitel II, Satz 2.13 oder [Alt99℄,Kapitel 2, Satz 2.14 3). �F�ur die De�nition der h�oheren Sobolev-R�aume ben�otigt man den Begri� der s
hwa
henAbleitung von lokal integrierbaren Funktionen. Die s
hwa
hen Ableitungen lassen si
hau
h als Distributionen auf C10 (
) einf�uhren.De�nition 1.22 Die Funktionen ausL1lo
(
) := fu 2 L �� u 2 L1(A) f�ur alle A � 
 mit A kompaktghei�en lokal integrierbar.Proposition 1.1 Seien 
 ein ni
ht notwendig bes
hr�anktes Gebiet und u 2 L1lo
(
) mitR
 u(x)'(x) dx = 0 f�ur alle ' 2 C10 (
), dann ist u = 0 f. �u. in 
.Beweis. Vgl. [Ada75℄, Kapitel III, Lemma 3.26.De�nition 1.23 (S
hwa
he Ableitung) Eine Funktion D�u 2 L1lo
(
) hei�t s
hwa
heAbleitung von u 2 L1lo
(
), falls f�ur alle ' 2 C10 (
) giltZ
 u(x)D�'(x) dx = (�1)k�k1 Z
D�u(x)'(x) dx:



10 Funktionenr�aumeF�ur s
hwa
he Ableitungen gelten die folgenden Aussagen.Korollar 1.1 i) Sei D�u s
hwa
he Ableitung von u und gelte u = v f. �u., dann existiertD�v und es folgt D�u = D�v f. �u.ii) Seien D�u s
hwa
he Ableitung von u und D�v s
hwa
he Ableitung von v, dann istD�(�u+ � v) = �D�u+ � D�v f. �u.iii) Sei ' 2 Cm(
), dann stimmen die klassis
hen Ableitungen bis zur Ordnung m f.�u. mitden s
hwa
hen Ableitungen bis zur Ordnung m �uberein.Jetzt k�onnen die h�oheren Sobolev-R�aume de�niert werden.Lemma 1.3 (Sobolev-R�aume) Sei 
 ein ni
ht notwendig bes
hr�anktes Gebiet. Seienweiterhin m 2 N und 1 � p � 1, dann sind die R�aumeWm;p(
) := fu 2 Lp(
) �� D�u 2 Lp(
) f�ur alle k�k1 � mgbez�ugli
h der Normen kukWm;p(
) :=  mXk=1 jujpW k;p(
)! 1pmit jujW k;p(
) := 0� Xk�k1=k kD�ukpLp(
)1A 1pf�ur 1 � p <1 und kukWm;1(
) := X0�k�m jujWm;1(
)mit jujW k;1(
) := Xk�k1=k kD�ukL1(
)f�ur p =1 Bana
h-R�aume.Beweis. Vgl. [Ada75℄, Kapitel III, Satz 3.2.Bemerkung 1.5 i) F�ur 1 � p < 1 sind die R�aume Wm;p(
) die Vervollst�andigungenvon C1(
) bez�ugli
h der Normen k �km;p (vgl. [Ada75℄, Kapitel III, Satz 3.16 oder [Alt99℄,Kapitel 2, Satz 2.23).ii) Da es si
h bei den R�aumen Wm;p(
) um Quotientenr�aume handelt, sind die Elemente�Aquivalenzklassen von Funktionen. Repr�asentanten einer Klasse stimmen f. �u. �uberein.Mit der Bezei
hnung u 2Wm;p(
) ist daher gemeint, da� die Funktion u als Repr�asentanteiner Klasse in diesem Raum enthalten ist.iii) Die Ausdr�u
ke j � jW k;p(
) sind f�ur k � m Halbnormen auf Wm;p(
) und werden imweiteren Verlauf stark an Bedeutung gewinnen. �



1.4 Eigens
haften verallgemeinerter Funktionen 111.4 Eigens
haften verallgemeinerter FunktionenIn diesem Abs
hnitt werden die f�ur die sp�ateren Anwendungen wi
htigsten Eigens
haftender Sobolevr�aume angegeben. Die in dieser Arbeit am H�au�gsten benutzten Unglei
hungensind die Youngs
he und die H�olders
he Unglei
hung.Lemma 1.4 (Young) Seien die Zahlen �1; :::; �n positiv mit Summe 1, so gilt f�ur ni
ht-negative Zahlen a1; :::; an die Unglei
hunga�11 � ::: � a�nn � �1a1 + :::+ �nan:Ein Spezialfall ist die Unglei
hung des geometris
hen und arithmetis
hen Mittelsmit �1 = ::: = �n = n�1.Beweis. Vgl. [Heu81℄, Kapitel VII, 59.1.Verallgemeinerte Funktionen kann man a-priori ni
ht miteinander multiplizieren, da es si
hbei ihnen ni
ht um punktweise de�nierte Funktionen handelt. In einem verallgemeinertenSinn ist dies jedo
h unter gewissen Voraussetzungen m�ogli
h. Das folgende Lemma gibtf�ur die R�aume Lp(
) dar�uber Auskunft und wird als H�olders
he Unglei
hung bezei
hnet.Lemma 1.5 (H�older) Seien 
 � Rn ein ni
ht notwendig bes
hr�anktes Gebiet und1 � p; q � 1 mit � := p�1 + q�1 � 1, dann gibt es eine stetige MultiplikationMult : Lp(
)� Lq(
) �! L 1� (
)(u; v) 7�! u � v;d. h. Lp �  Lq � L 1� .Beweis. Vgl. [Alt99℄, Kapitel 1, Lemma 1.14.Lemma 1.6 (H�older f�ur Reihen) Seien p > 1 und � := p�1 + q�1 = 1. Sind die Rei-hen 1Xk=1 jakjp und 1Xk=1 jbkjqkonvergent, so gilt 1Xk=1 jakbkj �  1Xk=1 jakjp! 1p  1Xk=1 jbkjq! 1q <1:Beweis. Man benutze das Lemma 1.5 in einer diskreten Form, indem man aus den Folgenak und bk Treppenfunktionen in R ma
ht. 2Das Lemma 1.5 beh�alt unter lei
hten Eins
hr�ankungen seine G�ultigkeit, wenn man stattder R�aume Lp(
) und Lq(
) die R�aumeWm;p(
) undWm;q(
) einsetzt. Dies wird in demfolgenden Lemma deutli
h, in wel
hem eine verallgemeinerte Produktregel f�ur Sobolev-Funktionen angegeben wird.



12 Funktionenr�aumeLemma 1.7 (Produktregel) Sei 
 ein ni
ht notwendigerweise bes
hr�anktes Gebiet. Wei-terhin seien u 2Wm;p(
) und v 2Wm;q(
) mit � := p�1 + q�1 � 1 und wenigstens p oderq ni
ht unendli
h, so ist uv 2 Wm; 1� (
) und die s
hwa
hen Ableitungen bere
hnen si
hna
h der klassis
hen Produktregel.Speziell gilt f�ur m = 1 und f�ur alle i 2 f1; :::; ng��xi (u v) = u ��xi v + v ��xiu:Beweis F�ur � = 1 vgl. [Alt99℄, Kapitel 2, Abs
hnitt 2.15.Beweis. Es wird der Beweis f�urm = 1 gef�uhrt, induktiv folgt daraus der Beweis f�urm > 1.Sei ohne Eins
hr�ankung p < 1, dann l�a�t si
h u dur
h glatte Funktionen uk 2 C1(
)approximieren (vgl. Bemerkung 1.5). Damit gilt aufgrund der klassis
hen Produktregel f�urdi�erenzierbare Funktionen f�ur alle i 2 f1; :::; ngZ
 uk v ��xi' dx = �Z
 '�v ��xiuk + uk ��xi v� dx f�ur alle ' 2 C10 (
);also gilt f�ur k !1Z
 u v ��xi' dx = �Z
 '�v ��xiu+ u ��xi v� dx f�ur alle ' 2 C10 (
):Es folgt aus Proposition 1.1, da���xi (uv) = v ��xiu+ u ��xi vf.�u. gilt. Mit Hilfe der H�olders
hen Unglei
hung aus Lemma 1.5 gilt au�erdemuv 2Wm; 1� (
). Damit ist das Lemma bewiesen. 2An dieser Stelle soll abs
hlie�end no
h der Satz von Fubini zitiert werden.Lemma 1.8 (Fubini) Sei eine reellwertige Funktion u auf einer Menge X�Y � Rn�Rmme�bar bez�ugli
h des Produktma�es �n � �m und seien X;Y me�bar bez�ugli
h �n; �m.Existiere eines der folgenden IntegraleI1 = ZX�Y�Rn+m ju(x; y)j dx dy;I2 = ZY�Rm �ZX�Rn ju(x; y)j dx� dy;I3 = ZX�Rn �ZY�Rm ju(x; y)j dy� dxund ist endli
h, so folgt� I1 = I2 = I3� RX�Rn u(x; � ) dx 2 L1(Y ),



1.4 Eigens
haften verallgemeinerter Funktionen 13� RY�Rm u( � ; y) dy 2 L1(X),� u( � ; y) 2 L1(X) fast �uberall in Y � Rm und� u(x; � ) 2 L1(Y ) fast �uberall in X � Rn .Beweis. Vgl. [Els96℄, Kapitel V, Satz 2.1.Es wurde s
hon bemerkt, da� Sobolev-Funktionen unter geeigneten geometris
hen Vor-aussetzungen an den Gebietsrand auf diesem sinnvolle Werte besitzen k�onnen. Um die-se Aussage zu pr�azisieren, wird an dieser Stelle ein sogenannter Spuroperator de�niert.Mit diesem l�a�t si
h dann au
h eine verallgemeinerte partielle Integration f�ur Sobolev-Funktionen angeben.Satz 1.2 (Spuroperator) Sei 
 ein Gebiet mit Lips
hitz-stetigem Rand, dann gibt esgenau einen stetigen Operator Sp :W 1;p(
) �! Lp(�
)mit Sp(') = 'j�
 f�ur alle ' 2 C1(
).Beweis. Vgl. [Alt99℄, Anhang 6.6.Das folgende Lemma ma
ht eine Di
htheitsaussage bei Nullrandbedingungen auf einemkompakten Teilrand von Lips
hitz-stetig berandeten Gebieten.Lemma 1.9 (Di
htheit) Seien 
 ein Gebiet mit Lips
hitz-stetigem Rand, � � �
 kom-pakt und der Raum W 1;2� (
) de�niert dur
hW 1;2� (
) := fv 2W 1;2(
) �� Sp(v)j� = 0 f. �u.g;dann ist der Raum C1� (
) := f' 2 C1(
) �� 'j� = 0gdi
ht in W 1;2� (
).Beweis. Man �uberde
kt � dur
h o�ene Mengen und vervollst�andigt diese zu einer o�enen�Uberde
kung U von 
. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins auf U approximiert man danneine Funktion u 2W 1;2� (
) dur
h Funktionen aus C1� (
). 2



14 Funktionenr�aumeDas folgende Lemma ist eine verallgemeinerte Version der partiellen Integration.Lemma 1.10 (partielle Integration) Sei 
 ein Gebiet mit Lips
hitz-stetigem Randund ~n der f.�u. existierende �au�ere Normaleneinheitsvektor. Sei u 2W 1;p(
) undv 2W 1;q(
) mit p�1 + q�1 = 1, dann gelten f�ur alle i 2 f1; :::; ngi) Z
 �u�xi dx = Z�
 Sp(u)ni ds;und ii) Z
(v �u�xi + �v�xi u) dx = Z�
 Sp(uv)ni ds:Beweis. Vgl. [Alt99℄, Anhang 6, Satz 6.8.Bemerkung 1.6 In den folgenden Anwendungen wird der Spuroperator Sp weggelassen.Es werden Einbettungss�atze von Sobolev-R�aumen in H�older-R�aume und Einbettungss�atzevon Sobolev-R�aumen in Sobolev-R�aume f�ur Lips
hitz-stetige berandete Gebiete angege-ben. Eine ausf�uhrli
he Darstellung kann in [Alt99℄ gefunden werden. Um die S�atze inihrer urspr�ungli
hen Anwendbarkeit etwas zu erweitern, wird zun�a
hst eine Propositionvorausges
hi
kt.Proposition 1.2 Seien 
 ein bes
hr�anktes Gebiet und m 2 N sowie 1 � p <1, dann istdie Einbettung Id : Wm;1(
) ,!Wm;p(
)stetig.Beweis. F�ur alle Multiindi
es � mit k�k1 � m giltkD�ukpLp(
) = Z
 jD�ujp dx � �(
) kD�ukpL1(
): 2Satz 1.3 (W k;p(
) ,! Cm;�(
)) Sei 
 ein Lips
hitz-stetig berandetes Gebiet. Seienweiterhin k;m 2 N und 1 � p <1 sowie 0 � � � 1 mitk � np � m+ �;dann existiert eine stetige EinbettungId : W k;p(
) ,! Cm;�(
):Gilt in der obigen Bedingung die Unglei
hheit, so ist Id sogar kompakt.Beweis. Vgl. [Alt99℄, Kapitel 8, Satz 8.13.



1.4 Eigens
haften verallgemeinerter Funktionen 15Satz 1.4 (Wm1;p1(
) ,!Wm2;p2(
)) Sei 
 ein Lips
hitz-stetig berandetes Gebiet. Sei-en weiterhin m1;m2 2 N und 1 � p1; p2 <1 mitm1 � np1 � m2 � np2 ;so existiert eine stetige EinbettungId : Wm1;p1(
) ,!Wm2;p2(
):Gilt in der obigen Bedingung die Unglei
hheit, so ist Id sogar kompakt.Beweis. Vgl. [Alt99℄, Kapitel 8, Satz 8.9.Bemerkung 1.7 In den S�atzen 1.3 und 1.4 kann aufgrund von Proposition 1.2 au
hp =1 bzw. p1 =1 gesetzt werden. �De�nition 1.24 (Raum der Polynome vom Grad m) Pm(
) bezei
hne den Raumder Polynome vom Grad m auf 
, d. h.Pm(
) := 8<: Xk�k1�m b�xa11 � ::: � xann ������ = (a1; :::; an) 2 Nn ; b� 2 R; x = (x1; :::; xn) 2 
9=; :Das folgende Lemma wird im Kapitel 2 f�ur die Interpolationsaussagen ben�otigt. Die Aus-sage �ndet si
h zum Beispiel in [Cia78℄. Da ein Beweis dort ni
ht angegeben ist und na
hverzweifelter Su
he in der Literatur ni
ht gefunden wurde, wird diese Aussage mit Beweisangegeben.Satz 1.5 (Identi�kationssatz) Sei 
 ein Lips
hitz-stetig berandetes Gebiet. Seien wei-terhin k 2 N und 1 � p � 1. Sei v 2W k;p(
), dann giltv 2 Pk�1(
)() jvjW k;p(
) = 0;d. h. Pk�1(
) ist der Nullraum der Halbnorm j � jW k;p(
).Beweis. ) ist o�ensi
htli
h.( Aus jvjW k;p(
) = 0 folgt mit Korollar 1.1, da� jvjWm;p(
) = 0 f�ur alle m � k gilt. Damitist v 2Wm;p(
) f�ur alle m � k. Aufgrund des Einbettungssatzes Satz 1.3 folgt somitv 2 C1(
):Also kann die Taylorformel im Rn angewendet werden (siehe zum Beispiel [For84℄). Damitgibt es f�ur alle b 2 
 eine Kugelumgebung BÆ(b), so da� f�ur alle x 2 BÆ(b) ein � 2 [0; 1℄existiert mitv(x) = Xk�k1�k�1 D�v(b)�! (x� b)� + Xk�k1=k D�v(�x+ (1��)b)�!| {z }=0 (x� b)�:Es folgt also v 2 Pk�1 auf Zusammenhangskomponenten. Da 
 zusammenh�angend ist,folgt daraus die Behauptung. 2





Kapitel 2Polynomiale Interpolation inSobolev-R�aumenIn diesem Kapitel wird ein allgemeines Resultat �uber polynomiale Approximation inSobolev-R�aumen dargestellt. F�ur die Vorgehensweise ist dabei die Darstellung in [Cia78℄�uber Interpolationstheorie wesentli
h. Grundlegende Konzepte sind die Konstruktionenvon Quotientenr�aumen �uber den Nullr�aumen von Halbnormen. Dieses Vorgehen erzeugtin nat�urli
her Weise normierte R�aume bez�ugli
h der Halbnorm, wel
he auf dem Quotientens
hon eine Norm ist. Anwendungen dieser Konstruktionen sind polynomiale Interpolati-onsabs
h�atzungen und sogenannte inverse Unglei
hungen. In beiden F�allen kann man mitHilfe von aÆnen Transformationen Abs
h�atzungen ableiten, wel
he vom Elementdur
h-messer h abh�angen.Die im Folgenden auftretenden Gebiete sind, falls ni
ht ausdr�u
kli
h anders erw�ahnt, be-s
hr�ankte, Lips
hitz-stetig berandete Teilgebiete des Rn .2.1 Quotientenr�aumeIn diesem Abs
hnitt werden die wesentli
hen Begri�e Quotientenraum und Quotienten-norm sowie darauf induzierte Abbildungen dargestellt.Lemma 2.1 (Quotientenr�aume) Seien (A; k � kA) ein normierter Raum und B � Aein abges
hlossener Unterraum, dann ist der QuotientenraumA=B := f _a := a+B j a 2 Agzusammen mit der Norm k _ak := infa2 _a kakAein normierter Raum (A=B; k � k).(A=B; k � k) ist vollst�andig, falls (A; k � kA) vollst�andig ist.Beweis. Siehe [Yos80℄. 2



18 Polynomiale Interpolation in Sobolev-R�aumenKorollar 2.1 (Projektion) Mit der Quotientennorm wird die ProjektionP : (A; k � kA) �! (A=B; k � k)a 7�! _a = a+Bstetig, und es gilt kPk � 1.Beweis. Es ist kPak = k _ak = infa2 _a kak � kak: 2Stetige lineare Abbildungen auf normierten R�aumen lassen si
h �uber Quotienten na
habges
hlossenen Teilr�aumen des Kerns faktorisieren.Proposition 2.1 (Abges
hlossenheit der Nebenklassen) Seien (A; k � kA) ein nor-mierter Raum, B � A ein abges
hlossener Unterraum und A=B der Quotientenraum,dann gibt es in jeder Klasse _a ein Element a0, so da� giltka0k = k _ak = infa2 _a kak:Beweis. Die Addition in einem normierten Raum ist stetig, damit sind die Nebenklassen_a = a+B abges
hlossen. 2Lemma 2.2 (Faktorisierung) Seien (A; k � kA) und (C; k � kC) zwei normierte R�aumeund B � A ein abges
hlossener Unterraum. Weiterhin sei (A=B; k � k) der Quotientenraumvon A �uber B. Sei L : A �! Cein stetiger linearer Operator mit B � Ker(L), dann existiert ein stetiger linearer OperatorL : A=B �! C, der das DiagrammA CA=B -L?P p p p p p p p p p p p p p p p p p*Lkommutativ ma
ht. In diesem Fall sagt man au
h: L faktorisiert �uber P mittels L. Es giltkLk � kLk.Beweis. Man de�niert die Abbildung L dur
hL : A=B �! C_a = a+B 7�! L(a)Es ist no
h zu zeigen, da� L wohlde�niert und stetig ist.



2.1 Quotientenr�aume 19� Wohlde�niertheit: Seien a; a0 2 _a, dann gibt es ein b 2 B, so da� a0 = a+ b. Darausfolgt L(a0) = L(a) + L(b) = L(a);denn b 2 Ker(L).� Stetigkeit: Es gilt mit a0 2 _a wie in Proposition 2.1kL( _a)kC = kL(a0)kC � kLk ka0kA = kLk infa2 _a kakA = kLk k _ak:Diese Unglei
hung impliziert kLk � kLk. 2Der Quotientenraum Wm+1=PmLemma 2.3 (Der Quotientenraum Wm+1=Pm) Seien 
 � Rn ein ni
ht notwendigbes
hr�anktes Gebiet, 1 � p � 1 und m 2 N [ f0g. Sei weiterhin (Wm+1;p(
); k � km+1;p)der Bana
h-Raum der bis zur Ordnung (m+1) verallgemeinert di�erenzierbaren Funktio-nen aus Lp(
), dann existiertQ :=Wm+1;p(
)=Pm(
) = f _v = v + Pm(
) j v 2Wm+1;p(
)gund ist ein Bana
h-Raum mit der Quotientennormk _vkm+1;p := infv2 _v kvkm+1;p:Beweis. Pm(
) ist endli
hdimensional und damit abges
hlossen. Folgli
h ist Q ein normier-ter Raum bez�ugli
h der Quotientennorm. Mit Wm+1;p(
) ist au
h Q ein Bana
h-Raum.2�Aquivalente Normen auf Wm+1=PmIn diesem Abs
hnitt wird bewiesen, da� f�ur 1 � p � 1 und m 2 N [ f0g bereits dieHalbnorm j � jm+1 eine zur Quotientennorm �aquivalente Norm auf Wm+1(
)=Pm(
) ist.Zun�a
hst wird gezeigt, da� j � jm+1 eine Norm auf Wm+1(
)=Pm(
) ist. Darau�olgendwird bewiesen, da� diese Norm �aquivalent zur Quotientennorm ist.Lemma 2.4 Seien 1 � p � 1 und m 2 N [ f0g, dann ist j � jm+1;p eine Norm aufWm+1;p(
)=Pm(
).Beweis. Jede Halbnorm j � j auf einem Raum X ist auf dem Quotienten X=N na
h demNullraum N := fx 2 X j jxj = 0g s
hon eine Norm, vgl. [Rud73℄, Kapitel 1, Satz 1.43.Aufgrund des Identi�kationssatzes 1.5 ist daher j � jm+1;p sogar eine Norm. Damit istj _vjm+1;p := jvjm+1;p mit v 2 _vwohlde�niert und eine Norm auf Wm+1;p(
)=Pm(
). 2



20 Polynomiale Interpolation in Sobolev-R�aumenLemma 2.5 Seien 1 � p � 1 und m 2 N[f0g, dann gilt f�ur alle _v 2Wm+1;p(
)=Pm(
)j _vjm+1;p � k _vkm+1;pBeweis. Es gilt o�ensi
htli
hj _vjm+1;p = infv2 _v jvjm+1;p � infv2 _v kvkm+1;p = k _vkm+1;p: 2Lemma 2.6 Seien 1 � p � 1 und m 2 N [ f0g, dann existiert eine Konstante C > 0,so da� f�ur alle _v 2Wm+1(
)=Pm(
) giltk _vkm+1;p � C j _vjm+1;p:Beweis. Seien N := dim (Pm(
)) und P = fp1; :::; pNg eine Basis von Pm(
), dann kannman mit Hilfe des Satzes von Hahn und Bana
h eine duale Basis F = fF1; :::; FN g zu Pvon stetigen Funktionalen auf Wm+1;p(
) �nden, d.h.Fi(pj) = Æij :De�niere den Projektionsoperator P dur
hP : Wm+1;p(
) �! Pm(
)v 7�! Pv := NPi=1Fi(v)pi;dann folgt Fi(v � Pv) = 0 f�ur alle i 2 f1; :::; Ng:(2.1)Es ist also hinrei
hend, zu zeigen, da� f�ur alle v 2Wm+1;p(
) giltkvkm+1;p � C  jvjm+1;p + NXi=1 jFi(v)j! ;(2.2)denn f�ur alle _v 2Wm+1(
)=Pm(
) folgt dannk _vkm+1;p = infq2Pm kv + qkm+1;p � kv � Pvkm+1;p(2:2)� C  jv � Pvjm+1;p + NXi=1 jFi(v � Pv)j!(2:1)= C jvjm+1;p:Angenommen, (2.2) ist fals
h, dann gibt es eine Folge fvlg �Wm+1;p(
) mitkvlkm+1;p = 1 und liml!1 jvljm+1;p + NXi=1 jFi(vl)j! = 0:(2.3)



2.2 Interpolationsabs
h�atzungen 21Aufgrund von Satz 1.4 f�ur 1 � p < 1 und von Satz 1.3 f�ur p = 1 ist die EinbettungId :Wm+1;p(
) ,! Wm;p(
) kompakt, da 
 als Lips
hitz-stetig berandet vorausgesetzt ist.vl ist bes
hr�ankt, also kann man in Wm;p(
) eine gegen ein v 2 Wm;p(
) konvergierendeTeilfolge I(vl(k)) �nden. Diese wird im Folgenden au
h mit vl bezei
hnet. Es gilt alsoliml!1 kvl � vkm;p = 0:Somit ist vl eine Cau
hy-Folge bez�ugli
h k � km;p. Aufgrund der Annahme (2.3) giltliml!1 jvljm+1;p = 0;damit ist vl au
h eine Cau
hy-Folge bez�ugli
h k � km+1;p. Da Wm+1;p(
) vollst�andig ist,folgt liml!1 kvl � vkm+1;p = 0:Na
h Voraussetzung (2.3) gilt jvjm+1;p = liml!1 jvljm+1;p = 0:Aus dem Identi�kationssatz 1.5 folgt dann, da� v 2 Pm(
). Au�erdem gilt wegen derAnnahme 2.3 f�ur alle i 2 f1; :::; NgFi(v) = Fi( liml!1 vl) Stet.= liml!1Fi(vl) (2:3)= 0:Da F eine duale Basis zu P ist, folgt also v � 0. Das steht im Widerspru
h zur Annah-me (2.3), denn kvlkm+1;p = 1. Also gilt die Behauptung, und das Lemma ist bewiesen. 22.2 Interpolationsabs
h�atzungenf�ur polynom-erhaltende OperatorenIn diesem Abs
hnitt wird das wesentli
he Resultat von [Cia78℄ vorgestellt, wel
hes dasKernst�u
k der polynomialen Interpolationstheorie in Sobolev-R�aumen ist. Aus diesem wirdmit Hilfe von aÆnen Transformationen eine von dem Gebietsdur
hmesser h abh�angigeInterpolationsabs
h�atzung abgeleitet.Satz 2.1 (Interpolationstheorem) Seien Wm+1;p(
) und W k;q(
) Sobolev-R�aume mitder Eigens
haft, da� Id :Wm+1;p(
) ,!W k;q(
)eine stetige Einbettung ist. Sei weiterhin� :Wm+1;p(
) �!W k;q(
)ein stetiger Operator mit der Eigens
haft���Pm(
) = Id;dann gibt es eine von 
 abh�angige Konstante C, so da� f�ur alle v 2Wm+1;p(
) giltj(Id��)vjk;q � C kId��k jvjm+1;p:



22 Polynomiale Interpolation in Sobolev-R�aumenBeweis. Es gilt o�ensi
htli
h Pm(
) � Ker(Id��):Es faktorisiert also Id�� �uber Wm+1;p(
)=Pm(
), und somit istId�� : Wm+1;p(
)=Pm(
) �! W k;q(
)_v = v + Pm(
) 7�! (Id��)vstetig. Daraus folgtj(Id��)vjk;q � k(Id��)vkk;q Stet.� kId��k k _vkm+1;p� kId��k k _vkm+1;p Lemma 2:6� C kId��k jvjm+1;p: 22.3 AÆne TransformationenDe�nition 2.1 (AÆne �Aquivalenz) Seien 
 und 
̂ Gebiete im Rn . 
 hei�t aÆn �aqui-valent zu 
̂, falls es eine bijektive aÆne AbbildungTr : Rn �! Rnx 7�! Ax+ 
 (A 2 Rn�n invertierbar)gibt mit Tr(
̂) = 
.Es werden im Folgenden die Zuordnungen
̂ 3 x̂ Tr !Tr�1 x 2 Tr(
̂)(v̂ : 
̂! R)  ! (v = v̂ Æ Tr�1 : 
! R)verwendet. Damit gilt v(x) = v̂(Tr�1x) = v̂(x̂).Funktionenr�aume unter aÆnen TransformationenSatz 2.2 (Transformationseigens
haften) Sei 
 aÆn �aquivalent zu 
̂. Seien m 2 N [ f0gund 1 � p � 1, dann gelten die folgenden BeziehungenWm;p(
̂) 3 v̂ () v 2Wm;p(
)jv̂jm;p � C kAkm jdet(A)j� 1p jvjm;pjvjm;p � C kA�1km jdet(A)j 1p kv̂km;p:Die Konstante C h�angt von dem Gebiet 
 ab.Der Beweis kann �uber Transformationsregeln f�ur Integrale und partielle Ableitungen gef�uhrtwerden. Siehe z. B. [Cia78℄.



2.3 AÆne Transformationen 23Geometris
he S
hrankenUm die Matrixnorm von A dur
h geometris
he Gr�o�en bes
hreiben zu k�onnen, ben�otigtman no
h die folgende De�nition.De�nition 2.2 (Umkreis- und Inkreisdur
hmesser von 
) Seien 
 ein Gebiet imRn und S � 
 Sph�aren, dann hei�enh := infS�
fdiam(S)g und % := supS�
fdiam(S)g;Umkreis- und Inkreisdur
hmesser von 
.Lemma 2.7 (Abs
h�atzung der Matrixnorm) Sei 
 aÆn �aquivalent zu 
̂, dann giltkAk � ĥ% und kA�1k � ĥ% :Beweis. Exemplaris
h f�ur A zeigt mankAk = 1̂% supk�k=%̂ kA�kIst � ein Vektor der L�ange %̂, so gibt es ŷ; ẑ 2 
̂ mit � = ŷ � ẑ. Also istA� = Tr(ŷ)� Tr(ẑ) 2 
 und damit kA�k � h. Daraus folgt s
hlie�li
hkAk � ĥ% : 2Lemma 2.8 (Abs
h�atzung der Funktionaldeterminante) Sei 
 aÆn �aquivalent zu
̂, dann gilt f�ur die Transformationsmatrix Adet(A) = �(
)�(
̂) :Damit kann man die vom Dur
hmesser h abh�angige Abs
h�atzungdet(A) � � ĥ%�n � C hnmit C := %̂�n angeben.Beweis. Aufgrund der Transformationsregeln f�ur Integrale gilt�(
) = Z
 1 dx = Z
̂ 1 dTr(x̂)= Z
̂ det(A) dx̂ = det(A)�(
̂): 2Im Folgenden wird eine von den geometris
hen Gr�o�en von 
 abh�angige Interpolations-abs
h�atzung vorgestellt. Diese wird hergeleitet dur
h eine aÆne Transformation auf einReferenzelement 
̂.



24 Polynomiale Interpolation in Sobolev-R�aumenSatz 2.3 (Abs
h�atzung �uber Referenzelement) Sei 
 aÆn �aquivalent zu einem fe-sten Referenzgebiet 
̂ und seien die Voraussetzungen von Satz 2.1 erf�ullt, dann gilt diefolgende Interpolationsabs
h�atzung f�ur alle v 2Wm+1;p(
)j(Id��)vjk;q � C hm+1%k hnq�np jvjm+1;p:Beweis. Aufgrund der aÆnen Transformation Tr�1 gilt mit Satz 2.2j(Id��)vjk;q � C kA�1kk jdet(A)j 1q j(Id ��)v̂jk;q:Mit Hilfe der Interpolationsabs
h�atzung f�ur � folgt aus Satz 2.1j(Id��)v̂jk;q � C kId��k jv̂jm+1;p:S
hlie�li
h gilt mit Satz 2.2 unter Benutzung der aÆnen Transformation Trjv̂jm+1;p � C kAkm+1 jdet(A)j� 1p jvjm+1;p:Zusammensetzen der drei Abs
h�atzungen ergibtj(Id��)vjk;q � C kA�1kk kAkm+1 jdet(A)j 1q� 1p jvjm+1;p� C  ĥ%!k � ĥ%�m+1 jdet(A)j 1q� 1p jvjm+1;p:Fa�t man alle 
̂-Gr�o�en als konstant auf, so erh�alt man s
hlie�li
hj(Id��)vjk;q � C h% km+1hnq �np jvjm+1;p: 22.4 Inverse Unglei
hungenMan kann die Interpolationsabs
h�atzungen aus Satz 2.3 unter einem entspre
henden Ver-lust von h-Potenzen auf endli
hdimensionalen Unterr�aumen umkehren. Um die folgendeinverse Unglei
hung bei Finite-Element-Methoden sinnvoll nutzen zu k�onnen, mu� mansi
h die Voraussetzungen des folgenden Lemmas als �xiert denken.Lemma 2.9 (Inverse Unglei
hung) Sei 
̂ ein Gebiet. Seien m+ 1 � k � 0 undId :Wm+1;p(
̂) ,!W k;q(
̂)eine stetige Einbettung. Ist P̂ � Wm+1;p(
̂) � W k;q(
̂) ein endli
hdimensionaler Unter-raum, dann gibt es eine Konstante C(P̂ ; 
̂;m; k; p; q), so da� f�ur alle p 2 P̂ giltjpjm+1;p � C(P; 
̂) jpjk;q:



2.4 Inverse Unglei
hungen 25Bemerkung 2.1 F�ur die Existenz einer stetigen Einbettung ist na
h Satz 1.4 hinrei
hend,da� m+ 1� np � k � nqgilt.Beweis. Jede Halbnorm j � j auf einem Raum X ist auf dem Quotienten X=N na
h demNullraum N := fx 2 X j jxj = 0g s
hon eine Norm, vgl. [Rud73℄, Kapitel 1, Satz 1.43.Es ist also P̂ =N mit N := fx 2 P̂ j jxjk;q = 0g ein endli
hdimensionaler Vektorraum mitder Norm j � jk;q. Au�erdem gilt wegen Korollar 1.1 mit m+ 1 � kjpjk;q = 0 ) jpjm+1;p = 0:Daraus folgt, da� die Halbnorm j � jm+1;p au
h �uber dem Quotienten P̂ =N fakorisiert undsomit glei
h der Quotientenhalbnormj _pjm+1;p := infp2 _p jpjm+1;p = jpjm+1;p f�ur alle p 2 _pist. Aufgrund der Norm�aquivalenz auf dem endli
hdimensionalen Quotientenraum P̂ =Nfolgt, da� die Quotientennorm k � km+1;p �aquivalent zur Norm j � jk;q ist. Es gilt speziellk � km+1;p � C(P̂ ; 
̂;m; k; p; q) j � jk;q:Also ergibt si
h insgesamtjpjm+1;p = j _pjm+1;p � k _pkm+1;p � C(P̂ ; 
̂;m; k; p; q) j _pjk;q� C(P̂ ; 
̂;m; k; p; q) jpjk;q: 2Das n�a
hste Korollar ist wesentli
h f�ur inverse Abs
h�atzungen bei Finite-Element-Metho-den. Die Konstante C h�angt ni
ht von h ab, falls die lokalen endli
hdimensionalen R�aumeP invariant unter dem Operator Eins
hr�ankung und unter aÆnen Transformationen sind.Es mu� also garantiert sein, da� man die lokalen R�aume immer in einen festen endli
h-dimensionalen Referenzraum P̂ abbilden kann. Die Polynomr�aume sind invariant unterEins
hr�ankung und aÆnen Transformationen, deshalb wird das n�a
hste Korollar speziellf�ur diese R�aume angegeben.Korollar 2.2 (Inverse Unglei
hung �uber Referenzelement) Sei 
 aÆn �aquivalentzu einem festen Referenzgebiet 
̂. Seien weiterhin m + 1 � k � 0 und Pl(
) der Raumder Polynome vom Grad l sowieId :Wm+1;p(
) ,!W k;q(
)eine stetige Einbettung, so giltjpjm+1;p � C(
; l;m; k; p; q) hk%m+1 hnp�nq jpjk;q:Der Beweis erfolgt dur
h eine Transformation auf das Referenzgebiet 
̂ wie in Beweis vonSatz 2.3.



26 Polynomiale Interpolation in Sobolev-R�aumen2.5 Interpolationstheorie konformer FE-R�aumeIn diesem Abs
hnitt werden die Interpolationsaussagen aus dem ersten Teil des Kapi-tels auf Finite-Element-R�aume angewendet. Zun�a
hst werden Interpolationsoperatoren aufFinite-Element-R�aumen eingef�uhrt. Ans
hlie�end werden Bedingungen angegeben, unterwel
hen die Ergebnisse aus dem ersten Abs
hnitt anwendbar sind, um lokale und globaleInterpolationsabs
h�atzungen ma
hen zu k�onnen.Die auftretenden Gebiete bzw. Teilgebiete werden wieder als Lips
hitz-stetig berandetvorausgesetzt. Alle vorkommenden Operatoren werden als linear und stetig vorausgesetzt.Finite-Element-R�aumeEs wird hier die De�ntion von [Cia78℄ in einer globalen Fassung verwendet. In [Cia78℄ isteine lokale De�nition angegeben. Der Vorteil einer globalen Betra
htung besteht darin, da�man keine Zusammensetzung der lokalen Gr�ossen vornehmen mu� und si
h somit ni
htum das Problem der Wohlde�niertheit zu k�ummern brau
ht.De�nition 2.3 (Finite-Element-R�aume) Seien 
 ein Gebiet und V ein Bana
h-Raumvon reellwertigen Funktionen �uber 
. Seien P � V ein endli
hdimensionaler Teilraum derDimension N und � = fF1; :::; FNg eine N -elementige Menge von stetigen Funktionalenauf V . Dann wird das Tupel (
; V; P;�) konformer Finite-Element-Raum genannt.Bemerkung 2.2 Im Folgenden werden konforme Finite-Element-R�aume au
h dur
h dieAbk�urzung FE-Raum gekennzei
hnet.De�nition 2.4 (Interpolationsoperatoren) Sei (
; V; P;�) ein FE-Raum und seienfP1; :::; PNg Funktionen aus P , dann l�a�t si
h ein Operator � de�nieren dur
h� : V �! Pv 7�! NPi=1Fi(v)Pi:� hei�t Interpolationsoperator �uber (
; V; P;�).Bemerkung 2.3 i) Der Operator � h�angt von der Wahl der Funktionen aus P ab!ii) Der Operator ist wohlde�niert, weil fP1; :::; PNg � P sind, und stetig, weil die Funk-tionale � stetig sind. Insgesamt ergibt si
hk�vk � NXi=1 jFi(v)jkPik Stet.� NXi=1 kFik kvk kPik� NXi=1 kFik kPik kvk:iii) Jede stetige lineare Abbildung L : V ! P l�a�t si
h wie in De�nition 2.4 darstellen. �Lemma 2.10 (Projektionseigens
haft) Seien (
; V; P;�) ein FE-Raum und die ste-tigen Funktionale � = fF1; ::::; FN g �uber V dual zu einer Basis fP1; :::; PN g von P, d. h.Fi(Pj) = Æij :



2.5 Interpolationstheorie konformer FE-R�aume 27Der Interpolationsoperator � sei de�niert dur
h� : V �! Pv 7�! NPi=1Fi(v)Pi;dann ist � ein Projektionsoperator von V na
h P und es gilt���P = Id:Beweis. Es gen�ugt �jP = Id zu zeigen , denn dann ist�2(v) = �(�v) = �(v):Es gilt p =PFj(p)Pj = �p f�ur alle p 2 P , denn p = �1P1 + ::: + �NPN und Fj(p) = �jf�ur alle j 2 f1; :::; Ng, da � dual zur Basis fP1; :::; PNg von P ist. 2Lemma 2.11 (Duale Basen) Seien (V; k � k) ein normierter Raum und P � V ein end-li
hdimensionaler Unterraum, dann gibt es zu jeder Basis fP1; :::; PNg von P ein dualeBasis F = fF1; :::; FNg von stetigen Funktionalen auf V .Der Beweis folgt sofort mit dem Satz von Hahn und Bana
h. 2Korollar 2.3 (Projektionsoperatoren) Zu jedem endli
hdimensionalen AnsatzraumP � V und jeder Basis fP1; :::; PNg von P gibt es einen Interpolationsoperator, der ei-ne Projektion auf P ist.Bemerkung 2.4 Dies ist nur ein Existenzaussage, die aber s
heinbar keine allgemeineInterpolationstheorie zul�a�t, weil man ni
hts �uber die Funktionale F aussagen kann. DieFunktionale h�angen stark von der Basis fP1; :::; PN g und dem Raum V ab. Insbesonderewei� man, a priori, ni
hts �uber den Tr�ager der Funktionale F .Interpolationseigens
haftenIm Folgenden werden hinrei
hende Kriterien angeben, um lokale Abs
h�atzungen angebenzu k�onnen. Lokal hei�t in diesem Sinn, da� eine Interpolationsaussage auf den Teilgebie-ten T einer Zerlegung des Gebietes 
 = ST2Th T angegeben werden kann.De�nition 2.5 (AÆne Zerlegungen) Eine Zerlegung 
 = ST2Th T des Gebietes 
 inaÆn �aquivalente Teilgebiete T hei�t aÆne Zerlegung.Eine wesentli
he Eigens
haft f�ur die Anwendbarkeit der Interpolationsaussagen aus Kapi-tel 2 auf Interpolationsoperatoren �uber FE-R�aumen ist die folgende Eigens
haft.De�nition 2.6 (Lokalit�at) Seien (
;Wm+1;p(
); P;�) ein FE-Raum und 
 = ST2Th Teine zugeh�orige Zerlegung des Gebietes 
. Ein Interpolationsoperator � �uber(
;Wm+1;p(
); P;�) hei�t lokal, wenn es lokale Operatoren�T : Wm+1;p(T ) �! R



28 Polynomiale Interpolation in Sobolev-R�aumengibt, so da� f�ur alle T 2 Th gilt ���T = �Tgilt.Lemma 2.12 (Zerlegbarkeit) Sei der Operator � lokal, dann gilt f�ur alle v 2 Vk�vk2Wm+1;p(
) = XT2Th k�T vk2Wm+1;p(T ):Bemerkung 2.5 Der Einbettungsoperator Id : Wm+1;p(
) ,! W k;q(
) aus Satz 1.4 istebenfalls lokal im obigen Sinne, also gilt insbesonderek(Id��)vk2Wm+1;p(
) = XT2Th k(IdT ��T )vk2Wm+1;p(T ):Satz 2.4 (Lokale Interpolationsaussage) Die folgenden Voraussetzungen sind hinrei-
hend f�ur lokale Interpolationsabs
h�atzungen wie die in Satz 2.3 bei FE-Methoden.� (
;Wm+1;p(
); P;�) sei ein FE-Raum �uber einer aÆnen Zerlegung von 
 = ST2Th T .� Der Interpolationsoperator � sei �uber (
; V; P;�) lokal wie in De�nition 2.6, d. h.f�ur alle T 2 Th gebe es stetige Operatoren �T , so da����T = �T :� Die lokalen Operatoren �T m�ogen die Voraussetzungen von Satz 2.1 bez�ugli
h Terf�ullen.Unter diesen Voraussetzungen gilt f�ur alle v 2Wm+1;p(
) und f�ur alle T 2 Thj(IdT ��T )vjW k;q(T ) � C hm+1T%kT hnq�npT jvjWm+1;p(T ):Beweis. Die Voraussetzungen sind hinrei
hend aufgrund der vorangegangenen S�atze. 2Bemerkung 2.6 Die wesentli
he Forderung ist in diesem Fall die Lokalit�at des Interpola-tionsoperators. Da der Interpolationsoperator �uber den Funktionalen � eine Projektion inden Ansatzraum P bewirkt, ist dies eine Forderung an den Ansatzraum P und die Funk-tionale �. Diese m�ussen ebenfalls in einer geeigneten Weise lokal sein. Diese Voraussetzungist erf�ullt bei Lagrange- bzw. Hermite-Ansatzr�aumen und hinrei
hender Regularit�at desL�osungsraumes Wm;p(
), z.B. Wm;p(
) ,! C0. In diesem Fall sind die Dira
s
hen Delta-Distributionen (au
h Punkt-Distributionen genannt) im Dualraum von V . Im Fall vonWm;2(
) und 
 2 R3 bedeutet dies aufgrund der Sobolevs
hen Einbettungss�atze geradem > 32 ) m > 1:



2.5 Interpolationstheorie konformer FE-R�aume 29S
hwa
he L�osungen u von PDGLn zweiter Ordnung mit dominanten Termen 1. Ordnungsind h�au�g "nur\ in W 1;2 enthalten (fehlende Regularit�at). Da in diesem Fall die Punkt-Distributionen ni
ht in (W 1;2)� enthalten sind, sind speziellere Interpolationsoperatorenerforderli
h, die �uber eine lokale L2-Mittelung in den Ansatzraum abbilden. Leider erf�ullendiese dann nur no
h eine quasi-lokale Abs
h�atzung, d. h. man kann den Interpolationsfehlerauf einem Element T nur �uber eine Umgebung von T gegen eine Norm der L�osung uabs
h�atzen. Ein sol
her Operator wird zusammen mit dem zugeh�origen konformen FE-Raum in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellt.Eine umfangrei
he �Ubersi
ht �uber die m�ogli
hen FE-R�aume und deren Anwendungen �n-det si
h bei ([Cia78℄, Kap. 2. u. 3.). Es wird an dieser Stelle ni
ht n�aher darauf eingegangen.In diesem Abs
hnitt soll nur no
h kurz auf das globale Konvergenzverhalten in Abh�angig-keit von der Gitterfeinheit h bei der FE-Interpolation eingegangen werden.Korollar 2.4 (Globale Interpolationsaussage) Seien die Vorraussetzungen vonSatz 2.4 erf�ullt, dann gilt die globale Interpolationsabs
h�atzungj(Id��)vjW k;q(
) � C maxT2Th(hm+1T%kT hnq �npT ) jvjWm+1;p(
):Beweis. Es gilt k(Id ��)vk2W k;q(
) = XT2Th k(IdT ��T )vk2W k;q(T ):Dur
h Abs
h�atzung der lokalen Terme ergibt si
h dann die Behauptung. 2





Kapitel 3Singul�ar gest�orteDi�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungenIn diesem Kapitel wird die Klasse von Di�erentialglei
hungen vorgestellt f�ur die einea-posteriori Fehleranalysis angestrebt wird. Es handelt si
h dabei um singul�ar gest�orteRandwertprobleme 2. Ordnung mit gemis
hten Diri
hlet- und Robin-Randbedingungen.Es wird die s
hwa
he Formulierung hergeleitet und mit Hilfe der Lax-Milgram-Theorieeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage unter den �ubli
hen Voraussetzungen angegeben.Die Diskretisierung erfolgt mit der SUPG-Methode auf einem Finite-Element-Raum mitDreie
kszerlegung und stetigen st�u
kweise aÆn-linearen Ansatzfunktionen.3.1 ProblemstellungBetra
htet werden singul�ar gest�orte Di�usions-Konvektions-Reaktionsglei
hungen mit ge-mis
hten Diri
hlet- und Robin-Randbedingungen des Typs�"�u+ a � ru+ bu = f in 
;u = 0 auf �D;"ru � ~n+ �u = g auf �R 9=;(3.1)mit den Daten:� 
 � Rn ist ein Lips
hitz-stetig berandetes Gebiet mit Rand �
 = �D [ �R, wobei�D \ �R = ; gelten soll. �D wird als kompakt angenommen.� ~n ist der fast �uberall de�nierte �au�ere Normaleneinheitsvektor an �
. ru � ~n ist dieRi
htungsableitung von u in Ri
htung des Normaleneinheitsvektors.� 0 < "� 1 ist ein singul�arer St�orungsparameter.� a : 
! Rn ist ein Str�omungsfeld.� b : 
! R ist ein Skalarfeld.



32 Singul�ar gest�orte Di�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungen�"�u ist der Di�usionsterm, a � ru ist der Konvektionsterm und b � u� f ist ein lineari-sierter Reaktionsterm.Bemerkung 3.1 Die im Problem (3.1) vorkommenden Randbedingungen sind gemis
hteDiri
hlet- und Robin-Randbedingungen. Sie treten in dieser Form an den R�andern vonTeilgebieten bei einer Gebietszerlegung (DDM=Domain-De
omposition-Method) auf. Eswird in diesem Zusammenhang auf [Ott99℄ verwiesen.3.2 S
hwa
he FormulierungMan versteht unter einer s
hwa
hen L�osung von (3.1) eine L�osung im distributiven Sinn.Man leitet aus (3.1) eine Variationsglei
hung der FormGesu
ht u 2 X; so da� B(u; v) = F (v) 8v 2 X(3.2)ab. Dabei ist B eine stetige Bilinearform und F ein stetiges lineares Funktional auf einemHilbert-Raum X.De�nition 3.1 (X-Elliptizit�at) Sei (X; k � kX) ein Hilbert-Raum. Eine BilinearformB : X �X ! R auf X hei�t X-elliptis
h (oder au
h strikt koerzitiv), falls eine Konstante
 > 0 existiert mit B(v; v) � 
kvk2X 8v 2 X:Bemerkung 3.2 (Lax-Milgram) i) Ist B(�; �) strikt koerzitiv, so liefert der Satz vonRiesz die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung u von 3.2 (Lax-Milgram Theorie).ii) F�ur die oberen a-posteriori Abs
h�atzungen na
h Verf�urth brau
ht man dieX-Elliptizit�atder Bilinearform B. �Der L�osungsraum f�ur die s
hwa
he Formulierung des Problems (3.1) wird in der folgendenDe�nition eingef�uhrt.De�nition 3.2 (L�osungsraum) Seien 
 und �D � �
 wie im Problem (3.1), dann wirdmit Hilfe des Spuroperators Sp aus Satz 1.2 der Sobolev-RaumX :=W 1;2�D (
) := fv 2W 1;2(
) �� Sp(v)���D = 0gmit der entspre
henden Norm k � k := k � kW 1;2(
)eingef�uhrt.Bemerkung 3.3 i) Der Spuroperator Sp ist stetig und f0g 2 W 1;2(�
) abges
hlossen,also ist W 1;2�D (
) abges
hlossen und somit ein Bana
hraum.ii) Der Raum C1�D(
) := f' 2 C1(
) �� '���D = 0gist aufgrund von Lemma 1.9 di
ht in dem L�osungsraum X und wird au
h als Testraumder s
hwa
hen Formulierung 3.4 bezei
hnet. �



3.2 S
hwa
he Formulierung 33Eine dem Problem (3.1) angepa�te Norm ist eine mit " gewi
htete Norm, die sogenannteEnergienorm.De�nition 3.3 (Energienorm) Sei " > 0. F�ur alle v 2W 1;2(
) seijjjvjjj :=q"krvk2L2(
) + kvk2L2(
)mit krvk2L2(
) := jvjW 1;2(
) =  nXi=1 Z
� �v�xi�2 dx! 12 :Die so de�nierte Norm wird als Energienorm bezei
hnet. Ist � � 
 ein Teilgebiet, so wirddie Eins
hr�ankung der Energienorm auf Funktionen u 2W 1;2(�) mit jjjujjj� bezei
hnet.Lemma 3.1 (Norm�aquivalenz) Sei " > 0. Die Energienorm jjj � jjj ist �aquivalent zurNorm k � kW 1;2 und es gilt explizitk � kW 1;2(
) � C" jjj � jjjjjj � jjj � 
"k � kW 1;2(
)mit C" = maxf"� 12 ; 1g und 
" = maxf" 12 ; 1g.Der Beweis ergibt si
h dur
h einfa
hes Na
hre
hnen. 2Um eine s
hwa
he Formulierung f�ur das Problem abzuleiten, mu� gew�ahrleistet sein, da�f�ur alle u 2W 1;2�D (
) die Funktionen a �ru und bu aus L2(
) sind. Es ist wegen Lemma 1.5hinrei
hend und im Allgemeinen wahrs
heinli
h au
h notwendig, da� a 2 (L1(
))n undb 2 L1(
) ist. Um ein wohlformuliertes Problem zu erhalten, wird im Folgenden vondieser Voraussetzung ausgegangen. Damit ist es jetzt m�ogli
h, das Variationsproblem (3.2)d. h. die s
hwa
he Formulierung von (3.1) anzugeben. Man multipliziert (3.1) mit einerTestfunktion aus C1�D(
) und integriert �uber 
. So ergibt si
h�"Z
�u v dx+ Z
(a � ru+ bu)v dx = Z
 f v dx:Dur
h partielle Integration erh�alt man mit Lemma 1.10�"�Z�R ru � ~n v ds� Z
rurv dx�+ Z
 (a � ru+ bu) v dx = Z
 f v dx:Einarbeiten der Randbedingungen liefert"Z
rurv dx+ Z
 (a � ru+ bu) v dx+ Z�R � u v ds = Z
 f v dx+ Z�R g v ds:



34 Singul�ar gest�orte Di�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungenDe�nition 3.4 (S
hwa
he Formulierung) Sei a 2 (L1(
))n und b 2 L1(
), dannsind die Bilinearform B und das Funktional F f�ur alle u; v 2W 1;2�D (
) de�niert alsB(u; v) := "(ru;rv)L2(
) + (a � ru+ b u; v)L2(
) + (�u; v)L2(�R) undF (v) := (f; v)L2(
) + (g; v)L2(�R):Die s
hwa
he Formulierung des Problems (3.1) wird damit gegeben dur
hFinde u 2W 1;2�D (
), so da� f�ur alle v 2W 1;2�D (
) giltB(u; v) = F (v):Die folgenden Lemmata zeigen dieX-Elliptizit�at und Stetigkeit der BilinearformB und dieStetigkeit des Funktionals F . Somit sind die Voraussetzungen der Lax-Milgram-Theorieerf�ullt und es folgt die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung aus De�nition 3.4.Lemma 3.2 (X-Elliptizit�at von B) Unter den Voraussetzungena 2 (W 1;1(
))n;(3.3) �12r � a+ b � 
 > 0 und(3.4) a � ~n+ 2� � 0 auf �R(3.5)ist die Bilinearform B W 1;2�D (
)-elliptis
h. Genauer gilt f�ur alle v 2W 1;2�D (
)B(v; v) � minf
; 1g jjjvjjj2Beweis. Zun�a
hst kann man B in zwei Bilinearformen aufspalten,d. h. B(u; v) = a1(u; v) + a2(u; v) mita1(u; v) = "Z
ru � rv dx und a2(u; v) = Z
(a � ru+ b u) v dx+ Z�R � u v ds:Jetzt s
h�atzt man beide Terme ab. F�ur den elliptis
hen Hauptteil ergibt si
ha1(v; v) = "Z
rv � rv dx = "krvk2L2(
)F�ur den Term niederer Ordnung ergibt si
ha2(v; v) = Z
(a � rv) v dx+ Z
 b v2dx+ Z�R � v2 ds(3:3)=Lemma 1:10 12 �Z�
 a � ~n v2 ds� Z
r � a v2 dx�+ Z
 b v2 dx+ Z�R � v2 dsvj�D=0= 12 Z�R (a � ~n+ 2�)| {z }�0 wegen (3.5) v2 ds+ Z
 (b� 12r � a)| {z }�
>0 wegen (3.4) v2 dx� 
kvk2L2(
):Daraus folgt dannB(v; v) � "krvk2L2(
) + 
kvk2L2(
) � minf
; 1g jjjvjjj2 : 2



3.2 S
hwa
he Formulierung 35Lemma 3.3 (Stetigkeit von B) Unter den Voraussetzungen a 2 (L1(
))n; b 2 L1(
)und � 2 L1(�R) ist B stetig auf W 1;2�D (
) und es gilt f�ur alle u; v 2W 1;2�D (
)B(v; w) � �1 + kbkL1(
) + "�1kakL1(
) + k�kL1(�R)� jjjvjjj jjjwjjj :Beweis. F�ur alle u; v 2W 1;2�D (
) giltB(u; v) = "(ru;rv)L2(
) + (a � ru+ b u; v)L2(
) + (�u; v)L2(�R)H�older� "krukL2(
)krvkL2(
) + kakL1(
)krukL2(
)kvkL2(
) +(3.6) + kbkL1(
)kukL2(
)kvkL2(
) + k�kL1(�R)kukL2(�R)kvkL2(�R)Young�Spurop. �1 + kbkL1(
) + "� 12 kakL1(
) + k�kL1(�R)� jjjujjj jjjvjjj : 2Lemma 3.4 (Stetigkeit von F ) Unter den Voraussetzungen f 2 L2(
); g 2 L2(�R)ist F stetig auf W 1;2�D (
), und es gilt f�ur alle v 2W 1;2�D (
)F (v) � (kfkL2(
) + kgkL2(�R))kvkL2(
):Beweis. Es gilt f�ur alle v 2W 1;2�D (
)F (v) = (f; v)L2(
) + (g; v)L2(�R)H�older� kfkL2(
)kvkL2(
) + kgkL2(�R)kvkL2(�R)Spurab.�Satz 1:2 C �kfkL2(
) + kgkL2(�R)� kvkL2(
): 2



36 Singul�ar gest�orte Di�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungen3.3 Konstruktion eines konformen FE-RaumesIn diesem Abs
hnitt wird ein konformer FE-Raum f�ur die Diskretisierung des Problems (3.1) vorgestellt. Dabei wird die Zerlegung des Gebietes 
 � Rn in n-Simplizes Terfolgen. Der Ansatzraum X1h wird aus stetigen und auf den Teilgebieten T aÆn-linearenAnsatzfunktionen bestehen, die auf dem Dir
hlet-Rand �D vers
hwinden. Dadur
h istsi
hergestellt, da� der Ansatzraum ein Unterraum von W 1;2�D (
) ist.Zerlegung eines GebietesDas Gebiet 
 � Rn wird ausgehend von einem Referenzelement T̂ vollst�andig in aÆn-�aquivalente Elemente der Form
 = [T2T T; T ist n-Simplexzerlegt (Vorzugsweise w�ahle n = 2 oder n = 3). Die Zerlegung T ist somit eine aÆne Fa-milie. Um einen konformen Ansatzraum aus aÆn-linearen Funktionen auf den Elementen
Ω

F(x)=Bx+c(0,1)

(1,0)(0,0)

x

y

Gebiet

Referenzelement

Abbildung 3.1: Zerlegung des Gebietes 
konstruieren zu k�onnen, mu� garantiert werden, da� si
h die Funktionen an den Kantenstetig zusammensetzen. Dazu ist es notwendig, keine sogenannten h�angenden Knoten zuerzeugen, d. h. ni
ht mehrere Elemente an einer Kante angrenzen zu lassen.De�nition 3.5 (Zul�assigkeit) Eine Zerlegung T von 
 � R3 hei�t zul�assig, wenn jezwei Elemente entweder� eine gemeinsame Seite oder� eine gemeinsame Kante oder� einen gemeinsamen Punkt haben oder� disjunkt sind.Eine Verallgemeinerung auf Rn ist lei
ht m�ogli
h, wird hier aber aus Gr�unden der An-s
hauli
hkeit ni
ht dur
hgef�uhrt.



3.3 Konstruktion eines konformen FE-Raumes 37Finite-Element-Methoden bestehen im Wesentli
hen aus einer wiederholten Abfolge vonVerfeinerungen einer Zerlegung und L�osen der diskreten Probleme. Mit Hilfe von Interpola-tionsabs
h�atzungen und des Lemmas von C�ea kann man unter g�unstigen Voraussetzungenzeigen, da� si
h der Fehler der diskreten L�osung zur kontinuierli
hen L�osung mit h ver-kleinert. Aus diesem Grund spri
ht man von Familien von Zerlegungen Th, die mit derGitterfeinheit h indiziert werden. Dabei ist h := maxT2ThfhT g das Maximum der Ele-mentdur
hmesser.Um die Abs
h�atzungen des Kapitels 2 sinnvoll nutzen zu k�onnen, mu� man fordern, da�der Umkreisdur
hmesser h dur
h den Inkreisdur
hmesser % bes
hr�ankt bleibt. Dies istglei
hbedeutend damit, da� die Elemente der Zerlegungen ni
ht entarten. Zur Festlegungdieses Sa
hverhalts dient die folgende De�nitionDe�nition 3.6 (Regularit�at) Eine Familie Th hei�t regul�ar, falls eine Konstante Cexistiert, so da� f�ur alle Th gilt supT2Th hT%T � C:F�ur die praktis
he Bere
hnung ist es sinnvoll, die minimale Kantenl�ange als %T und diemaximale Kantenl�ange als hT zu setzen.
hT Th

T
T

δT

δ

T

Abbildung 3.2: In- und Umkreisdur
hmesservon TDe�nition 3.7 (Kantenmenge) Sei Th eine Zerlegung des Gebietes 
, dann bezei
hnetEh die Menge aller Kanten. Eh besteht aus den inneren Kanten EI und den �au�eren KantenED des Diri
hlet-Randes und ER des Robin-Randes. Insgesamt gilt damitEh = EI [ ED [ ER:F�ur die kommenden Bere
hnungen wird angenommen, da� die Zerlegung vertr�agli
h mitden Randbedingungen ist, d. h. da� si
h die Kanten der Zerlegung Th eindeutig in dieseKategorien einteilen lassen.De�nition 3.8 (E
kpunkte) Die Menge aller E
kpunkte einer Zerlegung Th wird mitNh bezei
hnet. Nh setzt si
h aus den inneren Koten NI und den �au�eren Knoten NDdes Diri
hlet-Randes und NR des Robin-Randes zusammen. Die E
kpunkte, die an einerGrenze zwis
hen dem Diri
hlet- und dem Robin-Rand liegen, werden dabei der Menge NDzugeordnet. Insgesamt gilt also NH = NI [ND [NR:



38 Singul�ar gest�orte Di�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungenUmgebungen von E
ken und ElementenDie folgenden Umgebungen werden eine wi
htige Rolle bei den a-posteriori Abs
h�atzungenin Kapitel 4 spielen.De�nition 3.9 F�ur alle x 2 Nh und alle T 2 Th seien die Umgebungen !x und !Tde�niert dur
h !x := [T3xT und !T := [T 0\T 6=;T 0:Diese Umgebungen werden bei den oberen a-posteriori Fehlers
h�atzungen auftreten
x

xω

Abbildung 3.3: Umgebung !x
T

T

ω

Abbildung 3.4: Umgebung !TDe�nition 3.10 (Dur
hmesser) Mit h!T bzw. hx werden die Dur
hmesser der Umkrei-se von !T bzw. !x und mit %x wird der Inkreisdur
hmesser von !x bezei
hnet.De�nition 3.11 F�ur alle T 2 Th und alle E 2 Eh seien die Umgebungen e!T und !Ede�niert dur
h e!T := [;6=T 0\T2EhT 0 und !E := [�T 0�E T 0:Mit hE wird der Dur
hmesser diam(E) der Kante E bezei
hnet.Diese Umgebungen werden bei den unteren a posteriori Fehlers
h�atzungen auftreten.
Tω

T

Abbildung 3.5: Umgebung e!T Nicht vorhanden,

falls E Randkante

ω
E

E

Abbildung 3.6: Umgebung !E



3.3 Konstruktion eines konformen FE-Raumes 39Bemerkung 3.4 (Proportionalit�at) Ist die Familie fThg von Zerlegungen regul�ar, sosind s�amtli
he bisher de�nierte Dur
hmesser �aquivalenth!T � hx � %x � hT � %T ;wie man dur
h geometris
he Betra
htungen lei
ht einsieht.De�nition 3.12 (Ansatzraum) Der Ansatzraum X1h bestehe aus st�u
kweise aÆn-linearen,stetigen Ansatzfunktionen, die auf dem Diri
hlet-Rand vers
hwinden, d. h.X1h(
) := f� 2 C0(
) �� �jT 2 P1(T ) 8T 2 Th; ����D = 0g �W 1;2(
):Bemerkung 3.5 (Baryzentris
he Koordinaten) Zu jedem x 2 T gibt es genau einTupel (�1; :::; �n+1) 2 Rn+1 von baryzentris
hen Koordinaten mit:x = n+1Xi=1 �i(x)xi und n+1Xi=1 �i(x) = 1:
x1

x2

x3

1

2

E2

E3

E1
T

λ

Abbildung 3.7: Baryzentris
he Koordinate �2F�ur alle x 2 NhnND seien die Funktionen f�xgx2Nh auf !x elementweise aus den baryzen-tris
hen Koordinaten zusammengesetzt und sonst mit Null fortgesetzt.De�nition 3.13 (Basisfunktionen) Sei !x = T1 [ ::: [ Tk und �i die baryzentris
heKoordinate auf Ti mit �i(x) = 1, dann werden die Basisfunktionen �x de�niert als�x : 
 �! Ry 7�! �x(y) := � �i(y); f�ur y 2 Ti0; f�ur y 2 
n!x:Es ist !x = supp�x. Die Menge dieser Funktionen f�xgx2NhnND ist eine Basis in X1h, dennjede auf einem n-Simplex T aÆn-lineare Funktion ist dur
h die Werte an den E
kpunktenvon T eindeutig festgelegt (Lineare Algebra).De�nition 3.14 (Bezei
hnungen) Seien T � Rn ein n-Simplex und fx1; :::; xn+1g des-sen E
kpunkte, dann werden die Kanten fE1; :::; En+1g so bezei
hnet, da� Ei gegen�ubervon xi liegt, d. h. f�ur i 2 f1; :::; n + 1g giltEi := fx 2 T �� �i(x) = 0g:Im Falle, da� T � Rn der Standard-n-Simplex ist, gilt f�ur i 2 f1; :::; ngEi := fx 2 T �� xi = 0g und En+1 := fx 2 T �� kxk1 = 1g:



40 Singul�ar gest�orte Di�usions-Konvektions-Reaktions-Glei
hungen
x

1
λ x

Abbildung 3.8: Basisfunktion �x
1

2

x =(0,0,0) x =(1,0,0)

x =(0,0,1)

E

E

E

3

E

x =(0,1,0)

3

4

1

2

4 1

2

3

x

x

x

Abbildung 3.9: Bezei
hnungen f�ur das Element T3.4 DiskretisierungDie Diskretisierung des Problems soll mit der SUPG-FEM (SUPG=Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin) erfolgen.De�nition 3.15 (SUPG-Formen) Sei ÆT � 0. F�ur alle uh; vh 2 X1h de�niereBÆ(uh; vh) := B(uh; vh) + XT2Th ÆT (�"�uh + a � ruh + buh; a � rvh)T ;FÆ(vh) := F (vh) + XT2Th ÆT (f; a � rvh)T :Bemerkung 3.6 i) Die ÆT werden so gew�ahlt, da� BÆ X1h-elliptis
h bleibt. Mit einergeeigneten Konstanten C ist die BedingungÆT � C min� hTkakL1(T ) ; h2T" �hinrei
hend f�ur die X1h-Elliptizit�at, siehe [Kla98℄. Es wird deshalb im Folgenden immerdavon ausgegangen, da� diese Bedingung erf�ullt ist.ii) F�ur ÆT = 0 erh�alt man die gew�ohnli
he Galerkin-Diskretisierung. �De�nition 3.16 (SUPG-Diskretisierung) Mit uh 2 X1h wird die eindeutige diskreteL�osung von BÆ(uh; vh) = FÆ(vh) f�ur alle vh 2 X1hbezei
hnet.Bemerkung 3.7 Die X1h-Elliptizit�at ist hinrei
hend f�ur die Existenz und Eindeutigkeitder L�osung uh 2 X1h der SUPG-Diskretisierung.



Kapitel 4A-posteriori FehleranalysisZiel dieses Kapitels ist es, einen a-posteriori Fehlers
h�atzer f�ur die SUPG-Diskretisierungdes Problems (3.1) anzugeben, der eine globale obere und eine lokale und globale untereAbs
h�atzung des Diskretisierungsfehlers zul�a�t.Das Kapitel ist in drei Abs
hnitte unterteilt. Im ersten Abs
hnitt wird ein Interpol-ationsoperator �h �uber dem konformen FE-Raum (
;W 1;2;X1h;�) aus Kapitel 3 de�-niert, der auf [Cl�e75℄ beziehungsweise [Cia78℄ zur�u
kgeht. Die Funktionale � werden lo-kale L2-Mittelungen sein. Es wird eine quasi-lokale Interpolationsabs
h�atzung bewiesen.Mit Spurs�atzen aus [Ver98℄ werden die Abs
h�atzungen auf den Rand der Elemente T�ubertragen. Diese werden dann sp�ater im Beweis f�ur die globale obere Abs
h�atzung desa-posteriori Fehlers
h�atzers von [Ver98℄ ben�otigt.Im zweiten Abs
hnitt werden die Hilfsmittel f�ur die unteren Abs
h�atzungen angegeben.Es werden inverse Unglei
hungen mit Hilfe von Blasenfunktionen angegeben.In diesem Kapitel liegt stets der konforme FE-Raum aus Kapitel 3 zugrunde und es werdendie dortigen Bezei
hnungen verwendet. Die Dimension n kann in allen Aussagen beliebiggew�ahlt werden. Alle vorkommenden Zerlegungen Th von 
 werden als regul�ar angenom-men, trotzdem wurde na
h M�ogli
hkeit immer zwis
hen den Parametern h und % unter-s
hieden.De�nition 4.1 In diesem Kapitel wird das Symbol . f�ur �-Unglei
hungen bis auf einevon negativen h oder " Potenzen unabh�angige Konstante C > 0 verwendet.4.1 Analysis f�ur die oberen Abs
h�atzungenEs wird ein Interpolationsoperator konstruiert, der auf Cl�ement zur�u
kgeht. Zur Festle-gung des Interpolationsoperators de�niert man die Funktionale � als lokale P0-Projektio-nen.De�nition 4.2 (Mittelungsoperator) Seien die Umgebungen !x wie in Abs
hnitt 3.3de�niert, dann bezei
hnet �0x die orthogonale P0-Projektion �uber !x, d. h.�0x : L2(!x) �! P0(!x)u 7�! 1�(!x) R!x u dx:



42 A-posteriori FehleranalysisBemerkung 4.1 i) Es gilt o�ensi
htli
h(u� �0x(u); v)L2(!x) = 0 f�ur alle v 2 P0(!x):ii) Insbesondere gilt �0x��P0(!x) = Id:iii) �0x ist stetig in der L2- und der W 1;2-Norm.iv) �0x kann als Funktional oder als Operator interpretiert werden. Beide Si
htweisen wer-den sp�ater n�utzli
h sein.Der zugeh�orige Interpolationsoperator �h wird wie in Kapitel 2 de�niert.De�nition 4.3 (Interpolationsoperator na
h Cl�ement) Sei die Menge � der Funk-tionale gegeben dur
h die lokalen P0-Projektionen, d. h.� = ��0x �� x 2 Nh	 ;dann de�niert si
h der Interpolationsoperator �h auf (
;W 1;2;X1h;�) dur
h�h : L2(
) �! X1hu 7�! Px2Nh �0x(u)�x:Bemerkung 4.2 �h ist ein stetiger Interpolationsoperator auf L2(
) und W 1;2(
). Diesfolgt aus der Tatsa
he X1h �W 1;2(
) und Bemerkung 4.1.Es werden die Interpolationsabs
h�atzungen aus [Ver97℄ angegeben. Die Beweise werdenmit Hilfe der klassis
hen Ergebnisse aus [Cia78℄, die im Kapitel 2 dargestellt sind, gef�uhrt.Satz 4.1 (Quasi-lokale Interpolationsabs
h�atzungen) F�ur den Interpolationsopera-tor �h auf dem FE-Raum (
;W 1;2;X1h;�) gelten die folgenden Abs
h�atzungen f�ur alleT 2 Th und f�ur alle u 2W 1;2(T )ku��hukL2(T ) . Xx2N(T ) hx krukL2(!x) . h!T krukL2(!T );i) kr(u��hu)kL2(T ) . Xx2N(T ) krukL2(!x) . krukL2(!T );ii) ku��hukL2(T ) . kukL2(!T ):iii)



4.1 Analysis f�ur die oberen Abs
h�atzungen 43Beweis. zu i):ku��hukL2(T ) !x=supp�x�P�x=1 k Xx2N(T ) �x(u� �0xu)kL2(T )�-Ung.�Lemma 1:5 Xx2N(T ) k�xkL1(T )k(u� �0xu)kL2(T )Vergr.�k�xk1=1 Xx2N(T ) ku� �0xukL2(!x)Satz 2:3. Xx2N(T ) hx krukL2(!x)Vergr.. h!T krukL2(!T )zu ii):kr(u��hu)kL2(T )!x=supp �x�P�x=1 k r Xx2N(T )�x(u� �0xu)kL2(T )�-Ung.� Xx2N(T ) krf�x(u� �0xu)gkL2(T )Young.Lemma 1:7 Xx2N(T ) �kr�xk1ku� �0xukL2(!x) + k�xk1kr(u� �0xu)kL2(!x)�kr�xk1�%�1x.k�xk1=1 Xx2N(T ) �%�1x ku� �0xukL2(!x) + kr(u� �0xu)kL2(!x)�Satz 2:3.�0xu=konst Xx2N(T )�hx%x krukL2(!x) + krukL2(!x)�Vergr..Regular. krukL2(!T )zu iii):Die Abs
h�atzung folgt sofort aus der Stetigkeit des Operators Id��h auf !T , d. h.ku��hukL2(T ) � ku��hukL2(!T ) � kId��hk!T kukL2(!T ): 2Bemerkung 4.3 F�ur die Aussage i) ist es ni
ht n�otig, die Regularit�at der Zerlegungen Thanzunehmen. Dies liegt daran, da� man in Satz 2.3 bei der ersten Transformation keineAbleitungen von u transformiert und somit au
h kein kA�1k auftritt.F�ur die Aussage ii) ist die Regularit�at notwendig. �



44 A-posteriori FehleranalysisSpurs�atzeIn diesem Unter-Abs
hnitt werden spezielle Spurs�atze aus [Ver98℄ vorgestellt und bewie-sen, um verbesserte Abs
h�atzungen ma
hen zu k�onnen. Mit Hilfe dieser Spurs�atze werdendie Interpolationsabs
h�atzungen auf den Rand �ubertragen.F�ur den Beweis des n�a
hsten Lemmas ist die folgende Betra
htung n�utzli
h.Bemerkung 4.4 Sei T̂ der Standard-n-Simplex in Rn . Sei x 2 Êi f�ur ein i 2 f1; :::; ng,
x

y

x = (0,1)

x = (0,0)

1

x = (1,0)3

2

1

E

E

E
1

2

3

T
x z=x+(1-  x   ) e1Abbildung 4.1: Standard-2-Simplex T̂dann ist z = x+ (1� kxk1)ei 2 Ên+1, denn es gilt kzk1 = 1. �Lemma 4.1 (Spursatz 1) Sei T̂ der Standard-n-Simplex im Rn undv̂ 2W 1;2Ên+1(T̂ ) := fv̂ 2W 1;2(T̂ ) ��� Sp(v̂)��Ên+1 = 0g;dann gilt f�ur alle v̂ 2W 1;2Ên+1(T̂ ) und f�ur alle Kanten Êi mit i 2 f1; :::; ngkv̂kL2(Êi) � p2kv̂kL2(T̂ )k ��xi v̂kL2(T̂ ):Beweis. Es wird T̂ entlang der Seite Êi au�ntegriert. Sei' 2 C1̂En+1(T̂ ) := f' 2 C1(T̂ ) ��� '��Ên+1 = 0gund x 2 Êi f�ur ein i 2 f1; :::; ng, dann istj'(x)j2 = j'(x)j2 � j'(x+ (1� kxk1)ei))j2= 2Z 1�kxk10 '(x+ t ei) ��xi'(x+ t ei)dt:Dur
h Au�ntegrieren �uber Êi erh�alt man alsok'k2L2(Êi) = 2ZÊi Z 1�kxk10 '(x+ t ei) ��xi'(x+ t ei)dt dxFubini= 2ZT̂ '(x) ��xi'(x)dxH�older� k'kL2(T̂ )k ��xi'kL2(T̂ ):



4.1 Analysis f�ur die oberen Abs
h�atzungen 45Der Beweis erfolgt nun aufgrund der Di
htheit von C1̂En+1(T̂ ) in W 1;2Ên+1(T̂ ) unter Benutz-ung von Lemma 1.9. 2Bemerkung 4.5 Aus dem Lemma 4.1 ergibt si
h sofortkv̂kL2(Êi) � p2kv̂kL2(T̂ )krv̂kL2(T̂ ) :Satz 4.2 (Spursatz 2) Sei T 2 Th ein Element und E � �T eine Kante von T . Seiweiterhin v 2W 1;2(T ), dann giltkvkL2(E) . h� 12T kvkL2(T ) + kvk 12L2(T )krvk 12L2(T ):Beweis. Seien die E
kpunkte fx1; :::; xn+1g so notiert, da� E = En+1 gegen�uber von xn+1liegt, dann ist f�ur alle x 2 E x = �1x1 + :::+ �nxn;da �n+1��E = 0. Daraus folgtkvkL2(E) = k nXi=1 �ivkL2(E) � nXi=1 k�ivkL2(E):Sei f�ur i 2 f1; :::; ng die aÆne Abbildung Tri : T̂ �! T so, da� Tri(Ên+1) = Ei gilt, dannist (�i Æ Tri)��Ên+1 = 0:Sei v̂ := �iv Æ Tri und Ê := Tr�1i (E), dann ergibt si
h mit Bemerkung 4.5 f�ur al-le i 2 f1; :::; ng kv̂kL2(Ê) � p2kv̂kL2(T̂ )krv̂kL2(T̂ ):Man kann also insgesamt zeigen:k�ivkL2(E) Trafo Tr�1i.Satz 2:2 hn�12E kv̂kL2(Ê)Bem: 4:5. hn�12E kv̂k 12L2(T̂ )krv̂k 12L2(T̂ )Trafo Tri.Satz 2:2 hn�12E h�n4T k�ivk 12L2(T )h�n4T h 12T kr(�iv)k 12L2(T )Regul..hE�hT k�ivk 12L2(T )kr(�iv)k 12L2(T )kr�ik1�%�1T.k�ik1=1 %� 12T kvkL2(T ) + kvk 12L2(T )krvk 12L2(T ):



46 A-posteriori FehleranalysisDur
h Aufsummieren von k�ivkL2(E) und wegen der Regularit�at %T � hT ergibt si
h dieBehauptung. 2F�ur die oberen Fehlerabs
h�atzungen in Abs
hnitt 4.3 werden die folgenden quasi-lokalenAbs
h�atzungen vorgestellt. Diese lassen si
h mit Hilfe der quasi-lokalen Interpolationsab-s
h�atzungen aus 4.1 und dem Spursatz 4.2 beweisen.Satz 4.3 (Quasi-lokale Abs
h�atzungen) Sei �h der Interpolationsoperator auf demFE-Raum (
;W 1;2;X1h;�), dann gilt f�ur alle Elemente T 2 Th und alle Kanten E � �Tf�ur alle u 2W 1;2(T )ku��hukL2(T ) . minfh!T "� 12 ; 1g jjjujjj!T ;i) jjj�hujjjT . jjjujjj!T ;ii) ku��hukL2(E) . "� 14minfh!T "� 12 ; 1g 12 jjjujjj!T :iii)Beweis. Der Beweis von i) ergibt si
h aus den beiden Abs
h�atzungenku��hukL2(T ) Satz 4:1.i) h!T krukL2(!T ) undku��hukL2(T ) Satz 4:1.iii) kukL2(!T ):ii) folgt aus der Stetigkeit von �h auf !T bez�ugli
h k � kW 1;2(!T ) und der Norm�aquivalenzaus Lemma 3.1, d. h.jjj�h ujjjT � jjj�h ujjj!T Stet.� k�hkW 1;2(!T ) jjjujjj!T :Um iii) zu beweisen, ben�otigt man no
h den Spursatz 4.2. Damit giltku��hukL2(E) Satz 4:2. h� 12!T ku��hukL2(T ) + ku��huk 12L2(T )kr(u��hu)k 12L2(T )Satz 4:1.i)-iii) h� 12!T minfh!T "� 12 ; 1g jjjujjj!T + "� 14minfh!T "� 12 ; 1g 12 jjjujjj!T. "� 14minfh!T "� 12 ; 1g 12 jjjujjj!T : 2Bemerkung 4.6 Die Aussage ii) spiegelt gerade die Eigens
haften der Spurabbildungwider, d. h. man verliert eine halbe h-Potenz bei der Abs
h�atzung.4.2 Analysis f�ur die unteren Abs
h�atzungenIn diesem Abs
hnitt wird die Analysis f�ur die unteren Abs
h�atzungen des Diskretisierungs-fehlers bereitgestellt. Die wi
htigsten Hilfsmittel sind Blasenfunktionen, inverse Unglei
h-ungen und ein Fortsetzungsoperator.



4.2 Analysis f�ur die unteren Abs
h�atzungen 47BlasenfunktionenDe�nition 4.4 (Blasenfunktion 1 auf Referenzelement) Sei T̂ der Standard-n-Sim-plex im Rn und f�1; :::; �n+1g die baryzentris
hen Koordinaten, d. h.�i(x) = xi und �n+1(x) = 1� kxk1;dann ist 	̂ : T̂ �! Rx 7�! (n+ 1)n+1 n+1Qi=1 �i(x):F�ur die Blasenfunktion 1 gilt1. k	̂kL1(T̂ ) � 1, denn es gilt die Unglei
hung des geometris
hen und arithmetis
henMittels n+1p�1 � � � �n+1 � �1 + :::+ �n+1n+ 1 ) �1 � � � �n+1 � (n+ 1)�(n+1):2. 	̂j�T̂ = 0.3. 	̂ 2 Pn+1(T̂ ) ist ein Polynom.
0

0.2
0.4

0.6

0.8

1 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.05

0.1

0.15

0
0.2

0.4

0.6

0.8Abbildung 4.2: Blasenfunktion 	̂Man lokalisiert nun Funktionen auf einem Element T der Zerlegung Th mit Hilfe derfolgenden Blasenfunktionen.De�nition 4.5 (Blasenfunktion 1 auf T ) Sei 	 wie in De�nition 4.5 de�niert undT 2 Th ein Element. Sei Tr : T̂ �! T eine aÆne Transformation auf T , dann wird 	Tde�niert dur
h 	T : 
 �! Rx 7�! � 	̂ Æ Tr�1(x); falls x 2 T;0; sonst:Um Funktionen auf den Teilgebieten !E um eine Kante E zu lokalisieren, wird no
h diefolgende abgewandelte Blasenfunktion ben�otigt.



48 A-posteriori FehleranalysisDe�nition 4.6 (Blasenfunktion 2 auf Referenzelement) Sei � 2 (0; 1℄ und T̂ derStandard-n-Simplex im Rn und f��1 ; :::; ��n+1g die in Ri
htung xn mit � gestau
hten ba-ryzentris
hen Koordinaten, d. h. f�ur i 2 f1; :::; n � 1g gilt��i (x) = xi und ��n (x) = xn� und ��n+1(x) = 1� nXi=1 ��i (x);dann ist 	̂Ên(�) : T̂ �! Rx 7�! 8<: nn��n+1(x) n�1Qi=1 ��i (x); falls k��(x)k1 = 1;0; sonst:F�ur die Blasenfunktion 2 gilt1. k	̂Ên(�)kL1(T̂ ) � 1, denn es gilt die Unglei
hung des geometris
hen und arithmeti-s
hen Mittelsnq��1 � � � ��n�1 � ��n+1 � �1z }| {��1 + :::+ ��n�1 + ��n+1n ) ��1 � � � ��n�1 � ��n+1 � n�n:2. f�ur die partiellen Ableitungenk ��xi 	̂Ên(�)kL1(T̂ ) � ��1(n� 1)� nn� 1�n(4.1)3. 	̂Ên(�) 2 Pn(T̂ ) ist ein Polynom.Der Parameter � ist f�ur die Balan
ierung der unteren a-posteriori Abs
h�atzungen zust�andig.Eine gute Balan
ierung ergibt si
h mit � := minf"� 12hE ; 1g.Die Funktion 	̂Ên(�) f�ur � = 1 und � = 0:35 im R2 .
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Abbildung 4.3: Blasenfunktion 	̂Ên(�)f�ur � = 1; 0
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Abbildung 4.4: Blasenfunktion 	̂Ên(�)f�ur � = 0; 35Man lokalisiert nun f�ur alle E
ken E 2 Eh Funktionen auf den Umgebungen !E, indemman zwei Blasenfunktionen 	̂Ên(�) an einer Kante E zusammenklebt.



4.2 Analysis f�ur die unteren Abs
h�atzungen 49De�nition 4.7 (Blasenfunktion 2 auf !E) Sei 	̂Ên(�) wie De�nition 4.6 festgelegt.Sei E 2 Eh eine innere Kante und !E = T1 [ T2 die Umgebung von E. Tr1 : T̂ �! T1und Tr2 : T̂ �! T2 seien die aÆnen Transformationen mit Tr1(Ên) = Tr2(Ên) = E, dannwird 	E(�) de�niert dur
h	E(�) : 
 �! Rx 7�! 8><>: 	̂Ên(�) Æ Tr�11 (x) falls x 2 T1;	̂Ên(�) Æ Tr�12 (x) falls x 2 T2;0 sonst:Falls E eine �au�ere Kante ist, entf�allt eines der angrenzenden Elemente Ti. Die Funktion	E(�) ist an der Kante E stetig.F�ur die inversen Kantenabs
h�atzungen wird no
h ein Fortsetzungsoperator ben�otigt, derglatte Funktionen, sp�ater Polynome, auf einer Kante konstant auf die Umgebung !E fort-setzt. Zun�a
hst wird eine Fortsetzung auf dem Referenzgebiet T̂ de�niert.De�nition 4.8 (Fortsetzungsoperator auf Referenzelement) Sei T̂ der Standard-n-Simplex im Rn , dann sei K̂ : C1(Ên) �! C1(T̂ )' 7�! K̂'de�niert dur
h K̂'(x1; :::; xn�1; xn) := '(x1; :::; xn�1):F�ur eine glatte Funktion auf einer beliebigen Kante E der Zerlegung Th wird nun diefolgende Fortsetzung de�niert.De�nition 4.9 (Fortsetzungsoperator auf !E) Sei E 2 Eh eine innere Kante und!E = T1 [ T2 die Umgebung von E. Tr1 : T̂ �! T1 und Tr2 : T̂ �! T2 seien die af�nenTransformationen mit Tr1(Ên) = Tr2(Ên) = E, dann wird KE de�niert dur
hKE : C1(E) �! C1(!E)v 7�! � K̂(' Æ Tr1) Æ Tr�11 auf T1;K̂(' Æ Tr2) Æ Tr�12 auf T2:Falls E eine �au�ere Kante ist, entf�allt eines der angrenzenden Elemente Ti.Inverse Abs
h�atzungenEs w�are sehr w�uns
henswert, wenn die folgenden Abs
h�atzungen direkt auf die Datendes Problems (3.1) anwendbar w�aren. Leider mu� man einen Umweg �uber den Raum derPolynome w�ahlen und ho�en, da� si
h die Daten dur
h Polynome auf den Zerlegungen Thgen�ugend gut in den entspre
henden Normen approximieren lassen.



50 A-posteriori FehleranalysisLemma 4.2 (Elementabs
h�atzungen) Sei T 2 Th ein Element und Pl(T ) der Raumder Polynome vom Grad l, dann gelten die folgenden Abs
h�atzungen f�ur alle v 2 Pl(T )kvkL2(T ) . (v;	T v)L2(T );k	T vkL2(T ) � kvkL2(T );kr(	T v)kL2(T ) . %�1T kvkL2(T ):Beweis. Die erste Unglei
hung folgt aus der Norm�aquivalenz in endli
hdimensionalenR�aumen, weil (�;	T �) positiv de�nit ist.Die zweite Unglei
hung folgt mit k	T kL1(T ) � 1.Die dritte Abs
h�atzung folgt sofort aus der inversen Unglei
hung aus Korollar 2.2 f�ur end-li
hdimensionale Unterr�aume und der zweiten Abs
h�atzung. 2Nun werden mit Hilfe der Blasenfunktion aus De�nition 4.7 und des Fortsetzungsoperatorsaus De�nition 4.8 inverse Randabs
h�atzungen angegeben. Dabei werden die Aussagenzun�a
hst auf dem Referenzelement T̂ gema
ht und dann dur
h aÆne Transformationenauf die Elemente T �ubertragen.Lemma 4.3 (Kantenabs
h�atzungen auf Referenzelement) Sei T̂ der Standard-n-Simplex im Rn , dann gelten die folgenden Abs
h�atzungen f�ur alle ' 2 C1(Ên).k	Ên(�)K̂ 'kL2(T̂ ) � � 12 k'kL2(Ên);kr(	Ên(�)K̂ ')kL2(T̂ ) . �� 12 k'kL2(Ên) +� 12 kr'kL2(Ên):Beweis. Sei ' 2 C1(Ên), dann folgt mit dem Satz von Fubini f�ur die erste Abs
h�atzungk	Ên(�)K̂ 'k2L2(T̂ ) = ZÊn Z �0 (	Ên(�)| {z }�1 K̂ ')2 dx� �ZÊn '2 dx1:::dxn�1� � k'k2L2(Ên):Sei ' 2 C1(Ên) und i 2 f1; :::; ng, dann folgt mit dem Satz von Fubini f�ur die zweiteAbs
h�atzungk ��xi (	Ên(�)K̂ ')k2L2(T̂ ) = ZÊn Z �0 (K̂ ' ��xi	Ên(�)| {z }���1 +	Ên(�) ��xi (K̂ ')| {z }=0; f�ur i=n )2 dxH�older� 2��� 12 k'kL2(Ên) +� 12 k ��xi'kL2(Ên)�2 : 2



4.2 Analysis f�ur die unteren Abs
h�atzungen 51Lemma 4.4 (Kantenabs
h�atzungen auf E) Sei E 2 Eh und Pl(E) der Raum der Po-lynome vom Grad l. Mit � := minfh�1E " 12 ; 1g gelten die folgenden Abs
h�atzungen f�ur allev 2 Pl(E) kvk2L2(E) . (v;	E(�) v)L2(E);k	E(�)KE vkL2(!E) . " 14minfhE"� 12 ; 1g 12 kvkL2(E);kr(	E(�)KE v)kL2(!E) . "� 14minfhE"� 12 ; 1g� 12 kvkL2(E):Beweis. Die erste Unglei
hung folgt aus der Norm�aquivalenz in endli
hdimensionalenR�aumen, weil (�;	Ên(�) �)L2(Ên) positiv de�nit ist und weil 	E(�) auf E unabh�angigvon � ist.Die zweite Unglei
hung folgt aus der Abs
h�atzung auf dem Referenzelement aus Lem-ma 4.3 und den Transformationsregeln aus Satz 2.2. Sei !E = T1 [ T2, dann gilt f�uri = 1; 2 k	E(�)KE vkL2(Ti) Trafo. hn2T k	Ên(�)K̂ v̂kL2(T̂ )Lemma 4:3. hn2T� 12 kv̂kL2(Ên)Trafo.Regul. h 12E� 12 kvkL2(E). " 14minfhE"� 12 ; 1g 12 kvkL2(E):Die dritte Abs
h�atzung folgt aus der Abs
h�atzung auf dem Referenzelement aus Lem-ma 4.3, den Transformationsregeln aus Satz 2.2 und der inversen Unglei
hung aus Korol-lar 2.2. Sei !E = T1 [ T2, dann gilt f�ur i = 1; 2kr	E(�)KE vkL2(Ti) Trafo. %�1hn2T kr	̂Ên(�)K̂ v̂kL2(T̂ )Lemma 4:3. %�1hn2T ��� 12 kv̂kL2(Ên) +� 12 krv̂kL2(Ên)�Trafo.Regul. h� 12E �� 12 kvkL2(E) + h 12E� 12 krvkL2(E)Korollar 2:2.�� 12�� 12 h� 12E �� 12 kvkL2(E). "� 14minfhE"� 12 ; 1g� 12 kvkL2(E): 2



52 A-posteriori Fehleranalysis4.3 A-posteriori-Fehlers
h�atzungIm Folgenden wird das allgemeine Konzept von Fehlers
h�atzern dargestellt.De�nition 4.10 (A-posteriori Fehlers
h�atzer) Sei Th eine Familie von zul�assigenZerlegungen auf einem Gebiet 
 und seien uh die L�osungen der zugeh�origen diskretenProbleme, dann hei�t �2R = XT2Th �2R;Ta-posteriori Fehlers
h�atzer, falls die lokalen Gr�o�en �R;T nur von der diskreten L�osung uhauf dem Element T 2 Th und den Daten des Problems abh�angen.�R wird als Fehlers
h�atzer bezei
hnet, falls einige der folgenden Abs
h�atzungseigens
haftenerf�ullt sind.De�nition 4.11 (Fehlers
hranken) Sei Th eine Familie von zul�assigen Zerlegungenauf einem Gebiet 
 und seien uh die L�osungen der zugeh�origen diskreten Probleme. Seieh := u� uh und jjj � jjj eine dem Problem angepa�te Norm. Ein Fehlers
h�atzer�2R = PT2Th �2R;T hei�ti) globale obere S
hranke, falls f�ur alle Th giltjjjehjjj � Co �R:ii) globale untere S
hranke, falls f�ur alle Th gilt�R � Cu jjjehjjj :iii) lokale obere S
hranke, falls es f�ur alle Elemente T 2 Th Umgebungen !T � Th gibt, soda� gilt jjjehjjjT � 
o XT2!T �R;T :iv) lokale untere S
hranke, falls es f�ur alle Elemente T 2 Th Umgebungen !T � Th gibt,so da� gilt �R;T � 
u jjjehjjj!T :Die in den Unglei
hungen vorkommenden Konstanten sollen dabei unabh�angig von derGitterfeinheit h und dem St�orungsparameter " sein.Bemerkung 4.7 Ein Fehlers
h�atzer hei�t �aquivalent zu der Fehlernorm jjj � jjj , falls i) undii) gelten. Man kann in diesem Fall au
h von einem globalen S
h�atzer spre
hen. Im g�unstig-sten Fall bestehen die Umgebungen !T nur aus den Elementen T selber. Im Folgendenseien die Umgebungen !T wie in Kapitel 3 de�niert.



4.3 A-posteriori-Fehlers
h�atzung 53Ein residualer a-posteriori Fehlers
h�atzerDer residuale a-posteriori Fehlers
h�atzer von Verf�urth beruht auf der folgenden Identit�at.Lemma 4.5 (Residuum) Sei u die L�osung des kontinuierli
hen Problems aus De�ni-tion 3.4. Sei weiterhin Th eine Familie von zul�assigen Zerlegungen, dann gilt f�ur alleuh 2 X1h(
) und f�ur alle v 2W 1;2�D (
)B(u� uh; v) = XT2Th(f + "�uh � a � ruh � buh; v)L2(T )+ XE2EI(�"[ruh � ~nE℄; v)L2(E)+ XE2ER(g �ruh � ~nE � � uh; v)L2(E);wobei mit [ruh �~nE ℄ der Sprung des Gradienten von uh �uber der Kante E bezei
hnet wird.Beweis. Es gilt o�ensi
htli
h uhjT 2 C1(T ). Dur
h elementweise verallgemeinerte partiel-le Integration von uh auf allen T 2 Th erh�alt man dur
h Aufsummieren die gew�uns
hteIdentit�at. 2Bemerkung 4.8 Der Vorteil der re
hten Seite der Identit�at aus Lemma 4.5 ist, da� diekontinuierli
he L�osung u ni
ht mehr auftritt, also dur
h die Daten ges
hlu
kt wird. Dies istdie Motivation f�ur den folgenden residualen a-posteriori Fehlers
h�atzer na
h Verf�urth. Dielokalen Fehlergr�ossen �R;T werden die mit Gewi
hten versehenen lokalen Residuen sein,wobei die Kantenspr�unge glei
hm�a�ig auf die beiden angrenzenden Elemente aufgeteiltwerden. Die hinzugewonnenen Kantenspr�unge bezei
hnet man als Kantenresiduen.De�nition 4.12 (Residuenterme) Die Element- und Kantenresiduen werden f�ur alleuh 2 X1h(
) de�niert dur
hRT := (f + "�uh � a � ruh � buh) jT undRE := 8<: �"[ruh � ~nE℄ jE ; falls E 2 EI ;(g � "ruh � ~nE � � uh) jE ; falls E 2 ER;0; falls E 2 ED:Es gilt mit Lemma 4.5 alsoB(u� uh; v) = XT2Th(RT ; v)L2(T ) + XE2Eh(RE ; v)L2(E):(4.2)Bemerkung 4.9 Diese Identit�at w�urde s
hon ausrei
hen, um mit einfa
hen Mitteln wieder X-Elliptizit�at und der Stetigkeit von B sowie der H�olders
hen Unglei
hung einena-posteriori Fehlers
h�atzer zu konstruieren. Man kann den Fehlers
h�atzer no
h besser ma-
hen, indem man die Interpolationsabs
h�atzungen des Kapitels 4 benutzt. Dadur
h ge-winnt man zus�atzli
he h-Potenzen f�ur die Residuenterme. Diese h-Potenzen ste
ken inden soglei
h de�nierten Gewi
hten aE und aT , die in der folgenden De�nition erkl�artwerden. �



54 A-posteriori FehleranalysisDe�nition 4.13 (Residualer a-posteriori Fehlers
h�atzer) Sei Th eine Familie vonzul�assigen Zerlegungen und sei zun�a
hst uh 2 X1h(
) eine beliebige Funktion aus demAnsatzraum. Seien f�ur alle Elemente T 2 Th und alle Kanten E 2 Eh�T := minfhT "� 12 ; 1g und�E := minfhE"� 12 ; 1g;und sei f�ur alle T 2 Th�2R;T := �2T kRT k2L2(T ) + "� 12 0B�12 XE2EIE��T �EkREk2L2(E) + XE2ERE��T �EkREk2L2(E)1CA :Mit diesen Bezei
hnungen ist �R := 8<:XT2Th �2R;T9=; 12ein residualer a-posteriori Fehlers
h�atzer na
h Verf�urth, siehe [Ver98℄.Die Residuen des Fehlers
h�atzers sind i. a. ni
ht numeris
h bere
henbar. Aus diesem Grundwird ein Fehlers
h�atzer f�R mit approximierten Daten de�niert, wel
her bei numeris
henVerfahren bere
hnet werden kann.De�nition 4.14 Seien ea;eb; e�; ef; eg polynomiale Approximationen an die Daten a; b; �; f; gund eRT und eRE die Residuen bez�ugli
h der approximierten Daten f�ur ein uh 2 X1h(
) wiein De�nition 4.12. Der Fehlers
h�atzer f�R; g�R;T sei mit diesen Residuen wie in De�niti-on 4.13 gebildet.Zun�a
hst werden die globalen und lokalen unteren Fehlers
hranken bez�ugli
h des appro-ximierten Fehlers
h�atzers �R angegeben.Satz 4.4 (Untere Abs
h�atzungen) Sei uh 2 X1h(
) eine beliebige Funktion, dann gel-ten die unteren Abs
h�atzungenf�R . maxT2Th�1 + �T kbkL1(T ) + "� 12�T kakL1(T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjj+minfh "� 12 ; 1gkfRT �RT kL2(
) + "� 14minfh 12 "� 14 ; 1gkfRE �REkL2(�Th);g�R;T . �1 + �T kbkL1(e!T ) + "� 12�T kakL1(e!T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjje!T+ �T kfRT �RT kL2(e!T ) + "� 14� 12EkfRE �REkL2(�T ):Falls T ni
ht am Rand �R liegt, d. h. T \ �R = ;, entf�allt der Term k�kL1(�T ) in derletzten Abs
h�atzung. �Th := SE2EhE bezei
hnet das Skelett von Th.



4.3 A-posteriori-Fehlers
h�atzung 55Die globale untere Abs
h�atzung folgt aufgrund der Zul�assigkeit und Regularit�at der Zer-legungen Th aus der lokalen unteren Abs
h�atzung. Daher wird der Beweis der lokalenunteren Abs
h�atzung gef�uhrt.Der Beweis ergibt si
h aus der lokalen unteren Abs
h�atzung der einzelnen Terme (Residu-en) des Fehlers
h�atzers g�R;T mit Hilfe der Lokalisierungen dur
h Blasenfunktionen gegendie Energienorm des Fehlers jjju� uhjjjT . Wesentli
he Hilfsmittel sind� die Stetigkeit der Bilinearform B,� Blasenfunktionen,� inverse Unglei
hungen und� inverse Randabs
h�atzungen mit Hilfe des Fortsetzungsoperators KE .Beweis. Zun�a
hst wird das Elementresiduum fRT gegen den Fehler jjju� uhjjjT abges
h�atzt.Dazu de�niert man das Polynom wT := 	T fRT :Setzt man wT in die Identit�at (4.5) ein, so ergibt si
h(fRT ; wT )L2(T ) = B(u� uh; wT ) + (fRT �RT ; wT )L2(T );da alle Kantenterme vers
hwinden.Aufgrund von Lemma 4.2 erh�alt man die untere Abs
h�atzungkfRT k2L2(T ) . jB(u� uh; wT )j+ kfRT �RT kL2(T )kfRT kL2(T ):Da der Tr�ager von wT in T enthalten ist, folgt mit Hilfe der Unglei
hung (3.6) f�ur dieBilinearform B und der inversen Abs
h�atzung aus Lemma 4.2jB(u� uh; wT )jStet.� �" 12 krwT kL2(T ) + "� 12 kakL1(T ) kwT kL2(T )� " 12 kr(u� uh)kL2(T )+ kwT kL2(T ) kbkL1(T ) ku� uhkL2(T )Lemma 4:2.Regul. kfRT kL2(T )�" 12 %�1T + kbkL1(T ) + "� 12 kakL1(T )� jjju� uhjjjT :Damit gilt die lokale untere Abs
h�atzung des Elementresiduums fRT�T kfRT kL2(T ) . �1 + �T kbkL1(T ) + "� 12�T kakL1(T )� jjju� uhjjjT+ �T kfRT �RT kL2(T ):(4.3)Nun werden die Kantenresiduen fRE gegen den Fehler jjju� uhjjjT abges
h�atzt. Dazu setztman � := minfh�1E " 12 ; 1g und wE := 	E(�)KE fRE:



56 A-posteriori FehleranalysisMit Hilfe von Lemma 4.4, der Stetigkeit von B und der bereits gezeigten Abs
h�atzung aus(4.3) l�a�t si
h die untere Abs
h�atzung zeigen. Sei !E die Umgebung von E (vgl. Abs
hnitt3.3) dann gilt(fRE ; wE)L2(E) = (fRE �RE ; wE)L2(E) + XT�!E(fRT �RT ; wE)L2(T )+B(u� uh; wE)� XT�!E(fRT ; wE)L2(T );da nur der Kantenterm auf E ni
ht vers
hwindet. Es ergibt si
h aus Lemma 4.4kfREk2L2(E) . kfRE �REkL2(E)kfREkL2(E) + " 14� 12EkfRT �RT kL2(!E)kfREkL2(E)+ jB(u� uh; wE)j| {z }Term (�) + XT�!E j(fRT ; wE)L2(T )j| {z }Term (�) :Nun s
h�atzt man die beiden Terme (�) und (�) ab. F�ur Term (�) gilt mit Hilfe derUnglei
hung (3.6) f�ur BjB(u� uh; wE)jStet.�Spurab. �" 12 krwEkL2(!E) + "� 12 kakL1(!E) kwEkL2(!E)� " 12 kr(u� uh)kL2(!E)+ (kbkL1(!E) kwEkL2(!E) + k�kL1(E) kfREkL2(E))ku� uhkL2(!E)Lemma 4:4.Regul. �" 14�� 12E + " 14� 12E kbkL1(!E) + "� 14� 12EkakL1(!E) + k�kL1(E)�� kfREkL2(E) jjju� uhjjj!E :Sei !E = T1 [ T2. F�ur den Term (�) folgt mit der H�olders
hen Unglei
hung und derAbs
h�atzung (4.3) f�ur i = 1; 2j(gRTi ; wE)L2(Ti)j Vergr..Lemma 4:4 " 14� 12E kfREkL2(E) kgRTikL2(Ti)(4:3). �" 14� 12E ���1Ti + kbkL1(Ti) + "� 12 kakL1(Ti)� jjju� uhjjjTi+ " 14� 12EkfRT �RT kL2(!E)� kfREkL2(E):Fa�t man beide Abs
h�atzungen zusammen, so erh�alt man s
hlie�li
h f�ur alle Kanten Evon T mit Hilfe der Umgebung e!T aus Abs
hnitt 3.3"� 14� 12EkfREkL2(E). �1 + �T kbkL1(e!T ) + "� 12�T kakL1(e!T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjje!T+ �T kfRT �RT kL2(e!T ) + "� 14� 12EkfRE �REkL2(�T );



4.3 A-posteriori-Fehlers
h�atzung 57indem man auf das Element e!T vergr�ossert. Falls T ni
ht am Rand �R liegt,d. h. T \ �R = ;, entf�allt der Term k�kL1(�T ) in der Abs
h�atzung. 2Die Terme kfRT �RT kL2(e!T ) und kfRE�REkL2(�T ) sind Approximationsfehler und k�onnendur
h zus�atzli
he Gl�attevoraussetzungen an die Daten wirkli
h zu "higher-order-terms\gema
ht werden. Dies ist die Aussage des folgendenKorollar 4.1 Seien die Daten a; b 2Wm;2(
) und �; f; g 2Wm;2(�
) undea := �(a); eb := �(b); e� := �(�); ef := �(f); eg := �(g)geeignete Interpolierende gem�a� Kapitel 2, d. h. f�ur u = a; b; �; f; g seiku��ukL2 . hmjujWm;2 ;dann giltf�R . maxT2Th�1 + �T kbkL1(T ) + "� 12�T kakL1(T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjj+ hm �"� 14minfh 12 "� 14 ; 1gkuhkL1(�Th) +minfh "� 12 ; 1gkuhkW 1;1(
)� ;g�R;T . �1 + �T kbkL1(e!T ) + "� 12�T kakL1(e!T ) + "� 14� 12T k�kL2(�T )� jjju� uhjjje!T+ hmT �"� 14� 12EkuhkL1(�T ) + �T kuhkW 1;1(e!T )� :Beweis. F�ur die Approximationsfehler giltkfRT �RT kL2(T ) = k ef � f + (a� ea)ruh + (b�eb)uhkL2(T )� k ef � fkL2(T ) + k(a� ea)kL2(T )kruhkL1(T ) + k(b�eb)kL2(T )kuhkL1(T ). hmkuhkW 1;1(T ) + hmund kfRE �REkL2(E) = keg � g + (� � e�)uhkL2(E)� keg � gkL2(E) + k(� � e�)kL2(T )kuhkL1(E). hmkuhkL1(E) + hmNun folgt die Aussage aus Satz 4.4. 2Bemerkung 4.10 Die Gr�ossen hmkuhkW 1;1(T ) k�onnen i. a. ni
ht bes
hr�ankt werden.Allerdings lassen sie si
h in jedem Bere
hnungss
hritt explizit bere
hnen. Falls sie in einemBere
hnungs
hritt ni
ht verna
hl�assigbar sind (d. h. � Tol), mu� man sie von der linkenSeite abziehen, um den Fehler sinnvoll na
h unten abs
h�atzen zu k�onnen.Der Fehlers
h�atzer �R erlaubt eine globale obere Abs
h�atzung des Fehlers, falls uh dieL�osung der SUPG-Diskretisierung aus De�nition 3.16 ist. Dieses Resultat wird im n�a
hstenSatz wiedergegeben.



58 A-posteriori FehleranalysisSatz 4.5 (Globale obere Abs
h�atzung) Seien Th eine Familie von zul�assigen Zerle-gungen von 
 und uh die eindeutigen L�osungen der SUPG-Diskretisierung aus De�niti-on 3.16, dann erf�ullt der Fehlers
h�atzer �R die globale obere Abs
h�atzungjjju� uhjjj . �R:Im Beweis werden folgende Hilfsmittel benutzt:� X-Elliptizit�at der Bilinearform B,� Stetigkeit der Bilinearform B,� Interpolationsabs
h�atzungen des Cl�ement-Operators aus Satz 4.3.Beweis. Aufgrund der X-Elliptizit�at giltjjju� uhjjj � supv2H1D(
)nf0g B(u� uh; v)jjjvjjj = supv2H1D(
)nf0gjjjvjjj=1 B(u� uh; v):(4.4)Mit Hilfe des Interpolationsoperators �h von Cl�ement erh�alt man die AufspaltungB(u� uh; v) = B(u� uh; v ��hv)| {z }Term (a) +B(u� uh;�hv)| {z }Term (b) :Sei v 2 H1D(
)nf0g mit jjjvjjj = 1. F�ur Term (a) ergibt si
h dur
h Einsetzen von v ��hvin (4.2) mit der H�olders
hen Unglei
hung und der Interpolationsabs
h�atzung aus Satz 4.3i) und iii) bez�ugli
h des Operators �hB(u� uh; v ��hv) . XT2Th �T kRT kL2(T ) jjjvjjj!T + XE2Eh "� 14� 12EkREkL2(E) jjjvjjj!T :Mit Hilfe der H�olders
hen Unglei
hung f�ur Reihen und aufgrund der Regularit�at der Zer-legungen Th ergibt si
h daraus mit jjjvjjj = 1B(u� uh; v ��hv) . 0�XT2Th �2T kRT k2L2(T ) + XE2Eh "� 12�EkREk2L2(E)1A 12 0�XT2Th jjjvjjj2T1A 12
. 0�XT2Th �2T kRT k2L2(T ) + XE2Eh "� 12�EkREk2L2(E)1A 12 . �R:F�ur Term (b) gilt aufgrund der SUPG-DiskretisierungB(u� uh; vh) = �XT2Th ÆT (RT ; a � rvh)L2(T ):Der Term ka �rvhkL2(T ) l�a�t si
h mit Hilfe der inversen Unglei
hung krvhkT . h�1T kvhkTund der Interpolationsabs
h�atzung aus Satz 4.3 ii) abs
h�atzen dur
hka � rvhkL2(T ) . kakL1(T )h�1T minfhT "� 12 ; 1g jjjvjjj!T :



4.3 A-posteriori-Fehlers
h�atzung 59Mit der Wahl von ÆT wie in Bemerkung 3.6 ergibt si
h wieder mit der H�olders
hen Un-glei
hung f�ur Reihen und der Regularit�at der Zerlegungen ThB(u� uh; vh) . 0�XT2Th �2T kRT k2L2(T )1A 12 0�XT2Th jjjvjjj2T1A 12 ;. 0�XT2Th �2T kRT k2L2(T )1A 12 � �R:Die so gewonnenen Abs
h�atzungen f�ur die Terme (a) und (b) h�angen nun ni
ht mehrvon v 2 H1D(
)nf0g ab. Damit s
h�atzt man das Supremum (4.4) und damit die Fehler-norm jjju� uhjjj dur
h den Fehlers
h�atzer �R global na
h oben ab. Es ergibt si
hjjju� uhjjj . 8<:XT2Th �2T kRT k2L2(T ) + XE2Eh "� 12�EkREk2L2(E)9=; 12 = �R:(4.5) 2Mit Hilfe einer Nullerg�anzung in (4.5) und der Anwendung der Dreie
ksunglei
hung sowieder Youngs
hen Unglei
hung erh�alt man au
h eine obere Abs
h�atzung dur
h den Feh-lers
h�atzer f�R + additive Approximationsterme �ahnli
h wie in Satz 4.4.Korollar 4.2 Seien Th eine Familie von zul�assigen Zerlegungen von 
 und uh die eindeu-tigen L�osungen der SUPG-Diskretisierung aus De�nition 3.16. Sei weiterhin der Fehler-s
h�atzer f�R mit einer beliebigen Ansatzfunktion fuh 2 X1h gebildet, dann erf�ullt der Feh-lers
h�atzer f�R die globale obere Abs
h�atzungjjju� uhjjj . f�R +8<:XT2Th �2T kRT � fRT k2L2(T ) + XE2Eh "� 12�EkRE � fREk2L2(E)9=; 12 :Bemerkung 4.11 Die Ausdr�u
ke kRT � fRT kL2(T ) und kRE � fREkL2(E) beinhalten imGegensatz zu den Ausdr�u
ken in Satz 4.4 die Terme kuh � fuhkL2(T ). Diese sind nume-ris
h ni
ht bere
henbar und lassen si
h au
h ni
ht ohne weiteres abs
h�atzen. Bei einerpraktis
hen Implementierung wird fuh die diskrete L�osung bez�ugli
h der approximiertenDaten sein. Es w�are no
h zu zeigen, da� kuh �fuhkL2(T ) bei geeigneter Datenapproxima-tion f�ur h ! 0 wenigstens bes
hr�ankt ist, um �ahnli
he Aussagen wie in Korollar 4.1 zuerhalten. Aus diesem Grund ist das letzte Ergebnis dieser Arbeit aus Si
ht der praktis
henAnwendbarkeit ni
ht so gut wie das Ergebnis f�ur die unteren Abs
h�atzungen.





Kapitel 5ZusammenfassungAnwendungen wie beispielsweise Gebietszerlegungsverfahren (DDM=Domain-De
ompo-sition-Method) erfordern gemis
hte Diri
hlet-Robin-Randbedingungen. Daher war es einwesentli
hes Ziel dieser Arbeit, die in dem Artikel von Verf�urth [Ver98℄ f�ur Probleme mitDiri
hlet-Neumann-Randbedingungen untersu
hten Fehlers
h�atzer auf die Anwendung aufProbleme mit Diri
hlet-Robin-Randbedingungen zu verallgemeinern.Die polynomiale Approximation der Daten mu�te anders als bei [Ver98℄ konsequent dur
h-gef�uhrt werden. Dadur
h sind die Approximationsfehler in Satz 4.4 zustandegekommen.Angesi
hts der praktis
hen Implementierung ist das allerdings kein Na
hteil, denn dortmu� man si
h ohnehin mit der Datenapproximation begn�ugen. Bei den oberen Abs
h�atzun-gen l�a�t si
h die Datenapproximation ni
ht in nat�urli
her Weise einbeziehen. Es ist not-wendig, den Beweis der oberen Abs
h�atzung mit der diskreten L�osung uh und ni
ht miteiner beliebigen Funktion fuh zu f�uhren. Daraus resultierend ergeben si
h die Datenfehlerkuh�fuhkL2(T ). Diese lassen si
h ni
ht so lei
ht handhaben wie Fehler der Art kf� efkL2(T ).Eine lokale obere S
hranke kann f�ur die Problemklasse (3.1) ni
ht gefunden werden. ImFall dominanter Konvektion (d. h. "� 1) breiten si
h lokale Fehler entlang der Charakte-ristiken des Operators 1. Ordnung a � r( � )d. h. entlang des Str�omungsfeldes a global imGebiet 
 aus.Die unteren Abs
h�atzungen konnten abgesehen von den Approximationsfehlern lei
ht ver-bessert werden. Die Parameter hT ; hE bzw. %T ; %E und s�amtli
he Abwandlungen sindh�au�g aufgrund der Regularit�atsannahme identi�ziert worden. Daher ist ein gro�er Spiel-raum in den Abs
h�atzungen zu erwarten. Angesi
hts der h�au�gen Umre
hnungen ist esallerdings sehr s
hwer, wenn ni
ht sogar aussi
htslos, dar�uber Bu
h zu f�uhren. Die Unter-s
heidung von hT und hE s
heint vom praktis
hen und analytis
hen Standpunkt f�ur dieAbs
h�atzungen dur
haus sinnvoll zu sein und wurde daher beibehalten.Ausbli
kDie oberen Abs
h�atzungen sind hinsi
htli
h der praktis
hen Nutzbarkeit no
h ni
ht be-friedigend. Die Aussage in Korollar 4.2 ist mit Si
herheit no
h genauer pr�azisierbar. Esw�are f�ur die Zukunft sehr lohnenswert, si
h mit der Untersu
hung der darin auftretendenFehlerterme zu bes
h�aftigen.



62 ZusammenfassungEs ist zu erwarten, da� es ni
ht lei
ht sein wird, bei einer praktis
hen Implementierung desFehlers
h�atzers glei
hm�a�ig gute Ergebnisse zu erzielen. Die Ergebnisse werden vermutli
hstark davon abh�angen, wel
he Strategie f�ur die zur Verfeinerung markierten Elementegew�ahlt wird.Wie s
hon in der Einleitung erw�ahnt wurde, sind in den Konstanten wesentli
he Faktorenverborgen, die dur
haus stark variieren k�onnen. Es bedarf si
herli
h einiger Tests undErfahrungen, um den Fehlers
h�atzer erfolgrei
h bei Finite-Element-Methoden einsetzenzu k�onnen.



Symbolverzei
hnisDie aufgef�uhrten Symbole treten im Text immer wieder auf und sind unter Umst�andenim n�aheren Kontext ni
ht erkl�art. Das Zei
hen I deutet an, da� das na
hfolgende Sym-bol im Verzei
hnis aufgef�uhrt ist. Hat ein Symbol mehrere Bedeutungen, so sind dieseuntereinander numeriert aufgelistet.a Str�omungsfeld in der Di�erentialglei
hung (3.1)ea polynomiale Approximation des Str�omungsfeldes I a (De�nition 4.14)A Transformationsmatrix der aÆnen Transformation I Tr De�nition 2.1� Multiindex einer partiellen Ableitung De�nition 1.6�E lokales Gewi
ht des Fehlers
h�atzers I �R De�nition 4.13�T lokales Gewi
ht des Fehlers
h�atzers I �R De�nition 4.13b ReaktionskoeÆzient in der Di�erentialglei
hung (3.1)eb polynomiale Approximation des ReaktionskoeÆzienten I b (4.14)B Bilinearform der s
hwa
hen Formulierung De�nition 3.4BÆ Bilinearform der ISUPG-Diskretisierung De�nition 3.15B I �-Algebra der Borels
hen Mengen De�nition 1.19C positive Konstante, die ni
ht von I h und I " abh�angtCm(
) I m-fa
h stetig partiell di�erenzierbareFunktionen auf I 
 De�nition 1.9Cm(
) Unterraum aller Funktionen aus I Cm(
) mit stetig aufI 
 fortsetzbaren Ableitungen bis zur Ordnung I m De�nition 1.9Cm;�(
) H�olderr�aume De�nition 1.10C1(
) Raum der beliebig oft stetig partiell di�erenzierbarenFunktionen auf I 
 De�nition 1.5C10 (
) Raum der beliebig oft stetig partiell di�erenzierbarenFunktionen auf I 
 mit kompaktem Tr�ager in I 
 De�nition 1.8C1� (
) Raum der beliebig oft stetig partiell di�erenzierbarenFunktionen auf I 
, die auf I � vers
hwinden Lemma 1.9C1�D(
) Raum der beliebig oft stetig partiell di�erenzierbarenFunktionen auf I 
, die auf I �D vers
hwindenC1̂En+1(T̂ ) Raum der beliebig oft stetig partiell di�erenzierbarenFunktionen auf I T̂ , die auf I Ên+1 vers
hwinden Lemma 4.1D� i) partielle Ableitung De�nition 1.6ii) s
hwa
he Ableitung De�nition 1.23



64 Symbolverzei
hnis��xi partielle Ableitung na
h der I i-ten Koordinate� Lapla
e-Operator De�nition 1.13ÆT ISUPG-Parameter De�nition 3.15" St�orungsparameter in der Di�erentialglei
hung (3.1)E allgemeine Kante eines Elements I TEi I i-te Kante eines Elementes I T der Zerlegung I Th De�nition 3.14Êi I i-te Kante des Standard-I n-Simplex I T̂ De�nition 3.14ED Kanten der Zerlegung I Th auf dem Diri
hlet-Rand I �D De�nition 3.7Eh Kantenmenge der Zerlegung I Th De�nition 3.7EI innere Kanten der Zerlegung I Th De�nition 3.7ER Kanten der Zerlegung I Th auf dem Robin-Rand I �R De�nition 3.7�R residualer a-posteriori Fehlers
h�atzer De�nition 4.13f�R Fehlers
h�atzer I �R mit approximierten Daten Satz 4.4�R;T lokaler Term des Fehlers
h�atzers I �R auf I T De�nition 4.13g�R;T lokaler Term des Fehlers
h�atzers I f�Rmit approximierten Daten auf I T Satz 4.4f Quellterm der Di�erentialglei
hung (3.1)ef polynomiale Approximation des Quellterms I f (4.4)F lineares stetiges Funktional der s
hwa
hen Formulierung De�nition 3.4FÆ lineares stetiges Funktional der ISUPG-Diskretisierung De�nition 3.15FEM Finite-Element-MethodeFE-Raum Finite-Element-Raum De�nition 2.3' glatte Funktion aus I C1(
)g re
hte Seite der Randbedingung (3.1)eg polynomiale Approximation der re
hten Seite I g (4.4)� kompakte Teilmenge des Randes I �
 Lemma 1.9�D Teilrand von I 
 mit Diri
hlet-Randbedingungen (3.1)�R Teilrand von I 
 mit Robin-Randbedingungen (3.1)h i) Umkreisdur
hmesser eines Gebietes I 
 De�nition 2.2ii) maximaler Umkreisdur
hmesser einer Zerlegung I Th Abs
hnitt 3.3hE Umkreisdur
hmesser der Kante I E De�nition 3.11h!T Umkreisdur
hmesser des Gebietes I !T De�nition 3.10hT Umkreisdur
hmesser des Elements I T De�nition 2.2hx Umkreisdur
hmesser des Gebietes I !x De�nition 3.10i nat�urli
he ZahlId i) Identis
her Operatorii) Einbettungsoperator in H�older-R�aume Satz 1.3iii) Einbettungsoperator in Sobolev-R�aume Satz 1.4R ( � ) dx Lebesgue-Integralj nat�urli
he Zahlk nat�urli
he ZahlK̂ Fortsetzungsoperator von I Ên+1 na
h I T̂ De�nition 4.8KE Fortsetzungsoperator von I E na
h I !E De�nition 4.9Ker(L) Nullraum des stetigen linearen Operators I LL stetiger linearer Operator Lemma 2.2



65Lp(
) Raum der auf I 
 in der I p-ten PotenzLebesgue-integrierbaren Funktionen Lemma 1.2L1(
) Raum der auf I 
 f. �u. bes
hr�ankten Funktionen Lemma 1.2L1lo
(
) Raum der auf I 
 lokal in der 1-ten PotenzLebesgue-integrierbaren Funktionen De�nition 1.22�i baryzentris
he Koordinate zum E
kpunkt I xi Bemerkung 3.5�x Basisfunktion zum E
kpunkt I x De�nition 3.13��i mit I � gestau
hte I i-te baryzentris
he Koordinate De�nition 4.6m nat�urli
he Zahl� i) Lebesgue-Ma� der Borels
hen I �-Algebra I B Satz 1.1ii) allgemeines Ma� De�nition 1.18n Dimension des Vektorraums I Rn~n �au�erer Normaleneinheitsvektor an I �
 Lemma 1.10Nh Menge aller E
kpunkte der Zerlegung I Th De�nition 3.8k � kp Normen auf dem Raum I Rn De�nition 1.3j � jW k;p Halbnormen der R�aume IWm;p(
) f�ur I k � m Lemma 1.3k � kLp Normen der R�aume I Lp(
) Lemma 1.2k � kL1 Normen der R�aume I L1(
) Lemma 1.2k � kWm;p Normen der R�aume IWm;p(
) Lemma 1.3k � kWm;1 Normen der R�aume IWm;1(
) Lemma 1.3kr( � )kL2 andere S
hreibweise der IW 1;2(
)-Halbnorm De�nition 3.3jjj � jjj Energienorm auf I 
 De�nition 3.3
 bes
hr�anktes Gebiet im I Rn De�nition 1.4
̂ Referenzgebiet im I Rn De�nition 2.1
 Abs
hlu� des Gebietes I 
 De�nition 1.4�
 Rand des Gebietes I 
 De�nition 1.4!E Umgebung der Kante I E De�nition 3.11!T Umgebung des Elements I T De�nition 3.9!x Umgebung des E
kpunktes I x De�nition 3.9e!T Umgebung des Elements I T De�nition 3.11p reelle Zahl aus [1;1) oder I1P allgemeiner Ansatzraum eines IFE-Raumes De�nition 2.3Pi Funktion aus dem Ansatzraum I P De�nition 2.4Pm(
) Raum der Polynome vom Grad I m auf I 
 De�nition 1.24�0x Mittelungsoperator De�nition 4.2� i) polynom-erhaltender Operator Satz 2.1ii) Interpolationsoperator auf einem IFE-Raum De�nition 2.4�h Interpolationsoperator na
h Cl�ement De�nition 4.3 ̂ Blasenfunktion 1 auf dem Referenzelement I T̂ De�nition 4.4 T Blasenfunktion 1 auf dem Element I T De�nition 4.5 ̂Ên(�) Blasenfunktion 2 auf dem Referenzelement I T̂ De�nition 4.6 E(�) Blasenfunktion 2 auf dem Element I !E De�nition 4.7q reelle Zahl aus [1;1) oder I1RE Kantenresiduum des Fehlers
h�atzers I �R zur Kante I E De�nition 4.12RT Elementresiduum des Fehlers
h�atzers I �R
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hniszum Element I T De�nition 4.12R der reelle Zahlk�orperRn der reelle euklidis
he Raum der Dimension I n De�nition 1.1SUPG Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin (Diskretisierungs-verfahren mit zus�atzli
her Stromliniendi�usion) De�nition 3.16Spur Bild einer Funktion unter dem Spuroperator ISp Satz 1.2supp(') Tr�ager der Funktion I ' De�nition 1.7�-Algebra ma�theoretis
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he Menge von Funktionalen De�nition 2.3( � ; � ) Euklidis
hes Skalarprodukt auf dem I Rn De�nition 1.2( � ; � )L2 Skalarprodukt auf dem Raum I L2(
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) Sobolev-R�aume Lemma 1.3W 1;2(E) Sobolev-Raum auf der Kante I EW 1;2(T ) Sobolev-Raum auf dem Element I TW 1;2� (
) Unterraum der Funktionen aus IW 1;2(
),deren I Spur auf I � vers
hwindet Lemma 1.9W 1;2�D (
) Unterraum der Funktionen aus IW 1;2(
),deren I Spur auf I �D vers
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h ferne Punkt derEinpunkt-Kompakti�zierung von I R
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