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Einleitung

Bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen mit Hilfe von Finite-Element-Metho-
den (FEM) spielt der Rechenaufwand eine mafigebliche Rolle. Daher méchte man Verfah-
ren entwickeln, die bei vorgegebener Toleranz des Diskretisierungsfehlers unter méglichst
geringem Rechenaufwand eine Losung mit einer gewiinschten Genauigkeit liefern. Falls die-
se Verfahren nur von den gegebenen Daten und den in jedem Schritt berechneten Grofien
abhingen, nennt man sie adaptive Verfahren.

Eine spezielle Klasse von adaptiven Verfahren verwendet a-posteriori Fehlerschéitzer. Die-
se sollen entstandene Fehler in gewisser Weise lokalisieren. Ein sehr effizientes adaptives
Verfahren konnte darin bestehen, bei einer gegebenen Anfangszerlegung des Gebietes mit
Hilfe eines Fehlerschitzers den Fehler zu lokalisieren und die Zerlegung lokal entspre-
chend zu verfeinern oder zu vergrobern. Ein solches Vorgehen wiirde bei einer gegebenen
Anfangszerlegung des Losungsgebietes den Rechenaufwand in jedem Berechnungsschritt
angemessen klein halten. Der Aufwand von Voriiberlegungen zu dem jeweiligen Problem
konnte gering gehalten werden.

Die Entwicklung von Fehlerschéitzern geht zuriick auf eine Arbeit von Babugka und Rhein-
boldt (vgl. [BR78]) und wurde etwas spéter wieder aufgenommen von Bank und Weiser
(vgl. [BW85]). Mittlerweile haben eine groflere Anzahl von Autoren zu diesem Thema
beigetragen, so dafl Fehlerschitzer zunehmend Verbreitung finden. Sie sind mit unter-
schiedlichem Erfolg bei den verschiedensten Problemen bis hin zu nichtlinearen Differenti-
algleichungen wie dem Navier-Stokes-Problem durch Rannacher, Verfiirth u. a. angewandt
worden. Thre praktische Implementierung ist als kritisch zu bewerten, da sie den Fehler
hiufig nur bis auf Konstanten schitzen. In diesen Konstanten stecken unter Umstéinden
viele wesentliche Grofien geometrischer und algebraisch-analytischer Art. Es wére sehr
wiinschenswert, mehr iiber diese Konstanten zu wissen.

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Fehlerschitzer fiir den Diskretisierungsfehler der schwachen
Formulierung des folgenden singulér gestorten linearen Randwertproblems 2. Ordnung zu
entwickeln.

—eAu+da-Vu+bu =f in Q,
(1) u =0 auf I'p,
eVu-n+Cu =g auf I'g.

Differentialgleichungen dieses Typs werden aufgrund ihrer Bedeutung bei chemischen Pro-
zessen auch als Diffusions-Konvektions- Reaktions-Gleichungen bezeichnet.

Die Arbeit ist in vier Kapitel unterteilt.



2 Einleitung

Im ersten Kapitel werden funktionalanalytische Hilfsmittel wie angepafite Funktionenrdume
eingefithrt sowie einige ihrer Eigenschaften angegeben, unter anderem ein Identifikations-
satz fiir Polynome und eine Dichtheitsaussage.

Das zweite Kapitel ist der polynomialen Interpolationstheorie in Sobolev-Riumen gewid-
met. Der erste Schwerpunkt ist eine Interpolationsaussage fiir polynom-erhaltende Ope-
ratoren aus [Cia78] und eine daraus abgeleitete lokale Interpolationsabschitzung. Dies
miindet in Interpolationsabschéitzungen fiir einen in Kapitel 4 definierten Interpolations-
operator. Der zweite Schwerpunkt ist eine inverse Ungleichung fiir endlichdimensionale
Riume, die fiir die untere Fehlerabschitzung des Fehlerschitzers in Kapitel 4 bendtigt
wird.

Im dritten Kapitel wird die eigentliche Problemstellung (1) erklirt und eine schwache
Formulierung des Ausgangsproblems hergeleitet. Eine numerische Losung soll mittels einer
SUPG-Diskretisierung auf einem konformen Finite-Element-Raum erfolgen.

Das vierte Kapitel beschiftigt sich schlieilich mit der Analysis fiir die a-posteriori Ab-
schitzungen des Fehlers. Wichtige Hilfsmittel sind dabei die Interpolationsabschéitzungen
und inverse Ungleichungen aus Kapitel 2 sowie Spursitze und Blasenfunktionen. Es wird
eine globale obere und eine lokale und globale untere Abschitzung des Fehlers durch den
Fehlerschétzer hergeleitet. Das erste Hauptresultat ist eine untere Fehlerschitzung durch
den

Satz 1: Seien die Daten a,b € W™?(Q) und ¢, f,g € W™?(0Q) und
a:=1(a), b:=1(), (:=1(). f:=1(), g:=1)
geeignete Interpolierende, so daf fir u=a,b,(, f,g gelte
lu —Mull2 < Ch"|ulym.z,
dann gilt

1 -1 3
T < O {1+ arlblin + < Rarlalie + ¢ tadlCliaen |l - ul

B (= min{h e 5, lun e gom) + minghe 5,1 lun o) )

IN

_1 1 1
NR,T ¢ <1 + ar|[bllLx @) + & 2ar|ali @) + ¢ 4a12“||<||L2(6T)> v — uplllz,

_1 1
+ hy (5 Tag||up | re@ry + OéTHUhHWlsOO(EJT)) :

Falls T nicht am Rand TR liegt, d.h. falls TNT'p = 0 gilt, entfdllt der Term [[C||1(ar) in
der letzten Abschdtzung. Die Grofien ng und ngr sind Fehlerschitzer die mit den Daten
a,b,C, f.g gebildet wurden.

und das zweite Hauptresultat ist eine obere Fehlerschitzung durch den

Satz 2: Sei Ty, eine Familie von zuldssigen Zerlegungen von  und up, die eindeutigen
Losungen der SUPG-Diskretisierung aus Definition 3.16, dann erfillt der Fehlerschdatzer
nr die Abschdtzungen

v =unlll < Cnr



Kapitel 1

Funktionenriaume

In diesem Kapitel werden an die Problemstellung angepafite Funktionenrdume eingefiihrt
und ihre fiir die weiteren Betrachtungen wichtigsten Eigenschaften ohne Beweis zitiert. An
den Stellen, wo es notig wurde, eigene Aussagen zu treffen, wurden diese mit einem kur-
zen Beweis versehen. Die in diesem Kapitel eingefiihrten Bezeichnungen und Notationen
behalten in den {ibrigen Kapiteln ihre Giiltigkeit.

1.1 Bezeichnungen und Notationen

Die Differentialgleichungen in dieser Arbeit werden auf dem R" erklért.

Definition 1.1 (Euklidischer Raum) Sei R" := R x ... X R der euklidische Raum der
Dimension n. Vektoren (z1,...,z,) € R" werden mit z,y, z bezeichnet.

Auf diesem Raum sind in natiirlicher Weise das folgende Skalarprodukt und die folgenden
Normen erklart.

Definition 1.2 (Euklidisches Skalarprodukt) Das euklidische Skalarprodukt
(,): RExR* — R

n
(q"a y) ? 2:1 ZiYi
1=

wird mit x -y := (x,y) bezeichnet.

Definition 1.3 (Normen auf dem R") Sei 0 < p < oc, dann sind
Iflp: R* — R

. N\
r — Jal, = (z)

i=1
Normen auf dem R™.
Der Begriff des Gebietes ist zur Definition von Funktionenrdumen erforderlich.

Definition 1.4 (Gebiete im R™) FEin Gebiet ist eine offene und zusammenhingende
Menge im R". Im Folgenden wird unter einem Gebiet Q) stets ein beschranktes Gebiet mit
Rand 909 := Q\Q verstanden.
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1.2 Klassische Funktionenriaume

Die im klassischen Sinn differenzierbaren Funktionen reichen fiir die Lisbarkeitstheorie
von allgemeinen Differentialgleichungen nicht aus. Dennoch sind sie die Grundbausteine
der modernen Funktionenrdume. Der erste Abschnitt dient dazu, sie kurz einzufithren und
partielle Ableitungen auf ihnen als Vorstufe von allgemeineren Differentialoperatoren zu
definieren. Aus diesem Grund werden zuerst die glatten Funktionen eingefiihrt, auf denen
man ohne Schwierigkeiten Ableitungen beliebiger Ordnung erkléren kann.

Definition 1.5 (glatte Funktionen) SeiQ ein Gebiet, dann wird mit C*°(Q2) der Raum
der auf €2 beliebig oft stetig partiell differenzierbaren reellen Funktionen bezeichnet.

Definition 1.6 (partielle Ableitungen) Sei u € C®(Q2), dann heifien fir alle Multi-
indices o € N"

gllall
D% := —+————5u
ozt ...0zy"

partielle Ableitungen von u € C*°(Q) der Ordnung ||c||;.

Die Funktionenrdume mit den angenehmsten Eigenschaften sind die glatten Funktionen
mit kompaktem Triger. Diese werden durch ein System von Halbnormen zu einem lokal-
konvexen topologischen Vektorraum. Die zugehérigen topologischen Dualriume werden
als Distributionenrdume bezeichnet. Distributionen kénnen dazu dienen, verallgemeinerte
Funktionen zu definieren. Den entscheidenden Beitrag zu dieser Theorie hat L. Schwartz
in [Sch66] ,, Théorie des distributions* geliefert. Wichtige Vertreter der glatten Funktio-
nen mit kompaktem Triger sind die Sobolevschen Mittelungsfunktionen, mit denen man
Lebesgue-integrierbare Funktionen approximieren kann.

Definition 1.7 (Triger einer Funktion) Der Triger einer vektorwertigen Funktion u
auf dem R™ ist definiert durch

suppu := {z € R? ‘ u(z) # 0}.
Ein wichtiger Unterraum von C*°(€2) wird in der folgenden Definition erklirt.

Definition 1.8 (Funktionen mit kompaktem Tréger) Der Raum der beliebig oft ste-
tig partiell differenzierbaren reellen Funktion auf Q mit kompaktem Trager in Q wird mit

C3°(Q) = {p € C(Q) | suppp C O}
bezeichnet.

Eine weitere wichtige Klasse von Funktionen sind die Hélder-Rdume. Mit ihrer Hilfe kann
eine Klassifizierung der Randglétte von Gebieten vorgenommen werden. Weiterhin kann
mit ihrer Hilfe gezeigt werden, daf} verallgemeinert differenzierbare Funktionen bis zu einer
gewissen Ordnung auch klassisch differenzierbar sind. Diese Aussage wird im Sobolevschen
FEinbettungssatz (Satz 1.3) formuliert.
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Definition 1.9 Seim € N, dann ist
C™(Q):={p: Q=R | D € Q) fiir alle [|a]; < m}

der Raum der m-fach stetig partiell differenzierbaren reellen Funktionen auf Q. Weiterhin
i85t

C™(Q) == {p € C™(Q) ‘ D%y ist stetig fortsetzbar auf Q fiir alle ||a||; < m}

der Unterraum aller Funktionen aus C™(£2) mit stetig auf Q fortsetzbaren Ableitungen bis
zur Ordnung m.

Definition 1.10 (Hélder-R&ume) Seien 0 < A <1 und m € N, dann ist

|[DYp(x) — D(y)|
z —y

CmMN Q) = {p e C™(Q) ‘ Z sup |[D%p(z)| + Z sup

ol <m €S al[1=m ZYEQ
Fiir A = 0 definiert man
Cm,O(ﬁ) .= Cm(ﬁ)

Lemma 1.1 Fiir0 < A < 1 und m € N sind die Riume C"™*(Q) Banach-Rdume beziiglich
der Normen

H‘:"Hcm(ﬁ) = Z sup |[D%(z)| firA=0 wund
[lajs <m #€Q

D%p(xz) — D*
H‘PHcm,A(ﬁ) = H(p”(jm(ﬁ) + Z sup [ D%p(x) eyl

4 fir0 <A< 1.
lalem™vER [Ty

Beweis. Vgl. [Alt99], Kapitel 1, Abschnitte 1.5 und 1.6.

Nun werden die klassischen Differentialoperatoren eingefiihrt. Diese lassen sich auch auf
Mannigfaltigkeiten als Differentiale auf dem de Rham Komplex der Differential-Formen
einfithren (vgl. [J4n93]). Sehr viele physikalische und dynamische Prozesse lassen sich
bereits sehr gut durch Differentialgleichungen 2. Ordnung beschreiben. Die wichtigsten
Differentialoperatoren 1. und 2. Ordnung sind die Operatoren Gradient, Divergenz und
der Laplace-Operator.

Definition 1.11 (Gradient) Seien U C R" eine offene Menge und m > 1, dann heifst
der Differentialoperator 1. Ordnung

Vi o) — @emiv)
l(:z?}u Bu)

u — 6—:51,...,—633”

Gradient. V wird auch hdufig als grad geschrieben.
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Definition 1.12 (Divergenz) Seien U C R" eine offene Menge und m > 1, dann heifst
der Differentialoperator 1. Ordnung

Ve: @cmU) — Ccml(U)
1

=
n

(Uly ey Up) —> Z:lggz
1=

Divergenz. V - wird auch hdufig als div geschrieben.

Definition 1.13 (Laplace-Operator) Seien U C R" eine offene Menge und m > 2,
dann heif$t der Differentialoperator 2. Ordnung

A: C™(U) — C™2(U)
n 2u
Laplace-Operator.

Bemerkung 1.1 Es gilt offensichtlich V-V = A.

Randglitte des Gebietes (2

Die meisten Eigenschaften der verallgemeinerten sowie der klassischen Funktionenrdume
hingen stark von der Geometrie der zugrundeliegenden Gebiete ab. Eine wichtige Rolle
spielt die Beschaffenheit des Randes, von welcher die Fortsetzbarkeit von Funktionen in
starkem Mafle abhingt.

Die folgenden Definitionen dienen zur Beschreibung der Randglitte von Gebieten 2. Eine
ausfithrliche Darstellung findet man in [W1082], Kapitel I, § 2.3.

Definition 1.14 ((m, A)-Diffeomorphismus) Seien Q,T Gebiete, 0 <A <1 und
m € N, dann heifst die Bijektion

®: QO — 7T
z — O(z) = (D1(x),..., Pp(x))

mit der Eigenschaft, daf8 fir alle i € {1,...,n} gilt

d; € C™NQ) und
o' e c™NTY),

(m, X)-Diffeomorphismus.

Definition 1.15 ((m, A) Glattheit) Sei Q ein Gebiet. Q wird (m, \)-glatt genannt,
falls es zu jedem x € 092 eine offene Umgebung U, und einen (m, X)-Diffeomorphismus
zwischen U, und dem FEinheitswirfel Wy, gibt, d. h.

S, U, Wy={z| —1<z;<1,i=1,..,n},

der die folgenden Eigenschaften besitzt:
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e U,NON & Wp-1=Wy(zy, =0), d. h. Uy NOQ wird eineindeutig auf die Mittelebene
i W, abgebildet.

e U, NN & W,k =W, (z, >0), d. h. U, NQ wird eineindeutig in die obere Halbebene
von Wy, abgebildet.

o U,NQO° & W, = Wp(zn <0), d. h. UyNQ° wird eineindeutig in die untere Halbebene
von Wy, abgebildet.

Definition 1.16 (Lipschitz-Rand) Speziell wird ein (0,1)-glattes Gebiet als Lipschitz-
stetig berandet bezeichnet.

Bemerkung 1.2 Es gibt noch andere Eigenschaften von Gebietsrindern wie zum Beispiel
Segment- und Kegeleigenschaften, welche durch die (m, A\)-Glattheit impliziert werden.

1.3 Verallgemeinerte Funktionenriume

Die fiir die spiteren Aussagen wichtigsten Funktionenrdume sind die Sobolev-Rdume.
Mit ihnen 148t sich die Losbarkeitstheorie von Differentialgleichungen wesentlich erwei-
tern. Thre Bedeutung liegt in der Existenz von verallgemeinerten Ableitungen. Aus diesem
Grund kommen sie als Losungsrdume von Differentialgleichungen in einem verallgemeiner-
ten (schwachen) Sinn in Frage. Trotz ihrer Allgemeinheit teilen sie sehr viele Eigenschaf-
ten der klassischen Funktionenrdume. Das liegt hauptséichlich daran, daf} sie bis auf eine
Ausnahme (W™) aus einer Vervollstindigung der klassischen Rdume hervorgehen. So
erfiillen sie zum Beispiel die Produktregel und die Regel der partiellen Integration. Aufler-
dem sind sie bis zu einer gewissen Ordnung auch klassisch differenzierbar und sie besitzen
Randwerte, sogenannte Spuren, was sie fiir Randwertprobleme sehr niitzlich macht.

Es stellt sich immer mehr heraus, dafl die moderne Integrationstheorie ein geeignetes
Mittel ist, den Begriff der Differenzierbarkeit zu verallgemeinern. Aus diesem Grund wird
zunéchst kurz auf die Mafltheorie eingegangen, um die Lebesgue-integrierbaren Funktionen
als 0. Stufe der Sobolev-Ridume einfiihren zu kénnen. Fiir eine umfangreiche Darstellung
der Mafitheorie wird auf [Els96] verwiesen.

Definition 1.17 (o-Algebren) Sei M eine beliebige Menge und A ein System von Teil-
mengen mit den FEigenschaften

e Mc A,
e Ac A= M\Ac A und
o {An}ien CA= Ujen 4n € A,
dann heifst A o-Algebra auf M.
Bemerkung 1.3 i) Ist M’ C M und A eine o-Algebra auf M, dann ist
M(JA={M'NnA|Ac A}

eine o-Algebra auf M’ und heifit Spur von A in M'.
ii) Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren ist wieder eine o-Algebra. o
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Definition 1.18 (MaBe) Eine Funktion ju: A — R U{co} heifit MaB auf der o-Algebra
A, falls gilt

o u(@ =0 und

e fiir eine disjunkte Familie {A;}ien C A gilt die o-Additivitét

p(lJ 4 =D n(4).

1€N 1€EN

Definition 1.19 (Borelsche o-Algebra) Sei M = R", dann heifit der Durchschnitt B
aller o-Algebren, der die Quader

Q= {z € [a,b[ | a; < x; < by, fir allei € {1,...,n}, a <b}
enthdlt, Borelsche o-Algebra.

B enthélt damit auch alle offenen und abgeschlossenen Mengen.

Satz 1.1 (Lebesgue-Maf) Es gibt genau ein Mafi ju : B — RS U {oc}, welches den Qua-
dern Q) ihren elementaren Fldcheninhalt zuordnet, d. h.

n

u(la. b)) = [T (b = ai).

i=1
Dieses Maf$ wird als Lebesgue-Maf} bezeichnet.
Beweis. Vgl. [Els96], Kapitel II, §§ 4,5.

Definition 1.20 (Mef3barkeit) Seien A, B o-Algebren auf A bzw. B, dann heifit eine
Abbildung

T:A— B
mefBbar, falls fiir alle b € B gilt T~1(b) € A.

Man ist nun in der Lage, die Lebesgue-integrierbaren Funktionen zu definieren. Dazu sei
[(+) dz das Lebesgue-Integral iiber dem Lebesgue-Maf y auf der Borelschen o-Algebra B
des R".

Definition 1.21 Auf dem Raum M := {u: R" — R | u ist mefibar} der mefbaren Funk-
tionen gibt es eine Aquivalenzrelation

U~ & ,u({x‘u(m)—v(x);é()})z() S u=vf. U

Der Quotientenraum L := M/ ~ der Aquivalenzklassen besteht aus Funktionen, die bis
auf eine Menge vom Maf Null (d. h. f. i.) definiert sind.

Der so definierte Quotientenraum ist der Grundraum der Sobolev-Riume. Die Lebesgue-
integrierbaren Funktionen konnen in diesem Zusammenhang als Sobolev-Funktionen 0. Ord-
nung aufgefait werden. Sie besitzen noch keine verallgemeinerten Ableitungen.
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Lemma 1.2 (Lebesgue-Réume) Sei Q) ein nicht notwendig beschranktes Gebiet im R™,
dann sind die folgenden Rdume fir 1 < p < oo

LP(Q) :={u€e L] lull ey = (/Q |u(m)pdm> < oo}
und fir p = o0

L) i= (w€ L | fullpmio 1= iut | sup fula)] < oo)
=Y ze

Banach-Rdume beziiglich der entsprechenden Normen. Speziell sind fiir p = 2 die Rdume
sogar Hilbert-Rdume mit dem Skalarprodukt

(u, )2 = / uv dz.
Q

Beweis. Vgl. [Ada75], Kapitel II, Satz 2.10.

Bemerkung 1.4 Man kann mit Hilfe von Mittelungsfunktionen zeigen, daf fiir 1 < p < oo
die Raume C§°(Q2) dicht in LP(2) liegen, vgl. [Ada75], Kapitel II, Satz 2.13 oder [Alt99],
Kapitel 2, Satz 2.14 3). o

Fiir die Definition der hoheren Sobolev-Riume bendtigt man den Begriff der schwachen
Ableitung von lokal integrierbaren Funktionen. Die schwachen Ableitungen lassen sich
auch als Distributionen auf Cg°(€2) einfiihren.

Definition 1.22 Die Funktionen aus

L () :={u€el |ue LY(A) fiir alle A C Q mit A kompakt}

loc

heiffen lokal integrierbar.

Proposition 1.1 Seien Q ein nicht notwendig beschrinktes Gebiet und u € L}, (Q) mit
Jou(z)p(z) de =0 fir alle ¢ € C§°(Q), dann ist u =0 f. i. in Q.

Beweis. Vgl. [Ada75], Kapitel III, Lemma 3.26.

Definition 1.23 (Schwache Ableitung) Eine Funktion D%u € L} () heifit schwache
Ableitung von u € L, (Q), falls fir alle ¢ € C3°(Q) gilt

loc

/u(m) D%p(x) d:vz(—1)”“”1/D0‘u(x)<p(x)dx.
Q Q
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Fiir schwache Ableitungen gelten die folgenden Aussagen.

Korollar 1.1 4) Sei D®u schwache Ableitung von u und gelte u = v f. ., dann existiert
D%y und es folgt D*u = D®v f. 1.

ii) Seien D%u schwache Ableitung von u und D“v schwache Ableitung von v, dann ist
D*(pu+vv)=puD + v D f. 1.

iii) Sei @ € C™(Q), dann stimmen die klassischen Ableitungen bis zur Ordnung m f.4i. mit
den schwachen Ableitungen bis zur Ordnung m tberein.

Jetzt konnen die hoheren Sobolev-Raume definiert werden.

Lemma 1.3 (Sobolev-Riaume) Sei Q ein nicht notwendig beschrinktes Gebiet. Seien
weiterhin m € N und 1 < p < oo, dann sind die Rdume

W™P(Q) == {u € LP(Q) | D*u € LP(Q) fiir alle [|all; < m}

beziiglich der Normen

n ;
||U|‘Wmap(9) = (Z U|€Vk,p(g)>
k=1
mit
1
p
[ulwroiy = | Do 11D ulFsq)
lelli=k
fiir 1 < p < oo und
lullymee (@) = > |ulwmo (o)
0<k<m

mat

ulyrooy == Y 1D rey

lalli=Fk
fiir p = oo Banach-Rdume.

Beweis. Vgl. [Ada75], Kapitel III, Satz 3.2.

Bemerkung 1.5 i) Fiir 1 < p < oo sind die Rdume W™P(Q) die Vervollstindigungen
von C*(Q) beziiglich der Normen ||+ ||, (vgl. [Ada75], Kapitel ITI, Satz 3.16 oder [A1t99],
Kapitel 2, Satz 2.23).

ii) Da es sich bei den Rdumen W™P(Q) um Quotientenriume handelt, sind die Elemente
Aquivalenzklassen von Funktionen. Reprisentanten einer Klasse stimmen f. ii. iiberein.
Mit der Bezeichnung u € W™P(Q) ist daher gemeint, daf§ die Funktion u als Représentant
einer Klasse in diesem Raum enthalten ist.

iii) Die Ausdriicke | - [ykp(q) sind fiir & < m Halbnormen auf W™?(2) und werden im
weiteren Verlauf stark an Bedeutung gewinnen. o
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1.4 Eigenschaften verallgemeinerter Funktionen

In diesem Abschnitt werden die fiir die spdteren Anwendungen wichtigsten Eigenschaften
der Sobolevraume angegeben. Die in dieser Arbeit am Haufigsten benutzten Ungleichungen
sind die Youngsche und die Héldersche Ungleichung.

Lemma 1.4 (Young) Seien die Zahlen py, ..., up positiv mit Summe 1, so gilt fir nicht-
negative Zahlen ai,...,a, die Ungleichung

af' - abh < ppay 4 o+ pnan.

Ein  Spezialfall ist die Ungleichung des geometrischen und arithmetischen Mittels
mit g = ... = jp, =n L.

Beweis. Vgl. [Heu81], Kapitel VII, 59.1.

Verallgemeinerte Funktionen kann man a-priori nicht miteinander multiplizieren, da es sich
bei ihnen nicht um punktweise definierte Funktionen handelt. In einem verallgemeinerten
Sinn ist dies jedoch unter gewissen Voraussetzungen moglich. Das folgende Lemma gibt
fiir die Rdume LP(2) dariiber Auskunft und wird als Hoéldersche Ungleichung bezeichnet.

Lemma 1.5 (Holder) Seien Q@ C R ein nicht notwendig beschrinktes Gebiet und
1<p,g<oomitu:=p '+q <1, dann gibt es eine stetige Multiplikation

Mult: LP(Q) x LI(Q) —s L (Q)
u

(u,v) — U,

d. h IP-E9C L,

Beweis. Vgl. [Alt99], Kapitel 1, Lemma 1.14.

Lemma 1.6 (Hélder fiir Reihen) Seien p > 1 und pp:=p ' + ¢ ' = 1. Sind die Rei-
hen

(o) oo
> lal? und Y |blf
k=1 k=1

konvergent, so gilt
1

S Jaxhil < (iw); (iw)q e

k=1 k=1 k=1

Beweis. Man benutze das Lemma 1.5 in einer diskreten Form, indem man aus den Folgen
ar, und by Treppenfunktionen in R macht. O

Das Lemma 1.5 behélt unter leichten Einschrinkungen seine Giiltigkeit, wenn man statt
der Rédume LP(Q2) und L?(Q2) die Radume WP (Q) und W™1(Q) einsetzt. Dies wird in dem
folgenden Lemma deutlich, in welchem eine verallgemeinerte Produktregel fiir Sobolev-
Funktionen angegeben wird.
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Lemma 1.7 (Produktregel) Sei() ein nicht notwendigerweise beschrinktes Gebiet. Wei-
terhin seien u € W™P(Q) und v € W™4(Q) mit pn = p~' + ¢~ < 1 und wenigstens p oder
q nicht unendlich, so ist uv € Wi (Q) und die schwachen Ableitungen berechnen sich

nach der klassischen Produktregel.
Speziell gilt fir m =1 und fir alle i € {1,...,n}

0 0 0
—(uv) =u—v+v—u.

Beweis Fiir p = 1 vgl. [Alt99], Kapitel 2, Abschnitt 2.15.

Beweis. Es wird der Beweis fiir m = 1 gefiihrt, induktiv folgt daraus der Beweis fiir m > 1.

Sei ohne Einschriankung p < oo, dann laft sich u durch glatte Funktionen uy € C*(Q)
approximieren (vgl. Bemerkung 1.5). Damit gilt aufgrund der klassischen Produktregel fiir
differenzierbare Funktionen fiir alle i € {1,...,n}

8 8 8 . o0
/Qukvawitpdz——/Qcp<va$iuk+uka$iv> dz fiir alle p € C5°(2),

also gilt fiir £ — oc

0 0 0 . 00
/qua—migo dx——/ﬂ@(ua—miu—i—ua—%v) dz fiir alle p € Cg°(Q).

Es folgt aus Proposition 1.1, dafl
0

—(uwv) = v—u+u—v

fii. gilt. Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung aus Lemma 1.5 gilt auflerdem

1
uv € W™k (Q). Damit ist das Lemma bewiesen. O

An dieser Stelle soll abschlieflend noch der Satz von Fubini zitiert werden.

Lemma 1.8 (Fubini) Sei eine reellwertige Funktion u auf einer Menge X xY C R" x R™
mefibar beztiglich des Produktmapfes py - iy und seien X, Y mefibar beziiglich pip, tim.
Ezistiere eines der folgenden Integrale

L = / (e, )| dedy,
XXV CRn+m

n= (/ |u<x,y)dm) day,
ycrm \JXCR»

Bo= (/ |u(a:,y>dy) da
xcr» \Jycrm

und ist endlich, so folgt
e 1 =h=1;3

o fXan u(z, -) dz € LY(Y),
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L fngm U‘( ' 7y) dy € Ll(X))
o u(-,y) € LY(X) fast iiberall in Y C R™ und
o u(z, ) € LYY) fast iiberall in X C R".

Beweis. Vgl. [Els96], Kapitel V, Satz 2.1.

Es wurde schon bemerkt, dafi Sobolev-Funktionen unter geeigneten geometrischen Vor-
aussetzungen an den Gebietsrand auf diesem sinnvolle Werte besitzen kénnen. Um die-
se Aussage zu prizisieren, wird an dieser Stelle ein sogenannter Spuroperator definiert.
Mit diesem 148t sich dann auch eine verallgemeinerte partielle Integration fiir Sobolev-
Funktionen angeben.

Satz 1.2 (Spuroperator) Sei Q ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand, dann gibt es
genau einen stetigen Operator

Sp: WhHP(Q) — LP(09)
mit Sp(p) = ¢|aq fir alle ¢ € C*(£).

Beweis. Vgl. [Alt99], Anhang 6.6.

Das folgende Lemma macht eine Dichtheitsaussage bei Nullrandbedingungen auf einem
kompakten Teilrand von Lipschitz-stetig berandeten Gebieten.

Lemma 1.9 (Dichtheit) Seien Q ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand, T' C 9Q kom-
pakt und der Raum W;’Q(Q) definiert durch

W?(Q) == {v e WH(Q) | Sp(v)|r = 0 f. i1},
dann ist der Raum
CR () := {p € C®(Q) | lr = 0}

dicht in Wy (Q).

Beweis. Man iiberdeckt I' durch offene Mengen und vervollstindigt diese zu einer offenen
Uberdeckung U von 2. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins auf &/ approximiert man dann
eine Funktion u € WIEQ(Q) durch Funktionen aus C°(€2). 0
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Das folgende Lemma ist eine verallgemeinerte Version der partiellen Integration.

Lemma 1.10 (partielle Integration) Sei Q ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand
und 7 der fii. ewistierende dufere Normaleneinheitsvektor. Sei uw € W'P(Q) und
v € WH(Q) mit p~' + ¢~ =1, dann gelten fiir alle i € {1,...,n}

ou
i — dx = Sp(u)n; ds,
) o= [ spum

und

Beweis. Vgl. [Alt99], Anhang 6, Satz 6.8.

Bemerkung 1.6 In den folgenden Anwendungen wird der Spuroperator Sp weggelassen.

Es werden Einbettungssétze von Sobolev-Riumen in Hélder-Réume und Einbettungsséitze
von Sobolev-Riumen in Sobolev-Riume fiir Lipschitz-stetige berandete Gebiete angege-
ben. Eine ausfiihrliche Darstellung kann in [Alt99] gefunden werden. Um die Sétze in
ihrer urspriinglichen Anwendbarkeit etwas zu erweitern, wird zunéchst eine Proposition
vorausgeschickt.

Proposition 1.2 Seien Q ein beschrdanktes Gebiet und m € N sowie 1 < p < 00, dann ist
die Einbettung

Id: W™>(Q) — W™P(Q)
stetig.

Beweis. Fiir alle Multiindices a mit ||ar|[; < m gilt

0wl = [ ID"uP do < (@) ID e

Satz 1.3 (WkP(Q) — C™*Q)) Sei Q ein Lipschitz-stetig berandetes Gebiet. Seien
weiterhin k,m € N und 1 < p < oo sowie 0 < X\ <1 mit

E—2>maa,
p
dann existiert eine stetige FEinbettung
Id: WkP(Q) — c™ Q).
Gilt in der obigen Bedingung die Ungleichheit, so ist Id sogar kompakt.

Beweis. Vgl. [Alt99], Kapitel 8, Satz 8.13.
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Satz 1.4 (W™P1(Q) — W™2:P2(Q)) Sei () ein Lipschitz-stetig berandetes Gebiet. Sei-
en weiterhin mq,m9 € N und 1 < pq,pe < oc mit

n n
mp—— 2>my— —,
b1 p2

so existiert eine stetige Finbettung
Id: WmPL(Q) — WT2P2(Q).
Gilt in der obigen Bedingung die Ungleichheit, so ist Id sogar kompakt.

Beweis. Vgl. [Alt99], Kapitel 8, Satz 8.9.

Bemerkung 1.7 In den Sitzen 1.3 und 1.4 kann aufgrund von Proposition 1.2 auch
p = 0o bzw. p; = oo gesetzt werden. o

Definition 1.24 (Raum der Polynome vom Grad m) P,,(Q2) bezeichne den Raum
der Polynome vom Grad m auf €2, d. h.

P (Q) := Z bax(' - xir la = (a1,...,ap) EN', by €ER 2 = (21,...,2n) € Q

n
llali<m

Das folgende Lemma wird im Kapitel 2 fiir die Interpolationsaussagen benétigt. Die Aus-
sage findet sich zum Beispiel in [Cia78]. Da ein Beweis dort nicht angegeben ist und nach
verzweifelter Suche in der Literatur nicht gefunden wurde, wird diese Aussage mit Beweis
angegeben.

Satz 1.5 (Identifikationssatz) Sei Q) ein Lipschitz-stetig berandetes Gebiet. Seien wei-
terhin k € N und 1 < p < oo. Sei v € WEP(Q), dann gilt

v € ]P’kfl(Q) <~ "U‘Wk:,p(Q) =0,
d. h. Px_1(Q) ist der Nullraum der Halbnorm | - |yk.n -

Beweis. = ist offensichtlich.
< Aus [v|yyrp(g) = 0 folgt mit Korollar 1.1, daB [v[ym.pq) = 0 fiir alle m > £ gilt. Damit
ist v € W™P(Q) fiir alle m > k. Aufgrund des Einbettungssatzes Satz 1.3 folgt somit

v € CT(N).

Also kann die Taylorformel im R” angewendet werden (siehe zum Beispiel [For84]). Damit
gibt es fiir alle b € Q2 eine Kugelumgebung Bs(b), so daf fiir alle x € Bs(b) ein © € [0,1]
existiert mit

Do (b) DOz + (1 — O)b)
v(z) = (x —b)*+ (x —b)~.
||a||lzs:k—1 ol az;:k‘ Z‘; /

Es folgt also v € Pp_; auf Zusammenhangskomponenten. Da {2 zusammenhéingend ist,
folgt daraus die Behauptung. O






Kapitel 2

Polynomiale Interpolation in
Sobolev-Riumen

In diesem Kapitel wird ein allgemeines Resultat iiber polynomiale Approximation in
Sobolev-Riumen dargestellt. Fiir die Vorgehensweise ist dabei die Darstellung in [Cia78]
iiber Interpolationstheorie wesentlich. Grundlegende Konzepte sind die Konstruktionen
von Quotientenrdumen iiber den Nullriumen von Halbnormen. Dieses Vorgehen erzeugt
in natiirlicher Weise normierte Rdume beziiglich der Halbnorm, welche auf dem Quotienten
schon eine Norm ist. Anwendungen dieser Konstruktionen sind polynomiale Interpolati-
onsabschéitzungen und sogenannte inverse Ungleichungen. In beiden Féallen kann man mit
Hilfe von affinen Transformationen Abschitzungen ableiten, welche vom Elementdurch-
messer h abhingen.

Die im Folgenden auftretenden Gebiete sind, falls nicht ausdriicklich anders erwéihnt, be-
schrinkte, Lipschitz-stetig berandete Teilgebiete des R".

2.1 Quotientenrdume

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Begriffe Quotientenraum und Quotienten-
norm sowie darauf induzierte Abbildungen dargestellt.

Lemma 2.1 (Quotientenriume) Seien (A, | - ||4) ein normierter Raum und B C A
ein abgeschlossener Unterraum, dann ist der Quotientenraum

A/B:={a:=a+ B|a€ A}

zusammen mit der Norm

|af| := inf [|af| A
aca

ein normierter Raum (A/B, | -|).

(A/B,| - ||) ist vollstindig, falls (A,|| - ||4) vollstandig ist.
Beweis. Siehe [Yos80]. 0
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Korollar 2.1 (Projektion) Mit der Quotientennorm wird die Projektion

P (Al — (A/B.J-1)
a — a=a+ B

stetig, und es gilt ||P| < 1.
Beweis. Es ist
[1Pall = |la] = inf [[a]| < a].
aca
O

Stetige lineare Abbildungen auf normierten Riumen lassen sich iiber Quotienten nach
abgeschlossenen Teilriumen des Kerns faktorisieren.

Proposition 2.1 (Abgeschlossenheit der Nebenklassen) Seien (A, || - | 4) ein nor-
mierter Raum, B C A ein abgeschlossener Unterraum und A/B der Quotientenraum,
dann gibt es in jeder Klasse a ein Element a', so daf$ gilt

"I = ||a|| = inf .
|| =Tl = int o]

Beweis. Die Addition in einem normierten Raum ist stetig, damit sind die Nebenklassen
@ = a + B abgeschlossen. O

und B C A ein abgeschlossener Unterraum. Weiterhin sei (A/B,|| - ||) der Quotientenraum
von A iber B. Sei

Lemma 2.2 (Faktorisierung) Seien (A,| - ||a) und (C,| - ||¢) zwei normierte Rdume

L:A—C

ein stetiger linearer Operator mit B C Ker(L), dann existiert ein stetiger linearer Operator
L:A/B — C, der das Diagramm

A C

L4

=

A/B....

kommutativ macht. In diesem Fall sagt man auch: L faktorisiert iber P mittels L. Es gilt
IZIF < [IZ]I-
Beweis. Man definiert die Abbildung L durch

L: A/B — C
a=a+B +—— Lfa)

Es ist noch zu zeigen, da§ L wohldefiniert und stetig ist.
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e Wohldefiniertheit: Seien a,a’ € a, dann gibt es ein b € B, so dafl a’ = a + b. Daraus
folgt

L(a") = L(a) + L(b) = L(a),
denn b € Ker(L).
o Stetigkeit: Es gilt mit o’ € a wie in Proposition 2.1
(@) e = IL() e < LI o]l = |21 inf lall 4 = |Z) Ta

Diese Ungleichung impliziert m < ||IL|.

Der Quotientenraum W™ /P,

Lemma 2.3 (Der Quotientenraum W™+1/P, ) Seien Q C R" ein nicht notwendig
beschrinktes Gebiet, 1 <p < oc und m € NU{0}. Sei weiterhin (W™ 1P (Q), ] - lm+1p)
der Banach-Raum der bis zur Ordnung (m + 1) verallgemeinert differenzierbaren Funktio-
nen aus LP(Q), dann ezistiert

Q i= WP (Q) /B (Q) = {6 = v + B (Q) | v € WTH(0))

und ist ein Banach-Raum mit der Quotientennorm

‘1‘)||m+1,p = 11)1’615 HUHm‘Fl,p-
Beweis. P, () ist endlichdimensional und damit abgeschlossen. Folglich ist ) ein normier-

ter Raum beziiglich der Quotientennorm. Mit W™+LP () ist auch @ ein Banach-Raum.
a

Aquivalente Normen auf W™*!/P,,

In diesem Abschnitt wird bewiesen, daff fiir 1 < p < oo und m € N U {0} bereits die
Halbnorm | - |,,41 eine zur Quotientennorm #dquivalente Norm auf W™+1(Q)/P,, () ist.
Zunichst wird gezeigt, daB | - |11 eine Norm auf W™H(Q)/P,,(Q) ist. Darauffolgend
wird bewiesen, dafl diese Norm &dquivalent zur Quotientennorm ist.

Lemma 2.4 Seien 1 <p<oo und m € NU {0}, dann ist | - |11, eine Norm auf
WmHLr(Q) /P, ().

Beweis. Jede Halbnorm | - | auf einem Raum X ist auf dem Quotienten X /N nach dem
Nullraum N := {z € X | |z| = 0} schon eine Norm, vgl. [Rud73], Kapitel 1, Satz 1.43.
Aufgrund des Identifikationssatzes 1.5 ist daher |- |, 41, sogar eine Norm. Damit ist

|.|m+1,p = |U|my1p Mmitv €D

wohldefiniert und eine Norm auf W™12(Q) /P, (). O
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Lemma 2.5 Seien 1 < p < oo und m € NU{0}, dann gilt fiir alle v € W™TLP(Q) /P, (Q)

|‘|m—|—1,p < ||,[)Hm+1,p

Beweis. Es gilt offensichtlich

|®|m+1,p = },25 Vlmt1,p < ll)relg [vllmt1,p = M)Hm—l—l,p'

Lemma 2.6 Seien 1 < p < oo und m € NU {0}, dann existiert eine Konstante C > 0,
so daf fiir alle v € W™H(Q) /P, (Q) gilt

|7.)Hm+1,p < C‘ .|m+1,p'

Beweis. Seien N := dim (P,,(2)) und P = {p1, ...,pn} eine Basis von P,,(f2), dann kann
man mit Hilfe des Satzes von Hahn und Banach eine duale Basis F' = {F}, ..., Fy} zu P
von stetigen Funktionalen auf W™+1P(Q) finden, d.h.

Fi(p;) = dij-
Definiere den Projektionsoperator P durch
P: WmHr(Q) — P, (Q)

N
v — Pov:= Z Fi(v)pi,
i=1

dann folgt
(2.1) Fi(v—Pv) =0 firalleie {1,...,N}.

Es ist also hinreichend, zu zeigen, daf8 fiir alle v € W™+1P(Q) gilt

N
(2.2) [vllmt1p <C <|v|m+1,p > Fi(v)l) ;

=1

denn fiir alle o € W™+1(Q)/P,,(Q) folgt dann

0/l pg1,p = qie%f o+ almr1p < llv—=Pollmirp
m

(2.2) N
< C||v—="Puvlmirp+ Y |Fi(v— P

=1

2.1
" C ol
Angenommen, (2.2) ist falsch, dann gibt es eine Folge {v;} C W™LP(Q) mit

N
(23) lotllms1p =1 und  Jim <w|m+1,p+§;Fi(w>> =0.
1=
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Aufgrund von Satz 1.4 fiir 1 < p < oo und von Satz 1.3 fiir p = oo ist die Einbettung
Id : WmHLP(Q) — W™P(Q) kompakt, da (2 als Lipschitz-stetig berandet vorausgesetzt ist.
vy ist beschriinkt, also kann man in W™P(Q) eine gegen ein v € WP (Q) konvergierende
Teilfolge I(vy()) finden. Diese wird im Folgenden auch mit v; bezeichnet. Es gilt also

li — =0.

Jim oy = vllmp

Somit ist v; eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||;,p. Aufgrund der Annahme (2.3) gilt
li =
Jim forfmt1p = 0,

damit ist v, auch eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||l;n11,. Da W™FLP(Q) vollstindig ist,
folgt

zlggo lor = vllm+1p = 0.
Nach Voraussetzung (2.3) gilt
Vlmt1p = ll_l)rglc Vil m+1,p = 0.
Aus dem Identifikationssatz 1.5 folgt dann, dal v € P, (Q). Aulerdem gilt wegen der
Annahme 2.3 fiir alle i € {1,..., N}
2.3)

F;(v) = Fy(lim ;) *£" Jim £ () =

[—o00

Da F eine duale Basis zu P ist, folgt also v = 0. Das steht im Widerspruch zur Annah-
me (2.3), denn ||v;|l;m41, = 1. Also gilt die Behauptung, und das Lemma ist bewiesen. O

2.2 Interpolationsabschitzungen

fiir polynom-erhaltende Operatoren
In diesem Abschnitt wird das wesentliche Resultat von [Cia78] vorgestellt, welches das
Kernstiick der polynomialen Interpolationstheorie in Sobolev-Riumen ist. Aus diesem wird

mit Hilfe von affinen Transformationen eine von dem Gebietsdurchmesser h abhiingige
Interpolationsabschitzung abgeleitet.

Satz 2.1 (Interpolationstheorem) Seien W™T1P(Q) und W*4(Q) Sobolev-Riume mit
der Figenschaft, daf

Id: Wm™HhP(Q) — Wha(Q)
eine stetige Finbettung ist. Sei weiterhin
IT: WP (Q) — Wka(Q)
ein stetiger Operator mit der Eigenschaft
H\Pm(m =Id,
dann gibt es eine von Q abhingige Konstante C, so daf$ fiir alle v € W™LP(Q) gilt
((Id = Molk,e < CTd =TI [v]mi1,p-
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Beweis. Es gilt offensichtlich
P () C Ker(Id —1I).
Es faktorisiert also Id — II iiber W™+1P(Q) /P, (£2), und somit ist

Id—T1: WmHe(Q)/P,(Q) — WkI(Q)
v=v+P,(Q) +— (Id-Mw

stetig. Daraus folgt

Stet, ————
((Id =Tvlrg < [(Id=Tollre < [Ld =TI} [[0]544,

Lemma 2.6
T ) 7 v TR

VAN

17 — T f}]]

2.3 Affine Transformationen

Definition 2.1 (Affine Aquivalenz) Seien Q und Q Gebiete im R™. Q heifit affin dqui-
valent zu €2, falls es eine bijektive affine Abbildung

Tr: R* — R?
x +— Az+c (A € R*™™ invertierbar)

gibt mit Tr(Q) = Q.

Es werden im Folgenden die Zuordnungen

VEY: <£1> z € Tr(Q)
Tr—

(1: Q>R +— (@W=0doTr ':Q—R)

verwendet. Damit gilt v(z) = o(Tr~'z) = 9(%).

Funktionenrdume unter affinen Transformationen

Satz 2.2 (Transformationseigenschaften) Sei(Q affin dquivalent zu Q2. Seienm € NU {0}
und 1 < p < oo, dann gelten die folgenden Beziehungen

A

WmP(Q) 305 — veWmP(Q)

_1
CllAl™ |det(A)] > [vlm.p
C | AH™ |det(A)[7 [[0]|m,p-

|0lm.p

<
|U|m,p <

Die Konstante C hdngt von dem Gebiet ) ab.

Der Beweis kann iiber Transformationsregeln fiir Integrale und partielle Ableitungen gefiihrt
werden. Siehe z. B. [CiaT8].
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Geometrische Schranken

Um die Matrixnorm von A durch geometrische Gréfien beschreiben zu kénnen, benétigt
man noch die folgende Definition.

Definition 2.2 (Umkreis- und Inkreisdurchmesser von Q) Seien Q ein Gebiet im
R™ und S C Q Sphdren, dann heifien

h:= inf {diam(S)} wund p:= sup{diam(S)},
$O0 SCQ

Umkreis- und Inkreisdurchmesser von Q.

Lemma 2.7 (Abschitzung der Matrixnorm) Sei Q affin dquivalent zu Q, dann gilt

h
[A] < 5 und A7 <

USRSl

Beweis. Exemplarisch fiir A zeigt man
1
[All = = sup [[Ag]
0 igll=0
Ist ¢ ein Vektor der Liange 9, so gibt es ¢,2 € Q) mit & = g — 2. Also ist
A& =Tr(g) — Tr(2) € Q und damit ||A¢|| < h. Daraus folgt schlielich

h
1Al < -

>

Lemma 2.8 (Abschéitzung der Funktionaldeterminante) Sei Q affin dquivalent zu
Q, dann gilt fir die Transformationsmatriz A

det(4) = “Y

u(Q)

Damit kann man die vom Durchmesser h abhdngige Abschdtzung

det(A) < <ﬁ> <Conr
0

n

mit C := 0~ " angeben.

Beweis. Aufgrund der Transformationsregeln fiir Integrale gilt

p(Q) = / ldx = / 1dTr(z)
Q Q
= /det(A) di = det(A) u().
Q
]
Im Folgenden wird eine von den geometrischen Grofien von {2 abhiingige Interpolations-

abschétzung vorgestellt. Diese wird hergeleitet durch eine affine Transformation auf ein
Referenzelement 2.
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Satz 2.3 (Abschitzung iiber Referenzelement) Sei Q affin dquivalent zu einem fe-
sten Referenzgebiet Q) und seien die Voraussetzungen von Satz 2.1 erfiillt, dann gilt die
folgende Interpolationsabschitzung fiir alle v € W™H1P(Q)

hm-l—l "

gk

(Id — )|, < C ha 2 |V] et p-

Beweis. Aufgrund der affinen Transformation Tr ! gilt mit Satz 2.2

1 )
(Td =Tk < C A7 [det(A)]7 |(Id = T1)igq.
Mit Hilfe der Interpolationsabschitzung fiir II folgt aus Satz 2.1
((Id =M)d|gg < ClId=T0[[[0]m1,-
Schliefilich gilt mit Satz 2.2 unter Benutzung der affinen Transformation Tr
~ m+1 -1
Olmt1p < CIAI™T [det(A)] 7 [v]mi1p-

Zusammensetzen der drei Abschitzungen ergibt

1_1
(Id -k, < CJAT I AI™" |det(A)[ 75 [0l

N\ k
h B\ ™! 1.1
c (5) (5) et (A)5™5 [0]s1pe

FaBt man alle Q-Grofen als konstant auf, so erhélt man schliellich

VAN

R n_n
|(Id_H)“|k,q < C? ha % |vlmy1p.

2.4 Inverse Ungleichungen

Man kann die Interpolationsabschitzungen aus Satz 2.3 unter einem entsprechenden Ver-
lust von h-Potenzen auf endlichdimensionalen Unterrdumen umkehren. Um die folgende
inverse Ungleichung bei Finite-Element-Methoden sinnvoll nutzen zu kénnen, mufl man
sich die Voraussetzungen des folgenden Lemmas als fixiert denken.

Lemma 2.9 (Inverse Ungleichung) Sei Q ein Gebiet. Seienm +1>k > 0 und
Id: WP (Q) — wka(Q)

eine stetige Einbettung. Ist P C W™ T'#(Q) C WE4(Q) ein endlichdimensionaler Unter-
raum, dann gibt es eine Konstante C(P,Q, m,k,p,q), so daf fiir alle p € P gilt

‘p|m+1,p < C(P, Q) |p‘k,lI'
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Bemerkung 2.1 Fiir die Existenz einer stetigen Einbettung ist nach Satz 1.4 hinreichend,
daf}

m+l1-2" > k-2
p q
gilt.

Beweis. Jede Halbnorm | - | auf einem Raum X ist auf dem Quotienten X /N nach dem
Nullraum N := {z € X | |z| = 0} schon eine Norm, vgl. [Rud73], Kapitel 1, Satz 1.43.

Es ist also P/N mit N := {z € P| z|k,, = 0} ein endlichdimensionaler Vektorraum mit
der Norm | - |, 4. AuBerdem gilt wegen Korollar 1.1 mit m + 1 > k

plkg=0 = |plm+1p=0.

Daraus folgt, daB die Halbnorm | - |;,4 1, auch iiber dem Quotienten P/N fakorisiert und
somit gleich der Quotientenhalbnorm

wm-i—l,p = zl)rel;f) ‘p|m+1,p = ‘p|m+1,p fur allep € p

ist. Aufgrund der Norméquivalenz auf dem endlichdimensionalen Quotientenraum P/N

folgt, daff die Quotientennorm || - || fquivalent zur Norm | - [,  ist. Es gilt speziell

m+1,p

|| ’ Hm+1,p < C(P,Q,m,k,p, q) ‘ ’ |k,q'

Also ergibt sich insgesamt

Iplm+1p = mmﬂ,p < mmﬂ,p < O(P,Q,m. k.p.q) mk’q
< C(P,9,m.k,p,q) plig.

O
Das néichste Korollar ist wesentlich fiir inverse Abschéitzungen bei Finite-Element-Metho-
den. Die Konstante C hingt nicht von h ab, falls die lokalen endlichdimensionalen Radume
P invariant unter dem Operator Einschrinkung und unter affinen Transformationen sind.
Es muf} also garantiert sein, dal man die lokalen Ridume immer in einen festen endlich-
dimensionalen Referenzraum P abbilden kann. Die Polynomridume sind invariant unter
Einschrinkung und affinen Transformationen, deshalb wird das nichste Korollar speziell
fiir diese Rdume angegeben.

Korollar 2.2 (Inverse Ungleichung iiber Referenzelement) Sei Q affin dquivalent
zu einem festen Referenzgebiet ). Seien weiterhin m + 1 > k > 0 und P)(Q) der Raum
der Polynome vom Grad | sowie

Id: Wm™HhP(Q) — Wha(Q)

eine stetige Einbettung, so gilt

hk n_mn
‘p|m+1,p < C(Q,l,m,k,p,q)Whp a ‘p|k;‘1'

Der Beweis erfolgt durch eine Transformation auf das Referenzgebiet ) wie in Beweis von
Satz 2.3.
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2.5 Interpolationstheorie konformer FE-Riume

In diesem Abschnitt werden die Interpolationsaussagen aus dem ersten Teil des Kapi-
tels auf Finite-Element-Riume angewendet. Zunichst werden Interpolationsoperatoren auf
Finite-Element-Riumen eingefiihrt. Anschliefend werden Bedingungen angegeben, unter
welchen die Ergebnisse aus dem ersten Abschnitt anwendbar sind, um lokale und globale
Interpolationsabschéitzungen machen zu kénnen.

Die auftretenden Gebiete bzw. Teilgebiete werden wieder als Lipschitz-stetig berandet
vorausgesetzt. Alle vorkommenden Operatoren werden als linear und stetig vorausgesetzt.

Finite-Element-Riume

Es wird hier die Defintion von [Cia78] in einer globalen Fassung verwendet. In [Cia78] ist
eine lokale Definition angegeben. Der Vorteil einer globalen Betrachtung besteht darin, dafl
man keine Zusammensetzung der lokalen Grossen vornehmen mufl und sich somit nicht
um das Problem der Wohldefiniertheit zu kiimmern braucht.

Definition 2.3 (Finite-Element-Réume) Seien (2 ein Gebiet und V' ein Banach-Raum
von reellwertigen Funktionen iber ). Seien P C V ein endlichdimensionaler Teilraum der
Dimension N und ¥ = {Fy,...,Fxy} eine N-elementige Menge von stetigen Funktionalen
auf V. Dann wird das Tupel (Q,V, P, %) konformer Finite-Element-Raum genannt.

Bemerkung 2.2 Im Folgenden werden konforme Finite-Element-Riume auch durch die
Abkiirzung FE-Raum gekennzeichnet.

Definition 2.4 (Interpolationsoperatoren) Sei (2, V. P,X) ein FE-Raum und seien
{P1, ..., PN} Funktionen aus P, dann lifit sich ein Operator 11 definieren durch

Im: v — P

N
v ZFZ(U)PZ
i=1

IT heifit Interpolationsoperator iber (Q,V, P, %).

Bemerkung 2.3 i) Der Operator IT hiingt von der Wahl der Funktionen aus P ab!

ii) Der Operator ist wohldefiniert, weil {Py, ..., Py} C P sind, und stetig, weil die Funk-
tionale ¥ stetig sind. Insgesamt ergibt sich

tet.

N N
S
o < Y BRI < Y IEIolP]

IN

N
Y IEIIE ol
=1

iii) Jede stetige lineare Abbildung L : V' — P lafit sich wie in Definition 2.4 darstellen. ©

Lemma 2.10 (Projektionseigenschaft) Seien (Q,V,P,X) ein FE-Raum und die ste-
tigen Funktionale ¥ = {F,...., Fx} dber V dual zu einer Basis {Py,..., Py} von P, d. h.

Fi(Pj) = bij.
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Der Interpolationsoperator 11 sei definiert durch
m: v — P
N
v o— > Fi(v)F;,
i=1
dann ist I1 ein Projektionsoperator von V nach P und es gilt
1|, = Id.
Beweis. Es gentigt II|p = Id zu zeigen , denn dann ist
1% (v) = TI(TTv) = T (v).

Es gilt p = Y F;(p)P; = Ilp fiir alle p € P, denn p = A\ Py + ... + Ay Py und Fj(p) = A
fiir alle j € {1,..., N}, da ¥ dual zur Basis {Py, ..., Py} von P ist. O

Lemma 2.11 (Duale Basen) Seien (V.|| -||) ein normierter Raum und P C 'V ein end-
lichdimensionaler Unterraum, dann gibt es zu jeder Basis {Pi,..., Py} von P ein duale
Basis F = {Fy,...,Fx} von stetigen Funktionalen auf V.

Der Beweis folgt sofort mit dem Satz von Hahn und Banach. O

Korollar 2.3 (Projektionsoperatoren) Zu jedem endlichdimensionalen Ansatzraum
P CV wund jeder Basis {Py,..., Py} von P gibt es einen Interpolationsoperator, der ei-
ne Projektion auf P ist.

Bemerkung 2.4 Dies ist nur ein Existenzaussage, die aber scheinbar keine allgemeine
Interpolationstheorie zuldfit, weil man nichts iiber die Funktionale F' aussagen kann. Die
Funktionale héngen stark von der Basis {P}, ..., Py} und dem Raum V ab. Insbesondere
weifl man, a priori, nichts {iber den Triger der Funktionale F'.

Interpolationseigenschaften

Im Folgenden werden hinreichende Kriterien angeben, um lokale Abschitzungen angeben
zu konnen. Lokal heifit in diesem Sinn, daf} eine Interpolationsaussage auf den Teilgebie-
ten T einer Zerlegung des Gebietes Q = |J T angegeben werden kann.

TETh

Definition 2.5 (Affine Zerlegungen) Eine Zerlegung Q@ = |J T des Gebietes Q in
TeTh
affin dquivalente Teilgebiete T heifit affine Zerlegung.

Eine wesentliche Figenschaft fiir die Anwendbarkeit der Interpolationsaussagen aus Kapi-
tel 2 auf Interpolationsoperatoren iiber FE-Rdumen ist die folgende Eigenschaft.

Definition 2.6 (Lokalitit) Seien (Q, W™TLP(Q), P,Y) ein FE-Raum und Q = |J T
TeTh
eine zugehdrige Zerlequng des Gebietes ). FEin Interpolationsoperator 11 diber

(Q,WmtLP(Q), P, %) heifit lokal, wenn es lokale Operatoren

My : WHP(T) — R
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gibt, so daf fir alle T € Ty, gilt

H‘T =1t
gilt.
Lemma 2.12 (Zerlegbarkeit) Sei der Operator 11 lokal, dann gilt fiir alle v € V

||H/U||%/Vm+1ap(ﬂ) = Z HHTUH%/VmH,p(T)-
TETh

Bemerkung 2.5 Der Einbettungsoperator Id : W™+P(Q) — Wk4(Q) aus Satz 1.4 ist
ebenfalls lokal im obigen Sinne, also gilt insbesondere

I(Id — H)’UH%/VWHLLP(Q) = Z |(Tdr — HT)UH%/VmH,p(T)-
TeTh

Satz 2.4 (Lokale Interpolationsaussage) Die folgenden Voraussetzungen sind hinrei-
chend fiir lokale Interpolationsabschditzungen wie die in Satz 2.3 bei FE-Methoden.

o (Q,WmHLP(Q), P, %) sei ein FE-Raum iiber einer affinen Zerlegung von Q= |J T.
TET

e Der Interpolationsoperator 11 sei iber (Q,V, P,X) lokal wie in Definition 2.6, d. h.
fir alle T € Ty, gebe es stetige Operatoren Ilr, so daf

I, = .

e Die lokalen Operatoren Iy mdgen die Voraussetzungen von Satz 2.1 beziiglich T
erfillen.

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir alle v € W™HP(Q) und fiir alle T € Ty,

pmtl n_n
|(Idp = Or)vlyrar) < C Zk ht P lvlwm+is(r).
T

Beweis. Die Voraussetzungen sind hinreichend aufgrund der vorangegangenen Sétze. O

Bemerkung 2.6 Die wesentliche Forderung ist in diesem Fall die Lokalitidt des Interpola-
tionsoperators. Da der Interpolationsoperator iiber den Funktionalen ¥ eine Projektion in
den Ansatzraum P bewirkt, ist dies eine Forderung an den Ansatzraum P und die Funk-
tionale . Diese miissen ebenfalls in einer geeigneten Weise lokal sein. Diese Voraussetzung
ist erfiillt bei Lagrange- bzw. Hermite-Ansatzriumen und hinreichender Regularitit des
Losungsraumes W™P(Q), z.B. W™P(Q) < C°. In diesem Fall sind die Diracschen Delta-
Distributionen (auch Punkt-Distributionen genannt) im Dualraum von V. Im Fall von
W™2(Q) und Q € R? bedeutet dies aufgrund der Sobolevschen Einbettungssitze gerade

3
m>§ = m>1.
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Schwache Losungen v von PDGLn zweiter Ordnung mit dominanten Termen 1. Ordnung
sind hiufig ,nur® in W'? enthalten (fehlende Regularitiit). Da in diesem Fall die Punkt-
Distributionen nicht in (W!?2)* enthalten sind, sind speziellere Interpolationsoperatoren
erforderlich, die iiber eine lokale L?-Mittelung in den Ansatzraum abbilden. Leider erfiillen
diese dann nur noch eine quasi-lokale Abschétzung, d. h. man kann den Interpolationsfehler
auf einem Element T nur iiber eine Umgebung von T gegen eine Norm der Loésung u
abschiitzen. Ein solcher Operator wird zusammen mit dem zugehorigen konformen FE-
Raum in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellt.

Eine umfangreiche Ubersicht iiber die moglichen FE-Riume und deren Anwendungen fin-
det sich bei ([Cia78], Kap. 2. u. 3.). Es wird an dieser Stelle nicht niher darauf eingegangen.

In diesem Abschnitt soll nur noch kurz auf das globale Konvergenzverhalten in Abhingig-
keit von der Gitterfeinheit h bei der FE-Interpolation eingegangen werden.

Korollar 2.4 (Globale Interpolationsaussage) Seien die Vorraussetzungen wvon
Satz 2.4 erfillt, dann g¢ilt die globale Interpolationsabschdtzung

pmtl n_n
‘(Id — H)’U‘Wk,q(Q) S C max { Z_;k h% p } |U|Wm+1,p(Q).
T

Beweis. Es gilt

1(Td = olpeaey = Y, ITdr =)ol -
TeTy

Durch Abschitzung der lokalen Terme ergibt sich dann die Behauptung. O






Kapitel 3

Singulir gestorte
Diffusions-Konvektions-Reaktions-
Gleichungen

In diesem Kapitel wird die Klasse von Differentialgleichungen vorgestellt fiir die eine
a-posteriori Fehleranalysis angestrebt wird. Es handelt sich dabei um singulér gestorte
Randwertprobleme 2. Ordnung mit gemischten Dirichlet- und Robin-Randbedingungen.
Es wird die schwache Formulierung hergeleitet und mit Hilfe der Lax-Milgram-Theorie
eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage unter den iiblichen Voraussetzungen angegeben.
Die Diskretisierung erfolgt mit der SUPG-Methode auf einem Finite-Element-Raum mit
Dreieckszerlegung und stetigen stiickweise affin-linearen Ansatzfunktionen.

3.1 Problemstellung

Betrachtet werden singulir gestorte Diffusions-Konvektions-Reaktionsgleichungen mit ge-
mischten Dirichlet- und Robin-Randbedingungen des Typs

—eAu+a-Vu+bu =f in €,
(3.1) u =0 auf I'p,
eVu-n+Cu =g auf g

mit den Daten:

e () C R"™ ist ein Lipschitz-stetig berandetes Gebiet mit Rand 92 = I'p UT'g, wobei
I'p NTk = 0 gelten soll. T'p wird als kompakt angenommen.

71 ist der fast iiberall definierte aufiere Normaleneinheitsvektor an 0. Vu - 1 ist die
Richtungsableitung von v in Richtung des Normaleneinheitsvektors.

0 < e K 1 ist ein singulédrer Stérungsparameter.
e a:Q — R” ist ein Stromungsfeld.

e bh:Q — R ist ein Skalarfeld.
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—eAuw ist der Diffusionsterm, a - Vu ist der Konvektionsterm und b - u — f ist ein lineari-
sierter Reaktionsterm.

Bemerkung 3.1 Die im Problem (3.1) vorkommenden Randbedingungen sind gemischte
Dirichlet- und Robin-Randbedingungen. Sie treten in dieser Form an den Rindern von
Teilgebieten bei einer Gebietszerlegung (DDM=Domain-Decomposition-Method) auf. Es
wird in diesem Zusammenhang auf [Ott99] verwiesen.

3.2 Schwache Formulierung

Man versteht unter einer schwachen Losung von (3.1) eine Losung im distributiven Sinn.
Man leitet aus (3.1) eine Variationsgleichung der Form

(3.2) Gesucht w € X, sodaB B(u,v)=F(v) YveX

ab. Dabei ist B eine stetige Bilinearform und F ein stetiges lineares Funktional auf einem
Hilbert-Raum X.

Definition 3.1 (X-Elliptizitét) Sei (X,| - [|x) ein Hilbert-Raum. Eine Bilinearform
B: X x X — R auf X heifst X -elliptisch (oder auch strikt koerzitiv), falls eine Konstante
v > 0 ezistiert mit

B(v,v) > *vaH%( Yo € X.

Bemerkung 3.2 (Lax-Milgram) i) Ist B(:,-) strikt koerzitiv, so liefert der Satz von
Riesz die Existenz und Eindeutigkeit der Losung u von 3.2 (Lax-Milgram Theorie).

ii) Fiir die oberen a-posteriori Abschéitzungen nach Verfiirth braucht man die X -Elliptizitit
der Bilinearform B. o

Der Losungsraum fiir die schwache Formulierung des Problems (3.1) wird in der folgenden
Definition eingefiihrt.

Definition 3.2 (L6sungsraum) Seien Q und I'p C 0Q wie im Problem (3.1), dann wird
mit Hilfe des Spuroperators Sp aus Satz 1.2 der Sobolev-Raum

X =Wp2(Q) = {v e W"(Q) | Sp(v) |, =0}
mit der entsprechenden Norm

1= 1wz
eingefihrt.

Bemerkung 3.3 i) Der Spuroperator Sp ist stetig und {0} € W2(9Q) abgeschlossen,
also ist W%;(Q) abgeschlossen und somit ein Banachraum.
ii) Der Raum

CR,(Q) == {p € C®(Q) | p|., =0}

ist aufgrund von Lemma 1.9 dicht in dem Lésungsraum X und wird auch als Testraum
der schwachen Formulierung 3.4 bezeichnet. o
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Eine dem Problem (3.1) angepafite Norm ist eine mit ¢ gewichtete Norm, die sogenannte
Energienorm.

Definition 3.3 (Energienorm) Sei e > 0. Fiir alle v € WH2(Q) sei

ol = /el V0122 q) + 10]122q,

mat

1
190122 = ol = Z/ )\ )
12(0) = Vlw2) = 2 ), 91 .

Die so definierte Norm wird als Energienorm bezeichnet. Ist T C Q ein Teilgebiet, so wird
die Einschrinkung der Energienorm auf Funktionen u € W12(Y) mit |||ul||y bezeichnet.

Lemma 3.1 (Norméquivalenz) Sei ¢ > 0. Die Energienorm ||| ||| ist dquivalent zur
Norm || - |12 und es gilt explizit
I llnrz) < Celll -l
-1 < el llwrege

mit C, = max{g_%, 1} und ¢ = max{sé, 1}.

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen. O
Um eine schwache Formulierung fiir das Problem abzuleiten, mufl gewihrleistet sein, daf§
fiir alle u € Wllﬁ(Q) die Funktionen a-Vu und bu aus L?(Q) sind. Es ist wegen Lemma 1.5
hinreichend und im Allgemeinen wahrscheinlich auch notwendig, dal ¢ € (L*°(€2))™ und
b € L*(Q) ist. Um ein wohlformuliertes Problem zu erhalten, wird im Folgenden von
dieser Voraussetzung ausgegangen. Damit ist es jetzt moglich, das Variationsproblem (3.2)

d. h. die schwache Formulierung von (3.1) anzugeben. Man multipliziert (3.1) mit einer
Testfunktion aus Cp (€2) und integriert iiber Q2. So ergibt sich

—6/Auvdaz-l—/(g-Vu-l—bu)vde:/fvda:.
Q Q Q

Durch partielle Integration erhélt man mit Lemma 1.10

—5( Vu-ﬁvds—/Vqudx)—i—/(g-Vu—i—bu)vdx:/fvdm.
T'r Q Q Q

Einarbeiten der Randbedingungen liefert

a/Vqudx—i-/(g-Vu—i—bu)vdx—i—/ Cuvds=/fvdx+/ g ds.
Q Q Tr Q Ir
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Definition 3.4 (Schwache Formulierung) Sei a € (L*°(2))" und b€ L>®(Q2), dann
sind die Bilinearform B und das Funktional F fiir alle u,v € Wll’j(Q) definiert als

B(u,v) = &(Vu,Vo)r2q) + (@ Vu+bu,v)r20) + (Cu,v) 120,y und
Fv) = (f,v)r2@) +(9:0)r2(rp)-
Die schwache Formulierung des Problems (3.1) wird damit gegeben durch
Pinde u € Wi (Q), so daf fiir alle v € Wp2(Q) gilt
B(u,v) = F(v).

Die folgenden Lemmata zeigen die X-Elliptizitit und Stetigkeit der Bilinearform B und die
Stetigkeit des Funktionals F'. Somit sind die Voraussetzungen der Lax-Milgram-Theorie
erfiillt und es folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Losung aus Definition 3.4.

Lemma 3.2 (X-Elliptizitiat von B) Unter den Voraussetzungen

(3.3) ae (WHe(@Q)",
(3.4) —%V-Q+b2*y>0 und
(3.5) a-n+2(>0 auf g

ist die Bilinearform B W;’;(Q)—elliptisch. Genauer gilt fiir alle v € W;’;(Q)
B(v,v) > min{y, 1} [||v][?

Beweis.  Zunichst kann man B in  zwei  Bilinearformen  aufspalten,
d. h. B(u,v) = a1(u,v) + az(u,v) mit

ay (u,v) = 8/ Vu-Vodr und as(u,v) = /(g- Vu+bu)v dm—i—/ Cuwv ds.
Q Q I'r
Jetzt schéitzt man beide Terme ab. Fiir den elliptischen Hauptteil ergibt sich
ay(v,v) = 6/ Vou-Vodr = 8HVUH%2(Q)
Q

Fiir den Term niederer Ordnung ergibt sich

as(v,v) = /Q(Q-Vv)vdz-l-/QbUQde-l- g Cv? ds
R

) 1
= —</ g-ﬁqus—/v-Mde>+/bv2dm+/ Cv ds
Lemma 1.10 2 50 [¢) 9] I'r

=0 1 1
virp —/ (a-7+2¢) v2ds+/ (b—=V-a) v*dzx
>0 wegen (3.5) >~>0 wegen (3.4)
> ol 720)-

Daraus folgt dann

B(v,v) > el Vol2agq) + Yolagy > min{y, 1} [|v]|.
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Lemma 3.3 (Stetigkeit von B) Unter den Voraussetzungen a € (L>(2))", b € L*(Q)
und ( € L*(T'r) ist B stetig auf Wll’j(Q) und es gilt fir alle u,v € Wll’j(Q)

B(v,w) < (14 [1bllzoeay + &~ llallpoeay + 1< oo rg)) Nolll [ewll] -
Beweis. Fiir alle u,v € W#;(Q) gilt
B(u,v) = e(Vu, Vo) 2y + (@ Vu +bu,v)p2q) + (Cu,v) 12 (ry)

Holder
(3.6) < elVullp Vol ey + llallzee @) I Vullz vl 22 ) +

+ 116l oo () llull 2o 1Vl 22(0) + IS zoe (r ) Null L2y IVl L2 (0 )

Young 1
< (14 bl ooy + € Hlallzoe ey + ICllzoerry ) el 1ol
Spurop.

Lemma 3.4 (Stetigkeit von F) Unter den Voraussetzungen f € L%*(Q), g € L*(T'g)
ist F' stetig auf Wllﬁ(Q), und es gilt fir alle v € Wll’j(Q)

F(v) < (Ifllze@) + l9llze gy vl r2 ()
Beweis. Es gilt fiir alle v € W;’;(Q)
Fv) = (fiv)r2 +(9:0) 20y
< Wl ol + ol ol

Spurab

Satz§1.2 C (Ifllzz0) + llgllrzpy) Ivllz2 (o).
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3.3 Konstruktion eines konformen FE-Raumes

In diesem Abschnitt wird ein konformer FE-Raum fiir die Diskretisierung des Pro
blems (3.1) vorgestellt. Dabei wird die Zerlegung des Gebietes Q C R" in n-Simplizes T
erfolgen. Der Ansatzraum X ,1l wird aus stetigen und auf den Teilgebieten T' affin-linearen
Ansatzfunktionen bestehen, die auf dem Dirchlet-Rand I'p verschwinden. Dadurch ist
sichergestellt, da§ der Ansatzraum ein Unterraum von Wllj(Q) ist.

Zerlegung eines Gebietes

Das Gebiet Q C R" wird ausgehend von einem Referenzelement 7' vollstéindig in affin-
dquivalente Elemente der Form

Q= U T, T ist n-Simplex
TeT

zerlegt (Vorzugsweise wihle n = 2 oder n = 3). Die Zerlegung 7 ist somit eine affine Fa-
milie. Um einen konformen Ansatzraum aus affin-linearen Funktionen auf den Elementen

F(x)=Bx+c

y
(0,0 (1,0
Referenzelement

Gebiet

Abbildung 3.1: Zerlegung des Gebietes 2

konstruieren zu kénnen, mufy garantiert werden, daf} sich die Funktionen an den Kanten
stetig zusammensetzen. Dazu ist es notwendig, keine sogenannten hingenden Knoten zu
erzeugen, d. h. nicht mehrere Elemente an einer Kante angrenzen zu lassen.

Definition 3.5 (Zulissigkeit) Eine Zerlegung T von Q C R® heifit zulissig, wenn je
zwei Elemente entweder

e eine gemeinsame Seite oder
e cine gemeinsame Kante oder
e cinen gemeinsamen Punkt haben oder

o disjunkt sind.

Eine Verallgemeinerung auf R" ist leicht moglich, wird hier aber aus Griinden der An-
schaulichkeit nicht durchgefiihrt.
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Finite-Element-Methoden bestehen im Wesentlichen aus einer wiederholten Abfolge von
Verfeinerungen einer Zerlegung und Losen der diskreten Probleme. Mit Hilfe von Interpola-
tionsabschitzungen und des Lemmas von Céa kann man unter giinstigen Voraussetzungen
zeigen, daf} sich der Fehler der diskreten Losung zur kontinuierlichen Lésung mit h ver-
kleinert. Aus diesem Grund spricht man von Familien von Zerlegungen 7, die mit der
Gitterfeinheit A indiziert werden. Dabei ist h := maxrc7, {h7} das Maximum der Ele-
mentdurchmesser.

Um die Abschitzungen des Kapitels 2 sinnvoll nutzen zu kénnen, mufl man fordern, dafl
der Umkreisdurchmesser A durch den Inkreisdurchmesser ¢ beschrinkt bleibt. Dies ist
gleichbedeutend damit, da} die Elemente der Zerlegungen nicht entarten. Zur Festlegung
dieses Sachverhalts dient die folgende Definition

Definition 3.6 (Regularitét) FEine Familie Tj, heifit regulér, falls eine Konstante C
existiert, so daf$ fiir alle Ty, gilt

h
sup - < C.
TeT;, OT

Fiir die praktische Berechnung ist es sinnvoll, die minimale Kantenléinge als or und die
maximale Kantenldnge als hr zu setzen.

T

3

Abbildung 3.2: In- und Umkreisdurchmesser
von T

Definition 3.7 (Kantenmenge) Sei T, eine Zerlegung des Gebietes S, dann bezeichnet
&y die Menge aller Kanten. &, besteht aus den inneren Kanten £ und den dufleren Kanten
Ep des Dirichlet-Randes und Er des Robin-Randes. Insgesamt gilt damit

En=ErUEp UCER.

Fiir die kommenden Berechnungen wird angenommen, daf} die Zerlegung vertriiglich mit
den Randbedingungen ist, d. h. daf} sich die Kanten der Zerlegung 7}, eindeutig in diese
Kategorien einteilen lassen.

Definition 3.8 (Eckpunkte) Die Menge aller Eckpunkte einer Zerlegung Ty wird mit
Ny, bezeichnet. Ny, setzt sich aus den inneren Koten Np und den dufSeren Knoten Np
des Dirichlet-Randes und Ng des Robin-Randes zusammen. Die FEckpunkte, die an einer
Grenze zwischen dem Dirichlet- und dem Robin-Rand liegen, werden dabei der Menge Np
zugeordnet. Insgesamt gilt also

Ny = N;yUNp U Np.
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Umgebungen von Ecken und Elementen

Die folgenden Umgebungen werden eine wichtige Rolle bei den a-posteriori Abschitzungen
in Kapitel 4 spielen.

Definition 3.9 Fir alle x € Ny und alle T € Ty seien die Umgebungen w, und wr
definiert durch

Wy 1= UT und wp = U T
T>x T'NT#D

Diese Umgebungen werden bei den oberen a-posteriori Fehlerschéitzungen auftreten

W,

Abbildung 3.3: Umgebung w, Abbildung 3.4: Umgebung wy
Definition 3.10 (Durchmesser) Mit hy,, bzw. hy werden die Durchmesser der Umkrei-

se von wr bzw. wy und mit o, wird der Inkreisdurchmesser von w, bezeichnet.

Definition 3.11 Fir alle T € T, und alle E € &, seien die Umgebungen wr und wg
definiert durch

o7 = U T und wg:= U T
0AT'NTEE), OT'DE

Mit hg wird der Durchmesser diam(E) der Kante E bezeichnet.

Diese Umgebungen werden bei den unteren a posteriori Fehlerschitzungen auftreten.

&,

______

y falls E Randkante

Abbildung 3.5: Umgebung wr Abbildung 3.6: Umgebung wg
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Bemerkung 3.4 (Proportionalitit) Ist die Familie {7,} von Zerlegungen regulir, so
sind sdmtliche bisher definierte Durchmesser dquivalent

th%hz%Qx%hTzQTa
wie man durch geometrische Betrachtungen leicht einsieht.

Definition 3.12 (Ansatzraum) Der Ansatzraum X} bestehe aus stiickweise affin-linearen,
stetigen Ansatzfunktionen, die auf dem Dirichlet-Rand verschwinden, d. h.

X, (@) :={p e CQ) | ¢lr € Pi(T) VT € Ty |, =0} CW2(Q).
Bemerkung 3.5 (Baryzentrische Koordinaten) Zu jedem z € T gibt es genau ein
Tupel (A1, ..., \ny1) € R**! von baryzentrischen Koordinaten mit:

n+1 n+1

= Z)\l(ac)xl und Z)\Z(x) =1
i=1 1=1

Abbildung 3.7: Baryzentrische Koordinate A,

Fiir alle z € Nj\Np seien die Funktionen {\;},¢n, auf w, elementweise aus den baryzen-
trischen Koordinaten zusammengesetzt und sonst mit Null fortgesetzt.

Definition 3.13 (Basisfunktionen) Sei w, = T} U ... U Ty und X; die baryzentrische
Koordinate auf T; mit A\;(x) = 1, dann werden die Basisfunktionen X, definiert als

A & — R

Yy — Ay ;:{ Aily), firy e T;

0, firy € Q\w,.

Es ist w; = supp A;. Die Menge dieser Funktionen {\; },en,\n,, ist eine Basis in X}, denn
jede auf einem n-Simplex T' affin-lineare Funktion ist durch die Werte an den Eckpunkten
von T eindeutig festgelegt (Lineare Algebra).

Definition 3.14 (Bezeichnungen) Seien T C R" ein n-Simplex und {x1, ..., tn41} des-
sen Eckpunkte, dann werden die Kanten {Ej,...,En11} so bezeichnet, daff E; gegeniiber
von x; liegt, d. h. firi € {1,...,n+ 1} gilt

Ei:={z €T | \i(z) = 0}.
Im Falle, dap T C R" der Standard-n-Simplez ist, gilt fir i € {1,...,n}
Ei={z€T|z;=0} und Epy:={zeT||zl,=1}
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Ax

Abbildung 3.8: Basisfunktion A,

X3

%,=(0,0,1)

Xy
%,5(0,0,0) /A x,=(1,0,0)
Es

Abbildung 3.9: Bezeichnungen fiir das Element T

3.4 Diskretisierung

Die Diskretisierung des Problems soll mit der SUPG-FEM (SUPG=Streamline-Upwind-
Petrov-Galerkin) erfolgen.

Definition 3.15 (SUPG-Formen) Sei o7 > 0. Fiir alle up, v, € X% definiere

Bg(uh,vh) = B(uh,vh) + Z 6T(—5Auh 4+ a-Vup + bup,a - V’Uh)T,
TeTy
Fs(vw) = F(va)+ Y or(f,a- Vou)r.
TEeTy

Bemerkung 3.6 i) Die ér werden so gewahlt, dal Bs X,ll—elliptisch bleibt. Mit einer
geeigneten Konstanten C ist die Bedingung

2
or <C min{hiT, h—T}
||Q||L00(T) €

hinreichend fiir die X}-Elliptizitét, siehe [Kla98]. Es wird deshalb im Folgenden immer
davon ausgegangen, dafl diese Bedingung erfiillt ist.
ii) Fiir 07 = 0 erhélt man die gew6hnliche Galerkin-Diskretisierung. o

Definition 3.16 (SUPG-Diskretisierung) Mit u; € X,% wird die eindeutige diskrete
Lésung von

Bjs(up,vp) = Fs(vg)  fiir alle vy, € X,%
bezeichnet.

Bemerkung 3.7 Die X,ll—Elliptizitéit ist hinreichend fiir die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung uj, € X} der SUPG-Diskretisierung.



Kapitel 4

A-posteriori Fehleranalysis

Ziel dieses Kapitels ist es, einen a-posteriori Fehlerschiitzer fiir die SUPG-Diskretisierung
des Problems (3.1) anzugeben, der eine globale obere und eine lokale und globale untere
Abschitzung des Diskretisierungsfehlers zuléfit.

Das Kapitel ist in drei Abschnitte unterteilt. Im ersten Abschnitt wird ein Interpol-
ationsoperator I, iiber dem konformen FE-Raum (€, W'? X/ %) aus Kapitel 3 defi-
niert, der auf [Clé75] beziehungsweise [Cia78] zuriickgeht. Die Funktionale ¥ werden lo-
kale L?-Mittelungen sein. Es wird eine quasi-lokale Interpolationsabschitzung bewiesen.
Mit Spursitzen aus [Ver98] werden die Abschitzungen auf den Rand der Elemente T
iibertragen. Diese werden dann spiter im Beweis fiir die globale obere Abschétzung des
a-posteriori Fehlerschétzers von [Ver98] benotigt.

Im zweiten Abschnitt werden die Hilfsmittel fiir die unteren Abschitzungen angegeben.
Es werden inverse Ungleichungen mit Hilfe von Blasenfunktionen angegeben.

In diesem Kapitel liegt stets der konforme FE-Raum aus Kapitel 3 zugrunde und es werden
die dortigen Bezeichnungen verwendet. Die Dimension n kann in allen Aussagen beliebig
gewihlt werden. Alle vorkommenden Zerlegungen 7, von €2 werden als regulér angenom-
men, trotzdem wurde nach Méglichkeit immer zwischen den Parametern h und p unter-
schieden.

Definition 4.1 In diesem Kapitel wird das Symbol < fiir <-Ungleichungen bis auf eine
von negativen h oder € Potenzen unabhdngige Konstante C > 0 verwendet.

4.1 Analysis fiir die oberen Abschéitzungen

Es wird ein Interpolationsoperator konstruiert, der auf Clément zuriickgeht. Zur Festle-
gung des Interpolationsoperators definiert man die Funktionale 3 als lokale Py-Projektio-
nen.

Definition 4.2 (Mittelungsoperator) Seien die Umgebungen w, wie in Abschnitt 3.3
definiert, dann bezeichnet 70 die orthogonale Po-Projektion diber wy, d. h.

70 L2(wg) — Po(wy)

xT
u — u(i}z)wf u dz.

T
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Bemerkung 4.1 i) Es gilt offensichtlich
(u — 70 (u), V)12 (w,) =0 fiir alle v € Pg(wy).
ii) Insbesondere gilt

0 —
Wm‘Po(wz) = Id.

iii) 70 ist stetig in der L2- und der W'2-Norm.
iv) ¥ kann als Funktional oder als Operator interpretiert werden. Beide Sichtweisen wer-
den spéter niitzlich sein.

Der zugehorige Interpolationsoperator 11 wird wie in Kapitel 2 definiert.

Definition 4.3 (Interpolationsoperator nach Clément) Sei die Menge Y. der Funk-
tionale gegeben durch die lokalen Py-Projektionen, d. h.

S={n) |z €Ny},
dann definiert sich der Interpolationsoperator I auf (€, Wl’Q,X}l, %) durch

m,: L2(Q) — X|
u — > w0(u) A,

T
IENh

Bemerkung 4.2 TI,, ist ein stetiger Interpolationsoperator auf L?(Q2) und W'2(Q). Dies
folgt aus der Tatsache X} C W'?(Q) und Bemerkung 4.1.

Es werden die Interpolationsabschitzungen aus [Ver97] angegeben. Die Beweise werden
mit Hilfe der klassischen Ergebnisse aus [Cia78], die im Kapitel 2 dargestellt sind, gefiihrt.

Satz 4.1 (Quasi-lokale Interpolationsabschitzungen) Fiir den Interpolationsopera-
tor 1, auf dem FE-Raum (Q,Wl’Q,X%,Z) gelten die folgenden Abschitzungen fiir alle
T € Ty, und fiir alle u € W2(T)

i) lu —TMhulrery S Y helVullzzw,) S huwr IVullz2(op),
zEN(T)

ii) IV =)oy S D, IVullre) S IVl r2(ur).
zEN(T)

iii) lu = Thullrzry < lullrzwr).
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Beweis. zu i):

Wg =SUpp Az
[ = Tpull 21 < 1> Aelu— w2
Lre=l N
A-Ung.
LS eyl - wu) ey
emma 1.5 2EN(T)
Vergr.
< Yo lu—mul 2,
Satz 2.3
S > he IVl o,
ZEN(T)
Vergr.
S ey ||VUHL2(UJT)

zu ii):

[V (u— HhU)||L2(T)

Wz =SUpPp Az
< IV Y Al = mgu) 2y
2 Ae=1 2EN(T)
A-Ung.
< Y IV (u = 7du) 2y
zeN(T)
Young 0 0
S Y (IVXalloolle = 7ull 12w,y + [Xelloo IV (= 72u) |2 (0,))
Lemma 1.7 2€N(T)

IVl <05 B . .
S Y (0w = mRull L2, + IV (u = 7ou) | L2(o,))
H)‘zHoozl :L‘EN(T)

Satz 2.3 h
Y (BVulian + 1 ulien)
n9u=Kkonst 2eN(T) Ox
Vergr.
S 1Vl 12 ()
Regular.

zu iii):
Die Abschitzung folgt sofort aus der Stetigkeit des Operators Id — II; auf wr, d. h.

v —Thull oy < llu =Tl 2wy < Id = Tpllwp ull 22 wy)-

Bemerkung 4.3 Fiir die Aussage i) ist es nicht notig, die Regularitit der Zerlegungen 7y,
anzunehmen. Dies liegt daran, dafl man in Satz 2.3 bei der ersten Transformation keine
Ableitungen von u transformiert und somit auch kein ||A~!|| auftritt.

Fiir die Aussage ii) ist die Regularitit notwendig. o
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Spursitze

In diesem Unter-Abschnitt werden spezielle Spursétze aus [Ver98] vorgestellt und bewie-
sen, um verbesserte Abschéitzungen machen zu kénnen. Mit Hilfe dieser Spursitze werden
die Interpolationsabschétzungen auf den Rand iibertragen.

Fiir den Beweis des néchsten Lemmas ist die folgende Betrachtung niitzlich.

Bemerkung 4.4 Sei T’ der Standard-n-Simplex in R”. Sei z € E; fiir ein i € {1,...,n},

Abbildung 4.1: Standard-2-Simplex T
dann ist z = z + (1 — ||z||1)e; € Ent1, denn es gilt ||z, = 1. O

Lemma 4.1 (Spursatz 1) Sei T der Standard-n-Simplez im R" und

beW? (1) = {6 e WT ‘Spf)

Eng1

dann gilt fir alle v € WE’ (T) und fiir alle Kanten E; mit i € {1,..,n}
n+1
0
191 12,y < V200l 27 L U||L2 (-

Beweis. Es wird T entlang der Seite E; aufintegriert. Sei
o0 OO —
pecy (@) ={pec=®) ¢l =0}

und z € E; fiir ein i € {1,...,n}, dann ist

(@) = lp@)? =l + (1= [lz])e)?
1=(|=]lx
- 2/0 go(ac—l—tez)aiz (x + te;)dt.

Durch Aufintegrieren iiber Fj; erhilt man also

1—[z[[1 o
H@Hiz(};i) / / x—i—tez)a oz +te;)dtdx

Fublnl
2 [ pla)gplo)ds

Holder

0
< lellemlig, el
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Der Beweis erfolgt nun aufgrund der Dichtheit von C% (T) in Wé’Q (T') unter Benutz-
n+1 n+1
ung von Lemma 1.9. O

Bemerkung 4.5 Aus dem Lemma 4.1 ergibt sich sofort

H’OHL%EAi) < \/EHQA)HLZ(T)HV@HLZ(T) .

Satz 4.2 (Spursatz 2) Sei T € T;, ein Element und E C 9T eine Kante von T. Sei
weiterhin v € WY2(T), dann gilt

_1 1 1
Iollzaey < e lollzzr) + 10122y 1900 22y,

Beweis. Seien die Eckpunkte {z1, ..., 241} so notiert, dafl E = E, 1 gegeniiber von z, 1
liegt, dann ist fiir alle x € £

=Mz + ... + A\yzp,

da >\n+1‘E = 0. Daraus folgt

[vll2(my) = HZAWHB(E) < ZH)\ivHLz(E).
i=1 i—1

Sei fiir ¢ € {1,...,n} die affine Abbildung Tr; : T — T so, daB Tri(E,4) = F; gilt, dann
ist

(>\i o TI‘Z' =0.

Wi

Sei  := A\wvo Tr; und E := Tr; '(E), dann ergibt sich mit Bemerkung 4.5 fiir al-
leie{l,..,n}

H@HL?(E) < \/§H®HL2(T)HV®HL2(T)'

Man kann also insgesamt zeigen:

TmfoTr;1 n—1
H)‘i’UHLQ(E) 5 hE2 H{)HLQ(EA)
Satz 2.2
Bem. 4.5 n—1 1 1
2 |42 A2
S b 1002, V00
Trafo Tr; n=1 _n 1 _n 1 1
N hy® hT4||>‘iv|‘z2(T)hT4h72“|‘v(>‘iv)”z2(T)
Satz 2.2
Regul. 1 1
S ol IV 2y
hg~hr
IV Ailloo <o7'
<

1 1 1
< ortlollay + 1ol ey IVl ey
[ Xilloo=1
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Durch Aufsummieren von [[A;v| 72(z) und wegen der Regularitit or ~ hr ergibt sich die
Behauptung. O

Fiir die oberen Fehlerabschitzungen in Abschnitt 4.3 werden die folgenden quasi-lokalen
Abschitzungen vorgestellt. Diese lassen sich mit Hilfe der quasi-lokalen Interpolationsab-
schitzungen aus 4.1 und dem Spursatz 4.2 beweisen.

Satz 4.3 (Quasi-lokale Abschétzungen) Sei II;, der Interpolationsoperator auf dem
FE-Raum (Q, W2, X} %), dann gilt fiir alle Elemente T € Ty, und alle Kanten E C 9T
fiir alle u € WH(T)

. . _1

i) lu —Tpull 2y S min{hye 2, 1} [[[ull,.

ii) [Mrpullly < Mulllyy -

_1r _1 1

iii) Ju —Tlpull2p) S e tminfhye 2,132 ||lulll,,. .

Beweis. Der Beweis von i) ergibt sich aus den beiden Abschitzungen

Satz 4.1
v — Mpull g2 (1) f<7 hor VUl g2 () und
1
Satz 4.1
v —Tpull2ery S Nullz2wr):
iii)
i) folgt aus der Stetigkeit von IIj, auf wr beziiglich || - [|yy1.2(,,) und der Norméquivalenz

aus Lemma 3.1, d. h.

Stet.
Maully < [Maully, < Mallwe) lulll,, -

Um iii) zu beweisen, ben6tigt man noch den Spursatz 4.2. Damit gilt

Satz 4.2 1 1 1
lu— Tyl S A = Myl + o= Tyl 2o |90 — )| g,

Satz 4.1 1 1 1, 1 1
.)f;.) hog min{hy, e~ 2, 1} [lulll,, + e tmin{hye 2, 132 [ulll,,
1)-111
1 _1 1
< e~ 1min{hy,,ec72,1}2 H‘Umw

Bemerkung 4.6 Die Aussage ii) spiegelt gerade die Eigenschaften der Spurabbildung
wider, d. h. man verliert eine halbe h-Potenz bei der Abschétzung.

4.2 Analysis fiir die unteren Abschitzungen

In diesem Abschnitt wird die Analysis fiir die unteren Abschétzungen des Diskretisierungs-
fehlers bereitgestellt. Die wichtigsten Hilfsmittel sind Blasenfunktionen, inverse Ungleich-
ungen und ein Fortsetzungsoperator.
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Blasenfunktionen

Definition 4.4 (Blasenfunktion 1 auf Referenzelement) SeiT der Standard-n-Sim-
plex im R™ und {1, ..., \ny1} die baryzentrischen Koordinaten, d. h.

Xi(z) =z; und Ipii(z) =1—| =1,
dann ist
v: T — R
n+1

r — (n+1)"*! 1:[1 Ai(z).

Fiir die Blasenfunktion 1 gilt

L. H@”LOO(T) < 1, denn es gilt die Ungleichung des geometrischen und arithmetischen
Mittels

n+1/>\1...)\n+1 < Mn—_:;)‘”"'l = )\1...)\n+1 < (n_i_l)—(n-i—l)‘

2. |, =0.

3. U € P, (T) ist ein Polynom.

.

RIS
T IIZIITIZZT 0. 8
S S S e e

.

S S e
LT
ZXZIT0. 6

Abbildung 4.2: Blasenfunktion ]

Man lokalisiert nun Funktionen auf einem Element T der Zerlegung 7, mit Hilfe der
folgenden Blasenfunktionen.

Definition 4.5 (Blasenfunktion 1 auf T') Sei U wie in Definition 4.5 definiert und
T € T ein Element. Sei Tr: T — T eine affine Transformation auf T, dann wird Up
definiert durch

\I/T: QO — R
{ UoTr (), fallszeT,
T
0, sonst.

Um Funktionen auf den Teilgebieten wg um eine Kante E zu lokalisieren, wird noch die
folgende abgewandelte Blasenfunktion benétigt.
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Definition 4.6 (Blasenfunktion 2 auf Referenzelement) Sei © € (0,1) und T der
Standard-n-Simplex im R"* und {)\1@, . n+1} die in Richtung x, mit © gestauchten ba-
ryzentrischen Koordinaten, d. h. fiir i 6 {1,...,n — 1} gilt

M (z) =z; und )\S(:v)z%L und A, (z —I—Z)\e

dann ist

{n e .H AP(z), falls [ A® ()]s = 1,

sonst.

Fir die Blasenfunktion 2 gilt

L. ”@En (@)HLOO(T) <1, denn es gilt die Ungleichung des geometrischen und arithmeti-
schen Mittels

<1
IS
1</>‘?"'>‘® A < = nn L S AP A A < T

2. fir die partiellen Ableitungen

(1) I, O ety < © =1 (25

n—1

3. @En(@) € P,(T) ist ein Polynom.

Der Parameter O ist fiir die Balancierung der unteren a—posterlorl Abschitzungen zustindig.
Eine gute Balancierung ergibt sich mit © := min{e~ > hg,1}.

Die Funktion ‘I’En(@) fir ® = 1 und © = 0.35 im R2.

Abbildung 4.3: Blasenfunktion ¥ (©) Abbildung 4.4: Blasenfunktion ¥ (0)
fir © = 1,0 fiir © = 0, 35

Man lokalisiert nun fiir alle Ecken E € &, Funktionen auf den Umgebungen wg, indem
man zwei Blasenfunktionen ¥ Eﬂ(@) an einer Kante E zusammenklebt.
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Definition 4.7 (Blasenfunktion 2 auf wg) Sei \i/En(G)) wie Definition 4.6 festgelegt.
Sei B € &, eine innere Kante und wg = Ty U Ty die Umgebung von E. Try : T —s T
und Try : T — Ty seien die affinen Transformationen mit Tri(Ey,) = Tro(E,) = E, dann
wird Vg(0©) definiert durch

7, (©)o Tr7 ' (z) fallsz € T,

7, (©)o Tr; ' (z) falls x € T,
sonst.

> D

Fualls E eine dufSere Kante ist, entfillt eines der angrenzenden Elemente T;. Die Funktion
Ur(O) ist an der Kante E stetig.

Fiir die inversen Kantenabschéitzungen wird noch ein Fortsetzungsoperator bendtigt, der
glatte Funktionen, spédter Polynome, auf einer Kante konstant auf die Umgebung wg fort-
setzt. Zunichst wird eine Fortsetzung auf dem Referenzgebiet T' definiert.

Definition 4.8 (Fortsetzungsoperator auf Referenzelement) Sei T der Standard-
n-Simplez im R, dann sei

K: C®(E,) — C™(T)

definiert durch

Ko(x1, .y Tn—1,2n) := @(T1, oy Tp_1).

Fiir eine glatte Funktion auf einer beliebigen Kante E der Zerlegung 7, wird nun die
folgende Fortsetzung definiert.

Definition 4.9 (Fortsetzungsoperator auf wg) Sei E € &, eine innere Kante und
wg = Ty UTy die Ungebung von E. Try : T — Ty und Tro : T — Ty seien die affinen

X A

Transformationen mit Tri(Ey,) = Tro(Ey) = E, dann wird Kg definiert durch

Krp: C®(E) — (C*®(wg)

> —1
v —y § KlpoTry) OTrl_l auf T,
K(poTry)oTry " auf Ty.

Fualls E eine duflere Kante ist, entfdllt eines der angrenzenden Elemente T;.

Inverse Abschitzungen

Es wére sehr wiinschenswert, wenn die folgenden Abschitzungen direkt auf die Daten
des Problems (3.1) anwendbar wiren. Leider muff man einen Umweg iiber den Raum der
Polynome wihlen und hoffen, daf} sich die Daten durch Polynome auf den Zerlegungen 7},
geniigend gut in den entsprechenden Normen approximieren lassen.
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Lemma 4.2 (Elementabschéitzungen) Sei T' € T, ein Element und Py(T) der Raum
der Polynome vom Grad l, dann gelten die folgenden Abschatzungen fir alle v € P)(T)

lollzery < (v, @1 o) 2y,
[Urollzery < lvllreer,
<

IV (@7 o) L2 (1) o7 vl ry-

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus der Norméiquivalenz in endlichdimensionalen
Ré&umen, weil (-, U7 -) positiv definit ist.

Die zweite Ungleichung folgt mit ||U7| 007y < 1.

Die dritte Abschétzung folgt sofort aus der inversen Ungleichung aus Korollar 2.2 fiir end-
lichdimensionale Unterrdume und der zweiten Abschéitzung. O

Nun werden mit Hilfe der Blasenfunktion aus Definition 4.7 und des Fortsetzungsoperators
aus Definition 4.8 inverse Randabschéitzungen angegeben. Dabei werden die Aussagen
zunichst auf dem Referenzelement 7' gemacht und dann durch affine Transformationen
auf die Elemente T iibertragen.

Lemma 4.3 (Kantenabschétzungen auf Referenzelement) Sei T der Standard-n-
Simplez im R"™, dann gelten die folgenden Abschitzungen fiir alle ¢ € C*(E,,).

5 1
H‘I’En(G)K‘PHp(T) < O H‘PHL2(En)a
S _1 1
195 ©OR Doy S O 6l + OHIT6ll e,

Beweis. Sei ¢ € C°(E,), dann folgt mit dem Satz von Fubini fiir die erste Abschitzung

(C]
e, OF el = [ [ (05,0) Ko do
<1

VAN

@/ (p2 dri...dx,_1
B,

IN

Sei ¢ € C*(F,) und i € {1,...,n}, dann folgt mit dem Satz von Fubini fiir die zweite
Abschitzung

0 , © . 9 o .
— (U~ K 2 . = K — - U - K 2 d
1 52; (Y, (OVK @Iz ) //0( ? 55 ¥5,(0) +¥5, (0) (K ) da
1 0. fiir
<Oe- =0, fiir i=n

Holder 1 1,0 2
< 2 <@ 2 H‘PHB(En) +6° Hax.wnﬂ(ﬁ“n)> :
(2
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Lemma 4.4 (Kantenabschétzungen auf E) Sei E € &, und P|(E) der Raum der Po-

lynome vom Grad l. Mit © := min{h}_;ls%, 1} gelten die folgenden Abschitzungen fir alle
v E ]P’Z(E)

S (Ua‘I’E(G)U)B(E),
105(0)Kp ol 2wy < eiminf{hpe 2,132 o]l 120,
IV E(O©)KEv) |20y <

loll3a s

e imin{hpe 2,1} 7 ||o]| 12(m)-

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus der Norméiquivalenz in endlichdimensionalen
Réiumen, weil (-, ¥z (©) -)LQ(En) positiv definit ist und weil ¥ (©) auf E unabhingig
von O ist.

Die zweite Ungleichung folgt aus der Abschitzung auf dem Referenzelement aus Lem-
ma 4.3 und den Transformationsregeln aus Satz 2.2. Sei wg = Ty U Ty, dann gilt fir
1=1,2

Trafo n N
¥ e(©)KE vl L2 S hill Vg (©)K |7

~
Lemma 4.3 n
S hpO2]o
Trafo 1y
S - hp®rlvlLem
Regul.

2 )

< etminfhpe7, 137 0] 12 ()
Die dritte Abschétzung folgt aus der Abschéitzung auf dem Referenzelement aus Lem-
ma 4.3, den Transformationsregeln aus Satz 2.2 und der inversen Ungleichung aus Korol-
lar 2.2. Sei wg = T1 U Ts, dann gilt fiir ¢ = 1,2

Trafo n R R
IVIR@ el 5 o hEIVE, (O)K bl

~

Lemma 4.3 1, 1 1 N
< o “hy (9 2"U||L2(En)+@2"VU||L2(ER))
Trafo _é 1 % 1
< h? O 2 vl 12y + hEO2 Vol 12(p)
Regul.
Korollar 2.2 7% _% ‘
hp* O~ v] 2 (k)

A

[N
vV
[NE

07 2>0

N

e imin{hpe 2,1} 7 ||ol| 12 (m)-
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4.3 A-posteriori-Fehlerschitzung
Im Folgenden wird das allgemeine Konzept von Fehlerschitzern dargestellt.

Definition 4.10 (A-posteriori Fehlerschitzer) Sei 7; eine Familie von zuldssigen
Zerlegungen auf einem Gebiet ) und seien up, die Ldésungen der zugehorigen diskreten
Probleme, dann heifit

77%2 = Z ”%{,T

TET

a-posteriori Fehlerschétzer, falls die lokalen Gréfien ngr nur von der diskreten Lésung uy,
auf dem Element T € T, und den Daten des Problems abhdngen.

ng wird als Fehlerschétzer bezeichnet, falls einige der folgenden Abschétzungseigenschaften
erfiillt sind.

Definition 4.11 (Fehlerschranken) Sei 7; eine Familie von zuldssigen Zerlegungen
auf einem Gebiet Q und seien up die Losungen der zugehorigen diskreten Probleme. Sei

ep:=u—up und ||-|]| eine dem Problem angepafite Norm. Ein Fehlerschdtzer
ny= > n%{’T heifit
TeT

i) globale obere Schranke, falls fir alle Ty, gilt

llealll < Cong-

ii) globale untere Schranke, falls fir alle Ty gilt

nr < Culllenlll-

ii1) lokale obere Schranke, falls es fiir alle Elemente T € T, Umgebungen wr C T, gibt, so
dafs gilt

llenlly <o S nag.
TEUJT

iv) lokale untere Schranke, falls es fir alle Elemente T € T, Umgebungen wr C Ty, gibt,
so dajf$ gilt

ner,r < culllenlll,p -

Die in den Ungleichungen vorkommenden Konstanten sollen dabei unabhdngig von der
Gitterfeinheit h und dem Storungsparameter € sein.

Bemerkung 4.7 Ein Fehlerschitzer heifit dquivalent zu der Fehlernorm ||| - ||| , falls i) und
ii) gelten. Man kann in diesem Fall auch von einem globalen Schéitzer sprechen. Im giinstig-
sten Fall bestehen die Umgebungen wr nur aus den Elementen 7' selber. Im Folgenden
seien die Umgebungen wr wie in Kapitel 3 definiert.
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Ein residualer a-posteriori Fehlerschitzer

Der residuale a-posteriori Fehlerschétzer von Verfiirth beruht auf der folgenden Identitét.

Lemma 4.5 (Residuum) Sei u die Ldosung des kontinuierlichen Problems aus Defini-
tion 8.4. Sei weiterhin Ty, eine Familie von zuldssigen Zerlegungen, dann gilt fir alle

up € X}(Q) und fiir alle v € Wllj(Q)

B(u —up,v) = Z (f +elAup —a- Vuy — bup,v)r2(7)
TeTy
+ Z (—8[V’uh ' ﬁE],’U)LQ(E)
Feg
+ 3 (9= Vun - iig — Cun,v)r2(m),
Ecég

wobei mit [Vuy, -fig] der Sprung des Gradienten von uy, tiber der Kante E bezeichnet wird.

Beweis. Es gilt offensichtlich uy|p € C°°(T'). Durch elementweise verallgemeinerte partiel-
le Integration von uy auf allen T € 7, erhélt man durch Aufsummieren die gewiinschte
Identitét. O

Bemerkung 4.8 Der Vorteil der rechten Seite der Identitdt aus Lemma 4.5 ist, daf} die
kontinuierliche Losung u nicht mehr auftritt, also durch die Daten geschluckt wird. Dies ist
die Motivation fiir den folgenden residualen a-posteriori Fehlerschétzer nach Verfiirth. Die
lokalen Fehlergrossen nrr werden die mit Gewichten versehenen lokalen Residuen sein,
wobei die Kantenspriinge gleichméflig auf die beiden angrenzenden Elemente aufgeteilt
werden. Die hinzugewonnenen Kantenspriinge bezeichnet man als Kantenresiduen.

Definition 4.12 (Residuenterme) Die Element- und Kantenresiduen werden fir alle
up, € X} (Q) definiert durch

Rr = (f+eAup—a-Vuy —buy) |7 und
—E[VuhﬁE] |E7 fallsEng,
Ry = (9 —eVuy -iip — Cuy) |g, falls E € Ep,
0, falls E € Ep.

Es gilt mit Lemma 4.5 also

(4.2) B(u—up,v)= > (Rr,v)r2y+ Y (RE.v)r2(m)-
TET, E€E&y,

Bemerkung 4.9 Diese Identitéit wiirde schon ausreichen, um mit einfachen Mitteln wie
der X-Elliptizitdt und der Stetigkeit von B sowie der Holderschen Ungleichung einen
a-posteriori Fehlerschétzer zu konstruieren. Man kann den Fehlerschitzer noch besser ma-
chen, indem man die Interpolationsabschitzungen des Kapitels 4 benutzt. Dadurch ge-
winnt man zusétzliche h-Potenzen fiir die Residuenterme. Diese h-Potenzen stecken in
den sogleich definierten Gewichten ag und a7, die in der folgenden Definition erklért
werden. o



54 A-posteriori Fehleranalysis

Definition 4.13 (Residualer a-posteriori Fehlerschétzer) Sei Tj, eine Familie von
zuldssigen Zerlegungen und sei zundchst up € XA(Q) eine beliebige Funktion aus dem
Ansatzraum. Seien fir alle Elemente T € Ty, und alle Kanten E € &,

. _1
ar := min{hre 2,1} und
ap = min{hEsfé,l},
und sei fir alle T € Ty
_uf 1
i = 0| Re|Tapry + €72 3 Y anllRelliam + Y anlRellm

Ee€; Eec€p
ECOT ECOT

Mit diesen Bezeichnungen ist

R = Z U%,T

TeT

ein residualer a-posteriori Fehlerschitzer nach Verfiirth, siehe [Ver98].

Die Residuen des Fehlerschitzers sind i. a. nicht numerisch berechenbar. Aus diesem Grund
wird ein Fehlerschiitzer ng mit approximierten Daten definiert, welcher bei numerischen
Verfahren berechnet werden kann.

Definition 4.14 Seien E,Z, Z,f,g polynomiale Approximationen an die Daten a,b,(, f, g
und R und Rg die Residuen beziiglich der approximierten Daten fiir ein up € X%(Q) wie
in Definition 4.12. Der Fehlerschitzer ng,nrr sei mit diesen Residuen wie in Definiti-
on 4.13 gebildet.

Zunichst werden die globalen und lokalen unteren Fehlerschranken beziiglich des appro-
ximierten Fehlerschitzers nr angegeben.

Satz 4.4 (Untere Abschiitzungen) Seiu, € X} (Q) eine beliebige Funktion, dann gel-
ten die unteren Abschdtzungen

nr

AN

1 1 1
e {1+ o lleiry + ozl + € Faf Gl bl =l
. _1 = _1r 1 _1 =
—|—m1n{h€ 2,1}HRT—RTHL2(Q)+E 4m1n{h28 4,1}HRE—REHL2(37—’1),
__ _1 _1 1
mrRr S <1+aT||b||L°°(GT)+5 2ar|al|re @) € 40‘212“HCHL2(8T)> [lw = unllz,
— 1L~
+ar||Rr — Rrll2@,) + € Tapl|lRe — Rel r2m)-

Falls T nicht am Rand T'g liegt, d. h. TNTr = 0, entfdllt der Term ||C||po o) in der

letzten Abschitzung. 0T, := |J FE bezeichnet das Skelett von Ty,.
EcE&y,
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Die globale untere Abschétzung folgt aufgrund der Zuldssigkeit und Regularitit der Zer-
legungen 7T; aus der lokalen unteren Abschitzung. Daher wird der Beweis der lokalen
unteren Abschétzung gefiihrt.

Der Beweis ergibt sich aus der lokalen unteren Abschitzung der einzelnen Terme (Residu-
en) des Fehlerschitzers ng r mit Hilfe der Lokalisierungen durch Blasenfunktionen gegen
die Energienorm des Fehlers [[|[u — up/||,. Wesentliche Hilfsmittel sind

e die Stetigkeit der Bilinearform B,

e Blasenfunktionen,

e inverse Ungleichungen und

e inverse Randabschitzungen mit Hilfe des Fortsetzungsoperators Kg.

Beweis. Zuniichst wird das Elementresiduum Ry gegen den Fehler |||u — uy |||~ abgeschéitzt.
Dazu definiert man das Polynom

wr = \I/T R\;
Setzt man wr in die Identitédt (4.5) ein, so ergibt sich
(Rr, wr)rxry = Bu—up,wr) + (Rr — Ry, wr) (1),

da alle Kantenterme verschwinden.
Aufgrund von Lemma 4.2 erhilt man die untere Abschétzung

|RBrl2airy S 1B —un,wr)| + | By = Rel ey |1 Brllagr.

Da der Tréger von wr in T enthalten ist, folgt mit Hilfe der Ungleichung (3.6) fiir die
Bilinearform B und der inversen Abschétzung aus Lemma 4.2

|B(u — up, wr)|

Stet. 1 1 1
< (52 Vw2 + € 2 llal L (r) HwTHL2(T)) e2||V(u —up)|lr2(r)

+ lwr | 27y 10l oo (7y [l — unll 2 (1)
Lemma 4.2

= Lo _1
S HRT||L2(T)<62 QT1 + ||b||L°°(T) +e 2 HQHLOO(T)) llw = upllp -
Regul.

Damit gilt die lokale untere Abschitzung des Elementresiduums E}
= _1
arlBrllzry S (14 arlblpey + & Farllal e ) llu - unlly
(4.3) +ar|Rr — Rrllp2r.

Nun werden die Kantenresiduen Ry; gegen den Fehler |||u — up ||| abgeschitzt. Dazu setzt
man O := min{hglsé, 1} und

wg = ¥Yg(0) Kg Rp.
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Mit Hilfe von Lemma 4.4, der Stetigkeit von B und der bereits gezeigten Abschitzung aus
(4.3) 1aBt sich die untere Abschitzung zeigen. Sei wg die Umgebung von E (vgl. Abschnitt
3.3) dann gilt

(R, wr)i2my = (Rp— Rp,wp)i2my+ . (Rr — R, we)raer)
TCwg
+ B(u—up,wp) — Y (Rr,wg) 2y,
TQ.UE

da nur der Kantenterm auf E nicht verschwindet. Es ergibt sich aus Lemma 4.4

|Rellfemy S 1RE = Rellrm) | Rell2ms +64aEHRT_RTHL2wE IREll2 (5

+|B(u — up, wg)| + E ‘(RTa’UJE)[)(T)‘-
w
Term (a) Tewr Term ()

Nun schétzt man die beiden Terme («) und (5) ab. Fiir Term («) gilt mit Hilfe der
Ungleichung (3.6) fiir B

|B(U Uh,’LUE

Stet. 1 1
< (e IVwrl e + & Hlal oun) [0l ) 22 IV (0 = un)ll ()
Spurab

+ HbHLoo we) lwEll 12wy + 1<l e ) 1REl L2 (m) [w = unll12(0p)

Lemma 4.4 < 1

1
Aok Bl e op + & @l lal ooqon) + Il (s )

.Ja\»—'

Regul

N RE 2y lllw = unlll,,

Sei wp = Ty U Ty. Fiir den Term () folgt mit der Holderschen Ungleichung und der
Abschitzung (4.3) firi = 1,2

o Vergr. N o
[(R1y, wE) 12 (1y)] S etag |Rel L2 (e 1Bl 2 (my)
Lemma 4.4
(4.3) 1
S |efag (g + Ibllpeny + e Flall oy ) = ually,

1 Lo~ —
+etagp||Rr —RTHL2(wE)] |1REllr2 (k)

Fafit man beide Abschétzungen zusammen, so erhilt man schliefilich fiir alle Kanten E
von T mit Hilfe der Umgebung Wy aus Abschnitt 3.3

o4 1 =
tapl|Rel 128
_1 _1 4
S (1+04T||b||L°°(&3T)+5 2arllall e @) + € 404%||C||L2(6T)> llw = unlll5,

— 1~
+ar||Rr — Rrl|lr2@,) + € 1agl|lRe — Rellr2 o1,
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indem man auf das Element wp vergrossert. Falls 7' nicht am Rand ['p liegt,
d. h. TNTx =0, entfillt der Term HCHLoo(aT) in der Abschitzung. O

Die Terme || Ry — Ry | 12(@y) und |Rr — R r2(or) sind Approximationsfehler und kénnen
durch zusétzliche Glattevoraussetzungen an die Daten wirklich zu ,higher-order-terms*
gemacht werden. Dies ist die Aussage des folgenden

Korollar 4.1 Seien die Daten a,b € W™2(Q) und ¢, f,g € W™2(0Q) und
a:=H(), b:=10), (=M1, [:=1(f), g:=I()
geeignete Interpolierende gemdf Kapitel 2, d. h. fir w=a,b,(, f,g sei
lu—Muf[r2 < A" |ulwm.e,
dann gilt
T 5 g {1+ arlble + e Sarlall + e HadIClen | - wll
4™ (g—Zmin{ha 7, 1} |[up | 1o (o7, + min{he"7, 1}||uh|\W1,m(Q)) ,
TS (1 + ar|bl oo () + 5_%04T||Q||L°°(E;T) + 5_%a§“||g||L2(6T)> llw = unlll5,
(<30 unlieior) + orlunlroeier) )

Beweis. Fiir die Approximationsfehler gilt

|Br = Rrllpary = I1f = f + (a— @)V + (b= bJua| 12
< Nf = flleeery + e = @) 2 () [Vunll g () + 110 = 0) [ 22y llun | poo (1)
S R unllwree oy + AT
und
I1BE = Rellz = 15— 9+ (€ = Qunllae
< g =gllz2ey + 1€ = Oz lunll o (2)
S h"unllpee(my + AT
Nun folgt die Aussage aus Satz 4.4. O

Bemerkung 4.10 Die Grossen h™|up|yy1.00(7) konnen i. a. nicht beschrinkt werden.
Allerdings lassen sie sich in jedem Berechnungsschritt explizit berechnen. Falls sie in einem
Berechnungschritt nicht vernachlissigbar sind (d. h. > Tol), mufl man sie von der linken
Seite abziehen, um den Fehler sinnvoll nach unten abschétzen zu kénnen.

Der Fehlerschétzer ng erlaubt eine globale obere Abschéitzung des Fehlers, falls w;, die
Losung der SUPG-Diskretisierung aus Definition 3.16 ist. Dieses Resultat wird im néchsten
Satz wiedergegeben.
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Satz 4.5 (Globale obere Abschéitzung) Seien Tj, eine Familie von zuldssigen Zerle-
gungen von  und up, die eindeutigen Lésungen der SUPG-Diskretisierung aus Definiti-
on 8.16, dann erfillt der Fehlerschdtzer nr die globale obere Abschdtzung

[l = unlll < 7z
Im Beweis werden folgende Hilfsmittel benutzt:
e X-Elliptizitidt der Bilinearform B,
e Stetigkeit der Bilinearform B,

e Interpolationsabschitzungen des Clément-Operators aus Satz 4.3.

Beweis. Aufgrund der X-Elliptizitat gilt

B(u —
(4.4) llu —upl]| < sup Blu — up, v) = sup  B(u — up,v).
veHE ()\{0} vl veHL (Q)\{0}
v lll=1

Mit Hilfe des Interpolationsoperators I1; von Clément erhélt man die Aufspaltung

B(u — up,v) = B(u — up,v — Hpv) + B(u — up, Hpv) .

[\ /

Term (a) Term (b)

Sei v € H}(2)\{0} mit |||v||| = 1. Fiir Term (a) ergibt sich durch Einsetzen von v — v
in (4.2) mit der Holderschen Ungleichung und der Interpolationsabschitzung aus Satz 4.3
i) und iii) beziiglich des Operators I,

1 !
B(u—up,v—T0) S Y arl|Rellpzmy vl + Y e 50zl Rellzm) v, -
TET, Ec&;,

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung fiir Reihen und aufgrund der Regularitéit der Zer-
legungen 7}, ergibt sich daraus mit |||v||| =1

N
no|

_1 2
Blu—uno-Tho) | 3 adlBrlZam + 3 e HanlRuliag | | 3 ol
TET, E€E&y, TET,

N

_1
< | 3 @R + 3 e HanlReliom | S e
TET, E€E&y,

Fiir Term (b) gilt aufgrund der SUPG-Diskretisierung

B(u — uh,vh) = — Z 5T(RT7Q' VUh)LQ(T)-
TeTh

Der Term ||a- Vg | 72(p) 1d8t sich mit Hilfe der inversen Ungleichung ||V |7 S hzt ol T
und der Interpolationsabschitzung aus Satz 4.3 ii) abschétzen durch

. 1
la - Vopllreery S llallperyhz min{hre 2, 1} [||v]l],, -
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Mit der Wahl von 7 wie in Bemerkung 3.6 ergibt sich wieder mit der Hélderschen Un-
gleichung fiir Reihen und der Regularitit der Zerlegungen 7j,

[NIE
NI

2
B(u—unva) S | Y oflRrllian S lolliz ]
TeT, TeTh

N

S | D ARz | <nr
TeT),

Die so gewonnenen Abschitzungen fiir die Terme (a) und (b) hingen nun nicht mehr
von v € H}L(2)\{0} ab. Damit schitzt man das Supremum (4.4) und damit die Fehler-
norm |||u — up||| durch den Fehlerschitzer ng global nach oben ab. Es ergibt sich

2

_1
@5)  Nu—unll $ D eF|Rellia + D e anlRelliamy ¢ = na:
TET;, Ecg,

O

Mit Hilfe einer Nullergénzung in (4.5) und der Anwendung der Dreiecksungleichung sowie
der Youngschen Ungleichung erhilt man auch eine obere Abschitzung durch den Feh-
lerschitzer ng + additive Approximationsterme &hnlich wie in Satz 4.4.

Korollar 4.2 Seien Ty, eine Familie von zuldssigen Zerlegungen von Q und uy, die eindeu-
tigen Losungen der SUPG-Diskretisierung aus Definition 3.16. Sei weiterhin der Fehler-
schitzer nr mit einer beliebigen Ansatzfunktion uy, € X,% gebildet, dann erfillt der Feh-
lerschdtzer ng die globale obere Abschitzung

M=

— = 1 =
llw—unll S Wr+< D aFllRr — Rrlljaqy + Y ¢ anlRe — Relfapm
TET, Ee€&y,

Bemerkung 4.11 Die Ausdriicke | Ry — RVTHB(T) und ||Rp — RZ?HB(E) beinhalten im
Gegensatz zu den Ausdriicken in Satz 4.4 die Terme |[up, — up| 2(r). Diese sind nume-
risch nicht berechenbar und lassen sich auch nicht ohne weiteres abschéitzen. Bei einer
praktischen Implementierung wird u;, die diskrete Losung beziiglich der approximierten
Daten sein. Es wére noch zu zeigen, daf |luj — up/z2(1) bei geeigneter Datenapproxima-
tion fiir A~ — 0 wenigstens beschrinkt ist, um #hnliche Aussagen wie in Korollar 4.1 zu
erhalten. Aus diesem Grund ist das letzte Ergebnis dieser Arbeit aus Sicht der praktischen
Anwendbarkeit nicht so gut wie das Ergebnis fiir die unteren Abschétzungen.






Kapitel 5

Zusammenfassung

Anwendungen wie beispielsweise Gebietszerlegungsverfahren (DDM=Domain-Decompo-
sition-Method) erfordern gemischte Dirichlet-Robin-Randbedingungen. Daher war es ein
wesentliches Ziel dieser Arbeit, die in dem Artikel von Verfiirth [Ver98] fir Probleme mit
Dirichlet-Neumann-Randbedingungen untersuchten Fehlerschétzer auf die Anwendung auf
Probleme mit Dirichlet-Robin-Randbedingungen zu verallgemeinern.

Die polynomiale Approximation der Daten mufite anders als bei [Ver98] konsequent durch-
gefithrt werden. Dadurch sind die Approximationsfehler in Satz 4.4 zustandegekommen.
Angesichts der praktischen Implementierung ist das allerdings kein Nachteil, denn dort
muf} man sich ohnehin mit der Datenapproximation begniigen. Bei den oberen Abschétzun-
gen 1463t sich die Datenapproximation nicht in natiirlicher Weise einbeziehen. Es ist not-
wendig, den Beweis der oberen Abschitzung mit der diskreten Losung wu, und nicht mit
einer beliebigen Funktion u;, zu fithren. Daraus resultierend ergeben sich die Datenfehler
\|wn —up |2 (7). Diese lassen sich nicht so leicht handhaben wie Fehler der Art || f — fl| 12 (1).

Eine lokale obere Schranke kann fiir die Problemklasse (3.1) nicht gefunden werden. Im
Fall dominanter Konvektion (d. h. ¢ <« 1) breiten sich lokale Fehler entlang der Charakte-
ristiken des Operators 1. Ordnung a - V(- )d. h. entlang des Stromungsfeldes a global im
Gebiet 2 aus.

Die unteren Abschétzungen konnten abgesehen von den Approximationsfehlern leicht ver-
bessert werden. Die Parameter hr,hgp bzw. or, op und sdmtliche Abwandlungen sind
hiufig aufgrund der Regularititsannahme identifiziert worden. Daher ist ein grofler Spiel-
raum in den Abschitzungen zu erwarten. Angesichts der hiufigen Umrechnungen ist es
allerdings sehr schwer, wenn nicht sogar aussichtslos, dariiber Buch zu fithren. Die Unter-
scheidung von hr und hg scheint vom praktischen und analytischen Standpunkt fiir die
Abschitzungen durchaus sinnvoll zu sein und wurde daher beibehalten.

Ausblick

Die oberen Abschétzungen sind hinsichtlich der praktischen Nutzbarkeit noch nicht be-
friedigend. Die Aussage in Korollar 4.2 ist mit Sicherheit noch genauer prézisierbar. Es
wire fiir die Zukunft sehr lohnenswert, sich mit der Untersuchung der darin auftretenden
Fehlerterme zu beschiftigen.
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Es ist zu erwarten, daf} es nicht leicht sein wird, bei einer praktischen Implementierung des
Fehlerschétzers gleichméfig gute Ergebnisse zu erzielen. Die Ergebnisse werden vermutlich
stark davon abhingen, welche Strategie fiir die zur Verfeinerung markierten Elemente
gewihlt wird.

Wie schon in der Einleitung erwihnt wurde, sind in den Konstanten wesentliche Faktoren
verborgen, die durchaus stark variieren konnen. Es bedarf sicherlich einiger Tests und
Erfahrungen, um den Fehlerschitzer erfolgreich bei Finite-Element-Methoden einsetzen
zu konnen.



Symbolverzeichnis

Die aufgefithrten Symbole treten im Text immer wieder auf und sind unter Umstéinden
im n&heren Kontext nicht erklirt. Das Zeichen » deutet an, daf§ das nachfolgende Sym-
bol im Verzeichnis aufgefiihrt ist. Hat ein Symbol mehrere Bedeutungen, so sind diese

untereinander numeriert aufgelistet.

a Stromungsfeld in der Differentialgleichung
a polynomiale Approximation des Stromungsfeldes » a
A Transformationsmatrix der affinen Transformation » Tr
o} Multiindex einer partiellen Ableitung
Qg lokales Gewicht des Fehlerschétzers » np
ar lokales Gewicht des Fehlerschétzers » ng
b Reaktionskoeffizient in der Differentialgleichung
b polynomiale Approximation des Reaktionskoeffizienten » b
B Bilinearform der schwachen Formulierung
Bs Bilinearform der »SUPG-Diskretisierung
B » o-Algebra der Borelschen Mengen
C positive Konstante, die nicht von » A und » € abhéingt
C™(Q) » m-fach stetig partiell differenzierbare
Funktionen auf » 2
C™(Q) Unterraum aller Funktionen aus » C™ () mit stetig auf

» () fortsetzbaren Ableitungen bis zur Ordnung » m

C™ Q)  Holderriume

C>® () Raum der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren
Funktionen auf »

() Raum der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren
Funktionen auf »  mit kompaktem Triger in p 2

Ce(2) Raum der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren
Funktionen auf » €2, die auf » I' verschwinden

Crs () Raum der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren
Funktionen auf » €2, die auf » I'p verschwinden

cx 1(T) Raum der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren
n+

Funktionen auf » 7', die auf » E,; verschwinden
D« i) partielle Ableitung
ii) schwache Ableitung

(3.1)
(Definition 4.14)
Definition 2.1
Definition 1.6
Definition 4.13
Definition 4.13
(3.1)

(4.14)
Definition 3.4
Definition 3.15
Definition 1.19

Definition 1.9

Definition 1.9
Definition 1.10

Definition 1.5
Definition 1.8

Lemma 1.9

Lemma 4.1
Definition 1.6
Definition 1.23
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B’Zi partielle Ableitung nach der » i-ten Koordinate
A Laplace-Operator Definition 1.13
or » SUPG-Parameter Definition 3.15
€ Storungsparameter in der Differentialgleichung (3.1)
E allgemeine Kante eines Elements » T’
E; » i-te Kante eines Elementes » T' der Zerlegung » Tj, Definition 3.14
E; » i-te Kante des Standard-» n-Simplex » T Definition 3.14
Ep Kanten der Zerlegung » 7T, auf dem Dirichlet-Rand » I'p  Definition 3.7
En Kantenmenge der Zerlegung » 7}, Definition 3.7
Er innere Kanten der Zerlegung » 7}, Definition 3.7
Er Kanten der Zerlegung » 7;, auf dem Robin-Rand » I'p Definition 3.7
R residualer a-posteriori Fehlerschétzer Definition 4.13
Nr Fehlerschatzer » nr mit approximierten Daten Satz 4.4
NR,T lokaler Term des Fehlerschitzers » ng auf » T Definition 4.13
NR,T lokaler Term des Fehlerschitzers » ng

mit approximierten Daten auf » T Satz 4.4
f Quellterm der Differentialgleichung (3.1)
f polynomiale Approximation des Quellterms » f (4.4)
F lineares stetiges Funktional der schwachen Formulierung Definition 3.4
F lineares stetiges Funktional der »SUPG-Diskretisierung Definition 3.15
FEM Finite-Element-Methode
FE-Raum Finite-Element-Raum Definition 2.3
© glatte Funktion aus » C>(9)
g rechte Seite der Randbedingung (3.1)
g polynomiale Approximation der rechten Seite » g (4.4)
r kompakte Teilmenge des Randes » 9f) Lemma 1.9
I'p Teilrand von » © mit Dirichlet-Randbedingungen (3.1)
T'r Teilrand von » © mit Robin-Randbedingungen (3.1)
h i) Umkreisdurchmesser eines Gebietes » 2 Definition 2.2

ii) maximaler Umkreisdurchmesser einer Zerlegung » 7, Abschnitt 3.3
hg Umkreisdurchmesser der Kante » E Definition 3.11
hyy Umkreisdurchmesser des Gebietes » wr Definition 3.10
hr Umkreisdurchmesser des Elements » T’ Definition 2.2
hy Umkreisdurchmesser des Gebietes » w; Definition 3.10
) natiirliche Zahl
Id i) Identischer Operator

—
U
S

N N>wb.

Ker(L)

ii) Einbettungsoperator in Holder-Raume

iii) Einbettungsoperator in Sobolev-Raume
Lebesgue-Integral

natiirliche Zahl

natiirliche Zahl

Fortsetzungsoperator von » En+1 nach » T
Fortsetzungsoperator von » E nach » wg
Nullraum des stetigen linearen Operators » L
stetiger linearer Operator

Satz 1.3
Satz 1.4

Definition 4.8
Definition 4.9

Lemma 2.2
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Raum der auf »  in der » p-ten Potenz
Lebesgue-integrierbaren Funktionen

Raum der auf p» € f. {i. beschrinkten Funktionen
Raum der auf » € lokal in der 1-ten Potenz
Lebesgue-integrierbaren Funktionen
baryzentrische Koordinate zum Eckpunkt » z;
Basisfunktion zum Eckpunkt » z

mit » O gestauchte » i-te baryzentrische Koordinate
natiirliche Zahl

i) Lebesgue-Maf} der Borelschen » o-Algebra » B
ii) allgemeines Maf}

Dimension des Vektorraums » R"

auflerer Normaleneinheitsvektor an » 0

Menge aller Eckpunkte der Zerlegung » T,
Normen auf dem Raum » R”

Halbnormen der Ridume » W™P(Q) fir » kK <m
Normen der Rédume » LP((2)

Normen der Rdume p» L>°(0)

Normen der Rédume » W™P(Q)

Normen der Rdume p W (Q)

andere Schreibweise der » W!2(Q)-Halbnorm
Energienorm auf p» 2

beschrianktes Gebiet im » R”

Referenzgebiet im » R”

Abschlufl des Gebietes » 2

Rand des Gebietes » 2

Umgebung der Kante » F

Umgebung des Elements » T

Umgebung des Eckpunktes » x

Umgebung des Elements » T

reelle Zahl aus [1,00) oder » oo

allgemeiner Ansatzraum eines »FE-Raumes
Funktion aus dem Ansatzraum » P

Raum der Polynome vom Grad » m auf »
Mittelungsoperator

i) polynom-erhaltender Operator

ii) Interpolationsoperator auf einem p»FE-Raum
Interpolationsoperator nach Clément
Blasenfunktion 1 auf dem Referenzelement » 7'
Blasenfunktion 1 auf dem Element p» T
Blasenfunktion 2 auf dem Referenzelement » 7'
Blasenfunktion 2 auf dem Element » wg

reelle Zahl aus [1,00) oder » oo
Kantenresiduum des Fehlerschétzers » ngr zur Kante » E
Elementresiduum des Fehlerschitzers » ng

Lemma 1.2
Lemma 1.2

Definition 1.22
Bemerkung 3.5
Definition 3.13
Definition 4.6

Satz 1.1
Definition 1.18

Lemma 1.10
Definition 3.8
Definition 1.3
Lemma 1.3
Lemma 1.2
Lemma 1.2
Lemma 1.3
Lemma 1.3
Definition 3.3
Definition 3.3
Definition 1.4
Definition 2.1
Definition 1.4
Definition 1.4
Definition 3.11
Definition 3.9
Definition 3.9
Definition 3.11

Definition 2.3
Definition 2.4
Definition 1.24
Definition 4.2
Satz 2.1
Definition 2.4
Definition 4.3
Definition 4.4
Definition 4.5
Definition 4.6
Definition 4.7

Definition 4.12
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zum Element » T

der reelle Zahlkorper

der reelle euklidische Raum der Dimension » n
Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin (Diskretisierungs-
verfahren mit zusétzlicher Stromliniendiffusion)
Bild einer Funktion unter dem Spuroperator »Sp
Trager der Funktion » ¢

mafltheoretisches Mengensystem

allgemeiner Spuroperator

endliche Menge von Funktionalen

Euklidisches Skalarprodukt auf dem p» R"
Skalarprodukt auf dem Raum » L?(€2)
Standard-» n-Simplex im » R”

Element der Zerlegung » 7},

simpliziale Zerlegung des Gebietes » {2

affine Transformation

Parameter aus (0, 1] der Blasenfunktion » 15 (©)
allgemeine Funktion

allgemeine Funktion

Banach-Raum von Funktionen auf einem » FE-Raum
Sobolev-Réume

Sobolev-Raum auf der Kante » £

Sobolev-Raum auf dem Element » T'

Unterraum der Funktionen aus » W12(Q),

deren » Spur auf » I' verschwindet

Unterraum der Funktionen aus » W12(Q),

deren » Spur auf » I'p verschwindet

Element im » R"”

» i-te Koordinate im » R"

Losungsraum des Problems 3.4

Ansatzraum der » SUPG-Diskretisierung 3.16
Element im » R"”

Koeffizient in der Robin-Randbedingung
polynomiale Approximation des Koeffizienten » ¢
Gradient

Divergenz

<-Ungleichung bis auf eine positive Konstante » C
der unendlich ferne Punkt der
Einpunkt-Kompaktifizierung von » R

Definition 4.12
Definition 1.1

Definition 3.16
Satz 1.2
Definition 1.7
Definition 1.17
Satz 1.2
Definition 2.3
Definition 1.2
Lemma 1.2
Definition 3.14
Abschnitt 3.3
Abschnitt 3.3
Definition 2.1
Definition 4.6
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Lemma 1.3
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