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1. Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ist die numerische Behandlung turbulenter Strémungen. Sowohl
laminare als auch turbulente Stromungen von Fluiden werden vollstindig durch die Navier-
Stokes-Gleichungen

u+ (u-V)u+ Vp —vAu = f, V-ou=0

beschrieben. Seit den Arbeiten von Richardson (1925) stellt man sich Turbulenz als Uber-
lagerung von Wirbeln unterschiedlicher Gréfle vor. Ein hinreichend genaues numerisches
Verfahren zur Losung der Navier—Sgokes—Gleichung muf} auch die kleinsten Wirbel erfassen,
wozu eine Gitterfeinheit von h =~ v4 gn('jtig ist. Bei dreidimensionalen Rechnungen fiihrt dies
zu Gleichungssystemen mit N = v~ 7 Unbekannten. In industriellen Anwendungen liegt die
Viskositit v des Mediums in der GréBenordnung v ~ 107°. Dies fiihrt zu Gleichungssyste-
men mit N ~ 10!3-5 Unbekannten, was die Kapazititen von modernsten Rechenanlagen
bei weitem iibersteigt.

Deswegen wurde in den letzten Jahrzehnten eine Vielzahl von Turbulenzmodellen ent-
wickelt. Unter ihnen nehmen in den heutigen Anwendungen die sogenannten statistischen
Turbulenzmodelle eine zentrale Stellung ein. Grundidee aller statistischen Turbulenzmo-
delle ist die Aufspaltung der Groflen Geschwindigkeit 4 und Druck p in einen (iiber ein
Ensemble oder ein Zeitintervall) gemittelten Anteil und in einen Fluktuationsanteil:

u=U+u', p=P+yp.

Wie in Abschnitt 2.3 gezeigt wird, 16sen die gemittelten Grofien (U, P) dann die sogenannte
Reynoldsgleichung

(1.1) QU+ (U-V)U+VP -V (VU + (u' @ u')) = 0.

Die gesamte Information iiber die Turbulenz steckt im a priori unbekannten Korrelations-
term (u’' ® u'), dem sog. Reynoldsschen Spannungstensor. Je nachdem, wie dieser Term
modelliert wird, unterscheidet man die verschiedenen Turbulenzmodelle. Eine schéne Uber-
sicht iiber die geldufigen Turbulenzmodelle findet man z.B. in [Kes92]. Im Rahmen dieser
Arbeit wird nur das von Daley und Harlow (1970) bzw. von Launder und Spalding (1974)
vorgeschlagene k/e-Turbulenzmodell behandelt. Der Reynoldsspannungstensor wird dabei
modelliert durch

2 k2
(u'@u) = S+ eu—V- (U +vUT"),

wobei ¢, = 0.09 ist.



1. Einleitung

Beriicksichtigt man zusétzlich nichtisotherme Effekte, so lautet das nichtlineare gekoppelte
Differentialgleichungssystem, aus dem sich U, P, k,e und die mittlere Temperatur © be-
stimmen lassen:

2
2

8tU-I—(U-VU)+VP—V-((u-l—cuk—)(VU-l—VUT)) = §Vk

€
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de+U - Ve— %k\VU +vu”
Die Konstanten werden aus physikalischen Experimenten bestimmt zu ¢, = 0.09, ¢; =
0.126, co = 1.92 und ¢, = 0.07. Das isotherme k/e-Turbulenzmodell wird in Abschnitt 2.5
hergeleitet. Es hat sich gezeigt, dafl das k/e-Modell in Wandnéhe keine befriedigenden Re-
sultate liefert. Daher werden die Groflen U, ©, k und € dort durch analytische Funktionen,
sog. Wandfunktionen, beschrieben (vgl. Abschnitt 2.6).
Im dritten und vierten Kapitel soll ein vollstindiges numerisches Lésungsverfahren des im
zweiten Kapitel hergeleiteten Differentialgleichungssystems beschrieben werden. Im dritten
Kapitel wird zunéchst eine zeitliche Semidiskretisierung mit dem impliziten Eulerverfahren
durchgefithrt und anschlieend eine Entkopplung und Linearisierung der Gleichungen mit
der Methode der iterativen Entkopplung vorgenommen. In der vorliegenden Arbeit werden
zwei Linearisierungs- und Iterationsstrategien untersucht, die im Abschnitt 3.3 vorgestellt
werden und in Kapitel 7 anhand numerischer Tests verglichen werden.
Betrachtet man das so entkoppelte Differentialgleichungssystem, so erkennt man, daf} es
geniigt, sich im folgenden auf zwei Modellgleichungen zu beschrinken. Die linearisierte
Reynoldsgleichung ist im wesentlichen eine Oseen-Gleichung (mit lokal variabler Visko-
sitit), die Gleichungen fiir ©,k und e sind im wesentlichen lineare Konvektions-Diffusions-
gleichungen (mit lokal variabler Viskositéit). In Abschnitt 4.2 wird fiir beide Modellglei-
chungen eine Variationsformulierung auf dem kontinuierlichen Level hergeleitet, in Ab-
schnitt 4.3 erfolgt der Ubergang auf den riumlich diskreten Level. Da das so erhaltene
Galerkin-Schema numerisch instabil ist, werden SUPG- und in der Oseen-Gleichung auch
PSPG-Stabilisierungsterme eingefiihrt (vgl. die Abschnitte 4.4 und 4.5).
Es ist ein zentrales Ziel dieser Arbeit, das so stabilisierte numerische Verfahren durch
die zusétzliche Stabilisierung mit einer Shock-Capturing-Technik wesentlich zu verbessern.
Beim k/e-Modell steckt die Information iiber die turbulenten Effekte in der turbulenten
Viskositét cu%, wobei k£ und e Losungen von Konvektions-Diffusionsgleichungen sind. &
und € liegen in der Grofienordnung /v. In der Ndhe von Grenzschichten — das sind Berei-
che, wo die Losung scharfe Gradienten besitzt — konnen die Losungen von Konvektions-
Diffusionsgleichungen Uber- und Unterschwinger aufweisen. Durch numerische Oszillatio-
nen hervorgerufene negative Werte fiir £ und e sind unphysikalisch und kénnen insbesondere
negative, sehr kleine oder auch sehr grofie Werte fiir die effektive Viskositidt bedeuten. Dies
ist einerseits physikalisch falsch und verschlechtert andererseits die numerische Lisbarkeit.
Durch eine Shock-Capturing Technik sollen diese Uber-und Unterschwinger weggedampft



werden. Dazu wurde auch die von Codina in [Cod93] favorisierte Shock-Capturing-Variante
implementiert.

Im fiinften Kapitel soll die Wirkung der implementierten Shock-Capturing Technik zunéchst
an einigen Testbeispielen analysiert werden. Die Testrechnungen wurden mit dem For-
schungscode ParalleINS durchgefiihrt, der in einem Gemeinschaftsprojekt zwischen dem
Institut fiir Luft- und Raumfahrttechnik und dem Institut fiir Thermodynamik und Tech-
nische Gebaudeausriistung der TU Dresden und dem Institut fiir Numerische und Ange-
wandte Mathematik der Universitit Gottingen entwickelt wurde. Die graphische Darstel-
lung erfolgte mit dem kommerziellen Visualisierungspaket tecplot.

Ziel des sechsten Kapitels ist die Untersuchung der Wirksamkeit des Shock-Capturing fiir
das nichtisotherme k/e-Modell. Dazu wurde als Testbeispiel ein zweidimensionales Closed-
Cavity-Problem gewihlt. Im siebten Kapitel soll schliefilich das Konvergenzverhalten der
beiden vorgestellten Linearisierungs- und Iterationsstrategien fiir dieses Testbeispiel vergli-
chen werden.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

2.1. Einleitung

Das Thema dieses Kapitels ist das k/e-Turbulenzmodell. Zunéchst wird eine zufallsabhiangi-
ge Formulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen benétigt. Dazu werden
drei Zuginge vorgestellt: Der Zugang iiber das Ensemble-Konzept der statistischen Physik,
der Zugang iiber das Konzept der stochastischen dynamischen Systeme und der Zugang
iiber stochastische Differentialgleichungen. Danach wird das Konzept der Filter eingefiihrt,
das angewendet wird, um Aussagen iiber die gemittelte Losung einer stochastischen Diffe-
rentialgleichung zu erhalten. Durch Filterung der zufélligen Navier-Stokes-Gleichungen wer-
den dann die Gleichungen fiir das mittlere Geschwindigkeitsfeld und den mittleren Druck
hergeleitet, die sog. Reynolds-Gleichungen. Diese bilden dann den Ausgangspunkt fiir die
Herleitung des k/e-Turbulenzmodells im zweiten Teil dieses Kapitels.

Die benétigten Funktionenrdume sind im Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis zusammen-
gestellt.

2.2. Die zufallsbehafteten Navier-Stokes-Gleichungen

2.2.1. Phdnomenologie turbulenter Stromungen aufgrund physikalischer Experimente

Experimentelle Untersuchungen z.B. von Kanalstromungen (mit Hitzdraht-oder Heiffilma-
nemometrie) mit hoher Zeitauflosung zeigen, daf} in turbulenten Stromungen die gemessene
Geschwindigkeit schnell oszilierende Schwankungen um eine mittlere Geschwindigkeit auf-
weist. Eine schone Darstellung zur experimentellen Untersuchung turbulenter Stromungen
findet man z.B. in [Eck74]. Betrachtet man homogene Turbulenz hinter einem Gitter, so
scheint es eine unregelmifige, zufillige Stromungsgestalt zu geben. Wiederholt man Ex-
perimente zur Turbulenz, so ist zwar die detaillierte Struktur einer Messung nicht repro-
duzierbar, aber gewisse statistisch gemittelte Grofien sind reproduzierbar. Dies veranlaf-
te Taylor(1935), turbulente Stromungen mit statistischen Methoden zu beschreiben (vgl.
[Tay35] und [Fri96], S.27ff). Es stellt sich die Frage, warum deterministische Gleichungen
wie die Navier-Stokes-Gleichungen Loésungen besitzen konnen, die Aspekte der Zufilligkeit
aufweisen.

2.2.2. Zugang iiber das Ensemble-Konzept der statistischen Physik

Der einfachste Zugang zu den zufallsabhéingigen Navier-Stokes-Gleichungen ist das in der
statistischen Physik benutzte Modell des Ensembles, vgl. [LM86]. Falls ein Experimentator
ein instationdres Stromungsproblem mit vorgegebener Anfangsstromung wg(z) messen will,
so versucht er, die Anfangsstromung wug(z) moglichst genau einzustellen, und nimmt dann
die Messung auf. Er wird die Anfangsstromung wug(z) aber nie genau einstellen kénnen,
sie wird immer mit einer Stérung euf! behaftet sein. Da diese Stérung a priori unbekannt
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ist, ist auch das Ergebnis der Messung a-priori unbekannt. Insbesondere sind die exakt
gleichen Anfangsdaten nicht reproduzierbar. Im Falle einer sensitiven Abhingigkeit von
den Anfangsdaten mifit der Experimentator bei Wiederholungen des Experimentes mitun-
ter vollig verschiedene Losungen. So entsteht ein Aspekt der Zufélligkeit der Losung. Die
zunichst gemachte Annahme besteht nun darin, dafy die Menge der zugelassenen Stérungen
endlich sein soll. Thre Anzahl sei N. Es sei ferner angenommen, die Wahrscheinlichkeit, eine
dieser Storungen zufillig einzustellen, sei gleichverteilt %

Die Idee des Ensemblekonzepts besteht nun darin, sich eine Gesamtheit von Systemen zu
denken, von denen jedes mit genau einer der zuldssigen Storungen behaftet ist.

Definition 2.1

Sei Q C R, d=2,3, ein Gebiet. Sei T' = 9Q. Unter einem Ensemble von Systemen, die
alle den Navier-Stokes-Gleichungen mit den gleichen Randbedingungen und fast gleichen
Anfangsbedingungen geniigen, wird eine Gesamtheit von N Systemen verstanden, wobei das
i-te System dabei durch folgende Spezifikationen definiert wird:

O’ + (u' - V)u' + Vp' —vAu' = f inQ x[0,T]
V-u'=0 inQ x [0,T]
u'(z,0) = ug(z) + eul(z) auf Q@ x {0}, e<1
u'lr=g aufT x [0,T].

Dabei sei vorausgesetzt, dafi auf Q x [0, T] eine und nur eine Lisung existiert. Im folgenden
wird das so definierte Ensemble auch als Ensemble NS bezeichnet. Ferner werden einzelne
Systeme dieses Ensembles auch als Systeme NS bezeichnet.

Die Zufilligkeit der Storung ergibt sich im Ensemblekonzept dann daraus, dafl der Ex-
perimentator zufillig ein System aus der Gesamtheit aller Systeme auswéhlt und an die-
sem dann die Messung vornimmt. So gesehen stellt der Mefivorgang ein Zufallsexperiment
dar, dessen Ergebnisraum Q¥ = {1,2,...,N} die Menge aller Systeme ist und dessen
Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine Gleichverteilung auf Qg gegeben ist, d.h., es gilt
P({w}) = %, w € QY. P ist ein PunktmaB. Das zufillig ausgewéihlte System w nennt
man auch Realisierung des Zufallsexperimentes. Das zur Realisierung w € Qg gehorende
Geschwindigkeitsfeld wird mit w(z, ¢, w) bezeichnet. Es bezeichne P({u(-,¢,w)}) die Wahr-
scheinlichkeit, zum Zeitpunkt ¢ das zur Realisierung w gehorende Geschwindigkeitsfeld u
zu messen. Dann gilt

P({u1,0)}) = P({u(-0,0)}) = P({w}) = 1

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Invarianzmaf.
Die in diesem Abschnitt eher anschaulich motivierte Darstellung wird im folgenden Ab-
schnitt in der abstrakten Sprechweise der stochastischen dynamischen Systeme formuliert.

2.2.3. Zugang iiber das Konzept der stochastischen dynamischen Systeme

Zuerst soll der Begriff eines stochastischen dynamischen Systems eingefiithrt werden, vgl.
[Fri96] S.36.

10
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Definition 2.2
Ein stochastisches dynamisches System ist ein Quadrupel (Q][D)S,A, P,G,), bestehend aus

e ciner Menge QID,S, dem sog. Zustandsraum,
e ciner o- Algebra A auf QIQS,
e cinem Wahrscheinlichkeitsmafs P auf A sowie

e cinem FEvolutions- oder Zeitentwicklungsoperator Gy

Dabei ist ein Zeitentwicklungsoperator Gy eine einparametrige Familie von Abbildungen von
QIQS in sich mit den folgenden FEigenschaften:

1. Gy bildet eine Halbgruppe, d.h. Gy = I, GGy = G4y,
2. Gy erhilt P, d.h. P(G;'A) = P(A).
Der in w € QB beginnende Pfad von Gy ist definiert durch {Gyw|t € R, }.

An dieser Stelle sollen die wichtigsten Resultate aus der Theorie zu den Navier-Stokes-
Gleichungen angegeben werden. Zunéchst soll das Navier-Stokes-Problem genau definiert
werden. Fiir die dabei verwendeten Sobolevraume sei auf das Abkiirzungs- und Symbolver-
zeichnis verwiesen.

Definition 2.3
Gegeben seien

o fELX0,T;(H (Q)%),
e g€ L2(0,T; (H 2(99))%),

o ug € (HL ()4

Dann lautet das Navier-Stokes-Problem:
Finde (u,p) € L?(0,T; (HL, () N L>®(0,T; (L3(2))9) x L?(0,T; L3(Q)) so dafs
ou+ (u-Vu+Vp—vAu=Ff in Qx][0,T]
Viu=0 in Qx][0,T]
up=g auf Tx[0,T]
u(z,0) =ug auf Qx{0}
gilt.
Es gilt folgende Existenz- und Regularititsaussage.
Satz 2.1
Fiir d =2 und d = 3 existiert eine Lésung des Navier-Stokes-Problems aus Definition 2.3.

Seiw € L2(0,T; (HL,, ()1))NL®(0,T; (L?(2))?) eine Losung des Navier-Stokes-Problems,
dann gilt

e div
dt L3(0,T;(H; (Q)%), fallsd=3.

div

du { L2(0,T; (H;L()?), falls d =2

11
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Bzgl. der Eindeutigkeit gibt es folgendes Resultat.

Satz 2.2
Unter den Voraussetzungen an die Daten wie in Definition 2.3 ist die Lésung u des Navier-
Stokes-Problems im Fall d = 2 eindeutig bestimmit.

Beweis:
Zum Beweis sei verwiesen auf [Tem77], S.294. &

Bemerkung 2.1
Fiir eine Eindeutigkeitsaussage fiir den Fall d = 3 sei verwiesen auf [Tem?77], S.310.

Nun kann das von den Navier-Stokes-Gleichungen erzeugte stochastische dynamische Sy-
stem definiert werden, vgl. [Fri96] S.37f.

Definition 2.4
Seid = 2. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 2.8, d.h. zu jeder Anfangsbedingung

u(z,0) =ug aufQ x {0}, uy € (Héiv(Q))d

besitze das in Definition (2.3) definierte Navier-Stokes-Problem eine und nur eine Ldsung
(u,p) € H). ()4 x L3(Q) zum Zeitpunkt t €]0,T7.

o Als Menge QB% definiert man dann den Funktionenraum QB% := Héiv(Q)d.
o Sei A eine o— Algebra auf Q85 = (H}, )2

e Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A, das jeder Teilmenge B € A von Anfangs-
bedingungen die Wahrscheinlichkeit zuordnet, daf$ die zufillig realisierte Anfangsbe-
dingung in B liegt.

e Sei der Zeitentwicklungsoperator Gy definiert als die Abbildung, die einer Anfangs-
bedingung uo(-) € (HJ,(Q))? die zugehirige eindeutig bestimmte Lésung u(-,t) €

(HL. () zur Zeit t zuordnet, definiert durch
o) G+ (Hip () o (), ()

wo(.) = u(.,t).

Per definitionem ist G, eine Halbgruppe. Zusdtzlich wird gefordert, daffi Gy das Maf8 P
erhdalt, d.h.

P(G;'A) = P(A).

Dann ist das von den Navier-Stokes-Gleichungen erzeugte dynamische System definiert als
das Quadrupel (QB%, A, P,G,).

Um zu unterstreichen, dafi es fiir jede Anfangsbedingung kraft des auf QIQS definierten
Mapes eine Wahrscheinlichkeit gibt, dafi diese Anfangsbedingung realisiert wird, schreibt
man statt ug(.) auch wo(.,w). Fir den in ug(.,w) beginnenden Pfad Gi(uo(.,w)) wird in
Zukunft meist u(.,t,w) geschrieben.

12
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Der oben skizzierte Zugang folgt im wesentlichen dem Vorschlag von Kraichnan(1972), der
die Zufilligkeit der Losung auf die Zufilligkeit der Anfangsbedingung zuriickfiihrt. Dies
wird durch die Eigenschaft des Zeitentwicklungsoperators, das Wahrscheinlichkeitsmafl zu
erhalten, d.h. P(G;!(A) = P(A)), mathematisch beschrieben.

Bemerkung 2.2

Es muf} kritisch angemerkt werden, daf§ die Existenz von Maflen, die invariant unter dem
Zeitentwicklungsoperator sind, noch nicht hinreichend geklart ist, vgl. [VF88] und [Fri96]
S.38. Fiir den dreidimensionalen Fall gibt es noch nicht einmal eine ausreichende Lésungs-
theorie der Navier-Stokes-Gleichungen zur Definition des Zeitentwicklungsoperators.

Bemerkung 2.3

Das eigentliche Ziel bei der Anwendung der Theorie der dynamischen Systeme auf die
Navier-Stokes-Gleichungen ist es, die mathematische Natur der Turbulenz zu erkliren. Die-
ser Aspekt wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Der interessierte Leser sei
verwiesen auf [Fri96] und [BR77].

2.2.4. Zugang iiber das Konzept der stochastischen Differentialgleichungen

Es soll noch iiber einen anderen Zugang berichtet werden, die Navier-Stokes-Gleichungen
als zufallsabhéngige Differentialgleichungen zu formulieren. Die zentrale Idee der Arbeit
von Inoue und Funaki [IF79] besteht darin, die deterministische Euler-Gleichung mit einer
Brownschen Bewegung, einem sog. stochastischen Rauschen, zu iiberlagern.

Zunichst miissen einige Begriffe eingefiihrt werden. Sei dazu @ C R™ ein Gebiet. Sei &, eine
einparametrige orientierungstreue Diffeomorphismengruppe auf dem R™ mit Jakobideter-
minante gleich 1. Diese beschreibt die Bewegung des Fluids. Die letzte Bedingung entspricht
der Inkompressibilitdtsbedingung. Dann sei folgendes Variationsproblem gegeben:

Problem 2.1
Sind ®° und ®' gegeben, so finde man eine einparametrige Diffeomorphismengruppe ®; mit

1. (I)g = (I)U und @1 = @1.

2. Fiir &, verschwinde die Variation des folgenden Energiefunktionals :

J(®y) = //nz‘w [2dadt,

wobei ®y(z) = (B} (x),..., PP (x) ist.

Minimiert ®;(2) dieses Funktional, so sagt man in der Theoretischen Physik, ®;(x) erfiille
das Hamiltonsche Prinzip. Es ist ein Resultat der Theoretischen Mechanik, dafi das Ha-
miltonsche Prinzip dquivalent zu den Newtonschen Bewegungsgleichungen ist. So wird der
folgende Satz motiviert, vgl. [IF79] Theorem 2.1.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Satz 2.3
Das zur Lisung ®(x) des in Problem 2.1 definierten Minimierungsproblems gehiérende

Geschwindigkeitsfeld

He Pz
ufap) = (22 0@,

lost die Euler-Gleichung

ou+ (u-Viu+Vp=f in Qx[0,T[
Vau=0 in Qx[0,T]
un =0 auf 0Qx]0,T[
u(.,0) = ug in Q.

Bemerkung 2.4

Die Eulergleichung besitzt keinen Laplace-Term. Deshalb ist sie eine Differentialgleichung
erster Ordnung in der Geschwindigkeit. Die Bewegung der Fliissigkeitsteilchen in einer
Stromung, dessen Geschwindigkeitsfeld der Euler-Gleichung geniigt, folgt den Charakteri-
stiken der Euler-Gleichung. Es gibt keinen Teilchenaustausch zwischen verschiedenen Cha-
rakteristiken.

In realen Fluiden vollfiihrt jedes Teilchen neben der Bewegung, die durch die dufleren Krifte
und Druckunterschiede bestimmt wird und die durch die Euler-Gleichung beschrieben wird,
nach der kinetischen Gastheorie eine sog. Brownsche Molekularbewegung.

Nun soll der Begriff der Brownschen Bewegung mathematisch eingefithrt werden, vgl.
[Bre93] S.248.

Definition 2.5
Eine Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozeff {X;}ier, dessen Pfade fir alle
w € Q folgende FEigenschaften erfillen:

1. X(t+ At) — X (t) ist unabhdngig von X (1)  fir alle T <t.

2. Die Verteilung von X (t + At) — X (t) ist unabhdngig von t (Stationaritit).

3. limpg o0 DXEADZXWOEN) — o fip glle § > 0.

Eine Brownsche Bewegung hat folgende Eigenschaften.

Satz 2.4
Sei {Xi}ier eine Brownsche Bewegung mit X (0) = 0. Dann ist X (t) normalverteilt mit

EX(t) = ut und Var(X(t)) = o’t.

p heifit auch (mittlere) Drift der Brownschen Bewegung.

Beweis:
Vgl. Breiman [Bre93] S.249. &

Hinsichtlich Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer Brownschen Bewegung gilt folgendes
Resultat.
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2.2. Die zufallsbehafteten Navier-Stokes-Gleichungen

Satz 2.5
Fiir jede Brownsche Bewegung sind fast alle Pfade gleichmdjig stetig. Fast jeder Pfad ist
nirgends differenzierbar.

Beweis:
Vgl. Breiman [Bre93] S.257 und S.261. O

Nun wird folgendes Minimierungsproblem betrachtet:

Problem 2.2
Sind ®°(.,w) und ®'(.,w) gegeben, so finde man eine einparametrige Diffeomorphismen-
gruppe ®(.,w) mit

1. &, w) =2, w) und ®1(.,w) = ®'(.,w).

2. Fir ®,(.,w) verschwinde die Variation des folgenden Energiefunktionals :

! ", 00 (x dB!
J(®,) =/0 /nZ[ 5§ ) +\/ﬁd—tt]2d:cdt,
i=0

wobei ®(z) = (P} (x),... , PP (x) ist.

Bemerkung 2.5 .
Wie in Satz 2.5 bemerkt, kann es sich bei % nur um eine formale Schreibweise handeln.
Da B} auf jedem endlichen Intervall eine unbeschrénkte Variation besitzt, mufl man das

Konzept des Ito- bzw. Stratonovic-Integrals verwenden.

Nach [IF79] S.87 erfiillt das Geschwindigkeitsfeld u(t, .,w) mit u’(t,.,w) = 86;{? die folgende
Gleichung:

O(u! +

ox!

dB: n ; i
2u=—tL) ou? dB] dp
dt — (W +Vw—Lt)y+ L =0 = 1,...
(2.2) ot +;axa(“ TV ot e

V-ut:().

Im Beweis von Theorem 4.5 in [IF79] wird nun folgende Aussage hergeleitet

Satz 2.6
Fiir fast jedes w € Q gilt : Das zur Lisung des Minimierungsproblems 2.2 gehérende Ge-
schwindigkeitsfeld u(x,t,w) lost die Navier-Stokes-Gleichungen

ou+ (u-V)u+Vp—vAu=0 in Qx[0,T]
V-u=0 in Qx[0,7T]
un =20 auf 002x]0,T[
u(.,0) = ug in Q.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Bemerkung 2.6

Durch die thermische Eigenbewegung der Molekiile des Fluids, die mathematisch als Brown-
sche Molekularbewegung beschrieben wird, findet ein Teilchenaustausch zwischen verschie-
denen Charakteristiken der Euler-Gleichung statt. Fiir jedes einzelne Molekiil ist diese Ei-
genbewegung zufillig, aber die mittlere Drift jedes einzelnen Molekiils ist bekanntlich null.
Das makroskopische Geschwindigkeitsfeld des Fluids ist das Resultat der mikroskopischen
Bewegung aller Molekiile des Fluids. Somit wird verstéindlich, dafi das Geschwindigkeitsfeld
des Fluids als Summe eines mittleren Geschwindigkeitsfeldes und eines Anteils der zufilli-
gen Fluktuationen behandelt werden kann. Dieser Gedanke wird im folgenden Abschnitt
prazisiert werden.

2.2.5. Rickblick

Ziel dieses Abschnitts war es, die Navier-Stokes-Gleichungen als zufallsabhéingige Diffe-
rentialgleichungen zu formulieren. Es wurden dazu drei Ansétze angegeben, von denen der
letzte recht befriedigend ist: Ausgehend von einer Analyse der mikroskopisch-physikalischen
Vorgéinge in einem Fluid wurde ein mathematisches Modell aufgestellt. Aus diesem konnten
dann die zufallsabhéngigen Navier-Stokes-Gleichungen deduziert werden.

2.3. Die Reynolds-Gleichungen

2.3.1. Das Konzept der Filter

Die Idee der Filter ist es, Aussagen iiber statistische Mittelwerte von Losungen stocha-
stischer bzw. pseudostochastischer Differentialgleichungen zu erhalten und diese von den
zufélligen Fluktuationen einer einzigen Realisierung (Pfade) zu trennen. Im Sinne der Sta-
tistik ist ein Filter ein Schitzer, der aufgrund einer Menge von Lisungen zufillig gestorter
Differentialgleichungen die Losung der ungestorten Gleichung schitzen soll, vgl. [Oek92]
S.58ff. Im folgenden benétigte Filter sind der Ensemblemittelwert (oder statistischer Mit-
telwert) sowie der rdumliche und zeitliche Mittelwert.

Gegeben sei wieder das in Abschnitt 2.2.2 definierte Ensemble. Vergleicht man die zu den
Systemen 4 gehérenden Losungen u?, so kommt man zu folgenden Beobachtungen:

1. Es gibt eine allen Systemen gemeinsame mittlere Stromung.

2. Dieser mittleren Stromung sind fiir jedes System individuelle zufillige Fluktuationen,
auch Wirbel genannt, iiberlagert.

Diese Beobachtung motiviert die folgende

Definition 2.6
Sei u(x,t,w) Lisung des Problems aus Definition 2.1. Dann ist der Ensemblemittelwert,
bezeichnet mit () g, definiert als

(2.3) (u)p E/u(:c,t,w)dw = lim 1 Z u(z, t,w).

N—ooo N
weQl

Der durch (.)g : u— (u)g definierte Operator heifit Ensemblemittelungsfilter.
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2.3. Die Reynolds-Gleichungen

Bemerkung 2.7

Bei Definition 2.6 bezeichnet der Ausdruck [ wu(z,t, w)dw nur eine formale Schreibweise, der
durch limy_,e Zweﬂg u(z,t,w) definiert ist. Dabei soll die Schreibweise [ u(z,t,w)dw
an das Riemann-Stieltjesche-Integral erinnern.

Falls das Filter der Ensemblemittelung fiir die Zugéinge der dynamischen Systeme oder
der stochastischen Differentialgleichungen im Sinne der Maf- und Interationstheorie der
Stochastik eingefithrt wird, so gelangt man zu Integralen der Form [ u(x, ¢, w)dw. Fiir diese
Arbeit ist eine exakte Einfithrung dieses Integralbegriffs aber nicht entscheidend. Wichtig
sind allerdings die Eigenschaften dieses Filters.

Damit kann die fiir die gesamte Arbeit wichtige Zerlegung des Geschwindigkeitsfeldes u in
ein mittleres Geschwindigkeitsfeld U und in einen Fluktuationsanteil u’ eingefiihrt werden:

Definition 2.7
Man nennt U = (u)r das mittlere Geschwindigkeitsfeld und definiert die zur Realisierung
w € QN gehirende Fluktuation u'(z,t,w) als

v =u—-U.

Dann kann man das zu einer Realisierung w € Qg gehorende Geschwindigkeitsfeld u(z, t, w)
zerlegen in u = U + v/

Definition 2.8
Sei B C Q ein beschranktes und meflbares Gebiet mit Maf |B|. Dann ist der rdumliche
Mittelwert, gemittelt iiber B, bezeichnet mit (.)g, definiert als

1
(2.4) (u)p := |f/Bu(a:,t)da:

Der durch (.)p : u+— (u)p definierte Operator heifit Filter der raumlichen Mittelung.

Definition 2.9
Der zeitliche Mittelwert, gemittelt iber [0,T], bezeichnet mit (), wird definiert als

T
(2.5) (w)p = %/0 w(w, £)dt

Der durch ()7 : u — (u)r definierte Operator heif§t Filter der zeitlichen Mittelung.

Lemma 2.1
Der Filter {...)g erfillt folgende Eigenschaften:

(i) (u+Av)g = (u)g + Mv)p

(1) (Opu)p = Op(u)p ., (Owu)p = Oy (u)g
(1ii) ((u)p)E = (u)E.

(iv) (v(u)p)e = (v)e{u)s.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Beweis:

(i) folgt aus der Linearitit des Riemann-Stieltjes- bzw des Lebesgue-Integrals.

(ii) ist klar, da Integratlonsvarlable und leferentlatlonsvarlable verschieden sind.

(i) ((u)m >E—f( Jpdw = (u)p [ do = (u

(iv) (v(u)p)e = [(v)pudw = (v)p [udw = <U>E<U>E- ¢

2.3.2. Herleitung der Reynolds-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben das Verhalten des Geschwindigkeitsfeldes und
des Druckes fiir jedes einzelne System des Ensembles. In diesem Abschnitt sollen nun die
sogenannten Reynolds-Gleichungen, die Gleichungen fiir den Mittelwert des Geschwindig-
keitsfeldes und des Druckes, gemittelt iiber alle Systeme des Ensembles, abgeleitet werden.

Satz 2.7
Sei (u(x, t,w),p(x, t,w)) Lisung von
du+ (u-Vu+Vp—vAu=0 in Qx[0,T[
Vau=0 in Qx[0,7T[
u(z,0,w) = u’(z,w) auf Q x {0}
ulr =g auf T'x[0,T].

Sei ferner (-)gp das (Ensemble-)Filter. Bezeichne ferner U = (u)g und u' = u — U, sowie
P = (p)p und p' =p — P.
Dann ist (U, P) Ldsung der sog. Reynolds-Gleichungen

QU + (U -V)U+VP -V (208U + (v @ u')) =0, in Qx[0,T]
V.U =0, in Qx[0,T]
Uli—o = (u’) auf € x {0}

Ulr = (ulr)  auf T x [0,

Zur Vorbereitung des Beweises sollen zwei Vektoridentititen, die im folgenden bendétigt
werden, notiert und bewiesen werden.

Lemma 2.2
Sei u eine hinreichend glatte vektorwertige Funktion mit divu = 0. Dann gelten fir u die
Identitaten

1. V- (u®u) = (u-V)u,
2. V- (Vu+ Vul) = Au.

Beweis:
ad 1. Komponentenweises Nachrechnen liefert unter Anwendung der Produktregel

(2.6) (V : (U ® ’U,))J = Z@Z(uzuj) = Zuzazu] + u; Z Oiu; = Zuzazuy = ((u ’ V)U)J
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2.3. Die Reynolds-Gleichungen

ad 2. Vertauschung der Differentiationsreihenfolge liefert

(2.7) (V : V’U,T)j = Z 81(8Zu])T = Z 82(8]%) = GJV cu=0.

Beweis:
Anwendung des Filters auf die Divergenzgleichung ergibt unter Ausnutzung der Filterei-
genschaften aus Lemma 2.1

(2.8) 0:<V-U>E:V-<U)E:V-U.
Die Filterung der Bewegungsgleichung liefert mit V - (u ® u) = (u - V)u zunichst

(Ou+V-(u®u)+ Vp—rvAu) =
(2.9) (Oru) + (V- (u @ u)) +(Vp) — (vAu) =
O(u) + V- (u®@u) + (Vp) —vA(u) =0.

Unter Beachtung von (U @ u')g = U ® (u')p = 0 bzw (u' @ U)g = 0 erhilt man die
Identitéit

(2.10)
(ueup=(U+u)U+u)=(UU)r+ (v @u)p+ (w U)s+ (U u)g
=(U®U)r+ (u'@u)g.

Einsetzen dieser Beziehung in die gemittelte Bewegungsgleichung ergibt dann die Reynolds-
Gleichungen. o

Bemerkung 2.8
1. Die Reynolds-Gleichungen werden auch als zentrales Resultat in Theorem 4.5 in der
oben erwihnten Arbeit Inoue und Fubaki [IF79] als Gleichung fiir den Mittelwert der
Geschwindigkeit angegeben.

2. Zieht man die Reynolds-Gleichungen von den zufallsabhingigen Navier-Stokes-Glei-
chungen ab, so erhilt man die Gleichungen fiir v’ und p’. Unter Verwendung von
V- (u®u)=(u-V)u ergibt sich als Gleichung fiir u’

(2.11)
ou' + (W - VYU + U -V)u' +Vp —vAd — V- (W u)+V- - (Weu)=0
V-u' =0.

Definition 2.10
Der Reynoldssche Spannungstensor R ist definiert durch

R:=—(u®u)p.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Bemerkung 2.9

Die gesamte Information iiber die Geschwindigkeitsfluktuationen, also iiber die Turbulenz,
steckt im Korrelationsterm (u’' ® u')p . Die Korrelationen sind apriori unbekannt, daher
stellen die Reynolds-Gleichungen kein geschlossenes Gleichungssystem mehr dar. Fir die
unbekannten Reynoldsspannungen kann man zwar exakte Gleichungen angeben, wie z.B.
eine Transportgleichung der Form

diu' @ u')p

—
Gleichungen dieser Art fithren aber zusétzliche unbekannte Korrelationen hoherer Ordnung
ein. Man sagt, dafl das Gleichungssystem nicht abgeschlossen ist und spricht von einem
SchlieBungsproblem. Daher miissen die Reynoldsspannungen durch Mittelwerte bestimmter
Groflen geeignet modelliert werden. Die Reynoldsspannungen beschreiben den Impulsaus-
tausch des Fluids aufgrund turbulenter Schwankungsbewegungen. Lax gesagt geht ein Teil
der kinetischen Energie der mittleren Stréomung verloren bei der Bildung von Wirbeln. Der
Impulsaustausch in laminaren Stréomungen, dessen Wirkung in der Bewegungsgleichung
durch den Term vAU beschrieben wird, ist proportional zu der als 2S(U) definierten
sog. Scherung der Hauptstromung. In Analogie dazu macht das k/e-Turbulenzmodell die
folgende Annahme, vgl. [Kes92].

=F{u' u)g (ueu @u)p).

Annahme 2.1
Im k /e- Turbulenzmodell wird angenommen, dafi der Reynoldssche Spannungstensor —(u'®
u')p durch eine matrizwertige Funktion

R = R(VU + VUT)
modelliert werden kann.

Zentrale Aufgabe des nichsten Abschnitts wird es sein, die genaue funktionale Gestalt fiir
R herzuleiten.

2.3.3. Das Prinzip der Wirbelviskositat

Ziel dieses Abschnitts soll es sein, ausgehend von Annahme 2.1 die funktionale Abhéngig-
keit R = R(VU 4+ VU?') zu bestimmen. Dazu wird die in der Theoretischen Physik
hiufig benutzte Methode verwendet, Invarianzeigenschaften, hier solche der Navier-Stokes-
Gleichungen, zu betrachten.

Eine Differentialgleichung heifit invariant unter einer Transformation, falls ihre formale
Gestalt unter der zugehorigen Transformation des Koordinatensystems invariant ist. In der
Theoretischen Physik wird von Differentialgleichungen hiufig die Invarianz unter folgenden
Transformationen gefordert:

T1 Translationsinvarianz, d.h. Invarianz unter der Transformation x = y + Z, wobei Z
ein konstanter Vektor ist,

T2 Galilei-Invarianz, d.h. Invarianz unter der zeitabhéngigen Transformation & = y+V't,
wobei V' ein konstantes Vektorfeld ist und der Parameter ¢ die Zeit beschreibt,
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2.3. Die Reynolds-Gleichungen

T3 Rotationsinvarianz, d.h. Invarianz unter der Transformation & = Ry, wobei RT R =
RR" = I gilt, d.h. R ist eine orthogonale Matrix, und

T4 Invarianz unter zeitabhingigen Drehungen, d.h unter der Transformation @ = R(t)y,
wobei R(t) eine zeitabhéingige orthogonale Matrix ist.

Satz 2.8
Die Navier-Stokes-Gleichungen sind invariant unter den Transformationen T1 bis T4.

Beweis:
vgl. [MP94], S.34ff. ¢

So kann folgende Annahme motiviert werden

Annahme 2.2
Der Reynoldssche Spannungstensor R ist invariant unter den Transformationen T1 bis T4.

Korollar 2.1

Aus der Invarianz der Navier-Stokes-Gleichungen unter den Transformationen T1 bis T4.
folgt unter der Annahme 2.2 , daff dann die Reynolds-Gleichungen und die Gleichungen
(1.18) fiir u' und p' invariant unter den Transformationen T1 bis T4 sind.

In [MP94], S.34ff, wird gezeigt, daB R invariant unter den Transformationen T1 und T2
ist. Damit R invariant unter den Transformationen T3 und T4 ist, muf} folgender Zusam-
menhang zwischen R und VU + VU gelten.

Satz 2.9
Sei R = R(A) Funktion einer symmetrischen Matriz A € R¥¢ mit R = RT. R ist invariant
unter den Transformationen T1 - T/, genau dann, wenn R von der Gestalt

(212) R(A) =apgl +a1A+... ad,lAd_l,
ist, wobei die a; nur Funktionen von Invarianten von A sind.

Bemerkung 2.10
Diese Aussage stellt sich dar als der Satz von Cayley-Hamilton aus der linearen Algebra.

Beweis:

Nach [MP94], S.34ff. reicht es, die Aussage fiir die Transformation T3 zu zeigen. Zuerst soll
die Hinléinglichkeit gezeigt werden. Invarianten der Matrix A sind im Falle d = 2 die Spur
tr(A), die Determinante det(A) und die als |[A|r := (327, _, |aik|2)% = /tr(AAT) definierte
sog. Frobeniusnorm von A, die im folgenden oft auch nur mit |A| bezeichnet wird. Im Falle
d = 3 ist eine weitere Invariante |A%|r. Denn es gilt fir M € O(d) = {M = (Mij);i’j:l €
R | MMT = MM =T}

d d
tr(MAMT) = Z M;j Aj My, = Z djkAjp = tr(A),
ij,k=1 jik=1
det(MAMT) = det(M)det(A)det(MT) = det(MM7")det(A) = det(A),
MAMT|p = \Jtr(MAMT(MAMT)T) = \/tr(MAMTMAT MT) = \/tr(AAT) = | A,
(MAMT o = IMAMTMAMT | = |[MA2MT | = |A?|p.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Um die Invarianz von R unter orthogonalen Transformationen M zu zeigen, geniigt es zu
zeigen, da@ MTR(MAMT)M = R(A) gilt, vgl. [MP94], 5.36. Dies folgt aus der Invarianz
der a; (0 <i<d—1) und aus
MTR(MAMT)M = MT (apI + ayMAMT + ... aq_\MA“MTYM
=aogl +a1A+... ad,lAdA = R(A)

Zum Beweis der Notwendigkeit sei auf [MP94], S.38f. verwiesen. O

Korollar 2.2
Unter den Annahmen 2.1 und 2.2 hat der Reynoldsche Spannungstensor R im R? die
Gestalt

(2.13) R(VU +VUT) = al + u(VU +VUT).
Im R3 hat er die Gestalt
(2.14) R(VU +VU") = al + pu(VU +VUT) + (VU + VUT)2.

Dabei sind a = a(|VU +VUT), p = p(|VU +VUT| und X = \(|VU + VUT|) Invarianten
von VU + VU7,

An dieser Stelle sollen die Turbulenzgrofien k& und e eingefithrt werden.

Definition 2.11
Die kinetische Energie der Turbulenz k und die Dissipation turbulenter kinetischer Energie
€ sind definiert als

k= gl = g (r@™)),

e =2V + V" ) = Lier((Val + )T+ v )T)),

Das Korollar 2.2 kann angesehen werden als Motivation fiir die wichtigste Annahme des
k /e-Turbulenzmodells.

Annahme 2.3
Die Wirbelviskosititsannahme postuliert folgenden affin-linearen Zusammenhang zwischen

R und VU + VU :
2
(2.15) R= —gk1+ut2S(U+VUT).

Der Proportionalitdtsfaktor vy ist dabei eine zu berechnende Feldgrofie und heifst Wirbelvis-
kositdt und ist definiert als

(2.16) vy = G

wobei ¢, eine experimentell zu bestimmende dimensionslose Konstante ist.
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2.3. Die Reynolds-Gleichungen

Bemerkung 2.11
1. Aus dem Beweis von Satz 2.9 folgt, daf & und e Invarianten von VU + VU7 sind.

2. Der erste Term —%kl ist notwendig, damit die Spur des Tensors korrekt ist, vgl
[Kes92] S.7.

3. Mit der Wirbelviskositdtsannahme reduziert sich die Berechung von R auf die Berech-
nung von v;. Die Gestalt von v4 folgt aus einer sog. Dimensionsanalyse, die besonders
in der Experimentalphysik beliebt ist: Gesucht wird ein mdglichst einfacher polyno-
mialer Ausdruck aus Groflen wie Liange oder Geschwindigkeit, dessen Dimension mit
der Dimension der interressierenden Grofle iibereinstimmt. Es ergibt sich

(2.17) vy = const * ul,,
Fiir das k/e-Modell ergibt sich somit

k2

(2.18) vy = const * ugl, = Cu_

wobei u; eine charakteristische Geschwindigkeit und [, eine charakteristische Léinge
der Turbulenz ist. Je nachdem, wie u; und [, bestimmt werden, unterscheidet man
Nullgleichungs-, Eingleichungs- und Zweigleichungsmodelle.

e Bei sogenannten algebraischen oder Nullgleichungsmodellen werden u; und [,
durch algebraische Beziehungen aus gemittelten Groéflen bestimmt.

e Bei Eingleichungsmodellen wird u; bestimmt, indem eine Transportgleichung fiir
k= %(|u'2|) gelost wird und fiir [, eine algebraische Gleichung. Motivation fiir
Eingleichungsmodelle ist folgende Beobachtung: Da die Wirbel mit der Strémung
U mittransportiert werden, ist die lokale Produktion von turbulenter kinetischer
Energie nicht mit der lokal dissipierten Turbulenzenergie im Gleichgewicht.

e Bei Zweigleichungsmodellen werden fiir die zwei charakteristischen Grofien zwei
Transportgleichungen gelost. Beim k/e-Modell wird fiir die charakteristische Ge-

schwindigkeit u; eine Transportgleichung fiir k geldst, und fiir die charakteristi-
k3/2

le *

sche Linge eine Gleichung fiir die Dissipationsrate € =
Fiir das k/e-Modell ergibt sich somit fiir v

k?
(2.19) vy = const * ugl, = Cu_

mit ¢, = 0.09.

4. Die Wirbelviskositdtsannahme ist von zentraler Bedeutung, was die Leistungsfihig-
keit des Turbulenzmodells betrifft. Im zweidimensionalen Fall 148t sich die Wirbel-
viskositdtsannahme unter den Annahmen 2.1 und 2.2 heuristisch beweisen. Dennoch
gibt es einige Phinomene, die aufgrund des Wirbelviskositdtsansatzes nicht richtig
wiedergegeben werden konnen. Als Beispiel sei hier die abgeltste turbulente Stromung
an einer abgerundeten zuriickspringenden Stufe (2D) angefiihrt. Vergleicht man die
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Ergebnisse des k/e-Turbulenzmodells mit denen der direkten numerischen Simulati-
on (DNS), so weisen die Hohenlinien des mittleren Druckes im Ablosebereich und in
Wandnéhe signifikante Unterschiede auf. Im dreidimensionalen Fall ignoriert die Wir-
belviskosititsannahme den quadratischen Term (VU + VUT)?. Das ist die Ursache
dafiir, da8 das k/e-Modell einige dreidimensionale Effekte nicht richtig beschreiben
kann. Diesen quadratischen Term beriicksichtigt das nichtlineare k/e-Modell von Spe-
ziale, das einige Testbeispiele, bei denen das klassische k/e-Modell scheitert, richtig
wiedergibt, vgl. [MP94] S.88.

Im Beweis des k/e-Turbulenzmodells wird fiir den Tensor (w' ® w') g eine zur Wirbelvisko-
sitdtsannahme 2.3 analoge Abschluhypothese bendtigt.

Annahme 2.4
Der Tensor (W' ®@w') g kann durch eine matrizwertige Funktion in (VU +VUT) modelliert
werden.

Mit Korollar 2.2 liegt somit folgende Annahme nahe.

Annahme 2.5

Es gilt folgender affin-lineare Zusammenhang zwischen (w' @ w')p und VU + vuT
k?

(2.20) ww' @w'p =al + Cl%(” +¢,—) (VU + vU7T).
€

Bemerkung 2.12
Der Proportionalititsfaktor wird durch eine Dimensionsanalyse motiviert.

2.3.4. Riickblick

Hauptziel dieses Abschnitts war es, ausgehend von den zufallsbehafteten Navier-Stokes-
Gleichungen die Gleichungen fiir das gemittelte Geschwindigkeitsfeld und den gemittelten
Druck, die sogenannten Reynolds-Gleichungen herzuleiten. Dazu wurde als Mittelungsver-
fahren das Ensemblemittelungsfilter eingefiihrt. Der in den Reynolds-Gleichungen auftau-
chende sog. Reynoldssche Spannungstensor wurde mit der sogenannten Wirbelviskositéts-
annahme modelliert. Somit ergeben sich als Gleichungen fiir das mittlere Geschwindigkeits-
feld und den mittleren Druck :

oU k2 2
E-I—(U-V)U-I—VP—V-(2(u+c”?)S(U)):f—§Vk ., V-U=0.

In Abschnitt 2.5 werden die Differentialgleichungen, denen k& und e geniigen, hergeleitet.

2.4. Mathematische Vorbemerkungen zum £ /c-Modell

Dieser Abschnitt hat vorbereitenden Charakter. Sein Ziel ist es, im Beweis des k/e-Modells
benodtigte Umformungen zusammen zu stellen. Diese Umformungen werden als Annahmen
formuliert, da sie sich aus der bisher bekannten mathematischen Theorie nicht exakt ab-
leiten, sondern nur motivieren lassen. Der Sinn dieses Abschnittes ist es, einen Bogen von
den stochastischen Grundlagen zu den konkret bendtigten Anwendungen zu spannen. Eine
schone Darstellung der stochastischen Grundlagen findet man in [Wal82] oder in [Sin94].
Die elementaren Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie findet man z.B. in [Kre91].
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2.4.  Mathematische Vorbemerkungen zum k /e-Modell

2.4.1. Birkhoffs Ergodentheorem

Wie in Abschnitt 2.2.3 beschrieben, kann die Zeitentwicklung der Navier-Stokes-Gleich-
ungen als dynamisches System beschrieben werden. Fiir einen exakt gegeben Anfangswert
ist dessen Zeitentwicklung deterministisch. Fiir einen beliebigen, zufillig gegebenen An-
fangswert lassen sich trotzdem gewisse Vorhersagen machen, sofern das System ergodisch
ist.

Satz 2.10
(Birkhoffs Ergodentheorem,)
Sei (AR5 A, P,G}) ein dynamisches System. Gelte fiir B € A und fiir alle t € Rt

(2.21) Gi(B)=B= (B=10 oder B=Q5%)

bis auf eine Menge vom Maf Null. Dann gilt fiir jede auf QIQS definierte, Lebesgue-integrierbare
Funktion f und fiir fast alle ' € QB

T
(2.22) lim %/ f(GYdt = | f(W)dP(W').

Insbesondere liegt dann fast jeder Pfad {Gyw'}icp+ dicht in QBS.

Eine streng mathematische Darstellung ist in [Wal82] S.34 oder [Sin94] S.19 zu finden. Die
Aussage von Birkhoffs Ergodentheorem ist, dafl der zeitliche Mittelwert einer beliebigen
integrierbaren Funktion f unabhingig vom Startpunkt ' ist, also insbesondere davon,
ob er deterministisch oder zufillig ist. Dieses Ergodenkonzept, wonach Ensemblemittel
durch zeitliche Mittel ersetzt werden kdénnen, kann dahingehend erweitert werden, daf}
man versucht, unter geeigneten Bedingungen Ensemblemittel durch rdumliche Mittel zu
ersetzen, vorausgesetzt, dafl Gebiet €2 ist in wenigstens einer Richtung unbeschriankt. Diese
Variante der Ergodizitit, die fiir die Navier-Stokes-Gleichungen noch nicht bewiesen ist
und daher als Ergoden-Hypothese formuliert werden soll, lautet (vgl. [Fri96]) :

Annahme 2.6

(Ergoden Hypothese)

Sei u(z,t,w) ein zufdlliges Vektorfeld, das dem Birkhoffschen Ergodentheorem geniigt. Sei
das Gebiet in wenigstens einer Richtung unbeschrinkt. Dann gilt

L pL L
(2.23) lim —/ / / u(z,y, z,w)dzdydz = (u)p.
o Jo Jo

2.4.2. Das Problem des turbulenten Transports

Nun soll das sog. Problem des turbulenten Transports beschrieben werden, wobei der Zu-
gang nach [KP80] in der Formulierung von [MP94], S.149ff. wiedergegeben wird.

Definition 2.12
(Problem des turbulenten Transportes)

e Sei Q C RY ein Gebiet mit T = 09).
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

e Sei u eine zufdlliges Vektorfeld mit

- V.u=0 in0Qx]0,T],

—u-n=0 aufl.
e Sei (-)g das Filter der Ensemblemittelwertbildunyg.

e Sei das Skalarfeld ¢ Lisung des stochastischen Konvektionsproblems

(2.24) dc+u-Ve=f, inQx]0,T],
¢(0) = cp.

Dann lautet das Problem des turbulenten Transportes:
Finde das Problem, das C = (c) lost.

Zunéchst benétigen wir den Begriff des mischenden stochastischen dynamischen Systems,
vgl. [Sin94] S.21, oder auch [Wal82] S.39ff.

Definition 2.13
Ein stochastisches dynamisches System (QIQS,A,P, Gy) heifit mischend, falls fiir je zwei
beliebige L?-mefSbare (integrierbare) Funktionen f, h gilt

(2.25) lim f(G'w)h(w)dw =/ fdw/ hdw.
t—00 Qgs Qgs Q}L))S

Ohne Beweis soll jetzt folgender Satz aus der stochastischen Analysis zitiert werden, vgl.
[MP94] S.150:

Satz 2.11

Gegeben sei das Problem des turbulenten Transports im Falle d = 2. Ferner sei u stationdr
und mischend, und es gelte |U| = [(u)| > \/|u'|?, wobei w' = u — U ist. Bezeichne ferner
F = (f). Dann lost C = (c) die Konvektions-Diffusionsgleichung

0,C+U-VC -V -[MVC]|=F, inQx]0,T],

(2.26) c(0) = Co.

Dabei ist die Matriz M eine Funktion der Korrelationen der Komponenten von u', gegeben
durch

1 oo / /
(2.27) M;; = 3/ (uj(z + Ut)uj(z))dt.
Bemerkung 2.13
1. Es wird vermutet, daf ein analoger Satz auch im R? gilt. Dann ist jedoch die Gestalt
von M wesentlich komplizierter.

2. Es lassen sich Gegenbeispiele angeben falls w nicht mischend ist oder U = 0 gilt, vgl.
[MP94] S.151.
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Bemerkung 2.14
Eine andere Abhandlung des Problems des turbulenten Transports und des dabei entste-
henden Abschlufiproblems findet man in [PO97], S.10ff.

Die Aussage von Satz 2.11 soll als Motivation der folgenden zwei Annahmen dienen, die
fiir die Herleitung der k- und e-Gleichung von Bedeutung sind.

Annahme 2.7
Sei u' ein zufilliges Vektorfeld, das den Voraussetzungen von Satz 2.11 geniigt. Sei u
Lésung der zufallsbehafteten Konvektionsgleichung

!

12 12
(2.28) at“TjL(UJrq,u)-v7 — f(u).
Dann lost k = (%2) die Konvektions-Diffusionsgleichung
12 12 u/?

(2:29) OS) +U - V(=) = V- (ueV(50) = (F(w)).

Fiir py gelte die Abschlufhypothese

(2.30) =W+ 5—)=V+—5—

Annahme 2.8
Sei u' ein zufilliges Vektorfeld, so daff w' = V x u' den Voraussetzungen von Satz 2.11
gendigt. Sei w' Lisung der zufallsbehafteten Konvektionsgleichung

(2.31) w'” + (U + ) - Vo' = f(u, o).

Dann l6st (w'?) die Konvektions-Diffusionsgleichung

(2.32) (@) + U - V(") = V- (Y (w"™) = (f (. )).
Fiir pe gelte die Abschlufhypothese

147 _ 1 kQ
Pre) =+ PTEC” € )

(2.33) pe = (v +

Bemerkung 2.15
Die Annahmen 2.7 und 2.8 sind keine echten Folgerungen aus Satz 2.11.

1. Die Anwendung des Satzes 2.11 ist dahingehend problematisch, daf} die transpor-
tierten Grofien w'? bzw. w'? natiirlich nicht unabhingig vom Transportfeld U + u/'
sind.

2. Weil p(R) nach Satz 2.11 eine Funktion der zweiten Momente von u' ist, sind Ab-
schluhypothesen notig (vgl. die Vorgehensweise bei den Reynolds-Gleichungen).
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

2.4.3. Homogene isotrope Turbulenz

Beobachtet man eine turbulente Stromung hinter einem Gitter in einer Entfernung von etwa
der zwanzigfachen Gitterkonstante, so scheint die Stromung dort rdumlich véllig ungeord-
net zu sein. Geschwindigkeitsmittelwerte scheinen invariant unter rdumlichen Translatio-
nen und Rotationen zu sein. Man spricht dann auch von homogener isotroper Turbulenz,
vgl.[Fri96] S.9. In diesem Abschnitt soll diese Phdnomenologie mathematisch prézisiert wer-
den.

Im gesamten Abschnitt wird der Begriff der normalverteilten Zufallsvariable benttigt.

Definition 2.14
Eine normalverteilte Zufallsvariable X hat die Wahrscheinlichkeitsdichte

1 _(e-w?
[} 202

(2.34) d(z) :=

2no

Dabei ist pu der Erwartungswert und o® die Varianz von X. Man sagt auch, X ist N(u,0?)-
verteilt. Eine vektorwertige Zufallsvariable X = (X1,...,Xy)T heifit normalverteilt, falls
fiir jeden Vektor ¢ € R® die Zufallsvariable Zgzl ¢; X; normalverteilt ist.

Im Beweis zum k/e-Modell werden gewisse Eigenschaften von Turbulenz ben6tigt. Die bis-
her in der Literatur vorfindbaren Definitionen von Turbulenz sind deswegen wenig geeignet,
weil diese bendtigten Eigenschaften nicht genau genug herausgearbeitet werden. Daher soll
in diesem Unterabschnitt ein konstruktiver Zugang nach [MP94] beschriebenen werden,vgl.
[MP94] S.20-24. Es soll eine turbulente Stréomung «' mit (u') = 0 als Fourierreihe konstru-
iert werden, die gewisse minimale physikalische und mathematische Designeigenschaften
erfiillt. Das Spektrum der Dichte der kinetischen Energie soll das berithmte \k:\*g—Gesetz
von Kolmogorow erfiillen, s. z.B. [MP94] S.23. Auflerdem sollen u'(x,¢) und (Vu'(z,t))-n
normalverteilte Zufallsvariablen sein fiir alle (z,t) € Qx]0,T[, n € R%.

Zunichst soll an einige Grundbegriffe aus der Fourieranalysis erinnert werden. Sei Q = R3.
Fiir eine quadratintegrierbare Funktion u ist die k-te Fourier-Mode von u zur Zeit ¢ ein
Vektor im R :

(2.35) Fu=U(k,t) = (%)3/(2u(m,t)e_ik'wd:c.

Dieser ist wohldefiniert fiir alle k € R3. Es gilt die Umkehrformel

(2.36) F'U=u(z,t)= | Uk, t)e*®dk.
RB

Die Fourier-Transformierte der Navier-Stokes-Gleichungen ist das System

(2.37) 8tU(k)+z'/ U(p) - qU(q) + ikP(k) + v|k2U (k) = F(k),
p+q=k
(2.38) k-Uk) = 0,

wobei P und F' die Fouriertransformierten von p bzw. f sind.
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Bemerkung 2.16

Es gibt Vorschldge, den Begriff der Turbulenz {iber das Fourier-Spektrum zu definieren,
vgl. [MP94] S.21. Periodische und quasi-periodische Funktionen haben ein diskretes oder
abziahlbares Spektrum, d.h. {k | U (k) # 0} ist endlich oder abzihlbar. Liegt das Spektrum
von u (d.i. {k | U(k) # 0} dicht in einem groBen Intervall | |k], |k2| [, |[k2| > |k1|, so heifit
die Stromung turbulent.

In theoretischen Behandlungen der Turbulenz wird oft der Begriff der homogenen isotropen
Turbulenz benotigt.

Definition 2.15
Eine vektorwertige Zufallsfunktion heifie homogen, falls simtliche Ensemblemittelwerte und
Momente von u(x,t,w) unabhdngig von x sind, d.h.

(2.39) (w(x+Y,t)p = (u(x,t))p, fir ale Y € R%

Eine vektorwertige Zufallsfunktion heifle isotrop, falls samtliche Ensemblemittelwerte und
Momente von u(x,t) unter orthogonalen Transformationen M invariant sind, d.h.

(2.40) (w(Mz,t))p = (u(w, 1)) g

fur alle orthogonalen Matrizen M. Ferner wird bei homogener isotroper Turbulenz verlangt,
dajf$ die durch

(2.41) Rij(z,t,r) == /ui(:c—i—r,t,w)uj(:c,t,w)dw

definierten Korrelationsfunktionen nur von |r| abhdngen,d.h.
(2.42) Rij (:B,t, 7') = Rij (’l") = Ri]‘(—’l").

Im folgenden bezeichne (...) = [...dw den Ensemblemittelwert. Sei U(p) = (Un(p))%_,
die p-te Fouriermode von u = (u,,)%_,. Im Fourierraum gilt die Beziehung

1

(2.43) (Un(P)Un(q)) = (5=

5’ /<Um(w)un(y)>eip'miq'ydwdy = & (P)S(P + q),

mit m,n € {1,... ,d}, p,q € Z% und §(p + q) = 1, falls p+ g = 0 und null sonst. Dabei ist

1

(24) D (p) = (5

)3/ R (1)e™PT dp
Q
die Fouriertransformierte von R, vgl. [MP94] S.22.

Bei homogen isotroper turbulenter Stromung hat der Tensor ® die Gestalt

_E(Ikl)( _ Kk
Anlk[2TTT kT

(2.45) Pran (k)

vgl. [MP94], S.22. Dabei bezeichnet §,,,, das Kronecker-Symbol. Die skalare Funktion F(|k|)
als Funktion von |k| wird dabei interpretiert als spektrale Dichte der kinetischen Energie
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

der turbulenten Strémung.
Die Abhéngigkeit von |k| wird genauer durch das berithmte Kolmogorow-Gesetz gegeben:

Im Bereich mit @ < |kl < ety gilt
(2.46) E(|k|) ~ 1.5¢3|k| 3.

Eine kurze Begriindung findet man z.B. bei [MP94] S.23.
Die Fourierkoeffizienten U (k) einer turbulenten Stromung sind angendhert normalverteilt
mit Erwartungswert 0. Folgende Fourierreihe beschreibt dann eine turbulente Stromung :

(2.47) ule,t) = Y Ulk.t)eFe.
kezd

Dabei sind die U (k) Zufallsvariablen mit Erwartungswert null und zweiten Momenten, die

E(‘k‘at) kzk])
Ar|k[? k|

geniigen. Dabei bezeichnet 0;; das Kronecker-Symbol und E ist durch das Kolmogorow-
Spektrum gegeben. Die Kontinuititsgleichung im Fourierraum impliziert die Bedingung
k.U (k) = 0. Fiir den folgenden Satz ist noch eine Zusatzforderung an die U (k,t) notig.
Es soll u als abzdhlbar unendliche Summe normalverteilter vektorwertiger Zufallsvariablen
wieder eine normalverteilte vektorwertige Zufallsvariable sein.

Fiir die Herleitung der Gleichungen fiir turbulente kinetische Energie k£ und Dissipation tur-
bulenter kinetischer Energie € wird die folgende Aussage iiber das Verschwinden folgender
Integrale bendtigt.

(2.48) Dk, t) = (05 —

Satz 2.12

Sei u ein (deterministisches) Vektorfeld und sei w = V X u. Seien u’' und w' = V x u’
normalverteilte zufillige Vektorfelder, sei p ein normalverteiltes zufilliges Skalarfeld. Es sei
weiterhin angenommen, daf$ die zwei in den Integranden auftauchenden Zufallsvariablen
jeweils stochastisch unabhdngig sind. Bezeichne B(x,r) die Kugel um x mit (hinreichend
grofem) Radius r. Dann gilt fir fast alle w € Qg

1
(2.49) — u' - (Vu')nds = 0,
1Bl Jap(z.r)ne
1
(2.50) — W' (Vw')nds = 0,
1Bl Joap(z.r)ne
1
(2.51) — p'u' -nds =0,
|B| Joap(z.r)na
1 L
(2.52) ﬁ - u'¢Vu9nd0 =0, Vi # j,
(2.53) / u' (W' w) - ndo— / w(u' w') - ndo=0.
OB(x,r) OB(x,r)
Ferner gilt
(2.54) (W' ®@w'):Vu') =0.
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Beweis:

Exemplarisch soll (2.51) 2.51 bewiesen werden. Sei {A;}Y, eine Zerlegung von BB(:B T)
in gleichgrofie Oberflaichenelemente A; mit Oberflichenmafl p(A;) = p(A) = 4” fiir alle
i=1,...,N. Dann gilt fiir eine L'(0B(z,r))-integrierbare Funktion f

/63(:1:,r) f(s)ds = J\}gnoozf Ai) = z\}flm“m) Z f(si)

fiir eine beliebige Wahl von Stiitzstellen s; € A;. Daher gilt

/ p'(s,t,u))u(s,t,u)) ’ n(s,t)ds = lim Zp’(siataw)u(s’iataw) : ’n(S“t)/J,(AZ)
OB(,r) :

Fiir jedes i € {1,... ,N} ist p/(s;, ¢, w)u(s;, t,w) - n(s;,t) eine Zufallsvariable. Da p' und
u'-n als stochastisch unabhingig angenommen werden, gilt (p'u’-n)g = (p')g(u’'-n)g = 0.
Denn aufgrund der angenommenen Normalverteilung von p’ und u' gilt (p’)p = 0 und
(u'-m)p = 0. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahl (vgl. [Kre91] S.149 ) folgt damit

fast sicher, d.h. fiir fast alle w € Q¥. Die anderen Beweise gehen analog, falls man bei
(2.62) annimmt, dafl u; und u; fiir ¢ # j unabhéngig sind. Fiir (2.59) bzw. (2.60) mufl man
annehmen, dafl u; und Zj dju;nj bzw. w; und Z]- djw;n; unabhéngig sind. &

Fiir den im néchsten Abschnitt gebrachten Beweis wird noch folgende Annahme iiber das
betrachtete zufillige Vektorfeld bendtigt.

Annahme 2.9
Es gelte die folgende Modellierungsannahme

(2.55) 2WH(|Vw'|?) = c2€® /.

Bemerkung 2.17
Diese Modellierungsannahme kann durch eine Dimensionsanalyse motiviert werden.

2.5. Das Gleichungssystem des k/e-Turbulenzmodells

In diesem Abschnitt soll das Gleichungssystem des k/e-Turbulenzmodells abgeleitet wer-
den. Es kann aus einer gewissen mathematischen Sicht unbefriedigend erscheinen, daf} der
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angegebene Beweis mehrere Annahmen verwendet. Ein Teil der gemachten Annahmen (2.1
bis 2.8) sind sozusagen Pseudo-Korollare mathematischer Séitze. Eine mathematisch weni-
ger fafibare Forderung wurde in der letzten Annahme 2.9 postuliert. Zunéchst soll jedoch
noch ein im folgenden bendtigtes Lemma angegeben werden, dessen Beweis etwas langlich
ist.

Lemma 2.3
Sei u' ein zufilliges Vektorfeld, das die Aussagen von Satz 2.12 erfiillt. Sei w' = V x u'.
Dann gilt

(W - Vx(@uxw)=0

Beweis:
Zunachst wendet man die Formel

V- (AxB)=B - (VxA)—A-(V x B)
der Vektoranalysis (s. [Gro74] S.126) auf V - (w’ x (v’ X w)) an. Man erhilt
Ve (wx(uxw)=(uxw) Vxw —w Vx @@ xw).
Anwendung des Filters liefert
(V- (0 x (v xw))) ={((u xw) Vxw)—(w- Vx@uxw)).
Nun wird gezeigt, daf} gilt
(V- (o x (v x w))) =0.

Denn wegen der Ergodizititshypothese und mit der Vektorbeziehung A x (B x C) =
B(A-C)— C(A- B) folgt letztlich mit Satz 2.12

(V-(w'x(u'xw))):/B(m Ve w

= / (W' x (u' x w)) - ndo
oB(x,r)

:/ u'(w'-w)-ndo—/ w(u' - w') - ndo = 0.
OB(x,r) OB(,r)

Also gilt
(U xw) Vxw=w- Vx(uxw).
Mit der Beziehung

A=V xVxu—-VV-u)=VxVxu=Vxw
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folgt
(W' xw) - Vxw)=—((u xw) Au')
= —(’LLIQQ.)3 — ulgwg)Aull — (’U,’gu)l — u'lwg)AUIQ — (u'lu)Q — ulgwl)Au'g
= W3 (U’1AU’2 — ulgAull) + wg(u'gAu'l — u'1 Aulg) —+ w1 (UIQAUI3 — u'3Au'2)

Die Ergodizitatseigenschaft und zweifache Anwendung der Greenschen-Formel liefert z.B.
fiir den Term

1
(u' 1 Au'y) = E/ u' 1 Au'odz
B

1 1
u'1Vu'y - ndo —

/ Vu'i - Vu'adz
B

S 1
! ! ! ! ! !
= — u'1Vu'y - ndo — — UQVul-ndo-l-—/uQAulda:
| B /19B 1Bl Jan Bl /B
= (u'y 1) + Bl 6B[u'1Vu'2 —u/9Vu)] - ndo
= <’LL12A’LL11>,

da das Randintegral nach Satz 2.12 verschwindet. Damit verschwindet auch ((u' x w)-Vw').
Daraus folgt die Behauptung. O

Nun kann endlich der zentrale Satz dieses Kapitels formuliert werden.

Satz 2.13

Sei (u(x, t,w), p(x, t,w)) Lisung der zufallsabhangigen Navier-Stokes-Gleichungen aus Satz
2.7. Sei (...)g das Filter der Ensemblemittelung. Es gelten zusdtzlich die Annahmen 2.1 bis
2.9. Dann laft sich aus den zufallsabhdngigen Navier-Stokes-Gleichungen folgendes Glei-
chungssystem fir (U, P), k und € ableiten :

k?
atU+(U-V)U+VP—V-((u+cu?)(VU+VUT)) = ZVk
V.U =0
(256) c k2
8tk+U-Vk—5"?\VU+VUT\2—V-(uka)-l-e =0

2
de+ U - Ve — 01%%|VU+ VUT|> — V- (u.Ve) +02% — 0.

Dabei sind pp und pe wie in den Annahmen 2.7 und 2.8 gegeben. Die Konstanten werden
aus physikalischen Experimenten bestimmt und betragen c, = 0.09, ¢; = 0.126, c3 = 1.92
und ¢, = 0.07.

Beweis:

Ausgangspunkt ist die Gleichung (2.11) fir (u',p’). Unter Verwendung von V - (u ® u) =
(u - V)u ergibt sich

ou' + (' - VYU+ (U +u) - V)u' +Vp —vAd — V- (v @u') =0,

2.57
( ) V-u =0.
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Das Skalarprodukt der ersten Gleichung mit w’ ist

12 12
8,5% +u' (v - V)U) + (U + ) - VUT +u' Vp' — v A

—u' (V- (v ou') =0

(2.58)

Jetzt wendet man auf diese Gleichung den Filter der statistischen Mittelwertbildung an.
An dieser Stelle sei an Definition 2.11 erinnert, in der ¥ und e eingefithrt wurden. Mit den
Hilfsrechnungen

o (BT) = (%) = Oy (k)
. (W (( VIU)) = (2, 0, X ukdiUy) = (X, ufuidiU;) = (o' @ ' : VU)
= (u/ ) VU = -R: VU

o (V- (p'u)) =(Vp'-u' +p'V - u') = (Vp'- o)
o (u'- (V- (u'au))) =) (V- (ueu)) =0,

ergibt sich

12 12
(@5 + (U +u)- Vo) = R: VU —wlu' - M) + V- (plu') = 0.

Nun wird Annahme 2.7 zur Vereinfachung des Terms (BtuT’Q + (U +)- VUT/Q) verwendet.
Man erhilt so

12 12 12

at<“7> +U- v<“7> -V (um%)) “R:VU —v(u' - Au') + V- (plu') = 0.

Die letzten zwei Terme konnen nicht analytisch durch U, k und e ausgedriickt werden.
Zur Vereinfachung des Terms (u’- Au') wendet man die Ergoden-Hypothese und Satz 2.12
an :

1 1 ou'
VAN 'do = —— d u - —d
<u u |B/xr puds |B‘ ‘Vu‘ $+|B‘ OB(z,r) on ?

- V|2 = —(|Vu']?) = -
|B/B($’T) ? = —(vu?)

Zur Vereinfachung des Terms V - (p'u’) wendet man ebenfalls die Ergoden-Hypothese und
Satz 2.12 an :

1 1
V- @p'u)=(V. (') = —/ V- (p'u)dx = p'u' - nds = 0.
‘B| z,r ‘B| 0B(z,r)

Damit ergibt sich als Gleichung fiir &:

(2.59) Ok +U-Vk—V - (uVk) = R: VU + ¢ =0.
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2.5. Das Gleichungssystem des k /e-Turbulenzmodells

Wegen I : (VU) =1 : (VU")=V.-U =0ist R: VU = R : (VU +VU")/2 =
v|VU + VUT|?/2 und somit

(2.60) Ok + UVk — %’%QVUJrVUTF — V- (upVk) +€e=0.
Fiihrt man den Produktionsterm

(2.61) P= %\VU+VUT|2

ein, so erhélt man die gingige Schreibweise

(2.62) Ok +U -Vk—V - (uyVk) = P —e.

Nun soll die Gleichung fiir € hergeleitet werden. Zunichst soll gezeigt werden, dal unter
den gemachten Voraussetzungen gilt

e=v(V xu'|}E.
Wegen V - u' =0 ist
A =V(V-u)—VxVxu =-VxVxu

Da fiir ' Dirichlet-Randbedingungen gefordert sind, liefert das mehrfache Anwenden der
partieller Integration (vgl. [MP94] S.22)

/|VU12dﬂ3 = —/u' cAudx = /u’ VxVxude= / IV x u|2de.

Die Ergodenhypothese erlaubt die Vertauschung von Ensemblemittelwert und ridumlichem
Mittelwert. Somit gilt

e=v(Vu'})p = 1// V! dw = 1// |V x o2 dw = v{(]V x u'|*) g,

was zu zeigen war.
Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Gleichung fiir € ist wieder die Gleichung fiir u’,

ou' + (u - VYU + (U +u') - V)u' +Vp' —vAu' — V- (v ®@u') =0,

Jetzt wendet man auf diese Gleichung den Rotationsoperator an. Sei w = V x U und

w' =V x u/. Mit den Hilfsrechnungen

o V X 8tu’ = 8tw’,
e VxVp =0und

¢ VxAu=VYxVxVxu-VxVV-u)=VxVXxVxu=VxVxuw =
AW +V(V-w')=-Aw' da V- -w' =V -Vxu =0 (vgl. [Gro74] S.123)
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

ergibt sich die Gleichung

Ow'+ (U+u) V) + W Vw—(w+w) V)u' - (VU - vAS
—VxV-(uxud)=0.

Multiplikation der Gleichung mit 2vw’ und Ensemblemittelwertbildung liefern wegen der
Beziehung (' - (VX V- (u' @ u'))) = () (VX V- (v ®@u')) =0

w(w - (0w +(U+u) Vo' + (U Vw—(w+o) V)u' - (0 VU -vAL)) =0

oder

12 (.«.’12
(27/(%% +2v(U + ) - V7> + v’ - (v V)w — (w- V)u' — (0 V)u' — (o' - V)U))

— (202w - AW') = 0.
Fiir die erste der folgenden Hilfsrechnungen bené6tigt man die Formel
Vx(AxB)=A(V-B)+(B-V)A-B(V-A)—(A-V)B,

vgl. [Gro74] S.126. Mit den Hilfsrechnungen

e (v Vw—(w:-V)u'=-Vx (v xw),

o W (W VU =3 wi(3;wioiUi) = 3, 3, wiw;0iU; = (W' @ w') : VU

e W (W VU =(w®uw): Vu
gelangt man zu

(Ow”” + (U + 1) - Vow'?) — 2w’V x (U x w)) — 20(w' @ w') : VU
— (W ®W'): V') — 2% (W Aw') = 0.

Nun wird Annahme 2.8 zur Vereinfachung des Terms (d;vw'> + (U +u')- Vvw'?) verwendet.
Man erhilt so

O (w™) + (U - Vr(w'™) = V- (uVi{w™)) — 20w’ - V x (1 x w)) — 2v{w’ @ w') : VU
— (W @) : V') — 203 (W AW') = 0.

Zur Vereinfachung des Terms (w'Aw’) wendet man wieder die Ergoden-Hypothese und
Satz 2.12 an

1 1 1 ow'
w AW = —/ W Aw'dx = ——/ Vo' |2 dz + — w' do
< > |B‘ B(z,r) |B‘ B(z,r) ‘ | ‘B| 0B(z,r) on
1
= 1B o) Vw'|? = —(|Vw'%).
z,r

Nach Lemma 2.3 gilt (v’ -V X (v x w)) = 0. Mit der Definition 2.11 gelangt man zur
Gleichung

Oe+ (U -V)e—V - (eVe) — 2v{w' @ ') : VU = 20{(w' @ w') : VU') + 21/2(|Vw'\2> =0.
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2.5. Das Gleichungssystem des k /e-Turbulenzmodells

Fiir den Term 2v%(|Vw'|?) wird Annahme 2.9 verwendet. Nach Satz 2.12 verschwindet der
Term ((w' @ W') : Vau!). Wegen I : (VU) =1 : (VUT) = V.U = 0 gilt mit der Annahme
2.5 die Beziehung

€

Ww' @w'): VU = w(w @) : (VU +VUT)/2 = 01£Ut|VU +vVUT /2 = c1

P,

wobei P durch Gleichung (2.61) gegeben ist. Es ergibt sich schliefilich

2

(2.63) die+U - Ve — Clgp — V- (uVe) + 02% = 0.

Wieder soll diese Gleichung in die gebrduchliche Form gebracht werden. Man erhélt

62

Oe+U -Ve—V - (u:Ve) = clgP — 02?.
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

2.6. Grenzschichttheorie und Wandfunktionen

Der Inhalt dieses Abschnittes ist die Untersuchung und Modellierung laminarer und turbu-
lenter Stromungen in den Néhe fester Winde. Die Motivation dieses Abschnitts ist die, dafl
bei der numerischen Behandlung des k/e-Modells U, P, ©, k und € in Wandnéhe mittels
analytischer Funktionen gesetzt werden miissen.

2.6.1. Prandtilsche Grenzschichttheorie

In diesem Abschnitt soll eine kurze Einfithrung in die Prandtlsche Grenzschichttheorie
gegeben werden. Dazu werden auch einige Grundbegriffe und Grundprinzipien zur Lésung
singulér gestorter Probleme eingefiihrt.

Betrachtet werde folgendes Auflenraumproblem fiir die Navier-Stokes-Gleichungen. Sei Q2 =
R2\~v(B[0,1]), wobei B = B[0,1] = {z € R?,||z|| < 1} und v : R? — R? eine stiickweise
stetig-differenzierbare Abbildung mit 4(0) = 0 und |y| = 1. Die Abbildung « beschreibt die
Geometrie des Korpers, der umstromt wird. Zu 16sen sind die Navier-Stokes-Gleichungen

—vAu+ (u-Viu+Vp = f in
Veu =0 in €
. _ T
xkr}loou(:v,y) = (1,0)
u(z) = 0 auf 0v(B).

Die erste der beiden Randbedingungen nennt man auch Anstrombedingung, die zweite
Haftbedingung.

Im Falle sehr kleiner Diffusion v kann zur Losung die Methode der asymptotischen Ent-
wicklung verwendet werden, vgl [RST96] S.3ff.

Definition 2.16

Sei Bi(v) = vYi fir rationales g; (i =1,... ,m+1) eine Folge von Funktionen mit B;1(v) =
o(Bi(v)) fiir v — 0. Eine asymptotische Entwicklung uqs der Ordnung m von uw (in der
Mazimumnorm | - | ) ist eine Entwicklung der Form

(2.64) was(z) =D Bi(v)ui(w),
i=0

so daf$ fiir eine Konstante C gilt
(2.65) (@) = tas()|oo < CPmi1(v), Ve,

falls v hinreichend klein ist. Man bezeichnet ug auch als Hauptglied der asymptotischen
Entwicklung.

Im Grenzfall v = 0 gehen die Navier-Stokes-Gleichungen iiber in die zugehorigen reduzier-
ten Gleichungen, die sog. Euler-Gleichungen

(2.66) (u-V)u+Vp = f, V-u = 0.
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2.6. Grenzschichttheorie und Wandfunktionen

Ziel der Prandtlschen Grenzschichttheorie ist es nun, rotationsfreie Losungen der Euler-
Gleichungen zu finden. Setzt man fiir u bzw. p die folgenden asymptotischen Entwicklungen
an

ugs(@) =Y Bi)ui(@),  pas(@) =Y Bi(v)pi(),
i=0 1=0

so erkennt man, dafy das Hauptglied (wg,po) die Euler-Gleichungen 16st.

Die folgende Darstellung ist dicht angelehnt an [KC96] S.172 ff. Im folgenden wird der
R? mit der komplexen Ebene identifiziert. Man faBt wg als komplexe Funktion auf und
schreibt ug(z,y) = uo(z) = Rug(z) + iSug(z) mit z = x + iy. Dabei bezeichnet R den
Realteil und & den Imaginérteil. Fordert man, daff das Hauptglied uy rotationsfrei, also
eine Potentialstromung ist, so gibt es nach der Funktionentheorie eine holomorphe Funktion
F(2) = ¢(2) +ip(2) mit F'(2) = ug = Rug + iSug und

¢ R — o . _ 0¢ N oy

R == = =
Uy = 8£E U 8y SUQ 8y s SUQ am

Dabei bezeichnet man ¢ = const auch als Stromlinien und 1) = const als Potentiallinien,
weil alle Punkte auf einer Potentiallinie die gleiche potentielle Energie besitzen. Damit hat
man mit (¢,1) ein der Stromung angepafites krummliniges Koordinatensystem gefunden.
Zunichst soll die sogenannte globale Entwicklung, die in ganz {2 aufler in der Nihe von
Grenzschichten giiltig ist, bzgl. dieser krummlinigen Koordinaten angegeben werden. Dabei
sei u(p, 1) = (wy(d, 1), wy (¢, 1)) die Koordinatenschreibweise von u. Dann gilt fiir die
globale Entwicklung zweiter Ordnung

we (B, v) = Bo(v)wy (¢, b, v) + B (v)wi (b, v, v) + O(Ba(v)),
ww((ﬁﬂ/)a’/) = ( )’U) (¢7¢7V)+/61(V)w7,10(¢71/)7’/)+O(62(V))a
p(, . v) = Bo(W)p’(d, 4, v) + Br(v)p' (b, v) + O(Ba(v)).

Da die reduzierte Gleichung nur von erster Ordnung ist, kann nur eine der zwei Randbe-
dingungen erfiillt werden :

R

Jwg
0
(G

R

’LU¢(¢, 1/)) — 17 w¢(¢: 1/)) —0 (¢ — —OO),

Mit der zweiten Randbedingung wird implizit eine Parametrisierung von 0+ (B) definiert.
Man entscheidet, dafl die Anstrombedingung erfiillt werden soll, die Haftbedingung kann
verletzt werden. Damit ergibt sich als Zwischenresultat fiir die globale Entwicklung

’LU¢(¢,¢,U) =1+ ﬁl(u)wé(qﬁ,zp,u) + O(ﬁ?(y))a
’LU¢(¢,¢,U) = ﬁl(y)wzlz)(gb,z'b,y)—kO(IBQ(y))_

Idee des Verfahrens der asymptotischen Entwicklung ist es, zur globalen Entwicklung eine
lokale Grenzschichtkorrektur zu addieren. Von dieser lokalen Grenzschichtkorrektur (oder
lokalen Entwicklung) wird erstens gefordert, daf§ sie mit wachsender Entfernung von der
Grenzschicht so schnell abfillt, dafl weit weg von der Grenzschicht die Losung durch die
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

globale Entwicklung gegeben bleibt und dafl insbesondere die Anstrombedingung erfiillt
bleibt. Zweitens soll sie sich in der Nidhe der Grenzschicht so verhalten, dafl die Haftbe-
dingung erfiillt ist. Und drittens sollen globale und lokale Lésung im Ubergangsbereich
zwischen Grenzschicht und dem Giiltigkeitsbereich der globalen Losung zusammenpassen.
Fiir die lokale Entwicklung wird folgender Ansatz zweiter Ordnung gemacht

we(¢, 1, v) = W, *,v) + S(w)Wi(e, p*,v) + O(6* (v)),
wy (B, . v) = W, 9", v) + S()W,i (¢, 9", v) + O(8°(v)),
p(¢,h,v) = PY($, 4%, v) + 6(v) P (¢, 4", v) + O(8*(v)).

Dabei wurde die lokale Variable ¢* = ) eingefiihrt.

Nun soll WU = 0 gezeigt werden. Sel Wy(p,p*,v) = wy(p,9,v) und Wy(o,*,v) =
wy (¢, 1, v). Die Kontinuitdtsgleichung lautet in krummlinigen Koordinaten

Owy ~ Owy oW, 1 oW,
5 "oy =% 8 Ty oy
Einsetzen der lokalen Entwicklung liefert
ow? oW} 1 owl  ow!
_¢ ¢ 2 v T _
99 +4(v) 5 +0(6°(v)) + 50 v adf* +O0(6(v)) = 0.

ow?
Um eine nichttriviale Kontinuititsgleichung zu erhalten mufy Wf = 0 sein. Aufgrund der
Randbedingung wy(¢,0) = 0 folgt aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
W72 = 0. Als Zwischenresultat fiir die lokale Entwicklung ergibt sich somit

we (¢, 9", v) = W, 0", v) + 6(r) Wy (4, W v) + 0(6*(v)),
wy (9", v) = 5(V)WJ)( ,v) + 0(8%(v)),
(g, 9", v) = P2(p, 9", v) + 8() P (¢, 9", v) + O(8°(v)).

Nun soll §(v) = /v gezeigt werden. Setzt man die Grenzschichtkorrektur in die Navier-
Stokes-Gleichungen ein, so generiert der Term vAw (in krummlinigen Koordinaten) u.a.

— =

2 .
den Term V%—Wf, der von der Ordnung 5 ist. Damit globale und lokale Lésung im Uber-
gangsbereich zwischen Grenzschicht und dem Giiltigkeitsbereich der globalen Lésung zu-
sammenpassen, mufl

(2.67) J(v) = Vv

gelten. Man sagt daher, die Grenzschicht habe die Dicke /v. Fiir die weitere Rechnung sei
verwiesen auf [KC96], S.177f.

2.6.2. Grundidee des Wandgesetz-Konzepts

In diesem Abschnitt soll die Grundidee des Wandgesetz-Konzeptes vorgestellt werden. Als
Randbedingung an festen Winden I' fordert man meist die Haftbedingung

(2.68) ulp = 0.
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2.6. Grenzschichttheorie und Wandfunktionen

Wegen Gleichung (2.67) steigt die Geschwindigkeit von 0 auf O(1) iiber eine Distanz von
d = O(y/v). Man definiert einen schmalen Streifen um die festen Wénde, an denen die
Haftbedingung gefordert wird

(2.69) Bs={x —Xn(z): xeT,\€0,i(x)[},

wobei n(x) der (ins Gebietsinnere zeigende) Normalenvektor auf I' in € T ist und §(x) die
Dicke der Grenzschicht beschreibt. Man definiert weiter das neue Gebiet, den sogenannten
Euler-Bereich als

(2.70) Qs = Q\ By
und den zugehorigen (kiinstlichen) Rand als
(2.71) ¥ =00

Im Euler-Bereich fiir die zu den Navier-Stokes-Gleichungen gehorigen Euler-Gleichungen
(v = 0) kann man eine einfache (rotationsfreie) Losung angeben, die eine Potentialstromung
ist. Die Frage ist, wie die neuen Randbedingungen auf dem kiinstlichen Rand ¥ lauten ?
Mittels Taylor-Entwicklung kann man die Randbedingungen auf ¥ aus den Randbedingun-
gen auf T herleiten. Taylorentwicklung von w um den Punkt ' 4+ d(z')n(z’) € T liefert fiir
den Punkt 2’ € :

(2.72) 0=wu(z +i(z)nx)) = ulx) + (5(:0')2—2(:13') + 0(0).
Wegen der alten Randbedingung u|r = 0 folgt

ou
(2.73) u+5a—n~0 auf X.

2.6.3. Wandgesetze fiir die turbulente Grenzschicht

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die analytischen Funktionen bereitzustellen, die das Ver-
halten von U, P, O, k und ¢ in Wandnéhe beschreiben.

Betrachtet werde eine 2D-Strémung. Sei (¢, 1) das angepafite krummlinige Koordinaten-
system aus dem letzten Abschnitt. In Ubereinstimmung mit der gingigen Literatur wird
statt (¢,1) ab jetzt (x,y) verwendet. Sei also z = ¢ die Richtung des mittleren (Euler-)
Flusses, parallel zur Wand, sei y = v die Richtung senkrecht zur Wand. Man definiert

. ouU, v
(2.74) u = Vayx‘y:fl Y=

Dabei ist U der zeitliche Mittelwert der Geschwindigkeit

1 (T
U(xz) = lim ?/0 u(x,t)dt.

T—o00
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

Ferner definiert man sich skalierte Lingen und Geschwindigkeiten
U
Y uk
Aufgrund von Experimenten schlugen von Kdrmdn und Prandtl folgendes Wandgesetz vor,

das sich unter Ahnlichkeitsannahmen auch herleiten liBt:
Im Bereich 20 < y* < 100, in der sog. logarithmischen Schicht, gilt

1
(2.76) ut = N logy™ + 5.5,

wobei y = 0.41 die von Karmansche Konstante ist. Im Bereich 0 < y™ < 20, in der sog.
viskosen Unterschicht, gilt ein linearer Zusammenhang

(2.77) ut =gyt

Bemerkung 2.18

In [Mue99] wird auch eine von Neitzke [Nei99] vorgeschlagene Beziehung angegeben, die
dahingehend eine Verbesserung bringt, dafl die Wandfunktion auch in der Ableitung stetig
ist

uw"=y" : y" <R,

+ y* +
u” = Ry 21n(R—)+1 : y" >Ry

Die Konstante R, wird aufgrund experimenteller Ergebnisse zu R, = 6.25 bestimmt.

Die Gleichungen (2.76), (2.77) sowie (2.18) sind nichtlineare Beziehungen zwischen uw und
g—g. Jetzt wahlt man § so, dafl ¥ in der logarithmischen Schicht enthalten ist. Setzt man
die in den Gleichungen (2.74) und (2.75) definierten Groflen in die Gleichung (2.76) ein,
die die Stromung in der logarithmischen Schicht beschreibt, so ergibt sich :

U 1
Z=Zlog L 155, bauw.
utX Y

Uy
v e

= log ————— + 5.5

z 14
v oy |y:0 X

Bezeichnet man nun mit w - n die Komponente von u in y-Richtung und mit u - s die
Komponente von u in x-Richtung, so ergibt sich : Die Haftbedingung v = 0 auf I ist somit
dquivalent zu folgenden Randbedingungen auf ¥

u-n=>_0
. 1 1 ou-
(2.78) 8 Logsy/ L2 E )y _s5 0,
ous, X v
V| an‘

Fiir den Nachweis, dal die Navier-Stokes-Gleichungen mit diesen Randbedingungen ein
wohlgestelltes Problem bilden, sei verwiesen auf [MP94] S.15.

42



2.6. Grenzschichttheorie und Wandfunktionen

Bemerkung 2.19
Die zweite Gleichung in (2.78) liefert die implizite Definition einer Funktion ¢g(u - s) mit

ou- s
on

Damit lassen sich die Randbedingungen auf ¥ angeben als

(2.79) =—g(u-s)

u-n=>0
(2.80) ou-s
on

=—g(u-s).

Bemerkung 2.20
Voraussetzung fiir das Verwenden von Wandfunktionen ist es, daf§

20 < % <100
Yy
gilt und daf sich die Grenzschichten nicht ablosen.

Nun sollen Wandfunktionen fiir £ und e bestimmt werden.

Satz 2.14

Sei u* wie in Gleichung (2.74) definiert. Sei 6 so gewdhlt, dafi ¥ in der logarithmischen
Schicht enthalten ist. Ferner werde angenommen, daf in der logarithmischen Schicht k und
e stationdr sind und daf dort die Turbulenz homogen in x-Richtung ist, d.h., daff k = k(y)
und € = €(y) gilt. Dann losen

(2.81) k=

die Gleichungen fiir k bzw. €.

Bemerkung 2.21
Setzt man in Gleichung (2.81) y = 4, so erhélt man die Randbedingungen auf ¥ fiir £ und
€.

Beweis:
Die Gleichung fiir £ war

k2
(2.82) 8tk+U-Vk—%?|VU+VUT\2—V-(Mka)Jre:O.

In der logarithmischen Schicht wird der Fluf§ als stationir angenommen, also ist 0k =
0. Wegen der angenommenen homogenen Turbulenz in z-Richtung gilt ¥ = k(y). In der
logarithmischen Schicht ist nach Gleichung (2.78) U, = 0. Damit ist U-Vk = Ux%—FUyg—z =
0. Ferner gilt wegen U = U (y) in der logarithmischen Schicht |VU + VU7 > = 2(9,U,)?.
Man definiert E := (9,U,)? und erhélt somit als Gleichung fiir k

0 k?0k k2

(283) —a—y(cu?ay)—CM?E—i-E:O
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Nun kann nachgerechnet werden, dafl k£, € und E die Gleichung fiir k erfiillen. Nach Glei-
chung (2.74) ist u* = u*(z) und somit %15 = 0. Damit ergibt sich :

o k2 ok k2 (u )2 u*? u*3 u*4 u*2 U*S
——(CM——)—CM—E—FE:O—CM\/?; 'ﬂ‘F—:—CM—%'ﬂ—F—:O
dy " e Oy € “sooXY Xy cu u* XAyt Xy

Die Gleichung fiir € war
k2 2
(2.84) Qe+ U - Ve— %kWU +vUT -V (e—Ve) + CQ% =0,

Wegen der Stationaritit ist die = 0. Mit den selben Argumenten, wie sie oben fiir die
k-Gleichung angegeben wurden, ergibt sich als Gleichung fiir €

0 k? Oe € vy €2
2.85 ———(pe——=) —c1——= — =0
(285) 8y(uee By) %2 +02k
In der logarithmischen Grenzschicht ist v < ;—‘;E% und somit pe = ;—‘;E% Nach Gleichung
(2.74) ist wieder u* = u*(z) und somit %Ly* = 0. Somit ergibt sich
*2 2 *3
9, ¢, k? Oe €2 0, ¢y (\u/q) 0% u? ur? w4

u
——) —cicykE +co— = —— - ) —ciey———5—=5 + C2\/Ci—55
k dy " Pre v ; oy Ve X2 x2y?

0y Pr. € Oy

*2

2
d,c (\/?) (—u*?) u* u*t
—— (A LE —C1\/Cu—5— + C2\/Chu—5—5
Oy Pre w2 xy” " x2y? " x2y?
1 ’LL*4 ’LL*4 ’LL*4
= ———— —C1/C—5—5 + /i —— = 0.
Proy? VO TV
Da die Konstanten die sogenannte Kompatibilitdtsbedingung
1 \/C
P = —QM(CQ - Cl)’
Te X
erfiillen, folgt die Behauptung. O

2.6.4. Wandfunktionen in PNS

In diesem Abschnitt soll nun das in PNS implementierte Wandfunktionen-Konzept vor-
gestellt werden, vgl. [Mue99] S.12ff. Fiir das Geschwindigkeitsfeld wird die von Neitzke
[Nei99] vorgeschlagene Beziehung
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2.7. Bemerkungen zum k/e-Modell

mit R, = 6.25 verwendet.
Im Fall nichtisothermer Stromungen mit Dirichletschen Temperaturrandbedingungen wird
als Wandfunktion fiir die passend skalierte Temperatur 6 die Beziehung

0t = Pryt 4yt <Ry

0-1—

_I_
Pr Ry 21n(%)+1 : oyt > Ry
0

verwendet, wobei die Konstanten Pr = 0.71 und Ry = 8.0 aufgrund von Experimenten
gewihlt wurden. Fiir £ und e definiert man

k +. €V

(2.86) K= —s

u*

Mit Satz 2.14 und der Definition von y* in Gleichung (2.75) folgt nun

p+ k B u*? B 1
(2.87) v VE
o u*3y 1

€h=—=—=—.
wt o oxyurt Xyt

Aufgrund von Messungen schlugen Yuan et al.[Yua92] folgende Verbesserungen vor

o 0.1+ 0.003(y™)?
2.88 k* = min(—;0.05(y")? "= '
(2.88) mm(m, ¥")7), e 1+ 0.00125(y+)3

Die Gleichungen (2.6.4), (2.6.4) und (2.88) geben also an, wie U, O, k und € in Wandnéhe
analytisch in PNS gesetzt werden.

2.7. Bemerkungen zum k/e-Modell

Die Information iiber die Turbulenz steckt in den Termen, die die Fluktuationsgrofien '’
bzw. w’ enthalten und die nicht direkt durch & und e ausgedriickt werden kénnen. Die
Fluktuationsterme sind a priori unbekannt, vgl. Bemerkung 2.9. Daher werden sie durch
Terme aus gemittelten Groflen modelliert. Mit mathematischen Konzepten ist bislang zwar
die grobe Struktur dieser Modellierungsterme begriindbar, nicht aber ihre genaue Gestalt
wie z.B. die Wahl von Vorfaktoren. Ziel dieses letzten Abschnitts soll es sein, aus einem
Vergleich mit der Herleitung der k- und e-Gleichung in der Physik ein genaueres Verstédndnis
fiir diese Modellierungsterme zu erlangen.

Es sollen die folgenden Fragen beantwortet werden. Wo liegen die mathematischen Ursachen
fiir das Auftreten der Fluktuationsterme (z.B. die Anwendung welcher Sétze generiert sie)?
Wie entstehen sie in der Herleitung der Theoretischen Physik und wie werden sie dort
behandelt? Kann man die sie generierenden mathematischen und physikalischen Strukturen
miteinander vergleichen?
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

2.7.1.

Auftreten der Fluktuationsterme in der mathematischen Herleitung

Bei der mathematischen Herleitung tauchen folgende Fluktuationsterme auf.

2.7.2.

Die Terme R = (u' ® u'), modelliert durch 2kT + cu%(VU +VUT), und (o' ® '),
modelliert durch al + (v -I-c#%)(VU-I-VUT), entstehen durch direkte Filterung der
zufallsabhéngigen Navier-Stokes-Gleichungen. Die Modellierung dieser Terme durch
Anwendung des Prinzips der Wirbelviskositét 148t sich mathematisch wenigstens par-
tiell rechtfertigen, vgl. Abschnitt 2.3.3.

Der Term v?(|Vw'|?), modelliert als cpe?/k, entsteht auch durch Filterung. Fiir die
Modellierung gibt es keine mathematische Motivation.

Zwei weitere Fluktuationsterme entstehen durch Anwendung des Satzes von Kesten-
Papanicolaou, also im wesentlichen auch durch Filterung. Da die Korrelationsterme
nicht bekannt sind und aulerdem die auszuwertenden Integrale i.a. nicht geschlossen
angebbar sind, miissen sie modelliert werden. Die Wahl u(R) = (v+ L) baw. u(R) =
(v + &) kann nicht mathematisch motiviert werden. Sie erscheint aber sinnvoll,
wenn man die Struktur des zu modellierenden Integrals in Gleichung (2.27) mit der
Wirbelviskositdtsannahme 2.3 vergleicht.

Herleitung des & /e-Modells in der Physik

Zunéchst sollen folgende heuristische physikalische Erklarungen fiir die Annahmen 2.9 und
2.5 gegeben werden.

Experimente haben gezeigt, dafl die Dissipation klein in Bereichen mit quasi-gleichfor-
miger Rotation ist. So kann es physikalisch motiviert werden, den Term v?{|Vw'|?)
durch cy€? /k zu modellieren.

Bei der Modellierung von (W' ® w') mufl aus Dimensionsgriinden der zweite Term pro-
portional k sein. Motivieren kénnte man diese Abschlulhypothese aus der Tatsache,
daB zwischen der zeitlichen Anderung der in der Strémung gespeicherten Energie und
der als Q = (1w x w|?) definierten sogenannten Enstrophie, die eine in etwa analoge
Struktur wie der zu modellierende Term (w’' ® w') besitzt, die Beziehung

2.89 d E=-200Q

(2.89) n- T e

besteht. Da bei einer turbulenten Stromung ein Teil der Energie der mittleren Strémung
in die Energie der Wirbel, die ja durch die Grofle k& beschrieben wird, umgewandelt
wird, d.h. 'verloren geht’, liegt es nahe, den zweiten Modellierungsterm proportional
zu k anzusetzen.

Nun soll kurz skizziert werden, wie die Gleichungen fiir £ und € in der Physik hergeleitet

werde

n, vgl. [Kes92] S.5ff.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Gleichungen fiir £ und € ist die exakte Transport-
gleichung fiir den Reynoldsschen Spannungstensor. Beachtet man, daf§ die turbulente kine-

tische

46

Energie gleich der Spur des Reynoldsspannungstensors ist, so ergibt sich eine exakte



2.7. Bemerkungen zum k/e-Modell

Transportgleichung fiir £ durch Summation iiber die Diagonalelemente von R :

dk
(2.90) s =—P,+ T+ D —e.
Dabei ist
o P, = — szzl(u;u;c)E@kUi)E. Dies ist der Produktionsterm fiir k. Auf ihn wendet

man die Wirbelviskositdtsannahme und die Definition von v; an.

d

o T} = Zzzl 8;6(<Zi=1u2’iu;u;‘>E + <pll:;">E). Dieser Term stellt turbulente Transportpro-
zesse aufgrund von Geschwindigkeits-und Druckschwankungen dar. Es sei angemerkt,
dafl dies nach [MP94] im wesentlichen als ein Problem des turbulenten Transports
wie in Definition 2.12 aufgefait werden kann. Der Term wird von Physikern inter-
pretiert als turbulente Diffusion. Dies ist letztlich auch die Aussage des Satzes 2.11.
Im Satz 2.11 wird allerdings nicht zwischen turbulenter und molekularer Diffusion
unterschieden. In der Physik modelliert man

d d 1ol 1,0
(2.91) T = Y gt Q;“WE L Q;’“>E) =V [ VA
k=1

Die Effekte der Druckschwankungen werden dabei als vernachlissigbar klein angese-
hen. Bei der Herleitung der k-Gleichung nach [MP94] verschwindet der Druckkorre-
lationsterm V - (p'u’) aufgrund des Satzes 2.12.

e Dy = V- (vVEk) stellt die Diffusion von & aufgrund der Diffusivitit des Mediums dar.

o ¢ = 2w((X0_, (Opul + dku’;))) e ist schlieflich die Dissipation turbulenter kinetischer
Energie in Wérme.

Damit ergibt sich als Gleichung fiir £

dk _ k22S(U) L SWU)+V - [+ ZL)VE] — e

2.92 — =cy—
(2.92) dt C“e o

Bemerkung 2.22
Man erkennt an dieser Herleitung, warum die Gesamtdiffusivitit in der k-Gleichung durch
v+ - gegeben ist. Bei [MP94] S.52 fehlt die Diffusivitit des Mediums v. Dies setzt aber

dann stillschweigend voraus, daf§ global v <« U”—Z gilt, was aber nicht immer richtig ist.
Fiir die Dissipation e 148t sich folgende exakte Transportgleichung angeben :

d
(2.93) d—g =P +P2+ PP+ P'+T.+ D, —T..

Dabei beschreibt

o P =2 (3¢ Okt Omu;Omuy) g die turbulente Produktion,

i,m=1

o To = —v Xy k({(u) Xt o1 OmtuiOmuf)) i — 22 Y4y Ok ((Cihmy O Omtty) ) den
turbulenten Transport,
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2. Das k/e-Turbulenzmodell

e D, = Zzzl Ok (vOke) die viskose Diffusion und

oI, = 21/2<Z;7l’k’m:1 O Omu; O Omul) p die viskose Umwandlung (Vernichtung) turbu-
lenter Energie in Warme.

Die Terme P}, P2, P3 sind Produktionsterme, die bei hohen Reynoldszahlen vernachlissigt
werden kénnen. Der Produktionsterm P} und der Dissipationsterm T'¢ haben die Eigen-
schaft, daf sie fiilr Re — oo beide gegen unendlich gehen, ihre Differenz aber endlich bleibt.
Daher werden sie zusammen modelliert. Der Produktionsterm P} wird proportional zur

Produktion von k angenommen. Die Vernichtung I'c wird proportional zu € angenommen.
Diese beiden Annahmen werden durch experimentelle Ergebnisse motiviert. Der Faktor £

k
erscheint aus Dimensionsgriinden.

€
x

In der mathematischen Herleitung der e-Gleichung entsteht der Produktionsterm durch An-
wendung der Annahme 2.5 fiir den Term (w’ @ w'). Die Vernichtung turbulenter kinetischer

Energie wird durch den Term 2v2(|Vw'|?) beschrieben und mit Annahme 2.9 modelliert.
Der Term, der die turbulente Diffusion von e beschreibt, wird modelliert durch

(2.94) Pf —Te = (caa P — ce2e)

(2.95) T, = V|2 ve.
O¢
Es sei wieder darauf hingewiesen, daf die Effekte von turbulenter und molekularer Diffusion
im Satz 2.11 nicht getrennt werden. Damit erhilt man als modellierte Gleichung fiir € :
Oe vy
(2.96) 5 + (UV)e = V[(v + —)Ve| + (ca1 Py, — ce2€)

O¢

il e

2.7.3. Vergleich von mathematischer und physikalischer Herleitung

Gerade durch den Vergleich der Herleitung von Mohammadi und Pironneau in [MP94] mit
der physikalischen Herleitung nach [Kes92] wird deutlich, da man die von Mohamma-
di und Pironneau vorgelegte Darstellung — trotz vieler Vorbehalte — positiv auffassen
kann. Denn sie unternehmen den schwierigen Versuch, stochastische Konzepte und Modelle
zu finden, mit denen ein mathematisches Verstindnis des k/e-Turbulenzmodells gewonnen
werden kann. Mohammadi und Pironneau geben einen recht schliissigen Beweis. Das Pro-
blem dieses Beweises ist allerdings, daf} sich die dort verwendeten Hilfsaussagen meist nicht
mathematisch exakt und oft nur heuristisch begriinden lassen. Dies kann von Mathema-
tikern als grofie Schwiche gesehen werden. Ein Vorteil des Beweises in [MP94] liegt aber
darin, dal man die physikalische Bedeutung der Terme der Gleichungen meist schon dar-
aus erkennt, wie sie im Beweis abgeleitet werden, und man muf} nicht erst hinterher eine
physikalische Bedeutung in ihnen suchen, wie es bei dem physikalischen Beweis notig ist.
So fithrt die Anwendung des Satzes von Kesten zu den Termen der turbulenten Diffusion.
Durch die geeignete Definition von homogener isotroper Turbulenz und das Argument, dafl
gewisse Randintegrale aufgrund von isotroper Turbulenz verschwinden, kann darauf ver-
zichtet werden, gewisse Terme aufgrund physikalischer Erfahrungen als vernachlissigbar
klein zu betrachten.
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Der Vergleich mit der physikalischen Ableitung zeigt, dafl die verwendeten mathematischen
Konzepte geeignet waren, und er hilft weiter, falls die bisherige mathematische Theorie
gewisse Detailaussagen noch nicht treffen kann, wie z.B. bei der expliziten Angabe von
Vorfaktoren. Die weiteren Kapitel dieser Arbeit behandeln nun die numerische Losung die-
ses Modells. Dabei stehen die Aspekte einer stabilen und effizienten Losungsstrategie im
Vordergrund.
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3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und
Linearisierung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde das nichtlineare gekoppelte Gleichungssystem des
instationdren isothermen k/e-Modells hergeleitet. Durch Hinzunahme der Temperatur-
Gleichung gelangt man zum nicht-isothermen Modell. In diesem Abschnitt soll dieses Glei-
chungssystem auf dem rdumlich kontinuierlichen Level semidiskretisiert und danach ent-
koppelt und linearisiert werden. Die Semidiskretisierung in der Zeit wird durch das implizite
Eulerverfahren realisiert. Die Linearisierung geschieht dann mit der Methode der iterativen
Entkopplung.

3.1. Zusammenstellung der Gleichungen

Zunichst soll das System von Gleichungen des nicht-isothermen k/e-Modells zusammenge-
stellt und die darin enthaltenen analytischen Schwierigkeiten bemerkt werden. Eine knappe
Ableitung der Temperatur-Gleichung findet man in [MP94] S.4-6.

Definition 3.1

Als Konstanten fiir das k-e -Modell werden verwendet :

& Cy C, | Pry | Pre | Cy | Pry
144 {192 1009 | 1.0 | 1.3 {08 0.9

Sei v die molekulare Viskositdt und sei a die molekulare Temperaturleitfahigkeit. Die effek-
tiven Viskosititen ve, vi, ve und die effektive Temperaturfihigkeit a. seien definiert als

k2 Uy
Vt:cu_a Ve=’/+’/t: Vk:,/—i_—a
€ P’I“k
4 4
Ve =V + , ar = —, e = a + ay.
Pr. Pry

Als Produktionsterme bezeichnet man die Terme

Pe=2(S(U): S(U)),  Po=Cip(Pi+G),

_ R4 2P
G =Cifip-9-VO.
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3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierung

Damit kann das System von Gleichungen des k/e-Modells in der Standardformulierung,
bezeichnet mit (V1), geschrieben werden als

(V1)

2
OU ~V - (20, S(U)) + (U - VU + VP = =5V
V.U =0
q'V
00+ (U- V)0~V (av0) = T
P
8tk+(U'V)k—V-(Uka) = P,+G—c¢

2

Ore+ (U - V)e — V- (v.Ve) + 02%

Cl%(Pk + Q)

In der Temperatur-Gleichung bezeichnet ¢¥ die Wirmestromdichte und ¢p die spezifische
Wirmekapazitit bei konstantem Druck. In der folgenden Bemerkung soll auf die wesentli-
chen analytischen Schwierigkeiten dieses Gleichungssystems aufmerksam gemacht werden.

Bemerkung 3.1

1.

52

Das Differentialgleichungssystem ist nichtlinear und gekoppelt. Die Nichtlinearitit
steckt in den Viskositdten v,, v, und v, in den Termen der rechten Seite und im
Konvektionsterm (u4V)u der Geschwindigkeitsgleichung. Die Kopplung erfolgt eben-
falls in den Viskosititen v, v; und v, und iiber das Geschwindigkeitsfeld in den
konvektiven Termen.

. Aus mathematischen und physikalischen Griinden sollten & und e nicht-negative Wer-

te annehmen. Den Ansatz einer mathematischen Analyse hierzu findet man in [MP94],
S.634L.

. Mit der Beziehung ¢ = i—‘:kQ konnen die Gleichungen fiir k£ und e alternativ formuliert

werden als

2

OU =V - 2ueS(WU)) + (U -V)U +VPea = —3Vk,
V-U =0,
qV

(V2) 90+ (U -V)O—-V-:(aVO) = o

Ok + (U - V)k = V- (V) + i—”kQ - P +G,
t

2

dre + (U -V)e — V- (v.Ve) +02% = P.

Der Vorteil der Variante (V2) liegt darin, da§ durch Einfiihrung eines nichtnegativen
Reaktionsterms in der k-Gleichung in der spéter hergeleiteten Variationsformulierung

die Koerzitivitat der entstehenden Bilinearform verstarkt wird. Durch diese Mafinah-
me soll das gesamte Gleichungssystem stabilisiert werden.



3.2. Zeitliche Semidiskretisierung

3.2. Zeitliche Semidiskretisierung

Zur Semidiskretisierung in der Zeit wird das implizite Eulerverfahren verwendet. Sei dazu
{tm}M_, eine Zerlegung des betrachteten Zeitintervalls [0, 7] mit to := 0 und tp; == T
sowie Ty, = ty — tm—1 die Zeitschrittweite. Ferner bezeichne I, := (t,—1, t,) das jeweilige
Zeitintervall. Fiir eine Funktion F definiert man F™ := F(t,,) := F(ty,.). Nach der
Semidiskretisierung liest sich dann das Gleichungssystem (V1) als

m m—1 2
v s™) + U™ VU™ + VP, = — VK"
m
v.-U™ =0
@m_@mfl qu
~zy o~ m | m_ 7. (,m my _ 9
(V].’) T +(U V)@ V (ae V@ ) Cp
km —Emt m m m m m m m
T H (U VR -V (VAT = P 4G
ﬂﬂU V)" — V- (VY m)+0£ = oﬁ(PerGm)
Tm ‘ < ve P U gm

Die Gleichungen (V2) werden entsprechend nach der Semidiskretisierung zu

um-ym! 2
o SV @SUT) + (U VU + VE = - SR
v.-um™ =0
om — @m—l m . . . q'Vm
(V2’) T + (U . V)@ — V . (ae V@ ) = Cp
km_km*l m m m Cu ym?2 m m
L L (U™-V)E™ -V ("VE™) 4+ LEm2 = P4 G
Tm vt
em _em—l Em2
. -I-(Um-V)em—V-(V:”Vem)-l-Cgk—m = pP™".

Bemerkung 3.2

In PNS wird zur Raum-Zeit-Diskretisierung das Discontious-Galerkin-Verfahren DG(0) ver-
wendet. Dadurch ergibt sich im wesentlichen dieselbe Variationsformulierung wie durch das
in dieser Arbeit gewihlte Vorgehen. Eine genauere zeitliche Auflésung kann in PNS durch
Verwendung des DG(1)-Verfahrens erzielt werden.

3.3. Linearisierung und Entkopplung

Um ein gekoppeltes System von mehreren nichtlinearen (partiellen) Differentialgleichun-
gen zu losen, wird héufig ein Verfahren der iterativen Entkopplung verwendet. Abstrakt
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3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierung

formuliert ist folgendes Problem (Q) zu lsen:

(3.1) A(U’P)[(U,P),@,k,e](U,P) = L(U’P)[(U,P),@,k,e],
(3.2) Ao|[(U,P),0,k,e]® = Le[(U,P),0,k,¢€,
(3.3) Ap[(U, P),0,k,elk = Li[(U,P),0,k,¢,
(3.4) AU, P),0,k,ele = LJ(U,P),0,k,e¢.

Dabei bezeichnet A.[(U, P),©,k, €] einen Operator, der von (U, P), ©, k und e abhéngt.
Die Grundidee dabei ist es, ausgehend von den Startwerten (U, P)?, @°, k%, ¢* bzw. den Er-
gebnissen des letzten Iterationsschritts (U, P)'~!, @1 ki=! ¢! neue Loésungen (U, P)’,
0!, k', € gemiB folgendem Algorithmus zu erhalten:

A(U,P)[(Uap)iila®iilakiilafiil](U7P)i = L(U’P)[(U’P)ifl’@ifl’kifl’eifl]’
Ael(U,P), 0 k7! 710! = Le[(U, P), 0" K=" ¢,
AU, P), O K=Y =k = Ly[(U, P)}, 04 k=, 1),
ALV, PV 0K, = LU, PY, 6 ke )

Dabei kennzeichnet ein hochgestellter Index ¢+ — 1 die Verwendung eines alten Wertes aus
dem letzten Iterationsschritt und ein hochgestellter Index ¢ die Verwendung eines gerade
berechneten Wertes aus dem aktuellen Iterationsschritt.

Bemerkung 3.3

Schreibt man ganz formal (U, P),0,k,e)" = (x1,... ,zp)" mit D = d + 4, so erinnert
das vorgestellte Iterationsschema an das Einzelschrittverfahren nach Gauf-Seidel, da fiir
die Komponenten z;, ,; die schon berechneten neuen Werte 7, ... ,z;, benutzt werden.

3.3.1. Bisherige Realisierung von (V1) in PNS fiir den m-ten Zeitschritt

Im Programm-Paket PNS wird bisher die Standardformulierung (V1) der Gleichungen des
k/e-Modells gewihlt. Die zugehorige Semidiskretisierung ist durch die Gleichungen (V1’)
gegeben. In diesem Unterabschnitt soll das in PNS bisher implementierte Iterationsschema
beschrieben werden.

Um genau zu spezifizieren, aus welchem Zeit- bzw. Iterationsschritt ein Wert stammt,
wird folgende Notation eingefiihrt : Der erste der beiden hochgestellten Indizes bezeichnet
den Zeitschritt, der zweite den Iterationsschritt. Auflerdem werden folgende Bezeichnungen
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3.3.  Linearisierung und Entkopplung

eingefiihrt :
) ) g (mi)?
m(pm, _myuy\ __
Uy (k , € ) - C/L E(m’z) )
v (KT €)= vy (R €
. . ym(km,z em,z)
m km,z m,y t )
Vg ( s € ) v+ PT‘k 3
. . Vm(km,i em,z)
v ) = S
P]zn(km,i’ Em,i’ Um,z') — 2Vz11(km,i’€m,i)(s(Um,i) . S(Um,z)) ’
PIME™, MU = e PER™ ML U™

Gegeben seien k™1, ¢™i~1 ynd U™'"! als Resultat des letzten Durchlaufs der Tterati-
onsschleife. Als Startwert einer Iterationsschleife verwendet man das Ergebnis des letzten
Zeitschritts.

Bisherige Realisierung von (V1) in PNS
(1) Setze itg, «— 1.
(2) Setze i +— itg. und aktualisiere die turbulente Viskositit v/ <— v/ (k™1 emi=1),

(3) Lose linearisierte Navier-Stokes-Gleichung.

2

(3.1) Lose
Um’i — Um71 m,i—1 m,i m m,i m,i m,i—1
—+ U™ VYU + V-2 +y")S(U™") + VP = f—ZVE™

. 3
(3.2) Stop-Kriterium 1 fiir U™
[u™ = o™
IT™lo

< Uy.

(4) Lose k- und e-Gleichung.

(4.1) Aktualisiere die turbulenten Viskositdten und die Produktionsterme
(a) v +— U,’C"(kmﬂifl, emﬂifl) .
(b) v — (KM emiTh)
(c) P «+— Pr(kmi=!t emi=t U™t
(4.2) Lose
km,i _ km—l . . . .
(U™ V)E™ -V - (P VE™Y) = P — ™

Tm
Aktualisiere P[* <— Py (K™, e™i=1 U™") und 16se

m,t m—1 myi—1

—¢ + (Um’i . V)em’i -V (V?Vem’i) + CQE

€ m
— €
km,z

Tm
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3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierung

(4.3) Stop-Kriterium 2 bzw. 3 fiir k bzw. e:

Hkm,i _ km,i—l HO

- <
Ry~ =P
||6m,z _ em,z— HO
femile ~H

(5) Stop-Kriterium fiir die Linearisierungsschleife :
Falls ity < maxg. und nicht alle Stop-Kriterien (1 — 3) erfiillt, dann setze ity +—
itgic + 1 und gehe zu Schritt (2). Anderenfalls gehe zum néchsten Zeitschritt.

Bemerkung 3.4
Durch die Schreibweise x <— y soll eine Wertzuweisung symbolisiert werden : Weise der
Variablen z den in der Variablen y gespeicherten Wert zu.

Dieser Algorithmus verfolgt die einfachste iterative Losungsstrategie. Innerhalb eines Zeit-
schrittes werden alle Gleichungen gleichberechtigt nacheinander in der Linearisierungssch-
eife gelost. Der Linearisierungsschritt wird im folgenden mit ity bezeichnet. Die maximale
Anzahl von Linearisierungsschritten pro Zeitschritt wird mit max . bezeichnet.

Bemerkung 3.5
Bei nicht-isothermen Rechnungen kann die Temperaturgleichung sowohl nach der Ge-
schwindigkeitsgleichung als auch nach der e-Gleichung gelést werden.

Bemerkung 3.6
Es sei bemerkt, daf} in dieser Variante nach der Losung der k-Gleichung die Grofle vy zur
Losung der e-Gleichung nicht mit der aktuellen Lésung der k-Gleichung neu berechnet wird.

3.3.2. Realisierung von (V2) bei Codina/Soto

Da eine Advektions-Diffusions-Gleichung um etwa eine Grolenordnung giinstiger zu l6sen
ist als eine Navier-Stokes-Gleichung, kénnte ein anderer, von Codina und Soto vorgeschla-
gener Iterationsalgorithmus schneller zu auskonvergierten Losungen fiihren.

Gegeben seien U™ ™!, @™i~1 fmi-1 ynd ™1 als Resultat des letzten Durchlaufs der
Iterationsschleife. Als Startwert einer Iterationsschleife verwendet man das Ergebnis des
letzten Zeitschritts. Dann lautet der Algorithmus in Anlehnung an Codina-Soto :

Realisierung von (V2) in Anlehnung an Codina/Soto fiir den m-ten Zeitschritt

(1) Setze itge <— 1.

(2) Setze i +— itg.. Lose linearisierte Navier-Stokes-Gleichung

m,i m—1 . . . . .
um-u + (Um,z—l . V)Um,z T v (2(,/ + I/tm)S(Um’l)) I v =L f _ %Vkm,zfl_

Tm
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3.3.  Linearisierung und Entkopplung

(3) Stop-Kriterium 1 fiir U

H Um,i o Um,ifl HO
1T |0

< uy.

(4) Setze ity <— 1. Lose Block aus k- und e-Gleichung.

(4.1) Aktualisiere die Produktionsterme bzw. Viskosititen
o P"«— PP (k™1 emitl U™
o P! «— PM(EmiTl emitl U™ |
o U — p (kM emisly
o v (mant nict)
o U — p (kM emisly
(4.2) Setze ity «— 1. Wiederhole bis zur Konvergenz von L

(4.2.1) Setze i <— itg und 16se (mit Newton-Raphson-Methode linearisierte) k-
Gleichung (bis Konvergenz erreicht ist)

km’i — kmil m,i m,i m m,i
UM V)E™ -V - (U™

Tm
4 G (gpmi= ) mi) _ pmi-1%) _ pm.
vy

(4.2.2) Stop-Kriterium 2 fiir &

Hkm,i _ km,i—l HO
12|

< k-

Falls Stop-Kriterium 2 erfullt ist oder ity = maxy,, setze ity ¢+— 1 und
gehe zu (4.2.3). Sonst setze ity «— itge + 1 und gehe zu (4.2.1).

(4.2.3) Aktualisiere v «— v (K™, €™ 1)y — v+ £,
P™m Pm(km,z 6m,ifl Um,z)
€ € Y 3 .
(4.2.4) Setze i +— ity und lose e-Gleichung (bis Konvergenz erreicht ist)

myi _ em—l

€ - + (Um,i . v)em,i i v (yznvem,i)
m
i kcnii(%(m,z'—l)e(m,i) _mi=1?) _ pm
(4.2.5) Stop-Kriterium 3 fiir €
Hem,z’ _ Gm’FlHO
- < Lhe-
femio =7

Falls Stop-Kriterium 3 erfillt ist oder ity = maxy,, setze ity <— 1 und
gehe zu (4.2.6). Sonst setze ity <— ity + 1 und gehe zu (4.2.4).

.3
(4.2.6) Berechne L™ = ¢, k72

173 Em,i
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3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierung

(4.2.7) Update
o UM — vk, €M)
o UM — U (K™ €™
o P «— P (k™ emi U™
P «— PM(E™, emi U™
(4.2.8) Priife auf Konvergenz von L (Stopkriterium 4)

”Lm,z’ _ Lm,i—l HO
L™ [

< .

Stopkriterium fiir die Linearisierungsschleife :

Falls Stopkriterium 1 und Stopkriterium 4 erfiillt ist oder falls Stop-Kriterium
1 erfiillt ist und it = mazp ist oder falls ity. = mazg., so gehe zum
néchsten Zeitschritt. Falls Stopkriterium 4 aber nicht Stop-Kriterium 1
erfiillt ist oder falls it;, = maz; und Stop-Kriterium 1 nicht erfiillt, set-
ze itge <— itge + 1 und gehe zu (2). Falls Stopkriterium 4 nicht erfiillt ist,
setze ity <— it + 1 und gehe zu (4.2.1).

In der Linearisierungssschleife wird zunichst einmal die Geschwindigkeitsgleichung gelost.
Dann wird der Block aus k- und e-Gleichung fiir diese erhaltene Losung der Geschwindig-
keitsgleichung ausiteriert. Der Linearisierungsschritt wird wieder mit ¢4, bezeichnet. Die
maximale Anzahl von Linearisierungsschritten pro Zeitschritt wird mit maxq;,. bezeichnet.

Bemerkung 3.7
Bei nicht-isothermen Rechnungen kann die Temperaturgleichung sowohl nach der Ge-
schwindigkeitsgleichung und vor dem k-e-Block als auch nach dem k-e-Block gelést werden.

Nun soll das Iterationsschema fiir den k-e-Block niher erldutert werden. Die Nichtlinearitét
der k- bzw. e-Gleichung wird einzeln ausiteriert. Der zugehérige Iterationsschritt wird mit
1t bezeichnet. Die maximale Anzahl von Iterationen sei mazy.. Nachdem die k- und die
e-Gleichung jeweils einmal ausiteriert worden sind, wird als Abbruchkriterium fiir den k-¢-
Block die charakteristische Linge, die in Bemerkung 2.11 erwidhnt wurde,

(S5

k“
L=c,—
He
auf Konvergenz getestet. Der jeweilige [terationsschritt des k-e-Blocks wird mit ity bezeich-
net, die maximale Anzahl von Iterationen sei maxr,.

Bemerkung 3.8
1. Man beachte, daf v, und P, wihrend der iterativen Lésung der k-Gleichung konstant
gehalten werden. Analog werden 1, und P, wihrend der iterativen Losung der e-
Gleichung konstant gehalten.

2. Nachdem die k- bzw. e-Gleichung ausiteriert worden ist, werden 4 und der jeweilige
Produktionsterm mit der gerade berechneten Losung fiir k£ bzw. € neu berechnet, d.h.
v; und die Produktionsterme werden sozusagen stindig aktualisiert.
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Um die hergeleiteten Variationsprobleme numerisch 16sen zu kénnen, ist noch eine Diskre-
tisierung beziiglich des Ortes erforderlich. Beim direkten Ubergang zum diskreten Level
erhilt man jedoch keine numerisch stabilen Verfahren. Daher miissen verschiedene Stabili-
sierungsterme eingefiihrt werden. Rdumliche Diskretisierung und Stabilisierung sind Inhalt
dieses Kapitels.

4.1. Reduktion auf Modellgleichungen

Bei den linearisierten Gleichungen fiir ©, k und € handelt es sich um skalare Konvektions-
Diffusionsgleichungen. Daher soll die Variationsformulierung fiir die folgende Modellgleichung
einer Konvektions-Diffusionsgleichung hergeleitet werden :

= f.

(4.1) V.- @V)u+ (b-V)u+cu

Die Definition der Terme v, b, ¢ und f fir die ©, k£ und e-Gleichung entnimmt man den
folgenden Tabellen. Sie folgt unmittelbar aus den in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 auf-
gestellten Gleichungen. Dabei wird die in Abschnitt 3.3.1 eingefiithrte Notation benutzt,
wonach der erste der hochgestellten Indizes den Zeitschritt und der zweite den Iterations-
schritt bezeichnet.

Fiir das Verfahren (V1) gilt:

Gleichung U v b cu f
©-Gleichung || @™ | a, | U™ | Lems £ 4 Lon!
k-Gleichung || k™ | v, | U™ L mi (P, + G) — ™1
m _i_%kmfl
e-Gleichung || €™ | v, | U™ | Cy 67]:,;:1 e’f” 1 %(Pk +G)
_i_%em,z _{_%Em—l
Fiir das Schema (V'2) gilt:
Gleichung u v b cu f
©-Gleichung || ™ | a, | U™ %@m’i qC_V + Lem-1
m D ™m
k-Gleichung || k™% | v, | U™ 9k fyrmii—L i (P + G) + Lpmi-1?
t_l_%km,i _l_%knéz—l
e-Gleichung || €™ | v, | U™ | 20, E:T;;l €Ml 4 et Cy E:;n—ITQ(Pk + Q)
m,i—1
O Lo
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Bemerkung 4.1
Nach den Bemerkungen 3.6 und 3.8 kann fiir die Viskositdten und die Produktionsterme
auf die hochgestellten Indizes ab jetzt verzichtet werden.

Die linearisierte Navier-Stokes-Gleichung ist im wesentlichen eine um einen Reaktionsterm
modifizierte Oseen-Gleichung mit nichtkonstanter Viskositit.

(42) -V -wV)u+(a-Vutcu+Vp = f
' Veu =0
Die Definition der Terme entnimmt man folgender Tabelle
Gleichung Uu v a cu P I

Navier-Stokes-Gleichung || U™ | v, | U™ ! %Um’l pm f—l—%Um*1

Bemerkung 4.2

Vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet ist die in Gleichung (4.2) angegebene Oseen-
gleichung nur im inkompressiblen Fall (V - 4 = 0) mit der linearisierten Navier-Stokes-
Gleichung aus dem letzten Kapitel dquivalent. Denn in diesem Fall gilt V - (Vu) = 3V -
(Vu + VTu).

4.2. Schwache Formulierung

Im folgenden sei @ C R? (d = 2,3) ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand
I''=00.SeienT'p, Iy CTmit TpU'y =T und T'pNTy= 0.
4.2.1. Variationsformulierung fiir das Konvektions-Diffusionsproblem

Zunichst betrachten wir folgendes allgemeine Konvektion-Diffusions-Problem :

-V -wVu)+ (b-V)u+cu = f inQ

(ADR1) u = 0 aufl'p
0
a—z = g aufly.

Bemerkung 4.3

Die Variationsformulierung soll zunéchst fiir homogene Dirichlet-Daten und inhomogene
Neumann-Daten abgeleitet werden. Im FEM-Code PNS werden aber fiir ©, k£ und ¢ Wand-
funktionen verwendet. Dies entspricht der Vorgabe inhomogener Dirichlet-Daten. Daher
wird am Ende dieses Abschnitts gezeigt, wie der Fall inhomogener Dirichlet-Daten auf den
Fall homogener Dirichlet-Daten zuriickgefithrt werden kann.

Annahme 4.1
Der Diffusionskoeffizient v sei stiickweise konstant mit v > vy > 0. Von den anderen Daten
wird verlangt

feT2(Q), ce L¥Q), be (WH2(Q)), c(z) — %v b> 0 fil in Q.
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4.2.  Schwache Formulierung

Nun soll eine Variationsformulierung dieses Problems gegeben werden.
Nach Multiplikation der Differentialgleichung mit einer beliebigen Testfunktion v aus C*°(2)
mit v = 0 auf I'p und anschliefender Integration iiber das Gebiet €2 ergibt sich

_/Qv.(yvu)vdg:-l—/ﬂ((b-V)u-l—cu)vde - /vadx.

Nach partieller Integration des elliptischen Hauptteils folgt daraus

—/ u%vds—/ ua—uvds—lr/uVu-Vvd:E—l—/((b-V)u—i-cu)vdx = /fvdac.
rp On ry On Q Q Q

Einarbeitung der Randbedingung ergibt schliefilich

/UVu-Vvdx—l-/((b-V)u—i-cu)vdx = /fvdx—i—/ vgv ds.
0 Q Q Iy

Man kann zeigen, da§ der Raum Cg%,(©2) = {v € C*(Q) [ v = 0 auf I'p} dicht im Hilbert-
raum H&’D(Q) = {v in HY(Q)|yu|r, = 0} liegt. Dabei ist v der Spuroperator, der unten
in Definition 4.2 eingefiihrt wird. So gelangt man zur

Definition 4.1
Die verallgemeinerte Aufgabenstellung des Konvektions-Diffusions-Problem (ADR) lautet:

(ADR) Findeu € V := {v in H () | fyv|1~.D =0}, sodaB
ba(u,v) = lg(v) Yv eV st
Dabesi ist
(4.3) ba(u,v) = / vVu - Vouds + / ((b-Vu+ cu)vdr und
Q )

(4.4) la(v) = /Q fodz + /F vguds

An dieser Stelle soll eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ange-
geben werden.

Satz 4.1
1. Unter der Annahme 4.1 existiert im Falle u(T'p) # 0 eine und nur eine Lésung von
(ADR).

2. Es gelten Annahme 4.1 und zusdtzlich b-n > 0 auf I'y, wobei bei den Ungleichungen
mindestens einmal > vorkommt. Dann ezistiert fir u(I'p) = 0 eine und nur eine
Lésung von (ADR).

Beweis:
Die erste Aussage folgt aus [GR94] Lemma 3.6 unter Ausnutzung von [Tri72] Satz 28.5, fiir
die zweite Aussage vgl. [Ott99] S.36. &
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Im FEM-Code PNS werden aber fiir ©, k& und ¢ Wandfunktionen verwendet, die in Ab-
schnitt 2.6.4 angegeben wurden. Dies entspricht der Vorgabe inhomogener Dirichlet-Daten.
Nun soll abschlieflend gezeigt werden, wie sich der Fall inhomogener Dirichlet-Daten auf
den Fall homogener Dirichlet-Daten zuriickfithren 148t. Dafiir muf} die sog. Spurabbildung
eingefiihrt werden.

Definition 4.2
Die Spurabbildung -y ist erklart als

vy HY Q) — L*(09).

Die Spurabbildung ist eine lineare, stetige Abbildung, vgl. [A1t92] Satz A 5.7. Fiir den Fall
inhomogener Dirichletscher Randbedingungen u = h auf I'p sei h € H'(Q) eine geeignete
Fortsetzung, fiir die 771 = h gilt. Wir betrachten nun U = u — heV. Wegen u = U + h
lautet die entsprechende verallgemeinerte Aufgabenstellung fiir U dann

FindeU € V := {v in H(Q v = 0}, so daf
- { (v in H'(2) | 70lr, =0)

bg(U,v) = lg(v) —bg(h,v) YveV ist.
Damit wurde das Problem auf ein schon bekanntes zuriickgefiihrt. Die Funktion A ist dabei
durch die in Abschnitt 2.6.4 angegebenen Wandfunktionen gegeben.

In PNS wird aber eine andere Variante verwendet. Die Bedingung v = h auf dem Rand
wird im schwachen Sinne aufgefafit. Sei W der durch

W =~(V)

definierte Unterraum von H %(89) Dann wird die Randbedingung v = h formuliert als
Forderung, dafl

/ (u—h)vds =0 fiuralleveW
o0

gilt. Somit ergibt sich :

Definition 4.3
Die verallgemeinerte Aufgabenstellung des Konvektions-Diffusions-Problem (ADR;) fir in-
homogene Dirichlet-Bedingungen lautet:

Finde v € H'(Q), so daB
(ADRZ') 1 ;
ba(u,v) = lg(v) Yve H (Q) ist.
Dabei ist
bg(u,v) = / vVu-Vodr + / ((b-V)u+ cu)vdr + / y(u)y(v)ds und
Q Q I'p

lo(v) = /vada:-l-/r ngds-l-/r hry(v) ds.
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4.2.  Schwache Formulierung

4.2.2. \Variationsformulierung fiir das Oseen-Problem

In Abschnitt 2.6.3 wurde beschrieben, wie die Navier-Stokes-Gleichungen in Wandnéhe be-
handelt werden : In der Grenzschicht wird w analytisch gesetzt z.B. nach den Gleichungen
(2.76) bzw. (2.77). Als Randbedingung wird dann gefordert, da der Ubergang von der
Grenzschicht ins Gebietsinnere glatt ist, vgl. Gleichung (2.80).

Zunichst soll die Variationsformulierung fiir das Oseen-Problem fiir homogene Dirichlet-
Randbedingungen hergeleitet werden. Darauf aufbauend wird dann im Anschluff die Va-
riationsformulierung fiir die in Gleichung (2.80) spezifizierte Randbedingung angegeben.
Seien also 2, T', I'p und I'y wie oben. Wir betrachten nun folgendes Oseen-Problem

V- wVu+(a-Viu+cu+Vp = f inQ
(Osl) V.u =0 inQ
u =0 aufl

Annahme 4.2

Der Diffusionskoeffizient v sei stiickweise konstant mit v > vy > 0. An die tibrigen Daten
werden folgende Forderungen gestellt

fe(@?Q)? ceL®Q)mite(z) >0VzeQ, ac (WH2(Q)¢mitV-a = 0.

Nun soll fiir das Oseen-Problem eine Variationsformulierung hergeleitet werden.
Multiplikation der i-ten Geschwindigkeitsgleichung mit einer beliebigen Testfunktion v; €
C§°(2) und anschlielende Integration iiber das Gebiet 2 liefern

(4.5) /((a - V)u; + cuj)vidx +/ Op v;dx — / V- (vVu)vide = / fividex.
Q 0 0z; Q Q

Partielle Integration der Terme mit den héchsten Ableitungen, das sind Awu; und g—i, und
Einarbeitung der Randbedingungen liefert

(4.6) /((a - V)u; + cug)vidr — pavi dz + 1// Vu; - Vuidz = / fividz.
Q o Ox; 0 0
Bei Summation iiber i = 1,... ,d folgt
(4.7)
d 4 oy, d d
Zg;/ﬁ((a-V)ui-I—cui)vidas—/Qpi:l axidas-l-l//Q;Vui-Vvidw = ;/invidzp.

Multiplikation der Kontinuitéitsgleichung mit einer Testfunktion ¢ € L?(Q) und anschlie-
Bende Integration iiber das Gebiet liefert

(4.8) /Q(V-u)qu = 0.

Somit gelangt man unter Beriicksichtigung der Dichtheit von C§°(Q) im Hilbertraum H (Q)
zur folgenden
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Definition 4.4
Es gelte die Annahme 4.2. Mit den Bezeichnungen

(4.9) a(u,v) = I//QVU -Vodz + /Q((a -V)u + cu) - vdz
(4.10) b(v,p) = _/va ‘vdx ,
(4.11) L(v) = f vdz
Q
(412) U = (U,p), V= (’07Q)7
(4.13) AU,V) = a(u,v)+b(v,p) — b(u,q),

(4.14) L(V) = L(v)

lautet die verallgemeinerte Aufgabenstellung des Oseen-Problems

(©0s) {Fz‘nde U= (u,p) €V xQ:=(H Q) x L2(R), so daB

AU, V) = L(V) YV EVXQ gilt

Bemerkung 4.4

Die Inkompressibilitdtsbedingung kann man als Nebenbedingung ansehen. Arbeitet man sie
in den Raum (Hg(©2))? ein, so gelangt man zum abgeschlossenen Unterraum (HJ, (9))¢ =
{ve (H}Q)?| V- v=0}. Fiir v e (H}, (Q))¢ verschwindet der Term (p, V - v)q, so daB
der Druck p in der Variationsformulierung nicht mehr explizit auftritt. Dennoch wird der
Term (p, V-v)q in der Gleichung belassen, da die meisten Finite-Elemente-Methoden nicht
divergenzfrei sind.

Nun soll die Herleitung einer Variationsformulierung fiir die in Gleichung (2.80) spezifizier-
te Randbedingung skizziert werden, vgl. hierzu [MP94] S.47.

Ausgangspunkt sei Gleichung (4.6). Partielle Integration der Terme mit den hochsten Ab-
leitungen liefert

/((a - V)u; + cuj)vide — / Ovi Ldz + 1// Vu; - Vuidr — v
Q Q 65171

Vu; - nvids = /fivida:.
N Q

Bei Summation iiber i = 1,... ,d folgt
/((a-V)u—l—cu)-vdw—/pV-vdm—i—u/Vu-Vvd:E—u/ (Vu)n -vds = /f-vdm.
) Q ) o9 )

Verwendet man beim Diffusionsterm statt Vu den symmetrisierten Tensor Vu 4+ Vau”, so
ergibt sich analog

/((a-V)u-l—cu)-vdm—/pv-vda:-l-y/[Vu-l-VuT] Vo + Vol ldz
Q Q Q

[Vu + Vulln - vds = /f vdx
o9
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4.3. Finite-Elemente Approximation

Mit der Nebenrechnung
Vu+Vu'ln-v=v-Vu+Vu'ln=v -s0u-n+d,u-v=0v- s0,u-s

folgt bei Einarbeitung der Randbedingungen

/((a-V)u—i—cu) -vdw—/pV-vdm+u/[Vu+VuT} Vo + Vo' ldz
0 Q Q

—i—u/ v-8g(u-8)ds = /f-vdac.
o9 Q

Somit gelangt man zu folgender Definition.

Definition 4.5

Es gelten die Annahme 4.2 und die Bezeichnungen aus Definition 4.4. Sei u Lésung des
Oseen-Problems mit den Randbedingungen wie in Gleichung (2.80). Dann lautet die verall-
gemeinerte Aufgabenstellung des Oseen-Problems

Finde U = (u,p) € V x Q := (H} ()¢ x L(Q), so daB
Os
(0s) .A(U,V)—i—/g(u-s)v-sds = L(V) VYV eV xQ.
r
Die oben hergeleiteten schwachen Formulierungen stellen sogenannte gemischte Variations-
gleichungen dar. Man kann zeigen, dafi die Bilinearform a(-,-) koerzitiv ist und daf§ die
Bilinearform b(-,-) die sogenannte Babuska-Brezzi-Bedingung

b
inf sup (v, )

T > >0
q€Q\{0} yer\{0} [v]ly, ||CIHQ

erfiillt. Die Existenz und Eindeutigkeit eines Losung des gemischten Problems folgt dann
unmittelbar aus folgendem Existenz-und Eindeutigkeitssatz fiir gemischte Probleme.

Satz 4.2
Die Bilinearform a(-,-) sei stetig und koerzitiv und die Bilinearform b(-,-) erfille die Babuska-

Brezzi-Bedingung. Dann gibt es eine und nur eine Lésung des gemischten Problems aus
Definition 4.4.

Beweis:
Zum Verweis sei verwiesen auf [Mue98] S.16. &

4.3. Finite-Elemente Approximation

Im vorangegangenen Abschnitt wurden die Variationsformulierungen der Modellprobleme
in unendlich-dimensionalen Sobolev-Ridumen vorgestellt. In diesem Abschnitt betrachten
wir eine konforme Finite-Elemente-Methode zur approximativen Losung des kontinuierli-
chen Problems in endlichdimensionalen Unterrdumen.

Sei dazu Q) ein polygonal berandetes Gebiet. Sei Ty, (h > 0) eine Familie zuléssiger regulérer
Triangulierungen von €2, d.h. es gilt Q = Urc7; T mit den Eigenschaften :
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

e (Zulissigkeit) Zwei verschienene Elemente der Triangulierung haben entweder genau
eine vollstindige gemeinsame Fliche (nur fiir d=3), genau eine vollstindige gemein-
same Kante, genau einen gemeinsamen Punkt oder sie sind durchschnittsfremd.

e (Regularitiat) Es existiert eine positive Konstante C mit

h
sup — < C,
TeT;, PT

wobei hr der Durchmesser und pr der Inkreisradius von T' € T}, ist.

4.3.1. Finite-Elemente Approximation des ADR-Problems

Auf T}, definieren wir den Finite-Elemente Raum
XF:={veC(Q) |vlr ex(T) VT eT}, E>1

der stetigen und stiickweise polynomialen Funktionen, der einen Unterraum des H'(Q) bil-
det. Im folgenden werden nur homogene Dirichlet-Randbedingungen betrachtet. Um diese
Randbedingungen in den diskreten Losungsraum einzuarbeiten, wird der Raum

Vy = X5 N Hy p(Q)

eingefiihrt.
Dann lautet die diskrete Formulierung des ADR-Problems

Findew eV, CV = H} 5(Q), so daB
. { h (@)

ba(u,v) =lg(v) Yo eV, gilt.

Satz 4.3
Die Aussage von Satz 4.1 tibertragt sich analog auf das diskrete ADR-Problem.

Beweis:
Fiir konforme Finite-Elemente-Methoden iibertrigt sich die Koerzitivitéit vom kontinuier-
lichen auf den diskreten Level. Somit iibertréigt sich der Beweis von Satz 4.1. &

4.3.2. Finite-Elemente Approximation des Oseen-Problems

Auf 7}, definieren wir wieder den Finite-Elemente Raum
XF:={veC)|vlr ex(T) VT €T}, E>1

der stetigen und stiickweise polynomialen Funktionen mit X} C H'(Q). Fiir Test- und
Ansatzfunktionen werden folgende Ridume verwendet

Geschwindigkeit : Vj, := (XF N H}(Q)? CV,
Druck : Qp:= X,ll NQE CQ.
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4.4. Stabilisierung des ADR-Problems

Dann lautet die diskrete Formulierung des Oseen-Problems

Finde U = (u,p) € Vj, X Qp, so daB
(Osh)

A(U, V) = ﬁ(V) VYV €V, X Q.

Uber Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung macht der folgende Satz eine Aussage. Es
sei jedoch bereits schon hier ausdriicklich betont, dafy seine Voraussetzung nicht erfiillt ist,
falls man fiir Geschwindigkeit und Druck Elemente gleicher Ordnung verwendet.

Satz 4.4
Unter der Voraussetzung, dafi die Bilinearform a(-,-) stetig und koerzitiv ist und daff die
Bilinearform b(-,-) die sogenannte diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung

inf su b(v, 9)

P o =B >0
9€Qi\ 0} vevy\ {0y I1Vlly llallg

erfillt, gibt es eine und nur eine Losung des diskreten Oseen-Problems.

Beweis:
Zum Verweis sei verwiesen auf [Mue98] S.21. &

Bemerkung 4.5

Die beiden Voraussetzungen iibertragen sich nicht notwendig vom kontinuierlichen auf den
diskreten Level. Insbesondere ist die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung nicht erfiillt, wenn
fiir Geschwindigkeit und Druck Elemente gleicher Ordnung verwendet werden. Um die
Babuska-Brezzi-Bedingung zu erfiillen, miissen Stabilisierungsmafinahmen eingesetzt wer-
den. So ist es moglich, eine Norm zu definieren, bzgl. der die Babuska-Brezzi-Bedingung
erfiillt ist.

4.4. Stabilisierung des ADR-Problems

Es ist hinlanglich bekannt, dal die oben vorgestellte Galerkin-FEM Diskretisierung nu-
merisch instabil ist. Hauptidee der hier betrachteten Stabilisierungstechnik ist es, isotrop
oder in ausgezeichneten Richtungen, meist in Richtung des Transportfeldes, d.h. in Strom-
linienrichtung, oder senkrecht dazu, d.h. in sogenannter Crosswind-Richtung, kiinstliche
Diffusivitit zu addieren. Zunéchst soll diese Idee am Beispiel des ADR-Problems moti-
viert werden. Anschlielend sollen das ADR- und das Oseen-Problem in der stabilisierten
Variationsformulierung angegeben werden.

4.4.1. Motivation der SUGP-Stabilisierung fiir das ADR-Problem

Betrachtet wird zur Motivation zunéchst folgende eindimensionale Konvektions-
Diffusionsgleichung auf ]0, 1] :

—eu" +bu' =1, wu(0) =u(l) =0,
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

i 1

-1 1

Abbildung 4.1.: ohne Upwind- Abbildung 4.2.: mit Upwind-
Diskretisierung Diskretisierung

vgl. hierzu [RSTY96], S. 31ff. Zunéchst werde vereinfachend b = 1 angenommen. Man beach-
te, dafl das zugehorige reduzierte Problem «' = 1 die zwei Lésungen v = z und u = z — 1
besitzt, wobei u = x nur die erste Randbedingung und u = ¢ — 1 nur die zweite Randbe-
dingung erfiillt. Nun soll eine Finite-Differenzen-Diskretisierung des Problems betrachtet
werden. Gegeben sei eine dquidistante Zerlegung von [0,1] mit Schrittweite h = (2n —1) 1.
Es bezeichne u; = u(ih). Die Randbedingungen implizieren ug = ug, 1 = 0. Es werde '
durch den zentralen Differenzenquotienten approximiert. Man erhélt das folgende Finite-
Differenzen-Schema :

Uil — 2Uj + Ui—1 | Ujp1 — Uj—1
—€ +

4.1
(4.15) h? 2h

=1

Um zu zeigen, daf} die zugehorige Losung im singulér gestorten Fall Oszillationen aufweisen
kann, werde zur nidherungsweisen Losung des Gleichungssystems (4.15) der Diffusionsterm
wegen € < 1 zunichst einfach weggelassen. Wie man leicht nachrechnet, gilt dann fiir die
geradzahligen Knoten die Rekursionsformel uo;1o = w9; + 2h und somit uy; = 2ih. Fiir
die ungeradzahligen Knoten gilt u9;—1 = ug;11 — 2h und somit ug;—1 = (24 — 1)h — 1. Die
geraden Knoten sehen also nur die linke Randbedingung und liefern die erste Losung v = x
des reduzierten Problems, die ungeradzahligen Knoten sehen nur die rechte Randbedingung
und liefern die zweite Losung u = = — 1 des reduzierten Problems. Die Lésung ist in Figur
4.1 schematisch dargestellt. Sie weist starke Oszillationen auf und hat mit der Lésung des
Problems (auf den ersten Blick) nichts zu tun.

Der Ausweg besteht darin, statt des zentralen Differenzenquotienten einen sogenannten
Upwind-Differenzenquotienten zu verwenden, d.h. den Riickwérts-Differenzenquotienten
im Falle b > 0 bzw. den Vorwirts-Differenzenquotienten im Falle b < 0. Zur Approxi-
mation der ersten Ableitung wird also immer der stromaufwirts (upwind) liegende Knoten
verwendet. Dann liefert das Upwind-Finite-Differenzen-Schema bei Vernachlédssigung des
Diffusionsterms fiir die Knotenwerte die Rekursionsformel w; 11 = u; + h und somit u; = ih
(1 <i < 2n—2). Die Losung ist in Figur 4.2 skizziert.

Nun soll die Wirkung des Upwind-Schemas verdeutlicht werden. Sei nun b > 0 eine positive
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Konstante. Bildet man die Differenz zwischen Upwind- und zentralem Differenzenquotien-

ten, so ergibt sich
Ui = Uio1 Uit — Uil Uil — 2ui +ui—1 _ bhuipr — 2u +uioy

b h 2h 2h 2 h?

Daher kann das Upwind-Schema auch geschrieben werden als

%)Uiﬂ —2u; +ui L plitL — Ui

=1.
2 h? 2h

—(e+

Im eindimensionalen Fall ist das Upwind-Schema also dquivalent mit dem zentralen Diffe-
renzenschema bei gleichzeitiger Addition von kiinstlicher Diffusivitit der Stirke @
Bemerkung 4.6

Das gleiche Resultat ergibt sich im Fall b < 0.

Bemerkung 4.7

Eine genauere mathematische Analyse zeigt, dafl das Auftreten von Oszillationen beim zen-
tralen Differenzenschema mit der stabilen Losbarkeit des entstehenden Gleichungssystems
fiir die Knotenwerte zusammenhéngt. Auf eine Definition des Begriffs der stabilen Losbar-
keit wird an dieser Stelle verzichtet. Es sei jedoch verwiesen auf [RST96] S.29f. Die stabile
Losbarkeit ist gesichert, falls fiir die sog. Peclet-Zahl

h
(4.16) Pe = |b|—
€

gilt, dafl Pe < 1 ist. Dies bedeutet aber, dafl fiir Probleme mit kleinen Viskositéiten des
Mediums das Gitter unakzeptabel fein gewahlt werden muf}, vgl. [RST96] S.32 und S.63.
Dagegen sichert das Upwind-Verfahren generell die stabile Losbarkeit. Falls b nicht konstant
ist oder die Zerlegung nicht dquidistant ist, geniigt es, dort lokal kiinstliche Diffusivitit zu
addieren, wo Pe > 1 gilt.

Die Frage ist, wie das Upwind-Schema in den FEM-Kontext iibersetzt werden kann. Zur

Losung wird die Tatsache ausgenutzt, dafl die Wirkung des Upwind-Schemas gleichbedeu-
tend mit der Addition kiinstlicher Diffusivitéit der Stéirke @ ist. Es zeigt sich, daf} dies nur

in Richtung von b geschehen darf. Daher wird zur Bilinearform elementweise der Term

blrohr b b hr
: VU, —— Vi) = —
2 |b‘T,oc ‘b|T,oo 2 ‘b|

T,00

(b-Vu,b- Vo).

addiert,wobei hr der Durchmesser des finiten Elementes T und |b|;. .
= mazj—1,.. a5uPpger|bj(x)| ist. Somit ergibt sich fiir die stabilisierte Bilinearform

h
bsa(u,v) = bg(u,v) + Z T (b-Vu,b-Vu)r.
T€7—h 2 |b‘T,OO

Abschlieflend soll diese Basisversion verbessert werden. Die bisherige Methode ist nicht
konsistent. Konsistenz im FEM-Sinne meint, dafl die exakte Losung des urspriinglichen
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Problems auch das stabilisierte Problem 16st, sofern sie hinreichend glatt ist. Konsistenz
wird erreicht, indem man den elementweisen Stabilisierungsterm durch Verwendung des
elementweisen Residuums modifiziert zu

hr
2 ‘b|T,oo

Man beachte, dafy der Laplace-Term verschwindet, falls mit P;-Elementen gearbeitet wird.
Eine weitere Verbesserung besteht darin, die Stabilisierung lokal zu steuern. Aus der Be-
trachtung des eindimensionalen Finite-Differenzen-Verfahrens haben wir gelernt, dafy Sta-
bilisierung nur dort nétig ist, wo Pe > 1 gilt. Im FEM-Kontext berechnet sich die lokale
Peclet-Zahl nach

(=V-@wVu)+b-Vu+cu— f,b-Vv)r.

hr
Per = |b‘T,oo ?

Die naheliegendste Modifikation ist daher

hr

a 2|bT,oo

o , falls Per > 1, und op =0, sonst.

Mit der folgenden Modifikation erreicht man, dafl d7 aulerdem noch stetig von der Peclet-
Zahl abhéngt. Man setzt

(4.17) or =

4.4.2. SUPG-Stabilisierung des ADR-Problems

Im letzten Abschnitt wurde die sog. Stromlinien-Diffusions-Finite-Elemente-Methode (SD-
FEM) motiviert. Sie wird auch als SUPG-Methode (streamline upwind Petrov-Galerkin)
bezeichnet. In diesem Abschnitt soll das SUPG-stabilisierte ADR-Problem dargestellt wer-
den. Dazu fithrt man folgende stabilisierte Bi-/Linearformen ein

(4.18) bsa(u,v) = bag(u,v)+ bg(u,v)

(4.19) lsa(v) = la(v)+1s(v)

wobei

(4.20) bs(u,v) = Z or(=V - (wVu)+b-Vu+cu,b-Vo)r und
TET,

(4.21) Is(v) = Y op(f,b-Vo)p ist.
TET,

Dann lautet die SUPG-stabilisierte diskrete Formulierung des ADR-Problems

Findeu €V, CV = H}(Q), so daB

ADR,
( ) { bsa(u,v) = lsa(v) Yv eV, gilt.

Man kann eine stabilisierte Energienorm angeben, so daf§ die Bilinearform bg(-, ) koerzitiv
ist.
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Satz 4.5
Die stabilisierte Energienorm sei definiert durch

1
ullls = Wluli + Y orllb- Vull§ 7 + collulli )2
TETh

Seien ferner Konstanten cr und cy definiert als

1
cr := max |¢(z)|, c—=V:-b>¢cg>0 in €.
zeT 2

Die Stabilisierungsparameter dr erfillen fir alle T € Ty

1 h2
0<ir < —min(c—g, _2T)
2 CT liny

Dann ist die Bilinearform bg(-,-) stetig und koerzitiv, d.h. es gilt
1 2
bs () > L2

Bemerkung 4.8
Die Konstante fi;,, stammt aus der sog. inversen Ungleichung, vgl. Gleichung (3.49) auf
Seite 230 bei [RSTI6].

Beweis:
Einen Beweis findet man z.B. in [RST96] S.231. &
Das Lemma von Lax-Milgram liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung.

Bemerkung 4.9

Der Stabilisierungsparameter é7 wird genauer gesagt so gewihlt, dafl bei der Fehlerabschéitzung
ein optimales Konvergenzverhalten fiir o — 0 erzielt wird. Dies wird z.B. durch die folgende

in PNS realisierte Wahl erreicht :

_hr

2v v

(4.22) S

4.4.3. Discontinuity Capturing

Trotz der SUPG-Stabilisierung kénnen noch kleinere Oszillationen senkrecht zum Kon-
vektionsfeld b auftreten. In inneren Grenzschichten (aufgrund von Unstetigkeiten am Ein-
stromrand) und in parabolischen Grenzschichten besitzt die Losung oft scharfe Gradien-
ten. In direkter Umgebung dieser Grenzschichten kénnen bei SUPG-Verfahren im konvek-
tionsdominanten Fall Uber- und Unterschwinger (Over- and Undershootings) auftreten.
Hauptidee einer Shock-Capturing Technik ist es, diese Oszillationen wegzuddmpfen durch
kiinstliche Vergréflerung der Diffusivitét in der Umgebung solcher Grenzschichten und nur
dort.

Dabei soll die zusétzliche Diffusivitit proportional zum Residuum sein, um gute Konsistenz-
eigenschaften zu sichern. Auflerdem soll sie im Bereich glatter Losung und im Bereich klei-
ner Konvektion klein sein, um gute Fehlereigenschaften zu erzielen. Jedes Shock-Capturing
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Verfahren, das diese Forderungen erfiillt, liefert ein nichtlineares Verfahren, da es von der
Losung selbst abhéingt. Da innere und parabolische Grenzschichten senkrecht zur Strémungs-
richtung verlaufen, wird die zusétzliche Diffusivitéit nur in Crosswind-Richtung zugefiihrt.

Codina verglich verschiedene Shock-Capturing-Techniken, s. [Cod93]. Das hier besprochene
Verfahren findet man in [CS99]. Die auf einem Element addierte zusétzliche Diffusivitit

betréigt fiir dieses Verfahren

\R(U)\T
|VU‘T

1
(4.23) vae = 5éch

Dabei wird der Parameter £, elementweise berechnet nach

2 1
(4.24) ¢o=max{0,Cyo — ———}  mit b = ——(b-Vu+cu— f)Vu.
b*|ph |Vul|T

Aufgrund numerischer Experimente schlug Codina Cy. = 0.7 fiir lineare Elemente fiir die

Konstante Cj,. vor.
Die Shock-Capturing-Methode besteht nun in der Addition des zusétzlichen Terms

1

(4.25) > [Vae(Vu, Vo)r + (vt = vae) — (b Vu, b Vo)7] mit
TeTh bl

ot

|b‘—2 18t.
T

(4.26) Vs = max{0, Vg — Vsupg } wobei  Vgypg =
Bemerkung 4.10

Im Falle v4, < Vsypg ist vy = 0. Dann wird isotrop kiinstliche Diffusivitit der Stérke v, ad-
diert. Ferner wird in Stromungsrichtung kiinstliche Diffusivitidt der Stérke v4. subtrahiert.
Damit soll eine Uberddmpfung in Strémungsrichtung vermieden werden. Die Gesamtwir-
kung von SUPG- und SC-Stabilisierung besteht darin, daf} in Stromungsrichtung kiinstliche
Diffusivitdt der Stérke vg,p, und in Crosswind-Richtung Diffusivitét der Stérke v, addiert
wird.

Im Falle v4, > Vsypg ist vy > 0. Dann wird isotrop kiinstliche Diffusivitéit der Stérke v, ad-
diert und gleichzeitig in Stromungsrichtung kiinstliche Diffusivitit der Stérke vy, , das ist
gerade die Wirkung der SUPG-Stabilisierung, subtrahiert. Auch damit soll eine Uberdimp-
fung in Stromungsrichtung vermieden werden. Als Gesamtwirkung von SUPG- und SC-
Stabilisierung wird dann sowohl in Stromungsrichtung als auch in Crosswind-Richtung
Diffusivitat der Starke v, addiert.

Mit der zusétzlich eingefithrten Form

1
(4.27) bpe(u,v) = Z [ae(Vu, Vo) + (Vg — v4e) — (b Vu, b - Vo)7]
TeT b7

lautet die Shock-Capturing und SUPG-stabilisierte diskrete Formulierung des ADR-Problems

(ADR.) { Finde u €V, CV = H}(Q), so daB

bsc(u,v) + bpc(u,v) = lsa(v) Vv eV, gill.
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4.5. SUPG- und PSPG- Stabilisierung des Oseen-Problems

Fiir das Oseen-Problem sind mehrere Stabilisierungsmafinahmen nétig. Zur Oszillations-
vermeidung im Falle konvektionsdominanter Stréomungen wird &hnlich wie beim ADR-
Problem eine SUPG-Stabilisierung der Bilinearform a(-, -) vorgenommen. Dazu werden mit
67, (a - V)v elementweise gewichtete Residuen addiert

Z 6T (=V - (wVu) + (a-V)u+cu+Vp— f,(a-V)v)r.
TeTh

Auflerdem ist bei Verwendung von Ansatzfunktionen gleicher Ordnung fiir Geschwindigkeit
und Druck die Losbarkeit des bei der Diskretisierung entstehenden linearen Gleichungssy-
stems nicht garantiert, da die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung nicht erfiillt ist. Dieses
Problem wird umgangen durch Stabilisierung der Bilinearform b(-,-), d.h. durch element-
weise Addition von sog. PSPG-Termen

Z 6%’;,(—V -(vVu)+ (a-V)u+cu+Vp— f,Vq)r.
TET

Falls die Diffusivitdt v klein ist, mufl auch die Kontinuititsgleichung stabilisiert werden mit
dem Zusatzterm

> 07,V u,V v
TeTy,

Damit ergeben sich als modifizierte Bi-/Linearformen

AU, V)= AU,V) + Z 61 (=V - (wVu) + (a-V)u+cu+ Vp, (a- V)v)r

TET,
+ Z 5%;,(—V - (wVu) + (a-V)u + cu+ Vp,Vq)r
TET,
+ Z o3 (V-u,V-v)r
TET,
LNV) = LIV)+ Y 6,(f (@ V)o)r+ Y 6l,(f, Va)r
TET, TET,

Dann lautet die stabilisierte diskrete Formulierung des Oseen-Problems

Finde U = (u,p) € Vj, X Qp, so daB
(Oss)

AU, V) = L£5(V) YV EVL xQn gilt.

Der folgende Satz besagt, dal man eine stabilisierte Energienorm angeben kann, beziiglich
der die Bilinearform A° im Fall §;,, = 01, koerzitiv ist.
Satz 4.6

Die modifizierte stabilisierte Energienorm ||| - |||, sei definiert als

2 T 2 T 2 41
1w, @)l = {vw} +ellvllg + D 05,V -vrlfr+ > 6% (@ Vv + Vg3, }2.
TET TET
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

Dann ist A%(-,-) bezl. dieser Norm koerzitiv, d.h. es gilt

1
AU, 0) > SIUll;

Beweis:
Zum Beweis sei verwiesen auf [RST96] S.303. &
Folgender Satz, vgl. [RST96] S.302, sichert die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung,.

Satz 4.7
Seien ¢ > 0, 61, > 0 und die Stabilisierungsparameter 61, so, dafi es Konstanten po und o
gibt mit

h3 1
0 < poh? < 61, < min(é, 77;) und 0 < cdl, < 3
inv

Sei ferner die stabilisierte Energienorm ||| - |||crs definiert als

(v lllgrs = \/Hl(v,q)l\li +vall

Dann gibt es ein von v und h unabhdngiges B > 0 mit

. A*(U,V)
inf sup
UeVixQu\{0} vev, xou\{o} 1Ulllcrs|l|VllaLs

> f.

Beweis:
Einen Beweis findet man z.B. bei [RST96] S.302f. &

Bemerkung 4.11
Die Sdtze 4.6 und 4.7 implizieren, da} das diskrete stabilisierte Oseen-Problem eine und
nur eine Losung besitzt (s. [RST96] S.306).

Die Stabilisierungsparameter werden so gewihlt, dal man ein optimales Konvergenzver-
halten erzielt. In PNS werden die Parameter wie folgt berechnet (s. hierzu [Mue97] S.55f.)

. h[|b]|oo, 7\ 2\~ 1
6?11:01_5(1_'_( U : )2) 2,
h2
T _ T
(428) 5111 — Cf% 3

N

hr!|lb]| s
5%“ = Cor(1+ (%)2)

Meist wird C}' = CT = Cy = 1.0 gewéhlt. Fiir den Fall 6,7;“1 = (517; erhilt man die sog.
GLS-Stabilisierung.
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4.6. Bemerkungen zur Implementation

Das Programmpaket PNS verwendet elementweise lineare Ansatz- und Testfunktionen.
Dem entsprechend werden die Daten elementweise linear interpoliert. Vektorwertige Daten
werden in jeder Komponente stiickweise linear interpoliert. Zur Auswertung der Integrale
der Variationsformulierung werden dann fiir P1-Elemente exakte Quadraturformeln ver-
wendet.

4.6.1. Berechnung der GroBen

Bei der Vorstellung des Shock-Capturing-Verfahrens wurde bisher noch nicht spezifiziert,
wie das elementweise Residuum und der elementweise Gradient zu berechnen ist. Da fiir
P1-Elemente der Laplace-Term verschwindet, definiert man als neue Bilinearform auf dem
Element T € Ty,

ares,T(U, U) = (b -Vu + cu, ’U)T.

Sei Vr die Menge der Indizes der Knoten, die Ecken von T sind, und bezeichne ¢; die zum
Knoten j € Vr gehorende Basisfunktion. Bei der Berechnung des Residuums wird dann
folgende Zerlegung der Einheit ausgenutzt

1= ¢,
JEVT
Das elementweise Residuum |R(u)|r wird dann berechnet durch

_ (@res,r(u, 1) = (f, 1)7]
meas(T) '

|R(u)|r

Dabei bezeichnet meas(T) das Lebesgue-Mafl von T. Besitzen u bzw. f die Darstellung
U= ey, uigi baw. f =3y fidi bzgl. der Basisfunktionen, so kann das elementweise
Residuum berechnet werden nach

Nares, 7 (Xiev, widis 1) — (Xievy fidi 1l

Rl = meas(T)
_ |areS,T(Zz’evT u;i i, Z]‘eVT ﬁby) - (ZiEVT fidi, ZjeVT Qsj)T‘
B meas(T)
_ | ZiGVT ZjEVT ares,T(Ui¢ia ¢]) - (fz¢27 ¢j)T|
B meas(T)
X ieve 2jevy ares (@i 5)ui — fildi ¢5) 7|
B meas(T) '

Fiir P1-Elemente ist Vu elementweise konstant. Somit kann der Ausdruck |Vu|, als iiber
T gemittelte euklidische Norm von Vu berechnet werden :

d

|Vu|, := |V Z uip;| = Z wiVi| = Z(Z “ngj)2’

1€V 9 %% 2 j=1 ieVp
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4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung

wobei d die Raumdimension ist.

Abschlieflend soll noch eine Implementationsbesonderheit angegeben werden. Das Shock-
Capturing soll nur in der Ndhe von Grenzschichten wirken. Dazu modifiziert man das
Verfahren zu

|R(u)|p

1
4.29 = e p W
(4.29) Vie = 3te 1+ [Vul,

In Bereichen konstanter Lésung, also abseits von Grenzschichten, ist der Term |Vul, ver-
schwindend klein. Ziel dieser Modifikation ist es zu verhindern, daf} die kiinstliche Viskositit
aufgrund des fast verschwindenden Nenners dort sehr grof§ wird.

4.6.2. Einbau des Shock-Capturing-Verfahrens in einen FEM-Code

In diesem Abschnitt soll am Beispiel von PNS besprochen werden, wie das Shock-Capturing-
Verfahren in einen FEM-Code eingebaut werden kann. Der bisher in PNS implementierte
Losungsprozef ist folgendermaflen strukturiert :

Bisherige Realisierung in PNS
(1) Beginn des Linearisierungszyklus
(2) Berechnung der Steifigkeitsmatrix A und der rechten Seite F'
(3) Konvergenzkontrolle fiir Linearisierungs-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetreten
ist, gehe zu Schritt (1), anderenfalls fertig.

Bei Uberlegungen, wie das Shock-Capturing-Verfahren in einen FEM-Code eingebaut wer-
den soll, kommt man zu folgender Schwierigkeit. Das Shock-Capturing ist ein nichtlineares
Verfahren. Falls man nur lineare Probleme 16sen will, so bietet es sich an, das SC-Verfahren
in einer gesonderten Schleife auszuiterieren. In der Formulierung der Gleichungen des & /e-
Modells nach Codina/Soto treten jedoch nichtlineare Gleichungen auf. Unter diesem Aspekt
kénnte man analog zum SUPG-Verfahren fiir das Navier-Stokes-Problem vorgehen. Die
Navier-Stokes-Gleichung ist eine nichtlineare Gleichung und der Stabilisierungsparameter
0y, hiangt von der Losung ab. In diesem Fall wird das SUPG-Verfahren nicht in einer extra
Schleife ausiteriert, sondern zusammen mit der Nichtlinearitit der Navier-Stokes-Gleichung
in der Linearisierungsschleife. In Analogie hierzu konnte man die Nichtlinearitit des Shock-
Capturing zusammen mit der (eventuell vorhandenen) Nichtlinearitit des Problems in der
Linearisierungsschleife ausiterieren.
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Es bieten sich also folgende zwei Alternativen an :

SC-Variante 1

(1) Beginn des Linearisierungszyklus

(2) Berechnung der Steifigkeitsmatrix A und der rechten Seite F'.

(3) Shock-Capturingschleife (SC-Zyklus)
(3.1) Subtraktion der SC-Terme des vorangegangenen SC-Zyklus
(3.2) Addition der aktuellen SC-Terme
(3.3) Losung des Gleichungssystems AU = F
(3.4) Konvergenzkontrolle fiir SC-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetreten ist, ge-

he zu Schritt (3), anderenfalls gehe zu Schritt (4).

(4) Konvergenzkontrolle fiir Linearisierungs-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetreten

ist, gehe zu Schritt (1), anderenfalls fertig.

SC-Variante 2
(1) Beginn des Linearisierungszyklus
(2) Berechnung der Steifigkeitsmatrix A und der rechten Seite F'. Addition der SC-Terme.
(3) Konvergenzkontrolle fiir Linearisierungs-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetreten
ist, gehe zu Schritt (1), anderenfalls fertig.

Eine Entscheidung hingt von den Ergebnissen der im folgenden Kapitel durchgefithrten
Experimente ab. Falls fiir lineare Probleme ein einziger SC-Zyklus reicht, um Uber-und
Unterschwinger zu beseitigen, und falls durch die folgenden Zyklen keine deutliche weite-
re qualitative und quantitative Verbesserung feststellbar ist, kann die zweite Alternative
gewihlt werden.

Bei einem Einbau in einen FEM-Code hat die zweite Variante die folgenden wichtigen Vor-
teile. Falls das SC-Verfahren in einer eigenen Routine implementiert wird, liegt der Rechen-
aufwand fiir das Subtrahieren und Addieren der SC-Terme jeweils in der Gréflenordnung
des Rechenaufwandes fiir die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix. Denn zur Berechnung
von Residuum und Gradient werden dieselben Unterroutinen aufgerufen und somit diesel-
ben Speicherzugriffe und dieselben arithmetischen Operationen durchgefithrt wie bei der
Matrixassemblierung. Variante 2 nutzt aus, daff zur Berechnung der SC-Stabilisierungsterme
die ohnehin bei der Assemblierung berechneten und somit bereitstehenden Werte weiter ver-
wendet werden. Dadurch wird die zusétzlich benotigte CPU- und Zugriffszeit minimiert.
Ein weiterer Vorteil besteht darin, dal dann auf Routinen zur Abbruchskontrolle der SC-
Schleife verzichtet werden kann. Zum einen wird hierdurch Zeit fiir die Berechnung und das
Verschicken von Normen gespart. Zum anderen umgeht man das Problem, daf§ im Falle der
Verwendung eines Gebietszerlegungsalgorithmus auf einigen Teilgebieten ldnger ausiteriert
werden muf} als auf anderen und es somit zu einer ineffiezienten Lastverteilung kommen
kann. Drittens braucht bei einem Verzicht auf eine zusétzliche SC-Schleife und weitere
Postprozeroutinen fiir das Shock-Capturing der bisher bestehende Code nicht wesentlich
verdndert zu werden.
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5. Numerische Experimente zum Shock-Capturing-Verfahren bei
ADR-Problemen

In diesem Kapitel soll die Wirkung des Shock-Capturing fiir ADR-Probleme, die innere
oder parabolische Grenzschichten aufweisen, getestet werden.

5.1. Fragestellungen

Die durchgefiihrten Versuche sollen helfen, Antworten auf folgende Fragen zu finden.
1. Qualitative Analyse : Werden Uber- und Unterschwinger beseitigt ?

a) Parabolische und innere Grenzschichten

e Wirkt das Verfahren sowohl bei inneren als auch bei parabolischen Grenz-
schichten ?
b) Unabhingigkeit vom Gitter
e Ist die Wirksamkeit der implementierten Shock-Capturing-Methode unab-
héngig von der Feinheit i des gewédhlten Netzes ?
e Hingt sie davon ab, ob auf strukturierten oder unstrukturierten Gittern
gerechnet wird ?
¢) Unabhingigkeit vom Stromungsfeld

e Wie wirken sich (starke) lokale Anderungen des Geschwindigkeitsfeldes auf
das Verfahren aus ?

2. Quantitative Analyse

a) Als mogliche Giite- und Abbruchkriterien sollen die euklidische Norm des dis-
kreten Residuums der Losung und die euklidische Norm der Differenz zweier
aufeinanderfolgender Losungen untersucht werden.

e Kann das Beseitigen der Uber- und Unterschwinger an der Entwicklung der
Normen nachvollzogen werden ?

e Ist das Verfahren konvergent und kann ein eventuelles Konvergenzverhalten
anhand der Normen nachvollzogen werden 7

e Gibt es (qualitativ gesehen) eine notwendige bzw. hinreichende Anzahl von
Shock-Capturing-Zyklen, um Uber- und Unterschwinger zu beseitigen ?

e Gibt es eine notwendige bzw. hinreichende Anzahl von Shock-Capturing-
Zyklen, um eine befriedigende Losung zu erhalten 7

b) Genauigkeit des Verfahrens

e Wie stark wird durch die zusétzlich addierte Viskositit die Losung verfilscht
(verschmiert) ?
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5. Numerische Experimente zum Shock-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemen

e Wirkt das Shock-Capturing nur ganz lokal in unmittelbarer Umgebung von
Grenzschichten, oder wird auch in Bereichen, wo keine Uber- und Unter-
schwinger auftreten, zuséitzliche Diffusivitit addiert ?

¢) Konvergenzverhalten

e Wie veréndert sich die Konvergenzordnung, wenn zusétzlich zu einer SUPG-
Stabilisierung noch eine SC-Technik benutzt wird ?

Bemerkung 5.1
1. Von der Antwort auf die Fragen in 1.b) hingt es ab, ob der betrachtete Shock-
Capturing-Algorithmus mit der Verwendung einer adaptiven Gitterverfeinerung ver-

traglich ist.

2. Frage l.c) ist wichtig im Hinblick auf eine Anwendung fiir das k/e-Modell, da das
Geschwindigkeitsfeld dort im allgemeinen nicht konstant ist.

3. Die letzten beiden Fragen in 2.a) sind wichtig fiir Uberlegungen, wie das Shock-
Capturing-Verfahren letztlich in einen FEM-Code eingebaut wird, s. Abschnitt 4.6.2.

5.2. Vorbemerkungen zu den numerischen Experimenten

In diesem Unterabschnitt sollen die in den Experimenten verwendeten Teststromungen
vorgestellt werden. Auflerdem sollen einige Bemerkungen zu den Programmierarbeiten ge-
macht werden, die zur Durchfiihrung dieser Experimente gemacht wurden. Des weiteren
soll die Nomenklatur der Grafiken erldutert werden.

5.2.1. Vorstellung der Testprobleme

Zunéchst sollen die in den Experimenten verwendeten Teststromungen vorgestellt werden.
Alle Testbeispiele in diesem Kapitel werden auf dem Einheitsquadrat gerechnet. In diesem
Kapitel ist also stets Q = (0,1) x (0,1) mit Rand 992 = T'. Ferner seien T'g, Ty C T’ mit
I'yNT; = ¢ und Ty UT; = T. Insbesondere ist also Ty = I'\ T'y, falls nichts anderes
angegeben wird.

Achsenparallele Stromung und Schragstromung

Achsenparallele Stromung und Schrigstromung sind Spezialfille eines zweidimensionalen
stationiren Konvektions-Diffusions-Problems der Form

-V.-@wVu)+b-Vu=f inQ
(5.1) u=0 aufly
u=1 aufly.

Dabei wird v = 1075 fest gewiihlt. Es werden folgende zwei Probleme untersucht :
Testproblem ACHSEN

=10, f=0, Ti={0y) €T y< }U{@0) el [a<1},
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5.2, Vorbemerkungen zu den numerischen Experimenten

Testproblem SCHRAG
1 1
b=—(2. 17, =0, I ={(0,y) el |y<=}U{(x,00€T |z<1}.
Jﬂ ) f 1={0,y) €'y < 3}U{(z,0) €| }

Beide Probleme besitzen innere Grenzschichten. Als analytische Vergleichslosung wird fiir
Testproblem ACHSEN

2

(5.2 wey) = 50 +erf (G2 2)
bzw fiir Testproblem SCHRAG

T —2y+
(5.3) ui(z,y) = = (1 +erf( ( i’ )

2\/f \/f 2 +y — )))

verwendet, vgl. [RST96] S.184 oder [Rup97] S.53f. Dabei ist die Fehlerfunktion er f definiert

als
2 T
erf(zr):= —/ e~ dt.
0

™

Achsenparallele Stromung mit parabolischer Grenzschicht

Zur Untersuchung der Wirkung des Shock-Capturing bei parabolischen Grenzschichten
wird das folgende Testproblem verwendet :
Testproblem PARABOL

—V-wVu)+b-Vu=f inQ=(0,1) x (0,1)
(5.4) u=0 aufToy={(z,y) €T |y=0 oder y=1}

u=1 aufTl}.

Dabei werden b = (1,0)” und v = 1079 fest gewiihlt.

Viertelkreisstromung

Hierunter soll folgendes zweidimensionale stationire Konvektions-Diffusions-Problem ver-
standen werden :

Testproblem CIRCULAR
V- wVu) 4+ (b-V)u=finQ=(0,1) x (0,1)
(5.5) u=1aufF1={(x,y)€F\%<m<§ und 3 = 0}
u =0 auf ['g.

Dies ist ein einfaches Beispiel eines stationdren Konvektions-Diffusions-Problems mit nicht-
konstantem Geschwindigkeitsfeld und mit innerer Grenzschicht. Dabei werden b = (—y, )
und v = 106 fest gewihlt.
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5.2.2. Bemerkungen zur Implementation

Zur Durchfithrung der Versuche wurde in das bestehende Programmsystem PNS das be-
sprochene Shock-Capturing-Verfahren mit einer gesonderten Schleife eingebaut. Um die
Ergebnisse der einzelnen Shock-Capturing-Zyklen untersuchen zu kénnen, wurden auch
die zugehorigen Routinen fiir die Konvergenzkontrolle und den Postprozefi (Ausgabe der
Losungen, der Normen und der Fehler) implementiert.

5.2.3. Nomenklatur der Grafiken

In diesem Unterabschnitt soll kurz die Nomenklatur fiir die im Anhang abgebildeten Grafi-
ken erlautert werden. Der jeweilige Shock-Capturing-Schritt wird gekennzeichnet durch die
Zahl its.. Dabei werden im zweiten SC-Schritt erstmalig SC-Stabilisierungsterme addiert.
Gerechnet wurde auf dem Einheitsquadrat, bezeichnet durch den Prifix us (=unit squa-
re). Es wurden Gitter mit 33, 65 und 129 Gitterpunkten pro Raumdimension betrachtet,
bezeichnet durch den Infix {Anzahl der Gitterpunkte}x{Anzahl der Gitterpunkte}, und
zwar strukturierte und unstrukturierte, bezeichnet durch den Postfix s (=structured) bzw.
u (=unstructured). Beispielsweise bezeichnet us65265u ein unstrukturiertes Gitter auf dem
Einheitsquadrat mit 65 Gitterpunkten pro Raumdimension.

5.3. Qualitative Analyse des Shock-Capturing-Verfahrens

In diesem Abschnitt soll die qualitative Wirkung des SC-Verfahrens untersucht werden,
d.h., ob die Crosswind-Oszillationen beseitigt werden.

5.3.1. Wirksamkeit bei inneren und parabolischen Grenzschichten

Um einen ersten qualitativen Eindruck von der Wirkung des Shock-Capturing-Verfahrens
zu geben, werden im Anhang A.1 dreidimensionale Plots fiir die betrachteten Testprobleme
gezeigt (vgl. die Abbildungen A.1-A.24), gerechnet auf strukturierten und unstrukturierten
Gittern. Man erkennt, dal sowohl bei inneren Grenzschichten als auch bei parabolischen
Grenzschichten die Uber- und Unterschwinger fast vollstindig beseitigt werden. Einen ge-
naueren Eindruck davon, wie gut diese Crosswind-Oszillationen beseitigt werden, entnimmt
man den Querschnitten durch den Losungsplot, auf die im folgenden Unterabschnitt bezug
genommen wird. Die Uber- und Unterschwinger werden stark reduziert, aber es kénnen sehr
kleine Rest-iiber- und unterschwinger verbleiben. Das liegt daran, dal die implementierte
SC-Methode einen Kompromifl zwischen bestmdglichem Beseitigen der Oszillationen und
minimaler Verschlechterung des Gradienten der Losung bei SC gegeniiber SUPG anstrebt.
Es kann passieren, daB bei gewissen Problemen fiir gewisse Netze die Uber- und Unter-
schwinger innerer Grenzschichten direkt am Einstromrand nicht beseitigt werden kénnen,
vgl. Abb. A.4 und A.32. Weiter ist zu bemerken, daf§ die Randgrenzschichten am Aus-
stromrand nicht beseitigt werden konnen. Diese resultieren aber daraus, dafl am Aus-
stromrand homogene Dirichletdaten vorgegeben werden, was fiir Anwendungen jedoch un-
interessant ist.
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5.3.  Qualitative Analyse des Shock-Capturing-Verfahrens

Bemerkung 5.2

Falls man v,4. verdreifacht, werden sowohl die Uber- und Unterschwinger an inneren und
parabolischen Grenzschichten als auch die Uberschwinger am Ausstromrand vollstéindig
beseitigt. Der Nachteil ist, dafl dann die Grenzschicht deutlich verschmiert wird.

5.3.2. Invarianz des Shock-Capturing unter Anderung der Netzweite

Eine notwendige Eigenschaft der Shock-Capturing-Methode muf} es sein, daf} sie nahezu
unabhéngig von der Geometrie der Diskretisierung ist. Die Oszillationsvermeidung muf}
unabhéngig von der Feinheit des Gitters und unabhingig davon, ob ein strukturiertes oder
ein unstrukturiertes Gitter vorliegt, wirksam sein. Denn nur dann ist der Einsatz des ver-
wendeten Shock-Capturing-Verfahrens z.B. im Zusammenhang mit adaptiven Verfahren
moglich.

Um festzustellen, wie die Crosswind-Oszillationen beseitigt werden, wurden Querschnitte
durch die Losung senkrecht zum Stromungsfeld aufgezeichnet. Dazu wurden die Quer-
schnitte durch die Lésung nur mit SUPG-Stabilisierung und durch die Lésung mit SUPG-
Stabilisierung und einmaliger Addition von SC-Termen jeweils in ein Diagramm gezeichnet.
Im Anhang A.2 findet man Querschnitte fiir die Testprobleme CIRCULAR (s.Abb.A.25-
A.30), SCHRAG (s.Abb.A.31-A.36) und PARABOL (s.Abb.A.37-A.39).

Folgende Beobachtungen kénnen gemacht werden. Erstens werden die Uber- und Unter-
schwinger fiir alle Gitterweiten (weitestgehend) beseitigt. Schwierigkeit bereitet nur der Fall
SCHRAG, us33233u. Zweitens fillt positiv auf, daB der Gradient der Losung mit SUPG-
und SC-Stabilisierung gegeniiber der blolen SUPG-Stabilisierung nicht verschlechtert wird.
Ein Verschmieren der Losung ist nur am Rande der Grenzschicht zu beobachten, also dort,
wo vorher die Uber- und Unterschwinger auftraten.

5.3.3. Wirksamkeit des Verfahrens fiir nichtkonstante Geschwindigkeitsfelder

Die bei der betrachteten Shock-Capturing-Methode auf einem Element addierte kiinstliche
Diffusion ist proportional dem Residuum. Bei verschwindendem Reaktionsterm und rechter
Seite reduziert sich das Residuum auf den Transportterm und ist somit proportional der
lokalen Stirke der Konvektion. Die Geschwindigkeitsfelder in den Testbeispielen ACHSEN,
SCHRAG und PARABOL sind konstant und betragsmiBig auf eins normiert. Beim Test-
beispiel CIRCULAR hingegen édndert sich das Geschwindigkeitsfeld sowohl betragsméfig
als auch richtungsméifig. Dieses Beispiel kann als wichtiger Vorbereitungstest fiir die nu-
merischen Experimente zur Wirksamkeit des Shock-Capturing beim k/e-Turbulenzmodell
angesehen werden. Denn z.B. beim betrachteten Closed-Cavity-Beispiel treten in den Ecken
der Cavity im wesentlichen Viertelkreisstromungen auf, denen allerdings noch Wirbel iiber-
lagert sind.

Fiir die Ergebnisse betrachte man wieder die Abbildungen A.25-A.30. Als Ergebnis kann
festgehalten werden, dafl das implementierte Verfahren auch bei betrags- und richtungsméfig
nichtkonstanten Geschwindigkeitsfeldern im wesentlichen die gleiche zufrieden stellende
Wirksamkeit zeigt wie bei konstanten Geschwindigkeitsfeldern, wobei nur das Ergebnis
aus Abb.A.25 nicht als voll befriedigend angesehen werden kann. Aber in Anwendungen
werden zweidimensionale Testfélle gewohnlich mit mehr als doppelt so vielen Gitterpunkten
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gerechnet, so dafl dieses Resultat nicht von grofler praktischer Bedeutung ist.

5.4. Quantitative Analyse

In diesem Abschnitt sollen quantitative Erkenntnisse iiber das Shock-Capturing-Verfahren
gewonnen werden.

5.4.1. Abbruchkriterien fiir die Shock-Capturing-Schleife

Dieser Abschnitt soll auch der Beantwortung der im Abschnitt 4.6.2 gestellte Frage nach
einem geeigneten Einbau des Shock-Capturing-Verfahrens in den FEM-Code PNS dienen.
In diesem Abschnitt werden nur lineare Konvektions-Diffusions-Probleme behandelt. Durch
die Addition der Shock-Capturing-Terme wird in die urspriinglich linearen Probleme eine
Nichtlinearitét eingebracht. Das daraus entstehende nichtlineare Problem wird durch Ver-
wendung eines iteratives Losungsverfahrens linearisiert. Damit stellt sich sofort die Frage
nach geeigneten Abbruchkriterien fiir die Shock-Capturing-Schleife.

Abstrakt gesprochen soll die Shock-Capturing-Schleife dann abgebrochen werden, wenn kei-
ne wesentliche Verbesserung der Losung mehr erreicht wird. Falls eine analytische Losung
existiert, versteht man unter der Giite der Losung den Abstand der erhaltenen Losung zur
analytischen Loésung in einer geeigneten Sobolev-Norm und bricht ab, falls der Abstand
eine vorgegebene Toleranz unterschritten hat.

Analytische Referenzlésungen existieren jedoch nur in den seltensten Féllen. Also muf
das Giite- bzw. Abbruchkriterium nur durch berechnete Gréfien ausgedriickt werden. Es
wurden zwei Kriterien implementiert und getestet:

1. Residuenbasiertes Giite- bzw. Abbruchkriterium
2. Differenzenbasiertes Giite- bzw. Abbruchkriterium.

Es sei u}g der Wert der Losung des i-ten Iterationsschritts am Knoten k. Analog bezeichne
fr, den Wert der rechten Seite am Knoten k. Dann kann man u?, Au’ und f als Vektoren
auffassen, deren Dimension gleich der Anzahl der Gitterpunkte ist. Fiir diese Vektoren
a = (ay) }CV:1 kann dann die euklidische Norm definiert werden durch

(5.6)

wobei N die Anzahl der Gitterpunkte ist. Das residuenbasierte Kriterium nimmt die eukli-
dische Norm des Residuums der Iterationslosung als Mafistab fiir die Giite der Losung

(5.7) [R(u?) |, = [[Au’ = £, -

Das differenzenbasierte Kriterium nimmt dagegen die euklidische Norm der Differenz zweier
aufeinanderfolgender Losungen als Mafistab fiir die Giite der Losung :

(5.8) [’ =1,
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5.4. Quantitative Analyse

5.4.2. Vorbemerkungen zur Untersuchung des Konvergenzverhaltens

Zur Untersuchung des Konvergenzverhaltens des SC-Verfahrens sollen die folgenden drei
Punkte untersucht werden :

e Konvergenzverhalten des Fehlers bzgl. einer analytischen Nidherungslosung,

e Konvergenzverhalten der euklidischen Norm zweier aufeinanderfolgender Lésungen
und

e Konvergenzverhalten der euklidischen Norm des Residuums der Losung.

5.4.3. Konvergenzverhalten des Fehlers bzgl. einer analytischen Ndherungslésung

Zur Analyse des Konvergenzverhaltens des Fehlers bzgl. einer analytischen Naherungslosung
wurden numerische Experimente mit den Testbeispielen ACHSEN und SCHRAG durch-
gefiihrt, da fiir diese Beispiele analytische Ndherungslosungen zum Vergleich mit der nu-
merischen Losung bekannt sind.

Der Fehler zur Vergleichslésung wird vergrofiert durch Unter- und Uberschwinger der nu-
merischen Losung. Es stellt sich nun folgendes Problem. Einerseits wird durch Beseitigung
der Crosswind-Oszillationen dieser Beitrag des Fehlers stark verringert. Andererseits wird
durch die Addition von zusétzlicher Diffusion in Crosswind-Richtung das Verfahren und
damit die Losung mit einem neuen Fehler behaftet. Die Frage ist, ob der zweite Fehler
gegeniiber dem ersten gering ist.

Zuerst soll fiir das Testbeispiel ACHSEN der Fehler der Losung des i-ten SC-Zyklus zur
analytischen Niherungslésung untersucht werden. Denn fiir dieses Problem treten Uber-
und Unterschwinger nur bei Rechnungen auf unstrukturierten und nicht auf strukturierten
Gittern auf, da das Transportfeld parallel zu einer Gitterkante verliduft. Eine grafische
Darstellung des Fehlers findet man in den Abbildungen A.40-A.45 im Anhang A.3.

Man erkennt, dal der Fehler auf den unstrukturierten Gittern, wo daf§i SC-Verfahren aktiv
wird, nur halb so schnell konvergiert. Auflerdem ist auf dem Gitter us1292129u ein oszilla-
tionsartiges Verhalten des Fehlers zu beobachten. Die folgende Tabelle fafit die Ergebnisse
zusammen. Der Eintrag gibt die Anzahl der SC-Zyklen an, bis Konvergenz erreicht ist. Falls
keine Konvergenz erreicht wird, weil der Fehler oszilliert, wird dies mit O gekennzeichnet.

ACHSEN
h~!' +1 || strukturiert | unstrukturiert
33 5 12
65 6 15
129 8 >20 bzw. O

Nun soll fiir das Testbeispiel SCHRAG der Fehler der Losung zur analytischen Nihe-
rungslosung betrachtet werden. Hierbei treten sowohl auf dem strukturierten als auch auf

dem unstrukurierten Gitter Uber- und Unterschwinger auf. Die grafische Darstellung des
Fehlers findet man in den Abbildungen A.46-A.51 im Anhang A.3. Man erkennt, daf} der
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Fehler oszilliert. Auf den unstrukturierten Gittern sowie auf dem groben strukturierten Git-
ter us33x33s nehmen die Oszillationen mit zunehmender Iterationszahl ab und der Fehler
konvergiert. Auf den feineren strukturierten Gittern us65x65s und us1292129s bleiben die-
se Oszillationen bestehen. Die Grofle der Oszillationen liegen auf dem Gitter us65x65s bei
ca. 1% und auf dem Gitter 4s1292129s bei ca. 1,8% der Grofie des Fehlers. Folgende Ta-
belle fafit die Resultate in der oben beschriebenen Art zusammen.

SCHRAG
h=' +1 || strukturiert | unstrukturiert
33 20 7
65 O 15
129 O 38

Das wiinschenswerte Verhalten des Fehlers der iterierten Losung zur analytischen Né&he-
rungslosung wére es, dafl der Fehler gegen eine Konstante konverviert. Die Rechnungen
des Testbeispiels ACHSEN auf strukturierten Gittern, wo das SC-Verfahren nicht aktiviert
wird, zeigen, dafl der Fehler ohne SC konvergiert. Bei Rechnungen auf unstrukturierten Git-
tern konvergiert das Verfahren nur halb so schnell. Fiir das Testbeispiel SCHRAG erhilt
man fiir feine unstrukturierte Gitter nur eine langsame und fiir feine strukturierte Gitter
(streng genommen) iiberhaupt keine Konvergenz.

Diese Beobachtung zeigt bereits, dafl das SC-Verfahren auch bei langem Ausiterieren kein
notwendigerweise konvergentes Verfahren ist. Dariiberhinaus ist anzumerken, dafl das lang-
same Konvergenzverhalte fiir feine Gitter den Rechenaufwand um mindestens eine Grofien-
ordnung vergroflert. Hier stellt sich sofort die Frage, inwieweit durch diesen enormen zusétz-
lichen Rechenaufwand eine wirklich bessere Losung erhalten wird und welche Vorziige die-
se ausiterierte Losung gegeniiber der Losung besitzt, die durch einmalige Anwendung des
Shock-Capturing erhalten wurde.

Abschlieflend soll das Konvergenzverhalten des Fehlers in Abhéingigkeit von h untersucht
werden. In der folgenden Tabelle wird das Fehlerniveau nach 40 SC-Iterationen dargestellt.
Falls der Fehler oszilliert, wurde der Mittelwert des Fehlers gewé&hlt.

Auf dem strukturierten Gitter (also bei reiner SUPG-Stabilisierung) verhilt sich der Fehler
ziemlich genau wie h%, wihrend er sich auf dem unstrukturierten Gitter etwa wie h%43

ACHSEN
h=' +1 || strukturiert | unstrukturiert
33 7.66e-02 9.36e-02
65 5.45e-02 6.89e-02
129 3.89e-02 5.13e-02

verhélt.
SCHRAG
h=! 4+ 1 || strukturiert | unstrukturiert
33 1.09e-01 9.20e-02
65 8.13e-02 7.59e-02
129 6,12e-02 5.66e-02
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Fiir das Testbeispiel SCHRAG verhilt sich der Fehler auf dem strukturierten Gitter etwa
wie h%42 und auf dem unstrukturierten Gitter wie h%3 (von h = 327! auf h = 647!) bzw.
h942 (von h = 64~ auf h = 128~ 1). Im Vergleich zur bloBen SUPG-Stabilisierung ist also
eine geringfiigige Verschlechterung der Konvergenzordnung festzustellen.

5.4.4. Konvergenzverhalten der euklidischen Norm zweier aufeinanderfolgender
LGésungen

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der euklidischen Norm zweier aufeinanderfolgender
Losungen in Abhéngigkeit von der Anzahl der SC-Tterationen untersucht werden. Im An-
hang A.4 sind in halblogarithmischer Darstellung die Differenzennormen angegeben fiir die
Testbeispiele SCHRAG (s. die Abbildungen A.52-A.57), CIRCULAR (s.Abb.A.58-A.63)
und PARABOL (s.Abb.A.64-A.66).

Das wiinschenswerte Verhalten der Differenzennorm wére ein Konvergieren der Differenzen-
norm beliebig genau gegen Null. Dies entspriche dem Erreichen eines stationfiren Zustands.
Fiir die Mehrzahl der Tests wird die Residuennorm sehr klein. Fiir feinere strukturierte Git-
ter nimmt sie z.T. jedoch nur auf 10~ ab, siehe die Abbildungen A.54, A.56 und A.62.
Abgesehen davon, daf} ein beliebig genaues Ausiterieren in der Differenzennorm minde-
stens 40 Iterationen und somit gerade auf feineren Gittern sehr viel Rechenzeit benétigt,
ist also nicht garantiert, dal das SC-Verfahren in der Differenzennorm iiberhaupt gegen
Null konvergiert. Ein beliebig genaues Ausiterieren in der Differenzennorm ist daher als
Abbruchkriterium weder moglich noch geeignet.

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dafl durch die erstmalige Wirkung des SC-Verfahrens
die Differenzennorm um einen Faktor 10 bis 100, verkleinert wird, wihrend durch die fol-
genden Schritte bestenfalls eine Verkleinerung um den Faktor fiinf erreicht wird, meistens
aber nur um einen Faktor kleiner als zwei. Die folgende Tabelle fafit die Ergebnisse zusam-
men. Der Eintrag in einem Feld gibt an, um welchen Faktor die Differenzennorm durch die
erstmalige Anwendung des SC-Verfahrens verkleinert worden ist. Bei allen Tabellen gehort
die erste Unterspalte zur Rechnung auf einem strukturierten, die zweite zum unstruktu-
rierten Gitter.

h~T+1 || SCHRAG | CIRCULAR | PARABOL
33 20 [ 20 |10 10 50
65 23 | 30 |20 17 50
129 77 | 17 |11 11 40

Bemerkung 5.3

Bei der Rechnung des Beispiels SCHRAG auf dem Gitter us1292129s weist die Losung nach
dem ersten Iterationsschritt aufgrund der crisscross-Vernetzung sehr starke Oszillationen
am crisscross-Punkt des Ausstrémrandes auf, die nach dem ersten SC-Schritt verschwinden.
Daher wurde der Wert der zugehorigen Differenzennorm mit 77?7 gekennzeichnet.

5.4.5. Konvergenzverhalten der euklidischen Norm des Residuums der Lésung

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der euklidischen Norm des Residuums der Lésung in
Abhingigkeit von der Anzahl der SC-Iterationen untersucht werden. Im Anhang A.5 sind
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in halblogarithmischer Darstellung die Residuennormen angegeben fiir die Testbeispiele
SCHRAG (s. Abb. A.67-A.72), CIRCULAR (s.Abb.A.73-A.78) und PARABOL (s.Abb.A.79-
A.81).

Das wiinschenswerte Verhalten der Residuennorm wire ein Konvergieren der Residuennorm
gegen Null oder zumindest gegen einen konstanten Fehler. Der Verlauf der Residuennorm
zeigt im wesentlichen fiir bestimmte Testbeispiele auf bestimmten Gittern denselben Verlauf
wie die Differenzennorm. Fiir den Testfall SCHRAG, gerechnet auf den Gittern us65265s
und u#s1292129s, und den Testfall CIRCULAR, gerechnet auf dem Gitter us129x129s,
verringern sich beide Normen nur wihrend der beiden ersten Schritte sehr stark, um dann
konstant zu bleiben. Ansonsten nimmt die Residuennorm im wesentlichen monoton ab,
wenn man von den begleitenden kleinen Oszillationen absieht.

Die wichtigste Beobachtung ist wieder, da} durch den bzw. die ersten SC-Schritte das
Residuum bereits entscheidend verkleinert wird. Man erkennt, dal das Residuum durch
den ersten SC-Zyklus deutlich um mehr als einen Faktor zehn reduziert wird. Durch den
zweiten SC-Zyklus wird das Residuum nochmal um einen Faktor von etwa fiinf verkleinert.
In der folgenden Tabelle wird der Faktor angegeben, um den das Residuum vom ersten
zum zweiten Shock-Capturing-Zyklus abnimmt.

h~T+1 || SCHRAG | CIRCULAR | PARABOL
33 25 [33 | 40 12 25
65 3750 | 10 | 10 33 50
129 277 | 9 | 1E05 | 100 20

In der folgenden Tabelle wird der Faktor angegeben, um den das Residuum vom ersten
zum dritten Shock-Capturing-Zyklus abnimmt.

h~T+1 || SCHRAG | CIRCULAR | PARABOL
33 40 | 266 66 20 83
65 5000 | 66 80 166 142
129 777 | 250 | 2.5E06 | 333 111

Eine merkliche Verbesserung wird also bereits durch den ersten SC-Schritt erzielt.

5.5. Genauigkeit des Verfahrens

5.5.1. Lokalisation und Quantisierung der addierten Diffusivitat

Ziel des Shock-Capturing ist es, Uber- und Unterschwinger durch lokale Addition zusétz-
licher Diffusion zu beseitigen. Diese Oszillationen kénnen nicht direkt als Uber- bzw. Un-
terschwinger erkannt werden. Man weif} lediglich, daf} sie nur in der Umgebung von Grenz-
schichten auftreten konnen. Damit stellt sich die Frage, wie gut die implementierte Shock-
Capturing-Methode Grenzschichten erkennt. Andererseits soll das Verfahren in Bereichen,
wo keine Oszillationen auftreten, mdéglichst keine oder nur wenig Diffusivitit addieren. Die
Frage ist also, wieviel kiinstliche Diffusivitét in solchen Regionen addiert wird. Auflerdem
soll die Wirkung von Formel 4.25 veranschaulicht werden. Ist v4. kleiner als vg,;,4, so wird
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zusétzliche Diffusivitit nur in Crosswind-Richtung addiert. Anderenfalls wird zuétzlich zur
Crosswind-Diffusion in Stromlinienrichtung Diffusivitit der Grofle v4e. — vy, addiert.

Zunichst wird das Testbeispiel SCHRAG betrachtet. Gerechnet wurde auf strukturierten
und unstrukturierten Gittern. Die grafische Darstellung der Ergebnisse dazu findet man im
Teil A.6 des Anhangs als Abbildungen A.82-A.93.

Auffillig bei allen Grafiken ist, daf v4. am Ausstromrand etwa zwei- bis dreimal so grof} wie
am HKinstromrand und dort etwa zwei- bis dreimal so grofi wie im Innern des Gebietes ist.
Die Grenzschicht am Ausstromrand wird also auch richtig erkannt, aber sie ist fiir prakti-
sche Zwecke uninteressant. Es sei erginzt, dafl v4, am Ausstrémrand etwa halb so grofy wie
Vsupg ist, so dafl gem&fl Formel 4.25 sowohl im Gebietsinnern als auch am Ausstromrand
Shock-Capturing-Diffusivitit nur in Crosswind-Richtung addiert wird.

In einiger Entfernung zu den Grenzschichten ist v4. = 0. Je feiner das Gitter, desto schma-
ler ist der Bereich, wo rg4. deutlich nichtverschwindende Werte annimmt. Betrachtet man
Schnitte in Crosswind-Richtung durch das Profil von vg4., so erkennt man deutlich, daf}
V4. eingeschrinkt auf diesen Schnitt zwei Maxima besitzt. Besonders starke Diffusion wird
also nicht mitten in, sondern am Rande der inneren Grenzschicht, wo ja die Uber- bzw.
Unterschwinger auftreten, addiert. Besonders gut ist dies zu erkennen in den Abbildungen
A.82, A.84 und A.86.

Vergleicht man fiir feste Gitterfeinheit vy, fiir den zweiten, dritten und vierten Iterations-
schritt, so stellt man fest, dafl im Gebietsinnern das Profil von v4. ein wenig kleiner und
glatter und der Bereich nichtverschwindender Werte von v, ein wenig schmaler wird. Das
ist darauf zuriickzufithren, daB durch das Beseitigen der Uber-und Unterschwinger die lo-
kalen Residuen im zweiten Iterationsschritt kleiner geworden sind, was im Einklang mit
dem Verhalten der Residuennorm steht.

Als Zwischenergebnis kann festgehalten werden, daf} fiir das Testbeispiel 2 die implementier-
te Shock-Capturing-Methode die auftretenden Uber-und Unterschwinger genau lokalisiert
und an diesen Stellen gezielt kiinstliche Diffusivitit addiert.

Fiir das Testbeispiel CIRCULAR betrachte man die Abbildungen A.94-A.105. Die am
Ausstromrand addierte Diffusivitit ist deutlich grofler als die am Einstromrand addierte,
und diese ist grofer als die im Gebietsinnern. Interessant ist die Untersuchung von vg4. in
Abhéngigkeit von der Transportgeschwindigkeit. Die addierte Diffusivitét ist proportional
dem Residuum und im vorliegenden Problem somit proportional der Transportgeschwin-
digkeit. Insbesondere am Ausstromrand 148t sich dies gut nachvollziehen. Man erkennt, daf3
v4e wie der Betrag der Transportgeschwindigkeit u proportional mit dem Abstand vom Ur-
sprung zunimmt. Es sei erginzt, daf sich v4. am Ausstromrand dhnlich wie vy, verhilt,
und etwa halb so grof} ist.

Vergleicht man fiir eine feste Gitterfeinheit v4. im zweiten und dritten Iterationsschritt, so
stellt man wieder fest, dafl im Gebietsinnern das Profil von v, kleiner und glatter und der
Bereich nichtverschwindender Werte von vy, etwas schmaler wird. Auch kann man beobach-
ten, dafl am Rande der inneren Grenzschicht v4. grofier als in der Mitte der Grenzschicht ist.
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5.5.2. Verschmieren der LGsung

Die generelle Wirkung des diffusiven Terms einer Konvektions-Diffusions-Gleichung ist die,
dafl ein am Einstrémrand vorgegebenes z.B. stufenférmiges Profil wihrend des Transports
senkrecht zu den Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes verschmiert wird. Je grofler die
Diffusivitit des Mediums, desto stiarker wird die Losung verschmiert. Im letzen Abschnitt
wurde dargestellt, dafl zusétzliche Diffusivitit nur in Grenzschichtnihe addiert wird. In die-
sem Abschnitt soll untersucht werden, wie dadurch die Grenzschicht zusétzlich verschmiert
wird.

Die Ergebnisse findet man im Teil A.7 des Anhangs. In den Abbildungen A.106 bis A.153
werden jeweils die Hohenlinien nach der ersten bis vierten Shock-Capturing-Iteration ge-
zeigt, wobei in der zweiten Tteration erstmalig Shock-Capturing-Terme addiert werden.
Dicht beieinanderliegende Hohenlinien weisen auf scharfe Gradienten der Lésung hin und
zeigen insbesondere an, wo die Grenzschichten liegen. Wiahrend der drei SC-Schritte ver-
breitert sich der Abstand der H6henlinien nur unmerklich. Das zeigt das wichtige Ergebnis
an, dafl durch das verwendete Shock-Capturing-Verfahren der Gradient der Lésung nicht
verschlechtert wird. Die Uber- und Unterschwinger erkennt man an den schmalen geschlos-
senen Kurvenziigen, die die Grenzschicht rechts und links umgeben. Man erkennt, daf} diese
Uber- und Unterschwinger weggedimpft werden.

5.6. Zusammenfassung und Folgerungen

5.6.1. Zusammenfassung der Ergebnisse

Abschlieflend sollen die Ergebnisse in Form von kurzen Antworten auf die zu Beginn dieses
Kapitels gestellten Fragen zusammengefafit werden.

1. Qualitative Analyse : Uber- und Unterschwinger werden fast vollstindig beseitigt.

a) Das SC ist bei parabolischen und inneren Grenzschichten erfolgreich.

b) Der Erfolg der implementierten Shock-Capturing-Methode ist unabhingig von
der Feinheit h des gewihlten Netzes und davon, ob auf einem strukturierten
oder unstrukturierten Gitter gerechnet wird.

¢) Das SC wirkt auch bei (starken) lokalen Anderungen des Geschwindigkeitsfeldes
erfolgreich.

2. Quantitative Analyse

a) Das Konvergenzverhalten des Fehlers der Losung kann mit Oszillationen behaftet
sein. Auch das Konvergenzverhalten der Norm der Differenz zweier aufeinander-
folgender Losungen und der Norm des Residuums kann Oszillationen aufweisen.

b) Betrachtet man die Entwicklung der Norm der Differenz zweier aufeinanderfol-
gender Losungen und des Residuums der Losung, so wird vor allem durch den
ersten aktiven SC-Schritt eine deutliche Verbesserung der Lésung erzielt. Auch
qualitative Betrachtungen legen dies nahe, da die Uber- und Unterschwinger
bereits durch den ersten aktiven SC-Zyklus beseitigt werden.
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c¢) Die Gradient der Losung (in Grenzschichtnihe) wird nicht verschlechtert.

d) Das Shock-Capturing wirkt nur ganz lokal in unmittelbarer Umgebung von
Grenzschichten.

e) Das implementierte SC-Verfahren stellt also einen Kompromif dar. Einerseits
werden Uberschwinger fast vollstindig beseitigt. Andererseits nimmt man klein-
ste Restiiberschwinger in Kauf, damit der Gradient in Grenzschichten nicht ver-
schlechtert wird.

5.6.2. Folgerungen fiir den Einbau des SC-Verfahrens in das Programmsystem PNS

Nach den in diesem Kapitel gewonnen Erkenntnissen ist es bei linearen Problemen ausrei-
chend, einmalig Shock-Capturing-Diffusivitét zu addieren. Damit kann das Shock-Capturing-
Verfahren genauso als Stabilisierungsschema aufgefafit werden wie das SUPG-Verfahren.
Daher wird das SC-Verfahren in die Assemblierungsroutine eingebaut und somit das SC-
Verfahren nicht in einer gesonderten Schleife ausiteriert.
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6. Anwendung des Shock-Capturing-Verfahrens auf das
k [ e- Turbulenzmodell

In diesem Kapitel soll die Wirkung des Shock-Capturing-Verfahrens beim nichtisother-
men k/e-Turbulenzmodell untersucht werden. Als Teststromung wird das unten vorgestellte
Cheesewright-Problem behandelt.

6.1. Vorbemerkungen zu den numerischen Experimenten

6.1.1. Der Testfall von Cheesewright

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Testfall von Cheesewright als Modellproblem fiir das
nichtisotherme inkompressible k/e-Turbulenzmodell gerechnet. In einem rechteckigen Hohl-
raum werden rechte und linke Begrenzungswand auf konstanten, aber unterschiedlichen
Temperaturen gehalten, obere und untere Begrenzungswand sind adiabat. Im Hohlraum
wird dadurch eine Zirkulationsstromung des Fluids induziert. Die genauen Daten entnimmt
man der folgenden Abbildung.

E

Fluid : Luft

B=05m, H=25m

y
L [:u=0, T=20C
X [
B

Fiir diese Versuchsanordnung wurde eine detaillierte experimentelle Untersuchung von
Cheesewright, vgl. [CKZ86], durchgefiihrt, mit der numerische Ergebnisse verglichen wer-
den konnen.
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6.1.2. Probleme bei der numerischen Lésung des k/e- Turbulenzmodells

Zunichst sollen die Probleme erldutert werden, die bei der numerischen Losung des k/e-
Turbulenzmodells in der bisher im Programm PNS implementierten Form auftreten. Er-
stens treten beim betrachteten Testproblem bei der k- und e-Gleichung nach einer gewissen
Anzahl von Zeitschritten in der Nihe der Grenzschichten Uber- und Unterschwinger auf.
Ein weiteres Problem liegt darin, dafl & und € zwar per Definition nichtnegative Grofien
sind, daf} aber die numerischen Losungen fiir £ und € im Gebietsinneren gehiuft negative
Werte annehmen.

Welche physikalischen und mathematischen Probleme folgen nun hieraus 7 Zunéchst sind
negative Werte fiir £ und € aus physikalischer Sicht meist falsch, daf} heifit, sie stellen keine
real stattfindenden physikalischen Prozesse dar. Aus der Sicht der numerischen Analysis
kann es zu folgenden Schwierigkeiten kommen. Negative Werte fiir £ und € kénnen negative
Reaktionsterme in den k- bzw. e-Gleichungen bedeuten. Aus dem Lemma von Lax-Milgram
folgt, daf dies die stabile numerische Losbarkeit verschlechtern kann. Ein weiteres Problem
besteht darin, dal k£ und € im Gebietsinneren zu gewissen Zeitpunkten das Vorzeichen
héufig wechseln. Dadurch kénnen aus diesen Groflen gebildete Quotienten, insbesondere
auch die turbulenten Viskositdten vy, v, und v, betragsméfiig sowohl sehr grofl werden,
falls der Nenner in der Umgebung eines Vorzeichenwechsels beinahe verschwindet, als auch
sehr klein werden, falls der Zédhler sehr klein wird. Im letzteren Fall kann die in Gleichung
(4.16) eingefiihrte lokale Peclet-Zahl grofier als eins werden, was zu numerischen Problemen
fithren kann (vgl. Abschnitt 4.4).

Auch die eventuell auftretenden Unterschwinger liefern negative Werte. Zusétzlich zu den
oben genannten Problemen kommt hierbei hinzu, dafl die negativen Werte betragsméfig
mehrere Groflenordnungen grofler sind.

6.1.3. Bisherige Strategie in PNS

Zur Behandlung negativer Werte wurde bisher in PNS eine sog. Abschneidetechnik be-
nutzt. So wird fiir den Reaktionsterm in der k-Gleichung getestet, ob k™~! grofier als Null
ist. Fiir den Reaktionsterm in der e-Gleichung wird getestet, ob % grofler als null und
kleiner als 10° ist. Falls ja, so wird dieser Term mit den vorgefundenen Werten berechnet,
anderenfalls wird er zu null gesetzt.

Durch das Abschneiden wird die Losung offenbar rauher, andererseits wird sich zeigen, daf
dadurch die Stabilitdt des Verfahrens gesichert wird, vgl. Abschnitt 6.3. Diese Abschnei-
detechnik ist aber letztendlich nur eine nachtrigliche Korrekturmafinahme. Die wirklichen
Probleme werden dadurch nicht beseitigt.

6.1.4. Motivation fiir den Einsatz einer Shock-Capturing-Technik

Es ist eine der Aufgaben dieser Arbeit zu untersuchen, ob die oben dargestellten Proble-
me durch den Einsatz einer Shock-Capturing-Technik wenigstens teilweise geldst werden
konnen. Denn im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dafl das Shock-Capturing-Verfahren erfolg-
reich Crosswind-Oszillationen bei Konvektions-Diffusionsgleichungen beseitigt, und £ und
e sind im wesentlichen Losungen von Konvektions-Diffusionsgleichungen. Dagegen ist die
Hoffnung eher gering, daf§ das Shock-Capturing-Verfahren die hiufigen Vorzeichenwechsel
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im Gebietsinneren beseitigt und damit das Abschneiden iiberfliissig macht. Denn im Ge-
bietsinneren erhilt man fiir die betrachteten Zeitpunkte betragsméfig kleine Werte, so daf§
dort das Shock-Capturing nicht merklich aktiv wird.

6.1.5. Die Losungsstrategie nach Codina und Soto

Eine weitere Aufgabe dieser Arbeit ist der Vergleich des bisher in PNS implementierten
Losungsverfahrens mit einer Strategie, die sich sehr eng an einen Vorschlag von Codina und
Soto hilt, s.[CS99]. Der zugehorige Algorithmus wurde im Abschnitt 3.3.2 ausfiihrlich vor-
gestellt. Bei den Experimenten wurden die Rechnungen daher sowohl fiir die bisher in PNS
realisierte Variante (V1) als auch fiir die neu implementierte Variante (V2) durchgefiihrt.
Es wird sich zeigen, dafl die Formulierung nach Codina und Soto nur mit Verwendung einer
Shock-Capturing-Technik stabil lduft (vgl. hierzu Abschnitt 6.3) und dafl beide Formulie-
rungen fiir grofie Zeiten die gleichen Losungen liefern, vgl. hierzu Abschnitt 7.2.

6.2. Fragestellungen

Es sollen folgende Fragestellungen beantwortet werden

1. Sind die Verfahren stabil ? Die bisher in PNS implementierte Variante (mit Ab-
schneidetechnik) ist numerisch stabil ohne Verwendung einer Shock-Capturing Tech-
nik. Ist nun (V1) stabil mit Verwendung einer Shock-Capturing-Technik ? Und ist
Formulierung (V2) ( mit Abschneidetechnik ) nach Codina-Soto stabil ohne bzw. mit
Shock-Capturing ?

2. Ist das Auftreten der Unterschwinger abhéngig von der implementierten Formulierung
der k- und e-Gleichung nach (V1) bzw. (V2) ?

3. Wie wirksam ist das Shock-Capturing gegen Unterschwinger 7 Werden die Unter-
schwinger betragsmifig kleiner ?

4. Ist das Auftreten negativer Werte im Gebietsinneren fiir £ und e abhingig von der
Wahl der Formulierung (V1) bzw. (V2) ?
Hilft das Shock-Capturing, negative Werte der Losung zu vermeiden ?

5. Wird die Losung durch Verwendung des Shock-Capturing-Verfahrens verfilscht (siehe
7.Kapitel) ?

6. Wie beeinfluft das SC-Verfahren das Konvergenzverhalten (siche 7.Kapitel)?

6.3. Stabilitdt des Verfahrens

Die durchgefiihrten numerischen Experimente haben gezeigt, dafl die bisher in PNS im-
plementierte Variante (V1) (mit Abschneidetechnik) numerisch stabil bei der Verwendung
einer Shock-Capturing Technik ist. Desweiteren hat sich gezeigt, dafl die Variante (V2) ohne
Verwendung einer Shock-Capturing-Technik nicht stabil lduft. Denn bei dieser Formulie-
rung treten beim betrachteten Testproblem zu frithen Zeitpunkten zackenférmige Unter-
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und Uberschwinger auf. Diese sind Keime numerischer Oszillationen und werden erst durch
Anwendung des Shock-Capturing-Verfahrens erfolgreich weggeddmpft. Anderenfalls werden
diese Oszillationen bereits beim néchsten Zeitschritt die Losung vollig verdorben haben.
Dies wird in Abbildungen B.13 und B.14 im Anhang B.1 gezeigt. Dort wird die Losung
der e-Gleichung zum Zeitpunkt t¢c = 7 mit und ohne Shock-Capturing gezeigt. Man er-
kennt deutlich, wie die Oszillationskeime erkannt und weggeddmpft werden. Die Variante
(V2) mit Shock-Capturing ist also numerisch stabil. Eine anschauliche Begriindung, warum
Variante (V2) ohne Shock-Capturing instabil ist, wird in Abschnitt 6.5 gegeben.

6.4. Crosswind-Oszillationen und Shock-Capturing

In diesem Abschnitt soll das Auftreten von Unterschwingern bei den Losungen fiir k- und e-
Gleichung fiir die beiden Varianten (V1) und (V2) dargestellt werden. Dann soll untersucht
werden, ob und inwieweit diese Unterschwinger durch den Einsatz einer Shock-Capturing-
Technik beseitigt werden kénnen.

Zunéchst sollen die Ergebnisse fiir Variante (V1) ohne Shock-Capturing beschrieben wer-
den. Die zugehorigen Abbildungen findet man in den Abbildungen B.1, B.3, B.5 und B.7
im Teil B.1 des Anhangs. Zu den Zeitpunkten t¢ = 6 und tc = 7 weist besonders die
k-Gleichung, s. Abb. B.1, aber auch die e-Gleichung, s.Abb.B.5, deutliche Unterschwinger
parallel zu den langen Seiten der Cavity auf. Die Groflenordnung der Unterschwinger bei
der k-Gleichung liegt bei 10% des Maximums von k. Nach dem neunten Zeitschritt sind
diese Unterschwinger jedoch wieder verschwunden, s. Abb.B.3 und B.7.

Mit Verwendung der Shock-Capturing-Technik erhilt man dieselben Ergebnisse, wie man
anhand der Abbildungen B.2, B.4,B.6 und B.8 erkennt.

Es soll nun eine heuristische Begriindung dafiir gegeben werden, dafl das Shock-Capturing-
Verfahren keinen zusétzlichen Effekt bringt. Betrachtet man die Lage der Unterschwinger,
so erkennt man, dafl sie im Abstand von mehr als drei Gitterebenen von der Grenzschicht
liegen. Eine Analyse zeigt, dal dort das elementweise Residuum in der Grofienordnung
Res, ~ 0.001 und der Gradient in der Gréflenordnung Grad u = 0.0005 liegt. Damit wird
aber dort nur eine unzureichend kleine kiinstliche Viskositit in der Gréfenordnung von
ase ~ 107° addiert. Zum Vergleich sei daran erinnert, dafl die lokal addierte kiinstliche
Viskositéit ag. in Grenzschichtniihe fiir die im vorigen Kapitel betrachteten Konvektions-
Diffusionsprobleme in der Gréfenordnung as. = 1073 lag.

Bemerkung 6.1

Es wurde folgendes Zusatzexperiment mit dem im letzten Kapitel vorgestellten Testproblem
SCHRAG durchgefiihrt: Die durch das SC addierte kiinstliche Viskositit r4. wurde um
einen Faktor zehn verkleinert. Damit ist v4. in der Grenzschicht trotzdem um einen Faktor
zehn grofler als in dem Bereich, wo die k-Gleichung Unterschwinger zeigt. Dann werden die
Crosswind-Oszillationen durch das SC nicht beseitigt. Dieses Zusatzexperiment zeigt, dafl
das SC-Verfahren deshalb nicht die Unterschwinger bei der k-Gleichung beseitigen kann,
weil fiir die betreffenden Elemente der Triangulierung der jeweilige Wert v4. zu klein ist.

Nun sollen die Ergebnisse fiir Variante (V2) (mit Verwendung der SC-Technik) behandelt
werden. Die zugehorigen Abbildungen B.9 - B.12 sind im Teil B.1 des Anhangs zu finden.
Zu den Zeitpunkten tc = 4 bis tc = 8 weist die e-Gleichung Unterschwinger auf, die in
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6.5. Negativitdt von k und e

der Groflenordnung der Unterschwinger der e-Gleichung fiir Variante (V1) liegen. Dage-
gen weist die gemif (V2) formulierte k-Gleichung keine Unterschwinger auf. Dies ist ein
bemerkenswerter Vorteil von (V2) gegeniiber (V1).

6.5. Negativitdt von £ und ¢

In diesem Abschnitt soll das Problem der Negativitit der Werte von £ und e behandelt
werden. Es hat sich in der bisherigen Arbeit mit der in PNS implementierten Variante (V1)
gezeigt, dal der Algorithmus ohne die beschriebene Abschneidetechnik nicht stabil ist, d.h.
er kollabiert nach wenigen Zeitschritten aufgrund numerischer Oszillationen. In diesem Ab-
schnitt soll nun analysiert werden, wie die negativen Werte von k£ und e im Gebiet verteilt
sind, um zu erfahren, wo und wie oft die Abschneidetechnik aktiv werden muf}. Daneben
soll fur die beiden Formulierungen (V1) und (V2) geklart werden, ob durch die Verwen-
dung einer Shock-Capturing-Technik das Auftreten negativer Werte vermindert oder sogar
vermieden wird.

Die Ergebnisse sind im Anhang B.2 in den Abbildungen B.15 - B.22 zu finden. Negative
Werte sind dunkel und positive Werte sind hell dargestellt. Man erkennt, da§ £ und € ihr
Vorzeichen héufig wechseln. Man beachte aber, dal die Grolenordnung der Werte im In-
neren des Gebiets um mehr als vier Zehnerpotenzen kleiner ist als in den Maxima in den
Grenzschichten. Um eine Aussage iiber den Einflul des Shock-Capturing auf die negativen
Werte zu erhalten, werden die Abbildungen ohne und mit Shock-Capturing einander ge-
geniibergestellt.

Man erkennt, dal durch das Verwenden der Shock-Capturing-Methode die Bereiche negati-
ver und positiver Werte bei Variante (V1) nicht wesentlich verandert werden. Man erkennt
jedoch bei der e-Gleichung, daf in der linken unteren und in der rechten oberen Ecke kleine-
re Bereiche, wo € das Vorzeichen wechselt, zu grofieren Bereichen mit gleichem Vorzeichen
zusammengefafit werden. Dies stabilisiert den Algorithmus, da in Bereichen, wo €, aber
nicht k£ das Vorzeichen wechselt, der Abschneidemechanismus auf sehr kleinen Skalen ab-
wechselnd ein und ausgeschaltet wird. Dadurch wird die Lésung dort rauher. Insgesamt
muf aber festgestellt werden, dafl durch die Verwendung der SC-Technik das gehédufte Auf-
treten negativer Werte nicht vermieden werden kann.

Bei der Variante (V2) kann man erkennen, daf} bei der k-Gleichung die Bereiche negativer
Werte etwas weniger, kleiner und insbesondere schmaler werden. Bei der e-Gleichung beob-
achtet man eine Verdnderung der Hohenlinien. Kleine Bereiche, wo die Losung hiufig das
Vorzeichen wechselt, werden zu einem grofien Teil zusammengefafit zu grofleren Bereichen
ausschliefilich negativer oder positiver Werte. Dies stabilisiert den Algorithmus. Denn bei
der implementierten Abschneidetechnik in der e- Gleichung wird getestet, ob €/k grofier
als Null ist. Die Werte der Losung fiir € ohne Shock-Capturing wechseln gerade in den
Ecken der Cavity auf sehr kleinen rdumlichen Skalen das Vorzeichen. Bei der Losung der
k-Gleichung dagegen beobachtet man in den Ecken und am Rande der Cavity viel weniger
Vorzeichenwechel. Dadurch wird in der rechten unteren Ecke auf sehr kleinen rdumlichen
Skalen das Abschneiden abwechselnd ein- und ausgeschaltet. Dies ist anschaulich die Ursa-
che der Oszillationen, die den Algorithmus (V2) ohne Shock-Capturing kollabieren lassen.

97



6. Anwendung des Shock-Capturing-Verfahrens auf das k /e-Turbulenzmodell

6.5.1. EinfluB des Linearisierungsschemas

Abschlieflend sollen die beiden Algorithmen (V1) und (V2) (jeweils mit Shock-Capturing)
hinsichtich des Auftreten negativer Werte verglichen werden. (V2) hat den Vorteil ge-
geniiber (V1), dafl es weniger Bereiche negativer Werte gibt und diese kleiner sind. An-
dererseits hat (V2) den Nachteil, da§ die Losungen fiir £ und besonders fiir € in der linken
unteren und in der rechten oberen Ecke der Cavity viele Vorzeichenwechsel auf kleinen Ska-
len aufweisen. Deswegen kann man fiir (V2) in diesen beiden Ecken fiir kleine Zeiten keine
glatten Losungen erwarten. Im Gegenteil zeigt es sich, dafl in diesen Bereichen die Losungen
zu spateren Zeitpunkten ( tc¢ > 300) kleine Oszillationen aufweisen kénnen, die wihrend
der gesamten Rechnung nicht verschwinden. Diese Oszillationen stéren aber nicht die Kor-
rektheit des Verfahrens, vgl. Abschnitt 7.2. Die Rauhheit der Losung in den Ecken kann
besonders dann zum Problem werden, wenn die Nichtlinearitét in der k- und e-Gleichung
mehrfach ausiteriert werden soll oder wenn der k- und e-Block, wie im Algorithmus (V2)
vorgesehen, ausiteriert werden soll.

6.6. Zusammenfassung

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dafl unter dem Aspekt des Auftretens von
Unterschwingern die Formulierung der Gleichungen nach Codina-Soto vorzuziehen ist.
Beziiglich des Auftretens negativer Werte fiir £ und e kann keine der beiden Varianten favo-
risiert werden. Die Shock-Capturing-Technik hat sich als eine notwendige Stabilisierungs-
mafinahme fiir (V2) erwiesen. Bei beiden Varianten gelingt es jedoch dem SC-Verfahren
nicht, zwischenzeitlich auftretende Uber- und Unterschwinger zu beseitigen oder das Auf-
treten negativer Werte fiir k£ und e wesentlich zu vermindern.

Bei nichtisothermen Problemen, bei denen grofle Temperaturunterschiede auftreten, kann es
vorkommen, da die Losung der Temperaturgleichung Uber- und Unterschwinger aufweist.
Es wiére interessant zu untersuchen, ob das Shock-Capturing-Verfahren diese Oszillationen
erfolgreich beseitigen kann.
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7. Vergleich zweier Linearisierungsstrategien fiir das
nichtisotherme k-¢ Turbulenzmodell

In diesem letzten Kapitel sollen die zwei in Abschnitt 3.2 vorgestellten Linearisierungs-
strategien, die bisher in PNS realisierte Formulierung (V1) und die an Codina und Soto
orientierte (V2), hinsichtlich ihres Konvergenzverhaltens verglichen werden. Codina und
Soto haben fiir stationire isotherme Rechnungen fiir (V2) ein deutlich besseres Konver-
genzverhalten beobachtet, vgl. [CS99]. Es soll untersucht werden, ob sich diese Ergebnisse
auch auf den instationiiren nichtisothermen Fall iibertragen.

Bemerkung 7.1

Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, da§ der mit (V2)
bezeichnete Algorithmus nicht exakt mit dem von Codina-Soto realisierten iibereinstimmt,
sondern eine Vereinfachung davon darstellt.

Als Teststromung wird wieder der Testfall nach Cheesewright betrachtet.

7.1. Fragestellungen

Es sollen folgende Fragen beantwortet werden.

1. Liefert das Verfahren nach (V1) mit Verwendung der Shock-Capturing-Technik das-
selbe Ergebnis wie ohne 7 Konvergieren beide Verfahren (V1) und (V2) gegen die
gleiche Losung fiir £ — oo oder gegen zwei verschiedene Lsungen 7

2. Erreichen die Algorithmen (V1) bzw. (V2) stationire Losungen ? Welcher Algorith-
mus zeigt ein besseres Konvergenzverhalten 7

3. Wird das Erreichen einer (eventuell vorhandenen) stationdren Losung durch die Ver-
wendung einer Shock-Capturing-Methode verbessert ? Ist dies abhéngig von der An-
zahl der Shock-Capturing-Iterationen ?

4. Hingt das Erreichen einer (eventuell vorhandenen) stationéiren Losung fiir (V2) von
der Anzahl der Iterationen von k- bzw. e- Gleichung oder von der Anzahl der Itera-
tionen des k-e-Blocks ab ?

7.2. \Vergleich der von den Algorithmen gelieferten L6sungen

Im Rahmen dieses Kapitels werden folgende drei Varianten zur Losung des k-e-Turbulenz-
modells verglichen : (V1) mit und ohne SC-Technik und (V2) mit SC-Technik. In diesem
Abschnitt soll nun gepriift werden, ob alle drei Algorithmen gegen dieselbe Losung konver-
gieren.
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7. Vergleich zweier Linearisierungsstrategien fiir das nichtisotherme k-¢ Turbulenzmodell

Aus dem Konvergenzverhalten (s.Abschnitt 7.3) der drei Algorithmen folgt, daf} es sinvoll
ist, die Losungen zu einem Zeitpunkt um tc = 250 zu betrachten. Die Ergebnisse findet
man im Anhang B.3. Dort sind die Hoéhenlinien der Geschwindigkeitskomponenten u; und
ug, der turbulenten kinetischen Energie k, der Dissipation turbulenter kinetischer Energie
e und der Temperatur 6 abgebildet.

Die Losungen der drei Algorithmen stimmen gut iiberein. Lediglich fiir u; sind geringe Un-
terschiede erkennbar. Dazu ist allerdings zu bemerken, dafy die Darstellung durch Hohenli-
nien sehr sensibel beziiglich Abweichungen ist.

7.3. Untersuchung des Konvergenzverhaltens

In diesem Abschnitt sollen die zweite und die dritte Frage beantwortet werden, es soll
also tiberpriift werden, ob das Konvergenzverhalten von (V1) durch Verwendung der be-
trachteten Shock-Capturing-Technik verbessert wird und dann das Konvergenzverhalten
der beiden Algorithmen (V1) und (V2) verglichen werden.

7.3.1. Konvergenz- und Stationaritdtskriterium

Zunéchst soll das hier benutzte Konvergenz- bzw. Stationaritétskriterium erldutert werden.
Es bezeichne u};, k = 1,2 die k-te Komponente der Losung der Geschwindigkeitsgleichung
zum Zeitpunkt tc = 7. Man verwechsele diese Schreibweise nicht mit der im Abschnitt 5.4.1
benutzten Notation. Ferner bezeichne |ug||o die diskrete L?-Norm von ug. Dann wird als
Maf fiir das Konvergenzverhalten des Algorithmus das Konvergenzverhalten der diskreti-
sierten Zeitableitung des i-ten Zeitschritts, ||ul — uf;lHQ, fiir die beiden Geschwindigkeits-
komponenten u, £k = 1,2 verwendet.

Bemerkung 7.2

Falls die Zeitschrittweite nicht konstant ist (z.B. bei der Verwendung von Zeit-adaptiven
Verfahren), muf die diskretisierte Zeitableitung des i-ten Zeitschritts durch ||uf, —ufg_l ll2/Ti
berechnet werden, wobei 7; die Grofle des i-ten Zeitschritts ist.

Es liegt nahe, dann vom Erreichen einer stationédren Lésung zu sprechen, wenn
[, — wi=t|a — 0 fiir i — oo gilt.

7.3.2. Beeinflussung des Konvergenverhaltens von (V1) durch die
Shock-Capturing-Methode

Zunéchst soll nur (V1) betrachtet werden und untersucht werden, ob das Konvergenz-
verhalten von (V1) durch Verwendung der Shock-Capturing-Technik verbessert wird. Die
Ergebnisse findet man im Teil C des Anhangs in den Abbildungen C.1, C.2, C.5 und C.6.
Dargestellt ist ||u} —u. '[|2 in Abhéingigkeit von der Anzahl der Zeitschritte.

Ohne SC-Methode nimmt ||ul — uzfl |2 bis zum Zeitschritt t¢ = 100 stark ab, um dann bis
zum Zeitschritt tc = 500 auf konstantem Niveau zu bleiben. Etwas nach dem Zeitschritt
tc = 500 verfiinfacht sich [|uf, —ufg_l |2 und behilt dann dieses schlechtere Niveau bei, wobei
||uf — ul t||s leicht oszilliert, vgl. hierzu die Abbildungen C.1 und C.2.

Das Konvergenzverhalten mit SC ist in den Abbildungen C.5 und C.6 dargestellt. Man
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7.3. Untersuchung des Konvergenzverhaltens

erhélt einen #hnlichen Verlauf der Norm wie bei den Rechnungen ohne SC, jedoch springt
die Norm bei etwa tc = 350 Zeitschritten auf ein Niveau, dal etwa doppelt so hoch liegt
wie ohne SC.

Bemerkung 7.3

Ab etwa dem Zeitschritt tc = 350 stimmen die Losungen fiir (V1) mit und ohne Shock-
Capturing nicht mehr sehr gut iiberein. Ob dies ein prinzipielles Problem bei der Verwen-
dung des SC-Verfahrens in Verbindung mit (V1) darstellt, kann nur durch weitere Versuche
an anderen Testbeispielen untersucht werden.

Als Ergebnis kann also festgehalten werden, daf§ durch die Shock-Capturing-Methode das
Konvergenzverhalten bei (V1) nicht nur nicht verbessert worden ist, sondern es ist ver-
schlechtert worden.

7.3.3. Vergleich des Konvergenzverhaltens von (V1) und (V2)

In diesem Unterabschnitt soll das Konvergenzverhaltens von (V1) und (V2) verglichen
werden. Da es sich im letzten Unterabschnitt gezeigt hat, dafl (V1) ohne SC-Technik ein
besseres Konvergenzverhalten aufweist, werden (V1) ohne SC-Technik und (V2) mit SC-
Technik verglichen. Es wurde pro Zeitschritt nur ein Linearisierungsschritt gerechnet, d.h.
mazg. = 1 gesetzt. Bei (V2) wurde mazg. = 1, mazg. = 1 und mazy = 4 gesetzt. Die
Ergebnisse entnimmt man den Abbildungen C.1-C.4. Die Variante (V2) zeigt in drei we-
sentlichen Punkten ein besseres Konvergenzverhalten als (V1).

Erstens springt die Norm ||u}C — u2_1|\2 zu spiteren Zeitschritten nicht auf ein hoheres
Niveau. Zweitens erreicht die Norm ||uf — UZ*IHQ bei (V2) ein Niveau, das fast zehnmal-
kleiner ist als bei (V1). Das entnimmt man der folgenden Tabelle, in der die Mittelwerte

von [lut — UZ*IHQ zwischen den Zeitschritten tc = 550 und tc = 1000 angegeben sind.

ACHSEN
U1 u9
PNS ohne SC || 2e-3 | 4e-3

CS mit SC 2e-4 | be-4

Die Werte fiir (V2) mit SC entnimmt man genauer der halblogarithmischen Darstellung in
den Abbildungen C.7 und C.8.

Und drittens weist besonders die Komponente u; bei (V2) deutlich schwichere Oszillationen
auf als bei (V1).

Bemerkung 7.4

Als Ma#f fiir die Geschwindigkeit der Algorithmen kann die Echtzeit genutzt werden, die
vergeht, um eine gewisse Anzahl von Zeitschritten auf einer festen Architektur zu rechnen.
Die vielen durchgefiithrten Rechnungen haben ergeben, daf§ die Variante (V2) mindestens
genauso schnell lauft wie (V1). Durch die Erhohung von maz;, wird die Rechenzeit nur
unwesentlich vergréfert.

Auch bei (V2) wird strenggenommen keine stationéire Losung erreicht. Ein wichtiger Grund
hierfiir ist die Tatsache, daf} die k- und e-Gleichungen etwa ab dem Zeitschritt tc = 350
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7. Vergleich zweier Linearisierungsstrategien fiir das nichtisotherme k-¢ Turbulenzmodell

in den Ecken sehr kleine Oszillationen aufweisen, die sich zeitlich verdndern. In den Abbil-
dungen C.19 bis C.24 sind dazu die Losungen der e-Gleichung fiir verschiedene Zeitschritte
dargestellt. Durch diese sehr kleinen Oszillationen wird aber die Richtigkeit der Losungen
fiir die k- und e-Gleichung und auch fiir die Geschwindigkeitsgleichung nicht verdndert.
Lediglich auf kleinen Skalen oszillieren die Losungen. Daher oszilliert auch die turbulente
Viskositdt an diesen Orten. Dies fithrt dann zu einem oszillationsbehafteten Konvergenz-
verhalten fiir die Norm der Geschwindigkeitskomponenten.

Es gelingt dem Shock-Capturing-Verfahren nicht, diese Oszillationen zu beseitigen, weil
aufgrund zu kleiner lokaler Residua vy, zu klein ist.

7.3.4. Beeinflussung des Konvergenzverhaltens durch die Iterationsparameter

Nun soll gepriift werden, wie das Konvergenzverhalten von den Iterationsparametern maz g,
mazk. und maxy, abhingt. Zunichst ist zu sagen, daf§ (V2) nicht stabil ist, falls mazge > 1
ist. Nun soll die Abhéngigkeit der Konvergenz von L = mazy bei (V2) untersucht wer-
den. Man beachte, dafl in diesem Kapitel mit L eine maximale Iterationszahl und nicht
die charakteristische Linge der Turbulenz bezeichnet wird. Die Ergebnisse sind im Anhang
C in den Abbildungen C.7 - C.12 dargestellt. Fiir eine genauere Darstellung wurde eine
halblogarithmische Darstellung gewéhlt. Man erkennt, dafl das Konvergenzverhalten durch
Erh6hung von L nicht merklich verbessert werden kann.

Abschlieflend soll der Vollstandigkeit halber untersucht werden, wie bei (V1) und (V2) das
Konvergenzverhalten von mazx . abhéingt. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen C.13 bis
C.18 dargestellt. Man erkennt, dafl durch eine Vergroflerung von mazg. das Konvergenz-
verhalten von (V1) leicht verbessert werden kann. Fiir (V2) ist so dagegen keine Verbesse-
rung erzielbar. Es ist zu bemerken, daf} es sich herausgestellt hat, daf} eine Verdreifachung
der Anzahl der Linearisierungsschritte pro Zeitschritt ungefihr auch eine Verdreifachung
der Rechenzeit bedeutet. Es war aber ein erklirtes Hauptziel dieser Arbeit, ein schnelle-
res Konvergenzverhalten ohne Vergréfierung der Rechenzeit zu erzielen. Vom praktischen
Standpunkt aus gesehen ist dieses Resultat daher eher uninteressant.

7.4. Zusammenfassung

Das Losungsverfahren (V2) zeigt fiir den Testfall nach Cheesewright ein deutlich besseres
Konvergenzverhalten als die bisher in PNS benutzte Losungsstrategie (V1). Man erinnere
sich daran, daf sich (V1) und (V2) erstens in der Formulierung und Linearisierung der k-
und e- Gleichung und zweitens in der Art der iterativen Losung unterscheiden. Man kann
davon ausgehen, daf} sich die Variante (V2) noch optimieren 1ifit. Ein wichtiger Aspekt
hierbei ist die Tatsache, daf} bislang noch keine geeigneten Abbruchschranken fiir pg, e
und pz, fiir die Schleifen zum Ausiterieren von k, € und der turbulenten Linge angebbar
sind. Das bedeutet aber, daf} bei der Wahl pp = pe = pr, = 0.0 die Anzahl der Iteratio-
nen (fast) immer gleich der maximalen Anzahl von Iterationen ist und somit nicht gezielt
gesteuert werden kann. Ein geringes Problem bei (V2) ist es noch, dafi der Algorithmus
nicht stabil ist, falls maxg. > 1 gewidhlt wird. Aber dieses Problem ist nicht von grofler
Bedeutung, da das Entscheidende die freie Wahl von maxy, ist.

102



7.4. Zusammenfassung

Es miissen weitere Versuche mit anderen Testproblemen durchgefiihrt werden, um die fol-
genden Fragen zu beantworten :

1. Liefert (V2) auch fiir andere Testprobleme dieselbe Losung wie (V1) ?

2. Zeigt sich auch bei anderen Testproblemen ein klar besseres Konvergenzverhalten ?
3. Ko6nnen geeignete Abbruchschranken fiir ug, pe und py, angegeben werden ?

4. TIst (V2) stets instabil, falls mazy > 1 gewdhlt wird ?

5. Lassen sich die feinskaligen Oszillationen in den Ecken der Cavity beseitigen 7

Fiir einen Einbau der Iterationsstrategie nach Codina-Soto war ein tiefer Eingriff in das
Programm PNS noétig. Es wurde eine Version implementiert, die das Losungsverfahren (V2)
realisiert. Gegen eine sofortige Ubernahme von (V2) in das Programmsystem PNS sprechen
aber noch einige praktische Griinde. Der Einbau der Iterationsstrategie nach Codina-Soto
ist, wie schon gesagt, ein tiefer Eingriff in das Programm PNS. Auflerdem ist die Korrektheit
und die Stabilitat der bisher implementierten Variante von Seite der TU Dresden anhand
vieler, oft auch praxisrelevanter Testrechnungen meist erfolgreich getestet worden. Eventuell
auftauchende Probleme der bisher realisierten Fassung sind groflenteils bekannt. Dagegen
ist der Algorithmus (V2) erst an einem relativ einfachen Beispiel getestet worden, seine Vor-
und Nachteile bei anderen Testproblemen sind noch nicht bekannt. Aus Zeitgriinden und vor
allem aus Mangel an geeigneten weiteren Testproblemen mufite auf weitere Tests verzichtet
werden. Aus diesen Griinden wird auf einen vollstdndigen Einbau des Algorithmus (V2) in
eine neue Version von PNS vorerst verzichtet.

103



7. Vergleich zweier Linearisierungsstrategien fiir das nichtisotherme k-¢ Turbulenzmodell

104



8. Zusammenfassung und Ausblick

8.1. Riickblick

Seit mehr als hundert Jahre beschéftigen sich nun Wissenschaftler - Ingenieure, Physiker
und Mathematiker - mit turbulenten Stromungen. Die Forschung hat in den letzten drei
Jahrzehnten immense Fortschritte gemacht. Dies liegt zum einen an der rasanten Entwick-
lung der Computertechnologie. Zum anderen liegt es aber wesentlich auch an der minde-
stens ebenso bedeutsamen Entwicklung neuer mathematischer Verfahren, wie z.B. Stabili-
sierungstechniken, schnelle Loser fiir die bei der Diskretisierung erhaltenen linearen Glei-
chungssysteme, parallele Gebietszerlegungsalgorithmen und rdumlich-adaptive Verfahren.
Demgegentiber ist der Fortschritt in der physikalischen Modellbildung - Stichwort Turbu-
lenzmodelle - vergleichsweise gering. Im Gegenteil, das Problem, komplizierte Stromungen
wie z.B. das Abloseverhalten turbulenter Stromungen richtig zu beschreiben, ist meist auf
ein unzureichendes Turbulenzmodell zuriickzufiihren.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit standen die Modellbildung und die numerische Losungs-
strategie im Vordergrund. Andere mathematische Aspekte wie zum Beispiel das Zusam-
menspiel von k/e-Modell und Gebietszerlegungsalgorithmus konnten nicht verfolgt werden.
Dabei ging es bei der Modellbildung allerdings nur darum, die Herleitung des k/e-Modells
mathematisch zu verstehen und nicht darum, die Vorhersagekraft dieses Modells zu te-
sten. Zunéchst wurde der mathematische Zugang zum k/e-Turbulenzmodell nach [MP94]
nachgezeichnet. Es stellte sich zum einen heraus, daf§ sich die Wirbelviskositdtsannahme
— die zentrale Annahme beim k/e-Turbulenzmodell — nur fiir den zweidimensionalen Fall
mathematisch einigermaflen begriinden 148t. Dadurch wurde die Beschreibung der Turbu-
lenz reduziert auf die Berechnung der turbulenten Viskositéit. Die Gleichungen, aus deren
Losungen dann die turbulente Viskositit v; berechnet werden konnte, lieflen sich nicht ex-
akt herleiten. Insbesondere wurden dabei einige Resultate aus der Stochastik bendétigt, die
teils noch nicht bewiesen werden konnten und teils durch weitere Modellierungsannahmen
vereinfacht werden mufiten.

Im zweiten Abschnitt des Theorieteils wurde dann ein vollstindiges Diskretisierungsver-
fahren fiir das erhaltene Gleichungssystem vorgestellt. Dabei war es nicht mdoglich, die
verwendeten Losungsalgorithmen zum k/e-Modell mathematisch zu begriinden und geeig-
nete Konvergenzresultate anzugeben, da es hierfiir beim gegenwértigen Stand der For-
schung noch keine befriedigenden Arbeiten gibt. Im Rahmen der Diskretisierung wur-
den auch die verwendeten Stabilisierungstechniken behandelt. Zum einen wurden SUPG
und PSPG-Stabilisierungen verwendet, zum anderen eine Shock-Capturing-Technik nach
[Cod93] zunichst fir Konvektions-Diffusionsprobleme getestet und dann fiir Rechnun-
gen zum k/e-Modell eingesetzt. Auch die mathematische Theorie des Shock-Capturing-
Verfahrens ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt im wesentlichen noch nicht geklért.

Ein wesentliches Ziel der Arbeit war es, zwei alternative Linearisierungs- und Iterations-
strategien zu vergleichen. Als Beispiel fiir ein nichtisothermes turbulentes Navier-Stokes-
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8. Zusammenfassung und Ausblick

Problem wurde der Testfall von Cheesewright untersucht.

Da eine theoretische Fundierung wesentlicher Teile dieser Arbeit beim gegenwértigen Stand
der Forschung noch nicht existiert, hat die gesamte Arbeit eher experimentellen Charakter.
Statt strenger Beweise kdnnen oft nur heuristische Erklarungen gegeben werden. Dies liegt
in der Komplexitit und Kompliziertheit des Themas. Zur Legitimation dieses Vorgehens
kann man sich aber stets die Tatsache vor Augen halten, dafl gerade das k/e-Modell seit
Jahren mit Erfolg von Ingenieuren fiir viele Problemklassen verwendet wird, obwohl das
Modell in mathematischer Hinsicht noch l&ngst nicht verstanden ist.

Abschlieflend sei noch eine Bemerkung dazu gemacht, daf viele mathematische und physika-
lische Aspekte der Turbulenz in dieser Arbeit nicht behandelt wurden. In der hier gewihlten
Darstellung wurde versucht, dafl der Leser stets den roten Faden von der mathematisch-
physikalischen Modellbildung iiber das numerische Losungsverfahren bis hin zu den konkre-
ten Rechnungen sieht. Dazu wurde bewufit an einigen Stellen nicht abschweift. So wurde
z.B. im Kapitel 2.4.3 darauf verzichtet, die spektrale Verteilung der kinetischen Energie
und das Gesetz von Kolmogorov genauer zu behandeln. Und auch die Versuche, Turbu-
lenz mit den Methoden der Stochastik zu analysieren, wie es z.B. in [BR77] oder in [Fri96]
angegangen wird, konnten im Rahmen dieser Arbeit iiberhaupt nicht betrachtet werden.

8.2. Ausblick

In diesem die Arbeit beschlieBenden Abschnitt soll ein Ausblick dariiber gegeben wer-
den, wie die im Rahmen dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse fiir das Programmpaket
PNS genutzt werden. Fiir Konvektions-Diffusionsprobleme hat sich das Shock-Capturing-
Verfahren als sehr erfolgreich herausgestellt. Es hat sich insbesondere gezeigt, dafi das
Shock-Capturing am giinstigsten in die Routinen zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix
eingebaut wird. So wird es auch in PNS optional eingebaut. Insbesondere wird vom Shock-
Capturing erhofft, daf} ein Fehlerschéitzer im Rahmen einer adaptiven Gitterverfeinerungs-
strategie besser arbeitet. Ob sich diese Erwartung erfiillt, miissen freilich spitere Experi-
mente zeigen.

Obwohl das Shock-Capturing beim k/e-Modell nicht den erhofften Erfolg gezeigt hat, wird
es ebenfalls optional in PNS eingebaut. Denn die Experimente wurden nur fiir ein Test-
beispiel durchgefiihrt. Bei komplizierteren Problemen kénnen gerade in der Temperatur-
gleichung an jenen Orten merkliche Uber- und Unterschwinger auftreten, an denen Fluide
stark unterschiedlicher Temperatur aufeinandertreffen. Es bleibt zu testen, ob das Shock-
Capturing dort die gewiinschte Wirkung zeigt.

Die Formulierung der Gleichungen nach Codina-Soto wurde ebenfalls optional in PNS {iber-
nommen. Aus vorwiegend praktischen Griinden wurde das neue Losungsverfahren (V2)
noch nicht in eine neue PNS-Version aufgenommen, obwohl eine im Rahmen dieser Arbeit
fertig entwickelte Version bereits vorliegt und an wenigen Beispielen getestet wurde. Denn
dazu soll noch in weiteren Experimenten untersucht werden, ob sich die beim Testproblem
nach Cheesewright gezeigten Vorteile von (V2) auch bei anderen Testproblemen beobachten
lassen.
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Abbildung B.13.: CS, ohne SC, Abbildung B.14.: CS, mit SC,
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Abbildung B.19.: CS, mazy = 3,
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Abbildung B.21.: CS, maxr = 3,
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Abbildung B.22.: CS, maxr = 3,
mit SC, e(tc = 5)



B.3. Niveaulinien der Lésungen des Cheesewright-Testfalls

B.3. Niveaulinien der Lésungen des Cheesewright-Testfalls

147



B. Shock-Capturing und k-e-Turbulenzmodell

> >
0.5 Q
<
% 1 2 1 7
X X
Abbildung B.23.: CS, mit SC, Abbildung B.24.: CS, mit SC,
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Abbildung B.27.: PNS, mit SC, Abbildung B.28.: PNS, mit SC,
uy (te = 250) ug (tc = 250)
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Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

In diesem Abschnitt sollen die in der Arbeit verwendeten Symbole erklirt werden. Es
bezeichne u,v : R? x (0,T] — R? eine vektorwertige und M, N : R*™? x (0,T] — R4*¢

eine matrixwertige Funktion.

Symbol Bedeutung

Btu 0—1;

V-.u V'Uzziazuz

Vu (Vu)” = 8juz

\7 (VuT);; = O;u,

S(u) S(u) = (Vu + Vul)/2
V-M (V-M); =3,0iM;;
V- (Vu) | (V- (Vu); =3, 0;0;u;
Au (Au); = Z?:l %
(w-V)v | ((u-V)v); =3, u0v;
V xu Rotation von u

u.v UV =), Ui

M:N M:N =3, MNi
UV (u ®v)ij = uv;.
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Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Nun sollen die benétigten Funktionenriume definiert

werden.
Symbol Bedeutung
C>(Q) Menge der unendlich oft auf € stetig differenzierbaren Funktionen.
C§e () {fue C*(Q):{z : u(z)# 0} ist beschrinkt und C Q}
LP(Q) Menge aller Aquivalenzklassen mefibarer Funktionen f : Q) — R mit
1
1 fllzsey = (Jo |f@)Pdz)* < 00,1 <p< oo
Fiir p = 2 schreibt man oft nur | - [lo statt || - [|z2(q)-
L>(Q) Menge der Aquivalenzklassen mefibarer Funktionen f: Q — R,
die wesentlich beschriinkt sind, d.h. fiir die |f| < M < oc  f.i. gilt.
LE() {ue LP(Q) : [, u(x)de =0}
L},.() {f:Q — R meBbar : [ 1f(z)|dz < 00, VA abgeschlossen und A C Q}
HY(Q) {fueL?(Q):34d € L, (Q) s.d. [ud'de =— [,u'¢dz, Vo € CE(0)}
Auf H'(Q) definiert man die Norm |jull, := ([, [u*dz + [, |Vu[*dz)?.
Oft bendtigt man die Halbnorm |ul; := (f, |Vul|2dz)=.
H}(Q) Abschluf des Cg° in der Norm [Jul|; := ([, [u[*dz + [, |Vu|?dz)3.
H} (Q)4 {fue HY(Q)? : V.-u=0}.
Il x Norm auf X,
LP((0,T); X) | Menge der Aquivalenzklassen me8barer Funktionen ¢ : (0,7) + X mit
T
Iy Il < oo
L>*((0,T); X) | Menge der Aquivalenzklassen mefibarer Funktionen ¢ : (0,7) — X mit
l9llx < M < oc f.ii.
X Dualraum zu X.
H Q) Dualraum zu H!(Q)
2
Hz(0Q) {u € L2(090) | [ [oqypq Mot ds(z)ds(y) < oo}, vgl. auch [0tt99] S.159.
H~3(090) Dualraum zu H?z ()

158




Literaturverzeichnis

[A1£92]

[BR77]

[Bre93|

[CKZS6]

[Cod93]

[CS99]

[Eck74]

[Fri96]

[GRY4]

[Gro74]

[IF79)]

[KC96]

[Kes92]

Avr, H. W.: Lineare Funktionalanalysis. Eine anwendungsorientierte
Einfithrung. Springer, Berlin, 1992.

BERNARD, P., RATIU, P.: Turbulence seminar. Lecture Notes in Mathematics,
Bd.615, Springer, 1977.

BREIMAN, L.: Probability. Classics in Applied Mathematics, Society for Indu-
strial ans Applied Mathematics, Philadelphia, 1993.

CHEESEWRIGHT, R., King, K. J., Z1A1, S.: Ezperimental data for the eva-

luation of computer codes for the prediction of two-dimensional bouyant cavity
flows. ASME winter annual meeting, S.75-81, Anaheim, 1986.

CoDINA, R.: A Finite Element Formulation for the Numerical Solution of the
Convection-Diffusion Equation. Monografia (14), Centro Internacional de Mto-
dos Numricos en Ingenieria, Barcelona, 1993.

CobpIiNa, R., SoTo, O.: Finite element implementation of two-equation and

algebraic stress turbulence models for steady incompressible flows International
Journal for Numerical Methods in Fluids, Volume 30 Number3, 309-334, 1999.

ECKELMANN, H.: The structure of the viscous sublayer and the adjacent wall
region in a turbulent channel flow J.Fluid Mech., vol.65, part 3, pp. 439-459,
1974.

FriscH, U.: Turbulence. The legacy of A.N.Kolmogorov. Cambridge University
Press, 1996.

GROSSMANN, C., Roos, H.G.: Numerik partieller Differentialgleichungen.
Teubner Studienbiicher Mathematik, Teubner, Stuttgart, 1994.

GROSSMANN, S.: Mathematischer Einfihrungskurs fir die Physik. Teubner Stu-
dienbiicher Physik, Teubner, Stuttgart, 1974.

INOUE, A., FUNAKI, T.: On an New Derivation of the Navier-Stokes- Equation.
Commun.math.Phys.65, 83-90 (1979)

KEVORKIAN, J., CoLE, J.D.: Multiple Scale and Singular Perturbation Me-
thods. Applied Mathematical Sciences, Volume 114, Springer, 1996.

KESSLER, R.: Figenschaften und Anwendungsbereiche von Turbulenzmodellen.
IB 221-92 A 15, DLR Géttingen, 1992.

159



Literaturverzeichnis

[KP80]

[Kra64]

[Kre91]

[LMS6]

[Lub9s]

[MP94]

[Mue97]

[Mue98|

[Mue99]

[Nei99]

[Oek92]

[Parss)]

[PO97]

[Ot£99]

[Rup97]

160

KESTEN, H., PArPANICOLAOU, G.: A limit theorem for stochastic acceleration.
Commun. Math. phys. Vol. 78, pp.19-63, 1980.

KRAICHNAN, R.: Phys. Fluids. Vol 7, pp. 1163, 1964.

KRENGEL, U.: Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
Vieweg, 1991

LANDAHL, M. T., MOLLO-CHRISTENSEN, E.: Turbulence and random proces-
ses in fluid mechanics. Cambridge Unversity Press, 1986.

LuUBE, G.: Funktionalanalysis. Vorlesungsskript, 1998.

MOHAMMADI, B., PIRONNEAU, O.: Analysis of the K-Epsilon Turbulence Mo-
del. John Wiley & sons, 1994.

MULLER, L.: Untersuchung einer stabilisierten Finite-Elemente-Methode fiir
die Oseen-Gleichungen. Gottingen, Univ., Dipl.-Arb., 1997.

MULLER, S.: Untersuchung von iterativen Ldsungsverfahren und Vorkonditio-
nierungsstrategien fiir die Oseen-Gleichungen. Gottingen, Univ., Dipl.-Arb.,
1998.

MUELLER, H.: Ein Konzept zur numerischen Berechnung inkompressibler
Strémungen auf der Grundlage einer diskontinuierlichen Galerkin-Methode in
Verbindung mit nichtiberlappender Gebietszerlequng. Dissertation, TU Dres-
den, 1999.

NEeiTZKE, K. P.: Ezperimentelle Untersuchung und numerische Modellierung
von wandnahen thermischen Auftriebsstromungen. Dissertation, TU Dresden,
1999.

OEKSENDAHL, B.: Stochastic Differential Equations. An Introduction with Ap-
plications. Springer, 1992

Pares, C.: Un traitment faible par éléments finis de la condition de glissement
sur une paroi pour les équations de Navier-Stokes. Note C.R.A.S., Vol.307,
pp-101-106, 1988.

PiTERBARG, L.O., OsTrOVSKII, A.G.: Advection and Diffusion in Ran-
dom Media. Implications for Sea Surface Temperature Anomalies. Kluwer,

Dordrecht, 1997.

Otto, F. C.: A non-overlapping Domain Decomposition Method for elliptic
Problems. Gottingen, Univ., Dissertation, 1999.

RupPIN, A.: Shock-Capturing-Methoden bei stabilisierten Galerkin- Verfahren:
Gottingen, Univ., Dipl.-Arb., 1998.



Literaturverzeichnis

[RSTY6]

[Sin94]

[Tay35]

[Tem?77]

[Tri72]

[VFS8S]

[Wal82]

[Yua92]

Roos, H.-G., STYNES, M., ToBISKA, L.: Numerical Methods for Singular-
ly Perturbed Differential Equations. Convection-Diffusion and Flow Problems.
Springer, 1996.

SINAL, Y.G.: Topics in Ergodic Theory. Princeton University Press, Prin-
ce/New Jersey, 1994.

TAYLOR, G.I.: Statistical theorie of turbulence. Proc. R. Soc. Lond. A 151,
421-478, 1935.

TEMAN, R.M.: Navier-Stokes- Equations. Theory and Numerical Analysis. Stu-
dies in Mathematics and its Applications, Volume 2, North Holland, 1977.

TRIEBEL, H.: Hohere Analysis. Hochschulbiicher fr Mathematik, Deutscher
Verlag der Wissenschaften, 1972.

VisHik, M.J., FURSIKOV, A.V.: Mathematical Problems of Statistical Hydro-
dynamics. Kluwer, Dordrecht, 1988.

WALTERS, P.: An Introduction to Ergodic Theorie. Graduale Texts in Mathe-
matics, 79, Springer, 1982.

YUAN: New wall functions for the numerical simulation of air flow patterns in
rooms. Proceedings ROOMVENT 92, Aalborg, 1992.

161



Literaturverzeichnis

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei all jenen bedanken, die zur Abfassung dieser Arbeit
beigetragen haben.

Mein ganz besonderer Dank gilt Herrn Prof. Gert Lube fiir das interessante Thema, die
ungemein intensive und motivierende Betreuung und auch dafiir, daf§ er mir die Teilnahme
an einer Sommerschule iiber die Navier-Stokes-Gleichung und das Absolvieren eines Prak-
tikums an der TU Dresden ermdglicht hat.

Ich mochte auch Frank-Christian Otto danken fiir die Einarbeitung in PNS und die Hilfe
bei so vielen Fragen zur Numerik partieller Differentiagleichungen.

Ein besonderer Dank gilt Ralf Gritzki, Hannes Miiller und Dr. Markus Résler von der TU
Dresden fiir die anregende Zusammenarbeit, insbesondere bei der Implementierung der zu
testenden Verfahren in PNS, und natiirlich fiir die Erméglichung eines Praktikums an der
TU Dresden.

Auflerdem méchte ich Andreas Priesnitz fiir die Hilfe bei so vielen kleinen und grofien
Problemen mit C und Uniz, sowie Heiko Schilling und Markus Looft fiir die Hilfe bei
Problemen mit W TEXdanken. Ferner sei Gerd Rapin fiir das Korrekturlesen gedankt. Der
ganzen CFD-Arbeitsgruppe sei fiir die inspirierende Arbeitsatmosphére und dem Opera-
ting fiir die stets freundliche Unterstiitzung gedankt.

Weiterhin sei Holger Frahnert von der DLR Gottingen fiir die vielen hilfreichen Litaratur-
hinweise zur Physik der Turbulenz gedankt.

Schliefilich mochte mich ganz besonders bei meinen Eltern bedanken, die mir mein Studium
ermoglicht haben.

162



