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1. EinleitungDas Thema dieser Arbeit ist die numerishe Behandlung turbulenter Str�omungen. Sowohllaminare als auh turbulente Str�omungen von Fluiden werden vollst�andig durh die Navier-Stokes-Gleihungen �tu+ (u � r)u+rp� �4u = f ; r � u = 0beshrieben. Seit den Arbeiten von Rihardson (1925) stellt man sih Turbulenz als �Uber-lagerung von Wirbeln untershiedliher Gr�o�e vor. Ein hinreihend genaues numerishesVerfahren zur L�osung der Navier-Stokes-Gleihung mu� auh die kleinsten Wirbel erfassen,wozu eine Gitterfeinheit von h � � 34 n�otig ist. Bei dreidimensionalen Rehnungen f�uhrt dieszu Gleihungssystemen mit N = �� 94 Unbekannten. In industriellen Anwendungen liegt dieViskosit�at � des Mediums in der Gr�o�enordnung � � 10�6. Dies f�uhrt zu Gleihungssyste-men mit N � 1013:5 Unbekannten, was die Kapazit�aten von modernsten Rehenanlagenbei weitem �ubersteigt.Deswegen wurde in den letzten Jahrzehnten eine Vielzahl von Turbulenzmodellen ent-wikelt. Unter ihnen nehmen in den heutigen Anwendungen die sogenannten statistishenTurbulenzmodelle eine zentrale Stellung ein. Grundidee aller statistishen Turbulenzmo-delle ist die Aufspaltung der Gr�o�en Geshwindigkeit u und Druk p in einen (�uber einEnsemble oder ein Zeitintervall) gemittelten Anteil und in einen Fluktuationsanteil:u = U + u0 ; p = P + p0:Wie in Abshnitt 2.3 gezeigt wird, l�osen die gemittelten Gr�o�en (U ; P ) dann die sogenannteReynoldsgleihung�tU + (U � r)U +rP �r � (�rU + hu0 
 u0i) = 0:(1.1)Die gesamte Information �uber die Turbulenz stekt im a priori unbekannten Korrelations-term hu0 
 u0i, dem sog. Reynoldsshen Spannungstensor. Je nahdem, wie dieser Termmodelliert wird, untersheidet man die vershiedenen Turbulenzmodelle. Eine sh�one �Uber-siht �uber die gel�au�gen Turbulenzmodelle �ndet man z.B. in [Kes92℄. Im Rahmen dieserArbeit wird nur das von Daley und Harlow (1970) bzw. von Launder und Spalding (1974)vorgeshlagene k/�-Turbulenzmodell behandelt. Der Reynoldsspannungstensor wird dabeimodelliert durh hu0 
 u0i = 23kI + � k2� r � (U +rUT );wobei � = 0:09 ist.
5



1. EinleitungBer�uksihtigt man zus�atzlih nihtisotherme E�ekte, so lautet das nihtlineare gekoppelteDi�erentialgleihungssystem, aus dem sih U ; P; k; � und die mittlere Temperatur � be-stimmen lassen:�tU + (U � rU) +rP �r � ((� + � k2� )(rU +rUT )) = 23rkr �U = 0�t�+ (U � r)��r � (aer�) = _qVp�tk +U � rk � �2 k2� jrU +rUT j2 �r � (� k2� rk) + � = 0�t�+U � r�� 12 kjrU +rUT j2 �r � :(�k2� r�) + 2 �2k = 0:Die Konstanten werden aus physikalishen Experimenten bestimmt zu � = 0:09, 1 =0:126, 2 = 1:92 und � = 0:07. Das isotherme k/�-Turbulenzmodell wird in Abshnitt 2.5hergeleitet. Es hat sih gezeigt, da� das k/�-Modell in Wandn�ahe keine befriedigenden Re-sultate liefert. Daher werden die Gr�o�en U ;�; k und � dort durh analytishe Funktionen,sog. Wandfunktionen, beshrieben (vgl. Abshnitt 2.6).Im dritten und vierten Kapitel soll ein vollst�andiges numerishes L�osungsverfahren des imzweiten Kapitel hergeleiteten Di�erentialgleihungssystems beshrieben werden. Im drittenKapitel wird zun�ahst eine zeitlihe Semidiskretisierung mit dem impliziten Eulerverfahrendurhgef�uhrt und anshlie�end eine Entkopplung und Linearisierung der Gleihungen mitder Methode der iterativen Entkopplung vorgenommen. In der vorliegenden Arbeit werdenzwei Linearisierungs- und Iterationsstrategien untersuht, die im Abshnitt 3.3 vorgestelltwerden und in Kapitel 7 anhand numerisher Tests verglihen werden.Betrahtet man das so entkoppelte Di�erentialgleihungssystem, so erkennt man, da� esgen�ugt, sih im folgenden auf zwei Modellgleihungen zu beshr�anken. Die linearisierteReynoldsgleihung ist im wesentlihen eine Oseen-Gleihung (mit lokal variabler Visko-sit�at), die Gleihungen f�ur �,k und � sind im wesentlihen lineare Konvektions-Di�usions-gleihungen (mit lokal variabler Viskosit�at). In Abshnitt 4.2 wird f�ur beide Modellglei-hungen eine Variationsformulierung auf dem kontinuierlihen Level hergeleitet, in Ab-shnitt 4.3 erfolgt der �Ubergang auf den r�aumlih diskreten Level. Da das so erhalteneGalerkin-Shema numerish instabil ist, werden SUPG- und in der Oseen-Gleihung auhPSPG-Stabilisierungsterme eingef�uhrt (vgl. die Abshnitte 4.4 und 4.5).Es ist ein zentrales Ziel dieser Arbeit, das so stabilisierte numerishe Verfahren durhdie zus�atzlihe Stabilisierung mit einer Shok-Capturing-Tehnik wesentlih zu verbessern.Beim k/�-Modell stekt die Information �uber die turbulenten E�ekte in der turbulentenViskosit�at � k2� , wobei k und � L�osungen von Konvektions-Di�usionsgleihungen sind. kund � liegen in der Gr�o�enordnung p�. In der N�ahe von Grenzshihten | das sind Berei-he, wo die L�osung sharfe Gradienten besitzt | k�onnen die L�osungen von Konvektions-Di�usionsgleihungen �Uber- und Untershwinger aufweisen. Durh numerishe Oszillatio-nen hervorgerufene negative Werte f�ur k und � sind unphysikalish und k�onnen insbesonderenegative, sehr kleine oder auh sehr gro�e Werte f�ur die e�ektive Viskosit�at bedeuten. Diesist einerseits physikalish falsh und vershlehtert andererseits die numerishe L�osbarkeit.Durh eine Shok-Capturing Tehnik sollen diese �Uber-und Untershwinger wegged�ampft6



werden. Dazu wurde auh die von Codina in [Cod93℄ favorisierte Shok-Capturing-Varianteimplementiert.Im f�unften Kapitel soll dieWirkung der implementierten Shok-Capturing Tehnik zun�ahstan einigen Testbeispielen analysiert werden. Die Testrehnungen wurden mit dem For-shungsode ParallelNS durhgef�uhrt, der in einem Gemeinshaftsprojekt zwishen demInstitut f�ur Luft- und Raumfahrttehnik und dem Institut f�ur Thermodynamik und Teh-nishe Geb�audeausr�ustung der TU Dresden und dem Institut f�ur Numerishe und Ange-wandte Mathematik der Universit�at G�ottingen entwikelt wurde. Die graphishe Darstel-lung erfolgte mit dem kommerziellen Visualisierungspaket teplot.Ziel des sehsten Kapitels ist die Untersuhung der Wirksamkeit des Shok-Capturing f�urdas nihtisotherme k/�-Modell. Dazu wurde als Testbeispiel ein zweidimensionales Closed-Cavity-Problem gew�ahlt. Im siebten Kapitel soll shlie�lih das Konvergenzverhalten derbeiden vorgestellten Linearisierungs- und Iterationsstrategien f�ur dieses Testbeispiel vergli-hen werden.
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1. Einleitung
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2. Das k/�-Turbulenzmodell2.1. EinleitungDas Thema dieses Kapitels ist das k/�-Turbulenzmodell. Zun�ahst wird eine zufallsabh�angi-ge Formulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen ben�otigt. Dazu werdendrei Zug�ange vorgestellt: Der Zugang �uber das Ensemble-Konzept der statistishen Physik,der Zugang �uber das Konzept der stohastishen dynamishen Systeme und der Zugang�uber stohastishe Di�erentialgleihungen. Danah wird das Konzept der Filter eingef�uhrt,das angewendet wird, um Aussagen �uber die gemittelte L�osung einer stohastishen Di�e-rentialgleihung zu erhalten. Durh Filterung der zuf�alligen Navier-Stokes-Gleihungen wer-den dann die Gleihungen f�ur das mittlere Geshwindigkeitsfeld und den mittleren Drukhergeleitet, die sog. Reynolds-Gleihungen. Diese bilden dann den Ausgangspunkt f�ur dieHerleitung des k/�-Turbulenzmodells im zweiten Teil dieses Kapitels.Die ben�otigten Funktionenr�aume sind im Abk�urzungs- und Symbolverzeihnis zusammen-gestellt.2.2. Die zufallsbehafteten Navier-Stokes-Gleihungen2.2.1. Ph�anomenologie turbulenter Str�omungen aufgrund physikalisher ExperimenteExperimentelle Untersuhungen z.B. von Kanalstr�omungen (mit Hitzdraht-oder Hei��lma-nemometrie) mit hoher Zeitau�osung zeigen, da� in turbulenten Str�omungen die gemesseneGeshwindigkeit shnell oszilierende Shwankungen um eine mittlere Geshwindigkeit auf-weist. Eine sh�one Darstellung zur experimentellen Untersuhung turbulenter Str�omungen�ndet man z.B. in [Ek74℄. Betrahtet man homogene Turbulenz hinter einem Gitter, sosheint es eine unregelm�a�ige, zuf�allige Str�omungsgestalt zu geben. Wiederholt man Ex-perimente zur Turbulenz, so ist zwar die detaillierte Struktur einer Messung niht repro-duzierbar, aber gewisse statistish gemittelte Gr�o�en sind reproduzierbar. Dies veranla�-te Taylor(1935), turbulente Str�omungen mit statistishen Methoden zu beshreiben (vgl.[Tay35℄ und [Fri96℄, S.27�). Es stellt sih die Frage, warum deterministishe Gleihungenwie die Navier-Stokes-Gleihungen L�osungen besitzen k�onnen, die Aspekte der Zuf�alligkeitaufweisen.2.2.2. Zugang �uber das Ensemble-Konzept der statistishen PhysikDer einfahste Zugang zu den zufallsabh�angigen Navier-Stokes-Gleihungen ist das in derstatistishen Physik benutzte Modell des Ensembles, vgl. [LM86℄. Falls ein Experimentatorein instation�ares Str�omungsproblem mit vorgegebener Anfangsstr�omung u0(x) messen will,so versuht er, die Anfangsstr�omung u0(x) m�oglihst genau einzustellen, und nimmt danndie Messung auf. Er wird die Anfangsstr�omung u0(x) aber nie genau einstellen k�onnen,sie wird immer mit einer St�orung �ust0 behaftet sein. Da diese St�orung a priori unbekannt9



2. Das k/�-Turbulenzmodellist, ist auh das Ergebnis der Messung a-priori unbekannt. Insbesondere sind die exaktgleihen Anfangsdaten niht reproduzierbar. Im Falle einer sensitiven Abh�angigkeit vonden Anfangsdaten mi�t der Experimentator bei Wiederholungen des Experimentes mitun-ter v�ollig vershiedene L�osungen. So entsteht ein Aspekt der Zuf�alligkeit der L�osung. Diezun�ahst gemahte Annahme besteht nun darin, da� die Menge der zugelassenen St�orungenendlih sein soll. Ihre Anzahl sei N . Es sei ferner angenommen, die Wahrsheinlihkeit, einedieser St�orungen zuf�allig einzustellen, sei gleihverteilt 1N .Die Idee des Ensemblekonzepts besteht nun darin, sih eine Gesamtheit von Systemen zudenken, von denen jedes mit genau einer der zul�assigen St�orungen behaftet ist.De�nition 2.1Sei 
 � Rd; d = 2; 3, ein Gebiet. Sei � = �
. Unter einem Ensemble von Systemen, diealle den Navier-Stokes-Gleihungen mit den gleihen Randbedingungen und fast gleihenAnfangsbedingungen gen�ugen, wird eine Gesamtheit von N Systemen verstanden, wobei dasi-te System dabei durh folgende Spezi�kationen de�niert wird:�tui + (ui � r)ui +rpi � �4ui = f in
� [0; T [r � ui = 0 in
� [0; T [ui(x; 0) = u0(x) + �ui0(x) auf 
� f0g; �� 1uij� = g auf �� [0; T [:Dabei sei vorausgesetzt, da� auf 
� [0; T [ eine und nur eine L�osung existiert. Im folgendenwird das so de�nierte Ensemble auh als Ensemble NS bezeihnet. Ferner werden einzelneSysteme dieses Ensembles auh als Systeme NS bezeihnet.Die Zuf�alligkeit der St�orung ergibt sih im Ensemblekonzept dann daraus, da� der Ex-perimentator zuf�allig ein System aus der Gesamtheit aller Systeme ausw�ahlt und an die-sem dann die Messung vornimmt. So gesehen stellt der Me�vorgang ein Zufallsexperimentdar, dessen Ergebnisraum 
NP = f1; 2; : : : ; Ng die Menge aller Systeme ist und dessenWahrsheinlihkeitsverteilung durh eine Gleihverteilung auf 
NP gegeben ist, d.h., es giltP (f!g) = 1N ; ! 2 
NP . P ist ein Punktma�. Das zuf�allig ausgew�ahlte System ! nenntman auh Realisierung des Zufallsexperimentes. Das zur Realisierung ! 2 
NP geh�orendeGeshwindigkeitsfeld wird mit u(x; t; !) bezeihnet. Es bezeihne P (fu(�; t; !)g) die Wahr-sheinlihkeit, zum Zeitpunkt t das zur Realisierung ! geh�orende Geshwindigkeitsfeld uzu messen. Dann giltP (fu(�; t; !)g) = P (fu(�; 0; !)g) = P (f!g) = 1N :Ein Wahrsheinlihkeitsma� mit dieser Eigenshaft bezeihnet man auh als Invarianzma�.Die in diesem Abshnitt eher anshaulih motivierte Darstellung wird im folgenden Ab-shnitt in der abstrakten Sprehweise der stohastishen dynamishen Systeme formuliert.2.2.3. Zugang �uber das Konzept der stohastishen dynamishen SystemeZuerst soll der Begri� eines stohastishen dynamishen Systems eingef�uhrt werden, vgl.[Fri96℄ S.36.10



2.2. Die zufallsbehafteten Navier-Stokes-GleihungenDe�nition 2.2Ein stohastishes dynamishes System ist ein Quadrupel (
DSP ; A; P;Gt), bestehend aus� einer Menge 
DSP , dem sog. Zustandsraum,� einer �- Algebra A auf 
DSP ,� einem Wahrsheinlihkeitsma� P auf A sowie� einem Evolutions- oder Zeitentwiklungsoperator GtDabei ist ein Zeitentwiklungsoperator Gt eine einparametrige Familie von Abbildungen von
DSP in sih mit den folgenden Eigenshaften:1. Gt bildet eine Halbgruppe, d.h. G0 = I, GtGt0 = Gt+t0 ,2. Gt erh�alt P , d.h. P (G�1t A) = P (A).Der in ! 2 
DSP beginnende Pfad von Gt ist de�niert durh fGt!jt 2 R+g.An dieser Stelle sollen die wihtigsten Resultate aus der Theorie zu den Navier-Stokes-Gleihungen angegeben werden. Zun�ahst soll das Navier-Stokes-Problem genau de�niertwerden. F�ur die dabei verwendeten Sobolevr�aume sei auf das Abk�urzungs- und Symbolver-zeihnis verwiesen.De�nition 2.3Gegeben seien� f 2 L2(0; T ; (H�1(
))d),� g 2 L2(0; T ; (H� 12 (�
))d),� u0 2 (H1div(
))d.Dann lautet das Navier-Stokes-Problem:Finde (u; p) 2 L2(0; T ; (H1div(
)d)) \ L1(0; T ; (L2(
))d)� L2(0; T ;L20(
)) so da��tu+ (u � r)u+rp� �4u = f in 
� [0; T [r � u = 0 in 
� [0; T [uj� = g auf �� [0; T [u(x; 0) = u0 auf 
� f0ggilt.Es gilt folgende Existenz- und Regularit�atsaussage.Satz 2.1F�ur d = 2 und d = 3 existiert eine L�osung des Navier-Stokes-Problems aus De�nition 2.3.Sei u 2 L2(0; T ; (H1div(
)d))\L1(0; T ; (L2(
))d) eine L�osung des Navier-Stokes-Problems,dann gilt dudt 2 ( L2(0; T ; (H�1div(
))2) ; falls d = 2L 43 (0; T ; (H�1div(
))3) ; falls d = 3: 11



2. Das k/�-TurbulenzmodellBzgl. der Eindeutigkeit gibt es folgendes Resultat.Satz 2.2Unter den Voraussetzungen an die Daten wie in De�nition 2.3 ist die L�osung u des Navier-Stokes-Problems im Fall d = 2 eindeutig bestimmt.Beweis:Zum Beweis sei verwiesen auf [Tem77℄, S.294. }Bemerkung 2.1F�ur eine Eindeutigkeitsaussage f�ur den Fall d = 3 sei verwiesen auf [Tem77℄, S.310.Nun kann das von den Navier-Stokes-Gleihungen erzeugte stohastishe dynamishe Sy-stem de�niert werden, vgl. [Fri96℄ S.37f.De�nition 2.4Sei d = 2. Es gelten die Voraussetzungen von De�nition 2.3, d.h. zu jeder Anfangsbedingungu(x; 0) = u0 auf 
� f0g; u0 2 (H1div(
))dbesitze das in De�nition (2.3) de�nierte Navier-Stokes-Problem eine und nur eine L�osung(u; p) 2 H1div(
)d � L20(
) zum Zeitpunkt t 2℄0; T [.� Als Menge 
DSP de�niert man dann den Funktionenraum 
DSP := H1div(
)d.� Sei A eine �� Algebra auf 
DSP = (H1div)d.� Sei P ein Wahrsheinlihkeitsma� auf A, das jeder Teilmenge B 2 A von Anfangs-bedingungen die Wahrsheinlihkeit zuordnet, da� die zuf�allig realisierte Anfangsbe-dingung in B liegt.� Sei der Zeitentwiklungsoperator Gt de�niert als die Abbildung, die einer Anfangs-bedingung u0(�) 2 (H1div(
))d die zugeh�orige eindeutig bestimmte L�osung u(�; t) 2(H1div(
))d zur Zeit t zuordnet, de�niert durhGt : (H1div(
))d 7! (H1div(
))du0(:) 7! u(:; t):(2.1)Per de�nitionem ist Gt eine Halbgruppe. Zus�atzlih wird gefordert, da� Gt das Ma� Perh�alt, d.h. P (G�1t A) = P (A):Dann ist das von den Navier-Stokes-Gleihungen erzeugte dynamishe System de�niert alsdas Quadrupel (
DSP ; A; P;Gt).Um zu unterstreihen, da� es f�ur jede Anfangsbedingung kraft des auf 
DSP de�niertenMa�es eine Wahrsheinlihkeit gibt, da� diese Anfangsbedingung realisiert wird, shreibtman statt u0(:) auh u0(:; !). F�ur den in u0(:; !) beginnenden Pfad Gt(u0(:; !)) wird inZukunft meist u(:; t; !) geshrieben.12



2.2. Die zufallsbehafteten Navier-Stokes-GleihungenDer oben skizzierte Zugang folgt im wesentlihen dem Vorshlag von Kraihnan(1972), derdie Zuf�alligkeit der L�osung auf die Zuf�alligkeit der Anfangsbedingung zur�ukf�uhrt. Dieswird durh die Eigenshaft des Zeitentwiklungsoperators, das Wahrsheinlihkeitsma� zuerhalten, d.h. P (G�1t (A) = P (A)), mathematish beshrieben.Bemerkung 2.2Es mu� kritish angemerkt werden, da� die Existenz von Ma�en, die invariant unter demZeitentwiklungsoperator sind, noh niht hinreihend gekl�art ist, vgl. [VF88℄ und [Fri96℄S.38. F�ur den dreidimensionalen Fall gibt es noh niht einmal eine ausreihende L�osungs-theorie der Navier-Stokes-Gleihungen zur De�nition des Zeitentwiklungsoperators.Bemerkung 2.3Das eigentlihe Ziel bei der Anwendung der Theorie der dynamishen Systeme auf dieNavier-Stokes-Gleihungen ist es, die mathematishe Natur der Turbulenz zu erkl�aren. Die-ser Aspekt w�urde jedoh den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Der interessierte Leser seiverwiesen auf [Fri96℄ und [BR77℄.2.2.4. Zugang �uber das Konzept der stohastishen Di�erentialgleihungenEs soll noh �uber einen anderen Zugang berihtet werden, die Navier-Stokes-Gleihungenals zufallsabh�angige Di�erentialgleihungen zu formulieren. Die zentrale Idee der Arbeitvon Inoue und Funaki [IF79℄ besteht darin, die deterministishe Euler-Gleihung mit einerBrownshen Bewegung, einem sog. stohastishen Raushen, zu �uberlagern.Zun�ahst m�ussen einige Begri�e eingef�uhrt werden. Sei dazu 
 � Rn ein Gebiet. Sei �t eineeinparametrige orientierungstreue Di�eomorphismengruppe auf dem Rn mit Jakobideter-minante gleih 1. Diese beshreibt die Bewegung des Fluids. Die letzte Bedingung entsprihtder Inkompressibilit�atsbedingung. Dann sei folgendes Variationsproblem gegeben:Problem 2.1Sind �0 und �1 gegeben, so �nde man eine einparametrige Di�eomorphismengruppe �t mit1. �0 = �0 und �1 = �1.2. F�ur �t vershwinde die Variation des folgenden Energiefunktionals :J(�t) = Z 10 ZRn nXi=0 [��it(x)�t ℄2dxdt;wobei �t(x) = (�1t (x); : : : ;�nt (x) ist.Minimiert �t(x) dieses Funktional, so sagt man in der Theoretishen Physik, �t(x) erf�ulledas Hamiltonshe Prinzip. Es ist ein Resultat der Theoretishen Mehanik, da� das Ha-miltonshe Prinzip �aquivalent zu den Newtonshen Bewegungsgleihungen ist. So wird derfolgende Satz motiviert, vgl. [IF79℄ Theorem 2.1.
13



2. Das k/�-TurbulenzmodellSatz 2.3Das zur L�osung �t(x) des in Problem 2.1 de�nierten Minimierungsproblems geh�orendeGeshwindigkeitsfeld u(x; t) = (��1t (x)�t ; : : : ; ��nt (x)�t )l�ost die Euler-Gleihung �tu+ (u � r)u+rp = f in 
� [0; T [r:u = 0 in 
� [0; T [u:n = 0 auf �
�℄0; T [u(:; 0) = u0 in 
:Bemerkung 2.4Die Eulergleihung besitzt keinen Laplae-Term. Deshalb ist sie eine Di�erentialgleihungerster Ordnung in der Geshwindigkeit. Die Bewegung der Fl�ussigkeitsteilhen in einerStr�omung, dessen Geshwindigkeitsfeld der Euler-Gleihung gen�ugt, folgt den Charakteri-stiken der Euler-Gleihung. Es gibt keinen Teilhenaustaush zwishen vershiedenen Cha-rakteristiken.In realen Fluiden vollf�uhrt jedes Teilhen neben der Bewegung, die durh die �au�eren Kr�afteund Drukuntershiede bestimmt wird und die durh die Euler-Gleihung beshrieben wird,nah der kinetishen Gastheorie eine sog. Brownshe Molekularbewegung.Nun soll der Begri� der Brownshen Bewegung mathematish eingef�uhrt werden, vgl.[Bre93℄ S.248.De�nition 2.5Eine Brownshe Bewegung ist ein stohastisher Proze� fXtgt2T , dessen Pfade f�ur alle! 2 
 folgende Eigenshaften erf�ullen:1. X(t+4t)�X(t) ist unabh�angig von X(�) f�ur alle � � t.2. Die Verteilung von X(t+4t)�X(t) ist unabh�angig von t (Stationarit�at).3. lim4t!0+0 P (jX(t+4t)�X(t)j>Æ)4t = 0 f�ur alle Æ > 0.Eine Brownshe Bewegung hat folgende Eigenshaften.Satz 2.4Sei fXtgt2T eine Brownshe Bewegung mit X(0) = 0. Dann ist X(t) normalverteilt mitEX(t) = �t und V ar(X(t)) = �2t:� hei�t auh (mittlere) Drift der Brownshen Bewegung.Beweis:Vgl. Breiman [Bre93℄ S.249. }Hinsihtlih Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit einer Brownshen Bewegung gilt folgendesResultat.14



2.2. Die zufallsbehafteten Navier-Stokes-GleihungenSatz 2.5F�ur jede Brownshe Bewegung sind fast alle Pfade gleihm�a�ig stetig. Fast jeder Pfad istnirgends di�erenzierbar.Beweis:Vgl. Breiman [Bre93℄ S.257 und S.261. }Nun wird folgendes Minimierungsproblem betrahtet:Problem 2.2Sind �0(:; !) und �1(:; !) gegeben, so �nde man eine einparametrige Di�eomorphismen-gruppe �t(:; !) mit1. �0(:; !) = �0(:; !) und �1(:; !) = �1(:; !).2. F�ur �t(:; !) vershwinde die Variation des folgenden Energiefunktionals :J(�t) = Z 10 ZRn nXi=0 [��it(x)�t +p2� dBitdt ℄2dxdt;wobei �t(x) = (�1t (x); : : : ;�nt (x) ist.Bemerkung 2.5Wie in Satz 2.5 bemerkt, kann es sih bei dBitdt nur um eine formale Shreibweise handeln.Da Bit auf jedem endlihen Intervall eine unbeshr�ankte Variation besitzt, mu� man dasKonzept des Ito- bzw. Stratonovi-Integrals verwenden.Nah [IF79℄ S.87 erf�ullt das Geshwindigkeitsfeld u(t; :; !) mit ui(t; :; !) = ��it�t die folgendeGleihung: �(ui +p2� dBitdt )�t + nXj=1 �uj�xj (uj +p2� dBjtdt ) + �p�xi = 0; i = 1; : : : ; n ;r � ut = 0:(2.2)Im Beweis von Theorem 4.5 in [IF79℄ wird nun folgende Aussage hergeleitetSatz 2.6F�ur fast jedes ! 2 
 gilt : Das zur L�osung des Minimierungsproblems 2.2 geh�orende Ge-shwindigkeitsfeld u(x; t; !) l�ost die Navier-Stokes-Gleihungen�tu+ (u � r)u+rp� �4u = 0 in 
� [0; T [r � u = 0 in 
� [0; T [u:n = 0 auf �
�℄0; T [u(:; 0) = u0 in 
: 15



2. Das k/�-TurbulenzmodellBemerkung 2.6Durh die thermishe Eigenbewegung der Molek�ule des Fluids, die mathematish als Brown-she Molekularbewegung beshrieben wird, �ndet ein Teilhenaustaush zwishen vershie-denen Charakteristiken der Euler-Gleihung statt. F�ur jedes einzelne Molek�ul ist diese Ei-genbewegung zuf�allig, aber die mittlere Drift jedes einzelnen Molek�uls ist bekanntlih null.Das makroskopishe Geshwindigkeitsfeld des Fluids ist das Resultat der mikroskopishenBewegung aller Molek�ule des Fluids. Somit wird verst�andlih, da� das Geshwindigkeitsfelddes Fluids als Summe eines mittleren Geshwindigkeitsfeldes und eines Anteils der zuf�alli-gen Fluktuationen behandelt werden kann. Dieser Gedanke wird im folgenden Abshnittpr�azisiert werden.2.2.5. R�ukblikZiel dieses Abshnitts war es, die Navier-Stokes-Gleihungen als zufallsabh�angige Di�e-rentialgleihungen zu formulieren. Es wurden dazu drei Ans�atze angegeben, von denen derletzte reht befriedigend ist: Ausgehend von einer Analyse der mikroskopish-physikalishenVorg�ange in einem Fluid wurde ein mathematishes Modell aufgestellt. Aus diesem konntendann die zufallsabh�angigen Navier-Stokes-Gleihungen deduziert werden.2.3. Die Reynolds-Gleihungen2.3.1. Das Konzept der FilterDie Idee der Filter ist es, Aussagen �uber statistishe Mittelwerte von L�osungen stoha-stisher bzw. pseudostohastisher Di�erentialgleihungen zu erhalten und diese von denzuf�alligen Fluktuationen einer einzigen Realisierung (Pfade) zu trennen. Im Sinne der Sta-tistik ist ein Filter ein Sh�atzer, der aufgrund einer Menge von L�osungen zuf�allig gest�orterDi�erentialgleihungen die L�osung der ungest�orten Gleihung sh�atzen soll, vgl. [Oek92℄S.58�. Im folgenden ben�otigte Filter sind der Ensemblemittelwert (oder statistisher Mit-telwert) sowie der r�aumlihe und zeitlihe Mittelwert.Gegeben sei wieder das in Abshnitt 2.2.2 de�nierte Ensemble. Vergleiht man die zu denSystemen i geh�orenden L�osungen ui, so kommt man zu folgenden Beobahtungen:1. Es gibt eine allen Systemen gemeinsame mittlere Str�omung.2. Dieser mittleren Str�omung sind f�ur jedes System individuelle zuf�allige Fluktuationen,auh Wirbel genannt, �uberlagert.Diese Beobahtung motiviert die folgendeDe�nition 2.6Sei u(x; t; !) L�osung des Problems aus De�nition 2.1. Dann ist der Ensemblemittelwert,bezeihnet mit h:iE , de�niert alshuiE � Z u(x; t; !)d! := limN!1 1N X!2
NP u(x; t; !):(2.3)Der durh h:iE : u 7! huiE de�nierte Operator hei�t Ensemblemittelungs�lter.16



2.3. Die Reynolds-GleihungenBemerkung 2.7Bei De�nition 2.6 bezeihnet der Ausdruk R u(x; t; !)d! nur eine formale Shreibweise, derdurh limN!1 1N P!2
NP u(x; t; !) de�niert ist. Dabei soll die Shreibweise R u(x; t; !)d!an das Riemann-Stieltjeshe-Integral erinnern.Falls das Filter der Ensemblemittelung f�ur die Zug�ange der dynamishen Systeme oderder stohastishen Di�erentialgleihungen im Sinne der Ma�- und Interationstheorie derStohastik eingef�uhrt wird, so gelangt man zu Integralen der Form R u(x; t; !)d!. F�ur dieseArbeit ist eine exakte Einf�uhrung dieses Integralbegri�s aber niht entsheidend. Wihtigsind allerdings die Eigenshaften dieses Filters.Damit kann die f�ur die gesamte Arbeit wihtige Zerlegung des Geshwindigkeitsfeldes u inein mittleres Geshwindigkeitsfeld U und in einen Fluktuationsanteil u0 eingef�uhrt werden:De�nition 2.7Man nennt U � huiE das mittlere Geshwindigkeitsfeld und de�niert die zur Realisierung! 2 
NP geh�orende Fluktuation u0(x; t; !) alsu0 = u�U :Dann kann man das zu einer Realisierung ! 2 
NP geh�orende Geshwindigkeitsfeld u(x; t; !)zerlegen in u = U + u0De�nition 2.8Sei B � 
 ein beshr�anktes und me�bares Gebiet mit Ma� jBj. Dann ist der r�aumliheMittelwert, gemittelt �uber B, bezeihnet mit h:iB , de�niert alshuiB := 1jBj ZB u(x; t)dx:(2.4)Der durh h:iB : u 7! huiB de�nierte Operator hei�t Filter der r�aumlihen Mittelung.De�nition 2.9Der zeitlihe Mittelwert, gemittelt �uber [0; T ℄, bezeihnet mit h:iT , wird de�niert alshuiT := 1T Z T0 u(x; t)dt:(2.5)Der durh h:iT : u 7! huiT de�nierte Operator hei�t Filter der zeitlihen Mittelung.Lemma 2.1Der Filter h: : : iE erf�ullt folgende Eigenshaften:(i) hu+ �viE = huiE + �hviE .(ii) h�xuiE = �xhuiE ; h�tuiE = �thuiE.(iii) hhuiEiE = huiE.(iv) hvhuiEiE = hviEhuiE. 17



2. Das k/�-TurbulenzmodellBeweis:(i) folgt aus der Linearit�at des Riemann-Stieltjes- bzw des Lebesgue-Integrals.(ii) ist klar, da Integrationsvariable und Di�erentiationsvariable vershieden sind.(iii) hhuiEiE = R huiEd! = huiE R d! = huiE :(iv) hvhuiEiE = R hviEud! = hviE R ud! = hviEhuiE . }2.3.2. Herleitung der Reynolds-GleihungenDie Navier-Stokes-Gleihungen beshreiben das Verhalten des Geshwindigkeitsfeldes unddes Drukes f�ur jedes einzelne System des Ensembles. In diesem Abshnitt sollen nun diesogenannten Reynolds-Gleihungen, die Gleihungen f�ur den Mittelwert des Geshwindig-keitsfeldes und des Drukes, gemittelt �uber alle Systeme des Ensembles, abgeleitet werden.Satz 2.7Sei (u(x; t; !); p(x; t; !)) L�osung von�tu+ (u � r)u+rp� �4u = 0 in 
� [0; T [r:u = 0 in 
� [0; T [u(x; 0; !) = u0(x; !) auf 
� f0guj� = g auf �� [0; T [:Sei ferner h�iE das (Ensemble-)Filter. Bezeihne ferner U = huiE und u0 = u�U , sowieP = hpiE und p0 = p� P .Dann ist (U ; P ) L�osung der sog. Reynolds-Gleihungen�tU + (U � r)U +rP �r � (2�SU + hu0 
 u0i) = 0; in 
� [0; T [r �U = 0; in 
� [0; T [U jt=0 = hu0i auf 
� f0gU j� = huj�i auf �� [0; T [:Zur Vorbereitung des Beweises sollen zwei Vektoridentit�aten, die im folgenden ben�otigtwerden, notiert und bewiesen werden.Lemma 2.2Sei u eine hinreihend glatte vektorwertige Funktion mit div u = 0. Dann gelten f�ur u dieIdentit�aten1. r � (u
 u) = (u � r)u,2. r � (ru+ruT ) = 4u.Beweis:ad 1. Komponentenweises Nahrehnen liefert unter Anwendung der Produktregel(r � (u
 u))j =Xi �i(uiuj) =Xi ui�iuj + ujXi �iui =Xi ui�iuj = ((u � r)u)j:(2.6)
18



2.3. Die Reynolds-Gleihungenad 2. Vertaushung der Di�erentiationsreihenfolge liefert(r � ruT )j =Xi �i(�iuj)T =Xi �i(�jui) = �jr � u = 0:(2.7) }Beweis:Anwendung des Filters auf die Divergenzgleihung ergibt unter Ausnutzung der Filterei-genshaften aus Lemma 2.1 0 = hr � uiE = r � huiE = r �U :(2.8)Die Filterung der Bewegungsgleihung liefert mit r � (u
 u) = (u � r)u zun�ahsth�tu+r � (u
 u) +rp� �4ui =h�tui+ hr � (u
 u)i+ hrpi � h�4ui =�thui+r � hu
 ui+ hrpi � �4hui = 0:(2.9)Unter Beahtung von hU 
 u0iE = U 
 hu0iE = 0 bzw hu0 
 UiE = 0 erh�alt man dieIdentit�athu
 uiE = h(U + u0)
 (U + u0)i = hU 
UiE + hu0 
 u0iE + hu0 
UiE + hU 
 u0iE= hU 
UiE + hu0 
 u0iE :(2.10)Einsetzen dieser Beziehung in die gemittelte Bewegungsgleihung ergibt dann die Reynolds-Gleihungen. }Bemerkung 2.81. Die Reynolds-Gleihungen werden auh als zentrales Resultat in Theorem 4.5 in deroben erw�ahnten Arbeit Inoue und Fubaki [IF79℄ als Gleihung f�ur den Mittelwert derGeshwindigkeit angegeben.2. Zieht man die Reynolds-Gleihungen von den zufallsabh�angigen Navier-Stokes-Glei-hungen ab, so erh�alt man die Gleihungen f�ur u0 und p0. Unter Verwendung vonr � (u
 u) = (u � r)u ergibt sih als Gleihung f�ur u0�tu0 + (u0 � r)U + (U � r)u0 +rp0 � �4u0 �r � hu0 
 u0i+r � (u0 
 u0) = 0r � u0 = 0:(2.11)De�nition 2.10Der Reynoldsshe Spannungstensor R ist de�niert durhR := �hu0 
 u0iE : 19



2. Das k/�-TurbulenzmodellBemerkung 2.9Die gesamte Information �uber die Geshwindigkeitsuktuationen, also �uber die Turbulenz,stekt im Korrelationsterm hu0 
 u0iE . Die Korrelationen sind apriori unbekannt, daherstellen die Reynolds-Gleihungen kein geshlossenes Gleihungssystem mehr dar. F�ur dieunbekannten Reynoldsspannungen kann man zwar exakte Gleihungen angeben, wie z.B.eine Transportgleihung der Formdhu0 
 u0iEdt = F (hu0 
 u0iE ; hu0 
 u0 
 u0iE):Gleihungen dieser Art f�uhren aber zus�atzlihe unbekannte Korrelationen h�oherer Ordnungein. Man sagt, da� das Gleihungssystem niht abgeshlossen ist und spriht von einemShlie�ungsproblem. Daher m�ussen die Reynoldsspannungen durh Mittelwerte bestimmterGr�o�en geeignet modelliert werden. Die Reynoldsspannungen beshreiben den Impulsaus-taush des Fluids aufgrund turbulenter Shwankungsbewegungen. Lax gesagt geht ein Teilder kinetishen Energie der mittleren Str�omung verloren bei der Bildung von Wirbeln. DerImpulsaustaush in laminaren Str�omungen, dessen Wirkung in der Bewegungsgleihungdurh den Term �4U beshrieben wird, ist proportional zu der als 2S(U ) de�niertensog. Sherung der Hauptstr�omung. In Analogie dazu maht das k/�-Turbulenzmodell diefolgende Annahme, vgl. [Kes92℄.Annahme 2.1Im k/�-Turbulenzmodell wird angenommen, da� der Reynoldsshe Spannungstensor �hu0
u0iE durh eine matrixwertige FunktionR = R(rU +rUT )modelliert werden kann.Zentrale Aufgabe des n�ahsten Abshnitts wird es sein, die genaue funktionale Gestalt f�urR herzuleiten.2.3.3. Das Prinzip der Wirbelviskosit�atZiel dieses Abshnitts soll es sein, ausgehend von Annahme 2.1 die funktionale Abh�angig-keit R = R(rU + rUT ) zu bestimmen. Dazu wird die in der Theoretishen Physikh�au�g benutzte Methode verwendet, Invarianzeigenshaften, hier solhe der Navier-Stokes-Gleihungen, zu betrahten.Eine Di�erentialgleihung hei�t invariant unter einer Transformation, falls ihre formaleGestalt unter der zugeh�origen Transformation des Koordinatensystems invariant ist. In derTheoretishen Physik wird von Di�erentialgleihungen h�au�g die Invarianz unter folgendenTransformationen gefordert:T1 Translationsinvarianz, d.h. Invarianz unter der Transformation x = y +Z, wobei Zein konstanter Vektor ist,T2 Galilei-Invarianz, d.h. Invarianz unter der zeitabh�angigen Transformation x = y+V t,wobei V ein konstantes Vektorfeld ist und der Parameter t die Zeit beshreibt,20



2.3. Die Reynolds-GleihungenT3 Rotationsinvarianz, d.h. Invarianz unter der Transformation x = Ry, wobei RTR =RRT = I gilt, d.h. R ist eine orthogonale Matrix, undT4 Invarianz unter zeitabh�angigen Drehungen, d.h unter der Transformation x = R(t)y,wobei R(t) eine zeitabh�angige orthogonale Matrix ist.Satz 2.8Die Navier-Stokes-Gleihungen sind invariant unter den Transformationen T1 bis T4.Beweis:vgl. [MP94℄, S.34�. }So kann folgende Annahme motiviert werdenAnnahme 2.2Der Reynoldsshe Spannungstensor R ist invariant unter den Transformationen T1 bis T4.Korollar 2.1Aus der Invarianz der Navier-Stokes-Gleihungen unter den Transformationen T1 bis T4.folgt unter der Annahme 2.2 , da� dann die Reynolds-Gleihungen und die Gleihungen(1.18) f�ur u0 und p0 invariant unter den Transformationen T1 bis T4 sind.In [MP94℄, S.34�, wird gezeigt, da� R invariant unter den Transformationen T1 und T2ist. Damit R invariant unter den Transformationen T3 und T4 ist, mu� folgender Zusam-menhang zwishen R und rU +rUT gelten.Satz 2.9Sei R = R(A) Funktion einer symmetrishen Matrix A 2 Rd�d mit R = RT . R ist invariantunter den Transformationen T1 - T4, genau dann, wenn R von der GestaltR(A) = a0I + a1A+ : : : ad�1Ad�1;(2.12)ist, wobei die ai nur Funktionen von Invarianten von A sind.Bemerkung 2.10Diese Aussage stellt sih dar als der Satz von Cayley-Hamilton aus der linearen Algebra.Beweis:Nah [MP94℄, S.34�. reiht es, die Aussage f�ur die Transformation T3 zu zeigen. Zuerst solldie Hinl�anglihkeit gezeigt werden. Invarianten der Matrix A sind im Falle d = 2 die Spurtr(A), die Determinante det(A) und die als jAjF := (Pni;k=1 jaikj2) 12 =ptr(AAT ) de�niertesog. Frobeniusnorm von A, die im folgenden oft auh nur mit jAj bezeihnet wird. Im Falled = 3 ist eine weitere Invariante jA2jF . Denn es gilt f�ur M 2 O(d) = fM = (Mij)di;j=1 2Rd�d jMMT =MTM = Igtr(MAMT ) = dXi;j;k=1MijAjkMik = dXj;k=1 ÆjkAjk = tr(A);det(MAMT ) = det(M)det(A)det(MT ) = det(MMT )det(A) = det(A);jMAMT jF =qtr(MAMT (MAMT )T ) =qtr(MAMTMATMT ) =qtr(AAT ) = jAjF ;j(MAMT )2jF = jMAMTMAMT jF = jMA2MT jF = jA2jF : 21



2. Das k/�-TurbulenzmodellUm die Invarianz von R unter orthogonalen Transformationen M zu zeigen, gen�ugt es zuzeigen, da� MTR(MAMT )M = R(A) gilt, vgl. [MP94℄, s.36. Dies folgt aus der Invarianzder ai (0 � i � d� 1) und ausMTR(MAMT )M =MT (a0I + a1MAMT + : : : ad�1MAd�1MT )M= a0I + a1A+ : : : ad�1Ad�1 = R(A):Zum Beweis der Notwendigkeit sei auf [MP94℄, S.38f. verwiesen. }Korollar 2.2Unter den Annahmen 2.1 und 2.2 hat der Reynoldshe Spannungstensor R im R2 dieGestalt R(rU +rUT ) = aI + �(rU +rUT ):(2.13)Im R3 hat er die GestaltR(rU +rUT ) = aI + �(rU +rUT ) + �(rU +rUT )2:(2.14)Dabei sind a = a(jrU +rUT j), � = �(jrU +rUT j und � = �(jrU +rUT j) Invariantenvon rU +rUT .An dieser Stelle sollen die Turbulenzgr�o�en k und � eingef�uhrt werden.De�nition 2.11Die kinetishe Energie der Turbulenz k und die Dissipation turbulenter kinetisher Energie� sind de�niert als k = 12hju0j2F i = 12htr(u0u0T )i;� = �2 hjru0 +ru0T j2F i = �2 htr((ru0 +ru0T )(ru0 +ru0T )T )i:Das Korollar 2.2 kann angesehen werden als Motivation f�ur die wihtigste Annahme desk/�-Turbulenzmodells.Annahme 2.3Die Wirbelviskosit�atsannahme postuliert folgenden aÆn-linearen Zusammenhang zwishenR und rU +rUT : R = �23kI + �t2S(U +rUT ):(2.15)Der Proportionalit�atsfaktor �t ist dabei eine zu berehnende Feldgr�o�e und hei�t Wirbelvis-kosit�at und ist de�niert als �t = �k2� ;(2.16)wobei � eine experimentell zu bestimmende dimensionslose Konstante ist.22



2.3. Die Reynolds-GleihungenBemerkung 2.111. Aus dem Beweis von Satz 2.9 folgt, da� k und � Invarianten von rU +rUT sind.2. Der erste Term �23kI ist notwendig, damit die Spur des Tensors korrekt ist, vgl.[Kes92℄ S.7.3. Mit der Wirbelviskosit�atsannahme reduziert sih die Berehung von R auf die Bereh-nung von �t. Die Gestalt von �t folgt aus einer sog. Dimensionsanalyse, die besondersin der Experimentalphysik beliebt ist: Gesuht wird ein m�oglihst einfaher polyno-mialer Ausdruk aus Gr�o�en wie L�ange oder Geshwindigkeit, dessen Dimension mitder Dimension der interressierenden Gr�o�e �ubereinstimmt. Es ergibt sih�t = onst � utle;(2.17)F�ur das k/�-Modell ergibt sih somit�t = onst � utle = � k2� ;(2.18)wobei ut eine harakteristishe Geshwindigkeit und le eine harakteristishe L�angeder Turbulenz ist. Je nahdem, wie ut und le bestimmt werden, untersheidet manNullgleihungs-, Eingleihungs- und Zweigleihungsmodelle.� Bei sogenannten algebraishen oder Nullgleihungsmodellen werden ut und ledurh algebraishe Beziehungen aus gemittelten Gr�o�en bestimmt.� Bei Eingleihungsmodellen wird ut bestimmt, indem eine Transportgleihung f�urk = 12 hju02ji gel�ost wird und f�ur le eine algebraishe Gleihung. Motivation f�urEingleihungsmodelle ist folgende Beobahtung: Da die Wirbel mit der Str�omungU mittransportiert werden, ist die lokale Produktion von turbulenter kinetisherEnergie niht mit der lokal dissipierten Turbulenzenergie im Gleihgewiht.� Bei Zweigleihungsmodellen werden f�ur die zwei harakteristishen Gr�o�en zweiTransportgleihungen gel�ost. Beim k/�-Modell wird f�ur die harakteristishe Ge-shwindigkeit ut eine Transportgleihung f�ur k gel�ost, und f�ur die harakteristi-she L�ange eine Gleihung f�ur die Dissipationsrate � = k3=2le .F�ur das k/�-Modell ergibt sih somit f�ur �t�t = onst � utle = � k2� ;(2.19)mit � = 0:09.4. Die Wirbelviskosit�atsannahme ist von zentraler Bedeutung, was die Leistungsf�ahig-keit des Turbulenzmodells betri�t. Im zweidimensionalen Fall l�a�t sih die Wirbel-viskosit�atsannahme unter den Annahmen 2.1 und 2.2 heuristish beweisen. Dennohgibt es einige Ph�anomene, die aufgrund des Wirbelviskosit�atsansatzes niht rihtigwiedergegeben werden k�onnen. Als Beispiel sei hier die abgel�oste turbulente Str�omungan einer abgerundeten zur�ukspringenden Stufe (2D) angef�uhrt. Vergleiht man die23



2. Das k/�-TurbulenzmodellErgebnisse des k/�-Turbulenzmodells mit denen der direkten numerishen Simulati-on (DNS), so weisen die H�ohenlinien des mittleren Drukes im Abl�osebereih und inWandn�ahe signi�kante Untershiede auf. Im dreidimensionalen Fall ignoriert die Wir-belviskosit�atsannahme den quadratishen Term (rU +rUT )2. Das ist die Ursahedaf�ur, da� das k/�-Modell einige dreidimensionale E�ekte niht rihtig beshreibenkann. Diesen quadratishen Term ber�uksihtigt das nihtlineare k/�-Modell von Spe-ziale, das einige Testbeispiele, bei denen das klassishe k/�-Modell sheitert, rihtigwiedergibt, vgl. [MP94℄ S.88.Im Beweis des k/�-Turbulenzmodells wird f�ur den Tensor h!0
!0iE eine zur Wirbelvisko-sit�atsannahme 2.3 analoge Abshlu�hypothese ben�otigt.Annahme 2.4Der Tensor h!0
!0iE kann durh eine matrixwertige Funktion in (rU+rUT ) modelliertwerden.Mit Korollar 2.2 liegt somit folgende Annahme nahe.Annahme 2.5Es gilt folgender aÆn-lineare Zusammenhang zwishen h!0 
 !0iE und rU +rUT2�h!0 
 !0iE = aI + 1 �k (� + � k2� )(rU +rUT ):(2.20)Bemerkung 2.12Der Proportionalit�atsfaktor wird durh eine Dimensionsanalyse motiviert.2.3.4. R�ukblikHauptziel dieses Abshnitts war es, ausgehend von den zufallsbehafteten Navier-Stokes-Gleihungen die Gleihungen f�ur das gemittelte Geshwindigkeitsfeld und den gemitteltenDruk, die sogenannten Reynolds-Gleihungen herzuleiten. Dazu wurde als Mittelungsver-fahren das Ensemblemittelungs�lter eingef�uhrt. Der in den Reynolds-Gleihungen auftau-hende sog. Reynoldsshe Spannungstensor wurde mit der sogenannten Wirbelviskosit�ats-annahme modelliert. Somit ergeben sih als Gleihungen f�ur das mittlere Geshwindigkeits-feld und den mittleren Druk :�U�t + (U � r)U +rP �r � (2(� + � k2� )S(U )) = f � 23rk ; r �U = 0:In Abshnitt 2.5 werden die Di�erentialgleihungen, denen k und � gen�ugen, hergeleitet.2.4. Mathematishe Vorbemerkungen zum k/�-ModellDieser Abshnitt hat vorbereitenden Charakter. Sein Ziel ist es, im Beweis des k/�-Modellsben�otigte Umformungen zusammen zu stellen. Diese Umformungen werden als Annahmenformuliert, da sie sih aus der bisher bekannten mathematishen Theorie niht exakt ab-leiten, sondern nur motivieren lassen. Der Sinn dieses Abshnittes ist es, einen Bogen vonden stohastishen Grundlagen zu den konkret ben�otigten Anwendungen zu spannen. Einesh�one Darstellung der stohastishen Grundlagen �ndet man in [Wal82℄ oder in [Sin94℄.Die elementaren Grundbegri�e der Wahrsheinlihkeitstheorie �ndet man z.B. in [Kre91℄.24



2.4. Mathematishe Vorbemerkungen zum k/�-Modell2.4.1. Birkho�s ErgodentheoremWie in Abshnitt 2.2.3 beshrieben, kann die Zeitentwiklung der Navier-Stokes-Gleih-ungen als dynamishes System beshrieben werden. F�ur einen exakt gegeben Anfangswertist dessen Zeitentwiklung deterministish. F�ur einen beliebigen, zuf�allig gegebenen An-fangswert lassen sih trotzdem gewisse Vorhersagen mahen, sofern das System ergodishist.Satz 2.10(Birkho�s Ergodentheorem)Sei (
DSP ; A; P;Gt) ein dynamishes System. Gelte f�ur B 2 A und f�ur alle t 2 R+Gt(B) = B =) (B = ; oder B = 
DSP )(2.21)bis auf eine Menge vom Ma� Null. Dann gilt f�ur jede auf 
DSP de�nierte, Lebesgue-integrierbareFunktion f und f�ur fast alle !0 2 
DSPlimT!1 1T Z T0 f(Gt!0)dt = Z
 f(!0)dP (!0):(2.22)Insbesondere liegt dann fast jeder Pfad fGt!0gt2R+ diht in 
DSP .Eine streng mathematishe Darstellung ist in [Wal82℄ S.34 oder [Sin94℄ S.19 zu �nden. DieAussage von Birkho�s Ergodentheorem ist, da� der zeitlihe Mittelwert einer beliebigenintegrierbaren Funktion f unabh�angig vom Startpunkt !0 ist, also insbesondere davon,ob er deterministish oder zuf�allig ist. Dieses Ergodenkonzept, wonah Ensemblemitteldurh zeitlihe Mittel ersetzt werden k�onnen, kann dahingehend erweitert werden, da�man versuht, unter geeigneten Bedingungen Ensemblemittel durh r�aumlihe Mittel zuersetzen, vorausgesetzt, da� Gebiet 
 ist in wenigstens einer Rihtung unbeshr�ankt. DieseVariante der Ergodizit�at, die f�ur die Navier-Stokes-Gleihungen noh niht bewiesen istund daher als Ergoden-Hypothese formuliert werden soll, lautet (vgl. [Fri96℄) :Annahme 2.6(Ergoden Hypothese)Sei u(x; t; !) ein zuf�alliges Vektorfeld, das dem Birkho�shen Ergodentheorem gen�ugt. Seidas Gebiet in wenigstens einer Rihtung unbeshr�ankt. Dann giltlimL!1 1L Z L0 Z L0 Z L0 u(x; y; z; !)dxdydz = huiE :(2.23)2.4.2. Das Problem des turbulenten TransportsNun soll das sog. Problem des turbulenten Transports beshrieben werden, wobei der Zu-gang nah [KP80℄ in der Formulierung von [MP94℄, S.149�. wiedergegeben wird.De�nition 2.12(Problem des turbulenten Transportes)� Sei 
 � Rd ein Gebiet mit � = �
. 25



2. Das k/�-Turbulenzmodell� Sei u eine zuf�alliges Vektorfeld mit{ r � u = 0 in 
�℄0; T [,{ u � n = 0 auf �.� Sei h�iE das Filter der Ensemblemittelwertbildung.� Sei das Skalarfeld  L�osung des stohastishen Konvektionsproblems�t+ u � r = f; in 
�℄0; T [;(0) = 0:(2.24)Dann lautet das Problem des turbulenten Transportes:Finde das Problem, das C = hi l�ost.Zun�ahst ben�otigen wir den Begri� des mishenden stohastishen dynamishen Systems,vgl. [Sin94℄ S.21, oder auh [Wal82℄ S.39�.De�nition 2.13Ein stohastishes dynamishes System (
DSP ; A; P;Gt) hei�t mishend, falls f�ur je zweibeliebige L2-me�bare (integrierbare) Funktionen f , h giltlimt!1Z
DSP f(Gt!)h(!)d! = Z
DSP fd! Z
DSP hd!:(2.25)Ohne Beweis soll jetzt folgender Satz aus der stohastishen Analysis zitiert werden, vgl.[MP94℄ S.150:Satz 2.11Gegeben sei das Problem des turbulenten Transports im Falle d = 2. Ferner sei u station�arund mishend, und es gelte jU j = jhuij �pju0j2, wobei u0 = u�U ist. Bezeihne fernerF = hfi. Dann l�ost C = hi die Konvektions-Di�usionsgleihung�tC +U � rC �r � [MrC℄ = F; in
�℄0; T [;C(0) = C0:(2.26)Dabei ist die Matrix M eine Funktion der Korrelationen der Komponenten von u0, gegebendurh Mij = 12 Z +1�1 hu0i(x+U t)u0j(x)idt:(2.27)Bemerkung 2.131. Es wird vermutet, da� ein analoger Satz auh im R3 gilt. Dann ist jedoh die Gestaltvon M wesentlih komplizierter.2. Es lassen sih Gegenbeispiele angeben falls u niht mishend ist oder U = 0 gilt, vgl.[MP94℄ S.151.26



2.4. Mathematishe Vorbemerkungen zum k/�-ModellBemerkung 2.14Eine andere Abhandlung des Problems des turbulenten Transports und des dabei entste-henden Abshlu�problems �ndet man in [PO97℄, S.10�.Die Aussage von Satz 2.11 soll als Motivation der folgenden zwei Annahmen dienen, dief�ur die Herleitung der k- und �-Gleihung von Bedeutung sind.Annahme 2.7Sei u0 ein zuf�alliges Vektorfeld, das den Voraussetzungen von Satz 2.11 gen�ugt. Sei u0L�osung der zufallsbehafteten Konvektionsgleihung�tu022 + (U + u0) � ru022 = f(u0):(2.28)Dann l�ost k = hu022 i die Konvektions-Di�usionsgleihung�thu022 i+U � rhu022 i � r � (�krhu022 i) = hf(u0)i:(2.29)F�ur �k gelte die Abshlu�hypothese�k = (� + �tPrk ) = (� + 1Prk � k2� ):(2.30)Annahme 2.8Sei u0 ein zuf�alliges Vektorfeld, so da� !0 = r � u0 den Voraussetzungen von Satz 2.11gen�ugt. Sei !0 L�osung der zufallsbehafteten Konvektionsgleihung�t!02 + (U + u0) � r!02 = f(u0;!0):(2.31)Dann l�ost h!02i die Konvektions-Di�usionsgleihung�th!02i+U � rh!02i � r � (��rh!02i) = hf(u0;!0)i:(2.32)F�ur �� gelte die Abshlu�hypothese�� = (� + �tPr� ) = (� + 1Pr� � k2� ):(2.33)Bemerkung 2.15Die Annahmen 2.7 und 2.8 sind keine ehten Folgerungen aus Satz 2.11.1. Die Anwendung des Satzes 2.11 ist dahingehend problematish, da� die transpor-tierten Gr�o�en u02 bzw. !02 nat�urlih niht unabh�angig vom Transportfeld U + u0sind.2. Weil �(R) nah Satz 2.11 eine Funktion der zweiten Momente von u0 ist, sind Ab-shlu�hypothesen n�otig (vgl. die Vorgehensweise bei den Reynolds-Gleihungen). 27



2. Das k/�-Turbulenzmodell2.4.3. Homogene isotrope TurbulenzBeobahtet man eine turbulente Str�omung hinter einem Gitter in einer Entfernung von etwader zwanzigfahen Gitterkonstante, so sheint die Str�omung dort r�aumlih v�ollig ungeord-net zu sein. Geshwindigkeitsmittelwerte sheinen invariant unter r�aumlihen Translatio-nen und Rotationen zu sein. Man spriht dann auh von homogener isotroper Turbulenz,vgl.[Fri96℄ S.9. In diesem Abshnitt soll diese Ph�anomenologie mathematish pr�azisiert wer-den.Im gesamten Abshnitt wird der Begri� der normalverteilten Zufallsvariable ben�otigt.De�nition 2.14Eine normalverteilte Zufallsvariable X hat die Wahrsheinlihkeitsdihte�(x) := 1p2��e� (x��)22�2 :(2.34)Dabei ist � der Erwartungswert und �2 die Varianz von X. Man sagt auh, X ist N(�; �2)-verteilt. Eine vektorwertige Zufallsvariable X = (X1; : : : ;Xd)T hei�t normalverteilt, fallsf�ur jeden Vektor  2 Rd die Zufallsvariable Pdi=1 iXi normalverteilt ist.Im Beweis zum k/�-Modell werden gewisse Eigenshaften von Turbulenz ben�otigt. Die bis-her in der Literatur vor�ndbaren De�nitionen von Turbulenz sind deswegen wenig geeignet,weil diese ben�otigten Eigenshaften niht genau genug herausgearbeitet werden. Daher sollin diesem Unterabshnitt ein konstruktiver Zugang nah [MP94℄ beshriebenen werden,vgl.[MP94℄ S.20-24. Es soll eine turbulente Str�omung u0 mit hu0iE = 0 als Fourierreihe konstru-iert werden, die gewisse minimale physikalishe und mathematishe Designeigenshaftenerf�ullt. Das Spektrum der Dihte der kinetishen Energie soll das ber�uhmte jkj� 53 -Gesetzvon Kolmogorow erf�ullen, s. z.B. [MP94℄ S.23. Au�erdem sollen u0(x; t) und (ru0(x; t)) �nnormalverteilte Zufallsvariablen sein f�ur alle (x; t) 2 
�℄0; T [, n 2 Rd.Zun�ahst soll an einige Grundbegri�e aus der Fourieranalysis erinnert werden. Sei 
 = R3.F�ur eine quadratintegrierbare Funktion u ist die k-te Fourier-Mode von u zur Zeit t einVektor im R3 : Fu � U(k; t) = ( 12� )3 Z
 u(x; t)e�ik�xdx:(2.35)Dieser ist wohlde�niert f�ur alle k 2 R3. Es gilt die UmkehrformelF�1U � u(x; t) = ZR3 U(k; t)eik�xdk:(2.36)Die Fourier-Transformierte der Navier-Stokes-Gleihungen ist das System�tU(k) + iZp+q=k U(p) � qU(q) + ikP (k) + �jkj2U (k) = F (k);(2.37) k �U (k) = 0;(2.38)wobei P und F die Fouriertransformierten von p bzw.f sind.28



2.4. Mathematishe Vorbemerkungen zum k/�-ModellBemerkung 2.16Es gibt Vorshl�age, den Begri� der Turbulenz �uber das Fourier-Spektrum zu de�nieren,vgl. [MP94℄ S.21. Periodishe und quasi-periodishe Funktionen haben ein diskretes oderabz�ahlbares Spektrum, d.h. fk j U(k) 6= 0g ist endlih oder abz�ahlbar. Liegt das Spektrumvon u (d.i. fk j U(k) 6= 0g diht in einem gro�en Intervall ℄ jk1j; jk2j [; jk2j � jk1j, so hei�tdie Str�omung turbulent.In theoretishen Behandlungen der Turbulenz wird oft der Begri� der homogenen isotropenTurbulenz ben�otigt.De�nition 2.15Eine vektorwertige Zufallsfunktion hei�e homogen, falls s�amtlihe Ensemblemittelwerte undMomente von u(x; t; !) unabh�angig von x sind, d.h.hu(x+ Y ; t)iE = hu(x; t)iE ; f �ur alle Y 2 Rd:(2.39)Eine vektorwertige Zufallsfunktion hei�e isotrop, falls s�amtlihe Ensemblemittelwerte undMomente von u(x; t) unter orthogonalen Transformationen M invariant sind, d.h.hu(Mx; t)iE = hu(x; t)iE(2.40)f�ur alle orthogonalen Matrizen M. Ferner wird bei homogener isotroper Turbulenz verlangt,da� die durh Rij(x; t; r) := Z ui(x+ r; t; !)uj(x; t; !)d!(2.41)de�nierten Korrelationsfunktionen nur von jrj abh�angen,d.h.Rij(x; t; r) = Rij(r) = Rij(�r):(2.42)Im folgenden bezeihne h: : : i = R : : : d! den Ensemblemittelwert. Sei U (p) = (Un(p))dn=1die p-te Fouriermode von u = (un)dn=1. Im Fourierraum gilt die BeziehunghUm(p)Un(q)i = ( 12� )6 Z hum(x)un(y)ie�ip�x�iq�ydxdy = �mn(p)Æ(p + q);(2.43)mit m;n 2 f1; : : : ; dg, p; q 2 Zd und Æ(p+ q) = 1, falls p+ q = 0 und null sonst. Dabei ist�mn(p) = ( 12� )3 Z
Rmn(r)e�ip�rdr(2.44)die Fouriertransformierte von R, vgl. [MP94℄ S.22.Bei homogen isotroper turbulenter Str�omung hat der Tensor � die Gestalt�mn(k) = E(jkj)4�jkj2 (Æmn � kmknjkj2 );(2.45)vgl. [MP94℄, S.22. Dabei bezeihnet Æmn das Kroneker-Symbol. Die skalare FunktionE(jkj)als Funktion von jkj wird dabei interpretiert als spektrale Dihte der kinetishen Energie29



2. Das k/�-Turbulenzmodellder turbulenten Str�omung.Die Abh�angigkeit von jkj wird genauer durh das ber�uhmte Kolmogorow-Gesetz gegeben:Im Bereih mit jU j� � jkj � � 14 �� 34 giltE(jkj) � 1:5� 23 jkj� 53 :(2.46)Eine kurze Begr�undung �ndet man z.B. bei [MP94℄ S.23.Die FourierkoeÆzienten U(k) einer turbulenten Str�omung sind angen�ahert normalverteiltmit Erwartungswert 0. Folgende Fourierreihe beshreibt dann eine turbulente Str�omung :u(x; t) = Xk2ZdU(k; t)eik�x:(2.47)Dabei sind die U(k) Zufallsvariablen mit Erwartungswert null und zweiten Momenten, die�ij(k; t) = E(jkj; t)4�jkj2 (Æij � kikjjkj2 )(2.48)gen�ugen. Dabei bezeihnet Æij das Kroneker-Symbol und E ist durh das Kolmogorow-Spektrum gegeben. Die Kontinuit�atsgleihung im Fourierraum impliziert die Bedingungk:U(k) = 0. F�ur den folgenden Satz ist noh eine Zusatzforderung an die U(k; t) n�otig.Es soll u als abz�ahlbar unendlihe Summe normalverteilter vektorwertiger Zufallsvariablenwieder eine normalverteilte vektorwertige Zufallsvariable sein.F�ur die Herleitung der Gleihungen f�ur turbulente kinetishe Energie k und Dissipation tur-bulenter kinetisher Energie � wird die folgende Aussage �uber das Vershwinden folgenderIntegrale ben�otigt.Satz 2.12Sei u ein (deterministishes) Vektorfeld und sei ! = r � u. Seien u0 und !0 = r � u0normalverteilte zuf�allige Vektorfelder, sei p ein normalverteiltes zuf�alliges Skalarfeld. Es seiweiterhin angenommen, da� die zwei in den Integranden auftauhenden Zufallsvariablenjeweils stohastish unabh�angig sind. Bezeihne B(x; r) die Kugel um x mit (hinreihendgro�em) Radius r. Dann gilt f�ur fast alle ! 2 
NP1jBj Z�B(x;r)\
 u0 � (ru0)nds = 0;(2.49) 1jBj Z�B(x;r)\
!0 � (r!0)nds = 0;(2.50) 1jBj Z�B(x;r)\
 p0u0 � nds = 0;(2.51) 1jBj Z�B(x;r) u0iru0jndo = 0; 8i 6= j;(2.52) Z�B(x;r) u0(!0 � !) � ndo� Z�B(x;r)!(u0 � !0) � ndo = 0:(2.53)Ferner gilt h(!0 
 !0) : ru0i = 0:(2.54)30



2.5. Das Gleihungssystem des k/�-TurbulenzmodellsBeweis:Exemplarish soll (2.51) 2.51 bewiesen werden. Sei f�igNi=1 eine Zerlegung von �B(x; r)in gleihgro�e Ober�ahenelemente �i mit Ober�ahenma� �(�i) = �(�) = 4�r2N f�ur allei = 1; : : : ; N . Dann gilt f�ur eine L1(�B(x; r))-integrierbare Funktion fZ�B(x;r) f(s)ds = limN!1 NXi=1 f(si)�(�i) = limN!1�(�) NXi=1 f(si)f�ur eine beliebige Wahl von St�utzstellen si 2 �i. Daher giltZ�B(x;r) p0(s; t; !)u(s; t; !) � n(s; t)ds = limN!1 NXi=1 p0(si; t; !)u(si; t; !) � n(si; t)�(�i)= limN!1 NXi=1 p0(si; t; !)u(si; t; !) � n(si; t)�(�)= 4�r2 limN!1 1N NXi=1 p0(si; t; !)u(si; t; !) � n(si; t):F�ur jedes i 2 f1; : : : ; Ng ist p0(si; t; !)u(si; t; !) � n(si; t) eine Zufallsvariable. Da p0 undu0 �n als stohastish unabh�angig angenommen werden, gilt hp0u0 �niE = hp0iEhu0 �niE = 0.Denn aufgrund der angenommenen Normalverteilung von p0 und u0 gilt hp0iE = 0 undhu0 � niE = 0. Nah dem starken Gesetz der gro�en Zahl (vgl. [Kre91℄ S.149 ) folgt damit4�r2 limN!1 1N NXi=1 p0(si; t; !)u(si; t; !) � n(si; t) = 0fast siher, d.h. f�ur fast alle ! 2 
NP . Die anderen Beweise gehen analog, falls man bei(2.62) annimmt, da� ui und uj f�ur i 6= j unabh�angig sind. F�ur (2.59) bzw. (2.60) mu� manannehmen, da� ui und Pj �juinj bzw. !i und Pj �j!inj unabh�angig sind. }F�ur den im n�ahsten Abshnitt gebrahten Beweis wird noh folgende Annahme �uber dasbetrahtete zuf�allige Vektorfeld ben�otigt.Annahme 2.9Es gelte die folgende Modellierungsannahme2�2hjr!0j2i = 2�2=k:(2.55)Bemerkung 2.17Diese Modellierungsannahme kann durh eine Dimensionsanalyse motiviert werden.2.5. Das Gleihungssystem des k/�-TurbulenzmodellsIn diesem Abshnitt soll das Gleihungssystem des k/�-Turbulenzmodells abgeleitet wer-den. Es kann aus einer gewissen mathematishen Siht unbefriedigend ersheinen, da� der31



2. Das k/�-Turbulenzmodellangegebene Beweis mehrere Annahmen verwendet. Ein Teil der gemahten Annahmen (2.1bis 2.8) sind sozusagen Pseudo-Korollare mathematisher S�atze. Eine mathematish weni-ger fa�bare Forderung wurde in der letzten Annahme 2.9 postuliert. Zun�ahst soll jedohnoh ein im folgenden ben�otigtes Lemma angegeben werden, dessen Beweis etwas l�anglihist.Lemma 2.3Sei u0 ein zuf�alliges Vektorfeld, das die Aussagen von Satz 2.12 erf�ullt. Sei !0 = r� u0.Dann gilt h!0 � r � (u0 � !)i = 0Beweis:Zun�ahst wendet man die Formelr � (A�B) = B � (r�A)�A � (r�B)der Vektoranalysis (s. [Gro74℄ S.126) auf r � (!0 � (u0 � !)) an. Man erh�altr � (!0 � (u0 � !)) = (u0 � !) � r � !0 � !0 � r � (u0 � !):Anwendung des Filters lieferthr � (!0 � (u0 � !))i = h(u0 � !) � r � !0i � h!0 � r � (u0 � !)i:Nun wird gezeigt, da� gilt hr � (!0 � (u0 � !))i = 0:Denn wegen der Ergodizit�atshypothese und mit der Vektorbeziehung A � (B � C) =B(A �C)�C(A �B) folgt letztlih mit Satz 2.12hr � (!0 � (u0 � !))i = ZB(x;r)r � (!0 � (u0 �!))dx= Z�B(x;r)(!0 � (u0 � !)) � ndo= Z�B(x;r) u0(!0 � !) � ndo� Z�B(x;r)!(u0 � !0) � ndo = 0:Also gilt (u0 � !) � r � !0 = !0 � r � (u0 � !):Mit der Beziehung�4u = r�r� u�r(r � u) = r�r� u = r�!32



2.5. Das Gleihungssystem des k/�-Turbulenzmodellsfolgth(u0 � !) � r � !0i = �h(u0 � !) � 4u0i= �(u02!3 � u03!2)4u01 � (u03!1 � u01!3)4u02 � (u01!2 � u02!1)4u03= !3(u014u02 � u024u01) + !2(u034u01 � u014u03) + !1(u024u03 � u034u02)Die Ergodizit�atseigenshaft und zweifahe Anwendung der Greenshen-Formel liefert z.B.f�ur den Termhu014u02i = 1jBj ZB u014u02dx= 1jBj Z�B u01ru02 � ndo� 1jBj ZB ru01 � ru02dx= 1jBj Z�B u01ru02 � ndo� 1jBj Z�B u02ru01 � ndo+ 1jBj ZB u024u01dx= hu024u01i+ 1jBj Z�B[u01ru02 � u02ru01℄ � ndo= hu024u01i;da das Randintegral nah Satz 2.12 vershwindet. Damit vershwindet auh h(u0�!)�r!0i.Daraus folgt die Behauptung. }Nun kann endlih der zentrale Satz dieses Kapitels formuliert werden.Satz 2.13Sei (u(x; t; !); p(x; t; !)) L�osung der zufallsabh�angigen Navier-Stokes-Gleihungen aus Satz2.7. Sei h: : : iE das Filter der Ensemblemittelung. Es gelten zus�atzlih die Annahmen 2.1 bis2.9. Dann l�a�t sih aus den zufallsabh�angigen Navier-Stokes-Gleihungen folgendes Glei-hungssystem f�ur (U ; P ), k und � ableiten :�tU + (U � r)U +rP �r � ((� + � k2� )(rU +rUT )) = 23rkr �U = 0�tk +U � rk � �2 k2� jrU +rUT j2 �r � (�krk) + � = 0�t�+U � r�� 1 �k �t2 jrU +rUT j2 �r � (��r�) + 2 �2k = 0:(2.56)
Dabei sind �k und �� wie in den Annahmen 2.7 und 2.8 gegeben. Die Konstanten werdenaus physikalishen Experimenten bestimmt und betragen � = 0:09, 1 = 0:126, 2 = 1:92und � = 0:07.Beweis:Ausgangspunkt ist die Gleihung (2.11) f�ur (u0; p0). Unter Verwendung von r � (u
 u) =(u � r)u ergibt sih�tu0 + (u0 � r)U + ((U + u0) � r)u0 +rp0 � �4u0 �r � hu0 
 u0i = 0;r � u0 = 0:(2.57) 33



2. Das k/�-TurbulenzmodellDas Skalarprodukt der ersten Gleihung mit u0 ist�tu022 + u0 � ((u0 � r)U ) + (U + u0) � ru022 + u0 � rp0 � �u0 � 4u0� u0 � (r � hu0 
 u0i) = 0:(2.58)Jetzt wendet man auf diese Gleihung den Filter der statistishen Mittelwertbildung an.An dieser Stelle sei an De�nition 2.11 erinnert, in der k und � eingef�uhrt wurden. Mit denHilfsrehnungen� h�tu022 i = �thu022 i = �thki� hu0 � ((u0 � r)U )i = hPj u0jPi u0i�iUji = hPij u0iu0j�iUji = hu0 
 u0 : rUi= hu0 
 u0i : rU = �R : rU� hr � (p0u0)i = hrp0 � u0 + p0r � u0i = hrp0 � u0i� hu0 � (r � hu0 
 u0i)i = hu0i � (r � hu0 
 u0i) = 0,ergibt sih h�tu022 + (U + u0) � ru022 i �R : rU � �hu0 � 4u0i+r � hp0u0i = 0:Nun wird Annahme 2.7 zur Vereinfahung des Terms h�tu022 +(U +u0) �ru022 i verwendet.Man erh�alt so�thu022 i+U � rhu022 i � r � (�krhu022 i)�R : rU � �hu0 � 4u0i+r � hp0u0i = 0:Die letzten zwei Terme k�onnen niht analytish durh U , k und � ausgedr�ukt werden.Zur Vereinfahung des Terms hu0 �4u0i wendet man die Ergoden-Hypothese und Satz 2.12an : hu0 � 4u0i = 1jBj ZB(x;r) u0 � 4u0dx = � 1jBj ZB(x;r) jru0j2dx+ 1jBj Z�B(x;r) u0 � �u0�n do= � 1jBj ZB(x;r) jru0j2 = �hjru0j2i = � �� :Zur Vereinfahung des Terms r � hp0u0i wendet man ebenfalls die Ergoden-Hypothese undSatz 2.12 an :r � hp0u0i = hr � (p0u0)i = 1jBj ZB(x;r)r � (p0u0)dx = 1jBj Z�B(x;r) p0u0 � nds = 0:Damit ergibt sih als Gleihung f�ur k:�tk +U � rk �r � (�krk)�R : rU + � = 0:(2.59)34



2.5. Das Gleihungssystem des k/�-TurbulenzmodellsWegen I : (rU ) = I : (rUT ) = r � U = 0 ist R : rU = R : (rU + rUT )=2 =�tjrU +rUT j2=2 und somit�tk +Urk � �2 k2� jrU +rUT j2 �r � (�krk) + � = 0:(2.60)F�uhrt man den Produktionsterm P := �t2 jrU +rUT j2(2.61)ein, so erh�alt man die g�angige Shreibweise�tk +U � rk �r � (�krk) = P � �:(2.62)Nun soll die Gleihung f�ur � hergeleitet werden. Zun�ahst soll gezeigt werden, da� unterden gemahten Voraussetzungen gilt� = �hjr � u0j2iE :Wegen r � u0 = 0 ist4u0 = r(r � u0)�r�r� u0 = �r�r� u0:Da f�ur u0 Dirihlet-Randbedingungen gefordert sind, liefert das mehrfahe Anwenden derpartieller Integration (vgl. [MP94℄ S.22)Z jru0j2dx = �Z u0 � 4u0dx = Z u0 � r �r� u0dx = Z jr � u0j2dx:Die Ergodenhypothese erlaubt die Vertaushung von Ensemblemittelwert und r�aumlihemMittelwert. Somit gilt� = �hjru0j2iE = � Z jru0j2d! = � Z jr � u0j2d! = �hjr � u0j2iE ;was zu zeigen war.Ausgangspunkt f�ur die Herleitung der Gleihung f�ur � ist wieder die Gleihung f�ur u0,�tu0 + (u0 � r)U + ((U + u0) � r)u0 +rp0 � �4u0 �r � hu0 
 u0i = 0;Jetzt wendet man auf diese Gleihung den Rotationsoperator an. Sei ! = r � U und!0 = r� u0. Mit den Hilfsrehnungen� r � �tu0 = �t!0,� r �rp0 = 0 und� �r �4u0 = r�r�r� u0 �r�r(r � u0) = r�r�r� u0 = r�r� !0 =�4!0 +r(r � !0) = �4!0, da r � !0 = r � r� u0 = 0 (vgl. [Gro74℄ S.123) 35



2. Das k/�-Turbulenzmodellergibt sih die Gleihung�t!0 + ((U + u0) � r)!0 + (u0 � r)! � ((! + !0) � r)u0 � (!0 � r)U � �4!0�r�r � hu0 
 u0i = 0:Multiplikation der Gleihung mit 2�!0 und Ensemblemittelwertbildung liefern wegen derBeziehung h!0 � (r�r � hu0 
 u0i)i = h!0i � (r�r � hu0 
 u0i) = 02�h!0 � (�t!0 + ((U + u0) � r)!0 + (u0 � r)! � ((! + !0) � r)u0 � (!0 � r)U � �4!0)i = 0oderh2��t!022 + 2�(U + u0) � r!022 i+ h2�!0 � ((u0 � r)! � (! � r)u0 � (!0 � r)u0 � (!0 � r)U )i� h2�2!0 � 4!0i = 0:F�ur die erste der folgenden Hilfsrehnungen ben�otigt man die Formelr� (A�B) = A(r �B) + (B � r)A�B(r �A)� (A � r)B;vgl. [Gro74℄ S.126. Mit den Hilfsrehnungen� (u0 � r)! � (! � r)u0 = �r� (u0 � !),� !0 � (!0 � r)U =Pi !0i(Pj !0j�jUi) =PiPj !0i!0j�jUi = (!0 
 !0) : rU� !0 � (!0 � r)u0 = (!0 
 !0) : ru0gelangt man zuh�t�!02 + (U + u0) � r�!02i � 2�h!0 � r � (u0 � !)i � 2�h!0 
 !0i : rU� 2�h(!0 
 !0) : ru0i � 2�2h!04!0i = 0:Nun wird Annahme 2.8 zur Vereinfahung des Terms h�t�!02+(U+u0)�r�!02i verwendet.Man erh�alt so�t�h!02i+ (U � r)�h!02i � r � (��r�h!02i)� 2�h!0 � r � (u0 � !)i � 2�h!0 
 !0i : rU� 2�h(!0 
 !0) : ru0i � 2�2h!04!0i = 0:Zur Vereinfahung des Terms h!04!0i wendet man wieder die Ergoden-Hypothese undSatz 2.12 anh!04!0i = 1jBj ZB(x;r) !04!0dx = � 1jBj ZB(x;r) jr!0j2dx+ 1jBj Z�B(x;r)!0�!0�n do= � 1jBj ZB(x;r) jr!0j2 = �hjr!0j2i:Nah Lemma 2.3 gilt h!0 � r � (u0 � !)i = 0. Mit der De�nition 2.11 gelangt man zurGleihung�t�+ (U � r)��r � (��r�)� 2�h!0 
 !0i : rU � 2�h(!0 
 !0) : ru0i+ 2�2hjr!0j2i = 0:36



2.5. Das Gleihungssystem des k/�-TurbulenzmodellsF�ur den Term 2�2hjr!0j2i wird Annahme 2.9 verwendet. Nah Satz 2.12 vershwindet derTerm h(!0 
 !0) : ru0i. Wegen I : (rU) = I : (rUT ) = r �U = 0 gilt mit der Annahme2.5 die Beziehung2�h!0 
 !0i : rU = 2�h!0 
 !0i : (rU +rUT )=2 = 1 �k �tjrU +rUT j2=2 = 1 �kP;wobei P durh Gleihung (2.61) gegeben ist. Es ergibt sih shlie�lih�t�+U � r�� 1 �kP �r � (��r�) + 2 �2k = 0:(2.63)Wieder soll diese Gleihung in die gebr�auhlihe Form gebraht werden. Man erh�alt�t�+U � r��r � (��r�) = 1 �kP � 2 �2k : }
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2. Das k/�-Turbulenzmodell2.6. Grenzshihttheorie und WandfunktionenDer Inhalt dieses Abshnittes ist die Untersuhung und Modellierung laminarer und turbu-lenter Str�omungen in den N�ahe fester W�ande. Die Motivation dieses Abshnitts ist die, da�bei der numerishen Behandlung des k/�-Modells U , P , �, k und � in Wandn�ahe mittelsanalytisher Funktionen gesetzt werden m�ussen.2.6.1. Prandtlshe GrenzshihttheorieIn diesem Abshnitt soll eine kurze Einf�uhrung in die Prandtlshe Grenzshihttheoriegegeben werden. Dazu werden auh einige Grundbegri�e und Grundprinzipien zur L�osungsingul�ar gest�orter Probleme eingef�uhrt.Betrahtet werde folgendes Au�enraumproblem f�ur die Navier-Stokes-Gleihungen. Sei 
 =R2n(B[0; 1℄), wobei B � B[0; 1℄ = fx 2 R2; jjxjj � 1g und  : R2 ! R2 eine st�ukweisestetig-di�erenzierbare Abbildung mit (0) = 0 und jj = 1. Die Abbildung  beshreibt dieGeometrie des K�orpers, der umstr�omt wird. Zu l�osen sind die Navier-Stokes-Gleihungen��4u+ (u � r)u+rp = f in 
r � u = 0 in 
limx!�1u(x; y) = (1; 0)Tu(x) = 0 auf � (B):Die erste der beiden Randbedingungen nennt man auh Anstr�ombedingung, die zweiteHaftbedingung.Im Falle sehr kleiner Di�usion � kann zur L�osung die Methode der asymptotishen Ent-wiklung verwendet werden, vgl [RST96℄ S.3�.De�nition 2.16Sei �i(�) = �qi f�ur rationales qi (i = 1; : : : ;m+1) eine Folge von Funktionen mit �i+1(�) =o(�i(�)) f�ur � ! 0. Eine asymptotishe Entwiklung uas der Ordnung m von u (in derMaximumnorm j � j1) ist eine Entwiklung der Formuas(x) = mXi=0 �i(�)ui(x);(2.64)so da� f�ur eine Konstante C giltju(x)� uas(x)j1 � C�m+1(�); 8x;(2.65)falls � hinreihend klein ist. Man bezeihnet u0 auh als Hauptglied der asymptotishenEntwiklung.Im Grenzfall � = 0 gehen die Navier-Stokes-Gleihungen �uber in die zugeh�origen reduzier-ten Gleihungen, die sog. Euler-Gleihungen(u � r)u+rp = f ; r � u = 0:(2.66)38



2.6. Grenzshihttheorie und WandfunktionenZiel der Prandtlshen Grenzshihttheorie ist es nun, rotationsfreie L�osungen der Euler-Gleihungen zu �nden. Setzt man f�ur u bzw. p die folgenden asymptotishen Entwiklungenan uas(x) = mXi=0 �i(�)ui(x); pas(x) = mXi=0 �i(�)pi(x);so erkennt man, da� das Hauptglied (u0; p0) die Euler-Gleihungen l�ost.Die folgende Darstellung ist diht angelehnt an [KC96℄ S.172 �. Im folgenden wird derR2 mit der komplexen Ebene identi�ziert. Man fa�t u0 als komplexe Funktion auf undshreibt u0(x; y) � u0(z) = <u0(z) + i=u0(z) mit z = x + iy. Dabei bezeihnet < denRealteil und = den Imagin�arteil. Fordert man, da� das Hauptglied u0 rotationsfrei, alsoeine Potentialstr�omung ist, so gibt es nah der Funktionentheorie eine holomorphe FunktionF (z) = �(z) + i (z) mit F 0(z) = u0 = <u0 + i=u0 und<u0 = ���x ; <u0 = � �y =u0 = ���y ; =u0 = �� �x :Dabei bezeihnet man � = onst auh als Stromlinien und  = onst als Potentiallinien,weil alle Punkte auf einer Potentiallinie die gleihe potentielle Energie besitzen. Damit hatman mit (�;  ) ein der Str�omung angepa�tes krummliniges Koordinatensystem gefunden.Zun�ahst soll die sogenannte globale Entwiklung, die in ganz 
 au�er in der N�ahe vonGrenzshihten g�ultig ist, bzgl. dieser krummlinigen Koordinaten angegeben werden. Dabeisei u(�;  ) = (w�(�;  ); w (�;  )) die Koordinatenshreibweise von u. Dann gilt f�ur dieglobale Entwiklung zweiter Ordnungw�(�;  ; �) = �0(�)w0�(�;  ; �) + �1(�)w1�(�;  ; �) +O(�2(�));w (�;  ; �) = �0(�)w0 (�;  ; �) + �1(�)w1 (�;  ; �) +O(�2(�));p(�;  ; �) = �0(�)p0(�;  ; �) + �1(�)p1(�;  ; �) +O(�2(�)):Da die reduzierte Gleihung nur von erster Ordnung ist, kann nur eine der zwei Randbe-dingungen erf�ullt werden : w�(�;  )! 1; w (�;  )! 0 (�! �1);w�(�; 0) = w (�; 0) = 0 (�1 � � � �2):Mit der zweiten Randbedingung wird implizit eine Parametrisierung von �(B) de�niert.Man entsheidet, da� die Anstr�ombedingung erf�ullt werden soll, die Haftbedingung kannverletzt werden. Damit ergibt sih als Zwishenresultat f�ur die globale Entwiklungw�(�;  ; �) = 1 + �1(�)w1�(�;  ; �) +O(�2(�));w (�;  ; �) = �1(�)w1 (�;  ; �) +O(�2(�)):Idee des Verfahrens der asymptotishen Entwiklung ist es, zur globalen Entwiklung einelokale Grenzshihtkorrektur zu addieren. Von dieser lokalen Grenzshihtkorrektur (oderlokalen Entwiklung) wird erstens gefordert, da� sie mit wahsender Entfernung von derGrenzshiht so shnell abf�allt, da� weit weg von der Grenzshiht die L�osung durh die39



2. Das k/�-Turbulenzmodellglobale Entwiklung gegeben bleibt und da� insbesondere die Anstr�ombedingung erf�ulltbleibt. Zweitens soll sie sih in der N�ahe der Grenzshiht so verhalten, da� die Haftbe-dingung erf�ullt ist. Und drittens sollen globale und lokale L�osung im �Ubergangsbereihzwishen Grenzshiht und dem G�ultigkeitsbereih der globalen L�osung zusammenpassen.F�ur die lokale Entwiklung wird folgender Ansatz zweiter Ordnung gemahtw�(�;  ; �) =W 0�(�;  �; �) + Æ(�)W 1� (�;  �; �) +O(Æ2(�));w (�;  ; �) =W 0 (�;  �; �) + Æ(�)W 1 (�;  �; �) +O(Æ2(�));p(�;  ; �) = P 0(�;  �; �) + Æ(�)P 1(�;  �; �) +O(Æ2(�)):Dabei wurde die lokale Variable  � =  Æ(�) eingef�uhrt.Nun soll W 0 = 0 gezeigt werden. Sei W�(�;  �; �) = w�(�;  ; �) und W (�;  �; �) =w (�;  ; �). Die Kontinuit�atsgleihung lautet in krummlinigen Koordinaten�w��� + �w � = 0, �W��� + 1Æ(�) �W � � = 0:Einsetzen der lokalen Entwiklung liefert�W 0��� + Æ(�)�W 1��� +O(Æ2(�)) + 1Æ(�) �W 0 � � + �W 1 � � +O(Æ(�)) = 0:Um eine nihttriviale Kontinuit�atsgleihung zu erhalten mu� �W 0 � � = 0 sein. Aufgrund derRandbedingung w (�; 0) = 0 folgt aus der Theorie gew�ohnliher Di�erentialgleihungenW 0 � 0. Als Zwishenresultat f�ur die lokale Entwiklung ergibt sih somitw�(�;  �; �) =W 0�(�;  �; �) + Æ(�)W 1� (�;  �; �) +O(Æ2(�));w (�;  �; �) = Æ(�)W 1 (�;  �; �) +O(Æ2(�));p(�;  �; �) = P 0(�;  �; �) + Æ(�)P 1(�;  �; �) +O(Æ2(�)):Nun soll Æ(�) = p� gezeigt werden. Setzt man die Grenzshihtkorrektur in die Navier-Stokes-Gleihungen ein, so generiert der Term �4u (in krummlinigen Koordinaten) u.a.den Term � �2W�� 2 , der von der Ordnung �Æ2 ist. Damit globale und lokale L�osung im �Uber-gangsbereih zwishen Grenzshiht und dem G�ultigkeitsbereih der globalen L�osung zu-sammenpassen, mu� Æ(�) = p�(2.67)gelten. Man sagt daher, die Grenzshiht habe die Dike p�. F�ur die weitere Rehnung seiverwiesen auf [KC96℄, S.177f.2.6.2. Grundidee des Wandgesetz-KonzeptsIn diesem Abshnitt soll die Grundidee des Wandgesetz-Konzeptes vorgestellt werden. AlsRandbedingung an festen W�anden � fordert man meist die Haftbedingunguj� = 0:(2.68)40



2.6. Grenzshihttheorie und WandfunktionenWegen Gleihung (2.67) steigt die Geshwindigkeit von 0 auf O(1) �uber eine Distanz vonÆ = O(p�). Man de�niert einen shmalen Streifen um die festen W�ande, an denen dieHaftbedingung gefordert wirdBÆ = fx� �n(x) : x 2 �; � 2℄0; Æ(x)[g;(2.69)wobei n(x) der (ins Gebietsinnere zeigende) Normalenvektor auf � in x 2 � ist und Æ(x) dieDike der Grenzshiht beshreibt. Man de�niert weiter das neue Gebiet, den sogenanntenEuler-Bereih als 
Æ = 
nBÆ(2.70)und den zugeh�origen (k�unstlihen) Rand als� = �
Æ(2.71)Im Euler-Bereih f�ur die zu den Navier-Stokes-Gleihungen geh�origen Euler-Gleihungen(� = 0) kann man eine einfahe (rotationsfreie) L�osung angeben, die eine Potentialstr�omungist. Die Frage ist, wie die neuen Randbedingungen auf dem k�unstlihen Rand � lauten ?Mittels Taylor-Entwiklung kann man die Randbedingungen auf � aus den Randbedingun-gen auf � herleiten. Taylorentwiklung von u um den Punkt x0+ Æ(x0)n(x0) 2 � liefert f�urden Punkt x0 2 �:0 = u(x0 + Æ(x0)n(x0)) = u(x0) + Æ(x0)�u�n (x0) + o(Æ):(2.72)Wegen der alten Randbedingung uj� = 0 folgtu+ Æ �u�n � 0 auf �:(2.73)2.6.3. Wandgesetze f�ur die turbulente GrenzshihtDas Ziel dieses Abshnitts ist es, die analytishen Funktionen bereitzustellen, die das Ver-halten von U , P , �, k und � in Wandn�ahe beshreiben.Betrahtet werde eine 2D-Str�omung. Sei (�;  ) das angepa�te krummlinige Koordinaten-system aus dem letzten Abshnitt. In �Ubereinstimmung mit der g�angigen Literatur wirdstatt (�;  ) ab jetzt (x; y) verwendet. Sei also x � � die Rihtung des mittleren (Euler-)Flusses, parallel zur Wand, sei y �  die Rihtung senkreht zur Wand. Man de�niertu� =s� �Ux�y jy=0 ; y� = �u� :(2.74)Dabei ist U der zeitlihe Mittelwert der GeshwindigkeitU (x) = limT!1 1T Z T0 u(x; t)dt: 41



2. Das k/�-TurbulenzmodellFerner de�niert man sih skalierte L�angen und Geshwindigkeiteny+ = yy� ; u+ = Uu�(2.75)Aufgrund von Experimenten shlugen von K�arm�an und Prandtl folgendes Wandgesetz vor,das sih unter �Ahnlihkeitsannahmen auh herleiten l�a�t:Im Bereih 20 � y+ � 100, in der sog. logarithmishen Shiht, giltu+ = 1� log y+ + 5:5;(2.76)wobei � = 0:41 die von Karmanshe Konstante ist. Im Bereih 0 � y+ � 20, in der sog.viskosen Untershiht, gilt ein linearer Zusammenhangu+ = y+:(2.77)Bemerkung 2.18In [Mue99℄ wird auh eine von Neitzke [Nei99℄ vorgeshlagene Beziehung angegeben, diedahingehend eine Verbesserung bringt, da� die Wandfunktion auh in der Ableitung stetigist u+ = y+ : y+ � Ruu+ = Rus2 ln( y+Ru ) + 1 : y+ > RuDie Konstante Ru wird aufgrund experimenteller Ergebnisse zu Ru = 6:25 bestimmt.Die Gleihungen (2.76), (2.77) sowie (2.18) sind nihtlineare Beziehungen zwishen u und�u�n . Jetzt w�ahlt man Æ so, da� � in der logarithmishen Shiht enthalten ist. Setzt mandie in den Gleihungen (2.74) und (2.75) de�nierten Gr�o�en in die Gleihung (2.76) ein,die die Str�omung in der logarithmishen Shiht beshreibt, so ergibt sih :Uu� = 1� log yy� + 5:5 ; bzw:Uq� �Ux�y jy=0 = 1� log yq� �Ux�y jy=0� + 5:5 :Bezeihnet man nun mit u � n die Komponente von u in y-Rihtung und mit u � s dieKomponente von u in x-Rihtung, so ergibt sih : Die Haftbedingung u = 0 auf � ist somit�aquivalent zu folgenden Randbedingungen auf � u � n = 0u � sq�j�u�s�n j � 1�log(Ær 1� j�u � s�n j)� 5:5 = 0:(2.78)F�ur den Nahweis, da� die Navier-Stokes-Gleihungen mit diesen Randbedingungen einwohlgestelltes Problem bilden, sei verwiesen auf [MP94℄ S.15.42



2.6. Grenzshihttheorie und WandfunktionenBemerkung 2.19Die zweite Gleihung in (2.78) liefert die implizite De�nition einer Funktion g(u � s) mit�u � s�n = �g(u � s)(2.79)Damit lassen sih die Randbedingungen auf � angeben alsu � n = 0�u � s�n = �g(u � s):(2.80)Bemerkung 2.20Voraussetzung f�ur das Verwenden von Wandfunktionen ist es, da�20 � Æy� � 100gilt und da� sih die Grenzshihten niht abl�osen.Nun sollen Wandfunktionen f�ur k und � bestimmt werden.Satz 2.14Sei u� wie in Gleihung (2.74) de�niert. Sei Æ so gew�ahlt, da� � in der logarithmishenShiht enthalten ist. Ferner werde angenommen, da� in der logarithmishen Shiht k und� station�ar sind und da� dort die Turbulenz homogen in x-Rihtung ist, d.h., da� k = k(y)und � = �(y) gilt. Dann l�osenk = u�2p� ; bzw: � = u�3�y und E := (�yUx)2 = u�2�2y2(2.81)die Gleihungen f�ur k bzw. �.Bemerkung 2.21Setzt man in Gleihung (2.81) y = Æ, so erh�alt man die Randbedingungen auf � f�ur k und�.Beweis:Die Gleihung f�ur k war�tk +U � rk � �2 k2� jrU +rUT j2 �r � (�krk) + � = 0:(2.82)In der logarithmishen Shiht wird der Flu� als station�ar angenommen, also ist �tk =0. Wegen der angenommenen homogenen Turbulenz in x-Rihtung gilt k = k(y). In derlogarithmishen Shiht ist nah Gleihung (2.78) Uy = 0. Damit istU �rk = Ux �k�x+Uy �k�y =0. Ferner gilt wegen U = U(y) in der logarithmishen Shiht jrU +rUT j2 = 2(�yUx)2.Man de�niert E := (�yUx)2 und erh�alt somit als Gleihung f�ur k� ��y (� k2� �k�y )� � k2� E + � = 0:(2.83) 43



2. Das k/�-TurbulenzmodellNun kann nahgerehnet werden, da� k, � und E die Gleihung f�ur k erf�ullen. Nah Glei-hung (2.74) ist u� = u�(x) und somit �u��y = 0. Damit ergibt sih :� ��y (� k2� �k�y )� � k2� E + � = 0� � ( u�2p� )2u�3�y � u�2�2y2 + u�3�y = ��u�4� �yu�3 � u�2�2y2 + u�3�y = 0Die Gleihung f�ur � war�t�+U � r�� 12 kjrU +rUT j2 �r � (��k2� r�) + 2 �2k = 0;(2.84)Wegen der Stationarit�at ist �t� = 0. Mit den selben Argumenten, wie sie oben f�ur diek-Gleihung angegeben wurden, ergibt sih als Gleihung f�ur �� ��y (��k2� ���y )� 1 �k �t2 E + 2 �2k = 0:(2.85)In der logarithmishen Grenzshiht ist � � �Pr� k2� und somit �� � �Pr� k2� . Nah Gleihung(2.74) ist wieder u� = u�(x) und somit �u��y = 0. Somit ergibt sih� ��y ( �Pr� k2� ���y )� 1�kE + 2 �2k = � ��y ( �Pr� ( u�2p� )2u�3�y � u�3�y�y )� 1� u�2p� u�2�2y2 + 2p� u�4�2y2= � ��y ( �Pr� ( u�2p� )2u�3�y (�u�3)�y2 � 1p� u�4�2y2 + 2p� u�4�2y2= � 1Pr� u�4y2 � 1p� u�4�2y2 + 2p� u�4�2y2 = 0:Da die Konstanten die sogenannte Kompatibilit�atsbedingung1Pr� = p��2 (2 � 1);erf�ullen, folgt die Behauptung. }2.6.4. Wandfunktionen in PNSIn diesem Abshnitt soll nun das in PNS implementierte Wandfunktionen-Konzept vor-gestellt werden, vgl. [Mue99℄ S.12�. F�ur das Geshwindigkeitsfeld wird die von Neitzke[Nei99℄ vorgeshlagene Beziehung u+ = y+ : y+ � Ruu+ = Rus2 ln( y+Ru ) + 1 : y+ > Ru44



2.7. Bemerkungen zum k/�-Modellmit Ru = 6:25 verwendet.Im Fall nihtisothermer Str�omungen mit Dirihletshen Temperaturrandbedingungen wirdals Wandfunktion f�ur die passend skalierte Temperatur �+ die Beziehung�+ = Pr y+ : y+ � R��+ = Pr R�s2 ln(y+R� ) + 1 : y+ > R�verwendet, wobei die Konstanten Pr = 0:71 und R� = 8:0 aufgrund von Experimentengew�ahlt wurden. F�ur k und � de�niert mank+ := ku�2 ; �+ := ��u�4 :(2.86)Mit Satz 2.14 und der De�nition von y+ in Gleihung (2.75) folgt nunk+ = ku�2 = u�2p�u�2 = 1p� ;�+ = ��u�4 = u�3��yu�4 = 1�y+ :(2.87)Aufgrund von Messungen shlugen Yuan et al.[Yua92℄ folgende Verbesserungen vork+ = min( 1p� ; 0:05(y+)2) ; �+ = 0:1 + 0:003(y+)21 + 0:00125(y+)3 :(2.88)Die Gleihungen (2.6.4), (2.6.4) und (2.88) geben also an, wie U , �, k und � in Wandn�aheanalytish in PNS gesetzt werden.2.7. Bemerkungen zum k/�-ModellDie Information �uber die Turbulenz stekt in den Termen, die die Fluktuationsgr�o�en u0bzw. !0 enthalten und die niht direkt durh k und � ausgedr�ukt werden k�onnen. DieFluktuationsterme sind a priori unbekannt, vgl. Bemerkung 2.9. Daher werden sie durhTerme aus gemittelten Gr�o�en modelliert. Mit mathematishen Konzepten ist bislang zwardie grobe Struktur dieser Modellierungsterme begr�undbar, niht aber ihre genaue Gestaltwie z.B. die Wahl von Vorfaktoren. Ziel dieses letzten Abshnitts soll es sein, aus einemVergleih mit der Herleitung der k- und �-Gleihung in der Physik ein genaueres Verst�andnisf�ur diese Modellierungsterme zu erlangen.Es sollen die folgenden Fragen beantwortet werden. Wo liegen die mathematishen Ursahenf�ur das Auftreten der Fluktuationsterme (z.B. die Anwendung welher S�atze generiert sie)?Wie entstehen sie in der Herleitung der Theoretishen Physik und wie werden sie dortbehandelt? Kann man die sie generierenden mathematishen und physikalishen Strukturenmiteinander vergleihen? 45



2. Das k/�-Turbulenzmodell2.7.1. Auftreten der Fluktuationsterme in der mathematishen HerleitungBei der mathematishen Herleitung tauhen folgende Fluktuationsterme auf.� Die Terme R = hu0 
 u0i, modelliert durh 23kI + � k2� (rU +rUT ), und h!0 
 !0i,modelliert durh aI+ �k (�+� k2� )(rU+rUT ), entstehen durh direkte Filterung derzufallsabh�angigen Navier-Stokes-Gleihungen. Die Modellierung dieser Terme durhAnwendung des Prinzips der Wirbelviskosit�at l�a�t sih mathematish wenigstens par-tiell rehtfertigen, vgl. Abshnitt 2.3.3.� Der Term �2hjr!0j2i, modelliert als 2�2=k, entsteht auh durh Filterung. F�ur dieModellierung gibt es keine mathematishe Motivation.� Zwei weitere Fluktuationsterme entstehen durh Anwendung des Satzes von Kesten-Papaniolaou, also im wesentlihen auh durh Filterung. Da die Korrelationstermeniht bekannt sind und au�erdem die auszuwertenden Integrale i.a. niht geshlossenangebbar sind, m�ussen sie modelliert werden. Die Wahl �(R) = (�+ �tPrk ) bzw. �(R) =(� + �tPr� ) kann niht mathematish motiviert werden. Sie ersheint aber sinnvoll,wenn man die Struktur des zu modellierenden Integrals in Gleihung (2.27) mit derWirbelviskosit�atsannahme 2.3 vergleiht.2.7.2. Herleitung des k/�-Modells in der PhysikZun�ahst sollen folgende heuristishe physikalishe Erkl�arungen f�ur die Annahmen 2.9 und2.5 gegeben werden.� Experimente haben gezeigt, da� die Dissipation klein in Bereihen mit quasi-gleihf�or-miger Rotation ist. So kann es physikalish motiviert werden, den Term �2hjr!0j2idurh 2�2=k zu modellieren.� Bei der Modellierung von h!0
!0i mu� aus Dimensionsgr�unden der zweite Term pro-portional k sein. Motivieren k�onnte man diese Abshlu�hypothese aus der Tatsahe,da� zwishen der zeitlihen �Anderung der in der Str�omung gespeiherten Energie undder als 
 � h12 j! � !j2i de�nierten sogenannten Enstrophie, die eine in etwa analogeStruktur wie der zu modellierende Term h!0 
 !0i besitzt, die BeziehungddtE = �2�
(2.89)besteht. Da bei einer turbulenten Str�omung ein Teil der Energie der mittleren Str�omungin die Energie der Wirbel, die ja durh die Gr�o�e k beshrieben wird, umgewandeltwird, d.h. 'verloren geht', liegt es nahe, den zweiten Modellierungsterm proportionalzu k anzusetzen.Nun soll kurz skizziert werden, wie die Gleihungen f�ur k und � in der Physik hergeleitetwerden, vgl. [Kes92℄ S.5�.Ausgangspunkt f�ur die Herleitung der Gleihungen f�ur k und � ist die exakte Transport-gleihung f�ur den Reynoldsshen Spannungstensor. Beahtet man, da� die turbulente kine-tishe Energie gleih der Spur des Reynoldsspannungstensors ist, so ergibt sih eine exakte46



2.7. Bemerkungen zum k/�-ModellTransportgleihung f�ur k durh Summation �uber die Diagonalelemente von R :dkdt = �Pk + Tk +Dk � �:(2.90)Dabei ist� Pk = �Pdi;k=1hu0iu0kiEh�kUiiE . Dies ist der Produktionsterm f�ur k. Auf ihn wendetman die Wirbelviskosit�atsannahme und die De�nition von �t an.� Tk = Pdk=1 �k( hPdi=1 u0iu0iu0kiE2 + hp0u0kiE� ). Dieser Term stellt turbulente Transportpro-zesse aufgrund von Geshwindigkeits-und Drukshwankungen dar. Es sei angemerkt,da� dies nah [MP94℄ im wesentlihen als ein Problem des turbulenten Transportswie in De�nition 2.12 aufgefa�t werden kann. Der Term wird von Physikern inter-pretiert als turbulente Di�usion. Dies ist letztlih auh die Aussage des Satzes 2.11.Im Satz 2.11 wird allerdings niht zwishen turbulenter und molekularer Di�usionuntershieden. In der Physik modelliert manTk = dXk=1 �k(hPdi=1 u0iu0iu0kiE2 + hp0u0kiE� ) = r � [ �t�krk℄:(2.91)Die E�ekte der Drukshwankungen werden dabei als vernahl�assigbar klein angese-hen. Bei der Herleitung der k-Gleihung nah [MP94℄ vershwindet der Drukkorre-lationsterm r � hp0u0i aufgrund des Satzes 2.12.� Dk = r� (�rk) stellt die Di�usion von k aufgrund der Di�usivit�at des Mediums dar.� �ij = 2�h(Pdk=1(�ku0i+�ku0j))iE ist shlie�lih die Dissipation turbulenter kinetisherEnergie in W�arme.Damit ergibt sih als Gleihung f�ur kdkdt = � k2� 2S(U) : S(U) +r � [(� + �t�k )rk℄� �:(2.92)Bemerkung 2.22Man erkennt an dieser Herleitung, warum die Gesamtdi�usivit�at in der k-Gleihung durh� + �t�k gegeben ist. Bei [MP94℄ S.52 fehlt die Di�usivit�at des Mediums �. Dies setzt aberdann stillshweigend voraus, da� global � � �t�k gilt, was aber niht immer rihtig ist.F�ur die Dissipation � l�a�t sih folgende exakte Transportgleihung angeben :d�dt = P 1� + P 2� + P 3� + P 4� + T� +D� � ��:(2.93)Dabei beshreibt� P 4� = �2�hPdi;m=1 �ku0i�mu0i�mu0kiE die turbulente Produktion,� T� = ��Pdk=1 �k(h(u0kPdm;i=1 �mu0i�mu0i)iE � 2��Pdk=1 �k(hPdm=1 �mp0�mu0kiE) denturbulenten Transport, 47



2. Das k/�-Turbulenzmodell� D� =Pdk=1 �k(��k�) die viskose Di�usion und� �� = 2�2hPdi;k;m=1 �k�mu0i�k�mu0iiE die viskose Umwandlung (Vernihtung) turbu-lenter Energie in W�arme.Die Terme P 1� , P 2� , P 3� sind Produktionsterme, die bei hohen Reynoldszahlen vernahl�assigtwerden k�onnen. Der Produktionsterm P 4� und der Dissipationsterm �� haben die Eigen-shaft, da� sie f�ur Re �! 1 beide gegen unendlih gehen, ihre Di�erenz aber endlih bleibt.Daher werden sie zusammen modelliert. Der Produktionsterm P 4� wird proportional zurProduktion von k angenommen. Die Vernihtung �� wird proportional zu � angenommen.Diese beiden Annahmen werden durh experimentelle Ergebnisse motiviert. Der Faktor �kersheint aus Dimensionsgr�unden.P 4� � �� = (�1Pk � �2�) �k :(2.94)In der mathematishen Herleitung der �-Gleihung entsteht der Produktionsterm durh An-wendung der Annahme 2.5 f�ur den Term h!0
!0i. Die Vernihtung turbulenter kinetisherEnergie wird durh den Term 2�2hjr!0j2i beshrieben und mit Annahme 2.9 modelliert.Der Term, der die turbulente Di�usion von � beshreibt, wird modelliert durhT� = r[ �t��r�℄:(2.95)Es sei wieder darauf hingewiesen, da� die E�ekte von turbulenter und molekularer Di�usionim Satz 2.11 niht getrennt werden. Damit erh�alt man als modellierte Gleihung f�ur � :���t + (Ur)� = r[(� + �t�� )r�℄ + (�1Pk � �2�) �k :(2.96)2.7.3. Vergleih von mathematisher und physikalisher HerleitungGerade durh den Vergleih der Herleitung von Mohammadi und Pironneau in [MP94℄ mitder physikalishen Herleitung nah [Kes92℄ wird deutlih, da� man die von Mohamma-di und Pironneau vorgelegte Darstellung | trotz vieler Vorbehalte | positiv au�assenkann. Denn sie unternehmen den shwierigen Versuh, stohastishe Konzepte und Modellezu �nden, mit denen ein mathematishes Verst�andnis des k/�-Turbulenzmodells gewonnenwerden kann. Mohammadi und Pironneau geben einen reht shl�ussigen Beweis. Das Pro-blem dieses Beweises ist allerdings, da� sih die dort verwendeten Hilfsaussagen meist nihtmathematish exakt und oft nur heuristish begr�unden lassen. Dies kann von Mathema-tikern als gro�e Shw�ahe gesehen werden. Ein Vorteil des Beweises in [MP94℄ liegt aberdarin, da� man die physikalishe Bedeutung der Terme der Gleihungen meist shon dar-aus erkennt, wie sie im Beweis abgeleitet werden, und man mu� niht erst hinterher einephysikalishe Bedeutung in ihnen suhen, wie es bei dem physikalishen Beweis n�otig ist.So f�uhrt die Anwendung des Satzes von Kesten zu den Termen der turbulenten Di�usion.Durh die geeignete De�nition von homogener isotroper Turbulenz und das Argument, da�gewisse Randintegrale aufgrund von isotroper Turbulenz vershwinden, kann darauf ver-zihtet werden, gewisse Terme aufgrund physikalisher Erfahrungen als vernahl�assigbarklein zu betrahten.48



2.7. Bemerkungen zum k/�-ModellDer Vergleih mit der physikalishen Ableitung zeigt, da� die verwendeten mathematishenKonzepte geeignet waren, und er hilft weiter, falls die bisherige mathematishe Theoriegewisse Detailaussagen noh niht tre�en kann, wie z.B. bei der expliziten Angabe vonVorfaktoren. Die weiteren Kapitel dieser Arbeit behandeln nun die numerishe L�osung die-ses Modells. Dabei stehen die Aspekte einer stabilen und eÆzienten L�osungsstrategie imVordergrund.
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3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung undLinearisierungIm vorangegangenen Abshnitt wurde das nihtlineare gekoppelte Gleihungssystem desinstation�aren isothermen k/�-Modells hergeleitet. Durh Hinzunahme der Temperatur-Gleihung gelangt man zum niht-isothermen Modell. In diesem Abshnitt soll dieses Glei-hungssystem auf dem r�aumlih kontinuierlihen Level semidiskretisiert und danah ent-koppelt und linearisiert werden. Die Semidiskretisierung in der Zeit wird durh das impliziteEulerverfahren realisiert. Die Linearisierung geshieht dann mit der Methode der iterativenEntkopplung.3.1. Zusammenstellung der GleihungenZun�ahst soll das System von Gleihungen des niht-isothermen k/�-Modells zusammenge-stellt und die darin enthaltenen analytishen Shwierigkeiten bemerkt werden. Eine knappeAbleitung der Temperatur-Gleihung �ndet man in [MP94℄ S.4-6.De�nition 3.1Als Konstanten f�ur das k-� -Modell werden verwendet :C1 C2 C� Prk Pr� Ct Prt1:44 1:92 0:09 1:0 1:3 0:8 0:9Sei � die molekulare Viskosit�at und sei a die molekulare Temperaturleitf�ahigkeit. Die e�ek-tiven Viskosit�aten �e, �k, �� und die e�ektive Temperaturf�ahigkeit ae seien de�niert als�t = � k2� ; �e = � + �t; �k = � + �tPrk ;�� = � + �tPr� ; at = �tPrt ; ae = a+ at:Als Produktionsterme bezeihnet man die TermePk = 2�t(S(U ) : S(U )); P� = C1 �k (Pk +G);G = Ct� �tPrtg � r�: 51



3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und LinearisierungDamit kann das System von Gleihungen des k/�-Modells in der Standardformulierung,bezeihnet mit (V1), geshrieben werden als�tU �r � (2�eS(U)) + (U � r)U +rPred = � 23rkr �U = 0�t�+ (U � r)��r � (aer�) = _qVp�tk + (U � r)k �r � (�krk) = Pk +G� ��t�+ (U � r)��r � (��r�) + C2 �2k = C1 �k (Pk +G)(V1)
In der Temperatur-Gleihung bezeihnet _qV die W�armestromdihte und p die spezi�sheW�armekapazit�at bei konstantem Druk. In der folgenden Bemerkung soll auf die wesentli-hen analytishen Shwierigkeiten dieses Gleihungssystems aufmerksam gemaht werden.Bemerkung 3.11. Das Di�erentialgleihungssystem ist nihtlinear und gekoppelt. Die Nihtlinearit�atstekt in den Viskosit�aten �e, �k und ��, in den Termen der rehten Seite und imKonvektionsterm (ur)u der Geshwindigkeitsgleihung. Die Kopplung erfolgt eben-falls in den Viskosit�aten �e, �k und �� und �uber das Geshwindigkeitsfeld in denkonvektiven Termen.2. Aus mathematishen und physikalishen Gr�unden sollten k und � niht-negative Wer-te annehmen. Den Ansatz einer mathematishen Analyse hierzu �ndet man in [MP94℄,S.63�.3. Mit der Beziehung � = ��t k2 k�onnen die Gleihungen f�ur k und � alternativ formuliertwerden als �tU �r � (2�eS(U)) + (U � r)U +rPred = � 23rk;r �U = 0;�t�+ (U � r)��r � (aer�) = _qVp ;�tk + (U � r)k �r � (�krk) + ��t k2 = Pk +G;�t�+ (U � r)��r � (��r�) + C2 �2k = P�:(V2)

Der Vorteil der Variante (V2) liegt darin, da� durh Einf�uhrung eines nihtnegativenReaktionsterms in der k-Gleihung in der sp�ater hergeleiteten Variationsformulierungdie Koerzitivit�at der entstehenden Bilinearform verst�arkt wird. Durh diese Ma�nah-me soll das gesamte Gleihungssystem stabilisiert werden.52



3.2. Zeitlihe Semidiskretisierung3.2. Zeitlihe SemidiskretisierungZur Semidiskretisierung in der Zeit wird das implizite Eulerverfahren verwendet. Sei dazuftmgMm=1 eine Zerlegung des betrahteten Zeitintervalls [0; T ℄ mit t0 := 0 und tM := Tsowie �m = tm � tm�1 die Zeitshrittweite. Ferner bezeihne Im := (tm�1; tm) das jeweiligeZeitintervall. F�ur eine Funktion F de�niert man Fm := F (tm) := F (tm; :). Nah derSemidiskretisierung liest sih dann das Gleihungssystem (V1) alsUm �Um�1�m �r � (2�me S(Um)) + (Um � r)Um +rPmred = � 23rkmr �Um = 0�m ��m�1�m + (Um � r)�m �r � (ame r�m) = _qV mpkm � km�1�m + (Um � r)km �r � (�mk rkm) = Pmk +Gm � �m�m � �m�1�m + (U � r)�m �r � (�m� r�m) + C2 �m2km = C1 �mkm (Pmk +Gm)(V1')
Die Gleihungen (V2) werden entsprehend nah der Semidiskretisierung zuUm �Um�1�m �r � (2�me S(Um)) + (Um � r)Um +rPmred = � 23rkmr �Um = 0�m ��m�1�m + (Um � r)�m �r � (ame r�m) = _qV mpkm � km�1�m + (Um � r)km �r � (�mk rkm) + ��t km2 = Pmk +Gm�m � �m�1�m + (Um � r)�m �r � (�m� r�m) + C2 �m2km = Pm� :(V2')
Bemerkung 3.2In PNS wird zur Raum-Zeit-Diskretisierung das Disontious-Galerkin-Verfahren DG(0) ver-wendet. Dadurh ergibt sih im wesentlihen dieselbe Variationsformulierung wie durh dasin dieser Arbeit gew�ahlte Vorgehen. Eine genauere zeitlihe Au�osung kann in PNS durhVerwendung des DG(1)-Verfahrens erzielt werden.3.3. Linearisierung und EntkopplungUm ein gekoppeltes System von mehreren nihtlinearen (partiellen) Di�erentialgleihun-gen zu l�osen, wird h�au�g ein Verfahren der iterativen Entkopplung verwendet. Abstrakt53



3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierungformuliert ist folgendes Problem (Q) zu l�osen:A(U ;P )[(U ; P );�; k; �℄(U ; P ) = L(U ;P )[(U ; P );�; k; �℄;(3.1) A�[(U ; P );�; k; �℄� = L�[(U ; P );�; k; �℄;(3.2) Ak[(U ; P );�; k; �℄k = Lk[(U ; P );�; k; �℄;(3.3) A�[(U ; P );�; k; �℄� = L�[(U ; P );�; k; �℄:(3.4)Dabei bezeihnet A�[(U ; P );�; k; �℄ einen Operator, der von (U ; P ), �, k und � abh�angt.Die Grundidee dabei ist es, ausgehend von den Startwerten (U ; P )0, �0, k0, �0 bzw. den Er-gebnissen des letzten Iterationsshritts (U ; P )i�1, �i�1, ki�1, �i�1 neue L�osungen (U ; P )i,�i, ki, �i gem�a� folgendem Algorithmus zu erhalten:A(U ;P )[(U ; P )i�1;�i�1; ki�1; �i�1℄(U ; P )i = L(U ;P )[(U ; P )i�1;�i�1; ki�1; �i�1℄;(3.5) A�[(U ; P )i;�i�1; ki�1; �i�1℄�i = L�[(U ; P )i;�i�1; ki�1; �i�1℄;(3.6) Ak[(U ; P )i;�i; ki�1; �i�1℄ki = Lk[(U ; P )i;�i; ki�1; �i�1℄;(3.7) A�[(U ; P )i;�i; ki; �i�1℄�i = L�[(U ; P )i;�i; ki; �i�1℄:(3.8)Dabei kennzeihnet ein hohgestellter Index i � 1 die Verwendung eines alten Wertes ausdem letzten Iterationsshritt und ein hohgestellter Index i die Verwendung eines geradeberehneten Wertes aus dem aktuellen Iterationsshritt.Bemerkung 3.3Shreibt man ganz formal ((U ; P );�; k; �)T = (x1; : : : ; xD)T mit D = d + 4, so erinnertdas vorgestellte Iterationsshema an das Einzelshrittverfahren nah Gau�-Seidel, da f�urdie Komponenten xin+1 die shon berehneten neuen Werte xi1; : : : ; xin benutzt werden.
3.3.1. Bisherige Realisierung von (V1) in PNS f�ur den m-ten ZeitshrittIm Programm-Paket PNS wird bisher die Standardformulierung (V1) der Gleihungen desk/�-Modells gew�ahlt. Die zugeh�orige Semidiskretisierung ist durh die Gleihungen (V1')gegeben. In diesem Unterabshnitt soll das in PNS bisher implementierte Iterationsshemabeshrieben werden.Um genau zu spezi�zieren, aus welhem Zeit- bzw. Iterationsshritt ein Wert stammt,wird folgende Notation eingef�uhrt : Der erste der beiden hohgestellten Indizes bezeihnetden Zeitshritt, der zweite den Iterationsshritt. Au�erdem werden folgende Bezeihnungen54



3.3. Linearisierung und Entkopplungeingef�uhrt : �mt (km;i; �m;i) = �k(m;i)2�(m;i) ;�me (km;i; �m;i) = � + �mt (km;i; �m;i) ;�mk (km;i; �m;i) = � + �mt (km;i; �m;i)Prk ;�m� (km;i; �m;i) = � + �mt (km;i; �m;i)Pr� ;Pmk (km;i; �m;i;Um;i) = 2�mt (km;i; �m;i)(S(Um;i) : S(Um;i)) ;Pm� (km;i; �m;i;Um;i) = �m;ikm;i 1Pmk (km;i; �m;i;Um;i) :Gegeben seien km;i�1, �m;i�1 und Um;i�1 als Resultat des letzten Durhlaufs der Iterati-onsshleife. Als Startwert einer Iterationsshleife verwendet man das Ergebnis des letztenZeitshritts.Bisherige Realisierung von (V1) in PNS(1) Setze itdl  � 1.(2) Setze i � itdl und aktualisiere die turbulente Viskosit�at �mt  � �mt (km;i�1; �m;i�1).(3) L�ose linearisierte Navier-Stokes-Gleihung.(3.1) L�oseUm;i �Um�1�m + (Um;i�1 � r)Um;i +r � (2(� + �mt )S(Um;i)) +rPm;ired = f � 23rkm;i�1:(3.2) Stop-Kriterium 1 f�ur Um;i:kUm;i �Um;i�1k0kUm;ik0 < �U :(4) L�ose k- und �-Gleihung.(4.1) Aktualisiere die turbulenten Viskosit�aten und die Produktionsterme(a) �mk  � �mk (km;i�1; �m;i�1) ,(b) �m�  � �m� (km;i�1; �m;i�1) ,() Pmk  � Pmk (km;i�1; �m;i�1;Um;i).(4.2) L�ose km;i � km�1�m + (Um;i � r)km;i �r � (�mk rkm;i) = Pmk � �m;i�1:Aktualisiere Pmk  � Pmk (km;i; �m;i�1;Um;i) und l�ose�m;i � �m�1�m + (Um;i � r)�m;i �r � (�m� r�m;i) + 2 �m;i�1km;i �m;i = 1 �m;i�1km;i Pmk :55



3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierung(4.3) Stop-Kriterium 2 bzw. 3 f�ur k bzw. �:kkm;i � km;i�1k0kkm;ik0 < �k;k�m;i � �m;i�1k0k�m;ik0 < ��:(5) Stop-Kriterium f�ur die Linearisierungsshleife :Falls itdl < maxdl und niht alle Stop-Kriterien (1� 3) erf�ullt, dann setze itdl  �itdl + 1 und gehe zu Shritt (2). Anderenfalls gehe zum n�ahsten Zeitshritt.Bemerkung 3.4Durh die Shreibweise x  � y soll eine Wertzuweisung symbolisiert werden : Weise derVariablen x den in der Variablen y gespeiherten Wert zu.Dieser Algorithmus verfolgt die einfahste iterative L�osungsstrategie. Innerhalb eines Zeit-shrittes werden alle Gleihungen gleihberehtigt naheinander in der Linearisierungssh-eife gel�ost. Der Linearisierungsshritt wird im folgenden mit itdl bezeihnet. Die maximaleAnzahl von Linearisierungsshritten pro Zeitshritt wird mit maxdl bezeihnet.Bemerkung 3.5Bei niht-isothermen Rehnungen kann die Temperaturgleihung sowohl nah der Ge-shwindigkeitsgleihung als auh nah der �-Gleihung gel�ost werden.Bemerkung 3.6Es sei bemerkt, da� in dieser Variante nah der L�osung der k-Gleihung die Gr�o�e �t zurL�osung der �-Gleihung niht mit der aktuellen L�osung der k-Gleihung neu berehnet wird.3.3.2. Realisierung von (V2) bei Codina/SotoDa eine Advektions-Di�usions-Gleihung um etwa eine Gr�o�enordnung g�unstiger zu l�osenist als eine Navier-Stokes-Gleihung, k�onnte ein anderer, von Codina und Soto vorgeshla-gener Iterationsalgorithmus shneller zu auskonvergierten L�osungen f�uhren.Gegeben seien Um;i�1, �m;i�1, km;i�1 und �m;i�1 als Resultat des letzten Durhlaufs derIterationsshleife. Als Startwert einer Iterationsshleife verwendet man das Ergebnis desletzten Zeitshritts. Dann lautet der Algorithmus in Anlehnung an Codina-Soto :Realisierung von (V2) in Anlehnung an Codina/Soto f�ur den m-ten Zeitshritt(1) Setze itdl  � 1.(2) Setze i � itdl. L�ose linearisierte Navier-Stokes-GleihungUm;i�Um�1�m + (Um;i�1 � r)Um;i +r � (2(� + �mt )S(Um;i)) +rPm;i = f � 23rkm;i�1:56



3.3. Linearisierung und Entkopplung(3) Stop-Kriterium 1 f�ur U kUm;i �Um;i�1k0kUm;ik0 < �U :(4) Setze itL  � 1. L�ose Blok aus k- und �-Gleihung.(4.1) Aktualisiere die Produktionsterme bzw. Viskosit�aten� Pmk  � Pmk (km;i�1; �m;i�1;Um;i) ,� Pm�  � Pm� (km;i�1; �m;i�1;Um;i) ,� �mt  � �mt (km;i�1; �m;i�1) ,� �mk  � �mk (km;i�1; �m;i�1) ,� �m�  � �m� (km;i�1; �m;i�1) .(4.2) Setze itk�  � 1. Wiederhole bis zur Konvergenz von L(4.2.1) Setze i  � itk� und l�ose (mit Newton-Raphson-Methode linearisierte) k-Gleihung (bis Konvergenz erreiht ist)km;i � km�1�m + (Um;i � r)km;i �r � (�mk rkm;i)+ ��mt (2k(m;i�1)k(m;i) � k(m;i�1)2) = Pmk :(4.2.2) Stop-Kriterium 2 f�ur k kkm;i � km;i�1k0kkm;ik0 < �k:Falls Stop-Kriterium 2 erf�ullt ist oder itk� = maxk�, setze itk�  � 1 undgehe zu (4.2.3). Sonst setze itk�  � itk� + 1 und gehe zu (4.2.1).(4.2.3) Aktualisiere �mt  � �mt (km;i; �m;i�1), �m�  � � + �mtPr� ,Pm�  � Pm� (km;i; �m;i�1;Um;i) .(4.2.4) Setze i � itk� und l�ose �-Gleihung (bis Konvergenz erreiht ist)�m;i � �m�1�m + (Um;i � r)�m;i �r � (�m� r�m;i)+ 2km;i (2�(m;i�1)�(m;i) � �(m;i�1)2) = Pm� :(4.2.5) Stop-Kriterium 3 f�ur � k�m;i � �m;i�1k0k�m;ik0 < ��:Falls Stop-Kriterium 3 erf�ullt ist oder itk� = maxk�, setze itk�  � 1 undgehe zu (4.2.6). Sonst setze itk�  � itk� + 1 und gehe zu (4.2.4).(4.2.6) Berehne Lm;i = � km;i 32�m;i . 57



3. Semidiskretisierung und iterative Entkopplung und Linearisierung(4.2.7) Update� �mt  � �mt (km;i; �m;i) ,� �mk  � �mk (km;i; �m;i) ,� Pmk  � Pmk (km;i; �m;i;Um;i) ,� Pm�  � Pm� (km;i; �m;i;Um;i) .(4.2.8) Pr�ufe auf Konvergenz von L (Stopkriterium 4)kLm;i � Lm;i�1k0kLm;ik0 < �L:Stopkriterium f�ur die Linearisierungsshleife :Falls Stopkriterium 1 und Stopkriterium 4 erf�ullt ist oder falls Stop-Kriterium1 erf�ullt ist und itL = maxL ist oder falls itdl = maxdl, so gehe zumn�ahsten Zeitshritt. Falls Stopkriterium 4 aber niht Stop-Kriterium 1erf�ullt ist oder falls itL = maxL und Stop-Kriterium 1 niht erf�ullt, set-ze itdl  � itdl + 1 und gehe zu (2). Falls Stopkriterium 4 niht erf�ullt ist,setze itL  � itL + 1 und gehe zu (4.2.1).In der Linearisierungssshleife wird zun�ahst einmal die Geshwindigkeitsgleihung gel�ost.Dann wird der Blok aus k- und �-Gleihung f�ur diese erhaltene L�osung der Geshwindig-keitsgleihung ausiteriert. Der Linearisierungsshritt wird wieder mit itdl bezeihnet. Diemaximale Anzahl von Linearisierungsshritten pro Zeitshritt wird mit maxdl bezeihnet.Bemerkung 3.7Bei niht-isothermen Rehnungen kann die Temperaturgleihung sowohl nah der Ge-shwindigkeitsgleihung und vor dem k-�-Blok als auh nah dem k-�-Blok gel�ost werden.Nun soll das Iterationsshema f�ur den k-�-Blok n�aher erl�autert werden. Die Nihtlinearit�atder k- bzw. �-Gleihung wird einzeln ausiteriert. Der zugeh�orige Iterationsshritt wird mititk� bezeihnet. Die maximale Anzahl von Iterationen sei maxk�. Nahdem die k- und die�-Gleihung jeweils einmal ausiteriert worden sind, wird als Abbruhkriterium f�ur den k-�-Blok die harakteristishe L�ange, die in Bemerkung 2.11 erw�ahnt wurde,L = � k 32�auf Konvergenz getestet. Der jeweilige Iterationsshritt des k-�-Bloks wird mit itL bezeih-net, die maximale Anzahl von Iterationen sei maxL.Bemerkung 3.81. Man beahte, da� �t und Pk w�ahrend der iterativen L�osung der k-Gleihung konstantgehalten werden. Analog werden �t und P� w�ahrend der iterativen L�osung der �-Gleihung konstant gehalten.2. Nahdem die k- bzw. �-Gleihung ausiteriert worden ist, werden �t und der jeweiligeProduktionsterm mit der gerade berehneten L�osung f�ur k bzw. � neu berehnet, d.h.�t und die Produktionsterme werden sozusagen st�andig aktualisiert.58



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungUm die hergeleiteten Variationsprobleme numerish l�osen zu k�onnen, ist noh eine Diskre-tisierung bez�uglih des Ortes erforderlih. Beim direkten �Ubergang zum diskreten Levelerh�alt man jedoh keine numerish stabilen Verfahren. Daher m�ussen vershiedene Stabili-sierungsterme eingef�uhrt werden. R�aumlihe Diskretisierung und Stabilisierung sind Inhaltdieses Kapitels.4.1. Reduktion auf ModellgleihungenBei den linearisierten Gleihungen f�ur �; k und � handelt es sih um skalare Konvektions-Di�usionsgleihungen. Daher soll die Variationsformulierung f�ur die folgende Modellgleihungeiner Konvektions-Di�usionsgleihung hergeleitet werden :�r � (�r)u+ (b � r)u+ u = f:(4.1)Die De�nition der Terme �, b,  und f f�ur die �, k und �-Gleihung entnimmt man denfolgenden Tabellen. Sie folgt unmittelbar aus den in den Abshnitten 3.3.1 und 3.3.2 auf-gestellten Gleihungen. Dabei wird die in Abshnitt 3.3.1 eingef�uhrte Notation benutzt,wonah der erste der hohgestellten Indizes den Zeitshritt und der zweite den Iterations-shritt bezeihnet.F�ur das Verfahren (V 1) gilt:Gleihung u � b u f�-Gleihung �m;i ae Um;i 1�m�m;i _qVp + 1�m�m�1k-Gleihung km;i �k Um;i 1�mkm;i (Pk +G)� �m;i�1+ 1�m km�1�-Gleihung �m;i �� Um;i C2 �m;i�1km;i �m;i C1 �m;i�1km;i (Pk +G)+ 1�m �m;i + 1�m �m�1F�ur das Shema (V 2) gilt:Gleihung u � b u f�-Gleihung �m;i ae Um;i 1�m�m;i _qVp + 1�m�m�1k-Gleihung km;i �k Um;i 2 ��t km;i�1km;i (Pk +G) + ��t k(m;i�1)2+ 1�m km;i + 1�m km�1�-Gleihung �m;i �� Um;i 2C2 �m;i�1km;i �m;i + 1�m �m;i C1 �m;i�1km;i (Pk +G)+C2 �m;i�12km;i + 1�m �m�1 59



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungBemerkung 4.1Nah den Bemerkungen 3.6 und 3.8 kann f�ur die Viskosit�aten und die Produktionstermeauf die hohgestellten Indizes ab jetzt verzihtet werden.Die linearisierte Navier-Stokes-Gleihung ist im wesentlihen eine um einen Reaktionstermmodi�zierte Oseen-Gleihung mit nihtkonstanter Viskosit�at.(�r � (�r)u+ (a � r)u+ u+rp = fr � u = 0(4.2)Die De�nition der Terme entnimmt man folgender TabelleGleihung u � a u p fNavier-Stokes-Gleihung Um;i �e Um;i�1 1�mUm;i Pm;i f + 1�mUm�1Bemerkung 4.2Vom physikalishen Standpunkt aus betrahtet ist die in Gleihung (4.2) angegebene Oseen-gleihung nur im inkompressiblen Fall (r � u = 0) mit der linearisierten Navier-Stokes-Gleihung aus dem letzten Kapitel �aquivalent. Denn in diesem Fall gilt r � (ru) = 12r �(ru+rTu).4.2. Shwahe FormulierungIm folgenden sei 
 � Rd (d = 2; 3) ein beshr�anktes Gebiet mit Lipshitz-stetigem Rand� := �
. Seien �D, �N � � mit �D [ �N = � und �D \ �N = ;.4.2.1. Variationsformulierung f�ur das Konvektions-Di�usionsproblemZun�ahst betrahten wir folgendes allgemeine Konvektion-Di�usions-Problem :8>><>>:�r � (�ru) + (b � r)u+ u = f in 
u = 0 auf �D�u�n = g auf �N :(ADR1)Bemerkung 4.3Die Variationsformulierung soll zun�ahst f�ur homogene Dirihlet-Daten und inhomogeneNeumann-Daten abgeleitet werden. Im FEM-Code PNS werden aber f�ur �, k und �Wand-funktionen verwendet. Dies entspriht der Vorgabe inhomogener Dirihlet-Daten. Daherwird am Ende dieses Abshnitts gezeigt, wie der Fall inhomogener Dirihlet-Daten auf denFall homogener Dirihlet-Daten zur�ukgef�uhrt werden kann.Annahme 4.1Der Di�usionskoeÆzient � sei st�ukweise konstant mit � � �0 > 0. Von den anderen Datenwird verlangtf 2 L2(
);  2 L1(
); b 2 (W 1;1(
))d; (x) � 12r � b � 0 f:�u: in 
:60



4.2. Shwahe FormulierungNun soll eine Variationsformulierung dieses Problems gegeben werden.Nah Multiplikation der Di�erentialgleihung mit einer beliebigen Testfunktion v aus C1(
)mit v � 0 auf �D und anshlie�ender Integration �uber das Gebiet 
 ergibt sih�Z
r � (�ru)v dx+ Z
((b � r)u+ u)v dx = Z
 fv dx:Nah partieller Integration des elliptishen Hauptteils folgt daraus�Z�D � �u�nv ds� Z�N � �u�nv ds+ Z
 �ru � rv dx+ Z
((b � r)u+ u)v dx = Z
 fv dx:Einarbeitung der Randbedingung ergibt shlie�lihZ
 �ru � rv dx+ Z
((b � r)u+ u)v dx = Z
 fv dx+ Z�N �gv ds:Man kann zeigen, da� der Raum C10;D(
) = fv 2 C1(
) j v = 0 auf �Dg diht im Hilbert-raum H10;D(
) = fv in H1(
) j uj�D � 0g liegt. Dabei ist  der Spuroperator, der untenin De�nition 4.2 eingef�uhrt wird. So gelangt man zurDe�nition 4.1Die verallgemeinerte Aufgabenstellung des Konvektions-Di�usions-Problem (ADR) lautet:(Finde u 2 V := fv in H1(
) j vj�D � 0g; so da�bG(u; v) = lG(v) 8v 2 V ist:(ADR)Dabei ist bG(u; v) = Z
 �ru � rv dx+ Z
((b � r)u+ u)v dx und(4.3) lG(v) = Z
 fv dx+ Z�N �gv ds:(4.4)An dieser Stelle soll eine Aussage �uber die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung ange-geben werden.Satz 4.11. Unter der Annahme 4.1 existiert im Falle �(�D) 6= 0 eine und nur eine L�osung von(ADR).2. Es gelten Annahme 4.1 und zus�atzlih b �n � 0 auf �N , wobei bei den Ungleihungenmindestens einmal > vorkommt. Dann existiert f�ur �(�D) = 0 eine und nur eineL�osung von (ADR).Beweis:Die erste Aussage folgt aus [GR94℄ Lemma 3.6 unter Ausnutzung von [Tri72℄ Satz 28.5, f�urdie zweite Aussage vgl. [Ott99℄ S.36. }61



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungIm FEM-Code PNS werden aber f�ur �, k und � Wandfunktionen verwendet, die in Ab-shnitt 2.6.4 angegeben wurden. Dies entspriht der Vorgabe inhomogener Dirihlet-Daten.Nun soll abshlie�end gezeigt werden, wie sih der Fall inhomogener Dirihlet-Daten aufden Fall homogener Dirihlet-Daten zur�ukf�uhren l�a�t. Daf�ur mu� die sog. Spurabbildungeingef�uhrt werden.De�nition 4.2Die Spurabbildung  ist erkl�art als : H1(
) �! L2(�
):Die Spurabbildung ist eine lineare, stetige Abbildung, vgl. [Alt92℄ Satz A 5.7. F�ur den Fallinhomogener Dirihletsher Randbedingungen u = h auf �D sei ~h 2 H1(
) eine geeigneteFortsetzung, f�ur die ~h = h gilt. Wir betrahten nun U = u � ~h 2 V . Wegen u = U + ~hlautet die entsprehende verallgemeinerte Aufgabenstellung f�ur U dann(Finde U 2 V := fv in H1(
) j vj�D � 0g; so da�bG(U; v) = lG(v)� bG(~h; v) 8v 2 V ist:(ADR)Damit wurde das Problem auf ein shon bekanntes zur�ukgef�uhrt. Die Funktion h ist dabeidurh die in Abshnitt 2.6.4 angegebenen Wandfunktionen gegeben.In PNS wird aber eine andere Variante verwendet. Die Bedingung u = h auf dem Randwird im shwahen Sinne aufgefa�t. Sei W der durhW = (V )de�nierte Unterraum von H 12 (�
). Dann wird die Randbedingung u = h formuliert alsForderung, da� Z�
(u� h)vds = 0 f �ur alle v 2Wgilt. Somit ergibt sih :De�nition 4.3Die verallgemeinerte Aufgabenstellung des Konvektions-Di�usions-Problem (ADRi) f�ur in-homogene Dirihlet-Bedingungen lautet:(Finde u 2 H1(
); so da�bG(u; v) = lG(v) 8v 2 H1(
) ist:(ADRi)Dabei istbG(u; v) = Z
 �ru � rv dx+ Z
((b � r)u+ u)v dx+ Z�D (u)(v) ds undlG(v) = Z
 fv dx+ Z�N �gv ds+ Z�D h(v) ds:62



4.2. Shwahe Formulierung4.2.2. Variationsformulierung f�ur das Oseen-ProblemIn Abshnitt 2.6.3 wurde beshrieben, wie die Navier-Stokes-Gleihungen in Wandn�ahe be-handelt werden : In der Grenzshiht wird u analytish gesetzt z.B. nah den Gleihungen(2.76) bzw. (2.77). Als Randbedingung wird dann gefordert, da� der �Ubergang von derGrenzshiht ins Gebietsinnere glatt ist, vgl. Gleihung (2.80).Zun�ahst soll die Variationsformulierung f�ur das Oseen-Problem f�ur homogene Dirihlet-Randbedingungen hergeleitet werden. Darauf aufbauend wird dann im Anshlu� die Va-riationsformulierung f�ur die in Gleihung (2.80) spezi�zierte Randbedingung angegeben.Seien also 
, �, �D und �N wie oben. Wir betrahten nun folgendes Oseen-Problem8><>:�r � (�r)u+ (a � r)u+ u+rp = f in 
r � u = 0 in 
u = 0 auf �(Os1)Annahme 4.2Der Di�usionskoeÆzient � sei st�ukweise konstant mit � � �0 > 0. An die �ubrigen Datenwerden folgende Forderungen gestelltf 2 (L2(
))d;  2 L1(
) mit (x) � 0 8x 2 
; a 2 (W 1;1(
))d mit r � a = 0:Nun soll f�ur das Oseen-Problem eine Variationsformulierung hergeleitet werden.Multiplikation der i-ten Geshwindigkeitsgleihung mit einer beliebigen Testfunktion vi 2C10 (
) und anshlie�ende Integration �uber das Gebiet 
 liefernZ
((a � r)ui + ui)vidx+ Z
 �p�xi vidx� Z
r � (�rui)vidx = Z
 fividx:(4.5)Partielle Integration der Terme mit den h�ohsten Ableitungen, das sind 4ui und �p�xi , undEinarbeitung der Randbedingungen liefertZ
((a � r)ui + ui)vidx� Z
 p�vi�xidx+ � Z
rui � rvidx = Z
 fividx:(4.6)Bei Summation �uber i = 1; : : : ; d folgtdXi=1 Z
((a � r)ui + ui)vidx� Z
 p dXi=1 �vi�xi dx+ � Z
 dXi=1 rui � rvidx = dXi=1 Z
 fividx:(4.7)Multiplikation der Kontinuit�atsgleihung mit einer Testfunktion q 2 L2(
) und anshlie-�ende Integration �uber das Gebiet liefertZ
(r � u)qdx = 0:(4.8)Somit gelangt man unter Ber�uksihtigung der Dihtheit von C10 (
) im HilbertraumH10 (
)zur folgenden 63



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungDe�nition 4.4Es gelte die Annahme 4.2. Mit den Bezeihnungena(u;v) = � Z
ru � rvdx+ Z
((a � r)u+ u) � vdx ;(4.9) b(v; p) = �Z
 pr � v dx ;(4.10) L(v) = Z
 f � v dx(4.11)sowie U = (u; p); V = (v; q);(4.12) A(U ;V ) = a(u;v) + b(v; p)� b(u; q);(4.13) L(V ) = L(v)(4.14)lautet die verallgemeinerte Aufgabenstellung des Oseen-Problems(Finde U = (u; p) 2 V �Q := (H10 (
))d � L20(
); so da�A(U ;V ) = L(V ) 8V 2 V �Q gilt:(Os)Bemerkung 4.4Die Inkompressibilit�atsbedingung kann man als Nebenbedingung ansehen. Arbeitet man siein den Raum (H10 (
))d ein, so gelangt man zum abgeshlossenen Unterraum (H1div(
))d =fv 2 (H10 (
))d j r � v = 0g. F�ur v 2 (H1div(
))d vershwindet der Term (p;r � v)
, so da�der Druk p in der Variationsformulierung niht mehr explizit auftritt. Dennoh wird derTerm (p;r�v)
 in der Gleihung belassen, da die meisten Finite-Elemente-Methoden nihtdivergenzfrei sind.Nun soll die Herleitung einer Variationsformulierung f�ur die in Gleihung (2.80) spezi�zier-te Randbedingung skizziert werden, vgl. hierzu [MP94℄ S.47.Ausgangspunkt sei Gleihung (4.6). Partielle Integration der Terme mit den h�ohsten Ab-leitungen liefertZ
((a � r)ui + ui)vidx� Z
 p�vi�xidx+ � Z
rui � rvidx� � Z�
rui � nvids = Z
 fividx:Bei Summation �uber i = 1; : : : ; d folgtZ
((a � r)u+ u) � vdx� Z
 pr � vdx+ � Z
ru � rvdx� � Z�
(ru)n � vds = Z
 f � vdx:Verwendet man beim Di�usionsterm statt ru den symmetrisierten Tensor ru+ruT , soergibt sih analogZ
((a � r)u+ u) � vdx� Z
 pr � vdx+ � Z
[ru+ruT ℄ � [rv +rvT ℄dx� � Z�
[ru+ruT ℄n � vds = Z
 f � vdx64



4.3. Finite-Elemente ApproximationMit der Nebenrehnung[ru+ruT ℄n � v = v � [ru+ruT ℄n = v � s�su � n+ �nu � v = v � s�nu � sfolgt bei Einarbeitung der RandbedingungenZ
((a � r)u+ u) � vdx� Z
 pr � vdx+ � Z
[ru+ruT ℄ � [rv +rvT ℄dx+ � Z�
 v � sg(u � s)ds = Z
 f � vdx:Somit gelangt man zu folgender De�nition.De�nition 4.5Es gelten die Annahme 4.2 und die Bezeihnungen aus De�nition 4.4. Sei u L�osung desOseen-Problems mit den Randbedingungen wie in Gleihung (2.80). Dann lautet die verall-gemeinerte Aufgabenstellung des Oseen-Problems8<: Finde U = (u; p) 2 V �Q := (H10 (
))d � L20(
); so da�A(U ;V ) + Z� g(u � s)v � sds = L(V ) 8V 2 V �Q:(Os)Die oben hergeleiteten shwahen Formulierungen stellen sogenannte gemishte Variations-gleihungen dar. Man kann zeigen, da� die Bilinearform a(�; �) koerzitiv ist und da� dieBilinearform b(�; �) die sogenannte Babu�ska-Brezzi-Bedingunginfq2Qnf0g supv2V nf0g b(v; q)kvkV kqkQ � � > 0erf�ullt. Die Existenz und Eindeutigkeit eines L�osung des gemishten Problems folgt dannunmittelbar aus folgendem Existenz-und Eindeutigkeitssatz f�ur gemishte Probleme.Satz 4.2Die Bilinearform a(�; �) sei stetig und koerzitiv und die Bilinearform b(�; �) erf�ulle die Babu�ska-Brezzi-Bedingung. Dann gibt es eine und nur eine L�osung des gemishten Problems ausDe�nition 4.4.Beweis:Zum Verweis sei verwiesen auf [Mue98℄ S.16. }4.3. Finite-Elemente ApproximationIm vorangegangenen Abshnitt wurden die Variationsformulierungen der Modellproblemein unendlih-dimensionalen Sobolev-R�aumen vorgestellt. In diesem Abshnitt betrahtenwir eine konforme Finite-Elemente-Methode zur approximativen L�osung des kontinuierli-hen Problems in endlihdimensionalen Unterr�aumen.Sei dazu 
 ein polygonal berandetes Gebiet. Sei Th (h > 0) eine Familie zul�assiger regul�arerTriangulierungen von 
, d.h. es gilt 
 = [T2ThT mit den Eigenshaften : 65



4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung� (Zul�assigkeit) Zwei vershienene Elemente der Triangulierung haben entweder genaueine vollst�andige gemeinsame Fl�ahe (nur f�ur d=3), genau eine vollst�andige gemein-same Kante, genau einen gemeinsamen Punkt oder sie sind durhshnittsfremd.� (Regularit�at) Es existiert eine positive Konstante C mitsupT2Th hT�T � C;wobei hT der Durhmesser und �T der Inkreisradius von T 2 Th ist.4.3.1. Finite-Elemente Approximation des ADR-ProblemsAuf Th de�nieren wir den Finite-Elemente RaumXkh := fv 2 C(�
) j vjT 2 �k(T ) 8T 2 Thg; k � 1der stetigen und st�ukweise polynomialen Funktionen, der einen Unterraum des H1(
) bil-det. Im folgenden werden nur homogene Dirihlet-Randbedingungen betrahtet. Um dieseRandbedingungen in den diskreten L�osungsraum einzuarbeiten, wird der RaumVh := Xkh \H10;D(
)eingef�uhrt.Dann lautet die diskrete Formulierung des ADR-Problems(Finde u 2 Vh � V � H10;D(
); so da�bG(u; v) = lG(v) 8v 2 Vh gilt:(ADRh)Satz 4.3Die Aussage von Satz 4.1 �ubertr�agt sih analog auf das diskrete ADR-Problem.Beweis:F�ur konforme Finite-Elemente-Methoden �ubertr�agt sih die Koerzitivit�at vom kontinuier-lihen auf den diskreten Level. Somit �ubertr�agt sih der Beweis von Satz 4.1. }4.3.2. Finite-Elemente Approximation des Oseen-ProblemsAuf Th de�nieren wir wieder den Finite-Elemente RaumXkh := fv 2 C(�
) j vjT 2 �k(T ) 8T 2 Thg; k � 1der stetigen und st�ukweise polynomialen Funktionen mit Xkh � H1(
). F�ur Test- undAnsatzfunktionen werden folgende R�aume verwendetGeshwindigkeit : Vh := (Xkh \H10 (
))d � V;Druk : Qh := X lh \Q � Q:66



4.4. Stabilisierung des ADR-ProblemsDann lautet die diskrete Formulierung des Oseen-Problems(Finde U = (u; p) 2 Vh �Qh; so da�A(U ;V ) = L(V ) 8V 2 Vh �Qh:(Osh)�Uber Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung maht der folgende Satz eine Aussage. Essei jedoh bereits shon hier ausdr�uklih betont, da� seine Voraussetzung niht erf�ullt ist,falls man f�ur Geshwindigkeit und Druk Elemente gleiher Ordnung verwendet.Satz 4.4Unter der Voraussetzung, da� die Bilinearform a(�; �) stetig und koerzitiv ist und da� dieBilinearform b(�; �) die sogenannte diskrete Babu�ska-Brezzi-Bedingunginfq2Qhnf0g supv2Vhnf0g b(v; q)kvkV kqkQ � �h > 0erf�ullt, gibt es eine und nur eine L�osung des diskreten Oseen-Problems.Beweis:Zum Verweis sei verwiesen auf [Mue98℄ S.21. }Bemerkung 4.5Die beiden Voraussetzungen �ubertragen sih niht notwendig vom kontinuierlihen auf dendiskreten Level. Insbesondere ist die diskrete Babu�ska-Brezzi-Bedingung niht erf�ullt, wennf�ur Geshwindigkeit und Druk Elemente gleiher Ordnung verwendet werden. Um dieBabu�ska-Brezzi-Bedingung zu erf�ullen, m�ussen Stabilisierungsma�nahmen eingesetzt wer-den. So ist es m�oglih, eine Norm zu de�nieren, bzgl. der die Babu�ska-Brezzi-Bedingungerf�ullt ist.4.4. Stabilisierung des ADR-ProblemsEs ist hinl�anglih bekannt, da� die oben vorgestellte Galerkin-FEM Diskretisierung nu-merish instabil ist. Hauptidee der hier betrahteten Stabilisierungstehnik ist es, isotropoder in ausgezeihneten Rihtungen, meist in Rihtung des Transportfeldes, d.h. in Strom-linienrihtung, oder senkreht dazu, d.h. in sogenannter Crosswind-Rihtung, k�unstliheDi�usivit�at zu addieren. Zun�ahst soll diese Idee am Beispiel des ADR-Problems moti-viert werden. Anshlie�end sollen das ADR- und das Oseen-Problem in der stabilisiertenVariationsformulierung angegeben werden.4.4.1. Motivation der SUGP-Stabilisierung f�ur das ADR-ProblemBetrahtet wird zur Motivation zun�ahst folgende eindimensionale Konvektions-Di�usionsgleihung auf ℄0; 1[ :��u00 + bu0 = 1; u(0) = u(1) = 0; 67



4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung
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1

1

Abbildung 4.1.: ohne Upwind-Diskretisierung
1

1

-1Abbildung 4.2.: mit Upwind-Diskretisierungvgl. hierzu [RST96℄, S. 31�. Zun�ahst werde vereinfahend b = 1 angenommen. Man beah-te, da� das zugeh�orige reduzierte Problem u0 = 1 die zwei L�osungen u = x und u = x� 1besitzt, wobei u = x nur die erste Randbedingung und u = x � 1 nur die zweite Randbe-dingung erf�ullt. Nun soll eine Finite-Di�erenzen-Diskretisierung des Problems betrahtetwerden. Gegeben sei eine �aquidistante Zerlegung von [0,1℄ mit Shrittweite h = (2n� 1)�1.Es bezeihne ui = u(ih). Die Randbedingungen implizieren u0 = u2n�1 = 0. Es werde u0durh den zentralen Di�erenzenquotienten approximiert. Man erh�alt das folgende Finite-Di�erenzen-Shema : ��ui+1 � 2ui + ui�1h2 + ui+1 � ui�12h = 1(4.15)Um zu zeigen, da� die zugeh�orige L�osung im singul�ar gest�orten Fall Oszillationen aufweisenkann, werde zur n�aherungsweisen L�osung des Gleihungssystems (4.15) der Di�usionstermwegen � � 1 zun�ahst einfah weggelassen. Wie man leiht nahrehnet, gilt dann f�ur diegeradzahligen Knoten die Rekursionsformel u2i+2 = u2i + 2h und somit u2i = 2ih. F�urdie ungeradzahligen Knoten gilt u2i�1 = u2i+1 � 2h und somit u2i�1 = (2i � 1)h � 1. Diegeraden Knoten sehen also nur die linke Randbedingung und liefern die erste L�osung u = xdes reduzierten Problems, die ungeradzahligen Knoten sehen nur die rehte Randbedingungund liefern die zweite L�osung u = x� 1 des reduzierten Problems. Die L�osung ist in Figur4.1 shematish dargestellt. Sie weist starke Oszillationen auf und hat mit der L�osung desProblems (auf den ersten Blik) nihts zu tun.Der Ausweg besteht darin, statt des zentralen Di�erenzenquotienten einen sogenanntenUpwind-Di�erenzenquotienten zu verwenden, d.h. den R�ukw�arts-Di�erenzenquotientenim Falle b > 0 bzw. den Vorw�arts-Di�erenzenquotienten im Falle b < 0. Zur Approxi-mation der ersten Ableitung wird also immer der stromaufw�arts (upwind) liegende Knotenverwendet. Dann liefert das Upwind-Finite-Di�erenzen-Shema bei Vernahl�assigung desDi�usionsterms f�ur die Knotenwerte die Rekursionsformel ui+1 = ui+h und somit ui = ih(1 � i � 2n� 2). Die L�osung ist in Figur 4.2 skizziert.Nun soll die Wirkung des Upwind-Shemas verdeutliht werden. Sei nun b > 0 eine positive68



4.4. Stabilisierung des ADR-ProblemsKonstante. Bildet man die Di�erenz zwishen Upwind- und zentralem Di�erenzenquotien-ten, so ergibt sihbui � ui�1h � bui+1 � ui�12h = �bui+1 � 2ui + ui�12h = �bh2 ui+1 � 2ui + ui�1h2 :Daher kann das Upwind-Shema auh geshrieben werden als�(�+ bh2 )ui+1 � 2ui + ui�1h2 + bui+1 � ui�12h = 1:Im eindimensionalen Fall ist das Upwind-Shema also �aquivalent mit dem zentralen Di�e-renzenshema bei gleihzeitiger Addition von k�unstliher Di�usivit�at der St�arke jbjh2 .Bemerkung 4.6Das gleihe Resultat ergibt sih im Fall b < 0.Bemerkung 4.7Eine genauere mathematishe Analyse zeigt, da� das Auftreten von Oszillationen beim zen-tralen Di�erenzenshema mit der stabilen L�osbarkeit des entstehenden Gleihungssystemsf�ur die Knotenwerte zusammenh�angt. Auf eine De�nition des Begri�s der stabilen L�osbar-keit wird an dieser Stelle verzihtet. Es sei jedoh verwiesen auf [RST96℄ S.29f. Die stabileL�osbarkeit ist gesihert, falls f�ur die sog. Pelet-ZahlPe = jbjh�(4.16)gilt, da� Pe < 1 ist. Dies bedeutet aber, da� f�ur Probleme mit kleinen Viskosit�aten desMediums das Gitter unakzeptabel fein gew�ahlt werden mu�, vgl. [RST96℄ S.32 und S.63.Dagegen sihert das Upwind-Verfahren generell die stabile L�osbarkeit. Falls b niht konstantist oder die Zerlegung niht �aquidistant ist, gen�ugt es, dort lokal k�unstlihe Di�usivit�at zuaddieren, wo Pe > 1 gilt.Die Frage ist, wie das Upwind-Shema in den FEM-Kontext �ubersetzt werden kann. ZurL�osung wird die Tatsahe ausgenutzt, da� die Wirkung des Upwind-Shemas gleihbedeu-tend mit der Addition k�unstliher Di�usivit�at der St�arke jbjh2 ist. Es zeigt sih, da� dies nurin Rihtung von b geshehen darf. Daher wird zur Bilinearform elementweise der TermjbjT;1 hT2 ( bjbjT;1 � ru; bjbjT;1 � rv)T = hT2 jbjT;1 (b � ru; b � rv)T :addiert,wobei hT der Durhmesser des �niten Elementes T und jbjT;1= maxj=1;::: ;dsupx2T jbj(x)j ist. Somit ergibt sih f�ur die stabilisierte BilinearformbSG(u; v) = bG(u; v) + XT2Th hT2 jbjT;1 (b � ru; b � rv)T :Abshlie�end soll diese Basisversion verbessert werden. Die bisherige Methode ist nihtkonsistent. Konsistenz im FEM-Sinne meint, da� die exakte L�osung des urspr�unglihen69



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungProblems auh das stabilisierte Problem l�ost, sofern sie hinreihend glatt ist. Konsistenzwird erreiht, indem man den elementweisen Stabilisierungsterm durh Verwendung deselementweisen Residuums modi�ziert zuhT2 jbjT;1 ((�r � (�ru) + b � ru+ u� f; b � rv)T :Man beahte, da� der Laplae-Term vershwindet, falls mit P1-Elementen gearbeitet wird.Eine weitere Verbesserung besteht darin, die Stabilisierung lokal zu steuern. Aus der Be-trahtung des eindimensionalen Finite-Di�erenzen-Verfahrens haben wir gelernt, da� Sta-bilisierung nur dort n�otig ist, wo Pe > 1 gilt. Im FEM-Kontext berehnet sih die lokalePelet-Zahl nah PeT = jbjT;1 hT� :Die naheliegendste Modi�kation ist daherÆT = hT2 jbjT;1 ; falls PeT > 1; und ÆT = 0; sonst:Mit der folgenden Modi�kation erreiht man, da� ÆT au�erdem noh stetig von der Pelet-Zahl abh�angt. Man setzt ÆT = hT2 jbjT;1 min(1; P eT ):(4.17)4.4.2. SUPG-Stabilisierung des ADR-ProblemsIm letzten Abshnitt wurde die sog. Stromlinien-Di�usions-Finite-Elemente-Methode (SD-FEM) motiviert. Sie wird auh als SUPG-Methode (streamline upwind Petrov-Galerkin)bezeihnet. In diesem Abshnitt soll das SUPG-stabilisierte ADR-Problem dargestellt wer-den. Dazu f�uhrt man folgende stabilisierte Bi-/Linearformen einbSG(u; v) = bG(u; v) + bS(u; v)(4.18) lSG(v) = lG(v) + lS(v)(4.19)wobei bS(u; v) = XT2Th ÆT (�r � (�ru) + b � ru+ u; b � rv)T und(4.20) lS(v) = XT2Th ÆT (f; b � rv)T ist:(4.21)Dann lautet die SUPG-stabilisierte diskrete Formulierung des ADR-Problems(Finde u 2 Vh � V � H10 (
); so da�bSG(u; v) = lSG(v) 8v 2 Vh gilt:(ADRs)Man kann eine stabilisierte Energienorm angeben, so da� die Bilinearform bS(�; �) koerzitivist.70



4.4. Stabilisierung des ADR-ProblemsSatz 4.5Die stabilisierte Energienorm sei de�niert durhjjjujjjS = (�juj21 + XT2Th ÆT jjb � rujj20;T + 0jjujj20;T ) 12 :Seien ferner Konstanten T und 0 de�niert alsT := maxx2T j(x)j; � 12r � b � 0 > 0 in 
:Die Stabilisierungsparameter ÆT erf�ullen f�ur alle T 2 Th0 < ÆT � 12 min( 02T ; h2T��2inv ):Dann ist die Bilinearform bS(�; �) stetig und koerzitiv, d.h. es giltbS(u; u) � 12 jjjujjj2S :Bemerkung 4.8Die Konstante �inv stammt aus der sog. inversen Ungleihung, vgl. Gleihung (3.49) aufSeite 230 bei [RST96℄.Beweis:Einen Beweis �ndet man z.B. in [RST96℄ S.231. }Das Lemma von Lax-Milgram liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung.Bemerkung 4.9Der Stabilisierungsparameter ÆT wird genauer gesagt so gew�ahlt, da� bei der Fehlerabsh�atzungein optimales Konvergenzverhalten f�ur h! 0 erzielt wird. Dies wird z.B. durh die folgendein PNS realisierte Wahl erreiht :ÆT = h2T2� (1 + (hT jjbjj1;T� )2)� 12 :(4.22)4.4.3. Disontinuity CapturingTrotz der SUPG-Stabilisierung k�onnen noh kleinere Oszillationen senkreht zum Kon-vektionsfeld b auftreten. In inneren Grenzshihten (aufgrund von Unstetigkeiten am Ein-str�omrand) und in parabolishen Grenzshihten besitzt die L�osung oft sharfe Gradien-ten. In direkter Umgebung dieser Grenzshihten k�onnen bei SUPG-Verfahren im konvek-tionsdominanten Fall �Uber- und Untershwinger (Over- and Undershootings) auftreten.Hauptidee einer Shok-Capturing Tehnik ist es, diese Oszillationen wegzud�ampfen durhk�unstlihe Vergr�o�erung der Di�usivit�at in der Umgebung solher Grenzshihten und nurdort.Dabei soll die zus�atzlihe Di�usivit�at proportional zum Residuum sein, um gute Konsistenz-eigenshaften zu sihern. Au�erdem soll sie im Bereih glatter L�osung und im Bereih klei-ner Konvektion klein sein, um gute Fehlereigenshaften zu erzielen. Jedes Shok-Capturing71



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungVerfahren, das diese Forderungen erf�ullt, liefert ein nihtlineares Verfahren, da es von derL�osung selbst abh�angt. Da innere und parabolishe Grenzshihten senkreht zur Str�omungs-rihtung verlaufen, wird die zus�atzlihe Di�usivit�at nur in Crosswind-Rihtung zugef�uhrt.Codina verglih vershiedene Shok-Capturing-Tehniken, s. [Cod93℄. Das hier besproheneVerfahren �ndet man in [CS99℄. Die auf einem Element addierte zus�atzlihe Di�usivit�atbetr�agt f�ur dieses Verfahren �d = 12�h jR(u)jTjrujT :(4.23)Dabei wird der Parameter � elementweise berehnet nah� = maxf0; Cd � 2�jb�jT hg mit b� = 1jruj2T (b � ru+ u� f)ru:(4.24)Aufgrund numerisher Experimente shlug Codina Cd = 0:7 f�ur lineare Elemente f�ur dieKonstante Cd vor.Die Shok-Capturing-Methode besteht nun in der Addition des zus�atzlihen TermsXT2Th[�d(ru;rv)T + (�sl � �d) 1jbjT 2 (b � ru; b � rv)T ℄ mit(4.25) �sl = maxf0; �d � �supgg wobei �supg = ÆTjbjT 2 ist:(4.26)Bemerkung 4.10Im Falle �d < �supg ist �sl = 0. Dann wird isotrop k�unstlihe Di�usivit�at der St�arke �d ad-diert. Ferner wird in Str�omungsrihtung k�unstlihe Di�usivit�at der St�arke �d subtrahiert.Damit soll eine �Uberd�ampfung in Str�omungsrihtung vermieden werden. Die Gesamtwir-kung von SUPG- und SC-Stabilisierung besteht darin, da� in Str�omungsrihtung k�unstliheDi�usivit�at der St�arke �supg und in Crosswind-Rihtung Di�usivit�at der St�arke �d addiertwird.Im Falle �d > �supg ist �sl > 0. Dann wird isotrop k�unstlihe Di�usivit�at der St�arke �d ad-diert und gleihzeitig in Str�omungsrihtung k�unstlihe Di�usivit�at der St�arke �supg, das istgerade die Wirkung der SUPG-Stabilisierung, subtrahiert. Auh damit soll eine �Uberd�amp-fung in Str�omungsrihtung vermieden werden. Als Gesamtwirkung von SUPG- und SC-Stabilisierung wird dann sowohl in Str�omungsrihtung als auh in Crosswind-RihtungDi�usivit�at der St�arke �d addiert.Mit der zus�atzlih eingef�uhrten FormbDC(u; v) = XT2Th[�d(ru;rv)T + (�sl � �d) 1jbjT 2 (b � ru; b � rv)T ℄(4.27)lautet die Shok-Capturing und SUPG-stabilisierte diskrete Formulierung des ADR-Problems( Finde u 2 Vh � V � H10 (
); so da�bSG(u; v) + bDC(u; v) = lSG(v) 8v 2 Vh gilt:(ADRs)72



4.5. SUPG- und PSPG- Stabilisierung des Oseen-Problems4.5. SUPG- und PSPG- Stabilisierung des Oseen-ProblemsF�ur das Oseen-Problem sind mehrere Stabilisierungsma�nahmen n�otig. Zur Oszillations-vermeidung im Falle konvektionsdominanter Str�omungen wird �ahnlih wie beim ADR-Problem eine SUPG-Stabilisierung der Bilinearform a(�; �) vorgenommen. Dazu werden mitÆT1u(a � r)v elementweise gewihtete Residuen addiertXT2Th ÆT1u(�r � (�ru) + (a � r)u+ u+rp� f; (a � r)v)T :Au�erdem ist bei Verwendung von Ansatzfunktionen gleiher Ordnung f�ur Geshwindigkeitund Druk die L�osbarkeit des bei der Diskretisierung entstehenden linearen Gleihungssy-stems niht garantiert, da die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung niht erf�ullt ist. DiesesProblem wird umgangen durh Stabilisierung der Bilinearform b(�; �), d.h. durh element-weise Addition von sog. PSPG-TermenXT2Th ÆT1p(�r � (�ru) + (a � r)u+ u+rp� f;rq)T :Falls die Di�usivit�at � klein ist, mu� auh die Kontinuit�atsgleihung stabilisiert werden mitdem Zusatzterm XT2Th ÆT2u(r � u;r � v)T :Damit ergeben sih als modi�zierte Bi-/LinearformenAs(U ;V ) = A(U ;V ) + XT2Th ÆT1u(�r � (�ru) + (a � r)u+ u+rp; (a � r)v)T+ XT2Th ÆT1p(�r � (�ru) + (a � r)u+ u+rp;rq)T+ XT2Th ÆT2u(r � u;r � v)TLs(V ) = L(V ) + XT2Th ÆT1u(f; (a � r)v)T + XT2Th ÆT1p(f;rq)TDann lautet die stabilisierte diskrete Formulierung des Oseen-Problems( Finde U = (u; p) 2 Vh �Qh; so da�As(U ;V ) = Ls(V ) 8V 2 Vh �Qh gilt:(Oss)Der folgende Satz besagt, da� man eine stabilisierte Energienorm angeben kann, bez�uglihder die Bilinearform As im Fall Æ1u = Æ1p koerzitiv ist.Satz 4.6Die modi�zierte stabilisierte Energienorm jjj � jjjh sei de�niert alsjjj(v; q)jjjh := f�jvj21 +  kvk20 + XT2Th ÆT2u kr � vT k20;T + XT2Th ÆT1u k(a � r)v +rqk20;T g 12 : 73



4. Finite-Elemente Diskretisierung und StabilisierungDann ist As(�; �) bezl. dieser Norm koerzitiv, d.h. es giltAs(U ;U ) > 12 jjjU jjj2hBeweis:Zum Beweis sei verwiesen auf [RST96℄ S.303. }Folgender Satz, vgl. [RST96℄ S.302, sihert die diskrete Babu�ska-Brezzi-Bedingung.Satz 4.7Seien  � 0, ÆT2u > 0 und die Stabilisierungsparameter ÆT1u so, da� es Konstanten �0 und Ægibt mit 0 < �0h2T � ÆT1u � min(Æ; h2T2��2inv ) und 0 � ÆT1u � 12 :Sei ferner die stabilisierte Energienorm jjj � jjjGLS de�niert alsjjj(v; q)jjjGLS =qjjj(v; q)jjj2h + � kqk20Dann gibt es ein von � und h unabh�angiges � > 0 mitinfU2Vh�Qhnf0g supV 2Vh�Qhnf0g As(U ;V )jjjU jjjGLS jjjV jjjGLS � �:Beweis:Einen Beweis �ndet man z.B. bei [RST96℄ S.302f. }Bemerkung 4.11Die S�atze 4.6 und 4.7 implizieren, da� das diskrete stabilisierte Oseen-Problem eine undnur eine L�osung besitzt (s. [RST96℄ S.306).Die Stabilisierungsparameter werden so gew�ahlt, da� man ein optimales Konvergenzver-halten erzielt. In PNS werden die Parameter wie folgt berehnet (s. hierzu [Mue97℄ S.55f.)ÆT1u = Cu1 h2T2� (1 + (hT jjbjj1;T� )2)� 12 ;ÆT1p = Cp1 h2T2� ;ÆT2 = C2�(1 + (hT jjbjj1;
� )2) 12 :(4.28)
Meist wird Cu1 = Cp1 = C2 = 1:0 gew�ahlt. F�ur den Fall ÆTm;u = ÆTp erh�alt man die sog.GLS-Stabilisierung.74



4.6. Bemerkungen zur Implementation4.6. Bemerkungen zur ImplementationDas Programmpaket PNS verwendet elementweise lineare Ansatz- und Testfunktionen.Dem entsprehend werden die Daten elementweise linear interpoliert. Vektorwertige Datenwerden in jeder Komponente st�ukweise linear interpoliert. Zur Auswertung der Integraleder Variationsformulierung werden dann f�ur P1-Elemente exakte Quadraturformeln ver-wendet.4.6.1. Berehnung der Gr�o�enBei der Vorstellung des Shok-Capturing-Verfahrens wurde bisher noh niht spezi�ziert,wie das elementweise Residuum und der elementweise Gradient zu berehnen ist. Da f�urP1-Elemente der Laplae-Term vershwindet, de�niert man als neue Bilinearform auf demElement T 2 Th ares;T (u; v) = (b � ru+ u; v)T :Sei VT die Menge der Indizes der Knoten, die Eken von T sind, und bezeihne �j die zumKnoten j 2 VT geh�orende Basisfunktion. Bei der Berehnung des Residuums wird dannfolgende Zerlegung der Einheit ausgenutzt1 = Xj2VT �j:Das elementweise Residuum jR(u)jT wird dann berehnet durhjR(u)jT = jares;T (u; 1)� (f; 1)T jmeas(T ) :Dabei bezeihnet meas(T ) das Lebesgue-Ma� von T . Besitzen u bzw. f die Darstellungu =Pi2VT ui�i bzw. f =Pi2VT fi�i bzgl. der Basisfunktionen, so kann das elementweiseResiduum berehnet werden nahjR(u)jT = jares;T (Pi2VT ui�i; 1) � (Pi2VT fi�i; 1)T jmeas(T )= jares;T (Pi2VT ui�i;Pj2VT �j)� (Pi2VT fi�i;Pj2VT �j)T jmeas(T )= jPi2VT Pj2VT ares;T (ui�i; �j)� (fi�i; �j)T jmeas(T )= jPi2VT Pj2VT ares;T (�i; �j)ui � fi(�i; �j)T jmeas(T ) :F�ur P1-Elemente ist ru elementweise konstant. Somit kann der Ausdruk jrujT als �uberT gemittelte euklidishe Norm von ru berehnet werden :jrujT := ������rXi2VT ui�i������2 := ������Xi2VT uir�i������2 =vuut dXj=1(Xi2VT ui ��i�xj )2; 75



4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierungwobei d die Raumdimension ist.Abshlie�end soll noh eine Implementationsbesonderheit angegeben werden. Das Shok-Capturing soll nur in der N�ahe von Grenzshihten wirken. Dazu modi�ziert man dasVerfahren zu �d = 12�h jR(u)jT1 + jrujT :(4.29)In Bereihen konstanter L�osung, also abseits von Grenzshihten, ist der Term jrujT ver-shwindend klein. Ziel dieser Modi�kation ist es zu verhindern, da� die k�unstlihe Viskosit�ataufgrund des fast vershwindenden Nenners dort sehr gro� wird.4.6.2. Einbau des Shok-Capturing-Verfahrens in einen FEM-CodeIn diesem Abshnitt soll am Beispiel von PNS besprohen werden, wie das Shok-Capturing-Verfahren in einen FEM-Code eingebaut werden kann. Der bisher in PNS implementierteL�osungsproze� ist folgenderma�en strukturiert :Bisherige Realisierung in PNS(1) Beginn des Linearisierungszyklus(2) Berehnung der Stei�gkeitsmatrix A und der rehten Seite F(3) Konvergenzkontrolle f�ur Linearisierungs-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetretenist, gehe zu Shritt (1), anderenfalls fertig.Bei �Uberlegungen, wie das Shok-Capturing-Verfahren in einen FEM-Code eingebaut wer-den soll, kommt man zu folgender Shwierigkeit. Das Shok-Capturing ist ein nihtlinearesVerfahren. Falls man nur lineare Probleme l�osen will, so bietet es sih an, das SC-Verfahrenin einer gesonderten Shleife auszuiterieren. In der Formulierung der Gleihungen des k/�-Modells nah Codina/Soto treten jedoh nihtlineare Gleihungen auf. Unter diesem Aspektk�onnte man analog zum SUPG-Verfahren f�ur das Navier-Stokes-Problem vorgehen. DieNavier-Stokes-Gleihung ist eine nihtlineare Gleihung und der StabilisierungsparameterÆu h�angt von der L�osung ab. In diesem Fall wird das SUPG-Verfahren niht in einer extraShleife ausiteriert, sondern zusammen mit der Nihtlinearit�at der Navier-Stokes-Gleihungin der Linearisierungsshleife. In Analogie hierzu k�onnte man die Nihtlinearit�at des Shok-Capturing zusammen mit der (eventuell vorhandenen) Nihtlinearit�at des Problems in derLinearisierungsshleife ausiterieren.
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4.6. Bemerkungen zur ImplementationEs bieten sih also folgende zwei Alternativen an :SC-Variante 1(1) Beginn des Linearisierungszyklus(2) Berehnung der Stei�gkeitsmatrix A und der rehten Seite F .(3) Shok-Capturingshleife (SC-Zyklus)(3.1) Subtraktion der SC-Terme des vorangegangenen SC-Zyklus(3.2) Addition der aktuellen SC-Terme(3.3) L�osung des Gleihungssystems AU = F(3.4) Konvergenzkontrolle f�ur SC-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetreten ist, ge-he zu Shritt (3), anderenfalls gehe zu Shritt (4).(4) Konvergenzkontrolle f�ur Linearisierungs-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetretenist, gehe zu Shritt (1), anderenfalls fertig.SC-Variante 2(1) Beginn des Linearisierungszyklus(2) Berehnung der Stei�gkeitsmatrixA und der rehten Seite F . Addition der SC-Terme.(3) Konvergenzkontrolle f�ur Linearisierungs-Zyklus. Falls keine Konvergenz eingetretenist, gehe zu Shritt (1), anderenfalls fertig.Eine Entsheidung h�angt von den Ergebnissen der im folgenden Kapitel durhgef�uhrtenExperimente ab. Falls f�ur lineare Probleme ein einziger SC-Zyklus reiht, um �Uber-undUntershwinger zu beseitigen, und falls durh die folgenden Zyklen keine deutlihe weite-re qualitative und quantitative Verbesserung feststellbar ist, kann die zweite Alternativegew�ahlt werden.Bei einem Einbau in einen FEM-Code hat die zweite Variante die folgenden wihtigen Vor-teile. Falls das SC-Verfahren in einer eigenen Routine implementiert wird, liegt der Rehen-aufwand f�ur das Subtrahieren und Addieren der SC-Terme jeweils in der Gr�o�enordnungdes Rehenaufwandes f�ur die Assemblierung der Stei�gkeitsmatrix. Denn zur Berehnungvon Residuum und Gradient werden dieselben Unterroutinen aufgerufen und somit diesel-ben Speiherzugri�e und dieselben arithmetishen Operationen durhgef�uhrt wie bei derMatrixassemblierung. Variante 2 nutzt aus, da� zur Berehnung der SC-Stabilisierungstermedie ohnehin bei der Assemblierung berehneten und somit bereitstehendenWerte weiter ver-wendet werden. Dadurh wird die zus�atzlih ben�otigte CPU- und Zugri�szeit minimiert.Ein weiterer Vorteil besteht darin, da� dann auf Routinen zur Abbruhskontrolle der SC-Shleife verzihtet werden kann. Zum einen wird hierdurh Zeit f�ur die Berehnung und dasVershiken von Normen gespart. Zum anderen umgeht man das Problem, da� im Falle derVerwendung eines Gebietszerlegungsalgorithmus auf einigen Teilgebieten l�anger ausiteriertwerden mu� als auf anderen und es somit zu einer ineÆezienten Lastverteilung kommenkann. Drittens brauht bei einem Verziht auf eine zus�atzlihe SC-Shleife und weiterePostproze�routinen f�ur das Shok-Capturing der bisher bestehende Code niht wesentlihver�andert zu werden. 77



4. Finite-Elemente Diskretisierung und Stabilisierung
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5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren beiADR-ProblemenIn diesem Kapitel soll die Wirkung des Shok-Capturing f�ur ADR-Probleme, die innereoder parabolishe Grenzshihten aufweisen, getestet werden.5.1. FragestellungenDie durhgef�uhrten Versuhe sollen helfen, Antworten auf folgende Fragen zu �nden.1. Qualitative Analyse : Werden �Uber- und Untershwinger beseitigt ?a) Parabolishe und innere Grenzshihten� Wirkt das Verfahren sowohl bei inneren als auh bei parabolishen Grenz-shihten ?b) Unabh�angigkeit vom Gitter� Ist die Wirksamkeit der implementierten Shok-Capturing-Methode unab-h�angig von der Feinheit h des gew�ahlten Netzes ?� H�angt sie davon ab, ob auf strukturierten oder unstrukturierten Gitterngerehnet wird ?) Unabh�angigkeit vom Str�omungsfeld� Wie wirken sih (starke) lokale �Anderungen des Geshwindigkeitsfeldes aufdas Verfahren aus ?2. Quantitative Analysea) Als m�oglihe G�ute- und Abbruhkriterien sollen die euklidishe Norm des dis-kreten Residuums der L�osung und die euklidishe Norm der Di�erenz zweieraufeinanderfolgender L�osungen untersuht werden.� Kann das Beseitigen der �Uber- und Untershwinger an der Entwiklung derNormen nahvollzogen werden ?� Ist das Verfahren konvergent und kann ein eventuelles Konvergenzverhaltenanhand der Normen nahvollzogen werden ?� Gibt es (qualitativ gesehen) eine notwendige bzw. hinreihende Anzahl vonShok-Capturing-Zyklen, um �Uber- und Untershwinger zu beseitigen ?� Gibt es eine notwendige bzw. hinreihende Anzahl von Shok-Capturing-Zyklen, um eine befriedigende L�osung zu erhalten ?b) Genauigkeit des Verfahrens� Wie stark wird durh die zus�atzlih addierte Viskosit�at die L�osung verf�alsht(vershmiert) ? 79



5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemen� Wirkt das Shok-Capturing nur ganz lokal in unmittelbarer Umgebung vonGrenzshihten, oder wird auh in Bereihen, wo keine �Uber- und Unter-shwinger auftreten, zus�atzlihe Di�usivit�at addiert ?) Konvergenzverhalten� Wie ver�andert sih die Konvergenzordnung, wenn zus�atzlih zu einer SUPG-Stabilisierung noh eine SC-Tehnik benutzt wird ?Bemerkung 5.11. Von der Antwort auf die Fragen in 1.b) h�angt es ab, ob der betrahtete Shok-Capturing-Algorithmus mit der Verwendung einer adaptiven Gitterverfeinerung ver-tr�aglih ist.2. Frage 1.) ist wihtig im Hinblik auf eine Anwendung f�ur das k/�-Modell, da dasGeshwindigkeitsfeld dort im allgemeinen niht konstant ist.3. Die letzten beiden Fragen in 2.a) sind wihtig f�ur �Uberlegungen, wie das Shok-Capturing-Verfahren letztlih in einen FEM-Code eingebaut wird, s. Abshnitt 4.6.2.5.2. Vorbemerkungen zu den numerishen ExperimentenIn diesem Unterabshnitt sollen die in den Experimenten verwendeten Teststr�omungenvorgestellt werden. Au�erdem sollen einige Bemerkungen zu den Programmierarbeiten ge-maht werden, die zur Durhf�uhrung dieser Experimente gemaht wurden. Des weiterensoll die Nomenklatur der Gra�ken erl�autert werden.5.2.1. Vorstellung der TestproblemeZun�ahst sollen die in den Experimenten verwendeten Teststr�omungen vorgestellt werden.Alle Testbeispiele in diesem Kapitel werden auf dem Einheitsquadrat gerehnet. In diesemKapitel ist also stets 
 = (0; 1) � (0; 1) mit Rand �
 = �. Ferner seien �0, �1 � � mit�0 \ �1 = ; und �0 [ �1 = �. Insbesondere ist also �0 = � n �1, falls nihts anderesangegeben wird.Ahsenparallele Str�omung und Shr�agstr�omungAhsenparallele Str�omung und Shr�agstr�omung sind Spezialf�alle eines zweidimensionalenstation�aren Konvektions-Di�usions-Problems der Form8><>:�r � (�ru) + b � ru = f in 
u = 0 auf �0u = 1 auf �1:(5.1)Dabei wird � = 10�6 fest gew�ahlt. Es werden folgende zwei Probleme untersuht :Testproblem ACHSENb = (1; 0)T ; f � 0; �1 = f(0; y) 2 � j y < 23g [ f(x; 0) 2 � j x < 1 g;80



5.2. Vorbemerkungen zu den numerishen ExperimentenTestproblem SCHR�AGb = 1p5(2; 1)T ; f � 0; �1 = f(0; y) 2 � j y < 13g [ f(x; 0) 2 � j x < 1 g:Beide Probleme besitzen innere Grenzshihten. Als analytishe Vergleihsl�osung wird f�urTestproblem ACHSEN u1(x; y) = 12(1 + erf(�y + 232p�px))(5.2)bzw f�ur Testproblem SCHR�AGu1(x; y) = 12(1 + erf( 1p5(x� 2y + 23)2q 2p5�q 1p5(2x+ y � 13)))(5.3)verwendet, vgl. [RST96℄ S.184 oder [Rup97℄ S.53f. Dabei ist die Fehlerfunktion erf de�niertals erf(x) := 2� Z x0 e�t2dt:Ahsenparallele Str�omung mit parabolisher GrenzshihtZur Untersuhung der Wirkung des Shok-Capturing bei parabolishen Grenzshihtenwird das folgende Testproblem verwendet :Testproblem PARABOL8><>:�r � (�ru) + (b � r)u = f in 
 = (0; 1) � (0; 1)u = 0 auf �0 = f(x; y) 2 � j y = 0 oder y = 1gu = 1 auf �1:(5.4)Dabei werden b = (1; 0)T und � = 10�6 fest gew�ahlt.Viertelkreisstr�omungHierunter soll folgendes zweidimensionale station�are Konvektions-Di�usions-Problem ver-standen werden :Testproblem CIRCULAR8>><>>:�r � (�ru) + (b � r)u = f in 
 = (0; 1) � (0; 1)u = 1 auf �1 = f(x; y) 2 � j 13 < x < 23 und y = 0gu = 0 auf �0:(5.5)Dies ist ein einfahes Beispiel eines station�aren Konvektions-Di�usions-Problems mit niht-konstantem Geshwindigkeitsfeld und mit innerer Grenzshiht. Dabei werden b = (�y; x)und � = 10�6 fest gew�ahlt.
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5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemen5.2.2. Bemerkungen zur ImplementationZur Durhf�uhrung der Versuhe wurde in das bestehende Programmsystem PNS das be-sprohene Shok-Capturing-Verfahren mit einer gesonderten Shleife eingebaut. Um dieErgebnisse der einzelnen Shok-Capturing-Zyklen untersuhen zu k�onnen, wurden auhdie zugeh�origen Routinen f�ur die Konvergenzkontrolle und den Postproze� (Ausgabe derL�osungen, der Normen und der Fehler) implementiert.5.2.3. Nomenklatur der Gra�kenIn diesem Unterabshnitt soll kurz die Nomenklatur f�ur die im Anhang abgebildeten Gra�-ken erl�autert werden. Der jeweilige Shok-Capturing-Shritt wird gekennzeihnet durh dieZahl its. Dabei werden im zweiten SC-Shritt erstmalig SC-Stabilisierungsterme addiert.Gerehnet wurde auf dem Einheitsquadrat, bezeihnet durh den Pr�a�x us (=unit squa-re). Es wurden Gitter mit 33, 65 und 129 Gitterpunkten pro Raumdimension betrahtet,bezeihnet durh den In�x fAnzahl der GitterpunktegxfAnzahl der Gitterpunkteg, undzwar strukturierte und unstrukturierte, bezeihnet durh den Post�x s (=strutured) bzw.u (=unstrutured). Beispielsweise bezeihnet us65x65u ein unstrukturiertes Gitter auf demEinheitsquadrat mit 65 Gitterpunkten pro Raumdimension.5.3. Qualitative Analyse des Shok-Capturing-VerfahrensIn diesem Abshnitt soll die qualitative Wirkung des SC-Verfahrens untersuht werden,d.h., ob die Crosswind-Oszillationen beseitigt werden.5.3.1. Wirksamkeit bei inneren und parabolishen GrenzshihtenUm einen ersten qualitativen Eindruk von der Wirkung des Shok-Capturing-Verfahrenszu geben, werden im Anhang A.1 dreidimensionale Plots f�ur die betrahteten Testproblemegezeigt (vgl. die Abbildungen A.1-A.24), gerehnet auf strukturierten und unstrukturiertenGittern. Man erkennt, da� sowohl bei inneren Grenzshihten als auh bei parabolishenGrenzshihten die �Uber- und Untershwinger fast vollst�andig beseitigt werden. Einen ge-naueren Eindruk davon, wie gut diese Crosswind-Oszillationen beseitigt werden, entnimmtman den Quershnitten durh den L�osungsplot, auf die im folgenden Unterabshnitt bezuggenommen wird. Die �Uber- und Untershwinger werden stark reduziert, aber es k�onnen sehrkleine Rest-�uber- und untershwinger verbleiben. Das liegt daran, da� die implementierteSC-Methode einen Kompromi� zwishen bestm�oglihem Beseitigen der Oszillationen undminimaler Vershlehterung des Gradienten der L�osung bei SC gegen�uber SUPG anstrebt.Es kann passieren, da� bei gewissen Problemen f�ur gewisse Netze die �Uber- und Unter-shwinger innerer Grenzshihten direkt am Einstr�omrand niht beseitigt werden k�onnen,vgl. Abb. A.4 und A.32. Weiter ist zu bemerken, da� die Randgrenzshihten am Aus-str�omrand niht beseitigt werden k�onnen. Diese resultieren aber daraus, da� am Aus-str�omrand homogene Dirihletdaten vorgegeben werden, was f�ur Anwendungen jedoh un-interessant ist.
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5.3. Qualitative Analyse des Shok-Capturing-VerfahrensBemerkung 5.2Falls man �d verdreifaht, werden sowohl die �Uber- und Untershwinger an inneren undparabolishen Grenzshihten als auh die �Ubershwinger am Ausstr�omrand vollst�andigbeseitigt. Der Nahteil ist, da� dann die Grenzshiht deutlih vershmiert wird.5.3.2. Invarianz des Shok-Capturing unter �Anderung der NetzweiteEine notwendige Eigenshaft der Shok-Capturing-Methode mu� es sein, da� sie nahezuunabh�angig von der Geometrie der Diskretisierung ist. Die Oszillationsvermeidung mu�unabh�angig von der Feinheit des Gitters und unabh�angig davon, ob ein strukturiertes oderein unstrukturiertes Gitter vorliegt, wirksam sein. Denn nur dann ist der Einsatz des ver-wendeten Shok-Capturing-Verfahrens z.B. im Zusammenhang mit adaptiven Verfahrenm�oglih.Um festzustellen, wie die Crosswind-Oszillationen beseitigt werden, wurden Quershnittedurh die L�osung senkreht zum Str�omungsfeld aufgezeihnet. Dazu wurden die Quer-shnitte durh die L�osung nur mit SUPG-Stabilisierung und durh die L�osung mit SUPG-Stabilisierung und einmaliger Addition von SC-Termen jeweils in ein Diagramm gezeihnet.Im Anhang A.2 �ndet man Quershnitte f�ur die Testprobleme CIRCULAR (s.Abb.A.25-A.30), SCHR�AG (s.Abb.A.31-A.36) und PARABOL (s.Abb.A.37-A.39).Folgende Beobahtungen k�onnen gemaht werden. Erstens werden die �Uber- und Unter-shwinger f�ur alle Gitterweiten (weitestgehend) beseitigt. Shwierigkeit bereitet nur der FallSCHR �AG; us33x33u. Zweitens f�allt positiv auf, da� der Gradient der L�osung mit SUPG-und SC-Stabilisierung gegen�uber der blo�en SUPG-Stabilisierung niht vershlehtert wird.Ein Vershmieren der L�osung ist nur am Rande der Grenzshiht zu beobahten, also dort,wo vorher die �Uber- und Untershwinger auftraten.5.3.3. Wirksamkeit des Verfahrens f�ur nihtkonstante GeshwindigkeitsfelderDie bei der betrahteten Shok-Capturing-Methode auf einem Element addierte k�unstliheDi�usion ist proportional dem Residuum. Bei vershwindendem Reaktionsterm und rehterSeite reduziert sih das Residuum auf den Transportterm und ist somit proportional derlokalen St�arke der Konvektion. Die Geshwindigkeitsfelder in den Testbeispielen ACHSEN,SCHR�AG und PARABOL sind konstant und betragsm�a�ig auf eins normiert. Beim Test-beispiel CIRCULAR hingegen �andert sih das Geshwindigkeitsfeld sowohl betragsm�a�igals auh rihtungsm�a�ig. Dieses Beispiel kann als wihtiger Vorbereitungstest f�ur die nu-merishen Experimente zur Wirksamkeit des Shok-Capturing beim k/�-Turbulenzmodellangesehen werden. Denn z.B. beim betrahteten Closed-Cavity-Beispiel treten in den Ekender Cavity im wesentlihen Viertelkreisstr�omungen auf, denen allerdings noh Wirbel �uber-lagert sind.F�ur die Ergebnisse betrahte man wieder die Abbildungen A.25-A.30. Als Ergebnis kannfestgehalten werden, da� das implementierte Verfahren auh bei betrags- und rihtungsm�a�ignihtkonstanten Geshwindigkeitsfeldern im wesentlihen die gleihe zufrieden stellendeWirksamkeit zeigt wie bei konstanten Geshwindigkeitsfeldern, wobei nur das Ergebnisaus Abb.A.25 niht als voll befriedigend angesehen werden kann. Aber in Anwendungenwerden zweidimensionale Testf�alle gew�ohnlih mit mehr als doppelt so vielen Gitterpunkten83



5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemengerehnet, so da� dieses Resultat niht von gro�er praktisher Bedeutung ist.5.4. Quantitative AnalyseIn diesem Abshnitt sollen quantitative Erkenntnisse �uber das Shok-Capturing-Verfahrengewonnen werden.5.4.1. Abbruhkriterien f�ur die Shok-Capturing-ShleifeDieser Abshnitt soll auh der Beantwortung der im Abshnitt 4.6.2 gestellte Frage naheinem geeigneten Einbau des Shok-Capturing-Verfahrens in den FEM-Code PNS dienen.In diesem Abshnitt werden nur lineare Konvektions-Di�usions-Probleme behandelt. Durhdie Addition der Shok-Capturing-Terme wird in die urspr�unglih linearen Probleme eineNihtlinearit�at eingebraht. Das daraus entstehende nihtlineare Problem wird durh Ver-wendung eines iteratives L�osungsverfahrens linearisiert. Damit stellt sih sofort die Fragenah geeigneten Abbruhkriterien f�ur die Shok-Capturing-Shleife.Abstrakt gesprohen soll die Shok-Capturing-Shleife dann abgebrohen werden, wenn kei-ne wesentlihe Verbesserung der L�osung mehr erreiht wird. Falls eine analytishe L�osungexistiert, versteht man unter der G�ute der L�osung den Abstand der erhaltenen L�osung zuranalytishen L�osung in einer geeigneten Sobolev-Norm und briht ab, falls der Abstandeine vorgegebene Toleranz untershritten hat.Analytishe Referenzl�osungen existieren jedoh nur in den seltensten F�allen. Also mu�das G�ute- bzw. Abbruhkriterium nur durh berehnete Gr�o�en ausgedr�ukt werden. Eswurden zwei Kriterien implementiert und getestet:1. Residuenbasiertes G�ute- bzw. Abbruhkriterium2. Di�erenzenbasiertes G�ute- bzw. Abbruhkriterium.Es sei uik der Wert der L�osung des i-ten Iterationsshritts am Knoten k. Analog bezeihnefk den Wert der rehten Seite am Knoten k. Dann kann man ui, Aui und f als Vektorenau�assen, deren Dimension gleih der Anzahl der Gitterpunkte ist. F�ur diese Vektorena = (ak)Nk=1 kann dann die euklidishe Norm de�niert werden durhkak2 =vuut 1N NXk=1 a2k ;(5.6)wobei N die Anzahl der Gitterpunkte ist. Das residuenbasierte Kriterium nimmt die eukli-dishe Norm des Residuums der Iterationsl�osung als Ma�stab f�ur die G�ute der L�osungR(ui)2 = Aui � f2 :(5.7)Das di�erenzenbasierte Kriterium nimmt dagegen die euklidishe Norm der Di�erenz zweieraufeinanderfolgender L�osungen als Ma�stab f�ur die G�ute der L�osung :ui � ui�12 :(5.8)84



5.4. Quantitative Analyse5.4.2. Vorbemerkungen zur Untersuhung des KonvergenzverhaltensZur Untersuhung des Konvergenzverhaltens des SC-Verfahrens sollen die folgenden dreiPunkte untersuht werden :� Konvergenzverhalten des Fehlers bzgl. einer analytishen N�aherungsl�osung,� Konvergenzverhalten der euklidishen Norm zweier aufeinanderfolgender L�osungenund� Konvergenzverhalten der euklidishen Norm des Residuums der L�osung.5.4.3. Konvergenzverhalten des Fehlers bzgl. einer analytishen N�aherungsl�osungZur Analyse des Konvergenzverhaltens des Fehlers bzgl. einer analytishen N�aherungsl�osungwurden numerishe Experimente mit den Testbeispielen ACHSEN und SCHR�AG durh-gef�uhrt, da f�ur diese Beispiele analytishe N�aherungsl�osungen zum Vergleih mit der nu-merishen L�osung bekannt sind.Der Fehler zur Vergleihsl�osung wird vergr�o�ert durh Unter- und �Ubershwinger der nu-merishen L�osung. Es stellt sih nun folgendes Problem. Einerseits wird durh Beseitigungder Crosswind-Oszillationen dieser Beitrag des Fehlers stark verringert. Andererseits wirddurh die Addition von zus�atzliher Di�usion in Crosswind-Rihtung das Verfahren unddamit die L�osung mit einem neuen Fehler behaftet. Die Frage ist, ob der zweite Fehlergegen�uber dem ersten gering ist.Zuerst soll f�ur das Testbeispiel ACHSEN der Fehler der L�osung des i-ten SC-Zyklus zuranalytishen N�aherungsl�osung untersuht werden. Denn f�ur dieses Problem treten �Uber-und Untershwinger nur bei Rehnungen auf unstrukturierten und niht auf strukturiertenGittern auf, da das Transportfeld parallel zu einer Gitterkante verl�auft. Eine gra�sheDarstellung des Fehlers �ndet man in den Abbildungen A.40-A.45 im Anhang A.3.Man erkennt, da� der Fehler auf den unstrukturierten Gittern, wo da� SC-Verfahren aktivwird, nur halb so shnell konvergiert. Au�erdem ist auf dem Gitter us129x129u ein oszilla-tionsartiges Verhalten des Fehlers zu beobahten. Die folgende Tabelle fa�t die Ergebnissezusammen. Der Eintrag gibt die Anzahl der SC-Zyklen an, bis Konvergenz erreiht ist. Fallskeine Konvergenz erreiht wird, weil der Fehler oszilliert, wird dies mit O gekennzeihnet.ACHSENh�1 + 1 strukturiert unstrukturiert33 5 1265 6 15129 8 >20 bzw. ONun soll f�ur das Testbeispiel SCHR�AG der Fehler der L�osung zur analytishen N�ahe-rungsl�osung betrahtet werden. Hierbei treten sowohl auf dem strukturierten als auh aufdem unstrukurierten Gitter �Uber- und Untershwinger auf. Die gra�she Darstellung desFehlers �ndet man in den Abbildungen A.46-A.51 im Anhang A.3. Man erkennt, da� der85



5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-ProblemenFehler oszilliert. Auf den unstrukturierten Gittern sowie auf dem groben strukturierten Git-ter us33x33s nehmen die Oszillationen mit zunehmender Iterationszahl ab und der Fehlerkonvergiert. Auf den feineren strukturierten Gittern us65x65s und us129x129s bleiben die-se Oszillationen bestehen. Die Gr�o�e der Oszillationen liegen auf dem Gitter us65x65s beia. 1% und auf dem Gitter us129x129s bei a. 1; 8% der Gr�o�e des Fehlers. Folgende Ta-belle fa�t die Resultate in der oben beshriebenen Art zusammen.SCHR�AGh�1 + 1 strukturiert unstrukturiert33 20 765 O 15129 O 38Das w�unshenswerte Verhalten des Fehlers der iterierten L�osung zur analytishen N�ahe-rungsl�osung w�are es, da� der Fehler gegen eine Konstante konverviert. Die Rehnungendes Testbeispiels ACHSEN auf strukturierten Gittern, wo das SC-Verfahren niht aktiviertwird, zeigen, da� der Fehler ohne SC konvergiert. Bei Rehnungen auf unstrukturierten Git-tern konvergiert das Verfahren nur halb so shnell. F�ur das Testbeispiel SCHR�AG erh�altman f�ur feine unstrukturierte Gitter nur eine langsame und f�ur feine strukturierte Gitter(streng genommen) �uberhaupt keine Konvergenz.Diese Beobahtung zeigt bereits, da� das SC-Verfahren auh bei langem Ausiterieren keinnotwendigerweise konvergentes Verfahren ist. Dar�uberhinaus ist anzumerken, da� das lang-same Konvergenzverhalte f�ur feine Gitter den Rehenaufwand um mindestens eine Gr�o�en-ordnung vergr�o�ert. Hier stellt sih sofort die Frage, inwieweit durh diesen enormen zus�atz-lihen Rehenaufwand eine wirklih bessere L�osung erhalten wird und welhe Vorz�uge die-se ausiterierte L�osung gegen�uber der L�osung besitzt, die durh einmalige Anwendung desShok-Capturing erhalten wurde.Abshlie�end soll das Konvergenzverhalten des Fehlers in Abh�angigkeit von h untersuhtwerden. In der folgenden Tabelle wird das Fehlerniveau nah 40 SC-Iterationen dargestellt.Falls der Fehler oszilliert, wurde der Mittelwert des Fehlers gew�ahlt.ACHSENh�1 + 1 strukturiert unstrukturiert33 7.66e-02 9.36e-0265 5.45e-02 6.89e-02129 3.89e-02 5.13e-02Auf dem strukturierten Gitter (also bei reiner SUPG-Stabilisierung) verh�alt sih der Fehlerziemlih genau wie h0:5, w�ahrend er sih auf dem unstrukturierten Gitter etwa wie h0:45verh�alt. SCHR�AGh�1 + 1 strukturiert unstrukturiert33 1.09e-01 9.20e-0265 8.13e-02 7.59e-02129 6,12e-02 5.66e-0286



5.4. Quantitative AnalyseF�ur das Testbeispiel SCHR�AG verh�alt sih der Fehler auf dem strukturierten Gitter etwawie h0:42 und auf dem unstrukturierten Gitter wie h0:3 (von h = 32�1 auf h = 64�1) bzw.h0:42 (von h = 64�1 auf h = 128�1). Im Vergleih zur blo�en SUPG-Stabilisierung ist alsoeine geringf�ugige Vershlehterung der Konvergenzordnung festzustellen.5.4.4. Konvergenzverhalten der euklidishen Norm zweier aufeinanderfolgenderL�osungenIn diesem Abshnitt soll das Verhalten der euklidishen Norm zweier aufeinanderfolgenderL�osungen in Abh�angigkeit von der Anzahl der SC-Iterationen untersuht werden. Im An-hang A.4 sind in halblogarithmisher Darstellung die Di�erenzennormen angegeben f�ur dieTestbeispiele SCHR�AG (s. die Abbildungen A.52-A.57), CIRCULAR (s.Abb.A.58-A.63)und PARABOL (s.Abb.A.64-A.66).Das w�unshenswerte Verhalten der Di�erenzennorm w�are ein Konvergieren der Di�erenzen-norm beliebig genau gegen Null. Dies entspr�ahe dem Erreihen eines station�aren Zustands.F�ur die Mehrzahl der Tests wird die Residuennorm sehr klein. F�ur feinere strukturierte Git-ter nimmt sie z.T. jedoh nur auf 10�5 ab, siehe die Abbildungen A.54, A.56 und A.62.Abgesehen davon, da� ein beliebig genaues Ausiterieren in der Di�erenzennorm minde-stens 40 Iterationen und somit gerade auf feineren Gittern sehr viel Rehenzeit ben�otigt,ist also niht garantiert, da� das SC-Verfahren in der Di�erenzennorm �uberhaupt gegenNull konvergiert. Ein beliebig genaues Ausiterieren in der Di�erenzennorm ist daher alsAbbruhkriterium weder m�oglih noh geeignet.Die entsheidende Beobahtung ist nun, da� durh die erstmalige Wirkung des SC-Verfahrensdie Di�erenzennorm um einen Faktor 10 bis 100, verkleinert wird, w�ahrend durh die fol-genden Shritte bestenfalls eine Verkleinerung um den Faktor f�unf erreiht wird, meistensaber nur um einen Faktor kleiner als zwei. Die folgende Tabelle fa�t die Ergebnisse zusam-men. Der Eintrag in einem Feld gibt an, um welhen Faktor die Di�erenzennorm durh dieerstmalige Anwendung des SC-Verfahrens verkleinert worden ist. Bei allen Tabellen geh�ortdie erste Unterspalte zur Rehnung auf einem strukturierten, die zweite zum unstruktu-rierten Gitter. h�1 + 1 SCHR�AG CIRCULAR PARABOL33 20 20 10 10 5065 23 30 20 17 50129 ??? 17 11 11 40Bemerkung 5.3Bei der Rehnung des Beispiels SCHR�AG auf dem Gitter us129x129s weist die L�osung nahdem ersten Iterationsshritt aufgrund der rissross-Vernetzung sehr starke Oszillationenam rissross-Punkt des Ausstr�omrandes auf, die nah dem ersten SC-Shritt vershwinden.Daher wurde der Wert der zugeh�origen Di�erenzennorm mit ??? gekennzeihnet.5.4.5. Konvergenzverhalten der euklidishen Norm des Residuums der L�osungIn diesem Abshnitt soll das Verhalten der euklidishen Norm des Residuums der L�osung inAbh�angigkeit von der Anzahl der SC-Iterationen untersuht werden. Im Anhang A.5 sind87



5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemenin halblogarithmisher Darstellung die Residuennormen angegeben f�ur die TestbeispieleSCHR�AG (s. Abb. A.67-A.72), CIRCULAR (s.Abb.A.73-A.78) und PARABOL (s.Abb.A.79-A.81).Das w�unshenswerte Verhalten der Residuennorm w�are ein Konvergieren der Residuennormgegen Null oder zumindest gegen einen konstanten Fehler. Der Verlauf der Residuennormzeigt im wesentlihen f�ur bestimmte Testbeispiele auf bestimmten Gittern denselben Verlaufwie die Di�erenzennorm. F�ur den Testfall SCHR�AG, gerehnet auf den Gittern us65x65sund us129x129s, und den Testfall CIRCULAR, gerehnet auf dem Gitter us129x129s,verringern sih beide Normen nur w�ahrend der beiden ersten Shritte sehr stark, um dannkonstant zu bleiben. Ansonsten nimmt die Residuennorm im wesentlihen monoton ab,wenn man von den begleitenden kleinen Oszillationen absieht.Die wihtigste Beobahtung ist wieder, da� durh den bzw. die ersten SC-Shritte dasResiduum bereits entsheidend verkleinert wird. Man erkennt, da� das Residuum durhden ersten SC-Zyklus deutlih um mehr als einen Faktor zehn reduziert wird. Durh denzweiten SC-Zyklus wird das Residuum nohmal um einen Faktor von etwa f�unf verkleinert.In der folgenden Tabelle wird der Faktor angegeben, um den das Residuum vom erstenzum zweiten Shok-Capturing-Zyklus abnimmt.h�1 + 1 SCHR�AG CIRCULAR PARABOL33 25 33 40 12 2565 3750 10 10 33 50129 ??? 9 1E05 100 20In der folgenden Tabelle wird der Faktor angegeben, um den das Residuum vom erstenzum dritten Shok-Capturing-Zyklus abnimmt.h�1 + 1 SCHR�AG CIRCULAR PARABOL33 40 266 66 20 8365 5000 66 80 166 142129 ??? 250 2.5E06 333 111Eine merklihe Verbesserung wird also bereits durh den ersten SC-Shritt erzielt.5.5. Genauigkeit des Verfahrens5.5.1. Lokalisation und Quantisierung der addierten Di�usivit�atZiel des Shok-Capturing ist es, �Uber- und Untershwinger durh lokale Addition zus�atz-liher Di�usion zu beseitigen. Diese Oszillationen k�onnen niht direkt als �Uber- bzw. Un-tershwinger erkannt werden. Man wei� lediglih, da� sie nur in der Umgebung von Grenz-shihten auftreten k�onnen. Damit stellt sih die Frage, wie gut die implementierte Shok-Capturing-Methode Grenzshihten erkennt. Andererseits soll das Verfahren in Bereihen,wo keine Oszillationen auftreten, m�oglihst keine oder nur wenig Di�usivit�at addieren. DieFrage ist also, wieviel k�unstlihe Di�usivit�at in solhen Regionen addiert wird. Au�erdemsoll die Wirkung von Formel 4.25 veranshauliht werden. Ist �d kleiner als �supg, so wird88



5.5. Genauigkeit des Verfahrenszus�atzlihe Di�usivit�at nur in Crosswind-Rihtung addiert. Anderenfalls wird zu�atzlih zurCrosswind-Di�usion in Stromlinienrihtung Di�usivit�at der Gr�o�e �d � �supg addiert.Zun�ahst wird das Testbeispiel SCHR�AG betrahtet. Gerehnet wurde auf strukturiertenund unstrukturierten Gittern. Die gra�she Darstellung der Ergebnisse dazu �ndet man imTeil A.6 des Anhangs als Abbildungen A.82-A.93.Au��allig bei allen Gra�ken ist, da� �d am Ausstr�omrand etwa zwei- bis dreimal so gro� wieam Einstr�omrand und dort etwa zwei- bis dreimal so gro� wie im Innern des Gebietes ist.Die Grenzshiht am Ausstr�omrand wird also auh rihtig erkannt, aber sie ist f�ur prakti-she Zweke uninteressant. Es sei erg�anzt, da� �d am Ausstr�omrand etwa halb so gro� wie�supg ist, so da� gem�a� Formel 4.25 sowohl im Gebietsinnern als auh am Ausstr�omrandShok-Capturing-Di�usivit�at nur in Crosswind-Rihtung addiert wird.In einiger Entfernung zu den Grenzshihten ist �d = 0. Je feiner das Gitter, desto shma-ler ist der Bereih, wo �d deutlih nihtvershwindende Werte annimmt. Betrahtet manShnitte in Crosswind-Rihtung durh das Pro�l von �d, so erkennt man deutlih, da��d eingeshr�ankt auf diesen Shnitt zwei Maxima besitzt. Besonders starke Di�usion wirdalso niht mitten in, sondern am Rande der inneren Grenzshiht, wo ja die �Uber- bzw.Untershwinger auftreten, addiert. Besonders gut ist dies zu erkennen in den AbbildungenA.82, A.84 und A.86.Vergleiht man f�ur feste Gitterfeinheit �d f�ur den zweiten, dritten und vierten Iterations-shritt, so stellt man fest, da� im Gebietsinnern das Pro�l von �d ein wenig kleiner undglatter und der Bereih nihtvershwindender Werte von �d ein wenig shmaler wird. Dasist darauf zur�ukzuf�uhren, da� durh das Beseitigen der �Uber-und Untershwinger die lo-kalen Residuen im zweiten Iterationsshritt kleiner geworden sind, was im Einklang mitdem Verhalten der Residuennorm steht.Als Zwishenergebnis kann festgehalten werden, da� f�ur das Testbeispiel 2 die implementier-te Shok-Capturing-Methode die auftretenden �Uber-und Untershwinger genau lokalisiertund an diesen Stellen gezielt k�unstlihe Di�usivit�at addiert.F�ur das Testbeispiel CIRCULAR betrahte man die Abbildungen A.94-A.105. Die amAusstr�omrand addierte Di�usivit�at ist deutlih gr�o�er als die am Einstr�omrand addierte,und diese ist gr�o�er als die im Gebietsinnern. Interessant ist die Untersuhung von �d inAbh�angigkeit von der Transportgeshwindigkeit. Die addierte Di�usivit�at ist proportionaldem Residuum und im vorliegenden Problem somit proportional der Transportgeshwin-digkeit. Insbesondere am Ausstr�omrand l�a�t sih dies gut nahvollziehen. Man erkennt, da��d wie der Betrag der Transportgeshwindigkeit u proportional mit dem Abstand vom Ur-sprung zunimmt. Es sei erg�anzt, da� sih �d am Ausstr�omrand �ahnlih wie �supg verh�alt,und etwa halb so gro� ist.Vergleiht man f�ur eine feste Gitterfeinheit �d im zweiten und dritten Iterationsshritt, sostellt man wieder fest, da� im Gebietsinnern das Pro�l von �d kleiner und glatter und derBereih nihtvershwindender Werte von �d etwas shmaler wird. Auh kann man beobah-ten, da� am Rande der inneren Grenzshiht �d gr�o�er als in der Mitte der Grenzshiht ist.
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5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemen5.5.2. Vershmieren der L�osungDie generelle Wirkung des di�usiven Terms einer Konvektions-Di�usions-Gleihung ist die,da� ein am Einstr�omrand vorgegebenes z.B. stufenf�ormiges Pro�l w�ahrend des Transportssenkreht zu den Stromlinien des Geshwindigkeitsfeldes vershmiert wird. Je gr�o�er dieDi�usivit�at des Mediums, desto st�arker wird die L�osung vershmiert. Im letzen Abshnittwurde dargestellt, da� zus�atzlihe Di�usivit�at nur in Grenzshihtn�ahe addiert wird. In die-sem Abshnitt soll untersuht werden, wie dadurh die Grenzshiht zus�atzlih vershmiertwird.Die Ergebnisse �ndet man im Teil A.7 des Anhangs. In den Abbildungen A.106 bis A.153werden jeweils die H�ohenlinien nah der ersten bis vierten Shok-Capturing-Iteration ge-zeigt, wobei in der zweiten Iteration erstmalig Shok-Capturing-Terme addiert werden.Diht beieinanderliegende H�ohenlinien weisen auf sharfe Gradienten der L�osung hin undzeigen insbesondere an, wo die Grenzshihten liegen. W�ahrend der drei SC-Shritte ver-breitert sih der Abstand der H�ohenlinien nur unmerklih. Das zeigt das wihtige Ergebnisan, da� durh das verwendete Shok-Capturing-Verfahren der Gradient der L�osung nihtvershlehtert wird. Die �Uber- und Untershwinger erkennt man an den shmalen geshlos-senen Kurvenz�ugen, die die Grenzshiht rehts und links umgeben. Man erkennt, da� diese�Uber- und Untershwinger wegged�ampft werden.5.6. Zusammenfassung und Folgerungen5.6.1. Zusammenfassung der ErgebnisseAbshlie�end sollen die Ergebnisse in Form von kurzen Antworten auf die zu Beginn diesesKapitels gestellten Fragen zusammengefa�t werden.1. Qualitative Analyse : �Uber- und Untershwinger werden fast vollst�andig beseitigt.a) Das SC ist bei parabolishen und inneren Grenzshihten erfolgreih.b) Der Erfolg der implementierten Shok-Capturing-Methode ist unabh�angig vonder Feinheit h des gew�ahlten Netzes und davon, ob auf einem strukturiertenoder unstrukturierten Gitter gerehnet wird.) Das SC wirkt auh bei (starken) lokalen �Anderungen des Geshwindigkeitsfeldeserfolgreih.2. Quantitative Analysea) Das Konvergenzverhalten des Fehlers der L�osung kann mit Oszillationen behaftetsein. Auh das Konvergenzverhalten der Norm der Di�erenz zweier aufeinander-folgender L�osungen und der Norm des Residuums kann Oszillationen aufweisen.b) Betrahtet man die Entwiklung der Norm der Di�erenz zweier aufeinanderfol-gender L�osungen und des Residuums der L�osung, so wird vor allem durh denersten aktiven SC-Shritt eine deutlihe Verbesserung der L�osung erzielt. Auhqualitative Betrahtungen legen dies nahe, da die �Uber- und Untershwingerbereits durh den ersten aktiven SC-Zyklus beseitigt werden.90



5.6. Zusammenfassung und Folgerungen) Die Gradient der L�osung (in Grenzshihtn�ahe) wird niht vershlehtert.d) Das Shok-Capturing wirkt nur ganz lokal in unmittelbarer Umgebung vonGrenzshihten.e) Das implementierte SC-Verfahren stellt also einen Kompromi� dar. Einerseitswerden �Ubershwinger fast vollst�andig beseitigt. Andererseits nimmt man klein-ste Rest�ubershwinger in Kauf, damit der Gradient in Grenzshihten niht ver-shlehtert wird.5.6.2. Folgerungen f�ur den Einbau des SC-Verfahrens in das Programmsystem PNSNah den in diesem Kapitel gewonnen Erkenntnissen ist es bei linearen Problemen ausrei-hend, einmalig Shok-Capturing-Di�usivit�at zu addieren. Damit kann das Shok-Capturing-Verfahren genauso als Stabilisierungsshema aufgefa�t werden wie das SUPG-Verfahren.Daher wird das SC-Verfahren in die Assemblierungsroutine eingebaut und somit das SC-Verfahren niht in einer gesonderten Shleife ausiteriert.
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5. Numerishe Experimente zum Shok-Capturing-Verfahren bei ADR-Problemen
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6. Anwendung des Shok-Capturing-Verfahrens auf dask/�-TurbulenzmodellIn diesem Kapitel soll die Wirkung des Shok-Capturing-Verfahrens beim nihtisother-men k/�-Turbulenzmodell untersuht werden. Als Teststr�omung wird das unten vorgestellteCheesewright-Problem behandelt.6.1. Vorbemerkungen zu den numerishen Experimenten6.1.1. Der Testfall von CheesewrightIm Rahmen dieser Arbeit wurde der Testfall von Cheesewright als Modellproblem f�ur dasnihtisotherme inkompressible k/�-Turbulenzmodell gerehnet. In einem rehtekigen Hohl-raum werden rehte und linke Begrenzungswand auf konstanten, aber untershiedlihenTemperaturen gehalten, obere und untere Begrenzungswand sind adiabat. Im Hohlraumwird dadurh eine Zirkulationsstr�omung des Fluids induziert. Die genauen Daten entnimmtman der folgenden Abbildung.
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F�ur diese Versuhsanordnung wurde eine detaillierte experimentelle Untersuhung vonCheesewright, vgl. [CKZ86℄, durhgef�uhrt, mit der numerishe Ergebnisse verglihen wer-den k�onnen. 93



6. Anwendung des Shok-Capturing-Verfahrens auf das k/�-Turbulenzmodell6.1.2. Probleme bei der numerishen L�osung des k/�-TurbulenzmodellsZun�ahst sollen die Probleme erl�autert werden, die bei der numerishen L�osung des k/�-Turbulenzmodells in der bisher im Programm PNS implementierten Form auftreten. Er-stens treten beim betrahteten Testproblem bei der k- und �-Gleihung nah einer gewissenAnzahl von Zeitshritten in der N�ahe der Grenzshihten �Uber- und Untershwinger auf.Ein weiteres Problem liegt darin, da� k und � zwar per De�nition nihtnegative Gr�o�ensind, da� aber die numerishen L�osungen f�ur k und � im Gebietsinneren geh�auft negativeWerte annehmen.Welhe physikalishen und mathematishen Probleme folgen nun hieraus ? Zun�ahst sindnegative Werte f�ur k und � aus physikalisher Siht meist falsh, da� hei�t, sie stellen keinereal statt�ndenden physikalishen Prozesse dar. Aus der Siht der numerishen Analysiskann es zu folgenden Shwierigkeiten kommen. Negative Werte f�ur k und � k�onnen negativeReaktionsterme in den k- bzw. �-Gleihungen bedeuten. Aus dem Lemma von Lax-Milgramfolgt, da� dies die stabile numerishe L�osbarkeit vershlehtern kann. Ein weiteres Problembesteht darin, da� k und � im Gebietsinneren zu gewissen Zeitpunkten das Vorzeihenh�au�g wehseln. Dadurh k�onnen aus diesen Gr�o�en gebildete Quotienten, insbesondereauh die turbulenten Viskosit�aten �t, �k und ��, betragsm�a�ig sowohl sehr gro� werden,falls der Nenner in der Umgebung eines Vorzeihenwehsels beinahe vershwindet, als auhsehr klein werden, falls der Z�ahler sehr klein wird. Im letzteren Fall kann die in Gleihung(4.16) eingef�uhrte lokale Pelet-Zahl gr�o�er als eins werden, was zu numerishen Problemenf�uhren kann (vgl. Abshnitt 4.4).Auh die eventuell auftretenden Untershwinger liefern negative Werte. Zus�atzlih zu denoben genannten Problemen kommt hierbei hinzu, da� die negativen Werte betragsm�a�igmehrere Gr�o�enordnungen gr�o�er sind.6.1.3. Bisherige Strategie in PNSZur Behandlung negativer Werte wurde bisher in PNS eine sog. Abshneidetehnik be-nutzt. So wird f�ur den Reaktionsterm in der k-Gleihung getestet, ob km;i�1 gr�o�er als Nullist. F�ur den Reaktionsterm in der �-Gleihung wird getestet, ob �m;i�1km;i�1 gr�o�er als null undkleiner als 105 ist. Falls ja, so wird dieser Term mit den vorgefundenen Werten berehnet,anderenfalls wird er zu null gesetzt.Durh das Abshneiden wird die L�osung o�enbar rauher, andererseits wird sih zeigen, da�dadurh die Stabilit�at des Verfahrens gesihert wird, vgl. Abshnitt 6.3. Diese Abshnei-detehnik ist aber letztendlih nur eine nahtr�aglihe Korrekturma�nahme. Die wirklihenProbleme werden dadurh niht beseitigt.6.1.4. Motivation f�ur den Einsatz einer Shok-Capturing-TehnikEs ist eine der Aufgaben dieser Arbeit zu untersuhen, ob die oben dargestellten Proble-me durh den Einsatz einer Shok-Capturing-Tehnik wenigstens teilweise gel�ost werdenk�onnen. Denn im vorigen Kapitel wurde gezeigt, da� das Shok-Capturing-Verfahren erfolg-reih Crosswind-Oszillationen bei Konvektions-Di�usionsgleihungen beseitigt, und k und� sind im wesentlihen L�osungen von Konvektions-Di�usionsgleihungen. Dagegen ist dieHo�nung eher gering, da� das Shok-Capturing-Verfahren die h�au�gen Vorzeihenwehsel94



6.2. Fragestellungenim Gebietsinneren beseitigt und damit das Abshneiden �uber�ussig maht. Denn im Ge-bietsinneren erh�alt man f�ur die betrahteten Zeitpunkte betragsm�a�ig kleine Werte, so da�dort das Shok-Capturing niht merklih aktiv wird.6.1.5. Die L�osungsstrategie nah Codina und SotoEine weitere Aufgabe dieser Arbeit ist der Vergleih des bisher in PNS implementiertenL�osungsverfahrens mit einer Strategie, die sih sehr eng an einen Vorshlag von Codina undSoto h�alt, s.[CS99℄. Der zugeh�orige Algorithmus wurde im Abshnitt 3.3.2 ausf�uhrlih vor-gestellt. Bei den Experimenten wurden die Rehnungen daher sowohl f�ur die bisher in PNSrealisierte Variante (V1) als auh f�ur die neu implementierte Variante (V2) durhgef�uhrt.Es wird sih zeigen, da� die Formulierung nah Codina und Soto nur mit Verwendung einerShok-Capturing-Tehnik stabil l�auft (vgl. hierzu Abshnitt 6.3) und da� beide Formulie-rungen f�ur gro�e Zeiten die gleihen L�osungen liefern, vgl. hierzu Abshnitt 7.2.6.2. FragestellungenEs sollen folgende Fragestellungen beantwortet werden1. Sind die Verfahren stabil ? Die bisher in PNS implementierte Variante (mit Ab-shneidetehnik) ist numerish stabil ohne Verwendung einer Shok-Capturing Teh-nik. Ist nun (V1) stabil mit Verwendung einer Shok-Capturing-Tehnik ? Und istFormulierung (V2) ( mit Abshneidetehnik ) nah Codina-Soto stabil ohne bzw. mitShok-Capturing ?2. Ist das Auftreten der Untershwinger abh�angig von der implementierten Formulierungder k- und �-Gleihung nah (V1) bzw. (V2) ?3. Wie wirksam ist das Shok-Capturing gegen Untershwinger ? Werden die Unter-shwinger betragsm�a�ig kleiner ?4. Ist das Auftreten negativer Werte im Gebietsinneren f�ur k und � abh�angig von derWahl der Formulierung (V1) bzw. (V2) ?Hilft das Shok-Capturing, negative Werte der L�osung zu vermeiden ?5. Wird die L�osung durh Verwendung des Shok-Capturing-Verfahrens verf�alsht (siehe7.Kapitel) ?6. Wie beeinu�t das SC-Verfahren das Konvergenzverhalten (siehe 7.Kapitel)?6.3. Stabilit�at des VerfahrensDie durhgef�uhrten numerishen Experimente haben gezeigt, da� die bisher in PNS im-plementierte Variante (V1) (mit Abshneidetehnik) numerish stabil bei der Verwendungeiner Shok-Capturing Tehnik ist. Desweiteren hat sih gezeigt, da� die Variante (V2) ohneVerwendung einer Shok-Capturing-Tehnik niht stabil l�auft. Denn bei dieser Formulie-rung treten beim betrahteten Testproblem zu fr�uhen Zeitpunkten zakenf�ormige Unter-95



6. Anwendung des Shok-Capturing-Verfahrens auf das k/�-Turbulenzmodellund �Ubershwinger auf. Diese sind Keime numerisher Oszillationen und werden erst durhAnwendung des Shok-Capturing-Verfahrens erfolgreih wegged�ampft. Anderenfalls werdendiese Oszillationen bereits beim n�ahsten Zeitshritt die L�osung v�ollig verdorben haben.Dies wird in Abbildungen B.13 und B.14 im Anhang B.1 gezeigt. Dort wird die L�osungder �-Gleihung zum Zeitpunkt t = 7 mit und ohne Shok-Capturing gezeigt. Man er-kennt deutlih, wie die Oszillationskeime erkannt und wegged�ampft werden. Die Variante(V2) mit Shok-Capturing ist also numerish stabil. Eine anshaulihe Begr�undung, warumVariante (V2) ohne Shok-Capturing instabil ist, wird in Abshnitt 6.5 gegeben.6.4. Crosswind-Oszillationen und Shok-CapturingIn diesem Abshnitt soll das Auftreten von Untershwingern bei den L�osungen f�ur k- und �-Gleihung f�ur die beiden Varianten (V1) und (V2) dargestellt werden. Dann soll untersuhtwerden, ob und inwieweit diese Untershwinger durh den Einsatz einer Shok-Capturing-Tehnik beseitigt werden k�onnen.Zun�ahst sollen die Ergebnisse f�ur Variante (V1) ohne Shok-Capturing beshrieben wer-den. Die zugeh�origen Abbildungen �ndet man in den Abbildungen B.1, B.3, B.5 und B.7im Teil B.1 des Anhangs. Zu den Zeitpunkten t = 6 und t = 7 weist besonders diek-Gleihung, s. Abb. B.1, aber auh die �-Gleihung, s.Abb.B.5, deutlihe Untershwingerparallel zu den langen Seiten der Cavity auf. Die Gr�o�enordnung der Untershwinger beider k-Gleihung liegt bei 10% des Maximums von k. Nah dem neunten Zeitshritt sinddiese Untershwinger jedoh wieder vershwunden, s. Abb.B.3 und B.7.Mit Verwendung der Shok-Capturing-Tehnik erh�alt man dieselben Ergebnisse, wie mananhand der Abbildungen B.2, B.4,B.6 und B.8 erkennt.Es soll nun eine heuristishe Begr�undung daf�ur gegeben werden, da� das Shok-Capturing-Verfahren keinen zus�atzlihen E�ekt bringt. Betrahtet man die Lage der Untershwinger,so erkennt man, da� sie im Abstand von mehr als drei Gitterebenen von der Grenzshihtliegen. Eine Analyse zeigt, da� dort das elementweise Residuum in der Gr�o�enordnungResu � 0:001 und der Gradient in der Gr�o�enordnung Grad u � 0:0005 liegt. Damit wirdaber dort nur eine unzureihend kleine k�unstlihe Viskosit�at in der Gr�o�enordnung vonas � 10�5 addiert. Zum Vergleih sei daran erinnert, da� die lokal addierte k�unstliheViskosit�at as in Grenzshihtn�ahe f�ur die im vorigen Kapitel betrahteten Konvektions-Di�usionsprobleme in der Gr�o�enordnung as = 10�3 lag.Bemerkung 6.1Es wurde folgendes Zusatzexperiment mit dem im letzten Kapitel vorgestellten TestproblemSCHR�AG durhgef�uhrt: Die durh das SC addierte k�unstlihe Viskosit�at �d wurde umeinen Faktor zehn verkleinert. Damit ist �d in der Grenzshiht trotzdem um einen Faktorzehn gr�o�er als in dem Bereih, wo die k-Gleihung Untershwinger zeigt. Dann werden dieCrosswind-Oszillationen durh das SC niht beseitigt. Dieses Zusatzexperiment zeigt, da�das SC-Verfahren deshalb niht die Untershwinger bei der k-Gleihung beseitigen kann,weil f�ur die betre�enden Elemente der Triangulierung der jeweilige Wert �d zu klein ist.Nun sollen die Ergebnisse f�ur Variante (V2) (mit Verwendung der SC-Tehnik) behandeltwerden. Die zugeh�origen Abbildungen B.9 - B.12 sind im Teil B.1 des Anhangs zu �nden.Zu den Zeitpunkten t = 4 bis t = 8 weist die �-Gleihung Untershwinger auf, die in96



6.5. Negativit�at von k und �der Gr�o�enordnung der Untershwinger der �-Gleihung f�ur Variante (V1) liegen. Dage-gen weist die gem�a� (V2) formulierte k-Gleihung keine Untershwinger auf. Dies ist einbemerkenswerter Vorteil von (V2) gegen�uber (V1).6.5. Negativit�at von k und �In diesem Abshnitt soll das Problem der Negativit�at der Werte von k und � behandeltwerden. Es hat sih in der bisherigen Arbeit mit der in PNS implementierten Variante (V1)gezeigt, da� der Algorithmus ohne die beshriebene Abshneidetehnik niht stabil ist, d.h.er kollabiert nah wenigen Zeitshritten aufgrund numerisher Oszillationen. In diesem Ab-shnitt soll nun analysiert werden, wie die negativen Werte von k und � im Gebiet verteiltsind, um zu erfahren, wo und wie oft die Abshneidetehnik aktiv werden mu�. Danebensoll f�ur die beiden Formulierungen (V1) und (V2) gekl�art werden, ob durh die Verwen-dung einer Shok-Capturing-Tehnik das Auftreten negativer Werte vermindert oder sogarvermieden wird.Die Ergebnisse sind im Anhang B.2 in den Abbildungen B.15 - B.22 zu �nden. NegativeWerte sind dunkel und positive Werte sind hell dargestellt. Man erkennt, da� k und � ihrVorzeihen h�au�g wehseln. Man beahte aber, da� die Gr�o�enordnung der Werte im In-neren des Gebiets um mehr als vier Zehnerpotenzen kleiner ist als in den Maxima in denGrenzshihten. Um eine Aussage �uber den Einu� des Shok-Capturing auf die negativenWerte zu erhalten, werden die Abbildungen ohne und mit Shok-Capturing einander ge-gen�ubergestellt.Man erkennt, da� durh das Verwenden der Shok-Capturing-Methode die Bereihe negati-ver und positiver Werte bei Variante (V1) niht wesentlih ver�andert werden. Man erkenntjedoh bei der �-Gleihung, da� in der linken unteren und in der rehten oberen Eke kleine-re Bereihe, wo � das Vorzeihen wehselt, zu gr�o�eren Bereihen mit gleihem Vorzeihenzusammengefa�t werden. Dies stabilisiert den Algorithmus, da in Bereihen, wo �, aberniht k das Vorzeihen wehselt, der Abshneidemehanismus auf sehr kleinen Skalen ab-wehselnd ein und ausgeshaltet wird. Dadurh wird die L�osung dort rauher. Insgesamtmu� aber festgestellt werden, da� durh die Verwendung der SC-Tehnik das geh�aufte Auf-treten negativer Werte niht vermieden werden kann.Bei der Variante (V2) kann man erkennen, da� bei der k-Gleihung die Bereihe negativerWerte etwas weniger, kleiner und insbesondere shmaler werden. Bei der �-Gleihung beob-ahtet man eine Ver�anderung der H�ohenlinien. Kleine Bereihe, wo die L�osung h�au�g dasVorzeihen wehselt, werden zu einem gro�en Teil zusammengefa�t zu gr�o�eren Bereihenausshlie�lih negativer oder positiver Werte. Dies stabilisiert den Algorithmus. Denn beider implementierten Abshneidetehnik in der �- Gleihung wird getestet, ob �=k gr�o�erals Null ist. Die Werte der L�osung f�ur � ohne Shok-Capturing wehseln gerade in denEken der Cavity auf sehr kleinen r�aumlihen Skalen das Vorzeihen. Bei der L�osung derk-Gleihung dagegen beobahtet man in den Eken und am Rande der Cavity viel wenigerVorzeihenwehel. Dadurh wird in der rehten unteren Eke auf sehr kleinen r�aumlihenSkalen das Abshneiden abwehselnd ein- und ausgeshaltet. Dies ist anshaulih die Ursa-he der Oszillationen, die den Algorithmus (V2) ohne Shok-Capturing kollabieren lassen.97



6. Anwendung des Shok-Capturing-Verfahrens auf das k/�-Turbulenzmodell6.5.1. Einu� des LinearisierungsshemasAbshlie�end sollen die beiden Algorithmen (V1) und (V2) (jeweils mit Shok-Capturing)hinsihtih des Auftreten negativer Werte verglihen werden. (V2) hat den Vorteil ge-gen�uber (V1), da� es weniger Bereihe negativer Werte gibt und diese kleiner sind. An-dererseits hat (V2) den Nahteil, da� die L�osungen f�ur k und besonders f�ur � in der linkenunteren und in der rehten oberen Eke der Cavity viele Vorzeihenwehsel auf kleinen Ska-len aufweisen. Deswegen kann man f�ur (V2) in diesen beiden Eken f�ur kleine Zeiten keineglatten L�osungen erwarten. Im Gegenteil zeigt es sih, da� in diesen Bereihen die L�osungenzu sp�ateren Zeitpunkten ( t > 300) kleine Oszillationen aufweisen k�onnen, die w�ahrendder gesamten Rehnung niht vershwinden. Diese Oszillationen st�oren aber niht die Kor-rektheit des Verfahrens, vgl. Abshnitt 7.2. Die Rauhheit der L�osung in den Eken kannbesonders dann zum Problem werden, wenn die Nihtlinearit�at in der k- und �-Gleihungmehrfah ausiteriert werden soll oder wenn der k- und �-Blok, wie im Algorithmus (V2)vorgesehen, ausiteriert werden soll.6.6. ZusammenfassungZusammenfassend kann festgehalten werden, da� unter dem Aspekt des Auftretens vonUntershwingern die Formulierung der Gleihungen nah Codina-Soto vorzuziehen ist.Bez�uglih des Auftretens negativer Werte f�ur k und � kann keine der beiden Varianten favo-risiert werden. Die Shok-Capturing-Tehnik hat sih als eine notwendige Stabilisierungs-ma�nahme f�ur (V2) erwiesen. Bei beiden Varianten gelingt es jedoh dem SC-Verfahrenniht, zwishenzeitlih auftretende �Uber- und Untershwinger zu beseitigen oder das Auf-treten negativer Werte f�ur k und � wesentlih zu vermindern.Bei nihtisothermen Problemen, bei denen gro�e Temperaturuntershiede auftreten, kann esvorkommen, da� die L�osung der Temperaturgleihung �Uber- und Untershwinger aufweist.Es w�are interessant zu untersuhen, ob das Shok-Capturing-Verfahren diese Oszillationenerfolgreih beseitigen kann.
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7. Vergleih zweier Linearisierungsstrategien f�ur dasnihtisotherme k-� TurbulenzmodellIn diesem letzten Kapitel sollen die zwei in Abshnitt 3.2 vorgestellten Linearisierungs-strategien, die bisher in PNS realisierte Formulierung (V1) und die an Codina und Sotoorientierte (V2), hinsihtlih ihres Konvergenzverhaltens verglihen werden. Codina undSoto haben f�ur station�are isotherme Rehnungen f�ur (V2) ein deutlih besseres Konver-genzverhalten beobahtet, vgl. [CS99℄. Es soll untersuht werden, ob sih diese Ergebnisseauh auf den instation�aren nihtisothermen Fall �ubertragen.Bemerkung 7.1Es sei an dieser Stelle noh einmal ausdr�uklih darauf hingewiesen, da� der mit (V2)bezeihnete Algorithmus niht exakt mit dem von Codina-Soto realisierten �ubereinstimmt,sondern eine Vereinfahung davon darstellt.Als Teststr�omung wird wieder der Testfall nah Cheesewright betrahtet.7.1. FragestellungenEs sollen folgende Fragen beantwortet werden.1. Liefert das Verfahren nah (V1) mit Verwendung der Shok-Capturing-Tehnik das-selbe Ergebnis wie ohne ? Konvergieren beide Verfahren (V1) und (V2) gegen diegleihe L�osung f�ur t!1 oder gegen zwei vershiedene L�osungen ?2. Erreihen die Algorithmen (V1) bzw. (V2) station�are L�osungen ? Welher Algorith-mus zeigt ein besseres Konvergenzverhalten ?3. Wird das Erreihen einer (eventuell vorhandenen) station�aren L�osung durh die Ver-wendung einer Shok-Capturing-Methode verbessert ? Ist dies abh�angig von der An-zahl der Shok-Capturing-Iterationen ?4. H�angt das Erreihen einer (eventuell vorhandenen) station�aren L�osung f�ur (V2) vonder Anzahl der Iterationen von k- bzw. �- Gleihung oder von der Anzahl der Itera-tionen des k-�-Bloks ab ?7.2. Vergleih der von den Algorithmen gelieferten L�osungenIm Rahmen dieses Kapitels werden folgende drei Varianten zur L�osung des k-�-Turbulenz-modells verglihen : (V1) mit und ohne SC-Tehnik und (V2) mit SC-Tehnik. In diesemAbshnitt soll nun gepr�uft werden, ob alle drei Algorithmen gegen dieselbe L�osung konver-gieren. 99



7. Vergleih zweier Linearisierungsstrategien f�ur das nihtisotherme k-� TurbulenzmodellAus dem Konvergenzverhalten (s.Abshnitt 7.3) der drei Algorithmen folgt, da� es sinvollist, die L�osungen zu einem Zeitpunkt um t = 250 zu betrahten. Die Ergebnisse �ndetman im Anhang B.3. Dort sind die H�ohenlinien der Geshwindigkeitskomponenten u1 undu2, der turbulenten kinetishen Energie k, der Dissipation turbulenter kinetisher Energie� und der Temperatur � abgebildet.Die L�osungen der drei Algorithmen stimmen gut �uberein. Lediglih f�ur u1 sind geringe Un-tershiede erkennbar. Dazu ist allerdings zu bemerken, da� die Darstellung durh H�ohenli-nien sehr sensibel bez�uglih Abweihungen ist.7.3. Untersuhung des KonvergenzverhaltensIn diesem Abshnitt sollen die zweite und die dritte Frage beantwortet werden, es sollalso �uberpr�uft werden, ob das Konvergenzverhalten von (V1) durh Verwendung der be-trahteten Shok-Capturing-Tehnik verbessert wird und dann das Konvergenzverhaltender beiden Algorithmen (V1) und (V2) verglihen werden.7.3.1. Konvergenz- und Stationarit�atskriteriumZun�ahst soll das hier benutzte Konvergenz- bzw. Stationarit�atskriterium erl�autert werden.Es bezeihne uik, k = 1; 2 die k-te Komponente der L�osung der Geshwindigkeitsgleihungzum Zeitpunkt t = i. Man verwehsele diese Shreibweise niht mit der im Abshnitt 5.4.1benutzten Notation. Ferner bezeihne kukk2 die diskrete L2-Norm von uk. Dann wird alsMa� f�ur das Konvergenzverhalten des Algorithmus das Konvergenzverhalten der diskreti-sierten Zeitableitung des i-ten Zeitshritts, kuik � ui�1k k2, f�ur die beiden Geshwindigkeits-komponenten uk, k = 1; 2 verwendet.Bemerkung 7.2Falls die Zeitshrittweite niht konstant ist (z.B. bei der Verwendung von Zeit-adaptivenVerfahren), mu� die diskretisierte Zeitableitung des i-ten Zeitshritts durh kuik�ui�1k k2=�iberehnet werden, wobei �i die Gr�o�e des i-ten Zeitshritts ist.Es liegt nahe, dann vom Erreihen einer station�aren L�osung zu sprehen, wennkuik � ui�1k k2 ! 0 f�ur i!1 gilt.7.3.2. Beeinussung des Konvergenverhaltens von (V1) durh dieShok-Capturing-MethodeZun�ahst soll nur (V1) betrahtet werden und untersuht werden, ob das Konvergenz-verhalten von (V1) durh Verwendung der Shok-Capturing-Tehnik verbessert wird. DieErgebnisse �ndet man im Teil C des Anhangs in den Abbildungen C.1, C.2, C.5 und C.6.Dargestellt ist kuik � ui�1k k2 in Abh�angigkeit von der Anzahl der Zeitshritte.Ohne SC-Methode nimmt kuik �ui�1k k2 bis zum Zeitshritt t = 100 stark ab, um dann biszum Zeitshritt t = 500 auf konstantem Niveau zu bleiben. Etwas nah dem Zeitshrittt = 500 verf�unfaht sih kuik�ui�1k k2 und beh�alt dann dieses shlehtere Niveau bei, wobeikuik � ui�1k k2 leiht oszilliert, vgl. hierzu die Abbildungen C.1 und C.2.Das Konvergenzverhalten mit SC ist in den Abbildungen C.5 und C.6 dargestellt. Man100



7.3. Untersuhung des Konvergenzverhaltenserh�alt einen �ahnlihen Verlauf der Norm wie bei den Rehnungen ohne SC, jedoh springtdie Norm bei etwa t = 350 Zeitshritten auf ein Niveau, da� etwa doppelt so hoh liegtwie ohne SC.Bemerkung 7.3Ab etwa dem Zeitshritt t = 350 stimmen die L�osungen f�ur (V1) mit und ohne Shok-Capturing niht mehr sehr gut �uberein. Ob dies ein prinzipielles Problem bei der Verwen-dung des SC-Verfahrens in Verbindung mit (V1) darstellt, kann nur durh weitere Versuhean anderen Testbeispielen untersuht werden.Als Ergebnis kann also festgehalten werden, da� durh die Shok-Capturing-Methode dasKonvergenzverhalten bei (V1) niht nur niht verbessert worden ist, sondern es ist ver-shlehtert worden.7.3.3. Vergleih des Konvergenzverhaltens von (V1) und (V2)In diesem Unterabshnitt soll das Konvergenzverhaltens von (V1) und (V2) verglihenwerden. Da es sih im letzten Unterabshnitt gezeigt hat, da� (V1) ohne SC-Tehnik einbesseres Konvergenzverhalten aufweist, werden (V1) ohne SC-Tehnik und (V2) mit SC-Tehnik verglihen. Es wurde pro Zeitshritt nur ein Linearisierungsshritt gerehnet, d.h.maxdl = 1 gesetzt. Bei (V2) wurde maxdl = 1, maxk� = 1 und maxL = 4 gesetzt. DieErgebnisse entnimmt man den Abbildungen C.1-C.4. Die Variante (V2) zeigt in drei we-sentlihen Punkten ein besseres Konvergenzverhalten als (V1).Erstens springt die Norm kuik � ui�1k k2 zu sp�ateren Zeitshritten niht auf ein h�oheresNiveau. Zweitens erreiht die Norm kuik � ui�1k k2 bei (V2) ein Niveau, das fast zehnmal-kleiner ist als bei (V1). Das entnimmt man der folgenden Tabelle, in der die Mittelwertevon kuik � ui�1k k2 zwishen den Zeitshritten t = 550 und t = 1000 angegeben sind.ACHSENu1 u2PNS ohne SC 2e-3 4e-3CS mit SC 2e-4 5e-4Die Werte f�ur (V2) mit SC entnimmt man genauer der halblogarithmishen Darstellung inden Abbildungen C.7 und C.8.Und drittens weist besonders die Komponente u1 bei (V2) deutlih shw�ahere Oszillationenauf als bei (V1).Bemerkung 7.4Als Ma� f�ur die Geshwindigkeit der Algorithmen kann die Ehtzeit genutzt werden, dievergeht, um eine gewisse Anzahl von Zeitshritten auf einer festen Arhitektur zu rehnen.Die vielen durhgef�uhrten Rehnungen haben ergeben, da� die Variante (V2) mindestensgenauso shnell l�auft wie (V1). Durh die Erh�ohung von maxL wird die Rehenzeit nurunwesentlih vergr�o�ert.Auh bei (V2) wird strenggenommen keine station�are L�osung erreiht. Ein wihtiger Grundhierf�ur ist die Tatsahe, da� die k- und �-Gleihungen etwa ab dem Zeitshritt t = 350101



7. Vergleih zweier Linearisierungsstrategien f�ur das nihtisotherme k-� Turbulenzmodellin den Eken sehr kleine Oszillationen aufweisen, die sih zeitlih ver�andern. In den Abbil-dungen C.19 bis C.24 sind dazu die L�osungen der �-Gleihung f�ur vershiedene Zeitshrittedargestellt. Durh diese sehr kleinen Oszillationen wird aber die Rihtigkeit der L�osungenf�ur die k- und �-Gleihung und auh f�ur die Geshwindigkeitsgleihung niht ver�andert.Lediglih auf kleinen Skalen oszillieren die L�osungen. Daher oszilliert auh die turbulenteViskosit�at an diesen Orten. Dies f�uhrt dann zu einem oszillationsbehafteten Konvergenz-verhalten f�ur die Norm der Geshwindigkeitskomponenten.Es gelingt dem Shok-Capturing-Verfahren niht, diese Oszillationen zu beseitigen, weilaufgrund zu kleiner lokaler Residua �d zu klein ist.7.3.4. Beeinussung des Konvergenzverhaltens durh die IterationsparameterNun soll gepr�uft werden, wie das Konvergenzverhalten von den Iterationsparameternmaxdl,maxk� und maxL abh�angt. Zun�ahst ist zu sagen, da� (V2) niht stabil ist, fallsmaxk� > 1ist. Nun soll die Abh�angigkeit der Konvergenz von L = maxL bei (V2) untersuht wer-den. Man beahte, da� in diesem Kapitel mit L eine maximale Iterationszahl und nihtdie harakteristishe L�ange der Turbulenz bezeihnet wird. Die Ergebnisse sind im AnhangC in den Abbildungen C.7 - C.12 dargestellt. F�ur eine genauere Darstellung wurde einehalblogarithmishe Darstellung gew�ahlt. Man erkennt, da� das Konvergenzverhalten durhErh�ohung von L niht merklih verbessert werden kann.Abshlie�end soll der Vollst�andigkeit halber untersuht werden, wie bei (V1) und (V2) dasKonvergenzverhalten vonmaxdl abh�angt. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen C.13 bisC.18 dargestellt. Man erkennt, da� durh eine Vergr�o�erung von maxdl das Konvergenz-verhalten von (V1) leiht verbessert werden kann. F�ur (V2) ist so dagegen keine Verbesse-rung erzielbar. Es ist zu bemerken, da� es sih herausgestellt hat, da� eine Verdreifahungder Anzahl der Linearisierungsshritte pro Zeitshritt ungef�ahr auh eine Verdreifahungder Rehenzeit bedeutet. Es war aber ein erkl�artes Hauptziel dieser Arbeit, ein shnelle-res Konvergenzverhalten ohne Vergr�o�erung der Rehenzeit zu erzielen. Vom praktishenStandpunkt aus gesehen ist dieses Resultat daher eher uninteressant.7.4. ZusammenfassungDas L�osungsverfahren (V2) zeigt f�ur den Testfall nah Cheesewright ein deutlih besseresKonvergenzverhalten als die bisher in PNS benutzte L�osungsstrategie (V1). Man erinneresih daran, da� sih (V1) und (V2) erstens in der Formulierung und Linearisierung der k-und �- Gleihung und zweitens in der Art der iterativen L�osung untersheiden. Man kanndavon ausgehen, da� sih die Variante (V2) noh optimieren l�a�t. Ein wihtiger Aspekthierbei ist die Tatsahe, da� bislang noh keine geeigneten Abbruhshranken f�ur �k, ��und �L f�ur die Shleifen zum Ausiterieren von k, � und der turbulenten L�ange angebbarsind. Das bedeutet aber, da� bei der Wahl �k = �� = �L = 0:0 die Anzahl der Iteratio-nen (fast) immer gleih der maximalen Anzahl von Iterationen ist und somit niht gezieltgesteuert werden kann. Ein geringes Problem bei (V2) ist es noh, da� der Algorithmusniht stabil ist, falls maxk� > 1 gew�ahlt wird. Aber dieses Problem ist niht von gro�erBedeutung, da das Entsheidende die freie Wahl von maxL ist.102



7.4. ZusammenfassungEs m�ussen weitere Versuhe mit anderen Testproblemen durhgef�uhrt werden, um die fol-genden Fragen zu beantworten :1. Liefert (V2) auh f�ur andere Testprobleme dieselbe L�osung wie (V1) ?2. Zeigt sih auh bei anderen Testproblemen ein klar besseres Konvergenzverhalten ?3. K�onnen geeignete Abbruhshranken f�ur �k, �� und �L angegeben werden ?4. Ist (V2) stets instabil, falls maxk� > 1 gew�ahlt wird ?5. Lassen sih die feinskaligen Oszillationen in den Eken der Cavity beseitigen ?F�ur einen Einbau der Iterationsstrategie nah Codina-Soto war ein tiefer Eingri� in dasProgramm PNS n�otig. Es wurde eine Version implementiert, die das L�osungsverfahren (V2)realisiert. Gegen eine sofortige �Ubernahme von (V2) in das Programmsystem PNS sprehenaber noh einige praktishe Gr�unde. Der Einbau der Iterationsstrategie nah Codina-Sotoist, wie shon gesagt, ein tiefer Eingri� in das Programm PNS. Au�erdem ist die Korrektheitund die Stabilit�at der bisher implementierten Variante von Seite der TU Dresden anhandvieler, oft auh praxisrelevanter Testrehnungen meist erfolgreih getestet worden. Eventuellauftauhende Probleme der bisher realisierten Fassung sind gro�enteils bekannt. Dagegenist der Algorithmus (V2) erst an einem relativ einfahen Beispiel getestet worden, seine Vor-und Nahteile bei anderen Testproblemen sind noh niht bekannt. Aus Zeitgr�unden und vorallem aus Mangel an geeigneten weiteren Testproblemen mu�te auf weitere Tests verzihtetwerden. Aus diesen Gr�unden wird auf einen vollst�andigen Einbau des Algorithmus (V2) ineine neue Version von PNS vorerst verzihtet.
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8. Zusammenfassung und Ausblik8.1. R�ukblikSeit mehr als hundert Jahre besh�aftigen sih nun Wissenshaftler - Ingenieure, Physikerund Mathematiker - mit turbulenten Str�omungen. Die Forshung hat in den letzten dreiJahrzehnten immense Fortshritte gemaht. Dies liegt zum einen an der rasanten Entwik-lung der Computertehnologie. Zum anderen liegt es aber wesentlih auh an der minde-stens ebenso bedeutsamen Entwiklung neuer mathematisher Verfahren, wie z.B. Stabili-sierungstehniken, shnelle L�oser f�ur die bei der Diskretisierung erhaltenen linearen Glei-hungssysteme, parallele Gebietszerlegungsalgorithmen und r�aumlih-adaptive Verfahren.Demgegen�uber ist der Fortshritt in der physikalishen Modellbildung - Stihwort Turbu-lenzmodelle - vergleihsweise gering. Im Gegenteil, das Problem, komplizierte Str�omungenwie z.B. das Abl�oseverhalten turbulenter Str�omungen rihtig zu beshreiben, ist meist aufein unzureihendes Turbulenzmodell zur�ukzuf�uhren.Im Rahmen dieser Diplomarbeit standen die Modellbildung und die numerishe L�osungs-strategie im Vordergrund. Andere mathematishe Aspekte wie zum Beispiel das Zusam-menspiel von k/�-Modell und Gebietszerlegungsalgorithmus konnten niht verfolgt werden.Dabei ging es bei der Modellbildung allerdings nur darum, die Herleitung des k/�-Modellsmathematish zu verstehen und niht darum, die Vorhersagekraft dieses Modells zu te-sten. Zun�ahst wurde der mathematishe Zugang zum k/�-Turbulenzmodell nah [MP94℄nahgezeihnet. Es stellte sih zum einen heraus, da� sih die Wirbelviskosit�atsannahme| die zentrale Annahme beim k/�-Turbulenzmodell | nur f�ur den zweidimensionalen Fallmathematish einigerma�en begr�unden l�a�t. Dadurh wurde die Beshreibung der Turbu-lenz reduziert auf die Berehnung der turbulenten Viskosit�at. Die Gleihungen, aus derenL�osungen dann die turbulente Viskosit�at �t berehnet werden konnte, lie�en sih niht ex-akt herleiten. Insbesondere wurden dabei einige Resultate aus der Stohastik ben�otigt, dieteils noh niht bewiesen werden konnten und teils durh weitere Modellierungsannahmenvereinfaht werden mu�ten.Im zweiten Abshnitt des Theorieteils wurde dann ein vollst�andiges Diskretisierungsver-fahren f�ur das erhaltene Gleihungssystem vorgestellt. Dabei war es niht m�oglih, dieverwendeten L�osungsalgorithmen zum k/�-Modell mathematish zu begr�unden und geeig-nete Konvergenzresultate anzugeben, da es hierf�ur beim gegenw�artigen Stand der For-shung noh keine befriedigenden Arbeiten gibt. Im Rahmen der Diskretisierung wur-den auh die verwendeten Stabilisierungstehniken behandelt. Zum einen wurden SUPGund PSPG-Stabilisierungen verwendet, zum anderen eine Shok-Capturing-Tehnik nah[Cod93℄ zun�ahst f�ur Konvektions-Di�usionsprobleme getestet und dann f�ur Rehnun-gen zum k/�-Modell eingesetzt. Auh die mathematishe Theorie des Shok-Capturing-Verfahrens ist zum gegenw�artigen Zeitpunkt im wesentlihen noh niht gekl�art.Ein wesentlihes Ziel der Arbeit war es, zwei alternative Linearisierungs- und Iterations-strategien zu vergleihen. Als Beispiel f�ur ein nihtisothermes turbulentes Navier-Stokes-105



8. Zusammenfassung und AusblikProblem wurde der Testfall von Cheesewright untersuht.Da eine theoretishe Fundierung wesentliher Teile dieser Arbeit beim gegenw�artigen Standder Forshung noh niht existiert, hat die gesamte Arbeit eher experimentellen Charakter.Statt strenger Beweise k�onnen oft nur heuristishe Erkl�arungen gegeben werden. Dies liegtin der Komplexit�at und Kompliziertheit des Themas. Zur Legitimation dieses Vorgehenskann man sih aber stets die Tatsahe vor Augen halten, da� gerade das k/�-Modell seitJahren mit Erfolg von Ingenieuren f�ur viele Problemklassen verwendet wird, obwohl dasModell in mathematisher Hinsiht noh l�angst niht verstanden ist.Abshlie�end sei noh eine Bemerkung dazu gemaht, da� viele mathematishe und physika-lishe Aspekte der Turbulenz in dieser Arbeit niht behandelt wurden. In der hier gew�ahltenDarstellung wurde versuht, da� der Leser stets den roten Faden von der mathematish-physikalishen Modellbildung �uber das numerishe L�osungsverfahren bis hin zu den konkre-ten Rehnungen sieht. Dazu wurde bewu�t an einigen Stellen niht abshweift. So wurdez.B. im Kapitel 2.4.3 darauf verzihtet, die spektrale Verteilung der kinetishen Energieund das Gesetz von Kolmogorov genauer zu behandeln. Und auh die Versuhe, Turbu-lenz mit den Methoden der Stohastik zu analysieren, wie es z.B. in [BR77℄ oder in [Fri96℄angegangen wird, konnten im Rahmen dieser Arbeit �uberhaupt niht betrahtet werden.8.2. AusblikIn diesem die Arbeit beshlie�enden Abshnitt soll ein Ausblik dar�uber gegeben wer-den, wie die im Rahmen dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse f�ur das ProgrammpaketPNS genutzt werden. F�ur Konvektions-Di�usionsprobleme hat sih das Shok-Capturing-Verfahren als sehr erfolgreih herausgestellt. Es hat sih insbesondere gezeigt, da� dasShok-Capturing am g�unstigsten in die Routinen zur Berehnung der Stei�gkeitsmatrixeingebaut wird. So wird es auh in PNS optional eingebaut. Insbesondere wird vom Shok-Capturing erho�t, da� ein Fehlersh�atzer im Rahmen einer adaptiven Gitterverfeinerungs-strategie besser arbeitet. Ob sih diese Erwartung erf�ullt, m�ussen freilih sp�atere Experi-mente zeigen.Obwohl das Shok-Capturing beim k/�-Modell niht den erho�ten Erfolg gezeigt hat, wirdes ebenfalls optional in PNS eingebaut. Denn die Experimente wurden nur f�ur ein Test-beispiel durhgef�uhrt. Bei komplizierteren Problemen k�onnen gerade in der Temperatur-gleihung an jenen Orten merklihe �Uber- und Untershwinger auftreten, an denen Fluidestark untershiedliher Temperatur aufeinandertre�en. Es bleibt zu testen, ob das Shok-Capturing dort die gew�unshte Wirkung zeigt.Die Formulierung der Gleihungen nah Codina-Soto wurde ebenfalls optional in PNS �uber-nommen. Aus vorwiegend praktishen Gr�unden wurde das neue L�osungsverfahren (V2)noh niht in eine neue PNS-Version aufgenommen, obwohl eine im Rahmen dieser Arbeitfertig entwikelte Version bereits vorliegt und an wenigen Beispielen getestet wurde. Denndazu soll noh in weiteren Experimenten untersuht werden, ob sih die beim Testproblemnah Cheesewright gezeigten Vorteile von (V2) auh bei anderen Testproblemen beobahtenlassen.
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A.2. Qualitative Analyse - Quershnitte durh die L�osungen

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1

0 0.5 1 1.5
r

Y

Z

X

Abbildung A.25.: CIRCULAR,us33x33s, its=1,2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1

0 0.5 1 1.5
r

Y

Z

X

Abbildung A.26.: CIRCULAR,us33x33u, its=1,2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1

0 0.5 1 1.5
r

Y

Z

X

Abbildung A.27.: CIRCULAR,us65x65s, its=1,2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1

0 0.5 1 1.5
r

Y

Z

X

Abbildung A.28.: CIRCULAR,us65x65u, its=1,2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u
1

0 0.5 1 1.5
r

Y

Z

X

Abbildung A.29.: CIRCULAR,us129x129s, its=1,2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u
1

0 0.5 1 1.5
r

Y

Z

X

Abbildung A.30.: CIRCULAR,us129x129u, its=1,2 113



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0 0.25 0.5 0.75 1
r

0

0.25

0.5

0.75

1

u1

0.20.40.6 x

X Y

Z

Abbildung A.31.: SCHR�AG,us33x33s, its=1,2 0 0.5 1
r

0

0.5

1

u1
0.20.40.6 x

X Y

Z

Abbildung A.32.: SCHR�AG,us33x33u, its=1,2

0 0.25 0.5 0.75 1
r

0

0.25

0.5

0.75

1

u1
0.20.40.6 x

X Y

Z

Abbildung A.33.: SCHR�AG,us65x65s, its=1,2 0 0.25 0.5 0.75 1
r

0

0.25

0.5

0.75

1

u1

0.20.40.6 x

X Y

Z

Abbildung A.34.: SCHR�AG,us65x65u, its=1,2

0 0.25 0.5 0.75 1
r

0

0.25

0.5

0.75

1

u1

0.20.40.6 x

X Y

Z

Abbildung A.35.: SCHR�AG,us129x129s, its=1,2 0 0.5 1
r

0

0.5

1

u1

0.20.40.6 x

X Y

Z

Abbildung A.36.: SCHR�AG,us129x129u, its=1,2114



A.2. Qualitative Analyse - Quershnitte durh die L�osungen

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

X Y

Z

Abbildung A.37.: PARABOL,us33x33u, its=1,2 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

X Y

Z

Abbildung A.38.: PARABOL,us65x65u, its=1,2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u
1

X

Z

Abbildung A.39.: PARABOL,us129x129u, its=1,2
115



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-ProblemeA.3. Konvergenz des Fehlers beim Shok-Capturing Verfahren

116



A.3. Konvergenz des Fehlers beim Shok-Capturing Verfahren

5 10 15 20
it-sc

0.0766

0.07665

0.0767

0.07675

0.0768

0.07685

0.0769

0.07695

L2 -u
1

Abbildung A.40.: ACHSEN, us33x33s 5 10 15 20
it-sc

0.088

0.09

0.092

0.094

L2
-u

1
Abbildung A.41.: ACHSEN, us33x33u

5 10 15 20
it-sc

0.05456

0.05458

0.0546

0.05462

0.05464

0.05466

0.05468

L2 -u
1

Abbildung A.42.: ACHSEN, us65x65s 5 10 15 20
it-sc

0.064

0.065

0.066

0.067

0.068

0.069

0.07

L2
-u

1

Abbildung A.43.: ACHSEN, us65x65u

5 10 15 20
it-sc

0.03896

0.03897

0.03898

0.03899

0.039

0.03901

L2 -u
1

Abbildung A.44.: ACHSEN, us129x129s 5 10 15 20
it-sc

0.045

0.046

0.047

0.048

0.049

0.05

0.051

0.052

0.053

0.054

L2
-u

1

Abbildung A.45.: ACHSEN, us129x129u117



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

5 10 15 20
it-sc

0.106

0.1065

0.107

0.1075

0.108

0.1085

0.109

0.1095

L2 -u
1

Abbildung A.46.: SCHR�AG, us33x33s 5 10 15 20
it-sc

0.091

0.0915

0.092

0.0925

0.093

0.0935

0.094

0.0945

L2 -u
1

Abbildung A.47.: SCHR�AG, us33x33u

10 20 30 40 50 60
it-sc

0.077

0.078

0.079

0.08

0.081

0.082

0.083

L2 -u
1

Abbildung A.48.: SCHR�AG, us65x65s 5 10 15 20
it-sc

0.072

0.073

0.074

0.075

0.076

0.077

L2 -u
1

Abbildung A.49.: SCHR�AG, us65x65u

10 20 30 40 50 60
it-sc

0.059

0.06

0.061

0.062

0.063

0.064

0.065

L2 -u
1

Abbildung A.50.: SCHR�AG, us129x129s 10 20 30 40 50 60
it-sc

0.051

0.052

0.053

0.054

0.055

0.056

0.057

0.058

0.059

L2 -u
1

Abbildung A.51.: SCHR�AG, us129x129u118



A.4. Konvergenz des Shok-Capturing in der Di�erenzennormA.4. Konvergenz des Shok-Capturing in der Di�erenzennorm

119



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

10 20 30 40
it-sc

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.52.: SCHR�AG, us33x33s 10 20 30 40
it-sc

10-10

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.53.: SCHR�AG, us33x33u

10 20 30 40
it-sc

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.54.: SCHR�AG, us65x65s 10 20 30 40
it-sc

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.55.: SCHR�AG, us65x65u

10 20 30 40
it-sc

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

E
u

kl
.d

ef
-u

1

Abbildung A.56.: SCHR�AG, us129x129s 10 20 30 40
it-sc

10-5

10-4

10-3

E
u

kl
.d

ef
-u

1

Abbildung A.57.: SCHR�AG, us129x129u120



A.4. Konvergenz des Shok-Capturing in der Di�erenzennorm

10 20 30 40
it-sc

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.58.: CIRCULAR, us33x33s 10 20 30 40
it-sc

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.59.: CIRCULAR, us33x33u

10 20 30 40
it-sc

10-5

10-4

10-3

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.60.: CIRCULAR, us65x65s 10 20 30 40
it-sc

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.61.: CIRCULAR, us65x65u

10 20 30 40
it-sc

10-4

10-3

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.62.: CIRCULAR,us129x129s 10 20 30 40
it-sc

10-6

10-5

10-4

10-3

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.63.: CIRCULAR,us129x129u 121



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

10 20 30 40
it-sc

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.64.: PARABOL, us33x33u 10 20 30 40
it-sc

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.65.: PARABOL, us65x65u

10 20 30 40
it-sc

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.66.: PARABOL, us129x129u

122



A.5. Konvergenz des Shok-Capturing in der ResiduennormA.5. Konvergenz des Shok-Capturing in der Residuennorm

123



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

10 20 30 40
it-sc

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.67.: SCHR�AG, us33x33s 10 20 30 40
it-sc

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.68.: SCHR�AG, us33x33u

10 20 30 40
it-sc

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.69.: SCHR�AG, us65x65s 10 20 30 40
it-sc

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.70.: SCHR�AG, us65x65u

10 20 30 40
it-sc

10-13

10-11

10-9

10-7

10-5

10-3

10-1

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.71.: SCHR�AG, us129x129s 10 20 30 40
it-sc

10-17

10-16

10-15

10-14

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.72.: SCHR�AG, us129x129u124



A.5. Konvergenz des Shok-Capturing in der Residuennorm

10 20 30 40
it-sc

10-19

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.73.: CIRCULAR, us33x33s 10 20 30 40
it-sc

10-19

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.74.: CIRCULAR, us33x33u

10 20 30 40
it-sc

10-17

10-16

10-15

10-14

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.75.: CIRCULAR, us65x65s 10 20 30 40
it-sc

10-19

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.76.: CIRCULAR, us65x65u

10 20 30 40
it-sc

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

10-10

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.77.: CIRCULAR,us129x129s 10 20 30 40
it-sc

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.78.: CIRCULAR,us129x129u 125



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

10 20 30 40
it-sc

10-19

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.79.: PARABOL, us33x33u 10 20 30 40
it-sc

10-19

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.80.: PARABOL, us65x65u

10 20 30 40
it-sc

10-19

10-18

10-17

10-16

10-15

10-14

E
uk

l.d
ef

-u
1

Abbildung A.81.: PARABOL, us129x129u

126



A.6. Lokalisierung der Wirkung des Shok-CapturingA.6. Lokalisierung der Wirkung des Shok-Capturing

127



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0

0.001

0.002

0.003

u
1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.82.: SCHR�AG,us65x65s, its=2
0

0.001

0.002

0.003

u1

0

0.5

1

x
00.20.40.60.81

y

X

Y

Z

Abbildung A.83.: SCHR�AG,us65x65u, its=2

0

0.001

0.002

0.003

u1

0

0.5

1

x
00.20.40.60.81

y

X

Y

Z

Abbildung A.84.: SCHR�AG,us65x65s, its=3
0

0.001

0.002

0.003

u1
0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.85.: SCHR�AG,us65x65u, its=3

0

0.001

0.002

0.003

u1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.86.: SCHR�AG,us65x65s, its=4
0

0.001

0.002

0.003

u1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.87.: SCHR�AG,us65x65u, its=4128



A.6. Lokalisierung der Wirkung des Shok-Capturing

0

0.0005

0.001

0.0015

u1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.88.: SCHR�AG,us129x129s, its=2 0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

u
1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81 y

X

Y

Z

Abbildung A.89.: SCHR�AG,us129x129u, its=2
0

0.0005

0.001

0.0015

u1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.90.: SCHR�AG,us129x129s, its=3
0

0.0005

0.001

0.0015

u1
0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.91.: SCHR�AG,us129x129u, its=3
0

0.0005

0.001

0.0015

u
1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.92.: SCHR�AG,us129x129s, its=4
0

0.0005

0.001

0.0015

u1

0

0.5

1

x

00.20.40.60.81
y

X

Y

Z

Abbildung A.93.: SCHR�AG,us129x129u, its=4 129



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0

0.001

0.002

u1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

x
0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.94.: CIRCULAR,us65x65s, its=2
0

0.001

0.002

u1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

x
0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.95.: CIRCULAR,us65x65u, its=2
0

0.001

0.002

u1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

x
0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.96.: CIRCULAR,us65x65s, its=3
0

0.001

0.002

u1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

x
0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.97.: CIRCULAR,us65x65u, its=3
0

0.001

0.002

u1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

x
0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.98.: CIRCULAR,us65x65s, its=4
0

0.001

0.002

u1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

x
0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.99.: CIRCULAR,us65x65u, its=4130



A.6. Lokalisierung der Wirkung des Shok-Capturing

0

0.0005

0.001

u1

0
0.25

0.5
0.75

1
x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.100.: CIRCULAR,us129x129s, its=2
0

0.0005

0.001

u1

0
0.25

0.5
0.75

1
x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.101.: CIRCULAR,us129x129u, its=2
0

0.0005

0.001

u1

0
0.25

0.5
0.75

1
x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.102.: CIRCULAR,us129x129s, its=3
0

0.0005

0.001

u1

0
0.25

0.5
0.75

1
x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.103.: CIRCULAR,us129x129u, its=3
0

0.0005

0.001

u1

0
0.25

0.5
0.75

1
x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.104.: CIRCULAR,us129x129s, its=4
0

0.0005

0.001

u1

0
0.25

0.5
0.75

1
x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

Y

X

Z

Abbildung A.105.: CIRCULAR,us129x129u, its=4 131



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-ProblemeA.7. Vershmieren der L�osung

132



A.7. Vershmieren der L�osung

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.106.: SCHR�AG,us33x33s, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y
Abbildung A.107.: SCHR�AG,us33x33s, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.108.: SCHR�AG,us33x33s, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.109.: SCHR�AG,us33x33s, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.110.: SCHR�AG,us33x33u, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.111.: SCHR�AG,us33x33u, its=2 133



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
y

Abbildung A.112.: SCHR�AG,us33x33u, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.113.: SCHR�AG,us33x33u, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.114.: SCHR�AG,us65x65s, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.115.: SCHR�AG,us65x65s, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.116.: SCHR�AG,us65x65s, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.117.: SCHR�AG,us65x65s, its=4134



A.7. Vershmieren der L�osung

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.118.: SCHR�AG,us65x65u, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y
Abbildung A.119.: SCHR�AG,us65x65u, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.120.: SCHR�AG,us65x65u, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.121.: SCHR�AG,us65x65u, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.122.: SCHR�AG,us129x129s, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.123.: SCHR�AG,us129x129s, its=2 135



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
y

Abbildung A.124.: SCHR�AG,us129x129s, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.125.: SCHR�AG,us129x129s, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.126.: SCHR�AG,us129x129u, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.127.: SCHR�AG,us129x129u, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.128.: SCHR�AG,us129x129u, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.129.: SCHR�AG,us129x129u, its=4136



A.7. Vershmieren der L�osung

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.130.: CIRCULAR,us33x33s, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y
Abbildung A.131.: CIRCULAR,us33x33s, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.132.: CIRCULAR,us33x33s, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.133.: CIRCULAR,us33x33s, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.134.: CIRCULAR,us33x33u, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.135.: CIRCULAR,us33x33u, its=2 137



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
y

Abbildung A.136.: CIRCULAR,us33x33u, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.137.: CIRCULAR,us33x33u, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.138.: CIRCULAR,us65x65s, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.139.: CIRCULAR,us65x65s, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.140.: CIRCULAR,us65x65s, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.141.: CIRCULAR,us65x65s, its=4138



A.7. Vershmieren der L�osung

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.142.: CIRCULAR,us65x65u, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y
Abbildung A.143.: CIRCULAR,us65x65u, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.144.: CIRCULAR,us65x65u, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.145.: CIRCULAR,us65x65u, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.146.: CIRCULAR,us129x129s, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.147.: CIRCULAR,us129x129s, its=2 139



A. Anwendung des Shok-Capturing auf ADR-Probleme

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
y

Abbildung A.148.: CIRCULAR,us129x129s, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.149.: CIRCULAR,us129x129s, its=4

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.150.: CIRCULAR,us129x129u, its=1 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.151.: CIRCULAR,us129x129u, its=2

0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.152.: CIRCULAR,us129x129u, its=3 0 0.5 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

Abbildung A.153.: CIRCULAR,us129x129u, its=4140
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Abbildung B.1.: PNS, ohne SC, k(t = 7) 0 0.2 0.4
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Abbildung B.2.: PNS, mit SC, k(t = 7)
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Abbildung B.3.: PNS, ohne SC, k(t = 9) 0 0.2 0.4
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Abbildung B.4.: PNS, mit SC, k(t = 9)
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Abbildung B.6.: PNS, mit SC, �(t = 7)142
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Abbildung B.7.: PNS, ohne SC, �(t = 10) 0 0.2 0.4
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Abbildung B.8.: PNS, mit SC, �(t = 10)
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Abbildung B.9.: CS, mit SC, k(t = 4) 0 0.2 0.4
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Abbildung B.10.: CS, mit SC, k(t = 8)
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Abbildung B.12.: CS, mit SC, �(t = 8) 143
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Abbildung B.13.: CS, ohne SC,L = 2, �(t = 7)
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Abbildung B.14.: CS, mit SC,L = 2, �(t = 7)
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Abbildung B.15.: PNS, ohne SC,k(t = 5) 0 1 2
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Abbildung B.16.: PNS, ohne SC,�(t = 5)
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Abbildung B.17.: PNS, mit SC,k(t = 5) 0 1 2
x

0

0.5

1

1.5

2

2.5

y

u1
0.0085
0

Abbildung B.18.: PNS, mit SC,�(t = 5)
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Abbildung B.19.: CS, maxL = 3,ohne SC, k(t = 5) 0 1 2
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Abbildung B.20.: CS, maxL = 3,ohne SC, �(t = 5)
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Abbildung B.21.: CS, maxL = 3,mit SC, k(t = 5) 0 1 2
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Abbildung B.22.: CS, maxL = 3,mit SC, �(t = 5)
146



B.3. Niveaulinien der L�osungen des Cheesewright-TestfallsB.3. Niveaulinien der L�osungen des Cheesewright-Testfalls

147



B. Shok-Capturing und k-�-Turbulenzmodell

0 1 2
x

0

0.5

1

1.5

2

2.5
y

Abbildung B.23.: CS, mit SC,L = 4, u1(t = 250) 0 1 2
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Abbildung B.24.: CS, mit SC,L = 4, u2(t = 250)
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Abbildung B.25.: PNS, ohne SC,u1(t = 250) 0 1 2
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Abbildung B.26.: PNS, ohne SC,u2(t = 250)
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Abbildung B.28.: PNS, mit SC,u2(t = 250)148
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Abbildung B.29.: CS, mit SC,L = 4, k(t = 250) 0 1 2
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Abbildung B.30.: CS, mit SC,L = 4, �(t = 250)
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Abbildung B.31.: PNS, ohne SC,k(t = 250) 0 1 2
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Abbildung B.32.: PNS, ohne SC,�(t = 250)
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Abbildung B.33.: PNS, mit SC,k(t = 250) 0 1 2
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Abbildung B.34.: PNS, mit SC,�(t = 250) 149
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Abbildung B.35.: CS, ohne SC,�(t = 1000) 0 1 2
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Abbildung B.36.: CS, mit SC,�(t = 250)
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Abbildung C.2.: PNS, ohne SC,kui2 � ui�12 k
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Abbildung C.3.: CS, mit SC,L = 4, kui1 � ui�11 k 250 500 750 1000
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Abbildung C.4.: CS, mit SC,L = 4, kui2 � ui�12 k

250 500 750 1000

step-tc

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

L
2 .d

u
/d

t-
u

1

Abbildung C.5.: PNS, mit SC,kui1 � ui�11 k 250 500 750 1000
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Abbildung C.6.: PNS, mit SC,kui2 � ui�12 k152
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Abbildung C.7.: CS, mit SC,maxdl = 1L = 4, kui1 � ui�11 k
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Abbildung C.8.: CS, mit SC,maxdl = 1L = 4, kui2 � ui�12 k
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Abbildung C.9.: CS, mit SC,maxdl = 1L = 10, kui1 � ui�11 k
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Abbildung C.10.: CS, mit SC,maxdl = 1L = 10, kui2 � ui�12 k
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Abbildung C.11.: CS, mit SC,maxdl = 1L = 15, kui1 � ui�11 k
250 500 750 1000

step-tc

10-4

10-3

10-2

L2
.d

u/
d

t-
u

2

Abbildung C.12.: CS, mit SC,maxdl = 1L = 15, kui2 � ui�12 k 153
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Abbildung C.13.: PNS, ohne SC,maxdl = 3kui1 � ui�11 k
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Abbildung C.14.: PNS, ohne SC,maxdl = 3kui2 � ui�12 k

250 500 750 1000
step-tc

10-4

10-3

10-2

L2 .d
u/

dt
-u

1

Abbildung C.15.: CS, mit SC,maxdl = 3L = 3, kui1 � ui�11 k
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Abbildung C.16.: CS, mit SC,maxdl = 3L = 3, kui2 � ui�12 k
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Abbildung C.17.: CS, mit SC,maxdl = 3L = 10, kui1 � ui�11 k
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Abbildung C.18.: CS, mit SC,maxdl = 3L = 10, kui2 � ui�12 k154
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Abbildung C.19.: CS, mit SC,maxdl = 1, L = 15,�(t = 600)
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Abbildung C.20.: CS, mit SC,maxdl = 1, L = 15,�(t = 800)
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Abbildung C.21.: CS, mit SC,maxdl = 1, L = 15,�(t = 1000)
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Abbildung C.22.: CS, mit SC,maxdl = 1, L = 15,�(t = 1400)
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Abbildung C.23.: CS, mit SC,maxdl = 1, L = 15,�(t = 2000)
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Abbildung C.24.: CS, mit SC,maxdl = 1, L = 15,�(t = 2800) 155
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D. Abk�urzungs- und SymbolverzeihnisAbk�urzungs- und SymbolverzeihnisIn diesem Abshnitt sollen die in der Arbeit verwendeten Symbole erkl�art werden. Esbezeihne u;v : Rd � (0; T ℄ 7! Rd eine vektorwertige und M;N : Rd�d � (0; T ℄ 7! Rd�deine matrixwertige Funktion.Symbol Bedeutung�tu �u�t�iu �u�xirp (rp)i = �ipr � u r � u =Pi �iuiru (ru)ij = �juiruT (ruT )ij = �iujS(u) S(u) = (ru+ruT )=2r �M (r �M)j =Pi �iMijr � (ru) (r � (ru)j =Pi �i�jui4u (4u)j =Pdi=1 �2uj�x2i(u � r)v ((u � r)v)j =Pi ui�ivjr� u Rotation von uu:v u:v =Pi uiviM : N M : N =Pij MijNiju
 v (u
 v)ij = uivj .
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D. Abk�urzungs- und SymbolverzeihnisSei 
 � Rd ein beshr�anktes Gebiet. Nun sollen die ben�otigten Funktionenr�aume de�niertwerden.Symbol BedeutungC1(
) Menge der unendlih oft auf 
 stetig di�erenzierbaren Funktionen.C10 (
) fu 2 C1(
) : f x : u(x) 6= 0g ist beshr�ankt und � 
gLp(
) Menge aller �Aquivalenzklassen me�barer Funktionen f : 
! R mitkfkLp(
) := �R
 jf(x)jpdx� 1p <1, 1 � p <1 .F�ur p = 2 shreibt man oft nur k � k0 statt k � kL2(
).L1(
) Menge der �Aquivalenzklassen me�barer Funktionen f : 
! R,die wesentlih beshr�ankt sind, d.h. f�ur die jf j < M <1 f:�u: gilt.Lp0(
) fu 2 Lp(
) : R
 u(x)dx = 0gL1lo(
) �f : 
! R me�bar : RA jf(x)jdx <1;8A abgeshlossen und A � 
	H1(
) fu 2 L2(
) : 9 u0 2 L1lo(
) s:d: R
 u�0dx = � R
 u0�dx; 8� 2 C10 (
)gAuf H1(
) de�niert man die Norm kuk1 := (R
 juj2dx+ R
 jruj2dx) 12 .Oft ben�otigt man die Halbnorm juj1 := (R
 jruj2dx) 12 .H10 (
) Abshlu� des C10 in der Norm kuk1 := (R
 juj2dx+ R
 jruj2dx) 12 .H1div(
)d fu 2 H1(
)d : r � u = 0g .k:kX Norm auf X ,Lp((0; T );X) Menge der �Aquivalenzklassen me�barer Funktionen � : (0; T ) 7! X mitR T0 k�kpXdt <1L1((0; T );X) Menge der �Aquivalenzklassen me�barer Funktionen � : (0; T ) 7! X mitk�kX < M <1 f.�u.X� Dualraum zu X.H�1(
) Dualraum zu H1(
)H 12 (�
) fu 2 L2(�
) j R R�
��
 ju(x)�u(y)j2jx�yj2 ds(x)ds(y) <1g, vgl. auh [Ott99℄ S.159.H� 12 (�
) Dualraum zu H 12 (
)
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