Die Navier-Stokes Gleichungen
Zur Problematik von a-posteriori Fehlerschitzern

unter Beachtung hydrodynamischer Stabilitét

Diplomarbeit

vorgelegt von
Gerd Rapin

aus Haseliinne

angefertigt am
Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik

der Georg-August-Universitit zu Gottingen

1999






Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis

Einleitung

1 Grundlagen

1.1

1.2

1.3

Funktionenrdume . . . . . . . . ... oo
1.1.1 Ré&ume stetig differenzierbarer Funktionen . . . . . .. . . ..
1.1.2  Lebesgue-Rdume . . . . . ... ... ... ... ........
1.1.3  Sobolev-Réaume . . . . . . ... ... ...
1.1.4 Zeitabhéngige Sobolev-Réume . . . . . . . . . ... ... ...
Hilfssétze . . . . . . . . . e
1.2.1 Regel der partiellen Integration . . . . . ... ... ... ...
1.2.2  Ungleichung von Poincaré . . . ... .. ... ... ... ...
1.2.3 Lemma von Gronwall . . . . . . ... .. ... ... ......
Dynamische Systeme . . . . . . . ... ..o

2 Endlich-dimensionale dynamische Systeme

2.1
2.2
2.3

2.4

Problemstellung und Wohldefiniertheit . . . . . . .. ... ... ...
Stabilitat . . . . . . ...
Beispiele . . . . . . ..
2.3.1 Die Lorenz-Gleichungen . . . . ... .. ... ... ... ...
2.3.2 Ein Modell von Trefethen . . . .. . ... ... .. ... ...
Eine a-posteriori Fehlerabschitzung . . . . . . . . .. ... ... ...

3 Navier-Stokes Gleichungen

3.1
3.2

Problemstellung . . . . . . . . . ... oo
Schwache Formulierung und Losbarkeit . . . . . . . .. .. ... ...
3.2.1 Das instationdre Navier-Stokes Problem . . . . . ... .. ..
3.2.2 Das stationdre Navier-Stokes Problem . . . . . . ... .. ..

iii

17
17
19
20
20
22
23



ii Inhaltsverzeichnis

4 Hydrodynamische Stabilitit
4.1 Definition der hydrodynamischen Stabilitat . . . . . . ... ... ...
4.2 Die Energie-Methode . . . . . . . ... ... o oo
4.3 Prinzip der linearisierten Stabilitat . . . . . . . ... ... ... ...
4.4 Beurteilung dieser Ansdtze . . . . . . . ... ... L.
4.5 Griinde fiir das Versagen des Prinzips der linearisierten Stabilitét
4.6 ’'Worst scenario’ - Abschédtzung . . . . . ... ... ..

5 Fehlerabschitzungen fiir Galerkin-Verfahren
5.1 Allgemeine Bemerkungen . . . . . . . . ... ..o
5.2 Das stationédre Navier-Stokes Problem . . . . . . . .. ... ... ...
5.2.1 Eine Finite-Elemente-Methode . . . . . . . . .. ... ... ..
5.2.2 A-posteriori Fehlerabschitzung . . . . . ... ... ... ...
5.3 Das instationdre Navier-Stokes Problem . . . . . . .. ... ... ..
5.3.1 Das dG(0) - Verfahren . . . .. ... ... ... ... .....
5.3.2  A-posteriori Fehlerabschédtzung . . . . . ... ... ... ...
5.3.3 A-priori Fehlerabschiatzung . . . . . . .. ... ... ... ...

6 Anwendung auf eine spezielle Rohrstrémung
7 Ergebnisse und Ausblick

Literaturverzeichnis

35
35
37
40
42
43
43

47
47
48
48
50
o8
o8
59
65

69

7

79



Symbolverzeichnis

| SymBOL | BEDEUTUNG SEITE|
1. Kapitel

R Menge der reellen Zahlen 3

N Menge der natiirlichen Zahlen

x-y Skalarprodukt auf dem R” 3

Q Teilmenge des R" 3

|| Norm auf dem R" 3

D%p(x) | Ableitung von ¢ in Multiindexschreibweise 4

C(92) Menge der stetigen Funktionen auf 2 4

C™(Q2) | Menge der m-fach auf Q stetig differenzierbaren Funk- | 4
tionen

C™(Q)) | Menge der m-fach auf Q stetig differenzierbaren Funk- | 4
tionen, deren Ableitungen sich auf den Rand fortsetzen
lassen

C$°(2) | Menge der unendlich oft auf Q differenzierbaren Funk- | 4
tionen mit kompaktem Tréger

s} Rand von (2 5

C™A(Q) | Hélder-Raum, der aus allen Funktionen aus C™(f2) be- | 4
steht, die Holder-stetig sind

LP(Q) Menge der Lebesgue-mefibaren Funktionen, die zur p- | 5
ten Potenz integrierbar sind

L>(Q) Menge der Lebesgue-mefibaren Funktionen, die wesent- | 5
lich beschrénkt sind

L} .(Q) | Menge der lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen 6

WHkP(Q) | Sobolev-Raum aller Funktionen, die selbst und bis zur | 6
k-ten Ableitung zu LP(€2) gehoren

Wo(92) | AbschluB der Menge C5°(Q2) in der Norm || - |[yra(0) 7

Hy(Q) | HE () = W2 (9) 7

H*(Q) HY(Q) :== Wk2(Q) 7

((-,+) Skalarprodukt auf [L?(Q)]" 8

|- |l Norm auf [L?(Q)]" 8

IS Norm auf [H] ()] 8

| ko Seminorm auf dem [H*()]" 8




iv Symbolverzeichnis
| SymMBoL | BEDEUTUNG | SEITE)|

C™([0,T]; X) | Menge aller stetigen Funktionen ¢ : [0,7] — X mit | 9
stetigen bis auf den Rand fortsetzbaren Ableitungen bis
zur Ordnung m auf [0, T

|- || x Norm auf X 9

LP((0,T); X) | Menge aller mefibaren Funktionen ¢ : (0,7) — X, fiir | 9
die [\ ||¢|[Rdt < oo gilt

L*>((0,T); X) | Menge aller mebaren Funktionen ¢ : (0,7) — X, die | 9
wesentlich beschrénkt sind

X Dualraum zu X 10

H'((0,T); X) | Menge aller Funktionen aus L*((0,7); X) mit Ableitun- | 10
gen aus L%((0,7); X*)

(-, )m Skalarprodukt auf H 11

<'7'>X <90:x>X = gp(a?), Vpe XrzeX 11

2. Kapitel

[l x [ulllx = sup,e; e~ """ u(t)] 18

V Lyapunov Funktion 20

M M := sup,s, H‘“@(ﬁ‘” max. Wachstumsfaktor 23

€ kritischer Wert, der den gréfiten Betrag des Anfangswer- | 23
tes darstellt, der noch Stabilitit sichert

I, Iy = (taet, ) 24

Up Up :=Ul(ty) 24

U, U =1lims, 1o U(t, + 3) 24

U, U, =limg, (U(t, +s) 24

U] [Un] := Uy = U, 24

S(tn,u,U) starke Stabilitédtskonstante 28

3. Kapitel

Vu Vu = (g;‘i)le 29

Au ANTRES <Z?:1 %)il Laplace von u 29

V-u V.u:= 23:1 g;: Divergenz von u 29

3

(u- V) (25 wge) 29

L charakteristische Lénge von (2 30

U charakteristische Geschwindigkeit der Strémung u 30

P charakteristischer Druck von p 30

Re Reynolds-Zahl 30

Hiy () Menge der Funktionen aus [H,(2)]?, die divergenzfrei | 30
sind

L4in () Abschluf} der divergenzfreien Funktionen aus [C§°(2)]* | 31
in der durch [L?(2)]* induzierten Topologie

b(u; v, w) b(u;v,w) := (((u- V)v,w)) 31




SYMBOL | BEDEUTUNG | SEITE)|
a(u,v) a(u,v) :== 30 (Vui, Vvy)) 31
Vv V= [H} Q)] 32
H H:={pe H(Q) | [,pdx =0} 32
v V.=VxH 32
4. Kapitel
lolls lollr = supe; ([0, )] 36
R kritische Reynolds-Zahl der nichtlinearen Stabilitéts- | 37
analyse
D = (Dy)} -, | Verzerrungstensor 39
Ry, kritische Reynolds-Zahl der linearisierten Stabilitéits- | 41
analyse
Cy(T,u) schwache Stabilitdtskonstante 44
K K = ||VU||L00(Q><]) 44
5. Kapitel
(0) F(0) = ((1.0)) I
A(u, 1, 0) Trilinearform 48
Ty Familie von Zerlegungen 49
Q finites Element 49
hi Durchmesser des finiten Elementes ) 49
Vh ‘:/h .=V, x Hj, stiickweise polynomialer Unterraum von | 49
V
L(u, u; 0, ) Multilinearform 50
Vou-p Vo-p:= (22:1 g—;icpjf_l 50
CY(u,up) Stabilititskonstante 51
Wy wi = Ug,ra; 20 52
gnig Normalenableitung von u;, auf einer Seite S eines finiten | 54
Elements
V! Vli={veV | wvlg, ist linear, O € T},} 56
H} H} .= {q € H | qlq, ist konstant, Q; € T),} 56
v Vii=V! x H} 56
7 Z = H'Y((0,T); Hy,(Q)) 58
Alu; b, 0) Trilinearform 58
hn hn = tn—l—l - tn 99
Zn Die Menge derjenigen v € Ly((0,T'); Hyiy(€2)), die kon- | 59
stant sind auf jedem h,
w W := Ly((0,T); Hy(Q)) 59
L(u,u; 0,$,T) | Multilinearform 59
CY(T, u, up) Stabilititskonstante 60
Ly Ly := maxocn<n (1 + |log(hy) 2 63
CHT, u,up) diskrete Stabilitiitskonstante 65




Symbolverzeichnis

vi
| SYMBOL | BEDEUTUNG | SEITE)|
6. Kapitel
@ RES (802; %03) 70
T 7(t) := min(1,T — t) 71




Einleitung

Zentrales Thema dieser Diplomarbeit sind die Navier-Stokes Gleichungen

d
d—QtL—z/’Au—i—(u-V)u—ier = f inQx(0,7)
Veu = 0 in Qx (0,7)
u = 0 auf 0Q x (0,7T)
u(+,0) = wy in ).

Durch diese wird die inkompressible Stromung eines Fluids in einem Gebiet (2 be-
schrieben, das im Zeitintervall [0, T') beobachtet wird. Diese Bewegungsgleichung fiir
Newtonsche Fliissigkeiten ist eine der Grundsdulen der Hydrodynamik.
Aufgestellt wurden sie von dem franzosischen Ingenieur M.H. NAVIER im Jahre
1822. G.G. STOKES systematisierte dann 1845 die Darstellung. Seither haben sich
aufgrund ihrer Bedeutung in der Physik und den Ingenieurwissenschaften viele Ma-
thematiker hiermit beschéftigt.! Doch ist die Losbarkeitstheorie bis heute unbefrie-
digend. So ist z.B. die Frage der Eindeutigkeit einer Losung im dreidimensionalen
Fall noch offen. Auch die numerische Approximation von Losungen ist theoretisch
nicht hinreichend untermauert. Denn bislang waren nur Fehlerabschitzungen der
folgenden Art verfiigbar:?

max [[u(t) — un (8] < C*(T,w)B(h, u,p).
Dabei ist E(h,u,p) der Konsistenz- bzw. Interpolationsfehler zwischen der Losung
(u, p) und der Ndherungslosung (uy, pp). h ist ein Maf fiir die Maschengréfie in Ort
und Zeit, und C*(T,u) ist eine Stabilitdtskonstante von der Gestalt

C*(T,u) = Ce™

mit K := ||Vu| r@xr). Betrachtet man ein relevantes Zeitintervall T', so liegt TK
oft in der Groflenordnung der Reynolds-Zahl Re, die eine wichtige Kennzahl der
Gleichungen darstellt und in Anwendungen meist im Bereich von 102 bis 107 liegt?.

!Einen interessanten historischen Abrifi der Bemiihungen und Fortschritte verfafiten J. BEMEL-
MANS, S. HILDEBRANDT und W. voN WAHL [BHvW90].

2Vgl. C. JOoHNSON, R. RANNACHER, M. BoMAN [JRB95], Abschnitt 2.3.

3Vgl. C. JOHNSON, R. RANNACHER, M. BoMAN [JRB95], Abschnitt 2.1.



2 Einleitung

Hierdurch wird ersichtlich, dafl die bisherigen Fehlerabschitzungen aufgrund der
Grofle von C*(T,u) praktisch bedeutungslos sind.

C. JoHNSON und R. RANNACHER entwickelten nun ein Konzept von a-posteriori Ab-
schdtzungen, dessen Idee auf scharfen Stabilitdtsabschéitzungen eines zugeordneten
dualen Problems beruht. Hiermit konnte in einer Modellstrémung die Stabilitéts-
konstante auf die Groflenordnung O(Re) reduziert werden. (Siehe dazu Kapitel 6.)
Die vorliegende Arbeit greift dieses Konzept auf und zeigt a-posteriori Fehlerab-
schédtzungen fiir das stationére und das instationére semidiskretisierte Navier-Stokes
Problem. Auflerdem beschéftigt sie sich in einem Kapitel iiber hydrodynamische Sta-
bilitdt mit der Frage, welche Stromungen iiberhaupt zuverléssig berechenbar sind.
Um das Vorgehen transparenter zu gestalten, wird die Darstellung in den Kontext
dynamischer Systeme eingebettet.

Im Einzelnen ergibt sich damit folgender Aufbau: In Kapitel 1 werden kurz die
bendtigten Definitionen und Notationen eingefiihrt. Dies sind insbesondere Defini-
tionen verschiedener Funktionenraume und ein kurzer Abrif} iiber dynamische Syste-
me. Das zweite Kapitel dient der Motivation und zeigt exemplarisch das Vorgehen
anhand gewohnlicher Differentialgleichungen auf. Thema des dritten Kapitels sind
die Navier-Stokes Gleichungen. Hier werden Variationsformulierungen der Gleichun-
gen hergeleitet und ihre Losbarkeitseigenschaften diskutiert. Dem weiten Feld der
hydrodynamischen Stabilitit ist das vierte Kapitel gewidmet. Es soll einen Uberblick
der verschiedenen Konzepte, ihrer Verbindungen und ihrer Grenzen geben. In die-
sem Kontext ist dabei vor allem die Frage interessant, welche Strémungen {iberhaupt
berechenbar sind. Dazu ist es erforderlich, die verschiedenen Stabilititsbegriffe kri-
tisch zu hinterfragen. Das fiinfte Kapitel beschiftigt sich mit Fehlerabschétzungen
fiir Galerkin-Verfahren. Den Schwerpunkt bilden hier die schon oben genannten a-
posteriori Abschétzungen fiir das Navier-Stokes Problem. Um die Generalitét dieser
Methode von R. RANNACHER und C. JOHNSON zu demonstrieren, wird auch eine
a-priori Abschétzung des semidiskretisierten instationdren Navier-Stokes Problems
gezeigt. Anhand einer Modellstromung wird dann im sechsten Kapitel der Nutzen
dieser neuen Methode dargestellt. Abschliefend werden die Ergebnisse zusammen-
gefafit, und es wird versucht, einen Ausblick zu geben.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Funktionenridume

In diesem Abschnitt werde ich die fiir die Arbeit benétigten Funktionenrdume ein-
fiihren. Dies sind insbesondere verschiedene Sobolev-Ridume. Es hat sich gezeigt,
dal Sobolev-Riume geeignete Ldsungsrdume fiir partielle Differentialgleichungen
darstellen. Es wird von mir ein Uberblick iiber die hier relevanten Eigenschaften
dieser Rdume zusammengestellt. Auf die Beweise dieser Aussagen wird bewuf}t ver-
zichtet, da man sie in fast allen Standardwerken der Funktionalanalysis findet. Der
Vollstédndigkeit zuliebe verweise ich aber bei den Aussagen auf geeignete Literatur.

1.1.1 RAume stetig differenzierbarer Funktionen

Die Darstellung beginnt mit dem R", der mit dem euklidischen Skalarprodukt ver-
sehen wird:

Satz 1.1 Definiert man auf dem R" das Skalarprodukt
n
Ty = inyi, Vo = (z1,...,2.)" v := (Y1, .., yn)" € R",
i=1

so ist der R™ ein Hilbert-Raum mit der Norm

x| =z -, Vr e R".

Auf einer beliebigen offenen, beschrinkten Teilmenge 2 C R"™ werden nun die
Réume stetiger bzw. klassisch differenzierbarer Funktionen eingefiihrt. Doch zuerst
wird die sehr praktische Notation mit Hilfe von Multiindizies beschrieben.

Definition 1.1 FEin Multiindex ist ein Vektor « := (a1, ..., ay), dessen Eintrdge
a;, 1 =1,...,n aus nichtnegativen ganzen Zahlen bestehen.

o |a|:=>""  «a; nennt man die Lénge des Multiindex «.



4 Grundlagen

o Fliir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion ¢ : Q0 — R benutzt man
fiir x € Q die Notation:

ol
D%p(x) : ‘

= a T ggan ) ol 2 1, DO Dp(x) = p(x).
1 n

Hiermit ergeben sich nun folgende Definitionen:

Definition 1.2 Sei 2 C R" beschrdnkt und offen.
(i) Die Menge der stetigen Funktionen auf Q ist gegeben durch

C(Q) :={¢:Q — R| ¢ ist stetig}.
(i1) Die Menge der m-fach auf € stetig differenzierbaren Funktionen ist
C™"Q) ={¢p:Q— R| D@ e C(Q),Va: |a| < m}.

(iii) C™(Q) ist die Menge aller Funktionen aus C™(SY), deren Ableitungen sich stetig
auf den Rand fortsetzen lassen.
(iv) C§°(Qy) ist die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kom-

paktem Trdger. Qy ist dabei ein beliebiges, im Allgemeinen nicht beschrinktes Gebiet
mm R™.

Es gilt nun folgendes Vollstéindigkeitsresultat:

Satz 1.2 C™(Q) ist mit der Norm

[0l gm(ay := sup sup [D*p(z)]
lal<m ¢e

fiir alle m € Ny ein Banach-Raum.

Beweis: Vgl. HW. ALt [Alt92], Lemma 1.8.

Um den Begriff der Randglditte einfithren zu konnen, ist es erforderlich, Hdlder-
Rdume zu definieren, die wiederum eine grofle Rolle in der Schauderschen Theorie
der Differentialgleichungen spielen.

Definition 1.3 Seien 0 < A < 1 und m € Ny. Dann ist der Hélder-Raum C™*(Q)

die Teilmenge von C™(Y), fir deren Elemente gilt:

D%p(z) — D*p(y
[ loms = lglom + 3 sup ZZEDZDIWI oo g
lal=m "5 z =y

Auch hier gilt:

Satz 1.3 Mit der in (1.1) definierten Norm ist der Hélder-Raum C™*(Q) ein Ba-
nach-Raum.
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Beweis: Vgl. HW. Art [Alt92], Lemma 1.8.

Die Randglitte des Randes 092 := Q\Q wird wie folgt beschrieben:

Definition 1.4 FEin beschrdnktes Gebiet ) gehirt zur Klasse C™* mit m € Ny und
0 <s <1, falls es zu jedem Punkt xo € 02 eine Umgebung U = U(xy) um xq gibt,
so dafl eine bijektive Abbildung v : U — D C R™ existiert mit den Eigenschaften:
(i) Y(UNQ) C RY; (i) Y(UNAQ) C OR™; (iii) p € C™(U) und (w) =" €
C™*(D).

Speziell heifit ein zur Klasse C%' gehérendes Gebiet Lipschitz-stetig.

1.1.2 Lebesgue-Riume

Als néchstes werden Eigenschaften iiber Lebesgue-Riume zusammengestellt. Dazu
versehen wir den R™ mit dem Lebesgue-Maf} u. Falls 2 C R™ eine mefibare Punkt-
menge ist, so bezeichnet man zwei mefibare Funktionen f, g : 2 — R als dquivalent,
falls f = ¢ f.ii. (fast iiberall) in Q gilt, d.h. nur auf einer Lebesgue-Nullmenge ist
f # g¢. Die dquivalenten Funktionen werden nun zu Aquivalenzklassen zusammen-
gefafit:

Definition 1.5 Sei 2 C R" eine mefbare Menge und sei 1 < p < co.
(i) Man definiert LP(Q) als die Menge aller Aquivalenzklassen mefbarer Funktionen
f:Q — R mit der Figenschaft

11l zree) = (/Q |f(:c)|”d:1:>% < 0. (1.2)

(ii) L=(Q) ist die Menge der Aquivalenzklassen wesentlich beschrinkter mefbarer
Funktionen f: Q — R, d.h.

[/l (@) := ess sup |f(z)] = inf  sup f(x)] < o0. (1.3)
z€Q u(N)=o TEQ\N

Beziiglich der Vollstandigkeit dieser Rdume 1483t sich feststellen:

Satz 1.4 Sei 2 C R" eine mefbare Menge. Dann gilt:
(i) Mit der Norm (1.2) ist LP(Q2) mit 1 < p < oo ein Banach-Raum.
(i1) L*>°(Q2) ist mit der Norm (1.3) ein Banach-Raum.

Beweis: Vgl. HW. Art [Alt92], Satz 1.14 bzw. Lemma 1.11.

Wie man sofort durch Nachpriifen der Axiome sieht, gilt speziell:

Satz 1.5 Der L?(Q) ist mit dem Skalarprodukt

(f. ) = /Q fodr, f.g€ Lo(Q)

ein Hilbert- Raum.
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1.1.3 Sobolev-Riume

Sobolev-Rdume sind spezielle Lebesgue-Riume. Fiir die Elemente dieser Rdume wer-
den in geeigneter Weise Ableitungen definiert. Um aber verallgemeinerte Ableitun-
gen definieren zu konnen, benotigen wir noch den Raum der lokal integrierbaren
Funktionen:

Definition 1.6 Auf einem meflbaren Gebiet Q definieren wir den Raum der lokal
Lebesgue-integrierbaren Funktionen durch

L, (Q) = {f : Q — R meBbar : /A |f(z)|dx < 00, VA CC Q} : (1.4)

Dabei bedeutet A CC 2, dafi A kompakt ist und A C Q gilt.

Definition 1.7 f, € L},.(Q) wird verallgemeinerte Ableitung D% von g € L},.(Q)
genannt, falls

[ fupde = (=1)°! [ gDopds, Vo€ cr@ (1.5
Q Q

gilt, wobei v ein Multiindex ist. Man schreibt D®g := f,.

Wie man der klassischen Regel der partiellen Integration entnimmt, stimmen die
klassischen und die verallgemeinerten Ableitungen iiberein, falls die klassischen Ab-
leitungen existieren. Die Funktionenrdume mit verallgemeinerten Ableitungen wer-
den nun als Sobolev-Rdaume bezeichnet. Im Folgenden sei 2 C R™ immer eine Le-
besgue-mefibare Menge.

Definition 1.8 Der Sobolev-Raum W#*?(Q) mit 1 < p < oo und k € Ny wird
definiert durch

Wk? .= [y e LP(Q): 3 D € LP(Q),Va : |a| < k}.

Satz 1.6 (i) Fiir 1 < p < oo ist der Sobolev-Raum W*?(Q) ein Banach-Raum mit
der Norm

lullwis = | 2 1D°ull, 0
la|<k

(ii) Wk=°(Q) ist ein Banach-Raum mit der Norm

[ullwroe oy = Z 1D ul| < (@)

la|<k
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Beweis: Vgl. HW. At [Alt92], Abschnitt 1.15.

Von besonderer Bedeutung bei der Behandlung partieller Differentialgleichungen
sind auch folgende Raume:

Definition 1.9 W*(Q) ist definiert als der Abschluff der Menge C°(Q) in der
Norm || - |[wra()-

Da nun der Wg?(Q) ein abgeschlossener Unterraum von WP(Q) ist, gilt:

Satz 1.7 Der Raum Wy*(Q) ist fiir 1 < p Banach-Raum mit der Norm || - | whr(a)-

Speziell ausgezeichnet sind die Riaume Wg?(Q) und W#?2(Q). Denn wie man sofort
sieht, ist es moglich, hierauf ein Skalarprodukt zu definieren. Hierfiir sind auch die
Bezeichnungen HE(Q) := WE?(Q) und H*(Q) := W*2(Q) fiir alle k € N, gebriiuch-
lich.

Satz 1.8 Die Riume H}(Q) und H*(Q) sind Hilbert-Réiume mit den Skalarproduk-
ten

(u, v) gr(q) = Z /D“uD“vdm baw.  (u,v) gy ) = Z/D“uDo‘vd:r.
0 0

0<al<k jal=1

Natiirlich mochte man die verschiedenen Sobolev-Raume in Relation zueinander
setzen konnen. Dies wird durch die bekannten Sobolev-Einbettungssdtze erreicht.
Wir beschrinken uns dabei auf den Fall Lipschitz-stetiger Gebiete. Fiir die meisten
Aussagen ist aber schon die Kegel-FEigenschaft des Gebietes ausreichend.

Satz 1.9 Seien Q C R"™ eine Lebesque-mefsbare, beschrinkte Menge mit Lipschitz-
stetigem Rand, 1 < p < oo und k € Nj.

o Firkp <n gilt W(Q) — LU(Q) fir alle q € [1; nkp

o Fir kp=mn gilt WH(Q) — LU(Q) fir alle 1 < q < cc.

o Fiir kp > n gilt WkP(Q) — C(Q) , wobei ggf. u € WFP(Q) auf einer Null-
menge abgedndert wird.

Beweis: Vgl. R.A. ApAMS [AdaT75], Theorem 5.4 in Verbindung mit Theorem 2.8.

In den Gleichungen der Strémungsmechanik entstehen nun vektorwertige Funktio-
nen. Deshalb ist es erforderlich, die Sobolev-Ridume entsprechend zu erweitern. Fiir
unsere Zwecke ist es niitzlich, die Riume [H](Q2)]" und [L?*(2)]" zu betrachten.



8 Grundlagen

Satz 1.10 (i) [H(Q)]" ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

ou; avl | "
(. 0o Z / S gdn, wv e (H@)

i,j=1

Fiir die Norm benutzen wir die Notation [v|10 = /(v, V) q)n-
(11) [L2()]™ ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

- / S uidr, v e L))"
€ =1

Die Norm ||ul|iz,)n := +/((u, w)) wird einfach durch ||u|| := ||ul|[z,(q)» bezeichnet.

Sobolev-Réume héherer Ordnung [H*(Q)]” mit k& € N versehen wir mit der Semi-
norm

ZZ/ "y . ue[HN QP

i=1 |o|=k

Ist offensichtlich iiber welches Gebiet € integriert wird, so schreibt man |u|g o auch
einfach als |uly.

1.1.4 Zeitabhingige Sobolev-Riume

Betrachtet man zeitabhéngige Differentialgleichungen, so erfordert eine adiquate
Losungstheorie Rdume zeitabhéingiger Funktionen. Da die genaue Definition dieser
Réaume sehr aufwendig ist, werden hier nur die fiir diese Arbeit notigen Definitionen
eingefiihrt. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man bei E. ZEIDLER [Zei90] oder
bei H. GAJEWSKI, K. GROGER, K. ZACHARIAS [GGZT4].

Sei nun in diesem Abschnitt X immer ein reflexiver, separabler Banach-Raum.

Definition 1.10 (i) Eine Menge X heifit separabel, falls sie eine abzihlbare dichte
Teilmenge enthdlt.
(ii) Ein Raum X heifst reflexiv, falls die kanonische Einbettung F : X — X** | die
definiert ist durch

(Bu)(f) = f(u), weX feX',

surjektiv ist. Durch X** wird der Bidualraum bezeichnet.

Beginnen wollen wir die Diskussion mit den stetig differenzierbaren Vektorfunktionen
0 :[0,T] > X mit 0 < T < o0.



1.1 Funktionenridume 9

Definition 1.11 ¢ : [0,7] — X st differenzierbar, falls fir alle ty € [0,T] ein
o(tg) € X existiert, so daff

ollo + ti — o) _ ¢(to)|| =0

X

lim
t—0
to+te[0,T]

gilt. Man schreibt ¢'(t) := ¢(t),Vt € [0,T].

Definiert man induktiv héhere Ableitungen, so erhéilt man:

Definition 1.12 C™([0,T); X) ist die Menge aller stetigen Funktionen ¢ :[0,T] —
X mit stetigen, auf den Rand stetig fortsetzbaren Ableitungen bis zur Ordnung m

auf [0, T7.
Versieht man nun C™([0,T]; X) mit der Norm

m

loll = X mas I @llx, Ve € OO T ) (1.6

so gilt:

Satz 1.11 C™([0,T]; X) ist mit der Norm (1.6) ein Banachraum.
Beweis: Vgl. E. ZEIDLER [Zei90], Proposition 23.2.

Als néchstes betrachten wir Lebesque-integrierbare Vektorfunktionen:

Definition 1.13 Fiir 1 < p < oo besteht LP((0,T); X) aus allen Aquivalenzklassen
mefbarer Funktionen ¢ : (0,T) — X, fir die

T P
[ ( / ||¢<t>||§(dt) (.7

endlich ist.

Satz 1.12 Mit der Norm (1.7) ist L*((0,T); X) ein Banach-Raum.
Beweis: Vgl. E. ZEIDLER [Zei90], Proposition 23.2.

Analog gilt auch fiir den Fall p = oc:

Definition 1.14 Fiir p = oo definiert man L®((0,T); X) als die Menge aller A qui-
valenzklassen mefbarer Funktionen ¢ : (0,T) — X, fir die

¢l oo o,y x) = ess sup [[o(t)][x < oo (1.8)
o<t<T

qgilt.
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Satz 1.13 Mit der Norm (1.8) ist L*((0,T); X) ein Banach-Raum.

Beweis: Vgl. H. GAJEWsKI, K. GROGER, K. ZACHARIAS [GGZT74], Kap. IV, Satz
1.12.

Eine verallgemeinerte Ableitung beziiglich der Zeit ergibt sich jetzt fiir eine beliebige
Funktion L?((0,T); X) fast analog wie im rdumlichen Fall:

Definition 1.15 v’ € L*((0,7); X*) heifit verallgemeinerte Ableitung von u €
L2((0,T); X), falls gilt:

/Oqﬁ’(t)u(t)dt:(—l)/o SO (d, Yo e CR(0,T).

X* ist dabei der Dualraum zu X.

Allerdings ist zu beachten, dafl das oben auftretende Integral ein Bochner-Integral
ist, dessen prizise Einfiihrung hier aus Platzgriinden nicht gegeben werden kann.!
Doch 148t sich so folgender Sobolev-Raum definieren:

Definition 1.16 H'((0,T); X) ist gegeben durch
HY((0,T); X) = {u e L*((0,T); X), u' € L*(0,T); X")}.
Auch hier gilt das Vollstandigkeitsresultat:
Satz 1.14 H'((0,7); X) ist ein Banach-Raum mit der Norm
[l o)) = llullzqo,myxy + 111l 2go,mysx)-

Beweis: Vgl. H. GAJEWsKI, K. GROGER, K. ZACHARIAS [GGZT74], Kap. IV, Satz
1.16.

Ebenfalls interessant ist folgende Dichteeigenschaft:

Satz 1.15 Die Menge C'((0,T); X)N H'((0,T); X) liegt dicht in H'((0,T); X).

Beweis: Vgl. H. GAJEWSKI, K. GROGER, K. ZACHARIAS [GGZ74], Kap. IV, Lem-
ma 1.12.

Weitere Resultate lassen sich fiir den Fall erzielen, dafl wir Evolutionstripel betrach-
ten:

Definition 1.17 Fin Evolutionstripel X ¢ H C X* wird durch folgende Merkmale
charakterisiert:

Vgl. z.B. H. GAJEWSKI, K. GROGER, K. ZACHARIAS [GGZT74], Kap. IV, Abschnitt 1.2.
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o X ist reeller, separabler und reflexiver Banach-Raum.
o H ist reeller, separabler Hilbert- Raum.

o X ist stetig und dicht in H eingebettet.
Satz 1.16 (i) Es gilt die stetige Finbettung
H'((0,T); X) C C((0,7); H),

wobei u € H'((0,T); X) eventuell auf einer Nullmenge abgeindert wird.
(ii) Fiir u,v € H'((0,T); X) und 0 < s < t < T gilt die Regel der partiellen
Integration:

(u(t), () — (u(s),v(s))u = /t<u'(7)a v(7))x + (V' (7), u(7)) xdr,

wobei (-, +)x das duale Produkt auf X ist.

Beweis: Vgl. H. GajEwskI, K. GROGER und K. ZAcHARIAS [GGZ74], Kap. IV,
Satz 1.17.

1.2 Hilfssatze

Es werden Hilfssdtze formuliert, die im Weiteren benotigt werden. Auf die Beweise
dieser Aussagen wird wieder zumeist verzichtet, da es sich um Standardargumente
der angewandten Mathematik handeln.

1.2.1 Regel der partiellen Integration

Von fundamentaler Bedeutung beim Aufstellen einer schwachen Formulierung ei-
nes Randwertproblems ist die verallgemeinerte Regel der partiellen Integration. Wir
benotigen sie in der folgenden Form.

Satz 1.17 Sei Q@ C R"™ ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand. Ist dann u €
WEP(Q) und v € WH(Q) mit ;7 + % =1undp,qg>1,s0gqilt firi=1,...,n

ou / ov /
vdr = — udx + uvy;ds, 1.9
q 0z q 0z; F5l9) (19)

wobei v; die i-te Komponente des duferen Normalenvektors v = (1)1, auf 09
darstellt.

Beweis: Vgl. HW. Arr [Alt92], A 5.9.
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1.2.2 Ungleichung von Poincaré

Sie erméglicht es uns, Normen zu finden, die zu || - || 1 (o) dquivalent sind. Aufferdem
ist sie eine der essentiellen Bausteine der Beweise zur hydrodynamischen Stabilitét.
Wir benétigen diese Ungleichung in einer Version, die ohne die Beschrénktheit des
Gebietes €2 auskommt. Ein Beweis dieser Aussage findet sich in dem Buch von P.
CoNsTANTIN und C. Foias ([CF88], Proposition 1.2).

Satz 1.18 Sei Q) C R" in mindestens eine Richtung beschrdnkt. Dann gilt
[ul <COIVull,  Yue Hy(Q). (1.10)

Hierbei ist Vu := (%)g‘:1 die tibliche Schreibweise fir den Gradientenvektor und

C () eine Konstante, die nur vom Gebiet Q abhdingt. Sie ist kleiner oder gleich dem
Durchmesser von € in der beschrdinkten Richtung.

Wie man sofort sieht, bleibt (1.10) giiltig fiir Funktionen u € [Hg(Q2)]".

1.2.3 Lemma von Gronwall

Diese niitzliche Ungleichung ist ein unentbehrliches Werkzeug in der gesamten Dif-
ferentialgleichungstheorie. Sie wird hier speziell benotigt, um eine obere Schranke
fiir eine Stabilitdtskonstante anzugeben. Aufgrund ihrer Bedeutung sei hier auch
ein kurzer Beweis dieser Ungleichung gegeben. Hierbei orientiere ich mich an A.
QUARTERONI, A. VALLI [QV94] 2.

Satz 1.19 Sei f € L'((ty,T)) eine nichtnegative Funktion und g, € C([to,T]).
Falls nun ¢ der Ungleichung

e(t) < gt)+ [ f(r)e(r)dr, Ve [t,T] (1.11)
geniigt, so gilt
t t
o0 <o)+ [ e ([ S0 ) s vl (112
Falls zusdtzlich ¢ monoton steigend ist, gilt
o(t) < gt)ep </t f(T)dT> Vet T]. (1.13)

Beweis: Mit der Hilfsfunktion R(t) = [’

7)o(7)dT gilt unter Beachtung von
to f(T)p(T)dr g g
(1.11)

%@ = f(t)p(t) < FB)g(t) + R(D)]

2Vgl. Lemma 1.4.1.
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Weiter folgt

IN
-
=
Q
=

@

"
T

|
-
N————

Integrieren iiber (o, t), ergibt

Ritess (- / firir) < /t:f(S)g(S)eXp (- /t:f(f)d7> ds,

da R(tp) = 0 ist. Hiermit und mit Voraussetzung (1.11) erhélt man die Ungleichung
(1.12):

IN

©(t)

o(0)+ () |
< )+ / Felatsren (- [ e [ frir ) ds
g(t) + f( exp</f dT)ds

Aus Vergroberung von Ungleichung (1.12) folgert man die Ungleichung (1.13). Da
g monoton steigend ist, gilt ndmlich

o) < gf0) 1+ t:f(S)eXp ([ stoyir) as].

Hieraus resultiert die Behauptung durch weiteres Abschétzen. O

IN

1.3 Dynamische Systeme

In den Naturwissenschaften werden immer mehr Phinomene in Form dynamischer
Systeme modelliert. Auch das Navier-Stokes Problem kann als dynamisches System
aufgefafit werden. Daher erscheint es sinnvoll, eine kurze Einfiihrung in die Begriffs-
welt der dynamischen Systeme zu geben. Ich hoffe, dafy dadurch der abstrakte Kern
der folgenden Kapitel deutlich wird. Die Darstellung stiitze ich auf J.N. FLAVIN, S.
RIONERO [FR96] und R. TEMAM [Tem97].

Beginnen will ich mit der Definition dynamischer Systeme.

Definition 1.18 Fin dynamisches System auf einem normierten Raum (X,| - ||)
ist eine Abbildung

V: X xXxR—X



14 Grundlagen

mit der Eigenschaft
79(190,0) :790, Vﬁg GX.

Da (1, t) nicht unbedingt fiir alle ¢ € R existiert, kann die Definition auch auf ein
Zeitintervall I C R mit 0 € I eingeschrénkt werden. Besonders hervorgehoben wird
die Verdnderung in der Zeit:

Definition 1.19 Flir ein gegebenes vy € X und ein dynamisches System ¥ wird die
Abbildung

19(790, ) = 19(790,t) e X
Flul genannt und durch 9,(9¢) bezeichnet.

Bei Stabilitdtsfragen untersucht man meist Flisse, die sich im Zeitablauf nicht
verdndern.

Definition 1.20 Gilt 94(9¢) = ¥y fiir alle t € R, so heifst der Fluf§ stationér, und
Yo wird kritischer Punkt, Fixpunkt oder Gleichgewichtspunkt genannt.

Im Kapitel iiber hydrodynamische Stabilitat werden Stabilititseigenschaften bestimm-
ter Stromungen (Fliisse des zugehorigen dynamischen Systems) untersucht. Basis
dafiir sind folgende Definitionen:

Definition 1.21 (i) Ein Fluf 9,(0) heifit stabil, falls fir alle € > 0 ein 6 > 0
existiert, so dafs gilt:

|91 — Dol <6 = |[0:(I1) — 9e(Dy)]| <€, VE€E R,.

(i1) Ein Fluf$ 9,(¥q) heifft instabil, falls er nicht stabil ist.
(11i) Ein Fluff 9,(9y) heifst asymptotisch stabil, falls er stabil und attraktiv ist. Dabei
bedeutet Attraktivitit, dafs es ein & > 0 gibt, so daf gilt:

[0 = Dol <6 = Jim [[9,(91) = 9(9o)]| = 0. (1.14)

(iv) Ein Fluf$ 9,(9y) heifit einschrinkungslos asymptotisch stabil, falls er stabil ist
und (1.14) fir alle 6 > 0 gilt.

Bemerkung 1.1 Die obigen Stabilititsdefinitionen beziehen sich nur auf Stérun-
gen der Anfangswerte. Um sie von anderen Stabilitdtskonzepten zu unterscheiden,
spricht man auch von der Stabilitdt vm Sinne von Lyapunowv.

In dieser Arbeit werden dynamische Systeme immer durch eine Differentialgleichung

dx
— = F1) (1.15)
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generiert, wobei F' : X x R — X eine Abbildung ist. Hingt F' nicht von ¢ ab, so wird
(1.15) als autonomes System bezeichnet. Das dynamische System dazu wird gebildet,
indem 9J(Jy, t) als Losung von (1.15) zum Anfangswert J(0) = 9y zum Zeitpunkt ¢
definiert wird. Allerdings ist das dynamische System nur dann wohldefiniert, wenn
die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von (1.15) garantiert und jede Losung
auf ganz R bzw. ganz [ fortsetzbar ist.

Ist X ein endlich-dimensionaler Raum, so ist (1.15) eine gewo6hnliche Differentialglei-
chung. Bei partiellen Differentialgleichungen ist X dagegen ein unendlich-dimensio-
naler Funktionenraum (z.B. H;(Q)).






Kapitel 2

Endlich-dimensionale dynamische
Systeme

Um das Vorgehen in den weiteren Kapiteln zu motivieren und eine geometrische
Vorstellung dynamischer Systeme zu vermitteln, stelle ich die Problemstellung zuerst
im endlich-dimensionalen Fall dar.

2.1 Problemstellung und Wohldefiniertheit

Als Beispiel endlich-dimensionaler dynamischer Systeme betrachten wir speziell ge-
wohnliche Differentialgleichungen. Das Anfangswertproblem lautet dann: Suche u €
CY(I,R%), so daB gilt

du
pri f(t,u), u(to) = uy. (2.1)

Dabei ist 1y € R? ein Anfangswert, I := [ty — ¢, to + ¢], ¢ > 0 ein Zeitintervall und
f(t, ) : RY — R? ein Vektorfeld fiir alle ¢ € 1.

Um die Wohldefiniertheit des zugehorigen dynamischen Systems zu gewihrleisten,
wird zusétzlich die Lipschitz-Stetigkeit des Vektorfeldes f unterstellt, d. h. es gibt
ein L > 0 mit

‘f(t,fﬁ)—f(t,y”SL‘fE—yL VtEIa VSE,yGRd. (22)

Auflerdem erfordert die Definition dynamischer Systeme, dafy ¢, = 0 gilt. Doch diese
Forderung wiirde in diesem Kontext eine unnétige Einschrinkung darstellen.

Denn auch so ldft sich auf die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (2.1)
mit Hilfe des Fizpunktsatzes von Banach schlieflen:

Lemma 2.1 (Fixpunktsatz von Banach)
Sei (X, - |lx) ein Banach-Raum. Gilt fir einen Operator T : M C X — M die
Figenschaft der Kontraktivitét

IT(21) = T(22)l|x < Kz —22fx,  Voy,2p€ M
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mit 0 < K < 1, so existiert genau ein x € M mit T(x) = x.

Beweis: Vgl. E. ZEIDLER [Zei86], Abschnitt 1.1.

Es ergibt sich:

Satz 2.1 (Picard-Lindelsf)!
Gilt (2.2) auf einem Intervall I = [ty — ¢, 1o+ c|, so existiert eine eindeutige Lisung
u € CHI, R?) von (2.1).

Beweis: Durch Integrieren von (2.1) erhilt man folgende dquivalente Integralglei-
chung in Fixpunktform:

u(t) = ug + tf(T,u(T))dT, vVt e I.

to

N J/

=T (u)

Betrachtet wird dazu der Raum X := [C(I)]¢ mit der Norm

lu||x = sup |u(t)]|, Vue X,
tel

der, wie aus Satz 1.2 folgt, vollstéindig ist. Definiert man eine modifizierte Norm auf
X durch

][] x := sup [e”HEly ()|, Vu e X,
tel

so ersieht man aus der Norméquivalenz

e lullx < lulllx < [lullx.

daB (X, ||| - |||x) ebenfalls ein Banach-Raum ist. Offensichtlich ist der Operator T :
X — X eine Selbstabbildung. Setzt man 0.B.d.A. t; = 0 und benutzt die Lipschitz-
Stetigkeit (2.2) sowie die Definitionen der Normen || - ||x und ||| - |||x, so folgt die

'Vgl. E. ZEIDLER [Zei86], Abschnitt 3.3.
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Kontraktivitat aus

17() = Talllx < sup| [ (7(rn(r) = £ walrldre

tel
t
< sup/ Lluy (1) — uy(7)|dre H
tel Jo
¢
< sup/ Le™! (e_L‘T‘\ul(T) — u(7)]) dre="
tel Jo
t
< sup/ Lel™|||uy — us||| xdre LI
tel Jo
¢
< <sup/ LeL(T_t)dT> lur — usl|| x
tel Jo

< (1= e M) [lur = wolllx.
1
<

Dann ergibt sich aus dem Fixpunktsatz von Banach die Existenz und Eindeutigkeit
eines u € X mit

T(u) = u.

Hieraus folgt die Behauptung. a
Man kann auflerdem auf endlichen Zeitintervallen die stetige Abhéngigkeit der Losun-
gen von den Anfangswerten zeigen.? Beachtet man aber die modifizierte Norm ||| - |||
in (2.1), so erkennt man, daf} die Losungstrajektorien exponentiell auseinanderdrif-
ten konnen. Daran wird die potentielle Dynamik des Modells deutlich.

dx

Betrachtet man z.B. die Aufgabe 77 = x, so gilt fiir die Differenz zweier Losungen
2

zy und 3 zu den Anfangswerten z(0) = 2! und z5(0) =

z1(t) — 2o(t) = (z' —2%)e', t>0.

2.2 Stabilitét

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es eine sehr umfassende, im Allgemei-
nen befriedigende Stabilitédtstheorie. Kern dieser Theorie sind die folgenden beiden
Ansétze.

Der eine ist der beriihmte Linearisierungssatz von Lyapunov. Danach ist es moglich,
Stabilitétseigenschaften kritischer Punkte eines nichtlinearen Systems mit Hilfe des
Losungsverhaltens des zugehdrigen linearisierten Systems zu charakterisieren.

Satz 2.2 Sei ein Problem der Form
dx(t
% = f(x(t)), vVt > o, x(to) = Xy (23)

2Vgl. E. ZEIDLER [Zei86], Korollar 3.9.
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mit f € CY(RY, R?) gegeben. Ein kritischer Punkt ug des Systems (2.3) ist asympto-
tisch stabil, falls die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrixz f'(ug) negativ sind.
Hat ein Figenwert einen positiven Realteil, so ist ug instabil.

Beweis: Vgl. H. AMANN [Ama83], Theorem 15.6.

Dariiber hinaus kann man aus der Struktur der Lésungstrajektorien des linearisier-
ten Systems Riickschliisse auf die Struktur des originalen Systems in einer Umgebung
des kritischen Punktes ziehen:

Satz 2.3 (Hartmann-Grobmann)

Sei f: R* — R® differenzierbar mit einem hyperbolischem Fixpunkt ug, d.h. alle
Figenwerte von f'(ug) haben einen Realteil ungleich 0, und es gilt f(uy) = 0. Dann
existieren eine Nullumgebung U, eine Umgebung V' von uy und ein Homdéomorphis-
mus h : U — V', der die Trajektorien der linearen Gleichung d”;gt) = f'(ug)x(t) in die
Trajektorien der nichtlinearen Gleichung (2.3) unter Erhaltung des Richtungssinns

tberfiihrt.

Beweis: Vgl. H. AMANN [Ama83], Theorem 19.9.

Daneben ist auch Lyapunovs direkte Methode als hinreichendes Kriterium fiir Sta-
bilitét niitzlich.

Satz 2.4 Sei ug ein kritischer Punkt des Systems (2.3), und V : W — R sei eine
differenzierbare Funktion auf einer Umgebung W von ug. Gilt

(Z) V(Uo) = U, V(ZE) > 0, Vi € W\{Uo},

(i) V(z) :== grad V(z) - f(z) <0, Yo € W\ {ug},

dann ist ug stabil. Gilt aufSerdem noch

(iii) V(x) < 0, Yo € W\ {ug},

so st ug asymptotisch stabil.

Beweis: Vgl. M.W. HIrRscCH, S. SMALE [HS74], Abschnitt 9.3.

Leider gibt es keine einheitliche Methode zur Bestimmung der Lyapunov Funktion
V. Aber oft fiihrt die Wahl V (z) := |z|* zum Ziel.

2.3 Beispiele

Vorgestellt werden zwei Beispiele. Das eine sind die Lorenz-Gleichungen. Sie sollen
demonstrieren, wie kompliziert die Gestalt dynamischer Systeme schon im endlich-
dimensionalen Fall sein kann.

Das zweite Beispiel ist interessant, da es die Grenzen der linearisierten Stabilitéts-
analyse aufzeigt.
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3D-Darstellung Projektion auf die xy-Ebene

Abbildung 2.1: Trajektorie der Lorenz-Gleichungen zum Anfangswert (0.1, 0.1, 0.05)
fiir t < 30

2.3.1 Die Lorenz-Gleichungen

1963 stellte der Meterologe und Mathematiker E.N. LORENZ [Lor63] ein System von
drei Differentialgleichungen vor. Sie entstehen aus einer 3-Moden Galerkin Appro-
ximation der Oberbeck-Boussinesq Gleichungen, die eine zweidimensionale Bénard-
Konvektion zwischen zwei senkrecht zum Schwerefeld liegenden Platten unterschied-
licher Temperatur widerspiegeln. Die Gleichungen lauten

d

d_j = o(y—1)

d

d—‘z = pr—y—22 (2.4)
d

d—i = —fBz+ xy.

Trotz der einfachen algebraischen Struktur (polynomial) des Modells, zeigen die
Losungstrajektorien ein sehr komplexes Verhalten. Dadurch wurde das Modell zum
vielzitierten Paradebeispiel der Chaos-Theorie. E.N. LORENZ versuchte damit zu
erkldren, warum Wettervorhersagen nur fiir wenige Tage zuverldssig sein konnen.
Einen Eindruck der Komplexitit gewinnt man aus den Darstellungen. Dabei wur-
den die Parameter mit den Standardwerten o = 10, § = % und p = 28 spezifiziert.
Aus den Abbildungen 2.1 und 2.2 ersieht man, dafl das Verhalten zweier Losun-
gen mit leicht unterschiedlichen Anfangswerten extrem verschieden sein kann, denn
die Abbildung 2.2 stellt den Abstand der Nullésung von derjenigen mit Anfangs-
wert (0.1,0.1,0.05) dar.? Dies zeigt, daf§ die numerische Approximation derartiger
Losungstrajektorien duflerst sensibel gegeniiber Storungen ist. Es ist deswegen zu
erwarten, daf} eine zuverlassige Approximation nur fiir kleine Zeitintervalle moglich
ist.

3Die Abbildungen wurden mit MATHEMATICA erstellt.
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Abbildung 2.2: Norm der Trajektorie zum Anfangswert (0.1,0.1,0.05) fiir ¢ < 30

Doch diese Eigenschaften liegen an der Oberfliche. Betreffs einer tiefen Analyse
dieser Gleichungen sei auf C. SPARROW [Spa82] verwiesen.

2.3.2 Ein Modell von Trefethen

Dieses Beispiel ist der Arbeit von L.N. TREFETHEN et al. [TTR92]* entnommen. Be-
arbeitet wurde es neben anderen Beispielen auch von E. EMMRICH [Emm94]°. Das
Modell ist im Kontext der hydrodynamischen Stabilitdt von theoretischem Interesse.
J.S. BAGGETT und L.N. TREFETHEN [BT97] geben einen Uberblick iiber derartige
Modelle gewohnlicher Differentialgleichungen und zeigen, dafl alle bisher bekannten
Modelle dhnlich sind und sich auf die unten angegebene Gestalt transformieren las-
sen. Somit erscheint es ausreichend, anhand dieses einen charakteristischen Beispiels
das auftretende Phénomen zu studieren.

Untersucht wird folgendes Problem: Gesucht ist ein u : R, — R?, so daf gilt:

d
d—qz = Au+ |lul|Bu,  u(0) = up. (2.5)

Die Matrizen A und B sind gegeben durch

-1 R 0 —1
A:<O _2> und B:<1 0).

R ist dabei eine Konstante, die die Reynolds-Zahl symbolisiert. Die Reynolds-Zahl
ist eine wichtige Kennzahl der Navier-Stokes Gleichungen. Linearisiert man die Dif-
ferentialgleichung (2.5) um den Fixpunkt (stationdre Losung) u(t) = 0, so erhilt

4Vgl. Kapitel 2.
>Vgl. Beispiel 3.1.
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man das lineare System:

dy
i Ag, ©(0) = ¢o- (2.6)

Uber das linearisierte System (2.6) liBt sich folgendes aussagen:

Lemma 2.2 (i) Die Matriz A besitzt die Eigenwerte \y = —1 und Ay = —2 mit den
Eigenvektoren vy = (1,0)" und vy = (1, —R™1)*.
(ii) Sei ug := (v, B)'. Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.6) die Lisung

() = < (a+ RB)e™" — RBe ) _

(i1i) Fiir die Lisung ¢ gilt, daf8 die erste Komponente o1 in t* = log (;f‘gﬂ> fiir
a+ RB > 0,8 >0 ein Maximum annimmt in Hohe von

R 2
- gy (25

Der Betrag der 2. Komponente |ps| dagegen fillt streng monoton gegen 0. Fiirt — oo
strebt ||¢|| exponentiell gegen 0.

Wendet man nun den Linearisierungssatz von Lyapunov (Satz 2.2) aus dem letz-
ten Abschnitt an, so bedeutet dies, daf} fiir hinreichend kleine Anfangswerte ug die
Losung u aus (2.5) fiir £ — oc gegen den Fixpunkt 0 konvergiert, da die Eigenwerte
der linearisierten Gleichung (2.6) negativ sind. L.N. TREFETHEN et al. wihlen nun
spezielle Anfangswerte der Form ug = (0, 3)! und untersuchen, ab welcher Grofie von
||uo|| Instabilitiit eintritt. Sie nennen diesen Wert € kritischen Wert. Hierbei variieren
sie den Parameter R. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 2.1 zusammengestellt.

Parameter | max. lin. Wachstumsfaktor | kritischer Wert

R M € M?e
12.5 3.18 0.43 433
25 6.28 0.0105 414
50 12.5 0.0026 .406
100 25.0 0.00065 .406

Tabelle 2.1: Zusammenhang zwischen dem maximalen linearen Wachstumsfaktor M
und dem kritischen Wert € bei Variation von R

L.N. TREFETHEN et al. stellten fest, dafl zwischen dem kritischen Wert und dem
maximalen relativen Anwachsen M := sup,., H‘fu(ﬂ‘” der Losung des linearisierten
Problems ein Zusammenhang besteht. Wie man der letzten Spalte der Tabelle ent-
nimmt, liegt der kritische Wert € in der Grofienordnung O(M~?). Und da der ma-

ximale Wachstumsfaktor M nach dem letzten Lemma mit der Konstante R steigt,
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ersiecht man, dafl fiir grole R das Prinzip der linearisierten Stabilitit versagt, da
schon kleine, in der Natur unvermeidlich auftretende Stérungen durch das Wechsel-
spiel des linearen Anstiegs mit dem nichtlinearen Term zu Instabilitéit fiihren.

Dies zeigt, dafl man sich verstirkt quantitativen Abschitzungen des linearisierten
und des nichtlinearen Systems zuwenden mufl.

2.4 Eine a-posteriori Fehlerabschitzung fiir das
dG(0)-Verfahren

Besonders klar wird die Struktur der a-posteriori Fehlerabschiatzungen, fiihrt man
sie am Fall gewohnlicher Differentialgleichungen vor. Entnommen ist die folgende
Darstellung dem Artikel von C. JOHNSON [Joh95]. Die Struktur des Beweises beruht
auf vier Punkten:

e Reprisentation des Fehlers durch ein zugeordnetes linearisiertes, duales Pro-
blem,

e Eigenschaft der Galerkin-Orthogonalitét,
e Interpolationsfehlerabschéitzungen fiir das duale Problem und
e Stabilitdtsabschédtzungen fiir das stetige duale Problem.

Gelost werden soll folgendes System nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichun-
gen: Gesucht wird ein u : R, — RY, so daf gilt

d—u—i—f(t,u) = 0

dt
u(0) = uy, (2.7)

wobei f(t,+) : R? — R fiir alle ¢ > 0 ein differenzierbares Vektorfeld ist.
Approximiert werden soll die Losung mit dem discontinous-Galerkin Verfahren mit
stiickweise konstanten Ansatzfunktionen, kurz dG(0)-Verfahren genannt. Eine sys-
tematische Einfiihrung geben die Biicher von C. GROSSMANN, H.-G. Roos [GR94]°
oder A. QUARTERONI, A. VALLI [QV94]".
Zunéchst werden einige niitzliche Notationen eingefiihrt. Sei dazu 0 = t; < #; <
to < ...eine Zerlegung des Zeitintervalls (0, 00) und h,, := t,, —t, ; die Schrittweite
des Intervalls I,, := (¢, 1,t,). Ferner sei W) der Raum der stiickweise konstanten
Funktionen auf I, mit Werten im R? Da Unstetigkeiten an den Intervallenden ¢,
erlaubt sind, sind folgende Definitionen sinnvoll :

Uf:= lim U(t, +s), U, := lim U(t,+s), [U,)]:=Ur-U, .

s—+40 s——0

6Vgl. Abschnitt 6.3.3.
"Vgl. Abschnitt 12.3 fiir stabilisierte Probleme.
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Definieren wir noch zusétzlich Py(I,) als Menge der konstanten Funktionen auf I,,,
U, = Ul;, und die Anfangsbedingung Uy := Uy := uyg, so lafit sich das dG(0)-
Verfahren wie folgt darstellen: Finde U € Wy, so daB fiir alle v € [Py(I,)]",n =
1,2,... gilt:

/1 @—g +/(t, U)) codt + [Up ] v = 0. (2.8)

Fiir den Beweis sind noch Interpolationsfehlerabschétzungen erforderlich. Vorberei-
tend wird bewiesen:

Lemma 2.3 Sei ¢ € C'((a,b), RY) mit der Eigenschaft

gegeben. Dann gilt fiir alle t € (a,b)
b
d
) < \/&/ |d—f|d7. (2.9)

Beweis: Sei zunichst d = 1 und ¢t € (a,b) beliebig vorgegeben. Aulerdem sei o.
E. ¢(t) > 0 angenommen. Aufgrund von fab ¢(r)dr = 0 gibt es ein y € (a,b) mit
#(y) < 0. Nutzt man jetzt den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

o)~ 906 = [ % iryar

so ergibt sich

d¢
dt

<

Damit ist die Behauptung im eindimensionalen Fall gezeigt. Der Fall d > 1 wird
auf diesen Fall zuriickgefiihrt. Hilfreich dabei ist die Norméquivalenz im R? gegeben
durch

27| dr.

d
Zl@\z\w Zm VE = (&.... L) € RY (2.10)
i=1

Denn definiert man e; := (e;;)7_, € R mit e;; = d;;, so ersieht man die linke Seite
aus

d d =l d
€l = ‘Zfieﬂ < Z \&ﬂgxé Z &l
i=1 i=1 i=1
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d;; ist dabei das Kronecker-Symbol. Die rechte Seite ergibt sich aus der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz

d
doulgl= (1 D) (6 & &) < V)
i=1

Daraus folgt die Behauptung

d
Ol <> 1)
i=1

d¢z

g/:\/&%(f) dr

Hieraus ergibt sich leicht:

Lemma 2.4 Sei ¢ : R — R differenzierbar. Definiert man mpp € Wy, durch die
Mittelwerteigenschaft

/ (p — mp)dt = 0, n € N, (2.11)
In
so gilt
sup | — mpp| < \/_/ |— \dt (2.12)
tely,
und
+ dyp
(= mre)y 4| <V [ = ldt, (2.13)
1, dt
wobei | - | die euklidische Norm im RY ist.

Die erste Ungleichung ergibt sich aus dem vorherigen Lemma, indem man ¢ :=
p — mpp setzt. Die zweite Ungleichung folgt sofort aus der ersten. Damit 148t sich
der entscheidende Satz dieses Abschnitts beweisen.

Satz 2.5 Ist u die Lisung des Problems (2.7) und U die Lisung der dg(0)- Methode
(2.8), so gilt fir N =1,2,...

[u(ty) = Un| < S(ty,u,U)Vd max (|Uy = Una| + hall £ Uln) - (2:14)

Dabei ist S(ty, u,U) eine noch zu definierende Stabilititskonstante (vgl. Beweis) und
el := maxser |(t)].
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Beweis:

(i) Formulierung des dualen Problems:

Zuerst definiert man den Fehler durch e(t) := u(t) — U(¢) und ein riickwérts in der
Zeit gerichtetes stetiges duales Problem durch

—ZZ LA e=0 in (0,tn), @(ty) = ey == e(ty). (2.15)

A(t)* ist hier die transponierte Matrix von A(t), die definiert ist durch

A(t) := /Olf’(t, su+ (1—s)U)ds, (2.16)

wobei f'(t,-) die Jacobi Matrix von f(¢,-) ist und das Integral komponentenweise
zu verstehen ist.

Da A(t) stetig ist, besitzt das linearisierte duale Problem (2.15) eine eindeutige
Losung ¢.® Unter Beachtung von

%f(t, su+ (1—=35)U) = f'(t,su+ (1 —s)U) - (u—"0)

ergibt sich aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

A (u—T) = /Of’(t,su+(1—s)U)-(u—U)ds

= /01 %f(t, su+ (1 —s)U)ds
= f(tau) - f(t’ U)

8Den einfachen Beweis dieser Aussage findet man z.B. in dem Buch von W. WALTER [Wal93]
auf Seite 135.
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Nullerginzung, partielle Integration und die Definitionen der exakten Gleichung
(2.7) sowie des dualen Problems (2.15) ergeben fiir den Fehler:

=0
/—/_

‘6]\7‘2 = |6N| —|—Z/ ——+A* )d

=eA*p

2 d —_—
= len| +Z_;/I —e —p+Ae- g
N d N—1 e
= |€N|2 + (Z/ Q- %6dt + Z[en] . 90: 4 (UO _ UU)—I- ) (par _AQON 'GN)
n=1 In n—1
N
30 [ ()~ .0
n=1 In

_0 =0
N / N

— Z/I ——U —f(t,U) + %u+f(tu))-gpdt
+Z[n]'%+(0—U0)+'%+

- i </f FLTU) - odt + [Un ] -so:1> ,

n=1

wobei %U = 0 ist, da U stiickweise konstant ist.

(ii) Galerkin-Orthogonalitét:

Benutzt wird nun die Galerkin-Orthogonalitit (2.8). Sei dazu v := mpp € Wy defi-
niert durch die Mittelwerteigenschaft (2.11). Es gilt dann:

en? = —ﬁ:(/l f(t,U)-(w—ﬂw)dH[Un1]-(s0—7rk90)21>

— / f(t,U) — Trp)dt — [Un] - (¢ — Wk@)z-

(iii) Interpolationsabschitzungen:
Die Nutzung der Abschitzungen aus Lemma 2.4 und mehrfache Anwendung der
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Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergeben

N-1

sl < Z/ F60) o = mupldi-+ 3 [ = mee)]
tn

< ﬂan o [ [ wldtdSJrZI 0V [ la
tn d
< fz (tall £V, + Ul [
tN d
< Vi | Igeldt max ([Tl + hall /D)

(iv) Stabilitdtskonstante S(ty,u, U):
Sei

tn
Labldt
S(ty,u,U) := sup M (2.17)
wtw)eri—{oy |V (EN)]

und 1 geniige dem dualen Problem —%w + A(t)*yy = 0 in (0,tx), so folgt die
Behauptung durch Einsetzen der Definition in obige Ungleichung. O
Da die Abschétzung des Fehlers fiir jedes ¢; < ty gilt, ergibt sich die Folgerung:

Satz 2.6 Seien die Voraussetzungen des Satzes 2.5 erfillt, und sei durch ju — Ul =
max,—1,. ~ |u(ty) — Uy| eine diskrete Norm fir den Fehler erkldrt, so gilt

lu—Uly < S(ty,u, U)f max (|Un = Uni| + hullf (- Un)llr,) - (2.18)

.....

In der Praxis bereitet die Bestimmung der Stabilitdtskonstante S(¢x, u, U) besonde-
re Schwierigkeiten, denn dies erfordert streng genommen die Berechnung der Losung
des linearen dualen Problems (2.15) fiir beliebige Startwerte und die Kenntnis der ex-
akten Losung u des Ausgangsproblems (2.7). C. JOHNSON schlédgt vor (vgl. [Joh95]),
den relevanten Anfangswert e;, durch die Differenz zweier Ndherungslosungen zu
unterschiedlichen Schrittweiten zu schéitzen und auch die exakte Lésung u durch
eine Ndherungslosung zu ersetzen.

Bei ihm wird das Prinzip dann auch anhand des Lorenz-Systems demonstriert. Es
zeigt sich, dafl die Methode nur fiir kleine Zeitintervalle zuverlissig ist. Dies ist aber
auch zu erwarten, da im Allgemeinen die Fehler der Daten im Zeitablauf verstérkt
werden, denn die Stabilitdtskonstante wird durch die Losung der Differentialglei-
chung des dualen Problems représentiert. Diese Losung nun aber kann im Zeitablauf
grofl werden. Weitere Ausfithrungen zum Fall gewohnlicher Differentialgleichungen
werden bei K. BOTTCHER, R. RANNACHER [BR96] dargestellt.






Kapitel 3

Navier-Stokes (Gleichungen

3.1 Problemstellung

Die Navier-Stokes Gleichungen beschreiben die instationéire Bewegung eines realen,
inkompressiblen Fluids in einem Gebiet Q € R%, d € {2,3}. Ich beschriinke mich
hier auf den komplizierteren dreidimensionalen Fall, da in der Realitéit vor allem
dreidimensionale Stromungen auftreten. Die Gleichungen weisen folgende Gestalt
auf:

d—u—V'Au—i-(u-V)u—l-Vp = f inQx(0,7)

dt
Veu = 0 inQx(0,7) (3.1)
u = 0 auf 0Q x (0,T)
u(-,0) = wg in €,

wobei I :=[0,T) das beobachtete Zeitintervall angibt. (u - V)u, Au und V - u sind
definiert durch

3 3 3 3 3
ov; 0%u; ou;
. = L Au = — . CU = -
(u-V)v (Z U, 6:1:j) , u ( o2 ) bzw. V -u o,
i=1

j=1

i=1 =1

u: Q x I — R? ist der Geschwindigkeitsvektor mit einem anfinglichen Geschwin-
digkeitsfeld uy. Weiter bezeichne p : Q x I — R den kinematischen Druck, also
den Quotienten aus Druck und konstanter Dichte, und ¢/ > 0 sei die kinematische
Viskositédt. f: Q x I — R3 stellt von auflen auf das Modell wirkende Korperkriifte
dar.

Man nennt die erste Gleichung von (3.1) Geschwindigkeitsgleichung; die zweite wird
als Kontinuitédtsgleichung bezeichnet. In der dritten Gleichung werden homogene Di-
richlet Randbedingungen (Haftbedingung) unterstellt und die letzte Gleichung stellt
eine Anfangsbedingung dar.

Ist die gesuchte Losung von (3.1) nicht zeitabhéngig, so fillt der Term dd—g weg, und
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die Gleichungen (3.1) vereinfachen sich zum stationfiren Navier-Stokes Problem.
FaBt man die Navier-Stokes Gleichungen als dynamisches System auf, so sind die
stationdren Losungen Fixpunkte des dynamischen Systems.

Die auftretenden Groéflen werden nun entdimensioniert. Dazu bestimmt man eine
charakteristische Geschwindigkeit U, einen charakteristischen Druck P und L als
eine durch das Gebiet Q gegebene charakteristische Linge (z.B. der Durchmesser).
Fiihrt man die Transformationen

==, tti=—t, u:=—=, p':=

L’ L U’
durch, so erhélt man folgendes entdimensioniertes Problem, wobei die Sternchen aus
Notationsgriinden weggelassen werden:

d
—u—l/Au—l-(u-V)u—i-Vp = f in Qx(0,7)

dt
Vou = 0  inQx(0,T) (3.3)
u = 0 auf 0Q x (0,7T)
u(+,0) = wuy in ).

(3.2)

v > 0 ist dabei eine Konstante, die durch den Kehrwert der Reynolds-Zahl gegeben
ist, wobei die Reynolds-Zahl Re definiert ist durch Re := %

Die Reynolds-Zahl hat eine wichtige physikalische Bedeutung: Strémungen mit glei-
cher Reynolds-Zahl, die durch einfache Mafistabséinderung ineinander transformier-
bar sind, nennt man aufgrund ihres Stromungsverhaltens Ghnlich. Dieses Ahnlich-
keitsgesetz ist bereits von REYNOLDS im Jahre 1883 festgestellt worden. Eine de-
tailierte Darstellung dazu findet man in den Biichern von L. D. LAnDAU, E. M.
LirscHITZ [LL66] und D.J. TRITTON [Tri88].

3.2 Schwache Formulierung und L&sbarkeit

In diesem Kapitel wird die schwache Formulierung der instationéren bzw. stationéren
Navier-Stokes Gleichungen eingefiihrt. Es werden die dazu nétigen Funktionenrdume
definiert und schliefllich Lésbarkeitseigenschaften zusammengestellt.

3.2.1 Das instationidre Navier-Stokes Problem

Der Einfachheit halber beschrinke ich mich auf den Fall, dal 2 eine Lebesgue-
mefibare, beschrinkte Menge mit Lipschitz-stetigem Rand ist. Wesentlich fiir eine
schwache Formulierung ist die geeignete Wahl der Funktionenrédume:

Definition 3.1 (i) Der Raum der divergenzfreien Funktionen ist gegeben durch

Hyn(Q) == {v e [H(Q)]": V-v=0}.
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(11) Lgi(Q) ist der Abschlufy der Menge
{o e [CF(@]" + V-p=0}

beziiglich der durch [L*(Q)]" induzierten Topologie.
Bemerkung 3.1 In der Literatur wird der Raum Lg;, () hédufig durch

Lain(Q) = {v € [LAQP Vv =0,0nsq =0 in H’%(aQ)}
definiert, wobei n der dufsere Normalenvektor ist. Diese beiden Definitionen sind
dquivalent.
Beweis: Vgl. P. CONSTANTIN, C. Foias [CF88], Proposition 1.8.

Versieht man den Raum Lg;, (€2) mit dem Skalarprodukt ((-,-)), so ergibt sich leicht
(vgl. E. ZEIDLER [Zei94], Abschnitt 72.5):

Satz 3.1 Hy;,, () C Lgin(Q) C Hyir (Q)* ist ein Evolutionstripel.

Nun sind wir in der Lage eine schwache Formulierung abzuleiten. Nehmen wir dazu
an, daB (u, p) eine klassische Losung des Problems (3.3) ist. Multipliziert man die 1.
Gleichung in (3.3) komponentenweise mit einem beliebigen v € Hy;, (€2), integriert
iiber 2 und addiert die Komponenten auf, so erhélt man

((%;v)) + (((u- V)u,v)) = v((Bu,v)) + (Vp,0)) = ((f,0)) i (0,T).

Definiert man

b(ui v, w) = (((u- V)o,w)) und  afu,v) = v / o Jui v,

=1 aZEj 61:j

dzx,

so sieht man mit Hilfe der Regel der partiellen Integration (1.9), da8 sich die obige
Gleichung auch in der Form

d
E((u, v)) + b(u; u,v) + a(u,v) = (f,v) (3.4)

darstellen 14f3t. Der Druck p fillt hierbei aufgrund der Inkompressibilitit der Test-

funktionen heraus. Dies rechtfertigt folgende Variationsformulierung des Problems
(3.3):

Definition 3.2 Seien f € L*((0,T); Hy,(2)*) und ug € Lg;iy(Q) gegeben. u €
L*((0,T); Hyin(Q)) heifst schwache Losung von (38.8), falls

%((u,v))—l—b(u;u,v)-i—a(u,v) = (f,v) in (0,T), Vv € Hyy(2) (3.5)
u(0) = wug

qgilt.
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Bemerkung 3.2 Bericksichtigt man die Tatsache, dafs die schwache Lisung u fast
iiberall mit einer stetigen Funktion von [0,T) nach Hg,(Q)* dbereinstimmt!, so er-
kennt man, daf die Anfangsbedingung in (3.5) Sinn macht.

Die Trilinearform b(u; v, w) besitzt folgende Eigenschaften:
Lemma 3.1 (i) Fir u,v,w € [H'(Q)]® gilt
b(us v, w) < cffull i @ye[vlallw|| @y
(1) Ist auferdem u € Hy;,y (), so gilt
b(u;v,w) + blu;w,v) =0 = blu;v,v) =0.
Beweis: Vgl. V. GIRAULT, P. A. RAVIART [GR86], Kapitel IV, Lemma 2.1 und 2.2.

Beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung 148t sich folgendes
konstatieren:

Satz 3.2 (i) Von Problem (3.5) ezistiert mindestens eine Lisung u € L*((0,T);
Hyin(Q)) N L¥((0,T); Lgin(Q)) mit v’ € L'((0,T); Hyin(2)*).

(ii) Es existiert hichstens eine Lisung u € L*((0,T); Hyi, (Q)) N L>®((0,T); Lgiyn ()
mit uw € L2((0,T); [L*(Q)]3). Hierfir gilt dann auch u € C([0, T|; Lain(Q)) (eventuell
nach Anderung von u auf einer Nullmenge).

(iii) Gilt sogar ug € Hyi(Q), f € L¥((0,T); Lgin(Q)) und 02 € C*°, s0 existiert ein
T* <T, so daf Problem (3.5) genau eine Lisung aus H'((0,T*); Hg;,(2)) besitzt.

Beweis: Vgl. R. TEMAM [Tem84], Theoreme 3.1, 3.4 und 3.11.

Bei der Diskretisierung der schwachen Formulierung (3.5) entsteht das Problem,
dafl nur schwer konforme Approximationsrdume konstruiert werden kénnen. Es ist
deshalb notig, einen Ansatzraum zu wihlen, der auf die Inkompressibilitdt der An-
satzfunktionen verzichtet. So muf} allerdings auch noch der Druck p beriicksichtigt
werden.

Wihlt man den Ansatzraum V = V x H mit V := [H}(Q)]
Ly(Q)| [, pdx = 0}, so ergibt sich:

“und H = {p €

Definition 3.3 Finde (u(t), p(t)) € V, so dap fiir fast alle t € (0,T) gilt

%((u,v))+b(u;u,v)+a(u,v)—(V-v,p) = (f,v), YoeV
(V-u,q) = 0, Vge H (3.6)

u(0) = wup.

'Vgl. R. TEMAM [Tem84], S. 282 f.
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Es ist klar, dafl eine Losung von (3.6) auch eine Losung von (3.5) darstellt. Der
umgekehrte Fall ist nur dann richtig, falls die Losung u von (3.5) geniigend regulér
ist, denn nicht in jedem Fall ist die Existenz des Druckes p gesichert (vgl. dazu auch
A. QUARTERONI, A. VALLI [QV94], Abschnitt 13.2).

Es 148t sich aber zeigen, daf§ sich zu einer Losung von (3.5) zumindest im distribu-
tionellen Sinn ein Druck p bestimmen l&8t. Dargestellt wird dies bei W. vVON WAHL
[vW85]% oder bei J.L. LIONS [Lio69]*. Interessant sind auch die Ausfiihrungen in
dem Artikel von L. CAFFARELLI, R. KOHN und L. NIRENBERG [CKN82].

3.2.2 Das stationidre Navier-Stokes Problem

Die schwache Formulierung des stationéren Navier-Stokes Problems ergibt sich prin-
zipiell auf die gleiche Art und Weise wie im instationéren Fall. Doch wird hier gleich
auf die Inkompressibilitdt der Ansatzfunktionen verzichtet.

Ausgangspunkt ist das Problem: Finde @ := (u, p) € [H2(Q)]* x H'(Q), so daB

(u-Vu—vAu+Vp = [ inQ
V-u 0 in Q (3.7)
u = 0 auf 00

gilt. Sei dabei 2 wieder eine Lebesgue-meBbare, beschrankte Menge mit Lipschitz-
stetigem Rand. Benutzt man erneut den Ansatzraum V := V x H mit V := [H}(Q)]?
und H := {p € Ly(Q)| [,pdz = 0}, so ergibt sich durch komponentenweise Mul-

tiplikation mit einer Testfunktion & := (v,¢) € V, Integration iiber 2, partielle In-
tegration und Aufsummation der Komponenten analog die Variationsformulierung:

Definition 3.4 Fir f € V* heifit (u,p) € V schwache Lsung von (3.7), falls

~

a(u,v) +b(u;u,v) — (p, V-v)+ (¢, V-u) = (f,v), V(v,q) €V (3.8)
qgilt.

Auch hier fasse ich kurz die Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit des Problems
(3.8) zusammen. Beziiglich der Existenz 148t sich feststellen:

Satz 3.3 Es existiert mindestens eine Lisung (u,p) € V des Problems (3.8).

Beweis: Vgl. V. GIRAULT, P.A. RAVIART [GR86], Kapitel IV, Theorem 2.1.

Fiir den Fall kleiner Daten ist die Losung sogar eindeutig.

2Vgl. Seite 143 ff.
3Vgl. Seite 67-69.
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Satz 3.4 Definiert man

b(u; v, w v
Nem sup 200 ey = sup Y
wwwerg, @ |[wl1|v]iw] verg, @ V)1
luly,lv]q,lwly#0 |v]1#0
und gilt

N
EHfHHdm(Q)* <1,

so existiert genau eine Lisung (u,p) € V.
Beweis: Vgl. V. GIRAULT, P.A. RAVIART [GR86], Kapitel IV, Theorem 2.2.
Speziell 148t sich der Satz auf folgende Klasse von Problemen anwenden:

Bemerkung 3.3 Ldpt sich f darstellen durch f = VW mit ¥ € H'(Q), so ist die
Lisung (u,p) € V eindeutig.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Satz 3.4. Denn aus
((f:v)) = ((V‘I’,U)) = _(‘Il: V ' U) = 0: Yo € Hdw(Q)

ergibt sich || f||m,,, )+ = 0. O

4Vgl. H.-G. Roos, M. STYNES, L. ToBisKA [RST96], Kapitel IV, Bemerkung 2.9.



Kapitel 4

Hydrodynamische Stabilitat

Die Problematik der hydrodynamischen Stabilitit ist wichtig fiir physikalische An-
wendungen. Es sind ndmlich nur solche stationiren bzw. periodischen Stromungen
in der Realitdt beobachtbar, die gegen unvermeidlich auftretende Stérungen stabil
sind, d.h. die Storungen klingen im Zeitablauf ab. Wachsen Stérungen dagegen im
Zeitablauf an, so ist die Strémung instabil.

Da jede Strémung eine Losung des Navier-Stokes Problems darstellt, hat man ver-
sucht, dieser physikalischen Interpretation eine mathematische entgegenzustellen,
um so Vorhersagen iiber das Stabilitdtsverhalten bestimmter Stromungen machen
zu koénnen.

Im Allgemeinen verstirken sich auch die Diskretisierungsfehler im Zeitablauf. Des-
halb liegt die Vermutung nahe, dafi sich besonders stabile Stromungen zuverlissig
numerisch approximieren lassen. Doch zeigt die folgende Diskussion, dafl dies nur
mit Einschrdnkungen gilt.

4.1 Definition der hydrodynamischen Stabilitit

In der Literatur existieren verschiedene Definitionen und Konzepte des Stabilitéitsbe-
griffs. Tch werde versuchen, einen Uberblick zu geben und Zusammenhinge zwischen
verschiedenen Konzepten aufzuzeigen.

Betrachtet man eine Losung (u, p) des Navier-Stokes Problems (3.3) und {iberlagert
diese mit einer Stérung (¢, q), so ist auch (u 4+ ¢, p + ¢) eine Losung des Navier-
Stokes Problems mit der gestorten rechten Seite f + ¢ und der gestorten Anfangsbe-
dingung ug + ¢o. Nutzt man jetzt die Eigenschaft, dafl (u,p) eine Losung von (3.3)
ist, so vereinfachen sich die Gleichungen zu
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d
—80—Z/Acp+(u-V)<p+(cp-V)u+(<p-V)go+Vq = g in Qx (0,7T)

“ Vip =0 in Qx(0,T) (4.1)
e =0 auf 0Q x (0,7T)
0(+,0) = o in Q.
Bemerkung 4.1
e Die Storungsgleichung (4.1) bezeichnet man auch als Stabilitdtsproblem.

e Um mathematische Probleme zu vermeiden, wird gefordert, daf$ genau eine
Lisung mit (p,q) € HY((0,T); Hy, () x L*((0,T); H) existiert. Denkbar
wdre auch eine schwache Formulierung analog zum Navier-Stokes Problem mit
Lisungen aus L*((0,T); Hyi(Q))NL>®((0,T); Lain () x L2((0,T); L2(2)) (vgl.
(3.5)). Da dann aber die Regel der partiellen Integration beziglich der Zeit
(vgl. Satz 1.16) nicht mehr gelten wiirde, mifte man zusdtzlich die Energie-
Ungleichung

to

et + 2/ V[Vl +b(g;u, p)dt < [lp(ta)]]?, V2>t >0
t1

fordern. Hiermit wiirden sich dann die wichtigsten Aussagen dieses Kapitels

tibertragen.

o In der klassischen qualitativen Stabilitdtsanalyse ist das betrachtete Zeitinter-
vall (0,T) meist (0,00), da man an dem asymptotischen Verhalten der Ldsung
© von (4.1) interessiert ist. Daher wird auch unterstellt, dafi die Stromung
(u,p) und die Stérung (¢, q) auf dem ganzen Intervall [0, 00) ezistieren.

e (u,p) wird auch als Basisstromung bezeichnet.

Die vorliegende Arbeit wird sich vereinfachend auf den Fall gestorter Anfangsbedin-
gungen beschrénken. Es wird also angenommen, daf} fiir die rechte Seite g = 0 gilt.
Wie man sieht, ist durch (4.1) die Frage der Stabilitdt der Basisstromung (u, p) auf
die Stabilitit der Nullésung von (4.1) zuriickgespielt worden. Deshalb gilt:

Satz 4.1 Sei (u,p) eine Lisung des Navier-Stokes Problems (3.3).
(i) (u,p) ist stabil, falls fir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, so daf gilt:

lpoll <6 = llgllp.o) = sup flo(- )] <e (4.2)

t€]0,00)

(i1) (u,p) ist asymptotisch stabil, falls (u,p) stabil ist und es ein v > 0 gibt, so dajs
gilt

leol <7 = Jim [l 1) =0. (43)
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(111) Gilt (4.3) fir alle v > 0 und ist (u,p) stabil, so ist (u,p) einschrankungslos
asymptotisch stabil.

Hierbei sollen die Stabilitdtsaussagen speziell mit der Norm || - || := || - ||;z2(qy2 ver-
standen werden. Denkbar wiren auch andere Normen. Zu bemerken ist aber, daf3
eine Stromung beziiglich einer Norm stabil sein kann, dies aber beziiglich einer ande-
ren nicht unbedingt sein muf} (vgl. J. FLAVIN, S. RIONERO [FR96], Abschnitt 1.10).

4.2 Die Energie-Methode

Unterstellt wird im Folgenden ein in mindestens eine Richtung beschrénktes Gebiet
2, so daB8 die Ungleichung von Poincaré (1.10) giiltig ist. AuBerdem sei der Rand
hinreichend glatt. Der Fall eines unbeschrinkten Gebiets wird bei G.P. GALDI, S.
RIONERO [GR85] ausfiihrlich dargestellt.

Die Frage, ob eine Stromung stabil ist, beantwortet fiir stationéire Strémungen fol-
gender Satz, den man bei B. STRAUGHAN [Str92], Kapitel 3.1 oder bei J. FLAVIN,
S. R1O0NERO [FR96], Abschnitt 8.5.1 findet. Allerdings wird dort eine andere Entdi-
mensionierung benutzt.

Satz 4.2 Sei (u,p) eine stationdre Basisstromung. Fzistiert aufierdem

1 b(p; u, ¢)
— = max —————", (4.4)
Rp  ectuo  [[Vopl?

so ist (u,p) einschrinkungslos asymptotisch stabil fiir alle Reynolds-Zahlen Re mit

Re < RE

Beweis: Sei (¢, ¢) eine Losung des Stabilitétsproblems (4.1), die auf (0, 0o) existiert.
Multipliziert man die erste Gleichung von (4.1) mit ¢ und integriert iiber €, so erhélt
man unter Beachtung der Definition von b(u; v, w)

((Cfl—f,w))—V((Aso, ©)) +b(u; 0, 0) +b(g; 0, 0) + b(piu, ) + ((Vg,9))

= 0in (0, 00).

Wendet man dann die Regel der partiellen Integration (1.9) an und nutzt die Eigen-
schaft, da8 b(u; v, v) = 0 ist (Lemma 3.1), so ergibt sich

1d

2 _ 2 . .
S 2llell? = =V Vel = b, ¢) in (0, 50),
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Dies wird nun unter Beachtung der Voraussetzungen wie folgt nach oben abgeschétzt:

1d 9 9
i = — — b(e:
5714 v[|Vel* = bl u, ¢)
1 —b(p; u, ¢)
< 20 - _ _ o\
< Vel (Re celmi) V|2
IV ell#0
<

1 1
J— 2 —_—
————

Fiir Reynolds-Zahlen Re < Rp gilt somit a > 0. Hieraus folgt mit der Ungleichung
von Poincaré (1.10)

d
EH%OHQ < —2acljo|*.

Sei ohne Einschrinkung [|¢(+,¢)|| > 0 fiir alle £ > 0. Denn andernfalls ist die Behaup-
tung trivialerweise erfiillt. Dann folgt durch Division mit ||¢(-,¢)||? und Integration
tiber t:

dr < —2act.

/t 2lo( )l lleC 7
0 I )l

Die Auswertung des Integrals ergibt
le( O < e (-, 0)]1*

Man sieht daraus, da8 ||¢(-, t)|| fiir £ — oo exponentiell gegen 0 strebt, falls Re < Rg
ist. O

Bemerkung 4.2

e Die eben gezeigte Beweistechnik wird Energie-Methode genannt, denn | o||*
st ein Maf fir die Energie der Stérung ¢. Man sieht, daf$ fiir Re < Rg kein
Energietransfer von der Basisstromung in die Stérung ¢ existiert.

e Die Energie-Methode [ifit sich auch als direkte Methode von Lyapunov in-
terpretieren. Dazu fapt man ||¢||* als Lyapunov Funktion V(@) auf (vgl. Satz

2.4).

e DBetrachtet man eine instationdre Basisstromung (u, p) und definiert

1 p sy Eiu®):9)
Rg 150 verg ||Ve|? 7
Vel #0

so zeigt man analog zum obigen Beweis, daf§ (u,p) fir alle Re < Rp ein-
schrdankungslos asymptotisch stabil ist. Dieses und weitere Aussagen zum Fall
instationdrer Basisstrémungen werden bei S.H. DAvis, C. VON KERCZEK
[DvK73] dargestellt.
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Um das Supremum in (4.4) zu ermitteln, ist es moglich, das Problem mit Hilfe der
Variationsrechnung in ein Eigenwertproblem zu iiberfithren (vgl. B. STRAUGHAN
[Str92], Kap. 3.1). Daraus folgt dann auch die Existenz des Maximums (4.4), die
von S. RIONERO [Rio68]' gezeigt wurde. Ohne darauf niiher einzugehen, wird hier
noch eine leichter zu berechnende untere Schranke fiir Ry hergeleitet.

Dazu definiert man den symmetrischen Verzerrungstensor D : Q — R3**3 durch

) 1 (0u; Ou;
yi i

und beachtet

aul ou;
b(psu, ) = /Z%a pidr = /Z%2< . a;)@idx

'le

= / Z ©j zg@pzdl‘ - ((30’ DQO))

1,j=1

Nun beriicksichtigt man noch das folgende Lemma:
Lemma 4.1 Sei A = (a;;) € R™"™ mit A' = A. Es gilt
—z- Az < |pllz?, Vi€ R"

wobei p der vom Betrag her grofite Figenwert von A ist.

Beweis:
Da A eine symmetrische Matrix ist, existiert eine orthogonale Basis ¢1, ¢o, ..., ¢,
aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten iy, o, ..., u,. Fiir alle x € R™ existiert eine

eindeutige Darstellung z = " | a;¢; mit o; € R. Hieraus folgt

_gg.Ax:_(Zai@)-(Zam)— Zuz 2 < (o ) il
i=1 i=1

O
Aus dem Lemma ergibt sich
~(e D) == [ ¢ Do < [ [P < A,
wobei A := sup,cq |A(z)| und A(z) der vom Betrag her maximale Eigenwert von
D(x) ist. Existiert \, so folgt aus der Ungleichung von Poincaré (1.10)
1 ~(p, Dp)) _Alel® _ A
Re oo TIVAP S dlelP e

Dies halten wir noch in einem Satz fest:
'Vgl. Abschnitt 7.
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Satz 4.3 Fuxistiert das oben definierte X\, so ist fir

Re <

>0

(u,p) einschrinkungslos asymptotisch stabil. % ist dabei die Konstante der Poincaré
Ungleichunyg.

4.3 Prinzip der linearisierten Stabilitit

Da die Storung als klein angenommen wird, wird der nichtlineare Term (¢ - V)¢ oft
vernachlissigt. Das daraus resultierende Problem wird als linearisiertes Stabilitdts-
problem bezeichnet. Gesucht wird also ein (¢, x), so daf} gilt:

B VAG+ (u-V)o+ (6 V)ut Yy = 0 inQx(0,7)

dt
Vg =0 in Qx(0,7) (4.5)
o = 0 auf 09 x (0,7T)

Nehmen wir weiter an, daf§ die Basisstromung (u, p) stationér ist. Dann ist die Glei-
chung (4.5) eine autonome, lineare Differentialgleichung und man sucht deswegen
Losungen der Form

P(x,t) = a(x)e ", x(z,t) = qo(x)e ", (4.6)

wobei ¢ ein komplexer Parameter ist. Setzt man (4.6) in (4.5) ein, so erhdlt man
nach Kiirzen des Faktors e 7"

ca = (u-Va+(a-V)u+Vg —vQAa inQ
Viea = 0 i (4.7)
a = 0 auf 0.
Das Problem der hydrodynamischen Stabilitéit ist somit auf dieses stationire Eigen-
wertproblem fiir (a, o) reduziert worden. Die Funktion go mufi dabei nicht beriick-
sichtigt werden, da sie in der zugehorigen Variationsformulierung mit divergenzfreien

Ansatzfunktionen herausfillt. Uber die Lage der gesuchten Eigenwerte in der kom-
plexen Ebene lafit sich konstatieren:

Lemma 4.2 FEs gibt eine unendliche Anzahl von Figenwerten o1, 0o, ..., die in dem
parabolischen Gebiet

G={Ni=r+is|cs><r+c}

liegen. Dabei sind ¢, Konstanten.
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Beweis: Vgl. D.H. SATTINGER [Sat70], Lemma 3.6.

Durch (4.7) wird folgende Definition beziiglich des Verhaltens der Losung von (4.5)
moglich.

Definition 4.1 (i) Die stationdre Basisstromung (u, p) heifst linear stabil, falls fir
alle Lisungen (a,0) von (4.7) gilt

Re(o) > 0.

(i1) Analog ist (u,p) linear instabil, falls eine Lisung (a,o) existiert, so daf
Re(o) <0

qgilt.

Zu kliren bleibt die Frage, was fiir Losungen von (4.5) gilt, die nicht von der Form
(4.6) sind. Eine Antwort liefert folgender Satz:

Satz 4.4 Falls (u,p) linear stabil ist, gilt fir alle Lésungen ¢ der linearen Gleichung
(4.5), daf ||¢|| fir t — oo exponentiell gegen O fdillt, d.h. die Nullbsung in (4.5) ist
einschrinkungslos asymptotisch stabil.

Beweis: Vgl. G.P. GALDI, S. RIONERO [GRS85], S. 6.

Im Kontext hydrodynamischer Stabilitdt wird nun wieder nach einer kritischen
Reynoldszahl Ry, gesucht. Dazu geht man davon aus, dal im laminaren Fall, also
fiir kleine Reynolds-Zahlen, die Stréomung (u, p) linear stabil ist.

Definition 4.2 Die kritische Reynolds-Zahl Ry, ist die kleinste Reynolds-Zahl, bei
der das Eigenwertproblem (4.7) eine Losung mit Re(o) < 0 besitzt.

Fir R > Ry diirfte die Stromung dann linear instabil sein. Sind nun aber linear
stabile Stromungen auch nichtlinear stabil? Aufschluf} dariiber geben die folgenden
Sétze:

Satz 4.5 Sei (u,p) eine stationdre Basisstrémung, die linear stabil ist. Dann ist
(u,p) auch (nichtlinear) stabil, d.h. hinreichend kleine Storungen verschwinden fir
t — 00.

Beweis: Vgl. D.H. SATTINGER [Sat70], Theorem 4.1 oder D.H. SATTINGER [Sat73],
Theorem 6.3.1.

Satz 4.6 Ist die stationdre Basisstromung (u,p) linear instabil, so ist sie auch
(nichtlinear) instabil.
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Beweis: Vgl. D.H. SATTINGER [Sat70], Theorem 5.1.

Aus Satz 4.6 ergibt sich die wichtige Folgerung:

Satz 4.7 Fiir die kritischen Reynoldszahlen R und Ry der nichtlinearen bzw. li-
nearen Stabilititsanalyse gilt die Relation:

Ry < Rp.

4.4 Beurteilung dieser Anséitze

Betrachtet man beide Methoden, so 1483t sich folgendes konstatieren: Ist die Reynolds-
zahl Re kleiner als Ry, so ist die Basisstromung (u, p) gegeniiber beliebigen Stérun-
gen stabil. Im Fall Re > R; kann man im Allgemeinen davon ausgehen, daf§ (u, p)
instabil ist.

Liegen bei Stromungen Rp und Ry dicht zusammen, so fiithren die vorgestellten
Theorien somit zu befriedigenden Ergebnissen. So stimmen z.B. bei der Rayleigh-
Benard Konvektion (Stromung, die durch Temperaturdifferenz verursacht wird) Rg
und Ry, iiberein.? Tatsichlich ergeben die praktischen Experimente dieselbe kritische
Reynolds-Zahl. Auch fiir die Taylor-Couette-Stromung (Strémung zwischen einem
ruhenden duferen und einem rotierenden inneren Zylinder) ergibt die linearisierte
Stabilitéitstheorie befriedigende Ergebnisse.?

Was aber passiert im Fall Ry < Ry, und Re € (Rg, R;)? Dieser Fall ist durchaus
nicht nur theoretisch interessant. In vielen physikalisch relevanten Stromungen beob-
achtet man genau dieses Phiinomen. So ist z. B. fiir die planare Poiseuille Stromung
( Strémung zwischen zwei ruhenden, parallelen Platten) Rp &~ 49.6 und R, ~ 5772.
Die planare Couette Stromung (Stromung zwischen zwei gegeneinander verschobe-
nen, parallelen Ebenen) ist linear stabil fiir alle Reynolds-Zahlen und R ist gegeben
durch Rg =~ 20.7. In der Realitit beobachtet man nun fiir die Poiseuille Stromung,
daf die Stromung fiir Reynolds-Zahlen gréfier als 1000 instabil werden kann. Bei der
Couette Stromung liegt dieser Wert bei circa 360.* Man stellt also fest, dafl das Prin-
zip der linearisierten Stabilitéit bei bestimmten Strémungen das Stabilitéitsverhalten
falsch prognostiziert. L.N. TREFETHEN et al. [TTR92] vermuten das Versagen be-
sonders bei Scherstromungen. Scherstromungen sind Strémungen, bei denen sich die
Geschwindigkeit vor allem senkrecht zur Stromungsrichtung dndert.

2Vgl. B. STRAUGHAN [Str92], Kap. 3.3: Allerdings ist R hier die Rayleigh-Zahl. Aktuelle Erwei-
terungen dieses Modells findet man bei J.N. FLAVIN, S. RIONERO [FR99].

3Vgl. L.N. TREFETHEN et al. [TTR92] , Seite 3.

4Vgl. S.C. REDDY, D.S. HENNINGSON [RH93], Kapitel 1.
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4.5 Griinde fiir das Versagen des Prinzips der li-
nearisierten Stabilitét

Wieso versagt das Prinzip der linearisierten Stabilitit bei bestimmten Stromungen
in der Praxis? Man betrachte dazu noch einmal die mathematische Definition der
Stabilitdt. Gefordert wird, dafl hinreichend kleine Stérungen im Zeitablauf nicht
anwachsen. Es wird argumentiert, daf§ die in der Realitit auftretenden Storungen
nicht klein genug sind. Als Erkldrung bislang weitestgehend unbeachtet blieb dabei
die Tatsache, daf}, obwohl die Lésung der linearen Gleichung ¢ asymptotisch stabil
ist, es doch zu einem wesentlichen voriibergehenden Anstieg von ¢ kommen kann.
Hierdurch kann im Wechselspiel mit dem nichlinearem Term Instabilitdt entstehen,
obwohl die Storung sehr klein ist.

Dieses wurde bereits im Beispiel von L.N. TREFETHEN aus dem letzten Kapitel iiber
gewOhnliche Differentialgleichungen deutlich. Dort wurde gezeigt, dafl zwischen dem
Parameter R und dem kritischen Wert e, der die maximal ’erlaubte’ Grofle der An-
fangsstérung angibt, der Zusammenhang ¢ = O(R?) besteht. Dasselbe Phinomen
erklart auch das Versagen bei der planaren Couette Stromung und der planaren
Poiseuille Stromung. Denn auch dort konnte der Zusammenhang ¢ = O(R™?) mit
a > 1 festgestellt werden.’

Liegt kein Anstieg der Losung der linearen Gleichung (4.5) vor, so erwarten wir, daf3
das Prinzip der linearisierten Stabilitéit gute Ergebnisse liefert. Dieser Fall liegt ins-
besondere vor, falls der zugehorige linearisierte Operator normal ist (z.B. Rayleigh-
Benard Konvektion). Um den Grad der Normalitét eines Operators und damit seine
Stabilitétseigenschaften zu bestimmen, fiihren L.N. TREFETHEN et al. als Maf} das
Pseudospektrum ein.® Doch eine erschépfende Erorterung dieses Konzeptes wiirde
zu weit vom Thema dieser Arbeit wegfiihren.

Insgesamt ergibt sich aus der obigen Diskussion, daf} die qualitative Stabilitdtsana-
lyse unzureichend ist. Es ist notig, sie durch eine quantitative Stabilitdtsanalyse
des nichtlinearen und des linearen Stabilitdtsproblems zu ergédnzen. Abschitzun-
gen spezieller Stromungen werden in der Arbeit von C. JOHNSON, R. RANNACHER
und M. BOMAN [JRB94] durchgefiihrt. Dort wird auch versucht, den Ubergang zur
Instabilitdt im Fall einer Rohrstrémung anhand eines Modells gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen zu erkléren.

4.6 ’"Worst scenario’ - Abschitzung
In den Fehlerabschitzungen bei Diskretisierungen des Navier-Stokes Problems bend-

tigt man iiblicherweise eine Stabilitéitskonstante, die angibt, wie grofl die Storung im
Zeitablauf im Verhéltnis zu ihrer Anfangsstérung werden kann (vgl. dazu C. JOHN-

®Vgl. J.S. BAGGETT, L.N. TREFETHEN [BT97], Seite 2.
6Zur Definition vgl. L.N. TREFETHEN [Tre97], zur Anwendung vgl. L.N. TREFETHEN et al.
[TTR92).
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SON, R. RANNACHER, M. BoMAN [JRB95], Abschnitt 2.3 oder A. QUARTERONI,
A. VALLI [QV94] , Abschnitt 13.3).

Definition 4.3 Sei ¢ eine Lisung von (4.1) zum Anfangswert ¢o (9 = 0) und
llollr == supye; llo(t, )], so it sich die Stabilititskonstante CJ(T,u) definieren
durch

Cy(T,u) = sup H(’OH(U’T). (4.8)
poctrz@)—{oy |l

Hierfiir gibt folgender Satz eine obere Schranke an. Allerdings beriicksichtigt der
Beweis keine speziellen Eigenschaften der Basisstromung (u, p).

Satz 4.8 Sei (u,p) eine Basisstromung, die auf I :== (0,T) existiert mit der Figen-
schaft K :=||Vu||p~@x1) < 0o. Dann gilt:

Cy(T,u) < exp (CTK).

Beweis: Multipliziert man die erste Gleichung von (4.1) mit ¢ und integriert iiber
) x I, so erhilt man

J UG o0+ (e Do) + (o Vo) = v((B ) + (V. )it = 0.

Mit Hilfe der Regel der partiellen Integration (1.9) und der Definition von b(-;-,-)
ergibt sich

d1
/E§Ilwll2dt+/b(w ©,0) + VIIVel® +b(eru, ¢) = (4, V - 9))dt = 0.
I 1

Nun benutzt man die Inkompressibilitit von ¢, das Lemma 3.1 und die Formel aus
Satz 1.16:

(lo. T2 = (. 0O)I?) + / b(r 1, 0) + || Voot = 0.

DN |

Beriicksichtigt man schliefilich ||Vyl| > 0, so folgt

1 i 8u1
5 (et = o0 P) + [ [ 3 upygndude <o
2 1J0 3:03

i,j=1

oder anders geschrieben

3
8ui
(- T)? < lle 2—2// pipj5—dxdt.
oD < ol : QZ Fr

l:jzl
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Weiter schiitzt man jetzt ab:

leC DI < Nleoll” + 20| Vullz=(axn)

3
// ngigojd:rdt
rJa;

l:jzl

3 2
< 2| [ [ [Z%] Lt
1JQ i=1
3
< ol 2| [ [ Yot
LU=

T
< lgol? + 18K / o 0)dt.
0

Hierauf wendet man das Lemma von Gronwall an (Satz 1.19) und erhélt:
le( T)I* < llpoll* exp (18KT).

Hieraus folgt das gesuchte Resultat. O

In den meisten technisch relevanten Strémungen gilt 7K >> 1.7 Dies bedeutet aber,
daB fiir diese Stromungen die Fehlerabschétzungen praktisch bedeutungslos sind.
Als Konsequenz daraus ergibt sich, dafi es nicht sinnvoll ist, fiir alle Sromungen
gemeinsam eine Stabilitdtskonstante zu bestimmen. Man muf} also spezielle Eigen-
schaften der zu untersuchenden Stréomung ausnutzen, um Stabilitdtskonstanten zu
erhalten, die die Storung nicht iiberschétzen.

Es stellt sich die Frage, welche Klasse von Stromungen iiberhaupt berechenbar sind.
Eine teilweise Antwort gibt die Eigenschaft der Stabilitét. Ist eine Stromung stabil,
so bedeutet das, daf geniigend kleine Stérungen sich nicht verstiarken. Das bewirkt,
daf die Stabilitdtskonstante C}§ (T, u) klein ist. Problematisch ist dabei die Grofie
des Diskretisierungsfehlers. Denn nur fiir geniigend kleine Fehler bleibt die Stabi-
litdt erhalten. Sind die Fehler dagegen zu grof}, bleibt im Allgemeinen nur die obi-
ge Fehlerabschétzung. Von besonderer Bedeutung ist daher die einschrinkungslose
Stabilitét, denn nur sie garantiert eine kleine Stabilitdtskonstante. Numerische Ex-
perimente von R. RANNACHER [Ran98]® bestiitigen auch im stationiren Fall, daf
stabile Losungen der Navier-Stokes Gleichungen eher berechenbar erscheinen.

"Vgl. C. JOHNSON, R. RANNACHER, M. BoMAN [JRB95], Abschnitt 2.1.
8Vgl. Seite 18.






Kapitel 5

Fehlerabschatzungen fiir
Galerkin-Verfahren

5.1 Allgemeine Bemerkungen

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie durch Ausnutzung eines dualen Ar-
guments a-posteriori Fehlerabschéitzungen fiir den Diskretisierungsfehler bestimm-
ter Galerkin-Verfahren gewonnen werden kénnen. Dies sind Fehlerabschitzungen,
die sich ohne Kenntnis der exakten Ldsung aus den gegebenen Daten und der
Néherungslosung ergeben. Sie sind von enormer Bedeutung bei adaptiven Finite-
Elemente-Methoden, bei denen das Gebiet solange verfeinert wird, bis der Fehler
der Ndherungslosung unter einer zu Beginn vorgegebenen Toleranz liegt.

Die Darstellung lehnt sich dabei an den Arbeiten von C. JOHNSON, R. RANNACHER
und M. BoMmAN (vgl. [Joh95], [JR94], [JRB95] ) an. Das allgemeine Vorgehen wird
bei K. ERIKSSON, D. ESTEP, P. HANSBO, C. JOHNSON [EEHJ95] oder bei R. RAN-
NACHER [Ran98] beschrieben. Das Besondere dieser Beweisidee ist das geschickte
Zusammenspiel folgender vier Punkte:

e Reprisentation des Fehlers durch ein zugeordnetes linearisiertes, duales Pro-
blem,

e Figenschaft der Galerkin-Orthogonalitét,
e Interpolationsfehlerabschétzungen fiir das duale Problem und
e Stabilitédtsabschétzungen fiir das stetige duale Problem.

Besondere Schwierigkeiten bereitet der letzte Punkt. Scharfe Stabilitdtsabschétzun-
gen sind fiir einen effektiven adaptiven Algorithmus unabdingbar. Leider sind schar-
fe Abschéitzungen nur fiir bestimmte Aufgabenstellungen bekannt. Im allgemeinen
Fall ist jedoch die Bestimmung der Stabilitdtskonstante a-priori nicht moéglich. Vor-
geschlagen wird deshalb, diese Konstanten numerisch zu schéitzen. Allerdings ist
fraglich, ob der Aufwand hierfiir vertretbar ist.
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Wird die Stabilitdtskonstante zu grofl geschétzt, so wird das Gitter unnétig stark ver-
feinert und der Rechenaufwand ist zu hoch. Wird die Konstante zu klein geschétzt,
kann die vorgegebene Fehlertoleranz im Allgemeinen nicht eingehalten werden und
die Abschétzung ist sinnlos.

Um die Groflenordnung der Stabilitéitskonstante anzugeben, ist es denkbar, das dua-
le Problem mit Hilfe der Mittel des letzten Kapitels iiber hydrodynamische Stabilitét
zu bearbeiten.

Angewendet wird die Methode auf die stationdren Navier-Stokes Gleichungen und
auf das semidiskretisierte zeitabhéingige Navier-Stokes Problem. Im ersten Fall wird
mit einer Finite-Elemente-Methode diskretisiert, im zweiten Fall wird das dG(0)-
Verfahren benutzt.

5.2 Das stationire Navier-Stokes Problem

5.2.1 Eine Finite-Elemente-Methode

Zur Erinnerung seien hier noch einmal die stationdren Navier-Stokes Gleichungen
wiederholt: Finde @ := (u,p) € [H2(Q)]> x H'(Q) so daB

(u-Vu—vAu+Vp = f in{
V-u 0 inQ (5.1)
u = 0 auf 0Q

gilt, wobei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit polygonalem, Lipschitz-stetigem
Rand ist. R
Fiihrt man die Riume V =V x H, V := [H}(Q)]’ und H := {p € Ly(Q)) fq pda =
0} ein, so ergibt sich die Variationsformulierung !: Finde 4 := (u, p) mit

A(u,0,0) = F(v), Yo := (v,q) € V. (5.2)

Hierbei ist mit @ := (w, r)

A(u,w,0) == a(w,v) + b(u;w,v) — (r,V-v) + (¢, V - w),

b(u; w,v) = /Q(u -V)w - vdz,

a(w,v) = Z//QZVwi -Vouidz und  F(v) = ((f,v)).

Wie wir aus Kapitel 3.2 wissen, existiert eine Losung 4 (vgl. Satz 3.3). Auflerdem
gehen wir davon aus, daf} diese eindeutig ist. Im Fall kleiner Daten ist dieses nach
Satz 3.4 auf jeden Fall gesichert.

! Die Details findet man in Kapitel 3.2.
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Zu (5.2) wird jetzt ein konformes Finite-Elemente-Verfahren konstruiert. Dazu wird
das Gebiet Q durch eine isotrope Familie zuldssiger Zerlegungen {T}}, in Tetraeder
Q. zerlegt.? Dabei ist h ein Index, der durch den maximalen Durchmesser aller
finiten Elemente einer Zerlegung T}, = {Q} gegeben ist.

Definition 5.1 (i) Eine Zerlegung Q = UM Q, heifit zulissig, falls jeweils zwei
finite Elemente Qy, und €y,

e genau eine vollstindige gemeinsame Fldche,

e genau eine vollstindige gemeinsame Kante oder
e genau einen gemeinsamen Punkt haben oder aber
o disjunkt sind.

(i1) Fine Familie von Zerlequngen heif§t isotrop, falls gleichmiflig eine Konstante
0 < ¢y existiert, so daf$ jedes Element €y, einen Kreis vom Radius py mit

h
—k§01

Pk
enthdlt, wobei hy, der Durchmesser von Sy, ist (vgl. G. LUBE [Lub98], Kapitel 10).

Bemerkung 5.1 C. JOHNSON, R. RANNACHER ([JR9/], Abschnitt 5.1) schlagen
vor, eine Familie von quasiuniformen Zerlegungen zu benutzen. Dies widerspricht
aber meiner Ansicht nach der Idee der Adaptivitit, da so lokale Verfeinerungen nicht
moglich sind. Deshalb fordere ich nur die Bedingung der Isotropie. Denn schon die
Isotropie stellt sicher, daf$ die finiten FElemente nicht entarten.

Weiter definiert man einen diskreten Unterraum Vh =V}, x H, von V, indem man
vorschreibt, dafl die Elemente aus V}, bzw. Hj, auf jedem finiten Element €2, Poly-
nome mit vorgegebenem maximalen Grad sind. Die Finite-Elemente-Approximation
des Problems (5.2) ist dann 1y, := (uy, pp) € Vi, so daB

A(Uh, dh, @) = F(U), Yo €V, (53)

gilt. Um zu garantieren, daB (5.3) eine Lésung besitzt, muB V die diskrete Babuska-
Brezzi- Bedingung

. (qav ) U)
inf sup ;———F >0, a>0 5.4
sem=0) vev, [Volllall = o
vi1

erfiillen.3

2 Alle Tetraeder Q seien als offen definiert.
3Vgl. V. GIrAULT, P.A. RAVIART [GR86], Kapitel V.
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5.2.2 A-posteriori Fehlerabschitzung

Gesucht wird nach einer a-posteriori Fehlerabschédtzung des Finite-Elemente-Ver-
fahrens (5.3) fiir die stationédren Navier-Stokes Gleichungen (5.1). Die Struktur des
Beweises ist die gleiche wie bei dem des Anfangswertproblems aus Kapitel 2.4. Ent-
wickelt wurde der vorliegende Ansatz von C. JOHNSON und R. RANNACHER ( vgl.
[JRI4], [Joh95]). Allerdings wird dort der Beweis nur grob skizziert. Wesentlich be-
ruht er auf folgendem dualen linearisierten Problem:

~

Definition 5.2 Das duale Problem ist gegeben durch: Finde ¢ := (p,x) € V, so
dafs gilt

~

L(u,up;0,9) = ((v,9)),  Vi:=(v,q) €V (5.5)
o \3
mit g € [Ly(Q)]°, Yy, - ¢ = (22:1 8‘97}1:%)1:1 und

Lu, up; 0, 9) = —(((u- V) = Vuy - ¢,v)) + a(p,v) + (V-v,x) = (V- 9,q).
(5.6)

Leider ist nicht a-priori sichergestellt, daf} fiir das duale Problem auch eine Losung
existiert. Aber die Gleichung (5.5) 148t sich ndher charakterisieren. Denn nimmt
man zunichst an, daf} die Losung ¢ und die Ansatzfunktionen divergenzfrei sind, so
vereinfacht sich das Problem. Gesucht ist dann ein ¢ € Hy;,(£2), so dafl gilt:

c(p,v) = =(((u-V)p = Vuy - 0, 0)) + ale,v) = ((v,9)), Vv € Haw().  (5.7)
Bemerkung 5.2

e Wie man nachrechnen kann, ist ¢(-,-) eine Gardingsche Form beziiglich des
Fvolutionstripels Hgiy(Q) C Lgiy(Q) C Hgi(2)*. Vielleicht kann man aus
der Theorie der Gardingschen Formen Kriterien fir die Lisbarkeit von (5.7)
ableiten. Denn ist so eine Lisung gefunden, stellt die Theorie der gemischten
Probleme die Ezxistenz des Druckes x sicher.

e Gegentiber dem Ansatz von C. JOHNSON ist hier das duale Problem leicht
modifiziert worden. Denn bei C. JOHNSON wird implizit gefordert, dafs die
Druck-Komponenten verallgemeinerte Ableitungen besitzen. Dies ist hier aber
durch die Wahl der Ansatzriume nicht garantiert.

e Auch der a-posteriori Fehlerschitzer von R. VERFURTH [Ver96] beruht auf ei-
nem geeigneten Hilfsproblem.* Gefordert wird, daf fiir alle (w,r) € [L*(Q)]® x
(HN H'Y(Q)) eindeutig ein

(v.q) € (H* QP N V) x (H'(Q) N H)

4Vgl. Bemerkung 3.23.
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existiert, so dafs gilt:

—vAv—(u-V)v+(v-VIu—Vqg = w in
Vv = 1r inQ.

Leider ist auch hier zweifelhaft, ob fir alle (w,r) eindeutig eine Lisung (v, q)
ezistiert.

Die Existenz einer Losung von (5.5) vorausgesetzt, wird eine Stabilitdtskonstante
definiert:

Definition 5.3 Die Stabilititskonstante C¥(u,uy) des dualen Problems wird defi-
niert als die kleinste Konstante derart, daf$ folgende Ungleichung gilt:

Vx| +vlels < CP(uup)llgll, Vg € [La(Q)], (5.8)

wobei ¢ = (¢, x) Losung des Problems (5.5) mit g als Storung auf der rechten Seite
151.

Vorbereitend wird zunéchst bewiesen:
Lemma 5.1 Firu,v,w €V und V -u =10 gilt

—(((u-V)w = Vuv-w,u—v)) =blu;u,w) — b(v;v, w). (5.9)
Beweis: Der Beweis ergibt sich durch einfache Umformungen. Wiederholt wird die
Inkompressibilitdt von u und die partielle Integration benutzt unter Beriicksichti-
gung der Tatsache, dafl die entstehenden Randintegrale aufgrund der Nullrandbe-
dingungen verschwinden. Es gilt:

- (((u- V)w—Vv w,u —v))

= Z uja dm—i—/z U] — v;)dx

’LJ 1 1,j=1
= /Z —Uj ul+ Ja vl+w] uzd:v /ij Lyda
= 0z 0z x; = x;

=(((u- z)u,w))

uzd:v /Z u]d:r (((v- V)v,w))

- [z

’L,jZI
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1,j=1
i v,
= b(u;u,w) — b(v;v, w) + /Q”Z_l w5 Jluzdx
iﬂ
E o 3
a’u]' / 81),

— W; vidx — U w;dx

= b(u;u, w) — b(v;v, w),
da die zuletzt auftretenden Summen gleich sind. a

Die Verbindung zwischen dem dualen Problem (5.5) und den Variationsformulie-
rungen des Navier-Stokes Problems (5.2) und (5.3) wird durch folgendes Lemma
hergestellt:

Lemma 5.2 Ist 4 = (u,p) € V eine Lisung des Variationsproblems (5.2) und
tp = (up,pp) €V, eine Losung des diskreten Problems (5.3), so gilt

A(uaﬁ; @) _A(uhadh:@) = L(uauh;é; @): (510)
wobei é := (u — up, p — pp) der Diskretisierungsfehler und ¢ = (¢, x) € V ist.

Beweis: Sei e := u — uy;. Der Beweis ergibt sich aus dem vorherigen Lemma und
wiederum durch partielle Integration:

Alu, @, @) — Alun, tin, $)
= a(u, o) +b(u;u, ) = (0, Vo) + (x, V- u)
—(a(un, )+ b(un; un. ) — (P, V- ) + (X, V - up))
= (b(usu, ) — blup;up, ) +alu—up, @) = (P—p Vo) + (. V- (u—up))
(- V) = Vun -9, u—un)) +ale, ) +(V-e.) = (p =, V- 9)
= L(u,up;é,@).

O

Es werden jetzt noch Interpolationsabschitzungen bendétigt. Dazu wird auf den
Quasi-Interpolationsoperator von P. CLEMENT [Cle75] zuriickgegriffen. Definiert

man
U o

QN0 #0
QJ €Ty,

als die Vereinigung aller finiten Elemente €2}, deren Abschliisse eine nichtleere Schnitt-
menge mit €2, besitzen, so 148t sich formulieren:
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Lemma 5.3 Es gibt Operatoren I, : V. — V, und J, : H — Hy, so daf fiir
o= (p,x) €V, € Ny und alle Q, € T),

o — Inlio, < Ch pljw,, =12, j>1+1 (5.11)
und
X = Inxlog, < Chilx|iw, (5.12)

gilt, falls ¢ der zusitzlichen Regularititsbedingung ¢ € [H*(Q)]® x H'(Q) geniigt.

Dort zeigt P. CLEMENT auch die Spur-Ungleichung®

hilulg o, < [[ult o, + hilulio,] (5.13)
wobei u € H'(£2;) ist. Diese nutzen wir, um zu beweisen:

Lemma 5.4 Fiir u € H*(Q) gilt
.3
lu — Thulop0, < cC'hilulsw,- (5.14)
Beweis: Teilt man in (5.13) durch hy, so erhilt man
2 |1 2 2
u = Tyulg g0, < c h_k|u — Ihulgq, + hilu — Thuli o,
Nun folgt aus Lemma 5.3 die Existenz einer Konstante c, so daf
Ly 2
u—Iyulgon, < 50" [Milulow, + hilulsuw ]
gilt. Hieraus folgt die Behauptung. a
Die Verallgemeinerung auf den Fall u € [H?(£;,)]" ergibt sich einfach durch kom-

ponenentenweises Ausnutzen von (5.14). Nach diesen Vorbereitungen 148t sich das
entscheidende Resultat dieses Abschnitts zeigen:

Satz 5.1 Besitzt das duale Problem (5.5) eine Lisung ¢ € V mit ¢ € [HZ(Q)]?, so
gilt unter den Voraussetzungen von Lemma 5.2 die a-posteriori Fehlerabschdtzung:

lu—ull < CCMu,up)C Y (V—lthl(uh,Qk)+hkRQ(uh,Qk)

QreTy

3
+ Vﬁlhg Rg(uh, Qk)>

>Vgl. P. CLEMENT [Cle75], Lemma 4 oder auch R. VERFURTH [Ver98b], Lemma 3.1.
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mit
Ry(up, Q) = |[(un- V)up + Vp, —vAuy — flla,,
Ro(up, ) = ||V -up|l, und
auh
Q) = —V—
R (up, Q) [prns l/ans] 000,

Dabei ist [ppng — ugni’;] der Sprung der Normalenableitung auf einer Seite S eines
Elements €, € Ty,

Beweis: Der Fehler e = u — u;, wird dargestellt durch das duale Problem. Sei dazu
in Definition 5.2 g durch e ersetzt, d.h. ¢ € V ist also eine Losung von

L(u,up; 8, ¢) = ((v,e)), Vo eV.

Unter Beachtung von (5.2) und Lemma 5.2 ergibt sich dann

lell® = L(u, uns &, %)

Alu, @, @) — A(up, tp, @)
= F(p) — A(up, i, ¢).

~

Fiithrt man nun zu ¢ die Quasi-Interpolierende @ = (@, x1n) = (Inp, Jnx) € Vi
aus Lemma 5.3 ein und beriicksichtigt (5.3), so folgt:

||€||2 = F(¢— ¢n) — Alun, un, @ — ¥n)
= —((=f+ (un - Vun, 0 —on)) — alun, ¢ — @p)
—(V o un, x = xn) + (pn, V- (9 — 1))

Weiterhin ergibt sich aus partieller Integration fiir z € Vj,,v € V:

°\ 0z Ov;
a(z,v) = U/QZ o, adea:
i,j=1

821
= —Z /Q vld:r+z

3x
QET), kz]l QeT), 6ka]1

= /szAzzdx—l- Z / a@: v;ds
S

e, YO =1

nsjvlds

= —y((Az, U))+ Z U/8 ﬁ - vds.

on
QreTy Qe S
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Analog berechnet man

al)i
(1, V- v) = /szhaxid:r

3
= — Z/Q 6:1: vlda:+ Z/ thvmgids

QreTy koi=1 QreTy 9y, i=1

= ((Vpp,v) Z / ppng - vds.
le)

QReTy

Definiert man nun £ als die Menge aller Flichen, die die Oberfliche der Tetraeder
der Zerlegung bilden, so erhilt man:

(Phs V- (0 — o)) — alun,  — @n)
= ((Vphagp Qph +Z/ hnS <,0 (,Oh)d

SEE
au
+v((Aup, ¢ — 1)) Z/ e h (p — pn)ds
SeE ns
< ((vAup — Vpn, o — ¢n)) 2/ hns—V—] (o — @h)ds‘
OueT, EIon
ou
< ((VAUh—VPh,QO—QOh))‘i‘ 5‘80—% 0 [phn 5 h
leTh 0,8 k nS Oﬁﬂk

Dies setzt man jetzt in die obige Fehlergleichung ein:

lell> = —=((=f + (un - Vun. o — ¢1)) — a(un, ¢ — ¢n))
—(V - up, X — xn) + (pr, V- (0 — 1))

(=f + (un - V)up + Vpp, — vAuy) - (¢ — ¢p)de

VAN

|
M
:;\

QkETh k
+) 1‘@ w‘ ‘[pn iy ) / V- )d
=P — @n hns — - *Up(X — Xhn)AT.
oo 2 0,60, Ons 0,00, oot

Jetzt wendet man die Ungleichung von Cauchy-Schwarz, die Interpolationsabschét-
zungen aus Lemma 5.3 und die Ungleichung (5.14) an:
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lel> < Y2 1= F+ (un- Vyun+ Von — vAunlla, |l — onlle,

QreTy
1 6uh
- — " — V- —
tgloms —vg | o=l IV unllacl = la,
< = (un- Vs + Vpn — vAuyflo, CPhi ||,
QkETh
+ Z B} [pnns — V%] 0,8QkCC hi | @low, + IV - unll, C helx|1 0,

Beriicksichtigt man nun noch die Stabilitdtskonstante C7(u, up) aus Definition 5.3,
so ergibt sich:

el < CCtww)C S (W = £+ (un - Vyun+ Vo — Ao,

QreTy
3 6uh
™ ns — v | eV wla, ) el
Dabei gilt C' := max{1, 1c}. Hieraus folgt dann die Behauptung. O

Wie schon erwihnt, bereitet neben der Existenz einer Losung des dualen Problems
aus Definition 5.2 auch die Bestimmung der Stabilitéitskonstante C7(u, uy) grofie
Schwierigkeiten. Um eine Groflenordnung dieser Konstante angeben zu kodnnen,
schligt R. BECKER [Bec98]® im Wesentlichen zwei Moglichkeiten vor: Die erste Op-
tion sind scharfe Abschidtzungen der Losung des dualen Problems. Das wird aber
nur bei einfachen Modellstromungen gelingen. In diesem Zusammenhang sind die
Abschétzungen bei C. JOHNSON, R. RANNACHER [JR94]” zu sehen. Zum zweiten
kann man auch das duale Problem diskretisieren und aus der so bestimmten Losung
des dualen Problems die Stabilitiitskonstante C7(u,uy) berechnen. Dabei ersetzt
man in geeigneter Weise die Losung u durch die Ndherungslosung uy;. Um den Auf-
wand gering zu halten, wird vorgeschlagen, das gleiche Gitter wie beim primalen
Problem zu benutzen.

Numerische Experimente dazu findet man bei R. BECKER ([Bec95], Abschnitt 6.1
bzw. [Bec98], Abschnitt 3) oder bei R. RANNACHER ([Ran98], Abschnitt 4.1).

Abschlieend wollen wir den Satz 5.1 auf den diskreten Raum Vhl = V! x H} mit

Vil = {veV | wvlg, ist linear, € €T} und
H} = {q€ H | q|q, ist konstant, € € T},}

6Vgl. Abschnitt 2.
"Vgl. Abschnitt 4.
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anwenden. Also soll die Geschwindigkeit stiickweise linear und der Druck stiickwei-
se konstant approximiert werden. Diese Wahl wurde von C. JOHNSON, R. RAN-
NANCHER ( vgl. [JR94], [Joh95]) vorgeschlagen. Leider erfiillt V}' aber nicht die
Babuska-Brezzi-Bedingung (5.4).% Aber so vereinfacht sich das Problem, denn fiir
die Approximation (up,pp) gilt

Vp,=0 und Auy,=0.

Beriicksichtigt man auflerdem, dafl phng—ua;‘—g auf jeder Fliache S € FE der Tetraeder

B
der Zerlegung konstant ist, so ergibt sich

auh 2 > auh~
‘[phns - l/%] = Z Z /[phns ~ Yo “Pds
S 10,00, i=1 ScQ, 79 s
ouy,; k
< max [phng — v hiy2 (Z/ 1ds>
15_c5'si’k ong i1 7Oy
<ah?
< 3h2 [ auh] 2
max ng — V—
k PrNs Ong

Hierdurch ergibt sich folgende Version von Satz 5.1:

Satz 5.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt fir (up,pp) € V' die a-
posteriori Fehlerabschdtzung:

. ~ 5
= up| < CCP(u,u)C Y (rlthl(uh, ) + TR (un, ) + v~} Ry (un, Qk)> ,

QreTy
(5.15)
wobei
Ry(un, Q) = [[(un - V)un = fllay,
Ro(up, Q%) = ||V -uplla, und
8uh
Rs(up, Q) = dnax [phns—V%]
ist. Dabei ist [pyns — ugnig] der Sprung der Normalenableitung auf einer Seite S

eines Elements Q) € T),.

8Vgl. A. QUARTERONI, A. VALLI [QV94], Abschnitt 9.3.1.
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5.3 Das instationire Navier-Stokes Problem

5.3.1 Das dG(0) - Verfahren

In diesem Abschnitt werden Fehlerabschitzungen fiir die instationéiren Navier-Stokes
Gleichungen bewiesen. Das dabei benutzte discontinous-Galerkin Verfahren mit stiick-
weise konstanten Ansatzfunktionen ist bereits im Abschnitt iiber das Anfangswert-
problem eingefiihrt worden. Die dort definierten Notationen werden hier so weit wie
moglich iibernommen. Es wird nur beziiglich der Zeit diskretisiert. Man spricht des-
wegen auch von einer Semidiskretisierung. Der hier vorgestellte Ansatz bezieht sich
auf die Arbeit von C. JOHNSON et al. [JRB95].

Zuerst sei noch einmal an die Problemstellung erinnert: Finde

(u,p) € H'((0,T); [H*(Q)]*) x L2((0,T); H'(Q)),

so daf} gilt
du ,
E—l—(u-V)u—uAu—i—Vp = f inQxI
Veu = 0 in 2 x 1
u 0 auf 0 x I

u(,0) = wu in ).

Dabei ist I := (0,7') das zu betrachtende Zeitintervall. Um dazu eine Variationsfor-
mulierung aufstellen zu konnen, ist noch die Definition eines geeigneten Ansatzrau-
mes notig. Sei dazu

Z = H'((0,T); Hy:n(9)),

wobei Hy;, (Q) := {v € [H}()]* : V- v = 0} der Sobolevraum der divergenzfreien
Funktionen ist. Es ergibt sich dann folgende Formulierung: Finde u € Z" := {v €
Z :v(0) = ug}, so daB gilt:

((du

E,v)); + br(uyu,v) + ar(u,v) = ((f,v)r, VYove Z° (5.16)

Hierbei ist

((v,w))s ::/I/Qv-wd:r dt, br(u; v, w) ::/I/Q(U-V)v-wdx dt und

3
ar(v,w) := V// ZVvi - Vw;dx dt mit u, v, w € Z.
LI =

Fiihrt man noch die Notationen

fl(u;v,w) = ((Z—l;,w))l + br(u;v,w) + ar(v,w) + ((v(0),w(0))) und
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F(v) = ((f,0)1 + ((u°, 0(0)))

ein, so 148t sich (5.16) kurz schreiben als

Au; u,v) = F(v), Yv e Z. (5.17)
Leider ist die Existenz einer solchen Losung nicht auf dem ganzen Zeitintervall
gesichert (vgl. dazu Satz 3.2). Nehmen wir jedoch dennoch an, daf} eine solche Losung
eindeutig existiert.
Definiert man nun eine Zerlegung des Intervalls (0,7) durch 0 = t; < t; < --- <
tni1 = T, Zeitintervalle I, := (t,,t,+1) und die Zeitschrittweite h(t) durch h(t) :=
hy = tp1—ty, fiir t € I, so 148t sich folgendes dG(0)-Verfahren fiir (5.17) aufstellen:
Finde u), € 7, so daf gilt

Ap(up;up,v) = F(v), Yo € Z, (5.18)

N

Anuow) = LG, a0 + v ) b+ S 0)

n=1

und Z, = {v € W := Ly((0,T); Hyi,(?)) : v ist konstant auf jedem I,} ist.
Natiirlich erfiillt eine Losung von (5.17) auch die Gleichung (5.18).

5.3.2 A-posteriori Fehlerabschitzung

Untersucht wird eine Fehlerabschitzung fiir den Diskretisierungsfehler e := u — uy,.
Dabei ist u die Losung der Variationsformulierung (5.16) und uy, ist eine Lésung von
(5.18). Im Wesentlichen benutzt man die Vorgehensweise der vorherigen Abschnitte.
Wir definieren zuerst wieder ein linearisiertes duales Problem:

Definition 5.4 Seien g € [L2(Q)]® und T € (0,T]. Finde ¢ € Z, so daf gilt:
L(u,up; v, 0,T) = ((g,v(T))), Yo e Z (5.19)

mit

N

L(u,up;v, 0, T) = ZU{
)

n=1

3

~ ~

(G s, (0 9 = T ), +a, e0)
((1¢"].0")) + (w(D). o(T))).

Bemerkung 5.3

o Fiir u = uy, ist (5.19) das rickwdrts in die Zeit gerichtete, duale Problem des
linearisierten Stabilititsproblems (4.5) in Variationsformulierung.
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e Die Ezistenz einer Lisung von (5.19) ist a-priori nicht gesichert.

e Bei R. VERFURTH [Ver98a/ findet man ein dhnliches Hilfsproblem. Dort wird
fiir jede Wahl von (w,r) gefordert, dafs

d
—U—Z/Av—i—(u-V)u—Vq = w in Qx(0,T)

dt
Voo = r inQx(0,7T)
v = 0 auf 0Qx(0,T)
v(,0) = 0 inQ
eine eindeutige Losung (v,q) besitzt.

Analog zum vorherigen Abschnitt definieren wir fiir das duale Problem (5.19) eine
starke Stabilititskonstante. Wir nennen eine Stabilitdtskonstante stark, wenn sie
auch Ableitungen kontrolliert.

Definition 5.5 Die starke Stabilitiitskonstante CV (T, u, uy,) ist definiert durch

_1 Tfe
i max (¢ oy, SUPo<ece- [Tom(e) |73 |2 )
CY(T,u,uy) := sup sup .
g€[L2(Q)P—{0} 0<P<T 9]l

(5.20)
Dabei ist p eine Lisung von (5.19) mit g auf der rechten Seite.

Bemerkung 5.4 In der Definition der starken Stabilititskonstanten CV(T, u, up)
ist die schwache Stabilititskonstante C8 (T, u,uy) definiert durch

w A
CH(T, u,up) := sup sup m (5.21)

gelr2@)r—{oy o<r<r |9

enthalten. ¢ ist wieder eine Lisung von (5.19). Die schwache Stabilititskonstante,
die in Abschnitt 4.6 auftrat, lift sich also durch die entsprechende starke nach oben
abschdtzen.

Um die Fehlerabschétzung zeigen zu kénnen, benétigen wir noch folgende Approxi-
mation ¢ € Z;, eines Elements ¢ € Z:

Definition 5.6 Zu ¢ € Z definieren wir ein Element © € Zj, so, daf$ fir alle

x € Q B(x) auf jedem Intervall I, den Mittelwert von o(x) darstellt. Es gilt also fiir
n=0,...,N; x €Q :

/In oz, t)dt = /In p(z)dt. (5.22)
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Interessant ist folgende Eigenschaft:
Lemma 5.5 Seien ¢ € Z und ¢ € Zy, gegeben. Dann folgt

(Y, —9)1, =0, n=0,...,N.
Beweis: Aus der Eigenschaft (5.22) folgt

(1, 0 —9)) / /Inso wdtdz = 0.
O

Auflerdem gelten fiir das so eingefiihrte Element % die Interpolationsabschiatzungen:

Lemma 5.6 Sei p € H'((0,T); [Hy(Q)]?) gegeben. Es gilt fiir @:

lo -l < f/ 1% n)lidr,  n=0,...,N, (5.23)

le =2l < 2ol (5.24)

wobei ||o||7 := maxyer ||o(+, t)]| ist.?

Beweis: Nehmen wir zuerst an, daf§ ¢ in C'((0,T); [H,(Q)]?) liegt. Dann folgt fiir
t € I, mit Lemma 2.4, der Holder-Ungleichung und durch mehrfaches Anwenden
des Satzes von Fubini:

o6 =70 = [ loat) =Pl da

< /3(/ d_go(x T) dT)Qd!E
>~ 0 . dt )
< 3/// o ) ‘d—gp(x,a) drdodz

QJI, JI, dt dt
< 3/ / < d_go( ,T) d_go(x o) dx) drdo

1. /1. \Ja dt

d 2 3 d 2 3
< 3//( (p(SU,T) d:v) (/ —Qp(a:,a) da:) drdo
I o dt

< 3 [ [ 15NN 6o drds

3(/ ||‘f;f( >||dr)2.

°In C. JOHNSON, R. RANNACHER, M. BoMAN [JRB95] werden die Abschitzungen (5.23) und
(5.24) ohne Konstante angegeben. Zumindest (5.24) gilt im Allgemeinen dann aber nicht.
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Hiermit folgt die erste Ungleichung aus

lo =12 = supllg(#) — B 8)]2 < ( / |4¢ ||d) .
tely,

Durch Grenziibergang ergibt sich dann die Behauptung, da C'((0,T); [Hg(2)]*) N
H'((0,T); [Hy(2)]?) nach Satz 1.15 dicht in H'((0,T); [H,(Q)]?) liegt.

Wie man leicht zeigt, gilt ||@]|r, < [|¢|lry. Damit ergibt sich die zweite Ungleichung
aus

le =@llry < llelly + 1@y < 2l
O

Nun wird der Zusammenhang zwischen dem dualen Problem (5.19) und den Varia-
tionsgleichungen (5.16) und (5.18) hergestellt:

Lemma 5.7 FEs gilt fiir alle p € Z:
z(uauh;e: QO,T) = A(U, u, 90) _Ah(uh;uh:gp)' (525)
Beweis: Sei ¢ € Z beliebig vorgegeben. Es ergibt sich

A(u;u, ) — Ap(up: up, @)

= 3 (G o+ (0 T D+ (00)] + (0000, £(00) = ()

-3 [t (o D+ )] = S

Faft man nun die beiden Summenterme zusammen, fiihrt eine partielle Integration
des Terms ((d(“ “h), ©))1, beziiglich der Zeit durch (vgl Satz 1.16) und benutzt das
Lemma 5.1, so erhdlt man

Alus u, @) — Ap(up; un, @)

- Z[am,e)—(((u-vw—wh-w,e»fn—<<‘;—f,e>>fn +((u(0), 2(0))

N N

((unS, ©2)) = D (([upl. @) + D [ ™) = (e, 1))

n=1
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= 3 fon ) = (- P = Vo D~ (5l
(€% ) + (€], 1)
[ 4) = (W) + 3 =) ) - (e, wm}]
= 3 fon )~ (- P = V- — (5D
=D (([¢", €M) + ((e(T), o(T)))
= ‘i(ua Uh; €, @, T)a
da [e] = —[uy] ist. Denn w ist nach Satz 1.16 beziiglich der durch ((-,-)) definierten
Topologie stetig. O

Nach diesen Voriiberlegungen sind wir in der Lage, die a-posteriori Fehlerabschéitzung
zu beweisen.

Satz 5.3 Sei u eine Lisung des exakten Navier-Stokes Problems (5.17) und uy, die
semidiskretisierte dG(0)-Ldsung definiert durch die Gleichung (5.18). Existiert fiir
das duale Problem (5.19) eine Lisung, so ergibt sich mit L, := maxo<,<n(1 +

[1og(hn)|2)
[u(T) = un(T)[| < 2LaCY (T, u, un) <|l[uh]llz +min2|[2f|r, \/glth%Hz)) , (5.26)

wobei [up] = [u}] auf I, ist.

Beweis: Die Idee des Beweises ist wieder, den Fehler e(T) = u(T) — uy(T) durch
das duale Problem darzustellen. Durch Spezifizierung der rechten Seite in (5.19),
erhélt man das duale Problem: Finde ¢ € Z, so dafl

L(u,up;v,0,T) = ((0(T), e(T))),  VveZ
gilt. Setzt man nun v = e und integriert partiell, so erhélt man :

le(. D> = L(u,upie, o, T) = A(u;u, ) — Ap(un; up, ¢)
= F(p) — Ap(up;un, ©) = F(p — @) — Ap(un; un,  — P)

= =3 (B - D frp = P+ a7

= ([, (e = D)),
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wobei u;? definiert ist durch u;? := «® und @ € Z, durch (5.22) bestimmt ist.
Definiert man analog f € Z, nach (5.22), so ergibt sich mit Hilfe von Lemma 5.5

aus ((f, —9))r, =0, da
N B N
leC- DI =D ((f = Fro =N = D _(([uil: (0 = D))
n=0 n=0
gilt. Wendet man hierauf die Ungleichung von Cauchy-Schwarz an, so erhélt man:

leC. T)I* = Z/ /(f—?)-(s@—@)dwdt—Z((ML(@O—G)’D)

I

}:/Wffw¢ MM—EX@%W—@D)

ZHh(f Dlinlle - <p||zn+Z||uh e — @l

IN

IN

Diese Ungleichung kann man auf zwei verschiedene Arten weiter abschétzen. Beide
Félle ergeben dann zusammen die Behauptung:

Fall 1 Im ersten Fall benutzt man die beiden Interpolationsabschitzungen (5.23)
und (5.24):

Je(, T s\ﬁﬁi[ VAl ar-+ il ] [ 157
e2| [ VARG ] el
sz@%ﬂMﬂmmem+Z/nn@
<

2 VAL ] (el + [ 15211a).

Bezieht man noch die Definition der Stabilitdtskonstante C¥ (T, u, uj;) aus Definition
5.5 mit ein, so folgt

leC, T)|1*

IN

2 [ VB -+ il | [Hog(t) + 1] GO, ) e )]

< 21,00 m ) VIR + ol ] e 7))
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Fall 2 In diesem Fall benutzt man die Interpolationsabschitzung || f — fll; < 2||f]l:
und erhélt analog zum Fall 1:

tn d
¥
JeC. TV < 20l + Nl (2ol + V3 [ 152 0t
< 2020Afll + a4 LG T e, T)].
Setzt man beide Ungleichungen zusammen, ergibt sich die Behauptung. O

Wie man sieht, gilt die Ungleichung fiir alle ¢; < T". Deshalb kann man folgenden
Satz formulieren:

Satz 5.4 Sei u eine Losung des exakten Navier-Stokes Problems (5.17) und uy, die
semidiskretisierte dG(0)-Ldsung definiert durch die Gleichung (5.18). Existiert fir
das duale Problem (5.19) eine Lisung, so gilt mit Lj, := maxXo<p<n (1 + | 1og(hn)|?)
und |u — up|r == max;—g,. nt1 ||u(t;) — un(t;)|

o= wls < 20T ) (s + minIs VB ) . )

wobei [up] = [u}] auf I, ist.

5.3.3 A-priori Fehlerabschitzung

Mit Hilfe der gleichen Technik ist es auch moglich, eine a-priori Fehlerabschétzung
zu beweisen. Eine a-priori Fehlerabschatzung wird dadurch charakterisiert, dafl die
rechte Seite von der exakten Losung der Navier-Stokes Gleichungen (5.16) abhéngt
und nicht von der diskreten Losung aus Gleichung (5.18).

Als erstes definieren wir wieder ein duales Problem. Zu beachten ist, daff im Gegen-
satz zum letzten Abschnitt dieses Problem endlich-dimensional ist.

Definition 5.7 Bestimme p, € Zy, so daf gilt:

L(u,up; v, on,tagr) = (0NNt — o T, Yo € Zp, (5.28)

wobei u die Interpolation gemdf Definiton 5.6 ist und i(u,uh;v,cph,tNH) wie in
(5.19) definiert ist.

Das neue diskrete duale Problem erfordert wieder eine Stabilitatskonstante:

Definition 5.8 Die Stabilitiitskonstante C¢(T, u, uy,) ist gegeben durch

_1 N
d max (1, [l 05 1 [108() |3 S 31 )
CHT,u,up) := sup ~ max 5 :
POE[L2(Q)P—{0} Ne{1,...N} 7]

(5.29)

Dabei ist py, die Lisung des diskreten dualen Problems (5.28), wobei ¢, anstatt

gyt — u,]lvfl auf der rechten Seite eingesetzt wird und N durch N ersetzt wird.
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Es 1483t sich jetzt folgende Fehlerabschitzung beweisen:

Satz 5.5 Sei u eine Lisung der exakten Navier-Stokes Gleichungen (5.17) und uy,
die semidiskretisierte dG(0)-Lisung definiert durch die Gleichung (5.18). Existiert
dann noch eine Lisung der Gleichung (5 28), so gilt

u(T) — (D)) < VACHT, u, ) [522 (f 7Y ||oo+Lh+1) (5.30)

wobei |[u]lsc = SUD(yayera lu(t, )] ist

Beweis: Zuerst definiert man zu u ein u gemafl Definition 5.6. Dann nutzt man die
Représentation des Fehlers é := @ — u;, durch (5.28):

[e(T)|? = [[a¥*" — uy™ " |” = L(u, uni & 9, T)-

Aus der Galerkin-Orthogonalitéit und Nullergdnzung ergibt sich unter Beriicksichti-
gung von Lemma 5.7
=0

A

[B(T)* = L(u,un;e on, T) —A(u;u, op) + Ap(un; un, on)

= ~(u Up; T — Up, Py T) —i(u, Up; U — Up, Py T)

= L(u,up;@—u, on,T)
Y dSOh — _

= Z u—u))r, — (((w-V)on = Vup - op, 7 — u))y,
n=0 N
+o((Ven, V(@ —u))r,] = > (([@h]. " —u”))

n=1

+H((@(T) —u(T), ¢n(T)))-
Nun nutzt man die Tatsache, dafl nach Lemma 5.5 ((Vuy, - ¢p, @ — u)), = 0 und
(Von, V(u—u))), =0 fir alle n € {0,..., N} ist. AuBerdem ist nach Definition
d‘ph = 0. Es folgt

N

[eD)* = Z —(((u - V)en, @ —u))r,

Z [on], u” = u)) + ((@(T) = u(T), on(T)))-

Aus partieller Integration (1.9) und der Inkompressibilitit von u und @, folgt nun

=((¢n V(u—u)u))

Y

le(T)|]? = Z/ Z/go,“ ‘ dxdt+Z/<pmu] Ui )d dt

I"zgl 7,j=1

- Z(([@Z]ﬂ’i —ul)) + ((@(T) = u(T), pu(T))).
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AuBerdem gilt nach Lemma 5.5 auch ((¢ - V(u—1u),u));, = 0. Erginzt man dieses,
so folgt

N

D> = = ((¢n- V(u—1),u—-1),

= (([eh]. @ —u™)) + (@(T) = u(T), ou(T))).

n=1

Jetzt wird die rechte Seite mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz nach oben
abgeschétzt.

[E(D)* < Z/ lu —allllon - ¥ (u—@)lldt + Y eplllle —allz,,

Hon ™ Mllu =l 1y
N
< <T||soh||1||V(u —)|loo + Y IRl + llo +1||) [l — |
n=1

Beachtet man noch die Stabilitdtskonstante aus (5.29) und nutzt die Interpolations-
abschétzungen (5.23) und (5.24), so folgt

<Ly
/—/%

_ _ du
[e(T))1* < VBCHT, w, un)|[e(T)| || = II; fTIIh ||oo + [ log(hy)|? +1
dt

Nach Nullergdnzung und der Dreiecksungleichung ergibt sich aus

()| = ulT) ~ (D] < u(T) ~TT)| + [(T) — ()]
VIS + VACHT )W [VBTI S o+ 1]

IN

d AV
< VBT wun) I VAT e+ L+ 1]

die Behauptung, da C¢(T, u, uy,) > 1 ist. O






Kapitel 6

Anwendung auf eine spezielle
Rohrstromung

In diesem Kapitel wird anhand eines Beispiels gezeigt, dafl es durch Ausnutzen
spezieller Eigenschaften einer Stromung moglich ist, scharfe Abschitzungen der
Stabilitdtskonstante zu beweisen. Hierdurch werden realistische a-posteriori Feh-
lerschétzer ermdglicht. Das nachfolgende Beispiel entstammt der Arbeit von C.
JoHNSON et al. [JRB95]!. Allerdings wird dort die Abschitzung der Stabilitéts-
konstante nur fiir ein wesentlich einfacheres Beispiel gezeigt.

Betrachtet wird dazu der Fall einer Stromung in einem unendlich langen geraden
Rohr Q = R X w, wobei w der Querschnitt des Rohres in der (5, x3)-Ebene ist und
die Langsachse des Rohres entlang der z1-Achse orientiert ist.

Das Problem sei speziell reduziert auf eine Losung der Navier-Stokes Gleichungen
mit dem Geschwindigkeitsvektor u = (uq,0,0) und dem Druck p = p(t). u; ist dabei
von der Form u; = uy(xq, z3,1).

Das Navier-Stokes Problem vereinfacht sich dann zu

%—Z/Aulzfl inw x I, up =0 auf 00 x I, (6.1)

wobei I das Zeitintervall (0,7) und f = (f1,0,0) mit f; = fi(zq, x3,t) die einwir-
kende Kraft ist.

Die physikalische Situation kénnte ein langes vertikales mit einem Fluid gefiilltes
Rohr sein, auf das die Gravitationskrifte wirken. Denkbar wire auch ein langes ro-
tierendes Rohr mit variabler Rotationsgeschwindigkeit. (u, p) wird ,parallele Rohr-
stromung“ genannt.

Die Stabilititskonstante C) (T, u,u;) aus Definition 5.5 ergibt sich dann aus der
Losung ¢ des dualen Problems (5.19):

L(u,up;v,0.T) = ((¢°,0(T)),  WveZ

'Vgl. Abschnitt 4.2 und Abschnitt 5.6.
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mit
N

L(u,up;v, 0, T) = z%{
3

n=1

= (- V)¢ = V- 9,0, + an, (. v>}

3

de

~(EE o)
(([e"];v2)) + ((w(T), (1)),

wobei ¢® € [L?(Q2)]? variiert wird.

Um nun einen Zusammenhang mit den Stabilitdtsbetrachtungen aus Kapitel 4 her-
zustellen, definiert man zu ¢ zusétzlich einen Druck q. Wir nehmen an, dafl ¢ und ¢
unabhéngig von z; sind und dafl die Elemente des Ansatzraumes 7, x;-unabhéingig
sind. AuBlerdem gelte fiir alle u;, € Z), up; = 0 mit ¢ = 2, 3. Ist nun (g, q) geniigend

reguldr, dann erhélt man die Losung ¢ des dualen Problems aus der Losung (¢, q)
des Gleichungssystems

—% —vAp; = 0 inwxI
_%_VA@_F%Z?%-}-;—; = 0 imnwxI

_% — vy + aaz;h;(pl + ;—«’;]3 = 0 inwxI (6.2)
g_;pj g—i; = 0 inwxI

¢ = 0 aufdwx1
o+, T) = ¢’ inw,

denn wegen (u - V)p = 0 ist die Variationsformulierung von (6.2) genau das obige
duale Problem. Betrachtet man (6.2), so stellt man fest, daf sich die Gleichungen
durch die vorgegebenen Restriktionen entkoppeln lassen.

Um eine obere Schranke der starken Stabilititskonstante beweisen zu kénnen, ist es
hilfreich, die Notation ¢ := (9, 3) mit @° := @(+,T) einzufiihren. Damit l#t sich
folgendes Lemma zeigen:

Lemma 6.1 Fir die Lisung ¢ von (6.2) gilt

. 0
was ey < gl (63)
- T 0 '
max [0, Il < (18 + 2T K l¢r]l (6.4)

T—¢
ngl 1 1 0
—|ldt < —{(]|1 T—1)2
|15t < S(1ose T =)L

T—e¢ ~
de L. 1
|15 < VE(ltosel + T = 1) (167 + KT’
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wobei K = ||[Vup||pe@wxry und 0 < e < e ! ist. Auferdem seien T,TK > 1
angenommen und || - || sei durch || - ||1,w) definiert.
Beweis:

(i) Behauptung: maxoci<r [[¢1(-, )] < |||
Zuerst multipliziert man die erste Gleichung von (6.2) mit ¢; und integriert iiber w:

/ d:iptl prdr — l// Nprprdr = 0.

Aus der Regel der partiellen Integration (1.9) resultiert

—E%H%H

Integriert man dieses beziiglich der Zeit iiber (¢,7) mit 0 < ¢ < T, so erhélt man:

T d T
- [ s w2 [V s =0
t s t

+ || Veu|* =

oder nach Satz 1.16

>0
N\
7 N

T
WNJWMJ{/HVQWMSHwhﬂW- (6.5)
t

Hieraus folgt die Behauptung.
(ii) Behauptung: [ |42t ||dt < L(|loge| + T — 1)?[|!]
Um den Beweis zu fﬁhren wird zusatzlich die Abbildung 7(¢) := min(1,7 — t) ein-

gefithrt. Aus Muliplikation der ersten Gleichung von (6.2) mit Td‘pl und Integration
iiber w ergibt sich dann

d ? dy
—/wT (W) dx—/wl/Agolrﬁdx:Q

Beachtet man nun unter Beriicksichtigung der Regel der partiellen Integration (1.9)

d 0%p, d
/A% 901 _ Z/ 901 <P1
_ _Z/a%i I dr

_ O .
B _Z/dt2<8xi> da

Vel

2dt|
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so erhilt man

dy 1
ol T—||V<,01||2
oder umgeformt
dey 5, 1 d 9 1 dr 9
_ —v— (T|V = —v—||V :
AL + Su (7IVe?) = vVl

Dieses integriert man Jetzt beziiglich der Zeit von 0 bis T

>—1

T do T1 d Ty
| = [ v GIVeRy e [ v S e
0 0 0

=0

1 ) 1~ , 1 )
< SV IVerlfFdt + Sv (T [V (L DI = S (0)[ Ve 0)].

Das Integral auf der rechten Seite wird nun durch (6.5) nach oben abgeschitzt:

T T
dpi |5 / 1 9 1 ons

—||17dt < —v||V dt < - ) 6.6

| A < [ 5uivapa < gl (6.6)

Hiermit folgt die Behauptung, da nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt:

[ < ([ )é(/O“()nd*”ndt)l

66 T—-1 T—e 1 21
“ </ 1+ [ T—dt> Lt
T-1
1
2
1
2

_0

< (T—l—loge—i—logl) Y]

< (|loge| +T — 1) 1Y]]-

(iii) Behauptung: maxo<i<r |G- 1) < [[@°]] + 2T K |||

Multipliziert man die zweite Gleichung von (6.2) mit s und die dritte Gleichung
mit 3, so ergibt sich nach Integration iiber w und Aufsummation:

ou ouy,
e B e

Dabei fillt der Druck wegen der Divergenzfreiheit von ¢ nach partieller Integration
heraus. Hieraus schéitzt man nach Cauchy-Schwarz ab:

gl el + Ve < Kleilies + el
< 2Klpllgl, (6.7)
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wodurch aus v||V@|[?2 > 0 und Kiirzen folgt:

d
——|o|| < 2K .
S8l < 2K

Sei nun ein beliebiges s € [0, T] gegeben. Integration beziiglich der Zeit von s bis T,
ergibt unter Beachtung des schon Gezeigten die Behauptung:

1@(: 8l

IN

T
/ 2K ot + 3T

< ~0
< 2KT max i)l + 2]

(6:3) 0 ~0
< 2KTley|| + (|7

. T—e¢ v % - %
(iv) Behauptung: [~ (|2 [ldt < V/8(|loge| + T — 1) (|@°|1* + K>T1|7|*)
Bendtigt wird die folgende Ungleichung, die sich aus Integration von (6.7) ergibt:

T ) T d
[ ovivera < [ el (2Kl + el a
T-1 T-1

< (pma, o) ([ 2wl
2T - lIg T = 1))

(6.3) ~ .
< (16691 (2K1620+ 12°)

T—1<s<T

Betrachtet man den Beweis von (iii) genau, so sieht man, daf fiir das Intervall
(T —1,T) speziell

(- < ~0 0
T—nllgasngng( )< @7l + 2K ||

gilt. Damit folgt
T 2
/T VIValPde < (|2 + 2K 001)° (6.8)
—1

Als néichstes wird die zweite Zeile von (6.2) mit 7222 multipliziert. Integration iiber
w ergibt

0 d 0 d
Uhl(pl ﬂd n 0q 4P

_ d(pg 2 1
Tll—= "+ v
w 8$2 dt 8$2 dt

Y02 10 — 0.
dt v

d 2
T@HV%H +
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Hieraus folgt unter Beachtung der Youngschen Ungleichung

A2 < vl (7IVelP) - v Ve

1 dpy dq _dps
K2l |2 2 / 94 den,
+35 7l[er || + T|| || + wax; i

Integriert man die letzte Ungleichung iiber ¢ von 0 bis 7" und beriicksichtigt, daf}
4 — 0 ist fiir t € [0, T — 1], so resultiert daraus

=0

/0 A2 < VT Veal DI — v ()| Teal-. 0) P

T T T
90 d
+/ y||w2||2dt+/ K2||<p1||2dt+2/ L2
0 0 8@

T-1

Ein analoges Resultat gilt auch fiir 3. Addiert man dann beide Ungleichungen auf,
so fallt nach partieller Integration der Term mit dem Druck heraus, da ¢ divergenz-
frei ist, und man erhélt aus (6.8)

T d(p T d(p
[ e = [ % [t pa
0 0

T T
< [ vivelPare [ ke
T-1 0
~ 2
< (197 + 2KIA0)° + 2K°T )
< (I + TR (69

wobei noch die Youngsche Ungleichung benutzt wurde. Die Behauptung folgt nun
wieder aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
1
T—e¢ ~ 2
do ’
(o) 57 P
UARCL

T—€
/ || ||dt < (/ T(t)_ldt>
0 0
-) 1 1
< V8(|loge| +T —1)7 (|@°|1* + TE?||¢%]%)> .

M=

(6.9

Damit ist alles gezeigt und das Lemma bewiesen. O
Das niichste Lemma gibt eine obere Abschétzung des Terms (|loge| + 7T — 1) an

Lemma 6.2 Seien A > e und T > 1 gegeben. Dann gilt:

logA+T —1<TlogA.
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Beweis: Definiert man
g(A) :=TlogA— (logA+T —1),
so ersieht man aus

g(e) =Tloge —loge—T +1=0

und
T 1 1
"(A ———=—(T-1) > A>
JA) == 5 (T-1>0 vaAze
da8 g(A) > 0 fiir alle A > e gilt, woraus die Behauptung folgt. O

Benutzt man die beiden vorherigen Lemmata mit A := e !, so laBt sich fiir diesen

Spezialfall eine Stabilitétsabschétzung zeigen. Denn zum einen gilt fiir beliebige
0<e<iund0<T<T

le(D)] lea (D) + 16 (D))

<
< el + (12°11 + 2T K|¢41))
< 6TK|¢°l.

Zum anderen gilt

dt < — dt
[ 1% < | (1% +1%21)
dg@ T—e
/ 12+ [ 15t
0 0
| Lo 1
(5 +¢§> (|loge| +T = 1)% (||¢°|]2 + K>T|3)]*) *

1 1 Loy 2
(5 - @) T logel? (|7 + K2T|t)?)

IN

IN

IN

1 1 - 1
< ltogel? 5+ V&) TR (1417 + 141P)°
1 (1
< ltogel? (3 + V&) RIS

Beriicksichtigt man jetzt noch die Definitionen der Stabilititskonstanten C? (T, u, uy,),
i=0,1 (vgl. (5.21) bzw. (5.20)), so folgt:

Satz 6.1 Sei (u,p) eine Stromung vom Typ (6.1). Fir die Stabilititskonstanten gilt
dann

CP(T, u,up) < CTK, i=0,1 (6.10)
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mit K = ||Vup||poo@wxn) < 00, falls T,TK > 1 sind.?

Setzt man nun diese Abschéitzung der Stabilitdtskonstante in die a-posteriori Fehler-
abschétzung von Satz 5.3 ein, so ergibt sich fiir das semidiskretisierte Problem fol-
gende Aussage, wobei allerdings vorausgesetzt wird, daf§ die Funktionen der Rdume
Z und Z;, xi-unabhéngig sind und fiir alle u;, € Zj, gilt up; = 0 mit ¢ = 2, 3.

Satz 6.2 Sei u eine ’parallele Rohrstromung’, die durch (6.1) bestimmit ist, und uy,
die semidiskretisierte dG(0)-Lisung, die durch die Gleichung (5.18) definiert ist.

Mit K(up) = ||Vup||zoo@wxry < 00 und [u — up|r := max—q,. n41 |[u(t;) — un(ti)|]
gilt
- : 5 df
u—un|r < 2C0LuK (un)T | [[[un]llr + min(2[|hf]], /3[R N (6.11)
wobei [up] = [u}] auf I, ist.

Vergleicht man an dieser Stelle das Ergebnis mit der in der Einleitung angegebenen
Abschitzung CV(T, u, up) < Ce’ ™| so erkennt man das Ausmaf der Verbesserung.

2Bei C. JOHNSON et al. [JRB95] wird die Konstante C mit 2 angegeben. Dies ist jedoch falsch,
da durch Einbeziehung der 3. Komponente C' gréfler wird.



Kapitel 7

Ergebnisse und Ausblick

In diesem Kapitel fasse ich die dargestellten Ergebnisse zusammen und versuche sie
zu ordnen und zu werten. Auflerdem mochte ich einen Ausblick auf die mdgliche
weitere Entwicklung dieser Methode geben.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Problem der zuverlissigen Bere-
chenbarkeit einer Stromung mit Hilfe adaptiver Verfahren. Hinter der Fragestellung
verbergen sich zwei Schwierigkeiten: zum einen die Konstruktion adaptiver Verfah-
ren mit scharfen a-posteriori Fehlerabschitzungen und zum anderen die Frage, wann
eine Stromung iiberhaupt berechenbar ist.

Diskutiert wurden adaptive Verfahren und a-posteriori Fehlerabschitzungen des
stationdren Navier-Stokes Problems, der instationiren, semidiskretisierten Navier-
Stokes Gleichungen und zur Motivation der Fall gew6hnlicher Differentialgleichun-
gen.

Das stationéire Navier-Stokes Problem ist mit einer Finite-Elemente-Methode dis-
kretisiert worden. Allerdings ist die gezeigte a-posteriori Fehlerabschéitzung noch
nicht voll befriedigend. Denn es konnte nicht bewiesen werden, daf§ das zugeordnete
duale Problem eine Losung besitzt. Vielleicht ist es moglich, das duale Problem so
zu modifizieren, daf} die Losbarkeit garantiert werden kann. Ein weiterer Schwach-
punkt ist die auftretende Stabilitéitskonstante. Denn a-priori ist die Gréflenordnung
dieser Konstante vollig unbekannt. Nur wenn es gelingt, diese Konstante effektiv
zu kontrollieren, ist die Abschidtzung sinnvoll verwendbar. R. BECKER ([Bec98],
Abschnitt 3) und R. RANNACHER ([Ran98], Abschnitt 4.1) schildern verschiedene
Strategien und belegen diese durch numerische Experimente anhand einer zweidi-
mensionalen Benchmark-Stromung, bei der ein Zylinder umstromt wird (vgl. Ka-
pitel 5.2). Allerdings wird hier ein stabilisiertes Galerkin-Verfahren benutzt. Zeigt
sich, daf} diese Methode auch bei komplexeren Stromungen zu guten Ergebnissen
fiihrt, ist sie sicherlich eine Alternative zu den bekannten Abschitzungen. Ein wei-
terer Schwachpunkt ist die Beschrinkung auf Losungen, die eindeutig existieren.
R. VERFURTH ([Ver96], Kapitel 3.5) z.B. zeigt mit einer &hnlichen Technik eine a-
posteriori Abschatzung fiir den Fall von nichtsinguldiren Losungszweigen. Es sollte
moglich sein, die vorgestellte Methode hierauf zu verallgemeinern.
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Im instationdren Fall steht die Entwicklung von a-posteriori Fehlerabschiatzungen
noch am Anfang. Neben dem vorgestellten Ansatz von C. JOHNSON, R. RANNACHER
und M. BoMAN [JRB95] ist mir nur eine Arbeit von R. VERFURTH [Ver98a] bekannt,
in der zur Diskretisierung Raum-Zeit-Elemente benutzt werden. Der vorgestellte An-
satz beschrinkt sich auf den semidiskretisierten Fall. Bei einer Diskretisierung auch
des Ortes entstehen durch nicht divergenzfreie Ansatzfunktionen neue Probleme,
die einer griindlichen Klarung bediirfen. Daneben bereitet auch das duale Problem
wieder Schwierigkeiten, denn weder die Existenz einer Losung ist gesichert, noch ist
klar, ob die Stabilititskonstante effektiv kontrolliert werden kann. Immerhin konn-
te fiir den speziellen Fall einer ,parallelen Rohrstromung® eine realistische obere
Schranke fiir die Stabilitdtskonstante bestimmt werden (Kapitel 6). Ein weiterer
Schwachpunkt der Methode ist die Forderung an die zu diskretisierende Strémung
u, dafl sie Ableitungen aus L((0,T); Hy;, (Q)) enthalte. Wie man den Ausfiihrungen
von Kapitel 3.2.1 entnimmt, ist diese Forderung nur lokal gerechtfertigt. Von der
Beseitigung dieser Probleme wird es abhéngen, ob die Methode fiir das instationére
Navier-Stokes Problem etabliert werden kann.

Anders stellt sich die Problematik bei gewdhnlichen Differentialgleichungen dar. Das
duale Problem ist wohldefiniert, und auch die Bestimmung der Stabilitdtskonstan-
te scheint mit vertretbarem Arbeitsaufwand moglich, wie numerische Experimente
zeigen.

Der zweite hier behandelte Problemkreis beschiftigte sich mit der Frage, wann eine
Stromung iiberhaupt mit dieser Methode zuverléssig berechenbar ist oder ob es nicht
sinnvoller ist, beispielsweise Turbulenz-Modelle anzuwenden. In dem Kapitel iiber
hydrodynamische Stabilitdt habe ich gezeigt, dafl der Begriff der Stabilitit dazu
nur mit Einschrdnkungen gebraucht werden kann. Denn nur hinreichend kleine Dis-
kretisierungsfehler werden bei stabilen Stromungen nicht verstirkt. Doch wie klein
muf} der Diskretisierungsfehler hierzu sein? Die einschrinkungslose Stabilitét sichert
zwar, dafl die Fehler nicht verstirkt werden, aber dieser Fall liegt nur fiir sehr klei-
ne Reynolds-Zahlen vor. Hieraus resultiert, dafl auch im Kontext hyrodynamischer
Stabilitdt den quantitativen Aspekten mehr Bedeutung beigemessen werden sollte.
Insgesamt muf} die Aussage von C. JOHNSON et al. [JRB95]"

, There seems to be a light at the end of the tunnel. “

doch stark relativiert werden. Aber die vorgestellte Methode 148t einen Ansatz zu
weiteren Entwicklungen erkennen.

1Vgl. Abschnitt 3.3.
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