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EinleitungZentrales Thema dieser Diplomarbeit sind die Navier-Stokes Glei
hungendudt � � 04u+ (u � r)u+rp = f in 
� (0; T )r � u = 0 in 
� (0; T )u = 0 auf �
 � (0; T )u(�; 0) = u0 in 
:Dur
h diese wird die inkompressible Str�omung eines Fluids in einem Gebiet 
 be-s
hrieben, das im Zeitintervall [0; T ) beoba
htet wird. Diese Bewegungsglei
hung f�urNewtons
he Fl�ussigkeiten ist eine der Grunds�aulen der Hydrodynamik.Aufgestellt wurden sie von dem franz�osis
hen Ingenieur M.H. Navier im Jahre1822. G.G. Stokes systematisierte dann 1845 die Darstellung. Seither haben si
haufgrund ihrer Bedeutung in der Physik und den Ingenieurwissens
haften viele Ma-thematiker hiermit bes
h�aftigt.1 Do
h ist die L�osbarkeitstheorie bis heute unbefrie-digend. So ist z.B. die Frage der Eindeutigkeit einer L�osung im dreidimensionalenFall no
h o�en. Au
h die numeris
he Approximation von L�osungen ist theoretis
hni
ht hinrei
hend untermauert. Denn bislang waren nur Fehlerabs
h�atzungen derfolgenden Art verf�ugbar:2max0�t�T ku(t)� uh(t)k � Cs(T; u)E(h; u; p):Dabei ist E(h; u; p) der Konsistenz- bzw. Interpolationsfehler zwis
hen der L�osung(u; p) und der N�aherungsl�osung (uh; ph). h ist ein Ma� f�ur die Mas
hengr�o�e in Ortund Zeit, und Cs(T; u) ist eine Stabilit�atskonstante von der GestaltCs(T; u) = CeTKmit K := krukL1(
�I). Betra
htet man ein relevantes Zeitintervall T , so liegt TKoft in der Gr�o�enordnung der Reynolds-Zahl Re, die eine wi
htige Kennzahl derGlei
hungen darstellt und in Anwendungen meist im Berei
h von 102 bis 109 liegt3.1Einen interessanten historis
hen Abri� der Bem�uhungen und Forts
hritte verfa�ten J. Bemel-mans, S. Hildebrandt und W. von Wahl [BHvW90℄.2Vgl. C. Johnson, R. Ranna
her, M. Boman [JRB95℄, Abs
hnitt 2.3.3Vgl. C. Johnson, R. Ranna
her, M. Boman [JRB95℄, Abs
hnitt 2.1.



2 EinleitungHierdur
h wird ersi
htli
h, da� die bisherigen Fehlerabs
h�atzungen aufgrund derGr�o�e von Cs(T; u) praktis
h bedeutungslos sind.C. Johnson und R.Ranna
her entwi
kelten nun ein Konzept von a-posteriori Ab-s
h�atzungen, dessen Idee auf s
harfen Stabilit�atsabs
h�atzungen eines zugeordnetendualen Problems beruht. Hiermit konnte in einer Modellstr�omung die Stabilit�ats-konstante auf die Gr�o�enordnung O(Re) reduziert werden. (Siehe dazu Kapitel 6.)Die vorliegende Arbeit greift dieses Konzept auf und zeigt a-posteriori Fehlerab-s
h�atzungen f�ur das station�are und das instation�are semidiskretisierte Navier-StokesProblem. Au�erdem bes
h�aftigt sie si
h in einem Kapitel �uber hydrodynamis
he Sta-bilit�at mit der Frage, wel
he Str�omungen �uberhaupt zuverl�assig bere
henbar sind.Um das Vorgehen transparenter zu gestalten, wird die Darstellung in den Kontextdynamis
her Systeme eingebettet.Im Einzelnen ergibt si
h damit folgender Aufbau: In Kapitel 1 werden kurz dieben�otigten De�nitionen und Notationen eingef�uhrt. Dies sind insbesondere De�ni-tionen vers
hiedener Funktionenr�aume und ein kurzer Abri� �uber dynamis
he Syste-me. Das zweite Kapitel dient der Motivation und zeigt exemplaris
h das Vorgehenanhand gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen auf. Thema des dritten Kapitels sinddie Navier-Stokes Glei
hungen. Hier werden Variationsformulierungen der Glei
hun-gen hergeleitet und ihre L�osbarkeitseigens
haften diskutiert. Dem weiten Feld derhydrodynamis
hen Stabilit�at ist das vierte Kapitel gewidmet. Es soll einen �Uberbli
kder vers
hiedenen Konzepte, ihrer Verbindungen und ihrer Grenzen geben. In die-sem Kontext ist dabei vor allem die Frage interessant, wel
he Str�omungen �uberhauptbere
henbar sind. Dazu ist es erforderli
h, die vers
hiedenen Stabilit�atsbegri�e kri-tis
h zu hinterfragen. Das f�unfte Kapitel bes
h�aftigt si
h mit Fehlerabs
h�atzungenf�ur Galerkin-Verfahren. Den S
hwerpunkt bilden hier die s
hon oben genannten a-posteriori Abs
h�atzungen f�ur das Navier-Stokes Problem. Um die Generalit�at dieserMethode von R. Ranna
her und C. Johnson zu demonstrieren, wird au
h einea-priori Abs
h�atzung des semidiskretisierten instation�aren Navier-Stokes Problemsgezeigt. Anhand einer Modellstr�omung wird dann im se
hsten Kapitel der Nutzendieser neuen Methode dargestellt. Abs
hlie�end werden die Ergebnisse zusammen-gefa�t, und es wird versu
ht, einen Ausbli
k zu geben.



Kapitel 1Grundlagen
1.1 Funktionenr�aumeIn diesem Abs
hnitt werde i
h die f�ur die Arbeit ben�otigten Funktionenr�aume ein-f�uhren. Dies sind insbesondere vers
hiedene Sobolev-R�aume. Es hat si
h gezeigt,da� Sobolev-R�aume geeignete L�osungsr�aume f�ur partielle Di�erentialglei
hungendarstellen. Es wird von mir ein �Uberbli
k �uber die hier relevanten Eigens
haftendieser R�aume zusammengestellt. Auf die Beweise dieser Aussagen wird bewu�t ver-zi
htet, da man sie in fast allen Standardwerken der Funktionalanalysis �ndet. DerVollst�andigkeit zuliebe verweise i
h aber bei den Aussagen auf geeignete Literatur.1.1.1 R�aume stetig di�erenzierbarer FunktionenDie Darstellung beginnt mit dem Rn, der mit dem euklidis
hen Skalarprodukt ver-sehen wird:Satz 1.1 De�niert man auf dem Rn das Skalarproduktx � y := nXi=1 xiyi; 8x := (x1; : : : ; xn)t; y := (y1; : : : ; yn)t 2 Rn;so ist der Rn ein Hilbert-Raum mit der Normjxj := px � x; 8x 2 Rn:Auf einer beliebigen o�enen, bes
hr�ankten Teilmenge 
 � Rn werden nun dieR�aume stetiger bzw. klassis
h di�erenzierbarer Funktionen eingef�uhrt. Do
h zuerstwird die sehr praktis
he Notation mit Hilfe von Multiindizies bes
hrieben.De�nition 1.1 Ein Multiindex ist ein Vektor � := (�1; : : : ; �n), dessen Eintr�age�i; i = 1; : : : ; n aus ni
htnegativen ganzen Zahlen bestehen.� j�j :=Pni=1 �i nennt man die L�ange des Multiindex �.



4 Grundlagen� F�ur eine hinrei
hend oft di�erenzierbare Funktion ' : 
 �! R benutzt manf�ur x 2 
 die Notation:D�'(x) := �j�j'�x�11 � � ��x�nn (x); j�j � 1; D(0;:::;0)'(x) := '(x):Hiermit ergeben si
h nun folgende De�nitionen:De�nition 1.2 Sei 
 � Rn bes
hr�ankt und o�en.(i) Die Menge der stetigen Funktionen auf 
 ist gegeben dur
hC(
) := f' : 
 �! Rj ' ist stetigg:(ii) Die Menge der m-fa
h auf 
 stetig di�erenzierbaren Funktionen istCm(
) := f' : 
 �! Rj D�' 2 C(
); 8� : j�j � mg:(iii) Cm(
) ist die Menge aller Funktionen aus Cm(
), deren Ableitungen si
h stetigauf den Rand fortsetzen lassen.(iv) C10 (
1) ist die Menge der unendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen mit kom-paktem Tr�ager. 
1 ist dabei ein beliebiges, im Allgemeinen ni
ht bes
hr�anktes Gebietim Rn.Es gilt nun folgendes Vollst�andigkeitsresultat:Satz 1.2 Cm(
) ist mit der Normk'kCm(
) := supj�j�m supx2
 jD�'(x)jf�ur alle m 2 N0 ein Bana
h-Raum.Beweis: Vgl. H.W. Alt [Alt92℄, Lemma 1.8.Um den Begri� der Randgl�atte einf�uhren zu k�onnen, ist es erforderli
h, H�older-R�aume zu de�nieren, die wiederum eine gro�e Rolle in der S
hauders
hen Theorieder Di�erentialglei
hungen spielen.De�nition 1.3 Seien 0 � � � 1 und m 2 N0. Dann ist der H�older-Raum Cm;�(
)die Teilmenge von Cm(
), f�ur deren Elemente gilt:k'kCm;�(
) := k'kCm(
) + Xj�j=m supx;y2
x6=y jD�'(x)�D�'(y)jjx� yj� <1: (1.1)Au
h hier gilt:Satz 1.3 Mit der in (1.1) de�nierten Norm ist der H�older-Raum Cm;�(
) ein Ba-na
h-Raum.



1.1 Funktionenr�aume 5Beweis: Vgl. H.W. Alt [Alt92℄, Lemma 1.8.Die Randgl�atte des Randes �
 := 
n
 wird wie folgt bes
hrieben:De�nition 1.4 Ein bes
hr�anktes Gebiet 
 geh�ort zur Klasse Cm;s mit m 2 N0 und0 � s � 1, falls es zu jedem Punkt x0 2 �
 eine Umgebung U = U(x0) um x0 gibt,so da� eine bijektive Abbildung  : U ! D � Rn existiert mit den Eigens
haften:(i)  (U \ 
) � Rn+; (ii)  (U \ �
) � �Rn+; (iii)  2 Cm;s(U) und (iv)  �1 2Cm;s(D).Speziell hei�t ein zur Klasse C0;1 geh�orendes Gebiet Lips
hitz-stetig.1.1.2 Lebesgue-R�aumeAls n�a
hstes werden Eigens
haften �uber Lebesgue-R�aume zusammengestellt. Dazuversehen wir den Rn mit dem Lebesgue-Ma� �. Falls 
 � Rn eine me�bare Punkt-menge ist, so bezei
hnet man zwei me�bare Funktionen f; g : 
! R als �aquivalent,falls f = g f.�u. (fast �uberall) in 
 gilt, d.h. nur auf einer Lebesgue-Nullmenge istf 6= g. Die �aquivalenten Funktionen werden nun zu �Aquivalenzklassen zusammen-gefa�t:De�nition 1.5 Sei 
 � Rn eine me�bare Menge und sei 1 � p <1.(i) Man de�niert Lp(
) als die Menge aller �Aquivalenzklassen me�barer Funktionenf : 
! R mit der Eigens
haftkfkLp(
) := �Z
 jf(x)jpdx� 1p <1: (1.2)(ii) L1(
) ist die Menge der �Aquivalenzklassen wesentli
h bes
hr�ankter me�barerFunktionen f : 
! R, d.h.kfkL1(
) := ess supx2
 jf(x)j := infN me�bar�(N)=0 supx2
nN jf(x)j <1: (1.3)Bez�ugli
h der Vollst�andigkeit dieser R�aume l�a�t si
h feststellen:Satz 1.4 Sei 
 � Rn eine me�bare Menge. Dann gilt:(i) Mit der Norm (1.2) ist Lp(
) mit 1 � p <1 ein Bana
h-Raum.(ii) L1(
) ist mit der Norm (1.3) ein Bana
h-Raum.Beweis: Vgl. H.W. Alt [Alt92℄, Satz 1.14 bzw. Lemma 1.11.Wie man sofort dur
h Na
hpr�ufen der Axiome sieht, gilt speziell:Satz 1.5 Der L2(
) ist mit dem Skalarprodukt(f; g)
 := Z
 fgdx; f; g 2 L2(
)ein Hilbert-Raum.



6 Grundlagen1.1.3 Sobolev-R�aumeSobolev-R�aume sind spezielle Lebesgue-R�aume. F�ur die Elemente dieser R�aume wer-den in geeigneter Weise Ableitungen de�niert. Um aber verallgemeinerte Ableitun-gen de�nieren zu k�onnen, ben�otigen wir no
h den Raum der lokal integrierbarenFunktionen:De�nition 1.6 Auf einem me�baren Gebiet 
 de�nieren wir den Raum der lokalLebesgue-integrierbaren Funktionen dur
hL1lo
(
) := �f : 
! R me�bar : ZA jf(x)jdx <1; 8A �� 
� : (1.4)Dabei bedeutet A �� 
, da� A kompakt ist und A � 
 gilt.De�nition 1.7 f� 2 L1lo
(
) wird verallgemeinerte Ableitung D�g von g 2 L1lo
(
)genannt, falls Z
 f�'dx = (�1)j�j Z
 gD�'dx; 8' 2 C10 (
) (1.5)gilt, wobei � ein Multiindex ist. Man s
hreibt D�g := f�:Wie man der klassis
hen Regel der partiellen Integration entnimmt, stimmen dieklassis
hen und die verallgemeinerten Ableitungen �uberein, falls die klassis
hen Ab-leitungen existieren. Die Funktionenr�aume mit verallgemeinerten Ableitungen wer-den nun als Sobolev-R�aume bezei
hnet. Im Folgenden sei 
 � Rn immer eine Le-besgue-me�bare Menge.De�nition 1.8 Der Sobolev-Raum W k;p(
) mit 1 � p � 1 und k 2 N0 wirdde�niert dur
hW k;p := fu 2 Lp(
) : 9 D�u 2 Lp(
); 8� : j�j � kg :Satz 1.6 (i) F�ur 1 � p <1 ist der Sobolev-Raum W k;p(
) ein Bana
h-Raum mitder Norm kukW k;p(
) := 0�Xj�j�k kD�ukpLp(
)1A 1p :(ii) W k;1(
) ist ein Bana
h-Raum mit der NormkukW k;1(
) := Xj�j�k kD�ukL1(
):



1.1 Funktionenr�aume 7Beweis: Vgl. H.W. Alt [Alt92℄, Abs
hnitt 1.15.Von besonderer Bedeutung bei der Behandlung partieller Di�erentialglei
hungensind au
h folgende R�aume:De�nition 1.9 W k;p0 (
) ist de�niert als der Abs
hlu� der Menge C10 (
) in derNorm k � kW k;p(
).Da nun der W k;p0 (
) ein abges
hlossener Unterraum von W k;p(
) ist, gilt:Satz 1.7 Der Raum W k;p0 (
) ist f�ur 1 � p Bana
h-Raum mit der Norm k � kW k;p(
).Speziell ausgezei
hnet sind die R�aume W k;20 (
) und W k;2(
). Denn wie man sofortsieht, ist es m�ogli
h, hierauf ein Skalarprodukt zu de�nieren. Hierf�ur sind au
h dieBezei
hnungen Hk0 (
) :=W k;20 (
) und Hk(
) := W k;2(
) f�ur alle k 2 N0 gebr�au
h-li
h.Satz 1.8 Die R�aume H10(
) und Hk(
) sind Hilbert-R�aume mit den Skalarproduk-ten(u; v)Hk(
) := X0�j�j�k Z
D�uD�vdx bzw. (u; v)H10(
) := Xj�j=1Z
D�uD�vdx:Nat�urli
h m�o
hte man die vers
hiedenen Sobolev-R�aume in Relation zueinandersetzen k�onnen. Dies wird dur
h die bekannten Sobolev-Einbettungss�atze errei
ht.Wir bes
hr�anken uns dabei auf den Fall Lips
hitz-stetiger Gebiete. F�ur die meistenAussagen ist aber s
hon die Kegel-Eigens
haft des Gebietes ausrei
hend.Satz 1.9 Seien 
 � Rn eine Lebesgue-me�bare, bes
hr�ankte Menge mit Lips
hitz-stetigem Rand, 1 � p <1 und k 2 N0.� F�ur kp < n gilt W k;p(
) ,! Lq(
) f�ur alle q 2 [1; npn�kp℄.� F�ur kp = n gilt W k;p(
) ,! Lq(
) f�ur alle 1 � q <1.� F�ur kp > n gilt W k;p(
) ,! C(
) , wobei ggf. u 2 W k;p(
) auf einer Null-menge abge�andert wird.Beweis: Vgl. R.A. Adams [Ada75℄, Theorem 5.4 in Verbindung mit Theorem 2.8.In den Glei
hungen der Str�omungsme
hanik entstehen nun vektorwertige Funktio-nen. Deshalb ist es erforderli
h, die Sobolev-R�aume entspre
hend zu erweitern. F�urunsere Zwe
ke ist es n�utzli
h, die R�aume [H10 (
)℄n und [L2(
)℄n zu betra
hten.



8 GrundlagenSatz 1.10 (i) [H10 (
)℄n ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt(u; v)[H10(
)℄n := nXi;j=1Z
 �ui�xj �vi�xj dx; u; v 2 [H10 (
)℄n:F�ur die Norm benutzen wir die Notation jvj1;
 :=q(v; v)[H10(
)℄n.(ii) [L2(
)℄n ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt((u; v)) := Z
 nXi=1 uividx; u; v 2 [L2(
)℄n:Die Norm kuk[L2(
)℄n :=p((u; u)) wird einfa
h dur
h kuk := kuk[L2(
)℄n bezei
hnet.Sobolev-R�aume h�oherer Ordnung [Hk(
)℄n mit k 2 N versehen wir mit der Semi-norm jujk;
 := 0� nXi=1 Xj�j=k Z
 (D�ui(x))2 dx1A 12 ; u 2 [Hk(
)℄n:Ist o�ensi
htli
h �uber wel
hes Gebiet 
 integriert wird, so s
hreibt man jujk;
 au
heinfa
h als jujk.1.1.4 Zeitabh�angige Sobolev-R�aumeBetra
htet man zeitabh�angige Di�erentialglei
hungen, so erfordert eine ad�aquateL�osungstheorie R�aume zeitabh�angiger Funktionen. Da die genaue De�nition dieserR�aume sehr aufwendig ist, werden hier nur die f�ur diese Arbeit n�otigen De�nitioneneingef�uhrt. Eine ausf�uhrli
he Darstellung �ndet man bei E. Zeidler [Zei90℄ oderbei H. Gajewski, K. Gr�oger, K. Za
harias [GGZ74℄.Sei nun in diesem Abs
hnitt X immer ein re
exiver, separabler Bana
h-Raum.De�nition 1.10 (i) Eine Menge X hei�t separabel, falls sie eine abz�ahlbare di
hteTeilmenge enth�alt.(ii) Ein Raum X hei�t re
exiv, falls die kanonis
he Einbettung E : X ! X��, diede�niert ist dur
h (Eu)(f) := f(u); u 2 X; f 2 X�;surjektiv ist. Dur
h X�� wird der Bidualraum bezei
hnet.Beginnen wollen wir die Diskussion mit den stetig di�erenzierbaren Vektorfunktionen' : [0; T ℄! X mit 0 < T <1.



1.1 Funktionenr�aume 9De�nition 1.11 ' : [0; T ℄ ! X ist di�erenzierbar, falls f�ur alle t0 2 [0; T ℄ ein~'(t0) 2 X existiert, so da�limt!0t0+t2[0;T ℄ 



'(t0 + t)� '(t0)t � ~'(t0)



X = 0gilt. Man s
hreibt '0(t) := ~'(t); 8t 2 [0; T ℄.De�niert man induktiv h�ohere Ableitungen, so erh�alt man:De�nition 1.12 Cm([0; T ℄;X) ist die Menge aller stetigen Funktionen ' : [0; T ℄!X mit stetigen, auf den Rand stetig fortsetzbaren Ableitungen bis zur Ordnung mauf [0; T ℄.Versieht man nun Cm([0; T ℄;X) mit der Normk'k := mXi=0 max0�t�T k'i(t)kX ; 8' 2 Cm([0; T ℄;X); (1.6)so gilt:Satz 1.11 Cm([0; T ℄;X) ist mit der Norm (1.6) ein Bana
hraum.Beweis: Vgl. E. Zeidler [Zei90℄, Proposition 23.2.Als n�a
hstes betra
hten wir Lebesgue-integrierbare Vektorfunktionen:De�nition 1.13 F�ur 1 � p <1 besteht Lp((0; T );X) aus allen �Aquivalenzklassenme�barer Funktionen ' : (0; T )! X, f�ur diek'kLp((0;T );X) := �Z T0 k'(t)kpXdt� 1p (1.7)endli
h ist.Satz 1.12 Mit der Norm (1.7) ist Lp((0; T );X) ein Bana
h-Raum.Beweis: Vgl. E. Zeidler [Zei90℄, Proposition 23.2.Analog gilt au
h f�ur den Fall p =1:De�nition 1.14 F�ur p =1 de�niert man L1((0; T );X) als die Menge aller �Aqui-valenzklassen me�barer Funktionen ' : (0; T )! X, f�ur diek'kL1((0;T );X) := ess sup0<t<T k'(t)kX <1 (1.8)gilt.



10 GrundlagenSatz 1.13 Mit der Norm (1.8) ist L1((0; T );X) ein Bana
h-Raum.Beweis: Vgl. H. Gajewski, K. Gr�oger, K. Za
harias [GGZ74℄, Kap. IV, Satz1.12.Eine verallgemeinerte Ableitung bez�ugli
h der Zeit ergibt si
h jetzt f�ur eine beliebigeFunktion L2((0; T );X) fast analog wie im r�aumli
hen Fall:De�nition 1.15 u0 2 L2((0; T );X�) hei�t verallgemeinerte Ableitung von u 2L2((0; T );X), falls gilt:Z T0 �0(t)u(t)dt = (�1) Z T0 �(t)u0(t)dt; 8� 2 C10 (0; T ):X� ist dabei der Dualraum zu X.Allerdings ist zu bea
hten, da� das oben auftretende Integral ein Bo
hner-Integralist, dessen pr�azise Einf�uhrung hier aus Platzgr�unden ni
ht gegeben werden kann.1Do
h l�a�t si
h so folgender Sobolev-Raum de�nieren:De�nition 1.16 H1((0; T );X) ist gegeben dur
hH1((0; T );X) := fu 2 L2((0; T );X); u0 2 L2((0; T );X�)g:Au
h hier gilt das Vollst�andigkeitsresultat:Satz 1.14 H1((0; T );X) ist ein Bana
h-Raum mit der NormkukH1((0;T );X) := kukL2((0;T );X) + ku0kL2((0;T );X�):Beweis: Vgl. H. Gajewski, K. Gr�oger, K. Za
harias [GGZ74℄, Kap. IV, Satz1.16.Ebenfalls interessant ist folgende Di
hteeigens
haft:Satz 1.15 Die Menge C1((0; T );X) \H1((0; T );X) liegt di
ht in H1((0; T );X).Beweis: Vgl. H. Gajewski, K. Gr�oger, K. Za
harias [GGZ74℄, Kap. IV, Lem-ma 1.12.Weitere Resultate lassen si
h f�ur den Fall erzielen, da� wir Evolutionstripel betra
h-ten:De�nition 1.17 Ein Evolutionstripel X � H � X� wird dur
h folgende Merkmale
harakterisiert:1Vgl. z.B. H. Gajewski, K. Gr�oger, K. Za
harias [GGZ74℄, Kap. IV, Abs
hnitt 1.2.



1.2 Hilfss�atze 11� X ist reeller, separabler und re
exiver Bana
h-Raum.� H ist reeller, separabler Hilbert-Raum.� X ist stetig und di
ht in H eingebettet.Satz 1.16 (i) Es gilt die stetige EinbettungH1((0; T );X) � C((0; T );H);wobei u 2 H1((0; T );X) eventuell auf einer Nullmenge abge�andert wird.(ii) F�ur u; v 2 H1((0; T );X) und 0 � s � t � T gilt die Regel der partiellenIntegration:(u(t); v(t))H � (u(s); v(s))H = Z ts hu0(�); v(�)iX + hv0(�); u(�)iXd�;wobei h�; �iX das duale Produkt auf X ist.Beweis: Vgl. H. Gajewski, K. Gr�oger und K. Za
harias [GGZ74℄, Kap. IV,Satz 1.17.1.2 Hilfss�atzeEs werden Hilfss�atze formuliert, die im Weiteren ben�otigt werden. Auf die Beweisedieser Aussagen wird wieder zumeist verzi
htet, da es si
h um Standardargumenteder angewandten Mathematik handeln.1.2.1 Regel der partiellen IntegrationVon fundamentaler Bedeutung beim Aufstellen einer s
hwa
hen Formulierung ei-nes Randwertproblems ist die verallgemeinerte Regel der partiellen Integration. Wirben�otigen sie in der folgenden Form.Satz 1.17 Sei 
 � Rn ein Gebiet mit Lips
hitz-stetigem Rand. Ist dann u 2W 1;p(
) und v 2 W 1;q(
) mit 1p + 1q = 1 und p; q � 1, so gilt f�ur i = 1; : : : ; nZ
 �u�xi vdx = � Z
 �v�xiudx+ Z�
 uv�ids; (1.9)wobei �i die i-te Komponente des �au�eren Normalenvektors � := (�i)ni=1 auf �
darstellt.Beweis: Vgl. H.W. Alt [Alt92℄, A 5.9.



12 Grundlagen1.2.2 Unglei
hung von Poin
ar�eSie erm�ogli
ht es uns, Normen zu �nden, die zu k �kH1(
) �aquivalent sind. Au�erdemist sie eine der essentiellen Bausteine der Beweise zur hydrodynamis
hen Stabilit�at.Wir ben�otigen diese Unglei
hung in einer Version, die ohne die Bes
hr�anktheit desGebietes 
 auskommt. Ein Beweis dieser Aussage �ndet si
h in dem Bu
h von P.Constantin und C. Foias ([CF88℄, Proposition 1.2).Satz 1.18 Sei 
 � Rn in mindestens eine Ri
htung bes
hr�ankt. Dann giltkuk � C(
)kruk; 8u 2 H10 (
): (1.10)Hierbei ist ru := ( �u�xi )ni=1 die �ubli
he S
hreibweise f�ur den Gradientenvektor undC(
) eine Konstante, die nur vom Gebiet 
 abh�angt. Sie ist kleiner oder glei
h demDur
hmesser von 
 in der bes
hr�ankten Ri
htung.Wie man sofort sieht, bleibt (1.10) g�ultig f�ur Funktionen u 2 [H10 (
)℄n.1.2.3 Lemma von GronwallDiese n�utzli
he Unglei
hung ist ein unentbehrli
hes Werkzeug in der gesamten Dif-ferentialglei
hungstheorie. Sie wird hier speziell ben�otigt, um eine obere S
hrankef�ur eine Stabilit�atskonstante anzugeben. Aufgrund ihrer Bedeutung sei hier au
hein kurzer Beweis dieser Unglei
hung gegeben. Hierbei orientiere i
h mi
h an A.Quarteroni, A. Valli [QV94℄ 2.Satz 1.19 Sei f 2 L1((t0; T )) eine ni
htnegative Funktion und g; ' 2 C([t0; T ℄).Falls nun ' der Unglei
hung'(t) � g(t) + Z tt0 f(�)'(�)d�; 8t 2 [t0; T ℄ (1.11)gen�ugt, so gilt'(t) � g(t) + Z tt0 f(s)g(s)exp�Z ts f(�)d�� ds; 8t 2 [t0; T ℄: (1.12)Falls zus�atzli
h g monoton steigend ist, gilt'(t) � g(t)exp�Z tt0 f(�)d�� ; 8t 2 [t0; T ℄: (1.13)Beweis: Mit der Hilfsfunktion R(t) := R tt0 f(�)'(�)d� gilt unter Bea
htung von(1.11) dRdt (t) = f(t)'(t) � f(t)[g(t) +R(t)℄:2Vgl. Lemma 1.4.1.



1.3 Dynamis
he Systeme 13Weiter folgtddt �R(t)exp�� Z tt0 f(�)d��� = �dRdt (t)� R(t)f(t)� exp�� Z tt0 f(�)d��� f(t)g(t)exp�� Z tt0 f(�)d�� :Integrieren �uber (t0; t), ergibtR(t)exp�� Z tt0 f(�)d�� � Z tt0 f(s)g(s)exp�� Z st0 f(�)d�� ds;da R(t0) = 0 ist. Hiermit und mit Voraussetzung (1.11) erh�alt man die Unglei
hung(1.12): '(t) � g(t) +R(t)� g(t) + Z tt0 f(s)g(s)exp�� Z st0 f(�)d� + Z tt0 f(�)d�� ds� g(t) + Z tt0 f(s)g(s)exp�Z ts f(�)d�� ds:Aus Vergr�oberung von Unglei
hung (1.12) folgert man die Unglei
hung (1.13). Dag monoton steigend ist, gilt n�amli
h'(t) � g(t) �1 + Z tt0 f(s)exp�Z ts f(�)d�� ds� :Hieraus resultiert die Behauptung dur
h weiteres Abs
h�atzen. 21.3 Dynamis
he SystemeIn den Naturwissens
haften werden immer mehr Ph�anomene in Form dynamis
herSysteme modelliert. Au
h das Navier-Stokes Problem kann als dynamis
hes Systemaufgefa�t werden. Daher ers
heint es sinnvoll, eine kurze Einf�uhrung in die Begri�s-welt der dynamis
hen Systeme zu geben. I
h ho�e, da� dadur
h der abstrakte Kernder folgenden Kapitel deutli
h wird. Die Darstellung st�utze i
h auf J.N. Flavin, S.Rionero [FR96℄ und R. Temam [Tem97℄.Beginnen will i
h mit der De�nition dynamis
her Systeme.De�nition 1.18 Ein dynamis
hes System auf einem normierten Raum (X; k � k)ist eine Abbildung # : X �R! X



14 Grundlagenmit der Eigens
haft #(#0; 0) = #0; 8#0 2 X:Da #(#0; t) ni
ht unbedingt f�ur alle t 2 R existiert, kann die De�nition au
h auf einZeitintervall I � R mit 0 2 I einges
hr�ankt werden. Besonders hervorgehoben wirddie Ver�anderung in der Zeit:De�nition 1.19 F�ur ein gegebenes #0 2 X und ein dynamis
hes System # wird dieAbbildung #(#0; �) : t 7! #(#0; t) 2 XFlu� genannt und dur
h #t(#0) bezei
hnet.Bei Stabilit�atsfragen untersu
ht man meist Fl�usse, die si
h im Zeitablauf ni
htver�andern.De�nition 1.20 Gilt #t(#0) = #0 f�ur alle t 2 R, so hei�t der Flu� station�ar, und#0 wird kritis
her Punkt, Fixpunkt oder Glei
hgewi
htspunkt genannt.Im Kapitel �uber hydrodynamis
he Stabilit�atwerden Stabilit�atseigens
haften bestimm-ter Str�omungen (Fl�usse des zugeh�origen dynamis
hen Systems) untersu
ht. Basisdaf�ur sind folgende De�nitionen:De�nition 1.21 (i) Ein Flu� #t(#0) hei�t stabil, falls f�ur alle � > 0 ein Æ > 0existiert, so da� gilt:k#1 � #0k < Æ ) k#t(#1)� #t(#0)k < �; 8t 2 R+:(ii) Ein Flu� #t(#0) hei�t instabil, falls er ni
ht stabil ist.(iii) Ein Flu� #t(#0) hei�t asymptotis
h stabil, falls er stabil und attraktiv ist. Dabeibedeutet Attraktivit�at, da� es ein Æ > 0 gibt, so da� gilt:k#1 � #0k < Æ ) limt!1 k#t(#1)� #t(#0)k = 0: (1.14)(iv) Ein Flu� #t(#0) hei�t eins
hr�ankungslos asymptotis
h stabil, falls er stabil istund (1.14) f�ur alle Æ > 0 gilt.Bemerkung 1.1 Die obigen Stabilit�atsde�nitionen beziehen si
h nur auf St�orun-gen der Anfangswerte. Um sie von anderen Stabilit�atskonzepten zu unters
heiden,spri
ht man au
h von der Stabilit�at im Sinne von Lyapunov.In dieser Arbeit werden dynamis
he Systeme immer dur
h eine Di�erentialglei
hungdxdt = F (x; t) (1.15)



1.3 Dynamis
he Systeme 15generiert, wobei F : X�R! X eine Abbildung ist. H�angt F ni
ht von t ab, so wird(1.15) als autonomes System bezei
hnet. Das dynamis
he System dazu wird gebildet,indem #(#0; t) als L�osung von (1.15) zum Anfangswert #(0) = #0 zum Zeitpunkt tde�niert wird. Allerdings ist das dynamis
he System nur dann wohlde�niert, wenndie Existenz und Eindeutigkeit der L�osungen von (1.15) garantiert und jede L�osungauf ganz R bzw. ganz I fortsetzbar ist.Ist X ein endli
h-dimensionaler Raum, so ist (1.15) eine gew�ohnli
he Di�erentialglei-
hung. Bei partiellen Di�erentialglei
hungen ist X dagegen ein unendli
h-dimensio-naler Funktionenraum (z.B. H10 (
)).





Kapitel 2Endli
h-dimensionale dynamis
heSystemeUm das Vorgehen in den weiteren Kapiteln zu motivieren und eine geometris
heVorstellung dynamis
her Systeme zu vermitteln, stelle i
h die Problemstellung zuerstim endli
h-dimensionalen Fall dar.2.1 Problemstellung und Wohlde�niertheitAls Beispiel endli
h-dimensionaler dynamis
her Systeme betra
hten wir speziell ge-w�ohnli
he Di�erentialglei
hungen. Das Anfangswertproblem lautet dann: Su
he u 2C1(I;Rd), so da� gilt dudt = f(t; u); u(t0) = u0: (2.1)Dabei ist u0 2 Rd ein Anfangswert, I := [t0 � 
; t0 + 
℄; 
 > 0 ein Zeitintervall undf(t; �) : Rd ! Rd ein Vektorfeld f�ur alle t 2 I.Um die Wohlde�niertheit des zugeh�origen dynamis
hen Systems zu gew�ahrleisten,wird zus�atzli
h die Lips
hitz-Stetigkeit des Vektorfeldes f unterstellt, d. h. es gibtein L > 0 mit jf(t; x)� f(t; y)j � Ljx� yj; 8t 2 I; 8x; y 2 Rd: (2.2)Au�erdem erfordert die De�nition dynamis
her Systeme, da� t0 = 0 gilt. Do
h dieseForderung w�urde in diesem Kontext eine unn�otige Eins
hr�ankung darstellen.Denn au
h so l�a�t si
h auf die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung von (2.1)mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Bana
h s
hlie�en:Lemma 2.1 (Fixpunktsatz von Bana
h)Sei (X; k � kX) ein Bana
h-Raum. Gilt f�ur einen Operator T : M � X ! M dieEigens
haft der Kontraktivit�atkT (x1)� T (x2)kX � Kkx1 � x2kX ; 8x1; x2 2M



18 Endli
h-dimensionale dynamis
he Systememit 0 < K < 1, so existiert genau ein x 2M mit T (x) = x.Beweis: Vgl. E. Zeidler [Zei86℄, Abs
hnitt 1.1.Es ergibt si
h:Satz 2.1 (Pi
ard-Lindel�of)1Gilt (2.2) auf einem Intervall I = [t0� 
; t0 + 
℄, so existiert eine eindeutige L�osungu 2 C1(I;Rd) von (2.1).Beweis: Dur
h Integrieren von (2.1) erh�alt man folgende �aquivalente Integralglei-
hung in Fixpunktform:u(t) = u0 + Z tt0 f(�; u(�))d�| {z }=:T (u) ; 8t 2 I:
Betra
htet wird dazu der Raum X := [C(I)℄d mit der NormkukX := supt2I ju(t)j; 8u 2 X;der, wie aus Satz 1.2 folgt, vollst�andig ist. De�niert man eine modi�zierte Norm aufX dur
h kjujkX := supt2I je�Ljt�t0ju(t)j; 8u 2 X;so ersieht man aus der Norm�aquivalenze�L
kukX � kjujkX � kukX ;da� (X; kj � jkX) ebenfalls ein Bana
h-Raum ist. O�ensi
htli
h ist der Operator T :X ! X eine Selbstabbildung. Setzt man o.B.d.A. t0 = 0 und benutzt die Lips
hitz-Stetigkeit (2.2) sowie die De�nitionen der Normen k � kX und kj � jkX , so folgt die1Vgl. E. Zeidler [Zei86℄, Abs
hnitt 3.3.



2.2 Stabilit�at 19Kontraktivit�at auskjT (u1)� T (u2)jkX � supt2I ����Z t0 [f(�; u1(�))� f(�; u2(�))℄d�e�Ljtj����� supt2I Z t0 Lju1(�)� u2(�)jd�e�Ljtj� supt2I Z t0 LeLj� j �e�Lj� jju1(�)� u2(�)j� d�e�Ljtj� supt2I Z t0 LeLj� jkju1 � u2jkXd�e�Ljtj� �supt2I Z t0 LeL(j� j�jtj)d�� kju1 � u2jkX� (1� e�L
)| {z }<1 kju1 � u2jkX:Dann ergibt si
h aus dem Fixpunktsatz von Bana
h die Existenz und Eindeutigkeiteines u 2 X mit T (u) = u:Hieraus folgt die Behauptung. 2Man kann au�erdem auf endli
hen Zeitintervallen die stetige Abh�angigkeit der L�osun-gen von den Anfangswerten zeigen.2 Bea
htet man aber die modi�zierte Norm kj � jkin (2.1), so erkennt man, da� die L�osungstrajektorien exponentiell auseinanderdrif-ten k�onnen. Daran wird die potentielle Dynamik des Modells deutli
h.Betra
htet man z.B. die Aufgabe dxdt = x, so gilt f�ur die Di�erenz zweier L�osungenx1 und x2 zu den Anfangswerten x1(0) = x1 und x2(0) = x2x1(t)� x2(t) = (x1 � x2)et; t > 0:2.2 Stabilit�atBei gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungen gibt es eine sehr umfassende, im Allgemei-nen befriedigende Stabilit�atstheorie. Kern dieser Theorie sind die folgenden beidenAns�atze.Der eine ist der ber�uhmte Linearisierungssatz von Lyapunov. Dana
h ist es m�ogli
h,Stabilit�atseigens
haften kritis
her Punkte eines ni
htlinearen Systems mit Hilfe desL�osungsverhaltens des zugeh�origen linearisierten Systems zu 
harakterisieren.Satz 2.2 Sei ein Problem der Formdx(t)dt = f(x(t)); 8t > t0; x(t0) = x0 (2.3)2Vgl. E. Zeidler [Zei86℄, Korollar 3.9.



20 Endli
h-dimensionale dynamis
he Systememit f 2 C1(Rd;Rd) gegeben. Ein kritis
her Punkt u0 des Systems (2.3) ist asympto-tis
h stabil, falls die Realteile der Eigenwerte der Ja
obi-Matrix f 0(u0) negativ sind.Hat ein Eigenwert einen positiven Realteil, so ist u0 instabil.Beweis: Vgl. H. Amann [Ama83℄, Theorem 15.6.Dar�uber hinaus kann man aus der Struktur der L�osungstrajektorien des linearisier-ten Systems R�u
ks
hl�usse auf die Struktur des originalen Systems in einer Umgebungdes kritis
hen Punktes ziehen:Satz 2.3 (Hartmann-Grobmann)Sei f : Rd ! Rd di�erenzierbar mit einem hyperbolis
hem Fixpunkt u0, d.h. alleEigenwerte von f 0(u0) haben einen Realteil unglei
h 0, und es gilt f(u0) = 0. Dannexistieren eine Nullumgebung U , eine Umgebung V von u0 und ein Hom�oomorphis-mus h : U ! V , der die Trajektorien der linearen Glei
hung dx(t)dt = f 0(u0)x(t) in dieTrajektorien der ni
htlinearen Glei
hung (2.3) unter Erhaltung des Ri
htungssinns�uberf�uhrt.Beweis: Vgl. H. Amann [Ama83℄, Theorem 19.9.Daneben ist au
h Lyapunovs direkte Methode als hinrei
hendes Kriterium f�ur Sta-bilit�at n�utzli
h.Satz 2.4 Sei u0 ein kritis
her Punkt des Systems (2.3), und V : W ! R sei einedi�erenzierbare Funktion auf einer Umgebung W von u0. Gilt(i) V (u0) = 0, V (x) > 0; 8x 2 W n fu0g,(ii) _V (x) := grad V (x) � f(x) � 0; 8x 2 W n fu0g,dann ist u0 stabil. Gilt au�erdem no
h(iii) _V (x) < 0; 8x 2 W n fu0g,so ist u0 asymptotis
h stabil.Beweis: Vgl. M.W. Hirs
h, S. Smale [HS74℄, Abs
hnitt 9.3.Leider gibt es keine einheitli
he Methode zur Bestimmung der Lyapunov FunktionV . Aber oft f�uhrt die Wahl V (x) := jxj2 zum Ziel.2.3 BeispieleVorgestellt werden zwei Beispiele. Das eine sind die Lorenz-Glei
hungen. Sie sollendemonstrieren, wie kompliziert die Gestalt dynamis
her Systeme s
hon im endli
h-dimensionalen Fall sein kann.Das zweite Beispiel ist interessant, da es die Grenzen der linearisierten Stabilit�ats-analyse aufzeigt.
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Projektion auf die xy-EbeneAbbildung 2.1: Trajektorie der Lorenz-Glei
hungen zum Anfangswert (0:1; 0:1; 0:05)f�ur t < 302.3.1 Die Lorenz-Glei
hungen1963 stellte der Meterologe und Mathematiker E.N. Lorenz [Lor63℄ ein System vondrei Di�erentialglei
hungen vor. Sie entstehen aus einer 3-Moden Galerkin Appro-ximation der Oberbe
k-Boussinesq Glei
hungen, die eine zweidimensionale B�enard-Konvektion zwis
hen zwei senkre
ht zum S
hwerefeld liegenden Platten unters
hied-li
her Temperatur widerspiegeln. Die Glei
hungen lautendxdt = �(y � x)dydt = �x� y � xz (2.4)dzdt = ��z + xy:Trotz der einfa
hen algebrais
hen Struktur (polynomial) des Modells, zeigen dieL�osungstrajektorien ein sehr komplexes Verhalten. Dadur
h wurde das Modell zumvielzitierten Paradebeispiel der Chaos-Theorie. E.N. Lorenz versu
hte damit zuerkl�aren, warum Wettervorhersagen nur f�ur wenige Tage zuverl�assig sein k�onnen.Einen Eindru
k der Komplexit�at gewinnt man aus den Darstellungen. Dabei wur-den die Parameter mit den Standardwerten � = 10, � = 83 und � = 28 spezi�ziert.Aus den Abbildungen 2:1 und 2:2 ersieht man, da� das Verhalten zweier L�osun-gen mit lei
ht unters
hiedli
hen Anfangswerten extrem vers
hieden sein kann, denndie Abbildung 2:2 stellt den Abstand der Null�osung von derjenigen mit Anfangs-wert (0:1; 0:1; 0:05) dar.3 Dies zeigt, da� die numeris
he Approximation derartigerL�osungstrajektorien �au�erst sensibel gegen�uber St�orungen ist. Es ist deswegen zuerwarten, da� eine zuverl�assige Approximation nur f�ur kleine Zeitintervalle m�ogli
hist.3Die Abbildungen wurden mit Mathemati
a erstellt.
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he Systeme
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Abbildung 2.2: Norm der Trajektorie zum Anfangswert (0:1; 0:1; 0:05) f�ur t < 30Do
h diese Eigens
haften liegen an der Ober
�a
he. Betre�s einer tiefen Analysedieser Glei
hungen sei auf C. Sparrow [Spa82℄ verwiesen.2.3.2 Ein Modell von TrefethenDieses Beispiel ist der Arbeit von L.N. Trefethen et al. [TTR92℄4 entnommen. Be-arbeitet wurde es neben anderen Beispielen au
h von E. Emmri
h [Emm94℄5. DasModell ist im Kontext der hydrodynamis
hen Stabilit�at von theoretis
hem Interesse.J.S. Baggett und L.N. Trefethen [BT97℄ geben einen �Uberbli
k �uber derartigeModelle gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen und zeigen, da� alle bisher bekanntenModelle �ahnli
h sind und si
h auf die unten angegebene Gestalt transformieren las-sen. Somit ers
heint es ausrei
hend, anhand dieses einen 
harakteristis
hen Beispielsdas auftretende Ph�anomen zu studieren.Untersu
ht wird folgendes Problem: Gesu
ht ist ein u : R+ ! R2, so da� gilt:dudt = Au+ kukBu; u(0) = u0: (2.5)Die Matrizen A und B sind gegeben dur
hA = � �1 R0 �2 � und B = � 0 �11 0 � :R ist dabei eine Konstante, die die Reynolds-Zahl symbolisiert. Die Reynolds-Zahlist eine wi
htige Kennzahl der Navier-Stokes Glei
hungen. Linearisiert man die Dif-ferentialglei
hung (2.5) um den Fixpunkt (station�are L�osung) u(t) = 0, so erh�alt4Vgl. Kapitel 2.5Vgl. Beispiel 3.1.



2.3 Beispiele 23man das lineare System: d'dt = A'; '(0) = '0: (2.6)�Uber das linearisierte System (2.6) l�a�t si
h folgendes aussagen:Lemma 2.2 (i) Die Matrix A besitzt die Eigenwerte �1 = �1 und �2 = �2 mit denEigenvektoren v1 = (1; 0)t und v2 = (1;�R�1)t.(ii) Sei u0 := (�; �)t. Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.6) die L�osung'(t) = � (� +R�)e�t � R�e�2t�e�2t � :(iii) F�ur die L�osung ' gilt, da� die erste Komponente '1 in t� = log� 2R��+R�� f�ur� +R� > 0; � > 0 ein Maximum annimmt in H�ohe von'1(t�) = 1R� ��+R�2 �2 :Der Betrag der 2. Komponente j'2j dagegen f�allt streng monoton gegen 0. F�ur t!1strebt k'k exponentiell gegen 0.Wendet man nun den Linearisierungssatz von Lyapunov (Satz 2.2) aus dem letz-ten Abs
hnitt an, so bedeutet dies, da� f�ur hinrei
hend kleine Anfangswerte u0 dieL�osung u aus (2.5) f�ur t!1 gegen den Fixpunkt 0 konvergiert, da die Eigenwerteder linearisierten Glei
hung (2.6) negativ sind. L.N. Trefethen et al. w�ahlen nunspezielle Anfangswerte der Form u0 = (0; �)t und untersu
hen, ab wel
her Gr�o�e vonku0k Instabilit�at eintritt. Sie nennen diesen Wert � kritis
hen Wert. Hierbei variierensie den Parameter R. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 2.1 zusammengestellt.Parameter max. lin. Wa
hstumsfaktor kritis
her WertR M � M2�12.5 3.18 0.43 .43325 6.28 0.0105 .41450 12.5 0.0026 .406100 25.0 0.00065 .406Tabelle 2.1: Zusammenhang zwis
hen dem maximalen linearen Wa
hstumsfaktor Mund dem kritis
hen Wert � bei Variation von RL.N. Trefethen et al. stellten fest, da� zwis
hen dem kritis
hen Wert und demmaximalen relativen Anwa
hsen M := supt�0 k'(t)kku0k der L�osung des linearisiertenProblems ein Zusammenhang besteht. Wie man der letzten Spalte der Tabelle ent-nimmt, liegt der kritis
he Wert � in der Gr�o�enordnung O(M�2). Und da der ma-ximale Wa
hstumsfaktor M na
h dem letzten Lemma mit der Konstante R steigt,
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h-dimensionale dynamis
he Systemeersieht man, da� f�ur gro�e R das Prinzip der linearisierten Stabilit�at versagt, das
hon kleine, in der Natur unvermeidli
h auftretende St�orungen dur
h das We
hsel-spiel des linearen Anstiegs mit dem ni
htlinearen Term zu Instabilit�at f�uhren.Dies zeigt, da� man si
h verst�arkt quantitativen Abs
h�atzungen des linearisiertenund des ni
htlinearen Systems zuwenden mu�.2.4 Eine a-posteriori Fehlerabs
h�atzung f�ur dasdG(0)-VerfahrenBesonders klar wird die Struktur der a-posteriori Fehlerabs
h�atzungen, f�uhrt mansie am Fall gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen vor. Entnommen ist die folgendeDarstellung dem Artikel von C. Johnson [Joh95℄. Die Struktur des Beweises beruhtauf vier Punkten:� Repr�asentation des Fehlers dur
h ein zugeordnetes linearisiertes, duales Pro-blem,� Eigens
haft der Galerkin-Orthogonalit�at,� Interpolationsfehlerabs
h�atzungen f�ur das duale Problem und� Stabilit�atsabs
h�atzungen f�ur das stetige duale Problem.Gel�ost werden soll folgendes System ni
htlinearer gew�ohnli
her Di�erentialglei
hun-gen: Gesu
ht wird ein u : R+ �! Rd, so da� giltdudt + f(t; u) = 0u(0) = u0; (2.7)wobei f(t; �) : Rd �! Rd f�ur alle t > 0 ein di�erenzierbares Vektorfeld ist.Approximiert werden soll die L�osung mit dem dis
ontinous-Galerkin Verfahren mitst�u
kweise konstanten Ansatzfunktionen, kurz dG(0)-Verfahren genannt. Eine sys-tematis
he Einf�uhrung geben die B�u
her von C. Gro�mann, H.-G. Roos [GR94℄6oder A. Quarteroni, A. Valli [QV94℄7.Zun�a
hst werden einige n�utzli
he Notationen eingef�uhrt. Sei dazu 0 = t0 < t1 <t2 < : : : eine Zerlegung des Zeitintervalls (0;1) und hn := tn� tn�1 die S
hrittweitedes Intervalls In := (tn�1; tn). Ferner sei Wk der Raum der st�u
kweise konstantenFunktionen auf In mit Werten im Rd. Da Unstetigkeiten an den Intervallenden tnerlaubt sind, sind folgende De�nitionen sinnvoll :U+n := lims!+0U(tn + s); U�n := lims!�0U(tn + s); [Un℄ := U+n � U�n :6Vgl. Abs
hnitt 6.3.3.7Vgl. Abs
hnitt 12.3 f�ur stabilisierte Probleme.



2.4 Eine a-posteriori Fehlerabs
h�atzung 25De�nieren wir no
h zus�atzli
h P0(In) als Menge der konstanten Funktionen auf In,Un := U jIn und die Anfangsbedingung U0 := U�0 := u0, so l�a�t si
h das dG(0)-Verfahren wie folgt darstellen: Finde U 2 Wk, so da� f�ur alle v 2 [P0(In)℄d; n =1; 2; : : : gilt: ZIn �dUdt + f(t; U)� � vdt+ [Un�1℄ � v+n�1 = 0: (2.8)F�ur den Beweis sind no
h Interpolationsfehlerabs
h�atzungen erforderli
h. Vorberei-tend wird bewiesen:Lemma 2.3 Sei � 2 C1((a; b);Rd) mit der Eigens
haftZ ba �(�)d� = 0gegeben. Dann gilt f�ur alle t 2 (a; b)j�(t)j � pdZ ba jd�dt jd�: (2.9)Beweis: Sei zun�a
hst d = 1 und t 2 (a; b) beliebig vorgegeben. Au�erdem sei o.E. �(t) > 0 angenommen. Aufgrund von R ba �(�)d� = 0 gibt es ein y 2 (a; b) mit�(y) < 0. Nutzt man jetzt den Hauptsatz der Integral- und Di�erentialre
hnung�(t)� �(y) = Z ty d�dt (�)d�;so ergibt si
h j�(t)j = ������Z ty d�dt (�)d� + <0z}|{�(y)������ � ����Z ty d�dt (�)d� ����� Z ba ����d�dt (�)���� d�:Damit ist die Behauptung im eindimensionalen Fall gezeigt. Der Fall d > 1 wirdauf diesen Fall zur�u
kgef�uhrt. Hilfrei
h dabei ist die Norm�aquivalenz imRd gegebendur
h dXi=1 j�ij � j�j � 1pd dXi=1 j�ij; 8� := (�1; : : : :�d)t 2 Rd: (2.10)Denn de�niert man ei := (eij)dj=1 2 Rd mit eij = Æij, so ersieht man die linke Seiteaus j�j = j dXi=1 �ieij � dXi=1 j�ij =1z}|{jeij � dXi=1 j�ij:
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h-dimensionale dynamis
he SystemeÆij ist dabei das Krone
ker-Symbol. Die re
hte Seite ergibt si
h aus der Unglei
hungvon Cau
hy-S
hwarzdXi=1 1j�ij = (1; : : : ; 1)t � (�1; �2; : : : ; �d)t � pdj�j:Daraus folgt die Behauptungj�(t)j � dXi=1 j�i(t)j � dXi=1 Z ba ����d�idt (�)���� d� � Z ba pd ����d�dt (�)���� d�: 2Hieraus ergibt si
h lei
ht:Lemma 2.4 Sei ' : R �! Rd di�erenzierbar. De�niert man �k' 2 Wk dur
h dieMittelwerteigens
haft ZIn('� �k')dt = 0; n 2 N; (2.11)so gilt supt2In j'� �k'j � pdZIn jd'dt jdt (2.12)und j('� �k')+n�1j � pdZIn jd'dt jdt; (2.13)wobei j � j die euklidis
he Norm im Rd ist.Die erste Unglei
hung ergibt si
h aus dem vorherigen Lemma, indem man � :=' � �k' setzt. Die zweite Unglei
hung folgt sofort aus der ersten. Damit l�a�t si
hder ents
heidende Satz dieses Abs
hnitts beweisen.Satz 2.5 Ist u die L�osung des Problems (2.7) und U die L�osung der dg(0)- Methode(2.8), so gilt f�ur N = 1; 2; : : :ju(tN)� UN j � S(tN ; u; U)pd maxn=1;:::;N (jUn � Un�1j+ hnkf(�; Un)kIn) : (2.14)Dabei ist S(tN ; u; U) eine no
h zu de�nierende Stabilit�atskonstante (vgl. Beweis) undk'kI := maxt2I j'(t)j.



2.4 Eine a-posteriori Fehlerabs
h�atzung 27Beweis:(i) Formulierung des dualen Problems:Zuerst de�niert man den Fehler dur
h e(t) := u(t)� U(t) und ein r�u
kw�arts in derZeit geri
htetes stetiges duales Problem dur
h�d'dt + A(t)�' = 0 in (0; tN); '(tN) = eN := e(tN ): (2.15)A(t)� ist hier die transponierte Matrix von A(t), die de�niert ist dur
hA(t) := Z 10 f 0(t; su+ (1� s)U)ds; (2.16)wobei f 0(t; �) die Ja
obi Matrix von f(t; �) ist und das Integral komponentenweisezu verstehen ist.Da A(t) stetig ist, besitzt das linearisierte duale Problem (2.15) eine eindeutigeL�osung '.8 Unter Bea
htung vonddsf(t; su+ (1� s)U) = f 0(t; su+ (1� s)U) � (u� U)ergibt si
h aus dem Hauptsatz der Integral- und Di�erentialre
hnungA(t)(u� U) = Z 10 f 0(t; su+ (1� s)U) � (u� U)ds= Z 10 ddsf(t; su+ (1� s)U)ds= f(t; u)� f(t; U):8Den einfa
hen Beweis dieser Aussage �ndet man z.B. in dem Bu
h von W. Walter [Wal93℄auf Seite 135.
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h-dimensionale dynamis
he SystemeNullerg�anzung, partielle Integration und die De�nitionen der exakten Glei
hung(2.7) sowie des dualen Problems (2.15) ergeben f�ur den Fehler:
jeN j2 = jeN j2 + NXn=1 ZIn e � =0z }| {(�d'dt + A�') dt= jeN j2 + NXn=1 ZIn �e � ddt'+ =e�A�'z }| {Ae � 'dt= jeN j2 + NXn=1 ZIn ' � ddtedt + N�1Xn=1 [en℄ � '+n + (u0 � U0)+ � '+0 � =eNz}|{'N �eN!+ NXn=1 ZIn(f(t; u)� f(t; U)) � 'dt= NXn=1 ZIn(� =0z}|{ddtU �f(t; U) + =0z }| {ddtu+ f(t; u)) � 'dt+ N�1Xn=1 [en℄ � '+n + (u0 � U0)+ � '+0= � NXn=1 �ZIn f(t; U) � 'dt+ [Un�1℄ � '+n�1� ;wobei ddtU = 0 ist, da U st�u
kweise konstant ist.(ii) Galerkin-Orthogonalit�at:Benutzt wird nun die Galerkin-Orthogonalit�at (2.8). Sei dazu v := �k' 2 Wk de�-niert dur
h die Mittelwerteigens
haft (2.11). Es gilt dann:jeN j2 = � NXn=1 �ZIn f(t; U) � ('� �k')dt+ [Un�1℄ � ('� �k')+n�1�= � Z tN0 f(t; U) � ('� �k')dt� N�1Xn=0 [Un℄ � ('� �k')+n :(iii) Interpolationsabs
h�atzungen:Die Nutzung der Abs
h�atzungen aus Lemma 2.4 und mehrfa
he Anwendung der



2.4 Eine a-posteriori Fehlerabs
h�atzung 29Unglei
hung von Cau
hy-S
hwarz ergebenjeN j2 � NXn=1 Z tntn�1 jf(t; U)jj'� �k'jdt+ N�1Xn=0 j[Un℄jj('� �k')+n j� pd NXn=1 kf(�; U)kIn Z tntn�1 Z tntn�1 j ddt'jdtds+ NXn=1 j[Un�1jpd Z tntn�1 j ddt'jdt� pd NXn=1 �hnkf(�; U)kIn + j[Un�1℄j� Z tntn�1 j ddt'jdt� pd Z tN0 j ddt'jdt maxn=1;:::;N �j[Un�1℄j+ hnkf(�; U)kIn� :(iv) Stabilit�atskonstante S(tN ; u; U):Sei S(tN ; u; U) := sup (tN )2Rd�f0g R tN0 j ddt jdtj (tN)j (2.17)und  gen�uge dem dualen Problem � ddt + A(t)� = 0 in (0; tN), so folgt dieBehauptung dur
h Einsetzen der De�nition in obige Unglei
hung. 2Da die Abs
h�atzung des Fehlers f�ur jedes ti < tN gilt, ergibt si
h die Folgerung:Satz 2.6 Seien die Voraussetzungen des Satzes 2.5 erf�ullt, und sei dur
h ju� U jN :=maxn=1;:::;N ju(tn)� Unj eine diskrete Norm f�ur den Fehler erkl�art, so giltju� U jN � S(tN ; u; U)pd maxn=1;:::;N (jUn � Un�1j+ hnkf(�; Un)kIn) : (2.18)In der Praxis bereitet die Bestimmung der Stabilit�atskonstante S(tN ; u; U) besonde-re S
hwierigkeiten, denn dies erfordert streng genommen die Bere
hnung der L�osungdes linearen dualen Problems (2.15) f�ur beliebige Startwerte und die Kenntnis der ex-akten L�osung u des Ausgangsproblems (2.7). C. Johnson s
hl�agt vor (vgl. [Joh95℄),den relevanten Anfangswert etN dur
h die Di�erenz zweier N�aherungsl�osungen zuunters
hiedli
hen S
hrittweiten zu s
h�atzen und au
h die exakte L�osung u dur
heine N�aherungsl�osung zu ersetzen.Bei ihm wird das Prinzip dann au
h anhand des Lorenz-Systems demonstriert. Eszeigt si
h, da� die Methode nur f�ur kleine Zeitintervalle zuverl�assig ist. Dies ist aberau
h zu erwarten, da im Allgemeinen die Fehler der Daten im Zeitablauf verst�arktwerden, denn die Stabilit�atskonstante wird dur
h die L�osung der Di�erentialglei-
hung des dualen Problems repr�asentiert. Diese L�osung nun aber kann im Zeitablaufgro� werden. Weitere Ausf�uhrungen zum Fall gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungenwerden bei K. B�ott
her, R. Ranna
her [BR96℄ dargestellt.





Kapitel 3Navier-Stokes Glei
hungen
3.1 ProblemstellungDie Navier-Stokes Glei
hungen bes
hreiben die instation�are Bewegung eines realen,inkompressiblen Fluids in einem Gebiet 
 2 Rd, d 2 f2; 3g. I
h bes
hr�anke mi
hhier auf den komplizierteren dreidimensionalen Fall, da in der Realit�at vor allemdreidimensionale Str�omungen auftreten. Die Glei
hungen weisen folgende Gestaltauf: dudt � � 04u+ (u � r)u+rp = f in 
� (0; T )r � u = 0 in 
� (0; T ) (3.1)u = 0 auf �
 � (0; T )u(�; 0) = u0 in 
;wobei I := [0; T ) das beoba
htete Zeitintervall angibt. (u � r)u, 4u und r � u sindde�niert dur
h(u � r)v :=  3Xj=1 uj �vi�xj!3i=1 ; 4u :=  3Xj=1 �2ui�x2j !3i=1 bzw. r � u := 3Xi=1 �ui�xi :u : 
 � I ! R3 ist der Ges
hwindigkeitsvektor mit einem anf�angli
hen Ges
hwin-digkeitsfeld u0. Weiter bezei
hne p : 
 � I ! R den kinematis
hen Dru
k, alsoden Quotienten aus Dru
k und konstanter Di
hte, und � 0 > 0 sei die kinematis
heViskosit�at. f : 
 � I ! R3 stellt von au�en auf das Modell wirkende K�orperkr�aftedar.Man nennt die erste Glei
hung von (3.1) Ges
hwindigkeitsglei
hung; die zweite wirdals Kontinuit�atsglei
hung bezei
hnet. In der dritten Glei
hung werden homogene Di-ri
hlet Randbedingungen (Haftbedingung) unterstellt und die letzte Glei
hung stellteine Anfangsbedingung dar.Ist die gesu
hte L�osung von (3.1) ni
ht zeitabh�angig, so f�allt der Term dudt weg, und



32 Navier-Stokes Glei
hungendie Glei
hungen (3.1) vereinfa
hen si
h zum station�aren Navier-Stokes Problem.Fa�t man die Navier-Stokes Glei
hungen als dynamis
hes System auf, so sind diestation�aren L�osungen Fixpunkte des dynamis
hen Systems.Die auftretenden Gr�o�en werden nun entdimensioniert. Dazu bestimmt man eine
harakteristis
he Ges
hwindigkeit U , einen 
harakteristis
hen Dru
k P und L alseine dur
h das Gebiet 
 gegebene 
harakteristis
he L�ange (z.B. der Dur
hmesser).F�uhrt man die Transformationenx� := xL; t� := UL t; u� := uU ; p� := p� PU2 (3.2)dur
h, so erh�alt man folgendes entdimensioniertes Problem, wobei die Stern
hen ausNotationsgr�unden weggelassen werden:dudt � �4u+ (u � r)u+rp = f in 
� (0; T )r � u = 0 in 
� (0; T ) (3.3)u = 0 auf �
� (0; T )u(�; 0) = u0 in 
:� > 0 ist dabei eine Konstante, die dur
h den Kehrwert der Reynolds-Zahl gegebenist, wobei die Reynolds-Zahl Re de�niert ist dur
h Re := UL�0 .Die Reynolds-Zahl hat eine wi
htige physikalis
he Bedeutung: Str�omungen mit glei-
her Reynolds-Zahl, die dur
h einfa
he Ma�stabs�anderung ineinander transformier-bar sind, nennt man aufgrund ihres Str�omungsverhaltens �ahnli
h. Dieses �Ahnli
h-keitsgesetz ist bereits von Reynolds im Jahre 1883 festgestellt worden. Eine de-tailierte Darstellung dazu �ndet man in den B�u
hern von L. D. Landau, E. M.Lifs
hitz [LL66℄ und D.J. Tritton [Tri88℄.3.2 S
hwa
he Formulierung und L�osbarkeitIn diesem Kapitel wird die s
hwa
he Formulierung der instation�aren bzw. station�arenNavier-Stokes Glei
hungen eingef�uhrt. Es werden die dazu n�otigen Funktionenr�aumede�niert und s
hlie�li
h L�osbarkeitseigens
haften zusammengestellt.3.2.1 Das instation�are Navier-Stokes ProblemDer Einfa
hheit halber bes
hr�anke i
h mi
h auf den Fall, da� 
 eine Lebesgue-me�bare, bes
hr�ankte Menge mit Lips
hitz-stetigem Rand ist. Wesentli
h f�ur eines
hwa
he Formulierung ist die geeignete Wahl der Funktionenr�aume:De�nition 3.1 (i) Der Raum der divergenzfreien Funktionen ist gegeben dur
hHdiv(
) := fv 2 [H10 (
)℄n : r � v = 0g:



3.2 S
hwa
he Formulierung und L�osbarkeit 33(ii) Ldiv(
) ist der Abs
hlu� der Mengef' 2 [C10 (
)℄n : r � ' = 0gbez�ugli
h der dur
h [L2(
)℄n induzierten Topologie.Bemerkung 3.1 In der Literatur wird der Raum Ldiv(
) h�au�g dur
hLdiv(
) = nv 2 [L2(
)℄3 : r � v = 0; v � nj�
 = 0 in H� 12 (�
)ode�niert, wobei n der �au�ere Normalenvektor ist. Diese beiden De�nitionen sind�aquivalent.Beweis: Vgl. P. Constantin, C. Foias [CF88℄, Proposition 1.8.Versieht man den Raum Ldiv(
) mit dem Skalarprodukt ((�; �)), so ergibt si
h lei
ht(vgl. E. Zeidler [Zei94℄, Abs
hnitt 72.5):Satz 3.1 Hdiv(
) � Ldiv(
) � Hdiv(
)� ist ein Evolutionstripel.Nun sind wir in der Lage eine s
hwa
he Formulierung abzuleiten. Nehmen wir dazuan, da� (u; p) eine klassis
he L�osung des Problems (3.3) ist. Multipliziert man die 1.Glei
hung in (3.3) komponentenweise mit einem beliebigen v 2 Hdiv(
), integriert�uber 
 und addiert die Komponenten auf, so erh�alt man((dudt ; v)) + (((u � r)u; v))� �((4u; v)) + ((rp; v)) = ((f; v)) in (0; T ):De�niert manb(u; v; w) := (((u � r)v; w)) und a(u; v) := � Z
 3Xi;j=1 �ui�xj �vi�xj dx;so sieht man mit Hilfe der Regel der partiellen Integration (1.9), da� si
h die obigeGlei
hung au
h in der Formddt((u; v)) + b(u; u; v) + a(u; v) = hf; vi (3.4)darstellen l�a�t. Der Dru
k p f�allt hierbei aufgrund der Inkompressibilit�at der Test-funktionen heraus. Dies re
htfertigt folgende Variationsformulierung des Problems(3.3):De�nition 3.2 Seien f 2 L2((0; T );Hdiv(
)�) und u0 2 Ldiv(
) gegeben. u 2L2((0; T );Hdiv(
)) hei�t s
hwa
he L�osung von (3.3), fallsddt((u; v)) + b(u; u; v) + a(u; v) = hf; vi in (0; T ); 8v 2 Hdiv(
) (3.5)u(0) = u0gilt.



34 Navier-Stokes Glei
hungenBemerkung 3.2 Ber�u
ksi
htigt man die Tatsa
he, da� die s
hwa
he L�osung u fast�uberall mit einer stetigen Funktion von [0; T ) na
h Hdiv(
)� �ubereinstimmt1, so er-kennt man, da� die Anfangsbedingung in (3.5) Sinn ma
ht.Die Trilinearform b(u; v; w) besitzt folgende Eigens
haften:Lemma 3.1 (i) F�ur u; v; w 2 [H1(
)℄3 giltb(u; v; w) � 
kuk[H1(
)℄3 jvj1;
kwk[H1(
)℄3 :(ii) Ist au�erdem u 2 Hdiv(
), so giltb(u; v; w) + b(u;w; v) = 0 ) b(u; v; v) = 0:Beweis: Vgl. V. Girault, P. A. Raviart [GR86℄, Kapitel IV, Lemma 2.1 und 2.2.Bez�ugli
h der Existenz und Eindeutigkeit einer s
hwa
hen L�osung l�a�t si
h folgendeskonstatieren:Satz 3.2 (i) Von Problem (3.5) existiert mindestens eine L�osung u 2 L2((0; T );Hdiv(
)) \ L1((0; T );Ldiv(
)) mit u0 2 L1((0; T );Hdiv(
)�).(ii) Es existiert h�o
hstens eine L�osung u 2 L2((0; T );Hdiv(
))\L1((0; T );Ldiv(
))mit u 2 L8((0; T ); [L4(
)℄3). Hierf�ur gilt dann au
h u 2 C([0; T ℄;Ldiv(
)) (eventuellna
h �Anderung von u auf einer Nullmenge).(iii) Gilt sogar u0 2 Hdiv(
), f 2 L1((0; T );Ldiv(
)) und �
 2 C2;0, so existiert einT � � T , so da� Problem (3.5) genau eine L�osung aus H1((0; T �);Hdiv(
)) besitzt.Beweis: Vgl. R. Temam [Tem84℄, Theoreme 3.1, 3.4 und 3.11.Bei der Diskretisierung der s
hwa
hen Formulierung (3.5) entsteht das Problem,da� nur s
hwer konforme Approximationsr�aume konstruiert werden k�onnen. Es istdeshalb n�otig, einen Ansatzraum zu w�ahlen, der auf die Inkompressibilit�at der An-satzfunktionen verzi
htet. So mu� allerdings au
h no
h der Dru
k p ber�u
ksi
htigtwerden.W�ahlt man den Ansatzraum V̂ = V � H mit V := [H10 (
)℄3 und H := fp 2L2(
)j R
 pdx = 0g, so ergibt si
h:De�nition 3.3 Finde (u(t); p(t)) 2 V̂ , so da� f�ur fast alle t 2 (0; T ) giltddt((u; v)) + b(u; u; v) + a(u; v)� (r � v; p) = hf; vi; 8v 2 V(r � u; q) = 0; 8q 2 H (3.6)u(0) = u0:1Vgl. R. Temam [Tem84℄, S. 282 f.



3.2 S
hwa
he Formulierung und L�osbarkeit 35Es ist klar, da� eine L�osung von (3.6) au
h eine L�osung von (3.5) darstellt. Derumgekehrte Fall ist nur dann ri
htig, falls die L�osung u von (3.5) gen�ugend regul�arist, denn ni
ht in jedem Fall ist die Existenz des Dru
kes p gesi
hert (vgl. dazu au
hA. Quarteroni, A. Valli [QV94℄, Abs
hnitt 13.2).Es l�a�t si
h aber zeigen, da� si
h zu einer L�osung von (3.5) zumindest im distribu-tionellen Sinn ein Dru
k p bestimmen l�a�t. Dargestellt wird dies bei W. von Wahl[vW85℄2 oder bei J.L. Lions [Lio69℄3. Interessant sind au
h die Ausf�uhrungen indem Artikel von L. Caffarelli, R. Kohn und L. Nirenberg [CKN82℄.3.2.2 Das station�are Navier-Stokes ProblemDie s
hwa
he Formulierung des station�aren Navier-Stokes Problems ergibt si
h prin-zipiell auf die glei
he Art und Weise wie im instation�aren Fall. Do
h wird hier glei
hauf die Inkompressibilit�at der Ansatzfunktionen verzi
htet.Ausgangspunkt ist das Problem: Finde û := (u; p) 2 [H2(
)℄3 �H1(
), so da�(u � r)u� �4u+rp = f in 
r � u = 0 in 
 (3.7)u = 0 auf �
gilt. Sei dabei 
 wieder eine Lebesgue-me�bare, bes
hr�ankte Menge mit Lips
hitz-stetigem Rand. Benutzt man erneut den Ansatzraum V̂ := V �H mit V := [H10 (
)℄3und H := fp 2 L2(
)j R
 pdx = 0g, so ergibt si
h dur
h komponentenweise Mul-tiplikation mit einer Testfunktion v̂ := (v; q) 2 V̂ , Integration �uber 
, partielle In-tegration und Aufsummation der Komponenten analog die Variationsformulierung:De�nition 3.4 F�ur f 2 V � hei�t (u; p) 2 V̂ s
hwa
he L�osung von (3.7), fallsa(u; v) + b(u; u; v)� (p;r � v) + (q;r � u) = hf; vi; 8(v; q) 2 V̂ (3.8)gilt.Au
h hier fasse i
h kurz die Aussagen �uber Existenz und Eindeutigkeit des Problems(3.8) zusammen. Bez�ugli
h der Existenz l�a�t si
h feststellen:Satz 3.3 Es existiert mindestens eine L�osung (u; p) 2 V̂ des Problems (3.8).Beweis: Vgl. V. Girault, P.A. Raviart [GR86℄, Kapitel IV, Theorem 2.1.F�ur den Fall kleiner Daten ist die L�osung sogar eindeutig.2Vgl. Seite 143 �.3Vgl. Seite 67-69.



36 Navier-Stokes Glei
hungenSatz 3.4 De�niert manN := supu;v;w2Hdiv(
)juj1;jvj1;jwj1 6=0 b(u; v; w)juj1jvj1jwj1 und kfkHdiv(
)� := supv2Hdiv(
)jvj1 6=0 hf; vijvj1und gilt N�2kfkHdiv(
)� < 1;so existiert genau eine L�osung (u; p) 2 V̂ .Beweis: Vgl. V. Girault, P.A. Raviart [GR86℄, Kapitel IV, Theorem 2.2.Speziell l�a�t si
h der Satz auf folgende Klasse von Problemen anwenden: 4Bemerkung 3.3 L�a�t si
h f darstellen dur
h f = r	 mit 	 2 H1(
), so ist dieL�osung (u; p) 2 V̂ eindeutig.Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Satz 3.4. Denn aus((f; v)) = ((r	; v)) = �(	;r � v) = 0; 8v 2 Hdiv(
)ergibt si
h kfkHdiv(
)� = 0. 2

4Vgl. H.-G. Roos, M. Stynes, L. Tobiska [RST96℄, Kapitel IV, Bemerkung 2.9.



Kapitel 4Hydrodynamis
he Stabilit�at
Die Problematik der hydrodynamis
hen Stabilit�at ist wi
htig f�ur physikalis
he An-wendungen. Es sind n�amli
h nur sol
he station�aren bzw. periodis
hen Str�omungenin der Realit�at beoba
htbar, die gegen unvermeidli
h auftretende St�orungen stabilsind, d.h. die St�orungen klingen im Zeitablauf ab. Wa
hsen St�orungen dagegen imZeitablauf an, so ist die Str�omung instabil.Da jede Str�omung eine L�osung des Navier-Stokes Problems darstellt, hat man ver-su
ht, dieser physikalis
hen Interpretation eine mathematis
he entgegenzustellen,um so Vorhersagen �uber das Stabilit�atsverhalten bestimmter Str�omungen ma
henzu k�onnen.Im Allgemeinen verst�arken si
h au
h die Diskretisierungsfehler im Zeitablauf. Des-halb liegt die Vermutung nahe, da� si
h besonders stabile Str�omungen zuverl�assignumeris
h approximieren lassen. Do
h zeigt die folgende Diskussion, da� dies nurmit Eins
hr�ankungen gilt.
4.1 De�nition der hydrodynamis
hen Stabilit�atIn der Literatur existieren vers
hiedene De�nitionen und Konzepte des Stabilit�atsbe-gri�s. I
h werde versu
hen, einen �Uberbli
k zu geben und Zusammenh�ange zwis
henvers
hiedenen Konzepten aufzuzeigen.Betra
htet man eine L�osung (u; p) des Navier-Stokes Problems (3.3) und �uberlagertdiese mit einer St�orung ('; q), so ist au
h (u + '; p + q) eine L�osung des Navier-Stokes Problems mit der gest�orten re
hten Seite f +g und der gest�orten Anfangsbe-dingung u0 + '0. Nutzt man jetzt die Eigens
haft, da� (u; p) eine L�osung von (3.3)ist, so vereinfa
hen si
h die Glei
hungen zu



38 Hydrodynamis
he Stabilit�atd'dt � �4'+ (u � r)'+ (' � r)u+ (' � r)'+rq = g in 
� (0; T )r � ' = 0 in 
� (0; T ) (4.1)' = 0 auf �
� (0; T )'(�; 0) = '0 in 
:Bemerkung 4.1� Die St�orungsglei
hung (4.1) bezei
hnet man au
h als Stabilit�atsproblem.� Um mathematis
he Probleme zu vermeiden, wird gefordert, da� genau eineL�osung mit ('; q) 2 H1((0; T );Hdiv(
)) � L2((0; T );H) existiert. Denkbarw�are au
h eine s
hwa
he Formulierung analog zum Navier-Stokes Problem mitL�osungen aus L2((0; T );Hdiv(
))\L1((0; T );Ldiv(
))�L2((0; T );L2(
)) (vgl.(3.5)). Da dann aber die Regel der partiellen Integration bez�ugli
h der Zeit(vgl. Satz 1.16) ni
ht mehr gelten w�urde, m�u�te man zus�atzli
h die Energie-Unglei
hungk'(t1)k2 + 2 Z t2t1 �kr'k2 + b('; u; ')dt � k'(t2)k2; 8 t2 > t1 � 0fordern. Hiermit w�urden si
h dann die wi
htigsten Aussagen dieses Kapitels�ubertragen.� In der klassis
hen qualitativen Stabilit�atsanalyse ist das betra
htete Zeitinter-vall (0; T ) meist (0;1), da man an dem asymptotis
hen Verhalten der L�osung' von (4.1) interessiert ist. Daher wird au
h unterstellt, da� die Str�omung(u; p) und die St�orung ('; q) auf dem ganzen Intervall [0;1) existieren.� (u; p) wird au
h als Basisstr�omung bezei
hnet.Die vorliegende Arbeit wird si
h vereinfa
hend auf den Fall gest�orter Anfangsbedin-gungen bes
hr�anken. Es wird also angenommen, da� f�ur die re
hte Seite g = 0 gilt.Wie man sieht, ist dur
h (4.1) die Frage der Stabilit�at der Basisstr�omung (u; p) aufdie Stabilit�at der Null�osung von (4.1) zur�u
kgespielt worden. Deshalb gilt:Satz 4.1 Sei (u; p) eine L�osung des Navier-Stokes Problems (3.3).(i) (u; p) ist stabil, falls f�ur alle � > 0 ein Æ > 0 existiert, so da� gilt:k'0k < Æ ) k'k[0;1) := supt2[0;1) k'(�; t)k < �: (4.2)(ii) (u; p) ist asymptotis
h stabil, falls (u; p) stabil ist und es ein 
 > 0 gibt, so da�gilt k'0k < 
 ) limt!1 k'(�; t)k = 0: (4.3)



4.2 Die Energie-Methode 39(iii) Gilt (4.3) f�ur alle 
 > 0 und ist (u; p) stabil, so ist (u; p) eins
hr�ankungslosasymptotis
h stabil.Hierbei sollen die Stabilit�atsaussagen speziell mit der Norm k � k := k � k[L2(
)℄3 ver-standen werden. Denkbar w�aren au
h andere Normen. Zu bemerken ist aber, da�eine Str�omung bez�ugli
h einer Norm stabil sein kann, dies aber bez�ugli
h einer ande-ren ni
ht unbedingt sein mu� (vgl. J. Flavin, S. Rionero [FR96℄, Abs
hnitt 1.10).
4.2 Die Energie-MethodeUnterstellt wird im Folgenden ein in mindestens eine Ri
htung bes
hr�anktes Gebiet
, so da� die Unglei
hung von Poin
ar�e (1.10) g�ultig ist. Au�erdem sei der Randhinrei
hend glatt. Der Fall eines unbes
hr�ankten Gebiets wird bei G.P. Galdi, S.Rionero [GR85℄ ausf�uhrli
h dargestellt.Die Frage, ob eine Str�omung stabil ist, beantwortet f�ur station�are Str�omungen fol-gender Satz, den man bei B. Straughan [Str92℄, Kapitel 3.1 oder bei J. Flavin,S. Rionero [FR96℄, Abs
hnitt 8.5.1 �ndet. Allerdings wird dort eine andere Entdi-mensionierung benutzt.Satz 4.2 Sei (u; p) eine station�are Basisstr�omung. Existiert au�erdem1RE := max'2Hdiv(
)kr'k6=0 �b('; u; ')kr'k2 ; (4.4)so ist (u; p) eins
hr�ankungslos asymptotis
h stabil f�ur alle Reynolds-Zahlen Re mitRe < RE.Beweis: Sei ('; q) eine L�osung des Stabilit�atsproblems (4.1), die auf (0;1) existiert.Multipliziert man die erste Glei
hung von (4.1) mit ' und integriert �uber 
, so erh�altman unter Bea
htung der De�nition von b(u; v; w)((d'dt ; '))� �((4'; ')) + b(u;'; ') + b(';'; ') + b('; u; ') + ((rq; '))= 0 in (0;1):Wendet man dann die Regel der partiellen Integration (1.9) an und nutzt die Eigen-s
haft, da� b(u; v; v) = 0 ist (Lemma 3.1), so ergibt si
h12 ddtk'k2 = ��kr'k2 � b('; u; ') in (0;1):



40 Hydrodynamis
he Stabilit�atDies wird nun unter Bea
htung der Voraussetzungen wie folgt na
h oben abges
h�atzt:12 ddtk'k2 = ��kr'k2 � b('; u; ')� �kr'k2 1Re � max'2Hdiv(
)kr'k6=0 �b('; u; ')kr'k2 !� �kr'k2� 1Re � 1RE�| {z }=:a :F�ur Reynolds-Zahlen Re < RE gilt somit a > 0. Hieraus folgt mit der Unglei
hungvon Poin
ar�e (1.10) ddtk'k2 � �2a
k'k2:Sei ohne Eins
hr�ankung k'(�; t)k > 0 f�ur alle t > 0. Denn andernfalls ist die Behaup-tung trivialerweise erf�ullt. Dann folgt dur
h Division mit k'(�; t)k2 und Integration�uber t: Z t0 2k'(�; �)k dd� k'(�; �)kk'(�; �)k2 d� � �2a
t:Die Auswertung des Integrals ergibtk'(�; t)k2 � e�2a
tk'(�; 0)k2:Man sieht daraus, da� k'(�; t)k f�ur t!1 exponentiell gegen 0 strebt, falls Re < REist. 2Bemerkung 4.2� Die eben gezeigte Beweiste
hnik wird Energie-Methode genannt, denn k'k2ist ein Ma� f�ur die Energie der St�orung '. Man sieht, da� f�ur Re < RE keinEnergietransfer von der Basisstr�omung in die St�orung ' existiert.� Die Energie-Methode l�a�t si
h au
h als direkte Methode von Lyapunov in-terpretieren. Dazu fa�t man k'k2 als Lyapunov Funktion V (') auf (vgl. Satz2.4).� Betra
htet man eine instation�are Basisstr�omung (u; p) und de�niert1RE := supt�0 sup'2Hdiv(
)kr'k6=0 �b('; u(t); ')kr'k2 ;so zeigt man analog zum obigen Beweis, da� (u; p) f�ur alle Re < RE ein-s
hr�ankungslos asymptotis
h stabil ist. Dieses und weitere Aussagen zum Fallinstation�arer Basisstr�omungen werden bei S.H. Davis, C. von Ker
zek[DvK73℄ dargestellt.



4.2 Die Energie-Methode 41Um das Supremum in (4.4) zu ermitteln, ist es m�ogli
h, das Problem mit Hilfe derVariationsre
hnung in ein Eigenwertproblem zu �uberf�uhren (vgl. B. Straughan[Str92℄, Kap. 3.1). Daraus folgt dann au
h die Existenz des Maximums (4.4), dievon S. Rionero [Rio68℄1 gezeigt wurde. Ohne darauf n�aher einzugehen, wird hierno
h eine lei
hter zu bere
hnende untere S
hranke f�ur RE hergeleitet.Dazu de�niert man den symmetris
hen Verzerrungstensor D : 
! R3�3 dur
hD = (Dij) mit Dij := 12 ��ui�xj + �uj�xi�und bea
htetb('; u; ') = Z
 3Xi;j=1'j �ui�xj'idx = Z
 3Xi;j=1'j 12 ��ui�xj + �uj�xi�'idx= Z
 3Xi;j=1'jDij'idx = ((';D')):Nun ber�u
ksi
htigt man no
h das folgende Lemma:Lemma 4.1 Sei A = (aij) 2 Rn�n mit At = A. Es gilt�x � Ax � j�jjxj2; 8x 2 Rn;wobei � der vom Betrag her gr�o�te Eigenwert von A ist.Beweis:Da A eine symmetris
he Matrix ist, existiert eine orthogonale Basis �1; �2; : : : ; �naus Eigenvektoren zu den Eigenwerten �1; �2; : : : ; �n. F�ur alle x 2 Rn existiert eineeindeutige Darstellung x =Pni=1 �i�i mit �i 2 R. Hieraus folgt�x � Ax = � nXi=1 �i�i! � nXi=1 �i�i�i! = � nXi=1 �i�2i j�ij2 � � maxi=1;:::;n j�ij� jxj2: 2Aus dem Lemma ergibt si
h�((';D')) = � Z
 ' �D'dx � Z
 j�̂jj'j2dx � �k'k2;wobei � := supx2
 j�̂(x)j und �̂(x) der vom Betrag her maximale Eigenwert vonD(x) ist. Existiert �, so folgt aus der Unglei
hung von Poin
ar�e (1.10)1RE = max'2Hdiv(
)kr'k6=0 �((';D'))kr'k2 � �k'k2
k'k2 = �
 :Dies halten wir no
h in einem Satz fest:1Vgl. Abs
hnitt 7.



42 Hydrodynamis
he Stabilit�atSatz 4.3 Existiert das oben de�nierte �, so ist f�urRe � 
�(u; p) eins
hr�ankungslos asymptotis
h stabil. 1
 ist dabei die Konstante der Poin
ar�eUnglei
hung.4.3 Prinzip der linearisierten Stabilit�atDa die St�orung als klein angenommen wird, wird der ni
htlineare Term (' �r)' oftverna
hl�assigt. Das daraus resultierende Problem wird als linearisiertes Stabilit�ats-problem bezei
hnet. Gesu
ht wird also ein (�; �), so da� gilt:d�dt � �4�+ (u � r)�+ (� � r)u+r� = 0 in 
� (0; T )r � � = 0 in 
� (0; T ) (4.5)� = 0 auf �
 � (0; T )�(�; 0) = �0 in 
:Nehmen wir weiter an, da� die Basisstr�omung (u; p) station�ar ist. Dann ist die Glei-
hung (4.5) eine autonome, lineare Di�erentialglei
hung und man su
ht deswegenL�osungen der Form �(x; t) = a(x)e��t; �(x; t) = q0(x)e��t; (4.6)wobei � ein komplexer Parameter ist. Setzt man (4.6) in (4.5) ein, so erh�alt manna
h K�urzen des Faktors e��t�a = (u � r)a+ (a � r)u+rq0 � �4a in 
r � a = 0 in 
 (4.7)a = 0 auf �
:Das Problem der hydrodynamis
hen Stabilit�at ist somit auf dieses station�are Eigen-wertproblem f�ur (a; �) reduziert worden. Die Funktion q0 mu� dabei ni
ht ber�u
k-si
htigt werden, da sie in der zugeh�origen Variationsformulierungmit divergenzfreienAnsatzfunktionen herausf�allt. �Uber die Lage der gesu
hten Eigenwerte in der kom-plexen Ebene l�a�t si
h konstatieren:Lemma 4.2 Es gibt eine unendli
he Anzahl von Eigenwerten �1; �2; : : : , die in demparabolis
hen Gebiet G := f� := r + is j 
s2 < r + 
0gliegen. Dabei sind 
; 
0 Konstanten.



4.3 Prinzip der linearisierten Stabilit�at 43Beweis: Vgl. D.H. Sattinger [Sat70℄, Lemma 3.6.Dur
h (4.7) wird folgende De�nition bez�ugli
h des Verhaltens der L�osung von (4.5)m�ogli
h.De�nition 4.1 (i) Die station�are Basisstr�omung (u; p) hei�t linear stabil, falls f�uralle L�osungen (a; �) von (4.7) gilt Re(�) > 0:(ii) Analog ist (u; p) linear instabil, falls eine L�osung (a; �) existiert, so da�Re(�) < 0gilt.Zu kl�aren bleibt die Frage, was f�ur L�osungen von (4.5) gilt, die ni
ht von der Form(4.6) sind. Eine Antwort liefert folgender Satz:Satz 4.4 Falls (u; p) linear stabil ist, gilt f�ur alle L�osungen � der linearen Glei
hung(4.5), da� k�k f�ur t!1 exponentiell gegen 0 f�allt, d.h. die Null�osung in (4.5) isteins
hr�ankungslos asymptotis
h stabil.Beweis: Vgl. G.P. Galdi, S. Rionero [GR85℄, S. 6.Im Kontext hydrodynamis
her Stabilit�at wird nun wieder na
h einer kritis
henReynoldszahl RL gesu
ht. Dazu geht man davon aus, da� im laminaren Fall, alsof�ur kleine Reynolds-Zahlen, die Str�omung (u; p) linear stabil ist.De�nition 4.2 Die kritis
he Reynolds-Zahl RL ist die kleinste Reynolds-Zahl, beider das Eigenwertproblem (4.7) eine L�osung mit Re(�) � 0 besitzt.F�ur R > RL d�urfte die Str�omung dann linear instabil sein. Sind nun aber linearstabile Str�omungen au
h ni
htlinear stabil? Aufs
hlu� dar�uber geben die folgendenS�atze:Satz 4.5 Sei (u; p) eine station�are Basisstr�omung, die linear stabil ist. Dann ist(u; p) au
h (ni
htlinear) stabil, d.h. hinrei
hend kleine St�orungen vers
hwinden f�urt!1.Beweis: Vgl. D.H. Sattinger [Sat70℄, Theorem 4.1 oder D.H. Sattinger [Sat73℄,Theorem 6.3.1.Satz 4.6 Ist die station�are Basisstr�omung (u; p) linear instabil, so ist sie au
h(ni
htlinear) instabil.



44 Hydrodynamis
he Stabilit�atBeweis: Vgl. D.H. Sattinger [Sat70℄, Theorem 5.1.Aus Satz 4.6 ergibt si
h die wi
htige Folgerung:Satz 4.7 F�ur die kritis
hen Reynoldszahlen RE und RL der ni
htlinearen bzw. li-nearen Stabilit�atsanalyse gilt die Relation:RE � RL:4.4 Beurteilung dieser Ans�atzeBetra
htet man beide Methoden, so l�a�t si
h folgendes konstatieren: Ist die Reynolds-zahl Re kleiner als RE, so ist die Basisstr�omung (u; p) gegen�uber beliebigen St�orun-gen stabil. Im Fall Re > RL kann man im Allgemeinen davon ausgehen, da� (u; p)instabil ist.Liegen bei Str�omungen RE und RL di
ht zusammen, so f�uhren die vorgestelltenTheorien somit zu befriedigenden Ergebnissen. So stimmen z.B. bei der Rayleigh-Benard Konvektion (Str�omung, die dur
h Temperaturdi�erenz verursa
ht wird) REund RL �uberein.2 Tats�a
hli
h ergeben die praktis
hen Experimente dieselbe kritis
heReynolds-Zahl. Au
h f�ur die Taylor-Couette-Str�omung (Str�omung zwis
hen einemruhenden �au�eren und einem rotierenden inneren Zylinder) ergibt die linearisierteStabilit�atstheorie befriedigende Ergebnisse.3Was aber passiert im Fall RE � RL und Re 2 (RE; RL)? Dieser Fall ist dur
hausni
ht nur theoretis
h interessant. In vielen physikalis
h relevanten Str�omungen beob-a
htet man genau dieses Ph�anomen. So ist z. B. f�ur die planare Poiseuille Str�omung( Str�omung zwis
hen zwei ruhenden, parallelen Platten) RE � 49:6 und RL � 5772.Die planare Couette Str�omung (Str�omung zwis
hen zwei gegeneinander vers
hobe-nen, parallelen Ebenen) ist linear stabil f�ur alle Reynolds-Zahlen und RE ist gegebendur
h RE � 20:7. In der Realit�at beoba
htet man nun f�ur die Poiseuille Str�omung,da� die Str�omung f�ur Reynolds-Zahlen gr�o�er als 1000 instabil werden kann. Bei derCouette Str�omung liegt dieser Wert bei 
ir
a 360.4 Man stellt also fest, da� das Prin-zip der linearisierten Stabilit�at bei bestimmten Str�omungen das Stabilit�atsverhaltenfals
h prognostiziert. L.N. Trefethen et al. [TTR92℄ vermuten das Versagen be-sonders bei S
herstr�omungen. S
herstr�omungen sind Str�omungen, bei denen si
h dieGes
hwindigkeit vor allem senkre
ht zur Str�omungsri
htung �andert.2Vgl. B. Straughan [Str92℄, Kap. 3.3: Allerdings ist R hier die Rayleigh-Zahl. Aktuelle Erwei-terungen dieses Modells �ndet man bei J.N. Flavin, S. Rionero [FR99℄.3Vgl. L.N. Trefethen et al. [TTR92℄ , Seite 3.4Vgl. S.C. Reddy, D.S. Henningson [RH93℄, Kapitel 1.



4.5 Gr�unde f�ur das Versagen des Prinzips der linearisierten Stabilit�at 454.5 Gr�unde f�ur das Versagen des Prinzips der li-nearisierten Stabilit�atWieso versagt das Prinzip der linearisierten Stabilit�at bei bestimmten Str�omungenin der Praxis? Man betra
hte dazu no
h einmal die mathematis
he De�nition derStabilit�at. Gefordert wird, da� hinrei
hend kleine St�orungen im Zeitablauf ni
htanwa
hsen. Es wird argumentiert, da� die in der Realit�at auftretenden St�orungenni
ht klein genug sind. Als Erkl�arung bislang weitestgehend unbea
htet blieb dabeidie Tatsa
he, da�, obwohl die L�osung der linearen Glei
hung � asymptotis
h stabilist, es do
h zu einem wesentli
hen vor�ubergehenden Anstieg von � kommen kann.Hierdur
h kann im We
hselspiel mit dem ni
hlinearem Term Instabilit�at entstehen,obwohl die St�orung sehr klein ist.Dieses wurde bereits im Beispiel von L.N. Trefethen aus dem letzten Kapitel �ubergew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen deutli
h. Dort wurde gezeigt, da� zwis
hen demParameter R und dem kritis
hen Wert �, der die maximal 'erlaubte' Gr�o�e der An-fangsst�orung angibt, der Zusammenhang � = O(R�2) besteht. Dasselbe Ph�anomenerkl�art au
h das Versagen bei der planaren Couette Str�omung und der planarenPoiseuille Str�omung. Denn au
h dort konnte der Zusammenhang � = O(R��) mit� > 1 festgestellt werden.5Liegt kein Anstieg der L�osung der linearen Glei
hung (4.5) vor, so erwarten wir, da�das Prinzip der linearisierten Stabilit�at gute Ergebnisse liefert. Dieser Fall liegt ins-besondere vor, falls der zugeh�orige linearisierte Operator normal ist (z.B. Rayleigh-Benard Konvektion). Um den Grad der Normalit�at eines Operators und damit seineStabilit�atseigens
haften zu bestimmen, f�uhren L.N. Trefethen et al. als Ma� dasPseudospektrum ein.6 Do
h eine ers
h�opfende Er�orterung dieses Konzeptes w�urdezu weit vom Thema dieser Arbeit wegf�uhren.Insgesamt ergibt si
h aus der obigen Diskussion, da� die qualitative Stabilit�atsana-lyse unzurei
hend ist. Es ist n�otig, sie dur
h eine quantitative Stabilit�atsanalysedes ni
htlinearen und des linearen Stabilit�atsproblems zu erg�anzen. Abs
h�atzun-gen spezieller Str�omungen werden in der Arbeit von C. Johnson, R. Ranna
herund M. Boman [JRB94℄ dur
hgef�uhrt. Dort wird au
h versu
ht, den �Ubergang zurInstabilit�at im Fall einer Rohrstr�omung anhand eines Modells gew�ohnli
her Di�e-rentialglei
hungen zu erkl�aren.4.6 'Worst s
enario' - Abs
h�atzungIn den Fehlerabs
h�atzungen bei Diskretisierungen des Navier-Stokes Problems ben�o-tigt man �ubli
herweise eine Stabilit�atskonstante, die angibt, wie gro� die St�orung imZeitablauf im Verh�altnis zu ihrer Anfangsst�orung werden kann (vgl. dazu C. John-5Vgl. J.S. Baggett, L.N. Trefethen [BT97℄, Seite 2.6Zur De�nition vgl. L.N. Trefethen [Tre97℄, zur Anwendung vgl. L.N. Trefethen et al.[TTR92℄.



46 Hydrodynamis
he Stabilit�atson, R. Ranna
her, M. Boman [JRB95℄, Abs
hnitt 2.3 oder A. Quarteroni,A. Valli [QV94℄ , Abs
hnitt 13.3).De�nition 4.3 Sei ' eine L�osung von (4.1) zum Anfangswert '0 (g = 0) undk'kI := supt2I k'(t; �)k; so l�a�t si
h die Stabilit�atskonstante Cp0(T; u) de�nierendur
h Cp0(T; u) := sup'02[L2(
)℄3�f0g k'k(0;T )k'0k : (4.8)Hierf�ur gibt folgender Satz eine obere S
hranke an. Allerdings ber�u
ksi
htigt derBeweis keine speziellen Eigens
haften der Basisstr�omung (u; p).Satz 4.8 Sei (u; p) eine Basisstr�omung, die auf I := (0; T ) existiert mit der Eigen-s
haft K := krukL1(
�I) <1. Dann gilt:Cp0(T; u) � exp (CTK):Beweis: Multipliziert man die erste Glei
hung von (4.1) mit ' und integriert �uber
� I, so erh�alt manZI((d'dt ; ')) + (((u � r)'; ')) + (((' � r)u; '))� �((4'; ')) + ((rq; '))dt = 0:Mit Hilfe der Regel der partiellen Integration (1.9) und der De�nition von b(�; �; �)ergibt si
hZI ddt 12k'k2dt+ ZI b(u;'; ') + �kr'k2 + b('; u; ')� ((q;r � '))dt = 0:Nun benutzt man die Inkompressibilit�at von ', das Lemma 3.1 und die Formel ausSatz 1.16: 12 �k'(�; T )k2 � k'(�; 0)k2�+ ZI b('; u; ') + �kr'k2dt = 0:Ber�u
ksi
htigt man s
hlie�li
h kr'k � 0, so folgt12 �k'(�; T )k2 � k'(�; 0)k2�+ ZI Z
 3Xi;j=1'i'j �ui�xj dxdt � 0oder anders ges
hriebenk'(�; T )k2 � k'0k2 � 2 ZI Z
 3Xi;j=1'i'j �ui�xj dxdt:



4.6 'Worst s
enario' - Abs
h�atzung 47Weiter s
h�atzt man jetzt ab:k'(�; T )k2 � k'0k2 + 2krukL1(
�I) �����ZI Z
 3Xi;j=1'i'jdxdt������ k'0k2 + 2K ������ZI Z
 " 3Xi=1 'i#2 dxdt������� k'0k2 + 2K �����ZI Z
 3Xi=1 32'2i dxdt������ k'0k2 + 18K Z T0 k'(�; t)k2dt:Hierauf wendet man das Lemma von Gronwall an (Satz 1.19) und erh�alt:k'(�; T )k2 � k'0k2 exp (18KT ):Hieraus folgt das gesu
hte Resultat. 2In den meisten te
hnis
h relevanten Str�omungen gilt TK >> 1.7 Dies bedeutet aber,da� f�ur diese Str�omungen die Fehlerabs
h�atzungen praktis
h bedeutungslos sind.Als Konsequenz daraus ergibt si
h, da� es ni
ht sinnvoll ist, f�ur alle Sr�omungengemeinsam eine Stabilit�atskonstante zu bestimmen. Man mu� also spezielle Eigen-s
haften der zu untersu
henden Str�omung ausnutzen, um Stabilit�atskonstanten zuerhalten, die die St�orung ni
ht �ubers
h�atzen.Es stellt si
h die Frage, wel
he Klasse von Str�omungen �uberhaupt bere
henbar sind.Eine teilweise Antwort gibt die Eigens
haft der Stabilit�at. Ist eine Str�omung stabil,so bedeutet das, da� gen�ugend kleine St�orungen si
h ni
ht verst�arken. Das bewirkt,da� die Stabilit�atskonstante Cp0(T; u) klein ist. Problematis
h ist dabei die Gr�o�edes Diskretisierungsfehlers. Denn nur f�ur gen�ugend kleine Fehler bleibt die Stabi-lit�at erhalten. Sind die Fehler dagegen zu gro�, bleibt im Allgemeinen nur die obi-ge Fehlerabs
h�atzung. Von besonderer Bedeutung ist daher die eins
hr�ankungsloseStabilit�at, denn nur sie garantiert eine kleine Stabilit�atskonstante. Numeris
he Ex-perimente von R. Ranna
her [Ran98℄8 best�atigen au
h im station�aren Fall, da�stabile L�osungen der Navier-Stokes Glei
hungen eher bere
henbar ers
heinen.
7Vgl. C. Johnson, R. Ranna
her, M. Boman [JRB95℄, Abs
hnitt 2.1.8Vgl. Seite 18.





Kapitel 5Fehlerabs
h�atzungen f�urGalerkin-Verfahren
5.1 Allgemeine BemerkungenIn diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie dur
h Ausnutzung eines dualen Ar-guments a-posteriori Fehlerabs
h�atzungen f�ur den Diskretisierungsfehler bestimm-ter Galerkin-Verfahren gewonnen werden k�onnen. Dies sind Fehlerabs
h�atzungen,die si
h ohne Kenntnis der exakten L�osung aus den gegebenen Daten und derN�aherungsl�osung ergeben. Sie sind von enormer Bedeutung bei adaptiven Finite-Elemente-Methoden, bei denen das Gebiet solange verfeinert wird, bis der Fehlerder N�aherungsl�osung unter einer zu Beginn vorgegebenen Toleranz liegt.Die Darstellung lehnt si
h dabei an den Arbeiten von C. Johnson, R. Ranna
herund M. Boman (vgl. [Joh95℄, [JR94℄, [JRB95℄ ) an. Das allgemeine Vorgehen wirdbei K. Eriksson, D. Estep, P. Hansbo, C. Johnson [EEHJ95℄ oder bei R. Ran-na
her [Ran98℄ bes
hrieben. Das Besondere dieser Beweisidee ist das ges
hi
kteZusammenspiel folgender vier Punkte:� Repr�asentation des Fehlers dur
h ein zugeordnetes linearisiertes, duales Pro-blem,� Eigens
haft der Galerkin-Orthogonalit�at,� Interpolationsfehlerabs
h�atzungen f�ur das duale Problem und� Stabilit�atsabs
h�atzungen f�ur das stetige duale Problem.Besondere S
hwierigkeiten bereitet der letzte Punkt. S
harfe Stabilit�atsabs
h�atzun-gen sind f�ur einen e�ektiven adaptiven Algorithmus unabdingbar. Leider sind s
har-fe Abs
h�atzungen nur f�ur bestimmte Aufgabenstellungen bekannt. Im allgemeinenFall ist jedo
h die Bestimmung der Stabilit�atskonstante a-priori ni
ht m�ogli
h. Vor-ges
hlagen wird deshalb, diese Konstanten numeris
h zu s
h�atzen. Allerdings istfragli
h, ob der Aufwand hierf�ur vertretbar ist.



50 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-VerfahrenWird die Stabilit�atskonstante zu gro� ges
h�atzt, so wird das Gitter unn�otig stark ver-feinert und der Re
henaufwand ist zu ho
h. Wird die Konstante zu klein ges
h�atzt,kann die vorgegebene Fehlertoleranz im Allgemeinen ni
ht eingehalten werden unddie Abs
h�atzung ist sinnlos.Um die Gr�o�enordnung der Stabilit�atskonstante anzugeben, ist es denkbar, das dua-le Problem mit Hilfe der Mittel des letzten Kapitels �uber hydrodynamis
he Stabilit�atzu bearbeiten.Angewendet wird die Methode auf die station�aren Navier-Stokes Glei
hungen undauf das semidiskretisierte zeitabh�angige Navier-Stokes Problem. Im ersten Fall wirdmit einer Finite-Elemente-Methode diskretisiert, im zweiten Fall wird das dG(0)-Verfahren benutzt.5.2 Das station�are Navier-Stokes Problem5.2.1 Eine Finite-Elemente-MethodeZur Erinnerung seien hier no
h einmal die station�aren Navier-Stokes Glei
hungenwiederholt: Finde û := (u; p) 2 [H2(
)℄3 �H1(
) so da�(u � r)u� �4u+rp = f in 
r � u = 0 in 
 (5.1)u = 0 auf �
gilt, wobei 
 � R3 ein bes
hr�anktes Gebiet mit polygonalem, Lips
hitz-stetigemRand ist.F�uhrt man die R�aume V̂ = V �H, V := [H10 (
)℄3 und H := fp 2 L2(
)j R
 pdx =0g ein, so ergibt si
h die Variationsformulierung 1: Finde û := (u; p) mitA(u; û; v̂) = F (v); 8v̂ := (v; q) 2 V̂ : (5.2)Hierbei ist mit ŵ := (w; r)A(u; ŵ; v̂) := a(w; v) + b(u;w; v)� (r;r � v) + (q;r �w);b(u;w; v) = Z
(u � r)w � vdx;a(w; v) = � Z
 3Xi=1 rwi � rvidx und F (v) = ((f; v)):Wie wir aus Kapitel 3:2 wissen, existiert eine L�osung û (vgl. Satz 3.3). Au�erdemgehen wir davon aus, da� diese eindeutig ist. Im Fall kleiner Daten ist dieses na
hSatz 3.4 auf jeden Fall gesi
hert.1Die Details �ndet man in Kapitel 3:2.



5.2 Das station�are Navier-Stokes Problem 51Zu (5.2) wird jetzt ein konformes Finite-Elemente-Verfahren konstruiert. Dazu wirddas Gebiet 
 dur
h eine isotrope Familie zul�assiger Zerlegungen fThgh in Tetraeder
k zerlegt.2 Dabei ist h ein Index, der dur
h den maximalen Dur
hmesser aller�niten Elemente einer Zerlegung Th = f
kg gegeben ist.De�nition 5.1 (i) Eine Zerlegung 
 = [Mk=1
k hei�t zul�assig, falls jeweils zwei�nite Elemente 
k1 und 
k2� genau eine vollst�andige gemeinsame Fl�a
he,� genau eine vollst�andige gemeinsame Kante oder� genau einen gemeinsamen Punkt haben oder aber� disjunkt sind.(ii) Eine Familie von Zerlegungen hei�t isotrop, falls glei
hm�a�ig eine Konstante0 < 
1 existiert, so da� jedes Element 
k einen Kreis vom Radius �k mithk�k � 
1enth�alt, wobei hk der Dur
hmesser von 
k ist (vgl. G. Lube [Lub98℄, Kapitel 10).Bemerkung 5.1 C. Johnson, R. Ranna
her ([JR94℄, Abs
hnitt 5.1) s
hlagenvor, eine Familie von quasiuniformen Zerlegungen zu benutzen. Dies widerspri
htaber meiner Ansi
ht na
h der Idee der Adaptivit�at, da so lokale Verfeinerungen ni
htm�ogli
h sind. Deshalb fordere i
h nur die Bedingung der Isotropie. Denn s
hon dieIsotropie stellt si
her, da� die �niten Elemente ni
ht entarten.Weiter de�niert man einen diskreten Unterraum V̂h := Vh �Hh von V̂ , indem manvors
hreibt, da� die Elemente aus Vh bzw. Hh auf jedem �niten Element 
k Poly-nome mit vorgegebenem maximalen Grad sind. Die Finite-Elemente-Approximationdes Problems (5.2) ist dann ûh := (uh; ph) 2 V̂h, so da�A(uh; ûh; v̂) = F (v); 8v̂ 2 V̂h (5.3)gilt. Um zu garantieren, da� (5.3) eine L�osung besitzt, mu� V̂ die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung infq2Hh�f0g supv2Vhjvj1 6=0 (q;r � v)krvkkqk � �; � > 0 (5.4)erf�ullen.32Alle Tetraeder 
k seien als o�en de�niert.3Vgl. V. Girault, P.A. Raviart [GR86℄, Kapitel IV.



52 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-Verfahren5.2.2 A-posteriori Fehlerabs
h�atzungGesu
ht wird na
h einer a-posteriori Fehlerabs
h�atzung des Finite-Elemente-Ver-fahrens (5.3) f�ur die station�aren Navier-Stokes Glei
hungen (5.1). Die Struktur desBeweises ist die glei
he wie bei dem des Anfangswertproblems aus Kapitel 2.4. Ent-wi
kelt wurde der vorliegende Ansatz von C. Johnson und R. Ranna
her ( vgl.[JR94℄, [Joh95℄). Allerdings wird dort der Beweis nur grob skizziert. Wesentli
h be-ruht er auf folgendem dualen linearisierten Problem:De�nition 5.2 Das duale Problem ist gegeben dur
h: Finde '̂ := ('; �) 2 V̂ , soda� gilt L(u; uh; v̂; '̂) = ((v; g)); 8v̂ := (v; q) 2 V̂ (5.5)mit g 2 [L2(
)℄3, ruh � ' := �P3j=1 �uhj�xi 'j�3i=1 undL(u; uh; v̂; '̂) := �(((u � r)'�ruh � '; v)) + a('; v) + (r � v; �)� (r � '; q):(5.6)Leider ist ni
ht a-priori si
hergestellt, da� f�ur das duale Problem au
h eine L�osungexistiert. Aber die Glei
hung (5.5) l�a�t si
h n�aher 
harakterisieren. Denn nimmtman zun�a
hst an, da� die L�osung ' und die Ansatzfunktionen divergenzfrei sind, sovereinfa
ht si
h das Problem. Gesu
ht ist dann ein ' 2 Hdiv(
), so da� gilt:
('; v) := �(((u � r)'�ruh � '; v)) + a('; v) = ((v; g)); 8v 2 Hdiv(
): (5.7)Bemerkung 5.2� Wie man na
hre
hnen kann, ist 
(�; �) eine Gardings
he Form bez�ugli
h desEvolutionstripels Hdiv(
) � Ldiv(
) � Hdiv(
)�. Viellei
ht kann man ausder Theorie der Gardings
hen Formen Kriterien f�ur die L�osbarkeit von (5.7)ableiten. Denn ist so eine L�osung gefunden, stellt die Theorie der gemis
htenProbleme die Existenz des Dru
kes � si
her.� Gegen�uber dem Ansatz von C. Johnson ist hier das duale Problem lei
htmodi�ziert worden. Denn bei C. Johnson wird implizit gefordert, da� dieDru
k-Komponenten verallgemeinerte Ableitungen besitzen. Dies ist hier aberdur
h die Wahl der Ansatzr�aume ni
ht garantiert.� Au
h der a-posteriori Fehlers
h�atzer von R. Verf�urth [Ver96℄ beruht auf ei-nem geeigneten Hilfsproblem.4 Gefordert wird, da� f�ur alle (w; r) 2 [L2(
)℄3�(H \H1(
)) eindeutig ein(v; q) 2 ([H2(
)℄3 \ V )� (H1(
) \H)4Vgl. Bemerkung 3.23.



5.2 Das station�are Navier-Stokes Problem 53existiert, so da� gilt:��4v � (u � r)v + (v � r)u�rq = w in 
�r � v = r in 
:Leider ist au
h hier zweifelhaft, ob f�ur alle (w; r) eindeutig eine L�osung (v; q)existiert.Die Existenz einer L�osung von (5.5) vorausgesetzt, wird eine Stabilit�atskonstantede�niert:De�nition 5.3 Die Stabilit�atskonstante Cp1 (u; uh) des dualen Problems wird de�-niert als die kleinste Konstante derart, da� folgende Unglei
hung gilt:kr�k+ �j'j2 � Cp1(u; uh)kgk; 8g 2 [L2(
)℄3; (5.8)wobei '̂ = ('; �) L�osung des Problems (5.5) mit g als St�orung auf der re
hten Seiteist.Vorbereitend wird zun�a
hst bewiesen:Lemma 5.1 F�ur u; v; w 2 V und r � u = 0 gilt�(((u � r)w �rv � w; u� v)) = b(u; u; w)� b(v; v; w): (5.9)Beweis: Der Beweis ergibt si
h dur
h einfa
he Umformungen. Wiederholt wird dieInkompressibilit�at von u und die partielle Integration benutzt unter Ber�u
ksi
hti-gung der Tatsa
he, da� die entstehenden Randintegrale aufgrund der Nullrandbe-dingungen vers
hwinden. Es gilt:� (((u � r)w �rv �w; u� v))= Z
 3Xi;j=1�uj �wi�xj (ui � vi)dx+ Z
 3Xi;j=1wj �vj�xi (ui � vi)dx= Z
 3Xi;j=1�uj �wi�xj ui + uj �wi�xj vi + wj �vj�xiuidx� Z
 3Xi;j=1wj �vj�xi vidx= =0z }| {Z
 3Xi;j=1wi�uj�xj uidx+ =(((u�r)u;w))z }| {Z
 3Xi;j=1wi �ui�xj ujdx�(((v � r)v; w))
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h�atzungen f�ur Galerkin-Verfahren+ Z
 3Xi;j=1uj �wi�xj vi + wj �vj�xiuidx= b(u; u; w)� b(v; v; w) + Z
 3Xi;j=1wj �vj�xiuidx� =0z }| {Z
 3Xi;j=1wi�uj�xj vidx� Z
 3Xi;j=1uj �vi�xjwidx= b(u; u; w)� b(v; v; w);da die zuletzt auftretenden Summen glei
h sind. 2Die Verbindung zwis
hen dem dualen Problem (5.5) und den Variationsformulie-rungen des Navier-Stokes Problems (5.2) und (5.3) wird dur
h folgendes Lemmahergestellt:Lemma 5.2 Ist û = (u; p) 2 V̂ eine L�osung des Variationsproblems (5.2) undûh = (uh; ph) 2 V̂h eine L�osung des diskreten Problems (5.3), so giltA(u; û; '̂)� A(uh; ûh; '̂) = L(u; uh; ê; '̂); (5.10)wobei ê := (u� uh; p� ph) der Diskretisierungsfehler und '̂ = ('; �) 2 V̂ ist.Beweis: Sei e := u � uh. Der Beweis ergibt si
h aus dem vorherigen Lemma undwiederum dur
h partielle Integration:A(u; û; '̂)� A(uh; ûh; '̂)= a(u; ') + b(u; u; ')� (p;r � ') + (�;r � u)��a(uh; ') + b(uh; uh; ')� (ph;r � ') + (�;r � uh)�= �b(u; u; ')� b(uh; uh; ')�+ a(u� uh; ')� (p� ph;r � ') + (�;r � (u� uh))= �(((u � r)'�ruh � '; u� uh)) + a(e; ') + (r � e; �)� (p� ph;r � ')= L(u; uh; ê; '̂): 2Es werden jetzt no
h Interpolationsabs
h�atzungen ben�otigt. Dazu wird auf denQuasi-Interpolationsoperator von P. Cl�ement [Cle75℄ zur�u
kgegri�en. De�niertman !k := [
k\
j 6=;
j2Th 
jals die Vereinigung aller �niten Elemente 
j, deren Abs
hl�usse eine ni
htleere S
hnitt-menge mit 
k besitzen, so l�a�t si
h formulieren:



5.2 Das station�are Navier-Stokes Problem 55Lemma 5.3 Es gibt Operatoren Ih : V ! Vh und Jh : H ! Hh, so da� f�ur'̂ = ('; �) 2 V̂ , l 2 N0 und alle 
k 2 Thj'� Ih'jl;
k � Cihj�lk j'jj;!k; j = 1; 2; j � l + 1 (5.11)und j�� Jh�j0;
k � Cihkj�j1;!k (5.12)gilt, falls '̂ der zus�atzli
hen Regularit�atsbedingung '̂ 2 [H2(
)℄n �H1(
) gen�ugt.Dort zeigt P. Cl�ement au
h die Spur-Unglei
hung5hkjuj20;�
k � 
0 �juj20;
k + h2kjuj21;
k� ; (5.13)wobei u 2 H1(
k) ist. Diese nutzen wir, um zu beweisen:Lemma 5.4 F�ur u 2 H2(
) giltju� Ihuj0;�
k � 
Cih 32k juj2;!k: (5.14)Beweis: Teilt man in (5.13) dur
h hk, so erh�alt manju� Ihuj20;�
k � 
0 � 1hk ju� Ihuj20;
k + hkju� Ihuj21;
k� :Nun folgt aus Lemma 5.3 die Existenz einer Konstante 
, so da�ju� Ihuj20;�
k � 12
2Ci2 �h3kjuj2;!k + h3kjuj2;!k�gilt. Hieraus folgt die Behauptung. 2Die Verallgemeinerung auf den Fall u 2 [H2(
k)℄n ergibt si
h einfa
h dur
h kom-ponenentenweises Ausnutzen von (5.14). Na
h diesen Vorbereitungen l�a�t si
h dasents
heidende Resultat dieses Abs
hnitts zeigen:Satz 5.1 Besitzt das duale Problem (5.5) eine L�osung '̂ 2 V̂ mit ' 2 [H20 (
)℄3, sogilt unter den Voraussetzungen von Lemma 5.2 die a-posteriori Fehlerabs
h�atzung:ku� uhk � CiCp1 (u; uh) eC X
k2Th ���1h2kR1(uh;
k) + hkR2(uh;
k)+ ��1h 32kR3(uh;
k)�5Vgl. P. Cl�ement [Cle75℄, Lemma 4 oder au
h R. Verf�urth [Ver98b℄, Lemma 3.1.



56 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-Verfahrenmit R1(uh;
k) := k(uh � r)uh +rph � �4uh � fk
k ;R2(uh;
k) := kr � uhk
k undR3(uh;
k) := ���[phnS � � �uh�nS ℄���0;�
k :Dabei ist [phnS � � �uh�nS ℄ der Sprung der Normalenableitung auf einer Seite S einesElements 
k 2 Th.Beweis: Der Fehler e = u� uh wird dargestellt dur
h das duale Problem. Sei dazuin De�nition 5.2 g dur
h e ersetzt, d.h. '̂ 2 V̂ ist also eine L�osung vonL(u; uh; v̂; '̂) = ((v; e)); 8v̂ 2 V̂ :Unter Bea
htung von (5.2) und Lemma 5.2 ergibt si
h dannkek2 = L(u; uh; ê; '̂)= A(u; û; '̂)� A(uh; ûh; '̂)= F ('̂)� A(uh; ûh; '̂):F�uhrt man nun zu '̂ die Quasi-Interpolierende '̂h := ('h; �h) := (Ih'; Jh�) 2 V̂haus Lemma 5.3 ein und ber�u
ksi
htigt (5.3), so folgt:kek2 = F ('̂� '̂h)� A(uh; uh; '̂� '̂h)= �((�f + (uh � r)uh; '� 'h))� a(uh; '� 'h)�(r � uh; �� �h) + (ph;r � ('� 'h)):Weiterhin ergibt si
h aus partieller Integration f�ur z 2 Vh; v 2 V :a(z; v) = � Z
 3Xi;j=1 �zi�xj �vi�xj dx= � X
k2Th � Z
k 3Xi;j=1 �2zi�x2j vidx+ X
k2Th � Z�
k 3Xi;j=1 �zi�xj nSjvids= �� Z
 3Xi=1 vi4zidx+ X
k2Th � Z�
k 3Xi=1 �zi�nS vids= ��((4z; v)) + X
k2Th � Z�
k �z�nS � vds:
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hnet man(ph;r � v) = Z
 3Xi=1 ph �vi�xidx= � X
k2Th Z
k 3Xi=1 �ph�xi vidx+ X
k2Th Z�
k 3Xi=1 phvinSids= �((rph; v)) + X
k2Th Z�
k phnS � vds:De�niert man nun E als die Menge aller Fl�a
hen, die die Ober
�a
he der Tetraederder Zerlegung bilden, so erh�alt man:(ph;r � ('� 'h))� a(uh; '� 'h)= �((rph; '� 'h)) +XS2E ZS[phnS℄ � ('� 'h)ds+�((4uh; '� 'h))�XS2E ZS �[�uh�nS ℄ � ('� 'h)ds� ((�4uh �rph; '� 'h)) + X
k2Th 12 ��� Z�
k [phnS � � �uh�nS ℄ � ('� 'h)ds���� ((�4uh �rph; '� 'h)) + X
k2Th 12 ���'� 'h���0;�
k���[phnS � � �uh�nS ℄���0;�
k :Dies setzt man jetzt in die obige Fehlerglei
hung ein:kek2 = �((�f + (uh � r)uh; '� 'h))� a(uh; '� 'h))�(r � uh; �� �h) + (ph;r � ('� 'h))� � X
k2Th Z
k(�f + (uh � r)uh +rph � �4uh) � ('� 'h)dx+ X
k2Th 12 ���'� 'h���0;�
k���[phnS � � �uh�nS ℄���0;�
k � X
k2Th Z
k r � uh(�� �h)dx:Jetzt wendet man die Unglei
hung von Cau
hy-S
hwarz, die Interpolationsabs
h�at-zungen aus Lemma 5.3 und die Unglei
hung (5.14) an:
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kek2 � X
k2Th k � f + (uh � r)uh +rph � �4uhk
kk'� 'hk
k+12 ���[phnS � � �uh�nS ℄���0;�
k���'� 'h���0;�
k + kr � uhk
kk�� �hk
k� X
k2Th k � f + (uh � r)uh +rph � �4uhk
kCih2kj'j2;!k+ X
k2Th 12���[phnS � � �uh�nS ℄���0;�
k
Cih 32k j'j2;!k + kr � uhk
kCihkj�j1;!k :Ber�u
ksi
htigt man nun no
h die Stabilit�atskonstante Cp1(u; uh) aus De�nition 5.3,so ergibt si
h:kek2 � CiCp1 (u; uh) eC X
k2Th �h2k��1k � f + (uh � r)uh +rph � �4uhk
k+h 32k ��1���[phnS � � �uh�nS ℄���0;�
k + hkkr � uhk
k�kek:Dabei gilt eC := maxf1; 12
g. Hieraus folgt dann die Behauptung. 2Wie s
hon erw�ahnt, bereitet neben der Existenz einer L�osung des dualen Problemsaus De�nition 5.2 au
h die Bestimmung der Stabilit�atskonstante Cp1(u; uh) gro�eS
hwierigkeiten. Um eine Gr�o�enordnung dieser Konstante angeben zu k�onnen,s
hl�agt R. Be
ker [Be
98℄6 im Wesentli
hen zwei M�ogli
hkeiten vor: Die erste Op-tion sind s
harfe Abs
h�atzungen der L�osung des dualen Problems. Das wird abernur bei einfa
hen Modellstr�omungen gelingen. In diesem Zusammenhang sind dieAbs
h�atzungen bei C. Johnson, R. Ranna
her [JR94℄7 zu sehen. Zum zweitenkann man au
h das duale Problem diskretisieren und aus der so bestimmten L�osungdes dualen Problems die Stabilit�atskonstante Cp1(u; uh) bere
hnen. Dabei ersetztman in geeigneter Weise die L�osung u dur
h die N�aherungsl�osung uh. Um den Auf-wand gering zu halten, wird vorges
hlagen, das glei
he Gitter wie beim primalenProblem zu benutzen.Numeris
he Experimente dazu �ndet man bei R. Be
ker ([Be
95℄, Abs
hnitt 6.1bzw. [Be
98℄, Abs
hnitt 3) oder bei R. Ranna
her ([Ran98℄, Abs
hnitt 4.1).Abs
hlie�end wollen wir den Satz 5.1 auf den diskreten Raum V̂ 1h := V 1h �H1h mitV 1h := fv 2 V j vj
k ist linear; 
k 2 Thg undH1h := fq 2 H j qj
k ist konstant; 
k 2 Thg6Vgl. Abs
hnitt 2.7Vgl. Abs
hnitt 4.
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hwindigkeit st�u
kweise linear und der Dru
k st�u
kwei-se konstant approximiert werden. Diese Wahl wurde von C. Johnson, R. Ran-nan
her ( vgl. [JR94℄, [Joh95℄) vorges
hlagen. Leider erf�ullt V̂ 1h aber ni
ht dieBabuska-Brezzi-Bedingung (5.4).8 Aber so vereinfa
ht si
h das Problem, denn f�urdie Approximation (uh; ph) giltrph = 0 und 4uh = 0:Ber�u
ksi
htigt man au�erdem, da� phnS�� �uh�nS auf jeder Fl�a
he S 2 E der Tetraederder Zerlegung konstant ist, so ergibt si
h����[phnS � � �uh�nS ℄����20;�
k = 3Xi=1 XS�
k ZS[phnS � � �uhi�nS ℄2ds� maxi=1;:::;3S��
k ����[phnS � � �uhi�nS ℄2����  3Xi=1 Z�
k 1ds!| {z }�3h2k� 3h2k maxS�
k ����[phnS � � �uh�nS ℄����2 :Hierdur
h ergibt si
h folgende Version von Satz 5.1:Satz 5.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt f�ur (uh; ph) 2 V 1h die a-posteriori Fehlerabs
h�atzung:ku� uhk � CiCp1 (u; uh) eC X
k2Th ���1h2kR1(uh;
k) + hkR2(uh;
k) + ��1h 52kR3(uh;
k)� ;(5.15)wobei R1(uh;
k) := k(uh � r)uh � fk
k ;R2(uh;
k) := kr � uhk
k undR3(uh;
k) := maxS��
k ����[phnS � � �uh�nS ℄����ist. Dabei ist [phnS � � �uh�nS ℄ der Sprung der Normalenableitung auf einer Seite Seines Elements 
k 2 Th.8Vgl. A. Quarteroni, A. Valli [QV94℄, Abs
hnitt 9.3.1.



60 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-Verfahren5.3 Das instation�are Navier-Stokes Problem5.3.1 Das dG(0) - VerfahrenIn diesem Abs
hnitt werden Fehlerabs
h�atzungen f�ur die instation�aren Navier-StokesGlei
hungen bewiesen. Das dabei benutzte dis
ontinous-Galerkin Verfahren mit st�u
k-weise konstanten Ansatzfunktionen ist bereits im Abs
hnitt �uber das Anfangswert-problem eingef�uhrt worden. Die dort de�nierten Notationen werden hier so weit wiem�ogli
h �ubernommen. Es wird nur bez�ugli
h der Zeit diskretisiert. Man spri
ht des-wegen au
h von einer Semidiskretisierung. Der hier vorgestellte Ansatz bezieht si
hauf die Arbeit von C. Johnson et al. [JRB95℄.Zuerst sei no
h einmal an die Problemstellung erinnert: Finde(u; p) 2 H1((0; T ); [H2(
)℄3)� L2((0; T );H1(
));so da� gilt dudt + (u � r)u� �4u+rp = f in 
� Ir � u = 0 in 
� Iu = 0 auf �
� Iu(�; 0) = u0 in 
:Dabei ist I := (0; T ) das zu betra
htende Zeitintervall. Um dazu eine Variationsfor-mulierung aufstellen zu k�onnen, ist no
h die De�nition eines geeigneten Ansatzrau-mes n�otig. Sei dazu Z := H1((0; T );Hdiv(
));wobei Hdiv(
) := fv 2 [H10 (
)℄3 : r � v = 0g der Sobolevraum der divergenzfreienFunktionen ist. Es ergibt si
h dann folgende Formulierung: Finde u 2 Zu0 := fv 2Z : v(0) = u0g, so da� gilt:((dudt ; v))I + bI(u; u; v) + aI(u; v) = ((f; v))I; 8v 2 Z0: (5.16)Hierbei ist((v; w))I := ZI Z
 v � wdx dt; bI(u; v; w) := ZI Z
(u � r)v � wdx dt undaI(v; w) := � ZI Z
 3Xi=1 rvi � rwidx dt mit u; v; w 2 Z:F�uhrt man no
h die Notationen~A(u; v; w) := ((dudt ; w))I + bI(u; v; w) + aI(v; w) + ((v(0); w(0))) und



5.3 Das instation�are Navier-Stokes Problem 61F (v) := ((f; v))I + ((u0; v(0)))ein, so l�a�t si
h (5.16) kurz s
hreiben als~A(u; u; v) = F (v); 8v 2 Z: (5.17)Leider ist die Existenz einer sol
hen L�osung ni
ht auf dem ganzen Zeitintervall Igesi
hert (vgl. dazu Satz 3.2). Nehmen wir jedo
h denno
h an, da� eine sol
he L�osungeindeutig existiert.De�niert man nun eine Zerlegung des Intervalls (0; T ) dur
h 0 = t0 < t1 < � � � <tN+1 = T , Zeitintervalle In := (tn; tn+1) und die Zeits
hrittweite h(t) dur
h h(t) :=hn := tn+1�tn f�ur t 2 In, so l�a�t si
h folgendes dG(0)-Verfahren f�ur (5.17) aufstellen:Finde uh 2 Zh, so da� giltAh(uh; uh; v) = F (v); 8v 2 Zh; (5.18)wobeiAh(u; v; w) := NXn=0�((dvdt ; w))In + aIn(v; w) + bIn(u; v; w)�+ NXn=1(([vn℄; wn+))+((v0+; w0+))und Zh := fv 2 W := L2((0; T );Hdiv(
)) : v ist konstant auf jedem Ing ist.Nat�urli
h erf�ullt eine L�osung von (5.17) au
h die Glei
hung (5.18).5.3.2 A-posteriori Fehlerabs
h�atzungUntersu
ht wird eine Fehlerabs
h�atzung f�ur den Diskretisierungsfehler e := u� uh.Dabei ist u die L�osung der Variationsformulierung (5.16) und uh ist eine L�osung von(5.18). Im Wesentli
hen benutzt man die Vorgehensweise der vorherigen Abs
hnitte.Wir de�nieren zuerst wieder ein linearisiertes duales Problem:De�nition 5.4 Seien g 2 [L2(
)℄3 und T̂ 2 (0; T ℄. Finde ' 2 Z, so da� gilt:~L(u; uh; v; '; T̂ ) = ((g; v(T̂ ))); 8v 2 Z (5.19)mit~L(u; uh; v; '; T̂ ) := NXn=0��((d'dt ; v))In � (((u � r)'�ruh � '; v))In + aIn('; v)�� NXn=1((['n℄; vn�)) + ((v(T̂ ); '(T̂ ))):Bemerkung 5.3� F�ur u = uh ist (5.19) das r�u
kw�arts in die Zeit geri
htete, duale Problem deslinearisierten Stabilit�atsproblems (4.5) in Variationsformulierung.



62 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-Verfahren� Die Existenz einer L�osung von (5.19) ist a-priori ni
ht gesi
hert.� Bei R. Verf�urth [Ver98a℄ �ndet man ein �ahnli
hes Hilfsproblem. Dort wirdf�ur jede Wahl von (w; r) gefordert, da�dvdt � �4v + (u � r)u�rq = w in 
� (0; T )r � v = r in 
� (0; T )v = 0 auf �
 � (0; T )v(�; 0) = 0 in 
eine eindeutige L�osung (v; q) besitzt.Analog zum vorherigen Abs
hnitt de�nieren wir f�ur das duale Problem (5.19) einestarke Stabilit�atskonstante. Wir nennen eine Stabilit�atskonstante stark, wenn sieau
h Ableitungen kontrolliert.De�nition 5.5 Die starke Stabilit�atskonstante Cp1 (T; u; uh) ist de�niert dur
hCp1 (T; u; uh) := supg2[L2(
)℄3�f0g sup0�T̂�T max�k'k(0;T̂ ); sup0<��e�1 j log(�)j� 12 R T̂��0 kd'dt kdt�kgk :(5.20)Dabei ist ' eine L�osung von (5.19) mit g auf der re
hten Seite.Bemerkung 5.4 In der De�nition der starken Stabilit�atskonstanten Cp1 (T; u; uh)ist die s
hwa
he Stabilit�atskonstante Cp0 (T; u; uh) de�niert dur
hCp0(T; u; uh) := supg2[L2(
)℄3�f0g sup0�T̂�T k'k(0;T̂ )kgk (5.21)enthalten. ' ist wieder eine L�osung von (5.19). Die s
hwa
he Stabilit�atskonstante,die in Abs
hnitt 4.6 auftrat, l�a�t si
h also dur
h die entspre
hende starke na
h obenabs
h�atzen.Um die Fehlerabs
h�atzung zeigen zu k�onnen, ben�otigen wir no
h folgende Approxi-mation ' 2 Zh eines Elements ' 2 Z:De�nition 5.6 Zu ' 2 Z de�nieren wir ein Element ' 2 Zh so, da� f�ur allex 2 
 '(x) auf jedem Intervall In den Mittelwert von '(x) darstellt. Es gilt also f�urn = 0; : : : ; N ; x 2 
 : ZIn '(x; t)dt = ZIn '(x)dt: (5.22)



5.3 Das instation�are Navier-Stokes Problem 63Interessant ist folgende Eigens
haft:Lemma 5.5 Seien ' 2 Z und  2 Zh gegeben. Dann folgt(( ; '� '))In = 0; n = 0; : : : ; N:Beweis: Aus der Eigens
haft (5.22) folgt(( ; '� '))In = Z
  =0z }| {ZIn '� 'dt dx = 0: 2Au�erdem gelten f�ur das so eingef�uhrte Element ' die Interpolationsabs
h�atzungen:Lemma 5.6 Sei ' 2 H1((0; T ); [H10(
)℄3) gegeben. Es gilt f�ur ':k'� 'kIn � p3ZIn kd'dt (�; �)kd�; n = 0; : : : ; N; (5.23)k'� 'kIN � 2k'kIN ; (5.24)wobei k'kI := maxt2I k'(�; t)k ist.9Beweis: Nehmen wir zuerst an, da� ' in C1((0; T ); [H10(
)℄3) liegt. Dann folgt f�urt 2 In mit Lemma 2.4, der H�older-Unglei
hung und dur
h mehrfa
hes Anwendendes Satzes von Fubini:k'(�; t)� '(�; t)k2 = Z
 j'(x; t)� '(x; t)j2dx� Z
 3�ZIn ����d'dt (x; �)���� d��2 dx� 3 Z
 ZIn ZIn ����d'dt (x; �)���� ����d'dt (x; �)���� d�d�dx� 3 ZIn ZIn �Z
 ����d'dt (x; �)���� ����d'dt (x; �)���� dx� d�d�� 3 ZIn ZIn  Z
 ����d'dt (x; �)����2 dx! 12  Z
 ����d'dt (x; �)����2 dx! 12 d�d�� 3 ZIn ZIn kd'dt (�; �)kkd'dt (�; �)kd�d�� 3�ZIn kd'dt (�; �)kd��2 :9In C. Johnson, R. Ranna
her, M. Boman [JRB95℄ werden die Abs
h�atzungen (5.23) und(5.24) ohne Konstante angegeben. Zumindest (5.24) gilt im Allgemeinen dann aber ni
ht.



64 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-VerfahrenHiermit folgt die erste Unglei
hung ausk'� 'k2In = supt2In k'(�; t)� '(�; t)k2 � 3�ZIn kd'dt (�; �)kd��2 :Dur
h Grenz�ubergang ergibt si
h dann die Behauptung, da C1((0; T ); [H10(
)℄3) \H1((0; T ); [H10(
)℄3) na
h Satz 1.15 di
ht in H1((0; T ); [H10(
)℄3) liegt.Wie man lei
ht zeigt, gilt k'kIN � k'kIN . Damit ergibt si
h die zweite Unglei
hungaus k'� 'kIN � k'kIN + k'kIN � 2k'kIN : 2Nun wird der Zusammenhang zwis
hen dem dualen Problem (5.19) und den Varia-tionsglei
hungen (5.16) und (5.18) hergestellt:Lemma 5.7 Es gilt f�ur alle ' 2 Z:~L(u; uh; e; '; T ) = ~A(u; u; ')� Ah(uh; uh; '): (5.25)Beweis: Sei ' 2 Z beliebig vorgegeben. Es ergibt si
h~A(u; u; ')� Ah(uh; uh; ')= NXn=0 �((dudt ; '))In + (((u � r)u; '))In + aIn(u; ')�+ ((u(0); '(0)))� ((uh0+; '0+))� NXn=0 �((duhdt ; '))In + (((uh � r)uh; '))In + aIn(uh; ')�� NXn=1(([unh℄; 'n+)):Fa�t man nun die beiden Summenterme zusammen, f�uhrt eine partielle Integrationdes Terms ((d(u�uh)dt ; '))In bez�ugli
h der Zeit dur
h (vgl. Satz 1.16) und benutzt dasLemma 5.1, so erh�alt man~A(u; u; ')� Ah(uh; uh; ')= NXn=0 �aIn('; e)� (((u � r)'�ruh � '; e))In � ((d'dt ; e))In�+ ((u(0); '(0)))�((uh0+; '0+))� NXn=1(([unh℄; 'n+)) + NXn=0 �((en+1� ; 'n+1� ))� ((en+; 'n+))�



5.3 Das instation�are Navier-Stokes Problem 65= NXn=0 �aIn('; e)� (((u � r)'�ruh � '; e))In � ((d'dt ; e))In�+((e0+; '0+)) + NXn=1(([en℄; 'n+))+"((eN+1� ; 'N+1� ))� ((e0+; '0+)) + NXn=1 ��(([en℄; 'n+))� ((en�; ['n℄))	#= NXn=0 �aIn('; e)� (((u � r)'�ruh � '; e))In � ((d'dt ; e))In�� NXn=1((['n℄; en�)) + ((e(T ); '(T )))= ~L(u; uh; e; '; T );da [e℄ = �[uh℄ ist. Denn u ist na
h Satz 1.16 bez�ugli
h der dur
h ((�; �)) de�niertenTopologie stetig. 2Na
h diesen Vor�uberlegungen sind wir in der Lage, die a-posteriori Fehlerabs
h�atzungzu beweisen.Satz 5.3 Sei u eine L�osung des exakten Navier-Stokes Problems (5.17) und uh diesemidiskretisierte dG(0)-L�osung de�niert dur
h die Glei
hung (5.18). Existiert f�urdas duale Problem (5.19) eine L�osung, so ergibt si
h mit Lh := max0�n�N(1 +j log(hn)j 12 )ku(T )� uh(T )k � 2LhCp1(T; u; uh)�k[uh℄kI +min(2khfkI ;p3kh2dfdtkI)� ; (5.26)wobei [uh℄ = [unh℄ auf In ist.Beweis: Die Idee des Beweises ist wieder, den Fehler e(T ) = u(T ) � uh(T ) dur
hdas duale Problem darzustellen. Dur
h Spezi�zierung der re
hten Seite in (5.19),erh�alt man das duale Problem: Finde ' 2 Z, so da�~L(u; uh; v; '; T ) = ((v(T ); e(T ))); 8v 2 Zgilt. Setzt man nun v = e und integriert partiell, so erh�alt man :ke(�; T )k2 = ~L(u; uh; e; '; T ) = ~A(u; u; ')� Ah(uh; uh; ')= F (')� Ah(uh; uh; ') = F ('� ')� Ah(uh; uh; '� ')= � NXn=0 �((duhdt + (uh � r)uh � f; '� '))In + aIn(uh; '� ')�� NXn=0(([unh℄; ('� ')n+));



66 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-Verfahrenwobei uh0� de�niert ist dur
h uh0� := u0 und ' 2 Zh dur
h (5.22) bestimmt ist.De�niert man analog f 2 Zh na
h (5.22), so ergibt si
h mit Hilfe von Lemma 5.5aus ((f; '� '))In = 0, da�ke(�; T )k2 = NXn=0((f � f; '� '))In � NXn=0(([unh℄; ('� ')n+))gilt. Wendet man hierauf die Unglei
hung von Cau
hy-S
hwarz an, so erh�alt man:ke(�; T )k2 = NXn=0 ZIn Z
(f � f) � ('� ')dxdt� NXn=0(([unh℄; ('� ')n+))� NXn=0 ZIn kf � fkk'� 'kdt� NXn=0(([unh℄; ('� ')n+))� NXn=0 kh(f � f)kInk'� 'kIn + NXn=0 k[unh℄kk'� 'kIn :Diese Unglei
hung kann man auf zwei vers
hiedene Arten weiter abs
h�atzen. BeideF�alle ergeben dann zusammen die Behauptung:Fall 1 Im ersten Fall benutzt man die beiden Interpolationsabs
h�atzungen (5.23)und (5.24):ke(�; T )k2 � p3N�1Xn=0 �ZIn p3khdfdtkdt+ k[uh℄kI�ZIn kd'dt kdt+2 �ZIN p3khdfdtkdt+ k[uh℄kI� k'kIN� 2 �p3kh2dfdtkI + k[uh℄kI� k'kIN + N�1Xn=0 ZIn kd'dt kdt!� 2 �p3kh2dfdtkI + k[uh℄kI��k'kIN + Z tN0 kd'dt kdt� :Bezieht man no
h die De�nition der Stabilit�atskonstante Cp1 (T; u; uh) aus De�nition5.5 mit ein, so folgtke(�; T )k2 � 2 �p3kh2dfdtkI + k[uh℄kI� hjlog(hN)j 12 + 1iCp1 (T; u; uh)ke(�; T )k� 2LhCp1 (T; u; uh) �p3kh2dfdtkI + k[uh℄kI� ke(�; T )k:



5.3 Das instation�are Navier-Stokes Problem 67Fall 2 In diesem Fall benutzt man die Interpolationsabs
h�atzung kf � fkI � 2kfkIund erh�alt analog zum Fall 1:ke(�; T )k2 � [2khfkI + k[uh℄kI ℄�2k'kIN +p3Z tN0 kd'dt kdt�� 2 [2khfkI + k[uh℄kI℄LhCp1 (T; u; uh)ke(�; T )k:Setzt man beide Unglei
hungen zusammen, ergibt si
h die Behauptung. 2Wie man sieht, gilt die Unglei
hung f�ur alle ti � T . Deshalb kann man folgendenSatz formulieren:Satz 5.4 Sei u eine L�osung des exakten Navier-Stokes Problems (5.17) und uh diesemidiskretisierte dG(0)-L�osung de�niert dur
h die Glei
hung (5.18). Existiert f�urdas duale Problem (5.19) eine L�osung, so gilt mit Lh := max0�n�N(1 + j log(hn)j 12 )und ju� uhjI := maxi=0;:::;N+1 ku(ti)� uh(ti)kju� uhjI � 2LhCp1(T; u; uh)�k[uh℄kI +min(2khfk;p3kh2dfdtkI)� ; (5.27)wobei [uh℄ = [unh℄ auf In ist.5.3.3 A-priori Fehlerabs
h�atzungMit Hilfe der glei
hen Te
hnik ist es au
h m�ogli
h, eine a-priori Fehlerabs
h�atzungzu beweisen. Eine a-priori Fehlerabs
h�atzung wird dadur
h 
harakterisiert, da� diere
hte Seite von der exakten L�osung der Navier-Stokes Glei
hungen (5.16) abh�angtund ni
ht von der diskreten L�osung aus Glei
hung (5.18).Als erstes de�nieren wir wieder ein duales Problem. Zu bea
hten ist, da� im Gegen-satz zum letzten Abs
hnitt dieses Problem endli
h-dimensional ist.De�nition 5.7 Bestimme 'h 2 Zh, so da� gilt:~L(u; uh; v; 'h; tN+1) = ((vN+1� ; uN+1� � uN+1h� )); 8v 2 Zh; (5.28)wobei u die Interpolation gem�a� De�niton 5.6 ist und ~L(u; uh; v; 'h; tN+1) wie in(5.19) de�niert ist.Das neue diskrete duale Problem erfordert wieder eine Stabilit�atskonstante:De�nition 5.8 Die Stabilit�atskonstante Cd1 (T; u; uh) ist gegeben dur
hCd1 (T; u; uh) := sup'02[L2(
)℄3�f0g maxN̂2f1;:::;Ng max�1; k'hk(0;tN̂+1); j log(hN̂)j� 12 PN̂n=0 k['nh℄k�k'0k :(5.29)Dabei ist 'h die L�osung des diskreten dualen Problems (5.28), wobei '0 anstattuN+1� � uN+1h� auf der re
hten Seite eingesetzt wird und N dur
h N̂ ersetzt wird.



68 Fehlerabs
h�atzungen f�ur Galerkin-VerfahrenEs l�a�t si
h jetzt folgende Fehlerabs
h�atzung beweisen:Satz 5.5 Sei u eine L�osung der exakten Navier-Stokes Glei
hungen (5.17) und uhdie semidiskretisierte dG(0)-L�osung de�niert dur
h die Glei
hung (5.18). Existiertdann no
h eine L�osung der Glei
hung (5.28), so giltku(T )� uh(T )k � p3Cd1 (T; u; uh)khdudt kI �p3Tkhdrudt k1 + Lh + 1� ; (5.30)wobei kuk1 = sup(t;x)2I�
 ju(t; x)j ist.Beweis: Zuerst de�niert man zu u ein u gem�a� De�nition 5.6. Dann nutzt man dieRepr�asentation des Fehlers ê := u� uh dur
h (5.28):ke(T )k2 = kuN+1� � uN+1h� k2 = ~L(u; uh; e; 'h; T ):Aus der Galerkin-Orthogonalit�at und Nullerg�anzung ergibt si
h unter Ber�u
ksi
hti-gung von Lemma 5.7ke(T )k2 = ~L(u; uh; e; 'h; T ) =0z }| {� ~A(u; u; 'h) + Ah(uh; uh; 'h)= ~L(u; uh; u� uh; 'h; T )� ~L(u; uh; u� uh; 'h; T )= ~L(u; uh; u� u; 'h; T )= NXn=0 �� ((d'hdt ; u� u))In � (((u � r)'h �ruh � 'h; u� u))In+�((r'h;r(u� u)))In�� NXn=1((['nh℄; un� � un�))+((u(T )� u(T ); 'h(T ))):Nun nutzt man die Tatsa
he, da� na
h Lemma 5.5 ((ruh � 'h; u � u))In = 0 und((r'h;r(u� u)))In = 0 f�ur alle n 2 f0; : : : ; Ng ist. Au�erdem ist na
h De�nitiond'hdt = 0. Es folgtke(T )k2 = NXn=0�(((u � r)'h; u� u))In� NXn=1((['nh℄; un� � un�)) + ((u(T )� u(T ); 'h(T ))):Aus partieller Integration (1.9) und der Inkompressibilit�at von u und u, folgt nunke(T )k2 = NXn=0 ZIn =0z }| {3Xi;j=1Z
 'hi�uj�xj (ui � ui)dx dt+ =(('h�r(u�u);u))z }| {3Xi;j=1Z
 'hiuj �(ui � ui)�xj dxdt� NXn=1((['nh℄; un� � un�)) + ((u(T )� u(T ); 'h(T ))):



5.3 Das instation�are Navier-Stokes Problem 69Au�erdem gilt na
h Lemma 5.5 au
h (('h �r(u�u); u))In = 0. Erg�anzt man dieses,so folgt ke(T )k2 = � NXn=0(('h � r(u� u); u� u))In� NXn=1((['nh℄; un� � un�)) + ((u(T )� u(T ); 'h(T ))):Jetzt wird die re
hte Seite mit Hilfe der Unglei
hung von Cau
hy-S
hwarz na
h obenabges
h�atzt.ke(T )k2 � NXn=0 ZIn ku� ukk'h � r(u� u)kdt+ NXn=1 k['nh℄kku� ukIn�1+k'N+1h� kku� ukIN�  Tk'hkIkr(u� u)k1 + NXn=1 k['nh℄k+ k'N+1h� k! ku� ukIBea
htet man no
h die Stabilit�atskonstante aus (5.29) und nutzt die Interpolations-abs
h�atzungen (5.23) und (5.24), so folgtke(T )k2 � p3Cd1 (T; u; uh)ke(T )kkhdudt kI 264p3Tkhdrudt k1 + �Lhz }| {j log(hN)j 12 + 1375 :Na
h Nullerg�anzung und der Dreie
ksunglei
hung ergibt si
h auske(T )k = ku(T )� uh(T )k � ku(T )� u(T )k+ ku(T )� uh(T )k� p3khdudt kI +p3Cd1 (T; u; uh)khdudt kI �p3Tkdrudt k1 + Lh�� p3Cd1 (T; u; uh)khdudt kI �p3Tkdrudt k1 + Lh + 1�die Behauptung, da Cd1 (T; u; uh) � 1 ist. 2





Kapitel 6Anwendung auf eine spezielleRohrstr�omungIn diesem Kapitel wird anhand eines Beispiels gezeigt, da� es dur
h Ausnutzenspezieller Eigens
haften einer Str�omung m�ogli
h ist, s
harfe Abs
h�atzungen derStabilit�atskonstante zu beweisen. Hierdur
h werden realistis
he a-posteriori Feh-lers
h�atzer erm�ogli
ht. Das na
hfolgende Beispiel entstammt der Arbeit von C.Johnson et al. [JRB95℄1. Allerdings wird dort die Abs
h�atzung der Stabilit�ats-konstante nur f�ur ein wesentli
h einfa
heres Beispiel gezeigt.Betra
htet wird dazu der Fall einer Str�omung in einem unendli
h langen geradenRohr 
 = R� !, wobei ! der Quers
hnitt des Rohres in der (x2; x3)-Ebene ist unddie L�angsa
hse des Rohres entlang der x1-A
hse orientiert ist.Das Problem sei speziell reduziert auf eine L�osung der Navier-Stokes Glei
hungenmit dem Ges
hwindigkeitsvektor u = (u1; 0; 0) und dem Dru
k p = p(t). u1 ist dabeivon der Form u1 = u1(x2; x3; t).Das Navier-Stokes Problem vereinfa
ht si
h dann zudu1dt � �4u1 = f1 in ! � I; u1 = 0 auf �
 � I; (6.1)wobei I das Zeitintervall (0; T ) und f = (f1; 0; 0) mit f1 = f1(x2; x3; t) die einwir-kende Kraft ist.Die physikalis
he Situation k�onnte ein langes vertikales mit einem Fluid gef�ulltesRohr sein, auf das die Gravitationskr�afte wirken. Denkbar w�are au
h ein langes ro-tierendes Rohr mit variabler Rotationsges
hwindigkeit. (u; p) wird "parallele Rohr-str�omung\ genannt.Die Stabilit�atskonstante C1p(T; u; uh) aus De�nition 5.5 ergibt si
h dann aus derL�osung ' des dualen Problems (5.19):~L(u; uh; v; '; T ) = (('0; v(T ))); 8v 2 Z1Vgl. Abs
hnitt 4.2 und Abs
hnitt 5.6.



72 Anwendung auf eine spezielle Rohrstr�omungmit~L(u; uh; v; '; T ) := NXn=0��((d'dt ; v))In � (((u � r)'�ruh � '; v))In + aIn('; v)�� NXn=1((['n℄; vn�)) + ((v(T ); '(T )));wobei '0 2 [L2(
)℄3 variiert wird.Um nun einen Zusammenhang mit den Stabilit�atsbetra
htungen aus Kapitel 4 her-zustellen, de�niert man zu ' zus�atzli
h einen Dru
k q. Wir nehmen an, da� ' und qunabh�angig von x1 sind und da� die Elemente des Ansatzraumes Zh x1-unabh�angigsind. Au�erdem gelte f�ur alle uh 2 Zh uhi = 0 mit i = 2; 3. Ist nun ('; q) gen�ugendregul�ar, dann erh�alt man die L�osung ' des dualen Problems aus der L�osung ('; q)des Glei
hungssystems �d'1dt � �4'1 = 0 in ! � I�d'2dt � �4'2 + �uh1�x2 '1 + �q�x2 = 0 in ! � I�d'3dt � �4'3 + �uh1�x3 '1 + �q�x3 = 0 in ! � I (6.2)�'2�x2 + �'2�x3 = 0 in ! � I' = 0 auf �! � I'(�; T ) = '0 in !;denn wegen (u � r)' = 0 ist die Variationsformulierung von (6.2) genau das obigeduale Problem. Betra
htet man (6.2), so stellt man fest, da� si
h die Glei
hungendur
h die vorgegebenen Restriktionen entkoppeln lassen.Um eine obere S
hranke der starken Stabilit�atskonstante beweisen zu k�onnen, ist eshilfrei
h, die Notation ~' := ('2; '3) mit ~'0 := ~'(�; T ) einzuf�uhren. Damit l�a�t si
hfolgendes Lemma zeigen:Lemma 6.1 F�ur die L�osung ' von (6.2) giltmax0�t�T k'1(�; t)k � k'01k; (6.3)max0�t�T k ~'(�; t)k � k ~'0k+ 2TKk'01k; (6.4)Z T��0 kd'1dt kdt � 12�j log �j+ T � 1� 12k'01k;Z T��0 kd ~'dt kdt � p8�j log �j+ T � 1� 12 �k ~'0k2 +K2Tk'01k2�12 ;



73wobei K := kruh1kL1(!�I) und 0 < � � e�1 ist. Au�erdem seien T; TK � 1angenommen und k � k sei dur
h k � kL2(!) de�niert.Beweis:(i) Behauptung: max0�t�T k'1(�; t)k � k'01kZuerst multipliziert man die erste Glei
hung von (6.2) mit '1 und integriert �uber !:Z!�d'1dt '1dx� � Z!4'1'1dx = 0:Aus der Regel der partiellen Integration (1.9) resultiert�12 ddtk'1k2 + �kr'1k2 = 0:Integriert man dieses bez�ugli
h der Zeit �uber (t; T ) mit 0 � t � T , so erh�alt man:� Z Tt ddsk'1k2ds+ 2� Z Tt kr'1k2ds = 0oder na
h Satz 1.16k'1(�; t)k2 + �0z }| {2� Z Tt kr'1k2ds � k'1(�; T )k2: (6.5)Hieraus folgt die Behauptung.(ii) Behauptung: R T��0 kd'1dt kdt � 12�j log �j+ T � 1� 12k'01kUm den Beweis zu f�uhren, wird zus�atzli
h die Abbildung �(t) := min(1; T � t) ein-gef�uhrt. Aus Muliplikation der ersten Glei
hung von (6.2) mit � d'1dt und Integration�uber ! ergibt si
h dann� Z! � �d'1dt �2 dx� Z! �4'1� d'1dt dx = 0:Bea
htet man nun unter Ber�u
ksi
htigung der Regel der partiellen Integration (1.9)Z!4'1d'1dt dx = 3Xi=2 Z! �2'1�x2i d'1dt dx= � 3Xi=2 Z! �'1�xi ddt ��'1�xi � dx= � 3Xi=2 Z! ddt 12 ��'1�xi �2 dx= �12 ddtkr'1k2;



74 Anwendung auf eine spezielle Rohrstr�omungso erh�alt man ��kd'1dt k2 + 12�� ddtkr'1k2 = 0oder umgeformt ��kd'1dt k2 + 12� ddt ��kr'1k2� = 12� d�dt kr'1k2:Dieses integriert man jetzt bez�ugli
h der Zeit von 0 bis T :Z T0 �kd'1dt k2dt = Z T0 12� ddt ��kr'1k2� dt� Z T0 12� ��1z}|{d�dt kr'1k2dt� Z T0 12�kr'1k2dt+ 12� =0z}|{�(T ) kr'1(�; T )k2 � 12��(0)kr'1(�; 0)k2:Das Integral auf der re
hten Seite wird nun dur
h (6.5) na
h oben abges
h�atzt:Z T0 �kd'1dt k2dt � Z T0 12�kr'1k2dt � 14k'01k2: (6.6)Hiermit folgt die Behauptung, da na
h der Unglei
hung von Cau
hy-S
hwarz gilt:Z T��0 kd'1dt k � �Z T��0 �(t)�1dt� 12 �Z T��0 �(t)kd'1dt k2dt� 12(6:6)� �Z T�10 1dt+ Z T��T�1 1T � tdt� 12 12k'01k� 12�T � 1� log �+ =0z}|{log 1 � 12k'01k� 12�j log �j+ T � 1�12k'01k:(iii) Behauptung: max0�t�T k ~'(�; t)k � k ~'0k+ 2TKk'01kMultipliziert man die zweite Glei
hung von (6.2) mit '2 und die dritte Glei
hungmit '3, so ergibt si
h na
h Integration �uber ! und Aufsummation:�k ~'k ddtk ~'k+ �kr ~'k2 + Z! �uh1�x2 '1'2 + �uh1�x3 '1'3dx = 0:Dabei f�allt der Dru
k wegen der Divergenzfreiheit von ' na
h partieller Integrationheraus. Hieraus s
h�atzt man na
h Cau
hy-S
hwarz ab:�k ~'k ddtk ~'k+ �kr ~'k2 � Kk'1kk'2 + '3k� 2Kk'1kk ~'k; (6.7)



75wodur
h aus �kr ~'k2 � 0 und K�urzen folgt:� ddtk ~'k � 2Kk'1k:Sei nun ein beliebiges s 2 [0; T ℄ gegeben. Integration bez�ugli
h der Zeit von s bis T ,ergibt unter Bea
htung des s
hon Gezeigten die Behauptung:k ~'(�; s)k � Z Ts 2Kk'1kdt+ k ~'(�; T )k� 2KT max0�t�T k'1(�; t)k+ k ~'0k(6:3)� 2KTk'01k+ k ~'0k:(iv) Behauptung: R T��0 kd ~'dt kdt � p8�j log �j+ T � 1� 12 �k ~'0k2 +K2Tk'01k2�12Ben�otigt wird die folgende Unglei
hung, die si
h aus Integration von (6.7) ergibt:Z TT�1 �kr ~'k2dt � Z TT�1 k ~'k�2Kk'1k+ ddtk ~'k� dt� � maxT�1�s�T k ~'(�; s)k��Z TT�1 2Kk'1kdt+k ~'(�; T )k � k ~'(�; T � 1)k�(6:3)� � maxT�1�s�T k ~'(�; s)k��2Kk'01k+ k ~'0k�:Betra
htet man den Beweis von (iii) genau, so sieht man, da� f�ur das Intervall(T � 1; T ) speziell maxT�1�s�T k ~'(�; s)k � k ~'0k+ 2Kk'01kgilt. Damit folgt Z TT�1 �kr ~'k2dt � �k ~'0k+ 2Kk'01k�2 : (6.8)Als n�a
hstes wird die zweite Zeile von (6.2) mit � d'2dt multipliziert. Integration �uber! ergibt��kd'2dt k2 + 12�� ddtkr'2k2 + Z! �uh1�x2 '1� d'2dt dx + Z! �q�x2 � d'2dt dx = 0:



76 Anwendung auf eine spezielle Rohrstr�omungHieraus folgt unter Bea
htung der Youngs
hen Unglei
hung�kd'2dt k2 � 12� ddt ��kr'2k2�� 12� d�dt kr'2k2+12K2�k'1k2 + 12�kd'2dt k2 + Z! �q�x2 � d'2dt dx:Integriert man die letzte Unglei
hung �uber t von 0 bis T und ber�u
ksi
htigt, da�d�dt = 0 ist f�ur t 2 [0; T � 1℄, so resultiert darausZ T0 �kd'2dt k2dt � � =0z}|{�(T ) kr'2(�; T )k2 � ��(0)kr'2(�; 0)k2+ Z TT�1 �kr'2k2dt+ Z T0 K2k'1k2dt+ 2 Z T0 Z! �q�x2 � d'2dt dxdt:Ein analoges Resultat gilt au
h f�ur '3. Addiert man dann beide Unglei
hungen auf,so f�allt na
h partieller Integration der Term mit dem Dru
k heraus, da ' divergenz-frei ist, und man erh�alt aus (6.8)Z T0 �kd ~'dt k2dt = Z T0 �kd'2dt k2dt+ Z T0 �kd'3dt k2dt� Z TT�1 �kr ~'k2dt+ 2 Z T0 K2k'1k2dt(6:8)� �k ~'0k+ 2Kk'01k�2 + 2K2Tk'01k2� 8 �k ~'0k2 + TK2k'01k2� ; (6.9)wobei no
h die Youngs
he Unglei
hung benutzt wurde. Die Behauptung folgt nunwieder aus der Unglei
hung von Cau
hy-S
hwarz:Z T��0 kd ~'dt kdt � �Z T��0 �(t)�1dt� 12 �Z T��0 �(t)kd ~'dt k2dt� 12(6:9)� p8 (j log �j+ T � 1) 12 �k ~'0k2 + TK2k'01k2� 12 :Damit ist alles gezeigt und das Lemma bewiesen. 2Das n�a
hste Lemma gibt eine obere Abs
h�atzung des Terms (j log �j+ T � 1) an:Lemma 6.2 Seien A � e und T � 1 gegeben. Dann gilt:logA+ T � 1 � T logA:



77Beweis: De�niert man g(A) := T logA� � logA+ T � 1�;so ersieht man aus g(e) = T log e� log e� T + 1 = 0und g0(A) = TA � 1A = 1A (T � 1) � 0; 8A � e;da� g(A) � 0 f�ur alle A � e gilt, woraus die Behauptung folgt. 2Benutzt man die beiden vorherigen Lemmata mit A := ��1, so l�a�t si
h f�ur diesenSpezialfall eine Stabilit�atsabs
h�atzung zeigen. Denn zum einen gilt f�ur beliebige0 < � � 1e und 0 � ~T � Tk'( ~T )k � k'1( ~T )k+ k ~'( ~T )k� k'01k+ �k ~'0k+ 2TKk'01k�� 6TKk'0k:Zum anderen giltZ T��0 kd'dt kdt � Z T��0 �kd'1dt k+ kd ~'dt k� dt� Z T��0 kd'1dt kdt+ Z T��0 kd ~'dt kdt� �12 +p8� (j log �j+ T � 1) 12 �k ~'0k2 +K2Tk'01k2� 12� �12 +p8�T 12 j log �j 12 �k ~'0k2 +K2Tk'01k2� 12� j log �j 12 �12 +p8�TK �k ~'0k2 + k'01k2� 12� j log �j 12 �12 +p8�TKk'0k:Ber�u
ksi
htigt man jetzt no
h die De�nitionen der Stabilit�atskonstantenCpi (T; u; uh);i = 0; 1 (vgl. (5.21) bzw. (5.20)), so folgt:Satz 6.1 Sei (u; p) eine Str�omung vom Typ (6.1). F�ur die Stabilit�atskonstanten giltdann Cpi (T; u; uh) � ĈTK; i = 0; 1 (6.10)



78 Anwendung auf eine spezielle Rohrstr�omungmit K := kruh1kL1(!�I) <1, falls T; TK � 1 sind.2Setzt man nun diese Abs
h�atzung der Stabilit�atskonstante in die a-posteriori Fehler-abs
h�atzung von Satz 5.3 ein, so ergibt si
h f�ur das semidiskretisierte Problem fol-gende Aussage, wobei allerdings vorausgesetzt wird, da� die Funktionen der R�aumeZ und Zh x1-unabh�angig sind und f�ur alle uh 2 Zh gilt uhi = 0 mit i = 2; 3.Satz 6.2 Sei u eine 'parallele Rohrstr�omung', die dur
h (6.1) bestimmt ist, und uhdie semidiskretisierte dG(0)-L�osung, die dur
h die Glei
hung (5.18) de�niert ist.Mit K(uh) := kruh1kL1(!�I) < 1 und ju � uhjI := maxi=0;:::;N+1 ku(ti) � uh(ti)kgilt ju� uhjI � 2ĈLhK(uh)T �k[uh℄kI +min(2khfk;p3kh2dfdtkI)� ; (6.11)wobei [uh℄ = [unh℄ auf In ist.Verglei
ht man an dieser Stelle das Ergebnis mit der in der Einleitung angegebenenAbs
h�atzung Cp1 (T; u; uh) � CeTK , so erkennt man das Ausma� der Verbesserung.

2Bei C. Johnson et al. [JRB95℄ wird die Konstante Ĉ mit 2 angegeben. Dies ist jedo
h fals
h,da dur
h Einbeziehung der 3. Komponente Ĉ gr�o�er wird.



Kapitel 7Ergebnisse und Ausbli
kIn diesem Kapitel fasse i
h die dargestellten Ergebnisse zusammen und versu
he siezu ordnen und zu werten. Au�erdem m�o
hte i
h einen Ausbli
k auf die m�ogli
heweitere Entwi
klung dieser Methode geben.Die vorliegende Arbeit bes
h�aftigt si
h mit dem Problem der zuverl�assigen Bere-
henbarkeit einer Str�omung mit Hilfe adaptiver Verfahren. Hinter der Fragestellungverbergen si
h zwei S
hwierigkeiten: zum einen die Konstruktion adaptiver Verfah-ren mit s
harfen a-posteriori Fehlerabs
h�atzungen und zum anderen die Frage, wanneine Str�omung �uberhaupt bere
henbar ist.Diskutiert wurden adaptive Verfahren und a-posteriori Fehlerabs
h�atzungen desstation�aren Navier-Stokes Problems, der instation�aren, semidiskretisierten Navier-Stokes Glei
hungen und zur Motivation der Fall gew�ohnli
her Di�erentialglei
hun-gen.Das station�are Navier-Stokes Problem ist mit einer Finite-Elemente-Methode dis-kretisiert worden. Allerdings ist die gezeigte a-posteriori Fehlerabs
h�atzung no
hni
ht voll befriedigend. Denn es konnte ni
ht bewiesen werden, da� das zugeordneteduale Problem eine L�osung besitzt. Viellei
ht ist es m�ogli
h, das duale Problem sozu modi�zieren, da� die L�osbarkeit garantiert werden kann. Ein weiterer S
hwa
h-punkt ist die auftretende Stabilit�atskonstante. Denn a-priori ist die Gr�o�enordnungdieser Konstante v�ollig unbekannt. Nur wenn es gelingt, diese Konstante e�ektivzu kontrollieren, ist die Abs
h�atzung sinnvoll verwendbar. R. Be
ker ([Be
98℄,Abs
hnitt 3) und R. Ranna
her ([Ran98℄, Abs
hnitt 4.1) s
hildern vers
hiedeneStrategien und belegen diese dur
h numeris
he Experimente anhand einer zweidi-mensionalen Ben
hmark-Str�omung, bei der ein Zylinder umstr�omt wird (vgl. Ka-pitel 5:2). Allerdings wird hier ein stabilisiertes Galerkin-Verfahren benutzt. Zeigtsi
h, da� diese Methode au
h bei komplexeren Str�omungen zu guten Ergebnissenf�uhrt, ist sie si
herli
h eine Alternative zu den bekannten Abs
h�atzungen. Ein wei-terer S
hwa
hpunkt ist die Bes
hr�ankung auf L�osungen, die eindeutig existieren.R. Verf�urth ([Ver96℄, Kapitel 3.5) z.B. zeigt mit einer �ahnli
hen Te
hnik eine a-posteriori Abs
h�atzung f�ur den Fall von ni
htsingul�aren L�osungszweigen. Es solltem�ogli
h sein, die vorgestellte Methode hierauf zu verallgemeinern.



80 Ergebnisse und Ausbli
kIm instation�aren Fall steht die Entwi
klung von a-posteriori Fehlerabs
h�atzungenno
h am Anfang. Neben dem vorgestellten Ansatz von C. Johnson, R.Ranna
herund M.Boman [JRB95℄ ist mir nur eine Arbeit von R.Verf�urth [Ver98a℄ bekannt,in der zur Diskretisierung Raum-Zeit-Elemente benutzt werden. Der vorgestellte An-satz bes
hr�ankt si
h auf den semidiskretisierten Fall. Bei einer Diskretisierung au
hdes Ortes entstehen dur
h ni
ht divergenzfreie Ansatzfunktionen neue Probleme,die einer gr�undli
hen Kl�arung bed�urfen. Daneben bereitet au
h das duale Problemwieder S
hwierigkeiten, denn weder die Existenz einer L�osung ist gesi
hert, no
h istklar, ob die Stabilit�atskonstante e�ektiv kontrolliert werden kann. Immerhin konn-te f�ur den speziellen Fall einer "parallelen Rohrstr�omung\ eine realistis
he obereS
hranke f�ur die Stabilit�atskonstante bestimmt werden (Kapitel 6). Ein weitererS
hwa
hpunkt der Methode ist die Forderung an die zu diskretisierende Str�omungu, da� sie Ableitungen aus L2((0; T );Hdiv(
)) enthalte. Wie man den Ausf�uhrungenvon Kapitel 3:2:1 entnimmt, ist diese Forderung nur lokal gere
htfertigt. Von derBeseitigung dieser Probleme wird es abh�angen, ob die Methode f�ur das instation�areNavier-Stokes Problem etabliert werden kann.Anders stellt si
h die Problematik bei gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungen dar. Dasduale Problem ist wohlde�niert, und au
h die Bestimmung der Stabilit�atskonstan-te s
heint mit vertretbarem Arbeitsaufwand m�ogli
h, wie numeris
he Experimentezeigen.Der zweite hier behandelte Problemkreis bes
h�aftigte si
h mit der Frage, wann eineStr�omung �uberhaupt mit dieser Methode zuverl�assig bere
henbar ist oder ob es ni
htsinnvoller ist, beispielsweise Turbulenz-Modelle anzuwenden. In dem Kapitel �uberhydrodynamis
he Stabilit�at habe i
h gezeigt, da� der Begri� der Stabilit�at dazunur mit Eins
hr�ankungen gebrau
ht werden kann. Denn nur hinrei
hend kleine Dis-kretisierungsfehler werden bei stabilen Str�omungen ni
ht verst�arkt. Do
h wie kleinmu� der Diskretisierungsfehler hierzu sein? Die eins
hr�ankungslose Stabilit�at si
hertzwar, da� die Fehler ni
ht verst�arkt werden, aber dieser Fall liegt nur f�ur sehr klei-ne Reynolds-Zahlen vor. Hieraus resultiert, da� au
h im Kontext hyrodynamis
herStabilit�at den quantitativen Aspekten mehr Bedeutung beigemessen werden sollte.Insgesamt mu� die Aussage von C. Johnson et al. [JRB95℄1"There seems to be a light at the end of the tunnel.\do
h stark relativiert werden. Aber die vorgestellte Methode l�a�t einen Ansatz zuweiteren Entwi
klungen erkennen.
1Vgl. Abs
hnitt 3.3.
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