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EinleitungPartielle Di�erentialglei
hungen haben si
h als wi
htige Komponenten zur Modellie-rung te
hnis
her Fragestellungen wie Temperatur- oder Dru
kverteilung im Raumerwiesen.F�ur sol
he Glei
hungen lassen si
h in den seltensten F�allen ges
hlossene L�osungenangeben. Somit werden andere, numeris
he Verfahren ben�otigt. Eines der wi
htigstenund verbreitetsten Verfahren ist das der �niten Elemente. Alle Strategien dieserFamilie lassen si
h grob in drei S
hritten bes
hreiben:1. Eingabe und Bes
hreibung des Ausgangsproblems, Generierung einer Trian-gulierung.2. Erzeugung und L�osung des endli
hdimensionalen algebrais
hen Problems, Ab-s
h�atzung des Fehlers, evtl. Verfeinerung der Triangulierung und Wiederho-lung dieses S
hritts.3. Aufbereitung der erhaltenen Ergebnisse, Ableitung unmittelbarer Resultateund graphis
he Darstellung.Die vorliegende Arbeit setzt si
h mit der Generierung und Verfeinerung von Trian-gulierungen na
h Punkt 1 und 2 auseinander. Zum einen mu� das gegebene Gebiet,auf dem eine L�osung gefunden werden soll, in eine Menge kleinerer Gebiete zerlegtwerden, zum anderen sollen diese Teilgebiete weiter zerlegt werden k�onnen. In denmeisten F�allen, so au
h in dieser Arbeit, handelt es si
h dabei um Simplizes. F�urden 2-dimensionalen Fall sind dies Dreie
ke. Soweit das Gebiet geometris
h einfa
hist, d.h. die Begrenzungsgeraden sind paarweise entweder orthogonal oder paral-lel zueinander, lassen si
h mit relativ geringem Aufwand sogenannte strukturierteTriangulierungen angeben. F�ur den allgemeinen Fall polygonal berandeter Gebietestellt die Generierung von Triangulierungen eine komplexe Aufgabe dar, zumal dieresultierenden Dreie
ke qualitativ ni
ht entarten sollen. Des weiteren mu� daraufgea
htet werden, da� keine h�angenden Knoten w�ahrend der Generierung entstehen.Mit jedem Simplex ist ein Ma� verbunden, das als Qualit�at dieses Simplexes bezei
h-net wird. Diese Qualit�at kann na
h der Generierung mittels sogenannter Gl�attungs-verfahren teilweise erhebli
h verbessert werden.Wenn die Triangulierung vorliegt, ist no
h ni
ht si
hergestellt, da� der Fehler derdaraus resultierenden L�osung innerhalb einer vorgegebenen Toleranz liegt. Dur
h



2 Einleitunglokale Verfeinerung einzelner Elemente kann die L�osung verbessert werden. Bedarfs-gere
hte lokale Verfeinerung kann den Re
henaufwand im Verglei
h zu Triangulie-rungen, die von vornherein global sehr fein angelegt sind, relativ gering halten. Diena
htr�agli
he Verfeinerung soll folgende Bedingungen erf�ullen:� Die Triangulierung mu� konform bleiben, d.h. es d�urfen keine h�angenden Kno-ten generiert werden.� Die einzelnen Simplizes sollen beliebig tief verfeinert werden k�onnen, ohnedabei geometris
h zu entarten.� Die Verfeinerungsstrategie sollte ni
ht auf den 2-dimensionalen Fall bes
hr�anktsein.Der S
hwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt in der Generierung und lokalen Ver-feinerung von Triangulierungen, sowie deren Implementierung. Die daf�ur entwi
kelteDatenstruktur spei
hert die Triangulierung | im Gegensatz zu den meisten anderenImplementierungen | unabh�angig von der Raumdimension und erm�ogli
ht dar�uber-hinaus eÆzienten Zugri� auf die einzelnen Objekte der Triangulierung, ohne unn�otigviel Spei
herkapazit�at in Anspru
h zu nehmen.F�ur eine ausf�uhrli
he Einf�uhrung in die Methode der �niten Elemente sei auf [19℄verwiesen.Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollte ein Code zur Erstellung und Verfeinerung vonFamilien von Triangulierungen in zwei Dimensionen entwi
kelt werden. Die Erweiter-barkeit auf den 3-dimensionalen Fall sollte jedo
h gew�ahrleistet sein. Der Code solltemodular ausgelegt sein und ein genau de�niertes API (Appli
ation Programming In-terfa
e) aufweisen, so da� einzelne Teile jederzeit ausgetaus
ht werden k�onnen. Eineweitere Voraussetzung war die Implementierung in der Spra
he C++. Die Haupt-gr�unde f�ur C++ waren die Erm�ogli
hung einer objektorientierten Programmierweiseund die m�a
htige Standardbibliothek STL[13℄. Ein weiterer Pluspunkt f�ur C++ istdessen weite Verbreitung.Es existieren bereits sehr viele Codes zur Generierung oder Verfeinerung von Tri-angulierungen, warum also no
h ein zus�atzli
her? Zu Anfang dieser Arbeit standeine ausf�uhrli
he Untersu
hung mehrerer Programme. Die meisten, wie zum BeispielNETGEN[17℄, konnten aus Lizenzgr�unden ni
ht eingesetzt werden, da sie eigene Wei-terentwi
klungen oder das Linken gegen eigenen Code verboten. �Ubrig blieben starkspezialisierte Programme wie Triangle[7℄, Delaundo[2℄ oder EasyMesh[3℄. Dur
h ihreFestlegung auf eine Anwendung | in diesem Fall Generierung von Triangulierungenim 2-dimensionalen Raum | beruhen sie auf einer starren, un
exiblen Datenstruk-tur, die nur unter sehr gro�em Aufwand zur Herstellung adaptiv verfeinerter Folgenvon Triangulierungen oder f�ur den 3-dimensionalen Fall genutzt werden kann.Das meistverspre
hende Paket war AGM3D[1℄. Es enth�alt unter anderem eine Ver-feinerungsstrategie f�ur Tetraedertriangulierungen mit krummlinigem Rand. DieseRoutinen wurden isoliert, in eine Bibliothek gepa
kt und von mir mitsamt der Da-tenstruktur an den 2D-Fall angepa�t. Dabei stellte si
h heraus, da� die verwendete



3Datenstruktur weder besonders �ubersi
htli
h no
h eÆzient war. Der Aufwand, die2D- und 3D-Versionen zu vereinigen, war aufgrund des teilweise undur
hsi
htigenProgrammierstils (Bitoperationen auf Zeiger, die ni
ht immer und �uberall funktio-nierten) mit vielen Makros s
hle
ht absehbar. Ein weiterer Minuspunkt f�ur AGM3Dwar die Implementierung in C.Folgli
h wurde als Bestandteil dieser Arbeit eine komplett neue Anwendung ent-wi
kelt. Diese ist aus vier Bibliotheken aufgebaut:� geomElementare geometris
he Operationen.� meshManDie Datenstruktur mit Zugri�sfunktionen und Verfeinerungsroutinen.� meshIOEin- und Ausgabe�lter f�ur die Triangulierungen. Diese Bibliothek enth�alt desweiteren einen Parser zum Einlesen einer Gebietsbes
hreibung, der von E.Stafilarakis beigesteuert wurde.� meshCreatorRoutinen zur Generierung einer Anfangstriangulierung.Das Gesamtpaket wird mit meshMan bezei
hnet.Anhang A enth�alt eine Einf�uhrung in die Programmierung der oben genannten Bi-bliotheken.Im folgenden wird des �ofteren Bezug auf Typen genommen werden. Namen vonKlassen und einfa
hen Typen werden in der Form ::Namespa
e::Typname angege-ben, ist kein Namespa
e vorhanden nur mit Typname. Klassen enden mit dem SuÆxC, einfa
he Typen mit T.Beispiele:� ::base::indexT | vorzei
henbehafteter, ganzzahliger Typ� ::base::floatT | vorzei
henbehafteter Flie�kommatyp� indexSetC | spezialisierter Vektor� ::geom::pointC | geometris
her Punkt� ::net::netC | eine Triangulierung
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Kapitel 1Grundlegende De�nitionenDieses Kapitel soll dazu dienen, einige f�ur diese Arbeit grundlegende Begri�e ein-zuf�uhren. Die meisten Beweise zu den Lemmata k�onnen [10℄ und [14℄ entnommenwerden.1.1 SimplizesDe�nition 1.1 (konvexe H�ulle)Sei M = �x(0); : : : ; x(k�1)	 eine Menge von k Punkten im IRn. Dann ist die konvexeH�ulle von M de�niert dur
hConv(M) := (x = k�1Xi=0 �ix(i) ����� �i � 0; 0 � i < k; k�1Xi=0 �i = 1) :Die konvexe H�ulle ist die kleinste konvexe Teilmenge des IRn, die alle Punkte ausM enth�alt.De�nition 1.2 (Simplex)Sei n 2 IN0 und 0 � k � n. Eine abges
hlossene Menge T � IRn hei�t (k)-Simplexim IRn, falls gilt T = �x(0); : : : ; x(k)� := Conv�x(0); : : : ; x(k)	:Im Fall k = n hei�t T au
h Simplex. Die Punkte x(j); 0 � j � k hei�en E
kpunktevon T .(2)- und (3)-Simplizes werden �ubli
herweise als Dreie
ke und Tetraeder bezei
hnet.Der Rand eines (k)-Simplex T besteht aus niederdimensionalen Randsimplizes. De-ren E
kpunkte sind eine Teilmenge der E
kpunkte von T .De�nition 1.3 (Randsimplex)Sei T = �x(0); : : : ; x(k)� ein (k)-Simplex im IRn, 0 < k � n. Ein (l)-Simplex S, 0 �l < k, hei�t (l)-Randsimplex von T , falls Indizes i0; : : : ; il mit 0 � i0 < � � � < il � kexistieren, so da� S = �x(i0); : : : ; x(il)� gilt.



8 Grundlegende De�nitionenDie (0)-Randsimplizes von T sind die E
kpunkte; die (1)-Randsimplizes werden alsSegmente bezei
hnet. Die Anzahl der (l)-Randsimplizes von T ist gegeben dur
h�k+1l+1�. Ein (k)-Simplex besitzt also k(k+1)2 (1)-Simplizes.Das k-dimensionale Volumen eines (k)-Simplexes T wird mit volT bezei
hnet.Lemma 1.1Sei T = �x(0); : : : ; x(n)� ein Simplex im IRn. Dann gilt f�ur das Volumen volT von TvolT = jdetBT jn!mit der Matrix BT := 0BBB� x(0)1 x(1)1 � � � x(n)1... ... . . . ...x(0)n x(1)n � � � x(n)n1 1 � � � 1
1CCCA : (1.1)

Aus Lemma 1.1 folgt, da� volT = 0 genau dann gilt, wenn die Matrix BT singul�ar ist.Geometris
h bedeutet dies, da� die E
kpunkte von T auf einer gemeinsamen (n�1)-dimensionalen Hyperebene liegen. Sol
he Simplizes sind im allgemeinen unerw�uns
htund werden als entartet bezei
hnet.De�nition 1.4 (Baryzentris
he Koordinaten)Sei T = �x(0); : : : ; x(n)� ein ni
htentartetes Simplex und x ein beliebiger Punkt imIRn. Dann existieren eindeutige reelle Zahlen �0; : : : ; �n mitx = nXj=0 �jx(j); nXj=0 �j = 1: (1.2)Die Zahlen �0; : : : ; �n hei�en die baryzentris
hen Koordinaten von x bzgl. T .Da jedes Simplex die lineare H�ulle seiner E
kpunkte ist, folgt:Lemma 1.2Sei T = �x(0); : : : ; x(n)� � IRn ein ni
htentartetes Simplex, x ein beliebiger Punktim IRn. So gilt x 2 T genau dann, wenn die baryzentris
hen Koordinaten �0; : : : ; �nvon x bzgl. T s�amtli
h ni
htnegativ sind.Ein Simplex T ist unabh�angig von der Reihenfolge seiner E
kpunkte.De�nition 1.5 (Glei
hheit von Simplizes)Seien T = �x(0); : : : ; x(k)� und T 0 = �y(0); : : : ; y(k)� zwei (k)-Simplizes im IRn. Tund T 0 hei�en glei
h, falls eine Permutation � der Zahlen f0; : : : ; kg existiert mity(j) = x(�(j)), 0 � j � k. In diesem Fall s
hreibt man T = T 0.



1.1 Simplizes 9De�nition 1.6 (Au�enkugel eines Simplex)Sei T ein Simplex im IRn. Dann hei�t die kleinste Kugel K, die T komplett enth�alt,Au�enkugel von T . Der Radius von K wird mit �T bezei
hnet.De�nition 1.7 (Innenkugel eines Simplex)Sei T ein Simplex im IRn. Dann hei�t die gr�o�te Kugel K, die komplett in T ent-halten ist, Innenkugel von T . Der Radius von K wird mit hT bezei
hnet.Bemerkung 1.1Sei T ein Simplex im IR2. Dann wird die Au�enkugel von T mit Umkreis, seineInnenkugel mit Inkreis bezei
hnet.Der Umkreismittelpunkt von T ist gegeben dur
h den S
hnittpunkt der Mittelsenk-re
hten von T , der Umkreisradius ist dann der Abstand dieses Mittelpunktes zueinem der drei E
kpunkte von T .Der S
hnittpunkt der drei Winkelhalbierenden von T ist identis
h mit dem Inkreis-mittelpunkt. �
ρ

T

hTAbbildung 1.1: Umkreis und InkreisLemma 1.3Sei T ein Simplex im IR2. Bezei
hne li, i = 1; : : : ; 3 die L�angen der drei Segmentevon T und volTT die Fl�a
he von T . Dann ergibt si
h der Umkreisradius von T aus�T = l1l2l34volT :Lemma 1.4Sei T ein Simplex im IR2. Seien li und volT wie in Lemma 1.3. Sei pT := P3i=1 lider Umfang von T . Dann ist der Inkreisradius von T gegeben dur
hhT = volTpT :



10 Grundlegende De�nitionenDe�nition 1.8Sei T = �x(0); : : : ; x(n)� � IRn ein ni
htentartetes Simplex. Dann hei�tdT := max0�i;j�n dist(x(i); x(j))der Elementdur
hmesser von T , wobei dist(x; y) den euklidis
hen Abstand zweierPunkte im IRn bezei
hnet.De�nition 1.9 (Qualit�atsma� eines Simplex)Sei T ein Simplex im IR2. QT ist ein Qualit�atsma�, falls QT � 1 und� QT = 1 genau dann, wenn T glei
hseitig ist,� QT =1 genau dann, wenn volT = 0. In diesem Fall ist T entartet.Beispiel 1.1Sei T ein Simplex im IR2. �T bezei
hne den Umkreis-, hT den Inkreisradius, volT dieFl�a
he von T . li, i = 1; : : : ; 3, sei die L�ange von Segment i. pT :=P3i=1 li bezei
hneden Umfang des Dreie
ks, dT dessen Dur
hmesser.Es gibt unters
hiedli
he Qualit�atsma�e f�ur die Beurteilung von T . Einige davon sind:� QT := � �ThTDas Verh�altnis von Umkreis- zu Inkreisradius mit Normalisierungsfaktor � =12 . Dieses Kriterium wurde in der vorliegenden Implementierung verwendet.� QT := � dThTDas Verh�altnis zwis
hen Element-Dur
hmesser und Inkreisradius mit Norma-lisierungsfaktor � = p36 .� QT :=�P3i=1 l2ivolTMit Normalisierungsfaktor � = p312 .Bemerkung 1.2Die obige De�nition der Qualit�at kann auf andere Kriterien als die Glei
hseitig-keit genormt werden. Eine Erweiterungsm�ogli
hkeit besteht in der Kombination desVolumens eines Simplexes mit einem Ma� f�ur seine Form.Eine Erweiterung f�ur das Qualit�atsma� im IRn erfolgt analog. �



1.2 Triangulierung 111.2 TriangulierungDe�nition 1.10 (Polyeder)Sei P � IRn eine abges
hlossene, zusammenh�angende Menge. P hei�t Polyeder,wenn P als endli
he Vereinigug von Simplizes dargestellt werden kann. Ein Gebiet
 � IRn hei�t polyedris
h, falls 
 ein Polyeder ist und der Rand von 
 als endli
heVereinigung von (n� 1)-Simplizes dargestellt werden kann.De�nition 1.11 (simpliziale �Uberde
kung)Sei 
 � IRn ein polyedris
hes Gebiet. Eine endli
he Menge T von Simplizes T � 
hei�t simpliziale �Uberde
kung von 
, falls gilt:� volT > 0, f�ur alle T 2 T ,� ST2T T = 
� ÆT \ ÆT 0 = ;, f�ur alle T; T 0 2 T mit T 6= T 0.De�nition 1.12 (Triangulierung)Sei T eine simpliziale �Uberde
kung eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn. Dann istT eine (konforme) Triangulierung von 
, falls der S
hnitt zweier Simplizes T; T 0 2T , T 6= T 0 entweder die leere Menge oder ein (k)-Randsimplex (k < n) von T undT 0 ist.Bemerkung 1.3Ist eine simpliziale �Uberde
kung ni
ht konform, so spri
ht man au
h von einer ni
ht-konformen Triangulierung. �Bemerkung 1.4 (h�angende Knoten)Eine ni
ht-konforme Triangulierung zei
hnet si
h dur
h sogenannte h�angende Kno-ten aus, siehe Abbildung 1.2. �

Abbildung 1.2: konforme und ni
ht-konforme Triangulierung



12 Grundlegende De�nitionenDe�nition 1.13 (Na
hbarn)Sei T eine Triangulierung eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn. Dann hei�enT; T 0 2 T Na
hbarn, falls gilt T \ T 0 = S, wobei S ein (n� 1)-Randsimplex von Tund T 0 ist.De�nition 1.14 (Qualit�at einer Triangulierung)Sei T Triangulierung eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn. Die Gr�o�eQT := maxT2T QThei�t Qualit�at von T .1.3 AÆne TransformationenDe�nition 1.15Unter einer aÆnen Transformation im IRn versteht man eine Abbildung F : IRn �!IRn der Form F : x 7! v + Bx; x; v 2 IRn; B 2 IRn�nwobei B eine ni
htsingul�are Matrix ist. Man s
hreibt statt F (x) au
h Fx.Lemma 1.5 (Eigens
haften aÆner Transformationen)Sei F eine aÆne Transformation mit F : x 7! v +Bx; x 2 IRn. Dann gilt1. F ist bijektiv und die Umkehrabbildung F�1 : x 7! B�1(x � v) ist ebenfallseine aÆne Transformation.2. Geraden im IRn werden dur
h F wieder auf Geraden abgebildet.3. Der Mittelpunkt der Verbindungsstre
ke zwis
hen zwei Punkten x(0); x(1) 2 IRnwird dur
h F auf den Mittelpunkt der Stre
ke von Fx(0) na
h Fx(1) abgebildet.Ist F eine aÆne Transformation und M eine beliebige Teilmenge des IRn, so ist dietransformierte Menge M 0 = F (M) de�niert dur
hF (M) := fFx j x 2Mg :De�nition 1.16 (aÆne Transformation von Simplizes)Sei F : x 7! v + Bx eine aÆne Transformation im IRn. F�ur ein (k)-Simplex T =�x(0); : : : ; x(k)� im IRn, 0 � k � n, wird das transformierte (k)-Simplex T 0 = F (T )dur
h F (T ) := �Fx(0); : : : ; Fx(k)�de�niert. Man verwendet au
h die S
hreibweise F (T ) = v+BT . Ist B ein Vielfa
hesder Einheitsmatrix, d.h. B = 
I, 
 6= 0, so s
hreibt man statt BT au
h 
T .



1.3 AÆne Transformationen 13Aus Lemma 1.5 (2) folgt, da� jedes (k)-Simplex T im IRn dur
h eine aÆne Trans-formation F wieder auf ein (k)-Simplex F (T ) abgebildet wird. Da F per De�nitionni
htsingul�ar ist, ist F (T ) genau dann entartet, wenn T entartet ist.Die aÆnen Transformationen werden im folgenden haupts�a
hli
h dazu verwendet,f�ur ein Referenzsimplex T | ein beliebiges aber festes ni
htentartetes Simplex imIRn | hergeleitete Eigens
haften auf beliebige Simplizes zu �ubertragen.Lemma 1.6Sei T ein ni
htentartetes Simplex im IRn und F : x 7! v +Bx eine aÆne Transfor-mation. Dann gelten f�ur das transformierte Simplex T 0 = F (T ) die BeziehungenkBk � dT 0�T ; kB�1k � dT�T 0 ; j detBj = volT 0volT ;wobei kBk die euklidis
he Norm der Matrix B ist.De�nition 1.17 (�Ahnli
hkeit von Simplizes)Zwei Simplizes T , T 0 im IRn hei�en einander �ahnli
h, falls eine orthogonale Ma-trix Q 2 IRn�n, ein Translationsvektor v 2 IRn und ein Skalierungsfaktor 
 > 0existieren, so da� T 0 = v + 
QTgilt. In diesem Fall geh�oren T und T 0 zur glei
hen �Ahnli
hkeitsklasse.De�nition 1.18 (aÆne Transformation von Triangulierungen)Sei T Triangulierung eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn und F eine aÆne Trans-formation. Dann ist die transformierte Triangulierung F (T ) de�niert dur
hF (T ) := fF (T ) j T 2 T gLemma 1.7Sei T simpliziale �Uberde
kung eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn und F eineaÆne Transformation. Dann ist F (T ) eine konforme Triangulierung genau dann,wenn T eine konforme Triangulierung ist.



14 Grundlegende De�nitionen



Kapitel 2Die entwi
kelte Datenstruktur
2.1 Anforderungen an die DatenstrukturDie Datenstruktur ist das zentrale Element der Implementierung. Sie soll den ein-fa
hen und eÆzienten Zugri� auf die gew�uns
hten Objekte und Daten erm�ogli
hen.Daher mu� sie einige Anforderungen erf�ullen.Der erste Punkt, der bei der Planung bea
htet werden mu�te, war die beabsi
htigteDimensionsunabh�angigkeit. Es sollen also mit einer einzigen Struktur Triangulierun-gen in beliebigen Dimensionen m�ogli
h sein.In der Struktur sollen au
h Folgen adaptiv verfeinerter Triangulierungen gespei
hertwerden k�onnen. Ein Level soll si
h dabei selbst verfeinern k�onnen.Die Generierung der Triangulierung soll auf Wuns
h automatis
h erfolgen k�onnen,ohne da� ein spezieller Generator vorges
hrieben ist. Der Benutzer soll si
h lei
htseine eigenen Generatoren s
hreiben k�onnen.Die gespei
herte Triangulierung soll ni
ht auf simpliziale Elemente bes
hr�ankt sein.Die Struktur soll auf ni
htlinear berandete Gebiete erweiterbar sein.Nat�urli
h m�ussen Erweiterungen, die heute no
h ni
ht absehbar sind, ohne gro�eProbleme in die Struktur eingebunden werden k�onnen.Ni
ht zu vergessen ist der eÆziente Zugri� auf die Objekte der Triangulierung unddie Daten der Struktur.2.2 Der Aufbau einer Triangulierung im IRnSei T eine Triangulierung des polygonal berandeten Gebietes 
 � IRn. Die Elemen-te T 2 T sind laut De�nition (n)-Simplizes. Diese (n)-Simplizes sind aus (n � 1)-Randsimplizes aufgebaut, die wiederum von (n�2)-Randsimplizes aufgespannt wer-den. Diese Kette l�a�t si
h bis zu den (0)-Simplizes | den Knotenpunkten | fort-setzen. Damit k�onnen Triangulierungen unabh�angig von ihrer Dimension in einereinzigen Datenstruktur gespei
hert werden.Der Tri
k besteht darin, jedes (k)-Simplex ledigli
h mit Informationen �uber die an
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kelte Datenstruktures angrenzenden (k�1)- und die aus ihm aufgebauten (k+1)-Simplizes zu versehen.Auf diese Weise sind f�ur die Simplizes ledigli
h drei Klassen n�otig:� Ein n-Simplex (::net::elementC ) h�alt Informationen �uber die (n�1)-Rand-simplizes.� Ein 0-Simplex (::net::nodeC ) h�alt Informationen �uber die (1)-Simplizes, diehieraus aufgebaut sind.� Die (k)-Simplizes (k = 1 : : : n� 1) (::net::segmentC ) halten Informationen�uber die (k�1)-Randsimplizes und die (k+1)-Simplizes, die hieraus aufgebautsind.Ein (2)-Simplex kennt seine Knotenpunkte ni
ht direkt. Um diese zu erfahren,m�ussen die (1)-Randsimplizes erfragt werden, die von den Punkten wissen. Aufdiese Weise kann eine Triangulierung unabh�angig von ihrer Dimension gespei
hertwerden.Die obigen Klassen besitzen einige gemeinsame Eigens
haften. Um hier den Auf-wand gering zu halten, wurde eine Basisklasse ::net::simBaseC ges
hrieben. DerenF�ahigkeiten gehen dur
h Vererbung auf die Simplexklassen �uber.Die Implementierung ist derzeit no
h auf den 2-dimensionalen Fall festgelegt.2.3 Zusammenfassung von Simplizes zu Triangu-lierungenEine Triangulierung T von 
 � IRn besteht aus einer Menge von (n)-Simplizes.Diese werden wie oben angegeben gespei
hert. Damit werden die Na
hbars
haftsin-formationen der (n)-Simplizes automatis
h mitgespei
hert. Da jedes (n�1)-Simplexwei�, von wel
hem (n)-Simplex es ein Randsimplex ist, k�onnen so die Na
hbarn eines(n)-Simplex in Erfahrung gebra
ht werden.Eine Triangulierung besteht aus einer Liste aller (0 : : : n)-Simplizes, die in ihm ent-halten sind. Wenn jetzt no
h vermieden wird, da� zwei (k)-Simplizes si
h gegenseitig�uberlappen, so ist garantiert, da� die Triangulierung konform ist.Die (k)-Simplizes (k = 1 : : : n) werden im folgenden als die Objekte der Triangu-lierung bezei
hnet. Aufgrund der Bes
hr�ankung der Implementierung auf zwei Di-mensionen werden (0)-Simplizes als Knotenpunkte oder Punkte, (1)-Simplizes alsSegmente und (2)-Simplizes als Elemente bezei
hnet.2.3.1 Eine andere Si
ht auf eine TriangulierungIn zwei Dimensionen w�are es denkbar, da� die Elemente direkt ihre Knoten, ni
htjedo
h ihre Segmente kennen. Auf diese Weise lie�en si
h die Segmente kompletteinsparen. Dies w�urde zu einem ni
ht unerhebli
h verringerten Spei
herverbrau
h



2.4 Die Hierar
hie 17f�uhren. Ziel bei der Realisierung dieser Datenstruktur war jedo
h, unabh�angig vonder verwendeten Raumdimension zu bleiben. Soll eine h�oherdimensionale Triangu-lierung gespei
hert werden, mu� die Hierar
hie um weitere Komponenten erweitertwerden. F�ur jede zus�atzli
he Dimension mu� eine neue Komponentenmenge ange-baut werden. Diese Komponentenklassen sind dur
h Vererbung zu realisieren. DieKlasse ::net::segmentC kann aufgrund ihrer Lage \zwis
hen den Dimensionen",d.h. sie kennt sowohl niedriger als au
h h�oherdimensionale Objekte, zu einer Basis-klasse umgebaut werden. Von dieser Basisklasse mu� f�ur jede Raumdimension eineKomponentenklasse abgeleitet werden. F�ur jede Klasse m�ussen Verfeinerungsregelnangegeben werden.2.4 Die Hierar
hieMit den bisher vorgestellten Me
hanismen kann eine Triangulierung unabh�angig vonihrer Dimension gespei
hert werden. Mit der Hierar
hie wird eine Erweiterung f�uradaptiv verfeinerte Folgen von Triangulierungen eingef�uhrt. Um den Spei
herver-brau
h zu minimieren, sollen Mehrfa
hspei
herungen vermieden werden. Mehrfa
h-spei
herungen k�onnen auftreten, wenn ein Element beim �Ubergang zum n�a
hstenLevel unverfeinert bleibt.Diese Mehrfa
hspei
herung kann dadur
h verhindert werden, da� die Triangulierun-gen selbst ledigli
h die Indizes ihrer Objekte kennen. Also werden alle (k)-Simplizesder Triangulierung in der Hierar
hie gespei
hert, die ihnen einen f�ur ihre Dimensioneindeutigen Index zuweist. Dieses Konzept pa�t sehr gut zu dem Aufbau der (k)-Simplizes aus ihren (k � 1)-Randsimplizes, da au
h diese \Aufbau-Informationen"gerade aus diesen Indizes bestehen.Da die Simplizes ni
ht mehr nur in einer Triangulierung existieren, m�ussen sie wissen,zu wel
her Hierar
hie sie geh�oren. Erlaubt ist nur die Zugeh�origkeit zu genau einerHierar
hie. Sie m�ussen au
h ihre Vorg�anger und Kinder kennen (au
h das ist dur
hVerweise auf die Hierar
hie-ID's realisiert). F�ur die Verfeinerungsregeln mu� bekanntsein, wel
he Simplizes regul�ar und wel
he irregul�ar verfeinert sind.Die Hierar
hie ist die zentrale Stelle, an der alle Komponenten aller Triangulierungenund die Triangulierungen selbst gespei
hert werden, wobei Mehrfa
hspei
herungenidentis
her Objekte, wie sie etwa bei Verfeinerungen einer Triangulierung auftretenk�onnen, vermieden werden.2.5 Die implementierten Klassen im DetailDie aktuelle Implementierung von meshMan ist auf den 2-dimensionalen Fall be-s
hr�ankt. Dieser Abs
hnitt bes
hreibt die verwendeten Datenfelder der Klassen.
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kelte Datenstruktur2.5.1 Die Hierar
hieDie Hierar
hie enth�alt alle Objekte und versieht sie mit ihren eindeutigen Indizes.Es wurde darauf verzi
htet, mit Zeigern auf die Objekte zu arbeiten, da dadur
heine zuk�unftige Parallelisierung des Codes unn�otig ers
hwert w�urde; die vergebenenIndizes sind auf allen verarbeitenden Mas
hinen eindeutig.

Knotenpunkte Segmente Elemente

Netze

Hierarchie

Abbildung 2.1: Aufbau der Hierar
hieDie Hierar
hie spei
hert alle Objekte in Containern. F�ur die Triangulierungen wurdeein STL-Vektor verwendet, da die Levels geordnet vorliegen. Die Simplizes unter-liegen keiner Ordnung. Auf sie wird nur mittels ihrer ID Bezug genommen. IhrContainer ist die Klasse indexSsetC (siehe Anhang A.1). Diese Klasse erm�ogli
htein s
hnelles Dur
hlaufen aller Elemente, sowie L�os
hen und Einf�ugen.2.5.2 Die TriangulierungEine Triangulierung ist ein Level einer Familie adaptiv verfeinerter Triangulierun-gen. Sie enth�alt Verweise auf alle Objekte dieses Levels und einen Index, der dasLevel angibt. Level 0 hat insofern eine Sonderbedeutung, als es ledigli
h die Rand-bes
hreibung des Gebiets enth�alt.2.5.3 Die SimplizesDie BasisklasseAlle Objekte der Triangulierungen (i.e. Simplizes) haben einige gemeinsame Eigen-s
haften. Zu deren Realisierung wurde auf den C++-Me
hanismus der Vererbung



2.6 Beispielinhalt einer Hierar
hie 19zur�u
kgegri�en. Die Gemeinsamkeiten wurden in einer abstrakten Basisklasse zu-sammengefa�t.Jedes Simplex wird von der Hierar
hie mit einer eindeutigen ID versehen. Diese IDkann von dem Simplex jederzeit abgefragt werden. Da mehrere Hierar
hien paral-lel existieren k�onnen, mu� jedes Simplex zus�atzli
h no
h seine Hierar
hie angebenk�onnen. Die Angabe seiner Hierar
hie ist au
h f�ur die Anforderung der auf diesesObjekt bezugnehmenden Objekte von Bedeutung. Ebenso geh�ort ein Simplex zueiner oder mehreren Triangulierungen. Diese Netze des Simplexes k�onnen mit einemin dieser Klasse vorde�nierten Iterator dur
hlaufen und angefragt werden. Um meh-reren Netzen anzugeh�oren, mu� jedes Simplex verfeinert oder auf ein neues Levelkopiert werden. Daher geh�ort au
h eine Verfeinerungs-Markierung und der Aufrufzum Verfeinern zu jedem Simplex.F�ur den Benutzer stehen an Verfeinerungen folgende Markierungen zur Verf�ugung:� red | Verfeinere das Objekt regul�ar.� green | Verfeinere das Objekt irregul�ar.PunkteDie (0)-Simplizes sind die einzigen Objekte der Triangulierung, die Informationen�uber ihre absolute Position enthalten. Alle anderen Simplizes m�ussen, um ihre ab-solute Position zu erfahren, auf ihre Randsimplizes zur�u
kgreifen.Ein Punkt kennt die Segmente, die ihn als Begrenzung haben. Ihre Anzahl ist be-liebig und nur dur
h die Ressour
en des Re
hners begrenzt.SegmenteSegmente wissen von den zwei Punkten, aus denen sie aufgebaut sind. Ebenso sindihnen die Indizes der Elemente, deren Randsimplizes sie sind, bekannt. Die Anzahldieser Elemente ist variabel. Dies kommt daher, da� Elemente irregul�ar verfeinertwerden k�onnen und ihre Kinder dieses Segment au
h als Begrenzung haben.ElementeElemente sind die Objekte, die am ehesten f�ur den n-dimensionalen Fall unver�andert�ubernommen werden k�onnen. Derzeit ist dies die einzige Klasse, die wei�, ob dasObjekt regul�ar oder irregul�ar verfeinert ist. Ansonsten kennt die Klasse die Indizesder Segmente, die Randsimplizes des Objekts sind.2.6 Beispielinhalt einer Hierar
hieNun soll ein Beispiel f�ur eine Hierar
hie in zwei Dimensionen angegeben werden;sie ist mit zwei Triangulierungen eines W�urfels gef�ullt. Die erste besteht aus zwei
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kelte DatenstrukturElementen, f�ur die zweite wurde ein Element der ersten regul�ar verfeinert. Die beidenLevels sind in Abbildung 2.2 dargestellt.
0

1 2

3 4

5

6

7

Abbildung 2.2: Zwei Levels einer Hierar
hie
Index Punkte Segmente Elemente0 0 1 2 3 0 1 2 31 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10 1 2 3 9 10 5 6 11 12 2 3 42 4 5 6 13 14 15 16 17 18 5 6 7Tabelle 2.1: Netze

KoordinatenIndex x y Segmente0 0.0 0.0 0 3 4 7 9 121 1.0 0.0 0 1 4 5 8 10 132 1.0 1.0 1 2 5 6 183 0.0 1.0 2 3 6 7 8 11 144 0.5 0.0 9 10 16 175 0.0 0.5 11 12 15 166 0.5 0.5 13 14 15 17 18Tabelle 2.2: Punkte



2.7 Aufbau der Generatoren 21PunkteIndex from to Elemente S�ohne Vater0 0 1 41 1 2 52 2 3 63 3 0 74 0 1 0 9 10 05 1 2 1 6 16 2 3 1 7 27 3 0 0 11 12 38 1 3 0 1 13 149 0 4 3 410 4 1 4 411 3 5 2 712 5 0 3 713 1 6 4 6 814 6 3 2 7 815 5 6 2 516 5 4 3 517 6 4 4 518 6 2 6 7Tabelle 2.3: SegmenteIndex Segmente S�ohne Vater Regul�ar0 7 8 4 2 3 4 5 Ja1 6 8 5 6 7 Ja2 11 14 15 0 Ja3 12 9 16 0 Ja4 13 10 17 0 Ja5 15 16 17 0 Ja6 18 13 5 1 Nein7 18 14 6 1 NeinTabelle 2.4: Elemente2.7 Aufbau der GeneratorenDie verwendete Struktur erm�ogli
ht es, die Triangulierungsgeneratoren na
h Di-mensionen zu trennen, und bei Bedarf beliebig zu kombinieren. Die Implementie-rung enth�alt ledigli
h einen 1D-Generator, der die vorgegebenen Randsegmente auf
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kelte Datenstruktureine vorgegebene L�ange bringt. Er kann zu Laufzeit vor einen beliebigen der 2D-Generatoren ges
haltet werden.2.8 Erweiterungsm�ogli
hkeitenDie derzeitige Implementierung der Datenstruktur kann mit relativ geringem Auf-wand erweitert werden.2.8.1 Elemente mit mehr als drei E
kpunktenElemente mit einer beliebigen Anzahl von E
kpunkten sind in der Struktur prinzi-piell bereits enthalten. Diese Elemente k�onnen jedo
h no
h ni
ht verfeinert werden.Es fehlen hierf�ur brau
hbare Verfeinerungsstrategien. F�ur jede Element-Form mu�eine eigene Regel samt Abs
hlu� implementiert werden.Die Unabh�angigkeit von der E
kenzahl wird dur
h Einsatz der Klasse indexSetC(siehe Anhang A.1) zum Spei
hern der Segment-Indizes errei
ht. Dur
h diese 
exibleSpei
hermethode wird jedo
h Spei
herplatz vergeben. Soll ein Element auf Dreie
kebes
hr�ankt bleiben, k�onnte hier ein Vektor von fester Gr�o�e (drei Eintr�age) verwen-det werden.2.8.2 Gebiete mit krummlinigen R�andernAufgrund des konsequenten Einsatzes von Indizes statt Zeigern auf die anderen Ob-jekte der Triangulierung mu� einzig die Klasse, die mit einer besonderen Eigens
haftversehen werden soll, ver�andert werden. Nat�urli
h ist von dieser �Anderung die Hier-ar
hie als der zentrale Container betro�en; in ihr mu� der Typ des entspre
hendenObjekt-Vektors angepa�t werden.Krummlinige R�ander m�ussen irgendwie eingelesen und bes
hrieben werden. Hierbietet si
h der Funktionenparser von E. Stafilarakis an. Damit k�onnen analytis
hgegebene Funktionen eingelesen, bearbeitet | beispielsweise abgeleitet oder addiert| und ausgewertet werden.Dur
h krumme R�ander k�onnen neue Probleme auftreten. Bei der Generierung miteiner Advan
ing-Front-Methode (AFM) mu� oft gepr�uft werden, ob si
h zwei Seg-mente s
hneiden. Eine L�osung f�ur dieses Problem besteht darin, die Di�erenz derbeiden die Segmente bes
hreibenden Funktionen zu bilden und die Nullstellen derDi�erenz zu bilden. Zuvor mu� jedo
h no
h der De�nitionsberei
h der beiden Funk-tionen angegli
hen werden. Ein zweites absehbares Problem entsteht bei der Ausgabeder Segmente. Die einfa
hste L�osung, die au
h am besten in das Gesamt-Konzeptpa�t, besteht darin, die Segmente als st�u
kweise linear zu betra
hten. Soll ein Ele-ment verfeinert werden, wird der Mittelpunkt des Segments als der Funktionswertdes Mittelpunkts des De�nitionsberei
hs der Funktion bere
hnet.



2.8 Erweiterungsm�ogli
hkeiten 232.8.3 Erweiterung auf n DimensionenDie Datenstruktur wurde von Anfang an darauf ausgelegt, Triangulierungen in belie-bigen Dimensionen aufnehmen zu k�onnen. Im allgemeinen spielen Triangulierungenf�ur n > 3 jedo
h keine bemerkenswerte Rolle. Die allgemeine Formulierung wurdevor allem aus dem Grund gew�ahlt, 2- und 3-dimensionale Triangulierungen in einereinzigen Struktur spei
hern zu k�onnen.Indem man die Klasse ::net::elementC als (n)-Simplex betra
htet und ::net-::segmentC f�ur den k-dimensionalen Fall verwendet (k = 1 : : : n � 1), kann dieStruktur f�ur Triangulierungen in n Dimensionen verwendet werden. Die Hierar
hiemu� hierf�ur no
h mit Containern f�ur die zus�atzli
hen Dimensionen erweitert werden.F�ur diese Container m�ussen Zugri�sfunktionen implementiert werden.Bei der 2-dimensionalen Implementierung konnten bei der Implementierung der Seg-mente einige vereinfa
hende Voraussetzungen gema
ht werden. Segmente k�onnen inzwei Dimensionen nur regul�ar verfeinert werden, brau
hen also keine Markierunghierf�ur. Des weiteren sind f�ur eine Stre
ke genau zwei Endpunkte sinnvoll, im all-gemeinen kann sol
h eine Annahme ni
ht gema
ht werden. Daher brau
ht man f�urden allgemeinen Fall einige zus�atzli
he Attribute f�ur die Segment-Klasse.
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Kapitel 3Die Advan
ing-Front-MethodeDie Advan
ing-Front-Methode (AFM) ist ein einfa
her aber eÆzienter Ansatz, einpolyedris
hes Gebiet 
 � IRn, das dur
h seine (n � 1)-Randsimplizes gegeben ist,mit einer konformen Triangulierung zu f�ullen.Diesem Kapitel liegt gr�o�tenteils [12℄ zugrunde. Weitere Informationen zu dem Ver-fahren k�onnen [17℄ entnommen werden.De�nition 3.1 (teilweise Triangulierung)Sei 
 � IRn ein polyedris
hes Gebiet und T eine Triangulierung im IRn. Dann hei�tT teilweise Triangulierung von 
, falls[T2T T � 
gilt.De�nition 3.2 (Front)Sei 
 � IRn ein polyedris
hes Gebiet und T eine teilweise Triangulierung von 
.Eine Menge F von (n� 1)-Simplizes hei�t Front von T in 
, falls folgende Bedin-gungen erf�ullt sind:� Falls T = ; gilt, ist F mit dem Rand von 
 identis
h.� Sei T 2 F beliebig. Dann ist jedes (n � 2)-Randsimplex von T Randsimplexgenau eines weiteren Elements aus F , das von T vers
hieden ist.� Mit jedem Element aus F ist eine Information verbunden, auf wel
her Seiteder Front 
 n T liegt.� Sei T 2 T beliebig. Dann gilt f�ur jedes (n� 1)-Randsimplex von T genau eineder Bedingungen: T ist{ zu dem Rand von 
 geh�orig,{ ein Randsimplex eines bena
hbarten Simplexes von T aus T ,{ ein Element der Front.



26 Die Advan
ing-Front-Methode3.1 Das VerfahrenIm folgenden werden (n)-Simplizes als Elemente, (n � 1)-Simplizes als Segmentebezei
hnet. Folgli
h besteht die Front aus Segmenten.Ziel ist es, im Inneren eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn eine Triangulierungzu erzeugen. Daf�ur wird die Front mit den (n � 1)-Randsimplizes von 
 initiali-siert. Dana
h wird iterativ ein Element | das sogenannte Basiselement | aus Fausgew�ahlt, auf dem versu
ht wird, ein neues Simplex im Inneren der Front (d.h.in 
 n T , wobei T die bisherige, teilweise Triangulierung von 
 ist) aufzusetzen.S
hl�agt dieser Versu
h fehl (z.B. aus Platzgr�unden), wird ein neues Basissegmentausgew�ahlt. Das Aufsetzen erfolgt na
h bestimmten Konstruktionsregeln. Na
h je-dem Iterationss
hritt wird die Front aktualisiert, d.h. die Front wird �uber die neuerzeugten Simplizes ges
hoben, so da� diese Simplizes au�erhalb der Front liegenund die Front wieder g�ultig ist. Das Verfahren ist beendet, wenn die Front leer ist.Dabei werden doppelt vorhandene Elemente, d.h. T; T 0 2 F; T = T 0, aus F so-fort bei ihrem Auftreten entfernt. Abbildung 3.1 zeigt sol
h einen Vorgang in zweiDimensionen.Ablauf der AFM:1. Initialisierung der Front mit dem Rand des gew�uns
hten Gebietes2. Analyse der Front� Auswahl eines geeigneten Front-Segments� Analyse der Umgebung um das Front-Segment{ Erzeugung von inneren Punkten, Segmenten und Simplizes{ Aktualisierung der Front3. Solange die Front ni
ht leer ist, gehe zu Punkt 2Diese Methode ist stark an eine ans
hauli
he Vorgehensweise angelehnt. Vom Randausgehend werden in Ri
htung des Inneren na
h bestimmten Regeln m�ogli
hst re-gelm�a�ige Dreie
ke erzeugt.3.2 Die Konstruktion im IR2In diesem Abs
hnitt werden konkrete Konstruktionsregeln f�ur eine AFM in zweiDimensionen vorgestellt.Laut De�nition mu� jedes Front-Element wissen, in wel
her Ri
htung von ihm ausgesehen si
h das Innere der Front be�ndet. In mehr als zwei Dimensionen kanndies dur
h Spei
herung des Normalenvektors auf jedes Element realisiert werden. Inzwei Dimensionen ist der Normalenvektor jedo
h dur
h die Ordnung der E
kpunkteder Front-Elemente gegeben. In diesem Fall kann also auf explizite Spei
herungverzi
htet werden.
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Abbildung 3.1: Beispiel f�ur die AFM
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ing-Front-Methode3.2.1 Auswahl eines Basis-Segments aus der FrontDie Auswahl eines geeigneten Front-Segments als Basis f�ur die Erzeugung neuerElemente ist mit auss
hlaggebend f�ur die Qualit�at der resultierenden Triangulierung.Hierf�ur gibt es unters
hiedli
he Strategien, wobei si
h eine Kombination mit dem\minimalen Abstand zum Rand" bew�ahrt hat.De�nition 3.3 (minimaler Abstand zum Rand)Mit dem minimalen Abstand eines Segments zum Rand bezei
hnet man die minimaleAnzahl an inneren Segmenten, die ben�otigt wird, um einen ges
hlossenen Weg vondiesem Segment zum Rand des Gebietes zu zei
hnen.Zu jedem Front-Segment wird als Zusatzinformation der Abstand zum Rand gespei-
hert. Hier�uber kann eine glei
hm�a�ige Wanderung der Front na
h innen errei
htwerden (siehe Abbildung 3.2/3.3).

Abbildung 3.2: 65 S
hritte,Kriterium: L�ange Abbildung 3.3: 65 S
hritte,Kriterium: Abstand, dannL�angeIn der Implementierung dieses Algorithmus haben si
h Auswahlverfahren bew�ahrt,die die Segmente mit dem geringsten Abstand zum Rand bevorzugen und aus diesendas endg�ultige Segment mittels eines zus�atzli
hen Kriteriums selektieren.Sol
he Eigens
haften k�onnen sein:� minimale L�ange des Segments� minimaler Winkel zu einem der Na
hbar-Segmente� minimale L�ange des Segments multipliziert mit dem minimalen Winkel zueinem der Na
hbar-Segmente.Der Abstand zum Rand bindet st�arker als eine der drei obigen Eigens
haften. Daherkann es dur
haus vorkommen, da� andere Segmente die gew�uns
hte Eigens
haft no
hst�arker minimieren w�urden, dur
h das Abstandskriterium aber auss
heiden.



3.2 Die Konstruktion im IR2 293.2.2 Die KonstruktionsregelnKernst�u
k der AFM sind die Konstruktionsregeln f�ur Elemente. Diese geben vor,wie ein neues Element erzeugt wird. Bei der vorliegenden Implementierung wurdeeine AFM mit drei Regeln realisiert. � bezei
hnet den kleineren der beiden Winkelzu den Na
hbarsegmenten aus der Front.� � < �2 : Regel 1 (Abbildung 3.4)Aus den existierenden Segmenten s2 und s3, sowie aus dem neu zu erzeugendenSegment s5 wird ein neues Element geformt. Dana
h werden s2 und s3 aus derFront entfernt und s5 hinzugef�ugt.
s 2 s 3

s 4s 1 s 5

α

Abbildung 3.4: Regel 1� �2 � � � 2�3 : Regel 2 (Abbildung 3.5)Segment s6 halbiert �, hat die L�angel(s6) = 2l(s2) + 2l(s3) + l(s1) + l(s4)6und wird zur Erzeugung zweier neuer Dreie
ke s2, s6, s5 und s6, s3, s7 benutzt.Falls � oder 
 < �5 , wird Regel 1 angewandt. Bei �5 handelt es si
h um einenempiris
h gew�ahlten Wert.Die Segmente s2 und s3 werden in der Front dur
h s5 und s7 ersetzt.
s 1 s 4

s 3

s 5

s 2

s 6

s 7

β

α

γ

Abbildung 3.5: Regel 2



30 Die Advan
ing-Front-Methode� 2�3 < �: Regel 3 (Abbildung 3.6)Auf Segment s2 wird mit den neuen Segmenten s4 und s5 ein glei
hseitigesDreie
k aufgesetzt. s2 wird aus der Front entfernt, s4 und s5 hinzugef�ugt.
s 2

s 3s 1

s 4 s 5

α

Abbildung 3.6: Regel 3Bei allen Regeln mu� gepr�uft werden, ob ein neues Segment ein bereits existierendess
hneidet bzw. ob ein neu erzeugter Punkt no
h innerhalb der aktuellen Front liegt.Des weiteren ist au
h hier auf die korrekte Orientierung der Front zu a
hten.3.3 AnmerkungenEin gro�er Vorteil der AFM ist die gute Anpa�barkeit an besondere Anforderun-gen. Beispielsweise k�onnen lei
ht ni
htsimpliziale Triangulierungen mit Viere
ksele-menten oder gemis
hten Elementen erzeugt werden. In [17℄ wird ein komplexeresRegelwerk bes
hrieben, das auf einer abstrakten Spei
herung der Regeln basiert.Die AFM ist ein \naives" Verfahren: Von der Front ausgehend werden lokal Ele-mente eingef�ugt, ohne R�u
ksi
ht auf globale Gegebenheiten des Gebiets zu legen.So kann die Anzahl der Simplizes der resultierenden Triangulierung im voraus ni
htangegeben werden.Die oben vorgestellten Regeln bereiten Probleme, wenn die Front zusammenw�a
hst,da bei der Erzeugung neuer Punkte vorhandene ni
ht ber�u
ksi
htigt werden. Dur
hdieses Vorgehen ist die Generierung oft au
h erfolglos. Indem man in der Umgebungeines zu erzeugenden Punktes na
h existierenden su
ht und diese na
h M�ogli
hkeitnutzt, wird sowohl die Qualit�at der resultierenden Triangulierung als au
h die Er-folgsquote verbessert. Ein weiterer positiver Nebene�ekt dieses \S
hnappens" ist,da� erst mit dieser Erweiterung Gebiete mit L�o
hern behandelt werden k�onnen. Je-do
h wird die Implementierung dur
h das mit dem S
hnappen verbundene Splittender Front in Teilfronten ers
hwert.Dur
h glei
hm�a�ig auf dem Rand des Gebiets verteilte Punkte werden im allgemei-nen die besten, glei
hm�a�igsten Triangulierungen errei
ht.



3.3 Anmerkungen 31Das gr�o�te Problem bei dieser Methode ist die fehlende theoretis
he Absi
herung;die Konstruktionsregeln und die Auswahlverfahren f�ur das Basissegment sind reinheuristis
h gew�ahlt.Trotz allem k�onnen mit dieser Methode | insbesondere in Verbindung mit Gl�attern| sehr gute Resultate erzielt werden. Siehe dazu Kapitel 10.
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Kapitel 4Die Delaunay-MethodeBei der Delaunay-Methode gibt es keine vorges
hriebenen Wege, wie eine Triangu-lierung konstruiert werden mu�. Es wird ledigli
h ein Kriterium f�ur die Lage derSimplizes der Triangulierung bez�ugli
h ihrer Na
hbarn vorgegeben. Eine ausf�uhrli-
here Behandlung der Delaunay-Methode kann [18℄ entnommen werden.4.1 De�nitionenIn diesem Abs
hnitt sollen vorab Element-Mengen vorgestellt werden, die zur Kon-struktion einer Delaunay-Triangulierung n�otig und hilfrei
h sind.Im folgenden bezei
hnet Tr eine Triangulierung, P einen Punkt, der, wenn ni
htanders angegeben, kein E
kpunkt eines Elements in Tr ist. T ist ein Element aus Trund �T dessen Umkreis.De�nition 4.1 (Delaunay-Kriterium)Sei Tr eine Triangulierung von 
 � IRn. Dann ist das Delaunay-Kriterium erf�ullt,falls im Inneren des Umkreises eines jeden Simplexes von Tr kein Punkt der Trian-gulierung enthalten ist.
P

T

Abbildung 4.1: Verletzung des Delaunay-Kriteriums



34 Die Delaunay-MethodeDas Delaunay-Kriterium ist bei der Erzeugung von Triangulierungen �au�erst n�utz-li
h. Es wird von der resultierenden Triangulierung im allgemeinen jedo
h ni
hterf�ullt werden Dieser E�ekt tritt dur
h Rundungsfehler und unpassende Rand-Segmente auf (siehe Abs
hnitt 4.6).De�nition 4.2Sei P ein Knotenpunkt aus Tr. Dann ist der Pat
h PP von P die Menge allerElemente aus Tr, die P als Knoten haben.De�nition 4.3Unter der Cavity eines Punktes P versteht man die Menge aller Elemente in Tr,deren Umkreis P enth�alt.De�nition 4.4Die Pipe eines Segments S mit Endpunkten aus Tr (d. h. die Endpunkte des Segmentssind in Tr enthalten) ist de�niert als die Menge aller Simplizes aus Tr, die mindestensein Randsimplex haben, das von S ges
hnitten wird.De�nition 4.5Sei 
ir
um
enterT der Umkreismittelpunkt eines Simplexes T und �T dessen Um-kreisradius.Das Verh�altnis �(P; T ) := dist(P;
ir
um
enterT )�T wird als Delaunay-Ma� des PunktesP bez�ugli
h des Elements T bezei
hnet.De�nition 4.6Eine Menge von Punkten in zwei Dimensionen be�nden si
h in einer allgemeinenLage, falls es keine drei kolineare oder vier kozyklis
he Punkte gibt.4.2 Voronoi-DiagrammeDe�nition 4.7 (Voronoi-Diagramm)Sei S eine Menge von Punkten Pi, i = 1; : : : ; k in n Dimensionen.Das Voronoi-Diagramm von S ist die Menge der Zellen Vi, f�ur die giltVi = fP j dist(P; Pi) � dist(P; Pj); 8j 6= igwobei dist(:; :) den euklids
hen Abstand zwis
hen zwei Punkten bezei
hnet.Eine Voronoi-Zelle ist also die Menge aller Punkte der konvexen H�ulle von S, dien�aher an Pi ist als an jedem anderen Punkt aus S. Die Vi's sind o�ene, ni
ht�uberlap-pende, konvexe Polygone (in zwei Dimensionen oder n-Polytope in n Dimensionen).Die Konstruktion einer Delaunay-Triangulierung h�angt eng mit dem Voronoi-Dia-gramm zusammen. Die Konstruktion einer Delaunay-Triangulierung der konvexenH�ulle dieser Punkte kann als Gegenst�u
k zu dem Voronoi-Diagramm von S ver-vollst�andigt werden.



4.2 Voronoi-Diagramme 354.2.1 Von Voronoi zu DelaunayLaut De�nition ist jede Zelle Vi eine ni
ht-leere Menge und genau einem Punkt aus Szugeordnet. Zu diesen Zellen kann das Gegenst�u
k gebildet werden, das dann genaudie Delaunay-konforme Triangulierung ergibt. In zwei Dimensionen halbieren die\Zellw�ande" die Stre
ke zwis
hen den Knotenpunkten zweier bena
hbarter Zellenund damit die Segmente der Triangulierung, denn verbindet man die Knotenpunkteder bena
hbarten Zellen, so ergibt si
h die Delaunay-Triangulierung.Die Zellw�ande stehen in jeder Dimension n genau orthogonal auf den (n � 1)-Randsimplizes der Delaunay-Elemente.

Abbildung 4.2:Voronoi-Diagramm f�ur einQuadrat Abbildung 4.3:Voronoi-Diagramm f�ur einQuadrat mit zugeh�origerDelaunay-Triangulierung
4.2.2 Die Eindeutigkeit der Delaunay-TriangulierungIn den f�ur uns interessanten F�allen von zwei oder drei Dimensionen ist | f�ur einebeliebige Punktmenge, deren Elemente si
h in allgemeiner Lage be�nden | das zumVoronoi-Diagramm duale Gegenst�u
k die Delaunay-Triangulierung der zugeh�origenkonvexen H�ulle. Dar�uber hinaus ist diese Triangulierung eindeutig und besteht nuraus Dreie
ks- oder Tetraeder-Elementen (n = 2; 3). Ist die Voraussetzung der all-gemeinen Lage verletzt, besteht die Triangulierung ni
ht nur aus Simplizes. Im 2-dimensionalen Fall w�aren dann no
h Viere
kselemente enthalten. Sol
he Elementek�onnen aber problemlos mit Dreie
ken ausgef�ullt werden. Die so resultierende Tri-angulierung wird au
h als Delaunay-Triangulierung TDel bezei
hnet.



36 Die Delaunay-Methode4.3 Das Delaunay-LemmaLemma 4.1Sei T eine gegebene, beliebige Triangulierung der konvexen H�ulle einer Menge S vonPunkten. Falls f�ur alle Paare bena
hbarter Simplizes aus T das Delaunay-Kriteriumgilt, dann gilt das Kriterium global und T ist eine Delaunay-Triangulierung.Beweis: Betra
hte ein Paar von Simplizes TP und TQ aus T , die eine (n � 1)-dimensionale Seite S gemeinsam haben. P bzw. Q sei der Punkt von TP bzw. TQder ni
ht auf S liegt. Dann giltQ 62 �TP , P 62 �TQwobei �TP den Umkreis des Simplexes TP bezei
hnet. Diese Eigens
haft wird alsSymmetrie des Delaunay-Kriteriums bezei
hnet.HTP (bzw. HTQ) bezei
hne die Halb-Ebene, die P (bzw. Q) beinhaltet, bes
hr�anktdur
h die Hyperebene, die dur
h das gemeinsame Segment S gegeben wird.Sei nun Q 62 �TP . Dann gilt bei Betra
htung des Simplex-Paares TP und TQ�TP \HTQ � �TQ \HTQ (4.1)und entspre
hend �TQ \HTP � �TP \HTP :
BQ

BP

Q

P

S

H
H

T

T

T

T

P

Q

P

QAbbildung 4.4: Umkreise und HyperebeneNehmen wir nun an, das Delaunay-Kriterium sei f�ur alle Paare bena
hbarter Sim-plizes erf�ullt. Weiter existiere ein Punkt Pk in der Triangulierung, der im Umkreis



4.4 Inkrementelle Methode und Delaunay-Kern 37eines Simplexes liegt, dessen Na
hbar-Simplizes Pk ni
ht als Knoten enthalten. Die-ses Simplex sei T0. G bezei
hne den S
hwerpunkt von T0, SGPk die Stre
ke GPk. DieseStre
ke verbindet die Simplizes T0 und Tk (eines der Simplizes des Pat
hes von Pk)und s
hneidet die (n� 1)-dimensionalen Seiten mehrerer Simplizes T0; T1; : : : ; Tk. �ibezei
hne nun vereinfa
hend den Umkreis eines Simplexes Ti.
P1

P2

kP =P

P3

H2H1

H3

H4

SGP
k

T0

T1

T2

T3

T4 Tk=

G

Abbildung 4.5: Konstruktion der SimplizesNa
h Voraussetzung gilt Pk 2 �0:Da Tk�1 und Tk bena
hbart sind, gilt f�ur sie na
h Voraussetzung das Delaunay-Kriterium und somit Pk 62 �k�1:Die Simplizes Ti seien sortiert von T0; : : : ; Tk. Sei Pi der Knoten in Ti, der ni
htzu Ti�1 geh�ort und sei Hi die Halbebene, die Ti enth�alt, ni
ht aber Ti�1. Na
hKonstruktion gilt Pk 2 Hi f�ur i 2 1; : : : ; k.Sei i 2 f1; : : : ; k � 1g so gew�ahlt, da� Pk 2 �i gilt. Da Pk 2 Hi+1 und mit (4.1)�i \Hi+1 � �i+1 \Hi+1 (4.2)erf�ullt sind, folgt Pk 2 �i+1. Da jedo
h Pk 2 �0 vorausgesetzt wurde, gilt Pk 2 �k�1,wodur
h das Delaunay-Kriterium f�ur die bena
hbarten Simplizes Tk und Tk�1 ver-letzt wird, da Pk Knotenpunkt von Tk ist. �4.4 Inkrementelle Methode und Delaunay-KernEine Delaunay-Triangulierung kann auf unters
hiedli
he Arten konstruiert werden.Ein Weg ist die Nutzung der Dualit�at zwis
hen dem Voronoi-Diagramm und der



38 Die Delaunay-MethodeDelaunay-Triangulierung. Ein weiterer ist die inkrementelle Methode, die im folgen-den benutzt wird.Seien Ti die Delaunay-Triangulierungen der konvexen H�ulle der ersten i-Punkte ausS. Wir betra
hten den i+1-ten Punkt aus dieser Menge, der mit P bezei
hnet wird.Das Ziel der inkrementellen Methode ist es Ti+1 | die Triangulierung, die P alsKnoten enth�alt | aus Ti zu erhalten. Zu diesem Zwe
k wird der Delaunay-Kerneingef�uhrt.De�nition 4.8Unter dem Delaunay-Kern versteht man die FunktionTi+1 = Ti � CP + PP (4.3)wobei CP die Cavity des einzuf�ugenden Punktes P und PP die Menge aller Elemente,die dur
h Verbinden von P mit allen Randpunkten von CP entstehen, bezei
hnet.
P

P

P

Abbildung 4.6: Die S
hritte des Delaunay-KernsBemerkung 4.1Der Delaunay-Kern ist in Abbildung 4.6 dargestellt. PP ist der Pat
h des PunktesP , na
hdem er in die Triangulierung eingef�ugt wurde. �



4.4 Inkrementelle Methode und Delaunay-Kern 39Bemerkung 4.2Es gibt zwei M�ogli
hkeiten f�ur die Lage von P bez�ugli
h der Triangulierung Ti,entweder P liegt inner- oder au�erhalb von Ti. Im folgenden soll nur der erste Fallbetra
htet werden. Dies bedeutet keine Eins
hr�ankung, da die erste TriangulierungT0 aus den Randpunkten lei
ht von Hand erzeugt werden kann. Im 2-dimensionalenFall besteht T0 aus vier Knoten und zwei Dreie
ken. Diese vier Punkte werden sogew�ahlt, da� S komplett innerhalb von T0 liegt.Satz 4.1Sei Ti eine Delaunay-Triangulierung der konvexen H�ulle der ersten i Punkte einerMenge S. Dann ist Ti+1 eine Delaunay-Triangulierung dieser H�ulle, die P | deni + 1-ten Punkt aus S | als Knotenpunkt enth�alt.Beweis: Die Triangulierung des Komplements der Cavity CP bleibt unver�andert,und da P au�erhalb der Umkreise aller Elemente aus Ti liegt, bleibt das Delaunay-Kriterium f�ur diese Menge von Elementen erhalten.Nun soll gezeigt werden, da� die einzige M�ogli
hkeit einer Delaunay-Triangulierungvon CP , die P enth�alt, der Pat
h von P ist.Zun�a
hst wird vorausgesetzt, da� si
h die Punkte aus S in allgemeiner Lage be�n-den. Mit neuer Triangulierung wird die Triangulierung der Cavity CP bezei
hnet,na
hdem P eingef�ugt wurde.Sei T ein Simplex aus der neuen Triangulierung, das P ni
ht als Knoten hat. LautKonstruktion gilt T 2 CP , da die Punkte aus Ti+1 in allgemeiner Lage sind. Dadur
hist die Triangulierung der Cavity eindeutig. Dies ist eine Folge der Dualit�at zwis
henVoronoi-Diagramm und Delaunay-Triangulierung. Daher verletzt T das Delaunay-Kriterium. Da Ci+1 eindeutig ist, mu� also jedes Element der neuen TriangulierungP als Knoten enthalten. Folgli
h ist die neue Triangulierung von CP der Pat
h PPvon P .Liegen die Punkte aus S beliebig, wird wiederum angenommen, es gebe ein SimplexT aus der neuen Triangulierung, das P ni
ht als Knoten enth�alt. Dann gibt es inCP ein oder mehrere Simplizes, deren Umkreis identis
h zu dem von T ist. Folgli
hverletzt T das Delaunay-Kriterium, was wie oben zum gew�uns
hten Ergebnis f�uhrt.�Die Cavity ist bez�ugli
h P sternf�ormig. Dur
h diese Eigens
haft ist si
hergestellt,da� die resultierende Triangulierung konform ist.Die Delaunay-Triangulierung der konvexen H�ulle von S wird also dadur
h errei
ht,da� jeder Punkt aus S mittels des Delaunay-Kerns in die Triangulierung eingef�ugtwird. Dieser Proze� wird | wie in Bemerkung 4.2 bes
hrieben | mit einer Anfangs-triangulierung initiert, die S komplett �uberde
kt.



40 Die Delaunay-Methode4.5 �Uberf�uhrung in eine Delaunay-TriangulierungDas Ergebnis dieses Abs
hnitts gilt nur in zwei Dimensionen. Edge-Swapping istein topologis
her Vorgang, der zwei Simplizes mit einem gemeinsamen Segment,deren Vereinigung konvex ist, dahingehend manipuliert, da� das gemeinsame Seg-ment \herumgeklappt" wird (Abbildung 4.7). Dur
h no
hmalige Anwendung auf dieerzeugten Dreie
ke werden die urspr�ungli
hen Simplizes wiederhergestellt.
Abbildung 4.7: Edge-SwappingSatz 4.2Sei T1 eine beliebige Triangulierung der konvexen H�ulle einer Punktmenge S. DieDelaunay-Triangulierung TDel von S kann aus T1 dur
h Edge-Swapping erhaltenwerden.Beweis: Es ist grunds�atzli
h m�ogli
h, bei zwei bena
hbarten Dreie
ken, die dasDelaunay-Kriterium verletzen, das gemeinsame Segment zu swappen, da diese not-wendigerweise ein konvexes Polygon formen. Na
h dem Swappen ist das Delaunay-Kriterium jedo
h erf�ullt.Daher besteht der gesamte Vorgang darin, den obigen Proze� �uberall dort anzu-wenden, wo das Delaunay-Kriterium verletzt ist. Aus Lemma 4.1 ergibt si
h dasgew�uns
hte Ergebnis. �Satz 4.3Sei S eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage. Sei T1 eine beliebige Triangu-lierung der konvexen H�ulle von S. Jede beliebige andere Triangulierung T2 von Skann aus T1 dur
h Edge-Swapping erhalten werden.Beweis: Wir benutzen Satz 4.2, um aus der gegebenen Triangulierung T1 eineDelaunay-Triangulierung TDel zu erhalten. Dana
h benutzen wir denselben Satz inder anderen Ri
htung, um TDel in T2 zu wandeln. Das ist m�ogli
h, da Edge-Swappingein reversibler Vorgang ist. �Dieses Ergebnis wird sp�ater benutzt werden, um Nebenbedingungen f�ur eine Delau-nay Triangulierung in zwei Dimensionen zu konstruieren. Die obigen S�atze wurdenbislang no
h ni
ht auf drei Dimensionen ausgeweitet.



4.6 Nebenbedingungen 414.6 NebenbedingungenIn den vorigen Abs
hnitten war immer die Rede von einer Triangulierung der kon-vexen H�ulle einer Menge von Punkten. Ziel ist aber eine Triangulierung eines ge-gebenen Gebietes 
 � IRn. Es kann dabei vorkommen, da� der Rand von 
 ni
htals (n� 1)-Simplex eines Elements T 2 T in T enthalten ist. Die Einhaltung diesesRandes wird als Erf�ullung von Nebenbedingungen formuliert.4.6.1 De�nitionen zu den NebenbedingungenDe�nition 4.9 (Delaunay-Triangulierung mit Nebenbedingung)Sei Const eine Menge von (n � 1)-Simplizes im IRn. Dann erf�ullt eine Delaunay-Triangulierung Tr die Nebenbedingungen Const, falls s�amtli
he Segmente aus Constin Tr enthalten sind.Abbildung 4.8 illustriert das Problem von ni
hterf�ullten Nebenbedingungen f�ur einkonkaves Gebiet. Die na
h innen geri
hteten Randsegmente werden von der zugeh�ori-gen Triangulierung ni
ht eingehalten.

Abbildung 4.8: Ni
hteingehaltene NebenbedingungenEs kann au
h vorkommen, da� eine vorgegebene Menge Const keine Triangulierungzul�a�t, die �uberall das Delaunay-Kriterium einh�alt. F�ur sol
h einen Fall gibt es meh-rere M�ogli
hkeiten, die eine existierende Triangulierung manipulieren, um die Ne-benbedingungen zu erf�ullen. Die resultierende Triangulierung erf�ullt das Delaunay-Kriterium im allgemeinen jedo
h ni
ht mehr.



42 Die Delaunay-MethodeDe�nition 4.10 (exaktes Einhalten der Nebenbedingungen)Eine gegebene Triangulierung Tr erf�ullt die Nebenbedingungen Const exakt, falls jedesElement S 2 Const Randsimplex eines Elements T 2 Tr ist.De�nition 4.11 (s
hwa
hes Einhalten der Nebenbedingungen)Eine Triangulierung Tr erf�ullt die Nebenbedingungen Const s
hwa
h, falls jedes Ele-ment S 2 Const in Tr exakt oder als Vereinigung mehrerer Randsimplizes enthaltenist.Die Abbildungen 4.9{4.11 verans
hauli
hen diese De�nitionen. Abbildung 4.10 erf�ulltdie Nebenbedingungen aus Abbildung 4.9 exakt, w�ahrend in Abbildung 4.11 einSegment dur
h zwei k�urzere ersetzt wurde. Sie zeigen au
h, da� die vorgegebenenNebenbedingungen ni
ht auf den Rand des Gebietes bes
hr�ankt sind, sondern au
h(n� 1)-Simplizes im Inneren vors
hreiben k�onnen.

Abbildung 4.9: vorgegebeneNebenbedingungen

Abbildung 4.10: exaktesEinhalten derNebenbedingungen Abbildung 4.11: s
hwa
hesEinhalten derNebenbedingungenIn den folgenden Abs
hnitten wird auss
hlie�li
h der 2-dimensionale Fall untersu
ht.Dabei wird vorausgesetzt, da� kein Punkt der Triangulierung auf einem o�enenSegment aus Const liegt.



4.6 Nebenbedingungen 434.6.2 Manipulation der NebenbedingungenSei T eine Triangulierung, die die gegebenen Nebenbedingungen Const ni
ht kom-plett erf�ullt. Ziel ist eine Triangulierung, die Const s
hwa
h | d.h. na
h De�nition4.11 | erf�ullt.Die Grundidee besteht darin, jedes Dreie
k der Pipe (De�nition 4.4) eines ni
hteingehaltenen Segments aus Const S wie in Abbildung 4.12 derart umzu�andern, da�das gew�uns
hte Segment in der Triangulierung enthalten ist.
A

B
P3P1 P2

P4 P5A
BAbbildung 4.12: Manipulation der NebenbedingungenDer folgende Algorithmus erzwingt eine fehlende Nebenbedingung S 2 Const, daszwei Punkte A und B miteinander verbindet:� Bilde die Pipe BS des Segments S. Die Punkte A und B sind in T enthalten.� Finde die k S
hnittpunkte P1; : : : ; Pk von S und alle inneren Segmente derPipe BS.� F�uge die Segmente AP1; P1P2; : : : ; PkB in die Triangulierung ein.� Bilde Dreie
ke so, da� die obige Liste von Segmenten in der Triangulierungerhalten bleibt.4.6.3 Erzwingen der Nebenbedingungen dur
h Edge-Swap-pingEs wurde bereits in Satz 4.3 gezeigt, da� eine beliebige Triangulierung aus einerweiteren, aus den selben Punkten bestehenden, erhalten werden kann. Dieses Re-sultat soll nun dazu verwendet werden, die fehlenden Segmente der Triangulierungherzustellen. Die resultierende Triangulierung wird De�nition 4.10 erf�ullen.Sei S 2 Const eine fehlende Nebenbedingung einer Triangulierung T ; seien A undB die Endpunkte von S.� Bilde die Pipe BS des Segments S.� Wende wiederholt Edge-Swapping bei jedem inneren Segment aus BS an, bisdas gew�uns
hte Resultat errei
ht ist. Hierbei ist darauf zu a
hten, da� eineEndloss
hleife vermieden wird. Das kann dur
h zuf�alliges Ausw�ahlen eines Seg-ments ges
hehen. Die Pipe mu� na
h jedem Swap-Vorgang erneuert werden,oder zumindest das neue Segment eingetragen und das alte gel�os
ht werden.



44 Die Delaunay-MethodeDieser Algorithmus l�a�t si
h in endli
h vielen S
hritten ausf�uhren, da eine L�osungna
h Satz 4.2 existiert. Abbildung 4.13 stellt sol
h einen Vorgang dar.
A B A B

A B A B

A BAbbildung 4.13: Erzwingen einer Nebenbedingung dur
h Edge-Swapping.4.7 Die Erzeugung der leeren TriangulierungWie in Bemerkung 4.2 bes
hrieben wird das gegebene Gebiet in ein Re
hte
k ein-gebettet und eine Triangulierung aus zwei Elementen erzeugt. In diese Triangulie-rung werden dann sukzessive alle gegebenen Punkte mittels des Delaunay-Kernseingef�ugt. Na
hdem alle Punkte in der Triangulierung enthalten sind, wird dur
hdie in Abs
hnitt 4.6 vorgestellten Te
hniken der Rand des gew�uns
hten Gebieteshergestellt. Die Dreie
ke au�erhalb des Gebietes k�onnen dann erkannt und entferntwerden. Die na
h diesem S
hritt erhaltene Triangulierung wird die leere Triangu-lierung genannt. Dieser Begri� wurde so gew�ahlt, da im inneren des Gebietes no
hkeine Punkte eingef�ugt wurden, das Gebiet also no
h \leer" ist.Die �au�eren Elemente k�onnen mit dem folgenden Algorithmus dur
h Einf�arben er-kannt werden. Bezei
hne dabei TBox die Triangulierung des Gebietes und des um-gebenden Re
hte
ks.1. Weise allen Elementen von TBox den Wert �1 zu und initialisiere 
 = 0.2. Su
he ein Element aus TBox, das einen Randpunkt von TBox als Knoten hat.Dieses Element bekommt den Wert 
 zugewiesen.3. Besu
he die Na
hbarn des aktuellen Elements.



4.8 Generierung der inneren Punkte 45� Falls das errei
hte Element einen Wert unglei
h �1 hat, gehe zu (3)� Falls das errei
hte Element ohne ein Rand-Segment zu �uberqueren er-rei
ht wurde, weise diesem den Wert 
 zu und gehe zu (3)� Falls das �uberquerte Segment zum Rand geh�ort, gehe zu (3)4. Setze 
 := 
+ 1 und gehe zu (3), solange, bis kein Element mit dem Wert �1existiert.Der Algorithmus su
ht zusammenh�angende Komponenten des Gebietes, und weistallen Komponenten Werte zu, gerade falls au�erhalb, ungerade falls innerhalb. Fallsder Rand ni
ht ges
hlossen ist, haben am Ende alle Elemente den Wert 0.

Abbildung 4.14: Leere TriangulierungDas Entfernen der unn�otigen Dreie
ke �ndet jedo
h no
h ni
ht zu diesem Zeitpunktstatt, da dadur
h die Konvexit�at der Triangulierung verloren ginge. Statt dessenwerden die �au�eren Dreie
ke erst dann entfernt, na
hdem alle Punkte innerhalb desGebietes generiert wurden.4.8 Generierung der inneren PunkteEine der n�utzli
hsten Eigens
haften dieser Triangulierungs-Generierungsmethodeist, da� zuerst die leere Triangulierung, und erst dann die inneren Punkte erzeugtwerden. Das hat den Vorteil, da� eine Triangulierung bekannt ist, die dur
h Einf�ugenvon Punkten verbessert werden soll. So kann man lei
ht feststellen, ob ein neu ein-zuf�ugender Punkt zu nahe an einem bereits existierenden liegt.4.8.1 Erzeugung entlang der KantenDie inneren Punkte werden in diesem Fall mit dem Ziel m�ogli
hst glei
hlanger Kan-ten auf die bereits existierenden Kanten gelegt. Dabei werden zuerst alle Punktebere
hnet, und dann einer na
h dem andern mit dem Delaunay-Kern in die Trian-gulierung eingef�ugt. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis keine Kante in derTriangulierung mehr unterteilt werden kann.
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Abbildung 4.15: Einf�ugen von Punkten entlang der KantenDer hier vorliegende klassis
he Fall mit m�ogli
hst glei
hlangen Kanten erlaubt es,eine arithmetis
he Punktverteilung auf den Kanten vorzunehmen. Jedem Punkt inder Triangulierung Tl (na
h dem iterativen S
hritt l, T0 ist die leere Triangulierung)wird ein Wert hlo
 | die S
hrittweite | zugewiesen. Dieser Wert gibt die gew�uns
hteL�ange der von diesem Punkt ausgehenden Kanten an. Er kann dur
h die mittlereL�ange seiner bereits existierenden Kanten initialisiert werden.Sei S mit den Endpunkten A und B ein Segment aus Tl, des weiteren� h(0) = hlo
(A) die mit A verbundene S
hrittweite,� h(n+ 1) = hlo
(B) die mit B verbundene S
hrittweite.n+ 1 ist die Anzahl der zu erzeugenden Punkte. Man kann also eine Folge �i8<: �0 = h(0) + r�n = h(n + 1)� r�i = dist(Pi; Pi+1) (4.4)de�nieren, wobei die �i die Positionen der neuen Punkte auf der Kante �uber ih-re Abst�ande zueinander angeben. dist(P1; P2) ist der euklidis
he Abstand zweierPunkte P1 und P2, r gibt die Di
hte der Verteilung an.Zur Bestimmung von (4.4) mu� das System8<: nPi=0�i = dist(A;B)�i+1 = �i + r



4.9 Der Algorithmus im �Uberbli
k 47gel�ost werden; hier gibt d die L�ange des Segments S an. Daraus ergibt si
hn = 2dist(A;B)h(0) + h(n+ 1) � 1;und r = h(n + 1)� h(0)n+ 2 :Da n ganzzahlig sein mu�, wird n zuerst gerundet und dann daraus r bere
hnet.Die S
hrittweite der neuen Punkte ist r. Die so erhaltenen Punkte werden ni
htsofort in die Triangulierung eingef�ugt, sondern erst na
hdem alle bere
hnet wurden,ge�ltert und dann mittels des Delaunay-Kerns eingebunden. Filtern hei�t in diesemZusammenhang, da� kein Punkt zu nah an einem bereits in der Triangulierungbe�ndli
hen oder einem anderen neuen liegen darf. Sol
he Punkte werden einfa
hni
ht eingef�ugt.4.9 Der Algorithmus im �Uberbli
k1. Vorbereitung:� Eins
hlu� des Gebietes in ein Re
hte
k.� Generierung einer Triangulierung aus zwei Elementen des Re
hte
ks.2. Konstruktion der Triangulierung innerhalb des Re
hte
ks:� Einf�ugen der vorgegebenen Punkte.3. Generierung der inneren Punkte:� Su
he na
h ni
ht vorhandenen, aber gew�uns
hten Segmenten.� Erzwingen dieser Segmente.� Su
he na
h den Zusammenhangskomponenten des Gebietes.� Untersu
hung der inneren Kanten.� Einf�ugen von Knoten entlang dieser Kanten mittels des Delaunay-Kerns.� Solange Punkte eingef�ugt wurden, gehe zu (3)4. De�nition des Gebietes:� Entfernen aller Elemente au�erhalb des Gebietes.4.10 Alternative MethodenDer Delaunay-Kern ist ni
ht der einzige Weg, eine Delaunay-Triangulierung zu er-halten. Der Sweeping-Algorithmus und eine Divide- and Conquer-Te
hnik werdenin [18℄ vorgestellt. Hier soll auf diese Verfahren ni
ht weiter eingegangen werden.
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Kapitel 5Verbesserung der Qualit�at einerTriangulierung im IR2
Im allgemeinen ist die Qualit�at einer Triangulierung na
h der Generierung ni
ht opti-mal. Es existieren jedo
h vers
hiedene Strategien, Triangulierungen bez�ugli
h einesvorgegebenen Qualit�atskriteriums zu verbessern. Eine Auswahl dieser Strategien,die au
h unter dem Namen Gl�attungsverfahren bekannt sind, sollen nun vorgestelltwerden.Im Rahmen der dieser Arbeit zugrundeliegenden Implementierung wurden der klas-sis
he baryzentris
he Gl�atter und der Edge-Swap-Operator realisiert.5.1 Anforderungen an einen Gl�attungs-OperatorDe�nition 5.1 (zul�assiger Gl�attungsoperator)Ein Gl�attungsoperator hei�t zul�assig, falls eine konforme Triangulierung na
h An-wendung dieses Operators wieder konform ist und die resultierende Triangulierungin seiner Qualit�at verbessert wurde (d.h. das s
hle
hteste Element derjenigen, aufdie si
h der Operator auswirkt, ist na
h der Gl�attung besser als das s
hle
htesteElement vor der Anwendung).Ein unzul�assiger Operator k�onnte beispielsweise si
h �ubers
hneidende Segmente er-zeugen.5.2 Topologis
he OperatorenTopologis
he Operatoren ver�andern die Zusammenh�ange einer Triangulierung, bei-spielsweise Na
hbars
haftsinformationen, indem Objekte der Triangulierung entferntoder hinzugef�ugt werden.



50 Verbesserung der Qualit�at einer Triangulierung im IR25.2.1 Edge-SwappingEdge-Swapping wurde in Kapitel 4.5 bereits zur Einhaltung der Nebenbedingungeneiner Delaunay-Triangulierung benutzt. Der Operator kann au
h zur Verbesserungder Qualit�at einer Triangulierung verwendet werden.Der Gl�attungsproze� dur
hl�auft s�amtli
he inneren Segmente der Triangulierung undpr�uft, ob das aktuelle Segment herumgeklappt werden kann. Ist dies der Fall, mu�getestet werden, ob die beiden resultierenden Dreie
ke bez�ugli
h eines gegebenenQualit�atskriteriums eine Verbesserung zum alten Zustand darstellen. Dann kanndas Segment geswapt werden, und das n�a
hste untersu
ht werden.5.2.2 Splitten von SegmentenAuf einem Segment S, das P1 und P2 verbindet, wird ein neuer Punkt P eingef�ugtund S dur
h Segmente P1P und PP2 ersetzt. Die beiden Dreie
ke, die S als Segmenthaben, werden dur
h vier neue ersetzt.
P1

P2 P2

P1

P

Abbildung 5.1: Splitten des Segments P1P2Die Position von P kann bez�ugli
h eines beliebigen Qualit�atsma�es gew�ahlt werdenoder so, da� S halbiert wird.5.2.3 Entfernen von SegmentenSei S ein Segment, das zwei Punkte P1 und P2 verbindet. Dieses Segment soll dur
hnur einen Punkt P ersetzt werden. Einfa
he M�ogli
hkeiten f�ur die Lage von P stellenP1, P2 oder die Mitte von S dar. Abbildung 5.2 zeigt diese drei M�ogli
hkeiten.5.3 Geometris
he OperatorenGeometris
he Operatoren zei
hnen si
h dadur
h aus, da� Na
hbars
haften in derTriangulierung erhalten bleiben. Sie arbeiten im wesentli
hen mit Vers
hiebung vonKnotenpunkten.
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P1

P2

P1

P2
PAbbildung 5.2: Entfernen des Segments P1P2Das Vers
hieben eines Knotens beein
u�t nur den Knoten selbst und die Gr�o�ender Simplizes h�oherer Dimensionen, die aus diesem Knoten aufgebaut sind. So wirddie L�ange einer Stre
ke ver�andert, wenn einer ihrer Endpunkte vers
hoben wird.Der Operator versu
ht, einen Knoten P 0 optimal innerhalb des Pat
hs BP des Aus-gangspunktes P zu positionieren. Unabh�angig von der verwendeten Methode kannP 0 �uber einen Parameter ! 2 [0; 1℄ einer Relaxation unterzogen werden. Das be-deutet, da� ein zus�atzli
her Punkt P 0 eingef�uhrt wird, der als P 0 = (1� !)P + !P 0de�niert ist. Statt P 0 wird dann P 0 als Zielposition f�ur P verwendet. Dieses Vorgehenkann dabei helfen, den optimalen Punkt P 0 im Inneren von BP zu halten.5.3.1 Klassis
hes baryzentris
hes Gl�attenSeien BP der Pat
h von P und Pj die b von P vers
hiedenen Knoten aus BP . Dannsoll P im S
hwerpunkt von BP positioniert werden:P 0 = 1b bXj=1 Pj:Da BP i.a. ni
ht konvex ist, mu� si
hergestellt werden, da� P 0 im Inneren von BPliegt.Bei diesem Vorgang | der au
h als Lapla
e-Gl�atter bekannt ist | wird der Unter-s
hied der L�angen der Stre
ken, die von P ausgehen, minimiert. Dieses Verfahrenist dann geeignet, wenn keine Gr�o�envorgaben an die einzelnen Elemente der Tri-angulierung gestellt werden. Andernfalls m�ussen Gewi
hte eingef�uhrt werden.



52 Verbesserung der Qualit�at einer Triangulierung im IR25.3.2 Gewi
htetes baryzentris
hes Gl�attenSeien P , BP , Pj und b de�niert wie in Abs
hnitt 5.3.1. Jedem Punkt Pj sei einGewi
ht �j zugeordnet. Dann ist P 0 = bPj=1�jPjbPj=1�jeine weitere M�ogli
hkeit f�ur baryzentris
hes Gl�atten. F�ur die Wahl der �j stehenviele Varianten zur Verf�ugung. Falls f�ur jeden Punkt eine Wuns
hgr�o�e vorgegebenist, w�are � = 1h2j mit hj als dem Mittel der Gr�o�envorgaben von P und Pj denkbar.5.4 Globale Anwendung eines lokalen Gl�attersDie bisher vorgestellten Verfahren sind in ihrer Auswirkung auf einen lokalen Be-rei
h bes
hr�ankt. Um die gesamte Triangulierung zu verbessern ist es n�otig, dieOperatoren wiederholt auf alle in Frage kommenden Grundobjekte anzuwenden.Die Wiederholungen werden dur
h Auswirkungen der Gl�attung von Na
hbarobjek-ten notwendig. Beispielsweise wird der Pat
h eines Punktes P dur
h Edge-Swappingeines seiner Segmente ver�andert, was eine neue Situation beim Vers
hieben vonKnoten bedeutet. Damit die Wiederholungen ni
ht ausarten, kann die Anzahl derDur
hl�aufe bes
hr�ankt werden.Ein lokaler Operator wird zuerst simuliert, und ausgehend von den Ergebnissen derSimulation wird ents
hieden, ob er au
h wirkli
h ausgef�uhrt werden soll.5.5 Verbesserung im IR3Von den vorgestellten Verfahren kommen ledigli
h die geometris
hen f�ur eine Ver-besserung von Triangulierungen im IR3 in Frage. Eine ausf�uhrli
he Darstellung vonVerfahren kann [18℄ entnommen werden.
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Kapitel 6Grundlagen der VerfeinerungZiel der numeris
hen L�osung von partiellen Di�erentialglei
hungen ist es, L�osungeninnerhalb vorgegebener Fehlertoleranzen zu �nden. Triangulierungen, die dur
h diein den bisherigen Kapiteln vorgestellten Verfahren generiert wurden, sind ledigli
hals Ausgangstriangulierungen zu verstehen und f�uhren im allgemeinen zu L�osungen,die diese Bedingung ni
ht erf�ullen. Um innerhalb dieser Toleranzen zu bleiben, kannentweder eine global feinere Triangulierung erzeugt oder die Ausgangstriangulierungadaptiv verfeinert werden. Die erste dieser beiden Methoden ist bez�ugli
h Re
henzeitund Spei
herbedarf sehr aufwendig.Der zweite Teil der Arbeit behandelt die adaptive Verfeinerung einzelner Simpli-zes einer Triangulierung. Zur Auswahl dieser Simplizes existieren unters
hiedli
heFehlers
h�atzer [20℄.Dieses einf�uhrende Kapitel stellt einige grundlegende Begri�e vor, die im folgendenzur Verfeinerung einer Triangulierung ben�otigt werden. Kapitel 7 stellt eine regul�areVerfeinerungsstrategie im IR2 vor, in Kapitel 8 wird ein Teil davon f�ur den IRnverallgemeinert. Kapitel 9 geht auf die Implementierung sol
h eines Verfahrens ein.Die Ausf�uhrungen von Teil 2 beruhen im wesentli
hen auf [9℄.6.1 GrundlagenDe�nition 6.1 (dyadis
he Verfeinerung eines Simplexes)Sei T ein ni
htentartetes Simplex im IRn. Eine Triangulierung S(T ) hei�t dyadi-s
he Verfeinerung von T , wenn S(T ) aus mindestens zwei Elementen besteht undalle E
kpunkte der Simplizes T 0 2 S(T ) entweder mit E
kpunkten oder Kanten-mittelpunkten von T �ubereinstimmen. Au�erdem seien die E
kpunkte eines jedenT 0 2 S(T ) paarweise vers
hieden. Dann hei�t T Vater der Simplizes T 0 2 S(T ). DieT 0 werden als S�ohne von T , bzw. Br�uder der anderen Simplizes aus S(T ) bezei
hnet.Der Fall der trivialen Triangulierung S(T ) = fTg wurde in De�nition 6.1 ausge-s
hlossen, um die Vater-Sohn-Beziehung sinnvoll de�nieren zu k�onnen. Ansonsten



56 Grundlagen der Verfeinerungk�onnte der Vater mit seinem Sohn �ubereinstimmen.Bemerkung 6.1Im folgenden wird jede Verfeinerung als dyadis
h vorausgesetzt. �Dur
h die Bedingung an die E
kpunkte der S�ohne l�a�t si
h deren Volumen ab-s
h�atzen:Lemma 6.1Sei T ein ni
htentartetes Simplex im IRn und S(T ) eine Verfeinerung davon. Danngilt f�ur jeden Sohn T 0 � S(T ) die Abs
h�atzungvolT 0 � volT2n :Beweis: Der Beweis arbeitet auf dem Referenzelement T = �0; e(1); : : : ; e(n)� mitden Standardeinheitsvektoren ei; i = 1; : : : ; n des IRn. Aus Lemma 1.1 erh�alt manvolT = 1n! .Sei T 0 = �x(0); : : : ; x(n)� ein beliebiger Sohn von T , f�ur den na
h De�nition volT 0 > 0gilt. Laut Konstruktion liegen die Koordinaten der E
k- und Kantenmittelpunktevon T in der Menge �0; 12 ; 1	, folgli
h gilt dasselbe f�ur die E
kpunkte von T 0.Sei nun ~T 0 := �2x(0); : : : ; 2x(n)�. Da ~T 0 aus T 0 dur
h Skalierung mit dem Faktor 2hervorgeht, gilt vol ~T 0 = 2nvolT 0 > 0. Au�erdem besitzen die E
kpunkte von ~T 0 na
hKonstruktion ganzzahlige Koordinaten. Hieraus folgt mit Lemma 1.1 vol ~T 0 � 1n! , dadie Determinante der ganzzahligen Matrix B ~T 0 ebenfalls ganzzahlig ist. Somit gilt dieAbs
h�atzung volT 0 � 2�nn! = volT2n , und die Behauptung ist f�ur das ReferenzelementT bewiesen. F�ur ein beliebiges, ni
htentartetes Simplex im IRn folgt die Behauptungdur
h aÆne Transformation (Lemma 1.6). �Aus Lemma 6.1 folgt, da� jedes verfeinerte Simplex T � IRn h�o
hstens 2n S�ohnebesitzt, die in diesem Fall alle das Volumen volT2n haben. Sol
he maximalen Verfei-nerungen spielen aufgrund des identis
hen Volumens aller S�ohne eine wi
htige Rollebei der Formulierung eines Verfeinerungsalgorithmus.De�nition 6.2 (regul�are Verfeinerung)Eine Verfeinerung S(T ) eines Simplexes T � IRn hei�t regul�ar, wenn S(T ) ausgenau 2n S�ohnen von T besteht. Andernfalls hei�t S(T ) irregul�ar.Bisher wurden ledigli
h Verfeinerungen einzelner Simplizes betra
htet. Diese werdennun zu Verfeinerungen von Triangulierungen | also auf polyedris
hen Gebieten |zusammengefa�t. Dabei gelten bisher unverfeinerte Simplizes als regul�ar.



6.1 Grundlagen 57De�nition 6.3 (Verfeinerung einer Triangulierung)Seien T ; T 0; T 6= T 0 Triangulierungen eines polyedris
hen Gebietes 
 � IRn. Dannhei�t T 0 Verfeinerung von T , wenn f�ur jedes Element T 2 T entweder T 2 T 0gilt oder eine Teilmenge S(T ) � T 0 existiert, die Verfeinerung von T ist. Im FallT 2 T \ T 0 hei�t T beim �Ubergang von T zu T 0 unverfeinert.De�nition 6.4 (regul�are Verfeinerung von Familien von Triangulierungen)Sei 
 � IRn ein polyedris
hes Gebiet und F = (T0; : : : ; TJ) eine Familie von Trian-gulierungen von 
.Eine Triangulierung Ti 2 F wird als Level i von F bezei
hnet.F hei�t regul�ar, falls Level i+1 (i = 0; : : : ; J � 1) eine Verfeinerung von Level i ist.Als Verfeinerung eines irregul�aren Simplexes T 2 Ti ist nur eine Verfeinerung desletzten regul�aren Vorfahren T 0 2 Tj (j < i) von T erlaubt.Bemerkung 6.2Im folgenden wird f�ur eine Familie von Triangulierungen vorausgesetzt, da� sie re-gul�ar verfeinert ist. �Um irregul�are Elemente weiter verfeinern zu k�onnen, m�ussen sie dur
h regul�areersetzt werden. Das Entartungsma� f�ur eine Triangulierung aus De�nition 1.14 sollnun auf Familien von Triangulierungen ausgedehnt werden.De�nition 6.5Sei F = (T0; : : : ; TJ) eine Familie von Triangulierungen. Die Gr�o�eQF := maxT 2F QThei�t Qualit�at oder Entartungsma� von F . GiltQF <1;so hei�t F stabil.De�nition 6.6Sei 
 � IRn ein polyedris
hes Gebiet und T eine Triangulierung von 
. Dann hei�teine Verfeinerungsstrategie regul�ar, wenn dadur
h eine regul�ar verfeinerte Familievon Triangulierungen erzeugt wird.
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Kapitel 7Verfeinerung bestehenderTriangulierungen im IR2
Ziel dieses Kapitels ist es, eine Verfeinerungsstrategie f�ur Familien von Triangulie-rungen im IR2 zu pr�asentieren.7.1 Rot-Gr�un{Verfeinerung in zwei DimensionenEin Rot-Gr�un{Verfeinerungsalgorithmus ist aus drei Bestandteilen zusammenge-setzt:1. einer stabilen, regul�aren Verfeinerungsstrategie f�ur die vom Fehlers
h�atzer vor-gesehenen Verfeinerungen,2. zus�atzli
hen, irregul�aren Verfeinerungsregeln zur Konformit�atserhaltung,3. einem globalen Algorithmus, der regul�are und irregul�are Verfeinerungen sokombiniert, da� die Konformit�ats- und Stabilit�atsbedingungen glei
hzeitig er-f�ullt werden.Eine stabile, regul�are Verfeinerungsstrategie zerlegt jedes ni
htentartete SimplexT � IRn in 2n Teilsimplizes, so da� die sukzessive Anwendung dieser Strategieeine stabile Familie konformer Triangulierungen von T liefert. Diese regul�are Stra-tegie wird au
h als rote Verfeinerung bezei
hnet, die resultierenden Teilsimplizesals rote Simplizes. Die rote Verfeinerung wird auf diejenigen Simplizes angewendet,die vom Fehlers
h�atzer markiert wurden. Sie werden jedo
h au
h zum Abs
hlu� derTriangulierung T ben�otigt. Die Konformit�at wird jedo
h endg�ultig erst wieder mitirregul�aren oder gr�unen Verfeinerungen errei
ht.Sowohl die roten als au
h die gr�unen Verfeinerungsregeln bes
hreiben ledigli
h dieVerfeinerung einzelner Simplizes. Die Aufgabe des globalen Algorithmus ist es, dieroten und gr�unen Markierungen so zu kombinieren, da� die resultierende Triangulie-rung T wieder konform und stabil ist. Dabei d�urfen irregul�are Elemente ni
ht weiter



60 Verfeinerung bestehender Triangulierungen im IR2verfeinert werden, sondern m�ussen zuerst dur
h regul�are ersetzt werden. Die so er-zeugten Simplizes d�urfen weiter verfeinert werden (Abbildung 7.4 und 7.5). Dur
hdieses Vorgehen ist die Stabilit�at gew�ahrleistet.Zwei sehr beliebte Regeln f�ur den 2-dimensionalen Fall wurden von R. E. Bankin dem Code PLTMG[8℄ vorgestellt. Sie lassen si
h wie folgt bes
hreiben: Bei einerroten Verfeinerung wird ein gegebenes Dreie
k T dur
h Verbindung seiner Kan-tenmittelpunkte in vier Teildreie
ke zerlegt, die alle zueinander �ahnli
h sind (Ab-bildung 7.1). Bank verwendet nur einfa
he Bisektionen als irregul�are Verfeinerun-gen. Diese Verfeinerungen dienen auss
hlie�li
h dem gr�unen Abs
hlu� und werdenauf Dreie
ke angewandt, die selbst unverfeinert sind und genau ein rot verfeinertesNa
hbar-Dreie
k besitzen (Abbildung 7.2). Regul�are Dreie
ke, die mindestens zweirote Na
hbarn haben, oder irregul�are Dreie
ke, die mindestens einen roten Na
hbarnhaben, werden rot verfeinert (Abbildung 7.3). Dur
h die regul�are Verfeinerung vonElementen mit zwei roten Na
hbarn kann es zu Domino-E�ekten bei der Erstellungdes Abs
hlusses kommen.Es ist denkbar, die irregul�aren Regeln von Bank um eine weitere gr�une Verfeinerungzu erweitern[9℄.
Abbildung 7.1: Rote Verfeinerung

Abbildung 7.2: Abs
hlu� bei einem roten Na
hbarn
Abbildung 7.3: Abs
hlu� bei zwei roten Na
hbarnWie zuvor gesehen, d�urfen irregul�are Simplizes selbst ni
ht weiter verfeinert werden.Gr�un verfeinerte Elemente, die zur Verfeinerung vorgesehen sind, m�ussen dur
hregul�are ersetzt werden, die dann weiter verfeinert werden k�onnen (Abbildung 7.4).Das glei
he gilt, wenn ein regul�ares Na
hbardreie
k verfeinert werden soll (Abbildung7.5).
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Abbildung 7.4: Direkte Ersetzung irregul�arer Verfeinerungen
Abbildung 7.5: Indirekte Ersetzung irregul�arer VerfeinerungenDer globale Algorithmus, der die regul�aren Verfeinerungen mit dem gr�unen Abs
hlu�kombiniert, wird in Kapitel 9 vorgestellt.7.2 Weitere Verfahren im IR2Neben der oben vorgestellten Rot-Gr�un-Verfeinerungsstrategie existieren no
h einigeweitere, wie die Bisektionsverfahren von M. C. Rivara[16℄ und W. F. Mit
hell[15℄. Eine bewertende Diskussion �uber diese Verfahren wird in [9℄ gef�uhrt.
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Kapitel 8Der Algorithmus von FreudenthalIn dem vorigen Kapitel wurde ein Beispiel f�ur eine stabile Verfeinerungsstrategiein zwei Raumdimensionen vorgestellt. Es stellt si
h jedo
h die Frage, wie sol
heVerfahren in h�oheren Dimensionen aussehen. Ein Verfahren zur Verallgemeinerungder regul�aren (roten) Verfeinerung wurde von H. Freudenthal[11℄ vorges
hlagen.Im folgenden wird immer auf dem n-dimensionalen Einheitsw�urfel gearbeitet. Dieso erhaltenen Ergebnisse lassen si
h �uber aÆne Transformationen auf allgemeineSimplizes �ubertragen. Die Idee des Verfahrens ist in Abbildung 8.1 verans
hauli
ht.

Abbildung 8.1: Triangulierungen des Einheitsquadrats8.1 Die Kuhn-TriangulierungDe�nition 8.1Seien C = [0; 1℄n der Einheitsw�urfel und e(1); : : : ; e(n) die Standard-Einheitsvektorendes IRn. Weiter sei �n die Menge aller Permutationen der Zahlen f1; : : : ; ng.F�ur � 2 �n sei T� � C das SimplexT� = �x(0)� ; : : : ; x(n)� �



64 Der Algorithmus von Freudenthalmit den E
kpunktenx(0)� = (0; 0; : : : ; 0)T ; x(j)� = x(j�1)� + e(�(j)); 1 � j � n: (8.1)Dann wird die Menge K(C) = fT� j � 2 �ng als Kuhn-Triangulierung von C be-zei
hnet.Die Kuhn-Triangulierung besteht aus genau n! Simplizes T�, die alle das glei
heVolumen volT� = 1n! besitzen. Alle Simplizes T� 2 K(C) haben die E
kpunkte x(0)� =(0; 0; : : : ; 0)T und x(n)� = (1; 1; : : : ; 1)T und damit au
h die dazwis
hen liegendeKante. Abbildung 8.2 zeigt die Kuhn-Triangulierung in zwei Dimensionen.
(1,1)

(0,0)Abbildung 8.2: Triangulierung des EinheitsquadratesLemma 8.1Sei C = [0; 1℄n der Einheitsw�urfel im IRn.Dann gilt f�ur die Simplizes T� der Kuhn-Triangulierung K(C) die DarstellungT� = ~T� := �x 2 C �� 0 � x�(n) � � � � � x�(1) � 1	 ; � 2 �n: (8.2)Beweis: Sei � 2 �n beliebig und zun�a
hst x 2 T�. Mit Hilfe der baryzentris
henKoordinaten � von x bzgl. T� folgtx = nXj=0 �jx(j)� = nXj=0 �j jXk=1 e(�(k)) = nXk=1 e(�(k)) nXj=k �j: (8.3)Da die e(�(k)) die Einheitsvektoren sind, giltx�(k) = nXj=k �j; 1 � k � n:Wegen x 2 T� gilt �j � 0 und Pnj=0 �j = 1 und somit folgt f�ur 0 � j � n0 � x�(n) � � � � � x�(1) � 1 (8.4)



8.1 Die Kuhn-Triangulierung 65und somit x 2 ~T�. Damit ist T� � ~T� gezeigt.Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, es sei x 2 ~T�, d.h. f�ur die Komponentenvon x gelte (8.4). Dann setzt man�0 := 1� x�(1);�j := x�(j) � x�(j+1); 1 � j � n� 1;�n := x�(n):Damit giltPnj=0 �j = 1. Aus (8.4) folgt weiter �j � 0 f�ur 0 � j � n. Dar�uber hinausgilt nXj=k �j = x�(k); 1 � k � n;und damit dur
h Umkehrung von (8.3), da� die Zahlen �0; : : : ; �n die baryzentris
henKoordinaten von x bzgl. T� sind. Wegen �j � 0 f�ur 0 � j � n geh�ort x zu T�.Hiermit ist T = ~T gezeigt. �Lemma 8.2Sei C = [0; 1℄n und T = hx(0)� ; : : : ; x(n)� i eines der Simplizes in K(C). Weiter sei Sein (l)-Randsimplex von T�; 0 � l � n, d.h. es existieren l + 1 Indizes 0 � i0 <� � � < il � n mit S = hx(i0)� ; : : : ; x(il)� i.Dann besitzt S die DarstellungS = ~S := �x 2 T� �� x�(k) = x�(k+1) f�ur 0 � k � n; k 62 fi0; : : : ; ilg	 ; (8.5)wobei zur Vereinfa
hung der Notation x�(0) := 1 und x�(n+1) := 0 gesetzt wurde.Beweis: Sei � 2 �n und S = hx(i0)� ; : : : ; x(il)� i ein (l)-Randsimplex von T� mit0 � l � n und 0 � i0 < � � � < il � n.Sei zun�a
hst x 2 S. F�ur die baryzentris
hen Koordinaten � von x bzgl. T� gilt�j = 0; 0 � j � n; j 6= i0; : : : il: (8.6)Wie im Beweis von Lemma 8.1 giltx�(k) = nXj=k �j; 1 � k � n:Wegen x�(0) := 1 und x�(n+1) := 0 gilt diese Darstellung au
h f�ur k = 0 bzw.k = n + 1. Aus (8.6) folgt daherx�(k) = x�(k+1); 0 � k � n; k 6= i0; : : : ; il;



66 Der Algorithmus von Freudenthalund somit x 2 ~S. Da x 2 S beliebig war, ist die Inklusion S � ~S bewiesen.Sei nun x 2 ~S beliebig. Analog zum Beweis von Lemma 8.1 sind die Koordinaten �von x bzgl. T� gegeben dur
h�j := x�(j) � x�(j+1); 0 � j � n:Aus x 2 ~S folgt �j = 0 f�ur j 6= i0; : : : ; il. Folgli
h gilt x 2 hx(i0)� ; : : : ; x(il)� i und somitx 2 S.Damit ist S = ~S bewiesen. �Lemma 8.3 (Konformit�at der Kuhn-Triangulierung)Sei C = [0; 1℄n. Dann ist die Kuhn-Triangulierung K(C) eine konforme Triangulie-rung von C.Beweis: Zuerst ist die Frage zu kl�aren, ob es si
h bei K(C) tats�a
hli
h um ei-ne Triangulierung von C handelt. Alle Elemente T� 2 K(C) besitzen das Volu-men volT� = 1n! > 0. Des weiteren existiert f�ur jeden Punkt x 2 C eine Permu-tation � 2 �n mit 0 � x�(n) � � � � � x�(1) � 1. Aus Lemma 8.1 folgt somitC = [fT� j � 2 �ng. Da f�ur das Innere ÆT� die DarstellungÆT� = �x 2 C �� 0 < x�(n) < � � � < x�(1) < 1	gilt, k�onnen si
h zwei vers
hiedene Simplizes T�; T�0 2 K(C) h�o
hstens am Ran-de s
hneiden. Somit erf�ullt K(C) alle Voraussetzungen aus De�nition 1.12 an eineTriangulierung.Jetzt mu� no
h die Konformit�at von K(C) gezeigt werden. Seien dazu �; �0 2 �nmit � 6= �0 beliebig. Zu zeigen ist, da� T�\T�0 ein gemeinsames, niederdimensionalesRandsimplex von T� und T�0 ist. Dazu zeigt man die Identit�atT� \ T�0 = S := Conv nx(j)� ��� x(j)� = x(j)�0 ; 0 � j � no ; (8.7)woraus die Behauptung folgt.Die Inklusion S � T� \ T�0 ist klar, da S Teilmenge sowohl von T� als au
h von T�0ist. Es bleibt also no
h die Umkehrung T� \ T�0 � S zu zeigen.Sei dazu x 2 T� \ T�0 beliebig. Wegen Lemma 8.1 gilt1 � x�(1) � � � � � x�(n) � 0; (8.8)1 � x�0(1) � � � � � x�0(n) � 0: (8.9)Nun wird i0 := 0 gesetzt und die Indizes i�; � = 1; 2; : : : ; dur
hi� := minfk > i��1 j f�(i��1 + 1); : : : ; �(k)g = f�0(i��1 + 1); : : : ; �0(k)gg (8.10)



8.2 Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung 67solange, bis f�ur ein l > 0 s
hlie�li
h il = n gilt. Nun behaupten wir, da� mit den sode�nierten Indizes 0 = i0 < i1 < � � � < il = n die Identit�atx�(i��1+1) = � � � = x�(i�); 1 � � � l; (8.11)gilt. Eine entspre
hende Aussage gilt in diesem Fall nat�urli
h au
h f�ur die Permuta-tionen �0. Zum Beweis dieser Behauptung gen�ugt es, den Fall � = 1 zu betra
hten.Die �ubrigen F�alle folgen analog. Nimmt man also an, (8.11) sei f�ur � = 1 fals
h.Dann existiert ein Index i mit 1 < i � i1 undx�(1) � � � � � x�(i�1) > x�(i) � � � � � x�(n):f�ur 1 � j � i�1 und i � k � i1 setzen wir j 0 := (�0)�1(�(j)) bzw. k0 := (�0)�1(�(k)).Dann gilt 1 � j 0; k0 � i1 und �(j) = �0(j 0) bzw. �(k) = �0(k0). Aus (8.9) undx�0(j0) = x�(j) > x�(k) � x�0(k0)folgt j 0 < k0 f�ur jedes sol
he Paar (j; k). Dur
h Variation von k0 erh�alt manj 0 < k0 = (�0)�1(�(k)); i � k � i1:Da f�ur unters
hiedli
he k au
h die Indizes k0 vers
hieden sind, giltj 0 = (�0)�1(�(j)) � i� 1; 1 � j � i� 1;und folgli
h f�(1); : : : ; �(i� 1)g = f�0(1); : : : ; �0(i� 1)g;im Widerspru
h zur De�nition von i1. Die Identit�at (8.11) ist somit bewiesen.Aus (8.11) folgt aber mit Lemma 8.5 x 2 hx(i0)� ; : : : ; x(il)� i. Da die entspre
hendeAussage au
h f�ur �0 gilt, folgt analog x 2 hx(i0)�0 ; : : : ; x(il)�0 i. Wegenx(ik)� = kX�=10� i�Xj=i��1+1 e(�(j))1A = kX�=10� i�Xj=i��1+1 e(�0(j))1A = x(ik)�0f�ur 0 � k � l gilt dann au
h x 2 S und die Konformit�at von K(C) ist bewiesen. �8.2 Verfeinerung der Kuhn-TriangulierungDie bisherigen Ausf�uhrungen stellen eine konforme Triangulierung des n-dimension-alen Einheitsw�urfels C = [0; 1℄n bereit. Ziel ist es jedo
h, eine stabile, konformeVerfeinerungsstrategie darzustellen. Dazu soll C in 2n Teilw�urfel zerlegt, und die



68 Der Algorithmus von FreudenthalKuhn-Triangulierungen der Teilw�urfel gebildet werden. Diese Triangulierungen wer-den in K(C) zusammengesetzt und bilden eine konforme Triangulierung von C.Im folgenden bezei
hne x := �0; 12	n einen Vektor im IRn, dessen Eintr�age entwederden Wert 0 oder 12 haben.Sei nun T0 := K(C) = fT� j � 2 �ng die Kuhn-Triangulierung von C. C wird in2n Teilw�urfel Cv := v + 12C, v 2 f0; 12gn der Kantenl�ange 12 zerlegt, so da� giltC = [Cv, v 2 f0; 12gn. Analog zu De�nition 1.16 sei v + qC das Bild von C unterder aÆnen Transformation F : x 7! v + qx. Die zugeh�orige Kuhn-Triangulierungvon Cv, v 2 f0; 12gn, � 2 � ergibt si
h aus der entspre
henden Transformation derKuhn-Triangulierung von C (vgl. De�nition 1.18):K(Cv) := v + 12K(C) = �v + 12T� j � 2 �n� ; v 2 f0; 12gn:Mit der Bezei
hnungTv;� := v + 12T�; v 2 f0; 12gn; � 2 �nkann die Kuhn-Triangulierung der Teilw�urfel Cv alsK(Cv) = fTv;� j � 2 �ng ; v 2 f0; 12gndargestellt werden.Dur
h Vereinigung der Kuhn-Triangulierungen K(Cv) erh�alt man die TriangulierungT1 := [�2�nv2f0; 12 gK(Cv) = �Tv;� ���� v 2 f0; 12gn; � 2 �n� : (8.12)Nun mu� no
h gezeigt werden, da� T1� eine Verfeinerung von T0 ist,� eine konforme Triangulierung ist,� mittels dieses Verfahrens beliebig tief verfeinert werden kann. Dieser Punktwird in der vorliegenden Arbeit ni
ht behandelt. Eine ausf�uhrli
he Darstellungist in [9℄ gegeben.Lemma 8.4 (Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung)Sei C = [0; 1℄n und T0 die Kuhn-Triangulierung von C. Dann ist die dur
h (8.12)de�nierte Triangulierung T1 eine Verfeinerung von T0.Beweis: Wenn gezeigt werden kann, da� ein beliebiges Element aus T1 einen Vor-g�anger aus T0 (Vorg�anger bezei
hnet ein Element aus T0, das das Element aus T1enth�alt) besitzt, so ist die Behauptung bewiesen.



8.2 Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung 69Seien v 2 f0; 12gn und � 2 �n beliebig. Gesu
ht wird eine Permutation �̂ = �̂(v; �)mit Tv;� � T�̂. Sei dazu 0 � k � n die Anzahl der Eintr�age vi von v mit vi = 12 .Dann existieren k Indizes i1; : : : ; ik 2 f1; : : : ; ng mit1 � i1 < � � � < ik � n; v�(i1) = � � � = v�(ik) = 12 : (8.13)Die n�k restli
hen Indizes ik+1; : : : ; in 2 f1; : : : ; ngnfi1; : : : ; ikg k�onnen so angeord-net werden, da�1 � ik+1 < � � � < in � n; v�(ik+1) = � � � = v�(in) = 0; (8.14)gilt. Hier und im folgenden werden in den F�allen k = 0 und k = n diejenigen Glei-
hungen bzw. Unglei
hungen �ubergangen, die keinen Sinn ma
hen. Die Permutation�̂ wird nun dur
h �̂(j) = �(ij), 1 � j � n de�niert. Na
h (8.13) und (8.14) gilt alsov�̂(1) = � � � = v�̂(k) = 12 ; v�̂(k+1) = � � � = v�̂(n) = 0:Sei nun x 2 12T�; na
h Lemma 8.1 ergibt si
h 0 � x�(n) � � � � � x�(1) � 12 . Aus derReihenfolge der Indizes ij auf der linken Seite von (8.13) bzw. (8.14) folgt daher0 � x�̂(k)� � � � � x�̂(1) �12 (8.15)0 � x�̂(n)� � � � � x�̂(k+1)�12 : (8.16)Dur
h Addition von (8.15) mit v�̂(j) = 12 , 1 � j � k und (8.16) mit v�̂(j) = 0,k + 1 � j � n erh�alt man0 � v�̂(n) + x�̂(n)� � � � � v�̂(k+1) + x�̂(k+1)� 1212 � v�̂(k) + x�̂(k)� � � � � v�̂(1) + x�̂(1) � 1oder | damit glei
hbedeutend |v + x 2 T�̂; x 2 12T�:Also gilt Tv;� � T�̂ 2 T0. Da Tv;� 2 T1 beliebig gew�ahlt war und die E
kpunkte vonT1 na
h Konstruktion mit den E
k- und Kantenmittelpunkten von T0 �ubereinstim-men, ist T1 tats�a
hli
h eine Verfeinerung von T0. �



70 Der Algorithmus von FreudenthalLemma 8.5 (Konformit�at von T1)Sei C = [0; 1℄n und T0 die Kuhn-Triangulierung von C.Dann ist die dur
h (8.12) de�nierte Triangulierung konform.Beweis: Seien Tv;� = hx(0)v;�; : : : ; x(n)v;�i und Tv0;�0 = hx(0)x0;�0; : : : ; x(n)x0;�0i zwei Elementeder Triangulierung T1 mit v; v0 2 f0; 12gn und �; �0 2 �n. Da die TriangulierungK(Cv) wegen Lemma 8.3 und Lemma 1.7 konform ist, kann o.B.d.A. v 6= v0 ange-nommen werden. Wir verwenden die DarstellungTv;� = �x+ v ���� 12 � x�(1) � � � � � x�(n) � 0� ;Tv0;�0 = �x+ v0 ���� 12 � x�0(1) � � � � � x�0(n) � 0� :Die entspre
henden Teilw�urfel Cv und Cv0 sind gegeben dur
hCv = �x + v ���� 0 � xk � 12 ; 1 � k � n� ;Cv0 = �x + v0 ���� 0 � xk � 12 ; 1 � k � n� :Seien i1 < � � � < il die Indizes in f1; : : : ; ng mit v�(ik) = v0�(ik), 1 � k � l. Ent-spre
hend seien j1 < � � � < jn�l die Indizes, f�ur die v�(jk) 6= v0�(jk) gilt. F�ur jedender Indizes jk gilt also entweder v�(jk) = 0 und v0�(jk) = 12 oder v�(jk) = 12 undv0�(jk) = 0. Damit hat die gemeinsame (l)-Hyper
�a
he H := Cv \ Cv0 von Cv bzw.Cv0 die DarstellungH = �x+ v ���� 0 � x�(ik) � 12 ; 1 � k � l; x�(jk) + v�(jk) = 12 ; 1 � k � n� l� :F�ur den S
hnitt von Tv;� mit H gilt alsoTv;� \H = �x+ v ���� 12 � x�(1) � � � � � x�(n) � 0; x�(jk) + v�(jk) = 12 ; 1 � k � n� l� :Unter der Voraussetzung, da� die entspre
henden Mengen ni
htleer sind, setzt mana := max�jk �� 1 � k � n� l; v�(jk) = 0	 ; (8.17)b := min�jk ���� 1 � k � n� l; v�(jk) = 12� : (8.18)Falls die Menge auf der re
hten Seite von (8.17) leer ist, so setzt man a := 0.Entspre
hend sei b := n+ 1, falls die re
hte Seite von (8.18) ni
ht existiert.



8.2 Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung 71Sei nun x+v 2 Tv;� \H und zun�a
hst a > 0. Dann existiert ein Index 1 � k � n� lmit a = jk, und f�ur 1 � i � a gilt12 � x�(i) � x�(a) = xjk = xjk + vjk = 12 :Also gilt x�(i) = 12 f�ur 1 � i � a. F�ur a = 0 ist die Aussage klar. Analog gilt x�(i) = 0f�ur b � i � n. Daraus ergibt si
h die DarstellungTv;� \H = �x + v ���� 12 = x�(1) = � � � = x�(a) � � � � � x�(b) = � � � = x�(n) = 0� :(8.19)Falls b � a gilt Tv;� \ H = ; und damit au
h Tv;� \ Tv0 ;�0 = ;. Sei also o.B.d.A.b > a. In diesem Fall geh�oren alle Indizes zwis
hen a und b zu der Menge fi1; : : : ; ilg.a ist folgli
h der Index des ersten E
kpunktes von Tv;�, der in H liegt. b ist der ersteIndex na
h a, f�ur den dies ni
ht mehr gilt. Aus (8.19) folgt n�amli
h mit Lemma 8.5die Darstellung Tv;� \H = �x(a)v;�; : : : ; x(b�1)v;� � ;d.h., es gilt x(k)v;� 2 H genau dann, wenn a � k < b gilt. Eine �ahnli
he Darstellunggilt au
h f�ur Tv0;�0 \H. Seien dazu i01 < � � � < i0l die Indizes mit v�0(i0k) = v0�0(i0k) undentspre
hend j 01 < � � � < j 0n�l die Indizes mit v�0(j0k) 6= v0�0(j0k). Man de�nierta0 := maxnj 0k ��� 1 � k � n� l; v0�0(j0k) = 0o ;b0 := min�j 0k ���� 1 � k � n� l; v0�0(j0k) = 12� ;falls die entspre
henden Mengen auf der re
hten Seite ni
htleer sind. Wie oben seisonst a0 := 0 bzw. b0 := n + 1. Dann gilt die DarstellungTv0;�0 \H = hx(a0)v0;�0; : : : ; x(b0�1)v0;�0 i :Sei nun a0 := 0 und die Indizes s�, � = 1; 2; : : : de�niert dur
hs� := min�k > s��1 �� f�(is��1+1); : : : ; �(ik)g = f�0(i0s��1+1); : : : ; �0(i0k)g	 ;und so lange, bis s
hlie�li
h f�ur ein m > 0 ism = il gilt. Wie im Beweis zu Lemma8.3 kann man s
hlie�en, da� f�ur jeden Punkt x 2 Tv;� \Tv0;�0 und f�ur 1 � � � m dieIdentit�at x�(is��1+1) = � � � = x�(is� ) = x�0(i0s��1+1) = � � � = x�0(i0s� ) (8.20)



72 Der Algorithmus von Freudenthalgilt. Im folgenden wird i0 := 0, x�(0) := 12 und sm+1 := l+1, il+1 := n+1, x�(n+1) := 0gesetzt. Dadur
h sind die folgenden Indizes 0 � p; q � m+ 1 wohlde�niert:p := min�0 � � � m+ 1 �� is� � a; i0s� � a0	 ;q := max�0 � � � m+ 1 �� is� < b; i0s� < b0	 :Sei nun x 2 Tv;� \ Tv0;�0 beliebig. Aus (8.19) und (8.20) s
hlie�t man x�(ik) = 12 f�uralle Indizes 0 � k � sp. Umgekehrt gilt x�(ik) = 0 f�ur sq < k � l+1. F�ur die �ubrigenIndizes sp < k � sq erh�alt man die Unglei
hungskette12 = x�(isp ) � x�(isp+1) = � � � = x�(isp+1 )� � � �� x�(isq�1+1) = � � � = x�(isq )� x�(isq+1) = 0: (8.21)Aus (8.21) folgt zun�a
hst, da� Tv;�\Tv0 ;�0 im Fall q < p leer ist. Sei also zun�a
hst q �p. In diesem Fall kann aus Lemma 8.5 ges
hlossen werden, da� x in dem RandsimplexS := hx(isp )v;� ; x(isp+1 )v;� ; : : : ; x(isq )v;� i von Tv;� liegt. Da x 2 Tv;� \ Tv0;�0 beliebig gew�ahltwar, gilt Tv;� \ Tv0;�0 � S := hx(isp )v;� ; x(isp+1 )v;� ; : : : ; x(isq )v;� i :Analog dazu zeigt manTv;� \ Tv0;�0 � S 0 := �x(i0sp )v0 ;�0 ; x(i0sp+1 )v0;�0 ; : : : ; x(i0sq )v0;�0� :Falls nun no
h gezeigt wird, da� die E
kpunkte von S und S 0 identis
h sind, so folgtS = S 0 � Tv;� \ Tv0 ;�0 und somit S = Tv;� \ Tv0;�0. In diesem Fall ist Tv;� \ Tv0;�0 eingemeinsames Randsimplex von Tv;� bzw. Tv0 ;�0 und die Behauptung w�are bewiesen.Sei also p � � � q beliebig. F�ur den E
kpunkt xis�v;� von Tv;� giltx(is� )v;� = v + 12x(is� )� = nXi=1 v�(i)e(�(i)) + is�Xi=1 12e(�(i)):Nun werden die beiden Summen aufgespalten. Dann wird getrennt �uber die Indizesik bzw. jk aufsummiert. F�ur die Indizes jk � is� mu� wegen is� < b die Unglei
hungjk � a gelten. Damit erh�alt manx(is� )v;� = lXk=1 v�(ik)e(�(ik)) + n�lXk=1 v�(jk)e(�(jk)) + s�Xk=1 12e(�(ik)) + n�lXk=1jk�a 12e(�(jk)):



8.2 Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung 73Wegen v�(jk) = 0 f�ur jk � a und v�(jk) = 12 f�ur jk > a gilt weiterx(is� )v;� = lXk=1 v�(ik)e(�(ik)) + n�lXk=1 12e(�(jk)) + s�Xk=1 12e(�(ik)):Nun gelten f�ur die Indizes ik, jk die Beziehungenf�(i1); : : : ; �(il)g = f�0(i01); : : : ; �0(i0l)gsowie f�(j1); : : : ; �(jl)g = f�0(j 01); : : : ; �0(j 0l)g :Na
h De�nition der Zahlen s� gilt au�erdemf�(i1); : : : ; �(is�)g = ��0(i01); : : : ; �0(i0s�)	 :Mit v�(ik) = v0�0(i0k) f�ur 1 � k < l erh�alt manx(is� )v;� = lXk=1 v0�0(i0k)e(�0(i0k)) + n�lXk=1 12e(�0(j0k)) + s�Xk=1 12e(�0(i0k)) = x(i0s� )v0;�0 :Damit ist die Konformit�at der Triangulierung T1 bewiesen. �Der Beweis zu Lemma 8.4 enth�alt bereits den Freudenthals
hen Algorithmus. Gehtman den Beweis \r�u
kw�arts" dur
h, l�a�t si
h n�amli
h folgende Verfeinerungsstrate-gie f�ur die einzelnen Simplizes T� von T0 ablesen:Bemerkung 8.1Sei C = [0; 1℄n, T0 die Kuhn-Triangulierung von C und T1 die dur
h (8.12) de�nierteVerfeinerung von T0. F�ur �̂ 2 �n sei S(T�̂) = fT 2 T1 j T � T�̂ g die dur
h T1induzierte Verfeinerung von T�̂ 2 T0.Dann besteht S(T�̂) aus allen Elementen Tv;� 2 T1 mitv�̂(1) = � � � = v�̂(k) = 12 ; v�̂(k+1) = � � � = v�̂(n) = 0;(das war die re
hte Seite von (8.13) und (8.14)) und(��1 Æ �̂)(1) < � � � < (��1 Æ �̂)(k); (��1 Æ �̂)(k + 1) < � � � < (��1 Æ �̂)(n);f�ur einen Index 0 � k � n. Die letzte Glei
hung kommt aus der linken Seite von(8.13) und (8.14) unter der Voraussetzung aus dem obigen Beweis, da� � mit �̂(j) =�(ij) eine passende Permutation ist. �



74 Der Algorithmus von FreudenthalBemerkung 8.2Sei 0 � k � n und �̂ 2 �n. Dann gibt es genau �nk� M�ogli
hkeiten, k Positionenin � f�ur die Zahlen �̂(1); : : : ; �̂(k) auszuw�ahlen, also �nk� M�ogli
hkeiten f�ur �, derBedingung (8.1) zu gen�ugen. Die Gesamtzahl der Simplizes in S(T�̂) betr�agt damitPnk=0 �nk� = 2n und S(T�̂) gen�ugt De�nition 6.2 und ist regul�ar.Die verfeinerten Elemente des Algorithmus k�onnen dur
h Rotation und Skalierungin ihre Vater-Elemente transformiert werden. Somit ergibt die Strategie eine stabileFamilie sukzessiv verfeinerter Triangulierungen. �Bemerkung 8.3 (Der Algorithmus von Freudenthal)Sei T = �x(0); : : : ; x(n)� ein Simplex im IRn. Dann ergibt folgender Algorithmus einestabile, konforme Verfeinerung dieses Simplexes:Dur
hlaufe mit l 2 [0; n℄:v(0) := 12(x(0) + x(k))Dur
hlaufe alle � 2 �n:Falls (��1(1) < : : : < ��1(k)) und (��1(k + 1) < : : : < ��1(n)):Dur
hlaufe mit l 2 [1; n℄:v(l) := v(l�1) + 12(x�(l)) � x(�(l)�1))Tk;� := �v(0); : : : ; v(�)� �Bemerkung 8.4Der Algorithmus von Freudenthal stellt ledigli
h eine rote Verfeinerung in beliebigerRaumdimension zur Verf�ugung. Entspre
hende Regeln f�ur den gr�unen Abs
hlu� imIR3 werden in [9℄ angegeben. �



Kapitel 9Realisierung der VerfeinerungIn Kapitel 7 wurde ein stabiles Verfeinerungsverfahren f�ur Triangulierungen im IR2eingef�uhrt. Dieses Verfahren soll jetzt mit einem globalen Verfeinerungsalgorithmuszur Verfeinerung von Triangulierungen benutzt werden. Dabei ist die Konformit�atder Triangulierung, wie in den in Kapitel 7.1 behandelten Regeln bes
hrieben, stetszu erhalten.9.1 Verfeinerung f�ur mehr als zwei Raumdimen-sionenIn der aktuellen Implementierung sind ledigli
h zwei Raumdimensionen vorgese-hen, die Erweiterung auf h�ohere Dimensionen ist jedo
h bereits eingeplant. Das istm�ogli
h, da die Kuhn-Triangulierung der Randsimplizes mit der Triangulierung derSimplizes �ubereinstimmt. Von der niedrigsten Dimension ausgehend, ist jedes Objektselbst f�ur seine Verfeinerung zust�andig. Sollte beispielsweise auf drei Dimensionenausgebaut werden, m�ussen diese Objekte ihre eigenen Regeln mitbringen, der Restist bereits vorhanden.9.2 Markieren der SimplizesBei der Markierung (k)-Simplex werden seine (k � 1)-Randsimplizes automatis
hmarkiert. Diese Randsimplizes markieren wiederum ihre Randsimplizes. Dur
h die-sen Me
hanismus gen�ugt es, die h�o
hstdimensionalen Objekte | also die Elemente| zu markieren.Der Markierungsvorgang bei den Elementen ist der komplexeste, da zwis
hen re-gul�aren und irregul�aren Elementen unters
hieden werden mu�. Die Regeln verbietendie irregul�are Verfeinerung bereits irregul�arer Elemente. Daher mu� darauf gea
htetwerden, da� ni
ht das irregul�are Element, sondern sein Vater markiert und verfeinertwird.



76 Realisierung der VerfeinerungFolgende internen Markierungen stehen zus�atzli
h zu den auf Seite 19 angegebenenzur Verf�ugung:� none: keine Verfeinerung,� done: Element ist verfeinert und fertig,� rm: Element soll entfernt werden.9.3 Verfeinerung der Komponenten einer Trian-gulierungDie Verfeinerung �ndet f�ur jede Dimension einzeln statt. Das bedeutet, da� keineglobalen Regeln zur Verfeinerung existieren, sondern da� jedes Objekt nur seineeigenen Regeln kennt.Begonnen wird mit dem Aufruf an jedes Objekt der niedrigsten Dimension | al-so Knoten (siehe unten) | si
h auf das neue Level zu verfeinern. Dana
h erfolgtdie Au�orderung an die n�a
hsth�ohere Dimension si
h zu verfeinern. Dies ges
hiehtsolange, bis die Raumdimension errei
ht ist.Jedes Simplex kann beim �Ubergang zum n�a
hsten Level unverfeinert bleiben. Dannmu� dieses Simplex jedo
h der verfeinerten Triangulierung bekannt gema
ht wer-den, indem es f�ur diese registriert wird. Dieser Vorgang wird im folgenden au
h alsKopieren auf das n�a
hste Level bezei
hnet.Na
h jedem Verfeinerungsvorgang wird die Markierung des urspr�ungli
hen Simplexauf done gesetzt, die eines neu erzeugten ist none.9.3.1 KnotenEin Knoten interpretiert alle Markierungen bis auf done als Verfeinerung auf dasn�a
hste Level. Ein Verfeinerungsaufruf an einen Knoten mit Markierung done wirdignoriert, alle anderen Aufrufe registrieren den Knoten in dem n�a
hsten (oder demangebenen) Level.9.3.2 SegmenteSegmente k�onnen neben dem Kopieren | das analog zu dem Vorgang bei den Kno-ten abl�auft | auf das n�a
hste Level au
h regul�ar verfeinert werden.Dur
h den Verfeinerungsvorgang werden ein Knoten und zwei Segmente erzeugt.Der Knoten halbiert das urspr�ungli
he Segment. Die Segmente bestehen jeweils ausdem neuen Knoten und einem der beiden auf das aktuelle Level verfeinerten Knotendes Vater-Segments.Die Markierungen rm und done werden ignoriert; green und none registrieren dasSegment unverfeinert f�ur das n�a
hste Level. Dur
h red wird der regul�are Verfeine-rungsvorgang ausgel�ost.



9.3 Verfeinerung der Komponenten einer Triangulierung 779.3.3 ElementeDas Verfeinern der Elemente ist der derzeit aufwendigste Teil des Gesamtvorgangs,da Elemente ni
ht nur regul�ar, sondern au
h irregul�ar verfeinert werden k�onnen.Insbesondere m�ussen irregul�ar verfeinerte Elemente weiter verfeinert werden k�onnen,indem ihre irregul�are Verfeinerung zur�u
kgenommen wird.Das aktuelle Level werde mit k, das Level, auf das verfeinert werden soll mit k + 1bezei
hnet.Unverfeinerte Elemente werden wie die Knoten und Segmente f�ur das Level k + 1registriert.Die regul�are VerfeinerungEs sollen ni
ht nur regul�are, sondern au
h irregul�are Elemente verfeinert werdenk�onnen. Da die irregul�aren Elemente selbst ni
ht verfeinert werden d�urfen, m�ussenderen Eltern auf das Ziel-Level verfeinert werden. Folgli
h haben diese ElementeNa
hfahren auf mehr als einem Level.Ablauf der roten Verfeinerung eines regul�aren Elements E von Level k na
h Levelk + 1:1. Su
he alle Knotenpunkte P1;:::;3 von E.2. Dur
hlaufe alle Punkte Pi, i = 1; : : : ; 3.(a) Su
he die Segmente Si1 und Si2 auf Level k+1, die Kinder der Segmentevon E auf Level k sind, die von Punkt Pi ausgehen.(b) Su
he die Punkte Pij j = 1; 2 der Segmente Sij , die von Pi vers
hiedensind.(
) Erzeuge aus den Punkten Pi1 und Pi2 ein Segment Si+3 auf Level k + 1.(d) Erzeuge ein Element aus den Segmenten Si1 , Si2 und Si+3 auf Level k+1.3. Erzeuge ein Element S4, S5 und S6 auf Level k + 1.Die irregul�are VerfeinerungDer Fall einer wiederholten irregul�aren Verfeinerung eines Elements E wird im Vor-feld abgefangen.Im folgenden wird vorausgesetzt, da� das Element E regul�ar ist und alle Segmente,aus denen E aufgebaut ist, bereits auf Level k+1 verfeinert sind. Das bedeutet, da�ein beliebiges dieser Segmente rot verfeinert ist, die anderen beiden unverfeinert f�urLevel k + 1 registriert wurden.Ablauf der gr�unen Verfeinerung eines regul�aren Elements E von Level k na
h Levelk + 1:



78 Realisierung der Verfeinerung1. Su
he das Segment S1 von E, das auf Level k + 1 rot verfeinert wurde, alsozwei Na
hfahren auf Level k+1 hat. S11 und S12 seien diese beiden Segmente.2. Su
he den gemeinsamen Punkt P1 von S11 und S12 , sowie deren RandpunkteP2 und P3 (das sind die E
kpunkte von S1). P2 sei Randpunkt von S11 , P3 vonS12 .3. Su
he den dritten E
kpunkt von E, also den Punkt, der dem Segment S1gegen�uberliegt.4. Su
he die Segmente S2 und S3 von E f�ur die gilt, da� S2 P2 und P4, S3 P3 undP4 verbindet.5. Erzeuge auf Level k + 1 ein Segment S4, das P4 und P1 verbindet.6. Erzeuge auf Level k+1 zwei Elemente aus den Segmenten S11 , S2, S4 und S12 ,S3, S4.9.4 Der globale AlgorithmusDie vorgestellten Me
hanismen zur Verfeinerung der Simplizes m�ussen no
h so zu-sammengestellt werden, da� die resultierende Triangulierung konform ist. Dazu mu�vor der globalen Verfeinerung der Abs
hlu� bere
hnet werden.9.4.1 Der rote Abs
hlu�Die Bestimmung des Abs
hlusses | unabh�angig ob rot oder gr�un | wird in derjeweiligen Triangulierung dur
hgef�uhrt. Mit der Bere
hnung des Abs
hlusses �ndetno
h keine Verfeinerung statt; es werden ledigli
h Elemente mit roten Markierungenversehen.De�nition 9.1 (H�angender Knoten)Ein Element, das auf das h�o
hste Level verfeinert werden soll, hat einen h�angen-den Knoten, falls mindestens eines seiner Segmente bereits verfeinert ist oder zurVerfeinerung markiert ist.Der rote Abs
hlu� wird gebildet, indem so lange alle Elemente markiert werden,die no
h ni
ht rot markiert sind und entweder regul�ar sind und mindestens zweih�angende Knoten haben oder irregul�ar sind und mindestens einen h�angenden Knotenhaben.Dur
h die Markierung der Elemente werden au
h deren Segmente markiert (wieoben bes
hrieben). Somit k�onnen si
h die Markierungen fortp
anzen.



9.4 Der globale Algorithmus 799.4.2 Der gr�une Abs
hlu�Der gr�une Abs
hlu� dient dazu, die Triangulierung in einen konformen Zustandzu bef�ordern. Die dur
h sol
h eine Verfeinerung erzeugten Elemente sind irregul�ar.Dieser Abs
hlu� wird gebildet, na
hdem der rote Abs
hlu� auf dem n�a
hsten Levelerzeugt | aber no
h ni
ht verfeinert | wurde. Es wird vorausgesetzt, da� jedesElement h�o
hstens einen h�angenden Knoten hat.Der gr�une Abs
hlu� wird gebildet, indem alle Elemente, die ni
ht red markiert sindund einen h�angenden Knoten haben, green markiert werden.9.4.3 Der Algorithmus1. Entferne alle irregul�aren Markierungen.2. Markiere alle Knoten red.3. Ersetze die done-Markierungen aller Segmente dur
h none. Dadur
h wird si-
hergestellt, da� alle Segmente auf Level k + 1 enthalten sein werden.4. Verfeinere alle Knoten auf Level k + 1.5. Bere
hne den roten Abs
hlu� (9.4.1).6. Verfeinere alle Segmente auf Level k + 1.7. Verfeinere alle Elemente auf Level k + 1.8. Setze das aktuelle Level auf k + 19. Solange dur
h den roten Abs
hlu� (9.4.1) Elemente markiert werden:(a) Verfeinere alle red markierten Segmente innerhalb von Level k + 1. Ent-ferne das urspr�ungli
he Segment von Level k + 1.(b) Verfeinere alle red markierten Elemente innerhalb von Level k + 1. Ent-ferne das urspr�ungli
he Element von Level k + 1.10. Bere
hne den gr�unen Abs
hlu� (9.4.2).11. Entferne alle Elemente, die green markiert sind aus dem Level k+1, verfeinerediese dann auf dieses Level.Dur
h den S
hritt (9b) k�onnen Elemente entstehen, die zu keinem Level geh�oren.Dies stellt jedo
h kein Problem dar und mu� nur dann bea
htet werden, wenn einLevel gel�os
ht werden soll.
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Kapitel 10ErgebnisseAbs
hlie�end sollen einige mit dem entwi
kelten Code meshMan erstellte Trian-gulierungen gezeigt werden. Zu den Triangulierungen werden die zugeh�origen Qua-lit�atsdiagramme angegeben. In diesen Diagrammen ist in x-Ri
htung der Kehrwertder Qualit�at aufgetragen. Der Kehrwert wurde gew�ahlt, um eine Eins
hr�ankung aufdas Intervall (0; 1℄ zu errei
hen. \Optimale" Simplizes haben folgli
h den Wert 1,entartete 0. Das verwendete Qualit�atskriterium ist 12 �ThT ; �T ist der Umkreis-, hTder Inkreisradius des Simplexes T . Auf der y-A
hse ist der prozentuale Anteil einerQualit�atsklasse abgetragen. Dadur
h sind die Diagramme direkt verglei
hbar.10.1 Ein
u� der Parameter auf die GeneratorenIn diesem Abs
hnitt soll untersu
ht werden, wie stark si
h die Generatoren zurErzeugung von Ausgangstriangulierungen dur
h ihre Parameter steuern lassen bzw.in wieweit die Standardeinstellungen vern�unftig gew�ahlt sind.10.1.1 Der 1D-GeneratorDer einzige Parameter P des 1D-Generators bestimmt die L�ange der zu erzeugen-den Segmente. F�ur P < 0 wird zuerst das k�urzeste Segment gesu
ht. Dessen L�angewird dann als Referenzl�ange R bezei
hnet. Alle Segmente, die l�anger als �PR sind,werden in k�urzere Segmente dieser L�ange zerlegt. Ist P > 0, werden alle Segmen-te, die l�anger als P sind, auf L�ange P verfeinert. Um die vorgegebenen Segmentevollst�andig zu �uberde
ken, werden die Ergebnisse gerundet.Der Parameter �1 bewirkt also die Aufteilung jedes Segments in Teilst�u
ke, die alledie L�ange des zuvor k�urzesten Segments aufweisen; �2 w�urde Segmente mit derdoppelten L�ange des k�urzesten erzeugen.Eine �ahnli
he L�ange aller Randsegmente ist im allgemeinen erstrebenswert, da da-mit die glei
hm�a�igsten Triangulierungen erzeugt werden k�onnen. Folgli
h ist stan-dardm�a�ig ein Wert von �1 eingestellt.



82 Ergebnisse
Abbildung 10.1: Parameter �1:0 Abbildung 10.2: Parameter �2:0Liegen jedo
h sehr kurze und sehr lange Segmente in einer Geometrie vor, so kannein Faktor von �1 einen erhebli
hen Re
henmehraufwand bedeuten. Dann ist esmeistens sinnvoll, h�ohere Werte einzustellen (Abbildungen 10.3 und 10.4).

Abbildung 10.3: Parameter �2:0 Abbildung 10.4: Parameter �7:0Problematis
h kann es au
h dann werden, wenn die Geometrie aus langen Segmen-ten besteht und zus�atzli
h eine Verengung vorliegt. Sol
h ein Beispiel wird in denAbbildungen 10.5 und 10.6 vorgestellt.

Abbildung 10.5: Parameter �1:0 Abbildung 10.6: Parameter �0:05



10.1 Ein
u� der Parameter auf die Generatoren 8310.1.2 DelaunayDie Abbildungen 10.7 { 10.12 demonstrieren die Auswirkungen des minimalen Ab-stands zweier Punkte auf die Qualit�at der resultierenden Triangulierung. Der an-gegebene Parameter gibt den relativen Abstand an, den zwei Punkte innerhalb derTriangulierung einhalten m�ussen.Bei den im Laufe der Implementierung untersu
hten Geometrien haben si
h dieParameter 0:7 und 0:8 als besonders geeignet erwiesen.
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10.1.3 Advan
ing-FrontBei der Advan
ing-Front{Methode wird versu
ht, m�ogli
hst optimale Elemente anden Rand anzuh�angen. Hierbei besteht jedo
h das Problem des Zusammenwa
hsensder Front aus den unters
hiedli
hen Ri
htungen. Su
ht man in einer vorgegebenenUmgebung um den optimalen zu erzeugenden Punkt na
h bereits existierenden, sokann das Problem ents
h�arft werden. Als Nebene�ekt wird erst dur
h diese Erwei-terung eine Triangulierung von Gebieten mit L�o
hern m�ogli
h. In den folgendenAbbildungen (10.13 { 10.19) wird die Auswirkung der Gr�o�e dieser Umgebung aufdie Qualit�at der Triangulierung gezeigt.
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88 Ergebnisse10.2 Unters
hiede zwis
hen den GeneratorenDie hier gezeigten Triangulierungen wurden alle mit den Standardparametern desjeweiligen 2D-Generators erzeugt. Um die Unters
hiede besser verdeutli
hen zu k�on-nen, wurde die 1D-Verfeinerung oft feiner als unbedingt n�otig gew�ahlt.Zur Erl�auterung der Generatoren-Bezei
hnung:� delaunayDelaunay-Generator mit Punkte-Einf�ugung entlang der vorhandenen Kanten.� afm1Advan
ing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Minimiere den Abstand zumurspr�ungli
hen Rand, dann die L�ange des Segments.� afm2Advan
ing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Minimiere den Abstand zumurspr�ungli
hen Rand, su
he aus den verbleibenden Segmenten das mit demgeringsten Winkel zu einem seiner Na
hbarsegmente.� afm3Advan
ing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Minimiere den Abstand zumurspr�ungli
hen Rand, su
he aus den verbleibenden Segmenten das mit dem ge-ringsten Produkt aus seiner L�ange mit dem kleinsten Winkel zu seinen Na
h-barsegmenten.� afm4Advan
ing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Su
he den kleinsten Winkelzwis
hen zwei Front-Segmenten, w�ahle eines dieser beiden Segmente.Na
hfolgend werden einige Triangulierungsergebnisse der vers
hiedenen Generatoreneins
hlie�li
h einer Bewertung dargestellt.10.2.1 square2x2.net
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ing-Front-Generatoren bilden in Randn�ahe zwar zu-



10.3 Auswirkungen der Gl�atter 97meist optimale Simplizes, tendieren allerdings zu lokalen S
hw�a
hen, die dur
h dasZusammenwa
hsen der Front hervorgerufen werden und si
h in extrem s
hle
htenElementen �au�ern k�onnen.Der Delaunay-Generator ist in der Spitzenqualit�at den AFM-Generatoren klar un-terlegen, dur
h die gew�ahlte Strategie zum Einf�ugen der inneren Punkte werdenjedo
h Elemente erzeugt, die von der Fl�a
he her relativ nahe beieinander liegen.
10.3 Auswirkungen der Gl�atterDie bisher demonstrierten Triangulierungsgeneratoren k�ummern si
h in erster Linieum die Fertigstellung einer Triangulierung innerhalb der gegebenen Geometrie. Au
hwenn dabei s
hon einige Strategien zur Errei
hung einer guten Qualit�at eingebautsind, k�onnen die meisten Triangulierungen dur
h sogenannte Gl�attungsverfahrendrastis
h verbessert werden.Es wurde abwe
hselnd der Edge-Swap- und der Lapla
e-Gl�atter angewendet. DasVerfahren wurde so lange wiederholt, bis si
h keine �Anderungen mehr zeigten.Die na
hfolgend gezeigten Abbildungen 10.45{10.69 sind das Gl�attungsergebnis derAbbildungen 10.20{10.44.
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h Einsatz der Gl�attungsver-fahren stark verbessert. Der Re
henaufwand war in allen hier gezeigten F�allen klein
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h zur Generierung der Triangulierungen.
10.4 Die VerfeinerungIm folgenden werden Triangulierungen mit zunehmender lokaler Verfeinerung amBeispiel der L�osungsfunktion f = 8�2 sin(2�x1) sin(2�x2) dargestellt. F�ur jedesLevel werden sowohl die Triangulierung als au
h die H�ohenlinien der ermitteltenL�osung angegeben. Es wurde ein einfa
her Fehlers
h�atzer, implementiert von E.Stafilarakis, eingesetzt.In der ersten Bildfolge wurde eine Delaunay-Ausgangstriangulierung verwendet. Der1D-Parameter wurde auf 0:25 gesetzt.

Abbildung 10.70: Level 1

Abbildung 10.71: Level 2
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Abbildung 10.72: Level 3

Abbildung 10.73: Level 4F�ur die zweite Bildfolge wurde der 1D-Parameter auf 0:1 reduziert. Dadur
h er-gab si
h eine unstrukturierte Ausgangstriangulierung, die ans
hlie�end mit Edge-Swapping und Lapla
e gegl�attet wurde. Die resultierende Triangulierung wurde ein-mal global verfeinert. Da dabei keine L�osung bere
hnet wurde, wird dieses Levelhier ni
ht dargestellt.

Abbildung 10.74: Level 2
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Abbildung 10.75: Level 3Bei beiden Ausgangstriangulierungen zei
hnet si
h eine deutli
he Korrelation zwi-s
hen der Triangulierung und dem Verlauf der L�osung ab.10.5 FazitBei den im Rahmen dieser Arbeit untersu
hten Gebieten fanden si
h stets Parame-ter, f�ur die eine Ausgangstriangulierung gebildet werden konnte. Jedo
h kann keineAussage getro�en werden, wel
her Generator der beste ist. Delaunay ist zu empfeh-len, wenn es auf Elemente mit m�ogli
hst geringen Unters
hieden in bezug auf dieVolumina ankommt. Im Verglei
h zu AFM ben�otigt er allerdings etwa 30% mehrRe
henzeit. Die AFM-Generatoren haben trotz des S
hnappens man
hmal Proble-me beim Zusammenwa
hsen der Fronten, erzeugen dabei aber sehr glei
hf�ormigeSimplizes.Beide Gl�attungsverfahren haben ihre Bere
htigung und spielen ihre St�arken vorallem in der Zusammenarbeit aus. In der vorliegenden Arbeit wurden sie immerabwe
hselnd na
heinander eingesetzt. Dieses Verfahren f�uhrt zu sehr guten Ergeb-nissen.Die Verfeinerung arbeitet sehr zuverl�assig. Ein wirkungsvoller Einsatz setzt abereinen gr�o�eren Rahmen in Form eines Finite-Elemente-Paketes voraus, der im der-zeitigen Stadium der Software-Entwi
klung unserer Arbeitsgruppe erst in Ans�atzenvorhanden ist.



Anhang AProgrammierhandbu
hDieses Manual gibt einen Einbli
k in die Programmierung mit meshMan. mesh-Man besteht aus den in der Einleitung aufgef�uhrten Bibliotheken zur Erzeugunghierar
his
h verfeinerter Triangulierungen f�ur Finite-Elemente-Probleme. Aus derRandbes
hreibung l�a�t si
h automatis
h eine Triangulierung generieren, die dur
hvers
hiedene Gl�attungsverfahren qualitativ verbessert werden kann. Als Verfeine-rungsstrategie wird die Rot-Gr�un-Strategie eingesetzt, die beliebig tiefe stabile Ver-feinerungen erlaubt. Viele Routinen und Klassen vonmeshMan sind au
h f�ur andereAufgaben einsetzbar; deshalb wurde das Paket in mehrere Bibliotheken unterteilt.Dadur
h ergibt si
h ein Einsatzberei
h, der weit �uber die in dieser Arbeit angespro-
henen Themen hinausgeht.In den Codebeispielen dieses Manuals werden Zeilen mit bisher unbekannten Befeh-len und Aufrufen �uber Indizes am re
hten Rand markiert; diese Indizes beginnen f�urjedes Programm mit 1. Zu lange Zeilen | beispielsweise for-S
hleifen | werdenbei Bedarf umgebro
hen; ihr Index steht dann in der letzten Zeile, ist aber f�ur diegesamte Anweisung g�ultig.Ben�otigte Headerdateien werden in den Codefragmenten immer angegeben; zuerstdiejenigen, die f�ur die neuen Anweisungen wi
htig sind, dann na
h einer Leerzeile diebereits bekannten. Es existieren zus�atzli
h Sammel-In
ludedateien (bibliothek-nameall.h) die s�amtli
he Header einer Bibliothek einbinden.Dur
h die Aufteilung m�ussen beim Linken des Programms die Abh�angigkeiten derBibliotheken untereinander | wie sie in Anhang A.7 dargestellt sind | bea
htetwerden.Die Diskette zu dieser Arbeit enth�alt zus�atzli
h eine komplette Referenzdokumen-tation.A.1 Die Klasse indexSetCDie Templateklasse indexSetC wurde als ungeordnete indizierte Menge f�ur mesh-Man entwi
kelt. Es handelt si
h dabei um einen erweiterten Vektor mit Routinenzum s
hnellen L�os
hen und Einf�ugen von Elementen. Dur
h die Erweiterung k�onnen



110 Programmierhandbu
hkeine Aussagen �uber die Ordnung der Elemente gema
ht werden; sol
h eine Ordnungist f�ur meshMan jedo
h ni
ht von Bedeutung.#in
lude <indexset.hh>// ...indexSetC<base::indexT> set;set.reserve(5); (1)for (base::indexT i = 0; i < 5; ++i)set.append(i); (2)for (indexSetC<base::indexT>::iteratorConst it = set.beginConst();it != set.endConst();++it) (3)
out << *it << ' '; (4)
out << endl;set.unset(3); (5)set.unset(set.begin()); (6)for (indexSetC<base::indexT>::iteratorConst it = set.beginConst();it != set.endConst();++it)
out << *it << ' ';
out << endl;set.append(10); (7)for (indexSetC<base::indexT>::iteratorConst it = set.beginConst();it != set.endConst();++it)
out << *it << ' ';// ...Der Aufruf (1) reserviert so viel Spei
her f�ur die Menge, da� mindestens 5 freieElemente verf�ugbar sind. So ist garantiert, da� f�ur die in (2) eingef�ugten Elementedie Gr�o�e der Menge ni
ht ge�andert werden mu�. Der Zugri� auf die Elementekann �uber Iteratoren (3) oder direkt �uber die Indizes der Elemente erfolgen. (4)dereferenziert den Iterator und gibt das entspre
hende Element aus.Elemente k�onnen entweder dur
h Angabe ihres Indexes (5) oder mittels eines Ite-rators (6) aus der Menge entfernt werden. Die Positionen der gel�os
hten Objekte
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hert, da� ein neu einzuf�ugendes Objekt auf den ersten freien Platzgesetzt wird (7).Die Ausgabe des obigen Programms lautet also:0 1 2 3 41 2 410 1 2 4A.2 Die Geometrie-BibliothekDie Geometrie-Bibliothek stellt Funktionen f�ur einfa
he Geometriefunktionen um ei-ne allgemeine Punkt-Klasse zur Verf�ugung. Einige der Funktionen arbeiten derzeitledigli
h im 2-dimensionalen Fall. H�ohere Dimensionen waren f�ur den vorliegen-den Code ni
ht n�otig, h�atten f�ur die Implementierung jedo
h einen hohen Aufwandben�otigt.A.2.1 PunkteEin n-dimensionaler Punkt wird dur
h n Koordinaten repr�asentiert; er kann alsoau
h als Vektor aufgefa�t werden. Auf die Koordinaten kann einzeln �uber den Ope-rator [℄ zugegri�en werden.F�ur die Interpretation als Ortsvektor enth�alt die Klasse mehrere arithmetis
he Ver-kn�upfungen und einen Verglei
hsoperator.#in
lude <point.h>using namespa
e geom;// ...pointC v1(2), v2(2), v3(2); (1)v1[0℄ = 1.0; (2)v1[1℄ = 1.0;v2[0℄ = 5.0;v2[1℄ = 5.0;v3 = v1 + v2; (3)
out << v3 << endl; (4)v3 = v3 * 2; (5)
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h
out << v3 << endl;
out << "v1 und v2 sind "<< v1 == v2 ? "glei
h" : "vers
hieden" << endl; (6)// ...(1) erzeugt drei Punkte/Vektoren in zwei Dimensionen. Die Koordinaten von Punk-ten werden in (2) gesetzt. Vektoren k�onnen na
h (3) und (5) mittels Operatorenverkn�upft werden. Der Verglei
hsoperator (6) arbeitet mit der in base.h de�niertenKonstanten ::base::eps als Toleranz. Operator (4) gibt Punkte/Vektoren aus.Die Ausgabe des obigen Programms lautet (ohne genaue Formulierung des Ausga-beoperators):Dimension 2, 6.0 6.0Dimension 2, 12.0 12.0v1 und v2 sind vers
hiedenA.2.2 Zus�atzli
he Routinen f�ur PunkteDie bisher vorgestellten Operationen werden von der Klasse ::geom::pointC be-reitgestellt. Die Bibliothek enth�alt jedo
h no
h weitere Funktionen. Die folgendenbeziehen si
h auf zwei oder drei Punkte oder ihre Interpretation als Vektor.#in
lude <geom.h>#in
lude <point.h>using namespa
e geom;pointC p1(2), p2(2), p3(2);p1[0℄ = 0.0;p1[1℄ = 0.0;p2[0℄ = 1.0;p2[1℄ = 0.0;p3 = p1;
out << "p1, p2, p3 liegen "<< onLine(p1, p2, p3) ? "" : "ni
ht"<< "auf einer Geraden" << endl; (1)
out << "<p1,p2> = " << s
alar(p1, p2) << endl; (2)
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out << "Abstand(p1,p2) = " << dist(p1, p2) << endl; (3)(1) pr�uft, ob die drei gegebenen 2-dimensionalen Punkte auf einer gemeinsamen Ge-raden liegen. Die anderen Funktionen dieses Beispiels arbeiten hingegen in beliebigenDimensionen; (2) bere
hnet das Skalarprodukt zweier Vektoren, (3) den euklidis
henAbstand der Punkte.A.2.3 Routinen f�ur Stre
ken und GeradenDie Geometrie-Bibliothek kann au
h Aussagen �uber Stre
ken- und Geradenbezie-hungen im 2-dimensionalen Raum ma
hen.#in
lude <geom.h>#in
lude <point.h>using namespa
e geom;// ...pointC p1(2), p2(2), p3(2), p4(2);p1[0℄ = 0.0;p1[1℄ = 0.0;p2[0℄ = 1.0;p2[1℄ = 0.0;p3[0℄ = 2.0;p3[1℄ = 1.0;p4[0℄ = 0.0;p4[1℄ = 0.0;
out << "Der Mittelpunkt der Stre
ke p1, p2 liegt bei"<< medium(p1, p2) << endl; (1)
out << "Eine Normale auf die Gerade p1, p2 lautet"<< normal(p1, p2) << endl; (2)
out << "Die Geraden p1, p2 und p3, p4 s
hneiden si
h im Punkt"<< lineInterse
t(p1, p2, p3, p4) << endl; (3)
out << "Der Winkel zwis
hen den Stre
ken p1, p2 und p2, p3 ist"<< angle(p1, p2, p3) << endl; (4)// ...
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h(1) �ndet den Punkt, der die Stre
ke p1, p2 halbiert; (2) bere
hnet einen Normalen-vektor der Geraden. Der S
hnittpunkt zweier Geraden wird dur
h (3) ermittelt. DerWinkel zweier si
h im Punkt p2 s
hneidenden Geraden wird in (4) bere
hnet; dergefundene Winkel ist der von p2, p1 zu p2, p3 gegen den Uhrzeigersinn gemessen.A.2.4 Routinen f�ur Dreie
keAu
h die Routinen f�ur Dreie
ke sind auf den 2-dimensionalen Raum bes
hr�ankt.#in
lude<geom.h>#in
lude<point.h>using namespa
e geom;// ...pointC p1(2), p2(2), p3(2);p1[0℄ = 0.0;p1[1℄ = 0.0;p2[0℄ = 1.0;p2[1℄ = 0.0;p3[0℄ = 2.0;p3[1℄ = 1.0;
out << "Dreie
k p1, p2, p3" << endl;
out << "Mittelpunkt des Umkreises: "<< 
Center(p1, p2, p3) << endl; (1)
out << "Radius des Umkreises: "<< 
Radius(p1, p2, p3) << endl; (2)
out << "Radius des Inkreises: "<< iRadius(p1, p2, p3) << endl; (3)// ...Der Umkreis des Dreie
ks, das dur
h die Punkte p1, p2, p3 gegeben ist, wird in(1) bere
hnet. Die Aufrufe f�ur Radius von Umkreis und Inkreis erfolgen analog ((2)und (3)).



A.3 Die meshMan-Bibliothek 115A.3 Die meshMan-BibliothekDie Bibliothek libmeshman.a ist der Kern des meshMan-Pakets. Sie stellt zumeinen die Datenstruktur f�ur Triangulierungen, zum anderen Routinen zur Gl�attungund Verfeinerung bereit.A.3.1 Die Typen ::base::indexT und ::base::floatTInnerhalb des gesamten Paketes wird auss
hlie�li
h mit den zwei elementaren Ty-pen ::base::indexT f�ur vorzei
henbehaftete ganzzahlige Operationen und ::base-::floatT f�ur Flie�kommazahlen gearbeitet. Sie sind in base.h de�niert; dort sindau
h Konstanten | ::base::Typmax | enthalten, die die gr�o�ten Werte f�ur dieseTypen angeben. Die De�nitionen dieser Typen liegen in base.h.A.3.2 Die DatenstrukturDie Datenstruktur ist so aufgebaut, da� Hierar
hien von Triangulierungen m�ogli
hsteinfa
h dimensionsunabh�angig gespei
hert werden k�onnen. Dieser Aufbau ist in denvorigen Kapiteln dieser Arbeit detailliert bes
hrieben; hier soll nur ein kleiner �Uber-bli
k gegeben werden.Die Objekte einer TriangulierungAls Objekte einer Triangulierung stehen zur Verf�ugung:� ::net::nodeC | Knoten oder Knotenpunkt (0-dimensional)Ein Knotenpunkt kann aus einem Punkt erzeugt werden. Er enth�alt nebendessen Koordinaten eine Liste der von ihm ausgehenden Segmente.� ::net::segmentC | Segment (1-dimensional)Ein Segment besteht aus einer Stre
ke, de�niert dur
h zwei Knotenpunkte. Esenth�alt als Zusatzinformation eine Liste derjenigen Elemente, die es eingrenzt.� ::net::elementC | Element (2-dimensional)Als Elemente der Triangulierung wurden in der vorliegenden Arbeit Dreie
kegew�ahlt. Sie sind aus Segmenten aufgebaut. Andere Polygone sind m�ogli
h.Diese Folge von Objekten l�a�t si
h auf h�ohere Raumdimensionen erweitern.Eine TriangulierungEine 2-dimensionale Triangulierung besteht aus Knoten, Segmenten und Elementen,die dur
h Indizes in einer Hierar
hie bekannt sind.
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hDie Hierar
hieDie Hierar
hie ist zentraler Spei
her f�ur eine Folge von Triangulierungen und derenKomponenten. Der Zugri� auf eines der Objekte erfolgt dur
h Angabe der Art desObjektes und seines Indexes.A.3.3 Einf�ugen von Objekten in die Hierar
hieDie im vorigen Abs
hnitt vorgestellten Objekte sind isoliert betra
htet relativ nutz-los. Um wirkungsvoll mit ihnen arbeiten zu k�onnen, m�ussen sie in eine zuvor initiali-sierte Hierar
hie eingef�ugt werden. In dieser Hierar
hie kann dann aus den Objekteneine Triangulierung zusammengesetzt werden.Das folgende Beispiel erzeugt eine Triangulierung eines Quadrats aus zwei Dreie
ks-elementen, indem es die n�otigen Objekte in die Hierar
hie einf�ugt.#in
lude <hierar
h.h>#in
lude <point.h>#in
lude <indexSet.h>#in
lude <base.h>using namespa
e net;using namespa
e geom;using namespa
e base;// ...hierar
hC hier(2); (1)pointC p(hier.dim()); (2)indexSetC<indexT> obj;indexT pid[4℄, sid[5℄;// erzeuge die Knotenpunkte der Triangulierungp[0℄ = 0.0;p[1℄ = 0.0;pid[0℄ = hier.append(p); (3)p[0℄ = 1.0;p[1℄ = 0.0;pid[1℄ = hier.append(p);p[0℄ = 1.0;p[1℄ = 1.0;pid[2℄ = hier.append(p);p[0℄ = 0.0;p[1℄ = 1.0;



A.3 Die meshMan-Bibliothek 117pid[3℄ = hier.append(p);// erzeuge die Segmente der Triangulierungobj.
lear();obj.append(pid[0℄); (4)obj.append(pid[1℄); (5)sid[0℄ = hier.append(1, obj); (6)obj.
lear();obj.append(pid[1℄);obj.append(pid[2℄);sid[1℄ = hier.append(1, obj);obj.
lear();obj.append(pid[2℄);obj.append(pid[3℄);sid[2℄ = hier.append(1, obj);obj.
lear();obj.append(pid[3℄);obj.append(pid[0℄);sid[3℄ = hier.append(1, obj);obj.
lear();obj.append(pid[2℄);obj.append(pid[0℄);sid[4℄ = hier.append(1, obj);// erzeuge die Elemente der Triangulierungobj.
lear();obj.append(sid[0℄); (7)obj.append(sid[1℄);obj.append(sid[4℄);hier.append(2, obj); (8)obj.
lear();obj.append(sid[2℄);obj.append(sid[3℄);obj.append(sid[4℄);hier.append(2, obj);// ...Dur
h (1) wird eine 2-dimensionale Hierar
hie erzeugt. Sie kann Objekte aufnehmen,deren Dimension h�o
hstens 2 betr�agt | also 2-dimensionale Punkte, Segmente undElemente.(2) erzeugt einen Punkt, der mit der Dimension der Hierar
hie initialisiert wird. Die-
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hser Punkt wird | na
hdem seine Koordinaten gesetzt wurden | dur
h (3) in dieHierar
hie eingef�ugt, wobei eine f�ur diese Hierar
hie eindeutige Knoten-Id zur�u
k-geliefert wird. Mittels dieser Id kann jederzeit auf diesen Knoten zur�u
kgegri�enwerden.Segmente werden dur
h die Id's ihrer Knotenpunkte bes
hrieben. Die Id's der Kno-ten werden in ein indexSetC{Objekt ges
hrieben ((4) und (5)). Dieses indexSetC{Objekt wird dann in (6) unter Angabe der Dimension des gew�uns
hten Objektsin die Hierar
hie ges
hrieben. Dadur
h wird wie bei den Punkten eine eindeutigeSegment-Id geliefert.Die Erzeugung aller k-dimensionalen (1 � k � n, n ist die Dimension der Hierar
hie)Objekte erfolgt auf die glei
he Art und Weise wie bei den Segmenten. (7) und (8)illustrieren diesen Vorgang f�ur die Elemente (k = 2). Die Id's der Elemente sind indem Fall der 2-dimensionalen Hierar
hie ni
ht von Bedeutung, da aus ihnen keineweiteren Objekte aufgebaut werden.Die Hierar
hie enth�alt neben den oben vorgestellten Objekten zus�atzli
h ein Netzoder Level. Jedes der eingef�ugten Simplizes wird beim Einf�ugen in die Hierar
hie au-tomatis
h f�ur das aktuelle Netz registriert. Neue Levels k�onnen nur dur
h Verfeinerndes aktuellen Netzes erzeugt werden.A.3.4 Der Zugri� auf Objekte einer TriangulierungDie Objekte der Hierar
hie k�onnen �uber ihre Id errei
ht werden. Dieser Abs
hnittzeigt das genaue Vorgehen hierzu, indem alle Segmente eines Levels ausgegebenwerden.#in
lude <hierar
h.h>#in
lude <net.h>#in
lude <segment.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC h(2);// ...// erzeuge ein Netz in der Hierar
hie h// ...for (hierar
hC::netIterConstC nit = h.netBeginConst();nit != h.netEndConst();++nit) f (1)
out << "Segmente von Level " << *nit << endl; (2)



A.3 Die meshMan-Bibliothek 119for (netC::segIterConstC sit = h.getNet(*nit).segBeginConst();sit != h.getNet(*nit).segEndConst();++sit) (3)
out << h.getSeg(*sit) << endl; (4)g// ...Die Hierar
hie stellt Iteratoren (1) f�ur alle enthaltenen Netze zur Verf�ugung. DieObjekte der Netze k�onnen mit den Objekt-Iteratoren der Netze (3) dur
hlaufenwerden.Alle Iteratoren liefern ledigli
h die Indizes der Objekte (2) innerhalb der Hierar
hie.Die eigentli
hen Objekte werden mit dem entspre
henden get-Aufruf (4) errei
ht.Weitere Informationen zu den einzelnen Elementfunktionen der Objekte k�onnen demReferenzmanual entnommen werden.A.3.5 Na
hbars
haftsbeziehungenKeines der Objekte spei
hert selbst irgendwel
he Na
hbars
haftsverh�altnisse zu an-deren glei
hartigen Objekten. Jedem Objekt sind nur seine h�oher- bzw. niederdi-mensionalen "Na
hbarn" bekannt.Elemente m�ussen die Segmente, aus denen sie aufgebaut sind, befragen, um ihreNa
hbarn zu erfahren. Wie dies genau geregelt ist, zeigt das folgende Codefragment:#in
lude <hierar
h.h>#in
lude <net.h>#in
lude <element.h>#in
lude <segment.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC h(2);// ...// erzeuge ein Netz in der Hierar
hie h, so da� ein Element// mit Index 3 auf Level 0 existiert.// ...// erfrage alle Na
hbarn von Element 3 auf Level 0:elementC &elm = h.getElm(3); (1)
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hfor (elementC::segIterConstC sit = elm.segBeginConst();sit != elm.segEndConst();++sit)for ( segmentC::elmIterConstC eit= h.getSeg(*sit).elmBeginConst();eit != h.getSeg(*sit).elmEndConst();++eit) (2)if ( *eit!= elm.id()&& h.getNet(0).testElm(*eit)) (3)
out << "Die Elemente "<< elm.id()<< " und "<< *eit<< " sind bena
hbart"<< endl;// ...Das Erfragen der Na
hbars
haftsinformationen ist also wenig mehr als der Zugri�auf die niederdimensionalen Na
hbarn und deren Daten.Jedes Objekt stellt Iteratoren (2) f�ur den Zugri� auf die registrierten Objekte zurVerf�ugung.Ansonsten soll hierzu nur no
h (1) als Erzeugung einer Referenz eines Objektes und(3) als Test, ob ein Objekt zu einem gegebenen Level geh�ort, hervorgehoben werden.A.3.6 L�os
hen von ObjektenObjekte werden zum einen aus Netzen, zum anderen aus der Hierar
hie gel�os
ht. Auseinem Netz k�onnen sie entfernt werden falls in diesem Level kein h�oherdimensionalesObjekt aus diesem Objekt aufgebaut ist. Aus der Hierar
hie kann es entfernt werden,sofern es in keinem Netz enthalten ist. Erst dann wird der Spei
her dieses Objektesfreigegeben.Der L�os
hvorgang sieht f�ur alle Objekte der Hierar
hie identis
h aus.#in
lude <hierar
h.h>#in
lude <point.h>#in
lude <segment.h>#in
lude <element.h>using namespa
e net;// ...
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hC hier;// ...// Dieses Beispiel setzt eine Hierar
hie voraus, die ein Netz// aus Punkten, Segmenten und Elementen enth�alt.// Dabei existiere von jedem Objekt eines mit Id 1.// Zus�atzli
h sei Element 1 aus Segment 1 aufgebaut,// Segment 1 habe Knoten 1 als Rand.// ...hier.getElm(1).unNet(0); (1)hier.unElm(1); (2)hier.getNod(1).unNet(0); (3)// ...(1) entfernt ein Element aus Level 0, (2) l�os
ht es komplett aus der Hierar
hie.(3) l�ost hingegen einen Fehler aus, da (na
h Voraussetzung) Segment 1 den ge-w�uns
hten Knoten ben�otigt.A.3.7 Verbessern der Triangulierungsqualit�atDie Qualit�at einer Triangulierung wird mit sogenannten Gl�attungsverfahren verbes-sert. meshMan implementiert zwei Verfahren:� qualitySwapDas gemeinsame Segment zweier Elemente, deren Vereinigung konvex ist, wird\herumgeklappt".� lapla
eEin Knoten wird im S
hwerpunkt seines Pat
hes plaziert, sofern dadur
h dieQualit�at des s
hle
htesten Elements innerhalb des Pat
hes verbessert wird undder Knoten die Grenzen seines Pat
hes ni
ht verl�a�t.Die Gl�attungsverfahren werden in Kapitel 5 ausf�uhrli
h bes
hrieben.Beide Verfahren k�onnen nur auf unverfeinerte Level 0-Triangulierung angewendetwerden.#in
lude <nethelper.h>#in
lude <hierar
h.h>#in
lude <net.h>
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h#in
lude <element.h>#in
lude <segment.h>#in
lude <node.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC h(2);// ...// erzeuge ein Netz in der Hierar
hie h// ...for (netC::segIterConstC sit = h.getNet().segBeginConst();sit != h.getNet().segEndConst();++sit)if (qualitySwap(h.getSeg(*sit)))
out << *sit<< " wurde gekippt"<< endl;for (netC::nodIterConstC nit = h.getNet().nodBeginConst();nit != h.getNet().nodEndConst();++nit)if (lapla
e(h.getNod(*nit)))
out << *sit<< " wurde vers
hoben"<< endl;// ...A.3.8 Verfeinern einer TriangulierungF�ur Multigrid-Verfahren werden Folgen von Triangulierungen ben�otigt. Diese Folgenentstehen dur
h adaptive Verfeinerungsstrategien, deren Aufruf nun demonstriertwerden soll. In dem Beispiel werden alle Elemente, deren Fl�a
he gr�o�er als 1 ist,verfeinert. Na
h dem Verfeinerungsvorgang ist nat�urli
h no
h ni
ht garantiert, da�die Fl�a
he aller Elemente kleiner als 1 ist.#in
lude <hierar
h.h>#in
lude <net.h>
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lude <element.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC h(2);// ...// erzeuge ein Netz in der Hierar
hie h// ...for (netC::elmIterConstC eit = h.getNet().elmBeginConst();eit != h.getNet().elmEndConst();++eit)if (h.getElm(*eit).size() > 1)h.getElm(*eit).mark(red); (1)h.refine(); (2)// ...Die zu verfeinernden Elemente m�ussen zuerst einzeln markiert (1) werden. (2) be-re
hnet den Abs
hlu�, erzeugt ein neues Level und verfeinert alle Elemente bez�ugli
hihrer Markierung.A.3.9 Spezielle FunktionenmeshMan stellt einige h�au�g benutzte Routinen zur Verf�ugung:� qualityBere
hnet das Qualit�atsma� eines Elements.� elmNodesFindet die Knotenpunkte eines Elements.� oppositeNodesFindet die Knoten eines Elements, die ni
ht zu einem gegebenen Segmentgeh�oren.� elmsBorderSu
ht den Rand der Vereinigung der gegebenen Elemente.� pat
hLiefert alle Elemente eines Levels, die an den gegebenen Knoten angrenzen.
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h� wheelFindet alle Segmente, die von einem gegebenen Knoten auf einem Level aus-gehen.A.4 Die Generator-BibliothekDie Generatoren automatisieren die Erstellung einer Anfangstriangulierung.F�ur jede Raumdimension existieren eigene Generatoren; ein 1-dimensionaler Gene-rator zerlegt Segmente in k�urzere, ein 2-dimensionaler zerlegt gegebene Elemente inkleinere.A.4.1 Die Basisklasse der GeneratorenDiemeshMan-Generatoren sind alle von ::net::meshGeneratorC abgeleitet. Dieseabstrakte Basisklasse enth�alt folgende Funktionen:� identifyR�u
kgabe eines ID-String der den Generator in Textform bes
hreibt.� dimAngabe der Dimension des Generators.� makeMeshAufruf zur Generierung einer Triangulierung; Parameter ist die Hierar
hie, inder die Triangulierung erzeugt werden soll. Das Gitter wird auf Level 1 gene-riert, und die entspre
henden Vater-Sohn-Beziehungen zu den Segmenten aufLevel 0 gesetzt. Dur
h diesen S
hritt k�onnen die Randsegmente ohne Umnu-merierung lei
ht identi�ziert werden.A.4.2 Die Generatoren im DetailIn meshMan sind folgende Generatoren enthalten:� ::net::linear1dC (1-dimensional)Dieser Generator zerlegt Stre
ken in k�urzere, so da� keine davon l�anger als einvorgegebener Wert ist.� ::net::delaunay2dC (2-dimensional)Hiermit wird ein 2-dimensionale Triangulierung mittels des Delaunay-Verfahr-ens erzeugt.� ::net::afm2dC (2-dimensional)afm2dC realisiert ein Advan
ing-Front-Verfahren mit drei Regeln. Die Klas-se selbst ist abstrakt. Von ihr wurden weitere Spezialversionen abgeleitet, diesi
h dur
h das Auswahlverfahren des Basissegments unters
heiden (siehe Ka-pitel 3).



A.4 Die Generator-Bibliothek 125{ ::net::afm2dLengthC{ ::net::afm2dAngleC{ ::net::afm2dAngleLengthC{ ::net::afm2dAngl2CDiese Generatoren haben dur
h die Funktion snap einen gemeinsamen Kon-�gurationsme
hanismus. Der damit gesetzte Wert de�niert, in wel
her Ent-fernung von neu zu erzeugenden Punkten na
h bereits existierenden gesu
htwerden soll.Genauere Angaben zur Implementierung der Generatoren kann den Kapiteln 3 und4 entnommen werden. Die Kon�gurationsmethoden sind in dem Referenzhandbu
hbes
hrieben.Die Handhabung der Generatoren gestaltet si
h sehr einfa
h:#in
lude <linear1d.h>#in
lude <delaunay2d.h>#in
lude <afm2dlength.h>#in
lude <hierar
h.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC hier(2);linear1dC lin1d; (1)delaunay2dC del2d;afm2dLengthC afm2d;// ...// einlesen des Randes des gew�uns
hten Gebiets// ...
out << lin1d.identify() << endl; (2)
out << lin1d.dim(); (3)lin1d.edgeLength(1.0); (4)lin1d.makeMesh(hier); (5)del2d.edgeLength(1.0); (6)del2d.minDistan
e(0.9); (7)del2d.makeMesh(hier); (8)
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hafm2d.makeMesh(hier); (9)// ...(1) erzeugt eine Instanz des 1D-Generators. Den Generatoren wird die gew�uns
hteHierar
hie erst als Parameter des Generator-Aufrufs (5) �ubergeben. Dadur
h sind dieGeneratoren an keine Hierar
hie gebunden. (2) und (3) identi�zieren den Generatorund seine Dimension. Die beiden anderen hier erzeugten Generatoren stellen dieglei
hen Funktionen zur Verf�ugung. Dur
h (4), (6) und (7) werden die Generatorenkon�guriert. (5) und (8) erzeugen s
hlie�li
h die Triangulierung.Der Aufruf (9) erzeugt hingegen einen Fehler, da in der Hierar
hie hier bereits eineTriangulierung erzeugt wurde.A.4.3 Der Mesh
ontainerDer Mesh
ontainer vereinfa
ht den Umgang mit den einzelnen Generatoren. Erl�os
ht alle Levels bis auf Level 0 aus der angegebenen Hierar
hie. Dann werden dieeinzelnen Generatoren in der ri
htigen Reihenfolge aufgerufen (beginnend bei Di-mension 1). Da die Hierar
hie in den Anfangszustand mit der reinen Randbes
hrei-bung des Gebietes versetzt wird, sind wiederholte Generierungsversu
he m�ogli
h.#in
lude<mesh
ontainer.h>#in
lude<linear1d.h>#in
lude<delaunay2d.h>#in
lude<afm2dlength.h>#in
lude<hierar
h.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC hier(2);linear1dC lin1d;delaunay2dC del2d;afm2dLengthC afm2d;meshContainerC 
ont(hier.dim()); (1)// ...// lies den Rand des gew�uns
hten Gebietes ein// ...
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ont.reg(&lin1d); (2)
ont.reg(&del2d); (3)
ont.mesh(); (4)
ont.reg(&afm2d); (5)
ont.mesh(&hier); (6)// ...Der Mesh
ontainer ist an eine bestimmte Raumdimension gebunden, die dem Kon-struktor (1) �ubergeben wirden. Dana
h kann die Geometrie-Bes
hreibung in dieHierar
hie eingelesen werden. (2) und (3) registrieren Generatoren bei dem Mesh-
ontainer. Diese werden dur
h die dim-Funktion ri
htig eingeordnet und sortiert. DieGeneratoren k�onnen jederzeit (5) ausgetaus
ht werden. Sobald f�ur jede Dimensioneine Registrierung vorliegt, kann die Generierung (4) angesto�en werden.Da die Generierung in der Hierar
hie auf Level 1 ges
hieht und die Randbes
hreibungin Level 0 unver�andert erhalten bleibt, ist der Aufruf (6) erlaubt und erzeugt keinenFehler wie im letzten Abs
hnitt.A.5 Die IO-BibliothekDie Export-Bibliothek libmeshio.a implementiert mehrere Export-Filter. Dur
hdiese Filter kann meshMan dazu gebra
ht werden, mit externen Programmen zu-sammenzuarbeiten.A.5.1 Der NetparserDie Klasse netparserC wurde von E. Stafilarakis implementiert und freund-li
herweise zur Verf�ugung gestellt. Die Programmiers
hnittstelle war w�ahrend derFertigstellung dieses Manuals no
h st�andigen �Anderungen unterworfen, so da� aufeine Bes
hreibung verzi
htet wird.A.5.2 X�gX�g ist ein Vektor-orientiertes Graphikprogramm, das auf den meisten UNIX-Work-stations installiert ist. Es kann die Triangulierung darstellen und weiterverarbeiten.Die meisten Abbildungen von Triangulierungen in dieser Arbeit wurden mit Hilfedieses Programms na
h Posts
ript konvertiert.Das ausgegebene Format entspri
ht der X�g-Version 3.2.#in
lude<xfig.h>
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h#in
lude<hierar
h.h>using namespa
e net;// ...hierar
hC hier(2);// ...// f�ulle die Hierar
hie und erzeuge ein Netz// ...xfig(&hier, "outfile.fig"); (1)xfig(&hier, 3, "outfile.fig"); (2)// ...(1) exportiert das aktuelle Level, (2) Level 3.A.5.3 jShowjShow ist ein T
l/Tk-Skript, das 2D-Triangulierungen darstellen kann. Dur
h seinelei
hte Anpa�barkeit an spezielle Situationen eignet es si
h gut zur Fehlersu
he inGeneratoren. Dieser Filter erzeugt ein spezielles Format f�ur dieses Skript. jShowbeinhaltet einen Export�lter na
h Posts
ript.Der Aufruf der Funktion jshow erfolgt analog zu dem des X�g-Filters.A.5.4 PNS/netCDFF�ur die Zusammenarbeit mit PNS bietet meshMan einen Filter zur Ausgabe in dasnetCDF-Format an. Das Ausgabeformat numeriert die Elemente und Segmente um.Um die Adaptivit�at von meshMan nutzen zu k�onnen, m�ussen die Elemente mitdenjenigen aus meshMan identi�ziert werden k�onnen.#in
lude<pns
df.h>#in
lude<hierar
h.h>#in
lude<element.h>#in
lude<base.h>// ...
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hC hier(2);indexT i, meshmanid;pns
dfC pns;// ...// erzeuge eine Triangulierung in der Hierar
hie// ...pns.
df(&hier, 0, "level.
df"); (1)
in >> i;meshmanid = pns.elm(i); (2)hier.getElm(meshmanid).mark();hier.refine();pns.
lean(); (3)// ...Die Anweisung (1) s
hreibt Level 0 der Hierar
hie hier im PNS-netCDF-Format indie Datei "level.
df". Diese Datei kann nun von PNS geladen und bearbeitet werden.Soll ein Element verfeinert werden, wird die PNS-Id wieder eingelesen (im Beispielvia der Standard-Eingabe). (2) bildet diese Id auf die meshMan-Id ab. �Uber dieseId kann das Element in meshMan angespro
hen und verfeinert werden. (3) l�os
htdie PNS-Id's.A.6 AusnahmebehandlungAlle Ex
eptions die in den oben vorgestellten Bibliotheken verwendet werden, ba-sieren auf der Basisklasse ::base::errorC, de�niert in base.h. Aus den ausgewor-fenen Ex
eptions kann der Name der Funktion und eine Begr�undung des Vorgangsabgelesen werden. Die Namensgebung der abgeleiteten Klassen erm�ogli
ht weitereR�u
ks
hl�usse auf den Grund der Ex
eption.#in
lude<netex
eptions.h>#in
lude<hierar
h.h>#in
lude<point.h>using namespa
e net;using namespa
e geom;using namespa
e base;// ...



130 Programmierhandbu
hhierar
hC hier(2);pointC p(hier.dim());p[0℄ = 0.0;p[1℄ = 0.0;hier.append(p);try fhier.append(p); (1)g
at
h (distUnderrunC e) f (2)
out << "distUnderrunC wurde abgefangen:" << endl;
out << "Funktion: " << e.fun
tion() << endl; (3)
out << "Meldung: " << e.message() << endl; (4)g// ...(1) versu
ht einen Punkt ein zweites Mal in die Hierar
hie einzuf�ugen. Da diesni
ht erlaubt ist, wird die von ::base::errorC abgeleitete Ex
eption ::net::dist-UnderrunC ausgeworfen. (3) gibt den Namen der Funktion aus, die die Ex
eptionausgeworfen hat. Falls diese Funktion das entspre
hende Feld ni
ht initialisiert hat,lautet die Ausgabe "unknown fun
tion". Die entspre
hende Fehlermeldung wirdin (4) ausgegeben. Der Default-String lautet "unknown message". Die Ausgabe desProgramms lautet also (abgesehen von den genauen Ex
eption-Meldungen):distUnderrunC wurde abgefangen:Funktion: ::net::hierar
hC::append(.)Meldung: Dieser Punkt liegt zu nahe an einem anderenA.7 Abh�angigkeiten der BibliothekenDie folgende Tabelle A.1 zeigt die Abh�angigkeiten der Bibliotheken. Enthalten sindau
h diejenigen Bibliotheken, die ni
ht zum meshMan-Paket geh�oren:� mAnsi-C Mathematik-Bibliothek� net
dfMas
hinenunabh�angiges Datenformat von Unidata [6℄
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