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Einleitung

Partielle Differentialgleichungen haben sich als wichtige Komponenten zur Modellie-
rung technischer Fragestellungen wie Temperatur- oder Druckverteilung im Raum
erwiesen.

Fiir solche Gleichungen lassen sich in den seltensten Fillen geschlossene Losungen
angeben. Somit werden andere, numerische Verfahren benotigt. Eines der wichtigsten
und verbreitetsten Verfahren ist das der finiten Elemente. Alle Strategien dieser
Familie lassen sich grob in drei Schritten beschreiben:

1. Eingabe und Beschreibung des Ausgangsproblems, Generierung einer Trian-
gulierung.

2. Erzeugung und Losung des endlichdimensionalen algebraischen Problems, Ab-
schdtzung des Fehlers, evtl. Verfeinerung der Triangulierung und Wiederho-
lung dieses Schritts.

3. Aufbereitung der erhaltenen Ergebnisse, Ableitung unmittelbarer Resultate
und graphische Darstellung.

Die vorliegende Arbeit setzt sich mit der Generierung und Verfeinerung von Trian-
gulierungen nach Punkt 1 und 2 auseinander. Zum einen muf} das gegebene Gebiet,
auf dem eine Losung gefunden werden soll, in eine Menge kleinerer Gebiete zerlegt
werden, zum anderen sollen diese Teilgebiete weiter zerlegt werden kénnen. In den
meisten Féllen, so auch in dieser Arbeit, handelt es sich dabei um Simplizes. Fiir
den 2-dimensionalen Fall sind dies Dreiecke. Soweit das Gebiet geometrisch einfach
ist, d.h. die Begrenzungsgeraden sind paarweise entweder orthogonal oder paral-
lel zueinander, lassen sich mit relativ geringem Aufwand sogenannte strukturierte
Triangulierungen angeben. Fiir den allgemeinen Fall polygonal berandeter Gebiete
stellt die Generierung von Triangulierungen eine komplexe Aufgabe dar, zumal die
resultierenden Dreiecke qualitativ nicht entarten sollen. Des weiteren muf3 darauf
geachtet werden, dafl keine hingenden Knoten wihrend der Generierung entstehen.
Mit jedem Simplex ist ein Maf} verbunden, das als Qualitét dieses Simplexes bezeich-
net wird. Diese Qualitdt kann nach der Generierung mittels sogenannter Gliattungs-
verfahren teilweise erheblich verbessert werden.

Wenn die Triangulierung vorliegt, ist noch nicht sichergestellt, dal der Fehler der
daraus resultierenden Losung innerhalb einer vorgegebenen Toleranz liegt. Durch



2 Einleitung

lokale Verfeinerung einzelner Elemente kann die Losung verbessert werden. Bedarfs-
gerechte lokale Verfeinerung kann den Rechenaufwand im Vergleich zu Triangulie-
rungen, die von vornherein global sehr fein angelegt sind, relativ gering halten. Die
nachtrégliche Verfeinerung soll folgende Bedingungen erfiillen:

e Die Triangulierung mufl konform bleiben, d.h. es diirfen keine hingenden Kno-
ten generiert werden.

e Die einzelnen Simplizes sollen beliebig tief verfeinert werden koénnen, ohne
dabei geometrisch zu entarten.

e Die Verfeinerungsstrategie sollte nicht auf den 2-dimensionalen Fall beschrénkt
sein.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt in der Generierung und lokalen Ver-
feinerung von Triangulierungen, sowie deren Implementierung. Die dafiir entwickelte
Datenstruktur speichert die Triangulierung — im Gegensatz zu den meisten anderen
Implementierungen — unabhéngig von der Raumdimension und ermdglicht dariiber-
hinaus effizienten Zugriff auf die einzelnen Objekte der Triangulierung, ohne unnétig
viel Speicherkapazitit in Anspruch zu nehmen.

Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Methode der finiten Elemente sei auf [19]
verwiesen.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollte ein Code zur Erstellung und Verfeinerung von
Familien von Triangulierungen in zwei Dimensionen entwickelt werden. Die Erweiter-
barkeit auf den 3-dimensionalen Fall sollte jedoch gewihrleistet sein. Der Code sollte
modular ausgelegt sein und ein genau definiertes API (Application Programming In-
terface) aufweisen, so daf} einzelne Teile jederzeit ausgetauscht werden kénnen. Eine
weitere Voraussetzung war die Implementierung in der Sprache C++. Die Haupt-
griinde fiir C4++ waren die Ermdoglichung einer objektorientierten Programmierweise
und die méchtige Standardbibliothek STL[13]. Ein weiterer Pluspunkt fiir C++ ist
dessen weite Verbreitung.

Es existieren bereits sehr viele Codes zur Generierung oder Verfeinerung von Tri-
angulierungen, warum also noch ein zusétzlicher? Zu Anfang dieser Arbeit stand
eine ausfiihrliche Untersuchung mehrerer Programme. Die meisten, wie zum Beispiel
NETGEN][17], konnten aus Lizenzgriinden nicht eingesetzt werden, da sie eigene Wei-
terentwicklungen oder das Linken gegen eigenen Code verboten. Ubrig blieben stark
spezialisierte Programme wie Triangle[7], Delaundo[2] oder EasyMesh[3]. Durch ihre
Festlegung auf eine Anwendung — in diesem Fall Generierung von Triangulierungen
im 2-dimensionalen Raum — beruhen sie auf einer starren, unflexiblen Datenstruk-
tur, die nur unter sehr groflem Aufwand zur Herstellung adaptiv verfeinerter Folgen
von Triangulierungen oder fiir den 3-dimensionalen Fall genutzt werden kann.

Das meistversprechende Paket war AGM‘?D[l]. Es enthélt unter anderem eine Ver-
feinerungsstrategie fiir Tetraedertriangulierungen mit krummlinigem Rand. Diese
Routinen wurden isoliert, in eine Bibliothek gepackt und von mir mitsamt der Da-
tenstruktur an den 2D-Fall angepafit. Dabei stellte sich heraus, dal die verwendete



Datenstruktur weder besonders iibersichtlich noch effizient war. Der Aufwand, die
2D- und 3D-Versionen zu vereinigen, war aufgrund des teilweise undurchsichtigen
Programmierstils (Bitoperationen auf Zeiger, die nicht immer und iiberall funktio-
nierten) mit vielen Makros schlecht absehbar. Ein weiterer Minuspunkt fiir AGM3P
war die Implementierung in C.

Folglich wurde als Bestandteil dieser Arbeit eine komplett neue Anwendung ent-
wickelt. Diese ist aus vier Bibliotheken aufgebaut:

e geom
Elementare geometrische Operationen.

e meshMan
Die Datenstruktur mit Zugriffsfunktionen und Verfeinerungsroutinen.

e meshIO
Ein- und Ausgabefilter fiir die Triangulierungen. Diese Bibliothek enthélt des
weiteren einen Parser zum Einlesen einer Gebietsbeschreibung, der von E.
STAFILARAKIS beigesteuert wurde.

e meshCreator
Routinen zur Generierung einer Anfangstriangulierung.

Das Gesamtpaket wird mit meshMan bezeichnet.

Anhang A enthilt eine Einfiihrung in die Programmierung der oben genannten Bi-
bliotheken.

Im folgenden wird des 6fteren Bezug auf Typen genommen werden. Namen von
Klassen und einfachen Typen werden in der Form : : Namespace: : Typname angege-
ben, ist kein Namespace vorhanden nur mit Typname. Klassen enden mit dem Suffix
C, einfache Typen mit T.

Beispiele:

e ::base::indexT — vorzeichenbehafteter, ganzzahliger Typ

e ::base::floatT — vorzeichenbehafteter FlieBkommatyp

indexSetC — spezialisierter Vektor
e ::geom::pointC — geometrischer Punkt

e ::net::netC — eine Triangulierung
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Kapitel 1

Grundlegende Definitionen

Dieses Kapitel soll dazu dienen, einige fiir diese Arbeit grundlegende Begriffe ein-
zufiihren. Die meisten Beweise zu den Lemmata kénnen [10] und [14] entnommen
werden.

1.1 Simplizes

Definition 1.1 (konvexe Hiille)
Sei M = {x(o), . :E(k_l)} eine Menge von k Punkten im IR™. Dann ist die konvexe
Hiille von M definiert durch

k-1
Conv(M) = {x = Z)\ix(i)
i=0

Die konvexe Hiille ist die kleinste konvexe Teilmenge des IR", die alle Punkte aus
M enthilt.

Definition 1.2 (Simplex)
Sein € INg und 0 < k < n. Eine abgeschlossene Menge T C IR™ heifit (k)-Simplex
im IR™, falls gilt

k—1
Ai20,0§i<k;2)\i:1}.

1=0

T = [:c(o), . .,x(k)] = Conv{x(o), . .,x(k>}.

Im Fall k = n heifit T auch Simplex. Die Punkte ), 0 < j < k heiflen Eckpunkte
von T'.

(2)- und (3)-Simplizes werden {iblicherweise als Dreiecke und Tetraeder bezeichnet.
Der Rand eines (k)-Simplex T besteht aus niederdimensionalen Randsimplizes. De-
ren Eckpunkte sind eine Teilmenge der Eckpunkte von 7'

Definition 1.3 (Randsimplex)

Sei T = [:c(o), . .,:1:(“] ein (k)-Simplex im IR", 0 < k < n. Ein (1)-Simplez S, 0 <
I <k, heif$t (1)-Randsimplex von T, falls Indizes igy,..., 5 mit 0 < ig < --- <i; <k
ezistieren, so daff S = [z(0), ... (W] gilt.
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Die (0)-Randsimplizes von T sind die Eckpunkte; die (1)-Randsimplizes werden als
Segmente bezeichnet. Die Anzahl der (1)-Randsimplizes von T ist gegeben durch
(’f:_’ll) Ein (k)-Simplex besitzt also @ (1)-Simplizes.

Das k-dimensionale Volumen eines (k)-Simplexes T wird mit volr bezeichnet.

Lemma 1.1
Sei T = [:1:(0), ce :c(")] ein Simplex im IR"™. Dann gilt fir das Volumen volyr von T

det B
volr = [det Br
n!
mit der Matriz
l‘gﬂ) xgl) 1‘(1”)
By = : (1.1)
x%o) xsll) :1,“52“)
1 1 1

Aus Lemma 1.1 folgt, dafl vol; = 0 genau dann gilt, wenn die Matrix By singulér ist.
Geometrisch bedeutet dies, dafl die Eckpunkte von 7" auf einer gemeinsamen (n—1)-
dimensionalen Hyperebene liegen. Solche Simplizes sind im allgemeinen unerwiinscht
und werden als entartet bezeichnet.

Definition 1.4 (Baryzentrische Koordinaten)
Sei T = [x(o), . .,x(”)] ein nichtentartetes Simplexr und x ein beliebiger Punkt im
IR™. Dann existieren eindeutige reelle Zahlen X, ..., \, mit

r=Y Nz, N =1 (1.2)
j=0 §=0

Die Zahlen Aq, ..., \, heiffen die baryzentrischen Koordinaten von x bzgl. T.

Da jedes Simplex die lineare Hiille seiner Eckpunkte ist, folgt:

Lemma 1.2

Sei T = [:c(o), . .,:c(")] C IR™ ein nichtentartetes Simplex, x ein beliebiger Punkt
im IR™. So gilt x € T genau dann, wenn die baryzentrischen Koordinaten g, ..., \,
von x bzgl. T sdmtlich nichtnegativ sind.

Ein Simplex 7" ist unabhéngig von der Reihenfolge seiner Eckpunkte.

Definition 1.5 (Gleichheit von Simplizes)

Seien T = [z, ... 2®W] und T' = [y©,...,y®] 2wei (k)-Simplizes im IR". T
und T" heiffen gleich, falls eine Permutation m der Zahlen {0,... k} existiert mit
y) = 20D 0 < j < k. In diesem Fall schreibt man T = T".
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Definition 1.6 (AuBlenkugel eines Simplex)
Sei T ein Simplex im IR™. Dann heifit die kleinste Kugel K, die T komplett enthilt,
Aupfenkugel von T. Der Radius von K wird mit pr bezeichnet.

Definition 1.7 (Innenkugel eines Simplex)
Seir T' ein Simplex im IR™. Dann heifit die grifite Kugel K, die komplett in T ent-
halten ist, Innenkugel von T'. Der Radius von K wird mit hr bezeichnet.

Bemerkung 1.1

Sei T ein Simplex im IR%. Dann wird die AuBenkugel von T mit Umkreis, seine
Innenkugel mit Inkreis bezeichnet.

Der Umkreismittelpunkt von T ist gegeben durch den Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten von T, der Umkreisradius ist dann der Abstand dieses Mittelpunktes zu
einem der drei Eckpunkte von T

Der Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden von 7' ist identisch mit dem Inkreis-
mittelpunkt. O

7

Abbildung 1.1: Umkreis und Inkreis

Lemma 1.3
Sei T ein Simplex im IR?. Bezeichne l;, i = 1,...,3 die Lingen der drei Segmente
von T und volpT die Fliche von T. Dann ergibt sich der Umkreisradius von T aus

Lol
-~ dyolp’

pT

Lemma 1.4
Sei T ein Simplex im IR?. Seien l; und volr wie in Lemma 1.3. Sei pr = 2?21 l;
der Umfang von T. Dann ist der Inkreisradius von T gegeben durch

volp
pr '

hT:
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Definition 1.8
Sei T = [a:(o), ce x(")} C IR™ ein nichtentartetes Simplex. Dann heifit

dr == max dist(z®, z7))
0<4,j<n

der Elementdurchmesser von T, wobei dist(x,y) den euklidischen Abstand zweier
Punkte im IR™ bezeichnet.

Definition 1.9 (Qualitdtsmaf} eines Simplex)
Sei T ein Simplex im IR%. Qr ist ein Qualititsmaf, falls Qr > 1 und

e Or =1 genau dann, wenn T gleichseitig ist,

e Or = oo genau dann, wenn volp = 0. In diesem Fall ist T entartet.

Beispiel 1.1

Sei T ein Simplex im IR%. pr bezeichne den Umkreis-, hy den Inkreisradius, voly die
Flache von T. [;, i = 1,..., 3, sei die Linge von Segment 7. py := Z?Zl [; bezeichne
den Umfang des Dreiecks, dr dessen Durchmesser.

Es gibt unterschiedliche Qualitdtsmafe fiir die Beurteilung von 7T". Einige davon sind:

° QT _aPT

Das Verhiltnis von Umkreis- zu Inkreisradius mit Normalisierungsfaktor o =
%. Dieses Kriterium wurde in der vorliegenden Implementierung verwendet.

] QT :Oé—

Das Verhiltnis zwischen Element-Durchmesser und Inkreisradius mit Norma-
3

lisierungsfaktor a = %.

3 .
Y, i

* Qri=a volr

—
N

Mit Normalisierungsfaktor o =

Bemerkung 1.2

Die obige Definition der Qualitéit kann auf andere Kriterien als die Gleichseitig-
keit genormt werden. Eine Erweiterungsmoglichkeit besteht in der Kombination des
Volumens eines Simplexes mit einem Maf fiir seine Form.

Eine Erweiterung fiir das Qualitdtsmafl im IR™ erfolgt analog. U
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1.2 Triangulierung

Definition 1.10 (Polyeder)

Sei P C IR™ eine abgeschlossene, zusammenhdngende Menge. P heifit Polyeder,
wenn P als endliche Vereinigug von Simplizes dargestellt werden kann. Ein Gebiet
Q) C IR" heift polyedrisch, falls Q ein Polyeder ist und der Rand von Q als endliche
Vereinigung von (n — 1)-Simplizes dargestellt werden kann.

Definition 1.11 (simpliziale Uberdeckung)
Sei 2 C IR™ ein polyedrisches Gebiet. Eine endliche Menge T wvon Simplizes T C Q
heifst simpliziale Uberdeckung von €2, falls gilt:

e volp >0, fiir alle T € T,

e U T=0Q
TeT

[¢]

e TNT" =0, firalle T, 7" € T mit T #T".

Definition 1.12 (Triangulierung)

Sei T eine simpliziale Uberdeckung eines polyedrischen Gebietes Q C IR™. Dann ist
T eine (konforme) Triangulierung von Q, falls der Schnitt zweier Simplizes T, T' €
T, T # T entweder die leere Menge oder ein (k)-Randsimplez (k < n) von T und
T’ ist.

Bemerkung 1.3
Ist eine simpliziale Uberdeckung nicht konform, so spricht man auch von einer nicht-
konformen Triangulierung. O

Bemerkung 1.4 (hingende Knoten)
Eine nicht-konforme Triangulierung zeichnet sich durch sogenannte héingende Kno-
ten aus, siche Abbildung 1.2. O

Abbildung 1.2: konforme und nicht-konforme Triangulierung
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Definition 1.13 (Nachbarn)

Sei T eine Triangulierung eines polyedrischen Gebietes 2 C IR". Dann heiflen
T,T' € T Nachbarn, falls gilt TNT' =S, wobei S ein (n — 1)-Randsimplex von T
und T' ist.

Definition 1.14 (Qualitéit einer Triangulierung)
Sei T Triangulierung eines polyedrischen Gebietes Q C IR™. Die Grifle

O+ = max Op
T TeT

heifit Qualitit von T .

1.3 Affine Transformationen

Definition 1.15
Unter einer affinen Transformation im IR™ versteht man eine Abbildung F' : IR™ —
IR™ der Form

F:x— v+ Bz, x,v € IR", B e R™"
wobei B eine nichtsinguldre Matriz ist. Man schreibt statt F(x) auch Fz.

Lemma 1.5 (Eigenschaften affiner Transformationen)
Sei ' eine affine Transformation mit F': x — v+ Bx, x € IR". Dann gilt

1. F ist bijektiv und die Umkehrabbildung F~1 : x — B~ (x — v) ist ebenfalls
eine affine Transformation.

2. Geraden im IR™ werden durch F wieder auf Geraden abgebildet.
3. Der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten (0, z(1) ¢ IR™
wird durch F auf den Mittelpunkt der Strecke von Fx© nach Fx(") abgebildet.
Ist F eine affine Transformation und M eine beliebige Teilmenge des IR", so ist die
transformierte Menge M' = F(M) definiert durch
F(M):={Fx|xe M}.

Definition 1.16 (affine Transformation von Simplizes)

Sei F : x — v + Bz eine affine Transformation im IR". Fir ein (k)-Simplex T =
[:1:(()), . .,x(k)} im IR", 0 < k < n, wird das transformierte (k)-Simplex T' = F(T)
durch

F(T) = [Fz", ... Fa®)]

definiert. Man verwendet auch die Schreibweise F/(T) = v+ BT. Ist B ein Vielfaches
der Einheitsmatriz, d.h. B = cl, ¢ # 0, so schreibt man statt BT auch cT.



1.3 Affine Transformationen 13

Aus Lemma 1.5 (2) folgt, dafl jedes (k)-Simplex T im IR" durch eine affine Trans-
formation F' wieder auf ein (k)-Simplex F(T') abgebildet wird. Da F' per Definition
nichtsingulér ist, ist F'(T') genau dann entartet, wenn 7 entartet ist.

Die affinen Transformationen werden im folgenden hauptsichlich dazu verwendet,
fiir ein Referenzsimplex T" — ein beliebiges aber festes nichtentartetes Simplex im
IR™ — hergeleitete Eigenschaften auf beliebige Simplizes zu iibertragen.

Lemma 1.6
Sei T ein nichtentartetes Simplex im IR™ und F : x — v+ Bx eine affine Transfor-
mation. Dann gelten fir das transformierte Simplex T' = F(T) die Beziehungen

drpr

d -
1Bl <2, B Y <™, |detB| = 2T
Pr Pr!

voly’
wobei || B|| die euklidische Norm der Matriz B ist.

Definition 1.17 (Ahnlichkeit von Simplizes)

Zwei Simplizes T, T' im IR™ heiffen einander dhnlich, falls eine orthogonale Ma-
trix Q € IR™"™, ein Translationsvektor v € IR™ und ein Skalierungsfaktor ¢ > 0
existieren, so dafs

T =v+cQT
gilt. In diesem Fall gehéren T und T' zur gleichen Ahnlichkeitsklasse.

Definition 1.18 (affine Transformation von Triangulierungen)
Sei T Triangulierung eines polyedrischen Gebietes Q2 C IR™ und F' eine affine Trans-
formation. Dann ist die transformierte Triangulierung F(T) definiert durch

F(T)={F(T) |TeT}

Lemma 1.7

Sei T simpliziale Uberdeckung eines polyedrischen Gebietes Q@ C IR™ und F eine
affine Transformation. Dann ist F(T) eine konforme Triangulierung genau dann,
wenn T eine konforme Triangulierung ist.
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Kapitel 2

Die entwickelte Datenstruktur

2.1 Anforderungen an die Datenstruktur

Die Datenstruktur ist das zentrale Element der Implementierung. Sie soll den ein-
fachen und effizienten Zugriff auf die gewiinschten Objekte und Daten erméglichen.
Daher muf} sie einige Anforderungen erfiillen.

Der erste Punkt, der bei der Planung beachtet werden mufite, war die beabsichtigte
Dimensionsunabhiingigkeit. Es sollen also mit einer einzigen Struktur Triangulierun-
gen in beliebigen Dimensionen mdglich sein.

In der Struktur sollen auch Folgen adaptiv verfeinerter Triangulierungen gespeichert
werden kénnen. Ein Level soll sich dabei selbst verfeinern kénnen.

Die Generierung der Triangulierung soll auf Wunsch automatisch erfolgen kénnen,
ohne daf} ein spezieller Generator vorgeschrieben ist. Der Benutzer soll sich leicht
seine eigenen Generatoren schreiben konnen.

Die gespeicherte Triangulierung soll nicht auf simpliziale Elemente beschrénkt sein.
Die Struktur soll auf nichtlinear berandete Gebiete erweiterbar sein.

Natiirlich miissen Erweiterungen, die heute noch nicht absehbar sind, ohne grofle
Probleme in die Struktur eingebunden werden konnen.

Nicht zu vergessen ist der effiziente Zugriff auf die Objekte der Triangulierung und
die Daten der Struktur.

2.2 Der Aufbau einer Triangulierung im R"

Sei T eine Triangulierung des polygonal berandeten Gebietes {2 C IR". Die Elemen-
te T € T sind laut Definition (n)-Simplizes. Diese (n)-Simplizes sind aus (n — 1)-
Randsimplizes aufgebaut, die wiederum von (n — 2)-Randsimplizes aufgespannt wer-
den. Diese Kette 148t sich bis zu den (0)-Simplizes — den Knotenpunkten — fort-
setzen. Damit konnen Triangulierungen unabhéngig von ihrer Dimension in einer
einzigen Datenstruktur gespeichert werden.

Der Trick besteht darin, jedes (k)-Simplex lediglich mit Informationen iiber die an
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es angrenzenden (k —1)- und die aus ihm aufgebauten (k+ 1)-Simplizes zu versehen.
Auf diese Weise sind fiir die Simplizes lediglich drei Klassen nétig:

e Ein n-Simplex (: :net: :elementC ) hilt Informationen iiber die (n —1)-Rand-
simplizes.

e Ein 0-Simplex (: :net: :nodeC ) hélt Informationen tiber die (1)-Simplizes, die
hieraus aufgebaut sind.

e Die (k)-Simplizes (k =1...n —1) (::net::segmentC ) halten Informationen
iiber die (k—1)-Randsimplizes und die (k+1)-Simplizes, die hieraus aufgebaut
sind.

Ein (2)-Simplex kennt seine Knotenpunkte nicht direkt. Um diese zu erfahren,
miissen die (1)-Randsimplizes erfragt werden, die von den Punkten wissen. Auf
diese Weise kann eine Triangulierung unabhingig von ihrer Dimension gespeichert
werden.

Die obigen Klassen besitzen einige gemeinsame Eigenschaften. Um hier den Auf-
wand gering zu halten, wurde eine Basisklasse : :net::simBaseC geschrieben. Deren
Fahigkeiten gehen durch Vererbung auf die Simplexklassen iiber.

Die Implementierung ist derzeit noch auf den 2-dimensionalen Fall festgelegt.

2.3 Zusammenfassung von Simplizes zu Triangu-
lierungen

Eine Triangulierung 7 von Q C IR"™ besteht aus einer Menge von (n)-Simplizes.
Diese werden wie oben angegeben gespeichert. Damit werden die Nachbarschaftsin-
formationen der (n)-Simplizes automatisch mitgespeichert. Da jedes (n— 1)-Simplex
weif}, von welchem (n)-Simplex es ein Randsimplex ist, konnen so die Nachbarn eines
(n)-Simplex in Erfahrung gebracht werden.

Eine Triangulierung besteht aus einer Liste aller (0...n)-Simplizes, die in ihm ent-
halten sind. Wenn jetzt noch vermieden wird, daf zwei (k)-Simplizes sich gegenseitig
iiberlappen, so ist garantiert, dafl die Triangulierung konform ist.

Die (k)-Simplizes (kK = 1...n) werden im folgenden als die Objekte der Triangu-
lierung bezeichnet. Aufgrund der Beschrankung der Implementierung auf zwei Di-
mensionen werden (0)-Simplizes als Knotenpunkte oder Punkte, (1)-Simplizes als
Segmente und (2)-Simplizes als Elemente bezeichnet.

2.3.1 Eine andere Sicht auf eine Triangulierung

In zwei Dimensionen wire es denkbar, dafl die Elemente direkt ihre Knoten, nicht
jedoch ihre Segmente kennen. Auf diese Weise lieflen sich die Segmente komplett
einsparen. Dies wiirde zu einem nicht unerheblich verringerten Speicherverbrauch
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fithren. Ziel bei der Realisierung dieser Datenstruktur war jedoch, unabhingig von
der verwendeten Raumdimension zu bleiben. Soll eine héherdimensionale Triangu-
lierung gespeichert werden, muf3 die Hierarchie um weitere Komponenten erweitert
werden. Fiir jede zusétzliche Dimension mufl eine neue Komponentenmenge ange-
baut werden. Diese Komponentenklassen sind durch Vererbung zu realisieren. Die
Klasse ::net::segmentC kann aufgrund ihrer Lage “zwischen den Dimensionen”,
d.h. sie kennt sowohl niedriger als auch héherdimensionale Objekte, zu einer Basis-
klasse umgebaut werden. Von dieser Basisklasse muf} fiir jede Raumdimension eine
Komponentenklasse abgeleitet werden. Fiir jede Klasse miissen Verfeinerungsregeln
angegeben werden.

2.4 Die Hierarchie

Mit den bisher vorgestellten Mechanismen kann eine Triangulierung unabhéngig von
ihrer Dimension gespeichert werden. Mit der Hierarchie wird eine Erweiterung fiir
adaptiv verfeinerte Folgen von Triangulierungen eingefiihrt. Um den Speicherver-
brauch zu minimieren, sollen Mehrfachspeicherungen vermieden werden. Mehrfach-
speicherungen kénnen auftreten, wenn ein Element beim Ubergang zum nichsten
Level unverfeinert bleibt.

Diese Mehrfachspeicherung kann dadurch verhindert werden, dafl die Triangulierun-
gen selbst lediglich die Indizes ihrer Objekte kennen. Also werden alle (k)-Simplizes
der Triangulierung in der Hierarchie gespeichert, die ihnen einen fiir ihre Dimension
eindeutigen Index zuweist. Dieses Konzept pafit sehr gut zu dem Aufbau der (k)-
Simplizes aus ihren (k — 1)-Randsimplizes, da auch diese “Aufbau-Informationen”
gerade aus diesen Indizes bestehen.

Da die Simplizes nicht mehr nur in einer Triangulierung existieren, miissen sie wissen,
zu welcher Hierarchie sie gehoren. Erlaubt ist nur die Zugehorigkeit zu genau einer
Hierarchie. Sie miissen auch ihre Vorgéinger und Kinder kennen (auch das ist durch
Verweise auf die Hierarchie-ID’s realisiert). Fiir die Verfeinerungsregeln mufl bekannt
sein, welche Simplizes regulér und welche irregulér verfeinert sind.

Die Hierarchie ist die zentrale Stelle, an der alle Komponenten aller Triangulierungen
und die Triangulierungen selbst gespeichert werden, wobei Mehrfachspeicherungen
identischer Objekte, wie sie etwa bei Verfeinerungen einer Triangulierung auftreten
kéonnen, vermieden werden.

2.5 Die implementierten Klassen im Detail

Die aktuelle Implementierung von meshMan ist auf den 2-dimensionalen Fall be-
schrankt. Dieser Abschnitt beschreibt die verwendeten Datenfelder der Klassen.
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2.5.1 Die Hierarchie

Die Hierarchie enthilt alle Objekte und versieht sie mit ihren eindeutigen Indizes.
Es wurde darauf verzichtet, mit Zeigern auf die Objekte zu arbeiten, da dadurch
eine zukiinftige Parallelisierung des Codes unnotig erschwert wiirde; die vergebenen
Indizes sind auf allen verarbeitenden Maschinen eindeutig.

Hierarchie

e

o e e

Abbildung 2.1: Aufbau der Hierarchie

Die Hierarchie speichert alle Objekte in Containern. Fiir die Triangulierungen wurde
ein STL-Vektor verwendet, da die Levels geordnet vorliegen. Die Simplizes unter-
liegen keiner Ordnung. Auf sie wird nur mittels ihrer ID Bezug genommen. Thr
Container ist die Klasse indexSsetC (siche Anhang A.1). Diese Klasse ermdglicht
ein schnelles Durchlaufen aller Elemente, sowie Loschen und Einfiigen.

2.5.2 Die Triangulierung

Eine Triangulierung ist ein Level einer Familie adaptiv verfeinerter Triangulierun-
gen. Sie enthilt Verweise auf alle Objekte dieses Levels und einen Index, der das
Level angibt. Level 0 hat insofern eine Sonderbedeutung, als es lediglich die Rand-
beschreibung des Gebiets enthélt.

2.5.3 Die Simplizes
Die Basisklasse

Alle Objekte der Triangulierungen (i.e. Simplizes) haben einige gemeinsame Eigen-
schaften. Zu deren Realisierung wurde auf den C++-Mechanismus der Vererbung
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zuriickgegriffen. Die Gemeinsamkeiten wurden in einer abstrakten Basisklasse zu-
sammengefaflt.

Jedes Simplex wird von der Hierarchie mit einer eindeutigen ID versehen. Diese 1D
kann von dem Simplex jederzeit abgefragt werden. Da mehrere Hierarchien paral-
lel existieren kénnen, mufl jedes Simplex zusitzlich noch seine Hierarchie angeben
konnen. Die Angabe seiner Hierarchie ist auch fiir die Anforderung der auf dieses
Objekt bezugnehmenden Objekte von Bedeutung. Ebenso gehort ein Simplex zu
einer oder mehreren Triangulierungen. Diese Netze des Simplexes konnen mit einem
in dieser Klasse vordefinierten Iterator durchlaufen und angefragt werden. Um meh-
reren Netzen anzugehoren, mufl jedes Simplex verfeinert oder auf ein neues Level
kopiert werden. Daher gehort auch eine Verfeinerungs-Markierung und der Aufruf
zum Verfeinern zu jedem Simplex.

Fiir den Benutzer stehen an Verfeinerungen folgende Markierungen zur Verfiigung:

e red — Verfeinere das Objekt regulir.

e green — Verfeinere das Objekt irregulér.

Punkte

Die (0)-Simplizes sind die einzigen Objekte der Triangulierung, die Informationen
iiber ihre absolute Position enthalten. Alle anderen Simplizes miissen, um ihre ab-
solute Position zu erfahren, auf ihre Randsimplizes zuriickgreifen.

Ein Punkt kennt die Segmente, die ihn als Begrenzung haben. Thre Anzahl ist be-
liebig und nur durch die Ressourcen des Rechners begrenzt.

Segmente

Segmente wissen von den zwei Punkten, aus denen sie aufgebaut sind. Ebenso sind
ihnen die Indizes der Elemente, deren Randsimplizes sie sind, bekannt. Die Anzahl
dieser Elemente ist variabel. Dies kommt daher, dafl Elemente irregulér verfeinert
werden kdnnen und ihre Kinder dieses Segment auch als Begrenzung haben.

Elemente

Elemente sind die Objekte, die am ehesten fiir den n-dimensionalen Fall unverdndert
iibernommen werden kdnnen. Derzeit ist dies die einzige Klasse, die weif}, ob das
Objekt regulér oder irregulér verfeinert ist. Ansonsten kennt die Klasse die Indizes
der Segmente, die Randsimplizes des Objekts sind.

2.6 Beispielinhalt einer Hierarchie

Nun soll ein Beispiel fiir eine Hierarchie in zwei Dimensionen angegeben werden;
sie ist mit zwei Triangulierungen eines Wiirfels gefiillt. Die erste besteht aus zwei
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Elementen, fiir die zweite wurde ein Element der ersten regulér verfeinert. Die beiden

Levels sind in Abbildung 2.2 dargestellt.

Abbildung 2.2: Zwei Levels einer Hierarchie

‘ Index H Punkte ‘ Segmente ‘ Elemente ‘
ofjo|1{2{3,01|11]2]|3
1040(1(2(3] 4|5 |6 7]8 0|1
9 01239 |10] 5|6 |11]12]2]3
4156 1314|1516 |17 |18 |56
Tabelle 2.1: Netze
Index Koordinaten Segmente
X‘ y
01 0.0 0.0 0134 ]| 7]9]12
1 1.0 0.0 0|14 |5]|8]10|13
21 1.0 1.0 1125|618
31 0.0 1.0 2 (3|6 | 7|8 11|14
41 0.5 0.0 9 |10 |16 | 17
51 0.0 0.5 1112|1516
61 0.5 0.5 13|14 | 15|17 |18

Tabelle 2.2: Punkte
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Index Punkte Elemente | S6hne | Vater
from | to

0 0 1 4

1 1 2 5

2 2 3 6

3 3 0 7

4 0 110 9 |10 0

5 1 2 11 6 1

6 2 311 7 2

7 3 010 11112 3

8 1 310 1 13114

9 0 413 4

10 4 1|4 4

11 3 5|2 7

12 5 013 7

13 1 6 |4 6 8

14 6 3|2 7 8

15 5 6 |2 5

16 5 413 5

17 6 4 14 5

18 6 216 7

Tabelle 2.3: Segmente
‘ Index H Segmente ‘ Séhne ‘ Vater ‘ Regulér ‘

O 7|84 ]|2[3|4]5 Ja
116 |85 |67 Ja
2111415 0 Ja
31129 |16 0 Ja
411310 | 17 0 Ja
5015|1617 0 Ja
6| 18|13 5 1 Nein
71814 | 6 1 Nein

Tabelle 2.4: Elemente

2.7 Aufbau der Generatoren

Die verwendete Struktur ermoglicht es, die Triangulierungsgeneratoren nach Di-
mensionen zu trennen, und bei Bedarf beliebig zu kombinieren. Die Implementie-
rung enthélt lediglich einen 1D-Generator, der die vorgegebenen Randsegmente auf
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eine vorgegebene Linge bringt. Er kann zu Laufzeit vor einen beliebigen der 2D-
Generatoren geschaltet werden.

2.8 Erweiterungsmoglichkeiten

Die derzeitige Implementierung der Datenstruktur kann mit relativ geringem Auf-
wand erweitert werden.

2.8.1 Elemente mit mehr als drei Eckpunkten

Elemente mit einer beliebigen Anzahl von Eckpunkten sind in der Struktur prinzi-
piell bereits enthalten. Diese Elemente konnen jedoch noch nicht verfeinert werden.
Es fehlen hierfiir brauchbare Verfeinerungsstrategien. Fiir jede Element-Form muf
eine eigene Regel samt Abschlufl implementiert werden.

Die Unabhéngigkeit von der Eckenzahl wird durch Einsatz der Klasse indexSetC
(sieche Anhang A.1) zum Speichern der Segment-Indizes erreicht. Durch diese flexible
Speichermethode wird jedoch Speicherplatz vergeben. Soll ein Element auf Dreiecke
beschrénkt bleiben, konnte hier ein Vektor von fester Grofie (drei Eintriige) verwen-
det werden.

2.8.2 Gebiete mit krummlinigen Rindern

Aufgrund des konsequenten Einsatzes von Indizes statt Zeigern auf die anderen Ob-
jekte der Triangulierung muf} einzig die Klasse, die mit einer besonderen Eigenschaft
versehen werden soll, veriindert werden. Natiirlich ist von dieser Anderung die Hier-
archie als der zentrale Container betroffen; in ihr mufl der Typ des entsprechenden
Objekt-Vektors angepafit werden.

Krummlinige Rénder miissen irgendwie eingelesen und beschrieben werden. Hier
bietet sich der Funktionenparser von E. STAFILARAKIS an. Damit kdnnen analytisch
gegebene Funktionen eingelesen, bearbeitet — beispielsweise abgeleitet oder addiert
— und ausgewertet werden.

Durch krumme Rénder kénnen neue Probleme auftreten. Bei der Generierung mit
einer Advancing-Front-Methode (AFM) muf} oft gepriift werden, ob sich zwei Seg-
mente schneiden. Eine Losung fiir dieses Problem besteht darin, die Differenz der
beiden die Segmente beschreibenden Funktionen zu bilden und die Nullstellen der
Differenz zu bilden. Zuvor muf} jedoch noch der Definitionsbereich der beiden Funk-
tionen angeglichen werden. Ein zweites absehbares Problem entsteht bei der Ausgabe
der Segmente. Die einfachste Losung, die auch am besten in das Gesamt-Konzept
pafit, besteht darin, die Segmente als stiickweise linear zu betrachten. Soll ein Ele-
ment verfeinert werden, wird der Mittelpunkt des Segments als der Funktionswert
des Mittelpunkts des Definitionsbereichs der Funktion berechnet.
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2.8.3 Erweiterung auf n Dimensionen

Die Datenstruktur wurde von Anfang an darauf ausgelegt, Triangulierungen in belie-
bigen Dimensionen aufnehmen zu kénnen. Im allgemeinen spielen Triangulierungen
fiir n > 3 jedoch keine bemerkenswerte Rolle. Die allgemeine Formulierung wurde
vor allem aus dem Grund gewéhlt, 2- und 3-dimensionale Triangulierungen in einer
einzigen Struktur speichern zu kénnen.

Indem man die Klasse ::net::elementC als (n)-Simplex betrachtet und ::net-
: :segmentC fiir den k-dimensionalen Fall verwendet (k = 1...n — 1), kann die
Struktur fiir Triangulierungen in n Dimensionen verwendet werden. Die Hierarchie
muf hierfiir noch mit Containern fiir die zusétzlichen Dimensionen erweitert werden.
Fiir diese Container miissen Zugriffsfunktionen implementiert werden.

Bei der 2-dimensionalen Implementierung konnten bei der Implementierung der Seg-
mente einige vereinfachende Voraussetzungen gemacht werden. Segmente kénnen in
zwei Dimensionen nur regulér verfeinert werden, brauchen also keine Markierung
hierfiir. Des weiteren sind fiir eine Strecke genau zwei Endpunkte sinnvoll, im all-
gemeinen kann solch eine Annahme nicht gemacht werden. Daher braucht man fiir
den allgemeinen Fall einige zusétzliche Attribute fiir die Segment-Klasse.
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Kapitel 3

Die Advancing-Front-Methode

Die Advancing-Front-Methode (AFM) ist ein einfacher aber effizienter Ansatz, ein
polyedrisches Gebiet Q C IR", das durch seine (n — 1)-Randsimplizes gegeben ist,
mit einer konformen Triangulierung zu fiillen.

Diesem Kapitel liegt groitenteils [12] zugrunde. Weitere Informationen zu dem Ver-
fahren konnen [17] entnommen werden.

Definition 3.1 (teilweise Triangulierung)
Sei 2 C IR™ ein polyedrisches Gebiet und T eine Triangulierung im IR™. Dann heifst
T teilweise Triangulierung von €, falls

Urca
qgilt.

Definition 3.2 (Front)

Sei Q) C IR ein polyedrisches Gebiet und T eine teilweise Triangulierung von Q.
FEine Menge F von (n — 1)-Simplizes heifit Front von T in ), falls folgende Bedin-
gungen erfillt sind:

e Fulls T =0 gilt, ist F' mit dem Rand von € identisch.

e Sei T € F beliebig. Dann ist jedes (n — 2)-Randsimplex von T Randsimplex
genau eines weiteren Elements aus F', das von T wverschieden ist.

e Mit jedem Element aus F ist eine Information verbunden, auf welcher Seite
der Front Q\ T liegt.

e Sei T €T beliebig. Dann gilt fir jedes (n —1)-Randsimplex von T genau eine
der Bedingungen: T ist
— zu dem Rand von ) gehdrig,
— ein Randsimplex eines benachbarten Simplexes von T aus T,

— ein Element der Front.
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3.1 Das Verfahren

Im folgenden werden (n)-Simplizes als Elemente, (n — 1)-Simplizes als Segmente
bezeichnet. Folglich besteht die Front aus Segmenten.

Ziel ist es, im Inneren eines polyedrischen Gebietes 2 C IR" eine Triangulierung
zu erzeugen. Dafiir wird die Front mit den (n — 1)-Randsimplizes von Q initiali-
siert. Danach wird iterativ ein Element — das sogenannte Basiselement — aus F'
ausgewihlt, auf dem versucht wird, ein neues Simplex im Inneren der Front (d.h.
in Q\ 7, wobei T die bisherige, teilweise Triangulierung von  ist) aufzusetzen.
Schligt dieser Versuch fehl (z.B. aus Platzgriinden), wird ein neues Basissegment
ausgewahlt. Das Aufsetzen erfolgt nach bestimmten Konstruktionsregeln. Nach je-
dem Iterationsschritt wird die Front aktualisiert, d.h. die Front wird iiber die neu
erzeugten Simplizes geschoben, so dafl diese Simplizes auflerhalb der Front liegen
und die Front wieder giiltig ist. Das Verfahren ist beendet, wenn die Front leer ist.
Dabei werden doppelt vorhandene Elemente, d.h. T,7" € F, T = T', aus F so-
fort bei ihrem Auftreten entfernt. Abbildung 3.1 zeigt solch einen Vorgang in zwei
Dimensionen.

Ablauf der AFM:

1. Initialisierung der Front mit dem Rand des gewiinschten Gebietes
2. Analyse der Front

e Auswahl eines geeigneten Front-Segments
e Analyse der Umgebung um das Front-Segment

— Erzeugung von inneren Punkten, Segmenten und Simplizes

— Aktualisierung der Front

3. Solange die Front nicht leer ist, gehe zu Punkt 2

Diese Methode ist stark an eine anschauliche Vorgehensweise angelehnt. Vom Rand
ausgehend werden in Richtung des Inneren nach bestimmten Regeln mdoglichst re-
gelméflige Dreiecke erzeugt.

3.2 Die Konstruktion im IR?

In diesem Abschnitt werden konkrete Konstruktionsregeln fiir eine AFM in zwei
Dimensionen vorgestellt.

Laut Definition muf} jedes Front-Element wissen, in welcher Richtung von ihm aus
gesehen sich das Innere der Front befindet. In mehr als zwei Dimensionen kann
dies durch Speicherung des Normalenvektors auf jedes Element realisiert werden. In
zwei Dimensionen ist der Normalenvektor jedoch durch die Ordnung der Eckpunkte
der Front-Elemente gegeben. In diesem Fall kann also auf explizite Speicherung
verzichtet werden.
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Abbildung 3.1: Beispiel fiir die AFM
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3.2.1 Auswahl eines Basis-Segments aus der Front

Die Auswahl eines geeigneten Front-Segments als Basis fiir die Erzeugung neuer
Elemente ist mit ausschlaggebend fiir die Qualitét der resultierenden Triangulierung.
Hierfiir gibt es unterschiedliche Strategien, wobei sich eine Kombination mit dem
“minimalen Abstand zum Rand” bewéhrt hat.

Definition 3.3 (minimaler Abstand zum Rand)
Mit dem minimalen Abstand eines Segments zum Rand bezeichnet man die minimale
Anzahl an inneren Segmenten, die bendtigt wird, um einen geschlossenen Weg von
diesem Segment zum Rand des Gebietes zu zeichnen.

Zu jedem Front-Segment wird als Zusatzinformation der Abstand zum Rand gespei-
chert. Hieriiber kann eine gleichméflige Wanderung der Front nach innen erreicht
werden (siehe Abbildung 3.2/3.3).

Abbildung 3.3: 65 Schritte,
Abbildung 3.2: 65 Schritte, Kriterium: Abstand, dann
Kriterium: Linge Lange

In der Implementierung dieses Algorithmus haben sich Auswahlverfahren bewahrt,
die die Segmente mit dem geringsten Abstand zum Rand bevorzugen und aus diesen
das endgiiltige Segment mittels eines zusétzlichen Kriteriums selektieren.

Solche Eigenschaften konnen sein:

e minimale Linge des Segments
e minimaler Winkel zu einem der Nachbar-Segmente

e minimale Linge des Segments multipliziert mit dem minimalen Winkel zu
einem der Nachbar-Segmente.

Der Abstand zum Rand bindet stérker als eine der drei obigen Eigenschaften. Daher
kann es durchaus vorkommen, dafy andere Segmente die gewiinschte Eigenschaft noch
starker minimieren wiirden, durch das Abstandskriterium aber ausscheiden.
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3.2.2 Die Konstruktionsregeln

Kernstiick der AFM sind die Konstruktionsregeln fiir Elemente. Diese geben vor,
wie ein neues Element erzeugt wird. Bei der vorliegenden Implementierung wurde
eine AFM mit drei Regeln realisiert. o bezeichnet den kleineren der beiden Winkel
zu den Nachbarsegmenten aus der Front.

e a < 5: Regel 1 (Abbildung 3.4)

Aus den existierenden Segmenten s, und s3, sowie aus dem neu zu erzeugenden
Segment s5 wird ein neues Element geformt. Danach werden s, und s3 aus der
Front entfernt und s5 hinzugefiigt.

Abbildung 3.4: Regel 1

[ ]
vl

<a< 2?”: Regel 2 (Abbildung 3.5)
Segment sg halbiert o, hat die Léange

21(s2) + 21(s3) + 1(s1) + I(s4)
6

I(s6) =

und wird zur Erzeugung zweier neuer Dreiecke s, sg, s5 und sg, s3, s7 benutzt.

Falls § oder v < %, wird Regel 1 angewandt. Bei ¥ handelt es sich um einen

empirisch gewédhlten Wert.

Die Segmente s; und s3 werden in der Front durch s5 und s; ersetzt.

Abbildung 3.5: Regel 2
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e Z < o Regel 3 (Abbildung 3.6)

Auf Segment s, wird mit den neuen Segmenten s, und s; ein gleichseitiges
Dreieck aufgesetzt. so wird aus der Front entfernt, s, und s5 hinzugefiigt.

Abbildung 3.6: Regel 3

Bei allen Regeln muf} gepriift werden, ob ein neues Segment ein bereits existierendes
schneidet bzw. ob ein neu erzeugter Punkt noch innerhalb der aktuellen Front liegt.
Des weiteren ist auch hier auf die korrekte Orientierung der Front zu achten.

3.3 Anmerkungen

Ein grofler Vorteil der AFM ist die gute Anpafbarkeit an besondere Anforderun-
gen. Beispielsweise konnen leicht nichtsimpliziale Triangulierungen mit Vierecksele-
menten oder gemischten Elementen erzeugt werden. In [17] wird ein komplexeres
Regelwerk beschrieben, das auf einer abstrakten Speicherung der Regeln basiert.
Die AFM ist ein “naives” Verfahren: Von der Front ausgehend werden lokal Ele-
mente eingefiigt, ohne Riicksicht auf globale Gegebenheiten des Gebiets zu legen.
So kann die Anzahl der Simplizes der resultierenden Triangulierung im voraus nicht
angegeben werden.

Die oben vorgestellten Regeln bereiten Probleme, wenn die Front zusammenwéchst,
da bei der Erzeugung neuer Punkte vorhandene nicht beriicksichtigt werden. Durch
dieses Vorgehen ist die Generierung oft auch erfolglos. Indem man in der Umgebung
eines zu erzeugenden Punktes nach existierenden sucht und diese nach Moglichkeit
nutzt, wird sowohl die Qualitit der resultierenden Triangulierung als auch die Er-
folgsquote verbessert. Ein weiterer positiver Nebeneffekt dieses “Schnappens” ist,
daf} erst mit dieser Erweiterung Gebiete mit Lochern behandelt werden kénnen. Je-
doch wird die Implementierung durch das mit dem Schnappen verbundene Splitten
der Front in Teilfronten erschwert.

Durch gleichméflig auf dem Rand des Gebiets verteilte Punkte werden im allgemei-
nen die besten, gleichméfligsten Triangulierungen erreicht.
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Das grofite Problem bei dieser Methode ist die fehlende theoretische Absicherung;
die Konstruktionsregeln und die Auswahlverfahren fiir das Basissegment sind rein
heuristisch gewihlt.

Trotz allem konnen mit dieser Methode — insbesondere in Verbindung mit Glattern
— sehr gute Resultate erzielt werden. Siehe dazu Kapitel 10.
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Kapitel 4

Die Delaunay-Methode

Bei der Delaunay-Methode gibt es keine vorgeschriebenen Wege, wie eine Triangu-
lierung konstruiert werden mufl. Es wird lediglich ein Kriterium fiir die Lage der
Simplizes der Triangulierung beziiglich ihrer Nachbarn vorgegeben. Eine ausfiihrli-
chere Behandlung der Delaunay-Methode kann [18] entnommen werden.

4.1 Definitionen

In diesem Abschnitt sollen vorab Element-Mengen vorgestellt werden, die zur Kon-
struktion einer Delaunay-Triangulierung notig und hilfreich sind.

Im folgenden bezeichnet 7, eine Triangulierung, P einen Punkt, der, wenn nicht
anders angegeben, kein Eckpunkt eines Elements in 7, ist. T ist ein Element aus 7,
und 7 dessen Umbkreis.

Definition 4.1 (Delaunay-Kriterium)

Sei T, eine Triangulierung von 2 C IR". Dann ist das Delaunay-Kriterium erfillt,
falls im Inneren des Umkreises eines jeden Simplexes von T, kein Punkt der Trian-
gulierung enthalten ist.

Abbildung 4.1: Verletzung des Delaunay-Kriteriums
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Das Delaunay-Kriterium ist bei der Erzeugung von Triangulierungen duflerst niitz-
lich. Es wird von der resultierenden Triangulierung im allgemeinen jedoch nicht
erfiillt werden Dieser Effekt tritt durch Rundungsfehler und unpassende Rand-
Segmente auf (siche Abschnitt 4.6).

Definition 4.2
Sei P ein Knotenpunkt aus T.. Dann ist der Patch Pp von P die Menge aller
Elemente aus T,, die P als Knoten haben.

Definition 4.3
Unter der Cavity eines Punktes P wversteht man die Menge aller Elemente in T,,
deren Umkreis P enthidlt.

Definition 4.4

Die Pipe eines Segments S mit Endpunkten aus T, (d. h. die Endpunkte des Segments
sind in T, enthalten) ist definiert als die Menge aller Simplizes aus T, die mindestens
ein Randsimplex haben, das von S geschnitten wird.

Definition 4.5

Sei circumcenterr der Umbkreismittelpunkt eines Simplexes T und pr dessen Um-
kreisradius. , 4

Das Verhiltnis a(P,T) := dzst(P,czrc;LTmcenterT) wird als Delaunay-Maf$ des Punktes
P beziiglich des Elements T bezeichnet.

Definition 4.6
Eine Menge von Punkten in zwei Dimensionen befinden sich in einer allgemeinen
Lage, falls es keine drei kolineare oder vier kozyklische Punkte gibt.

4.2 Voronoi-Diagramme

Definition 4.7 (Voronoi-Diagramm)
Sei S eine Menge von Punkten P;, i =1,...,k in n Dimensionen.
Das Voronoi-Diagramm von S ist die Menge der Zellen V;, fiir die gilt

Vi= (P | dist(P, Py) < dist(P. P), Yj # i}
wobei dist(.,.) den euklidschen Abstand zwischen zwei Punkten bezeichnet.

Eine Voronoi-Zelle ist also die Menge aller Punkte der konvexen Hiille von &, die
niher an P, ist als an jedem anderen Punkt aus S. Die V;’s sind offene, nichtiiberlap-
pende, konvexe Polygone (in zwei Dimensionen oder n-Polytope in n Dimensionen).
Die Konstruktion einer Delaunay-Triangulierung héingt eng mit dem Voronoi-Dia-
gramm zusammen. Die Konstruktion einer Delaunay-Triangulierung der konvexen
Hiille dieser Punkte kann als Gegenstiick zu dem Voronoi-Diagramm von S ver-
vollstéandigt werden.
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4.2.1 Von Voronoi zu Delaunay

Laut Definition ist jede Zelle V; eine nicht-leere Menge und genau einem Punkt aus §
zugeordnet. Zu diesen Zellen kann das Gegenstiick gebildet werden, das dann genau
die Delaunay-konforme Triangulierung ergibt. In zwei Dimensionen halbieren die
“Zellwinde” die Strecke zwischen den Knotenpunkten zweier benachbarter Zellen
und damit die Segmente der Triangulierung, denn verbindet man die Knotenpunkte
der benachbarten Zellen, so ergibt sich die Delaunay-Triangulierung.

Die Zellwinde stehen in jeder Dimension n genau orthogonal auf den (n — 1)-
Randsimplizes der Delaunay-Elemente.

Abbildung 4.2: Abbildung 4.3:
Voronoi-Diagramm fiir ein Voronoi-Diagramm fiir ein
Quadrat Quadrat mit zugehériger

Delaunay-Triangulierung

4.2.2 Die Eindeutigkeit der Delaunay-Triangulierung

In den fiir uns interessanten Fillen von zwei oder drei Dimensionen ist — fiir eine
beliebige Punktmenge, deren Elemente sich in allgemeiner Lage befinden — das zum
Voronoi-Diagramm duale Gegenstiick die Delaunay-Triangulierung der zugehorigen
konvexen Hiille. Dariiber hinaus ist diese Triangulierung eindeutig und besteht nur
aus Dreiecks- oder Tetraeder-Elementen (n = 2,3). Ist die Voraussetzung der all-
gemeinen Lage verletzt, besteht die Triangulierung nicht nur aus Simplizes. Im 2-
dimensionalen Fall wiren dann noch Viereckselemente enthalten. Solche Elemente
konnen aber problemlos mit Dreiecken ausgefiillt werden. Die so resultierende Tri-
angulierung wird auch als Delaunay-Triangulierung 7p,; bezeichnet.
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4.3 Das Delaunay-Lemma

Lemma 4.1

Sei T eine gegebene, beliebige Triangulierung der konvexen Hiille einer Menge S von
Punkten. Falls fir alle Paare benachbarter Simplizes aus T das Delaunay-Kriterium
gilt, dann gilt das Kriterium global und T ist eine Delaunay-Triangulierung.

Beweis: Betrachte ein Paar von Simplizes Tp und Ty aus 7T, die eine (n — 1)-
dimensionale Seite S gemeinsam haben. P bzw. () sei der Punkt von Tp bzw. Ty
der nicht auf S liegt. Dann gilt

QgHTpﬁpglﬁTQ

wobei k7, den Umkreis des Simplexes Tp bezeichnet. Diese Eigenschaft wird als
Symmetrie des Delaunay-Kriteriums bezeichnet.

Hr, (bzw. Hr,) bezeichne die Halb-Ebene, die P (bzw. Q) beinhaltet, beschrénkt
durch die Hyperebene, die durch das gemeinsame Segment S gegeben wird.

Sei nun @ ¢ kr,. Dann gilt bei Betrachtung des Simplex-Paares Tp und T

Krp M HTQ C Kty N HTQ (41)
und entsprechend

K',TQ N HTp C RTp N HTP-

Abbildung 4.4: Umkreise und Hyperebene

Nehmen wir nun an, das Delaunay-Kriterium sei fiir alle Paare benachbarter Sim-
plizes erfiillt. Weiter existiere ein Punkt P, in der Triangulierung, der im Umkreis
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eines Simplexes liegt, dessen Nachbar-Simplizes Pj nicht als Knoten enthalten. Die-
ses Simplex sei Tj. G' bezeichne den Schwerpunkt von Tj, S¢p, die Strecke G'Py. Diese
Strecke verbindet die Simplizes Ty und T}, (eines der Simplizes des Patches von Py)
und schneidet die (n — 1)-dimensionalen Seiten mehrerer Simplizes Ty, T3, . . ., Tk. K;
bezeichne nun vereinfachend den Umkreis eines Simplexes 7;.

I .
I Hl // H2 // H4

Abbildung 4.5: Konstruktion der Simplizes

Nach Voraussetzung gilt
Pk € Kog.

Da Ty und T} benachbart sind, gilt fiir sie nach Voraussetzung das Delaunay-
Kriterium und somit

Py & kg1

Die Simplizes T; seien sortiert von Ty,...,T). Sei P; der Knoten in 7;, der nicht
zu T; | gehort und sei H; die Halbebene, die T; enthélt, nicht aber 7; ;. Nach
Konstruktion gilt P, € H; firi € 1,..., k.

Seii € {1,...,k— 1} so gewéhlt, daBB Py € k; gilt. Da P, € H;;; und mit (4.1)

ki NV Hiyy CRip1 N Hiyy (42)

erfiillt sind, folgt Py € ;1. Da jedoch Py € k¢ vorausgesetzt wurde, gilt Py € kp_1,
wodurch das Delaunay-Kriterium fiir die benachbarten Simplizes T und Tj;_; ver-
letzt wird, da P, Knotenpunkt von 7}, ist. O

4.4 Inkrementelle Methode und Delaunay-Kern

Eine Delaunay-Triangulierung kann auf unterschiedliche Arten konstruiert werden.
Ein Weg ist die Nutzung der Dualitét zwischen dem Voronoi-Diagramm und der
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Delaunay-Triangulierung. Ein weiterer ist die inkrementelle Methode, die im folgen-
den benutzt wird.

Seien 7; die Delaunay-Triangulierungen der konvexen Hiille der ersten i-Punkte aus
S. Wir betrachten den i+ 1-ten Punkt aus dieser Menge, der mit P bezeichnet wird.
Das Ziel der inkrementellen Methode ist es 7,1 — die Triangulierung, die P als
Knoten enthélt — aus 7; zu erhalten. Zu diesem Zweck wird der Delaunay-Kern
eingefiihrt.

Definition 4.8
Unter dem Delaunay-Kern versteht man die Funktion

Tivi=Ti—Cp+Pp (4.3)

wobei Cp die Cavity des einzufiigenden Punktes P und Pp die Menge aller Elemente,
die durch Verbinden von P mit allen Randpunkten von Cp entstehen, bezeichnet.

Abbildung 4.6: Die Schritte des Delaunay-Kerns

Bemerkung 4.1
Der Delaunay-Kern ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Pp ist der Patch des Punktes
P, nachdem er in die Triangulierung eingefiigt wurde. 0
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Bemerkung 4.2

Es gibt zwei Moglichkeiten fiir die Lage von P beziiglich der Triangulierung 7;,
entweder P liegt inner- oder auflerhalb von 7;. Im folgenden soll nur der erste Fall
betrachtet werden. Dies bedeutet keine Einschrinkung, da die erste Triangulierung
To aus den Randpunkten leicht von Hand erzeugt werden kann. Im 2-dimensionalen
Fall besteht 7y aus vier Knoten und zwei Dreiecken. Diese vier Punkte werden so
gewahlt, dafl & komplett innerhalb von 7, liegt.

Satz 4.1

Sei T; eine Delaunay-Triangulierung der konvexen Hiille der ersten i Punkte einer
Menge §. Dann ist T;y1 eine Delaunay-Triangulierung dieser Hille, die P — den
i + 1-ten Punkt aus S — als Knotenpunkt enthdlt.

Beweis: Die Triangulierung des Komplements der Cavity Cp bleibt unverdndert,
und da P auflerhalb der Umkreise aller Elemente aus 7; liegt, bleibt das Delaunay-
Kriterium fiir diese Menge von Elementen erhalten.

Nun soll gezeigt werden, dafi die einzige Moglichkeit einer Delaunay-Triangulierung
von Cp, die P enthélt, der Patch von P ist.

Zunichst wird vorausgesetzt, dafi sich die Punkte aus & in allgemeiner Lage befin-
den. Mit neuer Triangulierung wird die Triangulierung der Cavity Cp bezeichnet,
nachdem P eingefiigt wurde.

Sei T ein Simplex aus der neuen Triangulierung, das P nicht als Knoten hat. Laut
Konstruktion gilt 7" € Cp, da die Punkte aus 7;;4 in allgemeiner Lage sind. Dadurch
ist die Triangulierung der Cavity eindeutig. Dies ist eine Folge der Dualitéit zwischen
Voronoi-Diagramm und Delaunay-Triangulierung. Daher verletzt T' das Delaunay-
Kriterium. Da C;,; eindeutig ist, muf} also jedes Element der neuen Triangulierung
P als Knoten enthalten. Folglich ist die neue Triangulierung von Cp der Patch Pp
von P.

Liegen die Punkte aus S beliebig, wird wiederum angenommen, es gebe ein Simplex
T aus der neuen Triangulierung, das P nicht als Knoten enthilt. Dann gibt es in
Cp ein oder mehrere Simplizes, deren Umkreis identisch zu dem von T ist. Folglich

verletzt T' das Delaunay-Kriterium, was wie oben zum gewiinschten Ergebnis fiihrt.
O]

Die Cavity ist beziiglich P sternférmig. Durch diese Eigenschaft ist sichergestellt,
daf} die resultierende Triangulierung konform ist.

Die Delaunay-Triangulierung der konvexen Hiille von S wird also dadurch erreicht,
daf} jeder Punkt aus S mittels des Delaunay-Kerns in die Triangulierung eingefiigt
wird. Dieser Prozefl wird — wie in Bemerkung 4.2 beschrieben — mit einer Anfangs-
triangulierung initiert, die & komplett {iberdeckt.
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4.5 Uberfithrung in eine Delaunay-Triangulierung

Das Ergebnis dieses Abschnitts gilt nur in zwei Dimensionen. Edge-Swapping ist
ein topologischer Vorgang, der zwei Simplizes mit einem gemeinsamen Segment,
deren Vereinigung konvex ist, dahingehend manipuliert, dal das gemeinsame Seg-
ment “herumgeklappt” wird (Abbildung 4.7). Durch nochmalige Anwendung auf die
erzeugten Dreiecke werden die urspriinglichen Simplizes wiederhergestellt.

Abbildung 4.7: Edge-Swapping

Satz 4.2

Sei Ti eine beliebige Triangulierung der konvexen Hiille einer Punktmenge S. Die
Delaunay-Triangulierung Tpe von S kann aus Ty durch Edge-Swapping erhalten
werden.

Beweis: Es ist grundsitzlich mdoglich, bei zwei benachbarten Dreiecken, die das
Delaunay-Kriterium verletzen, das gemeinsame Segment zu swappen, da diese not-
wendigerweise ein konvexes Polygon formen. Nach dem Swappen ist das Delaunay-
Kriterium jedoch erfiillt.

Daher besteht der gesamte Vorgang darin, den obigen Prozef} iiberall dort anzu-
wenden, wo das Delaunay-Kriterium verletzt ist. Aus Lemma 4.1 ergibt sich das
gewiinschte Ergebnis. OJ

Satz 4.3

Sei S eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage. Sei Ty eine beliebige Triangu-
lierung der konvexen Hiille von S. Jede beliebige andere Triangulierung To von S
kann aus T; durch Edge-Swapping erhalten werden.

Beweis:  Wir benutzen Satz 4.2, um aus der gegebenen Triangulierung 7; eine
Delaunay-Triangulierung 7Tp.; zu erhalten. Danach benutzen wir denselben Satz in
der anderen Richtung, um 7Tp; in 75 zu wandeln. Das ist moglich, da Edge-Swapping
ein reversibler Vorgang ist. 0J

Dieses Ergebnis wird spéter benutzt werden, um Nebenbedingungen fiir eine Delau-
nay Triangulierung in zwei Dimensionen zu konstruieren. Die obigen Sitze wurden
bislang noch nicht auf drei Dimensionen ausgeweitet.
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4.6 Nebenbedingungen

In den vorigen Abschnitten war immer die Rede von einer Triangulierung der kon-
vexen Hiille einer Menge von Punkten. Ziel ist aber eine Triangulierung eines ge-
gebenen Gebietes 2 C IR". Es kann dabei vorkommen, dafl der Rand von €2 nicht
als (n — 1)-Simplex eines Elements 7" € T in 7 enthalten ist. Die Einhaltung dieses
Randes wird als Erfiillung von Nebenbedingungen formuliert.

4.6.1 Definitionen zu den Nebenbedingungen

Definition 4.9 (Delaunay-Triangulierung mit Nebenbedingung)

Sei Const eine Menge von (n — 1)-Simplizes im IR™. Dann erfillt eine Delaunay-
Triangulierung T, die Nebenbedingungen Const, falls samtliche Segmente aus Const
in T, enthalten sind.

Abbildung 4.8 illustriert das Problem von nichterfiillten Nebenbedingungen fiir ein
konkaves Gebiet. Die nach innen gerichteten Randsegmente werden von der zugehori-
gen Triangulierung nicht eingehalten.

Abbildung 4.8: Nichteingehaltene Nebenbedingungen

Es kann auch vorkommen, daf} eine vorgegebene Menge Const keine Triangulierung
zuldfit, die iiberall das Delaunay-Kriterium einhélt. Fiir solch einen Fall gibt es meh-
rere Moglichkeiten, die eine existierende Triangulierung manipulieren, um die Ne-
benbedingungen zu erfiillen. Die resultierende Triangulierung erfiillt das Delaunay-
Kriterium im allgemeinen jedoch nicht mehr.
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Definition 4.10 (exaktes Einhalten der Nebenbedingungen)
FEine gegebene Triangulierung T, erfillt die Nebenbedingungen Const exakt, falls jedes
Element S € Const Randsimplex eines Elements T € T, ist.

Definition 4.11 (schwaches Einhalten der Nebenbedingungen)

FEine Triangulierung T, erfillt die Nebenbedingungen Const schwach, falls jedes Ele-
ment S € Const in T, exakt oder als Vereinigung mehrerer Randsimplizes enthalten
15t.

Die Abbildungen 4.9-4.11 veranschaulichen diese Definitionen. Abbildung 4.10 erfiillt
die Nebenbedingungen aus Abbildung 4.9 exakt, wihrend in Abbildung 4.11 ein
Segment durch zwei kiirzere ersetzt wurde. Sie zeigen auch, dafl die vorgegebenen
Nebenbedingungen nicht auf den Rand des Gebietes beschrénkt sind, sondern auch
(n — 1)-Simplizes im Inneren vorschreiben kénnen.

Abbildung 4.9: vorgegebene

Nebenbedingungen
Abbildung 4.10: exaktes Abbildung 4.11: schwaches
Einhalten der Einhalten der
Nebenbedingungen Nebenbedingungen

In den folgenden Abschnitten wird ausschliellich der 2-dimensionale Fall untersucht.
Dabei wird vorausgesetzt, dafl kein Punkt der Triangulierung auf einem offenen
Segment aus Const liegt.
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4.6.2 Manipulation der Nebenbedingungen

Sei 7 eine Triangulierung, die die gegebenen Nebenbedingungen Const nicht kom-
plett erfiillt. Ziel ist eine Triangulierung, die Const schwach — d.h. nach Definition
4.11 — erfiillt.

Die Grundidee besteht darin, jedes Dreieck der Pipe (Definition 4.4) eines nicht
eingehaltenen Segments aus Const S wie in Abbildung 4.12 derart umzuéndern, daf§
das gewiinschte Segment in der Triangulierung enthalten ist.

Abbildung 4.12: Manipulation der Nebenbedingungen

Der folgende Algorithmus erzwingt eine fehlende Nebenbedingung S € Const, das
zwei Punkte A und B miteinander verbindet:

e Bilde die Pipe By des Segments S. Die Punkte A und B sind in T enthalten.

e Finde die k£ Schnittpunkte P;,..., P, von S und alle inneren Segmente der
Pipe Bg.

e Fiige die Segmente APy, PP, ..., P,B in die Triangulierung ein.

e Bilde Dreiecke so, dafy die obige Liste von Segmenten in der Triangulierung
erhalten bleibt.

4.6.3 Erzwingen der Nebenbedingungen durch Edge-Swap-
ping

Es wurde bereits in Satz 4.3 gezeigt, da} eine beliebige Triangulierung aus einer

weiteren, aus den selben Punkten bestehenden, erhalten werden kann. Dieses Re-

sultat soll nun dazu verwendet werden, die fehlenden Segmente der Triangulierung

herzustellen. Die resultierende Triangulierung wird Definition 4.10 erfiillen.

Sei S € Const eine fehlende Nebenbedingung einer Triangulierung 7; seien A und
B die Endpunkte von S.

e Bilde die Pipe Bs des Segments S.

e Wende wiederholt Edge-Swapping bei jedem inneren Segment aus Bg an, bis
das gewiinschte Resultat erreicht ist. Hierbei ist darauf zu achten, daf} eine
Endlosschleife vermieden wird. Das kann durch zufélliges Auswéhlen eines Seg-
ments geschehen. Die Pipe mufl nach jedem Swap-Vorgang erneuert werden,
oder zumindest das neue Segment eingetragen und das alte geloscht werden.
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Dieser Algorithmus 148t sich in endlich vielen Schritten ausfithren, da eine Losung
nach Satz 4.2 existiert. Abbildung 4.13 stellt solch einen Vorgang dar.

Abbildung 4.13: Erzwingen einer Nebenbedingung durch Edge-Swapping.

4.7 Die Erzeugung der leeren Triangulierung

Wie in Bemerkung 4.2 beschrieben wird das gegebene Gebiet in ein Rechteck ein-
gebettet und eine Triangulierung aus zwei Elementen erzeugt. In diese Triangulie-
rung werden dann sukzessive alle gegebenen Punkte mittels des Delaunay-Kerns
eingefiigt. Nachdem alle Punkte in der Triangulierung enthalten sind, wird durch
die in Abschnitt 4.6 vorgestellten Techniken der Rand des gewiinschten Gebietes
hergestellt. Die Dreiecke auflerhalb des Gebietes kénnen dann erkannt und entfernt
werden. Die nach diesem Schritt erhaltene Triangulierung wird die leere Triangu-
lierung genannt. Dieser Begriff wurde so gewihlt, da im inneren des Gebietes noch
keine Punkte eingefiigt wurden, das Gebiet also noch “leer” ist.

Die dufleren Elemente konnen mit dem folgenden Algorithmus durch Einfirben er-
kannt werden. Bezeichne dabei Tg,, die Triangulierung des Gebietes und des um-
gebenden Rechtecks.

1. Weise allen Elementen von TBOX den Wert —1 zu und initialisiere ¢ = 0.

2. Suche ein Element aus 7p,y, das einen Randpunkt von 7g, als Knoten hat.
Dieses Element bekommt den Wert ¢ zugewiesen.

3. Besuche die Nachbarn des aktuellen Elements.
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e Falls das erreichte Element einen Wert ungleich —1 hat, gehe zu (3)

e Falls das erreichte Element ohne ein Rand-Segment zu {iberqueren er-
reicht wurde, weise diesem den Wert ¢ zu und gehe zu (3)

e Falls das iiberquerte Segment zum Rand gehort, gehe zu (3)

4. Setze ¢:= ¢+ 1 und gehe zu (3), solange, bis kein Element mit dem Wert —1
existiert.

Der Algorithmus sucht zusammenhéingende Komponenten des Gebietes, und weist
allen Komponenten Werte zu, gerade falls auflerhalb, ungerade falls innerhalb. Falls
der Rand nicht geschlossen ist, haben am Ende alle Elemente den Wert 0.

Abbildung 4.14: Leere Triangulierung

Das Entfernen der unnétigen Dreiecke findet jedoch noch nicht zu diesem Zeitpunkt
statt, da dadurch die Konvexitidt der Triangulierung verloren ginge. Statt dessen
werden die dufleren Dreiecke erst dann entfernt, nachdem alle Punkte innerhalb des
Gebietes generiert wurden.

4.8 Generierung der inneren Punkte

Eine der niitzlichsten Eigenschaften dieser Triangulierungs-Generierungsmethode
ist, daf} zuerst die leere Triangulierung, und erst dann die inneren Punkte erzeugt
werden. Das hat den Vorteil, daf} eine Triangulierung bekannt ist, die durch Einfiigen
von Punkten verbessert werden soll. So kann man leicht feststellen, ob ein neu ein-
zufiigender Punkt zu nahe an einem bereits existierenden liegt.

4.8.1 Erzeugung entlang der Kanten

Die inneren Punkte werden in diesem Fall mit dem Ziel mo6glichst gleichlanger Kan-
ten auf die bereits existierenden Kanten gelegt. Dabei werden zuerst alle Punkte
berechnet, und dann einer nach dem andern mit dem Delaunay-Kern in die Trian-
gulierung eingefiigt. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis keine Kante in der
Triangulierung mehr unterteilt werden kann.
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Abbildung 4.15: Einfiigen von Punkten entlang der Kanten

Der hier vorliegende klassische Fall mit moglichst gleichlangen Kanten erlaubt es,
eine arithmetische Punktverteilung auf den Kanten vorzunehmen. Jedem Punkt in
der Triangulierung 7; (nach dem iterativen Schritt [, 7Ty ist die leere Triangulierung)
wird ein Wert hj,. — die Schrittweite — zugewiesen. Dieser Wert gibt die gewiinschte
Lange der von diesem Punkt ausgehenden Kanten an. Er kann durch die mittlere
Lénge seiner bereits existierenden Kanten initialisiert werden.

Sei S mit den Endpunkten A und B ein Segment aus 7;, des weiteren

e 1(0) = hype(A) die mit A verbundene Schrittweite,
e h(n+1) = hy(B) die mit B verbundene Schrittweite.

n + 1 ist die Anzahl der zu erzeugenden Punkte. Man kann also eine Folge «;

Q)
Op
Q;

definieren, wobei die «; die Positionen der neuen Punkte auf der Kante iiber ih-
re Abstinde zueinander angeben. dist(P;, P,) ist der euklidische Abstand zweier
Punkte P; und P, r gibt die Dichte der Verteilung an.

Zur Bestimmung von (4.4) muf§ das System

h(0) + r
hin+1)—r (4.4)
dist(P;, Piy1)

{ Yo = dist(A, B)
i=0

Qi1 = Q +r
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gelost werden; hier gibt d die Linge des Segments S an. Daraus ergibt sich
_ 2dist(A, B)
h0)+h(n+1)

und
h(n + 1) — h(0)

n+ 2 '
Da n ganzzahlig sein muf}, wird n zuerst gerundet und dann daraus r berechnet.
Die Schrittweite der neuen Punkte ist r. Die so erhaltenen Punkte werden nicht
sofort in die Triangulierung eingefiigt, sondern erst nachdem alle berechnet wurden,
gefiltert und dann mittels des Delaunay-Kerns eingebunden. Filtern heifit in diesem
Zusammenhang, dafl kein Punkt zu nah an einem bereits in der Triangulierung
befindlichen oder einem anderen neuen liegen darf. Solche Punkte werden einfach
nicht eingefiigt.

4.9 Der Algorithmus im Uberblick

1. Vorbereitung:

e Einschlufl des Gebietes in ein Rechteck.

e Generierung einer Triangulierung aus zwei Elementen des Rechtecks.
2. Konstruktion der Triangulierung innerhalb des Rechtecks:

e Einfiigen der vorgegebenen Punkte.
3. Generierung der inneren Punkte:

e Suche nach nicht vorhandenen, aber gewiinschten Segmenten.

e Erzwingen dieser Segmente.

Suche nach den Zusammenhangskomponenten des Gebietes.

Untersuchung der inneren Kanten.

Einfiigen von Knoten entlang dieser Kanten mittels des Delaunay-Kerns.

Solange Punkte eingefiigt wurden, gehe zu (3)
4. Definition des Gebietes:

e Entfernen aller Elemente auflerhalb des Gebietes.

4.10 Alternative Methoden

Der Delaunay-Kern ist nicht der einzige Weg, eine Delaunay-Triangulierung zu er-
halten. Der Sweeping-Algorithmus und eine Divide- and Conquer-Technik werden
in [18] vorgestellt. Hier soll auf diese Verfahren nicht weiter eingegangen werden.
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Kapitel 5

Verbesserung der Qualitit einer
Triangulierung im IR?

Im allgemeinen ist die Qualitét einer Triangulierung nach der Generierung nicht opti-
mal. Es existieren jedoch verschiedene Strategien, Triangulierungen beziiglich eines
vorgegebenen Qualitétskriteriums zu verbessern. Eine Auswahl dieser Strategien,
die auch unter dem Namen Glédttungsverfahren bekannt sind, sollen nun vorgestellt
werden.

Im Rahmen der dieser Arbeit zugrundeliegenden Implementierung wurden der klas-
sische baryzentrische Glatter und der Edge-Swap-Operator realisiert.

5.1 Anforderungen an einen Gliattungs-Operator

Definition 5.1 (zulédssiger Gliattungsoperator)

Ein Glattungsoperator heifit zuldssig, falls eine konforme Triangulierung nach An-
wendung dieses Operators wieder konform ist und die resultierende Triangulierung
in seiner Qualitdt verbessert wurde (d.h. das schlechteste Element derjenigen, auf
die sich der Operator auswirkt, ist nach der Gldttung besser als das schlechteste
Element vor der Anwendung).

Ein unzuldssiger Operator kénnte beispielsweise sich iiberschneidende Segmente er-
zeugen.

5.2 Topologische Operatoren

Topologische Operatoren verdndern die Zusammenhénge einer Triangulierung, bei-
spielsweise Nachbarschaftsinformationen, indem Objekte der Triangulierung entfernt
oder hinzugefiigt werden.
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5.2.1 Edge-Swapping

Edge-Swapping wurde in Kapitel 4.5 bereits zur Einhaltung der Nebenbedingungen
einer Delaunay-Triangulierung benutzt. Der Operator kann auch zur Verbesserung
der Qualitét einer Triangulierung verwendet werden.

Der Glattungsproze durchlauft séimtliche inneren Segmente der Triangulierung und
priift, ob das aktuelle Segment herumgeklappt werden kann. Ist dies der Fall, muf}
getestet werden, ob die beiden resultierenden Dreiecke beziiglich eines gegebenen
Qualitétskriteriums eine Verbesserung zum alten Zustand darstellen. Dann kann
das Segment geswapt werden, und das néchste untersucht werden.

5.2.2 Splitten von Segmenten

Auf einem Segment S, das P; und P, verbindet, wird ein neuer Punkt P eingefiigt
und S durch Segmente P, P und PP, ersetzt. Die beiden Dreiecke, die S als Segment
haben, werden durch vier neue ersetzt.

R B‘

R R

Abbildung 5.1: Splitten des Segments P, P,

Die Position von P kann beziiglich eines beliebigen Qualititsmafles gewihlt werden
oder so, daf§ S halbiert wird.

5.2.3 Entfernen von Segmenten

Sei S ein Segment, das zwei Punkte P, und P, verbindet. Dieses Segment soll durch
nur einen Punkt P ersetzt werden. Einfache Moglichkeiten fiir die Lage von P stellen
Py, P, oder die Mitte von S dar. Abbildung 5.2 zeigt diese drei Moglichkeiten.

5.3 Geometrische Operatoren

Geometrische Operatoren zeichnen sich dadurch aus, dafl Nachbarschaften in der
Triangulierung erhalten bleiben. Sie arbeiten im wesentlichen mit Verschiebung von
Knotenpunkten.
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U

N/

Abbildung 5.2: Entfernen des Segments P, P,

Das Verschieben eines Knotens beeinflufit nur den Knoten selbst und die Grofien
der Simplizes hoherer Dimensionen, die aus diesem Knoten aufgebaut sind. So wird
die Lange einer Strecke verdndert, wenn einer ihrer Endpunkte verschoben wird.

Der Operator versucht, einen Knoten P’ optimal innerhalb des Patchs Bp des Aus-
gangspunktes P zu positionieren. Unabhéngig von der verwendeten Methode kann
P’ iiber einen Parameter w € [0, 1] einer Relaxation unterzogen werden. Das be-
deutet, daf ein zusiitzlicher Punkt P’ eingefiihrt wird, der als P’ = (1 — w)P + wP’
definiert ist. Statt P’ wird dann P’ als Zielposition fiir P verwendet. Dieses Vorgehen
kann dabei helfen, den optimalen Punkt P’ im Inneren von Bp zu halten.

5.3.1 Klassisches baryzentrisches Glatten

Seien Bp der Patch von P und P; die b von P verschiedenen Knoten aus Bp. Dann
soll P im Schwerpunkt von Bp positioniert werden:

P':%ZPj.

Da Bp i.a. nicht konvex ist, muf} sichergestellt werden, dafl P’ im Inneren von Bp
liegt.

Bei diesem Vorgang — der auch als Laplace-Glédtter bekannt ist — wird der Unter-
schied der Lingen der Strecken, die von P ausgehen, minimiert. Dieses Verfahren
ist dann geeignet, wenn keine Groflenvorgaben an die einzelnen Elemente der Tri-
angulierung gestellt werden. Andernfalls miissen Gewichte eingefiihrt werden.
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5.3.2 Gewichtetes baryzentrisches Glitten

Seien P, Bp, P; und b definiert wie in Abschnitt 5.3.1. Jedem Punkt P; sei ein
Gewicht a; zugeordnet. Dann ist

eine weitere Moglichkeit fiir baryzentrisches Glitten. Fiir die Wahl der «; stehen
viele Varianten zur Verfiigung. Falls fiir jeden Punkt eine Wunschgrofie vorgegeben
L mit h; als dem Mittel der Grofienvorgaben von P und P; denkbar.

2
h3

ist, wire a =

5.4 Globale Anwendung eines lokalen Glétters

Die bisher vorgestellten Verfahren sind in ihrer Auswirkung auf einen lokalen Be-
reich beschrinkt. Um die gesamte Triangulierung zu verbessern ist es notig, die
Operatoren wiederholt auf alle in Frage kommenden Grundobjekte anzuwenden.
Die Wiederholungen werden durch Auswirkungen der Glattung von Nachbarobjek-
ten notwendig. Beispielsweise wird der Patch eines Punktes P durch Edge-Swapping
eines seiner Segmente verdndert, was eine neue Situation beim Verschieben von
Knoten bedeutet. Damit die Wiederholungen nicht ausarten, kann die Anzahl der
Durchldufe beschrinkt werden.

Ein lokaler Operator wird zuerst simuliert, und ausgehend von den Ergebnissen der
Simulation wird entschieden, ob er auch wirklich ausgefiihrt werden soll.

5.5 Verbesserung im IR’

Von den vorgestellten Verfahren kommen lediglich die geometrischen fiir eine Ver-
besserung von Triangulierungen im IR? in Frage. Eine ausfiihrliche Darstellung von
Verfahren kann [18] entnommen werden.
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Kapitel 6

Grundlagen der Verfeinerung

Ziel der numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen ist es, Losungen
innerhalb vorgegebener Fehlertoleranzen zu finden. Triangulierungen, die durch die
in den bisherigen Kapiteln vorgestellten Verfahren generiert wurden, sind lediglich
als Ausgangstriangulierungen zu verstehen und fithren im allgemeinen zu Lésungen,
die diese Bedingung nicht erfiillen. Um innerhalb dieser Toleranzen zu bleiben, kann
entweder eine global feinere Triangulierung erzeugt oder die Ausgangstriangulierung
adaptiv verfeinert werden. Die erste dieser beiden Methoden ist beziiglich Rechenzeit
und Speicherbedarf sehr aufwendig.

Der zweite Teil der Arbeit behandelt die adaptive Verfeinerung einzelner Simpli-
zes einer Triangulierung. Zur Auswahl dieser Simplizes existieren unterschiedliche
Fehlerschitzer [20].

Dieses einfiihrende Kapitel stellt einige grundlegende Begriffe vor, die im folgenden
zur Verfeinerung einer Triangulierung benotigt werden. Kapitel 7 stellt eine regulére
Verfeinerungsstrategie im IR? vor, in Kapitel 8 wird ein Teil davon fiir den IR™
verallgemeinert. Kapitel 9 geht auf die Implementierung solch eines Verfahrens ein.
Die Ausfiihrungen von Teil 2 beruhen im wesentlichen auf [9].

6.1 Grundlagen

Definition 6.1 (dyadische Verfeinerung eines Simplexes)

Sei T' ein nichtentartetes Simplex im IR". Eine Triangulierung S(T') heifst dyadi-
sche Verfeinerung von T, wenn S(T) aus mindestens zwei Elementen besteht und
alle Eckpunkte der Simplizes T' € S(T) entweder mit Eckpunkten oder Kanten-
mittelpunkten von T dbereinstimmen. Auferdem seien die Eckpunkte eines jeden
T" € 8(T) paarweise verschieden. Dann heifit T Vater der Simplizes T' € S(T'). Die
T" werden als Séhne von T, bzw. Brider der anderen Simplizes aus S(T') bezeichnet.

Der Fall der trivialen Triangulierung S(7) = {T'} wurde in Definition 6.1 ausge-
schlossen, um die Vater-Sohn-Beziehung sinnvoll definieren zu kénnen. Ansonsten
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konnte der Vater mit seinem Sohn iibereinstimmen.

Bemerkung 6.1
Im folgenden wird jede Verfeinerung als dyadisch vorausgesetzt. 0J

Durch die Bedingung an die Eckpunkte der Séhne 148t sich deren Volumen ab-
schitzen:

Lemma 6.1

Sei T' ein nichtentartetes Simplex im IR™ und S(T) eine Verfeinerung davon. Dann
gilt fiir jeden Sohn T' C S(T) die Abschitzung

volp

volpr > on

Beweis: Der Beweis arbeitet auf dem Referenzelement T = [O,e(l), . .,e(")} mit
den Standardeinheitsvektoren €', i = 1,...,n des IR". Aus Lemma 1.1 erhélt man
VOlT = %

Sei T" = [x(o), . x(”)} ein beliebiger Sohn von T, fiir den nach Definition voly» > 0
gilt. Laut Konstruktion liegen die Koordinaten der Eck- und Kantenmittelpunkte
von T" in der Menge {0, %, 1}, folglich gilt dasselbe fiir die Eckpunkte von T".

Sei nun T" := [23:(0), ey 23:(")]. Da T' aus T' durch Skalierung mit dem Faktor 2
hervorgeht, gilt voly = 2"volp > 0. AuBlerdem besitzen die Eckpunkte von T’ nach
Konstruktion ganzzahlige Koordinaten. Hieraus folgt mit Lemma 1.1 vols > %, da

die Determinante der ganzzahligen Matrix B, ebenfalls ganzzahlig ist. Somit gilt die

Abschitzung volp > £+ = vg)an’ und die Behauptung ist fiir das Referenzelement

T bewiesen. Fiir ein beliebiges, nichtentartetes Simplex im IR" folgt die Behauptung
durch affine Transformation (Lemma 1.6). O

Aus Lemma 6.1 folgt, dafl jedes verfeinerte Simplex T" C IR™ hochstens 2™ Sohne
besitzt, die in diesem Fall alle das Volumen Vg# haben. Solche maximalen Verfei-
nerungen spielen aufgrund des identischen Volumens aller S6hne eine wichtige Rolle
bei der Formulierung eines Verfeinerungsalgorithmus.

Definition 6.2 (regulire Verfeinerung)
FEine Verfeinerung S(T') eines Simplezes T C IR™ heifit reguldr, wenn S(T) aus
genau 2™ Séhnen von T besteht. Andernfalls heifit S(T') irreguldr.

Bisher wurden lediglich Verfeinerungen einzelner Simplizes betrachtet. Diese werden
nun zu Verfeinerungen von Triangulierungen — also auf polyedrischen Gebieten —
zusammengefafit. Dabei gelten bisher unverfeinerte Simplizes als regulér.
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Definition 6.3 (Verfeinerung einer Triangulierung)

Seien T, T', T # T' Triangulierungen eines polyedrischen Gebietes Q@ C IR". Dann
heifst T Verfeinerung von T, wenn fiir jedes Element T € T entweder T € T'
gilt oder eine Teilmenge S(T) C T existiert, die Verfeinerung von T ist. Im Fall
T € TNT" heift T beim Ubergang von T zu T' unverfeinert.

Definition 6.4 (regulire Verfeinerung von Familien von Triangulierungen)
Sei Q0 C IR™ ein polyedrisches Gebiet und F = (To, ..., T;) eine Familie von Trian-
gulierungen von 2.

FEine Triangulierung T; € F wird als Level © von F bezeichnet.

F heifst requlir, falls Level i+1 (i =0,...,J —1) eine Verfeinerung von Level i ist.
Als Verfeinerung eines irrequliren Simplexes T € T; ist nur eine Verfeinerung des
letzten requldren Vorfahren T' € T; (j < i) von T erlaubt.

Bemerkung 6.2
Im folgenden wird fiir eine Familie von Triangulierungen vorausgesetzt, dafl sie re-
gulér verfeinert ist. O

Um irregulére Elemente weiter verfeinern zu kdnnen, miissen sie durch regulére
ersetzt werden. Das Entartungsmaf fiir eine Triangulierung aus Definition 1.14 soll
nun auf Familien von Triangulierungen ausgedehnt werden.

Definition 6.5
Sei F = (To, ..., T;) eine Familie von Triangulierungen. Die Grifle

QrF = max Qr
heifit Qualitit oder Entartungsmafl von F. Gilt
Qr < o0,
so heifst F stabil.

Definition 6.6

Sei 2 C IR™ ein polyedrisches Gebiet und T eine Triangulierung von 2. Dann heif$t
eine Verfeinerungsstrategie reguldir, wenn dadurch eine requlir verfeinerte Familie
von Triangulierungen erzeugt wird.
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Kapitel 7

Verfeinerung bestehender
Triangulierungen im IR’

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Verfeinerungsstrategie fiir Familien von Triangulie-
rungen im IR? zu priisentieren.

7.1 Rot-Griin—Verfeinerung in zwei Dimensionen

Ein Rot-Griin—Verfeinerungsalgorithmus ist aus drei Bestandteilen zusammenge-
setzt:

1. einer stabilen, requldren Verfeinerungsstrategie fiir die vom Fehlerschétzer vor-
gesehenen Verfeinerungen,

2. zusitzlichen, irreguliren Verfeinerungsregeln zur Konformitétserhaltung,

3. einem globalen Algorithmus, der reguldre und irreguldre Verfeinerungen so
kombiniert, dafl die Konformitéts- und Stabilitdtsbedingungen gleichzeitig er-
fiillt werden.

Eine stabile, reguldre Verfeinerungsstrategie zerlegt jedes nichtentartete Simplex
T C IR™ in 2" Teilsimplizes, so dafl die sukzessive Anwendung dieser Strategie
eine stabile Familie konformer Triangulierungen von T liefert. Diese regulire Stra-
tegie wird auch als rote Verfeinerung bezeichnet, die resultierenden Teilsimplizes
als rote Simplizes. Die rote Verfeinerung wird auf diejenigen Simplizes angewendet,
die vom Fehlerschitzer markiert wurden. Sie werden jedoch auch zum Abschlufl der
Triangulierung 7 bendétigt. Die Konformitit wird jedoch endgiiltig erst wieder mit
irreguliren oder griinen Verfeinerungen erreicht.

Sowohl die roten als auch die griinen Verfeinerungsregeln beschreiben lediglich die
Verfeinerung einzelner Simplizes. Die Aufgabe des globalen Algorithmus ist es, die
roten und griinen Markierungen so zu kombinieren, daf} die resultierende Triangulie-
rung 7 wieder konform und stabil ist. Dabei diirfen irregulére Elemente nicht weiter
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verfeinert werden, sondern miissen zuerst durch regulére ersetzt werden. Die so er-
zeugten Simplizes diirfen weiter verfeinert werden (Abbildung 7.4 und 7.5). Durch
dieses Vorgehen ist die Stabilitdt gewihrleistet.

Zwei sehr beliebte Regeln fiir den 2-dimensionalen Fall wurden von R. E. BANK
in dem Code PLTMG(8] vorgestellt. Sie lassen sich wie folgt beschreiben: Bei einer
roten Verfeinerung wird ein gegebenes Dreieck T' durch Verbindung seiner Kan-
tenmittelpunkte in vier Teildreiecke zerlegt, die alle zueinander dhnlich sind (Ab-
bildung 7.1). BANK verwendet nur einfache Bisektionen als irregulére Verfeinerun-
gen. Diese Verfeinerungen dienen ausschliefilich dem griinen Abschluffi und werden
auf Dreiecke angewandt, die selbst unverfeinert sind und genau ein rot verfeinertes
Nachbar-Dreieck besitzen (Abbildung 7.2). Regulire Dreiecke, die mindestens zwei
rote Nachbarn haben, oder irregulire Dreiecke, die mindestens einen roten Nachbarn
haben, werden rot verfeinert (Abbildung 7.3). Durch die regulére Verfeinerung von
Elementen mit zwei roten Nachbarn kann es zu Domino-Effekten bei der Erstellung
des Abschlusses kommen.

Es ist denkbar, die irregulidren Regeln von BANK um eine weitere griine Verfeinerung
zu erweitern[9)].

LN AN

Abbildung 7.1: Rote Verfeinerung

T 7

Abbildung 7.2: Abschluf} bei einem roten Nachbarn

Abbildung 7.3: Abschluf} bei zwei roten Nachbarn

Wie zuvor gesehen, diirfen irreguléire Simplizes selbst nicht weiter verfeinert werden.
Griin verfeinerte Elemente, die zur Verfeinerung vorgesehen sind, miissen durch
regulire ersetzt werden, die dann weiter verfeinert werden kénnen (Abbildung 7.4).
Das gleiche gilt, wenn ein reguléres Nachbardreieck verfeinert werden soll (Abbildung
7.5).
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LK

Abbildung 7.4: Direkte Ersetzung irregulirer Verfeinerungen

LXK

Abbildung 7.5: Indirekte Ersetzung irregulirer Verfeinerungen

Der globale Algorithmus, der die reguldren Verfeinerungen mit dem griinen Abschlufl
kombiniert, wird in Kapitel 9 vorgestellt.

7.2 Weitere Verfahren im IR>

Neben der oben vorgestellten Rot-Griin-Verfeinerungsstrategie existieren noch einige
weitere, wie die Bisektionsverfahren von M. C. R1vARA[16] und W. F. MITCHELL
[15]. Eine bewertende Diskussion iiber diese Verfahren wird in [9] gefiihrt.
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Kapitel 8

Der Algorithmus von Freudenthal

In dem vorigen Kapitel wurde ein Beispiel fiir eine stabile Verfeinerungsstrategie
in zwei Raumdimensionen vorgestellt. Es stellt sich jedoch die Frage, wie solche
Verfahren in héheren Dimensionen aussehen. Ein Verfahren zur Verallgemeinerung
der reguliren (roten) Verfeinerung wurde von H. FREUDENTHAL[11] vorgeschlagen.
Im folgenden wird immer auf dem n-dimensionalen Einheitswiirfel gearbeitet. Die
so erhaltenen Ergebnisse lassen sich iiber affine Transformationen auf allgemeine
Simplizes iibertragen. Die Idee des Verfahrens ist in Abbildung 8.1 veranschaulicht.

Abbildung 8.1: Triangulierungen des Einheitsquadrats

8.1 Die Kuhn-Triangulierung

Definition 8.1

Seien C' = [0,1]" der Einheitswiirfel und eV, ... e™ die Standard-Einheitsvektoren
des IR". Weiter sei I1,, die Menge aller Permutationen der Zahlen {1,... ,n}.

Fir m ell, ses T, C C das Simplex
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mit den Eckpunkten
0 =(0,0,...,0)", 2 =zl=D 4 ()

™ ™ I

1<j<n. (8.1)

Dann wird die Menge K(C) = {T, | 7 € I} als Kuhn-Triangulierung von C be-
zetchnet.

Die Kuhn-Triangulierung besteht aus genau n! Simplizes T, die alle das gleiche
Volumen voly, = % besitzen. Alle Simplizes T, € K(C) haben die Eckpunkte 20 =
(0,0,...,0)7 und 2 = (1,1,...,1)7 und damit auch die dazwischen liegende

Kante. Abbildung 8.2 zeigt die Kuhn-Triangulierung in zwei Dimensionen.

(L1)

(0.0

B — e

Abbildung 8.2: Triangulierung des Einheitsquadrates

Lemma 8.1
Sei C =1[0,1]" der Einheitswiirfel im IR".
Dann gilt fir die Simplizes T, der Kuhn-Triangulierung K(C') die Darstellung

Tﬂ:Tﬂ::{IEC‘ngﬂ(n)g---gxﬂ(l)gl}, m € 1l,. (8.2)

Beweis: Sei m € II,, beliebig und zunéchst = € T,. Mit Hilfe der baryzentrischen
Koordinaten A\ von x bzgl. T, folgt

x = i Azl = i A i e(mk) — i em(k) i A (8.3)
=0 k=1 j=k

j=0 k=1

Da die e(™*) die Einheitsvektoren sind, gilt
xﬂ(k):Z)\j, 1§k§n
j=k

Wegen z € T gilt \; > 0 und Z?:o Aj = 1 und somit folgt fiir 0 < 57 <n

0<Zrpn) < - < py <1 (8.4)
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und somit x € Tﬂ. Damit ist T, C Tﬂ gezeigt. )
Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, es sei x € T}, d.h. fiir die Komponenten
von x gelte (8.4). Dann setzt man

Ao = 1=,
Aj = T — Ta(j4+1) I1<j<n-1,
)\n = xﬂ(n).

Damit gilt 7, A; = 1. Aus (8.4) folgt weiter A; > 0 fiir 0 < j < n. Dariiber hinaus
gilt

D A=, 1<k<n,
j=k

und damit durch Umkehrung von (8.3), daf die Zahlen A, ..., A, die baryzentrischen
Koordinaten von z bzgl. T sind. Wegen A; > 0 fiir 0 < j < n gehért z zu T5.
Hiermit ist T' =T gezeigt. 0

Lemma 8.2

Sei C' =10,1]" und T = {:1:5?), ey x&")} eines der Simplizes in K(C). Weiter sei S
ein (1)-Randsimplex von Ty, 0 < | < n, d.h. es existieren | + 1 Indizes 0 < ig <
o< <nomit S = {xgo),...,x&il)}.

Dann besitzt S die Darstellung

S=28:= {x e T, ‘ Tr(k) = Tr(hgr) Jir 0 <k <n,k & {ig,...,il}}, (8.5)
wobei zur Vereinfachung der Notation 1) := 1 und Tr(n41y := 0 gesetzt wurde.

Beweis: Sei m € II, und S = [:cgri‘)),...,:rgfl) ein ([)-Randsimplex von T, mit

0<I<nund0< < --- <1 <n.
Sei zunédchst x € S. Fiir die baryzentrischen Koordinaten A von x bzgl. T} gilt

AN=0, 0<j<n, j#ip.. i (8.6)

Wie im Beweis von Lemma 8.1 gilt
SEﬂ-(k):Z)\j, 1§k§n

Wegen 7y := 1 und z,(,41) := 0 gilt diese Darstellung auch fiir k& = 0 bzw.
k=n+1. Aus (8.6) folgt daher

Tr(k) = Tr(k+1), ngéna k%io,...,il,
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und somit z € S. Da z € S beliebig war, ist die Inklusion S C S bewiesen.
Sei nun x € S beliebig. Analog zum Beweis von Lemma 8.1 sind die Koordinaten A
von x bzgl. T, gegeben durch

Aj 1= Ta() = Ta(1),  0<j<n.
Aus z € S folgt Aj = 0 fiir j # 4y, ..., 4. Folglich gilt x € ;cSEO), . .,ngl) und somit
reS. .
Damit ist S = S bewiesen. U

Lemma 8.3 (Konformitit der Kuhn-Triangulierung)
Sei C =1[0,1]". Dann ist die Kuhn-Triangulierung K(C') eine konforme Triangulie-
rung von C.

Beweis: Zuerst ist die Frage zu kldren, ob es sich bei K(C) tatséchlich um ei-
ne Triangulierung von C' handelt. Alle Elemente T, € IC(C) besitzen das Volu-
men volp, = # > 0. Des weiteren existiert fiir jeden Punkt z € C eine Permu-

tation m € I, mit 0 < 274,) < -++ < 270y < 1. Aus Lemma 8.1 folgt somit
C =U{T, | 7 € 1, }. Da fiir das Innere T, die Darstellung

ﬁr:{xec 10 < Tpny <o+ < Tpay < 1}

gilt, konnen sich zwei verschiedene Simplizes T, T € K(C') hochstens am Ran-
de schneiden. Somit erfiillt IC(C') alle Voraussetzungen aus Definition 1.12 an eine
Triangulierung.

Jetzt mufl noch die Konformitidt von K(C') gezeigt werden. Seien dazu 7,7’ € II,
mit 7 # 7’ beliebig. Zu zeigen ist, dafl T, N7, ein gemeinsames, niederdimensionales
Randsimplex von T, und T ist. Dazu zeigt man die Identitét

T.NTy =S :=Conv {ng) ‘xﬁrj):xg);ogjgn}, (8.7)

woraus die Behauptung folgt.

Die Inklusion S C T, N T ist klar, da S Teilmenge sowohl von T}, als auch von T},
ist. Es bleibt also noch die Umkehrung 7, N'T» C S zu zeigen.

Sei dazu x € T, N Ty beliebig. Wegen Lemma 8.1 gilt

Nun wird iy := 0 gesetzt und die Indizes i, v =1,2,..., durch

iy = min {k > i1 | {7(iyy + 1), ... 7(k)} = {2 (isy +1),..., 7 (K)}} (8.10)
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solange, bis fiir ein [ > 0 schlief$lich 7, = n gilt. Nun behaupten wir, dafl mit den so
definierten Indizes 0 = ig < 71 < -+ < 1; = n die Identitét

Tr(iy_141) = " = Tn(i,)s 1<v <, (8.11)

gilt. Eine entsprechende Aussage gilt in diesem Fall natiirlich auch fiir die Permuta-
tionen 7’'. Zum Beweis dieser Behauptung geniigt es, den Fall » = 1 zu betrachten.
Die iibrigen Fille folgen analog. Nimmt man also an, (8.11) sei fiir v = 1 falsch.
Dann existiert ein Index ¢ mit 1 < 7 < ¢; und

Tr(1) 2 °° 2 Ta(i=1) > Ta@@) = = Tr(n)-

fir1 <j <i—1undi <k <4 setzen wir j' := (') "' (7(4)) bzw. k' := (7') " (7 (k)).
Dann gilt 1 < j', k' <4y und 7 (j) = 7'(') bzw. w(k) = 7'(k'). Aus (8.9) und

T () = Tn(j) > Tn(k) 2 Tr'(k)
folgt j' < k' fiir jedes solche Paar (j, k). Durch Variation von &' erhélt man
j<k =) r(k), i<k <in.
Da fiir unterschiedliche k auch die Indizes k' verschieden sind, gilt
j =) a() <i-1 1<j<i-1,
und folglich
{r(),...,7(i— 1)} ={x"(1),...,7'(: — 1)},

im Widerspruch zur Definition von i;. Die Identitéit (8.11) ist somit bewiesen.
Aus (8.11) folgt aber mit Lemma 8.5 = € {:1:530), . ..,xﬁl)}. Da die entsprechende

Aussage auch fiir 7’ gilt, folgt analog z € {x(i“) Ceey :csrif)}. Wegen

w0

xgrik):i ZZD e(m(d)) :i ZZD (' (7)) :xSTiIU
v=1 \j=i,_1+1 v=1 \j=i,_1+1

fiir 0 < k <[ gilt dann auch = € S und die Konformitét von K(C) ist bewiesen. [

8.2 Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung

Die bisherigen Ausfiihrungen stellen eine konforme Triangulierung des n-dimension-
alen Einheitswiirfels C' = [0,1]" bereit. Ziel ist es jedoch, eine stabile, konforme
Verfeinerungsstrategie darzustellen. Dazu soll C' in 2" Teilwiirfel zerlegt, und die
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Kuhn-Triangulierungen der Teilwiirfel gebildet werden. Diese Triangulierungen wer-
den in K(C) zusammengesetzt und bilden eine konforme Triangulierung von C'.

Im folgenden bezeichne z := {0, %}n einen Vektor im IR", dessen Eintrige entweder
den Wert 0 oder % haben.

Sei nun Ty := K(C) = {T | 7 € II,,} die Kuhn-Triangulierung von C. C wird in
2" Teilwiirfel C, = v + %C, v € {0, %}" der Kantenlinge % zerlegt, so dafl gilt
C = UG, v € {0, %}" Analog zu Definition 1.16 sei v + qC' das Bild von C' unter
der affinen Transformation F' : z — v + qz. Die zugehorige Kuhn-Triangulierung
von C,, v € {0, %}", 7w € II ergibt sich aus der entsprechenden Transformation der

Kuhn-Triangulierung von C' (vgl. Definition 1.18):

1 1 1
K(Cv)zv+§l<:(0):{v+§7rWEHn}; v€{07§}n

Mit der Bezeichnung
1 1
Tyri=v+ =Ty, ve{0,=}", mell,
’ 2 2
kann die Kuhn-Triangulierung der Teilwiirfel C, als

1
KCy) =A{T, | mell,}, v € {0, 5}"

dargestellt werden.
Durch Vereinigung der Kuhn-Triangulierungen K(C,) erhiilt man die Triangulierung

1
v € {0, 5}",# € Hn} : (8.12)

Nun muf} noch gezeigt werden, dafy 7;
e cine Verfeinerung von 7y ist,
e cine konforme Triangulierung ist,

e mittels dieses Verfahrens beliebig tief verfeinert werden kann. Dieser Punkt
wird in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt. Eine ausfiihrliche Darstellung
ist in [9] gegeben.

Lemma 8.4 (Verfeinerung der Kuhn-Triangulierung)
Sei C' = [0,1]" und Ty die Kuhn-Triangulierung von C. Dann ist die durch (8.12)
definierte Triangulierung T eine Verfeinerung von Ty.

Beweis: Wenn gezeigt werden kann, daf} ein beliebiges Element aus 7; einen Vor-
gianger aus Ty (Vorgénger bezeichnet ein Element aus 7y, das das Element aus 7y
enthilt) besitzt, so ist die Behauptung bewiesen.
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Seien v € {0, 5}" und 7 € II, beliebig. Gesucht wird eine Permutation 7 = 7 (v, 7)

mit T, C T;. Sei dazu 0 < k < n die Anzahl der Eintrége v; von v mit v; = %

Dann existieren k Indizes iq,...,i € {1,...,n} mit
. . 1
1<ip < <ip <m, Un(in) = 00 = Unliy) = 5 (8.13)
Die n — k restlichen Indizes igy1,...,i, € {1,...,n}\{i1,..., it} konnen so angeord-

net werden, dafl

1<ippy <---<in<n, v — =0y, = 0, (8.14)

T(ik+1)
gilt. Hier und im folgenden werden in den Féllen £ = 0 und £ = n diejenigen Glei-
chungen bzw. Ungleichungen iibergangen, die keinen Sinn machen. Die Permutation
7 wird nun durch 7(j) = 7(z;), 1 < j < n definiert. Nach (8.13) und (8.14) gilt also

Vi) = S Uk =50 Vi) = 0 = Vi) = 0.

Sei nun z € %T,r; nach Lemma 8.1 ergibt sich 0 < x7(,) < -+ < 27y < % Aus der
Reihenfolge der Indizes i; auf der linken Seite von (8.13) bzw. (8.14) folgt daher

]
A
8
3
=
(VAN
AN
8
2
(VAN

(8.15)

(e
AN
8
2
S
VAN
VAN
8
5
=
x
[\
N — DN —

(8.16)

Durch Addition von (8.15) mit vz(jy = 3, 1 < j < k und (8.16) mit vz(j;y = 0,
k+1 < j <n erhdlt man

1
0 <vin) + Trm)< -+ < Vaka1) T Tagan) < 2
1
3 < Vrk) + Trg) < 0 S VR TR <1

oder — damit gleichbedeutend —
1
v+ax €T, :r:EiTﬂ.
Also gilt T, » C T € To. Da T, » € Ti beliebig gewéhlt war und die Eckpunkte von

71 nach Konstruktion mit den Eck- und Kantenmittelpunkten von 7y iibereinstim-
men, ist 7; tatséchlich eine Verfeinerung von 7j. O
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Lemma 8.5 (Konformitit von 7;)

Sei C' = [0,1]" und Ty die Kuhn-Triangulierung von C.

Dann ist die durch (8.12) definierte Triangulierung konform.

(©) 7™ } zwei Elemente

o'l !

Beweis: Seien T, , = {xg])r, N xi")r] und Ty v = {x

der Triangulierung 7; mit v,v" € {0, %}" und 7, 7" € II,. Da die Triangulierung
K(C,) wegen Lemma 8.3 und Lemma 1.7 konform ist, kann 0.B.d.A. v # v’ ange-
nommen werden. Wir verwenden die Darstellung

T’U,Tl' = {1"'_1) Z%(l)ZZ%(n)ZO},

Tv’,Tr’ = {l‘+1), Zl‘ﬂ"(l) Z>xﬂ’(n)20}

Die entsprechenden Teilwiirfel C,, und C) sind gegeben durch

c, = {:U+v 0<x, < 1§k§n},

o}

Seien i; < --- < 4, die Indizes in {1,...,n} mit vy, = v;(ik), 1 <k <1l Ent-
sprechend seien j; < --- < j,; die Indizes, fiir die v, Vs (i) gilt. Fiir jeden

Mll—t

0<z, <, 1<k

Mll—t
I/\

Cy = {x-i—v'

N[ —

der Indizes j; gilt also entweder v.;,) = 0 und v;(jk) = 5 oder v, = % und

v Gy = 0- Damit hat die gemeinsame (l)-Hyperfliche H := C, N C,y von C, bzw.
Cy die Darstellung

1
1<k<I a?ﬂ(jk)—i-vﬂ(jk):?, 1<k<n—l}.

1
H= —
{:c—i—v 5

0 < Zpiy) <
Fiir den Schnitt von T, » mit H gilt also

> Tr(1) = 0 2 Trm) 2> 0; Tr(in) + VrGin) = 35 1§k§n—l}.

DO | —

TMﬁH:{x+v

Unter der Voraussetzung, dafl die entsprechenden Mengen nichtleer sind, setzt man

a=max{jy | 1<k<n—1 vy =0}, (8.17)
1
b::min{jk 1<k<n-—lI vﬂ(jk)ZE}. (8.18)
Falls die Menge auf der rechten Seite von (8.17) leer ist, so setzt man a := 0.

Entsprechend sei b := n + 1, falls die rechte Seite von (8.18) nicht existiert.
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Sei nun  +v € T, N H und zunéchst a > 0. Dann existiert ein Index 1 <k <n—{
mit a = j;, und fiir 1 <71 < a gilt

> Tr(i) > Tr(a) = Tj, = Ty, + v, = 5

DN | —

Also gilt 2, = & fiir 1 < i < a. Fiir a = 0 ist die Aussage klar. Analog gilt 2, = 0
fiir b <14 < n. Daraus ergibt sich die Darstellung

Tv,ﬂﬂHz{x-i-v

Falls b < a gilt T,, N H = () und damit auch T, , N Ty » = 0. Sei also 0.B.d.A.
b > a. In diesem Fall gehoren alle Indizes zwischen a und b zu der Menge {iq, ..., }.
a ist folglich der Index des ersten Eckpunktes von T, ., der in H liegt. b ist der erste
Index nach a, fiir den dies nicht mehr gilt. Aus (8.19) folgt ndmlich mit Lemma 8.5
die Darstellung
T, NH=[z{"), ... 2l Y],

d.h., es gilt xg,k,)r € H genau dann, wenn a < k < b gilt. Eine &hnliche Darstellung
gilt auch fiir Ty - N H. Seien dazu i} < -+ < 4; die Indizes mit V(i) = U;r’(i’k) und

entsprechend j; < --- < j;_, die Indizes mit v, (1) # v;,(j;c). Man definiert

ad = max{jl’c L<k<n-1i U;WZO}’
. . 1
yo= mm{],g 1<k<n-1I ”%'(j;a:i}’

falls die entsprechenden Mengen auf der rechten Seite nichtleer sind. Wie oben sei
sonst a' := 0 bzw. V' :=n + 1. Dann gilt die Darstellung

Ty H = [o8 020

v, )y Lyl !
Sei nun ag := 0 und die Indizes s,, v = 1,2, ... definiert durch

sy = min {k > s, | {m(is,_ 1), m(in)} = {7} )

und so lange, bis schliefilich fiir ein m > 0 75, = 7; gilt. Wie im Beweis zu Lemma
8.3 kann man schlielen, daf fiir jeden Punkt = € T, , N7,y » und fiir 1 < v < m die
Identitét

= x”'(i'sl,) (820)
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gilt. Im folgenden wird i := 0, 20 := % und sy, =141, 401 == n+1, Trpyr) =0
gesetzt. Dadurch sind die folgenden Indizes 0 < p,q¢ < m + 1 wohldefiniert:

p = min{0<v<m+1 ‘isVZa; io>a},
g = max{0<v<m+1 ‘z’sy<b; i, <b}.

Sei nun z € T, N T,y beliebig. Aus (8.19) und (8.20) schlieBt man ;) = 3 fiir

alle Indizes 0 < k < s,,. Umgekehrt gilt z;,) = 0 fiir s, < k£ < [+ 1. Fiir die {ibrigen
Indizes s, < k < s, erhélt man die Ungleichungskette

1

5 = ‘T”(iSp) =~ x”(i5p+1) - xﬂ'(“p-H)
Z (8.21)
Z xﬂ(isq—1+1) == xﬂ'(isq)
> Tr(isg41) = 0.

Aus (8.21) folgt zunéchst, dafi T, N7,y » im Fall ¢ < p leer ist. Sei also zunéchst ¢ >
p. In diesem Fall kann aus Lemma 8.5 geschlossen werden, dafl x in dem Randsimplex
S = xg,i;”),xx;p“), .. ,xs,zs,f)} von T, liegt. Da @ € T, . N T, » beliebig gewihlt
war, gilt

Tv’ﬂ- N Tv’,n-’ C S = [:cz(,l}”), x&?-‘—l), ceey l'g)z’sﬂ?)] .
Analog dazu zeigt man

T,. NTy . CS = [x(i;p) (i, 1) (i’sq):| |

[ ] x’l}’,ﬂ" s v,

Falls nun noch gezeigt wird, dafl die Eckpunkte von S und S’ identisch sind, so folgt
S=58cT,, Ty und somit S =T, N Ty . In diesem Fall ist T, , N T, » ein
gemeinsames Randsimplex von T, , bzw. T,y » und die Behauptung wire bewiesen.
Sei also p < v < ¢ beliebig. Fiir den Eckpunkt xff;?r von T, , gilt

n isu

4 1, , 1 4
(isy) — = plisy) _E ( . p(m(1)) E :_ (m (@)
Tyy = + 2x7r = Ur(i)€ + 2 26 .

=1

Nun werden die beiden Summen aufgespalten. Dann wird getrennt iiber die Indizes
1 bzw. jr aufsummiert. Fiir die Indizes j; < 7,, mufl wegen 75, < b die Ungleichung
Jr < a gelten. Damit erhélt man

l n—I Su n—I
1
IR SIS SRR SE LI S
k=1 k=1 k=1
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Wegen vy;,) = 0 fiir jp < a und vy, = % fiir jr > a gilt weiter

. . 1
k=1 k=1

Nun gelten fiir die Indizes i, j; die Beziehungen

{mw(iy),...,w(@)} = {x"(4)), ..., 7' ()}

sowie

{r(0), o m(G)y ={="G1), - 7' GD)} -

Nach Definition der Zahlen s, gilt auflerdem

{m(ir),...,7(is,)} = {7'(@}),....7'(¢,)} .

Mit vy (,) = . i fur 1 < k < [ erhélt man

l n—l 1 Sy 1 i )
! Ze(m ) Ze™ @) — sy
k=1 k=1 k=1
Damit ist die Konformitéit der Triangulierung 7; bewiesen. O

Der Beweis zu Lemma 8.4 enthiilt bereits den Freudenthalschen Algorithmus. Geht
man den Beweis “riickwérts” durch, la8t sich ndmlich folgende Verfeinerungsstrate-
gie fiir die einzelnen Simplizes T, von 7y ablesen:

Bemerkung 8.1

Sei C' = [0,1]", 7o die Kuhn-Triangulierung von C' und 7; die durch (8.12) definierte
Verfeinerung von 7y. Fir 7 € TI, sei S(Tx) = {T € T, | T C Tz} die durch T4
induzierte Verfeinerung von T; € 7.

Dann besteht S(7%) aus allen Elementen T, . € 7; mit

(r7lom)(1) < -+ < (m7 o 7) (), (r ' o®)(k+1) < < (n7oq)(n),

fiir einen Index 0 < k < n. Die letzte Gleichung kommt aus der linken Seite von
(8.13) und (8.14) unter der Voraussetzung aus dem obigen Beweis, dal 7 mit 7(j) =
7(i;) eine passende Permutation ist. O
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Bemerkung 8.2

Sei 0 < k£ < nund 7 € II,. Dann gibt es genau (Z) Moglichkeiten, £ Positionen
in m fir die Zahlen 7#(1),...,7 (k) auszuwihlen, also (}) Moglichkeiten fiir 7, der
Bedingung (8.1) zu geniigen. Die Gesamtzahl der Simplizes in S(T;) betréigt damit
S ro (1) = 2" und S(T}) geniigt Definition 6.2 und ist reguldr.

Die verfeinerten Elemente des Algorithmus kénnen durch Rotation und Skalierung
in ihre Vater-Elemente transformiert werden. Somit ergibt die Strategie eine stabile
Familie sukzessiv verfeinerter Triangulierungen. 0

Bemerkung 8.3 (Der Algorithmus von Freudenthal)
Sei T' = [:c(o), ey x(")] ein Simplex im IR". Dann ergibt folgender Algorithmus eine
stabile, konforme Verfeinerung dieses Simplexes:

Durchlaufe mit [ € [0,n]:
0@ = (g0 4 7))
Durchlaufe alle 7w €Il,:
Falls (m '(1)<...<7 (k) und (z Y(k+1)<...<7m '(n)):
Durchlaufe mit [ € [1,n]:

o = D) 4 L(g™0) — g0~

Tir = [U(O), cee v(”)] 0J

Bemerkung 8.4

Der Algorithmus von Freudenthal stellt lediglich eine rote Verfeinerung in beliebiger
Raumdimension zur Verfiigung. Entsprechende Regeln fiir den griinen Abschluf} im
IR? werden in [9] angegeben. O



Kapitel 9

Realisierung der Verfeinerung

In Kapitel 7 wurde ein stabiles Verfeinerungsverfahren fiir Triangulierungen im IR?
eingefiihrt. Dieses Verfahren soll jetzt mit einem globalen Verfeinerungsalgorithmus
zur Verfeinerung von Triangulierungen benutzt werden. Dabei ist die Konformitét
der Triangulierung, wie in den in Kapitel 7.1 behandelten Regeln beschrieben, stets
zu erhalten.

9.1 Verfeinerung fiir mehr als zwei Raumdimen-
sionen

In der aktuellen Implementierung sind lediglich zwei Raumdimensionen vorgese-
hen, die Erweiterung auf hohere Dimensionen ist jedoch bereits eingeplant. Das ist
moglich, da die Kuhn-Triangulierung der Randsimplizes mit der Triangulierung der
Simplizes iibereinstimmt. Von der niedrigsten Dimension ausgehend, ist jedes Objekt
selbst fiir seine Verfeinerung zustindig. Sollte beispielsweise auf drei Dimensionen
ausgebaut werden, miissen diese Objekte ihre eigenen Regeln mitbringen, der Rest
ist bereits vorhanden.

9.2 Markieren der Simplizes

Bei der Markierung (k)-Simplex werden seine (k — 1)-Randsimplizes automatisch
markiert. Diese Randsimplizes markieren wiederum ihre Randsimplizes. Durch die-
sen Mechanismus geniigt es, die hochstdimensionalen Objekte — also die Elemente
— zu markieren.

Der Markierungsvorgang bei den Elementen ist der komplexeste, da zwischen re-
guldren und irregulidren Elementen unterschieden werden muf}. Die Regeln verbieten
die irregulidre Verfeinerung bereits irreguldrer Elemente. Daher mufl darauf geachtet
werden, dafl nicht das irregulére Element, sondern sein Vater markiert und verfeinert
wird.
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Folgende internen Markierungen stehen zusétzlich zu den auf Seite 19 angegebenen
zur Verfiigung:

e none: keine Verfeinerung,
e done: Element ist verfeinert und fertig,

e rm: Element soll entfernt werden.

9.3 Verfeinerung der Komponenten einer Trian-
gulierung

Die Verfeinerung findet fiir jede Dimension einzeln statt. Das bedeutet, daf} keine
globalen Regeln zur Verfeinerung existieren, sondern dafl jedes Objekt nur seine
eigenen Regeln kennt.

Begonnen wird mit dem Aufruf an jedes Objekt der niedrigsten Dimension — al-
so Knoten (siehe unten) — sich auf das neue Level zu verfeinern. Danach erfolgt
die Aufforderung an die nichsthohere Dimension sich zu verfeinern. Dies geschieht
solange, bis die Raumdimension erreicht ist.

Jedes Simplex kann beim Ubergang zum nichsten Level unverfeinert bleiben. Dann
muf} dieses Simplex jedoch der verfeinerten Triangulierung bekannt gemacht wer-
den, indem es fiir diese registriert wird. Dieser Vorgang wird im folgenden auch als
Kopieren auf das nichste Level bezeichnet.

Nach jedem Verfeinerungsvorgang wird die Markierung des urspriinglichen Simplex
auf done gesetzt, die eines neu erzeugten ist none.

9.3.1 Knoten

Ein Knoten interpretiert alle Markierungen bis auf done als Verfeinerung auf das
néchste Level. Ein Verfeinerungsaufruf an einen Knoten mit Markierung done wird
ignoriert, alle anderen Aufrufe registrieren den Knoten in dem néchsten (oder dem
angebenen) Level.

9.3.2 Segmente

Segmente konnen neben dem Kopieren — das analog zu dem Vorgang bei den Kno-
ten ablduft — auf das néchste Level auch regulér verfeinert werden.

Durch den Verfeinerungsvorgang werden ein Knoten und zwei Segmente erzeugt.
Der Knoten halbiert das urspriingliche Segment. Die Segmente bestehen jeweils aus
dem neuen Knoten und einem der beiden auf das aktuelle Level verfeinerten Knoten
des Vater-Segments.

Die Markierungen rm und done werden ignoriert; green und none registrieren das
Segment unverfeinert fiir das néchste Level. Durch red wird der regulére Verfeine-
rungsvorgang ausgelost.
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9.3.3 Elemente

Das Verfeinern der Elemente ist der derzeit aufwendigste Teil des Gesamtvorgangs,
da Elemente nicht nur regulir, sondern auch irregulir verfeinert werden konnen.
Insbesondere miissen irregulér verfeinerte Elemente weiter verfeinert werden kénnen,
indem ihre irregulire Verfeinerung zuriickgenommen wird.

Das aktuelle Level werde mit k&, das Level, auf das verfeinert werden soll mit k& + 1
bezeichnet.

Unverfeinerte Elemente werden wie die Knoten und Segmente fiir das Level k + 1
registriert.

Die regulire Verfeinerung

Es sollen nicht nur regulédre, sondern auch irregulére Elemente verfeinert werden
konnen. Da die irregulidren Elemente selbst nicht verfeinert werden diirfen, miissen
deren Eltern auf das Ziel-Level verfeinert werden. Folglich haben diese Elemente
Nachfahren auf mehr als einem Level.

Ablauf der roten Verfeinerung eines reguldren Elements E von Level k& nach Level
k+1:

1. Suche alle Knotenpunkte P; 3 von E.
2. Durchlaufe alle Punkte P, i =1,...,3.

(a) Suche die Segmente S;, und S;, auf Level £+ 1, die Kinder der Segmente
von E auf Level k sind, die von Punkt P; ausgehen.

(b) Suche die Punkte P;; j = 1,2 der Segmente S;;, die von P; verschieden
sind.

(c) Erzeuge aus den Punkten P, und P;, ein Segment S, 3 auf Level k + 1.
(d) Erzeuge ein Element aus den Segmenten S;,, S;, und S;,3 auf Level £+ 1.

3. Erzeuge ein Element Sy, S5 und Sg auf Level k£ + 1.

Die irregulire Verfeinerung

Der Fall einer wiederholten irregulidren Verfeinerung eines Elements F wird im Vor-
feld abgefangen.

Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl das Element E regulir ist und alle Segmente,
aus denen E aufgebaut ist, bereits auf Level £+ 1 verfeinert sind. Das bedeutet, dafl
ein beliebiges dieser Segmente rot verfeinert ist, die anderen beiden unverfeinert fiir
Level k + 1 registriert wurden.

Ablauf der griinen Verfeinerung eines reguldren Elements F von Level k£ nach Level
k+1:
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1. Suche das Segment S; von E, das auf Level k + 1 rot verfeinert wurde, also
zwei Nachfahren auf Level £ 41 hat. S;, und S, seien diese beiden Segmente.

2. Suche den gemeinsamen Punkt P, von Si, und Sy,, sowie deren Randpunkte
P, und P; (das sind die Eckpunkte von S;). P, sei Randpunkt von S, P; von
Si,.

3. Suche den dritten Eckpunkt von FE, also den Punkt, der dem Segment S
gegeniiberliegt.

4. Suche die Segmente S; und S; von F fiir die gilt, dafl Sy P, und P,, S3 P; und
P, verbindet.

5. Erzeuge auf Level k 4+ 1 ein Segment Sy, das P, und P, verbindet.

6. Erzeuge auf Level £+ 1 zwei Elemente aus den Segmenten Sy,, So, Sy und Sy,,
Ss, S,.

9.4 Der globale Algorithmus

Die vorgestellten Mechanismen zur Verfeinerung der Simplizes miissen noch so zu-
sammengestellt werden, dafl die resultierende Triangulierung konform ist. Dazu muf§
vor der globalen Verfeinerung der Abschlufl berechnet werden.

9.4.1 Der rote Abschlufl

Die Bestimmung des Abschlusses — unabhéngig ob rot oder griin — wird in der
jeweiligen Triangulierung durchgefiihrt. Mit der Berechnung des Abschlusses findet
noch keine Verfeinerung statt; es werden lediglich Elemente mit roten Markierungen
versehen.

Definition 9.1 (Hingender Knoten)

FEin Element, das auf das hochste Level verfeinert werden soll, hat einen hdngen-
den Knoten, falls mindestens eines seiner Seqgmente bereits verfeinert ist oder zur
Verfeinerung markiert ist.

Der rote Abschlufl wird gebildet, indem so lange alle Elemente markiert werden,
die noch nicht rot markiert sind und entweder regulidr sind und mindestens zwei
hingende Knoten haben oder irregulir sind und mindestens einen hiingenden Knoten
haben.

Durch die Markierung der Elemente werden auch deren Segmente markiert (wie
oben beschrieben). Somit kénnen sich die Markierungen fortpflanzen.
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9.4.2 Der griine Abschluf

Der griine Abschlufl dient dazu, die Triangulierung in einen konformen Zustand
zu befordern. Die durch solch eine Verfeinerung erzeugten Elemente sind irregulér.
Dieser Abschlufl wird gebildet, nachdem der rote Abschlufl auf dem néchsten Level
erzeugt — aber noch nicht verfeinert — wurde. Es wird vorausgesetzt, dafl jedes
Element hochstens einen hédngenden Knoten hat.

Der griine Abschlufl wird gebildet, indem alle Elemente, die nicht red markiert sind
und einen hidngenden Knoten haben, green markiert werden.

9.4.3 Der Algorithmus

1. Entferne alle irreguldren Markierungen.
2. Markiere alle Knoten red.

3. Ersetze die done-Markierungen aller Segmente durch none. Dadurch wird si-
chergestellt, daf} alle Segmente auf Level k& 4+ 1 enthalten sein werden.

4. Verfeinere alle Knoten auf Level k£ + 1.

5. Berechne den roten Abschluff (9.4.1).

6. Verfeinere alle Segmente auf Level k + 1.

7. Verfeinere alle Elemente auf Level £ + 1.

8. Setze das aktuelle Level auf £ + 1

9. Solange durch den roten Abschlufl (9.4.1) Elemente markiert werden:

(a) Verfeinere alle red markierten Segmente innerhalb von Level k£ + 1. Ent-
ferne das urspriingliche Segment von Level k + 1.

(b) Verfeinere alle red markierten Elemente innerhalb von Level £ + 1. Ent-
ferne das urspriingliche Element von Level k& + 1.

10. Berechne den griinen Abschlufl (9.4.2).

11. Entferne alle Elemente, die green markiert sind aus dem Level £+1, verfeinere
diese dann auf dieses Level.

Durch den Schritt (9b) kénnen Elemente entstehen, die zu keinem Level gehoren.
Dies stellt jedoch kein Problem dar und mufl nur dann beachtet werden, wenn ein
Level geloscht werden soll.
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Kapitel 10

Ergebnisse

Abschlieflend sollen einige mit dem entwickelten Code meshMan erstellte Trian-
gulierungen gezeigt werden. Zu den Triangulierungen werden die zugehorigen Qua-
litdtsdiagramme angegeben. In diesen Diagrammen ist in z-Richtung der Kehrwert
der Qualitdt aufgetragen. Der Kehrwert wurde gewéhlt, um eine Einschrankung auf
das Intervall (0,1] zu erreichen. “Optimale” Simplizes haben folglich den Wert 1,
entartete 0. Das verwendete Qualitdtskriterium ist %Z—;; pr ist der Umkreis-, hr
der Inkreisradius des Simplexes T'. Auf der y-Achse ist der prozentuale Anteil einer
Qualitdtsklasse abgetragen. Dadurch sind die Diagramme direkt vergleichbar.

10.1 Einfluf3l der Parameter auf die Generatoren

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie stark sich die Generatoren zur
Erzeugung von Ausgangstriangulierungen durch ihre Parameter steuern lassen bzw.
in wieweit die Standardeinstellungen verniinftig gewéhlt sind.

10.1.1 Der 1D-Generator

Der einzige Parameter P des 1D-Generators bestimmt die Linge der zu erzeugen-
den Segmente. Fiir P < 0 wird zuerst das kiirzeste Segment gesucht. Dessen Linge
wird dann als Referenzléinge R bezeichnet. Alle Segmente, die ldnger als — PR sind,
werden in kiirzere Segmente dieser Linge zerlegt. Ist P > 0, werden alle Segmen-
te, die ldnger als P sind, auf Linge P verfeinert. Um die vorgegebenen Segmente
vollstdndig zu iiberdecken, werden die Ergebnisse gerundet.

Der Parameter —1 bewirkt also die Aufteilung jedes Segments in Teilstiicke, die alle
die Linge des zuvor kiirzesten Segments aufweisen; —2 wiirde Segmente mit der
doppelten Linge des kiirzesten erzeugen.

Eine dhnliche Linge aller Randsegmente ist im allgemeinen erstrebenswert, da da-
mit die gleichméfligsten Triangulierungen erzeugt werden kénnen. Folglich ist stan-
dardméBig ein Wert von —1 eingestellt.
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Abbildung 10.2: Parameter —2.0

Abbildung 10.1: Parameter —1.0
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ein Faktor von —1 einen erheblichen Rechenmehraufwand bedeuten. Dann ist es

Liegen jedoch sehr kurze und sehr lange Segmente in einer Geometrie vor, so kann

meistens sinnvoll,

7.0

Abbildung 10.4: Parameter —

Abbildung 10.3: Parameter —2.0
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ten besteht und zusétzlich eine Verengung vorliegt. Solch ein Beispiel wird in den

Problematisch kann es auch dann werden, wenn die Geometrie aus langen Segmen-
Abbildungen 10.5 und 10.6 vorgestellt.

Abbildung 10.6: Parameter —0.05

Abbildung 10.5: Parameter —1.0
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10.1.2 Delaunay

Die Abbildungen 10.7 — 10.12 demonstrieren die Auswirkungen des minimalen Ab-
stands zweier Punkte auf die Qualitéit der resultierenden Triangulierung. Der an-
gegebene Parameter gibt den relativen Abstand an, den zwei Punkte innerhalb der
Triangulierung einhalten miissen.

Bei den im Laufe der Implementierung untersuchten Geometrien haben sich die
Parameter 0.7 und 0.8 als besonders geeignet erwiesen.
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Abbildung 10.7: Parameter 0.5
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Abbildung 10.8: Parameter 0.6
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Abbildung 10.9: Parameter 0.7
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Abbildung 10.10: Parameter 0.8
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Abbildung 10.11: Parameter 0.9
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Abbildung 10.12: Parameter 1.0

10.1.3 Advancing-Front

Bei der Advancing-Front—Methode wird versucht, moglichst optimale Elemente an
den Rand anzuhéingen. Hierbei besteht jedoch das Problem des Zusammenwachsens
der Front aus den unterschiedlichen Richtungen. Sucht man in einer vorgegebenen
Umgebung um den optimalen zu erzeugenden Punkt nach bereits existierenden, so
kann das Problem entschérft werden. Als Nebeneffekt wird erst durch diese Erwei-
terung eine Triangulierung von Gebieten mit Lochern mdglich. In den folgenden
Abbildungen (10.13 — 10.19) wird die Auswirkung der Gréfie dieser Umgebung auf
die Qualitit der Triangulierung gezeigt.

Abbildung 10.13: Parameter 0.3
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Abbildung 10.15: Parameter 0.5

Abbildung 10.16: Parameter 0.6
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Abbildung 10.17: Parameter 0.7
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Abbildung 10.18: Parameter 0.8

50 |
40 —

30 -

20
O |_|.—|—|_|| | J_.—|

0 02 04 06 08 1

Abbildung 10.19: Parameter 0.9

Fiir die meisten Anwendungen hat sich der Parameter 0.6 bewéhrt.
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10.2 Unterschiede zwischen den Generatoren

Die hier gezeigten Triangulierungen wurden alle mit den Standardparametern des
jeweiligen 2D-Generators erzeugt. Um die Unterschiede besser verdeutlichen zu kon-
nen, wurde die 1D-Verfeinerung oft feiner als unbedingt nétig gewihlt.

Zur Erlduterung der Generatoren-Bezeichnung;:

delaunay
Delaunay-Generator mit Punkte-Einfiigung entlang der vorhandenen Kanten.

afm1
Advancing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Minimiere den Abstand zum
urspriinglichen Rand, dann die Linge des Segments.

afm?2

Advancing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Minimiere den Abstand zum
urspriinglichen Rand, suche aus den verbleibenden Segmenten das mit dem
geringsten Winkel zu einem seiner Nachbarsegmente.

afm3

Advancing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Minimiere den Abstand zum
urspriinglichen Rand, suche aus den verbleibenden Segmenten das mit dem ge-
ringsten Produkt aus seiner Linge mit dem kleinsten Winkel zu seinen Nach-
barsegmenten.

afm4
Advancing-Front-Generator, Auswahlkriterium: Suche den kleinsten Winkel
zwischen zwei Front-Segmenten, wéhle eines dieser beiden Segmente.

Nachfolgend werden einige Triangulierungsergebnisse der verschiedenen Generatoren
einschliefilich einer Bewertung dargestellt.
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Abbildung 10.20: delaunay
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Abbildung 10.21: afm1
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Abbildung 10.22: afm?2
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Abbildung 10.23: afm3
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Abbildung 10.24: afm4
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Abbildung 10.26: afm1
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Abbildung 10.27: afm2
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Abbildung 10.28: afm3

0 | | | |
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Abbildung 10.29: afm4
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10.2.3 magd4.net
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Abbildung 10.30: delaunay
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Abbildung 10.31: afm1
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Abbildung 10.32: afm?2
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Abbildung 10.33: afm3
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Abbildung 10.34: afm4
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Abbildung 10.35: delaunay
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Abbildung 10.36: afm1
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Abbildung 10.37: afm2
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Abbildung 10.38: afm3
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Abbildung 10.39: afm4
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Abbildung 10.41: afm1
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Abbildung 10.43: afm3
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Abbildung 10.44: afm4

10.2.6 Bewertung

In der vorliegenden Implementierung liegt kein Generator vor, der alle Gebiete op-
timal behandelt. Die Advancing-Front-Generatoren bilden in Randnihe zwar zu-
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meist optimale Simplizes, tendieren allerdings zu lokalen Schwichen, die durch das
Zusammenwachsen der Front hervorgerufen werden und sich in extrem schlechten
Elementen duflern kénnen.

Der Delaunay-Generator ist in der Spitzenqualitdt den AFM-Generatoren klar un-
terlegen, durch die gewéhlte Strategie zum FEinfiigen der inneren Punkte werden
jedoch Elemente erzeugt, die von der Fliche her relativ nahe beieinander liegen.

10.3 Auswirkungen der Glitter

Die bisher demonstrierten Triangulierungsgeneratoren kiimmern sich in erster Linie
um die Fertigstellung einer Triangulierung innerhalb der gegebenen Geometrie. Auch
wenn dabei schon einige Strategien zur Erreichung einer guten Qualitdt eingebaut
sind, konnen die meisten Triangulierungen durch sogenannte Glattungsverfahren
drastisch verbessert werden.

Es wurde abwechselnd der Edge-Swap- und der Laplace-Glitter angewendet. Das
Verfahren wurde so lange wiederholt, bis sich keine Anderungen mehr zeigten.

Die nachfolgend gezeigten Abbildungen 10.45-10.69 sind das Glattungsergebnis der
Abbildungen 10.20-10.44.
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Abbildung 10.45: delaunay
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Abbildung 10.52: afm?2

0 ] ] 1 ] ]
0 02 04 06 0.8 1

Abbildung 10.53: afm3
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Abbildung 10.54: afm4
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Abbildung 10.57: afm2
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Abbildung 10.58: afm3
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Abbildung 10.59: afm4
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Abbildung 10.60: delaunay
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Abbildung 10.61: afm1
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Abbildung 10.62: afm2
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Abbildung 10.63: afm3
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Abbildung 10.64: afm4

10.3.5 schluessel3a.net
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Abbildung 10.65: delaunay
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Abbildung 10.66: afm1
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Abbildung 10.67: afm2
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Abbildung 10.68: afm3
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Abbildung 10.69: afm4

10.3.6 Bewertung

Die Qualitdt der erhaltenen Triangulierungen ist durch Einsatz der Glédttungsver-
fahren stark verbessert. Der Rechenaufwand war in allen hier gezeigten Féllen klein
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im Vergleich zur Generierung der Triangulierungen.

10.4 Die Verfeinerung

Im folgenden werden Triangulierungen mit zunehmender lokaler Verfeinerung am
Beispiel der Losungsfunktion f = 872sin(27x,)sin(2mwy) dargestellt. Fiir jedes
Level werden sowohl die Triangulierung als auch die Hohenlinien der ermittelten
Losung angegeben. Es wurde ein einfacher Fehlerschitzer, implementiert von E.
STAFILARAKIS, eingesetzt.

In der ersten Bildfolge wurde eine Delaunay-Ausgangstriangulierung verwendet. Der
1D-Parameter wurde auf 0.25 gesetzt.

Abbildung 10.70: Level 1

oe
Al

Abbildung 10.71: Level 2
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Abbildung 10.72: Level 3

Abbildung 10.73: Level 4

Fiir die zweite Bildfolge wurde der 1D-Parameter auf 0.1 reduziert. Dadurch er-
gab sich eine unstrukturierte Ausgangstriangulierung, die anschliefend mit Edge-
Swapping und Laplace gegliattet wurde. Die resultierende Triangulierung wurde ein-
mal global verfeinert. Da dabei keine Losung berechnet wurde, wird dieses Level
hier nicht dargestellt.

Abbildung 10.74: Level 2
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Abbildung 10.75: Level 3

Bei beiden Ausgangstriangulierungen zeichnet sich eine deutliche Korrelation zwi-
schen der Triangulierung und dem Verlauf der Losung ab.

10.5 Fazit

Bei den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Gebieten fanden sich stets Parame-
ter, fiir die eine Ausgangstriangulierung gebildet werden konnte. Jedoch kann keine
Aussage getroffen werden, welcher Generator der beste ist. Delaunay ist zu empfeh-
len, wenn es auf Elemente mit moglichst geringen Unterschieden in bezug auf die
Volumina ankommt. Im Vergleich zu AFM benétigt er allerdings etwa 30% mehr
Rechenzeit. Die AFM-Generatoren haben trotz des Schnappens manchmal Proble-
me beim Zusammenwachsen der Fronten, erzeugen dabei aber sehr gleichformige
Simplizes.

Beide Glédttungsverfahren haben ihre Berechtigung und spielen ihre Stdrken vor
allem in der Zusammenarbeit aus. In der vorliegenden Arbeit wurden sie immer
abwechselnd nacheinander eingesetzt. Dieses Verfahren fiihrt zu sehr guten Ergeb-
nissen.

Die Verfeinerung arbeitet sehr zuverléssig. Ein wirkungsvoller Einsatz setzt aber
einen grofleren Rahmen in Form eines Finite-Elemente-Paketes voraus, der im der-
zeitigen Stadium der Software-Entwicklung unserer Arbeitsgruppe erst in Anséitzen
vorhanden ist.



Anhang A

Programmierhandbuch

Dieses Manual gibt einen Einblick in die Programmierung mit meshMan. mesh-
Man besteht aus den in der Einleitung aufgefiihrten Bibliotheken zur Erzeugung
hierarchisch verfeinerter Triangulierungen fiir Finite-Elemente-Probleme. Aus der
Randbeschreibung 148t sich automatisch eine Triangulierung generieren, die durch
verschiedene Gléttungsverfahren qualitativ verbessert werden kann. Als Verfeine-
rungsstrategie wird die Rot-Griin-Strategie eingesetzt, die beliebig tiefe stabile Ver-
feinerungen erlaubt. Viele Routinen und Klassen von meshMan sind auch fiir andere
Aufgaben einsetzbar; deshalb wurde das Paket in mehrere Bibliotheken unterteilt.
Dadurch ergibt sich ein Einsatzbereich, der weit iiber die in dieser Arbeit angespro-
chenen Themen hinausgeht.

In den Codebeispielen dieses Manuals werden Zeilen mit bisher unbekannten Befeh-
len und Aufrufen iiber Indizes am rechten Rand markiert; diese Indizes beginnen fiir
jedes Programm mit 1. Zu lange Zeilen — beispielsweise for-Schleifen — werden
bei Bedarf umgebrochen; ihr Index steht dann in der letzten Zeile, ist aber fiir die
gesamte Anweisung giiltig.

Benotigte Headerdateien werden in den Codefragmenten immer angegeben; zuerst
diejenigen, die fiir die neuen Anweisungen wichtig sind, dann nach einer Leerzeile die
bereits bekannten. Es existieren zusitzlich Sammel-Includedateien (b4bliothek-
nameall.h) die simtliche Header einer Bibliothek einbinden.

Durch die Aufteilung miissen beim Linken des Programms die Abhéingigkeiten der
Bibliotheken untereinander — wie sie in Anhang A.7 dargestellt sind — beachtet
werden.

Die Diskette zu dieser Arbeit enthélt zusétzlich eine komplette Referenzdokumen-
tation.

A.1 Die Klasse indexSetC

Die Templateklasse indexSetC wurde als ungeordnete indizierte Menge fiir mesh-
Man entwickelt. Es handelt sich dabei um einen erweiterten Vektor mit Routinen
zum schnellen Loschen und Einfiigen von Elementen. Durch die Erweiterung kénnen
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keine Aussagen iiber die Ordnung der Elemente gemacht werden; solch eine Ordnung
ist fiir meshMan jedoch nicht von Bedeutung.

#include <indexset.hh>

//

indexSetC<base: :indexT> set;

set.reserve(5); (1)
for (base::indexT i = 0; 1 < B; ++1i)
set.append (i) ; (2)

for (indexSetC<base::indexT>::iteratorConst it = set.beginConst();
it != set.endConst();
++it) (3)
cout << *it << 7 7 (4)
cout << endl;

set.unset(3); (5)
set.unset (set.begin()); (6)
for (indexSetC<base::indexT>::iteratorConst it = set.beginConst();
it != set.endConst();
++it)
cout << *it << 7 7
cout << endl;

set.append(10) ; (7
for (indexSetC<base::indexT>::iteratorConst it = set.beginConst();
it != set.endConst();
++it)
cout << *it << 7 7;

//

Der Aufruf (1) reserviert so viel Speicher fiir die Menge, dafl mindestens 5 freie
Elemente verfiigbar sind. So ist garantiert, daf fiir die in (2) eingefiigten Elemente
die Grofle der Menge nicht gedindert werden mufl. Der Zugriff auf die Elemente
kann {iber Iteratoren (3) oder direkt iiber die Indizes der Elemente erfolgen. (4)
dereferenziert den Iterator und gibt das entsprechende Element aus.

Elemente kénnen entweder durch Angabe ihres Indexes (5) oder mittels eines Ite-
rators (6) aus der Menge entfernt werden. Die Positionen der gelschten Objekte
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werden so gespeichert, dafl ein neu einzufiigendes Objekt auf den ersten freien Platz
gesetzt wird (7).
Die Ausgabe des obigen Programms lautet also:

01234
124
101 2 4

A.2 Die Geometrie-Bibliothek

Die Geometrie-Bibliothek stellt Funktionen fiir einfache Geometriefunktionen um ei-
ne allgemeine Punkt-Klasse zur Verfiigung. Einige der Funktionen arbeiten derzeit
lediglich im 2-dimensionalen Fall. Hohere Dimensionen waren fiir den vorliegen-
den Code nicht notig, hétten fiir die Implementierung jedoch einen hohen Aufwand
benotigt.

A.2.1 Punkte

Ein n-dimensionaler Punkt wird durch n Koordinaten représentiert; er kann also
auch als Vektor aufgefafit werden. Auf die Koordinaten kann einzeln {iber den Ope-
rator [] zugegriffen werden.

Fiir die Interpretation als Ortsvektor enthélt die Klasse mehrere arithmetische Ver-
kniipfungen und einen Vergleichsoperator.

#include <point.h>

using namespace geom;

/] ...

pointC v1(2), v2(2), v3(2); (1
vi[0] = 1.0; (2)
vi[1] = 1.0;

v2[0] = 5.0;

v2[1] = 5.0;

v3 = vl + v2; (3)
cout << v3 << endl; (4)

v3 = v3 * 2; (5)
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cout << v3 << endl;

cout << "v1 und v2 sind "
<< vl == v2 ? "gleich" : "verschieden" << endl; (6)

//

(1) erzeugt drei Punkte/Vektoren in zwei Dimensionen. Die Koordinaten von Punk-
ten werden in (2) gesetzt. Vektoren konnen nach (3) und (5) mittels Operatoren
verkniipft werden. Der Vergleichsoperator (6) arbeitet mit der in base.h definierten
Konstanten ::base: :eps als Toleranz. Operator (4) gibt Punkte/Vektoren aus.
Die Ausgabe des obigen Programms lautet (ohne genaue Formulierung des Ausga-
beoperators):

Dimension 2, 6.0 6.0
Dimension 2, 12.0 12.0
vl und v2 sind verschieden

A.2.2 Zusatzliche Routinen fiir Punkte

Die bisher vorgestellten Operationen werden von der Klasse ::geom: :pointC be-
reitgestellt. Die Bibliothek enthélt jedoch noch weitere Funktionen. Die folgenden
beziehen sich auf zwei oder drei Punkte oder ihre Interpretation als Vektor.

#include <geom.h>
#include <point.h>
using namespace geom;

pointC p1(2), p2(2), p3(2);

pl[0] = 0.0;
pl[1] = 0.0;
p2[0] = 1.0;
p2[1] = 0.0;
p3 = pl;

cout << '"pl, p2, p3 liegen "

<< onLine(pl, p2, p3) 7 "" : "nicht"

<< "auf einer Geraden" << endl; (1)
cout << "<p1l,p2> = " << scalar(pl, p2) << endl; (2)
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cout <<

"Abstand(pl,p2) = " << dist(pl, p2) << endl; (3)

(1) priift, ob die drei gegebenen 2-dimensionalen Punkte auf einer gemeinsamen Ge-
raden liegen. Die anderen Funktionen dieses Beispiels arbeiten hingegen in beliebigen
Dimensionen; (2) berechnet das Skalarprodukt zweier Vektoren, (3) den euklidischen
Abstand der Punkte.

A.2.3 Routinen fiir Strecken und Geraden

Die Geometrie-Bibliothek kann auch Aussagen iiber Strecken- und Geradenbezie-
hungen im 2-dimensionalen Raum machen.

#include <geom.h>

#include <point.h>

using namespace geom;

/] ...

pointC p1(2), p2(2), p3(2), pa(2);

pilo]l =
pil1]l =
p2[0] =
p2[1] =
p3[0] =
p3[1] =
p4[0] =
p4l[1] =

cout <<
<<
cout <<
<<
cout <<
<<
cout <<
<<

/] ...

OO L NDO B+~ OO
O O O O O O O O

"Der Mittelpunkt der Strecke pl, p2 liegt bei"

medium(pl, p2) << endl; (1)
"Eine Normale auf die Gerade pl, p2 lautet"

normal (pl, p2) << endl; (2)
"Die Geraden pl, p2 und p3, p4 schneiden sich im Punkt"
lineIntersect(pl, p2, p3, p4) << endl; (3)
"Der Winkel zwischen den Strecken pl, p2 und p2, p3 ist"
angle(pl, p2, p3) << endl; (4)
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(1) findet den Punkt, der die Strecke p1, p2 halbiert; (2) berechnet einen Normalen-
vektor der Geraden. Der Schnittpunkt zweier Geraden wird durch (3) ermittelt. Der
Winkel zweier sich im Punkt p2 schneidenden Geraden wird in (4) berechnet; der
gefundene Winkel ist der von p2, pl zu p2, p3 gegen den Uhrzeigersinn gemessen.

A.2.4 Routinen fiir Dreiecke

Auch die Routinen fiir Dreiecke sind auf den 2-dimensionalen Raum beschriankt.

#include<geom.h>

#include<point.h>

using namespace geom;

/] ...

pointC p1(2), p2(2), p3(2);

p1[0]
pil1]
p2[0]
p2[1]
p31[0]
p3[1]

cout
cout

cout

cout

<<
<<
<<
<<
<<
<<
<<

/] ...

Der Umkreis des Dreiecks, das durch die Punkte p1, p2, p3 gegeben

= N O = O O

"Dreieck pl, p2, p3" << endl;
"Mittelpunkt des Umkreises: "
cCenter(pl, p2, p3) << endl;
"Radius des Umkreises: "
cRadius(pl, p2, p3) << endl;
"Radius des Inkreises: "
iRadius(pl, p2, p3) << endl;

(1)
(2)

(3)

ist, wird in

(1) berechnet. Die Aufrufe fiir Radius von Umkreis und Inkreis erfolgen analog ((2)

und (3))



A.3 Die meshMan-Bibliothek 115

A.3 Die meshMan-Bibliothek

Die Bibliothek libmeshman.a ist der Kern des meshMan-Pakets. Sie stellt zum
einen die Datenstruktur fiir Triangulierungen, zum anderen Routinen zur Gliattung
und Verfeinerung bereit.

A.3.1 Die Typen ::base::indexT und ::base::floatT

Innerhalb des gesamten Paketes wird ausschliefilich mit den zwei elementaren Ty-
pen : :base: :indexT fiir vorzeichenbehaftete ganzzahlige Operationen und : :base-
: :floatT fiir FlieBkommazahlen gearbeitet. Sie sind in base.h definiert; dort sind
auch Konstanten — ::base:: Typmax — enthalten, die die gréfiten Werte fiir diese
Typen angeben. Die Definitionen dieser Typen liegen in base.h.

A.3.2 Die Datenstruktur

Die Datenstruktur ist so aufgebaut, dafl Hierarchien von Triangulierungen méoglichst
einfach dimensionsunabhingig gespeichert werden kénnen. Dieser Aufbau ist in den
vorigen Kapiteln dieser Arbeit detailliert beschrieben; hier soll nur ein kleiner Uber-
blick gegeben werden.

Die Objekte einer Triangulierung

Als Objekte einer Triangulierung stehen zur Verfiigung:

e ::net::nodeC — Knoten oder Knotenpunkt (0-dimensional)
Ein Knotenpunkt kann aus einem Punkt erzeugt werden. Er enthélt neben
dessen Koordinaten eine Liste der von ihm ausgehenden Segmente.

e ::net::segmentC — Segment (1-dimensional)
Ein Segment besteht aus einer Strecke, definiert durch zwei Knotenpunkte. Es
enthélt als Zusatzinformation eine Liste derjenigen Elemente, die es eingrenzt.

e ::net::elementC — Element (2-dimensional)
Als Elemente der Triangulierung wurden in der vorliegenden Arbeit Dreiecke
gewdhlt. Sie sind aus Segmenten aufgebaut. Andere Polygone sind mdoglich.

Diese Folge von Objekten 1483t sich auf hohere Raumdimensionen erweitern.

Eine Triangulierung

Eine 2-dimensionale Triangulierung besteht aus Knoten, Segmenten und Elementen,
die durch Indizes in einer Hierarchie bekannt sind.
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Die Hierarchie

Die Hierarchie ist zentraler Speicher fiir eine Folge von Triangulierungen und deren
Komponenten. Der Zugriff auf eines der Objekte erfolgt durch Angabe der Art des
Objektes und seines Indexes.

A.3.3 Einfiigen von Objekten in die Hierarchie

Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Objekte sind isoliert betrachtet relativ nutz-
los. Um wirkungsvoll mit ihnen arbeiten zu konnen, miissen sie in eine zuvor initiali-
sierte Hierarchie eingefiigt werden. In dieser Hierarchie kann dann aus den Objekten
eine Triangulierung zusammengesetzt werden.

Das folgende Beispiel erzeugt eine Triangulierung eines Quadrats aus zwei Dreiecks-
elementen, indem es die notigen Objekte in die Hierarchie einfiigt.

#include <hierarch.h>
#include <point.h>

#include <indexSet.h>
#include <base.h>

using namespace net;
using namespace geom;
using namespace base;

/] ...
hierarchC hier(2); (D
pointC p(hier.dim()); (2)

indexSetC<indexT> obj;
indexT pid[4], sid[5];

// erzeuge die Knotenpunkte der Triangulierung

pl0] = 0.0;

pl1] = 0.0;

pid[0] = hier.append(p); (3)
pl0] = 1.0;

pl1] = 0.0;

pid[1] = hier.append(p);
pl0] = 1.0;

pl1] = 1.0;

pid[2] = hier.append(p);
pl0] = 0.0;

pl1] = 1.0;
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pid[3] = hier.append(p);

// erzeuge die Segmente
obj.clear();

obj.append (pid[0]);
obj.append(pid[1]);
sid[0] = hier.append(1,
obj.clear();
obj.append(pid[1]);
obj.append(pid[2]);
sid[1] = hier.append(1,
obj.clear();
obj.append(pid[2]);
obj.append(pid[3]);
sid[2] = hier.append(1,
obj.clear();
obj.append(pid[3]);
obj.append(pid[0]);
sid[3] = hier.append(1,
obj.clear();
obj.append(pid[2]);
obj.append (pid[0]);
sid[4] = hier.append(1,

// erzeuge die Elemente
obj.clear();
obj.append(sid[0]);
obj.append(sid[11);
obj.append(sid[4]);
hier.append(2, obj);
obj.clear();
obj.append(sid[2]);
obj.append(sid[31);
obj.append(sid[4]);
hier.append(2, obj);

/] ...

der Triangulierung

(4)
(5)
obj); (6)
obj);
obj);
obj);
obj);
der Triangulierung
(7)
(8)

Durch (1) wird eine 2-dimensionale Hierarchie erzeugt. Sie kann Objekte aufnehmen,
deren Dimension hochstens 2 betrigt — also 2-dimensionale Punkte, Segmente und

Elemente.

(2) erzeugt einen Punkt, der mit der Dimension der Hierarchie initialisiert wird. Die-
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ser Punkt wird — nachdem seine Koordinaten gesetzt wurden — durch (3) in die
Hierarchie eingefiigt, wobei eine fiir diese Hierarchie eindeutige Knoten-Id zuriick-
geliefert wird. Mittels dieser Id kann jederzeit auf diesen Knoten zuriickgegriffen
werden.

Segmente werden durch die Id’s ihrer Knotenpunkte beschrieben. Die Id’s der Kno-
ten werden in ein indexSetC-Objekt geschrieben ((4) und (5)). Dieses indexSetC—
Objekt wird dann in (6) unter Angabe der Dimension des gewiinschten Objekts
in die Hierarchie geschrieben. Dadurch wird wie bei den Punkten eine eindeutige
Segment-Id geliefert.

Die Erzeugung aller k-dimensionalen (1 < & < n, n ist die Dimension der Hierarchie)
Objekte erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie bei den Segmenten. (7) und (8)
illustrieren diesen Vorgang fiir die Elemente (k = 2). Die Id’s der Elemente sind in
dem Fall der 2-dimensionalen Hierarchie nicht von Bedeutung, da aus ihnen keine
weiteren Objekte aufgebaut werden.

Die Hierarchie enthélt neben den oben vorgestellten Objekten zusétzlich ein Netz
oder Level. Jedes der eingefiigten Simplizes wird beim Einfiigen in die Hierarchie au-
tomatisch fiir das aktuelle Netz registriert. Neue Levels konnen nur durch Verfeinern
des aktuellen Netzes erzeugt werden.

A.3.4 Der Zugriff auf Objekte einer Triangulierung

Die Objekte der Hierarchie kénnen iiber ihre Id erreicht werden. Dieser Abschnitt
zeigt das genaue Vorgehen hierzu, indem alle Segmente eines Levels ausgegeben
werden.

#include <hierarch.h>
#tinclude <net.h>
#include <segment.h>

using namespace net;

/...
hierarchC h(2);

/...
// erzeuge ein Netz in der Hierarchie h

/] ...

for (hierarchC::netIterConstC nit = h.netBeginConst();
nit != h.netEndConst();
++nit) { (1
cout << "Segmente von Level " << *nit << endl; (2)
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for (netC::seglterConstC sit = h.getNet (*nit).segBeginConst();
sit != h.getNet(*nit) .segEndConst();
++sit) (3)
cout << h.getSeg(*sit) << endl; (4)

t
/...

Die Hierarchie stellt Iteratoren (1) fiir alle enthaltenen Netze zur Verfiigung. Die
Objekte der Netze konnen mit den Objekt-Iteratoren der Netze (3) durchlaufen
werden.

Alle Tteratoren liefern lediglich die Indizes der Objekte (2) innerhalb der Hierarchie.
Die eigentlichen Objekte werden mit dem entsprechenden get-Aufruf (4) erreicht.
Weitere Informationen zu den einzelnen Elementfunktionen der Objekte kénnen dem
Referenzmanual entnommen werden.

A.3.5 Nachbarschaftsbeziehungen

Keines der Objekte speichert selbst irgendwelche Nachbarschaftsverhéltnisse zu an-
deren gleichartigen Objekten. Jedem Objekt sind nur seine héher- bzw. niederdi-
mensionalen ”Nachbarn” bekannt.

Elemente miissen die Segmente, aus denen sie aufgebaut sind, befragen, um ihre
Nachbarn zu erfahren. Wie dies genau geregelt ist, zeigt das folgende Codefragment:

#include <hierarch.h>
#include <net.h>

#include <element.h>
#include <segment.h>

using namespace net;

/...

hierarchC h(2);

/...

// erzeuge ein Netz in der Hierarchie h, so dafl ein Element

// mit Index 3 auf Level 0 existiert.

/] ...

// erfrage alle Nachbarn von Element 3 auf Level O:

elementC &elm = h.getElm(3); (1
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for (elementC::seglterConstC sit = elm.segBeginConst();
sit != elm.segEndConst();
++5it)
for ( segmentC::elmIterConstC eit
= h.getSeg(*sit) .elmBeginConst () ;
eit != h.getSeg(*sit).elmEndConst();
++eit) (2)
if ( *eit!= elm.id()
&& h.getNet (0) .testElm(*eit)) (3)
cout << "Die Elemente "
<< elm.id()
<< " und "
<L *eit
<< " sind benachbart"
<< endl;

//

Das Erfragen der Nachbarschaftsinformationen ist also wenig mehr als der Zugriff
auf die niederdimensionalen Nachbarn und deren Daten.

Jedes Objekt stellt Tteratoren (2) fiir den Zugriff auf die registrierten Objekte zur
Verfiigung.

Ansonsten soll hierzu nur noch (1) als Erzeugung einer Referenz eines Objektes und
(3) als Test, ob ein Objekt zu einem gegebenen Level gehort, hervorgehoben werden.

A.3.6 Loschen von Objekten

Objekte werden zum einen aus Netzen, zum anderen aus der Hierarchie geldscht. Aus
einem Netz konnen sie entfernt werden falls in diesem Level kein hoherdimensionales
Objekt aus diesem Objekt aufgebaut ist. Aus der Hierarchie kann es entfernt werden,
sofern es in keinem Netz enthalten ist. Erst dann wird der Speicher dieses Objektes
freigegeben.

Der Loschvorgang sieht fiir alle Objekte der Hierarchie identisch aus.

#include <hierarch.h>
#include <point.h>

#include <segment.h>
#include <element.h>

using namespace net;

//
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hierarchC hier;

//

// Dieses Beispiel setzt eine Hierarchie voraus, die ein Netz
// aus Punkten, Segmenten und Elementen enthdlt.

// Dabei existiere von jedem Objekt eines mit Id 1.

// Zusdtzlich sei Element 1 aus Segment 1 aufgebaut,

// Segment 1 habe Knoten 1 als Rand.

//
hier.getElm(1) .unNet (0); (1)
hier.unElm(1); (2)
hier.getNod (1) .unNet (0); (3)
//

(1) entfernt ein Element aus Level 0, (2) 16scht es komplett aus der Hierarchie.
(3) lost hingegen einen Fehler aus, da (nach Voraussetzung) Segment 1 den ge-
wiinschten Knoten benotigt.

A.3.7 Verbessern der Triangulierungsqualitit

Die Qualitét einer Triangulierung wird mit sogenannten Glattungsverfahren verbes-
sert. meshMan implementiert zwei Verfahren:

e qualitySwap
Das gemeinsame Segment zweier Elemente, deren Vereinigung konvex ist, wird
“herumgeklappt”.

e laplace
Ein Knoten wird im Schwerpunkt seines Patches plaziert, sofern dadurch die
Qualitét des schlechtesten Elements innerhalb des Patches verbessert wird und
der Knoten die Grenzen seines Patches nicht verlafit.

Die Glattungsverfahren werden in Kapitel 5 ausfiihrlich beschrieben.
Beide Verfahren konnen nur auf unverfeinerte Level 0-Triangulierung angewendet
werden.

#include <nethelper.h>

#tinclude <hierarch.h>
#tinclude <net.h>
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#include <element.h>
#include <segment.h>
#tinclude <node.h>

using namespace net;

//

hierarchC h(2);

//

// erzeuge ein Netz in der Hierarchie h

//

for (netC::seglterConstC sit = h.getNet().segBeginConst();
sit != h.getNet() .segEndConst();
++sit)
if (qualitySwap(h.getSeg(*sit)))
cout << #*sit
<< " wurde gekippt"
<< endl;

for (netC::nodIterConstC nit = h.getNet() .nodBeginConst();
nit != h.getNet() .nodEndConst();
++nit)
if (laplace(h.getNod(*nit)))
cout << *sit
<< " wurde verschoben"
<< endl;

//

A.3.8 Verfeinern einer Triangulierung

Fiir Multigrid-Verfahren werden Folgen von Triangulierungen benétigt. Diese Folgen
entstehen durch adaptive Verfeinerungsstrategien, deren Aufruf nun demonstriert
werden soll. In dem Beispiel werden alle Elemente, deren Fliche grofier als 1 ist,
verfeinert. Nach dem Verfeinerungsvorgang ist natiirlich noch nicht garantiert, dafl
die Flache aller Elemente kleiner als 1 ist.

#tinclude <hierarch.h>
#tinclude <net.h>
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#include <element.h>

using namespace net;

//

hierarchC h(2);

//

// erzeuge ein Netz in der Hierarchie h

//

for (netC::elmIterConstC eit = h.getNet().elmBeginConst();
eit != h.getNet().elmEndConst();

++eit)
if (h.getElm(*eit).size() > 1)
h.getElm(*eit) .mark(red) ; (1)
h.refine(); (2)

//

Die zu verfeinernden Elemente miissen zuerst einzeln markiert (1) werden. (2) be-
rechnet den Abschluf}, erzeugt ein neues Level und verfeinert alle Elemente beziiglich
ihrer Markierung.

A.3.9 Spezielle Funktionen

meshMan stellt einige hiufig benutzte Routinen zur Verfiigung:

e quality
Berechnet das Qualitdtsmafl eines Elements.

e clmNodes
Findet die Knotenpunkte eines Elements.

e oppositeNodes
Findet die Knoten eines Elements, die nicht zu einem gegebenen Segment
gehoren.

e clmsBorder
Sucht den Rand der Vereinigung der gegebenen Elemente.

e patch
Liefert alle Elemente eines Levels, die an den gegebenen Knoten angrenzen.
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e wheel
Findet alle Segmente, die von einem gegebenen Knoten auf einem Level aus-
gehen.

A.4 Die Generator-Bibliothek

Die Generatoren automatisieren die Erstellung einer Anfangstriangulierung.

Fiir jede Raumdimension existieren eigene Generatoren; ein 1-dimensionaler Gene-
rator zerlegt Segmente in kiirzere, ein 2-dimensionaler zerlegt gegebene Elemente in
kleinere.

A.4.1 Die Basisklasse der Generatoren

Die meshMan-Generatoren sind alle von : :net: :meshGeneratorC abgeleitet. Diese
abstrakte Basisklasse enthélt folgende Funktionen:

e identify
Riickgabe eines ID-String der den Generator in Textform beschreibt.

e dim
Angabe der Dimension des Generators.

e makeMesh
Aufruf zur Generierung einer Triangulierung; Parameter ist die Hierarchie, in
der die Triangulierung erzeugt werden soll. Das Gitter wird auf Level 1 gene-
riert, und die entsprechenden Vater-Sohn-Beziehungen zu den Segmenten auf
Level 0 gesetzt. Durch diesen Schritt konnen die Randsegmente ohne Umnu-
merierung leicht identifiziert werden.

A.4.2 Die Generatoren im Detail

In meshMan sind folgende Generatoren enthalten:

e ::net::linear1dC (1-dimensional)
Dieser Generator zerlegt Strecken in kiirzere, so dafi keine davon ldnger als ein
vorgegebener Wert ist.

e ::net::delaunay2dC (2-dimensional)
Hiermit wird ein 2-dimensionale Triangulierung mittels des Delaunay-Verfahr-
ens erzeugt.

e ::net::afm2dC (2-dimensional)
afm2dC realisiert ein Advancing-Front-Verfahren mit drei Regeln. Die Klas-
se selbst ist abstrakt. Von ihr wurden weitere Spezialversionen abgeleitet, die
sich durch das Auswahlverfahren des Basissegments unterscheiden (sieche Ka-
pitel 3).
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— ::net::afm2dLengthC

— ::net::afm2dAngleC

— ::net::afm2dAnglelLengthC
— ::met::afm2dAngl2C

Diese Generatoren haben durch die Funktion snap einen gemeinsamen Kon-
figurationsmechanismus. Der damit gesetzte Wert definiert, in welcher Ent-
fernung von neu zu erzeugenden Punkten nach bereits existierenden gesucht
werden soll.

Genauere Angaben zur Implementierung der Generatoren kann den Kapiteln 3 und
4 entnommen werden. Die Konfigurationsmethoden sind in dem Referenzhandbuch
beschrieben.

Die Handhabung der Generatoren gestaltet sich sehr einfach:

#include <linearild.h>
#include <delaunay2d.h>
#include <afm2dlength.h>

#include <hierarch.h>

using namespace net;

//

hierarchC hier(2);

linear1dC 1linild; (D

delaunay2dC del2d;
afm2dLengthC afm2d;

//

// einlesen des Randes des gewiinschten Gebiets

//

cout << linld.identify() << endl; (2)
cout << linld.dim(); (3)
linld.edgeLength(1.0); (4)
linild.makeMesh(hier) ; (5)
del2d.edgeLength(1.0); (6)
del2d.minDistance(0.9); (7

del2d.makeMesh(hier) ; (8)
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afm2d.makeMesh (hier) ; (9)

//

(1) erzeugt eine Instanz des 1D-Generators. Den Generatoren wird die gewiinschte
Hierarchie erst als Parameter des Generator-Aufrufs (5) iibergeben. Dadurch sind die
Generatoren an keine Hierarchie gebunden. (2) und (3) identifizieren den Generator
und seine Dimension. Die beiden anderen hier erzeugten Generatoren stellen die
gleichen Funktionen zur Verfiigung. Durch (4), (6) und (7) werden die Generatoren
konfiguriert. (5) und (8) erzeugen schliefilich die Triangulierung.

Der Aufruf (9) erzeugt hingegen einen Fehler, da in der Hierarchie hier bereits eine
Triangulierung erzeugt wurde.

A.4.3 Der Meshcontainer

Der Meshcontainer vereinfacht den Umgang mit den einzelnen Generatoren. Er
16scht alle Levels bis auf Level 0 aus der angegebenen Hierarchie. Dann werden die
einzelnen Generatoren in der richtigen Reihenfolge aufgerufen (beginnend bei Di-
mension 1). Da die Hierarchie in den Anfangszustand mit der reinen Randbeschrei-
bung des Gebietes versetzt wird, sind wiederholte Generierungsversuche moglich.

#include<meshcontainer.h>

#include<linearild.h>
#include<delaunay2d.h>
#include<afm2dlength.h>

#include<hierarch.h>

using namespace net;

//

hierarchC hier(2);

linear1dC 1linid;

delaunay2dC del2d;

afm2dLengthC afm2d;

meshContainerC cont(hier.dim()); (1)

//

// lies den Rand des gewiinschten Gebietes ein

//
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cont.reg(&linld); (2)
cont.reg(&del2d) ; (3)
cont.mesh(); (4)
cont.reg(&afm2d) ; (5)
cont.mesh(&hier) ; (6)
/] ...

Der Meshcontainer ist an eine bestimmte Raumdimension gebunden, die dem Kon-
struktor (1) iibergeben wirden. Danach kann die Geometrie-Beschreibung in die
Hierarchie eingelesen werden. (2) und (3) registrieren Generatoren bei dem Mesh-
container. Diese werden durch die dim-Funktion richtig eingeordnet und sortiert. Die
Generatoren konnen jederzeit (5) ausgetauscht werden. Sobald fiir jede Dimension
eine Registrierung vorliegt, kann die Generierung (4) angestoen werden.

Da die Generierung in der Hierarchie auf Level 1 geschieht und die Randbeschreibung
in Level 0 unveréndert erhalten bleibt, ist der Aufruf (6) erlaubt und erzeugt keinen
Fehler wie im letzten Abschnitt.

A.5 Die 10-Bibliothek

Die Export-Bibliothek libmeshio.a implementiert mehrere Export-Filter. Durch
diese Filter kann meshMan dazu gebracht werden, mit externen Programmen zu-
sammenzuarbeiten.

A.5.1 Der Netparser

Die Klasse netparserC wurde von E. STAFILARAKIS implementiert und freund-
licherweise zur Verfiigung gestellt. Die Programmierschnittstelle war wéihrend der
Fertigstellung dieses Manuals noch stindigen Anderungen unterworfen, so daf auf
eine Beschreibung verzichtet wird.

A.5.2 Xfig

Xfig ist ein Vektor-orientiertes Graphikprogramm, das auf den meisten UNIX-Work-
stations installiert ist. Es kann die Triangulierung darstellen und weiterverarbeiten.
Die meisten Abbildungen von Triangulierungen in dieser Arbeit wurden mit Hilfe
dieses Programms nach Postscript konvertiert.

Das ausgegebene Format entspricht der Xfig-Version 3.2.

#include<xfig.h>
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#include<hierarch.h>

using namespace net;

//

hierarchC hier(2);

//

// fille die Hierarchie und erzeuge ein Netz

//

xfig(&hier, "outfile.fig"); (1)
xfig(&hier, 3, "outfile.fig"); (2)
//

(1) exportiert das aktuelle Level, (2) Level 3.

A.5.3 jShow

jShow ist ein Tecl/Tk-Skript, das 2D-Triangulierungen darstellen kann. Durch seine
leichte Anpaflbarkeit an spezielle Situationen eignet es sich gut zur Fehlersuche in
Generatoren. Dieser Filter erzeugt ein spezielles Format fiir dieses Skript. jShow
beinhaltet einen Exportfilter nach Postscript.

Der Aufruf der Funktion jshow erfolgt analog zu dem des Xfig-Filters.

A.5.4 PNS/netCDF

Fiir die Zusammenarbeit mit PNS bietet meshMan einen Filter zur Ausgabe in das
netCDF-Format an. Das Ausgabeformat numeriert die Elemente und Segmente um.
Um die Adaptivitdt von meshMan nutzen zu konnen, miissen die Elemente mit
denjenigen aus meshMan identifiziert werden konnen.

#include<pnscdf.h>
#include<hierarch.h>

#include<element.h>
#include<base.h>

//
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hierarchC hier(2);
indexT i, meshmanid;
pnscdfC pns;

/...

// erzeuge eine Triangulierung in der Hierarchie

/...

pns.cdf (&hier, 0, "level.cdf"); (1)
cin >> 1i;

meshmanid = pns.elm(i); (2)

hier.getElm(meshmanid) .mark() ;
hier.refine();
pns.clean(); (3)

/] ...

Die Anweisung (1) schreibt Level 0 der Hierarchie hier im PNS-netCDF-Format in
die Datei "level.cdf”. Diese Datei kann nun von PNS geladen und bearbeitet werden.
Soll ein Element verfeinert werden, wird die PNS-Id wieder eingelesen (im Beispiel
via der Standard-Eingabe). (2) bildet diese Id auf die meshMan-Id ab. Uber diese
Id kann das Element in meshMan angesprochen und verfeinert werden. (3) 16scht
die PNS-Id’s.

A.6 Ausnahmebehandlung

Alle Exceptions die in den oben vorgestellten Bibliotheken verwendet werden, ba-
sieren auf der Basisklasse : :base: :errorC, definiert in base.h. Aus den ausgewor-
fenen Exceptions kann der Name der Funktion und eine Begriindung des Vorgangs
abgelesen werden. Die Namensgebung der abgeleiteten Klassen ermdoglicht weitere
Riickschliisse auf den Grund der Exception.

#include<netexceptions.h>
#include<hierarch.h>
#include<point.h>

using namespace net;
using namespace geom;
using namespace base;

/] ...
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hierarchC hier(2);
pointC p(hier.dim());

pl0] = 0.0;

pl1] = 0.0;

hier.append(p);

try {
hier.append(p); (1)

}

catch (distUnderrunC e) { (2)
cout << "distUnderrunC wurde abgefangen:" << endl;
cout << "Funktion: " << e.function() << endl; (3)
cout << "Meldung: " << e.message() << endl; (4)

/] ...

(1) versucht einen Punkt ein zweites Mal in die Hierarchie einzufiigen. Da dies
nicht erlaubt ist, wird die von : :base: :errorC abgeleitete Exception : :net::dist-
UnderrunC ausgeworfen. (3) gibt den Namen der Funktion aus, die die Exception
ausgeworfen hat. Falls diese Funktion das entsprechende Feld nicht initialisiert hat,
lautet die Ausgabe "unknown function”. Die entsprechende Fehlermeldung wird
in (4) ausgegeben. Der Default-String lautet "unknown message”. Die Ausgabe des
Programms lautet also (abgesehen von den genauen Exception-Meldungen):

distUnderrunC wurde abgefangen:

Funktion: ::net::hierarchC::append(.)
Meldung: Dieser Punkt liegt zu nahe an einem anderen

A.7 Abhingigkeiten der Bibliotheken

Die folgende Tabelle A.1 zeigt die Abhéngigkeiten der Bibliotheken. Enthalten sind
auch diejenigen Bibliotheken, die nicht zum meshMan-Paket gehdren:

e m

Ansi-C Mathematik-Bibliothek

e netcdf
Maschinenunabhéngiges Datenformat von Unidata [6]
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| geom | meshMan | meshlO | meshCreator | m | netedf |

geom X X
meshMan X X X
meshlO X X X X
meshCreator X X X X

Tabelle A.1: Abhéngigkeiten der Bibliotheken
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