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EinleitungIn den letzten Jahren hat ein Wissens
haftszweig der Numeris
hen Mathematik, das S
ien-ti�
 Computing, immer mehr Bedeutung erlangt. Hierbei untersu
ht man die re
hner-gest�utzte L�osung von Problemen, die beispielsweise aus den Naturwissens
haften und inzunehmendem Ma�e au
h aus den Wirts
haftswissens
haften stammen und dur
h mathe-matis
he Modelle bes
hrieben werden.Viele dieser Modelle werden mit partiellen Di�erentialglei
hungen formuliert, wie zumBeispiel die Konvektions-Di�usions-Reaktionsglei
hungen der Art�"�u+~b � ru+ 
u = f in 
; (1)u = 0 auf �
; (2)mit 
 2 Rn, die in der Str�omungsphysik auftau
hen. Da si
h diese Glei
hungen in derRegel bei in der Praxis auftau
henden Problemen der L�osbarkeit im klassis
hen Sinnentziehen (z.B. bei ni
htglatten Randdaten), werden sie �uber eine Variationsformulierungin eine diskrete Problemstellung �uberf�uhrt, die zu einem linearen Glei
hungssystem derForm Ax = b (3)mit x; b 2 Rn und d�unnbesetzter Matrix A 2 Rn�n �aquivalent ist. Je genauer man diekontinuierli
he L�osung approximieren will, um so feiner hat man die Au
�osung (Gitter-weite) bei der Diskretisierung zu w�ahlen, was zu entspre
hend gro�en Dimensionen n derKoeÆzientenmatrix f�uhrt. Da direkte Methoden zur L�osung von (3) bei diesen Gr�o�enord-nungen aus Laufzeitgr�unden ni
ht in Frage kommen, ist man an s
hnellen iterativen Ver-fahren interessiert, die zumindest eine beliebig genaue Ann�ahrung an die diskrete L�osungerlauben.Am Institut f�ur Numeris
he und Angewandte Mathematik der Universit�at G�ottingenwird nun mit adr ("adve
tion di�usion rea
tion\) ein Programm zur numeris
hen L�osungvon Glei
hungen des Typs (1) entwi
kelt. Es erlaubt u.a. die Generierung eines Gittersauf dem Gebiet 
, die Diskretisierung na
h der Finite-Elemente-Methode und die L�osungdes dabei entstehenden Glei
hungssystems. Ziel dieser Diplomarbeit und mein Anteil andiesem Softwareprojekt war die Erstellung einer C++-Klassenbibliothek zur L�osung vonlinearen Glei
hungssystemen. Ein wi
htiger Aspekt war hierbei die Fragestellung, ob esmit den modernen Spra
hmitteln einer objektorientierten Programmierspra
he wie Tem-plates, Iteratoren und Vererbung in C++ m�ogli
h ist, numeris
he Algorithmen eÆzientzu implementieren. Da� dies m�ogli
h ist und da� si
h die Laufzeiten hierbei ni
ht vordenen von verglei
hbaren Bibliotheken in C und Fortran zu verste
ken brau
hen, wurdebeispielsweise bereits mit Blitz++ (vgl. [Vel99℄) angedeutet.



viii EinleitungIn Kapitel 1 dieser Arbeit werden die mathematis
hen Grundlagen von Konvektions-Di�usions-Reaktionsglei
hungen sowie deren Variationsformulierung und Diskretisierung,wie sie in adr vorgenommen wird, zusammengetragen. Kapitel 2 bes
h�aftigt si
h mit linea-ren Glei
hungssystemen und ihrer L�osung mit Hilfe von traditionellen Splitting-Verfahrenund moderneren Krylovmethoden. Au�erdem wird hier auf die Vorkonditionierung einge-gangen.In Kapitel 3 werden vers
hiedene Datenstrukturen vorgestellt, die zur Spei
herungder Matrix A dienen. Die auf den Namen lins ("library of iterative numeri
al solvers\)getaufte Klassenbibliothek und ihre Implementierung wird in Kapitel 4 vorgestellt.Im f�unften Kapitel werden die Algorithmen und Vorkonditionierer anhand von Bei-spielen f�ur vers
hiedene Diskretisierungsgr�o�en in bezug auf ihre Laufzeit vergli
hen. Dasletzte Kapitel s
hlie�li
h zieht ein Res�umee und gibt einen Ausbli
k auf die weiteren An-satzpunkte der L�osung von linearen Glei
hungssystemen.



Kapitel 1Mathematis
he GrundlagenIn diesem Kapitel werden die funktionalanalytis
hen Grundlagen vorgestellt, die n�otigsind, um Diskretisierungsverfahren wie die Methode der �niten Elemente f�ur lineare (el-liptis
he) partielle Di�erentialglei
hungen zu erkl�aren. Da es si
h hierbei um weitgehendbekannte bzw. elementare Tatsa
hen handelt, sind sie �uberwiegend ohne Beweis ange-geben. �Uberall, wo dies der Fall ist, wird jedo
h eine Quelle zitiert, aus der si
h derentspre
hende Na
hweis entnehmen l�a�t.1.1 Funktionenr�aume1.1.1 R�aume stetig di�erenzierbarer FunktionenWie allgemein �ubli
h, wird mit 
 stets ein bes
hr�anktes Gebiet im Rn bezei
hnet, mit 
dessen abges
hlossene H�ulle und mit �
 der Rand des Gebietes.Die Mengen der auf 
 bzw. 
 stetigen Funktionen hei�en C(
) bzw. C(
).Sei � := (�1; : : : ; �n) ein Multiindex der L�ange j�j :=Pni=1 �i. Dann werden die partiellenAbleitungen der Ordnung j�j einer entspre
hend oft di�erenzierbaren Funktion u : 
! Rim Punkt x 2 R folgenderma�en abgek�urzt :D�u(x) := �j�ju�x�11 : : : �x�nn (x); j�j � 1D(0;:::;0)u(x) := u(x):De�nition 1.1. Ist m 2 N0, dann sei Cm(
) die Menge der m-fa
h auf 
 stetig di�e-renzierbaren Funktionen :Cm(
) := fv : 
! RjD�u 2 C(
); 8� : j�j � mg:Entspre
hend sei Cm(
) die Menge der Funktionen aus Cm(
) mit stetig auf 
 fortsetz-baren Ableitungen bis zur Ordnung m.Satz 1.2. Sei 
 kompakt. Dann ist Cm(
) ein Bana
hraum mit der NormjjujjCm(
) := maxj�j�mmaxx2
 jD�u(x)j ; u 2 Cm(
): (1.1)



2 Mathematis
he GrundlagenBeweis. Siehe Satz 5.4 aus [Lub98b℄ oder Lemma 1.8 in [Alt92℄.De�nition 1.3. Die Menge der auf 
 beliebig oft stetig partiell di�erenzierbaren Funk-tionen wird mit C1(
) bezei
hnet.De�nition 1.4 (Funktionen mit kompaktem Tr�ager). Mit C10 (
) bezei
hnet mandie Menge der unendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tr�ager in 
.Sie wird folgenderma�en de�niert :C10 (
) := fu 2 C1(
)j suppu �� 
g (1.2)De�nition 1.5. Seien 0 < s � 1 und m 2 N0. Dann sei der H�older-Raum Cm;s(
) dieMenge der Funktionen u 2 Cm(
), f�ur die giltjjujjCm;s(
) := jjujjCm(
) + Xj�j=m supx;y2
x6=y jD�u(x)�D�u(y)jjx� yjs <1: (1.3)Satz 1.6. Sei 
 kompakt. Dann ist Cm;s(
) mit der in (1.3) de�nierten Norm ein Ba-na
hraum.Beweis. Siehe Lemma 1.8 in [Alt92℄.1.1.2 Lp-R�aumeUm die f�ur die verallgemeinerten L�osungen partieller Di�erentialglei
hungen ben�otigtenSobolev-R�aume einzuf�uhren, brau
ht man zun�a
hst die R�aume Lebesgue-integrierbarerFunktionen. Sei im folgenden 
 � Rn eine (Lebesgue-)me�bare Punktmenge. Zwei Funk-tionen hei�en �aquivalent, wenn sie si
h nur auf einer Menge vom Ma� 0 unters
heiden.De�nition 1.7. Sei 1 � p <1. Dann wird die Menge aller �Aquivalenzklassen me�barerFunktionen u : 
! R mit Lp(
) bezei
hnet. Die zugeh�orige Norm ist de�niert dur
h :jjujjLp(
) := �Z
 ju(x)jp dx�1=p <1 (1.4)De�nition 1.8. Die Menge aller �Aquivalenzklassen der auf 
 wesentli
h bes
hr�anktenFunktionen sei :L1(
) := fu : 
! R me�bar j9M <1 : ju(x)j �M f.�u. in 
g (1.5)mit jjujjL1(
) := essmaxx2
 ju(x)j = vraimaxx2
 ju(x)j := infM: (1.6)Satz 1.9. Die Menge Lp(
) der Lebesgue-me�baren Funktionen ist ein Bana
hraum mitder Norm jjujjLp(
) := 8<:�R
 ju(x)jp dx� 1p ; 1 � p <1vraimaxx2
 ju(x)j ; p =1 (1.7)Beweis. Siehe Satz 6.15 in [Lub98b℄.



1.1 Funktionenr�aume 3Bemerkung 1.10. F�ur den Spezialfall p = 2 kann man auf L2(
) ein Skalarprodukt dur
h(u; v)
 = (u; v)L2(
) := Z
 u(x)v(x)dx; u; v 2 L2(
) (1.8)de�nieren. Hiermit wird der Raum L2(
) zum Hilbert-Raum.1.1.3 Verallgemeinerte Ableitungen und Sobolev-R�aumeBei vielen praktis
h auftretenden Problemen rei
ht der klassis
he L�osungsbegri� ni
htmehr aus, um zu befriedigenden Ergebnissen zu gelangen. Um die L�osbarkeitstheorieau
h auf sol
he Probleme zu erweitern, f�uhrt man den Begri� der s
hwa
hen oder ver-allgemeinerten Ableitung und die Sobolev-R�aume ein. Diese Hilfsmittel erlauben es, dieBedingungen an die Problemdaten zu lo
kern, wie man in Abs
hnitt 1.2.3 sehen wird.De�nition 1.11. Die Menge der lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen wird mitL1lo
(
) := fu : 
! Rme�bar j u 2 L1(A) 8A �� 
g (1.9)bezei
hnet.De�nition 1.12 (Verallgemeinerte Ableitungen). Eine Funktion w� 2 L1lo
(
) hei�tverallgemeinerte Ableitung D�u von u 2 L1lo
(
), wenn giltZ
 w�v dx = (�1)j�j Z
 uD�v dx; 8v 2 C10 (
): (1.10)De�nition 1.13 (Sobolev-R�aume). Sei k 2 N und 1 � p � 1, dann hei�t die MengeW k;p(
) := fu 2 Lp(
) jD�u 2 Lp(
) 8� : j�j � kg (1.11)Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur p-ten Potenz integrierbarenAbleitungen bis zur Ordnung k.Satz 1.14. Der Sobolev-Raum W k;p(
) ist ein Bana
h-Raum bez�ugli
h der NormjjujjW k;p(
) := 8><>:�Pj�j�k jjD�ujjpLp(
)� 1p ; 1 � p <1Pj�j�k jjD�ujjL1(
) ; p =1 (1.12)Beweis. Siehe z.B. Satz 7.25 in [Lub98b℄.F�ur sp�atere Aussagen ist au
h no
h die HalbnormjujW k;p(
) := �Xj�j=k jjD�ujjpLp(
)� 1p (1.13)von Bedeutung.De�nition 1.15. Der Abs
hlu� der Menge C10 (
) bez�ugli
h der Norm jj�jjW k;p(
) wirdmit W k;p0 (
) bezei
hnet.



4 Mathematis
he GrundlagenIn [GR94℄, Seite 83/84 wird gezeigt, da� es si
h f�ur Funktionen aus W 1;20 (
) beij�jW 1;2(
) und jj�jjW 1;2(
) um �aquivalente Normen handelt.Der Fall p = 2 wird f�ur die sp�atere Anwendung der Sobolev-R�aume auf die L�osbar-keitstheorie elliptis
her partieller Di�erentialglei
hungen no
h eine wi
htige Rolle spielen.Es gilt n�amli
h folgendes Resultat :Satz 1.16. Der Sobolev-Raum W k;2(
) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt(u; v)W k;2(
) := X0�j�j�mZ
D�uD�v dx: (1.14)Beweis. Siehe z.B. Satz 8.9 in [Lub98b℄.1.2 Konvektions-Di�usions-Reaktions-Glei
hungenDie in dieser Arbeit untersu
hte Klasse von Problemen sind Spezialf�alle von elliptis
hen,linearen partiellen Di�erentialglei
hungen, die erst einmal allgemein vorgestellt werden.Es wird auf die L�osbarkeit dieser Glei
hungen eingegangen, und die dabei auftau
hendenS
hwierigkeiten werden ges
hildert.1.2.1 Elliptis
he RandwertproblemeZun�a
hst sei der allgemeine Fall einer linearen partiellen Di�erentialglei
hung 2. Ordnungdargestellt.De�nition 1.17. Die allgemeine Form einer linearen partiellen Di�erentialglei
hung 2.Ordnung ist die Glei
hung Lu = f , mit dem Di�erentialoperator L, der dur
h(Lu)(x) = � nXi;j=1aij(x)�2u(x)�xi�xj + nXi=1 bi(x)�u(x)�xi + 
(x)u(x) (1.15)de�niert ist, wobei u eine Funktion u = u(x) : 
! R ist. Die Funktionenaij ; bi; 
; f : 
! R; i; j = 1; : : : ; n: (1.16)werden Problemdaten genannt.Sei aij 2 C(
) und u(x) 2 C2(
). Da dann die Reihenfolge der Di�erentiation keineRolle spielt und da �uber s�amtli
he Funktionen aij aufsummiert wird, kann man ohneEins
hr�ankungen voraussetzen, da� gilt aij = aji, was �aquivalent dazu ist, da� die MatrixA(x) := (aij(x))ni;j=1 symmetris
h ist. Ist sie dies ni
ht, so f�uhrt die Matrix �A(x) :=12(A(x) +AT (x)) auf denselben Di�erentialoperator L.De�nition 1.18 (Elliptizit�at). F�ur x0 2 
 seien �i(x0); i = 1; : : : ; n die Eigenwerte vonA(x0). Dann hei�t der Di�erentialoperator L elliptis
h im Punkt x0, falls �i(x0) 6= 0; i =1; : : : ; n und alle Eigenwerte das glei
he Vorzei
hen haben.



1.2 Konvektions-Di�usions-Reaktions-Glei
hungen 5F�ur eine eindeutige L�osbarkeit von (1.15) ben�otigt man zus�atzli
he Bedingungen an dieRandwerte von u(x), also etwa (Bu)(x) = 0 f�ur x 2 �
 mit einem Operator B. Typis
heProbleme werden dur
h folgende Randbedingungen 
harakterisiert.De�nition 1.19 (Randbedingungen). Sei g(x); h(x) 2 L2(�
), ~� = (�i)ni=1 2 Rn der�au�ere Normaleneinheitsvektor an dem Gebietsrand �
. Ist(Bu)(x) = u(x)� g(x); (1.17)so spri
ht man von einem Diri
hlets
hen Randwertproblem, bei g(x) � 0 von einemhomogenen Diri
hlets
hen Randwertproblem. Bei den Randbedingungen(Bu)(x) = �u(x)�~� � g(x) = nXi=1 �u(x)�xi �i � g(x) (1.18)hei�t das Problem (1.15) Neumanns
hes Randwertproblem, bei(Bu)(x) = �u(x)�~� + h(x)u(x) � g(x) = nXi=1 �u(x)�xi �i + h(x)u(x) � g(x) (1.19)nennt man es Robins
hes Randwertproblem.1.2.2 ProblemstellungDie im folgenden untersu
hten Spezialf�alle von (1.15) sind die Konvektions-Di�usions-Reaktions-Glei
hungen. Sie treten z.B. bei Sto�transport-Problemen in der Str�omungs-physik auf.De�nition 1.20. Sei 
 � Rn ein o�enes und bes
hr�anktes Gebiet. Als Konvektions-Di�usions-Reaktions-Problem bezei
hnet man die folgende Fragestellung :Finde u : 
! R, so da� Lu = f mitLu := �"�u+~b � ru+ 
u = f in 
; (1.20)Bu = 0 auf �
; (1.21)und den folgenden Daten:� dem Di�usionsparameter " 2 R; " > 0,� dem Str�omungsfeld ~b = ~b(x) = �bi(x)�ni=1 2 L1(
)n,� dem ReaktionskoeÆzienten 
 = 
(x) 2 L1(
),� der Funktion f = f(x) 2 L2(
)� und dem Operator B, der die Randdaten modelliert.
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he GrundlagenPhysikalis
h interpretiert man z.B. hierbei die gesu
hte Funktion u als Konzentrationeines Sto�es in einem 
hemis
hen Reaktor, der dur
h das Gebiet 
 bes
hrieben wird. DerAusdru
k �"�u bes
hreibt, wie si
h u dur
h Di�usion ver�andert. Das " bezei
hnet manhierbei au
h als St�orungsparameter, der die St�arke der Di�usion bestimmt. Insbesonderef�ur " � 1 spri
ht man deshalb bei (1.20) oft au
h von einer singul�ar gest�orten partiellenDi�erentialglei
hung. Der Konvektionsterm ~b�rumodelliert die �Anderung von u dur
h dieim Reaktor herrs
hende Str�omung ~b. Der Term 
u�f s
hlie�li
h bes
hreibt die �Anderungvon u dur
h eine einfa
he 
hemis
he Reaktion.1.2.3 Verallgemeinerte L�osungen und Lax-Milgram-TheorieDie �Uberf�uhrung des Problems (1.20) in eine Variationsglei
hung und die Anwendung derLax-Milgram-Theorie hierauf erlauben es, die Anforderungen an die Problemdaten undinsbesondere an die L�osung abzus
hw�a
hen.Wesentli
h ist hier zun�a
hst der Begri� der elliptis
hen Bilinearform.De�nition 1.21. Eine Bilinearform a : X�X ! R bezei
hnet man als X-elliptis
h, fallses eine Konstante 
 > 0 gibt, so da�a(v; v) � 
 jjvjj2X ; 8v 2 X: (1.22)Lemma 1.22 (Lax-Milgram). Sei X ein Hilbert-Raum. Des weiteren seien mit a : X�X ! R eine stetige, X-elliptis
he Bilinearform und f : X ! R eine stetige Linearformerkl�art.Dann existiert genau eine L�osung u 2 X der Variationsglei
hungFinde u 2 X : a(u; v) = f(v) 8v 2 X: (1.23)Beweis. Vgl. Satz 13.6 in [Lub98b℄ oder Lemma 3.6 in [GR94℄.Anhand des homogenen Diri
hlets
hen Randwertproblems (1.20) wird nun die verall-gemeinerte Aufgabenstellung eingef�uhrt.Multipliziert man die Glei
hung (1.20) mit einer Funktion v 2 C10 (
) und integriertans
hlie�end �uber das gesamte Gebiet 
, so erh�alt man�"Z
 nXi=1 �2u�x2i v dx+ Z
 nXi=1 bi �u�xi v dx+ Z
 
uv dx = Z
 fv dx: (1.24)Nun wendet man auf den ersten Term die Regel der partiellen Integration an :Z
 nXi=1 �2u�x2i v dx = Z�
 nXi=1 �u�xi v�i dx� Z
 nXi=1 �u�xi �v�xi dx (1.25)Das Integral �uber den Rand �
 hat den Wert 0, da jede Funktion v 2 C10 (
) auf demRand von 
 vers
hwindet. Weiterhin liegt C10 (
) di
ht inW 1;20 (
) (siehe De�nition 1.15),weshalb man zu Elementen u; v 2 X :=W 1;20 (
) �ubergehen kann.Jetzt de�niert man :a(u; v) := Z
�" nXi=1 �u�xi �v�xi + nXi=1 bi �u�xi v + 
uv� dx (1.26)f(v) := Z
 fv dx (1.27)



1.2 Konvektions-Di�usions-Reaktions-Glei
hungen 7f�ur die linke bzw. re
hte Seite der Glei
hung (1.24).De�nition 1.23. Die aus den Termen (1.26) und (1.27) zusammengesetzte Variations-glei
hung Finde u 2 X : a(u; v) = f(v) 8v 2 X: (1.28)hei�t verallgemeinerte Aufgabenstellung oder s
hwa
he Formulierung des Problems (1.20)mit homogenen Diri
hlets
hen Randbedingungen. u 2 X hei�t verallgemeinerte oders
hwa
he L�osung von (1.20). Die Funktionen v nennt man Testfunktionen.Um das Lemma von Lax-Milgram auf die Glei
hung (1.28) anwenden und damit Aus-sagen �uber ihre L�osbarkeit ma
hen zu k�onnen, mu� na
hgewiesen werden, da� es si
h beia(�; �) um eine stetige, X-elliptis
he Bilinearform und bei f(�) um eine stetige Linearformhandelt. Hiermit befassen si
h die beiden folgenden Lemmata.Lemma 1.24. Seien a(�; �) und f(�) wie in (1.26) und (1.27) de�niert, mit X :=W 1;20 (
).F�ur ";~b; 
 und f gelten die in De�nition (1.20) gema
hten Voraussetzungen. Dann ista(�; �) auf X � X eine stetige (bes
hr�ankte) Bilinearform und f(�) auf X eine stetige(bes
hr�ankte) Linearform.Beweis. Es sei im folgenden stets u; v 2W 1;20 (
).(i.) Die Linearit�at von f(�) und die Bilinearit�at von a(�; �) pr�uft man dur
h einfa
hesNa
hre
hnen. Sie folgen aus der Linearit�at des Lebesgue-Integrals.(ii.) Die Bes
hr�anktheit von f(�) folgt aus der H�olders
hen und der Friedri
hs
hen Unglei-
hung sowie aus der Tatsa
he, da� es si
h bei j�jW 1;2(
) und jj�jjW 1;2(
) um �aquivalenteNormen handelt :jf(v)j �H�older jjf jjL2(
) jjvjjL2(
) �Friedri
h CF jjf jjL2(
) jvjW 1;2(
)� C jjf jjL2(
) jjvjjW 1;2(
)(iii.) Zum Na
hweis der Bes
hr�anktheit von a(�; �) betra
htet man die drei Terme einzeln.(a.) Zun�a
hst s
h�atzt man den Di�usionsterm folgenderma�en ab :�����"Z
 nXi=1 �u�xi �v�xi dx����� �H�older " nXi=1 �������� �u�xi ��������L2(
) �������� �v�xi ��������L2(
)�Cau
hy�S
hwarz "vuut nXi=1 �������� �u�xi ��������2L2(
)vuut nXi=1 �������� �v�xi ��������2L2(
)= " jujW 1;2(
) jvjW 1;2(
) � " jjujjW 1;2(
) jjvjjW 1;2(
) :
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he Grundlagen(b.) Setzt man ~bmax = �bmax;i�ni=1 2 Rn mit bmax;i := jjbijjL1(
), so ergibt si
h f�urden Konvektionsterm die Abs
h�atzung�����Z
 nXi=1 bi �u�xi v dx����� �H�older nXi=1 jjbijjL1(
) �������� �u�xi ��������L2(
) jjvjjL2(
)�Cau
hy�S
hwarz vuut nXi=1 jjbijj2L1(
)vuut nXi=1 �������� �u�xi ��������2L2(
) jjvjjL2(
)� ������~bmax������2 jujW 1;2(
) jjvjjL2(
)� ������~bmax������2 jjujjW 1;2(
) jjvjjW 1;2(
) :(
.) S
hlie�li
h gilt no
h :����Z
 
uv dx���� �H�older jj
jjL1(
) jjujjL2(
) jjvjjL2(
) � jj
jjL1(
) jjujjW 1;2(
) jjvjjW 1;2(
) :Zusammengefa�t ergibt dies also :ja(u; v)j � C jjujjW 1;2(
) jjvjjW 1;2(
) 8u; v 2W 1;2(
)mit C = "+ ������~bmax������2 + jj
jjL1(
).Lemma 1.25. Erf�ullen die Problemdaten aus De�nition (1.20) �uberdies no
h die Voraus-setzungen �bi�xi 2 L1(
); i = 1; : : : ; n also ~b 2W 1;1(
)nund 
� 12 nXi=1 �bi�xi = 
� 12r �~b � 
0 > 0;so ist die Bilinearform a(�; �) X-elliptis
h.Beweis. Wendet man auf den Konvektionsterm die Regel der partiellen Integration an, soerh�alt man, da au
h hier wieder das Randintegral wegf�allt, die BeziehungZ
 nXi=1 bi �v�xi v dx = �12 Z
 �bi�xi v2 dx: (1.29)Eingesetzt in a(v; v) gilt damita(v; v) = " nXi=1 �������� �v�xi ��������2L2(
) + Z
 �
�r �~b�| {z }�
0n. V. v2 dx� " jvj2W 1;2(
) + 
0 jjvjj2L2(
) � C jjvjj2W 1;2(
)mit C = min("; 
0).



1.3 Diskretisierungsverfahren 9Damit ist Folgendes gezeigt :Satz 1.26. Unter den in De�nition (1.20), Lemma (1.24) und Lemma (1.25) gema
h-ten Voraussetzungen existiert genau eine verallgemeinerte L�osung des Randwertproblems(1.20).Beweis. Ergibt si
h dur
h Anwendung des Lemmas von Lax-Milgram.Bemerkung 1.27. Wie man im Beweis zu Lemma (1.25) sehen kann, st�utzt si
h dieElliptizit�at der Bilinearform a(�; �) und damit die L�osbarkeit der Variationsglei
hung (1.28)im Sinne der Lax-Milgram-Theorie auf die Tatsa
he, da� " und 
0 > 0 sind. Man kann diein Lemma (1.25) gema
hte Voraussetzung jedo
h insoweit abs
hw�a
hen, als man ledigli
hfordert, da� 
� 12r �~b � 0 gilt. Man kann dann im Beweis mit der Norm�aquivalenz vonj�jW 1;2(
) und jj�jjW 1;2(
) argumentieren. Dies ist f�ur konkrete Probleme aus der Praxisau
h notwendig, denn h�au�g betra
htet man inkompressible Str�omungen, f�ur die r �~b �0 gilt, und endotherme 
hemis
he Reaktionen, bei denen 
 � 0 ist. In diesen F�allen(insbesondere bei 
 � 0) basiert die Elliptizit�at von a(�; �) allerdings au
h nur darauf, da�" > 0 ist.1.3 DiskretisierungsverfahrenUm die Variationsformulierung (1.28) numeris
hen L�osungsverfahren zug�angli
h zu ma-
hen, ist man nun daran interessiert, die Fragestellung in ein diskretes Problem zu �uber-f�uhren. Hierbei versu
ht man, N�aherungsl�osungen in endli
hdimensionalen Teilr�aumen zu�nden. Na
hfolgend werden zwei Verfahren vorgestellt, zum einen die Standard-Finite-Elemente-Methode (FEM) vom Ritz-Galerkin-Typ, die si
h f�ur jegli
he elliptis
hen Pro-bleme eignet, und zum anderen eine stabilisierte FEM, die speziell an die bei Konvektions-Di�usions-Reaktions-Problemen auftretenden S
hwierigkeiten angepasst ist.1.3.1 Ritz-Galerkin-VerfahrenDie Idee der in diesem Abs
hnitt bes
hriebenen Verfahren ist es, die L�osung u 2 X dur
hein Element un 2 Xn eines endli
h dimensionalen UnterraumesXn � X; dimXn = n <1zu approximieren.De�nition 1.28. Seien die Bilinearform a(�; �) und die Linearform f(�) wie in De�nition(1.23) gegeben. Dann nennt man das ProblemFinde un 2 Xn : a(un; v) = f(v) 8v 2 Xn: (1.30)Ritz-Galerkin-Verfahren zur Variationsglei
hung (1.28).Im n�a
hsten S
hritt l�a�t si
h zeigen, da� das Problem (1.30) �aquivalent zu einemlinearen Glei
hungssystem ist. Ist f�igni=1 eine Basis von Xn, dann l�a�t si
h jedes v 2 Xn
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he Grundlagenals Linearkombination v = nXi=1 vi�i; mit ~v = 0BB�v1...vn1CCA 2 Rn (1.31)darstellen. Deshalb, und weil a(�; �) und f(�) linear bez�ugli
h ihrer Argumente sind, istdas Problem (1.30) dazu �aquivalent, die Glei
hheit a(un; �i) = f(�i) ledigli
h f�ur jedesBasiselement zu fordern.De�niert man nun no
hA = (aij)ni;j=1 2 Rn�n mit aij := a(�j ; �i) (1.32)sowie ~u = (u1; : : : ; un)T 2 Rn; mit un = nXi=1 ui�i~f = (f1; : : : ; fn)T 2 Rn; mit fi := f(�i);dann gilt folgendes f�ur i = 1; : : : ; n :a(un; �i) = nXj=1 uja(�j ; �i) = nXj=1 aijuj = f(�i) = fi:Damit ist die na
hfolgende Aussage bewiesen :Lemma 1.29. Das Ritz-Galerkin-Verfahren (1.30) ist �aquivalent zu dem linearen Glei-
hungssystem A~u = ~f: (1.33)Die Matrix A wird Stei�gkeitsmatrix genannt. Weiterhin ist nun von Interesse, ob undwann si
h ein sol
hes Glei
hungssystem l�osen l�a�t. Benutzt man das Standardskalarpro-dukt im Rn, h~u;~vi :=Pni=1 uivi, dann kann man s
hreiben :a(u; v) = hA~u;~vi; fv = h~f;~vi:Satz 1.30. Die Bilinearform a(�; �) der Variationsglei
hung, die dem Ritz-Galerkin-Ver-fahren (1.30) zugrunde liegt, sei strikt X-elliptis
h mit9
 > 0 : a(v; v) � 
 jjvjj2X 8v 2 X:Dann ist die KoeÆzientenmatrix A des hierzu �aquivalenten linearen Glei
hungssystems(1.33) positiv de�nit und damit regul�ar. Das bedeutet, es existiert genau eine L�osung~u 2 Rn von (1.33).Beweis. Sei ~v 2 Rn 6= 0 beliebig. Dann gilthA~v;~vi = a(v; v) � 
 jjvjj2X > 0:



1.3 Diskretisierungsverfahren 11Bemerkung 1.31. Die Funktionen, aus denen die L�osung un zusammengesetzt wird unddie in der ersten Komponente von a(�; �) stehen, werden Ansatzfunktionen genannt, inAbgrenzung zu den Testfunktionen v, die in der zweiten Komponente von a(�; �) stehen.Beim Ritz-Galerkin-Verfahren, wie es hier de�niert wurde, ist der Raum der Ansatzfunk-tionen glei
h dem der Testfunktionen. Au�erdem sind beide R�aume Teilr�aume von X,weshalb man von einer konformen Methode spri
ht.Als spezielles Ritz-Galerkin-Verfahren betra
htet man nun die Methode der �nitenElemente (FEM). Sie ist dadur
h 
harakterisiert, da� man das Gebiet 
 in TeilgebieteTi; i = 1; : : : ;m zerlegt, die eine einfa
he geometris
he Struktur haben. Diesen Vorgangbezei
hnet man au
h als Gitter- oder Netz-Generierung (engl. grid-generation bzw. mesh-generation). Des weiteren de�niert man die Test- und Ansatzfunktionen lokal �uber diesenTeilgebieten, so da� sie einen kleinen Tr�ager aufweisen. Deshalb hat die Matrix A nurwenig von Null vers
hiedene Eintr�age, sie ist d�unnbesetzt.Typis
herweise w�ahlt man eine Zerlegung in Dreie
ke (im Fall n = 2, hierbei spri
ht manau
h von einer Triangulierung), bzw. Tetraeder (im Fall n = 3), so da�
 = m[i=1 T i mit Tj \ Ti = ;; j 6= i:Nun stellt si
h no
h die Frage, wel
hen endli
h-dimensionalen Teilraum man f�ur die Ap-proximation benutzt. S
hlie�li
h h�angt die G�ute, also der Fehler jju� unjjX ents
heidenddavon ab. Bei den Finite-Elemente-Methoden verwendet man meistens Polynome vomGrad k, auf den einzelnen Teilgebieten also etwaXn = m[i=1Pk(Ti)mit Pk(Ti) := fv 2W 1;2(
) mit vjTi 2 �k(Ti) und v(x) = 0 f�ur x 2 
 n Tig:H�au�g begn�ugt man si
h mit Elementen vomP1-Typ, d.h. st�u
kweise linearen Funktionen.1.3.2 Stabilisierte Verfahren : Streamline Di�usionWie bereits in Bemerkung (1.27) erw�ahnt wurde, beruht die Elliptizit�at von a(�; �) ents
hei-dend auf der Tatsa
he, da� " > 0 ist. F�ur "! 0 gehen somit wesentli
he Voraussetzungenf�ur die L�osbarkeit verloren. In sol
hen F�allen treten Grenzs
hi
hten auf und die numeri-s
he L�osung oszilliert stark (siehe z.B. [RST96℄) so da� das Ergebnis unbrau
hbar wird.Als Ausweg versu
ht man die Variationsglei
hung aus (1.28) zu stabilisieren, indemman k�unstli
he Di�usion in Str�omungsri
htung einf�uhrt. Dies ist die Idee bei der Streamline-Di�usion-Finite-Element-Method (SDFEM), die im folgenden vorgestellt wird.Die Bilinearform aSD(�; �)Man betra
htet hier vereinfa
hend eine Triangulierung Th = (Ti)mi=1 des Gebiets 
. Hierbeiist h wie �ubli
h eine Obergrenze f�ur die H�ohe der Dreie
ke, also ein Ma� f�ur die Feinheit
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he Grundlagendes Gitters. Bei SDFEM werden zus�atzli
h zur normalen Ritz-Galerkin-Finite-Elemente-Methode gewi
htete Residuen hinzuaddiert. Sei im folgenden wieder Xn � X ein endli
h-dimensionaler Unterraum von X = W 1;2(
), mit dimXn = n <1. Nimmt man an, da�die L�osung u des unstabilisierten Problems (1.28) regul�ar ist, in dem Sinne, da� gilt :�"�u+~b � ru+ 
u = f in L2(Ti);auf jedem Dreie
k Ti, dann gen�ugt u der Glei
hungaSD(u; vh) = fSD(vh) 8vh 2 Xn; (1.34)wobei aSD(�; �) und fSD(�) wie folgt de�niert sind :aSD(u; v) := a(u; v) + mXi=1 ÆTi(�"�u+ b � ru+ 
u;~b � rv)Ti ; (1.35)fSD := f(v) + mXi=1 ÆTi(f;~b � rv)Ti : (1.36)Hierbei ist (�; �)Ti das Skalarprodukt im Hilbert-Raum L2(Ti) und a(u; v) und f(v) sindwie in (1.26) bzw. (1.27) de�niert.Die Konstanten ÆTi , genannt SD-Parameter, sind frei w�ahlbar, jedo
h sollten sie prak-tis
herweise so gew�ahlt werden, da� sie eine geeignete Fehlernorm minimieren. Auf dieoptimale Wahl dieser Parameter wird weiter unten eingegangen.Im allgemeinen ist �uh 62 L2(
), da jedo
h f�ur jedes Ti �uh 2 L2(Ti) ist, kann man�uh Element f�ur Element bere
hnen. F�ur P1-Elemente vers
hwindet �uh.De�nition 1.32 (SDFEM). Seien aSD(�; �) und fSD(�) wie in (1.35) bzw. (1.36) de�-niert. Dann bezei
hnet man die diskrete FragestellungFinde uh 2 Xn, so da� f�ur alle vh 2 Xn gilt :aSD(uh; vh) = fSD(vh): (1.37)als Streamline-Di�usion-Finite-Element-Method (SDFEM) oder au
h als Streamline-Up-wind-Petrov-Galerkin-Method (SUPG).Man erh�alt aus (1.34) und (1.37) f�ur u 2W 1;2(
) die Beziehung :aSD(u� uh; vh) = 0 8vh 2 Xn: (1.38)Diese Orthogonalit�atsaussage ist die Projektionseigens
haft von SDFEM. Eine Finite-Elemente-Methode mit dieser Eigens
haft hei�t konsistent.F�ur die kommenden Fehlerabs
h�atzungen ist es �ubli
h, die folgende Norm zu verwenden(die Normeigens
haften pr�uft man lei
ht na
h) :jjjvjjjSD := �" jvj2W 1;2(
) + mXi=1 ÆTi jj~b � rvjj2L2(Ti) + 
0jjvjj2L2(Ti)�1=2:



1.3 Diskretisierungsverfahren 13Koerzitivit�at von aSD(�; �)Um Aussagen zur Stabilit�at und Konvergenzanalyse herzuleiten, stellt man folgende An-forderungen an die Konstanten 
T und 
0 :
Ti := maxx2Ti j
(x)j f�ur jedes Ti 2 Th; 
� 12r �~b � 
0 > 0 auf 
:Au�erdem ben�otigt man eine lokale inverse Unglei
hung der Artjj�vhjjL2(Ti) � �invh�1Ti jvhjW 1;2(Ti) 8vh 2 Xn; (1.39)wobei die Konstante �inv unabh�angig von Ti und h ist, siehe au
h [RST96℄, Seite 230.Satz 1.33. Der SD-Parameter ÆTi gen�uge0 < ÆTi � 12 min� 
0
2Ti ; h2Ti"�2inv � (1.40)f�ur jedes Ti 2 Th. Dann ist die diskrete Bilinearform aSD(�; �) strikt koerzitiv. Und zwargilt : aSD(vh; vh) � 12 jjjvhjjj2SD 8vh 2 Xn:Beweis. Es gilt f�ur vh 2 Xn :aSD(vh; vh) = "(rvh;rvh)
 + (~b � rvh; vh)
 + (
vh; vh)
+ mXi=1 ÆTi(�"�vh +~b � rvh + 
vh;~b � rvh)Ti :Man betra
htet nun die einzelnen Bestandteile der Glei
hung, zun�a
hst den Di�usions-term: "(rvh;rvh)
 = "Z
 nXi=1��vh�xi �2dx= " jvhj2W 1;2(
) :Dur
h partielle Integration erh�alt man, da das Randintegral wegen vh 2 W 1;20 (
) ver-s
hwindet :(~b � rvh; vh)
 = nXi=1 Z
 bi�vh�xi vhdx = nXi=1 �Z
 ��vh�xi bi + �bi�xi vh�vhdx=) (~b � rvh; vh)
 = Z
 nXi=1 bi�vh�xi vhdx = �12 Z
 nXi=1 �bi�xi v2hdx = (�12(r �~b)vh; vh)
=) (~b � rvh; vh) + (
vh; vh) = �(
� 12(r �~b)| {z }�
0 )vh; vh� � (
0vh; vh) = 
0 jjvhjj2L2(
) :
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he GrundlagenDeshalb ist :aSD(vh; vh) � " jvhj2W 1;2(
) + 
0 jjvhjj2L2(
) + mXi=1 ÆTi jj~b � rvhjj2L2(Ti)+ mXi=1 ÆTi(�"�vh + 
vh;~b � rvh)Ti : (1.41)Als n�a
hstes betra
htet man :����� mXi=1 ÆTi(�"�vh + 
vh; b � rvh)Ti����� � XTi ZTi ����Æ 12Ti(�"�vh + 
vh) Æ 12Ti(~b � rvh)���� dx�Y oung XTi ZTi 12ÆTi(�"�vh + 
vh)2 + 12ÆTi(~b � rvh)2dx= XTi ÆTi 12 jj � "�vh + 
vhjj2L2(Ti) + ÆTi 12 jj~b � rvhjj2L2(Ti)�Y oung XTi "2ÆTi jj�vhjj2L2(Ti) +XTi 
2TiÆTi jjvhjj2L2(Ti)+ 12XTi ÆTi jj~b � rvhjj2L2(Ti):Anwenden der inversen Unglei
hung (1.39) ergibt zusammen mit der vorausgesetztenEigens
haft (1.40) :����� nXi=1 ÆTi(�"�vh + 
vh; b � rvh)Ti����� � "2 jvhj2W 1;2(
) + 
02 jjvhjj2L2(
) + 12XTi ÆTi jj~b � rvhjj2L2(Ti):Zusammen mit (1.41) ergibt dies die Behauptung.Die Lax-Milgram-Theorie liefert nun die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung von(1.37).Da die L�osung uh von (1.34) eine andere ist als die der urspr�ungli
hen Variationsglei
hung,ist es no
h wi
htig, zu wissen, wie "weit\ uh und die beste Approximation un von Xn anu auseinanderliegen. Ein Ergebnis wird dur
h folgenden Satz ausgedr�u
kt :Satz 1.34. F�ur uh und uI gilt :jjjun � uhjjjSD � Chk�XTi ("+ ÆTi + Æ�1Ti h2Ti + h2Ti)juj2k+1;Ti�1=2: (1.42)Beweis. Vgl. [RST96℄, Seite 232



1.3 Diskretisierungsverfahren 15Die Wahl der SD-Parameter ÆTiUm die re
hte Seite der Glei
hung (1.42) m�ogli
hst klein zu halten und dadur
h die besteKonvergenzges
hwindigkeit zu erhalten, ist es erforderli
h, die Terme "; ÆTi und Æ�1Ti h2Tauszubalan
ieren, und zwar unter der Nebenbedingung f�ur ÆTi aus Satz 1.33. In [RST96℄,Seite 233, wird hierf�ur folgendes vorges
hlagen :ÆTi = 8<:Æ0hTi falls PeTi > 1Æ1h2Ti=" falls PeTi � 1 (1.43)mit geeigneten Konstanten Æ0 und Æ1. Hierbei ist PeTi die Pe
let-Zahl :PeTi := bTihTi"und bTi := maxi=1;:::;n jjbijjL1(Ti). Die Pe
let-Zahl ist eine Art Indikator daf�ur, ob das Problemkonvektionsdominiert (PeTi > 1) oder di�usionsdominiert (PeTi � 1) ist. Oft rei
ht es,k�unstli
he Di�usion nur dort zu addieren, wo PeTi > 1 gilt, so da� man z.B. Æ0 = 12bTiund Æ1 = 0 w�ahlt (vgl. [Kno99℄ Seite 70). Das selbe asymptotis
he Verhalten errei
ht manjedo
h au
h mit der Formel ÆTi = h2Ti2" �1 + Pe2Ti�� 12 ; (1.44)wie sie in den FEM-Programmen PNS (vgl. [AO+99℄) und adr (siehe Kapitel 4) imple-mentiert ist.Eine physikalis
he Interpretation f�ur SDFEMAls Motivation f�ur SDFEM kann man den folgenden (zweidimensionalen) Spezialfall be-tra
hten. Es werden nur st�u
kweise lineare Elemente verwendet, also vhjTi 2 P1(Ti). Wei-terhin nimmt man an, da� ~b � (b1; b2) konstant ist und 
 � 0. In diesem Fall vereinfa
htsi
h die Bilinearform aSD(�; �) zuaSD(uh; vh) = "(ruh;rvh)
 + (~b � ruh; vh)
 +XTi ÆTi(~b � ruh;~b � rvh)Ti :Zieht man nun die Euklidis
he Norm (jj�jj2) von ~b aus beiden Komponenten des Skalarpro-duktes (~b �ruh;~b �rvh)Ti heraus, so kann man ~b �ruh und ~b �rvh als Ri
htungsableitungenau�assen, und zwar in Ri
htung der Str�omung, die ja den Ges
hwindigkeitvektor ~b hat.Dann ergibt si
h :aSD(uh; vh) = "(ruh;rvh)
 + (~b � ruh; vh)
 +XTi ÆTi jj~bjj22��uh�~b ; �uh�~b �Ti :Zus�atzli
h zum eigentli
hen Di�usionsterm "(ruh;rvh)
 hat man bei SDFEM also no
hk�unstli
he Di�usion in H�ohe von ÆTi jj~bjj22 eingef�uhrt, jedo
h nur in Stromlinienri
htung -daher der Name Streamline Di�usion. Hierdur
h wird bei kleinem Parameter " der positivede�nite Anteil der Bilinearform gest�arkt - hierin besteht also die Stabilisierung. �Uber
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he Grundlagendie Wahl der Parameter ÆTi hat man dann no
h zus�atzli
hen Ein
u� auf diese k�unstli
heingef�uhrte Di�usion bzw. die Ableitungen in Str�omungsri
htung. F�ur ÆTi = 0 ergibt si
hwieder die klassis
he Finite-Elemente-Methode.Als abs
hlie�ende Bemerkung l�a�t si
h feststellen, da� man SDFEM au
h als Petrov-Galerkin-Verfahren betra
hten kann. Nimmt man n�amli
h als Testfunktionen v+ÆTi~b �rvauf jedem Ti 2 Th (also Testfunktionen unglei
h Ansatzfunktionen), so kommt man wiederauf die Glei
hungen (1.35) bis (1.37). Aus diesem Grunde (vgl. [RST96℄, Seite 234)bezei
hnet man SDFEM au
h als Streamline Upwind Petrov Galerkin Method (SUPG).



Kapitel 2L�osungsverfahren f�ur lineareGlei
hungssystemeWie man im vorigen Kapitel gesehen hat, gelangt man vom Ausgangsproblem (1.20) �uberdie Diskretisierung zu einem linearen Glei
hungssystem. Die Bestimmung einer L�osungx 2 Rn eines sol
hen Systems Ax = b (2.1)mit der KoeÆzientenmatrix A 2 Rn�n, der re
hten Seite b 2 Rn und der Dimension n 2 Nsteht nun im Mittelpunkt der weiteren Untersu
hungen. Es wird stets vorausgesetzt, da�A ni
htsingul�ar ist und somit eine eindeutige L�osung x existiert.In diesem Kapitel wird hierbei ni
ht auf traditionelle direkte L�osungsverfahren wie z.B.das Gau�s
he Eliminationsverfahren (GEV) eingegangen, da sie bei der g�angigen Gr�o�en-ordnung von n viel zu uneÆzient w�aren (das GEV hat einen Aufwand, der bei O(n3)Operationen liegt). Statt dessen verwendet man beim L�osen sol
her Probleme Iterations-verfahren, die eine N�aherungsl�osung x(k) an die exakte L�osung x liefern. Man versu
hthierbei in der Regel, die spezielle Struktur von A auszunutzen. Da bei Finite-Elemente-Methoden die Ansatz- und Testfunktionen einen kleinen Tr�ager haben, hat die Matrix Anur wenig von Null vers
hiedene Eintr�age, das hei�t, sie ist d�unn- oder s
hwa
hbesetzt.Entspre
hende Spei
herte
hniken und Algorithmen vorausgesetzt, ist nun beispielsweiseder Aufwand einer Matrix-Vektor-Multiplikation, also der Bere
hnung des Produktes Aymit y 2 Rn, nur no
h proportional zu der Anzahl der Ni
htnullelemente von A, stattproportional zu n2, wie bei einer vollbesetzten Matrix. Dies kommt den meisten Itera-tionsverfahren zugute, in denen in jedem S
hritt A oder Teilmatrizen von A mit einemVektor multipliziert werden.Zun�a
hst werden in diesem Kapitel einige Begri�e eingef�uhrt, die im Zusammenhangmit Matrizen und L�osungsverfahren von Bedeutung sind. Dann werden die traditionel-len Iterationsmethoden, wel
he auf einer Zerlegung der Matrix A basieren, vorgestelltund unter dem Begri� Splitting-Methoden zusammengefa�t. Dana
h wird auf einige dermoderneren Krylov-Unterraummethoden eingegangen. Zum S
hlu� wird untersu
ht, wieman die Konvergenzges
hwindigkeit dieser Verfahren dur
h geeignete Vorkonditionierungverbessern kann.Bemerkung 2.1. Die Algorithmen sind weitestgehend so formuliert, wie sie au
h in der



18 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeKlassenbibliothek (siehe Kapitel 4) implementiert wurden. Eine Zeile wier( xtmp � Lx (2.2)bedeutet z.B: "Bere
hne das Produkt aus der Matrix L und dem Vektor x, ziehe das Ergeb-nis von dem Vektor xtmp ab und spei
here das Endergebnis im Vektor r\ und entspri
htau
h genau einer Zeile im endg�ultigen Programm
ode. Es wurde auf eine weitgehendeEins-zu-eins �Ubersetzung des C++-Codes in Pseudo
ode Wert gelegt, ledigli
h Dinge wieSpei
herverwaltung, Variablendeklarationen und andere implementierungsspezi�s
he De-tails wurden weggelassen.2.1 Grundlagen und Begri�eF�ur die Bes
hreibung von Iterationsverfahren und deren Konvergenzanalyse sind ver-s
hiedene Normen unerl�a�li
h. Seien im folgenden x = (xi)ni=1 2 Rn ein Vektor, A =(aij)ni;j=1 2 Rn�n eine symmetris
he und positiv de�nite Matrix und B = (bij)ni;j=1 2Rn�n eine Matrix.F�ur Vektoren werden folgende Normen verwendet :� die Euklidis
he Norm jjxjj2 := pxTx =  nXi=1 x2i! 12 (2.3)� die L1-Norm jjxjj1 := nXi=1 jxij (2.4)� die Maximumnorm jjxjj1 := maxi=1;:::;n jxij (2.5)� die Energienorm jjxjjA := pxTAx (2.6)Die einer Vektornorm jj�jj� zugeordnete oder zugeh�orige Matrixnorm jj�jj�;� ist bekanntli
hgegeben dur
h jjBjj�;� := supy2Rnjjyjj�=1 jjByjj� = supy2Rnjjyjj� 6=0 jjByjj�jjyjj� : (2.7)Bevor jedo
h auf die explizite Darstellung der zu den oben aufgef�uhrten Vektornormenzugeordneten Matrixnormen eingegangen wird, no
h ein paar wi
htige Aussagen �uberMatrizen.De�nition 2.2 (Spektralradius). Seien �1; : : : ; �n die Eigenwerte der Matrix B 2Rn�n. Dann nennt man die Zahl �(B) := maxi=1;:::;n j�ijden Spektralradius von B.



2.2 Splitting-Methoden 19F�ur eine symmetris
h positiv de�nite Matrix A existiert eine Darstellung V TAV = D miteiner orthogonalen Matrix V 2 Rn�n und einer Diagonalmatrix D = diag(d11; : : : ; dnn) 2Rn�n, dii > 0 f�ur i = 1; : : : ; n. De�niert man nunD 12 := diag(pd11; : : : ;pdnn); (2.8)dann l�a�t si
h zu A eine "Wurzelmatrix\ A 12 angeben, in der FormA 12 := V TD 12V: (2.9)Weil V V T = I gilt, ist folgendes gezeigt :Lemma 2.3. Zu jeder symmetris
h positiv de�niten Matrix A 2 Rn�n existiert eine(ebenfalls symmetris
h positiv de�nite) Matrix A 12 , f�ur die giltA 12A 12 = A:Satz 2.4. Die zu den Vektornormen (2.3) bis (2.6) zugeordneten Matrixnormen sind nun� die Spektralnorm jjBjj2;2 :=q� (BTB) (2.10)� die Spaltensummennorm jjBjj1;1 := maxj=1;:::;n nXi=1 jbij j (2.11)� die Zeilensummennorm jjBjj1;1 := maxi=1;:::;n nXj=1 jbij j (2.12)� die Energienorm jjBjjA;A := ������A 12BA� 12 ������2;2 (2.13)Beweis. Ergibt si
h dur
h Na
hre
hnen der Normaxiome und dur
h Na
hpr�ufen der Ei-gens
haft (2.7).2.2 Splitting-MethodenDie elementaren Iterationsverfahren beruhen auf einer Zerlegung von A in eine MatrixN 2 Rn�n und eine invertierbare Matrix M 2 Rn�n mit der Eigens
haft A = M � N .Dadur
h l�a�t si
h Glei
hung (2.1) �uberf�uhren in Mx = Nx + b. Dies ist die Motivationf�ur die Iterationsformulierung Mx(k+1) = Nx(k) + b und damitx(k+1) :=M�1Nx(k) +M�1b: (2.14)Die Matrix C :=M�1N hei�t Iterationsmatrix zur Iterationsvors
hrift (2.14).F�ur die praktis
he Anwendung ist es wi
htig, da� M lei
ht zu invertieren ist. Bei denvorgestellten klassis
hen Verfahren wird dies dur
h die Verwendung von Diagonal- oder



20 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeDreie
ksmatrizen bzw. daraus gebildeten Produkten errei
ht.Nun stellt si
h die Frage, unter wel
hen Voraussetzungen das dur
h (2.14) de�nierteVerfahren gegen die L�osung x konvergiert. Hierzu l�a�t si
h eine allgemeine Aussage ma-
hen, die ni
ht nur ein hinrei
hendes, sondern au
h ein notwendiges Kriterium formuliert.Satz 2.5. Sei A =M �N 2 Rn�n eine Zerlegung von A mit ni
htsingul�arem M 2 Rn�nund b 2 Rn gegeben. Dann sind folgende zwei Aussagen �aquivalent :(i.) F�ur den Spektralradius von M�1N gilt �(M�1N) < 1.(ii.) A ist ni
htsingul�ar, und die aus der Vors
hriftx(k+1) :=M�1Nx(k) +M�1bgebildete Folge fx(k)g konvergiert f�ur jedes x(0) 2 Rn gegen die eindeutige L�osungx� der Glei
hung Ax = b.Beweis. Siehe z.B. [Dem97℄ S. 280, [Saa96℄ S. 104 oder [Wer92℄ S. 123.Die nun dargestellten Verfahren wie Ja
obi, Gau�-Seidel oder SOR verwenden alle eineAufteilung von A in der Form A = L+D +R; (2.15)wobei diese Teilmatrizen wie folgt de�niert sind :� L = (lij)ni;j=1 2 Rn�n ist die strikte, linke untere Teildreie
ksmatrix von A, d.h.lij := (aij f�ur i � j + 10 sonst� D = (dij)ni;j=1 2 Rn�n ist die Matrix, die aus den Diagonalelementen von A gebildetwird, d.h. dij := (aij f�ur i = j0 sonst� R = (rij)ni;j=1 2 Rn�n ist die aus dem strikten, re
hten oberen Teil von A gebildeteDreie
ksmatrix, also rij := (aij f�ur i � j + 10 sonstEs wird angenommen, da� D ni
htsingul�ar ist, was glei
hbedeutend damit ist, da�keines der Diagonalelemente von A vers
hwindet. Dies l�a�t si
h, wenn A ni
htsingul�ar ist,immer dur
h Umordnen der Zeilen oder Spalten errei
hen.



2.2 Splitting-Methoden 212.2.1 Das Ja
obi-VerfahrenDas einfa
hste Iterationsverfahren stellt das Ja
obi-Verfahren dar, das man au
h als Ge-samts
hrittverfahren bezei
hnet. Hierbei ist M = D und N = �(L + R), und damit dieIterationsmatrix CJ := �D�1(L+R) = I �D�1A: (2.16)Eine praktis
he Realisierung, wie sie au
h in der Softwarebibliothek (siehe Kapitel 4)implementiert ist, sieht folgenderma�en aus :Algorithmus 2.1 Ja
obiRequire: D�1 existiert _ Æ > 01: xtmp ( b2: xtmp ( xtmp � Lx3: xtmp ( xtmp �Rx4: r ( xtmp �Dx5: while jjrjj > Æ do6: x( D�1xtmp7: xtmp ( b8: xtmp ( xtmp � Lx9: xtmp ( xtmp �Rx10: r ( xtmp �Dx11: end whileBei dieser Formulierung des Algorithmus wird das Residuum r = b�Ax im Vorbeigehenbere
hnet und f�ur eine Abbru
hbedingung verwendet. Wie allgemein �ubli
h, endet dasVerfahren, wenn jjrjj < Æ in einer gewissen Norm jj�jj mit einem Æ 2 R; Æ > 0 erf�ullt ist.Bemerkung 2.6. In Algorithmus (2.1) wird �uber die Problemdaten A; b; x hinaus Spei-
herplatz f�ur zwei Vektoren der Dimension n ben�otigt : f�ur das Residuum r und dentempor�aren Hilfsvektor xtmp.Ein hinrei
hendes, aber einfa
her na
hzupr�ufendes Konvergenzkriterium f�ur das Gesamt-s
hrittverfahren als das in Satz (2.5) gegebene liefert der folgendeSatz 2.7 (Starkes Zeilen- und Spaltensummenkriterium). Das Ja
obi-Verfahrenzur L�osung des linearen Glei
hungssystems Ax = b mit der KoeÆzientenmatrix A =(aij)ni;j=1 2 Rn�n konvergiert f�ur jeden Startvektor und jede re
hte Seite, falls das starkeZeilensummenkriterium nXk=1k 6=j jajkj < jajjj 8j; 1 � j � n (2.17)oder das starke SpaltensummenkriteriumnXj=1j 6=j jajkj < jakkj 8k; 1 � k � n (2.18)erf�ullt ist.



22 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeBeweis. F�ur die Eintr�age der Iterationsmatrix CJ = (
ij)ni;j=1 gilt
ij = (aijaii f�ur i 6= j0 sonstd.h. das starke Zeilensummenkriterium ist �aquivalent zu jjCJ jj1;1 < 1. Entspre
hendist das Spaltensummenkriterium �aquivalent zu jjCJ jj1;1 < 1. Es ergibt si
h, da dieseMatrixnormen passend zu jj�jj1 bzw. jj�jj1 sind : jjCJy � CJzjj < jjCJ jj � jjy � zjj f�uralle y; z 2 Rn. Man hat also eine stark kontrahierende Abbildung vorliegen, und dieAnwendung des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes liefert die Konvergenz des Verfahrens.Matrizen, die das starke Zeilensummenkriterium erf�ullen, hei�en strikt diagonaldominant.2.2.2 Das Gau�-Seidel-VerfahrenBeim Gau�-Seidel-Verfahren hat man die Zerlegung M = L+D und N = �R vorliegen.Dies ergibt die Iterationsglei
hung (L+D)x(k+1) = �Rx(k) + b, was einem linearen Glei-
hungssystem mit einer KoeÆzientenmatrix von linker unterer Dreie
ksgestalt entspri
ht.Die Iterationsmatrix hat die FormCGS := �(L+D)�1R: (2.19)Das explizite Ausre
hnen von (L+D)�1 w�are in der Praxis allerdings viel zu aufwendig.Statt dessen behilft man si
h, indem man in jedem S
hritt die Komponenten des Vek-tors x(k+1) = (x(k+1)1 ; : : : ; x(k+1)n )T sukzessive von i = 1 bis n dur
h "Vorw�artseinsetzen\bere
hnet. Ist nnzL die Anzahl der Ni
htnullelemente in L, dann betr�agt der Aufwandhierf�ur n+ nnzL Operationen.Na
hfolgend wird eine praxisorientierte Darstellung des Verfahrens gegeben, das in derLiteratur au
h unter dem Namen Einzels
hrittverfahren gef�uhrt wird. Au
h hierbei wirdwieder Spei
herplatz f�ur das zur Konvergenzkontrolle genutzte Residuum r und f�ur denHilfsvektor xtmp ben�otigt.Algorithmus 2.2 Gau�-SeidelRequire: Æ > 01: xtmp ( b2: xtmp ( xtmp �Rx3: r ( xtmp � Lx4: r ( r �Dx5: while jjrjj > Æ do6: Subroutine : Bestimme x aus (L+D)x = xtmp dur
h Vorw�artseinsetzen.7: xtmp ( b8: xtmp ( xtmp �Rx9: r ( xtmp � Lx10: r ( r �Dx11: end while



2.2 Splitting-Methoden 23Da die Matrix L+D eine bessere N�aherung an A ist als D, erwartet man au
h, da�(L+D)�1 die Inverse von A besser approximiert als D�1 und demzufolge, da� das Gau�-Seidel-Verfahren besser konvergiert als das Ja
obi-Verfahren. Diese Vermutung best�atigtder folgende Satz.Satz 2.8 (Sassenfeld-Kriterium). De�niert man rekursivsi := i�1Xj=1 ����aijaii ���� sj + nXj=i+1 ����aijaii ���� ; 1 � i � n;dann gilt f�ur die Iterationsmatrix CGS des Gau�-Seidel-Verfahrens aus (2.19)jjCGS jj1;1 � max1�i�n si =: s:F�ur s < 1 konvergiert deshalb das Verfahren f�ur jeden Startvektor und jede re
hte Seite.Ist zus�atzli
h das starke Zeilensummenkriterium erf�ullt, so giltjjCGS jj1;1 � s � jjCJ jj1;1 < 1:Beweis. Siehe z.B. [Die96℄, Satz 6.2 Seite 143.In diesem Fall kann man also eine etwas bessere Konvergenzrate als beim Ja
obi-Verfahrenerwarten.Vertaus
ht man im Gau�-Seidel-Verfahren die Teilmatrizen L und R, so f�uhrt dies auf dieZerlegung M = D +R und N = �L. Man erh�alt die Iterationsglei
hung(D +R)x(k+1) = �Lx(k) + b; (2.20)ein lineares Glei
hungssystem mit re
hter oberer KoeÆzientenmatrix, wel
hes man dur
h"R�u
kw�artseinsetzen\ l�ost, also dur
h sukzessives Bere
hnen der Komponenten des Vek-tors x(k+1) in der Reihenfolge n; n � 1; : : : ; 1. Die Iterationsvors
hrift (2.20) nennt manau
h einen R�u
kw�arts-Gau�-Seidel-S
hritt.Kombiniert man nun einen normalen Vorw�arts- mit einem R�u
kw�arts-Gau�-Seidel-S
hritt, so ergibt si
h das symmetris
he Gau�-Seidel-Verfahren :(L+D)x(k+ 12 ) = �Rx(k) + b (2.21)(D +R)x(k+1) = �Lx(k+ 12 ) + b (2.22)Hierbei ist M = (L+D)D�1(D +R) und N = LD�1R. Die Iterationsmatrix lautetCSGS := (D +R)�1L(L+D)�1R:In Algorithmus 2.3 wird dieses Verfahren im einzelnen dargestellt.



24 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeAlgorithmus 2.3 Symmetris
her Gau�-SeidelRequire: Æ > 01: xtmp ( b2: xtmp ( xtmp �Rx3: r ( xtmp � Lx4: r ( r �Dx5: while jjrjj > Æ do6: Subroutine : Bestimme x aus (L+D)x = xtmp dur
h Vorw�artseinsetzen.7: xtmp ( b8: xtmp ( xtmp � Lx9: Subroutine : Bestimme x aus (D +R)x = xtmp dur
h R�u
kw�artseinsetzen.10: xtmp ( b11: xtmp ( xtmp �Rx12: r ( xtmp � Lx13: r ( r �Dx14: end while
2.2.3 Das JOR-VerfahrenDie Konvergenzges
hwindigkeit der bisher vorgestellten Verfahren h�angt ents
heidend vonder Gr�o�enordnung von �(C) bzw. jjCjj ab. Oft hat man aber den Fall, da� der Spektral-radius von C nah bei 1 liegt, und damit eine s
hle
hte Konvergenz.Eine gebr�au
hli
he Bes
hleunigungsstrategie ist die Relaxation dieser Verfahren. Aus-gangspunkt ist jedesmal das skalierte Glei
hungssystem!Ax = !(L+D +R)x = !b mit ! 2 R: (2.23)Dies l�a�t si
h zum Beispiel umformen zu Dx = (D � !A)x + !b, was die Motivation f�urdas ged�ampfte bzw. relaxierte Ja
obi-Verfahren,x(k+1) := x(k) � !D�1Ax(k) + !D�1b; (2.24)ist, da� au
h als JOR-Verfahren ("ja
obi overrelaxation\) bezei
hnet wird. Jedo
h spri
htman hier, wie bei allen relaxierten Verfahren, nur bei einem Parameter ! > 1 von �Uber-relaxation, entspre
hend bei ! < 1 von Unterrelaxation oder D�ampfung. Aus 2.24 ergibtsi
h M = 1!D und N = 1!D �A und damit die Iterationsmatrix dieses Verfahrens :CJOR(!) := I � !D�1A: (2.25)



2.2 Splitting-Methoden 25Algorithmus 2.4 JORRequire: D�1 existiert _ Æ > 01: r ( b2: r ( r �Ax3: while jjrjj > Æ do4: xtmp ( !r5: x( x+D�1xtmp6: r ( b7: r ( r �Ax8: end whileSatz 2.9 (Konvergenz des JOR). Sei A symmetris
h und positiv de�nit und � derkleinste Eigenwert der Iterationsmatrix CJ des Ja
obi-Verfahrens. Dann konvergiert dasJOR-Verfahren genau dann, wenn f�ur den Relaxationsparameter gilt 0 < ! < 2(1��) .Beweis. Siehe z.B. Korollar 2.6, Seite 12, in [Xie95℄ oder Satz 4.4.14, Seite 94, in [Ha
93℄.Der optimale Relaxationsparameter l�a�t si
h unter gewissen Bedingungen angeben,beispielsweise, wenn die Iterationsmatrix CJ des Ja
obi-Verfahrens nur reelle Eigenwertehat.Satz 2.10. Die Iterationsmatrix CJ , wie in (2.16) de�niert, habe nur reelle Eigenwerte,worunter � der kleinste sei. Weiterhin gelte �(CJ) < 1, dann wird der Spektralradius��CJOR(!)� minimiert dur
h !opt = 22� �� �(CJ) : (2.26)Beweis. Siehe Satz 4.20, Seite 72, in [Mei99℄.F�ur den Spezialfall von konsistent geordneten Matrizen l�a�t si
h au
h der Spektralra-dius der Iterationsmatrix CJOR(!) direkt angeben.De�nition 2.11 (Konsistent geordnete Matrizen). Eine Matrix A 2 Rn�n mit derZerlegung (2.15) hei�t konsistent geordnet, wenn D ni
htsingul�ar ist und die Eigenwerteder Matrix C(�) := ��1D�1L+ �D�1Runabh�angig von � 2 C; � 6= 0 sind.Satz 2.12. Zus�atzli
h zu den Voraussetzungen von Satz 2.10 sei A symmetris
h und kon-sistent geordnet. Ist !opt wie in (2.26) de�niert, dann gilt��CJOR(!opt)� = min! ��CJOR(!)� = �(CJ)� �2� �� �(CJ)Beweis. Siehe Korollar 2.17, Seite 18, in [Xie95℄.Bei Glei
hungssystemen, deren Iterationsmatrix CJOR(!) ein symmetris
hes um denNullpunkt verteiltes Spektrum besitzt, bringt die Relaxation jedo
h keine Verbesserunggegen�uber dem Ja
obi-Verfahren, da si
h hierbei laut Satz 2.10 !opt = 1 ergibt (vgl.[Mei99℄, Seite 73).



26 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssysteme2.2.4 Das SOR-VerfahrenEbenfalls aus (2.23) l�a�t si
h au
h die Glei
hung (!L + D)x = !b + ((1 � !)D � !R)xableiten, und daraus die Iterationsformulierung f�ur das relaxierte Gau�-Seidel-Verfahren,das man �uberwiegend als SOR-Verfahren ("su

essive overrelaxation\) bezei
hnet :(D + !L)x(k+1) := [(1� !)D � !R℄x(k) + !b: (2.27)Hierbei ist also M = 1! (!L + D) und N = 1! [(1 � !)D � !R℄. Die Iterationsmatrix desSOR-Verfahrens hat dann die GestaltCSOR(!) := (D + !L)�1[(1 � !)D � !R℄: (2.28)Das Glei
hungssystem (2.27) l�ost man wiederum dur
h Vorw�artseinsetzen.Algorithmus 2.5 SORRequire: Æ > 01: r ( b2: r ( r �Dx3: r ( r �Rx4: xtmp ( ! � r5: xtmp ( xtmp +Dx6: r ( r � Lx7: while jjrjj > Æ do8: Subroutine : Bestimme x aus (!L+D)x = xtmp dur
h Vorw�artseinsetzen.9: r ( b10: r ( r �Dx11: r ( r �Rx12: xtmp ( ! � r13: xtmp ( xtmp +Dx14: r ( r � Lx15: end whileEs lassen si
h vers
hiedene Konvergenzaussagen f�ur das SOR-Verfahren herleiten, wenndie Matrizen A bzw. CSOR(!) gewisse Eigens
haften besitzen, z.B. wenn A symmetris
hpositiv de�nit ist.Satz 2.13 (Kahan bzw. Ostrowski und Rei
h). Sei CSOR(!) die Iterationsmatrixwie in (2.28) de�niert. Dann gilt��CSOR(!)� � j1� !j f�ur ! 6= 0:Ist A symmetris
h und positiv de�nit, dann gilt��CSOR(!)� � 1 f�ur ! 2 (0; 2):Beweis. Siehe z.B. [Ha
93℄, Seite 96�., Lemma 4.4.20 und Satz 4.4.21 oder [Die96℄, Seite156�., Satz 6.7 und Satz 6.8.



2.2 Splitting-Methoden 27Eine Konsequenz hieraus ist also, da� SOR f�ur jeden Startvektor x0 und jede re
hte Seite bh�o
hstens dann konvergiert, wenn ! Werte aus (0; 2) annimmt. Es stellt si
h hier nat�urli
hau
h die Frage na
h dem optimalen Relaxationsparameter !opt, der den Spektralradius vonCSOR(!) minimiert, also ��CSOR(!opt)� = min0<!<2 ��CSOR(!)�;und somit die beste Konvergenzrate liefert. F�ur den allgemeinen Fall ist es sehr s
hwie-rig, diesen Parameter zu bestimmen, da die Iterationsmatrix CSOR(!) ni
htlinear von !abh�angt. Es gelingt jedo
h, wenn A konsistent geordnet ist.In [BB85℄, Seite 135, wird beispielsweise gezeigt, da� �(CJ)2 = �(CGS) gilt, wenn Akonsistent geordnet ist. Eine weitergehende Aussage ist die folgende :Satz 2.14. Sei A konsistent geordnet mit ni
htsingul�arer Diagonalmatrix D, ferner seiendie Eigenwerte der Iterationsmatrix CJ des Ja
obi-Verfahrens s�amtli
h reell und es sei� := �(CJ) < 1:Dann gilt f�ur das SOR-Verfahren :(i.) !opt = 21+p1��2 ,(ii.) ��CSOR(!opt)� = �2(1+p1��2)2 .Beweis. Siehe z.B. [BB85℄, Seite 135�. oder [HY81℄, Seite 216.In den meisten F�allen l�a�t si
h jedo
h ein optimaler Relaxationsparameter nur aufexperimentellem Wege ermitteln.Bemerkung 2.15. Das Gau�-Seidel-Verfahren ist ein Spezialfall des SOR-Verfahrens mitdem Relaxationsparameter ! = 1.2.2.5 Das SSOR-VerfahrenBeim Gau�-Seidel- wie beim SOR-Verfahren ist die Matrix M ni
htsymmetris
h, au
hdann, wenn A selbst symmetris
h ist. Dies ma
ht beide Verfahren ungeeignet f�ur dieVorkonditionierung von Verfahren, die ihrerseits die Symmetrie und positive De�nitheitvoraussetzen, wie z.B. das CG-Verfahren (mehr dazu in den Abs
hnitten 2.3.4 und 2.4.1).Deshalb sind symmetris
he Splitting-Verfahren (mit symmetris
hem M) von Interesse.�Ahnli
h wie in Abs
hnitt 2.2.2 aus dem Gau�-Seidel-Verfahren das symmetris
he Gau�-Seidel-Verfahren hergeleitet wurde, l�a�t si
h nun au
h eine symmetrisierte Version desSOR-Verfahrens angeben, das SSOR-Verfahren ("symmetri
 su

essive overrelaxation\).Es besteht aus einem Vorw�arts- und einem R�u
kw�arts-SOR-S
hritt, analog zu (2.21) und(2.22) : (D + !L)x(k+ 12 ) = ((1� !)D � !R)x(k) + !b (2.29)(D + !R)x(k+1) = ((1� !)D � !L)x(k+ 12 ) + !b: (2.30)



28 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeDaraus ergeben si
h M = 1!(2�!) (D + !L)D�1(D + !R),N = 1!(2�!) [(1 � !)D � !L℄D�1[(1� !)D � !R℄ und die IterationsmatrixCSSOR(!) := (D + !R)�1[(1� !)D � !L℄(D + !L)�1[(1� !)D � !R℄:Nat�urli
h ist M nur dann symmetris
h, wenn A selbst symmetris
h ist. Die Glei
hun-gen (2.29) bzw. (2.30) werden wieder dur
h Vorw�arts- bzw. R�u
kw�artseinsetzen gel�ost.Festgehalten ist all dies in Algorithmus 2.6.Algorithmus 2.6 SSORRequire: Æ > 01: r ( b2: r ( r �Dx3: r ( r �Rx4: xtmp ( ! � r5: xtmp ( xtmp +Dx6: r ( r � Lx7: while jjrjj > Æ do8: Subroutine : Bestimme x aus (!L+D)x = xtmp dur
h Vorw�artseinsetzen.9: xtmp ( b10: xtmp ( xtmp � Lx11: xtmp ( ! � xtmp12: r ( x�Dx13: r ( (1� !) � r14: xtmp ( xtmp + r15: Subroutine : Bestimme x aus (!R+D)x = xtmp dur
h R�u
kw�artseinsetzen.16: r ( b17: r ( r �Dx18: r ( r �Rx19: xtmp ( ! � r20: xtmp ( xtmp +Dx21: r ( r � Lx22: end whileBemerkung 2.16. In den Zeilen 12 - 14 wird der Vektor r als reiner Zwis
henspei
herverwendet, um den Platz f�ur einen weiteren Hilfsvektor einzusparen. Er enth�alt zu diesemZeitpunkt also ni
ht das Residuum.F�ur das SSOR-Verfahren l�a�t si
h eine Konvergenzaussage tre�en, f�ur den Fall, da� Asymmetris
h und positiv de�nit ist.Satz 2.17. Sei A 2 Rn�n symmetris
h und positiv de�nit, dann konvergiert das SSOR-Verfahren f�ur alle ! 2 (0; 2), und es gilt� (CSSOR(!)) = jjCSSOR(!)jjA;A = jjCSOR(!)jj2A;A : (2.31)Beweis. Siehe [Mei99℄, Seite 89�, Satz 4.38 oder [You71℄, Seite 463, Satz 2.1.



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 29Bemerkung 2.18. F�ur diesen "gutartigen\ Sonderfall hat man also au
h eine Aussagezur Konvergenz des symmetris
hen Gau�-Seidel-Verfahrens, da dies ledigli
h ein Spezial-fall des SSOR-Verfahrens mit ! = 1 ist.2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-VerfahrenDie in diesem Abs
hnitt betra
hteten Methoden zur L�osung eines Glei
hungssystems (2.1)basieren auf der Idee, eine N�aherungsl�osung in einem Unterraum von Rn zu su
hen. Ist Kein sol
her Unterraum der Dimension m, dann werden dazu in der Regel m Bedingungengebrau
ht. �Ubli
herweise verlangt man, da� das Residuum b�Ax orthogonal zu m linearunabh�angigen Vektoren ist, wodur
h ein weiterer Unterraum L de�niert wird.De�nition 2.19 (Projektionsverfahren). Unter einer Projektionsmethode zur L�osungdes Glei
hungssystems (2.1) versteht man ein Verfahren, das eine N�aherungsl�osung xmaus dem aÆnen Unterraum x0 +Km bere
hnet, unter der Nebenbedingung(b�Axm) ? Lm: (2.32)Hierbei ist x0 2 Rn eine beliebige Startn�aherung, und Km und Lm sind Unterr�aume desRn mit der Dimension m � n.Ist Km = Lm, so steht das Residuum rm = b�Axm senkre
ht auf Km. Man spri
ht dannvon einer orthogonalen Projektionsmethode, und (2.32) hei�t Galerkin-Bedingung.Im Falle Km 6= Lm ergibt si
h eine s
hiefe Projektionsmethode. Die Forderung (2.32) wirddann als Petrov-Galerkin-Bedingung bezei
hnet.Ein erster Prototyp eines Projektionsverfahrens sieht folgenderma�en aus : Hat manmit v1; : : : ; vm eine Basis von Km und mit w1; : : : wm eine Basis von Lm, und seienV = (v1; : : : ; vm) 2 Rn�m und W = (w1; : : : ; wm) 2 Rn�m (2.33)die aus den jeweiligen Spaltenvektoren gebildeten Matrizen, dann l�a�t si
h die N�ahe-rungsl�osung xm als Linearkombinationxm = x0 + V y mit y 2 Rms
hreiben. Bezei
hnet man mit r0 = b � Ax0 das Anfangsresiduum, dann f�uhrt dieszusammen mit der Orthogonalit�atsbedingung (2.32) auf die DarstellungW TAV y =W T r0: (2.34)Setzt man nun no
h die Invertierbarkeit von W TAV voraus, so ergibt si
hxm = x0 + V (W TAV )�1W T r0 (2.35)als Resultat des Verfahrens.



30 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssysteme2.3.1 Krylov-Unterr�aumeMan kann selbst das Gau�-Seidel-Verfahren als orthogonale Projektionsmethode au�assen(siehe z.B. [Mei99℄, Seite 107). Die erfolgrei
hsten und bekanntesten Projektionsmethodenbasieren jedo
h darauf, da� Km als Krylov-Unterraum gew�ahlt wird.De�nition 2.20 (Krylov-Unterraum). Sei A 2 Rn�n und v 2 Rn; v 6= 0. Dann nenntman die Menge Km (A; v) := span�v;Av; : : : ; Am�1v	einen Krylov-Unterraum von Rn.Bei den meisten Krylov-Verfahren w�ahlt man nun v := r0 = b � Ax0 und hat damitin aller Regel v 6= 0 si
hergestellt - andernfalls w�are x0 ja bereits die L�osung. Dannwird eine optimale Approximation an die exakte L�osung x = A�1b ermittelt. Hat mannun eine sol
he N�aherungsl�osung xm 2 Km := Km (A; r0) gefunden und ist mit ihr no
hni
ht zufrieden, so kann man entweder einen Restart ma
hen, d.h. man setzt x0 := xmund r0 := b � Ax0 und beginnt von vorn, oder man man erh�oht die Dimension m desSu
hraums Km. Wi
htig f�ur die G�ute der N�aherung an x ist hierbei nat�urli
h die "Gr�o�e\des Su
hraums, also die Dimension des Teilraums Km (A; r0). Zu ihrer Bestimmung istder Begri� des Grades eines Vektors hilfrei
h.De�nition 2.21. Sei A 2 Rn�n und v 2 Rn. Dann nennt mangrad(v) := mini=1;:::;n fj j 9p 2 �i n f0gmit p(A)v = 0g (2.36)den Grad von v.Aus dem Satz von Caley-Hamilton folgt zumindest s
hon einmal, da� der Grad vonv die Zahl n ni
ht �ubersteigt, da p(�) := det(A � �I) ein Polynom vom Grad n ist undp(A) = 0 gilt. Der folgende wi
htige Satz ma
ht eine genauere Aussage �uber die Dimensioneines Krylov-Unterraums.Satz 2.22. Sei A 2 Rn�n; v 2 Rn; � := grad(v). Dann gilt(i.) AK� := K� (A;Av) � K� und K� = Km f�ur alle m � �,(ii.) dim(Km) = m() � � m,(iii.) dim(Km) = min(m;�).Beweis. Siehe [Saa96℄, Proposition 6.1 und 6.2 oder [Wer98℄, Satz 2.1.Algorithmen, die die beste Approximation xm = x0 +Km an die exakte L�osung A�1bermitteln, liefern bei exakter Arithmetik im Fall m = n und dim(Kn) = n also au
h dieexakte L�osung des Problems. Na
h sp�atestens n S
hritten terminiert dann ein sol
hesVerfahren, vorausgesetzt, Rundungsfehler ma
hen dies ni
ht zuni
hte.



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 312.3.2 Das Arnoldi-OrthogonalisierungsverfahrenF�ur das praktis
he Re
hnen ist es sinvoll, eine Orthonormalbasis von Lm bzw. Km vorlie-gen zu haben. Als Konsequenz daraus w�aren die Matrizen V undW aus (2.33) orthogonal,was zu einigen Vereinfa
hungen f�uhrt. Ein bekanntes Verfahren zur Bildung einer sol
henOrthonormalbasis im Falle Lm = Km = Km(A; v) ist das von Arnoldi, das hier in dernumeris
h stabileren Variante von Gram-S
hmidt vorgestellt wird. Ist ~Hm 2 R(m+1)�meine Matrix mit den Eintr�agen hij ; i = 1; : : : ;m+ 1; j = 1; : : : ;m, so hat es die Form :Algorithmus 2.7 Gram-S
hmidt-Modi�ziertes Arnoldi-VerfahrenRequire: v 6= 01: v1 ( v= jjvjj22: for j = 1; : : : ;m do3: wj ( Avj4: for i = 1; : : : ; j do5: hij ( vTi wj6: wj ( wj � hijvi7: end for8: hj+1;j ( jjwj jj29: if hj+1;j = 0 then10: STOP.11: end if12: vj+1 ( wj=hj+1;j13: end forSatz 2.23. Es werde angenommen, da� Algorithmus 2.7 ni
ht vor dem m-ten S
hritt ab-bri
ht. Dann bilden die Vektoren v1; : : : ; vn eine Orthonormalbasis des Krylov-UnterraumsKm = Km(A; v1).Beweis. Siehe [Saa96℄, Proposition 6.4.Au�erdem gilt folgender wi
htigeSatz 2.24. Sei Vm 2 Rn�m die aus den Spaltenvektoren v1; : : : ; vn gebildete Matrix undHm 2 Rm�m die (Hessenberg-)Matrix, die aus ~Hm dur
h Weglassen der letzten Zeileentsteht. Dann gelten folgende Beziehungen :AVm = VmHm + wmeTm = Vm+1 ~Hm (2.37)V TmAVm = Hm (2.38)Beweis. Siehe [Saa96℄, Proposition 6.5.Verwendet man diese Ergebnisse, um den Prototyp des Projektionsverfahren zu spe-zialisieren, dann ergibt si
h f�ur die Matrizen V und W aus (2.33) : V = W = Vm, undmit � := jjr0jj2 f�ur die re
hte Seite von (2.34) :V Tm r0 = V Tm (�v1) = �e1:



32 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeDamit gilt f�ur die N�aherungsl�osung xm :xm = x0 + Vmym mit ym = H�1m (�e1): (2.39)Zusammengefa�t ergibt dies die erste Projektionsmethode f�ur lineare Glei
hungssyste-me, die Full Orthogonalization Method (FOM).Algorithmus 2.8 FOM1: r ( b�Ax2: � ( jjrjj23: v1 ( r=�4: Hm ( 05: for j = 1; : : : ;m do6: wj ( Avj7: for i = 1; : : : ; j do8: hij ( vTi wj9: wj ( wj � hijvi10: end for11: hj+1;j ( jjwj jj212: if hj+1;j = 0 then13: Setze m:= j Gehe zu 13.14: end if15: vj+1 ( wj=hj+1;j16: end for17: Subroutine : Bestimme y = (yi)mi=1 dur
h L�osen von Hmy = �e1.18: for j = 1; : : : ;m do19: x( x+ yjvj20: end forDas Hauptproblem besteht nun nat�urli
h in der L�osung des linearen Glei
hungssystemsin Zeile 17. Jedo
h w�ahlt man m in der Regel sehr viel kleiner als n, so da� man hierein direktes Verfahren wie das Gau�s
he Eliminationsverfahren oder Givens-Rotationenin Verbindung mit einem R�u
kw�artseinsetzen verwenden kann.Es existieren vers
hiedene Varianten von FOM. Die wi
htigsten sind IOM ("in
ompleteorthogonalization method\) und DIOM ("dire
t in
omplete orthogonalization method\).Bei beiden werden die Vektoren vj ni
ht gegen alle vorherigen Vektoren orthogonalisiert,sondern nur h�o
hstens gegen alle k � m vorigen Vektoren. Konkret startet hierbei dieS
hleife in Zeile 7 ni
ht bei 1, sondern bei max(1; j�k+1). Der Na
hteil besteht darin, da�die Vektoren v1; : : : vm nun ni
ht mehr orthogonal, sondern nur no
h quasi-orthogonal sind.Ein Vorteil ist jedo
h, da� die Matrix Hm nur no
h Bandstruktur hat. Zus�atzli
h wirdin DIOM die L�osung xm in jedem Iterationss
hritt dur
h eine Updateformel unterwegsbere
hnet, so da� man si
h das L�osen des Glei
hungssystems in Zeile 17 spart. N�ahereszu den beiden Algorithmen erf�ahrt man in [Saa96℄, Abs
hnitt 642, Seite 155-158.



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 332.3.3 Das GMRES-VerfahrenDas GMRES-Verfahren ("generalized minimal residual\), das urspr�ungli
h in [SS86℄ zumersten Mal vorgestellt wurde, verwendet die R�aume Km = Km(A; v1) und Lm = AKmmit v1 = r0= jjr0jj2 f�ur den Projektionsproze�. F�ur diesen Fall l�a�t si
h das folgendeOptimalit�atsresultat angeben :Satz 2.25. Seien A 2 Rn�n und Lm = AKm. Dann ist xm 2 Rn genau dann das Ergebniseines Projektionsverfahrens auf Km orthogonal zu Lm mit der Anfangsn�aherung x0 2 Rn,wenn gilt jjb�Axmjj2 = minx2x0+Km jjb�Axjj2 :Beweis. Siehe z.B. Proposition 5.3 in [Saa96℄.
Da man jeden Vektor x aus x0 +Km als xm = x0 + Vmy mit y 2 Rm s
hreiben kann,ergibt si
h unter Verwendung von (2.37) und den Bezei
hnungen aus dem Abs
hnitt �uberFOM : b�Ax = r0 �AVmy= �v1 � Vm+1 ~Hmy= Vm+1(�e1 � ~Hmy): (2.40)
Ber�u
ksi
htigt man nun, da� Vm+1 orthogonal ist, d.h. V Tm+1Vm+1 = I, dann gilt inder Euklidis
hen Normjjb�Axjj2 = jjb�A(x0 + Vmy)jj2 = �������e1 � ~Hmy������2 : (2.41)GMRES bere
hnet nun dasjenige xm 2 x0 + Km, wel
hes das Residuum aus (2.41)minimiert, was �aquivalent dazu ist, ein ym 2 Rm zu �nden, wel
hes �������e1 � ~Hmy������2 mini-miert.



34 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeAlgorithmus 2.9 GMRES1: r ( b�Ax2: � ( jjrjj23: v1 ( r=�4: ~Hm ( 05: for j = 1; : : : ;m do6: wj ( Avj7: for i = 1; : : : ; j do8: hij ( vTi wj9: wj ( wj � hijvi10: end for11: hj+1;j ( jjwj jj212: if hj+1;j = 0 then13: Setze m:= j Gehe zu 13.14: end if15: vj+1 ( wj=hj+1;j16: end for17: Subroutine : Transformiere ~Hm und �e1 dur
h Givensrotation Qm auf ~Rm := Qm ~Hmund ~gm := Qm�e1.18: Subroutine : Bestimme y aus Rmy = gm dur
h R�u
kw�artseinsetzen.19: for j = 1; : : : ;m do20: x( x+ yjvj21: end forGMRES (vgl. Algorithmus 2.9) unters
heidet si
h von FOM also haupts�a
hli
h inZeile 17, denn hier ist statt dessen ein Least-Squares-Problem zu l�osen. Dies ist eindeu-tig m�ogli
h, wenn die Hessenbergmatrix ~Hm den Rang m hat, was der Fall ist, wennhj+1;j 6= 0 f�ur j = 1; : : : ;m ist. Die Matrix Qm 2 R(m+1)�(m+1) ist das Produkt aus denRotationsmatrizen 
i, also Qm := 
m
m�1 � � �
1;wobei 
i die i-te Givensrotation

i :=

0BBBBBBBBBBBB�
1 . . . 1 
i si�si 
i 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCCCAist, mit den Eintr�agensi := hi+1;iq(h(i�1)ii )2 + h2i+1;i und 
i := h(i�1)iiq(h(i�1)ii )2 + h2i+1;i :



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 35Hierbei ist die Zahl h(i�1)ii der entspre
hende Eintrag aus der bereits transformierten Matrix
i�1 � � �
1 ~Hm. Die Matrix Rm und der Vektor gm aus Zeile 18 des Algorithmus (2.9)entstehen dann aus ~Rm bzw. ~gm dur
h Weglassen der jeweils letzten Zeile.Bemerkung 2.26. Da die Matrizen 
i und damit au
h Qm orthogonal sind, wird dieNorm des Residuums ni
ht ver�andert, es gilt also, wenn 
m+1 die letzte Komponente desVektors ~gm bezei
hnet, �������e1 � ~Hmy������22 = ������Qm�e1 �Qm ~Hmy������22= ������~gm � ~Rmy������22= j
m+1j2 + jjgm �Rmyjj22 :Deshalb hat das Residuum der von GMRES erzeugten L�osung die Norm jjb�Axmjj2 =
m+1.F�ur den Fall, da� A positiv de�nit ist, l�a�t si
h eine Abs
h�atzung f�ur das Residuumder gewonnenen N�aherungsl�osung angeben.Satz 2.27. Sei A 2 Rn�n positiv de�nit und xm 2 Rn die N�aherungsl�osung des GMRES-Verfahrens na
h m S
hritten mit dem Startvektor x0. Dann giltjjb�Axmjj2 � �1� �2�2�m2 jjb�Ax0jj2mit den Konstanten� := 12 mini=1;:::;n��i j�i ist Eigenwert von (A+AT )	 und � := jjAjj2;2 :Beweis. Sei mit r0 das Anfangsresiduum r0 = b � Ax0 bezei
hnet. Die L�osung xm wirdals Linearkombination von x0 und den Vektoren vi, i = 1; : : : ;m konstruiert, die wieder-um eine Darstellung als Linearkombination von Vektoren r0; Ar0; : : : ; Am�1r0 besitzen.Deshalb gilt (vgl. [Mei99℄, Seite 155) mit rm = b�Axm :jjrmjj2 � minp2P1m jjp(A)r0jj2 ;wobei P1m die Menge aller Polynome p vom Grad � m ist, wel
he die Nebenbedingungp(0) = I erf�ullen. Damit ergibt si
hjjrmjj2 � minp2P1m jjp(A)jj2;2 jjr0jj2und insbesondere f�ur p1(A) := I � �A 2 P11 mit � 2 R () (p1(A))m 2 P1m) gilt dannminp2P1m jjp(A)jj2;2 � jj(p1(A))mjj2;2 � jjp1(A)jjm2;2 :F�ur die Norm von p1(A) gilt nun na
h De�nition :jjp1(A)jj2;2 = supjjxjj2=1 jj(I � �A)xjj2 = supjjxjj2 6=0 jj(I � �A)xjj2jjxjj2 :



36 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeWeiterhin ist jj(I � �A)xjj22jjxjj22 = 1� 2�xTAxxTx + �2xTATAxxTx ;und mit xTAxxTx = 12 xT (A+AT )xxTx � � > 0und xTATAxxTx � �2erh�alt man jj(I � �A)xjj22jjxjj22 � 1� 2��+ �2�2: (2.42)Die re
hte Seite von (2.42) wird dur
h � = ��2 minimiert, insbesondere mit diesem � ergibtsi
h also jjp1(A)jj2;2 � �1� �2�2� 12und damit die Behauptung.Es gibt au
h von GMRES diverse Varianten, die auf einem unvollst�andigen Orthogo-nalisierungsprozess beruhen. Verwendet man IOM anstatt der vollen Orthogonalisation,so ergibt si
h ein Algorithmus namens Quasi-GMRES, verwendet man DIOM, so ergibtsi
h das sogenannte DQGMRES -Verfahren. Beide werden in [SW93a℄ ausf�uhrli
h darge-stellt. Dort wird deren Konvergenzverhalten au�erdem in numeris
hen Experimenten mitanderen Verfahren wie GMRES vergli
hen.Eine wi
htige Variante, auf die hier no
h n�aher eingegangen werden soll, ist die Versionvon GMRES mit Restart, da sie au
h in der Klassenbibliothek, die in Kapitel 4 n�aherbehandelt wird, implementiert ist. Sie wird meist als GMRES(m) bezei
hnet.Algorithmus 2.10 GMRES(m)Require: Æ > 01: r ( b�Ax2: � ( jjrjj23: while � > Æ do4: v1 ( r=�5: ~Hm ( 06: Bere
hne x wie in Zeile 5 bis 21 von Algorithmus 2.97: r ( b�Ax8: � ( jjrjj29: end while2.3.4 Das Verfahren der konjugierten GradientenDas Verfahren der konjugierten Gradienten, oder au
h CG-Verfahren ("
onjugate gradi-ent\), ist ein Projektionsverfahren speziell f�ur Glei
hungssysteme mit symmetris
h positiv



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 37de�niter KoeÆzientenmatrix A 2 Rn�n. Es l�a�t si
h ebenfalls aus FOM ableiten, wobeisi
h dur
h die Symmetrie von A einige Vereinfa
hungen ergeben. Zun�a
hst l�a�t si
h fest-stellen, da� die Hessenbergmatrix Hm in diesem Fall symmetris
h ist.Satz 2.28. Wird das Orthogonalisierungsverfahren von Arnoldi auf eine symmetris
heMatrix A 2 Rn�n angewendet, so gilthij = 0; f�ur 1 < i+ 1 < j � m;hj;j+1 = hj+1;j; f�ur j = 1; : : : ;m� 1;was glei
hbedeutend damit ist, da� Hm eine symmetris
he Tridiagonalmatrix ist.Beweis. Da A symmetris
h ist, gilt mit (2.38) :Hm = V TmAVm = V TmATVm = HTm;also ist au
h Hm symmetris
h. Na
h Konstruktion ist Hm aber au
h eine Hessenbergma-trix, es ist also f�ur 1 < j + 1 < i � m : hij = 0 = hji, damit vers
hwinden also au
h alleElemente oberhalb der oberen Nebendiagonalen, und die Aussage ist bewiesen.Dies f�uhrt, mit den Bezei
hnungen Æj := hjj und �j := hj�1;j, auf eine Variante desArnoldi-Verfahrens (Algorithmus 2.7), den Lan
zos-Algorithmus.Algorithmus 2.11 Lan
zos-AlgorithmusRequire: v 6= 01: v1 ( v= jjvjj22: �1 ( 03: v0 ( 04: for j = 1; : : : ;m do5: wj ( Avj � �jvj�16: Æj ( wTj vj7: wj ( wj � Æjvj8: �j+1 ( jjwjjj29: if �j+1 = 0 then10: STOP.11: end if12: vj+1 ( wj=�j+113: end forBaut man diesen Algorithmus sinngem�a� in FOM ein, ergibt si
h das Lan
zos-Verfahrenf�ur lineare Glei
hungssysteme, auf das hier jedo
h ni
ht n�aher eingegangen wird. Es wirdledigli
h festgehalten, da� das Residuum der von diesem Verfahren erzeugten L�osung xmdieselbe Ri
htung wie der Vektor vm+1 hat. Au
h hier wird n�amli
h xm wie in (2.39)bere
hnet, und deshalb gilt mit � = jjr0jj2 und v1 = r0=� :b�Axm = b�Ax0 �AVmym= r0 � (VmHm + wmeTm)ym na
h (2.37)= �v1 � VmHmym � wmeTmym= �v1 � VmHm(H�1m �e1)� �m+1vm+1eTmym= ��m+1eTmymvm+1:



38 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeW�urde man diese Residuen sukzessive bere
hnen, so w�aren sie also allesamt orthogonalzueinander. Aus der LU-Zerlegung vonHm lassen si
h Update-Formeln f�ur xm in der Formxj+1 := xj + �jpj (2.43)mit einer gewissen Su
hri
htung pj 2 Rn und einer S
hrittweite �j 2 R gewinnen. Diesf�uhrt auf das direkte Lan
zos-Verfahren, au
h D-Lan
zos genannt (siehe [Saa96℄, Abs
hnitt6.7.1). F�ur die Vektoren pj l�a�t si
h zeigen, da� sie konjugiert sind, d.h. es gilt pTi Apj = 0f�ur i 6= j.Fordert man nun die Orthogonalit�at der Vektoren rj und die Konjugiertheit der Hilfs-vektoren pj und nutzt glei
hzeitig no
h die positive De�nitheit von A aus, dann ergibtsi
h das Verfahren der konjugierten Gradienten. Ausgehend von (2.43) erh�alt manrj+1 = rj � �jApj: (2.44)Die Forderung na
h der Orthogonalit�at der Residuen ist also �aquivalent zu (rj��jApj)T rj =0, und daraus folgt �j = rTj rjrTj Apj : (2.45)Werden die pj nun na
h der Updateformelpj+1 = rj+1 + �jpj (2.46)bestimmt, dann mu� gelten :pTj+1Apj = (rj+1 + �jpj)TApj = 0 () �j = �rTj+1ApjpTj Apj :Weiterhin ergibt si
h dur
h die Forderung pTj�1Apj = 0 die BeziehungrTj Apj = (pj � �j�1pj�1)TApj = pTj Apj;wodur
h man �j als �j = rTj rjpTj Apj (2.47)s
hreiben kann. S
hlie�li
h l�a�t si
h dur
h (2.44) der Term Apj in der Glei
hung f�ur �jeliminieren : �j = rTj+1rj+1rTj rj : (2.48)Die Formeln (2.43) bis (2.48) ergeben nun den folgenden Algorithmus :



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 39Algorithmus 2.12 CGRequire: Æ > 01: r ( b2: r ( r �Ax3: p( r4: rS ( rT r5: while prS > Æ do6: pA ( Ap7: �( rS=pTAp8: x( x+ �p9: r ( r � �pA10: rS;old ( rS11: rS ( rT r12: � ( rS=rS;old13: p( r + �p14: end whileBeim CG-Verfahren ben�otigt man au�er f�ur die Problemdaten ledigli
h Spei
herplatzf�ur die Vektoren r, p, pA und x, denn es wird auf das explizite Bilden einer Ortho-normalbasis verzi
htet. Statt dessen wird die L�osung xm als Linearkombination xm =x0+Pm�1j=0 �jrj mit gewissen �j 2 R konstruiert. Glei
hzeitig ist aber au
h rTmrj = 0; j =1; : : : ;m� 1. Das Verfahren der konjugierten Gradienten ist also ein Projektionsverfahrenmit Km = Lm = Km(A; r0) und b � Axm ? Lm, deshalb kann man den folgenden Satzdarauf anwenden.Satz 2.29. Seien A 2 Rn�n symmetris
h positiv de�nit und Lm = Km. Dann ist xm 2Rn genau dann das Ergebnis eines orthogonalen Projektionsverfahrens auf Km mit derAnfangsn�aherung x0 2 Rn, wenn giltjjx� � xmjjA = minx2x0+Km jjx� � xjjA ;wobei x� = A�1b die exakte L�osung bezei
hnet.Beweis. Ein Vektor xm 2 x0 + Km ist genau dann das Ergebnis einer Projektion, wenndie Galerkin-Bedingungen gelten :(b�Axm)T v = 0 8v 2 Lm:Andererseits ist es ein Resultat der Approximationstheorie, da� f�ur einen linearen TeilraumK des Hilbertraumes Rn (mit dem Skalarprodukt hx; yiA := xTAy) und ein Element~x 2 K gilt : ~x ist genau dann die beste Approximation eines Elementes x� 2 Rn, wennhx� � ~x; viA = 0 f�ur alle v 2 K gilt (siehe z.B. [SW93b℄, Satz 14.2.4). F�ur das xm aus derProjektion gilt aber gerade dies, denn :hx� � xm; viA = (A(x� � xm))T v = (b�Axm)T v = 0 8v 2 Km = Lm:



40 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeDas CG-Verfahren minimiert also in jedem S
hritt den Fehler jjx� � xjjA f�ur x 2x0 + Km(A; r0), so da� bei exakter Arithmetik na
h n S
hritten gilt xn = x�. Manerho�t si
h aber s
hon f�ur kleine Iterationszahlen eine gute N�aherung. Eine Aussage �uberderen G�ute ma
ht der na
hfolgende Satz.Satz 2.30. Ist xm die N�aherungsl�osung aus dem m-ten S
hritt des CG-Verfahrens, x0 dieStartn�aherung und x� die exakte L�osung, dann giltjjx� � xmjjA � 2�p�2 � 1p�2 + 1�m jjx� � x0jjA :Hierbei ist �2 = �max�min die Kondition von A bez�ugli
h der Spektralnorm, �max der gr�o�te,�min der kleinste Eigenwert von A.Beweis. Siehe z.B. [Saa96℄, Theorem 6.6.2.4 VorkonditionierungWie man unter anderem in Satz 2.30 gesehen hat, ist die Kondition einer Matrix von ent-s
heidender Bedeutung f�ur die Konvergenzges
hwindigkeit eines Iterationsverfahrens. Ist�(A) � 1 bzw. �max(A) � �min(A), so spri
ht man von einem s
hle
ht konditioniertenSystem. W�urde es si
h bei A um die Einheitsmatrix handeln, so w�urde ein Verfahren dage-gen sehr s
hnell konvergieren. Man versu
ht deshalb, dur
h geeignete Vorkonditionierungdie Kondition des linearen Glei
hungssystems Ax = b zu verbessern, genauer gesagt, es inein �aquivalentes, aber besser konditioniertes zu transformieren.Man unters
heidet hierbei drei Strategien :� Links-VorkonditionierungHierbei wird die Ausgangsglei
hung von links mit einer Matrix PL 2 Rn�n multipli-ziert, so da� si
h das System PLAx = PLb (2.49)ergibt. Man fordert, da� PL invertierbar ist und da� PLA � I.� Re
hts-VorkonditionierungDur
h die Transformation x = PRy, mit einer regul�aren Matrix PR 2 Rn�n undu 2 Rn, ergibt si
h das re
hts-vorkonditionierte SystemAPRu = b: (2.50)Au
h hier erwartet man, da� APR � I.� Beidseitige VorkonditionierungDie simultane Anwendung einer linken und und einer re
hten Vorkonditionierungs-matrix, PL 2 Rn�n und PR 2 Rn�n, ergibt das SystemPLAPRu = PLb (2.51)mit u 2 Rn. Hier wird man fordern, da� PLAPR � I gilt.



2.4 Vorkonditionierung 41Mit den Vorkonditionierungsmatrizen versu
ht man also eine Art Approximation der In-versen von A zu errei
hen. Meist liegen die Matrizen PL und PR ni
ht direkt vor, sondernledigli
h ihre Inversen, also eine N�aherung an A. Jedo
h sollten sie die Forderung na
heiner einfa
hen Invertierbarkeit erf�ullen, was zum Beispiel auf Dreie
ks- und Diagonalma-trizen zutri�t.In diesem Abs
hnitt wird zun�a
hst auf die Vorkonditionierung der CG- und GMRES-Verfahren eingegangen, bevor konkrete Vorkonditionierer bes
hrieben werden.2.4.1 Das vorkonditionierte CG-VerfahrenBei der Vorkonditionierung des CG-Verfahrens ist zu bea
hten, da� die Symmetrie und diepositive De�nitheit des Systems erhalten bleibt. Eine M�ogli
hkeit, dies zu gew�ahrleisten,ist eine beidseitige Vorkonditionierung mit PL = P TR . Man kann jedo
h au
h eine Variantedes CG-Verfahrens entwi
keln, die mit Links- oder Re
hts-Vorkonditionierung auskommt.Lemma 2.31. Sind PL; PR 2 Rn�n symmetris
h positiv de�nite Matrizen, dann gilt :(i.) Die Matrix PLA ist symmetris
h (bzw. selbst-adjungiert) und positiv de�nit bez�ugli
hdes dur
h hx; yiP�1L := (P�1L x)T y (2.52)de�nierten Skalarproduktes h�; �iP�1L .(ii.) Die Matrix APR ist symmetris
h (bzw. selbst-adjungiert) und positiv de�nit bez�ugli
hdes dur
h hx; yiPR := (PRx)T y (2.53)de�nierten Skalarproduktes h�; �iPR .Beweis. Sei x; y 2 Rn. Zu (i.) : Es gilthPLAx; yiP�1L = (Ax)T y = xTAy = xTP�1L PLAy = (P�1L x)TPLAy = hx; PLAyiP�1L ;also ist PLA selbst-adjungiert. Aus hPLAx; xiP�1L = xTAx > 0 folgt die positive De�nit-heit.Zu (ii.) : In �ahnli
her Weise folgt aushAPRx; yiPR = (PRAPRx)T y = (PRx)TAPRy = hx;APRyiPR ;da� die Matrix APR selbst-adjungiert und positiv de�nit ist, da die Matrix PRAPR dieseEigens
haften ebenfalls besitzt.Benutzt man nun das energetis
he Skalarprodukt h�; �iP�1L aus (2.52) anstelle des eu-klidis
hen zur Bes
hreibung der Orthogonalit�atsbedingungen des CG-Verfahrens f�ur dieMatrix PLA und das transformierte Residuum zj := PLrj , dann ergibt si
h das (links-)vorkonditionierte CG-Verfahren (PCG, "pre
onditioned 
onjugate gradient\).



42 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeAlgorithmus 2.13 PCGRequire: Æ > 01: r ( b2: r ( r �Ax3: z ( PLr4: p( z5: rS ( rT z6: while jjrjj > Æ do7: pA ( Ap8: �( rS=pTAp9: x( x+ �p10: r ( r � �pA11: z ( PLr12: rS;old ( rS13: rS ( rT z14: � ( rS=rS;old15: p( z + �p16: end whileVerwendet man nun das in (2.53) de�nierte Skalarprodukt sinngem�a� wie zuvor f�ur dieMatrix APR, so f�uhrt dies auf denselben Algorithmus (2.13), ledigli
h mit PR in der Rollevon PL.Bemerkung 2.32. Bei PCG hat man, anders als beim normalen CG-Verfahren, keineKontrolle �uber die Euklidis
he Norm des Residuums. Statt dessen wird in jedem S
hrittals Nebenprodukt der Wert rS = jjrjj2A bere
hnet, so da� es si
h anbietet, die Energie-Norm des Residuums zu �uberpr�ufen. Andernfalls mu� man die Euklidis
he Norm von rmit entspre
hendem Aufwand von O(n) Operationen gesondert bere
hnen.
2.4.2 Das vorkonditionierte GMRES-VerfahrenBetra
htet man f�ur das GMRES-Verfahren zun�a
hst die Vorkonditionierung von links,dann wird die Orthonormalbasis des Krylov-Unterraums anstatt mit r0 = b � Ax0 nunmit dem transformierten Residuum z0 := PLr0 gebildet. Ersetzt man des weiteren in Algo-rithmus 2.9 die Matrix A dur
h PLA, dann ergibt si
h das in Algorithmus 2.14 dargelegteVerfahren .Au
h hier hat man keinen direkten Zugri� auf das ni
ht vorkonditionierte Residuum,um es f�ur eine Abbru
hkontrolle zu benutzen. Jedo
h wird man au
h hier, wie in denmeisten F�allen, mit Restart arbeiten, so da� man das neue Residuum ohnehin bere
hnenmu�, um einen weiteren GMRES-Dur
hlauf zu starten.



2.4 Vorkonditionierung 43Algorithmus 2.14 GMRES mit Links-Vorkonditionierung1: z ( b�Ax2: z ( PLz3: � ( jjzjj24: v1 ( z=�5: ~Hm ( 06: for j = 1; : : : ;m do7: wj ( Avj8: wj ( PLwj9: for i = 1; : : : ; j do10: hij ( vTi wj11: wj ( wj � hijvi12: end for13: hj+1;j ( jjwj jj214: if hj+1;j = 0 then15: Setze m:= j Gehe zu 13.16: end if17: vj+1 ( wj=hj+1;j18: end for19: Subroutine : Transformiere ~Hm und �e1 dur
h Givensrotation Qm auf ~Rm := Qm ~Hmund ~gm := Qm�e1.20: Subroutine : Bestimme y aus Rmy = gm dur
h R�u
kw�artseinsetzen.21: for j = 1; : : : ;m do22: x( x+ yjvj23: end forWendet man eine re
hte Vorkonditionierung auf GMRES an, so wird, anders als (2.50)vermuten l�a�t, die dort eingef�uhrte zus�atzli
he Variable u im Algorithmus ni
ht explizitben�otigt. Da PRu0 = x0, ist r0 = b � APRu0 = b � Ax0. Au�erdem ist die GMRES-Approximation zu (2.50) dur
h um = u0 + mXi=1 viyigegeben, woraus man dur
h Multiplizierenmit PR die L�osung des urspr�ungli
hen Problemsxm = x0 + PR mXi=1 viyierh�alt. Ersetzt man nun in Algorithmus 2.9 alle Matrixmultiplikationen mit A dur
h Mul-tiplikationen mit APR, so ergibt si
h die entspre
hende re
hts vorkonditionierte Variantevon GMRES.Handelt es si
h bei PL um eine symmetris
h positiv de�nite (linke) Vorkonditionie-rungsmatrix, so l�a�t si
h eine Variante von GMRES entwi
keln, die von diesen Eigen-s
haften Gebrau
h ma
ht (siehe z.B. [Saa96℄, Seite 252-253). F�ur dieses Verfahren, wel
hes



44 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemedas Residuum jjPLrmjjP�1L minimiert, l�a�t si
h eine mit Satz 2.27 verglei
hbare Aussageformulieren.Satz 2.33. Sei PL 2 Rn�n eine symmetris
h positiv de�nite linke Vorkonditionierungs-matrix. Mit den Bezei
hnungen � = infw2Rnw 6=0 wTAwwTP�1L w~� = infw2Rnw 6=0 wTA�1wwTPLwgilt die Abs
h�atzung jjPLrmjjP�1L � (1� � ~�)m2 jjPLr0jjP�1L :Beweis. Siehe [Sta97℄, Seite 109, Theorem 3.2.2.4.3 Splitting-Methoden als VorkonditioniererIn Abs
hnitt 2.2 wurden diverse Splitting-Methoden und ihre Eigens
haften vorgestellt.Da sie aber im Verglei
h zu vielen Krylov-Methoden s
hle
htere Konvergenzeigens
haftenaufweisen, werden sie als reine L�osungsverfahren immer seltener eingesetzt. Von gro�erBedeutung sind sie jedo
h, wenn man sie in Verbindung mit den Projektions-Verfahrenals Vorkonditionierer anwendet. Denn da sie auf einer Zerlegung A =M �N basieren, beider M eine lei
ht invertierbare Approximation von A darstellt, liegt es nahe, die MatrixM�1 als Vorkonditionierungsmatrix zu verwenden.De�nition 2.34 (Splitting-assoziierte Vorkonditionierer). Ist dur
h die Iterations-vors
hrift x(k+1) := M�1Nx(k) +M�1b eine Splitting-Methode zur L�osung von Ax = bgegeben, so hei�t P =M�1 die zur Splitting-Methode assoziierte Vorkonditionierungsma-trix.Mit der dur
h (2.15) eingef�uhrten Zerlegung ergibt si
h die in Tabelle 2.1 dargestellte�Ubersi
ht �uber diese Klasse von Vorkonditionierern.Splitting-Methode Assoziierte VorkonditionierungsmatrixJa
obi-Verfahren PJ = D�1Gau�-Seidel-Verfahren PGS = (L+D)�1Symmetris
hes Gau�-Seidel-Verfahren PSGS = (D +R)�1D(L+D)�1JOR-Verfahren PJOR(!) = !D�1SOR-Verfahren PSOR(!) = !(!L+D)�1SSOR-Verfahren PSSOR(!) = !(2� !)(D + !R)�1D(!L+D)�1Tabelle 2.1: Zu Splitting-Methoden assoziierte VorkonditionierungsmatrizenDer Ja
obi-Vorkonditionierer z.B. ist also ni
hts anderes als die Multiplikation mit demInversen der Diagonalen von A. Da die inversen Diagonalelemente bei jedem dieser Ver-fahren ben�otigt werden, sind sie in der Klassenbibliothek so implementiert, da� tats�a
hli
h



2.4 Vorkonditionierung 45eine Diagonalmatrix D�1 angelegt wird, d.h. der Ja
obi-Vorkonditionierer ist der einzige,der explizit gegeben ist. Alle anderen sind implizit, also dur
h ihre Wirkung bei Ma-trixmultiplikationen, gegeben. Untere Dreie
ksmatrizen werden dur
h Vorw�artseinsetzen,obere dur
h R�u
kw�artseinsetzen invertiert. Bei Produkten aus mehreren sol
hen Matrizen(wie beispielsweise PSGS) wird dies dur
h die Na
heinanderausf�uhrung dieser Te
hnikenerrei
ht.Im Falle einer symmetris
hen Matrix A sind die zum Ja
obi-, zum Symmetris
hen Gau�-Seidel- und zum SSOR-Verfahren assoziierten Vorkonditionierungsmatrizen o�ensi
htli
hselbst wieder symmetris
h, so da� sie si
h zur Vorkonditionierung des CG-Verfahrens eig-nen.2.4.4 Die Unvollst�andige LU-ZerlegungDie Faktorisierung einer Matrix A 2 Rn�n in eine linke untere Dreie
ksmatrix L 2 Rn�nund eine re
hte obere Dreie
ksmatrix U 2 Rn�n mitA = LU; (2.54)wie sie z.B. in [Mei99℄, Abs
hnitt 3.1 oder [Lub98a℄, Abs
hnitt 13.2 bes
hrieben wird, isteine direkte Methode und als L�osungsverfahren nur f�ur Matrizen mit spezieller Gestalt(z.B. Bandstruktur) sinnvoll. Denn L und U sind in der Regel ni
ht d�unnbesetzt, selbstwenn A diese Eigens
haft hat, so da� die Dur
hf�uhrung einer sol
hen Zerlegung f�ur allge-meine, gro�e d�unnbesetzte Matrizen A aus Spei
herplatz- und Re
henzeitgr�unden keinenSinn hat, da hinter der LU -Zerlegung ja das Gau�s
he Eliminationsverfahren ste
kt. Esergibt si
h jedo
h ein guter Vorkonditionierer, wenn man L und U nur n�aherungsweisebere
hnet. Hierbei wird (2.54) zu A = LU + F abges
hw�a
ht, wobei F 2 Rn�n die Rest-oder Fehlermatrix ist. Au�erdem sollen L und U zusammen nur soviel Spei
herplatz wieA verbrau
hen. Hierbei sind die folgenden Begri�e hilfrei
h.De�nition 2.35 (Besetzungsmuster). Die MengeM� f(i; j) j i; j 2 f1; : : : ; ngghei�t Matrixmuster in Rn�n. F�ur eine gegebene Matrix A 2 Rn�n nennt manMA := f(i; j) j aij 6= 0gdas Besetzungsmuster von A. Weiterhin hei�t zu gegebenem Matrix- bzw. Besetzungsmu-ster MA die Menge MAS (j) := fi j (i; j) 2MAgdas zu MA geh�orige j-te Spaltenmuster undMAZ(i) := fj j (i; j) 2MAgdas zu MA geh�orige i-te Zeilenmuster.Mit Hilfe des Besetzungsmusters l�a�t si
h nun die unvollst�andige LU-Zerlegung (in
ompleteLU de
omposition, ILU ) de�nieren.



46 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeDe�nition 2.36 (ILU-Zerlegung). Sei A = (aij)ni;j=1 2 Rn�n eine regul�are Matrix,L = (lij)ni;j=1 2 Rn�n eine regul�are linke untere Dreie
ksmatrix und U = (uij)ni;j=1 2 Rn�neine regul�are re
hte obere Dreie
ksmatrix. Die ZerlegungA = LU + F (2.55)existiere unter den Bedingungen� uii = 1 f�ur i = 1; : : : ; n,� lij = uij = 0, falls (i; j) =2MA,� (LU)ij = aij, falls (i; j) 2MA.Dann hei�t (2.55) unvollst�andige LU-Zerlegung der Matrix A zum Muster MA.Aus dieser De�nition ergeben si
h die Formelnlki = aki � i�1Xm=1m2MAZ (k)\MAS (i) lkmumi f�ur k = i; : : : ; n; k 2MAS (i) (2.56)f�ur die i-te Spalte von L unduik = 1lii 0BB�aik � i�1Xm=1m2MAZ (i)\MAS (k) limumk1CCA f�ur k = i+ 1; : : : ; n; k 2MAZ(i) (2.57)f�ur die i-te Zeile von U .Insgesamt gewinnt man aus (2.56) und (2.57) den (vorl�au�gen) Algorithmus 2.15.Bemerkung 2.37. Algorithmus 2.15 ist insofern vorl�au�g, als er si
h no
h ni
ht diespezielle Abspei
herung der in der Klassenbibliothek verwendeten Datenstruktur zunutzema
ht. Eine hieran angepa�te Version des Algorithmus wird im Unterabs
hnitt 4.6.2 vor-gestellt.



2.4 Vorkonditionierung 47Algorithmus 2.15 ILU1: for i = 1; : : : ; n do2: for k = i; : : : ; n do3: if k 2MAS (i) then4: lki ( aki5: for m = 1; : : : ; i� 1 do6: if m 2MAZ(k) \MAS (i) then7: lki ( lki � lkmumi8: end if9: end for10: end if11: end for12: for k = i+ 1; : : : ; n do13: if k 2MAZ(i) then14: uik ( aik15: for m = 1; : : : ; i� 1 do16: if m 2MAZ(i) \MAS (k) then17: uik ( uik � limumk18: end if19: end for20: uik ( uik=lii21: end if22: end for23: end forDe�nition 2.38 (ILU-Vorkonditionierer). Ist die ILU-Zerlegung der Matrix A wie in(2.55) gegeben, so ist P := U�1L�1 (2.58)die zugeh�orige Vorkonditionierungsmatrix.Die Invertierung der Dreie
ksmatrizen L und U ges
hieht in der Praxis wie �ubli
h dur
hVorw�arts- bzw. R�u
kw�artseinsetzen.Die Frage na
h der Existenz einer sol
hen ILU-Zerlegung l�a�t si
h zumindest f�ur M-Matrizen eindeutig beantworten.De�nition 2.39 (M-Matrix). Sei A = (aij)ni;j=1 2 Rn�n eine regul�are Matrix mitA�1 = (~aij)ni;j=1. Man nennt A eine M-Matrix, wenn die folgenden Bedingungen erf�ulltsind :(i.) aii > 0 f�ur i = 1; : : : ; n,(ii.) aij � 0 f�ur i; j = 1; : : : ; n, i 6= j,(iii.) ~aij � 0 f�ur i; j = 1; : : : ; n.



48 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssystemeZu einer Matrix A 2 Rn�n und einem MusterM im Rn�n bezei
hnet man nun die MengePAM := f(i; j) 2Mj (i; j) =2MA; i 6= jgals Nullmuster.Satz 2.40 (Meijerink und van der Vorst). Sei A 2 Rn�n eine M-Matrix und PAMein Nullmuster. Dann ist die ILU-Zerlegung dur
hf�uhrbar, und es existieren genau eineregul�are linke untere Dreie
ksmatrix L und eine regul�are re
hte obere Dreie
ksmatrix Umit den Eigens
haften A = LU � F undlij = uij = 0 f�ur (i; j) 2 PAM und rij = 0 f�ur (i; j) =2 PAM;wobei F = (fij)ni;j=1 2 Rn�n die Fehlermatrix ist.Beweis. Siehe [Gre97℄, Seite 173, Theorem 11.1.1 oder [Mv77℄, Seite 150, Theorem 2.3.Bemerkung 2.41. In [Gre97℄ und [Mv77℄ wird eigentli
h sogar eine weitergehende Aus-sage bewiesen, n�amli
h die Existenz einer ILU-Zerlegung f�ur jedes Nullmuster P � PAM.Ist P eine e
hte Teilmenge von PAM, so hat man weniger von Null vers
hiedene Eintr�agein der Fehlermatrix F und somit eine bessere Approximation von A � LU . Dies f�uhrt aufdie Klasse der ILU(p)-Verfahren, bei denen ber�u
ksi
htigt wird, da� bei L und U mehr vonNull vers
hiedene Elemente entstehen. Hierbei ist p 2 N ein Grad f�ur die Anzahl dieserzus�atzli
hen �ll-in-Elemente.2.4.5 Die Unvollst�andige Cholesky-Zerlegung�Ahnli
h wie im vorigen Kapitel l�a�t si
h nun das entspre
hende Pendant zur Cholesky-Zerlegung, wie sie beispielsweise in [Mei99℄, Abs
hnitt 3.2 dargestellt wird, entwi
keln :die unvollst�andige Cholesky-Zerlegung f�ur symmetris
h positiv de�nite Matrizen.De�nition 2.42 (IC-Zerlegung). Sei A 2 Rn�n symmetris
h und positiv de�nit undL = (lij)ni;j=1 2 Rn�n eine regul�are linke untere Dreie
ksmatrix. Die ZerlegungA = LLT + F (2.59)existiere unter den Bedingungen� lij = 0, falls (i; j) =2MA,� (LLT )ij = aij, falls (i; j) 2MA.Dann hei�t (2.59) unvollst�andige Cholesky-Zerlegung (IC, "in
omplete Cholesky\) derMatrix A zum Muster MA.Daraus ergibt si
h f�ur die Diagonalelementelkk =vuuuutakk � k�1Xj=1j2MAZ (k) l2kj f�ur k = i; : : : ; n; (2.60)



2.4 Vorkonditionierung 49und darauf aufbauend f�ur die i-te Zeile von Llik = 1lkk 0BBB�aik � k�1Xj=1j2MAZ (i)\MAZ (k) lijlkj1CCCA f�ur i = k + 1; : : : ; n; i 2MAZ(k); (2.61)womit man den allgemeinen Algorithmus 2.16 formulieren kann.Algorithmus 2.16 IC1: for k = 1; : : : ; n do2: lkk ( akk3: for j = 1; : : : ; k � 1 do4: if j 2MAZ(k) then5: lkk ( lkk � l2kj6: end if7: end for8: lkk (plkk9: for i = k + 1; : : : ; n do10: if i 2MAZ(k) then11: lik ( aik12: for j = 1; : : : ; k � 1 do13: if j 2MAZ(i) \MAZ(k) then14: lik ( lik � lijlkj15: end if16: end for17: lik ( lik=lkk18: end if19: end for20: end forDa die Matrix LLT und das Produkt LALT symmetris
h und positiv de�nit sind, eig-net si
h die unvollst�andige Cholesky-Zerlegung sowohl f�ur links- und re
hts- als au
h f�urbeidseitige Vokonditionierung, bei der es auf die Erhaltung dieser Eigens
haften ankommt,wie beispielsweise beim CG-Verfahren.Zum S
hlu� sei au
h f�ur die IC-Zerlegung eine Existenzaussage, �ahnli
h zu Satz 2.40,angegeben.Satz 2.43. Sei A 2 Rn�n eine symmetris
he M-Matrix und PAM ein Nullmuster. Dann istdie IC-Zerlegung dur
hf�uhrbar. Es existiert genau eine regul�are linke untere Dreie
ksmatrixL mit den Eigens
haften A = LLT � F undlij = 0 f�ur (i; j) 2 PAM und rij = 0 f�ur (i; j) =2 PAM;wobei F = (fij)ni;j=1 2 Rn�n die Fehlermatrix ist.Beweis. Siehe [Gre97℄, Seite 173, Korollar 11.1.1 oder [Mv77℄, Seite 151, Theorem 2.4.



50 L�osungsverfahren f�ur lineare Glei
hungssysteme2.4.6 Vorkonditionierung mit dem symmetris
hen AnteilDie bisher dargestellten Vorkonditionierer nutzen die spezielle Struktur des linearen Glei-
hungssystems kaum aus, ledigli
h die Symmetrie wird beim CG-Verfahren und bei derunvollst�andigen Cholesky-Zerlegung ber�u
ksi
htigt. Zieht man jedo
h in Betra
ht, da�das Glei
hungssystem Ax = b aus der Diskretisierung von a(u; v) = f(v) (siehe (1.26)und (1.27)) herr�uhrt, so kann man si
h unter gewissen Umst�anden besser an das ur-spr�ungli
he Problem angepa�te Vorkonditionierer vorstellen, wie z.B. die folgende Ideeder SPD-Vorkonditionierung, wie sie in [Sta97℄ und [ML99℄ untersu
ht wurde.Betra
htet man die Bilinearform a(�; �), so kann man sie in einen symmetris
hen Anteilasym(�; �) und einen s
hiefsymmetris
hen Anteil aufsplitten askew(�; �) :asym(u; v) := "(ru;rv)
 + (
u; v)
; (2.62)askew(u; v) := 12 �(~b � ru; v)
 + (~b � rv; u)
� ; (2.63)so da� die Variationsglei
hung (1.28) die folgende Formulierung erh�alt :Finde u 2 X : a(u; v) � asym(u; v) + askew(u; v) = f(v) 8v 2 X :=W 1;20 (
):Hat man statt der Standard-Galerkin-Diskretisierung eine andere, wie etwa die Stream-line-Di�usion-Diskretisierung, vorliegen, so lassen si
h der symmetris
he und der s
hief-symmetris
he Anteil folgenderma�en angeben :asymSD (u; v) := 12 (aSD(u; v) + aSD(v; u)) ; (2.64)askewSD (u; v) := 12 (aSD(u; v) � aSD(v; u)) : (2.65)Den symmetris
hen Anteil der Matrix A, im folgenden mit Asym bezei
hnet, bere
hnetman nun analog zu (1.32) :Asym = (asymij )ni;j=1 2 Rn�n mit asymij := asym(�j ; �i): (2.66)Aus der Symmetrie von Asym und Satz 1.30 bzw. 1.33 folgt dann mit den Bezei
hnungenaus (1.31) :0 < a(v; v) = asym(v; v) = hAsym~v; ~vi = h~v;Asym~vi 8v 2 Xn; ~v 2 Rn;und damit die positive De�nitheit von Asym.Die Idee bei der Vorkonditionierung mit dem symmetris
hen (positiv de�niten) Anteil(SPD-Vorkonditionierung) ist nun auf der Ho�nung begr�undet, dur
h Asym eine guteApproximation f�ur A zu haben, bzw. dur
h A�1sym eine gute N�aherung an A�1. Dies istinsbesondere f�ur kleine Pe
let-Zahlen, d.h. f�ur di�usionsdominierte Probleme, zu erwarten.De�nition 2.44 (SPD-Vorkonditionierer). Die Matrix A�1sym mit Asym = 12(A+AT )aus (2.66) bezei
hnet man als SPD-Vorkonditionierungsmatrix. Bei der SPD-Vorkondi-tionierung betra
htet man also das SystemA�1symAx = A�1symb:



2.4 Vorkonditionierung 51Da A na
h wie vor unsymmetris
h ist, wird man in der Praxis als Ausgangsverfahreneinen L�oser wie GMRES einsetzen. Der symmetris
he Anteil von A l�a�t si
h s
hnell (inO(nnz)) als Asym = 12 (A+ AT ) bere
hnen. F�ur die (linke) Vorkonditionierung mit A�1symben�otigt man eine Invertierung von Asym, die man in der Regel mit dem CG-Verfahrendur
hf�uhren wird. Um eine weitere Bes
hleunigung zu errei
hen, ist es nat�urli
h denkbarund oft au
h sinnvoll, dieses CG-Verfahren seinerseits wieder vorzukonditionieren (sieheau
h Abs
hnitt 4.3.2 zur Implementation der Vorkonditionierer und L�oser).
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hungssysteme



Kapitel 3Datenstrukturen zur eÆzientenSpei
herung von MatrizenBei den zur L�osung von partiellen Di�erentialglei
hungen eingesetzten Diskretisierungsver-fahren entstehen in der Praxis KoeÆzientenmatrizen mit einer sehr gro�en Dimensionszahln, die in der Regel umso gr�o�er wird, je genauer das Problem gel�ost werden soll.Bei diesen Gr�o�enordnungen (bei praktis
h relevanten Aufgaben sind Zahlen von n =10000 no
h eher wenig) versagen traditionelle Spei
herte
hniken : Nehmen wir f�ur Double-Zahlen einmal eine L�ange von 64 Bit an, dann w�urde eine 10000 � 10000 - Matrix eineGr�o�e von 763 Megabyte im Spei
her belegen. Dies w�urde au
h beim heutigen Stand derTe
hnik ni
ht nur bedeuten, da� Festplatten s
hnell gef�ullt w�aren, hinzu k�ame, da� dieMatrix kaum in das RAM des Re
hners passen w�urde und deshalb Operationen mit derMatrix dur
h st�andiges Swappen unvertretbar verlangsamt w�urden.Aber ni
ht nur der Spei
herbedarf ist problematis
h, au
h w�urde man, bei einer Ma-trixmultiplikation beispielsweise, erhebli
he Zeit mit der wiederholten Multiplikation undAddition von Nullen vers
hwenden. Aus diesem Grunde liegt es nahe, die Daten derMatrix in einer komprimierten Form abzuspei
hern. Im folgenden werden einige dieserSpei
herte
hniken vorgestellt und anhand der Beispielmatrix
A = 0BBBBBBBBBB�

5 0 0 4 0 0 03 8 0 6 0 1 00 0 9 0 2 0 00 5 2 1 0 0 50 0 10 0 7 4 00 0 0 4 0 3 00 0 0 0 0 3 12
1CCCCCCCCCCA

erl�autert. Die Anzahl der von Null vers
hiedenen Elemente sei mit nnz bezei
hnet, hieralso nnz = 19. DS sei der Spei
her, den eine Gleitkommazahl belegt, IS der Spei
herplatzf�ur eine Integer-Variable, n die Dimension der Matrix.



54 Datenstrukturen zur eÆzienten Spei
herung von Matrizen3.1 Das Koordinatenformat (Coordinate Storage)Das Koordinatenformat (Coordinate Storage) ist das einfa
hste denkbare Spei
herformatf�ur s
hwa
h besetzte Matrizen. Hierbei werden alle Ni
htnullelemente hintereinander ineinem Array mit Gleitkommazahlen abgespei
hert. Hinzu kommen zwei Arrays mit gan-zen Zahlen, einer f�ur die zugeh�origen Spaltenindizes und einer f�ur die Zeilenindizes. Dabeiist es unerhebli
h, in wel
her Reihenfolge die Elemente abgespei
hert werden, denn diez.B. sehr wi
htige Operation des Matrix-Vektor-Produktes, die bei iterativen Verfahrenoft auftau
ht, l�a�t si
h au
h ohne eine besondere Ordnung performant implementieren,vorausgesetzt, der Vektor liegt in einem Format vor, das einen wahlfreien Zugri� (randoma

ess) �uber Indizes erlaubt. Denn gerade dieser wahlfreie Zugri� auf ein bestimmtes Ma-trixelement ist beim Koordinatenformat ni
ht sehr eÆzient, da f�ur die Su
he des Elementesim worst 
ase die gesamte Datenstruktur dur
hlaufen werden mu�.WERT 5 4 3 8 6 1 9 2 5 2 1 5 10 7 4 4 3 3 12SPALTE 1 4 1 2 4 6 3 5 2 3 4 7 3 5 6 4 6 6 7ZEILE 1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 5 6 6 7 7Tabelle 3.1: Darstellung der Matrix A im KoordinatenformatBei einer sortierten Spei
herung der Matrixelemente, wel
he zeilenweise oder reihen-weise ges
hehen kann, l�a�t si
h dieser Zugri� jedo
h bes
hleunigen, wenn man si
h z.B.no
h merkt, bei wel
hem Index des Arrays ZEILE eine neue Zeile beginnt. Man erkennthieran, da� dieses Format no
h ni
ht ganz eÆzient mit dem Spei
her umgeht, und diesf�uhrt direkt zum n�a
hsten Spei
herformat, dem der komprimierten Zeilen.Spei
herbedarf : (DS + 2 � IS) � nnz3.2 Komprimierte Zeilen (Compressed Row Storage)Mit dem Compressed Row Storage (CRS ) Format kann man im Verglei
h zum Koordina-tenformat weiteren Spei
herplatz einsparen, indem man si
h nur merkt, wann eine neueZeile beginnt, anstatt f�ur jeden Eintrag die Zeilennummer abzuspei
hern. Die Eintr�agek�onnen bei dieser Spei
herte
hnik nat�urli
h ni
ht mehr ganz beliebig im Array WERTEstehen, vielmehr m�ussen die Eintr�age einer Zeile in einem Blo
k hintereinander im Arrayabgelegt sein. Der Vektor SPALTE enth�alt wie bisher den zugeh�origen Spaltenindex. ImArray ZEILENANFANG stehen die Indizes, bei denen in WERTE (bzw. SPALTE) einneuer Blo
k einer Zeile beginnt.Bemerkung 3.1. Beim CRS wird vorausgesetzt, da� in jeder Zeile mindestens ein Ein-trag vorhanden ist. Andernfalls w�are dann die Matrix zum einen nat�urli
h singul�ar, zumanderen w�are es au�erdem problematis
h, weil si
h dann beispielsweise ni
ht ohne weiteres



3.3 Komprimierte Spalten (Compressed Column Storage) 55WERT 5 4 3 8 6 1 9 2 5 2 1 5 10 7 4 4 3 3 12SPALTE 1 4 1 2 4 6 3 5 2 3 4 7 3 5 6 4 6 6 7ZEILENANFANG 1 3 7 9 13 16 18 20Tabelle 3.2: Darstellung der Matrix A im Compressed Row Storage Formatidenti�zieren lie�e, ob auf Zeile k die Zeile k + 1 oder k + 2 folgt.Den letzten Eintrag von ZEILENANFANG setzt man f�ur gew�ohnli
h auf den Wertnnz + 1, was au
h f�ur man
he Algorithmen vorteilhaft ist, denn es gilt dann immer :L�ange der Zeile i = ZEILENANFANG[i+1℄ - ZEILENANFANG[i℄. Aus diesen Gr�undenhat dieser Array die L�ange n+ 1.Spei
herbedarf : (DS + IS) � nnz + IS � (n+ 1)Eine Variante dieses Formats, die in der Literatur und in man
hen Softwarepaketenauftau
ht, ist das Modi�ed Sparse Row Storage (MSR) Format. Hierbei wird die Diago-nale der Matrix separat abgespei
hert, n�amli
h in den ersten n Komponenten des ArraysWERT, und dahinter dann die anderen Eintr�age der Matrix, zeilenweise. Die Idee da-hinter ist, dass es bei vielen iterativen Verfahren (wie z.B. dem SOR) oder beim L�osenvon Hilfsproblemen dur
h Vorw�arts- oder R�u
kw�artseinsetzen hilfrei
h ist, einen direktenZugri� auf die Diagonalelemente zu haben.3.3 Komprimierte Spalten (Compressed Column Storage)Das Compressed Column Storage (CCS ) Format spei
hert die Matrix im Gegensatz zumCRS spaltenweise ab. Im Array WERT stehen also die Spalten blo
kweise hintereinander,es gibt einen Array ZEILE, der zu jedem Eintrag in WERT den entspre
henden Spalten-index aufnimmt. Ein Array SPALTENANFANG spei
hert den Index, bei dem in WERTEeine neue Spalte beginnt. Das CCS-Format ist deshalb ni
hts anderes als das CRS-Formatf�ur die Matrix AT . Dieses Matrixformat wird au
h als Harwell-Boeing Sparse Matrix For-mat bezei
hnet.Das Analogon zum MSR ist hierbei dasModi�ed Sparse Column Storage, (MSC), siehe[Saa94℄, Abs
hnitt 2.1.1.Spei
herbedarf : wie beim CRS.



56 Datenstrukturen zur eÆzienten Spei
herung von MatrizenWERT 5 3 8 5 9 2 10 4 6 1 4 2 7 1 4 3 3 5 12ZEILE 1 2 2 4 3 4 5 1 2 4 6 3 5 2 5 6 7 4 7SPALTENANFANG 1 3 5 8 12 14 18 20Tabelle 3.3: Darstellung der Matrix A im Compressed Columns Storage Format3.4 Komprimierte Diagonalen (Compressed Diagonal Sto-rage)De�nition 3.2. Man sagt, eine Matrix A = (ai;j) habe Bandstruktur, wenn es ni
htne-gative Konstanten p; q gibt, so da� ai;j = 0 f�ur �p > j � i > q. Die Zahl p + q wirdBandbreite genannt, w�ahrend die Zahlen p und q als linke untere und re
hte obere Band-breite bezei
hnet werden. Dementspre
hend wird die Menge Bk(A) := fai;j jj � i = kg,�p � k � p, als Band bezei
hnet.Hat eine Matrix eine sol
he Bandstruktur, so kann man si
h dies bei der Spei
herungzunutze ma
hen. In diesem Fall bes
ha�t man si
h Spei
her f�ur einen (zweidimensionalen)WERT-Array der Gr�o�e n�(p+q+1). Hierin wird die Matrix nun Band f�ur Band abgelegt,und zwar derart, da� WERT (k; i) = ai;i+k: (3.1)WERT(-2, :) 0 0 0 5 10 4 0WERT(-1, :) 0 3 0 2 0 0 3WERT( 0, :) 5 8 9 1 7 3 12WERT( 1, :) 0 0 0 0 4 0 0WERT( 2, :) 0 6 2 0 0 0 0WERT( 3, :) 4 0 0 5 0 0 0WERT( 4, :) 0 1 0 0 0 0 0Tabelle 3.4: Darstellung der Matrix A im Compressed Diagonal Storage FormatBemerkung 3.3. Das CDS-Format hat nat�urli
h meistens zur Folge, da� Nullen mitge-spei
hert werden. Es werden sogar (Null-)Elemente im Array gespei
hert, f�ur die es keineEntspre
hung in der Matrix gibt.Spei
herbedarf : DS � n � (p+ q + 1)3.5 Jagged Diagonal StorageDieses Format geht eÆzienter mit dem Spei
her um als das CDS-Format und ist n�utzli
hbei der performanten Implementation von iterativen L�osungsverfahren auf Parallel- und



3.5 Jagged Diagonal Storage 57Vektorre
hnern (siehe [Saa96℄). Zun�a
hst werden aus der Matrix Nullen entfernt unddie verbleibenden Ni
htnullelemente na
h links ges
hoben, �ahnli
h wie im CRS-Format.Dana
h werden die Zeilen der Matrix der L�ange na
h absteigend sortiert. Nun wird dieso entstandene Matrix Spalte f�ur Spalte hintereinander in einem eindimensionalen Arrayabgespei
hert.0BBBBBBBBBB�
5 0 0 4 0 0 03 8 0 6 0 1 00 0 9 0 2 0 00 5 2 1 0 0 50 0 10 0 7 4 00 0 0 4 0 3 00 0 0 0 0 3 12

1CCCCCCCCCCA �! 0BBBBBBBBBB�
5 43 8 6 19 25 2 1 510 7 44 33 12

1CCCCCCCCCCA �! 0BBBBBBBBBB�
5 2 1 53 8 6 110 7 45 49 24 33 12

1CCCCCCCCCCADiese Datenstruktur wird Jagged Diagonals (geza
kte Diagonalen) genannt, da hierbeidie abgespei
herten Bl�o
ke eben ni
ht nur Elemente aus einer Diagonalen enthalten. DieAnzahl njd dieser geza
kten Diagonalen ist glei
h der gr�o�ten Zahl von Ni
htnullelementenin einer Zeile von A. Ist also nnzi die Anzahl der Ni
htnullelemente in Zeile i, so istnjd = maxi=1;:::;nnnzi: (3.2)F�ur die Datenstruktur werden gebrau
ht : ein Gleitkommaarray WERT zur Aufnahmeder Matrixeintr�age, ein Array SPALTE, der die Spaltenindizes der Werte aufnimmt, einArray JDANFANG, der angibt, an wel
her Position in WERT eine neue geza
kte Diago-nale beginnt und ein Array, der die Permutation der Zeilen widerspiegelt.WERT 5 3 10 5 9 4 3 2 8 7 4 2 3 12 1 6 4 5 1SPALTE 2 3 4 7 1 2 4 6 3 5 6 1 4 3 5 4 6 6 7JDANFANG 1 8 15 18PERMUTATION 4 2 5 1 3 6 7Tabelle 3.5: Darstellung der Matrix A im Jagged Diagonal Storage FormatEin o�ensi
htli
her Na
hteil des Jagged Diagonal Storage liegt jedo
h darin, da� dasErstellen dieser Datenstruktur dur
h das Umsortieren am Anfang re
ht teuer ist. Einna
htr�agli
hes Einf�ugen oder gar das sukzessive Aufbauen der Struktur ist ni
ht m�ogli
h.Spei
herbedarf : DS � nnz + IS � (nnz + njd+ n).



58 Datenstrukturen zur eÆzienten Spei
herung von Matrizen3.6 Skyline StorageDas Skyline Storage (SKS ) tau
ht in der Literatur und in vielen Softwarepaketen in di-versen Varianten auf. Zum einen hat man das klassis
he Skyline Storage Format zurAbspei
herung von Matrizen mit einer bestimmten Gestalt. Zum anderen gibt es dasSparse Skyline Format, das wesentli
h universeller einsetzbar ist. Allen Skyline-Formatenist die Unterteilung in linke untere und re
hte obere Dreie
ksmatrix gemeinsam.3.6.1 Symmetri
 und Non Symmetri
 Skyline Storage FormatDas urspr�ungli
he Skyline Storage Format ist f�ur die Spei
herung von Matrizen mit einerspeziellen Struktur geda
ht, die man au
h variable Bandmatrizen oder Pro�lmatrizennennt. Eine sol
he ist eine Matrix mit Bandstruktur, die unverh�altnism�a�ig viele Nullenin ihren B�andern enth�alt. Wenn also p die linke untere und q die re
hte obere Bandbreiteder Matrix sind, dann ist die Anzahl der Elemente mit aij 6= 0 f�ur i = j + p; j < i bzw.mit aij 6= 0 f�ur i = j � q; j > i sehr viel kleiner als n � (p+ q + 1).Beim CDS w�urde man also viele Nullen mitspei
hern. Das klassis
he SKS spei
hertnun die linke untere H�alfte der Matrix zeilenweise - immer vom ersten Ni
htnullelementder Zeile bis zum Diagonalelement. Die re
hte obere H�alfte wird spaltenweise - vomersten Ni
htnullelement der Spalte bis zum Diagonalelement - abgespei
hert. Die Diago-nalelemente selbst werden je na
h Vereinbarung entweder zu den Zeilen oder Spalten oderg�anzli
h separat gespei
hert.Ist die Matrix symmetris
h, so spei
hert man nur den linken unteren Teil - dies wirdau
h als Symmetri
 Skyline Storage (SSK, im Gegensatz zum Nonsymmetri
 Skyline Sto-rage, NSK ) bezei
hnet (siehe [Saa94℄).AL 5 3 8 9 5 2 1 10 0 7 4 0 3 3 12ALANFANG 1 2 4 5 8 11 14 16AU 4 6 0 2 0 1 0 0 4 5 0 0AUANFANG 1 1 1 1 4 6 10 13Tabelle 3.6: Darstellung der Matrix A im Skyline Storage FormatIm Beispiel sind die Elemente der linken unteren H�alfte und die Diagonalelemente imArray AL untergebra
ht. Im Array ALANFANG sind die Zeilenanf�ange im Array ALeingetragen. F�ur die Zeilenl�ange l(i) der Zeile i in AL gilt stetsl(i) = ALANFANG[i+ 1℄�ALANFANG[i℄:Daraus l�a�t si
h der Spaltenindex der Elemente aus AL bere
hnen. Ist l(i) > 0, so beginntdie i-te Zeile in der Spalte i� l(i) + 1.Der strikte re
hte obere Teil der Matrix steht spaltenweise im Array AU. Im Array AUAN-FANG ist eingetragen, wo eine neue Spalte beginnt. Die H�ohe h(j) der Spalte j betr�agt



3.6 Skyline Storage 59dabei h(j) = AUANFANG[j + 1℄�AUANFANG[j℄:Im Beispiel sind die ersten drei Spalten im strikten re
hten oberen Dreie
k leer , h(1) =h(2) = h(3) = 0. Ist h(j) > 0, so steht das erste Ni
htnullelement der j-ten Spalte in derZeile mit der Nummer j � h(j). So erh�alt man die Zeilenindizes der Elemente aus AU.Sei nAL die Anzahl der Elemente aus AL, nAU die der Elemente aus AU, dann gilt :nAL = nXi=1 l(i) = ALANFANG[n+ 1℄� 1 (3.3)nAU = nXj=1 h(j) = AUANFANG[n+ 1℄� 1: (3.4)Spei
herbedarf : DS � (nAL + nAU) + IS � (2n+ 2).3.6.2 Symmetri
 und Unsymmetri
 Sparse Skyline Storage FormatF�ur die Sparse Skyline Storage Formate ist es unerhebli
h, ob die Matrix eine spezielleGestalt hat, es kann f�ur alle Arten von d�unnbesetzten Matrizen eingesetzt werden. BeimUnsymmetri
 Sparse Skyline (USS ) Format werden sieben Arrays ben�otigt : AL, AL-SPALTE, ALZEILE f�ur den linken unteren Teil, DIAGONALE f�ur die Diagonalelementeund AU, AUZEILE, AUSPALTE f�ur den re
hten oberen Teil.AL 3 5 2 10 4 3ALSPALTE 1 2 3 3 4 6ALZEILE 1 1 2 2 4 5 6 7DIAGONALE 5 8 9 1 7 3 2AU 4 6 2 1 4 5AUZEILE 1 2 3 2 5 4AUSPALTE 1 1 1 1 3 4 6 7Tabelle 3.7: Darstellung der Matrix A im Unsymmetri
 Sparse Skyline Storage FormatDer strikte re
hte obere Teil wird gewisserma�en im Compressed Column Format ge-spei
hert und der strikte linke untere Teil im Compressed Row Format. Auf die Diagonal-elemente hat man gesondert Zugri�. Diese Dreiteilung ist bei man
hen Algorithmen, wiebeispielsweise dem Jakobi- oder dem SOR-Verfahren, hilfrei
h. Beim Symmetri
 Sparse
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herung von MatrizenSkyline (SSS ) Format f�ur symmetris
he Matrizen spei
hert man nur den linken unterenTeil und die Diagonale.Eine Variante des ges
hilderten Sparse Skyline Formates ist es, den re
hten oberen Teilim CRS und den linken unteren im CCS zu spei
hern, wie es z.B. in der Softwarebibliothekimplementiert ist.De�niert man die L�ange einer Zeile aus AL und die H�ohe einer Spalte aus AU sinn-gem�a� zum klassis
hen Skyline Storage, so hat manl(i) =ALZEILE[i+ 1℄�ALZEILE[i℄h(j) =AUSPALTE[j + 1℄�AUSPALTE[j℄;womit si
h nAL und nAU wie in (3.3) und (3.4) bere
hnen.Spei
herbedarf : DS � (nAL + nAU + n) + IS � (nAL + nAU + 2n+ 2).3.7 Matrizen mit Blo
kstrukturBei der Diskretisierung von partiellen Di�erentialglei
hungen entstehen immer dann Ma-trizen mit Blo
kstruktur, wenn jeder Gitterpunkt mehrere Freiheitsgrade aufweist. Blo
k-struktur hei�t hier, da� die Matrix aus vielen { in aller Regel quadratis
hen { Teilmatrizenbesteht, die di
htbesetzt sind. Nutzt man diese Eigens
haft aus, so kann man si
h ni
htnur die Spei
herung einiger Indizes sparen, au
h kann man einen sol
hen di
hten Teilblo
k{ beispielsweise bei der Matrix-Vektor-Multiplikation { im ganzen bearbeiten, da man si
hdie Positionsindizes ni
ht erst bes
ha�en mu�. Au�erdem haben viele moderne Prozesso-ren parallel arbeitende Pipelines, mit denen si
h mehrere Re
henoperationen glei
hzeitigausf�uhren lassen. Wenn si
h jede Pipeline mit einem Matrixeintrag bes
h�aftigt, l�a�t si
hso eine erhebli
he Bes
hleunigung erzielen.3.7.1 Blo
k Compressed Row StorageDas Blo
k Compressed Row Storage (BCRS, BSR) Format ist eine Erweiterung des CRSFormates. Statt einzelne Gleitkommazahlen werden nun die Matrixbl�o
ke hintereinandergespei
hert. Hierbei wird vorausgesetzt, da� alle Bl�o
ke quadratis
h sind und dieselbeDimension haben.Bezei
hne nnzb die Anzahl der Ni
htnullbl�o
ke in der Matrix, nb die Dimension einesjeden Blo
kes. nd := n=nb ist die Blo
kdimension der Matrix. Dann ben�otigt man zurSpei
herung einen Array der Gr�o�e nnzb�n2b , um die Bl�o
ke aufzunehmen, einen Array derGr�o�e nnzb, um die Spaltenindizes der (1; 1)-Elemente eines jeden Blo
kes zu spei
hernund einen Array der L�ange nd + 1, der anzeigt,wann eine neue Zeile mit Bl�o
ken beginnt.In [DLH00℄ wird ein Verglei
h zwis
hen dem CSR- und dem BSR-Format gezogen. Beientspre
hend strukturierten Matrizen zeigt si
h bei der Verwendung des BSR-Formateseine erhebli
he Spei
herersparnis und Reduktion der Re
henzeit, die bei Matrix-Vektor-Operationen bis zu 50% betragen k�onnen. Au�erdem unterst�utzt das BSR dur
h dieexplizite Aufteilung der Matrix in Bl�o
ke die Parallelisierung von Algorithmen, was in[DLH00℄ ebenfalls dur
h numeris
he Tests belegt wird.



Kapitel 4Bes
hreibung derKlassenbibliothekadr ist ein Finite-Elemente-Programm zur L�osung von Konvektions-Di�usions-Reaktions-Glei
hungen, das am Institut f�ur Numeris
he und Angewandte Mathematik der Universit�atG�ottingen entwi
kelt wird. Es besteht aus vers
hiedenen Bibliotheken, von denen in diesemKapitel nun mit lins (library of iterative numeri
al solvers) diejenige bes
hrieben wird, diesi
h mit der Darstellung und L�osung von Glei
hungssystemen befa�t. Die Illustration undDokumentation der Klassenbibliotheken ges
hieht, wo es si
h anbietet, in der Notation derModellierungsspra
he UML (Uni�ed Modelling Language, siehe z.B. [BRJ99℄).4.1 Einf�uhrungWie im Laufe von Kapitel 1 demonstriert wurde, werden (elliptis
he) partielle Di�erential-glei
hungen wie beispielsweise (1.20) in der Praxis dadur
h numeris
h behandelt, da� mansie in geeigneter Weise diskretisiert (z.B. mit Finiten Elementen) und dann das so entste-hende lineare Glei
hungssystem l�ost. Eine Software, die sol
he Bere
hnungen dur
hf�uhrenkann, wird als FEM-Programm bezei
hnet.4.1.1 adr : ein FEM-ProgrammWie im UML-Diagramm in Abbildung 4.1 dargestellt wird, ben�otigt eine sol
he FEM-Software zur Bere
hnung der diskreten L�osung im wesentli
hen die folgenden Funktionen:1. Eingabe der Problembes
hreibung,2. Generierung des Netzes und eventuelle Verfeinerung,3. Assemblierung der Stei�gkeitsmatrix und der re
hten Seite des linearen Glei
hungs-systems aus der diskretisierten Variationsglei
hung und Einarbeiten der Randbedin-gungen,4. L�osung des linearen Glei
hungssystems dur
h geeignete (direkte oder iterative) Ver-fahren,5. Aufbereitung und Ausgabe der L�osung.
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hreibung der Klassenbibliothek
FEM-Software

Eingabe der
Problembeschreibung

und der
Löserparameter

Berechnung
der Lösung
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des Netzes

Assemblierung der
Steifigkeitsmatrix durch
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Variationsgleichung
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Gleichungssystems

Ausgabe des
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Benutzer

Abbildung 4.1: Anwendungsfalldiagramm einer FEM-SoftwareDie Netzgenerierung und die Art ihrer Implementierung in adr wird ausf�uhrli
h in[Koh00℄ bes
hrieben. Die Dokumentation der Diskretisierung in der jetzigen Form stehthingegen no
h aus.Alle diese (internen) Anwendungsf�alle mu� jede FEM-Software in irgendeiner Formzur Verf�ugung stellen : Ohne ein Netz kann keine Diskretisierung erfolgen, und ohneeine dur
h die Diskretisierung erzeugte Matrix kann kein Glei
hungssystem gel�ost wer-den, so da� die zeitli
he Reihenfolge vorgegeben ist. Es kann jedo
h dur
h vers
hiedeneZusatzfunktionen wie Adaptivit�at, Mehrgitterverfahren oder Sho
k-Capturing �uber dieseArbeitss
hritte iteriert werden. Stellt man z.B. dur
h geeignete Fehlers
h�atzer fest, da� inman
hen Teilen des Gebietes der Fehler zu gro� wird, so wird das Netz dort entspre
hendverfeinert. Dazu mu� der Teil des Programms, der f�ur die Netzverfeinerung zust�andig ist,erneut aufgerufen werden. Im Diagramm 4.1 ist die Methode der Gebietszerlegung no
hni
ht vorgesehen, sie wird in einer kommenden Version von adr integriert werden.adr ist dazu geda
ht, das bisher verwendete Programm PNS (vgl. [AO+99℄) zu ersetzen.Die Zielsetzungen waren hierbei haupts�a
hli
h :



4.1 Einf�uhrung 63� Verbesserte Handhabung und Bedienung :Beispielsweise mu� adr ni
ht mehr f�ur jedes Problem neu �ubersetzt werden, ganz imGegensatz zu PNS, wo die Problemdaten im Programm
ode fest verankert war.� Lei
htere Erweiterbarkeit und Wartbarkeit :Dur
h die dur
hgehend objektorientierte Struktur sind Konzepte wie Adaptivit�at,Gebietszerlegung, Parallelisierung s
hneller zu integrieren.� Erh�ohte Flexibilit�at und Funktionalit�at :In adr sind bereits neuartige Verfahren wie Downwind-Numbering (vgl. [S
h00℄)und mehrstu�ge Vorkonditionierung implementiert, weitere sind in Vorbereitung.4.1.2 Anforderungen und ZielsetzungenEs war ein wesentli
hes Ziel dieser Arbeit, eine objektorientierte Klassenbibliothek f�ur adrzu entwi
keln, die die Darstellung und numeris
he L�osung von Glei
hungssystemen er-laubt. Sie sollte gewisse Datenstrukturen zur Verf�ugung stellen, mit denen si
h die bei derDiskretisierung entstehenden, d�unnbesetzten Matrizen spei
hern lassen. Au�erdem solltesie einen Pool von robusten, iterativen L�osungsverfahren enthalten, wie sie in Kapitel 2vorgestellt wurden.Genauer wurden an die Datenstrukturen folgende Anforderungen gestellt :1. Es sollten Datenformate f�ur di
htbesetzte und f�ur d�unnbesetzte Matrizen bereitge-stellt werden, die si
h lei
ht mit modernen Iterationsverfahren einsetzen lassen.2. Das Design der Datenstrukturen sollte ni
ht nur d�unnbesetzte Matrizen mit skalarenEintr�agen und d�unnbesetzte Matrizen, deren Eintr�age wiederum kleine di
htbesetz-te Blo
kmatrizen sind (wie in Abs
hnitt 3.7 bes
hrieben), ber�u
ksi
htigen, sonderndar�uber hinaus eine Verallgemeinerung dieses Konzeptes anbieten. Hiermit sindganz allgemein "vers
ha
htelte Matrizen\ gemeint, also Matrizen, die als Eintr�agewiederumMatrizen haben, deren Eintr�age ebenfalls Matrizen sind, und (theoretis
h)so weiter, ohne da� genauere Anforderungen an deren konkrete Gestalt gestellt wer-den.3. Generell sollte die Bes
hr�ankung auf quadratis
he Matrizen aufgehoben werden. Essollten also au
h (insbesondere f�ur Teilmatrizen) re
hte
kige Matrizen zugelassensein.Diese Forderungen resultieren haupts�a
hli
h aus der zuk�unftigen Ausri
htung von adrauf Gebietszerlegungsverfahren und S
hur-Komplement-Methoden, wobei die auftreten-den Teilmatrizen verwaltet werden m�ussen. Dies war mit blan
 (siehe [Pri96℄), der beiPNS bisher verwendeten Matrixbibliothek, ni
ht in dieser Form m�ogli
h.Die Menge der L�osungsverfahren sollte folgende Eigens
haften haben :1. Es sollten Verfahren f�ur symmetris
he und ni
htsymmetris
he Probleme zur Verf�u-gung stehen. Neben den Krylov-Verfahren sollten au
h einige Splitting-Verfahren
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hreibung der Klassenbibliothekenthalten sein, damit si
h deren Verhalten bei der Kombination mit Downwind-Numbering untersu
hen l�a�t. Au
h sollen geeignete Varianten der Splitting-Metho-den als Vorkonditionierer fungieren.2. Alle L�osungsverfahren sollten prinzipiell die Links- und Re
hts-Vorkonditionierungerlauben. Insbesondere sollten Vorkonditionierer wieder vorkonditionierbar sein, soda� si
h eine mehrstu�ge Vorkonditionierung wie im Falle des SPD-Vorkonditionierers(siehe Abs
hnitt 2.4.6) realisieren und testen l�a�t.Desweiteren sollten alle Komponenten von adr in C++ implementiert werden, umeinerseits die eventuelle Einbindung von C-Bibliotheken zu erm�ogli
hen und andererseitsdie Vorteile einer objektorientierten Spra
he auszunutzen. Au�erdem zeigen vers
hiedenePr�azedenzf�alle wie Blitz++ (vgl. [Vel99℄) oder dieMTL (vgl. [Sie99℄), da� C++ in Fragender Laufzeit und Performan
e keinen Verglei
h mit Fortran oder C s
heuen mu� (siehez.B. au
h [VJ97℄).Das Design von adr wurde na
h modernen, objektorientierten Kriterien entworfen, wiesie etwa in [Str98℄ oder [Swi99℄ bes
hrieben sind. Auf die Konzepte der Matrix- und derL�oserbibliothek wird im folgenden eingegangen.4.2 ContainerDie Matrizen werden in dieser Bibliothek dur
h abstrakte Datentypen modelliert und ent-spre
hend dem objektorientierten Paradigma dur
h Klassen realisiert. Es handelt si
hhierbei insbesondere um generis
he Klassen, denn sie erhalten einen Parameter, der denTyp der Matrixeintr�age angibt. In der Spra
he der Standardbibliothek von C++ (Stan-dard Template Library, STL, siehe [Str98℄, Teil III) werden derartige Klassen au
h alsContainer bezei
hnet, andernorts werden sie au
h Tr�ager genannt. In C++ verwirkli
htman generis
he bzw. parametrisierte Klassen dur
h Templates.Die allgemeine Basisklasse f�ur Matrizen hei�t Matrix<T>, wobei T der Template-Parameterist. Von ihr sind alle weiteren Matrix- und Vektorklassen dieser Bibliothek abgeleitet. InAbbildung 4.2 werden zun�a
hst die grundlegenden Attribute und Operationen dieser Klas-se dargestellt. Im Verlauf des Kapitels werden - je na
h betra
htetem Aspekt - weiterevorgestellt.Die Klasse Matrix<T> ist abstrakt (oder virtuell im Spra
hgebrau
h von C++), d.h.von ihr k�onnen keine Objekte instanziiert werden. Dies ist au
h ni
ht erforderli
h, da siedie allgemeinste Abstraktion einer Matrix darstellt. Aus diesem Grund haben die Kon-struktoren au
h nur den Zwe
k, die entspre
henden Attribute wie theRows, theColumnsund symmetri
 zu setzen. Mit den Funktionen rows() und 
olumns() kann die Zeilen-bzw. Spaltenzahl abgefragt werden.4.2.1 Kapselung und Varianten von MatrizenEin wesentli
hes Designmerkmal einer sol
hen Klassenbibliothek ist es, da� die Matrizenvollst�andig gekapselt sind, d.h. eine Matrix bietet na
h au�en eine Menge von Operatio-
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Matrix

transposed : bool

symmetric : bool

- theRows : Index

- theColumns : Index

- Matrix(sym : bool = false)

Matrix(n : Index, m : Index, sym : bool = false)

~Matrix()

rows() : Index

columns() : Index

setDimension(n : Index, m : Index)

insertItem(n : Index, m : Index, x : T)

operator()(n : Index, m : Index) : T&

clone() : Matrix<T>*

getTransposed() : Matrix<T>*

T

Abbildung 4.2: Die abstrakte Klasse Matrix<T>nen an und verr�at ni
hts �uber die interne Implementierung.In vielen F�allen ben�otigt man spezielle Varianten von Matrizen - symmetris
he, transpo-nierte oder inverse Matrizen. In lins werden diese Varianten folgenderma�en modelliert:� Symmetris
he Matrizen werden dur
h gew�ohnli
he Matrix-Objekte repr�asentiert,bei denen ledigli
h das symmetri
-Flag auf true gesetzt wurde. Ein Matrix-Objektkennt diesbez�ugli
h also nur zwei Zust�ande: Entweder ist es symmetris
h oder ni
ht.Wesentli
h ist hierbei, da� im symmetris
hen Fall nur die obere re
hte H�alfte (ge-nauer gesagt: die strikte re
hte obere Dreie
ksmatrix und die Diagonale) gespei
hertwird. Wird auf die untere H�alfte zugegri�en, so wird der entspre
hende Wert ausder oberen H�alfte zur�u
kgeliefert. Algorithmen k�onnen, zugunsten der EÆzienz,das symmetri
-Flag abpr�ufen, jedo
h ist das semantis
h korrekte Funktionieren derAlgorithmen au
h dann gew�ahrleistet, wenn dies ni
ht ges
hieht. Der Vorteil dergesonderten Behandlung von symmetris
hen Matrizen besteht also in der Spei
he-rersparnis und im Laufzeitverhalten gewisser Algorithmen (siehe Abs
hnit 4.6.1).� Transponierte Matrizen sind { im Gegensatz zu symmetris
hen { einer anderen Ma-trix zugeordnet. Sie werden, um Zeit und Spei
herplatz zu sparen, erst auf An-forderung mit der Funktion getTransposed() erzeugt. Dabei handelt es si
h umDummy-Objekte, deren Funktionsweise weiter unten erl�autert wird.� Inverse Matrizen kann es ebenfalls zu jeder Matrix geben; man erh�alt mit der Funk-tion getInverse() einen Zeiger auf ein Objekt, wel
hes die inverse Matrix mo-delliert. Hier sind jedo
h zwei F�alle zu unters
heiden. Einerseits ist es m�ogli
h,da� es si
h dabei um ein gew�ohnli
hes Matrix-Objekt (mit physikalis
h existieren-den Matrixeintr�agen) handelt, die beispielsweise dur
h ein Gau�s
hes Eliminati-
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hreibung der Klassenbibliothekonsverfahren erzeugt wurde. Hat man eine sol
he Matrix vorliegen, so erlaubt esdie Funktion setInverse(Matrix<T>*), die Ausgangsmatrix mit ihrer Inversen zuverkn�upfen. Andererseits ist es au
h m�ogli
h, da� es si
h bei der Inversen wie-der nur um ein Dummy-Objekt handelt, das dur
h den entspre
hend gesetztentheInverter-Zeiger wei�, wie es si
h beispielsweise bei der Multiplikation mit ei-nem Vektor verhalten mu�. Direkte Zugri�e auf einzelne Matrixeintr�age sind dannnat�urli
h ni
ht m�ogli
h und werden dur
h eine Ex
eption abgefangen. Abbildung4.3 zeigt die Assoziation zwis
hen dem Matrix- und dem theInverter-Objekt, dasvom Typ Solver<Matrix<T>> ist (siehe Abs
hnitt 4.3.2) und dur
h die FunktionsetInverter(Solver<Matrix<T>>*) gesetzt wird.
Matrix

- theInverse : Matrix<T>*

- theInverter : Solver<Matrix<T>>*

setInverse(Matrix<T>*)

getInverse() : Matrix<T>*

setInverter(Solver<Matrix<T>>*)

getInverter() : Solver<Matrix<T>>*

T

Solver
Matrix<T>0..1 *

Abbildung 4.3: Assoziationen und Operationen zur Modellierung von Inversen MatrizenBemerkung 4.1. F�ur eine gro�e d�unnbesetzte Matrix wird nat�urli
h keine e
hte inver-se Matrix angelegt, sondern nur ein Dummy-Objekt. Jedo
h kann es si
h f�ur Matrizenmit kleinen di
htbesetzten Bl�o
ken dur
haus lohnen, zumindest die Blo
kmatrizen auf derDiagonalen e
ht zu invertieren. Auf diese Weise kann man dann beispielsweise bei einemAlgorithmus zum R�u
kw�artseinsetzen (oder beim Ja
obi-Verfahren, et
.) direkt die inverseBlo
kmatrix mit einem entspre
hend gro�en Teilvektor multiplizieren.Unter Dummy-Objekten sind hierbei Objekte zu verstehen, die keine eigenen Datenenthalten, sondern nur Verweise auf die eigentli
hen Daten (genauer : die Matrixeintr�age)und dar�uber hinaus nur die Information, wie mit ihnen umgegangen werden soll. Eine"e
hte\ Matrix verf�ugt hingegen �uber alle Daten selbst, und wenn sie erzeugt wird, wirdentspre
hender Spei
her bereitgestellt. Eine Dummy-Matrix wird jedo
h erzeugt, ohneSpei
her f�ur die Matrix-Elemente zu reservieren. Dies ges
hieht mit dem leeren Konstruk-tor, d.h. einem Konstruktor wie Matrix(sym : bool = false), der keine Dimensions-angabe verlangt. Na
h au�en ist dieser Unters
hied jedo
h ni
ht si
htbar, das Verhaltender Objekte ist f�ur den Aufrufer v�ollig einheitli
h.Die Funktion getTransposed() liefert beispielsweise einen Zeiger auf die transponier-te Matrix. Beim ersten Aufruf dieser Funktion wird eine leere Matrix (mit vertaus
htenRollen f�ur theRows und theColumns) erzeugt, und die Zeiger auf die Daten werden ent-spre
hend gesetzt. Zus�atzli
h wird das Flag transposed auf true gesetzt, damit dasObjekt wei�, auf wel
he Weise auf die Daten zugegri�en werden mu�. S�amtli
he Funktio-nen, die dieses Wissen ben�otigen, m�ussen dieses Flag pr�ufen, bevor sie auf die Daten derMatrixeintr�age zugreifen.



4.3 Die Klassenhierar
hie 67Bemerkung 4.2. Obwohl die Funktion getTransposed() in der Klasse Matrix<T> einerein virtuelle (pure virtual) Funktion ist, d.h. die Realisierung erst in den abgeleitetenKlassen ges
hieht, ist das oben bes
hriebene Prinzip jedo
h in jeder dieser Klassen ver-wirkli
ht.4.3 Die Klassenhierar
hieDie Klasse Matrix<T> ist, genauso wie die Klasse Solver<MatrixT, Ve
torT>, die in Ab-s
hnitt 4.3.2 ausf�uhrli
h vorgestellt wird, abstrakt, d.h. sie dient haupts�a
hli
h dazu, eineallgemein verl�a�li
he S
hnittstelle zu de�nieren, die f�ur alle Matrizen (bzw. f�ur alle L�oser)glei
h ist. Konkrete Implementationen werden erst dur
h Unterklassen gegeben. DieseKlassen, ihre Vererbungshierar
hie und ihre Abh�angigkeiten werden in den n�a
hsten bei-den Unterabs
hnitten bes
hrieben. Ans
hlie�end wird das Konzept der Abbru
hkontrollef�ur die L�osungsverfahren und seine Implementierung vorgestellt.4.3.1 Matrix- und VektorklassenIn Kapitel 3 wurden vers
hiedene Spei
herte
hniken f�ur d�unnbesetzte Matrizen dargestellt.Jeder dieser Te
hniken liegt eine abstrakte Si
htweise auf die Matrix zugrunde, die si
hau
h auf di
htbesetzte Matrizen anwenden l�a�t. Hiermit lassen si
h die Datenstrukturendana
h einordnen, ob sie die Eintr�age1. zeilenweise (z.B. CRS),2. spaltenweise (CCS),3. bandweise (CDS),4. na
h oberer und unterer Dreie
ksmatrix getrennt (SKS) oder5. na
h oberer, unterer Dreie
ksmatrix und Diagonale getrennt (SSS, USS)im Spei
her ablegen. Um diese Si
htweisen zu ber�u
ksi
htigen, wurde in der Klassen-hierar
hie eine Abstraktionsebene zwis
hen der Klasse Matrix<T> und den konkretenImplementationen eingef�ugt. Dies sind die abstrakten Klassen RowWiseMatrix<T> undButterflyMatrix<T>. Klassen, die ihre Elemente zeilenweise abspei
hern (wie in 1.),erben von RowWiseMatrix<T>, und jene, die ihre Daten na
h oberer und unterer Dreie
ks-matrix und Diagonale getrennt (wie in 5.) spei
hern, erben von ButterflyMatrix<T>.Bemerkung 4.3. F�ur die Spei
herte
hniken 2.,3. und 4. gibt es derartige Oberklassenni
ht, sie sind derzeit ni
ht implementiert. Es ist au
h davon auszugehen, da� spalten-weise Spei
herung beispielweise gegen�uber einer zeilenweisen keine Verbesserung erbringt.Au
h unters
heidet si
h die vierte Variante nur unwesentli
h von der f�unften. Ledigli
hdie bandweise Abspei
herung verspri
ht bei entspre
hend strukturierten Matrizen einenPerforman
egewinn und wird in einer sp�ateren Version evtl. no
h implementiert werden.Die Klasse ButterflyMatrix<T> hat als Besonderheit drei Funktionen, die als Re-sultat einen Zeiger auf den re
hten oberen Teil (getUpperPart()), auf die Diagonale
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ButterflyMatrix

insertItem(n : Index, m : Index, x : T)

operator()(n : Index, m : Index) : T&

getDiagonal() : DiagonalMatrix<T>*

getUpperPart() : Matrix<T>*

getLowerPart() : Matrix<T>*

T

Abbildung 4.4: Die abstrakte Klasse ButterflyMatrix<T>Klasse Eigens
haftDiagonalMatrix<T> aij = 0 f�ur i 6= jTriangularSparseMatrix<T> A ist d�unnbesetzt und aij = 0 f�ur i � jTriangularDenseMatrix<T> A ist di
htbesetzt und aij = 0 f�ur i � jDenseVe
tor<T> A ist di
htbesetzter Vektor, d.h. m = 1Tabelle 4.1: Unterklassen von RowWiseMatrix<T>(getDiagonal()) bzw. auf den linken unteren Teil (getLowerPart()) liefern (siehe Ab-bildung 4.4). Die Funktionen insertItem und operator() k�onnen auf dieser Abstrakti-onsebene bereits implementiert werden, da sie ledigli
h - in Abh�angigkeit von den �uber-gebenen Indizes - ihre Parameter an die entspre
henden Teilmatrizen weiterleiten.Die Unterklassen von RowWiseMatrix<T> und ihre Einsatzgebiete sind in Tabelle 4.1f�ur eine Matrix A 2 Rn�m, A = (aij); i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m; dargestellt, die Speziali-sierungen von ButterflyMatrix<T> entnimmt man Tabelle 4.2.
ButterflySparseMatrix

- theDiagonal : DiagonalMatrix<T>*

- theLowerPart : TriangularSparseMatrix<T>*

- theUpperPart : TriangularSparseMatrix<T>*

getDiagonal() : DiagonalMatrix<T>*

getUpperPart() : TriangularSparseMatrix<T>*

getLowerPart() : TriangularSparseMatrix<T>*

setDiagonal(D : DiagonalMatrix<T>*)

setUpperPart(U : TriangularSparseMatrix<T>*)

setLowerPart(L : TriangularSparseMatrix<T>*)

T

Abbildung 4.5: Die Klasse ButterflySparseMatrix<T>Im Klassendiagramm in Abbildung A.1 �ndet man den gesamten Vererbungsbaum undalle Abh�angigkeiten der Matrizenklassen untereinander.
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hie 69Klasse Eigens
haftButterflySparseMatrix<T> A ist d�unnbesetztButterflyDenseMatrix<T> A ist di
htbesetztTabelle 4.2: Unterklassen von ButterflyMatrix<T>Die Klasse ButterflySparseMatrix<T> implementiert die rein virtuellen Funktio-nen von ButterflyMatrix<T> dur
h Verwendung des Typs TriangularSparseMatrix<T>(vgl. Abb. 4.5). Dar�uber hinaus bietet sie vers
hiedene Funktionen zum Setzen der ent-spre
henden Teilmatrizen.4.3.2 L�oser und VorkonditioniererUnter einem L�oser im Sinne der Klassenbibliothek ist ein Objekt zu verstehen, wel
hesein Verfahren anbietet, das zu einem gegebenen Glei
hungssystem Ax = b und einer An-fangsn�aherung x0 in einer endli
hen Anzahl von S
hritten eine "bessere\ N�aherung x1generiert. Legt man diese Si
htweise zugrunde, so kann man au
h Vorkonditionierer alsL�oser im Sinne der Klassenbibliothek ansehen, wenn man si
h in Erinnerung ruft, da� eineVorkonditionierungsmatrix in der Regel eine Approximation der Inversen von A darstellt(vgl. Abs
hnitt 2.4).
Solver

- leftpreconditioner : Solver<MatrixT, VectorT>*

- rightpreconditioner : Solver<MatrixT, VectorT>*

- destruct()

reset()

solve(A : MatrixT*, b : VectorT*, x : VectorT*)

setLeftPreconditioner(p : Solver<MatrixT, VectorT>*)

setRightPreconditioner(p : Solver<MatrixT, VectorT>*)

getLeftPreconditioner() : Solver<MatrixT, VectorT>*

getRightPreconditioner() : Solver<MatrixT, VectorT>*

MatrixT

VectorT

Abbildung 4.6: Die Klasse Solver<MatrixT, Ve
torT>Dieses abstrakte Konzept der L�oser wird in der Klassenbibliothek dur
h die KlasseSolver<MatrixT, Ve
torT> (siehe Abb. 4.6) modelliert. Au
h diese Template-Klasseist abstrakt. Sie erh�alt zwei Parameter, die den Typ der verwendeten Matrixklasse bzw.Vektorklasse angeben. Im wesentli
hen enth�alt Solver<MatrixT, Ve
torT> nun die Me-thode� solve(A : MatrixT*, b : Ve
torT*, x : Ve
torT*),
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hte Seite b undauf die Startn�aherung x eine N�aherungsl�osung bere
hnet. Na
h der Bere
hnung zeigt xauf diese neue Approximation.Die Konzeption sieht vor, da� jedes L�osungsverfahren dur
h eine eigene Klasse reali-siert wird und ni
ht etwa beispielsweise dur
h eine Template-Funktion. Eine sol
he Klasseerbt nun von Solver<MatrixT, Ve
torT> und implementiert die Methode solve. EinL�oserobjekt ist also ein "Experte\ f�ur eine bestimmte Art von Bere
hnung. F�ur die Vor-konditionierer wurden eigene Klassen ges
hrieben, da sie in der Regel weniger tempor�areObjekte brau
hen. Au
h f�uhren sie ja au
h nur einen Iterationss
hritt dur
h, so da� si
hhier Vereinfa
hungen im Code ergeben. Will man in einem Iterationss
hritt des eigentli-
hen L�osers den Vorkonditionierer �ofter anwenden, so mu� man jedo
h die entspre
hendeL�oserklassen verwenden.In Tabelle 4.3 bzw. 4.4 sind s�amtli
he L�osungsverfahren bzw. Vorkonditionierer unddie Klassen, dur
h die sie modelliert werden, gegen�ubergestellt.Weiterhin erm�ogli
hen es nun die Methoden� setLeftPre
onditioner(p : Solver<MatrixT, Ve
torT>*) und� setRightPre
onditioner(p : Solver<MatrixT, Ve
torT>*),jedem L�oserobjekt einen Vorkonditionierer zuzuordnen, wodur
h si
h die M�ogli
hkeit dermehrstu�gen Vorkonditionierung ergibt. Der Vers
ha
htelungstiefe sind hierbei keineGrenzen gesetzt. Erst wenn die Funktionen getLeftPre
onditioner bzw. getRight-Pre
onditioner den Nullzeiger als Ergebnis zur�u
kliefern, bri
ht die Kette der Vorkon-ditionierer ab. In der Praxis ma
ht es jedo
h nur in gewissen F�allen Sinn, einen Vorkon-ditionierer wieder vorzukonditionieren.Bemerkung 4.4. Die Verfahren von Zeile 6 bis 10 in Tabelle 4.3 (also Gau�-Seidelbis R�u
kw�artseinsetzen) sowie die Verfahren aus Zeile 3 bis 7 in Tabelle 4.4 k�onnennur dann ordnungsgem�a� funktionieren, wenn die Parameterklasse MatrixT konform zuButterflyMatrix<T> ist, d.h. wenn sie von ButterflyMatrix<T> erbt. In C++ gibtes, im Gegensatz zu EIFFEL, leider kein Spra
helement, um dies bereits im Programm-
ode auszudr�u
ken. Die L�oser in den ersten beiden Zeilen arbeiten dagegen mit jederArt von (ni
ht-virtuellen) Matrixklassen zusammen, die zu Matrix<T> konform ist. Ei-ne Sonderstellung nehmen die L�oserklassen Ja
obiSolver und JORSolver (und analogdie Vorkonditioniererklassen Ja
obiPre
onditioner und JORPre
onditioner) ein. Sieben�otigen ni
ht unbedingt eine zu ButterflyMatrix<T> konforme Klasse als Parameter,sondern ledigli
h eine Klasse, die die Diagonalelemente separat in einer Diagonalmatrixabspei
hert, wie es z.B. beim Modi�ed Row Storage (siehe Abs
hnitt 3.2) der Fall ist.In [Ha
93℄, Unterkapitel 4.5 beispielsweise, oder in [BBC+94℄, Abs
hnitt 3.2.1, werdenspezielle Blo
k-Varianten der Splitting-Verfahren vorgestellt. Hierbei unterteilt man dieMatrix in kleinere (quadratis
he) Bl�o
ke und formuliert den Algorithmus dann statt aufden einzelnen skalaren Matrixeintr�agen auf eben diesen Blo
kmatrizen. In der vorliegendenKlassenbibliothek existieren jedo
h keine gesonderten Blo
k-Varianten der Algorithmen,denn jedes L�osungsverfahren ist automatis
h dann ein Blo
k-Verfahren, wenn Blo
kmatri-zen verwendet werden (vgl. Bemerkung 4.1 und Abs
hnitt 4.4). Dies ist eine Konsequenz
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hie 71L�osungsverfahren Implementierende KlasseKonjugierte Gradienten CGSolver<MatrixT,Ve
torT>GMRES GMRESSolver<MatrixT,Ve
torT>BiCGSTAB BiCGSTABSolver<MatrixT,Ve
torT>Ja
obi Ja
obiSolver<MatrixT,DiagonalT,Ve
torT>JOR JORSolver<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>Gau�-Seidel GaussSeidelSolver<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>SOR SORSolver<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>SSOR SSORSolver<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>Vorw�artseinsetzen ForwardInserter<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>R�u
kw�artseinsetzen Ba
kwardInserter<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>Tabelle 4.3: L�oserklassenaus der Tatsa
he, da� alle L�oser in der Klassenbibliothek (au�er ForwardInserter undBa
kwardInserter) auf einem hohen Abstraktionsniveau implementiert sind. Sie ver-wenden ledigli
h mathematis
he Operationen, wie Matrix-Vektor-Multiplikation, Additi-on und Skalierung von Vektoren, und greifen dabei ni
ht (im Gegensatz zu vielen anderenBibliotheken), auf die einzelnen Matrixelemente zu. Dadur
h werden die L�oser (Algorith-men) weitestgehend von den Matrizen (Datenstrukturen) entkoppelt, was ein wi
htigerAspekt des objektorienterten Designs ist.Die Verfahren des Vorw�arts- und R�u
kw�artseinsetzens sind die einzigen, die einenetwas tieferen Einbli
k in die Matrixstruktur haben m�ussen. Sie erhalten diesen �uber(zweidimensionale) Iteratoren (vgl. Abs
hnitt 4.5). Wie au
h anhand der Abh�angigkeitenin den Klassendiagrammen A.3 bis A.5 in Anhang A zu sehen ist, wird das Prinzip desVorw�arts- bzw. R�u
kw�artseinsetzens von vielen anderen Verfahren benutzt. Aus diesemGrund wurden sie dort herausgenommen und als separate Verfahren in Gestalt der KlassenForwardInserter und Ba
kwardInserter implementiert.In Abbildung A.2 in Anhang A sieht man die Klassen, wel
he die Krylov-Unterraum-Methoden implementieren. Hieran soll exemplaris
h die Spei
herverwaltung der L�oserklas-sen erl�autert werden. Man sieht zun�a
hst die private Funktion init, die in jedem L�oser dieAufgabe hat, den Spei
her f�ur die tempor�aren Variablen und Datenstrukturen, die bei dereigentli
hen Bere
hnung gebrau
ht werden, bereitzustellen und gegebenenfalls zu initiali-sieren. Da die Spei
herbes
ha�ung verh�altnism�a�ig zeitaufwendig ist, wird init einmalam Anfang von solve aufgerufen, und zwar genau dann, wenn das Flag initializedden Wert false hat. Dies ist z.B. unmittelbar na
h dem Erzeugen des L�oserobjektes der
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hreibung der KlassenbibliothekVorkonditionierungs-verfahren Implementierende KlasseJa
obi Ja
obiPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,Ve
torT>JOR JORPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,Ve
torT>SOR SORPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>SSOR SSORPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>Unvollst�andigeLU-Zerlegung ILUPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>Unvollst�andigeCholesky-Zerlegung ICPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>SPD SPDPre
onditioner<MatrixT,DiagonalT,TriangularT,Ve
torT>Tabelle 4.4: VorkonditioniererklassenFall. Na
h getaner Arbeit setzt die Funktion init dann die Variable initialized auftrue, so da� sie von solve ni
ht mehr ohne weiteres aufgerufen werden kann. Erst, wenndie Funktion reset aufgerufen wird, hat initialized wieder den Wert false. Ist einL�oser n�amli
h erst einmal initialisiert, so l�a�t er si
h beispielsweise nur mit Matrizen einerfestgelegten Gr�o�e benutzen. Will man ihn mit einer anderen Matrixgr�o�e verwenden, somu� man zun�a
hst eben reset aufrufen, bevor man ihn wieder verwenden kann. Hierbeiwerden die internen Variablen des L�osers erst beim erneuten Aufruf von solve bzw. initdur
h die private Funktion destru
t freigegeben.Desweiteren ist in Abbildung A.2 in der Klasse GMRESSolver die private Funktionrestartsolve aufgef�uhrt, die in Abh�angigkeit vom Convergen
eControl-Objekt (sieheAbs
hnitt 4.3.4) von der Funktion solve aufgerufen wird, um einen GMRES mit Restart(vgl. Algorithmus 2.10) anstelle eines normalen GMRES (vgl. Algorithmus 2.9) dur
h-zuf�uhren.Genauer passiert folgendes : Der Algorithmus fragt seine Parameter �uber das ihm mit-gegebene SolverParameter-Objekt ab (siehe Abs
hnitt 4.3.3) { dies ist in diesem Fall nurdie Dimension des Krylov-Unterraums, und die Abfrage ges
hieht dur
h Aufruf der Funk-tion getSubspa
eDimension(). Handelt es si
h nun beim Convergen
eControl-Objektdes L�osers (siehe Abs
hnitt 4.3.4) um eines vom Typ CountControlmit maximaler Iterati-onszahl 1, so wird das normale GMRES-Verfahren ohne Restart einmal dur
hgef�uhrt. An-dernfalls werden so viele Restarts dur
hgef�uhrt, wie es das Convergen
eControl-Objektvors
hreibt.
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hie 734.3.3 L�oserparameterVers
hiedene L�oser brau
hen teilweise diverse Parameter, um ihre Bere
hnungen dur
h-f�uhren zu k�onnen. Das GMRES-Verfahren ben�otigt eine nat�urli
he Zahl, die die Dimen-sion des Unterraums angibt, das SOR-Verfahren bekommt eine Gleitkommazahl zwis
hen0 und 2, wel
he die Relaxation bestimmt. In der Klassenbibliothek lins gibt es daf�urdie Klasse SolverParameter, die wie eine zentrale Datenbank f�ur alle L�oser funktioniert.Dort werden alle diese Daten gespei
hert, und jeder L�oser verf�ugt �uber einen Zeiger aufein sol
hes SolverParameter-Objekt, so da� er si
h bei Bedarf die f�ur ihn wi
htige Infor-mation bes
ha�en kann. Abbildung 4.7 zeigt die Assoziation zwis
hen den Klassen Solverund SolverParameter.Nat�urli
h ist es au
h m�ogli
h, mehrere vers
hiedene SolverParameter-Objekte zu er-zeugen, und sie vers
hiedenen L�osern zuzuweisen. Dies kann f�ur hybride, mehrstu�geL�osungsverfahren, wie sie mit diesen Klassen m�ogli
h sind, und die si
h aus mehrerenStandardl�osern zusammensetzen, dur
haus sinnvoll sein.
Solver

- parameters : SolverParameter*

setParameters(p : SolverParameter*)

getParameters() : SolverParameter*

MatrixT

VectorT SolverParameter

- relaxpar : double

- subdim : Index

setRelaxationParameter(relax : double)

getRelaxationParameter() : double

setSubspaceDimension(dim : Index)

getSubspaceDimension() : Index

0..1 *
Abbildung 4.7: L�oser und Parameter4.3.4 KonvergenzkontrolleUm die Abbru
hbedingungen f�ur die L�oser zu formulieren, gibt es die abstrakte KlasseConvergen
eControl<Ve
torT>. Jedes L�oserobjekt besitzt einen Zeiger auf ein Objektdieser Klasse bzw. einer ihrer Unterklassen. Die Klasse Convergen
eControl<Ve
torT>besitzt als wi
htigstes Merkmal die Funktion 
onverged, die vom L�oser in jedem S
hrittaufgerufen werden mu�, um festzustellen, ob die aktuelle N�aherung einem gewissen Ab-bru
hkriterium gen�ugt. Ist dies der Fall, liefert sie true zur�u
k, ansonsten false.Ein Nebene�ekt hiervon ist, da� das Convergen
eControl<Ve
torT>-Objekt dabei dieIterationss
hritte mitz�ahlt, so da� si
h, na
hdem solve terminiert ist, mit der FunktiongetLastIterationStep die Gesamtzahl der ben�otigten Iterationen erfragen l�a�t.Die unters
hiedli
hen Abbru
hkriterien werden dur
h vers
hiedene Unterklassen vonConvergen
eControl<Ve
torT>modelliert. Sei ri := b�Axi das Residuum der L�osung xiaus dem i-ten Iterationss
hritt. Dann gibt Tabelle 4.5 eine �Ubersi
ht �uber die implemen-
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Solver

- cc : ConvergenceControl<VectorT>*

setConvergenceControl(c : ConvergenceControl<VectorT>*)

getConvergenceControl() : ConvergenceControl<VectorT>*

MatrixT

VectorT

ConvergenceControl

- iterationStep : Index

converged(r : VectorT*, i : Index, norm : double = DBL_MAX)

getLastIterationStep() : Index

VectorT

0..11
Abbildung 4.8: L�oser und Abbru
hkontrolletierten Abbru
hbedingungen. Hierbei sind n und eps Parameter der jeweiligen Klassen,die im Konstruktor angegeben werden. Die Funktion 
onverged, die von diesen Klassenimplementiert wird, bekommt als Parameter einen Zeiger auf das aktuelle Residuum *r,den aktuellen Iterationss
hritt i, und optional mit dem Gleitkommawert norm die jewei-lige Norm von ri, die bei man
hen Algorithmen bei der Bere
hnung gewisserma�en alsNebenprodukt abf�allt und dann ni
ht no
h einmal bere
hnet werden mu�.Abbru
hkriterium Implementierende Klassei = n CountControl<Ve
torT>jjrijj1 � eps MaximumResidualControl<Ve
torT>jjrijj2 � eps Eu
lidianResidualControl<Ve
torT>jjrijj2 = jjr0jj2 � eps RelativeEu
lidianResidualControl<Ve
torT>Tabelle 4.5: Abbru
hkriterien4.4 PolymorphieUnter dem Begri� Polymorphie versteht man bekanntli
h das unters
hiedli
he Verhaltenvon Objekten vers
hiedener Klassen mit derselben Oberklasse bez�ugli
h der namentli
hglei
hen Operation. Genauer gesagt wird eine sol
he Funktion, deren Signatur aus dergemeinsamen Oberklasse geerbt wurde, mit einer klassenspezi�s
hen Implementation in



4.4 Polymorphie 75der jeweiligen Unterklasse �ubers
hrieben. Dies kommt bei den Matrixklassen nat�urli
h�uberall dort zum Einsatz, wo in der Klasse Matrix<T> ledigli
h rein virtuelle Funktionenvorhanden sind, also z.B. bei der Funktion insertItem.Dieser Me
hanismus bewirkt also, da� zur Laufzeit immer die "ri
htige\ Funktion f�urein Objekt ausgew�ahlt wird. Dies ist deshalb so interessant, weil si
h dadur
h auf einfa
heund elegante Weise komplexe Algorithmen s
hreiben lassen, die vers
hiedenartige Objekte,ohne Fallunters
heidungen ma
hen zu m�ussen, in passender Weise behandeln. Ein Beispielhierf�ur ist die Matrix-Vektor-Multiplikation, wie si
h an folgender Blo
kmatrix illustrierenl�a�t :
A =

0BBBBBBBBBBBBBB�
a11 a12 a17 a18a21 a22 a27 a28a33 a34 a37 a38a43 a44 a47 a48a55 a56 a57 a58a65 a66 a67 a68a71 a72 a73 a74 a75 a76 a77 a78a81 a82 a83 a84 a85 a86 a87 a88

1CCCCCCCCCCCCCCA = 0BBBBBB� A11 A14A22 A24A33 A34A41 A42 A43 A44
1CCCCCCA

Hierbei werden die Matrizen A11; A14; : : : dur
h Objekte vom Typ� ButterflyDenseMatrix<double>mit der Dimension 2� 2 repr�asentiert, w�ahrend es si
h bei A um ein Objekt vom Typ� ButterflySparseMatrix<ButterflyDenseMatrix<double>*>mit der Dimension 4�4 handelt. Um nun die Matrix A mit einem entspre
hend gestaltetenVektor x zu multiplizieren, wird die Template-Funktion mul aufgerufen, die im namespa
ematrixalgorithms de�niert ist. Sie bekommt als Argument einen Zeiger auf A und auf xund einen Zeiger auf einen passenden Ergebnisvektor, etwa v. mul tut nun ni
hts weiteres,als die entspre
hende Methode mul von A aufzurufen. Damit ist si
hergestellt, da� A inder korrekten Weise mit x multipliziert wird, also etwa nur die Ni
htnullbl�o
ke verwendetwerden.Nun m�ussen aber die Teilbl�o
ke von A ihrerseits wieder mit den entspre
henden Teil-bl�o
ken von x multipliziert und die Teilergebnisse aufsummiert werden. Hierf�ur sind dieFunktionen mul bzw. addmul zust�andig, wobei letztere eine Multiplikation und eine Addi-tion dur
hf�uhrt. Ihnen werden als Argument die Zeiger auf die entspre
henden Teilmatri-zen und Teilvektoren �ubergeben. Au
h diese Template-Funktionen rufen die entspre
hendeMethode auf, diesmal aus der Klasse ButterflyDenseMatrix<double>, die ja der Typ derTeilmatrizen von A ist.Dort werden nun die entspre
henden Additions- und Multiplikationsroutinen aus demnamespa
e matrixalgorithms f�ur skalare Eintr�age aufgerufen, die ebenfalls den Na-men mul bzw. addmul tragen, da sie die �uberladenen Versionen der oben bes
hriebenen
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hreibung der KlassenbibliothekTemplate-Funktionen sind. Die Polymorphie besteht nun darin, da� dreimal der Funkti-onsname mul auftau
ht, aber jedesmal mit einer anderen Bedeutung, abh�angig vom Typder Argumente. Abbildung 4.9 zeigt die numeris
hen Algorithmen, die von den Unterklas-sen implementiert werden (siehe au
h Abs
hnitt 4.6).
Matrix

Matrix<T>* mul(B : Matrix<T>*, C : Matrix<T>*)

Matrix<T>* addmul(B : Matrix<T>*, C : Matrix<T>*)

Matrix<T>* submul(B : Matrix<T>*, C : Matrix<T>*)

Matrix<T>* scalmul(alpha : double, B : Matrix<T>*)

T

Abbildung 4.9: �Uberladbare mathematis
he Operationen der Klasse Matrix<T>Bemerkung 4.5. An diesem Beispiel wird au
h deutli
h, wie die zweite Anforderung andie Datenstrukturen aus Abs
hnitt 4.1.2 in dieser Klassenbibliothek realisiert wurde. Willman eine Matrix deklarieren, die als Eintr�age wiederum Matrizen hat, so bekommt derumgebende Matrixtyp als Templateparameter einen Zeiger auf den Typ der Matrixeintr�age- ni
ht den Typ der Eintr�age selbst. Also etwa� ButterflySparseMatrix<Matrix<double>*>* A;und ni
ht� ButterflySparseMatrix<Matrix<double>>* A;denn nur mit Zeigern l�a�t si
h Laufzeitpolymorphismus in C++ errei
hen, ni
ht etwamit Referenzen. Die zweite Variante w�are au
h kein korrekter C++-Code, da Matrix<T>abstrakt ist und somit ni
ht instanziiert werden kann. Ein Zeiger auf eine abstrakte Klassel�a�t si
h jedo
h immer deklarieren. So kann *A als Eintr�age vers
hiedene Typen vonMatrizen beherbergen, die erst zur Laufzeit bekannt sind.4.5 IteratorenEin wi
htiges Konzept des objektorientierten Designs ist das des Datenzugri�s in Con-tainern �uber Iteratoren. Viele neuere Bibliotheken sind auf diese Weise aufgebaut, dieStandard Template Library von C++ ([Str98℄, Teil III) beispielsweise, oder au
h die Ma-trix Template Library (MTL, siehe [Sie99℄).Algorithmen operieren in der Regel mit bestimmten Daten, die ihrerseits in gewis-sen Datenstrukturen abgelegt sind. Oft mu� also der Container, der die Daten enth�alt,dur
hmustert werden. Dies ges
hieht in objektorientierten Bibliotheken mit sogenanntenIteratoren. Hierbei handelt es si
h um eine weitere Abstraktionss
hi
ht, die zwis
hen denAlgorithmen und den Datenstrukturen eingezogen wird. Sie erm�ogli
hen den eÆzienten,sukzessiven Zugri� auf Elemente eines Containers in einer gewissen Reihenfolge, ohne all-zuviel �uber dessen Implementation preiszugeben. Ein Algorithmus brau
ht also ni
ht mehr



4.5 Iteratoren 77�uber die spezielle Implementation eines Containers Bes
heid zu wissen, sondern kann ein-mal allgemein formuliert werden und funktioniert dann mit einer Vielzahl von Containern(im Idealfall), die ledigli
h ihren eigenen Iterator bereitstellen m�ussen.
Container Iteratoren AlgorithmenAbbildung 4.10: Iteratoren als Mittler zwis
hen Daten und AlgorithmenContainer und ihre Iteratoren h�angen enger zusammen als Algorithmen und Iteratoren,weshalb in Abbildung 4.10 die Abh�angigkeit zwis
hen diesen au
h in beide Ri
htungenzeigt. Ein Container mu� seinen Iterator kennen, da er ihn beispielsweise am Beginn einerIteration erzeugen mu�. Andererseits mu� ein Iterator direkten Zugri� auf die Daten desContainers haben - meistens ist der Iterator eine friend-Klasse des Containers. Hingegenmu� ein Algorithmus zwar wissen, wie er einen Iterator zu benutzen hat, jedo
h wei� derIterator ni
hts �uber irgendeinen Algorithmus.Die Besonderheit bei Matrizen liegt nun in der zweidimensionalen Anordnung der Da-ten. Will man alle Matrixeintr�age mit einem Iterator dur
hlaufen, so mu� man si
h f�ureine bestimmte Dur
hlaufri
htung ents
heiden (etwa zeilenweise). Eine andere L�osungbesteht darin, zwei Stufen von Iteratoren zu verwenden : Eine Art von Iteratoren, mitdenen man �uber die Zeilen, und eine andere, mit denen man dur
h die Spalten l�auft. Dieletztere Form ist unter anderem in der MTL ([Sie99℄, Kapitel 2) verwirkli
ht.In lins sind beide Iteratorkonzepte implementiert worden, da f�ur unters
hiedli
he Al-gorithmen mal das eine, mal das andere Konzept eÆzienter ist. Beispielsweise ist f�urdie Matrix-Vektor-Multiplikation das lineare Dur
hlaufen s
hneller (vgl. Abs
hnitt 4.6.1),w�ahrend si
h das Verfahren des R�u
kw�artseinsetzens besser mit den zweistu�gen Iterato-ren realisieren l�a�t. Zudem verf�ugen nur die Unterklassen von RowWiseMatrix<T> �ubereigene Iteratoren, da sie nur hier ben�otigt werden.Die Iteratoren sind in dieser Bibliothek als eigene Klassen verwirkli
ht. F�ur das zwei-stu�ge Iteratorkonzept sind dies zwei Typen f�ur jede Matrixklasse, deren Namen innerhalbdes Namensberei
hs der Matrixklasse dur
h FirstLevelIterator bzw. Se
ondLevel-Iterator gegeben ist. Die quali�zierten Namen w�aren also beispielsweise f�ur die KlasseTriangularSparseMatrix<T> :� TriangularSparseMatrix<T>::FirstLevelIterator, bzw.� TriangularSparseMatrix<T>::Se
ondLevelIterator.Dar�uber hinaus gibt es einen weiteren Iteratortyp, der zum linearen Dur
hmustern dient.Sein Name innerhalb einer Klasse ist LinearIterator, d.h. sein quali�zierter Name lautetf�ur die Klasse TriangularSparseMatrix<T> :� TriangularSparseMatrix<T>::LinearIterator.



78 Bes
hreibung der KlassenbibliothekJede zu RowWiseMatrix<T> konforme Matrixklasse hat nun die folgenden Funktionen :� begin() : liefert einen FirstLevelIterator, der auf die erste Zeile, bzw. beitransponierten Matrizen die erste Spalte zeigt.� end() : liefert einen FirstLevelIterator, der hinter die letzte Zeile, bzw. beitransponierten Matrizen die letzte Spalte zeigt.� linearBegin() : liefert einen LinearIterator, der auf das erste Element zeigt.� linearEnd() : liefert einen LinearIterator, der hinter das letzte Element zeigt.Ein FirstLevelIterator hat nun wiederum die folgenden Funktionen :� begin() : liefert einen Se
ondLevelIterator, der auf das erste Element der Zeile(bzw. Spalte bei transponierten Matrizen) zeigt, auf die der FirstLevelIteratorselbst zeigt.� end() : liefert einen Se
ondLevelIterator, der hinter das letzte Element der Zeile(Spalte bei transponierten Matrizen) zeigt, auf die der FirstLevelIterator selbstzeigt.� position() : liefert den aktuellen Index der Zeile (Spalte bei transponierten Matri-zen), auf die der FirstLevelIterator selbst zeigt.� operator++() : setzt den FirstLevelIterator um eine Zeile (bzw. Spalte) weiter.Ein Se
ondLevelIterator dient zum Dur
hlaufen der eigentli
hen Elemente. Er bietetdie folgende S
hnittstelle :� row() : liefert den aktuellen Index der Zeile, auf die der Se
ondLevelIteratorzeigt.� 
olumn() : liefert den aktuellen Index der Spalte, auf die der Se
ondLevelIteratorzeigt.� operator++() : setzt den Se
ondLevelIterator auf das n�a
hste Ni
htnullelemetder aktuellen Zeile (bzw. Spalte).� operator*() : liefert eine Referenz auf das aktuelle Element der Matrix, auf dasder Se
ondLevelIterator zeigt.Ein LinearIterator hat die glei
he S
hnittstelle wie ein Se
ondLevelIterator, er bietetdieselben Funktionssignaturen. Jedo
h ist hier im allgemeinen ni
ht si
hergestellt, da�die beim Dur
hmustern mit 
olumns() erzeugte Folge von Indizes monoton wa
hsendist, denn es wird ja die ganze Matrix dur
hlaufen, und ni
ht nur eine Zeile, wie beimSe
ondLevelIterator.



4.6 Angepa�te Algorithmen 794.6 Angepa�te AlgorithmenUm die Datenstruktur, die dur
h die Klasse ButterflySparseMatrix<T> realisiert wird,optimal auszunutzen, ist eine Anpassung vers
hiedener Algorithmen notwendig. Dur
h dieAufteilung in re
hten oberen Teil, Diagonale und linken unteren Teil ist es erforderli
h,viele Verfahren anders aufzuteilen.Funktionen, die einfa
he Bere
hnungen mit Vektoren und Matrizen dur
hf�uhren, sindim namespa
e matrixalgorithms zusammengefa�t. Tabelle 4.6 gibt eine �Ubersi
ht �uberdie dort enthaltenen Funktions-Templates.mathematis
heOperation Funktionz ( x+ y add(VektorT* x, VektorT* y, VektorT* z)z ( x� y sub(VektorT* x, VektorT* y, VektorT* z)z ( Ax mul(MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)z ( z +Ax addmul(MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)z ( z �Ax submul(MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)z ( �x s
almul(double alpha, MatrixT* x, MatrixT*z)z ( �x+ y adds
almul(MatrixT* x, MatrixT* y,MatrixT* z, doublealpha)Tabelle 4.6: Funktionen im Namespa
e matrixalgorithmsHierbei istA 2 Rn�n und A ein Zeiger auf das entspre
hende Matrixobjekt, x; y; z 2 Rnund x,y und z sind die Zeiger auf die jeweiligen Vektorobjekte. Au�erdem ist � 2 R undalpha der entspre
hende Skalar. S�amtli
he Funktionen gehen davon aus, da� der Spei
herf�ur den Vektor *z bereitgestellt und dieser so dimensioniert ist, da� er das Resultat derBere
hnung aufnehmen kann. Am Ende der Operation zeigt z also auf das Ergebnis.Die Typen VektorT, MatrixT, VektorXT und VektorZT sind die Template-Argumente derFunktionen.4.6.1 Matrix-Vektor-MultiplikationEine sehr wi
htige und zeitkritis
he Operation bei iterativen Verfahren ist die Bere
hnungeines Produktes Ax = y, wobei x; y 2 Rn Vektoren sind und A 2 Rn�n eine entspre
hendeMatrix. Fast no
h wi
htiger ist die kombinierte Operation Ax + z = z, mit z 2 Rn, diedur
h addmul implementiert ist, denn sie wird in den meisten Algorithmen h�au�ger alsmul verwendet.Unter Ber�u
ksi
htigung des mit Formel 2.15 eingef�uhrten Splittings A = L + D + Rl�a�t si
h nun aus diesen Funktionen die Multiplikation f�ur eine zu ButterflyMatrix<T>



80 Bes
hreibung der Klassenbibliothekkonforme Klasse zusammensetzen, wie in Algorithmus 4.1 zu sehen ist.Algorithmus 4.1 addmulz ( z +Dxz ( z + Lxz ( z +RxDie Multiplikation f�ur Butterfly-Matrizen ist also zur�u
kgef�uhrt auf die Multiplika-tion von Dreie
ks- und Diagonalmatrizen.S
haut man si
h nun den entspre
henden Algorithmus f�ur die Matrizen der KlasseTriangularSparseMatrix<T> an, so gibt es mit den in Abs
hnitt 4.5 vorgestellten Ite-ratoren prinzipiell zwei m�ogli
he Arten seiner Implementierung. Die eine besteht darin,zweistu�ge Iteratoren zu benutzen, woraus si
h die mehr oder weniger klassis
he Matrix-Vektor-Multiplikation mit zwei S
hleifen ergibt (vgl. Alg. 4.2).Algorithmus 4.2 matrixalgorithms::addmul mit zweidimensionalen IteratorenVektorZT* matrixalgorithms::addmul(MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)f typename MatrixT::MatrixFirstLevelIterator rit = A->begin();typename MatrixT::MatrixFirstLevelIterator ritend = A->end();typename MatrixT::MatrixSe
ondLevelIterator 
it, 
itend;for(; rit != ritend, rit++)f 
it = rit.begin();
itend = rit.end();for(; 
it != 
itend; 
it++)matrixalgorithms::addmul(*
it, (*x)[
it.
olumn()℄, (*z)[
it.row()℄);greturn C;g Die andere M�ogli
hkeit besteht in der Verwendung von eindimensionalen Iteratoren,wie in Alg. 4.3 gezeigt. Diese Version kommt mit nur einer S
hleife aus und besitzt ni
htnur den Vorteil einer gr�o�eren �Ubersi
htli
hkeit des Programm
odes, sondern ist �uberdiesau
h no
h s
hneller, wie in Tabelle 4.7 demonstriert wird. Hierbei wurden die Operationenjeweils 10000mal hintereinander f�ur vers
hiedene Matrizen An 2 Rn�n ausgef�uhrt. Diemit adr erzeugten Matrizen haben 28553 Ni
htnulleintr�age f�ur n = 4225 bzw. 114441 f�urn = 16641. Zur verwendeten Testhardware vgl. Anhang C.



4.6 Angepa�te Algorithmen 81Algorithmus 4.3 matrixalgorithms::addmul mit eindimensionalen IteratorenVektorZT* matrixalgorithms::addmul(MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)f typename MatrixT::MatrixLinearIterator lit = A->linearBegin();typename MatrixT::MatrixLinearIterator litend = A->linearEnd();for(; lit != litend; lit++)matrixalgorithms::addmul(*lit, (*x)[lit.
olumn()℄, (*z)[lit.row()℄);return C;g
Die Laufzeitunters
hiede der beiden Implementationen erkl�aren si
h haupts�a
hli
hdur
h den zus�atzli
hen Overhead der zweiten S
hleife in Algorithmus 4.2, die si
h in-nerhalb der ersten be�ndet. Hier mu� die Pipeline der CPU immer neu angesetzt werden,was hingegen bei Algorithmus 4.3 vermieden wird.
Matrix Hardware addmul mit zweidimen-sionalen Iteratoren addmul mit linearen Ite-ratorenA4225 CompaqAlpha 26.8 se
 16.9 se
A4225 Intel PIII 51.1 se
 40.3 se
A16641 CompaqAlpha 117.9 se
 76.1 se
A16641 Intel PIII 256.9 se
 215.3 se
Tabelle 4.7: Laufzeitverglei
h der vers
hiedenen Implementierungen von addmul

Eine weitere Bes
hleunigung kann man im Spezialfall symmetris
her Matrizen errei
hen.In diesem Fall sind die Daten f�ur obere und untere Dreie
ksmatrix identis
h, sie werden,wie bereits bes
hrieben, au
h nur einmal abgespei
hert und ledigli
h unters
hiedli
h adres-siert. Wie in [Str98℄, Abs
hnitt 22.4.7., Seite 724, erw�ahnt, emp�ehlt es si
h, mehrfa
heS
hleifen �uber dieselben Daten zu vermeiden, was zu der Version von addmul f�uhrt, die inAlgorithmus 4.4 zu sehen ist.



82 Bes
hreibung der KlassenbibliothekAlgorithmus 4.4 matrixalgorithms::symmetri
addmulVektorZT* matrixalgorithms::addmul(MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)f typename MatrixT::MatrixLinearIterator lit = A->linearBegin();typename MatrixT::MatrixLinearIterator litend = A->linearEnd();for(; lit != litend; lit++)f matrixalgorithms::addmul(*lit, (*x)[lit.
olumn()℄, (*z)[lit.row()℄);matrixalgorithms::addmul(*lit, (*x)[lit.row()℄, (*z)[lit.
olumn()℄);greturn C;g Die Tabelle 4.8 zeigt das Laufzeitverhalten dieser Funktion. Es wurden hierbei diesymmetris
hen Anteile Asymn = 12(An + ATn ) der Matrizen aus Tabelle 4.7 verwendet. ImVerglei
h zur normalen addmul-Funktion ergeben si
h also Laufzeitreduktionen um bis zu21 %. Matrix Hardware symmetri
addmulAsym4225 CompaqAlpha 13.3 se
Asym4225 Intel PIII 32.4 se
Asym16641 CompaqAlpha 66.8 se
Asym16641 Intel PIII 170.0 se
Tabelle 4.8: Laufzeiten von symmetri
addmul
4.6.2 ILU-ZerlegungUm die ILU-Zerlegung in der Sparse-Skyline-Variante, wie sie von der Klasse Butterfly-SparseMatrix<T> verwendet wird, eÆzient dur
hf�uhren zu k�onnen, mu� Algorithmus 2.15entspre
hend angepa�t werden.Die �Anderungen ergeben si
h in erster Linie dadur
h, da� man bei dem Verfahrendie Dur
hlaufri
htung der Matrix ber�u
ksi
htigen mu�, um keine Zeit mit dem Su
henbestimmter Elemente zu vers
hwenden. Die Kunst besteht also in der ri
htigen Anordnungder S
hleifen. Algorithmus 4.5 zeigt diese Variante.



4.6 Angepa�te Algorithmen 83Algorithmus 4.5 ILU-Variante f�ur zu ButterflyMatrix<T> konforme Klassen1: Setze U := (uij)ni;j=1 mit uij = aij f�ur j > i, 0 sonst2: Setze D := (dij)ni;j=1 mit dij = aij f�ur j = i, 0 sonst3: Setze L := (lij)ni;j=1 mit lij = aij f�ur i > j, 0 sonst4: for i = 1; : : : ; n do5: for m = 1; : : : ; i� 1 do6: if m 2MAS (i) then7: if m 2MAZ(i) then8: dii ( dii � limumi9: end if10: for k = i+ 1; : : : ; n do11: if k 2MAS (i) ^ m 2MAZ(k) then12: lki ( lki � lkmumi13: end if14: end for15: end if16: end for17: for m = 1; : : : ; i� 1 do18: if m 2MAZ(i) then19: for k = i+ 1; : : : ; n do20: if k 2MAZ(i) ^ m 2MAS (k) then21: uik ( uik � limumk22: end if23: end for24: end if25: end for26: for k = i+ 1; : : : ; n do27: if k 2MAZ(i) then28: uik ( uik=dii29: end if30: end for31: end forIm ersten Teil von Zeile 5 - 14, in der L bere
hnet wird, wird nun in der innerstenS
hleife �uber k dur
h die i: und die m: Spalte von A bzw. L iteriert. Dies ges
hiehtin der Praxis dur
h einen Se
ondLevelIterator, der eigentli
h �uber die Zeile von LTl�auft. Entspre
hend wird U im zweiten Teil von Zeile 15 - 29 bere
hnet. Dort wird inder innersten S
hleife nun �uber k dur
h die i: und die m: Zeile von U iteriert, was in derKlassenbibliothek mit einem Se
ondLevelIterator implementiert ist.4.6.3 IC-ZerlegungAus den glei
hen Gr�unden wie zuvor im Abs
hnitt �uber die ILU-Zerlegung bes
hrieben,mu� au
h die In
omplete-Cholesky-Zerlegung an die verwendete Datenstruktur angepa�twerden. Au
h dieses Verfahren wird mit zweidimensionalen Iteratoren implementiert.Dadur
h werden die S
hleifen, die in einer weiteren if-Abfrage �uberpr�ufen, ob ihr Lau�ndex



84 Bes
hreibung der Klassenbibliothekin einem gewissen Zeilen- bzw. Spaltenmuster der Matrix enthalten ist (wie in den Zeilen5, 8 und 16 in Algorithmus 4.6), auf elegante und eÆziente Weise realisiert.Algorithmus 4.6 IC-Variante f�ur zu ButterflyMatrix<T> konforme Klassen1: Setze D := (dij)ni;j=1 mit dij = aij f�ur j = i, 0 sonst2: Setze L := (lij)ni;j=1 mit lij = aij f�ur i > j, 0 sonst3: for k = 1; : : : ; n do4: for j = 1; : : : ; k � 1 do5: if j 2MAZ(k) then6: dkk ( dkk � l2kj7: for i = k + 1; : : : ; n do8: if j 2MAZ(i) ^ i 2MAZ(k) then9: lik ( lik � lijlkj10: end if11: end for12: end if13: end for14: dkk (pdkk15: for i = k + 1; : : : ; n do16: if i 2MAZ(k) then17: lik ( lik=dkk18: end if19: end for20: end for



Kapitel 5Numeris
he ExperimenteIn diesem Kapitel soll ein Verglei
h zwis
hen den vers
hiedenen Vorkonditionierern f�urdas GMRES-Verfahren gezogen werden. Anhand eines Modellproblems werden hierbeidie Laufzeiten von GMRES(m) f�ur unters
hiedli
he Gittergr�o�en, Di�usionskoeÆzienten" und Restartl�angen m untersu
ht.5.1 Bes
hreibung des ModellproblemsAls numeris
her Ben
hmark wurde das bereits in [Pri96℄ untersu
hte Problem der Rota-tionsstr�omung verwendet. Hierbei handelt es si
h um ein zweidimensionales, station�aresKonvektions-Di�usions-Problem der Form�"�u+~b � ru = f in 
: (5.1)Dies ist ein Spezialfall von (1.20) mit 
 � 0. F�ur das Gebiet 
 wurde das Einheitsquadrat
 = (0; 1) � (0; 1) verwendet. Zur Rotationsstr�omung wird dieses Problem dur
h dasGes
hwindigkeitsfeld ~b(x; y) :=  (2y � 1)(1 � (2x� 1)2)4y(2x� 1)(y � 1) ! :Ferner seien auf dem Rand die folgenden Diri
hlet-Bedingungen vorgegeben :u =�0:5 auf �(0 y)T : 0 � y � 1	u = 0:5 auf �(1 y)T : 0 � y � 1	u = 0 sonst:Au�erdem wird stets f � 0 gesetzt. S�amtli
he Testf�alle wurden mit strukturierten Gitternund unters
hiedli
hen Feinheitsgraden h gere
hnet. Hierbei wurde das Einheitsquadrat inkongruente re
htwinklige (und glei
hs
henklige) Dreie
ke der H�ohe h 2 f 132 ; 164 ; 1128 ; 1256gunterteilt. Weiterhin wurde dur
hgehend die SUPG-Stabilisierung (SDFEM, vgl. Ab-s
hnitt 1.3.2 ) benutzt.In den folgenden vier Abs
hnitten werden die diskreten L�osungen (auf dem feinstenGitter) f�ur " = 1; 10�2; 10�4; 10�6 dargestellt. Au�erdem werden jeweils die Zeiten f�urdie vers
hiedenen L�osungsverfahren bzw. Vorkonditionierer auf den vier vers
hiedenen



86 Numeris
he ExperimenteGittern vergli
hen. Als Abbru
hkriterium diente die Reduktion der euklidis
hen Normdes (ni
htvorkonditionierten) Residuums um den Faktor 10�6, also jjrijj2 = jjr0jj2 < 10�6.In den jeweils vier Balkendiagrammen sind die L�oserzeiten f�ur GMRES(m) na
h obenabgetragen. Ein s
hwarzer Teilbalken gibt hierbei die ben�otigte Zeit f�ur die Initialisierungdes L�osers an, insbesondere also au
h die Konstruktion des Vorkonditionierers. Weiterhinstehen die vier Gruppen von Balken f�ur die Restartl�angenm = 8; 12; 16; 20. Die jeweils f�unfdirekt nebeneinanderstehenden Balken geben dabei die L�oserzeiten f�ur den GMRES(m)� ohne Vorkonditionierung,� mit JOR-Vorkonditionierung,� mit SOR-Vorkonditionierung,� mit SSOR-Vorkonditionierung,� mit ILU-Vorkonditionierungan (von links na
h re
hts). In den Tabellen wurden zus�atzli
h die Anzahl der Iteratio-nen (Restarts) angegeben, die das Verfahren bis zum Errei
hen des Konvergenzkriteriumsben�otigte. Trat na
h einer bestimmten Anzahl von Restarts keine Konvergenz ein, sowurde dies in der Tabelle mit einem Stri
h deutli
h gema
ht.Als Relaxationsparameter wurde jeweils der als optimal ermittelte verwendet (vgl.Anhang B). Es wurde die Startl�osung x0 f�ur jedes Verfahren so gew�ahlt, da� alle Vektor-komponenten den glei
hen Wert haben und zus�atzli
h jjx0jj2 = 1 gilt. F�ur die Matrizenergeben si
h folgende E
kdaten : h n nnz1=32 1089 71131=64 4225 285531=128 16641 1144411=256 66049 458249Tabelle 5.1: Verh�altnis von Matrixdimension und Ni
htnulleintr�agenHierbei ist n die Dimension (Kantenl�ange) der Matrix und nnz die Anzahl der Ni
ht-nulleintr�age. Variiert man " > 0, so �andern si
h ledigli
h die Werte der Eintr�age, ni
htaber das Besetzungmuster der Matrix, so da� die Gr�o�e nnz f�ur ein Gitter konstant bleibt.Verglei
ht man die Ergebnisse, so l�a�t si
h feststellen, da� eine Vorkonditionierung zu-mindest meist eine Reduktion der Iterationen (Restarts) zur Folge hat. Dieses Verhaltenist umso drastis
her, je "einfa
her\ das Problem ist (bei " = 1; 10�2). Dort tritt au
h einez.T. erhebli
he Verminderung der Laufzeit ein. Aber bereits bei " = 10�2 l�a�t si
h beimJOR-Vorkonditionierer erkennen, da� die Reduktion der Iterationszahlen ni
ht immer aus-rei
ht, um au
h die absolute Laufzeit unter die des ni
htvorkonditionierten GMRES zudr�u
ken.



5.1 Bes
hreibung des Modellproblems 87Da ein Vorkonditionierer in jedem Iterationss
hritt zus�atzli
he Operationen erfordert,mu� die Konditionsverbesserung s
hon betr�a
htli
h sein, da sonst die eingesparten Itera-tionen wieder dur
h die zus�atzli
hen Kosten zuni
hte gema
ht werden. Ein SSOR-S
hrittbeispielsweise ist bez�ugli
h des Re
henaufwandes in etwa genauso "teuer\ wie eine Matrix-multiplikation. Verna
hl�assigt man die reinen Vektoroperationen, so ist ein entspre
hendvorkonditionierter GMRES-S
hritt nun doppelt so aufwendig wie ein ni
ht vorkonditio-nierter. Ergibt si
h mit diesem Verfahren nur eine Reduktion der Restarts um die H�alf-te, so handelt es si
h hierbei um ein Nullsummenspiel, denn die Laufzeit bleibt nahezuunver�andert. Aus diesem Grund bringen Vorkonditionierer in vielen F�allen sogar eineLaufzeitvers
hle
hterung.Letzteres kann man insbesondere bei kleinem " und feinerem Gitter beoba
hten. Hierist ledigli
h vereinzelt mal der SOR, mal der SSOR und mal der ILU s
hneller. Au
hwird deutli
h, da� der SOR oder der SSOR mit gut gew�ahltem Relaxationsparametereine �ahnli
h gute oder teilweise sogar bessere Konvergenzbes
hleunigung erbringen alsder ILU. Jedo
h ist der gro�e Vorteil des ILU seine Parameterunabh�angigkeit { die ILU-Zerlegung wird, unabh�angig von A, na
h einem vorgegebenen Algorithmus konstruiert.Die Bestimmung des optimalen Parameters f�ur ein Relaxationsverfahren und eine beliebigeMatrix A ist jedo
h s
hwierig, und oft nur dur
h entspre
hende Experimente (vgl. AnhangB) m�ogli
h.Ebenso wie den zus�atzli
hen Aufwand dur
h die Vorkonditionierung mu� man au
h dieEinsparung von Restarts dur
h eine gr�o�ere Restartl�ange m gegen�uber den dadur
h ent-stehenden h�oheren Kosten bei der Transformation der Hessenbergmatrix abw�agen. Einegr�o�ere Restartl�ange erbringt bei gro�em " keine Laufzeitvorteile. Hingegen l�a�t si
h, wies
hon in [Pri96℄ bes
hrieben, bei kleinerem " hierdur
h eine Stabilisierung und damit eineteilweise deutli
he Reduktion der Laufzeit errei
hen. Beispielsweise sank die Laufzeit beim = 40, ILU-Vorkonditionierung, " = 10�6 und h = 1=32 auf 1.16 Sekunden (im Verglei
hzu 21.87 Sekunden bei m = 20), bei h = 1=64 auf 10.53 Sekunden (42.75 Sek. bei m = 20)und bei h = 1=128 auf 79.61 Sekunden (118.195 Sek. bei m = 20). Bei h = 1=256 sankdie Zeit immerhin auf 748.48 Sekunden (852.17 Sek. bei m = 20).Bei der Bewertung der Re
henzeiten darf zudem ni
ht au�er a
ht gelassen werden,da� die Bere
hnungen auf einem Multitasking- und Multiusersystem dur
hgef�uhrt wur-den, d.h., da� parallel ablaufende Prozesse die Zeitmessung zumindest geringf�ugig beein-tr�a
htigen konnten. Zwar z�ahlt die C-Funktion 
lo
k() nur die vergangenen CPU-Takte,die si
h mit dem eigenen Prozess befasst haben, jedo
h kann ein weiterer re
henintensi-ver konkurrierender Prozess auf demselben Re
hner dazu f�uhren, da� beispielsweise derCa
he laufend die "fals
hen\ Daten (n�amli
h die des anderen Prozesses) enth�alt. Damitwird jedes Ca
hing ad absurdum gef�uhrt, was das Re
hen nat�urli
h verlangsamt. Jedo
hsollte si
h dieser E�ekt ni
ht allzusehr auf die gemessenen Zeiten auswirken.Es wurde abs
hlie�end au
h no
h exemplaris
h ein Beispiel mit h = 1512 und " = 10�2gere
hnet. adr generierte daraus eine Matrix der Dimension n = 263169 mit nnz =1833994 Ni
htnullelementen. GMRES(m) mit der Restartl�ange m = 12 und ILU-Vor-konditionierung l�oste das Problem in 38 Minuten und ben�otigte hierf�ur 318 Restarts.
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Abbildung 5.1: Rotationsstr�omung, " = 1, h = 1256
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Abbildung 5.2: Rotationsstr�omung, " = 10�2, h = 1256



5.3 Rotationsstr�omung, " = 10�2 915.3.2 Laufzeitverglei
h

8 12 16 20
m

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Z
ei

t[
s]

8 12 16 20
m

0

1

2

3

4

5

Z
ei

t[
s]

Iterationenm ohne JOR SOR SSOR ILU8 99 84 33 29 2612 65 55 21 17 1516 49 41 14 11 1020 39 33 11 8 8
Iterationenm ohne JOR SOR SSOR ILU8 194 179 88 66 5812 124 114 59 45 3916 90 83 45 33 2920 73 67 35 26 23n = 33� 33 n = 65� 65

8 12 16 20
m

0

10

20

30

40

50

Z
ei

t[
s]

8 12 16 20
m

0

100

200

300

400

500

Z
ei

t[
s]

Iterationenm ohne JOR SOR SSOR ILU8 390 379 183 138 11912 232 225 117 90 7916 167 163 87 69 6020 131 128 71 56 49
Iterationenm ohne JOR SOR SSOR ILU8 945 940 371 276 24012 487 482 224 173 15216 323 321 163 128 11320 244 242 129 102 91n = 129 � 129 n = 257� 257



92 Numeris
he Experimente5.4 Rotationsstr�omung, " = 10�45.4.1 Plot der diskreten L�osung

-0.5

0

0.5

u

0

0.5

1

x

0

0.5

1

y

Abbildung 5.3: Rotationsstr�omung, " = 10�4, h = 1256
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Abbildung 5.4: Rotationsstr�omung, " = 10�6, h = 1256
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Kapitel 6Zusammenfassung und Ausbli
kIn diesem Kapitel soll ein Fazit gezogen werden; es erfolgt eine Eins
h�atzung der Ergebnisseund eine Betra
htung der weiteren Ans�atze zur Bes
hleunigung der L�osung von linearenGlei
hungssystemen.Um lineare Glei
hungssysteme s
hnell l�osen zu k�onnen, ben�otigt man zum einen nu-meris
he Verfahren mit guten Konvergenzeigens
haften, von denen einige in Kapitel 2 vor-gestellt wurden. Zum anderen brau
ht man geeignete Datenstrukturen, auf denen dieseAlgorithmen operieren (vgl. Kapitel 3). Des weiteren ist es erforderli
h, diese Algorithmenmit den gegebenen Spra
hmitteln einer h�oheren Programmierspra
he eÆzient zu imple-mentieren. Da� es hierbei unters
hiedli
h s
hnelle Implementierungen geben kann, wurdeunter anderem in Kapitel 4 ges
hildert. Die dort vorgestellte Klassenbibliothek wurdeans
hlie�end im f�unften Kapitel anhand eines Modellproblems einem Test unterzogen.Aus Si
ht der numeris
hen Mathematik ist interessant, da� zumindest bei den s
hwerenKonvektions-Di�usions-Problemen, also bei kleinem " und insbesondere bei sehr feinemGitter, die Vorkonditionierung mit JOR, SOR, SSOR oder ILU ni
ht immer die erho�teWirkung zeigt. Erst bei gr�o�eren Restartl�angen ist der vorkonditionierte GMRES s
hnellerals der ni
htvorkonditionierte. Die zwar vorhandene Reduktion der Iterationszahlen rei
htin vielen F�allen ni
ht aus, um au
h die Laufzeit deutli
h zu senken. Dies liegt zu einem Teilau
h daran, da� insbesondere bei der ILU-Vorkonditionierung die zus�atzli
hen Daten f�urden Vorkonditionierer ni
ht mehr in den Ca
he des Re
hners passen. Ni
ht zuletzt dank derSUPG-Stabilisierung hat man bei diesen Problemen im Innern des Gebiets au
h erhebli
hweniger Oszillationen als am Rand. Die dort auftretenden parabolis
hen Grenzs
hi
htenhaben eine Breite von O(p") (vgl. [RST96℄, Seite 184), was au
h erkl�aren w�urde, warumdie L�oserzeiten f�ur " = 10�4 h�oher sind als bei " = 10�6. F�ur h = 1=129 und h = 1=257liegen dann n�amli
h bereits etli
he Gitterpunkte innerhalb der Grenzs
hi
ht, weshalb siebesser aufgel�ost wird als im Fall von " = 10�6.Weiterhin ist festzustellen, da� der SOR- ebenso wie der SSOR-Vorkonditionierer mitdem ri
htigen Relaxationsparameter ! eine dur
haus ernstzunehmende Alternative zurILU-Zerlegung darstellt. Wie im Anhang B im einzelnen dargestellt wird, reagieren dieseVorkonditionierer teilweise sehr emp�ndli
h auf eine �Anderung von !. So ma
ht beispiels-weise bei h = 1=256, " = 10�6 undm = 20 der Unters
hied zum zweitbesten ! beim SSOReine Zeitspanne von 160 Sekunden aus, was in diesem Fall eine um 19% l�angere Laufzeitgegen�uber der mit !opt bedeutet.Eine weitere Erkenntnis ist hierbei einerseits, da� die JOR-Vorkonditionierung nahezu
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kunemp�ndli
h gegen�uber der Variation des Relaxationsparameters ist, und da� anderer-seits die Ja
obi- bzw. JOR-Vorkonditionierung generell keine gro�e Verminderung derIterationszahl erbringt und deshalb meist sogar eine l�angere Laufzeit bewirkt.Was die Vorkonditionierung anbetri�t, so w�are es si
her no
h interessant, weitere derzahlrei
hen ILU-Varianten, wie beispielsweise ILU(p) (vgl. Bemerkung 2.41) zu implemen-tieren. Weitere Krylov-Verfahren k�onnen ebenfalls eine weitere Bes
hleunigung erzielen,das CG- und das BiCGSTAB-Verfahren (vgl. z.B. [Mei99℄, Abs
hnitt 4.3.2.7) wurdenbereits implementiert, aber in diesem Rahmen ni
ht anhand des Modellproblems gete-stet { das CG-Verfahren eignet si
h ohnehin nur f�ur symmetris
he Probleme. AndereKrylov-Methoden wie QMRCGSTAB oder TFQMR werden gegebenenfalls in einer sp�ate-ren Version von lins implementiert.Ein weiterer, sehr erfolgrei
her Weg bei der L�osung linearer Systeme sind die sogenann-ten Mehrgitterverfahren. Hierbei wird das Problem au
h auf gr�oberen Gittern diskretisiert{ idealerweise so, da� man das Problem auf dem gr�obsten Gitter exakt l�osen kann. DieStartn�aherung wird auf das n�a
hstgr�obere Gitter restringiert, was rekursiv so lange ge-s
hieht, bis man auf einem so groben Gitter angelangt ist, da� man das Problem exakt oderzumindest mit iterativen Methoden sehr s
hnell l�osen kann. Die L�osung eines gr�oberenGitters wird dann geeignet auf das n�a
hstfeinere prolongiert und dort mit einem einfa
henIterationsverfahren wie Ja
obi oder Gau�-Seidel gegl�attet.Ein relativ neuer und vielverspre
hender Ansatz sind dar�uber hinaus algebrais
heMehrgitterverfahren. Hier l�ost man si
h von der geometris
hen Struktur des Problemsund generiert die kleineren Hilfsprobleme aus der Matrix selbst. Dadur
h sind diese Ver-fahren unabh�angig von konkreten Diskretisierungen und k�onnen als allgemeines Verfahrenzur L�osung von linearen Glei
hungssystemen eingesetzt werden. In [RS87℄ werden hierf�urau
h Konvergenzaussagen im Falle symmetris
her M-Matrizen bewiesen.Was den Standpunkt der Informatik anbetri�t, so zeigt si
h, da� es au
h mit denobjektorientierten Mitteln von C++ m�ogli
h ist, eine eÆziente Implementierung nume-ris
her Algorithmen zu leisten, was au
h ein wesentli
hes Ziel dieser Arbeit war. DieS
hwierigkeit besteht darin, auf der einen Seite eine High-Level Struktur zu implementie-ren (�ubersi
htli
her Code, Wahrung von objektorientierten Paradigmen wie Kapselung)und auf der anderen Seite dem Compiler genug Informationen zu �uberlassen, anhand dererer den Code optimieren kann. Der Zugri� �uber Iteratoren auf die Matrix-Container unddie vorsi
htige Verwendung von virtuellen Funktionen sorgen bei lins daf�ur, da� der Com-piler dies an vielen Stellen au
h wirkli
h tut. Jedo
h stehen si
h diese beiden Forderungen(die na
h "S
h�onheit\ und na
h EÆzienz) prinzipiell diametral gegen�uber.Au
h diese Klassenbibliothek ist an vielen Stellen no
h ni
ht optimal. Beispielswei-se erweist es si
h als sinnvoll, m�ogli
hst viele Eigens
haften einer Klasse als Template-Parameter festzulegen. Da der Wert bzw. Typ eines Template-Parameters zur �Uber-setzzeit bekannt sein mu�, kann der Compiler dann au
h entspre
hende Optimierungenvornehmen.Ein weiterer Ansatzpunkt ist die Optimierung von Vektor-Ausdr�u
ken mit Hilfe vonExpression Templates (siehe z.B. [Vel95℄). Um beispielsweise einen Ausdru
k wiey = v �w + �x; v; w; x; y 2 Rn; � 2 R (6.1)eÆzient abzuarbeiten, m�ussen die Komponenten von y in einer S
hleife bere
hnet werden.Es rei
ht ni
ht, nur die einfa
hen Grundoperationen wie +, � und die Skalarmultiplikation



99zu implementieren, da dann erstens tempor�are Vektoren ben�otigt und zweitens mindestensdrei S
hleifen vom Compiler generiert w�urden. Im bisherigen Fortran- und C-Stil wurdedeshalb f�ur jede Art von Vektorausdru
k eine eigene Funktion ges
hrieben. Dies ist inblan
 und au
h no
h in dieser Bibliothek der Fall (siehe Tabelle 4.6). Expression Templa-tes ma
hen dies nun �uber
�ussig und erm�ogli
hen es dem Compiler, nun jede beliebige Artvon Vektorausdr�u
ken so zu optimieren, da� keine tempor�aren Objekte ben�otigt werdenund das Ergebnis trotzdem in einem Dur
hgang bere
hnet wird, obwohl hierf�ur nur diegrundlegenden Operatoren wie +, -, * implementiert werden. Hinzu kommt, da� man die-se Vektorausdr�u
ke gewisserma�en in "Klartexts
hreibweise\ im Programmtext verwendenkann. Den Ausdru
k (6.1) etwa w�urde man dann alsDenseVe
tor<double> v(n), w(n), x(n), y(n);double alpha;...y = v - w + (alpha * x);s
hreiben, was die Lesbarkeit und damit die Wartbarkeit des Codes ungemein erh�oht.
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Anhang AKlassendiagrammeA.1 Matrixklassen
Matrix

T

RowWiseMatrix
T

ButterflyMatrix
T

ButterflyDenseMatrix
T

ButterflySparseMatrix
T

TriangularDenseMatrix
T

TriangularSparseMatrix
T

DiagonalMatrix
T

DenseVector
TAbbildung A.1: Klassendiagramm aller Matrix- und Vektorklassen



102 KlassendiagrammeA.2 Krylov-Unterraum-Verfahren
Solver

MatrixT

VectorT

CGSolver

- initialized : bool

reset()

- init(param : SolverParameter*,
A : MatrixT*,
b : VectorT*,
x : VectorT*)

MatrixT

VectorT

GMRESSolver

- initialized : bool

reset()

- init(param : SolverParameter*,
A : MatrixT*,
b : VectorT*,
x : VectorT*)

- restartsolve(A : MatrixT*,
b : VectorT*,
x : VectorT*)

MatrixT

VectorT

BiCGSTABSolver

- initialized : bool

reset()

- init(param : SolverParameter*,
A : MatrixT*,
b : VectorT*,
x : VectorT*)

MatrixT

VectorT

Abbildung A.2: Klassendiagramm der Krylovverfahren



A.3 Splitting-Methoden 103A.3 Splitting-Methoden
Solver

MatrixT

VectorT

JacobiSolver

MatrixT

DiagonalT

VectorT

JORSolver

MatrixT

DiagonalT

VectorT

GaussSeidelSolver

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

SORSolver

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

SSORSolver

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

ForwardInserter

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

BackwardInserter

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

Abbildung A.3: Klassendiagramm der Splittingverfahren
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Solver

MatrixT

VectorT

JacobiPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

VectorT

JORPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

VectorT

SORPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

SSORPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

ForwardInserter

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

BackwardInserter

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

Abbildung A.4: Klassendiagramm der Splitting-Vorkonditionierer
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Solver

MatrixT

VectorT

CGSolver

MatrixT

VectorT

SPDPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

ILUPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

VectorT

ICPreconditioner

MatrixT

DiagonalT

VectorT

ForwardInserter

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

BackwardInserter

MatrixT

DiagonalT

TriangularT

VectorT

Abbildung A.5: Klassendiagramm der sonstigen Vorkonditionierer
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Anhang BEmpiris
he Bestimmung von !optWie bereits in [Pri96℄ festgestellt wurde, h�angt der Wirkungsgrad eines relaxierten Splitting-Vorkonditionierers oft ents
heidend von der Wahl des Relaxationsparameters ! ab.Wie aus den S�atzen 2.10 und 2.14 aus Kapitel 2 hervorgeht, l�a�t si
h unter gewissenBedingungen, beispielsweise, wenn A symmetris
h positiv de�nit oder konsistent geord-net ist, ein optimaler Relaxationsparameter f�ur diverse Splitting-Verfahren angeben. Beivielen Problemen, wie sie zum Beispiel bei der Diskretisierung von singul�ar gest�ortenKonvektions-Di�usionsglei
hungen auftau
hen, sind diese Bedingungen jedo
h meist ni
hterf�ullt, da hier der konvektive, also ni
ht-symmetris
he Anteil dominiert. Da hierzu no
hzu wenige theoretis
he Resultate vorliegen (in [BR99℄ werden zumindest Konvergenzaussa-gen f�ur das JOR-Verfahren bewiesen), ist man weitestgehend auf experimentelles Vorgehenangewiesen.In [Pri96℄, Abs
hnitt 4.4.1, wurden f�ur das SOR- und SSOR-Verfahren anhand ver-s
hiedener Probleme und Gittergr�o�en die jeweiligen optimalen Relaxationsparameter ex-perimentell bestimmt. Jedo
h gilt es ni
ht als gesi
hert, da� diese au
h die optimalen Wer-te f�ur die jeweiligen Vorkonditionierer sind. Deshalb wird an dieser Stelle das GMRES(m)-Verfahren mit den Vorkonditionierern JOR, SOR und SSOR f�ur das in (5.1) bes
hriebeneModellproblem getestet. Im folgenden wurde dieses Problem f�ur " = 10�k; k = 0; 2; 4; 6untersu
ht, wobei si
h die Betra
htungen auf den numeris
h interessantesten, weil s
hwie-rigsten Fall 
 � 0 bes
hr�anken.Es wurde jeweils mit einem strukturierten Gitter auf dem Einheitsquadrat, f�ur h 2f 132 ; 164 ; 1128 ; 1256g gere
hnet. Die hieraus resultierenden Matrixdimensionen n = ( 1h + 1)2sind dabei von links na
h re
hts in aufsteigender Reihenfolge angegeben. Das Konver-genzkriterium bestand in der Reduktion des (vorkonditionierten) Residuums um 10�6 inder euklidis
hen Norm. In den Diagrammen ist jeweils na
h oben die Anzahl der Restartsabgetragen, die das GMRES(m)-Verfahren bis zur Erf�ullung dieses Kriteriums ben�otigte.Es sind jeweils 4 Restartl�angen (m = 8; 12; 16; 20) eingezei
hnet :� m = 8 : gepunktete Linie,� m = 12 : Stri
h-Punkt-Linie,� m = 16 : gestri
helte Linie,� m = 20 : dur
hgezogene Linie.



108 Empiris
he Bestimmung von !optDas jeweils oberste Diagramm zeigt die Ergebnisse der JOR-Vorkonditionierung, dasmittlere die SOR- und das unterste die SSOR-Vorkonditionierung. Auf der x-A
hse wurdeder Relaxationsparameter ! im Intervall [0:05; 1:95℄ � (0; 2) in 39 �aquidistanten S
hrittenvariiert. Es ist also ! 2 fx 2 R j x = i � 0:05; i = 1; : : : ; 39g:In den Tabellen wurden zu jedem Problem no
h einmal die optimalen Relaxationspara-meter und die zugeh�origen Restarts explizit aufgef�uhrt. Man
he der Re
hnungen f�uhrteninnerhalb der vorgegebenen Zahl der Restarts ni
ht zur Konvergenz, was in den Tabellendur
h einen Stri
h gekennzei
hnet wurde.Es zeigt si
h, da� bei gro�en Werten f�ur " eine �Uberrelaxation (also ! > 1) des SORund SSOR zum Erfolg f�uhrt, w�ahrend bei kleiner werdendem " eher eine Unterrelaxation(! < 1) zu empfehlen ist. Beide Vorkonditionierer sind teilweise sehr sensibel gegen�ubereiner �Anderung von !, insbesondere bei kleinem " und zu gro� gew�ahltem ! f�uhrte diesh�au�g zur Divergenz des Verfahrens.Die Relaxierung des Ja
obi-Vorkonditionierers erwies si
h jedo
h in der Praxis alsrelativ unbrau
hbar. Verbesserungen der ben�otigten Restarts zur Konvergenz sind beiver�andertem ! allenfalls marginal. Etwas anderes war si
herli
h au
h ni
ht zu erwarten,da ja der JOR- gegen�uber dem Ja
obi-Vorkonditionierer ledigli
h mit einer reellen Zahlskaliert ist. Die Ergebnisse wurden jedo
h der Vollst�andigkeit halber mit aufgenommen.



B.1 Rotationsstr�omung, " = 1 109B.1 Rotationsstr�omung, " = 1GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 1.00 40 1.00 133 1.00 450 1.00 139212 1.00 21 1.00 66 1.00 220 1.00 75616 1.00 13 1.00 39 1.00 129 1.00 44620 1.00 8 1.00 27 1.00 86 1.00 289GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 1.35 12 1.90 25 1.95 48 1.95 19512 1.10 7 1.90 17 1.95 34 1.55 10016 1.50 5 1.65 11 1.85 25 1.85 6820 1.00 4 1.60 9 1.95 19 1.90 54GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 1.00 10 1.15 26 1.10 58 1.45 19612 1.00 7 1.00 15 1.15 40 1.30 9216 1.00 4 1.05 10 1.20 27 1.50 6920 1.00 3 1.00 7 1.00 21 1.10 56
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B.2 Rotationsstr�omung, " = 10�2 113B.2 Rotationsstr�omung, " = 10�2GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 1.00 84 1.00 179 1.00 379 1.00 94012 1.00 55 1.00 114 1.00 225 1.00 48216 1.00 41 1.00 83 1.00 163 1.00 32120 1.00 33 1.00 67 1.00 128 1.00 242GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 1.85 33 1.35 88 1.20 183 1.25 37112 1.85 21 1.35 59 1.25 117 1.25 22416 1.85 14 1.20 45 1.25 87 1.25 16320 1.85 11 1.45 35 1.20 71 1.25 129GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 1.25 29 1.20 66 1.15 138 1.10 27612 1.30 17 1.10 45 1.15 90 1.05 17316 1.25 11 1.15 33 1.10 69 1.05 12820 1.20 8 1.25 26 1.05 56 1.05 102
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B.3 Rotationsstr�omung, " = 10�4 117B.3 Rotationsstr�omung, " = 10�4GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 - - - - - - - -12 - - 1.95 1755 1.00 1794 1.00 128216 0.55 813 1.00 1316 0.95 1361 1.00 94420 1.05 657 0.70 1048 1.45 1083 1.00 750GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 0.75 1047 0.80 1396 0.75 1548 0.85 93512 0.75 637 0.85 896 0.70 1019 0.80 63316 0.70 475 0.90 664 0.75 740 0.80 48920 0.75 373 0.85 524 0.70 588 0.80 396GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 0.75 709 0.85 999 0.75 1084 0.80 69212 0.75 450 0.90 631 0.80 713 0.75 47616 0.75 330 0.85 482 0.80 516 0.75 35020 0.80 263 0.80 364 0.80 407 0.75 284
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B.4 Rotationsstr�omung, " = 10�6 121B.4 Rotationsstr�omung, " = 10�6GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 - - 1.75 1386 - - - -12 - - 1.85 902 - - - -16 - - 0.95 666 0.55 661 - -20 0.55 1037 0.90 514 0.75 490 1.95 1596GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 - - 0.60 824 0.85 496 0.95 156512 - - 0.65 525 0.95 323 1.00 86716 - - 0.65 388 0.95 232 1.15 57420 0.60 864 0.65 308 0.90 175 1.00 428GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierungn = 33� 33 n = 65� 65 n = 129� 129 n = 257 � 257m !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen !opt Iterationen8 - - 0.55 637 0.80 514 0.90 111712 0.45 899 0.55 402 0.70 291 0.90 64316 0.50 650 0.55 295 0.65 196 0.80 43620 0.45 512 0.55 233 0.65 150 0.80 259
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Anhang CTestplattformenC.1 Compaq AlphaStation XP1000Prozessor Alpha 21264A (EV67)Taktfrequenz 667 MHzL1-Ca
he 64 KB + 64 KBL2-Ca
he 4 MBRAM 1280 MBRAM-Typ 100 Mhz ECC SDRAMBetriebssystem Compaq Tru64 UNIXCompiler g++ v2.95.2Tabelle C.1: Alpha AXP Kon�gurationC.2 Intel PIIIProzessor Intel Pentium IIITaktfrequenz 450 MHzL1-Ca
he 16 KB + 16 KBL2-Ca
he 512 KBRAM 192 MBRAM-Typ 100 MHz SDRAMBetriebssystem SuSE Linux 6.4Compiler g++ v2.95.2Tabelle C.2: Intel Kon�guration
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Verzei
hnis der Algorithmen2.1 Ja
obi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.2 Gau�-Seidel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.3 Symmetris
her Gau�-Seidel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.4 JOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.5 SOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.6 SSOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.7 Gram-S
hmidt-Modi�ziertes Arnoldi-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . 312.8 FOM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.9 GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.10 GMRES(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362.11 Lan
zos-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.12 CG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.13 PCG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422.14 GMRES mit Links-Vorkonditionierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432.15 ILU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.16 IC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.1 addmul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 804.2 matrixalgorithms::addmul mit zweidimensionalen Iteratoren . . . . . . . 804.3 matrixalgorithms::addmul mit eindimensionalen Iteratoren . . . . . . . . 814.4 matrixalgorithms::symmetri
addmul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 824.5 ILU-Variante f�ur zu ButterflyMatrix<T> konforme Klassen . . . . . . . . . 834.6 IC-Variante f�ur zu ButterflyMatrix<T> konforme Klassen . . . . . . . . . 84
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