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Einleitung

In den letzten Jahren hat ein Wissenschaftszweig der Numerischen Mathematik, das Scien-
tific Computing, immer mehr Bedeutung erlangt. Hierbei untersucht man die rechner-
gestiitzte Losung von Problemen, die beispielsweise aus den Naturwissenschaften und in
zunehmendem Mafle auch aus den Wirtschaftswissenschaften stammen und durch mathe-
matische Modelle beschrieben werden.

Viele dieser Modelle werden mit partiellen Differentialgleichungen formuliert, wie zum
Beispiel die Konwvektions-Diffusions-Reaktionsgleichungen der Art

—eAu+b-Vu+cu=f inQ, (1)
u=0 auf 09, (2)

mit Q € R", die in der Stromungsphysik auftauchen. Da sich diese Gleichungen in der
Regel bei in der Praxis auftauchenden Problemen der Loésbarkeit im klassischen Sinn
entziehen (z.B. bei nichtglatten Randdaten), werden sie iiber eine Variationsformulierung
in eine diskrete Problemstellung iiberfiihrt, die zu einem linearen Gleichungssystem der
Form

Az =b (3)

mit z,b € R™ und diinnbesetzter Matrix A € R™*" aquivalent ist. Je genauer man die
kontinuierliche Losung approximieren will, um so feiner hat man die Auflésung (Gitter-
weite) bei der Diskretisierung zu wéhlen, was zu entsprechend grofien Dimensionen n der
Koeffizientenmatrix fithrt. Da direkte Methoden zur Lésung von (3) bei diesen Grofienord-
nungen aus Laufzeitgriinden nicht in Frage kommen, ist man an schnellen iterativen Ver-
fahren interessiert, die zumindest eine beliebig genaue Annidhrung an die diskrete Losung
erlauben.

Am Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik der Universitit Gottingen
wird nun mit adr ( ,advection diffusion reaction®) ein Programm zur numerischen Lésung
von Gleichungen des Typs (1) entwickelt. Es erlaubt u.a. die Generierung eines Gitters
auf dem Gebiet €2, die Diskretisierung nach der Finite-Elemente-Methode und die Lésung
des dabei entstehenden Gleichungssystems. Ziel dieser Diplomarbeit und mein Anteil an
diesem Softwareprojekt war die Erstellung einer C++-Klassenbibliothek zur Lésung von
linearen Gleichungssystemen. Ein wichtiger Aspekt war hierbei die Fragestellung, ob es
mit den modernen Sprachmitteln einer objektorientierten Programmiersprache wie Tem-
plates, Iteratoren und Vererbung in C+4 moglich ist, numerische Algorithmen effizient
zu implementieren. Dafl dies mdoglich ist und dafl sich die Laufzeiten hierbei nicht vor
denen von vergleichbaren Bibliotheken in C und Fortran zu verstecken brauchen, wurde
beispielsweise bereits mit Blitz++ (vgl. [Vel99]) angedeutet.



viii Einleitung

In Kapitel 1 dieser Arbeit werden die mathematischen Grundlagen von Konvektions-
Diffusions-Reaktionsgleichungen sowie deren Variationsformulierung und Diskretisierung,
wie sie in adr vorgenommen wird, zusammengetragen. Kapitel 2 beschéftigt sich mit linea-
ren Gleichungssystemen und ihrer Losung mit Hilfe von traditionellen Splitting- Verfahren
und moderneren Krylovmethoden. Auflerdem wird hier auf die Vorkonditionierung einge-
gangen.

In Kapitel 3 werden verschiedene Datenstrukturen vorgestellt, die zur Speicherung
der Matrix A dienen. Die auf den Namen lins ( ,library of iterative numerical solvers®)
getaufte Klassenbibliothek und ihre Implementierung wird in Kapitel 4 vorgestellt.

Im fiinften Kapitel werden die Algorithmen und Vorkonditionierer anhand von Bei-
spielen fiir verschiedene Diskretisierungsgréfien in bezug auf ihre Laufzeit verglichen. Das
letzte Kapitel schliefilich zieht ein Resiimee und gibt einen Ausblick auf die weiteren An-
satzpunkte der Losung von linearen Gleichungssystemen.



Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die funktionalanalytischen Grundlagen vorgestellt, die nétig
sind, um Diskretisierungsverfahren wie die Methode der finiten Elemente fiir lineare (el-
liptische) partielle Differentialgleichungen zu erklidren. Da es sich hierbei um weitgehend
bekannte bzw. elementare Tatsachen handelt, sind sie iiberwiegend ohne Beweis ange-
geben. Uberall, wo dies der Fall ist, wird jedoch eine Quelle zitiert, aus der sich der
entsprechende Nachweis entnehmen 148t.

1.1 Funktionenridume

1.1.1 Ra&ume stetig differenzierbarer Funktionen

Wie allgemein iiblich, wird mit € stets ein beschrinktes Gebiet im R™ bezeichnet, mit
dessen abgeschlossene Hiille und mit 02 der Rand des Gebietes.

Die Mengen der auf Q bzw. Q stetigen Funktionen heifien C(Q) bzw. C(9).

Sei @ := (a,...,ay) ein Multiindex der Lange |a| := Y. | o;. Dann werden die partiellen
Ableitungen der Ordnung || einer entsprechend oft differenzierbaren Funktion u :  — R
im Punkt z € R folgendermaflen abgekiirzt :

olely,
a e
Du(z) := Izt ... Oz (@),

DOy (1) := u(z).

ol > 1

Definition 1.1. Ist m € Ny, dann sei C™(Q) die Menge der m-fach auf Q stetig diffe-
renzierbaren Funktionen :

C"(Q) :={v:Q—= R|D% € C(N), Vo : |a|] < m}.

Entsprechend sei C™(Q) die Menge der Funktionen aus C™(Q) mit stetig auf Q fortsetz-
baren Ableitungen bis zur Ordnung m.

Satz 1.2. Sei Q kompakt. Dann ist C™(Q) ein Banachraum mit der Norm

[l = max max| D%u(a)], ue O™ (@) (1.1)
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Beweis. Siehe Satz 5.4 aus [Lub98b] oder Lemma 1.8 in [A1t92]. O

Definition 1.3. Die Menge der auf Q beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Funk-
tionen wird mit C*°(Q2) bezeichnet.

Definition 1.4 (Funktionen mit kompaktem Tréger). Mit C§°(Q2) bezeichnet man
die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in €.
Sie wird folgendermaflen definiert :

C3e () :={u € C*(Q)|suppu CC Q} (1.2)

Definition 1.5. Seien 0 < s < 1 und m € Ng. Dann sei der Hélder-Raum C™*(Q) die
Menge der Funktionen u € C™(RQ), fiir die gilt

Da
ll gy = ullgmegy + 3 sup (2240 = DR (1.3)
la|=m TYEQ |:E—y|
rF£y

Satz 1.6. Sei Q kompakt. Dann ist C™*(Q) mit der in (1.3) definierten Norm ein Ba-
nachraum.

Beweis. Siehe Lemma 1.8 in [Alt92]. O

1.1.2 [P-Riume

Um die fiir die verallgemeinerten Losungen partieller Differentialgleichungen bendétigten
Sobolev-Riume einzufithren, braucht man zunfchst die Rdume Lebesgue-integrierbarer
Funktionen. Sei im folgenden 2 C R" eine (Lebesgue-)mefibare Punktmenge. Zwei Funk-
tionen heiflen dquivalent, wenn sie sich nur auf einer Menge vom Maf§ 0 unterscheiden.

Definition 1.7. Sei 1 < p < co. Dann wird die Menge aller Aquivalenzklassen mefbarer
Funktionen u : Q — R mit LP(Q) bezeichnet. Die zugehdrige Norm ist definiert durch :

fullury = ([ [t ) ™" < o (1.4

Definition 1.8. Die Menge aller Aquivalenzklassen der auf Q wesentlich beschrinkten
Funktionen sei :

L>*(Q) :={u: Q= R mefbar |IM < 0o : |u(z)| < M f.i. in Q} (1.5)

mit
o (Q) = = = inf M. 1.6
o gy = ess ma ()| = veni ma fu(z)] = in (16)

Satz 1.9. Die Menge LP(Q2) der Lebesque-mefbaren Funktionen ist ein Banachraum mit
der Norm

(fQ\u |pdac)1, 1<p<o

vraimaxzeq [u(z)|, p=o0

lullzr(qy (1.7)

Beweis. Siehe Satz 6.15 in [Lub98b]. O
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Bemerkung 1.10. Fiir den Spezialfall p = 2 kann man auf L?(Q) ein Skalarprodukt durch

(u,v) = (u,0)2(q) = /Qu(x)v(a:)das, u,v € L*(Q) (1.8)

definieren. Hiermit wird der Raum L?(Q) zum Hilbert- Raum.

1.1.3 Verallgemeinerte Ableitungen und Sobolev-Riume

Bei vielen praktisch auftretenden Problemen reicht der klassische Losungsbegriff nicht
mehr aus, um zu befriedigenden Ergebnissen zu gelangen. Um die Losbarkeitstheorie
auch auf solche Probleme zu erweitern, fithrt man den Begriff der schwachen oder ver-
allgemeinerten Ableitung und die Sobolev-Rdume ein. Diese Hilfsmittel erlauben es, die
Bedingungen an die Problemdaten zu lockern, wie man in Abschnitt 1.2.3 sehen wird.

Definition 1.11. Die Menge der lokal Lebesque-integrierbaren Funktionen wird mit
L}, (9) :={u: Q — Rmefbar |u € L'(A) VA CC Q} (1.9)
bezeichnet.

Definition 1.12 (Verallgemeinerte Ableitungen). Eine Funktion w, € L} (Q) heifit

loc
verallgemeinerte Ableitung D®u von u € L}, (), wenn gilt

/ wau dz = (—1)° / uD%dz, Yve Cye(Q). (1.10)

Q Q

Definition 1.13 (Sobolev-Raume). Sei k € N und 1 < p < oo, dann heifsit die Menge
WEP(Q) := {u € IP(Q) | D € LP(Q) Va: |a| <k} (1.11)

Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur p-ten Potenz integrierbaren
Ableitungen bis zur Ordnung k.

Satz 1.14. Der Sobolev-Raum W¥P(Q) ist ein Banach-Raum beziglich der Norm

1
(Siarc 1Dl piy)"s 1< p <00

ullwrpy = (1.12)
Z\a\gk ‘|Dau‘|L°°(Q) ) p=00
Beweis. Siehe z.B. Satz 7.25 in [Lub98b]. O
Fiir spiatere Aussagen ist auch noch die Halbnorm
1
[l oy = (3 11Dl q))” (1.13)

|a|=k
von Bedeutung.

Definition 1.15. Der Abschluf der Menge Cg°(Q2) beziiglich der Norm ||-||yy.p(q) wird
mit W[f’p(Q) bezeichnet.
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n [GR94], Seite 83/84 wird gezeigt, dafl es sich fiir Funktionen aus WUI’Q(Q) bei
lwiz(q) und |[-|[y1.2() um dquivalente Normen handelt.

Der Fall p = 2 wird fiir die spitere Anwendung der Sobolev-Riume auf die Losbar-
keitstheorie elliptischer partieller Differentialgleichungen noch eine wichtige Rolle spielen.
Es gilt ndmlich folgendes Resultat :

Satz 1.16. Der Sobolev-Raum W2 (Q) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(1, V) pr2(q) 1= / D*uD%v dx. (1.14)
0<|a|<m

Beweis. Siehe z.B. Satz 8.9 in [Lub98b]. O

1.2 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen

Die in dieser Arbeit untersuchte Klasse von Problemen sind Spezialfille von elliptischen,
linearen partiellen Differentialgleichungen, die erst einmal allgemein vorgestellt werden.
Es wird auf die Losbarkeit dieser Gleichungen eingegangen, und die dabei auftauchenden
Schwierigkeiten werden geschildert.

1.2.1 Elliptische Randwertprobleme

Zunéchst sei der allgemeine Fall einer linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung
dargestellt.

Definition 1.17. Die allgemeine Form einer linearen partiellen Differentialgleichung 2.
Ordnung ist die Gleichung Lu = f, mit dem Differentialoperator L, der durch

n

(Lu)(a) = - 3 a

ij=1

3xax] Zb axl + c(z)u(z) (1.15)

definiert ist, wobei u eine Funktion u = u(x) : @ — R ist. Die Funktionen

aij,bi,c,f:Q—>R, 1,7 =1,...,n. (1.16)

werden Problemdaten genannt.

Sei a;; € C(2) und u(z) € C?(Q). Da dann die Reihenfolge der Differentiation keine
Rolle spielt und da iiber sdmtliche Funktionen a;; aufsummiert wird, kann man ohne
Einschrédnkungen voraussetzen, dafl gilt a;; = aj;, was dquivalent dazu ist, daf} die Matrix
A(z) = (aj(2))};—; symmetrisch ist. Ist sie dies nicht, so fiihrt die Matrix A(z) =
$(A(z) + AT (z)) auf denselben Differentialoperator L.

Definition 1.18 (Elliptizitit). Fir zo € Q seien A\j(xg),i = 1,...,n die Eigenwerte von
A(zg). Dann heifit der Differentialoperator L elliptisch im Punkt zq, falls A\i(xo) # 0,1 =
1,...,n und alle Figenwerte das gleiche Vorzeichen haben.
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Fiir eine eindeutige Losbarkeit von (1.15) bendtigt man zusitzliche Bedingungen an die
Randwerte von u(z), also etwa (Bu)(z) = 0 fir z € 02 mit einem Operator B. Typische
Probleme werden durch folgende Randbedingungen charakterisiert.

Definition 1.19 (Randbedingungen). Sei g(z), h(z) € L*(0Q), 7/ = (1), € R" der
auflere Normaleneinheitsvektor an dem Gebietsrand 0S). Ist

(Bu)(z) = u(z) — g(z), (1.17)
so spricht man von einem Dirichletschen Randwertproblem, bei g(z) = 0 wvon einem
homogenen Dirichletschen Randwertproblem. Bei den Randbedingungen

Ju(x) °. Ou(x)

(Bu)(a) = T —ole) = 32 52— o) (1.18)
heifst das Problem (1.15) Neumannsches Randwertproblem, bes
ou(z " Qu(z
(Bu)@) = 220 i) — o) = 5 2 hute) —gx) (119)
i=1 ¢

nennt man es Robinsches Randwertproblem.

1.2.2 Problemstellung

Die im folgenden untersuchten Spezialfille von (1.15) sind die Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Gleichungen. Sie treten z.B. bei Stofftransport-Problemen in der Strémungs-
physik auf.

Definition 1.20. Sei Q@ C R"™ ein offenes und beschrinktes Gebiet. Als Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Problem bezeichnet man die folgende Fragestellung :

Finde u : Q — R, so daff Lu = f mit

Lu:=—eAu+b-Vu+cu=f inQ, (1.20)
Bu =0 auf 09, (1.21)

und den folgenden Daten:

e dem Diffusionsparameter € € R.,e > 0,

o dem Stromungsfeld b = b(z) = (bi(z))"_, € L=(Q)",
e dem Reaktionskoeffizienten ¢ = c(z) € L>(£),

der Funktion f = f(z) € L?(Q)

und dem Operator B, der die Randdaten modelliert.
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Physikalisch interpretiert man z.B. hierbei die gesuchte Funktion u als Konzentration
eines Stoffes in einem chemischen Reaktor, der durch das Gebiet Q beschrieben wird. Der
Ausdruck —eAwu beschreibt, wie sich u durch Diffusion verindert. Das e bezeichnet man
hierbei auch als Stérungsparameter, der die Stirke der Diffusion bestimmt. Insbesondere
fiir ¢ < 1 spricht man deshalb bei (1.20) oft auch von einer singuldr gestorten partiellen
Differentialgleichung. Der Konvektionsterm b-Vu modelliert die Anderung von u durch die
im Reaktor herrschende Stromung b. Der Term cu — f schlieBlich beschreibt die Anderung
von u durch eine einfache chemische Reaktion.

1.2.3 Verallgemeinerte Lésungen und Lax-Milgram-Theorie

Die Uberfiihrung des Problems (1.20) in eine Variationsgleichung und die Anwendung der
Lax-Milgram-Theorie hierauf erlauben es, die Anforderungen an die Problemdaten und
insbesondere an die Lésung abzuschwéchen.

Wesentlich ist hier zunichst der Begriff der elliptischen Bilinearform.

Definition 1.21. Eine Bilinearform a : X x X — R bezeichnet man als X -elliptisch, falls
es eine Konstante v > 0 gibt, so daf

a(v,v) >v|jvl[%, YveX. (1.22)

Lemma 1.22 (Lax-Milgram). Sei X ein Hilbert-Raum. Des weiteren seien mit a @ X X
X — R eine stetige, X -elliptische Bilinearform und f : X — R eine stetige Linearform
erkldrt.

Dann existiert genau eine Lésung u € X der Variationsgleichung

Findeue X :  a(u,v) = f(v) VveX. (1.23)
Beweis. Vgl. Satz 13.6 in [Lub98b] oder Lemma 3.6 in [GR94]. O

Anhand des homogenen Dirichletschen Randwertproblems (1.20) wird nun die verall-
gemeinerte Aufgabenstellung eingefiihrt.
Multipliziert man die Gleichung (1.20) mit einer Funktion v € C§°(f2) und integriert
anschliefend iiber das gesamte Gebiet €2, so erhéilt man

n n
0%u ou
—€ —vd:v—i—/ b~—vdx+/cuvdm=/ vdz. 1.24

Nun wendet man auf den ersten Term die Regel der partiellen Integration an :

n n n
0%u ou Oou Ov
Y vdr= | S Fovide— [ Y T 1.2
/ 2 8w2vdm /{m 2 awivul dx 2 9z, 01, dx (1.25)

Das Integral iiber den Rand 99 hat den Wert 0, da jede Funktion v € C§°(2) auf dem
Rand von € verschwindet. Weiterhin liegt C°(€2) dicht in Wol’Q(Q) (siehe Definition 1.15),

weshalb man zu Elementen u,v € X := Wol’Q(Q) iibergehen kann.
Jetzt definiert man :

2\ Ou Ov "L ou
a(u,v) 1= /Q<€; oz, ot + ;bia—xiv -I-cuv) dx (1.26)

f(v) :=/vadm (1.27)
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fiir die linke bzw. rechte Seite der Gleichung (1.24).

Definition 1.23. Die aus den Termen (1.26) und (1.27) zusammengesetzte Variations-
gleichung

Findeu e X : a(u,v) = f(v) VveX. (1.28)

heifst verallgemeinerte Aufgabenstellung oder schwache Formulierung des Problems (1.20)
mit homogenen Dirichletschen Randbedingungen. w € X heifit verallgemeinerte oder
schwache Losung von (1.20). Die Funktionen v nennt man Testfunktionen.

Um das Lemma von Lax-Milgram auf die Gleichung (1.28) anwenden und damit Aus-
sagen iiber ihre Losbarkeit machen zu kénnen, mufl nachgewiesen werden, dafl es sich bei
a(-,-) um eine stetige, X-elliptische Bilinearform und bei f(-) um eine stetige Linearform
handelt. Hiermit befassen sich die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 1.24. Seien a(-,-) und f(-) wie in (1.26) und (1.27) definiert, mit X := Wol’Q(Q).
Fiir e,g,c und f gelten die in Definition (1.20) gemachten Voraussetzungen. Dann ist
a(-,-) auf X x X eine stetige (beschrankte) Bilinearform und f(-) auf X eine stetige
(beschrinkte) Linearform.

Beweis. Es sei im folgenden stets u,v € Wol’Q(Q).
(i.) Die Linearitdt von f(-) und die Bilinearitit von a(-,-) priift man durch einfaches
Nachrechnen. Sie folgen aus der Linearitit des Lebesgue-Integrals.
(ii.) Die Beschréanktheit von f(-) folgt aus der Holderschen und der Friedrichschen Unglei-

chung sowie aus der Tatsache, daf es sich bei |-|y1.2(q) und [[-[[y1.2() um dquivalente
Normen handelt :

< < C
| f(v)] Holder HfHLQ(Q) ||UHL2(Q) rricarienF HfHLQ(Q) ‘U‘WW(Q)

< Cllfllaey lIollwreg)

(iii.) Zum Nachweis der Beschrianktheit von a(-,-) betrachtet man die drei Terme einzeln.

(a.) Zunéchst schitzt man den Diffusionsterm folgendermafien ab :

/Z ou 81) < 8zn: v
Oz; Bacl Holder = Oz, L2(Q) Oz 12()
_ ov
Cau?hy— 6951 83:2 L2(Q)
Schwarz

= € \U\WL?(Q) |U|W1s2(Q) <e¢ ||UHW1’2(Q) HUHWL?(Q) :
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(b.) Setzt man gmax = (bmam) € R™ mit byeq :=||bi HLoo , so ergibt sich fiir
den Konvektionsterm die Abschatzung

n
ou
b_ d < bil| 0 a
Z g tde < ;|Z|L @ || 3z, ZmHUHL’Z(Q)
" " || ou
< b 200 a. v
uSey \;mL @ Z 522 2oy 1!l
Schwarz
<[] |, [l l1ollzz)
< ‘bmaa: 2HUHWL?(Q)HUHWN(Q)-

(c.) Schliellich gilt noch :

‘/ cuv dr

Zusammengefafit ergibt dies also :

b%ler ||CHL°°(Q) HUHL2(Q) HUHB(Q) < HCHLOO(Q) ||UHW112(Q) HUHWL?(Q) :

ja(u,v)| < Cllullyrag Iollwro@) Va0 € WH(Q)

mit C = ¢ + Hgmam

+ el ey
U

Lemma 1.25. Erfiillen die Problemdaten aus Definition (1.20) tiberdies noch die Voraus-
setzungen

ob; .
—cL®),i=1,...,n also becW"Q)"
ox;
und
1 = 9b; 1_ -
i —c—-V.-b>
c 22.:13%' c 2V b>cy>0,

so ist die Bilinearform a(-,-) X-elliptisch.

Beweis. Wendet man auf den Konvektionsterm die Regel der partiellen Integration an, so
erhélt man, da auch hier wieder das Randintegral wegfillt, die Beziehung

i
/Zb o 92" dz. (1.29)

Eingesetzt in a(v,v) gilt damit

/(C—V'I;)Ude
QO N———

>co
n. V.

8.’1}2

> e of2p1(0) + 0 0] 2200y 2 Cllvl 1200

mit C = min(e, cp). O
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Damit ist Folgendes gezeigt :

Satz 1.26. Unter den in Definition (1.20), Lemma (1.24) und Lemma (1.25) gemach-
ten Voraussetzungen existiert genau eine verallgemeinerte Losung des Randwertproblems
(1.20).

Beweis. Ergibt sich durch Anwendung des Lemmas von Lax-Milgram. O

Bemerkung 1.27. Wie man im Beweis zu Lemma (1.25) sehen kann, stitzt sich die
Elliptizitat der Bilinearform a(-,-) und damit die Losbarkeit der Variationsgleichung (1.28)
im Sinne der Laz-Milgram- Theorie auf die Tatsache, daf$ € und ¢y > 0 sind. Man kann die
in Lemma (1.25) gemachte Voraussetzung jedoch insoweit abschwichen, als man lediglich
fordert, daff ¢ — %V b>0 gilt. Man kann dann im Beweis mit der Normdquivalenz von
lwie) und [|{lyr2q) argumentieren. Dies ist fir konkrete Probleme aus der Prazis

auch notwendig, denn hdufig betrachtet man inkompressible Strémungen, fir die V - b=
0 gilt, und endotherme chemische Reaktionen, bei demen ¢ > 0 ist. In diesen Fillen
(insbesondere bei ¢ = 0) basiert die Elliptizitat von a(-,-) allerdings auch nur darauf, dafl
e >0 ust.

1.3 Diskretisierungsverfahren

Um die Variationsformulierung (1.28) numerischen Losungsverfahren zugénglich zu ma-
chen, ist man nun daran interessiert, die Fragestellung in ein diskretes Problem zu iiber-
fithren. Hierbei versucht man, Niherungslosungen in endlichdimensionalen Teilriumen zu
finden. Nachfolgend werden zwei Verfahren vorgestellt, zum einen die Standard-Finite-
Elemente-Methode (FEM) vom Ritz-Galerkin-Typ, die sich fiir jegliche elliptischen Pro-
bleme eignet, und zum anderen eine stabilisierte FEM, die speziell an die bei Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Problemen auftretenden Schwierigkeiten angepasst ist.

1.3.1 Ritz-Galerkin-Verfahren

Die Idee der in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren ist es, die Losung u € X durch
ein Element u" € X,, eines endlich dimensionalen Unterraumes

X,CX, dmX,=n<ox
7U approximieren.

Definition 1.28. Seien die Bilinearform a(-, ) und die Linearform f(-) wie in Definition
(1.23) gegeben. Dann nennt man das Problem

Findeu" € X, - a(u™,v) = f(v) Vv e X,. (1.30)
Ritz-Galerkin-Verfahren zur Variationsgleichung (1.28).

Im n#chsten Schritt 148t sich zeigen, dafi das Problem (1.30) dquivalent zu einem
linearen Gleichungssystem ist. Ist {¢;}7; eine Basis von X,,, dann lafit sich jedes v € X,



10 Mathematische Grundlagen

als Linearkombination

n U1

v=> v, mit 7=|:|€ER" (1.31)
=1 v
n

darstellen. Deshalb, und weil a(-,-) und f(-) linear beziiglich ihrer Argumente sind, ist
das Problem (1.30) dazu dquivalent, die Gleichheit a(u", ¢;) = f(¢;) lediglich fiir jedes
Basiselement zu fordern.
Definiert man nun noch

A = (aij)ij=1 € R"" mit ai; := a(j, ¢i) (1.32)

sowie

n
i=(up,...,u,)t €R™, mitu" = ZUZQSZ
=1

—

f:(fla"'afn)TeRna mltfl = f(¢l)7

dann gilt folgendes fiir e =1,...,n :
n n
a(u”, ¢i) =Y ujaldy, i) = > aiju; = f¢) = fi.
j=1 j=1

Damit ist die nachfolgende Aussage bewiesen :

Lemma 1.29. Das Ritz-Galerkin- Verfahren (1.30) ist dquivalent zu dem linearen Glei-
chungssystem

—

Ai=f. (1.33)

Die Matrix A wird Steifigkeitsmatriz genannt. Weiterhin ist nun von Interesse, ob und
wann sich ein solches Gleichungssystem 16sen 148t. Benutzt man das Standardskalarpro-
dukt im R™, (@, 7) := 31" | u;v;, dann kann man schreiben :

a(u,v) = (Ad, ), fo=(f,9).

Satz 1.30. Die Bilinearform a(-,-) der Variationsgleichung, die dem Ritz-Galerkin- Ver-
fahren (1.80) zugrunde liegt, sei strikt X -elliptisch mit

3y > 0:a(v,v) > v|v]|5x YoeX.

Dann ist die Koeffizientenmatriz A des hierzu dquivalenten linearen Gleichungssystems
(1.33) positiv definit und damit reqular. Das bedeutet, es existiert genau eine Ldsung
€ R™ von (1.33).

Beweis. Sei v € R" # 0 beliebig. Dann gilt

(AT, ) = a(v,v) > y]Jv[[% > 0.
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Bemerkung 1.31. Die Funktionen, aus denen die Lisung u™ zusammengesetzt wird und
die in der ersten Komponente von a(-,-) stehen, werden Ansatzfunktionen gemannt, in
Abgrenzung zu den Testfunktionen v, die in der zweiten Komponente von a(-,-) stehen.
Beim Ritz-Galerkin- Verfahren, wie es hier definiert wurde, ist der Raum der Ansatzfunk-
tionen gleich dem der Testfunktionen. Auferdem sind beide Rdume Teilrdume von X,
weshalb man von einer konformen Methode spricht.

Als spezielles Ritz-Galerkin-Verfahren betrachtet man nun die Methode der finiten
Elemente (FEM). Sie ist dadurch charakterisiert, da man das Gebiet © in Teilgebiete
T;,i = 1,...,m zerlegt, die eine einfache geometrische Struktur haben. Diesen Vorgang
bezeichnet man auch als Gitter- oder Netz-Generierung (engl. grid-generation bzw. mesh-
generation). Des weiteren definiert man die Test- und Ansatzfunktionen lokal iiber diesen
Teilgebieten, so daf sie einen kleinen Triger aufweisen. Deshalb hat die Matrix A nur
wenig von Null verschiedene Eintréige, sie ist dinnbesetzt.

Typischerweise wihlt man eine Zerlegung in Dreiecke (im Fall n = 2, hierbei spricht man
auch von einer Triangulierung), bzw. Tetraeder (im Fall n = 3), so daf§

Q=T mitT;NT, =0, j#i.

s

1

1

Nun stellt sich noch die Frage, welchen endlich-dimensionalen Teilraum man fiir die Ap-
proximation benutzt. SchlieBlich hingt die Giite, also der Fehler ||u — u™|| y entscheidend
davon ab. Bei den Finite-Elemente-Methoden verwendet man meistens Polynome vom
Grad k, auf den einzelnen Teilgebieten also etwa

mit
P (T;) := {v € WH2(Q) mit v|r, € x(T;) und v(z) = 0 fiir z € Q\ T;}.

Hiufig begniigt man sich mit Elementen vom P1-Typ, d.h. stiickweise linearen Funktionen.

1.3.2 Stabilisierte Verfahren : Streamline Diffusion

Wie bereits in Bemerkung (1.27) erwéhnt wurde, beruht die Elliptizitdt von a(-, -) entschei-
dend auf der Tatsache, dafl € > 0 ist. Fiir ¢ — 0 gehen somit wesentliche Voraussetzungen
fiir die Losbarkeit verloren. In solchen Fillen treten Grenzschichten auf und die numeri-
sche Losung oszilliert stark (siehe z.B. [RST96]) so dafl das Ergebnis unbrauchbar wird.
Als Ausweg versucht man die Variationsgleichung aus (1.28) zu stabilisieren, indem
man kiinstliche Diffusion in Strémungsrichtung einfiithrt. Dies ist die Idee bei der Streamline-
Diffusion-Finite- Element-Method (SDFEM), die im folgenden vorgestellt wird.

Die Bilinearform asp(-,-)

Man betrachtet hier vereinfachend eine Triangulierung 7, = (7;), des Gebiets 2. Hierbei
ist h wie iiblich eine Obergrenze fiir die Hohe der Dreiecke, also ein Maf fiir die Feinheit
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des Gitters. Bei SDFEM werden zusétzlich zur normalen Ritz-Galerkin-Finite-Elemente-
Methode gewichtete Residuen hinzuaddiert. Sei im folgenden wieder X,, C X ein endlich-
dimensionaler Unterraum von X = W2(Q), mit dim X,, = n < oc. Nimmt man an, daf
die Losung u des unstabilisierten Problems (1.28) reguléir ist, in dem Sinne, daf} gilt :

—cAu+b-Vu+cu=f in L*T}),
auf jedem Dreieck T;, dann geniigt u der Gleichung
asp(u,vp) = fsp(vy) Yon € Xy, (1.34)

wobei agp(+,-) und fsp(-) wie folgt definiert sind :

m
asp(u,v) :=a(u,v) + Z o, (—eAu~+b- Vu + cu, b- Vo), (1.35)
i=1
fsp = f(v) +Z5Ti(f,g-V’U)Ti. (1.36)
i=1

Hierbei ist (-,-)7, das Skalarprodukt im Hilbert-Raum L?(7;) und a(u,v) und f(v) sind
wie in (1.26) bzw. (1.27) definiert.

Die Konstanten d7,, genannt SD-Parameter, sind frei wihlbar, jedoch sollten sie prak-
tischerweise so gewihlt werden, daf} sie eine geeignete Fehlernorm minimieren. Auf die
optimale Wahl dieser Parameter wird weiter unten eingegangen.

Im allgemeinen ist Auy, € L?(Q), da jedoch fiir jedes T; Auy € L%(T;) ist, kann man
Auy, Element fiir Element berechnen. Fiir Pi-Elemente verschwindet Awy,.

Definition 1.32 (SDFEM). Seien asp(-,:) und fsp(-) wie in (1.35) bzw. (1.36) defi-
niert. Dann bezeichnet man die diskrete Fragestellung

Finde uyp, € Xy, so daf$ fiir alle v, € X, gilt :

asp(up,vn) = fsp(vp). (1.37)

als Streamline-Diffusion-Finite-Element-Method (SDFEM) oder auch als Streamline-Up-
wind-Petrov-Galerkin-Method (SUPG).

Man erhélt aus (1.34) und (1.37) fiir u € W'2(Q) die Beziehung :
asp(u—up,vp) =0 Yo, € X,,. (1.38)

Diese Orthogonalititsaussage ist die Projektionseigenschaft von SDFEM. Eine Finite-
Elemente-Methode mit dieser Eigenschaft heifit konsistent.

Fiir die kommenden Fehlerabschétzungen ist es {iblich, die folgende Norm zu verwenden
(die Normeigenschaften priift man leicht nach) :

m R 1/2
lolllsp = (= o + D 6rl5- Volldagry + collelBagry) -

=1
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Koerzitivitit von agp(, ")

Um Aussagen zur Stabilitit und Konvergenzanalyse herzuleiten, stellt man folgende An-
forderungen an die Konstanten ¢ und ¢q :

1 o
ory = ngfx\c(x)| fiir jedes T; € Ty, c—EV-bzco >0 auf Q.
€

Auflerdem benétigt man eine lokale inverse Ungleichung der Art
1Avh||r2(my) < pinohg, [onlwogy  Yon € Xa, (1.39)

wobei die Konstante p,, unabhingig von T; und h ist, sieche auch [RST96], Seite 230.

Satz 1.33. Der SD-Parameter 0T, geniige

1 Co h%
0<op <= m1n< , — ) (1.40)
2 C%i 6“22711)

fiir jedes T; € T,. Dann ist die diskrete Bilinearform asp(-,-) strikt koerzitiv. Und zwar
gilt :

asp(vh, vp) > _H|UthD Yo, € X.
Beweis. Es gilt fir v, € X,
aSD(Uha'Uh) = 8(V1)h, V’Uh)Q + (Z_; Vup, Uh)Q + (C’Uh,’vh)Q
m
+ Z 6Ti(—€Avh +b- Vv, + cop, b- V'Uh)Ti-

Man betrachtet nun die einzelnen Bestandteile der Gleichung, zunichst den Diffusions-
term:

3
(V’Uh,vvh /Z 8:3}1

= 5‘vh‘W1=2(Q)'

Durch partielle Integration erhélt man, da das Randintegral wegen v, € W&’Q(Q) ver-
schwindet :

(b- Von,vp)a = Z/b %Uhdx = Z /(8vh Obi vh>vhdac

n

ad _ avh 81)1 2 1 e
— (b . V’Uh, ’Uh)Q = /; bz 6951 ’Uhdﬂs /Z 8331 h 2 (V b)vh, Uh)Q
Q =

-

- 1
= (b Vo, o) + (cvon, o) = ((¢ = (V- B))on, vn) = (cov, v) = co lonl 1720y

S
>co
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Deshalb ist :

m
asD(Vh,vh) > € [vnliy20) + o l|vnl72q) + D 01 l1B - Voul |21
i=1

m ) (1.41)
+ Z o1, (—eAwy + cop, b Vup) 1,
i=1
Als néchstes betrachtet man :
m 1 -
> o (—eAvy + cvp,b- Vop)g, | < Z/ 02, (—eAvp, + cvp) 62 (b V)| dz
i=1 T 1.
1 2, 1 7 2
< Z =07, (—eAvp, + cvp)” + o7 (b - Vop) dz
Young T 2 2
1 2 L 2
= Y 01,511 = eAvp + cvnl[p2 () + 01 5110 Vorllze(r)
T;
< 2525Ti|mvh\|i2(n) +Zc%i6TiHUhH%2(Ti)
Young T T

1 .
+3 > onllb- Voul7a(r-
T.

7

Anwenden der inversen Ungleichung (1.39) ergibt zusammen mit der vorausgesetzten
Eigenschaft (1.40) :

n
£ 12 co 2 1 >
Zz_; o1, (—eAvp, + cvp, b- Vug) 7| < D) ‘Uh‘wlﬂ(g) + 5 thHLQ(Q) + 5 ET: or||b- V’UhH%Q(Ti).

i

Zusammen mit (1.41) ergibt dies die Behauptung. O

Die Lax-Milgram-Theorie liefert nun die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung von
(1.37).

Da die Losung uy, von (1.34) eine andere ist als die der urspriinglichen Variationsgleichung,
ist es noch wichtig, zu wissen, wie ,, weit“ u;, und die beste Approximation " von X,, an

u auseinanderliegen. Ein Ergebnis wird durch folgenden Satz ausgedriickt :

Satz 1.34. Fir uj, und u! gilt :

[u" — uplllsp < CRF(Y (e + br, + 65 03 + B3 ul? m) 2. (1.42)
T;

Beweis. Vgl. [RST96], Seite 232 O
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Die Wahl der SD-Parameter o7,

Um die rechte Seite der Gleichung (1.42) mdglichst klein zu halten und dadurch die beste
Konvergenzgeschwindigkeit zu erhalten, ist es erforderlich, die Terme ¢,dr; und d,, lh2
auszubalancieren, und zwar unter der Nebenbedingung fiir d7; aus Satz 1.33. In [RST96]
Seite 233, wird hierfiir folgendes vorgeschlagen :

Sohr,  falls Per, > 1
oy, = 0N s er > (1.43)

51h%/5 falls Per, <1
mit geeigneten Konstanten dg und d;. Hierbei ist Per, die Peclet-Zahl :

br.hr.
Pey, = 1T

und br, == max [1bil| oo (7,)- Die Peclet-Zahl ist eine Art Indikator dafiir, ob das Problem
1=

konvektionsdominiert (Per; > 1) oder diffusionsdominiert (Per, < 1) ist. Oft reicht es,
kiinstliche Diffusion nur dort zu addieren, wo Per, > 1 gilt, so dal man z.B. §p = ﬁ

und 6; = 0 wihlt (vgl. [Kno99] Seite 70). Das selbe asymptotische Verhalten erreicht man

jedoch auch mit der Formel
h3. 1
S, = 2—T1(1 +Pek) 72, (1.44)
8 2
wie sie in den FEM-Programmen PN'S (vgl. [AOT99]) und adr (siche Kapitel 4) imple-
mentiert ist.

Eine physikalische Interpretation fiir SDFEM

Als Motivation fir SDFEM kann man den folgenden (zweidimensionalen) Spezialfall be-
trachten. Es werden nur stiickweise lineare Elemente verwendet, also vy|7, € P (T;). Wei-
terhin nimmt man an, daB b = (b1, by) konstant ist und ¢ = 0. In diesem Fall vereinfacht
sich die Bilinearform agp(-,-) zu

aSD(uh,vh) = 8(Vuh, Vvh)g + (5 Vuh,’l)h)Q + Z (5Ti(g- Vuh, I; V'Uh)Ti-
T;

Zieht man nun die Euklidische Norm (||||5) von b aus beiden Komponenten des Skalarpro-
duktes (5 Vuy, b- Vup)7; heraus, so kann man b- Vuy, und b- Vuy, als Richtungsableitungen
auffassen, und zwar in Richtung der Stromung, die ja den Geschwindigkeitvektor b hat.
Dann ergibt sich :

asp(un.vn) = e(Vup, Vop)a + (- Vup, vp)a +Z(5T 1B \|2(3“h ‘9“”)
ob b

Zusitzlich zum eigentlichen Diffusionsterm &(Vuy, Vu,)o hat man bei SDFEM also noch

kiinstliche Diffusion in Héhe von 6T1\|I_)'H% eingefiithrt, jedoch nur in Stromlinienrichtung -

daher der Name Streamline Diffusion. Hierdurch wird bei kleinem Parameter ¢ der positive

definite Anteil der Bilinearform gestirkt - hierin besteht also die Stabilisierung. Uber
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die Wahl der Parameter o7, hat man dann noch zusétzlichen Einflufl auf diese kiinstlich
eingefithrte Diffusion bzw. die Ableitungen in Stromungsrichtung. Fiir 7, = 0 ergibt sich
wieder die klassische Finite-Elemente-Methode.

Als abschliefende Bemerkung 148t sich feststellen, daf man SDFEM auch als Petrov-
Galerkin-Verfahren betrachten kann. Nimmt man némlich als Testfunktionen v + 6Ti5 Vo
auf jedem T; € Tj, (also Testfunktionen ungleich Ansatzfunktionen), so kommt man wieder
auf die Gleichungen (1.35) bis (1.37). Aus diesem Grunde (vgl. [RST96], Seite 234)
bezeichnet man SDFEM auch als Streamline Upwind Petrov Galerkin Method (SUPG).



Kapitel 2

Losungsverfahren fiir lineare
Gleichungssysteme

Wie man im vorigen Kapitel gesehen hat, gelangt man vom Ausgangsproblem (1.20) iiber
die Diskretisierung zu einem linearen Gleichungssystem. Die Bestimmung einer Losung
x € R" eines solchen Systems

Az =b (2.1)

mit der Koeffizientenmatrix A € R"*", der rechten Seite b € R™ und der Dimensionn € N
steht nun im Mittelpunkt der weiteren Untersuchungen. Es wird stets vorausgesetzt, dafl
A nichtsingulér ist und somit eine eindeutige Lésung x existiert.

In diesem Kapitel wird hierbei nicht auf traditionelle direkte Losungsverfahren wie z.B.
das Gaufsche Eliminationsverfahren (GEV) eingegangen, da sie bei der gingigen Grofien-
ordnung von n viel zu uneffizient wiren (das GEV hat einen Aufwand, der bei O(n?)
Operationen liegt). Statt dessen verwendet man beim Losen solcher Probleme Iterations-
verfahren, die eine Niherungslosung z(¥) an die exakte Losung « liefern. Man versucht
hierbei in der Regel, die spezielle Struktur von A auszunutzen. Da bei Finite-Elemente-
Methoden die Ansatz- und Testfunktionen einen kleinen Triger haben, hat die Matrix A
nur wenig von Null verschiedene Eintrdge, das heift, sie ist dinn- oder schwachbesetzt.
Entsprechende Speichertechniken und Algorithmen vorausgesetzt, ist nun beispielsweise
der Aufwand einer Matrix-Vektor-Multiplikation, also der Berechnung des Produktes Ay
mit y € R", nur noch proportional zu der Anzahl der Nichtnullelemente von A, statt
proportional zu n?, wie bei einer vollbesetzten Matrix. Dies kommt den meisten Itera-
tionsverfahren zugute, in denen in jedem Schritt A oder Teilmatrizen von A mit einem
Vektor multipliziert werden.

Zunichst werden in diesem Kapitel einige Begriffe eingefiihrt, die im Zusammenhang
mit Matrizen und Losungsverfahren von Bedeutung sind. Dann werden die traditionel-
len Tterationsmethoden, welche auf einer Zerlegung der Matrix A basieren, vorgestellt
und unter dem Begriff Splitting-Methoden zusammengefafit. Danach wird auf einige der
moderneren Krylov-Unterraummethoden eingegangen. Zum Schlufl wird untersucht, wie
man die Konvergenzgeschwindigkeit dieser Verfahren durch geeignete Vorkonditionierung
verbessern kann.

Bemerkung 2.1. Die Algorithmen sind weitestgehend so formuliert, wie sie auch in der
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Klassenbibliothek (siehe Kapitel 4) implementiert wurden. Eine Zeile wie
T <= Tymp — Lz (2.2)

bedeutet z.B: ,Berechne das Produkt aus der Matrix L und dem Vektor z, ziehe das Ergeb-
nis von dem Vektor x4y, ab und speichere das Endergebnis im Vektor r“ und entspricht
auch genau einer Zeile im endgiiltigen Programmcode. FEs wurde auf eine weitgehende
Eins-zu-eins Ubersetzung des C++-Codes in Pseudocode Wert gelegt, lediglich Dinge wie
Speicherverwaltung, Variablendeklarationen und andere implementierungsspezifische De-
tails wurden weggelassen.

2.1 Grundlagen und Begriffe

Fiir die Beschreibung von Iterationsverfahren und deren Konvergenzanalyse sind ver-
schiedene Normen unerldfilich. Seien im folgenden =z = (z;)?, € R" ein Vektor, A =
(aij)ij=1 € R™" eine symmetrische und positiv definite Matrix und B = (b;;)7;-; €
R"™*™ eine Matrix.

Fiir Vektoren werden folgende Normen verwendet :

e die Euklidische Norm

|||y == VaTa = <Z xf) (2.3)
i=1

e die L1-Norm
n
[l = il (2.4)
i=1

e die Maximumnorm
o] = max |z (25)

=1,..,

e die Energienorm

l|z|] 4 := VaT Az (2.6)

Die einer Vektornorm ||-|[, zugeordnete oder zugehirige Matriznorm |[|-||, , ist bekanntlich

gegeben durch

1Byl
sup ||Byl|, = sup ———=. (2.7)
yeR" yerr Y],
[ylle=1 [yl #0

1Bl =

Bevor jedoch auf die explizite Darstellung der zu den oben aufgefithrten Vektornormen
zugeordneten Matrixnormen eingegangen wird, noch ein paar wichtige Aussagen {iber
Matrizen.

Definition 2.2 (Spektralradius). Seien Aq,...,\, die Eigenwerte der Matriz B €
R™ ™. Dann nennt man die Zahl

p(B) := max |\

i=1,...,n

den Spektralradius von B.
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Fiir eine symmetrisch positiv definite Matrix A existiert eine Darstellung VT AV = D mit
einer orthogonalen Matrix V' € R™*™ und einer Diagonalmatrix D = diag(dy1,...,dn,) €
R™ " d;; >0 fiiri = 1,...,n. Definiert man nun

D% = diag(\/di1, - ... \/dnn), (2.8)
dann 148t sich zu A eine ,, Wurzelmatrix* A> angeben, in der Form
Az .=VTD1V. (2.9)
Weil VVT = T gilt, ist folgendes gezeigt :

Lemma 2.3. Zu jeder symmetrisch positiv deﬁlm'ten Matriz A € R™ "™ ezistiert eine
(ebenfalls symmetrisch positiv definite) Matriz A=, fir die gilt

AT A7 = A.

Satz 2.4. Die zu den Vektornormen (2.3) bis (2.6) zugeordneten Matriznormen sind nun

e die Spektralnorm
1Blly5 == /o (BTB) (2.10)
e die Spaltensummennorm .
IBl| ; = jg?.}inz b (2.11)
i=1
e die Zeilensummennorm .
[1Blloc,oe = max > |bi (2.12)
j=1

die Energienorm

1Bl 4,0 1= ||42BAT

2.1
2o (2.13)

Beweis. Ergibt sich durch Nachrechnen der Normaxiome und durch Nachpriifen der Ei-
genschaft (2.7). O

2.2 Splitting-Methoden

Die elementaren Iterationsverfahren beruhen auf einer Zerlegung von A in eine Matrix
N € R™"™ und eine invertierbare Matrix M € R"*™ mit der Eigenschaft A = M — N.
Dadurch 148t sich Gleichung (2.1) tiberfithren in Mz = Nz + b. Dies ist die Motivation
fiir die Tterationsformulierung Mz*#+1) = Nz*) + p und damit

) = MINZ®) + M1, (2.14)

Die Matrix C := M~'N heiit Iterationsmatriz zur Iterationsvorschrift (2.14).
Fiir die praktische Anwendung ist es wichtig, dafi M leicht zu invertieren ist. Bei den
vorgestellten klassischen Verfahren wird dies durch die Verwendung von Diagonal- oder



20 Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Dreiecksmatrizen bzw. daraus gebildeten Produkten erreicht.

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen das durch (2.14) definierte
Verfahren gegen die Losung = konvergiert. Hierzu 148t sich eine allgemeine Aussage ma-
chen, die nicht nur ein hinreichendes, sondern auch ein notwendiges Kriterium formuliert.

Satz 2.5. Sei A= M — N € R"*" eine Zerlegung von A mit nichtsinguldrem M € R™*"
und b € R™ gegeben. Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent :

(i.) Fiir den Spektralradius von M~'N gilt p(M'N) < 1.
(ii.) A ist nichtsingular, und die aus der Vorschrift
25D = M N Mt

gebildete Folge {x(k)} konvergiert fiir jedes (00 € R™ gegen die eindeutige Lisung
z* der Gleichung Az = b.

Beweis. Siehe z.B. [Dem97] S. 280, [Saa96] S. 104 oder [Wer92] S. 123. O

Die nun dargestellten Verfahren wie Jacobi, Gauf-Seidel oder SOR verwenden alle eine
Aufteilung von A in der Form

A=L+D+R, (2.15)

wobei diese Teilmatrizen wie folgt definiert sind :

o L =(l;)};=1 € R"" ist die strikte, linke untere Teildreiecksmatrix von A, d.h.

{aij fitrd > j + 1
lij =
0 sonst

e D= (dij);l,jzl € R™ " ist die Matrix, die aus den Diagonalelementen von A gebildet
wird, d.h.

Qg firi = j
dij =
0 sonst

e R =(rij)i;—; € R"" ist die aus dem strikten, rechten oberen Teil von A gebildete
Dreiecksmatrix, also

Qij fiir 7 < _] +1
T =
Y 0  sonst
Es wird angenommen, dafl D nichtsingulér ist, was gleichbedeutend damit ist, dafl
keines der Diagonalelemente von A verschwindet. Dies 148t sich, wenn A nichtsingulér ist,
immer durch Umordnen der Zeilen oder Spalten erreichen.
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2.2.1 Das Jacobi-Verfahren

Das einfachste Iterationsverfahren stellt das Jacobi- Verfahren dar, das man auch als Ge-
samtschrittverfahren bezeichnet. Hierbei ist M = D und N = —(L + R), und damit die
Iterationsmatrix

Cy:=-D'(L+R)=1-D""A (2.16)

Eine praktische Realisierung, wie sie auch in der Softwarebibliothek (siehe Kapitel 4)
implementiert ist, sieht folgendermafien aus :

Algorithmus 2.1 Jacobi

Require: D! existiert V. § >0
Timp <~ b
Ttmp < Timp — L
Ttmp <= Ttmp — Rz
T <& Tgmp — D
while ||r|| > § do
T <= D*Ixtmp
Timp < b
Ttmp & Timp — LT
Timp <= Ttmp — Rx
T 4 Timp — Dx
: end while

—_ =
= o

Bei dieser Formulierung des Algorithmus wird das Residuum r = b— Az im Vorbeigehen
berechnet und fiir eine Abbruchbedingung verwendet. Wie allgemein iiblich, endet das
Verfahren, wenn ||r|| < § in einer gewissen Norm ||-|| mit einem § € R, 4§ > 0 erfiillt ist.

Bemerkung 2.6. In Algorithmus (2.1) wird iiber die Problemdaten A,b,z hinaus Spei-
cherplatz fiir zwei Vektoren der Dimension n bendtigt : fir das Residuum r und den
tempordren Hilfsvektor Zimyp.

Ein hinreichendes, aber einfacher nachzupriifendes Konvergenzkriterium fiir das Gesamt-
schrittverfahren als das in Satz (2.5) gegebene liefert der folgende

Satz 2.7 (Starkes Zeilen- und Spaltensummenkriterium). Das Jacobi- Verfahren
zur Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit der Koeffizientenmatriz A =
(aij);l’jzl € R™ " konvergiert fiir jeden Startvektor und jede rechte Seite, falls das starke
Zeilensummenkriterium .

Y lajel <lajl Vi, 1<j<n (2.17)

k=1
k#j

oder das starke Spaltensummenkriterium

n
> lajkl < laws| Yk, 1<k<n (2.18)
j=1
Ji7#i

erfillt ist.
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Beweis. Fiir die Eintriige der Iterationsmatrix Cj = (i)}, gilt

20 firg # j
Cii = (271
j

0 sonst

d.h. das starke Zeilensummenkriterium ist dquivalent zu ||Cyl[,, o, < 1. Entsprechend
ist das Spaltensummenkriterium dquivalent zu ||Cy||,; < 1. Es ergibt sich, da diese

Matrixnormen passend zu |||, bzw. |[|-||; sind : dey—CJzH < NCsll - lly — || fur
alle y,z € R". Man hat also eine stark kontrahierende Abbildung vorliegen, und die
Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes liefert die Konvergenz des Verfahrens. [

Matrizen, die das starke Zeilensummenkriterium erfiillen, heiflen strikt diagonaldominant.

2.2.2 Das Gaufl-Seidel-Verfahren

Beim Gauf-Seidel-Verfahren hat man die Zerlegung M = L + D und N = —R vorliegen.
Dies ergibt die Iterationsgleichung (L + D)m(k“) = —Rz®) + b, was einem linearen Glei-
chungssystem mit einer Koeffizientenmatrix von linker unterer Dreiecksgestalt entspricht.
Die Iterationsmatrix hat die Form

Cgs := —(L+ D)™ 'R. (2.19)

Das explizite Ausrechnen von (L + D)~! wire in der Praxis allerdings viel zu aufwendig.
Statt dessen behilft man sich, indem man in jedem Schritt die Komponenten des Vek-
tors z(k+1) = (x(lk+1>, .. ,mgﬂ_l))T sukzessive von ¢ = 1 bis n durch ,, Vorwértseinsetzen*
berechnet. Ist nnzy die Anzahl der Nichtnullelemente in L, dann betrigt der Aufwand
hierfiir n + nnzy Operationen.

Nachfolgend wird eine praxisorientierte Darstellung des Verfahrens gegeben, das in der
Literatur auch unter dem Namen FEinzelschrittverfahren gefithrt wird. Auch hierbei wird
wieder Speicherplatz fiir das zur Konvergenzkontrolle genutzte Residuum r und fiir den
Hilfsvektor 2y, bendtigt.

Algorithmus 2.2 Gauf}-Seidel
Require: § >0
Timp < b
Ttmp & Timp — R
T & Tymp — Lz
r<r— Dz
while ||r|| > § do
Subroutine : Bestimme z aus (L + D)z = x4y, durch Vorwirtseinsetzen.
Timp < b
Timp = Timp — R
T <4 Tymp — L
r<r— Dz
: end while

—_
= O
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Da die Matrix L + D eine bessere Naherung an A ist als D, erwartet man auch, daf§
(L + D)~ ! die Inverse von A besser approximiert als D! und demzufolge, dafi das Gauf-
Seidel-Verfahren besser konvergiert als das Jacobi-Verfahren. Diese Vermutung bestétigt
der folgende Satz.

Satz 2.8 (Sassenfeld-Kriterium). Definiert man rekursiv

n

Sj-l-z

j=i+1

s
—21 1<i<n,

i—1
S§; 1= E
j=1

ai]‘
Q;;

i 77

dann gilt fir die Iterationsmatriz Cgs des Gaufs-Seidel-Verfahrens aus (2.19)

110G o000 < lréliagxn s; =: S.

Fiir s < 1 konvergiert deshalb das Verfahren fiir jeden Startvektor und jede rechte Seite.
Ist zusdtzlich das starke Zeilensummenkriterium erfillt, so gilt

1065 la0.00 <8 <0000 < 1-

Beweis. Siehe z.B. [Die96], Satz 6.2 Seite 143. O

In diesem Fall kann man also eine etwas bessere Konvergenzrate als beim Jacobi-Verfahren
erwarten.

Vertauscht man im Gauf3-Seidel-Verfahren die Teilmatrizen L und R, so fiithrt dies auf die
Zerlegung M = D + R und N = —L. Man erhélt die Iterationsgleichung

(D + R)z*+D = —paz®) 4 p, (2.20)
ein lineares Gleichungssystem mit rechter oberer Koeffizientenmatrix, welches man durch
,Rilckwértseinsetzen“ 16st, also durch sukzessives Berechnen der Komponenten des Vek-
tors z**1) in der Reihenfolge n,n — 1,...,1. Die Tterationsvorschrift (2.20) nennt man
auch einen Rickwdrts- Gaufl-Seidel-Schritt.

Kombiniert man nun einen normalen Vorwérts- mit einem Riickwérts-Gauf-Seidel-
Schritt, so ergibt sich das symmetrische Gauf-Seidel- Verfahren :

(L + D)z*+2) = —Rg® 1 p (2.21)
(D + R)z*:+) = —[p(k+2) 1 (2.22)

Hierbei ist M = (L + D)D (D + R) und N = LD 'R. Die Iterationsmatrix lautet
Csgs := (D+ R)™'L(L+ D)™ 'R.

In Algorithmus 2.3 wird dieses Verfahren im einzelnen dargestellt.
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Algorithmus 2.3 Symmetrischer Gauf}-Seidel
Require: 0 >0
L Tymp < b
2: Timp = Timp — Rz
3: 1 4= Tymp — Lo
4 r<=r—Dz
5. while [|r|| > ¢ do
Subroutine : Bestimme z aus (L 4+ D)z = %4, durch Vorwértseinsetzen.
Timp <~ b
Timp € Tgmp — L
Subroutine : Bestimme z aus (D + R)x = 4y, durch Riickwirtseinsetzen.
100 Zpmp <= b
11: Timp <= Ttmp — Rx
12: 7 <& Tymp — L
13: r<r—Dzx
14: end while

2.2.3 Das JOR-Verfahren

Die Konvergenzgeschwindigkeit der bisher vorgestellten Verfahren héingt entscheidend von
der Grofienordnung von p(C) bzw. ||C|| ab. Oft hat man aber den Fall, daf der Spektral-
radius von C' nah bei 1 liegt, und damit eine schlechte Konvergenz.

Eine gebriuchliche Beschleunigungsstrategie ist die Relazation dieser Verfahren. Aus-
gangspunkt ist jedesmal das skalierte Gleichungssystem

wArz =w(L+ D+ R)z = wb mitw € R. (2.23)

Dies 148t sich zum Beispiel umformen zu Dz = (D — wA)z + wb, was die Motivation fiir
das gedampfte bzw. relaxierte Jacobi- Verfahren,

25D = o ®) _ D=1 4z (B 4 D1, (2.24)

ist, daf} auch als JOR- Verfahren ( ,jacobi overrelazation®) bezeichnet wird. Jedoch spricht
man hier, wie bei allen relaxierten Verfahren, nur bei einem Parameter w > 1 von Uber-
relaxation, entsprechend bei w < 1 von Unterrelaxation oder Dampfung. Aus 2.24 ergibt
sich M = %D und N = %D — A und damit die Tterationsmatrix dieses Verfahrens :

Crop(w) :=I —wD A, (2.25)
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Algorithmus 2.4 JOR
Require: D! existiert V § > 0
1: r<b
2 r<r— Ax
3: while ||r|| > 0 do
4 Tymp E wr
5 T <x+ D‘lwtmp
6
7
8

r<b
r&<r— Az
: end while

Satz 2.9 (Konvergenz des JOR). Sei A symmetrisch und positiv definit und p der
kleinste Eigenwert der Iterationsmatriz Cy des Jacobi-Verfahrens. Dann konvergiert das
2

JOR-Verfahren genau dann, wenn fir den Relaxationsparameter gilt 0 < w < =

Beweis. Siehe z.B. Korollar 2.6, Seite 12, in [Xie95] oder Satz 4.4.14, Seite 94, in [Hac93].
O

Der optimale Relaxationsparameter 14t sich unter gewissen Bedingungen angeben,
beispielsweise, wenn die Iterationsmatrix C; des Jacobi-Verfahrens nur reelle Eigenwerte
hat.

Satz 2.10. Die Iterationsmatriz Cy, wie in (2.16) definiert, habe nur reelle Eigenwerte,
worunter p der kleinste sei. Weiterhin gelte p(Cy) < 1, dann wird der Spektralradius
p(CJOR(w)) minimiert durch

2
Wopt = ——————.
"2 — = p(Cy)
Beweis. Siehe Satz 4.20, Seite 72, in [Mei99]. O

(2.26)

Fiir den Spezialfall von konsistent geordneten Matrizen 148t sich auch der Spektralra-
dius der Tterationsmatrix Cjopr(w) direkt angeben.

Definition 2.11 (Konsistent geordnete Matrizen). Eine Matriz A € R™ ™ mit der
Zerlegung (2.15) heifit konsistent geordnet, wenn D nichtsinguldir ist und die Eigenwerte
der Matriz

Cla):=a 'D'L+aD 'R

unabhdngig von a € C,a # 0 sind.

Satz 2.12. Zusdatzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.10 sei A symmetrisch und kon-
sistent geordnet. Ist wope wie in (2.26) definiert, dann gilt

_ (@) —p
2—p—p(Cy)
Beweis. Siehe Korollar 2.17, Seite 18, in [Xie95]. O

p(Cror(wopt)) = min p(Cror(w))

Bei Gleichungssystemen, deren Iterationsmatrix Cjog(w) ein symmetrisches um den
Nullpunkt verteiltes Spektrum besitzt, bringt die Relaxation jedoch keine Verbesserung
gegeniiber dem Jacobi-Verfahren, da sich hierbei laut Satz 2.10 w,, = 1 ergibt (vgl.
[Mei99], Seite 73).
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2.2.4 Das SOR-Verfahren

Ebenfalls aus (2.23) 148t sich auch die Gleichung (wL + D)z = wb+ ((1 — w)D — wR)x
ableiten, und daraus die Iterationsformulierung fiir das relazierte Gauf-Seidel-Verfahren,
das man iiberwiegend als SOR-Verfahren (,successive overrelaxation®) bezeichnet :

(D + wL)z* Y .= [(1 — w)D — wR]z® + wb. (2.27)

Hierbei ist also M = L(wL + D) und N = 1[(1 — w)D — wR]. Die Iterationsmatrix des
SOR-Verfahrens hat dann die Gestalt

Csor(w) := (D +wL)™'[(1 —w)D — wR]. (2.28)

Das Gleichungssystem (2.27) 16st man wiederum durch Vorwértseinsetzen.

Algorithmus 2.5 SOR

Require: § >0

r<b

r<r—Dzx

r<r— Rz

Timp E W T

Ttmp & Timp + DT

r<r— Lz

while ||r|| > ¢ do
Subroutine : Bestimme z aus (wL + D)z = 4y, durch Vorwirtseinsetzen.
r<b
r<r—Dzx
r<r— Rz
Timp E W T
Timp € Timp + D
r<r— Lz

: end while

— R e e
TR W N = O

Es lassen sich verschiedene Konvergenzaussagen fiir das SOR-Verfahren herleiten, wenn
die Matrizen A bzw. Csor(w) gewisse Eigenschaften besitzen, z.B. wenn A symmetrisch
positiv definit ist.

Satz 2.13 (Kahan bzw. Ostrowski und Reich). Sei Csor(w) die Iterationsmatriz
wie in (2.28) definiert. Dann gilt

p(Csor(w)) > 1 —w| firw+#0.
Ist A symmetrisch und positiv definit, dann gilt
p(Csor(w)) <1 firw € (0,2).

Beweis. Siehe z.B. [Hac93], Seite 96ff., Lemma 4.4.20 und Satz 4.4.21 oder [Die96], Seite
156ff., Satz 6.7 und Satz 6.8. U
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Eine Konsequenz hieraus ist also, dafl SOR fiir jeden Startvektor zy und jede rechte Seite b
hochstens dann konvergiert, wenn w Werte aus (0,2) annimmt. Es stellt sich hier natiirlich
auch die Frage nach dem optimalen Relaxationsparameter w,,;, der den Spektralradius von
Csor(w) minimiert, also
p(Csor(wopt)) = OQIBEQP(CSOR(w)),

und somit die beste Konvergenzrate liefert. Fiir den allgemeinen Fall ist es sehr schwie-
rig, diesen Parameter zu bestimmen, da die Iterationsmatrix Csor(w) nichtlinear von w
abhéngt. Es gelingt jedoch, wenn A konsistent geordnet ist.

In [BB85], Seite 135, wird beispielsweise gezeigt, da p(C;)? = p(Cgs) gilt, wenn A
konsistent geordnet ist. Eine weitergehende Aussage ist die folgende :

Satz 2.14. Sei A konsistent geordnet mit nichtsinguldrer Diagonalmatriz D, ferner seien
die Eigenwerte der Iterationsmatriz Cy des Jacobi- Verfahrens samtlich reell und es sei

B=p(Cy) <1.
Dann gilt fiir das SOR-Verfahren :
- _ 2
(i.) Wopt = T
.. . 52
(’L’L.) ,O(CSOR(wopt)) = m
Beweis. Siehe z.B. [BB85], Seite 135ff. oder [HY81], Seite 216. O

In den meisten Féllen 148t sich jedoch ein optimaler Relaxationsparameter nur auf
experimentellem Wege ermitteln.

Bemerkung 2.15. Das Gauf-Seidel-Verfahren ist ein Spezialfall des SOR-Verfahrens mit
dem Relazationsparameter w = 1.

2.2.5 Das SSOR-Verfahren

Beim Gauf-Seidel- wie beim SOR-Verfahren ist die Matrix M nichtsymmetrisch, auch
dann, wenn A selbst symmetrisch ist. Dies macht beide Verfahren ungeeignet fiir die
Vorkonditionierung von Verfahren, die ihrerseits die Symmetrie und positive Definitheit
voraussetzen, wie z.B. das CG-Verfahren (mehr dazu in den Abschnitten 2.3.4 und 2.4.1).
Deshalb sind symmetrische Splitting-Verfahren (mit symmetrischem M) von Interesse.

Ahnlich wie in Abschnitt 2.2.2 aus dem GauB-Seidel-Verfahren das symmetrische Gau8-
Seidel-Verfahren hergeleitet wurde, 148t sich nun auch eine symmetrisierte Version des
SOR-Verfahrens angeben, das SSOR-Verfahren (,,symmetric successive overrelazation®).
Es besteht aus einem Vorwérts- und einem Riickwirts-SOR-Schritt, analog zu (2.21) und
(2.22)

(D + wL)z®2) = (1 = w)D — wR)z® + wb (2.29)
(D + wR)z* ) = (1 — w)D — wL)z*+2) + wb. (2.30)
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Daraus ergeben sich M = m(D +wL)D YD + wR),

N = m[(l —w)D — wL]D (1 — w)D — wR] und die Tterationsmatrix

Cssor(w) := (D 4+ wR)™'[(1 = w)D — wL)}(D + wL)™'[(1 = w)D — wR).

Natiirlich ist M nur dann symmetrisch, wenn A selbst symmetrisch ist. Die Gleichun-
gen (2.29) bzw. (2.30) werden wieder durch Vorwérts- bzw. Riickwirtseinsetzen gelost.
Festgehalten ist all dies in Algorithmus 2.6.

Algorithmus 2.6 SSOR
Require: 0 >0

.r<b
2: r<=r—Dx
3 r<r—Rx
4 Typp S w- T
5: Tgmp < Timp + D
6: 7<=r— Lx
7. while [|r|| > ¢ do
8:  Subroutine : Bestimme z aus (wL + D)z = 4y,, durch Vorwéirtseinsetzen.
9: Timp < b
10: Tgmp & Tomp — LT
11: Timp <= W * Timp
122 r<z— Dx
132 re(l-w)-r
14: Timp <= Tgmp + 7
15:  Subroutine : Bestimme z aus (wR + D)z = %4y,, durch Riickwértseinsetzen.
16: r<=b
172 r<r—Dzx
18 r<r—Rx
190 Typp S w-T
20:  Tpmp & Timp + Do

21 r<r—Lx
22: end while

Bemerkung 2.16. In den Zeilen 12 - 14 wird der Vektor r als reiner Zwischenspeicher
verwendet, um den Platz fiir einen weiteren Hilfsvektor einzusparen. Er enthdlt zu diesem
Zeitpunkt also nicht das Residuum.

Fiir das SSOR-Verfahren i3t sich eine Konvergenzaussage treffen, fiir den Fall, daff A
symmetrisch und positiv definit ist.

Satz 2.17. Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv definit, dann konvergiert das SSOR-
Verfahren fiir alle w € (0,2), und es gilt

p(Cssor(w)) = [|Css0r(@)l| 4,4 = [[Cs0r(w)[[% 4 - (2.31)

Beweis. Siehe [Mei99], Seite 89ff, Satz 4.38 oder [YouT71], Seite 463, Satz 2.1. O
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Bemerkung 2.18. Fliir diesen ,gutartigen® Sonderfall hat man also auch eine Aussage
zur Konvergenz des symmetrischen Gauj-Seidel-Verfahrens, da dies lediglich ein Spezial-
fall des SSOR-Verfahrens mit w = 1 ist.

2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren

Die in diesem Abschnitt betrachteten Methoden zur Losung eines Gleichungssystems (2.1)
basieren auf der Idee, eine Ndherungslosung in einem Unterraum von R"™ zu suchen. Ist
ein solcher Unterraum der Dimension m, dann werden dazu in der Regel m Bedingungen
gebraucht. Ublicherweise verlangt man, dafi das Residuum b — Az orthogonal zu m linear
unabhéngigen Vektoren ist, wodurch ein weiterer Unterraum £ definiert wird.

Definition 2.19 (Projektionsverfahren). Unter einer Projektionsmethode zur Lisung
des Gleichungssystems (2.1) versteht man ein Verfahren, das eine Niherungslosung x.,
aus dem affinen Unterraum xq + Kp, berechnet, unter der Nebenbedingung

(b— Az) L Lon. (2.32)

Hierbei ist zg € R" eine beliebige Startndherung, und K, und L., sind Unterrdume des
R"™ mit der Dimension m < n.

Ist IC,, = L,,,, so steht das Residuum r,,, = b — Az, senkrecht auf C,,. Man spricht dann
von einer orthogonalen Projektionsmethode, und (2.32) heifit Galerkin-Bedingung.

Im Falle IC,;, # L, ergibt sich eine schiefe Projektionsmethode. Die Forderung (2.32) wird
dann als Petrov-Galerkin-Bedingung bezeichnet.

Ein erster Prototyp eines Projektionsverfahrens sieht folgendermaflen aus : Hat man
mit vy,...,v,, eine Basis von K, und mit w,...w,, eine Basis von L,,, und seien

V= (vi,...,0p) € R™™ und W = (wy,...,wy,) € R"™ (2.33)

die aus den jeweiligen Spaltenvektoren gebildeten Matrizen, dann 14t sich die Néhe-
rungslésung z,, als Linearkombination

Tm =xo+Vy mity € R™

schreiben. Bezeichnet man mit rp = b — Axg das Anfangsresiduum, dann fiihrt dies
zusammen mit der Orthogonalitdtsbedingung (2.32) auf die Darstellung

WTAVy = W (2.34)
Setzt man nun noch die Invertierbarkeit von W1 AV voraus, so ergibt sich
T = z0 + VIWTAV) 1 Tr (2.35)

als Resultat des Verfahrens.
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2.3.1 Krylov-Unterrdume

Man kann selbst das GauB-Seidel-Verfahren als orthogonale Projektionsmethode auffassen
(siche z.B. [Mei99], Seite 107). Die erfolgreichsten und bekanntesten Projektionsmethoden
basieren jedoch darauf, dal IC,,, als Krylov-Unterraum gew&hlt wird.

Definition 2.20 (Krylov-Unterraum). Sei A € R"*" und v € R™,v # 0. Dann nennt
man die Menge

K (A, v) := span {v, Av, ... ,Am_lv}
einen Krylov-Unterraum von R".

Bei den meisten Krylov-Verfahren wihlt man nun v := rg = b — Az und hat damit
in aller Regel v # 0 sichergestellt - andernfalls wére zy ja bereits die Losung. Dann
wird eine optimale Approximation an die exakte Losung © = A~'b ermittelt. Hat man
nun eine solche Naherungslosung z,,, € K, := Ky, (A, 7r0) gefunden und ist mit ihr noch
nicht zufrieden, so kann man entweder einen Restart machen, d.h. man setzt zy := z,,
und ry := b — Azy und beginnt von vorn, oder man man erhéht die Dimension m des
Suchraums KC,,,. Wichtig fiir die Giite der Ndherung an x ist hierbei natiirlich die ,, Grofle”
des Suchraums, also die Dimension des Teilraums K, (A, 7). Zu ihrer Bestimmung ist
der Begriff des Grades eines Vektors hilfreich.

Definition 2.21. Sei A € R™™ "™ und v € R™. Dann nennt man

grad(v) := Z:r?’ln,n {j13pell; \ {0} mitp(A)v =0} (2.36)

den Grad von v.

Aus dem Satz von Caley-Hamilton folgt zumindest schon einmal, dal der Grad von
v die Zahl n nicht iibersteigt, da p(A) := det(A — AI) ein Polynom vom Grad n ist und
p(A) = 0 gilt. Der folgende wichtige Satz macht eine genauere Aussage iiber die Dimension
eines Krylov-Unterraums.

Satz 2.22. Sei A € R"*" v € R", u := grad(v). Dann gilt
(i.) AK, =K, (A, Av) C K, und K, = Ky, fiir alle m > p,
(ii.) dim(C) = m <> > m,

(13i.) dim(KC,,) = min(m, ).

Beweis. Siehe [Saa96], Proposition 6.1 und 6.2 oder [Wer98], Satz 2.1. O

Algorithmen, die die beste Approximation z,, = zg + K, an die exakte Lésung A~ 'b
ermitteln, liefern bei exakter Arithmetik im Fall m = n und dim(K,) = n also auch die
exakte Losung des Problems. Nach spitestens n Schritten terminiert dann ein solches
Verfahren, vorausgesetzt, Rundungsfehler machen dies nicht zunichte.
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2.3.2 Das Arnoldi-Orthogonalisierungsverfahren

Fiir das praktische Rechnen ist es sinvoll, eine Orthonormalbasis von L,, bzw. IC,, vorlie-
gen zu haben. Als Konsequenz daraus wiren die Matrizen V und W aus (2.33) orthogonal,
was zu einigen Vereinfachungen fiithrt. Ein bekanntes Verfahren zur Bildung einer solchen
Orthonormalbasis im Falle £,,, = K, = K,,,(A4,v) ist das von Arnoldi, das hier in der
numerisch stabileren Variante von Gram-Schmidt vorgestellt wird. Ist H,, € R(m+hxm
eine Matrix mit den Eintrdgen h;;,7s =1,...,m+ 1,57 =1,...,m, so hat es die Form :

Algorithmus 2.7 Gram-Schmidt-Modifiziertes Arnoldi-Verfahren
Require: v # 0

s o < v/ o]l

2: for j=1,...,m do

3: Wj <= A’Uj

4 fori=1,...,5 do

5 hl‘j = ’UiT’U)j

6 Wj <= wWj — hijvi
7. end for
8
9

hjt1,5 < [lwjll
: if hj+1,j =0 then
10: STOP.

11:  end if
122 wjp1 < wj/hjp
13: end for

Satz 2.23. Es werde angenommen, dafi Algorithmus 2.7 nicht vor dem m-ten Schritt ab-

bricht. Dann bilden die Vektoren vy, ..., v, eine Orthonormalbasis des Krylov-Unterraums
Km = ICm(Aa Ul)'
Beweis. Siehe [Saa96], Proposition 6.4. O

Auflerdem gilt folgender wichtige

Satz 2.24. Sei V,, € R"™™ die aus den Spaltenvektoren vy, ... v, gebildete Matriz und
H,, € R™™ (je (Hessenberg-)Matriz, die aus H,, durch Weglassen der letzten Zeile
entsteht. Dann gelten folgende Beziehungen :

AV = VinHpp + wimel = Vipy1 Hp, (2.37)
V.' AV, = H,, (2.38)
Beweis. Siehe [Saa96], Proposition 6.5. O

Verwendet man diese Ergebnisse, um den Prototyp des Projektionsverfahren zu spe-
zialisieren, dann ergibt sich fiir die Matrizen V und W aus (2.33) : V = W = V,,, und
mit [ := ||rgl|, fiir die rechte Seite von (2.34) :

VI =VEI(Bv)) = Be.
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Damit gilt fiir die Ndherungslosung ., :
Tm = %0 + Vinym mit  yp, = H;ll (ﬁel)' (239)

Zusammengefafit ergibt dies die erste Projektionsmethode fiir lineare Gleichungssyste-
me, die Full Orthogonalization Method (FOM).

Algorithmus 2.8 FOM

1. r<b— Ax

2 <= |rll,

3 v <r/p

4: Hp, <=0

5: for j=1,...,m do

6: wWj <= A’Uj

7. fori=1,...,5do

8: hl‘j = ’UiT’U)j

9: Wj <= Wi — hijvi

10:  end for

1 kg <= [wglly

12: if hj+1,j =0 then

13: Setze m:= j Gehe zu 13.
14:  end if

15: Vjy1 < ’w]‘/hﬂ_l’j

16: end for

17: Subroutine : Bestimme y = (y;)/"; durch Losen von H,,y = fe;.
18: for yj=1,...,m do

19: T <=+ YjU;

20: end for

Das Hauptproblem besteht nun natiirlich in der Lésung des linearen Gleichungssystems
in Zeile 17. Jedoch wéhlt man m in der Regel sehr viel kleiner als n, so daffi man hier
ein direktes Verfahren wie das Gaufische Eliminationsverfahren oder Givens-Rotationen
in Verbindung mit einem Riickwértseinsetzen verwenden kann.

Es existieren verschiedene Varianten von FOM. Die wichtigsten sind TOM (,incomplete
orthogonalization method“) und DIOM ( ,direct incomplete orthogonalization method).
Bei beiden werden die Vektoren v; nicht gegen alle vorherigen Vektoren orthogonalisiert,
sondern nur hochstens gegen alle £ < m vorigen Vektoren. Konkret startet hierbei die
Schleife in Zeile 7 nicht bei 1, sondern bei max(1, j—k-+1). Der Nachteil besteht darin, dafl
die Vektoren vy, ... v, nun nicht mehr orthogonal, sondern nur noch quasi-orthogonal sind.
Ein Vorteil ist jedoch, daf die Matrix H,, nur noch Bandstruktur hat. Zusétzlich wird
in DIOM die Loésung z,, in jedem Iterationsschritt durch eine Updateformel unterwegs
berechnet, so dafl man sich das Loésen des Gleichungssystems in Zeile 17 spart. Néheres
zu den beiden Algorithmen erfihrt man in [Saa96], Abschnitt 642, Seite 155-158.
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2.3.3 Das GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren ( ,generalized minimal residual®), das urspriinglich in [SS86] zum
ersten Mal vorgestellt wurde, verwendet die Raume C,, = K,,,(A4,v1) und L, = AKX,
mit vy = 7o/ ||rol|, fiir den Projektionsprozef. Fiir diesen Fall 148t sich das folgende
Optimalititsresultat angeben :

Satz 2.25. Seien A € R" "™ und L,, = AK,,. Dann ist x,, € R" genau dann das Ergebnis
eines Projektionsverfahrens auf IKCp, orthogonal zu L, mit der Anfangsndherung zo € R",
wenn gilt

b= Aznll, = _min_ b Az]],.

Beweis. Siehe z.B. Proposition 5.3 in [Saa96]. O

Da man jeden Vektor x aus zg + K, als z,, = zg + Vjy mit y € R™ schreiben kann,
ergibt sich unter Verwendung von (2.37) und den Bezeichnungen aus dem Abschnitt iiber
FOM :

b— Ax =rqg— AV
= ,31)1 - Vm+1ﬁmy (240)

= Vint1(Ber — Hpy).

Beriicksichtigt man nun, dafl V,,,;1 orthogonal ist, d.h. Vn€+1vm+1 = I, dann gilt in
der Euklidischen Norm

b= Azlly = |1b = Alwo + Vint)l|; = || Ber = Huny| - (2.41)

GMRES berechnet nun dasjenige z,, € zy + K,,, welches das Residuum aus (2.41)
minimiert, was dquivalent dazu ist, ein y,, € R™ zu finden, welches Hﬁel — IZImy‘ ‘2 mini-

miert.
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Algorithmus 2.9 GMRES

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

cr<b— Ax
B,
v <=r/p
: f{m <=0
for j=1,...,mdo
Wy <= A’Uj
fori=1,...,5 do
hl‘j = ’UZ-T’U)]'
Wi <= Wi — hijvi
end for
hji1,5 < llwjlly
if hj+1,j =0 then
Setze m:= j Gehe zu 13.
end if
Vi1 & wj /it
end for
Subroutine : Transformiere H,, und Be; durch Givensrotation Q,, auf Ry, := QuHpm

und g, 1= Qmpfer.
Subroutine : Bestimme y aus R,y = g, durch Riickwértseinsetzen.
for j=1,...,mdo
T =T+ Y;v;
end for

GMRES (vgl. Algorithmus 2.9) unterscheidet sich von FOM also hauptséchlich in

Zeile 17, denn hier ist statt dessen ein Least-Squares-Problem zu l6sen. Dies ist eindeu-
tig moglich, wenn die Hessenbergmatrix H,, den Rang m hat, was der Fall ist, wenn
hjs1; # 0 fir j = 1,...,m ist. Die Matrix Q, € R™1*(M+1) ist das Produkt aus den
Rotationsmatrizen 2;, also

Qm = Qg -+ Qla

wobei €); die i-te Givensrotation

1
1
Qi = i %
—Si €
1
1
ist, mit den Eintrigen
Bt s R

8; 1= il und ¢; = =

Ve 2 JETR 4 n2
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Hierbei ist die Zahl hl(f_l) der entsprechende Eintrag aus der bereits transformierten Matrix

Qi1 QH,,. Die Matrix Ry, und der Vektor g aus Zeile 18 des Algorithmus (2.9)
entstehen dann aus R, bzw. g, durch Weglassen der jeweils letzten Zeile.

Bemerkung 2.26. Da die Matrizen Q; und damit auch Q. orthogonal sind, wird die
Norm des Residuums nicht verdndert, es gilt also, wenn ypy11 die letzte Komponente des
Vektors G, bezeichnet,

N 2 N 2
1661 = ][ = || @nies ~ Qs
B -2
=[Jom = s
= Ym+1l* + lgm — Rmyll3
Deshalb hat das Residuum der von GMRES erzeugten Lisung die Norm ||b — Azy,||, =

Ym+1-

Fiir den Fall, dafl A positiv definit ist, 148t sich eine Abschitzung fiir das Residuum
der gewonnenen Niherungslosung angeben.

Satz 2.27. Sei A € R™*" positiv definit und x,,, € R™ die Niherungsliosung des GMRES-
Verfahrens nach m Schritten mit dem Startvektor xo. Dann gilt

2\ 2
U
b= ol < (1-25) " o= Azl

mit den Konstanten

1
pi=g min {\; | \; ist Bigenwert von (A + A")} und o= 1Al -

i=1,...,n

Beweis. Sei mit rg das Anfangsresiduum ry = b — Axg bezeichnet. Die Lésung z,, wird
als Linearkombination von zy und den Vektoren v;, 1 = 1,....m konstruiert, die wieder-
um eine Darstellung als Linearkombination von Vektoren rq, Arg, ..., A™ 'ry besitzen.
Deshalb gilt (vgl. [Mei99], Seite 155) mit ry, = b — Az, :

Irmlly < i [Ip(A)rolly

m

wobei P! die Menge aller Polynome p vom Grad < m ist, welche die Nebenbedingung
p(0) = I erfiillen. Damit ergibt sich

[lrmlly < min [[p(A)]5, |Irolly
pePl

und insbesondere fiir p;(A) := I — oA € P! mit « € R (= (p1(A4))™ € P}) gilt dann

min [[p(A4)55 < [[(p1(A4))" |55 < llp1 (A5 -
pePl,

Fiir die Norm von p;(A) gilt nun nach Definition :

Ip1(A)]

I —aA)x
sa= sup (7= ad)z|, = sup LL=
efly=1 leflz0 [l
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Weiterhin ist

2
(I — ou;l)xHQ - 2axTAx +a2xTATAx’
[z [3 o o
und mit . . .
A 1 A+ A
xTx:_x( —; )x2u>0
't x 2 rtx
und
T AT Az 9
T =°
erhalt man )
I—aA
MI=ad)zlly oy 9ap+ 0202, (2.42)

2
1zl

Die rechte Seite von (2.42) wird durch a = % minimiert, insbesondere mit diesem « ergibt
sich also

1
2\ %
1
[1p1(A)llg,s < (1 - g)

und damit die Behauptung. O

Es gibt auch von GMRES diverse Varianten, die auf einem unvollstédndigen Orthogo-
nalisierungsprozess beruhen. Verwendet man IOM anstatt der vollen Orthogonalisation,
so ergibt sich ein Algorithmus namens Quasi-GMRES, verwendet man DIOM, so ergibt
sich das sogenannte DQGMRES-Verfahren. Beide werden in [SW93a] ausfiihrlich darge-
stellt. Dort wird deren Konvergenzverhalten auflerdem in numerischen Experimenten mit
anderen Verfahren wie GMRES verglichen.

Eine wichtige Variante, auf die hier noch niher eingegangen werden soll, ist die Version
von GMRES mit Restart, da sie auch in der Klassenbibliothek, die in Kapitel 4 niher
behandelt wird, implementiert ist. Sie wird meist als GMRES(m) bezeichnet.

Algorithmus 2.10 GMRES(m)
Require: § > 0

. r<b— Az

2. B <= Irll

3: while 5 > ¢ do
4 v<r/p
5. Hp <0
6:  Berechne x wie in Zeile 5 bis 21 von Algorithmus 2.9
. r<b— Az
8
9:

B < |rlly
end while

2.3.4 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten, oder auch CG-Verfahren (,conjugate gradi-
ent“), ist ein Projektionsverfahren speziell fiir Gleichungssysteme mit symmetrisch positiv



2.3 Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren 37

definiter Koeffizientenmatrix A € R"*". Es lafit sich ebenfalls aus FOM ableiten, wobei
sich durch die Symmetrie von A einige Vereinfachungen ergeben. Zunichst 148t sich fest-
stellen, dafl die Hessenbergmatrix H,, in diesem Fall symmetrisch ist.

Satz 2.28. Wird das Orthogonalisierungsverfahren von Arnoldi auf eine symmetrische
Matriz A € R™" angewendet, so gilt

hij =0, fir 1<i+1<j<m,
hjji1="hjt14, fir j=1,...,m—1,
was gleichbedeutend damit ist, dafl H,, eine symmetrische Tridiagonalmatriz ist.
Beweis. Da A symmetrisch ist, gilt mit (2.38) :
Hp =V AV, = VI ATV, = Hy,
also ist auch H,, symmetrisch. Nach Konstruktion ist H,, aber auch eine Hessenbergma-

trix, es ist also fiir 1 < j+ 1 <4 <m: h;; = 0 = hj;, damit verschwinden also auch alle
Elemente oberhalb der oberen Nebendiagonalen, und die Aussage ist bewiesen. O

Dies fiihrt, mit den Bezeichnungen 6; := hj; und n; := h;_; j, auf eine Variante des
Arnoldi-Verfahrens (Algorithmus 2.7), den Lanczos-Algorithmus.

Algorithmus 2.11 Lanczos-Algorithmus
Require: v # 0
1 vy <o/,

2:m <=0

3: vy <=0

4: for j=1,...,mdo

5: Wj <= Avj — NjVj—1
T

6: 5j <~ w; v

7 Wj <= wWj — (5]'1)]'

8 mjt1 < [|wjl]

9: if Nj+1 = 0 then

10: STOP.

11:  end if

122 w41 <= wi/nj4

13: end for

Baut man diesen Algorithmus sinngemif} in FOM ein, ergibt sich das Lanczos- Verfahren
fiir lineare Gleichungssysteme, auf das hier jedoch nicht ndher eingegangen wird. Es wird
lediglich festgehalten, dafi das Residuum der von diesem Verfahren erzeugten Losung x,,
dieselbe Richtung wie der Vektor v,,;; hat. Auch hier wird nidmlich z,, wie in (2.39)
berechnet, und deshalb gilt mit 8 = ||ro||, und v1 =r¢/f :

b— Axpy, =b— Axg — AViym
=rg— (VinHp + wme?;l)ym nach (2.37)
= ﬁvl - VmHmym - wmegym
= Pur — VmHm(H;zlﬁel) - nm+1vm+1ejr:zym

T
= —Nm+1€,, YmUm+1-
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Wiirde man diese Residuen sukzessive berechnen, so wiren sie also allesamt orthogonal
zueinander. Aus der LU-Zerlegung von H,, lassen sich Update-Formeln fiir z,, in der Form

Tjt1 1= Ty =+ Qa;p; (2.43)

mit einer gewissen Suchrichtung p; € R"™ und einer Schrittweite a; € R gewinnen. Dies
fithrt auf das direkte Lanczos- Verfahren, auch D-Lanczos genannt (siehe [Saa96], Abschnitt
6.7.1). Fiir die Vektoren p; 148t sich zeigen, daf} sie konjugiert sind, d.h. es gilt p;fFApj =0
fiir ¢ # 7.

Fordert man nun die Orthogonalitéit der Vektoren r; und die Konjugiertheit der Hilfs-
vektoren p; und nutzt gleichzeitig noch die positive Definitheit von A aus, dann ergibt
sich das Verfahren der konjugierten Gradienten. Ausgehend von (2.43) erhilt man

Tjiy1 =75 — Oszpj. (2.44)

Die Forderung nach der Orthogonalitit der Residuen ist also dquivalent zu (rj—oszpj)Trj =
0, und daraus folgt

T
riT;
7"
o = : (2.45)
J roApj
Werden die p; nun nach der Updateformel
pj+1 =rj+1+ Bp; (2.46)
bestimmt, dann muf} gelten :
T
7i414p;
P Ap; = (rjp1 + Bp)) Ap; =0 = ;= —7];14 :
by Apj
Weiterhin ergibt sich durch die Forderung p?_lAp]- = 0 die Beziehung
r] Apj = (p; — Bj—1pj—1)" Ap; = p] Apj,
wodurch man «; als
T
riT
77
o = (2.47)
7 plAp;

schreiben kann. SchlieBlich 148t sich durch (2.44) der Term Ap; in der Gleichung fiir g;

eliminieren :
7";“F+17"j+1
Bj = ——. (2.48)

T,
Ty

Die Formeln (2.43) bis (2.48) ergeben nun den folgenden Algorithmus :
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Algorithmus 2.12 CG
Require: 6 >0
1Lr<b
2:r<r— Ax
B pE=r
4: rg < rly
5. while \/rg > ¢ do
pa <= Ap
a < rs/php
r <=+ ap
r&Er—apa
10: TS,old < TS
11: rg < TT’I“
12: ,3 = 7“5/7'5101[1
13: p<r+pp
14: end while

Beim CG-Verfahren bendtigt man aufler fiir die Problemdaten lediglich Speicherplatz
fiir die Vektoren 7, p, pa und z, denn es wird auf das explizite Bilden einer Ortho-
normalbasis verzichtet. Statt dessen wird die Losung z,, als Linearkombination z,, =
o+ ZT:_Ul Ajr; mit gewissen \; € R konstruiert. Gleichzeitig ist aber auch rz,;rj =0,7 =
1,...,m—1. Das Verfahren der konjugierten Gradienten ist also ein Projektionsverfahren
mit K, = L, = Ki(A,79) und b — Az, L Ly, deshalb kann man den folgenden Satz
darauf anwenden.

Satz 2.29. Seien A € R™ "™ symmetrisch positiv definit und L., = K,,. Dann ist z,, €
R" genau dann das Ergebnis eines orthogonalen Projektionsverfahrens auf K, mit der
Anfangsniherung o € R", wenn gilt

o =l o= min o, =],

wobei x, = A~ b die exakte Lésung bezeichnet.

Beweis. Ein Vektor z,, € g+ K, ist genau dann das Ergebnis einer Projektion, wenn
die Galerkin-Bedingungen gelten :

(b—Azy,) o =0 YoeLl,.

Andererseits ist es ein Resultat der Approximationstheorie, daf} fiir einen linearen Teilraum
K des Hilbertraumes R™ (mit dem Skalarprodukt (z,y)s := z” Ay) und ein Element
Z € K gilt : 7 ist genau dann die beste Approximation eines Elementes z, € R", wenn
(xx — Z,v) 4 = 0 fiir alle v € K gilt (siehe z.B. [SW93b], Satz 14.2.4). Fiir das z,, aus der
Projektion gilt aber gerade dies, denn :

(Zy = Ty V)4 = (A(zs —2m)) 0= (b= Azp)Tv =0 Yv e Kp = L.
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Das CG-Verfahren minimiert also in jedem Schritt den Fehler ||z, —z||, fir z €
zo + Km(A, 1), so dal bei exakter Arithmetik nach n Schritten gilt =z, = z,. Man
erhofft sich aber schon fiir kleine Tterationszahlen eine gute Niherung. Eine Aussage iiber
deren Giite macht der nachfolgende Satz.

Satz 2.30. Ist z,, die Niherungslosung aus dem m-ten Schritt des CG- Verfahrens, x die
Startndherung und z, die exakte Losung, dann gilt

K9 —1 m
o2~ amlla <2 (Y27) Nl ~ ol

Hierbei ist ko = Amaz die Kondition von A beziiglich der Spektralnorm, Amaes der grfte,

Amin

Amin der kleinste Figenwert von A.

Beweis. Siehe z.B. [Saa96], Theorem 6.6. O

2.4 Vorkonditionierung

Wie man unter anderem in Satz 2.30 gesehen hat, ist die Kondition einer Matrix von ent-
scheidender Bedeutung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit eines Iterationsverfahrens. Ist
K(A) > 1 baw. Apaz(A) > Apin(A), so spricht man von einem schlecht konditionierten
System. Wiirde es sich bei A um die Einheitsmatrix handeln, so wiirde ein Verfahren dage-
gen sehr schnell konvergieren. Man versucht deshalb, durch geeignete Vorkonditionierung
die Kondition des linearen Gleichungssystems Az = b zu verbessern, genauer gesagt, es in
ein dquivalentes, aber besser konditioniertes zu transformieren.

Man unterscheidet hierbei drei Strategien :

e Links-Vorkonditionierung
Hierbei wird die Ausgangsgleichung von links mit einer Matrix P;, € R™*™ multipli-
ziert, so daf} sich das System

ergibt. Man fordert, dafl P, invertierbar ist und dafl PrA ~ I.

e Rechts-Vorkonditionierung
Durch die Transformation z = Pgy, mit einer reguliren Matrix P € R™™ " und
u € R™, ergibt sich das rechts-vorkonditionierte System

APru =b. (2.50)
Auch hier erwartet man, dal APr ~ I.

e Beidseitige Vorkonditionierung
Die simultane Anwendung einer linken und und einer rechten Vorkonditionierungs-
matrix, P, € R"*" und P € R"*", ergibt das System

PpAPRu = Ppb (2.51)

mit v € R". Hier wird man fordern, dal P APgr =~ I gilt.
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Mit den Vorkonditionierungsmatrizen versucht man also eine Art Approximation der In-
versen von A zu erreichen. Meist liegen die Matrizen PL und Pg nicht direkt vor, sondern
lediglich ihre Inversen, also eine Ndherung an A. Jedoch sollten sie die Forderung nach
einer einfachen Invertierbarkeit erfiillen, was zum Beispiel auf Dreiecks- und Diagonalma-
trizen zutrifft.

In diesem Abschnitt wird zunéichst auf die Vorkonditionierung der CG- und GMRES-
Verfahren eingegangen, bevor konkrete Vorkonditionierer beschrieben werden.

2.4.1 Das vorkonditionierte CG-Verfahren

Bei der Vorkonditionierung des CG-Verfahrens ist zu beachten, dafl die Symmetrie und die
positive Definitheit des Systems erhalten bleibt. Eine Moglichkeit, dies zu gewéhrleisten,
ist eine beidseitige Vorkonditionierung mit P, = P};. Man kann jedoch auch eine Variante
des CG-Verfahrens entwickeln, die mit Links- oder Rechts-Vorkonditionierung auskommt.

Lemma 2.31. Sind P, Pp € R"*™ symmetrisch positiv definite Matrizen, dann gilt :

(i.) Die Matriz Pr A ist symmetrisch (bzw. selbst-adjungiert) und positiv definit beziiglich
des durch

<x,y)PL_1 = (PElx)Ty (2.52)
definierten Skalarproduktes (-, -)PL_1.
(ii.) Die Matriz APg ist symmetrisch (bzw. selbst-adjungiert) und positiv definit beziiglich

des durch

(@, y) Py == (Pr2)"y (2.53)

definierten Skalarproduktes (-,-)py,.
Beweis. Sei z,y € R". Zu (i.) : Es gilt

(PLAz,y)p-1 = (Az)Ty = o Ay = 2" P ' PLAy = (P '2) PLAy = (2, PLAY) -1,

also ist Pr A selbst-adjungiert. Aus (PpAz,z),-1 = " Az > 0 folgt die positive Definit-
L

heit.

Zu (ii.) : In dhnlicher Weise folgt aus

(APgz,y)p, = (PrAPRrz)"y = (Pra)T APry = (z, APRY) py.

dafl die Matrix APp selbst-adjungiert und positiv definit ist, da die Matrix PrAPg diese
Eigenschaften ebenfalls besitzt. O

Benutzt man nun das energetische Skalarprodukt (-, -)PL—1 aus (2.52) anstelle des eu-
klidischen zur Beschreibung der Orthogonalititsbedingungen des CG-Verfahrens fiir die
Matrix Pr, A und das transformierte Residuum z; := Ppr;, dann ergibt sich das (links-)
vorkonditionierte CG-Verfahren (PCG, ,preconditioned conjugate gradient®).
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Algorithmus 2.13 PCG
Require: 6 >0

1Lr<b
2:r<r— Ax

3: 2z« Prr

4: p<=z

5: 7"5<=7"Tz

6: while ||r|| > 0 do
7 pA<=Ap

8 a<rg/php
9 zT<zx+ap
10: r<r—apa

11: z < Prr

12: TS.old <= TS
13: rg = rT'z

4. B<r5/rsea
15: p<z+0Op
16: end while

Verwendet man nun das in (2.53) definierte Skalarprodukt sinngem&fi wie zuvor fiir die
Matrix APg, so fithrt dies auf denselben Algorithmus (2.13), lediglich mit Py in der Rolle
von Pr,.

Bemerkung 2.32. Bei PCG hat man, anders als beim normalen CG-Verfahren, keine
Kontrolle iiber die Euklidische Norm des Residuums. Statt dessen wird in jedem Schritt
als Nebenprodukt der Wert rs = ||r||, berechnet, so daf es sich anbietet, die Energie-
Norm des Residuums zu tiberpriifen. Andernfalls mufl man die Euklidische Norm von r
mit entsprechendem Aufwand von O(n) Operationen gesondert berechnen.

2.4.2 Das vorkonditionierte GMRES-Verfahren

Betrachtet man fiir das GMRES-Verfahren zunéchst die Vorkonditionierung von links,
dann wird die Orthonormalbasis des Krylov-Unterraums anstatt mit 7o = b — Azg nun
mit dem transformierten Residuum zy := Prrg gebildet. Ersetzt man des weiteren in Algo-
rithmus 2.9 die Matrix A durch Pr, A, dann ergibt sich das in Algorithmus 2.14 dargelegte
Verfahren .

Auch hier hat man keinen direkten Zugriff auf das nicht vorkonditionierte Residuum,
um es fiir eine Abbruchkontrolle zu benutzen. Jedoch wird man auch hier, wie in den
meisten Fillen, mit Restart arbeiten, so dal man das neue Residuum ohnehin berechnen
muf}, um einen weiteren GMRES-Durchlauf zu starten.
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Algorithmus 2.14 GMRES mit Links-Vorkonditionierung
1: z<b— Ax
2: 7z < Prz
3 6 ||zl
v < 2/
H,, <0
for j=1,...,m do
Wy = Avj
Wy <= PL’U)]'
fori=1,...,5 do
10: hl‘j = ’UiT’U)j
11: Wi <= Wj — hijvi
12:  end for
130 hjpry < llwilly
14: if hj+1,j =0 then

15: Setze m:= j Gehe zu 13.
16:  end if

170 vy = wi/hjp,

18: end for

19: Subroutine : Transformiere H,, und Be; durch Givensrotation Q,, auf R := QmHm
und g, 1= QmpPer.

20: Subroutine : Bestimme y aus R,y = ¢,, durch Riickwirtseinsetzen.

21: for y=1,...,m do

22: <= T+ Y05

23: end for

Wendet man eine rechte Vorkonditionierung auf GMRES an, so wird, anders als (2.50)
vermuten 1a8t, die dort eingefiihrte zuséitzliche Variable u im Algorithmus nicht explizit
benotigt. Da Prug = xq, ist 7o = b — APgruy = b — Azxg. Auflerdem ist die GMRES-
Approximation zu (2.50) durch

m
Uy, = U + Zviyi

=1

gegeben, woraus man durch Multiplizieren mit Pgr die Losung des urspriinglichen Problems

m
Tm =20+ Pr > viy;
i—1

erhéilt. Ersetzt man nun in Algorithmus 2.9 alle Matrixmultiplikationen mit A durch Mul-
tiplikationen mit APgr, so ergibt sich die entsprechende rechts vorkonditionierte Variante
von GMRES.

Handelt es sich bei P, um eine symmetrisch positiv definite (linke) Vorkonditionie-
rungsmatrix, so 14t sich eine Variante von GMRES entwickeln, die von diesen Eigen-
schaften Gebrauch macht (siehe z.B. [Saa96], Seite 252-253). Fiir dieses Verfahren, welches
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das Residuum ||Per\|PZ1 minimiert, 148t sich eine mit Satz 2.27 vergleichbare Aussage

formulieren.

Satz 2.33. Sei P;, € R™™ "™ eine symmetrisch positiv definite linke Vorkonditionierungs-
matriz. Mit den Bezeichnungen

wt Aw
7= inf —
weRn T Py

w#0 L
B . wl A~ w
7= inf —r
weR? w! Prw

w#0

gilt die Abschitzung
HPerHPL_l <(l—-77)2 \|PLr0||PL_1 .

Beweis. Siehe [Sta97], Seite 109, Theorem 3.2. O

2.4.3 Splitting-Methoden als Vorkonditionierer

In Abschnitt 2.2 wurden diverse Splitting-Methoden und ihre Eigenschaften vorgestellt.
Da sie aber im Vergleich zu vielen Krylov-Methoden schlechtere Konvergenzeigenschaften
aufweisen, werden sie als reine Losungsverfahren immer seltener eingesetzt. Von grofler
Bedeutung sind sie jedoch, wenn man sie in Verbindung mit den Projektions-Verfahren
als Vorkonditionierer anwendet. Denn da sie auf einer Zerlegung A = M — N basieren, bei
der M eine leicht invertierbare Approximation von A darstellt, liegt es nahe, die Matrix
M~" als Vorkonditionierungsmatrix zu verwenden.

Definition 2.34 (Splitting-assoziierte Vorkonditionierer). Ist durch die Iterations-
vorschrift £+t .= M~'Nz®) + M~'b eine Splitting-Methode zur Lisung von Az = b
gegeben, so heifit P = M~ die zur Splitting-Methode assoziierte Vorkonditionierungsma-
triz.

Mit der durch (2.15) eingefithrten Zerlegung ergibt sich die in Tabelle 2.1 dargestellte
Ubersicht iiber diese Klasse von Vorkonditionierern.

Splitting-Methode Assoziierte Vorkonditionierungsmatrix
Jacobi-Verfahren P;=D"!

GauB-Seidel-Verfahren Pgs = (L+ D) !

Symmetrisches GauB-Seidel-Verfahren | Psgs = (D + R)~'D(L + D)~!

JOR-Verfahren Pior(w) =wD!

SOR-Verfahren Psor(w) = w(wL + D)t

SSOR-Verfahren Pssor(w) = w(2 —w)(D +wR)"'D(wL + D) !

Tabelle 2.1: Zu Splitting-Methoden assoziierte Vorkonditionierungsmatrizen

Der Jacobi-Vorkonditionierer z.B. ist also nichts anderes als die Multiplikation mit dem
Inversen der Diagonalen von A. Da die inversen Diagonalelemente bei jedem dieser Ver-
fahren benotigt werden, sind sie in der Klassenbibliothek so implementiert, daf} tatséchlich
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eine Diagonalmatrix D! angelegt wird, d.h. der Jacobi-Vorkonditionierer ist der einzige,
der explizit gegeben ist. Alle anderen sind implizit, also durch ihre Wirkung bei Ma-
trixmultiplikationen, gegeben. Untere Dreiecksmatrizen werden durch Vorwirtseinsetzen,
obere durch Riickwértseinsetzen invertiert. Bei Produkten aus mehreren solchen Matrizen
(wie beispielsweise Psgg) wird dies durch die Nacheinanderausfithrung dieser Techniken
erreicht.

Im Falle einer symmetrischen Matrix A sind die zum Jacobi-, zum Symmetrischen Gauf}-
Seidel- und zum SSOR-Verfahren assoziierten Vorkonditionierungsmatrizen offensichtlich
selbst wieder symmetrisch, so daf sie sich zur Vorkonditionierung des CG-Verfahrens eig-
nen.

2.4.4 Die Unvollstindige LU-Zerlegung

Die Faktorisierung einer Matrix A € R"*" in eine linke untere Dreiecksmatrix L € R"*"
und eine rechte obere Dreiecksmatrix U € R™*" mit

A=LU, (2.54)

wie sie z.B. in [Mei99], Abschnitt 3.1 oder [Lub98a], Abschnitt 13.2 beschrieben wird, ist
eine direkte Methode und als Losungsverfahren nur fiir Matrizen mit spezieller Gestalt
(z.B. Bandstruktur) sinnvoll. Denn L und U sind in der Regel nicht diinnbesetzt, selbst
wenn A diese Eigenschaft hat, so dal die Durchfithrung einer solchen Zerlegung fiir allge-
meine, grofle diinnbesetzte Matrizen A aus Speicherplatz- und Rechenzeitgriinden keinen
Sinn hat, da hinter der LU-Zerlegung ja das Gauflsche Eliminationsverfahren steckt. Es
ergibt sich jedoch ein guter Vorkonditionierer, wenn man L und U nur ndherungsweise
berechnet. Hierbei wird (2.54) zu A = LU + F abgeschwiicht, wobei F' € R™*" die Rest-
oder Fehlermatrix ist. Auflerdem sollen L und U zusammen nur soviel Speicherplatz wie
A verbrauchen. Hierbei sind die folgenden Begriffe hilfreich.

Definition 2.35 (Besetzungsmuster). Die Menge
M {(i,9)]i,7 €{1,...,n}}
heifft Matrixmuster in R™*™. Fiir eine gegebene Matriz A € R™ ™ nennt man
M* = {(i,j) | aij # 0}

das Besetzungsmuster von A. Weiterhin heifit zu gegebenem Matriz- bzw. Besetzungsmu-
ster M* die Menge
M5(5) = {i] (i.§) € M"}

das zu M# gehérige j-te Spaltenmuster und
M5 (i) = {j | (i, j) € M}
das zu M* gehérige i-te Zeilenmuster.

Mit Hilfe des Besetzungsmusters 18t sich nun die unvollsténdige LU-Zerlegung (incomplete
LU decomposition, ILU) definieren.
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Definition 2.36 (ILU-Zerlegung). Sei A = (a;;)7;—; € R™™" eine regulire Matriz,
L = (lij); ;=1 € R™" eine regulire linke untere Dreiecksmatriz und U = (u;j);;_, € R™*"
eine requldre rechte obere Dreiecksmatriz. Die Zerlegung

A=LU+F (2.55)

existiere unter den Bedingungen
e u;=1fliri=1,...,n,
o ljj =uij =0, falls (i,5) ¢ M*,
o (LU)ij = ajj, falls (i,5) € MA.
Dann heifit (2.55) unvollstindige LU-Zerlegung der Matriz A zum Muster M™.

Aus dieser Definition ergeben sich die Formeln

i—1
lpi = ap; — Z lemUm; fir k=i,...,n, k€ Mé(’l) (2.56)

m=1
meMZ (k)NMZ (i)

fiir die 4-te Spalte von L und

i—1
Uik = l_ A — Z Lim Wk fir k=4¢+1,...,n, k€ Mg(’l) (2.57)
i me—1

meMEA(HNME (k)

fiir die i-te Zeile von U.
Insgesamt gewinnt man aus (2.56) und (2.57) den (vorldufigen) Algorithmus 2.15.

Bemerkung 2.37. Algorithmus 2.15 ist insofern vorldufig, als er sich noch nicht die
spezielle Abspeicherung der in der Klassenbibliothek verwendeten Datenstruktur zunutze

macht. Fine hieran angepafite Version des Algorithmus wird im Unterabschnitt 4.6.2 vor-
gestellt.
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Algorithmus 2.15 ILU

1: fori=1,...,n do

2. fork=1i,...,ndo

3: if k € M4(i) then

4: li <= ag;

5: form=1,...,i—1do
6: if m € M2(k) N M2 (i) then
7 i <= Ui — lemUmi
8: end if

9: end for

10: end if

11:  end for

122 fork=1i1+4+1,...,ndo

13: if k € M4(i) then

14: Uik <= Qi

15: form=1,...,1—1do
16: if m € M4(i) N M4 (k) then
17: Uik & Uik — limUmk
18: end if

19: end for

20: Ui <= Uik /i

21 end if

22:  end for

23: end for

Definition 2.38 (ILU-Vorkonditionierer). Ist die ILU-Zerlegung der Matriz A wie in
(2.55) gegeben, so ist

P=U'L! (2.58)
die zugehérige Vorkonditionierungsmatriz.

Die Invertierung der Dreiecksmatrizen L und U geschieht in der Praxis wie iiblich durch
Vorwirts- bzw. Riickwértseinsetzen.

Die Frage nach der Existenz einer solchen ILU-Zerlegung l&8t sich zumindest fiir M-
Matrizen eindeutig beantworten.

Definition 2.39 (M-Matrix). Sei A = (a;5)};—; € R™" eine regqulire Matriz mit
A7l = (aij)zn,j:r Man nennt A eine M-Matrix, wenn die folgenden Bedingungen erfullt
sind :

(i.) a;; >0 firi=1,...,n,
(ii.) ai; <0 firi,j=1,...,n, 1 #j,

(iii.) ;> 0 firi,j=1,...,n.
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Zu einer Matrix A € R™*" und einem Muster M im R"*™ bezeichnet man nun die Menge
Pii={(i.9) € M| (ir5) ¢ M*i # 5}
als Nullmuster.

Satz 2.40 (Meijerink und van der Vorst). Sei A € R"™" eine M-Matriz und Py,
ein Nullmuster. Dann ist die ILU-Zerlegung durchfihrbar, und es existieren genau eine
requldre linke untere Dreiecksmatriz L und eine requldre rechte obere Dreiecksmatriz U
mit den Eigenschaften A = LU — F und

ll‘j = Uj; = 0 f’lj?’ (’l,j) S 'Pj\q/l und Tijg = 0 fii’l" ('L,j) ¢ P/Ie(,
wobei F' = (fij);';=1 € R™" die Fehlermatriz ist.
Beweis. Siehe [Gre97], Seite 173, Theorem 11.1.1 oder [Mv77], Seite 150, Theorem 2.3. [

Bemerkung 2.41. In [Gre97] und [Mv77] wird eigentlich sogar eine weitergehende Aus-
sage bewiesen, namlich die Ezxistenz einer ILU-Zerlequng fir jedes Nullmuster P C Pf,l.
Ist P eine echte Teilmenge von P/‘(‘A, so hat man weniger von Null verschiedene Eintrdge
in der Fehlermatriz F und somit eine bessere Approximation von A ~ LU. Dies fihrt auf
die Klasse der ILU(p)-Verfahren, bei denen bericksichtigt wird, daf bei L und U mehr von
Null verschiedene Elemente entstehen. Hierbei ist p € N ein Grad fiir die Anzahl dieser
zusdtzlichen fill-in-Elemente.

2.4.5 Die Unvollstindige Cholesky-Zerlegung

Ahnlich wie im vorigen Kapitel liBt sich nun das entsprechende Pendant zur Cholesky-
Zerlegung, wie sie beispielsweise in [Mei99], Abschnitt 3.2 dargestellt wird, entwickeln :
die unwvollstindige Cholesky-Zerlegung fiir symmetrisch positiv definite Matrizen.

Definition 2.42 (IC-Zerlegung). Sei A € R"™" symmetrisch und positiv definit und
L = (lij)}j=1 € R"™" eine regulire linke untere Dreiecksmatriz. Die Zerlegung

A=LLT +F (2.59)
existiere unter den Bedingungen
o 1;; =0, falls (i,7) ¢ M*,
o (LLT);j = ajj, falls (i,5) € MA.

Dann heifit (2.59) unvollstindige Cholesky-Zerlegung (IC, ,incomplete Cholesky“) der
Matriz A zum Muster M*.

Daraus ergibt sich fiir die Diagonalelemente

k—1

e = [agk— Y I, fir k=i,...,n, (2.60)
j=1
JEMB (k)
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und darauf aufbauend fiir die i-te Zeile von L

k—1
1
lip = — | ag — > Ll | fir i=k+1...,n, i€ M%(k), (261)
ik j=1
JEME(DHNME (k)

womit man den allgemeinen Algorithmus 2.16 formulieren kann.

Algorithmus 2.16 IC
1: for k=1,....,n do

2 lkk < Qkk

3 forj=1,...,k—1do

4 if j € M4(k) then

5: R l,%j

6: end if

7 end for

8 Uk <= Vi

9. fori=k+1,...,ndo

10: if i € M4 (k) then

11: lik <= ajp

12: for j=1,...,k—1do
13: if j € M4(i) N M4 (k) then
14: lir. < i — lijlkj
15: end if

16: end for

17: lip < lik/lkk

18: end if

19:  end for

20: end for

Da die Matrix LLT und das Produkt LALT symmetrisch und positiv definit sind, eig-
net sich die unvollstdndige Cholesky-Zerlegung sowohl fiir links- und rechts- als auch fiir
beidseitige Vokonditionierung, bei der es auf die Erhaltung dieser Eigenschaften ankommt,
wie beispielsweise beim CG-Verfahren.

Zum Schluf} sei auch fiir die IC-Zerlegung eine Existenzaussage, dhnlich zu Satz 2.40,
angegeben.

Satz 2.43. Sei A € R™ " eine symmetrische M-Matriz und P/‘(‘A ein Nullmuster. Dann ist
die IC-Zerlegung durchfiihrbar. Es existiert genau eine requldre linke untere Dreiecksmatriz
L mit den Eigenschaften A = LLT — F und

lij=0 fir(i,j) € Py und  rij =0 fir(i,5) & Piy,
wobei F' = (fij);';=1 € R™*™ die Fehlermatriz ist.

Beweis. Siehe [Gre97], Seite 173, Korollar 11.1.1 oder [Mv77], Seite 151, Theorem 2.4. [
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2.4.6 Vorkonditionierung mit dem symmetrischen Anteil

Die bisher dargestellten Vorkonditionierer nutzen die spezielle Struktur des linearen Glei-
chungssystems kaum aus, lediglich die Symmetrie wird beim CG-Verfahren und bei der
unvollstindigen Cholesky-Zerlegung beriicksichtigt. Zieht man jedoch in Betracht, daf}
das Gleichungssystem Az = b aus der Diskretisierung von a(u,v) = f(v) (siehe (1.26)
und (1.27)) herriihrt, so kann man sich unter gewissen Umstinden besser an das ur-
spriingliche Problem angepafite Vorkonditionierer vorstellen, wie z.B. die folgende Idee
der SPD-Vorkonditionierung, wie sie in [Sta97] und [ML99] untersucht wurde.
Betrachtet man die Bilinearform a(-, ), so kann man sie in einen symmetrischen Anteil

a®¥™(-,-) und einen schiefsymmetrischen Anteil aufsplitten a***(.,.) :
a®"(u,v) := e(Vu, Vv)q + (cu,v)q, (2.62)
1/ - o
a*kev (u, v) = 3 ((b -Vu,v)q + (b- Vv,u)g> , (2.63)

so daf} die Variationsgleichung (1.28) die folgende Formulierung erhilt :
Findeue X :  a(u,v) = a®¥™(u,v) +a**(u,v) = f(v) Yve X := Wol’Q(Q).

Hat man statt der Standard-Galerkin-Diskretisierung eine andere, wie etwa die Stream-
line-Diffusion-Diskretisierung, vorliegen, so lassen sich der symmetrische und der schief-
symmetrische Anteil folgendermaflen angeben :

agp (u,v) := % (asp(u,v) +asp(v,u)), (2.64)
askew (4, ) = %(aSD(u,v) _ asp(v,u)) . (2.65)

Den symmetrischen Anteil der Matrix A, im folgenden mit Agy,, bezeichnet, berechnet
man nun analog zu (1.32) :

Ay = (@™, € RV mit al™ = 0™ (g, ). (2.66)
Aus der Symmetrie von Ay, und Satz 1.30 bzw. 1.33 folgt dann mit den Bezeichnungen
aus (1.31) :

0 <a(v,v) =a®"(v,v) = (Agym®, V) = (U, Agym¥) Yv € X,, @ €R",

und damit die positive Definitheit von Agyy,.

Die Idee bei der Vorkonditionierung mit dem symmetrischen (positiv definiten) Anteil
(SPD-Vorkonditionierung) ist nun auf der Hoffnung begriindet, durch Ay, eine gute
Approximation fiir A zu haben, bzw. durch A;ylm eine gute Niherung an A~'. Dies ist
insbesondere fiir kleine Peclet-Zahlen, d.h. fiir diffusionsdominierte Probleme, zu erwarten.

Definition 2.44 (SPD-Vorkonditionierer). Die Matriz A}, mit Agym = 3(A + AT)

sym
aus (2.66) bezeichnet man als SPD-Vorkonditionierungsmatriz. Bei der SPD-Vorkondi-
tionierung betrachtet man also das System

Al Az = AGL b,

sym sym
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Da A nach wie vor unsymmetrisch ist, wird man in der Praxis als Ausgangsverfahren
einen Loser wie GMRES einsetzen. Der symmetrische Anteil von A 1d8t sich schnell (in
O(nnz)) als Agyn = 3(A+ A”) berechnen. Fiir die (linke) Vorkonditionierung mit A;ylm
benétigt man eine Invertierung von Agy,,, die man in der Regel mit dem CG-Verfahren
durchfithren wird. Um eine weitere Beschleunigung zu erreichen, ist es natiirlich denkbar
und oft auch sinnvoll, dieses CG-Verfahren seinerseits wieder vorzukonditionieren (siehe

auch Abschnitt 4.3.2 zur Implementation der Vorkonditionierer und Loser).
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Kapitel 3

Datenstrukturen zur effizienten
Speicherung von Matrizen

Bei den zur Lésung von partiellen Differentialgleichungen eingesetzten Diskretisierungsver-
fahren entstehen in der Praxis Koeffizientenmatrizen mit einer sehr groflien Dimensionszahl
n, die in der Regel umso gréfier wird, je genauer das Problem geldst werden soll.

Bei diesen Groflenordnungen (bei praktisch relevanten Aufgaben sind Zahlen von n =
10000 noch eher wenig) versagen traditionelle Speichertechniken : Nehmen wir fiir Double-
Zahlen einmal eine Linge von 64 Bit an, dann wiirde eine 10000 x 10000 - Matrix eine
Grofle von 763 Megabyte im Speicher belegen. Dies wiirde auch beim heutigen Stand der
Technik nicht nur bedeuten, dafl Festplatten schnell gefiillt wiren, hinzu kdme, daf} die
Matrix kaum in das RAM des Rechners passen wiirde und deshalb Operationen mit der
Matrix durch sténdiges Swappen unvertretbar verlangsamt wiirden.

Aber nicht nur der Speicherbedarf ist problematisch, auch wiirde man, bei einer Ma-
trixmultiplikation beispielsweise, erhebliche Zeit mit der wiederholten Multiplikation und
Addition von Nullen verschwenden. Aus diesem Grunde liegt es nahe, die Daten der
Matrix in einer komprimierten Form abzuspeichern. Im folgenden werden einige dieser
Speichertechniken vorgestellt und anhand der Beispielmatrix

5 0 0 4 0 0 0
38 06 01 0
00 9 020 0
A=105 2 1 0 0 5
00 10 07 4 0
00 0 403 0
00 0 0 0 3 12

erlautert. Die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente sei mit nnz bezeichnet, hier
also nnz = 19. DS sei der Speicher, den eine Gleitkommazahl belegt, 1.5 der Speicherplatz
fiir eine Integer-Variable, n die Dimension der Matrix.
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3.1 Das Koordinatenformat (Coordinate Storage)

Das Koordinatenformat (Coordinate Storage) ist das einfachste denkbare Speicherformat
fiir schwach besetzte Matrizen. Hierbei werden alle Nichtnullelemente hintereinander in
einem Array mit Gleitkommazahlen abgespeichert. Hinzu kommen zwei Arrays mit gan-
zen Zahlen, einer fiir die zugehorigen Spaltenindizes und einer fiir die Zeilenindizes. Dabei
ist es unerheblich, in welcher Reihenfolge die Elemente abgespeichert werden, denn die
z.B. sehr wichtige Operation des Matrix-Vektor-Produktes, die bei iterativen Verfahren
oft auftaucht, 148t sich auch ohne eine besondere Ordnung performant implementieren,
vorausgesetzt, der Vektor liegt in einem Format vor, das einen wahlfreien Zugriff (random
access) iiber Indizes erlaubt. Denn gerade dieser wahlfreie Zugriff auf ein bestimmtes Ma-
trixelement ist beim Koordinatenformat nicht sehr effizient, da fiir die Suche des Elementes
im worst case die gesamte Datenstruktur durchlaufen werden muf.

|wert |5 ]4[3s|e[1]o]2]s]2]1]s]0]7]4]4]3]3][12]

|sparte |1 ]4a]1|2]al6]3][s]2]3]4]7]3][5]6]4]6]6]7]

lzeie  [1]i]22)2]2]3[3]44]4alals]5]5]6]6]7]7]

Tabelle 3.1: Darstellung der Matrix A im Koordinatenformat

Bei einer sortierten Speicherung der Matrixelemente, welche zeilenweise oder reihen-
weise geschehen kann, 148t sich dieser Zugriff jedoch beschleunigen, wenn man sich z.B.
noch merkt, bei welchem Index des Arrays ZEILE eine neue Zeile beginnt. Man erkennt
hieran, dafl dieses Format noch nicht ganz effizient mit dem Speicher umgeht, und dies
fiihrt direkt zum néchsten Speicherformat, dem der komprimierten Zeilen.

Speicherbedarf: (DS +2%1S)*nnz

3.2 Komprimierte Zeilen (Compressed Row Storage)

Mit dem Compressed Row Storage (CRS) Format kann man im Vergleich zum Koordina-
tenformat weiteren Speicherplatz einsparen, indem man sich nur merkt, wann eine neue
Zeile beginnt, anstatt fiir jeden Eintrag die Zeilennummer abzuspeichern. Die Eintréige
kénnen bei dieser Speichertechnik natiirlich nicht mehr ganz beliebig im Array WERTE
stehen, vielmehr miissen die Eintrige einer Zeile in einem Block hintereinander im Array
abgelegt sein. Der Vektor SPALTE enthilt wie bisher den zugehorigen Spaltenindex. Im
Array ZEILENANFANG stehen die Indizes, bei denen in WERTE (bzw. SPALTE) ein
neuer Block einer Zeile beginnt.

Bemerkung 3.1. Beim CRS wird vorausgesetzt, daf$ in jeder Zeile mindestens ein Ein-
trag vorhanden ist. Andernfalls wdre dann die Matriz zum einen natirlich singuldr, zum
anderen wire es auflerdem problematisch, weil sich dann beispielsweise nicht ohne weiteres
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(wert |5 lals|s|e|[1]o]2]s]2]1]s]10]7]a]a]3]3]12]

|sparte |1 ]4a]1|2]al6]3][s]2]3]4]7]3][5]6]4]6]6]7]

| ZEILENANFANG | 1|3 |79 [13]16]18]20]

Tabelle 3.2: Darstellung der Matrix A im Compressed Row Storage Format

identifizieren liefle, ob auf Zeile k die Zeile k + 1 oder k + 2 folgt.

Den letzten Eintrag von ZEILENANFANG setzt man fiir gewohnlich auf den Wert
nnz + 1, was auch fiir manche Algorithmen vorteilhaft ist, denn es gilt dann immer :
Lange der Zeile i = ZEILENANFANG][i+1] - ZEILENANFANG](i]. Aus diesen Griinden
hat dieser Array die Linge n + 1.

Speicherbedarf: (DS +1S)*nnz+1Sx*(n+1)

Eine Variante dieses Formats, die in der Literatur und in manchen Softwarepaketen
auftaucht, ist das Modified Sparse Row Storage (MSR) Format. Hierbei wird die Diago-
nale der Matrix separat abgespeichert, ndmlich in den ersten n Komponenten des Arrays
WERT, und dahinter dann die anderen Eintridge der Matrix, zeilenweise. Die Idee da-
hinter ist, dass es bei vielen iterativen Verfahren (wie z.B. dem SOR) oder beim Losen
von Hilfsproblemen durch Vorwirts- oder Riickwértseinsetzen hilfreich ist, einen direkten
Zugriff auf die Diagonalelemente zu haben.

3.3 Komprimierte Spalten (Compressed Column Storage)

Das Compressed Column Storage (CCS) Format speichert die Matrix im Gegensatz zum
CRS spaltenweise ab. Im Array WERT stehen also die Spalten blockweise hintereinander,
es gibt einen Array ZEILE, der zu jedem Eintrag in WERT den entsprechenden Spalten-
index aufnimmt. Ein Array SPALTENANFANG speichert den Index, bei dem in WERTE
eine neue Spalte beginnt. Das CCS-Format ist deshalb nichts anderes als das CRS-Format
fiir die Matrix A”. Dieses Matrixformat wird auch als Harwell-Boeing Sparse Matriz For-
mat bezeichnet.

Das Analogon zum MSR ist hierbei das Modified Sparse Column Storage, (MSC), siehe
[Saa94], Abschnitt 2.1.1.

Speicherbedarf : wie beim CRS.
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|WERT |5 [3]8|5|o]2]wofa]e6|1]al2]7][1]4a]3]3]5]12]

lzere |1 l2|2 |4l a]s|1]2]a]6]s]s]2]5]6]|7]a]7]

| SPALTENANFANG | 1|3 |5 |8 [12]14]18]20]

Tabelle 3.3: Darstellung der Matrix A im Compressed Columns Storage Format

3.4 Komprimierte Diagonalen (Compressed Diagonal Sto-
rage)

Definition 3.2. Man sagt, eine Matriz A = (a; ;) habe Bandstruktur, wenn es nichtne-
gative Konstanten p,q gibt, so daf a;j = 0 fir —p > j —1 > q. Die Zahl p + q wird
Bandbreite genannt, wihrend die Zahlen p und q als linke untere und rechte obere Band-
breite bezeichnet werden. Dementsprechend wird die Menge By(A) := {a;;|j — i = k},
—p < k <p, als Band bezeichnet.

Hat eine Matrix eine solche Bandstruktur, so kann man sich dies bei der Speicherung
zunutze machen. In diesem Fall beschafft man sich Speicher fiir einen (zweidimensionalen)
WERT-Array der Grofle nx(p+g+1). Hierin wird die Matrix nun Band fiir Band abgelegt,
und zwar derart, daf}

WERT (ki) = a; 1. (3.1)

WERT(-2,:) [0|0|0]|5]10]| 4

WERT(-1,:) [0[3]0(2]0]|0]3
WERT(0,:) | 5|89 |1]|7]|3]12
WERT(1,:) [0{0[0]|0[4]0]0
WERT(2,:) [0]6|2/0]0]0]|0
WERT(3,:) [4[0[0|5]0]|0]0
WERT(4,:) [0]|1]0|0]0]0]|0

Tabelle 3.4: Darstellung der Matrix A im Compressed Diagonal Storage Format

Bemerkung 3.3. Das CDS-Format hat natiirlich meistens zur Folge, daf$ Nullen mitge-
speichert werden. Es werden sogar (Null-)Elemente im Array gespeichert, fir die es keine
Entsprechung in der Matriz gibt.

Speicherbedarf: DSxnx(p+q+1)
3.5 Jagged Diagonal Storage

Dieses Format geht effizienter mit dem Speicher um als das CDS-Format und ist niitzlich
bei der performanten Implementation von iterativen Losungsverfahren auf Parallel- und
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Vektorrechnern (siehe [Saa96]). Zunichst werden aus der Matrix Nullen entfernt und
die verbleibenden Nichtnullelemente nach links geschoben, &hnlich wie im CRS-Format.
Danach werden die Zeilen der Matrix der Linge nach absteigend sortiert. Nun wird die
so entstandene Matrix Spalte fiir Spalte hintereinander in einem eindimensionalen Array
abgespeichert.

50 0 400 O o 4 2 15
38 0 6 0 1 0 3 8 6 1 3 8 6 1
00 9 020 0 9 2 10 7 4
05 2 100 85|—(5 2 15|—]5 4

0 0 10 0 7 4 O 10 7 4 9 2

00 0 403 0 4 3 4 3

00 0 00 3 12 3 12 3 12

Diese Datenstruktur wird Jagged Diagonals (gezackte Diagonalen) genannt, da hierbei
die abgespeicherten Blocke eben nicht nur Elemente aus einer Diagonalen enthalten. Die
Anzahl njd dieser gezackten Diagonalen ist gleich der grofiten Zahl von Nichtnullelementen
in einer Zeile von A. Ist also nnz; die Anzahl der Nichtnullelemente in Zeile 7, so ist

njd = max nnz;. (3.2)
i=1,...,n

Fiir die Datenstruktur werden gebraucht : ein Gleitkommaarray WERT zur Aufnahme
der Matrixeintrige, ein Array SPALTE, der die Spaltenindizes der Werte aufnimmt, ein

Array JDANFANG, der angibt, an welcher Position in WERT eine neue gezackte Diago-
nale beginnt und ein Array, der die Permutation der Zeilen widerspiegelt.

|WERT |5 [3]w0]5]9]a]3[2]s8]|7]4]2]3]i2]1]6]4a]5]1]

|sparte |2 [3]4|7|1]2]4a]6]3]5]6]1]4a]3]5]4]6]6]7]

| JDANFANG [ 1] 8 [15]18]

| PERMUTATION [4 ]2 ]5]1]3]6]7]

Tabelle 3.5: Darstellung der Matrix A im Jagged Diagonal Storage Format

Ein offensichtlicher Nachteil des Jagged Diagonal Storage liegt jedoch darin, dafl das
Erstellen dieser Datenstruktur durch das Umsortieren am Anfang recht teuer ist. Ein
nachtrégliches Einfiigen oder gar das sukzessive Aufbauen der Struktur ist nicht moglich.

Speicherbedarf : DS xnnz+ IS * (nnz + njd +n).
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3.6 Skyline Storage

Das Skyline Storage (SKS) taucht in der Literatur und in vielen Softwarepaketen in di-
versen Varianten auf. Zum einen hat man das klassische Skyline Storage Format zur
Abspeicherung von Matrizen mit einer bestimmten Gestalt. Zum anderen gibt es das
Sparse Skyline Format, das wesentlich universeller einsetzbar ist. Allen Skyline-Formaten
ist die Unterteilung in linke untere und rechte obere Dreiecksmatrix gemeinsam.

3.6.1 Symmetric und Non Symmetric Skyline Storage Format

Das urspriingliche Skyline Storage Format ist fiir die Speicherung von Matrizen mit einer
speziellen Struktur gedacht, die man auch variable Bandmatrizen oder Profilmatrizen
nennt. Eine solche ist eine Matrix mit Bandstruktur, die unverh&ltnisméfig viele Nullen
in ihren Bandern enthélt. Wenn also p die linke untere und ¢ die rechte obere Bandbreite
der Matrix sind, dann ist die Anzahl der Elemente mit a;; # 0 fiir i = j +p,j < i bzw.
mit a;; # 0 fiir i = j — ¢, j > i sehr viel kleiner als n- (p+ ¢ + 1).

Beim CDS wiirde man also viele Nullen mitspeichern. Das klassische SKS speichert
nun die linke untere Héilfte der Matrix zeilenweise - immer vom ersten Nichtnullelement
der Zeile bis zum Diagonalelement. Die rechte obere Hilfte wird spaltenweise - vom
ersten Nichtnullelement der Spalte bis zum Diagonalelement - abgespeichert. Die Diago-
nalelemente selbst werden je nach Vereinbarung entweder zu den Zeilen oder Spalten oder
ginzlich separat gespeichert.

Ist die Matrix symmetrisch, so speichert man nur den linken unteren Teil - dies wird
auch als Symmetric Skyline Storage (SSK, im Gegensatz zum Nonsymmetric Skyline Sto-
rage, NSK) bezeichnet (siehe [Saa94]).

[ AL 5 alsfofs]2]tfwfof7]a]o]s]s]r]

| ALANFANG |1 ]2]4]5]8]11]14]16]

| AU [4l6lofe2folifofolafs]o]o]

| AUANFANG [ 1|1 ]1]1]4]6]10]13]

Tabelle 3.6: Darstellung der Matrix A im Skyline Storage Format

Im Beispiel sind die Elemente der linken unteren Hélfte und die Diagonalelemente im
Array AL untergebracht. Im Array ALANFANG sind die Zeilenanfinge im Array AL
eingetragen. Fiir die Zeilenldnge [(7) der Zeile 7 in AL gilt stets

I(i) = ALANFANG]i + 1] — ALANFANG]i].

Daraus la8it sich der Spaltenindex der Elemente aus AL berechnen. Ist [(i) > 0, so beginnt
die i-te Zeile in der Spalte ¢ — (i) + 1.

Der strikte rechte obere Teil der Matrix steht spaltenweise im Array AU. Im Array AUAN-
FANG ist eingetragen, wo eine neue Spalte beginnt. Die Hohe h(j) der Spalte j betrigt
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dabei
h(j) = AUANFANG]j + 1] - AUANFANG]j].

Im Beispiel sind die ersten drei Spalten im strikten rechten oberen Dreieck leer < h(1) =
h(2) = h(3) = 0. TIst h(j) > 0, so steht das erste Nichtnullelement der j-ten Spalte in der
Zeile mit der Nummer j — h(j). So erhélt man die Zeilenindizes der Elemente aus AU.
Sei n a1, die Anzahl der Elemente aus AL, n4y die der Elemente aus AU, dann gilt :

n

nap =Y I(i) = ALANFANG[n +1] — 1 (3.3)
i=1

nav =Y h(j) = AUANFANG[n +1] - L. (3.4)
7j=1

Speicherbedarf : DS x (nar +nay) + 1S * (2n + 2).

3.6.2 Symmetric und Unsymmetric Sparse Skyline Storage Format

Fiir die Sparse Skyline Storage Formate ist es unerheblich, ob die Matrix eine spezielle
Gestalt hat, es kann fiir alle Arten von diinnbesetzten Matrizen eingesetzt werden. Beim
Unsymmetric Sparse Skyline (USS) Format werden sieben Arrays benotigt : AL, AL-
SPALTE, ALZEILE fiir den linken unteren Teil, DTAGONALE fiir die Diagonalelemente
und AU, AUZEILE, AUSPALTE fiir den rechten oberen Teil.

AL [3]5]2]w0]4]3]

[ALSPALTE  [1]2]3[3]4]6]

[ALzZEILE  [1]1]2]2]4]5]6]7]

| DIAGONALE |58 |9]1]7]3]2]

| AU [afel2f1]a]s]

|AUZEILE  [1]2]3]2]5]4]

|AUSPALTE [ 1|1|1]1]3]4]6]7]

Tabelle 3.7: Darstellung der Matrix A im Unsymmetric Sparse Skyline Storage Format

Der strikte rechte obere Teil wird gewissermafien im Compressed Column Format ge-
speichert und der strikte linke untere Teil im Compressed Row Format. Auf die Diagonal-
elemente hat man gesondert Zugriff. Diese Dreiteilung ist bei manchen Algorithmen, wie
beispielsweise dem Jakobi- oder dem SOR-Verfahren, hilfreich. Beim Symmetric Sparse
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Skyline (SSS) Format fiir symmetrische Matrizen speichert man nur den linken unteren
Teil und die Diagonale.

Eine Variante des geschilderten Sparse Skyline Formates ist es, den rechten oberen Teil
im CRS und den linken unteren im CCS zu speichern, wie es z.B. in der Softwarebibliothek
implementiert ist.

Definiert man die Linge einer Zeile aus AL und die HOohe einer Spalte aus AU sinn-
gemdf zum klassischen Skyline Storage, so hat man

I(i) =ALZEILE[i + 1] — ALZEILE]i]
h(j) =AUSPALTE[j + 1] — AUSPALTE]j),

womit sich n4z, und nay wie in (3.3) und (3.4) berechnen.

Speicherbedarf : DS« (nap +nav +n)+ 1S * (nor +nay + 2n + 2).

3.7 Matrizen mit Blockstruktur

Bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen entstehen immer dann Ma-
trizen mit Blockstruktur, wenn jeder Gitterpunkt mehrere Freiheitsgrade aufweist. Block-
struktur heifit hier, dal die Matrix aus vielen — in aller Regel quadratischen — Teilmatrizen
besteht, die dichtbesetzt sind. Nutzt man diese Eigenschaft aus, so kann man sich nicht
nur die Speicherung einiger Indizes sparen, auch kann man einen solchen dichten Teilblock
— beispielsweise bei der Matrix-Vektor-Multiplikation — im ganzen bearbeiten, da man sich
die Positionsindizes nicht erst beschaffen mufl. Auflerdem haben viele moderne Prozesso-
ren parallel arbeitende Pipelines, mit denen sich mehrere Rechenoperationen gleichzeitig
ausfithren lassen. Wenn sich jede Pipeline mit einem Matrixeintrag beschiftigt, 148t sich
so eine erhebliche Beschleunigung erzielen.

3.7.1 Block Compressed Row Storage

Das Block Compressed Row Storage (BCRS, BSR) Format ist eine Erweiterung des CRS
Formates. Statt einzelne Gleitkommazahlen werden nun die Matrixblocke hintereinander
gespeichert. Hierbei wird vorausgesetzt, dafl alle Blocke quadratisch sind und dieselbe
Dimension haben.

Bezeichne nnzb die Anzahl der Nichtnullblocke in der Matrix, n;, die Dimension eines
jeden Blockes. ng := n/n; ist die Blockdimension der Matrix. Dann bendtigt man zur
Speicherung einen Array der Grofie nnzb+n?, um die Blécke aufzunehmen, einen Array der
Grofle nnzb, um die Spaltenindizes der (1,1)-Elemente eines jeden Blockes zu speichern
und einen Array der Linge ng + 1, der anzeigt,wann eine neue Zeile mit Blécken beginnt.
In [DLHO0] wird ein Vergleich zwischen dem CSR- und dem BSR-Format gezogen. Bei
entsprechend strukturierten Matrizen zeigt sich bei der Verwendung des BSR-Formates
eine erhebliche Speicherersparnis und Reduktion der Rechenzeit, die bei Matrix-Vektor-
Operationen bis zu 50% betragen konnen. Auflerdem unterstiitzt das BSR durch die
explizite Aufteilung der Matrix in Blocke die Parallelisierung von Algorithmen, was in
[DLHO00] ebenfalls durch numerische Tests belegt wird.



Kapitel 4

Beschreibung der
Klassenbibliothek

adr ist ein Finite-Elemente-Programm zur Losung von Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Gleichungen, das am Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik der Universitit
Gottingen entwickelt wird. Es besteht aus verschiedenen Bibliotheken, von denen in diesem
Kapitel nun mit lins (library of iterative numerical solvers) diejenige beschrieben wird, die
sich mit der Darstellung und Losung von Gleichungssystemen befafit. Die Illustration und
Dokumentation der Klassenbibliotheken geschieht, wo es sich anbietet, in der Notation der
Modellierungssprache UML (Unified Modelling Language, siehe z.B. [BRJ99]).

4.1 Einfiihrung

Wie im Laufe von Kapitel 1 demonstriert wurde, werden (elliptische) partielle Differential-
gleichungen wie beispielsweise (1.20) in der Praxis dadurch numerisch behandelt, daff man
sie in geeigneter Weise diskretisiert (z.B. mit Finiten Elementen) und dann das so entste-
hende lineare Gleichungssystem lost. Eine Software, die solche Berechnungen durchfiithren
kann, wird als FEM-Programm bezeichnet.

4.1.1 adr : ein FEM-Programm

Wie im UML-Diagramm in Abbildung 4.1 dargestellt wird, benétigt eine solche FEM-
Software zur Berechnung der diskreten Losung im wesentlichen die folgenden Funktionen:

1. Eingabe der Problembeschreibung,
2. Generierung des Netzes und eventuelle Verfeinerung,

3. Assemblierung der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite des linearen Gleichungs-
systems aus der diskretisierten Variationsgleichung und Einarbeiten der Randbedin-
gungen,

4. Losung des linearen Gleichungssystems durch geeignete (direkte oder iterative) Ver-
fahren,

5. Aufbereitung und Ausgabe der Losung.
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FEM-Software

Eingabe der
Problembeschreibung
und der
Loserparameter

Generierung
des Netzes

Assemblierung der
Steifigkeitsmatrix durch
Diskretisierung der
Variationsgleichung

der Losung

Benutzer

Berechnung

Losung des linearen

Gleichungssystems

Ausgabe des
Resultates

Abbildung 4.1: Anwendungsfalldiagramm einer FEM-Software

Die Netzgenerierung und die Art ihrer Implementierung in adr wird ausfiihrlich in
[Koh00] beschrieben. Die Dokumentation der Diskretisierung in der jetzigen Form steht
hingegen noch aus.

Alle diese (internen) Anwendungsfille muff jede FEM-Software in irgendeiner Form
zur Verfiigung stellen : Ohne ein Netz kann keine Diskretisierung erfolgen, und ohne
eine durch die Diskretisierung erzeugte Matrix kann kein Gleichungssystem gelost wer-
den, so daf} die zeitliche Reihenfolge vorgegeben ist. Es kann jedoch durch verschiedene
Zusatzfunktionen wie Adaptivitat, Mehrgitterverfahren oder Shock-Capturing iiber diese
Arbeitsschritte iteriert werden. Stellt man z.B. durch geeignete Fehlerschétzer fest, daff in
manchen Teilen des Gebietes der Fehler zu grofl wird, so wird das Netz dort entsprechend
verfeinert. Dazu mufl der Teil des Programms, der fiir die Netzverfeinerung zustéindig ist,
erneut aufgerufen werden. Im Diagramm 4.1 ist die Methode der Gebietszerlegung noch
nicht vorgesehen, sie wird in einer kommenden Version von adr integriert werden.

adr ist dazu gedacht, das bisher verwendete Programm PN'S (vgl. [AOT99]) zu ersetzen.
Die Zielsetzungen waren hierbei hauptséchlich :
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e Verbesserte Handhabung und Bedienung :
Beispielsweise muf} adr nicht mehr fiir jedes Problem neu iibersetzt werden, ganz im
Gegensatz zu PN'S, wo die Problemdaten im Programmcode fest verankert war.

e Leichtere Erweiterbarkeit und Wartbarkeit :
Durch die durchgehend objektorientierte Struktur sind Konzepte wie Adaptivitit,
Gebietszerlegung, Parallelisierung schneller zu integrieren.

e Erhohte Flexibilitdt und Funktionalitét :
In adr sind bereits neuartige Verfahren wie Downwind-Numbering (vgl. [Sch00])
und mehrstufige Vorkonditionierung implementiert, weitere sind in Vorbereitung.

4.1.2 Anforderungen und Zielsetzungen

Es war ein wesentliches Ziel dieser Arbeit, eine objektorientierte Klassenbibliothek fiir adr
zu entwickeln, die die Darstellung und numerische Losung von Gleichungssystemen er-
laubt. Sie sollte gewisse Datenstrukturen zur Verfiigung stellen, mit denen sich die bei der
Diskretisierung entstehenden, diinnbesetzten Matrizen speichern lassen. Auflerdem sollte
sie einen Pool von robusten, iterativen Losungsverfahren enthalten, wie sie in Kapitel 2
vorgestellt wurden.

Genauer wurden an die Datenstrukturen folgende Anforderungen gestellt :

1. Es sollten Datenformate fiir dichtbesetzte und fiir diinnbesetzte Matrizen bereitge-
stellt werden, die sich leicht mit modernen Iterationsverfahren einsetzen lassen.

2. Das Design der Datenstrukturen sollte nicht nur diinnbesetzte Matrizen mit skalaren
Eintrdgen und diinnbesetzte Matrizen, deren Eintridge wiederum kleine dichtbesetz-
te Blockmatrizen sind (wie in Abschnitt 3.7 beschrieben), beriicksichtigen, sondern
dariiber hinaus eine Verallgemeinerung dieses Konzeptes anbieten. Hiermit sind
ganz allgemein ,verschachtelte Matrizen® gemeint, also Matrizen, die als Eintréige
wiederum Matrizen haben, deren Eintrige ebenfalls Matrizen sind, und (theoretisch)
so weiter, ohne dafl genauere Anforderungen an deren konkrete Gestalt gestellt wer-
den.

3. Generell sollte die Beschrinkung auf quadratische Matrizen aufgehoben werden. Es
sollten also auch (insbesondere fiir Teilmatrizen) rechteckige Matrizen zugelassen
sein.

Diese Forderungen resultieren hauptsichlich aus der zukiinftigen Ausrichtung von adr
auf Gebietszerlegungsverfahren und Schur-Komplement-Methoden, wobei die auftreten-
den Teilmatrizen verwaltet werden miissen. Dies war mit blanc (siehe [Pri96]), der bei
PN'S bisher verwendeten Matrixbibliothek, nicht in dieser Form méglich.

Die Menge der Ldsungsverfahren sollte folgende Eigenschaften haben :

1. Es sollten Verfahren fiir symmetrische und nichtsymmetrische Probleme zur Verfii-
gung stehen. Neben den Krylov-Verfahren sollten auch einige Splitting-Verfahren
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enthalten sein, damit sich deren Verhalten bei der Kombination mit Downwind-
Numbering untersuchen 148t. Auch sollen geeignete Varianten der Splitting-Metho-
den als Vorkonditionierer fungieren.

2. Alle Losungsverfahren sollten prinzipiell die Links- und Rechts-Vorkonditionierung
erlauben. Insbesondere sollten Vorkonditionierer wieder vorkonditionierbar sein, so
daf} sich eine mehrstufige Vorkonditionierung wie im Falle des SPD-Vorkonditionierers
(sieche Abschnitt 2.4.6) realisieren und testen laft.

Desweiteren sollten alle Komponenten von adr in C+-+ implementiert werden, um
einerseits die eventuelle Einbindung von C-Bibliotheken zu ermoglichen und andererseits
die Vorteile einer objektorientierten Sprache auszunutzen. Auflerdem zeigen verschiedene
Prizedenzfille wie Blitz++ (vgl. [Vel99]) oder die MTL (vgl. [Sie99]), dal C++ in Fragen
der Laufzeit und Performance keinen Vergleich mit Fortran oder C scheuen muf} (siehe
z.B. auch [VJ97]).

Das Design von adr wurde nach modernen, objektorientierten Kriterien entworfen, wie
sie etwa in [Str98] oder [Swi99] beschrieben sind. Auf die Konzepte der Matrix- und der
Loéserbibliothek wird im folgenden eingegangen.

4.2 Container

Die Matrizen werden in dieser Bibliothek durch abstrakte Datentypen modelliert und ent-
sprechend dem objektorientierten Paradigma durch Klassen realisiert. HEs handelt sich
hierbei insbesondere um generische Klassen, denn sie erhalten einen Parameter, der den
Typ der Matrixeintrige angibt. In der Sprache der Standardbibliothek von C++ (Stan-
dard Template Library, STL, siehe [Str98], Teil III) werden derartige Klassen auch als
Container bezeichnet, andernorts werden sie auch Trdger genannt. In C++ verwirklicht
man generische bzw. parametrisierte Klassen durch Templates.

Die allgemeine Basisklasse fiir Matrizen heifit Matrix<T>, wobei T der Template-Parameter
ist. Von ihr sind alle weiteren Matrix- und Vektorklassen dieser Bibliothek abgeleitet. In
Abbildung 4.2 werden zunéchst die grundlegenden Attribute und Operationen dieser Klas-
se dargestellt. Im Verlauf des Kapitels werden - je nach betrachtetem Aspekt - weitere
vorgestellt.

Die Klasse Matrix<T> ist abstrakt (oder wirtuell im Sprachgebrauch von C++), d.h.
von ihr kénnen keine Objekte instanziiert werden. Dies ist auch nicht erforderlich, da sie
die allgemeinste Abstraktion einer Matrix darstellt. Aus diesem Grund haben die Kon-
struktoren auch nur den Zweck, die entsprechenden Attribute wie theRows, theColumns
und symmetric zu setzen. Mit den Funktionen rows() und columns() kann die Zeilen-
bzw. Spaltenzahl abgefragt werden.

4.2.1 Kapselung und Varianten von Matrizen

Ein wesentliches Designmerkmal einer solchen Klassenbibliothek ist es, daf§ die Matrizen
vollstdndig gekapselt sind, d.h. eine Matrix bietet nach auflen eine Menge von Operatio-
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Matrix

transposed : bool
symmetric : bool

- theRows : Index

- theColumns : Index

- Matrix(sym : bool = false)

Matrix(n : Index, m : Index, sym : bool = false)
~Matrix()

rows() : Index

columns() : Index

setDimension(n : Index, m : Index)
insertitem(n : Index, m: Index, x : T)
operator()(n : Index, m : Index) : T&

clone() : Matrix<T>*

getTransposed() : Matrix<T>*

Abbildung 4.2: Die abstrakte Klasse Matrix<T>

nen an und verrdt nichts iiber die interne Implementierung.

In vielen Féllen ben6tigt man spezielle Varianten von Matrizen - symmetrische, transpo-
nierte oder inverse Matrizen. In lins werden diese Varianten folgendermafien modelliert:

o Symmetrische Matrizen werden durch gewthnliche Matrix-Objekte reprisentiert,
bei denen lediglich das symmetric-Flag auf true gesetzt wurde. Ein Matrix-Objekt
kennt diesbeziiglich also nur zwei Zustdnde: Entweder ist es symmetrisch oder nicht.
Wesentlich ist hierbei, da§ im symmetrischen Fall nur die obere rechte Hélfte (ge-
nauer gesagt: die strikte rechte obere Dreiecksmatrix und die Diagonale) gespeichert
wird. Wird auf die untere Hélfte zugegriffen, so wird der entsprechende Wert aus
der oberen Hilfte zuriickgeliefert. Algorithmen koénnen, zugunsten der Effizienz,
das symmetric-Flag abpriifen, jedoch ist das semantisch korrekte Funktionieren der
Algorithmen auch dann gewéhrleistet, wenn dies nicht geschieht. Der Vorteil der
gesonderten Behandlung von symmetrischen Matrizen besteht also in der Speiche-
rersparnis und im Laufzeitverhalten gewisser Algorithmen (siehe Abschnit 4.6.1).

e Transponierte Matrizen sind — im Gegensatz zu symmetrischen — einer anderen Ma-
trix zugeordnet. Sie werden, um Zeit und Speicherplatz zu sparen, erst auf An-
forderung mit der Funktion getTransposed() erzeugt. Dabei handelt es sich um
Dummy-Objekte, deren Funktionsweise weiter unten erldutert wird.

e [nverse Matrizen kann es ebenfalls zu jeder Matrix geben; man erhélt mit der Funk-
tion getInverse() einen Zeiger auf ein Objekt, welches die inverse Matrix mo-
delliert. Hier sind jedoch zwei Félle zu unterscheiden. FKinerseits ist es moglich,
daf} es sich dabei um ein gewohnliches Matrix-Objekt (mit physikalisch existieren-
den Matrixeintragen) handelt, die beispielsweise durch ein Gaufisches Eliminati-
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onsverfahren erzeugt wurde. Hat man eine solche Matrix vorliegen, so erlaubt es
die Funktion setInverse (Matrix<T>*), die Ausgangsmatrix mit ihrer Inversen zu
verkniipfen. Andererseits ist es auch moglich, dafi es sich bei der Inversen wie-
der nur um ein Dummy-Objekt handelt, das durch den entsprechend gesetzten
theInverter-Zeiger weifl, wie es sich beispielsweise bei der Multiplikation mit ei-
nem Vektor verhalten muf. Direkte Zugriffe auf einzelne Matrixeintrige sind dann
natiirlich nicht moglich und werden durch eine Exception abgefangen. Abbildung
4.3 zeigt die Assoziation zwischen dem Matrix- und dem theInverter-Objekt, das
vom Typ Solver<Matrix<T>> ist (siehe Abschnitt 4.3.2) und durch die Funktion
setInverter (Solver<Matrix<T>>*) gesetzt wird.

-——
1

T

L —a

Matrix

- thelnverse : Matrix<T>*
- thelnverter . Solver<Matrix<T>>* 0.1 w1 Matrix<T |
setinverse(Matrix<T>*) | Solver —‘
getinverse() : Matrix<T>*
setinverter(Solver<Matrix<T>>*)
getinverter() : Solver<Matrix<T>>*

—_————— — oy

Abbildung 4.3: Assoziationen und Operationen zur Modellierung von Inversen Matrizen

Bemerkung 4.1. Fiir eine grofle diinnbesetzte Matriz wird natirlich keine echte inver-
se Matriz angelegt, sondern nur ein Dummy-Objekt. Jedoch kann es sich fiir Matrizen
mit kleinen dichtbesetzten Blocken durchaus lohnen, zumindest die Blockmatrizen auf der
Diagonalen echt zu invertieren. Auf diese Weise kann man dann beispielsweise bei einem
Algorithmus zum Riickwartseinsetzen (oder beim Jacobi- Verfahren, etc.) direkt die inverse
Blockmatriz mit einem entsprechend groffen Teilvektor multiplizieren.

Unter Dummy-Objekten sind hierbei Objekte zu verstehen, die keine eigenen Daten
enthalten, sondern nur Verweise auf die eigentlichen Daten (genauer : die Matrixeintréige)
und dariiber hinaus nur die Information, wie mit ihnen umgegangen werden soll. Eine
yechte® Matrix verfiigt hingegen iiber alle Daten selbst, und wenn sie erzeugt wird, wird
entsprechender Speicher bereitgestellt. Eine Dummy-Matrix wird jedoch erzeugt, ohne
Speicher fiir die Matrix-Elemente zu reservieren. Dies geschieht mit dem leeren Konstruk-
tor, d.h. einem Konstruktor wie Matrix(sym : bool = false), der keine Dimensions-
angabe verlangt. Nach auflen ist dieser Unterschied jedoch nicht sichtbar, das Verhalten
der Objekte ist fiir den Aufrufer vollig einheitlich.

Die Funktion getTransposed() liefert beispielsweise einen Zeiger auf die transponier-
te Matrix. Beim ersten Aufruf dieser Funktion wird eine leere Matrix (mit vertauschten
Rollen fiir theRows und theColumns) erzeugt, und die Zeiger auf die Daten werden ent-
sprechend gesetzt. Zuséitzlich wird das Flag transposed auf true gesetzt, damit das
Objekt wei}, auf welche Weise auf die Daten zugegriffen werden muf}. Sdmtliche Funktio-
nen, die dieses Wissen bendtigen, miissen dieses Flag priifen, bevor sie auf die Daten der
Matrixeintrige zugreifen.
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Bemerkung 4.2. Obwohl die Funktion getTransposed() in der Klasse Matrix<T> eine
rein virtuelle (pure virtual) Funktion ist, d.h. die Realisierung erst in den abgeleiteten
Klassen geschieht, ist das oben beschriebene Prinzip jedoch in jeder dieser Klassen ver-
wirklicht.

4.3 Die Klassenhierarchie

Die Klasse Matrix<T> ist, genauso wie die Klasse Solver<MatrixT, VectorT>, die in Ab-
schnitt 4.3.2 ausfiihrlich vorgestellt wird, abstrakt, d.h. sie dient hauptséichlich dazu, eine
allgemein verldfBliche Schnittstelle zu definieren, die fiir alle Matrizen (bzw. fiir alle Loser)
gleich ist. Konkrete Implementationen werden erst durch Unterklassen gegeben. Diese
Klassen, ihre Vererbungshierarchie und ihre Abhingigkeiten werden in den néichsten bei-
den Unterabschnitten beschrieben. Anschlieflend wird das Konzept der Abbruchkontrolle
fiir die Losungsverfahren und seine Implementierung vorgestellt.

4.3.1 Matrix- und Vektorklassen

In Kapitel 3 wurden verschiedene Speichertechniken fiir diinnbesetzte Matrizen dargestellt.
Jeder dieser Techniken liegt eine abstrakte Sichtweise auf die Matrix zugrunde, die sich
auch auf dichtbesetzte Matrizen anwenden 148t. Hiermit lassen sich die Datenstrukturen
danach einordnen, ob sie die Eintréige

1. zeilenweise (z.B. CRS),

2. spaltenweise (CCS),

3. bandweise (CDS),

4. nach oberer und unterer Dreiecksmatrix getrennt (SKS) oder

5. nach oberer, unterer Dreiecksmatrix und Diagonale getrennt (SSS, USS)

im Speicher ablegen. Um diese Sichtweisen zu beriicksichtigen, wurde in der Klassen-
hierarchie eine Abstraktionsebene zwischen der Klasse Matrix<T> und den konkreten
Implementationen eingefiigt. Dies sind die abstrakten Klassen RowWiseMatrix<T> und
ButterflyMatrix<T>. Klassen, die ihre Elemente zeilenweise abspeichern (wie in 1.),
erben von RowWiseMatrix<T>, und jene, die ihre Daten nach oberer und unterer Dreiecks-
matrix und Diagonale getrennt (wie in 5.) speichern, erben von ButterflyMatrix<T>.

Bemerkung 4.3. Fir die Speichertechniken 2.,3. und 4. gibt es derartige Oberklassen
nicht, sie sind derzeit nicht implementiert. Es ist auch davon auszugehen, daf$ spalten-
weise Speicherung beispielweise gegentiber einer zeilenweisen keine Verbesserung erbringt.
Auch unterscheidet sich die vierte Variante nur unwesentlich von der fiinften. Lediglich
die bandweise Abspeicherung verspricht bei entsprechend strukturierten Matrizen einen
Performancegewinn und wird in einer spdteren Version evtl. noch implementiert werden.

Die Klasse ButterflyMatrix<T> hat als Besonderheit drei Funktionen, die als Re-
sultat einen Zeiger auf den rechten oberen Teil (getUpperPart()), auf die Diagonale
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| N |

ButterflyMatrix

insertitem(n : Index, m : Index, x : T)
operator()(n : Index, m : Index) : T&
getDiagonal() : DiagonalMatrix<T>*
getUpperPart() : Matrix<T>*
getLowerPart() : Matrix<T>*

Abbildung 4.4: Die abstrakte Klasse ButterflyMatrix<T>

Klasse Eigenschaft

DiagonalMatrix<T> a;; =0 firi #j

TriangularSparseMatrix<T>| A ist diinnbesetzt und a;; = 0 fiir ¢ > j

TriangularDenseMatrix<T> | A ist dichtbesetzt und a;; = 0 fiir 7 > j
DenseVector<T> A ist dichtbesetzter Vektor, d.h. m =1

Tabelle 4.1: Unterklassen von RowWiseMatrix<T>

(getDiagonal ()) bzw. auf den linken unteren Teil (getLowerPart()) liefern (siche Ab-
bildung 4.4). Die Funktionen insertItem und operator () konnen auf dieser Abstrakti-
onsebene bereits implementiert werden, da sie lediglich - in Abhéingigkeit von den iiber-
gebenen Indizes - ihre Parameter an die entsprechenden Teilmatrizen weiterleiten.

Die Unterklassen von RowWiseMatrix<T> und ihre Einsatzgebiete sind in Tabelle 4.1
fir eine Matrix A € R™*"™, A = (ai;),i =1,...,n,j = 1,...,m, dargestellt, die Speziali-
sierungen von ButterflyMatrix<T> entnimmt man Tabelle 4.2.

r—a
—
L1

ButterflySparseMatrix

- theDiagonal : DiagonalMatrix<T>*
- theLowerPart : TriangularSparseMatrix<T>*
- theUpperPart : TriangularSparseMatrix<T>*

getDiagonal() : DiagonalMatrix<T>*
getUpperPart() : TriangularSparseMatrix<T>*
getLowerPart() : TriangularSparseMatrix<T>*
setDiagonal(D : DiagonalMatrix<T>*)
setUpperPart(U : TriangularSparseMatrix<T>*)
setLowerPart(L : TriangularSparseMatrix<T>*)

Abbildung 4.5: Die Klasse ButterflySparseMatrix<T>

Im Klassendiagramm in Abbildung A.1 findet man den gesamten Vererbungsbaum und
alle Abhingigkeiten der Matrizenklassen untereinander.
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Klasse

Eigenschaft

ButterflySparseMatrix<T> | A ist diinnbesetzt

ButterflyDenseMatrix<T> A ist dichtbesetzt

Tabelle 4.2: Unterklassen von ButterflyMatrix<T>

Die Klasse ButterflySparseMatrix<T> implementiert die rein virtuellen Funktio-
nen von ButterflyMatrix<T> durch Verwendung des Typs TriangularSparseMatrix<T>
(vgl. Abb. 4.5). Dariiber hinaus bietet sie verschiedene Funktionen zum Setzen der ent-
sprechenden Teilmatrizen.

4.3.2 Loser und Vorkonditionierer

Unter einem Ldser im Sinne der Klassenbibliothek ist ein Objekt zu verstehen, welches
ein Verfahren anbietet, das zu einem gegebenen Gleichungssystem Ax = b und einer An-
fangsndherung zo in einer endlichen Anzahl von Schritten eine ,bessere“ Niherung z;
generiert. Legt man diese Sichtweise zugrunde, so kann man auch Vorkonditionierer als
Loéser im Sinne der Klassenbibliothek ansehen, wenn man sich in Erinnerung ruft, daf} eine
Vorkonditionierungsmatrix in der Regel eine Approximation der Inversen von A darstellt
(vgl. Abschnitt 2.4).

MatrixT
VectorT

Solver

- leftpreconditioner : Solver<MatrixT, VectorT>*
- rightpreconditioner : Solver<MatrixT, VectorT>*

- destruct()

reset()

solve(A : MatrixT*, b : VectorT*, x : VectorT*)
setLeftPreconditioner(p : Solver<MatrixT, VectorT>*)
setRightPreconditioner(p : Solver<MatrixT, VectorT>*)
getLeftPreconditioner() : Solver<MatrixT, VectorT>*

getRightPreconditioner() : Solver<MatrixT, VectorT>*

Abbildung 4.6: Die Klasse Solver<MatrixT, VectorT>

Dieses abstrakte Konzept der Léser wird in der Klassenbibliothek durch die Klasse
Solver<MatrixT, VectorT> (siche Abb. 4.6) modelliert. Auch diese Template-Klasse
ist abstrakt. Sie erhélt zwei Parameter, die den Typ der verwendeten Matrixklasse bzw.
Vektorklasse angeben. Im wesentlichen enthélt Solver<MatrixT, VectorT> nun die Me-

thode

e solve(A

: MatrixT*, b : VectorTx, x : VectorTx),
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die zu einem gegebenen Zeiger auf eine Matrix A, einem Zeiger auf die rechte Seite b und
auf die Startndherung x eine Naherungslosung berechnet. Nach der Berechnung zeigt x
auf diese neue Approximation.

Die Konzeption sieht vor, dafl jedes Losungsverfahren durch eine eigene Klasse reali-
siert wird und nicht etwa beispielsweise durch eine Template-Funktion. Eine solche Klasse
erbt nun von Solver<MatrixT, VectorT> und implementiert die Methode solve. Ein
Loserobjekt ist also ein ,,Experte® fiir eine bestimmte Art von Berechnung. Fiir die Vor-
konditionierer wurden eigene Klassen geschrieben, da sie in der Regel weniger temporire
Objekte brauchen. Auch fithren sie ja auch nur einen Iterationsschritt durch, so daf} sich
hier Vereinfachungen im Code ergeben. Will man in einem Iterationsschritt des eigentli-
chen Losers den Vorkonditionierer ofter anwenden, so mufl man jedoch die entsprechende
Loéserklassen verwenden.

In Tabelle 4.3 bzw. 4.4 sind sdmtliche Losungsverfahren bzw. Vorkonditionierer und
die Klassen, durch die sie modelliert werden, gegeniibergestellt.

Weiterhin ermoglichen es nun die Methoden

e setLeftPreconditioner(p : Solver<MatrixT, VectorT>*) und

e setRightPreconditioner(p : Solver<MatrixT, VectorT>*),

jedem Loserobjekt einen Vorkonditionierer zuzuordnen, wodurch sich die Méglichkeit der
mehrstufigen Vorkonditionierung ergibt. Der Verschachtelungstiefe sind hierbei keine
Grenzen gesetzt. Erst wenn die Funktionen getLeftPreconditioner bzw. getRight-
Preconditioner den Nullzeiger als Ergebnis zuriickliefern, bricht die Kette der Vorkon-
ditionierer ab. In der Praxis macht es jedoch nur in gewissen Féllen Sinn, einen Vorkon-
ditionierer wieder vorzukonditionieren.

Bemerkung 4.4. Die Verfahren von Zeile 6 bis 10 in Tabelle 4.3 (also Gauf-Seidel
bis Riickwdrtseinsetzen) sowie die Verfahren aus Zeile 3 bis 7 in Tabelle 4. konnen
nur dann ordnungsgemdfl funktionieren, wenn die Parameterklasse MatrixT konform zu
ButterflyMatrix<T> ist, d.h. wenn sie von ButterflyMatrix<T> erbt. In C++ gibt
es, im Gegensatz zu FIFFEL, leider kein Sprachelement, um dies bereits im Programm-
code auszudriicken. Die Loser in den ersten beiden Zeilen arbeiten dagegen mit jeder
Art von (nicht-virtuellen) Matrizklassen zusammen, die zu Matrix<T> konform ist. Ei-
ne Sonderstellung nehmen die Liserklassen JacobiSolver und JORSolver (und analog
die Vorkonditioniererklassen JacobiPreconditioner und JORPreconditioner) ein. Sie
bendtigen nicht unbedingt eine zu ButterflyMatrix<T> konforme Klasse als Parameter,
sondern lediglich eine Klasse, die die Diagonalelemente separat in einer Diagonalmatriz
abspeichert, wie es z.B. beim Modified Row Storage (siehe Abschnitt 3.2) der Fall ist.

In [Hac93], Unterkapitel 4.5 beispielsweise, oder in [BBC'94], Abschnitt 3.2.1, werden
spezielle Block-Varianten der Splitting-Verfahren vorgestellt. Hierbei unterteilt man die
Matrix in kleinere (quadratische) Blocke und formuliert den Algorithmus dann statt auf
den einzelnen skalaren Matrixeintrigen auf eben diesen Blockmatrizen. In der vorliegenden
Klassenbibliothek existieren jedoch keine gesonderten Block-Varianten der Algorithmen,
denn jedes Losungsverfahren ist automatisch dann ein Block-Verfahren, wenn Blockmatri-
zen verwendet werden (vgl. Bemerkung 4.1 und Abschnitt 4.4). Dies ist eine Konsequenz
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Loésungsverfahren

Implementierende Klasse

Konjugierte Gradienten

CGSolver<MatrixT,VectorT>

GMRES

GMRESSolver<MatrixT,VectorT>

BiCGSTAB BiCGSTABSolver<MatrixT,VectorT>
Jacobi JacobiSolver<MatrixT,DiagonalT,VectorT>
JOR JORSolver<MatrixT,DiagonalT,

TriangularT,VectorT>

Gauf3-Seidel GaussSeidelSolver<MatrixT,DiagonalT,

TriangularT,VectorT>

SOR SORSolver<MatrixT,DiagonalT,
TriangularT,VectorT>

SSOR SSORSolver<MatrixT,DiagonalT,
TriangularT,VectorT>
Vorwértseinsetzen ForwardInserter<MatrixT,DiagonalT,
TriangularT,VectorT>
Riickwirtseinsetzen BackwardInserter<MatrixT,DiagonalT,

TriangularT,VectorT>

Tabelle 4.3: Loserklassen

aus der Tatsache, dafl alle Loser in der Klassenbibliothek (aufiler ForwardInserter und
BackwardInserter) auf einem hohen Abstraktionsniveau implementiert sind. Sie ver-
wenden lediglich mathematische Operationen, wie Matrix-Vektor-Multiplikation, Additi-
on und Skalierung von Vektoren, und greifen dabei nicht (im Gegensatz zu vielen anderen
Bibliotheken), auf die einzelnen Matrixelemente zu. Dadurch werden die Liser (Algorith-
men) weitestgehend von den Matrizen (Datenstrukturen) entkoppelt, was ein wichtiger
Aspekt des objektorienterten Designs ist.

Die Verfahren des Vorwérts- und Riickwirtseinsetzens sind die einzigen, die einen
etwas tieferen Einblick in die Matrixstruktur haben miissen. Sie erhalten diesen {iber
(zweidimensionale) Iteratoren (vgl. Abschnitt 4.5). Wie auch anhand der Abhéngigkeiten
in den Klassendiagrammen A.3 bis A.5 in Anhang A zu sehen ist, wird das Prinzip des
Vorwérts- bzw. Riickwirtseinsetzens von vielen anderen Verfahren benutzt. Aus diesem
Grund wurden sie dort herausgenommen und als separate Verfahren in Gestalt der Klassen
ForwardInserter und BackwardInserter implementiert.

In Abbildung A.2 in Anhang A sieht man die Klassen, welche die Krylov-Unterraum-
Methoden implementieren. Hieran soll exemplarisch die Speicherverwaltung der Loserklas-
sen erldutert werden. Man sieht zunéchst die private Funktion init, die in jedem Léser die
Aufgabe hat, den Speicher fiir die temporiren Variablen und Datenstrukturen, die bei der
eigentlichen Berechnung gebraucht werden, bereitzustellen und gegebenenfalls zu initiali-
sieren. Da die Speicherbeschaffung verhéltnisméfig zeitaufwendig ist, wird init einmal
am Anfang von solve aufgerufen, und zwar genau dann, wenn das Flag initialized
den Wert false hat. Dies ist z.B. unmittelbar nach dem Erzeugen des Loserobjektes der
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Vorkonditionierungs-
verfahren

Implementierende Klasse

Jacobi JacobiPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,
VectorT>

JOR JORPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,
VectorT>

SOR SORPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,
TriangularT,VectorT>

SSOR SSORPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,
TriangularT,VectorT>

Unvollstandige ILUPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,

LU-Zerlegung

TriangularT,VectorT>

Unvollstédndige
Cholesky-Zerlegung

ICPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,
TriangularT,VectorT>

SPD

SPDPreconditioner<MatrixT,DiagonalT,

TriangularT,VectorT>

Tabelle 4.4: Vorkonditioniererklassen

Fall. Nach getaner Arbeit setzt die Funktion init dann die Variable initialized auf
true, so daf} sie von solve nicht mehr ohne weiteres aufgerufen werden kann. Erst, wenn
die Funktion reset aufgerufen wird, hat initialized wieder den Wert false. Ist ein
Loser namlich erst einmal initialisiert, so 148t er sich beispielsweise nur mit Matrizen einer
festgelegten Grofle benutzen. Will man ihn mit einer anderen Matrixgréfie verwenden, so
muf} man zunichst eben reset aufrufen, bevor man ihn wieder verwenden kann. Hierbei
werden die internen Variablen des Losers erst beim erneuten Aufruf von solve bzw. init
durch die private Funktion destruct freigegeben.

Desweiteren ist in Abbildung A.2 in der Klasse GMRESSolver die private Funktion
restartsolve aufgefiihrt, die in Abhéngigkeit vom ConvergenceControl-Objekt (siehe
Abschnitt 4.3.4) von der Funktion solve aufgerufen wird, um einen GMRES mit Restart
(vgl. Algorithmus 2.10) anstelle eines normalen GMRES (vgl. Algorithmus 2.9) durch-
zufiihren.

Genauer passiert folgendes : Der Algorithmus fragt seine Parameter iiber das ihm mit-
gegebene SolverParameter-Objekt ab (siehe Abschnitt 4.3.3) — dies ist in diesem Fall nur
die Dimension des Krylov-Unterraums, und die Abfrage geschieht durch Aufruf der Funk-
tion getSubspaceDimension(). Handelt es sich nun beim ConvergenceControl-Objekt
des Losers (siehe Abschnitt 4.3.4) um eines vom Typ CountControl mit maximaler Tterati-
onszahl 1, so wird das normale GMRES-Verfahren ohne Restart einmal durchgefiihrt. An-
dernfalls werden so viele Restarts durchgefiihrt, wie es das ConvergenceControl-Objekt
vorschreibt.
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4.3.3 Loserparameter

Verschiedene Loser brauchen teilweise diverse Parameter, um ihre Berechnungen durch-
fithren zu konnen. Das GMRES-Verfahren benétigt eine natiirliche Zahl, die die Dimen-
sion des Unterraums angibt, das SOR-Verfahren bekommt eine Gleitkommazahl zwischen
0 und 2, welche die Relaxation bestimmt. In der Klassenbibliothek lins gibt es dafiir
die Klasse SolverParameter, die wie eine zentrale Datenbank fiir alle Loser funktioniert.
Dort werden alle diese Daten gespeichert, und jeder Loser verfiigt iiber einen Zeiger auf
ein solches SolverParameter-Objekt, so dafl er sich bei Bedarf die fiir ihn wichtige Infor-
mation beschaffen kann. Abbildung 4.7 zeigt die Assoziation zwischen den Klassen Solver
und SolverParameter.

Natiirlich ist es auch moglich, mehrere verschiedene SolverParameter-Objekte zu er-
zeugen, und sie verschiedenen Losern zuzuweisen. Dies kann fiir hybride, mehrstufige
Losungsverfahren, wie sie mit diesen Klassen moéglich sind, und die sich aus mehreren
Standardlésern zusammensetzen, durchaus sinnvoll sein.

|
I MatrixT :
: VectorT | SolverParameter
- - - relaxpar : double
Solver :
x| - subdim : Index
- parameters : SolverParameter* 0..1

setRelaxationParameter(relax : double)
getRelaxationParameter() : double
setSubspaceDimension(dim : Index)
getSubspaceDimension() : Index

setParameters(p : SolverParameter*)
getParameters() : SolverParameter*

Abbildung 4.7: Loser und Parameter

4.3.4 Konvergenzkontrolle

Um die Abbruchbedingungen fiir die Loser zu formulieren, gibt es die abstrakte Klasse
ConvergenceControl<VectorT>. Jedes Loserobjekt besitzt einen Zeiger auf ein Objekt
dieser Klasse bzw. einer ihrer Unterklassen. Die Klasse ConvergenceControl<VectorT>
besitzt als wichtigstes Merkmal die Funktion converged, die vom Ld&ser in jedem Schritt
aufgerufen werden muf}, um festzustellen, ob die aktuelle Ndherung einem gewissen Ab-
bruchkriterium geniigt. Ist dies der Fall, liefert sie true zuriick, ansonsten false.

Ein Nebeneffekt hiervon ist, dafy das ConvergenceControl<VectorT>-Objekt dabei die
Iterationsschritte mitzéahlt, so dal sich, nachdem solve terminiert ist, mit der Funktion
getLastIterationStep die Gesamtzahl der bendtigten Iterationen erfragen l4ft.

Die unterschiedlichen Abbruchkriterien werden durch verschiedene Unterklassen von
ConvergenceControl<VectorT> modelliert. Seir; := b— Az; das Residuum der Losung z;
aus dem i-ten Iterationsschritt. Dann gibt Tabelle 4.5 eine Ubersicht iiber die implemen-
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MatrixT

|
|
|
: VectorT

Solver

- cc : ConvergenceControl<VectorT>*

setConvergenceControl(c : ConvergenceControl<VectorT>*)
getConvergenceControl() : ConvergenceControl<VectorT>*
0..1

—_———— — —

1 | VectorT |

ConvergenceControl
- iterationStep : Index
converged(r : VectorT*, i : Index, norm : double = DBL_MAX)
getLastlterationStep() : Index

Abbildung 4.8: Loser und Abbruchkontrolle

tierten Abbruchbedingungen. Hierbei sind n und eps Parameter der jeweiligen Klassen,
die im Konstruktor angegeben werden. Die Funktion converged, die von diesen Klassen
implementiert wird, bekommt als Parameter einen Zeiger auf das aktuelle Residuum *r,
den aktuellen Iterationsschritt i, und optional mit dem Gleitkommawert norm die jewei-
lige Norm von r;, die bei manchen Algorithmen bei der Berechnung gewissermaflen als
Nebenprodukt abfillt und dann nicht noch einmal berechnet werden muf.

Abbruchkriterium Implementierende Klasse

1=n CountControl<VectorT>

|73 5 < eps MaximumResidualControl<VectorT>

|lrilly < eps EuclidianResidualControl<VectorT>

173l / |Irolly < eps RelativeEuclidianResidualControl<VectorT>

Tabelle 4.5: Abbruchkriterien

4.4 Polymorphie

Unter dem Begriff Polymorphie versteht man bekanntlich das unterschiedliche Verhalten
von Objekten verschiedener Klassen mit derselben Oberklasse beziiglich der namentlich
gleichen Operation. Genauer gesagt wird eine solche Funktion, deren Signatur aus der
gemeinsamen Oberklasse geerbt wurde, mit einer klassenspezifischen Implementation in
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der jeweiligen Unterklasse iiberschrieben. Dies kommt bei den Matrixklassen natiirlich
itberall dort zum Einsatz, wo in der Klasse Matrix<T> lediglich rein virtuelle Funktionen
vorhanden sind, also z.B. bei der Funktion insertItem.

Dieser Mechanismus bewirkt also, dafy zur Laufzeit immer die ,richtige“ Funktion fiir
ein Objekt ausgewéhlt wird. Dies ist deshalb so interessant, weil sich dadurch auf einfache
und elegante Weise komplexe Algorithmen schreiben lassen, die verschiedenartige Objekte,
ohne Fallunterscheidungen machen zu miissen, in passender Weise behandeln. Ein Beispiel
hierfiir ist die Matrix-Vektor-Multiplikation, wie sich an folgender Blockmatrix illustrieren
148¢ :

air ap a7 aig
a1 az asr  asg
asz as4 as;  ass An Aty
A= as3 Qa4 as; ass | _ Asy Aoy
ass asg  as7 A58 Azz | | Az
ags s a7  a6S An | [ A ] [ A | | A
ar1 ara a3 ap ars agg a7 a8

agy agz ag3 04g4 aAgs Ags (g7 A4S

Hierbei werden die Matrizen A1, Ay4,... durch Objekte vom Typ
e ButterflyDenseMatrix<double>

mit der Dimension 2 x 2 reprisentiert, wiahrend es sich bei A um ein Objekt vom Typ
e ButterflySparseMatrix<ButterflyDenseMatrix<double>*>

mit der Dimension 4 x4 handelt. Um nun die Matrix A mit einem entsprechend gestalteten
Vektor x zu multiplizieren, wird die Template-Funktion mul aufgerufen, die im namespace
matrixalgorithms definiert ist. Sie bekommt als Argument einen Zeiger auf A und auf z
und einen Zeiger auf einen passenden Ergebnisvektor, etwa v. mul tut nun nichts weiteres,
als die entsprechende Methode mul von A aufzurufen. Damit ist sichergestellt, dafl A in
der korrekten Weise mit 2 multipliziert wird, also etwa nur die Nichtnullblécke verwendet
werden.

Nun miissen aber die Teilblocke von A ihrerseits wieder mit den entsprechenden Teil-
blocken von z multipliziert und die Teilergebnisse aufsummiert werden. Hierfiir sind die
Funktionen mul bzw. addmul zustindig, wobei letztere eine Multiplikation und eine Addi-
tion durchfithrt. Thnen werden als Argument die Zeiger auf die entsprechenden Teilmatri-
zen und Teilvektoren iibergeben. Auch diese Template-Funktionen rufen die entsprechende
Methode auf, diesmal aus der Klasse ButterflyDenseMatrix<double>, die ja der Typ der
Teilmatrizen von A ist.

Dort werden nun die entsprechenden Additions- und Multiplikationsroutinen aus dem
namespace matrixalgorithms fiir skalare Eintrige aufgerufen, die ebenfalls den Na-
men mul bzw. addmul tragen, da sie die iiberladenen Versionen der oben beschriebenen
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Template-Funktionen sind. Die Polymorphie besteht nun darin, daf3 dreimal der Funkti-
onsname mul auftaucht, aber jedesmal mit einer anderen Bedeutung, abhiingig vom Typ
der Argumente. Abbildung 4.9 zeigt die numerischen Algorithmen, die von den Unterklas-
sen implementiert werden (siehe auch Abschnitt 4.6).

Matrix

Matrix<T>* mul(B : Matrix<T>*, C : Matrix<T>*)

Matrix<T>* addmul(B : Matrix<T>*, C : Matrix<T>*)
Matrix<T>* submul(B : Matrix<T>*, C : Matrix<T>*)
Matrix<T>* scalmul(alpha : double, B : Matrix<T>*)

Abbildung 4.9: Uberladbare mathematische Operationen der Klasse Matrix<T>

Bemerkung 4.5. An diesem Beispiel wird auch deutlich, wie die zweite Anforderung an
die Datenstrukturen aus Abschnitt 4.1.2 in dieser Klassenbibliothek realisiert wurde. Will
man eine Matriz deklarieren, die als Fintrige wiederum Maltrizen hat, so bekommt der
umgebende Matrixztyp als Templateparameter einen Zeiger auf den Typ der Matrizeintrdge
- nicht den Typ der Eintrdge selbst. Also etwa

e ButterflySparseMatrix<Matrix<double>*>x* A;
und nicht
e ButterflySparseMatrix<Matrix<double>>* A;

denn nur mit Zeigern lGft sich Laufzeitpolymorphismus in C++ erreichen, nicht etwa
mit Referenzen. Die zweite Variante wdre auch kein korrekter C++-Code, da Matrix<T>
abstrakt ist und somit nicht instanziiert werden kann. Ein Zeiger auf eine abstrakte Klasse
laft sich jedoch immer deklarieren. So kann *A als Eintrdge verschiedene Typen von
Matrizen beherbergen, die erst zur Laufzeit bekannt sind.

4.5 Iteratoren

Ein wichtiges Konzept des objektorientierten Designs ist das des Datenzugriffs in Con-
tainern iiber Iteratoren. Viele neuere Bibliotheken sind auf diese Weise aufgebaut, die
Standard Template Library von C++ ([Str98], Teil III) beispielsweise, oder auch die Ma-
triz Template Library (MTL, siehe [Sie99]).

Algorithmen operieren in der Regel mit bestimmten Daten, die ihrerseits in gewis-
sen Datenstrukturen abgelegt sind. Oft mufl also der Container, der die Daten enthélt,
durchmustert werden. Dies geschieht in objektorientierten Bibliotheken mit sogenannten
Tteratoren. Hierbei handelt es sich um eine weitere Abstraktionsschicht, die zwischen den
Algorithmen und den Datenstrukturen eingezogen wird. Sie ermdéglichen den effizienten,
sukzessiven Zugriff auf Elemente eines Containers in einer gewissen Reihenfolge, ohne all-
zuviel iiber dessen Implementation preiszugeben. Ein Algorithmus braucht also nicht mehr
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itber die spezielle Implementation eines Containers Bescheid zu wissen, sondern kann ein-
mal allgemein formuliert werden und funktioniert dann mit einer Vielzahl von Containern
(im Idealfall), die lediglich ihren eigenen Iterator bereitstellen miissen.

Container €=————=>! Iteratoren <=----- Algorithmen

Abbildung 4.10: Iteratoren als Mittler zwischen Daten und Algorithmen

Container und ihre Iteratoren hiingen enger zusammen als Algorithmen und Iteratoren,
weshalb in Abbildung 4.10 die Abhéngigkeit zwischen diesen auch in beide Richtungen
zeigt. Ein Container muf} seinen Iterator kennen, da er ihn beispielsweise am Beginn einer
Iteration erzeugen mufl. Andererseits muf} ein Iterator direkten Zugriff auf die Daten des
Containers haben - meistens ist der Iterator eine friend-Klasse des Containers. Hingegen
muf} ein Algorithmus zwar wissen, wie er einen Iterator zu benutzen hat, jedoch weify der
Iterator nichts {iber irgendeinen Algorithmus.

Die Besonderheit bei Matrizen liegt nun in der zweidimensionalen Anordnung der Da-
ten. Will man alle Matrixeintrige mit einem Iterator durchlaufen, so mufl man sich fiir
eine bestimmte Durchlaufrichtung entscheiden (etwa zeilenweise). Eine andere Losung
besteht darin, zwei Stufen von Iteratoren zu verwenden : FEine Art von Iteratoren, mit
denen man iiber die Zeilen, und eine andere, mit denen man durch die Spalten lduft. Die
letztere Form ist unter anderem in der MTL ([Sie99], Kapitel 2) verwirklicht.

In lins sind beide Iteratorkonzepte implementiert worden, da fiir unterschiedliche Al-
gorithmen mal das eine, mal das andere Konzept effizienter ist. Beispielsweise ist fiir
die Matrix-Vektor-Multiplikation das lineare Durchlaufen schneller (vgl. Abschnitt 4.6.1),
wihrend sich das Verfahren des Riickwértseinsetzens besser mit den zweistufigen Iterato-
ren realisieren 148t. Zudem verfiigen nur die Unterklassen von RowWiseMatrix<T> {iber
eigene Iteratoren, da sie nur hier benétigt werden.

Die Iteratoren sind in dieser Bibliothek als eigene Klassen verwirklicht. Fiir das zwei-
stufige Iteratorkonzept sind dies zwei Typen fiir jede Matrixklasse, deren Namen innerhalb
des Namensbereichs der Matrixklasse durch FirstLevelIterator bzw. SecondLevel-
Iterator gegeben ist. Die qualifizierten Namen wéren also beispielsweise fiir die Klasse
TriangularSparseMatrix<T>:

e TriangularSparseMatrix<T>: :FirstLevelIterator, bzw.

e TriangularSparseMatrix<T>::SecondLevellterator.

Dariiber hinaus gibt es einen weiteren Iteratortyp, der zum linearen Durchmustern dient.
Sein Name innerhalb einer Klasse ist LinearIterator, d.h. sein qualifizierter Name lautet
fiir die Klasse TriangularSparseMatrix<T> :

e TriangularSparseMatrix<T>::LinearIterator.
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Jede zu RowWiseMatrix<T> konforme Matrixklasse hat nun die folgenden Funktionen :

e begin() : liefert einen FirstLevelIterator, der auf die erste Zeile, bzw. bei
transponierten Matrizen die erste Spalte zeigt.

e end() : liefert einen FirstLevellIterator, der hinter die letzte Zeile, bzw. bei
transponierten Matrizen die letzte Spalte zeigt.

e linearBegin() : liefert einen LinearIterator, der auf das erste Element zeigt.
e linearEnd() : liefert einen LinearIterator, der hinter das letzte Element zeigt.
Ein FirstLevelIterator hat nun wiederum die folgenden Funktionen :

e begin() : liefert einen SecondLevelIterator, der auf das erste Element der Zeile
(bzw. Spalte bei transponierten Matrizen) zeigt, auf die der FirstLevelIterator
selbst zeigt.

e end() : liefert einen SecondLevellIterator, der hinter das letzte Element der Zeile
(Spalte bei transponierten Matrizen) zeigt, auf die der FirstLevelIterator selbst
zeigt.

e position() : liefert den aktuellen Index der Zeile (Spalte bei transponierten Matri-
zen), auf die der FirstLevelIterator selbst zeigt.

e operator++() : setzt den FirstLevelIterator um eine Zeile (bzw. Spalte) weiter.

Ein SecondLevelIterator dient zum Durchlaufen der eigentlichen Elemente. Er bietet
die folgende Schnittstelle :

e row() : liefert den aktuellen Index der Zeile, auf die der SecondLevellterator
zeigt.

e column() : liefert den aktuellen Index der Spalte, auf die der SecondLevelIterator
zeigt.

e operator++() : setzt den SecondLevellterator auf das nichste Nichtnullelemet
der aktuellen Zeile (bzw. Spalte).

e operatorx*() : liefert eine Referenz auf das aktuelle Element der Matrix, auf das
der SecondLevelIterator zeigt.

Ein LinearIterator hat die gleiche Schnittstelle wie ein SecondLevelIterator, er bietet
dieselben Funktionssignaturen. Jedoch ist hier im allgemeinen nicht sichergestellt, dafl
die beim Durchmustern mit columns() erzeugte Folge von Indizes monoton wachsend
ist, denn es wird ja die ganze Matrix durchlaufen, und nicht nur eine Zeile, wie beim
SecondLevelIterator.
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4.6 Angepaflite Algorithmen

Um die Datenstruktur, die durch die Klasse ButterflySparseMatrix<T> realisiert wird,
optimal auszunutzen, ist eine Anpassung verschiedener Algorithmen notwendig. Durch die
Aufteilung in rechten oberen Teil, Diagonale und linken unteren Teil ist es erforderlich,
viele Verfahren anders aufzuteilen.

Funktionen, die einfache Berechnungen mit Vektoren und Matrizen durchfiihren, sind
im namespace matrixalgorithms zusammengefaBt. Tabelle 4.6 gibt eine Ubersicht iiber
die dort enthaltenen Funktions-Templates.

mathematische | Funktion
Operation
zE=x+y add(VektorT* x, VektorTx y, VektorT* z)
z2E=x—y sub(VektorT* x, VektorT* y, VektorT* z)
z < Ax mul (MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)
2 < 2+ Azx addmul (MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)
2« z— Ax submul (MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)
Z <= ax scalmul (double alpha, MatrixT* x, MatrixT*
z)

z<ax+y addscalmul (MatrixT* x, MatrixT* y,

MatrixT* z, double

alpha)

Tabelle 4.6: Funktionen im Namespace matrixalgorithms

Hierbeiist A € R™ " und A ein Zeiger auf das entsprechende Matrixobjekt, x,y, z € R"
und x,y und z sind die Zeiger auf die jeweiligen Vektorobjekte. Auflerdem ist &« € R und
alpha der entsprechende Skalar. Sdmtliche Funktionen gehen davon aus, daf§ der Speicher
fiir den Vektor *z bereitgestellt und dieser so dimensioniert ist, dal er das Resultat der
Berechnung aufnehmen kann. Am Ende der Operation zeigt z also auf das Ergebnis.
Die Typen VektorT, MatrixT, VektorXT und VektorZT sind die Template-Argumente der
Funktionen.

4.6.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

Eine sehr wichtige und zeitkritische Operation bei iterativen Verfahren ist die Berechnung
eines Produktes Az =y, wobei z,y € R™ Vektoren sind und A € R™*" eine entsprechende
Matrix. Fast noch wichtiger ist die kombinierte Operation Ax 4+ z = 2z, mit z € R", die
durch addmul implementiert ist, denn sie wird in den meisten Algorithmen hiufiger als
mul verwendet.

Unter Beriicksichtigung des mit Formel 2.15 eingefithrten Splittings A = L+ D + R
148t sich nun aus diesen Funktionen die Multiplikation fiir eine zu ButterflyMatrix<T>
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konforme Klasse zusammensetzen, wie in Algorithmus 4.1 zu sehen ist.

Algorithmus 4.1 addmul
24 z+ Dz
z<4<=2z+ Lz
z<4=z+ Rz

Die Multiplikation fiir Butterfly-Matrizen ist also zuriickgefiihrt auf die Multiplika-
tion von Dreiecks- und Diagonalmatrizen.

Schaut man sich nun den entsprechenden Algorithmus fiir die Matrizen der Klasse
TriangularSparseMatrix<T> an, so gibt es mit den in Abschnitt 4.5 vorgestellten Ite-
ratoren prinzipiell zwei mogliche Arten seiner Implementierung. Die eine besteht darin,
zweistufige Iteratoren zu benutzen, woraus sich die mehr oder weniger klassische Matrix-
Vektor-Multiplikation mit zwei Schleifen ergibt (vgl. Alg. 4.2).

Algorithmus 4.2 matrixalgorithms: :addmul mit zweidimensionalen Iteratoren
VektorZT* matrixalgorithms::addmul (MatrixT* A, VektorXT#* x, VektorZTx* z)
{
typename MatrixT::MatrixFirstLevellterator rit = A->begin();
typename MatrixT::MatrixFirstLevelIterator ritend = A->end();
typename MatrixT::MatrixSecondLevelIterator cit, citend;
for(; rit !'= ritend, rit++)
{
cit = rit.begin();
citend = rit.end();
for(; cit !'= citend; cit++)
matrixalgorithms: :addmul (xcit, (*x)[cit.column()], (*z)[cit.row()]);
}

return C;

Die andere Moglichkeit besteht in der Verwendung von eindimensionalen Iteratoren,
wie in Alg. 4.3 gezeigt. Diese Version kommt mit nur einer Schleife aus und besitzt nicht
nur den Vorteil einer grofieren Ubersichtlichkeit des Programmecodes, sondern ist iiberdies
auch noch schneller, wie in Tabelle 4.7 demonstriert wird. Hierbei wurden die Operationen
jeweils 10000mal hintereinander fiir verschiedene Matrizen A, € R"™*™ ausgefithrt. Die
mit adr erzeugten Matrizen haben 28553 Nichtnulleintrige fiir n = 4225 bzw. 114441 fiir
n = 16641. Zur verwendeten Testhardware vgl. Anhang C.
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Algorithmus 4.3 matrixalgorithms: :addmul mit eindimensionalen Iteratoren
VektorZT* matrixalgorithms::addmul (MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)
{

typename MatrixT::MatrixLinearIterator lit = A->linearBegin();

typename MatrixT::MatrixLinearIterator litend = A->linearEnd();

for(; 1lit !'= litend; 1lit++)

matrixalgorithms::addmul (*1it, (*x)[1lit.column()], (*z)[lit.row()]);
return C;

Die Laufzeitunterschiede der beiden Implementationen erkldren sich hauptséchlich
durch den zusétzlichen Overhead der zweiten Schleife in Algorithmus 4.2, die sich in-
nerhalb der ersten befindet. Hier muf} die Pipeline der CPU immer neu angesetzt werden,
was hingegen bei Algorithmus 4.3 vermieden wird.

Matrix | Hardware | addmul mit zweidimen- | addmul mit linearen Ite-
sionalen Iteratoren ratoren
Ayo95 Compaq 26.8 sec 16.9 sec
Alpha
Ayoor Intel PIII 51.1 sec 40.3 sec
Aie641 Compaq 117.9 sec 76.1 sec
Alpha
A16641 Intel PIII 256.9 sec 215.3 sec

Tabelle 4.7: Laufzeitvergleich der verschiedenen Implementierungen von addmul

Eine weitere Beschleunigung kann man im Spezialfall symmetrischer Matrizen erreichen.
In diesem Fall sind die Daten fiir obere und untere Dreiecksmatrix identisch, sie werden,
wie bereits beschrieben, auch nur einmal abgespeichert und lediglich unterschiedlich adres-
siert. Wie in [Str98], Abschnitt 22.4.7., Seite 724, erwdhnt, empfiehlt es sich, mehrfache
Schleifen iiber dieselben Daten zu vermeiden, was zu der Version von addmul fiihrt, die in
Algorithmus 4.4 zu sehen ist.
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Algorithmus 4.4 matrixalgorithms: :symmetricaddmul
VektorZT* matrixalgorithms::addmul (MatrixT* A, VektorXT* x, VektorZT* z)
{
typename MatrixT::MatrixLinearIterator lit = A->linearBegin();
typename MatrixT::MatrixLinearIterator litend = A->linearEnd();
for(; 1lit !'= litend; 1lit++)
{
matrixalgorithms: :addmul (*1it, (*x)[1it.column()], (*z)[lit.row()]);
matrixalgorithms: :addmul (*1it, (*x)[lit.row()], (*z)[lit.column()]);

}

return C;

Die Tabelle 4.8 zeigt das Laufzeitverhalten dieser Funktion. Es wurden hierbei die
symmetrischen Anteile A;'™ = 1(A4, + AT) der Matrizen aus Tabelle 4.7 verwendet. Im

Vergleich zur normalen addmul-Funktion ergeben sich also Laufzeitreduktionen um bis zu
21 %.

Matrix | Hardware | symmetricaddmul
ASoe Compaq 13.3 sec
Alpha
ASoe Intel PIIT 32.4 sec
ATl Compagq 66.8 sec
Alpha
ATl Intel PIII 170.0 sec

Tabelle 4.8: Laufzeiten von symmetricaddmul

4.6.2 ILU-Zerlegung

Um die ILU-Zerlegung in der Sparse-Skyline-Variante, wie sie von der Klasse Butterfly-
SparseMatrix<T> verwendet wird, effizient durchfithren zu kénnen, mufl Algorithmus 2.15
entsprechend angepafit werden.

Die Anderungen ergeben sich in erster Linie dadurch, daB man bei dem Verfahren
die Durchlaufrichtung der Matrix beriicksichtigen muf}; um keine Zeit mit dem Suchen
bestimmter Elemente zu verschwenden. Die Kunst besteht also in der richtigen Anordnung
der Schleifen. Algorithmus 4.5 zeigt diese Variante.
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Algorithmus 4.5 ILU-Variante fiir zu ButterflyMatrix<T> konforme Klassen
1: Setze U := (Uij);l,jzl mit u;; = a;; fiir j > 4, 0 sonst
2: Setze D := (di]')?,jzl mit dij = ajj fiir j = ¢, 0 sonst

3: Setze L := (lij)?,jzl mit lij = ajj fir 7 > 7, 0 sonst
4: fori=1,...,n do

5 form=1,...,i—1do

6: if m € M4(i) then

7: if m € M4(i) then

8: di; <= dii — LimUm;

9: end if

10: fork=i+1,...,ndo

11: if k€ M2(i) A m € M4(k) then
12: ki <= Ui — lemUmi

13: end if

14: end for

15: end if

16:  end for

172 form=1,...,i—1do

18: if m € M#(i) then

19: fork=i+1,...,ndo

20: if k€ M4(i) A m € M2(k) then
21: Uik = Uik — limUmk

22: end if

23: end for

24: end if

25:  end for
26:. fork=i+1,...,ndo
27: if k € M4 (i) then

28: Uik <= Uzk/d”
20: end if

30: end for

31: end for

Im ersten Teil von Zeile 5 - 14, in der L berechnet wird, wird nun in der innersten
Schleife iiber k durch die i. und die m. Spalte von A bzw. L iteriert. Dies geschieht
in der Praxis durch einen SecondLevellterator, der eigentlich iiber die Zeile von L7
lauft. Entsprechend wird U im zweiten Teil von Zeile 15 - 29 berechnet. Dort wird in
der innersten Schleife nun iiber k& durch die 7. und die m. Zeile von U iteriert, was in der
Klassenbibliothek mit einem SecondLevelIterator implementiert ist.

4.6.3 IC-Zerlegung

Aus den gleichen Griinden wie zuvor im Abschnitt tiber die ILU-Zerlegung beschrieben,
muf} auch die Incomplete-Cholesky-Zerlegung an die verwendete Datenstruktur angepafit
werden. Auch dieses Verfahren wird mit zweidimensionalen Iteratoren implementiert.
Dadurch werden die Schleifen, die in einer weiteren if-Abfrage iiberpriifen, ob ihr Laufindex
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in einem gewissen Zeilen- bzw. Spaltenmuster der Matrix enthalten ist (wie in den Zeilen
5, 8 und 16 in Algorithmus 4.6), auf elegante und effiziente Weise realisiert.

Algorithmus 4.6 IC-Variante fiir zu ButterflyMatrix<T> konforme Klassen

1: Setze D := (dij)?,jzl mit dij = ajj; fiir 7 = 4, 0 sonst

2: Setze L := (li]')?,jzl mit lij = Qjj fiir 4 > 7, 0 sonst

3: fork=1,...,n do

4: for j=1,...,k—1do

5 if j € M4(k) then

6 dir < dgj, — l,%j
7 fori=k+1,...,ndo
8
9

if j € M4(i) A i € M4(k) then
: lip. <l — lijlkj
10: end if

11: end for
12: end if

13:  end for

14: dir <= Vdig
15: fori=k+1,...,ndo

16: if i € M4(k) then
17: lik = lzk/dkk
18: end if

19: end for
20: end for




Kapitel 5

Numerische Experimente

In diesem Kapitel soll ein Vergleich zwischen den verschiedenen Vorkonditionierern fiir
das GMRES-Verfahren gezogen werden. Anhand eines Modellproblems werden hierbei
die Laufzeiten von GMRES(m) fiir unterschiedliche Gittergrofien, Diffusionskoeffizienten
¢ und Restartlingen m untersucht.

5.1 Beschreibung des Modellproblems

Als numerischer Benchmark wurde das bereits in [Pri96] untersuchte Problem der Rota-
tionsstromung verwendet. Hierbei handelt es sich um ein zweidimensionales, stationéres
Konvektions-Diffusions-Problem der Form

—eAu+b-Vu=f inQ. (5.1)

Dies ist ein Spezialfall von (1.20) mit ¢ = 0. Fiir das Gebiet 2 wurde das Einheitsquadrat
Q= (0,1) x (0,1) verwendet. Zur Rotationsstromung wird dieses Problem durch das

Geschwindigkeitsfeld
2 (2y = 1)(1 - (22 — 1)?)
b(x,y) := .
) ( 4y(2 = 1)y~ 1) )

Ferner seien auf dem Rand die folgenden Dirichlet-Bedingungen vorgegeben :

u=-05 auf {0yl :0<y<1}
u= 0.5 auf {(1y)T:0§y§1}

u = 0 sonst.

Auflerdem wird stets f = 0 gesetzt. Samtliche Testfille wurden mit strukturierten Gittern
und unterschiedlichen Feinheitsgraden h gerechnet. Hierbei wurde das Einheitsquadrat in
kongruente rechtwinklige (und gleichschenklige) Dreiecke der Héhe h € {55, &1, T55» 556 |
unterteilt. Weiterhin wurde durchgehend die SUPG-Stabilisierung (SDFEM, vgl. Ab-
schnitt 1.3.2 ) benutzt.

In den folgenden vier Abschnitten werden die diskreten Losungen (auf dem feinsten
Gitter) fiir ¢ = 1,1072,1074,1075 dargestellt. AuBerdem werden jeweils die Zeiten fiir
die verschiedenen Losungsverfahren bzw. Vorkonditionierer auf den vier verschiedenen
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Gittern verglichen. Als Abbruchkriterium diente die Reduktion der euklidischen Norm
des (nichtvorkonditionierten) Residuums um den Faktor 10-°, also ||r;||, /||rol], < 1076,
In den jeweils vier Balkendiagrammen sind die Loserzeiten fir GMRES(m) nach oben
abgetragen. Ein schwarzer Teilbalken gibt hierbei die benétigte Zeit fiir die Initialisierung
des Losers an, insbesondere also auch die Konstruktion des Vorkonditionierers. Weiterhin
stehen die vier Gruppen von Balken fiir die Restartlingen m = 8,12, 16, 20. Die jeweils fiinf
direkt nebeneinanderstehenden Balken geben dabei die Liserzeiten fiir den GMRES(m)

e ohne Vorkonditionierung,

e mit JOR-Vorkonditionierung,
e mit SOR-Vorkonditionierung,
e mit SSOR-Vorkonditionierung,

e mit ILU-Vorkonditionierung

an (von links nach rechts). In den Tabellen wurden zusitzlich die Anzahl der Iteratio-
nen (Restarts) angegeben, die das Verfahren bis zum Erreichen des Konvergenzkriteriums
benétigte. Trat nach einer bestimmten Anzahl von Restarts keine Konvergenz ein, so
wurde dies in der Tabelle mit einem Strich deutlich gemacht.

Als Relaxationsparameter wurde jeweils der als optimal ermittelte verwendet (vgl.
Anhang B). Es wurde die Startlosung z fiir jedes Verfahren so gewéihlt, daf alle Vektor-
komponenten den gleichen Wert haben und zusétzlich ||zg||, = 1 gilt. Fiir die Matrizen
ergeben sich folgende Eckdaten :

h n nnz
1/32 1089 7113
1/64 4225 | 28553
1/128 | 16641 | 114441
1/256 | 66049 | 458249

Tabelle 5.1: Verhiltnis von Matrixdimension und Nichtnulleintrigen

Hierbei ist n die Dimension (Kantenlinge) der Matrix und nnz die Anzahl der Nicht-
nulleintrdge. Variiert man € > 0, so dndern sich lediglich die Werte der Eintrédge, nicht
aber das Besetzungmuster der Matrix, so dafl die Grofie nnz fiir ein Gitter konstant bleibt.

Vergleicht man die Ergebnisse, so lafit sich feststellen, dafl eine Vorkonditionierung zu-
mindest meist eine Reduktion der Iterationen (Restarts) zur Folge hat. Dieses Verhalten
ist umso drastischer, je ,einfacher“ das Problem ist (bei e = 1,1072). Dort tritt auch eine
z.T. erhebliche Verminderung der Laufzeit ein. Aber bereits bei ¢ = 1072 L:ifit sich beim
JOR-Vorkonditionierer erkennen, dafl die Reduktion der Iterationszahlen nicht immer aus-
reicht, um auch die absolute Laufzeit unter die des nichtvorkonditionierten GMRES zu
driicken.
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Da ein Vorkonditionierer in jedem Iterationsschritt zusétzliche Operationen erfordert,
muf} die Konditionsverbesserung schon betrichtlich sein, da sonst die eingesparten Itera-
tionen wieder durch die zusétzlichen Kosten zunichte gemacht werden. Ein SSOR-Schritt
beispielsweise ist beziiglich des Rechenaufwandes in etwa genauso ,, teuer® wie eine Matrix-
multiplikation. Vernachlissigt man die reinen Vektoroperationen, so ist ein entsprechend
vorkonditionierter GMRES-Schritt nun doppelt so aufwendig wie ein nicht vorkonditio-
nierter. Ergibt sich mit diesem Verfahren nur eine Reduktion der Restarts um die Half-
te, so handelt es sich hierbei um ein Nullsummenspiel, denn die Laufzeit bleibt nahezu
unverdndert. Aus diesem Grund bringen Vorkonditionierer in vielen Féllen sogar eine
Laufzeitverschlechterung.

Letzteres kann man insbesondere bei kleinem ¢ und feinerem Gitter beobachten. Hier
ist lediglich vereinzelt mal der SOR, mal der SSOR und mal der ILU schneller. Auch
wird deutlich, daff der SOR oder der SSOR mit gut gewihltem Relaxationsparameter
eine dhnlich gute oder teilweise sogar bessere Konvergenzbeschleunigung erbringen als
der ILU. Jedoch ist der groie Vorteil des ILU seine Parameterunabhéngigkeit — die ILU-
Zerlegung wird, unabhéingig von A, nach einem vorgegebenen Algorithmus konstruiert.
Die Bestimmung des optimalen Parameters fiir ein Relaxationsverfahren und eine beliebige
Matrix A ist jedoch schwierig, und oft nur durch entsprechende Experimente (vgl. Anhang
B) moglich.

Ebenso wie den zusétzlichen Aufwand durch die Vorkonditionierung mufl man auch die
Einsparung von Restarts durch eine gréfiere Restartlinge m gegeniiber den dadurch ent-
stehenden hoheren Kosten bei der Transformation der Hessenbergmatrix abwégen. Eine
groflere Restartlinge erbringt bei grolem ¢ keine Laufzeitvorteile. Hingegen 148t sich, wie
schon in [Pri96] beschrieben, bei kleinerem ¢ hierdurch eine Stabilisierung und damit eine
teilweise deutliche Reduktion der Laufzeit erreichen. Beispielsweise sank die Laufzeit bei
m = 40, ILU-Vorkonditionierung, ¢ = 1076 und h = 1/32 auf 1.16 Sekunden (im Vergleich
zu 21.87 Sekunden bei m = 20), bei h = 1/64 auf 10.53 Sekunden (42.75 Sek. bei m = 20)
und bei h = 1/128 auf 79.61 Sekunden (118.195 Sek. bei m = 20). Bei h = 1/256 sank
die Zeit immerhin auf 748.48 Sekunden (852.17 Sek. bei m = 20).

Bei der Bewertung der Rechenzeiten darf zudem nicht aufler acht gelassen werden,
dafl die Berechnungen auf einem Multitasking- und Multiusersystem durchgefithrt wur-
den, d.h., daf} parallel ablaufende Prozesse die Zeitmessung zumindest geringfiigig beein-
trachtigen konnten. Zwar zahlt die C-Funktion clock () nur die vergangenen CPU-Takte,
die sich mit dem eigenen Prozess befasst haben, jedoch kann ein weiterer rechenintensi-
ver konkurrierender Prozess auf demselben Rechner dazu fithren, dafl beispielsweise der
Cache laufend die ,falschen“ Daten (ndmlich die des anderen Prozesses) enthélt. Damit
wird jedes Caching ad absurdum gefiihrt, was das Rechen natiirlich verlangsamt. Jedoch
sollte sich dieser Effekt nicht allzusehr auf die gemessenen Zeiten auswirken.

Es wurde abschliefend auch noch exemplarisch ein Beispiel mit h = % und £ = 1072
gerechnet. adr generierte daraus eine Matrix der Dimension n = 263169 mit nnz =
1833994 Nichtnullelementen. GMRES(m) mit der Restartlinge m = 12 und ILU-Vor-
konditionierung 16ste das Problem in 38 Minuten und bendtigte hierfiir 318 Restarts.
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5.2 Rotationsstromung, ¢ = 1

5.2.1 Plot der diskreten L6sung

Abbildung 5.1: Rotationsstromung, ¢ = 1, h = ﬁ
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5.2.2 Laufzeitvergleich

Zeit [s]

05
04

03

12

16
m

20

Zeit [s]

12

16

m

20

Zeit [s]

12

16
m

20

Zeit [s]

12

16
m

20

Iterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 | 48 40 12 10 9 8 - 133 25 26 26
12 | 26 21 7 7 6 12 - 66 17 15 14
16 16 13 5 4 4 16 | 51 39 11 10 9
20 12 8 4 3 3 20 29 27 9 7 7
n =33 x 33 n =65 x 65

Iterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 - 450 48 58 75 8 - 1392 | 195 197 208
12 - 220 34 40 39 12 - 756 100 92 120
16 - 129 25 27 25 16 - 446 68 69 78
20 - 86 19 21 18 20 - 289 54 56 52
n =129 x 129 n = 257 x 257
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5.3 Rotationsstromung, ¢ = 1072

5.3.1 Plot der diskreten L6sung

Abbildung 5.2: Rotationsstrémung, e = 1072, h = ﬁ
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5.3.2 Laufzeitvergleich

Zeit [s]

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

12

16

m

20

Zeit [s]

12

16

m

20

Tterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 99 84 33 29 26 8 | 194 179 88 66 58
12 65 55 21 17 15 12 | 124 114 59 45 39
16 49 41 14 11 10 16 90 83 45 33 29
20 39 33 11 8 8 20 73 67 35 26 23
n =33 x 33 n =65 % 65
50; 500
40?— 400 |
g ZOf— ﬁ 200 |-
10; 100 |-
0: 0:
8 12 m 16 20 8 12 m 16 20
Tterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 | 390 379 183 138 119 8 | 945 940 371 276 240
12 | 232 225 117 90 79 12 | 487 482 224 173 152
16 | 167 163 87 69 60 16 | 323 321 163 128 113
20 | 131 128 71 56 49 20 | 244 242 129 102 91
n =129 x 129 n = 257 x 257
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5.4 Rotationsstromung, ¢ = 10~*

5.4.1 Plot der diskreten L6sung

Abbildung 5.3: Rotationsstromung, e = 1074, h = ﬁ



5.4 Rotationsstrémung, ¢ = 1074 93
5.4.2 Laufzeitvergleich
90£—
80
_ _ 60%—
g SN
30
102—
Tterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 - - 1047 709 798 8 - - 1396 | 1004 | 1106
12 - - 637 450 528 12 - 1759 | 894 631 719
16 - 813 477 330 376 16 | 1926 | 1316 | 664 483 544
20 - 657 373 263 288 20 | 1528 | 1052 | 524 364 432
n =33 x 33 n =65 % 65
400 1600;
300; 1200
% 2002— % 800 [
100; 400 |-
i
8 12 m 16 20 8 12 m 16 20
Tterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 - - 1548 | 1084 | 1173 8 | 1469 - 935 692 744
12 | 1834 | 1794 | 1026 713 767 12 | 953 | 1283 | 633 476 501
16 | 1376 | 1372 | 740 516 553 16 | 722 944 489 350 372
20 | 1097 | 1089 | 591 407 437 20 | 565 750 396 284 295
n =129 x 129 n = 257 x 257
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5.5 Rotationsstromung, ¢ = 107

5.5.1 Plot der diskreten Lésung

Abbildung 5.4: Rotationsstrémung, e = 1076, h = ﬁ
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5.5.2 Laufzeitvergleich

257 1007
90t
201 80+
701
151 60+
@ o
5 5
N N
101 401
30+
5 204
10+
0

Tterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8 - - - - - 8 | 1334 | 1386 | 829 637 805
12 - - - 899 - 12 | 883 902 525 402 562
16 - - - 650 1022 16 | 659 669 388 295 399
20 - 1037 - 512 622 20 | 526 514 308 233 329
n =33 X 33 n =65 % 65
4001 16001
300+ 12004
% 200+ % 800+
1004 4004
o]

8 12 m 16 20 8 12 m 16 20
Iterationen Iterationen
m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU m | ohne | JOR | SOR | SSOR | ILU
8| 624 - 497 514 460 8 | 1254 - 1592 | 1117 | 1057
12 | 413 - 322 293 289 12 | 824 - 867 643 562
16 | 310 | 661 232 196 210 16 | 617 - 596 436 360
20 | 247 | 490 175 150 165 20 | 492 | 1693 | 428 259 257

n =129 x 129 n = 257 x 257
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel soll ein Fazit gezogen werden; es erfolgt eine Einschétzung der Ergebnisse
und eine Betrachtung der weiteren Ansétze zur Beschleunigung der Losung von linearen
Gleichungssystemen.

Um lineare Gleichungssysteme schnell 16sen zu kénnen, bendtigt man zum einen nu-
merische Verfahren mit guten Konvergenzeigenschaften, von denen einige in Kapitel 2 vor-
gestellt wurden. Zum anderen braucht man geeignete Datenstrukturen, auf denen diese
Algorithmen operieren (vgl. Kapitel 3). Des weiteren ist es erforderlich, diese Algorithmen
mit den gegebenen Sprachmitteln einer hoheren Programmiersprache effizient zu imple-
mentieren. Daf} es hierbei unterschiedlich schnelle Implementierungen geben kann, wurde
unter anderem in Kapitel 4 geschildert. Die dort vorgestellte Klassenbibliothek wurde
anschliefend im fiinften Kapitel anhand eines Modellproblems einem Test unterzogen.

Aus Sicht der numerischen Mathematik ist interessant, dafy zumindest bei den schweren
Konvektions-Diffusions-Problemen, also bei kleinem ¢ und insbesondere bei sehr feinem
Gitter, die Vorkonditionierung mit JOR, SOR, SSOR oder ILU nicht immer die erhoffte
Wirkung zeigt. Erst bei grofleren Restartlingen ist der vorkonditionierte GMRES schneller
als der nichtvorkonditionierte. Die zwar vorhandene Reduktion der Iterationszahlen reicht
in vielen Féllen nicht aus, um auch die Laufzeit deutlich zu senken. Dies liegt zu einem Teil
auch daran, daf} insbesondere bei der ILU-Vorkonditionierung die zusétzlichen Daten fiir
den Vorkonditionierer nicht mehr in den Cache des Rechners passen. Nicht zuletzt dank der
SUPG-Stabilisierung hat man bei diesen Problemen im Innern des Gebiets auch erheblich
weniger Oszillationen als am Rand. Die dort auftretenden parabolischen Grenzschichten
haben eine Breite von O(y/e) (vgl. [RST96], Seite 184), was auch erkldren wiirde, warum
die Loserzeiten fiir e = 10~% héher sind als bei e = 107%. Fiir h = 1/129 und h = 1/257
liegen dann nédmlich bereits etliche Gitterpunkte innerhalb der Grenzschicht, weshalb sie
besser aufgeldst wird als im Fall von e = 1076,

Weiterhin ist festzustellen, dafl der SOR- ebenso wie der SSOR-Vorkonditionierer mit
dem richtigen Relaxationsparameter w eine durchaus ernstzunehmende Alternative zur
ILU-Zerlegung darstellt. Wie im Anhang B im einzelnen dargestellt wird, reagieren diese
Vorkonditionierer teilweise sehr empfindlich auf eine Anderung von w. So macht beispiels-
weise bei h = 1/256, ¢ = 107% und m = 20 der Unterschied zum zweitbesten w beim SSOR
eine Zeitspanne von 160 Sekunden aus, was in diesem Fall eine um 19% lingere Laufzeit
gegeniiber der mit w,y; bedeutet.

Eine weitere Erkenntnis ist hierbei einerseits, dafy die JOR-Vorkonditionierung nahezu
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unempfindlich gegeniiber der Variation des Relaxationsparameters ist, und dafl anderer-
seits die Jacobi- bzw. JOR-Vorkonditionierung generell keine grofie Verminderung der
Iterationszahl erbringt und deshalb meist sogar eine lingere Laufzeit bewirkt.

Was die Vorkonditionierung anbetrifft, so wire es sicher noch interessant, weitere der
zahlreichen ILU-Varianten, wie beispielsweise ILU(p) (vgl. Bemerkung 2.41) zu implemen-
tieren. Weitere Krylov-Verfahren kénnen ebenfalls eine weitere Beschleunigung erzielen,
das CG- und das BiCGSTAB-Verfahren (vgl. z.B. [Mei99], Abschnitt 4.3.2.7) wurden
bereits implementiert, aber in diesem Rahmen nicht anhand des Modellproblems gete-
stet — das CG-Verfahren eignet sich ohnehin nur fiir symmetrische Probleme. Andere
Krylov-Methoden wie QMRCGSTAB oder TFQMR werden gegebenenfalls in einer spéte-
ren Version von lins implementiert.

Ein weiterer, sehr erfolgreicher Weg bei der Losung linearer Systeme sind die sogenann-
ten Mehrgitterverfahren. Hierbei wird das Problem auch auf groberen Gittern diskretisiert
— idealerweise so, dafl man das Problem auf dem grobsten Gitter exakt losen kann. Die
Startniherung wird auf das néchstgrobere Gitter restringiert, was rekursiv so lange ge-
schieht, bis man auf einem so groben Gitter angelangt ist, dal man das Problem exakt oder
zumindest mit iterativen Methoden sehr schnell 16sen kann. Die Losung eines groberen
Gitters wird dann geeignet auf das néchstfeinere prolongiert und dort mit einem einfachen
Iterationsverfahren wie Jacobi oder Gauf-Seidel gegldttet.

Ein relativ neuer und vielversprechender Ansatz sind dariiber hinaus algebraische
Mehrgitterverfahren. Hier 16st man sich von der geometrischen Struktur des Problems
und generiert die kleineren Hilfsprobleme aus der Matrix selbst. Dadurch sind diese Ver-
fahren unabhingig von konkreten Diskretisierungen und kénnen als allgemeines Verfahren
zur Losung von linearen Gleichungssystemen eingesetzt werden. In [RS87] werden hierfiir
auch Konvergenzaussagen im Falle symmetrischer M-Matrizen bewiesen.

Was den Standpunkt der Informatik anbetrifft, so zeigt sich, dafl es auch mit den
objektorientierten Mitteln von C++ mdglich ist, eine effiziente Implementierung nume-
rischer Algorithmen zu leisten, was auch ein wesentliches Ziel dieser Arbeit war. Die
Schwierigkeit besteht darin, auf der einen Seite eine High-Level Struktur zu implementie-
ren (iibersichtlicher Code, Wahrung von objektorientierten Paradigmen wie Kapselung)
und auf der anderen Seite dem Compiler genug Informationen zu iiberlassen, anhand derer
er den Code optimieren kann. Der Zugriff iiber Iteratoren auf die Matrix-Container und
die vorsichtige Verwendung von virtuellen Funktionen sorgen bei lins dafiir, daf§ der Com-
piler dies an vielen Stellen auch wirklich tut. Jedoch stehen sich diese beiden Forderungen
(die nach ,,Schénheit* und nach Effizienz) prinzipiell diametral gegeniiber.

Auch diese Klassenbibliothek ist an vielen Stellen noch nicht optimal. Beispielswei-
se erweist es sich als sinnvoll, méglichst viele Eigenschaften einer Klasse als Template-
Parameter festzulegen. Da der Wert bzw. Typ eines Template-Parameters zur Uber-
setzzeit bekannt sein muf}, kann der Compiler dann auch entsprechende Optimierungen
vornehmen.

Ein weiterer Ansatzpunkt ist die Optimierung von Vektor-Ausdriicken mit Hilfe von
Ezpression Templates (siehe z.B. [Vel95]). Um beispielsweise einen Ausdruck wie

y=v—w+az, v,wzycR" acR (6.1)

effizient abzuarbeiten, miissen die Komponenten von y in einer Schleife berechnet werden.
Es reicht nicht, nur die einfachen Grundoperationen wie 4+, — und die Skalarmultiplikation
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zu implementieren, da dann erstens temporére Vektoren bendtigt und zweitens mindestens
drei Schleifen vom Compiler generiert wiirden. Im bisherigen Fortran- und C-Stil wurde
deshalb fiir jede Art von Vektorausdruck eine eigene Funktion geschrieben. Dies ist in
blanc und auch noch in dieser Bibliothek der Fall (siehe Tabelle 4.6). Expression Templa-
tes machen dies nun iiberfliissig und erméglichen es dem Compiler, nun jede beliebige Art
von Vektorausdriicken so zu optimieren, dal keine temporiren Objekte benétigt werden
und das Ergebnis trotzdem in einem Durchgang berechnet wird, obwohl hierfiir nur die
grundlegenden Operatoren wie +, -, * implementiert werden. Hinzu kommt, dafl man die-
se Vektorausdriicke gewissermafien in ,, Klartextschreibweise“ im Programmtext verwenden
kann. Den Ausdruck (6.1) etwa wiirde man dann als

DenseVector<double> v(n), w(n), x(n), y(@);
double alpha;

y =v - w + (alpha * x);

schreiben, was die Lesbarkeit und damit die Wartbarkeit des Codes ungemein erhéht.
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Anhang A

Klassendiagramme

A.1 Matrixklassen

-——n

I T
Matrix
LT LT
‘ RowWiseMatrix T |—————{ ButterflyMatrix T
|
A\ |
|
|
|
|
|
-r——n |
T I
| DiagonalMatrix  &=-t+---- e R =
|
| [
| |
| - ——n ! e
| LT : LT
H TriangularDenseMatrix —[<———-———{ ButterflyDenseMatrix —[
R 1
|
—_—_— [ -—_—
LT : LT
‘ TriangularSparseMatrix 7<— ———————————— —{ ButterflySparseMatrix T
PT o

DenseVector —[ )

Abbildung A.1: Klassendiagramm aller Matrix- und Vektorklassen
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A.2 Krylov-Unterraum-Verfahren

r—-————=— 1
: MatrixT :
I VectorT JI
Solver T
r—-————=— 1
: MatrixT : P————=—1
I VectorT JI : MatrixT :
“““ r I VectorT |
CGSolver Lol 1
. - GMRESSolver
- initialized : bool —
reset() - initialized : bool
- init(param : SolverParameter?*, re.s-et() .
A : MatrixT*, - init(param : SolverParameter*,
b : VectorT*, A : MatrixT*,
X : VectorT*) b: \\//eC;Eor_'ll_':),
X : Vector
- restartsolve(A : MatrixT*,
b : VectorT*,
r————=- 1 X : VectorT*)
: MatrixT :
I VectorT JI
BiCGSTABSolver
- initialized : bool
reset()
- init(param : SolverParameter*,
A . MatrixT*,
b : VectorT*,
X : VectorT*)

Abbildung A.2: Klassendiagramm der Krylovverfahren
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A.4 Splitting-Vorkonditionierer
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Abbildung A.4: Klassendiagramm der Splitting-Vorkonditionierer
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A.5 Sonstige Vorkonditionierer
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Abbildung A.5: Klassendiagramm der sonstigen Vorkonditionierer
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Anhang B

Empirische Bestimmung von Wopt

Wie bereits in [Pri96] festgestellt wurde, hingt der Wirkungsgrad eines relaxierten Splitting-
Vorkonditionierers oft entscheidend von der Wahl des Relaxationsparameters w ab.

Wie aus den Sdtzen 2.10 und 2.14 aus Kapitel 2 hervorgeht, 148t sich unter gewissen
Bedingungen, beispielsweise, wenn A symmetrisch positiv definit oder konsistent geord-
net ist, ein optimaler Relaxationsparameter fiir diverse Splitting-Verfahren angeben. Bei
vielen Problemen, wie sie zum Beispiel bei der Diskretisierung von singulir gestorten
Konvektions-Diffusionsgleichungen auftauchen, sind diese Bedingungen jedoch meist nicht
erfiillt, da hier der konvektive, also nicht-symmetrische Anteil dominiert. Da hierzu noch
zu wenige theoretische Resultate vorliegen (in [BR99] werden zumindest Konvergenzaussa-
gen fiir das JOR-Verfahren bewiesen), ist man weitestgehend auf experimentelles Vorgehen
angewiesen.

In [Pri96], Abschnitt 4.4.1, wurden fiir das SOR- und SSOR- Verfahren anhand ver-
schiedener Probleme und Gittergrofien die jeweiligen optimalen Relaxationsparameter ex-
perimentell bestimmt. Jedoch gilt es nicht als gesichert, dafy diese auch die optimalen Wer-
te fiir die jeweiligen Vorkonditionierer sind. Deshalb wird an dieser Stelle das GMRES(m)-
Verfahren mit den Vorkonditionierern JOR, SOR und SSOR fiir das in (5.1) beschriebene
Modellproblem getestet. Im folgenden wurde dieses Problem fiir e = 107%,k = 0,2,4,6
untersucht, wobei sich die Betrachtungen auf den numerisch interessantesten, weil schwie-
rigsten Fall ¢ = 0 beschréanken.

Es wurde jeweils mit einem strukturierten Gitter auf dem Einheitsquadrat, fiir h €
{3, o1+ 55> 555} gerechnet. Die hieraus resultierenden Matrixdimensionen n = (+ + 1)
sind dabei von links nach rechts in aufsteigender Reihenfolge angegeben. Das Konver-
genzkriterium bestand in der Reduktion des (vorkonditionierten) Residuums um 1076 in
der euklidischen Norm. In den Diagrammen ist jeweils nach oben die Anzahl der Restarts
abgetragen, die das GMRES(m)-Verfahren bis zur Erfiillung dieses Kriteriums benétigte.
Es sind jeweils 4 Restartlingen (m = 8,12, 16, 20) eingezeichnet :

e m = 8 : gepunktete Linie,
e m = 12 : Strich-Punkt-Linie,
e m = 16 : gestrichelte Linie,

e m = 20 : durchgezogene Linie.
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Das jeweils oberste Diagramm zeigt die Ergebnisse der JOR-Vorkonditionierung, das
mittlere die SOR- und das unterste die SSOR-Vorkonditionierung. Auf der z-Achse wurde
der Relaxationsparameter w im Intervall [0.05,1.95] C (0,2) in 39 dquidistanten Schritten
variiert. Es ist also

we{reR | x=14-0.05:=1,...,39}.

In den Tabellen wurden zu jedem Problem noch einmal die optimalen Relaxationspara-
meter und die zugehorigen Restarts explizit aufgefithrt. Manche der Rechnungen fithrten
innerhalb der vorgegebenen Zahl der Restarts nicht zur Konvergenz, was in den Tabellen
durch einen Strich gekennzeichnet wurde.

Es zeigt sich, dal bei groBen Werten fiir € eine Uberrelaxation (also w > 1) des SOR
und SSOR zum Erfolg fiihrt, wihrend bei kleiner werdendem ¢ eher eine Unterrelaxation
(w < 1) zu empfehlen ist. Beide Vorkonditionierer sind teilweise sehr sensibel gegeniiber
einer Anderung von w, insbesondere bei kleinem ¢ und zu groff gewihltem w fithrte dies
héufig zur Divergenz des Verfahrens.

Die Relaxierung des Jacobi-Vorkonditionierers erwies sich jedoch in der Praxis als
relativ unbrauchbar. Verbesserungen der bendétigten Restarts zur Konvergenz sind bei
verdndertem w allenfalls marginal. Etwas anderes war sicherlich auch nicht zu erwarten,
da ja der JOR- gegeniiber dem Jacobi-Vorkonditionierer lediglich mit einer reellen Zahl
skaliert ist. Die Ergebnisse wurden jedoch der Vollstdndigkeit halber mit aufgenommen.
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B.1 Rotationsstréomung, ¢ =1
GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n =65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8 | 1.00 40 1.00 133 1.00 450 1.00 1392
12 | 1.00 21 1.00 66 1.00 220 1.00 756
16 | 1.00 13 1.00 39 1.00 129 1.00 446
20 | 1.00 8 1.00 27 1.00 86 1.00 289
GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n =65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8| 1.35 12 1.90 25 1.95 48 1.95 195
12 | 1.10 7 1.90 17 1.95 34 1.55 100
16 | 1.50 1.65 11 1.85 25 1.85 68
20 | 1.00 1.60 9 1.95 19 1.90 54
GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n =65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8 | 1.00 10 1.15 26 1.10 58 1.45 196
12 | 1.00 7 1.00 15 1.15 40 1.30 92
16 | 1.00 1.05 10 1.20 27 1.50 69
20 | 1.00 1.00 7 1.00 21 1.10 56
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B.2 Rotationsstrémung, ¢ = 102 113
B.2 Rotationsstrémung, ¢ = 1072
GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n =65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8 | 1.00 84 1.00 179 1.00 379 1.00 940
12 | 1.00 55 1.00 114 1.00 225 1.00 482
16 | 1.00 41 1.00 83 1.00 163 1.00 321
20 | 1.00 33 1.00 67 1.00 128 1.00 242
GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n =65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8| 1.85 33 1.35 88 1.20 183 1.25 371
12 | 1.85 21 1.35 59 1.25 117 1.25 224
16 | 1.85 14 1.20 45 1.25 87 1.25 163
20 | 1.85 11 1.45 35 1.20 71 1.25 129
GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n =65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wey | Iterationen | wqy | Iterationen
8| 1.25 29 1.20 66 1.15 138 1.10 276
12 | 1.30 17 1.10 45 1.15 90 1.05 173
16 | 1.25 11 1.15 33 1.10 69 1.05 128
20 | 1.20 8 1.25 26 1.05 56 1.05 102
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B.3 Rotationsstrémung, ¢ = 10~*

GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierung

n =33 x 33 n = 65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8 - - - - - - - -
12 - - 1.95 1755 1.00 1794 1.00 1282
16 | 0.55 813 1.00 1316 0.95 1361 1.00 944
20 | 1.05 657 0.70 1048 1.45 1083 1.00 750
GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n = 65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8| 0.75 1047 0.80 1396 0.75 1548 0.85 935
12 | 0.75 637 0.85 896 0.70 1019 0.80 633
16 | 0.70 475 0.90 664 0.75 740 0.80 489
20 | 0.75 373 0.85 524 0.70 588 0.80 396
GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n = 65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wey | Iterationen | wqy | Iterationen
81 0.75 709 0.85 999 0.75 1084 0.80 692
12 | 0.75 450 0.90 631 0.80 713 0.75 476
16 | 0.75 330 0.85 482 0.80 516 0.75 350
20 | 0.80 263 0.80 364 0.80 407 0.75 284
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B.4 Rotationsstrémung, ¢ = 107°

GMRES(m) mit JOR-Vorkonditionierung

n =33 x 33 n = 65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8 - - 1.75 1386 - - - -
12 - - 1.85 902 - - - -
16 - - 0.95 666 0.55 661 - -
20 | 0.55 1037 0.90 514 0.75 490 1.95 1596
GMRES(m) mit SOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n = 65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen | wyy | Iterationen
8 - - 0.60 824 0.85 496 0.95 1565
12 - - 0.65 525 0.95 323 1.00 867
16 - - 0.65 388 0.95 232 1.15 574
20 | 0.60 864 0.65 308 0.90 175 1.00 428
GMRES(m) mit SSOR-Vorkonditionierung
n =33 x 33 n = 65 x 65 n =129 x 129 n = 257 x 257
m | wept | Iterationen | wyy | Iterationen | wey | Iterationen | wqy | Iterationen
8 - - 0.55 637 0.80 514 0.90 1117
12 | 0.45 899 0.55 402 0.70 291 0.90 643
16 | 0.50 650 0.55 295 0.65 196 0.80 436
20 | 0.45 512 0.55 233 0.65 150 0.80 259




122

Empirische Bestimmung von w;

1000

900

800

700

600

500

JOR

300

200

100

1000

900

800

700

600

500

SOR

300

200

100

1000

900

800

700

600

500

SSOR

300

200

100

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

|

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

PRI ST S SATAN SAN WA WA SAN B 1
0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1.0

n =33 x 33

1112 13 14 15 16 1.7 18 19

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

1000

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

T TN SV AN SAVEN SAVAN SAN SN AN SAN SUAN SA SV SV SV SUEN S S S
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 1.2 1.3 14 15 16 1.7 18 19

T TN SV AN SAVEN SAVAN SAN SN AN SAN SUAN SA SV SV SV SUEN S S S
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 1.2 1.3 14 15 16 1.7 18 19

1112 13 14 15 16 17 18 19

P ST SRV ST VAN SATEN SAVAN SN SAN S 1
0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 09 10

n =65 x 65




B.4 Rotationsstrémung, ¢ = 106

123

1000

300

200

100

1000

300

200

100

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

m/w\/s————\/—\/\/—N—\ 1000

— -~ - = ~ -

2000

1750

1500

1250

750

500

250

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

2000

1750

1500

1250

1000

750

500

250

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

2000

1750

1500

1250

1000

750

500

250

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

P ST ST ST SAVEN SAEN AN S SAAN SN SAE WA SN SUEE SAE SUA S S S 0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 14 15 16 17 18 19

n =129 x 129

.................. m=8
77777 - m=12
- — — - m=16
— m=20

T ST ST ST SATEN SEN WA S SAN SAN S
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 14 15 16 17 18 19

n = 257 x 257

JOR

SOR

SSOR



124 Empirische Bestimmung von w;




Anhang C

Testplattformen

C.1 Compaq AlphaStation XP1000

Prozessor Alpha 21264A (EV67)
Taktfrequenz 667 MHz

L1-Cache 64 KB + 64 KB
L2-Cache 4 MB

RAM 1280 MB

RAM-Typ 100 Mhz ECC SDRAM
Betriebssystem Compaq Tru64 UNIX
Compiler g++ v2.95.2

Tabelle C.1: Alpha AXP Konfiguration

C.2 Intel PIII

Prozessor Intel Pentium III
Taktfrequenz 450 MHz
L1-Cache 16 KB + 16 KB
L2-Cache 512 KB

RAM 192 MB
RAM-Typ 100 MHz SDRAM
Betriebssystem SuSE Linux 6.4
Compiler g++ v2.95.2

Tabelle C.2: Intel Konfiguration
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