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1 Einleitung1.1 Transmissionsproblem zur Helmholtz{GleichungTransmissionsprobleme zur skalaren Helmholtz{Gleichung treten als mathematischeModelle in verschiedenen Bereichen der Physik auf. Als Beispiel betrachten wir dieStreuung von elektromagnetischen Wellen.Gegeben sei hierzu ein homogenes, isotropes Medium im R3 mit Dielektrizit�ats-konstante �, Permeabilit�atskonstante � und elektrischer Leitf�ahigkeit �, wobei stets�; �; � > 0 gelte. Eine elektromagnetische Welle l�a�t sich nun beschreiben durch einelektrisches Feld E und ein magnetisches Feld H, die die Maxwell{GleichungenrotE+ �@H@t = 0; rotH� �@E@t = �E;erf�ullen. Bei zeitharmonische Wellen der FormE(x; t) = Re(��+ i�! ��1=2 E(x)e�i!t) ; H(x; t) = Re���1=2H(x)e�i!t	 ; ! > 0;erf�ullen die ortsabh�angigen, komplexwertigen Funktionen E und H folgende (reduzier-te) Maxwell{Gleichungen:rotE � i�H = 0; rotH + i�E = 0:Hierbei gen�ugt die Wellenzahl � der Gleichung �2 = ��!2, � := �+ i(�=!), wobei dasVorzeichen von �1=2 so gew�ahlt ist, da� die Ungleichungen Im�1=2 � 0 und Re�1=2 � 0gelten.Nun betrachten wir eine Unterteilung des R3 in bzgl. der dritten Koordinatenachsezylinderf�ormige Gebiete f
lgLl=0. Der Normalenvektor � bzgl. eines Randes @
l hatalso die Form � = (�1; �2; 0). Das Gebiet 
0 sei bzgl. der ersten beiden Koordina-ten unbeschr�ankt, die anderen beschr�ankt. Nun betrachten wir in 
0 ein einfallendeselektromagnetisches Feld (Ei; Hi), das in 
0 ein gestreutes Feld (Es; Hs) und in 
ltransmittierte Felder (El; Hl), l = 1; : : : ; L erzeugt. Sei (E0; H0) := (Ei; Hi)+(Es; Hs).Wir setzen voraus, da� alle Felder (El; Hl), l = 0; : : : ; L die Maxwell{Gleichungen mitKonstanten �l, �l, �l und �l erf�ullen. F�ur zwei Gebiete 
j, 
l mit @
j \ @
l 6= ; giltdann � � ��1=2j Ej = � � ��1=2l El und � � ��1=2j Hj = � � ��1=2l Hl; 5



da die Tangentialkomponenten der Felder (Ej;Hj) und (El;Hl) stetig sind (hierbeibezeichnet a� b das Kreuzprodukt im R3).Bei geeigneter Polarisierung des elektrischen Feldes ergibt sich nun ein Trans-missionsproblem zur skalaren Helmholtz{Gleichung. Es gelte hierzu El(x1; x2; x3) =(0; 0; vl(x1; x2)), l = 0; : : : ; L und ebenso Ei(x1; x2; x3) = (0; 0; vi(x1; x2)). Die magne-tischen Felder Hl erf�ullen dann die GleichungHl = 1i�l rotEl = 1i�l 0@ @vl@x2� @vl@x10 1A :Die Funktion vl ist hierbei eine L�osung der skalaren Helmholtz{Gleichung (�+�2l )vl =0. Da andererseits ein solcherma�en gew�ahltes Vektorfeld El automatisch divergenz-frei ist, erf�ullen El und Hl := 1ik rotE die Maxwell{Gleichungen, falls vl L�osung derskalaren Helmholtzgleichung ist. Wegen der Geometrie der Gebiete 
l ist es sinnvoll,die zweidimensionale Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung zu verwenden, d.h. wirfordern von vs := v0 � vi@vs@r � i�0vs = o �r�1=2� ; r := jxj ! 1;gleichm�a�ig f�ur alle Richtungen x̂ := x=jxj.F�ur Felder dieser speziellen Gestalt erhalten wir folgende Randbedingungen:��1=2j vj = ��1=2l vl; 1�j�1=2j @vj@n = 1�l�1=2l @vl@n :Diese Randbedingungen k�onnen durch die Normierung uj := ��1=2j vj, j = 0; : : : ; L,noch etwas vereinfacht werden und ergeben sich dann zuuj = ul; 1�j @uj@� = 1�l @ul@� :F�ur eine ausf�uhrlichere Darstellung verweisen wir auf [42]. Auch andere physikalischeVorg�ange f�uhren auf ein Transmissionsproblem zur Helmholtz{Gleichung. Exempla-risch verweisen wir nur noch auf die Streuung zeitharmonischer akustischer Wellen andurchstrahlbaren, homogenen Objekten.Grundlage unserer Untersuchungen ist also folgendesProblem 1.1. Gegeben sei eine Zerlegung des Rd , d = 2; 3, in Gebiete 
l, l =0; : : : ; L. Das Gebiet 
0 sei unbeschr�ankt, die anderen Gebiete beschr�ankt. Weiterhinexistieren Wellenzahlen �l, l = 0; : : : ; L und �Ubergangskonstanten �l, l = 1; : : : ; L.Gesucht sind Funktionen us in 
0 und ul in 
l, l = 1; : : : ; L mit(� + �2l )ul = 0; l = 0; : : : ; L:6



Hierbei sei u0 := us + ui und ui(x) := exp(i�0x � v), jvj = 1. F�ur Gebiete 
j und 
lmit @
j \ @
l 6= ; gelten die Randbedingungenuj = ul; �l@uj@� = @ul@� :Zudem erf�ulle us die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung:@us@r � i�0us = o �r�(d�1)=2� ; r := jxj ! 1;gleichm�a�ig f�ur alle Richtungen x̂ := x=jxj.Gen�ugt us der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung, dann hat die Funktionfolgendes asymptotische Verhalten:us(x) = ei�0jxjjxj(d�1)=2 �u1(x̂) + O� 1jxj�� ; jxj ! 1:Die auf der Einheitskugel (bzw. dem Einheitskreis) de�nierte Funktion u1 bezeichnenwir als das Fernfeld von us.Neben dem eben skizzierten Problem ist auch die folgende Fragestellung von Inter-esse: Gegeben sei die Funktion ui und das (gemessene) Fernfeld der Funktion us. Zubestimmen sind die R�ander @
l, die inneren Wellenzahlen �l und die �Ubergangskon-stanten �l, l = 1; : : : ; L. In Operatornotation enspricht dies dem L�osen einer GleichungF �(@
l; �l; �l)Ll=1� = u1: (1.1)Diese Fragestellung wird auch als inverses Problem bezeichnet, w�ahrend die da-vor formulierte Aufgabe direktes Problem genannt wird. Wie im Vorwort von [32]beschrieben, werden dabei zwei Probleme zueinander invers genannt, falls die Formulie-rung des einen zumindest teilweise die L�osung des anderen Problems ben�otigt. Somit istes zun�achst willk�urlich, welches Problem als direktes und welches als inverses bezeich-net wird. H�au�g ist jedoch eine der beiden Aufgabenstellungen leichter zu behandeln,oder wurde bereits gr�undlicher untersucht. Diese wird dann normalerweise das direkteProblem genannt.Dies tri�t auch auf das hier betrachtete Transmissionsproblem zu. W�ahrend dasdirekte Problem zumindest f�ur den Fall von nur zwei Gebieten 
0 und 
1 schon gr�und-lich untersucht wurde (vgl. z.B. [40], [34] und [6]) und f�ur die bestehenden numerischenVerfahren zur Approximation der Felder ul befriedigende Konvergenzaussagen existie-ren, sind beim inversen Transmissionsproblem noch eine Reihe von Fragen nicht, odernur teilweise gekl�art.Der Grund hierf�ur ist ein wichtiger Unterschied zwischen den beiden Problemen.Nach Hadamard (vgl. [19]) wird ein Problem als korrekt gestellt bezeichnet, fallses eine eindeutige L�osung besitzt und diese L�osung stetig von den Daten abh�angt.Falls zumindest eine der Bedingungen verletzt ist, nennt man das Problem inkorrektgestellt. 7



Es zeigt sich, da� viele inverse Probleme in diesem Sinn inkorrekt gestellt sind. Diestri�t auch auf das hier betrachtete Transmissionsproblem zu. Der Grund hierf�ur ist dielokale Kompaktheit des Operators F (vgl. [57], Satz 5.9). Daher ist es von entschei-dender Bedeutung, geeignete Regularisierungsverfahren zur numerischen L�osung desinversen Problems zu verwenden.Eine weitere Interpretation inverser Probleme wird in [23], Seite 11�., gegeben.H�au�g kann ein physikalisches Modell als ein Kausalzusammenhang aus Ursacheund Wirkung betrachtet werden. Dies ist auch beim Transmissionsproblem der Fall.Die auftretenden Parameter des Problems (d.h. die R�ander der Gebiete, die Wellen-zahlen und die �Ubergangskonstanten) k�onnen als Ursache, das Fernfeld als Wirkungdes Transmissionsproblems verstanden werden. In diesem Sinn ist die Abbildung Fgerade die Ursache{Wirkung{Abbildung und Ziel des inversen Problems ist es, aus derWirkung die Ursache zu rekonstruieren.Zur L�osung von inversen Streuproblemen wurden in der Vergangenheit verschiedeneVerfahren untersucht. Bei einer Klasse von Methoden (vgl. z.B. [7], Kapitel 5.4 und 5.5)wird das Problem in zwei Teilaufgaben zerlegt. Zun�achst wird das gestreute Feld us ausdem Fernfeld u1 bestimmt. Dieses Problem ist linear und inkorrekt gestellt. Danachversucht man, mit Hilfe der Randbedingung von us den Rand zu rekonstruieren. Hierist das Problem nichtlinear, aber korrekt gestellt.In neueren Untersuchungen von Colton und Kirsch (vgl. [5] und [33]) wurde derFernfeldoperator F : L2(Sd�1)! L2(Sd�1),Fg(x̂) := ZSd�1 u1(x̂; v)g(v) ds(v);untersucht (Sd�1 := fv 2 Rd : jvj = 1g). Kirsch konnte in der Arbeit [33] einen exaktenZusammenhang zwischen dem singul�aren System von F und dem Gebiet 
 herstellen.Hieraus wurde ein numerisches Rekonstruktionsverfahren abgeleitet, das im Gegensatzzu anderen Verfahren keine a-priori Information �uber die betrachteten Gebiete ben�otigt.Allerdings ben�otigt man das Fernfeld u1(�; v) f�ur viele Einfallsrichtungen v 2 Sd�1.Als dritte M�oglichkeit zur Rekonstruktion der Parameter wurden in den vergan-genen Jahren intensiv iterative Verfahren studiert. Insbesondere f�ur Newtonverfahrengibt es eine ganze Reihe von Untersuchungen, auf die wir im Kapitel 6 noch n�ahereingehen werden.1.2 Inhalt der ArbeitIn dieser Arbeit untersuchen wir theoretische und numerische Aspekte bei einem regu-larisierten Newtonverfahren f�ur das oben skizzierte inverse Transmissionsproblem. Einwichtiger theoretischer Teil dieser Arbeit besch�aftigt sich mit Existenz{ und Eindeutig-keitsaussagen f�ur Transmisssionsprobleme bei einer beliebig gro�en, endlichen Anzahlvon Randkurven. Im Vergleich zu der Arbeit [47], die sich ebenfalls mit diesem Themabesch�aftigt, geben wir explizite Algorithmen f�ur verschiedene L�osungsans�atze an.8



In einem weiteren zentralen Teil der Arbeit weisen wir nach, da� die Funktion u1analytisch von den R�andern, den inneren Wellenzahlen und den �Ubergangsparameternabh�angt. Den Beweis f�ur die Di�erenzierbarkeit der L�osung eines Randwertproblemsnach dem Rand, der auf einer Arbeit von Simon (vgl. [58]) beruht, wollen wir f�ur dasDirichletproblem kurz skizzieren.Gegeben sei ein beschr�anktes Cm;�-Gebiet 
 (m 2 N�2 , 0 < � < 1), das durch einCm;�-Vektorfeld � gest�ort wird. Sei I� := I + �. u[�] 2 Cm;�(
�) sei die L�osung desDirichletproblems zur Helmholtz{Gleichung in 
� := I�(
) mit Randdaten u[�] = �ui.Nun ist die Di�erenzierbarkeit der Abbildung �! u[�] nachzuweisen. Das Problem be-steht hierbei darin, da� die Funktionen u[�] unterschiedliche De�nitionsbereiche haben.Ziel ist es daher eine geeignete Fortsetzung von u[�] auf ganz Rd zu �nden. Zun�achstwird die Abbildung ~u[�] := u[�] � I� 2 Cm;�(
)untersucht. SeiW eine o�ene Teilmenge von (hinreichend kleinen) Cm;�-Vektorfeldern,dann betrachtet man die AbbildungG : (W � Cm;�(
) ! Cm�2;�(
)� Cm;�(@
)(�; w) 7! (��w + �2w;w + ui � I�):Hierbei ist �� der transformierte Laplace{Operator, der durch ��(v � I�) = �v � I�f�ur v 2 C2(
�) de�niert ist. Weiterhin setzen wir voraus, da� � in 
� kein innererDirichlet-Eigenwert f�ur � 2 W ist. Man kann leicht nachweisen, da� G bzgl. beiderVariablen Fr�echet-di�erenzierbar ist. Zudem giltG[�; ~u[�]] = (��~u[�] + �2~u[�]; (u[�] + ui) � I�) = ((�u[�] + �2u[�]) � I�; 0) = (0; 0):Die partielle Ableitung Gw[0; u[0]] 2 L(Cm;�(
); Cm�2;�(
)� Cm;�(@
)) mitGw[0; u[0]]p = (�p+ �2p; p) (1.2)ist infolge der L�osbarkeit des Dirichlet{Problems f�ur die inhomogene Laplace{Gleichungbeschr�ankt invertierbar und somit folgt aus dem Satz �uber implizite Funktionen dieDi�erenzierbarkeit der Abbildung � 7! ~u[�] (W ! Cm;�(
)). SeiE
 2 L(Cm;�(
); Cm;�(Rd)) mit (E
v)��
 = vein Fortsetzungsoperator und ~U [�] := E
~u[�]; (1.3)dann ist wegen der Linearit�at von E
 auch die Abbildung � 7! ~U [�] (W ! Cm;�(Rd))di�erenzierbar. Mit Hilfe der Taylorschen Formel und der Produktregel zeigt man dieDi�erenzierbarkeit von U [�] := ~U [�] � I�1� 9



(W ! Cm�1;�0(Rd), 0 < �0 < �) und die DarstellungU 0[0; h] = ~U 0[0; h]�rU [0] � h: (1.4)Hier sei a � b (a; b 2 Rd) das Skalarprodukt im Rd . U [�] ist nun gerade die gesuchteFortsetzung von u[�], insbesondere gilt U [�]j
� = u[�]j
� . Sei B b 
 eine Kugel und hhinreichend klein, dann gilt U [h]jB = u[h]jB und aus dem Greenschen Darstellungssatz,der f�ur u[h] in B gilt, ergibt sich daher, da� U 0[0; h] die Helmholtz{Gleichung in B unddamit in 
 l�ost. O�ensichtlich ist die Restriktionsabbildung U ��@
 : W ! Cm�1;�0(@
)ebenfalls di�erenzierbar und aus rU [0]��@
 = ru[0]��@
 und ~u[�]��@
 = �ui � I���@
 (d.h.~u0[0; h]��@
 = �rui �h) folgt zusammen mit der Darstellungsformel (1.4) eine Gleichungf�ur die Randwerte von U 0[0; h]:U 0[0; h]��@
 = �r(u[0] + ui) � h��@
:Diese Vorgehensweise hat gegen�uber anderen Beweisen eine Reihe von Vorteilen.Zun�achst werden keine Sobolev-R�aume gebraucht, die Beweise sind dadurch erheblichelementarer. Weiterhin ist die Charakterisierung der Randwerte einfach m�oglich undder Beweis kann direkt auf die Untersuchung von h�oheren Ableitungen ausgedehntwerden.Im Einzelnen ist die Arbeit folgenderma�en aufgebaut:In Kapitel 2 haben wir die notwendigen Grundlagen bzgl. Notation und Art derbetrachteten Gebiete zusammengestellt. Zentraler Teil dieses Kapitels sind Aussagen�uber H�older-R�aume. Wie sich bei dem eben skizzierten Beweis gezeigt hat, erm�oglichtuns die Verwendung eines Fortsetzungsoperators (vgl. De�nition 1.3), das Problem derunterschiedlichen De�nitionsbereiche der Funktionen u[�] zu l�osen. Zudem erhalten wirdadurch auf einfache Weise die Randwerte von u0[0; h]. In Kapitel 2 weisen wir deshalbdie Existenz von Fortsetzungsoperatoren nach. Bei der Darstellung orientieren wir unsan Kapitel 6.9 aus [16].Potentialoperatoren sind das Thema von Kapitel 3. Wir �ubertragen Untersuchun-gen von Kirsch (vgl. [29], [30]) zum Einfach{ und Doppelschichtpotentialoperator imR3 auf den zweidimensionalen Fall. Betrachtet werden Abbildungseigenschaften in be-liebigen H�older-R�aumen. Insbesondere besch�aftigen wir uns mit Di�erenzen von Po-tentialen, die st�arkere Gl�attungseigenschaften aufweisen. Diese Tatsache werden wirf�ur den Existenznachweis beim Transmissionsproblem benutzen.In der obigen Beweisskizze hatten wir gesehen, da� die Invertierbarkeit des Ope-rators Gw (vgl. (1.2)) gerade der eindeutigen L�osbarkeit eines Randwertproblems zurinhomogenen Helmholtzgleichung entspricht. Der zweite Teil dieses Kapitels besch�aftigtsich daher mit dem Volumenpotentialoperator, den wir f�ur solche Randwertproblemezur inhomogenen Helmholtzgleichung verwenden werden. Auch hier beweisen wir Abbil-dungseigenschaften in beliebigen H�older-R�aumen. Dies erm�oglicht uns die Behandlungvon h�oheren Ableitungen der Funktion u[�] bzw. des Operators F .Die potentialtheoretischen Grundlagen versetzen uns nun in die Lage, Aussagen�uber Randwertprobleme zur inhomogenen Helmholtzgleichung in beliebigen H�older-10



R�aumen zu tre�en. In Kapitel 4 untersuchen wir das Dirichlet{, das Neumann{ unddas Robinproblem.Kapitel 5 behandelt das direkte Transmissionsproblem. Im Vergleich zu anderenUntersuchungen (z.B. [34], [40]), in denen die Situation bei einem zusammenh�angendenRand untersucht wurde, betrachten wir das Problem f�ur sehr allgemeine Gebietskon-stellationen, d.h. wir lassen eine beliebige gro�e (endliche) Anzahl von Randkurven(bzw. Rand
�achen) zu. Zun�achst weisen wir die Eindeutigkeit des Problems bei ge-eigneten Voraussetzungen an die auftretenden Konstanten nach. Der Existenzbeweiserfolgt konstruktiv durch Potentialoperatoren. F�ur L Randkurven (L 2 N) erh�alt manein eindeutig l�osbares Gleichungssystem, mit einer 2L � 2L-Operatormatrix. F�ur dasAufstellen dieser Matrix geben wir explizite und einfach zu implementierende Algorith-men an, die wir numerisch auch erfolgreich getestet haben.Nun sind wir im Besitz aller Hilfsmittel, um Aussagen bzgl. der Di�erenzierbarkeitvon L�osungen der betrachteten Randwertprobleme nach den auftretenden Parametern(d.h. den R�andern der Gebiete, den inneren Wellenzahlen und den �Ubergangskonstan-ten) zu untersuchen. Dies ist das Thema von Kapitel 6. Die zugrunde liegende Be-weisidee haben wir oben kurz dargestellt. Wie bereits erw�ahnt, f�uhren wir den Beweisim Gegensatz zur Arbeit [58] in H�older-R�aumen durch. Es zeigt sich, da� die verschie-denen Randbedingungen einheitlich behandelt werden k�onnen. Weiterhin geben wireine Charakterisierung der Randwerte beliebig hoher Ableitungen der gestreuten (bzw.transmittierten) Felder an. Die analytische Abh�angigkeit dieser Funktionen bzgl. derinneren Wellenzahlen und der �Ubergangskonstanten kann mit der gleichen Beweisideewie bei der Ableitung nach dem Rand nachgewiesen werden.In Kapitel 7 wenden wir uns numerischen Fragen beim zweidimensionalen Trans-missionsproblem zu. Zun�achst geben wir eine Konvergenzanalyse f�ur das direkte Pro-blem an. Hierbei verwenden wir Projektionsverfahren mit trigonometrischen Polyno-men. Die Aussagen werden uns als Grundlage f�ur ein Verfahren zur Berechnung derAbleitung nach dem Rand dienen. Schlie�lich geben wir eine Reihe von numerischenBeispielen zum direkten Transmissionsproblem, zur Berechnung der Ableitungen undzur Rekonstruktion der auftretenden Parameter an. Meines Wissens nach werden indieser Arbeit zum ersten Mal Transmissionsprobleme f�ur mehrere Randkurven nume-risch untersucht. Auch die Berechnung der Ableitungen nach den Wellenzahlen und�Ubergangskonstanten und ihre Verwendung zur Rekonstruktion dieser Parameter istneu. Bei der Klasse der approximierbaren Objekte k�onnen wir vorhandene Ergebnis-se erweitern, da wir auch nichtsternf�omige Gebiete rekonstruieren und keine genauena-priori Information �uber die Lage der Objekte ben�otigen. Insgesamt erweist sich dasregularisierte Newton{Verfahren als ein vielversprechendes Rekonstruktionsverfahrenbeim inversen Transmissionsproblem zur zeitharmonischen Wellengleichung.F�ur die fachliche Unterst�utzung und die Betreuung dieser Arbeit danke ich HerrnProf. Dr. Rainer Kre�. Weiterhin m�ochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Gert Lube f�urdie �Ubernahme des Korreferats und bei Herrn Priv. Doz. Dr. Peter H�ahner f�ur diezahlreichen Gespr�ache im Verlauf dieser Arbeit bedanken. Herrn Dipl.{Math. AndreasVogt danke ich f�ur das Korrekturlesen von Teilen der Arbeit. Bei der Deutschen For-11
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2 Notation und etwas Di�erentialgeometrie
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Abbildung 2.1: Beispielgeometrie

Sei 
 � Rd , d = 2; 3, ein Gebiet,das sowohl beschr�ankt, als auch unbe-schr�ankt sein kann. Der Rand @
 von
 bestehe aus endlich vielen, beschr�ank-ten und regul�aren Zusammenhangskom-ponenten �1; : : : ;�L, L 2 N , die denRd jeweils eindeutig in ein beschr�anktesInnengebiet 
l;i und ein unbeschr�ank-tes Au�engebiet 
l;a zerlegen. Weiterhinsei 
e := Rdn
, � der Normalenvektorund # ein normierter Tangentialvektorin @
. F�ur die Richtung des Normalen-vektors verwenden wir folgende Konven-tion: Wird er bzgl. @
 f�ur ein beschr�ank-tes Gebiet 
 betrachtet, so zeige er indas �Au�ere dieses Gebietes, f�ur ein un-beschr�anktes Gebiet zeige er in das In-nere des Gebietes. Durch diese Verein-barung behalten die Greenschen S�atzeund Darstellungss�atze die aus der Situa-tion bei nur einer Randkurve bekannten Vorzeichen (vgl. z.B. [7], Theorem 2.1 und2.4) und auch die Sprungbeziehungen der Potentialtheorie haben die gewohnten Vor-zeichen (vgl. [7], Theorem 3.1). Sei R > 0 so gro�, da� die R�ander �1; : : : ;�L inBR := BR(0) := fx 2 Rd : kxk < Rg enthalten sind. (vgl. die Abbildung 2.1). Wirde�nieren weiterhin BR;e := RdnBR.F�ur eine in 
l;a bzw. 
l;i de�nierte Funktion u betrachtet man deren Grenzwertu�(z), z 2 @
, mit: u�(z) := limx!z2@
x2
l;i u(x); u+(z) := limx!z2@
x2
l;a u(x);vorausgesetzt diese Werte existieren. Analog de�niert man @u�@� (z):@u�@� (z) := limx!z2@
x2
l;i ru(x) � �(z); @u+@� (z) := limx!z2@
x2
l;a ru(x) � �(z):F�ur zwei Vektoren x, y 2 C d sei x � y :=Pdj=1 xjyj 2 C und x � y := (xiyj)di;j=1 213



C d�d . F�ur das Produkt einer Matrix M 2 C m�d und eines Vektors v 2 C d verwendenwir die Schreibweise M � v 2 C m .F�ur zwei normierte R�aume X, Y bezeichnen wir mit L(X; Y ) den Raum der be-schr�ankten, linearen Operatoren, die von X nach Y abbilden.F�ur x,y 2 Rd , x 6= y, ist die Funktion�(x; y) := 8><>: i4H(1)0 (�jx� yj) d = 2;exp(i�jx� yj)4�jx� yj d = 3;die Grundl�osung der Helmholtzgleichung im Rd zur Wellenzahl � 2 fz 2 C nf0g :Im(z) � 0g und �0(x; y) := 8><>: 12� ln 1jx� yj d = 2;14�jx� yj d = 3;ist die Grundl�osung der Laplacegleichung im Rd .Eine Funktion u erf�ullt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB), falls@u@r � i�u = o�r� d�12 � ; r := jxj ! 1;gleichm�a�ig f�ur alle Richtungen x=jxj 2 Sd�1 gilt. Hierbei sei Sd�1 := fx 2 Rd : jxj =1g. F�ur zwei in Rd o�ene Mengen 
1 und 
2 de�nieren wir folgende Inklusions-beziehung: 
1 b 
2 falls 
1 � 
2:F�ur m 2 N0 sei Cm(
) der Raum der m-fach stetig di�erenzierbaren, komplexwertigenFunktionen auf 
. F�ur solche Funktionen seikukm := maxj=0;::: ;m supx2
 jrju(x)j:Wie �ublich ist hierbei rju := (@ju=@xi11 : : : @xidd ) i1;::: ;id2N0i1+:::+id=jund die Norm der Multilinearform rju(x) : (C d)j ! C ist erkl�art durchjrju(x)j := supv1;::: ;vj2Cdjv1j=:::=jvj j=1 jrju(x)(v1; : : : ; vj)j:
14



Nun betrachten wir den RaumCm(
) := fu 2 Cm(
) : alle Ableitungen von u bis zur Ordnung m sind stetig auf 
fortsetzbar und kukm <1:gDieser Raum ist bekanntlich ein Banach-Raum.Sei f�ur den ganzen Abschnitt � 2]0; 1[. Wir verwenden den H�older-RaumCm;�(
) := fu 2 Cm(
) : 9c > 0 mit jrmu(x)�rmu(y)j � cjx� yj� f�ur x; y 2 
g:Auch dieser Raum ist ein Banach-Raum (f�ur einen Beweis vgl. z.B. [6], Theorem 2.4.)mit der Norm kukm;� := kukm + jrmuj�;wobei wir folgende Halbnorm benutzen:jrmuj� := supx;y2
x6=y jrmu(x)�rmu(y)jjx� yj� :Ganz analog werden f�ur o�ene Mengen 
1, 
2 � Rd und vektorwertige Funktionendie R�aume Cm;�(
1;
2) eingef�uhrt. Zudem ben�otigen wir den Raum der lokal H�older-stetigen Funktionen auf 
:C0;�loc (
) := f' 2 C(
) : 8 
0 b 
 : ' 2 C0;�(
0)g:F�ur 
1, 
2 � Rd de�nieren wirC0;�;�(
1 � 
2) := �w : 
1 � 
2 ! C : 9C > 0 8x1; x2 2 
1; y1; y2 2 
2 :jw(x1; y1)� w(x2; y2)j � C �jx1 � x2j� + jy1 � y2j�� 	:Neben diesen Funktionenr�aumen, die �uber Gebieten de�niert sind, verwenden wir auchFunktionenr�aume �uber R�andern von Gebieten. (vgl. [29], Seite 5). Hierbei geh�ort derRand � eines Gebietes 
 zu der Klasse Cm;� (wir schreiben hierf�ur auch � 2 Cm;�),falls f�ur alle z 2 � Umgebungen Vz und bijektive Abbildungen  z : Vz ! B1 � Rdexistieren, die folgende Bedingungen erf�ullen (vgl. die Abbildung 2.2):1.  z(Vz \ 
) = fx = (x1; : : : ; xd) 2 B1 : xd > 0g,2.  z(Vz \ �) = fx 2 B1 : xd = 0g,3.  z 2 Cm;�(Vz),  �1z 2 Cm;�(B1).Mit dieser De�nition k�onnen nun f�ur � 2 Cm bzw. � 2 Cm;� folgende Funktionenr�aumeeingef�uhrt werden:Cm(�) := fu : �! C : u �  �1z ��Rd�1 2 Cm(B1) mit B1 � Rd�1 und f�ur alle z 2 �g;Cm;�(�) := fu 2 Cm(�) : u �  �1z ��Rd�1 2 Cm;�(B1) f�ur alle z 2 �g:Auch diese R�aume sind bekanntlich Banach-R�aume, wobei durch verschiedene Para-metrisierungen von � �aquivalente Normen entstehen. 15
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Abbildung 2.2: Randparametrisierung

Neben dieser De�nition wol-len wir noch eine weitere, �aquiva-lente Norm angeben, f�ur die wirden Begri� des Ober
�achengradi-enten ben�otigen (vgl. hierzu z.B.auch Kapitel 2.1 in [6]). F�ur einenC2-Rand � und eine o�ene Men-ge U � Rd�1 betrachten wir einezweimal stetig di�erenzierbare, bi-jektive Abbildung x : U ! �. Auf-grund der Injektivit�at von x sinddie Vektorenx;j := @x@uj ; j 2 f1; : : : ; d� 1glinear unabh�angig und somit istdie symmetrische Matrix (gjk) mitgjk := x;j � x;k; j; k 2 f1; : : : ; d� 1ginvertierbar. Bezeichnen wir mit gjk die Eintr�age der inversen Matrix, so ist der Ober-
�achengradient f�ur eine Funktion ' 2 C1(�) de�niert alsGrad' := d�1Xj;k=1 gjk@(' � x)@uj x;k:Es l�a�t sich zeigen, da� Grad' unabh�angig von der Parametrisierung x ist. Im zwei-dimensionalen Fall vereinfacht sich dies zu Grad' = 1jx0j2 (' � x)0x0 f�ur eine regul�areParametrisierung x. Im R2 werden wir zus�atzlich die Bezeichungdds'(z(t)) := 1jx0(t)j(' � x)0(t) = Grad'(z(t)) � #(z(t))f�ur einen Tangentialvektor #(z(t)) = x0(t)jx0(t)j benutzen. Es gilt ' 2 Cm;�(�) genau dann,wenn dds' 2 Cm�1;�(�). Falls ' 2 C1(
) folgt dds' = r' � #.Sei Tx der Tangentialraum in x 2 �. Dann kann man induktiv die MultilinearformGradj  (x) : T jx ! C durchGradj  (x)(#1; : : : ; #j) := Gradj�1(#j �Grad )(x)(#1; : : : ; #j�1)f�ur j 2 N de�nieren. Dies erm�oglicht die Einf�uhrung einer �aquivalenten Norm aufCm;�(�): k km;� := maxj=0;::: ;mmaxx2� jGradj  (x)j+ jGradm  j�;�:16



Auch hier bezeichnen wir mit j � j die Norm der Multilinearformen.Im folgenden werden wir noch eine Aussage bzgl. der Fortsetzbarkeit von Funktio-nen, die auf Gebieten bzw. deren R�andern de�niert sind, beweisen. Dies �ndet sich z.B.in Kapitel 6.9 aus [16]. Wir wiederholen der Vollst�andigkeit wegen den dort gef�uhrtenBeweis. Zun�achst beweisen wir, da� die Komposition von H�older-stetigen Funktionenin konvexen Gebieten wieder H�older-stetig ist.Lemma 2.1. Seien 
1, 
2 konvexe Cm;�-Gebiete, f 2 Cm;�(
2) und g 2Cm;�(
1;
2), dann folgtf � g 2 C0;�2(
1) f�ur m = 0 und f � g 2 Cm;�(
1) f�ur m > 0.Weiterhin gelten die Absch�atzungenkf � gk0;�2 � Ckfk0;� f�ur m = 0 und kf � gkm;� � Ckfkm;� f�ur m > 0;wobei die Konstante C von m, �, 
1, 
2 und g abh�angt.Beweis. Sei zun�achst m = 0, dann giltkf � gk�2 = kf � gk1 + jf � gj�2� kfk1 + supx6=y jf(g(x))� f(g(y))jjx� yj�2� kfk1 + jf j� supx6=y � jg(x)� g(y)jjx� yj� ��� kfk1 + jf j�jgj�� � Ckfk�:F�ur m � 1 werden wir den Mittelwertsatz f�ur die Abbildung g benutzen. Hier benutzenwir die Konvexit�at des Gebietes 
1. F�ur m = 1 ergibt sich:kf � gk1;� = kf � gk1 + j(rf) � grgj�� kfk1kgk1 + j(rf) � gj�kgk1 + k(rf) � gk1jrgj�:F�ur die Halbnorm erhalten wir:j(rf) � gj�;
1 = supx;y2
1x6=y jrf(g(x))�rf(g(y))jjx� yj�� jrf j�;
2 supx;y2
1x6=y � jg(x)� g(y)jjx� yj ��� jrf j�;
2krgk�1;Rd: 17



Somit ist die Behauptung f�ur m = 1 bewiesen. Nun erfolgt der Induktionsschritt, d.h.f�ur m � 1 sei die Behauptung bewiesen, dann gilt:kf � gkm+1;� = kf � gkm+1 + jrm+1(f � g)j�� Ckfkm+1 + ��rm[(rf) � g � rg]���� Ckfkm+1 + C mXl=0 �ml � krl[(rf) � g]k�Hierbei wurde die Leibniz-Regel verwendet. Nun sind die Terme der Form krl[(rf) �g]k� f�ur l = 0; : : : ; m zu untersuchen. F�ur l = m geht man wie bei m = 1 vor. F�ur0 � l � m � 1 wendet man den Mittelwertsatz auf rf an (hier geht die Konvexit�atvon 
2 ein). Insgesamt ergibt sich daraus die Behauptung.F�ur zwei kompakte Mengen A, B � Rd sei dH(A;B) der Hausdor�-Abstand (vgl. [22]).Nun beweisen wir eine Aussage �uber Fortsetzbarkeit von Funktionen.Lemma 2.2. Sei 
 ein Cm;�-Gebiet (m 2 N). Dann existieren OperatorenE
 2 L(Cm;�(
); Cm;�(Rd)) und En;@
 2 L(Cm;�(@
); Cm;�(Rd)), so da� f�ur al-le u 2 Cm;�(
) und v 2 Cm;�(@
) gilt: E
uj
 = u, En;@
vj@
 = v unddH(supp(En;@
v); @
) � 1=n.Beweis. Zun�achst zum Operator E
. Der Nachweis erfolgt durch Induktion �uber m. Seihierzu u 2 C1;�(
). Nach Voraussetzung existiert f�ur x0 2 @
 eine o�ene UmgebungVx0 � Rd von x0 und ein C1;�-Di�eomorphismus  x0 : Vx0 ! B := fx 2 Rd : kxk < 1gmit  x0(Vx0 \ 
) = fx 2 B : xd � 0g =: B+ und  x0(Vx0 \ 
e) = fx 2 B : xd < 0g =:B�. F�ur y 2 B de�nieren wir~u(y) := (u �  �1x0 (y) f�ur y 2 B+;Pm+1i=1 ciu �  �1x0 (y1; : : : ; yd�1;�yd=i) f�ur y 2 B�: (2.1)Die noch freien Konstanten ci werden als L�osung des linearen Gleichungssystemsm+1Xi=1 ci(�1=i)k = 1 f�ur k = 0; : : : ; mgew�ahlt. (Die Determinante der linearen Abbildung ist eine Vandermondsche Determi-nante und hat den Wert �1�i<j<m+1(1=i� 1=j) { vgl. [35], Seite 126 { das Gleichungs-system ist somit stets eindeutig l�osbar.)Zu zeigen ist nun ~u 2 C1;�(B). O�ensichtlich gilt ~ujB+ 2 C1(B+) und ~ujB� 2C1(B�). Sei nun y 2 B+ mit yd = 0 und (y(n)) � B� mit limy(n) = y, dann folgt ausPm+1i=1 ci = 1 der Grenzwert lim ~u(y(n)) = ~u(y) und aus Pm+1i=1 (�ci=i) = 1 ergibt sichlimr~u(y(n)) = r~u(y) und somit ~u 2 C1(B).18



Noch zu zeigen ist also jr~uj� < 1. Sei nun y 2 B+, z 2 B� und z(i) :=(z1; : : : ; zd�1;�zd=i) (d.h. z(i) 2 B+), dann gilt wegen Pm+1i=1 (�ci=i) = 1:jr~u(y)�r~u(z)j = �����m+1Xi=1 �cii �ru �  �1x0 (y) � r �1x0 (y)�ru �  �1x0 (z(i)) � r �1x0 (z(i))������ :Wegen kr �1x0 k� <1 ist zum Nachweis von jr~uj� <1 die Ungleichung��ru �  �1x0 (y)�ru �  �1x0 (z(i))�� � cjy � zj�hinreichend (hier wird benutzt, da� das Produkt von H�older-stetigen Funktionen wiederH�older-stetig ist).��ru �  �1x0 (y)�ru �  �1x0 (z(i))�� � jruj�j �1x0 (y)�  �1x0 (z(i))j�� jruj�kr �1x0 k�1;Bjy � z(i)j�:Hierbei wurde bei der letzten Ungleichung der Mittelwertsatz (vgl. z.B. [13], Seite 52f.)unter Verwendung der Konvexit�at von B benutzt. Beachtet man nun die Ungleichungjyd + zd=ij < jyd � zd=ij � jyd � zdj, so folgtjr~u(y)�r~u(z)j � Ckuk1;�jy � zj�; y 2 B+; z 2 B�Die Konstante C h�angt hierbei nicht von u ab. In den anderen F�allen (d.h. y, z 2 B+oder y, z 2 B�) ist die Ungleichung jr~uj� <1 o�ensichtlich, so da� die Behauptungf�ur m = 1 gezeigt ist.Sei nun K := Br(x0) eine Kugel um x0 mit  x0(K) b B1. Dann gilt wx0 := ~u� x0 2C1;�(K) mit kwx0k1;� � ckuk1;� und wx0jK\
 = u. Die H�older{Stetigkeit von wx0 folgtaus Lemma 2.1. Da @
 kompakt ist, �ndet man somit eine endliche �Uberdeckung von@
 durch Kugeln 
j := Brj(xj) mit xj 2 @
 und Funktionen wj 2 C1;�(
j) mitwjj
j\
 = u und kwjk1;�;
j � ckuk1;�;
j\
. Sei weiterhin 
0 b 
 mit 
 b SJj=0 
j(vgl. die Abbildung 2.3) und f�jgJj=0 eine unendlich oft di�erenzierbare Zerlegung derEins zu diesen Gebieten (d.h. �j 2 C10 (Rd), supp �j � 
j, j = 0; : : : ; J ; �j � 0 undPJj=0 �j = 1 in 
. F�ur einen Beweis der Existenz einer solchen Zerlegung vgl. [62],Seite 61). Hiermit de�niere man die Funktion w : Rd ! C durchw := u�0 + JXj=1 wj�j;wobei wir die Konvention wj(x) = 0 f�ur x =2 
 benutzen. Die Funktion w hat nungenau die geforderten Eigenschaften und aus der Linearit�at der Abbildung u 7! w folgtdie Existenz des Operators E
.Nun erfolgt der Induktionsschlu� vonm nachm+1, wir setzen also die G�ultigkeit desSatzes f�ur m voraus. Der Nachweis von ~u 2 Cm+1(B) (wobei ~u in (2.1) de�niert wurde)19
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Abbildung 2.3: Fortsetzungerfolgt wie bei ~u 2 C1(B). F�ur die Aussage jrm+1~uj� < 1 sind nun Terme von derForm (rlu)� �1x0 (y) (f�ur y 2 B+ und entsprechende Terme f�ur y 2 B�) f�ur 0 � l � m+1zu untersuchen. F�ur l = m + 1 geht man wie bei m = 1 vor, sonst verwendet manden Mittelwertsatz f�ur rlu. Hier ist zu beachten, da� der Mittelwertsatz in Vx0 \ 
gebraucht wird, dieses Gebiet aber nicht notwendigerweise konvex ist. Daher setztman rlu zun�achst unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung fort und benutztden Mittelwertsatz f�ur die fortgesetzte Funktion. Damit ist f�ur den Operator E
 allesgezeigt.Nun zum Operator En;@
, wobei die gleiche Notation wie beim ersten Teil desBeweises verwendet wird. Sei u 2 Cm;�(@
), d.h. u �  �1x0 2 Cm;�(@B+ \ @B�). Wirde�nieren ~u(y1; : : : ; yd) := u �  �1x0 (y1; : : : ; yd�1; 0)und erhalten ~u 2 Cm;�(B) mit k~ukm;� � ckukm;�. F�ur die Funktion wx0 := ~u �  x0 giltdann kwx0km;� � ckukm;� und wx0 jK\@
 = u. Nun kann genau wie im ersten Teil des Be-weises argumentiert werden, so da� wir einen Operator E@
 2 L(Cm;�(@
); Cm;�(Rd))mit E@
u��@
 = u erhalten. W�ahle nun Gebiete 
1 b 
2 mit @
 � 
1 unddist(
2; @
) � 1=n und eine Funktion � 2 C10 (Rd) mit supp(�) � 
2 und ���
1 = 1,dann hat En;@
 mit En;@
u := �E@
udie gew�unschten Eigenschaften.Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir, da� die Komposition von H�older-stetigen Funk-tionen auch in nichtkonvexen Gebieten wieder H�older-stetig ist.20



Korollar 2.3. Seien 
1, 
2 Cm;�-Gebiete, f 2 Cm;�(
2) und g 2 Cm;�(
1;
2), dannfolgt f � g 2 C0;�2(
1) f�ur m = 0 und f � g 2 Cm;�(
1) f�ur m > 0.Weiterhin gelten die Absch�atzungenkf � gk0;�2 � Ckfk0;� f�ur m = 0 und kf � gkm;� � Ckfkm;� f�ur m > 0;wobei die Konstante C von m, �, 
1, 
2 und g abh�angt.Beweis. Der Beweis verl�auft wie in Lemma 2.1. Da die Gebiete nun nicht notwendiger-weise konvex sind, verwendet man f�ur den Mittelwertsatz Fortsetzungen der Funktionenf und g.
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3 PotentialoperatorenIn diesem Kapitel werden eine Reihe von ben�otigten Hilfsmitteln bereitgestellt. Ins-besondere beweisen wir Abbildungseigenschaften von Einfachschicht{, Doppelschicht{und Volumenpotential in H�older{R�aumen. Diese werden dann zur L�osung von verschie-denen Randwertproblemen verwendet. Um die Darstellung m�oglichst �ubersichtlich zuhalten, beschr�anken wir uns auf Cm;�-Gebiete mit m 2 N�2 und verzichten auf Aussa-gen bei geringerer Randregularit�at.3.1 Einfach{ und DoppelschichtpotentialoperatorZun�achst untersuchen wir den Einfachschichtpotentialoperator S, mitS'(x) := Z@
 �(x; y)'(y) ds(y); x 2 
 (3.1)und den Doppelschichtpotentialoperator K, mitK'(x) := Z@
 @�(x; y)@�(y) '(y) ds(y); x 2 
: (3.2)Hierbei sei das Gebiet 
 von der im letzten Kapitel besprochenen Form, d.h. 
 kannsowohl beschr�ankt, als auch unbeschr�ankt sein. Die Operatoren ~S und ~K bezeichnen dieentsprechenden Operatoren f�ur eine Wellenzahl ~� 6= � und die Operatoren S0 und K0die Operatoren mit der Grundl�osung �0 f�ur die Laplacegleichung. Es gelten folgendeAbbildungseigenschaften:Satz 3.1. Sei m 2 N�2 und @
 2 Cm;�, dann folgt1. S 2 L(Cm�1;�(@
); Cm;�(
)), K 2 L(Cm;�(@
); Cm;�(
)),2. (S � ~S) 2 L(C(@
); C2;�(Rd)), (K � ~K) 2 L(C(@
); C1;�(Rd)),(S � ~S) 2 L(Cm�1(@
); Cm+1;�(
)), (K � ~K) 2 L(Cm(@
); Cm+1;�(
)).3. F�ur 
0 b 
 und l 2 N gilt S, K 2 L(C(@
); C l;�(
0)).4. Der Operator K0 hat die gleichen Abbildungseigenschaften wie K und S0 hat diegleichen Abbildungseigenschaften wie S, im R2 allerdings nur f�ur beschr�anktes 
.Beweis. Eine �ahnliche Aussage wurde von Kirsch f�ur den dreidimensionalen Fall be-wiesen (vgl. die Beweise von Theorem 2.10 in [29] und Theorem 3.2 und 3.3 in [30]).23



Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zun�achst ist zu zeigen, da� die Ableitungen vonEinfach{ und Doppelschichtpotential wieder durch Einfach{ und Doppelschichtpoten-tial mit geeigneten Dichten darstellbar sind. Diese Rekursionsformeln nutzt man dannf�ur einen induktiven Nachweis der Aussagen.1. Zun�achst zu den Behauptungen bzgl. S und K. Die Aussagen S 2L(C0;�(@
); C1;�(
)) und K 2 L(Cj;�(@
); Cj;�(
)), j = 0; 1, werden im dreidi-mensionalen Fall in [6] (Theorem 2.16, Theorem 2.17 und Theorem 2.23) und imR2 in [57], Satz 2.26, Satz 2.27 und Satz 2.35, bewiesen. Die Beweise sind dortzwar f�ur Gebiete mit zusammenh�angenden R�andern gef�uhrt worden, da es sichbei der H�older{Stetigkeit jedoch um eine lokale Eigenschaft handelt (vgl. Lemma7.3 aus [37]), k�onnen sie aber in dieser Situation genau analog hergeleitet werden.Nun benutzen wir f�ur den zweidimensionalen Fall die Identit�atenrS' = �K(�') + S dds('#) mit # = (��2; �1); ' 2 C1(@
); (3.3)rK' = �2S(�') + � r2�r1�S d'ds ; ' 2 C1;�(@
); (3.4)die in Theorem 2.1 in [28] bewiesen wurden (die Gleichung 3.4 wurde im Verlaufdes Beweises hergeleitet).Als Induktionsvoraussetzung gelte S 2 L(Cm�2;�(@
); Cm�1;�(
)) und K 2L(Cm�1;�(@
); Cm�1;�(
)). F�ur @
 2 Cm;� (d.h. insbesondere �, # 2Cm�1;�(@
)) folgt aus (3.3) rS 2 L(Cm�1;�(
); Cm�1;�(@
;R2)) und daherS 2 L(Cm�1;�(
); Cm;�(
)). Aus der Gleichung (3.4) folgt analog die Regula-rit�atsbeziehung K' 2 L(Cm;�(
; Cm;�(
)). Der dreidimensionale Fall wird ent-sprechend bewiesen. Hier verwendet man die Rekursionsformeln aus dem Beweisvon Theorem 2.10 aus [29].2. Nun zu den beiden Behauptungen bzgl. der Di�erenzen von zwei Potentialen.Exemplarisch soll dies f�ur den zweidimensionalen Fall bewiesen werden. Der Kernk von r(S � ~S) ist gegeben durch:k(x; y) = (x� y)�f(jx� yj) + ln jx� yjg(jx� yj)�; (3.5)wobei f und g analytische Funktionen mit g(0) 6= 0 sind (vgl. [57], Satz 2.23).Nun betrachten wir nur noch den Term (x� y) ln jx� yj, da die restlichen Termeeine h�ohere Regularit�at aufweisen. Es gilt:rx(x� y) ln jx� yj = 11 ln jx� yj+ (x� y)� (x� y)jx� yj2 :Hierbei ist 11 die Identit�atsmatrix. Jetzt benutzt man Satz 3.7. Beide Sum-manden erf�ullen die Voraussetzung dieses Satzes und somit folgt (S � ~S) 2L(C(@
); C2;�(BR)) und damit (S � ~S) 2 L(C(@
); C2;�(R2)).24



Der Kern von k von r(K � ~K) hat folgende Gestalt (vgl. [57], Satz 2.30):k(x; y) = �(x� y)� (x� y) � �(y)jx� yj2 + �(y)��f(jx� yj) + ln jx� yjg(jx� yj)�;(3.6)wobei f und g analytische Funktionen mit g(0) 6= 0 sind. Nun ist die Funktionw(x; y) := ln jx� yj(x� y)� (x� y) � �(y)jx� yj2zu untersuchen ( ln jx� yj wurde bereits behandelt und die restlichen Terme desKerns weisen eine h�ohere Regularit�at auf). Mit der gleichen Beweisidee wie inLemma 3.5 kann man nachweisen, da� w die Voraussetzungen von Satz 3.7 erf�ulltund somit ergibt sich (K � ~K) 2 L(C(@
); C1;�(R2)).Aus den Gleichungen (3.3) und (3.4) folgt weiterhin:r(S � ~S)' = ( ~K � K)(�') + (S � ~S) dds('#);r(K � ~K)' = (�2S � ~�2 ~S)(�') + � r2�r1� (S � ~S)d'ds ;wobei diese Gleichungen f�ur ' 2 C1(@
) g�ultig sind. Genauso wie beim erstenPunkt des Beweises k�onnen aus diesen Gleichungen nun induktiv die Regula-rit�atsaussagen nachgewiesen werden.3. Die dritte Behauptung folgt wegen 
0 b 
 direkt aus der Analytizit�at derGrundl�osung.4. Nun zur letzten Aussage. Da die Singularit�aten der Funktionen � und �0 gleichsind, k�onnen die Aussagen f�ur S0 und K0 v�ollig analog gef�uhrt werde. Zu beach-ten ist nur, da� das Einfachschichtpotential der Laplace{Gleichung im R2 nichtbeschr�ankt ist; daher lassen sich die Aussagen nur f�ur beschr�ankte Gebiete �uber-tragen.Als n�achstes untersuchen wir f�ur x 2 @
 folgende Integraloperatoren:S'(x) := Z@
 �(x; y)'(y) ds(y); (3.7)K'(x) := Z@
 @�(x; y)@�(y) '(y) ds(y); (3.8)K�'(x) := Z@
 @�(x; y)@�(x) '(y) ds(y); (3.9)T'(x) := @@�(x) Z@
 @�(x; y)@�(y) '(y) ds(y): (3.10)
25



Auch hier betrachten wir die Operatoren ~S, ~K, ~K� und ~T , d.h. die entsprechendenOperatoren f�ur eine Wellenzahl ~� 6= k und Operatoren mit dem Index 0 f�ur die Laplace{Gleichung. Diese Operatoren haben folgende Eigenschaften:Satz 3.2. F�ur @
 2 Cm;�, m 2 N�2 gilt1. F�ur ' 2 C(@
),  2 C1;�(@
) ergibt sich S'� = S', @S'@� � = K�' � 12',K'� = K'� 12' und @K @� � = T .2. S, K 2 L(Cm�1;�(@
); Cm;�(@
)), K� 2 L(Cm�2;�(@
); Cm�1;�(@
)),T 2 L(Cm;�(@
); Cm�1;�(@
)),3. S � ~S 2 (L(C(@
); C2;�(@
)) m = 2;L(Cm�3;�(@
); Cm;�(@
)) m � 3;K � ~K 2 L(Cm�2;�(@
); Cm;�(@
)),K� � ~K� 2 (L(C(@
); C1;�(@
)) m = 2;L(Cm�3;�(@
); Cm�1;�(@
)) m � 3;T � ~T 2 L(Cm�2;�(@
); Cm�1;�(@
)).4. Die Operatoren S0, K0, K�0 und T0 haben die gleichen Abbildungseigenschaftenwie S, K, K� und T .Beweis. Auch dieser Satz wurde in �ahnlicher Form von Kirsch f�ur den dreidimensiona-len Fall bewiesen (vgl. die Beweise von Theorem 2.10 in [29] und Theorem 3.2, 3.3 und4.4 in [30]). Die Beweisidee ist die gleiche wie bei Satz 3.1, d.h. man schlie�t induktivmit Hilfe von geeigneten Rekursionsformeln. Nun zu den einzelnen Punkten:1. Bei diesen Gleichungen, die bereits f�ur C2-R�ander g�ultig sind, handelt es sichum die klassischen Sprungbeziehungen der Potentialtheorie. Beweise hierf�ur sindin der Literatur reichlich vorhanden. Vgl. z.B. [6] (Theorem 2.12, 2.13, 2.19 und2.23) f�ur den dreidimensionalen Fall. Im R2 wurden die Aussagen z.B. in [57](S�atze 2.22, 2.24, 2.29 und 2.35) bewiesen.2. Wir beweisen nun die Aussagen f�ur die Operatoren S, K, K� und T . S,K 2 L(C0;�(@
); C1;�(@
)) wurde im R3 in [6], Theorem 2.17 und 2.22 be-wiesen und im R2 in Satz 2.27 und 2.34 in [57]. K� 2 L(C0;�(@
); C1;�(@
))wurde im R3 in [29], Theorem 2.8, bewiesen. Den analogen Beweis f�ur die zwei-dimensionale Situation werden wir in Lemma 3.3 skizzieren. F�ur die AussageT 2 L(C1;�(@
); C0;�(@
)) vgl. [6], Theorem 2.23 und [57], Satz 2.35.Die Beweise f�ur die allgemeine Situation erfolgen wiederum durch Induktion. ImR3 wurde dies in [29], Theorem 2.11 und 2.12, bewiesen. Grundlage f�ur den Beweissind Rekursionsformeln, die in Theorem 2.10 bewiesen wurden. Im zweidimensio-nalen ist die Vorgehensweise �ahnlich. Aus der Beziehung S' = S'� ergibt sich,26



da� sich die Regularit�at von S auf S �ubertr�agt. Somit folgt die Behauptung f�urS aus Satz 3.1.F�ur den OperatorK� und ' 2 C1(@
) wurde in Theorem 2.1 in [28] die GleichungK�' = �K('�) � � + S �'d#ds � � � + S �d'ds #� � � (3.11)bewiesen. Der IntegraloperatorA'(x) := Z@
rx�(x; y)'(y)� #(y) � �(x) ds(y):erf�ullt A 2 L(Cm�2;�(@
); Cm�1;�(@
;R2)) und�Ad'ds � � # = � ddsS(d'ds #)� � �(vgl. Lemma 3.4). Daher folgt aus den Abbildungseigenschaften von A, S und Kdie Regularit�atseigenschaft ddsK� 2 L(Cm�2;�(@
); Cm�2;�(@
)) und damit dieBehauptung.Nun zum Operator K. Aus K' = K'� � 12', Gleichung (3.4) und @S'@� � =K�'� 12' ergibt sichddsK' = rK'� � #� 12 d'ds= �2S('�)� � #�K�d'ds � 12 d'ds � 12 d'ds= �2S('�) � #�K�d'ds (3.12)und daher K 2 L(Cm�1;�(@
); Cm;�(@
)).Aus der Gleichung (3.4) und @K'@� � = T' folgtT' = �2S(�') � � + ddsSd'ds : (3.13)Diese Gleichung wurde von Maue hergeleitet (vgl. [46]). Die Aussage f�ur denOperator T folgt nun aus den Abbildungseigenschaften von S.3. Nun zu den Behauptungen bzgl. der Di�erenz von Operatoren. Die Bewei-se erfolgen nur f�ur den zweidimensionalen Fall. Im R3 kann jeweils entspre-chend gefolgert werden (vgl. [30], Theorem 4.4). Die AbbildungseigenschaftS � ~S 2 L(C(@
); C2;�(@
)) folgt direkt aus der entsprechenden Regularit�at27



von S � ~S. F�ur m = 3 nutzt man die Darstellung (3.5). Di�erenziert man denTerm (x� y) � #(x) ln jx� yj nach der Variablen x, so ergibt sich:dds(x� y) � #(x) ln jx� yj= ln jx� yj+ (x� y) � d#ds (x) ln jx� yj+ �(x� y) � #(x)jx� yj �2 :Exemplarisch betrachten wir nur noch den letzten Term. Erneutes Di�erenzierenergibt:dds �(x� y) � #(x)jx� yj �2= 2(x� y) � #(x)jx� yj2  1 + (x� y) � d#ds (x)� �(x� y) � #(x)jx� yj �2! =: w(x; y)g(x; y):Die Funktion w(x; y) ist der Kern der Tangentialableitung des Einfachschichtpo-tentials zur Laplacegleichung und g(x; y) ist eine, in beiden Argumenten H�older-stetige Funktion (vgl. Lemma 3.6). Nun benutzt man die Aufspaltungw(x; y)g(x; y) = w(x; y)(g(x; y)� g(y; y))� w(x; y)g(y; y):Die H�older{Stetigkeit des ersten Terms zeigt man wie in Satz 2.20 aus [57]und beim zweiten Term nutzt man die Abbildungseigenschaften des Einfach-schichtpotentials. Somit folgt die Behauptung. Aus der Gleichung (3.3) folgt f�ur' 2 C1(@
) ddsS' = rS'� � # = S � dds('#)� � #�K('�) � #: (3.14)Somit ergibt sich:dds(S � ~S)' = (S � ~S)� dds('#)� � #� (K � ~K)('�) � #und daraus folgt f�ur m � 4 induktiv die Behauptung.Nun zum Vorgehen f�ur K � ~K. Hier betrachten wir exemplarisch wieder nur denzweidimensionalen Fall. Zu untersuchen ist der Term (x�y)�#(x) ln jx�yj (x�y)��(y)jx�yj2des Kerns von dds(K� ~K) f�ur einen Tangentialvektor # (vgl. die Darstellung (3.6);28



die anderen Terme sind einfacher zu behandeln):dds �(x� y) � #(x) ln jx� yj(x� y) � �(y)jx� yj2 �= �(x� y) � #(x)jx� yj �2 (x� y) � �(y)jx� yj2+ ln jx� yj�1 + (x� y) � d#ds (x)� (x� y) � �(y)jx� yj2+ ln jx� yj(x� y) � #(x)�#(x) � �(y)jx� yj2 � 2(x� y) � #(x)� (x� y) � �(y)jx� yj4 �(3.15)Der erste Term kann interpretiert werden als Kern des Doppelschichtpotentials,die anderen beiden als Kerne des Einfachschichtpotentials zur Laplacegleichungmit H�older-stetiger Dichte (vgl. Lemma 3.6 und den Beweis f�ur S� ~S) und somitfolgt K � ~K 2 L(C0;�(@
); C2;�(@
)). F�ur m � 3 benutzt man die Gleichung(3.12): dds(K � ~K)' = (�2S � ~�2 ~S)('�) � #� (K� � ~K�)d'ds (3.16)und somit folgt auch hier induktiv die Behauptung.F�ur m = 2 benutzt man K� � ~K� = r(S � ~S)� � �. F�ur m = 3 betrachtet mandie Kernfunktion und argumentiert wie bei K � ~K. F�ur m � 4 verwenden wirdie Gleichung (3.11):(K� � ~K�)' = �(S � ~S) dds('#)� (K � ~K)('�)� � �:Aus den Abbildungseigenschaften von S� ~S undK� ~K folgt dann die Behauptungf�ur K� � ~K�.Zuletzt nun zu T � ~T . Hier ist f�ur m = 2 die Gleichung r(K � ~K)� � � = T � ~Tder Weg zum Ziel, f�ur m � 3 die Gleichung (3.13), die wir f�ur ' 2 Cm�2;�(@
)benutzen: (T � ~T )' = (�2S � ~�2 ~S)('�) � � + dds(S � ~S)d'ds :4. Die Beweise f�ur die Operatoren zur Laplacegleichung k�onnen wiederum genauanalog gef�uhrt werden.Nun beweisen wir die in beiden vorangegangenen S�atzen benutzten Hilfss�atze. 29



Lemma 3.3. Sei @
 2 C2;�, dann gilt K� 2 L(C0;�(@
); C1;�(@
)).Beweis. Im dreidimensionalen wurde dies in [29], Theorem 2.8, bewiesen. Der Beweisim R2 ist sehr �ahnlich, so da� er hier nur kurz skizziert wird.Zun�achst betrachtet man die Aussage f�ur den entsprechenden Operator bei derLaplacegleichung. Da die Behauptung K0 2 L(C0;�(@
); C1;�(@
)) bereits bewiesenist (vgl. [6], Theorem 2.22 im R3 , [57], Satz 2.34, im R2) reicht es aus, die Aussage f�urM := (K�0 +K0) = Z@
ry�0(�; y) � (�(y)� �(�)) (y) ds(y)zu zeigen. Zun�achst verwenden wir die Produktregel zur Berechnung der AbleitungddsM f�ur  2 C0;�(@
):ddsM (x)= d �ds (x) � Z@
( (x)�  (y))ry�0(x; y) ds(y)� d �ds (x) �  (x) Z@
ry�0(x; y) ds(y)+ Z@
( (y)�  (x))(�(y)� �(x)) � rxy�0(x; y) � #(x) ds(y)+  (x)� ddsK01(x)� �(x) � dds Z@
ry�0(x; y) ds(y)�= d �ds (x) � Z@
( (x)�  (y))ry�0(x; y) ds(y)+ Z@
( (y)�  (x))(�(y)� �(x)) � rxy�0(x; y) � #(x) ds(y)�  (x) dds ��(x) � �K0�(x)� S0d#ds (x)�� :Hierbei wurde die Gleichung K01 = �1=2 (vgl. [57], Seite 28) ausgenutzt. Hierausergibt sich ddsK01 = 0. Weiterhin wurde die BeziehungZ@
ry�0(x; y) ds(y) = K0�(x)� S0d#ds (x);d.h. die Aufspaltung des Gradienten in Tangential{ und Normalkomponente benutzt.Danach ist ddsM 2 L(C0;�(@
); C0;�(@
)) nachzuweisen. Bei dem letzten Term folgtdies aus den Abbildungseigenschaften von S und K. Bei den beiden Integralen benutztman Satz 2.20 in [57]. Nun verwenden wir die Abbildungseigenschaften von K� �K�0 .Hieraus folgt die Behauptung.Das n�achste Lemma befasst sich nur mit dem zweidimensionalen Fall. Hierzu betrachtetman den vektorwertigen Operator A mitA'(x) := Z@
rx�(x; y)'(y)� #(y) � �(x) ds(y): (3.17)F�ur diesen Operator gelten folgende Abbildungseigenschaften:30



Lemma 3.4. Sei 
 � R2 ein Cm;�-Gebiet mit m 2 N�2 , dann gilt A 2L(Cm�2;�(@
); Cm�1;�(@
;R2)).Beweis. Sei zun�achst m = 2, ' 2 C0;�(@
) und a := '#, dann gilt f�ur x 2 @
:A'(x) = Z@
rx�(x; y)� (a(y)� a(x)) � �(x) ds(y)= Z@
rx�(x; y)� (a(y)� a(x)) � (�(x)� �(y)) ds(y)+ Z@
rx�(x; y)� (a(y)� a(x)) � �(y) ds(y)=: I1'(x) + I2'(x):Zun�achst gilt I1 2 L(C0;�(@
); C1;�(@
)). Dies kann �ahnlich wie im letzten Lemmagezeigt werden (vgl. auch [29], Theorem 2.9 f�ur den analogen Fall im R3). Weiterhinergibt sich: I2'(x) = Z@
ry�(x; y)� �(y) � a(x) ds(y)= K(� � � � a(x))� S �d#ds � � � a(x) + #� d �ds � a(x)�und aus den Abbildungseigenschaften von S und K folgt I2 2 L(C0;�(@
); C1;�(@
)).Somit ist die Aussage f�ur m = 2 gezeigt.Sei nun m � 3, ' 2 Cm�2;�(@
), dann folgt:A'(x) = � Z@
ry�(x; y)� a(y) � �(x) ds(y)= ��K(� � a)(x) + 2S �d#ds � a� (x) + S �d'ds #� #� (x)� � �(x)Unter Beachtung von (A') � # = ( ddsS('#)) � � folgt somitddsA'(x) = �2 ddsS �d#ds � a� (x)� ddsK (� � a) (x)� � �(x) + A��#d'ds � (x)+ �S dds(#� a)(x)�K(� � a)(x)� � d �ds (x)und induktiv mit Hilfe der Abbildungseigenschaften von S und K und der Induktions-voraussetzung f�ur A die Aussage des Satzes.
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Lemma 3.5. Seien p > 0, x; y; z 2 Rd mit x 6= y 6= z und 2jx� zj � jx� yj, dann gilt(f�ur eine geeignete Konstante C > 0):���� x� yjx� yjp � z � yjz � yjp ���� � C jz � xjjx� yjp ;���� 1jx� yjp � 1jz � yjp ���� � C jz � xjjx� yjp+1 :Beweis. F�ur t 2 [0; 1] sei x(t) := x + t(z � x), dann folgt:jx(t)� yj � jx� yj � tjz � xj � jx� yj � t=2jx� yj � 1=2jx� yjund somit gilt:���� x� yjx� yjp � z � yjz � yjp ���� = ����Z 10 z � xjx(t)� yjp � p(x(t)� y)� (z � x) � (x(t)� y)jx(t)� yjp+2 d t����� C jz � xjjx� yjp : (3.18)Die zweite Aussage kann v�ollig analog bewiesen werden.Lemma 3.6. Sei f(x; y) := [(x�y) ��(y)]=jx�yj2, g(x; y) := [(x�y) �#(y)]2=jx�yj2,x 6= y 2 Rd .1. F�ur x, y 2 @
 2 C1;�, x 6= y, gilt jf(x; y)j � Cjx� yj��1.2. F�ur @
 2 C2 sind f und g auf @
� @
 stetig fortsetzbar.3. F�ur @
 2 C2;� sind f und g auf @
� @
 C0;�-H�older-stetig fortsetzbar.Beweis. Man beachte, da� es sich bei allen Behauptungen um lokale Aussagen handelt(vgl. auch Theorem 7.3 in [37]). Zun�achst zur ersten Behauptung. Wir zeigen nur denzweidimensionalen Fall. Hier sei z eine Parametrisierung des Randes. Im R3 k�onnen dieBehauptungen analog durch lokale Parametrisierungen bewiesen werden. Sei ~� � � soklein, da� D � R existiert, so da� z : D! ~� bijektiv ist. Aus der Taylorschen Formelfolgt f�ur x = z(t), y = z(�) mit t, � 2 D:x� y = z(t)� z(�) = (t� �) Z 10 z0(� + s(t� �)) d s:Hieraus folgt jx � yj2 � cjt � � j2 (f�ur ~� hinreichend klein) und somit (mit �(�) :=�(z(�)))jf(z(t); z(�))j = ����� (t� �) R 10 (z0(� + s(t� �))� z0(�)) � �(�) d s(t� �)2 R 10 R 10 z0(� + s1(t� �)) � z0(� + s2(t� �)) d s1 d s2 ������ cjt� � j��1 � Cjx� yj��1:32



F�ur die n�achste Behauptung wird z bis zur zweiten Ableitung entwickelt:z(t)� z(�) = (t� �)z0(�) + (t� �)2 Z 10 (1� s)z00(� + s(t� �)) d sSomit gilt f�ur t 6= � :f(z(t); z(�)) = R 10 (1� s)z00(� + s(t� �)) � �(�) d sR 10 R 10 z0(� + s1(t� �)) � z0(� + s2(t� �)) d s1 d s2 =: Z(t; �)N(t; �)und f(z(t); z(t)) = (z00(t)�(t))=(2jz0(t)j2). Der Nachweis der stetigen Fortsetzbarkeitvon g wird analog gef�uhrt.Nun zur letzten Behauptung. Die Funktion w : Rnf0g ! R mit w(t) = 1=t ist di�e-renzierbar, so da� aus der H�older-Stetigkeit von Z und N , sowie der strikten Positivit�atvon N , die H�older-Stetigkeit von f(z(t); z(�)) = Z(t; �)w(N(t; �)) folgt. Wiederumwird der Nachweis f�ur g entsprechend gef�uhrt.Zum Ende dieses Abschnitts �uber Einfach{ und Doppelschichtpotential geben wir eineVariante von Satz 2.18 aus [57] an, da er in den vorangegangenen Beweisen �oftersbenutzt wurde:Satz 3.7. Sei G � R2 ein kompaktes Gebiet. K : G � @
 ! C sei stetig f�ur allex 2 G, y 2 @
 mit x 6= y. Weiterhin gebe es Konstanten C > 0 und � 2]0; 1[, so da�f�ur x 2 G, y 2 @
 mit x 6= y gilt:jK(x; y)j � Cjx� yj��1:F�ur x, z 2 G, y 2 @
 mit x 6= y 6= z und 2jx� zj � jx� yj gelte weiterhin:jK(x; y)�K(z; y)j � Cjx� zjjx� yj��2:Dann folgt u 2 L(C(@
); C0;�(G)) f�uru(x) := Z@
K(x; y)'(y) ds(y):3.2 VolumenpotentialoperatorF�ur das Gebiet 
 gelte zun�achst 
 � BR. Wir betrachten das Volumenpotential V ,mit V '(x) := Z
�(x; y)'(y) dy; (3.19)�uber das im folgenden einige Tatsachen zusammengestellt werden. Die Beweise sindzumeist bekannt (vgl. [16], Kapitel 4, f�ur die Laplacegleichung, [20] f�ur den dreidi-mensionalen Fall und [24] f�ur den zweidimensionalen Fall), so da� sie hier nur knappdargestellt werden. 33



Satz 3.8. 1. Sei @
 2 C2, dann gilt(a) V 2 L(C(
); C1;�(
)).(b) V : C(
) \ C0;�loc (
)! C2(
) mit (� + �2)V ' = �'.(c) V 2 L(C0;�(
); C2;�(
)).2. F�ur m 2 N�2 und @
 2 Cm;� ist V 2 L(Cm�1;�(
); Cm+1;�(
)).Beweis. Sei � 2 C1(R) monoton nicht fallend mit �(t) = 0 f�ur t � 1=2 und �(t) = 1f�ur t � 1 (vgl. z.B. [62], Seite 61). F�ur l 2 N de�niert manVl'(x) := Z
�(x; y)�(ljx� yj)'(y) dy; x 2 
:Wir betrachten zun�achst den zweidimensionalen Fall. Mit Hilfe von Integration in Po-larkoordinaten und der Ungleichung jH0(kr)j � C(j ln rj+1), 0 < r � 2R, folgt somit:jV '(x)� Vl'(x)j � Ck'k1 Z 1=l0 (j ln rj+ 1)r d r � Ck'k1�ln l 1l2 + 1l2� l!1�! 0:Hierbei bezeichnet C eine nur vom Gebiet 
 und der Dimension d abh�angige Konstante,die von Ungleichung zu Ungleichung verschieden sei kann. SeiV (1)'(x) := Z
rx�(x; y)'(y) dy; x 2 
dann ist V (1) wegen der schwachen Singularit�at des Kernes wohlde�niert. Vl' ist wei-terhin o�ensichtlich di�erenzierbar mit rVl'(x) = R
rx[�(x; y)�(ljx � yj)]'(y) dy.Wegen rx�(ljx� yj) = 0 f�ur jx� yj � 1=l gilt somit f�ur x 2 
:jrVl'(x)� V (1)'(x)j � ����Z
rx�(x; y)[�(ljx� yj)� 1]'(y) d y����+ ����Z
�(x; y)rx�(ljx� yj)'(y) dy����� Ck'k1 Z 1=l0 1r r d r + l Z 1=l0 (j ln(r)j+ 1) r d r!� C 1l ln l l!1�! 0:Beides kann ganz analog im dreidimensionalen Fall gezeigt werden. Somit ist V ' dif-ferenzierbar und es gilt rV ' = V (1)'. Nun ist noch rV 2 L(C(
); C0;�(
;Rd))34



nachzuweisen. Seien hierzu x; z 2 
 mit x 6= z, � := jz�xj, dann folgt aus Lemma 3.5:jrV '(x)�rV '(z)j � k'k1�Z
\fjx�yj�2�g jrx�(x; y)�rx�(z; y)j d y+ Z
\fjx�yj�2�g jrx�(x; y)�rx�(z; y)j d y�� Ck'k1�Z 3�0 1rd�1 rd�1 d r + jz � xj Z 2R� 1rd rd�1 d r�� Ck'k1(3� + jz � xj(ln 2R� ln �))� Ck'k1jz � xj�:In der letzten Ungleichung haben wir die Kompaktheit von 
 ausgenutzt:jx� zj = jx� zj1��jx� zj� � (2R)1��jx� zj�:Damit ist 1a) gezeigt.Zum Nachweis von 1b) sei ' 2 C0;�loc (
) und V (1)l '(x) := R
(rx�(x; y))�(ljx �yj)'(y) dy. Wie zu Beginn des Beweises zeigt man krV ' � V (1)l 'k1;
 l!1�! 0. O�en-sichtlich gilt V (1)l ' 2 C1(
). Weiterhin gilt:rV (1)l '(x) = Z
rx[rx�(x; y)�(ljx� yj)]('(y)� '(x)) d y� '(x) Z
ry[rx�(x; y)�(ljx� yj)] d y= Z
rx[rx�(x; y)�(ljx� yj)]('(y)� '(x)) d y� '(x) Z@
 �(y)�rx�(x; y)�(ljx� yj) ds(y):Hierbei wurde im zweiten Schritt der Gau�'sche Integralsatz benutzt. Das erste Integralkonvergiert wegen der lokalen H�older-Stetigkeit von ' auf jedem 
0 b 
 gleichm�a�iggegen I1(x) := Z
r2x�(x; y)('(y)� '(x)) d y:Dies kann �ahnlich wie zu Beginn des Beweises gezeigt werden. Weiterhin ist I1 lokalH�older{stetig (vgl. Lemma 3.9). Das zweite Integral konvergiert auf jedem 
0 b 
gleichm�a�ig gegen I2(x) := Z@
 �(y)�rx�(x; y) ds(y):F�ur den Beweis der Gleichung (� + �2)V ' = �' wird auf [20], Theorem 1.11, und[24], Satz 1.9, verwiesen. 35



F�ur ' 2 C0;�(
) folgt I1 2 C0;�(
) aus Lemma 3.9. In Satz 3.2 wurde gezeigt, da�I2 h�olderstetig auf 
 fortgesetzt werden kann. D.h. es gilt, rV ' 2 C(
) \ C1(
) undr2V ' kann h�olderstetig nach 
 fortgesetzt werden. Hieraus folgt V ' 2 C2;�(
) unddamit ist 1c) gezeigt.F�ur ' 2 C1(
) folgt mit Hilfe des Gau�'schen Integralsatzes und der Gleichungrx� = �ry�:rV '(x) = � Z
ry�(x; y)'(y) d y = � Z
ry(�(x; y)'(y)) d y + Vr'(x)= Vr'(x)� Z@
�(x; y)('�)(y) ds(y) = Vr'(x)� S('�)(x): (3.20)Sei nun m � 2, @
 2 Cm;� und ' 2 Cm�1;�(
) und als Induktionsvoraussetzung giltV 2 L(Cm�2;�(
); Cm;�(
)). Dann folgt aus (3.20) und der Abbildungseigenschaft desOperators S die Regularit�at rV ' 2 Cm;�(
) und somit V ' 2 Cm+1;�(
).Lemma 3.9. Sei 
 ein C2-Gebiet.1. Das Integral R
r2x�(x; y) d y existiert als Cauchy-Hauptwert f�ur alle x 2 
 undes existiert ein M > 0 mit k R
r2x�(�; y) d yk1;
 � M .2. Es gilt A 2 L(C0;�(
); C0;�(
;R2�2)) f�ur A'(x) := R
r2x�(x; y)('(y) �'(x)) d y.Beweis. Sei x 2 
 und r > 0 hinreichend klein, dann folgt aus dem Gau�'schenIntegralsatz:Z
nBr(x)r2x�(x; y) d y = � Z
nBr(x)ryrx�(x; y) d y= � Z@
 �(y)�rx�(x; y) ds(y) + Z@Br(x) �(y)�rx�(x; y) ds(y)=: I1(x) + I2(x):Das Integral I1 entspricht der Ableitung des Einfachschichtpotentials S mit di�eren-zierbarer Dichte und stellt somit eine in ganz 
 h�olderstetige Funktion dar. Das IntegralI2 kann unter Verwendung von Polarkoordinaten (exemplarisch wird der zweidimen-sionale Fall gezeigt: y = x + (r cos t; r sin t); im R3 f�uhren analoge Berechnungen zumErfolg) explizit berechnet werden:I2(x) = i�4 Z 2�0 �cos tsin t�� �r cos tr sin t� H1(�r)r r d tr!0�! 12� Z 2�0 �cos tsin t�� �cos tsin t� d t = 0:
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Sei nun x 2 @
, �r := fy 2 @
 : jy � xj � rg und ~�r := @Br(x) \ 
, dann gilt:Z
nBr(x)r2x�(x; y) d y = � Z�r �(y)�rx�(x; y) ds(y) + Z~�r �(y)�rx�(x; y) ds(y)=: I1(x) + I2(x):Zun�achst gilt limr!0 I1 = �rS� (vgl. die Beweise von [6], Theorem 2.17, im R3 und[57], Satz 2.27, im R2). I2 kann genau wie oben berechnet werden und es ergibt sichunter Verwendung von @
 2 C2 (vgl. auch Lemma 2.2 in [45]):limr!0 I2(x) = 12� Z �0 �cos tsin t�� �cos tsin t� d t:Damit ist die erste Behauptung gezeigt.Seien nun x; z 2 
 mit � := jx � zj > 0, dann gilt unter Beachtung der erstenBehauptung:jA(x)� A(z)j � ����Z
\B2�(x)r2x�(x; y)('(y)� '(x)) d y����+ ����Z
\B2�(x)r2z�(z; y)('(y)� '(z)) d y����+ ����Z
nB2�(x)(r2x�(x; y)�r2z�(z; y))('(y)� '(z)) d y����+ k'k�jx� zj� ����Z
nB2�(x)r2x�(x; y) d y����� Ck'k� Z
\B2�(x) jx� yj��d d y + Ck'k� Z
\Bz(3�) jz � yj��d d y+ Cjx� zjk'k� Z
nB2�(x) jx� yj��d�1 d y + Ck'k�jx� zj�� Ck'k�jx� zj�:F�ur die vorletzte Ungleichung haben wir hierbei die Dreiecksungleichung verwendet.F�ur y 2 
nB2�(x) giltj'(y)� '(z)j � j'(y)� '(x)j+ j'(x)� '(z)j� C(jy � xj� + jx� zj�) � 2Cjy � xj�:Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir noch den Fall, da� 
 unbeschr�ankt ist. Umdie Existenz des Volumenpotentials zu garantieren, setzen wir nun allerdings voraus,da� die Dichte ' in BR;e verschwindet:C0(
) := f' 2 C(
) : '��BR;e = 0gCm;�0 (
) := Cm;�(
) \ C0(
): 37



Korollar 3.10. 1. Sei @
 2 C2, dann gilt(a) V 2 L(C0(
); C1;�(
)).(b) V : C0(
) \ C0;�loc (
)! C2(
) mit (� + �2)V ' = �'.(c) V 2 L(C0;�0 (
); C2;�(
)).2. F�ur m 2 N�2 und @
 2 Cm;� ist V 2 L(Cm�1;�0 (
); Cm+1;�(
)).
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4 RandwertproblemeZiel dieses Abschnitts ist der Nachweis der L�osbarkeit einiger Randwertprobleme zurinhomogenen Helmholtzgleichung. Der Existenzbeweis kann bei allen betrachteten Pro-blemen in zwei Teilprobleme aufgespalten werden. Zum einen wird die homogene Dif-ferentialgleichung mit inhomogenen Randwerten betrachtet. Die Beweisideen sind beidiesem Teil den Arbeiten von Kirsch ([29], Paragraph 3) und Colton/Kress ([7], Kapitel3.2) entnommen. Zur L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung wird ein Volumen-potential verwendet. Eine interessante Variante, bei der auch noch ortsabh�angige Wel-lenzahlen in einem kompakten Teilbereich vom betrachteten Gebiet zugelassen sind,�ndet man in Leis ([44], Satz 7.6).Es werden zun�achst einige R�aume eingef�uhrt. Es gelte m 2 N�2 , @
 2 Cm;� undj 2 N�0 . Das Gebiet 
 ist dabei weiterhin von der in Kapitel 2 beschriebenen Form.Insbesondere kann es sowohl beschr�ankt, als auch unbeschr�ankt sein und f�ur unbe-schr�anktes 
 fordern wir, da� BR;e echt in 
 enthalten ist. Dies wird bei der De�nitionder folgenden Funktionenr�aume verwendet.Ĉm;�(
) := 8><>:Cm;�(
) falls 
 beschr�ankt ist,fu 2 Cm;�(
) : (� + �2)u��BR;e = 0;u erf�ullt die SABg sonst.Cj;�0 (
) := (Cj;�(
) falls 
 beschr�ankt,fu 2 Cj;�(
) : u��BR;e = 0g sonst.Diese R�aume ben�otigen wir f�ur L�osungen bei der inhomogenen Helmholtzgleichung.Sei 
 unbeschr�ankt und ' 2 Cm�2;�0 (
) und  := �V '. Aus Korollar 3.10 folgt dann 2 Ĉm;�(
) mit (� + �2) = '.Lemma 4.1. Ĉm;�(
) und Cj;�0 (
) sind Banachr�aume.Beweis. F�ur Cj;�0 (
) ist die Aussage klar, ebenso wie f�ur Ĉm;�(
) bei beschr�anktem
. Sei also 
 unbeschr�ankt und (un)n2N � Ĉm;�(
) eine Cauchy-Folge. Wegen derVollst�andigkeit von Cm;�(
) existiert ein u 2 Cm;�(
), gegen das die Folge konvergiert.Aus dem Greenschen Darstellungssatz (vgl. [6], Theorem 3.3) folgtun = KRun � SR@un@�im �Au�eren von BR, wobei SR und KR den Einfach{ und den Doppelschichtpotential-operator bzgl. des Randes @BR bezeichnen. Aus der Stetigkeit von SR und KR (vgl.39



Satz 3.1) folgt die Gleichung u = KRu� SR@u@�und somit u 2 Ĉm;�(
).Nun betrachten wir das Dirichlet{, das Neumann{ und das Robinproblem. Hierzu de-�nieren wir OperatorenRD 2 L(C(
); C(@
)); RDu = u;RN 2 L(C1(
); C(@
)); RNu = @u@� ;RR 2 L(C1(
); C(@
)); RRu = @u@� + i�u = RNu+ i�RDu:Hierbei sei � 2 Rnf0g eine Konstante mit �Re(�) � 0, falls 
 beschr�ankt ist, sonst�Re(�) � 0. Weiterhin betrachten wir den Di�erentialoperatorL 2 L(C2(
); C(
)); Lu = (� + �2)u:Man beachte, da� Lu 2 Cm�2;�0 (
) f�ur u 2 Ĉm;�(
) gilt.4.1 RobinproblemSatz 4.2. F�ur g 2 Cm�2;�0 (
) und f 2 Cm�1;�(@
) existiert genau ein u 2 Ĉm;�(
)mit (L;RR)u = (g; f):F�ur den Operator DR : (g; f) 7! u gilt DR 2 L(Cm�2;�0 (
) � Cm�1;�(@
); Ĉm;�(
)).Weiterhin ist DR invertierbar mit D�1R = (L;RR).Beweis. Zun�achst wollen wir zeigen, da� zu f 2 Cm�1;�(@
) genau ein u 2 Ĉm;�(
)mit Lu = 0 und RRu = f existiert. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit, d.h. seiu 2 Ĉm;�(
) mit Lu = 0 und RRu = 0. F�ur unbeschr�anktes 
 ergibt sich aus @u=@� =i�uj@
 die GleichungIm�� Z@
 u@u@� d s� = �Re(�) Z@
 juj2 ds � 0 (4.1)und somit folgt u = 0 (vgl. [6], Theorem 3.12, im R3 und [57], Korollar 2.7. f�ur denzweidimensionalen Fall). F�ur beschr�anktes 
 folgt aus dem ersten Greenschen Satz und�u = i@u=@� die Gleichung� Z@
 juj2 d s = Re�� Z@
 juj2 d s� = Re�i Z@
 u@u@� d s�= � Im�Z@
 u@u@� d s� = 2 Im(�) Re(�) Z
 juj2 d x:40



Nun gilt entweder Re(�) = 0 und daher R@
 juj2 d s = 0, oder�Re(�)| {z }<0 Z@
 juj2 d s = 2 Im(�) Re(�)2 Z
 juj2 d x � 0;d.h. ebenfalls R@
 juj2 d s = 0. In beiden F�allen folgt somit RDu = RNu = 0 und daheru = 0 aus dem Greenschen Darstellungssatz.Nun zur Existenz eines u 2 Ĉm;�(
) mit Lu = 0 und RRu = f . Sei 
 unbeschr�anktund u := (S + i�K)', ' 2 Cm;�(@
), dann gilt RRu = (A� 1=2(1+ �2)I)', wobei derOperator A := K� + i�T + i�S � �2Kbeschr�ankt von Cm;�(@
) nach Cm�1;�(@
) abbildet. Wir wollen zeigen, da� A �1=2(1 + �2)I 2 L(Cm;�(@
); Cm�1;�(@
)) beschr�ankt invertierbar ist. Sei ~� eine Wel-lenzahl, die kein innerer Dirichlet-Eigenwert in 
e ist (vgl. De�nition 4.3), dann istS~� 2 L(Cm�1;�(@
); Cm;�(@
)) beschr�ankt invertierbar (vgl. [6], Theorem 3.30) undsomit ist die Gleichung �A� 12(1 + �2)I�' = f�aquivalent zu S~��A� 12(1 + �2)I�' = S~�f:Nun gilt S~�T~� = K2~� � I (vgl. [7], Gleichung (3.12)) und daherS~��A� 12(1 + �2)I� = S~��K� + i�(T � T~�) + i�S � �2K � 12(1 + �2)I�+ i�(K2~� � I) =: ~A� i�I:Hierbei ist der Operator ~A infolge von Satz 3.2 in Cm;�(@
) kompakt und somit reichtes aus, die Injektivit�at von A� 12(1+�2)I nachzuweisen. Sei also ' 2 N(A� 12(1+�2)I),dann folgt f�ur u := (S + i�K)' die Gleichung u = 0 in 
. Aus den Sprungbeziehungenergibt sich dann �u� = i�' und @u�@� = '. Eine Anwendung des ersten GreenschenSatzes liefert� Z@
 j'j2 d s = Re�� Z@
 '' d s�= Re��i Z@
 u�@u�@� d s� = �2 Im(�) Re(�) ZRdn
 juj2 d x:Durch gleiche Argumentation wie beim Eindeutigkeitsnachweis beim beschr�ankten Ge-biet erh�alt man ' = 0. 41



F�ur ein beschr�anktes Gebiet 
 w�ahlt man u := (S � i
�K)', ' 2 Cm;�(@
) und
 > 0 mit 1� 
�2 6= 0 und argumentiert wie f�ur ein unbeschr�anktes Gebiet.Daher haben wir unter Ber�ucksichtigung von Satz 3.1 die Eindeutigkeit und Exi-stenz eines Operators DhR 2 L(Cm�1;�(@
); Ĉm;�(
)) mit LDhR = 0 und RRDhR = Inachgewiesen. F�ur den OperatorDR(g; f) := DhRf +DhRRRV g � V ggilt (L;RR)DR = I. Sei nun u 2 Ĉm;�(
) beliebig und v := DR(Lu;RRu), dann folgtL(u � v) = 0 und RR(u � v) = 0 und wegen der Eindeutigkeit des Problems u = v,d.h. DR = (L;RR)�1.4.2 DirichletproblemZiel dieses Abschnitts ist es, die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung eines inhomo-genen Dirichletproblems zur Helmholtzgleichung zu zeigen. Die Konstante �2 sei keinDirichleteigenwert, falls 
 beschr�ankt ist, wobei wir folgende De�nition f�ur Dirichlet{(Neumann{)Eigenwerte verwenden:De�nition 4.3. Sei 
 ein beschr�anktes C2-Gebiet und � 2 C . Funktionen uD 2C2(
) \ C(
) und uN 2 C2(
) \ C1(
) mit (� + �)uj = 0 in 
, R
 jujj2dx = 1und Rjuj = 0 f�ur j = D;N hei�en (Dirichlet)-Eigenfunktion bzw. (Neumann)-Eigenfunktion des Operators � zum Eigenwert �.Satz 4.4. F�ur g 2 Cm�2;�0 (
) und f 2 Cm;�(@
) existiert genau ein u 2 Ĉm;�(
) mit(L;RD)u = (g; f):F�ur den Operator DD : (g; f) 7! u gilt DD 2 L(Cm�2;�0 (
) � Cm;�(@
); Ĉm;�(
)).Weiterhin ist DD invertierbar mit D�1D = (L;RD).Beweis. Wie beim Robinproblem wird zun�achst die Existenz eines Operators DhD 2L(Cm;�(@
); Ĉm;�(
)) mit LDhD = 0 und RDDhD = I nachgewiesen. Die Eindeutig-keit dieses Operators gilt f�ur beschr�anktes 
 nach Voraussetzung (da �2 kein innererDirichleteigenwert ist), f�ur unbeschr�anktes 
 folgt sie aus der Ungleichung (4.1), diebei homogenen Dirichletrandwerten trivialerweise gilt. F�ur einen Eindeutigkeitsbeweisbeim Dirichlet-Problem, der die Existenz der Normalableitung nicht voraussetzt, ver-weisen wir auf Theorem 3.7 in [7].Die Existenz einer L�osung wird wie beim Robinproblem behandelt (vgl. hierzu auchTheorem 3.9 in [7]).42



4.3 NeumannproblemSei �2 kein Neumanneigenwert, falls 
 beschr�ankt ist.Satz 4.5. F�ur g 2 Cm�2;�0 (
) und f 2 Cm�1;�(@
) existiert genau ein u 2 Ĉm;�(
)mit (L;RN)u = (g; f):F�ur den Operator DN : (g; f) 7! u gilt DN 2 L(Cm�2;�0 (
) � Cm�1;�(@
); Ĉm;�(
)).Weiterhin ist DN invertierbar mit D�1N = (L;RN).Beweis. Wie beim Robinproblem wird auch hier zun�achst die Existenz eines Opera-tors DhN 2 L(Cm�1;�(@
); Cm;�(
)) mit LDhN = 0 und RDDhN = I nachgewiesen.Die Eindeutigkeit gilt f�ur beschr�anktes 
 nach Voraussetzung, f�ur unbeschr�anktes 
verwenden wir die Ungleichung (4.1). Der Existenznachweis erfolgt dann wie beim Ro-binproblem.
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5 Transmissionsproblem
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Abbildung 5.1: BeispielgeometrieGegeben seien paarweise disjunkte Gebiete (d.h. o�ene und zusammenh�angendeTeilmengen des Rd)
0; : : : ;
L; L 2 N ; mit 
 := L[j=0
j und 
 = Rd :
0 sei unbeschr�ankt, die anderen Gebiete beschr�ankt. R > 0 sei so gro� gew�ahlt,da� BR;e b 
0 gilt. Weiterhin setzen wir die Existenz beschr�ankter, regul�arer, zusam-menh�angender R�ander �1; : : : ;�L mit � := L[j=1�j = L[j=0 @
j 45



voraus mit � 2 Cm;�, m 2 N�2 und � 2]0; 1[.Wir fordern, da� alle R�ander �j den Rd in ein beschr�anktes Innengebiet 
j;i undein unbeschr�anktes Au�engebiet 
j;a unterteilen und es gelte stets 
j � 
j;i, @
j � �j.Zu jedem Gebiet 
j, j = 1; : : : ; L, existiert genau ein Gebiet 
k, k = 0; : : : ; L, mit
k � 
j;a und @
k \ @
j = �j (in der Abbildung 5.1 z.B. 
5 � 
7;a und @
5 \ @
7 =�7). Hierzu de�nieren wir eine Funktionv : f1; : : : ; Lg ! f0; : : : ; Lg mit v(j) = k;mit k wie eben de�niert. In der Abbildung 5.1 gilt z.B. v(7) = 5. Ebenso betrachtenwir eine Abbildungn : f0; : : : ; Lg ! P(f1; : : : ; Lg) mit n(k) := fj 2 f1; : : : ; Lg : v(j) = kg:
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6Abbildung 5.2: Baumstruktur der Gebiete

Hierbei ist P(f1; : : : ; Lg) die Potenz-menge von f1; : : : ; Lg. In der Abbil-dung 5.1 gilt z.B. n(0) = f1; 3; 5g. Beider Implementierung von verschiedenenGeometrien bietet sich eine Baumstruk-tur als Speicherungsmethode an (vgl.die Abbildung 5.2). Hier beschreibt dieFunktion v gerade den Vorg�anger ei-nes Knotens und die Funktion n dienachfolgenden Knoten. Wir setzen stetsv(j) < j voraus. Dies ist zwar nichtunbedingt erforderlich, vereinfacht aberdie Implementierung, wie sich noch zei-gen wird.F�ur die Richtung des Normalenvek-tors � f�uhren wir folgende Konventionein: Wird er bzgl. eines Randes @
j betrachtet, so zeige er stets nach Rdn
j (au�erbei @
0; hier sei die Normale in Richtung 
0 orientiert), bzgl. eines Randes �j zeige ernach 
j;a.Zu jedem Gebiet 
j setzen wir die Existenz von Wellenzahlen �j mit Im(�j) > 0oder �j 2 R+ und zu jedem Rand �j die Existenz von Konstanten �j 2 C nf0;�1gvoraus. Die Konstanten �j gehen als �Ubergangskonstanten in die Neumann-Randwertebeim Transmissionsproblem ein.Um die Notation etwas abzuk�urzen, f�uhren wir Cauchy-Randoperatoren ein: Seiua=i eine im �Au�eren oder Inneren des Randes �j de�nierte und stetig bis in den Randdi�erenzierbare Funktion, dann betrachten wir folgende Randoperatoren:RC;�j ;aua := � uaj�j@ua@� ���j� = �RD;�j ;auaRN;�j ;aua� ; RC;�j ;iui :=  uij�j@ui@� ���j! = �RD;�j ;iuiRN;�j ;iui� :Das Bild der Operatoren sind also gerade die Cauchy-Werte einer Funktion. MitRD;�j ;abezeichnen wir den Dirichlet-Randwertoperator bzgl. Funktionen im Au�enraum von46



�j. Entsprechend sind die Operatoren RN;�j ;a, RD;�j ;i und RN;�j ;i zu verstehen. Mitdiesen beiden Cauchy-Randwertoperatoren kann folgender Transmissionsrandwertope-rator bzgl. des Randes �j de�niert werden (hierbei sei uv(j) die Funktion in 
v(j) unduj die Funktion in 
j):RT;�j ;�j (uj; uv(j)) :=  (uj � uv(j))j�j�@uj@� � �j @uv(j)@� �����j! = RC;�j ;iuj � I�jRC;�j ;auv(j) mitI�j := �1 00 �j� :Wichtig wird im folgenden die Linearit�at des Operators RT;�j ;�j sein: f�ur u, v 2C1(
j)� C1(
v(j)) und 
, � 2 C gilt n�amlichRT;�j ;�j(
u+ �v) = 
RT;�j ;�ju+ �RT;�j ;�jv:F�ur Operatoren P : X ! C1(
j) und Q : X ! C1(
v(j)) schreiben wir auchRT;�j ;�j(P;Q)' := RT;�j ;�j (P';Q'). Weiterhin betrachten wir folgende R�aume:Cm;j(�) := Cm(�1)� Cj(�1)� : : :� Cm(�L)� Cj(�L); j 2 N0 ;Cm;j;�(�) := Cm;�(�1)� Cj;�(�1)� : : :� Cm;�(�L)� Cj;�(�L); j 2 N0 ;Ĉm;� := Ĉm;�(
0)� Cm;�(
1)� : : :� Cm;�(
L);Cm;�0 := Cm;�0 (
0)� Cm;�(
1)� : : :� Cm;�(
L):Hierbei wurden Ĉm;�(
0) und Cm;�0 (
0) im letzten Kapitel de�niert. Zudem ben�otigenwir die OperatorenLT : (C2(
0)� : : :� C2(
L) �! C(
0)� : : :� C(
L)u 7�! (�uj + �2juj)Lj=0 ;RT : (C1(
0)� : : :� C1(
L) �! C1;0(�)u 7�! (RT;�j ;�j(uj; uv(j)))Lj=1 :Es wird nun folgendes Problem betrachtet:Problem 5.1. Sei f 2 Cm;m�1;�(�). Gesucht ist u 2 Ĉm;� mitLTu = 0 und RTu = I�f(Hierbei sei (I�f)j := I�jfj).5.1 EindeutigkeitZun�achst weisen wir nach, da� das Problem unter geeigneten Voraussetzungen an dieauftretenden Konstanten h�ochstens eine L�osung besitzt. Hierf�ur werden zwei hinrei-chende Voraussetzungen angegeben. Die Beweise wurden in �ahnlicher Form f�ur den47



Fall eines einzigen, zusammenh�angenden Randes auch bereits in [40], Theorem 3.1,und [34], Seite 309, gef�uhrt. Um Eindeutigkeitsaussagen zu beweisen, ben�otigen wirgeeignete Voraussetzungen an die auftretenden Konstanten. Hierzu betrachten wir dieMenge A mitA := f(jl)ql=1 2 f1; : : : ; Lgq : 1 � q � L; v(j1) = 0; v(jl) = jl�1; l = 2; : : : ; qg:F�ur (jl)ql=1 2 A beschreibt die Folge (�jl)ql=1 eine Folge von direkt ineinanderliegendenR�andern mit �j1 � @
0.Satz 5.2. F�ur alle (jl)ql=1 2 A gelteIm� �0�2jl�j1 � : : : � �jl� � 0; Im� �0�j1 � : : : � �jl� � 0:Dann hat das Problem 5.1 h�ochstens eine L�osung.Beweis. Sei u := (uj)Lj=0 eine L�osung des homogenen Problems, dann ergibt sich unterVerwendung des ersten Greenschen Satzes und der Randbedingungen RTu = 0 diefolgende Ungleichung:Im��0 Z@
0 u0@u0@� ds� = Xj2f1;::: ;Lgv(j)=0 Im �0�j Z�j uj @uj@� ds!= Xj2f1;::: ;Lgv(j)=0;n(j)=; �Im��0�2j�j � kujk2L2(
j) + Im��0�j � krujk2L2(
j)�+ Xj2f1;::: ;Lgv(j)=0;n(j)6=; 0@Im �0�j Z@
j uj @uj@� ds!+ Xl2n(j) Im� �0�j�l Z�l ul@ul@� ds�1A= Xj2f1;::: ;Lgv(j)=0 �Im��0�2j�j � kujk2L2(
j) + Im��0�j � krujk2L2(
j)�+ Xj2f1;::: ;Lgv(j)=0;n(j)6=; Xl2n(j) Im� �0�j�l Z�l ul@ul@� ds�= : : : == X(jl)ql=12A�Im� �0�2jl�j1 � : : : � �jl� kujlk2L2(
jl ) + Im� �0�j1 � : : : � �jl� krujlk2L2(
jl )�� 0:Somit ist Theorem 3.12 aus [6] anwendbar (die Aussage des Korollars bleibt auch f�urnichtzusammenh�angenden Rand @
0 g�ultig) und es folgt u0 = 0 in 
0. F�ur uj mit48



v(j) = 0 folgt aus den homogenen Transmissionsrandbedingungen, da� die Cauchy-Werte von uj auf �j verschwinden. Nun verwendet man den Greenschen Darstellungs-satz. Falls n(j) = ; (d.h. @
j = �j), folgt sofort uj = 0. Anderenfalls giltuj(x) = Z@
jn�j @�(x; y)@�(y) uj(y)� @uj@� (y)�(x; y) ds(y); x 2 
j:Mit Hilfe dieser Darstellung kann uj zu einer Funktion in 
j;a \
j fortgesetzt werden.Aus dem zweiten Greenschen Satz folgt uj��
j;a = 0. Die Analytizit�at von uj in 
j;a[
jbedingt dann u��
j = 0. Der Greensche Darstellungssatz kann in dieser Situation also alseinfache Alternative zum Holmgrenschen Satz verwendet werden (vgl. Theorem 2.1.2.2in [38]).F�ur die verbleibenden Funktionen kann in gleicher Weise gefolgert werden, so da�die Aussage bewiesen ist.In [34], Seite 310, werden einige Beispiele angegeben, f�ur die dieser Eindeutigkeitssatzg�ultig ist. Erw�ahnt wird z.B. das Erhitzen von Fleisch in der Mikrowelle. Reduziert manein Randwertproblem zu den zeitharmonischen Maxwell{Gleichungen im R3 durch ge-eignete Annahmen auf ein zweidimensionales, skalares Transmissionsproblem bei derHelmholtz{Gleichung, so ergeben sich die Bedingungen Im(�j) � 0, Re(�j) > 0 und�j > 0 (vgl. Kapitel 1). F�ur diese Situation wollen wir einen weiteren Eindeutigkeits-beweis angeben.Satz 5.3. Sei Im(�0) Re(�0) � 0, Re(�0) � 0 und f�ur jede Folge (jl)ql=1 2 A gelteIm� �2jl�j1 � : : : � �jl� � 0; Im� 1�j1 � : : : � �jl� � 0:Weiterhin sei zumindest eine dieser Ungleichungen strikt. Dann hat das Problem 5.1h�ochstens eine L�osung.Beweis. Sei (uj)Lj=0 wiederum eine L�osung des homogenen Problems. Sei 
R := BR\
0(die Normale von 
R zeige in das �Au�ere von 
R), dann ergibt sich aus dem erstenGreenschen Satz folgende Gleichung:2 Im(�0) Re(�0)ku0k2L2(
R) = Im�kru0k2L2(
R) � �02ku0k2L2(
R)� = Im�Z@
Ru0@u0@� ds�= Im0BBB@Z@BR u0�@u0@� � i�0u0�| {z }=o(1=Rd�1) +i�0ju0j2 ds1CCCA� Im�Z@
0 u0@u0@� ds�= �Re(�0)ku0k2L2(@BR) � Im�Z@
0 u0@u0@� ds�+ o(1); R!1: 49



Die Asymptotik ergibt sich aus u0(x) = O(1=jxj(d�1)=2) f�ur x!1 und der Sommerfeld-schen Ausstrahlungsbedingung. Insgesamt folgt somit, wenn man Im�R@
0 u0 @u0@� ds�wie im letzten Satz darstellt:2 Im(�0) Re(�0)ku0k2L2(
R) +Re(�0)ku0k2L2(@BR) +X(jl)ql=12A�Im� �2jl�j1 � : : : � �jl� kujlk2L2(
jl ) + Im� 1�j1 � : : : � �jl� krujlk2L2(
jl )�= o(1) f�ur R!1:Alle Terme der linken Seite sind nicht negativ und m�ussen daher f�ur R!1 verschwin-den. Nach Voraussetzung ist zumindest eine Ungleichung strikt. Falls Re(�0) > 0, sofolgt aus dem Rellich-Lemma u0j
0 = 0 und damit die Behauptung wie im vorherigenSatz. Folgt aus einer Ungleichung ujj
j = 0 f�ur ein j = 1; : : : ; L, so zeigt man mit Hilfedes Greenschen Darstellungssatzes wie im letzten Satz die G�ultigkeit der Behauptung.Gilt schlie�lich krujlkL2(
jl ) = 0, so ist ujl auf 
jl konstant und verschwindet somitals L�osung der Helmholtzgleichung identisch, d.h. auch in diesem Fall kann wie davorgefolgert werden.5.2 PotentialansatzIn diesem Teil des Kapitels wird gezeigt, da� das Problem 5.1 eine L�osung hat. Diesgeschieht konstruktiv mit Hilfe eines Potentialansatzes. Im Anschlu� daran werdenwir auch noch zwei andere Ans�atze untersuchen. Der Potentialansatz wurde f�ur denFall eines Randes bereits in dem Artikel [40] (vgl. auch [6], Paragraph 3.8) verwendet.Wir werden stets � 2 Cm;� und f 2 Cm;m�1;�(�) (m 2 N�2) voraussetzen. F�ur jedenauftretenden Rand �j, j = 1; : : : ; L werden nun geeignete Potentialoperatoren Pj;a (mit�v(j) als Wellenzahl der Grundl�osung) und Pj;i (mit �j als Wellenzahl der Grundl�osung)de�niert (wobei �j in beiden F�allen der Integrationsrand der Integraloperatoren ist):Pj;a'j := Kj;a'j;1 + djSj;a'j;2; dj 2 C nf�1=�jg;Pj;i'j := �jKj;i'j;1 + Sj;i'j;2:Die Dichte 'j = ('j;1; 'j;2) w�ahlen wir aus Cm;�(�j)�Cm�1;�(�j). Somit ergeben sichfolgende Cauchyrandwerte f�ur die Operatoren:RC;�j ;a=iPj;a'j = ��Kj;a djSj;aTj;a djK�j;a� + ��12 00 �dj2 ��'j;RC;�j ;a=iPj;i'j = ���jKj;i Sj;i�jTj;i K�j;i�+ ���j2 00 �12��'jHierbei bezeichnen wir mit RC;�j ;a=i entweder RC;�j ;a oder RC;�j ;i. Nun wird folgenderAnsatz gew�ahlt: uj := Xl2n(j)Pl;a'l + Pj;i'j; j = 0; : : : ; L: (5.1)
50



Hierbei sei P0;i'0 := 0, d.h. f�ur u0 tritt der letzte Summand nicht auf und ' :=('j)Lj=1 2 Cm;m�1;�(�). Somit ist klar, da� die Funktionen die jeweiligen Helmholtz-gleichungen l�osen und die gew�unschte Regularit�at haben. Weiterhin gen�ugt u0 derSommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung. Damit die Randbedingungen erf�ullt wer-den, m�ussen f�ur j = 1; : : : ; L folgende Gleichungen erf�ullt sein:RT;�j ;�j (uj; uv(j)) = RT;�j ;�j 0@Xl2n(j)Pl;a'l + Pj;i'j; Xl2n(v(j))Pl;a'l + Pv(j);i'v(j)1A= Xl2n(j)RT;�j ;�j (Pl;a; 0)'l +RT;�j ;�j(Pj;i;Pj;a)'j+ Xl2n(v(j))l6=j RT;�j ;�j(0;Pl;a)'l +RT;�j ;�j(0;Pv(j);i)'v(j)!= I�jfj: (5.2)Fa�t man diese Gleichungen zu einem System M' = I�f zusammen, so ergeben sichdie Diagonalelemente der OperatormatrixM gerade aus den TermenRT;�j ;�j(Pj;i;Pj;a),j = 1; : : : ; L. Daher haben sie folgende Form:Mj;j = ��jKj;i �Kj;a Sj;i � djSj;a�j(Tj;i � Tj;a) K�j;i � �jdjK�j;a�+ ��12(�j + 1) 00 12(1 + �jdj)� (5.3)= ��jKj;i �Kj;a Sj;i � Sj;a�j(Tj;i � Tj;a) K�j;i � �jdjK�j;a�+ ��12(�j + 1) (1� dj)Sj;a0 12(1 + �jdj)� : (5.4)Den ersten Summanden in (5.4) bezeichnen wir mit Mk;j;j, den zweiten mit Md;j;j. Mhat also die FormM =Md+Mk mit einer oberen DreiecksmatrixMd = (Md;j;l)Lj;l=1, diein Cm;m�1;�(�) beschr�ankt invertierbar ist (hier werden die Voraussetzungen �j 6= �1und dj 6= �1=�j ben�otigt). Die Inverse eines Blocks Md;j;j ist hierbei gegeben durchM�1d;j;j =  � 2�j+1 4(1�dj )(�j+1)(1+�jdj)Sj;a0 21+�jdj ! :Weiterhin ist die Matrix Mk = (Mk;j;l)Lj;l=1 in Cm;m�1;�(�) kompakt. Problematischbeim Nachweis der Kompaktheit sind nur die Diagonalelemente von Mk, denn dieanderen Elemente bestehen aus Integraloperatoren mit glattem Kern (vgl. Satz 3.1).Die Kompaktheit der Operatormatrizen Mk;j;j und die Beschr�anktheit von Md;j;j wirdmit Satz 3.2 gezeigt. Somit ist die Riesz-Theorie anwendbar.Satz 5.4. Sei das homogene Problem 5.1 nur trivial l�osbar, dann existiert f�ur dasinhomogene Problem genau eine L�osung.Beweis. Die Dichte ' l�ose M' = 0. Dann l�ost u = (uj)Lj=0 de�niert durch (5.1 das ho-mogene Problem 5.1 und dies bedingt ujj
j = 0 nach Voraussetzung. Aus den Sprung-51



beziehungen folgt f�ur j = 1; : : : ; L:RC;�j ;auj = RC;�j ;auj �RC;�j ;iuj = (RC;�j ;a �RC;�j ;i)Pj;i'j = �jI�1=�j'j;�RC;�j ;iuv(j) = RC;�j ;auv(j) �RC;�j ;iuv(j) = (RC;�j ;a �RC;�j ;i)Pj;a'j = I�dj'j:Hier wurde benutzt, da� nur bei Integraloperatoren mit Integrationsrand �j ein Sprungin den Cauchy-Daten bei �j auftritt. Der Beweistrick besteht nun darin, uv(j) als Po-tential in 
j;i und uj als Potential in 
j;a zu betrachten. Hier ergibt sichRT;�j ;dj�j(��juv(j); uj) = ��jRC;�j ;iuv(j) � Idj�jRC;�j ;auj= �jI�dj'j � �jI�1=�jIdj�j'j = 0; j = 1: : : : ; L:Die Konstanten dj in den Ansatzfunktionen sind noch frei w�ahlbar. Wir legen sienun durch dj := (�j�v(j))=�j fest. Damit sind die Voraussetzungen von Satz 5.2 f�ur einTransmissionsproblem in 
j;a (mit Wellenzahl �j) und 
j;i (mit Wellenzahl �v(j)) erf�ullt{ aus der Voraussetzung Im(�j) � 0 bzw. �j 2 R+ folgt insbesondere dj 6= �1=�j {und daher folgt ujj
j;a = 0 und uv(j)j
j;i = 0 und somit aus den Sprungbeziehungen'jj�j = 0.Bemerkung 5.5. Wir wollen kurz eine M�oglichkeit angeben, die Operatorma-trix mit den Gleichungen (5.3) zu analysieren. Hier nutzt man Sj;i � djSj;a 2L(Cm�1;�(�j); Cm;�(�j)) und die Kompaktheit der Einbettung Cm;�(�j) ,! Cm;�(�j)f�ur 0 < � < � und kann somit folgern, da� die AbbildungMk;j;j : Cm;�(�j)� Cm�1;�(�j)! Cm;�(�j)� Cm�1;�(�j)kompakt ist. Somit ist auch hier die Riesz-Theorie anwendbar. Der Nachteil bei die-ser Vorgehensweise liegt in der etwas geringeren Regularit�at (Cm;�(�j) statt Cm;�(�j)).Zudem wird die sch�arfere Regularit�atsaussage im n�achsten Kapitel f�ur Di�erenzierbar-keitsaussagen ben�otigt. Allerdings werden wir diese zweite M�oglichkeit f�ur eine Kon-vergenzanalyse eines Verfahrens zur numerischen Berechnung der Integraloperatorennutzen.Als n�achstes soll ein Algorithmus f�ur die Implementation der OperatormatrixM ange-geben werden. Aus der Gleichung 5.2 ergibt sich folgendes Verfahren zur Initialisierungder Eintr�age in Pseudocode:for(j=1,...,L)� for(l=1,...,L){ if( j = l ) fM(j; j) = RT;�j ;�j (Pj;i;Pj;a)g{ else if(j=v(l)) fM(j; l) = RT;�j ;�j(Pl;a; 0)g{ else if(v(j)=v(l)) fM(j; l) = RT;�j ;�j (0;Pl;a)g{ else if(v(j)=l) fM(j; l) = RT;�j ;�j(0;Pl;i)g52



{ else fM(j; l) = 0gDies kann noch etwas kompakter geschrieben werden, indem man die Voraussetzungv(j) < j ausnutzt:for(j=1,...,L)� for(l=1,...,j-1){ if(v(j)=v(l)) fM(j; l) = RT;�j ;�j (0;Pl;a); M(l; j) = RT;�l;�l(0;Pj;a)g{ if(v(j)=l) fM(j; l) = RT;�j ;�j (0;Pl;i); M(l; j) = RT;�l;�l(Pj;a; 0)g{ else fM(j; l) = 0; M(l; j) = 0g� M(j; j) = RT;�j ;�j(Pj;i;Pj;a)5.3 Greenscher AnsatzAls n�achstes untersuchen wir den Greenschen Ansatz zur L�osung des Problems. Grund-lage ist hierbei der Greensche Darstellungssatz. F�ur den Rand �j de�niert man diePotentialoperatoren Gj;a, Ĝj;i und Gj;i durchGj;a'j := Kj;a'j;1 � Sj;a'j;2;Ĝj;i'j := �Kj;i'j;1 + Sj;i'j;2;Gj;i := Ĝj;iI�j :F�ur Gj;a und Gj;i ergeben sich folgende Cauchy-Randwerte:RC;�j ;a=iGj;a'j = ��Kj;a �Sj;aTj;a �K�j;a� + ��12 00 �12��'j;RC;�j ;a=iGj;i'j = ���Kj;i �jSj;i�Tj;i �jK�j;i� + ��12 00 ��j2 ��'jZur Motivation des Ansatzes nehmen wir an, da� u L�osung von Problem 5.1 ist. Ausden Greenschen Darstellungss�atzen folgt dann:uj = Xl2n(j)Gl;aRC;�l;auj + Ĝj;iRC;�j ;iuj; j = 0; : : : ; L:Hierbei sei Ĝ0;iRC;�0;iu0 := 0. Die Randbedingung RTu = I�f (d.h. RC;�j ;iuj =I�j (RC;�j ;auv(j) + fj), j = 1; : : : ; L) f�uhrt weiterhin auf die Gleichungenuj = Xl2n(j)Gl;aRC;�l;auj + Gj;i(RC;�j ;auv(j) + fj); j = 0; : : : ; L:
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Die Sprungbeziehungen ergeben f�ur j = 1; : : : ; L folgende Gleichungen:RC;�j ;auj �RC;�j ;iuj = (RC;�j ;a �RC;�j ;i)Gj;i(RC;�j ;auv(j) + fj)= �I�j (RC;�j ;auv(j) + fj);RC;�j ;auv(j) �RC;�j ;iuv(j) = (RC;�j ;a �RC;�j ;i)Gj;aRC;�j ;auv(j)= RC;�j ;auv(j):Notwendigerweise gilt daherRC;�j ;iuv(j) = 0; RC;�j ;auj = 0; j = 1; : : : ; L: (5.5)Nun gibt es verschiedene M�oglichkeiten aus den Gleichungen (5.5) ein System f�ur dieDichten aufzustellen (vgl. [34], Abschnitt 4.2, f�ur den Fall einer Randkurve). Im fol-genden w�ahlen wir eine Variante die zu einer OperatormatrixM f�uhrt, deren Eintr�ageOperatoren mit schwach singul�aren Kernen sind:RC;�j ;iuv(j) +RC;�j ;auj = RT;�j ;1(uv(j);�uj) = 0; j = 1; : : : ; L:Sei nun 'j := RC;�j ;auv(j), = 1; : : : ; L, dann ergibt sich folgendes Gleichungssystem:Xl2n(v(j))l6=j RT;�j ;1(Gl;a; 0)'l +RT;�j ;1(Gj;a;�Gj;i)'j+RT;�j ;1(Gv(j);i; 0)'v(j) � Xl2n(j)RT;�j ;1(0;Gl;a)'l= �RT;�j ;1(Gv(j);i; 0)fv(j) +RT;�j ;1(0;Gj;i)fj:Dieses System bezeichnen wir mit M' = Qf . F�ur die Diagonalelemente ergibt sichfolgende Darstellung:Mj;j = �Kj;a �Kj;i �jSj;i � Sj;aTj;a � Tj;i �jK�j;i �K�j;a�+ ��1 00 �12(�j + 1)� ;= �Kj;a �Kj;i �j(Sj;i � Sj;a)Tj;a � Tj;i �jK�j;i �K�j;a�+ ��1 (�j � 1)Sj;a0 �12(�j + 1)� ;Qj;j = �Kj;i ��jSj;iTj;i ��jK�j;i� + �12 00 �j2 � :Wie beim Potentialansatz gilt M = Md +Mk mit einer oberen Dreiecksmatrix Md,die in Cm;m�1;�(�) beschr�ankt ist, und einem in Cm;m�1;�(�) kompakten Anteil Mk.Dies kann wiederum mit Satz 3.2 gezeigt werden. Somit ist auch hier die Riesz-Theorieanwendbar.Satz 5.6. Sei das homogene Transmissionsproblem mit Wellenzahl �j in 
j;a, �v(j) in
j;i und � = 1 nur trivial l�osbar (f�ur j = 1; : : : ; L). Falls ' L�osung von M' = Qf ist,dann l�ost u de�niert durchuj = Xl2n(j)Gl;a'l + Gj;i('j + fj); j = 0; : : : ; L;das Problem 5.1.54



Beweis: Nachzuweisen ist die G�ultigkeit der Randbedingungen. AusRT;�j ;1(uv(j);�uj) = 0, j = 1; : : : ; L folgt nach Voraussetzung uv(j)j
j;i = 0 undujj
j;a = 0 und daherRC;�j ;iuj = RC;�j ;iuj �RC;�j ;auj = I�j ('j + fj)= I�j(RC;�j ;auv(j) �RC;�j ;iuv(j) + fj) = I�j (RC;�j ;auv(j) + fj): 2Satz 5.7. Wenn das homogene Transmissionsproblem 5.1 nur trivial l�osbar ist und dieBedingungen des obigen Satzes erf�ullt sind, dann ist M' = Qf eindeutig l�osbar.Beweis: Da es sich um ein Gleichungssystem zweiter Art handelt, ist der Nachweisder Injektivit�at von M ausreichend. Sei ' eine L�osung des homogenen Systems. Ausdem vorherigen Satz folgt, da� u das homogene Transmissionsproblem l�ost und somitergibt sich ujj
j = 0. Wie in dem vorherigen Beweis gilt ujj
j;a = 0 und somit 'j = 0aus den Sprungbeziehungen. 2Nun ist noch die Frage zu kl�aren, wie die MatrizenM und Q f�ur allgemeine R�anderzu initialisieren sind. �Ahnlich zu dem Fall beim Potentialansatz ergibt sich folgenderAlgorithmus f�ur M und Q:for(j=1,...,L)� for(l=1,...,L){ if(j=l) M(j,j)=RT;�j ;1(Gj;a;�Gj;i), Q(j,j)=RT;�j ;1(0;Gj;i){ else if(v(j)=v(l)) M(j,l)=RT;�j ;1(Gl;a; 0), Q(j,l)=0{ else if(v(j)=l) M(j,l)=RT;�j ;1(Gl;i; 0), Q(j,l)=RT;�j ;1(�Gl;i; 0){ else if(j=v(l)) M(j,l)=RT;�j ;1(0;�Gl;a), Q(j,l)=0{ else M(j,l)=Q(j,l)=0F�ur die Implementation dieses Verfahrens kann dies noch etwas anders geschriebenwerden:for(j=1,...,L)� for(l=1,...,j-1){ if(v(j)=v(l)). M(j,l)=RT;�j ;1(Gl;a; 0) M(l,j)=RT;�l ;1(Gj;a; 0). Q(j,l)=Q(l,j)=0{ if(v(j)=l). M(j,l)=RT;�j ;1(Gl;i; 0) M(l,j)=RT;�l ;1(0;�Gj;a). Q(j,l)=RT;�j ;1(�Gl;i; 0) Q(l,j)=0{ else M(j,l)=M(l,j)=Q(j,l)=Q(l,j)=0� M(j,j)=RT;�j ;1(Gj;a;�Gj;i) Q(j,j)=RT;�j ;1(0;Gj;i) 55



5.4 Ansatz von Kleinman und MartinAls letzte M�oglichkeit zur L�osung des direkten Problems soll hier ein von Kleinmanund Martin entwickelter Ansatz betrachtet werden (vgl. [34] f�ur den Fall einer Rand-kurve). Bei diesem Ansatz wird pro Rand nur eine (skalare) Dichte ben�otigt. Allerdingsm�ussen daf�ur Operatoren hintereinander ausgewertet werden. Dies entspricht bei dernumerischen Realisierung dann der Notwendigkeit von Matrizenmultiplikationen. Umdie Darstellung m�oglichst �ubersichtlich zu halten, werden wir nur die einfachste Varian-te des Ansatzes vorstellen. F�ur andere Varianten verweisen wir auf den eben genanntenArtikel.Wir verwenden die Funktion b, die abwechselnd die Werte 0 und 1 annimmt:b : f0; : : : ; Lg ! f0; 1g mit b(0) = 0 und b(j) = (1 falls b(v(j)) = 0;0 falls b(v(j)) = 1 ; j = 1; : : : ; L:
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Abbildung 5.3: Beispielgeometrie

In der Abbildung 5.3 ist ei-ne Beispielgeometrie mit denentsprechenden Werten f�urdie Funktion b dargestellt.Die Idee besteht nun dar-in, im Au�engebiet einenPotentialansatz zu verwen-den (wir benutzen hier nurein Einfachschichtpotential,im allgemeinen Fall w�urdeman ein gemischtes Poten-tial verwenden) und dannabwechselnd Greensche An-satzfunktionen und Potenti-alans�atze zu benutzen. Seialso j 2 f0; : : : ; Lg, dannwerden folgende Ansatzfunk-tionen gew�ahlt:uj := 8>><>>:Xl2n(j)Sl;a'l + Sj;i'j; b(j) = 0Xl2n(j)Gl;a �I1=�lRC;�l;iul � fl�+ Gj;i �RC;�j ;auv(j) + fj�; b(j) = 1
Wie beim Potentialansatz gelte auch hier S0;i'0 := 0. F�ur die Dichten gelte 'j 256



Cm�1;�(�j). Falls b(j) = 1, so ergibt sich folgende Darstellung f�ur uj:uj = Xl2n(j)Gl;aI1=�lRC;�l;i0@Xp2n(l)Sp;a'p + Sl;i'l1A� Xl2n(j)Gl;afl+ Gj;iRC;�j ;a0@ Xl2n(v(j)) Sl;a'l + Sv(j);i'v(j)1A + Gj;ifj= Xl2n2(j)Gv(l);aI1=�v(l)RC;�v(l);iSl;a'l + Xl2n(j)Gl;aI1=�lRC;�l;iSl;i'l � Xl2n(j)Gl;afl+ Xl2n(v(j)) Gj;iRC;�j ;aSl;a'l + Gj;iRC;�j ;aSv(j);i'v(j) + Gj;ifj:Nun wird f�ur jeden Rand �j eine Dirichletrandbedingung vorgegeben. Die Idee be-steht darin, f�ur die Greenschen Ansatzfunktionen uj homogene Dirichletrandwerte beiAnn�aherung an @
j von au�en zu fordern. Dies wird durch den Greenschen Darstel-lungssatz nahegelegt. Falls b(j) = 1 wird also die G�ultigkeit von RD;�j ;auj = 0 gefor-dert, f�ur b(j) = 0 fordern wir RD;�j ;iuv(j) = 0. Das sich daraus ergebende Gleichungs-system bezeichnen wir mit M' = Qf .Satz 5.8. Angenommen ' erf�ullt das System M' = Qf und �v(j) ist kein Dirichlet{Eigenwert in 
j;i (j = 1; : : : ; L), dann l�osen obige Ansatzfunktionen das Problem 5.1.Beweis. Sei j 2 f1; : : : ; Lg. F�ur b(j) = 1 gilt RD;�j ;auj = 0, d.h. uj l�ost in 
j;a einhomogenes Dirichletproblem und verschwindet daher identisch. Somit giltRC;�j ;auj = 0und aus den Sprungbeziehungen ergibt sichRC;�j ;iuj = �(RC;�j ;a �RC;�j ;i)uj= �(RC;�j ;a �RC;�j ;i)Gj;i(RC;�j ;auv(j) + fj)= I�j (RC;�j ;auv(j) + fj):F�ur b(j) = 0 gilt RD;�j ;iuv(j) = 0, d.h. uv(j) l�ost in 
j;i ein homogenes Dirichletproblemund nach Voraussetzung verschwindet also uv(j) in 
j;i, d.h. RC;�j ;iuv(j) = 0 und daherRC;�j ;auv(j) = (RC;�j ;a �RC;�j ;i)uv(j)= (RC;�j ;a �RC;�j ;i)Gj;a(I1=�jRC;�j ;iuj � fj)= I1=�jRC;�j ;iuj � fj;d.h. in beiden F�allen ist die Randbedingung erf�ullt.Satz 5.9. Das Gleichungssystem M' = Qf ist eindeutig l�osbar, falls das homoge-ne Transmissionsproblem nur die triviale L�osung besitzt und die Voraussetzungen desletzten Satzes erf�ullt sind. 57



Beweis. Sei j 2 f1; : : : ; Lg. F�ur b(j) = 1 gilt RD;�j ;auj = 0, d.h. in diesem Fall giltMj;j = RD;�j ;aGj;iRC;�j ;aSj;a= �jSj;i(K�j;a � 1=2)� (Kj;i + 1=2)Sj;a;Qj;jfj = �RD;�j ;aGj;ifj= (Kj;i + 1=2)fj;1 � �jSj;ifj;2:F�ur b(j) = 0 gilt RD;�j ;iuv(j) = 0 und somit ergibt sich folgende Darstellung f�ur denDiagonaloperator: Mj;j = RD;�j ;iGj;aI1=�jRC;�j ;iSj;i= (Kj;a � 1=2)Sj;i � 1=�jSj;a(K�j;i + 1=2);Qj;jfj = RD;�j ;iGj;afj= (Kj;a � 1=2)fj;1 � Sj;afj;2:Somit kann das Gleichungssystem durch Regularisierung mit dem T -Operator (d.h.mit Hilfe der Gleichung TS = K�2 � I, vgl. z.B. [7], Gleichung (3.13)) in ein Systemzweiter Art �uberf�uhrt werden. Es reicht also der Nachweis, da� das homogene Systemnur trivial l�osbar ist. Sei nun ' eine L�osung des homogenen Systems, dann l�osen dieAnsatzfunktionen nach obigem Satz das homogene Problem. Es gilt daher ujj
j = 0f�ur j 2 f0; : : : ; Lg. Sei nun j 2 f0; : : : ; Lg mit b(j) = 0, dann folgt aus der Stetigkeitdes Einfachschichtpotentials in ganz Rd , da� die Funktion uj in Rdn
j ein homogenesDirichletproblem l�ost und somit gilt ujjRdn
j = 0 und daher folgt aus den Sprungbe-ziehungen 'j = 0 und 'l = 0 f�ur l 2 n(j).Nun mu� noch eine allgemeine Vorschrift zum Initialisieren der Operatormatrix ange-geben werden. Dies ist in diesem Fall leider erheblich komplizierter.for(j=1,...,n)� for(l=1,...,n){ if( b(j) = 1 ) // d.h. Randbedingung RD;�j ;auj = 0. if( j = l )M(j,j) = RD;�j ;aGj;iRC;�j ;aSj;a, Q(j,j) = �RD;�j ;aGj;i. else if( v(j) = v(l) )M(j,l) = RD;�j ;aGj;iRC;�j ;aSl;a, Q(j,l) = 0. else if( v(j) = l )M(j,l) = RD;�j ;aGj;iRC;�j ;aSl;i, Q(j,l) = 0. else if( j = v(l) )M(j,l) = RD;�j ;aGl;aI1=�lRC;�l;iSl;i, Q(j,l) = RD;�j ;aGl;a. else if( j = v(v(l)) )M(j,l) = RD;�j ;aGv(l);aI1=�v(l)RC;�v(l);iSl;a, Q(j,l) = 0. else M(j,l) = Q(j,l) = 058



{ else // d.h. Randbedingung RD;�j ;iuv(j) = 0. if( j = l )M(j,j) = RD;�j ;iGj;aI1=�jRC;�j ;iSj;i, Q(j,j) = RD;�j ;iGj;a. else if( v(j) = v(l) )M(j,l) = RD;�j ;iGl;aI1=�lRC;�l;iSl;i, Q(j,j) = RD;�j ;iGl;a. else if( j = v(l) )M(j,l) = RD;�j ;iGj;aI1=�jRC;�j ;iSl;a, Q(j,l) = 0. else if( v(j) = v(v(l)) )M(j,l) = RD;�j ;iGv(l);aI1=�v(l)RC;�v(l);iSl;a, Q(j,l) = 0. else if( v(j) = l )M(j,l) = RD;�j ;iGl;iRC;�l;aSl;a, Q(j,l) = -RD;�j ;iGl;i. else if( v(v(j)) = v(l) )M(j,l) = RD;�j ;iGv(j);iRC;�v(j);aSl;a, Q(j,l) = 0. else if( v(v(j)) = l )M(j,l) = RD;�j ;iGv(j);iRC;�v(j);aSl;i, Q(j,l) = 0. else M(j,l) = Q(j,l) = 0Auch wenn das Verfahren von Kleinman-Martin aus theoretischer Sicht sehr inter-essant ist, da nur eine skalare Dichte pro Rand ben�otigt wird, ist die Implementationf�ur mehrere Gebiete sehr aufwendig. Wir haben dieses Verfahren daher nur f�ur eineeinzige Randkurve getestet und uns bei mehreren Kurven auf den Potential{, und denGreenschen Ansatz beschr�ankt.5.5 Inhomogenes TransmissionsproblemZum Ende dieses Kapitels werden die vorherigen Ergebnisse noch einmal in Opera-tornotation zusammengefa�t und gleichzeitig behandeln wir das Transmissionsproblemzur inhomogenen Helmholtzgleichung.Satz 5.10. Sei das homogene Problem 5.1 eindeutig l�osbar. Dann existiert f�ur g 2Cm�2;�0 und f 2 Cm;m�1;�(@
) genau ein u 2 Ĉm;� mit(LT ;RT )u = (g; f):F�ur den Operator DT : (g; f) 7! u gilt DT 2 L(Cm�2;�0 �Cm;m�1;�(�); Ĉm;�). Weiterhinist DT invertierbar mit D�1T = (LT ;RT ).Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit des Operators DhT 2 L(Cm;m�1;�(�); Ĉm;�) mit(LT ;RT )DhT = (0; I) wurde bereits bewiesen. Somit erf�ullt DT mitDT (g; f) := �[V
jgj]Lj=0 +DhT (f +RT [V
jgj]Lj=0)die Forderungen des Satzes.
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6 Analytische Abh�angigkeit von den ProblemdatenIn diesem Kapitel wird die analytische Abh�angigkeit von L�osungen des Dirichlet{,Neumann{, Robin{ und des Transmissionsproblems bzgl. des Randes, der Wellenzahlund der �Ubergangskonstanten � (beim Transmissionsproblem) untersucht. Sei f�ur dasgesamte Folgende m 2 N�2 , 0 < � < 1 und 
 � Rd , d = 2; 3, ein Cm;�-Gebiet mitbeschr�anktem Rand. Sei BR eine Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius R > 0, dieden Rand @
 echt enth�alt, das Gebiet 
 sei also von der in Kapitel 2 beschriebenenForm. Als Randwerte verwenden wir nun stets eine einfallende ebene Welleui(x) := ei�x�v; v 2 Sd�1;mit Einfallsrichtung v. D.h. wir w�ahlen �RDui als Randwerte beim Dirichlet-Problemund �RNui beim Neumann-Problem. Wir werden im folgenden haupts�achlich dasDirichlet{ und das Neumann{Problem betrachten, da die Beweise f�ur die anderen bei-den Randwertprobleme analog verlaufen.Mit u bezeichnen wir die L�osung des Randwertproblems und im Fall eines unbe-schr�ankten Gebietes 
 mit u1 das Fernfeld der L�osung u. Die Randwerte sind geradeso gew�ahlt, da� RD=N(u + ui) = 0 gilt. Zun�achst soll der Begri� der Analytizit�at inBanachr�aumen erkl�art werden.6.1 Analytische AbbildungenDe�nition 6.1. Seien X, Y und Z Banach-R�aume. Die Abbildung f : X ! Z hei�tanalytisch in x0 2 X, falls f beliebig oft in x0 Fr�echet-di�erenzierbar ist und ein r > 0existiert mit 1Xn=0 1n! 

f (n)[x0]

 rn <1 und f [x0 + h] = 1Xn=0 1n!f (n)[x0; hn]f�ur alle h 2 X mit khk � r (hierbei ist f (n) die n-te Fr�echet-Ableitung von f undf (n)[x0; hn] := f (n)[x0; h; : : : ; h]). Weiterhin hei�t f analytisch in der o�enen MengeW � X, falls f in jedem Punkt von W analytisch ist.Die Abbildung f : X � Y ! Z hei�t analytisch in (x0; y0) 2 X � Y , falls f in(x0; y0) beliebig oft Fr�echet-di�erenzierbar ist und ein r > 0 existiert mit1Xn=0 Xi+j=n 1i!j! 

f (ij)[x0; y0]

 rn <1 und
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f [x0 + hx; y0 + hy] = 1Xn=0 Xi+j=n 1i!j!f (ij)[x0; y0; hix; hjy]f�ur alle h = (hx; hy) 2 X � Y mit khk � r (hierbei ist f (ij) die partielle Fr�echet-Ableitung von f , bei der i mal nach der ersten Variablen und j mal nach der zweitenVariablen di�erenziert wird). Auch hier hei�t f analytisch in der o�enen Menge W �X � Y , falls f in jedem Punkt von W analytisch ist.Lemma 6.2. 1. Seien X, Y Banach-R�aume, Z eine Banach-Algebra und f : X !Z und g : Y ! Z analytisch. Dann ist auch w : X � Y ! Z mit w(x; y) :=f(x)g(y) analytisch.2. Seien X, Y und Z Banach-R�aume �uber dem gleichen K�orper R oder C , f : X !Y und g : Y ! Z analytisch. Dann ist auch g � f : X ! Z analytisch.Beweis. Eine einfache Rechnung ergibt zun�achst w(ij) = f (i)g(j). Die erste Behauptungfolgt dann wie in dem Standardsatz �uber das Cauchy-Produkt von absolut konvergentenReihen (vgl. z.B. [12], Seite 47, Satz 3).Nun zur zweiten Behauptung. Falls die R�aume komplexe Banach-R�aume sind, ist dieAnalytizit�at �aquivalent zur komplexen Di�erenzierbarkeit (vgl. [2], Theorem 2.3.3, Seite84f.), d.h. die Aussage folgt aus der Kettenregel. Falls X und Y reell sind, betrachtetman Komplexi�zierungen XC und YC von X und Y (vgl. [56], Kapitel 1.3) und dieanalytischen Fortsetzungen der Funktionen (vgl. [9], Seite 151, Beweis von Satz 15.3)und argumentiert wie davor.Von zentraler Bedeutung ist eine Version des Satzes �uber implizite Funktionen f�uranalytische Abbildungen:Satz 6.3. Seien X, Y , Z Banach-R�aume �uber dem gleichen K�orper R oder C undW � X und V � Y Umgebungen von x0 2 X und y0 2 Y . Die Abbildung F :W � V ! Z sei analytisch und es gelte F [x0; y0] = 0 und F�1y [x0; y0] 2 L(Z; Y ). Dannexistieren Umgebungen Br(x0) � W und B�(y0) � V , so da� es genau eine AbbildungT : Br(x0) ! B�(y0) mit Tx0 = y0 und F (x; Tx) = 0 in Br(x0) gibt. Diese Abbildungist analytisch.Beweis. Vgl. Theorem 15.1 und Theorem 15.3 in [9].6.2 Ableitung nach dem RandIn diesem Abschnitt wollen wir die Di�erenzierbarkeit von L�osungen der Randwert-probleme bzgl. des Randes untersuchen. Sei # 2 Cm;�(@
;Rd) eine hinreichend kleineSt�orung von @
. Das durch (I + #)(@
) berandete Gebiet nennen wir 
#. Mit u[#]bezeichnen wir die L�osung des Randwertproblems in 
# und mit u1[#] das zugeh�origeFernfeld (bei unbeschr�anktem Gebiet 
). Untersucht man die Di�erenzierbarkeit vonu[#] bzgl. der St�orung #, so ergibt sich das Problem, da� der De�nitionsbereich von62



u[#] von # abh�angt. Wie in der Dissertation von Hohage (vgl. [27]) setzen wir daher# zu einem Vektorfeld � := Rd ! Rd fort und betrachten St�orungen I� := I + �von 
, die wir mit 
� bezeichnen (vgl. die Abbildung 6.1). Als o�ene Teilmenge derCm;�{Vektorfelder betrachten wir die MengeW := �� 2 Cm;�(Rd ;Rd) : supp(�) � BR; k�km;� < 12d; (I + �)(�) 2 Cm;�� :
Ω

θΩ

θ
θ

θ

θ

θ

θ

θ

Abbildung 6.1: St�orung des Gebietes

Hierbei ist die Norm auf Cm;�(Rd ;Rd)so gew�ahlt, da� k�km;� < 1=2d stetskr�k1 < 1=2 zur Folge hat, d.h. dieVektorfelder ausW sind stets kontrahie-rende Abbildungen. Weiterhin ben�oti-gen wir Teilmengen der Cm;�-St�orungendes Randes @
:Vn := f# 2 Cm;�(@
;Rd) :En;@
# 2 Wg;wobei En;@
 der in Lemma 2.2 de�nier-te Fortsetzungsoperator ist. Nun wollenwir die wichtigsten Schritte beim Nach-weis der Di�erenzierbarkeit von u[#]zun�achst ohne Beweis darstellen. Hier-zu orientieren wir uns an der Abbildung6.2.1. Zun�achst greifen wir eine bereitsvon Simon (vgl. [58]) benutzte Idee auf und betrachten die Abbildung ~u[�] :=u[�j@
] � I�. Mit Hilfe des impliziten Funktionentheorems kann hier die Ana-lytizit�at von ~u nachgewiesen werden. Entscheidend hierbei ist die beschr�ankteInvertierbarkeit der L�osungsoperatoren f�ur die betrachteten inhomogenen Rand-wertprobleme.2. Sei 
0 b 
 und l 2 N , dann gilt u[#] = ~u[En;@
#] f�ur # 2 Vn und hinreichendgro�es n 2 N . Diese Gleichheit ist der Grund f�ur die Verwendung von Fortset-zungen des Randes. W�urden wir nur mit St�orungen des Gebietes 
 arbeiten, sow�urde diese Gleichheit im Allgemeinen nicht gelten. Aus Satz 3.1, Punkt 3, folgtnun die Analytizit�at von u : Vn ! C l(
0). Mit Hilfe des Greenschen Darstellungs-satzes zeigt man, da� alle Ableitungen von u die Helmholtzgleichung erf�ullen undda� bei unbeschr�anktem 
 u1 analytisch ist mit u(j)1 [0; hj] = (u(j)[0; hj]BR;e)1.3. Um nun das Problem mit den unterschiedlichen De�nitionsbereichen von u[#]in den Gri� zu bekommen, setzen wir ~u mit Hilfe des Fortsetzungsoperators E
auf ganz Rd fort. Aus der Linearit�at des Fortsetzungsoperators folgt dann dieAnalytizit�at von ~U : W ! Cm;�(Rd) mit ~U [�] := E
~u[�]. 63



4. Jetzt betrachten wir �U : W ! Cm�j;�0(Rd) mit �U [�] := ~U [�] � I�1� und 0 <�0 < �. Es gilt also �U [�]j
� = u[�j@
] und somit stellt �U [�] gerade eine geeigneteFortsetzung von u[�] dar. Eine Anwendung der Taylorschen Formel ergibt, da��U j-mal di�erenzierbar (j = 0; : : : ; m) ist.5. Nun sind wir fast am Ziel und m�ussen nur noch alle Ergebnisse zusammensetzen.Die Abbildungen Un : Vn ! Cm�j;�0(Rd) mit Un[#] = �U [En;@
�] sind j-mal dif-ferenzierbar (j = 0; : : : ; m); f�ur h 2 Cm;�(@
;Rd) ist U (j)[0; hj] := U (j)n [0; hj]j
unabh�angig von n 2 N und f�ur alle 
0 b 
 gilt U (j)[0; hj]j
0 = u(j)[0; hj]j
0.Weiterhin ergibt sich:(a) (� + �2)U (j)[0; hj]j
 = 0(b) u(j)1 [0; hj] = (U (j)[0; hj])1 bei unbeschr�anktem 
(c) U (j)[0; hj]j@
 = �rj(ui + u[0]) � hj �Pjl=1�jl�rlU (j�l)[0; hj�l] � hlNach dieser �Ubersicht betrachten wir die Aussagen nun im Detail.Lemma 6.4. Sei � aus W , dann ist I� ein Cm;�-Di�eomorphismus.Beweis. Sei I�(x) = I�(y), dann folgt jx � yj = j�(x) � �(y)j � 12 jx � yj und somitx = y, d.h. I� ist injektiv. Sei nun y 2 Rd beliebig und de�niere g(x) := y � �(x),dann ist g eine Kontraktion auf Rd und somit existiert genau ein x 2 Rd mit g(x) = x,d.h. I�(x) = y. Somit ist I� surjektiv. Weiterhin ist die Funktionalmatrix rI�(x) =11 + r�(x) invertierbar nach dem Satz �uber die Neumannsche Reihe (11 bezeichnethierbei die Identit�atsmatrix), denn es gilt kr�k � 12 . Somit existiert rI�1� und es giltrI�1� = (rI� � I�1� )�1(vgl. z.B. [13], Seite 75, Satz 3). Hieraus folgt die Di�erenzierbarkeit von rI�1� mitr2I�1� = �(rI� � I�1� )�1 � r2I� � I�1� � rI�1� � (rI� � I�1� )�1 bzw.r2I�1� � I� = �(rI�)�1 � r2I� � (rI�)�1 � (rI�)�1:Aus dieser Gleichung folgt somit die H�olderstetigkeit von r2I�1� , denn rI�1� ist di�e-renzierbar und somit h�olderstetig, ebenso (rI�)�1 und somit auch ((rI�) � I�1� )�1 undauch das Produkt von h�olderstetigen Funktionen ist wieder h�olderstetig. Analog kannman Formeln f�ur die h�oheren Ableitungen herleiten.Betrachte nun die AbbildungenL : W � Cm;�(
)! Cm�2;�(
); L[�; v] = ��v + �2vRD : W � Cm;�(
)! Cm;�(@
); RD[�; v] = v;RN : W � Cm;�(
)! Cm�1;�(@
); RN [�; v] = rv � (rI�)�1 � (�[�] � I�);
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Sei u[#] 2 Cm;�(
#) L�osung des Randwertproblems.
1~u : W ! Cm;�(
) mit ~u[�] := u[�j@
] � I� ist analytisch.

2 3Sei l 2 N und h 2 Cm;�(@
;Rd),dann existiert f�ur alle 
0 b 
 einn 2 N , so da�1. u : Vn ! C l(
0) analytisch2. (� + �2)u(j)[0; hj]j
0 = 03. u1 : V1 ! L2(Sd�1)analytisch mit u(j)1 [0; hj] =(u(j)[0; hj]jBR;e)1
~U : W ! Cm;�(Rd) mit ~U [�] :=E
~u[�] analytisch.

4�U : W ! Cm�j;�0(Rd) mit�U [�] := ~U [�] � I�1� ist j-mal dif-ferenzierbar f�ur j = 0; : : : ; m und0 < �0 < �.
5 5Un : Vn ! Cm�j;�0(Rd) mit Un[#] = �U [En;@
�] ist j-mal di�erenzierbar (j =0; : : : ; m); f�ur h 2 Cm;�(@
;Rd) ist U (j)[0; hj] := U (j)n [0; hj]j
 unabh�angig vonn 2 N und f�ur alle 
0 b 
 gilt U (j)[0; hj]j
0 = u(j)[0; hj]j
0. Weiterhin ergibtsich:1. (� + �2)U (j)[0; hj]j
 = 02. u(j)1 [0; hj] = (U (j)[0; hj])1 bei unbeschr�anktem 
.3. U (j)[0; hj]j@
 = �rj(ui + u[0]) � hj �Pjl=1�jl�rlU (j�l)[0; hj�l] � hlAbbildung 6.2: Struktur des Beweises
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RN wurde gerade so de�niert, da� RN [�; ~u[�]] = @u[�j@
]@�[�] � I� gilt (hierbei ist �[�] derNormalenvektor in 
�). Zudem gilt RD[0; v] = RDv und ebenso RN [0; v] = RNv mitden in Kapitel 4 de�nierten Operatoren RD und RN . Weiterhin ist �� gegeben durch��v =Xk;l gk;l� @2v@xk@xl +Xk  1pg� Xl @(gkl� pg�)@xl ! @v@xk=Xk;l gk;l� @2v@xk@xl +Xk  Xl �@gkl�@xl + gkl�2g� @g�@xl�! @v@xkEs sei G� = (g�;kl) = (rI�)T � rI�, g� = detG�, (gkl� ) = G�1� und der transformierteLaplaceoperator ist bekanntlich de�niert durch ��(v � I�) = (�v) � I� (vgl. z.B. [14],Seite 30).Lemma 6.5. Die Operatoren L, RD und RN sind analytisch.Beweis. Zun�achst zum Operator L. Die Aussage wird f�ur alle Terme getrennt nachge-wiesen, wobei ausgenutzt wird, da� die Multiplikation von analytischen Abbildungenwieder eine analytische Abbildung ergibt (vgl. Satz 6.2). Bzgl. des zweiten Argumentesist L linear, d.h. analytisch, so da� nur � 7! L(�; v) f�ur ein v 2 Cm;�(
) zu untersuchenist. Zun�achst ist klar, da� � 7! rI� analytisch ist, da die Abbildung a�n in � ist.Somit ist auch klar, da� � 7! G� = rIT� � rI� analytisch ist, da die Multiplikationvon analytischen Funktionen analytisch ist. Nun soll gezeigt werden, da� (�; v) 7!(rI�)�1 =: B[�] analytisch ist. Zun�achst zeigt man durch Induktion die G�ultigkeit vonB(l)[�; hl] := (�1)ll!B[�] � rh �B[�] � rh � : : : � rh �B[�]| {z }2l+1�Terme :Nach der Taylorschen Formel (vgl. z.B. [64], S.243) folgt:B[� + h] = n�1Xl=0 1l!B(l)[�; hl] +Rn;wobei der Restterm Rn abgesch�atzt werden kann durchkRnkm�2;� = 



Z 10 (1� s)n�1(n� 1)! B(n)[� + sh; hn] ds



m�2;� � nkB[�]kn+1m�2;�krhknm�2;�:Es ist kB[�]km�2;� � 2, d.h. f�ur krhkm�2;� � 14 gilt limn!1 kRnkm�2;� = 0. Somitgilt B[� + h] = P1l=0 1l!B(l)[�; hl] und ebenso zeigt man P1l=0 1l!kB(l)[�; hl]k < 1 f�ur hhinreichend klein. Somit ist auch die Abbildung � 7! G�1� = (rI�)�1 � (rI�)�T unddaher auch die Abbildung � 7! gkl� analytisch.66



Die Abbildungen � 7! detG� und � 7! detG�1� sind analytisch, da die Determinanteein Polynom in den Matrixeintr�agen ist. Beachte weiterhin, da� 1g� = detG�1� (Deter-minantenmultiplikationsformel) gilt. � ! r(rI�)�1 = �(rI�)�1 � r2I� � (rI�)�1 istanalytisch, da Multiplikation von analytischen Funktionen und somit ist auch � 7! @gkl�@xlanalytisch.@@xl detG� =P�2Sn sign(�)Pdi=1 @ai�(i)@xl Qdj=1;j 6=i aj�(j) ist ebenfalls analytisch, da esein Polynom analytischer Funktionen ist, wobei faijg die Matrixelemente von G� sind.Nun zu den Randoperatoren. Beide Operatoren sind linear bzgl. des zweiten Ar-gumentes, so da� nur die Abh�angigkeit bzgl. des ersten Argumentes zu untersuchenist. RD ist konstant bzgl. der ersten Variable, so da� hier nichts zu zeigen ist. DieAnalytizit�at der Abbildung � ! (rI�)�1 wurde bereits gezeigt, so da� zum Nachweisder Behauptung f�ur RN noch die Analytizit�at von � ! �[�] � I� zu zeigen ist. Wie inLemma 3.4 in [49] gezeigt wurde, ist es ausreichend, die Aussage bzgl. einer lokalenParametrisierung zu zeigen. Hier soll der zweidimensionale Fall skizziert werden (derdreidimensionale Fall wurde in Lemma 3.8 in [49] betrachtet; dort wurde zwar nurC1-Di�erenzierbarkeit nachgewiesen, Analytizit�at kann aber genauso gezeigt werden):Sei z eine Parametrisierung von �, dann ist I�(z) eine Parametrisierung von �� undsomit gilt f�ur den normierten Tangentialvektor� [�] � I� � z = rI�(z) � z0=jrI�(z) � z0j:Es ist j � j = p(�)2 und aus der Existenz von holomorphen Wurzelfunktionen folgt dieAnalytizit�at von x ! jxj au�erhalb des Nullpunkts. Somit ist die Analytizit�at von� [�] � I� und damit auch von �[�] � I� ersichtlich.Nun wollen wir die Analytizit�at von ~u nachweisen. Da der Beweis f�ur alle Randwert-probleme sehr �ahnlich ist, betrachten wir exemplarisch nur das Dirichlet-Problem undgehen am Ende dieses Abschnitts auf die Unterschiede beim Neumann-Problem ein. Dieanderen Randwertprobleme (d.h. Robin{ und Transmissionsproblem) k�onnen �ahnlichbehandelt werden.Satz 6.6. � ! ~u[�] ist analytisch von W nach Ĉm;�(
).Beweis. Betrachte den Operator F : W � Ĉm;�(
)! Cm�2;�0 (
)� Cm;�(@
) mitF [�; v] = (L[�; v];RD[�; v + ui � I�]):Wir interpretieren hierbei die auftretenden Funktionenr�aume als reelle Banachr�aume.Zun�achst ist zu zeigen, da� F analytisch ist. F�ur die Operatoren L und RD wurdedas in Lemma 6.5 gezeigt. Die Analytizit�at der Abbildung � ! ui � I� zeigt man wieim Beweis von Lemma 6.8. F�ur die Anwendung des impliziten Funktionentheorems istnun die Invertierbarkeit von G := Fv[0; u[0]] 2 L(Ĉm;�(
); Cm�2;�0 (
)�Cm;�(@
)) mitGw = (L[0; w];RD[0; w]) = (�w + �2w;w) 67



entscheidend. Hier wird ausgenutzt, da� F bzgl. des zweiten Arguments a�n ist. In Satz4.2 wurde nun gerade die GleichungG = D�1D , d.h. die Bijektivit�at von G nachgewiesen.Weiterhin gilt: F [�; ~u[�]] = �(�� + �2)~u[�]; (u[�j@
] + ui) � I��= ((�u[�j@
] + �2u[�j@
]) � I�; 0) = (0; 0):Zudem gilt ~u[�] = u[�j@
] au�erhalb von BR bei unbeschr�anktem 
 und somit ist~u[�] 2 Ĉm;�(
) (die Eigenschaft ~u[�] 2 Cm;�(
) folgt aus Lemma 2.3). Daher ist derSatz �uber implizite Funktionen anwendbar (vgl. [9], Theorem 15.3) und nach einereventuellen Verkleinerung von W folgt die Behauptung.Auf echten Teilmengen von 
 folgt aus obigem Satz bereits die Analytizit�at von # !u[#]:Satz 6.7. Sei 
0 b 
 und l 2 N, dann existiert ein n 2 N, so da� u : Vn ! C l(
0)analytisch ist. Weiterhin gilt(� + �2)u(j)[0; hj] = 0; j 2 N ; h 2 Cm;�(@
;Rd) (6.1)und f�ur unbeschr�anktes 
 ist zudem u1 : V1 ! L2(Sd�1) analytisch mitu(j)1 [0; hj] = (u(j)[0; hj]jBR;e)1; j 2 N : (6.2)Beweis. W�ahle ein n 2 N mit 1=n < dist(
0;
), dann gilt wegendist(supp(En;@
#); @
) � 1=n die Gleichung En;@
#(x) = 0 f�ur alle x 2 
0 und# 2 Cm;�(@
;Rd) und somit
0 = IEn;@
#(
0) � IEn;@
#(
) = 
#;d.h. u[#]��
0 ist wohlde�niert und es giltu[#]��
0 = ~u[En;@
#]��
0 ; # 2 Vnund daher die Analytizit�at von u : Vn ! Cm;�(
0). Aus dem Darstellungssatzu[#] = K@
0u[#]� S@
0 @u[#]@�und Satz 3.1 ergibt sich die Analytizit�at von u : Vn ! C l(
0). Ebenfalls aus demDarstellungssatz folgt die Gleichungu1[#] = cd Z@BR �@e�ik(�)y@�(y) u[#](y)� e�ik(�)y @u[#]@� (y)�ds(y)(vgl. [7], Theorem 2.5 und Gleichung (3.64); cd ist eine von der Dimension d abh�angigeKonstante). Insgesamt erhalten wir somit die Gleichungen (6.1) und (6.2).68



Nun zeigen wir u(j)[0; hj] 2 Cm�j;�(
) f�ur j = 0; : : : ; m und h 2 Cm;�(@
;Rd).Zun�achst de�niert man ~U [�] := E
~u[�]; � 2 W;wobei aus der Linearit�at und Stetigkeit von E
 sofort die Analytizit�at von ~U : W !Cm;�(Rd) folgt. Weiterhin betrachten wir die Abbildung�U [�] := ~U [�] � I�1� :F�ur diese Abbildung gilt �U [�]j
� = u[�j@
], denn sei x 2 
� und y := I�1� (x) 2 
, dannfolgt �U [�](x) = ~U [�](y) = ~u[�](y) = u[�j@
](x);d.h. �U stellt eine Fortsetzung von u auf den ganzen Rd dar. Um Di�erenzierbarkeits-eigenschaften von �U darstellen zu k�onnen, f�uhren wir weiterhin die Operatoren T und�T :W ! L(C(Rd); C(Rd)) mitT [�]f = f � I� und �T [�]f = f � I�1�ein.Lemma 6.8. Sei 0 < �0 < �. Die Abbildungen T , �T : W ! L(Cm;�(Rd); Cm�j;�0(Rd))sind j-mal Fr�echet-di�erenzierbar. Hierbei gilt f�ur f 2 Cm;�(Rd) die Regularit�atT (j)[�; hj]f 2 Cm�j;�(Rd) und ebenso �T (j)[�; hj]f 2 Cm�j;�(Rd):Weiterhin gilt T (j)[�; hj]f = (rjf � I�) � hj; j = 0; : : : ; m:Beweis. Zun�achst zur Abbildung T . Sei x 2 Rd , f 2 Cm;�(Rd), � 2 W und h 2Cm;�(@
;Rd) hinreichend klein, dann ist g : [0; 1] ! C mit g(s) = f(I�(x) + sh(x))m-mal di�erenzierbar mit g(l)(s) = ((rlf) � I�+sh)(x) � hl(x)und aus der Taylorschen Formel (vgl. [12], Seite 174, Satz 1) folgt:g(1) = j�1Xl=0 1l!g(l)(0) + Z 10 (1� s)j�1(j � 1)! g(j)(s) dsund somit gilt:




T [� + h]� jXl=0 1l!T (l)[�; hl]




m;�!m�j;�0= supkfkm;�=1 




f � I�+h � jXl=0 1l! ((rlf) � I�) � hl




m�j;�0= supkfkm;�=1 



Z 10 (1� s)j�1(j � 1)! ((rjf) � I�+sh �rjf � I�) � hj ds



m�j;�0 : 69



In der letzten Zeile haben wir die Gleichung R 10 (1�s)j�1(j�1)! ds = 1=j! benutzt. Nun zeigenwir k(rjf) � I�+sh � (rjf) � I�km�j;�0 = o(1); khkm;� ! 0wobei die Funktion o unabh�angig von s ist. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Seizun�achst j = m, x, y 2 Rd und gs := (rmf) � I�+sh, dann gilt f�ur kfkm;� = 1:j(gs(x)� g0(x))� (gs(y)� g0(y))j= j(gs(x)� g0(x))� (gs(y)� g0(y))j�0=�j(gs(x)� g0(x))� (gs(y)� g0(y))j1��0=�� (jgsj� + jg0j�)�0=�jx� yj�0(jrmf j�(jh(x)j� + jh(y)j�))1��0=�� Cjx� yj�0khk���0m;�Somit ist die Aussage f�ur j = m klar. Im Induktionsschritt setzen wir die G�ultigkeitder Behauptung f�ur ein j � 1 voraus und folgern die Aussage f�ur j � 1:k(rj�1f) � I�+sh � (rj�1f) � I�km�j+1;�0� k(rj�1f) � I�+sh � (rj�1f) � I�k1+ k(rjf) � I�+sh � rI�+sh � (rjf) � I� � rI�km�j;�0� Ckhk1 + k(rjf � I�+sh �rjf � I�) � rI�+shkm�j;�0+ krjf � I�(rI�+sh �rI�)km�j;�0= o(1); khkm;� ! 0:Somit gilt 




T [� + h]� j�1Xl=0 1l!T (l)[�; hl]




m;�!m�j;�0 = o(khkjm;�)und dies beweist die Aussage (vgl. [2], Seite 74, Korollar 2.1.29) f�ur T .Weiterhin gilt �T [�]T [�]f = f und T [�] �T [�]f = f:Die Di�erenzierbarkeit von �T kann hieraus mit einem Standardargument bewiesenwerden (vgl. z.B. [57], Satz 4.2).Betrachtet man nun die Bilinearform< �; � >: L(Cm;�(Rd); Cm�j;�0(Rd))� Cm;�(Rd)! Cm�j;�0(Rd) mit < A; f >= Af;so gilt �U [�] =< �T [�]; ~U [�] >70



und somit folgt aus der Produktregel (vgl. z.B. [63], Proposition 4.11), da� �U : W !Cm�j;�0(Rd) j-mal Fr�echet-di�erenzierbar ist. Aus der Gleichung ~U [�] =< T [�]; �U [�] >und der Produktregel gewinnen wir zudem die Darstellung�U (j)[0; hj] = ~U (j)[0; hj]� jXl=1 �jl�rl �U (j�l)[0; hj�l] � hl: (6.3)Dies entspricht gerade der Leibnizschen Regel. Sei nunUn[#] := �U [En;@
#]:Satz 6.9. Un : Vn ! Cm�j;�0(Rd) ist j-mal Fr�echet-di�erenzierbar (j = 0; : : : ; m),wobei U (j)n [0; hj]j
 nicht von n abh�angt, d.h. f�ur alle h 2 Cm;�(@
;Rd) und n1, n2 2 Ngilt U (j)n1 [0; hj]j
 = U (j)n2 [0; hj]j
 =: U (j)[0; hj]. F�ur alle 
0 b 
 gilt U (j)[0; hj]j
0 =u(j)[0; hj]j
0. Weiterhin l�ost U (j)[0; hj] in 
 die Helmholtzgleichung, hat die Dirichlet-RandwerteRDU (j)[0; hj] = �RD(rj(ui + u[0]) � hj)� jXl=1 �jl�RD �rlU (j�l)[0; hj�l] � hl� (6.4)und f�ur unbeschr�anktes 
 gilt u(j)1 [0; hj] = (U (j)[0; hj])1:Beweis. Die Fr�echet-Di�erenzierbarkeit folgt sofort aus der Di�erenzierbarkeit von �Uund der Linearit�at von En;@
.Sei h 2 Cm;�(@
;Rd), n1, n2 2 N und x 2 
. Man w�ahle nun �0 > 0 mit �0h 2 Vnj(j = 1; 2) und yj := (I + Enj ;@
�0h)�1(x) � 
, dann gilt:Unj [�0h](x) = ~U [Enj ;@
�0h](yj) = ~u[Enj ;@
�0h](yj) = u[�0h](x):Somit folgt weiterhin f�ur 0 < � � �0:U 0n1 [0; h](x)� U 0n2 [0; h](x) = 1� (U 0n1 [0; �h](x)� U 0n2 [0; �h])(x)= 1� �(Un2 [�h](x)� Un2 [0](x)� U 0n2 [0; �h](x))� (Un1[�h](x)� Un1 [0](x)� U 0n1[0; �h](x))�= o(�) f�ur � ! 0und daher U 0n1 [0; h]j
 = U 0n2 [0; h]j
. Ebenso kann auch f�ur h�ohere Ableitungen argu-mentiert werden.Sei 
0 b 
 und # 2 Cm;�(@
;Rd) hinreichend klein, dann gilt Un[#]j
0 = u[#]j
0,d.h. auch U (j)[0] = u(j)[0] und aus Satz 6.7 folgen die Aussagen bzgl. Helmholtzglei-chung und Ausstrahlungsbedingung. Die Randwerte folgen aus der Darstellung (6.3)und ~u[�]j@
 = �(ui � I�)j@
. 71



Bemerkung 6.10. Sei u[#] die L�osung des Neumann-Problems in 
#. Es geltendie gleichen Aussagen, wie beim Dirichlet-Problem mit einem Unterschied: Da dieNeumann-Randwerte von u[#] in Cm�1;�(@
#) liegen, k�onnen die Neumann-Randwertevon U (j)[0; hj] im klassischen Sinn nur f�ur j = 0; : : : ; m�1 und nicht f�ur j = 0; : : : ; mbetrachtet werden. Zur expliziten Berechnung der Randwerte geht man folgenderma�envor: In 
# gilt U1[#] = u[#] und somit@U1[#]@�[#] = @u[#]@�[#] = � @ui@�[#] :Somit kann die Gleichung(rug[#] � I#) � ~�[#]j@
 = 0 mit ug[#] := U1[#] + ui und ~�[#] := �[#] � I#di�erenziert werden. Sei hierzu w[#] := rug[#] � I#, dann folgt aus der LeibnizschenRegel: @j@#jw[#] � ~�[#]����#=0 = jXl=0 �jl�rlw(l)[0; hl] � ~�(j�l)[0; hj�l]= jXl=0 �jl� lXp=0 � lp�rp+1u(l�p)g [0; hl�p] � hp~�(j�l)[0; hj�l]Beachtet man nun, da� der Summand f�ur l = j und p = 0 gerade durchrujg[0; hj] � � = rU (j)[0; hj] � � = RNU (j)[0; hj]gegeben ist, so folgt insgesamt:RNU (j)[0; hj] = � Xl=0;::: ;j;p=0;::: ;l(l;p)6=(j;0) �jl�� lp�rp+1u(l�p)g [0; hl�p] � hp~�(j�l)[0; hj�l]: (6.5)6.3 Ableitung nach der WellenzahlAls n�achstes wird gezeigt, da� die L�osungen der Streuprobleme analytisch von derWellenzahl abh�angen. Wir wollen die gleiche Beweisidee wie bei der Ableitung nachdem Rand verwenden. Hier ist jedoch ein Problem f�ur unbeschr�ankte Gebiete 
 zubeachten: Sei u[�] exemplarisch die L�osung des Dirichlet-Problems f�ur eine beliebigeWellenzahl k, dann gilt i.A. u[�] =2 Ĉm;�(
), da der RaumĈm;�(
) := fu 2 Cm;�(
) : (� + �2)u��BR;e = 0; u erf�ullt die SABgvon einer bestimmten Wellenzahl abh�angt. Dieser Problem umgehen wir, in dem wirentweder nur beschr�ankte Gebiete betrachten, oder im Fall des Transmissionsproblems72



die Wellenzahl im Au�enraum �xieren und nur die Wellenzahlen in den inneren Ge-bieten variieren. Im folgenden werden wir nur das Dirichlet-Problem bei einem be-schr�ankten Gebiet 
 betrachten. Die anderen Probleme k�onnen dann v�ollig analogbehandelt werden. Sei W � C eine o�ene Teilmenge von Wellenzahlen, die keineDirichlet-Eigenwerte in dem Cm;�-Gebiet 
 seien.Satz 6.11. Die Abbildung �! u[�] (W ! Cm;�(
)) ist analytisch und es gilt(� + �2)u(j)[�] = �2j�u(j�1)[�]� j(j � 1)u(j�2)[�]f�ur j 2 N und u(�1)[�] := 0. Als Randbedingung ergibt sichRDu(j)[�] = �RD @j@�j ui:Beweis. Betrachte den Operator F : W � Cm;�(
)! Cm�2;�(
)� Cm;�(@
) mitF [�; v] = ((� + �2)v;RD[v + ui]):Zun�achst ist zu zeigen, da� F analytisch ist. F�ur die Operatoren � + �2 und RD istdas klar. Die Analytizit�at der Abbildung � ! ui[�] folgt aus der Analytizit�at vonui. F�ur die Anwendung des impliziten Funktionentheorems ist die Invertierbarkeit vonG := Fv[�; u[�]] 2 L(Cm;�(
); Cm�2;�(
)� Cm;�(@
)) mitGw = ((� + �2)w;RD[w]) = (�w + �2w;w)entscheidend. In Satz 4.2 wurde nun gerade die GleichungG = D�1D , d.h. die Bijektivit�atvon G nachgewiesen. Weiterhin gilt:F [�; u[�]] = �(� + �2)u[�]; u[�] + ui� = (0; 0):Daher ist der Satz �uber implizite Funktionen anwendbar (vgl. [9], Theorem 15.3) unddie erste Behauptung folgt.Die Aussage bzgl. der Helmholtzgleichung wird durch Induktion aus der Gleichung(� + �2)u[�] = 0 gezeigt und die Randbedingung ergibt sich durch Di�erenzieren derGleichung RD(u[�] + ui) = 0.Im Gegensatz zur Ableitung nach dem Rand ist bei der Ableitung nach der Wellen-zahl also eine inhomogene Helmholtzgleichung zu l�osen. Dies ist aus numerische Sichtunbefriedigend, da der Aufwand hierf�ur erheblich h�oher ist, als bei der L�osung ei-nes Randwertproblems zur homogenen Helmholtzgleichung. Stattdessen soll ein an-deres Verfahren verwendet wurden, das f�ur die Ableitung nach dem Rand bereits inder Arbeit [49] beschrieben wurde. Hier betrachten wir exemplarisch den Potentialan-satz beim Transmissionsproblem. Das Fernfeld des gestreuten Feldes ist von der Formu1 = F1M�1I�f mit dem Fernfeldoperator F1, einem matrixwertigen Integralopera-tor M , in den die Randoperatoren eingehen und den Randwerten I�f , wobei nur der73



Operator M von den inneren Wellenzahlen abh�angt. Um nun das Fernfeld der Ablei-tungen nach der Wellenzahl zu bestimmen, kann diese Formel nach der Kettenregeldi�erenziert werden, d.h. es giltu01[�] = �F1M�1[�]M 0[�]M�1[�]G:Zu zeigen ist also, da� die Abbildung �! M [�] di�erenzierbar ist, wobei M [�] Kom-binationen von Integraloperatoren aus Satz 3.2 enth�alt. Hierbei betrachten wir dieseOperatoren jetzt als Abbildungen von einer Teilmenge der komplexen Zahlen in einenRaum von linearen Operatoren. Hierf�ur gehen wir wie in Satz 3.5. aus [49] vor.Satz 6.12. Die Operatoren S,K,K� 2 C ! L(C(@
); C(@
)) und der OperatorT 2 C ! L(C1;�(@
); C(@
)) sind di�erenzierbar, wobei die Ableitungen durch di�e-renzieren der jeweiligen Kerne entstehen.Beweis. Betrachtet wird nur der zweidimensionale Fall, die Situation im R3 ist analogbeschreibbar. Zur Abk�urzung wird im folgenden H0 statt H0(�jx � yj) und H1 stattH1(�jx� yj) geschrieben. Zun�achst zum Einfachschichtpotential:@@�H0 = �H1jx� yj;@2@�2H0 = 1�H1jx� yj �H0jx� yj2:F�ur den Kern des Operators K gilt:@@� ��H1 (x� y) � �(y)jx� yj � = �H0(x� y) � �(y);@2@�2 ��H1 (x� y) � �(y)jx� yj � = (H0 �H1jx� yj)(x� y) � �(y):Durch Vertauschen von �(y) mit �(x) ist auch der Kern von K� abgehandelt. Nun nochzum Operator T :@@� ���2H0 � �jx� yjH1� (x� y) � �(y)(x� y) � �(x)jx� yj2 + �H1�(y) � �(x)jx� yj �= (�H0 � �2H1jx� yj)(x� y) � �(y)(x� y) � �(x)jx� yj2 + �H0�(y) � �(x);@2@�2 ���2H0 � �jx� yjH1� (x� y) � �(y)(x� y) � �(x)jx� yj2 + �H1 �(y) � �(x)jx� yj �= (H0(1� �2jx� yj2)� 2�H1jx� yj)(x� y) � �(y)(x� y) � �(x)jx� yj2+ (H0 � �H1jx� yj)�(y) � �(x):Alle Kernfunktionen sind stetig fortsetzbar, so da� die Aussage nun genau wie in Satz3.5 aus [49] bewiesen werden kann.74



6.4 Ableitung nach der Transmissionskonstanten �Die Analytizit�at der L�osung des Transmissionsproblems bzgl. des �Ubergangsparame-ters � ist mit den verwendeten Hilfsmitteln sehr einfach nachweisbar. Sei der Wel-lenzahlvektor � 2 C L+1 gegeben und W � C L eine o�ene Teilmenge der Parame-ter �, so da� das Transmissionsproblem eindeutig l�osbar ist. Der RandwertoperatorRT : W � Ĉm;� ! Cm;m�1;�(�) sei de�niert durchRT [�; w] = �wj � wv(j); @@� (wj � �jwv(j))�Lj=1 :F�ur die einfallende ebene Welle ui de�nieren wir Transmissionsrandwerte Ui 2Cm;m�1;�(�) durch folgende Vorgehensweise. F�ur einen �au�eren Rand �j sei Ui;j :=RC;�jui, anderenfalls gelte Ui;j = 0. F�ur diese Randwerte betrachten wir jetzt dasProblem 5.1.Satz 6.13. Die Abbildung � ! u[�] (d.h. W ! Ĉm;�) ist analytisch und es giltLTu(j)[�] = 0 f�ur j 2 N. Als Randbedingung ergibt sichRT [�; u(j)[�]] = �0;� @@� �(u[�] + Ui)v(j)�Lj=1� :Beweis. Sei F : W � Ĉm;� ! Cm�2;�0 � Cm;m�1;�(�) de�niert durch F [�; v] =(LTv;RT [�; v]), dann ist F analytisch und Fv[�; u[�]] ist beschr�ankt invertierbar. Zu-dem gilt F [�; u[�]] = 0, so da� wiederum der Satz �uber implizite Funktionen (vgl. [9],Theorem 15.3) anwendbar ist.Die zweite Aussage folgt aus der Linearit�at von LT und die letzte Behauptung folgtdurch di�erenzieren der Gleichung RT [�; u[�] + Ui] = 0.6.5 Vergleich mit anderen ResultatenAm Ende dieses Kapitels sollen die Ergebnisse mit anderen verglichen werden. Es exi-tieren insbesondere f�ur die Gebietsableitung eine ganze Reihe von Artikeln, die sichmit diesem Thema befassen. Die ersten Untersuchungen scheinen die St�orungen vonGebieten durch Vektorfelder betrachtet zu haben (vgl. den Artikel von Simon [58] ausdem Jahr 1980 und die darin angegebene Literatur. Als Anwendungsbeispiel wurdehier die Di�erenzierbarkeit der L�osung einer Laplacegleichung betrachtet. Dies wur-de f�ur Lipschitz-stetige R�ander auch auf die Helmholtzgleichung �ubertragen (vgl. [11]und auch [18]). Allen Arbeiten ist gemeinsam, da� sie die schwache Formulierung desRandwertproblems betrachten und die Aussagen in entsprechenden Sobolev-R�aumenbeweisen.Unter Benutzung des schwachen L�osungsbegri�s konnte auch Kirsch in [31] dieExistenz einer Gebietsableitung f�ur den schallweichen Fall nachweisen. Dieser Zugang75



wurde sp�ater auf andere Randbedingungen �ubertragen (vgl. [10], [21]). In der Disserta-tion von Hohage ([27]) werden Ideen von beiden Ans�atzen verwendet und Analytizit�atdes gestreuten Feldes im schallweichen und -harten Fall unter sehr schwachen Voraus-setzungen an die Randgl�atte bewiesen. Auch hier wird die schwache Formulierung desProblems benutzt.Einen anderer Zugang benutzte Potthast (vgl. [49], [48], [51]). Er bewies die Di�e-renzierbarkeit des gestreuten Feldes durch einen Integralgleichungsansatz. Die Herlei-tung der Randwerte des di�erenzierten Feldes wurde in [57] vereinfacht.In einer Arbeit von Bruno und Reitich (vgl. [3]) wird eine holomorphe Formulie-rung des Problems benutzt, um analytische Abh�angigkeit nachzuweisen. Hierbei istder Rand von der Form �f(x) und die Di�erenzierbarkeit wird bzgl. des Parameters �nachgewiesen. Diese Ergebnisse wurden in den Arbeiten [4], [54] und [55] benutzt, umaufbauend auf einer Taylorentwicklung des gestreuten Feldes ein numerisches Verfahrenzur L�osung von Streuproblemen zu entwickeln.
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7 Numerische ErgebnisseIn dem letzten Kapitel wollen wir einige konkrete numerische Beispiele betrachten.Von nun an untersuchen wir nur noch den zweidimensionalen Fall. Als Randwertpro-blem betrachten wir das Transmissionsproblem, wobei auch mehrere Gebiete zugelas-sen sind. Zun�achst wollen wir kurz darstellen, wie das direkte Transmissionsproblemnumerisch gel�ost werden kann. F�ur das angegebene Verfahren f�uhren wir eine Fehler-analyse in H�older-R�aumen durch. In einem zweiten Schritt geben wir eine M�oglich-keit zur Berechnung der Fr�echet-Ableitungen nach dem Rand, der Wellenzahl und der�Ubergangskonstanten � an. Der dritte Abschnitt besch�aftigt sich dann mit inversenTransmissionsproblemen, d.h. mit der Rekonstruktion der auftretenden Parameter ausden Fernfelddaten f�ur eine oder mehrere einfallende ebene Wellen. Am Ende geben wireine kurze Literatur�ubersicht.7.1 Numerische L�osung des direkten Problems
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Abbildung 7.1: Beispielgeometrie

Die Grundidee f�ur die Diskretisierungder auftretenden Integraloperatoren be-steht in einer geeigneten Abspaltungder Singularit�aten und exakter Integra-tion in dem Raum der trigonometri-schen Polynome. F�ur eine ausf�uhrliche-re Darstellung der Methode verweisenwir auf Kress (vgl. [37], [36]) und dieDiplomarbeiten [15] und [65], die sichmit der numerischen L�osung des direk-ten Transmissionsproblems besch�afti-gen. Wir werden haupts�achlich Integral-gleichungen zweiter Art betrachten. Die-se werden h�au�g mit dem Nystr�om-Verfahren diskretisiert (vgl. [37] f�ur ei-ne Analyse von verschiedenen Verfah-ren zur L�osung von Integralgleichungenzweiter Art). F�ur die L�osung der hier be-trachteten inversen Probleme ist es je-doch wichtig, da� die N�aherungsl�osun-gen trigonometrische Polynome sind. Daher ist es in dieser Situation am g�unstigsten,die betrachteten Integralgleichungen durch Projektionsverfahren mit trigonometrischen77



Polynomen zu l�osen. Das volldiskrete System ist zwar das gleiche wie beim Nystr�om-Verfahren, die N�aherungsl�osungen sind bei der von uns gew�ahlten Methode trigono-metrische Polynome und dies ist beim Nystr�om-Verfahren im allgemeinen nicht derFall.Exemplarisch betrachten wir hier einen Potentialansatz f�ur das Transmissionspro-blem. Das Ziel besteht also in der numerischen L�osung des Gleichungssystems (5.2),das wir mit M' = I�f bezeichnet hatten. Um die Darstellung etwas anschaulicher zugestalten, wollen wir das folgende an einem konkreten Beispiel f�ur zwei nebeneinander-liegen Gebiete betrachten (vgl. Abbildung 7.1). Wir setzen @
 2 Cm+2;� f�ur m 2 N�2voraus. Wie in Kapitel 5 beschrieben, verwenden wir die folgenden Ansatzfunktionen:u0 := K1;a'1;1 + d1S1;a'1;2 +K2;a'2;1 + d2S2;a'2;2;u1 := �1K1;i'1;1 + S1;i'1;2;u2 := �2K2;i'2;1 + S2;i'2;2:Zu l�osen sind die GleichungenRT;�1;�1(u1; u0) = I�1f1 und RT;�2;�2(u2; u0) = I�2f2:Dies entspricht einem System M' = I�f mit M = Md +Mk. Wir verwenden nun dieAufspaltung von M in der Form (5.3). Somit ist Md eine Diagonalmatrix und Mk hatfolgende Gestalt:Mk = 0BB@�1K1;i �K1;a S1;i � d1S1;a �K2;aj�1 �d2S2;aj�1�1(T1;i � T1;a) K�1;i � �1d1K�1;a ��1 @@�1K2;aj�1 ��1d2 @@�1S2;aj�1�K1;aj�2 �d1S1;aj�2 �2K2;i �K2;a S2;i � d2S2;a��2 @@�2K1;aj�2 ��2d1 @@�2S1;aj�2 �2(T2;i � T2;a) K�2;i � �2d2K�2;a1CCA :Zur L�osung des inversen Problems (d.h. der Rekonstruktion des Randes bzw. der auf-tretenden Konstanten) werden wir auch die Cauchy{Daten von u0, u1 und u2 ben�oti-gen. Ausreichend ist hierbei die Kenntnis der Cauchy{Daten von u0. Hieraus ermitteltman die Cauchy{Daten von u1 und u2 durch die Transmissionsrandbedingungen. DieCauchy{Daten uc von u0 ergeben sich aus der Gleichunguc = 0BB@u0j�1@u0@�1u0j�2@u0@�2 1CCA = Qd'+Qk' := 0BB@1=2 0 0 00 �d1=2 0 00 0 1=2 00 0 0 �d2=21CCA'
+0BB@ K1;a d1S1;a K2;aj�1 d2S2;aj�1T1;a d1K�1;a @@�1K2;aj�1 d2 @@�1S2;aj�1K1;aj�2 d1S1;aj�2 K2;a d2S2;a@@�2K1;aj�2 d1 @@�2S1;aj�2 T2;a d2K�2;a 1CCA':Wir �xieren jetzt eine 2�-periodische Parametrisierung z und betrachten von nun analle Operatoren als Abbildungen von einem Raum 2�-periodischer Funktionen in einen78



Raum 2�-periodischer Funktionen. Wir wollen diese Operatoren aber weiterhin mitden gleichen Symbolen bezeichnen.Der Trick besteht nun in einer geeigneten Zerlegung der Komponenten von Mk undQk. Hierzu de�nieren wir folgende Operatoren:B1(k)'(t) := Z 2�0 k(t; �)'(�) d �;B2(k)'(t) := Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � k(t; �)'(�) d �;B3'(t) := 12� Z 2�0 cot t� �2 '0(�) d �:Auf dem Einheitskreis entspricht B3 gerade dem Operator T0 und B2(1=2�) dem Ope-rator S. Nun benutzen wir folgenden Zerlegungen:S = B1(kS) +B2(wS);K = B1(kK) +B2(wK); K� = B1(kK�) +B2(wK�);Ti � Ta = B1(kTiTa) + B2(wTiTa); Ta = B1(kT ) +B2(wT ) +B3;S = B1(kS); K = B1(kK);@@�j Sl = B1(kSjl); @@�jKl = B1(kKjl); j; l 2 f1; 2g; j 6= l:Hier haben wir die Indices an den Operatoren weggelassen, da die Zerlegungen f�ur alleOperatoren gleicherma�en erfolgt. F�ur eine ausf�uhrliche Herleitung verweisen wir aufauf Kapitel 3.5 in [7], Beispiel 12.14 in [37] und die Artikel [36] und [41].Alle Kernfunktionen sind 2�-periodisch und ungef�ahr so glatt wie der Rand �.Exemplarisch betrachten wir den Kern k des Operators S, um zu zeigen, wie mandiese Aufspaltungen erh�alt:k(t; �) = i4H0(�jz(t)� z(�)j)jz0(�)j= i4H0(�jz(t)� z(�)j)jz0(�)j+ 12�J0(�jz(t)� z(�)j) ln(jz(t)� z(�)j)jz0(�)j| {z }=:p(t;�)� 12�J0(�jz(t)� z(�)j) ln(jz(t)� z(�)j)jz0(�)j= p(t; �)� 14�J0(�0jz(t)� z(�)j)jz0(�)j ln jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2� 14�J0(�jz(t)� z(�)j)jz0(�)j ln�4 sin2 t� �2 �=: kS(t; �) + wS(t; �) ln�4 sin2 t� �2 � :
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Aus der Reihendarstellung der Hankelfunktion folgt kS 2 Cm+1;�([0; 2�]� [0; 2�]). MitHilfe der Gleichung z(t)� z(�) = (t� �) Z 10 z0(� + s(t� �)) d szeigt man ln jz(t)� z(�)j2sin2 t��2 2 Cm+1;�([0; 2�]� [0; 2�]):In den Operatoren K und K� treten Terme der Form (z(t) � z(�))�(�)=jz(t) � z(�)j2bzw. (z(t)�z(�))�(t)=jz(t)�z(�)j2 auf. Hier entwickelt man z bis zur zweiten Ableitungund folgert, da� die Terme in Cm;�([0; 2�] � [0; 2�]) liegen (vgl. auch hierzu Lemma3.6 und auch [43], Seite 258f.). Mit �ahnlichen �Uberlegungen erhalten wir folgendesErgebnis:kS; wS; kK; wK; kS; kK; kK�; wK�; kTiTa; wTiTa; kSjl; kKjl 2 Cm;�([0; 2�]� [0; 2�]):Die Kerne kT und wT wurden in [36] analysiert. Sie haben folgende Regularit�at: kT ,wT 2 Cm�1;�([0; 2�]� [0; 2�]).Nun erkl�aren wir Approximationsoperatoren, die auf trigonometrischer Interpola-tion beruhen. F�ur n 2 N , n gerade, verwenden wir �aquidistante Knotenpunktet(n)j := 2�jn ; j = 0; : : : ; n� 1:Bzgl. des n-dimensionalen Raums Tn der trigonometrischen Polynome der Formv(t) = n=2Xm=0 am cosmt+ n=2�1Xm=1 bm sinmtund der Knotenpunkte t(n)j ist das Interpolationsproblem im Raum der stetigen Funk-tionen eindeutig l�osbar. Mit Pn : C[0; 2�]! Tn bezeichnen wir den zugeh�origen Inter-polationsoperator. Nun de�nieren wir folgende Approximationsoperatoren:B1;n(k)'(t) := Z 2�0 Pn(k(t; �)')(�) d �;B2;n(k)'(t) := Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 �Pn(k(t; �)')(�) d �;B3;n'(t) := 12� Z 2�0 cot t� �2 (Pn')0(�) d �:Ersetzt man die Operatoren in Mk und Qk durch die entsprechenden Approximations-operatoren, so erhalten wir Operatormatrizen Mk;n und Qk;n und betrachten nun dasGleichungssystem (Md + PnMk;n)'n = I�Pnf: (7.1)80



Mit PnMk;n verstehen wir dabei die Anwendung des Operators Pn auf jede Komponentevon Mk;n. Falls 'n eine L�osung dieses Systems ist, so liegen die Komponenten von 'nin Tn. Dieses semidiskrete System kann nun durch explizite Quadraturformeln in ein�aquivalentes endlichdimensionales System �uberf�uhrt werden (vgl. z.B. [7], Kapitel 3.5,und die anderen bereits zitierten Texte zu diesem Thema). F�ur eine L�osung 'n erhaltenwir eine N�aherung uc;n an die Cauchy-Randwerte uc durchuc;n = (Qd + PnQk;n)'n: (7.2)Wiederum verstehen wir unter PnQk;n die Anwendung von Pn auf jede Komponentevon Qk;n.Die Konvergenz{ und Fehleranalyse soll nun in H�older-R�aumen durchgef�uhrt wer-den. Grundlage ist hierbei der Artikel [36], in dem ein Neumann-Problem betrachtetwurde. Zun�achst versch�arfen wir das Lemma 4.1 aus dem eben genannten Artikel. Wirde�nieren hierzu f�ur l, p 2 N0 , l � p, folgenden H�older-Raum:Cp;l;�([0; 2�]� [0; 2�]) := f 2 C l;�([0; 2�]� [0; 2�]) : 8t2 2 [0; 2�] :  (�; t2) 2 Cp;�[0; 2�]und @p�l@tp�l1  2 C l;�([0; 2�]� [0; 2�])g:Lemma 7.1. Sei  2 Cp;p�1;�([0; 2�]� [0; 2�]) (p 2 N), dann gilt f�ur die Funktionu(t) := Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � (t; �) d �die Absch�atzung kukp;� � Cmaxj=0;1 



@j @tj 



p�1;� ;wobei die Konstante C von p und � abh�angt.Beweis. Der Nachweis erfolgt durch Induktion. Sei zun�achst p = 1. In Lemma 4.1 aus[36] wurde die Ungleichung kuk0;� � Cmaxj=0;1 



@ @t 



1bewiesen, so da� nur noch u0 zu untersuchen ist. Di�erenziert man u, ergibt sich folgendeDarstellung: u0(t) = Z 2�0 � @@t ln�4 sin2 t� �2 �� ( (t; �)�  (�; �)) d �+ Z 2�0 � @@t ln�4 sin2 t� �2 �� (�; �) d �+ Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � @ @t (t; �) d �=: I1(t) + I2(t) + I3(t): 81



Da  nach der ersten Variablen di�erenzierbar ist, gewinnen wir die Gleichung (t; �)�  (�; �) = (t� �) Z 10 @ @t (� + s(t� �); �) d s =: (t� �)�(t; �):Hierbei ist die Funktion � H�older-stetig, d.h. es gilt kI1k0;� � ck@ @t k0;�. Der TermI2 entspricht der Ableitung des Einfachschichtpotentials mit H�older-stetiger Dichte.Daher folgt kI2k0;� � ck k0;�. Der letzte Term kann unter Ausnutzung der H�older-Stetigkeit von @ @t im ersten Argument �ahnlich wie in Lemma 4.1 aus [36] behandeltwerden. Somit ist die Aussage f�ur p = 1 bewiesen. F�ur p > 1 geht man induktiv genauwie in Korollar 4.2 aus [36] vor.In Korollar 4.2 aus [36] wurde die Ungleichungkukp;� � Cmaxj=0;1 



@ @t 



p;1 (7.3)bewiesen. Auch diese Ungleichung k�onnte man f�ur die Fehleranalyse benutzen. Be-trachtet man Funktionen  der Form  (t; �) = k(t; �)'(�) mit hinreichend glatterKernfunktion k und Dichte ', so haben wir mit dem obigen Lemma nachgewiesen, da�der Operator B2(k) um eine Stufe gl�attet. Diese Eigenschaft, die man nicht aus derUngleichung 7.3 erh�alt, werden wir uns bei der Fehleranalyse zunutze machen.An dieser Stelle erfolgt ein kurzer Einschub. Falls man die Operatormatrix Mbeim Potentialansatz mit der Aufspaltung (5.4) untersuchen will, so kann man sichdie starken Gl�attungseigenschaften des Operators Si � Sa zunutze machen. Es giltSi � Sa = B4(kSiSa) mitB4(k)'(t) := Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � sin2 t� �2 k(t; �)'(�) d �;Der Kern kSiSa ist dabei ein Element aus Cm+1;�([0; 2�]� [0; 2�]). F�ur B4 betrachtetman den Approximationsoperator B4;n mitB4;n(k)'(t) := Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � sin2 t� �2 Pn(k(t; �)')(�) d �:Der Operator B4 wurde in [41] in Sobolev-R�aumen betrachtet. Wir werden nachweisen,da� er st�arker gl�attet als der Operator B2:Lemma 7.2. Sei  2 Cp;l;�([0; 2�]� [0; 2�]) (p 2 N, l := max(0; p� 3)), dann gilt f�urdie Funktion v(t) := Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � sin2 t� �2  (t; �) d �die Absch�atzung kvkp;� � C maxj=0;::: ;min(p;3) 



@j @tj 



l;� ;wobei die Konstante C von p und � abh�angt.82



Beweis. F�ur die Ableitung von v ergibt sich:v0(t) = Z 2�0 sin t� �2 cos t� �2  (t; �) d �+ Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � sin t� �2 cos t� �2  (t; �) d �+ Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � sin2 t� �2 @ @t (t; �) d �=: I1(t) + I2(t) + I3(t):I1 ist ein Integral mit glattem Kern, so da� die Aussage hier einfach nachweisbar ist,I3 hat die gleiche Struktur wie v, so da� nur noch I2 zu untersuchen ist:I 02(t) = Z 2�0 cos2 t� �2  (t; �) d �+ 12 Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � (cos2 t� �2 � sin2 t� �2 ) (t; �) d �+ Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � sin t� �2 cos t� �2 @ @t (t; �) d �:Somit k�onnen wir das vorherige Lemma auf I 02 anwenden, woraus die Aussage f�ur p � 3folgt. F�ur gr�o�ere p geht man induktiv wie in Korollar 4.2 aus [36] vor.Der OperatorB4 er�o�net also eine weitere M�oglichkeit zur Fehleranalyse; darauf werdenwir hier allerdings nicht n�aher eingehen.Im n�achsten Lemma nutzen wir folgende Approximationseigenschaft des Interpola-tionsoperators in H�older-R�aumen aus:kPnf � fkp;� � C lnnnq�p+��� kfkq;�: (7.4)Diese Ungleichung ist g�ultig f�ur f 2 Cq;�[0; 2�], 0 � p � q und 0 < � < � < 1 und eineKonstante C, die von p, q, � und � abh�angt (vgl. [59], Seite 40 und [60], Seite 78). MitHilfe dieser Ungleichung k�onnen wir die folgende Aussage beweisen:Lemma 7.3. Sei k 2 Cq;�([0; 2�]� [0; 2�]), p, q 2 N0 mit 0 � p � q, 0 < � < �=4 <1=4 und  n(t; �) := Pn(k(t; �))(�)� k(t; �);dann gilt f�ur  n folgende Absch�atzung:k nkp;� � Cnq�p+�=2kkkq;�: 83



Beweis. Sei l; j 2 N0 mit j + l � p und @j+l@tj@� l n(t; �) =:  jl(t; �). Unter Benutzungder Gleichung @j@tjPn(k(t; �)) = Pn �@jk@tj (t; �)�, die aus der Lagrange{Darstellung von Pnersichtlich ist, erhalten wir:j jl(t; �)j = ���� @l@� lPn�@jk@tj (t; �)� (�)� @j+lk@tj@� l (t; �)����� 



Pn�@jk@tj (t; �)�� @jk@tj (t; �)



l;�� C lnnnq�l�j+��� 



@jk@tj (t; �)



q�j;�� Cnq�l�j+�=2kkkq;�:Somit haben wir k nkp � Cnq�p+�=2kkkq;�bewiesen. Nun zur H�older-Stetigkeit von  n. Seien hierzu t1, t2, �1 und �2 2 [0; 2�] undl + j = p. j jl(t1; �1)�  jl(t2; �2)j� j jl(t1; �1)�  jl(t2; �1)j+ j jl(t2; �1)�  jl(t2; �2)j= ���� @l@� lPn�@jk@tj (t1; �)� @jk@tj (t2; �)� (�1)�@j+l@tj@� l (k(t1; �1)� k(t2; �1))����+ ���� @l@� l �Pn�@jk@tj (t2; �)� (�1)� Pn�@jk@tj (t2; �)� (�2)�� @j+l@tj@� l (k(t2; �1)� k(t2; �2))����� C lnnnq�l�j+3�=4�� 



 @j@tj (k(t1; �)� k(t2; �))



q�j;3�=4+ ���� @l@� lPn�@jk@tj (t2; �)�� @j+lk@tj@� l (t2; �)����� j�1 � �2j�� Cnq�p+�=2kk(t1; �)� k(t2; �)kq;3�=4 + Cnq�p+�=2kkkq;�j�1 � �2j�:Nun ist noch der Nachweis kk(t1; �)� k(t2; �)kq;3�=4 � Ckkkq;�jt1 � t2j� zu f�uhren. DerBeweis der Ungleichungkk(t1; �)� k(t2; �)kq � kkkq;�jt1 � t2j� � Ckkkq;�jt1 � t2j�84



ist nicht schwierig, etwas komplizierter ist die Situation f�ur die H�older-Halbnorm. Seihierzu kjl := @j+lk=@tj@� l f�ur j; l 2 N0 und j + l = q. Wir verwenden einen Trick, derauch zum Nachweis der kompakten Einbettung von H�older-R�aumen verwendet wird(vgl. [37], Theorem 7.4). Seien ~� , �̂ 2 [0; 2�].jkjl(t1; ~�)� kjl(t2; ~� )� (kjl(t1; �̂)� kjl(t2; �̂ ))j= jkjl(t1; ~�)� kjl(t2; ~�)� (kjl(t1; �̂)� kjl(t2; �̂))j1=4jkjl(t1; ~�)� kjl(t2; ~� )� (kjl(t1; �̂)� kjl(t2; �̂))j3=4� (2jjkjljj�jt1 � t2j�)1=4(2jjkjljj�j~� � �̂ j�)3=4� Cjjkjljj�jt1 � t2j�=4j~� � �̂ j3�=4Somit folgt kk(t1; �)� k(t2; �)kq;3�=4 � Ckkkq;�jt1 � t2j�und daher die Behauptung.Nun verf�ugen wir �uber alle Hilfsmittel, die wir f�ur die Fehleranalyse ben�otigen. Wirbetrachten jetzt wieder das Beispiel zum Transmissionsproblem. Der folgende Satz ist�ahnlich zu Theorem 4.4 aus [36] bzw. Satz 4.3 aus [24]. Allerdings wurde der Beweisdort f�ur analytische bzw. unendlich oft di�erenzierbare R�ander gef�uhrt, w�ahrend wirhier weiterhin nur Cm+2;�-Gl�atte voraussetzen.F�ur q, p 2 N0 , 0 < �; 
 < 1 betrachten wir den RaumCq;p;�;
 := (Cq;�[0; 2�]� Cp;
[0; 2�])2:Die Norm in diesem Raum bezeichnen wir mit k � kq;p;�;
. Falls � = 
 bezeichnen wirden Raum mit Cq;p;� und die Norm mit k � kq;p;�.Satz 7.4. Es existiert ein � > 0, so da� f�ur hinreichend gro�e n 2 N die N�aherungs-gleichung (7.1) eine eindeutige L�osung 'n besitzt. Der Abstand von 'n zur wahrenL�osung ' gen�ugt der Absch�atzungk'n � 'k2;1;� � Cnm�2+� (kfkm;m�1;� + k'km;m�1;�); C = C(�; �;m;�): (7.5)F�ur die Approximation uc;n an die Cauchy-Daten uc von u0 gilt weiterhinkuc;n � uck2;1;� � Cnm�2+� (kfkm;m�1;� + k'km;m�1;�); C = C(�; �;m;�): (7.6)Beweis. Sei q 2 N , �1, �2, �3, �4 2 R+ mit 0 < �j < �j+1=4, j = 1; 2; 3 und �4 < �=4.Zun�achst wollen wir zeigen, da� die Operatorfolge PnMk;n in der C2;1;�1;�3-Normgegen Mk konvergiert. Betrachten wir den Operator K (der Beweis ist f�ur K1;i, K1;a,K2;i und K2;a gleich, wir verzichten daher auf den Index) und die zugeh�origen Ope-ratoren B1(kK) und B2(wK). Die Beweise f�ur den Operator B1 sind einfacher, da er85



einen Cm;�-glatten Kern hat, w�ahrend B2 eine logarithmische Singularit�at besitzt. Wirbetrachten im folgenden daher nur B2. Sei n(t; �) := Pn(wK(t; �)')(�)� wK(t; �)'(�);dann folgt aus Lemma 7.1 und Lemma 7.3 f�ur 2 � q � m:k(B2;n(wK)� B2(wK))'k2;�1 � Cmaxj=0;1 



 @j@tj n



1;�1� Cnq�2+�2=2 maxj=0;1 



 @j@tjwK'



q�1;�2� Cnq�2+�2=2k'kq�1;�2:F�ur den Operator B2;n(wK) ergibt sich:kB2;n(wK)'kq;�2 � k(B2;n(wK)� B2(wK))'kq;�2 + kB2(wK)'kq;�2� Cmaxj=0;1 



 @j@tj  n



q�1;�2 + 



 @j@tjwk'



q�1;�2!� Ck'kq�1;�3:Aus der letzten Ungleichung erhalten wirk(PnB2;n(wK)�B2;n(wK))'k2;�1 � C lnnnq�2+�2��1 kB2;n(wK)'kq;�2� Cnq�2+�2=2k'kq�1;�3:Setzt man diese Ungleichungen zusammen, ergibt sichk(PnB2;n(wK)� B2(wK))'k2;�1 � Cnq�2+�2=2k'kq�1;�3 � Cnq�2+�1 k'kq;�1:�Ahnlich zeigt man die folgenden Ungleichungen:k(PnB2;n(wS)�B2(wS))'k2;�1 � Cnq�2+�1 k'kq�1;�3;k(PnB2;n(wK�)� B2(wK�))'k1;�3 � Cnq�2+�1 k'kq�1;�3;k(PnB2;n(wTiTa)� B2(wTiTa))'k1;�3 � Cnq�2+�1 k'kq;�1Setzt man alle Ungleichungen zusammen, so erhalten wirk(PnMk;n �Mk)'k2;1;�1;�3 � Cnq�2+�1 k'kq;q�1;�1;�3 (7.7)86



und damit die Normkonvergenz in der C2;1;�1;�3-Norm. Analog zu Bemerkung 5.5 zeigtman die Invertierbarkeit des Operators Md +Mk in der C2;�1;�3-Norm. Der Nachweisder Absch�atzungk'n � 'k2;1;�1;�3 � C(kPnf � fk2;1;�1;�3 + k(PnMk;n �Mk)'k2;1;�1;�3)ist dann Standardsto� der Funktionalanalysis (vgl. z.B. [36], Theorem 4.4). Aus denUngleichungen (7.4) und (7.7) folgt die Ungleichungk'n � 'k2;1;�1;�3 � Cnm�2+� (kfkm;m�1;� + k'km;m�1;�) (7.8)und damit insbesondere die Absch�atzung (7.5).Nun zu den Cauchy-Daten. Es giltuc � uc;n = (Qd +Qk)'� (Qd + PnQk;n)'n= (Qd + PnQk;n)('� 'n) + (Qk � PnQk)':Jetzt untersuchen wir die Komponenten von Qk bzw. Qk;n. Neu im Vergleich zu Mksind die Operatoren B1(kT ), B2(wT ) und B3. Die ersten beiden Operatoren k�onnenanalog zu den vorherigen behandelt werden. Der Operator B3 entspricht, wie bereitserw�ahnt, dem Operator T0 auf dem Einheitskreis entspricht. Zus�atzlich w�ahlen wir nunKonstanten �, �0 2 R+ mit � < �0=4 und �0 < �1=4. Aus den Abbildungseigenschaftenvon T0 folgtk(B3 � B3;n)'k1;� � k'� Pn'k2;� � C lnnnq�2+�1��k'kq;�1 � Cnq�2+�k'kq;�1:Zudem gilt PnB3;n = B3;n (vgl. z.B. [36], Gleichung (3.6)), so da� wir insgesamt dieAbsch�atzung k(PnQk;n �Qk)'k2;1;� � Cnq�2+�k'kq;q�1;�1erhalten. Nun folgt die Aussage aus den bereits bewiesenen Ungleichungen.Falls die Gebiete analytisch sind, kann nachgewiesen werden, da� die Konvergenz derN�aherungsl�osung gegen die wahre L�osung exponentiell ist (vgl. z.B. [37], Theorem 11.7).Der Konvergenzbeweis benutzt keine Eigenschaften des konkret betrachteten Ge-biets und kann somit f�ur beliebige Gebietskonstellationen verwendet werden.Das N�aherungsverfahren f�ur den Greensche Ansatz wurde unter Verwendung vonSobolev-R�aumen in [28] analysiert. Dort wurde nur die Situation eines einzigen Randesuntersucht. Diese Konvergenzanalyse kann mit den hier bereitgestellten Hilfsmittelnleicht auf H�older-R�aume und mehrere Gebiete �ubertragen werden. Auch der Ansatzvon Kleinman und Martin kann in �ahnlicher Weise untersucht werden. In [41] wurdeein Einfachschichtpotentialansatz beim Dirichlet-Problem untersucht (vgl. zudem [37],Kapitel 13.4). Dies kann auch auf das Transmisionsproblem �ubertragen werden. Auf87



Abbildung 7.2: Verschiedene Gebiete: Kreis, Drache, Bohne, Erdnu�, Raumschi�, Qua-drat, Tropfen
88



weitere Details wollen wir jedoch verzichten und nur noch ein Verfahren zur L�osungder auftretenden Gleichungssysteme angeben.Die Darstellung orientiert sich an [17], Abschnitt 3.4.7. Diskretisiert man die Opera-tormatrix M bzgl. n Knotenpunkten auf den R�andern �j, j = 1; : : : ; L, so erh�alt maneine Matrix A = (Ajk) 2 C L�L mit Ajk 2 C n�n f�ur j, k = 1; : : : ; L. Wir werden stetsdavon ausgehen, da� die auftretenden Matrizen auf der Diagonale der Blockmatrixnach eventueller Pivotisierung in eine linke untere und eine rechte obere invertierba-re Dreiecksmatrix zerlegt werden k�onnen. Im ersten Schritt ergibt sich dann folgendeVorgehensweise:1. Bestimme f�ur eine geeignete Permutationsmatrix P1 2 Rn�n eine LU-Zerlegungvon P1A11, d.h. P1A11 = L11U11.2. F�ur j = 2; : : : ; L bestimme man Matrizen U1j und Lj1 mit P1A1j = L11U1j undAj1 = Lj1U11. Die Matrizen werden hierbei durch Vorw�artseinsetzen bestimmt,wobei zur Berechnung von Lj1 das transponierte System Atj1 = U t11Ltj1 verwendetwird.3. F�ur j, k = 2; : : : ; L sei A(1)jk := Ajk � Lj1U1k.Somit ergibt sich:0BBB@P1 0 : : : 00 I : : : 0... . . . ...0 : : : I1CCCA0BBB@A11 : : : : : : A1n... . . . ...... . . . ...An1 : : : : : : Ann
1CCCA

= 0BBB@L11U11 L11U12 : : : L11U1nL21U11 A(1)22 + L21U12 : : : A(1)2n + L21U1n... . . . ...Ln1U11 A(1)n2 + Ln1U12 : : : A(1)nn + Ln1U1n
1CCCA

= 0BBB@L11 0 : : : 0L21 I : : : 0... . . . ...Ln1 : : : I1CCCA0BBB@I 0 : : : 00 A(1)22 : : : A(1)2n... . . . ...0 A(1)n2 : : : A(1)nn
1CCCA0BBB@U11 U12 : : : U1n0 I : : : 0... . . . ...0 : : : I 1CCCA :

Sei nun P2 eine Permutationsmatrix, die eine LU-Zerlegung f�ur A(1)22 erm�oglicht:89



P2A(1)22 = L22U22, dann ergibt sich:0BBB@P1 0 : : : 00 P2 : : : 0... . . . ...0 : : : I1CCCA0BBB@A11 : : : : : : A1n... . . . ...... . . . ...An1 : : : : : : Ann
1CCCA

= 0BBB@ L11 0 : : : 0P2L21 I : : : 0... . . . ...Ln1 : : : I1CCCA0BBB@I 0 : : : 00 L22U22 : : : P2A(1)2n... . . . ...0 A(1)n2 : : : A(1)nn
1CCCA0BBB@U11 U12 : : : U1n0 I : : : 0... . . . ...0 : : : I 1CCCA :Somit kann die Blockmatrix A (bzw. eine geeignete Permutation von A) in eine linkeuntere und eine rechte obere Blockmatrix zerlegt werden. Die auftretenden Gleichungs-systeme k�onnen also durch Vor{ und R�uckw�artseinsetzen gel�ost werden.Bemerkung 7.5. Wenn nichts anderes erw�ahnt ist, verwenden wir bei den numeri-schen Beispielen die folgenden Parameter. Bei nur einem Rand sind die Wellenzahlengegeben durch �0 = 1:9 und �1 = 1:0 und f�ur die �Ubergangskonstante gilt � = 0:7. Wirverwenden 64 Knotenpunkte auf dem Einheitskreis zur Diskretisierung des Fernfeldesund einen Potentialansatz zur L�osung des direkten Problems. Folgende Parametrisie-rungen werden untersucht:Kreis: z(t) = �cos tsin t� ;Bohne: z(t) = 1 + :9 cos t+ :1 sin 2t1 + :75 cos t �cos tsin t� ;Erdnu�: z(t) =pcos2 t + :25 sin2 t�cos tsin t� ;Drache: z(t) = �cos t + 0:65(cos 2t� 1)1:5 sin t � ;Raumschi�: z(t) = �ecos t + :5 cos(4t)� 2sin t � ;Quadrat: z(t) = 8>>><>>>:(:25�;�:25� + t) t 2 [0; :5�];(:75� � t; :25�) t 2 [:5�; �];(�:25�; 1:25� � t) t 2 [�; 1:5�];(�1:75� + t;�:25�) t 2 [1:5�; 2�]Tropfen: z(t) = �2 sin(t=2)� sin t � :Die numerischen Experimente wurden auf einer Compaq XP1000 Workstation durch-gef�uhrt. Es wurde stets mit doppelter Genauigkeit (d.h. bis 10�16) gerechnet.90



n Kreis Drache Raumschi� Tropfen Quadrat Zeit(sec)16 1.2e-12 0.005 0.07 0.02 0.05 032 4.5e-16 1.0e-06 0.01 0.01 0.03 064 4.2e-16 2.5e-12 8.8e-5 0.006 0.02 0128 2.4e-16 4.3e-16 1.6e-6 0.004 0.01 0256 5.5e-16 5.6e-17 1.7e-9 0.002 0.007 3512 1.0e-15 7.6e-16 2.4e-15 0.001 0.004 35Tabelle 7.1: Konvergenzgeschindigkeit bei verschiedenen Gebieten
n Pot Zeit Pot(S) Zeit16 0.07 0 0.16 032 0.01 0 0.02 064 8.8e-5 0 0.002 0128 1.6e-5 0 4.7e-5 0256 1.7e-9 3 3.9e-8 3512 2.4e-15 36 3.6e-14 351024 6.1e-16 316 8.3e-16 313n Green Zeit Green(S) Zeit KlMa Zeit(sec)16 0.5 0 0.1 0 0.5 032 0.4 0 0.01 0 0.3 064 0.1 0 0.003 0 0.4 0128 0.006 0 8.0e-5 0 0.01 0256 9.9e-6 3 6.6e-8 3 1.7e-5 2512 1.6e-11 36 5.8e-14 33 2.7e-11 151024 7.8e-15 316 2.0e-16 313 2.7e-14 128Tabelle 7.2: Konvergenzgeschindigkeit bei verschiedenen L�osungsverfahren; Gebiet istdas Raumschi�;
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Nun untersuchen wir zun�achst die Konvergenz unseres Verfahrens bei nur einemRand. In der Tabelle 7.1 betrachten wir Kreis, Drache, Raumschi�, Tropfen und Qua-drat. Als Randwerte haben wir die Abbildung f mitf(x) = 0@ J0(�1jxj)�H0(�0jxj)��0H1(�0jxj)� 1��1J1(�1jxj)� x � �(x)jxj 1A (7.9)verwendet. Aus der Eindeutigkeit des Transmissionsproblems f�ur die gew�ahlten Kon-stanten �0, �1 und � folgt, da� das �au�ere Feld u0 gerade durch u0(x) = H0(�0jxj) unddas innere Feld u1 durch u1(x) = J0(�1jxj) gegeben ist (hierbei nutzen wir aus, da�der Nullpunkt stets im Inneren der Gebiete liegt). Das Fernfeld von H0(�0jxj) kannexplizit berechnet werden, es ergibt sichu1(x̂) =r 2�0�e� i4� :

Abbildung 7.3: Geometrie 1

In der Tabelle 7.1 vergleichen wir den Ab-solutbetrag der N�aherungsl�osung des Fern-feldes mit der exakten L�osung an der Stellex̂ = (1; 0). Bei dem Quadrat wurde ein Ein-fachschichtpotentialansatz, sonst der in Ka-pitel 5 beschriebene Potentialansatz verwen-det. Da wir Gebiete mit Ecken nicht theo-retisch untersucht haben, sind die hier auf-gef�uhrten Beispiele f�ur das Quadrat und denTropfen rein experimenteller Natur. Die Er-gebnisse deuten jedoch darauf hin, da� sichdie betrachteten Algorithmen auch auf Ge-biete mit Ecken ausdehnen lassen. Bei Kreis,Drache und Raumschi� ist die Konvergenz ex-ponentiell, allerdings zeigt sich beim Raum-schi�, da� schon eine recht gro�e Anzahl von Knotenpunkte n�otig ist, um einen hin-reichend kleinen Fehler zu erhalten. Die Konvergenz bei Gebieten mit Ecken ist sehrschlecht. Hier m�u�te man eigentlich mit Verfahren arbeiten, die der Existenz von EckenRechnung tragen (vgl. z.B. [7], Kapitel 3.5, Seite 72�.), Im Kontext von inversen Pro-blemen kann man allerdings davon ausgehen, da� die Me�daten sowieso fehlerbehaftetsind, so da� das L�osungsverfahren f�ur das direkte Problem nicht allzu genau sein mu�.In Tabelle 7.2 vergleichen wir verschiedene L�osungsverfahren f�ur das direkte Pro-blem. Als Gebiet haben wir das Raumschi� verwendet. Als Randwerte haben wir auchhier die Funktion (7.9) verwendet. Neben dem in Kapitel 5 besprochenen Potentialan-satz verwenden wir auch einen Potentialansatz, der nur auf Einfachschichtpotentialenberuht. In gleicher Weise f�uhren wir dies beim Greenschen Ansatz durch. Neben dembesprochenen Ansatz haben wir auch hier einen Ansatz implementiert, der nur auf92



Abbildung 7.4: Geometrie 2Einfachschichtpotentialen beruht (vgl. hierzu [34], Abschnitt 4.2). Als letzte Varianteverwenden wir den Ansatz von Kleinman und Martin. F�ur eine Untersuchung diesesAnsatzes sei auch auf die Diplomarbeit [15] verwiesen. Im Beweis von Satz 5.9 haben wirgesehen, da� sich die Komponenten der OperatormatrixM bei diesem Verfahren durcheine Verkn�upfung von Operatoren ergeben. Bei einem Rand werden daher beim voll-diskreten System gerade 2 Matrizenmultiplikationen ben�otigt. Zur E�zienzsteigerungkann man hier statt der gew�ohnlichen Matrizenmultiplikation das Verfahren von Stras-sen verwenden (vgl. [17], Abschnitt 1.3.7). Diese Methode haben wir implementiert.

Abbildung 7.5: Geometrie 3

Wir wollen nun den Aufwand f�ur dasL�osen der Gleichungssysteme verglei-chen. Wir betrachten nur die ben�otig-ten Multiplikationen. Beim Potentialan-satz (wie auch beim Greenschen An-satz) wird der Aufwand durch die LU-Zerlegung bestimmt. Bei n Knoten-punkten hat die zu zerlegende Matrixdie Gr�o�e 2n � 2n und somit ben�otigtman ungef�ahr 13(2n)3 = 83n3 Multiplika-tionen. Beim Verfahren von Kleinmanund Martin ben�otigt man f�ur die LU-Zerlegung n3=3 Multiplikationen und2n3 Multiplikationen f�ur die Matrizen-multiplikationen. Beim Verfahren vonStrassen ben�otigt man f�ur eine Matrixmultiplikation nlog2 7 � n2:807 Multiplikationen.Diese Zeitersparnis spiegelt sich in der Tabelle 7.2 wieder. F�ur gro�e Knotenzahlenist das Verfahren von Kleinman und Martin daher erheblich schneller. Die Methodevon Strassen ist rekursiv und deshalb nur f�ur gro�e Matrizen sinnvoll. Wir haben sieerst ab 256 Knotenpunkten verwendet. Trotz der Zeitersparnis beim Verfahren vonKleinman und Martin haben wir bei mehreren R�andern nur den Potential{ und denGreenschen Ansatz implementiert, da uns das Verfahren von Kleinman und Martinhier zu kompliziert erschien (vgl. den Algorithmus in Kapitel 5).Nun wollen wir uns einigen Beispielen mit mehreren R�andern zuwenden. Zun�achstbetrachten f�unf ineinanderliegende Kreise (vgl. Abbildung 7.3). F�ur die Radien rj der93



Kreise Kj gilt rj = 6 � j, j = 1; : : : ; 5. Die Wellenzahlen sind hier gegeben durch�0 = 1:9, �1 = �3 = �5 = 1:0 und �2 = �4 = 0:8. F�ur die �Ubergangskonstantenwurde �1 = �3 = �5 = 0:7 und �2 = �4 = 0:5 gew�ahlt. Das zweite Experiment mitdieser Geometrie wurde mit komplexen Wellenzahlen durchgef�uhrt. Hier haben wir dieWellenzahlen folgenderma�en gew�ahlt: �0 = 1:9+ i0:5, �1 = 1:0+ i0:6, �2 = 0:8+ i0:7,�3 = 1:0 + i0:8, �4 = 0:8 + i0:9 und �5 = 1:0 + i1:0.

Abbildung 7.6: Geometrie 4

Daneben untersuchen wirf�unf nebeneinanderliegendeKreise (vgl. Abbildung 7.4),alle mit Radius Eins. DieMittelpunkte der Kreisesind dabei gegeben durch(�6; 0), (�3; 0), (0; 0), (3; 0)und (6; 0). Die Wellenzahlenund �Ubergangskonstantenwurden genau wie im erstenBeispiel gew�ahlt. Weiterhinbetrachten wir Gebiete,die sowohl ineinander{, alsauch nebeneinander liegen(vgl. Abbildung 7.5). Der�au�ere Kreis hat hier denRadius drei, die anderenR�ander werden um denFaktor zwei im Vergleichzu den in der Bemerkung7.5 angegebenen Para-metrisierungen gestaucht.Als Wellenzahlen wurden�0 = 1:9, �1 = 1:0 und�2 = �3 = �4 = �5 = 0:8 gew�ahlt. Die �Ubergangskonstanten �j wurden wie bei denersten beiden Beispielen gew�ahlt.Als letztes haben wir eine etwas kompliziertere Geometrie untersucht (vgl. Abbil-dung 7.6). Der Drache wurde hier um 2.5 gestreckt, die Raumschi�e um den Faktor2 und die Bohne um den Faktor 5 gestaucht. Die Wellenzahlen lauteten: �0 = 1:9,�1 = 1:0, �2 = : : : = �7 = 0:8 und �8 = 1:3 (
8 ist hierbei die Bohne). Als �Ubergangs-konstanten haben wir gew�ahlt: �1 = �3 = �5 = 0:7, �2 = �4 = 0:5, �6 = �7 = 0:6 und�8 = 0:9.In der Tabelle 7.3 ist folgender Fehler f�ur die drei Beispielgeometrien (mit Geo1,Geo2 und Geo3 bezeichnet) eingetragen: Zun�achst wurde der Wert u256;1 des Fernfeldesf�ur eine einfallende ebene Welle mit Einfallsrichtung (1; 0) bei 256 Knotenpunkten (d.h.256 pro Kreis) bestimmt. In der Tabelle sind dann die Werte jun;1(1; 0)� u256;1(1; 0)jeingetragen. Bei diesem Beispiel zeigt sich deutlich, da� zur numerischen L�osung von94



n Geo1 Zeit Geo1(komplex) Zeit Geo2 Zeit Geo3 Zeit32 0.05 0 0.1 0 1.23e-11 1 0.0007 164 9.3e-5 1 2.8e-5 2 1.49e-15 6 1.9e-7 6128 1.22e-10 12 8.5e-8 15 2.31e-15 47 2.7e-14 47256 | 109 | 119 | 401 | 407Tabelle 7.3: Konvergenzgeschindigkeit bei verschiedenen Gebieten mit mehrerenR�andernn Geo4(LU) Zeit Geo4(ESV14) Zeit Geo4(ESV6) Zeit32 0.02 2 0.03 3 0.03 164 0.003 17 0.0009 18 0.0009 7128 4.4e-5 134 2.16e-5 72 6.1e-5 27256 | 1154 5.0e-8 296 4.1e-5 115Tabelle 7.4: Konvergenzgeschindigkeit bei Geometrie 4 mit LU-Zerlegung und Einzel-schrittverfahren.ineinanderliegenden Gebieten mehr Knotenpunkte erforderlich sind, um die gleicheGenauigkeit wie bei nebeneinanderliegenden Gebieten zu erhalten. Dieses Verhaltenist zwar zu einem gewissen Grad abh�angig von den Wellenzahlen, ist aber bei einerReihe von Versuchen aufgetreten. Der Aufwand bei der Verwendung von komplexenWellenzahlen ist kaum gr�o�er als im reelen Fall. Auch die Approximationsg�ute istvergleichbar.In der Tabelle 7.4 haben wir die gleichen Werte f�ur die Geometrie 7.6 bestimmt.Die Berechnung f�ur 256 Knotenpunkte erforderte fast 20 Minuten (zu L�osen war einkomplexes, fast vollbesetztes, 4096 � 4096 Gleichungssystem { die Blockmatrix hatKantenl�ange 8 und jeder Block hat Kantenl�ange 2 � 256; der Speicherbedarf betrug410MByte). Hier scheint es f�ur zuk�unftige Versuche ratsam zu sein, iterative Verfah-ren (z.B. Zweischritt{ bzw. Multgridverfahren) zu verwenden (vgl. hierf�ur z.B. [37],Kapitel 14.2 und 14.3). Exemplarisch betrachten wir ein relaxiertes (Parameter 0.5)Einzelschrittverfahren f�ur den Greenschen Ansatz. In der Tabelle 7.4 wurde wieder-um die Di�erenz zu der durch die LU-Zerlegung ermittelten L�osung angegeben. Beiiterativen Verfahren kann durch ein geeignetes Abbruchkriterium die Genauigkeit derN�aherungsl�osung f�ur ein Gleichungssystem bestimmt werden. Dies gibt eine weitereM�oglichkeit zur Beschleunigung des Verfahrens. In der Tabelle 7.4 haben wir zwei Va-rianten (mit ESV14 und ESV6 bezeichnet) dazu angegeben. Einmal wurde die Itera-tion abgebrochen, wenn sich die Norm zweier aufeinanderfolgender Iterationsvektorennur noch um 10�14 unterschied, beim anderen Versuch bei 10�6. Gerade unter demGesichtspunkt, da� Me�daten zumeist fehlerbehaftet sind und es daher keinen Sinnmacht, die Daten zu genau zu approximieren, ist dies eine sinnvolle M�oglichkeit zur95



Geschwindigkeitssteigerung des Verfahrens. Da wir keine Aussagen �uber Konvergenzdes Einzelschrittverfahrens tre�en k�onnen, handelt es sich hier um ein rein experimen-telles Ergebnis. Der Zeitunterschied (115 bzw. 296 statt 1154 Sekunden Laufzeit bei256 Knotenpunkten) zeigt aber deutlich, da� es sinnvoll ist, bei Problemen dieser Gr�o�eiterative Verfahren einzusetzen.7.2 Berechnung der Fr�echet-AbleitungenIn diesem Teil des Kapitels wollen wir Verfahren zur Berechnung der Fr�echet-Ableitungen angeben. Auch wenn wir die Existenz von h�oheren Ableitungen in Kapitel6 nachgewiesen hatten, werden wir bei den praktischen Beispielen nur die erste Ab-leitung verwenden. Die e�ektivste Methode zur Berechnung der Ableitung nach demRand ist die Darstellung als Randwertproblem. Wir betrachten zun�achst die Situationbei einem zusammenh�angenden Rand � mit Au�enraum 
0 und Innenraum 
1. Es sei(u0; u1) die L�osung des Streuproblems und u := u0+ui das gesamte �au�ere Feld. Weiter-hin sei z 2 C2;�([0; 2�];R2) eine Parametrisierung des Randes und h 2 C2;�([0; 2�];R2)eine St�orung. Wie in Kapitel 6 gezeigt, kann die Ableitung u01[z; h] durch folgendesRandwertproblem bestimmt werden:Problem 7.6. Gesucht sind vj 2 C2(
) \ C1(
), j = 0; 1 mit(� + �2j)vjj
j = 0; j = 0; 1:Weiterhin erf�ulle v0 die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (das Fernfeld von v0bezeichnen wir mit v1) und die Felder v0 und v1 haben die Randwertev1j� � v0j� = ru � hj� �ru1 � hj�;@v1@� � �@v0@� = (�ru�ru1) � � 0[z; h] + (�r2u0 �r2u1) � h�:Es hatte sich gezeigt, da� die Gleichung v1 = u01[z; h] gilt. Somit kann also dieAbleitung von u1 in Richtung h durch dieses Randwertproblem bestimmt werden. Zurpraktischen Berechnung ist es jedoch g�unstiger, die Randwerte in einer anderen Formzu schreiben. F�ur die Dirichlet-Werte folgt aus u = u1, da� die Tangentialkomponentedieser Di�erenz verschwindet. Somit gilt die Gleichungv1j� � v0j� = h � � �@u@� � @u1@� � :Bei den Neumann-Randwerten kann durch di�erentialgeometrische �Uberlegungen (vgl.[24], Lemma 4.5, bzw. [27], Proposition 1.24; eine andere Herleitung �ndet man in [39])die folgende Gleichung bewiesen werden:@v1@� � �@v0@� = dds �h � � dds(u1 � �u)�+ h � �(�21u1 � ��20u):96



N Potential Zeit Green Zeit32 0.31630040 0 0.31638891 064 0.31481879 0 0.31481879 0128 0.31482369 0 0.31482369 0256 0.31482369 3 0.31482369 3Tabelle 7.5: Vergleich von Potential{ und Greenschem Ansatz bei der Ableitung nachdem RandDer entscheidende Punkt bei diesen beiden Gleichungen f�ur die Randwerte liegt darin,da� zu ihrer Berechnung nur die Cauchy-Daten von u ben�otigt werden (die Cauchy-Daten von u1 ergeben sich dann aus der Randbedingung f�ur das direkte Problem).Somit erhalten wir folgendes Verfahren zur Berechnung der Fr�echet-Ableitung nachdem Rand f�ur den Potentialansatz:1. Bestimme eine Approximation uc;n an die Cauchy-Daten uc von u0 in der Formeines trigonometrischen Polynoms durch L�osen der Gleichung (7.1) und Einsetzender L�osung in (7.2).2. Berechne hiermit eine Approximation an die erste und zweite Ableitung derDirichlet-Randwerte von u durch Di�erenzieren des trigonometrischen Polynomsuc;n;1.3. Bestimme hieraus eine Approximation an die Randwerte von (v0; v1) und damiteine Approximation an u01[z; h]. Hierbei kann die LU-Zerlegung, die im erstenSchritt berechnet wurde, wieder verwendet werden.Hier zeigt sich ein Vorteil des Greenschen Ansatzes: Die beim L�osen des direkten Pro-blems bestimmte Dichte ' enth�alt gerade die Cauchy-Daten der �au�eren Felder, so da�hier im Gegensatz zum Potentialansatz keine weiteren Umwandlungen vorgenommenwerden m�ussen. Allerdings wird daf�ur beim L�osen des direkten Problems eine weite-re Matrix-Vektor-Multiplikation zur Bestimmung der rechten Seite ben�otigt. Weiter-hin beachte man, da� wir f�ur das eben verwendete Verfahren ausgenutzt haben, da�die Cauchy-Daten durch ein trigonometrisches Polynom approximiert wurden und da-her einfach di�erenziert werden k�onnen. In der Tabelle 7.5 haben wir Potential{ undGreenschen Ansatz verglichen. Als Rand wurde der Drache gew�ahlt, die St�orung h wargegeben durch h(t) := cos 2t�cos tsin t� :Der dargestellte Funktionswert ist Re(u01[z; h](1; 0)). Die Unterschiede zwischenPotential{ und Greenschem Ansatz sind marginal. Der Grund, mehr als einen Ansatzzu implementieren, waren auch keine E�zienzerw�agungen, sondern die M�oglichkeit,97



Iteration j�i � �approxi j j�� �approxj1 0.03 0.032 3e-4 6e-43 6e-8 3e-74 2e-13 2e-125 7e-16 3e-16Tabelle 7.6: Konvergenzgeschindigkeit bei der Rekonstruktion von �i und � beim Dra-chen. 128 Knotenpunkte bei der Berechnung der Me�daten, wie auch beider Rekonstruktion, Zeitbedarf: 1 Sekunde insgesamt (d.h. mit Berech-nung der Me�daten). Startwert bei �i : 0:8, bei � : 0:9. Ausgegeben wirddie Di�erenz zwischen eigentlichem Wert und N�aherungswert.durch Vergleich von Ergebnissen, Fehler im Programm �nden zu k�onnen, bzw. dieKorrektheit des Programms sicherstellen zu k�onnen.Die Berechnung der Ableitung nach der �Ubergangskonstanten � erfolgt analog zuder Berechnung der Ableitung nach dem Rand. In Kapitel 6 wurde gezeigt, da� dieAbleitung durch folgendes Problem berechnet werden kann:Problem 7.7. Gesucht sind vj 2 C2(
) \ C1(
), j = 0; 1 mit(� + �2j)vjj
j = 0; j = 0; 1:Weiterhin erf�ulle v0 die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung und die Felder v0 undv1 haben die Randwerte v1j� � v0j� = 0;@v1@� � �@v0@� = @u@� :Somit ben�otigt man zur Berechnung dieser Ableitung nur die Normalableitung derL�osung des direkten Problems.In beiden F�allen k�onnen wir bei mehreren R�andern genauso vorgehen, wie bei einemRand, d.h. die Ableitungen nach dem Rand bzw. den �Ubergangskonstanten ergebensich aus direkten Transmissionsproblemen mit geeigneten Randwerten.Wie bereits in Kapitel 6 dargestellt wurde, ist die Berechnung der Ableitung nachder Wellenzahl etwas aufwendiger. Hier l�osen die di�erenzierten Funktionen eine inho-mogene Helmholtzgleichung, die numerisch aufwendiger zu l�osen ist. Um dies zu um-gehen, haben wir folgenden Ansatz verwendet: Das Fernfeld der L�osung des direktenProblems ist von der Form u1 = F1M�1I�f:Der Fernfeldoperator F1 : (C[0; 2�])2 ! L2(S1) ist de�niert durchF1'(x̂) = ei�=4p8��0 Z 2�0 ei�0x̂�z(�) (�i�0x̂�(�)'1(�) + '2(�)) jz0(�)j d �:98



Iteration jj�� �approxjj jj�� �approxjj1 0.12 0.042 0.01 2e-33 9e-5 5e-64 2e-8 2e-75 2e-12 2e-7Tabelle 7.7: Konvergenzgeschindigkeit bei der Rekonstruktion von � und � bei der Geo-metrie 3. 64 Knotenpunkte bei der Berechnung der Me�daten, wie auch beider Rekonstruktion. Zeitbedarf: 34 Sekunde insgesamt (d.h. mit Berech-nung der Me�daten). Startwert bei k : 0:9, bei � : 0:6. Ausgegeben wirddie Norm der Di�erenz zwischen eigentlichem Wert und N�aherungswert.Da beim Potentialansatz nur der Operator M von der inneren Wellenzahl abh�angt,ergibt sich u01[�1] = �F1M�1M 0[�1]M�1I�f:Notwendig ist also die Berechnung vonM 0[�1]. Hierzu gehen wir genau wie beim direk-ten Problem vor, d.h. wir spalten die auftretenden logarithmischen Singularit�aten derKerne ab und integrieren unter Verwendung von trigonometrischer Interpolation. Auchhier ist die �Ubertragung auf die Situation bei mehreren Randkurven direkt m�oglich.7.3 Inverse TransmissionsproblemeIm letzten Abschnitt wollen wir uns nun mit einigen numerischen Aspekten bei derRekonstruktion von Rand, Wellenzahlen und �Ubergangskonstanten beim Transmissi-onsproblem besch�aftigen. Sei hierzuZ := fz 2 C2;�(R;R 2) : z ist 2�-periodisch, injektiv in [0; 2�[und jz0(t)j > 0 f�ur alle t 2 R.geine Menge von regul�aren Parametrisierungen undW � C L und U � C L seien die Men-gen der inneren Wellenzahlen und der �Ubergangskonstanten. Die �au�ere Wellenzahl �0halten wir fest. Dies ist auch aus praktischen Gesichtspunkten vern�unftig, da im �au�ereGebiet die Me�daten erhoben werden, d.h. die Wellenzahl �0 ist bei der Erhebung derMe�daten bereits bekannt. Wir setzen voraus, da� f�ur alle (�; �) 2 W � U das direkteTransmissionsproblem eindeutig l�osbar ist.Sei nun f�ur (z; �; �) 2 Z�W�U die Funktion u1 das Fernfeld beim Transmissions-problem f�ur die Parameter (z; �; �) und fester Einfallswelle ui, d.h. in Operatornotationgilt F [z; �; �] = u1 (7.10)99



mit einem nichtlinearen Operator F . Diese Gleichung versuchen wir nun durch einNewton-Verfahren zu l�osen, d.h. wir betrachten stattdessen die linearisierte Gleichung@@zF [z; �; �; hz] + @@�F [z; �; �; h�] + @@�F [z; �; �; h�] + F [z; �; �] = u1: (7.11)Ausgehend von einer Startn�aherung (z0; �0; �0) bestimmt man also eine L�osung(hz; h�; h�) und damit eine neue N�aherung (z1; �1; �1) = (z0; �0; �0)+(hz; h�; h�). DiesesVerfahren wird dann iterativ fortgef�uhrt.Hierbei ist zu beachten, da� die Gleichung (7.10) schlecht-gestellt ist und dies ver-erbt sich auch auf die Gleichung (7.11) (vgl. hierzu [57], Satz 5.9). Daher betrachtenwir stattdessen das regularisierte Minimierungsproblem



 @@zF [z; �; �; hz] + @@�F [z; �; �; h�] + @@�F [z; �; �; h�] + F [z; �; �]� u1



2L2+ �zkhzk23 + ��jh�j+ ��jh�j = min!mit Regularisierungsparametern �z, �� und ��. Um nun zu einem endlich-dimensionalen Problem zu gelangen, approximieren wir die Normen k � kL2 und k � k3durch kfk2L2;N := 1N N�1Xn=0 ����f �2�nN �����2 N 2 N ; (7.12)kfk23;K := 1K K�1Xk=0  ����f �2�kK �����2 + ����f (3) �2�kK �����2! K 2 N : (7.13)Weiterhin w�ahlen wir die St�orung hz des Randes aus einem endlichdimensionalenRaum. In dieser Arbeit verwenden wir zwei Varianten. F�ur sternf�ormige Gebiete w�ahlenwir Abbildungen der Form hz(t) = p(t)�cos tsin t� :Als zweite Variante, die uns auch die Behandlung von nichtsternf�ormigen Gebietenerm�oglicht, verwenden wir Funktionen der Formhz(t) = �p1(t)p2(t)� :In beiden F�allen w�ahlen wir die Funktionen p, p1, p2 aus einem endlichdimensionalenUnterraum der trigonometrischen Polynome.Insgesamt erhalten wir somit ein Problem der kleinsten Quadrate (vgl. z.B. [28],Kapitel 8 f�ur eine genauere Darstellung).100



Gebiet
Start

30.Approx.

Gebiet
Start

10.Approx.

Abbildung 7.7: Rekonstruktion des Drachens bei einer Einfallswelle; links wirdsternf�ormig mit 30 Basisfunktionen approximiert; rechts wird nicht-radial approximiert; hier wurden 10 Basisfunktionen verwendet.

Abbildung 7.8: Rekonstruktion der Bohne mit 10%, 5% und 1% Datenfehler; 10 radialeAnsatzfunktionen; 20 Iterationen; 2 Sekunden Gesamtlaufzeit (inklusi-ve Berechnung der Daten);
101



Gebiet
Start

10.Iteration
30.Iteration

Gebiet
Start

10.Iteration
60.Iteration

Abbildung 7.9: Rekonstruktion der Erdnu� bei einer Einfallswelle; links wirdsternf�ormig mit 30 Basisfunktionen approximiert; rechts wird nicht-sternf�ormig approximiert; hier wurden ebenfalls 30 Basisfunktionen ver-wendet.F�ur die theoretischen Aspekte bei Newtonverfahren dieser Art verweisen wir aufHohage [27] (vgl. auch. [25], [26]). In dieser Arbeit werden Aussagen bzgl. Konver-genz und Konvergenzgeschwindigkeit bei iterativen Verfahren zur L�osung von inversenProblemen bewiesen. Allerdings konnten bisher bei inversen Streuproblemen f�ur dieHelmholtzgleichung nicht alle ben�otigten Voraussetzungen nachgewiesen werden.Nun betrachten wir einige numerische Beispiele. Zun�achst wollen wir bei festemRand die innere(n) Wellenzahl(en), bzw. die �Ubergangskonstante(n) rekonstruieren.Wie in Tabelle 7.6 und Tabelle 7.7 zu sehen ist, funktioniert dies bei festem Rand sehrgut.Jetzt wenden wir uns der Rekonstruktion des Randes bei fester Wellenzahl undfester �Ubergangskonstante zu.Bemerkung 7.8. Falls nichts anderes angegeben ist, haben wir bei der Rekonstruktioneines Randes �0 = 1:9 und �1 = 1:0 gew�ahlt. Auf dem Kreis und auf dem Rand (bzw.den R�andern der Gebiete) wurden 64 Knotenpunkte verwendet. Die Norm k�k23;K wurdenormalerweise f�ur K = 128 berechnet. Bei komplizierteren Objekten hat es sich als not-wendig erwiesen, mehrere Einfallswellen zu verwenden. Die Einfallsrichtungen wurdendann gleichm�a�ig auf dem Einheitskreis verteilt. Bei einer Einfallsrichtung war diesestets durch v = (1; 0) gegeben. Der Regularisierungsparameter � hatte normalerweiseden Startwert � = 0:0005 und wurde in jedem Iterationsschritt mit 0:9 multipliziert.Als Startkurve des Iterationsverfahrens haben wir stets den Einheitskreis (bzw. mehrereEinheitskreise) verwendet. Wir haben die Iteration nach einer Anzahl von Schritten,102
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Abbildung 7.10: Rekonstruktion des Raumschi�s bei acht Einfallswellen; hier wird nurnichtsternf�ormig approximiert, da die sternf�ormige Variante scheitert.Die Me�daten wurden mit 256 Knotenpunkten erzeugt, approximiertwird mit 128 Knotenpunkten; die Laufzeit betrug 4m20sec.die wir jeweils angegeben haben, abgebrochen. In unseren Beispielen wollen wir nur diegrunds�atzliche Durchf�uhrbarkeit des Newtonverfahrens demonstrieren. F�ur verschie-dene a-priori bzw. a-posteriori Abbruchkriterien bei regularisierten Newtonverfahrenverweisen wir auf die Dissertation von Hohage [27].In der Abbildung 7.7 betrachten wir die Rekonstruktion des Drachens. Dieses Ge-biet wurde in der Vergangenheit h�au�g als Testbeispiel f�ur Rekonstruktionsverfahrenbenutzt und hat schon fast eine Art Benchmark{Status erlangt. In der Abbildung 7.7wurden links 30 radiale Basisfunktionen verwendet. Nach 30 Schritten ist die Appro-ximation recht gut, die Bereiche mit der st�arksten Kr�ummung werden allerdings nichtgenau rekonstruiert. Bei der nichtradialen Approximation ist die Rekonstruktion desDrachens sehr einfach. Der Grund hierf�ur ist die Tatsache, da� die Parametrisierungim Ansatzraum enthalten ist. Daher ist dies bei nichtradialer Ansatzfunktion auch keingeeignetes Testgebiet.In den Abbildungen 7.8 wurde die Bohne rekonstruiert. Hierbei haben wir die Fern-felddaten mit einem Fehler addiert. Die Versuche zeigen, da� sich das Verfahren stabilgegen�uber Datenfehlern verh�alt. In der Abbildung 7.9 wurde die Erdnu� mit radia-len und nichtradialen Basisfunktionen rekonstruiert. Interessanterweise liefert hier die103
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Abbildung 7.11: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelle; hier wird nur nicht-sternf�ormig approximiert; entscheidend ist hier ein gro�er Regulari-sierungsparameter (� = 5:) zu Beginn des Verfahrens. Laufzeit: 34Sekundenradialen Ansatzfunktionen die besseren Ergebnisse. Erst die Abbildung 7.10 zeigt dieVorteile der nichtradialen Basisfunktionen. Da das Raumschi� nicht sternf�ormig ist,versagt hier der radiale Ansatz, w�ahrend durch nichtradiale Approximation des Gebietsehr gut rekonstruiert werden kann. Man beachte allerdings, da� acht Einfallswellenverwendet wurden und zur Gewinnung der synthetischen Daten 256 und bei der Rekon-struktion 128 Knotenpunkte verwendet wurden. Hier scheint sich abzuzeichnen, da� f�urkompliziertere Geometrien ein erheblich h�oherer Aufwand entsteht. Als n�achstes wollenwir zeigen, da� mit der nichtsternf�ormigen Approximation auch die Lage eines Objektesbestimmt werden kann. Dies ist der zweite gro�e Vorteil bei dieser Wahl der Ansatz-funktionen. In der Abbildung 7.11 wurde die Bohne rekonstruiert. Ausgangskurve warwie immer ein Kreis, wobei die Bohne allerdings um den Vektor (3; 3) verschoben wurde.Man beachte, da� als Startwert f�ur den Regularisierungsparameter in diesem Versuch� = 5:0 gew�ahlt wurde. Dadurch wurden h�oherfrequente Anteile bei den Ansatzfunk-104
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Abbildung 7.12: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelle; 64 Knotenpunkteauf den Approximationskurven; 30 Basisfunktionen; Laufzeit: 55 Se-kunden,tionen zu Beginn des Iterationsverfahrens sehr stark bestraft. Alternativ k�onnte manhier auch mit einem zwei{, bzw. mehrstu�gen Verfahren arbeiten, bei dem in einemersten Schritt die Lage des Gebietes mit nur zwei Ansatzfunktionen (d.h. gerade denBasisvektoren im R2) bestimmt wird, und erst danach durch Basisfunktionen h�ohererOrdnung die Form des Gebietes ermittelt wird. Diese Vorgehensweise wurde in [57],Kapitel 6.6, auch bereits mit Erfolg implementiert. Ein Problem bei dem hier aufgezeig-ten Verfahren ist, da� die Anzahl der gesuchten Gebiete a-priori bekannt sein mu�. Inn�achsten Versuch (Abbildung 7.12) wird eine Ausgangskurve durch zwei Approxima-tionskurven gesucht. Es zeigt sich, da� die dem Objekt n�aherliegende Startkurve einerecht gute Approximation des Gebiets liefert, w�ahrend die zweite Kurve immer kleinerwird. Allerdings lassen sich dadurch ohne irgendeine Form von a-priori Wissen �uberLage, Zahl, oder Gr�o�e der betrachteten Gebiete auch keine weiteren Schl�usse ziehen.In dieser Situation sind iterative Verfahren, die stets eine hinreichend gute Startn�ahe-rung voraussetzen, wahrscheinlich nicht die geeigneten Methoden. Hier k�onnte sich derAnsatz von Colton und Kirsch (vgl. [5]) als geeignet erweisen. Auch von Potthast (vgl.[50], [52], [53]) wurden diesbzgl. Untersuchungen durchgef�uhrt.In der Abbildung 7.13 wurden alle Parameter (d.h. Rand, innere Wellenzahl und�Ubergangskonstante) rekonstruiert. Dies erweist sich als erheblich schwieriger als beibekannten Konstanten. Um ein Oszillieren der Konstanten w�ahrend der Iteration zuvermeiden, wurde hier ein gr�o�erer Regularisierungsparamter gew�ahlt. M�oglichweisesollte man statt gleichzeitiger Rekonstruktion aller Parameter ein mehrstu�ges Verfah-ren verwenden, wobei in jeder Stufe des Verfahrens nur ein Parameter rekonstruiertwird und die anderen festgehalten werden.Nun noch die Approximations von Gebieten mit Ecken. Wie wir bereits erw�ahnthaben, sind diese Ergebnisse rein experimenteller Natur, da wir die Ableitung nach105



Abbildung 7.13: Rekonstruktion von Bohne und Erdnu� und der inneren Wellenzahl�1 und der �Ubergangskonstanten �. Verwendet wurden 30 radialeAnsatzfunktionen und Startwerte �Start = 0:9 (statt � = 0:7) und�1;Start = 0:8 (statt �1 = 1:0). Nach 60 Iterationen betrugen die Wer-te �60 = 0:699 und �1;60 = 0:999 bei der Erdnu� und �60 = 0:727 und�1;60 = 1:053 bei der Bohne; als Regularisierungsparameter wurde�z = :0005 bei den Kurven und �� = ��1 = 0:01 bei den Konstantengew�ahlt. Die Gesamtlaufzeit betrug 9 Sekunden.
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Abbildung 7.14: Rekonstruktion des Tropfen bei einer Einfallswelle; 64 Knotenpunkteauf der Approximationskurve. 10 Basisfunktionen; links sternf�ormig,rechts nichtradial; Laufzeit: 3 Sekunden.
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Abbildung 7.15: Rekonstruktion des Quadrats bei vier Einfallswelle; 64 Knotenpunkteauf der Approximationskurve. links 10 sternf�ormige Basisfunktionen,rechts 30 nichtradiale; Laufzeit: 1 Sekunden in beiden F�allen.dem Rand nur f�ur mindestens C2;�-glatte R�ander nachgewiesen haben. Die Versuchescheinen jedoch zumindest darauf hinzuweisen, da� Newtonverfahren beim Transmissi-onsproblem auch f�ur Gebiete mit Ecken verwendet werden k�onnen. Wie bereits erw�ahnthaben wir bei diesen Gebieten nur mit Einfachschichtpotentialen gearbeitet. In Abbil-dung 7.14 wurde der Tropfen, in Abbildung 7.15 das Quadrat betrachtet. In beidenF�allen liefert die nichtradiale Approximation bessere Rekonstruktionen. Das Newton-verfahren wird hier, insbesondere bei sternf�ormiger Approximation, schnell instabil.Nun betrachten wir zwei Beispiele bei der Bohne, in denen wir fehlerhafte Datenverwendet haben. In Abbildung 7.16 (links) wurde mit fehlerhaften Konstanten re-konstruiert. In Abbildung 7.16 (rechts) bestand die Testgeometrie aus zwei R�andern(Bohne, die eine Erdnu� enth�alt). Bei der Rekonstruktion haben wir jedoch die Exi-stenz der inneren Kurve vernachl�assigt. Dieses zweite Beispiel liefert eine erstaunlichgute Rekonstruktion. Dies bedeutet, da� kleine Innengebiete wenig zu den Fernfeld-daten beitragen. Dies hatten wir bereits beim direkten Problem gesehen, als die Kon-vergenz bei ineinanderliegende Gebiete erheblich langsamer war, als bei nebeneinan-derliegenden Gebieten. Diese Beobachtung manifestiert sich in dem n�achsten Versuch(vgl. Abbildung 7.17). Wir verwenden die gleiche Geometrie, d.h. eine Bohne, die eineErdnu� enth�alt. Nun rekonstruieren wir beide Gebiete. Wir ben�otigen 16 Einfallswel-len, um eine befriedigende Rekonstruktion zu erhalten. Man beachte den Vorteil dernichtradialen Approximation: bei der Erdnu� wurde neben der Form auch die Lagedes Objekts rekonstruiert. In der Abbildung 7.18 wurden f�unf nebeneinanderliegende107



Abbildung 7.16: Links: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelle und fehler-haften inneren Konstanten, d.h. �i = 0:9 statt 1:0 und � = 0:6 statt0:7. 5 Basisfunktionen; Laufzeit: < 1 Sekunden bei 20 Iterationen;Rechts: Rekonstruktion der Bohne, die eine Erdnu� enth�alt; eine Ein-fallswelle und radiale Approximationskurve; bei der Rekonstruktionwird die innere Kurve nicht ber�ucksichtigt. Laufzeit: 1 Sekunden bei20 Iterationen.Objekte rekonstruiert. Bereits bei der Verwendung von nur 16 Knotenpunkten auf deneinzelnen Kurven und 32 Knotenpunkten bei der Norm 7.13 ist die Approximationbefriedigend. Die Rechnung ben�otigte insgesamt nur 25 Sekunden.Die Rekonstruktion einer komplizierteren Geometrie ist in Abbildung 7.19 zu se-hen. Wiederum zeigt sich, da� Strukturen im Innenraum eines anderen Gebietes erheb-lich schwerer zu rekonstruieren sind. F�ur eine befriedigende Rekonstruktion wurden 16Einfallswellen ben�otigt. Der Regularisierungsparameter mu� in dieser Situation relativklein gew�ahlt werden, da sonst das Verfahren zwar stabil ist, die inneren Strukturenaber kaum erkannt werden. Um trotzdem Stabilit�at zu gew�ahrleisten, ist eine gro�eAnzahl von Einfallswellen erforderlich.7.4 Vergleich mit anderen Resultaten und FazitAusgehend von den theoretischen Untersuchungen von Kirsch in [31] und Potthast in[48] wurden Newtonverfahren f�ur das inverse Dirichlet{ und Neumann{Problem bereitsin einer Reihe von Arbeiten untersucht. Eine Literatur�ubersicht zu diesem Thema �ndetman in [7], Seite 132�..Im Gegensatz dazu wurden Rekonstruktionsverfahren f�ur inverse Transmissionspro-bleme weitaus seltener thematisiert. Erste Untersuchungen stammen von Vogel (vgl.[61]), der das Problem durch die Born-Approximation l�oste. Angell, Kleinman undRoach schlugen 1987 (vgl. [1]) ein Optimierungsverfahren zur L�osung des inversen Pro-blems vor. Weitere Untersuchungen zu Verfahren dieser Art wurden von Colton und108
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Abbildung 7.17: Rekonstruktion der Bohne, die eine Erdnu� enth�alt bei 16 Einfalls-wellen und zwei nichtradialen Approximationskurven. Laufzeit: 93 Se-kunden bei 40 Iterationen
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Abbildung 7.18: Rekonstruktion von f�unf Gebieten bei acht Einfallswellen; 16 Kno-tenpunkte; 10 radiale Basisfunktionen; Laufzeit: 25 Sekunden bei 20Iterationen
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Abbildung 7.19: Rekonstruktion einer komplizierteren Geometrie; Wellenzahlen und�Ubergangskonstanten wie bei Geometrie 3 und zus�atzlich �6 = 0:8und �6 = 0:5. 20 radiale Ansatzfunktionen pro Rand; Startwert desRegularisierungsparameters: 5e-5; 16 Einfallswellen; 32 Knotenpunk-te auf den Kurven (64 zur Erhebung der Me�daten); 64 Punkte zurBerechnung von k � kK f�ur die Ansatzfunktionen; 20 Iterationen; Zeit-bedarf: 9 Minuten, 43 Sekunden
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Monk (vgl. [8]) durchgef�uhrt. Ebenfalls in die Gruppe dieser Verfahren, die die L�osungdes direkten Problems umgehen, kann man eine von Kirsch und Kre� vorgeschlageneMethode (vgl. [7], Kapitel 5.4) einordnen. Dieses Verfahren wurde von Zinn in derArbeit [66] zur L�osung des inversen Transmissionsproblems verwendet. Insbesondereber�ucksichtigte er auch Gebiete mit Ecken.Newtonverfahren zur L�osung des inversen Transmissionsproblems wurden in denArbeiten [57] und [28] untersucht. Im Gegensatz zu dieser Arbeit wurde allerdings nureine sternf�ormige Randkurve betrachtet. Im Vergleich zu den oben erw�ahnten Opti-mierungsverfahren sind die Rekonstruktionen beim Newtonverfahren im allgemeinenerheblich besser. Dies rechtfertigt den h�oheren Rechenaufwand, der durch das wieder-holte L�osen von direkten Problemen entsteht. In der Arbeit [55] wird ebenfalls eininverses Transmissionsproblem mit einem Newtonverfahren gel�ost. Hier wird allerdingsein andere Vorgehensweise gew�ahlt. Die L�osungen bzgl. eines gest�orten Randes wer-den hier als Taylor-Reihe dargestellt. Die Taylorkoe�zienten sind gerade Ableitungender Felder nach dem Rand, ausgewertet am ungest�orten Rand, der bei den prakti-schen Rechnungen stets der Einheitskreis ist. Um den Konvergenzradius zu erh�ohenwird zudem die Pad�e-Approximation verwendet. Im Gegensatz zu der hier gew�ahl-ten Vorgehensweise k�onnen jedoch nur Objekte, die sich nicht zu stark von Kreisenunterscheiden, rekonstruiert werden. Dies schlie�t insbesondere nichtsternf�ormige Ge-biete aus. Auch hier wird die innere Wellenzahl (bzw. das Verh�altnis �0=�1) und der�Ubergangsparameter � rekonstruiert, allerdings nicht durch Ausnutzung der Form derAbleitung, sondern durch Di�erenzenquotienten.Nun wollen wir die Ergebnisse dieses Kapitels noch einmal kurz zusammenfassen.Zun�achst haben wir die zur L�osung des direkten Transmissionsproblems in Kapitel 5entwickelten Algorithmen numerisch getestet. Sowohl bei einem einzigen Rand, als auchbei mehreren R�andern, die nebeneinander, aber auch ineinander liegen konnten, kon-vergiert das L�osungsverfahren bei analytischen R�andern mit exponentieller Geschwin-digkeit. Bei komplizierteren Geometrien sollte man iterative Verfahren zur L�osung desauftretenden Gleichungssystems verwenden.Ferner haben wir M�oglichkeiten zur Berechnung der ben�otigten Fr�echet-Ableitungenangegeben. Die Ableitung nach dem Rand und der �Ubergangskonstanten � kann durchein direktes Transmissionsproblem bestimmt werden. Die Ableitungen nach innerenWellenzahlen k�onnen durch Randwertprobleme zur inhomogenen Helmholtzgleichungcharakterisiert werden. Um die numerische L�osung eines solchen Problems zu umgehen,haben wir einen alternativen L�osungsansatz verwendet.F�ur die Verwendung eines regularisierten Newton-Verfahrens zur Rekonstruktiondes Randes und der auftretenden Konstanten haben wir eine Reihe von Beispielenangegeben. Untersucht wurden sowohl sternf�ormige, als auch nichtsternf�ormige Gebie-te. Neben der Form konnten wir auch die Lage eines Gebietes bestimmen. Weiterhinfunktioniert das Verfahren auch f�ur mehrere R�ander und es er�o�net die M�oglichkeit,gleichzeitig die R�ander der Gebiete und die inneren Wellenzahlen und die �Ubergangs-konstanten zu rekonstruieren.
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