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1 Einleitung

1.1 Transmissionsproblem zur Helmholtz—Gleichung

Transmissionsprobleme zur skalaren Helmholtz—Gleichung treten als mathematische
Modelle in verschiedenen Bereichen der Physik auf. Als Beispiel betrachten wir die
Streuung von elektromagnetischen Wellen.

Gegeben sei hierzu ein homogenes, isotropes Medium im R*® mit Dielektrizitéts-
konstante e, Permeabilitdtskonstante g und elektrischer Leitfdhigkeit o, wobei stets
€, 1,0 > 0 gelte. Eine elektromagnetische Welle 1488t sich nun beschreiben durch ein
elektrisches Feld € und ein magnetisches Feld $), die die Maxwell-Gleichungen

09 o¢

rot@3+ua =0, rotﬁ—ea =o€,

erfiillen. Bei zeitharmonische Wellen der Form

W

i\ M? < ,
¢(z,t) = Re { (6 + —> E(x)e_“"t} , 9(z,t) =Re {u‘l/QH(x)e_“"t} . w>0,

erfiillen die ortsabhéngigen, komplexwertigen Funktionen E und H folgende (reduzier-
te) Maxwell-Gleichungen:

rot F —ikH =0, rotH +ikE =0.

Hierbei geniigt die Wellenzahl x der Gleichung k* = Apw?, ) := € + i(0/w), wobei das
Vorzeichen von A'/? so gewiihlt ist, daB die Ungleichungen Im A'/2 > 0 und Re A\'/? > 0
gelten.

Nun betrachten wir eine Unterteilung des R® in bzgl. der dritten Koordinatenachse
zylinderférmige Gebiete {{;}£ . Der Normalenvektor v bzgl. eines Randes 0€); hat
also die Form v = (vy,14,0). Das Gebiet Qq sei bzgl. der ersten beiden Koordina-
ten unbeschrinkt, die anderen beschrinkt. Nun betrachten wir in €2y ein einfallendes
elektromagnetisches Feld (E;, H;), das in €, ein gestreutes Feld (Fs, Hy) und in
transmittierte Felder (E;, H)), l = 1,..., L erzeugt. Sei (Ey, Hy) := (E;, H;) + (Es, Hy).
Wir setzen voraus, daf} alle Felder (Ej, H)), I =0, ..., L die Maxwell-Gleichungen mit
Konstanten ¢, A, ; und gy erfiillen. Fiir zwei Gebiete ;, ; mit 9; N 9Q; # 0 gilt
dann



da die Tangentialkomponenten der Felder (&;, ;) und (&, $),) stetig sind (hierbei
bezeichnet a x b das Kreuzprodukt im R?).

Bei geeigneter Polarisierung des elektrischen Feldes ergibt sich nun ein Trans-
missionsproblem zur skalaren Helmholtz—Gleichung. Es gelte hierzu Ej(xy, x5, x3) =
(0,0,v(x1,29)), L =0,..., L und ebenso E;(xy,xs,x3) = (0,0, v;(x1,22)). Die magne-
tischen Felder H; erfiillen dann die Gleichung

du.
1 1 [ %
Hl:—I"OtEl:,— v

iK) ik O

Die Funktion v; ist hierbei eine Losung der skalaren Helmholtz—Gleichung (A + £7)v; =
0. Da andererseits ein solchermafien gewihltes Vektorfeld E; automatisch divergenz-
frei ist, erfiillen £, und H; := #rotE die Maxwell-Gleichungen, falls v; Lésung der
skalaren Helmholtzgleichung ist. Wegen der Geometrie der Gebiete €, ist es sinnvoll,
die zweidimensionale Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung zu verwenden, d.h. wir
fordern von v, := vy — v;

ovs, . 19

. s — y = — )

5, UKovs =0 (r %), ri=lz] >
gleichméiBig fiir alle Richtungen & := z/|x|.

Fiir Felder dieser speziellen Gestalt erhalten wir folgende Randbedingungen:
1 6vj 1 87)1

AP = 6P, e R
J K}j/L;/Q on fil,uzl/2 on

Diese Randbedingungen konnen durch die Normierung u; := )\;1/2

noch etwas vereinfacht werden und ergeben sich dann zu

Uj,jzo,...,L,

. 1 Ou; 10y
Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung verweisen wir auf [42]. Auch andere physikalische
Vorgénge fithren auf ein Transmissionsproblem zur Helmholtz—-Gleichung. Exempla-
risch verweisen wir nur noch auf die Streuung zeitharmonischer akustischer Wellen an
durchstrahlbaren, homogenen Objekten.

Grundlage unserer Untersuchungen ist also folgendes

Problem 1.1. Gegeben sei eine Zerlequng des RY, d = 2,3, in Gebiete Q, | =

0,...,L. Das Gebiet 2y sei unbeschrinkt, die anderen Gebiete beschrinkt. Weiterhin

existieren Wellenzahlen k;, | = 0,. .., L und Ubergangskonstanten p,, l=1,..., L.
Gesucht sind Funktionen ug in Q¢ und u; in €y, l =1,...,L mit

(A+rK)D)u; =0, 1=0,...,L



Hierbei sei uy := us + u; und u;(x) = exp(ikox - v), |v| = 1. Fir Gebiete Q; und
mit 0Q; NI # O gelten die Randbedingungen
a’le . aul

u; = uy, ——E

Y] By

Zudem erfiille uy, die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung:

9]
s ikl =0 (r_(d_l)/Q) . re= x| = oo,

or
gleichmapig fir alle Richtungen & := x/|z|.

Geniigt u; der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung, dann hat die Funktion
folgendes asymptotische Verhalten:

emo\x\ . 1
) = 7|1“(d*1)/2 (uoo(x) + 0 <|?>> . x| = e,

Die auf der Einheitskugel (bzw. dem Einheitskreis) definierte Funktion u, bezeichnen
wir als das Fernfeld von wu.

Neben dem eben skizzierten Problem ist auch die folgende Fragestellung von Inter-
esse: Gegeben sei die Funktion u; und das (gemessene) Fernfeld der Funktion us. Zu
bestimmen sind die Rénder ¢, die inneren Wellenzahlen ; und die Ubergangskon-
stanten p;, [ = 1,..., L. In Operatornotation enspricht dies dem Losen einer Gleichung

us(x

F ((aﬂl,/{l,pl)le) = Upo- (11)

Diese Fragestellung wird auch als inverses Problem bezeichnet, wihrend die da-
vor formulierte Aufgabe direktes Problem genannt wird. Wie im Vorwort von [32]
beschrieben, werden dabei zwei Probleme zueinander invers genannt, falls die Formulie-
rung des einen zumindest teilweise die Losung des anderen Problems benétigt. Somit ist
es zunachst willkiirlich, welches Problem als direktes und welches als inverses bezeich-
net wird. Haufig ist jedoch eine der beiden Aufgabenstellungen leichter zu behandeln,
oder wurde bereits griindlicher untersucht. Diese wird dann normalerweise das direkte
Problem genannt.

Dies trifft auch auf das hier betrachtete Transmissionsproblem zu. Wiahrend das
direkte Problem zumindest fiir den Fall von nur zwei Gebieten €2y und €2; schon griind-
lich untersucht wurde (vgl. z.B. [40], [34] und [6]) und fiir die bestehenden numerischen
Verfahren zur Approximation der Felder u; befriedigende Konvergenzaussagen existie-
ren, sind beim inversen Transmissionsproblem noch eine Reihe von Fragen nicht, oder
nur teilweise geklart.

Der Grund hierfiir ist ein wichtiger Unterschied zwischen den beiden Problemen.
Nach Hadamard (vgl. [19]) wird ein Problem als korrekt gestellt bezeichnet, falls
es eine eindeutige Losung besitzt und diese Losung stetig von den Daten abhéngt.
Falls zumindest eine der Bedingungen verletzt ist, nennt man das Problem inkorrekt
gestellt.



Es zeigt sich, daf} viele inverse Probleme in diesem Sinn inkorrekt gestellt sind. Dies
trifft auch auf das hier betrachtete Transmissionsproblem zu. Der Grund hierfiir ist die
lokale Kompaktheit des Operators F' (vgl. [57], Satz 5.9). Daher ist es von entschei-
dender Bedeutung, geeignete Regularisierungsverfahren zur numerischen Loésung des
inversen Problems zu verwenden.

Eine weitere Interpretation inverser Probleme wird in [23], Seite 11ff., gegeben.
Héiufig kann ein physikalisches Modell als ein Kausalzusammenhang aus Ursache
und Wirkung betrachtet werden. Dies ist auch beim Transmissionsproblem der Fall.
Die auftretenden Parameter des Problems (d.h. die Rénder der Gebiete, die Wellen-
zahlen und die Ubergangskonstanten) konnen als Ursache, das Fernfeld als Wirkung
des Transmissionsproblems verstanden werden. In diesem Sinn ist die Abbildung F
gerade die Ursache-Wirkung-Abbildung und Ziel des inversen Problems ist es, aus der
Wirkung die Ursache zu rekonstruieren.

Zur Losung von inversen Streuproblemen wurden in der Vergangenheit verschiedene
Verfahren untersucht. Bei einer Klasse von Methoden (vgl. z.B. [7], Kapitel 5.4 und 5.5)
wird das Problem in zwei Teilaufgaben zerlegt. Zunéchst wird das gestreute Feld u4 aus
dem Fernfeld u., bestimmt. Dieses Problem ist linear und inkorrekt gestellt. Danach
versucht man, mit Hilfe der Randbedingung von u; den Rand zu rekonstruieren. Hier
ist das Problem nichtlinear, aber korrekt gestellt.

In neueren Untersuchungen von Colton und Kirsch (vgl. [5] und [33]) wurde der
Fernfeldoperator F : L2(S%1) — L2(S471),

Fola)i= [ | unla o) aso).

untersucht (S4!:= {v € R? : || = 1}). Kirsch konnte in der Arbeit [33] einen exakten
Zusammenhang zwischen dem singuléren System von F und dem Gebiet () herstellen.
Hieraus wurde ein numerisches Rekonstruktionsverfahren abgeleitet, das im Gegensatz
zu anderen Verfahren keine a-priori Information iiber die betrachteten Gebiete benotigt.
Allerdings bendtigt man das Fernfeld uq(+,v) fiir viele Einfallsrichtungen v € S,

Als dritte Moglichkeit zur Rekonstruktion der Parameter wurden in den vergan-
genen Jahren intensiv iterative Verfahren studiert. Insbesondere fiir Newtonverfahren
gibt es eine ganze Reihe von Untersuchungen, auf die wir im Kapitel 6 noch n&her
eingehen werden.

1.2 Inhalt der Arbeit

In dieser Arbeit untersuchen wir theoretische und numerische Aspekte bei einem regu-
larisierten Newtonverfahren fiir das oben skizzierte inverse Transmissionsproblem. Ein
wichtiger theoretischer Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit Existenz— und Eindeutig-
keitsaussagen fiir Transmisssionsprobleme bei einer beliebig groflen, endlichen Anzahl
von Randkurven. Im Vergleich zu der Arbeit [47], die sich ebenfalls mit diesem Thema
beschiftigt, geben wir explizite Algorithmen fiir verschiedene Losungsansétze an.



In einem weiteren zentralen Teil der Arbeit weisen wir nach, daf die Funktion u
analytisch von den Réndern, den inneren Wellenzahlen und den Ubergangsparametern
abhéngt. Den Beweis fiir die Differenzierbarkeit der Losung eines Randwertproblems
nach dem Rand, der auf einer Arbeit von Simon (vgl. [58]) beruht, wollen wir fiir das
Dirichletproblem kurz skizzieren.

Gegeben sei ein beschrianktes C"*-Gebiet Q (m € N>y, 0 < o < 1), das durch ein
C™_Vektorfeld 0 gestért wird. Sei Iy := I + 6. u[f] € C™*(Qy) sei die Losung des
Dirichletproblems zur Helmholtz—Gleichung in Qg := Ip(2) mit Randdaten u[f] = —u;.
Nun ist die Differenzierbarkeit der Abbildung 6§ — u[f] nachzuweisen. Das Problem be-
steht hierbei darin, dafl die Funktionen u[f] unterschiedliche Definitionsbereiche haben.
Ziel ist es daher eine geeignete Fortsetzung von u[f] auf ganz R? zu finden. Zunichst
wird die Abbildung

ulf] == ulf] o Iy € C™(Q)

untersucht. Sei W eine offene Teilmenge von (hinreichend kleinen) C™*-Vektorfeldern,
dann betrachtet man die Abbildung

o [ eme@) o emmre@) x cme(on)
(0, w) = (Agw + k2w, w + u; o Iy).

Hierbei ist Ay der transformierte Laplace-Operator, der durch Ay(v o I) = Av o Iy
fiir v € C?(Qy) definiert ist. Weiterhin setzen wir voraus, daf§ & in €, kein innerer
Dirichlet-Eigenwert fiir § € W ist. Man kann leicht nachweisen, dafl G' bzgl. beider
Variablen Fréchet-differenzierbar ist. Zudem gilt

G0, 0] = (Mga[d] + &2a[f], (u]f] + wi) o Ip) = ((Au[f] + k2ulf]) o Iy, 0) = (0,0).

Die partielle Ableitung G,[0,u[0]] € L(C™(Q),C™=2%(Q) x C™*(9Q)) mit
G0, u[0]]p = (Ap + K°p, p) (1.2)

ist infolge der Losbarkeit des Dirichlet—Problems fiir die inhomogene Laplace-Gleichung
beschrinkt invertierbar und somit folgt aus dem Satz {iber implizite Funktionen die

Differenzierbarkeit der Abbildung 6 — a[f] (W — C™*(Q2)). Sei
Eq € L(C™*(Q),C™*(R")) mit (Equ)|

g= v

ein Fortsetzungsoperator und

Uh] := Eqild], (1.3)

dann ist wegen der Linearitiit von Eq auch die Abbildung 6 +— U[] (W — C™*(R%))
differenzierbar. Mit Hilfe der Taylorschen Formel und der Produktregel zeigt man die
Differenzierbarkeit von

Ulg] :==U[f] o I,



(W — ™" (R?), 0 < o/ < ) und die Darstellung
U'[0,n] = U'[0, h] — VU[0] - h. (1.4)

Hier sei a - b (a,b € R?) das Skalarprodukt im R?. U[f] ist nun gerade die gesuchte
Fortsetzung von u[f], insbesondere gilt U[f]|a, = u[f]|q,. Sei B € 2 eine Kugel und h
hinreichend klein, dann gilt U[h]|p = u[h]|p und aus dem Greenschen Darstellungssatz,
der fiir u[h] in B gilt, ergibt sich daher, dal U'[0, h] die Helmholtz—Gleichung in B und
damit in © 18st. Offensichtlich ist die Restriktionsabbildung U/, : W — C™1*'(9Q)
ebenfalls differenzierbar und aus VU[OHBQ = Vu[OHaQ und ﬂ[@]‘m = —u; o [9‘69 (d.h.
w'[0, h ‘BQ = —Vu;-h) folgt zusammen mit der Darstellungsformel (1.4) eine Gleichung
fiir die Randwerte von U’[0, hl:

U'0,h]|, = =V (0] + u;) - b,

Diese Vorgehensweise hat gegeniiber anderen Beweisen eine Reihe von Vorteilen.
Zunichst werden keine Sobolev-Riume gebraucht, die Beweise sind dadurch erheblich
elementarer. Weiterhin ist die Charakterisierung der Randwerte einfach moglich und
der Beweis kann direkt auf die Untersuchung von héheren Ableitungen ausgedehnt
werden.

Im Einzelnen ist die Arbeit folgendermaflen aufgebaut:

In Kapitel 2 haben wir die notwendigen Grundlagen bzgl. Notation und Art der
betrachteten Gebiete zusammengestellt. Zentraler Teil dieses Kapitels sind Aussagen
iiber Holder-Raume. Wie sich bei dem eben skizzierten Beweis gezeigt hat, ermdglicht
uns die Verwendung eines Fortsetzungsoperators (vgl. Definition 1.3), das Problem der
unterschiedlichen Definitionsbereiche der Funktionen u[f] zu 16sen. Zudem erhalten wir
dadurch auf einfache Weise die Randwerte von «'[0; h]. In Kapitel 2 weisen wir deshalb
die Existenz von Fortsetzungsoperatoren nach. Bei der Darstellung orientieren wir uns
an Kapitel 6.9 aus [16].

Potentialoperatoren sind das Thema von Kapitel 3. Wir {ibertragen Untersuchun-
gen von Kirsch (vgl. [29], [30]) zum Einfach— und Doppelschichtpotentialoperator im
R? auf den zweidimensionalen Fall. Betrachtet werden Abbildungseigenschaften in be-
liebigen Hélder-Rdumen. Insbesondere beschiftigen wir uns mit Differenzen von Po-
tentialen, die stirkere Glattungseigenschaften aufweisen. Diese Tatsache werden wir
fiir den Existenznachweis beim Transmissionsproblem benutzen.

In der obigen Beweisskizze hatten wir gesehen, dafl die Invertierbarkeit des Ope-
rators G, (vgl. (1.2)) gerade der eindeutigen Losbarkeit eines Randwertproblems zur
inhomogenen Helmholtzgleichung entspricht. Der zweite Teil dieses Kapitels beschéftigt
sich daher mit dem Volumenpotentialoperator, den wir fiir solche Randwertprobleme
zur inhomogenen Helmholtzgleichung verwenden werden. Auch hier beweisen wir Abbil-
dungseigenschaften in beliebigen Hoélder-Rdumen. Dies ermdoglicht uns die Behandlung
von héheren Ableitungen der Funktion u[f] bzw. des Operators F.

Die potentialtheoretischen Grundlagen versetzen uns nun in die Lage, Aussagen
iiber Randwertprobleme zur inhomogenen Helmholtzgleichung in beliebigen Hélder-
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Réaumen zu treffen. In Kapitel 4 untersuchen wir das Dirichlet—, das Neumann— und
das Robinproblem.

Kapitel 5 behandelt das direkte Transmissionsproblem. Im Vergleich zu anderen
Untersuchungen (z.B. [34], [40]), in denen die Situation bei einem zusammenhéngenden
Rand untersucht wurde, betrachten wir das Problem fiir sehr allgemeine Gebietskon-
stellationen, d.h. wir lassen eine beliebige groe (endliche) Anzahl von Randkurven
(bzw. Randflichen) zu. Zunichst weisen wir die Eindeutigkeit des Problems bei ge-
eigneten Voraussetzungen an die auftretenden Konstanten nach. Der Existenzbeweis
erfolgt konstruktiv durch Potentialoperatoren. Fiir L Randkurven (L € N) erhilt man
ein eindeutig l6sbares Gleichungssystem, mit einer 2L x 2L-Operatormatrix. Fiir das
Aufstellen dieser Matrix geben wir explizite und einfach zu implementierende Algorith-
men an, die wir numerisch auch erfolgreich getestet haben.

Nun sind wir im Besitz aller Hilfsmittel, um Aussagen bzgl. der Differenzierbarkeit
von Losungen der betrachteten Randwertprobleme nach den auftretenden Parametern
(d.h. den Réindern der Gebiete, den inneren Wellenzahlen und den Ubergangskonstan-
ten) zu untersuchen. Dies ist das Thema von Kapitel 6. Die zugrunde liegende Be-
weisidee haben wir oben kurz dargestellt. Wie bereits erwihnt, fiihren wir den Beweis
im Gegensatz zur Arbeit [58] in Holder-Rdumen durch. Es zeigt sich, daf} die verschie-
denen Randbedingungen einheitlich behandelt werden konnen. Weiterhin geben wir
eine Charakterisierung der Randwerte beliebig hoher Ableitungen der gestreuten (bzw.
transmittierten) Felder an. Die analytische Abhéngigkeit dieser Funktionen bzgl. der
inneren Wellenzahlen und der Ubergangskonstanten kann mit der gleichen Beweisidee
wie bei der Ableitung nach dem Rand nachgewiesen werden.

In Kapitel 7 wenden wir uns numerischen Fragen beim zweidimensionalen Trans-
missionsproblem zu. Zunéchst geben wir eine Konvergenzanalyse fiir das direkte Pro-
blem an. Hierbei verwenden wir Projektionsverfahren mit trigonometrischen Polyno-
men. Die Aussagen werden uns als Grundlage fiir ein Verfahren zur Berechnung der
Ableitung nach dem Rand dienen. Schliellich geben wir eine Reihe von numerischen
Beispielen zum direkten Transmissionsproblem, zur Berechnung der Ableitungen und
zur Rekonstruktion der auftretenden Parameter an. Meines Wissens nach werden in
dieser Arbeit zum ersten Mal Transmissionsprobleme fiir mehrere Randkurven nume-
risch untersucht. Auch die Berechnung der Ableitungen nach den Wellenzahlen und
Ubergangskonstanten und ihre Verwendung zur Rekonstruktion dieser Parameter ist
neu. Bei der Klasse der approximierbaren Objekte kénnen wir vorhandene Ergebnis-
se erweitern, da wir auch nichtsternfomige Gebiete rekonstruieren und keine genauen
a-priori Information {iber die Lage der Objekte ben&tigen. Insgesamt erweist sich das
regularisierte Newton—Verfahren als ein vielversprechendes Rekonstruktionsverfahren
beim inversen Transmissionsproblem zur zeitharmonischen Wellengleichung.

Fiir die fachliche Unterstiitzung und die Betreuung dieser Arbeit danke ich Herrn
Prof. Dr. Rainer Kref. Weiterhin mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Gert Lube fiir
die Ubernahme des Korreferats und bei Herrn Priv. Doz. Dr. Peter Hihner fiir die
zahlreichen Gespriche im Verlauf dieser Arbeit bedanken. Herrn Dipl.—Math. Andreas
Vogt danke ich fiir das Korrekturlesen von Teilen der Arbeit. Bei der Deutschen For-
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schungsgemeinschaft méchte ich mich fiir die finanzielle Forderung bedanken. Fiir die
Unterstiitzung gerade in der Endphase dieser Arbeit danke ich meinen Eltern und mei-
nen Geschwistern.

Gottingen, Mai 2000
Christoph Schormann
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2 Notation und etwas Differentialgeometrie

Sei @ Cc RY, d = 2,3, ein Gebiet,
das sowohl beschrinkt, als auch unbe-
schriankt sein kann. Der Rand 02 von
() bestehe aus endlich vielen, beschrink-
ten und reguldren Zusammenhangskom-
ponenten I'y,...,I';, L € N, die den
R? jeweils eindeutig in ein beschrinktes
Innengebiet €);; und ein unbeschrink-
tes Auflengebiet € , zerlegen. Weiterhin
sei 0, := R\, v der Normalenvektor
und ¢ ein normierter Tangentialvektor
in 0Q). Fiir die Richtung des Normalen-
vektors verwenden wir folgende Konven-
tion: Wird er bzgl. 092 fiir ein beschrank-
tes Gebiet ) betrachtet, so zeige er in
das AuBere dieses Gebietes, fiir ein un-
beschrénktes Gebiet zeige er in das In-
nere des Gebietes. Durch diese Verein-
barung behalten die Greenschen Sétze
und Darstellungssétze die aus der Situa-

Abbildung 2.1: Beispielgeometrie

tion bei nur einer Randkurve bekannten Vorzeichen (vgl. z.B. [7], Theorem 2.1 und
2.4) und auch die Sprungbeziehungen der Potentialtheorie haben die gewohnten Vor-
zeichen (vgl. [7], Theorem 3.1). Sei R > 0 so grof}, dal die Rénder T';,..., Ty in
Br := Bg(0) := {z € R? : ||z|| < R} enthalten sind. (vgl. die Abbildung 2.1). Wir

definieren weiterhin By, := R?\ Bg.

Fiir eine in €, , bzw. (};; definierte Funktion u betrachtet man deren Grenzwert

uy(z), z € 09, mit:

u_(z):= lim u(x),

T—2€0S)
.’EEQIJ'

uy(z):= lim wu(x),

T—2€00Q
xEQl,a

vorausgesetzt diese Werte existieren. Analog definiert man %—“,j{(z):

ou_

W('Z) = lim VU(«T) : V('Z)J

T—2z€00
ZEGQM

Fiir zwei Vektoren z, y € C? sei x -y := )

8U+
ov r—2z€00

(2) = lim Vu(z)-v(z).

IEQl,a

d
i—1%3Yj € Cund z 0oy := (xiyj)f,jzl €
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C¥4_ Fiir das Produkt einer Matrix M € C™*¢ und eines Vektors v € C? verwenden
wir die Schreibweise M -v € C™.

Fiir zwei normierte Rdume X, Y bezeichnen wir mit L(X,Y) den Raum der be-
schriankten, linearen Operatoren, die von X nach Y abbilden.

Fiir z,y € R?, 2 # y, ist die Funktion

l
TH (kle —yl) d=2,
P2 y) = 4 exp(irlz — y|)

d=3
|z — y| ’

die Grundlésung der Helmholtzgleichung im R? zur Wellenzahl x € {z € C\{0} :
Im(z) > 0} und

1 1
Q—IHﬁ d:2,

™ xTr —
(I)O(ZE,y) = 1 Y d 3
Am|z — y| 7

ist die Grundlésung der Laplacegleichung im R,
Eine Funktion u erfiillt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB), falls

d=1

ou . _d-1
——muzo(r 2), r:=|z| — oo,

or

gleichmiBig fiir alle Richtungen z/|z| € S?! gilt. Hierbei sei S ! := {z € R? : |z| =

1}.
Fiir zwei in R? offene Mengen €; und € definieren wir folgende Inklusions-
beziehung:

Ql C QQ falls Q_l C QQ.

Fiir m € Ny sei C™(£2) der Raum der m-fach stetig differenzierbaren, komplexwertigen
Funktionen auf ). Fiir solche Funktionen sei

t|| ;== max sup|Viu(z)|.
J=0,.c..m g

Wie iiblich ist hierbei

Viu = (Du/oxi ... 0x )i . isens

i1+...+’id:j

und die Norm der Multilinearform V/u(z) : (C%)7 — C ist erklirt durch

Viu(z)| = sup | VIu(x)(vr,. .. ,v5)).
vl,...,vjE(Cd
o1 [ =1
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Nun betrachten wir den Raum

C™(Q) :={u € C™(Q) : alle Ableitungen von u bis zur Ordnung m sind stetig auf Q

fortsetzbar und ||u/|,, < oo.}

Dieser Raum ist bekanntlich ein Banach-Raum.
Sei fiir den ganzen Abschnitt a €]0, 1[. Wir verwenden den Hélder-Raum

C™*(Q) :={u € C™(Q) : Ie > 0 mit |[V™u(x) — V"u(y)| < c|z — y|* fiir z,y € Q}.

Auch dieser Raum ist ein Banach-Raum (fiir einen Beweis vgl. z.B. [6], Theorem 2.4.)
mit der Norm

[ullm,a = [Jullm + V™ ulq,
wobei wir folgende Halbnorm benutzen:
[V™u(z) — V™u(y)|
|z =yl

'V™ul, := sup
z,yen
T£Y

Ganz analog werden fiir offene Mengen €y, €y C R? und vektorwertige Funktionen
die Rdume C™();,)y) eingefiihrt. Zudem benétigen wir den Raum der lokal Holder-
stetigen Funktionen auf (2

CloQ) == {p e C(Q) : VO € Q: pe CO)}.
Fiir Oy, Qy C R? definieren wir
COB x Q) i={w: Qx> C:3IC>0 Vo,z9€ Qy,yi,y0 € Qo
w(zy,y1) — w(xe, y2)| < C (o — 2| + |y1 — 10/7) }.

Neben diesen Funktionenrdumen, die iiber Gebieten definiert sind, verwenden wir auch
Funktionenrdume iiber Rdndern von Gebieten. (vgl. [29], Seite 5). Hierbei gehort der
Rand T eines Gebietes © zu der Klasse C™* (wir schreiben hierfiir auch I' € C"™?),
falls fiir alle = € I' Umgebungen V, und bijektive Abbildungen 1, : V, — B; C R?
existieren, die folgende Bedingungen erfiillen (vgl. die Abbildung 2.2):

Lo (VonQ) = {2 = (21,... ,2a) € By 134> 0},
2. Y, (V,NT)={x € B, : x4 = 0},
3. ¢, € C™*(V,), v, 1 € C™(By).

Mit dieser Definition kénnen nun fiir I' € C™ bzw. I' € C™* folgende Funktionenrdume
eingefiihrt werden:

C™I):={u:T = C:uo;'|,, , € C™(Bi) mit B; C R und fiir alle z € T},
C™ ) i={ue C™T) :uoyp]| ,_, € C™(By) fiir alle z € I'}.

Auch diese Ridume sind bekanntlich Banach-Raume, wobei durch verschiedene Para-
metrisierungen von I' dquivalente Normen entstehen.
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Neben dieser Definition wol-
len wir noch eine weitere, dquiva-
lente Norm angeben, fiir die wir

den Begriff des Oberflichengradi-
enten bendtigen (vgl. hierzu z.B.
auch Kapitel 2.1 in [6]). Fiir einen W R W@V
C?-Rand T und eine offene Men-

ge U C R4 betrachten wir eine

zweimal stetig differenzierbare, bi-
jektive Abbildung x : U — I'. Auf-

grund der Injektivitdt von z sind
die Vektoren

d-1

ox W(rn V)
=— J€{l,...,d—1
linear unabhiingig und somit ist Abbildung 2.2: Randparametrisierung

die symmetrische Matrix (g;x) mit
gjk =, Ty, Jke{l,....d—1}

invertierbar. Bezeichnen wir mit ¢/ die Eintriige der inversen Matrix, so ist der Ober-
flichengradient fiir eine Funktion ¢ € C'(T') definiert als

d-1 A(p o z)
Grad ¢ := Z gjk(’pix,k.

ou;
jik=1 J

Es 148t sich zeigen, dafl Grad ¢ unabhingig von der Parametrisierung z ist. Im zwei-
dimensionalen Fall vereinfacht sich dies zu Grad ¢ = ﬁ(@ o z)'z" fiir eine regulére

Parametrisierung z. Im R? werden wir zusitzlich die Bezeichung

(D) 1= (o0 (1) = Cand e(<(1) - 9(+(0)
2/ (t)

fiir cinen Tangentialvektor J(z(f)) = 7 benutzen. Es gilt ¢ € C™*(I') genau dann,
wenn Lo € C™ 1(T). Falls ¢ € C*(Q) folgt Lo = Vi - 0.

Sei T, der Tangentialraum in z € I'. Dann kann man induktiv die Multilinearform
Grad’ ¢(z) : T — C durch

Grad’ ¢(x) (91, ... ,9;) == Grad’ '(¢; - Grad ) (z) (Y1, ... ,9; 1)

fiir 5 € N definieren. Dies ermdglicht die Einfiihrung einer dquivalenten Norm auf
cm(T):

|t]|m.a = max max| Grad’ Y(z)| + | Grad™ ¢|ar-
7=0,....m z€l
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Auch hier bezeichnen wir mit | - | die Norm der Multilinearformen.

Im folgenden werden wir noch eine Aussage bzgl. der Fortsetzbarkeit von Funktio-
nen, die auf Gebieten bzw. deren Randern definiert sind, beweisen. Dies findet sich z.B.
in Kapitel 6.9 aus [16]. Wir wiederholen der Vollsténdigkeit wegen den dort gefithrten
Beweis. Zunéchst beweisen wir, daf§ die Komposition von Holder-stetigen Funktionen
in konvexen Gebieten wieder Holder-stetig ist.

Lemma 2.1. Seien Qi, Qy konveze C™-Gebiete, f € C™%Qy) und g €
C™(,Qy), dann folgt

foge€ CO’QQ(Q_I) fiir m =0 und f o g€ C™*(Qy) fir m > 0.
Weiterhin gelten die Abschdtzungen
1£ 0 gllows < Cllfllow fiir m =0 und | o gllma < Cllfllma fiir m >0,

wobei die Konstante C' von m, «, 2, Qs und g abhdngt.

Beweis. Sei zundchst m = 0, dann gilt

1f o gllaz = 11f © gllo +1f © glaz

f(g(x)) — flg(w))]

iz — yl|o’

< |lflle + |l sup (M)
TFy 7 =y

<1 flle + | lalgle < Ol £l

< || flloc + sup
Ty

Fiir m > 1 werden wir den Mittelwertsatz fiir die Abbildung g benutzen. Hier benutzen
wir die Konvexitéit des Gebietes ;. Fiir m = 1 ergibt sich:

[foglhia=fogli+|(Vf)ogVyla
< |[[fllllglly + 1(V£) o glallglleo + [[(Vf) © glloc| Vla-

Fiir die Halbnorm erhalten wir:

IVf(g(z)) = Vfig(y))l

(Vf)oglog = sup

z,yeQy “T—y|a
TFY
e
g\r)— gy
< ¥ s (1200
YNy ‘x _y|

Ty
< Vflao IValls e
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Somit ist die Behauptung fiir m = 1 bewiesen. Nun erfolgt der Induktionsschritt, d.h.
fiir m > 1 sei die Behauptung bewiesen, dann gilt:

1 0 gllmira = [If 0 gllmir + V" (f o g)la
<Ol fllmir + V™V f)og- V]|,

< Wl + 3 (7) 19190 0 g1l

Hierbei wurde die Leibniz-Regel verwendet. Nun sind die Terme der Form ||[V![(V f) o

gl|la fiir L = 0,...,m zu untersuchen. Fiir [ = m geht man wie bei m = 1 vor. Fiir
0 <1< m—1 wendet man den Mittelwertsatz auf Vf an (hier geht die Konvexitit
von {2y ein). Insgesamt ergibt sich daraus die Behauptung. O

Fiir zwei kompakte Mengen A, B C R? sei dy (A, B) der Hausdorff-Abstand (vgl. [22]).
Nun beweisen wir eine Aussage iiber Fortsetzbarkeit von Funktionen.

Lemma 2.2. Sei Q ein C™-Gebiet (m € N). Dann existieren Operatoren
Eq € L(C™*(Q),C™*(RY)) und E,pq € L(C™®(0Q),C™*(R?)), so daf fir al-

le w € C™(Q) und v € C™*(0) gilt: Equlg = u, E,svlosn = v und
dy (supp(En a0v), 0Q) < 1/n.

Beweis. Zunichst zum Operator Fq. Der Nachweis erfolgt durch Induktion iiber m. Sei
hierzu v € C1*(Q). Nach Voraussetzung existiert fiir 7o € 9 eine offene Umgebung
Ve € R? von x4 und ein CH-Diffeomorphismus ¢, : Vy, — B := {z € R? : ||z]| < 1}
mit Yy, (Ve N1Q) = {2 € B:24 >0} = By und ¢, (Vy,, N Q) = {x € B: 2y <0} =:
B_. Fiir y € B definieren wir
—1 .
i) = {eo W LomreBe o)
Yo ciuoth (Y, Ya—1, —ya/i) fiiry € B_.

Die noch freien Konstanten ¢; werden als Losung des linearen Gleichungssystems

m+1

» a(-1/i)f =1firk=0,...,m

i=1

gewéhlt. (Die Determinante der linearen Abbildung ist eine Vandermondsche Determi-
nante und hat den Wert ITy<;<jemy1(1/i —1/5) — vgl. [35], Seite 126 — das Gleichungs-
system ist somit stets eindeutig losbar.)

Zu zeigen ist nun @ € C"*(B). Offensichtlich gilt @|p, € C'(By) und a|p_ €
CY(B_). Sei nun y € B, mit 34 = 0 und (y™) C B_ mit limy™ = y, dann folgt aus
S e, = 1 der Grenzwert lima(y™) = d(y) und aus Y7+ (—¢; /i) = 1 ergibt sich
lim Via(y™) = Vi(y) und somit @ € C'(B).
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Noch zu zeigen ist also |Vi|, < co. Sei nun y € By, z € B_ und z( =
(21, s 2a-1, —2a/i) (dh. 2 € B,), dann gilt wegen 3.7 (—¢;/i) = 1:

m—+1

Vi(y) — Vi(z)] = >

=1

O (o, ) Vi, () — Vo) () - W, (29) .

Wegen ||V, !||lo < oo ist zum Nachweis von |Vi|, < oo die Ungleichung
Vot (y) = Vuo vy (:9)] < ely - 2I°

hinreichend (hier wird benutzt, dafl das Produkt von Hélder-stetigen Funktionen wieder
Holder-stetig ist).

Vuo g (v) = Vuoug! ()] < [Vulaluz () - w;;<z<i>>|a
< |Vulo| Vg, 1%, @ e,
Hierbei wurde bei der letzten Ungleichung der Mittelwertsatz (vgl. z.B. [13], Seite 52f.)

unter Verwendung der Konvexitit von B benutzt. Beachtet man nun die Ungleichung
Ya + za/t| < |ya — za/t| < |ya — z4l, so folgt

Vi(y) — Vi(z)] < Cllullialy — 2%, y€ By, z€ B_

Die Konstante C' héingt hierbei nicht von u ab. In den anderen Fillen (d.h. y, z € B,
oder y, z € B_) ist die Ungleichung |Vul|, < oo offensichtlich, so daf die Behauptung
fiir m = 1 gezeigt ist.

Sei nun K := B,(z) eine Kugel um zy mit ¢,,(K) € B;. Dann gilt w,, := o, €
CH(K) mit [Jwa, |l1a < cllullia und we,|kna = u. Die Holder-Stetigkeit von w,, folgt

aus Lemma 2.1. Da 02 kompakt ist, findet man somit eine endliche Uberdeckung von
9 durch Kugeln Q; := B, (z;) mit z; € 9Q und Funktionen w; € C**(Q;) mit
w;lo,ne = u und ||wj||1,a,ﬂj < cl[ull1.00,n0- Sei weiterhin Qy € Q mit Q € [JI_,Q
(vgl. die Abbildung 2.3) und {n;}/_, eine unendlich oft differenzierbare Zerlegung der
Eins zu diesen Gebieten (d.h. n; € C°(R?), suppn; C Qj, j = 0,...,J; m; > 0 und
Z;’:O nj = 1in Q. Fiir einen Beweis der Existenz einer solchen Zerlegung vgl. [62],
Seite 61). Hiermit definiere man die Funktion w : R? — C durch

J

w = uno + Zwﬂh‘a
j=1

wobei wir die Konvention w;(z) = 0 fiir z ¢ Q benutzen. Die Funktion w hat nun
genau die geforderten Eigenschaften und aus der Linearitidt der Abbildung u — w folgt
die Existenz des Operators Eq.

Nun erfolgt der Induktionsschlufl von m nach m+1, wir setzen also die Giiltigkeit des
Satzes fiir m voraus. Der Nachweis von @ € C"™"!(B) (wobei @ in (2.1) definiert wurde)
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Abbildung 2.3: Fortsetzung

erfolgt wie bei u € C'(B). Fiir die Aussage |[V™*'4], < oo sind nun Terme von der
Form (V'u)oy;!(y) (fiir y € B und entsprechende Terme fiir y € B_) fiir 0 < 1 < m+1
zu untersuchen. Fiir [ = m 4+ 1 geht man wie bei m = 1 vor, sonst verwendet man
den Mittelwertsatz fiir V'u. Hier ist zu beachten, dafi der Mittelwertsatz in V, N Q
gebraucht wird, dieses Gebiet aber nicht notwendigerweise konvex ist. Daher setzt
man V'u zunichst unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung fort und benutzt
den Mittelwertsatz fiir die fortgesetzte Funktion. Damit ist fiir den Operator Eq alles
gezeigt.

Nun zum Operator E, s, wobei die gleiche Notation wie beim ersten Teil des
Beweises verwendet wird. Sei u € C"™*(0%), d.h. uoy ! € C™* (0B, N OB_). Wir
definieren

a(yla"' 7yd) = uo,’v/}:c_ol(yla"' ayd—lao)

und erhalten @ € C™*(B) mit ||i|/m,a < ¢||t||m,q- Fiir die Funktion w,, := @ o ), gilt
dann ||wg|lm.a < ¢f|t|lm,o und wy, | koo = u. Nun kann genau wie im ersten Teil des Be-

weises argumentiert werden, so dafl wir einen Operator Eaq € L(C™(09), C™*(R?))
mit Eagu‘aﬂ = wu erhalten. Wahle nun Gebiete € € Qy mit 02 C Q; und

dist(€22,092) < 1/n und eine Funktion n € C$°(R?) mit supp(n) C €, und 77‘91 =1,
dann hat F, po mit

Enp0u = nEpou
die gewiinschten Eigenschaften. O

Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir, dafl die Komposition von Holder-stetigen Funk-
tionen auch in nichtkonvexen Gebieten wieder Holder-stetig ist.
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Korollar 2.3. Seien Qy, Qy C™2-Gebicte, f € C™*(Qy) und g € C™*(Q1,Qy), dann
folgt

foge C’O’UQ(Q_l) fiirm =0 und foge€ C™(Q) fiirm > 0.
Weiterhin gelten die Abschdtzungen

1 0 gllows < Cllfllna fiir m =0 und |f o gllna < Cllflma fiir m >0,

wobei die Konstante C' von m, «, €2, Qs und g abhdngt.

Beweis. Der Beweis verlduft wie in Lemma 2.1. Da die Gebiete nun nicht notwendiger-
weise konvex sind, verwendet man fiir den Mittelwertsatz Fortsetzungen der Funktionen

f und g¢. O
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3 Potentialoperatoren

In diesem Kapitel werden eine Reihe von bendtigten Hilfsmitteln bereitgestellt. Ins-
besondere beweisen wir Abbildungseigenschaften von Einfachschicht—, Doppelschicht—
und Volumenpotential in Hélder-Rdumen. Diese werden dann zur Lésung von verschie-
denen Randwertproblemen verwendet. Um die Darstellung mdoglichst iibersichtlich zu
halten, beschrénken wir uns auf C"*-Gebiete mit m € N>, und verzichten auf Aussa-
gen bei geringerer Randregularitét.

3.1 Einfach— und Doppelschichtpotentialoperator

Zunichst untersuchen wir den Einfachschichtpotentialoperator S, mit
Sola) = [ Bely)dsly), w9 (3.
o0

und den Doppelschichtpotentialoperator IC, mit

Ko(z) = . a5#2;;”90(?4) ds(y), =€ Q. (3.2)

Hierbei sei das Gebiet €2 von der im letzten Kapitel besprochenen Form, d.h. €2 kann
sowohl beschriinkt, als auch unbeschriinkt sein. Die Operatoren S und K bezeichnen die
entsprechenden Operatoren fiir eine Wellenzahl & # k und die Operatoren Sy und Ky
die Operatoren mit der Grundlosung @, fiir die Laplacegleichung. Es gelten folgende
Abbildungseigenschaften:

Satz 3.1. Seim € N>y und 002 € C™, dann folgt
1. S € L(C™ 109, C™*(Q)), K € L(C™*(99Q), C™>(Q)),

2. (S—38) € L(C(09), C**(RY)), (K — K) € L(C(09), C"*(R)),
(8 —8) € L(C™1(80), C™ 12 (Q)), (K — K) € L(C™(DQ), C™the(Q)).

8. FirQ € QundleN gilt S, K € L(C(9%),CL>()).

4. Der Operator ICq hat die gleichen Abbildungseigenschaften wie K und Sy hat die
gleichen Abbildungseigenschaften wie S, im R? allerdings nur fiir beschranktes Q.

Beweis. Eine dhnliche Aussage wurde von Kirsch fiir den dreidimensionalen Fall be-
wiesen (vgl. die Beweise von Theorem 2.10 in [29] und Theorem 3.2 und 3.3 in [30]).
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Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zunéchst ist zu zeigen, daf§ die Ableitungen von
Einfach— und Doppelschichtpotential wieder durch Einfach— und Doppelschichtpoten-
tial mit geeigneten Dichten darstellbar sind. Diese Rekursionsformeln nutzt man dann
fiir einen induktiven Nachweis der Aussagen.

24

1. Zunéichst zu den Behauptungen bzgl. & und K. Die Aussagen § €

L(C%(982),CH*(Q)) und K € L(CH(02), C¥2(Q)), j = 0,1, werden im dreidi-
mensionalen Fall in [6] (Theorem 2.16, Theorem 2.17 und Theorem 2.23) und im
R? in [57], Satz 2.26, Satz 2.27 und Satz 2.35, bewiesen. Die Beweise sind dort
zwar fiir Gebiete mit zusammenhéngenden Réndern gefiihrt worden, da es sich
bei der Holder—Stetigkeit jedoch um eine lokale Eigenschaft handelt (vgl. Lemma
7.3 aus [37]), konnen sie aber in dieser Situation genau analog hergeleitet werden.

Nun benutzen wir fiir den zweidimensionalen Fall die Identititen

VSp = ~Klve) + S-(o0) mit 0 = (-m.w). ¢ C0R).  (33)
VK¢ = k*S(vy) + Vo d_cp, p € CH(09), (3.4)
—Vl ds

die in Theorem 2.1 in [28] bewiesen wurden (die Gleichung 3.4 wurde im Verlauf
des Beweises hergeleitet).

Als Induktionsvoraussetzung gelte S € L(C™ 22(9Q),C™ 12(Q)) und K €
L(C™ L2 (9Q),C™ L2 (Q)). Fir 00 € C™ (d.h. insbesondere v, 9 €
Cm-12(9Q)) folgt aus (3.3) VS € L(C™ L(Q),C™ 12(9Q,R?)) und daher
S € L(C™ 12 (Q),C™*(Q)). Aus der Gleichung (3.4) folgt analog die Regula-
rititsbeziehung Ky € L(C™*(Q, C™*(Q2)). Der dreidimensionale Fall wird ent-
sprechend bewiesen. Hier verwendet man die Rekursionsformeln aus dem Beweis
von Theorem 2.10 aus [29].

. Nun zu den beiden Behauptungen bzgl. der Differenzen von zwei Potentialen.

Exemplarisch soll dies fiir den zweidimensionalen Fall bewiesen werden. Der Kern
k von V(S — S) ist gegeben durch:

k(z,y) = (v —y) (f(\:v —yl) +In|z —ylg(|lz — y\)), (3.5)

wobei f und ¢ analytische Funktionen mit ¢(0) # 0 sind (vgl. [57], Satz 2.23).
Nun betrachten wir nur noch den Term (x — y) In |x — y|, da die restlichen Terme
eine hohere Regularitit aufweisen. Es gilt:

(z-y) O (r—y)
7 —yl? '

Velr—y)In|lz —y|=1In|z —y| +

Hierbei ist 1 die Identitdtsmatrix. Jetzt benutzt man Satz 3.7. Beide Sum-

manden erfiillen die Voraussetzung dieses Satzes und somit folgt (S — S) €
L(C(09Q),C**(Bg)) und damit (S — 8) € L(C(99Q), C**(R?)).



Der Kern von k von V(K — K) hat folgende Gestalt (vgl. [57], Satz 2.30):

to) = (0 =) © T w0 (s = ) + o = ylg(e - o).

[z —yf?
(3.6)
wobei f und g analytische Funktionen mit g(0) # 0 sind. Nun ist die Funktion
x—1y) vy
w(o) = e = yltr - )0 L2

zu untersuchen ( In |z — y| wurde bereits behandelt und die restlichen Terme des
Kerns weisen eine hohere Regularitit auf). Mit der gleichen Beweisidee wie in
Lemma 3.5 kann man nachweisen, dafy w die Voraussetzungen von Satz 3.7 erfiillt

und somit ergibt sich (K — K) € L(C(9Q), C1*(R?)).
Aus den Gleichungen (3.3) und (3.4) folgt weiterhin:

V(S - 8)o= (K~ K)wp) + (5~ 8) (o0,

VK- K)o = (2 - 28w + (2 ) (- 95,

wobei diese Gleichungen fiir ¢ € C'(99) giiltig sind. Genauso wie beim ersten
Punkt des Beweises konnen aus diesen Gleichungen nun induktiv die Regula-
ritdtsaussagen nachgewiesen werden.

3. Die dritte Behauptung folgt wegen Q' &€ € direkt aus der Analytizitit der
Grundlésung.

4. Nun zur letzten Aussage. Da die Singularitdten der Funktionen ® und ®, gleich
sind, konnen die Aussagen fiir Sy und Iy véllig analog gefiihrt werde. Zu beach-
ten ist nur, dafl das Einfachschichtpotential der Laplace—Gleichung im R? nicht
beschrinkt ist; daher lassen sich die Aussagen nur fiir beschréinkte Gebiete iiber-

tragen.
]
Als néchstes untersuchen wir fiir x € 052 folgende Integraloperatoren:
Sip(o) = | B(a1)olo) dslo), 3.7
Kote) = [ 2oy ast), 39)
Kepta) = [ 250 ast) (3.9)
To(o)i= g [ Tt dsto), (3.10)
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Auch hier betrachten wir die Operatoren S, K, K* und T, d.h. die entsprechenden
Operatoren fiir eine Wellenzahl £ # k£ und Operatoren mit dem Index 0 fiir die Laplace—
Gleichung. Diese Operatoren haben folgende Eigenschaften:

Satz 3.2. Fiir 00 € C"™*, m € Ns, gilt

1. Fir ¢ € C(09), » € CY*(d9Q) ergibt sich Sps = S, 2 = K*o F 30,

v+
Koy =Ko+3pund L =Ty

. S, K € L(C™12(9Q), C™2(Q)), K* € L(C™22(9Q), C™=1(39)),

T € L(C™*(89), ™1 (9)),

L(C™=32(99), C™*(dQ)) m > 3,
K — K € L(C™%%(9%), 0™ (dQ)),
L(C(09),Ch*(5Q)) m =2,
L(C™32(98), C™ 1 (9Q))  m > 3,
T —1T € L(C™22(3Q), C™ 12(5Q)).

o G {L(C(@Q),CM(@Q)) m=2,

K*— K* ¢

. Die Operatoren Sy, Ko, K§ und Ty haben die gleichen Abbildungseigenschaften

wie S, K, K* und T.

Beweis. Auch dieser Satz wurde in dhnlicher Form von Kirsch fiir den dreidimensiona-
len Fall bewiesen (vgl. die Beweise von Theorem 2.10 in [29] und Theorem 3.2, 3.3 und
4.4 in [30]). Die Beweisidee ist die gleiche wie bei Satz 3.1, d.h. man schlieBt induktiv
mit Hilfe von geeigneten Rekursionsformeln. Nun zu den einzelnen Punkten:
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1. Bei diesen Gleichungen, die bereits fiir C?-Riinder giiltig sind, handelt es sich

um die klassischen Sprungbeziehungen der Potentialtheorie. Beweise hierfiir sind
in der Literatur reichlich vorhanden. Vgl. z.B. [6] (Theorem 2.12, 2.13, 2.19 und
2.23) fiir den dreidimensionalen Fall. Im R?* wurden die Aussagen z.B. in [57]
(Sdtze 2.22, 2.24, 2.29 und 2.35) bewiesen.

. Wir beweisen nun die Aussagen fiir die Operatoren S, K, K* und T. S,

K e L(C%(09Q),C"*(09Q)) wurde im R® in [6], Theorem 2.17 und 2.22 be-
wiesen und im R? in Satz 2.27 und 2.34 in [57]. K* € L(C%%(99Q),C"*(0Q))
wurde im R? in [29], Theorem 2.8, bewiesen. Den analogen Beweis fiir die zwei-
dimensionale Situation werden wir in Lemma 3.3 skizzieren. Fiir die Aussage

T € L(CY*(09),C%*(09Q)) vgl. [6], Theorem 2.23 und [57], Satz 2.35.

Die Beweise fiir die allgemeine Situation erfolgen wiederum durch Induktion. Im
R?® wurde dies in [29], Theorem 2.11 und 2.12, bewiesen. Grundlage fiir den Beweis
sind Rekursionsformeln, die in Theorem 2.10 bewiesen wurden. Im zweidimensio-
nalen ist die Vorgehensweise dhnlich. Aus der Beziehung Sy = S¢ ergibt sich,



daf} sich die Regularitéit von & auf S iibertriagt. Somit folgt die Behauptung fiir
S aus Satz 3.1.

Fiir den Operator K* und ¢ € C'(99) wurde in Theorem 2.1 in [28] die Gleichung

K*SOZ—K(@/)-U—#S(@%)-U+S(Cl1—;019>-y (3.11)

bewiesen. Der Integraloperator

Ap(z) = ., V. ®(z,y)p(y) © I(y) - v(x) ds(y).

erfiillt A € L(C™=22(9Q), C™"*(5Q,R?)) und

dy d  do
A—L) . 9= —9(—% .
< ds) <dss( ds 19)) Y
(vgl. Lemma 3.4). Daher folgt aus den Abbildungseigenschaften von A, S und K

die Regularititseigenschaft L K* € L(C™ %*(9Q),C™%(9Q)) und damit die
Behauptung.

Nun zum Operator K. Aus K¢ = Ky, F 1¢, Gleichung (3.4) und Bi;s—fi =
KpF %gp ergibt sich
d 1dyp
Ko = 9 -t
ds 7 VRex -0 F 2 ds
de 1de 1dyp
= K’ - K'—+ -—— F-——
W S(ev)s ds 2 ds i 2 ds
2 *dSO
=k"S(pv) ¥ — K*— (3.12)
ds
und daher K € L(C™ 1%(9Q), C™(99)).
Aus der Gleichung (3.4) und %C—V‘pi = Ty folgt
d dop
Ty =r*S(vp) v+ —S—. 3.13
o= RS(g) v+ L8 (3.13)

Diese Gleichung wurde von Maue hergeleitet (vgl. [46]). Die Aussage fiir den
Operator T folgt nun aus den Abbildungseigenschaften von S.

. Nun zu den Behauptungen bzgl. der Differenz von Operatoren. Die Bewei-
se erfolgen nur fiir den zweidimensionalen Fall. Im R?® kann jeweils entspre-
chend gefolgert werden (vgl. [30], Theorem 4.4). Die Abbildungseigenschaft
S — S e L(C(09Q),C%*(dQ)) folgt direkt aus der entsprechenden Regularitiit
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von S — 8. Fiir m = 3 nutzt man die Darstellung (3.5). Differenziert man den
Term (z —y) - 9(z) In |z — y| nach der Variablen z, so ergibt sich:

;%@—y%0@ﬂﬂx—y

:lnx_y|+(1‘—y)'%(x)lnx—y|+<%) _

Exemplarisch betrachten wir nur noch den letzten Term. Erneutes Differenzieren
ergibt:

s ()

NG ) RC) (1 Ho-n) ) - () ) — w(z,)g(a.y).

z —yl

Die Funktion w(zx,y) ist der Kern der Tangentialableitung des Einfachschichtpo-
tentials zur Laplacegleichung und ¢(z,y) ist eine, in beiden Argumenten Holder-
stetige Funktion (vgl. Lemma 3.6). Nun benutzt man die Aufspaltung

w(z,y)g(r,y) = w(z,y)(g(x,y) — 9y, y) — w(=,y)g(y, ).

Die Holder—Stetigkeit des ersten Terms zeigt man wie in Satz 2.20 aus [57]
und beim zweiten Term nutzt man die Abbildungseigenschaften des Einfach-
schichtpotentials. Somit folgt die Behauptung. Aus der Gleichung (3.3) folgt fiir
€ C(09Q)

%Sgpzv&pi =S8 (%(gpﬁ)) - — K(pv) - 0. (3.14)

Somit ergibt sich:

d ~ d

SE-9p=(5-3) (50 0 (K - R)(en) 0

und daraus folgt fiir m > 4 induktiv die Behauptung.

Nun zum Vorgehen fiir K — K. Hier betrachten wir exemplarisch wieder nur den

zweidimensionalen Fall. Zu untersuchen ist der Term (z—y)-9(z) In |x—y| %

des Kerns von <L (K — K) fiir einen Tangentialvektor ¢ (vgl. die Darstellung (3.6);



die anderen Terme sind einfacher zu behandeln):
(r —y) - v(y)
— —)-9(x)In |z — y|—2L )
®[@ y) - U(z)In|z y\‘x_mg

:<@—y%0@»2@—ﬂ%vw)

|z — | z —y?

d

dsx
0@%V@)_2@—y%0@M3@—y%V@»
|z — y|? |z —yl*

+In |z — ¥ <1+(:c—y)

+1n|x—y<x—y>-z9<x>(
(3.15)

Der erste Term kann interpretiert werden als Kern des Doppelschichtpotentials,
die anderen beiden als Kerne des Einfachschichtpotentials zur Laplacegleichung
mit Holder-stetiger Dichte (vgl. Lemma 3.6 und den Beweis fiir S — g) und somit
folgt K — K € L(C%*(99),C%**(dQ)). Fiir m > 3 benutzt man die Gleichung
(3.12):

d ~ do

K = K)p= (xS = &28)(pv) - 0 — (K" = K*) = (3.16)

und somit folgt auch hier induktiv die Behauptung.

Fiir m = 2 benutzt man K* — K* = V(S - S).. - v. Fiir m = 3 betrachtet man
die Kernfunktion und argumentiert wie bei K — K. Fiir m > 4 verwenden wir
die Gleichung (3.11):

(K= K%)= |(5 = §) S (0) — (K~ K)(en)| v

Aus den Abbildungseigenschaften von S—S und K —K folgt dann die Behauptung
fir K* — K*.

Zuletzt nun zu T — T. Hier ist fiir m = 2 die Gleichung V(K —K)y -v =T — T
der Weg zum Ziel, fiir m > 3 die Gleichung (3.13), die wir fiir ¢ € C™2(9Q)
benutzen:

(T —T)p = (K2S — &28) (pv) - v + %(S - S)—.

4. Die Beweise fiir die Operatoren zur Laplacegleichung kénnen wiederum genau
analog gefiihrt werden.

O

Nun beweisen wir die in beiden vorangegangenen Sitzen benutzten Hilfssétze.
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Lemma 3.3. Sei 00 € C*, dann gilt K* € L(C%*(9Q),C*(99Q)).

Beweis. Tm dreidimensionalen wurde dies in [29], Theorem 2.8, bewiesen. Der Beweis
im R? ist sehr &hnlich, so daf er hier nur kurz skizziert wird.

Zunichst betrachtet man die Aussage fiir den entsprechenden Operator bei der
Laplacegleichung. Da die Behauptung K, € L(C%*(99),C"*(9f)) bereits bewiesen
ist (vgl. [6], Theorem 2.22 im R?, [57], Satz 2.34, im R?) reicht es aus, die Aussage fiir

M= (K5 + Ko)ip = [ Vy®o(-,y) - (v(y) — v(-)(y) ds(y)

o9
zu zeigen. Zunichst verwenden wir die Produktregel zur Berechnung der Ableitung
%Mw fiir v € C%*(09):
d
—M(x)

ds
= L) [ (06 = o)V, Bolan) i) = ) 06o) [V, D) ds(y

+/Bg<w<y>—w< D (W(y) — v(x)) - Vay®o (2, y) - 9(z) ds(y)

wote) (Rt - v [ 9 as)

:i_s(x)./mw(x) b))V, P, ) ds(y)

+ [ 00 = 9D o) = v(3)) - Tayol9) D) )
~ vl ) (Koo - 050 ).

Hierbei wurde die Gleichung Ky1 = —1/2 (vgl. [57], Seite 28) ausgenutzt. Hieraus
ergibt sich %Kol = (0. Weiterhin wurde die Beziehung
dv

50 Vy(bo(xay) dS(y) = KOV( ) SO ds ( )

d.h. die Aufspaltung des Gradienten in Tangential- und Normalkomponente benutzt.
Danach ist £M € L(C%*(99),C%*(9Q)) nachzuweisen. Bei dem letzten Term folgt
dies aus den Abbildungseigenschaften von S und K. Bei den beiden Integralen benutzt
man Satz 2.20 in [57]. Nun verwenden wir die Abbildungseigenschaften von K* — K{.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Das nichste Lemma befasst sich nur mit dem zweidimensionalen Fall. Hierzu betrachtet
man den vektorwertigen Operator A mit

Ap(z) = . V. @(z,y)p(y) © I(y) - v(x) ds(y). (3.17)

Fiir diesen Operator gelten folgende Abbildungseigenschaften:
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Lemma 3.4. Sei Q@ C R? ein C™*-Gebiet mit m € Nsy, dann gilt A €
L(C™2%(9Q), C™ 12 (90, R?)).

Beweis. Sei zunichst m = 2, ¢ € C%*(9Q) und a := 1, dann gilt fiir x € O

Ap(x) = . V. ®(z,y) © (aly) — a(x)) - v(z)ds(y)

= [ 90 © (aly) — ) (1)~ v(0) 500
N / Va®(@,y) © (aly) — a(@)) - v(y) ds(y)
=: Lip(z) + Lp(x).
Zuniichst gilt I; € L(C%*(99),CH*(0R)). Dies kann #dhnlich wie im letzten Lemma

gezeigt werden (vgl. auch [29], Theorem 2.9 fiir den analogen Fall im R?). Weiterhin
ergibt sich:

L(x) = / Y, (.9) © v(y) - ala) ()

ZK(I/@V'G(LE))—S(%@V'G(LE)-F’&@CEI—SU'(L(I‘))

und aus den Abbildungseigenschaften von S und K folgt I, € L(C**(99Q), C*(99)).
Somit ist die Aussage fiir m = 2 gezeigt.
Sei nun m > 3, p € C™ 2%(91Q2), dann folgt:

Ap(z) = — /an V,®(z,y) ®a(y) - v(z)ds(y)

_ <—K(u © a)(z) + 25 (% o a) (2) + S <‘:1—§19 o 0) (@) - u(a)

Unter Beachtung von (Ayp) - = (L5(pV)) - v folgt somit

%A@(:ﬁ) = (2%5 <% ® a) () — %K (v ©a) (sv)) v(z) + A (Qﬁi_g ()

+ (5%(19 ©a)(z) - K(v o a)(:r:)) - %(m)

und induktiv mit Hilfe der Abbildungseigenschaften von S und K und der Induktions-
voraussetzung fiir A die Aussage des Satzes. O
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Lemma 3.5. Seienp >0, 2,y,2 € R mit x # y # 2 und 2|v — 2| < |x —y|, dann gilt
(fiir eine geeignete Konstante C > 0):

T —y z—y |z — x|

lz =yl 2yl T e -y
11 |z — x|

v —ylp 2=yl e -yt

Beweis. Fiir t € [0,1] sei z(t) := = + t(z — x), dann folgt:
() =yl = e —yl =tz —z[ 2 o —y| = /2l —y| =2 1/2|z —y|

und somit gilt:

r—y  Z—y 2-a (z—x) - (x(t) —y)
—p(x(t) —y) © di
=y —yr| |y (®) =y |z (1) — y[pt
<C ‘Z_f”‘, (3.18)
[z —ylp
Die zweite Aussage kann vollig analog bewiesen werden. O

Lemma 3.6. Sei f(z,y) := [(z—y) - v(y)]/|z—y[? g(z.y) == [(z —y) - I(y)]*/ [z —y[*,
r#yeR

1. Firx, ye dQ e C, x#y, gilt |f(z,y)] < Clz —y|* L.
2. Fiir 0Q € C? sind f und g auf 09 x 0 stetig fortsetzbar.
3. Fiir 09 € C%*° sind f und g auf 0Q x 0Q C**-Hélder-stetig fortsetzbar.

Beweis. Man beachte, daf§ es sich bei allen Behauptungen um lokale Aussagen handelt
(vgl. auch Theorem 7.3 in [37]). Zunéichst zur ersten Behauptung. Wir zeigen nur den
zweidimensionalen Fall. Hier sei z eine Parametrisierung des Randes. Im R?® kénnen die
Behauptungen analog durch lokale Parametrisierungen bewiesen werden. Sei I' C T' so
klein, da D C R existiert, so daB z : D — T bijektiv ist. Aus der Taylorschen Formel
folgt fiir x = 2(t), y = 2z(7) mit t, 7 € D:

1
r—y=2z2(t)—z2(1) = (t—T)/ Z(r+s(t—7))ds.
0
Hieraus folgt |z — y[2 > ¢t — 7| (fiir T hinreichend klein) und somit (mit v(7) =
v(2(7)))
fo "(T+s(t—71)) =2 (7)) v(r)ds

(t—7)? fo fo (T+s1(t—7)) - 2'(7+s2(t — 7)) ds1d s
clt— 7> < Clo —y|* "

£ (=(), 2(7))| =

IN
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Fiir die ndchste Behauptung wird z bis zur zweiten Ableitung entwickelt:

1

2t — 2(7) = (t— 1) (1) + (£ — 7)2 / (1= 8)2"(r+ s(t— 1)) ds

0

Somit gilt fiir ¢ # 7:

fo 2N+ s(t—71))-v(r)ds _Z(t,T)
f(z(t), 2(1)) = fo fo (7 + 1 t—T)) 7+ 8ot — 7)) d 51 d s - N(t,7T)

und f(z(t),2(t)) = (2"(t)v(t))/(2]2'(t)[*). Der Nachweis der stetigen Fortsetzbarkeit
von g wird analog gefiihrt.

Nun zur letzten Behauptung. Die Funktion w : R\{0} — R mit w(t) = 1/t ist diffe-
renzierbar, so dafl aus der Holder-Stetigkeit von Z und N, sowie der strikten Positivitét
von N, die Holder-Stetigkeit von f(z(t),z(7)) = Z(t,7)w(N(t,7)) folgt. Wiederum
wird der Nachweis fiir g entsprechend gefiihrt. O

Zum Ende dieses Abschnitts iiber Einfach— und Doppelschichtpotential geben wir eine
Variante von Satz 2.18 aus [57] an, da er in den vorangegangenen Beweisen Ofters
benutzt wurde:

Satz 3.7. Sei G C R? ein kompaktes Gebiet. K : G x 09 — C sei stetig fir alle
x € G,y € 0 mit x #y. Weiterhin gebe es Konstanten C > 0 und « €]0,1[, so daf
firx € G, y € 0 mit x # y gilt:

K(z,y)| < Clo —y|*.
Firz, z € G, y € 00 mit x # y # z und 2|x — z| < |x — y| gelte weiterhin:
|K(z,y) — K(2,y)| < Clz — 2|[z —y|*7.

Dann folgt u € L(C(0Q),C**(@Q)) fiir

u(r) = . K(z,y)e(y) ds(y).

3.2 Volumenpotentialoperator

Fiir das Gebiet 2 gelte zunéchst 2 C Bgr. Wir betrachten das Volumenpotential V',
mit

Vo(z) :Z/Q‘P(fr,y)w(y)dy, (3.19)

iiber das im folgenden einige Tatsachen zusammengestellt werden. Die Beweise sind
zumeist bekannt (vgl. [16], Kapitel 4, fiir die Laplacegleichung, [20] fiir den dreidi-
mensionalen Fall und [24] fiir den zweidimensionalen Fall), so daf sie hier nur knapp
dargestellt werden.
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Satz 3.8. 1. Sei 00 € C?, dann gilt

(a) V € L(C(Q),Cr(Q)).

(b) V:CQ)NCE*(Q) — C2(Q) mit (A + &%)V =—0p.

loc

(¢) V € L(C**(Q),C*(Q)).
2. Fiir m € Nsy und 0Q € C™* st V € L(C™ 1(Q), C™T12(Q)).

Beweis. Sei n € C*°(R) monoton nicht fallend mit 7(¢) = 0 fiir ¢t < 1/2 und n(t) =1
fiir t > 1 (vgl. z.B. [62], Seite 61). Fiir [ € N definiert man

Vip(z) = / Bz, y)n(llz — y)oly)dy, =

Wir betrachten zunéchst den zweidimensionalen Fall. Mit Hilfe von Integration in Po-
larkoordinaten und der Ungleichung |Hy(kr)| < C(|Inr|+1), 0 < r < 2R, folgt somit:

[—o00

1/1 1 1
V(@) = Vig@) < Cllgl [ (1nrl + )rdr < Clell (lnlﬁ - r) =30,
0

Hierbei bezeichnet C' eine nur vom Gebiet {2 und der Dimension d abhéngige Konstante,
die von Ungleichung zu Ungleichung verschieden sei kann. Sei

V() = / V. 0(r,y)oly)dy, xcQ
Q

dann ist V(") wegen der schwachen Singularitiit des Kernes wohldefiniert. V¢ ist wei-
terhin offensichtlich differenzierbar mit VVig(z) = [, Vo[®(z, y)n(llz — y))]e(y) dy.
Wegen V,n(l|x —y|) = 0 fiir |z — y| > 1/1 gilt somit fiir z € Q:

Wiple) = VOp(o)] < | [ T lattie —u) - oto) dy\

+

/Qq)(fv, y)Van(llz — y)e(y) dy‘

11y 1/
SCHSOHOO(/O ;rdr—l—l/o (|ln(r)+1)rdr)

1 o
nglan—H].

Beides kann ganz analog im dreidimensionalen Fall gezeigt werden. Somit ist Vi dif-
ferenzierbar und es gilt VVyp = V. Nun ist noch VV € L(C(Q), 0% (Q,R%))
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nachzuweisen. Seien hierzu z, 2 € Q mit z # z, 6 := |z — z|, dann folgt aus Lemma 3.5:

TV ele) - VVe(2)| < ol ( / V,0(2, ) — Vad(z, ) dy

N{|z—y|<20}

+f V(o) - V.00 0y )
Qnflz—y|>24}

36 1 9R 1
S C’H(IOHOC </ ﬁrd_ldr + ‘Z — 1‘/ _drd—l d?“)
o T s T

< Cllgllse(38 + |z — z|(In2R — 1In §))
< Cllglloolz — 2|

In der letzten Ungleichung haben wir die Kompaktheit von 2 ausgenutzt:
|z — 2| = |z — 2|" ¥2 — 2|* < 2QR)" %z — 2|~

Damit ist 1a) gezeigt.
Zum Nachweis von 1b) sei ¢ € C2%(Q) und Vf”cp(:c) = [o(Va®(z, y))n(l|lz —

loc

y|)e(y)dy. Wie zu Beginn des Beweises zeigt man |VVp — V(l)gp = 2% 0. Offen-
l 0,0
sichtlich gilt Vl(l)go € C'(Q). Weiterhin gilt:

V(@) = [ VAT gl ~ yDl(ely) - o) dy
Q
~ ¢la) [ VBl e - y)]dy
= [ uA¥.8 gl = u)e0) ol dy
~¢la) [ v(0) @ Va2 y)atlls = o) ds(o),
)
Hierbei wurde im zweiten Schritt der Gaufl’sche Integralsatz benutzt. Das erste Integral
konvergiert wegen der lokalen Holder-Stetigkeit von ¢ auf jedem €' € € gleichmifBig
gegen
ha) = [ F20(@)(60) - o(@) dy
Dies kann dhnlich wie zu Beginn des Beweises gezeigt werden. Weiterhin ist /; lokal
Holder—stetig (vgl. Lemma 3.9). Das zweite Integral konvergiert auf jedem Q' € Q

gleichméBig gegen

L(z) = /m v(y) © Vi ®(x,y) ds(y).

Fiir den Beweis der Gleichung (A + £?)V¢ = —¢ wird auf [20], Theorem 1.11, und
[24], Satz 1.9, verwiesen.
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Fiir ¢ € C%*(Q) folgt I, € C%*(Q) aus Lemma 3.9. In Satz 3.2 wurde gezeigt, daf
I, hélderstetig auf Q fortgesetzt werden kann. D.h. es gilt, VV¢ € C(Q) N C*(Q) und
V2V kann hélderstetig nach Q fortgesetzt werden. Hieraus folgt Vo € C**(Q) und
damit ist 1c) gezeigt.

Fiir ¢ € C'(Q) folgt mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes und der Gleichung
V,®=-V,d:

VVp(z) = —/Qqu’(fv,y)@(y)dy= —/QVy(@(:v,y)sO(y))dy+VV<,0(:E)

—VVela) - / 0, ) (o)) dsla) = VVple) = S(e)(a). (3:20)

Sei nun m > 2, 9Q € C™® und ¢ € C™ *(Q) und als Induktionsvoraussetzung gilt
V e L(C™ 22(Q),C™(Q)). Dann folgt aus (3.20) und der Abbildungseigenschaft des
Operators S die Regularitiit VVp € C™(Q) und somit Vo € C™1(Q). O

Lemma 3.9. Sei Q ein C?-Gebiet.

1. Das Integral fQ V2®(x,y)dy ezistiert als Cauchy-Hauptwert fiir alle x € Q und
es existiert ein M > 0 mit || [, V2®(-,y)dyll,q < M.

2. Es gilt A € L(C**(Q),C%(Q,R¥?)) fir Ap(z) = [, Vi0(z,y)(e(y) —
p(z))dy.

Beweis. Sei x € Q und r > 0 hinreichend klein, dann folgt aus dem Gauf}’schen
Integralsatz:

/ Vi0(z,y)dy = —/ V, Vo @(z,y)dy
Q\B, () Q\B, ()

= — /89 v(y) © Vau® (2, y) ds(y) + / v(y) © Vad(z,y) ds(y)

0By (z)
= ]1($) + ]2($)

Das Integral I; entspricht der Ableitung des Einfachschichtpotentials & mit differen-
zierbarer Dichte und stellt somit eine in ganz Q hélderstetige Funktion dar. Das Integral
I, kann unter Verwendung von Polarkoordinaten (exemplarisch wird der zweidimen-
sionale Fall gezeigt: y = x + (rcost,rsint); im R® fijhren analoge Berechnungen zum
Erfolg) explizit berechnet werden:

2
ik [T [cost rcost\ Hi(kr)
Iy(x) = Z/o (sint) © (rsint) r rdi

rs0 1 [* [cost cost
—>_/ OSEY o (€95T) gy = 0.
21 Jo sin t sint
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Sei nun z € 9Q, T, == {y € 0 : [y — x| > r} und T, := 9B, (x) N Q, dann gilt:

/ V28(z,y)dy = - / v(y) © Vo®(x,y) ds(y) + / v(y) © V,0(z, y) ds(y)
Q\B;(z)

=: I(z) + L(x).

Zuniichst gilt lim, o I; = —VSv (vgl. die Beweise von [6], Theorem 2.17, im R® und
[57], Satz 2.27, im R?). I, kann genau wie oben berechnet werden und es ergibt sich
unter Verwendung von 9Q € C? (vgl. auch Lemma 2.2 in [45]):

) 1 [T [(cost cost
11—1%[2(:1:) N %/0 (sint) © <sint> dt.

Damit ist die erste Behauptung gezeigt.

Seien nun z,z € Q mit § := |v — 2| > 0, dann gilt unter Beachtung der ersten
Behauptung:
A -4 <[ [ 9 e) - ) )
QNBas ()

+

| L VR0 - W))dy‘

+

/Q\B‘ ( )(Vi‘b(“f’y) — V20(2,9))(¢(y) — ¢(2)) dy‘

/ V20 (a,y) dy
Q\Bas ()

<Cliglla [ o=yl Cligla [ Jr-ytidy
QN Bags (1) QNB. (36)

+C|51?—Z|||90||a/ o —y*" " dy + Cllgllale — 2

O\ Bys ()

+llellalz - 2[*

< Cllellale — 2|
Fiir die vorletzte Ungleichung haben wir hierbei die Dreiecksungleichung verwendet.
Fiir y € Q\Bas(z) gilt
o(y) = e(2)] < le(y) — ()| + [o(z) — @ (2)]
<Oy —z|*+ |z — 2|*) < 2Cy — 2|
O

Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir noch den Fall, dafl 2 unbeschrankt ist. Um
die Existenz des Volumenpotentials zu garantieren, setzen wir nun allerdings voraus,
dafl die Dichte ¢ in Bp, verschwindet:

Co@) ={peCQ): ¢, =0}
O (Q) := C™() N Cy (5.
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Korollar 3.10. 1. Sei 0Q € C?, dann gilt

(a) V& L(go(ﬁ),cl’a(ﬁ))-

(b) V: Co(Q) N CEY(Q) — C2(Q) mit (A + K2V =—0p.

loc

(¢) V € L(Cy®(Q),C*(Q)).
2. Fiir m € Nsg und 02 € C™ ist V € L(C*~"%(Q), C™+12(Q)).
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4 Randwertprobleme

Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis der Losbarkeit einiger Randwertprobleme zur
inhomogenen Helmholtzgleichung. Der Existenzbeweis kann bei allen betrachteten Pro-
blemen in zwei Teilprobleme aufgespalten werden. Zum einen wird die homogene Dif-
ferentialgleichung mit inhomogenen Randwerten betrachtet. Die Beweisideen sind bei
diesem Teil den Arbeiten von Kirsch ([29], Paragraph 3) und Colton/Kress ([7], Kapitel
3.2) entnommen. Zur Losung der inhomogenen Differentialgleichung wird ein Volumen-
potential verwendet. Eine interessante Variante, bei der auch noch ortsabhingige Wel-
lenzahlen in einem kompakten Teilbereich vom betrachteten Gebiet zugelassen sind,
findet man in Leis ([44], Satz 7.6).

Es werden zunéichst einige Rédume eingefiihrt. Es gelte m € Nso, 0Q € C™® und
J € N5g. Das Gebiet (2 ist dabei weiterhin von der in Kapitel 2 beschriebenen Form.
Insbesondere kann es sowohl beschriankt, als auch unbeschrinkt sein und fiir unbe-
schrinktes (2 fordern wir, dal Bg . echt in {2 enthalten ist. Dies wird bei der Definition
der folgenden Funktionenrdume verwendet.

Cc™(Q) falls © beschrénkt ist,
Cmo(Q) 1= {u € C™(Q) 1 (A + K)u[, =0,
u erfiillt die SAB} sonst.
. Cie(Q) falls Q beschriinkt,
Cy(Q) = Ja (O . _
{ue Cr(Q): u‘BR =0} sonst.

Diese Réume bendtigen wir fiir Losungen bei der inhomogenen Helmholtzgleichung.
Sei Q2 unbeschréinkt und ¢ € CI>*(Q) und ¢ := —V¢. Aus Korollar 3.10 folgt dann
Y e C™2(Q) mit (A + k%)Y = .

Lemma 4.1. C"™%(Q) und C}*(Q) sind Banachriume.

Beweis. Fiir C7*(Q) ist die Aussage klar, ebenso wie fiir C™2(Q) bei beschréinktem
Q. Sei also Q unbeschrinkt und (u,)pen C C™%(Q) eine Cauchy-Folge. Wegen der

Vollsténdigkeit von C™(Q)) existiert ein u € C™%(Q), gegen das die Folge konvergiert.
Aus dem Greenschen Darstellungssatz (vgl. [6], Theorem 3.3) folgt

o,
ov

Up = ICRun - SR

im AuBeren von By, wobei Sg und K den Einfach- und den Doppelschichtpotential-
operator bzgl. des Randes 0Bpg bezeichnen. Aus der Stetigkeit von S und Kg (vgl.
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Satz 3.1) folgt die Gleichung

ou
ov

und somit u € C™2(Q). O

U—ICRU—SR

Nun betrachten wir das Dirichlet—, das Neumann— und das Robinproblem. Hierzu de-
finieren wir Operatoren

Rp € L(C(Q),C(09)), Rpu = u,
Ry € L(CY(Q),C(09)), Ryu = %,
Rr € L(CH(Q),C(09)), Rru = %+inu:RNU—i—inRDu.

Hierbei sei n € R\{0} eine Konstante mit nRe(x) < 0, falls Q beschrinkt ist, sonst
nRe(k) > 0. Weiterhin betrachten wir den Differentialoperator

L < L(C*Q),C(Q)), Lu = (A + k).
Man beachte, daf Lu € CJ" **(Q) fiir u € C™2(Q) gilt.

4.1 Robinproblem

Satz 4.2. Fir g € CJ" **(Q) und f € C™12(9Q) ewistiert genau ein u € C™*(Q)
mat

(EaRR)u = (ga f)
Fiir den Operator Dy : (g, f) — u gilt D € L(CJ >*(Q) x C™12(3Q), C™*(Q)).
Weiterhin ist Dg invertierbar mit D' = (£, Rg).

Beweis. Zunichst wollen wir zeigen, daf zu f € C™~12(9Q) genau ein u € C™(Q)
mit Lu = 0 und Rru = f existiert. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit, d.h. sei
u e C™(Q) mit Lu = 0 und Rzu = 0. Fiir unbeschriinktes  ergibt sich aus /0y =
inti|gq die Gleichung

Im < / u%ds) — 1y Re(x) /m w2ds > 0 (4.1)

und somit folgt u = 0 (vgl. [6], Theorem 3.12, im R® und [57], Korollar 2.7. fiir den
zweidimensionalen Fall). Fiir beschrinktes (2 folgt aus dem ersten Greenschen Satz und
nu = idu/dv die Gleichung

/|u|2ds—Re< /BQ|U|2ds> Re(/muads)
— —Tm (/muads> :21m(/<;)Re(/<;)/Q|u|2dx.
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Nun gilt entweder Re(x) = 0 und daher [, |u[*ds =0, oder

nRe(H)/ u?d s = 2Tm(x) Re(/{)Q/ uffda >0,
~——Jaqa Q
<0

d.h. ebenfalls [, [u[*ds = 0. In beiden Fillen folgt somit Rpu = Ryu = 0 und daher
u = 0 aus dem Greenschen Darstellungssatz.

Nun zur Existenz eines u € C"™(Q) mit Lu = 0 und Rru = f. Sei Q unbeschréinkt
und u := (8§ +inkK)p, p € C™*(9Q), dann gilt Rru = (A —1/2(1+ n?)I)¢, wobei der
Operator

A= K*+inT +inS — K

beschrinkt von C™%(9Q) nach C™~1%(9Q) abbildet. Wir wollen zeigen, dafi A —
1/2(1 +n*)I € L(C™2(982), C™~12(9€)) beschréinkt invertierbar ist. Sei % eine Wel-
lenzahl, die kein innerer Dirichlet-Eigenwert in €, ist (vgl. Definition 4.3), dann ist
Sy € L(C™ 1(0Q), C™>(0R2)) beschriinkt invertierbar (vgl. [6], Theorem 3.30) und
somit ist die Gleichung

<A - %(1 +n2)1> p=f
dquivalent zu
5 (4= 50 +P1) 0= S5
Nun gilt S;T;z = K2 — I (vgl. [7], Gleichung (3.12)) und daher

1 1
+in(K? —1)=: A —inl.

Hierbei ist der Operator A infolge von Satz 3.2 in C™(9%2) kompakt und somit reicht

es aus, die Injektivitit von A—$(1+n?)I nachzuweisen. Sei also ¢ € N(A—1(1+n*)I),

dann folgt fiir u := (S + inK)¢ die Gleichung u = 0 in Q. Aus den Sprungbeziehungen

ergibt sich dann —u_ = iny und 6(;‘—,; = . Eine Anwendung des ersten Greenschen

Satzes liefert

n/ |90|2dS=Re<77/ Wd8>
o0 o0

= Re <—z/ I%ds> = —2Im(k) Re(/f)/ lul®d .
90 ov RI\Q

Durch gleiche Argumentation wie beim Eindeutigkeitsnachweis beim beschrankten Ge-
biet erhilt man ¢ = 0.
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Fiir ein beschrénktes Gebiet 2 wihlt man u := (S — ivnK)g, ¢ € C"™*(9Q) und
v > 0 mit 1 — yn? # 0 und argumentiert wie fiir ein unbeschriinktes Gebiet.

Daher haben wir unter Beriicksichtigung von Satz 3.1 die Eindeutigkeit und Exi-
stenz eines Operators D% € L(C™ "(9Q), C™*(Q)) mit £D” = 0 und RDl = I
nachgewiesen. Fiir den Operator

Dr(g, f) =Dhf + DiRrVyg—Vyg

gilt (£, Rg)Dg = I. Sei nun u € C"™*(Q) beliebig und v := Dg(Lu, Ryu), dann folgt
L(u—wv) =0und Re(u —v) = 0 und wegen der Eindeutigkeit des Problems u = v,
d.h. D = ([,,RR)il. U

4.2 Dirichletproblem

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung eines inhomo-
genen Dirichletproblems zur Helmholtzgleichung zu zeigen. Die Konstante x? sei kein
Dirichleteigenwert, falls €2 beschriankt ist, wobei wir folgende Definition fiir Dirichlet—
(Neumann—)Eigenwerte verwenden:

Definition 4.3. Sei Q ein beschrinktes C?-Gebiet und N € C. Funktionen up €
C?2() NC(Q) und uy € C*Q) N CY(Q) mit (A+ Nu; =0 in Q, [, |u]?de =1
und Rju; = 0 fir j = D,N heiflen (Dirichlet)-Eigenfunktion bzw. (Neumann)-
Eigenfunktion des Operators A zum Eigenwert .

Satz 4.4. Fiir g€ CI" >*(Q) und f € C™*(3Q) eistiert genau ein u € C™*(Q) mit

(ﬁaRD)u = (ga f)

Fiir den Operator Dp : (g, f) — u gilt Dp € L(CJ" () x C™*(9Q), C™*(Q)).
Weiterhin ist Dp invertierbar mit Dp' = (L, Rp).

Beweis. Wie beim Robinproblem wird zunichst die Existenz eines Operators D% €
L(C™*(3Q), C™*(Q)) mit £D? = 0 und RpD? = I nachgewiesen. Die Eindeutig-
keit dieses Operators gilt fiir beschriinktes Q nach Voraussetzung (da x? kein innerer
Dirichleteigenwert ist), fiir unbeschrénktes Q folgt sie aus der Ungleichung (4.1), die
bei homogenen Dirichletrandwerten trivialerweise gilt. Fiir einen Eindeutigkeitsbeweis
beim Dirichlet-Problem, der die Existenz der Normalableitung nicht voraussetzt, ver-
weisen wir auf Theorem 3.7 in [7].

Die Existenz einer Losung wird wie beim Robinproblem behandelt (vgl. hierzu auch
Theorem 3.9 in [7]). O
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4.3 Neumannproblem

Sei k2 kein Neumanneigenwert, falls 0 beschrinkt ist.

Satz 4.5. Fir g € CJ'">*(Q) und f € C™ 1(dQ) emistiert genau ein u € C™*(Q)
mit

(EaRN)u = (gaf)

Fiir den Operator Dy : (g, f) — u gilt Dy € L(C™>%(Q) x C™ 1(3Q), C™*(Q)).
Weiterhin ist Dy invertierbar mit Dy' = (L, Ry ).

Beweis. Wie beim Robinproblem wird auch hier zunéchst die Existenz eines Opera-
tors D € L(C™ L2(082), C™(Q)) mit LD = 0 und RpD?E = I nachgewiesen.
Die Eindeutigkeit gilt fiir beschrinktes 2 nach Voraussetzung, fiir unbeschréinktes (2
verwenden wir die Ungleichung (4.1). Der Existenznachweis erfolgt dann wie beim Ro-
binproblem. O
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5 Transmissionsproblem

Abbildung 5.1: Beispielgeometrie

Gegeben seien paarweise disjunkte Gebiete (d.h. offene und zusammenhéngende
Teilmengen des R?)

L
Q... Q. LEN, mit Q:=(JQ; und @ =R".

§=0

Q) sei unbeschriankt, die anderen Gebiete beschrankt. R > 0 sei so groff gewihlt,
dal Br. @ Q gilt. Weiterhin setzen wir die Existenz beschrénkter, regulirer, zusam-
menhéngender Rénder

L L
Ty,....Tpmit = JT; = oo
j=1 =0

45



voraus mit I' € C™®, m € N5, und a €]0, 1[.

Wir fordern, daf alle Réinder T'; den R? in ein beschriinktes Innengebiet €;; und
ein unbeschrénktes Aulengebiet €2; , unterteilen und es gelte stets ; C Q,;, 0; D T';.
Zu jedem Gebiet €5, 7 = 1,..., L, existiert genau ein Gebiet Q, k = 0,..., L, mit
Q, C Qj, und 0, NOQ; =T'; (in der Abbildung 5.1 z.B. Q5 C Q7, und 995 N 0Q; =
['7). Hierzu definieren wir eine Funktion

v:{l,...,L} =-{0,..., L} mit v(j) =k,

mit k£ wie eben definiert. In der Abbildung 5.1 gilt z.B. v(7) = 5. Ebenso betrachten
wir eine Abbildung

n:{0,...,L} = P{L,...,L}) mit n(k) :={j € {1,...,L} :v(j) = k}.

Hierbei ist P({1,...,L}) die Potenz-

menge von {1,...,L}. In der Abbil- @

dung 5.1 gilt z.B. n(0) = {1,3,5}. Bei

der Implementierung von verschiedenen

Geometrien bietet sich eine Baumstruk-

tur als Speicherungsmethode an (vgl.

die Abbildung 5.2). Hier beschreibt die @ @

Funktion v gerade den Vorgéinger ei- @
nes Knotens und die Funktion n die

nachfolgenden Knoten. Wir setzen stets

v(j) < j voraus. Dies ist zwar nicht

unbedingt erforderlich, vereinfacht aber

die Implementierung, wie sich noch zei- e @ @ @
gen wird.

Fiir die Richtung des Normalenvek-  Abbildung 5.2: Baumstruktur der Gebiete
tors v fithren wir folgende Konvention
ein: Wird er bzgl. eines Randes 99; betrachtet, so zeige er stets nach R?\Q; (aufer
bei 0Qp; hier sei die Normale in Richtung €, orientiert), bzgl. eines Randes T'; zeige er
nach ;.

Zu jedem Gebiet €2, setzen wir die Existenz von Wellenzahlen x; mit Im(x;) > 0
oder k; € Ry und zu jedem Rand TI'; die Existenz von Konstanten p; € C\{0,—1}
voraus. Die Konstanten p; gehen als Ubergangskonstanten in die Neumann-Randwerte
beim Transmissionsproblem ein.

Um die Notation etwas abzukiirzen, fiihren wir Cauchy-Randoperatoren ein: Sei

Uq); eine im AuBeren oder Inneren des Randes I'; definierte und stetig bis in den Rand
differenzierbare Funktion, dann betrachten wir folgende Randoperatoren:

R L Ua‘l“j _ (Rbpr;ala R L Ui|1“j _ (Rpr;.ivi
CTj,ala *= | Oua “\Rr ) Cr;ili ‘= | du; “\r )
ov F]‘ N,Fj,aua ov F]' Nzrjazuz

Das Bild der Operatoren sind also gerade die Cauchy-Werte einer Funktion. Mit Rp r; 4
bezeichnen wir den Dirichlet-Randwertoperator bzgl. Funktionen im Auflenraum von
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I';. Entsprechend sind die Operatoren RNy, Rpr;i und Ryr; i zu verstehen. Mit
diesen beiden Cauchy-Randwertoperatoren kann folgender Transmissionsrandwertope-
rator bzgl. des Randes I'; definiert werden (hierbei sei ty(j) die Funktion in €,;) und
u; die Funktion in €2;):

(1 = tas)Ir, '

Rrr;p(Ujs wogy) = | (8w Buug) =Ror; ity — L), Ror; ol mit
ov J  Ov r
J

10
1= (0 Pj) '

Wichtig wird im folgenden die Linearitdt des Operators Ry r
C'(€;) x C*(Qy(j)) und v, § € C gilt néimlich

., Sein: fir u, v €

RT,Fj,pj (’YU + (57)) = '}/RT,Fj,ij + 5RT,Fj,pjv'

Fiir Operatoren P : X — C'(;) und Q : X — C'(Q,)) schreiben wir auch
Rrr,.0, (P, Q)¢ = Rrr,,, (Pp, Q). Weiterhin betrachten wir folgende Raume:

C™I(T) := C™(T,) x CI(Ty) x ... x C™(T1) x C)(Ty), j €N,

Cmie(r) = C’"’“( )X CI(Y x X OPO(TL) x CHTL), € N
CAvm,a - O‘(QU) X Cma(Q_) .o X Cm’a(Q_L),
Cgl’a . Cm a( 0) Cm a(Q_) X Cm,a(Q_L).

Hierbei wurden C*(0g) und C"*(Qq) im letzten Kapitel definiert. Zudem benétigen
wir die Operatoren

r :{02(Q_g)x...x02(Q_L) — C(Q) x ... x C(Q)

u — (Au; + K?ZLj)JL:O ’
CLQ) % ... x CY(Q) — CO(T)
Rt : L
u — (R, (U5, () =1

Es wird nun folgendes Problem betrachtet:

Problem 5.1. Sei f € C™™ (T). Gesucht ist u € C™" mit
Lru =0 und Rru = I, f
(Hierbei sei (I,f); = 1,, f;).

5.1 Eindeutigkeit

Zunéchst weisen wir nach, dafy das Problem unter geeigneten Voraussetzungen an die
auftretenden Konstanten hochstens eine Losung besitzt. Hierfiir werden zwei hinrei-
chende Voraussetzungen angegeben. Die Beweise wurden in #hnlicher Form fiir den
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Fall eines einzigen, zusammenhéingenden Randes auch bereits in [40], Theorem 3.1,
und [34], Seite 309, gefiihrt. Um Eindeutigkeitsaussagen zu beweisen, bendtigen wir
geeignete Voraussetzungen an die auftretenden Konstanten. Hierzu betrachten wir die
Menge 2 mit

A={0)im €{L,... . L} : 1< g < Low(j) =0,0() = ji-1, 1 =2,... .q}.

Fiir (j;){_, € 2 beschreibt die Folge (T';,)7_, eine Folge von direkt ineinanderliegenden
Réndern mit T';, C 0€.

Satz 5.2. Fir alle (j;)]_, € A gelte

Rok>
Im <#>20, Im (L)ZU.
Pttt Diy i P

Dann hat das Problem 5.1 héchstens eine Lisung.

Beweis. Sei u := (u]) ~_, eine Losung des homogenen Problems, dann ergibt sich unter
Verwendung des ersten Greenschen Satzes und der Randbedingungen Ryu = 0 die
folgende Ungleichung:

oug > Ko / ou;
Im ( & / ug——ds | = Im | — “ I gs
< ’ IO ‘ ov . Z (/)j i ov )

Jje{1,...,L}
v(j)=0

K}()K}
= > (Im 41720,y + Tm IVu;l720,
je{l,...,L} Pj pJ

v(j)=0,n(5)=0

Ko ou; Ko o,
+ Im :/ ui—2>ds | + Im (—/ —ds)
. Z (Pj o, O ) Zj 212 ov

je{1,...,L}
v(3)=0,n(j)#0

.2
ok Ko

= > (Im< 9) ujll72(0,) + Tm <:> ||Vuj||izmj)>
jE{1,... L} Pi Pi

v(j)=0
Ko ou;
+ Im ( / U — ds>
2 2 EE )
en(y)

v(]) 0.n(j)#0

2
_ i (Y g+ () [V
. ( Pjp =+ Py niEA(@ ) Pjp =+ Py g LZ(Q“)

Somit ist Theorem 3.12 aus [6] anwendbar (die Aussage des Korollars bleibt auch fiir
nichtzusammenhéngenden Rand 02 giiltig) und es folgt uy = 0 in Q. Fiir u; mit
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v(j) = 0 folgt aus den homogenen Transmissionsrandbedingungen, dafi die Cauchy-
Werte von u; auf I'; verschwinden. Nun verwendet man den Greenschen Darstellungs-
satz. Falls n(j) = 0 (d.h. 99; =T,), folgt sofort u; = 0. Anderenfalls gilt

_ 0P(z,y) ou;
wia) = [ N RO AL L

Mit Hilfe dieser Darstellung kann u; zu einer Funktion in €2; , N €2; fortgesetzt werden.
Aus dem zweiten Greenschen Satz folgt u; ‘Q = 0. Die Analytizitdt von u; in €2;,US);
7,a

bedingt dann u‘Q = 0. Der Greensche Darstellungssatz kann in dieser Situation also als
J
einfache Alternative zum Holmgrenschen Satz verwendet werden (vgl. Theorem 2.1.2.2

in [38]).
Fiir die verbleibenden Funktionen kann in gleicher Weise gefolgert werden, so daf}
die Aussage bewiesen ist. O

In [34], Seite 310, werden einige Beispiele angegeben, fiir die dieser Eindeutigkeitssatz
giiltig ist. Erwdhnt wird z.B. das Erhitzen von Fleisch in der Mikrowelle. Reduziert man
ein Randwertproblem zu den zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen im R* durch ge-
eignete Annahmen auf ein zweidimensionales, skalares Transmissionsproblem bei der
Helmholtz-Gleichung, so ergeben sich die Bedingungen Im(x;) > 0, Re(x;) > 0 und
p;j > 0 (vgl. Kapitel 1). Fiir diese Situation wollen wir einen weiteren Eindeutigkeits-
beweis angeben.

Satz 5.3. Sei Im(kg) Re(kg) > 0, Re(ko) > 0 und fiir jede Folge (ji)]_, € A gelte

K2 1
Im (*)zo, Im (7)20.
p]lpﬂ p]lp]l

Weiterhin sei zumindest eine dieser Ungleichungen strikt. Dann hat das Problem 5.1
hdchstens eine Ldsung.

Beweis. Sei (u;)_, wiederum eine Lésung des homogenen Problems. Sei Qp := BNy

(die Normale von Qp zeige in das AuBere von Qp), dann ergibt sich aus dem ersten
Greenschen Satz folgende Gleichung:

Jtug
2 () Rl = 0 (¥ 0l = 3l ) =T ([ 0 as)

0 - e
=Im / Ug <ﬂ — im0u0> +ikg|ugl*ds | — Im (/ ugﬂ ds)
oBr _ \ OV g o0, OV

=o(1/Ri-1)

ou
= Re(H0)||U0||%2(3BR) — Im </a uoa—yo ds) +0o(1), R— .

Qo
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Die Asymptotik ergibt sich aus uo(x) = O(1/|z|(¢="/?) fiir z — oo und der Sommerfeld-
schen Ausstrahlungsbedingung. Insgesamt folgt somit, wenn man Im (fmo uo% ds)
wie im letzten Satz darstellt:

2Tm(r) Re(ro)[|uo| L2 + Re(so)l[uollZ a5, +

K2 1
Ji 12, _ 2.
E <Im <7ij . le> ||UJI||L2(le) + Im <ﬁ> ||VU’JI||L2(le)>

(jl)?:1€21
= o(1) fiir R — oo.

Alle Terme der linken Seite sind nicht negativ und miissen daher fiir R — oo verschwin-
den. Nach Voraussetzung ist zumindest eine Ungleichung strikt. Falls Re(kq) > 0, so
folgt aus dem Rellich-Lemma ug|q, = 0 und damit die Behauptung wie im vorherigen
Satz. Folgt aus einer Ungleichung u;|q, = 0 fiir ein j = 1,..., L, so zeigt man mit Hilfe
des Greenschen Darstellungssatzes wie im letzten Satz die Giiltigkeit der Behauptung.
Gilt schliefilich ||Vuy,[|z2(0,,) = 0, so ist u;, auf ;, konstant und verschwindet somit
als Losung der Helmholtzgleichung identisch, d.h. auch in diesem Fall kann wie davor
gefolgert werden. O

5.2 Potentialansatz

In diesem Teil des Kapitels wird gezeigt, dafl das Problem 5.1 eine Losung hat. Dies
geschieht konstruktiv mit Hilfe eines Potentialansatzes. Im Anschlu3 daran werden
wir auch noch zwei andere Ansitze untersuchen. Der Potentialansatz wurde fiir den
Fall eines Randes bereits in dem Artikel [40] (vgl. auch [6], Paragraph 3.8) verwendet.
Wir werden stets I' € C"™* und f € C™™ (') (m € Nsy) voraussetzen. Fiir jeden
auftretenden Rand T';, j = 1,..., L werden nun geeignete Potentialoperatoren P; , (mit
Ko(j) als Wellenzahl der Grundlésung) und P;; (mit «; als Wellenzahl der Grundlésung)
definiert (wobei I'; in beiden Féllen der Integrationsrand der Integraloperatoren ist):

Pjavj = Kjapj1 + djSjapj2,  dj € C\{=1/p;},

Pjipj = piKjivir + Sjipja-
Die Dichte ¢; = (¢;1, ¢;2) wihlen wir aus C™*(T';) x C™ 1*(T';). Somit ergeben sich
folgende Cauchyrandwerte fiir die Operatoren:

K., d;S;4 +1 0
Rer;,a)iPiavi = [(Tja d;KJJ*) + < 02 :F%ﬂ i

7,

j!i
Hierbei bezeichnen wir mit Rer; o/i entweder Rer, o oder Rer, ;- Nun wird folgender
Ansatz gewéhlt:

uj = Z 7Dl,a(pl + Pj,’igpj: .7 = 0: e L. (51)

len(j)
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Hierbei sei Pyipo := 0, d.h. fiir u, tritt der letzte Summand nicht auf und ¢ :=
(¢;)f=, € ¢™m™1(T). Somit ist klar, daf§ die Funktionen die jeweiligen Helmholtz-
gleichungen 16sen und die gewiinschte Regularitit haben. Weiterhin geniigt wuy der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung. Damit die Randbedingungen erfiillt wer-
den, miissen fiir j = 1,..., L folgende Gleichungen erfiillt sein:

Rrr; 0, (U5, Un(s)) = RrT; 00 Z Prapr + Pjavj, Z Prapr + Pu),ioi)

len(j) len(v(4))

= Z Rrr;.0,(Pras 0)o1 + Rrr; o, (Piis Pja) @

len(j)

+ Z RT,F]‘ 0j (0, 7Dl,tl)‘:pl + RT,Fj,pj (0, Pv(j),i)QOv(j)

1en(u ()
1#]

=1, ;. (5.2)

Faft man diese Gleichungen zu einem System My = I,f zusammen, so ergeben sich
die Diagonalelemente der Operatormatrix M gerade aus den Termen Rrr; ,, (Pjis Pja),
j=1,...,L. Daher haben sie folgende Form:

Mj’j _ <ijj,z' - Kj,a Sj,z’ - dij,a > + <_%(p] + 1) 0 > (53)

pi(Tji —Tja) Ki;— pid; K, 0 s (14 pjd;)
_ (ijj,z' —Kjo S Sja ) N (—%(Pj +1) (1= dj)Sj,a> (54
pi(Tii — Tja) Ki;— pid; K7, 0 3 (1 + pjd;)

Den ersten Summanden in (5.4) bezeichnen wir mit M ; ;, den zweiten mit My ;. M
hat also die Form M = M;+ M, mit einer oberen Dreiecksmatrix M, = (Md,j,l)ilzlﬂ die
in C™™1L(T) beschréinkt invertierbar ist (hier werden die Voraussetzungen p; # —1
und d; # —1/p; bendtigt). Die Inverse eines Blocks M, ; ; ist hierbei gegeben durch

_ 2 a0-dj) g
ML pj+1 (ﬂj+1)(1+2ﬂjdj) e
0

djj —
1+pjd;

Weiterhin ist die Matrix My = (M ,)5,—, in C™™1%(T) kompakt. Problematisch
beim Nachweis der Kompaktheit sind nur die Diagonalelemente von My, denn die
anderen Elemente bestehen aus Integraloperatoren mit glattem Kern (vgl. Satz 3.1).
Die Kompaktheit der Operatormatrizen M, ; ; und die Beschrénktheit von Mg ;; wird
mit Satz 3.2 gezeigt. Somit ist die Riesz-Theorie anwendbar.

Satz 5.4. Sei das homogene Problem 5.1 nur trivial losbar, dann existiert fir das
inhomogene Problem genau eine Lisunyg.

Beweis. Die Dichte ¢ 16se My = 0. Dann 16st u = (u;)f_, definiert durch (5.1 das ho-
mogene Problem 5.1 und dies bedingt uj|Q—j = 0 nach Voraussetzung. Aus den Sprung-

51



beziehungen folgt fiir j = 1,..., L:

Rcr ally = Rcr aly — Rcr AU = (Rc,rj,a - Rcr ')sz’% = Ple/pj Pjs
—Reyr; i) = Rer; oty — Rer; it) = (Rerja — Ror;i)Pavi = 1-4;9;-

Hier wurde benutzt, dafl nur bei Integraloperatoren mit Integrationsrand I'; ein Sprung
in den Cauchy-Daten bei I'; auftritt. Der Beweistrick besteht nun darin, w,;) als Po-
tential in €2;; und u; als Potential in €2, , zu betrachten. Hier ergibt sich

R1.1;5,d50, (= PiUo(s), Uj) = = Pi R ittty — Ld; 0, Reyr; ot
= pil-a;pj — Pl 1/ la;p005 =0, j=1...., L.

Die Konstanten d; in den Ansatzfunktionen sind noch frei wihlbar. Wir legen sie
nun durch d; := (Rjky(j))/p; fest. Damit sind die Voraussetzungen von Satz 5.2 fiir ein
Transmlssmnsproblem in Q;, (mit Wellenzahl x;) und Q;; (mit Wellenzahl &,;)) erfiillt
— aus der Voraussetzung Im(k;) > 0 bzw. x; € Ry folgt insbesondere d; 75 —1/pj -

und daher folgt u;lq;, = 0 und wy)|o,; = 0 und somit aus den Sprungbeziehungen
Soj‘Fj = 0. [

Bemerkung 5.5. Wir wollen kurz eine Maéglichkeit angeben, die Operatorma-
triz. mit den Gleichungen (5.3) zu analysieren. Hier nutzt man S;; — d;Sj. €
L(C™ 1(T;),C™*(T;)) und die Kompaktheit der Einbettung C™*(T;) — C™P(T;)
fiir 0 < 6 < a und kann somit folgern, daf$ die Abbildung

Myjj: C™P(L5) x C™H(T5) — C™F(Ty) x C™7h(Ty)

kompakt ist. Somit ist auch hier die Riesz-Theorie anwendbar. Der Nachteil bei die-
ser Vorgehensweise liegt in der etwas geringeren Regularitit (C™(T;) statt C™(T;)).
Zudem wird die schdrfere Regularititsaussage im ndchsten Kapitel fir Differenzierbar-
keitsaussagen bendtigt. Allerdings werden wir diese zweite Mdoglichkeit fir eine Kon-
vergenzanalyse eines Verfahrens zur numerischen Berechnung der Integraloperatoren
nutzen.

Als néchstes soll ein Algorithmus fiir die Implementation der Operatormatrix M ange-
geben werden. Aus der Gleichung 5.2 ergibt sich folgendes Verfahren zur Initialisierung
der Eintrige in Pseudocode:

for(j=1,...,L)

e for(l=1,...,L)

—ifC j =1) {M(5,5) = Rrr,,(Pji Pia)}

— else if(j=v(1)) {M(j,1) = Rrr;p,(Pra,0)}

— else if(v(j)=v(1)) {M(j,]) = RTFJ,pJ(Oapl,a)}
else if(v(j)=1) {M(j,]) :RT,Tj,pj(OaPl,i)}
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— else {M(j,l) =0}

Dies kann noch etwas kompakter geschrieben werden, indem man die Voraussetzung

v(j) < j ausnutzt:
for(j=1,...,L)

e for(1=1,...,j-1)

— if W (G=v@)) {M(,1) =Rrr,,0,Pra); M(,j) =Rrr,p(0,Pja)}
— if (V(j)=1) {M(]a l) = RT7Fj7pj (07 Pl,i); M(laj) = RT,Fl’pl (Pj,a? 0)}
— else {M(jal):()a M(la.]):()}

o M(j,j) = Rrr;.0;(Piis Pia)

5.3 Greenscher Ansatz

Als néchstes untersuchen wir den Greenschen Ansatz zur Losung des Problems. Grund-
lage ist hierbei der Greensche Darstellungssatz. Fiir den Rand I'; definiert man die

Potentialoperatoren G; ., G;; und G;; durch

Giapj = Kja®it — Sjai2s
Giipj = —Kjivin + Sjivj2,
Gji := Gjilp;-

Fiir G;, und G;; ergeben sich folgende Cauchy-Randwerte:
Ko —Sja +1 0
Rer;.aiYiaps = [(Tja _[(—j;;’a> + < 02 i%)] ¥j>

—K;; p:Sii FL o0
Rer;.a/iGii0; = K_TJ’ ZKJ]*Z) + < 0 JF%JH i

j!i

Zur Motivation des Ansatzes nehmen wir an, dafl u Losung von Problem 5.1 ist. Aus
den Greenschen Darstellungssitzen folgt dann:

U; = E gl,aRC,Fl,auj + gj,iRC,Fj,iuja J=0,..., L.

len(j)

Hierbei sei Go;Reroito = 0. Die Randbedingung Ryu = I,f (dh. Rer,u; =
I, (Reyr; attogy + f3), 5 = 1,..., L) fiihrt weiterhin auf die Gleichungen

u; = Z GaReor ot + Gii(Rer, ooy + f5)s 7=0,...,L.

len(j)
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Die Sprungbeziehungen ergeben fiir 7 = 1,..., L folgende Gleichungen:
Rc,rj,auj - Rc,rj AdU; = (Rc,rj,a - Rc,rj,i)gj,i(Rc,rj al(j) + fj)
= _ij (RC,F]' ,aly(4) + fj)a
Rc,rj alo(g) — Rc,rj dUy(5) = (Rc,rj,a - Rc,rj,i)gj,aRc,rj aUy(g)

= RC,Fj,auv(j)'

Notwendigerweise gilt daher
RC,Fj,iuv(j) =0, Rc,rj,auj =0, j=1,...,L. (5-5)
Nun gibt es verschiedene Mdglichkeiten aus den Gleichungen (5.5) ein System fiir die
Dichten aufzustellen (vgl. [34], Abschnitt 4.2, fiir den Fall einer Randkurve). Im fol-
genden wéhlen wir eine Variante die zu einer Operatormatrix M fiihrt, deren Eintriige
Operatoren mit schwach singulidren Kernen sind:
Rer;itg) + Rer;atty = Ror; 1 (W), —u;) =0, j=1,... L.

Sei nun ¢; := Rer;,al(j), = 1, .., L, dann ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

Z Rrr;1(Gra, 0)o1 + Rrr; 1(Gjar —G5.4) @5

len(v(s))
I#j

+ Rrr; 1(Go),in 0)0us) — ZRT,rj,1(U, Gia)@1

len(y)
= —Rrr;,1(Gu().i 0) fuig) + R 1(0,Gia) -

Dieses System bezeichnen wir mit My = @Qf. Fiir die Diagonalelemente ergibt sich
folgende Darstellung:

M= (Bia = Kji piSia—Sja | | (1 0
Mo\ T =T piKG, - K5, 0 —3(p+1))°

]7a

_ <Ka‘,a — Kji pi(Sji— Sj,a)> n <—1 (Pyi - 1)Sj,a>
Tjo—Tii 0K — K, 0 —5(p+1))"

. _pﬂ"%”') (l 0)
= ’ A IS RSP I
Qis <T]Z —piKj; 0 3

Wie beim Potentialansatz gilt M = M, + M), mit einer oberen Dreiecksmatrix My,
die in C™™~1*(T') beschriinkt ist, und einem in C™™~1*(T") kompakten Anteil M.
Dies kann wiederum mit Satz 3.2 gezeigt werden. Somit ist auch hier die Riesz-Theorie
anwendbar.

Satz 5.6. Sei das homogene Transmissionsproblem mit Wellenzahl k; in €} 4, Kyj) in
Qi und p =1 nur trivial l6sbar (fir j =1,...,L). Falls ¢ Lisung von My = Qf ist,
dann lést u definiert durch
U; = Z gl,a(pl+gj,i((pj+fj): jZO,...,L,
len(y)
das Problem 5.1.
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Beweis: Nachzuweisen ist die Giiltigkeit der Randbedingungen. Aus
R, 1 (uey, —u;) = 0, j = 1,..., L folgt nach Voraussetzung u,(jylo,; = 0 und
ujla,, = 0 und daher

Rer;ivy = Rer; ity — Ror; oty = 1y, (05 + f7)

= I,,(Rer; o) — Rer; ity + f3) = 1y (Rer; o) + f5). D

Satz 5.7. Wenn das homogene Transmissionsproblem 5.1 nur trivial lsbar ist und die
Bedingungen des obigen Satzes erfiillt sind, dann ist My = Qf eindeutig ldsbar.

Beweis: Da es sich um ein Gleichungssystem zweiter Art handelt, ist der Nachweis
der Injektivitdt von M ausreichend. Sei ¢ eine Losung des homogenen Systems. Aus
dem vorherigen Satz folgt, dafl v das homogene Transmissionsproblem 16st und somit
ergibt sich u;lo, = 0. Wie in dem vorherigen Beweis gilt u;|o; , = 0 und somit ¢; = 0
aus den Sprungbeziehungen. O

Nun ist noch die Frage zu klidren, wie die Matrizen M und @ fiir allgemeine Rénder
zu initialisieren sind. Ahnlich zu dem Fall beim Potentialansatz ergibt sich folgender
Algorithmus fiir M und @:

for(j=1,...,L)

e for(1l=1,...,L)

— if(§=1) MG, )D=Rrr;1(Gjas —Gji)» (3, 1)=Rrr,1(0,G;,)
— else if (v(j)=v(1)) M(j,1)=Rrr,1(G10.0), Q(j,1)=0
— else if(v(j)=1) M(j,D=Rrr;1(G1:,0), Q(G,D=Rrr, 1(~G,0)
— else if (j=v(1)) M(j,1)=Rrr,:(0,—Gi.), Q(j,1)=0
— else M(j,1)=Q(j,1)=0
Fiir die Implementation dieses Verfahrens kann dies noch etwas anders geschrieben

werden:
for(j=1,...,L)

e for(1l=1,...,j-1)

— if(v(j)=v(1))
> MG, D=Rrr;1(G14,0) MQ,5)=Rrr,1(Gja: 0)
> Q(j,1)=Q(1,j)=0

— if(v(j)=1)
> M(j,1)=Ryr;1(G1i,0) M1, )=Ryr,1(0,—Gja)
> Q(j,D=Rrr,1(~G.:,0) Q(1,3)=0

— else M(j,1)=M(1,3)=Q(j,1)=Q(1,3)=0

® M(j,)=Rrr;1(Gja —Gji) A(,3)=Rrr;1(0,G),)
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5.4 Ansatz von Kleinman und Martin

Als letzte Moglichkeit zur Losung des direkten Problems soll hier ein von Kleinman
und Martin entwickelter Ansatz betrachtet werden (vgl. [34] fiir den Fall einer Rand-
kurve). Bei diesem Ansatz wird pro Rand nur eine (skalare) Dichte benotigt. Allerdings
miissen dafiir Operatoren hintereinander ausgewertet werden. Dies entspricht bei der
numerischen Realisierung dann der Notwendigkeit von Matrizenmultiplikationen. Um
die Darstellung moglichst iibersichtlich zu halten, werden wir nur die einfachste Varian-
te des Ansatzes vorstellen. Fiir andere Varianten verweisen wir auf den eben genannten
Artikel.

Wir verwenden die Funktion b, die abwechselnd die Werte 0 und 1 annimmt:

1 falls b(v(j)) =0,
1

b:{0,..., L} = {0,1} mit b(0) = 0 und b(j) = {o falls b(v(j)) =

In der Abbildung 5.3 ist ei-
ne Beispielgeometrie mit den
entsprechenden Werten fiir
die Funktion b dargestellt.
Die Idee besteht nun dar-
in, im Auflengebiet einen
Potentialansatz zu verwen-
den (wir benutzen hier nur
ein Einfachschichtpotential,
im allgemeinen Fall wiirde
man ein gemischtes Poten-
tial verwenden) und dann
abwechselnd Greensche An-
satzfunktionen und Potenti-
alanséitze zu benutzen. Sei
also j € {0,...,L}, dann
werden folgende Ansatzfunk-
tionen gewéhlt:

Abbildung 5.3: Beispielgeometrie

Z Siap1 + Sji0;, b(j) =0
wj = len(y)

Y Gua (ynRerim = fi) + Gia (Rewyauw) + f3): () =1

ten(j)

Wie beim Potentialansatz gelte auch hier Sp;p0 := 0. Fiir die Dichten gelte ¢; €
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C™=1e(T;). Falls b(j) = 1, so ergibt sich folgende Darstellung fiir u;:

Uj = Z gl;all/ﬂzRC,Fz,i Z S, aPp t+ Sl,z'SOl Z gl afl

len(y) pen(l) len(j

+ gj,iRC,Fj,a Z Sl Pl Tt 8 7)1 Pv(4) + gj,ifj
len(v(4))

= Z Goy,al1/p,, Rer,),iSta®l + Z Gral1/0,Reyr, iS1ior — Z Giafi

len?(j) len(y) len(y
+ Z GjiRer; aSLar + G5iRer; aSo(i)iu) + ik
len(v(j))

Nun wird fiir jeden Rand I'; eine Dirichletrandbedingung vorgegeben. Die Idee be-
steht darin, fiir die Greenschen Ansatzfunktionen u; homogene Dirichletrandwerte bei
Annéherung an 0€2; von auflen zu fordern. Dies wird durch den Greenschen Darstel-
lungssatz nahegelegt. Falls b(j) = 1 wird also die Giiltigkeit von Rpr, .u; = 0 gefor-
dert, fiir b(j) = 0 fordern wir Rpr;,itsy = 0. Das sich daraus ergebende Gleichungs-
system bezeichnen wir mit My = Qf.

Satz 5.8. Angenommen ¢ erfillt das System My = Qf und K,y ist kein Dirichlet—
Eigenwert in Q;,; (j=1,...,L), dann lisen obige Ansatzfunktionen das Problem 5.1.

Beweis. Sei j € {1,...,L}. Fiir b(j) = 1 gilt Rpr,.u; = 0, d.h. u; 16st in Q;, ein
homogenes Dirichletproblem und verschwindet daher identisch. Somit gilt Rer;auj =0
und aus den Sprungbeziehungen ergibt sich

Rc,rj,iuj = —(Rer; . — Repr,.i)uj
—(Rer;a — Rer,.i)95.i(Rer; oty + fj)
—I (RCF auv +f])

Fiir b(j) = 0 gilt Rpr, ity = 0, d.h. u,(;) 16st in Q;; ein homogenes Dirichletproblem
und nach Voraussetzung verschwindet also wu,;) in €2;;, d.h. Reyr; ity = 0 und daher

Rc,rj aly(j) = (Rc,rj a RC,Fj,i)uv(j)
= (Rc,rj a Rc,rj,i)gj,a([1/ijc,rj,in - fj)
= Ii)p; Reyr; iy — [

d.h. in beiden Fillen ist die Randbedingung erfiillt. O

Satz 5.9. Das Gleichungssystem My = Qf ist eindeutig losbar, falls das homoge-
ne Transmissionsproblem nur die triviale Lésung besitzt und die Voraussetzungen des
letzten Satzes erfillt sind.
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Beweis. Sei j € {1,...,L}. Fiir b(j) = 1 gilt Rpr, 4u; = 0, d.h. in diesem Fall gilt

M;; =Rbpr,.49;iRecr;.aS)a
= 0;Sji(Kj, — 1/2) = (Kj; +1/2) S,
Qjili = —Rbpr; a9l
= (Kji +1/2)fi1 — pjSjifiz.

Fiir b(j) = 0 gilt Rp,r; itiy(jy = 0 und somit ergibt sich folgende Darstellung fiir den
Diagonaloperator:

M;; = Rpyr;,iGiali/p,Rer;iS)i
= (Kju—1/2)Sji — 1/p;S;a(Kj,; +1/2),
Qjifi = Rpr;,iGjal;
= (Kj,a - 1/2)fj,1 — Sjaliz

Somit kann das Gleichungssystem durch Regularisierung mit dem T-Operator (d.h.
mit Hilfe der Gleichung TS = K** — I, vgl. z.B. [7], Gleichung (3.13)) in ein System
zweiter Art iiberfiihrt werden. Es reicht also der Nachweis, dafl das homogene System
nur trivial 16sbar ist. Sei nun ¢ eine Losung des homogenen Systems, dann lgsen die
Ansatzfunktionen nach obigem Satz das homogene Problem. Es gilt daher u;|q, = 0
fir j € {0,...,L}. Sei nun j € {0,...,L} mit b(j) = 0, dann folgt aus der Stetigkeit
des Einfachschichtpotentials in ganz R?, daf die Funktion u; in R?\Q; ein homogenes
Dirichletproblem 16st und somit gilt Uj|Rd\Qj = (0 und daher folgt aus den Sprungbe-
ziehungen ¢; = 0 und ¢; = 0 fiir [ € n(j). O]

Nun muf} noch eine allgemeine Vorschrift zum Initialisieren der Operatormatrix ange-
geben werden. Dies ist in diesem Fall leider erheblich komplizierter.
for(j=1,...,n)

e for(1l=1,...,n)

— if( b(j) = 1) // d.h. Randbedingung Rpr, u; =0

> if( j =1)

M(j,3) = Rpr;.a9iRcr; 08> Q(3,3) = —Rpr;aY;.
> else if( v(j) = v(1) )

M(j,1) = Rpr;.49%iRcr;,aSas A(3,1)
> else if( v(j) = 1)

M(j,1) = Rpr;a9%iRer;oSiis A(3,1) =0
> else if( j = v(1) )

M3, = Ror; 09010 Rer,iSuis A(3,1) = Rpr; a9
> else if( j = v(v(1)) )

M(3,1) = Rpr;e9uw)ali/p,Rer,p,iSias Q(G,1) =0
> else M(j,1) =Q(j,1) =0

0
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— else // d.h. Randbedingung Rpr, ity =0
> if( j =1)
M(3,3) = Ror;i9jali/p;Reor; iSiis Q(3,3) = Ror,;.iYia
> else if( v(j) = v(1) )
M(3,1) = Ror;iGuadipReriSuis Q(3,3) = Ror,.iYa
> else if( j = v(1) )
M(3,1) = Ror;i9jalip;Ror; iSias A(3,1) =0
> else if( v(j) = v(v(1)) )
M(,1) = Ror;i9uw).0d1/0,0Rer,piStas A(3,1) = 0
> else if( v(j) = 1)
M(3,1) = Ror;i9iRer,aStas A(3,1) = “Rpr; i,
> else if( v(v(j)) = v(1) )
M(3,1) = Rpr;iGu;),iRer,; eSS, A(3,1) =0
> else if( v(v(j)) =1 )
M(3,1) = Rpr; i), Rer,;aSuis 8(3,1) =0
> else M(j,1) = Q(j,1) =0

Auch wenn das Verfahren von Kleinman-Martin aus theoretischer Sicht sehr inter-
essant ist, da nur eine skalare Dichte pro Rand benétigt wird, ist die Implementation
fiir mehrere Gebiete sehr aufwendig. Wir haben dieses Verfahren daher nur fiir eine
einzige Randkurve getestet und uns bei mehreren Kurven auf den Potential-, und den
Greenschen Ansatz beschriankt.

5.5 Inhomogenes Transmissionsproblem

Zum Ende dieses Kapitels werden die vorherigen Ergebnisse noch einmal in Opera-
tornotation zusammengefafit und gleichzeitig behandeln wir das Transmissionsproblem
zur inhomogenen Helmholtzgleichung.

Satz 5.10. Sei das homogene Problem 5.1 eindeutig losbar. Dann existiert fiir g €
O™ und f € C™™1(9Q) genau ein u € C™ mit

(‘CT;RT)U = (ga f)

Fiir den Operator Dr : (g, f) — u gilt Dy € L(C" > x Cmm=1a(T), C™). Weiterhin
ist Dr invertierbar mit D' = (Lp, Rr).

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit des Operators Dj € L(C™™1(T), C"™) mit
(L7, Rr)DE = (0, 1) wurde bereits bewiesen. Somit erfiillt Dy mit

Dr(g, f) :== —[Va,957—0 + D7(f + Rer[Va, 9517-0)

die Forderungen des Satzes. U
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6 Analytische Abhangigkeit von den Problemdaten

In diesem Kapitel wird die analytische Abhéngigkeit von Losungen des Dirichlet—,
Neumann—, Robin— und des Transmissionsproblems bzgl. des Randes, der Wellenzahl
und der Ubergangskonstanten p (beim Transmissionsproblem) untersucht. Sei fiir das
gesamte Folgende m € N5y, 0 < o < 1 und Q C R%, d = 2,3, ein C"™*-Gebiet mit
beschrinktem Rand. Sei Br eine Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius R > 0, die
den Rand 0f2 echt enthilt, das Gebiet €2 sei also von der in Kapitel 2 beschriebenen
Form. Als Randwerte verwenden wir nun stets eine einfallende ebene Welle

wi(w) = ", e ST

mit Einfallsrichtung v. D.h. wir wihlen —R pu; als Randwerte beim Dirichlet-Problem
und —Ryu; beim Neumann-Problem. Wir werden im folgenden hauptséchlich das
Dirichlet— und das Neumann—Problem betrachten, da die Beweise fiir die anderen bei-
den Randwertprobleme analog verlaufen.

Mit u bezeichnen wir die Losung des Randwertproblems und im Fall eines unbe-
schrankten Gebietes (2 mit u,, das Fernfeld der Losung u. Die Randwerte sind gerade
so gewéhlt, dal Rp/n(u + u;) = 0 gilt. Zunéchst soll der Begriff der Analytizitit in
Banachrdumen erklirt werden.

6.1 Analytische Abbildungen

Definition 6.1. Seien X, Y und Z Banach-Rdaume. Die Abbildung f : X — Z heifit
analytisch in xo € X, falls f beliebig oft in xq Fréchet-differenzierbar ist und ein r > 0
existiert mit

oo

Z |Hf JfoHT < oo und flzg + h] = Z Fm) [g; h"]

n=0

fir alle h € X mit ||| < r (hierbei ist f die n-te Fréchet-Ableitung von f und
f™zg b == f™zg:h, ..., h]). Weiterhin heifit f analytisch in der offenen Menge
W C X, falls f in jedem Punkt von W analytisch ist.
Die Abbildung f : X xY — Z heifit analytisch in (zg,y0) € X XY, falls f in
(x0,0) beliebig oft Fréchet-differenzierbar ist und ein r > 0 ezistiert mit
> >

n=0 i+j=n

|]| Hf xﬂayO]H r'* < oo und
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. L i 3
flwo+ hayyo +hy] =D Lo,y i, 1)
n=0 i+j=n
fir alle h = (hy,hy) € X XY mit ||h|| < r (hierbei ist f(9) die partielle Fréchet-
Ableitung von f, bei der i mal nach der ersten Variablen und j mal nach der zweiten
Variablen differenziert wird). Auch hier heifit f analytisch in der offenen Menge W C

X xY, falls f in jedem Punkt von W analytisch ist.

Lemma 6.2. 1. Seien X, Y Banach-Rdume, Z eine Banach-Algebra und f : X —
Z und g 'Y — Z analytisch. Dann ist auch w : X XY — Z mit w(z,y) :=

f(x)g(y) analytisch.

2. Seien X, Y und Z Banach-Rdume tiber dem gleichen Kérper R oder C, f: X —
Y und g: Y — Z analytisch. Dann ist auch go f : X — Z analytisch.

Beweis. Eine einfache Rechnung ergibt zuniichst w() = £ ) Die erste Behauptung
folgt dann wie in dem Standardsatz iiber das Cauchy-Produkt von absolut konvergenten
Reihen (vgl. z.B. [12], Seite 47, Satz 3).

Nun zur zweiten Behauptung. Falls die Riume komplexe Banach-R&ume sind, ist die
Analytizitéit dquivalent zur komplexen Differenzierbarkeit (vgl. [2], Theorem 2.3.3, Seite
84f.), d.h. die Aussage folgt aus der Kettenregel. Falls X und Y reell sind, betrachtet
man Komplexifizierungen X¢ und Y von X und Y (vgl. [56], Kapitel 1.3) und die
analytischen Fortsetzungen der Funktionen (vgl. [9], Seite 151, Beweis von Satz 15.3)
und argumentiert wie davor. O

Von zentraler Bedeutung ist eine Version des Satzes iiber implizite Funktionen fiir
analytische Abbildungen:

Satz 6.3. Seien X, Y, Z Banach-Rdume iiber dem gleichen Kdrper R oder C und
W C X und V C Y Umgebungen von xqg € X und yo € Y. Die Abbildung F :
W xV — Z sei analytisch und es gelte F|xq,y0] = 0 und Fy_l[xo, Y] € L(Z,Y). Dann
existieren Umgebungen B, (xy) C W und Bs(yo) C V, so daff es genau eine Abbildung
T : B.(xo) = Bs(yo) mit Txo = yo und F(x,Tx) = 0 in B,(xq) gibt. Diese Abbildung
st analytisch.

Beweis. Vgl. Theorem 15.1 und Theorem 15.3 in [9]. O

6.2 Ableitung nach dem Rand

In diesem Abschnitt wollen wir die Differenzierbarkeit von Losungen der Randwert-
probleme bzgl. des Randes untersuchen. Sei ¥ € C™*(9Q, R?) eine hinreichend kleine
Storung von 99Q. Das durch (I + 9)(092) berandete Gebiet nennen wir . Mit u[V]
bezeichnen wir die Losung des Randwertproblems in Qy und mit us[9] das zugehorige
Fernfeld (bei unbeschrinktem Gebiet €2). Untersucht man die Differenzierbarkeit von
ulV] bzgl. der Stérung ¥, so ergibt sich das Problem, dal der Definitionsbereich von
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u[d] von ¥ abhéngt. Wie in der Dissertation von Hohage (vgl. [27]) setzen wir daher
¥ zu einem Vektorfeld # := R? — R¢ fort und betrachten Stérungen Iy := I +
von 2, die wir mit €y bezeichnen (vgl. die Abbildung 6.1). Als offene Teilmenge der
C™*~Vektorfelder betrachten wir die Menge

1
W .= {9 e C™*(R",R?) : supp(0) C Bg, [|0]|m.a < o (I+0)(T) € Cm,a} .

Hierbei ist die Norm auf C™%(R¢, R?)
so gewdhlt, daB [|0|n. < 1/2d stets
IVO||oc < 1/2 zur Folge hat, d.h. die
Vektorfelder aus W sind stets kontrahie-
rende Abbildungen. Weiterhin bendoti-
gen wir Teilmengen der C"*-Stérungen
des Randes 0€2:

V, = {9 € C™*(0Q, RY) :
En’gg’& € W},

wobei F), gq der in Lemma 2.2 definier-
te Fortsetzungsoperator ist. Nun wollen
wir die wichtigsten Schritte beim Nach-
weis der Differenzierbarkeit von wu[v]
zundchst ohne Beweis darstellen. Hier-
zu orientieren wir uns an der Abbildung
6.2.

Abbildung 6.1: Storung des Gebietes

1. Zunéchst greifen wir eine bereits
von Simon (vgl. [58]) benutzte Idee auf und betrachten die Abbildung a[f] :=
ulf|sa] o Iy. Mit Hilfe des impliziten Funktionentheorems kann hier die Ana-
lytizitdt von @ nachgewiesen werden. Entscheidend hierbei ist die beschrénkte
Invertierbarkeit der Losungsoperatoren fiir die betrachteten inhomogenen Rand-
wertprobleme.

2. Sei ' € Qund [ € N, dann gilt u[d] = a[E, sqV] fir ¥ € V,, und hinreichend
grofles n € N. Diese Gleichheit ist der Grund fiir die Verwendung von Fortset-
zungen des Randes. Wiirden wir nur mit Stérungen des Gebietes €2 arbeiten, so
wiirde diese Gleichheit im Allgemeinen nicht gelten. Aus Satz 3.1, Punkt 3, folgt
nun die Analytizitit von u : V,, — C!(€¥'). Mit Hilfe des Greenschen Darstellungs-
satzes zeigt man, dafl alle Ableitungen von u die Helmholtzgleichung erfiillen und
daB bei unbeschranktem  us, analytisch ist mit u$)[0; k7] = (uV)[0; W] gp.)so-

3. Um nun das Problem mit den unterschiedlichen Definitionsbereichen von u[d]
in den Griff zu bekommen, setzen wir u mit Hilfe des Fortsetzungsoperators Fq
auf ganz R? fort. Aus der Linearitiit des Fortsetzungsoperators folgt dann die
Analytizitit von U : W — C™*(R%) mit U[f] := Eqil[6)].
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4. Jetzt betrachten wir U : W — O™~ (R4) mit U[f] := U[f] o I,* und 0 <
o/ < a. Bs gilt also U[f]|q, = u[fsq] und somit stellt U[A] gerade eine geeignete
Fortsetzung von u[f] dar. Eine Anwendung der Taylorschen Formel ergibt, daf3
U j-mal differenzierbar (j =0, ... ,m) ist.

5. Nun sind wir fast am Ziel und miissen nur noch alle Ergebnisse zusammensetzen.
Die Abbildungen U, : V,, — C™ 5 (R?) mit U,[0] = U[E, sqf] sind j-mal dif-
ferenzierbar (j = 0,...,m); fiir h € C™(3Q, R?) ist UD[0; h] := U[0; hi]|g
unabhingig von n € N und fiir alle Q' € Q gilt UD[0; h']|or = u[0; ]|q.
Weiterhin ergibt sich:

(a) (A +r2)UD[0; ]|l =0
(b) us)[0: hi] = (UY[0; h]) o bei unbeschriinktem

(© V910:0 ] = =3 +ul0) - 7 = L (1) 90000071

Nach dieser Ubersicht betrachten wir die Aussagen nun im Detail.

Lemma 6.4. Sei 0 aus W, dann ist I ein C"™*-Diffeomorphismus.

Beweis. Sei Iy(z) = Ip(y), dann folgt |z — y| = |0(z) — 0(y)| < 3|z — y| und somit
r =y, d.h. Iy ist injektiv. Sei nun y € R? beliebig und definiere g(z) := y — (),
dann ist g eine Kontraktion auf R? und somit existiert genau ein x € R? mit g(z) = ,
d.h. Iy(z) = y. Somit ist Iy surjektiv. Weiterhin ist die Funktionalmatrix VIy(z) =

1 + VO(x) invertierbar nach dem Satz iiber die Neumannsche Reihe (1 bezeichnet
hierbei die Identitétsmatrix), denn es gilt | V6|| < 1. Somit existiert VI, und es gilt

VIj = (VoI )™
(vgl. z.B. [13], Seite 75, Satz 3). Hieraus folgt die Differenzierbarkeit von VI, ! mit

V2 = (Vo I,y V2ol VI - (Vo I;") ™" baw,
Vi, Voly=—(VI) V2, - (V) (V).
Aus dieser Gleichung folgt somit die Holderstetigkeit von V2]9_1, denn Vlg_l ist diffe-
renzierbar und somit holderstetig, ebenso (VI)~! und somit auch ((VI;) o7, ")~ und

auch das Produkt von holderstetigen Funktionen ist wieder holderstetig. Analog kann
man Formeln fiir die hoheren Ableitungen herleiten. O

Betrachte nun die Abbildungen

L:W x C™(Q) = C">*(Q), L[0,v] = Agv + kv
Rp: W x C™*(Q) — C™*(99), Rplo,v] = v,
Ry : W x C™(@Q) = 0" 1(8Q),  Rylf,v] = Vo - (V) - (v[f] o I),
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Sei u[] € C™(Qy) Losung des Randwertproblems.

@

i W — C™(Q) mit a[f] := u[f|sq] o I, ist analytisch.

@ ®

Sei | € N und h € C™(9Q, R%), U:W — C™*(RY) mit U] =
dann existiert fiir alle Q' € Q ein Equ[f] analytisch.
n € N, so dafl

1. u:V, — CY) analytisch @

2. (A + £ ul0; W]l = 0

U : W — "9 (RY) mit
Ulg] := U[f] o I;" ist j-mal dif-
ferenzierbar fiir j = 0,... ,m und
0<dad <a.

3. U Vi —  L2(S4Y
analytisch mit u) 0; h7] =

(u9[0; 1] B, oo

(5 ®

U, : V, = C™ 5 (RY) mit U,[J] = U[E, 0] ist j-mal differenzierbar (j =
0,...,m); fiir h € C™(9Q, R ist UD[0; hI] := UY[0; h7]|g unabhingig von
n € N und fiir alle Q' € Q gilt UD[0; /]|qr = ulD[0; hi]|qr. Weiterhin ergibt
sich:

1. (A +r2)UDI0; h]|q =0

2. ul)[0; 1] = (UD]0; hi]) bei unbeschriinktem €.

3. U(j>[0; thaQ - —Vj(uz- + u[0]) - hi — {:1 (?) VlU(j—l)[o; hj—l} Rl

Abbildung 6.2: Struktur des Beweises
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Ry wurde gerade so definiert, dafl Ry|[0, a[d]] = ag[f[‘g}“} o Iy gilt (hierbei ist v[f] der
Normalenvektor in ). Zudem gilt Rp[0,v] = Rpv und ebenso Ry[0,v] = Ryv mit

den in Kapitel 4 definierten Operatoren Rp und Ry. Weiterhin ist Ay gegeben durch

N 1 d(g5'\/98) | Ov
Agv de kaaxl ; <\/g_9 Z aibl ka

l
B aggl ggl dgp ov
Z 0 Oxkaxl ; <; < 61:1 + 2g9 61:1 Oxk

Es sei Gy = (gor1) = (VIp)" - VI, go = det Gy, (g§') = G;l und der transformierte
Laplaceoperator ist bekanntlich definiert durch Ay(v o Iy) = (Av) o I (vgl. z.B. [14],
Seite 30).

Lemma 6.5. Die Operatoren L, Rp und Ry sind analytisch.

Beweis. Zunéchst zum Operator £. Die Aussage wird fiir alle Terme getrennt nachge-
wiesen, wobei ausgenutzt wird, dafl die Multiplikation von analytischen Abbildungen
wieder eine analytische Abbildung ergibt (vgl. Satz 6.2). Bzgl. des zweiten Argumentes
ist £ linear, d.h. analytisch, so dal nur § — L(0, v) fiir ein v € C™(Q) zu untersuchen
ist.

Zunichst ist klar, dal § — VI, analytisch ist, da die Abbildung affin in 6 ist.
Somit ist auch klar, da§ § — Gy = VI! - VI, analytisch ist, da die Multiplikation
von analytischen Funktionen analytisch ist. Nun soll gezeigt werden, dal (0,v) —
(VIy)~! =: B[f] analytisch ist. Zunéchst zeigt man durch Induktion die Giiltigkeit von

W10, h'] == (=1)'1! Bl§] - Vh - B[6] - Vh-...-Vh-BlY].

TV
2l+1—Terme

Nach der Taylorschen Formel (vgl. z.B. [64], S.243) folgt:
!
B[f +h] = Z 7 BUI0: 1] + Ry,

wobei der Restterm R,, abgeschétzt werden kann durch

1_ n 1
| Rl M—H/ n—sl BM[ + sh, k"] ds < nl|BIO)||% o IVAIE

m—2,x
Es ist [ B[0]||m 20 < 2, d.h. fir |Vh|mn 2. < 1 gilt lirn,HOOHR ||m,2,(l = 0. Somit
gilt B[ + h] = Y120 :BY[0; h'] und ebenso zelgt man Zl 0 z'HB J10; || < oo fiir b

hinreichend klein. Somit ist auch die Abbildung 6 — G;' = (VIy)~' - (VI;)~T und
daher auch die Abbildung 6 +— gi" analytisch.
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Die Abbildungen 0 — det Gy und 0 — det G;l sind analytisch, da die Determinante
ein Polynom in den Matrixeintrégen ist. Beachte weiterhin, daf} gie = det G(,_1 (Deter-
minantenmultiplikationsformel) gilt. § — V(VIy) ™! = —(VIy) ' - VI, - (VIp) ! ist

6951

analytisch, da Multiplikation von analytischen Funktionen und somit ist auch 6 — T

analytisch.

o det Gy = 3 g sign(o) S a‘gg;“ H?Zl,#i ajo(j) ist ebenfalls analytisch, da es
ein Polynom analytischer Funktionen ist, wobei {a;;} die Matrixelemente von Gy sind.

Nun zu den Randoperatoren. Beide Operatoren sind linear bzgl. des zweiten Ar-
gumentes, so da nur die Abhéngigkeit bzgl. des ersten Argumentes zu untersuchen
ist. Rp ist konstant bzgl. der ersten Variable, so dafl hier nichts zu zeigen ist. Die
Analytizitiit der Abbildung 6 — (VI;)~! wurde bereits gezeigt, so dal zum Nachweis
der Behauptung fiir Ry noch die Analytizitdt von § — v[f] o Iy zu zeigen ist. Wie in
Lemma 3.4 in [49] gezeigt wurde, ist es ausreichend, die Aussage bzgl. einer lokalen
Parametrisierung zu zeigen. Hier soll der zweidimensionale Fall skizziert werden (der
dreidimensionale Fall wurde in Lemma 3.8 in [49] betrachtet; dort wurde zwar nur
C*>-Differenzierbarkeit nachgewiesen, Analytizitit kann aber genauso gezeigt werden):
Sei z eine Parametrisierung von I', dann ist I5(z) eine Parametrisierung von I'y und
somit gilt fiir den normierten Tangentialvektor

T[0] o Tpoz=N1Iy(z)-2'/|VI(2) - 2]

Esist | - | = y/(+)? und aus der Existenz von holomorphen Wurzelfunktionen folgt die
Analytizitdt von x — |z| auflerhalb des Nullpunkts. Somit ist die Analytizitit von
7[0] o Iy und damit auch von v[f] o Iy ersichtlich. O

Nun wollen wir die Analytizitdt von @ nachweisen. Da der Beweis fiir alle Randwert-
probleme sehr dhnlich ist, betrachten wir exemplarisch nur das Dirichlet-Problem und
gehen am Ende dieses Abschnitts auf die Unterschiede beim Neumann-Problem ein. Die
anderen Randwertprobleme (d.h. Robin— und Transmissionsproblem) kénnen #hnlich
behandelt werden.

Satz 6.6. 0 — @[f)] ist analytisch von W nach C™(Q).
Beweis. Betrachte den Operator F : W x C™*(Q) — CJ' >*(Q) x C™*(dQ) mit
F0,v] = (L]0, v],Rp[0,v + u; o Ip)).

Wir interpretieren hierbei die auftretenden Funktionenrdume als reelle Banachriaume.
Zunéichst ist zu zeigen, dafl F' analytisch ist. Fiir die Operatoren £ und Rp wurde
das in Lemma 6.5 gezeigt. Die Analytizitdt der Abbildung 8 — u; o Iy zeigt man wie
im Beweis von Lemma 6.8. Fiir die Anwendung des impliziten Funktionentheorems ist
nun die Invertierbarkeit von G := F,[0, u[0]] € L(C™*(Q),CJ" >*(Q) x C™*()) mit

Gw = (L[0,w], Rp[0,w]) = (Aw + k*w, w)
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entscheidend. Hier wird ausgenutzt, dafy F' bzgl. des zweiten Arguments affin ist. In Satz
4.2 wurde nun gerade die Gleichung G = Dp', d.h. die Bijektivitiit von G' nachgewiesen.
Weiterhin gilt:

Flo,a6]] = ((Ag + £*)al6], (u[f]sa) + u;) o Ip)
= ((Au[Blaa] + £*u[f]aq]) o Iy, 0) = (0,0).

Zudem gilt a[f] = u[f|oq] auBerhalb von Bp bei unbeschrinktem € und somit ist
alf] € C™(Q) (die Eigenschaft @[] € C™(Q) folgt aus Lemma 2.3). Daher ist der
Satz {iber implizite Funktionen anwendbar (vgl. [9], Theorem 15.3) und nach einer
eventuellen Verkleinerung von W folgt die Behauptung. O

Auf echten Teilmengen von €2 folgt aus obigem Satz bereits die Analytizitdt von 9 —
uld]:

Satz 6.7. Sei Q' € Q und | € N, dann ezistiert ein n € N, so daf u : V,, — C{(Y)
analytisch ist. Weiterhin gilt

(A4 &2)uD]0;h] =0, jeN, heC™(d0,R?) (6.1)
und fiir unbeschrinktes Q ist zudem uo : Vi — L2(S%Y) analytisch mit
udD[0; 1] = (uD[0: ]| B )oes  J EN. (6.2)

Beweis. Wéhle ein n € N mit 1/n < dist(2,Q), dann gilt wegen
dist(supp(E, 000),0Q) < 1/n die Gleichung E, gqi(z) = 0 fiir alle x € €' und
¥ € C™(0Q, R?) und somit

Q= IEn,aQ'ﬂ(Ql) C IEn,aQ'ﬂ(Q) = Qy,

d.h. u[v]

o ist wohldefiniert und es gilt

uld]

P ,&J[En,ﬁﬂﬁ]

deV,

Q Ql’

und daher die Analytizitdt von u: V,, — C™*(Q)'). Aus dem Darstellungssatz

oul?]

u[d] = Koo uld] — Soar By

und Satz 3.1 ergibt sich die Analytizitit von u : V,, — CY). Ebenfalls aus dem
Darstellungssatz folgt die Gleichung

Oe— k()Y _ik()y
wnlil o [ |Psalaltn) - e #O ) s

(vgl. [7], Theorem 2.5 und Gleichung (3.64); ¢, ist eine von der Dimension d abhéingige
Konstante). Insgesamt erhalten wir somit die Gleichungen (6.1) und (6.2). O
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Nun zeigen wir u()[0; /] € C™92(Q) fiir j = 0,...,m und h € C™*(9Q,R?).
Zunichst definiert man

Ulf) := Equlf], 0eW,

wobei aus der Linearitit und Stetigkeit von Eq sofort die Analytizitit von U : W —
C™(R?) folgt. Weiterhin betrachten wir die Abbildung

Ulg] :==U[A] o I,
Fiir diese Abbildung gilt U[f]|o, = u[faa], denn sei x € Qy und y := I;'(z) € , dann
folgt
Uld)(x) = U0)(y) = al6](y) = ulf]on](2),

d.h. U stellt eine Fortsetzung von u auf den ganzen R dar. Um Differenzierbarkeits-

eigenschaften von U darstellen zu kénnen, fithren wir weiterhin die Operatoren 7" und
T :W — L(C(RY), C(RY)) mit

TO)f = folyund T[A]f = fol,*
ein.
Lemma 6.8. Sei 0 < o/ < a. Die Abbildungen T, T : W — L(C™*(R%), C™~7 (R?))
sind j-mal Fréchet-differenzierbar. Hierbei gilt fiir f € C™*(RY) die Regularitit
TU[G; W) f € C™3(R?) und ebenso TV [0; h7]f € C™I*(R?).
Weiterhin gilt
TG, W) f = (Vifoly)-B, j=0,...,m.
Beweis. Zunichst zur Abbildung T. Sei z € R?, f € C™*(R?), # € W und h €
C™(92, R?) hinreichend klein, dann ist g : [0,1] — C mit g(s) = f(lp(x) + sh(x))
m-mal differenzierbar mit
g"(s) = (V'f) 0 Ipean) (@) - W' (2)
und aus der Taylorschen Formel (vgl. [12], Seite 174, Satz 1) folgt:
j=1 1 -
=370 + [ o as
und somit gilt:
1
TO+h - ﬂT“)[e; '

=0

m,a—m—7j,0’

J
1
= swp | folpn-3

1fllm.a=1 =0

(V'f)oIp) - I

m—j,a/

L1 —s)it : : :
= sup / %'((ij)olgﬁh—v]fo[g)-hjds
Uflima=1 S0 (7 =1)!

m—j,a’
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In der letzten Zeile haben wir die Gleichung fol
wir

(1(,?1]-)_!1 ds = 1/5! benutzt. Nun zeigen

(V7 f) o Ipssn — (V) o Igllm—jor =0(1), [[Bl[ma —0

wobei die Funktion o unabhéingig von s ist. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Sei
zuniichst j = m, z, y € R und g, := (V™f) o Iy g, dann gilt fiir || f||n0 = 1:

1(95(2) = go()) = (95(y) — 90())]

= (g5(x) = g0()) = (9(y) = goW)I*/*[(g5(x) = g0(2)) = (95 (y) = go(x))['*"®
< (g3l + lgnla) 11 — 1 (7™ fla(B(@)]" + ()]

< Cla —y|" ||kl

Somit ist die Aussage fiir j = m klar. Im Induktionsschritt setzen wir die Giiltigkeit
der Behauptung fiir ein j > 1 voraus und folgern die Aussage fiir j — 1:

(V77 ) o Tysn — (V71 ) © gl
< V) o Tgpan — (V771 f) 0 g oo
+ 1V f) 0 Tgsan - Vggsn — (VI f) 0 Iy - Vigllm—ja
< Ollhllse + (V7 f 0 Igysn = V7 f o Ig) - Vgyanllmjor
+ IV f o Ig(Vigyan — VIg)||lm—ja
=o(1), ||A|lmae — 0.

Somit gilt

|_|

= o([1All3.a)

j—
T[0 + h] — Zl— )[0: b1
=0

und dies beweist die Aussage (vgl. [2], Seite 74, Korollar 2.1.29) fiir 7.
Weiterhin gilt

m,a—m—j,a’

TIOITI0)f = f wnd T[OIT(0]f = f.

Die Differenzierbarkeit von 7' kann hieraus mit einem Standardargument bewiesen
werden (vgl. z.B. [57], Satz 4.2). O

Betrachtet man nun die Bilinearform
<o o> L(C™(RY), C™9(RY)) x C™(RY) — C™ 79 (RY) mit < A, f >= Af,

so gilt
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und somit folgt aus der Produktregel (vgl. z.B. [63], Proposition 4.11), daf U W —
C™ 7 (R?) j-mal Fréchet-differenzierbar ist. Aus der Gleichung U[f] =< T[0], U[] >
und der Produktregel gewinnen wir zudem die Darstellung

UW0; hi] = UW[0; hI] — zj: <z> VU0, Y - R (6.3)

Dies entspricht gerade der Leibnizschen Regel. Sei nun
U, 9] := U[Ep 009].

Satz 6.9. U, : V,, — C™ 7 (R?) ist j-mal Fréchet-differenzierbar (j = 0,...,m),
wobei U,Sj)[O; hi]|q nicht von n abhdingt, d.h. fir alle h € C™*(02, R?) und ny, ny € N
gilt U[0; W]|q = UD[0; hi]|q = UD[0; hI]. Fir alle ' € Q gilt UD[0; hi]|q =
u[0; ]|, Weiterhin lost UY[0; h7] in Q die Helmholtzgleichung, hat die Dirichlet-
Randwerte

i
RpUY(0: 7] = =Rp (V7 (u; + ul0]) - 17) = (?) Rp (VIUUD[0; A7 - b)) (6.4)

=1

und fiir unbeschrdinktes Q gilt
ug0: 7] = (UV10; h])oc

Beweis. Die Fréchet-Differenzierbarkeit folgt sofort aus der Differenzierbarkeit von U

und der Linearitdt von E), gq.
Sei h € C™*(9Q,R"), ny, ny € Nund 2 € Q. Man wihle nun d > 0 mit doh € V;,
(j=1,2) und y; := (I + E,, podoh) ' (z) C Q, dann gilt:

Un, [00h](z) = U[En, 9060h](y;) = 1[En, p060h](y;) = ulseh](z).
Somit folgt weiterhin fiir 0 < § < dy:

Up, [0; h)(2) = U,,,[0; h](2) = <(U,,,[0,0R](z) = U,,[0, 6h]) (x)

c>,|>_a

= (U [5)(x) ~ Uno[0](x) — U3, [0, 50](2)

— (Un, [0h](x ) Un, [0](x) — U, [0,6h](2)))
=0(9) fir 6 -0

und daher U], [0; hllg = U}, [0; h]lg. Ebenso kann auch fiir hohere Ableitungen argu-
mentiert werden.

Sei @' € Q und ¥ € C™(9, R?) hinreichend klein, dann gilt U, [9]|o = u[9]q,
d.h. auch U [0] = u¥[0] und aus Satz 6.7 folgen die Aussagen bzgl. Helmholtzglei-
chung und Ausstrahlungsbedingung. Die Randwerte folgen aus der Darstellung (6.3)
und a[f]]sq = —(u; o Ip)|sq- O
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Bemerkung 6.10. Sei u[d] die Liésung des Neumann-Problems in Qy. Es gelten
die gleichen Aussagen, wie beim Dirichlet-Problem mit einem Unterschied: Da die
Neumann-Randwerte von u[9] in C™ 1(0Qy) liegen, kinnen die Neumann-Randwerte
von UWD[0; h?] im klassischen Sinn nur fir j = 0,... ,m—1 und nicht fir j =0,... ,m
betrachtet werden. Zur expliziten Berechnung der Randwerte geht man folgendermajien
vor: In Qy gilt Ui[Y] = u[d] und somit

oU 9]  Ou[Y] ou,;

avfo] — o[y o]

Somit kann die Gleichung

(Vugyld] o Iy) - v[I]|aq = 0 mit uy[V] := Uy [I] + u; und v[Y] :=v[d] o Iy
differenziert werden. Sei hierzu w[d] := Vuy[d] o Iy, dann folgt aus der Leibnizschen
Regel:

O o] =S (7) 9o a1 - 50(0;

ErTid (B! ] = Z I [ ]

=0

XJ: <> Z < > VPP 0; hI7P] - P 0; BT

1=0 =
Beachtet man nun, daf$ der Summand fiir [ = j und p = 0 gerade durch
Vug[(]; B v = VU(j)[U; B v = RNUU)[O; R

gegeben ist, so folgt insgesamit:

RyUO[0: 0] =~ Y @ <l> VPl P[0 BP) - R0 [0; Y. (6.5)
1=0,...,5;p=0,...,1 p
(1.0)#(5,0)

6.3 Ableitung nach der Wellenzahl

Als néchstes wird gezeigt, dafl die Losungen der Streuprobleme analytisch von der
Wellenzahl abhingen. Wir wollen die gleiche Beweisidee wie bei der Ableitung nach
dem Rand verwenden. Hier ist jedoch ein Problem fiir unbeschrinkte Gebiete 2 zu
beachten: Sei u[k] exemplarisch die Losung des Dirichlet-Problems fiir eine beliebige
Wellenzahl k, dann gilt i.A. u[k] ¢ C"™(Q), da der Raum

C’mo‘( ) i={ueC™(Q): (A+ H2)U‘BR =0, wu erfiillt die SAB}

von einer bestimmten Wellenzahl abhéngt. Dieser Problem umgehen wir, in dem wir
entweder nur beschriinkte Gebiete betrachten, oder im Fall des Transmissionsproblems
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die Wellenzahl im Auflenraum fixieren und nur die Wellenzahlen in den inneren Ge-
bieten variieren. Im folgenden werden wir nur das Dirichlet-Problem bei einem be-
schrinkten Gebiet {2 betrachten. Die anderen Probleme koénnen dann véllig analog
behandelt werden. Sei W C C eine offene Teilmenge von Wellenzahlen, die keine
Dirichlet-Eigenwerte in dem C"™®-Gebiet () seien.

Satz 6.11. Die Abbildung k — ulk] (W — C™(Q)) ist analytisch und es gilt
(A -+ Rl = 250 Dli] — (5 — 1ud =]

fir j € N und u=Y[k] := 0. Als Randbedingung ergibt sich

o7

Ok "

RDu(j)[K] = —RD

Beweis. Betrachte den Operator F : W x C™(Q) — C™22(Q) x C™(98) mit
Flr,v] = (A + &%) v, Rpv + uy)).

Zunichst ist zu zeigen, dafl F' analytisch ist. Fiir die Operatoren A + x? und Rp ist
das klar. Die Analytizitit der Abbildung k — u;[k] folgt aus der Analytizitét von
u;. Fiir die Anwendung des impliziten Funktionentheorems ist die Invertierbarkeit von
G = F[r,u[k]] € L(C™*(Q),C™ 22(Q) x C™(99)) mit

Gw = ((A + k*)w, Rp[w]) = (Aw + k*w, w)

entscheidend. In Satz 4.2 wurde nun gerade die Gleichung G = D', d.h. die Bijektivitit
von G nachgewiesen. Weiterhin gilt:

Flr,ul]] = ((A + £*)ulk], u[k] + u;) = (0,0).

Dabher ist der Satz {iber implizite Funktionen anwendbar (vgl. [9], Theorem 15.3) und
die erste Behauptung folgt.

Die Aussage bzgl. der Helmholtzgleichung wird durch Induktion aus der Gleichung
(A + k*)u[k] = 0 gezeigt und die Randbedingung ergibt sich durch Differenzieren der
Gleichung Rp(u[k] + u;) = 0. O

Im Gegensatz zur Ableitung nach dem Rand ist bei der Ableitung nach der Wellen-
zahl also eine inhomogene Helmholtzgleichung zu 16sen. Dies ist aus numerische Sicht
unbefriedigend, da der Aufwand hierfiir erheblich hoher ist, als bei der Losung ei-
nes Randwertproblems zur homogenen Helmholtzgleichung. Stattdessen soll ein an-
deres Verfahren verwendet wurden, das fiir die Ableitung nach dem Rand bereits in
der Arbeit [49] beschrieben wurde. Hier betrachten wir exemplarisch den Potentialan-
satz beim Transmissionsproblem. Das Fernfeld des gestreuten Feldes ist von der Form
Uoo = FooM 11, f mit dem Fernfeldoperator F., einem matrixwertigen Integralopera-
tor M, in den die Randoperatoren eingehen und den Randwerten I,f, wobei nur der
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Operator M von den inneren Wellenzahlen abhéngt. Um nun das Fernfeld der Ablei-
tungen nach der Wellenzahl zu bestimmen, kann diese Formel nach der Kettenregel
differenziert werden, d.h. es gilt

ul [K] = —Foo M~ K] M'[K]M ™' [K]G.

Zu zeigen ist also, daf die Abbildung k — M[k] differenzierbar ist, wobei M[x] Kom-
binationen von Integraloperatoren aus Satz 3.2 enthé&lt. Hierbei betrachten wir diese
Operatoren jetzt als Abbildungen von einer Teilmenge der komplexen Zahlen in einen
Raum von linearen Operatoren. Hierfiir gehen wir wie in Satz 3.5. aus [49] vor.

Satz 6.12. Die Operatoren S,K,K* € C — L(C(09),C(0)) und der Operator
T € C— L(CY(09),C(09)) sind differenzierbar, wobei die Ableitungen durch diffe-

renzieren der jeweiligen Kerne entstehen.

Beweis. Betrachtet wird nur der zweidimensionale Fall, die Situation im R? ist analog
beschreibbar. Zur Abkiirzung wird im folgenden H, statt Hy(k|x — y|) und H; statt
H,(k|z — y|) geschrieben. Zunichst zum Einfachschichtpotential:

0

&Ho = —H|v -y,

0? 1 9
@Ho = EH1|$ - ?J‘ - H0|$ - ?J‘ .

Fiir den Kern des Operators K gilt:

0 (KHI (z —y) v(y)

a ) =kl = ) ().

[z —y
L O Gt L) A W
O ( L ) = (Ho — Hilz —y|)(z —y) - v(y).

Durch Vertauschen von v(y) mit v(x) ist auch der Kern von K* abgehandelt. Nun noch
zum Operator T

0 ((HQHO K H1> (v —y) v —y) vl@) g r) V(fv)>

ok Jz—y z =yl 2~y

= (kHy — &*Hi|z — y|) e=y): Tiyi(z; y) () + kHov(y) - v(z),

O ([ oy F (@—y) vy —y) vi®) vy v()
a#(( E)|x—yHJ - yP ot u—y|>

v(y)(z —y)  v(z)

T—Y
= (ta(1 = w7l = o) = 2t ) DO

+ (Ho — kHyi|z — y)v(y) - v(x).

Alle Kernfunktionen sind stetig fortsetzbar, so dafl die Aussage nun genau wie in Satz
3.5 aus [49] bewiesen werden kann. O
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6.4 Ableitung nach der Transmissionskonstanten p

Die Analytizitit der Losung des Transmissionsproblems bzgl. des Ubergangsparame-
ters p ist mit den verwendeten Hilfsmitteln sehr einfach nachweisbar. Sei der Wel-
lenzahlvektor k € CL*! gegeben und W C CF eine offene Teilmenge der Parame-

ter p, so dafl das Transmissionsproblem eindeutig losbar ist. Der Randwertoperator
Ry : W x C™e — C™mm=12(T) gei definiert durch

8 L
Rrlp,w] = <w]~ — Wy(j), 5(%‘ - ijv(j))>

i=1

Fiir die einfallende ebene Welle wu; definieren wir Transmissionsrandwerte U; €
Cmm=L(T) durch folgende Vorgehensweise. Fiir einen duferen Rand T'; sei U;; :=
Rer;ui, anderenfalls gelte U; ; = 0. Fiir diese Randwerte betrachten wir jetzt das
Problem 5.1.

Satz 6.13. Die Abbildung p — ulp] (d.h. W — C™) ist analytisch und es gilt
LruP]p] =0 fir j € N. Als Randbedingung ergibt sich

Rorlp,u?]p] = (U, _8% ((ulp] + Uz‘)v(j))f:1> :

Beweis. Sei F: W x C™® — CI" 2% x ¢™m=1o(T) definiert durch Flp,v] =
(Lrv, Rr[p,v]), dann ist F analytisch und F,[p, u[p]] ist beschrinkt invertierbar. Zu-
dem gilt F[p, u[p]] = 0, so dal wiederum der Satz iiber implizite Funktionen (vgl. [9],
Theorem 15.3) anwendbar ist.

Die zweite Aussage folgt aus der Linearitéit von L1 und die letzte Behauptung folgt
durch differenzieren der Gleichung Rr[p, u[p] + U;] = 0. O

6.5 Vergleich mit anderen Resultaten

Am Ende dieses Kapitels sollen die Ergebnisse mit anderen verglichen werden. Es exi-
tieren insbesondere fiir die Gebietsableitung eine ganze Reihe von Artikeln, die sich
mit diesem Thema befassen. Die ersten Untersuchungen scheinen die Stérungen von
Gebieten durch Vektorfelder betrachtet zu haben (vgl. den Artikel von Simon [58] aus
dem Jahr 1980 und die darin angegebene Literatur. Als Anwendungsbeispiel wurde
hier die Differenzierbarkeit der Losung einer Laplacegleichung betrachtet. Dies wur-
de fiir Lipschitz-stetige Rénder auch auf die Helmholtzgleichung iibertragen (vgl. [11]
und auch [18]). Allen Arbeiten ist gemeinsam, daf} sie die schwache Formulierung des
Randwertproblems betrachten und die Aussagen in entsprechenden Sobolev-Réumen
beweisen.

Unter Benutzung des schwachen Losungsbegriffs konnte auch Kirsch in [31] die
Existenz einer Gebietsableitung fiir den schallweichen Fall nachweisen. Dieser Zugang
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wurde spéter auf andere Randbedingungen iibertragen (vgl. [10], [21]). In der Disserta-
tion von Hohage ([27]) werden Ideen von beiden Ansétzen verwendet und Analytizitét
des gestreuten Feldes im schallweichen und -harten Fall unter sehr schwachen Voraus-
setzungen an die Randglédtte bewiesen. Auch hier wird die schwache Formulierung des
Problems benutzt.

Einen anderer Zugang benutzte Potthast (vgl. [49], [48], [51]). Er bewies die Diffe-
renzierbarkeit des gestreuten Feldes durch einen Integralgleichungsansatz. Die Herlei-
tung der Randwerte des differenzierten Feldes wurde in [57] vereinfacht.

In einer Arbeit von Bruno und Reitich (vgl. [3]) wird eine holomorphe Formulie-
rung des Problems benutzt, um analytische Abh#ngigkeit nachzuweisen. Hierbei ist
der Rand von der Form ¢ f(z) und die Differenzierbarkeit wird bzgl. des Parameters ¢
nachgewiesen. Diese Ergebnisse wurden in den Arbeiten [4], [54] und [55] benutzt, um
aufbauend auf einer Taylorentwicklung des gestreuten Feldes ein numerisches Verfahren
zur Losung von Streuproblemen zu entwickeln.
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7 Numerische Ergebnisse

In dem letzten Kapitel wollen wir einige konkrete numerische Beispiele betrachten.
Von nun an untersuchen wir nur noch den zweidimensionalen Fall. Als Randwertpro-
blem betrachten wir das Transmissionsproblem, wobei auch mehrere Gebiete zugelas-
sen sind. Zunéchst wollen wir kurz darstellen, wie das direkte Transmissionsproblem
numerisch geldst werden kann. Fiir das angegebene Verfahren fithren wir eine Fehler-
analyse in Holder-R&umen durch. In einem zweiten Schritt geben wir eine Mdglich-
keit zur Berechnung der Fréchet-Ableitungen nach dem Rand, der Wellenzahl und der
Ubergangskonstanten p an. Der dritte Abschnitt beschiftigt sich dann mit inversen
Transmissionsproblemen, d.h. mit der Rekonstruktion der auftretenden Parameter aus
den Fernfelddaten fiir eine oder mehrere einfallende ebene Wellen. Am Ende geben wir
eine kurze Literaturiibersicht.

7.1 Numerische Losung des direkten Problems

Die Grundidee fiir die Diskretisierung

der auftretenden Integraloperatoren be-

steht in einer geeigneten Abspaltung I,
der Singularititen und exakter Integra-
tion in dem Raum der trigonometri-
schen Polynome. Fiir eine ausfiihrliche-
re Darstellung der Methode verweisen
wir auf Kress (vgl. [37], [36]) und die
Diplomarbeiten [15] und [65], die sich
mit der numerischen Losung des direk- rz

ten Transmissionsproblems beschéfti-

gen. Wir werden hauptsichlich Integral- u,

gleichungen zweiter Art betrachten. Die-

se werden hédufig mit dem Nystrom-

Verfahren diskretisiert (vgl. [37] fiir ei-

ne Analyse von verschiedenen Verfah-

ren zur Losung von Integralgleichungen

zweiter Art). Fiir die Losung der hier be-

trachteten inversen Probleme ist es je- Abbildung 7.1: Beispielgeometrie
doch wichtig, da} die Ndherungslosun-

gen trigonometrische Polynome sind. Daher ist es in dieser Situation am giinstigsten,
die betrachteten Integralgleichungen durch Projektionsverfahren mit trigonometrischen
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Polynomen zu l6sen. Das volldiskrete System ist zwar das gleiche wie beim Nystrom-
Verfahren, die Nédherungslosungen sind bei der von uns gewihlten Methode trigono-
metrische Polynome und dies ist beim Nystrom-Verfahren im allgemeinen nicht der
Fall.

Exemplarisch betrachten wir hier einen Potentialansatz fiir das Transmissionspro-
blem. Das Ziel besteht also in der numerischen Losung des Gleichungssystems (5.2),
das wir mit My = I,f bezeichnet hatten. Um die Darstellung etwas anschaulicher zu
gestalten, wollen wir das folgende an einem konkreten Beispiel fiir zwei nebeneinander-
liegen Gebiete betrachten (vgl. Abbildung 7.1). Wir setzen 0Q € C™ 2 fiir m € N,
voraus. Wie in Kapitel 5 beschrieben, verwenden wir die folgenden Ansatzfunktionen:

g = Ky o011 +diS10012 + Kogpa + daSo 02,2,
uy = p1Kyi01,10 + S1ipr,
Uy 1= pako a1 + Saitpaa.

Zu losen sind die Gleichungen

Ry o (U, u0) = Iy, fr und Rapy g, (2, ug) = Ip, fo.

Dies entspricht einem System My = I,f mit M = M, + M. Wir verwenden nun die
Aufspaltung von M in der Form (5.3). Somit ist M, eine Diagonalmatrix und M} hat
folgende Gestalt:

lel,z’ - Kl,a Sl,i - d151,a —/Cg,a\rl —d252,a Ty
M, — P1 (Tu - Tl,a) Kik,'i - P1d1Kf,a —P 1 3%1’62,(1 I —P1d23%132,a I
g _K:l,a|1"2 —d131,a\1"2 P2K2,z' - K2,a 52,1' - dQS2,a

—/)23%2’61,a|1“2 —p2d13i,,231,a Ty PQ(T2,¢ - T2,a) Kék,i - ﬂ2d2K§,a

Zur Losung des inversen Problems (d.h. der Rekonstruktion des Randes bzw. der auf-
tretenden Konstanten) werden wir auch die Cauchy—Daten von wug, u; und us benoti-
gen. Ausreichend ist hierbei die Kenntnis der Cauchy—Daten von ug. Hieraus ermittelt
man die Cauchy-Daten von u; und us durch die Transmissionsrandbedingungen. Die
Cauchy-Daten u. von ug ergeben sich aus der Gleichung

Ug\rl 1/2 0 0 0
Juo 0 —di/2 0 0
Ue = u‘z‘;Q = Qap + Qryp 1= 0 0/ 1/2 0 2
fuo 0 0 0 —dy/2
Kl,a d151,a ’CQ,a‘Fl d282,a|f‘1
n T di K7, %’thﬁ d23%132,a T
’Cl,a|1"2 dISI,a I K2,a d252,a
2= Kialr,  dig=S1alr, by do K3,

Wir fixieren jetzt eine 27m-periodische Parametrisierung z und betrachten von nun an
alle Operatoren als Abbildungen von einem Raum 27-periodischer Funktionen in einen
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Raum 27-periodischer Funktionen. Wir wollen diese Operatoren aber weiterhin mit
den gleichen Symbolen bezeichnen.

Der Trick besteht nun in einer geeigneten Zerlegung der Komponenten von Mj und
Q. Hierzu definieren wir folgende Operatoren:

Auf dem Einheitskreis entspricht B; gerade dem Operator Ty und B(1/27) dem Ope-
rator S. Nun benutzen wir folgenden Zerlegungen:

S = Bl(ks) + BQ(ws),
Bi(kk) + By(wk), Bl(kK*)"'BQ(wK*)
T, —-T, = Bl(kTTa) + BQ(wTTa) 1(kT) +B (wT) + B3,
1(k ) 1(le)7
8%& Bu(ks,). a%/cl Bi(ke,), d.l€{L2}, j#L

Hier haben wir die Indices an den Operatoren weggelassen, da die Zerlegungen fiir alle
Operatoren gleichermafien erfolgt. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung verweisen wir auf
auf Kapitel 3.5 in [7], Beispiel 12.14 in [37] und die Artikel [36] und [41].

Alle Kernfunktionen sind 27-periodisch und ungefihr so glatt wie der Rand T.
Exemplarisch betrachten wir den Kern k£ des Operators S, um zu zeigen, wie man
diese Aufspaltungen erhilt:

=:p(t,T)
- %Jo(/fz(t) —2(7)) In(|2(t) = 2(7)|)|2'(7)]
= plt.7) — - olal=(8) — ()] ()| 22O
1

— —Jo(k|2(t) — (7)) ()| In (4 s _2 T)

=: kg(t,7) + wg(t,7)In (4 sin’ ! _2 T> :
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Aus der Reihendarstellung der Hankelfunktion folgt kg € C™+12([0, 27] x [0, 27]). Mit
Hilfe der Gleichung

St) — 2(7) = (t— 7) /0 S+ s(t— 1)) ds
zeigt man

N 2
in EO = HOF ¢ cminafo,20] x 0,21
Sim- ==

In den Operatoren K und K* treten Terme der Form (2(t) — 2(7))v(7)/|2(t) — 2(7)?
bzw. (2(t)—2z(7))v(t)/|2(t)—2(7)|* auf. Hier entwickelt man 2 bis zur zweiten Ableitung
und folgert, da§ die Terme in C™%([0, 27| x [0, 27]) liegen (vgl. auch hierzu Lemma
3.6 und auch [43], Seite 258f.). Mit dhnlichen Uberlegungen erhalten wir folgendes
Ergebnis:

kSa wg, kKawKa kSa le) kK*a WK, kTiTaawTiTaa ijla le]'l S Cm’a([oa 27T] X [Oa 27T])

Die Kerne kr und wr wurden in [36] analysiert. Sie haben folgende Regularitéit: kr,
wy € C™1([0,27] x [0, 27]).

Nun erkldren wir Approximationsoperatoren, die auf trigonometrischer Interpola-
tion beruhen. Fiir n € N, n gerade, verwenden wir dquidistante Knotenpunkte

m,_ 27
tj —T, ]—0,,7’1,—].
Bzgl. des n-dimensionalen Raums 7;, der trigonometrischen Polynome der Form

n/2 n/2-1

v(t) = Z Ay, cOS ML + Z by, sinmt
m=0 m=1

und der Knotenpunkte t;") ist das Interpolationsproblem im Raum der stetigen Funk-

tionen eindeutig 16sbar. Mit P, : C|0,27] — T,, bezeichnen wir den zugehorigen Inter-
polationsoperator. Nun definieren wir folgende Approximationsoperatoren:

Bua(k)o(t) = / " Pk o) (7 d T,

27 o
By (k)e(t) = / In (4 sin? t
0

) Po(k(t, o) (r) d .

™

1 2w o
Bunelt)i= 5= [ cor SRy () dr
0

Ersetzt man die Operatoren in M}, und )} durch die entsprechenden Approximations-
operatoren, so erhalten wir Operatormatrizen My, und @), und betrachten nun das
Gleichungssystem
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Mit P, My, ,, verstehen wir dabei die Anwendung des Operators P, auf jede Komponente
von My . Falls ¢, eine Losung dieses Systems ist, so liegen die Komponenten von ¢,
in T,,. Dieses semidiskrete System kann nun durch explizite Quadraturformeln in ein
dquivalentes endlichdimensionales System iiberfithrt werden (vgl. z.B. [7], Kapitel 3.5,
und die anderen bereits zitierten Texte zu diesem Thema). Fiir eine Losung ¢, erhalten
wir eine Ndherung u., an die Cauchy-Randwerte . durch

Uen = (Qd + Pan,n)(Pn- (72)

Wiederum verstehen wir unter P,Qj, die Anwendung von P, auf jede Komponente
von Qg.n.

Die Konvergenz— und Fehleranalyse soll nun in Hélder-Rdumen durchgefiihrt wer-
den. Grundlage ist hierbei der Artikel [36], in dem ein Neumann-Problem betrachtet
wurde. Zunéchst verschiarfen wir das Lemma 4.1 aus dem eben genannten Artikel. Wir
definieren hierzu fiir [, p € Ny, [ < p, folgenden Hélder-Raum:

cPhe([0, 2] x [0, 2x]) := {1 € CH([0, 2] x [0, 27]) : V5 € [0,27] : ¥(-, t5) € CP2[0, 27]

und Y € CH*([0,27] x [0, 27])}.

Lemma 7.1. Sei ¢ € CPP~12([0,27] x [0,27]) (p € N), dann gilt fiir die Funktion

2 t—T
u(t) ::/ In <4rsin2 > Y(t,7)dT
0
die Abschdtzung
<
[ullp,e < an%)f Dt p—la,

wobei die Konstante C' von p und o abhdngt.

Beweis. Der Nachweis erfolgt durch Induktion. Sei zunéichst p = 1. In Lemma 4.1 aus
[36] wurde die Ungleichung

bewiesen, so dafl nur noch ' zu untersuchen ist. leferenmert man u, ergibt sich folgende

Darstellung:
u'(t) = /027r (%ln <4sm )) (( (r,7))dr
+ /027r (%ln <4sm )
+/027r1n <4sin >8—w( T)dr

= I,(t) + Ly(t) + I(2).

lullo.0 < Cmax
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Da v nach der ersten Variablen differenzierbar ist, gewinnen wir die Gleichung
1
0
wit.r) = wlrr) = (=) [ G2 st =), r)ds = (= xe ).
0

Hierbei ist die Funktion x Holder-stetig, d.h. es gilt |[Ii]/o0 < C||%—1f||g’a. Der Term

I5 entspricht der Ableitung des Einfachschichtpotentials mit ﬁélder—stetiger Dichte.
Daher folgt ||Ix]jo.a < ¢[[t||o,a- Der letzte Term kann unter Ausnutzung der Holder-

Stetigkeit von 22 im ersten Argument dhnlich wie in Lemma 4.1 aus [36] behandelt

ot
werden. Somit ist die Aussage fiir p = 1 bewiesen. Fiir p > 1 geht man induktiv genau
wie in Korollar 4.2 aus [36] vor. O

In Korollar 4.2 aus [36] wurde die Ungleichung

<
lullp.a < € max

0y
EHM (7.3

bewiesen. Auch diese Ungleichung konnte man fiir die Fehleranalyse benutzen. Be-
trachtet man Funktionen ¢ der Form v (¢,7) = k(¢,7)¢(7) mit hinreichend glatter
Kernfunktion £ und Dichte ¢, so haben wir mit dem obigen Lemma nachgewiesen, daf}
der Operator By(k) um eine Stufe glittet. Diese Eigenschaft, die man nicht aus der
Ungleichung 7.3 erhilt, werden wir uns bei der Fehleranalyse zunutze machen.

An dieser Stelle erfolgt ein kurzer Einschub. Falls man die Operatormatrix M
beim Potentialansatz mit der Aufspaltung (5.4) untersuchen will, so kann man sich
die starken Glattungseigenschaften des Operators S; — S, zunutze machen. Es gilt
Si - Sa = B4(k5i5a) mit

2m t— t —
By(k)p(t) = /0 In <4 sin’ TT> sin’ 5 Tk(t,T)go(T) dr,

Der Kern kg, s, ist dabei ein Element aus C™([0, 27| x [0, 27]). Fiir B, betrachtet
man den Approximationsoperator By, mit

Bun(k)o(t) = /U " <4 sin? t%) sin? TP k(1Y) (r) d

Der Operator By wurde in [41] in Sobolev-Réumen betrachtet. Wir werden nachweisen,
daf} er stirker gliattet als der Operator Bs:

Lemma 7.2. Sei € CP42([0,27] x [0,27]) (p €N, [ := max(0,p — 3)), dann gilt fiir

die Funktion
2m t _ t o
v(t) = / In (4 sin? TT> sin? TTw(t,T) dr
0

die Abschdtzung

J
olpa <C_ max |2V

j=0,...,min(p,3)

)
l,a

wobei die Konstante C' von p und o abhdngt.
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Beweis. Fiir die Ableitung von v ergibt sich:

v'(t)—/% =7 st_7¢(t,r)d7

2
/ (4sm ) int_Tcost_Tw(t,T)dT
. 2 2
2m -7\ . t—7‘31/1
/0 (4 sin? 5 ) sin? 5 5 —(t,7)dr

I, ist ein Integral mit glattem Kern, so daf} die Aussage hier einfach nachweisbar ist,
I3 hat die gleiche Struktur wie v, so dafl nur noch /5 zu untersuchen ist:

2 t—1T1
Ig(t):/ cos ' Ts(t,7)
0
[ t— t— t—
+§/0 ln<45in2 27> (COS2TT—Sin2 QT)w(t,T)dT

2
7 t— t— t—710
—l—/o In <45in2 %) sin QTCOS 27— azf(t T)dT.

Somit kénnen wir das vorherige Lemma auf I, anwenden, woraus die Aussage fiir p < 3
folgt. Fiir groBere p geht man induktiv wie in Korollar 4.2 aus [36] vor. O

Der Operator B, eroffnet also eine weitere Moglichkeit zur Fehleranalyse; darauf werden
wir hier allerdings nicht nidher eingehen.

Im n#chsten Lemma nutzen wir folgende Approximationseigenschaft des Interpola-
tionsoperators in Hélder-Rdumen aus:

Inn

1Paf = fllps < C—mtes| g (7.4)

Diese Ungleichung ist giiltig fiir f € C??[0,27],0 <p < qund 0 < f < @ < 1 und eine
Konstante C, die von p, ¢, « und (3 abhingt (vgl. [59], Seite 40 und [60], Seite 78). Mit
Hilfe dieser Ungleichung kénnen wir die folgende Aussage beweisen:

Lemma 7.3. Sei k € C?*([0,27] x [0,27]), p, g e Ng mit 0 < p<gq,0< < /i<
1/4 und

wn(t: T) = Pn(k(ta ))(T) - k(t: T)a

dann gilt fir i, folgende Abschdtzung:

1nllps < ——rara Fllga-
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Beweis. Sei l,j € Ny mit j +1 < p und %wn(tﬂ') =: t;(t, 7). Unter Benutzung

der Gleichung g—;Pn(k(t, )) =P, (%(t, )), die aus der Lagrange-Darstellung von P,

ersichtlich ist, erhalten wir:

o Mk oIt
walt. )| = g (G0)) () = bt

ok ok
< P . * - T~ . *
< | (Gie) - )|
Inn %(t )
— T pa-l-jta=g || 9 ¥’ a—i
C

< m”’“”m-

Somit haben wir
C
[9nllp < WHqu,a

bewiesen. Nun zur Holder-Stetigkeit von v,,. Seien hierzu 1, t5, 77 und 7 € [0, 27| und
l+7=p.

[Vi(ty, 1) — Yji(te, )]
< |i(t1, 1) — Yjta, 7)) | + [Yulte, 1) — Yiults, 7))
o' 0k Dk
= P (Gt = ) ) -
i+

W (k(tl,Tl) - k(tQ,Tl))

+ % (Pn (g%f(tz, -)) () = Pn (g%(“’ ')> (72)>

8j+l
e (k2 7) — K12, 73)
Inn 0
< O sais H@(k(th ) = k(t2,)) .
o 07k §itl
I - AT . — 8
+ aTan (8753 (t27 )) atjaTl(tQ, )ﬂTl 7'2|
C C
< prar () = k(2 ) lgaass + g kllg.alm = nl”.

Nun ist noch der Nachweis ||k(t1, ) — k(t2,)||g3a74 < C|lk| g.alt1 — t2|® zu fithren. Der
Beweis der Ungleichung

5ty ) = E(t2, ) g < lkllgalts = t2* < CllEllgalts = ol
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ist nicht schwierig, etwas komplizierter ist die Situation fiir die Hélder-Halbnorm. Sei
hierzu k;; := 87*'k /0t 07! fiir j,1 € Ny und j + [ = q. Wir verwenden einen Trick, der
auch zum Nachweis der kompakten Einbettung von Holder-R&umen verwendet wird
(vgl. [37], Theorem 7.4). Seien 7, 7 € [0, 27].

kji(tr, 7) = kju(te, ) — (kju(th, 7) — kj(t2, 7))|

= [ku(t1, 7) = kju(ta, 7) = (kju(tr, 7) = kj(ta, 7))

Kty 7) = (s, 7) = (k(t,7) = Kj(ta, 7))
< (2lkallalts = t2|*) ! @l Ral[a|7 = 7(%)%*
< Cllkjullalty — ta] /47 — 7[*

Somit folgt
k(1) = k(t2, )llgass < Cllkllg.alts —t2/°
und daher die Behauptung. O

Nun verfiigen wir iiber alle Hilfsmittel, die wir fiir die Fehleranalyse benotigen. Wir
betrachten jetzt wieder das Beispiel zum Transmissionsproblem. Der folgende Satz ist
dhnlich zu Theorem 4.4 aus [36] bzw. Satz 4.3 aus [24]. Allerdings wurde der Beweis
dort fiir analytische bzw. unendlich oft differenzierbare Rénder gefiihrt, wihrend wir
hier weiterhin nur C™*22-Glitte voraussetzen.

Fiir ¢, p € Ny, 0 < 4,y < 1 betrachten wir den Raum

CQ,P;‘SW = (Cq"s[(), 27T] X CP,’Y[U’ 27T])2-

Die Norm in diesem Raum bezeichnen wir mit || - ||, s,. Falls 6 = v bezeichnen wir
den Raum mit C%P? und die Norm mit || - ||,,.s-

Satz 7.4. Es existiert ein € > 0, so daf fir hinreichend grofie n € N die Ndherungs-
gleichung (7.1) eine eindeutige Lisung o, besitzt. Der Abstand von ¢, zur wahren
Losung @ gentigt der Abschitzung

C
lon = ellzne < = (I llmm-ra + @llmm-14), - € = Cla,e,m. L) (7.5)

Fiir die Approzimation u., an die Cauchy-Daten u. von ug gilt weiterhin

C
[ten = tel[2,1,e < W(Hf”m,mfl,a + [ellmm-1.0),  C=C(a,e,m,T). (7.6)

Beweis. Sei ¢ € N, By, (o, B3, s € Ry mit 0 < §; < f41/4, 7 =1,2,3 und 4 < /4.

Zuniéichst wollen wir zeigen, daf} die Operatorfolge P, My, in der C*'#1::_Norm
gegen M), konvergiert. Betrachten wir den Operator K (der Beweis ist fiir K ;, K4,
K,; und K, gleich, wir verzichten daher auf den Index) und die zugehorigen Ope-
ratoren Bj(kx) und By(wg). Die Beweise fiir den Operator By sind einfacher, da er
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einen C'"™*-glatten Kern hat, wihrend B, eine logarithmische Singularitit besitzt.

betrachten im folgenden daher nur Bs. Sei

wn(t’ T) = Pn(wK(t’ )50)(7_) - U)K(t’ 7')(,0(7'),

dann folgt aus Lemma 7.1 und Lemma 7.3 fiir 2 < ¢ < m:

o7
1(Ben(wi) = Ba(wic))¢llap, < Cmax || =5
at] 19B1
< C o
— na- 2+ﬂ2/29 01 8thKSO -1,
C

< m”@“qﬂ,ﬁz-
Fiir den Operator B, ,(wk) ergibt sich:

[Ban(wr)@llgp, < N (Ban(wi) = Ba(wi))ll.p, + | Ba(wi ) ¢lla,6,

0’ o’
< C]ni%)f( a0 Vn q—l,Bg a5 Wk q—l,Bg)
< Cllellg-1,85-
Aus der letzten Ungleichung erhalten wir
(PaBanw) = Bon(ws)llap, < Ot | By (i)l
C

< WHQOHq—Lﬂg-
Setzt man diese Ungleichungen zusammen, ergibt sich

C C
I(PnBon(wie) = Ba(wie))pllogy < — i mllello-1s < g @llas-

Ahnlich zeigt man die folgenden Ungleichungen:

C

|(PuBy.n(ws) = Ba(ws))¢ 2 < — i 0lla-1.60:
C

1(PnBan(wie-) = Ba(wie )¢l < =g l@llo-1,60:

C
(P Bon(wrir,) = Balwrr,)else <~ I9llas

Setzt man alle Ungleichungen zusammen, so erhalten wir

C
1P M = M)l pon < g 0 llag-1,6060
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und damit die Normkonvergenz in der C>'#1%:_Norm. Analog zu Bemerkung 5.5 zeigt
man die Invertierbarkeit des Operators M, + M in der C%#1#3_Norm. Der Nachweis
der Abschétzung

||90n - 90||2,1,51,ﬁ3 < C(Hpnf - f||2,1,/51,63 + ||(Pan,n - Mk)(pH?,l,ﬁl,ﬁs)

ist dann Standardstoff der Funktionalanalysis (vgl. z.B. [36], Theorem 4.4). Aus den
Ungleichungen (7.4) und (7.7) folgt die Ungleichung

C
||<p7’l - <p||2715ﬁ15ﬂ3 S W(Hf”m;m_l;a + ||(10||m7m_17a) (7'8)

und damit insbesondere die Abschitzung (7.5).
Nun zu den Cauchy-Daten. Es gilt

Ue — Uen = (Qa + Qr) — (Qa + PaQrn)n
= (Qd + Pan,n)(SO - Son) + (Qk - Pan)SO

Jetzt untersuchen wir die Komponenten von @) bzw. Q). Neu im Vergleich zu M,
sind die Operatoren Bj(kr), Bo(wr) und Bs. Die ersten beiden Operatoren kénnen
analog zu den vorherigen behandelt werden. Der Operator Bz entspricht, wie bereits
erwahnt, dem Operator Ty auf dem Einheitskreis entspricht. Zusétzlich wihlen wir nun
Konstanten €, fy € Ry mit € < $y/4 und fy < (1/4. Aus den Abbildungseigenschaften
von Tj folgt

Clnn C
1(Bs = Bsn)¢ll1e < llg = Paiollae < m”@Hq,m < WH@H%&-

Zudem gilt P,Bs, = Bs, (vgl. z.B. [36], Gleichung (3.6)), so dafl wir insgesamt die
Abschéatzung

C
[(PnQrm — Qr) 21,6 < WH@Hq,qﬂ,ﬂl

erhalten. Nun folgt die Aussage aus den bereits bewiesenen Ungleichungen. U

Falls die Gebiete analytisch sind, kann nachgewiesen werden, dafl die Konvergenz der
Néherungslosung gegen die wahre Losung exponentiell ist (vgl. z.B. [37], Theorem 11.7).

Der Konvergenzbeweis benutzt keine Eigenschaften des konkret betrachteten Ge-
biets und kann somit fiir beliebige Gebietskonstellationen verwendet werden.

Das Naherungsverfahren fiir den Greensche Ansatz wurde unter Verwendung von
Sobolev-Réaumen in [28] analysiert. Dort wurde nur die Situation eines einzigen Randes
untersucht. Diese Konvergenzanalyse kann mit den hier bereitgestellten Hilfsmitteln
leicht auf Holder-Rdume und mehrere Gebiete iibertragen werden. Auch der Ansatz
von Kleinman und Martin kann in &hnlicher Weise untersucht werden. In [41] wurde
ein Einfachschichtpotentialansatz beim Dirichlet-Problem untersucht (vgl. zudem [37],
Kapitel 13.4). Dies kann auch auf das Transmisionsproblem iibertragen werden. Auf
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Abbildung 7.2: Verschiedene Gebiete: Kreis, Drache, Bohne, Erdnuf};, Raumschiff, Qua-
drat, Tropfen
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weitere Details wollen wir jedoch verzichten und nur noch ein Verfahren zur Lésung
der auftretenden Gleichungssysteme angeben.

Die Darstellung orientiert sich an [17], Abschnitt 3.4.7. Diskretisiert man die Opera-
tormatrix M bzgl. n Knotenpunkten auf den Réndern I';, j =1,..., L, so erhilt man
eine Matrix A = (A4;;) € C**F mit A;, € C* fiir j, k = 1,..., L. Wir werden stets
davon ausgehen, daf} die auftretenden Matrizen auf der Diagonale der Blockmatrix
nach eventueller Pivotisierung in eine linke untere und eine rechte obere invertierba-
re Dreiecksmatrix zerlegt werden konnen. Im ersten Schritt ergibt sich dann folgende
Vorgehensweise:

1. Bestimme fiir eine geeignete Permutationsmatrix P, € R"*" eine LU-Zerlegung
von plAlla d.h. P1A11 == L11U11.

2. Fir j = 2,..., L bestimme man Matrizen U;; und Lj; mit PyA,; = L;U;; und
Aj1 = LjUy;. Die Matrizen werden hierbei durch Vorwértseinsetzen bestimmt,
wobei zur Berechnung von Lj; das transponierte System A%, = Uf, L, verwendet
wird.

3. Fiir j, k =2,..., Lsei AY) = Ay — LUy,

Somit ergibt sich:

Pl 0O ... 0 All Aln

0o I . 0 : : :

0 o I) N4y, L A,
LllUll L11U12 e LllUln

| EaUn AR+ LnUn . AS) + LU,
Lo Un A7(112) + LyUp ... AL + LUy,
L11 0O ... 0 I 0 0 U11 U12 Uln
Ly T ... 0] o A% ... 4l 0o I ... 0
Ly .. I] \o AS?) AW 0 U |

Sei nun P, eine Permutationsmatrix, die eine LU-Zerlegung fiir A%) ermoglicht:
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PQA;IQ) = L9yUss, dann ergibt sich:

P 0 ... 0 An oo o0 A
0 o I \Am L A
L 0 o /I 0 .. 0 Ui Upg ... Uy
PyLy 1 0| [0 Lol ... PAY o I ... 0
L 1) \o AW .. 4} 0 |

Somit kann die Blockmatrix A (bzw. eine geeignete Permutation von A) in eine linke
untere und eine rechte obere Blockmatrix zerlegt werden. Die auftretenden Gleichungs-
systeme konnen also durch Vor— und Riickwirtseinsetzen gelost werden.

Bemerkung 7.5. Wenn nichts anderes erwdihnt ist, verwenden wir bei den numeri-
schen Beispielen die folgenden Parameter. Bei nur einem Rand sind die Wellenzahlen
gegeben durch kg = 1.9 und K, = 1.0 und fiir die Ubergangskonstante gilt p = 0.7. Wir
verwenden 64 Knotenpunkte auf dem FEinheitskreis zur Diskretisierung des Fernfeldes
und einen Potentialansatz zur Lisung des direkten Problems. Folgende Parametrisie-
rungen werden untersucht:

Kreis: z(t) = (2?5;) :

1+ 9cost+ .1sin2t (cost
Bohne: z(t) = Tp— < > ;

sint

Erdnuf: 2(t) = Vcos? t + 25sin?¢ (COS t) ’

sint

Drache: =(t) = (Cost + 0650821 - 1)) |

cost _
Raumschiff: z(t) = (6 + 5 cos(41) 2) :

sint
257, —.25m + 1) t €10,.57),
75T —t,.257) t € [.5m, 7],
25m,1.25m —t) ¢ € [m, 1.57],
1.75m + t,—.257) t € [1.57, 27]

thopfen 2(0) = (224D

—sint

(
Quadrat: z(t) = E
(

Die numerischen Experimente wurden auf einer Compaq XP1000 Workstation durch-
gefiihrt. Es wurde stets mit doppelter Genauigkeit (d.h. bis 107'%) gerechnet.
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n Kreis Drache Raumschiff Tropfen Quadrat Zeit(sec)

16 1.2e-12  0.005 0.07 0.02 0.05 0
32 4.5e-16  1.0e-06 0.01 0.01 0.03 0
64 4.2e-16  2.5e-12 8.8e-5 0.006 0.02 0
128 2.4e-16 4.3e-16 1.6e-6 0.004 0.01 0
256 5.5e-16  5.6e-17 1.7e-9 0.002 0.007 3
012 1.0e-15 7.6e-16 2.4e-15 0.001 0.004 35

Tabelle 7.1: Konvergenzgeschindigkeit bei verschiedenen Gebieten

n Pot  Zeit Pot(S) Zeit
16 0.07 0 0.16 0
32 0.01 0 0.02 0
64 8.8e-5 0 0.002 0
128 1.6e-5 0 4.7e-5 0
256 1.7e-9 3 3.9e-8 3

512 2.4e-15 36 3.6e-14 35
1024 6.1e-16 316 8.3e-16 313

n Green Zeit Green(S) Zeit KIMa Zeit(sec)
16 0.5 0 0.1 0 0.5 0
32 0.4 0 0.01 0 0.3 0
64 0.1 0 0.003 0 0.4 0
128 0.006 0 8.0e-5 0 0.01 0
256 9.9e-6 3 6.6e-8 3 1.7e-5 2

012 1.6e-11 36 5.8e-14 33 2.7e-11 15
1024 7.8e-15 316  2.0e-16 313 2.7e-14 128

Tabelle 7.2: Konvergenzgeschindigkeit bei verschiedenen Losungsverfahren; Gebiet ist
das Raumschiff;
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Nun untersuchen wir zunéchst die Konvergenz unseres Verfahrens bei nur einem
Rand. In der Tabelle 7.1 betrachten wir Kreis, Drache, Raumschiff, Tropfen und Qua-
drat. Als Randwerte haben wir die Abbildung f mit

JO(ff1|«’17\% — Hy(kolz])
flz) = <H0H1(/<601L‘|) B ;mh(mlﬂ) z - v(x) (7.9)

]

verwendet. Aus der Eindeutigkeit des Transmissionsproblems fiir die gewahlten Kon-
stanten kg, k1 und p folgt, dal das duflere Feld ug gerade durch wug(x) = Hy(ko|x|) und
das innere Feld u; durch ui(z) = Jy(k1|x|) gegeben ist (hierbei nutzen wir aus, daf
der Nullpunkt stets im Inneren der Gebiete liegt). Das Fernfeld von Hy(ko|x|) kann
explizit berechnet werden, es ergibt sich

[ 2 i
Uoo(fi') = Ko—ﬂ_eiﬂ.

In der Tabelle 7.1 vergleichen wir den Ab-
solutbetrag der Naherungslosung des Fern-
feldes mit der exakten Losung an der Stelle
# = (1,0). Bei dem Quadrat wurde ein Ein-
fachschichtpotentialansatz, sonst der in Ka-
pitel 5 beschriebene Potentialansatz verwen-
det. Da wir Gebiete mit Ecken nicht theo-
retisch untersucht haben, sind die hier auf-
gefithrten Beispiele fiir das Quadrat und den
Tropfen rein experimenteller Natur. Die Er-
gebnisse deuten jedoch darauf hin, daf} sich
die betrachteten Algorithmen auch auf Ge-
biete mit Ecken ausdehnen lassen. Bei Kreis,
Drache und Raumschiff ist die Konvergenz ex- Abbildung 7.3: Geometrie 1
ponentiell, allerdings zeigt sich beim Raum-
schiff, dafl schon eine recht grofie Anzahl von Knotenpunkte notig ist, um einen hin-
reichend kleinen Fehler zu erhalten. Die Konvergenz bei Gebieten mit Ecken ist sehr
schlecht. Hier miifite man eigentlich mit Verfahren arbeiten, die der Existenz von Ecken
Rechnung tragen (vgl. z.B. [7], Kapitel 3.5, Seite 72ff.), Im Kontext von inversen Pro-
blemen kann man allerdings davon ausgehen, dafy die Mefidaten sowieso fehlerbehaftet
sind, so daf§ das Losungsverfahren fiir das direkte Problem nicht allzu genau sein muf.
In Tabelle 7.2 vergleichen wir verschiedene Losungsverfahren fiir das direkte Pro-
blem. Als Gebiet haben wir das Raumschiff verwendet. Als Randwerte haben wir auch
hier die Funktion (7.9) verwendet. Neben dem in Kapitel 5 besprochenen Potentialan-
satz verwenden wir auch einen Potentialansatz, der nur auf Einfachschichtpotentialen
beruht. In gleicher Weise fiihren wir dies beim Greenschen Ansatz durch. Neben dem
besprochenen Ansatz haben wir auch hier einen Ansatz implementiert, der nur auf
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Abbildung 7.4: Geometrie 2

Einfachschichtpotentialen beruht (vgl. hierzu [34], Abschnitt 4.2). Als letzte Variante
verwenden wir den Ansatz von Kleinman und Martin. Fiir eine Untersuchung dieses
Ansatzes sei auch auf die Diplomarbeit [15] verwiesen. Im Beweis von Satz 5.9 haben wir
gesehen, dafi sich die Komponenten der Operatormatrix M bei diesem Verfahren durch
eine Verkniipfung von Operatoren ergeben. Bei einem Rand werden daher beim voll-
diskreten System gerade 2 Matrizenmultiplikationen benétigt. Zur Effizienzsteigerung
kann man hier statt der gewéhnlichen Matrizenmultiplikation das Verfahren von Stras-
sen verwenden (vgl. [17], Abschnitt 1.3.7). Diese Methode haben wir implementiert.
Wir wollen nun den Aufwand fiir das
Losen der Gleichungssysteme verglei-
chen. Wir betrachten nur die benotig-
ten Multiplikationen. Beim Potentialan-
satz (wie auch beim Greenschen An-
satz) wird der Aufwand durch die LU-
Zerlegung bestimmt. Bei n Knoten-
punkten hat die zu zerlegende Matrix
die Grofle 2n x 2n und somit benotigt
man ungefihr £(2n)* = &n® Multiplika-
tionen. Beim Verfahren von Kleinman
und Martin bendétigt man fiir die LU-
Zerlegung n3/3 Multiplikationen und
Abbildung 7.5: Geometrie 3 2n3 Multiplikationen fiir die Matrizen-
multiplikationen. Beim Verfahren von
Strassen bendtigt man fiir eine Matrixmultiplikation n'°827 ~ n28%7 Multiplikationen.
Diese Zeitersparnis spiegelt sich in der Tabelle 7.2 wieder. Fiir grofle Knotenzahlen
ist das Verfahren von Kleinman und Martin daher erheblich schneller. Die Methode
von Strassen ist rekursiv und deshalb nur fiir groffle Matrizen sinnvoll. Wir haben sie
erst ab 256 Knotenpunkten verwendet. Trotz der Zeitersparnis beim Verfahren von
Kleinman und Martin haben wir bei mehreren Rindern nur den Potential- und den
Greenschen Ansatz implementiert, da uns das Verfahren von Kleinman und Martin
hier zu kompliziert erschien (vgl. den Algorithmus in Kapitel 5).
Nun wollen wir uns einigen Beispielen mit mehreren Réndern zuwenden. Zunéichst
betrachten fiinf ineinanderliegende Kreise (vgl. Abbildung 7.3). Fiir die Radien r; der
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Kreise K; gilt r; = 6 — j, 7 = 1,...,5. Die Wellenzahlen sind hier gegeben durch
kg = 1.9, k1 = k3 = k5 = 1.0 und ks = k4, = 0.8. Fiir die Ubergangskonstanten
wurde p; = p3 = ps = 0.7 und ps = psy = 0.5 gewihlt. Das zweite Experiment mit
dieser Geometrie wurde mit komplexen Wellenzahlen durchgefiihrt. Hier haben wir die
Wellenzahlen folgendermaflen gewéhlt: ko = 1.9 +140.5, k; = 1.0+140.6, ko = 0.8 +140.7,
k3 = 1.0410.8, k4, = 0.8 +40.9 und k5 = 1.0 +¢1.0.

Daneben untersuchen wir
fiinf nebeneinanderliegende
Kreise (vgl. Abbildung 7.4),
alle mit Radius Eins. Die
Mittelpunkte der Kreise
sind dabei gegeben durch
(_67 U)’ (_3’ 0)7 (0’ 0)7 (37 0)
und (6,0). Die Wellenzahlen
und  Ubergangskonstanten
wurden genau wie im ersten
Beispiel gewihlt. Weiterhin
betrachten  wir  Gebiete,
die sowohl ineinander—, als
auch nebeneinander liegen
(vgl. Abbildung 7.5). Der
auflere Kreis hat hier den
Radius drei, die anderen
Rénder werden um den
Faktor zwei im Vergleich
7zu den in der Bemerkung
7.5  angegebenen  Para-
metrisierungen  gestaucht.

Abbildung 7.6: Geometrie 4 Als Wellenzahlen wurden

ko = 1.9, kK = 1.0 und

Ky = k3 = kg = ks = 0.8 gewihlt. Die Ubergangskonstanten p; wurden wie bei den
ersten beiden Beispielen gewéhlt.

Als letztes haben wir eine etwas kompliziertere Geometrie untersucht (vgl. Abbil-
dung 7.6). Der Drache wurde hier um 2.5 gestreckt, die Raumschiffe um den Faktor
2 und die Bohne um den Faktor 5 gestaucht. Die Wellenzahlen lauteten: xy = 1.9,
k1= 1.0, ky = ... = k7 = 0.8 und kg = 1.3 (g ist hierbei die Bohne). Als Ubergangs-
konstanten haben wir gewéhlt: p; = p3 = p5s = 0.7, po = py = 0.5, pg = pr = 0.6 und
ps = 0.9.

In der Tabelle 7.3 ist folgender Fehler fiir die drei Beispielgeometrien (mit Geol,
Geo2 und Geo3 bezeichnet) eingetragen: Zunéchst wurde der Wert ugs6 o des Fernfeldes
fiir eine einfallende ebene Welle mit Einfallsrichtung (1, 0) bei 256 Knotenpunkten (d.h.
256 pro Kreis) bestimmt. In der Tabelle sind dann die Werte |uy, oo (1,0) — %256,00(1, 0)|
eingetragen. Bei diesem Beispiel zeigt sich deutlich, dafl zur numerischen Lésung von
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n Geol  Zeit Geol(komplex) Zeit Geo2  Zeit Geo3  Zeit

32 0.05 0 0.1 0 1.23e-11 1 0.0007 1
64 9.3e-5 1 2.8e-5 2 1.49e-15 6 1.9e-7 6
128 1.22e-10 12 8.5e-8 15 2.31e-15 47  2.7e-14 47
256 — 109 — 119 — 401 — 407

Tabelle 7.3: Konvergenzgeschindigkeit bei verschiedenen Gebieten mit mehreren
Réndern

n Geod(LU) Zeit Geo4(ESV14) Zeit Geod(ESV6) Zeit

32 0.02 2 0.03 3 0.03 1
64 0.003 17 0.0009 18 0.0009 7
128 4.4e-5 134 2.16e-5 72 6.1e-5 27
256 — 1154 5.0e-8 296 4.1e-5 115

Tabelle 7.4: Konvergenzgeschindigkeit bei Geometrie 4 mit LU-Zerlegung und Einzel-
schrittverfahren.

ineinanderliegenden Gebieten mehr Knotenpunkte erforderlich sind, um die gleiche
Genauigkeit wie bei nebeneinanderliegenden Gebieten zu erhalten. Dieses Verhalten
ist zwar zu einem gewissen Grad abhéingig von den Wellenzahlen, ist aber bei einer
Reihe von Versuchen aufgetreten. Der Aufwand bei der Verwendung von komplexen
Wellenzahlen ist kaum grofler als im reelen Fall. Auch die Approximationsgiite ist
vergleichbar.

In der Tabelle 7.4 haben wir die gleichen Werte fiir die Geometrie 7.6 bestimmt.
Die Berechnung fiir 256 Knotenpunkte erforderte fast 20 Minuten (zu Losen war ein
komplexes, fast vollbesetztes, 4096 x 4096 Gleichungssystem — die Blockmatrix hat
Kantenlédnge 8 und jeder Block hat Kantenlinge 2 x 256; der Speicherbedarf betrug
410MByte). Hier scheint es fiir zukiinftige Versuche ratsam zu sein, iterative Verfah-
ren (z.B. Zweischritt— bzw. Multgridverfahren) zu verwenden (vgl. hierfiir z.B. [37],
Kapitel 14.2 und 14.3). Exemplarisch betrachten wir ein relaxiertes (Parameter 0.5)
Einzelschrittverfahren fiir den Greenschen Ansatz. In der Tabelle 7.4 wurde wieder-
um die Differenz zu der durch die LU-Zerlegung ermittelten Losung angegeben. Bei
iterativen Verfahren kann durch ein geeignetes Abbruchkriterium die Genauigkeit der
Néherungslosung fiir ein Gleichungssystem bestimmt werden. Dies gibt eine weitere
Moglichkeit zur Beschleunigung des Verfahrens. In der Tabelle 7.4 haben wir zwei Va-
rianten (mit ESV14 und ESV6 bezeichnet) dazu angegeben. Einmal wurde die Itera-
tion abgebrochen, wenn sich die Norm zweier aufeinanderfolgender Iterationsvektoren
nur noch um 10~ unterschied, beim anderen Versuch bei 107%. Gerade unter dem
Gesichtspunkt, dafl Mefidaten zumeist fehlerbehaftet sind und es daher keinen Sinn
macht, die Daten zu genau zu approximieren, ist dies eine sinnvolle Md&glichkeit zur

95



Geschwindigkeitssteigerung des Verfahrens. Da wir keine Aussagen iiber Konvergenz
des Einzelschrittverfahrens treffen konnen, handelt es sich hier um ein rein experimen-
telles Ergebnis. Der Zeitunterschied (115 bzw. 296 statt 1154 Sekunden Laufzeit bei
256 Knotenpunkten) zeigt aber deutlich, daf} es sinnvoll ist, bei Problemen dieser Grofie
iterative Verfahren einzusetzen.

7.2 Berechnung der Fréchet-Ableitungen

In diesem Teil des Kapitels wollen wir Verfahren zur Berechnung der Fréchet-
Ableitungen angeben. Auch wenn wir die Existenz von héheren Ableitungen in Kapitel
6 nachgewiesen hatten, werden wir bei den praktischen Beispielen nur die erste Ab-
leitung verwenden. Die effektivste Methode zur Berechnung der Ableitung nach dem
Rand ist die Darstellung als Randwertproblem. Wir betrachten zunéchst die Situation
bei einem zusammenh#ingenden Rand I' mit Auflenraum €y und Innenraum €2;. Es sei
(ug, u1) die Losung des Streuproblems und u := ug+u; das gesamte dufiere Feld. Weiter-
hin sei z € C*([0, 27|, R?) eine Parametrisierung des Randes und h € C*([0, 27, R?)
eine Storung. Wie in Kapitel 6 gezeigt, kann die Ableitung u’_[z;h] durch folgendes
Randwertproblem bestimmt werden:

Problem 7.6. Gesucht sind v; € C*(Q) N C'Y(Q), j =0,1 mit
(A—FH?)Uj‘Qj :0, ]:0,1

Weiterhin erfille vy die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (das Fernfeld von v
bezeichnen wir mit v, ) und die Felder vy und vy haben die Randwerte

U1|F - UO|F = VU . h|F - Vu1 . h|F,
0 0
% — p% = (pVu — Vuy) - V'[z; h] + (0V?ug — VZuy) - hv.

Es hatte sich gezeigt, dafl die Gleichung v, = ul [z;h] gilt. Somit kann also die
Ableitung von 1y, in Richtung A durch dieses Randwertproblem bestimmt werden. Zur
praktischen Berechnung ist es jedoch giinstiger, die Randwerte in einer anderen Form
zu schreiben. Fiir die Dirichlet-Werte folgt aus v = u;, daf§ die Tangentialkomponente
dieser Differenz verschwindet. Somit gilt die Gleichung

ou Ou
UIF_UOF:h'V<__—1>-

Bei den Neumann-Randwerten kann durch differentialgeometrische Uberlegungen (vgl.
[24], Lemma 4.5, bzw. [27], Proposition 1.24; eine andere Herleitung findet man in [39])
die folgende Gleichung bewiesen werden:

87)1 81}0 d < d

h - V@(ul — pu)) +h-v(K3uy — prau).

o P ds
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N Potential  Zeit Green Zeit
32 0.31630040 0 0.31638891 0
64 0.31481879 0 0.31481879 0
128  0.31482369 0 0.31482369 0
256  0.31482369 3 0.31482369 3

Tabelle 7.5: Vergleich von Potential- und Greenschem Ansatz bei der Ableitung nach
dem Rand

Der entscheidende Punkt bei diesen beiden Gleichungen fiir die Randwerte liegt darin,
dafl zu ihrer Berechnung nur die Cauchy-Daten von u bendtigt werden (die Cauchy-
Daten von wu; ergeben sich dann aus der Randbedingung fiir das direkte Problem).
Somit erhalten wir folgendes Verfahren zur Berechnung der Fréchet-Ableitung nach
dem Rand fiir den Potentialansatz:

1. Bestimme eine Approximation u., an die Cauchy-Daten u. von ug in der Form
eines trigonometrischen Polynoms durch Lésen der Gleichung (7.1) und Einsetzen
der Losung in (7.2).

2. Berechne hiermit eine Approximation an die erste und zweite Ableitung der
Dirichlet-Randwerte von u durch Differenzieren des trigonometrischen Polynoms

Uc,n,l-

3. Bestimme hieraus eine Approximation an die Randwerte von (vg, v;) und damit
eine Approximation an ul_[z;h]. Hierbei kann die LU-Zerlegung, die im ersten
Schritt berechnet wurde, wieder verwendet werden.

Hier zeigt sich ein Vorteil des Greenschen Ansatzes: Die beim Losen des direkten Pro-
blems bestimmte Dichte ¢ enthiilt gerade die Cauchy-Daten der dufleren Felder, so daf}
hier im Gegensatz zum Potentialansatz keine weiteren Umwandlungen vorgenommen
werden miissen. Allerdings wird dafiir beim Losen des direkten Problems eine weite-
re Matrix-Vektor-Multiplikation zur Bestimmung der rechten Seite benotigt. Weiter-
hin beachte man, dafl wir fiir das eben verwendete Verfahren ausgenutzt haben, daf}
die Cauchy-Daten durch ein trigonometrisches Polynom approximiert wurden und da-
her einfach differenziert werden kénnen. In der Tabelle 7.5 haben wir Potential- und
Greenschen Ansatz verglichen. Als Rand wurde der Drache gewé#hlt, die Storung h war
gegeben durch

cost
h(t) := cos 2t <sint> :

Der dargestellte Funktionswert ist Re(ul,[z;h](1,0)). Die Unterschiede zwischen
Potential- und Greenschem Ansatz sind marginal. Der Grund, mehr als einen Ansatz
zu implementieren, waren auch keine Effizienzerwégungen, sondern die Mdoglichkeit,
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Iteration |k; — kPP 0% |p — p®PPTOT|
1 0.03 0.03
2 3e-4 Ge-4
3 Ge-8 3e-7
4 2e-13 2e-12
5 Te-16 3e-16

Tabelle 7.6: Konvergenzgeschindigkeit bei der Rekonstruktion von x; und p beim Dra-
chen. 128 Knotenpunkte bei der Berechnung der Mef3daten, wie auch bei
der Rekonstruktion, Zeitbedarf: 1 Sekunde insgesamt (d.h. mit Berech-
nung der MeBdaten). Startwert bei «; : 0.8, bei p : 0.9. Ausgegeben wird
die Differenz zwischen eigentlichem Wert und Néherungswert.

durch Vergleich von Ergebnissen, Fehler im Programm finden zu koénnen, bzw. die
Korrektheit des Programms sicherstellen zu konnen.

Die Berechnung der Ableitung nach der Ubergangskonstanten p erfolgt analog zu
der Berechnung der Ableitung nach dem Rand. In Kapitel 6 wurde gezeigt, dafl die
Ableitung durch folgendes Problem berechnet werden kann:

Problem 7.7. Gesucht sind v; € C2(Q) N CY(Q), 7 =0,1 mit
(A+K)vjlg, =0, j=0,1.

Weiterhin erfiille vy die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung und die Felder vy und
v1 haben die Randwerte

U1\r - Uo\r =0,

0y Ovy  Ou

o Pov T o

Somit ben6tigt man zur Berechnung dieser Ableitung nur die Normalableitung der
Losung des direkten Problems.

In beiden Féllen kénnen wir bei mehreren Rindern genauso vorgehen, wie bei einem
Rand, d.h. die Ableitungen nach dem Rand bzw. den Ubergangskonstanten ergeben
sich aus direkten Transmissionsproblemen mit geeigneten Randwerten.

Wie bereits in Kapitel 6 dargestellt wurde, ist die Berechnung der Ableitung nach
der Wellenzahl etwas aufwendiger. Hier 16sen die differenzierten Funktionen eine inho-
mogene Helmholtzgleichung, die numerisch aufwendiger zu 16sen ist. Um dies zu um-
gehen, haben wir folgenden Ansatz verwendet: Das Fernfeld der Losung des direkten
Problems ist von der Form

U = Foo M1, f.
Der Fernfeldoperator Fy, : (C[0, 27])? — L?(S') ist definiert durch

eiﬂ/4 2m

Fop(#) =
¢(2) S ), €

ikoZ-2(T) (

—ikotv (7)1 (T) + @a(T)) |2 (1) d 7.
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Iteration |[x — kP[] ||p — pePProT||

1 0.12 0.04
2 0.01 2e-3
3 9e-5 5e-6
4 2e-8 2e-7
5 2e-12 2e-7

Tabelle 7.7: Konvergenzgeschindigkeit bei der Rekonstruktion von s und p bei der Geo-
metrie 3. 64 Knotenpunkte bei der Berechnung der Mefidaten, wie auch bei
der Rekonstruktion. Zeitbedarf: 34 Sekunde insgesamt (d.h. mit Berech-
nung der Mefidaten). Startwert bei k£ : 0.9, bei p : 0.6. Ausgegeben wird
die Norm der Differenz zwischen eigentlichem Wert und N&dherungswert.

Da beim Potentialansatz nur der Operator M von der inneren Wellenzahl abhéingt,
ergibt sich

ul (k1] = —Fou M~ "M'[51]M "I, f.

Notwendig ist also die Berechnung von M'[k;]. Hierzu gehen wir genau wie beim direk-
ten Problem vor, d.h. wir spalten die auftretenden logarithmischen Singularitéiten der
Kerne ab und integrieren unter Verwendung von trigonometrischer Interpolation. Auch
hier ist die Ubertragung auf die Situation bei mehreren Randkurven direkt mdaglich.

7.3 Inverse Transmissionsprobleme

Im letzten Abschnitt wollen wir uns nun mit einigen numerischen Aspekten bei der
Rekonstruktion von Rand, Wellenzahlen und Ubergangskonstanten beim Transmissi-
onsproblem beschiéftigen. Sei hierzu

Z:={z € C**(R,R?) : z ist 27-periodisch, injektiv in [0, 27]
und [2'(¢)] > 0 fiir alle t € R.}

eine Menge von reguliiren Parametrisierungen und W C C¥ und ¢ € CF seien die Men-
gen der inneren Wellenzahlen und der Ubergangskonstanten. Die duBere Wellenzahl r
halten wir fest. Dies ist auch aus praktischen Gesichtspunkten verniinftig, da im &duflere
Gebiet die Meldaten erhoben werden, d.h. die Wellenzahl kg ist bei der Erhebung der
MefBdaten bereits bekannt. Wir setzen voraus, daf fiir alle (k, p) € W x U das direkte
Transmissionsproblem eindeutig l6sbar ist.

Sei nun fiir (2, k, p) € ZxW xU die Funktion u., das Fernfeld beim Transmissions-
problem fiir die Parameter (z, s, p) und fester Einfallswelle u;, d.h. in Operatornotation
gilt

Flz,k, p] = us (7.10)
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mit einem nichtlinearen Operator F. Diese Gleichung versuchen wir nun durch ein
Newton-Verfahren zu 16sen, d.h. wir betrachten stattdessen die linearisierte Gleichung

2F[z, K, p; hy] +

32 2F[z, K, p; h] + 2F[z, Kk, p; hpl + F2, K, p| = teo. (7.11)

Ok dp

Ausgehend von einer Startndherung (zp, kg, pg) bestimmt man also eine Losung
(hz, hy, h,) und damit eine neue Niherung (21, k1, p1) = (20, Ko, o) + (hz, b, hy). Dieses
Verfahren wird dann iterativ fortgefiihrt.

Hierbei ist zu beachten, daf§ die Gleichung (7.10) schlecht-gestellt ist und dies ver-
erbt sich auch auf die Gleichung (7.11) (vgl. hierzu [57], Satz 5.9). Daher betrachten
wir stattdessen das regularisierte Minimierungsproblem

0 0 0 2
Hg —F[2, K, p; h] + =——Flz, k, p; hyl + Fl2, K, p| — u

F .
(2. i ] + Ok dp

L2
+ a2 + bl + pp|hy| = min!

mit Regularisierungsparametern p,, g, und p,. Um nun zu einem endlich-
dimensionalen Problem zu gelangen, approximieren wir die Normen || - ||z und || - ||3

durch

N-—

1
£ = Z

(2””> N €N, (7.12)

K-1 2 2
1 2k 2k
11k = f(i) + | (i)
’ K — K K

Weiterhin wéhlen wir die Stérung h, des Randes aus einem endlichdimensionalen
Raum. In dieser Arbeit verwenden wir zwei Varianten. Fiir sternférmige Gebiete wéihlen
wir Abbildungen der Form

) K eN. (7.13)

0 =0 (Gop )

Als zweite Variante, die uns auch die Behandlung von nichtsternférmigen Gebieten
ermoglicht, verwenden wir Funktionen der Form

pl(t)>

h,(t) = .

2 <P2(t)

In beiden Fillen wihlen wir die Funktionen p, py, p» aus einem endlichdimensionalen
Unterraum der trigonometrischen Polynome.

Insgesamt erhalten wir somit ein Problem der kleinsten Quadrate (vgl. z.B. [28],
Kapitel 8 fiir eine genauere Darstellung).

100



Abbildung 7.7: Rekonstruktion des Drachens bei einer Einfallswelle; links wird
sternformig mit 30 Basisfunktionen approximiert; rechts wird nicht-
radial approximiert; hier wurden 10 Basisfunktionen verwendet.

Abbildung 7.8: Rekonstruktion der Bohne mit 10%, 5% und 1% Datenfehler; 10 radiale
Ansatzfunktionen; 20 Iterationen; 2 Sekunden Gesamtlaufzeit (inklusi-
ve Berechnung der Daten);
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Gebiet Gebiet

Start ------— Start ------—

10.Iteration --------- _ 10.Iteration ---------
- - 60.Iteration

30.Iteration

Abbildung 7.9: Rekonstruktion der Erdnufl bei einer FEinfallswelle; links wird
sternférmig mit 30 Basisfunktionen approximiert; rechts wird nicht-
sternformig approximiert; hier wurden ebenfalls 30 Basisfunktionen ver-
wendet.

Fiir die theoretischen Aspekte bei Newtonverfahren dieser Art verweisen wir auf
Hohage [27] (vgl. auch. [25], [26]). In dieser Arbeit werden Aussagen bzgl. Konver-
genz und Konvergenzgeschwindigkeit bei iterativen Verfahren zur Lésung von inversen
Problemen bewiesen. Allerdings konnten bisher bei inversen Streuproblemen fiir die
Helmholtzgleichung nicht alle benétigten Voraussetzungen nachgewiesen werden.

Nun betrachten wir einige numerische Beispiele. Zunéchst wollen wir bei festem
Rand die innere(n) Wellenzahl(en), bzw. die Ubergangskonstante(n) rekonstruieren.
Wie in Tabelle 7.6 und Tabelle 7.7 zu sehen ist, funktioniert dies bei festem Rand sehr
gut.

Jetzt wenden wir uns der Rekonstruktion des Randes bei fester Wellenzahl und
fester Ubergangskonstante zu.

Bemerkung 7.8. Falls nichts anderes angegeben ist, haben wir bei der Rekonstruktion
eines Randes kg = 1.9 und k; = 1.0 gewdhlt. Auf dem Kreis und auf dem Rand (bzw.
den Rindern der Gebiete) wurden 64 Knotenpunkte verwendet. Die Norm ||-||3 r wurde
normalerweise fiir K = 128 berechnet. Bei komplizierteren Objekten hat es sich als not-
wendig erwiesen, mehrere Einfallswellen zu verwenden. Die Finfallsrichtungen wurden
dann gleichmdflig auf dem Finheitskreis verteilt. Bei einer Finfallsrichtung war diese
stets durch v = (1,0) gegeben. Der Regularisierungsparameter o hatte normalerweise
den Startwert o = 0.0005 und wurde in jedem Iterationsschritt mit 0.9 multipliziert.
Als Startkurve des Iterationsverfahrens haben wir stets den Einheitskreis (bzw. mehrere
Finheitskreise) verwendet. Wir haben die Iteration nach einer Anzahl von Schritten,
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Gebiet
Start ------—

10.lteration ---------
80.Iteration -

Abbildung 7.10: Rekonstruktion des Raumschiffs bei acht Einfallswellen; hier wird nur
nichtsternféormig approximiert, da die sternférmige Variante scheitert.
Die Mefidaten wurden mit 256 Knotenpunkten erzeugt, approximiert
wird mit 128 Knotenpunkten; die Laufzeit betrug 4m20sec.

die wir jeweils angegeben haben, abgebrochen. In unseren Beispielen wollen wir nur die
grundsdtzliche Durchfihrbarkeit des Newtonverfahrens demonstrieren. Fiir verschie-
dene a-priori bzw. a-posteriori Abbruchkriterien bei reqularisierten Newtonverfahren
verweisen wir auf die Dissertation von Hohage [27].

In der Abbildung 7.7 betrachten wir die Rekonstruktion des Drachens. Dieses Ge-
biet wurde in der Vergangenheit hiufig als Testbeispiel fiir Rekonstruktionsverfahren
benutzt und hat schon fast eine Art Benchmark—Status erlangt. In der Abbildung 7.7
wurden links 30 radiale Basisfunktionen verwendet. Nach 30 Schritten ist die Appro-
ximation recht gut, die Bereiche mit der stirksten Kriimmung werden allerdings nicht
genau rekonstruiert. Bei der nichtradialen Approximation ist die Rekonstruktion des
Drachens sehr einfach. Der Grund hierfiir ist die Tatsache, dafi die Parametrisierung
im Ansatzraum enthalten ist. Daher ist dies bei nichtradialer Ansatzfunktion auch kein
geeignetes Testgebiet.

In den Abbildungen 7.8 wurde die Bohne rekonstruiert. Hierbei haben wir die Fern-
felddaten mit einem Fehler addiert. Die Versuche zeigen, daf sich das Verfahren stabil
gegeniiber Datenfehlern verhélt. In der Abbildung 7.9 wurde die Erdnufl mit radia-
len und nichtradialen Basisfunktionen rekonstruiert. Interessanterweise liefert hier die
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Gebiet

Start --—--—--—

30.lteration ---------
100.Iteration

200.lteration ——-——-

Abbildung 7.11: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelle; hier wird nur nicht-
sternférmig approximiert; entscheidend ist hier ein grofler Regulari-
sierungsparameter (o« = 5.) zu Beginn des Verfahrens. Laufzeit: 34
Sekunden

radialen Ansatzfunktionen die besseren Ergebnisse. Erst die Abbildung 7.10 zeigt die
Vorteile der nichtradialen Basisfunktionen. Da das Raumschiff nicht sternférmig ist,
versagt hier der radiale Ansatz, wihrend durch nichtradiale Approximation des Gebiet
sehr gut rekonstruiert werden kann. Man beachte allerdings, dafy acht Einfallswellen
verwendet wurden und zur Gewinnung der synthetischen Daten 256 und bei der Rekon-
struktion 128 Knotenpunkte verwendet wurden. Hier scheint sich abzuzeichnen, daf fiir
kompliziertere Geometrien ein erheblich hoherer Aufwand entsteht. Als néchstes wollen
wir zeigen, dafl mit der nichtsternférmigen Approximation auch die Lage eines Objektes
bestimmt werden kann. Dies ist der zweite grofle Vorteil bei dieser Wahl der Ansatz-
funktionen. In der Abbildung 7.11 wurde die Bohne rekonstruiert. Ausgangskurve war
wie immer ein Kreis, wobei die Bohne allerdings um den Vektor (3, 3) verschoben wurde.
Man beachte, daf§ als Startwert fiir den Regularisierungsparameter in diesem Versuch
a = 5.0 gewahlt wurde. Dadurch wurden hoherfrequente Anteile bei den Ansatzfunk-
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Gebiet

Startkurvel --------
Startkurve2 ----------
50.IterationKurvel -
50.IterationKurve2 --—---

Abbildung 7.12: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelle; 64 Knotenpunkte
auf den Approximationskurven; 30 Basisfunktionen; Laufzeit: 55 Se-
kunden,

tionen zu Beginn des Iterationsverfahrens sehr stark bestraft. Alternativ kénnte man
hier auch mit einem zwei—, bzw. mehrstufigen Verfahren arbeiten, bei dem in einem
ersten Schritt die Lage des Gebietes mit nur zwei Ansatzfunktionen (d.h. gerade den
Basisvektoren im R?) bestimmt wird, und erst danach durch Basisfunktionen héherer
Ordnung die Form des Gebietes ermittelt wird. Diese Vorgehensweise wurde in [57],
Kapitel 6.6, auch bereits mit Erfolg implementiert. Ein Problem bei dem hier aufgezeig-
ten Verfahren ist, dafl die Anzahl der gesuchten Gebiete a-priori bekannt sein mufl. In
néichsten Versuch (Abbildung 7.12) wird eine Ausgangskurve durch zwei Approxima-
tionskurven gesucht. Es zeigt sich, da} die dem Objekt nédherliegende Startkurve eine
recht gute Approximation des Gebiets liefert, wihrend die zweite Kurve immer kleiner
wird. Allerdings lassen sich dadurch ohne irgendeine Form von a-priori Wissen {iber
Lage, Zahl, oder Grofle der betrachteten Gebiete auch keine weiteren Schliisse ziehen.
In dieser Situation sind iterative Verfahren, die stets eine hinreichend gute Startnéhe-
rung voraussetzen, wahrscheinlich nicht die geeigneten Methoden. Hier kénnte sich der
Ansatz von Colton und Kirsch (vgl. [5]) als geeignet erweisen. Auch von Potthast (vgl.
[50], [52], [53]) wurden diesbzgl. Untersuchungen durchgefiihrt.

In der Abbildung 7.13 wurden alle Parameter (d.h. Rand, innere Wellenzahl und
Ubergangskonstante) rekonstruiert. Dies erweist sich als erheblich schwieriger als bei
bekannten Konstanten. Um ein Oszillieren der Konstanten wéhrend der Iteration zu
vermeiden, wurde hier ein groflerer Regularisierungsparamter gewahlt. Moglichweise
sollte man statt gleichzeitiger Rekonstruktion aller Parameter ein mehrstufiges Verfah-
ren verwenden, wobei in jeder Stufe des Verfahrens nur ein Parameter rekonstruiert
wird und die anderen festgehalten werden.

Nun noch die Approximations von Gebieten mit Ecken. Wie wir bereits erwiahnt
haben, sind diese Ergebnisse rein experimenteller Natur, da wir die Ableitung nach
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Abbildung 7.13: Rekonstruktion von Bohne und Erdnufl und der inneren Wellenzahl
k1 und der Ubergangskonstanten p. Verwendet wurden 30 radiale
Ansatzfunktionen und Startwerte pgirr = 0.9 (statt p = 0.7) und
K1,start = 0.8 (statt k; = 1.0). Nach 60 Iterationen betrugen die Wer-
te pgo = 0.699 und Ky 60 = 0.999 bei der Erdnufl und pgy = 0.727 und
k160 = 1.053 bei der Bohne; als Regularisierungsparameter wurde
t, = .0005 bei den Kurven und p, = p,,, = 0.01 bei den Konstanten
gewihlt. Die Gesamtlaufzeit betrug 9 Sekunden.

Tropfen Tropfen
Start - Start -—-—-—---
30.Approximation --------- 50.Approximation ---------

Abbildung 7.14: Rekonstruktion des Tropfen bei einer Einfallswelle; 64 Knotenpunkte
auf der Approximationskurve. 10 Basisfunktionen; links sternférmig,
rechts nichtradial; Laufzeit: 3 Sekunden.
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Quadrat
Start ------- Start -------
10.Approximation --------- 5.Approximation ---------

Quadrat

Abbildung 7.15: Rekonstruktion des Quadrats bei vier Einfallswelle; 64 Knotenpunkte
auf der Approximationskurve. links 10 sternférmige Basisfunktionen,
rechts 30 nichtradiale; Laufzeit: 1 Sekunden in beiden Féllen.

dem Rand nur fiir mindestens C*%-glatte Riinder nachgewiesen haben. Die Versuche
scheinen jedoch zumindest darauf hinzuweisen, daf§ Newtonverfahren beim Transmissi-
onsproblem auch fiir Gebiete mit Ecken verwendet werden kénnen. Wie bereits erwihnt
haben wir bei diesen Gebieten nur mit Einfachschichtpotentialen gearbeitet. In Abbil-
dung 7.14 wurde der Tropfen, in Abbildung 7.15 das Quadrat betrachtet. In beiden
Fillen liefert die nichtradiale Approximation bessere Rekonstruktionen. Das Newton-
verfahren wird hier, insbesondere bei sternférmiger Approximation, schnell instabil.

Nun betrachten wir zwei Beispiele bei der Bohne, in denen wir fehlerhafte Daten
verwendet haben. In Abbildung 7.16 (links) wurde mit fehlerhaften Konstanten re-
konstruiert. In Abbildung 7.16 (rechts) bestand die Testgeometrie aus zwei Réndern
(Bohne, die eine Erdnuf} enthélt). Bei der Rekonstruktion haben wir jedoch die Exi-
stenz der inneren Kurve vernachléssigt. Dieses zweite Beispiel liefert eine erstaunlich
gute Rekonstruktion. Dies bedeutet, dafl kleine Innengebiete wenig zu den Fernfeld-
daten beitragen. Dies hatten wir bereits beim direkten Problem gesehen, als die Kon-
vergenz bei ineinanderliegende Gebiete erheblich langsamer war, als bei nebeneinan-
derliegenden Gebieten. Diese Beobachtung manifestiert sich in dem néchsten Versuch
(vgl. Abbildung 7.17). Wir verwenden die gleiche Geometrie, d.h. eine Bohne, die eine
Erdnuf} enthélt. Nun rekonstruieren wir beide Gebiete. Wir benotigen 16 Einfallswel-
len, um eine befriedigende Rekonstruktion zu erhalten. Man beachte den Vorteil der
nichtradialen Approximation: bei der Erdnufi wurde neben der Form auch die Lage
des Objekts rekonstruiert. In der Abbildung 7.18 wurden fiinf nebeneinanderliegende
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Abbildung 7.16: Links: Rekonstruktion der Bohne bei einer Einfallswelle und fehler-
haften inneren Konstanten, d.h. x; = 0.9 statt 1.0 und p = 0.6 statt
0.7. 5 Basisfunktionen; Laufzeit: < 1 Sekunden bei 20 Iterationen;
Rechts: Rekonstruktion der Bohne, die eine Erdnufl enthélt; eine Ein-
fallswelle und radiale Approximationskurve; bei der Rekonstruktion
wird die innere Kurve nicht beriicksichtigt. Laufzeit: 1 Sekunden bei
20 Tterationen.

Objekte rekonstruiert. Bereits bei der Verwendung von nur 16 Knotenpunkten auf den
einzelnen Kurven und 32 Knotenpunkten bei der Norm 7.13 ist die Approximation
befriedigend. Die Rechnung benétigte insgesamt nur 25 Sekunden.

Die Rekonstruktion einer komplizierteren Geometrie ist in Abbildung 7.19 zu se-
hen. Wiederum zeigt sich, daf§ Strukturen im Innenraum eines anderen Gebietes erheb-
lich schwerer zu rekonstruieren sind. Fiir eine befriedigende Rekonstruktion wurden 16
Einfallswellen ben&tigt. Der Regularisierungsparameter muf} in dieser Situation relativ
klein gewdhlt werden, da sonst das Verfahren zwar stabil ist, die inneren Strukturen
aber kaum erkannt werden. Um trotzdem Stabilitit zu gewéhrleisten, ist eine grofie
Anzahl von Einfallswellen erforderlich.

7.4 \Vergleich mit anderen Resultaten und Fazit

Ausgehend von den theoretischen Untersuchungen von Kirsch in [31] und Potthast in
[48] wurden Newtonverfahren fiir das inverse Dirichlet— und Neumann—Problem bereits
in einer Reihe von Arbeiten untersucht. Eine Literaturiibersicht zu diesem Thema findet
man in [7], Seite 132ff..

Im Gegensatz dazu wurden Rekonstruktionsverfahren fiir inverse Transmissionspro-
bleme weitaus seltener thematisiert. Erste Untersuchungen stammen von Vogel (vgl.
[61]), der das Problem durch die Born-Approximation léste. Angell, Kleinman und
Roach schlugen 1987 (vgl. [1]) ein Optimierungsverfahren zur Lsung des inversen Pro-
blems vor. Weitere Untersuchungen zu Verfahren dieser Art wurden von Colton und
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Bohne

Erdnuss --------

Startkurvel ---------
Startkurve2

40.lterationKurvel -—---

40.IterationKurve2 -------

Abbildung 7.17: Rekonstruktion der Bohne, die eine Erdnufl enthilt bei 16 Einfalls-
wellen und zwei nichtradialen Approximationskurven. Laufzeit: 93 Se-
kunden bei 40 Iterationen
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Abbildung 7.18: Rekonstruktion von fiinf Gebieten bei acht Einfallswellen; 16 Kno-

tenpunkte; 10 radiale Basisfunktionen; Laufzeit: 25 Sekunden bei 20
Iterationen
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Abbildung 7.19: Rekonstruktion einer komplizierteren Geometrie; Wellenzahlen und
Ubergangskonstanten wie bei Geometrie 3 und zusitzlich kg = 0.8
und pg = 0.5. 20 radiale Ansatzfunktionen pro Rand; Startwert des
Regularisierungsparameters: 5e-5; 16 Einfallswellen; 32 Knotenpunk-
te auf den Kurven (64 zur Erhebung der Mefidaten); 64 Punkte zur
Berechnung von || - || fiir die Ansatzfunktionen; 20 Iterationen; Zeit-
bedarf: 9 Minuten, 43 Sekunden
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Monk (vgl. [8]) durchgefiihrt. Ebenfalls in die Gruppe dieser Verfahren, die die Losung
des direkten Problems umgehen, kann man eine von Kirsch und Kref§ vorgeschlagene
Methode (vgl. [7], Kapitel 5.4) einordnen. Dieses Verfahren wurde von Zinn in der
Arbeit [66] zur Losung des inversen Transmissionsproblems verwendet. Insbesondere
beriicksichtigte er auch Gebiete mit Ecken.

Newtonverfahren zur Losung des inversen Transmissionsproblems wurden in den
Arbeiten [57] und [28] untersucht. Im Gegensatz zu dieser Arbeit wurde allerdings nur
eine sternférmige Randkurve betrachtet. Im Vergleich zu den oben erwihnten Opti-
mierungsverfahren sind die Rekonstruktionen beim Newtonverfahren im allgemeinen
erheblich besser. Dies rechtfertigt den hoheren Rechenaufwand, der durch das wieder-
holte Liosen von direkten Problemen entsteht. In der Arbeit [55] wird ebenfalls ein
inverses Transmissionsproblem mit einem Newtonverfahren gelést. Hier wird allerdings
ein andere Vorgehensweise gewéhlt. Die Losungen bzgl. eines gestorten Randes wer-
den hier als Taylor-Reihe dargestellt. Die Taylorkoeffizienten sind gerade Ableitungen
der Felder nach dem Rand, ausgewertet am ungestorten Rand, der bei den prakti-
schen Rechnungen stets der Einheitskreis ist. Um den Konvergenzradius zu erhohen
wird zudem die Padé-Approximation verwendet. Im Gegensatz zu der hier gewihl-
ten Vorgehensweise kénnen jedoch nur Objekte, die sich nicht zu stark von Kreisen
unterscheiden, rekonstruiert werden. Dies schliefit insbesondere nichtsternformige Ge-
biete aus. Auch hier wird die innere Wellenzahl (bzw. das Verhéltnis k¢/k;) und der
Ubergangsparameter p rekonstruiert, allerdings nicht durch Ausnutzung der Form der
Ableitung, sondern durch Differenzenquotienten.

Nun wollen wir die Ergebnisse dieses Kapitels noch einmal kurz zusammenfassen.
Zunichst haben wir die zur Losung des direkten Transmissionsproblems in Kapitel 5
entwickelten Algorithmen numerisch getestet. Sowohl bei einem einzigen Rand, als auch
bei mehreren Réndern, die nebeneinander, aber auch ineinander liegen konnten, kon-
vergiert das Losungsverfahren bei analytischen Rindern mit exponentieller Geschwin-
digkeit. Bei komplizierteren Geometrien sollte man iterative Verfahren zur Losung des
auftretenden Gleichungssystems verwenden.

Ferner haben wir Moglichkeiten zur Berechnung der benétigten Fréchet-Ableitungen
angegeben. Die Ableitung nach dem Rand und der Ubergangskonstanten p kann durch
ein direktes Transmissionsproblem bestimmt werden. Die Ableitungen nach inneren
Wellenzahlen kénnen durch Randwertprobleme zur inhomogenen Helmholtzgleichung
charakterisiert werden. Um die numerische Lésung eines solchen Problems zu umgehen,
haben wir einen alternativen Losungsansatz verwendet.

Fiir die Verwendung eines regularisierten Newton-Verfahrens zur Rekonstruktion
des Randes und der auftretenden Konstanten haben wir eine Reihe von Beispielen
angegeben. Untersucht wurden sowohl sternférmige, als auch nichtsternférmige Gebie-
te. Neben der Form konnten wir auch die Lage eines Gebietes bestimmen. Weiterhin
funktioniert das Verfahren auch fiir mehrere Réinder und es eroffnet die Moglichkeit,
gleichzeitig die Rinder der Gebiete und die inneren Wellenzahlen und die Ubergangs-
konstanten zu rekonstruieren.
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