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EinleitungDie Qualit�at und Leistungsf�ahigkeit numeris
her Simulationen physikalis
her Ph�anomenehat in den letzten drei Jahrzehnten stark zugenommen. Einerseits liegt dies nat�urli
h anden rasanten Entwi
klungen in der Computerte
hnologie. Andererseits k�onnten trotz im-mens gestiegener Re
hnerleistung viele praxisrelevante Probleme heute no
h ni
ht gel�ostwerden, wenn ni
ht au
h auf mathematis
her Seite bei der Entwi
klung eÆzienter Algo-rithmen �ahnli
h gro�e Forts
hritte erzielt worden w�aren.Eine wi
htige Klasse untersu
hter Probleme stammt aus der Str�omungsme
hanik. Als ein-fa
hes Beispiel seien hier station�are Transportprobleme genannt, wel
he si
h z.B. bei derUntersu
hung von Temperatur{ und Sto�verteilung in inkompressiblen Medien stellen.Sol
he Transportprobleme werden mathematis
h dur
h elliptis
he Di�erentialglei
hungenbes
hrieben, die gew�ohnli
herweise ni
ht analytis
h l�osbar sind. Bei der Bestimmung einerapproximativen L�osung mittels der Finite{Elemente{Methode (FEM) diskretisiert mandie Glei
hung auf dem triangulierten Gebiet, wodur
h s
hwa
h besetzte Glei
hungssystemeendli
her, jedo
h gro�er Dimension entstehen.Die e�ektive L�osung dieser Systeme ist das Kernproblem bei der Anwendung der FEM.Das elementare Werkzeug daf�ur sind iterative L�oser, die au
h in komplexeren L�osungsme-thoden (Gebietszerlegungs{ oder Mehrgitterverfahren) zur Behandlung von Teilproblemeneingesetzt werden.W�ahrend die Konvergenz bei Krylov{Unterraum{Methoden ledigli
h von der Konditionder Matrix abh�angt, wird sie f�ur einige station�are Verfahren au
h von der Struktur derMatrix bestimmt. So ist das Gau�{Seidel{ bzw. SOR{Verfahren insbesondere dann eÆ-zient, wenn die betragsm�a�ig gr�o�ten Eintr�age vorwiegend im unteren Teil der Matrixstehen. Dies errei
ht man im konvektionsdominanten Fall dur
h eine Umnumerierung derUnbekannten in Flu�ri
htung.A
hi Brandt [Bra78℄ wies bereits 1978 darauf hin, da� Gau�{Seidel si
h in diesem Fallmit einer entspre
hend 
u�orientierten Numerierung als L�oser eignet. No
h bis in den 80erJahren wurden Numerierungste
hniken in L�osungsverfahren bei Problemen mit konstanterStr�omungsri
htung auf uniform unterteilten Re
hte
kgittern eingesetzt. Eine geeigneteNumerierung erh�alt man hier lei
ht dur
h Abz�ahlen der Gitterpunkte in lexikographis
herRi
htung.Erst mit der Verbreitung adaptiver L�osungste
hniken und dem Einsatz unstrukturierterSimplexgitter wurde eine Entwi
klung neuer Numerierungsstrategien erforderli
h.Die ersten Algorithmen dazu stammen von P. Bastian & G. Wittum [BW94℄ undbenutzen Breadth First Sear
h (Breitensu
he) aus der Graphentheorie. Sie f�uhrten denBegri� "Downwind Numbering\ f�ur 
u�orientierte Numerierung ein. J. Bey erweiterte ihrVerfahren auf dreidimensionale Probleme [BW95℄.Numerierungsverfahren ma
hen allerdings nur unter der Voraussetzung Sinn, da� eineNumerierung in Ri
htung der Str�omung �uberhaupt existiert. Dies ist genau dann der



2 EinleitungFall, wenn im betra
hteten Str�omungsfeld keine Wirbel auftreten, also der entspre
hendeKonvektionsgraph azyklis
h ist. In der Praxis ist diese Bedingung aber eher selten erf�ullt.J. Bey [Bey98℄ undW. Ha
kbus
h [Ha
95℄ entwi
kelten zwei Verfahren f�ur den praxis-relevanteren zyklis
hen Fall. Ersterer numeriert die auftretenden Zyklen (Zusammenhangs-komponenten) in Flu�ri
htung, wodur
h der Einsatz eines Blo
k{Gau�{Seidel{L�osersm�ogli
h wird. Die EÆzienz dieses Verfahrens sinkt mit der Gr�o�e der Zyklen.Beim Ha
kbus
h{Algorithmus wird versu
ht, die Zyklen an minimal vielen Knoten auf-zutrennen, um so den zyklusfreien Anteil des Konvektionsgraphen abzuspalten. Die Mengeder "S
hnittknoten\ bezei
hnet man dabei als Feedba
k{Ba
k{Verti
es. Hier l�a�t si
h danndie S
hur{Komplement{Methode zur L�osung einsetzen. Das Verfahren ist allerdings aufplanare Graphen bes
hr�ankt.Die Su
he minimaler Feedba
k{Vertex{Sets ist ein NP{vollst�andiges Problem, siehe Ga-rey [GJ79℄ (Problem GP 7), und somit ni
ht mit polynomialem Zeitaufwand l�osbar. DerHa
kbus
h{Algorithmus �ndet ein bis auf den Faktor 2 minimales Feedba
k{Vertex{Set.Zu den zahlrei
hen weiteren Anwendungen des Feedba
k{Vertex{Set{Problems z�ahlenProgrammveri�kation [Sha79℄,Au
�osung von Datenabh�angigkeiten (loop unrolling) [PH96℄,Vermeidung von Deadlo
ks [WLS85℄ und Bayesian Inferen
e [YGNR94℄.Ein e�ektives Verfahren zum Downwind Numbering im dreidimensionalen Fall bei belie-bigem Str�omungsfeld ist ni
ht bekannt.Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersu
hung der Numerierungstrategien von J. Beyund W. Ha
kbus
h. Das beinhaltet ihre Implementation und numeris
he Analyse.Bei den bisher in der Literatur vorhanden numeris
hen Analysen dieser beiden Verfahrenwurde stets die Galerkin{FEM mit einer hybriden Upwind{Stabilisierung verwendet. SieheJ. Bey [Bey98℄, S. Le Borne [Bor99℄, T. Probst [Pro99℄ und J. Wunner [Wun96℄.Im Rahmen dieser Arbeit soll au
h der Einsatz der Numerierungsstrategien bei SUPG{und Sho
k{Capturing{Stabilisierung der Galerkin{FEM untersu
ht werden.Im Einzelnen ergibt si
h damit folgender Aufbau dieser Arbeit:Kapitel 1 enth�alt eine kurze Einf�uhrung in die L�osbarkeitstheorie der Konvektions{Di�usions{Reaktions{Probleme. Es wird auf die Galerkin{Finite{Elemente{Methode ein-gegangen und die SUPG{ bzw. Sho
k{Capturing{Stabilisierung erl�autert.Kapitel 2 gibt eine Einf�uhrung in die Graphentheorie. Es werden Grundbegri�e erl�autertund einfa
he Algorithmen zur Numerierung von Graphen vorgestellt, wie z.B. die Tiefen-su
he. Abs
hlie�end wird der von J. Bey verwendete tarjan{Algorithmus erl�autert.Kapitel 3 stellt die Numerierungsstrategien f�ur den zyklis
hen und den azyklis
hen Fallvor und erl�autert die m�ogli
hen Kriterien zur Erzeugung eines Konvektionsgraphen ausden Problemdaten. Au�erdem werden das SOR{Verfahren und die S
hur{Komplement{Methode erl�autert.Kapitel 4 bes
hreibt die Implementation der Verfahren von J. Bey undW. Ha
kbus
h.Die implementierten Kriterien werden erl�autert, sowie die ebenfalls implementierte Visua-lisierung von Graphen und Matrizen.Kapitel 5 stellt die numeris
hen Ergebnisse dar. Es werden die Testprobleme vorgestellt,die Dur
hf�uhrung der Versu
he erl�autert und die erzielten Ergebnisse diskutiert.Kapitel 6 gibt eine Zusammenfassung und einen Ausbli
k.



1. Konvektions{Di�usions{Reaktions{ProblemeDieses Kapitel gibt einen kurzen �Uberbli
k �uber die L�osbarkeitstheorie der Konvektions{Di�usions{Reaktions{Probleme. Ausgehend vom Begri� der klassis
hen L�osung wird eineVariationsformulierung hergeleitet, die zu einem verallgemeinerten L�osungsbegri� f�uhrt.Dazu wird die De�nition angepa�ter Funktionenr�aume erforderli
h sein. Abs
hlie�end dis-kretisiert man die Di�erentialglei
hung mittels einer Finite{Elemente{Methode (FEM),wodur
h ein Glei
hungssystem erzeugt wird, aus wel
hem dur
h iterative L�osungsverfah-ren eine approximierte L�osung bere
hnet werden kann. Die FEM mu� zus�atzli
h no
hdur
h geeignete Te
hniken stabilisiert werden.1.1. GrundlagenDie Darstellung beginnt mit der Einf�uhrung der Notation und setzt si
h fort mit derDe�nition der betra
hteten Funktionenr�aume.De�nition 1.1 (Gebiet) Unter einem Gebiet 
 versteht man eine o�ene, zusammen-h�angende Teilmenge des IRn. Den Rand 
 n 
 bezei
hnet man mit �
 bzw. �.Im folgenden werden stets bes
hr�ankte Gebiete betra
htet.De�nition 1.2 (Tr�ager) Sei u eine auf dem Gebiet 
 de�nierte Funktion. Dann nenntman supp(u) := fx 2 
 ju(x) 6= 0gden Tr�ager dieser Funktion. Man sagt, u besitzt einen kompakten Tr�ager in 
, falls supp(u)kompakt und in 
 enthalten ist. (S
hreibweise: supp(u) �� 
)F�ur die De�nition der klassis
hen R�aume stetiger und stetig di�erenzierbarer Funktionenwerden sogenannte Multiindizes verwendet:De�nition 1.3 (Multiindex) Einen Vektor � := (�1; : : : ; �n) mit Eintr�agen �i 2 IN0;i = 1; : : : ; n bezei
hnet man als Multiindex. Desweiteren nennt man j�j := Pni=1 �i denBetrag bzw. die L�ange von � und de�niert den folgenden Di�erentialoperatorD� := �j�j�x�11 � � � �x�nn :Damit lassen si
h Funktionenr�aume f�ur stetige und stetig di�erenzierbare Funktionen de-�nieren:De�nition 1.4 (stetige und stetig di�erenzierbare Funktionen) Sei 
 � IRn eino�enes und bes
hr�anktes Gebiet und m 2 IN0 dann ist:



4 Konvektions{Di�usions{Reaktions{Probleme(i) die Menge der stetigen Funktionen auf 
:C (
) := fu : 
! IR ju ist stetigg ;(ii) die Menge der m-fa
h auf 
 stetig partiell di�erenzierbaren Funktionen:Cm (
) := fu : 
! IR jD�u 2 C (
) f�ur alle j�j � mg ;(iii) die Menge der Funktionen aus Cm (
) mit stetiger Fortsetzung auf den Rand:Cm �
� := �u : 
! IR jD�u 2 C �
� f�ur alle j�j � m	 ;(iv) die Menge der beliebig oft auf 
 stetig partiell di�erenzierbaren Funktionen:C1 (
) := 1\m=0Cm (
) ;(v) die Menge der beliebig oft auf 
 stetig partiell di�erenzierbaren Funktionen mitbes
hr�anktem Tr�ager:C10 (
) := fu 2 C1 (
) j supp(u) �� 
g :Die Funktionen aus C1 (
) bzw. C10 (
) bezei
hnet man au
h als glatt.Lemma 1.1Versieht man Cm �
� mit der Normkukm;1 := max0�j�j�m supx2
 jD�u(x)j ; u 2 Cm �
� ;so wird Cm �
� ein Bana
h-Raum.Beweis. Vgl. H. W. Alt [Alt92℄ (Beweis zu Lemma 1.8, S.25). 2Eine sol
he grobe Unters
heidung von Funktionen na
h ihrem Di�erenzierbarkeitsgradwird im folgenden ni
ht ausrei
hen. Insbesondere f�ur die Bes
hreibung der Randgl�atteeines Gebietes werden deshalb die sogenannten H�older-R�aume eingef�uhrt.De�nition 1.5 (H�older-Raum) F�ur m 2 IN0 und � 2 [0; 1℄ nennt man die Teilmengevon Cm �
�, f�ur deren ElementekukCm;�(
) := kukCm(
) + Xj�j=m supx;y2
x6=y jD�u(x)�D�u(y)jjx� yj� <1 (1.1)gilt, den H�older Raum Cm;� �
�.



1.1 Grundlagen 5Au
h hier gilt:Lemma 1.2Mit der in (1.1) de�nierten Norm ist der H�older-Raum Cm;� �
� ein Bana
h-Raum.Beweis. Vgl. H. W. Alt [Alt92℄ (Beweis zu Lemma 1.8, S. 25). 2De�nition 1.6 (H�older-Stetigkeit) Die Funktionen aus C0;� �
� bzw. C0;� (
) hei�enH�older-stetig bzw. H�older-stetig in 
 zum Exponenten �. F�ur � = 1 sagt man au
h, dieFunktion sei Lips
hitz-stetig.Man verglei
he hierzu die Bemerkung 1.1.4, S.29 in [Bey98℄: H�older-stetige Funktionensind glei
hm�a�ig stetig, und der Grad der H�older-Stetigkeit bes
hreibt, wel
he Art vonSpitzen (Nullwinkeln) eine sol
he Funktion im ung�unstigsten Fall besitzt. In Bezug aufdie angespro
hene notwendige Randgl�atte eines Gebietes l�a�t si
h folgende De�nition for-mulieren.De�nition 1.7 (Randgl�atte) Ein bes
hr�anktes Gebiet 
 geh�ort zur Klasse Cm;s mitm 2 IN0 und 0 � s � 1, falls es zu jedem Punkt x0 2 �
 eine Umgebung U = U (x0) umx0 gibt, so da� eine bijektive Abbildung  : U ! D � IRn existiert mit den Eigens
haften:(i)  (U \ 
) � IRn+,(ii)  (U \ �
) � �IRn+,(iii)  2 Cm;s (U),(iv)  �1 2 Cm;s (D).Bemerkung 1.1 (zur De�nition der Randgl�atte) F�ur Gebiete 
 der Klasse Cm;sgilt: jeder Punkt x0 2 �
 besitzt eine Umgebung, in der �
 als Graph einerFunktion aus Cm;s von n� 1 der Variablen x1; : : : ; xn darstellbar ist.
Bemerkung 1.2 (zu Lips
hitz-stetigen Gebieten) Auf dem Rand eines Lips
hitz-stetigen Gebietes existiert fast �uberall der �au�ere Normalenvektor.
Klassis
he Di�erenzierbarkeitsvoraussetzungen sind in der Regel ni
ht realistis
h, weshalban dieser Stelle die Sobolev-R�aume eingef�uhrt werden, die auf den Lebesgue-R�aumen auf-bauen. Dazu versieht man zun�a
hst den IRn mit dem Lebesgue-Ma� �. Falls nun 
 � IRneine me�bare Punktmenge ist, so hei�en zwei me�bare Funktionen v; u : 
! IR als �aqui-valent, falls v = u fast �uberall in 
 gilt, d.h. nur auf einer Lebesgue-Nullmenge ist v 6= u.Die �aquivalenten Funktionen fa�t man zu �Aquivalenzklassen zusammen, die die Elementeder Lebesgue-R�aume bilden.



6 Konvektions{Di�usions{Reaktions{ProblemeDe�nition 1.8 (Lebesgue-R�aume) Sei die Norm k�kLp f�ur Funktionen u : 
! IR aufeiner me�baren Menge 
 � IRn gegeben dur
hkukLp := 8>>><>>>: �Z
 ju(x)jp dx� 1p f�ur 1 � p <1;ess supx2
 ju(x)j := infNme�bar�(N)=0 supx2
nN ju (x)j <1 f�ur p =1:In beiden F�allen werden die Lebesgue-R�aume de�niert dur
hLp (
) := fu : 
! IR : u ist me�bar und kukLp <1g :Im Fall p = 2 wird f�ur Funktionen u; v 2 L2 (
) dur
h(u; v) := (u; v)L2(
) = Z
 u(x)v(x) dxein Skalarprodukt erkl�art. Der Raum L2 (
) ist damit ein Hilbert-Raum.F�ur die Einf�uhrung der Sobolev-R�aume ben�otigt man no
h den Begri� der verallgemei-nerten Ableitung �uber Lebesgue-R�aumen.De�nition 1.9 (verallgemeinerte Ableitung) SeiL1lo
 (
) := �v : 
! IR me�bar ^ v 2 L1 (K) f�ur jede kompakte Teilmenge K �� 
	die Menge der lokal integrierbaren Funktionen. Dann hei�t die Funktion !� 2 L1lo
 (
) dieverallgemeinerte Ableitung von u 2 L1lo
 (
), fallsZ
 !�v dx = (�1)� Z
 uD�v dx; 8v 2 C10 (
)gilt. Man sagt dann au
h, u ist verallgemeinert di�erenzierbar.F�ur beliebiges � und v 2 C j�j (
) entspri
ht die verallgemeinerte Ableitung !� der klas-sis
hen Ableitung D�v. Im folgenden wird stets D�v statt !� f�ur die verallgemeinerteAbleitung ges
hrieben. Damit l�a�t si
h die eigentli
he De�nition der Sobolev-R�aume for-mulieren.De�nition 1.10 (Sobolev-R�aume) Seien k 2 IN und v 2 L1lo
 (
). Die verallgemeiner-ten AbleitungenD�v m�ogen f�ur alle j�j � k existieren. Dann ist die Sobolev-Norm gegeben



1.2 Problemstellung 7dur
h kvkW k;p := 8>>>><>>>>: 0�Xj�j�k kD�vkpLp1A 1p f�ur 1 � p � 1maxj�j�k kD�vkL1 f�ur p =1:Die Sobolev-R�aume werden in beiden F�allen de�niert dur
hW k;p (
) := �v 2 L1lo
 (
) : kvkW k;p <1	 :Satz 1.1Der Sobolev-Raum W k;p (
) wird zusammen mit der Norm k �kW k;p(
) zu einem Bana
h-raum.Beweis. Vgl. H. W. Alt [Alt92℄ (Abs
hnitt 1.15, S. 31). 2Bemerkung 1.3 F�ur homogene Diri
hlet-Randwerte ist no
h der Raum W k;p0 (
) vonBedeutung. Er ist de�niert als Abs
hlu� von C10 (
) in der k �kW k;p(
)-Norm.Die Sobolev-R�aume W k;2 (
) und W k;20 (
) sind Hilbert-R�aume mit dem Skalarprodukt(u; v)W k;2(
) := Xj�j�k (D�u;D�v) = Xj�j�k Z
D�uD�v dx (1.2)und werden mit Hk (
) bzw. Hk0 (
) bezei
hnet. Auf diesen R�aumen werden f�ur k = 1 dieBilinear- bzw. Linearformen der Variationsglei
hnung formuliert.1.2. ProblemstellungBetra
htet werden elliptis
he Randwertprobleme 2.Ordnung:(Lu := �"�u+~b � ru+ 
u = f in 
;u = g auf �
; (1.3)auf einem o�enen, bes
hr�ankten Gebiet 
 � IRn und den folgenden Daten:(i) dem Di�usionskoeÆzienten " 2 IR+,(ii) dem Ges
hwindigkeitsfeld ~b 2 �W 1;1 (
)�n,(iii) dem ReaktionskoeÆzienten 
 2 L1 (
),(iv) und der Randfunktion g 2 L2 (�
).Gesu
ht ist eine Funktion u : 
 ! IR, so da� (1.3) mit dem Quelltermf : 
 ! IR; f 2 L2 (
) erf�ullt ist. F�ur g 6� 0 bezei
hnet man (1.3) au
h als inho-mogenes Diri
hlet-Problem. Dieses wird zun�a
hst auf ein homogenes RWP transformiert,



8 Konvektions{Di�usions{Reaktions{Problemeindem man voraussetzt, da� eine zul�assige Funktion u0 bekannt ist, wel
he auf dem Randmit g �ubereinstimmt. F�ur w := u� u0 ist dann(Lw = f1 in 
;w = 0 auf �
; (1.4)mit f1 := f � Lu0. Der Einfa
hheit halber geht man im folgenden immer von homo-genen Randbedingungen aus. F�ur inhomogene Diri
hlet-Probleme vgl. D. Gilbarg &N. S. Trudinger [GT98℄ (Kap. 6.3, S. 100�).Die physikalis
he Interpretation der Terme von (1.3) lassen si
h z.B. bei J. Bey [Bey98℄(Bemerkung 1.2.3, S. 46) na
hlesen.De�nition 1.11 (Konvektionsdominantes Problem) F�ur 0 < " � 1 spri
ht manvon einem konvektionsdominanten Problem.Unter einer sogenannten klassis
hen L�osung elliptis
her Randwertprobleme 2.Ordnung ver-steht man:De�nition 1.12 (Klassis
he L�osung) Jede Funktion u 2 C2;� (
) \ C �
� mit0 < � < 1 hei�t klassis
he L�osung eines elliptis
hen Randwertproblems genau dann, wenn(1.3) bzw. (1.4) punktweise auf 
 bzw. �
 erf�ullt ist.Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit einer sol
hen klassis
hen L�osung �nden si
h un-ter anderem in dem Bu
h von D. Gilbarg & N. S. Trudinger [GT98℄ (Kap. 6, S. 87�).Allerdings erweist si
h der klassis
he L�osungsbegri� f�ur die Praxis als ni
ht geeignet, da dieGlattheitsanforderung an den Rand des Gebietes und die Daten des Problems zu restriktivsind und somit selten erf�ullt werden. Aus diesem Grund mu� der L�osungsbegri� im Hin-bli
k auf seine Anwendbarkeit allgemeiner gefa�t werden. Dazu f�uhrt man die sogenanntes
hwa
he L�osung ein, die Gegenstand des folgenden Kapitels 1.3 ist.Bemerkung 1.4 (ni
ht erf�ullte Glattheitsanforderung) Die Beispiele 2.1.3 und2.1.4 von W. Ha
kbus
h [Ha
86℄ (S. 22) zeigen, da� die starken Glattheitseigens
haftender klassis
hen L�osung von (1.3) bzw. (1.4) s
hon in den einfa
hsten F�allen ni
ht vorliegen.1.3. Variationsformulierung und s
hwa
he L�osungInterpretiert man das Randwertproblem (1.3) bzw. (1.4) im s
hwa
hen Sinne, so k�onnendie f�ur eine klassis
he L�osung geforderten Voraussetzungen an L und f abges
hw�a
htwerden. Als Folge erh�alt man dann L�osungen, die im allgemeinen ni
ht mehr in C2 (
)liegen, die aber physikalis
h dur
haus no
h sinnvoll sind.Eine M�ogli
hkeit der s
hwa
hen Interpretation des Randwertproblems (1.4) besteht in derUmformulierung in ein sogenanntes Variationsproblem. Dazu multipliziert man (1.4) miteiner Testfunktion v 2 C10 (
), integriert beide Seiten �uber 
 und f�uhrt auf der linken



1.3 Variationsformulierung und s
hwa
he L�osung 9Seite partielle Integration dur
h: Z
 ��"�u+~b � ru+ 
u� v dx = Z
 fv dxp:I:() Z
 "rurv dx� Z�
 " (ru � ~n) v| {z }=0; dav2C10 (
) ds+ Z
 �~b � ru+ 
u� v dx = Z
 fv dx;wobei ~n der �au�ere Normalenvektor ist. Nun setzt mana (u; v) := Z
 "rurv dx+ Z
 �~b � ru+ 
u� v dxf (v) := Z
 fv dx (1.5)und vervollst�andigt s
hlie�li
h unter Ber�u
ksi
htigung der vorliegenden homogenenDiri
hlet-Randbedingungen den C10 (
) zu H10 (
) (siehe Bemerkung 1.3). Dazu seien(un)n2IN und (vn)n2IN Folgen in C10 (
) mit den Grenzwerten u; v 2 H10 (
). Weiter seif 2 L2 vorausgesetzt. Dann gilt na
h Nullerg�anzung:jf (vn)� f (v)j � kfkL2 kvn � vkH10 (
) ! 0; n!1ja (un; vn)� a (u; v)j = ja (un � u; vn) + a (u; vn � v)j� kun � ukH10 (
) kvnkH10 (
) + kukH10 (
) kvn � vkH10 (
)! 0; n!1:F�ur die Wohlde�niertheit der Bilinear- bzw. Linearform von (1.5) bleibt nur no
h dieLinearit�at und Bes
hr�anktheit von a und f zu zeigen. Erstere folgt unmittelbar aus denEigens
haften des Lebesgue-Integrals. Die Bes
hr�anktheit von f erh�alt man mittels H�older-s
he Unglei
hung: jf (v)j � kfkL2(
) kvkL2(
) � kfkL2(
) kvkH1(
):Die Bes
hr�anktheit von a ergibt si
h ebenfalls �uber die H�olders
he Unglei
hung. Dies seihier exemplaris
h f�ur den elliptis
hen Hauptteil (" = 1; b = 0; 
 = 0) bes
hrieben,ja (u; v)j �  nXi=1 Z
 ���� �u�xi ����2! 12  nXi=1 Z
 ���� �v�xi ����2! 12� kukH10 (
) kvkH10 (
):Die Terme niederer Ordnung werden analog abges
h�atzt.Damit ist folgendes Lemma gezeigt:Lemma 1.3Seien 
 � IRn ein bes
hr�anktes Gebiet sowie f 2 L2(
). Dann sind dur
h (1.5) ei-ne stetige bes
hr�ankte Linearform bzw. stetige bes
hr�ankte Bilinearform auf H10 (
) bzw.H10 (
)�H10 (
) de�niert.



10 Konvektions{Di�usions{Reaktions{ProblemeBemerkung 1.5 (zu Lemma 1.3) Man kann in der Formulierung (1.5) zu Gebieten mitledigli
h Lips
hitz-stetigem Rand �ubergehen, vgl. H. W. Alt [Alt92℄ (Satz 6.8, S. 208).Diese Vorbetra
htungen motivieren die folgende De�nition:De�nition 1.13 (s
hwa
he Formulierung bzw. Variationsglei
hung) Die s
hwa-
he Formulierung des homogenen Diri
hlet-Randwertproblems lautet:Finde u 2 H10 (
) : a (u; v) = f(v); 8v 2 H10 (
) : (1.6)Die L�osung u 2 H10 (
) hei�t s
hwa
he L�osung von (1.4). Man nennt (1.6) au
h die Va-riationsglei
hung zu (1.4).Gilt f�ur die Bilinearform a (�; �) von (1.5) neben der Bes
hr�anktheit und Stetigkeit no
hdie folgende Eigens
haft (f�ur V := H10 (
))9� > 0 : a (v; v) � � kvk2V ; 8v 2 V; (1.7)so nennt man a (�; �) V-elliptis
h. In diesem Fall liefert das Lax{Milgram{Lemma einehinrei
hende Aussage zu Existenz und Eindeutigkeit einer s
hwa
hen L�osung.Lemma 1.4 (Lax{Milgram)Seien V ein Hilbert-Raum, a (�; �) : V � V ! IR eine stetige V-elliptis
he Bilinearformund f : V ! IR eine stetige Linearform, d.h. es sei f 2 V �. Dann existiert ein eindeutigbestimmtes u 2 V mit a (u; v) = f (v) f�ur alle v 2 V: (1.8)Beweis. Vgl. C. Gro�mann & H.{G. Roos [GR94℄ (Beweis zu Lemma 3.6, S. 91�). 2Sei f�ur die Daten des RWP (1.3) zus�atzli
h no
h
� 12r �~b � 0 (1.9)vorausgesetzt. Dann l�a�t si
h zeigen, da� die Bilinearform a (�; �) stetig ist. Die V-Elliptizit�atfolgt ausa (v; v) = " jvj2H1 + Z�
�
� 12r �~bv; v� dx+ Z�
�("rv � ~n) v + 12 �~b � ~n� v2�| {z }=0; da v2C10 (
) ds� " jvj2H1� C" kvk2H1 :Da an v homogene Diri
hlet{Randbedingungen gestellt wurden, vers
hwindet v auf demRand. Damit sind aber die Voraussetzungen von Lemma 1.4 erf�ullt, und somit besitzt dasRWP (1.3) eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte L�osung u 2 H10 (
), vgl. G. Lube[Lub00℄ (Kap. 6.2.1, S. 46�).



1.4 Finite{Elemente{Methode 111.4. Finite{Elemente{MethodeAusgehend von der Variationsformulierung (1.6) in einem unendli
h dimensionalenSobolev-Raum H10 (
) m�o
hte man zu einer diskreten Formulierung dieses Problems ge-langen. Ziel dabei ist es, eine N�aherung uh an die L�osung u des kontinuierli
hen Problemsin einem endli
h-dimensionalen Teilraum Vh � H10 (
) zu �nden.De�nition 1.14 (Ritz-Galerkin{Verfahren) Die AufgabeFinde uh 2 Vh : a (uh; v) = f(v); 8 v 2 Vh (1.10)hei�t Ritz-Galerkin{Verfahren zur Variationsglei
hung (1.6).Aufgrund der Konformit�at Vh � H10 (
) lassen si
h die auf H10 (
) g�ultigen Eigens
haf-ten auf den Teilraum Vh �ubertragen. Damit folgt sofort die Existenz und Eindeutigkeiteiner L�osung uh 2 Vh aus der Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung des zugeh�origenVariationsproblems (1.6) .F�ur eine Basis f�1; : : : ; �ng von Vh kann eine approximative L�osung uh au
h wie folgtdargestellt werden: uh = nXi=1 ui�i; (1.11)wobei u = (u1; : : : ; un)T eine L�osung des linearen Glei
hungssystems Au = f ist mitA = (aij)ni;j=1 und aij = a (�j ; �i) ;f = (fi)ni=1 und fi = f (�i) : (1.12)Satz 1.2Das Ritz-Galerkin{Verfahren (1.10) und das lineare Glei
hungssystem Au = f sind �aqui-valent.Beweis. Vgl. G. Lube [Lub00℄ (Beweis zu Satz 7.3, S. 54f). 2Die Finite{Elemente{Methode (FEM) kann nun als ein spezielles Ritz-Galerkin{Verfahrenaufgefa�t werden, bei dem Ansatz- und Testfunktion st�u
kweise de�nierte Funktionen mitkleinem Tr�ager, meist Polynome, sind. Dadur
h wird errei
ht, da� das zum Ritz-Galerkin{Verfahren �aquivalente Glei
hungssystem d�unn besetzt ist, was f�ur das numeris
he L�osenerstrebenswert ist.Die G�ute der approximierten L�osung uh h�angt von der Wahl des Ansatzraumes Vh ab. Seiim folgenden 
 � IR2 vorausgesetzt. Weiterhin bes
hr�ankt man si
h auf polygonal beran-dete Gebiete. Der endli
h-dimensionale Teilraum Vh wird dann mittels Triangulierung desbetra
hteten Gebietes 
 konstruiert. Sei nun Th (h > 0) eine Familie zul�assiger regul�arerTriangulierungen von 
, d.h. es gilt 
 = SMi=1 T i mit M <1 und den Eigens
haften� (Zul�assigkeit) F�ur paarweise vers
hiedene Elemente Ti und Tj (i 6= j) der Trian-gulierung gilt: Ti \ Tj bes
hreibt entweder ein gemeinsames Randsimplex von Tiund Tj , d.h. eine vollst�andige Kante oder einen E
kpunkt, oder aber Ti und Tj sinddur
hs
hnittsfremd.



12 Konvektions{Di�usions{Reaktions{Probleme� (Regularit�at) Es existiert eine positive Konstante C mitsupT2ThhT�T � C;wobei hT der Dur
hmesser und �T der Inkreisradius von T 2 Th ist.Auf Th de�niert man nun den Finite{Elemente{RaumXkh := �v 2 C �
� j vjT 2 �k (T ) ; 8T 2 Th	 ; k � 1 (1.13)der stetigen und st�u
kweise polynomialen Funktionen vom Grad k und erh�alt dadur
h dengesu
hten endli
h-dimensionalen AnsatzraumVh := Xkh \H10 (
) : (1.14)Bemerkung 1.6 (P1-Elemente) Die einfa
hste Wahl der Ansatz- und Testfunktionensind st�u
kweise lineare Funktionen, sogenannte P1-Elemente. Damit l�a�t si
h eine Basisdes Ansatz- und Testraumes dur
h folgende Bedingung festlegen:�i 2 C (
) ^ �i (pk) = Æik; i; k = 1; : : : ; n: (1.15)Hierbei sind pk die Knoten der Triangulierung Th. Diese Funktionen nennt man au
hH�ut
hen-Funktionen und die Basis eine Knotenbasis.Bemerkung 1.7 (Stabilisierung konvektionsdominanter Probleme) Die Konver-genz der Galerkin{Diskretisierung wird f�ur konvektionsdominierte Probleme numeris
hinstabil, da hier die diskrete L�osung uh starke Oszillationen aufweist. In diesem Fall mu�die Diskretisierung dur
h ein geeignetes Upwindverfahren stabilisiert werden. Siehe dazuunter anderemG. Lube [Lub94℄ bzw. A. Quarteroni & A. Valli [QV94℄. In Kapitel 1.6(S. 13) soll detaillierter auf Verfahren zur Stabilisierung eingegangen werden.1.5. Eigens
haften der Stei�gkeitsmatrix der Galerkin{FEMIn diesem Kapitel sollen Eigens
haften der mittels Galerkin{FEM erzeugten Stei�gkeits-matrix bes
hrieben werden. Verglei
he hierzu au
h S. Le Borne [Bor99℄ (S. 13f) bzw.J. Bey [Bey98℄ (Kap. 1.4.3, S. 73�).Lemma 1.5 (Eigens
haften der Stei�gkeitsmatrix)Sei V ein reeller Hilbert-Raum und Vh � V ein endli
hdimensionaler Teilraum mit derBasis �h. Weiter sei a (�; �) : V �V ! IR eine bes
hr�ankte Bilinearform und Ah die dur
h(1.12) de�nierte Stei�gkeitsmatrix. Dann gilt:(i) Ist a (�; �) : V ! IR symmetris
h, so ist au
h Ah symmetris
h.(ii) Ist a (�; �) : V ! IR V-elliptis
h, so ist Ah ni
htsingul�ar und positiv de�nit.Bemerkung 1.8 (zu Lemma 1.5) Das Lemma 1.5 si
hert zwar die eindeutige verall-gemeinerte L�osbarkeit des RWP (1.3) in V = H10 (
) sowie der Galerkin{FEM (1.10),



1.6 Stabilisierung 13genauer gilt jedo
h zun�a
hst nura (v; v) = " jvj2H1 + Z�
�
� 12r �~b� v2 dx� " jvj2H1 + Z
 �v2 dx= " jvj2H1(
) + � kvk2L2(
); 8v 2 V := H10 (
) ;falls �
� 12r �~b� (x) � � � 0gilt. F�ur " ! 0 geht somit die Kontrolle �uber den Gradienten der L�osung, d.h. bzgl. derHalbnorm j�jH1(
), verloren. Man spri
ht daher au
h von einem singul�ar gest�orten Problem.Im Fall � > 0 hat man also ledigli
h no
h L2-Stabilit�at. Hat das Str�omungsfeld b keineStagnationspunkte, d.h. jb(x)j > 0 f�ur alle x 2 
, und keine ges
hlossenen Stromlinien in
, kann man dur
h geeignete Transformation den Fall � > 0 erzwingen, vgl. Goering etal. [GFLR83℄ (Lemma 3.2, Theorem 3.2).Diese �Uberlegungen und numeris
hen Re
hnungen f�ur die Galerkin{FEM legen eine ge-eignete Stabilisierung der Galerkin{FEM nahe (vgl. dazu Kap. 1.6, S. 13).Dur
h die Wahl der Basis �h werden numeris
h relevante Eigens
haften, wie z.B. das Be-setzungsmuster und die Kondition von Ah, wesentli
h beein
u�t. Dur
h die Verwendungvon Basisfunktionen �hj mit lokalem Tr�ager erh�alt man so eine d�unn besetzte Stei�gkeits-matrix Ah, wie das z.B. bei den P1-Elemente der Fall ist (siehe Bemerkung 1.6).Generell ist die Anzahl der ni
htvers
hwindenden Eintr�age der mit Hilfe einer Knoten-basis �h konstruierten Matrix Ah dur
h eine von der Triangulierung Th unabh�angigenKonstanten C bes
hr�ankt. Dies gilt f�ur jede zul�assige Triangulierung Th.F�ur die im weiteren vorgestellten Numerierungsstrategien und die iterativen L�oser ist diefolgende Eigens
haft der Stei�gkeitsmatrix von Bedeutung:� Zusammenhang zwis
hen der Triangulierung und der Struktur der Stei-�gkeitsmatrixBei �niten Elementen mit einer Knotenbasis korrespondieren die Unbekannten deslinearen Glei
hungssystems Au = f mit den Knoten der Triangulierung, und dieKanten der Triangulierung entspre
hen den Ni
ht-Nulleintr�agen der Stei�gkeitsma-trix A.Weitere Eigens
haften der Stei�gkeitsmatrix sollen im Kapitel 1.6.1 (S. 14) bes
hriebenwerden.1.6. StabilisierungDas bei der Ritz-Galerkin{Diskretisierung entstehende Glei
hungssystem ist, wie in Be-merkung 1.8 (S. 12) angemerkt, im singul�ar gest�orten Fall 0 < " � 1 eventuell ni
ht



14 Konvektions{Di�usions{Reaktions{Problemestabil l�osbar. Deswegen werden geeignete Stabilisierungste
hniken ben�otigt. In diesem Ab-s
hnitt sollen sol
he Te
hniken zur Stabilisierung der L�osung singul�ar gest�orter Problemeeingef�uhrt werden. Zun�a
hst wird ein vereinfa
htes Upwind-S
hema betra
htet, wel
hesbisher in der Literatur im Zusammenhang mit 
u�orientierten Numerierungsstrategien un-tersu
ht wurde. Siehe u.a. J. Bey [Bey98℄ und S. Le Borne [Bor99℄. Dann soll die im fol-genden betra
htete Stabilisierungste
hnik, eine Kombination einer verbesserten Upwind-Te
hnik (SUPG-Stabilisierung) in Verbindung mit einer Sho
k-Capturing{Te
hnik na
hR. Codina [CS99℄ vorgestellt werden.1.6.1. Stabilisierung bez�ugli
h der diskreten MaximumnormAus Bemerkung 1.8 (S. 12) folgt, da� f�ur "! 0 die Stabilit�at der Galerkin{FEM{L�osungbez�ugli
h der H1-Halbnorm verlorengeht. Eine grundlegende Idee besteht darin, Stabilit�atbez�ugli
h der diskreten Maximumnorm ggf. dur
h Ab�anderung von Ah zu errei
hen.Sei v 2 C2(
) \ C1(
), sei f�igNi=1 eine Knotenbasis und v =PNi=1 Vi�i. Dann bezei
hneRhv 2 IRN die Eins
hr�ankung von v auf die Knoten, d.h. es gilt fRh;ivgNi=1 = Vi. Auf demIRN sei folgende diskrete Maximumnorm eingef�uhrt:kWk1;Th := maxi=1;::: ;N jWij:Dabei sind f�ur w 2 C2(
) die Wi dur
h Wi = Rh;iw gegeben.De�nition 1.15 (stabile L�osbarkeit) Eine FEM hei�t stabil in der Maximumnorm,falls f�ur den Vektor W 2 IRN aus AW = Fdie Existenz einer von h unabh�angigen Konstanten CS folgt mitkWk1;Th = 

A�1F

1;Th � CS kFk1;Th:Wenn die Matrix A eine sogenannte M-Matrix ist, so ist das FEM{S
hema stabil na
hDe�nition 1.15. Vgl. G. Lube [Lub00℄ (Kap. 1.4, S. 14�).De�nition 1.16 (M-Matrix) Eine ni
ht-singul�are Matrix A hei�t M-Matrix, wenn siefolgende Eigens
haften besitzt:(i) A�1 � 0 (komponentenweise),(ii) aii > 0 f�ur alle 1 � i � n,aij � 0 f�ur alle 1 � i; j � n; i 6= j.Die Galerkin{FEM hat die M-Eigens
haft, wenn f�ur die lokale Pe
let{ZahlPeT := j~bjT;1hT" > 2 gilt. Man kann jedo
h die M-Eigens
haft bei Zerlegungen voms
hwa
h spitzen Typ (d.h. alle Innenwinkel von Drei
ken sind � �=2) und st�u
kweiselinearen Elementen no
h si
hern, wenn man eine Upwind- Diskretisierung des konvektivenAnteils (b � ru; v) vornimmt. Verglei
he hierzu H.{G. Roos, M. Stynes & L. Tobiska[RST96℄ (Kap. III.3.1), J. Bey [Bey98℄ (Kap. 5.1) bzw. S. Le Borne [Bor99℄ (Kap. 2.1.1).Es sei vermerkt, da� mathematis
he Untersu
hungen zu 
u�orientierten Numerierungs-strategien bislang nur auf derartigen Upwind-Te
hniken basieren. Unter Verwendung die-ser Te
hniken ergeben si
h folgende weitere Eigens
haften der Stei�gkeitsmatrix:



1.6 Stabilisierung 15� Zusammenhang zwis
hen der Konvektionsri
htung und der Gr�o�e derMatrixeintr�ageEin Eintrag aij der Stei�gkeitsmatrix A ist gro�, wenn die korrespondierende Kantefj; ig der Triangulierung in Konvektionsri
htung oder nahezu parallel dazu liegt.Vorausgesetzt ist dabei, da� der konvektions-dominante Fall betra
htet wird.Die Beziehung zwis
hen der Triangulierung, der Konvektionsri
htung und der daraus re-sultierenden Struktur der Stei�gkeitsmatrix mit der entspre
henden absoluten Gr�o�e derMatrixeintr�age zeigt die Abbildung (1.1), vgl. S. Le Borne [Bor99℄ (Abb. 2.3, S. 15).
Nulleintrag

Kanten in Konvektionsrichtung:Triangulierung: Struktur der Steifigkeitsmatrix:

2

1

3

0

grosser Eintrag

mittlerer Eintrag

kleiner oder NulleintragAbbildung 1.1.: Zusammenhang zwis
hen dem Gitter, der Konvektionsri
htung�b = (1; 0)T� und der Struktur der Stei�gkeitsmatrixBei einer Abs
h�atzung der absoluten Gr�o�en der Eintr�age kann man im konvektionsdomi-nanten Fall ("� 1) den Di�usionsterm "r�jr�i verna
hl�assigen. Damit ergeben si
h dieEintr�age des Konvektionsanteils aCi;j in der Stei�gkeitsmatrix mit der hybriden Upwind-Formulierung (vgl. S. Le Borne [Bor99℄) folgenderma�en: aCi;j istgro�, wenn die Kante (i; j) parallel zur Konvektionsri
htung liegt,d.h. \ f(i; j) ; b (i)g = 0,mittel, wenn der Winkel \ f(i; j) ; b (i)g � �2 ,klein, wenn der Winkel \ f(i; j) ; b (i)g > �2 ,Null, wenn i und j ni
ht dur
h eine Kante der Triangulierung verbunden sind.Dabei sind i; j Knoten der Triangulierung, und b(i) bezei
hnet den vom Knoten i ausge-henden Str�omungsvektor.Mit Hilfe dieser �Uberlegungen sieht man sehr deutli
h, da� dur
h eine Numerierung derGitterpunkte in Flu�ri
htung die betragsm�a�ig gro�en Eintr�age des Konvektionsanteilsder Stei�gkeitsmatrix Dreie
ksmatrixgestalt annehmen. F�ur eine derart vorkonditionierteMatrix l�a�t si
h aber z.B. ein einfa
hes Gau�{Seidel{Verfahren als L�oser einsetzen, vondem man sehr gute numeris
he Resultate erwarten kann (siehe dazu au
h Kap. 3, S. 31).Dem grundlegenden Vorteil der Maximumnormstabilit�at derartiger Verfahren steht aller-dings als gravierender Na
hteil gegen�uber, da� die Verfahren ni
ht vom residualen Typsind, d.h. f�ur L�osungen u des RWP (1.3) gilt ni
ht~ah(u; v) = f(v); 8v 2 Vh;



16 Konvektions{Di�usions{Reaktions{Problemewobei ~ah(�; �) die abge�anderte Bilinearform ist. Es gilt ledigli
hlimh!0~ah(u; v) = a(u; v):Ein typis
hes Konvergenzresultat ist H.{G. Roos, M. Stynes & L. Tobiska [RST96℄(Thm. 3.20)p" ju� uhjH1(
) +p� ku� uhkL2(
) � Chp" �kukW 2;2(
) + kfkW 1;p(
)� :Abhilfe s
ha�en hier stabilisierte Galerkin{Verfahren vom residualen Typ.1.6.2. SUPG-StabilisierungMit Hilfe einer verbesserten Upwind-Te
hnik (SUPG-Stabilisierung) wird stabilereL�osbarkeit des Glei
hungssystems gesi
hert. Da die so erhaltene Matrix keine M-Matrix ist,k�onnen in inneren und parabolis
hen Grenzs
hi
hten no
h kleine Oszillationen senkre
htzum Konvektionsfeld~b auftreten. Um diese zu beseitigen, wird eine Sho
k-Capturing Te
h-nik na
h R. Codina [CS99℄ verwendet, die Thema des folgenden Abs
hnittes 1.6.3 (S. 17)sein soll. Es sei jedo
h betont, da� trotz SUPG- und Sho
k{Capturing{Stabilisierung dieentstehende Matrix nur "approximativ\ eine M-Matrix ist.Die Idee der SUPG-Stabilisierung ist es, in Berei
hen gro�er Pe
let{Zahlen (Pe > 1)k�unstli
he Di�usivit�at in Ri
htung des Konvektionsfeldes zu addieren.Insgesamt erh�alt man die stabilisierte Bi- bzw. LinearformaSG(u; v) := a(u; v) + aS(u; v);fSG(v) := f(v) + fS(v);wobei die SUPG-Stabilisierungsterme gegeben sind dur
haS(u; v) := XT2Th ÆT ��r � ("ru) +~b � ru+ 
u;~b � rv�T ;fS(v) := XT2Th ÆT �f;~b � rv�T :Dur
h die Wahl ÆT := hT2 jbjT;1 min (1; P eT ) ;wobei PeT = hT j~bjT" die lokale Pe
let{Zahl bezei
hnet, kann die SUPG-Stabilisierung lokalgesteuert werden, d.h. nur auf Elementen mit PeT > 1 wird wesentli
h k�unstli
he Di�u-sivit�at addiert. Dann lautet die SUPG-stabilisierte diskrete Formulierung des elliptis
henRandwertproblems 1.4(Finde u 2 Vh � V � H10 (
); so da�aSG(u; v) = fSG(v) f�ur alle v 2 Vh gilt: (1.16)



1.6 Stabilisierung 17Bemerkung 1.9 F�ur die eindeutige und stabile L�osbarkeit des stabilisierten Problemssei verwiesen auf H.{G. Roos, M. Stynes & L. Tobiska [RST96℄ (S. 231).1.6.3. Dis
ontinuity CapturingUm kleinere Oszillationen senkre
ht zum Str�omungsfeld zu beseitigen, ist es hilfrei
h eineSho
k{Capturing{Te
hnik zu verwenden. Im folgenden wird ein Vors
hlag von R. Codina[CS99℄ vorgestellt.Die Idee ist es, k�unstli
he Viskosit�at senkre
ht zum Konvektionsfeld zu addieren. DieGr�o�e der zus�atzli
hen Viskosit�at betr�agt"d
 := 12�
h jR(u)jTjrujT :Dabei wird der Parameter �
 elementweise bere
hnet na
h�
 := max8<:0; Cd
 � 2"���~b����T h9=; mit~b� := 1jruj2T �~b � ru+ 
u� f�ru:Aufgrund numeris
her Experimente s
hl�agt R. Codina f�ur lineare Elemente die KonstanteCd
 = 0:7 vor [CS99℄.Die Sho
k{Capturing{Methode besteht nun in der Addition des zus�atzli
hen TermsXT2Th["d
 (ru;rv)T + ("sl � "d
) 1���~b���2T �~b � ru;~b � rv�T ℄ mit"sl := max f0; "d
 � "supgg ; wobei"supg := ÆT���~b���2T ist:Nun soll die Wirkung dieses S
hemas kurz erl�autert werden. Im Falle "d
 < "supg ist"sl = 0. Dann wird isotrop k�unstli
he Di�usivit�at der St�arke "d
 addiert. Ferner wirdin Str�omungsri
htung k�unstli
he Di�usivit�at der St�arke "d
 subtrahiert. Damit soll eine�Uberd�ampfung in Str�omungsri
htung vermieden werden. Die Gesamtwirkung von SUPG-und SC-Stabilisierung besteht darin, da� in Str�omungsri
htung k�unstli
he Di�usivit�at derSt�arke "supg und in Crosswind-Ri
htung Di�usivit�at der St�arke "d
 addiert wird.Im Falle "d
 > "supg ist "sl > 0. Dann wird isotrop k�unstli
he Di�usivit�at der St�arke"d
 addiert und glei
hzeitig in Str�omungsri
htung k�unstli
he Di�usivit�at der St�arke "supg,das ist gerade die Wirkung der SUPG-Stabilisierung, subtrahiert. Au
h damit soll eine�Uberd�ampfung in Str�omungsri
htung vermieden werden. Als Gesamtwirkung von SUPG-und SC-Stabilisierung wird dann sowohl in Str�omungsri
htung als au
h in Crosswind-Ri
htung Di�usivit�at der St�arke "d
 addiert. Vgl. T. Knopp [Kno99℄ (Kap. 4.3, S. 72).



18 Konvektions{Di�usions{Reaktions{ProblemeMit der zus�atzli
h eingef�uhrten FormaDC(u; v) := XT2Th["d
(ru;rv)T + ("sl � "d
) 1���~b���2T (~b � ru;~b � rv)T ℄lautet die Sho
k{Capturing{ und SUPG{stabilisierte diskrete Formulierung des ellipti-s
hen Randwertproblems (1.4)( Finde u 2 Vh � V � H10 (
); so da�aSG(u; v) + aDC(u; v) = fSG(v) f�ur alle v 2 Vh gilt: (1.17)F�ur eine mathematis
he Analyse dieser Sho
k{Capturing{Te
hnik sei verwiesen aufT. Knopp, G. Lube und G. Rapin [KLR℄.



2. Einf�uhrung in die GraphentheorieIn diesem Kapitel wird eine kurze Einf�uhrung in die Notation der Graphentheorie ge-geben. Der S
hwerpunkt liegt dabei auf den f�ur diese Arbeit erforderli
hen De�nitionenund Algorithmen zum Dur
hnumerieren von zyklis
hen und azyklis
hen Graphen. Dieverwendeten Standardalgorithmen wie Tiefensu
hen und Tarjan{Algorithmus zum Auf-�nden starker Zusammenhangskomponenten werden am Ende des Kapitels erl�autert. Dervon W. Ha
kbus
h entwi
kelte Algorithmus zur Numerierung azyklis
her Graphen solldagegen Thema des n�a
hsten Kapitels sein.2.1. GrundlagenDe�nition 2.1 (Endli
he geri
htete Graphen) Sei V eine endli
he Menge undE � V � V eine Menge von geordneten Paaren (u; v) 2 V � V . Dann hei�t G = fV;Egein (endli
her) geri
hteter Graph oder au
h (endli
her) Digraph (f�ur dire
ted graph). DieElemente von V bezei
hnet man als Knoten (engl. Vertex oder Verti
es) und die Paare(u; v) 2 E als Kanten (engl. Edge oder Edges) des Graphen G.Bemerkung 2.1 (ungeri
htete Graphen) Existiert keine Ordnung der Paare(u; v) 2 V � V , so spri
ht man von einem ungeri
hteten Graphen.F�ur die im weiteren vorgestellten Verfahren werden auss
hlie�li
h endli
he geri
htete Gra-phen betra
htet.Zur graphis
hen Darstellung eines geri
hteten Graphen G = fV;Eg fa�t man seine Knotenals Punkte einer Ebene bzw. des Raumes auf und verbindet f�ur jede der Kanten (u; v) 2 Edie entspre
henden Knoten u und v dur
h einen in Ri
htung v zeigenden Pfeil.Die Graphen, die aus der Stei�gkeitsmatrix generiert werden, lassen si
h bereits insoferneins
hr�anken, als da� sie weder Kanten von einem Knoten auf si
h selbst enthalten wer-den, sogenannte S
hlingen oder self-loops f(2; 2)g, no
h Mehrfa
hkanten f(4; 5); (5; 4)g.Allerdings k�onnen isolierte Knoten f7g auftreten (siehe Abb. 2.1, S. 20).Geri
htete Graphen k�onnen unter anderem zur Darstellung von Abh�angigkeiten genutztwerden. Beein
u�t z.B. eine Operation u eine Operation v, so wird dies dur
h eine von una
h v geri
htete Kante im Graphen symbolisiert. D.h. jede Kante (u; v) 2 E l�a�t si
h sointerpretieren, da� v erst na
h u abgearbeitet werden darf. Voraussetzung f�ur eine sol
heInterpretation ist, da� der vorliegende Graph keine sogenannten Zyklen enth�alt.De�nition 2.2 (Wege und Zyklen in geri
hteten Graphen) SeiG = fV;Eg ein ge-ri
hteter Graph.(i) Ein Knoten v 2 V hei�t Na
hfolger eines Knotens u 2 V , wenn (u; v) 2 E gilt. Indiesem Fall hei�t u Vorg�anger von v.
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Abbildung 2.1.: Beispielgraph(ii) Ein Weg in G ist eine endli
he Folge P = (u0; : : : ; un) von Knoten u0; : : : ; un 2 V ,wobei uk Na
hfolger von uk�1 f�ur 1 � k � n ist. In diesem Fall bezei
hnet manu0 und un als Anfangs- bzw. Endknoten von P und sagt, u0 wird dur
h P mit unverbunden. P hei�t Weg von u0 na
h un.(iii) Ein Weg P in G, dessen Anfangs- und Endknoten �ubereinstimmen, hei�t Zyklus inG.(iv) Existieren in G keinerlei Zyklen, so hei�t G azyklis
h oder zyklusfrei.Die im Beispielgraph (siehe Abb. 2.1, S. 20) auftretenden Zyklen sind z.B.:f(2; 2); (1; 2; 4; 1); (1; 2; 2; 4; 1)g .Bemerkung 2.2 Jeder Knoten kann einen oder mehrere Na
hfolger bzw. Vorg�anger be-sitzen. Jeder Knoten u in einem Zyklus P hat mindestens einen Vorg�anger und mindestenseinen Na
hfolger.De�nition 2.3 (Minimaler Zyklus) Ist P = (u0; : : : ; un) ein Zyklus in G = fV;Eg,so hei�t dieser minimal genau dann, wenn die ui, i = 1; : : : ; n paarweise voneinandervers
hieden sind, d.h. es gibt keine e
hte Teilmenge von P , die selbst wieder ein Zyklusist.Wie bereits erw�ahnt, ist f�ur geri
htete, azyklis
he Graphen eine sequentielle Abarbeitungder einzelnen Knoten m�ogli
h. Das bedeutet, da� si
h in diesem Fall f�ur dieN Knoten einesGraphen G = fV;Eg eine eineindeutige Zuordnung zu der Indexmenge I = f1; : : : ; Ng�nden l�a�t.



2.1 Grundlagen 21Lemma 2.1 (Numerierung azyklis
her, geri
hteter Graphen)Sei G = fV;Eg ein azyklis
her, geri
hteter Graph mit N Knoten. Dann k�onnen die Knotenvon G so in einer Reihenfolge u1; u2; : : : ; uN angeordnet werden, da� 8(ui; uj) 2 E gilt:i < j.Bemerkung 2.3 (zur Umkehrung des Lemmas) Die Umkehrung dieses Lemmas giltebenfalls, d.h. G ist genau dann azyklis
h, wenn eine sol
he Numerierung existiert.Dies bedeutet, da� die Nummer jedes Knotens gr�o�er ist als die Nummern aller seinerVorg�anger und kleiner als die Nummern aller seiner Na
hfolger. Ist eine Numerierunggem�a� des Lemmas gegeben, so sagt man au
h, G ist in Ri
htung seiner Kanten numeriert.Die in dieser Arbeit betra
hteten Konvektionsgraphen werden wegen der auftretendenWirbel in der Regel ni
ht azyklis
h sein.Deshalb mu� man si
h f�ur den zyklis
hen Fall eine neue Strategie �uberlegen und f�uhrtdarum folgende Relation ein:Die Existenz eines Weges P von u0 na
h un l�a�t si
h in ungeri
hteten Graphen als�Aquivalenzrelation au�assen, dagegen entf�allt f�ur geri
htete Graphen die Symmetrieei-gens
haft. D.h. sei G = fV;Eg ein geri
hteter Graph mit u; v 2 V . Dann gilt: u � v bzgl.G, 9P = (u; : : : ; v) mit P � V .In geri
hteten Graphen ist diese Relation ni
ht symmetris
h, d.h aus der Existenz einesWeges P = (u; : : : ; v) folgt ni
ht notwendigerweise die Existenz eines WegesP 0 = (v; : : : ; u). Allerdings gilt:Sei P � V ein minimaler Zyklus in G = fV;Eg. F�ur alle u; v 2 P gilt u � v und v � umit P1 = (u; : : : ; v) und P2 = (v; : : : ; u) sowie P1 [ P2 = P .De�nition 2.4 (starke Zusammenhangskomponenten) Sei G = fV;Eg ein geri
h-teter Graph. Eine starke Zusammenhangskomponente (Zshk) von G ist eine ni
htleereTeilmenge C � V , derart, da� f�ur je zwei Knoten u; v 2 C mit u 6= v ein Weg P1 vonu na
h v und ein Weg P2 von v na
h u existiert, die auss
hlie�li
h aus Knoten in C be-stehen, d.h. u � v und v � u. Eine Zusammenhangskomponente C � V hei�t maximal,wenn na
h Hinzuf�ugen eines beliebigen Knotens u 2 V n C die Menge C [ fug keineZusammenhangskomponente mehr ist.In dem Beispielgraphen (siehe Abb. 2.1, S. 20) existieren folgende starken Zusammen-hangskomponenten: f(1; 2; 4; 5); (3); (6); (7)g. Man bea
hte, da� es si
h bei f(3,6)g ni
htum eine starke Zusammenhangskomponente handelt, sondern ledigli
h um eine sogenanntes
hwa
he Zusammenhangskomponente.Bemerkung 2.4 (s
hwa
he Zusammenhangskomponente) Bei s
hwa
hen Zusam-menhangskomponenten gilt nur eine der Relationen u � v, v � u. In unserem Fall sindnur starke Zusammenhangskomponenten von Interesse.Wie man lei
ht sieht, m�ussen die maximalen (starken) Zusammenhangskomponenten dis-junkt sein. Es gilt:Satz 2.1 (Eindeutige Zerlegung in maximale Zshk)Jeder geri
htete Graph G = fV;Eg kann auf eindeutige Weise in maximale Zusammen-



22 Einf�uhrung in die Graphentheoriehangskomponenten zerlegt werden, d.h. es existiert eine bis auf die Numerierung der Kom-ponenten eindeutige Zerlegung der FormV = C1 [ C2 [ : : : [ CM ; M � 1;wobei C1; C2; : : : ; CM maximale und daher paarweise disjunkte Zusammenhangskompo-nenten von G sind.Lemma 2.2 (Maximale Zshk azyklis
her Graphen)Die maximalen Zusammenhangskomponenten eines azyklis
hen Graphen G bestehen ausjeweils einem einzigen Knoten. Umgekehrt gilt: Ein Graph G, der keine Zyklen der FormP = (u; u) enth�alt und dessen maximale Zusammenhangskomponenten aus jeweils einemKnoten bestehen, ist azyklis
h.

Abbildung 2.2.: Beispielgraph vor der Zerlegung in max. Zshk.Sei P = (u1; : : : ; uk) ein Zyklus in G = fV;Eg. Dann lassen si
h diese k Knoten zu einerGruppe zusammenfassen, die ihrerseits einfa
h als ein weiterer Knoten uP 2 G betra
htetwird. Die Kanten zwis
hen Knoten aus P werden aus dem Graphen herausgenommen undalle Kanten von Knoten aus V n P zu Knoten aus P werden nun mit uP verbunden. Manzieht sozusagen den Zyklus P auf einen einzigen Knoten zusammen. Dieser neue KnotenuP kann seinerseits dur
haus wieder Teil eines Zyklus sein, den man eventuell in einemweiteren S
hritt ebenfalls zusammenziehen k�onnte. Verf�ahrt man so fort, erh�alt man na
hendli
h vielen S
hritten einen sogenannten Metagraphen G0, der azyklis
h ist.Wie man sieht, bestehen die weiter oben de�nierten maximalen Zusammenhangskompo-nenten entweder aus einem einzigen Knoten (einfa
he Zusammenhangskomponente) oderaber aus einem oder mehreren Zyklen. D.h. alle Elemente einer maximalen Zusammen-hangskomponente sind Teil eines oder mehrerer Zyklen, wobei s�amtli
he Knoten des je-
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Abbildung 2.3.: Zerlegung des Graphen aus Abb. 2.2 in max. Zshk.weiligen Zyklus oder der jeweiligen Zyklen ebenfalls in dieser maximalen Zusammenhangs-komponente liegen. Damit l�a�t si
h die oben eingef�uhrte Strategie des Zusammenziehensvon Zyklen verallgemeinern, indem man ledigli
h die Zusammenhangskomponenten zu ei-nem Knoten zusammenzieht. Dieser dadur
h entstehende Knoten kann ni
ht wieder Teileiner Zusamenhangskomponente sein, da sonst die urspr�ungli
he Zusammenhangskompo-nente ni
ht maximal gewesen w�are, d.h. man w�are bei dieser Stratgie bereits na
h einemDur
hlauf fertig. Der dabei entstehende Metagraph G l�a�t si
h also wie folgt de�nieren:De�nition 2.5 (Metagraph) Sei G = fV;Eg ein geri
hteter Graph. Die Menge dermaximalen Zusammenhangskomponenten von G bezei
hnet man mit V 0 und de�niertE0 � V 0 � V 0 dur
hE0 = f(C1; C2) 2 V 0 � V 0 j C1 6= C2; es existieren u 2 C1; v 2 C2 mit (u; v) 2 E:	Den geri
hteten Graphen G0 = fV 0; E0g nennt man den Metagraphen von G.Lemma 2.3 (Zyklusfreiheit des Metagraphen)Der Metagraph G0 eines geri
hteten Graphen G is azyklis
h.2.2. Darstellung von GraphenF�ur die konkrete Dur
hf�uhrung von Algorithmen auf Graphen ist eine geeignete Daten-struktur w�uns
henswert. Neben Kantenlisten, Inzidenz- und Adjazenzlisten sind f�ur dieim weiteren zu betra
htenden Algorithmen vor allem die sogenannten Adjazenzmatrizenzur internen Darstellung des Graphen wi
htig.



24 Einf�uhrung in die Graphentheorie

Abbildung 2.4.: Der zu Abb. 2.2 korrespondierende MetagraphDe�nition 2.6 (Adjazenzmatrix) Sei G = fV;Eg ein Graph mit jV j = n und A eine(n� n)-Matrix mit Eintr�agen wie folgt:auv := � 1 falls (u; v) 2 E;0 sonst:Dann hei�t A die zu G zugeh�orige Adjazenzmatrix.Statt der 1-Eintr�age in der Matrix lie�e si
h au
h eine Gewi
htung der einzelnen Kantendes Graphen G de�nieren.De�nition 2.7 (Adjazenzmatrizen f�ur gewi
htete Graphen) Sei G = fV;Eg einGraph mit Kantengewi
htung ! : E ! IR, dann hat die zugeh�orige AdjazenzmatrixA = (auv)u2f1;::: ;jV jg;v2f1;::: ;jV jg folgende Gestalt:auv := � !(u; v) falls (u; v) 2 E;0 sonst:Hat man nun den umgekehrten Fall vorliegen, da� aus einer bereits vorhandenen MatrixA der entspre
hende Graph konstruiert werden soll, mu� dazu ein geeignetes Kriteriumentwi
kelt werden. Dieses wird eine wi
htige Rolle f�ur die EÆzienz der zu entwi
kelndenVerfahren spielen. In Kapitel 3.2 (S. 32) soll detaillierter auf m�ogli
he Kriterien eingegan-gen werden.



2.3 Graphenalgorithmen 252.3. Graphenalgorithmen2.3.1. Tiefensu
heDur
hsu
hen, dur
hnumerieren oder dur
hmustern ist Grundlage zahlrei
her Graphenal-gorithmen. Zwei Standard-Su
hstrategien dabei sind die Breiten- und die Tiefensu
he(Breadth First Sear
h und Depth First Sear
h). BFS dur
hsu
ht den GraphenG = fV;Eg "der Breite na
h\: je weiter die Punkte vom Ausgangspunkt s entfernt sind,desto sp�ater werden sie betra
htet. Der Graph wird sozusagen wellenf�ormig du
hsu
ht.DFS su
ht dagegen so tief wie m�ogli
h in den Graphen hinein: Wenn man von einemgerade errei
hten Punkt zu einem no
h ni
ht markierten Punkt w gelangt, su
ht man so-fort von w aus weiter. So wird also vom Ausgangspunkt s zun�a
hst ein maximaler Wegkonstruiert.Beide Algorithmen ben�otigen f�ur die Dur
hnumerierung eines Graphen G = fV;Eg einenZeitaufwand von O(jEj). In der Regeln werden wir es allerdings mit d�unn besetzten Gra-phen zu tun haben, d.h. es gilt jEj = �(jV j), und deshalb gilt in diesem FallO(jEj) � O(jV j).Wie si
h herausgestellt hat, eignet si
h f�ur unsere Zwe
ke die Tiefensu
he eher als dieBreitensu
he, da bei letzterer ein zus�atzli
hes Numerieren der Wellenfronten erforderli
hwird, vgl. P. Bastian & G. Wittum [BW94℄ bzw. J. Bey & G. Wittum [BW95℄.Gegeben sei ein Graph G = fV;Eg und gesu
ht ist eine Numerierung der Knoten desGraphen G.Algorithmus: DFS(1) N  0(2) for ea
h vertex v 2 V do(3) nr(v) 0(4) pnr(v) 0(5) for ea
h prede
essor u from v do(6) pnr(v) pnr(v) + 1(7) od(8) od(9) for ea
h vertex v 2 V do(10) if (nr(v) = 0 and pnr(v) = 0) then(11) DFS � V isit(v)(12) �(13) odDur
h nr werden die Knoten des Graphen G in derjenigen Reihenfolge numeriert, inder sie das erste Mal errei
ht wurden. Na
h der Initialisierung gibt pnr(v) die Anzahl derVorg�anger eines Knotens v 2 V an, w�ahrend des eigentli
hen Su
hprozesses enth�alt pnr(v)die Anzahl der no
h ni
ht besu
hten Vorg�anger von v. Anhand der Bedingung nr(v) =0 l�a�t si
h feststellen, ob der jeweilige Knoten s
hon besu
ht wurde. Falls ein Knotenno
h ni
ht besu
ht wurde und au
h keine Vorg�anger besitzt, wird f�ur ihn die rekursive



26 Einf�uhrung in die GraphentheorieNumerierungsfunktion DFS � V isit aufgerufen, die die eigentli
he Numerierung (mittelsdes globalen Z�ahlers N) vornimmt und gegebenenfalls wiederum si
h selbst aufruft, fallsno
h ni
ht numerierte Na
hfolger von v existieren.Algorithmus: DFS � V isit(1) N  N + 1(2) nr(v) N(3) for ea
h su

essor w from v do(4) pnr(w) pnr(w)� 1;(5) if (pnr(w) = 0) then(6) DFS � V isit(w)(7) �(8) odSatz 2.2 (Korrekheit von DFS)Der Algorithmus DFS erzeugt f�ur jeden azyklis
hen, geri
hteten Graphen G eine Numerie-rung in Ri
htung seiner Kanten. Dabei wird jede Kante aus G genau einmal dur
hlaufen,und somit hat DFS die Komplexit�at O(jV j+ jEj).Beweis. Vgl. J. Bey [Bey98℄ (Beweis zu Lemma 5.3.13, S. 298f).Es ist zu zeigen, da� folgende Bedingungen erf�ullt sind:(i) 1 � nr(v) � N ,(ii) nr(v) 6= nr(u) f�ur v 6= u und v; u 2 V ,(iii) nr(v) < nr(u) f�ur alle Kanten (v; u) 2 E.Zun�a
hst zeigt man, da� jeder Knoten v 2 V h�o
hstens einmal numeriert wird. Dies siehtman lei
ht, indem man si
h f�ur die beiden F�alle, da� entweder v keine Vorg�anger odermindestens einen Vorg�anger hat, �uberlegt, da� v ni
ht zweimal numeriert werden kann.Weiter ist zu zeigen, da� jeder Knoten v 2 V mindestens einmal numeriert wird. Diesges
hieht dur
h einen Widerspru
hsbeweis, indem man annimmt, es g�abe einen Knotenv0 2 V , der ni
ht numeriert w�urde. Dies ist aber ni
ht m�ogli
h, da G laut Voraussetzungzyklusfrei sein sollte.Insgesamt ist damit (i) und (ii) gezeigt, da f�ur die N Knoten des Graphen jeweils genaueine der Nummern 1 bis N vergeben wird.Es fehlt der Na
hweis, da� G dur
h DFS in Ri
htung seiner Kanten numeriert wird.Dies ist aber klar, da der aktuell bearbeitete Knoten immer gerade die h�o
hste bisher zuvergebende Nummer bekommt und damit die Nummern seiner Vorg�anger s�amtli
h kleinersind. Damit ist au
h (iii) gezeigt.Da pro Aufruf der Funktion DFS � V isit genau eine Nummer vergeben wird, wird alsoDFS�V isit genau N -mal aufgerufen, was einer Komplexit�at O(jV j) entspri
ht. Fa�t mans�amtli
he S
hleifen �uber die Na
hfolger der einzelnen Knoten in DFS� V isit zusammen,so ergibt das zus�atzli
h no
h den Aufwand O(jEj), also insgesamt O(jV j+ jEj). 2



2.3 Graphenalgorithmen 27Bemerkung 2.5 Da wir es in der Regel mit d�unn besetzten Graphen zu tun haben wer-den, hat somit DFS ebenfalls Komplexit�at O(jV j), d.h. bezogen auf unser Diskretisie-rungsproblem ist der Zeitaufwand von DFS linear in der Anzahl der Unbekannten.2.3.2. Bestimmung der starken ZusammenhangskomponentenIm folgenden soll nun ein Algorithmus zur Bestimmung und Numerierung der maxima-len Zusammenhangskomponenten eines gegebenen Graphen G vorgestellt werden. J. Beynutzt diesen Algorithmus, um die Stei�gkeitsmatrix einer gegebenen Diskretisierung aufuntere Blo
kdreie
ksgestalt zu transformieren, wobei die Diagonalbl�o
ke gerade den star-ken Zusammenhangskomponenten entspre
hen, vgl. J. Bey [Bey98℄ (Kap.5.3.2, S. 296�).Der vorgestellte Algorithmus wurde 1972 von R. E. Tarjan [Tar72℄ entwi
kelt. Gegebensei ein Graph G = fV;Eg und gesu
ht sind seine maximalen starken Zusammenhangs-komponenten.Algorithmus: Tarjan(1) M  0(2) N  0(3) sta
k  NIL(4) for ea
h vertex v 2 V do(5) nr(v) 0(6) od(7) for ea
h vertex v 2 V do(8) if (nr(v) = 0) then(9) StrongComp(v)(10) �(11) odAnalog zum DFS Algorithmus werden in der Basisroutine des Tarjan{Algorithmus al-le ben�otigten Variablen initialisiert. Zus�atzli
h wird ein Sta
k sta
k ben�otigt sowie einglobaler Z�ahler M f�ur die Zusammenhangskomponenten. F�ur jeden no
h ni
ht besu
htenKnoten v (d.h. nr(v) = 0) wird nun die rekursive Su
hfunktion StrongComp(v) aufgeru-fen:Algorithmus: StrongComp(v)(1) N  N + 1(2) nr(v) N(3) low nr(v) nr(v)(4) put v on the sta
k(5) for ea
h su

essor w from v do(6) if (nr(w) = 0) then(7) StrongComp(w)



28 Einf�uhrung in die Graphentheorie(8) low nr(v) minflow nr(v); low nr(w)g(9) else if (nr(w) < nr(v)) and (w 2 Sta
k) then(10) low(v) minflow nr(v); low nr(w)g(11) �(12) od(13) if (low nr(v) = nr(v)) then(14) M  M + 1(15) CM  NIL(16) repeat(17) get w from sta
k(18) CM  CM [ fwg(19) until (w = v)(20) �Diese Unterroutine des Tarjan{Algorithmus hat folgende Aufgabe:Analog zu DFS�V isit wird dem �ubergebenen Knoten v die n�a
hste freie KnotennummerN zugewiesen f(1),(2)g. Zus�atzli
h wird in dem Array low nr der Eintrag f�ur den Knotenv mit nr(v) initialisiert f(3)g. Die Bedeutung dieses Arrays soll im weiteren verdeutli
htwerden. Abs
hlie�end wird der Knoten v auf dem Sta
k sta
k abgelegt f(4)g.In der S
hleife f(5), : : : ,(12)g wird f�ur jeden der no
h ni
ht numerierten Na
hfolger desKnotens v gegebenenfalls wiederum StrongComp aufgerufen f(7)g, d.h. der Algorithmusarbeitet analog zur Tiefensu
he alle von v aus errei
hbaren Knoten ab. Ist dabei der Wertlow nr des aktuellen Knotens v gr�o�er als der Wert low nr seines Na
hfolgers w, so wirdlow nr(v) entspre
hend ge�andert f(8)g. Diese Anpassung erfolgt au
h, falls ein Na
hfolgervon v s
hon besu
ht wurde und no
h auf dem Sta
k liegt.W�ahrend des Su
hprozesses enth�alt low nr(v) den kleinsten low nr-Wert aller zur maxi-malen Zusammenhangskomponente von v geh�origen Knoten, die bereits besu
ht wurden.Ist also v der zuerst besu
hte Knoten der maximalen Zusammenhangskomponente, sozu-sagen der Einstiegsknoten w�ahrend des Su
hprozesses, so erfolgt der Ausstieg wiederum�uber v, da v sonst ni
ht der erste besu
hte Knoten der Komponente gewesen w�are. Damitist das Kriterium (low nr(v) = nr(v)) f(13)g erf�ullt. Alle Knoten derselben Komponenteliegen no
h oberhalb von v im Sta
k, da nur sie na
h v besu
ht wurden und die Knotenvon na
hfolgenden Zusammenhangskomponenten bereits vom Sta
k genommen wurden.Deshalb liefern die S
hritte f(13), : : : ,(20)g alle Knoten der maximalen Zusammenhangs-komponente. Insgesamt gilt also der Satz 2.3.Satz 2.3 (Korrektheit des Tarjan{Algorithmus)F�ur beliebige geri
htete Graphen G = fV;Eg stimmen die vom Tarjan{Algorithmus gefun-den Knotenmengen C1; : : : ; CM gerade mit den maximalen Zusammenhangskomponentenvon G �uberein. Der Algorithmus hat Komplexit�at 0(jV j) f�ur d�unn besetzte Graphen.Beweis: Vgl. D. Jungni
kel [Jun94℄ (Beweis zu Satz 11.5.6, S. 428f). �Bemerkung 2.6 Die Bere
hnung des Zeitaufwands ist die glei
he wie f�ur DFS, da dieGrundstruktur des Algorithmus analog ist. Der Aufwand zur Bearbeitung des Sta
ks ist



2.3 Graphenalgorithmen 290(jV j), da jeder Knoten genau einmal abgelegt und somit au
h genau einmal herunterge-nommen wird.Da bei diesem Algorithmus analog zur Tiefensu
he zun�a
hst so tief wie m�ogli
h in denGraphen hineingesu
ht wird, um si
h dann vom tiefsten Punkt wieder rekursiv na
h obenzu arbeiten, wird die erste gefundene maximale Zusammenhangskomponente am weite-sten vom Startknoten der Su
he entfernt liegen, die n�a
hste gefundene Komponente amzweitweitesten usw. Dabei ist diese Entfernung in Ri
htung der Kanten gemessen, d.h. dieZusammenhangskomponenten werden in umgekehrter Reihenfolge dur
hnumeriert. Zwi-s
hen zwei maximalen Zusammenhangskomponenten Ck und Cl kann eine Verbindungnur in einer Ri
htung bestehen, da sonst Ck [Cl eine starke Zusammenhangskomponentew�are und somit Ck und Cl ni
ht maximal waren. Liegt Ck weiter vom Startknoten entferntals Cl, so kann es nur eine Verbindung von Cl na
h Ck geben, da Ck von Cl aus besu
htwurde.Dreht man die vom Tarjan{Algorithmus erzeugte Numerierung um, so erh�alt man eineNumerierung der maximalen starken Zusammenhangskomponenten von G in Ri
htungder Kanten von G. Der dazu notwendige Algorithmus sieht wie folgt aus:Algorithmus: Tarjan2(1) M  0(2) N  0(3) sta
k  NIL(4) for ea
h vertex v 2 V do(5) nr(v) 0(6) od(7) for ea
h vertex v 2 V do(8) if (nr(v) = 0) then(9) StrongComp(v)(10) �(11) od(12) N  0(13) for i 1; : : : ;M do(14) C 0k  CM+1�k(15) for ea
h vertex v from C 0k do(16) N  N + 1(17) nr(v) N(18) od(19) odDie Zeilen (12), : : : ,(19) liefern eine entspre
hende Numerierung der Zusammenhangs-komponenten und zus�atzli
h eine Numerierung der einzelnen Knoten. Allerdings gibt dieKnotennumerierung nur die Reihenfolge wieder, mit der Knoten gem�a� der Tiefensu
heim Tarjan{Algorithmus abgearbeitet wurden.





3. Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)3.1. Allgemeine Bemerkungen
Es sollen nun vers
hiedene Strategien vorgestellt werden, um die Unbekannten eines el-liptis
hen Randwertproblems in Flu�ri
htung zu numerieren. Um dabei Algorithmen ausder Graphentheorie anwenden zu k�onnen, ist es zun�a
hst erforderli
h, mittels eines geeig-neten Kriteriums einen sogenannten Konvektionsgraphen zu erzeugen, der den Flu� desMediums in geeigneter Art und Weise auf dem diskreten Level repr�asentiert. Siehe hierzuau
hW. Ha
kbus
h [Ha
95℄ oder S. Le Borne [GP97℄. Die E
kpunkte dieses Graphenkorrespondieren dabei mit den E
kpunkten der Triangulierung Th. Hierbei wird zwis
henazyklis
hem und zyklis
hem Konvektionsgraphen unters
hieden. Ziel der Numerierungenist es, die aus der Diskretisierung des entspre
henden Randwertproblems hervorgegange-ne Stei�gkeitsmatrix approximativ in eine untere Dreie
ksform umzuwandeln und so eineVorkonditionierung des Problems zu errei
hen. Dadur
h lassen si
h mit einfa
hen L�osern,wie z.B. dem Gau�{Seidel{Verfahren, sehr gute numeris
he Resultate erzielen.F�ur die Numerierung des Konvektionsgraphen im einfa
heren Fall ohne Zyklen ben�otigtman daf�ur ledigli
h Standardalgorithmen aus der Graphentheorie, wie z.B. die Tiefensu
he.Diese ist mit einem Aufwand 0(n) sehr eÆzient.Im Falle auftretender Zyklen hat man zwei Verfahren zur Verf�ugung. Zum einen lassensi
h mittels des Tarjan-Algorithmus die Zyklen zu Bl�o
ken zusammenfassen, um so zuder gew�uns
hten unteren Blo
kdreie
ksgestalt zu gelangen, wobei dann das Blo
k{Gau�{Seidel{Verfahren als L�oser angewendet wird. Dieses Verfahren wurde 1998 von J. Bey[Bey98℄ vorgestellt.Eine andere M�ogli
hkeit besteht darin, die auftretenden Zyklen an minimal vielen Stellenaufzutrennen, was der Su
he na
h einem minimalen Feedba
k{Vertex{Set entspri
ht. Derzyklusfreie Anteil des Konvektionsgraphen entspri
ht dann einer unteren Blo
k-Dreie
ksmatrix in der Stei�gkeitsmatrix. Mit Hilfe einer S
hur-Komplement-Methodeerh�alt man au
h hier einen eÆzienten L�oser. Die Su
he na
h einem minimalen Feedba
k{Vertex{Set stellt dabei das eigentli
he Problem dar. Da es si
h hierbei um ein NP-vollst�andi-ges Problem handelt, l�a�t es si
h ledigli
h approximativ l�osen, vgl. M. R. Garey &D. S. Johnson [GJ79℄ (Problem GT 7, S. 191). Von W. Ha
kbus
h wurde 1995 einsol
her Approximationsalgorithmus vorgestellt [Ha
95℄. Sowohl das Verfahren von J. Beyals au
h jenes von W. Ha
kbus
h ben�otigen ledigli
h linearen Aufwand 0(n) bzgl. derProblemgr�o�e.F�ur das Numerieren in Flu�ri
htung wurde 1994 von P. Bastian & G. Wittum [BW94℄der Begri� "Downwind Numbering\ eingef�uhrt.



32 Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)3.2. KonvektionsgraphIn diesem Kapitel soll der Konvektionsgraph bes
hrieben werden. Er stellt die Verbindungzwis
hen der Theorie elliptis
her Randwertprobleme und der Graphentheorie her. Erstdadur
h wird der Einsatz graphentheoretis
her Mittel zur Vorkonditionierung von L�osernelliptis
her Randwertaufgaben m�ogli
h.Zun�a
hst mu� si
hergestellt werden, da� mittels eines geeigneten Auswahlkriteriums ausden Daten des RWP ein Graph generiert wird, der die zu betra
htende Problematikad�aquat wiederspiegelt.Mit zunehmender Konvektionsdominanz vers
hle
hter si
h die Konvergenz iterativer Ver-fahren zur L�osung des RWPs (1.3) bzw. (1.4). Man su
ht deshalb na
h einer geeignetenVorkonditionierung des diskretisierten Randwertproblems, um au
h im Falle dominan-ter Konvektion gute numeris
he Resultate zu errei
hen. Wie in Abs
hnitt 1.5 (S. 12) bzw.1.6.1 (S. 14) dargelegt, ist es f�ur diesen Fall sinnvoll, eine Numerierung der Unbekannten inKonvektionsri
htung zu ermitteln, da die diskretisierte Stei�gkeitsmatrix mit einer sol
henNumerierung nahezu untere Dreie
ksgestalt annimmt. F�ur eine derart vorkonditionierteMatrix liefern einfa
he L�oser wir Gau�{Seidel bzw. SOR gute numeris
he Resultate.Der zu generierende Konvektionsgraph soll also die Konvektion im Gebiet 
 in geeigneterArt und Weise wiederspiegeln, um dann mit Hilfe von Numerierungsalgorithmen der Gra-phentheorie eine Numerierung der Unbekannten bzw. Gitterpunkte der Triangulierung Thvon 
 in Flu�ri
htung zu ermitteln. In jedem Fall wird es si
h dabei um einen geri
htetenGraphen handeln.F�ur die verwendeten Numerierungsalgorithmen ist es absolut unerhebli
h, auf wel
he Weiseder Konvektionsgraph generiert wurde. F�ur die EÆzienz der dur
h die ermittelten Umnu-merierung errei
hten Vorkonditionierung gilt dies ni
ht. Mit anderen Worten, das verwen-dete Kriterium zur Bestimmung des Konvektionsgraphen spielt eine ents
heidene Rolle f�urdie EÆzienz des Verfahrens.Im folgenden sollen nun vers
hiedene Auswahlkriterien vorgestellt werden, wie sie in denArbeiten von J. Bey [Bey98℄ und S. Le Borne [GP97℄ verwendet wurden. Beide arbeitenbei der Diskretisierung der Randwertprobleme mit der in Abs
hnitt 1.6.1 vorgestelltenUpwind{Te
hnik zur Stabilisierung der L�osung. Alle Aussagen zu den Kriterien beziehensi
h deshalb auf diese Form der Stabilisierung.Sei A eine (n � n)-Matrix mit skalaren Eintr�agen, die aus der Diskretisierung einesKonvektions{Di�usions{Reaktions{Problems mittels Galerkin{FEM und Upwind{Stabilisierung hervorgeht. Identi�ziert man die n Spalten (bzw. Zeilen) der Matrix mitden n Knoten eines Graphen G (also jV j = n), dann erh�alt man mittelsE0 = f(u; v) 2 V � V : auv 6= 0gauf kanonis
he Weise einen zu A geh�orenden Graphen G = fV;E0g.F�ur die weiteren numeris
hen Verfahren sind aber nur diejenigen Matrixeintr�age in A inter-essant, die mit den dominanten Konvektionsanteilen AC der Diskretisierungkorrespondieren. Der Di�usionsanteil entspri
ht dem symmetris
hen Anteil AS von A,w�ahrend ein eventuell vorhandener Reaktionsanteil nur die Diagonale beein
usst. Deshalb



3.2 Konvektionsgraph 33l�a�t si
h folgendes Kriterium zur Auswahl der Kantenmenge von G vorstellen [GP97℄:E1 = f(u; v) 2 V � V : jaCuvj > �jaSuvjg:Dabei entspri
ht aCuv dem Konvektionsanteil von auv und aSuv dem symmetris
hen An-teil (Di�usion und Reaktion). Der Parameter � 2 [0; 1℄ kann unter Umst�anden von derGittergr�o�e abh�angen.Eine weitere M�ogli
hkeit ist es, f�ur jede Spalte nur den betragsm�a�ig gr�o�ten Wert zurErzeugung einer Kante zu betra
hten [GP97℄:E2 = f(u; v) 2 V � V : jaCuvj > �maxu2V fjaCuwj : jaCuwj > �jaSuwjgg:In den F�allen, in denen eine Aufteilung in den symmetris
hen und den Konvektionsanteilni
ht m�ogli
h ist, w�are au
h eines der folgenden Kriterien denkbar [GP97℄:E3 = f(u; v) 2 V � V : jauvj > �jauujg;E4 = f(u; v) 2 V � V : jauvj > �javujg:Beim verwendeten Upwind-Verfahren gilt f�ur den Konvektionsanteil aCuv < 0 genau dann,wenn die E
kpunkte u; v bzgl. der Triangulierung Th bena
hbart sind und u von v ausgesehen stromabw�arts liegt. Damit kann man au
h folgendes Kriterium anwenden [Bey98℄:E5 = f(u; v) 2 V � V : aCuv < 0g:Die EÆzienz der im weiteren vorgestellten Algorithmen wird ents
heidend von der Gr�o�eder Kantenmenge E abh�angen und damit au
h von � und � (in den F�allen E2, E3 undE4). Die Matrixeintr�age (auv)u2f1;::: ;jV jg;v2f1;::: ;jV jg h�angen von der Gittergr�o�e h, der zu-grundeliegenden Triangulierung und der Diskretisierung des Problems ab.S�amtli
he vorgestellte Kriterien beziehen si
h auf die Eintr�age in der Stei�gkeitsmatrix,d.h. f�ur die Generierung des Konvektionsgraphen mu� die Diskretisierung des RWPs s
honabges
hlossen sein. Die Stei�gkeitsmatrix mu� dann entspre
hend der ermittelten neuenNumerierung permutiert werden.Denkbar w�are es aber au
h, den Konvektionsgraphen s
hon zu einem fr�uheren Zeitpunktzu erstellen, und zwar vor der Dur
hf�uhrung der Diskretisierung. Zum Beispiel l�a�t si
hmit Hilfe des Gitters und des Str�omungsfeldes ~b ebenfalls ein Konvektionsgraph erstel-len. Der Vorteil w�are hierbei, da� die Permutation der Stei�gkeitsmatrix entf�allt, da dieDiskretisierung auf dem umnummerierten Gitter erfolgt. Der Na
hteil ist, da� f�ur jedenKnoten der Konvektionsanteil doppelt bere
hnet wird, zum einen bei der Erzeugung desGraphen und zum anderen bei der Diskretisierung.Im folgenden sollen Kriterien, die si
h auf die Eintr�age in der Stei�gkeitsmatrix beziehen,als algebrais
he Kriterien und jene, die si
h auf das Gitter beziehen, als geometris
heKriterien bezei
hnet werden.Betra
htet man also den Pat
h aus Abbildung 3.1. Dann gilt� = hb(1); (1; 2)i
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Abbildung 3.1.: Pat
hmit dem euklidis
hen Skalarprodukt h�; �i und man erh�alt folgende Kantenmenge im Gra-phen: E6 := f(u; v) 2 V � V : hb(u); (u; v)i = minfhb(u); (u;w)i : (u;w) 2 Egg:Im Fall E0 entspri
ht der entstehende Graph gerade den Gitterknoten und -kanten derTriangulierung, w�ahrend die Kantenmengen E1 bis E6 einen Graph erzeugen, der einerUntermenge dieses Gitters entspri
ht. In der vorliegenden Arbeit wurde mit der Kanten-menge E6 gere
hnet.Bemerkung 3.1 (Zum verwendeten Kriterium E6) Im Rahmen dieser Arbeit wur-de an einem gr�o�eren Softwarepaket mitgearbeitet, mit dem es w�ahrend dieser Arbeit no
hni
ht m�ogli
h war, eines der algebrais
hen Kriterien E0 bis E5 anzuwenden. Dazu abermehr in Kapitel 4 (S. 57).3.3. SOR{VerfahrenDer in dieser Arbeit verwendete L�oser ist das SOR{Verfahren (Su

essiveOverRelaxation). Es basiert auf dem Gau�{Seidel{Verfahren, wobei ein zus�atzli
her Fak-tor ! 2 IR eingef�uhrt wird, mit dem in jedem Iterationss
hritt die neu bere
hneten Kom-ponenten �uberrelaxiert, d.h. extrapoliert werden k�onnen.Sei A eine ni
htsingul�are n � n-Matrix, wie sie z.B. aus der Diskretisierung eines RWPsmittels Galerkin{FEM hervorgeht, vgl. Gl. (1.12) (S. 11) und Lemma 1.5 (S. 12). Gegebensei das lineare Glei
hungssystem Ax = b (3.1)mit f 2 IRn, vgl. Satz 1.2 (S. 11).Seien f�ur die KoeÆzientenmatrix A = (ai;j)1�i;j�n dur
hL := (aij)1�j<i�n ; D := (aii)1�i�n und U := (aij)1�i<j�ndie strikt untere Blo
kdreie
ksmatrix, die Blo
kdiagonalmatrix und die strikt obere Blo
k-dreie
ksmatrix von A de�niert, so da� also A = L+D + U .



3.3 SOR{Verfahren 35Damit l�a�t si
h das Gau�{Seidel{ oder au
h Einzels
hrittverfahren folgenderma�en ange-ben: x(k+1) := x(k) + (D + L)�1 �b�Ax(k)�() x(k+1) := � (D + L)�1 Ux(k) + (D + L)�1 b; (3.2)mit dem Iterationsindex k = 1; 2; : : : . Da A ni
htsingul�ar ist und somit aii 6= 0; 1 � i � n;angenommen werden kann, ist die Matrix (D + L) ebenfalls ni
htsingul�ar, d.h. (D + L)�1existiert.Beim SOR-Verfahren wird nun ein Faktor ! eingef�uhrt, �uber den si
h dur
h geeigneteWahl die Konvergenz des Verfahrens ents
heidend beein
ussen l�a�t. Die abge�anderte Ite-rationsvors
hrift lautetx(k+1) := x(k) + ! (D + !L)�1 �b�Ax(k)�() x(k+1) := n(D + !L)�1 ((1� !)D � !U)ox(k) + ! (D + !L)�1 b: (3.3)Den Faktor ! nennt man au
h Relaxationsparameter. Na
h dem Satz von W. Kahan[Kah58℄ ist 0 < ! < 2 notwendig f�ur die Konvergenz des Relaxationsverfahrens (3.3). F�ur! = 1 erh�alt man wieder das Gau�{Seidel{Verfahren.Die komponentenweise Angabe des Verfahrens lautetx(k+1)i := ! biaii � ! i�1Xj=1 aijaii x(k+1)j � ! nXj=i+1 aijaii x(k)j + (1� !) x(k)i (3.4)und f�uhrt zu folgendem AlgorithmusAlgorithmus: SOR(1) for k = 1; 2; : : : do(2) for i = 1; : : : ; n do(3) ~xki := a�1ii �bi �Pi�1j=1 aijxkj �Pnj=i+1 aijxk�1j �(4) xki := !~xki + (1� !)xk�1i(5) od(6) odSOR f�uhrt in jeder Iteration einen Informationstransport dur
h, da die bereits bere
h-neten Komponenten der n�a
hsten N�aherungsl�osung zur Bere
hnung der folgenden Kom-ponente verwendet werden. Die Menge der transportierten Information und daher au
hdie Konvergenzrate h�angt sehr von der Struktur der Matrix ab und wird umso besser,je mehr Eintr�age unterhalb der Diagonalen liegen. F�ur den Fall unterer Dreie
ksmatrizenist das Gau�{Seidel{ bzw. SOR{Verfahren dann sogar ein exakter L�oser, da es hier demVorw�artseinsetzen entspri
ht.Um diesen Zusammenhang auszunutzen, kann man die Bearbeitungsreihenfolge der Zeilen�andern. Man ersetzt daf�ur i in dem SOR{Algorithmus dur
h �(i), wobei � : IN 7! IN eine
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hreibt. Diese ist also optimal, wenn8 1 � i; j � n : ai;j 6= 0 ) �(i) � �(j):Sind die Eintr�age in der Matrix wiederum Matrizen, so spri
ht man von einer sogenanntenBlo
kmatrix und die vorgestellten L�oser nennt man Blo
k{SOR{ bzw. Blo
k{Gau�{Seidel{Verfahren.De�nition 3.1 (Blo
kmatrix) Seien l;m 2 IN , so da� lm = n. A 2 �IRl�l�m�m (d.h.A = (Ai;j)1�i;j�m mit Aij 2 IRl�l) hei�t Blo
kmatrix, b 2 �IRl�m (d.h. b = (bi)1�i�m mitbi 2 IRl) Blo
kvektor. Entspre
hend hei�t Aij Matrixblo
k, bi Vektorblo
k.Bei der Anwendung des SOR{Algorithmus bzw. des Gau�{Seidel{Verfahrens auf sogenann-te e
hte Blo
kmatrizen (l > 1) erhebt si
h die Frage na
h der Bere
hnung des Produktesmit A�1ii . F�ur die EÆzienz des Blo
k{L�osers ist es w�uns
henswert, wenn die Diagonalbl�o
kekleine Dimension haben (siehe Abs
hnitt 3.5.1).3.4. Azyklis
he FallTreten im Str�omungsfeld ~b keine Verwirbelungen auf oder werden auftretende Verwirbe-lungen ni
ht dur
h die Triangulierung aufgel�ost, so gen�ugt eine einfa
he Tiefensu
he (sieheKap. 2.3.1, S. 25) zur Dur
hnumerierung des Konvektionsgraphen.Dabei si
hert der Satz 2.2 (S. 26), da� der Konvektionsgraph dur
h die Tiefensu
he inRi
htung seiner Kanten, d.h. in Flu�ri
htung, numeriert wird. Der hierf�ur ben�otigte Auf-wand ist linear (siehe ebenfalls Satz 2.2).Die Bemerkungen aus Kapitel 1.5 (S. 12) zu Eigens
haften der Stei�gkeitsmatrix si
herndabei, da� die konvektionsdominanten Eintr�age der Stei�gkeitsmatrix dur
h eine 
u�-orientierte Umnumerierung der Unbekannten unterhalb der Diagonalen ers
heinen. Dieswiederum erm�ogli
ht den Einsatz des Gau�{Seidel{Verfahrens zur L�osung des Problems.F�ur den reinen Konvektionsfall wird dieses Verfahren sogar zum exakten L�oser.Damit ergibt si
h folgender Algorithmus zur L�osung elliptis
her Randwertprobleme imazyklis
hen FallAlgorithmus: Downwind Numbering mittels Tiefensu
he(1) Erzeuge den Konvektionsgraphen mit einer der Kanten-mengen E0; : : : ; E6.(2) Finde eine 
u�orientierte Numerierung mittels Tiefensu
he.(3) L�ose das umnumerierte Problem mittels Gau�{Seidel{Verfahren.Bemerkung 3.2 (Breitensu
he) Es ist au
h m�ogli
h, anstelle der hier verwendetenTiefensu
he einen alternativen Numerierungsalgorithmus einzusetzten, n�amli
h die Brei-tensu
he (siehe Kap. 2.3.1, S. 25). In den Arbeiten von P. Bastian & G. Wittum,[BW94℄ und J. Bey & G. Wittum, [BW95℄ werden sol
he Verfahren vorgestellt. Al-lerdings wird keine optimale Komplexit�at errei
ht, denn bei beiden Verfahren wird der



3.5 Zyklis
he Fall 37Konvektionsgraph im Stile der Breitensu
he wellenfrontartig dur
hsu
ht. Das ma
ht einezus�atzli
he Sortierung etwa mit Qui
ksort notwendig.Der Vorteil der verwendeten Tiefensu
he liegt zum einen in der optimalen Komplexit�atdes Verfahrens, zum anderen in der Dimensionsunabh�angigkeit, d.h. dieser Algorithmuskann sowohl f�ur zwei- als au
h f�ur dreidimensionale Probleme eingesetzt werden. Die not-wendige Voraussetzung der Zyklusfreiheit des Konvektionsgraphen ist aber unrealistis
h,da auftretende Wirbel im Ges
hwindigkeitsfeld ~b und daraus resultierende zyklis
he Kon-vektionsgraphen in der Praxis die Regel sind. Deshalb sollen im folgenden Kapitel 3.5 zweipraxisorientierte Verfahren vorgestellt werden.3.5. Zyklis
he Fall3.5.1. Numerierung maximaler Zusammenhangskomponenten - Das Verfahren vonJ. BeyVerallgemeinert man das Prinzip des Downwind Numbering im azyklis
hen Fall in ka-nonis
her Weise auf den zyklis
hen Fall, so gelangt man zu dem von J. Bey [Bey98℄eingef�uhrten Verfahren. Die grundlegende Idee besteht darin, anstatt der Gitterpunktedie maximalen Zusammenhangskomponenten des Konvektionsgraphen in Ri
htung derStr�omung zu numerieren, so da� der Konvektionsanteil der Stei�gkeitsmatrix untere Drei-e
ksgestalt annimmt. Eine so vorkonditionierte Matrix l�a�t si
h dann mittels des Blo
k-Gau�{Seidel{Verfahrens eÆzient l�osen. F�ur den reinen Konvektionsfall ist das Verfahrensogar ein exakter L�oser.Der von J. Bey vorgestellte Algorithmus ergibt si
h nun wie folgtAlgorithmus: Downwind Numbering - das Verfahren von J. Bey(1) Erzeuge den Konvektionsgraphen mit einer der Kantenmengen E0; : : : ; E6.(2) Finde eine 
u�orientierte Numerierung der starken Zusammenhangs-komponenten des Konvektionsgraphen mittels Tarjan{Algorithmus.(3) L�ose das umnumerierte Problem mittels Blo
k-Gau�{Seidel{Verfahren.Der hierbei verwendete Tarjan-Algorithmus ist von optimaler Komplexit�at und au
h di-mensionsunabh�angig (Satz 2.3, S. 28). Damit l�a�t si
h dieses Verfahren als eÆzienterVorkonditionierer f�ur den zwei - und dreidimensionalen Fall einsetzen. Die praktis
he Ver-wendbarkeit dieses Verfahren ist aus Komplexit�atsgr�unden allerdings zun�a
hst auf Pro-bleme mit relativ kleinen Zyklen bes
hr�ankt, da in jedem Iterationss
hritt f�ur jeden dervorhandenen Diagonalbl�o
ke ein Glei
hungssystem entspre
hender Dimension zu l�osen ist.Um au
h Probleme mit gr�o�eren Zusammenhangskomponenten behandeln zu k�onnen,ben�otigt man ein eÆzientes Verfahren zur L�osung dieser Blo
ksysteme. Ein sol
hes Ver-fahren soll im Kapitel 3.5.3 (S. 39) vorgestellt werden. Die ents
heidene Idee ist, die ma-ximalen Zusammenhangskomponenten an minimal vielen Stellen "aufzus
hneiden\, undzwar solange, bis der restli
he Teilgraph zyklusfrei ist. Die "S
hnittknoten\, an denen diemaximalen Zusammenhangskomponenten aufgetrennt werden, bezei
hnet man au
h als
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k{Verti
es. Siehe dazu das folgende Kapitel 3.5.2.3.5.2. Feedba
k{Vertex{Set{ProblemDe�nition 3.2 (Feedba
k{Vertex{Set (FVS)) Sei G = fV;Eg ein endli
her geri
h-teter Graph. Man nennt eine Teilmenge F � V ein Feedba
k{Vertex{Set (FV S), wenn dervon V 0 := V n F aufgespannte Teilgraph GV 0 := fV 0; EV 0g mit der KantenmengeEV 0 = �(u; v) 2 E j u; v 2 V 0	zyklusfrei ist. Die Knoten v 2 F hei�en Feedba
k{Verti
es von G. Man nennt ein Feedba
k{Vertex{Set F minimal, wenn f�ur jeden Knoten v 2 F die Menge F n fvg kein Feedba
k{Vertex{Set von G mehr ist. F hei�t optimal, wenn f�ur jedes andere Feedba
k{Vertex{SetF 0 von G die Unglei
hung jF 0j � jF j gilt.Das Feedba
k{Vertex{Set{Problem ist die Su
he na
h einemminimalem Feedba
k{Vertex{Set in einem geri
hteten Graphen G = fV;Eg . Formuliert man dieses Optimierungspro-blem in ein Ents
heidungsproblem um, so gelangt man zu der De�nition 3.3.De�nition 3.3 (Feedba
k{Vertex{Set{Problem ) Gegeben sei ein geri
hteter GraphG = fV;Eg und eine nat�urli
he Zahl k. Die Frage ist nun, ob es in G ein Feedba
k{Vertex{Set der Gr�o�e k gibt oder formalFVS = fhG; ki : der Graph G besitzt ein FV S der Gr�o�e kg:Zur Komplexit�at des Feedba
k{Vertex{Set{Problems existiert die na
hfolgende Ausage.Vgl. M. R. Garey & D. S. Johnson [GJ79℄ (Problem GT 7, S. 191).Satz 3.1Das Vertex{Cover{Problem ist polynomial auf das Feedba
k{Vertex{Set{Problem f�ur ge-ri
htete Graphen reduzierbar. Das bedeutet, das Feedba
k{Vertex{Set Verfahren ist NP-vollst�andig.Die Beweisidee ist, das Feedba
k{Vertex{Set{Problem in polynomialzeit auf das sogenann-te Vertex{Cover{Problem zur�u
kzuf�uhren. Dazu aber zun�a
hst die na
hfolgenden De�ni-tionen.De�nition 3.4 (Vertex{Cover) Sei G = fV;Eg ein ungeri
hteter Graph. Ein Vertex{Cover ist eine Teilmenge V 0 � V , so da� f�ur alle Kanten e = (v; w) 2 E gilt: v 2 V 0oder w 2 V 0 oder beide liegen in V 0. Jeder Knoten des Graphen �uberde
kt die mit ihminzidenten Kanten und ein Vertex Cover von G ist eine Menge von Knoten, die s�amtli
heKanten in G �uberde
ken. Die Gr�o�e eines Vertex{Covers die Anzahl der Knoten darin.De�nition 3.5 (Vertex{Cover{Problem) Gegeben sei ein Graph G = fV;Eg undeine nat�urli
he Zahl k 2 IN . Beim Vertex{Cover{Problem ist folgendes Ents
heidungspro-blem: Existiert in G ein Vertex{Cover der Gr�o�e k?Das Vertex{Cover Problem ist bekannterweise NP{vollst�andig, vgl. [CLR90℄ (Thm. 36.12,S. 950). Damit kann man zum Beweis des Satzes 3.1 �ubergehen.



3.5 Zyklis
he Fall 39Beweis:FVS 2 NPSei G = fV;Eg und k 2 IN . Als Zerti�kat w�ahlt man das Feedba
k{Vertex{SetV 0 2 V . Der Veri�kationalgorithmus best�atigt, da� jV 0j = k ist. Entfernt man nun s�amtli-
he Knoten aus V 0 inklusive der mit ihnen inzidenten Kanten aus dem Graphen G so m�u�teder verbleibende Graph G0 = fV n V 0; E0g mit E0 = f(v; w) 2 E : v =2 V 0 ^ w =2 V 0g azy-klis
h sein. Dies �uberpr�uft man lei
ht in polynomialzeit z.B. mittels Tarjan{Algorithmus,siehe Abs
hnitt 2.3.2 (S. 27). Die Reduzierung von G auf G0 ist ebenfalls in polynomiellerZeit m�ogli
h.VC �P FVSSei G = fV;Eg ein ungeri
hteter Graph und sei G0 der geri
htete Graph, der aus G dur
hKantenverdopplung hervorgeht, d.h. jede ungeri
htete Kante wird dur
h zwei geri
hteteersetzt. Damit hat G0 folgende Gestalt G0 = fV;E0g mit E0 = f(v; w); (w; v)j(v; w) 2 Eg.G0 entsteht also aus G, indem jede Kante aus E dur
h einen Kreis (w; v; w) ersetzt wird.Eine Menge W � V ist nun ein Feedba
k{Vertex{Set f�ur G0 (jeder Kreis in G0 enth�alteinen Knoten aus W ) genau dann, wennW ein Vertex Cover f�ur G ist. Denn w�are W keinVertex Cover f�ur G, so gibt es eine Kante (x; y) 2 E, so da� gilt x; y =2 W , aber (x; y; x)ist ein Zyklus in G0, d.h. x 2W oder y 2W . Dies ist ein Widerspru
h.Die Darstellung von G0 kann in polynomialer Zeit aus G gewonnen werden. �
3.5.3. Approximationsalgorithmus von W. Ha
kbus
hIm folgenden wird ein Approximationsalgorithmus zur Bere
hnung eines quasioptimalenminimalen Feedba
k{Vertex{Set f�ur planare Graphen mit Aufwand O(jV j) betra
htet.Neben Zweidimensionalit�at wird eine weitere Eigens
haft des Graphen gefordert, die si
hinfolge der Herkunft des Graphen aus der Diskretisierung eines Konvektions{Di�usions{Reaktions{Problems ergibt, und zwar die sogenannte Einweg-Flu�-Bedingung oder au
hone-
ow-
ondition.De�nition 3.6 (one-
ow-
ondition) Sei G = fV;Eg ein Digraph. Die one-
ow-
ondition f�ur einen Knoten v 2 V ist erf�ullt genau dann, wenn si
h die Liste fe1; : : : ; ekgder mit v inzidenten Kanten so sortieren l�a�t, da� f�ur ein l 2 f0; : : : ; kg die ei (1 � i � l)ausgehende Kanten und die ei (l < i � k) eingehende Kanten sind. Man sagt, G = fV;Egerf�ullt die one-
ow-
ondition, wenn sie f�ur jeden Knoten v 2 V erf�ullt ist.Bemerkung 3.3 Geometris
h gesehen bedeutet diese Bedingung, da� um den Knotenv 2 V zwei Sektoren existieren und die Konvektion dur
h den ersten Sektor in v hinein-str�omt und dur
h den zweiten Sektor aus v herausstr�omt. Da l = 0 und l = k erlaubt ist,kann einer der beiden Sektoren leer sein, was dann glei
hbedeutend ist mit einer Quellebzw. einer Senke. Die Abbildung 3.3 zeigt eine verbotende Situation.
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ondition
Abbildung 3.3.: Verbotene SituationFiltern des AusgangsgraphenIn einem ersten S
hritt wird der Ausgangsgraph dur
hmustert und zwar in der Gestalt,da� alle Zyklen des Graphen herausge�ltert werden. Der erforderli
he Aufwand ist linear.Der folgende Algorithmus liefert einen entspre
henden ge�lterten Graphen, dabei werdenden Knoten v 2 V Attribute F , L oder C zugeordnet. Hierbei bedeutet das F (L)-Attribut,da� der entspre
hende Knoten als erstes (�rst) bzw. letztes (last) zu numerieren ist. DasAttribut C bekommen Knoten, die Teil eines Zyklus sind. Die Vergabe der Attributeerfolgt na
h der folgenden (rekursiven) Vors
hrift:v 2 V erh�alt das Attribut F bzw. L genau dann, wenn alle Vorg�anger (Na
hfolger) dasAttribut F bzw L bereits besitzen. Zu Beginn werden alle Knoten des Graphen mit demC-Attribut initialisiert.Algorithmus: Filter(G)(1) for ea
h vertex v 2 V do(2) attr[v℄ C(3) od(4) for ea
h vertex v 2 V do(5) SetAttr[v℄(6) odAlgorithmus: SetAttr(v)(1) if attr[v℄ = C then(2) SetF [v℄(3) �



3.5 Zyklis
he Fall 41(4) if attr[v℄ = C then(5) SetL[v℄(6) �Algorithmus: SetF(v)(1) if for all pred(v) attr[pred(v)℄ = F then(2) attr(v) F(3) for w 2 fsu

(v)g do(4) if attr[w℄ = C then(5) SetF(w)(6) �(7) od(8) �Algorithmus: SetL(v)(1) if for all su

(v) attr[su

(v)℄ = L then(2) attr(v) L(3) for w 2 fpred(v)g do(4) if attr[w℄ = C then(5) SetL(w)(6) �(7) od(8) �Bemerkung 3.4 Der Aufwand dieses Algorithmus ist O(V + E), was f�ur d�unn besetzteGraphen einem Aufwand von O(V ) entspri
ht.Beweis: Aus der globalen Wartes
hlange (Queue) wird jeder Knoten entfernt, sobalder besu
ht wird. Dabei ist es unerhebli
h, in wel
her Unterroutine des Algorithmus derKnoten erstmalig bearbeitet wird. Dadur
h entsteht der Aufwand O(jV j).Im weiteren kann jeder Knoten u nur no
h so oft besu
ht werden, wie er eingehende undausgehende Kanten hat. Im Fall der eingehenden Kanten, also beim Abarbeiten der while-S
hleife in der Prozedur SetF (v) f�ur einen Vorg�anger v von u, kann u nur so oft besu
htwerden wie er Vorg�anger hat. Analog entspri
ht im Fall der ausgehenden Kanten beimAbarbeiten der Prozedur SetL(w) f�ur Na
hfolger w von u die Anzahl der Besu
he von ugerade der Anzahl der Na
hfolger. Dadur
h entsteht der Aufwand O(jEj) des Algorithmus.�Bemerkung 3.5 F�ur weitere Bemerkungen siehe W. Ha
kbus
h [Ha
95℄.Entfernt man alle Knoten mit den Attributen F und L (inklusive der Kanten, die mit ihnen
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h ergebende Graph GC nur aus Zyklen. In GC besitztjeder Knoten wenigstens einen Vorg�anger und einen Na
hfolger. Desweiteren besteht GCnur aus starken Zusammenhangskomponenten.Reduzierte GraphAufgrund der one-
ow-dire
tion Bedingung und der Planarit�at des Ausgangsgraphen undsomit au
h des Graphen GC existiert f�ur jeden Knoten v genau eine Anordnung (ent-gegen dem Uhrzeigersinn) des Tupels fe1; : : : ; elg von l � 1 ausgehenden Kanten. Seidabei o.B.d.A. e1 die am weitesten re
hts liegende Kante und dementspre
hend el die amweitesten links liegende Kante. L�auft man entgegen dem Uhrzeigersinn dur
h die mit vinzidenten Kanten, dann ist also e1 die erste ausgehende Kante. Aus diesem Grund seienim folgenden die Kante e1(v) mit eright(v) und el mit eleft(v) bezei
hnet.
v

erighteleft

Abbildung 3.4.: eright und eleftNun zur De�nition des reduzierten Graphen.De�nition 3.7 (Reduzierter Graph) Der reduzierte Graph G+ besteht aus den glei-
hen Knoten wie GC , allerdings mit weniger Kanten,V (G+) := V (G); E(G+) := feleft(v) j v 2 V (G)g:Entspre
hend gilt f�ur den reduzierten Graphen G�V (G�) := V (G); E(G�) := feright(v) j v 2 V (G)g:Bemerkung 3.6(1) Jeder Knoten in G+ hat genau einen Na
hfolger in G+.(2) Jeder Knoten in G+ kann keinen oder mehrere Vorg�anger in G+ haben.(3) Jeder Zyklus in G+ ist au
h ein Zyklus in G, aber ni
ht umgekehrt.(4) Es gibt mindestens einen Zyklus in G+, au�er G+ = ?.(5) Die Zyklen in G+ sind paarweise disjunkt.



3.5 Zyklis
he Fall 43Minimale ZyklenSei C+ die Menge der Zyklen in G+. Im weiteren wird eine surjektive Abbildung vonV (G+) auf C+ de�niert. Jeder Knoten v 2 V wird abgebildet auf einen Zyklus � 2 C+,also v ! �(v). Da, wie bereits erw�ahnt, jeder Knoten genau einen Na
hfolger besitzt, wirddur
h v0 := v ; vi+1 := su

(vi)eindeutig eine unendli
he Folge von Knoten in G+ bestimmt. Da aber #V (G+) <1 ist,mu� es ein j 2 IN geben, so da� vj = vi f�ur ein i < j ist. Sei nun j minimal, dann wirddur
h fvi; vi+1; : : : ; vj = vig ein Zyklus aus C+ gebildet. Dieser sei mit �(v) bezei
hnet.F�ur beliebige � 2 C+ und beliebige v 2 � gilt �(v) = �. Denn w�are v 2 � \ � 0 (mit�; � 0 2 C+), dann w�are sowohl �(v) = � als au
h � 0(v) = � und damit � = � 0. Dasbedeutet, die Zuordnung V (G+) 3 v 7! �(v) 2 C+ist surjektiv.
ζ

Abbildung 3.5.: G�Satz 3.2 (G+)G+ zerf�allt in disjunkte Untergraphen G� ; � 2 C+,G+ =[� fG� j � 2 C+g:Jeder Untergraph G� ist zusammenh�angend und enth�alt au�er � keine weiteren Zyklen.Zus�atzli
h kann G� no
h B�aume enthalten, die mit � verbunden sind. (Abb.3.5)Um nun den Begri� des minimalen Zyklus einf�uhren zu k�onnen, ist zun�a
hst die De�nitiondes sogenannten Inneren und �Au�eren eines Zyklus erforderli
h.De�nition 3.8 (linke bzw. re
hte Kanten von � und v) Seien u; v; w Knoten ausdem Zyklus � mit u = pred(v) und w = su

(v). Alle Kanten in dem Berei
h zwis
hen
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linke Kanten von v

vw u

ζ

rechte Kanten von v

Abbildung 3.6.: linke (Eleft(v; �)) und re
hte (Eright(v; �)) Na
hbarn von v(v; w) 2 E(G) und (u;w) 2 E(G) (entgegen dem Uhrzeigersinn dur
hlaufen) werdenlinke Kanten genannt und zur Menge Eleft(v; �) zusammengefa�t. Analog de�niert manEright(v; �) als die Menge aller re
hten Kanten von v.Sei G stark zusammenh�angend und seien weiter Gi die s
hwa
hen Zusammenhangskom-ponenten von Gn� = S� Gi. Jeder Teilgraph Gi besitzt einen Knoten vi, der selbst ni
ht in� liegt, aber damit verbunden ist:9 vi 2 V (Gi) 9 v 2 � : (vi; v) 2 E(G):Ist (vi; v) 2 Eleft(v; �), so gilt dies au
h f�ur jede andere Wahl von (vi; v). Das bedeutet,da� der Graph Gi der linken Seite von (v; �) zugeordnet werden kann, wel
he man au
hals das Innere des Zyklus � bezei
hnet.De�nition 3.9 (Int(v; �) und Ext(v; �)) Die Vereinigung aller Untergraphen Gi, dielinks von � liegen, bezei
hnet man als das Innere oder au
h Interior von � und s
hreibtInt(�). Analog de�niert man das �Au�ere oder au
h Exterior von �, ges
hrieben Ext(�).De�nition 3.10 (Int(v; �) und Ext(v; �)) Der Abs
hlu� (
losure) des Inneren unddes �Au�eren von � wird wie folgt de�niert:Int(v; �) := Int(v; �) [ � ; Ext(v; �) := Ext(v; �) [ �:Bemerkung 3.7 (Planarit�at) F�ur Zuordnungen 'links' und 're
hts' eines Zyklus ist diePlanarit�at des Graphen G zwingend erforderli
h.F�ur die Zyklen in G+ (C+) l�a�t si
h der folgende Satz formulieren.Satz 3.3Sei G = fV;Eg stark zusammenh�angend. Dann gilt8� 2 C+ : Int(�) = ?:Beweis. Sei v0 2 Int(�) und u0 2 �. Da G stark zusammenh�angend ist, gibt es einen Wegvon u0 na
h v0. Die Folge von Kanten enth�alt eine Kante (u; v) mit u 2 � und v 2 Int(�).Da aber die Kante (u; v) links von (u; u00) mit u00 = Eleft(u) = su

G+(u) liegt, folgt dar-aus ein Widerspru
h zur De�nition von Eleft(u). 2
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Aufgrund der Aussage dieses Satzes lassen si
h die Zyklen in C+ wie folgt bezei
hnen.De�nition 3.11 (Minimale Zyklen) Die Zyklen in C+ nennt man minimale Zyklen,da si
h in ihrem Inneren kein weiterer Knoten und damit au
h kein weiterer Zyklus mehrbe�ndet.Konzentris
he KreiseKonstruktionAlgorithmus: ConCy
(G)(1) G0  G , i 0(2) do(3) 
hoose v 2 V (Gi)(4) �i  �(v)(5) G0i+1  Gin�i(6) Filter(G0i+1)(7) Gi+1  G0i+1nfF;L� edgesg(8) i i+ 1(9) while Gi 6= ?Bemerkung 3.8 Der Aufwand von ConCy
(G) betr�agt O(jV j).Bemerkung 3.9 Der Algorithmus ConCy
(G) ermittelt eine Folge von Zyklenf�0; �1; : : : ; �ng, wobei Gn der letzte ni
htleere Graph ist.Der Metagraph Z+Die dur
h ConCy
(G) ermittelten Zyklen werden als Knoten eines neuen Graphen Z+betra
htet, mit V (Z+) = f�0; �1; : : : ; �ng:Innerhalb dieses so de�nierten Metagraphen l�a�t si
h nun wie folgt eine partielle Anord-nung de�nieren.De�nition 3.12 (partielle Anordnung in Z+) Seien �; � 0 2 V (Z+). Dann l�a�t si
hdur
h die Relation� 0 > � () �Int(�) � Int(� 0) ; Ext(� 0) � Ext(�)	 8�; � 0 2 Z+eine Ordnung in Z+ de�nieren.



46 Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)Bemerkung 3.10 Diese Anordnung ist partiell, weil sie nur f�ur ineinander liegende glei
h-geri
htete oder ni
ht ineinanderliegende unglei
h geri
htete Zyklen gilt.Die Kanten in Z+ werden folgenderma�en gebildet:E(Z+) = �(�; � 0) 2 Z+ � Z+ j � 0 > � ^ � � 00 s.d. � 0 > � 00 > �	 :Die Abbildungen 3.7 bis 3.9 zeigen m�ogli
he Anordnungen vers
hiedener Zyklen und diekorrespondierenden Kanten in Z+.� Konzentris
he ineinanderliegende Zyklen bilden in Z+ einen Pfad vom innersten zum�au�ersten Zyklus. (Abb.3.7)� Besitzt ein Zyklus zwei oder mehrere glei
hbere
htigte Na
hfolger, so f�uhrt dies zueiner Aufspaltung in Z+. Zu bea
hten ist, da� die Na
hfolgezyklen entgegengesetztenDrehsinn haben. (Abb.3.8)� Ebenso kann ein Zyklus mehrere glei
hbere
htigte Vorg�anger haben, wenn im Innerendes Zyklus mehrere ni
ht konzentris
h liegende Zyklen mit glei
hem Drehsinn liegen.(Abb.3.9)Bemerkung 3.11 Der Metagraph Z+ mu� aufgrund seiner Konstruktion ni
ht notwendigplanar sein.F�ur die Menge der Vorg�anger und Na
hfolger in Graphen Z+ werden nun folgende Abk�urzun-gen eingef�uhrt:Pred (�) := �� 0 2 V (Z+) j �� 0; �� 2 E(Z+)	 f�ur � 2 V (Z+);Su

 (�) := �� 0 2 V (Z+) j ��; � 0� 2 E(Z+)	 f�ur � 2 V (Z+);Bottom (Z+) := �� 2 V (Z+) j Pred (�) = ?	 ;T op (Z+) := �� 2 V (Z+) j Su

 (�) = ?	 :�Uber Z+ lassen si
h die folgende Aussagen tre�en.Satz 3.4(1) Der Graph Z+ ist azyklis
h.(2) Zwei Zyklen �; � 0 2 V (Z+) mit � 0 > � sind dur
h genau einen Pfad in Z+ mitein-ander verbunden.(3) C+ = Bottom(Z+).Beweis. Vgl. W. Ha
kbus
h [Ha
95℄. 2Antizyklen und konzentris
he AntizyklenDie bisherigen Betra
htungen beziehen si
h ledigli
h auf die Eleft-Kanten und den dazu-geh�origen Graphen G+. Analoge S
hl�usse lassen si
h aber au
h f�ur die Eright-Kanten undden entspre
henden Graphen G� ziehen.
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Abbildung 3.7.: � ! � 0 ! � 00
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Abbildung 3.8.: � ! � 0 ; � ! � 00Sei C� = f� j � ist Zyklus in G�gdie Menge der Zyklen in G�. Um sie von den Zyklen in G+ zu unters
heiden, werden sieAntizyklen genannt. Als Analogon zu den minimalen Zyklen aus G+ (d.h. Int(�) = ?)kann man die Zyklen aus G� au
h als maximale Zyklen in G bezei
hnen, da Int(�) = G.Zu der Folge von konzentris
hen Kreisen aus G+ (zur besseren Unters
heidung im weiterenf�+0 ; �+1 ; : : : ; �+n g genannt) l�a�t si
h ein entspre
hendes Gegenst�u
k in G� �nden, n�amli
hf��0 ; ��1 ; : : : ; ��n0g. Der entspre
hende Algorithmus zum Bestimmen dieser Folge su
ht beider Bestimmung der Antizyklen zun�a
hst na
h den �au�ersten Zyklen. Im �ubrigen arbeiteter analog zum Algorithmus ConCy
(G) aus Kapitel 3.5.3 (S. 45).Nun l�a�t si
h au
h hier ein Graph Z� bilden, der aus den Knoten dieser Zyklusfolgebesteht und f�ur den si
h wie bei Z+ ebenfalls eine partielle Ordnung de�nieren l�a�t.Relationen zwis
hen Z+ und Z�Es soll nun diskutiert werden, in wel
her Beziehung die Graphen Z+ und Z� zueinander-stehen, die aus den Zyklen bzw. Antizyklen in G gebildet sind. Sieht man von dem tri-vialen Fall (d.h. im Ausgangsgraphen G hat jeder Knoten genau einen Na
hfolger, d.h. Gbesteht nur aus einem gro�en Zyklus) ab, dann unters
heiden si
h zun�a
hst die resultie-renden Graphen G+ und G� und damit au
h die gefundenen Folgen f�+0 ; �+1 ; : : : ; �+n g undf��0 ; ��1 ; : : : ; ��n0g. Das bedeutet aber ni
hts anderes, als da� si
h au
h die Graphen Z+und Z� unters
heiden. Gesu
ht wird nun na
h �Ubereinstimmungen der beiden Graphen.Dazu sei folgende De�nition 3.13 gegeben.De�nition 3.13 Man sagt, ein Zyklus �� und ein Antizyklus �+ ber�uhren einander, wenn
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Abbildung 3.9.: � ! � 00 ; � 0 ! � 00gilt, da� �+ \ �� 6= ? ; Int(�+) \ �� = �+ \Ext(��) = ?:Diese Relation l�a�t si
h au
h s
hreiben als�+ Æ ��:Bemerkung 3.12 Ist die one-
ow-
ondition beim Ausgangsgraphen erf�ullt, k�onnen beisi
h ber�uhrenden Zyklen genau zwei F�alle auftreten:(1) die Zyklen liegen ineinander und sind glei
hdrehend oder(2) die Zyklen liegen ni
ht ineinander und haben entgegengesetzte Drehri
htung.Das folgende Lemma 3.1 wird ents
heidend in die De�nition der Bewertungsfunktion desApproximationsalgorithmus f�ur das Feedba
k{Vertex{Set eingehen.Lemma 3.1Sei G = fV;Eg ein beliebiger Graph. Dann gilt:(1) F�ur beliebige Zyklen � in G gibt es wenigstens einen Zyklus �+ 2 V (Z+) mit �+ Æ �und �+ � Int(�).(2) F�ur beliebige Zyklen � in G gibt es wenigstens einen Zyklus �� 2 V (Z�) mit � Æ ��und �� � Ext(�).(3) F�ur beliebige Zyklen �+ 2 V (Z+) gibt es wenigstens einen Zyklus �� 2 V (Z�) mit�+ Æ ��.Beweis: (3) folgt aus (1) oder (2), da � 2 GC aus (1) oder (2) insbesondere au
h einZyklus aus V (Z�) sein kann. Weiterhin sind (1) und (2) �aquivalent - es rei
ht also zuzeigen, da� (1) gilt.Sei im folgenden G� := Int(�). Man bestimmt die Folge der konzentris
hen Zyklenf�0; �1; : : : ; �ng mittels ConCy
(G) (Kap. 3.5.3, S. 45) und erh�alt somit einen GraphenZ+� . Nun gilt o�ensi
htli
h, da�Z+� � Z+ mit V (Z+� ) = ��+ 2 V (Z+) j �+ � G�	 :Die �au�ersten Zyklen von Z+� sind diejenigen �+ 2 V (Z+� ) ohne Na
hfolger in Z+� . DieseZyklen fa�t man zur Menge M zusammen,M := Top (Z+� ):



3.5 Zyklis
he Fall 49Der Teilgraph G0� := Int(�)n[�Int(�+) j �+ 2M	entspri
ht der s
hattierten Fl�a
he in Abb. 3.10 (inklusive des Zyklus �, exklusive der Zy-klen �+ 2M). Falls nun ein Element ausM den Zyklus � ber�uhrt, ist das Lemma bewiesen.W�are das ni
ht der Fall, m�u�te � no
h in G0� enthalten sein, was bedeutet, da� G0� zyklis
hist. Das hei�t, es mu� ein minimaler Zyklus � 0 in G0� existieren (siehe Bem. 3.6, S. 42). Daaber � 0 2 V (Z+� ) gilt, ist dies ein Widerspru
h zur De�nition von M . �
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Abbildung 3.10.: Abbildung zum Beweis des LemmasBewertungsfunktion �In diesem Abs
hnitt soll nun die Bewertungsfunktion bes
hrieben werden, mit der es imApproximationsalgorithmus m�ogli
h ist, den n�a
hsten Knoten f�ur die Aufnahme in dasFeedba
k{Vertex{Set zu bestimmen.Sei o.B.d.A. G = fV;Eg stark zusammenh�angend und sei weiter v 2 V (G). Dann betra
h-tet man folgende Funktionen:'+1 (v) := '+1 (v; Z+) := #f� 2 V (Z+)jv 2 Ext(�)g;'+2 (v) := '+2 (v; Z+) := #f� 2 V (Z+)jv 2 Ext(�)g;'+(v) := '+(v; Z+) := 12 ['+1 (v; Z+) + '+2 (v; Z+)℄:Dabei unters
heiden si
h '+1 (v) und '+2 (v) nur f�ur jene v, die auf dem Rand des Zyklus� 2 V (Z+) liegen. '+(v) bildet den Dur
hs
hnitt der beiden ersten Funktionen und nimmtsomit Werte aus der Menge �0; 12 ; 1; 32 ; 2; : : : 	 an. Analog setzt man diese Funktionen f�urZ�: '�1 (v) := '�1 (v; Z�) := #f� 2 V (Z�)jv 2 Int(�)g;'�2 (v) := '�2 (v; Z�) := #f� 2 V (Z�)jv 2 Int(�)g;'�(v) := '�(v; Z�) := 12['�1 (v; Z�) + '�2 (v; Z�)℄:Mit diesen Funktionen l�a�t si
h nun die eigentli
he Bewertungsfunktion � de�nieren.



50 Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)De�nition 3.14 (Bewertungsfunktion �) Sei G = fV;Eg stark zusammenh�angendund v 2 V beliebig. Dann l�a�t si
h f�ur v folgende Bewertungsfunktion de�nieren:�(v) := �(v; Z+; Z�) := '+(v; Z+) + '�(v; Z�):Bemerkung 3.13 �(v) gibt also an, bei wievielen Zyklen si
h der Knoten v dur
hs
hnitt-li
h im �Au�eren be�ndet plus die dur
hs
hnittli
he Anzahl von Antizyklen, bei denen ersi
h im Inneren be�ndet.In der obigen De�nition l�a�t man nur Punkte (Knoten) aus V (G) zu. Bettet man denGraphen G in den IR2 ein, so lassen si
h Ext(�); Ext(�); Int(�); Int(�) als o�ene bzw.ges
hlossene Gebiete im IR2 interpretieren. Dies w�urde eine De�nition von � f�ur beliebigePunkte v 2 IR2 zulassen. Insbesondere bliebe �(v) immer no
h de�niert, wenn man v ausdem Graphen G entfernt.
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3/2+3/2Abbildung 3.11.: Werte der Bewertungfunktion �Die Funktion � ist na
h oben bes
hr�ankt dur
h die maximale Anzahl von Zyklen imGraphen G. Na
h De�nition wird � maximal an denjenigen Stellen, die au�erhalb allerZyklen bzw. Antizyklen liegen.Andererseits ist � genau dann 0, wenn der Graph keine Zyklen mehr besitzt. Dadur
h istim Algorithmus ein Abbru
hkriterium gegeben, da der Graph f�ur � = 0 wie gew�uns
htazyklis
h ist.Lemma 3.2Das Minimum von � wird im Inneren zwis
hen Zyklen und Antizyklen angenommen undebenso in den Ber�uhrpunkten von Zyklen aus C+ und C�, d.h. auf der Knotenmenge T,T := �v 2 V (G) j v 2 �+ \ �� ; �+ Æ �� ; �+ 2 V (Z+) ; �� 2 V (Z�)	Beweis: Vgl. W. Ha
kbus
h [Ha
95℄. �Als letztes sei nun no
h ein Lemma angegeben, dur
h das si
h die Laufzeit des Algorithmusverbessern l�a�t.



3.5 Zyklis
he Fall 51Lemma 3.3Wenn si
h ein minimaler Zyklus �+ und ein minimaler Antizyklus �� ber�uhren und beideNa
hfolger besitzen, ber�uhren si
h diese ebenfalls.Beweis: Vgl. W. Ha
kbus
h [Ha
95℄. �Konstruktion des Feedba
k{Vertex{SetZun�a
hst vereinfa
ht man die Notation von � zu�(v;G) := �(v; Z+; Z�):Dabei seien die Z� aus G entspre
hend den Algorithmen aus den vorangegangenen Ka-piteln konstruiert. W�ahrend der Laufzeit des Algorithmus �andert si
h der Graph G (derjeweilige neue Untergraph sei Gi genannt) und deshalb au
h die zugeh�origen Z�. Deswei-teren sei die De�nition �min(Gi) := min��(v; gi) j v 2 IR2	gegeben. Die Startwerte f�ur den Graphen sowie das Feedba
k{Vertex{Set sindF0 := ? ; G0 := G:Die Menge T = T (Gi) wurde in einem vorangegangenen Lemma de�niert und �andert si
hebenfalls in jedem S
hritt in Abh�angigkeit von Gi.Algorithmus: FVS(1) i 0 ; F0  0 ; G0  0(2) while �min(Gi) > 0 do(3) 
hoose any vi from fv 2 T (Gi) j�(v;Gi) = �min(Gi)g(4) Fi+1  Fi [ fvi+1g(5) Gi+1  Gin fvi+1g(6) i i+ 1(7) od(8) Feedba
k ��V ertex��Set  FiIn diesem Algorithmus lassen si
h no
h Verbesserungen einbringen, z.B. l�a�t si
h die Wahlirgendeines Knotens v aus Zeile (3) no
h weiter pr�azisieren du
h das folgende Lemma 3.4.Lemma 3.4F�ur die Bere
hnung von �min rei
ht es aus, nur die v 2 T+ zu betra
hten.T+(Gi) := T (G)jB+(Gi) = �v 2 V (Gi) j v 2 �+ \ �� ; �+ 2 B+(Gi) ; �� 2 V (Z�(Gi))	mit B+(Gi) := Bottom(Z+(Gi)). Wegen der Symmetrie von Z+ und Z� gilt diese Aussagegenauso f�ur minimale Antizyklen.



52 Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)Beweis: Das Lemma wird dur
h Induktion �uber die Graphen Z� und Gi bewiesen. Vgl.W. Ha
kbus
h [Ha
95℄. �Quasioptimalit�at des Feedba
k{Vertex{SetUm Aussagen �uber die Gr�o�e des vom Algorithmus gefundenen Feedba
k{Vertex{Set tref-fen zu k�onnen, mu� diskutiert werden, wie si
h die konzentris
hen Kreise Z� ver�andern,wenn ein Knoten v 2 V (G) aus dem Graphen herausgenommen wird.Wird ein Knoten gel�os
ht, der ni
ht auf einem Zyklus aus Z+ oder Z� liegt, �andern si
hdiese nat�urli
h ni
ht. Sei daher nunv 2 � 2 V (Z+) und �vi 2 Pred(�) ; 1 � i � I:Die Menge Su

(�vi ) besteht dann aus den Na
hfolgern dieser Vorg�angerzyklen und ist f�uralle i glei
h, au�erdem enth�alt sie nat�urli
h den Zyklus � selbst. Man setzt nunG0 := Gn[i Int(�vi ):Der Graph G0 wird gebildet aus dem Graphen G ohne die abges
hlossene Menge allerinneren, d.h. Vorg�angerzyklen von �. S
hr�ankt man nun G0 auf die starken Zusammen-hangskomponenten ein, ergibt si
h G0C . Falls G0C ni
ht nur aus einer starken Zusammen-hangskomponente besteht, kann � ni
ht das einzige Element von Su

(�vi ) sein, und esist Su

(�vi )n f�g 6= 0:Man betra
htet nun den Graphen Ĝ mitĜ := Gn([i Int (�vi ) [[�Ext(� 0) j � 0 2 fSu

(�vi )n f�gg	) :Das ist derjenige Graph, der entsteht, wenn man aus G die abges
hlossene Menge aller in-nen liegenden Vorg�angerzyklen von � herausnimmt und ebenso das abges
hlossene �Au�erealler Na
hfolgerzyklen, aber ni
ht � selbst. Per De�nition ist dann � ein minimaler Zyklusin Ĝ.Seien G0 = Gn fvg und Ĝ0 = Ĝn fvg die Graphen ohne den Knoten v. Dann k�onnen zweiF�alle auftreten,(1) es gibt minimale Zyklen � 0j (1 � j � J) in Ĝ0 mit � 0j [ � 6= 0 oder(2) alle minimalen Zyklen � 0j 2 Ĝ0 sind mit � disjunkt.Der erste Fall ist glei
hbedeutend damit, da� der Zyklus �, auf dem v liegt, einen minimalenZyklus in Ĝ0 ber�uhrt. Ber�uhren sie si
h ni
ht, entspri
ht das dem zweiten Fall.Der zweite Fall, bei dem die Zyklen � 0j 2 Ĝ0 bereits konzentris
he Zyklen in G sind, ist einSonderfall, f�ur den Z+(G0) = Z+(G)n f�g



3.5 Zyklis
he Fall 53gilt. Dies bedeutet, da� � beim Entfernen von v ni
ht dur
h einen anderen Zyklus ersetztwird. Der Standardfall ist jedo
h die in Fall (1) auftretende Konstellation, bei der � dur
hden Zyklus � 0 ersetzt wird. Man kann also s
hreibenv 2 Int(� 0j) � Int(�) ; � Æ � 0j ; (1 � j � J):Da mit v 2 � der Knoten v im abges
hlossenen �Au�eren aller seiner kleineren Vorg�anger-zyklen liegt, f�uhrt dies zur folgenden Bemerkung 3.14.Bemerkung 3.14 Sei v 2 �V (Z+(G)). Die Vorg�angerzyklen �pre 2 V (Z+(G)) sind wie-der konzentris
he Zyklen in der Menge Z+(G0) mit G0 := Gn fvg. Diese Zyklen sinddadur
h 
harakterisiert, da� der Knoten v in ihrem �Au�eren liegt. Daher gilt'+1 (v; Z+(G0)) = '(v; Z+(G));'+2 (v; Z+(G0)) = '(v; Z+(G))� 1:Insgesamt ergibt si
h also, da�'+(v) = '+(v; Z+(G0)) = '+(v; Z+(G))� 12 :Analog gilt f�ur v 2 �V (Z�(G)) und G0 := Gn fvg:'�(v) = '�(v; Z+(G0)) = '�(v; Z+(G))� 12 :Der im letzten Abs
hnitt vorgestellte Approximationsalgorithmus w�ahlt Knoten v ausT (G) aus, das hei�t, v 2 �+ \ �� mit �+ 2 V (Z+) und �� 2 V (Z�). Dann gelten dieGlei
hungen aus der obenstehenden Bemerkung und f�uhren auf das n�a
hste Lemma.Lemma 3.5(1) Sei v 2 T (G) und G0 := Gn fvg. Dann gilt�(v;G0) = �(v;G)� 1:(2) Die Wahl von v 2 T als n�a
hsten herauszunehmenden Knoten im zentralen Algo-rithmus f�uhrt auf �min(Gi+1) = �min(Gi)� 1:(3) Die WHILE-S
hleife im zentralen Algorithmus terminiert na
h h�o
hstens i = �min(G)S
hritten. Insbesondere ist die Anzahl der Feedba
k{Verti
es dur
h �min(G) na
hoben bes
hr�ankt mit #FV S � �min(G):Beweis:(1) wurde mit der obigen Bemerkung 3.14 bereits gezeigt.(2) Hier ersetzt man in der genannten Bemerkung G dur
h Gi und G0 dur
h Gi+1. Wennman v = vi setzt, gilt �(v;Gi) = �min(Gi)und damit �min(Gi+1) � �(v;Gi+1)� 1 = �min(Gi)� 1:



54 Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)(3) Na
h h�o
hstens �min(Gi) � 1 S
hritten gilt wegen (2), da� �min(Gi) = 0 ist. Dasresultierende Feedba
k{Vertex{Set FV S := Fi hat h�o
hstens i � �min(G) Elemente.�Nun lassen si
h Aussagen �uber die Quasi-Optimalit�at des Feedba
k{Vertex{Set tre�en.Sei D eine beliebige Menge disjunkter Zyklen in einem Graphen G, dann enth�alt jedesFeedba
k{Vertex{Set F (mindestens) einen Knoten v� f�ur jeden Zyklus � 2 D. Daher istdie Kardinalit�at eines beliebigen Feedba
k{Vertex{Set trivialerweise gr�o�er oder glei
h derAnzahl der disjunkten Zyklen von D. Formal s
hreibt man� := max f#D j D ist eine Menge disjunkter Zyklen in Gg ;�opt := min f#F j F ist ein Feedba
k{Vertex{Set in Gg ;da bei �opt zus�atzli
h no
h die Feedba
k{Verti
es der ni
htdisjunkten Zyklen hinzukom-men. Ein Feedba
k{Vertex{Set F mit #F = �opt nennt man dann optimal.Die Mengen Z+ und Z� stellen spezielle Mengen disjunkter Zyklen dar. Es gilt deshalbtrivialerweise die Unglei
hung #V (Z+) + #V (Z�) � 2�:Aus dem Abs
hnitt 3.5.3 (S. 49) �uber die Bewertungsfunktion sind bereits die folgendenUnglei
hungen bekannt'maximale Anzahl disjunkter Zyklen' in G � #V (Z+) + #V (Z�) � 2� � 2�opt:wobei � = �(v;G)8v 2 G. Diese Unglei
hungen lassen si
h ums
hreiben in� � � � #V (Z+) + #V (Z�) � 2� � �opt:Insbesondere gilt �min(G) � 2� � 2�opt:In jedem Fall terminiert der Approximationsalgorithmus von W. Ha
kbus
h na
hh�o
hstens 2� � �opt S
hritten. Wenn die Kardinalit�at eines Feedba
k Vertex Sets, wieim vorliegenden Algorithmus 2, optimal ist bis auf einen konstanten Faktor, so nennt mandieses Feedba
k{Vertex{Set quasi-optimal.3.5.4. L�osungsverfahren mittels Feedba
k{Vertex{Set - Das Verfahren vonW. Ha
kbus
hIn diesem Abs
hnitt soll das L�osungsverfahren vonW. Ha
kbus
h [Ha
95℄ f�ur den zykli-s
hen Fall mittels des Approximationsalgorithmus aus Abs
hnitt 3.5.3 (S. 39) bes
hriebenwerden.Das Verfahren basiert auf der S
hur{Komplement{Methode. Die eventuell vorhandenenZyklen im Konvektionsgraphen werden mittels des FVS{Algotihmus auf Seite 51 auf-ges
hnitten und der verbleibende (azyklis
he) Graph wird entlang der Flu�ri
htung nu-meriert, z.B. dur
h Tiefensu
he. So erh�alt man eine Einteilung der Stei�gkeitsmatrix in



3.5 Zyklis
he Fall 55Bl�o
ke, auf die si
h die S
hur{Komplement{Methode zur L�osung anwenden l�a�t. Der Al-gorithmus ergibt si
h also wie folgt:Algorithmus: Downwind Numbering - das Verfahren von W. Ha
kbus
h(1) Erzeuge den Konvektionsgraphen mit einer der Kantenmengen E0; : : : ; E6.(2) Bere
hne ein quasioptimales Feedba
k{Vertex{Set mittels Approximations-algorithmus aus Abs
hnitt 3.5.3.(3) Entferne die Feedba
k{Verti
es aus dem Konvektionsgraphen.(4) Finde eine 
u�orientierte Numerierung des restli
hen (azyklis
hen)Graphen mittels Tiefensu
he.(5) L�ose das umnumerierte Problem mittels S
hur{Komplement{Methode.Mit der folgenden S
hur{Komplement{Methode:Sei C eine maximale Zusammenhangskomponente im Konvektionsgraphen undA := Aiik der zugeh�orige Diagonalblo
k. Weiter sei F � C eine beliebiges Feedba
k{Vertex{Set von C. Dann induziert die Zerlegung C = C 0 [ F bei geeigneter Numerierungder E
kpunkte die folgende Blo
kstruktur von A:A = � A11 A12A21 A22 � : (3.5)Hierbei sei A22 der Diagonalblo
k zu den Feedba
k{Verti
es und A11 der entspre
hendeBlo
k zu den E
kpunkten in C 0. Die Dimension von A22 stimmt folgli
h mit der Anzahlder Feedba
k{Verti
es �uberein.Man setzt nun voraus, da� sowohl A als au
h A11 invertierbar sind, was f�ur hinrei
hendkleine h der Fall ist. Die entspre
hende Blo
k{LU{Zerlegung von A f�uhrt dann auf dieDarstellung A = � A11 0A21 I �� 0 A�111 A12I S � (3.6)mit dem sogenannten S
hur{KomplementS = A22 �A21A�111 A12: (3.7)Nun ist mit A und A11 au
h das S
hurkomplement S ni
htsingul�ar. Dur
h Invertierungder beiden Blo
kdreie
ksmatrizen in (3.6) erh�alt man daher f�ur A�1 die DarstellungA�1 = � I A�111 A12S�10 S�1 �� A�111 0�A21A�111 I � (3.8)Jedes Glei
hungssystem Ax = b mit der Blo
kstruktur� A11 A12A21 A22 �� x1x2 � = � b1b2 � (3.9)kann mit folgendem Algorithmus direkt gel�ost werden.



56 Numerierungsstrategien (Downwind Numbering)Algorithmus: S
hur{Komplement{L�oser(1) S = A22 �A21A�111 A12(2) y1 = A�111 b1(3) y2 = b2 �A21y1(4) x2 = S�1y2(5) x1 = y1 �A�111 A12x2Damit l�a�t si
h also die L�osung des linearen Glei
hungssystems Ax = b im wesentli
henauf die Bere
hnung des S
hur{Komplements S sowie auf die L�osung von insgesamt dreiGlei
hungssystemen geringerer Dimension zur�u
kf�uhren, davon eins mit Matrix S undje zwei mit Matrix A11. Allerdings ist f�ur die Bere
hnung von S f�ur jeden Feedba
k{Vertex ein weiteres Glei
hungssystem mit der Matrix A11 zu l�osen. Die Anwendung diesesVerfahrens ma
ht also nur Sinn, wenn das Feedba
k{Vertex{Set im Verglei
h zur Gr�o�e dermaximalen Zusammenhangskomponente relativ klein ist und si
h Glei
hungssysteme mitder Matrix A11 eÆzient l�osen lassen. Letzteres ist der Fall bei dominanter Konvektion undeiner Umnumerierung der Unbekannten in Flu�ri
htung, da A11 gerade dem zyklusfreienTeil des Konvektionsgraphen entspri
ht.



4. Implementation der VerfahrenIn diesem Kapitel wird ein wesentli
her Teil der vorliegenden Diplomarbeit bes
hrieben. Essoll die Implementation der Numerierungsalgorithmen aus Kapitel 3 (S. 31) erl�autert wer-den. Die Darstellung beginnt mit einigen allgemeinen Bemerkungen, in denen au
h auf diezeitli
he Entwi
klung der Arbeit eingegangen wird. Daran s
hlie�en die Darstellungen derDatenvisualisierung und Generierung des Konvektionsgraphen an. Unter den Bes
hreibun-gen der Numerierungsalgorithmen nimmt die des umfangrei
he Ha
kbus
h{Algorithmusden gr�o�ten Platz ein, vor der der Tiefensu
he und des Bey{Verfahrens.4.1. Allgemeine BemerkungenIm Rahmen dieser Diplomarbeit wurde an einem Softwarepaket namens ADR mitent-wi
kelt. Der Name steht f�ur Adve
tion{Di�usion{Rea
tion (zu deuts
h Konvektion{Di�usion{Reaktion) und bezei
hnet die Art der betra
hteten Probleme. Es handelt si
hhierbei um einen Finite{Elemente{Code, der in der objektorientierten Programmierspra-
he C++ entwi
kelt wird. Diese ma
ht einen konsequent modularen Aufbau der Softwarem�ogli
h. Weitere Gr�unde spre
hen ebenfalls f�ur C++ als die Programmierspra
he derWahl. So verf�ugt sie �uber eine umfangrei
he Standardbibliothek | die STL [Jos96℄; sieist als Weiterentwi
klung der weitverbreiteten Spra
he C dementspre
hend popul�ar undportabel und hat im Verglei
h zu anderen objektorientierten Spra
hen wie z.B. Java einendeutli
hen Ges
hwindigkeitsvorteil bei re
henintensiven numeris
hen Anwendungen.Der objektorientierte ADR {Code beinhaltet s�amtli
he S
hritte, die zur L�osung eines el-liptis
hen Randwertproblems mittels der FEM n�otig sind. Im einzelnen sind das� ein Funktionenparser, mit dem si
h die Bes
hreibung des Problems und des Ge-bietes komfortabel in Eingabedateien angeben l�a�t. Dadur
h entf�allt eine Neu
om-pilation bei ver�anderter Problemglei
hung.� ein Gittergenerator, mit dem si
h 2D{Gitter mittels Advan
ing{Front{ bzw.Delaunay{Methode generieren lassen. Siehe dazu J. Kohlammer [Koh00℄.� ein Netz, das mit einer adaptiven Struktur Rot{Gr�un{Verfeinerungen erm�ogli
ht.Siehe dazu J. Kohlammer [Koh00℄.� ein Diskretisierer zur Galerkin{Diskretisierung des kontinuierli
hen Problems aufP1{Elementen unter Anwendung von SUPG{ und Sho
k{Capturing{Stabilisierung.� eineMatrix{ und L�oserbibliothek zur iterativen L�osung des diskreten Problems.Derzeit implementiert sind CG{, SOR{, SSOR{ und GMRES{Verfahren sowie ILU{und Downwind{Numbering{Vorkonditionierer.



58 Implementation der VerfahrenDerzeit umfa�t ADR 
a. 40000 Zeilen Quell
ode, wovon etwa ein Viertel im Rahmen dieserArbeit implementiert wurde. ADR wird seit 
a. einem Jahr entwi
kelt.Da mit der Entwi
klung des Codes erst in der Entstehungszeit dieser Arbeit begonnenwurde, mu�ten die bes
hriebenen Algorithmen zun�a
hst "stand alone\ bzw. auf Basisder bereits vorhandenen Software PNS (Parallelized solution ofNavier{Stokes{equations)implementiert werden [ea℄.Einige der getro�enen Ents
heidungen zur Implementation lassen si
h deshalb heute als"historis
h bedingt\ erkl�aren. So wurde zun�a
hst mit der Implementation des geometri-s
hen Downwind Numbering begonnen, da si
h der algebrais
he Ansatz mit PNS ni
htverwirkli
hen lie�. Hier war es ledigli
h m�ogli
h, die Numerierung der Gitterpunkte zupermutieren, um auf diesem Wege eine Umstrukturierung der diskretisierten Matrix imgew�uns
hte Sinne zu errei
hen. Die Gitter selbst werden in PNS extern mit GeoMesh er-zeugt und liegen im netCDF{Format vor [net℄. Das Format erm�ogli
ht Zugri�e auf dieKnoten-ID's sowie auf Na
hbarknoten. Dur
hl�aufe �uber s�amtli
he bena
hbarten Knoteneines Knoten v der Triangulierung sind nur bes
hr�ankt m�ogli
h. Dies ist aber zur Erzeu-gung eines Konvektionsgraphen erforderli
h, wie in Abs
hnitt 3.2 (S. 32) bes
hrieben.Aufgrund dieser Erkenntnisse wurde ni
ht weiter an einer Implementation innerhalb vonPNS gearbeitet. Zu diesem Zeitpunkt existierten erste Ans�atze zu ADR, die sehr viel-verspre
hend waren. Sehr fr�uhzeitig besa� ADR eine eigenst�andige Gittergenerierung mitwesentli
h komfortableren Zugri�sm�ogli
hkeiten als vorher mit PNS . Deshalb wurde au
hder geometris
he Ansatz zur Generierung eines Konvektionsgraphen weiter verfolgt.An dieser Stelle mu� erw�ahnt werden, da� es letztli
h keine Rolle spielt, wie derKonvektionsgraph zu Stande kommt. Die implementierten Graphenalgorithmen habenein klar de�niertes API (Appli
ation Programming Interfa
e), das dur
h den modula-ren Aufbau des objektorientierten ADR {Codes unterst�utzt wird. Mit anderen Worten,es ist jederzeit ohne gro�en Aufwand m�ogli
h, weitere Verfahren zur Generierung einesKonvektionsgraphen zu implementieren, um so andere Aspekte bei der Auswahl von Kan-ten der Triangulierung bzw. Eintr�agen in der Stei�gkeitsmatrix zu ber�u
ksi
htigen. Beider Implementation wurde stets Wert auf die Erweiterbarkeit und Flexibilit�at des Codesgelegt.Na
h einem Jahr ADR {Entwi
klung ist dies die zweite Diplomarbeit, die daraus hervor-geht und die erste Arbeit, die den kompletten Code benutzt, was entspre
henden gr�o�erenAufwand f�ur Testl�aufe und Debugging na
h si
h zog.4.2. DatenvisualisierungWenn es um die Implementation komplexer Algorithmen wie der des Approximationsal-gorithmus von Ha
kbus
h geht, ist es unerl�a�li
h, die Funktionsweise der Algorithmen ingeeigneter Weise zu visualisieren. Da es si
h hierbei auss
hlie�li
h um Graphenalgorithmenhandelt, ist eine bildli
he Darstellung von Graphen erforderli
h. Die Spra
he C++ verf�ugtleider nur �uber bes
hr�ankte graphis
he Darstellungsm�ogli
hkeiten. Den Ausweg bildet hierPostS
ript [ps℄. Dies ist, wie der Name s
hon sagt, eine S
ript-Spra
he. In dieser Arbeitwurde PostS
ript Level 2 der Firma Adobe verwendet, das sehr m�a
htige Tools f�ur dieDarstellung von Texten, Gra�ken und Bildern zu Verf�ugung stellt.



4.2 Datenvisualisierung 594.2.1. Posts
ript{Darstellung von GraphenDie Darstellung reduziert si
h zun�a
hst auf Knoten und Kanten. Will man allerdingsweitere Informationen wie die Gewi
htung von Knoten oder Einf�arbungen von Kantenunterbringen, wird die Aufgabe s
hon komplizierter. Da die Ausgabe f�ur beliebige Graphenmit beliebiger geometris
her Lage der Knoten und Kanten m�ogli
h sein mu�te, entstanddie umfangrei
he PostS
ript{Makro{Bibliothek graph makros.eps.Dazu mu� zun�a
hst gesagt werden, da� PostS
ript auf einem sehr niedrigen Level ar-beitet, was einerseits eine sehr hohe EÆzienz zur Folge hat, aber andererseits ni
ht sehranwenderfreundli
h in der Programmierung ist.Ein Kernst�u
k der Spra
he sind Polygonz�uge. Das bedeutet, da� s�amtli
he geometris
henFormen dur
h diese Polygonz�uge bes
hrieben werden m�ussen. PostS
ript bietet f�ur dasZei
hnen von Kreisen, Pfeilen usw., also f�ur die Darstellung von Knoten und Kanten einesGraphen erforderli
hen Elementen, von si
h aus keine Tools.Die Routine zum Zei
hnen eines ausgef�ullten Kreises sieht z.B. wie folgt aus:/
ir
le f3 di
t begin/r ex
h def /y ex
h def /x ex
h defx r add y movetox y r 0 360 ar
fill strokeendg defDabei werden die PostS
ript{Befehle immer in post�x{Notation gegeben. Damit l�a�t si
hdie Funktion zur Darstellung eines Knoten mit den Koordinaten (x; y) folgenderma�enformulieren:/xyNode f3 di
t begin% Auslesen der Funktionsparameter/x ex
h def /y ex
h def /subnumber ex
h def /number ex
h def% Aufruf der Funktion 
ir
le mit den Koordinaten (x; y) und Radius radiusx y radius 
ir
lenormalFont1 defaultRot sub 1 defaultGelb sub 1 defaultBlau sub setrgb
olornewpathx number stringwidth pop 2 div suby s
aleMin 1.7 mul submovetonumber showsmallFontnewpathx subnumber stringwidth pop 2 div suby s
aleMin 3.8 mul sub



60 Implementation der Verfahrenmovetosubnumber showdefaultRot defaultGelb defaultBlau setrgb
olorendg defDamit k�onnen Knoten mit der Bezei
hnung number an den Koordinaten (x; y) gezei
hnetwerden. �Ahnli
he Funktionen existieren f�ur geri
htete und ungeri
htete Kanten, wobei hierdie vers
hiedene Lage der Knoten zueinander ber�u
ksi
htigt werden mu�, damit z.B. Pfeilemittels Polygonz�ugen ri
htig darstellen werden k�onnen.F�ur die Darstellung des Beispielgraphen aus Abbildung 2.1 (S. 20) ist das folgende Input�leerforderli
h:
1
7

2
6

3
5

4
4

5
3

6
2

7
1

Abbildung 4.1.: Beispielgraph%!PS-Adobe-3.0 EPSF-3.0// ...(graph makros.eps) run// ...(1) (7) 2 0 n(2) (6) 2 2 n(3) (5) 2 3 n(4) (4) 0 0 n(5) (3) 0 2 1.0 0.0 1.0 nrgb(6) (2) 0 3 n(7) (1) 1 4 n2 0 2 2 e2 2 0 2 0.0 0.0 1.0 ergb0 2 0 0 e0 0 2 0 e2 2 0 0 e



4.2 Datenvisualisierung 610 3 2 3 e// ...Na
hdem die Makro{Bibliothek graph makros.eps geladen ist, werden zun�a
hst die Kno-ten mit ihren Koordinaten angegeben. Dabei ist es m�ogli
h, eine zweite Subnummer anden Knoten zu vergeben, um zum Beispiel im Tarjan{Algorithmus gefundene Zusam-menhangskomponenten markieren zu k�onnen. Na
h der Knotenbezei
hnung und den Ko-ordinaten erfolgt der Funktionsaufruf n aus der Makro{Bibliothek, um den Knoten in derStandardfarbe zu zei
hnen. Entspre
hend dazu bietet nrgb die M�ogli
hkeit, den Knotengem�a� RGB{Farbskalierung einzuf�arben. Bei den Kanten ist es erforderli
h, die Koordina-ten des Start- bzw. Endpunktes anzugeben. Der Aufruf e zei
hnet analog zu den Knoteneine geri
htete Kante in der Standardfarbe und ergb erm�ogli
ht zus�atzli
he Farbangaben.S
hleifen und Doppelkanten wurden ni
ht implementiert, da sie ni
ht ben�otigt wurden.S�amtli
he Ausgaben von Graphen in diesem Abs
hnitt wurden mit dieserMakro{Bibliothek erzeugt.4.2.2. Posts
ript{Darstellung von MatrizenZiel der Numerierungsalgorithmen soll es sein, eine bestimmte Matrixstruktur zu errei
hen,z.B. die untere Blo
kdreie
ksgestalt. Dazu ist es w�uns
henswert, die Eintr�age der Matrixgerade f�ur gro�ere Matrizen gra�s
h darzustellen, da eine Textausgabe der Matrix sehrs
hnell an �Ubersi
htli
hkeit verliert.Au
h zu diesem Zwe
k wurde auf PostS
ript zur Visualisierung zur�u
kgegri�en. Das Pro-blem bei den Matrizen war dabei im Gegensatz zu den Graphen weniger die Darstellungvers
hiedener geometris
her Formen, sondern die kompakte Spei
herung der Eintr�age.Denn pro Matrixeintrag m�ussen drei Farbwerte abgespei
hert werden, man erh�alt alsoallein dadur
h die dreifa
he Gr�o�e der Ausgangsmatrix, was s
hon f�ur kleine Matrizensehr s
hnell in den Megabyte{Berei
h an Spei
herplatzbedarf geht.PostS
ript bietet au
h bei diesem Problem bereits eine L�osung, n�amli
h die Funktionreadhexstring, die in der Lage ist, Strings der L�ange 256 mit hexadezimalen Eintr�agen zuinterpretieren.Zus�atzli
h dazu wurde in der Makro{Bibliothek zur Matrixausgabe ein eigener, sehr eÆ-zienter Komprimierungsalgorithmus implementiert, der die Gr�o�e der Posts
riptdatei aufein Zehntel reduziert. Die Idee ist, wie bei herk�ommli
hen Pa
kprogrammen �ubli
h, Se-quenzen von aufeinanderfolgenden Eintr�agen glei
hen Wertes geeignet zusammenzufassen.Die Abbildung 4.2 zeigt die PostS
ript{Ausgabe einer Matrix.Es handelt si
h hierbei um eine 20 � 20 Blo
kmatrix mit quadratis
hen Bl�o
ken der Di-mension 10 und diagonaldominanten Eintragen sowie einem St�oreintrag in der re
htenoberen E
ke. Zus�atzli
h dazu kann man eine Skala anzeigen lassen, die den Farbverlaufvom minimalem zum maximalem Eintrag verdeutli
ht. Der Farbverlauf ist nat�urli
h be-liebig w�ahlbar.Diese PostS
ript{Ausgabe der Matrix wurde sowohl in BLANC, der L�oserbibliothek vonPNS , als au
h in ADR implementiert. Der Aufruf f�ur ADR lautet:
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min maxAbbildung 4.2.: BeispielmatrixwriteNewSparseMatrixPS(NewSparseMatrix<floatT>* A,ofstream &os);wobei A die auszugebende Matrix ist und os ein Ausgabestream.4.3. Implementation der NumerierungsverfahrenIn diesem Abs
hnitt wird die C++{Implementation der in Abs
hnitt 3 (S. 31) und Ab-s
hnitt 2 (S. 19) bes
hriebenen Numerierungsalgorithmen erl�autert. S�amtli
heCode{Ausz�uge sind ADR entnommen.4.3.1. Allgemeiner Aufbau der ImplementationDie Abbildung 4.3 gibt einen vollst�andigen �Uberbli
k �uber die implementierten Metho-den zum Downwind Numbering. Die Gra�k ist von links na
h re
hts zu lesen. Als Inputsteht entweder das Ges
hwindigkeitsfeld mit dem Gitter oder die diskretisierte Matrixzur Verf�ugung | je na
hdem, ob geometris
hes oder algebrais
hes Downwind Numberingdur
hgef�uhrt wird.Die Eingabedaten werden dur
h ein Kriterium ge�ltert, um so einen der Konvektionsgra-phen G1 bis Gn zu erzeugen. Vers
hiedene Kriterien liefern dabei vers
hiedene Graphen
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Abbildung 4.3.: Datenstruktur
als Output. Ab dieser Stelle laufen s�amtli
he Downwind Numbering Algorithmen absolutunabh�angig vom gew�ahlten Verfahren. Es ist nun unerhebli
h, ob das gew�ahlte Kriteriumalgebrais
h oder geometris
h ist, ob man also die Stei�gkeitsmatrix permutieren m�o
hteoder die Knotennummern des Gitters.In Abh�angigkeit von der Dimension des Verfahrens und eventuell vorhandenen Zyklen kannnun ein entspre
hender Numerierungsalgorithmus zur Dur
hnumerierung des Konvektions-graphen eingesetzt werden. Bisher implementiert sind die Tiefensu
he (f�ur den azyklis
hen2D{ und 3D{Fall), der Tarjan{Algorithmus (f�ur beliebige 2D{ und 3D{Graphen) und derApproximationsalgorithmus von Ha
kbus
h f�ur den zyklis
hen 2D-Fall. Ni
ht bekanntist bisher ein Algorithmus f�ur den zyklis
hen 3D Fall zum Au
�osen der Zyklen.Das Ergebnis des Downwind Numbering ist im geometris
hen Fall ein Permutationsvek-tor, mit dessen Hilfe man die Knotennumern der Triangulierung permutieren kann. Imalgebrais
hen Fall liefert das Verfahren eine permutierte Stei�gkeitsmatrix, wobei nur dieNi
ht{Nulleintr�age permutiert werden.



64 Implementation der Verfahren4.3.2. DatenstrukturenGraph{ObjektDie zentrale Datenstruktur in der Implementation ist das Graph{Objekt. Sowohl derTarjan{ als au
h der Ha
kbus
h{Algorithmus operieren auf diesem Objekt.Im wesentli
hen beinhaltet es eine Liste von Adjazenzlisten, und zwar genau eine Adjazen-liste f�ur jeden Knoten. Zus�atzli
h dazu die Anzahl der Knoten und Kanten im Graphen.Jeder Graph enth�alt eine Liste seiner starken Zusammenhangskomponenten, die ihrerseitswiederum eigene Graph{Objekte sind.Bei dem Konstruktor ist es m�ogli
h, eine Liste von Startknoten anzugeben. Numerierungs-algorithmen haben so ein Anfangsset f�ur den Beginn der Numerierung zur Verf�ugung.In C++ sieht das Objekt wie folgt aus:
lass graphC f//adja
en
y listtypedef ve
tor< list< base::indexT >* > AdjList;//number of verti
es in graphbase::indexT V;//number of edges in graphbase::indexT E;//adja
en
y listAdjList a;//a list of strong 
omponents within this graphve
tor< graphC* > str
;// ...publi
://
onstru
torgraphC( AdjList *a,ve
tor<base::indexT >* startNodes );// ...gDer Graph stellt Iteratoren f�ur die Knoten und Zusammenhangskomponenten zur Verf�ugung.Zus�atzli
h dazu enth�alt er weitere Funktionen f�ur die Numerierungsalgorithmen undPostS
ript{Ausgaberoutinen.Kriterium{ObjektDas Kriterium{Objekt erm�ogli
ht die Wahl unters
hiedli
hster Kriterien zur Erzeugungdes Konvektionsgraphen. Derzeit implementiert sind ein geometris
hes und ein algebrai-s
hes Kriterium:
lass 
riteriaC f// ...publi
:



4.3 Implementation der Numerierungsverfahren 65//geometris
hes Kriteriumgraph::graphC* getMaxConve
tionPerNodeGraph(net::hierar
hC* hierar
hy,adr::AdrC* adr );//algebrais
hes Kriteriumgraph::graphC* getMaxValuePerRow(NewSparseMatrix<base::floatT>* A);gWeitere ObjekteWeitere implementierte Objekte sind das Downwind{Numbering{Objekt donuC zum Auf-ruf der vers
hiedenen Numerierungsalgorithmen. Das Tarjan{Objekt tarjanC f�ur denTarjan{Algorithmus, sowie das Ha
kbus
h{Objekt ha
kbus
hC f�ur den Ha
kbus
h{Algorithmus.4.3.3. Generierung des KonvektionsgraphenBeim geometris
hen Downwind Numbering wird der Konvektionsgraph aus dem Gitterund dem Ges
hwindkeitsfeld ~b erzeugt. Der Na
hteil hierbei ist, da� f�ur das Auswahlkri-terium bereits vor der Bere
hnung der Eintr�age in der Stei�gkeitsmatrix die Konvektions-anteile in irgendeiner Form bere
hnet werden m�ussen, um eine Auswahl der Kanten derTriangulierung f�ur den Konvektionsgraphen tre�en zu k�onnen. Die Kanten der Triangu-lierung entspre
hen ja gerade den Eintr�agen in der Stei�gkeitsmatrix, siehe Abs
hnitt 1.5(S. 12). Ein Vorteil des Verfahrens ist, da� die Stei�gkeitsmatrix glei
h mit der ri
htigenPermutation generiert wird, was ein aufwendiges Umsortieren der Matrix erspart.Wendet man das KriteriumE6 aus Abs
hnitt 3.2 (S. 32) an, so ergibt si
h folgende S
hleife:// ...ve
tor<indexT> neighbourNodes;floatT minAngle=360.0,angle=0.0;indexT maxConvNode=indexTmax;neighbourNodes = pat
hNodes( this->hierar
hy->getNod(nodeIdx),this->hierar
hy->
urNet() );for(ve
tor<indexT>::
onst iterator nn = neighbourNodes.begin();nn != neighbourNodes.end();nn++)f angle = s
alarProdu
t( &(this->hierar
hy->getNod(nodeIdx)),// 
urrent node&(this->hierar
hy->getNod(*nn)),// neighbour node&(hierar
hy->getNod(nodeIdx) + *bNode) );// velo
ity ve
tor



66 Implementation der Verfahrenif ( angle < minAngle )f minAngle = angle;maxConvNode = *nn;gg// ...Dabei liefert die Funktion pat
hNodes des Gitters gerade die Na
hbarknoten des betra
h-teten Knotens im Gitter. In der S
hleife wird dann f�ur jeden bena
hbarten Knoten dasSkalarprodukt hb(u); (u;w)i bere
hnet. Das Minimum s�amtli
her Skalarprodukte erh�altdabei den Zus
hlag, weil hier der Winkel \ fb (u) ; (u;wmin)g am kleinsten ist. Das hei�t,da� der Konvektionsvektor liegt am di
htesten an dieser Kante der Triangulierung.
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Abbildung 4.4.: Kriterium E6 f�ur Rotationsstr�omung auf unstrukt. 17� 17 Gitter
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Abbildung 4.5.: Kriterium E6 f�ur S
hr�agstr�omung auf unstrukt. 17� 17 GitterBemerkung 4.1 (zu PNS ) Die Implementation dieser Verfahren in PNS wurde unteranderem aus dem Grund ni
ht weiter verfolgt, da� eine sol
he Funktion pat
hNodes beiPNS ni
ht zu Verf�ugung steht. Siehe Abs
hnitt 4.1 (S. 57).Dur
h den modularen Aufbau der Implementation ist es ohne weiteres m�ogli
h, beliebigeweitere Auswahlkriterien zu implementieren.Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den entstandenen Konvektionsgraphen (rote Kan-ten) auf einem unstrukturiertem 17 � 17 Gitter (gestri
helte Kanten) bei Kreis- undS
hr�agstr�omung (graue Kanten).Bemerkung 4.2 (Konvektionsgraph und Str�omungsverlauf) An den beidenAbbildungen 4.4 und 4.5 erkennt man sehr gut, da� dur
h das gew�ahlte geometris
heKriterium der Str�omungsverlauf optimal verfolgt wird. Unter anderen sieht man dies beider Rotationsstr�omung, wo dur
h den lei
hten Au�endrall des Stromungsfeldes in der Re-



68 Implementation der Verfahrengel keine ges
hlossenen Zyklen entstehen. Vielmehr nimmt der Konvektionsgraph eine na
hau�en geri
htete Spiralstruktur an.4.3.4. Tarjan{AlgorithmusWie im Abs
hnitt 2.3.2 (S. 27) bes
hrieben, ist der Tarjan{Algorithmus der Tiefensu
hesehr �ahnli
h. Dabei beoba
htet man den angenehmen E�ekt, da� der Algorithmus imazyklis
hen Fall gerade der Tiefensu
he entspri
ht.Dadur
h entf�allt eine vorherige �Uberpr�ufung des Graphen auf eventuell enthaltene Zyklen.Die Vorgehensweise ist die, da� man in jedem Fall das Tarjan{Verfahren startet. Na
hAbarbeitung des Graphen hat man dann nur zu �uberpr�ufen, ob die Anzahl der gefundenenstarken Zusammmenhangskomponenten glei
h oder kleiner der Knotenanzahl im Graphenist. Im ersten Fall ist der Graph azyklis
h, da hier die Knoten im Graphen gerade denstarken Zusammenhangskomponenten entspre
hen. Siehe Lemma 2.2 (S. 22). Ansonstenbe�nden si
h im betra
hteten Graphen tats�a
hli
h Zyklen, die gerade den starken Zusam-menhangskomponenten entspre
hen, siehe Abs
hnitt 2.1 (S. 19). In diesem Fall kann manmit dem Verfahren von Bey fortfahren, d.h. die Stei�gkeitsmatrix so zu einer Blo
kmatrixpermutieren, da� die gefundenen Diagonalbl�o
ke gerade starken Zusammenhangskompo-nenten entspre
hen.Eine andere M�ogli
hkeit besteht darin, da� man f�ur jede Zusammenshangskomponente denHa
kbus
h{Algorithmus startet, um die Zyklen in jeder Komponente aufzus
hneiden.In jedem Fall ist der Tarjan{Algorithmus zentraler Bestandteil der vorgestellten Verfah-ren.F�ur jeden Knoten wird zun�a
hst die folgende Struktur angelegt:stru
t TJNode f/** numbering of verti
es used in tarjan algo */int nr;/** lower numbers of verti
es used in tarjan algo */int low nr;/** number of 
omponents */int 
omp nr;/** should be obvious */bool is on sta
k;g;Na
h entspre
hender Initialisierung mit 0 bzw. false startet die Haupts
hleife des Algo-rithmuswhile(!mainQueue->empty())f if (tjnd[mainQueue->front()℄.nr==0)StrongComp( graph, mainQueue->front(), tMap );mainQueue->pop();g



4.3 Implementation der Numerierungsverfahren 69| wobei na
h Abarbeitung des Graphen die neue Numerierung in der Map tMap gespei-
hert wird. Die gefundenen Zusammenhangskomponenten werden in dem Graph{Objektin einer eigenen Liste gespei
hert.4.3.5. Ha
kbus
h{AlgorithmusDie Gra�k 4.6 gibt einen �Uberbli
k �uber die einzelnen S
hritte desHa
kbus
h{Algorithmus. Das Ziel ist es, solange Kanten und Knoten aus dem Gra-phen zu entfernen, bis mittels einer Bewertungsfunktion ents
hieden werden kann, wel
heKnoten in das Feedba
k{Vertex{Set aufgenommen werden sollen.
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+
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 minimalen Linkszyklen)

Abbildung 4.6.: �Uberbli
k �uber das Ha
kbus
hverfahrenZun�a
hst wird der Ausgangsgraph mittels des Tarjan{Algorithmus in seine starken Zu-sammenhangskomponenten zerlegt. Das hei�t, hierbei wird ni
ht der von Ha
kbus
hvorges
hlagene Algorithmus Filter aus Abs
hnitt 3.5.3 (S. se
:ha
kbus
h) verwendet,da er die glei
he Funktionsweise hat. Deshalb wurde auf eine Implementation verzi
htet.Hieran erkennt man au
h die M�ogli
hkeiten eines modularisierten Codes im Hinbli
k aufWiederverwendbarkeit und Flexibilit�at. Man erh�alt dur
h den Tarjan{Algorithmus denGraph GC .Nun werden die linkeste und re
hteste ausstr�omende Kante dur
h die Funktionvoid ha
kbus
hC::markLeftRightOutEdges(graphC *graph,pointPoolC *pp );markiert. Das bedeutet, sie werden in einer Liste abgespei
hert. Die Abbildung 4.7 zeigteine Graphenkomponente mit entspre
hend markierten Kanten als Output der FunktionmarkLeftRightOutEdges. Dabei ist die linkeste Kante rot markiert und re
hteste Kantes
hwarz. Handelt es si
h um dieselbe Kante ist sie rot{s
hwarz markiert.Damit erh�alt man die Graphen G+ und G�, auf den nun Zyklen gesu
ht werden m�ussen.Dies ges
hieht dur
h die na
hfolgende Funktion:
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Abbildung 4.7.: Links{ und Re
htskantenvoid ha
kbus
hC::findCy
les( graphC *graph );Dabei werden in den beiden Graphen s�amtli
he Kanten abgelaufen und die Anfangs- undEndknoten mit dem glei
hen Stempel markiert. St�o�t man dabei wieder auf diesen Stem-pel, ist ein Zyklus gefunden und der Stempel wird um Eins erh�oht. Man f�ahrt fort mitder Su
he auf einem no
h ni
ht besu
hten Knoten. Die gefundenen Zyklen werden alsKnotenliste in einer weiteren Liste gespei
hert. Damit erh�alt man die Graphen C� undC+.Jetzt mu� f�ur jeden Zyklus seine Orientierung ermittelt werden. Dabei l�auft man voneinem Startknoten v0 des Zyklus aus los und addiert die Winkel\ f(v0; vi�1) ; (v0; vi)g ;wobei vi der Na
hfolger von vi�1 ist in Dur
hlaufri
htung. Ist die Summe negativ, sowurde der Kreis im mathematis
h positiven Sinn dur
hlaufen. Zusatzli
h dazu hat manno
h die Information, ob es si
h um einen Zklus der Links- oder der Re
htskanten handelt.Damit l�a�t si
h nun die Bewertungsfunktion ermitteln. Diese funktioniert ebenfalls �uberein sol
hes Winkelargument. Sei v der zu untersu
hende Knoten und � ein Zyklus imGraph, dann gilt es zu ermitteln, ob v geometris
h innerhalb oder au�erhalb von � liegt.Man addiert nun einfa
h die Winkel\ f(v; vi�1) ; (v; vi)g ;



4.3 Implementation der Numerierungsverfahren 71indem man �uber die Knoten vi 2 � l�auft. Ist die Summe 360Æ so liegt der Knoten imInnern, sonst au�erhalb. Damit hat die geometris
he Lage s�amtli
her Knoten bzgl. allerZyklen, womit si
h nun die Bewertungsfunktion gem�a� Abs
hnitt 3.5.3 (S. se
:ha
kbus
h)ermitteln l�a�t. Im ADR {Code ges
hieht dies dur
h folgende Funktion:void ha
kbus
hC::weightVerti
es(graphC *graph,pointPoolC* pp );Bemerkung 4.3 Zumindest die Anfangsinvestition zur Bere
hnung der Bewertungsfunk-tion hat quadratis
hen Aufwand.Insgesamt ergibt si
h damit der Ha
kbus
h{Algorithmus folgenderma�en in der Imple-mentierung:// initialization// ...ha
kbus
hC::markLeftRightOutEdges( graph, pp );ha
kbus
hC::findCy
les( graph );graph->initCy
leOrientation( pp );graph->initInsideOutside( pp );graph->printCy
leOrientation( pp );indexT i=0;indexT fvsVertex;floatT weight=1;while( weight != 0 )f weight=ha
kbus
hC::weightVerti
es( graph, pp );fvsVertex=graph->getNM( graph->getMinWeightVertex() );ha
kbus
hC::addFVSVertex( fvsVertex );graph->deleteVertexCir
le( fvsVertex );g// ...Das Abbru
hkriterium ist dann errei
ht, wenn die Bewertungfunktion 0 ist, d.h. weight=0.Die Indizes der Knoten des Feedba
k{Vertex{Set werden in einer Liste gespei
hert, die dasHa
kbus
h{Objekt na
h Abarbeitung des Graphen zur�u
kliefert.Die Abbildung 4.8 zeigt das Ergebnis eines Dur
hlaufs dieses Algorithmus. Die gefundenenFeedba
k{Verti
es sind gr�un eingezei
hnet. Die vom Tarjan{Algorithmus bestimmtenZusammenhangskomponenten sind unters
hiedli
h farbig eingezei
hnet, und fortlaufenddur
hnummeriert (kleine Nummer).Die Abbildung 4.8 einen beliebig erzeugten Graphen, der die one{
ow{
ondition erf�ullt,na
h einem Dur
hlauf des Algorithmus.
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5. Numeris
he Experimente zum Downwind NumberingIn diesem Kapitel werden die numeris
hen Ergebnisse der bes
hriebenen Verfahren darge-stellt und diskutiert. Begonnen wird mit der Bes
hreibung der gere
hneten Testproblemeund der Dur
hf�uhrung der Experimente, damit Aussagen �uber die Laufzeiten der imple-mentierten Algorithmen und Kriterien gema
ht werden k�onnen.5.1. Bes
hreibung der TestproblemeF�ur die numeris
hen Tests der vorgestellten Algorithmen wurde je ein Problem f�urS
hr�agstr�omung und Rotationsstr�omung gere
hnet. Diese beiden Str�omungen sind Spe-zialf�alle eines zweidimensionalen station�aren Konvektions-Di�usions-Problems der Form�r � ("ru) + (b � r)u = f in 
:Alle Testbeispiele wurden auf dem Einheitsquadrat gere
hnet. In diesem Kapitel soll alsostets 
 = (0; 1) � (0; 1) mit dem Rand �
 = � gelten. Alle Probleme wurden mit 
 = 0gere
hnet.5.1.1. S
hr�agstr�omungDas Ges
hwindigkeitsfeld b sei mit b = 1p5 (2; 1)T konstant gew�ahlt (damit ist kbk2 = 1).Die re
hte Seite sei f � 0. Der Gebietsrand �
 l�a�t si
h somit aufspalten in�
+ = f( x ; 1 )T ; ( 1 ; y )T : 0 � x; y � 1g;�
0 = ;;�
� = f( x ; 0 )T ; ( 0 ; y )T : 0 � x; y � 1g:Dabei sei mit �
+ der Einstr�omrand und mit �
� der Austr�omrand bezei
hnet. Weitersei �
0 der Teil des Randes, bei dem die Str�omung parallel dazu verl�auft.Auf dem Rand seien folgende Diri
hlet{Bedingungen gegeben:u = 1 auf �( x ; 0 )T ; ( 0 ; y )T : 0 � x � 1; 0 � y � 13� ;u = 0 sonst:Das Str�omungsfeld ~b und die Randwerte werden in der Abbildung 5.1 dargestellt.Das Problem besitzt eine innere parabolis
he Grenzs
hi
ht, und zwar entlang der Cha-rakteristik �x1 mit x1 = (0; 13)T . Diese ist bedingt dur
h die Unstetigkeit an x1 in denDiri
hlet{Randbedingungen am Einstr�omrand. Eine zweite Unstetigkeitsstelle be�ndetsi
h am Ausstr�omrand in x2 = (1; 23 )T , die so gew�ahlt wurde, da� sie dem Austrittspunktder Charakteristik �x1 aus dem Gebiet entspri
ht.



76 Numeris
he Experimente zum Downwind NumberingIm konvektionsdominanten Fall oszilliert die L�osung der Galerkin{FEM global sehr stark.Aus diesem Grund m�ussen no
h Stabilisierungsterme hinzugef�ugt werden, sieheAbs
hnitt 1.6 (S. 13). Die in den Abbildungen 5.2 bis 5.10 dargestellten L�osungen wurdenmit SUPG{Stabilisierung gere
hnet, siehe Abs
hnitt 1.6.2 (S. 16). Zus�atzli
h dazu wurdeno
h eine Sho
k{Capturing{Te
hnik verwendet, um lokale Oszillationen an Grenzs
hi
htenzu reduzieren, siehe Abs
hnitt 1.6.3 (S. 17).Da im benutzten FEM{Code ADR Randbedingungen segmentweise vergeben werden, lie-gen beim betra
hteten Beispiel e
hte Unstetigkeitsstellen am Ein- und Ausstr�omrandvor, die die beoba
hteten verbliebenen Oszillationen erzeugen. Im Verglei
h dazu wer-den im FEM{Code PNS Randdaten knotenweise vergeben, weshalb in den Arbeiten vonT. Knopp [Kno99℄ und A. P. Priesnitz [Pri96℄ geringere �Ubers
hwinger bei diesemTestbeispiel auftreten.Die auftretenden �Ubers
hwinger k�onnen allerdings verna
hl�assigt werden, da Diri
hlet{Randbedingungen auf �
+ untypis
h sind in praktis
h relevanten physikalis
hen Frage-stellungen, hier w�urde man eher homogene Neumann-Daten (do{nothing{Bedingung) amAusstr�omrand setzen.
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5.1 Bes
hreibung der Testprobleme 795.1.2. Rotationsstr�omungIn diesem Beispiel sei das Ges
hwindigkeitsfeld ~b bestimmt dur
h~b(x; y) := � (2y � 1)(1� (2x� 1)2)4y(2x� 1)(y � 1) � :Dadur
h ist eine Rotations- oder Rotationsstr�omung um den Mittelpunkt von 
 gegeben,die am Rand �
 parallel zu diesem verl�auft. Damit ist �
 = �
0, und alle Charakteristikensind ges
hlossen.Auf dem Rand seien folgende Diri
hlet{Bedingungen gegeben:u = �0:5 auf �( 0 y )T : 0 � y � 1	 ;u = 0:5 auf �( 1 y )T : 0 � y � 1	 ;u = 0 sonst.Abbildung 5.6 illustriert das Str�omungsfeld ~b und die Randwerte. Sei wieder f � 0 und
 = 0.Es sei erw�ahnt, da� 
 = 0 in diesem Testbeispiel im Gegensatz zur S
hr�agstr�omung einkritis
her Fall ist. Hier mu� f�ur "! 0 die ri
htige globale Konstante uC , d.h.lim"!0u"(x) = uC 8x 2 G; 8G �� 
gefunden werden. Mit analytis
hen �Uberlegungen kann man zeigen, da�uC = R�
 g dsR�
 ds = 0gilt. Dies stellt ein s
hwieriges Problem f�ur den diskreten L�oser dar, was si
h au
h an denermittelten Ergebnissen zeigt.
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82 Numeris
he Experimente zum Downwind Numberingh�1 + 1 strukturiert unstrukturiert33 1089 112165 4225 4353129 16641 17153Abbildung 5.11.: Anzahl der E
kpunkte in der Triangulierung5.2. Dur
hf�uhrung der Versu
heBei den numeris
hen Tests wurde jeweils die Re
henzeit vergli
hen, die das Verfahrenben�otigt, bis die Residuennorm kAuk � fk2=kAu0 � fk2 unter 10�10 liegt. Dabei sei k derIterationsindex und u0 die Startl�osung. Zus�atzli
h dazu wird au
h no
h die Anzahl derben�otigten Iterationen mit angegeben. In vielen Darstellungen, die Konvergenzresultate f�uriterative Verfahren formulieren, bes
hr�ankt si
h die Angabe auf die Anzahl der Iterationen.Dies l�a�t jedo
h keinen sinnvollen Verglei
h vers
hiedener Verfahren zu, da si
h diese indem pro Iteration erforderli
hen Re
henaufwand eventuell signi�kant unters
heiden.Um weitere Aussagen �uber die Qualit�at des Vorkonditionierers tre�en zu k�onnen, wurdebei den numeris
hen Experimenten der zeitli
he Konvergenzverlauf betra
htet, also dieEntwi
klung der Konvergenz kAuk � fk2=kAu0 � fk2 des Residuums in der Euklidis
henNorm bez�ugli
h der Re
henzeit. Dabei wurde f�ur ausgew�ahlte Beispiele der Konvergenzver-lauf der L�osung des ni
ht vorkonditionierten Problems gegen�uber dem vorkonditioniertendargestellt, siehe Anhang A.2 (S. 99).Als Startl�osung wurde immer u0 � 0 gesetzt. Numeris
he Tests haben gezeigt, da� si
h f�ur�1 � u0 � 1 die Anzahl der ben�otigten Iterationen ni
ht signi�kant unters
heidet. DieserSa
hverhalt mu� allerdings f�ur die Rotationsstr�omung no
h intensiver als bisher untersu
htwerden, siehe dazu au
h die Aussagen zum ReaktionskoeÆzienten 
 in Abs
hnitt 5.1.2.Die Downwind Numbering Verfahren zeigen ihre Wirkung erst im konvektionsdominantenFall. Um diesen E�ekt zu verdeutli
hen, wurde bei den Tests der Di�usionskoeÆzient "�uber f10�2; 10�4; 10�6g variiert. F�ur den Fall " = 1 ergeben si
h sowohl bei S
hr�ag- alsau
h bei Rotationsstr�omung identis
he Iterationszahlen f�ur das vorkonditionierte und dasni
ht vorkonditionierte Problem.Die Probleme wurden auf strukturierten und unstrukturierten 33 � 33, 65 � 65 und129 � 129 Gittern gere
hnet, die dur
h ADR mittels einer Delaunay{Triangulation ge-neriert wurden. Die Tabelle 5.11 zeigt die Anzahl der Knotenpunkte der vers
hiedenenGitter.Re
henumgebungDie vorgestellten Ergebnisse wurden gere
hnet auf einer Compaq XP 1000 Personal Work-station mit 667 MHz mit folgenden Daten:� ALPHA-Prozessor EV6, 4MB Ca
he, DEC
hip 21264, 64 bit,� 1280 MB ECC Hauptspei
her und� onBoard Ultra-SCSI Controller.



5.3 Numeris
he Ergebnisse zum Konvektionsgraph 83Gitter Rotationsstr�omung S
hr�agstr�omung33� 33 0.07 0.0765� 65 1.03 1.03129 � 129 17.02 17.07Abbildung 5.12.: Re
henzeit des Tarjan{Algorithmus in SekundenDas Betriebssystem ist True 64 Unix 4.0f, ehemals Digital Unix. Der C++{Code ADRwurde mit dem GNU C++ Compiler g

, version 2.95.2 19991024 (release), 
ompiliert.5.3. Numeris
he Ergebnisse zum Konvektionsgraph5.3.1. Aufwand der Downwind Numbering AlgorithmenAls Downwind Numbering Verfahren wurde derTarjan{Algorithmus eingesetzt, da in dengere
hneten Beispielen nur im Fall der Rotationsstr�omung auf dem unstrukturierten 33�33Gitter ein Zyklus auftrat, der dur
h die verfeinerte Triangulierung (ab 65 � 65 Gitter)vers
hwand. Au�erdem ist momentan in ADR no
h keine S
hur{Komplement{Methodeimplementiert, so da� derzeit kein L�oser f�ur das mit dem Ha
kbus
h{Algorithmus vor-konditierte Problem zur Verf�ugung steht.Der Tarjan{Algorithmus ben�otigt die in Tabelle 5.12 angegebenen Zeiten f�ur die ver-s
hiedenen Gitter.In den gemessenen Zeiten bei strukturierten und unstrukturierten Gittern gibt es lei
hteUnters
hiede, die dur
h die unters
hiedli
he Anzahl der Gitterknoten entstehen und des-halb verna
hl�assigt werden k�onnen. Weiter l�a�t si
h beoba
hten, da� der Zeitaufwand proVerfeinerungss
hritt, das entspri
ht einer Vervierfa
hung der Anzahl der Unbekannten, umden Faktor 16 steigt. Das bedeutet quadratis
her Aufwand O(n2) in der Problemgr�o�e.Die derzeit implementierte Version des Tarjan{Algorithmus ist no
h ni
ht optimal in derLaufzeit. Dies entsteht dur
h die Verwaltung der Wartes
hlange im Algorithmus, wodur
hquadratis
he Laufzeit entsteht, allerdings mit kleinen Konstanten, wie die Tabelle 5.12zeigt.An dieser Stelle l�a�t si
h das Verfahren no
h weiter optimieren.Bei den Tabellen mit den numeris
hen Ergebnissen wurde beim vorkonditionierten Fallder Zeitaufwand f�ur den Tarjan{Algorithmus weggelassen, da er eine �xe Gr�o�e ist unddas unters
hiedli
he Verhalten des L�osers im ni
ht vorkonditionierten und im vorkonditio-nierten Fall untersu
ht werden sollte.Bemerkung 5.1 (zum Ha
kbus
h{Algorithmus) Da bei den vorliegenden Problem-f�allen bis auf eine Ausnahme keine Zyklen auftreten, kam der Ha
kbus
h{Algorithmusni
ht zum Einsatz. Ihm ist ein Tarjan{Algorithmus zur Bestimmung der starken Zusam-menhangskomponenten im Konvektionsgraphen vorges
haltet. Wird dabei festgestellt, da�der Graph azyklis
h ist, erfolgt kein Aufruf des Ha
kbus
h{Algorithmus.Wegen der no
h fehlenden S
hur{Komplement{Methode in ADR wurde au
h in dem einenAusnahmefall auf einen Aufruf dieses Algorithmus verzi
htet.



84 Numeris
he Experimente zum Downwind NumberingGitter Rotationsstr�omung S
hr�agstr�omung33 � 33 0.17 0.1565 � 65 3.65 3.47129 � 129 61.18 61.78Abbildung 5.13.: Re
henzeit des geometris
hen Kriteriums in Sekunden5.3.2. Aufwand der verwendeten KriterienGeometris
hes KriteriumF�ur die Erzeugung des Konvektiongraphen wurde das geometris
he Kriterium E6 ver-wendet, siehe Abs
hnitt 3.2 (S. 32). Dabei wird f�ur jeden Knoten v der Triangulierungin einer S
hleife �uber seine Na
hbarknoten bestimmt, wel
her Knoten in Ri
htung dergr�o�ten Konvektion liegt.Fa�t man die Triangulierung als ungeri
htetes Gitter auf, wobei jV j die Anzahl der Git-terpunkte und jEj die Anzahl der Kanten im Gitter ist, dann ist der Aufwand diesesVerfahrens linear mit O (jV j+ jEj). Die Tabelle 5.13 zeigt die ben�otigten Zeiten f�ur dievers
hiedenen Gitter.In der praktis
hen Realisierung zeigt si
h au
h hier quadratis
her Aufwand, wobei diesdem Iterator �uber die Na
hbarknoten des Gitters ges
huldet ist. Eine Laufzeitoptimierungdieses Iterators w�urde si
h au
h positiv auf die Laufzeit der Bere
hnung des geometris
henKriteriums auswirken.Das geometris
he Kriterium operiert auss
hlie�li
h auf der Triangulierung Th und demGes
hwindigkeitsfeld ~b. Hat man einen Konvektionsgraphen erzeugt, so lassen si
h daraufdie implementierten Graphenalgorithmen anwenden, um eine 
u�orientierte Numerierungf�ur diese Triangulierung zu bere
hnen. Mit einer einmal bere
hneten Numerierung lassensi
h beliebige Problemstellungen auf dem so umnumerierten Gitter l�osen, solange si
h ~bni
ht �andert. Man hat also ledigli
h eine Anfangsinvestition in Form einer Bere
hnungdes Konvektionsgraphen mittels des geometris
hen Kriteriums sowie der Bestimmung derPermutation zu t�atigen.Algebrais
hes KriteriumUm zu demonstrieren, da� es problemlos m�ogli
h ist, weitere Kriterien in die implementier-te Datenstruktur einzuf�ugen, wurde no
h ein algebrais
hes Kriterium implementiert. Dieermittelten Werte sind allerdings mit Vorbehalt zu bewerten, da ADR no
h ni
ht s�amtli
heM�ogli
hkeiten f�ur geometris
hes Downwind Numbering bietet. Insbesondere ist eine Per-mutation der Stei�gkeitsmatrix momentan ni
ht ohne weiteres m�ogli
h. Deshalb wurde zurvorhandenen Stei�gkeitsmatrix A = (auv) eine neue Matrix erzeugt, mit entspre
hend derneuen Numerierung � permutierten Werten A0 = (a�(u)�(v)). Das Erzeugen dieser neuenMatrix ist nat�urli
h re
ht zeitaufwendig, weshalb die gemessenen Zeiten no
h ni
ht aus-sagef�ahig genug sind. Hiermit sollte ledigli
h die Flexibilit�at der vorhandenen DownwindNumerbing Algorithmen demonstriert werden.Zur Erzeugung des Konvektionsgraphen wurde das Kriterium E4 aus Abs
hnitt 3.2 (S. 32)



5.3 Numeris
he Ergebnisse zum Konvektionsgraph 85Gitter Rotationsstr�omung S
hr�agstr�omung33� 33 0.01 0.0165� 65 0.02 0.02129 � 129 0.09 0.08Abbildung 5.14.: Re
henzeit des algebrais
hen Kriteriums in SekundenGitter geometris
hes K. algebrais
hes K.33� 33 0.15 0.0165� 65 3.47 0.02129 � 129 61.78 0.08Abbildung 5.15.: Verglei
h des Zeitaufwands f�ur das geometris
he und dasalgebrais
he Kriteriumverwendet, wobei allerdings pro Zeile nur ein maximaler Wert ausgew�ahlt wurde. Damitergibt si
h also das neue Kriterium:E04 = f(u; v) 2 V � V : jauvj = maxw2V;w>ufjauwj : jauwj > jawujgg:F�ur dieses Kriterium l�auft man �uber s�amtli
he Eintr�age im oberen Dreie
ksblo
k der Stei-�gkeitsmatrix und verglei
ht mit dem entspre
henden Eintrag im unteren Dreie
ksblo
k.Das sind zusammen jV j2=2 Verglei
he, was einem Aufwand von O(jV j2) entspri
ht. DieZeiten f�ur dieses Kriterium sind in Tabelle 5.14 angegeben.Auf eine Darstellung des Zeitaufwandes f�ur die Permutation der Stei�gkeitsmatrix wurdeverzi
htet, da dieser no
h ni
ht optimal ist.Verglei
h der KriterienDie Zeiten f�ur die Bere
hnung der beiden Kriterien seien in der Tabelle 5.15 exemplaris
hf�ur den Fall der S
hr�agstr�omung vergli
hen.Der immense Zeitunters
hied entsteht dur
h die zus�atzli
h anfallende Bere
hnung desKonvektionsanteils beim geometris
hen Kriterium f�ur die Bere
hnung der Kante mit ma-ximalem Flu�, siehe Abs
hnitt 5.3.2.Das geometris
he Kriterium w�urde si
h dann eignen, wenn man die Zeit zu seiner Bere
h-nung als Startinvestition verbu
hen kann, um vers
hiedene Problemf�alle auf demselbenGitter bei glei
hem Str�omungsfeld zu bere
hnen, wie z.B. bei Mehrgitter{ oder Gebiets-zerlegungsverfahren.Der Vorteil des algebrais
hen Kriteriums besteht darin, da� der Konvektionsanteil ni
htdoppelt bere
hnet werden mu�. Der Zeitgewinn dabei ist immens, wie die Tabelle 5.15verdeutli
ht. Allerdings gilt es, f�ur jeden zu re
hnenden Problemfall einen neuen Konvek-tionsgraphen zu erzeugen und zus�atzli
h dazu, f�ur jeden Fall die diskretisierte Matrix zupermutieren.



86 Numeris
he Experimente zum Downwind NumberingGenerell ist zu sagen, da� die algebrais
hen Kriterien in der Zukunft fr ADR wohl dasMittel der Wahl sein werden, da si
h hierbei wesentli
h mehr Aspekte f�ur die Erzeugungeines Konvektionsgraphen ber�u
ksi
htigen lassen, wie z.B. die Art der Stabilisierung. Al-lerdings m�ussen dazu no
h die Zugri�e auf die Matrixstruktur optimiert werden, sowieeine eÆziente Permutation der Matrix erm�ogli
ht werden.Es sei hierbei no
h einmal erw�ahnt, da� das implementierte algebrais
he Kriterium ledig-li
h zur Demonstration der M�ogli
hkeiten in ADR implementiert wurde. Dieses Kriteriumwurde weniger wegen der Optimalit�at seines Wirkungsgrades sondern vielmehr wegen dereinfa
h zu realisierenden Implementation gew�ahlt.Sol
he Kriterien, die neben den Zugri�en auf die Eintr�age in der Stei�gkeitsmatrix au
heine Unters
heidung etwa des Konvektions- und Di�usionsanteils in der Matrix ben�otigensind etwas aufwendiger zu implementieren, da sie in die Diskretisierungss
hleife eingef�ugtwerden m�ussen. Allerdings bleibt au
h dieser Aufwand �ubers
haubar.Die von J. Bey [Bey98℄ und S. Le Borne [Bor99℄ vorgestellten Auswahlkriterien E1bis E5 beziehen si
h s�amtli
h auf eine dur
h Galerkin{FEM zusammen mit Upwind{Stabilisierung hervorgegangene Stei�gkeitsmatrix, die M{Matrix{Eigens
haften besitzt,siehe Abs
hnitt 1.6.1 (S. 14). In ADR werden die verbesserten SUPG{ undSho
k{Capturing{Stabilisierungen verwendet, die stabilere L�osbarkeit des Problems si-
hern. Die entstehende Matrix besitzt hierbei approximativ die M{Matrix{Eigens
haft.Es bleibt zu untersu
hen, inwieweit die erw�ahnten Kriterien auf diese Form der Stabilisie-rung anwendbar sind, oder ob neue angepa�te Kriterien gefunden werden m�ussen.5.4. Numeris
he Ergebnisse zum Downwind NumberingDieser Abs
hnitt erl�autert die Ergebnisse der Re
hnungen zum Downwind Numberingvorstellen. Zun�a
hst werden Konvergenzzeiten und {verl�aufe diskutiert. Dadur
h erh�altman einen �Uberbli
k �uber die Wirkungsweise des Vorkonditionierers auf die Struktur derMatrix, und abs
hlie�end werden Sequenzen von Zwis
henresultaten bei L�osung vorkondi-tionierter Probleme gezeigt. Die Notationen der Gra�ken und Tabellen im Anhang werdenjeweils in den entspre
henden Unterabs
hnitten erl�autert.5.4.1. Konvergenzzeiten und {verl�aufeIn diesem Abs
hnitt sind die numeris
hen Ergebnisse der Re
hnungen zusammenfassenddargestellt. Eine ausf�uhrli
he Au
istung der errei
hten Konvergenzzeiten und Iterations-zahlen �ndet si
h im Anhang A.1 (S. 93).Es wird zwis
hen S
hr�ag- und Rotationsstr�omung unters
hieden. Der Di�usionskoeÆzient" l�auft jeweils �uber f10�2; 10�4; 10�6g. Die vers
hiedenen Gitter sind 33� 33, 65� 65 und129 � 129, jeweils strukturiert (s) und unstrukturiert (u).F�ur jeden gere
hneten Problemfall wurden das ni
ht vorkonditionierte, das mit geome-tris
hem Downwind Numbering und das mit algebrais
hem Downwind Numbering vor-konditionierte Problem betra
htet. Als L�oser wurde das SOR{Verfahren eingesetzt. DerRelaxationsparamter ! wurde in 0:1{S
hritten zwis
hen 0:6 und 1:8 variiert, wobei in denTabellen immer gerade das Intervall dargestellt ist, in dem der optimale Paramter liegt. Dadieser lei
ht variiert von Gittergr�o�e zu Gittergr�o�e, aber f�ur alle Gittergr�o�en der opti-



5.4 Numeris
he Ergebnisse zum Downwind Numbering 87male Wert in einer Tabelle dargestellt wird, kann es vorkommen, da� das Optimum geradeam Rand des dargestellten Intervalls liegt. In jedem Fall sind die optimalen Werte fett ge-zei
hnet. Die Verwendung von Downwind Numbering beein
u�t den optimalen Wert f�urden Relaxationsparamter ni
ht wesentli
h. Abwei
hungen liegen im Berei
h �0:1. WeitereUntersu
hungen zum Relaxationsparameter �nden si
h bei A. P. Priesnitz [Pri96℄.Die Eintr�age in den Tabellen sind: Anzahl der Iterationen / ben�otigte Zeit in Sekunden.Die Re
hnungen wurden jeweils na
h 15000 Iterationen abgebro
hen, falls das Abbru
h-kriterium kAuk � fk2=kAu0 � fk2 < 10�10 ni
ht vorher errei
ht wurde. Diese F�alle sindmit �=� gekennzei
hnet.In den Konvergenzdiagrammen soll folgende Nomenklatur gelten:� ohne Downwind Numbering : dur
hgehende Linie,� geometris
hes Downwind Numbering : grob gepunktete Linie,� algebrais
hes Downwind Numbering : fein gepunktete Linie.Dabei ist auf der y-A
hse die relative L2-Norm des Residuums abgetragen mit logarithmi-s
her Skalierung von 10�10 bis 100. Auf der der x-A
hse ist die Iterationszeitabgetragen.Zun�a
hst beoba
htet man, wie erwartet, da� die Downwind Numbering Vorkonditionerermit kleiner werdendem " gr�o�ere Wirkung zeigen, da der Konvektions
u� das Problemzunehmend bestimmt und die daraus abgeleitete Numerierung das L�osungsverhalten ent-spre
hend st�arker beein
u�t.Bei der S
hr�agstr�omung steigt zum konvektionsdominanten Fall hin die Verbesserung derL�osungszeit von etwa 20% (" = 10�2) auf fast 50% (" = 10�6).Beim komplizierteren Fall der Rotationsstr�omung ist der E�ekt der Vorkonditionierungwesentli
h deutli
her. S
hon bei s
hwa
hem Konvektionsanteil (" = 10�2) halbiert bisviertelt si
h der zeitli
he Aufwand f�ur die L�osung des Problems. Bei konvektionsdominan-ten Problemen erm�ogli
ht erst das Downwind Numbering die Konvergenz des Verfahrens.Die Wirkung des Downwind Numbering auf Gittern unters
hiedli
her Struktur ist starkproblemabh�angig. Bei der S
hr�agstr�omung werden die Charakteristiken nur s
hle
ht aufdas verwendete strukturierte Gitter abgebildet. Entspre
hend beoba
htet man hier beson-ders s
hle
hte Konvergenz dur
h geometris
hes Downwind Numbering im Fall s
hwa
herKonvektion. Das algebrais
he Downwind Numbering ist dann stabiler, da es ni
ht nur dieKonvektion ber�u
ksi
htigt. Allgemein zeigt si
h ein relativ geringer E�ekt beider Verfah-ren auf strukturierten und unstrukturierten Gittern, die dort in den �ubrigen F�allen etwaglei
hes leisten.Bei unstrukturierten Gittern dagegen zeigen beide Methoden bessere Wirkung: in diesemFall wird der Str�omungsverlauf eher dur
h den Kantenverlauf wiedergegeben.Der beoba
htete E�ekt, da� ohne Downwind Numbering bessere Konvergenz des SOR aufstrukturierten Gittern erzielt wird, l�a�t si
h auf eine zuf�allig g�unstigere Ausgangsnume-rierung des verwendeten Gitters zur�u
kf�uhren, siehe dazu au
h die Untersu
hungen vonA. P. Priesnitz [Pri96℄.Die Rotationsstr�omung dagegen wird auf strukturierten Gittern dur
h alle Verfahren bes-ser als auf unstrukturierten gel�ost, da hier die Str�omungsvektoren in weiten Teilen nahezu



88 Numeris
he Experimente zum Downwind Numberingparallel zum Rand und damit zu den Kanten der Triangulierung verlaufen.Insbesondere bringt das geometris
he Downwind Numbering auf strukturierten Gittern inallen F�allen Konvergenz, w�ahrend SOR ohne oder mit algebrais
her Vorkonditionierung beiKonvektionsdominanz divergiert. Dies ist umso bemerkenswerter, als selbst vorkonditio-nierte Krylov{Unterraum{Verfahren an diesem Problem s
heitern. Siehe A. P. Priesnitz[Pri96℄.In diesem Zusammenhang sei ausdr�u
kli
h auf die M�ogli
hkeit der Verwendung des SORmit Downwind Numbering als Vorkonditionierer f�ur sol
he Verfahren hingewiesen. Hierentartet SOR zum L�osen eines unteren Dreie
kssystems dur
h Vorw�artseinsetzen. DaDownwind Numbering die betragsm�a�ig gr�o�ten Eintrage der Matrix in ihre untere H�alftevers
hiebt, sollte es die Wirkung dieses Vorkonditionierers verst�arken. Eine detailliertereUntersu
hung dieser M�ogli
hkeit sollte dur
hgef�uhrt werden, da sie na
h den hier darge-stellten Ergebnissen sehr vielverspre
hend ers
heint.Die ges
hilderten Beoba
htungen hinsi
htli
h der Abh�angigkeit der Verfahren von derStruktur des Gitters legen nahe, bereits diese entspre
hend auszulegen. Beispielsweisek�onnte bei der Generierung und Gl�attung des Gitters die Ri
htung der Konvektion alsKriterium zur Wahl neu anzulegender Kanten ber�u
ksi
htigt werden. Besonders einfa
hlie�e si
h dies bereits dur
h einen Edge{Swap in ann�ahernd quadratis
hen Pat
hes auszwei Dreie
ken umsetzen . Dabei w�ahlt man die innere Kante eines sol
hen Pat
h so, da�sie parallel zur Konvektion liegt. Siehe dazu au
h [Koh00℄.5.4.2. Struktur der Stei�gkeitsmatrixDie Abbildungen im Anhang B (S. 105) zeigen die Struktur der Stei�gkeitsmatrix. Dabeisind die absoluten Gr�o�en der Werte entlang einer Farbskala von Gelb (minimaler Wert)na
h Rot (maximaler Wert) dargestellt.Im azyklis
hen Fall werden dur
h das geometris
he Downwind Numbering die gro�en Ein-tr�age der Stei�gkeitsmatrix in der Regel auf die untere Subdiagonale ges
hoben. Au�erdemwerden Matrixeintr�age fern der Hauptdiagonalen zu mehr oder weniger diagonalen Ket-ten gruppiert. Diese entspre
hen gerade den in Flu�ri
htung numerierten Str�angen desKonvektionsgraphen.Wenn es gel�ange, diese diagonalen Ketten in die N�ahe der Hauptdiagonalen zu vers
hiebenund dadur
h die Matrix m�ogli
hst auf Bandstruktur zu bringen, so k�onnten eventuelle�ektivere (direkte) L�osungsverfahren als die allgemeinen iterativen Verfahren auf dasSystem angewendet werden.Sol
he direkten L�osungsverfahren basieren auf der LU{Zerlegung, die f�ur eine Bandma-trix selbst wieder Banddreie
ksmatrizen produziert und deshalb nur geringen Fill{in imzerlegten System gegen�uber der umnumerierten Problemmatrix verursa
ht.5.4.3. SequenzenIm Abs
hnitt C (S. 110) werden Sequenzen von Zwis
henresultaten des SOR bei L�osungdes Problems ohne bzw. mit geometris
hem Downwind Numbering gezeigt. Dabei wurdeder Fall S
hr�agstr�omung mit " = 10�4 auf einem unstrukturierten 65 � 65 Gitter mitRelaxationsparameter ! = 0:8 gere
hnet.



5.4 Numeris
he Ergebnisse zum Downwind Numbering 89Der Verglei
h zwis
hen vorkonditionierter und ni
ht vorvorkonditionierter Re
hnung zeigtsehr gut den E�ekt, der dur
h das Downwind Numbering erzielt werden sollte:Bereits na
h einem Itationss
hritt tritt ein Informationstransport weit in das Gebiet hineinein und s
hon na
h 15 Iterationss
hritten ist bei geometris
hem Downwind Numbering dieInformation dur
h das gesamte Gebiet transportiert worden. Im ni
ht vorkonditioniertenProblem werden dazu wenigstens 25 S
hritte ben�otigt.Dies zeigt, da� das Downwind Numbering einen s
hnelleren Informationstransporterm�ogli
ht, der nat�urli
h mit h�oherem Konvektionsanteil zunimmt.Ziel sollte es also sein, dur
h die Wahl des Kriteriums denWeg des Transports von Informa-tionen dur
h das Gebiet optimal na
hzuvollziehen, was entspre
hend geringere CPU-Zeitder Re
hnungen bedeuten w�urde.





6. Zusammenfassung und Ausbli
kIn dieser Arbeit wurden Methoden zum Downwind Numbering untersu
ht. Dazu wurdeder FEM-Code ADR mitentwi
kelt und um drei graph-basierte Numerierungsstrategienerweitert.Die Anwendung graphentheoretis
her Methoden im FEM{Kontext erfordert entspre
hen-de Verfahren zur �Uberf�uhrung der Problemstellung in ein Graphenmodell. Dazu wurde inder Arbeit ein geometris
her und ein algebrais
her Ansatz verwirkli
ht, je na
hdem, obdas Gitter oder die diskretisierte Matrix zur Erzeugung eines Konvektionsgraphen benutztwerden sollte.Die numeris
hen Resultate haben gezeigt, da� das Downwind Numbering im konvekti-onsdominanten Fall Verbesserungen in der L�oserzeit um bis zu 50% und mehr errei
ht.Dar�uber hinaus wird in dem extrem s
hle
ht konditionierten Fall der konvektionsdomi-nanten Rotationsstr�omung eine Konvergenz der L�osung erst dur
h Downwind Numbe-ring erm�ogli
ht. An diesem Problem s
heitern selbst vorkonditionierte Krylov{Unterraum{Verfahren.Dies sind die ersten Untersu
hungen zu Numerierungsstrategien bei SUPG{ und Sho
k{Capturing{Stabilisierung der Galerkin{Diskretisierung.Der FEM{Code ADR wurde mit dieser Arbeit erstmalig f�ur umfangrei
he numeris
heExperimente genutzt, was mit umfangrei
hem Debugging und Testen einherging.Um die Korrektheit der implementierten Algorithmen zu �uberpr�ufen, wurde eine lei-stungsf�ahige Datenvisualisierung f�ur Matrizen und Graphen entwi
kelt, die auf Posts
riptLevel 2 basiert.F�ur eine weitere Verbesserung der numeris
hen Ergebnisse wird die Su
he na
h angepa�-teren Kriterien f�ur die SUPG{ und Sho
k{Capturing{Stabilisierung empfohlen. In derLiteratur wurden bisher ledigli
h Kriterien f�ur hybride Upwind{Te
hniken vorgestellt.Weiterhin sei ausdr�u
kli
h auf die M�ogli
hkeit der Verwendung des SOR mit DownwindNumbering als Vorkonditionierer f�ur Krylov{Unterraum{Verfahren hingewiesen.Es steht no
h die Erweiterung von ADR um S
hur{Komplement{Methoden f�ur dasHa
kbus
h{Verfahren sowie um den Blo
k{Gau�{Seidel{ bzw. Blo
k{SOR{L�oser f�ur denTarjan{Algorithmus an, um so au
h f�ur den zyklis
hen Fall numeris
he Untersu
hungendur
hf�uhren zu k�onnen.Der Tarjan{Algorithmus ist no
h ni
ht optimal. Hier lie�e si
h ein verbessertes Verfahrenvon Aho, Hop
roft und Ullman einsetzen [AHU83℄. Dabei handelt es si
h um einemodi�zierte Tiefensu
he, die si
h zus�atzli
h die Bearbeitungszeit f�ur jedem Knoten merkt.Die beoba
hteten Abh�angigkeiten des Downwind Numbering von der Struktur des Git-ters legen es nahe, s
hon bei der Gittergenerierung eine Anpassung des Gitters an diebetra
htete Str�omung zu ber�u
ksi
htigen. Dies lie�e si
h bereits au
h relativ unkompli-ziert dur
h Edge{Swap realisieren.





A. Numeris
he ErgebnisseA.1. KonvergenzzeitenA.1.1. S
hr�agstr�omungDi�usionskoeÆzient � = 0:01Ohne Downwind NumberingRelax. 1.2 1.3 1.4 1.5 1.633x33 s 55/0.39 51/0.34 70/0.51 104/0.73 172/1.2333x33 u 54/0.39 51/0.38 68/0.49 92/0.68 134/0.9665x65 s 171/4.33 131/3.34 90/2.33 99/2.53 147/3.7865x65 u 172/4.58 133/3.54 95/2.54 102/2.66 144/3.76129x129 s 584/57.93 466/46.31 363/36.18 268/27.36 168/17.04129x129 u 592/61.31 474/48.96 371/38.26 277/28.68 186/19.21Mit geometris
hem Downwind NumberingRelax. 1.2 1.3 1.4 1.5 1.633x33 s 51/0.36 63/0.44 98/0.68 174/1.24 535/3.8833x33 u 49/0.36 40/0.28 59/0.43 86/0.63 137/0.9965x65 s 154/3.89 114/2.88 94/2.39 142/3.78 248/6.5365x65 u 153/3.96 114/2.96 78/2.03 86/2.23 137/3.53129x129 s 539/53.44 421/41.61 317/31.43 223/22.01 193/19.13129x129 u 549/56.21 431/43.96 328/33.63 235/23.86 145/14.74Mit algebrais
hem Downwind NumberingRelax. 1.3 1.4 1.5 1.6 1.733x33 s 37/0.26 57/0.38 101/0.71 247/1.73 -/-33x33 u 37/0.28 55/0.39 83/0.61 137/0.96 -/-65x65 s 126/3.34 90/2.39 70/1.84 130/3.46 -/-65x65 u 116/2.99 81/2.08 74/1.91 127/3.28 -/-129x129 s 450/44.79 349/34.74 258/25.69 172/17.16 164/16.28129x129 u 432/44.29 330/33.78 239/24.48 152/15.59 173/17.49



94 Numeris
he ErgebnisseDi�usionskoeÆzient � = 0:0001Ohne Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 121/0.83 95/0.66 75/0.54 136/0.93 -/-33x33 u 129/0.93 104/0.74 84/0.59 93/0.68 -/-65x65 s 189/4.78 149/3.69 118/2.94 207/5.18 -/-65x65 u 174/4.44 140/3.59 115/2.93 -/- -/-129x129 s 311/30.69 245/24.09 196/19.28 -/- -/-129x129 u 259/26.66 206/21.21 166/17.14 -/- -/-Mit geometris
hem Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 112/0.78 87/0.61 69/0.49 129/0.89 -/-33x33 u 102/0.73 77/0.51 58/0.41 43/0.29 139/0.9865x65 s 169/4.23 130/3.23 103/2.56 -/- -/-65x65 u 143/3.64 107/2.73 80/2.06 83/2.11 -/-129x129 s 268/26.14 205/20.29 161/15.83 -/- -/-129x129 u 208/21.13 155/15.79 115/11.73 163/16.58 -/-Mit algebrais
hem Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 111/0.79 86/0.61 68/0.46 137/0.99 -/-33x33 u 101/0.73 76/0.58 58/0.43 47/0.34 132/0.9865x65 s 167/4.38 129/3.38 101/2.63 -/- -/-65x65 u 142/3.74 106/2.78 79/2.09 80/2.08 -/-129x129 s 267/26.99 204/20.56 -/- -/- -/-129x129 u 206/20.99 153/15.61 112/11.44 145/14.83 -/-



A.1 Konvergenzzeiten 95Di�usionskoeÆzient � = 0:000001Ohne Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 121/0.84 95/0.63 75/0.53 169/1.18 -/-33x33 u 134/0.99 107/0.76 87/0.64 118/0.88 -/-65x65 s 189/4.78 149/3.78 118/2.98 -/- -/-65x65 u 183/4.71 147/3.76 394/10.06 -/- -/-129x129 s 312/30.71 246/24.23 197/19.48 -/- -/-129x129 u 277/28.61 222/22.98 -/- -/- -/-Mit geometris
hem Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 112/0.78 87/0.59 69/0.48 140/0.98 -/-33x33 u 104/0.76 78/0.56 59/0.43 46/0.34 163/1.1865x65 s 170/4.21 131/3.21 104/2.56 -/- -/-65x65 u 148/3.79 111/2.84 83/2.13 116/2.96 -/-129x129 s 271/26.43 209/20.48 -/- -/- -/-129x129 u 220/22.31 164/16.74 122/12.51 -/- -/-Mit algebrais
hem Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 111/0.79 86/0.61 68/0.48 -/- -/-33x33 u 103/0.76 78/0.56 58/0.43 48/0.34 151/1.1365x65 s 169/4.33 130/3.31 103/2.64 -/- -/-65x65 u 147/3.89 110/2.91 82/2.14 98/2.61 -/-129x129 s 270/27.51 208/21.19 -/- -/- -/-129x129 u 217/22.06 161/16.38 119/12.16 -/- -/-



96 Numeris
he ErgebnisseA.1.2. Rotationsstr�omungDi�usionskoeÆzient � = 0:01Ohne Downwind NumberingRelax. 1.4 1.5 1.6 1.7 1.833x33 s 520/3.63 -/- -/- -/- -/-33x33 u 632/4.94 -/- -/- -/- -/-65x65 s 1759/43.59 1432/36.31 1781/45.43 -/- -/-65x65 u 2210/71.99 1760/85.17 -/- -/- -/-129x129 s 5933/592.11 4864/484.16 3872/384.58 2930/290.85 -/-129x129 u -/- 6430/1230.42 4949/945.24 3612/691.15 -/-Mit geometris
hem Downwind NumberingRelax. 1.4 1.5 1.6 1.7 1.833x33 s 439/3.16 -/- -/- -/- -/-33x33 u 264/1.94 -/- -/- -/- -/-65x65 s 1821/46.83 1370/34.31 955/23.93 -/- -/-65x65 u 1607/41.31 1370/34.53 955/24.21 -/- -/-129x129 s 6112/607.77 4828/478.58 3636/360.95 2502/248.35 -/-129x129 u -/- 5187/529.62 3720/379.91 2393/244.42 -/-Mit algebrais
hem Downwind NumberingRelax. 1.4 1.5 1.6 1.7 1.833x33 s 476/3.41 -/- -/- -/- -/-33x33 u 385/2.86 -/- -/- -/- -/-65x65 s 1919/49.29 1444/36.19 1009/25.31 -/- -/-65x65 u 1604/64.14 1161/29.66 762/19.58 -/- -/-129x129 s 5625/567.19 4459/438.43 3381/332.48 2356/231.52 -/-129x129 u -/- 5417/551.16 3929/400.66 2571/262.52 -/-



A.1 Konvergenzzeiten 97Di�usionskoeÆzient � = 0:0001Ohne Downwind NumberingRelax. 0.7 0.8 0.9 1.0 1.133x33 s -/- -/- -/- -/- -/-33x33 u -/- -/- -/- -/- -/-65x65 s -/- -/- -/- -/- -/-65x65 u -/- -/- -/- -/- -/-129x129 s -/- -/- -/- -/- -/-129x129 u -/- -/- -/- -/- -/-Mit geometris
hem Downwind NumberingRelax. 0.7 0.8 0.9 1.0 1.133x33 s 8416/58.61 6164/42.68 -/- -/- -/-33x33 u -/- 11877/81.11 -/- -/- -/-65x65 s 2271/56.79 1473/36.99 1008/25.46 -/- -/-65x65 u -/- -/- 13949/361.46 -/- -/-129x129 s 6357/647.35 4319/439.69 2750/279.92 1389/141.71 -/-129x129 u -/- -/- -/- -/- -/-Mit algebrais
hem Downwind NumberingRelax. 0.7 0.8 0.9 1.0 1.133x33 s -/- 10606/69.24 6739/45.64 -/- -/-33x33 u -/- 12157/81.41 7105/48.53 -/- -/-65x65 s -/- -/- 11916/290.42 -/- -/-65x65 u -/- -/- 13908/348.81 -/- -/-129x129 s -/- -/- -/- -/- -/-129x129 u -/- -/- -/- -/- -/-



98 Numeris
he ErgebnisseDi�usionskoeÆzient � = 0:000001Ohne Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s -/- -/- -/- -/- -/-33x33 u -/- -/- -/- -/- -/-65x65 s -/- -/- -/- -/- -/-65x65 u -/- -/- -/- -/- -/-129x129 s -/- -/- -/- -/- -/-129x129 u -/- -/- -/- -/- -/-Mit geometris
hem Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s 12897/84.71 9589/63.39 -/- -/- -/-33x33 u -/- -/- -/- -/- -/-65x65 s 4315/106.29 3152/77.99 -/- -/- -/-65x65 u -/- -/- -/- -/- -/-129x129 s -/- 12324/1247.3 -/- -/- -/-129x129 u -/- -/- -/- -/- -/-Mit algebrais
hem Downwind NumberingRelax. 0.6 0.7 0.8 0.9 1.033x33 s -/- -/- -/- -/- -/-33x33 u -/- -/- -/- -/- -/-65x65 s -/- -/- -/- -/- -/-65x65 u -/- -/- -/- -/- -/-129x129 s -/- -/- -/- -/- -/-129x129 u -/- -/- -/- -/- -/-



A.2 Konvergenzverl�aufe 99A.2. Konvergenzverl�aufeA.2.1. S
hr�agstr�omung, " = 10�2strukturierte Gitter unstrukturierte Gitter
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100 Numeris
he ErgebnisseA.2.2. S
hr�agstr�omung, " = 10�4strukturierte Gitter unstrukturierte Gitter
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A.2 Konvergenzverl�aufe 101A.2.3. S
hr�agstr�omung, " = 10�6strukturierte Gitter unstrukturierte Gitter
n=33�33
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102 Numeris
he ErgebnisseA.2.4. Rotationsstr�omung, " = 10�2strukturierte Gitter unstrukturierte Gitter
n=33�33

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

n=65�65
1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 5 10 15 20 25 30 35 40

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

n=129�129
1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 50 100 150 200 250 300

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 100 200 300 400 500 600 700

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)



A.2 Konvergenzverl�aufe 103A.2.5. Rotationsstr�omung, " = 10�4strukturierte Gitter unstrukturierte Gitter

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

n=33�33

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 50 100 150 200 250 300

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 50 100 150 200 250 300 350 400

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

n=65�65

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 50 100 150 200 250 300 350

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100

0 100 200 300 400 500 600 700

|| 
A

u
k
-f

 |
| 2

 /
 |
| A

u
0
-f

 |
| 2

Zeit (s)

n=129�129



104 Numeris
he ErgebnisseA.2.6. Rotationsstr�omung, " = 10�6strukturierte Gitter unstrukturierte Gitter
n=33�33
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B. Struktur der Stei�gkeitsmatrix bei S
hr�agstr�omung mit" = 10�6 Galerkin-FEM
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106 Struktur der Stei�gkeitsmatrix bei S
hr�agstr�omung mit " = 10�6Galerkin-FEM mit SUPG
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108 Struktur der Stei�gkeitsmatrix bei S
hr�agstr�omung mit " = 10�6





110 Sequenzen
C. SequenzenC.1. S
hr�agstr�omung (" = 10�4, ! = 0:8, unstrukturiertes 65� 65 Gitter)mit downwind numbering ohne downwind numbering
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C.1 S
hr�agstr�omung (" = 10�4, ! = 0:8, unstrukturiertes 65� 65 Gitter) 111mit downwind numbering ohne downwind numbering
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