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Kapitel 1EinleitungZwei Probleme hei�en zueinander invers, wenn die Formulierung des einen die Formulie-rung des anderen erfordert und umgekehrt. Zun�ahst ist es unwihtig, welhes der beidenProbleme als direktes und welhes als inverses Problem bezeihnet wird. In der Regelwird das historish �altere und besser verstandene Problem als direktes Problem bezeih-net. F�ur eine Reihe von physikalish motivierten Beispielen sei auf das Buh von Groetsh[17℄ verwiesen.Zahlreihe physikalishe Fragestellungen f�uhren auf partielle Di�erenzialgleihungen, de-ren L�osung zus�atzlihe Bedingungen auf dem Rand eines Gebietes erf�ullen muss. Stell-vertretend seien an dieser Stelle die Streuung von akustishen und elektromagnetishenWellen, die Elastizit�atstheorie und Str�omungsprobleme erw�ahnt.F�ur partielle Di�erenzialgleihungen mit konstanten KoeÆzienten sind Integralgleihungs-methoden ein wesentlihes Hilfsmittel zur Untersuhung dieser direkten Randwertproble-me.Bei den zugeh�origen inversen Problemen sind aus gemessenen Daten bestimmte physikali-she Parameter, wie etwa der Rand eines Gebietes, die Wellenzahl oder die Leitf�ahigkeit,zu rekonstruieren. W�ahrend in der Regel das direkte Problem linear und wohlgestellt ist,ist das inverse Problem nihtlinear und shleht gestellt im Sinne von Hadamard. F�ur einenumerishe Behandlung sind neben einer geeigneten Linearisierung, die zum Begri� derFr�ehet-Di�erenzierbarkeit f�uhrt, daher auh Regularisierungstehniken erforderlih.In dieser Arbeit habe ih stellvertretend zwei Beispiele betrahtet, zum einen das direkteund inverse Dirihletproblem zur Helmholtzgleihung in Gebieten mit Eken und zumanderen ein spezielles Impedanzrandwertproblem, bei dem in nat�urliher Weise (durhKorrosionse�ekte) Eken auftreten.



4 EinleitungDie mathematishe Modellierung der Streuung von zeitharmonishen Wellen an Hinder-nissen f�uhrt zu �au�eren Randwertproblemen f�ur die Helmholtzgleihung4u+ k2u = 0:Je nahdem, ob der Druk oder die Geshwindigkeit der Welle beim Auftre�en auf dasHindernis vorgeshrieben werden, f�uhrt dies zu einem Dirihletproblem (shallweihesHindernis) oder zum Neumannproblem (shallhartes Hindernis). Falls der Rand des Ge-bietes hinreihend glatt ist, f�uhren Potenzialans�atze auf Integralgleihungen zweiter Artmit einem kompakten Operator. Die auf diese Weise erzielten Existenz-, Eindeutigkeits-und Konvergenzresultate �nden sih bei Leis [40℄ im Fall des Dirihlet-Problems und beiKussmaul [38℄ f�ur das Neumann-Problem im IR2.Falls das Gebiet Eken aufweist, tritt eine zus�atzlihe Problematik auf. Die resultierendeRandintegralgleihung hat niht mehr die Form Identit�at plus kompakter Operator (sieheWillers [57, Seiten 90-94℄.) Die Riesz-Theorie ist trotzdem anwendbar, denn der Operatorist Summe aus einem kompakten Operator, der Identit�at und einem Operator mit Normkleiner eins. Die Konvergenz- und Fehleranalysis f�ur ein Nystr�om-Verfahren zur numeri-shen Behandlung der Integralgleihung, die sih bei der Laplae-Gleihung ergibt unddessen Kern Singularit�aten in den Eken aufweist, geht zur�uk auf Kre� [28℄. Der beider Helmholtzgleihung zus�atzlih auftretende logarithmishe Anteil ist in der Arbeit vonK�umpel [39℄ ber�uksihtigt worden.Weitere �ahnlih gelagerte Beispiele ergeben sih bei der Reexion an lokal gest�orten Ebe-nen (siehe Willers [57℄, Hartke [19℄ oder Boekh [2℄) oder der Streuung am Kurvenbogen(siehe Kre� [31℄ oder M�onh [44℄).F�ur Beispiele, wie mit Integralgleihungen erster Art �ahnlihe Konvergenzresultate erzieltwerden, sei verwiesen auf M�onh [43℄, Chapko-Kre� [5℄, Kre�-Sloan [29℄ und die Arbeitenvon Elshner [12℄, [13℄.Beim direkten Problem ist bei bekanntem Gebiet im IR2 das gestreute Feld us zu ermit-teln. Die Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedingung impliziert f�ur us das asymptotisheVerhalten us(x) = eikjxjpjxj �u1(x̂) +O � 1jxj�� ; jxj ! 1;gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen x̂ = x=jxj. Der Amplitudenfaktor u1 hei�t Fernfeld von u.Vom funktionalanalytishem Standpunkt bedeutet dies, den sogenannten FernfeldoperatorF : C2�(IR) \ C2;�[0; 2�℄! L2(
); z 7! u1;



5der den Rand des Streugebiets auf das Fernfeld abbildet, auszuwerten. Hierbei ist 
gegeben durh 
 = fx 2 IR2 j jxj = 1g.Beim inversen Problem besteht die Aufgabe darin, aus der Kenntnis von Fernfelddatenf�ur eine oder mehrere einfallende ebene Wellen, den Rand des Gebietes zu rekonstruieren.Demnah ist F zu invertieren. Da der Fernfeldoperator nihtlinear und kompakt ist, wirdf�ur ein numerishes Verfahren sowohl eine geeignete Linearisierung ben�otigt, als auh eineRegularisierung erforderlih.Neben dem akustishen Streuproblem habe ih ein spezielles Impedanzrandwertproblembetrahtet. Durh Vergraben eines metallishen Gegenstandes (mit konstanter Leitf�ahig-keit) kommt es zu Korrosionse�ekten auf dem in der Erde be�ndlihen Teil der Ober�aheund daher zur Ausbildung von Eken. Durh Einpr�agen von Strom auf einem niht kor-rodierten Ober�ahenst�uk kommt es zu einer Spannungsverteilung im K�orper.Das direkte Problem besteht darin, bei bekannter Ober�ahe den Strom auf einem nihtkorrodierten Teil zu ermitteln. Mathematish modelliert bedeutet dies, die Neumannrand-werte der L�osung eines inneren Dirihletproblems zur Laplaegleihung zu ermitteln.Beim inversen Problem besteht die Aufgabe darin, aus der Kenntnis der Dirihlet- undNeumannwerte auf einem Teilst�uk, die unbekannte Ober�ahe zu ermitteln. Dabei habeih mih wiederum auf den zweidimensionalen Fall beshr�ankt.F�ur weitere Beispiele von inversen Problemen, die mit newtonartigen Verfahren gel�ostwurden, verweise ih stellvertretend auf Gerlah [14℄, Hohage-Shormann [22℄, Kre� [30℄,[31℄, [32℄, Kre�-Tran [37℄, M�onh [44℄, Potthast [45℄, [46℄, [47℄ und Shormann [51℄, [52℄.Nahfolgend erl�autere ih den Aufbau der Arbeit.Im Kapitel 2 habe ih die Grundl�osungen zur Laplae- und Helmholtzgleihung ange-geben. Aufgrund der komplizierteren Struktur der Grundl�osung im IR2, die durh dieHankelfunktion H(1)0 gegeben ist, habe ih f�ur H(1;2)n die sp�ater ben�otigten Eigenshaftenim Abshnitt 2.1 separat aufgef�uhrt. Der Abshnitt 2.2 ist der Fr�ehet-Ableitung undderen Eigenshaften gewidmet.Im Kapitel 3 habe ih eine singul�are Integralgleihung der Form'(t)� Z 2�0 �KA(t; �) +KB(t; �) +KC(t; �) ln�4 sin2 t� �2 �� ['(�)� '(0)℄ d�+(t)'(0) = f(t); 0 � t � 2�; (1.1)betrahtet, bei denen die auftretenden Kerne stetig oder shwah singul�ar sind oder inden Eken integrierbare Singularit�aten aufweisen. Im Abshnitt 3.1 zeige ih, dass f�ur



6 Einleitungdiese Gleihung zweiter Art die Riesz-Theorie angewendet werden kann. Im Abshnitt 3.2gehe ih auf die numerishe Behandlung von eindimensionalen Integralen �uber kompaktenMengen, deren Integranden Endpunktsingularit�aten besitzen, ein. Die Idee besteht darin,Singularit�aten zun�ahst durh geeignete Substitutionen zu beseitigen und anshlie�enddie Trapezregel anzuwenden. In [55℄ habe ih bereits vershiedene Substitutionen vorge-stellt und miteinander verglihen, sodass ih in der vorliegenden Arbeit stillshweigenddarauf zur�ukgreifen kann. Im Abshnitt 3.3 gehe ih auf das Nystr�om - Verfahren zurapproximativen L�osung der singul�aren Integralgleihung ein. Abshlie�end habe ih dasKonvergenzresultat, dessen ausf�uhrliher Beweis bei K�umpel [39℄ nahzulesen ist, ange-geben und den Beweisgang grob skizziert.Im Kapitel 4 ist das direkte Streuproblem von mir behandelt worden. Nah der For-mulierung des �au�eren Dirihlet- und inneren Neumannproblems werden im Abshnitt4.2 die Eindeutigkeitss�atze formuliert und bewiesen. Mit den im Abshnitt 4.3 erkl�artenPotenzialen und deren Sprungbeziehungen zeige ih im Abshnitt 4.4, dass das �au�ereDirihletproblem (f�ur Gebiete mit genau einer Eke) eine L�osung besitzt. Dabei wird ge-zeigt, dass die unbekannte Dihte eine injektive Integralgleihung vom Typ (1.1) l�ost. ImAbshnitt 4.5 ist das Fernfeld einer ausstrahlenden L�osung der Helmholtzgleihung er-kl�art. Im letzten Abshnitt 4.6 habe ih numerishe Ergebnisse f�ur vershiedene Gebietemit vershiedenen Substitutionen angef�uhrt.Das Kapitel 5 habe ih dem inversen Streuproblem gewidmet. Im Abshnitt 5.1 zeigeih, dass bei �Ubereinstimmung der Fernfelder f�ur alle Einfallsrihtungen d 2 
 die Streu-gebiete gleih sind, also die Injektivit�at des Fernfeldoperators F . In den beiden n�ahstenAbshnitten wird die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit der Abbildung z 7! F(z) nahgewiesenund die Ableitung F 0(z; h) durh ein Randwertproblem harakterisiert. Satz 5.13 ist damitdas Hauptresultat des Kapitels 5.Im Kapitel 6 habe ih das numerishe Verfahren zur L�osung des inversen Streuproblemserl�autert und Beispiele von Rekonstruktionen angegeben. Den Darstellungen ist zu ent-nehmen, dass es sih lohnt, Gebiete mit Eken niht nur mit glatten Ansatzfunktionen zurekonstruieren, sondern niht-glatte Anteile zur besseren Rekonstruktion zu ber�uksihti-gen. Ein Konvergenzbeweis f�ur das Newtonverfahren zur L�osung inverser Streuproblemeist bisher in der Literatur niht bekannt. Zur Problematik der Konvergenz von newton-artigen Verfahren gibt es zwar allgemeine funktionalanalytishe S�atze (siehe etwa [11℄),deren Voraussetzungen jedoh bei Streuproblemen im allgemeinen niht erf�ullt sind.Die Kapitel 7 und 8 widmen sih dem Impedanzproblem. Zun�ahst habe ih f�ur dasdirekte Problem Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung gezeigt. Bei der numerishenBehandlung der resultierenden Randintegralgleihung f�ur die unbekannte Dihte tritt auf-



7grund von zwei Eken eine zus�atzlihe Problematik auf. Im Abshnitt 7.3 gehe ih auf dieBehandlung des hypersingul�aren Operators T0 ein und im Abshnitt 7.4 habe ih dienumerishen Ergebnisse angef�uhrt.Anstelle des Fernfeldoperators tritt hier der Randwerteoperator F , der bei einem festenDirihletwert f hinreihend glatte Randkurven z abbildet auf die Neumannwerte �u�� derL�osung u des inneren Dirihletproblems.Im Kapitel 8 stelle ih dar, wie sih, wiederum mit einem regularisierten Newtonverfah-ren, der unbekannte Rand aus Messdaten rekonstruieren l�asst. Dazu zeige ih zun�ahst imAbshnitt 8.1 die Injektivit�at des Randwerteoperators F und im Abshnitt 8.2 die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit von F bei geeigneten Funktionenr�aumen. Anshlie�end harakterisiereih die Ableitung durh ein Randwertproblem. Dabei stellt Satz 8.7 das Analogon zu Satz5.13 dar. Die numerishen Ergebnisse habe ih im Abshnitt 8.3 angef�uhrt.Herrn Prof. Dr. Rainer Kre� danke ih reht herzlih f�ur die Anregung zur Besh�aftigungmit dieser Thematik und seine wertvollen Ratshl�age bei der Anfertigung dieser Arbeit.Herrn Prof. Dr. Gert Lube danke ih f�ur die �Ubernahme des Korreferats.



Kapitel 2Grundlagen
2.1 Zu den Grundl�osungen von Laplae- und Helm-holtzgleihungF�ur die in den nahfolgenden Kapiteln behandelten Randwertprobleme werden die Grundl�osun-gen zur Laplae- und Helmholtzgleihung ben�otigt. Diese lauten�0(x; y) = 8>><>>: 12� ln 1jx� yj : m = 214� 1jx� yj : m = 3 x; y 2 IRm; x 6= yim Fall der Laplaegleihung und�k(x; y) = 8>><>>: i4 H(1)0 (kjx� yj) : m = 214� eikjx�yjjx� yj : m = 3 x; y 2 IRm; x 6= yf�ur die Helmholtzgleihung 4u + k2u = 0. In dieser Arbeit beshr�anken wir uns wei-testgehend auf den zweidimensionalen Fall. Insbesondere bei den numerishen Verfahrenwerden Eigenshaften der Hankelfunktionen ben�otigt, die daher im n�ahsten Abshnittzusammengetragen werden.



2.1 Zu den Grundl�osungen von Laplae- und Helmholtzgleihung 92.1.1 Eigenshaften der HankelfunktionenIn Polarkoordinaten erh�alt die Gleihung 4u+ k2u = 0 die Form�2u�r2 + 1r �u�r + �2u�'2 + k2u = 0:Wir suhen im IR2 L�osungen der Helmholtzgleihung der Formu(x) = f(kr)e�in':Dies f�uhrt auf die Besselshe Di�erenzialgleihungt2f 00(t) + tf 0(t) + �t2 � n2� f(t) = 0; n 2 IN0 : (2.1)O�ensihtlih ist die BesselfunktionJn(t) := 1Xp=0 (�1)pp!(n+ p)! � t2�n+2p ; n 2 IN0; (2.2)L�osung von (2.1) und analytish f�ur t 2 C. Eine zweite linear unabh�angige L�osung wirddurh die NeumannfunktionYn(t) := 2� �ln t2 + CE�Jn(t)� 1� n�1Xp=0 (n� 1� p)!p! �2t�n�2p (2.3)� 1� 1Xp=0 (�1)pp!(n+ p)! � t2�n+2p f (p+ n) +  (p)g ; n 2 IN0mit der Funktion  (0) := 0;  (p) := pXm=1 1m; p 2 INund der Eulerkonstanten CE := limp!1( pXm=1 1m � ln p) ;gegeben. O�enbar sind die Yn f�ur t > 0 analytish. Die LinearkombinationenH(1;2)n := Jn � iYn



10 Grundlagenhei�en Hankelfunktionen erster und zweiter Art der Ordnung n. F�ur das asymptotisheVerhalten mit t!1 �ndet manH(1;2)n (t) = r 2�t e�i(t�n�2 ��4 )�1 +O �1t�� ; t!1; (2.4)H(1;2)0n (t) = r 2�t e�i(t�n�2 +�4 )�1 +O �1t�� ; t!1:Den Potenzreihen (2.2) und (2.3) ist f�ur die Fundamentall�osung�k(x; y) := i4H(1)0 (kjx� yj); x 6= y; (2.5)der Helmholtzgleihung im IR2 das asymptotishe Verhalten�k(x; y) = 12� ln 1jx� yj + i4 � 12� ln k2 � CE2� +O �jx� yj2 ln 1jx� yj� (2.6)f�ur jx� yj ! 0 abzulesen.2.2 De�nition und Rehenregeln zur Fr�ehet-AbleitungF�ur normierte R�aume X und Y wird unter dem Symbol L(X; Y ) die Menge der linearenund beshr�ankten Abbildungen von X nah Y verstanden. Die Menge L(X; Y ) wird mitden �ublihen punktweise erkl�arten Operationen zum linearen Raum, auf dem durhkFkL(X;Y ) := supkxkX=1 kF (x)kY ; F 2 L(X; Y );eine Norm gegeben ist. Mit Y ist auh L(X; Y ) ein Banahraum.De�nition 2.1 (De�nition der Fr�ehet-Ableitung)Seien X; Y normierte R�aume und U � X o�en. F : U ! Y hei�t Fr�ehet-di�erenzierbarin x 2 U; wenn eine Abbildung F 0(x) 2 L(X; Y ) existiert, sodass giltkF (x+ h)� F (x)� F 0(x)hkY = o (khkX); h! 0:



2.2 Definition und Rehenregeln zur Fr�ehet-Ableitung 11Zur Vereinfahung der Darstellung wird statt F 0(x)h lediglih F 0(x; h) geshrieben. Ist Fin jedem x 2 U Fr�ehet-di�erenzierbar, dann hei�t die AbbildungF 0 : U �! L(X; Y )x 7�! F 0(x; �)die Fr�ehet-Ableitung von F:Satz 2.2 (Kettenregel)Seien X; Y; Z normierte R�aume und X 0 � X; Y 0 � Y o�en. Weiter seien G : X 0 ! Y 0in x 2 X 0 und F : Y 0 ! Z in G(x) 2 Y 0 Fr�ehet-di�erenzierbar. Dann ist F ÆG : X 0 ! Zin x 2 X 0 Fr�ehet-di�erenzierbar, und es gilt(F ÆG)0(x; h) = F 0 ( G(x); G0(x; h) ) f�ur alleh 2 X:Satz 2.3 (Produktregel)Seien U; X1; X2; Y normierte R�aume, U 0 � U o�en undb : X1 �X2 �! Y; (x1; x2) 7�! b(x1; x2)eine bilineare, beshr�ankte Abbildung. Desweiteren seien F1 : U 0 ! X1 und F2 : U 0 ! X2Fr�ehet-di�erenzierbare Abbildungen. Dann istb(F1; F2) : U 0 ! Yu 7! b ( F1(u); F2(u) )Fr�ehet-di�erenzierbar und besitzt die Ableitungb ( F1; F2 )0 (u; h) = b ( F 01(u; h); F2(u) ) +b ( F1(u); F 02(u; h) ); u 2 U 0; h 2 U:Beispiel 2.4 Seien X2; Y normierte R�aume, X1 = L(X2; Y ) undb : L(X2; Y )�X2 ! Y; (A; x2) 7! A(x2):Die Bilinearform entspriht also der Anwendung eines Operators auf ein Element des De�-nitionsbereihs. Die Ableitung von u 7! A(u)(x2(u)) lautet demnah h 7! A0(u; h)(x2(u))+A(u)(x02(u; h)).



12 GrundlagenSatz 2.5 (Quotientenregel) Seien X normierter Raum, Y Banahraum, U � X o�en.Weiterhin sei die Abbildung F : U ! L(Y; Y ) Fr�ehet-di�erenzierbar in '0 2 U undF (') 2 L(Y; Y ) beshr�ankt invertierbar f�ur alle ' 2 Y . Dann istG : U ! L(Y; Y ); ' 7! (F ('))�1Fr�ehet-di�erenzierbar in '0 mit der Ableitung G0('0; �) 2 L(X;L(Y; Y )),G0('0; h) = �G('0)F 0('0; h)G('0):De�nition 2.6 (Ableitungen h�oherer Ordnung) Seien X; Y normierte R�aume,U � X o�en und F : U ! Y ein Fr�ehet-di�erenzierbarer Operator. Dann hei�t F ander Stelle '0 2 X zweimal Fr�ehet-di�erenzierbar, wenn die Abbildung F 0 : U ! L(X; Y )an der Stelle '0 Fr�ehet-di�erenzierbar ist. Mit anderen Worten: wenn ein linearer undbeshr�ankter Operator F 00('0) : X ! L(X; Y ) existiert, mit der EigenshaftkF 0('0 + h)� F 0('0)� F 00('0; h)kL(X;Y ) = o (khkX); h! 0: (2.7)Gleihung (2.7) l�asst sih in ausf�uhrliher Form shreiben alssupk~hkX=1 kF 0('0 + h; ~h)� F 0('0; ~h)� F 00('0; h; ~h)kY = o (khkX); h! 0:Da die R�aume L(X;L(X; Y )) und L(X � X; Y ) isometrish isomorph sind, l�asst sihF 00('0) als beshr�ankter bilinearer Operator von X �X nah Y interpretieren.Sp�ater werden lediglih Terme F 00('0; h1; h2) 2 Y mit h1 = h2 2 X ben�otigt. In diesemFall ist wegen der Isometrie eine abk�urzende ShreibweiseF 00('0; h) := F 00('0; h; h)naheliegend.2.3 Funktionalanalytishe GrundlagenSatz 2.7 Sei G � IRm nihtleer, o�en und beshr�ankt. Desweiteren seik : G�G! C; (x; y) 7! k(x; y);



2.3 Funktionalanalytishe Grundlagen 13stetig oder shwah singul�ar. Dann ist der Operator A : C(G)! C(G); de�niert durh(A')(x) = ZG k(x; y)'(y) dy; x 2 G;linear, beshr�ankt und kompakt.Beweis: siehe [35, Chapter 2℄.



Kapitel 3Eine singul�are IntegralgleihungDie Behandlung von Randwertproblemen f�ur C2-glatte Gebiete D im IR2 mittels Inte-gralgleihungsmethoden f�uhrt nah einer Parametrisierung auf Integralgleihungen mitstetigen oder shwah singul�aren Kernen. Weist das Gebiet D hingegen Eken auf, sospiegelt sih das im singul�aren Verhalten der Kerne wider. F�ur eine Behandlung derRandintegralgleihung (4.12) im Kapitel 4 ist es daher erforderlih, auf diese Problematikeinzugehen. An dieser Stelle ist niht die Kenntnis �uber die exakte Form der Gleihung(4.12) erforderlih. Es soll vielmehr, losgel�ost vom konkreten Problem, ausshlie�lih mitfunktionalanalytishen Hilfsmitteln gearbeitet werden.Daher wird in diesem Kapitel eine singul�are Integralgleihung zweiter Art behandelt,deren Kern sih in den Eken des Quadrats [0; 2�℄� [0; 2�℄ wie ein Mellin-Kern verh�alt.Das singul�are Verhalten des Kerns spiegelt sih in den Singularit�aten der Ableitungen derL�osung wider.3.1 Zur Existenz und EindeutigkeitBetrahte die Gleihung zweiter Art'(t) � Z 2�0 �KA(t; �) +KB(t; �) +KC(t; �) ln�4 sin2 t� �2 �� ['(�)� '(0)℄ d�+(t)'(0) = f(t); 0 � t � 2�; (3.1)bei gegebenen f;  2 C2�(IR; IR) und den in beiden Variablen 2�-periodishen KernenKA; KB; KC .



3.1 Zur Existenz und Eindeutigkeit 15An die Kerne werden die folgenden Voraussetzungen gestellt:1. KC 2 C2�(IR� IR; IR),2. KB ist beshr�ankt auf [0; 2�℄� [0; 2�℄ und dort mit Ausnahme der vier Eken stetig,3. KA ist stetig auf (0; 2�℄� (0; 2�℄,4. KA � 0 oder KA � 0,5. KA hat Tr�ager in [0; Æ℄� [0; Æ℄, 0 < Æ < 2�.Desweiteren existiere eine beshr�ankte, stetig di�erenzierbare Funktionk : [0;1)! [0;1)mit beshr�ankter Ableitung k0 undk(0) = 0;k(s) = O �1s� ; s!1;jKA(t; �)j � 1� k� t� � f�ur � > 0; (3.2)Z 10 k(s)s ds < 1: (3.3)Mit den Integraloperatoren(A')(t) := Z 2�0 KA(t; �) ['(�)� '(0)℄ d�; (3.4)(B')(t) := Z 2�0 KB(t; �) ['(�)� '(0)℄ d� � (t)'(0); (3.5)(C')(t) := Z 2�0 KC(t; �) ln�sin2 t� �2 � ['(�)� '(0)℄ d�; (3.6)erh�alt die Integralgleihung (3.1) die Form(I � A�B � C)' = f: (3.7)



16 Eine singul�are IntegralgleihungMit der zur gew�ohnlihen Supremumnorm �aquivalenten Normk'k1;0 := max0�t�2� j'(t)� '(0)j+ j'(0)jwird C2� := C2�(IR; IR) ein Banahraum.Satz 3.1 Die durh (3.4) - (3.6) erkl�arten Operatoren A; B; C haben die Abbildungsei-genshaft A; B; C : C2� ! C2�;sind linear und beshr�ankt. Weiterhin sind B; C kompakt und es giltkAk1;0 � Z 10 k(s)s ds < 1:Beweis: Die Resultate f�ur B und C ergeben sih aus den S�atzen �uber shwah singul�areKerne. Die Eigenshaften des Operators A sind in [28℄ oder [55℄ nahgewiesen worden.Der Satz �uber die Neumannshe Reihe zusammen mit Satz 3.1 liefern das nahfolgendeKorollar.Korollar 3.2 F�ur die Operatorgleihung (I�A�B�C)' = f l�asst sih die Riesz-Theorieanwenden.3.2 Die SubstitutionsmethodeEine Konsequenz der Euler - Malaurin Formel ist die, dass die Trapezregel zur numeri-shen Integration von periodishen und hinreihend oft stetig di�erenzierbaren Funktio-nen gut geeignet ist. F�ur Integranden mit (integrierbaren) Endpunktsingularit�aten bleibtdieses Resultat niht rihtig. Gesuht wirdZ 2�0 g(t) dt;wobei g : (0; 2�) ! IR hinreihend glatt ist, aber in den Endpunkten t = 0 und t = 2�Singularit�aten besitzt. Sei w : [0; 2�℄! [0; 2�℄



3.2 Die Substitutionsmethode 17bijektiv, streng monoton wahsend und hinreihend oft di�erenzierbar. Desweiteren habenw in 0 und 2� � w in 2� Nullstellen h�oherer Ordnung. Aufgrund der Substitution inZ 2�0 g(t) dt = Z 2�0 w0(s)g(w(s)) dsliefert die Trapezregel, angewendet auf den substituierten Integranden, eine Quadratur-formel Z 2�0 g(t) dt � �n 2n�1Xj=1 �(n)j g �s(n)j � =: Qn(g) (3.8)mit den Gewihten �(n)j = w0 �j�n � ; j = 1; : : : ; 2n� 1;und den St�utzstellen s(n)j = w�j�n � ; j = 1; : : : ; 2n� 1:Aufgrund der Wahl von w vershwindet der substituierte Integrand an den Intervallenden,sodass die Randterme in (3.8) niht auftreten.Die angegebenen Forderungen an die Substitution sollen nun konkretisiert werden.De�nition 3.3 Es sei w : [0; 2�℄ ! [0; 2�℄ eine bijektive, streng monoton wahsendeFunktion. Dann hei�t w zul�assig mit Parameter p 2 IN, falls w 2 Cp+1[0; 2�℄,2� � w(t) = w(t); 0 � t � 2�;w(j)(0) = w(j)(2�) = 0 f�ur j = 1; : : : ; p� 1und w(p)(0) 6= 0; w(p)(2�) 6= 0 ist.In Vogt [55℄ wurden einige Substitutionen untersuht. F�ur die numerishen Ergebnisse inder vorliegenden Arbeit wurden die von Korobov vorgeshlagene polynomiale Substitutionwp(t) = 2p� 1(2�)2p�2�2p� 2p� 1 �Z t0 [ u(2� � u) ℄p�1 du; 0 � t � 2�; (3.9)die von Sidi [53℄ vorgeshlagene trigonometrishe Substitutionwp(t) = 2�#p(2�)#p(t); #p(t) = Z t0 �sin u2�p�1 du; (3.10)



18 Eine singul�are Integralgleihungsowie die von Kre� vorgeshlagene rationale Substitutionwp(t) = 2� [v(t)℄p[v(t)℄p + [v(2� � t)℄p ; 0 � t � 2�; p � 2; (3.11)mit dem kubishen Polynomv(t) = �2p � 1� (� � t)3�2 + 2p (t� �) + �; 0 � t � 2�; p � 2;verwendet.Der passende Funktionenraum f�ur die Anwendung der Quadraturformel (3.8) istSq;� = �g 2 Cq(0; 2�) ��� Z 2�0 [t(2� � t)℄j�� jg(j)(t)j dt existiert f�ur j = 0; : : : ; q � ;(3.12)wobei f�ur die Parameter gelte q 2 IN und 0 < � � q. Sq;� wird mit der Normkgkq;� := maxj=0;:::;q Z 2�0 [ t(2� � t) ℄j�� jg(j)(t)j dt (3.13)ein normierter Raum.Der nahfolgende Satz maht eine Aussage �uber den Quadraturfehler f�ur Funktionen ausSq;�.Satz 3.4 Seien g 2 S2q+1;� mit 0 < � � q und w zul�assig mit Parameter p 2 IN derart,dass �p � 2q + 1 und p > 2q + 1:Dann gilt f�ur den FehlerEn;p(g) := �n 2n�1Xj=1 �(n)j g �s(n)j �� Z 2�0 g(t) dtin der Quadraturformel (3.8) jEn;p(g)j � Cn2q+1 kgk2q+1;�mit einer Konstanten C = C(w; �; q).



3.2 Die Substitutionsmethode 19Beweis: F�ur den Beweis sei auf [28℄ oder [55℄ verwiesen.Bemerkung 3.5 In [34℄ wird gezeigt, dass sih bei modi�zierter De�nition des RaumesSq;� und der speziellen Substitution w, mitw(z) = 11 + e�z ;die die Di�erenzialgleihung w0 = w(1� w) erf�ullt, f�ur die QuadraturformelZ 10 g(t) dt � h nXj=�nw0(jh) g(w(jh)) =: Qn;h(g)eine exponentielle Fehlerabsh�atzung gewinnen l�asst.F�ur den Integraloperator C gem�a� (3.6) ist eine numerishe Auswertung mit einer Tra-pezregel beziehungsweise "gewihteten\ Trapezregel (3.8) niht vielversprehend. Zur Ap-proximation von Integralen mit shwah singul�arer Gewihtsfunktion, hier ln �4 sin2 t��2 �,werden Quadraturformeln ben�otigt, deren Gewihte wiederum Funktionen sind. Eineausf�uhrlihe Darstellung �ndet man bei Sloan [54℄. F�ur die hier vorliegende logarithmisheSingularit�at wird wie in Kussmaul [38℄ und Martensen [42℄ vorgegangen.Sei dazu g 2 C2�. Die Quadraturformel(Qg)(t) = Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � g(�) d�� Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � (Png)(�) d� =: (Qng)(t); (3.14)mit dem trigonometrishen InterpolationsoperatorPn : C2� ! Tn := (�02 + n�1Xk=1 [�k os kt + �k sin kt℄ + �n2 osnt ����k; �k 2 IR) ;Png = 2n�1Xj=0 g(t(n)j ) l(n)j ; l(n)j (t(n)k ) = Æjk;zu den �aquidistanten St�utzstellen t(n)j = j�=n; j = 0; : : : ; 2n� 1; f�uhrt auf(Qng)(t) = 2n�1Xj=0 R(n)j (t)g(t(n)j ) (3.15)



20 Eine singul�are Integralgleihungmit den GewihtenR(n)j (t) = Z 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � l(n)j (�) d�= �2�n n�1Xm=1 1m osm(t� t(n)j )� �n2 os n(t� t(n)j ); j = 0; : : : ; 2n� 1; (3.16)wobei die Lagrangebasis l(n)j gegeben ist durhl(n)j (t) = Re 12n (1 + 2 n�1Xk=1 eik(t�t(n)j ) + ein(t�t(n)j ))= Re 12n i(1� ein(t�t(n)j )) ot t� t(n)j2= 12n sinn(t� t(n)j ) ot t� t(n)j2 ; t 6= t(n)j ; j = 0; : : : ; 2n� 1:Um die Quadraturformeln (3.8) und (3.15) gleihzeitig auf die Gleihung (3.7) anwendenzu k�onnen, ist auh beim logarithmishen Anteil eine Substitution erforderlih.Mit t = w(s) und � = w(�) giltZ 2�0 ln�4 sin2 t� �2 � g(�) d�= Z 2�0 ln�4 sin2 w(s)� w(�)2 � g(w(�))w0(�) d�= Z 2�0 ln�4 sin2 s� �2 � g(w(�))w0(�) d� + Z 2�0 T (s; �) g(w(�))w0(�) d�� 2n�1Xj=1 R(n)j (s)�(n)j g(s(n)j ) + �n 2n�1Xj=1 T (s; t(n)j )�(n)j g(s(n)j ) (3.17)mit der stetigen Funktionw0T : [0; 2�℄� [0; 2�℄! IR; (s; �) 7! w0(�)T (s; �);



3.3 Ein Nystr�om - Verfahren 21wobei T erkl�art ist durhT (s; �) = 8>>><>>>: ln  sin2 w(s)�w(�)2sin2 s��2 ! : 0 � s; � � 2�; js� �j =2 f0; 2�g;2 lnw0(s) : 0 < s = � < 2�: (3.18)
3.3 Ein Nystr�om - VerfahrenEine M�oglihkeit (3.7) approximativ zu l�osen besteht darin, die Integrale zu ersetzendurh die Quadraturformeln (3.8) und (3.17). F�ur den Rest des Kapitels werden von wpdie Eigenshaften aus De�nition 3.3 gefordert.F�ur n 2 IN ist 'n 2 C2� so zu bestimmen, dass f�ur 0 � t � 2� gilt'n(t) � �n 2n�1Xj=1 n(KA +KB)(t; s(n)j ) +KC(t; s(n)j ) hT (w�1(t); t(n)j ) + n�R(n)j (w�1(t))io���(n)j ['(s(n)j )� '(0)℄ + (t)'(0) = f(t); (3.19)wobei weiterhin die Bezeihnungen t(n)j = j�=n, s(n)j = w(t(n)j ) und �(n)j = w0(t(n)j ) gelten.F�ur jede L�osung 'n 2 C2� von (3.19) erf�ullen die Werte '(n)l := '(s(n)l ); l = 0; : : : ; 2n� 1;das lineare Gleihungssystem'(n)l � �n 2n�1Xj=1 n(KA +KB)(s(n)l ; s(n)j ) +KC(s(n)l ; s(n)j ) hT (t(n)l ; t(n)j ) + n� R(n)jj�ljio���(n)j ['(n)j � '(n)0 ℄ + (s(n)l )'(n)0 = f(s(n)l ); (3.20)wobei f�ur die Matrixelemente R(n)jj�lj := R(n)j (t(n)l ) giltR(n)k = �2�n n�1Xm=1 1m os�mk�n �� (�1)k�n2 ; k = 0; : : : ; 2n� 1: (3.21)Umgekehrt erh�alt man f�ur eine L�osung '(n)0 ; : : : ; '(n)2n�1 des Gleihungssystems (3.20) durh'n(t) := �n 2n�1Xj=1 n(KA +KB)(t; s(n)j ) +KC(t; s(n)j ) hT (w�1(t); t(n)j ) + n� R(n)j (w�1(t))io���(n)j h'(n)j � '(n)0 i+ f(t)� (t)'(n)0



22 Eine singul�are Integralgleihungeine L�osung von (3.19), denn 'n(s(n)i ) = '(n)i .Um eine Konvergenzaussage formulieren zu k�onnen, werden weitere Voraussetzungen andie Kerne gestellt. Dazu gelte� KB und KC sind bez�uglih der zweiten Variablen 2q + 1-mal stetig di�erenzierbarauf [0; 2�℄� [0; 2�℄.� F�ur den im Punkt (0; 0) singul�aren Kern KA existieren die partiellen Ableitungenbez�uglih � bis zur Ordnung 2q+1 und diese sind stetig auf [0; 2�℄� [0; 2�℄nf(0; 0)g:� Es existieren Funktionenkl : [0;1)! [0;1); l = 0; : : : ; 2q + 1;mit den Eigenshaften kl(s) = O �1s� ; s!1; (3.22)���� �l�� lKA(t; �)���� � 1� l+1 kl� t�� ; � > 0: (3.23)Mit den Operatoren(An')(t) = �n 2n�1Xj=1 �(n)j KA(t; s(n)j ) ['(s(n)j )� '(0)℄; (3.24)(Bn')(t) = �n 2n�1Xj=1 �(n)j KB(t; s(n)j ) ['(s(n)j )� '(0)℄� (t)'(0); (3.25)(Cn')(t) = �n 2n�1Xj=1 �(n)j KC(t; s(n)j ) nT (w�1(t); t(n)j ) + n�R(n)j (w�1(t))o ['(s(n)j )� '(0)℄(3.26)wird im nahfolgenden Satz ein Konvergenzresultat zitiert. Vorab werden mit einer steti-gen Funktion g : [0;1)! [0; 1℄; mitg(s) = � 0 : s � 0:51 : s � 1 ;



3.3 Ein Nystr�om - Verfahren 23die Operatoren An modi�ziert, das hei�t f�ur r 2 f1; 2; : : : ; 2n�1g werden die OperatorenAn;r : C2� ! C2� erkl�art durh(An;r')(t) = g� ts(n)r � (An')(t); 0 � t � 2�: (3.27)Satz 3.6 Seien 0 < � < 1; �p � 2q + 1. F�ur die L�osung der Gleihung(I � A�B � C)' = fgelte '�'(0) 2 S2q+1;�+1. Dann existiert ein r 2 IN so, dass f�ur alle n � r die OperatorenI � An;r �Bn � Cn beshr�ankt invertierbar sind. Insbesondere besitzt(I � An;r � Bn � Cn)'n = fgenau eine L�osung 'n 2 C2�. Es gilt die Fehlerabsh�atzungk'n � 'k1 � C(�; p; q) ln(n)n2q�1k'� '(0)k2q+1;�+1mit einer von n und ' unabh�angigen Konstanten C(�; p; q).Beweis: Der Beweis soll nur skizziert werden. F�ur eine ausf�uhrlihe Darstellung sei aufK�umpel [39℄ verwiesen. Wie in Kre� [28℄ erh�alt man zun�ahst mit dem Integral (3.3) unddem Satz �uber die Neumannshe Reihe ein r > 0 so, dass die Operatoren (I � An;r)�1f�ur n � r existieren und gleihm�a�ig beshr�ankt sind. Mit den zus�atzlih vorausgesetztenGl�atteeigenshaften der Kerne KA; KB; KC l�asst sih punktweise Konvergenz der Opera-toren (An)n2IN; (Bn)n2IN; (Cn)n2IN folgern, das hei�tk(A� An) k1;0 � n2q+1 k �  (0)k2q+1;�+1;k(B � Bn) k1;0 � n2q+1 k �  (0)k2q+1;�+1;k(C � Cn) k1;0 �  lnnn2q�1 k �  (0)k2q+1;�+1;vorausgesetzt  �  (0) 2 S2q+1;�+1. Mit der Kollektiv-Kompaktheit der Folgen (Bn)n2IN;(Cn)n2IN und der Dreieksungleihungk(A� An;r) k1;0 � k(A� An) k1;0 + sup0�t�s(n)r j(A )(t)jergibt sih die Behauptung aus Kre� [35, Theorem 10.8 und Problem 10.3℄.



Kapitel 4Das direkte Streuproblem
SeienD � IR2 ein beshr�anktes Gebiet, IR2nD zusammenh�angend und x0; x1; : : : ; xm end-lih viele Punkte aus �D so, dass gilt �Dnfx0; x1; : : : ; xmg besteht ausm+1 Randst�ukender Klasse C2.Mit �j := xj; xj+1; j = 0; : : : ; m � 1; �m := xm; x0 werden die C2-glatten Randst�ukebezeihnet. F�ur Punkte x 2 �D werden mit �(x) die Innenwinkel bei x bezeihnet. Ins-besondere gelte 0 < �(xj) < 2�; j = 0; : : : ; m und �(x) = �; x 2 �D n fx0; x1; : : : ; xmg:

Dx0
x1 x2
x3 �(x)

F�ur die Wellenzahlk 2 C n f0g setzenwir k 2 IR+ oderIm (k) > 0; Re (k) � 0voraus. Die Normale �(x)(in den regul�aren Rand-punkten) weise in dasunbeshr�ankte Au�enge-biet.



4.1 Randwertprobleme zur Helmholtzgleihung 254.1 Randwertprobleme zur HelmholtzgleihungDe�nition 4.1 (�Au�eres Dirihletproblem)Gegeben ist f 2 C(�D): Gesuht wird eine Funktion u 2 C2(IR2 n D) \ C(IR2 n D) alsL�osung der Helmholtzgleihung4u+ k2u = 0 in IR2 nD; (4.1)die die Randbedingung u = f auf �D (4.2)und die Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedingung (SAB)limr!1 r1=2��u�r � iku� = 0; r = jxj (4.3)gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen x̂ = xjxj erf�ullt.De�nition 4.2 (Inneres Neumannproblem)Gegeben ist g 2 C(�D): Gesuht wird eine Funktion u 2 C2(D) \ C(D), deren Normal-ableitung �u�(x)�� := limh#0 gradu(x� h�(x)) �(x); x 2 �D n fx0; : : : ; xmgin den regul�aren Randpunkten existiert, die in D die Helmholtzgleihung l�ost und dieRandbedingung �u�(x)�� = g(x); x 2 �D n fx0; : : : ; xmg (4.4)erf�ullt.4.2 Zur Eindeutigkeit beim �au�eren Dirihlet-ProblemPrinzipiell l�asst sih der Eindeutigkeitsbeweis wie in [7, Lemma 3.8℄ f�uhren, da der Satzvon Gau� auf Funktionen aus C10 (DR) angewendet wird. An dieser Stelle soll jedoh einanderer Weg beshritten werden, der auh auf andere Di�erenzialgleihungen anwendbarist.



26 Das direkte StreuproblemLemma 4.3 F�ur "1 > 0 sei ~f : ℄0; "1℄ ! IR monoton fallend, di�erenzierbar und erf�ulledie Di�erenzialungleihungj ~f(")j � C1"2 + C2q�" ~f 0("); 0 < " � "1 (4.5)mit von " unabh�angigen Konstanten C1 � 0; C2 > 0. Dann existiert der rehtsseitigeGrenzwert ~f(0) := lim"!0+ ~f(")und ist Null.Beweis: Siehe [24℄ oder im Fall C1 = 0 [55, Lemma 5.2℄.F�ur den Eindeutigkeitsbeweis f�uhren wir die Bezeihnungen D";R und �" ein. Dazu seiR > 0 so gro�, dass D in der o�enen Kreissheibe B(0; R) enthalten ist.
x0 �" DD";R

�jxj = R-
Abbildung: Darstellung f�ur den Fall genau einer Eke.F�ur hinreihend kleines " > 0 ist die MengeD";R := fx 2 IR2 nD j jxj < R; jx� xjj > " f�ur alle j = 0; : : : ; mgebenfalls ein Gebiet und�" := fx 2 IR2 nD j 9j 2 f0; : : : ; mgmit jx� xjj = " g



4.2 Zur Eindeutigkeit beim �au�eren Dirihlet-Problem 27besteht aus m+1 glatten Kurvenst�uken. F�ur die Normalenrihtung auf dem Kurvenst�uk�" wird nahfolgendes vereinbart: Bei Ober�ahenintegralen, bei dem der Integrationsbe-reih der Rand eines Gebiets ist, weist die Normale in das Au�engebiet. Tritt das Integral�uber �" separat auf, so wird auf dem Teil von �" mit jx � xjj = " die Normale durh�(x) = x�xj" gegeben.Lemma 4.4 F�ur "1 > 0 sei u 2 C(D"1;R). Dann ist~f(") := ZD";R u(x) dx; " > "1di�erenzierbar mit Ableitung ~f 0(") = � Z�" u(x) ds(x):Beweis: Siehe [55, Lemma 5.1℄.Satz 4.5 Das �au�ere Dirihletproblem (4.1) - (4.3) besitzt h�ohstens eine L�osung.Beweis: Aufgrund der Linearit�at gen�ugt der Nahweis der Eindeutigkeit f�ur das homo-gene Problem. Sei u L�osung zu f = 0. F�ur hinreihend kleines " > 0 und gro�es R > 0ist D";R ein Gebiet mit st�ukweise glattem Rand. Es ist bekannt (siehe Bemerkung 4.7),dass u bis in den Rand von D";R di�erenzierbar ist. Der erste Greenshe Satz angewendetauf das Gebiet D";R und die Funktionen u; u liefertZD";R hj graduj2 � k2 juj2i dx = Z�D";R u�u�� ds: (4.6)Wir bilden den Realteil dieser Gleihung und erhalten f�ur~f(") := ZD";R j graduj2 dx� Re (k2) Zjxj�R;x=2D juj2 dx� Re Zjxj=R u�u�� dsdie Beziehung ~f(") = �Re (k2) mXj=0 Zjx�xj j�"; x=2D juj2 dx� Re Z�" u�u�� ds: (4.7)



28 Das direkte StreuproblemDie auf ℄0; "1℄ de�nierte Funktion ~f ist monoton fallend (Das Gebiet D";R wird mit wah-sendem " kleiner.) und ist nah Lemma 4.4 di�erenzierbar mit Ableitung~f 0(") = � Z�" j graduj2 ds:Es verbleibt der Nahweis, dass ~f eine Di�erenzialungleihung wie in Lemma 4.3 erf�ullt.Mit M = kuk1;B[0;R℄nD liefert die Cauhy-Shwarzshe Ungleihung angewendet auf denzweiten Summanden in (4.7)j ~f(")j � jkj2(m+ 1)�"2M2 + �Z�" juj2 ds�1=2 Z�" �����u�� ����2 ds!1=2� C1"2 +M pm+ 1p2�"q� ~f 0(")= C1"2 + C2q�" ~f 0("):Demnah ist lim"!0+ ~f(") = 0. Da der erste Summand in der Darstellung (4.7) quadratishgegen Null strebt, folgt f�ur den zweiten Summandenlim"!0 Re Z�" u�u�� ds = 0: (4.8)Insbesondere folgt die Existenz vonlim"!0ZD";R j graduj2 dx = Re (k2) Zjxj�R;x=2D juj2 dx + Re Zjxj=R u�u�� ds:Als n�ahstes wird lim"!0 Im Z�" u�u�� ds = 0gezeigt. Die Bildung des Imagin�arteils von (4.6) ergibt0 = Im (k2) ZD";R juj2 dx+ Im Zjxj=R u�u�� ds| {z }=:h(";R) � Im Z�" u�u�� ds:Wir wissen lim"!0h("; R) existiert und f�ur das Argument der Wellenzahl gilt arg(k) 2[0; �=2℄, also Im (k2) � 0. Damit ist h(�; R) sowohl f�ur k 2 IR+, als auh f�ur Im (k) >



4.2 Zur Eindeutigkeit beim �au�eren Dirihlet-Problem 290; Re (k) � 0, monoton wahsend. Die Cauhy-Shwarzshe-Ungleihungjh("; R)j �M pm + 1p2�" Z�" �����u�� ����2 ds!1=2liefert wegen Z�" j graduj2 ds � jh("; R)j2M2 (m+ 1) 2�"sowohl f�ur h(0; R) > 0 als auh h(0; R) < 0 einen Widerspruh zur Existenz vonlim"!0ZD";R j graduj2 dx;denn: F�ur hinreihend kleine "2 > "1 � 0 und geeignete Funktionen #1;j; #2;j; giltZjxj�R;x=2D j graduj2 dx � mXj=0 Z"1�jx�xj j�"2 j graduj2 dx= Z "2"1 mXj=0 Z #2;j(r)#1;j(r) j gradu(r; #)j2 r d# dr� Z "2"1 jh(r; R)j2M2 (m+ 1) 2� r dr:Im Fall h(0; R) > 0 setzen wir "1 = 0 und sh�atzen das letzte Integral nah unten abdurh jh(0; R)j2M2 (m+ 1) 2� Z "20 drr � 1:Im Fall h(0; R) < 0 ergibt sih die gleihe Absh�atzung unter Verwendung von jh(r; R)j2 >C > 0 auf 0 � r � "2 und festem R. Also gilt h(0; R) = 0.Demnah vershwinden sowohl der Real- als auh Imagin�arteil vonlim"!0Z�" u�u�� ds:Die (bei festem R) bez�uglih " gleihm�a�ige Beshr�anktheit der TermeZD";R juj2 dx; ZD";R j graduj2 dx



30 Das direkte Streuproblemund Existenz von lim"!0Z�" u�u�� ds = 0erlaubt in (4.6) den Grenz�ubergang "! 0Zjxj�R;x=2D j graduj2 dx = k2 Zjxj�R;x=2D juj2 dx+ Zjxj=R u�u�� ds:Multiplikation mit k und Imagin�arteilbildung zusammen mit der (SAB) (4.3) ergibt0 R!1 � Zjxj=R �����u�� � iku����2 ds= Zjxj=R �����u�� ����2 + jkuj2! ds+ 2 Im �k Zjxj=R u�u�� ds�= Zjxj=R �����u�� ����2 + jkuj2! ds+ 2 Im(k)| {z }�0 Zjxj�R;x=2D j graduj2 dx�2 Im (k)| {z }�0 jkj2 Zjxj�R;x=2D juj2 dx� 0:F�ur k 2 IR+ folgt aus Rjxj=R juj2 ds! 0; R !1, die Behauptung u = 0 aus dem Rellih-Lemma [7, Lemma 2.11℄, w�ahrend sie f�ur Im (k) > 0 unmittelbar aus Rjxj�R;x=2D juj2 dx!0; R!1, folgt.Bemerkung 4.6 Die Beweisidee f�ur Satz 4.5 ist den Arbeiten von Lewis-Wikham [41℄und Wikham [56℄ entnommen worden. Die erw�ahnten Autoren behandeln in ihren Ar-tikeln jeweils ein �au�eres Neumannproblem (in [56℄ zur Helmholtzgleihung) au�erhalbeines Bogens. In Vogt [55, Abshnitt 5.2℄ ist auf �ahnlihe Weise ein Eindeutigkeitsbeweiszum Dirihletproblem bei der Elastizit�atsgleihung gef�uhrt worden.Bemerkung 4.7 Die Anwendung des Greenshen Satzes auf das Gebiet D";R und dieFunktionen u; u ist noh zu rehtfertigen. Dazu ist das GebietD in jeweils "=2-Umgebungender Eken x0; : : : ; xm so zu modi�zieren, dass das neue Gebiet ~D einen C2-glatten Randbesitzt und D � ~D gilt. Betrahtet man nun das �au�ere Dirihletproblem mit Randwerten



4.3 Potenziale und Sprungbeziehungen 31uj� ~D bez�uglih ~D, so folgt aus den Abbildungseigenshaften der Randintegral- und Poten-zialoperatoren die C1;�-Regularit�at von ~u bis in den Rand von ~D. Wegen der Eindeutigkeitstimmen u und ~u auf IR2 n ~D �uberein. Damit ist u 2 C2(D";R) \ C1(D";R).Es ist gelegentlih g�unstig, auh f�ur das adjungierte Problem die Eindeutigkeit siherzu-stellen.Satz 4.8 F�ur Im (k) > 0 besitzt das innere Neumannproblem (4.2) h�ohstens eine L�osung,w�ahrend f�ur k 2 IR+ die Eindeutigkeit bis auf eine abz�ahlbare Menge von Wellenzahlen,die sih nur im Unendlihen h�aufen, sihergestellt ist.Beweis: Sei u L�osung mit Randwerten �u��� = 0. Analog zum Beweis der Eindeutigkeitbeim �au�eren Dirihletproblem erkl�aren wir f�ur hinreihend kleine " GebieteD" := fx 2 D j jx� xjj > " 8j = 0; : : : ; m gund R�ander �" := fx 2 D j 9j 2 f0; : : : ; mg mit jx� xjj = " g:Der Greenshe Satz angewendet aufD"; u; u ergibt wegen der homogenen Randbedingungu = 0 auf �D ZD" �j graduj2 � k2juj2� dx = Z�" u�u�� ds; (4.9)wobei die Normale �(x); x 2 �"; in die Punkte x0; : : : ; xm zeigt. Wiederum sihern Lemma4.3 und 4.4 in (4.9) die Existenz der Grenzwerte f�ur " ! 0. F�ur Im (k) > 0 folgt dieBehauptung aus ZD juj2 dx = 0:F�ur k 2 IR+ folgt die Aussage aus der shwahen Formulierung des Randwertproblems.Mit einem Monotonieargument wird das Problem reduziert auf C2-glatte Gebiete. Derdazugeh�orige Operator ist kompakt und besitzt daher nur abz�ahlbar viele Eigenwerte, diesih h�ohstens bei Null h�aufen k�onnen. F�ur eine detaillierte Darstellung siehe [9℄.4.3 Potenziale und SprungbeziehungenDe�nition 4.9 F�ur ' 2 C(�D) hei�tu(x) = Z�D �k(x; y)'(y) ds(y); x 2 IR2 n �D;Einfahshihtpotenzial mit Dihte ':



32 Das direkte StreuproblemDe�nition 4.10 F�ur ' 2 C(�D) hei�tv(x) = Z�D ��k(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 IR2 n �D;Doppelshihtpotenzial mit Dihte ':Satz 4.11i) Das Einfahshihtpotenzial u mit stetiger Dihte ' ist stetig in ganz IR2:ii) F�ur die Normalableitung des Einfahshihtpotenzials mit stetiger Dihte ' 2 C(�D)gilt �u�(x)��(x) = Z�D ��k(x; y)��(x) '(y) ds(y)� 12'(x); x 2 �D n fx0; : : : ; xmg:Beweis: zu i) Da �0 und �k f�ur jx� yj ! 0 das gleihe singul�are Verhalten aufweisen,folgt die Behauptung aus Hakbush [18, Satz 8.1.7℄.zu ii) F�ur C2-glatte R�ander sind die Beweise in [6, Theorem 2.19℄ im 3-dimensionalen Fallund in [51, Satz 2.29℄ im 2-dimensionalen Fall ausgef�uhrt worden. Da Sprungbeziehungenlokale Eigenshaften sind, bleiben die Resultate f�ur st�ukweise glatte R�ander rihtig.Satz 4.12i) Das Doppelshihtpotenzial v mit stetiger Dihte ' l�asst sih stetig von D nah Dbeziehungsweise von IR2 nD nah IR2 nD fortsetzen mit den Randwertenv�(x) = Z�D ��k(x; y)��(y) '(y) ds(y) + �(x)� � � �2� '(x); x 2 �D:ii) F�ur die Normalableitung des Doppelshihtpotenzials mit stetiger Dihte ' 2 C(�D)gilt �v+(x)��(x) = �v�(x)��(x) ; x 2 �D n fx0; : : : ; xmg:Beweis: zu i) F�ur x 2 �Dnfx0; : : : ; xmg verl�auft der Beweis wie in [51, Satz 2.24℄. NahAbspalten der konstanten Dihte erh�alt man (siehe [2, Lemma 3.2℄) zun�ahstZ�D ��0(x; y)��(y) ds(y) = 8<: 0 : x 2 IR2 nD;�1 : x 2 D;��(x)2� : x 2 �D: (4.10)



4.4 Zur Existenz beim direkten Dirihletproblem 33Wie im Beweis von [6, Theorem 2.13℄ zeigt man die Stetigkeit vonZ�D ��0(x; y)��(y) ['(y)� '(x0)℄ ds(y); x 2 IR2;in einer (einseitigen) Umgebung von x0. Zusammen mit (4.10) und dem gleihen singul�arenVerhalten von �0 und �k ergibt sih die Behauptung.zu ii) F�ur C2-glatte R�ander sind die Beweise in [6, Theorem 2.21℄ im 3-dimensionalen Fallund in [51, Satz 2.32℄ im 2-dimensionalen Fall ausgef�uhrt worden. Wiederum bleibt dieAussage rihtig, denn Sprungbeziehungen sind lokale Eigenshaften.4.4 Zur Existenz beim direkten DirihletproblemDer Existenzbeweis soll zur Vereinfahung der Darstellung nur f�ur den Fall einer Ekegef�uhrt werden. Der Greenshe Darstellungssatz motiviert den Potenzialansatzu(x) = Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� '(y) ds(y); x =2 �D; (4.11)mit Kopplungsparameter � > 0 und Dihte ' 2 C(�D).Satz 4.13 Das Gebiet D erf�ulle die angegebenen Voraussetzungen mit m = 0. Weiterhinsei f 2 C(�D). Dann gilt: F�ur jede L�osung ' 2 C(�D) der Integralgleihung2f(x) = '(x) + 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ('(y)� '(x0)) ds(y)+'(x0)(x); x 2 �D; (4.12)mit der stetigen Funktion  gem�a�(x) = 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� ��0��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ds(y)� 1;wird durh u(x) = Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� '(y) ds(y); x =2 D; (4.13)eine L�osung des �au�eren Dirihletproblems (4.1) - (4.3) gegeben.



34 Das direkte StreuproblemBeweis: Die durh (4.13) de�nierte Funktion u erf�ullt die Sommerfeldshe Ausstrah-lungsbedingung (weil �k sie erf�ullt), l�ost die Helmholtzgleihung in IR2 nD und ist stetigbis in den Rand �D. WeilZ�D ��0��(y)(x; y) ds(y) = 0; x 2 IR2 nD;liefern die Sprungbeziehungen f�ur Einfah- (Satz 4.11) und Doppelshihtpotenzial (Satz4.12) angewendet aufu(x) = Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ('(y)� '(x0)) ds(y)+'(x0) Z�D � ��k��(y)(x; y)� ��0��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ds(y); x 2 IR2 nD;die Gleihung2 u+(x) = '(x) + 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ('(y)� '(x0)) ds(y)+'(x0)(x) = 2f(x); x 2 �D:Daher ist die Randbedingung u = f ebenfalls erf�ullt.Satz 4.14 F�ur jedes f 2 C(�D) hat die Integralgleihung (4.12) genau eine L�osung' 2 C(�D).Beweis: Sei ' 2 C(�D) eine L�osung der homogenen Gleihung. Dann erf�ullt nah Satz4.13 das durh (4.11) de�nierte u das homogene �au�ere Dirihlet-Problem. Nah Satz 4.5vershwindet u in IR2 nD. Die Sprungbeziehungen (siehe S�atze 4.11 und 4.12) liefern�u� = '; ��u��� = i�' auf �D n fx0g:Der erste Greenshe Satz, dessen Anwendung wie im Beweis von Satz 4.5 sihergestelltwerden kann, ergibtZDfj gradu(x)j2 � k2ju(x)j2g dx = Z�D u�(x) �u�(x)��(x) ds= i� Z�D j'(x)j2 ds:



4.5 Der Fernfeldoperator 35Durh Imagin�arteilbildung und Beahtung von Im (k2) � 0; � > 0 ergibt sih ' = 0.Es gen�ugt nun nahzuweisen, dass der Randintegraloperator in (4.12) darstellbar ist alsSumme aus einem kompakten und einem beshr�ankt invertierbaren Operator, denn dannliefert die Riesz-Theorie die Behauptung. F�ur den Nahweis, dass sih A mit(A')(x) = 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ('(y)� '(x0)) ds(y)+'(x0) �2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� ��0��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ds(y)� 1� ; x 2 �D;mit Hilfe einer geeigneten Abshneidefunktion aufspalten l�asst in A = A1+A2, mit einemkompakten Operator A1 : C(�D)! C(�D) und einem Operator A2 mit Norm kA2k < 1,sei auf [2, S�atze 3.12 - 3.14℄ verwiesen.4.5 Der FernfeldoperatorSatz 4.15 Eine ausstrahlende L�osung u der Helmholtzgleihung hat das asymptotisheVerhalten u(x) = eikjxjpjxj �u1(x̂) +O � 1jxj�� ; jxj ! 1: (4.14)Falls bis auf endlih viele Punkte der Grenzwert�u�� (x) = limh!+0 �(x) � gradu(x+ h�(x)); x 2 �D;existiert, und zwar gleihm�a�ig auf �D, so giltu1(x̂) = ei�4p8�k Z�D�u(y)�e�ikx̂�y��(y) � �u�� (y)e�ikx̂�y� ds(y); (4.15)wobei x̂ = x=jxj bezeihnet.Beweis: Vergleihe [7, Theorem 2.5℄.De�nition 4.16 (Direktes Streuproblem)F�ur eine ebene einfallende Welle ui(x; d) = eikx�d mit Einfallsrihtung d 2 IR2; jdj = 1,



36 Das direkte Streuproblemwird das gestreute Feld us 2 C2(IR2nD)\C(IR2nD) gesuht (beziehungsweise das Fernfeldvon us + ui) als L�osung der Helmholtzgleihung4us + k2us = 0 in IR2 nD; (4.16)das die Randbedingung (f�ur shallweihe Hindernisse)us = �ui auf �D (4.17)und die Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedingung (SAB)limr!1 r1=2 ��us�r � ikus� = 0; r = jxj; (4.18)gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen x̂ = xjxj erf�ullt.Insbesondere folgt aus dem asymptotishen Verhalten (2.4) der Hankelfunktion f�ur dasFernfeld u1 vonus(x) = Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� '(y) ds(y); x =2 D;die Darstellungu1(x̂) = e�i�4p8�k Z�Dfk�(y) � x̂ + �g e�ikx̂�y '(y) ds(y); jx̂j = 1: (4.19)Der Operator F , der einem zul�assigen Rand �D das Fernfeld u1 zuordnet, hei�t Fernfeld-operator. Beim direkten Problem sind folglih (bei fester Wellenzahl k und vershiedenenEinfallsrihtungen d) bei gegebener Parametrisierung z die Fernfelder F(z) zu bereh-nen. Beim inversen Problem wird versuht, aus gemessenen Fernfeldern zu vershiedeneneinfallenden Wellen die Parametrisierung und damit den Rand des Gebietes zu rekonstru-ieren.



4.6 Numerishe Ergebnisse 374.6 Numerishe ErgebnisseZun�ahst soll die numerishe Implementierung beshrieben werden.In diesem Abshnitt beshr�anken wir uns wieder auf zul�assige Gebiete D mit nur einerEke. Aus dem Abshnitt 4.4 ist bekannt, dass die L�osung des �au�eren Dirihletproblemsmit Randwerten f 2 C(�D) gegeben ist durhu(x) = Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)�'(y) ds(y); x =2 D;mit der eindeutig bestimmten L�osung ' 2 C(�D) der Randintegralgleihung2f(x) = '(x) + 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ('(y)� '(x0)) ds(y) (4.20)+'(x0)(x); x 2 �D:Dabei ist die auf �D stetige Funktion  gegeben durh(x) = 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� ��0��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ds(y)� 1:Wir parametrisieren den Rand von D mit einer Funktion z 2 C2�(IR; �D) mit den Eigen-shaften:� zj[0;2�℄ 2 C2 �[0; 2�℄; IR2�,� zj[0;2�) ist injektiv und linksorientiert,� z(0) = x0; jz0(t)j > 0 8 t 2 IR und� z0(0) � z0(2�) 6= �jz0(0)jjz0(2�)j.Die letzte Bedingung stellt siher, dass �D keine Spitzen besitzt. Wegen2 ��k��(y)(x; y) = ik2 H(1)1 (kjx� yj)�(y) � (x� y)jx� yj



38 Das direkte Streuproblemergibt sih f�ur ~f(t) = 2f(z(t)); ~'(t) = '(z(t))~f(t) = ~'(t) + Z 2�0 fLk(t; �)� i�Mk(t; �)g [ ~'(�)� ~'(0)℄ d�+~'(0) �Z 2�0 f(Lk � L0)(t; �)� i�Mk(t; �)g d� � 1� ; 0 � t � 2�: (4.21)Der Einfahheit halber werden zuk�unftig statt ~f und ~' einfah f und ' geshrieben. DieKerne Mk; Lk; L0 sind gegeben durhMk(t; �) = i2H(1)0 (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j;Lk(t; �) = ik2 H(1)1 (kjz(t)� z(�)j) (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j ;L0(t; �) = 1� (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j2 :Die Abspaltung der logarithmishen Singularit�at f�uhrt zuMk(t; �) = M (1)k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 �+M (2)k (t; �);Lk(t; �) = L(1)k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 �+ L(2)k (t; �)mit den KernenM (1)k (t; �) := � 12� J0(kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j; (4.22)M (2)k (t; �) := Mk(t; �)�M (1)k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � ; (4.23)L(1)k (t; �) := � k2� J1(kjz(t)� z(�)j) (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j ; (4.24)L(2)k (t; �) := Lk(t; �)� L(1)k (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � : (4.25)Aus den De�nitionen von Bessel- (2.2) und Neumannfunktionen (2.3) ist bei C2-glattenR�andern �D n fx0g f�ur die DiagonaltermeM (1)k (t; t) = � 12� jz0(t)j; (4.26)



4.6 Numerishe Ergebnisse 39M (2)k (t; t) = � i2 � 1� �CE + ln�k2 jz0(t)j��� jz0(t)j; (4.27)L(1)k (t; t) = 0; (4.28)L(2)k (t; t) = 12� (z02(t);�z01(t)) � z00(t)jz0(t)j2 (4.29)abzulesen. Falls �D n fx0g die Randgl�atte C2q+3 besitzt, so sind M (1)k ; M (2)k ; L0; L(1)k undL(2)k bis auf die Punkte (0; 2�); (2�; 0) aus C2q+1([0; 2�℄� [0; 2�℄).Im Fall des Streuproblems bei einfallender ebener Welle ui(x; d) lauten die Komponentenfl; l = 0; : : : ; 2n� 1; der rehten Seite des Gleihungssystems (3.20)fl = �2eikz(s(n)l )�d: (4.30)F�ur die Kerne KA; KB; KC in (3.4) - (3.6) gilt(KA +KB)(t; �) = �L(2)k (t; �) + i�M (2)k (t; �);KC(t; �) = �L(1)k (t; �) + i�M (1)k (t; �): (4.31)Auf einen detaillierten Nahweis daf�ur, dass sih L(2)k in den Eken tats�ahlih wie einMellin-Kern verh�alt, wird an dieser Stelle verzihtet, denn dieser ist (als Spezialfall) imzweiten Teil des Beweises von Satz 5.10 enthalten. Damit ist die Integralgleihung (4.21)von der Form (3.1) aus Kapitel 3.Durh L�osen des resultierenden Gleihungssystems (3.20) ergeben sih N�aherungswerte'(n)j f�ur die exakten Werte '(z(w(j�=n))); j = 0; : : : ; 2n� 1. Anwendung der Quadratur-formel (3.8) zur approximativen Auswertung von (4.19) ergibtus1(x̂) � e�i�4p8�k �n 2n�1Xj=0 �k (x̂1z02(s(n)j )� x̂2z01(s(n)j )) + �jz0(s(n)j )j�'(n)j ���(n)j e�ik(x̂1z1(s(n)j )+x̂2z2(s(n)j )) f�ur x̂ 2 
: (4.32)Der Summand f�ur j = 0 in (4.32) tritt nur bei glatten R�andern (mit der Substitutionw(t) = t) auf, weil f�ur die betrahteten Substitutionen w gem�a� De�nition 3.3 der Term�(n)0 = w0(0) vershwindet.



40 Das direkte StreuproblemBeispiel 4.17 Es wird ein konvexes Gebiet in Form eines Tropfens betrahtet, das in(0; 0)t eine Eke mit Innenwinkel �2 besitzt. Der Rand wird durhz(t) = �2 sin t2 ; � sin(t)� ; 0 � t � 2�;parametrisiert.
-2

-1

0

1

2

-1 0 1 2 3

x_
2 

-A
ch

se

x_1 -Achse

Tropfen mit Innenwinkel Pi/2

d x / |x|
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In Tabelle 4.1 sind bei einfallender ebener Welleui(x; d) = eikx�d das Fernfeld u1 f�ur die Beobah-tungsrihtungen x̂ = d = (1; 0)t und x̂ = �d dar-gestellt. Dabei wurden Kopplungsparameter � undWellenzahl k jeweils 1 gesetzt. Beim Aufstellen desGleihungssystems zur Ermittlung von N�aherungs-werten 'j � '(z(s(n)j ) wurde die Substitution nahKre� verwendet.Abbildung 4.1: Tropfen mit Innenwinkel �2Beispiel 4.18 Es wird ein nihtkonvexes Gebiet in Form eines Shmetterlings betrahtet,das in (�1=2; 0)t eine Eke mit Innenwinkel 3�2 besitzt. Der Rand wird durhz(t) = ��23 sin 32t� 12 ; � sin(t)� ; 0 � t � 2�;parametrisiert.Beispiel 4.19 Mit der Parametrisierungz(t) = � 2p3 sin t2 � 1; � sin(t)� ; 0 � t � 2�;wird ein weiteres konvexes tropfenf�ormiges Gebiet betrahtet. Im Punkt (�1; 0)t liegt eineEke mit Innenwinkel 2�3 vor.
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-2.0/3.0 *sin(1.5*t) - 0.5, (-1)*sin(t) In Tabelle 4.2 sind bei einfallender ebener Welleui(x; d) = eikx�d das Fernfeld u1 f�ur die Beobah-tungsrihtung x̂ = d = 1=p2(�1; 1)t dargestellt.Dabei wurden Kopplungsparameter � und Wellen-zahl k jeweils 5 gesetzt. Als Substitutionen wurdendie trigonometrishe nah Sidi beziehungsweise dierationale nah Kre� verwendet.Abbildung 4.2: Shmetterling mit Innenwinkel 32�
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2 /sqrt(3) *sin(t/2) - 1, - sin(t) In Tabelle 4.3 sind bei einfallender ebener Welleui(x; d) = eikx�d das Fernfeld u1 f�ur die Beobah-tungsrihtungen x̂ = d = (0;+1)t und x̂ = �ddargestellt. Dabei wurden Kopplungsparameter �und Wellenzahl k jeweils 2 gesetzt. Als Substituti-on wurde die polynomiale nah Korobov verwen-det.Abbildung 4.3: Tropfen mit Innenwinkel 23�Den Tabellen ist zu entnehmen, dass sih die erwartete shnelle Konvergenz einstellt. Bein = 32 ist, von wenigen Ausnahmen abgesehen, bereits die vierte Nahkommastelle exakt.Zu diesem Zeitpunkt betr�agt der relative Fehler rund 10�4.Um die Korrektheit des Algorithmus' zu testen, wird dieser auf Randwertprobleme an-gewendet, bei denen die L�osung bekannt ist. Eine M�oglihkeit besteht darin, f�ur GebieteD, die den Nullpunkt enthalten, die Hankelfunktion H(1)0 auf dem Rand vorzugeben. An-shlie�end ist ein Vergleih der numerishen Werte mit dem exakten Fernfeldu1(x̂) =r 2�ke�i�4m�oglih. Auf eine explizite Angabe von Zahlenwerten bei diesen Tests wurde hier verzih-tet.
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Tabelle 4.1: Tabelle zu Beispiel 4.17.Parametrisierung z(t) = (2 sin t2 ; � sin t),Substitution w mit kubishem v von Kre�,d = (1; 0)t und � = k = 1.p n Re u1(d) Imu1(d) Re u1(�d) Imu1(�d)8 -1.2854092987 +0.3069295365 -0.5299830219 -0.411648550016 -1.2854914279 +0.3068663543 -0.5302057209 -0.41098215664 32 -1.2854934933 +0.3068662265 -0.5302102214 -0.410964035464 -1.2854935289 +0.3068662733 -0.5302102602 -0.4109636617128 -1.2854935289 +0.3068662774 -0.5302102576 -0.41096365638 -1.2854395462 +0.3069903503 -0.5297463540 -0.412018786816 -1.2854916555 +0.3068673994 -0.5302051881 -0.41097877756 32 -1.2854935188 +0.3068662834 -0.5302102343 -0.410963737064 -1.2854935288 +0.3068662778 -0.5302102572 -0.4109636567128 -1.2854935288 +0.3068662777 -0.5302102573 -0.41096365648 -1.2855031044 +0.3067855340 -0.5291350715 -0.411856009916 -1.2854906812 +0.3068680469 -0.5302019695 -0.41098643598 32 -1.2854935212 +0.3068662820 -0.5302102389 -0.410963718364 -1.2854935288 +0.3068662777 -0.5302102573 -0.4109636565128 -1.2854935288 +0.3068662777 -0.5302102573 -0.4109636564
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Tabelle 4.2: Tabelle zu Beispiel 4.18.Parametrisierung: z(t) = (�23 sin 32 t� 12 ; � sin t)Substitution: sinp nah Sidi im Vergleih mit w nah Kre�Einfallsrihtung d = 1=p2(�1; 1)t und � = k = 5.p n Re u1(d) Imu1(d) Re u1(d) Imu1(d)8 -1.4072330285 +1.0508604210 -1.4346817212 +1.074556534016 -1.5547401666 +0.9955621878 -1.5717267351 +1.00362873824 32 -1.5888757116 +1.0133676423 -1.5889141580 +1.013368811364 -1.5889159254 +1.0133686822 -1.5889159251 +1.0133686816128 -1.5889159232 +1.0133686783 -1.5889159231 +1.01336867838 -1.3183668788 +1.0288005117 -1.4163739389 +1.066949220616 -1.5081680918 +1.0013490961 -1.5669699572 +1.00063668736 32 -1.5878331045 +1.0131264006 -1.5889116095 +1.013368575964 -1.5889159230 +1.0133686780 -1.5889159230 +1.0133686780128 -1.5889159230 +1.0133686780 -1.5889159230 +1.01336867808 -1.3183365112 +1.0188463707 -1.4113929424 +1.076383553016 -1.4785434564 +1.0238904333 -1.5618664155 +0.99662088768 32 -1.5840429983 +1.0114688763 -1.5889052456 +1.013367647364 -1.5889159104 +1.0133686802 -1.5889159230 +1.0133686780128 -1.5889159230 +1.0133686780 -1.5889159230 +1.0133686780
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Tabelle 4.3: Tabelle zu Beispiel 4.19.Parametrisierung: z(t) = ( 2p3 sin t2 � 1; � sin t)Substitution: polynomial nah KorobovEinfallsrihtung d = (0;+1)t und � = k = 2.p n Re u1(d) Imu1(d) Re u1(�d) Imu1(�d)8 -1.1771133343 +0.2647983899 +0.4036409437 -0.174062004416 -1.1810605251 +0.2650020399 +0.4128910217 -0.16163842584 32 -1.1810599660 +0.2650032202 +0.4128923494 -0.161636768064 -1.1810598834 +0.2650033097 +0.4128924320 -0.1616366785128 -1.1810598782 +0.2650033150 +0.4128924373 -0.16163667318 -1.1674860269 +0.2599372003 +0.3650325653 -0.208886828716 -1.1810403140 +0.2649968821 +0.4128818530 -0.16168236526 32 -1.1810598774 +0.2650033152 +0.4128924380 -0.161636672964 -1.1810598778 +0.2650033154 +0.4128924376 -0.1616366728128 -1.1810598778 +0.2650033154 +0.4128924376 -0.16163667288 -1.1474431832 +0.2702118104 +0.3042351489 -0.226042206916 -1.1808743769 +0.2649685379 +0.4127626480 -0.16207983008 32 -1.1810598785 +0.2650033145 +0.4128924378 -0.161636674364 -1.1810598778 +0.2650033154 +0.4128924376 -0.1616366728128 -1.1810598778 +0.2650033154 +0.4128924376 -0.1616366728



Kapitel 5Das inverse StreuproblemIn diesem Kapitel wird das inverse Streuproblem behandelt. Es ist die Gestalt des Streu-k�orpers, unter Kenntnis der Wellenzahl k, zu ermitteln. Als Daten stehen Fernfelder zugestreuten Feldern bei aus untershiedlihen Rihtungen einfallenden ebenen Wellen zurVerf�ugung. Im gesamten Kapitel werden nur zul�assige Gebiete D � IR2 im Sinne vonKapitel 4 betrahtet.Im Abshnitt 5.1 wird das Problem der Eindeutigkeit untersuht, in den Abshnitten 5.2und 5.3 die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit des Fernfeldoperators gezeigt sowie deren Ablei-tung durh ein Randwertproblem harakterisiert.5.1 Eindeutigkeit beim inversen StreuproblemSatz 5.1 Es seien D1 und D2 zwei Streugebiete derart, dass die Fernfelder der zugeh�ori-gen Streuprobleme bei fester Wellenzahl und allen Einfallsrihtungen einfallender ebenerWellen �ubereinstimmen, d.h.u1;1(x̂; d) = u1;2(x̂; d) f�ur alle x̂; d 2 
:Dann gilt D1 = D2.Beweis: Sei G die unbeshr�ankte Komponente von IR2 n (D1 [D2).1. Aus der �Ubereinstimmung der Fernfelder folgt aus dem Rellih-Lemma die �Uberein-stimmung der gestreuten Felder, das hei�tus1(y; d) = us2(y; d) f�ur alle y 2 G; d 2 
:



46 Das inverse Streuproblem2. F�ur festes y 2 G betrahte man die Streuprobleme (bez�uglih der Gebiete D1 und D2)bei einfallenden Wellen wi(x; y) = �k(x; y) = i4 H(1)0 (kjx� yj):Mit anderen Worten: Gesuht werden wsj 2 C2(IR2nDj)\C(IR2nDj) mit den Eigenshaften4wsj(�; y) + k2wsj(�; y) = 0 in IR2 nDj;wsj(x; y) = ��k(x; y) f�ur x 2 �Dj ; (5.1)limr!1 r1=2��wsj (�; y)�r � ikwsj(�; y)� = 0; r = jxj;gleihm�a�ig f�ur alle Rihtungen x̂ = x=jxj. Unter Ausnutzen der Symmetriewsj(x; y) = wsj(y; x); x; y 2 G; j = 1; 2;l�asst sih mit Hilfe der Greenshen S�atze die gemishte Reziprozit�atusj(y; d) = 4�w1;j(�d; y) f�ur alle y 2 G; d 2 
;beweisen.3. Aus den beiden ersten Teilen folgt unmittelbarw1;1(d; y) = w1;2(d; y) f�ur alle y 2 G; d 2 
:Das Rellih-Lemma liefertws1(x; y) = ws2(x; y) f�ur alle x; y 2 G: (5.2)4. Angenommen es gilt D1 6= D2. Dann existiert ohne Beshr�ankung der Allgemeinheitein Punkt y� 2 �G mit y� 2 �D1 und y� =2 D2. (Anmerkung: Der Fall D1 \D2 = ; kannausgeshlossen werden, denn ganze L�osungen der Helmholtzgleihung, die die Sommer-feldshe Ausstrahlungsbedingung erf�ullen, vershwinden auf ganz IR2.)



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 47Weiterhin existiert ein h > 0 so, dass zumeinen f�ur die abgeshlossene Kugel B :=B[y�; h℄ = fy 2 IR2 j jy � y�j � hg die Be-ziehung B \ D2 = ; gilt und zum anderendie Folgeyn := y� + hn�(y�); n 2 IN;in G enthalten ist. D1 D2
G

y�y1 h B
Einerseits existiert aufgrund der Wahl von y� 2 G n D2 und der Wohlgestelltheit desStreuproblems bez�uglih D2 der Grenzwertlimn!1ws2(y�; yn) = ws2(y�; y�) (5.3)und andererseits ist wegen der Randbedingung auf �D1limn!1ws1(y�; yn) = � limn!1wi(y�; yn) = � i4 limn!1H(1)0 �khn � =1: (5.4)Die Resultate in (5.3) und (5.4) widersprehen (5.2).5.2 Ableitung der RandintegraloperatorenSei D ein zul�assiges Gebiet mit nur einer Eke. Die im Raum C(�D) zu l�osende Randin-tegralgleihung2f(x) = '(x) + 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ('(y)� '(x0)) ds(y) (5.5)+'(x0)(x); x 2 �D;mit der auf �D stetigen Funktion ,(x) = 2 Z�D � ��k��(y)(x; y)� ��0��(y)(x; y)� i��k(x; y)� ds(y)� 1;



48 Das inverse Streuproblemwurde im Abshnitt 4.6 bereits parametrisiert. Von der Randkurve z 2 C2�(IR; �D) wer-den nun nahfolgende (leiht versh�arfte) Eigenshaften vorausgesetzt:� zj[0;2�℄ 2 C2;� �[0; 2�℄; IR2�,� zj[0;2�) ist injektiv und linksorientiert,� z(0) = x0; jz0(t)j > 0 8 t 2 IR und� z0(0) � z0(2�) 6= �jz0(0)jjz0(2�)j.Shreibt man die resultierende Gleihung (4.21) in Operatorform, so erh�alt man~f(t) = (I +Kk � i�Sk) (t) +  (0)~(t); 0 � t � 2�;mit den Funktionen ~f(t) := 2f(z(t));  (t) := '(z(t)); ~(t) := (z(t)) und den OperatorenSk; Kk : C2�(IR;C) �! C2�(IR;C)(Sk )(t) = i2 Z 2�0 H(1)0 (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j[ (�)�  (0)℄ d�; (5.6)(Kk )(t) = ik2 Z 2�0 H(1)1 (kjz(t)� z(�)j)z0(�)? � [z(t) � z(�)℄jz(t)� z(�)j [ (�)�  (0)℄ d�:(5.7)Die stetige Funktion ~ entspriht (im wesentlihen) dem PotenzialoperatorKk�K0�i�Sk,bei dem anstatt  (�)�  (0) die konstante Dihte 1 auftritt. Es gilt demnah~(t) = Z 2�0 � ik2 H(1)1 (kjz(t)� z(�)j) + 1� 1jz(t)� z(�)j)� z0(�)? � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j d�+�2 Z 2�0 H(1)0 (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j d� � 1: (5.8)Wir werden der Einfahheit halber  und f statt ~ und ~f shreiben und  als Multipli-kationsoperator k au�assen, sodass die Randintegralgleihung die Formf = (I +Kk � i�Sk + k) erh�alt.Um die Abh�angigkeit der Operatoren Sk; Kk; k von der Parametrisierung z zu verdeutli-hen, werden wir auh Sk(z); Kk(z) und k(z) shreiben. Unter Sk('; z) (bzw. Sk('; z; t))



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 49verstehen wir die Funktion Sk(z)' (bzw. die komplexe Zahl (Sk(z)')(t), also Sk angewen-det auf ' und ausgewertet an der Stelle t).Wir fassen die Menge der zul�assigen ParametrisierungenU := �z 2 C2� �IR; IR2� ��� zj[0;2�℄ 2 C2;�([0; 2�℄; IR2); zj[0;2�) injektiv und linksorientiert;jz0(t)j > 0 8t 2 IR; z0(0) � z0(2�) 6= �jz0(0)j jz0(2�)j gals Teilmenge des normierten RaumesX := C2� \ C2;� := nh 2 C2�(IR; IR2) ��� hj[0;2�℄ 2 C2;�([0; 2�℄; IR2)oauf und verwenden als NormkhkC2[0;2�℄ := maxfkhk1; kh0k1; kh00k1g:Auf C2�(IR;C) wird die Norm k'k1;0 = j'(0)j+ max0�t�2� j'(t)� '(0)j verwendet.Mit dem nahfolgenden Di�erenziationssatz wird die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit der Rand-integraloperatoren gezeigt.Satz 5.2 Sei X ein normierter Raum, U � X o�en,Q = f(t; �) 2 [0; 2�℄2 j t 6= �g n f(0; 0); (0; 2�); (2�; 0); (2�; 2�)g;und f = f1 � � �fn, fl : Q � U �! C; (t; �; z) 7! fl(t; �; z); l = 1; : : : ; n, ein Produkt vonauf Q � U erkl�arten Funktionen, die (bei festem dritten Argument) bez�uglih der beidenersten Variablen 2�-periodish sind und nahfolgende Eigenshaften besitzen.1. Die Funktionen fl; l = 1; : : : ; n sind f�ur festes (t; �) 2 Q zweimal stetig Fr�ehet-di�erenzierbar nah der dritten Variablen.2. F�ur jedes z 2 U und h 2 X sind f(�; �; z) und �f�z (�; �; z; h) auf [0; 2�℄ � [0; 2�℄stetig oder shwah singul�ar oder bei den Eken des Quaders [0; 2�℄� [0; 2�℄ durheinen Mellin-Kern absh�atzbar, d.h. f(�; �; z) und �f�z (�; �; z; h) sind stetig auf [0; 2�℄�[0; 2�℄ n f(0; 0); (0; 2�); (2�; 0); (2�; 2�)g und es gebe (von z und h abh�angige) stetigdi�erenzierbare Funktionen k1; : : : ; k8 : [0;1) ! [0;1) und T > 0 hinreihend



50 Das inverse Streuproblemklein, sodass gilt kl(0) = 0; R10 kl(s)s ds <1; l = 1; : : : ; 8,jf(t; �; z)j � 1� k1� t�� ; 0 � t � T; 0 < � � T;jf(t; 2� � �; z)j � 1� k2� t�� ; 0 � t � T; 0 < � � T;jf(2� � t; �; z)j � 1� k3� t�� ; 0 � t � T; 0 < � � T;jf(2� � t; 2� � �; z)j � 1� k4� t�� ; 0 � t � T; 0 < � � T;und desgleihen f�ur �f�z (�; �; z; h) mit Kernen k5; � � � ; k8.3. F�ur ein z0 2 U existieren integrierbare Funktionen g(j)l : Q ! [0;1); j = 0; 1; 2;l = 1; : : : ; n und Konstanten R;C > 0 so, dass�����jfl�zj (t; �; z; h)���� � g(j)l (t; �)khkjX f�ur (t; �) 2 Q; z 2 B[z0; R℄ � U; h 2 X; j = 0; 1; 2;sup0<t<2� Z 2�0 g(j1)1 : : : g(jn)n (t; �) d� � C f�ur alle j = (j1; : : : ; jn) 2 INn0 mitjjj := j1 + : : :+ jn � 2:Dann sind die AbbildungenA(z) : C2�(IR;C)! C2�(IR;C); (A(z)')(t) = Z 2�0 f(t; �; z)['(�)� '(0)℄ d�;A1(z; h) : C2�(IR;C)! C2�(IR;C); (A1(z; h)')(t) = Z 2�0 �f�z (t; �; z; h)['(�)� '(0)℄ d�f�ur alle z 2 U und h 2 X wohlde�niert, linear und beshr�ankt. Desweiteren ist dieAbbildung A : U �! L(C2�; C2�); z 7! A(z)Fr�ehet-di�erenzierbar in z0 mit A0(z0; h) = A1(z0; h).Bemerkung 5.3 Die Voraussetzung 2 in Satz 5.2 sihert die Existenz und Beshr�anktheitvon A(z) und A1(z; h). Aufgrund der Linearit�at des Integrals und der Fr�ehet-Ableitungdarf die Forderung 2. an f auh modi�ziert werden: f(�; �; z) ist Summe aus einem stetigen,einem shwah singul�aren und einem in den Eken singul�aren Anteil, der sih wie einMellin-Kern verh�alt.



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 51Bemerkung 5.4 Die Forderung 2., nah dem f(�; �; z) auf [0; 2�℄� [0; 2�℄ stetig ist, kannabgeshw�aht werden zu beshr�ankt auf [0; 2�℄� [0; 2�℄ und bis auf die Eken stetig.Bemerkung 5.5 L�a�t man in Satz 5.2 nur stetige oder shwah singul�are Kerne zu undersetzt f�ur ein Gebiet G � IR2 die Menge Q durh G� [0; 2�℄, so bleibt die Aussage desSatzes ebenfalls rihtig.Beweis: Vergleihe [47, Theorem 1℄ oder [51, Satz 4.8℄.Beweis von Satz 5.2: 1. Zun�ahst wird die AbbildungseigenshaftA(z); A1(z; h) 2 L(C2�; C2�)diskutiert. Seien dazu z 2 U und h 2 X beliebig, aber fest. F�ur auf [0; 2�℄ � [0; 2�℄stetige oder shwah singul�are Kerne f(�; �; z) bzw. �f�z (�; �; z; h) sind die Operatoren A(z)und A1(z; h) nah Satz 2.7 (Abshnitt 2.3) aus L(C2�(IR;C); C2�(IR;C)). In allen ande-ren F�allen sind nah Voraussetzung 2. f(�; �; z) und �f�z (�; �; z; h) bis auf die Eken stetigund verhalten sih in den Eken wie ein Mellin-Kern. Mit einer geeigneten Abshneide-funktion lassen sih diese Kerne aufspalten in einen stetigen Anteil und vier in jeweilseiner Eke singul�are Anteile, deren Tr�ager jeweils in einer T -Umgebung der Eke desQuadrats [0; 2�℄ � [0; 2�℄ liegt. Die Abbildungseigenshaft von A und die Existenz vonkAk1;0 folgen dann aus [28, Theorem 3.1℄. Die gleihe Argumentation f�ur �f�z f�uhrt zuA1(z; h) 2 L(C2�; C2�).2. Als n�ahstes ist nahzuweisen, dass die AbbildungX ! L(C2�; C2�); h 7! A1(z0; h)linear und beshr�ankt ist. Nah der ersten Voraussetzung ist h 7! �f�z (t; �; z; h) f�ur festesz 2 U und alle (t; �) 2 Q linear. Demnah gilt f�ur z 2 U; ' 2 C2� und 0 < t < 2�(A1(z; �h1 + �h2)')(t) = � (A1(z; h1)')(t) + � (A1(z; h2)')(t):Aus Stetigkeitsgr�unden ist obige Gleihheit auh g�ultig f�ur t = 0. Damit ist h 7! A1(z; h)f�ur jedes z 2 U linear. Mit Voraussetzung 3. f�ur die erste Fr�ehet-Ableitung von f wirdabgesh�atztj(A1(z0; h)')(t)j � Z 2�0 �����f�z (t; �; z0; h)���� j'(�)� '(0)j d�



52 Das inverse Streuproblem� Z 2�0 Xj2INn0 ; jjj=1(g(j1)1 � � � g(jn)n )(t; �) khkX j'(�)� '(0)j d�� 2� nC k'k1;0khkX f�ur alle t 2 IR; ' 2 C2�:Damit folgt kA1(z0; h)'k1;0 � ~C k'k1;0 khkX f�ur jedes ' 2 C2� und daherkA1(z0; h)kL(C2� ;C2�) � ~C khkX f�ur alle h 2 X:3. Es bleibt kA(z0 + h) � A(z0) � A1(z0; h)k = o (khkX) nahzurehnen. F�ur (t; �) 2 Qund khkX < R gilt ����f(t; �; z0 + h)� f(t; �; z0)� �f�z (t; �; z0; h)����� Z 10 j1� #j �����2f�z2 (t; �; z0 + #h; h)���� d#� Xjjj=2(g(j1)1 : : : g(jn)n )(t; �) khk2Xund wegen der Norm�aquivalenz k'k1;0 � 3k'k1 � 3k'k1;0 sowiekA(z0 + h)� A(z0)� A1(z0; h)kL(C2� ;C2�)= supk'k1;0=1 Z 2�0 �f(�; �; z0 + h)� f(�; �; z0)� �f�z (�; �; z0; h)� ('(�)� '(0)) d�1;0� 3 khk2X Xjjj=2 sup0<t<2� Z 2�0 g(j1)1 : : : g(jn)n (t; �) d�� Ckhk2Xergibt sih die Behauptung.Lemma 5.6 Die Menge der zul�assigen Parametrisierungen U ist o�en im RaumX = fh 2 C2�(IR; IR2)���hj[0;2�℄ 2 C2;�([0; 2�℄; IR2)g.Beweis: z0(0)�z0(2�)jz0(0)j jz0(2�)j ist stetig in z. Daher folgt die Behauptung aus [21, Lemma 3.7℄).F�ur die Anwendung von Satz 5.2 auf das modi�zierte Einfah- und Doppelshihtpoten-zial, werden vorab einige Lemmata bewiesen. Das n�ahste Lemma zeigt f�ur eine Klassevon Kernen f(t; �; z) die zweimalige stetige Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit nah der drittenVariablen.



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 53Lemma 5.7 F�ur (t; �) 2 Q = f(x; y) 2 [0; 2�℄2 j x 6= ygnf(0; 0); (2�; 0); (0; 2�); (2�; 2�)g;z 2 U und h 2 X, sind die nahfolgenden Abbildungen zweimal Fr�ehet-di�erenzierbarvon U nah IR bzw. IR21. F1 : z ! z(t)� z(�) mit F 01(z; h) = h(t)� h(�) und F 001 (z; h; ~h) = (0; 0) 2 IR2,2. F2 : z ! jz(t)� z(�)j mit F 02(z; h) = [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j undF 002 (z; h) = jh(t)� h(�)j2jz(t)� z(�)j � j[z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄j2jz(t)� z(�)j3 ;3. F3 : z ! z0(t) mit F 03(z; h) = h0(t) und F 003 (z; h; ~h) = (0; 0) 2 IR2,4. F4 : z ! jz0(t)j mit F 04(z; h) = z0(t) � h0(t)jz0(t)j undF 004 (z; h) = jh0(t)j2jz0(t)j � jz0(t) � h0(t)j2jz0(t)j3 :Beweis: Anwenden der Rehenregeln zur Fr�ehet-Ableitung.Lemma 5.8 Seien z 2 U eine zul�assige Parametrisierung und (t; �) 2 Q. Dann sind dieKerne der Integraloperatoren Sk(z); Kk(z) und k(z) zweimal stetig Fr�ehet-di�erenzierbar.Beweis: F�ur z 2 U und 0 < t; � < 2�; t 6= � erkl�aren wir die KerneMk(t; �; z) := i2H0(kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j;L0(t; �; z) := 1� 1jz(t)� z(�)j2 ; (5.9)Lk(t; �; z) := � ik2 H 00(kjz(t)� z(�)j)jz(t)� z(�)j ;q(t; �; z) := (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄:



54 Das inverse StreuproblemDann lassen sih die Operatoren Sk(z); Kk(z) und k(z) in nahfolgender Form darstellen(Sk(z) )(t) = Z 2�0 Mk(t; �; z) [ (�)�  (0)℄ d�;(Kk(z) )(t) = Z 2�0 Lk(t; �; z) q(t; �; z) [ (�)�  (0)℄ d�; (5.10)(k(z) )(t) = �Z 2�0 ((Lk � L0)q � i�Mk)(t; �; z) d� � 1�  (0):Nah Lemma 5.7 sind die Kerne Mk; L0; Lk und q f�ur (t; �) 2 Q zweimal stetig di�eren-zierbar nah der dritten Variablen. Die ersten Ableitungen lautenM 0k(t; �; z; h) = ik2 H 00(kjz(t)� z(�)j) [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j jz0(�)j+ i2H0(kjz(t)� z(�)j)z0(�) � h0(�)jz0(�)j ;L00(t; �; z; h) = �2� [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j4 ; (5.11)L0k(t; �; z; h) = � ik2 �kH 000 (kjz(t)� z(�)j)jz(t)� z(�)j � H 00(kjz(t)� z(�)j)jz(t)� z(�)j2 ��� [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)jq0(t; �; z; h) = (h02(�);�h01(�)) � [z(t)� z(�)℄ + (z02(�);�z01(�)) � [h(t)� h(�)℄:Ziel ist nahzuweisen, dass die Fr�ehet-Ableitungen von z 7! Sk(z); z 7! Kk(z) undz 7! k(z) gegeben sind durhS 0k(z) : C2�(IR;C) \ C2[0; 2�℄! L(C2�; C2�)h 7�! S 0k(� ; z; h)(S 0k('; z; h))(t) = Z 2�0 M 0k(t; �; z; h)['(�)� '(0)℄ d�K 0k(z) : C2�(IR;C) \ C2[0; 2�℄! L(C2�; C2�)h 7�! K 0k(� ; z; h)(K 0k('; z; h))(t) := Z 2�0 nL0k(t; �; z; h)q(t; �; z) + Lk(t; �; z)q0(t; �; z; h)o ['(�)� '(0)℄ d�;



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 550k(z) : C2�(IR;C) \ C2[0; 2�℄! L(C2�; C2�)h 7�! 0k(� ; z; h)(0k('; z; h))(t) = '(0) Z 2�0 n(L0k � L00)(t; �; z; h)q(t; �; z) + (Lk � L0)(t; �; z)q0(t; �; z; h)�i�M 0k(t; �; z; h)o d�:F�ur den Beweis sind die �ubrigen Voraussetzungen des Di�erenziationsatzes 5.2 einshlie�-lih Bemerkung 5.3 zu pr�ufen.Wegen H(1)n (r) = Jn(r) + iYn(r) und der Darstellung (2.2) gilt f�ur H(1)0H(1)0 (kjz(t)� z(�)j) = i�J0(kjz(t)� z(�)j) ln�4 sin2 t� �2 �+J0(kjz(t)� z(�)j) � i� ln� jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 �+ 1 + 2i� ln k2 + 2i� CE��2i� 1Xp=0 (�1)pp! p! �kjz(t)� z(�)j2 �2p  (p)und wegen (2.3) f�ur H(1)1H(1)1 (kjz(t)� z(�)j) = i�J1(kjz(t)� z(�)j) ln�4 sin2 t� �2 �+J1(kjz(t)� z(�)j) � i� ln� jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 �+ 1 + 2i� ln k2 + 2i� CE�� i� 1Xp=0 (�1)pp! (p+ 1)! �kjz(t)� z(�)j2 �2p+1 f (p+ 1) +  (p)g�2i� 1kjz(t)� z(�)j :Satz 5.9 Sei V : C! C eine analytishe und gerade Funktion und z 2 U eine zul�assigeParametrisierung.F�ur (t; �) 2 Q = f(x; y) 2 [0; 2�℄� [0; 2�℄ j x 6= yg n f(0; 0); (0; 2�); (2�; 0); (2�; 2�)g habeder Kern f die Formf(t; �; z) = V (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j oder



56 Das inverse Streuproblemf(t; �; z) = V (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j ln�4 sin2 t� �2 � oderf(t; �; z) = V (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j ln� jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 � :Dann erf�ullt der Kern f die Voraussetzungen aus Satz 5.2. Insbesondere ist die AbbildungU ! L(C2�; C2�); z 7! Sk(z); mit(Sk(z)')(t) = Z 2�0 Mk(t; �; z) ['(�)� '(0)℄ d�; 0 � t � 2�;Fr�ehet-di�erenzierbar mit Ableitung X ! L(C2�; C2�); h 7! S 0k(z; h), wobei(S 0k(z; h)')(t) = Z 2�0 M 0k(t; �; z; h) ['(�)� '(0)℄ d�; 0 � t � 2�:Dabei sind die Kerne Mk und M 0k durh (5.9) und (5.11) gegeben.Beweis: Es werden die Voraussetzungen von Satz 5.2 gepr�uft.1. Voraussetzung 1 ist wegen der Regularit�at von V und Lemma 5.7 gegeben.2. Als n�ahstes wird Voraussetzung 2 nahgerehnet. Die Funktionen f sind in den beidenersten Argumenten 2�-periodish. Im ersten Fall ist f (bei festem z 2 U) stetig auf[0; 2�℄2, im zweiten Fall shwah singul�ar. Es bleibt der Nahweis der Beshr�anktheit(siehe Bemerkung 5.3) von ln� jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 �zu beweisen. Die Stetigkeit auf Qnf(0; 0); (2�; 2�); (0; 2�); (2�; 0)g ist o�ensihtlih. EineTaylorentwiklung zeigt, dass der Ausdruk durhln(jz0(t)j2); 0 � t = � � 2�;stetig erg�anzt wird. Es verbleibt die Beshr�anktheit bei (0; 2�) und (2�; 0) nahzuweisen.Sei dazu Æ > 0 hinreihend klein und0 < � � Æ; 2� � Æ � t < 2�:O�enbar gilt jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 = jz(t)� z(�)j2 = (t� 2� � �)24 sin2 � t��2 � = (t� 2� � �)2 :



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 57Der Nenner ist im Quadrat [2� � Æ; 2�) � (0; Æ℄ stetig, l�a�t sih durh 1 in (2�; 0) stetigerg�anzen und hat keine Nullstellen. Der Z�ahler bleibt in obigem Quadrat beshr�ankt, dennaus dem Mittelwertsatz folgtjz(t)� z(�)j = jz(t� 2�)� z(�)j � jt� 2� � �)jkz0k1und damit ���� jz(t)� z(�)j2(t� 2� � �)2 ���� � kz0k21; (t; �) 2 [2� � Æ; 2�)� (0; Æ℄:Als n�ahstes ist die Voraussetzung 2 f�ur die erste Ableitung �f�z zu pr�ufen. Mit der Be-zeihnung f1(t; �; z) = V (kjz(t)� z(�)j) jz0(�)j folgen aus der Produktregel (Satz 2.3) undLemma 5.7 die Gleihungen�f1�z (t; �; z; h) = kV 0(kjz(t)� z(�)j) (z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))jz(t)� z(�)j jz0(�)j+V (kjz(t)� z(�)j) z0(�) � h0(�)jz0(�)j oder (5.12)�f�z (t; �; z; h) = �f1�z (t; �; z; h) ln�4 sin2 t� �2 � oder (5.13)�f�z (t; �; z; h) = �f1�z (t; �; z; h) ln� jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 �+f1(t; �; z) 2 (z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))jz(t)� z(�)j2 : (5.14)O�enbar ist �f1�z stetig auf [0; 2�℄2 mit Ausnahme der Punkte (0; 2�) und (2�; 0). Mit derCauhy-Shwarzshen Ungleihung ergibt sih����(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))jz(t)� z(�)j ���� � 2 khk1;und daher (bei festen z und h) die Beshr�anktheit von �f1�z (t; �; z; h) auf Q. F�ur �f�z wiein (5.14) ist der Ausdruk ebenfalls beshr�ankt, f�ur �f�z wie in (5.13) ist der Term Summeaus einem shwah singul�aren und einem beshr�ankten Anteil.3. Es bleibt das Pr�ufen der Voraussetzung 3. Dazu sei z0 2 U beliebig, aber fest vor-gegeben. Zu z0 setze R := 12 inf0���2� jz00(�)j > 0. F�ur den Rest des Beweises seien z 2B[z0; R℄ � U und h 2 X. Der Radius R wurde gerade so gew�ahlt, dass inf0���2� jz0(�)j � Rf�ur alle z 2 B[z0; R℄ gilt. Der Integrand f(�; �; z) ist jeweils ein Produkt der Terme



58 Das inverse Streuproblemjz0(�)j; V (kjz(t) � z(�)j) und ln� jz(t)�z(�)j24 sin2 t��2 �. Sei zun�ahst f(t; �; z) = jz0(�)j. O�enbargilt �f�z (t; �; z; h) = z0(�) � h0(�)jz0(�)j ;�2f�z2 (t; �; z; h) = jh0(�)j2jz0(�)j � jz0(�) � h0(�)j2jz0(�)j3 :Mit der Cauhy-Shwarz-Ungleihung ergeben sih die Majorantenjf(t; �; z)j � R + kz0kX � C(R; z0);�����f�z (t; �; z; h)���� � kh0k1 � khkX ;�����2f�z2 (t; �; z; h)���� � 2kh0k21jz0(�)j � 2R khk2X :F�ur f(t; �; z) = V (r); mit r = kjz(t)� z(�)j; ergeben sih�f�z (t; �; z; h) = V 0(r) k (z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))jz(t)� z(�)j ;�2f�z2 (t; �; z; h) = V 00(r) k2 [(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))℄2jz(t)� z(�)j2+V 0(r) k � jh(t)� h(�)j2jz(t)� z(�)j � j(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))j2jz(t)� z(�)j3 � :Da nah Voraussetzung an V die Abbildungen r 7! V (r); V 0(r); r�1V 0(r); V 00(r) auf derMenge fw 2 C j jwj � 2jkj (R+kz0kX) g beshr�ankt sind, erh�alt man mit einer geeignetenKonstanten die Absh�atzungen�����jf�zj (t; �; z; h)���� � C(z0; R) khkjX ; j = 0; 1; 2; z 2 B[z0; R℄ � U; h 2 X:Shlie�lih sei f(t; �; z) = ln� jz(t)�z(�)j24 sin2 t��2 �. Dann ergibt sih�f�z (t; �; z; h) = 2(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))jz(t)� z(�)j2 ;�2f�z2 (t; �; z; h) = 2 jh(t)� h(�)j2jz(t)� z(�)j2 � 4 j(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))j2jz(t)� z(�)j4 :



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 59Auh hier erh�alt man die Absh�atzungenjf(t; �; z; h)j � C(z0; R)�����f�z (t; �; z; h)���� � 2 kh0k1inf0�w�2� jz0(w)j � C(z0; R) khkX ;�����2f�z2 (t; �; z; h)���� � 6 kh0k21inf0�w�2� jz0(w)j2 � C(z0; R) khk2X:Die Behauptung folgt nun aus dem Di�erenziationssatz 5.2, wobei die dortigen Funktioneng(j)l in unserem Fall s�amtlih konstante Funktionen sind.Satz 5.10 Sei W : C ! C eine analytishe und ungerade Funktion sowie z 2 U einezul�assige Parametrisierung.F�ur (t; �) 2 Q = f(x; y) 2 [0; 2�℄2 j x 6= yg n f(0; 0); (2�; 0); (0; 2�); (2�; 2�)g habe derKern f die Formf(t; �; z) = W (kjz(t)� z(�)j)jz(t)� z(�)j (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄ ln�4 sin2 t� �2 � oderf(t; �; z) = W (kjz(t)� z(�)j)jz(t)� z(�)j (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄ ln� jz(t)� z(�)j24 sin2 t��2 � oderf(t; �; z) = 1� (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j2 :Dann erf�ullt der Kern f die Voraussetzungen von Satz 5.2. Insbesondere ist die AbbildungU ! L(C2�; C2�); z 7! Kk(z), mit(Kk(z)')(t) = Z 2�0 Lk(t; �; z)q(t; �; z) ['(�)� '(0)℄ d�; 0 � t � 2�;Fr�ehet-di�erenzierbar mit Ableitung X ! L(C2�; C2�); h 7! K 0k(z; h), wobei(K 0k(z; h)')(t) = Z 2�0 fL0k(t; �; z; h)q(t; �; z) + Lk(t; �; z)q0(t; �; z; h)g ['(�)� '(0)℄ d�:Dabei sind die Kerne Lk; q; L0k und q0 durh (5.9) und (5.11) gegeben.Beweis: Es werden erneut die Voraussetzungen von Satz 5.2 gepr�uft.1. Voraussetzung 1 ist wegen der Regularit�at von W erf�ullt.



60 Das inverse Streuproblem2. Da W analytish und ungerade ist, istW (kjz(t)� z(�)j)jz(t)� z(�)j ; (t; �) 2 [0; 2�℄� [0; 2�℄;stetig. In den beiden ersten F�allen ist f Summe aus einem beshr�ankten und einemshwah singul�aren Anteil. Es ist lediglihf(t; �; z) = 1� (z02(�);�z01(�)) � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j2zu untersuhen. F�ur (t; �) 2 Q ist der Kern stetig. Eine Taylorentwiklung zeigt, dasssih f auf die Diagonale 0 � t = � � 2� mit den Werten 12� (z02(t);�z01(t))�z00 (t)jz0(t)j2 stetigerg�anzen l�asst. Es verbleibt eine Betrahtung von f bei den Eken (2�; 0) und (0; 2�):Obwohl an dieser Stelle der Nahweis aureiht, dass sih zu festem z eine (von z abh�angi-ge) integrierbare Majorante �nden l�a�t, wird zur Vorbereitung von Teil 3 gleih allge-meiner argumentiert. Dazu sei z0 2 U beliebig, aber fest vorgegeben. Man darf oh-ne Einshr�ankung z00(0) 6= z00(2�) voraussetzen, denn andernfalls hat das von z0 be-randete Gebiet keine Eke und f ist stetig. F�ur beliebiges z 2 U seien die Zahlena(z) = jz0(0)j > 0; b(z) = jz0(2�)j > 0 und �(z) als Innenwinkel bei der Eke z(0) = x0(z)erkl�art.Weiter werden Funktionen kz : [0;1)! [0;1), mitkz(s) = 1� a(z)b(z)s j sin �(z)j[b(z)s� a(z) os(�(z))℄2 + (a(z))2 sin2(�(z)) ; s � 0;erkl�art. Aus Stetigkeitsgr�unden gibt es zu z0 ein R > 0 derart, dass f�ur alle z 2 B[z0; R℄ �U die Absh�atzung 0 � kz(s) � 2 kz0(s); s � 0 g�ultig ist. F�ur a = a(z0); b = b(z0); � =�(z0) und k = kz0 l�asst sih die Existenz von 1R0 k(s)s ds nahweisen, denn f�ur 0 < � < �gilt Z 10 k(s)s ds = 1� Z 10 ba sin�� bs�a os �a sin� �2 + 1 ds= 1� Z 1� ot � 1t2 + 1 dt = 1� h�2 � artan(� ot �)i= 1� �� :



5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren 61Ohne Einshr�ankung sei R > 0 so klein gew�ahlt, dass sin(�(z)) auf B[z0; R℄ � U dasVorzeihen niht wehselt. Dann ist der durh Linearisierung von z erhaltene "Hauptteil~f von f\, mit~f(t; �; z) = 1� z0(2�) � (z0(0))?(t� 2�)jz0(2�)j2(t� 2�)2 + jz0(0)j2� 2 � 2�(t� 2�)jz0(0)j jz0(2�)j os�(z)= 1� a(z)b(z) (t � 2�) sin�(z)[b(z)(t� 2�)� a(z)� os �(z)℄2 + (a(z))2 sin2 �(z)wohlde�niert. Zu z0 und R existiert ein Æ > 0 so, dassjf(t; �; z)j � 2 j ~f(t; �; z)j f�ur alle (t; �) 2 [2� � Æ; 2�℄� (0; Æ℄; z 2 B[z0; R℄: (5.15)Um die Existenz von Æ einzusehen, wirdz(t) = z(2�) + z0(2�)(t� 2�) +O (t� 2�)2;z(�) = z(0) + z0(0)� +O (� 2)entwikelt und damit folgtjz(t)� z(�)j2 = jz0(2�)j(t� 2�)2 + jz0(0)j2� 2 � 2(t� 2�)�z0(2�) � z0(0) +R2(t; �; z)mit einem Restterm R2. Wegen z0(�) = z0(0) +O (�) ergibt sihf(t; �; z)= 1� z02(0)[z01(2�)(t� 2�)� z01(0)� ℄� z01(0)[z02(2�)(t� 2�)� z02(0)� ℄ +R1(t; �; z)jz0(2�)j2(t� 2�)2 + jz0(0)j2� 2 � 2�(t� 2�)z0(0) � z0(2�) +R2(t; �; z)= 1� z0(2�) � (z0(0))?(t� 2�) +R1(t; �; z)jz0(2�)j2(t� 2�)2 + jz0(0)j2� 2 � 2�(t� 2�)jz0(0)jjz0(2�)j os� +R2(t; �; z) :Die Restterme R1; R2 lassen sih durh z(j); j = 0; 1; 2, ausdr�uken und man erh�altjR1(t; �; z)j � C Æ2 kzk2X ; jR2(t; �; z)j � C Æ3 kzk2Xmit einer von z unabh�angigen Konstanten C. Damit ist die Existenz von Æ > 0 mit derEigenshaft (5.15) gezeigt. Aufgrund der Wahl von R und Æ erh�alt man f�ur alle z 2 B[z0; R℄und (t; �) 2 [0; Æ℄� (0; Æ℄ jf(2� � t; �; z)j � 2 j ~f(2� � t; �; z)j� 2� kz � t��� 4� kz0 � t�� :



62 Das inverse StreuproblemDesweiteren ist f�ur f(t; �; z) = 1� z0(�)? � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j2der Term �f�z (t; �; z; h)durh eine integrierbare Funktion mal khk1X (gleihm�a�ig f�ur z 2 B[z0; R℄) abzush�atzen.Es gilt �f�z (t; �; z; h) = f1(t; �; z; h) + f2(t; �; z; h) mitf1(t; �; z; h) = 1� h0(�)? � [z(t)� z(�)℄ + z0(�)? � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2 ;f2(t; �; z; h) = �2� z0(�)? � [z(t)� z(�)℄jz(t)� z(�)j2 [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2= �2f(t; �; z) [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2 :Der Summand f2 ist Produkt aus einem Mellin-Kern und einem Ausdruk, der f�ur z 2B[z0; R℄ durh CkhkX beshr�ankt bleibt. F�ur den ersten Summanden liefert eine Taylor-entwiklung1� h0(0)?� � [z0(2�)(t� 2�)� z0(0)� ℄ + z0(0)?� � [h0(2�)(t� 2�)� h0(0)� ℄ +O (Æ2)jz0(2�)j2(t� 2�)2 + jz0(0)j2� 2 � 2(t� 2�)�z0(2�) � z0(0) +O (Æ2)= 1� (h0(0)? � z0(2�) + z0(0)? � h0(2�))(t� 2�)� +O (Æ2)jz0(2�)j2(t� 2�)2 + jz0(0)j2� 2 � 2(t� 2�)�z0(2�) � z0(0) +O (Æ2) :Der wesentlihe Teil hat wiederum die FormC(z; h)(2� � t)�a2(t� 2�)2 + b2� 2 � 2�(t� 2�)ab os � :Dabei sind die Konstanten a; b von h unabh�angig, h�angen aber von z stetig ab. Die von zund h abh�angende Konstante C(z; h) gen�ugt einer Absh�atzung von der Form jC(z; h)j �khk1X C(z0; R). Damit l�asst sih ganz analog durh Wahl von R und anshlie�ender Wahlvon Æ eine Majoranteneigenshaft bei den Eken gewinnen, s.d. shlie�lih gilt�����f�z (t; �; z; h)���� � g(t; �)khk1X ; (t; �) 2 Q; z 2 B[z0; R℄;



5.3 Die Fr�ehet - Ableitung des Fernfeldoperators 63wobei sup0<t<2� R 2�0 g(t; �) d� <1.3. Weil im zweiten Teil des Beweises gleih allgemeiner argumentiert wurde, ist nur noh�2�z2 f(t; �; z; h) abzush�atzen. Es gilt�2f�z2 (t; �; z; h) = ��z (f1 + f2)(t; �; z; h)= 4Xj=1 gj(t; �; z; h)mit den Funktioneng1(t; �; z; h) = 1� 2h0(�)? � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2 ;g2(t; �; z; h) = �2� h0(�)? � [z(t)� z(�)℄ + z0(�)? � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2 [z(t) � z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2= �2f1(t; �; z; h) [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2 ;g3(t; �; z; h) = �2�f�z (t; �; z; h) [z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄jz(t)� z(�)j2 ;g4(t; �; z; h) = �2f(t; �; z) � jh(t)� h(�)j2jz(t)� z(�)j2 � 2 j[z(t)� z(�)℄ � [h(t)� h(�)℄j2jz(t)� z(�)j4 � :Die Anteile mit Singularit�aten vom Mellin-Typ wurden shon bei f; f1 und �f�z behan-delt. Alle anderen Faktoren und Summanden werden mit der Cauhy-Shwarzshen Un-gleihung abgesh�atzt. Es ist leiht abzulesen, dass sih alle Summanden gj(t; �; z; h)durh khk2X mal eine integrierbare Funktion absh�atzen lassen, und zwar gleihm�a�igf�ur z 2 B[z0; R℄.5.3 Die Fr�ehet - Ableitung des FernfeldoperatorsIn diesem Abshnitt wird die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit des Fernfeldoperators F ,F : C2�(IR) \ C2;�[0; 2�℄! L2(
); z 7! u1;der den Rand des Streugebiets auf das Fernfeld abbildet, nahgewiesen und die Fr�ehet-Ableitung F 0(z; h) durh die L�osung eines Randwertproblems harakterisiert.



64 Das inverse StreuproblemUm deutlih zu mahen, auf welhem Rand die entsprehenden Funktionen auszuwertensind, wird f�ur eine zul�assige Parametrisierung z die Shreibweise�Dz = fz(t) j 0 � t � 2�gvereinbart. Weiterhin wird (f�ur ein Gebiet G � IR2) f�ur die Menge der von G nah Cbeshr�ankten stetigen Funktionen abk�urzend das Symbol Cb(G) verwendet.Da F Komposition vershiedener Operatoren ist, wird f�ur die Anwendung der Kettenregelunter anderem die Di�erenzierbarkeit der Potenzialoperatoren ben�otigt. Diese wird durhden nahfolgenden Satz gekl�art.Satz 5.11Seien z0 eine zul�assige Parametrisierung und G � IR2 ein Gebiet mit G � IR2 n �D0sowie R > 0 hinreihend klein. Pz bezeihne den PotenzialoperatorPz : C2�(IR;C)! Cb(G)in parametrisierter Form(Pz )(x) = Z 2�0 (fKk � i�fSk)(x; �; z) (�) d�; x 2 G;fKk(x; �; z) := � ik4 H(1)00 (kjx� z(�)j) z0(�)? � (x� z(�))jx� z(�)j ;fSk(x; �; z) := i4 H(1)0 (kjx� z(�)j) jz0(�)j:Die Abbildung z 7! Pz ist Fr�ehet-di�erenzierbar von B(z0; R) � U ! L(C2�(IR;C); Cb(G))mit AbleitungC2�(IR;C) \ C2;�[0; 2�℄! L(C2�(IR;C); Cb(G)); h 7! P 0(z; h);(P 0(z; h) )(x) := Z 2�0 ��z (fKk � i�fSk)(x; �; z; h) (�) d�; x 2 G;mit �fSk�z (x; �; z; h) = ik4 H 00(kjx� z(�)j) [x� z(�)℄ � (�h(�))jx� z(�)j jz0(�)j+ i4 H0(kjx� z(�)j) z0(�) � h0(�)jz0(�)j ;



5.3 Die Fr�ehet - Ableitung des Fernfeldoperators 65�fKk�z (x; �; z; h) = ik4 �kH 000 (kjx� z(�)j)jx� z(�)j � H 00(kjx� z(�)j)jx� z(�)j2 ��� [x� z(�)℄ � h(�)jx� z(�)j z0(�)? � (x� z(�))� ik4 H 00(kjx� z(�)j)jx� z(�)j �h0(�)? � (x� z(�))� z0(�)? � h(�)	 :Beweis: Vergleihe Bemerkung 5.5 zum Satz 5.2.Wir erkl�aren die parametrisierten Einfah- und Doppelshihtpotenziale(Ek(z)')(x) = Z 2�0 fSk(x; �; z) ['(�)� '(0)℄ d�; x =2 �Dz;(Dk(z) )(x) = Z 2�0 fKk(x; �; z) [ (�)�  (0)℄ d�; x =2 �Dz:Satz 5.12 F�ur die Potenziale u(x) = (Ek(z)')(x) und v(x) = (Dk(z) )(x) sowie derenAbleitungen u0(x) = (E 0k(z; h)')(x); v0(x) = (D0k(z; h) )(x) mit Dihten ' 2 C0;�2� (IR;C), 2 C1;�2� (IR;C) gelten die Sprungbeziehungenu0�(z(t)) = 12(S 0k(z; h)')(t)� grad u�(z(t)) � h(t); 0 < t < 2�;v0�(z(t)) = 12(K 0k(z; h) )(t)� grad v�(z(t)) � h(t); 0 < t < 2�:Beweis: Vergleihe [22, Theorem 3.2℄. In den Beweis gehen lediglih Sprungbeziehungenund Abbildungseigenshaften f�ur Einfah- und Doppelshihtpotenziale ein. Weil wir unsnur f�ur Sprungbeziehungen au�erhalb der Eke interessieren, bleibt die Aussage des Satzesrihtig.Mit dem Restriktionsoperator Rz : C(IR2)! C2�[0; 2�℄,(Rzf)(t) := �2f(z(t)); 0 � t � 2�;und dem RandintegraloperatorAz = Kk(z)� i�Sk(z) + k(z) (5.16)



66 Das inverse Streuproblemhat das zur einfallenden Welle ui am shallweihen Hindernis Dz gestreute Feld us dieForm us(x) = �Pz(I + Az)�1Rzui�(x); x 2 IR2 nDz:Das zugeh�orige Fernfeld u1 ergibt sih als Fernfeld des Potenzials Pz mit Dihte(I + Az)�1Rzui, d.h. u1 = Pz;1(I + Az)�1Rzui:Nah der Kettenregel sindB(z0; R) � U ! C2(IR2 nDz0); z 7! us;B(z0; R) � U ! L2(
); z 7! u1Fr�ehet-di�erenzierbar mit AbleitungC2�(IR;C) \ C2;�([0; 2�℄;C)! C2(IR2 nDz0); h 7! v = v1 + v2 + v3;beziehungsweise h 7! v1, wobeiv1 = P 0(z; h)(I + Az)�1Rzui;v2 = �Pz(I + Az)�1A0(z; h)(I + Az)�1Rzui;v3 = Pz(I + Az)�1R0(z; h)uigilt und v1 das Fernfeld von v darstellt.Als n�ahstes soll v durh ein Randwertproblem harakterisiert werden. v2 und v3 l�osen dieHelmholtzgleihung in IR2 nD und erf�ullen die Sommerfeldshe Ausstrahlungsbedingung.Da au�erhalb des Randes die Fr�ehet-Di�erenziation und gew�ohnlihe Di�erenziation nahx vertaushbar sind, erf�ullt auh v1 diese Bedingungen. Die Randwerte von v sind zubestimmen. v3 l�ost das �au�ere Dirihletproblem zu den Randwerten 12R0(z; h)ui, d.h.v3(z(t)) = 12�R0(z; h)ui�(z(t))= � grad ui(z(t)) � h(t) (5.17)= � grad u(z(t)) � h(t) + gradus(z(t)) � h(t)= ��(z(t))�u�� (z(t)) � h(t) + gradus(z(t)) � h(t); 0 < t < 2�:Dabei wurden die Gleihungen u = ui + us und u(z(t)) = 0; t 2 [0; 2�℄; verwendet.Insbesondere wird aus Gleihung (5.17) die Regularit�atv3 2 C2(IR2 nDz) \ C(IR2 nDz)



5.3 Die Fr�ehet - Ableitung des Fernfeldoperators 67deutlih. Desgleihen ergibt sih aufgrund der De�nition als kombiniertes Einfah- undDoppelshihtpotenzialv2(z(t)) = �12�A0(z; h)(I + Az)�1Rzui�(z(t)) = 12�A0(z; h)(I + Az)�1Rzus�(z(t)):Aufgrund der Abbildungseigenshaft A0(z; h) : C2� ! C2� sind die Randwerte von v2ebenfalls stetig.Es verbleibt v1 zu untersuhen. Es gilt v1(z(t)) = (P 0(z; h)')+(z(t)) mit der Dihte' = (I + Az)�1Rzui. Es gilt(P 0(z; h)')(x) = Z 2�0 ��z (fKk � i�fSk)(x; �; z; h)['(�)� '(0)℄ d�+'(0) Z 2�0 ��z (fKk � fK0 � i�fSk)(x; �; z; h) d�; x 2 IR2 nDz:Weil die Dihte ' auf jedem abgeshlossenen Teilst�uk von ℄0; 2�[ C1;�-glatt ist, erh�altman unter Verwendung von Satz 5.12 f�ur 0 < t < 2�(P 0(z; h)')+(z(t))= 12((Kk � i�Sk)0(z; h)')(t)� grad (Dk(z)� i�Ek(z))'+(z(t)) � h(t)+'(0) �12((Kk �K0 � i�Sk)0(z; h)1)(t)� grad (Dk(z)�D0(z)� i�Ek(z))1+(z(t)) � h(t)�= 12(A0(z; h)')(t)� grad (Dk(z)� i�Ek(z))'+(z(t)) � h(t)�'(0) grad (Dk(z)�D0(z)� i�Ek(z))1+(z(t)) � h(t)= �12(A0(z; h)(I + Az)�1Rzus)(z(t))� gradus(z(t)) � h(t):Durh Zusammenf�ugen der drei Randbedingungen f�ur vj; j = 1; 2; 3; erh�alt man als Rand-bedingung f�ur v = v1 + v2 + v3 shlie�lihv(z(t)) = ��(z(t)) �u�� (z(t)) � h(t); 0 < t < 2�:Es wurde unter anderem festgestellt, dass v2 und v3 bis in den Rand von Dz stetig sind.Damit l�asst sih die Fr�ehet-Ableitung des Fernfeldoperators durh den nahfolgendenSatz harakterisieren.



68 Das inverse StreuproblemSatz 5.13 Die Fr�ehet-Ableitung F 0(z; h) ist gegeben durh das Fernfeld v1, wobei v dasRandwertproblem 4v + k2v = 0 in IR2 nDz;v(z(t)) = ��(z(t))�u�� (z(t)) � h(t); 0 < t < 2�;l�ost derart, dass v � v1 stetig in IR2 nDz ist.Ausgewertet wird obige Fr�ehet-Ableitung dadurh, dass f�ur b := v � v1 das Randwert-problem4b+ k2b = 0 in IR2 nD;b(z(t)) = � gradui(z(t)) � h(t)� 12 (A0(z; h)(I + Az)�1Rzui)(z(t)); 0 � t � 2�;(5.18)gel�ost wird und v1 = b1 + v1;1 (5.19)zu setzen ist.Mit der Asymptotik (2.4) sowieH 000 (t) = �H(1)0 (t) �1 +O �1t�� ; t!1;erh�alt man f�ur das Fernfeld v1;1 von v1 die Darstellung(v1;1)(x̂)= e�i�4p8�k Z 2�0 hk h0(�)? � x̂� ik2 z0(�)? � x̂ x̂ � h(�) ++ ��z0(�) � h0(�)jz0(�)j � ik x̂ � h(�) jz0(�)j�� e�ik x̂�z(�) '(z(�)) d�; jx̂j = 1;(5.20)mit der Dihte ' = (I + Az)�1Rzui:Das Ergebnis (5.20) ist auh plausibel, denn formales Di�erenzieren nah z in der para-metrisierten Form von (4.19) liefert das gleihe Resultat.Satz 5.13 erm�ogliht nun die Auswertung der Fr�ehet-Ableitung von F . Eine ausf�uhrli-he Beshreibung des inversen Verfahrens und dessen numerishe Umsetzung erfolgt imAbshnitt 6.1 des n�ahsten Kapitels.



Kapitel 6Numerishe Ergebnisse beiminversen StreuproblemIn diesem Kapitel wird dargestellt, wie sih mit einem regularisierten Newtonverfahren derin Abshnitt 5.3 gewonnene Satz 5.13 zur Rekonstruktion des Streugebietes einsetzen l�asst.Dabei wird im Abshnitt 6.1 das Verfahren allgemein erl�autert. Im zweiten Teil wird eineModi�zierung im Tikhonov-Funktional vorgenommen und ein zu l�osendes Gleihungssy-stem hergeleitet. Im Abshnitt 6.3 wird auf den Operator A0(z; h) und dessen numerisheBehandlung eingegangen. In den Abshnitten 6.4 bis 6.6 werden f�ur vershiedene Test-situationen numerishe Ergebnisse vorgestellt. Dabei wurde sowohl f�ur eine einfallendeebene Welle, als auh f�ur mehrere Messdaten gerehnet. Desweiteren wurde auh der Falleines eingeshr�ankten Messbereihs untersuht.6.1 Newtonverfahren und RegularisierungDie zu l�osende Operatorgleihung F(z) = umeas1 (6.1)f�ur die Parametrisierung z des unbekannten Streugebietes bei gegegeben Me�werten umeas1 ,ist nihtlinear und shleht gestellt.Gleihung 6.1 wird durh die linearisierte GleihungF(z) + F 0(z; h) = umeas1 (6.2)



70 Numerishe Ergebnisse beim inversen Streuproblemersetzt, sodass sih bei geeigneter Startparametrisierung z0 ein IterationsverfahrenF 0(zp; hp) = umeas1 �F(zp); (6.3)zp+1 = zp + hp; p = 0; 1; 2; : : : ;ergibt.Die linearisierte Gleihung (6.3) soll nun auf einem endlihdimensionalen UnterraumQN = spanfq1; : : : ; qNg � X n�aherungsweise gel�ost werden. Dabei wird das semidiskreteProblem NXj=1 a(p)j F 0(zp; qj) = umeas1 �F(zp)zur Ermittlung von hp = NXj=1 a(p)j qj 2 QNersetzt durh ein volldiskretes Problem. DurhWahl vonM Kollokationspunkten x̂1; : : : ; x̂M 2
 ergibt sih das lineare GleihungssystemNXj=1 a(p)j F 0(zp; qj)(x̂i) = umeas1 (x̂i; d)� F(zp)(x̂i); i = 1; : : : ;M; (6.4)f�ur die N Unbekannten a(p)1 ; : : : ; a(p)N 2 IR. Dann isthp = NXj=1 a(p)j qj 2 QNeine N�aherungsl�osung von (6.3).Da sih die Shlehtgestelltheit von (6.1) auf (6.4) vererbt, maht es keinen Sinn, dasGleihungssystem exakt zu l�osen.Grundlage f�ur ein numerishes Verfahren zur L�osung von (6.4) bildet der nahfolgendeSatz zur Tikhonov-Regularisierung.Satz 6.1 Seien X; Y Hilbertr�aume, A : X ! Y linear, kompakt und � > 0. Dann gilt:a) F�ur A existiert ein singul�ares System (�n; 'n; gn).



6.1 Newtonverfahren und Regularisierung 71b) �I + A�A : X ! X ist bijektiv und beshr�ankt invertierbar. Insbesondere istR� = (�I + A�A)�1A� aus L(Y;X).) Die f�ur f 2 Y eindeutig bestimmte L�osung '� 2 X der Gleihung�'� + A�A'� = A�fhat die Darstellung '� = 1Xn=1 �n� + �2n (f; gn)'n: (6.5)d) Die Optimierungsaufgabe min'2X J(') f�ur das Tikhonov-FunktionalJ(') = kA'� fk2 + �k'k2besitzt genau eine L�osung '�. Diese wird durh (6.5) gegeben.e) Zus�atzlih sei A injektiv und f�ur den Wertebereih gelte A(X) = Y . F�ur Æ > 0,f 2 A(X), f Æ 2 Y mit kf � f Æk � Æ < kf Æk existiert genau ein � = �(Æ) > 0 so,dass gilt kAR�(Æ)f Æ � f Æk = Æ:F�ur dieses �(Æ) konvergiert (mit Æ ! 0) die L�osung '�(Æ) der GleihungR�(Æ)'�(Æ) = f Ægegen die L�osung von A' = f .Beweis: siehe [7, Theorem 4.13 und 4.16℄Da die Matrixeintr�age F(zp; qj)(x̂i) und die rehte Seite umeas1 (x̂i; d)�F(zp)(x̂i) des linea-ren Gleihungssystems (6.4) komplexwertig sind, wir aber eine reelle L�osung a(p)1 ; : : : ; a(p)Nsuhen, ist (6.4) ein Gleihungssystem mit 2M Gleihungen und N Unbekannten. F�ur2M > N ist dieses �uberbestimmt, sodass das lineare Ausgleihsproblem nah der Metho-de der kleinsten Quadrate zusammen mit Satz 6.1 auf das Problem(�pI + C(p)tC(p))a(p) = C(p)tg(p) (6.6)



72 Numerishe Ergebnisse beim inversen Streuproblemf�uhrt, wobei �p > 0 ein geeigneter Regularisierungsparameter ist und f�ur die Komponen-ten der Matrix C(p) 2 IR2M�N , beziehungsweise der rehten Seite g(p) 2 IR2M , gilt(p)ij = Re �F 0(zp; qj)(x̂i)� ; i = 1; : : : ;M; j = 1; : : : ; N;(p)ij = Im �F 0(zp; qj)(x̂i�M)� ; i =M + 1; : : : ; 2M; j = 1; : : : ; N;C(p) = ((p)ij ) 1�i�2M1�j�N 2 IR2M�N ;g(p)i = Re (umeas1 (x̂i; d)� F(zp)(x̂i)) ; i = 1; : : : ;M;g(p)i = Im (umeas1 (x̂i�M ; d)� F(zp)(x̂i�M )) ; i =M + 1; : : : ; 2M;g(p) = (g(p)i )1�i�2M 2 IR2M ;a(p) = (a(p)j )1�j�N 2 IRN :Ein Iterationsshritt f�ur das Newtonverfahren (6.3) l�asst sih wie folgt beshreiben:1. F�ur eine gegebene Parametrisierung zp wird die zum Operator I + A(zp) gem�a�(5.16) geh�orige Matrix (3.20) mit den Kernen (4.31) und deren LU -Zerlegung er-mittelt.F�ur eine einfallende ebene Welle ui(�; d) ist die rehte Seite gem�a� (4.30) zu bestim-men. Die L�osung '(n)i ; i = 0; : : : ; 2n�1; des zugeh�origen linearen Gleihungssystems(3.20) sind N�aherungswerte f�ur '(z(w(i�=n))).2. Berehne F(zp)(x̂i); i = 1; : : : ;M; gem�a� (4.32) und hieraus g(p).3. Berehne F 0(zp; h) f�ur h = q1; : : : ; qN : Dazu sind zu den N rehten Seiten gem�a�(5.18) und der unter 1. gewonnenen LU -Zerlegung die Fernfelder dieser N direk-ten Probleme an den Kollokationspunkten x̂1; : : : ; x̂M ; auszuwerten. Unter Ber�uk-sihtigung der Fernfelder der singul�aren Anteile (siehe Gleihungen (5.19) - (5.20))ergeben sih die Werte F 0(zp; qj)(x̂i). Stelle die Matrix C(p) = ((p)ij ) 1�i�2M1�j�N auf.4. L�ose (6.6) zur Ermittlung von a(p)j ; j = 1; : : : ; N und bilde zp+1 = zp +PNj=1 a(p)j qj.5. Bilde das Residuum Res := PMi=1 jF(zp+1)(x̂i)� umeas1 (x̂i)j2PMi=1 jumeas1 (x̂i)j2 :Brehe ab, falls Res < ". Andernfalls erh�ohe p um 1 und fahre fort mit Shritt 1.



6.2 Modifizierung im Tikhonov-Funktional 73In jedem Newton-Shritt sind demzufolge N + 1 direkte Probleme zu l�osen. Die dabei zuinvertierende Matrix I + A(zp) ist stets die gleihe.Es bleibt die Frage nah der Wahl von passenden Ansatzr�aumen QN und der ben�otigtenFernfelddaten umeas1 . Die Fernfelddaten werden synthetish erzeugt, wobei zur Vermeidungvon "Inverse Crimes\ beim Vorw�artsl�oser mit einer anderen St�utzstellenzahl n, einemanderen Kopplungsparameter � und mit einer anderen Substitutionsfunktion w gearbeitetwird. Desweiteren darf die eigentlih unbekannte Parametrisierung z niht im AnsatzraumQN enthalten sein.Abshlie�end wird angemerkt, dass bei sternf�ormigen Gebieten die Ableitung des Fern-feldoperators zum Dirihlet-Problem sowohl injektiv ist, als auh dihten Wertebereihhat. Das f�ur glatte R�ander bekannte Resultat (siehe Kre� [30℄) l�asst sih auf den hiervorliegenden Fall �ubertragen. Die Basiselemente qj von QN lassen sih in der Formqj(t) = rj(t)� os tsin t � ; 0 � t � 2�; j = 1; : : : ; N;shreiben. Dabei sind die Radialfunktionen rj linear unabh�angig.6.2 Modi�zierung im Tikhonov-FunktionalIn diesem Abshnitt wird beshrieben, wie sih durh eine zus�atzlihe "Bestrafung\ vonAbleitungen der St�orung im Tikhonov-Funktional das zu l�osende Gleihungssystem ver-�andert. Dabei wird ein Ansatz wie in Hohage-Shormann [22℄ gew�ahlt. Zus�atzlih wirddavon ausgegangen, dass Messdaten f�ur D Einfallsrihtungen vorliegen, das hei�t gegebensind umeas1 (x̂i; dl); 1 � i � M; 1 � l � D:Das Tikhonov-Funktional wird ersetzt durhJ(hp) = DXl=1 kF 0(zp; hp)(�; dl)� [umeas1 �F(zp)℄(�; dl)k2L2(
) + �pkhpk2Hs[0;2�℄: (6.7)Dabei ist s 2 IN und k � kHs eine geeignete Sobolev-Norm, etwak k2Hs[0;2�℄ = krk2L2[0;2�℄ + kr(s)k2L2[0;2�℄;  (t) = r(t) (os t; sin t)t:



74 Numerishe Ergebnisse beim inversen StreuproblemMit den Approximationenk k2L2(
) � 1M MXi=1 j (x̂i)j2;k k2Hs[0;2�℄ � 1K KXi=1 �jr(t̂i)j2 + jr(s)(t̂i)j2�hat das zu (6.7) zugeh�orige endlihdimensionale Problem die FormMinimiere DXl=1 MXi=1 ����� NXj=1 a(p)j F 0(zp; qj)(x̂i; dl) + F(zp)(x̂i; dl)� umeas1 (x̂i; dl)�����2+ KXi=1 �����r�pMK NXj=1 a(p)j rj(t̂i)�����2 + KXi=1 �����r�pMK NXj=1 a(p)j r(s)j (t̂i)�����2 : (6.8)Dabei sind die K Punkte t̂1; : : : ; t̂K zur Auswertung der Sobolev-Norm aus (0; 2�) in derRegel vershieden von s(n)i ; i = 0; : : : ; 2n� 1.Das Minimierungsproblem (6.8) ist �aquivalent zuMinimiere kC(p)a(p) � g(p)k2 beziehungsweise C(p)tC(p)a(p) = C(p)tg(p):Die Komponenten der Matrix C(p) 2 IR(2MD+2K)�N und die der Vektoren a(p) 2 IRN undg(p) 2 IR2MD+2K sind gegeben durh(p)2M(l�1)+i; j = Re (F 0(zp; qj)(x̂i; dl)); i = 1; : : : ;M; j = 1; : : : ; N;l = 1; : : : ; D;(p)2M(l�1)+i+M; j = Im(F 0(zp; qj)(x̂i; dl)); i = 1; : : : ;M; j = 1; : : : ; N;l = 1; : : : ; D;(p)ij = p�pM=K rj(t̂i�2MD); i = 2MD + 1; : : : ; 2MD +K;j = 1; : : : ; N;(p)ij = p�pM=K r(s)j (t̂i�2MD�K); i = 2MD +K + 1; : : : ; 2MD + 2K;j = 1; : : : ; N;g(p)2M(l�1)+i = Re (umeas1 (x̂i; dl)�F(zp)(x̂i; dl)); i = 1; : : : ;M; l = 1; : : : ; D;g(p)2M(l�1)+i+M = Im(umeas1 (x̂i; dl)� F(zp)(x̂i; dl)); i = 1; : : : ;M; l = 1; : : : ; D;g(p)i = 0; i = 2MD + 1; : : : ; 2MD + 2K;t̂i = (i� 1=2) 2�=K; i = 1; : : : ; K:



6.3 Die rehte Seite der Fr�ehet - Ableitung 756.3 Die rehte Seite der Fr�ehet - AbleitungF�ur die Auswertung der rehten Seite in (5.18) sind die zu A0(z; h) geh�orenden Operatorenzu parametrisieren.Zur vereinfahten Darstellung weihen die Notationen der Kerne von denen im Abshnitt5.2 leiht ab. F�ur die RandintegraloperatorenS 0k(z); K 0k(z); K 00(z); 0k(z) : C2� ! C2�gelten die Darstellungen(S 0k(z; h)')(t) = Z 2�0 M 0k(t; �; z; h) ['(�)� '(0)℄ d�;(K 0k(z; h)')(t) = Z 2�0 L0k(t; �; z; h) ['(�)� '(0)℄ d�;(K 00(z; h)')(t) = Z 2�0 L00(t; �; z; h) ['(�)� '(0)℄ d�;(0k(z; h)')(t) = '(0) Z 2�0 (L0k � L00 � i�M 0k)(t; �; z; h) d�:Mit der abk�urzenden Shreibweise r(t; �) = jz(t)� z(�)j haben die zugeh�origen Kerne dieFormM 0k(t; �; z; h) = � ik2 H(1)1 (k r(t; �)) (z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))r(t; �) jz0(�)j+ i2 H(1)0 (k r(t; �)) z0(�) � h0(�)jz0(�)j ;L0k(t; �; z; h) = ik2 H(1)1 (k r(t; �)) h0(�)? � (z(t)� z(�)) + z0(�)? � (h(t)� h(�))r(t; �)+ i2 (k2H(1)0 (k r(t; �))� 2kH(1)1 (k r(t; �))r(t; �) )��(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))[r(t; �)℄2 z0(�)? � (z(t)� z(�));L00(t; �; z; h) = 1� h0(�)? � (z(t)� z(�)) + z0(�)? � (h(t)� h(�))[r(t; �)℄2� 2� (z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))[r(t; �)℄4 z0(�)? � (z(t)� z(�)):



76 Numerishe Ergebnisse beim inversen StreuproblemDabei wurde die Ableitung H 000 mit den Identit�aten (2.1) und H(1)0 0 = �H(1)1 gem�a��H 000 (t) = 1t H 00(t) +H0(t) = �1t H(1)1 (t) +H(1)0 (t); t > 0;ersetzt. Die Abspaltung der logarithmishen Anteile f�uhrt aufM 0k(t; �; z; h) = M 0k(1)(t; �; z; h) ln�4 sin2 t� �2 � +M 0k(2)(t; �; z; h); (6.9)L0k(t; �; z; h) = L0k(1)(t; �; z; h) ln�4 sin2 t� �2 � + L0k(2)(t; �; z; h); (6.10)L00(t; �; z; h) = L00(1)(t; �; z; h) ln�4 sin2 t� �2 � + L00(2)(t; �; z; h): (6.11)Entweder aus der Asymptotik von H(1)0 und H(1)1 oder durh direktes Di�erenzieren inden Darstellungen (4.22) - (4.25) ergeben sih die KerneM 0k(1)(t; �; z; h) = k2� J1(k r(t; �)) (z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))r(t; �) jz0(�)j� 12� J0(k r(t; �)) z0(�) � h0(�)jz0(�)j ; (6.12)L0k(1)(t; �; z; h) = � k2� J1(k r(t; �)) h0(�)? � (z(t)� z(�)) + z0(�)? � (h(t)� h(�))r(t; �) ;+�� k22�J0(k r(t; �)) + k� J1(k r(t; �))r(t; �) ���(z(t)� z(�)) � (h(t)� h(�))[r(t; �)℄2 z0(�)? � (z(t)� z(�)); (6.13)L00(1)(t; �; z; h) = 0: (6.14)F�ur die Diagonalterme erh�alt man unter anderem wegen J0(0) = 1; J1(0) = 0; und Tay-lorentwiklung die Ausdr�ukeM 0k(1)(t; t; z; h) = � 12� z0(t) � h0(t)jz0(t)j ; (6.15)M 0k(2)(t; t; z; h) = � i2 � 1� �1 + CE + ln�k2 jz0(t)j��� z0(t) � h0(t)jz0(t)j ; (6.16)L0k(1)(t; t; z; h) = 0; (6.17)



6.3 Die rehte Seite der Fr�ehet - Ableitung 77L0k(2)(t; t; z; h) = 12� h0(t)? � z00(t) + z0(t)? � h00(t)jz0(t)j2 � 1� z0(t) � h0(t) z0(t)? � z00(t)jz0(t)j4 ;(6.18)L00(1)(t; t; z; h) = 0; (6.19)L00(2)(t; t; z; h) = L0k(2)(t; t; z; h): (6.20)F�ur eine feste Einfallsrihtung d und ein h 2 QN wird mit der an den diskreten Stellenz(s(n)j ); j = 0; : : : ; 2n� 1; ermittelten Dihte' = (I + Az)�1Rzui 2 C(�Dz); '(n)j = '(z(s(n)j ));die rehte Seite in (5.18) ausgewertet durh2b(z(w(s)))� �2ikeikz(w(s))�dd � h(w(s))��n 2n�1Xj=1 �(n)j (L0k(2) � i�M 0k(2))(w(s); s(n)j ; z; h) ['(n)j � '(n)0 ℄��n 2n�1Xj=1 �(n)j (L0k(1) � i�M 0k(1))(w(s); s(n)j ; z; h)��[T (s; t(n)j ) + n�R(n)j (s)℄ ['(n)j � '(n)0 ℄�'(n)0 �n 2n�1Xj=1 �(n)j (L0k(2) � L00(2) � i�M 0k(2))(w(s); s(n)j ; z; h)�'(n)0 �n 2n�1Xj=1 �(n)j (L0k(1) � L00(1) � i�M 0k(1))(w(s); s(n)j ; z; h)[T (s; t(n)j ) + n�R(n)j (s)℄:(6.21)Dabei sind die Funktionen T und R(n)j durh (3.18) und (3.16) gegeben und die auftre-tenden Kerne in (6.9) - (6.20) erkl�art.



78 Numerishe Ergebnisse beim inversen Streuproblem6.4 Rekonstruktionen mit glatten KurvenZun�ahst wird als Approximationsraum f�ur die radialen Anteile der Raum der trigono-metrishen PolynomeQ̂N = T ~N = 8<:' 2 C2� ������'(t) = ~NXj=0 j os(jt) + ~NXj=1 sj sin(jt); 0; : : : ;  ~N ; s1; : : : ; s ~N 2 IR9=;mit N = 2 ~N + 1 verwendet.In diesem Abshnitt wird versuht, die nahfolgenden Kurven zu rekonstruierenErdnuss: z(t) =qos2(t) + 0:25 sin2(t)� os(t)sin(t) � ;Drahen: z(t) = � os(t) + 0:65(os(2t)� 1)1:5 sin(t) � ;Tropfen: z(t) = � �2=p3 sin(0:5t) + 0:5sin(t) � ;Shmetterling: z(t) = � 2=3 sin(1:5t) + 0:3sin(t) � :Die synthetishen Fernfelddaten u1(x̂i; dl); 1 � i � M; 1 � l � D; wurden mit denParametern k = 1; � = 1; n = 64 und der polynomialen Substitution wm (3.9) nahKorobov mit Substitutionsgradm = 4 (beim Tropfen und Shmetterling) beziehungsweisew(t) = t (f�ur die Erdnuss und den Drahen) erzeugt.F�ur den inversen L�oser wurde mit der Substitution (3.11) nah Kre� mit Grad m = 4,mit exakter Wellenzahl k = 1 und Kopplungsparameter � = 1:2 gerehnet. Alle �ubri-gen Parameter, wie die Anzahl der St�utzstellen 2n, die Dimension N des Ansatzraumes,untershiedlihe Anzahl von Beobahtungs- und Einfallsrihtungen M bzw. D, der Regu-larisierungsparameter �p im p-ten Iterationsshritt, die verwendete Sobolevnorm k � kHsund zugeh�orige Anzahl K von St�utzstellen sind den Legenden zu entnehmen.Als Startkurve z0 diente jeweils der Einheitskreisz0(t) = � os(t)sin(t) � ; 0 � t � 2�:Es wurden jeweils 30 Newton-Shritte bei der Erdnuss, 70 beim Drahen, 40 beim Tropfenund 50 Iterationen beim Shmetterling durhgef�uhrt, wobei jedoh zur Darstellung dieKurve zpend zum kleinsten Residuum verwendet wurde.



6.4 Rekonstruktionen mit glatten Kurven 79Rekonstruktion der Erdnuss mit einer Welle
-

pend = 30;n = 48;N = 11;M = 64;D = 1;�p = 1:0 � 0:6p;Res = 1:3 � 10�7;s = 1;K = 128:Rekonstruktion der Erdnuss mit 4 Wellen
- �?

6
pend = 26;n = 48;N = 11;M = 64;D = 4;�p = 1:0 � 0:6p;Res = 4:9 � 10�7;s = 1;K = 128:Rek. der Erdnuss mit kleinerem n und mehr Ansatzfunktionen

- �?
6

pend = 29;n = 24;N = 15;M = 64;D = 4;�p = 1:0 � 0:6p;Res = 4:9 � 10�7;s = 2;K = 128:



80 Numerishe Ergebnisse beim inversen Streuproblem
Rekonstruktion des Drahens mit einer Welle-

pend = 70;n = 36;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 10:0 � 0:9p;Res = 1:7 � 10�5;s = 1;K = 128:Rekonstruktion des Drahens mit 4 Wellen- �?
6

pend = 60;n = 36;N = 25;M = 64;D = 4;�p = 2:0 � 0:8p;Res = 1:3 � 10�8;s = 1;K = 256:Rek. des Drahens mit s=3 und weniger Ansatzfkt.- �?
6

pend = 70;n = 24;N = 15;M = 64;D = 4;�p = 10:0 � 0:9p;Res = 3:9 � 10�3;s = 3;K = 256:



6.4 Rekonstruktionen mit glatten Kurven 81Rekonstruktion des Tropfens mit einer Welle-
pend = 40;n = 36;N = 15;M = 64;D = 1;�p = 2:0 � 0:8p;Res = 9:5 � 10�8;s = 1;K = 128:Rekonstruktion des Tropfens mit 4 Wellen- �?

6
pend = 40;n = 36;N = 15;M = 64;D = 4;�p = 2:0 � 0:8p;Res = 4:0 � 10�8;s = 1;K = 128:Rek. des Tropfens mit weniger Ansatzfunktionen- �?

6
pend = 40;n = 24;N = 11;M = 64;D = 4;�p = 2:0 � 0:8p;Res = 6:2 � 10�8;s = 1;K = 256:



82 Numerishe Ergebnisse beim inversen StreuproblemRekonstruktion des Shmetterlings mit einer Welle
-

pend = 50;n = 48;N = 17;M = 64;D = 1;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 1:1 � 10�5;s = 1;K = 128:Rekonstruktion des Shmetterlings mit 4 Wellen
- �?

6
pend = 50;n = 48;N = 21;M = 64;D = 4;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 1:6 � 10�6;s = 1;K = 128:Rek. des Shmetterlings mit weniger Ansatzfunktionen

- �?
6

pend = 50;n = 24;N = 15;M = 64;D = 4;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 3:3 � 10�6;s = 1;K = 128:



6.5 Rekonstruktionen mit niht-glatten Kurven 83Bei den numerishen Experimenten wurden folgende Beobahtungen gemaht:Die konvexen Gebiete lassen sih stets besser rekonstruieren, als niht-konvexe Gebiete.Das Verfahren liefert im ersten Fall, sowohl bei glatten R�andern, als auh bei Gebietenmit Eken, bei geringer Anzahl von Basisfunktionen und wenigen Newton-Shritten guteRekonstruktionen.Um gute Approximationen an niht-konvexe Gebiete zu erhalten, ist eine h�ohere Anzahlan Basisfunktionen und Newton-Shritten erforderlih. Zus�atzlih muss das Verfahren miteinem hohen Regularisierungsparameter gestartet werden, der im Laufe des Verfahrensniht zu shnell abfallen darf.Die Experimente, bei denen im Strafterm khkHs der Parameter s = 3 verwendet wurde,lieferten teilweise unzul�assige R�ander, das hei�t die ermittelten Parametrisierungen warenauf [0; 2�) niht injektiv.6.5 Rekonstruktionen mit niht-glatten KurvenDie Funktionen r1; r2, mit r1(t) = t2 (2� � t); 0 � t � 2�;r2(t) = t (2� � t)2; 0 � t � 2�;besitzen die Eigenshaftenr1(0) = r1(2�) = 0 = r2(0) = r2(2�)und r01(0) = r02(2�) = 0; r01(2�) = �4�2; r02(0) = 4�2:Demnah sind qj(t) = rj(t)(os t; sin t)t; 0 � t � 2�; j = 1; 2;periodish mit Periode 2�, auf [0; 2�℄ beliebig oft di�erenzierbar und die Gebiete mitdurh q1; q2 parametrisierten R�andern besitzen Eken.F�ur den Ansatzraum werden nun die Terme sin( ~Nt) und os( ~Nt) weggelassen und daf�urr1; r2 hinzugef�ugt, das hei�tQ̂N = 8<:' 2 C2� ������'(t) = ~N�1Xj=0 j os(jt) + ~N�1Xj=1 sj sin(jt) +  ~Nr1(t) + s ~Nr2(t)9=;



84 Numerishe Ergebnisse beim inversen Streuproblemmit N = 2 ~N + 1.In diesem Abshnitt wird versuht, die nahfolgenden Kurven zu rekonstruierenTropfen: z(t) = � �2=p3 sin(0:5t) + 0:5sin(t) � ;Shmetterling: z(t) = � 2=3 sin(1:5t) + 0:3sin(t) � :Die synthetishen Fernfelddaten u1(x̂i; dl); 1 � i � M; 1 � l � D; wurden diesmal mitden Parametern k = 2; � = 2; n = 64 und der polynomialen Substitution wm (3.9) nahKorobov mit Substitutionsgrad m = 4 erzeugt.F�ur den inversen L�oser wurde mit exakter Wellenzahl k, dem Kopplungsparameter � =2:5, der Substitution (3.11) von Kre� mit Grad m = 4 und dem Einheitskreis als Start-kurve gerehnet.Rekonstruktion des Tropfens mit einer Welle-
pend = 40;n = 36;N = 17;M = 64;D = 1;�p = 2:0 � 0:8p;Res = 1:4 � 10�7;s = 1;K = 128:Rekonstruktion des Tropfens mit 4 Wellen- �?

6
pend = 40;n = 36;N = 17;M = 64;D = 4;�p = 2:0 � 0:8p;Res = 2:3 � 10�7;s = 1;K = 128:



6.5 Rekonstruktionen mit niht-glatten Kurven 85Rek. des Tropfens mit mehr Ansatzfunktionen- �?
6

pend = 40;n = 48;N = 25;M = 64;D = 4;�p = 3:0 � 0:8p;Res = 8:1 � 10�9;s = 1;K = 128:Rekonstruktion des Shmetterlings mit einer Welle
-

pend = 50;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 1:2 � 10�5;s = 1;K = 128:Rekonstruktion des Shmetterlings mit 4 Wellen
- �?

6
pend = 50;n = 48;N = 25;M = 64;D = 4;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 8:8 � 10�7;s = 1;K = 128:



86 Numerishe Ergebnisse beim inversen StreuproblemRek. des Shmetterlings mit weniger Ansatzfkt.
- �?

6
pend = 50;n = 36;N = 17;M = 64;D = 4;�p = 10:0 � 0:9p;Res = 2:6 � 10�4;s = 1;K = 128:An der letzten Darstellung (und weiteren, hier niht angef�uhrten Beispielen) wird deutlih,dass bei Rekonstruktionen mit einer zu geringen Anzahl von Ansatzfunktionen, die Gr�o�edes Ekenwinkels niht mehr rekonstruiert wird.Ein Vergleih der Ergebnisse aus den Abshnitten 6.4 und 6.5 l�asst keine eindeutigeShlussfolgerung zu. W�ahrend sih beim Tropfen die Hinzunahme niht-glatter Ansatz-funktionen negativ auf das Residuum auswirkt, verh�alt es sih beim Shmetterling genauumgekehrt. Theoretish k�onnte man auf ein anderes Qualit�atsmerkmal statt dem Resi-duum ausweihen, etwa dem Vergleih der Radialanteile von exakter und numerisherL�osung in der C2-Norm. Auf der anderen Seite ersheint dieser Ausweg wenig sinnvoll,denn im Allgemeinen ist der exakte Rand unbekannt und ist erst zu rekonstruieren.6.6 Eingeshr�ankter MessbereihIn diesem Abshnitt wurde versuht, mit den gleihen Ansatzfunktionen wie im Abshnitt6.5 den Tropfen und Shmetterling zu rekonstruieren, wobei die Messpunkte x̂i, an denendas Fernfeld gemessen wird, niht gleihm�a�ig auf dem Einheitskreis verteilt sind, sondernnur aus einem eingeshr�ankten Winkelbereih stammen.F�ur die Erzeugung der Messdaten und den Parametern im inversen L�oser gilt das inAbshnitt 6.5 gesagte. In den Darstellungen wurde zus�atzlih der "beleuhtete Bereih\gepunktet aufgenommen. F�ur jedes Objekt wurde mit einer einzigen einfallenden Welleund einem Halbkreis als Messbereih gearbeitet.



6.6 Eingeshr�ankter Messbereih 87Tropfen: Ekenbereih im Shatten
-

pend = 40;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 3:0 � 0:8p;Res = 7:6 � 10�7;s = 1;K = 128:Tropfen: Ekenbereih beleuhtet
�

pend = 40;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 3:0 � 0:8p;Res = 1:5 � 10�6;s = 1;K = 128:Tropfen: Messungen von unten
6

pend = 40;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 3:0 � 0:8p;Res = 3:8 � 10�6;s = 1;K = 128:



88 Numerishe Ergebnisse beim inversen StreuproblemShmetterling: Ekenbereih im Shatten
-

pend = 50;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 3:1 � 10�6;s = 1;K = 128:Shmetterling: Ekenbereih beleuhtet
�

pend = 50;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 9:2 � 10�6;s = 1;K = 128:Shmetterling: Messungen von unten
6

pend = 50;n = 48;N = 25;M = 64;D = 1;�p = 5:0 � 0:85p;Res = 2:4 � 10�6;s = 1;K = 128:



6.6 Eingeshr�ankter Messbereih 89Aus den zahlreihen numerishen Experimenten l�asst sih feststellen, dass die Rekonstruk-tionen bei eingeshr�anktem Messbereih deutlih shlehter sind als bei vollem Daten-satz. Auh durh Hinzunahme weiterer Basisfunktionen und h�ohere Anzahl von Newton-Shritten wurde der niht "beleuhtete Teil\ des Gebietes shleht rekonstruiert. In denBeispielen, bei denen der Ekenbereih beleuhtet wurde, ergaben sih bessere Ergeb-nisse. Die mit Abstand besten Rekonstruktionen wurden bei "Beleuhtung\ im unteren(oder oberen) Bereih erzielt. Am Residuum, dem eigentlih einzigen objektiven Kriterium(denn der Rand ist ja unbekannt), ist diese Beobahtung niht abzulesen.Wiederum ist festzustellen, dass sih konvexe Gebiete mit weniger Aufwand (kleinereN; pend; n) rekonstruieren lassen, als niht-konvexe Gebiete.



Kapitel 7Ein speziellesImpedanzrandwertproblemIn diesem Kapitel wird ein weiteres Randwertproblem betrahtet, bei dem in nat�urliherWeise Eken auftreten. Nah Vergraben eines metallishen Gegenstandes, von dem einTeil weiterhin aus dem Boden herausragt, werden Korrosionse�ekte zu Ver�anderungender Ober�ahe sorgen. Man ist bestrebt, die niht einsihtbare Ober�ahe aufgrund von(Spannungs-) Messungen zu ermitteln, ohne den Gegenstand aus der Erde auszugraben.Zun�ahst wird jedoh an dieser Stelle das direkte Problem behandelt.Nah der mathematishen Formulierung des resultierenden Randwertproblems erfolgt imAbshnitt 7.2 der Nahweis der Existenz und Eindeutigkeit. F�ur die numerishe Umset-zung wird der hypersingul�are Operator T0 ben�otigt, dessen Darstellung im dritten Teilnotiert wird. Abshlie�end sind im Abshnitt 7.4 f�ur vershiedene Objekte numerisheBeispiele angef�uhrt.7.1 Formulierung des ImpedanzrandwertproblemsGegeben sei ein beshr�anktes, leitf�ahiges MediumD � IR2, dessen Leitf�ahigkeit im gesam-ten Gebiet D konstant ist. Der Rand �D von D setze sih aus zwei zusammenh�angenden,C3-glatten Randst�uken �;  zusammen, sodass gilt�D = � [ ; � \  = fx(0); x(1)g:Desweiteren setze �0 := � n fx(0); x(1)g und 0 :=  n fx(0); x(1)g.
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D
z()(0) = x(0) x(1) = z()(2�)�(x(0)) �(x(1))

�(x)
�

Darstellung zum ImpedanzproblemOhne Beeintr�ahtigung der Allgemeinheit wird von den Eken x(0); x(1) vorausgesetzt,dass deren zweite Koordinaten Null sind. Desweiteren gelten einshr�ankend f�ur die Para-metrisierungen z(�); z() der Randst�uke �;  nahfolgende Beziehungen:z()(0) = z(�)(4�) = x(0);z()(2�) = z(�)(2�) = x(1);z(�)2 (t) > 0; 2� < t < 4�;z()2 (t) < 0; 0 < t < 2�:De�nition 7.1 (Inneres Dirihletproblem)Gegeben ist f 2 C(�D). Gesuht wird eine Funktion u 2 C2(D) \ C(D) als L�osung derLaplaegleihung 4u = 0 in D; (7.1)



92 Ein spezielles Impedanzrandwertproblemdie die Randbedingung u = f auf �D (7.2)erf�ullt.Bei der Modellierung des eingangs von Kapitel 7 geshilderten Problems repr�asentiert ueine Spannung. Weil auf dem korrodierten Teil des Randes kein Strom ie�t, die Spannungdemzufolge Null ist, erh�alt das direkte Problem die nahfolgende Form.De�nition 7.2 (Direktes Problem)Gegeben sind D und f 2 C(�D). Desweiteren erf�ulle f die Bedingungen f j� 2 C1;�(�)und f j = 0. Gesuht werden die Neumannrandwerte�u�� �����0der nah Abshnitt 7.2 eindeutig bestimmten L�osung u von (7.1) - (7.2).De�nition 7.3 (Inverses Problem)F�ur festes � ist der Dirihlet- nah Neumannoperator gegeben, das hei�t f�ur alle f gem�a�De�nition 7.2 sind die Paare (f j�; �u�� ���0) bekannt. Gesuht wird der Rand .7.2 Existenz und Eindeutigkeit beim direktenImpedanzrandwertproblemSatz 7.4 Das Randwertproblem (7.1) - (7.2) besitzt h�ohstens eine L�osung.Beweis: Das Maximum-Minimum Prinzip f�ur harmonishe Funktionen erfordert keineRandgl�atte.Satz 7.5 Das Gebiet D erf�ulle die angegebenen Voraussetzungen. Sei f 2 C(�D). Danngilt: F�ur jede L�osung ' 2 C(�D) der Integralgleihung�2f(x) = 2� � �(x)� '(x)� 2 Z�D ��0(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 �D; (7.3)



7.2 Existenz und Eindeutigkeit beim direkten Impedanzrandwertpr. 93wird durh das Doppelshihtpotenzialu(x) = Z�D ��0(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 D;eine L�osung des inneren Dirihletproblems (7.1) - (7.2) gegeben.Beweis: Das Doppelshihtpotenzial ist harmonish in D und l�asst sih nah Satz 4.12von D nah D stetig fortsetzen mit den Randwerten2u�(x) = �(x)� 2�� '(x) + 2 Z�D ��0(x; y)��(y) '(y) ds(y) = 2f(x); x 2 �D:
Satz 7.6 Die Integralgleihung (7.3) hat f�ur jedes f 2 C(�D) genau eine L�osung' 2 C(�D).Beweis: Die Injektivit�at von (7.3) zeigt man wie in [35, Theorem 6.20℄ unter anderemmit der Eindeutigkeit des �au�eren Neumannproblems. F�ur den Nahweis der Surjektivit�atist wie im Beweis von Satz 4.14 eine Aufspaltung in einen beshr�ankt invertierbarenund einen kompakten Operator hinreihend. Es kann wiederum auf [2, S�atze 3.12 - 3.13℄verwiesen werden, wobei wegen der fehlenden logarithmishen Singularit�at (setze � = 0)und dem gleihen singul�aren Verhalten von �k und �0 sih die Darstellung vereinfaht.F�ur den Spezialfall, bei dem der Rand in der N�ahe der Eken geradlinig verl�auft, ist dervereinfahte Beweis in [35, Setion 6.5℄ nahzulesen.Auf die Randintegralgleihung (7.3) l�asst sih das Nystr�om-Verfahren niht direkt an-wenden, denn die Gleihung hat niht die Form (3.1) aus Kapitel 3. Daher wird eineModi�zierung erforderlih. Dazu seien uj; j = 0; 1; auf IR2 harmonishe Funktionen mituj(x(k)) = Æjk. Shreibt man x(j) = (x(j)1 ; x(j)2 ), so erf�ullen die bez�uglih x1 linearen Funk-tionen u0(x) = x1 � x(1)1x(0)1 � x(1)1 ;u1(x) = x1 � x(0)1x(1)1 � x(0)1 ;



94 Ein spezielles Impedanzrandwertproblemdie Forderungen. Mit Hilfe des DarstellungssatzesZ�D ��0(x; y)�ul�� (y)� ��0(x; y)��(y) ul(y)� ds(y) = �(x)2� ul(x); x 2 �D;und der Identit�at�1� �(x)� � '(x) + 1Xl=0 �(x)� '(x(l))ul(x) = 1Xl=0 '(x(l)) ul(x); x 2 �D;wird die rehte Seite in (7.3) umgeformt zu�2f(x) = '(x)� (K0')(x)= 2� � �(x)� '(x)� 2 Z�D ��0(x; y)��(y) ('(y)� 1Xl=0 ul(y)'(x(l))) ds(y)�2 1Xl=0 '(x(l)) Z�D ��0(x; y)��(y) ul(y) ds(y)= '(x)� ( ~K0')(x) + 1Xl=0 '(x(l))�ul(x)� 2 Z�D �0(x; y) �ul�� (y) ds(y)� :(7.4)Dabei sind die Operatoren K0 und ~K0 gegeben durh(K0')(x) = ��1� �(x)� � '(x) + 2 Z�D ��0(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 �D; ' 2 C(�D);(7.5)( ~K0')(x) = 2 Z�D ��0(x; y)��(y) ('(y)� 1Xl=0 ul(y)'(x(l))) ds(y); x 2 �D; ' 2 C(�D):(7.6)Insbesondere vershwindet bei ~K0 die Dihte in den Eken x(0) und x(1), sodass die Glei-hung (7.4), abgesehen von geringen Modi�zierungen, mit dem bereits in Kapitel 3 er-kl�arten Nystr�om-Verfahren behandelt werden kann.Die bereits aus Abshnitt 3.2 bekannten Substitutionen w : [0; 2�℄ ! [0; 2�℄ werden zurErmittlung der N�aherungswerte'(n)j � '(z(w(j�=n))); j = 0; : : : ; 4n� 1;



7.2 Existenz und Eindeutigkeit beim direkten Impedanzrandwertpr. 95durh w(t+ 2�) := 2� + w(t); 0 � t � 2�;auf [0; 4�℄ fortgesetzt. Mit den Bezeihnungent(n)j = j�n ; s(n)j = w�j�n � ; �(n)j = w0 �j�n � ; f (n)j = �2f(z(s(n)j )); j = 0; : : : ; 4n;u(0)l;k = ul(z(s(n)k ));u(1)l;k = �ul�� (z(s(n)k )); l 2 f0; 1g; k = 1; : : : ; 2n� 1; 2n+ 1; : : : ; 4n� 1;den Kernen L0(t; �) = 1� z0(�)? � (z(t)� z(�))jz(t)� z(�)j2 ; (7.7)M0(t; �) = 1� ln 1jz(t)� z(�)j jz0(�)j= M (1)0 (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � +M (2)0 (t; �); (7.8)M (1)0 (t; �) = � 12� jz0(�)j; (7.9)M (2)0 (t; �) = M0(t; �)�M (1)0 (t; �) ln�4 sin2 t� �2 � ; (7.10)und den Diagonaltermen L0(t; t) = 12� z0(t)? � z00(t)jz0(t)j2 ; (7.11)M (1)0 (t; t) = � 12� jz0(t)j; (7.12)M (2)0 (t; t) = 0; (7.13)ist das lineare Gleihungssystemf (n)j = '(n)j � �n 4n�1Xk=1k 6=2n �(n)k L0(s(n)j ; s(n)k ) n'(n)k � u(0)0;k'(n)0 � u(0)1;k'(n)2n o



96 Ein spezielles Impedanzrandwertproblem+ 1Xl=0 '(n)2nl 8><>:u(0)l;j � �n 4n�1Xk=1k 6=2n �(n)k �M (2)0 (s(n)j ; s(n)k ) +M (1)0 (s(n)j ; s(n)k )�� hT (t(n)j ; t(n)k ) + n�R(n)jk�jji� u(1)l;k�; (7.14)j = 0; : : : ; 4n� 1; zu l�osen. Dabei sind T und R(n)k durh (3.18) und (3.21) erkl�art.7.3 Der hypersingul�are Operator T0Zur Auswertung der Normalableitung �u�� j�0 wird der Operator T0, mit(T0')(x) = 2 ���(x) Z�D '(y) ���(y)�0(x; y) ds(y); x 2 �D n fx(0); x(1)g; (7.15)ben�otigt. Da die Dihte ' auf jeder abgeshlossenen Teilmenge von �0 und 0 die Re-gularit�at C1;� besitzt und sih ' bei x(l) wie (x � x(l))Æ; Æ = ��+j���(x(l))j ; verh�alt (sieheGrisvard [15℄ und [16℄), gilt der nahfolgende Satz.Satz 7.7 Sei z eine Parametrisierung von �D wie im Abshnitt 7.1 beshrieben. Sei� 2 C(�D) und gelte �(x(0)) = �(x(1)) = 0 sowie � Æ zj[0;2�℄; � Æ zj[2�;4�℄ 2 S2;1+Æ mit0 < Æ < 1. Dann gilt f�ur die Normalableitung des Doppelshihtpotenzials f�ur x 2 �0 [ 0die Darstellung ���(x) Z�D ��0(x; y)��(y) �(y) ds(y) = Z�D ��0(x; y)�t(x) ���t (y) ds(y):Dabei ist t = (t1; t2) = (��2; �1) der Tangentialvektor.Beweis: Das obige Resultat ist sowohl f�ur geshlossene R�ander �D 2 C2 mit Dihte� 2 C1;�(�D) (siehe Kress [35, Theorem 7.29℄), als auh beim o�enen Bogen der KlasseC3 mit Dihte � 2 C1;�;� (siehe M�onh [44, Satz 2.8℄) bekannt.Hierbei ist � im Funktionenraum C1;�;�(�) genau dann, wenn die Dihte in den Endpunk-ten vershwindet, die parametrisierte Dihte � Æ z di�erenzierbar in �0 ist, die Ableitung(�Æz)0 ein wurzelsingul�ares Verhalten an den Endpunkten aufweist und im Inneren h�older-stetig ist.



7.3 Der hypersingul�are Operator T0 97Mit einer geeigneten Abshneidetehnik wird das Problem auf die bereits bewiesenenGleihungen reduziert.Dazu sei x 2 �0 fest. Dann existieren Teilb�ogen �2; �1 und eine Funktion � 2 C2(�) mitden Eigenshaften:� �1 l�asst sih zu einer geshlossenen C2-glatten Kurve ~� erg�anzen.� x 2 �2 � �1 � �0.� �j�2 � 1; �j�n�1 � 0.Die Dihte � wird aufgespalten in � = �� + (1� �)�:Weil �� au�erhalb von �1 vershwindet, ergibt sih mit dem bereits erw�ahnten Satz [35,Theorem 7.29℄, angewendet auf den Rand ~�,���(x) Z�D ��0(x; y)��(y) �(y)�(y) ds(y) = Z�D ��0(x; y)�t(x) �(��)�t (y) ds(y): (7.16)Desgleihen folgt aus [44, Satz 2.8℄, angewendet auf 3 Bogenst�uke ( sowie den linkenund rehten Teil von � n �2) und die Dihte (1� �)� 2 C1;�;�, die Gleihung���(x) Z�D ��0(x; y)��(y) (1� �(y))�(y) ds(y) = Z�D ��0(x; y)�t(x) ��t(y)((1� �)�)(y) ds(y):(7.17)Addieren von (7.16) und (7.17) ergibt die Behauptung.Aus der Darstellungu(x) = Z�D ��0(x; y)��(y) '(y) ds(y)= Z�D ��0(x; y)��(y) ('(y)� 1Xl=0 '(x(l))ul(y)) ds(y)+ 1Xl=0 '(x(l)) �Z�D �0(x; y)�ul�� (y) ds(y)� ul(x)� ; x 2 D;



98 Ein spezielles Impedanzrandwertproblemgewinnt man f�ur die zu ermittelnde Normalableitung�u�� (x) = 12 ( ~T0')(x) + 1Xl=0 '(x(l)) �12 �K�0 �ul�� � (x)� 12 �ul�� (x)� ; x 2 �0: (7.18)Hierbei ist ~T0 der Operator, bei dem niht die Dihte ', sondern die in den Eken ver-shwindende Dihte '�P1l=0 '(x(l))ul eingetragen wird.Zur Vereinfahung der Darstellung sei nun � := ' �P1l=0 '(x(l)) ul, also eine Dihte,die nah den o.g. Regularit�atsresultaten von Grisvard den Voraussetzungen von Satz 7.7gen�ugt. Dann gilt f�ur 2� < t < 4�( ~T0')(z(t)) = 1jz0(t)j 12� Z 4�0 KT0(t; �) (� Æ z)0(�) d�;wobei der auf der Diagonalen t = � singul�are Kern KT0 gegeben ist durhKT0(t; �) = 2 z0(t) � (z(�) � z(t))jz(t)� z(�)j2 ; t 6= �:W�ahrend der Integrand �uber [0; 2�℄ glatt ist, muss beim zweiten Anteil die Singularit�atber�uksihtigt werden.Aus diesem Grund wird die Cotangens-Singularit�at auf nahfolgende Weise abgespalten.( ~T0')(z(t)) = 1jz0(t)j 12� Z 2�0 KT0(t; �) (� Æ z)0(�) d�+ 1jz0(t)j 12� Z 4�2� �KT0(t; �)� ot � � t2 � (� Æ z)0(�) d�+ 1jz0(t)j 12� Z 4�2� ot � � t2 (� Æ z)0(�) d�:Partielle Integration beim ersten und zweiten Summanden f�uhren f�ur 2� < t < 4� auf( ~T0')(z(t))= 1jz0(t)j �Z 2�0 N (1)0 (t; �) (� Æ z)(�) d� + Z 4�2� N (2)0 (t; �) (� Æ z)(�) d��+ 1jz0(t)j 12� Z 4�2� ot � � t2 (� Æ z)0(�) d�: (7.19)



7.3 Der hypersingul�are Operator T0 99Dabei sind die Kerne N (1)0 und N (2)0 gegeben durhN (1)0 (t; �) = �12� ��� KT0(t; �)= 2� z0(t) � (z(t)� z(�)) z0(�) � (z(t)� z(�))jz(t)� z(�)j4 � 1� z0(t) � z0(�)jz(t)� z(�)j2 ; (7.20)0 � � � 2� < t < 4�;N (2)0 (t; �) = �12� ��� �KT0(t; �)� ot � � t2 �= 2� z0(t) � (z(t)� z(�)) z0(�) � (z(t)� z(�))jz(t)� z(�)j4 � 1� z0(t) � z0(�)jz(t)� z(�)j2� 14� 1sin2 t��2 ; 2� < t < 4�; 2� � � � 4�: (7.21)W�ahrend die Diagonalterme f�ur N (1)0 niht ben�otigt werden, ergibt sih f�ur N (2)0N (2)0 (t; t) = � 112� � jz0(t) � z00(t)j22� jz0(t)j4 + jz00(t)j24� jz0(t)j2 + z0(t) � z000(t)6� jz0(t)j2 : (7.22)Eine Substitution t = w(s); � = w(�) in (7.19) und die Vereinbarung
h(s; �) := 8>>>>>><>>>>>>: ot w(�)� w(s)2ot � � s2 : 0 � s; � � 4�; js� �j =2 f0; 2�; 4�g1w0(�) : 2� < s = � < 4� ; (7.23)f�uhren f�ur 2� < s < 4� zu( ~T0')(z(w(s))) = 1jz0(w(s))j Z 2�0 N (1)0 (w(s); w(�)) (� Æ z Æ w)(�)w0(�) d�+ 1jz0(w(s))j Z 4�2� N (2)0 (w(s); w(�)) (� Æ z Æ w)(�)w0(�) d�+ 1jz0(w(s))j 12� Z 2�0 ot � � s2 h(s; �) (� Æ z Æ w)0(� + 2�) d�: (7.24)Beim letzten Integral wurde von w(� + 2�) = 2� + w(�) und der Periodizit�at vom Co-tangens Gebrauh gemaht.



100 Ein spezielles ImpedanzrandwertproblemF�ur den dritten Summanden in (7.24) sind Quadraturformeln12� Z 2�0 ot � � s2  0(� + 2�) d� � 12� Z 2�0 ot � � s2 (Pn )0(�) d�;12� Z 2�0 ot � � s2  (� + 2�) d� � 12� Z 2�0 ot � � s2 (Pn )(�) d�erforderlih. Dabei ist Pn der trigonometrishe InterpolationsoperatorPn : C2� ! Tn; Pn = 4n�1Xj=2n (t(n)j )l(n)j = 2n�1Xj=0  (t(n)j+2n)l(n)jzu den �aquidistanten Knoten t(n)j = j�=n; j = 2n; : : : ; 4n� 1. Durh exaktes Integrierenvon T (n)j (s) = 12� Z 2�0 ot � � s2 l(n)j 0(�) d�und U (n)j (s) = 12� Z 2�0 ot � � s2 l(n)j (�) d�ergeben sih die Quadraturformeln (vergleihe M�onh [43, Kapitel 3.1℄ und Kre� [26℄)12� Z 2�0 ot � � s2  0(� + 2�) d� � 2n�1Xj=0  (t(n)j+2n)T (n)j (s); (7.25)12� Z 2�0 ot � � s2  (� + 2�) d� � 2n�1Xj=0  (t(n)j+2n)U (n)j (s) (7.26)mit den QuadraturgewihtenT (n)j (s) = � 1n n�1Xm=1m osm(s� t(n)j )� 12 osn(s� t(n)j ); j = 0; : : : ; 2n� 1; (7.27)U (n)j (s) = 12n(1� (�1)j os(ns)) ot t(n)j � s2 ; j = 0; : : : ; 2n� 1: (7.28)Mit der abk�urzenden ShreibweiseT (n)jj�lj := T (n)j (t(n)l ); U (n)j�l := U (n)j (t(n)l ) = �U (n)l (t(n)j );



7.3 Der hypersingul�are Operator T0 101ergeben sih die MatrixelementeT (n)k = � 1n n�1Xm=1m os�mk�n �� (�1)k2 ; k = 0; : : : ; 2n� 1; (7.29)U (n)k = 8<: 0 : k ist gerade1n ot k�2n : k ist ungerade ; k = �2n + 1; : : : ; 2n� 1: (7.30)Die Produktregel h 0 = (h )0 � h0 motiviert mit den Funktionen Û (n)j ,Û (n)j (s) = h(s; t(n)j+2n)T (n)j (s)� �h�� (s; t(n)j+2n)U (n)j (s); j = 0; : : : ; 2n� 1;die Approximation12� Z 2�0 ot � � s2 h(s; �) 0(� + 2�) d� � 2n�1Xj=0  (t(n)j+2n)Û (n)j (s):In dieser Arbeit wird stattdessen12� Z 2�0 ot � � s2 h(s; �) 0(� + 2�) � 2n�1Xj=0 h(s; t(n)j+2n) 0(t(n)j+2n)U (n)j (s)� 2n�1Xj;k=0h(s; t(n)j+2n) (t(n)k+2n) l(n)k 0(t(n)j+2n)U (n)j (s)verwendet. Wegen der Singularit�aten der Kerne ist niht zu erwarten, dass obige Quadra-turformeln gleihm�a�ig bez�uglih s 2 (2�; 4�) konvergieren. Eine gleihm�a�ige Konver-genz auf kompakten Teilmengen von (2�; 4�) ersheint plausibel.Insgesamt ergibt sih f�ur den gem�a� (7.18) ben�otigten hypersingul�aren Anteil die Appro-ximation( ~T0')(z(w(s))) � 1jz0(w(s))j �n 2n�1Xj=1 �(n)j N (1)0 (w(s); s(n)j )�(n)j+ 1jz0(w(s))j �n 4n�1Xj=2n+1�(n)j N (2)0 (w(s); s(n)j )�(n)j+ 1jz0(w(s))j 2n�1Xj;k=0h(s; t(n)j+2n) l(n)k 0(t(n)j+2n)U (n)j (s)�(n)k+2n:



102 Ein spezielles Impedanzrandwertproblem7.4 Numerishe Ergebnisse beim direkten Impedanz-randwertproblemIn diesem Abshnitt werden die nahfolgenden Parametrisierungen zj als Beispiele f�ur betrahtet:z1(t) = � (os(t=2); sin(t=2)); 0 � t � 2�; (7.31)z2(t) = 0:5 (t� 2�)� 11 + �2 (os(t=2); sin(t=2)) + � �21 + �2 ; 0� ; 0 � t � 2�; (7.32)z3(t) = � 1 + 0:5 t1 + �2 (os(t=2); sin(t=2))� � �21 + �2 ; 0� ; 0 � t � 2�; (7.33)z4(t) = � �1� 13 sin(t=2) + 16 sin(1:5t)� (os(t=2); sin(t=2)); 0 � t � 2�; (7.34)z5(t) = � ( 1 + sin(t=2) ) (os(t=2); sin(t=2)); 0 � t � 2�; (7.35)z6(t) = � 1� (t� �); � sin(t=2)� ; 0 � t � 2�: (7.36)Durh Spiegelung an der x1-Ahse erh�alt man ebenfalls 6 Parametrisierungen f�ur �, sodassdurh Kombination mit denen f�ur  hinreihend viele Gebiete mit Eken zur Verf�ugungstehen. In Abbildung 7.1 sind die Kurven, abgesehen von Skalierungsfaktoren in x2-Rihtung, dargestellt. Entsprehend der Parametrisierung sind sie mit j; �j; j = 1; : : : ; 6bezeihnet.Beispiel 7.8 Der Poisson-Kernu(x) = 12� jyj2 � jxj2jx� yj2 ; x 6= y;ist harmonish in IR2 n fyg: F�ur  wird der Halbkreis (7.31) verwendet. F�ur �6 w�ahley = 0:5p2(1; 1)t und in den anderen F�allen setze y = (0; 1)t, wobei f�ur �1; �2; �3 und �5noh ein geeigneter Skalierungsfaktor (hier 1=3) f�ur die x2-Rihtung zu w�ahlen ist, damitdie Singularit�at y au�erhalb des Gebietes D liegt. In allen F�allen hat u auf  homogeneDirihletwerte. Es giltgrad u(x) = �1� �(jyj2 � jxj2)(x� y)jx� yj4 + xjx� yj2� ; x 6= y:



7.4 Numerishe Ergebnisse 103Abbildung 7.1: Darstellungen von j und �j.
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In Tabelle 7.1 ist f�ur vershiedene Punkte x 2 � die Di�erenz zwishen exakter L�osung�u�� (x) und dem numerish ermittelten Wert dargestellt. Die erwartete shnelle Konvergenzist ersihtlih, obwohl die L�osung eine Singularit�at in der N�ahe des Randes besitzt.Beispiel 7.9 Die in Polarkoordinaten (r; #) 2 IR+ � [��; �) dargestellte Funktionu(r; #) = r� sin(�#); � > 0; (7.37)ist harmonish in IR2 n fy 2 IR2 j y1 � 0; y2 = 0g. Durh Transformation des Koordina-tenursprungs in die Eke x(0) ist die L�osung mit den durh (7.37) gegebenen Randwertenin der Regel (� < 1) in x(0) niht mehr di�erenzierbar. Es giltgrad u(x) = �u�r (os#; sin#)t + 1r �u�# (� sin#; os#)t; x 6= (0; 0)t:In Tabelle 7.2 ist f�ur Punkte x 2 � (niht zu nahe bei x(0)) der Fehler zwishen exak-ter L�osung und N�aherungsl�osung dargestellt. Die Ergebnisse sind mit dem unteren Rand



104 Ein spezielles Impedanzrandwertproblem(7.34) und � = 1:5 erzeugt worden. Die Konvergenz ist in allen Beispielen ersihtlih.Aus weiteren hier niht angef�uhrten numerishen Ergebnissen kann der Einuss von �auf die Konvergenzgeshwindigkeit abgelesen werden.Beispiel 7.10 Die durh u(y) = y21 � y22; y 2 IR2;gegebene Funktion ist harmonish mit dem Gradientengradu(y) = (2y1; �2y2)t:Die numerishen Ergebnisse zu diesem Beispiel sind der Tabelle 7.3 zu entnehmen, wobeials unterer Rand die Parametrisierung (7.35) benutzt wurde.



7.4 Numerishe Ergebnisse 105
Tabelle 7.1: Ergebnisse zu Beispiel 7.8.Substitution w mit kubishem v von Kre�p n �1 �2 �4 �5x = z1(3�) x = z2(3�) x = z4(3:5�) x = z5(2:5�)8 0.04088360 0.05049941 0.17503877 0.968280293 16 0.00074931 0.00100419 0.01842683 0.5329924232 0.00000031 0.00000783 0.00004801 0.0863998664 0.00000002 0.00000009 0.00000001 0.001102668 0.04133535 0.05309112 0.19044679 0.920870034 16 0.00071517 0.00097180 0.02108091 0.5038481132 0.00000013 0.00000725 0.00005583 0.0813214164 0.00000000 0.00000007 0.00000000 0.001031378 0.04158528 0.05423901 0.21091141 0.901818605 16 0.00067048 0.00096883 0.02464884 0.4901177232 0.00000011 0.00000685 0.00006677 0.0787300464 0.00000000 0.00000002 0.00000000 0.00099171



106 Ein spezielles Impedanzrandwertproblem
Tabelle 7.2: Ergebnisse zu Beispiel 7.9.Substitution w mit kubishem v von Kre�p n �2 �4 �5 �6x = z2(3�) x = z4(3�) x = z5(3:5�) x = z6(2:5�)8 0.22945000 0.07289228 0.02033373 0.023786103 16 0.08930281 0.00010944 0.01237641 0.0104590132 0.01503920 0.00000242 0.00693285 0.0049083664 0.00411923 0.00000024 0.00361821 0.000186328 0.23192281 0.08646251 0.01853098 0.023807794 16 0.08891620 0.00006236 0.01033554 0.0097126932 0.00942235 0.00000011 0.00534853 0.0004833164 0.00030716 0.00000000 0.00229175 0.000009528 0.24106712 0.10780456 0.01159671 0.024148605 16 0.08734712 0.00005093 0.00613904 0.0091558332 0.00536076 0.00000000 0.00215999 0.0003380464 0.00021094 0.00000000 0.00029054 0.00000053



7.4 Numerishe Ergebnisse 107
Tabelle 7.3: Ergebnisse zu Beispiel 7.10.Substitution w mit kubishem v von Kre�p n �2 �4 �5 �6x = z2(3�) x = z4(3�) x = z5(3:5�) x = z6(2:5�)8 0.51023910 0.13156863 0.00129772 0.000097553 16 0.00360023 0.00007646 0.00000002 0.0000209332 0.00005687 0.00000010 0.00000000 0.0000026064 0.00000105 0.00000000 0.00000000 0.000000298 0.52840933 0.16794200 0.00861640 0.000949844 16 0.00370941 0.00006325 0.00000084 0.0000011432 0.00005327 0.00000000 0.00000000 0.0000000564 0.00000087 0.00000000 0.00000000 0.000000008 0.53700627 0.21474953 0.02691411 0.001283235 16 0.00371588 0.00012555 0.00000460 0.0000007532 0.00005004 0.00000000 0.00000000 0.0000000064 0.00000067 0.00000000 0.00000000 0.00000000



Kapitel 8Das inverseImpedanzrandwertproblem
In diesem Kapitel wird das inverse Impedanzrandwertproblem behandelt. Es ist die Ge-stalt des K�orpers D unter Kenntnis des oberen Randes � zu ermitteln. Als Daten stehenPaare (uj�; �u�� j�0) zur Verf�ugung. Im gesamten Kapitel 8 werden nur zul�assige GebieteD � IR2, wie zu Beginn von Kapitel 7 erl�autert, betrahtet.Im Abshnitt 8.1 wird das Problem der Eindeutigkeit untersuht, im Abshnitt 8.2 dieFr�ehet-Di�erenzierbarkeit des Randwerteoperators gezeigt und die Ableitung durh einRandwertproblem harakterisiert. Im letzten Teil des Kapitels werden numerishe Bei-spiele vorgestellt.8.1 Eindeutigkeit beim inversen Impedanzrandwert-problemSatz 8.1 Es seien D1 und D2 zwei Gebiete mit gemeinsamen oberen Rand � und jewei-ligem unteren Rand j. Weiterhin seien ~� ein nihtleeres zusammenh�angendes Teilst�ukvon �0 und uj 2 C2(Dj) \ C(Dj) \ C1(Dj n fx(0); x(1)g); j = 1; 2;L�osungen von 4uj = 0 in Dj;



8.1 Eindeutigkeit beim inversen Impedanzrandwertproblem 109u1 = u2 6� 0 auf �;�u1�� = �u2�� auf ~� � �0;uj = 0 auf j:Dann stimmen die Gebiete D1 und D2 �uberein.Beweis: 1. F�ur die Parametrisierungen z(j ) und z(�) gilt nah Voraussetzungz(j )2 (t) < 0 < z(�)2 (t + 2�); 0 < t < 2�:Demnah istD := D1\D2 ein nihtleeres Gebiet. Die aufD erkl�arte Funktion u := u1�u2ist harmonish und hat auf ~� Cauhy-Randwerte Null. Nah dem Satz von Holmgren (sieheRauh [49, Setion 1.7℄) vershwindet u in D.2. Angenommen es gilt 1 6= 2.
D1G

D 12
�

D2 Dann existiert ein t0 2 IR so, dass dieGerade durh (t0; 0) mit Rihtungsvek-tor (0; 1) die Kurven j in PunktenPj; j = 1; 2; shneidet, wobei P1 6= P2gilt. Demnah existiert ein GebietG so,dass ohne Beeintr�ahtigung der Allge-meinheit giltG � D2 nD1 und �G � 1 [ 2:(Anmerkung: Falls sih j durh (t; z(j )2 (t)); 0 � t � 2�; j = 1; 2; parametrisieren l�asst,so seien 0 � tA < tE � 2� mitjz(1)2 (t)� z(2)2 (t)j > 0; tA < t < tB;z(1)2 (tA) = z(2)2 (tA);z(1)2 (tE) = z(2)2 (tE):Dann erf�ullt G mit Rand�G = fmaxj=1;2 z(j )2 (t) j tA � t � tEg [ fminj=1;2 z(j )2 (t) j tA � t � tEg:



110 Das inverse Impedanzrandwertproblemobige Forderung.)Die Funktion u2 ist auf G de�niert und harmonish. Auf �G \ 2 vershwindet u2 nahVoraussetzung. Auf �G \ 1 gilt nah Teil 1u2j�G\1 = u1j�G\1 = 0:Das Maximum-Minimum Prinzip in G und die Analytizit�at in D2 liefern u2 = 0 in D2und daher einen Widerspruh zur Voraussetzung, nah der u2 auf � niht identish ver-shwindet.8.2 Die Fr�ehet - Ableitung des RandwerteoperatorsIn diesem Abshnitt soll bei festem f 2 C2;�0 (�) := fg 2 C2;�(�) j g(x(0)) = g(x(1)) = 0gdie Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit der Abbildungz 7�! �u��gezeigt werden, wobei die zugeh�origen normierten R�aume noh zu konkretisieren sind. (Dieh�ohere Regularit�at von f , n�amlih C2;� statt C1;� wird ben�otigt, damit eine Beziehungzwishen T 00 (z; h) und der Normalableitung von der Fr�ehet-Ableitung des Doppelshiht-potenzials genutzt werden kann.)Dazu sei ~� � �0 ein zusammenh�angendes abgeshlossenes Kurvenst�uk von �0 mit derEigenshaft dist(~�; x(j)) � C > 0; j = 0; 1;mit einer Konstanten C. Weiterhin sei ẑ eine Funktion mit den Eigenshaften:� ẑ 2 C4�(IR; IR2), ẑ ist injektiv auf [0; 4�) und gegen den Uhrzeigersinn orientiert,� ẑ(0) = x(0); ẑ(2�) = x(1); ẑj[0;2�℄ 2 C3;�[0; 2�℄; ẑ([2�; 4�℄) = �,� jẑ0(t)j > 0 auf [0; 4�℄ und ẑ2(t) < 0; 0 < t < 2�.Desweiteren werden die R�aume X und U erkl�art durhX = fz 2 C4�(IR; IR2) j z(t) = (0; 0) 2 IR2 82� � t � 4�; zj[0;2�℄ 2 C3;�g;U = fz 2 X j z ist injektiv auf [0; 2�℄; z2(t) < 0 f�ur alle 0 < t < 2�gjz0(t)j > 0; 0 � t � 2�:o



8.2 Die Fr�ehet - Ableitung des Randwerteoperators 111und mit der Norm kzkX = maxfkzk1; kz0k1; kz00k1; kz000k1gversehen. U ist o�en in X.F�ur eine zul�assige Parametrisierung z 2 U werden nun, um (einheitlih) Integrale �uber ge-shlossenen R�andern zu erhalten, die auftretenden Operatoren zum Rand z+ ẑ betrahtet.Unter dem Symbol �Dz+ẑ wird demzufolge�Dz+ẑ = fz(t) + ẑ(t) j 0 � t � 4�gverstanden. Bei der Notation der Kerne L0; M0; M (1)0 und M (2)0 gem�a� (7.7) - (7.10) wirddie Parametrisierung mit aufgenommen, das hei�tL0(t; �; z + ẑ) = 1� (z + ẑ)0(�)? � ((z + ẑ)(t)� (z + ẑ)(�))j(z + ẑ)(t)� (z + ẑ)(�)j2 ; t 6= �; (8.1)L0(t; t; z + ẑ) = 12� (z + ẑ)0(t)? � (z + ẑ)00(t)j(z + ẑ)0(t)j2 ; (8.2)M0(t; �; z + ẑ) = 1� ln 1j(z + ẑ)(t)� (z + ẑ)(�)j j(z + ẑ)0(�)j= M (1)0 (t; �; z + ẑ) ln�4 sin2 t� �2 �+M (2)0 (t; �; z + ẑ): (8.3)Wie im Kapitel 5 wird zun�ahst der zur Gleihung (7.4) geh�orende Randintegraloperatorin parametrisierter Form diskutiert.Dazu sei A0(z) 2 L(C4�; C4�) gegeben durh(A0(z)')(t) := ��1� �(z(t) + ẑ(t))� �'(t) + Z 4�0 L0(t; �; z + ẑ)'(�) d�; 0 � t � 4�:F�ur den Nahweis der Existenz von A00(z; h) und eine geeignete Darstellung dieser Ablei-tung werden weitere Operatoren eingef�uhrt. Analog zum Einfahshihtpotenzial Sk(z)zur Helmholtzgleihung gem�a� (5.6) wird in diesem Abshnitt der Operator S0(z) 2L(C4�; C4�) ben�otigt, wobei gilt(S0(z)')(t) := Z 4�0 M0(t; �; z + ẑ)'(�) d�; 0 � t � 4�; ' 2 C4�:



112 Das inverse ImpedanzrandwertproblemEs wird angemerkt, dass S0(z) der Einfahshihtpotenzialoperator ist, bei dem (abwei-hend zum Kapitel 5) niht eine konstante Dihte subtrahiert wird. Neben dem bereitsbekannten Raum C4� wird unter C4� null der Teilraum verstanden, bei denen die Funktio-nen in 0 und 2� vershwinden.Weiterhin wird unter z 7! �ul�� (z) ebenfalls ein Operator verstanden, das hei�t��ul�� (z)� (�) = �((z + ẑ)(�)) � gradul((z + ẑ)(�)); � =2 2�ZZ:Es gelte(B0(z)')(t) := Z 4�0 L0(t; �; z + ẑ)'(�) d�; 0 � t � 4�; ' 2 C4� null; (8.4)(B1(z)')(t) := '(t)� 1Xl=0 '(2�l) ul((z + ẑ)(t)); 0 � t � 4�; ' 2 C4�; (8.5)(C(z)')(t) := 1Xl=0 '(2�l) ��S0(z)�ul�� (z)� (t)� ul((z + ẑ)(t))� ; 0 � t � 4�; ' 2 C4�:(8.6)Die Operatoren wurden gerade so gew�ahlt, dass einerseitsA0(z) = B0(z) ÆB1(z) + C(z)gilt und andererseits die Fr�ehet-Di�erenzierbarkeit leiht abzulesen ist.Satz 8.2 Die Abbildungen U ! L(C4� null; C4�); z 7! B0(z); U ! L(C4�; C4� null); z 7!B1(z) und U ! L(C4�; C4�); z 7! C(z) bzw. z 7! A0(z) sind Fr�ehet-di�erenzierbar. DieAbleitungen sind gegeben durh(B00(z; h)')(t) = Z 4�0 �L0�z (t; �; z + ẑ; h)'(�) d�;(B01(z; h)')(t) = � 1Xl=0 '(2�l) gradul((z + ẑ)(t)) � h(t);(C 0(z; h)')(t) = 1Xl=0 '(2�l) ��S 00(z; h)�ul�� (z)� (t) + �S0(z) ��z �ul�� (z; h)� (t)� grad ul((z + ẑ)(t)) � h(t)i;A00(z; h) = B00(z; h) ÆB1(z) +B0(z) ÆB01(z; h) + C 0(z; h):



8.2 Die Fr�ehet - Ableitung des Randwerteoperators 113Beweis: F�ur B1(z) ist die Aussage o�ensihtlih. Bei den Operatoren B0(z) und C(z)wird auf den Di�erenziationssatz 5.2, Lemma 5.8 sowie die S�atze 5.9 und 5.10 verwiesen.(F�ur B0(z) ist der De�nitionsbereih C4� null erforderlih.)Die Aussage f�ur A0(z) folgt aus der Produktregel Satz 2.3.Der nahfolgende Satz kann als Analogon zu Satz 5.11 angesehen werden.Satz 8.3 Seien z0 2 U und G � IR2 ein Gebiet mit G � IR2 n �Dz0+ẑ. F�ur hinreihendkleines R > 0 sei z aus B(z0; R) � U . P (z) bezeihne den PotenzialoperatorP (z) : C4�(IR; IR) �! Cb(G)in parametrisierter Form(P (z) )(x) = Z 4�0 fK0(x; �; z + ẑ) (�) d�; x 2 G;mit dem auf G� [0; 4�℄� fz j z � ẑ 2 B(z0; R) � Ug erkl�arten KernfK0(x; �; z + ẑ) = 12� (z + ẑ)0(�)? � (x� z(�)� ẑ(�))jx� (z + ẑ)(�)j2 : (8.7)Die Abbildung z 7! P (z) ist Fr�ehet-di�erenzierbar von B(z0; R) � U nahL(C4�(IR; IR); Cb(G)) mit AbleitungX �! L(C4�(IR; IR); Cb(G)); h 7! P 0(z; h);(P 0(z; h) )(x) = Z 4�0 ��z fK0(x; �; z + ẑ; h) (�) d�; x 2 G: (8.8)Beweis: Siehe Bemerkung 5.5 zum Satz 5.2.Desweiteren wird ein Operator ben�otigt, der ein gegebenes f 2 C2;�0 (�) zu einer auf einergeshlossenen Kurve stetigen Funktion fortsetzt.Lemma 8.4 F�ur z 2 U wird R(z) : C2;�0 (�)! C4�(IR; IR) erkl�art durh(R(z)f)(t) := � 0 : 0 � t � 2�;�2f(z(t) + ẑ(t)) : 2� � t � 4�:Dann ist z 7! R(z) Fr�ehet-di�erenzierbar von U nah L(C2;�0 (�); C4�(IR; IR)) mit Ablei-tung R0(z; h) = 0 2 C4�(IR; IR).



114 Das inverse ImpedanzrandwertproblemBeweis: F�ur z 2 U und h 2 X gilt z(t) = h(t) = 0; 2� � t � 4�, also R(z+h) = R(z).Als n�ahstes soll der Operator T0 in parametrisierter Form betrahtet werden. Dazu wirdan die Darstellung (7.19) mit den Kernen N (1)0 ; N (2)0 gem�a� (7.20) - (7.22) erinnert.Wegen der Identit�at (siehe (7.18))T0' = ~T0'+ 1Xl=0 '(x(l)) �K�0 �ul�� � �ul�� � auf �0;ergibt sih f�ur die parametrisierte FormT0(z) = T0;1(z) ÆB2(z) + T0;2(z) (8.9)mit den Operatoren(B2(z)')(�) = ��� (B1(z)')(�) (8.10)= '0(�)� 1Xl=0 '(2�l) gradul((z + ẑ)(�)) � (z + ẑ)0(�);0 � � � 4�; ' 2 C1;�4� ;(T0;1')(t) = 1j(z + ẑ)0(t)j 12� Z 4�2� ot � � t2 '(�) d�; ta � t � te; ' 2 C0;�4� ;(8.11)(T0;2')(t) = 1j(z + ẑ)0(t)j �Z 2�0 N (1)0 (t; �; z + ẑ) (B1(z)')(�) d�++ Z 4�2� N (2)0 (t; �; z + ẑ) (B1(z)')(�) d��+ 1Xl=0 '(2�l) ��A�0(z)�ul�� (z)� (t)� ��ul�� (z)� (t)� ; (8.12)ta � t � te; ' 2 C1;�4� :Hierbei sind 2� < ta < te < 4� die eindeutig bestimmten Zahlen mit ẑ([ta; te℄) = ~�und A�0(z) im Wesentlihen der durh Vertaushen der Kernvariablen bei L0 aus A0(z)entstehende Operator. Es sind aber die De�nitions- und Wertebereihe von A0(z) undA�0(z) vershieden. Insbesondere gilt f�ur ta � t � te�A�0(z)�ul�� (z)� (t)=Z 4�0 L0(�; t; z + ẑ) j(z + ẑ)0(�)jj(z + ẑ)0(t)j (z + ẑ)0(�)? � gradul((z + ẑ)(�))j(z + ẑ)0(�)j d�:



8.2 Die Fr�ehet - Ableitung des Randwerteoperators 115Satz 8.5 Die AbbildungenU �! L(C1;�4� (IR; IR); C0;�4� (IR; IR)); z 7! B2(z);U �! L(C0;�4� (IR; IR); C([ta; te℄; IR)); z 7! T0;1;U �! L(C1;�4� (IR; IR); C([ta; te℄; IR)); z 7! T0;2(z); T0(z)sind Fr�ehet-di�erenzierbar. Insbesondere giltT 00 (z; h) = T 00;1(z; h) ÆB2(z) + T0;1(z) ÆB02(z; h) + T 00;2(z; h):Beweis: Anwendung der Produktregel.Im n�ahsten Satz wird f�ur hinreihend glatte Dihten ' der Zusammenhang von T 00 (z; h)'und ���P 0(z; h)' gekl�art.Satz 8.6 Seien z 2 U eine zul�assige Parametrisierung und ' 2 C4�(IR; IR) eine Dihtemit den zus�atzlihen Eigenshaften 'j[0;2�℄; 'j[2�;4�℄ 2 C2;� sowie ' Æ zj[0;2�℄; ' Æ zj[2�;4�℄ 2S2;1+Æ; 0 < Æ < 1. Dann gilt� ��� P 0(z; h)'� ((z + ẑ)(t)) = 12 (T 00 (z; h)')(t) f�ur ta � t � te:Beweis: �Ahnlihe Resultate sind f�ur geshlossene C2;�-glatte R�ander (siehe Shormann[51, Satz 4.16℄) und B�ogen der Klasse C3 (siehe M�onh [44, Satz 2.5℄) bekannt.Sei t 2 [ta; te℄ fest vorgegeben und x = ẑ(t). Weiterhin seien �1;�2 und � 2 C3(�) wie imBeweis von Satz 7.7 gew�ahlt. Insbesondere l�asst sih �1 zu einer geshlossenen C2;�-glattenKurve �Gz fortsetzen.Die Dihte ' wird aufgespalten in ' = �'+ (1� �)':Auf �' wird Satz 4.16 aus Shormann [51℄ angewendet. Demnah gilt f�ur das Dop-pelshihtpotenzial v zur Helmholtzgleihung �uber dem Rand �Gz 2 C2;� und Dihte 2 C2;�2� (IR;C) die Sprungbeziehung�v0��� (z(t)) = 12(T 0k (z; h) )(t)� grad v�(z(t)) � ���z (z(t); h)� 2Xi;j=1 �2v�(z(t))�xi�xj hi(t)�j(z(t)); 0 � t � 2�: (8.13)



116 Das inverse ImpedanzrandwertproblemIn dem hier vorliegenden Fall mit Dihte  = �' und ẑ(t) 2 ~� vershwinden wegenz(t) = h(t) = (0; 0); 2� < t < 4� die letzten beiden Summanden in (8.13).Desgleihen folgt aus [44, Satz 2.5℄, angewendet auf 3 Bogenst�uke (und zwar den linkenund rehten Rand von � n �2 sowie (z + ẑ)(t); 0 � t � 2�) das Resultat f�ur die Dihte(1� �)' 2 C1;�;�.Da sih die parametrisierte Randintegralgleihung (7.3) in Operatorform durh(I � A0(z))' = �2fshreiben l�asst, sind die L�osung u von (7.1) - (7.2) und deren Normalableitung auf ~�gegeben durh die Funktionswerte der AbbildungenP : U � X �! C2(D)z 7�! P(z) = (P (z) Æ (I � A0(z))�1 ÆR(z))f;F : U � X �! C(~�)z 7�! F(z) = 12(T0(z) Æ (I � A0(z))�1 ÆR(z))f:Nah der Produktregel sind P und F in z 2 U Fr�ehet-di�erenzierbar mit AbleitungenF 0(z; h) = ���P 0(z; h) auf ~�;P 0(z; h) = v1 + v2 + v3 mitv1 = (P 0(z; h)(I � A0(z))�1R(z)f;v2 = P (z)(I � A0(z))�1A00(z; h)(I � A0(z))�1R(z)f;v3 = P (z)(I � A0(z))�1R0(z; h)f:Die Funktion v3 ist identish Null. Die Funktionen v1; v2 sind harmonish in Dz+ẑ. Essind die Randwerte von vj auf �Dz+ẑ zu bestimmen.Die Randwerte von v2 sind wegen der Abbildungseigenshaft von A00(z; h) stetig und esgilt v2((z + ẑ)(t)) = �12(A00(z; h)(I � A0(z))�1R(z)f)((z + ẑ)(t)); 0 � t � 4�:F�ur die Randwerte von v1 gilt nah Satz 5.12 au�erhalb der Eken,v1((z + ẑ)(t)) = 12 (A00(z; h) )(t)� grad (P (z) )((z + ẑ)(t)) � h(t); t =2 2�ZZ;



8.3 Numerishe Ergebnisse 117wobei abk�urzend  = (I � A0(z))�1R(z)f gesetzt wurde.Durh Addition der drei Randbedingungen ergibt sih der nahfolgende Satz.Satz 8.7 Die Fr�ehet-Ableitung F 0(z; h) des Randwerteoperators ist gegeben durh dieNormalableitung ���v auf ~�, wobei v das zum Gebiet �Dz+ẑ geh�orige innere Dirihletpro-blem 4v = 0 in Dz+ẑv((z + ẑ)(t)) = �( gradP (z) (I � A0(z))�1R(z)f)�((z + ẑ)(t)) � h(t); t =2 2�ZZ;(8.14)l�ost derart, dass v � v1 stetig bis in den Rand ist.F�ur die stetigen Randwerte von v2 ist das innere Dirihletproblem zu l�osen und mitdem Vorw�artsl�oser ist die Normalableitung auf dem Rand zu ermitteln. Hierf�ur ist dasImplementieren von A00(z; h) erforderlih. Aus Satz 8.2 wird deutlih, dass A00(z; h) ei-ne geeignete Linearkombination von Einfah- und Doppelshihtpotenzialen sowie derenFr�ehet-Ableitungen ist.F�ur die Berehnung der Normalableitung von v1 ist der Operator T 00 (z; h) zu implemen-tieren. Auh hierbei treten neben T0 nur stetige oder shwah singul�are Kerne auf.8.3 Numerishe Ergebnisse beim inversen Impedanz-randwertproblemSeien f 2 C2;�0 (�) und �u��meas die zugeh�origen Messwerte f�ur die exakten Neumannrand-werte gem�a� De�nition 7.2. Die GleihungF(z) = �u��measist zu l�osen. (Zur Erinnerung: Bei der Abbildung z 7! F(z) wird das direkte Problembez�uglih des Randes z+ ẑ gerehnet.) Dabei liegen die Messwerte �u�� meas nur an diskretenStellen x̂1; : : : ; x̂M 2 ~� vor.Analog zu der imKapitel 6 beshriebenen Linearisierung, Wahl eines endlihdimensionalenTeilraumes QN = spanfq1; : : : ; qNg � U mit N < M und einer Regularisierung (ohneBestrafung h�oherer Ableitungen) f�uhrt dies zu einem Iterationsverfahrenzp+1 = zp + hp; p = 0; 1; 2; : : : ;



118 Das inverse Impedanzrandwertproblemwobei hp gegeben ist durh hp = NXj=1 a(p)j qj 2 QN ;mit den reellen KoeÆzienten a(p)j , die ein Gleihungssystem der Form(�pI + C(p)tC(p))a(p) = C(p)tg(p)erf�ullen.Die Komponenten der Matrix C(p) 2 IRM�N und die der Vektoren a(p) 2 IRN ; g(p) 2 IRMsind gegeben durh(p)ij = F 0(zp; qj)(x̂i); i = 1; : : : ;M; j = 1; : : : ; N;g(p)i = �u��meas(x̂i)� F(zp)(x̂i); i = 1; : : : ;M;g(p) = (g(p)i )1�i�M ;a(p) = (a(p)j )1�j�N :Die Basiselemente f�ur den Approximationsraum QN ; N � 3; seien durhqj(t) = �rj(t)� os(t=2)sin(t=2) � ; j = 1; : : : ; N; 0 � t � 2�mit den Radialanteilen r1(t) = t (2� � t)2; r2(t) = t2 (2� � t)und rj(t) = sin�(j � 2)t2 � ; j = 3; : : : ; Ngegeben. Die Startkurven z0 2 U und ẑ sind so zu w�ahlen, dass sie den Anforderungen ausAbshnitt 8.2 gen�ugen. Insbesondere sind ẑ(0) = x(0); ẑ(2�) = x(1) und die Negativit�atder zweiten Komponente von ẑ(t) auf 0 < t < 2� zu erf�ullen.F�ur p � 1 hat die Parametrisierung des unteren Randes die Formzp(t) = z0(t) + NXj=1 ~a(p)j rj(t) � os(t=2)sin(t=2) � ; 0 � t � 2�; ~a(p)j = � p�1Xl=0 a(l)j :



8.3 Numerishe Ergebnisse 119Di�erenzieren f�uhrt zuz0p(t) = z00(t) + NXj=1 ~a(p)j r0j(t) � os(t=2)sin(t=2) � + NXj=1 ~a(p)j rj(t) 12 � � sin(t=2)os(t=2) � :Aus der letzten Zeile sind die Werte z0p(0) und z0p(2�) ablesbar. Insbesondere wird deutlih,dass neben z0 + ẑ ausshlie�lih q1 den Innenwinkel bei x(0) und q2 den Innenwinkel beix(1) kontrollieren.In den numerishen Beispielen sind die Eken stets durh x(0) = (�1; 0) und x(1) = (1; 0)gegeben und als Startkurven werdenz0(t) = (0; 0); ẑ(t) = � � os(t=2)sin(t=2) � ; 0 � t � 2�;gew�ahlt.Es wird versuht, nahfolgende aus Abshnitt 7.4 bekannte Kurven zu rekonstruieren:z()2 (t) = 0:5(t� 2�)� 11 + �2 (os(t=2); 3 sin(t=2)) + � �21 + �2 ; 0� ; (8.15)z()4 (t) = ��1� 13 sin(t=2) + 16 sin(1:5t)� (os(t=2); 4 sin(t=2)); (8.16)z()6 (t) = � 1� (t� �); �3 sin(t=2)� ; 0 � t � 2�: (8.17)Durh die Wahl von untershiedlihen Skalierungsfaktoren vor os(t=2) und sin(t=2) istsihergestellt, dass die zu rekonstruierenden Kurven niht im Ansatzraum vorkommen.Beispiel 8.8 Der obere Rand � wird gegeben durh die halbe Erdnussz(�)4 (t) = ��1 + 13 sin(t=2)� 16 sin(1:5t)� (os(t=2); 4 sin(t=2)); 2� � t � 4�:Die Randwerte f auf � lauten f(z(t)) = jz(t)j2 � 1; 2� � t � 4�:Beispiel 8.9 Der obere Rand � wird gegeben durhz(�)5 (t) = �(1� sin(t=2)) (os(t=2); 2 sin(t=2)); 2� � t � 4�:



120 Das inverse ImpedanzrandwertproblemDie vorgegebenen Randwerte f lauten in Polarkoordinaten (r; #) 2 IR+� [��; �) (mit demKoordinatenursprung in x(0))f(r; #) = r3:5 sin(3:5#); (r; #) 2 �:Die synthetishen Daten wurden mit der Substitution nah Korobov mit Grad m = 4 undder St�utzstellenzahl 4n = 4 � 32 erzeugt. Die Messpunkte x̂1; : : : ; x̂M stammen aus demBeobahtungsbereih z(�)(t); 5�2 � t � 7�2 , das hei�tx̂i = z(�) �5�2 + (i� 1)�M � 1 � ; i = 1; : : : ;M:Beim inversen L�oser wurden zur Vermeidung von Inverse Crimes mit anderer St�utzstel-lenzahl und einer anderen Substitution (nah Kre� mit m = 5) gerehnet. Die jeweiligenParameter wie Anzahl der Iterationsshritte p, Anzahl der St�utzstellen 4n, die Dimensiondes Ansatzraums N , Anzahl der Messpunkte M , der Regularisierungsparameter �p imp-ten Newton-Shritt und das Residuum sind den Legenden zu entnehmen.F�ur die Beshreibung eines Iterationsshrittes zum Newtonverfahren (einshlie�lih desAbbruhkriteriums) wird auf Abshnitt 6.1 verwiesen. Es sind wiederum in jedem ShrittN + 1 direkte Probleme zu l�osen.Der rekonstruierte Teil ist mit einer durhgehenden, das Originalgebiet mit einer gestri-helten Linie dargestellt.Der Algorithmus liefert gute Ergebnisse, obwohl in der Regel die Gr�o�en der Innenwinkelniht rekonstruiert werden.Es ist denkbar, dass sih bei Modi�zierung des Strafterms im Tikhonov-Funktional durhBer�uksihtigung h�oherer Ableitungen oder Verwendung von mehr Messreihen (mehreredirekte Probleme) die Rekonstruktionen weiter verbessern lassen.
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pend = 42;n = 36;N = 15;M = 32;�p = 1:0 � 0:8p;Res = 3:6 � 10�4;
pend = 46;n = 36;N = 15;M = 32;�p = 1:0 � 0:8p;Res = 2:1 � 10�6;
pend = 51;n = 36;N = 15;M = 32;�p = 1:0 � 0:85p;Res = 3:8 � 10�6;Rekonstruktionen aus Beispiel 8.8
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pend = 51;n = 48;N = 18;M = 32;�p = 1:0 � 0:75p;Res = 4:1 � 10�3;
pend = 46;n = 48;N = 18;M = 32;�p = 1:0 � 0:8p;Res = 1:1 � 10�5;
pend = 61;n = 48;N = 18;M = 32;�p = 1:0 � 0:85p;Res = 7:2 � 10�5;Rekonstruktionen aus Beispiel 8.9
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