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Kapitel 1

Einleitung

Zwei Probleme heiflen zueinander invers, wenn die Formulierung des einen die Formulie-
rung des anderen erfordert und umgekehrt. Zunéchst ist es unwichtig, welches der beiden
Probleme als direktes und welches als inverses Problem bezeichnet wird. In der Regel
wird das historisch &ltere und besser verstandene Problem als direktes Problem bezeich-
net. Fiir eine Reihe von physikalisch motivierten Beispielen sei auf das Buch von Groetsch
[17] verwiesen.

Zahlreiche physikalische Fragestellungen fiihren auf partielle Differenzialgleichungen, de-
ren Losung zuséitzliche Bedingungen auf dem Rand eines Gebietes erfiillen muss. Stell-
vertretend seien an dieser Stelle die Streuung von akustischen und elektromagnetischen
Wellen, die Elastizitidtstheorie und Strémungsprobleme erwéhnt.

Fiir partielle Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sind Integralgleichungs-
methoden ein wesentliches Hilfsmittel zur Untersuchung dieser direkten Randwertproble-
me.

Bei den zugehorigen inversen Problemen sind aus gemessenen Daten bestimmte physikali-
sche Parameter, wie etwa der Rand eines Gebietes, die Wellenzahl oder die Leitfdhigkeit,
zu rekonstruieren. Wéhrend in der Regel das direkte Problem linear und wohlgestellt ist,
ist das inverse Problem nichtlinear und schlecht gestellt im Sinne von Hadamard. Fiir eine
numerische Behandlung sind neben einer geeigneten Linearisierung, die zum Begriff der
Fréchet-Differenzierbarkeit fiihrt, daher auch Regularisierungstechniken erforderlich.

In dieser Arbeit habe ich stellvertretend zwei Beispiele betrachtet, zum einen das direkte
und inverse Dirichletproblem zur Helmholtzgleichung in Gebieten mit Ecken und zum
anderen ein spezielles Impedanzrandwertproblem, bei dem in natiirlicher Weise (durch
Korrosionseffekte) Ecken auftreten.
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Die mathematische Modellierung der Streuung von zeitharmonischen Wellen an Hinder-
nissen fiihrt zu dufleren Randwertproblemen fiir die Helmholtzgleichung

Au+ k*u = 0.

Je nachdem, ob der Druck oder die Geschwindigkeit der Welle beim Auftreffen auf das
Hindernis vorgeschrieben werden, fiihrt dies zu einem Dirichletproblem (schallweiches
Hindernis) oder zum Neumannproblem (schallhartes Hindernis). Falls der Rand des Ge-
bietes hinreichend glatt ist, fiihren Potenzialanséitze auf Integralgleichungen zweiter Art
mit einem kompakten Operator. Die auf diese Weise erzielten Existenz-, Eindeutigkeits-
und Konvergenzresultate finden sich bei Leis [40] im Fall des Dirichlet-Problems und bei
Kussmaul [38] fiir das Neumann-Problem im IR?.

Falls das Gebiet Ecken aufweist, tritt eine zusétzliche Problematik auf. Die resultierende
Randintegralgleichung hat nicht mehr die Form Identitit plus kompakter Operator (siehe
Willers [57, Seiten 90-94].) Die Riesz-Theorie ist trotzdem anwendbar, denn der Operator
ist Summe aus einem kompakten Operator, der Identitéit und einem Operator mit Norm
kleiner eins. Die Konvergenz- und Fehleranalysis fiir ein Nystrom-Verfahren zur numeri-
schen Behandlung der Integralgleichung, die sich bei der Laplace-Gleichung ergibt und
dessen Kern Singularititen in den Ecken aufweist, geht zuriick auf Kref [28]. Der bei
der Helmholtzgleichung zusétzlich auftretende logarithmische Anteil ist in der Arbeit von
Kiimpel [39] beriicksichtigt worden.

Weitere dhnlich gelagerte Beispiele ergeben sich bei der Reflexion an lokal gestérten Ebe-
nen (siehe Willers [57], Hartke [19] oder Boeckh [2]) oder der Streuung am Kurvenbogen
(siehe Kref} [31] oder Monch [44]).

Fiir Beispiele, wie mit Integralgleichungen erster Art &hnliche Konvergenzresultate erzielt
werden, sei verwiesen auf Monch [43], Chapko-Kref} [5], KreB-Sloan [29] und die Arbeiten
von Elschner [12], [13].

Beim direkten Problem ist bei bekanntem Gebiet im IR? das gestreute Feld u® zu ermit-
teln. Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung impliziert fiir «* das asymptotische

Verhalten
eik\z\ 1
v =S fu@ o ()] wlo,
vard 7]

gleichméBig fiir alle Richtungen Z = z/|z|. Der Amplitudenfaktor u., heifit Fernfeld von w.
Vom funktionalanalytischem Standpunkt bedeutet dies, den sogenannten Fernfeldoperator

F: Cor(R) N C*%0,27] — L*(Q), 2 = g,



der den Rand des Streugebiets auf das Fernfeld abbildet, auszuwerten. Hierbei ist 2
gegeben durch Q = {z € R?||z| = 1}.

Beim inversen Problem besteht die Aufgabe darin, aus der Kenntnis von Fernfelddaten
fiir eine oder mehrere einfallende ebene Wellen, den Rand des Gebietes zu rekonstruieren.
Demnach ist F zu invertieren. Da der Fernfeldoperator nichtlinear und kompakt ist, wird
fiir ein numerisches Verfahren sowohl eine geeignete Linearisierung benotigt, als auch eine
Regularisierung erforderlich.

Neben dem akustischen Streuproblem habe ich ein spezielles Impedanzrandwertproblem
betrachtet. Durch Vergraben eines metallischen Gegenstandes (mit konstanter Leitfihig-
keit) kommt es zu Korrosionseffekten auf dem in der Erde befindlichen Teil der Oberfliche
und daher zur Ausbildung von Ecken. Durch Einpridgen von Strom auf einem nicht kor-
rodierten Oberflichenstiick kommt es zu einer Spannungsverteilung im Korper.

Das direkte Problem besteht darin, bei bekannter Oberfliche den Strom auf einem nicht
korrodierten Teil zu ermitteln. Mathematisch modelliert bedeutet dies, die Neumannrand-
werte der Losung eines inneren Dirichletproblems zur Laplacegleichung zu ermitteln.

Beim inversen Problem besteht die Aufgabe darin, aus der Kenntnis der Dirichlet- und
Neumannwerte auf einem Teilstiick, die unbekannte Oberfliche zu ermitteln. Dabei habe
ich mich wiederum auf den zweidimensionalen Fall beschriankt.

Fiir weitere Beispiele von inversen Problemen, die mit newtonartigen Verfahren gelost
wurden, verweise ich stellvertretend auf Gerlach [14], Hohage-Schormann [22], Kref§ [30],
[31], [32], KreB-Tran [37], Mdnch [44], Potthast [45], [46], [47] und Schormann [51], [52].

Nachfolgend erldutere ich den Aufbau der Arbeit.

Im Kapitel 2 habe ich die Grundlésungen zur Laplace- und Helmholtzgleichung ange-
geben. Aufgrund der komplizierteren Struktur der Grundlésung im IR?, die durch die
Hankelfunktion Hél) gegeben ist, habe ich fiir H? die spiter bendtigten Eigenschaften
im Abschnitt 2.1 separat aufgefiihrt. Der Abschnitt 2.2 ist der Fréchet-Ableitung und
deren Eigenschaften gewidmet.

Im Kapitel 3 habe ich eine singuléire Integralgleichung der Form

o(t) — /0 W{KA(t,T) + Kp(t,7) + Ke(t,7)In <4rsin2 - T)} [o(T) — ¢(0)] dr
+7(t)p(0) = f(t), 0 <t <2, (1.1)

betrachtet, bei denen die auftretenden Kerne stetig oder schwach singulédr sind oder in
den Ecken integrierbare Singularititen aufweisen. Im Abschnitt 3.1 zeige ich, dass fiir
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diese Gleichung zweiter Art die Riesz-Theorie angewendet werden kann. Im Abschnitt 3.2
gehe ich auf die numerische Behandlung von eindimensionalen Integralen iiber kompakten
Mengen, deren Integranden Endpunktsingularitdten besitzen, ein. Die Idee besteht darin,
Singularitdten zunéchst durch geeignete Substitutionen zu beseitigen und anschlieffend
die Trapezregel anzuwenden. In [55] habe ich bereits verschiedene Substitutionen vorge-
stellt und miteinander verglichen, sodass ich in der vorliegenden Arbeit stillschweigend
darauf zuriickgreifen kann. Im Abschnitt 3.3 gehe ich auf das Nystrom - Verfahren zur
approximativen Losung der singulidren Integralgleichung ein. Abschliefend habe ich das
Konvergenzresultat, dessen ausfiihrlicher Beweis bei Kiimpel [39] nachzulesen ist, ange-
geben und den Beweisgang grob skizziert.

Im Kapitel 4 ist das direkte Streuproblem von mir behandelt worden. Nach der For-
mulierung des dufleren Dirichlet- und inneren Neumannproblems werden im Abschnitt
4.2 die Eindeutigkeitsséitze formuliert und bewiesen. Mit den im Abschnitt 4.3 erklirten
Potenzialen und deren Sprungbeziehungen zeige ich im Abschnitt 4.4, dass das duflere
Dirichletproblem (fiir Gebiete mit genau einer Ecke) eine Losung besitzt. Dabei wird ge-
zeigt, dass die unbekannte Dichte eine injektive Integralgleichung vom Typ (1.1) 16st. Im
Abschnitt 4.5 ist das Fernfeld einer ausstrahlenden Loésung der Helmholtzgleichung er-
klart. Im letzten Abschnitt 4.6 habe ich numerische Ergebnisse fiir verschiedene Gebiete
mit verschiedenen Substitutionen angefiihrt.

Das Kapitel 5 habe ich dem inversen Streuproblem gewidmet. Im Abschnitt 5.1 zeige
ich, dass bei Ubereinstimmung der Fernfelder fiir alle Einfallsrichtungen d € Q die Streu-
gebiete gleich sind, also die Injektivitéit des Fernfeldoperators F. In den beiden néchsten
Abschnitten wird die Fréchet-Differenzierbarkeit der Abbildung 2z — F(z) nachgewiesen
und die Ableitung F (2, h) durch ein Randwertproblem charakterisiert. Satz 5.13 ist damit
das Hauptresultat des Kapitels 5.

Im Kapitel 6 habe ich das numerische Verfahren zur Losung des inversen Streuproblems
erldutert und Beispiele von Rekonstruktionen angegeben. Den Darstellungen ist zu ent-
nehmen, dass es sich lohnt, Gebiete mit Ecken nicht nur mit glatten Ansatzfunktionen zu
rekonstruieren, sondern nicht-glatte Anteile zur besseren Rekonstruktion zu beriicksichti-
gen. Ein Konvergenzbeweis fiir das Newtonverfahren zur Losung inverser Streuprobleme
ist bisher in der Literatur nicht bekannt. Zur Problematik der Konvergenz von newton-
artigen Verfahren gibt es zwar allgemeine funktionalanalytische Sitze (siehe etwa [11]),
deren Voraussetzungen jedoch bei Streuproblemen im allgemeinen nicht erfiillt sind.

Die Kapitel 7 und 8 widmen sich dem Impedanzproblem. Zunichst habe ich fiir das
direkte Problem Existenz und Eindeutigkeit einer Losung gezeigt. Bei der numerischen
Behandlung der resultierenden Randintegralgleichung fiir die unbekannte Dichte tritt auf-



grund von zwei Ecken eine zusétzliche Problematik auf. Im Abschnitt 7.3 gehe ich auf die
Behandlung des hypersinguldren Operators Ty ein und im Abschnitt 7.4 habe ich die
numerischen Ergebnisse angefiihrt.

Anstelle des Fernfeldoperators tritt hier der Randwerteoperator F, der bei einem festen
Dirichletwert f hinreichend glatte Randkurven z abbildet auf die Neumannwerte % der
Losung u des inneren Dirichletproblems.

Im Kapitel 8 stelle ich dar, wie sich, wiederum mit einem regularisierten Newtonverfah-
ren, der unbekannte Rand aus Messdaten rekonstruieren lisst. Dazu zeige ich zunéchst im
Abschnitt 8.1 die Injektivitit des Randwerteoperators F und im Abschnitt 8.2 die Fréchet-
Differenzierbarkeit von F bei geeigneten Funktionenrdumen. Anschliefflend charakterisiere
ich die Ableitung durch ein Randwertproblem. Dabei stellt Satz 8.7 das Analogon zu Satz
5.13 dar. Die numerischen Ergebnisse habe ich im Abschnitt 8.3 angefiihrt.

Herrn Prof. Dr. Rainer Kref§ danke ich recht herzlich fiir die Anregung zur Beschiftigung
mit dieser Thematik und seine wertvollen Ratschlige bei der Anfertigung dieser Arbeit.
Herrn Prof. Dr. Gert Lube danke ich fiir die Ubernahme des Korreferats.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Zu den Grundlésungen von Laplace- und Helm-
holtzgleichung

Fiir die in den nachfolgenden Kapiteln behandelten Randwertprobleme werden die Grundlésun-
gen zur Laplace- und Helmholtzgleichung bendétigt. Diese lauten

1
EREl -
CI)O(x:y): 1 1 x,yEIR ,x#y

r |z —y]

%ln m =2

m =3

im Fall der Laplacegleichung und

THO (K —yl)  m=2
q)k(xay): . %?JERma £E7éy
1 oiklz—y| _ 3
4m |z — y| me

fiir die Helmholtzgleichung Au + k*>u = 0. In dieser Arbeit beschrinken wir uns wei-
testgehend auf den zweidimensionalen Fall. Insbesondere bei den numerischen Verfahren
werden Eigenschaften der Hankelfunktionen benotigt, die daher im néchsten Abschnitt
zusammengetragen werden.
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2.1.1 Eigenschaften der Hankelfunktionen

In Polarkoordinaten erhilt die Gleichung Au + k?u = 0 die Form

Pu  10u  Pu
w+;5+a—+ku 0.

Wir suchen im IR? Lésungen der Helmholtzgleichung der Form
u(z) = f(kr)et™.
Dies fiihrt auf die Besselsche Differenzialgleichung
L)+t )+ [ =n?] f(t) =0, neN. (2.1)

Offensichtlich ist die Besselfunktion

To(t) = i_o: = <§>n+2p, n € No, (2.2)

pl(n +p)!

Losung von (2.1) und analytisch fiir ¢ € C. Eine zweite linear unabhéngige Losung wird
durch die Neumannfunktion

n—1 n—2p
2 1 n—l— 2
) = 2 g oefn - L SO (3)
p=0

(2.3)
_lzﬂ <E> (b(p+n) +o(p)}, ne N

— pl(n+p)! \2

mit der Funktion
und der Eulerkonstanten

gegeben. Offenbar sind die Y, fiir ¢ > 0 analytisch. Die Linearkombinationen

H .= J 44V,
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heiflen Hankelfunktionen erster und zweiter Art der Ordnung n. Fiir das asymptotische
Verhalten mit ¢t — oo findet man

m = Zeer 0o (), oo

(2.4)
1,2)/ 2 +i(t—2E4 1)
HY' (1) = e 27140 =], t—
T
Den Potenzreihen (2.2) und (2.3) ist fiir die Fundamentallgsung
i
u(w,y) = (H (Bl —y)), @ £y, (2.5)
der Helmholtzgleichung im IR? das asymptotische Verhalten
1 1 i 1 kE Cg 1
® =—h—+-——In-—-——+0 —yl?1 2.6

fiir |z — y| — 0 abzulesen.

2.2 Definition und Rechenregeln zur Fréchet- Ableitung

Fiir normierte Rdume X und Y wird unter dem Symbol £(X,Y") die Menge der linearen
und beschrinkten Abbildungen von X nach Y verstanden. Die Menge £(X,Y) wird mit
den iiblichen punktweise erklarten Operationen zum linearen Raum, auf dem durch

[Flleoxyy = sup [[F(z)[ly, F e L(X,Y),

llzl[x =1

eine Norm gegeben ist. Mit Y ist auch £(X,Y") ein Banachraum.

Definition 2.1 (Definition der Fréchet-Ableitung)
Seien X, Y normierte Raume und U C X offen. F': U — Y heifst Fréchet-differenzierbar
in x € U, wenn eine Abbildung F'(x) € L(X,Y) existiert, sodass gilt

|1F(z+ h) = F(z) = F'(x)h[ly = o(||hl[x), h — 0.
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Zur Vereinfachung der Darstellung wird statt F' (z)h lediglich F'(z,h) geschrieben. Ist F
in jedem x € U Fréchet-differenzierbar, dann heifit die Abbildung

F':U — L(X,Y)
r — F'(z,-)

die Fréchet-Ableitung von F.

Satz 2.2 (Kettenregel)

Seien X, Y, Z normierte Riume und X' C X, Y' CY offen. Weiter seien G : X' - Y’
ine € X' und F: Y' — ZinG(z) € Y' Fréchet-differenzierbar. Dann ist FoG : X' — Z
in x € X' Fréchet-differenzierbar, und es gilt

(FoG)'(z,h) = F' (G(z),G'(x,h)) fir alleh € X.

Satz 2.3 (Produktregel)
Seien U, X, X5, Y normierte Riume, U C U offen und

b: X x X9 — Y, (1‘1,5,52) — b(l‘l,fEQ)

eine bilineare, beschrdnkte Abbildung. Desweiteren seien Fy : U’ — X{ und Fy : U’ — X,
Fréchet-differenzierbare Abbildungen. Dann ist

b(Fl,FQ)Z U =Y
u = b(Fi(u), Fy(u))

Fréchet-differenzierbar und besitzt die Ableitung

b(FLFy) (u,h)=0b(F (u,h),Fy(u)) +b ( Fy(u), Fy(u,h) ), uc U, heU.

Beispiel 2.4 Seien X,, Y normierte Riume, X, = L(X5,Y) und
b: ,C(XQ, Y) X XQ — Y, (A,J}'Q) — A(Z'Q)

Die Bilinearform entspricht also der Anwendung eines Operators auf ein Element des Defi-
nitionsbereichs. Die Ableitung von u — A(u)(x4(v)) lautet demnach h v+ A (u, h) (2o (u))+
A(u)(2,y(u, h)).
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Satz 2.5 (Quotientenregel) Seien X normierter Raum, Y Banachraum, U C X offen.
Weiterhin sei die Abbildung F : U — L(Y,Y) Fréchet-differenzierbar in @y € U und
F(p) € L(Y,Y) beschrinkt invertierbar fir alle ¢ € Y. Dann ist

G: U= LYY), ¢ (F(o)™
Fréchet-differenzierbar in @o mit der Ableitung G’ (o, ) € L(X, L(Y,Y)),

G (po0. h) = —=G(p0) F (00, h)G().

Definition 2.6 (Ableitungen héherer Ordnung) Seien X, Y normierte Réiume,
UcC X offen und F : U — 'Y ein Fréchet-differenzierbarer Operator. Dann heifst F an
der Stelle py € X zweimal Fréchet-differenzierbar, wenn die Abbildung F' : U — L(X,Y)
an der Stelle ¢y Fréchet-differenzierbar ist. Mit anderen Worten: wenn ein linearer und
beschrinkter Operator F' (po) : X — L(X,Y) existiert, mit der Eigenschaft

"

1E" (¢o + ) = F'(w0) = F" (20, B)llecxyy = o ([l x), h = 0. (2.7)

Gleichung (2.7) lésst sich in ausfiihrlicher Form schreiben als

sup || F' (9o + h, h) = F (0o, h) = F" (9o, b, )|y = o (||l x). b — 0.

hllx=1

Da die Rdume L£(X,£(X,Y)) und £(X x X,Y") isometrisch isomorph sind, ldsst sich
F" (o) als beschriinkter bilinearer Operator von X x X nach Y interpretieren.

Spater werden lediglich Terme F”(cpo, hi,he) € Y mit hy = hy € X bendtigt. In diesem
Fall ist wegen der Isometrie eine abkiirzende Schreibweise

F”(QOOJh) = F”(Qpﬂaha h)

naheliegend.

2.3 Funktionalanalytische Grundlagen

Satz 2.7 Sei G C IR™ nichtleer, offen und beschrinkt. Desweiteren sei

k:GxG—C, (n,y) = k(z,y),
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stetig oder schwach singuldr. Dann ist der Operator A : C(G) — C(G), definiert durch

(40)w) = [ K)o dy. €.
G
linear, beschrinkt und kompakt.

Beweis: siehe [35, Chapter 2]. [



Kapitel 3

Eine singuliare Integralgleichung

Die Behandlung von Randwertproblemen fiir C?-glatte Gebiete D im IR? mittels Inte-
gralgleichungsmethoden fiihrt nach einer Parametrisierung auf Integralgleichungen mit
stetigen oder schwach singuldren Kernen. Weist das Gebiet D hingegen Ecken auf, so
spiegelt sich das im singuldren Verhalten der Kerne wider. Fiir eine Behandlung der
Randintegralgleichung (4.12) im Kapitel 4 ist es daher erforderlich, auf diese Problematik
einzugehen. An dieser Stelle ist nicht die Kenntnis {iber die exakte Form der Gleichung
(4.12) erforderlich. Es soll vielmehr, losgelost vom konkreten Problem, ausschliefilich mit
funktionalanalytischen Hilfsmitteln gearbeitet werden.

Daher wird in diesem Kapitel eine singulire Integralgleichung zweiter Art behandelt,
deren Kern sich in den Ecken des Quadrats [0, 27] x [0, 27r] wie ein Mellin-Kern verhélt.
Das singulire Verhalten des Kerns spiegelt sich in den Singularitéten der Ableitungen der
Losung wider.

3.1 Zur Existenz und Eindeutigkeit

Betrachte die Gleichung zweiter Art

27 L +_
p(t) — /0 {KA(t,T) + Kgp(t,7) + Kc(t,7) In (4 sin > } [o(T) — ©(0)] dr
+7(t)p(0) = f(t), 0 <t < 2m, (3.1)

bei gegebenen f,v € Cs:(IR,IR) und den in beiden Variablen 2w-periodischen Kernen
KA; KB) KC'
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An die Kerne werden die folgenden Voraussetzungen gestellt:

1. K¢ € Con(R x R, R),

2. Kp ist beschrénkt auf [0, 27] x [0, 27r] und dort mit Ausnahme der vier Ecken stetig,
3. K, ist stetig auf (0, 27] x (0, 27],

4. K4 > 0 oder K, <0,

5. K4 hat Triger in [0, d] x [0,6], 0 < § < 2.
Desweiteren existiere eine beschrinkte, stetig differenzierbare Funktion
k:[0,00) — [0, 00)

mit beschrinkter Ableitung & und

k0) = 0,
k(s) = O <é>, s — 00,
Kalt,7) < %k(%)ﬁnr>0, (3.2)
/m%ﬁw <1 (3.3)
Mit den Integraloperatoren

o) = [ Kt el - pl0)] dr (3.4)
(Bo)(t) = AﬂKﬂtﬂWﬁW—ﬂmwT—%ﬂMma (3.5)
(Co)(t) = Oﬂkbﬁfﬂ1n<ﬁn2t_7>[@@?-@@ﬂdﬂ (3.6)

erhilt die Integralgleichung (3.1) die Form

(I—-A-B-C)p=f. (3.7)
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Mit der zur gewohnlichen Supremumnorm &dquivalenten Norm

Illoc.0 = max |e(t) — @(0)] +[(0)]

wird Cy, := Cy-(IR,IR) ein Banachraum.

Satz 3.1 Die durch (3.4) - (3.6) erklirten Operatoren A, B, C' haben die Abbildungsei-
genschaft
A, B, C: CQW — 0271—,

sind linear und beschrdinkt. Weiterhin sind B, C' kompakt und es gilt
<k
| Allaos < / o) g < 1.
o S
Beweis: Die Resultate fiir B und C' ergeben sich aus den Sétzen iiber schwach singulire

Kerne. Die Eigenschaften des Operators A sind in [28] oder [55] nachgewiesen worden. m

Der Satz iiber die Neumannsche Reihe zusammen mit Satz 3.1 liefern das nachfolgende
Korollar.

Korollar 3.2 Fir die Operatorgleichung (I—A—B—C)p = [ lisst sich die Riesz-Theorie
anwenden.

3.2 Die Substitutionsmethode

Eine Konsequenz der Euler - Maclaurin Formel ist die, dass die Trapezregel zur numeri-
schen Integration von periodischen und hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen gut geeignet ist. Fiir Integranden mit (integrierbaren) Endpunktsingularitéten bleibt
dieses Resultat nicht richtig. Gesucht wird

[Towa

wobei g : (0,27) — IR hinreichend glatt ist, aber in den Endpunkten ¢ = 0 und ¢ = 27
Singularitdten besitzt. Sei
w : [0,27] — [0, 27]
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bijektiv, streng monoton wachsend und hinreichend oft differenzierbar. Desweiteren haben
w in 0 und 27 — w in 27 Nullstellen hherer Ordnung. Aufgrund der Substitution in

[Towar= [Tt as

liefert die Trapezregel, angewendet auf den substituierten Integranden, eine Quadratur-
formel

2n—1

/02” Bt ~ Za g (51") = @ulo) (3.8)

mit den Gewichten

aﬁ”:w(”) =1, -1,
n

und den Stiitzstellen

sgn):w(ﬂ>,j:1,...,2n—1.
n

Aufgrund der Wahl von w verschwindet der substituierte Integrand an den Intervallenden,
sodass die Randterme in (3.8) nicht auftreten.

Die angegebenen Forderungen an die Substitution sollen nun konkretisiert werden.

Definition 3.3 Es sei w : [0,27] — [0, 27] eine bijektive, streng monoton wachsende
Funktion. Dann heift w zuldssig mit Parameter p € IN, falls w € CP*1[0, 27],

2 —w(t) = w(t), 0<¢< 2,
w(j)(o):w(ﬁ(gﬂ) = 0firj=1,...,p—1

und w®(0) # 0, wP(27) # 0 ist.

In Vogt [55] wurden einige Substitutionen untersucht. Fiir die numerischen Ergebnisse in
der vorliegenden Arbeit wurden die von Korobov vorgeschlagene polynomiale Substitution

wp(t):(2p7_1<2p_2>/[u 2 —u) P~ du, 0 <t < 2T, (3.9)

27)2p—2
die von Sidi [53] vorgeschlagene trigonometrische Substitution

u

wnlt) = 5yl Dp(0) = /0 t (sin§)p_1 du, (3.10)
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sowie die von Kref§ vorgeschlagene rationale Substitution

@)

well) = 20 L To(am — O

,0<t<2m, p>2, (3.11)

mit dem kubischen Polynom

2 —t)3 2
v(t)=<——1> (@ 2) + (- 47, 0<t<2m p>2
p m p

verwendet.

Der passende Funktionenraum fiir die Anwendung der Quadraturformel (3.8) ist

2T
ST = {g e C0,2m) ‘ / [t(2m — )]~ |g(j)(t)| dt existiert fiir j =0,...,¢q } ,
0

(3.12)
wobei fiir die Parameter gelte ¢ € IN und 0 < a < ¢. S7* wird mit der Norm
2w ) .
19]lg.0 := max / [t(2m — )P~ g (1) | dt (3.13)
J=Y,..5q 0

ein normierter Raum.

Der nachfolgende Satz macht eine Aussage iiber den Quadraturfehler fiir Funktionen aus
Soe,

Satz 3.4 Seien g € S?T1 mit 0 < o < q und w zuldssig mit Parameter p € IN derart,
dass
ap > 2q+ 1 undp > 2q+ 1.

Dann gilt fiir den Fehler

2n—1

27
Enp(9) :=% Y alg (s§")) —/0 g(t) di
j=1

in der Quadraturformel (3.8)

C
Enp(g)] < RCEEY 19112941,

mit einer Konstanten C' = C(w, «, q).
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Beweis: Fiir den Beweis sei auf [28] oder [55] verwiesen. [

Bemerkung 3.5 In [3/] wird gezeigt, dass sich bei modifizierter Definition des Raumes
ST und der speziellen Substitution w, mit

1

w(z) = T4ez

die die Differenzialgleichung w = w(1 — w) erfillt, fir die Quadraturformel

/ t)dt ~ h Z Jh)) =: Qna(g)

j=—n

eine exponentielle Fehlerabschdtzung gewinnen ldsst.

Fiir den Integraloperator C' geméf (3.6) ist eine numerische Auswertung mit einer Tra-
pezregel beziehungsweise , gewichteten“ Trapezregel (3.8) nicht vielversprechend. Zur Ap-
proximation von Integralen mit schwach singulidrer Gewichtsfunktion, hier In (4 sin? t’TT),
werden Quadraturformeln bendétigt, deren Gewichte wiederum Funktionen sind. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet man bei Sloan [54]. Fiir die hier vorliegende logarithmische

Singularitit wird wie in Kussmaul [38] und Martensen [42] vorgegangen.

Sei dazu g € (5. Die Quadraturformel

(Q9)(t) = /0 "o <4sin2 t_TT> g(r)dr

2
t_
~ / ln<45in2
0

mit dem trigonometrischen Interpolationsoperator

) (Pug)(r) dr = (Qug) (1) (3.14)

n—1
P, : Cor — T, = {% + Z [y, cos kt + By sin kt] + %cosnt ‘ak, B € IR} ,
k=1
2n—1
Pag = > g 10(7) = di
=0

zu den dquidistanten Stiitzstellen tg-") =jr/n, j=0,...,2n — 1, fiihrt auf

2n—1

(Qng)(t Z R™M(1)g(t™) (3.15)
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mit den Gewichten

27
)y _ ol =T\ )
R7(t) = /0 In <4 sin T) I;7(r)dr

or w41

n m
m=1

(3.16)

wobei die Lagrangebasis lj(.n) gegeben ist durch

n—1
(n) _ 1 ik(t—t™ in(t—t™
l]- (t) = Re%{1+2;e( J )+6 (t=t; )}

(n)
1 , n t—t;
= Re2—i(1—e”‘(t’t§‘ )))cot !
n
L oyt O
= %smn(t—tj ) cot 5 s t#F 7, 5 =0,...,2n—1.

Um die Quadraturformeln (3.8) und (3.15) gleichzeitig auf die Gleichung (3.7) anwenden
zu konnen, ist auch beim logarithmischen Anteil eine Substitution erforderlich.

Mit ¢t = w(s) und 7 = w(o) gilt

2w 2
= / In ( 4sin? ) g(w(o))w' (o) do —i—/ T(s,0)g(w(o))w (o) do
0 0
2n—1 2n—1
~ R (s)alg(s\™) + = 3 T(s, )l g(s\) (3.17)
Jj=1 j=1

mit der stetigen Funktion

wT: [0,27] % [0,27] = IR, (s,0) — w'(0) T(s,0),
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wobei T erklart ist durch
.2 w(s)—w(o)

In (Snl2—s2a) : OS SJO-S 27T: ‘5_0-‘ ¢ {0727T}’
T(s,0) =

2

(3.18)

2Inw'(s) : 0<s=0<27.

3.3 Ein Nystrom - Verfahren

Eine Maoglichkeit (3.7) approximativ zu l6sen besteht darin, die Integrale zu ersetzen
durch die Quadraturformeln (3.8) und (3.17). Fiir den Rest des Kapitels werden von w,
die Eigenschaften aus Definition 3.3 gefordert.

Fiir n € IN ist ¢, € Cy,; so zu bestimmen, dass fiir 0 < ¢ < 27 gilt

2n1

n n — n n n —
- Z {(Ka+ Kn) () + Kot o) [T (). 47) + 2R (™ (1)) }
><04§' ) [p(s5™) = 0(0)] + (1) (0) = £ (1), (3.19)
wobei weiterhin die Bezeichnungen tgn) = jm/n, 55.") = w(tgn)) und a§n) = w’(tgn)) gelten
Fiir jede Losung ¢, € Cs, von (3.19) erfiillen die Werte gpl(n) = gp(sl(n)), 1=0,...,2n—1,
das lineare Gleichungssystem
2n 1
n n n n n n
-z Z { K+ Kp) (s, s + Ko(s™, ) [T, 1 ))+;R‘(j}”]} X
xa< . [ — o)+ v(s("))q?é") = f(s"). (3.20)
wobei fiir die Matrixelemente R ‘ = R ( ) gilt
p 1 mkm (=1)kr
TN L < )— T k=0,...,20—1. (3.21)
n m n
Umgekehrt erhilt man fiir eine Losung ¢{”, ..., o | des Gleichungssystems (3.20) durch
2n 1
n n — n n n —
=z Z { (Ka+ Kp)(t, ) + Kot s) [T(w L), 67) + = B (u l(t))]} x

xaﬁ") [0 = ¢l } + (1) = (5"
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eine Losung von (3.19), denn gpn(sz(-n)) = @En).

Um eine Konvergenzaussage formulieren zu kénnen, werden weitere Voraussetzungen an
die Kerne gestellt. Dazu gelte

e Kp und K¢ sind beziiglich der zweiten Variablen 2¢ + 1-mal stetig differenzierbar
auf [0, 27] x [0, 27].

e Fiir den im Punkt (0,0) singuldiren Kern K4 existieren die partiellen Ableitungen
beziiglich 7 bis zur Ordnung 2¢+ 1 und diese sind stetig auf [0, 27| x [0, 27]\ {(0,0)}.

e [s existieren Funktionen
ky: [0,00) = [0,00), 1 =0,...,2¢+1,

mit den Eigenschaften

hi(s) = o<1>,s—>oo, (3.22)

aa_;KA(t,T) < ok G) 0. (3.23)

Mit den Operatoren
(Aap)t) = = gag-")m(t, 57) [(5”) = (0], (3.24)
(Bup)t) = ~ Za Kt 57) [e(s”) = 0(0)] = 7(1)e(0). (3.25)
(Cp)lt) = — Za VKot ) {T 0,87 + 2R w0 (0) } o) — (0)

(3.26)

wird im nachfolgenden Satz ein Konvergenzresultat zitiert. Vorab werden mit einer steti-
gen Funktion g : [0,00) — [0, 1], mit
0 : s<0.5

9(s) = 1 : s>1 7
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die Operatoren A, modifiziert, das heifit fiir r € {1, 2, ..., 2n—1} werden die Operatoren
Ap i Con — Oy, erklért durch

Cn)) = (7 ) (n)0) 0 <1 < 2 (3.27)

Satz 3.6 Seien 0 < a <1, ap > 2q + 1. Fir die Losung der Gleichung
(1-A-B-C)p=]

gelte o —(0) € S2at1etl Dann existiert ein r € IN so, dass fiir alle n > r die Operatoren
I — A, , — B, — C, beschrinkt invertierbar sind. Insbesondere besitzt

(I - An,r - Bn - Cn)SOn = f
genau eine Liosung ¢, € Cor. Es gilt die Fehlerabschdtzung

In(n)
n2q71

lon — ¢lloo < C(a,p,q) o = ©(0)]|2g+1,a41

mit einer von n und ¢ unabhingigen Konstanten C(«,p,q).

Beweis: Der Beweis soll nur skizziert werden. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei auf
Kiimpel [39] verwiesen. Wie in Kref§ [28] erhilt man zunéchst mit dem Integral (3.3) und
dem Satz iiber die Neumannsche Reihe ein r > 0 so, dass die Operatoren (I — A, )"
fiir n > r existieren und gleichméfig beschrinkt sind. Mit den zusétzlich vorausgesetzten
Glatteeigenschaften der Kerne K4, K, K¢ lisst sich punktweise Konvergenz der Opera-
toren (A,)nen, (Bn)nen, (Cn)new folgern, das heift

Cc
||(A - An),’l"Hoo,O < W ||77/} - 77b(0)||2q-l-1,04-|-1’

C
1B = Ba)dllooo < 55 19 = &(0)l|2g41,041,

1
1(C = C)tlloos < ot 10 = (0)[ag 1,001,

n2q71
vorausgesetzt 1) — ¢(0) € S2+1eF1 Mit der Kollektiv-Kompaktheit der Folgen (B,)nen,
(Cp)nen und der Dreiecksungleichung

(A = Ay )¥llsco < I(A = An)hlloco + sup  [(A9)(F)]

0<t<si™

IN

ergibt sich die Behauptung aus Kref [35, Theorem 10.8 und Problem 10.3]. [ ]



Kapitel 4

Das direkte Streuproblem

Seien D C IR? ein beschriinktes Gebiet, IR?\ D zusammenhingend und g, 21, ..., z,, end-

lich viele Punkte aus 0D so, dass gilt D\ {zy, z1, ..

der Klasse C2.

., Zm } besteht aus m+1 Randstiicken

Mit T'; := 7,741, j = 0,...,m — 1, [, := Ty, Tg werden die C%-glatten Randstiicke
bezeichnet. Fiir Punkte z € 0D werden mit ((z) die Innenwinkel bei 2 bezeichnet. Ins-
besondere gelte 0 < 3(z;) < 2w, j=0,...,mund f(z) ==, x € ID \ {xg, z1,...,2m}.

Fiir die Wellenzahl
ke © \ {0} setzen
wir k € IRt oder
Im(k) > 0, Re(k) > 0
voraus. Die Normale v(z)
(in den reguldren Rand-
punkten) weise in das
unbeschrankte  Auflenge-
biet.
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4.1 Randwertprobleme zur Helmholtzgleichung

Definition 4.1 (AuBeres Dirichletproblem)
Gegeben ist f € C(0D). Gesucht wird eine Funktion u € C*(IR* \ D) N C(IR* \ D) als
Lésung der Helmholtzgleichung

Au+k*u = 0 inR*\D, (4.1)
die die Randbedingung
u = [ aufoD (4.2)

und die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)

r—00 r

lim r!/2 <? — zku> = 0,7 =|z| (4.3)
gleichmapsig fiir alle Richtungen © = % erfillt.

Definition 4.2 (Inneres Neumannproblem)
Gegeben ist g € C(OD). Gesucht wird eine Funktion u € C*(D) N C(D), deren Normal-
ableitung

ou_(x)
Ov

in den requldren Randpunkten existiert, die in D die Helmholtzgleichung lést und die
Randbedingung

= l}%l gradu(x — hv(x))v(z), v € 0D\ {zo, ..., Tm}

ou_(x)
ov

=g(z), t € D\ {xo,...,Tm} (4.4)

erfillt.

4.2 Zur Eindeutigkeit beim dufleren Dirichlet-Problem

Prinzipiell ldsst sich der Eindeutigkeitsbeweis wie in [7, Lemma 3.8] fiihren, da der Satz
von Gauf} auf Funktionen aus Cj(Dpg) angewendet wird. An dieser Stelle soll jedoch ein
anderer Weg beschritten werden, der auch auf andere Differenzialgleichungen anwendbar
ist.
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Lemma 4.3 Fir ey > 0 sei f :]0,e1] = R monoton fallend, differenzierbar und erfiille
die Differenzialungleichung

fE) <Cie®+Coy/—f'(6), 0<e <e (4.5)

mit von € unabhdngigen Konstanten Cy > 0,Cy > 0. Dann existiert der rechtsseitige
Grenzwert

f(0):= lim f(e)

e—0+
und ist Null.

Beweis: Siehe [24] oder im Fall C; = 0 [55, Lemma 5.2]. [}

Fiir den Eindeutigke_itsbevveis fithren wir die Bezeichnungen D, r und I'. ein. Dazu sei
R > 0 so groB, dass D in der offenen Kreisscheibe B(0, R) enthalten ist.

Abbildung: Darstellung fiir den Fall genau einer Ecke.

Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist die Menge
D.p:={r€R*\D | |z| <R, |r—a; >cfirallej =0,...,m}
ebenfalls ein Gebiet und

. :={reR*\D|3j € {0,...,m}mit|z —z;[ = ¢}
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besteht aus m+1 glatten Kurvenstiicken. Fiir die Normalenrichtung auf dem Kurvenstiick
I'. wird nachfolgendes vereinbart: Bei Oberflichenintegralen, bei dem der Integrationsbe-
reich der Rand eines Gebiets ist, weist die Normale in das Auflengebiet. Tritt das Integral
iiber T'. separat auf, so wird auf dem Teil von I'. mit |z — z;| = ¢ die Normale durch
v(r) = == gegeben.

e

Lemma 4.4 Fire, >0 seiuw € C(D., g). Dann ist
f(e) = / u(x)de, e > ¢y
DE,R

differenzierbar mit Ableitung

Ple) = —/ u(w) ds(z).

€

Beweis: Siehe [55, Lemma 5.1]. [
Satz 4.5 Das dufere Dirichletproblem (4.1) - (4.3) besitzt hdchstens eine Lisung.

Beweis: Aufgrund der Linearitéit geniigt der Nachweis der Eindeutigkeit fiir das homo-
gene Problem. Sei u Losung zu f = 0. Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 und grofles R > 0
ist D, r ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Es ist bekannt (siehe Bemerkung 4.7),
dass u bis in den Rand von D, p differenzierbar ist. Der erste Greensche Satz angewendet
auf das Gebiet D, p und die Funktionen u, w liefert

-2
gradu|®> — k |ul?| doz = / u—ds. 4.6
[, Lawr —Fur]ar= [ uf (4.6

Wir bilden den Realteil dieser Gleichung und erhalten fiir

fo= | s — e F) /

z|<R,z¢D
die Beziehung

fioy = —re®Y [

j=0 |z—x;|<e,x¢D

ul? do — Re/ u%ds. (4.7)
r. 0
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Die auf ]0, £1] definierte Funktion f ist monoton fallend (Das Gebiet D, p wird mit wach-
sendem ¢ kleiner.) und ist nach Lemma 4.4 differenzierbar mit Ableitung

—/ | grad u|? ds.
Ie

Es verbleibt der Nachweis, dass f eine Differenzialungleichung wie in Lemma 4.3 erfiillt.
Mit M = ||u||s0,Bj0,r)\p liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewendet auf den
zweiten Summanden in (4.7)
) 1/2
ds)

) 1/2
If(e)] < [k*(m 4+ 1)me?M? + ( u2ds> (/
r. e

< 0152+M\/m+1\/27r5\/—f~’(5)

= C1e® + Cyr/—cf' ().

@
ov

Demnach ist lirglJr f(e) = 0. Da der erste Summand in der Darstellung (4.7) quadratisch
e—>

gegen Null strebt, folgt fiir den zweiten Summanden

P
lim Re / w2 ds = 0. (4.8)
e—0 . 8y
Insbesondere folgt die Existenz von
lim gradu|”dx = Re (k") |u|dx + Re U— ds.
=0/, 2[<R.o¢D a=r OV
Als néchstes wird
lim Im u— ds =0
e—0
gezeigt. Die Bildung des Imaginérteils von (4.6) ergibt
. 5 ou
0 = Im (k?) |u|” dz + Im u—ds—Im u— ds
D¢, r ‘I‘ R v
::}:(gsR)

Wir wissen lirré h(e, R) existiert und fiir das Argument der Wellenzahl gilt arg(k) €
E—>
[0,7/2], also Im (k2) < 0. Damit ist h(-, R) sowohl fiir & € R*, als auch fiir Im (k) >
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0, Re (k) > 0, monoton wachsend. Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung

) 1/2
ds)
h(e, R)|?
dufds > —
. eradultds 2 e o
sowohl fiir A(0, R) > 0 als auch h(0, R) < 0 einen Widerspruch zur Existenz von

au

h(e,R)| < M m ¥ m(/ =

liefert wegen

lim | grad u|* du,
e=0 Jp
&, R

denn: Fiir hinreichend kleine €9 > ¢, > 0 und geeignete Funktionen 9, ;, 5 ;, gilt

m

/ |gradul*dz > Z/ | grad u|* do
|z|<R,x¢D _o Yer<|z— xj\<ag
52 9o (r
= / gradurﬁ)\ rdddr
€1 j=0 91,5 (

S / \hrR\Q J
r
- M2 (m+1)2rr

Im Fall h(0,R) > 0 setzen wir &y = 0 und schiitzen das letzte Integral nach unten ab
durch
HORE [
M?(m+1)2r ro

Im Fall (0, R) < 0 ergibt sich die gleiche Abschiitzung unter Verwendung von |h(r, R)|? >
C > 0auf 0 <r < ey und festem R. Also gilt h(0, R) = 0.

Demnach verschwinden sowohl der Real- als auch Imaginérteil von

. ou
llg(l) ua ds.

Die (bei festem R) beziiglich ¢ gleichméfige Beschréinktheit der Terme

/ |u|? dz, / | grad u|® dz
DE,R DE,R
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und Existenz von

ou
lim u—ds =0
e—0 r. 61/

erlaubt in (4.6) den Grenziibergang ¢ — 0

_ ou
/ |gradu2dx:k2/ qux—l-/ uss ds.
la|<R,2¢D la|<R,2¢D al=r OV

Multiplikation mit k¥ und Imaginérteilbildung zusammen mit der (SAB) (4.3) ergibt

OR oc/
|z|=R

2

ds

——zku

+ kul? | ds+2Im <k/ u% ds)
|z|=R ov
O ds—i-QIm(k)/ | grad uf?da
i’_/ |z|<R,z¢ D

—2Tm (k k2/ |u|? dzx
Rf—’ z|<R,x¢D

>0

> 0.

Fiir k € R* folgt aus [ |ul>ds — 0, R — oo, die Behauptung u = 0 aus dem Rellich-
|z|=R
Lemma [7, Lemma 2.11], wiihrend sie fiir Im (k) > 0 unmittelbar aus [ |u*dz —
a|<R.2gD
0, R — oo, folgt. [ |

Bemerkung 4.6 Die Beweisidee fiir Satz 4.5 ist den Arbeiten von Lewis-Wickham [41]
und Wickham [56] entnommen worden. Die erwihnten Autoren behandeln in ihren Ar-
tikeln jeweils ein dufleres Neumannproblem (in [56] zur Helmholtzgleichung) auerhalb
eines Bogens. In Vogt [55, Abschnitt 5.2] ist auf d&hnliche Weise ein Eindeutigkeitsbeweis
zum Dirichletproblem bei der Elastizitétsgleichung gefiihrt worden.

Bemerkung 4.7 Die Anwendung des Greenschen Satzes auf das Gebiet D, p und die
Funktionen u, @ ist noch zu rechtfertigen. Dazu ist das Gebiet D in jeweils £/2-Umgebungen
der Ecken zq, ...,z so zu modifizieren, dass das neue Gebiet D einen C2-glatten Rand
besitzt und D C D gilt. Betrachtet man nun das fuBere Dirichletproblem mit Randwerten
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ul,p beziiglich D, so folgt aus den Abbildungseigenschaften der Randintegral- und Poten-
zialoperatoren die C’l’a—Regu}aritat von u bis in den Rand von D. Wegen der Eindeutigkeit
stimmen v und % auf IR* \ D iiberein. Damit ist u € C?(D, z) N C*(D, r).

Es ist gelegentlich giinstig, auch fiir das adjungierte Problem die Eindeutigkeit sicherzu-
stellen.

Satz 4.8 Fir Im (k) > 0 besitzt das innere Neumannproblem (4.2) hdochstens eine Lisung,
wéihrend fir k € R die Eindeutigkeit bis auf eine abzihlbare Menge von Wellenzahlen,
die sich nur im Unendlichen hdufen, sichergestellt ist.

Ou—

Beweis: Sei u Losung mit Randwerten =~ = 0. Analog zum Beweis der Eindeutigkeit

beim dufleren Dirichletproblem erkliren wir fiir hinreichend kleine £ Gebiete
D.:={zxe€D||x—xj|>ecVj=0,...,m}

und Réander
I, := {$€D|3]€{Oaam}mlt ‘SE—I‘]‘|:5}-

Der Greensche Satz angewendet auf D,, u, u ergibt wegen der homogenen Randbedingung

u =0 auf 0D e
2 730,12 _ ou
/DE <|gradu\ k2|u)| ) dx /reual/ ds, (4.9)

wobei die Normale v(z), z € ', in die Punkte zq, . . ., z,, zeigt. Wiederum sichern Lemma
4.3 und 4.4 in (4.9) die Existenz der Grenzwerte fiir ¢ — 0. Fiir Im (k) > 0 folgt die

Behauptung aus
/ lul|? dz = 0.
D

Fiir k£ € R" folgt die Aussage aus der schwachen Formulierung des Randwertproblems.
Mit einem Monotonieargument wird das Problem reduziert auf C?-glatte Gebiete. Der
dazugehorige Operator ist kompakt und besitzt daher nur abzdhlbar viele Eigenwerte, die
sich hochstens bei Null hdufen kénnen. Fiir eine detaillierte Darstellung siehe [9]. [

4.3 Potenziale und Sprungbeziehungen

Definition 4.9 Fir ¢ € C(0D) heifit

u(z) = / Bua,)e() ds(y). v € R\ 0D,

Einfachschichtpotenzial mit Dichte .
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Definition 4.10 Fir ¢ € C(0D) heift

_ 8(I)k(x:y) 2
v(z) = /E)D T(y)(’p(y) ds(y), * € R*\ 0D,

Doppelschichtpotenzial mit Dichte .
Satz 4.11

i) Das Finfachschichtpotenzial u mit stetiger Dichte ¢ ist stetig in ganz R?.
ii) Fir die Normalableitung des Finfachschichtpotenzials mit stetiger Dichte ¢ € C(0D)

" e o
us(r) Dp(z,y
ov(x) /aD ov(x)

o(y)ds(y) F %cp(:c), x € 0D\ {xg,...,Tm}.

Beweis: zu i) Da ®j und & fiir |z — y| — 0 das gleiche singulére Verhalten aufweisen,
folgt die Behauptung aus Hackbusch [18, Satz 8.1.7].

zu ii) Fiir C?-glatte Réinder sind die Beweise in [6, Theorem 2.19] im 3-dimensionalen Fall
und in [51, Satz 2.29] im 2-dimensionalen Fall ausgefiihrt worden. Da Sprungbeziehungen
lokale Eigenschaften sind, bleiben die Resultate fiir stiickweise glatte Rénder richtig. m

Satz 4.12
i) Das Doppelschichtpotenzial v mit stetiger Dichte p lisst sich stetig von D nach D
beziehungsweise von IR? \ D nach R? \ D fortsetzen mit den Randwerten

flx) —m+m

vale) = [ P ) asy) + 2

v (y)

ii) Fir die Normalableitung des Doppelschichtpotenzials mit stetiger Dichte ¢ € C(0D)
gilt

o(x), x € dD.

vy (z)  Ov_ ()

(D)~ avle) T E P\ AT Tl

Beweis: zui) Fiir x € 0D\ {xy, ..., z,} verliuft der Beweis wie in [51, Satz 2.24]. Nach
Abspalten der konstanten Dichte erhélt man (siehe [2, Lemma 3.2]) zunéchst

0 : zecR*\D,
/ 9%o(r,y) ds(y) = -1 : ze€D, (4.10)
op  OV(y) _8@) . LoD
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Wie im Beweis von [6, Theorem 2.13] zeigt man die Stetigkeit von

/aD 8(1;[;(7(:2);;) [o(y) = @(x0)] ds(y), = € R,

in einer (einseitigen) Umgebung von xy. Zusammen mit (4.10) und dem gleichen singuléren
Verhalten von &, und &, ergibt sich die Behauptung.

zu ii) Fiir C?-glatte Réinder sind die Beweise in [6, Theorem 2.21] im 3-dimensionalen Fall
und in [51, Satz 2.32] im 2-dimensionalen Fall ausgefiihrt worden. Wiederum bleibt die
Aussage richtig, denn Sprungbeziehungen sind lokale Eigenschaften. ]

4.4 Zur Existenz beim direkten Dirichletproblem

Der Existenzbeweis soll zur Vereinfachung der Darstellung nur fiir den Fall einer Ecke
gefithrt werden. Der Greensche Darstellungssatz motiviert den Potenzialansatz

o) = [ [oten) —intutoa| et ds e gon, )

mit Kopplungsparameter n > 0 und Dichte ¢ € C(9D).

Satz 4.13 Das Gebiet D erfiille die angegebenen Voraussetzungen mit m = 0. Weiterhin
sei f € C(0D). Dann gilt: Fiir jede Losung ¢ € C(0D) der Integralgleichung

2(a) = plo)+2 [ |20 o) in@ule )] (ol0) = o) ds()

+o(xo)y(2), © € 0D, (4.12)

mit der stetigen Funktion v gemdf

1) =2 [ (o) = s o) intalo) ) ds) -1

v (y) v (y)
wird durch 9B
o) = [ [ te) — il )] o) dso), 5 ¢ D, (4.13

eine Lisung des duferen Dirichletproblems (4.1) - (4.3) gegeben.
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Beweis: Die durch (4.13) definierte Funktion u erfiillt die Sommerfeldsche Ausstrah-
lungsbedingung (weil @, sie erfiillt), 16st die Helmholtzgleichung in IR? \ D und ist stetig
bis in den Rand 0D. Weil

0D,

/317 aV—(y)(x’y) ds(y) =0, z € R*\ D,

liefern die Sprungbeziehungen fiir Einfach- (Satz 4.11) und Doppelschichtpotenzial (Satz
4.12) angewendet auf

we) = [ oot - @il (o) - elaa) ast)

boloe) [ |0 = ) — inulo)]| dst) € RAD,

die Gleichung

duse) = o) +2 [ |2t~ intu(onn)| (ol0) — o) ds()

+o(0)y(x) = 2f(2), © € OD,

Daher ist die Randbedingung u = f ebenfalls erfiillt. [

Satz 4.14 Fir jedes f € C(0D) hat die Integralgleichung (4.12) genau eine Lisung
p € C(0D).

Beweis: Sei ¢ € C(0D) eine Losung der homogenen Gleichung. Dann erfiillt nach Satz
4.13 das durch (4.11) definierte u das homogene dufere Dirichlet-Problem. Nach Satz 4.5
verschwindet u in IR* \ D. Die Sprungbeziehungen (siche Sitze 4.11 und 4.12) liefern

ou_
—u_ = @, —% =inp aufdD \ {xo}.

Der erste Greensche Satz, dessen Anwendung wie im Beweis von Satz 4.5 sichergestellt
werden kann, ergibt

i / o)) ds.
oD
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Durch Imaginirteilbildung und Beachtung von Im (k?) > 0, n > 0 ergibt sich ¢ = 0.

Es geniigt nun nachzuweisen, dass der Randintegraloperator in (4.12) darstellbar ist als
Summe aus einem kompakten und einem beschriankt invertierbaren Operator, denn dann
liefert die Riesz-Theorie die Behauptung. Fiir den Nachweis, dass sich A mit

(o) = 2 [ |2t = intalo)]| () — plan) )

rote) (2 [ | = ) — inta(e)| dsty) 1), @ € oD,

mit Hilfe einer geeigneten Abschneidefunktion aufspalten ldsst in A = A; 4+ Ay, mit einem
kompakten Operator A; : C(0D) — C(dD) und einem Operator A, mit Norm [|As]] < 1,
sei auf [2, Sétze 3.12 - 3.14] verwiesen. [

4.5 Der Fernfeldoperator

Satz 4.15 Eine ausstrahlende Losung u der Helmholtzgleichung hat das asymptotische

Verhalten )
u(z) = i/ﬁ {uw(;e) +0 (%) } 12| = co. (4.14)

Falls bis auf endlich viele Punkte der Grenzwert

ou _
%(Sﬁ) = hlgﬂoy(x) - grad u(z + hr(z)), x € 0D,

existiert, und zwar gleichmdf$ig auf 0D, so gilt

Uso (T) =

et Je &y Oy ky}
T y)eti L ds(y), 4.15
S [ S (e L ds(y (4.15)

Ov(y)
wobei & = x/|x| bezeichnet.
Beweis: Vergleiche [7, Theorem 2.5]. ]

Definition 4.16 (Direktes Streuproblem)
Fiir eine ebene einfallende Welle u'(z,d) = e**® mit Einfallsrichtung d € R?, |d| = 1,
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wird das gestreute Feld u® € C?(IR*\ D)NC(IR*\ D) gesucht (beziehungsweise das Fernfeld
von u® + u') als Lisung der Helmholtzgleichung

Auf+k*u® = 0 inIR*\ D, (4.16)
das die Randbedingung (fir schallweiche Hindernisse)
uw' = —u' aufdD (4.17)

und die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (SAB)

r—0o0 T

a S
lim 71/2 ( ; - ikus> = 0,7 =|z|, (4.18)
gleichmdfig fiir alle Richtungen & = ﬁ erfillt.

Insbesondere folgt aus dem asymptotischen Verhalten (2.4) der Hankelfunktion fiir das
Fernfeld u., von

w0 = [ te) — (o) ) dst). ¢ D,

die Darstellung

e

uoo(i)=m aD{/ﬂ/(y)-:i‘+77}@’““E'%O(y)dS(y), &) = 1. (4.19)

Der Operator F, der einem zuldssigen Rand 0D das Fernfeld u,, zuordnet, heifit Fernfeld-
operator. Beim direkten Problem sind folglich (bei fester Wellenzahl £ und verschiedenen
Einfallsrichtungen d) bei gegebener Parametrisierung z die Fernfelder F(z) zu berech-
nen. Beim inversen Problem wird versucht, aus gemessenen Fernfeldern zu verschiedenen
einfallenden Wellen die Parametrisierung und damit den Rand des Gebietes zu rekonstru-
ieren.
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4.6 Numerische Ergebnisse

Zunichst soll die numerische Implementierung beschrieben werden.

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns wieder auf zuléssige Gebiete D mit nur einer
Ecke. Aus dem Abschnitt 4.4 ist bekannt, dass die Losung des dufleren Dirichletproblems
mit Randwerten f € C(0D) gegeben ist durch

o) = [ | gueksen) = intate)| () dsto), 2 ¢ D,

mit der eindeutig bestimmten Losung ¢ € C(90D) der Randintegralgleichung

P,
ov(y)

+o(xo)y(x), x € 0D.

(@) = pla)+2 /D[ (w)—m@k(x,y)} (o(y) — plan) ds(y)  (4.20)

Dabei ist die auf 0D stetige Funktion v gegeben durch

v(x) =2 /BD (;ﬁ;) (z,y) — %(fr,y) - incbk(fr,y)) ds(y) — 1.

Wir parametrisieren den Rand von D mit einer Funktion z € Cy,(IR, D) mit den Eigen-
schaften:

e z|jo2r € C*([0,27], R?),
® 2|[0,2x ist injektiv und linksorientiert,

e 2(0) =g, |Z/(t)] >0Vt € R und

o 2'(0)2'(2m) # —[2'(0)][2'(2m)].

Die letzte Bedingung stellt sicher, dass 0D keine Spitzen besitzt. Wegen

oDy, ik v(y) - (z —y)
) (v,y) = 5H1( Nkl — y)—=5——2

9
z —y|
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ergibt sich fiir f(t) = 2f(2(t)), ¢(t) = ¢(2(t))

i) = e+ / (Lt 7) — inMy(t,7)) [6() — G(0)] dr

+¢(0) [ : {(Lx, — Lo)(t,7) —inMy(t,7)}dr — 1|, 0 <t <2m. (4.21)

Der Einfachheit halber werden zukiinftig statt f und ¢ einfach f und ¢ geschrieben. Die
Kerne My, Ly, Ly sind gegeben durch

Milt7) = SHP (k=) - =(r)) (7)),

Lutr) = G HO e - o)) AN O =
1 (. —2(0) - 1) — =(r)]
W) = 2 =

Die Abspaltung der logarithmischen Singularitét fiihrt zu

t _
My(t,7) = Mt 7)In <4 sin? %) + M2 (t,7),

t—T1

Li(t,r) = L(t,7)In <4sin2 )+L§f>(t,r)

mit den Kernen

M (t, ) = —% Jo(kl2(t) — 2(7)]) |2'(7)], (4.22)

MP(t,7) = My(t,7)— M (t,7)In <4sin2t;T>, (4.23)
Wy ek oy (1) =2 () - [2(8) - 2(7)]

L, 1) = Li(t,7) — LV (t,7)1n <4sin2t_27_>. (4.25)

Aus den Definitionen von Bessel- (2.2) und Neumannfunktionen (2.3) ist bei C?-glatten
Réndern 0D \ {z,} fiir die Diagonalterme

1
M1 =~ 120, (4.26)
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MOty = <% - % {CE +1n (gz'(t)> }) 20, (4.27)

Lt t) = o, (4.28)
Lo (1) = %(ZQ(t)’_ZfEf;RQ)'Z Y (4.29)

abzulesen. Falls 9D \ {x} die Randglitte C?7"3 besitzt, so sind M,El), M,EQ), Ly, L,(Cl) und
L bis auf die Punkte (0,27), (2r,0) aus C2+1([0, 2] x [0, 27]).

Im Fall des Streuproblems bei einfallender ebener Welle u’(x, d) lauten die Komponenten
fi, 1=0,...,2n — 1, der rechten Seite des Gleichungssystems (3.20)

fi = =26 d. (4.30)
Fiir die Kerne K4, K, K¢ in (3.4) - (3.6) gilt

(Ka+ Kp)(t,7) = —LP(t,7) +inMP(t,7),
Kel(t,7) = Lt 7) +inMV(t, 7).

(4.31)

Auf einen detaillierten Nachweis dafiir, dass sich Lgf) in den Ecken tatsichlich wie ein
Mellin-Kern verhilt, wird an dieser Stelle verzichtet, denn dieser ist (als Spezialfall) im
zweiten Teil des Beweises von Satz 5.10 enthalten. Damit ist die Integralgleichung (4.21)
von der Form (3.1) aus Kapitel 3.

Durch Losen des resultierenden Gleichungssystems (3.20) ergeben sich Ndherungswerte

gogn) fiir die exakten Werte ¢(z(w(jn/n))), j =0,...,2n—1. Anwendung der Quadratur-
formel (3.8) zur approximativen Auswertung von (4.19) ergibt

™ 2n—1
4

s (A (& s N ! n ~ ! n n n
u(#) ~ 23 (k@) = a2 (587)) + 0l (5] ) el
8tk n s
Xa;me%(aelzl(s}"))mm(sg"’)) fiir 4 € Q. (4.32)

Der Summand fiir j = 0 in (4.32) tritt nur bei glatten Réndern (mit der Substitution
w(t) = t) auf, weil fiir die betrachteten Substitutionen w gemé&f Definition 3.3 der Term

a{™ = w'(0) verschwindet.
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Beispiel 4.17 Es wird ein konvexes Gebiet in Form eines Tropfens betrachtet, das in
(0,0)" eine Ecke mit Innenwinkel 5 besitzt. Der Rand wird durch

t
2(t) = (2 sin 3 —sin(t)> , 0<t<2m,
parametrisiert.

Tropfen mit Innenwinkel Pi/2
T T

o In Tabelle 4.1 sind bei einfallender ebener Welle
N ] u'(z,d) = e**4 das Fernfeld ue, fiir die Beobach-
tungsrichtungen & = d = (1,0)" und & = —d dar-
gestellt. Dabei wurden Kopplungsparameter n und
Wellenzahl k jeweils 1 gesetzt. Beim Aufstellen des
Gleichungssystems zur Ermittlung von Ndherungs-
2 . : ‘ ‘ werten ¢; & go(z(sg-")) wurde die Substitution nach
Kref} verwendet.

Abbildung 4.1: Tropfen mit Innenwinkel

Beispiel 4.18 FEs wird ein nichtkonvezes Gebiet in Form eines Schmetterlings betrachtet,
das in (—1/2,0)" eine Ecke mit Innenwinkel 2 besitzt. Der Rand wird durch

2 3 1
2(t) = <_§ sin §t — 5 —sin(t)) , 0<t<2m,

parametrisiert.

Beispiel 4.19 Mit der Parametrisierung

2 t
2(t) = <ﬁ sin§ -1, —sin(t)) , 0 <t <2r,

wird ein weiteres konvezes tropfenformiges Gebiet betrachtet. Im Punkt (—1,0)" liegt eine
Ecke mit Innenwinkel 2?” vor.
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Gebiet mit Innenwinkel 3/2*Pi
T

-2.0/3.0 *sin(1.5*) - 0.5, (-1)*sin(t)

In Tabelle 4.2 sind bei einfallender ebener Welle
T | u'(z,d) = e**4 das Fernfeld u, fiir die Beobach-
] tungsrichtung & = d = 1/v/2(—1,1)! dargestellt.
d=xi Dabei wurden Kopplungsparameter 17 und Wellen-
AT 1 zahl k jeweils 5 gesetzt. Als Substitutionen wurden
| | | die trigonometrische nach Sidi beziehungsweise die
2 E 1 Bense ' rationale nach Krefl verwendet.

Abbildung 4.2: Schmetterling mit Innenwinkel %ﬂ

Gebiet mit Innenwinkel 2/3*Pi
T T

In Tabelle 4.3 sind bei einfallender ebener Welle

2 /sqrt(3) *sin(U2) - 1, - sin(t)

N
T

| u'(z,d) = e*>4 das Fernfeld u,, fiir die Beobach-
g | tungsrichtungen & = d = (0,4+1)" und & = —d
ot Q 1 dargestellt. Dabei wurden Kopplungsparameter 7
und Wellenzahl k jeweils 2 gesetzt. Als Substituti-

T d=x/[x

on wurde die polynomiale nach Korobov verwen-
2 * x_1 -Achse ° ' det

Abbildung 4.3: Tropfen mit Innenwinkel %7‘(

Den Tabellen ist zu entnehmen, dass sich die erwartete schnelle Konvergenz einstellt. Bei
n = 32 ist, von wenigen Ausnahmen abgesehen, bereits die vierte Nachkommastelle exakt.
Zu diesem Zeitpunkt betriigt der relative Fehler rund 10~%.

Um die Korrektheit des Algorithmus’ zu testen, wird dieser auf Randwertprobleme an-
gewendet, bei denen die Losung bekannt ist. Eine Mdoglichkeit besteht darin, fiir Gebiete
D, die den Nullpunkt enthalten, die Hankelfunktion Hél) auf dem Rand vorzugeben. An-
schlielend ist ein Vergleich der numerischen Werte mit dem exakten Fernfeld

2 ;T
Uso(T) = \/%e_zz

moglich. Auf eine explizite Angabe von Zahlenwerten bei diesen Tests wurde hier verzich-
tet.
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Tabelle 4.1: Tabelle zu Beispiel 4.17.

Parametrisierung z(t) = (2sin £, —sint),
Substitution w mit kubischem v von Kref,
d= (1,00l und n =k = 1.

Re tso(d)

Im 4 (d)

Re too(—d)

Im oo (—d)

16

64
128

-1.2854092987
-1.2854914279
-1.2854934933
-1.2854935289
-1.2854935289

+0.3069295365
+0.3068663543
+0.3068662265
+0.3068662733
+0.3068662774

-0.5299830219
-0.5302057209
-0.5302102214
-0.5302102602
-0.5302102576

-0.4116485500
-0.4109821566
-0.4109640354
-0.4109636617
-0.4109636563

16

64
128

-1.2854395462
-1.2854916555
-1.2854935188
-1.2854935288
-1.2854935288

-+0.3069903503
+0.3068673994
+0.3068662834
+0.3068662778
+0.3068662777

-0.5297463540
-0.5302051881
-0.5302102343
-0.5302102572
-0.5302102573

-0.4120187868
-0.4109787775
-0.4109637370
-0.4109636567
-0.4109636564

16

64
128

-1.2855031044
-1.2854906812
-1.2854935212
-1.2854935288
-1.2854935288

+0.3067855340
+0.3068680469
+0.3068662820
+0.3068662777
+0.3068662777

-0.5291350715
-0.5302019695
-0.5302102389
-0.5302102573
-0.5302102573

-0.4118560099
-0.4109864359
-0.4109637183
-0.4109636565
-0.4109636564
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Tabelle 4.2: Tabelle zu Beispiel 4.18.
Parametrisierung: z(t) = (—2sin 3t — 1, —sint)
Substitution: sin” nach Sidi im Vergleich mit w nach Kref}
Einfallsrichtung d = 1/v/2(—1,1)* und = k = 5.
P n Re o (d) Im . (d) Re t(d) Im . (d)
8 | -1.4072330285 +1.0508604210 -1.4346817212 +1.0745565340
16 | -1.5547401666 +0.9955621878 -1.5717267351 +1.0036287382
4 32 | -1.5888757116 +1.0133676423 -1.5889141580 +1.0133688113
64 | -1.5889159254 +1.0133686822 -1.5889159251 +1.0133686816
128 | -1.5889159232 +1.0133686783 -1.5889159231 +1.0133686783
8| -1.3183668788 +1.0288005117 -1.4163739389 +1.0669492206
16 | -1.5081680918 +1.0013490961 -1.5669699572 +1.0006366873
6 32 | -1.5878331045 +1.0131264006 -1.5889116095 +1.0133685759
64 | -1.5889159230 +1.0133686780 -1.5889159230 +1.0133686780
128 | -1.5889159230 +1.0133686780 -1.5889159230 +1.0133686780
8| -1.3183365112 +1.0188463707 -1.4113929424 +1.0763835530
16 | -1.4785434564 +1.0238904333 -1.5618664155 +0.9966208876
8 32 | -1.5840429983 +1.0114688763 -1.5889052456 +1.0133676473
64 | -1.5889159104 +1.0133686802 -1.5889159230 +1.0133686780
128 | -1.5889159230 +1.0133686780 -1.5889159230 +1.0133686780
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Tabelle 4.3: Tabelle zu Beispiel 4.19.

Parametrisierung: z(t) = (% sinf —1, —sint)

Substitution: polynomial nach Korobov
Einfallsrichtung d = (0, +1)" und n = k = 2.

Re t(d)

Im . (d)

Re oo (—d)

Im e (—d)

16

64
128

-1.1771133343
-1.1810605251
-1.1810599660
-1.1810598834
-1.1810598782

+0.2647983899
+0.2650020399
+0.2650032202
+0.2650033097
+0.2650033150

+0.4036409437
+0.4128910217
+0.4128923494
+0.4128924320
+0.4128924373

-0.1740620044
-0.1616384258
-0.1616367680
-0.1616366785
-0.1616366731

16

64
128

-1.1674860269
-1.1810403140
-1.1810598774
-1.1810598778
-1.1810598778

+0.2599372003
+0.2649968821
+0.2650033152
+0.2650033154
+0.2650033154

+0.3650325653
+0.4128818530
+0.4128924380
+0.4128924376
+0.4128924376

-0.2088868287
-0.1616823652
-0.1616366729
-0.1616366728
-0.1616366728

16

64
128

-1.1474431832
-1.1808743769
-1.1810598785
-1.1810598778
-1.1810598778

+0.2702118104
+0.2649685379
+0.2650033145
+0.2650033154
+0.2650033154

+0.3042351489
+0.4127626480
+0.4128924378
+0.4128924376
+0.4128924376

-0.2260422069
-0.1620798300
-0.1616366743
-0.1616366728
-0.1616366728




Kapitel 5

Das inverse Streuproblem

In diesem Kapitel wird das inverse Streuproblem behandelt. Es ist die Gestalt des Streu-
korpers, unter Kenntnis der Wellenzahl &, zu ermitteln. Als Daten stehen Fernfelder zu
gestreuten Feldern bei aus unterschiedlichen Richtungen einfallenden ebenen Wellen zur
Verfiigung. Im gesamten Kapitel werden nur zulissige Gebiete D C IR? im Sinne von
Kapitel 4 betrachtet.

Im Abschnitt 5.1 wird das Problem der Eindeutigkeit untersucht, in den Abschnitten 5.2
und 5.3 die Fréchet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators gezeigt sowie deren Ablei-
tung durch ein Randwertproblem charakterisiert.

5.1 Eindeutigkeit beim inversen Streuproblem

Satz 5.1 Es seien Dy und Dy zwei Streugebiete derart, dass die Fernfelder der zugehdri-
gen Streuprobleme bei fester Wellenzahl und allen Finfallsrichtungen einfallender ebener
Wellen tibereinstimmen, d.h.

Uoo,1 (2, d) = Uno 2(Z, d) fiir alle z,d € Q.
Dann gilt Dy = Ds.

Beweis: Sei G die unbeschrinkte Komponente von IR?\ (D; U D).

1. Aus der Ubereinstimmung der Fernfelder folgt aus dem Rellich-Lemma die Uberein-
stimmung der gestreuten Felder, das heifit

ui(y,d) = uj(y,d) fir alley € G, d € Q.
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2. Fiir festes y € G betrachte man die Streuprobleme (beziiglich der Gebiete Dy und Dy)
bei einfallenden Wellen

. 1
w'(z,y) = Bu(e,y) = 7 Hy (kle —y))-
Mit anderen Worten: Gesucht werden w? € C?(IR*\ D;)NC(IR*\ D;) mit den Eigenschaften

s 2,8 : 2\ 7.
Awi(-y) + k*wi(-,y) = 0in R\ Dy,
wi(v,y) = —O(v,y) fiirz € 0Dy, (5.1)

—ikwj(-,y)) = 0,r= |z,

lim r
r—o0

1/2 aw;’(': y)
or

gleichméBig fiir alle Richtungen = z/|z|. Unter Ausnutzen der Symmetrie
w;(aj7 y) = w;(?J’ x)? xiy E GJ j = 17 27
ldsst sich mit Hilfe der Greenschen Sitze die gemischte Reziprozitit
ui(y, d) = dmwee j(—d, y) fiir alley € G, d € €,

beweisen.

3. Aus den beiden ersten Teilen folgt unmittelbar
Weo1(d,y) = Weeo(d, y) fiir alley € G, d € Q.
Das Rellich-Lemma liefert

wi(x,y) = wi(x,y) firallex,y € G. (5.2)

4. Angenommen es gilt D; # D,. Dann existiert ohne Beschriankung der Allgemeinheit
ein Punkt y* € OG mit y* € 0D, und y* ¢ D,. (Anmerkung: Der Fall D; N Dy = () kann
ausgeschlossen werden, denn ganze Losungen der Helmholtzgleichung, die die Sommer-
feldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillen, verschwinden auf ganz IR?.)
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Weiterhin existiert ein A > 0 so, dass zum
einen fiir die abgeschlossene Kugel B :=
Bly*,h] = {y € R?||y — y*| < h} die Be-
ziehung B N Dy = ) gilt und zum anderen
die Folge

h
Yn = y* + Ey(y*): ne ]N7

in G enthalten ist.

Einerseits existiert aufgrund der Wahl von y* € G\ D, und der Wohlgestelltheit des
Streuproblems beziiglich Dy der Grenzwert

lim wy(y*, ya) = wi(y",y") (5.3)

n—o0

und andererseits ist wegen der Randbedingung auf 0D,

. S * . _ : i * _ _3 3 (1) @ J—
Jim wi(y"ya) = = lm w'(y’,ya) = —7 lim Hy ( . ) = 00. (5.4)
Die Resultate in (5.3) und (5.4) widersprechen (5.2). [

5.2 Ableitung der Randintegraloperatoren

Sei D ein zulissiges Gebiet mit nur einer Ecke. Die im Raum C(9D) zu lésende Randin-
tegralgleichung

oD,
ov(y)

+§0(1‘0)’7(1‘)7 YIRS aD,

(@) = pla)+2 /D[ (w)—m@k(x,y)} (o(y) - plan) ds(y)  (5.5)

mit der auf dD stetigen Funktion 7,

1) =2 [ (o) — o) — ina(e) ) ds(s) — 1
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wurde im Abschnitt 4.6 bereits parametrisiert. Von der Randkurve z € Cy, (IR, 0D) wer-
den nun nachfolgende (leicht verschérfte) Eigenschaften vorausgesetzt:

 2|j2n € C% ([0, 27], IR?),

° z|[012ﬂ) ist injektiv und linksorientiert,

e 2(0) =z, |Z/(t)] >0Vt € R und

o 2(0)-2'(2m) # —[2'(0)||2'(2m)].
Schreibt man die resultierende Gleichung (4.21) in Operatorform, so erhdlt man

f(#t) = (I + Ky = inSe) (1) + 0 (0)7(), 0 <t < 2,
mit den Funktionen f(t) := 2f(2(t)), ¥(t) := @(2(t)), 7(t) := y(2(t)) und den Operatoren
Sk, K+ Cyr(R,C) — Oy (R, C)
S = & [T HP G0 - o) 1) - o) dr (5.6)

Z(7)" - [2(t) — 2(7)
|2(t) = 2(7)

Die stetige Funktion 4 entspricht (im wesentlichen) dem Potenzialoperator Kj — Ko—inSy,
bei dem anstatt ¢(7) — ¢(0) die konstante Dichte 1 auftritt. Es gilt demnach

[4(7) = 4(0)] dr.(5.7)

2 Jo
Keo)) = 5 [ HPGE0 - (0)

oy = T O — ) 2 ! Z(0) -2 = 2(0)]
i) = [ (0 -0 + £ s ) S
+2 | HP (k=) — 2(0)]) 12 (7) dr — 1. (5.8)

Wir werden der Einfachheit halber v und f statt v und f schreiben und ~ als Multipli-
kationsoperator 7, auffassen, sodass die Randintegralgleichung die Form

erhalt.

Um die Abhéingigkeit der Operatoren S, Ki, v, von der Parametrisierung z zu verdeutli-
chen, werden wir auch Si(z), Ki(z) und v, (2) schreiben. Unter Sk (¢, z) (bzw. Sk(p, z,t))
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verstehen wir die Funktion Si(z)¢ (bzw. die komplexe Zahl (Sk(2)¢)(¢), also S angewen-
det auf ¢ und ausgewertet an der Stelle ¢).

Wir fassen die Menge der zuldssigen Parametrisierungen
U:={z € 5 (R,R?) ‘ 20,27 € C**([0,27],IR?), 2|0,2r) injektiv und linksorientiert,
2(1)] > 0Vt € R, 2'(0) - 2'(2m) # —2'(0)[2"(2m)] }
als Teilmenge des normierten Raumes
X = Oy NP0 = {h € Cor (R, R?) | h|jgzm € C22([0, 27, IRQ)}
auf und verwenden als Norm

[Pl c2j0.27) = max{[|Aloc, [|h'[|sc [[A"[|oc}-

Auf Oy (IR, €) wird die Norm ||¢]|ac,0 = |¢(0)| + max |¢(t) — ¢(0)| verwendet.

0<t<2r

Mit dem nachfolgenden Differenziationssatz wird die Fréchet-Differenzierbarkeit der Rand-
integraloperatoren gezeigt.

Satz 5.2 Sei X ein normierter Raum, U C X offen,

Q={(t,7) €[0,2n]* [t # 7} \ {(0,0), (0,27), (2, 0), (27, 27)},

und f = firfo, i: QxU — C, (t,7,2) = filt,7,2),l =1,...,n, ein Produkt von
auf Q x U erklirten Funktionen, die (bei festem dritten Argument) beziiglich der beiden
ersten Variablen 2m-periodisch sind und nachfolgende Figenschaften besitzen.

1. Die Funktionen f;,1 = 1,...,n sind fir festes (t,7) € Q zweimal stetig Fréchet-
differenzierbar nach der dritten Variablen.

2. Fir jedes z € U und h € X sind f(-,-,2z) und %(-,-,z, h) auf [0,27] x [0, 27]
stetig oder schwach singuldr oder bei den Ecken des Quaders [0,2x] x [0,27] durch
einen Mellin-Kern abschdtzbar, d.h. f(-,-, 2) und %(-, -, z, h) sind stetig auf [0, 27| x
[0, 27] \ {(0,0),(0,27), (27,0), (27, 27) } und es gebe (von z und h abhingige) stetig
differenzierbare Funktionen ky,...,kg : [0,00) — [0,00) und T > 0 hinreichend
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klein, sodass gilt k(0) =0, [;° k’gs) ds <oc, l=1,...,8,

|f(t,m,2) < —k1< : 0<t<T,0<7<T,

f(t,2r—71,2)] < 0<t<T,0<7<T,

N =

E

N

/N
N A A 3| o

D W -

f@er—t,1,2) < 0<t<T,0<7<T,

N =
™
w

S

|f@2er—t2n—71,2)] <

0<t<T,0<7<T,

=
™
S
/N

und desgleichen fiir %(-, -, z,h) mit Kernen ks, -- -, ks.

3. Fiir ein zy € U existieren integrierbare Funktionen gl(j) : @ — [0,00), j =0,1,2,
[=1,...,n und Konstanten R,C > 0 so, dass
i , .
a—{‘l (t,7,2,h) < g (t,7)||n|% fir(t,7) € Q, z € B[z, R] CU,h € X, j =0,1,2,
z

2w ) ,
sup / ggﬁ)...gff”)(t,T) dr < C  fir allej = (j1,...,7n) € Ny mit
o<t<2r Jo

jl=gi4 .. +n < 2.

Dann sind die Abbildungen

AD) ¢ Gl ©) > OO A0 = [ 67 2)lp(r) - o(0)] dr
Aeh) 5 ConlIR,©) = ConlB, O, (410 = [ 5L (0 )plr) = (0] dr

fiir alle z € U und h € X wohldefiniert, linear und beschrdnkt. Desweiteren ist die
Abbildung
A: U — E(CQTF, 0271—), Z A(Z)

Fréchet-differenzierbar in zy mit A'(29, h) = A'(20, h).

Bemerkung 5.3 Die Voraussetzung 2 in Satz 5.2 sichert die Existenz und Beschranktheit
von A(z) und A'(z,h). Aufgrund der Linearitit des Integrals und der Fréchet-Ableitung
darf die Forderung 2. an f auch modifiziert werden: f(-,-, z) ist Summe aus einem stetigen,
einem schwach singuldren und einem in den Ecken singuldren Anteil, der sich wie ein
Mellin-Kern verhdlt.
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Bemerkung 5.4 Die Forderung 2., nach dem f(-,-,z) auf [0,27] x [0, 27| stetig ist, kann
abgeschwicht werden zu beschrankt auf [0, 27] x [0, 27] und bis auf die Ecken stetig.

Bemerkung 5.5 Ldfit man in Satz 5.2 nur stetige oder schwach singulire Kerne zu und
ersetzt fiir ein Gebiet G C R? die Menge Q durch G x [0,27], so bleibt die Aussage des
Satzes ebenfalls richtig.

Beweis: Vergleiche [47, Theorem 1] oder [51, Satz 4.8]. [

Beweis von Satz 5.2: 1. Zunéchst wird die Abbildungseigenschaft
A(Z)7 Al(za h) S £(027ra CQ?T)

diskutiert. Seien dazu z € U und h € X beliebig, aber fest. Fiir auf [0,27] x [0, 27]

stetige oder schwach singulére Kerne f(-,-, z) bzw. %(-, -, z, h) sind die Operatoren A(z)

und A'(z, h) nach Satz 2.7 (Abschnitt 2.3) aus £(Cy, (IR, C), Cor (IR, C)). In allen ande-
ren Féllen sind nach Voraussetzung 2. f(-,-, z) und %(-, -, z,h) bis auf die Ecken stetig
und verhalten sich in den Ecken wie ein Mellin-Kern. Mit einer geeigneten Abschneide-
funktion lassen sich diese Kerne aufspalten in einen stetigen Anteil und vier in jeweils
einer Ecke singuldre Anteile, deren Tréiger jeweils in einer T-Umgebung der Ecke des
Quadrats [0, 27] x [0, 27] liegt. Die Abbildungseigenschaft von A und die Existenz von
|Alloc,0 folgen dann aus [28, Theorem 3.1]. Die gleiche Argumentation fiir % fithrt zu
AY(z,h) € L(Cor, Copr).

2. Als néchstes ist nachzuweisen, dass die Abbildung
X — E(CQTF, 0271—), h — Al(ZO, h)

linear und beschriankt ist. Nach der ersten Voraussetzung ist h +— %(t, T, z, h) fiir festes
z € U und alle (¢,7) € @ linear. Demnach gilt fiir z € U, ¢ € Cy, und 0 < t < 27

(A" (2, M+ pha)) () = A (A' (2, ) ) (1) + 1 (A (2, ha) ) (1)

Aus Stetigkeitsgriinden ist obige Gleichheit auch giiltig fiir ¢ = 0. Damit ist h — A'(2, h)
fiir jedes z € U linear. Mit Voraussetzung 3. fiir die erste Fréchet-Ableitung von f wird
abgeschétzt

(AL (20, D)) ()] < / '

0
2L om0 (r) = (0}
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s/ ST (@ g T Bl o) — 9 (0)] dr

JENG, |j]=1

S 2rnC ||(p||oo,0||h||X fiir alle ¢t € ]R,, @Y € CQﬂ-.
Damit folgt || A (20, h)¢lloc0 < C||¢llsc.0 |P]|x fiir jedes ¢ € Cyyr und daher
1A (20, D) £(Cor.0n0) < C ||B]|x fiir alle b € X.

3. Es bleibt [|[A(zg + h) — A(20) — A'(20,h)|| = o(]|h||x) nachzurechnen. Fiir (t,7) € Q
und ||h]|x < R gilt

g(ta T, 20, h)‘

‘f(t,r, 20+ h)— f(t,7,20) — 5

< /1—19|

< SV ) hlk

lil=2

2

f(t T, 2o + Vh, h)‘ d

und wegen der Norméquivalenz ||¢||oc.0 < 3|[¢llc0 < 3||¢|sc,0 sSOWiE

4G+ )~ Az0) = A' (20D tcancar
[ rermzaem - r,zw—%(-mz@,h)} (6lr) — ¢(0)) dr

= sup
[l¢]/s0,0=1 0,0
< BIRY sup / @) gl (1, 1) dr
g 0<t<2m Jo

< Clnl%
ergibt sich die Behauptung. [ |
Lemma 5.6 Die Menge der zulissigen Parametrisierungen U ist offen im Raum
X = {h € Cox(R,R?) k|1 2x] € C**([0,27],R?)}.
Beweis: % ist stetig in z. Daher folgt die Behauptung aus [21, Lemma 3.7]).

|

Fiir die Anwendung von Satz 5.2 auf das modifizierte Einfach- und Doppelschichtpoten-
zial, werden vorab einige Lemmata bewiesen. Das néchste Lemma zeigt fiir eine Klasse
von Kernen f(t,7,z) die zweimalige stetige Fréchet-Differenzierbarkeit nach der dritten
Variablen.
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Lemma 5.7 Fir (1,7) € Q = {(1,y) € [0,27]?| = # y}\{(0,0), (27,0), (0,27), (27, 27)}.
z € U und h € X, sind die nachfolgenden Abbildungen zweimal Fréchet-differenzierbar
von U nach R bzw. R?

1. Fy: z— 2(t) — z(7) mit Fy(z,h) = h(t) — h() und F, (z, h,h) = (0,0) € R?,

2 Byt 2= [2(t) — ()| mit Fy(e, ) = =201 MO ZhiT)] -,

EOEEG]
v RO =P ) = ) - () — ()
Beh = To—m R0 —mF

3. Fy: z— 2'(t) mit Fy(z,h) = b (t) und Fy (2, h, h) = (0,0) € R?,

! . /
4 Bz o 200 mit Py ) = SR und
i hth th_hth
Fl(e,n) = O |20 (D)
|2'(1)] |2/ (¢)]
Beweis: Anwenden der Rechenregeln zur Fréchet-Ableitung. -

Lemma 5.8 Seien z € U eine zuldssige Parametrisierung und (t,7) € Q. Dann sind die
Kerne der Integraloperatoren Sk (z), Ki(z) und yx(z) zweimal stetig Fréchet-differenzierbar.

Beweis: Fiir z € U und 0 < t, 7 < 27w, t # 7 erkldren wir die Kerne

Mi(t,7.2) = SHo(klz(t) = 2(7))) |2/ (7)1,
1 1
Lo(t,7,2) = 7 T2 = ()2 (5.9)

ik Hy(k|z(t) — 2(1)))
Ly(t,7,2) = D) |z(t) — 2(1)]

! !

q(t,7,2) = (2(7), =21(7)) - [2(t) = 2(7)].
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Dann lassen sich die Operatoren Sy(2), Kx(2) und 74(2) in nachfolgender Form darstellen
S0 = [ M7 00— vl
K@)y = [ Lalt7.2)altm ) 00) - viO)lar (5.10)
cut) = ([ (= Loa— i) 2y ar —1) w0,

Nach Lemma 5.7 sind die Kerne My, Ly, Ly und g fiir (¢,7) € @ zweimal stetig differen-
zierbar nach der dritten Variablen. Die ersten Ableitungen lauten

Milt i h) = H () - 2()) E =R =

kot — s 2T )

5 Halblat0) - o) S-S,
Lo(t.r,2,h) = _72['2@) _|zg))]_'[zh(f))|; dal (5.11)
, ik (KR 20 Hy(k() =0
nnen = -3 (I EOEFCI

() — =] [h(®) — h(r)]

200) — 2(r)

d(tm2h) = (). ~h(m) - [£(t) — 2(0)] + (7).~ (7)) - [h(t) — h(r))

Ziel ist nachzuweisen, dass die Fréchet-Ableitungen von z +— Sk(z), z — Ki(z) und
z — Y (2) gegeben sind durch

S.(2) : Cor(R,C)NC?0,21] = L(Cor, Car)
h—s S,(-,z,h)

(S.(, 2, h))( / M, (t, 7,2, h)[o(T) — ©(0)] dr

K. (2) : Cou(R,C)N 02[0 21r] — L(Cyr, Cor)
h — Kk( 2, h)

Ky zm)t) = [ {Lultorzihattr.2) + Lalt,m 20 (0.7, 2.0) () — (0]
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ve(2) 1 Cor(R,C)NC20,27] — L(Chr, Car)
h —> 7;( .2, h)

OO = @) [ {(E= L (e ) + (L= L)t (67,200
—mM,;(t,T,z,h)} dr.

Fiir den Beweis sind die iibrigen Voraussetzungen des Differenziationsatzes 5.2 einschlief3-
lich Bemerkung 5.3 zu priifen.

Wegen H,(ll)(r) = J,(r) +iY,(r) und der Darstellung (2.2) gilt fiir Hél)

H (a0 = 20)) = Zablato) = 2(r)) n (4257

+Jo(k|z(t) — 2(7)]) [i In <%> +1+ 2 1n§ + %CE

T 4 sin 5 T T

2 gh (1 (HE z<7>|>2” o

T p! p! 2

p=0

und wegen (2.3) fiir Hl(l)

H{V (k|2(t) = 2(7)]) = %Jl(mz(t) — (7)) In (4 sin? - 3 )

Fa0) - o) [ (U200 0 2k 2,

m 5 ™

|
3

i — —1)? Elz(t) — 2(r) |\ # 1
2 e () o)

I S
™ klz(t) — 2(7)

Satz 5.9 Se:r V : C — C eine analytische und gerade Funktion und z € U eine zuldssige

Parametrisierung.
Fir (t,7) € Q = {(z,y) € [0,27] x [0,2x] [z # y} \ {(0,0), (0, 27), (27, 0), (27, 2m)} habe
der Kern f die Form

ft,m,2) = V(klz(t) — 2(1)]) |2 (7)| oder
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_ T> oder

) = Vst - =) 0] m (A0 ).

4 sin 5

f(t,7,2) = V(klz2(t) — z(7)|) [2'(7)] In <4rsin2 t

Dann erfillt der Kern f die Voraussetzungen aus Satz 5.2. Insbesondere ist die Abbildung
U — L(Cor, Cor), 2+ Sk(z), mit

= [ Mutt.r2) o)~ o) dr, 0 <t < o
Fréchet-differenzierbar mit Ableitung X — L(Car, Cor), h+ S, (2, h), wobei
(SL(2, h)o / M.t 7, 2, B [o(7) — o(0)] dr, 0 < ¢ < 2r.
Dabei sind die Kerne My, und M, durch (5.9) und (5.11) gegeben.

Beweis: Es werden die Voraussetzungen von Satz 5.2 gepriift.

1. Voraussetzung 1 ist wegen der Regularitit von V und Lemma 5.7 gegeben.

2. Als néchstes wird Voraussetzung 2 nachgerechnet. Die Funktionen f sind in den beiden
ersten Argumenten 2m-periodisch. Im ersten Fall ist f (bei festem z € U) stetig auf
[0,27]2, im zweiten Fall schwach singuléir. Es bleibt der Nachweis der Beschrinktheit

(siehe Bemerkung 5.3) von
_ 2
i (=200)
4sin” =T

2

zu beweisen. Die Stetigkeit auf @\ {(0,0), (27, 27), (0, 27), (27, 0)} ist offensichtlich. Eine
Taylorentwicklung zeigt, dass der Ausdruck durch

In(|2'(t)[}), 0 <t =17 < 27,

stetig erginzt wird. Es verbleibt die Beschrinktheit bei (0, 27) und (27, 0) nachzuweisen.
Sei dazu § > 0 hinreichend klein und

0<7<4 2rn—6 <t<2m.

Offenbar gilt

(1) = ()\ _ O - /2w 1)
4sin 4sin®* (1) / (t—27 —7)2

2
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Der Nenner ist im Quadrat [2m — 6,27) x (0, 9] stetig, 18t sich durch 1 in (27,0) stetig
ergdnzen und hat keine Nullstellen. Der Zahler bleibt in obigem Quadrat beschrinkt, denn
aus dem Mittelwertsatz folgt

|2(t) = 2(7)| = [2(t = 27) — 2(7)| < |t = 27 — 7)[[|2']|

und damit

M <||2'[[%, (t,7) € [2m — 4, 27) x (0, 4].

(t —2m — 1)

Als néchstes ist die Voraussetzung 2 fiir die erste Ableitung % zu priifen. Mit der Be-
zeichnung fi(t,7,z) = V(k|z(t) — 2(7)|) |2'(7)| folgen aus der Produktregel (Satz 2.3) und
Lemma 5.7 die Gleichungen

Pritran) = wlatn - o)) EOE =) oy
+V(kz(t)—z(7))Z'(TZ),('T};'(T) oder (5.12)
%(t,r,z,h) _ %(t,ﬁz,h)ln <4sin t;) oder (5.13)
%(t,r,z,h) = %(t,ﬁz,h) 1n<|z(4t)si;2i(;)|2>
22 G ;((;))_ %’3; A7) (5.14)

Offenbar ist 2 stetig auf [0, 27]? mit Ausnahme der Punkte (0, 27) und (27,0). Mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

(2(1) = 2(7)) - (h(t) = h(7)) ‘
|2(1) = 2(7)]

und daher (bei festen z und h) die Beschrianktheit von %( ,T, 2z, h) auf Q. Fiir % wie

in (5.14) ist der Ausdruck ebenfalls beschréinkt, fiir 2 wie in (5.13) ist der Term Summe
aus einem schwach singulédren und einem beschrinkten Anteil.

< 2|[hloo,

3. Es bleibt das Priifen der Voraussetzung 3. Dazu sei 2y € U beliebig, aber fest vor-
gegeben. Zu z setze R := %0<in<f2 |zo(7)| > 0. Fiir den Rest des Beweises seien z €

Blzp, R] C U und h € X. Der Radius R wurde gerade so gewéhlt, dass U<in<f2 |2'(T)] > R
fiir alle z € B[z, R] gilt. Der Integrand f(-,-,2) ist jeweils ein Produkt der Terme
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12(7)], V(k|2(t) — 2()]) und In (M) Sei zuniichst f(t,7,2) = |2/(r)|. Offenbar

4sin? &5
gilt
of _ 20k
%(tﬂ—:zah) = T
01 HER ) )P
I P T En

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergeben sich die Majoranten
[ft,7.2)] < R+ lzoflx < C(R, %),

Fenam < W< i,
#f, W 2
Hran < 2l <2y
Fiir f(t,7,2) =V (r), mit r = k|z(t) — 2(7)|, ergeben sich
Of | oy (a0 = (7)) - (h(t) = h()
5, b = VO
Pf e lle) — 2(0) - () — B
gz bk = Vik 20— ()P
o [ = B () = 2(r)) - (b(E) — h() P
Ok |5 A0) = ()P

)

Da nach Voraussetzung an V' die Abbildungen r +— V' (r), V'(r), r'V'(r), V" (r) auf der
Menge {w € C||w| < 2|k| (R+||20||x) } beschriinkt sind, erhélt man mit einer geeigneten
Konstanten die Abschétzungen

%(tﬂ',z,h) < C(z0,R)||hl%, j =0,1,2, z € Blzo,R] C U, h € X.
SchlieBlich sei f(¢,7,2) =In <%) Dann ergibt sich

Of | )~ (1) - (k1) ~ h)

o: W) = PTG e

Of oy ol — (M (=) = 2(7)) - (A(#) = A(T))["

A @ =P " |2(t) = 2(7)[*
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Auch hier erhélt man die Abschitzungen

[f(t,7,2,h) < Clz, R)

—(t h)| < 2 < C(zy, R) ||h
‘az( e )‘ ~ infocu<or |2/ (w)] T (o, B) |1l
0*f 1713 R

t h < S < h 2 .
622( T 2, )‘ < 6 infOSwSQw |Z’(’U))|2 = C1(207 ) || ||X

Die Behauptung folgt nun aus dem Differenziationssatz 5.2, wobei die dortigen Funktionen

glm in unserem Fall simtlich konstante Funktionen sind. [ ]

Satz 5.10 Sei W : C — C eine analytische und ungerade Funktion sowie z € U eine
zuldssige Parametrisierung.

Fir (t,7) € Q = {(z,y) € [0,27)*|z # y} \ {(0,0), (27,0),(0,2x), (27, 27)} habe der
Kern f die Form

T,z) = W(klz(t) — 2(7)) 2(7), =2, (7)) - [2(t) — 2(7)] In sith_T oder

) = TEEIZE ) —ai() - (0 - ()] (4 ) o
W) -0 e () R

st = TESLZED o) s -2 m (D) o
1 (0.5 [elt) — (o)

erd = 2 —er

Dann erfillt der Kern f die Voraussetzungen von Satz 5.2. Insbesondere ist die Abbildung

U — L(Cor,Con), 2+ Ki(2), mit

(Ku(2)0) (1) = / " Lu(tm 2)q(t 7, 2) [o(r) — p(0)] dr, 0 < £ < 2.

Fréchet-differenzierbar mit Ableitung X — L(Cay, Car), h > K (2, h), wobei
2w

(Ki(2. o) (t) = | {Ly(t. 7,2, h)a(t,7,2) + Li(t,7,2)q (1,7, 2, 1)} [10(7) = (0)] dr.

0

Dabei sind die Kerne Ly, q, L, und ¢ durch (5.9) und (5.11) gegeben.

Beweis: Es werden erneut die Voraussetzungen von Satz 5.2 gepriift.
1. Voraussetzung 1 ist wegen der Regularitit von W erfiillt.
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2. Da W analytisch und ungerade ist, ist
W (k|z(t) — 2(7)])
2(t) — 2(7)]

stetig. In den beiden ersten Féllen ist f Summe aus einem beschriankten und einem
schwach singuldren Anteil. Es ist lediglich

(55(7), =2 (7)) - [2(t) — 2(7)]

1
0 |2(1) = 2(7)]?

, (t,7) € [0,27] x [0, 27],

ft, 7, 2) =

zu untersuchen. Fiir (¢,7) € @Q ist der Kern stetig. Eine Taylorentwicklung zeigt, dass

sich f auf die Diagonale 0 < ¢t = 7 < 27 mit den Werten % (Z2(t)"—z,z(1t()?2)'z ® stetig
erginzen ldsst. Es verbleibt eine Betrachtung von f bei den Ecken (27,0) und (0, 27).
Obwohl an dieser Stelle der Nachweis aureicht, dass sich zu festem z eine (von z abhéngi-
ge) integrierbare Majorante finden 1a8t, wird zur Vorbereitung von Teil 3 gleich allge-
meiner argumentiert. Dazu sei zy € U beliebig, aber fest vorgegeben. Man darf oh-
ne Einschrinkung z,(0) # 2,(27) voraussetzen, denn andernfalls hat das von z, be-
randete Gebiet keine Ecke und f ist stetig. Fiir beliebiges z € U seien die Zahlen
a(z) =12'(0)] > 0, b(2) = |Z/(27)| > 0 und 3(z) als Innenwinkel bei der Ecke z(0) = z((2)
erklart.

Weiter werden Funktionen £, : [0,00) — [0, 00), mit
1 a(z)b(z)s |sin (2)|
T [b(2)s — a(z) cos(B(2))]” + (a(2))? sin*(B(2))

erkldrt. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es zu zq ein R > 0 derart, dass fiir alle z € B[z, R| C
U die Abschiitzung 0 < k,(s) < 2k,,(s), s > 0 giiltig ist. Fiir a = a(z), b = b(20), f =

B(z) und k = k,, ldsst sich die Existenz von f ) s nachweisen, denn fiir 0 < § < 7

* k 1 * asin
/ ﬂds = —/ B2 ds
0 S ™ Jo (bs—acosﬂ) +1

k.(s)=

J — )

gilt

asin
1 [ 1 1
= —/ 2—dt:—[z—arctan(—cotﬂ)
Vs —cotﬂt +1 Vs 2
0
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Ohne Einschrinkung sei R > 0 so klein gewihlt, dass sin(5(z)) auf Blzy, R] C U das
Vorzeichen nicht wechselt. Dann ist der durch Linearisierung von z erhaltene ,Hauptteil
f von f, mit
2(2m) - (2(0)) " (t — 2n)
12(2m)|2(t — 2m)% + |2/ (0)|>12 — 27(t — 2m)|2"(0)] |2 (27)| cos B(2)
a(2)b(z) (t — 2m) sin 3(2)
[b(2)(t — 21) — a(2)7 cos B(2)]> + (a(2))? sin? 5(2)

wohldefiniert. Zu zq und R existiert ein § > 0 so, dass

flt,m,2)] < 2|f(t 7, 2)| fiir alle (¢, 7) € [27 — 6,27] x (0,6], z € Blz, R]. (5.15)

ft,r,2) =

q = 3=

Um die Existenz von ¢ einzusehen, wird
2(t) = 2(27) +2'(27)(t — 27) 4+ O (t — 27)?,
2(1) = 2(0)+2'(0)7 + O (7%
entwickelt und damit folgt
2(t) — 2(7)* = [Z(2m)|(t — 2m)2 + |2/ (0) > 72 — 2(t — 27) 72" (27) - 2 (0) + Ro(t, 7, 2)
mit einem Restterm Ry. Wegen z' (7) = 2 (0) + O (7) ergibt sich
f(t, T, 2)
1 2(0)[2(2m) (¢ — 27) — 2, (0)7] — 2,(0) [z (27) (t — 27) — 2,(0)7] + Ru(t, 7, 2)
|2'(2m) [2(t — 2m)2 + |2(0) 272 — 27(t — 2m)2'(0) - 2'(27) + Ro(t, T, 2)
1 Z(2m) - (2'(0)) 1 (t — 2m) + Ry (t, 7, 2)
T 2/(2m)[2(t — 2m)2 + [2/(0)[272 — 27(t — 27) |2 (0) |2/ (2)| cos B + Ry(t, 7, 2)

)

)

Die Restterme Ry, R, lassen sich durch 29, j = 0,1, 2, ausdriicken und man erhélt
Ri(t,7,2)| < C8|zll%, |Ralt. . 2)| < OO |25

mit einer von z unabhéngigen Konstanten C. Damit ist die Existenz von § > 0 mit der
Eigenschaft (5.15) gezeigt. Aufgrund der Wahl von R und 4 erhélt man fiir alle z € B[z, R]
und (¢,7) € [0, 4] x (0, ]

f2r—t,7,2)| < 2[f(2r—t,7,2)|
< 2k <3>
T T
4 [t
T T

IN
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Desweiteren ist fiir

Z(r)* - [2(t) — 2(7)]

1
62 = = —=p
der Term of
&(t,T, z,h)

durch eine integrierbare Funktion mal ||h||} (gleichméBig fiir 2 € B[zg, R]) abzuschitzen.
Es gilt

%(tﬂ',z,h) = fl(t;T:zah)+f2(t:T:z?h) mit
LR ) = 0]+ 20 () — b(r)]
htrnh) =2 EORECIE ’
_ 20 () — 2(0)] [+0) — ()] (1) — Al
R i =) — ()

[2(t) — 2(7)] - [h(#) — h(7)]
2(t) — 2(7)?
Der Summand f, ist Produkt aus einem Mellin-Kern und einem Ausdruck, der fiir 2z €

Blzo, R] durch C||h||x beschrénkt bleibt. Fiir den ersten Summanden liefert eine Taylor-
entwicklung

= —=2f(t,1,2)

L R(0) - [2'(27) (¢ = 2m) — 2'(0)7] + 2'(0) 7 - [ (2m) (t — 27) — K'(0)7] + O (6*)
7r |2'(2m)|2(t — 2m)2 + |2/(0) 272 — 2(t — 2m)72'(27) - 2'(0) + O (6?)

1 (R'(0)* - 2'(27) + 2'(0)F - B/ (27)) (¢ — 27)7 + O (6?)
|2 (2m)2(t — 2m)2 4+ |2/(0) 272 — 2(t — 27)72'(27) - 2/(0) + O (62)
Der wesentliche Teil hat wiederum die Form
C(z,h)(2m —t)T
a?(t — 2m)% + 272 — 27(t — 2m)abcos 3

Dabei sind die Konstanten a, b von A unabhéngig, hingen aber von z stetig ab. Die von z
und h abh#ingende Konstante C'(z, h) geniigt einer Abschitzung von der Form |C(z, h)| <
|h]]% C (20, R). Damit lisst sich ganz analog durch Wahl von R und anschliefender Wahl
von ¢ eine Majoranteneigenschaft bei den Ecken gewinnen, s.d. schlielich gilt

0
Senam) < gl (@0) € Q= € Bl
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wobei sup [77 g(t,T)dr < oo.
0<t<2m

3. Weil im zweiten Teil des Beweises gleich allgemeiner argumentiert wurde, ist nur noch
2 .
2, f(t, 7. 2, h) abzuschéitzen. Es gilt

0? 0
8—,2];(t’7—’ z,h) = &(fl + f2)(t, 7,2, h)

4
= Zg](ta T, z, h)
7=1
mit den Funktionen

20 ()" - [h(t) = h(7)]
2(t) = 2(D))>

1
t.r, 2 h) = —
gl(;T;za ) T

wltr o) = =2 W(7)" - [2(t) = 2(0)] + 2 (1) - [h(t) = h(7)] [2(t) — 2(7)] - [A(t) — (7)]
S m |2(t) — 2(7)P? |2(t) — 2(7)P?
_ oy B = 2(0)] - [h(t) — A(7)]
- 2fl(t: 3 7h’) ‘Z(t) _2(7_)|2 )
pernt) = 22y OO0 i)

= - T, 2 ( ) :
galt.7.2,h) = =2f ){|z(t>—z<7>2 2(t) — 2(r)[!

Die Anteile mit Singularitdten vom Mellin-Typ wurden schon bei f, f; und % behan-
delt. Alle anderen Faktoren und Summanden werden mit der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung abgeschitzt. Es ist leicht abzulesen, dass sich alle Summanden g;(t,7,z, h)
durch ||h||3% mal eine integrierbare Funktion abschiitzen lassen, und zwar gleichméiBig
fiir 2 € Bz, R)]. u

5.3 Die Fréchet - Ableitung des Fernfeldoperators

In diesem Abschnitt wird die Fréchet-Differenzierbarkeit des Fernfeldoperators F,
F: Cor(R)NC*0,27] — L*(Q), 2+ Uso,

der den Rand des Streugebiets auf das Fernfeld abbildet, nachgewiesen und die Fréchet-
Ableitung F (2, h) durch die Losung eines Randwertproblems charakterisiert.



64 DAS INVERSE STREUPROBLEM

Um deutlich zu machen, auf welchem Rand die entsprechenden Funktionen auszuwerten
sind, wird fiir eine zuléissige Parametrisierung z die Schreibweise

0D, ={z(t)|0 <t < 2rm}

vereinbart. Weiterhin wird (fiir ein Gebiet G C IR?) fiir die Menge der von G nach C
beschrinkten stetigen Funktionen abkiirzend das Symbol C,(G) verwendet.

Da F Komposition verschiedener Operatoren ist, wird fiir die Anwendung der Kettenregel
unter anderem die Differenzierbarkeit der Potenzialoperatoren benétigt. Diese wird durch
den nachfolgenden Satz geklért.

Satz 5.11
Seien zy eine zulissige Parametrisierung und G C R? ein Gebiet mit G C R? \ 0D,
sowie R > 0 hinreichend klein. P, bezeichne den Potenzialoperator

P, : Cy% (R, C) — Cy(G)

i parametrisierter Form

(Pa)(z) = /Oﬂ(ka infe) (@, 2)(r) dr, 7 € G

fraz) = = H (b = o)) O
folome) = 3 HO (ke = =) (0]

Die Abbildung z — P, ist Fréchet-differenzierbar von B(zy, R) C U — L(Cy (IR, C), Cy(G))
mit Ableitung

Oy (R, ©) N C22[0,271] — L(Con (R, C), C4(G)), b+ P'(2,h),

(P'(z,h))(x) == /0 ’ %(f[{k —infs )(x, 7,2z, h)p(r)dr, z € G,

mat
ofs, b e = 2@ (R
Gz k) = T Hylkle = =) T SR )
Z(r)- W (1)

+Z Ho(k|z — 2(7)]) 0]
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o - (i S
LD o)
B = 20D 1) (o = o) - 20" i)
Beweis: Vergleiche Bemerkung 5.5 zum Satz 5.2. n

Wir erkliaren die parametrisierten Einfach- und Doppelschichtpotenziale

2

(Ex(2)p)(z) = fsu(@, 7, 2) [(r) — (0)] dr, = ¢ 0D,

(Dr(2)Y)(z) = /0 ' fr, (z,7,2) [Y(T) —¢(0)]dr, x ¢ OD,.

Satz 5.12 Fir die Potenziale u(z) = (Fr(2)¢)(x) und v(x) = (Dg(2)¢)(z) sowie deren
Ableitungen u'(z) = (E,(z, h)¢)(z), v'(x) = (D, (z, h)Y)(z) mit Dichten ¢ € Cy*(IR, C),
(VNS C'Ql;ra(IR, C) gelten die Sprungbeziehungen

1,
ul (2(t)) = i(Sk(Z’ h)p)(t) — grad us(z(t)) - h(t), 0 <t < 2,
1, .
v (2(t) = §(Kk(z, h))(t) — grad vy (z(t)) - h(t), 0 <t < 2.
Beweis: Vergleiche [22, Theorem 3.2]. In den Beweis gehen lediglich Sprungbeziehungen
und Abbildungseigenschaften fiir Einfach- und Doppelschichtpotenziale ein. Weil wir uns

nur fiir Sprungbeziehungen auflerhalb der Ecke interessieren, bleibt die Aussage des Satzes
richtig. [ ]

Mit dem Restriktionsoperator R, : C(IR?) — Co,[0, 27],
(R,f)(t) := =2f(2(t)), 0 <t < 2m,
und dem Randintegraloperator

A, = Ki(z) — inSk(2) + 7(2) (5.16)
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hat das zur einfallenden Welle u’ am schallweichen Hindernis D, gestreute Feld u* die
Form

u(z) = (pz(z + Az)_leui> (x), v € R?\ D,.

Das zugehorige Fernfeld u,, ergibt sich als Fernfeld des Potenzials P, mit Dichte
(I +A,)"'R,u, d.h. '
Uoo = Pooo(I + A,) 'R,

Nach der Kettenregel sind

B(z,R) c U — C*(R*\ D,,), 2z u’,
B(z,R) CU — L*(Q), 2+ uy

Fréchet-differenzierbar mit Ableitung
CQW(]R,, (D) N 02’0([0, 271'], (D) — 02(IR2 \D—ZO), h—v=uv +vy+ U3,
beziehungsweise h — v, wobei
vi = P'(z,h)(I + A,)" 'R,
vy = —P,(I+A)"A'(z,h)(I+ A,)" 'R,
vs = P,(I+ A,) 'R(z, h)u'
gilt und v, das Fernfeld von v darstellt.

Als néchstes soll v durch ein Randwertproblem charakterisiert werden. v, und v3 l6sen die
Helmholtzgleichung in IR? \ D und erfiillen die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung.
Da auflerhalb des Randes die Fréchet-Differenziation und gewohnliche Differenziation nach
x vertauschbar sind, erfiillt auch v; diese Bedingungen. Die Randwerte von v sind zu
bestimmen. vy 16st das duBere Dirichletproblem zu den Randwerten $R'(z, h)u’, d.h.

w(0) = 5 (R ) )

= —gradu'(z(t)) - h(2) (5.17)
= —gradu(z(t)) - h(t) + grad u’(2(t)) - h(t)
ou

= —V(z(t))a(z(t)) -h(t) + gradu®(z(t)) - h(t), 0 <t < 27.

Dabei wurden die Gleichungen u = u’ + u® und u(z(t)) = 0,t € [0,27], verwendet.
Insbesondere wird aus Gleichung (5.17) die Regularitét

v € C3(R*\ D,) N C(IR*\ D,)
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deutlich. Desgleichen ergibt sich aufgrund der Definition als kombiniertes Einfach- und
Doppelschichtpotenzial

va(2(1)) = —% (A )T + A R (1)) = % (AT + A R’ (=(0)).

Aufgrund der Abbildungseigenschaft A’(z,h) : Cy; — Cy, sind die Randwerte von v,
ebenfalls stetig.

Es verbleibt v; zu untersuchen. Es gilt vi(2(t)) = (P'(z, h)¢)+(2(t)) mit der Dichte
o= (I+A,)""R,u". Es gilt

2w
(Plebole) = [ 5 = infs) @z b)) = ¢(O)) dr
2w
+¢(0) %(f[{k — fxo —infs,)(x,7,2,h)dr, x € R*\ D,.
0

Weil die Dichte ¢ auf jedem abgeschlossenen Teilstiick von ]0, 2w C1*-glatt ist, erhélt
man unter Verwendung von Satz 5.12 fiir 0 < ¢ < 27

(1P'(Z, h)e)+(z(1))
= ((Kx = inSy)' (2, h)@)(t) — grad (Di(2) — inEi(2)) ¢+ (2(1)) - h(t)
+(0) %((Kk — Ko —inSi)'(z, h)1)(t) — grad (Dk(2) — Do(2) — i Ex(2))11(2(1)) - (1)

= S h))(0) — grad (De(z) — inBil2)) g (=(0) - ()
—¢(0) grad (Dy(2) — Do(2) — inEy(2))14(2(t)) - h(t)
—%(A'(z, h)(I+ A,)"'Ru®)(2(t)) — grad u®(z(t)) - h(t).

Durch Zusammenfiigen der drei Randbedingungen fiir v;, j = 1, 2, 3, erhélt man als Rand-

bedingung fiir v = v1 + vy + v3 schlieflich

v(z(t)) = —v(2(t)) %(z(t)) ~h(t), 0 <t <2,

Es wurde unter anderem festgestellt, dass vy und w3 bis in den Rand von D, stetig sind.
Damit lésst sich die Fréchet-Ableitung des Fernfeldoperators durch den nachfolgenden
Satz charakterisieren.
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Satz 5.13 Die Fréchet-Ableitung F'(z, h) ist gegeben durch das Fernfeld v, wobei v das
Randwertproblem

Av+ kv = 0inIR*\ D,

v(2(t) = —u(z(t))%(z(t)) R(t), 0 <t <2

lost derart, dass v — vy stetig in IR* \ D, ist.

Ausgewertet wird obige Fréchet-Ableitung dadurch, dass fiir b := v — v; das Randwert-
problem
Ab+k* = 0inR*\ D,
b(z(t)) = —gradu'(z(t)) - h(t) — % (A'(2,h)(I + A) " 'Ru')(2(1)), 0 <t <2,
(5.18)

gelost wird und
Voo = boo + V1,00 (5.19)
zu setzen ist.

Mit der Asymptotik (2.4) sowie

1 ]_
erhélt man fiir das Fernfeld v, » von v; die Darstellung

(v1,00)(2)
— \jﬁ/ﬂ [kh’(r)l-a:n—z‘sz'(T)l-:E:E-h(T)+

72(7_)-}{(7_)—@' i h(r) |2 (r e kBT o (2(r)) dr, |7] =
o HDED ki) )] Ple(r))dr, Ji] =1,

(5.20)

mit der Dichte .

o= (I+A,)""Ru".
Das Ergebnis (5.20) ist auch plausibel, denn formales Differenzieren nach z in der para-
metrisierten Form von (4.19) liefert das gleiche Resultat.

Satz 5.13 ermdglicht nun die Auswertung der Fréchet-Ableitung von F. Eine ausfiihrli-
che Beschreibung des inversen Verfahrens und dessen numerische Umsetzung erfolgt im
Abschnitt 6.1 des néichsten Kapitels.



Kapitel 6

Numerische Ergebnisse beim
inversen Streuproblem

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie sich mit einem regularisierten Newtonverfahren der
in Abschnitt 5.3 gewonnene Satz 5.13 zur Rekonstruktion des Streugebietes einsetzen lésst.
Dabei wird im Abschnitt 6.1 das Verfahren allgemein erldutert. Im zweiten Teil wird eine
Modifizierung im Tikhonov-Funktional vorgenommen und ein zu losendes Gleichungssy-
stem hergeleitet. Im Abschnitt 6.3 wird auf den Operator A'(z, h) und dessen numerische
Behandlung eingegangen. In den Abschnitten 6.4 bis 6.6 werden fiir verschiedene Test-
situationen numerische Ergebnisse vorgestellt. Dabei wurde sowohl fiir eine einfallende
ebene Welle, als auch fiir mehrere Messdaten gerechnet. Desweiteren wurde auch der Fall
eines eingeschrinkten Messbereichs untersucht.

6.1 Newtonverfahren und Regularisierung

Die zu l6sende Operatorgleichung

.7:(2) — g meas (61)

meas

fiir die Parametrisierung z des unbekannten Streugebietes bei gegegeben Mefiwerten u***,

ist nichtlinear und schlecht gestellt.
Gleichung 6.1 wird durch die linearisierte Gleichung

F(2)+ F (z,h) = umees (6.2)
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ersetzt, sodass sich bei geeigneter Startparametrisierung 2, ein Iterationsverfahren

fl(zpahp) = ug — Flzp), (6.3)
Zpr1 = Zp+hy, p=0,1,2,...,

ergibt.
Die linearisierte Gleichung (6.3) soll nun auf einem endlichdimensionalen Unterraum
Qn = span{qy,...,qn} C X nidherungsweise gelost werden. Dabei wird das semidiskrete
Problem

N

D aF (o) = i = F(z)

j=1

zur Ermittlung von
N
hy = aa; € Qn
7j=1

ersetzt durch ein volldiskretes Problem. Durch Wahl von M Kollokationspunkten z1,...,Zy €
Q) ergibt sich das lineare Gleichungssystem

N
Z agp)f'(zp, Qj)(ffi) = uge" ™ (%4, d) — f(zp)(fi)a i=1,....M, (6.4)

Jj=1

fiir die N Unbekannten a(lp), . agf;) € IR. Dann ist

N
hy=_aq; € Qn
j=1
eine Niherungslosung von (6.3).

Da sich die Schlechtgestelltheit von (6.1) auf (6.4) vererbt, macht es keinen Sinn, das
Gleichungssystem exakt zu l6sen.

Grundlage fiir ein numerisches Verfahren zur Losung von (6.4) bildet der nachfolgende
Satz zur Tikhonov-Regularisierung.

Satz 6.1 Seien X,Y Hilbertraume, A : X —'Y linear, kompakt und o > 0. Dann gilt:

a) Fiir A existiert ein singuldres System (fin, On, Gn)-
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b) al + A*A: X — X ist bijektiv und beschrinkt invertierbar. Insbesondere ist
Ry = (ol + A*A) 'A% aus L(Y, X).

¢) Die fiir f € Y eindeutig bestimmte Lisung p, € X der Gleichung
ap, + A*Ap, = A* f

hat die Darstellung

o0

Hn
a — s Yn)¥n- 6.5
¢ n:1a+u%(fg)(p (6.5)

d) Die Optimierungsaufgabe rni)r(l J(p) fir das Tikhonov-Funktional
o€

J(¢) = |lAp = fII* + afl¢||?

besitzt genau eine Losung ¢.. Diese wird durch (6.5) gegeben.

e) Zusdtzlich sei A injektiv und fir den Wertebereich gelte A(X) =Y. Fir § > 0,
feAX), foeY mit]|f— foll <& <|f°| emistiert genau ein o = a(d) > 0 so,
dass gilt

AR5 * =l = 6.

Fir dieses o(0) konvergiert (mit 6 — 0) die Lisung pq ) der Gleichung
Ro(s)Pa@s) = f°

gegen die Losung von Ap = f.

Beweis: siche [7, Theorem 4.13 und 4.16] [

Da die Matrixeintrége F(2,, ¢;)(Z;) und die rechte Seite u***(Z;, d) — F(2,)(&;) des linea-
ren Gleichungssystems (6.4) komplexwertig sind, wir aber eine reelle Losung a(lp), ceey a%)
suchen, ist (6.4) ein Gleichungssystem mit 2M Gleichungen und N Unbekannten. Fiir
2M > N ist dieses iiberbestimmt, sodass das lineare Ausgleichsproblem nach der Metho-

de der kleinsten Quadrate zusammen mit Satz 6.1 auf das Problem

(apl + C(p)tc(p))a(p) — C(p)tg(p) (6.6)
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fithrt, wobei o, > 0 ein geeigneter Regularisierungsparameter ist und fiir die Komponen-
ten der Matrix C® € R*™*N beziehungsweise der rechten Seite ¢ € R*M | gilt

) = Re (f'(zp,qj)(ii)), i=1,....M,j=1,....N,
¢f) = Im (f'(zp,qj)(:%i_M)), i=M+1,....2M, j=1,....N,
ow (CE?))ISI%M e R2V*N
1<j<N
gz(p) = Re (u7(3;,d) — F(z,) (%)), i=1,..., M,
g = Im (W (g, d) = F(z)(@io)), i=M+1,...,2M,
g(p) — (ggp))1§i§2M cR M’
a® = (agp))lngN cR

Ein Tterationsschritt fiir das Newtonverfahren (6.3) ldsst sich wie folgt beschreiben:

1. Fiir eine gegebene Parametrisierung z, wird die zum Operator I + A(z,) gemif
(5.16) gehorige Matrix (3.20) mit den Kernen (4.31) und deren LU-Zerlegung er-
mittelt.

Fiir eine einfallende ebene Welle u’(-, d) ist die rechte Seite gem&f (4.30) zu bestim-
men. Die Losung ¢§”), 1 =0,...,2n—1, des zugehorigen linearen Gleichungssystems

(3.20) sind N#herungswerte fiir p(z(w(ir/n))).

2. Berechne F(z,)(4;), i =1,..., M, gemiB (4.32) und hieraus ¢».

3. Berechne F'(z,,h) fir h = q1,...,qn: Dazu sind zu den N rechten Seiten gemif
(5.18) und der unter 1. gewonnenen LU-Zerlegung die Fernfelder dieser N direk-
ten Probleme an den Kollokationspunkten z, ..., Z,;, auszuwerten. Unter Beriick-
sichtigung der Fernfelder der singuldren Anteile (siehe Gleichungen (5.19) - (5.20))

ergeben sich die Werte F (2, q;)(3;). Stelle die Matrix C?) = (cl(é’)) 1<i<onr auf.

I<j<N

4. Lose (6.6) zur Ermittlung von ag.p), j=1,...,N und bilde z,.; = 2, + Zjvzl a;p)qj.

5. Bilde das Residuum
Rog e S [F () (8) — uliee ()
St fumees ()]

Breche ab, falls Res < ¢. Andernfalls erhéhe p um 1 und fahre fort mit Schritt 1.
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In jedem Newton-Schritt sind demzufolge N + 1 direkte Probleme zu l6sen. Die dabei zu
invertierende Matrix I + A(z,) ist stets die gleiche.

Es bleibt die Frage nach der Wahl von passenden Ansatzrdumen () und der benétigten
Fernfelddaten u2¢**. Die Fernfelddaten werden synthetisch erzeugt, wobei zur Vermeidung
von ,Inverse Crimes“ beim Vorwirtsloser mit einer anderen Stiitzstellenzahl n, einem
anderen Kopplungsparameter 7 und mit einer anderen Substitutionsfunktion w gearbeitet
wird. Desweiteren darf die eigentlich unbekannte Parametrisierung z nicht im Ansatzraum
@y enthalten sein.

Abschlieflend wird angemerkt, dass bei sternférmigen Gebieten die Ableitung des Fern-
feldoperators zum Dirichlet-Problem sowohl injektiv ist, als auch dichten Wertebereich
hat. Das fiir glatte Rénder bekannte Resultat (siehe Krefi [30]) ldsst sich auf den hier
vorliegenden Fall iibertragen. Die Basiselemente ¢; von ) lassen sich in der Form

cost .
qj(t):rj(t)<sint>, 0<t<2m, j=1,...,N,

schreiben. Dabei sind die Radialfunktionen r; linear unabhéngig.

6.2 Modifizierung im Tikhonov-Funktional

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie sich durch eine zusétzliche ,,Bestrafung® von
Ableitungen der Storung im Tikhonov-Funktional das zu 16sende Gleichungssystem ver-
dndert. Dabei wird ein Ansatz wie in Hohage-Schormann [22] gewéhlt. Zusétzlich wird
davon ausgegangen, dass Messdaten fiir D Einfallsrichtungen vorliegen, das heifit gegeben
sind

Ut (2, d)), 1<i1< M, 1<1<D.

Das Tikhonov-Funktional wird ersetzt durch

ZII}' Zp ) (-5 i) = [uge®™ = F(2)](, d) | 72() + pllhpllrs10,2m- (6-7)

Dabei ist s € IN und || - || s eine geeignete Sobolev-Norm, etwa

1]

fre2m) = [T1Z2p0.2m) + 1F N 220 0m, 9(2) = 7(2) (cost, sint)"
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Mit den Approximationen

W(«’i‘z)P;

NE

1
2 ~
[ll720) =~ i

1

<.
Il

(Ir(@) P + 7 (E)17)

==

||77b||?{5[0,27r} ~

=1

hat das zu (6.7) zugehorige endlichdimensionale Problem die Form

Minimiere Z Z

=1 =1

Za (29, 4) (B3, di) + F(2) (83, di) — u™ (i, o)

7j=1

K R K
—i—Z \/%EZagp)rjt Z Ve Zap “)(1)) (6.8)

i=1 j=1 =1
Dabei sind die K Punkte fy,...,fx zur Auswertung der Sobolev-Norm aus (0, 27) in der

Regel verschieden von 55”), 1=0,...,2n— 1.
Das Minimierungsproblem (6.8) ist dquivalent zu
Minimiere ||C®a?) — ¢®)||, beziehungsweise c' o)) = C(”)tg(p).

Die Komponenten der Matrix C® e REMPT2K)xN ynd die der Vektoren a® € RY und

gP) € R?MP+2K §ind gegeben durch
C;I;\)l(lflfk’i,j = Re (fl(zp’qj)(i‘iidl))i i = 7"'7M; .7 = 1: .- ':Na
l: ) 7D7
Cg\)/f(l—l)-l—z’-i—M,j = Im (F'(2p, ;) (Zi, dh)), i=1,...,M, j=1,...,N,
I=1,....D,
&) = VMK ri(ii aup), i=2MD+1,...,2MD + K,
j: ]'7 "N7
= o, MK ) (f; anp k), i=2MD+ K +1,...,2MD + 2K,
j=1,...,N,
gg];\)I(lfl)Jri = Re (ugeas(iqi?dl) o f(zp)(iqladl)): 1=1,.. '7M: l= L. ':D:
gél];\zl(l—l)-l-i—l—M = Im (ugloeas(ii?dl) - f(zp)(iiadl))a i=1,.. '7M: l= L. ';D;
9P =0 i=2MD+1,...,2MD + 2K,

i = (i—1/2)2r1/K, i=1,... K.
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6.3 Die rechte Seite der Fréchet - Ableitung

Fiir die Auswertung der rechten Seite in (5.18) sind die zu A’(z, h) geh6renden Operatoren
zu parametrisieren.

Zur vereinfachten Darstellung weichen die Notationen der Kerne von denen im Abschnitt
5.2 leicht ab. Fiir die Randintegraloperatoren
Sk(2). Ky(2), Ko(2), 7(2) © Cox = Cog

gelten die Darstellungen

2w

(Sk(z h)p)(t) = My(t, 7,2, h) [p(r) = (0)] dr,

0

(Ku(zh) o)) = / "Lt 2 h) [o(r) — (0)] dr,
(K2, b)) () = / "Lt 72 ) [p(r) — (0)] dr.

(Ch(z M) = (0) / Ly — Ly — inM})(t.7, 2, ) dr.

Mit der abkiirzenden Schreibweise r(¢,7) = |2(t) — z(7)| haben die zugehorigen Kerne die
Form
) ik t) — < (h(t) = h
M) = 0,y L) RO )

O k(1,7 L0

+

L(t,7,2h) = ' Hl(l)(kr(tﬁ))h,(T)l'(Z(t)—2(7))+z'(7)l-(h(t)—h(r))

/ 1
Ly(t,7,2,h) = —
T
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Dabei wurde die Ableitung H, mit den Identititen (2.1) und Hél)’ = —HY gemih

" 1 ! 1
—Hy (1) = < Hy(t) + Ho(t) = — H" (1) + Hy (1), 1> 0,

ersetzt. Die Abspaltung der logarithmischen Anteile fithrt auf

! ! t_ !

Mt 7,20 = M, (1,21 <4sin2 T) P oh),  (6.9)
, /(1) . ot —T 1 (2)

L.(t,7,2,h) = L, "(t,7,2,h) In|4sin + L, "(t,T,2,h), (6.10)
' ' (1) . 9 t—rT1 ' (2)

Ly(t,7,2,h) = Ly "(t,7,2,h) In | 4sin + L, '(t,7,2,h). (6.11)

Entweder aus der Asymptotik von Hél) und Hl(l) oder durch direktes Differenzieren in
den Darstellungen (4.22) - (4.25) ergeben sich die Kerne

Mt r 2 h) = % Ik r(t,7) T)(t" 7 1 (7)]
5= Tk (2, 7)) ’(TZ,(' Th)’f”, (6.12)
Lz h) = o Dkr(t7)) B (ot = Z(T)T)(:f)/ (0" (h() ~ b))
+ {—%Jg(k r(t,7)) + % J (f(;(i’;)) }
O O oy o), 613
1., 7,20 = 0. (6.14)

Fiir die Diagonalterme erhdlt man unter anderem wegen Jo(0) = 1, .J;(0) = 0, und Tay-
lorentwicklung die Ausdriicke

MOt 2h) = —% % (6.15)
M P (4,8, 2,0) = (% - % {1 +Cp+In <glz'(t)> }) AL AL (rz),'(g(t), (6.16)

LWt 4,20 = o, (6.17)
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, 1 W)t 2" (¢t WE-R) 1 2@ R @) ) (¢
B an = LEODSO+LON NG 1E0-HO 00,
2m 12/ (t)] ™ 12/ (t)]
(6.18)
LVt n) = 0, (6.19)
@ @)
0 (tatazah) o 'Lk (t,t,Z,h). (6‘20)

Fiir eine feste Einfallsrichtung d und ein h € @Qn wird mit der an den diskreten Stellen
2(s), j =0,...,2n — 1, ermittelten Dichte

o= (I+A.)" R’ € CAD.), " = p(=(s{")),

J

die rechte Seite in (5.18) ausgewertet durch

2b(2(w(s)))
~ —2iketRHw(s)dg. h(w(s))
2n—1
n 2 . ’(m n n n
—— > oL M) (ws), 55, 2, h) [ — i)
j=1
T o= (1) (1)
—— > oL — M) (w(s), 57, 2, h) %
j=1
[T (5,8) + =R (s)] [0 — o]
2n—1
n) T n), ' (2) 1(2) 1(2) n
—"= 3L — Ly — My ) (w(s), 8§, 2, h)
j=1
T (1) (1) (1)
—p0"— D oL = Ly = inMy ) (w(s), 5572, )T (s, 87) + — R ()]
i=1

(6.21)

Dabei sind die Funktionen 7" und R;") durch (3.18) und (3.16) gegeben und die auftre-
tenden Kerne in (6.9) - (6.20) erklirt.
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6.4 Rekonstruktionen mit glatten Kurven

Zunichst wird als Approximationsraum fiir die radialen Anteile der Raum der trigono-
metrischen Polynome

N N
QN:TN: v € Oy gp(t):chcos(jt)—l—Zsjsin(jt), Coy- -y Ciy S1,--,55 €ER
=0 j=1

mit N = 2N + 1 verwendet.

In diesem Abschnitt wird versucht, die nachfolgenden Kurven zu rekonstruieren

Erdnuss: z(t) = \/COSQ(t) + 0.25 sin?(t) < cos () ) ,

sin(t)
cos(t) + 0.65(cos(2t) — 1
Drachen: z(t) = < ) 1.5si(n(t)( )= 1) ) ,
Tropfen: z(t) = < —2/v3 Ssllrrll((g)5t) +05 > :
Schmetterling: z(t) = < 2/3 8125111(?‘;) 0.3 ) .

Die synthetischen Fernfelddaten us(%;,d;), 1 < i < M, 1 <[ < D, wurden mit den
Parametern k¥ = 1,7 = 1, n = 64 und der polynomialen Substitution w,, (3.9) nach
Korobov mit Substitutionsgrad m = 4 (beim Tropfen und Schmetterling) beziehungsweise
w(t) =t (fiir die Erdnuss und den Drachen) erzeugt.

Fiir den inversen Loser wurde mit der Substitution (3.11) nach Kre mit Grad m = 4,
mit exakter Wellenzahl £ = 1 und Kopplungsparameter n = 1.2 gerechnet. Alle {ibri-
gen Parameter, wie die Anzahl der Stiitzstellen 2n, die Dimension N des Ansatzraumes,
unterschiedliche Anzahl von Beobachtungs- und Einfallsrichtungen M bzw. D, der Regu-
larisierungsparameter a, im p-ten Iterationsschritt, die verwendete Sobolevnorm || - |
und zugehorige Anzahl K von Stiitzstellen sind den Legenden zu entnehmen.

HS

Als Startkurve zg diente jeweils der Einheitskreis
cos(t)
= <t< .
Zo(t) < sm(t) ),O_t_QW

Es wurden jeweils 30 Newton-Schritte bei der Erdnuss, 70 beim Drachen, 40 beim Tropfen
und 50 Iterationen beim Schmetterling durchgefiihrt, wobei jedoch zur Darstellung die
Kurve z,_, zum kleinsten Residuum verwendet wurde.



6.4 REKONSTRUKTIONEN MIT GLATTEN KURVEN

79

Rekonstruktion der Erdnuss mit einer Welle

Rekonstruktion der Erdnuss mit 4 Wellen

Rek. der Erdnuss mit kleinerem n und mehr Ansatzfunktionen

Pend

30,
48,
11,
64,

1.0-0.67,
1.3-1077,

128.

26,
48,
11
64,

1.0-0.6",
4.9-1077,

128.
29,
24,
15,

64,

1.0-0.6",
4.9-1077,

128.
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Rekonstruktion des Drachens mit einer Welle Pena = 70,
n = 36,
N = 25,
M = 64,
- D =1

a, = 10.0-0.97,
Res = 1.7-1075,

s = 1,
K = 128
Rekonstruktion des Drachens mit 4 Wellen Pena = 60,
n = 36,
g N o= 2,
M = 64,
e - D = 4,

a, = 2.0-0.8,
Res = 1.3.1078,

s = 1,
K = 256.
Rek. des Drachens mit s=3 und weniger Ansatzfkt. Pena = 70,
n = 24,
~1 N = 15
M = 64,
e - D = 4,
e a, = 10.0-0.97,
t Res = 3.9-10°2,

s = 3
K = 256.
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Rekonstruktion des Tropfens mit einer Welle

Rekonstruktion des Tropfens mit 4 Wellen

}

Rek. des Tropfens mit weniger Ansatzfunktionen

*D«

Pend

40,
36,
15,
64,

2.0 - 0.87,
9.5-107%,

128.

40,
36,
15,
64,

2.0-0.8”,
4.0-1078,

128.
40,

24
11,

64,

2.0-0.8,
6.2-10°%,

256.
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Rekonstruktion des Schmetterlings mit einer Welle

Pena = 50,
n = 48,
N = 17,
M = 64,
" D = 1,

a, = 5.0-0.85,
Res = 1.1-1077,

s = 1,
K = 128
Rekonstruktion des Schmetterlings mit 4 Wellen
| Penda = 90,
n = 48,
N = 21,
M = 64,
— D = 4

a, = 5.0-0.85,
Res = 1.6-1075,

f s = 1,
K = 128
Rek. des Schmetterlings mit weniger Ansatzfunktionen

| Pena = 90,
n = 24,
N = 15,
M = 64,

" D = 4

a, = 5.0-0.85",

Res = 3.3-10°9,
s = 1,

K = 128
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Bei den numerischen Experimenten wurden folgende Beobachtungen gemacht:

Die konvexen Gebiete lassen sich stets besser rekonstruieren, als nicht-konvexe Gebiete.
Das Verfahren liefert im ersten Fall, sowohl bei glatten Réandern, als auch bei Gebieten
mit Ecken, bei geringer Anzahl von Basisfunktionen und wenigen Newton-Schritten gute
Rekonstruktionen.

Um gute Approximationen an nicht-konvexe Gebiete zu erhalten, ist eine hohere Anzahl
an Basisfunktionen und Newton-Schritten erforderlich. Zusétzlich muss das Verfahren mit
einem hohen Regularisierungsparameter gestartet werden, der im Laufe des Verfahrens
nicht zu schnell abfallen darf.

Die Experimente, bei denen im Strafterm ||h| gs der Parameter s = 3 verwendet wurde,
lieferten teilweise unzuléssige Rédnder, das heifit die ermittelten Parametrisierungen waren
auf [0, 27) nicht injektiv.

6.5 Rekonstruktionen mit nicht-glatten Kurven

Die Funktionen 7, ro, mit

ri(t) = t?2(2r—1),0<t<2m,
ro(t) = t(2r—1)?, 0<t<2m,

besitzen die Eigenschaften
7“1(0) = T1(27T) =0= TQ(O) = T2(27T)

und
r1(0) = ry(21) = 0, 7, (27) = —4x?, 7,(0) = 47>

Demnach sind
qj(t) = r;(t)(cost,sint)’, 0 <t < 2m, j=1,2,

periodisch mit Periode 27, auf [0,27] beliebig oft differenzierbar und die Gebiete mit
durch ¢;, g» parametrisierten Rindern besitzen Ecken.

Fiir den Ansatzraum werden nun die Terme sin(Nt) und cos(Nt) weggelassen und dafiir
r1, r9 hinzugefiigt, das heifit

N-1 N-1

Qn =S @0 €Cor | @(t) =Y cicos(jt) + Y s;sin(jt) + cxri(t) + syra(t)



84 NUMERISCHE ERGEBNISSE BEIM INVERSEN STREUPROBLEM

mit N = 2N + 1.
In diesem Abschnitt wird versucht, die nachfolgenden Kurven zu rekonstruieren
—2/4/3 sin(0.5t) 4+ 0.5
sin(t) ’

2/3 sin(1.5t) 4 0.3 >
sin(t) '

Tropfen: z(t) :<
Schmetterling: z(¢) :<

Die synthetischen Fernfelddaten u..(%;,d;), 1 <i < M, 1 <1< D, wurden diesmal mit
den Parametern k = 2, n = 2, n = 64 und der polynomialen Substitution w,, (3.9) nach
Korobov mit Substitutionsgrad m = 4 erzeugt.

Fiir den inversen Loser wurde mit exakter Wellenzahl k, dem Kopplungsparameter n =
2.5, der Substitution (3.11) von Krefl mit Grad m = 4 und dem Einheitskreis als Start-
kurve gerechnet.

Rekonstruktion des Tropfens mit einer Welle Pena = 40,
n = 36,
N = 17,
M = 64,
e D = 1,
a, = 2.0-0.8,
Res = 1.4-1077,
s = 1,
K = 128
Rekonstruktion des Tropfens mit 4 Wellen Pena = 40,
| n = 36,
N = 17,
M = 64,
— - D = 4,
a, = 2.0-0.8,
{ Res = 2.3-1077,
s = 1,

K = 128
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Rek. des Tropfens mit mehr Ansatzfunktionen

|

Rekonstruktion des Schmetterlings mit einer Welle

Rekonstruktion des Schmetterlings mit 4 Wellen

40,
48,
25,
64,

3.0-0.87,
8.1-1077,

128.

50,

48,

25,

64,

1,

5.0 - 0.85,
1.2-1077,
1,

128.

50,
48,

25,

64,

4,

5.0 - 0.85,
8.8-1077,
L

128.
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Rek. des Schmetterlings mit weniger Ansatzfkt.

| Pena = 90,
n = 36,
N = 17,
M = 64,
— D = 4,

a, = 10.0-0.97,
Res = 2.6-10%,
f s = 1,

K = 128

An der letzten Darstellung (und weiteren, hier nicht angefiihrten Beispielen) wird deutlich,
dass bei Rekonstruktionen mit einer zu geringen Anzahl von Ansatzfunktionen, die Grofie
des Eckenwinkels nicht mehr rekonstruiert wird.

Ein Vergleich der Ergebnisse aus den Abschnitten 6.4 und 6.5 ldsst keine eindeutige
Schlussfolgerung zu. Wihrend sich beim Tropfen die Hinzunahme nicht-glatter Ansatz-
funktionen negativ auf das Residuum auswirkt, verhélt es sich beim Schmetterling genau
umgekehrt. Theoretisch konnte man auf ein anderes Qualitdtsmerkmal statt dem Resi-
duum ausweichen, etwa dem Vergleich der Radialanteile von exakter und numerischer
Losung in der C?-Norm. Auf der anderen Seite erscheint dieser Ausweg wenig sinnvoll,
denn im Allgemeinen ist der exakte Rand unbekannt und ist erst zu rekonstruieren.

6.6 Eingeschrinkter Messbereich

In diesem Abschnitt wurde versucht, mit den gleichen Ansatzfunktionen wie im Abschnitt
6.5 den Tropfen und Schmetterling zu rekonstruieren, wobei die Messpunkte z;, an denen
das Fernfeld gemessen wird, nicht gleichm#flig auf dem Einheitskreis verteilt sind, sondern
nur aus einem eingeschriankten Winkelbereich stammen.

Fiir die Erzeugung der Messdaten und den Parametern im inversen Loser gilt das in
Abschnitt 6.5 gesagte. In den Darstellungen wurde zusétzlich der ,,beleuchtete Bereich®
gepunktet aufgenommen. Fiir jedes Objekt wurde mit einer einzigen einfallenden Welle
und einem Halbkreis als Messbereich gearbeitet.
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Tropfen: Eckenbereich im Schatten

-

Tropfen: Eckenbereich beleuchtet

Tropfen: Messungen von unten

40,
48,
25,
64,

3.0-0.8",
7.6-1077,

128.

40,
48,
25,
64,

3.0-0.87,
1.5-107°,

128.
40,
48,
25,

64,

3.0-0.87,
3.8-107°,

128.
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Schmetterling: Eckenbereich im Schatten

Pena = 90,
n = 48,
N = 25,
M = 64,
— D = 1,

a, = 5.0-0.85,
Res = 3.1-10°5,

s = 1,
K = 128
Schmetterling: Eckenbereich beleuchtet
Pena = 50,
n = 48,
N = 25,
M = 64,
D = 1,

a, = 5.0-0.85,
Res = 9.2.1075,

s = 1,
K = 128
Schmetterling: Messungen von unten
Pena = 90,
n = 48,
N = 25,
M = 64,
D = 1,
. a, = 5.0-0.85,
} Res = 2.4-1079,

T s — 1’
K = 128
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Aus den zahlreichen numerischen Experimenten lésst sich feststellen, dass die Rekonstruk-
tionen bei eingeschrinktem Messbereich deutlich schlechter sind als bei vollem Daten-
satz. Auch durch Hinzunahme weiterer Basisfunktionen und héhere Anzahl von Newton-
Schritten wurde der nicht ,beleuchtete Teil* des Gebietes schlecht rekonstruiert. In den
Beispielen, bei denen der Eckenbereich beleuchtet wurde, ergaben sich bessere Ergeb-
nisse. Die mit Abstand besten Rekonstruktionen wurden bei ,Beleuchtung® im unteren
(oder oberen) Bereich erzielt. Am Residuum, dem eigentlich einzigen objektiven Kriterium
(denn der Rand ist ja unbekannt), ist diese Beobachtung nicht abzulesen.

Wiederum ist festzustellen, dass sich konvexe Gebiete mit weniger Aufwand (kleinere
N, Pend, n) rekonstruieren lassen, als nicht-konvexe Gebiete.



Kapitel 7

Ein spezielles
Impedanzrandwertproblem

In diesem Kapitel wird ein weiteres Randwertproblem betrachtet, bei dem in natiirlicher
Weise Ecken auftreten. Nach Vergraben eines metallischen Gegenstandes, von dem ein
Teil weiterhin aus dem Boden herausragt, werden Korrosionseffekte zu Veréinderungen
der Oberfliche sorgen. Man ist bestrebt, die nicht einsichtbare Oberfliche aufgrund von
(Spannungs-) Messungen zu ermitteln, ohne den Gegenstand aus der Erde auszugraben.
Zunéchst wird jedoch an dieser Stelle das direkte Problem behandelt.

Nach der mathematischen Formulierung des resultierenden Randwertproblems erfolgt im
Abschnitt 7.2 der Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit. Fiir die numerische Umset-
zung wird der hypersinguldre Operator T bendétigt, dessen Darstellung im dritten Teil
notiert, wird. Abschlielend sind im Abschnitt 7.4 fiir verschiedene Objekte numerische
Beispiele angefiihrt.

7.1 Formulierung des Impedanzrandwertproblems

Gegeben sei ein beschrinktes, leitfihiges Medium D C IR?, dessen Leitfihigkeit im gesam-
ten Gebiet D konstant ist. Der Rand 0D von D setze sich aus zwei zusammenhéngenden,
(O3-glatten Randstiicken T', v zusammen, sodass gilt

OD =T U~, TNy ={z® 21},

Desweiteren setze [g := I'\ {2, 20} und vy := v\ {2, 2™},
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Darstellung zum Impedanzproblem

Ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit wird von den Ecken z(¥, (1) vorausgesetzt,

dass deren zweite Koordinaten Null sind. Desweiteren gelten einschrinkend fiir die Para-
metrisierungen 21, 2(0) der Randstiicke I', v nachfolgende Beziehungen:

= x( y
A0 > 0, 2m <t < dn,
< 0,0<t<2m.
Definition 7.1 (Inneres Dirichletproblem)

Gegeben ist f € C(OD). Gesucht wird eine Funktion u € C*(D) N C(D) als Lisung der
Laplacegleichung

Au = 0 inD, (7.1)
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die die Randbedingung

u = f aufdD (7.2)
erfullt.
Bei der Modellierung des eingangs von Kapitel 7 geschilderten Problems représentiert u

eine Spannung. Weil auf dem korrodierten Teil des Randes kein Strom fliefit, die Spannung
demzufolge Null ist, erhélt das direkte Problem die nachfolgende Form.

Definition 7.2 (Direktes Problem)
Gegeben sind D und f € C(OD). Desweiteren erfille f die Bedingungen flp € CH¥(T)
und f|, = 0. Gesucht werden die Neumannrandwerte

ou

ov Ty

der nach Abschnitt 7.2 eindeutig bestimmten Ldsung u von (7.1) - (7.2).

Definition 7.3 (Inverses Problem)
Fiir festes T ist der Dirichlet- nach Neumannoperator gegeben, das heif§t fiir alle f gemdfs
Definition 7.2 sind die Paare (f|r, %‘Fo) bekannt. Gesucht wird der Rand .

7.2 Existenz und Eindeutigkeit beim direkten
Impedanzrandwertproblem

Satz 7.4 Das Randwertproblem (7.1) - (7.2) besitzt hichstens eine Ldsung.

Beweis: Das Maximum-Minimum Prinzip fiir harmonische Funktionen erfordert keine
Randglétte. m

Satz 7.5 Das Gebiet D erfiille die angegebenen Voraussetzungen. Sei f € C(0D). Dann
gilt: Fir jede Losung ¢ € C(OD) der Integralgleichung

2fe) = T w2 [ B sy asp)acon, (1)
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wird durch das Doppelschichtpotenzial

o aéo(ﬁay)
u(x) = /aD W@(Q) ds(y), x € D,

eine Losung des inneren Dirichletproblems (7.1) - (7.2) gegeben.

Beweis: Dis Doppelschichtpotenzial ist harmonisch in D und lasst sich nach Satz 4.12
von D nach D stetig fortsetzen mit den Randwerten

2u_(a) = P2 oy 49 [ fi(—gf’)so(y) ds(y) = 2f(x), a € OD.

Satz 7.6 Die Integralgleichung (7.3) hat fir jedes f € C(0D) genau eine Lisung
p € C(0D).

Beweis: Die Injektivitét von (7.3) zeigt man wie in [35, Theorem 6.20] unter anderem
mit der Eindeutigkeit des dufleren Neumannproblems. Fiir den Nachweis der Surjektivitét
ist wie im Beweis von Satz 4.14 eine Aufspaltung in einen beschrinkt invertierbaren
und einen kompakten Operator hinreichend. Es kann wiederum auf [2, Sétze 3.12 - 3.13]
verwiesen werden, wobei wegen der fehlenden logarithmischen Singularitét (setze n = 0)
und dem gleichen singulédren Verhalten von ®; und ®, sich die Darstellung vereinfacht.
Fiir den Spezialfall, bei dem der Rand in der Nidhe der Ecken geradlinig verlauft, ist der
vereinfachte Beweis in [35, Section 6.5] nachzulesen. [

Auf die Randintegralgleichung (7.3) lisst sich das Nystrom-Verfahren nicht direkt an-
wenden, denn die Gleichung hat nicht die Form (3.1) aus Kapitel 3. Daher wird eine
Modifizierung erforderlich. Dazu seien u;, j = 0,1, auf IR? harmonische Funktionen mit
uj(z®)) = §;1.. Schreibt man () = (:rgj), xgj)), so erfiillen die beziiglich x; linearen Funk-
tionen

(1)

xl - 3?1
u(r) = —————,

1‘(10) . xgl)

T — 1‘(10)
Ul(x) = 1) 0’

|
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die Forderungen. Mit Hilfe des Darstellungssatzes

[ {mtenGtw - 2288 )b asty) = A2 w), « € o0

und der Identitit

(1-22) o)+ 3 22 olaun(a) = Y- e uto), + € 0D,

™ ™

wird die rechte Seite in (7.3) umgeformt zu
—2f(z) = p(z) - (Kop)(2)

- By [ 2 f) - S ue)

—2) " p(z") /BD 9%0(@,y) w(y) ds(y)

ov(y)
= o) - (Rog)@) + 3 ple) {ute) =2 [ e G st}
(7.4)
Dabei sind die Operatoren K, und K, gegeben durch

Ruela) = = (1-22) gty 42 [ T o) asy), e o, € D)
(7.5)

(Ro)a) = 2 [ Tl {wy) - Zumy)so(:c(”)} ds), = € 0D, ¢ € C(OD)
) (7.6)

Insbesondere verschwindet bei K; die Dichte in den Ecken z(® und 2V, sodass die Glei-
chung (7.4), abgesehen von geringen Modifizierungen, mit dem bereits in Kapitel 3 er-
klarten Nystrom-Verfahren behandelt werden kann.

Die bereits aus Abschnitt 3.2 bekannten Substitutionen w : [0,27] — [0, 27r] werden zur
Ermittlung der Ndherungswerte

(n)

v; ~e(z(w(in/n))), 5=0,....4n =1,
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durch
w(t+2m) =21 +w(t), 0 <t < 2,
auf [0, 47] fortgesetzt. Mit den Bezeichnungen
n j7T n j7T n ! j7T n n .
tg):;; 55):11}(?), O‘g):w (?): f]( ):_Qf(z(Sg))): J :4n7
0 n
ul) = wla(s")),
0 n
ull) = 8—1”(,2(356 M, 1e {01}, k=1,....2n—1,2n+1,...,4n — 1,
’ 14
den Kernen
12'(1)" - (2(t) = 2(1))
LO(t:T) = - ) (77)
T |z2(t) = 2(7)[?
1 1
Mo(t,7) = —1In |12'(7)]
T J2(t) = 2(7)]
= M{"(t,7) In <4sin2 ! ) + M (t,7) (7.8)
0 ) 0 ) ) .
1
M (k) = 5 ()] (7.9)
t —
MP () = My(t,7) — MM (t,7) In <4sin2 (7.10)
und den Diagonaltermen
1 2'(t)* 2" (1)
Lo(t.t) = — 7.11
0( ) ) o ‘Z’(t)|2 ( )
1
MY = —— (¢ 7.12
et = —— 1), (7.12)
MP @) = o, (7.13)
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1 in—1
n 0 ™ n 2 n n 1 n n
FYS = DY ol (P, o) 4 M7, )
=0 kk;zln
n n n n 1
< [T, 8) + ;R‘(kljd) uf’,j}, (7.14)

j=0,...,4n — 1, zu l6sen. Dabei sind 7" und R,(Cn) durch (3.18) und (3.21) erklért.

7.3 Der hypersingulire Operator Tj

Zur Auswertung der Normalableitung %\po wird der Operator Tp, mit

0 0 0 1
(Top)(z) =2 () /8D e(y) ay—(y)%(x,y) ds(y), v € OD \ {1, 2V}, (7.15)

benétigt. Da die Dichte ¢ auf jeder abgeschlossenen Teilmenge von 'y und ~, die Re-
gularitit C"® besitzt und sich ¢ bei 2 wie (z — 2W)?, § = m, verhilt (siehe
Grisvard [15] und [16]), gilt der nachfolgende Satz.

Satz 7.7 Sei z eine Parametrisierung von 0D wie im Abschnitt 7.1 beschrieben. Sei
X € C(dD) und gelte x(zV) = x(zM) = 0 sowie x o zlig9m+ X © Zlman) € ST+ it
0 < 0 < 1. Dann gilt fiir die Normalableitung des Doppelschichtpotenzials fiir x € 'y U 7
die Darstellung

567 L oy 00 = [ S

Dabei ist t = (t1,t3) = (—va,v1) der Tangentialvektor.

Beweis: Das obige Resultat ist sowohl fiir geschlossene Rinder 0D € C? mit Dichte
x € C"*(OD) (siehe Kress [35, Theorem 7.29]), als auch beim offenen Bogen der Klasse
C? mit Dichte x € C"** (siche M&nch [44, Satz 2.8]) bekannt.

Hierbei ist x im Funktionenraum C'"®*(T") genau dann, wenn die Dichte in den Endpunk-
ten verschwindet, die parametrisierte Dichte x o z differenzierbar in [y ist, die Ableitung
(xoz)" ein wurzelsingulires Verhalten an den Endpunkten aufweist und im Inneren holder-
stetig ist.
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Mit einer geeigneten Abschneidetechnik wird das Problem auf die bereits bewiesenen
Gleichungen reduziert.

Dazu sei x € T fest. Dann existieren Teilbogen 'y, I'; und eine Funktion p € C*(T') mit
den Eigenschaften:

e T, liisst sich zu einer geschlossenen C2-glatten Kurve T ergiinzen.
excly,CI'y CIy.
e plr, =1,pln\r, = 0.
Die Dichte x wird aufgespalten in
X =px+1-px

Weil px auBerhalb von T'; verschwindet, ergibt sich mit dem bereits erwéhnten Satz (35,
Theorem 7.29], angewendet auf den Rand T,

3y?x) /8D aq;[;(fy’)y) p(y)x(y) ds(y) = /@ aq;[;((z,)y) 8(51?()(y)ds(y). (7.16)

Desgleichen folgt aus [44, Satz 2.8], angewendet auf 3 Bogenstiicke (v sowie den linken
und rechten Teil von T'\ T'y) und die Dichte (1 — p)x € C**, die Gleichung

0 0P (z,y) _ 0Py(z,y) O
o0(z) /6D “ouly) (1= p(y))x(y) ds(y) = /BD 5i()  B9(p) (1= p)x)(y) ds(y).
(7.17)

Addieren von (7.16) und (7.17) ergibt die Behauptung,. [
Aus der Darstellung

_ 8(I)O(xay)
u(r) = /aD T(y) e(y) ds(y)

— / acI)0 (xa y)
ap  Ov(y)
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gewinnt man fiir die zu ermittelnde Normalableitung

Ny = 5 Gp)a) + lzj;ga(x“)) 5 (K55 ) - 3 5] s et

(7.18)

Hierbei ist Ty der Operator, bei dem nicht die Dichte @, sondern die in den Ecken ver-
schwindende Dichte ¢ — 3°_, ¢(2®)u; eingetragen wird.

Zur Vereinfachung der Darstellung sei nun y := ¢ — lezo o(x®) uy, also eine Dichte,
die nach den o.g. Regularititsresultaten von Grisvard den Voraussetzungen von Satz 7.7
geniigt. Dann gilt fiir 27 <t < 47

1 1 4

W Py 0 Kr,(t,7) (x o Z)I(T) dr,

(Top)(=(t)) =
wobei der auf der Diagonalen ¢t = 7 singulére Kern Ky, gegeben ist durch

_ o 2(1) - (3(r) = 2(1))
- 2

|2(t) — 2(7)]
Wiéhrend der Integrand iiber [0, 27] glatt ist, muss beim zweiten Anteil die Singularitéit
beriicksichtigt werden.

Kr,(t,7) , £ T

Aus diesem Grund wird die Cotangens-Singularitit auf nachfolgende Weise abgespalten.

Go)(=(t) = ——— L [ Kn(t.r) (xo2) () dr

Partielle Integration beim ersten und zweiten Summanden fiihren fiir 27 < ¢ < 47 auf

(Tog) (=(1))

1

o0 %/ﬂcotT;t(on)l(T)dT. (7.19)

2m

+
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Dabei sind die Kerne Nél) und NéQ) gegeben durch

NO(t7) = ;—; %KTO@,T)
22 (2() —2(1) A7) - (2(1) —2(1)) 1 () -2(7)
E EOEEGIE 7 20 —=np 20
0<7<2r <t < 4m,
N = o % Ky (t,7) — cot T
_ 2241) - (2() —2(7) (1) - (2(t) — 2(7)) 1 Z(H) - 2'(7)
™ |2(t) — 2(7)[* T |2(t) — 2(7)]?
—% SinQ%, 21 <t <A4m, 2w <1 < Ar. (7.21)

2

Wihrend die Diagonalterme fiir Nél) nicht benotigt werden, ergibt sich fiir NéQ)

2 R I O RN O N O A O R )
NG = G mrer T aRar T erar | (2

Eine Substitution ¢ = w(s), 7 = w(o) in (7.19) und die Vereinbarung

cot
2 .
o : 0<s,0<d4m, |s—o|¢{0,2mr, 4r}
h(s,o) := cot 9 , (7.23)
,1 r<s=0<4nm
\ w'(o)

fithren fiir 27 < s < 47 zu

[o) (2(w(s zé " D (w(s), w(o oczow)(o)w'(o)do
Tap)c(we) = s [N (wls)w(e) (vo 20 w)()w'(o)d

!

1 1 2w

g —

+ cot TS h(s,0) (y o zow) (o +2) do. (7.24)

#(w(s))] 27 /0

Beim letzten Integral wurde von w(o + 27) = 27 + w(o) und der Periodizitéit vom Co-
tangens Gebrauch gemacht.
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Fiir den dritten Summanden in (7.24) sind Quadraturformeln

1 2 o—5 1 2 o—5
— cot

Y (0 + 27) do — cot
—/ cot

erforderlich. Dabei ist P, der trigonometrische Interpolationsoperator

&

(Pa) (0) do

Y(o+2m)do =~ —/ cot 2 (o) (o) do

in—1 2n—1
Py: Cor = Ty P = > () = 37 ot 010
j=2n j=0
zu den Aquidistanten Knoten tg.") = jm/n, j = 2n,...,4n — 1. Durch exaktes Integrieren

von 9
Mgy L [T T8 w
7;@_%Acm21j@w
und )
iy * [ TS m
(@@_%AchZM@w
ergeben sich die Quadraturformeln (vergleiche Ménch [43, Kapitel 3.1] und Kref} [26])
L[ 08 N g 7
oo | cot Y(o+2m)do ~ Y )T (s), (7.25)
§=0
2t o— s 2n—1
5o | cot—5—u(o+2m)do ~ > w () UM (s) (7.26)
§=0

mit den Quadraturgewichten

n ! j W —s
U (s) = %(1 — (—1)’ cos(ns)) cot 5= 0,...,2n — 1. (7.28)

Mit der abkiirzenden Schreibweise

7™

l7—1

=T, U= U ) = 006,
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ergeben sich die Matrixelemente

n—1
1 mkm (—1)*
T = —= - k=0,...,2n—1 7.29
k n‘2£;7n(xm ( n > 2 ) ) ) n ) ( )
0 : k ist gerade
U = Ck=-2n+1,....2n—1.  (7.30)
% cot ’;—z : k ist ungerade

~

Die Produktregel h1)' = (ht))" — h'tp motiviert mit den Funktionen U;")

oh n n ,
s, £ )UJ( )(s), j=0,...,2n—1,

Uf" () = h(s. 155) T (5) = 5 (5,15

J

die Approximation

2t 2n—1

cot _Sh(s,a)w (0 +2m)do =~ Zw ]+2nU s).

o

In dieser Arbeit wird stattdessen

1 o o — ) 2n—1 .
ﬁ/o cot o) (0 +27) A~ Zh 5,10, 08 (1, YT (s)
2n—1 ,
~ Y (s ) ) B () U (s)
7,k=0

verwendet. Wegen der Singularitéiten der Kerne ist nicht zu erwarten, dass obige Quadra-
turformeln gleichméBig beziiglich s € (27, 47) konvergieren. Eine gleichméfBige Konver-
genz auf kompakten Teilmengen von (2, 47) erscheint plausibel.

Insgesamt ergibt sich fiir den gemé&f (7.18) bendtigten hypersinguldren Anteil die Appro-
ximation

2n—1
(o) (=(w(s)) ~ \nza w(s), s7") "
1 4n—1
n 2 n n
Jr|z'(w(8))| = AN (w(s), ) xS
j=2n+1
2n—1
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7.4 Numerische Ergebnisse beim direkten Impedanz-
randwertproblem

In diesem Abschnitt werden die nachfolgenden Parametrisierungen z; als Beispiele fiir
betrachtet:

21(t) = —(cos(t/2),sin(t/2)), 0 <t < 2, (7.31)
al®) 0.5 (t1—+22) ~ L (cos(t/2), sin(t/2)) + (H% 0) ,0<t<2m (7.32)
wlt) = — 11+f-£5t (cos(t/2), sin(t/2)) — (1 E -, 0) ,0<t<2m, (7.33)
o) = - <1 - %sin(t/Q) + ésin(l.St)) (cos(t/2), sin(t/2)), 0 < t < 27, (7.34)
z5(t) = —(1+sin(¢/2)) (cos(t/2), sin(t/2)), 0 <t < 2, (7.35)
ot = (% (t— ), —sin(t/2)> 0<t<om (7.36)

Durch Spiegelung an der z1-Achse erhélt man ebenfalls 6 Parametrisierungen fiir I', sodass
durch Kombination mit denen fiir 7 hinreichend viele Gebiete mit Ecken zur Verfiigung
stehen. In Abbildung 7.1 sind die Kurven, abgesehen von Skalierungsfaktoren in xo-
Richtung, dargestellt. Entsprechend der Parametrisierung sind sie mit v;, I';, 7 =1,...,6
bezeichnet.

Beispiel 7.8 Der Poisson-Kern

R O

u(x) T #y,

Iz
ist harmonisch in R* \ {y}. Fiir v wird der Halbkreis (7.31) verwendet. Fiir T's wdihle
y = 0.5v2(1,1)" und in den anderen Fillen setze y = (0,1)!, wobei fiir Ty, Ty, Ty und T
noch ein geeigneter Skalierungsfaktor (hier 1/3) fir die xo-Richtung zu wdhlen ist, damit

die Singularitat y auflerhalb des Gebietes D liegt. In allen Fillen hat u auf v homogene
Dirichletwerte. Es gilt

—1 [yl = =)z —y) z

gradu(z) = ™ lz —yl* |z — y|?

. TFY.
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Abbildung 7.1: Darstellungen von ~; und I';.

In Tabelle 7.1 ist fiir verschiedene Punkte x € T die Differenz zwischen exakter Lisung
%(:1:) und dem numerisch ermittelten Wert dargestellt. Die erwartete schnelle Konvergenz

ist ersichtlich, obwohl die Losung eine Singularitit in der Nihe des Randes besitzt.

Beispiel 7.9 Die in Polarkoordinaten (r,9) € R x [—m, ) dargestellte Funktion
u(r,9) = r®sin(ad), a >0, (7.37)

ist harmonisch in R* \ {y € R? |y, < 0, yo = 0}. Durch Transformation des Koordina-
tenursprungs in die Ecke 9 ist die Lésung mit den durch (7.37) gegebenen Randwerten
in der Regel (o < 1) in 20 nicht mehr differenzierbar. Es gilt

_ Ou .y 1 Ou , ’ '
grad u(z) = R (cos ¥, sin )" + e (—sin®, cos¥)’, = # (0,0)".

In Tabelle 7.2 ist fir Punkte v € T (nicht zu nahe bei %) der Fehler zwischen exak-
ter Losung und Ndherungslosung dargestellt. Die Ergebnisse sind mit dem unteren Rand
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(7.84) und o = 1.5 erzeugt worden. Die Konvergenz ist in allen Beispielen ersichtlich.
Aus weiteren hier nicht angefiihrten numerischen Ergebnissen kann der Einfluss von «
auf die Konvergenzgeschwindigkeit abgelesen werden.

Beispiel 7.10 Die durch
u(y) =y — 3, y € R,

gegebene Funktion ist harmonisch mit dem Gradienten
gradu(y) = (2y1, —2y»)".

Die numerischen Ergebnisse zu diesem Beispiel sind der Tabelle 7.3 zu entnehmen, wobei
als unterer Rand die Parametrisierung (7.35) benutzt wurde.
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Tabelle 7.1: Ergebnisse zu Beispiel 7.8.

Substitution w mit kubischem v von Kref3

P n I I's ry I's
x = 2z,(3m) x = zy(3m) x = 2(3.5m) | == 25(2.5m)
8| 0.04088360 0.05049941 0.17503877 0.96828029
3 16 | 0.00074931 0.00100419 0.01842683 0.53299242
32| 0.00000031 0.00000783 0.00004801 0.08639986
64 | 0.00000002 0.00000009 0.00000001 0.00110266
8| 0.04133535 0.05309112 0.19044679 0.92087003
4 16 | 0.00071517 0.00097180 0.02108091 0.50384811
32 | 0.00000013 0.00000725 0.00005583 0.08132141
64 | 0.00000000 0.00000007 0.00000000 0.00103137
81 0.04158528 0.05423901 0.21091141 0.90181860
Y 16 | 0.00067048 0.00096883 0.02464884 0.49011772
32| 0.00000011 0.00000685 0.00006677 0.07873004
64 | 0.00000000 0.00000002 0.00000000 0.00099171




106

EIN SPEZIELLES IMPEDANZRANDWERTPROBLEM

Tabelle 7.2: Ergebnisse zu Beispiel 7.9.

Substitution w mit kubischem v von Kref3

P n Ty T, Ts Iy
T = 2(37) xr = z4(3m) T =2z5(3.5m) | x = 2(2.5m)

8 | 0.22945000 0.07289228 0.02033373 0.02378610

3 16 | 0.08930281 0.00010944 0.01237641 0.01045901
32 | 0.01503920 0.00000242 0.00693285 0.00490836

64 | 0.00411923 0.00000024 0.00361821 0.00018632

8| 0.23192281 0.08646251 0.01853098 0.02380779

4 16 | 0.08891620 0.00006236 0.01033554 0.00971269
32 | 0.00942235 0.00000011 0.00534853 0.00048331

64 | 0.00030716 0.00000000 0.00229175 0.00000952

81 0.24106712 0.10780456 0.01159671 0.02414860

5 16 | 0.08734712 0.00005093 0.00613904 0.00915583
32| 0.00536076 0.00000000 0.00215999 0.00033804

64 | 0.00021094 0.00000000 0.00029054 0.00000053




7.4 NUMERISCHE ERGEBNISSE

107

Tabelle 7.3: Ergebnisse zu Beispiel 7.10.

Substitution w mit kubischem v von Kref3

P n I's ry I's I's
x = 29(3m) x = z4(37) x = z5(3.5m) | = = 24(2.5m)
81 0.51023910 0.13156863 0.00129772 0.00009755
3 16 | 0.00360023 0.00007646 0.00000002 0.00002093
32 | 0.00005687 0.00000010 0.00000000 0.00000260
64 | 0.00000105 0.00000000 0.00000000 0.00000029
8| 0.52840933 0.16794200 0.00861640 0.00094984
4 16 | 0.00370941 0.00006325 0.00000084 0.00000114
32 | 0.00005327 0.00000000 0.00000000 0.00000005
64 | 0.00000087 0.00000000 0.00000000 0.00000000
81 0.53700627 0.21474953 0.02691411 0.00128323
Y 16 | 0.00371588 0.00012555 0.00000460 0.00000075
32 | 0.00005004 0.00000000 0.00000000 0.00000000
64 | 0.00000067 0.00000000 0.00000000 0.00000000




Kapitel 8

Das inverse
Impedanzrandwertproblem

In diesem Kapitel wird das inverse Impedanzrandwertproblem behandelt. Es ist die Ge-
stalt des Korpers D unter Kenntnis des oberen Randes I' zu ermitteln. Als Daten stehen
Paare (ulr, %\po) zur Verfiigung. Im gesamten Kapitel 8 werden nur zuléssige Gebiete
D c IR?, wie zu Beginn von Kapitel 7 erliutert, betrachtet.

Im Abschnitt 8.1 wird das Problem der Eindeutigkeit untersucht, im Abschnitt 8.2 die
Fréchet-Differenzierbarkeit des Randwerteoperators gezeigt und die Ableitung durch ein
Randwertproblem charakterisiert. Im letzten Teil des Kapitels werden numerische Bei-
spiele vorgestellt.

8.1 Eindeutigkeit beim inversen Impedanzrandwert-
problem

Satz 8.1 Es seien Dy und Dy zwei Gebiete mit gemeinsamen oberen Rand T' und jewei-
ligem unteren Rand ;. Weiterhin seien I' ein nichtleeres zusammenhdingendes Teilstiick
von 'y und

u; € C*(Dy) NC(D;) N CH (D \ {2, 2V}), j=1,2,

Lésungen von

AU]‘ =0 Z"Ile,
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uwp = uy Z 0  aufl,

6u1 6u2 ~
— = — rcr
ov ov aufI' ¢ To,
uj = 0 aufy;.

Dann stimmen die Gebiete D, und Dy tiberein.

Beweis: 1. Fiir die Parametrisierungen z() und 2z gilt nach Voraussetzung
zé”)(t) <0< 2D +27),0<t<2m.

Demnach ist D := D;N Dy gin nichtleeres Gebiet. Die auf D erklarte Funktion u := uy —us
ist harmonisch und hat auf I' Cauchy-Randwerte Null. Nach dem Satz von Holmgren (siehe
Rauch [49, Section 1.7]) verschwindet u in D.

2. Angenommen es gilt v; # 7s.
r

Dann existiert ein ¢y € IR so, dass die
Gerade durch (¢y,0) mit Richtungsvek-
tor (0,1) die Kurven 7; in Punkten
P;, j = 1,2, schneidet, wobei P, # P»
gilt. Demnach existiert ein Gebiet G so,
dass ohne Beeintriachtigung der Allge-
meinheit gilt

GCDQ\Dl undaGC’le’yQ.

(Anmerkung: Falls sich v; durch (1, zg’j)(t)), 0 <t <2m j=1,2, parametrisieren lisst,
so seien 0 < t4 < tg < 27 mit

125 1) = 20() >0, ta<t<ts,
" (La) = 27 (),
A (tr) = 4" (1)
Dann erfiillt G mit Rand

0G = {max 2" (1) |4 <t < tp} U {min 27(1) |14 <t < tp}.
J= =5

3
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obige Forderung.)
Die Funktion us ist auf G definiert und harmonisch. Auf 0G N~ verschwindet u, nach
Voraussetzung. Auf 0G N+, gilt nach Teil 1

ug)acry, = tilacry = 0.

Das Maximum-Minimum Prinzip in G und die Analytizitit in Dy liefern uy = 0 in Dy
und daher einen Widerspruch zur Voraussetzung, nach der us auf T' nicht identisch ver-
schwindet. [ |

8.2 Die Fréchet - Ableitung des Randwerteoperators

In diesem Abschnitt soll bei festem f € Co*(T') := {g € C*>*(I) | g(z©) = g(z™) = 0}
die Fréchet-Differenzierbarkeit der Abbildung

zn—>@
ov

gezeigt werden, wobei die zugehorigen normierten Rdume noch zu konkretisieren sind. (Die
héhere Regularitit von f, ndmlich C*® statt C''® wird bendtigt, damit eine Beziehung
zwischen 7y (2, h) und der Normalableitung von der Fréchet-Ableitung des Doppelschicht-
potenzials genutzt werden kann.)

Dazu sei I' C Ty ein zusammenhédngendes abgeschlossenes Kurvenstiick von I’y mit der
Eigenschaft o
dist(T, %) > C >0, j=0,1,

mit einer Konstanten C'. Weiterhin sei Z eine Funktion mit den Eigenschaften:
e 2 € 04 (R, IR?), 2 ist injektiv auf [0, 47) und gegen den Uhrzeigersinn orientiert,
e 2(0) =z, 2(27) = 2V, Z[jp.0n € C>2(0, 2], 2([2, 47]) =T,
o [(t)] > 0 auf [0,47] und 2(t) < 0,0 < t < 2.

Desweiteren werden die Rdume X und U erklart durch

X = {z€Cu(R,R*)|z2(t)=(0,0) € R*V2r <t < 4m, 2|jg2n € O},
U = {z € X|zist injektiv auf [0, 27], 25(¢) < 0 fiir alle0 < ¢ < 27}

12(4)] >0, 0<t < 27r.}
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und mit der Norm

n

l2llx = max{llzlloo, I lloos 12" lloc, 112" lloo}

versehen. U ist offen in X.

Fiir eine zuldssige Parametrisierung z € U werden nun, um (einheitlich) Integrale iiber ge-
schlossenen Réndern zu erhalten, die auftretenden Operatoren zum Rand z+ 2 betrachtet.
Unter dem Symbol 0D, ; wird demzufolge

0D, ; ={z(t) + 2(t) |0 <t < 47}

verstanden. Bei der Notation der Kerne Ly, My, M." und M{? gemiB (7.7) - (7.10) wird
die Parametrisierung mit aufgenommen, das heifit

Ltrses) — LERDOSCEIO-CHAO) ,, gy

—_

m ((z+2)(1) = (z+ 2)(7)P
oo L EER M) (1)
Lo(t,t,z42) = g EEBHOL : (8.2)
7)) = l n ! z ZA'IT

t_
= M"(t, 7,24 2) In <4sin2 TT> + MP(t,r,2+2).  (8.3)

Wie im Kapitel 5 wird zunéchst der zur Gleichung (7.4) gehorende Randintegraloperator
in parametrisierter Form diskutiert.

Dazu sei Ag(z) € L(Cyr, Cyr) gegeben durch

_ (1 _ M) o(t) +/4ﬂLg(t,7,z+2)<p(7') dr, 0 <t < 4m.

A t) =
(A=) (1) -
Fiir den Nachweis der Existenz von Ay(z, h) und eine geeignete Darstellung dieser Ablei-
tung werden weitere Operatoren eingefiihrt. Analog zum Einfachschichtpotenzial Sy (2)
zur Helmholtzgleichung geméf (5.6) wird in diesem Abschnitt der Operator Sp(z) €
L(Cyr, Cyr) bendtigt, wobei gilt

47
(So(2))(t) == Mo(t, 7,z 4 2) p(r)dr, 0 <t < 4w, ¢ € Ciy.
0
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Es wird angemerkt, dass Sg(z) der Einfachschichtpotenzialoperator ist, bei dem (abwei-
chend zum Kapitel 5) nicht eine konstante Dichte subtrahiert wird. Neben dem bereits
bekannten Raum Cy, wird unter Cy; .,y der Teilraum verstanden, bei denen die Funktio-
nen in 0 und 27 verschwinden.

Ouy

5.1 (2) ebenfalls ein Operator verstanden, das heifit

Weiterhin wird unter z —

<%(2)> (1) =v((z+ 2)(7)) - gradw((z+ 2)(7)), T ¢ 27Z.

Es gelte

(&@mxﬂ::QAM%uﬁﬂ+awwmﬂogtg4m¢echmm (8.4)
(BRI = go(t)—lzl;so@wwuz((zm)(t)), V<1< e, 85
ceRn = 3ot (56 20) - ule+ @] 0<r<in pe i

- (8.6)

Die Operatoren wurden gerade so gewéhlt, dass einerseits
AU(Z) = BU(Z) o] Bl(Z) + C(Z)

gilt und andererseits die Fréchet-Differenzierbarkeit leicht abzulesen ist.

Satz 8.2 Die Abbildungen U — L(Cux nuit, Cix), 2+ Bo(2), U = L(Cury Caz nutr), 2 —
Bi(z) und U — L(Cuz,Cuz), 2+ C(2) bzw. z — Ag(z) sind Fréchet-differenzierbar. Die
Ableitungen sind gegeben durch

Bylah)o)t) = [ G2+ s b el

1

(By(2.M)¢)(t) = =) w(2nl) graduw((= + 2)(t)) - h(t),

Cama) = Y (5 n5m0) 0+ (S5 5hemn ) ©
—gradu((2 + 2)(1) - h(t)]

Ay(z,h) = By(z,h) o Bi(2) + By(2) o By(2,h) + C' (2, h).
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Beweis: Fiir By(z) ist die Aussage offensichtlich. Bei den Operatoren By(z) und C(z)
wird auf den Differenziationssatz 5.2, Lemma 5.8 sowie die Sétze 5.9 und 5.10 verwiesen.
(Fiir By(z) ist der Definitionsbereich Cy; .y erforderlich.)

Die Aussage fiir Ag(z) folgt aus der Produktregel Satz 2.3. ]

Der nachfolgende Satz kann als Analogon zu Satz 5.11 angesehen werden.

Satz 8.3 Seien zy € U und G ¢ R? ein Gebiet mit G ¢ IR? \ 0D, +:. Fir hinreichend
kleines R > 0 sei z aus B(zy, R) C U. P(z) bezeichne den Potenzialoperator

P(2): Cix(IR,IR) — Cy(G)
in parametrisierter Form
%
(PR = [ frolor 2+ 2) () dr, 2 € G,
0

mit dem auf G x [0,47] x {2| 2z — 2 € B(zy, R) C U} erklirten Kern

1 (2 ()t (@ = 2(r) — 2(7))

@ nz+s) = o o — (2 + 2)(7) 2 (8.7)
Die Abbildung z — P(z) ist Fréchet-differenzierbar von B(zy, R) C U nach
L(Ci: (R, R), Cy(G)) mit Ableitung
X — L(Cir(R,R), Cy(G)), h = P'(2, h),
(P'(z,h))(z) = 047T %f;(o (x, 7,24+ 2,h) () dr, x € G. (8.8)
Beweis: Siehe Bemerkung 5.5 zum Satz 5.2. ]

Desweiteren wird ein Operator benotigt, der ein gegebenes f € Cg’o‘(l“) zu einer auf einer
geschlossenen Kurve stetigen Funktion fortsetzt.

Lemma 8.4 Fir z € U wird R(z) : Co*(I') = Cux(R, R) erklirt durch

0 D 0<t < 2,
(R(2)f)(t) == { —2f(2(t) + 2(1)) : 27 <t <A4m.

Dann ist z — R(z) Fréchet-differenzierbar von U nach L(Co*(T), Cyr(R,R)) mit Ablei-
tung R'(z,h) =0 € Cyr (IR, R).
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Beweis: Fiir z € U und h € X gilt 2(t) = h(t) = 0, 2nr <t < 4w, also R(z+h) = R(z).
|

Als néchstes soll der Operator Ty in parametrisierter Form betrachtet werden. Dazu wird
an die Darstellung (7.19) mit den Kernen Nél), NéQ) geméf (7.20) - (7.22) erinnert.

Wegen der Identitét (siehe (7.18))

" 6ul aul
TUSO T[]QO"’;SO |:K[] Gy $:| anF(),
ergibt sich fiir die parametrisierte Form
To(2) = To(2) © Ba(2) + To.2(2) (8.9)
mit den Operatoren
(Bz(2))(7) = ( 1(2)e)(7) (8.10)
1
= Zcp (2rl) gradw((z + 2)(7)) - (z + 2) (1),
1=0
0<r € C,
1 L[ ot
(76’1@)('0 = mﬁ/;ﬂ cot 5 ( )dT t <t<te,(,0604ﬂ.,
(8.11)
B 1 2 (1) .
T = s | M Crs ) (B drt
am
b [N+ B ar]
2w

+Zso o) | (4050 0- (Fe@) o). 612
ta§t§te,<p60iﬂ“-

Hierbei sind 27 < t, < t. < 47 die eindeutig bestimmten Zahlen mit ([t,,t.]) = T
und Af(z) im Wesentlichen der durch Vertauschen der Kernvariablen bei Ly aus Aq(z)
entstehende Operator. Es sind aber die Definitions- und Wertebereiche von Aq(z) und
A?(z) verschieden. Insbesondere gilt fiir ¢, <t <,

(450520 ) 0= [ ez s A LI EmeuEE A0,

v (z+2)'(1)] (24 2)(7)]
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Satz 8.5 Die Abbildungen
U— LICy*(R,R),Co(R,R)), 2+ By(2),

U — L(CP*(R,R),C([ta, t), R)), 2+ To1,
U— LIC(R,R),C([ta, te]. R)), 2+ To2(2), To(2)

sind Fréchet-differenzierbar. Insbesondere gilt

To (2, h) = Tg1(2,h) 0 Ba(2) + Toa(2) © By(2, h) + Ty (2, h).

Beweis: Anwendung der Produktregel. ]

Im niichsten Satz wird fiir hinreichend glatte Dichten ¢ der Zusammenhang von 7T, (z, h)@
und 2 P'(z, h)y geklirt.

Satz 8.6 Seien z € U eine zulissige Parametrisierung und ¢ € Cyr(IR,IR) eine Dichte
mit den zusdtzlichen Eigenschaften g0|[0’27r}, 90\[2”’47@ € C%° sowie p o z\[o’gﬂ, Qo z|[2ﬂ’4ﬂ €
S%1H0 0 < § < 1. Dann gilt

(5P ) (G 2)(0) = 5 (T (o) furta <1 <,

Beweis: Ahnliche Resultate sind fiir geschlossene C*®-glatte Rénder (siehe Schormann
[51, Satz 4.16]) und Bogen der Klasse C? (siehe Ménch [44, Satz 2.5]) bekannt.

Sei t € [t,,te] fest vorgegeben und z = 2(¢). Weiterhin seien T'y, Ty und p € C*(T') wie im
Beweis von Satz 7.7 gewihlt. Insbesondere lisst sich I'y zu einer geschlossenen C*%-glatten
Kurve 0G, fortsetzen.

Die Dichte ¢ wird aufgespalten in
v =pp+(1—pp.

Auf pp wird Satz 4.16 aus Schormann [51] angewendet. Demnach gilt fiir das Dop-
pelschichtpotenzial v zur Helmholtzgleichung iiber dem Rand 0G, € C?*® und Dichte
Y € C2*(IR, C) die Sprungbeziehung

Wee) = ST (D) — mradve (1)) - 2 (o(0), )

- ZQ: Mhi(t)vj(z(t)), 0<t<2m (8.13)
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In dem hier vorliegenden Fall mit Dichte ¢» = pp und 2(t) € T verschwinden wegen
z(t) = h(t) = (0,0),27 < t < 47 die letzten beiden Summanden in (8.13).

Desgleichen folgt aus [44, Satz 2.5, angewendet auf 3 Bogenstiicke (und zwar den linken
und rechten Rand von I' \ I'y sowie (2 + 2)(¢), 0 < t < 27) das Resultat fiir die Dichte
(1= p)p € Ch*, u

Da sich die parametrisierte Randintegralgleichung (7.3) in Operatorform durch
(I = Ao(2))p = —2f

schreiben lisst, sind die Losung u von (7.1) - (7.2) und deren Normalableitung auf T
gegeben durch die Funktionswerte der Abbildungen

P: UcX— C*¥D)
2 P(2) = (P(2) o (I - Ao(2)) " o R()S.
F: UcCX —C()

(To(2) o (I = Ao(2))™" o R(2)) f.

zr—)f()—%

Nach der Produktregel sind P und F in z € U Fréchet-differenzierbar mit Ableitungen

F(z,h) = aayP(z,h) auf T,

P(Z,h) = 1)1+7)2+U3 mit

(P'(z, h)(I = Ao(z )) 'R(2)f,

P(2)(I = Ag(2)) 7" Ay (2, h)(I = A9(2)) ' R(2) [,

v3 = P(2)(I— Ag(2))~" (z, h)f.

<
S
I

<
I\
I

Die Funktion w3 ist identisch Null. Die Funktionen v, vy sind harmonisch in D, ;. Es
sind die Randwerte von v; auf 0D, ; zu bestimmen.

Die Randwerte von v, sind wegen der Abbildungseigenschaft von Ay(z, h) stetig und es
gilt
) 1, _ .
va(z +2)(1) = —5(Ae(z, M) = Ao(2)) " R(2) f)((z + 2)(¢)), 0 <t < 4.

Fiir die Randwerte von vy gilt nach Satz 5.12 auflerhalb der Ecken,

n((z+2)) = % (Ag(z, h))(t) = grad (P(2)¥)((z + 2)(t)) - h(1), t ¢ 27 Z,
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wobei abkiirzend ¢ = (I — Ag(2)) ' R(2)f gesetzt wurde.
Durch Addition der drei Randbedingungen ergibt sich der nachfolgende Satz.

Satz 8.7 Die Fréchet-Ableitung }"(z, h) des Randwerteoperators ist gegeben durch die
Normalableitung %v auf I', wobei v das zum Gebiet 0D, ; gehdrige innere Dirichletpro-
blem

Av = 0 in D,
v((z+2)(t) = —(grad P(2) (I — Ao(2)) " R(2)f) - ((z + 2) (1)) - h(t), t ¢ 27Z,
(8.14)

lost derart, dass v — vy stetig bis in den Rand ist.

Fiir die stetigen Randwerte von vy ist das innere Dirichletproblem zu lésen und mit
dem Vorwirtsloser ist die Normalableitung auf dem Rand zu ermitteln. Hierfiir ist das
Implementieren von Ay(z, h) erforderlich. Aus Satz 8.2 wird deutlich, dass Ay(z,h) ei-
ne geeignete Linearkombination von Einfach- und Doppelschichtpotenzialen sowie deren
Fréchet-Ableitungen ist.

Fiir die Berechnung der Normalableitung von v; ist der Operator 76’(,2, h) zu implemen-
tieren. Auch hierbei treten neben 7, nur stetige oder schwach singulére Kerne auf.

8.3 Numerische Ergebnisse beim inversen Impedanz-
randwertproblem

Seien f € C*(T') und %mea& die zugehorigen Messwerte fiir die exakten Neumannrand-
werte geméfl Definition 7.2. Die Gleichung

oy

T o

ist zu 16sen. (Zur Erinnerung: Bei der Abbildung z — F(z) wird das direkte Problem
beziiglich des Randes z+ Z gerechnet.) Dabei liegen die Messwerte %meas nur an diskreten

F(2)

Stellen z,..., 2y € I vor.

Analog zu der im Kapitel 6 beschriebenen Linearisierung, Wahl eines endlichdimensionalen
Teilraumes @y = span{qi,...,qnv} C U mit N < M und einer Regularisierung (ohne
Bestrafung hoherer Ableitungen) fiihrt dies zu einem Iterationsverfahren

Zpr1 = 2p+hy, p=0,1,2, ...,
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wobei h, gegeben ist durch
hp = Z a§p)qj € QN)

j=1

mit den reellen Koeffizienten agp), die ein Gleichungssystem der Form

(apI + CP' CP)a® = ) o)

erfiillen.

Die Komponenten der Matrix C® € RM*" und die der Vektoren ¢ € R"Y, ¢® ¢ R
sind gegeben durch

Cz(';)) = Flz,q;)(2:),i=1,....,M, j=1,...,N,
a meas

o = S (@) = Flm) ()i =1, M,
ov

g(P) _ (gi(p))lﬁl'SMa

a? = (ag'p))lgjgN-

Die Basiselemente fiir den Approximationsraum )y, N > 3, seien durch

g;(t) = —r;(t) < Z?j((%; ) L j=1,....,N,0<t<2r

mit den Radialanteilen

ri(t) =t(2m —t)?, roft) =t (2m —t)

rj(t):sin<(j_22)t> . j=3,...,N

gegeben. Die Startkurven 2z, € U und 2z sind so zu wéhlen, dass sie den Anforderungen aus
Abschnitt 8.2 geniigen. Insbesondere sind 2(0) = z(®, 2(27) = 2" und die Negativitiit
der zweiten Komponente von 2(t) auf 0 < ¢t < 27 zu erfiillen.

und

Fiir p > 1 hat die Parametrisierung des unteren Randes die Form
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Differenzieren fiihrt zu
2t) = 2(t) + ;ag.”) ’() < Zflf((f@ ) FY a0 < _CS;‘;EZ% ) .

Aus der letzten Zeile sind die Werte z;,(O) und z;,(27r) ablesbar. Insbesondere wird deutlich,
dass neben zg + 2 ausschliellich ¢; den Innenwinkel bei 2 und g2 den Innenwinkel bei
() kontrollieren.

In den numerischen Beispielen sind die Ecken stets durch #(®) = (=1,0) und 2" = (1,0)
gegeben und als Startkurven werden

2o(t) = (0,0), 5(t) = — < Zfﬁf%; ) 0<t<om

gewéhlt.

Es wird versucht, nachfolgende aus Abschnitt 7.4 bekannte Kurven zu rekonstruieren:

A1) = 0'5(t1_+2? — L (cos(t/2), 3sin(t/2)) + <1 : : 0) , (8.15)
) = — (1 _ %sin(t/Z) + ésin(lﬁt)) (cos(t/2), 4sin(t/2)),  (8.16)
) = (%(t _ ), —3sin(t/2)> o<t<om (8.17)

Durch die Wahl von unterschiedlichen Skalierungsfaktoren vor cos(¢/2) und sin(t/2) ist
sichergestellt, dass die zu rekonstruierenden Kurven nicht im Ansatzraum vorkommen.

Beispiel 8.8 Der obere Rand I wird gegeben durch die halbe Erdnuss
1 1
AN = - <1 +gsin(t/2) - ¢ sin(1.5t)> (cos(t/2), 4sin(t/2)), 27 < t < 4r.
Die Randwerte f auf U lauten f(2(t)) = [2(t)]* — 1, 27 <t < 4.

Beispiel 8.9 Der obere Rand I wird gegeben durch

20 () = —(1 —sin(t/2)) (cos(t/2), 2sin(t/2)), 2r < t < 4.
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Die vorgegebenen Randwerte f lauten in Polarkoordinaten (r,9) € R x [—m, ) (mit dem
Koordinatenursprung in z(*))

f(r,9) = r*%sin(3.59), (r,9) € .

Die synthetischen Daten wurden mit der Substitution nach Korobov mit Grad m = 4 und
der Stiitzstellenzahl 4n = 4 - 32 erzeugt. Die Messpunkte Z,..., 2, stammen aus dem
Beobachtungsbereich 27 (), & <¢ < I* das heifit

bt (i —1)m
b= (o ) =1, M.
= (2 ]\4—1)’Z Y

Beim inversen Loser wurden zur Vermeidung von Inverse Crimes mit anderer Stiitzstel-
lenzahl und einer anderen Substitution (nach Kre§ mit m = 5) gerechnet. Die jeweiligen
Parameter wie Anzahl der Iterationsschritte p, Anzahl der Stiitzstellen 4n, die Dimension
des Ansatzraums N, Anzahl der Messpunkte M, der Regularisierungsparameter c, im
p-ten Newton-Schritt und das Residuum sind den Legenden zu entnehmen.

Fiir die Beschreibung eines Iterationsschrittes zum Newtonverfahren (einschliefilich des
Abbruchkriteriums) wird auf Abschnitt 6.1 verwiesen. Es sind wiederum in jedem Schritt
N +1 direkte Probleme zu l6sen.

Der rekonstruierte Teil ist mit einer durchgehenden, das Originalgebiet mit einer gestri-
chelten Linie dargestellt.

Der Algorithmus liefert gute Ergebnisse, obwohl in der Regel die Gréflen der Innenwinkel
nicht rekonstruiert werden.

Es ist denkbar, dass sich bei Modifizierung des Strafterms im Tikhonov-Funktional durch
Beriicksichtigung héherer Ableitungen oder Verwendung von mehr Messreihen (mehrere
direkte Probleme) die Rekonstruktionen weiter verbessern lassen.
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'y

Ly

Rekonstruktionen aus Beispiel 8.8

Pend

Pend

Pend

42,
36,
15,
32,
1.0-0.8”,
3.6-107,

46,
36,
15,
32,
1.0-0.8”,
2.1-107°,

51,
36,
15,
32,
1.0 -0.857,
3.8-107°,
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['s
Pena = 91,
n = 48,
N = 18,
M = 32

a, = 1.0-0.75,
Res = 4.1-1073,

['s
Pena = 46,
n = 48,
N = 18,
M = 32,

a, = 1.0-0.8,
Res = 1.1-1075,

['s
Pend = 617
n = 48,
N = 18,
M = 32

a, = 1.0-0.85,
Res = 7.2-1075,

Rekonstruktionen aus Beispiel 8.9
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