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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Das hier betrachtete Newton- Verfahren ist ein spezielles Trust-Region- Verfah-
ren fiir restringierte Optimierungsaufgaben, das auf zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen anwendbar ist. Wir benutzen als Restriktionsmengen die
Mengen M und [, u], die im folgenden definiert werden.

Definition 1.1.1 (Linear und Box-restringierte Menge) Seien
m,n € IN sowie

{c1,..., e} CR™,

{liy.. ., lm} CRU{—0oc} und
{ur, ..., up} CRU{oc}.

Die linear restringierte Menge M ist durch
M:={zeR"|;<¢ x<u, firalle 1 <i<m}
und fiir m := n die Boz-restringierte Menge [, u] durch
[Lu] :=={z e R"|; <x; <w,; fir alle 1 <i < n}.

definiert.

Die Menge M ist ein Polyeder und [, u] kann man auch als n-dimensionales In-
tervall oder als n-dimensionalen Quader bezeichnen. Insbesondere ist die Box-
restringierte Menge [l, u] eine spezielle Variante von M, die uns hauptséchlich
bei der Implementation des Newton-Verfahrens in MATLAB begegnen wird,
da sie technisch einfacher zu handhaben ist als die linear restringierte Menge
M . Viele Aussagen dieser Arbeit lassen sich auch fiir allgemeinere Mengen 7zei-
gen, das sind die nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Teilmengen des
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R™, die wir durchgéngig mit (2 bezeichnen werden. Sei nun f : R" — R die
von uns betrachtete Zielfunktion, die in der Regel mindestens einmal stetig
differenzierbar sein sollte. Die zu lésenden Optimierungsaufgaben (P) und (Q)
lauten mit Hilfe dieser Definitionen

(P) Minimiere f(z) auf M
sowie
(Q) Minimiere f(z) auf [l,u].

1.2 Motivation

Die Besonderheiten des hier vorgestellten Verfahrens sind geometrischer Na-
tur. Globale und superlineare Konvergenz bei der Losung der Optimierungs-
aufgabe (P) wurden mit anderen Verfahren bisher nur unter der Voraussetzung
der strikten Komplementaritit an einem stationdren Punkt (Definition 2.2.2)
x* € M erzielt. Das bedeutet, dafl in der Darstellung

Vf(z") = i AiCi
i=1

nach dem Satz von Karush-Kuhn-Tucker fiir die Lagrange-Multiplikatoren
{A\,-.., A} C R nicht nur

falls ¢;T2* = 1,
Aiq=0 falls I; < CiTl’* < U,

falls ¢;"* = w;,

sondern sogar
(>0 falls c;lar =1,
A < =0 falls l; < CZ'T.%’* < Uy,

(<0 falls ;"2 = u;

gilt. Zusétzlich benétigen diese Verfahren die exakte Losung von linearen
Gleichungssystemen. Wir werden ein Verfahren vorstellen, dal weder auf die
strikte Komplementaritét an einem Haufungspunkt noch auf das genaue Ldsen
linearer Gleichungssysteme angewiesen ist. Inshbesondere ermdoglicht es uns das
Losen hochdimensionaler Optimierungsaufgaben und wir legen nicht einmal
speziellen Wert darauf, dafy die Vektoren der Ungleichungsrestriktionen linear
unabhéngig sind. Der iiberwiegende Teil dieser Arbeit beruht auf den Ergeb-
nissen von Chih-Jen Lin und Jorge J. Moré, Newton’s method for large
bound-constrained optimization problems (Lin and Moré, 1999), wo man die
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entsprechenden Literaturangaben dazu findet. In dieser Arbeit werden zwei
Verfahren vorgestellt, wobei das zweite eine spezielle Version des ersten ist.
Zunéachst betrachten wir ein Trust-Region- Verfahren (Verfahren 3.1.1) fiir li-
near restringierte Optimierungsaufgaben und entwickeln dafiir Konvergenz-
aussagen. Beim Newton-Verfahren (Verfahren 5.1.1) werden dann bestimmte
Parameter des Trust-Region-Verfahrens fest gewéhlt, so dafi dieses Verfahren
aber nur noch auf zweimal stetig differenzierbare Funktionen anwendbar ist.
Wir werden insgesamt vier Hauptresultate entwickeln.

(i)

(i)

(iv)

Das erste wird durch die Sétze 3.5.4 und 3.5.5 représentiert. Es wird das
Resultat gezeigt, dal jeder Haufungspunkt der durch das Trust-Region-
Verfahren erzeugten Folge (), ein stationdrer Punkt der Optimie-
rungsaufgabe (P) ist. Dieses Ergebnis beruht im wesentlichen darauf, dafl
wir die Minderung in der Modellfunktion des Trust-Region-Subproblems
mit Hilfe des Cauchy-Schritts (Definition 3.3.1) abschétzen kénnen. Der
Cauchy-Schritt ist eine , projizierte Version des steilsten Abstiegs“. Das
heifit, dafl man in Richtung des negativen Gradienten nach einem Punkt
sucht, der eine gewisse Minderung in der Modellfunktion garantiert, oh-
ne die Menge M zu verlassen. Das wird dadurch erreicht, dafl man den
Punkt wieder auf M projiziert.

Das zweite beinhaltet den geometrischen Aspekt des Trust-Region-Ver-
fahrens und sagt aus, dafl letztendlich alle Iterationspunkte des Verfah-
rens in der durch den negativen Gradienten eines stationéren Punktes ex-
ponierten Seitenfliche (Definition 4.1.1) enthalten sind. Satz 4.1.12 lie-
fert dieses Resultat. Die exponierte Seitenflache ist eine spezielle Seiten-
fliche des Polyeders M. Wir benétigen dieses Ergebnis fiir die Hauptre-
sultate (iii) und (iv), da wir keine strikte Komplementaritét vorausset-
zen.

Das dritte Resultat gilt speziell fiir das Newton-Verfahren und bein-
haltet die Aussage, dafl unter der Annahme der positiven Definitheit
der Hesseschen Matrix an einem stationdren Punkt z* € M auf einem
speziellen Untervektorraum des R" die gesamte Folge (), gegen
konvergiert. Satz 5.2.8 liefert die dazugehorigen Details.

Die vierte Aussage wird durch Satz 5.3.5 ausgedriickt und lautet, dafl un-
ter den gleichen Voraussetzungen wie fiir Hauptresultat (iii) und einer
weiteren Bedingung an die Iterationen zur Lésung des Trust-Region-
Subproblems die Folge (z), . mindestens linear oder superlinear kon-
vergiert,.

Zur Entwicklung dieser Ergebnisse sind aber noch andere wichtige Hilfsmittel
notwendig, die auch in den Kapiteln davor behandelt werden.
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In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen bereitgestellt, die im
weiteren Verlauf benétigt werden. Dabei handelt es sich um Projektio-
nen (Definition 2.1.1) und deren fundamentale Eigenschaften sowie um
den projizierten Gradienten (Definition 2.2.1), der uns die Abbruchbe-
dingung des Trust-Region-Verfahrens liefert. Wir entwickeln die Rich-
tungsableitung der Projektion, die wir spater mit dem projizierten Gra-
dienten in Verbindung bringen. Die meisten Sétze dieses Kapitels stam-
men aus Zarantonello, 1971.

In Kapitel 3 wird ein Trust-Region-Verfahren fiir linear restringierte
Optimierungsaufgaben vorgestellt und das Konvergenzverhalten unter-
sucht. Wir fithren den Cauchy-Schritt ein, der das Trust-Region-Sub-
problem zwar nicht notwendigerweise 16st, aber bei der Konvergenz-
analyse unerlafilich ist. Dieses Verfahren dient als Grundlage fiir das
Newton-Verfahren und man findet auch das Hauptresultat (i). Als Quel-
le dazu dient Burke et al., 1990.

In Kapitel 4 werden gewisse geometrische Aspekte des Trust-Region-
Verfahrens dargestellt. Wir definieren die exponierte Seitenfliche und
den Normalkegel (Definition 4.1.4), um damit Hauptresultat (ii) zu ent-
wickeln. Wir fithren die Zwischenschritte (Definition 4.2.1) zur besse-
ren Naherung an die Losung des Trust-Region-Subproblems ein, um mit
dem Newton-Verfahren hochdimensionale Probleme 16sen zu kénnen und
gleichzeitig lineare oder superlineare Konvergenz zu gewéhrleisten.

In Kapitel 5 wird das Newton-Verfahren erldutert und dessen Konver-
genzeigenschaften beschrieben. Insbesondere entwickeln wir in diesem
Kapitel die Hauptresultate (iii) und (iv). Unter weiteren Annahmen, die
eher theoretischer Natur sind, kénnen wir auch quadratische Konvergenz.
zeigen.

In Kapitel 6 werden die numerischen Ergebnisse prisentiert, die mit einer
Implementation des Newton-Verfahrens in MATLAB erzielt wurden. Wir
beschrianken uns allerdings auf die Optimierungsaufgabe (Q), betrachten
aber verschiedene Funktionen und verdndern wichtige Parameter des
Verfahrens.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen bereitgestellt, die im
weiteren Verlauf benotigt werden. Dabei handelt es sich zum einen um Projek-
tionen und deren fundamentale Eigenschaften. Darauf aufbauend werden wir
eine Funktion kennenlernen, die zwar, da sie nicht linear ist, nicht als Ablei-
tung der Projektion betrachtet werden kann, aber eine Naherung der Ordnung
o(||A]]) fiir Anderungen im Argument der Projektion der Gestalt h € R” liefert.
Daraus erhélt man die Richtungsableitung der Projektion, die wir spéter da-
zu verwenden werden, um die Durchfiithrbarkeit des Trust-Region-Verfahrens
zu zeigen. Anschliefend fithren wir den projizierten Gradienten ein, der uns
die Abbruchbedingung des Trust-Region-Verfahrens liefert und den wir spéter
mit der Richtungsableitung der Projektion in Verbindung bringen werden.

2.1 Projektion

Als erstes sollen an dieser Stelle Projektionen auf abgeschlossene und konvexe
Mengen eingefiihrt und deren Eigenschaften beschrieben werden. Sei dazu
) C R" eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge und x € R™ belie-
big vorgegeben. Anschaulich gesehen ist die Projektion von x auf 2 der Punkt
aus (), der den geringsten Abstand zu x besitzt, hier beziiglich der euklidi-
schen Norm. Da das kanonische Skalarprodukt aus dem R™ insbesondere einen
Hilbertraum macht, ist die Projektion wohldefiniert, da zu diesem x genau ein
Yo € 2 mit der Eigenschaft

1Yo — =[] = inf [ly — z]]
yeN
existiert. In der gesamten Arbeit wird aussschliellich die euklidische Norm

benutzt, aus diesem Grund lassen wir den Index unten rechts zur Bezeichnung
der Norm weg.
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Definition 2.1.1 (Projektion) Sei Q C R” eine nichtleere, abgeschlossene
und konvexe Menge und = € R". Die Projektion auf € ist die Abbildung
IIg : R™ — Q mit

Io(z) := o,
wobei ||y — z|| = inf cq ||y — x| gelte.

Das néchste Lemma liefert eine grundlegende Charakterisierung der Projek-
tion.

Lemma 2.1.2 Sei Q) C R"™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Men-
ge. Fiir x € R™ und yo € Q) gilt

—z||=inf ||y — z
lyo — x| = inf fly — =]
genau dann, wenn
(yo—2)"(y— o) >0 fiir alley € Q

ist. Durch diese Figenschaft ist die Projektion auf ) eindeutig charakterisiert.

Beweis. Siehe den Beweis von Lemma 1.1 in Zarantonello, 1971. |

Die erste Eigenschaft im néchsten Satz wird oft auch als Monotonie der Pro-
jektion bezeichnet. Die zweite Eigenschaft sagt aus, dal Projektionen nicht ez-
pandierend sind. Das bedeutet, dafl bei Abbildung von Punkten die Absténde
der Bildpunkte durchaus gleich bleiben kénnen, die Abbildung aber sonst kon-
trahiert. Insbesondere ergibt sich aus der zweiten Aussage die Stetigkeit der
Projektion.

Satz 2.1.3 Sei Q2 C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge.
Dann gelten fir alle x,y € R™

(i) (Ma(z) — Ma(y)" (x —y) > 0 und im Fall o () # Maly) gilt sogar die
strikte Ungleichung,

(1) |[Ha(z) = o)l < lz =yl

Beweis. Siehe den Beweis von Lemma 1.2 in Zarantonello, 1971. |

Teil (i) des néchsten Satzes stammt aus Toint, 1988, Teil (ii) aus Calamai and
Moré, 1987.

Satz 2.1.4 Sei (2 C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge.
Dann gelten fir alle x,d € R"
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(i) die Funktion ¢ : Ry U{0} — R, definiert durch
o) := Mo (z + ad) — ],
st monoton nichtfallend,
(i1) die Funktion ¢ : Ry — R, definiert durch

(o) = Malz+ad) o

«

18t monoton nichtsteigend.
Beweis.
(i) Seien z,d € R" und a > 5 > 0. Wir werden
Mo(z + ad) — z|| = [[Ha(z + fd) — x|
zeigen. Durch einfaches Ausmultiplizieren erhélt man

| o (z + ad) — z||”

=g (z + Bd) — z|*
+ 2(Ilg(z + Bd) — x)T(HQ(ﬂc + ad) — g(x + Bd))
+|[TMo(z + ad) — Moz + Bd)|*

>|[ Mg (z + fd) — z|*
+ 2(Ig(z + Bd) — (x + Bd))" (g (x + ad) — Ig(x + Ad))
+ 28d" (Tlg(x + ad) — Ha(z + Bd)).

Hierbei sieht man, dafl die letzten beiden Terme nichtnegativ sind, denn
es ist

(Tlg(2 + Bd) — (z + Bd))" (Tlg(z + ad) — Tg(z + 5d)) >0
aufgrund von Lemma 2.1.2 und es gilt weiterhin nach Satz 2.1.3, Teil (i)

BdT (Tlg(x 4+ ad) — Ha(z + Bd))
‘a§§«x+mw—@+ﬁwfam@+a®—HMx+&m

>0.

Insgesamt ist damit die oben angegebene Ungleichung gezeigt. V
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(ii) Seien nun x,d € R™ und a > § > 0. Wir wollen die Ungleichung

Moz + ad) —zf| _ [[Ma(z + 8d) — «|
a - B
zeigen. Falls
oz + ad) = Ig(z + £d)
gilt, dann ist sogar die Ungleichung
Mo(z + ad) —2f| _ [Ho(z + 5d) — 2|
a s

erfiillt und wir sind fertig. Daher betrachten wir jetzt den Fall, daf}

Ho(x + ad) # g(z + 5d)
ist. Seien dazu beliebige u,v € R™ mit
v (u—v) >0

vorgegeben. Daraus ergibt sich sofort ||v]|> < v"u < |Jv]| ||u/| und somit
|lv]| < ||u||. Weiterhin folgt daraus

T
[l u” (u =) = [[vll (u = v)" (u =) + [[ol| v" (u = v)
— ol lu — ol + o] o7 (u — v)
> |lv]| v (u — v)
> |lul|v" (v — v)
und damit die Ungleichung

lull _ w"(u—v)
loll = vT(u —v)

Setzt man nun

u :=Ig(x + ad) — = und
v :=Ig(z + pd) — x,

so folgt mit Lemma 2.1.2

u (u—v) =(Tlg(z + ad) — 2)" (Mo(z + ad) — o(z + d))
—(Ig(x + ad) — (x + ad)" (Do (z 4+ ad) — g(x + Bd))
+ ad” (Tlg(z + ad) — Mgz + 3d))
<ad" (Tlg(x + ad) — Hg(z + Bd))
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und
T (u—v) =(Ma(z + 8d) — )" (Ha(z + ad) — Ma(z + 5d))
—(Ig(x + Bd) — (z 4 Bd)" (Tlg(z + ad) — g(z + (d))
+ Bd" (g (z + ad) — Tg(x + Bd))
>Bd" (g (z + ad) — Tg(x + Bd)).
Aus Tg(x + ad) # lg(x + Bd) ergibt sich jetzt mit Hilfe von Satz 2.1.3,
Teil (i)
(a = B)d" (Tg(x + ad) — Ta(z + 3d))
=((z + ad) — (z + d))" (g(z + ad) — g (z + (d))
>0

und zusammen mit a — 3 > 0 die Ungleichung v™(u — v) > 0. Jetzt
erhédlt man das gewiinschte Ergebnis
To(z +ad) — x| [u] < ul'(u —v)
Mo+ 3d) ol ~ ol = o7(u—0)

IN

g
B .

<

Direkt daraus erhélt man das folgende Korollar.

Korollar 2.1.5 Sei {2 C R"™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Men-
ge. Dann gelten fiir alle x,d € R™ und alle o, 3,y >0 mit « > 3 >0

IMa(z + ad) — | > min{y, 1} [Ta(z + 8d) — |

Beweis. Seien z,d € R™ und «, 5,7 > 0 mit a > v > 0 beliebig gewihlt.
Dann folgt aus Satz 2.1.4

Ma(z + ad) — z|| > |[Ma(x + min{y, 1}5d) — =]
[Mo(2 + min{y, 1}5d) — x|

— min{% 1}5 min{’y, 1}5
+ win(o. 115 | ( +ﬁﬁd) — x|

—min{y, 1} ||To(z + d) — 2|
|

Obwohl Projektionen im allgemeinen nichtlinear sind, kann man gewisser-
maflen Vektoren und Skalare aus dem Argument der Projektion herausneh-
men, wenn man die gleiche Prozedur mit der Menge vornimmt, auf die proji-
ziert werden soll. Die genaue Formulierung dazu liefert der néchste Satz.
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Satz 2.1.6 Sei 2 C R"™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge.
Dann gelten fir alle x € R™

(i) M1 q(z + x) = z + lq(x) fir alle z € R,
(11) o (tx) = tllg(z) fir alle t > 0.
Beweis.

(i) Seien 2,z € R" und y := I, q(2+2)— 2. Dannist I, . q(z+x) = 2+ o

und somit
lyo — 2l =1z + 4o — (= + 2]
—inf =4y~ (2 +2)]
= inf fly o
Daraus ergibt sich Il (z) = yo wie gefordert. Vv
(ii) Seien z € R™ und ¢ > 0 sowie yo := $1io(tz). Dann ist Iig(tz) = ty,
und es gilt
tllyo — xf| = [[tyo — t|
=it 1y ta]
~tinf fy o]
Daraus ergibt sich wie eben Ilg(z) = yq. Vv

Eine Menge K C R"™ mit der Eigenschaft, dafl tz € K fiir alle t+ > 0 und
x € K ist, nennen wir Kegel. Anschaulich gesprochen ist das eine Menge mit
der Eigenschaft, dafi jede Halbgerade vom Nullpunkt durch einen beliebigen
Punkt dieser Menge ganz in der Menge liegt.

Definition 2.1.7 (Polarkegel) Sei K C R” ein nichtleerer Kegel. Der Po-
larkegel von K ist durch

K' ={zeR"|2"y<0firalley € K}

definiert.

Offenbar ist auch fiir den Polarkegel die Bezeichnung Kegel gerechtfertigt,
denn es ist tr € K fiir alle t > 0 und alle z € K. Die Aussagen beziiglich
Kegeln findet man im zweiten Abschnitt von Zarantonello, 1971.
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Lemma 2.1.8 Sei K C R"™ ein nichtleerer, abgeschlossener und konvexer
Kegel. Dann gilt

(K4 = K.
Beweis.

C: Seizxe (Ki)L beliebig vorgegeben und sei y := x — [Ig(x). Wir wollen
r € K zeigen. Da K ein konvexer Kegel ist, gilt w = z+ g (x) € K fur
alle z € K und daher

YTz = —(Mg(z) —z) (w—Tg(x) <0 firalleze K

nach Lemma 2.1.2. Somit folgt 4 € K+ nach der Definition des Polarke-
gels. Fiir das gewiihlte z ist deshalb 27y < 0, wendet man die Definition
des Polarkegels auf K+ an. Da 0 € K ist, erhalten wir wieder mit Lemma

2.1.2
0>z"y

=z" (z — Ik (z))

=[|z — Mg (2)]|” + [Tk (2) = 0)" (z — k()

>l — Mg ()]

>0.
Aus ||z — Hx(x)||” = 0 folgt letztendlich z = I (z) € K. Vv

D : Sei nun x € K beliebig gewdhlt. Nach der Definition des Polarkegels
haben wir
2ty =yTz <0 firalleye Kt

und somit z € (KL)L. v

Lemma 2.1.9 Sei K C R"™ ein nichtleerer, abgeschlossener und konverer
Kegel. Dann kann jedes x € R™ eindeutig als Summe zweier orthogonaler
Vektoren aus K und K+ dargestellt werden und es gilt

r=Tg(z)+ g (x).

Beweis. Sei x € R" beliebig vorgegeben. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit
der oben behaupteten Darstellung. Sei dazu

r=z4+2z
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mit z € K und 2 € K+ sowie 272 = 0. Dann gilt
(z—2)'(y—2)=—2"(y 2
>0 firalley e K

nach der Definition des Polarkegels und aus Lemma 2.1.2 erhalten wir
Ik (z) = z. Lemma 2.1.8 impliziert z € (KL)L und daher gilt

(t—2)(y—2)==2"(y—2)
= — ZTy
>0 firalley € K+

Aus Lemma 2.1.2 erhélt man wie eben Ilgxi(z) = 2. Jetzt zeigen wir die
Existenz der behaupteten Darstellung. Trivialerweise ist

x=Tg(x) + (x — Tg(z)).

Aufgrund dieser Darstellung mufl nur noch z — g (z) € K+ sowie die Ortho-
gonalitit zwischen g (z) und x — Ik () gezeigt werden. Da K ein konvexer
Kegel ist, ist fiir y € K auch y + g (x) € K und aus diesem Grund erhilt
man aus der Charakterisierung der Projektion in Lemma 2.1.2

(Mg (z) —2)"(y —Nk(z)) >0 firalleye K
die Ungleichung
(Mg (z) — )Ty >0 fiir alle y € K.

Mit der Definition des Polarkegels erhalten wir nun = — Il (z) € K. Setzt
man in der ersten der letzten beiden Ungleichungen y := 0 und in der zweiten
y := [Ig(x), so bekommt man

(z — Mg (z)) g () >0 und
(= T () Ty () <0

und damit (z — Mg (z)) T (x) = 0, womit auch die Orthogonalitiit zwischen
Mg (z) und z — Mg () gezeigt und damit der ganze Beweis beendet ist. W

Als néchstes fithren wir den Begriff des Tangentialkegels ein.

Definition 2.1.10 (Tangentialkegel) Sei 2 C R” eine nichtleere, abge-
schlossene und konvexe Menge und x € Q. Der Tangentialkegel an ) in x
ist durch

Es existieren Folgen (#;),.n C R4 und (1), € R mit

T(Q: x) := "
(@iz) :=qpeR a:-l—tkp—l—rkGQfﬁrallekG]N,klimtk:O,limr—k:O
e dee]

definiert.
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Der nach dem néchsten Lemma folgende Satz bietet fiir die Projektion unter
Verwendung des Tangentialkegels eine der Ableitung dhnliche Funktion an,
die zwar nichtlinear ist, aber fiir kleine Anderungen h € R” im Argument der
Projektion vom Fehler o(]|h]|) ist. In der Literatur wird diese Approximati-
on auch als konisches Differential bezeichnet. Die néichsten beiden Aussagen
stammen aus dem vierten Abschnitt von Zarantonello, 1971.

Lemma 2.1.11 Sei Q C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvezxe
Menge und x € Q2. Dann hat die Funktion ¥ : T(Q; x) — R", definiert durch

O(h) :==Tlg(z +h) —x = h,
die Eigenschaft

. J(h)
Iim —= =
R ]

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

e Als erstes zeigen wir
J(th)

Jim TRl =0 fiir alle h € T(; ).

Sei dazu 0 # h € T(Q; z) beliebig vorgegeben. Nach der Definition des

Tangentialkegels existieren Folgen (#), . C Ry und (ry), € R™ mit

Ty =2+ tgh+ 1, € Qfiiralle k €N, lim ¢, =0und lim E:O.

k—oc k—oc tk

Sei nun € > 0 beliebig gewiihlt. Dann existiert ein k € IN, so daf

o =2 — tuhl] _ [l
Ly
gilt. Wiihle jetzt ein 0 < ¢ < #;. Dann folgt

<el|lh|| firalle k> k

Mo (2 +th) —x —th _ Tyt (1 = t%) :c—x—thH

t t
t t
t
_ Mz =z = ]
th
<e ||h]
und damit S(ih
m M =0.
0<t—0 chH
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o Jetzt zeigen wir, dafl

lim w

il
heT(Q;x)

=0 fiir alle h € T(Q;x)

gilt. Das heit, daf 2 HhH fir h — 0 mit h € T(Q; x) gleichméiBig gegen
Null konvergiert. Der Beweis dazu wird durch Widerspruch gefithrt. An-
genommen, der Limes ist nicht gleichméaflig. Dann existiert ein € > 0
und eine Folge (hg),.n C T(€2; ) mit limy_o by = 0 und

ITlq(x 4+ hg) — x — hg|

> ¢ fiir alle £ € IN.

[ 7k
Nach einem méglicherweise notwendigen Ubergang zu Teilfolgen sei
u = lim i :
koo || P |

Es ist u € T(Q2; x), da der Tangentialkegel abgeschlossen ist. Nach Um-
formungen mit Hilfe von Satz 2.1.6 erhalten wir

hy, ) hy, ‘ 1Tlo o (hi) — ha|l
11 — >
H Il <||hk|| [l ] —

1Pk
>e  fiir alle k£ € N.
Da die Menge s(€2 — z) mit wachsendem s > 0 immer grofler beziiglich
der Inklusionsrelation wird, riickt anschaulich gesprochen die Projektion
von by h auf s(Q —x) mit wachsendem s > 0 immer niher an selber
heran. So ergibt sich jedenfalls

h ) hy
Hs —x o
H @ )(nhkn I

und alle k € IN, fiir die ||h]|”" > s ist. Der Ubergang zum Grenzwert
fiir £ — oo und die erneute Anwendung von Satz 2.1.6 ergeben

u u
s s

IIh l

‘ >¢ firalles>0

= ||y ay(u) —ul| > firalle s >0

und somit
U Uu
[Tt +2) o 2
H
S
Das aber steht im Widerspruch zu der bereits bewiesenen Aussage, daf}

Y(th)
im ——=~
0<t—0 ||th||

gilt. vV

> ¢ fir alle s > 0.

=0 firalle h € T(Q;2)



2.1 Projektion 19

Satz 2.1.12 Sei Q C R" eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge
und x € ). Dann hat die Funktion ¢ : R™ — R"™, definiert durch

I(h) = Ta(x + h) — & — i (h)

die Eigenschaft
lim Uw =
=

Beweis. Sei h € R” beliebig gewéhlt. Es ist
|z + h — Tg(z + h)|”
=||z + h = sz (@ + )|
+ 2z 4 h — My puy (@ + B) (Myypqumy(x + h) — Ho(z + h))
+ My (& + h) — Ta(z + h)||.
Aus Lemma 2.1.2 folgt
(@ + h = Moy (@ + 1) (Mo (x + b) — Ta(z + h)) >0,

so dafl man zusammen mit der ersten Gleichung und der Definition der Pro-
jektion

|2 + h — Mo (s 70y (z + b)) | * [z + b — Ha(z + h)|
> o+ b~ s ( + 1)
+ My (& + h) — To(a + h)||°
erhalt. Mit Satz 2.1.6 kann man diese Terme in
|2+ h = Lo (z + e (W)]]” ||k — Lrw (b))
+ |2 + T (h) — Talz +h) |
umformen. Nach Lemma 2.1.9 existiert die Zerlegung
h = o) (h) + HT(Q;x)i(h)
und deshalb gilt
[T+ 1) = & = T ()]
<[y ) + 2+ Ty (h) — T+ Ty ()| = ||y gy )
< (2 g0y (1) + (2 + T (h) — To(z + My (7))
(& + T (h) = To(z + Troum (h))).

2
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Sei nun die Funktion & : T(Q2; ) — R" definiert durch
E(h):==x+h—TIg(z+h).

Jetzt konnen wir Lemma 2.1.11 anwenden und es ist

i &)

B N ——)
40 [ (M)

da die Projektion stetig und limy,_,q HT(Q;x)(h) = 0 ist. Nach der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz und der eben definierten Funktion u kann man die letzte
Ungleichung 7zu

T (2 + k) — @ — Ty (B) |
< (2 Mgy ()| + €M@y () €T iy (1)
umformen. Da 0 € T'(Q; z) ist, haben wir
| Dr ey (R) — R|| < [0 = A = ||A]

und somit die Abschéitzung HHT(Q;m)(h) | < 2]|h]|, die selbstverstandlich auch
fiir T(Q; )" statt 7(Q;z) gilt. Man erhilt damit

(2|1 ey ()| + €Ty (1)) €T 01y ()

Wi
<4 HHT(Q x)i(h)H EMruy(h) | Tz z)(h))‘
- il HHT(Q;m)(h)H HHT(Q;I)<h)H

Zusammengenommen ergibt das die Ungleichungskette

lim Mo (x + k) — & — T (W]
h=0 ||h||2

(Mo 0] e ) et )
= HHTQmuwH [T e ()]

2|l EMruy(h) | . Erum(h))
<4 | lim 4 qjm S @) S ()
w0 [l 120 [T ()] 0 [Ty ()
H/_/ ) N J

—~~ —~~

=2 =0 =0
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und damit das zu zeigende Ergebnis

lim HHQ(J) + h) — T — HT(Q;I)(h)H

=0.
h—0 Al

Aus dem gerade bewiesenen Satz gewinnt man die Richtungsableitung der
Projektion, die wir spéater zum Beweis der Durchfiihrbarkeit des Trust-Region-
Verfahrens benétigen. Die Details dazu liefert das folgende Korollar.

Korollar 2.1.13 Sei 2 C R"™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe
Menge und x € Q2. Dann gilt

Mo (x + th) —
lim H0@X T gy i alle h e R™

0<t—0 t

Beweis. Sei h € R" beliebig gewihlt. Da T(Q;x) = tT(Q; x) fir alle t > 0
ist, bekommt man mit den Umformungen aus Satz 2.1.6 und Satz 2.1.12

0 =lim O(th)
t—0 Hfh”
. gz +th) — x — Uy (th)
=lim '
t—0 ||fh||
. Ha(z +th) — x — i) (th)
= lim
0<t—0 t Al
- a(z +th) — 2 — tllroq (h)
= lim
0<t-0 t Rl
und somit auch
. Hg(x+th) —z
e p e =0

2.2 Projizierter Gradient

In diesem Abschnitt wird der projizierte Gradient definiert und seine Eigen-
schaften beschrieben.

Definition 2.2.1 (Projizierter Gradient) Sei {2 C R" eine nichtleere, ab-
geschlossene und konvexe Menge und f : R®™ — R eine auf einer offenen
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Obermenge von () differenzierbare Abbildung. Der projizierte Gradient von f
an der Stelle z € €2 ist durch

Vaof(z) = HT(Q;z)(_v.f(x))
definiert.

Aufgrund der Konvexitiat der Menge € ist der Tangentialkegel an € in x auch
gleichzeitig der Abschluf3 der zulédssigen Richtungen an 2 in x und ebenfalls
konvex. Damit ist die Projektion auf 7'(€2; ) und somit Vg, f(x) wohldefiniert.
Der projizierte Gradient spielt bei dem im néchsten Kapitel beschriebenen
Trust-Region-Verfahren eine entscheidende Rolle. Dazu miissen wir allerdings
den Begriff des stationdren Punktes einfiihren.

Definition 2.2.2 (Stationirer Punkt) Sei Q@ C R" eine nichtleere, abge-
schlossene und konvexe Menge und f : R™ — R eine auf einer offenen Ober-
menge von € differenzierbare Abbildung. Dann ist x € Q ein stationdrer Punkt
der Aufgabe, f auf ) zu minimieren, wenn

Vi) (y—z)>0 fiiralle y € Q

gilt.

So wird durch den néchsten Satz ein einfaches Abbruchkriterium fiir das Ver-
fahren bereitgestellt, das auf stationdre Punkte testet. Nach diesem Satz liegt
ein stationdrer Punkt vor, wenn der projizierte Gradient der Zielfunktion an
dem Iterationspunkt der Nullvektor ist. Die ndchsten beiden Aussagen findet
man in Calamai and Moré, 1987.

Satz 2.2.3 Sei ) C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge
und f : R™ = R eine auf einer offenen Obermenge von 0 differenzierbare
Abbildung. Dann gelten fiir alle x € )

(i) V() Vaf() =~ Vaf (@),
(ii) min{V f(x)'p | p € T(Qx) und ||pl| < 1} = = [|Vaf(2),

(11i) x ist genau dann ein stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf Q zu mini-
mieren, wenn Vqf(x) =0 ist.

Beweis.

(i) Sei x € Q beliebig vorgegeben. Da T'(€); ) ein Kegel ist, gilt

tVaof(z) e T(Qx) fiir alle £ > 0.
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Aus Lemma 2.1.2 erhalten wir
(Vaf(z) + V) (A\Vaf(z) = Vaf(x)) >0 firalle t > 0.
Setzt man in diese Ungleichung A := 0 und A := 2 ein, so ergeben sich

(Vaf(z) + Vf(x) Vaf(z)
(Vaf(x)+ Vf(2) Vaf(z)

und damit das gewiinschte Ergebnis
IVaf(@)|* = =V () Vaf(z).
Vv

(i) Sei x € Q beliebig gewihlt. Wir betrachten zwei Fille.

e Wir betrachten zunichst die Moglichkeit, dafl ||Vqf(z)|| = 0 ist.
Sei dazu ein p € T(€2; z) mit ||p|| < 1 vorgegeben. Dann erhélt man
aus der Definition der Projektion

IVF @) =l1Vaf (@) + V f()]
<|tp+ Vf(x)|]> firalle0<t<1,

woraus man nach Ausmultiplizieren des letzten Termes die Unglei-
chung
Vi) (tp)+ |tp|* >0 firalle0 <t <1

bekommt. Division durch ¢ und Ubergang zum Limes fir ¢ — 0
implizieren das gewiinschte Resultat. V

e Sei nun |Vof(z)|| > 0 und es sei ¢ € T(Q;z) mit ||q|| < ||Vaf(z)|
beliebig gewihlt. Aus der Definition der Projektion und nach Qua-
drieren und Ausmultiplizieren erhélt man

IVaf@)|? +2V f(2) Vaf(z) + ||V f(2)]
=[Vaf(x)+ V)|
<|lg+ Vf(x)|
<|IVaf(@)* +2Vf() ¢+ |V f(2)|
und damit
V() Vaf(x) < Vi) q.

Wihle nun ein beliebiges p € T(2;2) mit ||p|| < 1. Dann ist
Vaf(@)|lpll < [|[Vaf(z)|]. Aus diesem Grund kénnen wir jetzt
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q:=||Vaf(z)| p setzen und erhalten zusammen mit Teil (i) dieses
Satzes das Resultat

—|IVaf(@)|? =V () Vaf(z)
<|IVaf(2)| V() p.

Vv

(iii) = : Sei x € Q ein stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf {2 zu minimie-
ren, das heifit es sei

Vi) (y—z)>0 firalley e Q.

Sei p € R™ eine zuldssige Richtung an €2 in . Dann existiert ein
t >0, so dafl x + tp € Q ist. Setzt man y := x + p, so erhélt man
Vf(z)"'p>0.DaT(Q;z) der Abschluff der zuliissigen Richtungen
an () in z ist, folgt daraus

Vi) p>0 fir alle p € T(Q:x2).

Mit Teil (ii) dieses Satzes erhalten wir | Vo f(z)|| = 0. V
< Seix € Qund Vqf(z) = 0. Dann folgt mit Teil (ii), daf

Vi) p>0 firalle pe T(Q; )
ist. Day — x € T(Q; ) fir alle y € Q gilt, bekommt man
Vi) (y—z)>0 fiir alle y € Q.

Das heif3t aber, dafl x ein stationédrer Punkt der Aufgabe, f auf (2
7u minimieren, ist. V

Weiterhin ist es wichtig, gewisse Stetigkeitseigenschaften der Abbildung

IVaf()|l : € — R, definiert durch = — [|[Vqof(z)|, zu ermitteln, da bei
den Konvergenzsitzen bestimmte Teilfolgen der Folge der Iterationspunkte
konvergieren. Da dann haufig auch die Folge der projizierten Gradienten oder
eine dhnliche Folge konvergiert, kann man mit dem néchsten Lemma Aussagen
dariiber machen, ob man in irgendeiner Weise gegen einen stationidren Punkt
konvergiert. Dafiir ist es aber hier das erstemal notwendig, daf§ die Funktion
f nicht nur differenzierbar, sondern sogar stetig differenzierbar auf einer off-
fenen Obermenge von (2 ist. Diese Voraussetzung wird daher auch im ganzen
néchsten Kapitel beibehalten, da die wichtigen Konvergenzsitze dieses Resul-
tat benotigen. Vorher allerdings rekapitulieren wir eine einfache Tatsache aus
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der Analysis.

Eine Funktion h : R™ — R heifit nach unten halbstetig in = € (), wenn es
zu jedem £ > 0 ein > 0 gibt, so daf fir alle y € Q aus ||y — z|| < J folgt,
daB h(y) > h(z) — ¢ ist. Dementsprechend heifit die Funktion h nach unten
halbstetig auf €2, falls sie in jedem Punkt x € €2 nach unten halbstetig ist.

Bemerkung 2.2.4 Gilt fiir alle Folgen (74),.y C © mit Grenzwert z €

die Ungleichung
h(z) < li;n inf h(zy),
—00

so ist das eine dquivalente Bedingung dafiir, daf3 A in x nach unten halbstetig
ist. Fiir den Beweis, dafl diese Bedingung hinreichend ist, nehmen wir aufler
dieser Bedingung an, es existiert ein € > 0, so daf} fiir jedes § > 0 ein y € ()
existiert, fiir dafl zwar ||y — z|| < 6, aber h(y) < h(x) — ¢ gilt. Wéhle dann zu
jedem k € N und § := - ein entsprechendes z; € Q mit h(z;) < h(z) —¢.

k1
Damit folgt limg_,o 2 = , aber infys,; h(zg) < h(z) — € und schlielich

lim inf h(zy) < h(z) — e < h(z).

i—00 k>4

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. Fiir den Beweis der Not-

wendigkeit habe die Folge (24),. C € den Limes z € © und es sei h in
x nach unten halbstetig. Dann existiert zu jedem ;7 € IN und ¢ := jﬁ ein
kj € N, so daB h(zy) > h(x) — 537 fir alle k > k; gilt. Damit ist aber auch

infysp, h(zy) > h(z) — =5, also

fEag
1
Jim inf hw) .jlggoklgifjh@k)—jlgfo(h(x) j+1) hz)

Nun aber kommt das angekiindigte Lemma.

Lemma 2.2.5 Sei Q) C R"™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Men-
ge und f : R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von ) stetig differen-
zierbare Abbildung. Dann ist die Abbildung ||Vaf(-)| : Q = R, definiert durch
z— [|Vaf(x)|, auf Q nach unten halbstetig.

Beweis. Sei (j),.n C € eine beliebige Folge mit Grenzwert z € €. Nach
Bemerkung 2.2.4 reicht es,

[Vaf @] < liminf [Va(z)]

zu zeigen. Satz 2.2.3, Teil (ii) impliziert

Vi) (2= ) > — | Vaf(z)|  firalle y € Q
Iy — 4]
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und so
Vf(:tk)T(xk —y) < |[Vaf(xp)| lly — xx]] fiir alle y € Q.

Da f stetig differenzierbar ist, bekommen wir nach Ubergang zum Limes in-
ferior

V@) (@ =) < lim inf(| Va0 | [y — =)
< lim (inf [ Ve f (z) | sup [ly — )
i—00 k>1 k>i
= lim inf [V f(a4) || lim sup [ly — 24
k>i 1— 00 k>i
= lim inf ||Vaf(ze)| |ly — z|| fiir alle y € Q.
i—o00 k>1

Sei p € R™ eine zuléssige Richtung an 2 in z. Dann existiert ein ¢ > 0, so dafl
x+tp € Qist. Setzt man y := x + tp, so erhélt man aus der obigen Gleichung

V()" < liminf [ Vo f ()] o]

und da 7'(92; x) aufgrund der Konvexitét von € auch der Abschlufl der zulassi-
gen Richtungen an Q in z ist, gilt diese Ungleichung auch fiir alle p € T'(Q; x).
Aus Satz 2.2.3, Teil (ii) ergibt sich dann

Va7 (@) < timinf [ Vo f (0]



Kapitel 3

Trust-Region-Verfahren

In diesem Kapitel wird ein Trust-Region-Verfahren fiir linear restringierte Op-
timierungsaufgaben vorgestellt und das Konvergenzverhalten untersucht. Das
anschlielend in Kapitel 5 untersuchte Newton-Verfahren ist das Trust-Region-
Verfahren, in dem aber die symmetrische Matrix in der Modellfunktion nicht
mehr frei gewihlt werden darf, sondern diese die Hessesche Matrix am jewei-
ligen Iterationspunkt des Verfahrens ist, liefert dazu noch stérkere Konver-
genzresultate. Das Trust-Region-Verfahren wird anhand von linearen Restrik-
tionen, das heifit anhand der Optimierungsaufgabe (P) erldutert, da sich die
Resultate nahtlos vom Box-restringierten Fall ibertragen. Fiir eine Implemen-
tation eignen sich allerdings Box-Restriktionen, das heifit die Restriktionen der
Optimierungsaufgabe (Q), besser, da diese technisch einfacher zu handhaben
sind.

3.1 Verfahren

Als erstes werden wir die Idee beschreiben, die hinter der Klasse der Trust-
Region-Verfahren steht, da sicherlich nicht jeder Leser damit vertraut ist. Der
erste Schritt besteht im wesentlichen darin, die Zielfunktion f : R — R
auf einer Kugel um den aktuellen Iterationspunkt z, € M mit £k € IN zu
approximieren. Der Radius dieser Kugel wird mit Ay, wobei dieser teilwei-
se mit, einer Konstante multipliziert wird, die approximierende Funktion mit
fr ©+ R™ — R bezeichnet. Diese Modellfunktion kann von jeder beliebigen
Gestalt sein, in diesem Verfahren wird allerdings eine allgemeine quadra-
tische Approximation gewihlt, das heifit, daB der rein quadratische Anteil
durch eine beliebig gewéhlte symmetrische Matrix B, € R™*" bestimmt wird.
Im Newton-Verfahren ersetzt man dann fiir zweimal stetig differenzierbare
Funktionen die Matrix By durch die Hessesche Matrix V2 f(z;) am aktuellen
Iterationspunkt z; . Bei anderen Trust-Region-Verfahren wird dann die Mo-
dellfunktion auf der gewdhlten Kugel minimiert, bei diesem Verfahren wird
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der Cauchy-Schritt p{ berechnet, der eine gewisse Minderung in der Modell-
funktion garantiert und der stets eine Abstiegsrichtung darstellt, sollte man
sich nicht an einem stationdren Punkt befinden. Der Cauchy-Schritt wird in
Abschnitt 3.3 noch ausfiihrlich erlautert. Bei stationdren Punkten bricht das
Verfahren aus diesem Grund ab und der Test darauf ist in der Realitét bei
der Optimierungsaufgabe (Q) signifikant einfacher als bei Optimierungsaufga-
be (P), daher wird die Abbruchbedingung in Abschnitt 3.2 auch nur fiir den
spezielleren Fall behandelt. Wahlweise kann auch noch ein weiterer Schritt
pr. berechnet werden, der aber beziiglich der Minderung in der Modellfunkti-
on nicht wesentlich schlechter als der Cauchy-Schritt sein darf. Als néchstes
wird die Minderung in der Zielfunktion f mit der in der Modellfunktion f;
verglichen. Abhéngig vom Ergebnis dieses Tests, ausgedriickt durch den Quo-
tienten yg, wird also der Radius Ay verkleinert oder vergréflert. Verkleinert
wird der Radius, wenn die tatsédchliche Minderung in der Zielfunktion nicht
anndhernd dem entspricht, was man sich durch die Ergebnisse bei der Modell-
funktion erhofft hat, denn offenbar hat die Modellfunktion die Zielfunktion
auf der aktuellen Kugel nicht genug approximiert. Er wird dagegen vergréfiert,
wenn das Ergebnis den Erwartungen entspricht. In einem dazwischenliegen-
den Intervall von Testergebnissen darf der neue Radius entweder verkleinert
oder vergroflert werden. Auch abhingig davon wird der Iterationspunkt x
um den Schritt p, bewegt, wenn das Ergebnis des Tests zufriedenstellend ist
und andernfalls nicht bewegt. Anschliefend wird auch eine neue symmetrische
Matrix fiir das quadratische Modell gewéhlt. In der Menge IN schlieflen wir
der Einfachheit halber die Null mit ein, es erleichtert die Notation. Es sei nun
selbstvestéandlich n € IN'\ {0}.

Verfahren 3.1.1 (Trust-Region-Verfahren) Sei die Funktion
f :R™ = R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig differenzierbare
Abbildung. Dann lautet das Trust-Region- Verfahren

e Gegeben seien die Konstanten 0 < pg < %, w1 >0, 0<pg<pr <pa<l
und 0 < 0 < 0y < 1< 0o3.

e Sei g € M gegeben. Berechne V f(z(), bestimme eine symmetrische
Matrix By € R™*™ und ein Ag > 0.

e Firk e N

— Ist x; ein stationérer Punkt der Optimierungsaufgabe (P), dann
breche das Verfahren hier ab. Siehe hierzu Abschnitt 3.2.

— Andernfalls
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* Berechne den Cauchy-Schritt p{ zur Optimierungsaufgabe

. 1
Minimiere fi(p) := f(re) + Vf(22)"p+ 5p" Bep
auf {p € B" | [p]| < A},

Der Cauchy-Schritt ist allerdings nicht notwendigerweise ei-
ne Losung dieser Optimierungsaufgabe, siehe hierzu Abschnitt

3.3.
x Berechne einen Schritt py, der
(3.1.1) Frlpor) = flr) < po(fu(pf) — f(z1))

erfiillt, wobei 3, + pr, € M und ||pg|| < p1 Ay sei.

x Berechne
f(xr) — f(zr + pr)

Xk =
’ flee) = fulpr)
und setze
(3.1.2) Tpay = Ty falls xx < po,
- xr +pr falls xx > po.

Ein Iterationsindex k, bei dem Y > po erfiillt ist, wird erfolg-
reich genannt. Setze

€ [ormin{[|pe[|, Ar}, 024 falls x5 < pu,
Apt1 ] € [01A, 03A] falls p1 < x& < p2,
S [Ak,O'gAk] falls Xk 2 P2-

Wihle auflerdem eine symmetrische Matrix By, € R™*™.

3.2 Abbruchbedingung

Nun werden wir die Abbruchbedingung des Verfahrens erlautern, da nicht
auf den ersten Blick ersichtlich ist, wie man feststellt, ob man sich an ei-
nem stationdren Punkt befindet. Nach Satz 2.2.3, Teil (iii) ist 2, € M fiir
ein k € IN genau dann ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe (P),
wenn V), f(z) = 0 ist. Bei der Optimierungsaufgabe (Q) kann man offenbar
Viiu f(zr) leicht bestimmen. Fiir den Tangentialkegel eines beliebigen Punk-
tes x € [I,u] gilt ndmlich

n Z 0 falls €r; = li,
T([l,ul;z) = Z)xiei Ais eR - fallsl; < x; <y, gy
=1 <0 fallsx; = u;
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wobei e; der i-te Einheitsvektor im R™ sei. Damit ergibt sich fiir den proji-
zierten Gradienten V1 f(2) = Iy us (—=V f(x)) als i-te Komponente

max{—0;f(x),0} falls z; = [,
[V[l,u]f(x)],; = —0;f(x) falls [; < z; < w;,
min{—0;f(x),0}  falls x; = u;,

wobei 0; f(x) := [V f(z)], sei, das heifit die partielle Ableitung von f nach z;
bezeichne. Man erhélt Vi, f(z) = 0 genau dann, wenn fiir die i-te Kompo-
nente des Gradienten V f(z)

>0 falls x; = 1,
Oif(x) ¢ =0 falls l; < z; < uy,
<0 falls z; = u;

gilt. Die Abbruchbedingung des Trust-Region-Verfahrens 1d8t sich also im Fall
der Optimierungsaufgabe (Q) leicht verifizieren.

3.3 Cauchy-Schritt

Fiir die Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens spielt der Cauchy-
Schritt p$ eine zentrale Rolle, deshalb soll er in diesem Abschnitt ausfiihrlich
erliutert werden. Sollte ein weiterer Schritt p, berechnet werden, so ist es
deshalb wichtig, daf3 dieser beziiglich der Minderung in der Modellfunktion
nicht wesentlich schlechter als der Cauchy-Schritt ist. Bei der Berechnung des
Cauchy-Schritts wird im Prinzip vom aktuellen Iterationspunkt x;, € M mit
k € N in Richtung des negativen Gradienten —V f(x}) gegangen, wobei dieser
durch einen Parameter a > 0 skaliert ist. Da nicht von vornherein klar ist,
daf} sich dieser dann Cauchy-Punkt genannte Punkt in der Menge M befin-
det, wird der Punkt auf M projiziert. Durch Subtrahieren von z; erhélt man
so den Cauchy-Schritt. Der Cauchy-Schritt ist damit eine , projizierte Version
des steilsten Abstiegs®. Der Parameter a wird dann so gewihlt, daf§ die Min-
derung in der Modellfunktion mit der Minderung, die durch den Gradienten
erwartet wird, vergleichbar bleibt, was durch Forderung (3.3.3) ausgedriickt
wird. Forderung (3.3.5) stellt sicher, dafl der Schritt nicht zu klein gewé&hlt
wird. Der gewihlte Parameter o tragt dann die Bezeichnung ay. Ein Zahlen-
beispiel findet man in Burke et al., 1990.

Definition 3.3.1 (Cauchy-Schritt) Sei die Funktion f : R" — R eine auf
einer offenen Obermenge von M stetig differenzierbare Abbildung und z, € M
mit k& € IN ein Iterationspunkt des Trust-Region-Verfahrens. Die Funktion
T Ry U {0} — R™ sei durch

() =y (2 — aV f(xg)) — 2
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definiert. Seien weiterhin die Konstanten v; > 0, 0 < 7 < 1 und 73 > 0
gegeben. Wahle ein «a; > 0, so daf fiir die Konstanten py und p; aus dem
Trust-Region-Verfahren

(33.3) fe(me(an) = fza) < oV f () milar)  und [m(an)l| < s
mit

(3.34) ag € [y1,73]  oder  ay € [Yad, V3]

gilt, wobei fiir @

(33.5) fu(me(an)) = flan) > poV f(wx) m(dr)  oder ||mp(dn)l| > pads

gelte.

pf 1= m(ag)
heifit dann ein Cauchy-Schritt zum Iterationspunkt xp. Der Cauchy-Punkt ist
durch

C._ C
Ty =T+ Pi

definiert.

Als néchstes zeigen wir die Existenz des Cauchy-Schritts, da diese nicht un-
mittelbar einzusehen ist.

Satz 3.3.2 Sei f: R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung und xy € M mit k € IN ein Iterationspunkt des
Trust-Region- Verfahrens und kein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe
(P). Dann ezistiert ein oy > 0, so dafS die Forderungen (3.3.3) bis (3.3.5)
erfillt sind. oy kann durch eine endliche Anzahl an Auswertungen der Funk-
tion m, gewonnen werden.

Beweis. Zuerst zeigen wir, daf} die Forderung (3.3.3) an den Cauchy-Schritt
fiir alle hinreichend kleinen o > 0 gilt. Vorher bemerken wir, dafl aus Korollar
2.1.13

lim ﬂ-k<a) — lim HM(-Tk - O&Vf(l‘k)) — T

0<a—0 [0 0<a—0 (0%
=7z (=V (1))
=V f(xk)
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folgt. Mit Satz 2.2.3, Teil (i) bekommt man
i Jelms(0)) = 50

0<a—0 [0

= lim_ (Vf(xk)T (#) + %(#)TBMM&))

—V f(:pk)T( lim ”’“(a)) + 1( lim ”’“(“))TBk( lim ﬂk(a))

0<a—0 @ 2 \0<a—0 0<a—0
T
:vf(mk)Tva(mk)
= — Vs f ()|
<0.

Da nach Voraussetzung 0 < gy < % ist, existiert ein € > 0, so dafi fiir alle «
mit 0 <a<e

fe(mi(a)) — fi(0)

«

< 20V f (1) Var f(zx)

7 (a)

gilt. AuBerdem existiert wegen der oben gezeigten Darstellung fiir limg.,_.o
ein 0 > 0, so daB fiir alle @ mit 0 < a < §

Wk(a)

V) Tufla) - fn” ( )\ < V(@) Vo ()

ist. Insbesondere gilt also fiir diese a die Ungleichung

2V f (k) Varf(wx) < V()" (”k(io‘))

und zusammen mit der ersten Ungleichung erhélt man fiir alle @ mit
0 < a < min{e, §}

Fe(mi(@)) — flar) <200V f(21) Var f (1)
<poV f (z1) mi(e),

womit die Behauptung gezeigt ist. Erfiillt oy := ; die Forderung (3.3.3), so
sind wir fertig. Andernfalls wihle oy := ~172", wobei r die kleinste natiirliche
Zahl sei, fiir die (3.3.3) gilt. Setze nun d; := 772" L. Damit ist klar, daf oy
Forderung (3.3.4) und &y, Forderung (3.3.5) erfiillt. [

Nun werden wir noch zeigen, dafy der Cauchy-Schritt tatséchlich eine Abstiegs-
richtung ist, sollte es sich beim Iterationspunkt nicht um einen stationiren
Punkt handeln. Es gilt sogar die spéter hiaufiger benotigte Ungleichung

2
(3.3.6) V) Tmela) > O o g atte o > 0,
a



3.4 Konvergenzanalyse ohne projizierten Gradienten 33

denn aus Lemma 2.1.2 ergibt sich die Ungleichungskette

0 <(My(zx — aVf(xx)) — (2 — aV f(2x))" (2 — T (21 — aV f ()
=(mp(a) + aV f(z) (=mr())  fiir alle o > 0.
Da ), nicht stationér ist, haben wir |V, f(zx)|| > 0. Daher ist auch

||k (cv)|] > 0 fiir alle hinreichend kleinen a > 0. Nach Satz 2.1.4, Teil (i) ist
|l ()|| fiir @ > 0 monoton nichtfallend und daher

i)l

>0 fur alle a > 0.

Damit ist gezeigt, dal der Cauchy-Schritt eine Abstiegsrichtung und das Ver-
fahren insgesamt durchfiihrbar ist. Inshesondere kann man p, := p$ setzen.

3.4 Konvergenzanalyse ohne projizierten Gra-
dienten

In diesem Abschnitt werden die einfachsten Ergebnisse der Konvergenzanalyse
vorgestellt, wobei der projizierte Gradient nicht verwendet wird. Die Ergebnis-
se in diesem Abschnitt sind daher nicht sehr anschaulich, fiir die weitere Kon-
vergenzanalyse aber unerliafilich. Der erste Schritt besteht darin, Abschétzun-
gen iiber die Minderung in der Modellfunktion und in der Zielfunktion zu
bekommen, die durch den Cauchy-Schritt erzielt werden. Das dazu bereitge-
stellte Lemma stammt aus Moré, 1988.

Lemma 3.4.1 Sei f: R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M ste-
tig differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren breche nicht vor-
zeitig ab und sei (xy),o die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird.
Dann existiert ein ¢ > 0 derart, dafs

(3.4.7)
- Vf(l'k)TWk(Oék)
k()] . 1 [l () | )
>( (T) min {Ak, T B ( o ) } fiir alle k € N
qgilt.

Beweis. Der Beweis besteht darin, fiir einen fest vorgegebenen Punkt x
die Forderungen 3.3.3 bis 3.3.5 an den Cauchy-Schritt zu untersuchen und
zu Abschatzungen zu gelangen, die von k£ unabhéngig sind. Sei also £k € N
beliebig gewihlt. Da das Trust-Region-Verfahren nach Voraussetzung nicht
abbricht ist 2 nicht stationdr und wir kénnen Ungleichung (3.3.6) benutzen.
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e Zunichst untersuchen wir die erste Moglichkeit der Forderung (3.3.4),
und zwar, dal ap € [v;,73] ist. In diesem Fall sieht man durch eine
einfache Umformung von Ungleichung (3.3.6)

_v,f(xk)TTrk(Oék) > (
Ok
so daf} die gewiinschte Ungleichung mit 0 < { < v, erfiillt wird. V

e Als néichstes betrachten wir die zweite Moglichkeit der Forderung (3.3.4),
und zwar, dall ay € [y2d0y, 73] ist.

— Dann ist die eine Moglichkeit aus (3.3.5), da8
Fi(mi(@w)) = flzn) > poV fxr)" mrl )

gilt. Daraus erhélt man

(1 — o) (= V f (z) 7)) <filmn(bn)) — flzn) — Vf (za) ()
1

=§Wk(éék)TBkﬂk(éék)
1 .
<5 1Bl s (el
Schlieflich ist dann

I ()] 2(1 — o)
—V f(ae) mela) — IBell

wobei man beachte, daB V f(z;)" mp(a) < 0 fiir alle @ > 0 nach
(3.3.6) ist. Nach Wahl von a; und (3.3.6) gilt aulerdem die Unglei-

chungskette
I”

R |7 (Gug)
ag > Yol > )
bSO = PTG o) T ()

Ebenfalls nach (3.3.6) und dem eben Gezeigten haben wir

873

9 f ) mlon) z(
>(nwk<ak>||> (o))

= o ? —Vf(xk)TWk(dk)

>(Hm(ak)||>2722(1 — tio)

ar, | Br||

Wihlt man 0 < ¢ < 299(1 — pg), so erhélt man das gewiinschte
Ergebnis. vV
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— Wir nehmen nun an, daf§ die andere Forderung in (3.3.5), ndmlich

|7k ()| > 1Ay erfiillt ist. Wir nehmen weiterhin ohne Beschrédnkung

der Allgemeinheit an, dafi v < 1 ist, denn (3.3.4) wiirde auch mit
min{vys, 1} statt mit 75 gelten. Satz 2.1.4, Teil (ii) impliziert

e (vad)l| o [lme (el

o1 o Q,

und Teil (i) des gleichen Satzes

17k (o)l| = [k (vab )| 2 2 [[mi ()| > Y2pa A
Ungleichung (3.3.6) ergibt nun

Ozk)

V(@) (o) > el LACHI

L el > 1A

so daf} die geforderte Ungleichung mit 0 < ¢ < vouy erfiillt ist. /
[

Diese Abschiitzung ist in den meisten Féllen nicht sehr praktisch, da sie we-
der die Minderung in der Modellfunktion noch in der Zielfunktion ausdriickt.
Zusammen mit der Forderung an den Cauchy-Schritt p{’ in (3.3.3)

Far) = felmr(on)) > —poV f () melar)  mnd [|mg(a) ]| < Ay

und der Forderung an den Schritt pj, in (3.1.1)
f(@e) = fulpe) > po(f (zi) — fr(pi))

erhéilt man jedoch sofort die wesentlich handlichere Ungleichung iiber die Min-
derung in der Modellfunktion

(3.4.8)
f(xr) — fu(pr)

> 110°C (M> min {Ak, ! <||7rk(ak)”) } fir alle £ € IN.

Driickt man diese Ungleichung mit Hilfe des Quotienten Y, aus, so bekommt
man eine Abschétzung iiber die Minderung in der Zielfunktion, und zwar

(3.4.9)
f(xr) — fzr + pr)

> Xkbo ¢ (M> min {Ak, ! <||7Tk(ak)”) } fiir alle & € IN.

(693 1 + HBkH (033
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Die jetzt folgenden Konvergenzaussagen bendtigen alle die Voraussetzung, daf3
die Folge (f(zx))pen nach unten beschréinkt ist. Da wir spéter immer davon
ausgehen werden, dafl die Folge (), einen Haufungspunkt besitzt, ist dann
diese Forderung automatisch erfiillt, da die Funktion f immer als stetig voraus-
gesetzt wird und das Verfahren eine monoton fallende Folge (f(zx)),cn produ-
ziert. Der entscheidende Parameter, der die Qualitdt der Konvergenzaussagen
beeinfluflt, ist die Matrix By. Im weiteren &ndern sich daher hauptséchlich die
Voraussetzungen, die mit dieser Matrix verkniipft sind oder mit der ganzen
Folge (Bj),en- Die jetzt folgenden Aussagen in diesem Abschnitt findet man
alle im vierten Abschnitt von Burke et al., 1990.

Satz 3.4.2 Sei f: R® — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (Ty),cn die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin (f(zy)),en nach unten beschrankt und (By),cy beschrinkt. Dann
qgilt

ke

lim inf 7”7@(0%) |
k—o0 Qjp

= 0.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Wir nehmen also an, daf3
ein € > 0 existiert, so dafl

|7 ()|
Qf,

>e¢ firalleke NN

gilt. Wir behaupten, daf§ dann

0
ZAk < oo
k=0

ist. Um dies zu zeigen, betrachte man die Indizes & € IN, bei denen y; > p; ist.
Gibt es nur eine endliche Anzahl von Iterationsindizes mit dieser Eigenschaft,
dann ist Ay < 09/ fiir alle hinreichend grofien k € N, so da man ), Ay,
durch eine geometrische Reihe plus eine Konstante abschétzen kann, woraus
zusammen mit 0 < g, < 1 deren Konvergenz folgt. Andernfalls sei (;),.y € IN
die Folge aller Iterationsindizes £ € IN mit der Eigenschaft y; > p;. Dann
ergibt sich aus Abschatzung (3.4.9)

£
"1+ supgen || Bl

fxr,) — f(or41) > PLUU2C5 min {Akz— } fir alle 7 € IN.

Da weiterhin (f(xy)), . nach unten beschrénkt ist, haben wir also

0
Z Akl < Q.
1=0

ke
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Die Iterationsvorschrift fiir A, impliziert weiter

ilA <1+§1:1 bkicin, < T3 AL firalle
k 0309 ki_@(l—ag) k; iir alle 2 € IN,
womit man die Abschéitzung

0o ko—1 oo kiy1—1

D N C =

bekommt und daraus die Konvergenz von dessen Reihe. Wir zeigen nun, dafl
ZzC:O Ak < o
lim y, =1

k—o00

impliziert. Aus der Ungleichung
| epyr — x| < |lpel| < A fir alle k € IN

erhilt man zusammen mit der Dreiecksungleichung und > ;7 Ay < oo, daf
(7k) e €ine Cauchy-Folge ist und damit konvergiert. Sei also

"= lim x4.
k— o0

Weiterhin sieht man sofort ein, dafl (py), . gegen Null konvergiert. Wir defi-
nieren die Folge (g4),p durch

Fae+p) = fla) = V@)

[P
Dann erhélt man aus der stetigen Differenzierbarkeit von f auf einer offenen
Obermenge von M

/ (ot ) — V()" () dt\

x|

Ep =

Ek =

1
< / IV f(an + tpr) — Vf ()l dt
0

1
S/ IV f(ze +tpe) = V@) + V(") = Vi)l di - fiiralle k € N
0
und damit die Konvergenz von (&), gegen Null. Hieraus ergibt sich

|f (@ +pr) = fr(pe))| = |f (2 4+ pr) = @) = (frlpe) — f(20)]

Z‘f(ﬂ?k+pk)f( k) — (V)" k+;p’f Bypr)

< ‘f(xk +pr) — flax) — Vf(xk)Tpk‘ + % |pi.” Bips|

1 )
<eg |lpell + 5 | Bl llpx]l”  fiir alle k € N
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Aus der Ungleichung (3.4.8) und da aufgrund der Konvergenz von (Ag),.n
gegen Null

£
min Ak, } = Ak
{ 14 supyen || Bl

fiir alle hinreichend groflen k € N ist, erhdlt man die Abschétzung

Flae) = fulpe) > po°Cely,

fiir alle hinreichend groflen £ € IN. Nun ist

‘f(ﬂ?k) — f(we + ) — (f(7x) — fr(pr))
f(xr) = fi(pr)
f(xe +pr) — fe(pr))
f(xr) — fr(pr)
ek llpell + (1Bl llpxl®
N Ho?CeAy
<€k,u2 + % | Bl p2? Ay
- po*Ce

Ixx — 1] =

fiir alle hinreichend grofien £ € IN und man sieht, dafl limy_,,, xx = 1 ist.
Die Iterationsvorschrift fiir Ay zeigt jedoch, dafi Ay nicht verkleinert wird,
falls xx > ps ist. Daher kann (Ay), . nicht gegen Null konvergieren und man
erhilt einen Widerspruch zur Voraussetzung, daf§ > ;- Ay < oo ist. Daher
kann auch die anfangs gemachte Annahme nicht gelten und der Satz ist damit
bewiesen. |

Als nédchstes benotigen wir zwei Definitionen.
Definition 3.4.3 (Niveaumenge) Sei G C R" eine nichtleere Menge und
x € G. Sei weiterhin f: R™ — R eine Abbildung. Die Niveaumenge von f in

x beziiglich G ist durch

L(G:z) :={y € G| f(y) < f(x)}
definiert.

Weiterhin definieren wir die Folge (5;), durch
B =1+ max || Bi]|.

Das néchste Lemma dient als Vorbereitung fiir den darauffolgenden Satz.
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Lemma 3.4.4 Sei f: R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M ste-
tig differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren breche nicht vor-
zeitig ab und sei (xy),.n die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird.
Sei weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xq) gleichmaf$ig stetig und die
Folge (f(71))gen nach unten beschrinkt. Es existiere ein € > 0, so dafs

[k ()l
(673

> ¢ firalle k € N

gilt. Dann ezistiert ein 6 > 0, so dafs
OLAL >0 fir allek € N
qgilt.
Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl ein 5>0 existiert, so dafl
(3.4.10) (14 ||Bel) lpe]| =6 fiir alle k € N mit yz < p2

ist. Angenommen, es existiert eine Folge (k;),.y € IN von Iterationsindizes mit
der Eigenschaft i, < po fiir alle i € N und lim; oo ((1 4 || B, ||) ||px,|]) = 0. Da
L+ ||Bgl]| > 1 fiir alle k£ € N ist, gilt sogar lim; ,« ||pk,;|| = 0. Wir definieren
die Folge (g;),cp durch

o+ o) = Flae) = V() o
e

Dann erhélt man aus der stetigen Differenzierbarkeit von f auf einer offenen
Obermenge von M

[ o+ ) = Vst () a

||pk¢

g =

& =

1
</ IV f(xy, + tpr,) — Vf(xg,)|| dt  fir alle 7 € IN.
0

Da Vf auf der Niveaumenge L(M;xq) gleichméBig stetig und die Folge
(f(xk)) e monoton fallend ist, erhélt man, obwohl (zy, ), nicht notwendi-
gerweise konvergieren muf}, die Konvergenz von (g;),. gegen Null. Hieraus
ergibt sich

|f<xk7. +pki) - sz(pkz))|

1

1

2 firallei e N

1
<g; Hpkz + 5 ||Bk1 ||pk1
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Aus der Ungleichung (3.4.8) zusammen mit der Voraussetzung dieses Satzes
bekommt man

€

wir die Abschéitzung

) Ik, || = 0 und ||pg|| < 1Ay fiir alle & € IN ist, erhalten

f(l'kl) — sz (pkl) > M02C€Hpi
K1

fiir alle hinreichend grofien 7 € IN. Nun gilt

‘f(l'k) — f(xr, +pr) — (f(2r,) = fri(Pr,))
f(@r) = fr: ()
f @k + pr.) — frs (pra)
f(@r) = fr (Pr;)
e ok |l + 5 1B | s |I”

B ||p’%'
to*Ce <—m

et 510 || B || [|px,
- po*Ce
fiir alle hinreichend grofien i € IN und man sieht, da§ lim; ,o xx, = 1 ist.

Dieser Widerspruch zeigt, dafl (3.4.10) gilt. Wir zeigen die Behauptung des
Satzes fiir

0= min{ﬂng,alg}

jetzt mit Induktion iiber k. Offenbar ist die Behauptung fiir k£ := 0 erfiillt. Sei
deshalb die Behauptung jetzt fiir ein beliebiges & € IN erfiillt. Ist . > po, so
folgt Bri1Ari1 > BrAy aufgrund der Definition von S und der Iterationsvor-
schrift fiir Ay. Ist andernfalls y, < po, so gilt

Br+1Dk+1 > (L4 || Bell)or ||pell > 016

und damit ist das Lemma bewiesen. [ |

Im folgenden Satz werden die Voraussetzungen an die Folge (By), . gelockert,
daher mufite (5;),p definiert werden. So wird jetzt nur noch gefordert, daf
Y ey 5% = oo ist und nicht mehr wie in Satz 3.4.2 die Beschrianktheit von
(Bg)pen vorausgesetzt. Dafiir mufl V f jetzt auf der Niveaumenge L(M; o)
gleichméflig stetig sein.
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Satz 3.4.5 Sei f : R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region- Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (xy),.n die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xo) gleichmdfig stetig, die Folge
(f(2k))gen nach unten beschrdankt und

.1
25

Dann gilt

lim inf 7”7@(0%) |
k—o0 Qjp

= 0.

Beweis. Wir beweisen diesen Satz durch Widerspruch. Es existiere also ein
e >0, so daf
[l () |
093

>¢ firalleke N

gilt. Damit ist gleichzeitig die Voraussetzung von Satz 3.4.4 erfiillt. Wir werden
nun zeigen, dafi > B_lk < oc ist. Betrachte dazu die Menge

JZ:{]CE]N|Q0(II€)Z§}7

wobei die Funktion ¢ : N — IN dadurch definiert sei, dal ¢ (k) die Anzahl der
erfolgreichen Iterationsindizes sei, die nicht gréfler als £ sind. Dabei sei v € IN
mit v > 0 so gewiihlt, dafl 0305”1 < 1 ist. Im ersten Teil des Beweises werden
wir zeigen, dafl

ist und im zweiten Teil, dafl

ist, woraus man das gewiinschte Resultat erhilt. Zum Beweis des ersten Teils
iiberlegt man sich leicht, dafl aus der Iterationsvorschrift fiir Ay und der De-
finition der Funktion ¢

Ay < 037 F g 2RAL fiir alle k € N

folgt und damit, da sich aus k ¢ .J die Abschitzung k — (k) > (v — 1)&
ergibt,

Ap < (0302”*1)%A0 fir alle & ¢ J.
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Lemma 3.4.4 zeigt, daf} ein 6 > 0 existiert, so dafl i < Ay fiir alle k£ € N ist
und zusammen mit o309” ! < 1 erhilt man ka < oc. Zum Beweis des
zweiten Teils sei {k; € IN | ¢ € S} die Menge der erfolgrelchen Iterationsindizes,
wobei S eine endliche Teilmenge von IN oder IN selber sein kann, je nachdem,
ob die Anzahl der erfolgreichen Indizes endlich oder unendlich ist. Wir werden

zuerst zeigen, dafl
D

ZGS

gilt. Man beachte, dafl aus Abschéitzung (3.4.9)

3

2 : y .
T ) — [(Tp,41) > emin Ay, ———— fiir alle? € S
k)~ Foie) > poemin { B |

folgt und Lemma 3.4.4 zeigt, dafl ein § > 0 existiert, so dafl

. € ) 0 5
pPojto>Ce min {Ak. 7} > pofio>Ce min {—, 7}

"1+ ||By, B 1+ | By,
1
> pothoCe min{d, 6}5— fiir alle7 € S
ki

ist, womit wir » < oo bewiesen haben. Daher gilt Zkel 3, < 00, wenn

DLy

kel

i€S ﬁ
wir

zeigen. Sei dazu i € S beliebig vorgegeben. Wir behaupten, dafl 5, > S, fiir
alle k € J; := JN|iv, (i + 1)v — 1] ist. Dies ist der Fall, falls & > k; ist, da die
Folge (i), nichtfallend ist. Im anderen Fall nehmen wir iv < k < k; an,
woraus man

ok) < plk) =i < &

v

erhilt und damit k£ ¢ J und erst recht k& ¢ J;. Da also nun §j, > fy, fiir alle
k € J; gezeigt ist, gilt

ke @
und so
1 1
5=V
keg Ok ies ki
womit der Satz bewiesen ist. [ |

Aus Satz 3.4.5 kann man direkt folgern, daf§ die Anzahl der erfolgreichen
[terationsindizes unendlich ist, sollte das Verfahren nicht vorzeitig abbrechen.
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Satz 3.4.6 Sei f: R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region- Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (xy),.n die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xo) gleichmdfig stetig, die Folge
(f(2k))gen nach unten beschrdankt und

=1
— = 0.
2.5

Dann ist die Menge S der erfolgreichen Iterationsindizes unendlich.

Beweis. Wir nehmen an, es existiere ein i e N, so daB alle Iterationsindizes
k > k nicht erfolgreich sind. Aus z;, = z; fiir alle £ > £ ergibt sich

(o) = mp(a) fiirallea >0 und alle k > k.
Mit oy, < 43 fiir alle & € IN erhalten wir aus Satz 2.1.4, Teil (ii)

()l o meCu)ll _ Nl (sl

O, 73 V3

Satz 3.4.5 impliziert ||7;(73)|| = 0 und Satz 2.1.4, Teil (i) ergibt |7 ()| = 0
fiir alle o < 3 und damit

fir alle £ > k.

Vuf(zy) = lim (@)

0<a—0 [0

=0.

Nach Satz 2.2.3, Teil (iii) ist damit x; ein stationédrer Punkt der Aufgabe,
f auf M zu minimieren, womit ein Widerspruch zur Voraussetzung, daf3 das
Verfahren nicht vorzeitig abbreche, vorliegt. |

3.5 Konvergenzanalyse mit projiziertem Gra-
dienten

Bezieht man den projizierten Gradienten in die Konvergenzanalyse mit ein,
so werden die eher technisch anmutenden Resultate des letzten Abschnitts
fiir den Leser anschaulich. So sagen die Hauptresultate dieses Abschnitts, das
sind die Sétze 3.5.4 und 3.5.5, aus, dafl unter geeigneten Voraussetzungen und
der Annahme der Existenz eines Haufungspunktes der Folge (z),. dieser
Héaufungspunkt stationér ist. Der Unterschied zwischen den heiden Séitzen be-
steht darin, da unter stidrkeren Voraussetzungen als in Satz 3.5.4 in Satz
3.5.5 sogar eine Teilfolge von erfolgreichen Iterationsindizes konstruiert wer-
den kann, deren Iterationspunkte gegen den stationédren Punkt konvergieren.
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Als erstes jedoch benétigen wir eine Abschétzung tiber den projizierten Gradi-
enten, die diesen mit den Sétzen des letzten Abschnitts in Verbindung bringt.
Die Séatze dieses Abschnitts stammen alle aus dem fiinften Abschnitt von
Burke et al., 1990.

Lemma 3.5.1 Sei f : R — R eine auf einer offenen Obermenge von M
differenzierbare Abbildung und x, € M mit k € IN ein Iterationspunkt des
Trust- Region- Verfahrens. Dann gilt

VsG] < V569 — Vs + 15—zl

(673

Beweis. Aus Lemma 2.1.2 folgt
(Mas (2 = ¥V f (1)) = (2r = axV f (1)) (s (wx — iV f (1)) — y) <0
fiir alle y € M und mit der Definition des Cauchy-Punktes z{ durch
xf = My (2p — V f(24))

ergibt sich die Ungleichung

T
— (o — ) (2 — )
¥

Hx —a:kH Hx(kj—yH tiir alle y € M.

axV f(z)" (2§ — )

VANIVAN

Sei nun p € R™ eine zulissige Richtung an M in x¢{ mit ||p|| < 1. Dann ist
z¢ +tp € M fiir ein + > 0 und setzt man y := z{ + tp, so ergibt sich

Cc _
—Vf(ai)p < = =]

Qg

und damit

Vi) p=— (Vf(@f) = Vflar) + V() p

< V£ ) = (o) + L=zl

Q

Da M seiner Definition nach konvex ist, ist der Tangentialkegel T'(M;z¢)
gleichzeitig der Abschlufl der zulissigen Richtungen an M in z¢, womit Satz

2.2.3, Teil (ii) das gewiinschte Resultat liefert. [

Der néchste Satz ist unter Einbeziehung von Lemma 3.5.1 eine direkte Kon-
sequenz aus Satz 3.4.5.



3.5 Konvergenzanalyse mit projiziertem Gradienten 45

Satz 3.5.2 Sei f: R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region- Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (xy),.n die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xo) gleichmdfig stetig, die Folge
(f(2k))gen nach unten beschrdankt und

S
“— [k
Dann gilt
lim inf Hva(TkC)H =0.
k—o0

Beweis. Dieses Resultat folgt mit Lemma 3.5.1 aus Satz 3.4.5. Nach letzt-
genanntem Satz haben wir

Il

k—o00 (673

=0.

Aufgrund der Identitét xg — 11, = mp(ag) fir alle & € IN existiert also eine
Teilfolge (k;);cy € IN von Iterationsindizes, so dafl

-l — |
Iim ——— =0
1—00 (o9

7

gilt. Da ay, < ~3 fiir alle k£ € IN ist, erhélt man fiir diese Teilfolge auch

lim Hxi — ka = 0.

1—00

Wegen der gleichméfiigen Stetigkeit von V f auf L(M; ) bekommen wir

lim [|Vf(af) = Vf ()] = 0.
Die Abschiitzung
IV f )| < |V () — Vi ()] + Hx’“caijku fiir alle i € IN
aus Lemma 3.5.1 vollendet schlielich den Beweis. n

Im folgenden Satz werden Voraussetzungen an die Modellfunktion f; und
damit erneut an die Matrix Bj, gemacht, da das der einzige Parameter ist, der
in jedem Schleifendurchlauf neu gew#hlt werden darf. So wird gefordert, daf3
die Implikation

i @+ Pe) — fulpr) _

(3.5.11) lp|| <00 =
; k—oo Al
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gilt. Ist f auf einer offenen Obermenge von M zweimal stetig differenzierbar,
so existiert nach dem Satz von Taylor fiir jedes k € N ein 0 < t; < 1, so daf}

flze +pr) = fxr) + V(xr) p + %kaV2.f(Ik + tk Pk )Pk

ist. Die Forderung (3.5.11) ist dann im Fall der Konvergenz von (z),. dqui-
valent zu

S pell <00 = tim 2 S = Bne_,
k=0

hvoo ol

Der Nachteil von Satz 3.5.2, dafl er keine Aussage iiber das Verhalten von
HVMf(TkC)H beziiglich der Menge der erfolgreichen Iterationsindizes macht,
wird damit behoben. Im Gegensatz zu Theorem 5.3 aus Burke et al., 1990
mufl meiner Ansicht nach auch die gleichméflige Stetigkeit von V f auf der
Niveaumenge L(M;xq) vorausgesetzt werden, da man andernfalls nicht die
fiir die Anwendung von Lemma 3.5.1 notwendige Gleichung (3.5.12) folgern
konnte.

Satz 3.5.3 Sei f: R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region- Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (vy),en die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xo) gleichmdfig stetig, die Folge
(f(2k))gen mach unten beschrinkt, die Folge (By),cn beschriankt und es gelte
die Implikation (3.5.11). Dann gilt

lim inf ||V f(2f) || = 0,

keS
wobei S die Menge der erfolgreichen Iterationssindizes sei.

Beweis. Der Beweis erfolgt in sieben Schritten.

e FEs geniigt,
L Imall
k—oc ak
kes

7u zeigen. Denn aufgrund der Identitit 2{ — x;, = 7 () existiert eine
Teilfolge (k;);c € S, so dafl

) kan — Ty,

’ ,
lim ——— =
i—00 ngi

ist. Da oy < 73 fiir alle £ € NN ist, erhélt man fiir diese Teilfolge auch

lim Hxi — IkZH = 0.
i—00 *
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Aufgrund der gleichméfBigen Stetigkeit von V f auf L(M; z) bekommen
wir

(3.5.12) lim ||V () = V f ()| = 0.

Die Abschéitzung

c_
Vs FGO < IV £E) — V(| + 17—zl

Q.

7

fir alle7 € IN

aus Lemma 3.5.1 schlieBt dann den Beweis. vV

e Der Beweis der anfangs aufgestellten Behauptung erfolgt durch Wider-
spruch. Wir nehmen also an, es existiert ein £ > 0, so dafl

[l ()|
Qf,

(3.5.13) >¢e firalleke S

ist. Wir werden zeigen, dafl diese Annahme die Aussagen

(3.5.14) lim inf L7 o
pred
(3.5.15) T L CTOl
(3.5.16) tim ITe(en)l
o el
impliziert. Vv

o Als erstes aber zeigen wir, daf§ die Annahme (3.5.13) und die sich da-
raus ergebenen Folgerungen (3.5.14) bis (3.5.16) zu einem Widerspruch
fithren, bevor wir die Folgerungen selbst beweisen. Betrachte dazu die
Menge der erfolgreichen Iterationsindizes S. Nach Satz 3.4.6 ist diese
Menge unendlich. Sei 7 eine unendliche Teilmenge von Iterationsindizes,
sodafl ZNS = @ ist und daf k € Z impliziert, dafl k+1 € S ist. Wére nur
eine endliche Menge an Iterationsindizes nicht erfolgreich, erhielte man
mit Satz 3.4.5 einen Widerspruch direkt zur Annahme (3.5.13). Da jeder
[terationsindex k € Z nicht erfolgreich ist, hat man 71 (a) = mg(«) fur
alle a > 0 und alle k € Z. Wére a1 > a4 fiir unendlich viele k € 7,
bekdme man mit Satz 2.1.4, Teil (i) und (3.5.13)

(o)l Imenenll _ lmonll 0

Qky1 g Q
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Nach (3.5.15) kann das nicht unendlich oft passieren und daher gilt
g1 < qy fiir alle hinreichend groBlen & € Z. Mit Satz 2.1.4, Teil (i)
erhilt man daraus

17k 1 (k) || < [lmaga ()l = flme(au) |

fiir alle hinreichend grofien & € Z. Nach der Iterationsvorschrift fiir Ay
ist o1 ||px|| < Agyq fiir alle £ € IN, so dafl man

I Trr(ars) ] lmrsr(arr )|l ll7w(ar)l]
AV okl T oIkl

fiir alle hinreichend groflen k € Z bekommt. Da k+1 € S fiir alle k € Z
ist, erhdlt man mit Hilfe von (3.5.14) und (3.5.16)

0 < lim inf —Hﬂk(ak)n
i—oo {keS|k>i}  A\g

chm s o)
100 (je Z|k>i) AV
im0
10 (ke zk>i} 01 ||pk||
o Imaw)l
fes 01 [F2a]
=0,

womit der Widerspruch, der sich aus (3.5.13) und seinen Folgerungen
ergibt, ersichtlich wird. V

Als néchstes werden wir als Vorbereitung zeigen, dafl aus Annahme

(3.5.13)
>l < o0
k=0

folgt und daher die implizierte Aussage in (3.5.11) giiltig ist. Die Ab-
schiatzung (3.4.9) vereinfacht sich unter den gemachten Annahmen zu

€

flzg) — flxgper) > P0M02<5 min {Ak’ m

} fir alle k € S.

Da (f(x)),en Dach unten beschrankt und (By), o beschrinkt ist, kon-
vergiert (Ap),.q gegen Null. Speziell ist

flan) = f(xre1) = popo’CeAy,
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fiir alle hinreichend grofien k£ € S und man bekommt auch wegen der
Beschrénktheit von (f(zy)),cn nach unten

ZAk<OO

Um > 7, Ag < oo zu zeigen, sei der Einfachheit halber (k;),.y € IN die
Folge der erfolgreichen Iterationsindizes, also (k;),. = S. Die Iterati-
onsvorschrift fiir Ay impliziert

'L+1 1 z+1 1

- 03 .. .
Ay < ki < ————— A\, fiir all N
Z k 20202 k1702<1_02) ks ur alle 7 € IN,
womit man die Abschitzung
ko—1 oo kit1—1 ko—1
Sa=yary y as Y ()

=0 k=k;

bekommt und daraus die Konvergenz von dessen Reihe. Aufgrund von
o1 |lpel] < Agyq fiir alle £ € N gilt > 77 |lpell < oo und damit die
implizierte Aussage in (3.5.11). V

o Jetzt zeigen wir, dafl aus (3.5.13) Aussage (3.5.14) folgt. Aufgrund der
Definition des Cauchy-Schritts gilt |7 (ag)|| < p1Ag fiir alle & € IN und
da (Ag)zen gegen Null konvergiert mufi wegen unserer Annahme (3.5.13)
die Folge (a),cq auch gegen Null konvergieren. Fiir alle hinreichend
groffen k£ € S trifft daher die zweite Moglichkeit der Wahl von a4 in
(3.3.4) zu, also ay, > Y2ay, wobei dy, (3.3.5) erfiillt. Wir nehmen nun an,
daB &y, fiir unendlich viele k € S Forderung (3.3.5) erfiillt, das heifit es
gelte

felme(an)) = f(xr) > 1oV f(zx) 7l )

fiir unendlich viele £ € S. Aus der Charakterisierung der Projektion
folgt

e () ”

«

—V f () TR() > fiir alle a > 0,
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wie in (3.3.6) schon gezeigt wurde. Zusammen erhélt man dann

lﬂ'k(dk)TBkﬂ'k(dk)

1Bkl >

2 |lm(w)|
_ Ju(mi(an)) = flaw) — V() mila)
|7 (A
V() me(a)
R EYPRTE
LV f(a) " my(ds)
2 ||mi(ag)]
V() m(ay)
T @l
zg“

fiir unendlich viele & € S. Da aber die Folge (By),. beschrinkt ist
und ay > Yy gilt, ist eine Teilfolge von (ay),.q durch eine Schranke,
die grofler als Null ist, nach unten beschréankt. Das widerspricht unserer
fritheren Beobachtung, da8 (o), ¢ gegen Null konvergiert. Daher mufl
&y fiir alle hinreichend grofien k € S die zweite Forderung in (3.3.5)
erfiillen. Korollar 2.1.5 impliziert nun

[l () || = min{yg, 1} {Jme (@) || = min{yz, 11 Ay
fiir alle hinreichend grofien k£ € S und damit ist (3.5.14) gezeigt. V

e Als nichstes zeigen wir, dafl aus (3.5.13) die Aussage (3.5.15) folgt. Wir
nehmen an, es existiert eine Folge (k;);,cy € IN von nicht erfolgreichen
[terationsindizes und ein 6 > 0, so daf}

[k, (o, )|
O-/Ic,:

> firalleielN

ist. Aus Abschitzung (3.4.8) ergibt sich zusammen mit den Tatsachen,
daf die Folge (By), . beschrinkt ist und die Folge (Ag), . gegen Null
konvergiert, daf

Fon) — fulor) > 1o’CoAy, > M02C5”p%

1

fir alle hinreichend groBen i € IN ist. Aufgrund von Y 72 |lpk]] < oo
konvergiert die Folge (x),.n und die Folge (pi),cn konvergiert gegen
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Null. Wir definieren die Folge (&;),. durch

g; 1=
Z 1%

Dann erhilt man aus der stetigen Differenzierbarkeit von V f auf einer
offenen Obermenge von M

g =

1
[ @t - i () dt\
0

||pki

1
< / IV (s, + tpi) — Vf ()|
1
< / (19 f (i, + tpr) — VE) + IV Fa™) — ¥ f(a)]) de

fiir alle i € IN und damit die Konvergenz von (g;), . gegen Null. Hieraus
ergibt sich

|f(xkz +pki) - sz(pkz))|

1
< ‘f(xkz +pk¢) - f(l‘kz) - Vf(l‘kl)Tpkl + 5 ‘pkiTBkipki

2

fiir alle 72 € IN.

1
<& ||pkl + 5 ||Bkz ||pk1

Nun ist

e — 1] = ‘f(-??ki) — [k 4 pr) — (flw) — fki(pki))‘

f(@r,) = fri (k)

(o, + pr;) — S, (Pr;)
f(r) — fai (Pr;)

&i llpe, || + 5 1 Bra Il |2,

B [P,
110>C0 <T

<:u15i + %:ul ||Bkz Hpkz
B fo*Co

fiir alle hinreichend grofien ¢ € IN und man sieht, daf§ lim; ,», xx, = 1 ist.
Das heifit, dal der Iterationsindex k; fiir alle hinreichend grofien i € IN
erfolgreich ist, was unserer Wahl der Folge (k;), ., widerspricht. vV

2
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e Der Beweis, daf aus (3.5.13) Aussage (3.5.15) folgt, verlauft dhnlich. Wir
nehmen an, es existiert eine Folge (k;);,cy € IN von nicht erfolgreichen
[terationsindizes und ein 6 > 0, so daf}

Il S 5 iy atte 4 € N
||pki
ist. Beachtet man
7w, (ar )l e, (o) || gl

J
> —|Ipy,|| fir alle i € N,
73

.

7

V3

so erhélt man zusammen mit (3.4.8)

f
02§ ) i {Ak” 1+ ||Bkz ( O, >}

)=
J ||px,; 1 ( J
> min =, — || Pk
Z'¢ (73 ) { p 1+ supiey || B[l \ 73 I
J

>po?C— mln{ g }HpkHQ
V3 f11” y3(1 + supsen || B, ) ’

2(5||pki|| fiir alle 7 € IN,

xk

)}

wobel

. ) 1 )
0< 0 < ug’C— min {—, }
Ho C’Y3 i v3(1 4+ supen || Bi, )

gilt. Da auflerdem die Giiltigkeit von (3.5.11) gefordert wird, erhilt man
aus

p — 1] = fler) = flon + i) — (flaw) — fk(pk))‘
' f(@r) — fr: ()
f(wr, + pr.) = frs (Pr)
f(xr) — fai (Pr;)
f(wr, + pr.) = fri(pr.)
01w |°

<

Y

daBl lim; o Xk, = 1 gilt. Wie im Beweisabschnitt davor heifit das, dafl der
Iterationsindex k; fiir alle hinreichend grofien i € IN erfolgreich ist, was
unserer Wahl der Folge (k;),. widerspricht. Mit diesem Teilabschnitt
ist auch der ganze Beweis beendet. V
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Jetzt kommen wir zu den Hauptresultaten der Konvergenzanalyse des Trust-
Region-Verfahrens. Der erste der beiden Sétze liefert unter Annahme der Exis-
tenz eines Haufungspunktes der Folge ()., die durch das Trust-Region-
Verfahren erzeugt wird, das Resultat, dafl dieser Haufungspunkt stationér ist.
Man findet allerdings unter schwécheren Voraussetzungen im Gegensatz zum
zweiten der beiden Sétze nur eine Teilfolge von (x,), .y, deren Iterationsindizes
nicht notwendigerweise erfolgreich sind.

Satz 3.5.4 Sei f: R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (vy),cn die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin (By,) e beschrankt und (xy),cn besitze einen Hiufungspunkt

x* € M. Dann existiert eine Teilfolge (xy,),c von Iterationspunkten, die
gegen x* konvergiert und fiir die

lim || Var f(af,)|| =0

i—00

gilt. Ferner konvergiert auch (xko)zem gegen x* und daher ist x* ein stationdrer
Punkt der Optimierungsaufgabe (P).

Beweis. Sei (g;);.y € IN irgendeine Folge von Indizes, so daf (:Ugj)jG]N gegen
x* konvergiert. Wenn '

hm inf Hﬂ-gj (agj) H
J—00 (0]

=0
9
ist, sind wir fertig. Denn da z{ — 23 = T () und ay < 73 fiir alle k € IN gilt,
haben wir auch

lim inf = 0.
J—o0

c
Lg; — Ly,
Daher konvergiert eine Teilfolge von (mg)jem ebenfalls gegen z* und mit Lem-

ma 3.5.1 erhilt man das gewiinschte Resultat. Wir nehmen also an, es existiert
ein € > 0, so daf}

Mze fiir alle j € N
Qg;
ist. Satz 3.4.2 garantiert, daf} es fiir jedes 0 < ¢ < ¢ eine Teilfolge <hj)jelN CN

von Iterationsindizes gibt, fiir die

7% ()|
7, ()|

Oéhj

>0 firalleke Z:={velN|g, <v<h,fir alle j € N}

und <o firalle j € N
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ist. Daher impliziert Abschétzung (3.4.9)

o
— > 2Comin Q Ay, ————
f(@r) = f(zrs1) = popo™C mln{ k1 ||Bk||}
fir alle erfolgreichen Indizes & € Z. Da weiterhin (By), . beschrénkt ist
und die Folge (f(2k))en konvergiert, konvergiert (Ax)ycr,e s, erolgreich } 86860
Null. Insbesondere ist 5

k< To5
1Bk

fiir alle hinreichend groflen erfolgreichen Iterationsindizes k£ € Z. Da dariiber-
hinaus [|p|| < 1Ay fiir alle & € N ist und bei einem nicht erfolgreichen
[terationsindex k der Punkt zj; nicht verdndert wird, gilt

A

flxr) = f(wpyr) > Potio”C)

[k 1 — ]

sogar fiir alle hinreichend groflien k£ € Z. Zusammengesetzt ergibt das

2¢H
fzg,) — flan,) > pO'L:iC |2g, — an,|| fiiralle j €N

und damit erhélt man die Konvergenz von (xh].)jE]N gegen x*. Insbesondere

haben wir gerade gezeigt, dafi es fiir jedes 0 < 0 < ¢ eine Teilfolge (h,]-)jelN CN
von Iterationsindizes gibt, fiir die

Hﬁhy‘(aha‘>|‘

ahj

<d und Ha:h]. — T*H <9 fiiralle j €N

gilt, wobei man die eben konstruierte Folge (hj)jE]N moglicherweise um eine
endliche Anzahl an Folgengliedern kiirzen muf. Daher gibt es eine Teilfolge
(kj)en © IN von Iterationsindizes, so daf (xkj)jelN gegen x* konvergiert und

lim Hﬂkj(o‘kj) H

j—o0 akj

=0

ist. Wie oben konvergiert aufgrund der Identitdt 2§ — 2 = m(ax) und der
Schranke ay, < 73 fiir alle £ € IN die Folge (x’fov‘)jew ebenfalls gegen z*, so daf3
Lemma 3.5.1 die Konvergenz von (V, f(2$)) . gegen Null liefert. Nach Lem-
i77j
ma 2.2.5 ist die Funktion ||V f(+)|| : M — R, definiert durch x — ||V f(2)]],
nach unten halbstetig. Aus diesem Grund gilt ||V f(z*)|| = 0 und aus Satz
2.2.3, Teil (iii) folgt, dal z* ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe
(P) ist. m
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Das zweite Hauptresultat dagegen liefert eine Teilfolge von (z),., deren
dazugehorige Iterationsindizes alle erfolgreich sind. Allerdings muf§ die Impli-
kation (3.5.11) vorausgesetzt werden und im Gegensatz zu Theorem 5.5 aus
Burke et al., 1990 meiner Ansicht nach auch die gleichméflige Stetigkeit von
Vf auf der Niveaumenge L(M;zg). Das hat den Grund, dafl diese Voraus-
setzung auch in Satz 3.5.3 gemacht wird, auf den im Beweis zu diesem Satz
zuriickgegriffen wird. Der Beweis ist leider in weiten Teilen identisch zum Be-
weis von Satz 3.5.4, er liefe sich aber auch nicht durch Ausgliederung eines
Lemmas vereinfachen.

Satz 3.5.5 Sei f: R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (xy),.n die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xo) gleichmdfig stetig, die Folge
(B)yen beschrinkt und es gelte die Implikation (8.5.11). Sei x* € M ein
Hdiufungspunkt der Folge (x1),cn- Dann existiert eine Teilfolge (k;),cy € IN
von erfolgreichen Iterationsindizes, so daf (xr,);c 9egen x* konvergiert und
fiir die

i [ V100 = 0
gilt. Ferner konvergiert auch (Iko)ze]N gegen x* und daher ist x* ein stationdrer
Punkt der Optimierungsaufgabe (P).
Beweis. Sei (gj);. € IN irgendeine Folge von Iterationsindizes, so daf
(xgj)jE]N gegen z* konvergiert. Die nicht erfolgreichen Iterationsindizes g; er-
héhe man solange um 1, bis man entweder auf einen erfolgreichen Iterations-
index oder auf g;; trifft, wobei in diesem Fall g; aus der Folge der Indizes
entfernt werden kann, da z,,,, = w,, ist. Da nach Satz 3.4.6 die Anzahl der
erfolgreichen Iterationsindizes unendlich ist, ist diese Vorgehensweise moglich.
Auf diese Weise erhilt man eine Folge (a:g].)je]N, aus der alle aufeinanderfol-
genden Duplikate von Punkten z,, entfernt wurden, die Indizes der restlichen
Punkte aber soweit erhoht worden sind, dafi all diese erfolgreich sind, aber
ohne die Punkte selbst zu verdindern. Wenn

lim H7ng(agj)H
Jj—roc QU

=0

9j

ist, sind wir fertig. Denn da z{ — x;, = 7, (o) und oy, < 3 fiir alle k € IN gilt,

haben wir auch

C
xgj Ly,

=0.

lim ’
]—}OO

c
95
ma 3.5.1 erhélt man das gewiinschte Resultat. Wir nehmen also an, es existiert

Daher konvergiert eine Teilfolge von (z )jelN ebenfalls gegen z* und mit Lem-
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ein € > 0, so daf}

Imstenlll S . i ate j e
Qg;
ist. Satz 3.5.3 garantiert, daf§ es fiir jedes § € (0, ¢) eine Teilfolge (h;); .y € N

von erfolgreichen Iterationsindizes gibt, fiir die

7”7%((%)” >0 firalleke Z:={velN|g; <v<hfiralle j € N}
Qg
und M <o firalle j € N
Qp.

J

ist. Daher impliziert Abschétzung (3.4.9)

4]
- > 2¢omin { Ay, ———=—
f(xk) f(karl) = Pofo C mln{ k> 1+ ||Bk||}
fiir alle erfolgreichen Indizes & € Z. Da weiterhin (By),. beschrinkt ist
und die Folge (f(2k)),c konvergiert, konvergiert (Ax),c (e 7, erfolgreich } 868€N
Null. Insbesondere ist 5

(A

fiir alle hinreichend groflen erfolgreichen Iterationsindizes k£ € Z. Da dariiber-
hinaus [|px|| < 1A fiir alle & € N ist und bei einem nicht erfolgreichen
Iterationsindex k der Punkt zj; nicht verdndert wird, gilt

Ak<

POM02C5

|Zr1 — 2]

fxr) = f(wpygr) >

sogar fiir alle hinreichend groflen k£ € 7. Zusammengesetzt ergibt das

2
Poito~Co . .
fzg,) — flan,) > " |2g, — an,|| fiiralle jeN
und damit erhdlt man die Konvergenz von (a:h].)].em gegen z*. Insbesondere
haben wir gerade gezeigt, daf es fiir jedes § € (0, ) eine Teilfolge (h;); .y € N
von erfolgreichen Iterationsindizes gibt, fiir die

Hﬂh Wl _ 5 lan, —a*|| <6 fiir alle j € N
h; J €

gilt, wobei man die eben konstruierte Folge (h’j)je]N moglicherweise um eine
endliche Anzahl an Folgengliedern kiirzen muf3. Daher gibt es eine Teilfolge
(kj);en © IN von erfolgreichen Iterationsindizes, so daf (ij)jelN gegen x*
konvergiert und

lim |7, (o, )|

Jj—roo Oék].

=0
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ist. Wie oben konvergiert aufgrund der Identitat :vkc — xx = (o) und der
Schranke ay, < 73 fiir alle & € IN die Folge (x,fj)jelN ebenfalls gegen z*, so daf
Lemma 3.5.1 die Konvergenz von (VMf(kaj))jG]N gegen Null liefert. Nach Lem-
ma 2.2.5 ist die Funktion |V f(-)|| : M — R, definiert durch z — ||V, f(z)|],
nach unten halbstetig. Aus diesem Grund gilt ||V f(z*)|| = 0 und aus Satz
2.2.3, Teil (iii) folgt, daBl =* ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe

(P) ist. [
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Kapitel 4

Geometrische Aspekte

In diesem Kapitel werden gewisse geometrische Aspekte des in Kapitel 3 be-
handelten Trust-Region-Verfahrens dargestellt. Im ersten Abschnitt werden
die exponierte Seitenfliche und der Normalkegel eingefiihrt, die in einer ge-
wissen Beziehung zueinander und zum Tangentialkegel stehen. Wir werden
schlieflich zeigen, dafl unter den Voraussetzungen, die wir auch bei den Kon-
vergenzsitzen des Trust-Region-Verfahrens gemacht haben, letztendlich al-
le Iterationspunkte des Trust-Region-Verfahrens in der durch den negativen
Gradienten an einem stationdren Punkt exponierten Seitenflache liegen. Die-
ses Resultat wird benétigt, da wir keine strikte Komplementaritéit an einem
stationdren Punkt fordern. Im zweiten Abschnitt behandeln wir Zwischen-
schritte und das Verfahren, mit dem man theoretisch bestimmte Bedingungen
an diese erfiillen kann. Zwischenschritte sind fiir die Konvergenzanalyse des
Newton-Verfahrens wichtig, da man mit ihnen weitere Forderungen an die
Iterationsschritte py fiir £ € IN stellen kann. So gelingt es, mit dem Newton-
Verfahren hochdimensionale Probleme 7zu l6sen und gleichzeitig lineare oder
superlineare Konvergenz zu gewéhrleisten.

4.1 Exponierte Seitenfliche und Normalkegel

Als erstes definieren wir die exponierte Seitenflache.

Definition 4.1.1 (Exponierte Seitenfldche) Sei 2 C R”™ eine nichtleere,
abgeschlossene und konvexe Menge und d € R". Die durch d exponierte Sei-
tenfldche von € ist durch

E(Q;d):={2z€Q|d"z>d"y fiir alle y € Q}

definiert.
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Eine anschauliche Darstellung der exponierten Seitenfliche leiten wir jetzt
fiir die Fille her, die uns im weiteren Verlauf tatsdchlich interessieren wer-
den. Beziiglich des Trust-Region-Verfahrens und des Newton-Verfahrens ist
ndmlich nur der Fall d := —V f(z) fiir x € M interessant. Wir unterschei-
den nun die Optimierungsaufgaben (P) und (Q) und betrachten zuerst den
spezielleren Fall, das heiit die Optimierungsaufgabe (Q). Sei dazu x € [, u]
beliebig gewiihlt. Durch einfaches Ausrechnen des Skalarprodukts —V f(z)" 2
fiir ein beliebiges z € [, u] erhélt man

zi =wu; falls 0;f(z) < 0 firallel1 <i<n

E([lu}: —Vf(l‘)) = {Z S [l’u]

z; = I; falls 0;f(z) > 0 und }

und man sieht, dafl es sich um eine Hyperfliche des Quaders [I, u] handelt.
Ein Bildbeispiel dazu findet man in Lin and Moré, 1999. Hinsichtlich des all-
gemeineren Falls sei x* € M nun ein stationdrer Punkt der Optimierungsauf-
gabe (P). Dann existieren nach dem Satz von Karush-Kuhn-Tucker Lagrange-
Multiplikatoren {Aq,..., A\, } C R, fiir die

Vf(”l“*) = Zm: )\7;(,‘7;
=1

gilt, wobei
>0 falls ¢;Ta* =1,
AN =0 fallsl; < ¢z <u,,

<0 falls ¢"2* =u;
ist. Aus der Gleichung —V f(z*)"z = 327 | —\;(¢;2) 1Bt sich dann

=1

E(M;=Vf(z*)=qz€M
( f(") { T2 = u; falls A; < 0 fiir alle 1 < i < m

¢;'z =1, falls \; > 0 und }

ablesen und man sieht auch hier, daf3 es sich um eine Hyperflache des Poly-
eders M handelt. Eine fiir uns wichtige Eigenschaft der durch den negativen
Gradienten exponierten Seitenflidche ergibt sich sofort im Zusammenhang mit
stationdren Punkten.

Satz 4.1.2 Sei ) C R" eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge
und f : R" = R eine auf einer offenen Obermenge von € stetig differenzierba-
re Abbildung. Dann ist x € Q) genau dann ein stationdrer Punkt der Aufgabe,
f auf Q zu minimieren, wenn x € E(Q; =V f(x)) ist.

Beweis. Seix € () ein stationédrer Punkt der Aufgabe, f auf {2 zu minimieren.
Das ist genau dann der Fall, wenn

Vi) (y—z)>0 fiiralle y € Q
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ist. Das heifit aber, dafl
—Vf)z>-Vf(x)'y firaleyeQ
gilt und diese Ungleichung ist dquivalent zu der Aussage
r e E(Q; =V f(x)).
|

In Abschnitt 3.2 wurde die Abbruchbedingung fiir das Trust-Region-Verfahren
beschrieben, die auf stationdre Punkte testet. Bei der Optimierungsaufgabe
(Q) ist ein beliebiger Punkt z € [/, u] genau dann stationér, wenn

Vi f(z) = 0 ist und das ist genau dann der Fall, wenn fiir die i-te Kompo-
nente des Gradienten V f(z)

>0 falls x; =1,
Oif(x) :=[Vf(x),< =0 fallsl; < x; < uy,
<0 fallsx; =u;

gilt. Das ist aber nach der oben gewonnenen Charakterisierung von
E([l,u]; =V f(z)) genau dann der Fall, wenn

z € E([l,u]; =V f(z))

ist. Satz 4.1.2 stellt somit ein bereits bekanntes Ergebnis in neuer Form dar.
Den Beweis des néchsten Lemmas konnen wir hier leider nicht présentieren,
da er zu viele geometrische Aspekte beinhaltet, die den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirden. Er basiert auf der Tatsache, dafl ein Polyeder nur eine end-
liche Anzahl an Seitenflichen besitzt, deren genaue Definition dann ebenfalls
noch ausstehen wiirde.

Lemma 4.1.3 Sei d* € R™. Dann existiert eine Umgebung U(d*) C R™ von
d*, so daf
E(M;d) C E(M;d*) fir alle d € U(d")

qgilt.
Beweis. Siehe den Beweis von Theorem 3.1 in Burke and Moré, 1994. |

Als néchstes folgt die Definition des Normalkegels.

Definition 4.1.4 (Normalkegel) Sei 2 C R" eine nichtleere, abgeschlosse-
ne und konvexe Menge und = € R™. Der Normalkegel an €2 in z ist durch

N(Q;2):={z€R"|2"(y—x) <O fiir alle y € Q}

definiert.
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Bemerkung 4.1.5 e Der Normalkegel ist der Polarkegel des Tangential-
kegels. Um dies zu sehen, beachte man, dal der Normalkegel auch in der
Form

N(Q;z)={z€R"|z"p <0 fiir alle p € T(; )}

geschrieben werden kann. Um das zu zeigen, mufl nur noch die Richtung

{zeR"|2"(y —x) <O fiir alle y € Q}

C{zeR" | 2"p <0 fiir alle p € T (2 z)}
gezeigt werden, da die andere Richtung offensichtlich ist. Sei also z € R
so gewihlt, da 27 (y—a) < 0 fiir alle y € Q ist und sei p € T(Q; z) belie-
big vorgegeben. Da T'(2; z) auch gleichzeitig der Abschlufl der zuldssigen
Richtungen an € in x ist, existiert eine Folge (pi),cn C €2 von zuldssigen

Richtungen an €2 in x, die gegen p konvergiert. Zu jedem p;, existiert ein
ty > 0, so dafl x + txpr € Q) ist und damit gilt

2T (tepr) = 2" (x + tapr — ) <0

Division durch t, und Ubergang zum Grenzwert fiir k — oo liefern das
gewiinschte Resultat. So ergibt sich die Beziehung

N(Q;z)=T(Qz)"
nach der Definition des Polarkegels.

e Weiterhin ergibt sich eine Beziehung zur exponierten Seitenfliche. Seien
dazu x,d € R" beliebig vorgegeben. Dann gilt

r € E(Q;d)

genau dann, wenn

de N(Q;x)

ist. Zum Beweis dazu sei € E(;d). Das ist genau dann der Fall, wenn
dTx > dTy fiir alle y € Q ist, also d¥ (y — x) < 0 fiir alle y € Q gilt. Das
ist aber nach der Definition des Normalkegels genau dann wahr, wenn

d € N(;z) ist.

Sei x* € M jetzt ein stationérer Punkt der Optimierungsaufgabe (P). Nach
Dunn, 1987 ist x* ein reguldrer stationdrer Punkt, falls

=V f(z*) € ri(N(M;z7))

gilt, wobei ri(G) einer beliebigen Menge G C R™ das relative Innere von G sei.
In Burke and Moré, 1994 wird gezeigt, dafl * genau dann regulér ist, wenn

" €1i(E(M; -V f(2")))
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gilt. Sei * € M nun ein regulérer stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe
(P). Mit Hilfe der Darstellung von V f(x*) durch Lagrange-Multiplikatoren
{M, .., A} C R als

=1

wobel
Z 0 falls CZ'TI* = ll‘,
ANid =0 fallsl; < Tz <u,,
<0 falls ¢72* = u,

gilt, und der Gleichung

E(M;-=Vf(z")) = {z eM

¢;Tz =1, falls \; > 0 und
¢;lz=w; falls \;, <0 fiiralle 1 <i<m

erhalten wir [; < ¢;T2* < u;, falls \; = 0 und 1 < ¢ < m ist. LieSt man diese
Aussage anders, so konnen wir die Bedingung an die Lagrange-Multiplikatoren

7u
>0 falls ¢7a* = 1,

N =0 fallsl; <¢la* <,
<0 falls ¢Ta* = u;

verschirfen und das entspricht der Definition der strikten Komplementaritét.
Ein stationdrer Punkt z* € M der Optimierungsaufgabe (P) ist also genau
dann ein reguldrer stationdrer Punkt, wenn an diesem Punkt die Bedingung
der strikten Komplementaritédt erfiillt ist. Als néchstes bendtigen wir eine
weitere Definition.

Definition 4.1.6 (Aktive Restriktionen) Seien z,y € M. Die Menge der
aktiven Restriktionen an M in z ist definiert durch

I(M;z):={ic{l,....m}|c;"z =1 oder ¢;" v = u;}.

Die Inklusion
I(M;x) © I(M;y)

ist definiert durch
L(M;z) € L(M;y) und  I,(M;z) C 1.(M;y),
wobei
L(M;z):={ic{l,....,m}| ¢ x; =1;} und
L(M;z) ={ic{l,....m} | c;"z; = u;}

sel.
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Bemerkung 4.1.7 Die Definition einer neuen Inklusion I(z) C I(y) ist des-
halb nétig, da andernfalls nicht zwischen unterer und oberer Grenze unter-
schieden wiirde. Diese Unterscheidung wird im weiteren Verlauf noch wichtig
sein.

Bisher wurde globale und superlineare Konvergenz von Verfahren zur Losung
der Optimierungsaufgabe (P) nur unter der Voraussetzung der strikten Kom-
plementaritit an einem stationdren Punkt x* € M erzielt und die Beweise be-
ruhen darauf, dafl sich die Menge der aktiven Restriktionen letztendlich nicht
mehr verédndert, wenn die Folge der Iterationspunkte gegen z* konvergiert.
Diese Vorgehensweise ist in unserem Fall nicht moglich, da wir strikte Kom-
plementaritét nicht voraussetzen. Wir werden jetzt das Resultat entwickeln,
dafl unter bestimmten Voraussetzungen

fiir alle hinreichend groflen £ € IN sind. Dieses Resultat impliziert im Fall von
strikter Komplementaritét

fiir alle hinreichend grofien £ € IN und damit auch, daf} sich die Menge der ak-
tiven Restriktionen letztendlich nicht mehr verdndert. Mit Hilfe der Definition
des Normalkegels und der dazugehorigen Bemerkung 4.1.5 erhélt man sofort
aus Lemma 4.1.3 das néichste Resultat, es stammt aus dem dritten Abschnitt
von Burke and Moré, 1994.

Korollar 4.1.8 Seien (xx),.y C M eine Folge und (dy,),.y C R" eine gegen
d* € R"™ konvergente Folge mit dy, € N(M;xy) fir alle k € N. Dann existiert
ein k € N, so dafs

zx € B(M;d*)  fiir alle k > k

15t.

Beweis. Nach Lemma 4.1.3 existiert eine Umgebung U(d*) C R™ von d*, so
dafl
E(M;d) C E(M;d*) fir alle d € U(d")

gilt. Da weiterhin (d),. gegen d* konvergiert, existiert ein k€ N, so daB

dr € U(d*) fiir alle k > k ist. Sei nun k € IN beliebig gewiihlt. Dann ist nach
Bemerkung 4.1.5
dy, € N(M, Z‘k)

genau dann, wenn
x € E(M;dy)
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ist. Daraus erhélt man insgesamt
x, € BE(M;dy) C E(M:;d*) fiir alle k > k.
[

Das néachste Lemma findet man im vierten Abschnitt von Burke and Moré,
1994.

Lemma 4.1.9 Sei f : R®™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M
stetig differenzierbare Abbildung und (xy),.n C M eine gegen x* € M kon-
vergente Folge. Dann gilt

lim ||V f(zx)]| = 0

k—oc
genau dann, wenn ein k € N existiert, so daff x), € E(M; =V f(z*)) fir alle
k >k ist.

Beweis.

= : Es gelte
lim ||V f(zi)]| = 0.
k— o0

Da der Normalkegel der Polarkegel des Tangentialkegels ist, gilt mit
Lemma 2.1.9

=V f(xr) =12 (= V () + Unarae) (—V ()
=Varf(xr) + Uy (=V f(xg))  fiir alle & € IN.

Daher konvergiert (IIy(arz,)(—Vf(z1)))on gegen —Vf(2*) und mit
Korollar 4.1.8 erhiilt man ein k € N, so daf3

z, € BE(M: =V f(z*)) fir alle k >k

ist. \/

& : Es existiere ein k € N, so daB z;, € E(M; -V f(2*)) fiir alle k > k ist.
Wieder nach Bemerkung 4.1.5 gilt

—Vf(z*) e N(M;z),) fiir alle k > k.

Nach Lemma 2.1.9 und da der Normalkegel der Polarkegel des Tangential-
kegels ist, haben wir wie eben

e (=V f(21) = Onvrey) (=V f(21)) + V f(zp)  firalle k € N
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und somit

ey (=V @) || = [T arsan (= V F (1)) + V f ()|
— eNi(ri; )||y+ V()|  fiir alle k € IN.

Zusammen erhalten wir

Tty (= f(@)|| < |-V F (%) + Vf(zp)|| fiir alle k> &

und der Limes fiir £ — oo liefert das gewiinschte Resultat. V
[
Es gilt
(4.1.1) Ho(z) € E(Q;x —Tlg(z)) fiir alle z € R",

denn nach Lemma 2.1.2 ist (Ilo(z) — 2)” (y — Ho(x)) > 0 fiir alle 2 € R und
alle y € Q2 und so

(¢ = Ho(x)) Mo (2) > (x — Ha(2))"y
fiir alle x € R™ und alle y € Q. Diese Aussage wird im néchsten Satz benutzt.

Satz 4.1.10 Se: f : R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung und (zy),.n C M eine gegen x* € M konvergente

~

Folge. Weiterhin existiere ein k € N, so daf§ x), € E(M; =V f(x*)) fiir alle
k > k ist. Dann existiert ein k € IN, so daf

My (z, — aVf(xg) € B(M; —Vf(z*) firallea>0 und allek >k
15t.
Beweis.
e Sei a > 0 beliebig gewihlt. Wir behaupten, dafl

My (z — aV f(zr)) — 24

«

(4.1.2) H < |[|Vmf(xg)|  fir alle k € N

gilt. Sei dazu k € N beliebig vorgegeben. Aus Ungleichung (3.3.6) ergibt
sich

T (21 — @V f (1)) — ]|

«

< =V (an)" (My(z — oV f(zy)) — 21)
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und aus Satz 2.2.3, Teil (ii) folgt

—Vf(ze)p < |Varf (@) Il

fiir alle zuléssigen Richtungen p € R™ an M in xy, speziell also
— V()" My (zx — aV f(z1) — 1)
< NVarf () I ar (ze — oV f () — 2| -

Aus beiden Ungleichungen zusammen erhélt man

T (2 — @V f(21) — 2

«

< IVarf (@) | T (26 — oV f () — 2]

und damit das gewiinschte Ergebnis. V

e Dadie Folge (1), gegen z* € M konvergiert und z, € E(M; =V f(z*))

~

fiir alle k& > k ist, implizieren Ungleichung (4.1.2) und Lemma 4.1.9
H My (g — aV f(zr)) — xy,

0 < lim

k—o00

- < lim [[Var f(a)] = 0.

fiir alle @ > 0. Definiert man nun die Folge (dj),. von Funktionen
di : Ry — R™ mit £ € IN durch

«

so bekommt man

lim dg(a) = =V f(z*) fiir alle a > 0,

k—o0

wobei die Konvergenz gleichméflig in « ist. Unabhéingig davon haben
wir nach Aussage (4.1.1)

My (2 — aV f(zr)) €EBE(M; 2 — aV f(xg) — My (2 — aV f(24)))
=FE(M; ad(a))
=F(M;dp(«)) fiirallea >0 und alle k € N

Nach Lemma 4.1.3 existiert ein k € IN, so daB
E(M;dy(e)) C E(M; =V f(z*)) firallea>0 und allek >k
gilt und insgesamt erhalten wir
Oy (zk — aVif(rg)) —ap € E(M; =V f(2*)) firallea>0
und alle k > k. vV
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Um die wahre Aussagekraft des Satzes deutlich zu machen und zu nutzen for-
mulieren wir das folgende Korollar. Man benétigt ndmlich keine ganze Folge
(7k)geny € M, von der alle hinreichend grofien Folgenglieder in £(M; —V f(x*))
liegen, sondern lediglich einen Punkt, der in einer hinreichend kleinen Umge-
bung um z* liegen muf.

Korollar 4.1.11 Sei f : R” — R eine auf einer offenen Obermenge von
M stetig differenzierbare Abbildung und z* € M beliebig vorgegeben. Dann
existiert eine Umgebung U(z*) C R™ von z*, so daf fir alle x € U(x*) aus

r € E(M; -V f(z*)) folgt, daf
Oy(z—aVf(x) e E(M;=Vf(xz")) firallea>0
181.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Angenommen, fiir jede Um-
gebung U(z*) C R™ von z* existiert ein x € U(z*) und ein a > 0, fiir das
zwar x € E(M; =V f(x*)) ist, aber

My (z —aVf(z)) ¢ E(M; =V f(z7))

gilt. Durch die Wahl immer kleinerer Umgebungen von x* erhilt man so eine
Folge (21),cn € M mit Grenzwert z* und eine Folge (ay),.n C Ry, fiir die

xp € E(M; =V f(z")) firallekelN
ist, aber fiir die auch
Op(ze — i Vf(zr)) ¢ E(M; =V f(z*)) fiiralle ke N
gilt. Das ist offensichtlich ein Widerspruch zu Satz 4.1.10. |

Sei z* € M ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe (P). Dann gilt die
Implikation
(4.1.3)

r€ E(M;=Vf(@*)und I M;z)C I[(M;y) = ye€ EM;-=Vf))

fiir alle z,y € M. Diese Aussage folgt direkt aus der am Anfang dieses Ab-
schnitts gewonnenen Charakterisierung der exponierten Seitenfliche
E(M;—=V f(z*)). Der ndchste Satz benutzt diese Tatsache. Wir wollen zei-
gen, dafl unter gewissen Voraussetzungen letztendlich alle Iterationspunkte
des Trust-Region-Verfahrens in der durch den negativen Gradienten eines sta-
tiondren Punktes * € M exponierten Seitenfliche E(M; —V f(z*)) enthalten
sind. Satz 3.5.5 und Satz 4.1.10 liefern mit einer weiteren Voraussetzung ein
solches Ergebnis.



4.1 Exponierte Seitenfliche und Normalkegel 69

Satz 4.1.12 Sei f : R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren breche nicht vorzeitig
ab und sei (), die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V f auf der Niveaumenge L(M;xo) gleichmdfig stetig, die Folge
(Bi)yen beschrinkt und es gelte die Implikation (3.5.11). Die Folge (xy),cn
konvergiere gegen x* € M und es gelte die Inklusion

(4.1.4) I(M;2{) C I(M; x4 pi)  fiir alle k € N,
Dann ezistiert ein Iterationsindex k € N, so daf

Ty, 28 xp 4 pp € B(M; =V f(2*))  fiir alle k > k
sind.

Beweis. Satz 3.5.5 zeigt, daf eine Teilfolge (k;),.v € IN von erfolgreichen
Iterationsindizes existiert, so dafl (xg)iem gegen x* konvergiert und

lim [V f(af)]| = 0
1— 00
ist. Lemma 4.1.9 sagt aus, daB ein 7 € N existiert, so daf
vy € BE(M; =V f(z*)) fiirallei>i

gilt. Da jeder Index k; fiir i € IN erfolgreich ist, folgt aus der Forderung (4.1.4)
und der Implikation (4.1.3)

L1 = T, 4+ pr, € BE(M; —V f(z*)) fiir alle i > i.

Nach Korollar 4.1.11 existiert eine Umgebung U(z*) C R” von z*, so daB fiir
alle v € U(z*) aus © € E(M; -V f(z*)) folgt, daB

My (z —aVf(z)) € E(M;=Vf(z*)) firallea >0

ist. Da die Folge (#4),c gegen z* konvergiert, existiert ein k € N, so dafB
z € U(z*) fur alle & > k ist. Wihle nun ein k; > k mit i > 7 und setze
k= k;+1. Wir zeigen jetzt die Aussage des Satzes mit Induktion iiber k. Es
gilt offenbar

x; € E(M; =V f(z"))

und da k >k ist, haben wir auch
o € B(M;—Vf(a)
und so wieder mit Forderung (4.1.4)

ri +pj, € E(M; =V f(x")),
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so daB mit dieser Wahl von k die Induktionsverankerung gezeigt ist. Sei nun
T, T, T+ Py € B(M; =V f(a*))
fiir einen beliebigen Iterationsindex k > k erfiillt. Dann ist offensichtlich
Tr1 € BE(M; =V f(2")),

denn es gilt nach der Iterationsvorschrift des Trust-Region-Verfahrens
Tpr1 = Tx + pr, wenn der Iterationsindex k erfolgreich ist und xp,, = %
andernfalls. Da x4y € U(z*) ist, erhalten wir

T € E(M; =V f(z"))
und erneut mit Forderung (4.1.4)
Th1 + Dot € E(M; =V f(z7)),

womit wir auch den Induktionsschritt gezeigt haben. |

4.2 Zwischenschritte

Bisher war fiir die Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens nicht wich-
tig, ob oder wie man einen weiteren Schritt p, aufler dem Cauchy-Schritt
p¢ zur Losung des Trust-Region-Subproblems bestimmt. Um allerdings li-
neare oder superlineare Konvergenz des in Kapitel 3 vorgestellten Newton-
Verfahrens zu gewihrleisten, miissen fiir die Iterationsschritte p; mit k£ € IN
zusétzliche Bedingungen gelten, die der Cauchy-Schritt nicht notwendiger-
weise erfiillt. Da unser Augenmerk insbesondere auf der Losung hochdimen-
sionaler Optimierungsaufgaben liegt, ist es fiir uns wichtig, diese Forderungen
iterativ zu erfiillen. Deshalb definieren wir als erstes den Begriff der Zwischen-
schritte.

Definition 4.2.1 (Zwischenschritte) Sei f : R® — R eine auf einer offe-
nen Obermenge von M stetig differenzierbare Abbildung und z; € M mit

kE € IN ein Iterationspunkt des Trust-Region-Verfahrens. Sei weiterhin

r € N\ {0} eine Konstante. Dann definiert man die Zwischenschritte

{zp =20, 2"y M
zum Iterationsindex k£ dadurch, dafl

H:l:,7C — :EkH <Ay fiirallel1 <j<r+1und

(4.2.5) | "
I(M;x)C I(M;z"") firallel1<j<r
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sowie
(4.2.6)

ae(xi") < ail(a]) + po min{qu(Ii)T(CL’i+] —7),0} firallel <j<r
gelten, wobei die Funktion ¢ : R™ — R durch
1
%@ﬂ==Vf@HT@—*W)+§VU—$QTBM$—IQ

definiert ist.

Bemerkung 4.2.2 e Die Konstante r setzt nur eine obere Schranke fiir
die Anzahl der Zwischenschritte. Nimmt man namlich fiir ein beliebiges
I<j<r

=,

so sind die Forderungen (4.2.5) und (4.2.6) offenbar erfiillt. Wir werden
aber sehen, dafl die beiden Bedingungen nicht nur mit dieser trivialen
Wabhl der Zwischenschritte erfiillt sind.

e Bevor wir zeigen, dafl tatséichlich auch nichttriviale Zwischenschritte
existieren, sollten wir diese in das Trust-Region-Verfahren integrieren.
Wir erinnern uns, dafl die Forderung (3.1.1) im Trust-Region-Verfahren
an den Schritt py

Frlpr) = flae) < po(fe(®S) — flar)

mit z, + pr € M und ||pi|| < p1Ag lautet. Setzen wir

. A+l
P ‘= Xy, — Tk,

so ist aufgrund von Forderung (4.2.5) an die Zwischenschritte
x4+ pr € M und ||pg|| < p1Ag. Insbesondere aber folgt aus der Unglei-
chung (4.2.6)

(™) < qr(a])  firalle 1 <j<r
und da () = fu(x — xx) — f(wx) ist, erhiilt man damit
fe(@ ™ = wi) = (o) < filag, — @) = fag)  fiiralle 1 <j<v
und schlielich
Felp) = flaw) = frlai ™ = x) = fan) < fulpl) — f @),

womit auch Forderung (3.1.1) erfiillt ist. Die Zwischenschritte stehen
also im Einklang mit der angegebenen Wahl eines weiteren Schritts im
Trust-Region-Verfahren.
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e Der letzte Punkt zeigt, dal durch die Zwischenschritte der Funktions-
wert der Modellfunktion im Punkt p; niedriger ist als in p{, die Trust-
Region-Grenze 1 Ay, nicht verletzt wird und die schon im Cauchy-Punkt
aktiven Restriktionen weiterhin aktiv sind. Die letzte dieser Eigenschaf-
ten des Schritts p ermoglicht erst die Anwendung von Satz 4.1.12.

Als néchstes zeigen wir die Existenz von nichttrivialen Zwischenschritten. Der
Grund dafiir ist, dafl wir spéater noch eine weitere Forderung an den letzten
Zwischenschritt stellen werden, die nichttriviale Zwischenschritte erfordert.

Satz 4.2.3 Sei f: R® — R eine auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbare Abbildung und x, € M mit k € IN ein Iterationspunkt des
Trust-Region-Verfahrens. Seien bereits die Zwischenschritte

{a} =2l . zl}cM

mit 1 < 5 < r berechnet und sei x?c kein stationdrer Punkt der Optimierungs-
aufgabe, q, auf M zu minimieren. Es gelte weiterhin

Hﬂc - TkH < p1Ay.
Dann existiert ein x,ﬂ #+ :U,i“ € M, so dafs
Hziﬂ _ ka <A und [(Mxi) C ](M;xiﬂ)

sowie

ax(2") < qe(2}) + pomin{Vae(a}) (21" — «}),0}

qgilt.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Teilen. Im ersten Teil werden wir eine zu
(4.2.6) hinreichende Bedingung finden, die leichter zu handhaben ist und die
auch Bedingung (4.2.5) vereinfacht. Im zweiten Teil werden wir dann sehen,
wie man diese vereinfachten Forderungen erfiillen kann.

e Die Schwierigkeit des Beweises liegt einzig darin, in jedem Zwischen-
schritt die aktiven Restriktionen zu erhalten. Wir miissen daher einen
Untervektorraum einfiihren, der nur Vektoren enthélt, die senkrecht auf
allen Richtungen aktiver Restriktionen stehen. Seien dazu
{v1,...,0s} € R" mit 1 < s < n eine Orthonormalbasis des Vektor-
raums

Vi ={veR"|¢Tv=0firalle i e I(M;z])}

und ‘
Al = (U1 vs) e R™**
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die Matrix, die die Vektoren dieser Orthonormalbasis als Spalten hat.
Es ist dann s die Dimension dieses Vektorraums. Jetzt kann man die am
Anfang gestellten Forderungen an xi“ anders ausdriicken, und zwar
suchen wir ein w € R, fiir das

(4.2.7) foc + Aiw — :ka < Ay,

und
. . . . . T
ae(r] + Alw) — qu(x]) < pomin{(A] Vi (x])) w, 0}

gilt. Denn durch die Wahl der Matrix Ai stellen wir sicher, daf} die
aktiven Restriktionen in 2, auch im néchsten Zwischenschritt aktiv sind.
Definiert man jetzt noch die Funktion ¢ : R* = R durch

¢(w) := q(x} + Ajw) — qi(w}).
so formt man die zweite der beiden Forderungen in
(4.2.8) q(w) < po min{Vq(0)" w, 0}
um. Denn es ist

a(w) =gi(}, + Ajw) — qu(a})
=V f(ze) (2 + Alw — 2 — (2 — 1))

1. , . 4 ,
+ —(x] + Ajw — xy,) Bi(z], + Alw — xy)

2
1, T ;
— 5@ — ) Byl — i)
=V f(zx)" Aw

1 . . . . . .
+ (@] - 2) ByAiw +w” Al By(al — 24) + wT Al B Alw)

T T

j T iTh (i Lo aiTp i

fiir alle w € R®. Daraus ergibt sich sofort
Va(w) =A1"V f(x) + Al By(al — 20) + Al By Alw

= A1 (Vf(2r) + Bilal + Alw — 2))
:AiTVQk(Ii) + AiTBkAiw fiir alle w € R?

und so

Vq(0) = A} V(7).
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e Nun miissen wir nur noch zeigen, dafl ein 0 # w € R?® existiert, das

(4.2.7) und (4.2.8) erfiillt. Die Vorgehensweise entspricht dabei der, die
wir beim Beweis der Existenz des Cauchy-Schritts kennengelernt haben,
siehe dazu Abschnitt 3.3. Wir definieren die Menge

M = {A}' (¢ —2}) |z € M} CR®
und die Funktion 7 : R4 U {0} — R® durch
m(a) = HMg(—qu(O)).

Wir zeigen, dafl die Forderungen (4.2.7) und (4.2.8) fiir alle hinreichend
kleinen o > 0 gelten, sollten wir uns bei T?c nicht an einem stationéren
Punkt der Optimierungsaufgabe, ¢, auf M zu minimieren, befinden.
Diese Forderung miissen wir jetzt noch umformen. Sei Null dazu ein
stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe, ¢ auf Mg zu minimieren,
das heifit, es gelte

Vq(0)Ty >0 fiiralley € MJ.

Daraus folgt mit der Definition der Funktion g sofort

4 T :
(AiTqu(xi)) AiT(m —x7) >0 firallez e M

und da die Matrix A7 die Vektoren einer Orthonormalbasis von V{ als
Spaltenvektoren besitzt, erhalten wir weiter

qu(r,jc)T(x —2]) >0 firallex € M.
Das heifit aber, daf3 xfc ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe,
qr auf M zu minimieren, ist. Die Forderung des Satzes impliziert daher,

dafl Null kein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe, ¢ auf M g 7u
minimieren, ist und demnach erhalten wir mit Satz 2.2.3, Teil (iii)

Vng (0) #0.
Als néchstes bemerken, dafl aus Korollar 2.1.13

(@) . My(=aVe(0))
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folgt. Mit Satz 2.2.3, Teil (i) bekommt man
)

0<a—0 o

=t (s (R + 4 et )" ()

0<a—0 (8]
, 1)\ 1 ;
+olim, (5 (7) A BM?W))
T . T . (o
(] (Vo) + Bulel = 00) (fim, T
L ™) 7 g (1
+§ 0<as0 o kR ’“<0<1an—l>oﬂ(a)>
=0
=V4(0)"V,34(0)
2
-~ ewa]
<0.

Da nach Voraussetzung 0 < g < % ist, existiert ein £ > 0, so daf fiir
alleamit 0 < a<e

g(m(a))

< 20Vq(0)" V,,14(0)

gilt. Aulerdem existiert wegen der oben gezeigten Darstellung fiir
limg< a0 @ ein 6 > 0, so daf} fiir alle o mit 0 < a <

(
V0)'V 000) = T (") < (09,00
ist. Insbesondere gilt also fiir diese o die Ungleichung
T _ 7 7(a)
2V4(0)" V,54(0) < Vg(0) (T)

und zusammen mit der ersten Ungleichung erhélt man fiir alle a mit
0 < a < min{e, §}
a(m(a)) <2a110V4(0)" V 1,59(0)
<poVq(0) ().

Setzt man nun w := 7(a), so erfiillen alle hinreichend kleinen a mit
0 < a < min{e, §} Forderung (4.2.7)

H:pf€ + Alr(a) — mkH < 1Ay,
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da wir Hx,’v — ka < Ay vorausgesetzt haben, sowie Forderung (4.2.8)

a(m(@)) < 11 V(0)" m(a) = po min{Vg(0) " 7(a), 0},

da Vq(0)"m(a) < 0 fiir alle @ > 0 gilt, wie man analog zur Unglei-
chungskette (3.3.6) zeigt. V



Kapitel 5

Newton-Verfahren

In diesem Kapitel wird das Newton-Verfahren erlautert und dessen Konver-
genzeigenschaften beschrieben. Das Newton-Verfahren benétigt als Zielfunk-
tion eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Pafit man die Voraussetzun-
gen der aussagekriftigsten Konvergenzsitze des Trust-Region-Verfahrens ein
wenig an die zweimal stetige Differenzierbarkeit an und fiigt man als wesent-
liche Voraussetzung hinzu, dafl die Hessesche Matrix eines Haufungspunktes
der Folge, die durch das Newton-Verfahren erzeugt wird, auf einem speziel-
len Untervektorraum des R™ positiv definit ist, so konvergiert die ganze Folge
gegen einen stationdren Punkt der Optimierungsaufgabe (P). Im weiteren Ver-
lauf werden die Zwischenschritte aus Abschnitt 4.2 benutzt und eine weitere
Bedingung an diese gekniipft. Mit diesen erhalten wir als weiteres Hauptresul-
tat mindestens lineare oder superlineare Konvergenz der Folge. Unter Annah-
men, die eher theoretischer Natur sind, kénnen wir auch quadratische Kon-
vergenz zeigen.

5.1 Verfahren

Das hier beschriebene Newton-Verfahren ist eine spezielle Version des in Ka-
pitel 3 dargestellten Trust-Region-Verfahrens und 1&t sich nur auf zweimal
stetig differenzierbare Funktionen anwenden. Es wird ndmlich statt der Ma-
trix By, € R™" die Hessesche Matrix V?f(z;) am aktuellen Iterationspunkt
xr benutzt. Weiterhin begniigen wir uns nicht damit, den Cauchy-Punkt als
nichsten Iterationspunkt zu wéhlen, sondern fiigen an dieser Stelle die Zwi-
schenschritte ein. In Abschnitt 4.2 haben wir ausfiihrlich beschrieben, daf
die Zwischenschritte Forderung (5.1.1) erfiillen und somit in das Newton-
Verfahren eingebettet sind.

Verfahren 5.1.1 (Newton-Verfahren) Sei die Funktion f: R® — R eine
auf einer offenen Obermenge von M zweimal stetig differenzierbare Abbildung.
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Dann lautet das Newton- Verfahren

e Gegeben seien die Konstanten 0 < pp < %, > 0,0<po<pr <p2<l1
und 0 < 0; < 0y <1< 0o3.

e Sei zg € M gegeben. Berechne V f(zq) sowie V2f(x) und bestimme ein
AO > 0.

e Fiir ke N
— Ist x; ein stationédrer Punkt der Optimierungsaufgabe (P), dann
breche das Verfahren hier ab. Siehe hierzu Abschnitt 3.2.
— Andernfalls

* Berechne den Cauchy-Schritt p{ zur Optimierungsaufgabe

. 1
Minimiere fi(p) := [(x) + 9 f(a) p+ 50" V2 (eg)p
auf {p € R" | []pl| < Ay}
Der Cauchy-Schritt ist allerdings nicht notwendigerweise ei-

ne Losung dieser Optimierungsaufgabe, siehe hierzu Abschnitt
3.3.

x Berechne einen Schritt py, der

(5.1.1) Frlor) — flax) < wo(fr(pf) — flan))

erfiillt, wobei ||pg|| < u1 Ay und xy + pr € M sei. Benutze dazu
die Zwischenschritte aus Abschnitt 4.2.

* Berechne

far) — flag + pr)

Xk =
flar) = fiu(pr)
und setze
(5.1.2) P £ falls x1. < po,
. rr +pr falls x> po.

Ein Iterationsindex k, bei dem yj > po erfiillt ist, wird erfolg-
reich genannt. Setze

€ [ormin{[|pe[|, Ar}, 024 falls x5 < pu,
Apt1 ] € [01A, 03A] falls p1 < x& < p2,
€ [Ag, 03A] falls x, > po.
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5.2 Konvergenz

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Konvergenzverhalten des Newton-
Verfahrens. Der zentrale Konvergenzsatz dieses Abschnitts sagt aus, dafl bei
positiver Definitheit der Hesseschen Matrix eines Haufungspunktes der Folge,
die durch das Newton-Verfahren erzeugt wird, auf einem speziellen Untervek-
torraum des R™ die ganze Folge gegen einen stationdren Punkt der Optimie-
rungsaufgabe (P) konvergiert. Als erstes aber werden wir das letzte Resultat
bei der Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens, Satz 3.5.5, auf das
Newton-Verfahren {ibertragen und feststellen, daf sich einige Voraussetzungen
vereinfachen.

Korollar 5.2.1 Sei f : R® — R eine auf einer offenen Obermenge von M
zweimal stetig differenzierbare Abbildung. Das Newton- Verfahren breche nicht
vorzeitig ab und sei (vy), o die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird.
Sei weiterhin V2 f auf der Niveaumenge L(M;xzy) beschrinkt und z* € M ein
Hdiufungspunkt der Folge (vy),cn- Dann existiert eine Teilfolge (k;);cp von
erfolgreichen Iterationsindizes, so dafs (xy,),cn gegen x* konvergiert und fir
die
i (9305 =

71— 00
gilt. Ferner konvergiert auch (Ig)iem gegen x* und daher ist x* ein stationdrer
Punkt der Optimierungsaufgabe (P).

Beweis. Dieses Resultat folgt mit Satz 3.5.5, wenn wir die noch fehlenden
Voraussetzungen zur Anwendung dieses Satzes zeigen. Zuerst zeigen wir, dafl
Vf auf L(M;zq) gleichméBig stetig ist. Seien dazu x,y € L(M;xo) beliebig
gewihlt. Es gilt

19500 - w5 = [ Vet tly— )y — ) a

S/O V2 (2 +ty — 2)(y — 2)]| dt

1
< / 192 f(z + t(y — 2)|| Iy — =] dt
0

und da V2 f auf L(M;x() beschriinkt ist, ergibt sich hieraus sofort die gleichmfi-
ge Stetigkeit. Zu zeigen bleibt noch die Implikation (3.5.11)

f(xr +pr) — fe(pr)

> llpell <00 = lim , =0
b0 e |1l

Sei also Y oo, |lpk]| < oo. Trivialerweise konvergiert dann auch die Folge
(Pr)ren gegen Null. Aus der Ungleichung

lxerr — x| < llpk|| fir alle k € N
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erhilt man zusammen mit der Dreiecksungleichung, daB (zy),. eine Cauchy-
Folge ist und damit ebenfalls konvergiert. Da weiterhin f auf einer offenen
Obermenge von M zweimal stetig differenzierbar ist, existiert nach dem Satz
von Taylor fiir jedes k € IN ein 0 < ¢, < 1, so daB

1
flze +pr) = flar) + V() pe + §kaV2f(ﬂ?k + 1Dk Dk

ist. Aus der Konvergenz von (pi),. gegen Null und der Konvergenz von
(k) gep €rgibt sich

lim " (V2 f(xg + tepr) — V2 f(xk) ) pa

=0
koo [

und so zusammen mit der Taylor-Entwicklung

f(re +pr) — fr(pr)

koo ol

Die weitere Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens erfordert, daf§ wir an-
nehmen, daf eine Teilfolge (xy,),. von Iterationspunkten gegen einen sta-
tiondren Punkt z* € M der Optimierungsaufgabe (P) konvergiert, der be-
stimmte Regularitétsvoraussetzungen erfiillt, woraus wir folgern werden, daf}
x* ein isolierter stationdrer Punkt ist.

Definition 5.2.2 (Isolierter stationirer Punkt) Sei 2 C R" eine nicht-
leere, abgeschlossene und konvexe Menge und f : R” — R eine auf einer
offenen Obermenge von () differenzierbare Abbildung. Sei weiterhin x € (2
ein stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf €2 zu minimieren. Dann ist x ein
isolierter stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf 2 zu minimieren, wenn eine
Umgebung U(z) C R™ von x existiert, so dafl U(x) keinen stationdren Punkt
aufer = enthilt.

Die Regularititsvoraussetzungen benotigen zwei weitere Definitionen.

Definition 5.2.3 (Aufgespannter Kegel, aufgespannter Vektorraum)
Sei G C R"™ eine nichtleere Menge. Dann ist

e der von G aufgespannte Kegel durch
cone(G) :={tg |t >0und g € G}

definiert,
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e der von G aufgespannte Vektorraum durch

span(G) = {Z Aigi
i=1

definiert.

und ¢g; € G firalle 1 <i<r

TG]N\{O}und/\Z-GlR,fﬁrallel§i§r}

Wir werden fordern, dafl die Hessesche Matrix V?2f(z*) eines stationiiren
Punktes x* € M auf der Menge

D(M;z%) := span(E(M; =V f(z")) — 2)
positiv definit ist. Da fiir eine beliebige Menge G C R™ die Inklusion
cone(@) C span(G)
gilt, haben wir auch
(5.2.3) cone(E(M; =V f(z*)) —a*) C D(M;x*).
Im néchsten Lemma werden wir eine Charakterisierung der Teilmenge
cone(E(M; =V f(z*)) — ™)

liefern, die wir dazu nutzen kénnen, um diese Menge mit isolierten stationéren
Punkten in Verbindung zu bringen. Die néchsten beiden Lemmata stammen
aus dem sechsten Abschnitt von Burke and Moré, 1994.

Lemma 5.2.4 Sei f : R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M
stetig differenzierbare Abbildung. Sei weiterhin x* € M ein stationdrer Punkt
der Optimierungsaufgabe (P). Dann gilt

cone(E(M; =V f(z*)) —2*) = {p € T(M;2") | V f(z*)"p = 0}.
Beweis.

C : Seip € cone{E(M; -V f(z*)) — z*} beliebig gewahlt. Dann ist
p = t(x — %) fir ein t > 0 und ein x € E(M;—-V f(z*)). Daraus
ergibt sich durch Umstellen der Gleichung, dal p € T(M;z*) ist. Aus
r e E(M; -V f(z*)) folgt

(-Vf@) &> (-V @) 2

und da z* ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist, er-
halten wir mit Satz 4.1.2

(=Vf@) e 2 (=Vf(")) .

Mit p = t(z — 2*) bekommen wir V f(z*)"p = 0. V
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D : Sei p € T(M;z*) mit Vf(z*)"p = 0 beliebig gewihlt. Nach Definition
des Tangentialkegels existieren Folgen (t3),.n C R4 und (rg),.n € R”
mit
T =2 +typ+rr € M fir alle k€N, lim ¢, =0 und lim Tk = 0.

k—o0 k—o0 tk
Wir betrachten nun die Menge I(M;x*) der aktiven Restriktionen in
z*. In einem Fall ist ¢ ¢ I(M;z*) mit 1 < i < m. Das heifit, dafl
l; < ¢;Tx* < u; und damit auch

l; < CZ'T(.I‘* + tp) < U,

fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 ist. Haben wir stattdessen i € I(M;x*)
mit 1 < i < m und nehmen wir ¢;72* = I; an, so erhalten wir aus

¥+ tgp+ 1 € M fiir alle k € N
¢’ (typ+1) >0 fiir alle k € IV,

Dividiert man nun beide Seiten durch ¢4, so erhélt man durch Ubergang
zum Grenzwert fiir £ — oo, daB ¢;"p > 0 und damit

fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 ist. Der Beweis dieser Ungleichung im
Fall ¢;T2* = u; erfolgt analog und so haben wir 2*+tp € E(M; =V f(x*))
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 gezeigt. Daraus erhalten wir dann

p € cone(E(M; -V f(z*)) — x*). i
[

Das nun folgende Lemma bringt die Menge cone(E(M; -V f(z*)) — 2*) mit
isolierten stationdren Punkten in Beziehung. Da die Aussage aber auch all-
gemein fiir eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge (2 C R" gilt,
benutzen wir nicht cone(E(M; —V f(x*)) — z*) selber, sondern die im letzten
Lemma angegebene Charakterisierung.

Lemma 5.2.5 Sei Q2 C R"™ eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Men-
ge und f : R™ — R eine auf einer offenen Obermenge von ) stetig differen-
zierbare Abbildung und in * € Q zweimal stetig differenzierbar. Sei weiterhin
x* ein stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf Q zu minimieren, und V2 f(x*)
auf der Menge

{p e T(a") | Vi) p=0}

positiv definit. Dann ist ©* ein isolierter stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf
Q zu minimieren.
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Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Angenommen, z* ist kein iso-
lierter stationdrer Punkt der Aufgabe, f auf ) zu minimieren. Dann existiert
eine Folge (zj),.n C M von stationdren Punkten, die gegen z* konvergiert.
Sei nun die Folge (vy),o durch

T — T
Vg 1= ———————
5 o — 2|

definiert und nach einem maoglicherweise notwendigen Ubergang zu Teilfolgen
sei v := limg_,o vg. Es ist dann |Jvg|| = 1 fiir alle £ € IN, woraus wir |jv]| = 1
und damit v # 0 folgern. AuBerdem ist v, € T(M;x*) fiir alle k£ € IN und

aufgrund der Abgeschlossenheit von Tangentialkegeln gilt somit auch
v € T(M;z*). Da x, fiir alle k € N stationér ist, haben wir

Vi(xy) (¥ —2;) >0 fiiralle ke N
und da z* selber stationér ist, haben wir auch
Vi) (2 —2*) >0 fiir alle k € N,

was zuSamimmengenomimen

Vi) v=0

und

(Vf(ze) = V(@) (2 —2*) <0 fiir alle k € N
impliziert. Nach der Definition der Ableitung ist
Vi(xy) = V(") = V2 f(a")(ep —2) + &(zp — ") fiir alle k € I,
mit einer Funktion £ : R — R™ mit der Eigenschaft

g

w0 IA
Daraus bekommen wir
(2p — ) V2 f () (g, — %) + E(ay, — ) (2p — 2*) <O fiir alle k € N,

was man mit zweimaliger Division durch ||z — z*|| zu

£z, — %)

T
- ) v, <0 fir alle k € N
[z — =]

v V2 (2o + <

umformt. Der Ubergang zum Limes fiir k — oo liefert

I V2 f (2% <0,
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womit ein Widerspruch zur Voraussetzung, dafl V2 f(z*) auf der Menge
{peT(M;a*) | V(") p=0}

positiv definit ist, vorliegt. [ |

Als weiteren Begriff definieren wir den isolierten Hiufungspunkt.

Definition 5.2.6 (Isolierter Hiufungspunkt) Sei (2),.y C R" eine Fol-
ge und z € R" ein Haufungspunkt von (zy),.n. Dann ist = ein isolierter
Hdiufungspunkt von (x),., wenn eine Umgebung U(z) C R” von x existiert,
so dafl U(x) keinen Haufungspunkt aufler x enthilt.

Das nachste Lemma ist rein technischer Natur und stammt aus dem sechsten
Abschnitt von Burke et al., 1990.

Lemma 5.2.7 Sei(x),.n C R" eine Folge und x € R™ ein isolierter Héufungs-
punkt von (xy) .- Dann konvergiert entweder (), . gegen T oder es existie-
ren eine Teilfolge (k;),cy € IN von Indizes, so daf (zy,),cn gegen & konvergiert
und ein € > 0, so dafs

|Xg;41 — xx, || > fiir allei € N

qgilt.

Beweis. Wir nehmen an, die Folge (), konvergiert nicht. Sei dann
U(z) C R" eine Umgebung von x, so dal U(x) keinen Haufungspunkt
aufler x enthilt. Wihle jetzt ein € > 0, so daf3

{y e R" | |ly —zf| <2e} CU(x)
ist. Falls
lxp — x| < 2e

fiir alle hinreichend grofien k € IN gilt, dann ist (), beschrénkt und fiir
jeden Haufungspunkt y € R von (x3),.y folgt y € U(x), das y = = und
damit die Konvergenz von (z),. gegen x impliziert. Also haben wir gezeigt,

dafl
|z — || > 2¢

fiir unendlich viele £ € IN gilt und somit die Existenz einer Teilfolge
(ki);en € IN von Indizes nachgewiesen, fiir die

lzg, —2*|| <2 und  ||zg4 —2¥|| > 2 firalleie N
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gilt. Die Folge (x,),c ist demnach beschrankt und fiir jeden Haufungspunkt
y € R™ von (x,),cy folgt wie eben y € U(x), das y = = und damit die
Konvergenz von (2, ), gegen x nach sich zieht. Wir haben sogar

g, — 2™ < e

fiir alle hinreichend grofien i € IN und kiirzt man die Folge (k;),cy um die
Folgenglieder, fiir die ||z, — z*|| > ¢ ist, erhalten wir

k1 — zp || = wp1 — 27| = [log, —2%|| > 2e —e =¢,

womit die Behauptung des Lemmas gezeigt ist. |

Der nun folgende Satz stellt das am Anfang angekiindigte Konvergenzresul-
tat dar, in dem die drei letzten Lemmata endlich zum Zuge kommen. Dieser
Satz nennt Voraussetzungen, unter denen die gesamte Folge, die durch das
Newton-Verfahren erzeugt wird, gegen einen stationdren Punkt der Optimie-
rungsaufgabe (P) konvergiert.

Satz 5.2.8 Sei f : R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M zweimal
stetig differenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren breche nicht vorzei-
tig ab und sei (v1,),. die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V2 f auf der Niveaumenge L(M;xo) beschrinkt und es gelte die In-
klusion (4.1.4). Sei x* € M ein Hiufungspunkt der Folge (xy),cn mit der
FEigenschaft, daf8 die Hessesche Matriz V2 f(z*) auf der Menge D(M;z*) po-
sitiv definit ist. Dann ist x* ist ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe
(P) und die ganze Folge (x1), . konvergiert gegen x*.

Beweis. Da die Voraussetzungen aus Korollar 5.2.1 in diesem Satz erfiillt
sind, folgt, daBl z* ein stationérer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist. Der
Beweis der Konvergenz von (), gegen z* erfolgt in zwei Schritten.

o Als erstes zeigen wir, dal z* ein isolierter Haufungspunkt der Folge
(z1)gen ist. Da die Hessesche Matrix V2 f(z*) auf der Menge D(M;z*)
positiv definit ist, ist sie wegen (5.2.3) auch auf

cone(E(M; =V f(z*)) — a")
positiv definit und damit nach Lemma 5.2.4 auch auf der Menge
{peT(M;z") | Vf(z*)'p=0}.

Lemma 5.2.5 impliziert nun, dafl z* ein isolierter stationdrer Punkt der
Optimierungsaufgabe (P) ist. Daher existiert eine Umgebung
U(z*) € R™ von z*, so dafl U(z*) keinen stationdren Punkt aufer z*
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enthéalt. U(z*) enthilt auch keinen weiteren Haufungspunkt der Folge
(k) ey auBer z*, da jeder Haufungspunkt von (zy),.n nach Korollar
5.2.1 ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist. Damit ha-
ben wir gezeigt, dafl z* ein isolierter Haufungspunkt der Folge (z),cn

ist. Vv

Der Beweis der Konvergenz von (), gegen x* wird nun durch Wi-
derspruch gefithrt. Wir nehmen an, die Folge (), konvergiert nicht
gegen x*. Nach Lemma 5.2.7 existieren eine Teilfolge (£;),.y € IN von
Iterationsindizes, so dafl (zy,),.n gegen x konvergiert und ein ¢ > 0, so
dafl

>¢ firalleseN

[T 1 — i,

gilt. Insbesondere ist ||py,|| > ¢ fiir alle i € IN und damit (;),. eine
Teilfolge von erfolgreichen Iterationsindizes. Wir definieren nun die Folge
(vi);e durch

_ DPk;
||pk7

7 -

und nach einem méglicherweise notwendigen Ubergang zu Teilfolgen sei
v = lim;_,, v;. Es gilt

xp, +tv; € M firalle0 <t <e und allei e NN,

da ||py,|| > « fiir alle i € N ist und somit durch Ubergang zum Grenzwert
fiir 1 — oo
*+tve M firalle0<t<e.

Wir haben damit v € T(M: 2*) erhalten und werden nun V f(z*) v = 0
zeigen. Aufgrund der Beschrinktheit von V2f auf der Niveaumenge
L(M; zy) ist insbesondere die Folge (V?f(xx)) o der Hesseschen Ma-
trizen an den Iterationspunkten beschrankt. Da weiterhin

e <|Ipill < Ay, fiiralleie N

gilt, ist die Teilfolge (Ay,),cn durch eine Konstante grofer Null nach
unten beschrinkt. Da aber die Folge (f(z))yen monoton fallend ist,
gilt auch

i—00

Zusammen mit Ungleichung (3.4.9) in der Form

||7Tki(aki) | . 1 ||7Tk1(akz>
>p°“°2<< ar, )mm{A’“’1+||v2f<xki>|< ar, >}
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fiir alle 7 € IN ergibt sich daraus

lim ||7Tki(04ki)

i—00 Q.

(3

=0.

Aufgrund der Identitét 2§ — x5, = (o) und ay, < 73 fiir alle k € IN ist
auch
i o — o = 0

71— 00

und Lemma 3.5.1 impliziert nun

lim Hva(TkOZ)H =0.

1—00

Aus Lemma 4.1.9 folgt weiter
zy € E(M;—Vf(z*)) fiirallei€ N,

wobei man die Folge (k;),. moglicherweise um eine endliche Anzahl an
Folgengliedern kiirzen muf}. Voraussetzung (4.1.4) ergibt, daf3

xy, +pr, € E(M; =V f(z*)) firalle:ie N
ist, speziell folgt
Vi) (zn, +pr, —27) =0 fiir alle i € N.

Dividiert man nun durch ||pg,|| und berticksichtigt man ||py,| > e fur
alle 7 € IN, so erhalten wir nach Ubergang zum Grenzwert fiir + — oo

V() v=0.
Wir haben jetzt gezeigt, dafl
vefpeT(M;z") | V(") p=0}

gilt. Aufgrund der Inklusion (5.2.3) und Lemma 5.2.4 bekommen wir
v € D(M;z*) und die Voraussetzung, daf} die Hessesche Matrix V2 f(z*)
auf der Menge D(M;x*) positiv definit ist, impliziert mit v # 0

vV f(2*)v > 0.
Wegen fi, (pr,) — f(xy,) <0 fur alle i € N ist

0TV f ()i < =V f(ay,) v fiir alle 7 € N

5
9 Pk;

Der Ubergang zum Limes fiir i — oo sowie ||pg,|| > ¢ fiir alle i € IN
impliziert jetzt

1
0< §5UTV2f(x*)v < —Vf() v =0

Dieser Widerspruch vollendet den Beweis.

" <
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5.3 Konvergenzgeschwindigkeit

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dal das Newton-Verfahren unter ge-
wissen Voraussetzungen mindestens linear oder superlinear konvergiert. Dieses
Resultat zur Konvergenzgeschwindigkeit basiert darauf, dafl wir zeigen, daf}
die ITterationspunkte des Newton-Verfahrens fiir alle hinreichend grofien Ite-
rationsindizes nicht auf dem Rand der Kugel, die durch den Radius p; Ay fiir
k € IN charakterisiert ist, liegen. Die Zwischenschritte helfen uns dabei, eine
weitere Bedingung zu erfiillen, die zum Beweis des Resultates iiber die Konver-
genzgeschwindigkeit wichtig ist. Als Hilfsmittel benétigen wir als erstes zwei
Lemmata.

Lemma 5.3.1 Sei ¢ : R — R eine auf dem Intervall [0, 1] zweimal stetig
differenzierbare Abbildung und es existiere ein € > 0, so daf

O'a)>e  firale0<a<1
gilt und ein 0 < u < 1, so dafs

©(1) < p(0) + pe'(0)

1st. Dann gilt

7
©(0) — (1) > mﬁ-

Beweis. Nach dem Satz von Taylor existiert ein 0 < & < 1, fiir das

p(1) = $(0) +£(0) + 54(@)

gilt. Daraus ergibt sich
1

590”(&) =p(1) = (0) — ¢'(0)
<p(0) + p'(0) — (0) — ¢'(0)
=— (1 —p)¢'(0)

und so mit

das gewiinschte Ergebnis. [ |
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Lemma 5.3.2 Sei {0} #V C R" ein Vektorraum und {vy,...,vs} C R™ mit
1 < s <n eine Orthonormalbasis dieses Vektorraums. Sei weiterhin

A= (v, ... v) R

die Matriz, deren Spaltenvektoren die Vektoren dieser Orthonormalbasis sind.
Dann gelten fir alle x € R"

(i) Ty () = AATz,
(ii) |l|* = [l = Ty (2)|* + |y ()|,
Beweis.

(i) Sei x € R" beliebig gewahlt. Nach Lemma 2.1.2 miissen wir lediglich
priifen, ob

(AATz — x)T(y —AATz) >0 firalley eV
gilt. Es ist
(AATz —2) (y — AAT2)
—(AAT) "y — (AAT2) AAT 2 — 2Ty + 2T AAx
=T AATy — 2T AATAATy — 2Ty + 2T AAT 2
-~
=T AATy — 2Ty  furalley €V,

da die Matrix A die Vektoren einer Orthonormalbasis von V' als Spal-
tenvektoren besitzt. Sei nun y € V' beliebig gewéhlt. Dann haben wir
die Darstellung y = Az fiir ein z € R® und setzen wir dies in die obige
Gleichung ein, so bekommen wir

et AATYy — 2Ty =2TAAT Az — 2T Az
=T Az — 2T Az
=0 firalley eV,

womit wir die erste Aussage des Lemmas gezeigt haben. Vv

(ii) Sei nun wieder z € R™ beliebig gewéhlt. Es gilt

=(z — My (2) + My (2))" (¢ = Ty (z) + Ty (x))
(@)1 +2( — Iy (2)) Ty () + |y (2)|
=z = Ty (2)|]° + 2(z — AAT2)" (AAT2) + [Ty (2)
(@)” +2(2" AATw — 2" A AT A AT ) + ||y (2) |

:Zd]Rs

={|z — My ()||* + [Ty (2)]"
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Vv
m

Im folgenden Satz sehen wir, dafl alle hinreichend groflen Iterationsindizes
k € N erfolgreich sind und die Folge (Ag),.n nach unten durch eine Kon-
stante groffer Null beschrénkt ist. Da aber die Folge (), konvergiert, mufl
demnach notwendigerweise

okl < p1Ay

fiir alle hinreichend grofien & € IN sein und der Rand der Kugel um den
Nullpunkt mit dem Radius p;A; wird nicht aktiv.

Satz 5.3.3 Sei f : R" — R eine auf einer offenen Obermenge von M zweimal
stetig differenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren breche nicht vorzei-
tig ab und sei (v1,),. die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V2 f auf der Niveaumenge L(M;xo) beschrinkt und seien die For-
derungen (4.2.5) und (4.2.6) an die Zwischenschritte erfillt. Sei x* € M der
Grenzwert der Folge (1), und ein stationdrer Punkt der Optimierungsauf-
gabe (P). Sei weiterhin die Hessesche Matriz V2 f(2*) auf der Menge D(M; z*)
positiv definit. Dann sind alle hinreichend grofien Iterationsindizes k € IN er-
folgreich und es gilt
keN

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Im ersten Schritt leiten wir
eine Abschétzung iiber die Zwischenschritte her, im zweiten zeigen wir

lim y, =1,

k—o0

womit wir durch die Definition von erfolgreichen Schritten und der Iterations-
vorschrift fiir A, die Aussage des Satzes gezeigt haben werden.

e Als erstes wollen wir Satz 4.1.12 anwenden und miissen dazu die Vor-
aussetzungen dieses Satzes iiberpriifen. Wie im Beweis zu Korollar 5.2.1
zeigt man, dafl V f auf L(M;zq) gleichméaBig stetig ist und Implikation
(3.5.11) gilt. Die Forderung (4.2.5) an die Zwischenschritte stellt sicher,
daB Inklusion (4.1.4) erfiillt ist. Damit wissen wir, dafl ein Iterationsin-
dex k € N existiert, so daf3

Ty, 25 2p 4+ pp € B(M; =V f(2*)) fiir alle k& > k

sind. Aufgrund von Implikation (4.1.3) und wiederum Forderung (4.2.5)
haben wir auch

{ot =2, . 2ty € B(M; =V f(z*)) fiir alle k > k.
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Da x* ein stationdrer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist, gilt nach
Satz 4.1.2
" € E(M; -V f(x")).

Da die Folge (7). gegen z* konvergiert und V2 f(z*) auf der Menge
D(M:; x*) positiv definit ist, existiert ein k > k, so dal auch V2 f () fiir
alle k > k auf D(M;2*) positiv definit ist. Sei nun k > k ein beliebiger
Iterationsindex. Wir definieren der Einfachheit halber den Zwischen-
schritt
l’g = Ty,

und wéihlen jetzt einen beliebigen Index 0 < 7 < r eines Zwischen-
schritts. Durch Anwendung der Definition der exponierten Seitenflache
auf x,ﬂ und x* bekommt man

—V f(z*) 2" und

—Vf(a:*)Tari
F >V i)

V()

AVARIY]

und damit '
V) (@ —al) =0

Erneute Anwendung dieser Definition auf r,i“ ergibt

Vi) (@ =l +2*) > V() y firalleye M
und so z,7" — xl + 2* € E(M; =V f(2*)), woraus wir
w2l e D(M;x*)
erhalten. Da die Menge
({z | B>k} U{a"}) x {p € D(M;2") | [[pll = 1}

das cartesische Produkt von kompakten Mengen ist und demnach eben-
falls kompakt ist und stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr
Minimum annehmen, existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf§
(5.3.4)

P2 f(z)p > é|lp||>  fiir alle k >k und alle p € D(M:z*)

ist. Daraus schlieflen wir

(37" =) V2 f () (2} — ) > él|ai" — o

fiir alle & > & und alle dazugehdrigen Indizes 0 < j < r von Zwi-
schenschritten. Sei nun wieder k£ > £ ein beliebiger Iterationsindex und
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0 < 7 < r der Index eines beliebigen Zwischenschritts sowie jetzt die
Funktion ¢ : R — R durch

pla) = gulazy™ + (1 - a)z)
definiert. Ausgeschrieben bedeutet das
pla) =V f(ar) (az]™ + (1 — )z} — z)
+ %(amiﬂ +(1—a)z] — xk)TVQf(xk)(axiH + (1 — )zl — 1)
=aV f(x)" (2" = a}) + V(@) (2] — 21)
+ 502" ) V() )
+alae ) V() (], - o)

1 . .
+ i(x; - :wg)TVQf(xk)(x'}C —xp) fir alle o € R.
Die Ableitung der Funktion ¢ lautet dann
@) =V f ()" (] = a])
ta(a}™ o) VA (@) (@} )
+ (2~ ch)TVQf(Tk)(Tfc — ) firallea € R
und die zweite Ableitung
¢"(a) = (¢ — xi)TVQf(xk)(ar,iH —x})  fiir alle o € R.
Mit dem oben Gezeigten gilt nun

o' () > él|zitt — xch2 fir alle a € R.

Weiterhin impliziert Forderung (4.2.6) an die Zwischenschritte insbeson-
dere

o(1) =qr(z],)
. . T . .
<q(x}) + poVap(xy) (z)" — 2)
=p(0) + po¢'(0)
und somit konnen wir Lemma 5.3.1 anwenden und wir erhalten

j j Ho .

gr(2}) — q(a}) >5———¢

(5.3.5) * F U201 - o)
=el|«f" - o]

j+1 7|2
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fiir alle k£ > k und alle Indizes 0 < 7 < r von Zwischenschritten mit der
Definition
gi=—H0
2(1 — o)

v

e Jetzt zeigen wir limy ,o xx = 1. Sei dazu k£ > k ein beliebiger Itera-
tionsindex. Aus der eben gewonnenen Abschétzung (5.3.5) erhalten wir

f(xn) = fulpr) =au(2}) — an(z™)

= Z Qk(mi) - Qk(miﬂ)
3=0

T
|| At )2
>l -
j=0

>¢ max a:?j — a:iH .
0<j<r

Es gilt nach der Dreiecksungleichung natiirlich auch

T

>otel )

J=0

T
IR
=0

j+1 JH
Ty Tl

]l =

<(r+1) ax
<j<r

so dafl wir

f@e) = filpn) & max || — o

¢
= 5
(r+1)

bekommen. Weiterhin existiert nach dem Satz von Taylor ein 0 < #; < 1,
fiir das

2
x|

flzr+pr) — falpe) = %PkT(VZf(Ik + tipr) — VQf(ﬂ?k))pk

gilt, womit wir die weitere Ungleichung
1
|f (2 + pr) = fr(pr)] 5 ‘ka(VQf(Ik + tpr) — VQf(xk))pk‘

<|lprll* | V2f (@ + tapr) — V2 (23]
<lpell® sup || V2 f(xi + tpr) — V7 f (1)
o<t<1
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erhalten. Aus diesen beiden Abschétzungen ergibt sich nun

‘ f(xr) = flore +pr) — (f(zr) — fe(pr))

f(x) — fr(pr)
ka +pk — fe(pr)
f(zr) — fu(pr)
||pk|\ SUPg<y<1 ||V2 (2 +tp) — V2 f (1)
ol

2
:(T —111) sup HV fr +tpr) — VQf(Tk)H

C 0<t<1

Es reicht demnach,

lim sup ||[V2f(zy + tpr) — V2f(23)]| =0

k—oo g<t<1

zu zeigen. Da die Folge (), gegen z* konvergiert, ist diese Aussage
erfiillt, falls auch die Folge (p ), konvergiert. Am Anfang des Beweises
haben wir bereits gezeigt, daf3

T 28w+ pr € BE(M; =V f(z*))  fiir alle k > k
sind und die mit der gleichen Argumentation wie oben schlieffen wir
pr € D(M:;z*) fiir alle k > k.

Insbesondere gilt I+ (pr) = pi fiir alle & > k und da D(M;x*) ein
Vektorraum ist, ist nach Lemma 5.3.2 die Projektion auf D(M;x*) eine
lineare Abbildung. Aus der Ungleichung

felpr) — f(zp) <0 fiir alle & > k

erhalten wir

1 -
ikaVQf(xk)pk < —Vf(xk)Tpk fiir alle k > k

und daher ergeben Ungleichung (5.3.4) und Ilp(ase) (pr) = Pi

ellpell® < pe" V2 f (i) Z(HD(M-x* (px)) " V21 ()
< — 2y (Vf (1)) P
<2 | Wy (Vf () || lpx]]  fiir alle & > &

und somit

Mparay(Vf(x))||  fiir alle k > k.

DN

Il <



5.3 Konvergenzgeschwindigkeit 95

Weiterhin ist
Vi) v =0 firalle v € D(M;2"),
da
Vi) z= -V =" firale z € E(M: -V f(x¥))

ist, das heifit, dafl V f(z*) senkrecht auf dem Vektorraum D(M;z*) und
damit insbesondere auf allen Vektoren von dessen Basis steht. Nach
Lemma 5.3.2 gilt somit

Upa (V f(z7)) = 0.

Zusammen mit der Konvergenz der Folge (x4), . gegen x*, der stetigen
Differenzierbarkeit von f auf einer offenen Obermenge von M und der
Stetigkeit von Projektionen erhalten wir nun

) 2 .
0< Jim [|pyl < = lim [|Tpqaren) (Vf(24))|| = 0
und der Beweis ist beendet. vV

Der Satz iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens benotigt aller-
dings weitere Voraussetzungen an die Menge M und an die Zwischenschritte.
So fordern wir, daf3

(5.3.6) span({cg,...,cm}) = R"
und
(5.3.7) {liyu;} £ {—oc,00} fiirallel <i<m

ist. Die zweite Forderung bedeutet also, dafl entweder /; oder u; reellwertig
sein mufl. Andernfalls konnte man die erste Forderung umgehen, indem man
bei dem jeweiligen ¢; die Schranken /; := —oo und u; := co wéhlt. Beziiglich
der Zwischenschritte stellen wir neben den Forderungen (4.2.5) und (4.2.6)
eine weitere Bedingung und zwar an den letzten Zwischenschritt m’,;“. Wie
in Bemerkung 4.2.2 bereits erwiihnt wurde definieren wir p;, = 2™ —
um so die Zwischenschritte in das Newton-Verfahren einzubetten. Wie im
Beweis zu Satz 4.2.3 seien jetzt wieder {vq,...,v,} C R" mit 1 < s < n eine

Orthonormalbasis des Vektorraums

(5.3.8) V! i={veR"| ¢ v=0firallei € [(M;z])}
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und
(5.3.9) A= (v ... ) € R™

die Matrix, die die Vektoren dieser Orthonormalbasis als Spalten hat. Es ist
dann s die Dimension dieses Vektorraums. Wir fordern nun, daf fiir eine Folge

(Tk)kem C Ry u{0}
(5.3.10) || AL (V (i) + V2 f(ze)pe) || < 7 || ATV f(ai)||  fir alle k € N
gilt.

Lemma 5.3.4 Seien die Voraussetzungen von Satz 5.3.3 erfillt und die For-
derungen (5.3.6) und (5.3.7) sichergestellt. Sei weiterhin eine Folge

(Th)pen € Ry U {0}

gewdhlt. Dann lifSt sich mit Hilfe einer geeigneten Wahl von Zwischenschritten
Forderung (5.3.10) fiir alle hinreichend grofien k € N erfiillen.

Beweis. Wir werden ein Verfahren kennenlernen, mit dem man sicherstellt,

dafl spétestens mit dem letzten Zwischenschritt :p’,;“ und der Definition

Di = m’,;“ — x die Forderung (5.3.10) erfiillt ist. Ist diese Forderung schon
vorher als
y T . T
HAi ' (Vf(xk)+V2f(xk)pk)H < Tk HA{C ! Vf(g:k)H
fir ein 2 < j < 7 und p; = :c,i — x} sichergestellt, so wéhlt man einfach
it = gl sowie a} := ... := 2] := x] " und die Forderungen (4.2.5) sowie

(4.2.6) sind erfiillt. Denn da wir z3, + pr € M und ||ps|| < p1 Ay als primére
Forderungen an den Schritt p; stellen, ist nicht ohne weiteres einsehbar, daf
eine soche Wahl iiberhaupt méglich ist. Im Beweis zu Satz 5.3.3 haben wir
Ungleichung (5.3.4) gezeigt. Das heifit, daf die Hessesche Matrix V2 f(zy) fiir
alle hinreichend grofien k € IN auf D(M;z*) positiv definit ist. Nach dem
gleichen Satz gilt auch
[Pell < 1A

fiir alle hinreichend groflen £ € IN, wihlt man den Schritt p; nach den Itera-
tionsvorschriften des Newton-Verfahrens beliebig aus. Wir betrachten ein solch

hinreichend grofies k£ € IN, das diesen beiden Eigenschaften geniigt. Seien also
bereits die Zwischenschritte

{x} =28 ..z} c M

mit 1 < 7 <7 berechnet, von denen keiner mit Hilfe der Definition
pi := x, — x, Forderung (5.3.10) erfiille.
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e Nach Satz 4.2.3 lassen sich die Bedingungen (4.2.5) und (4.2.6) in die
dazu hinreichenden Bedingungen (4.2.7) und (4.2.8) umformen. Es reicht
also, diese neuen Bedingungen zu zeigen, falls wir einen Zwischenschritt
xﬁl finden, der Forderung (5.3.10) erfiillt. Als erstes suchen wir ein
Minimum der Funktion ¢ : R® — R, definiert durch

(@) = V() (@ — 20) + %(m )TV () (@ — ),

auf xfc + ij . Dieses Minimum existiert, da k& so hinreichend grofl gew&hlt
wurde, daB V?f(z;) auf D(M;x*) positiv definit ist. Haben wir ein

solches z/t' € xy, + V) gefunden, so ist (5.3.10) erfiillt. Denn gilt

2 = 2] + Alw fiir ein w € R, dann ist der Gradient der Funktion

q: R* — R, definiert durch
q(w) := gr(@}, + Ajw) — gi(a}).
im Punkt w gleich Null und fiir diesen gilt

0= Va(w) =A} (Vf(xx) + V2 (ax) (#] + ALw — 21))
=L (Y f ) + V2 ) (o = 20))
— A1 (V f(x4) + V2 F (20)pr)-

Auflerdem folgt aus der letzten Gleichung
AL (V) + V2 () (), — an)) = — AL V2 f () Ajw
und die Hessesche Matrix
Viq(w) = A V?f(x) Aj,

ist positiv semidefinit. Daraus erhalten wir nun mit Hilfe des Mittel-

wertsatzes
0 =Vq(w) w
=(Vq(0) + qu(w)w)Tw
:Vq(O)Tw + wTA',jCTV%f(xk)A',jcw,
also

Vq(0) w = —wTAiTVQf(xk)Aiw <0.
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Somit ergibt sich Forderung (4.2.8) durch

o) =(A] (V F ) + 9 f )} = 70))) w0+ " ALV () A

. . 1 . :
= —w" A} V2 (@) Aw + S0 AL V2 f () Afw
1 : :
= §1UTAQTV2f(mk)Aiw
< — ,uowTAiTVQf(xk)Aiw
=10 Vq(0)" w
— 1o min{V¢q(0) w, 0}.

Ist nun noch xﬁl_ € M, so ist auch (4.2.7) erfiillt. Denn mit Hilfe der
Definition py := mfj] — 1z wird Forderung (5.1.1) geniigt und am Anfang
des Beweises wurde k € IN so gewéhlt, dal auch fiir alle nachfolgenden
k € IN die Ungleichung ||px| < p1Ax gilt. V

Ist allerdings «,"' ¢ M, so wihlen* wir als 27" einen Punkt, der die
Forderungen (4.2.5) und (4.2.6) erfiillt, aber eine aktive Restriktion mehr
besitzt als Ti Da es insgesamt nur r+ 1 Zwischenschritte gibt, von denen
der erste ¢ ist, sind im Fall der Definition

r:=m-+1

spatestens nach r Zwischenschritten alle m Restriktionen aktiv. Da die
Forderungen (5.3.6) und (5.3.7) vorausgesetzt werden, enthélt der Vek-
torraum V" demnach nur die Null und damit ist Forderung (5.3.10)
trivialerweise erfiillt. V

Der jetzt folgende Satz stellt das Hauptresultat zur Analyse der Konvergenz-
geschwindigkeit des Newton-Verfahrens dar. Er nennt die Voraussetzungen,
unter denen das Verfahren mindestens linear oder superlinear konvergiert.

Satz 5.3.5 Sei f : R®™ — R eine auf einer offenen Obermenge von M zweimal
stetig differenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren breche nicht vorzei-
tig ab und sei (xy),c die Folge, die durch dieses Verfahren erzeugt wird. Sei
weiterhin V2f auf der Niveaumenge L(M;xo) beschrinkt und seien die For-
derungen (4.2.5) und (4.2.6) sowie (5.5.10) an die Zwischenschritte erfiillt.
Sei x* € M der Grenzwert der Folge (xy),cn und ein stationdrer Punkt der

*Die Existenz eines solchen Punktes konnten wir letztendlich nur ansatzweise sicherstel-
len.
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Optimierungsaufgabe (P). Sei weiterhin die Hessesche Matriz V2 f(z*) auf der
Menge D(M;z*) positiv definit und es sei

7 := lim sup 7.
k—o0

Dann konvergiert die Folge (xy),.n gegen x* mindestens linear, falls T hin-
reichend klein ist und mindestens superlinear, falls T = 0 ust.

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Teilen.

e Als erstes werden wir
(5.3.11) V(z) ={v € R" | ¢"v =0 fiirallei € [(M;z)} C D(M;z")

fir alle x € E(M; =V f(z*)) zeigen. Sei dazu x € E(M; -V f(z*)) be-
liebig gewéhlt und wir bemerken zunéchst, daf§ wir am Anfang von Ab-
schnitt 4.1 mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren {\;, ..., A\, } C R fiir
den stationdren Punkt x* die Darstellung der exponierten Seitenflache

¢;Tz=w; falls \; <0 firallel <i<m

B(M; —V (")) = { e M

c;Tz =1, falls \; > 0 und }

hergeleitet haben und so folgern wir nun leicht
{i € {1,...,m}| A £ 0} C I(M; ).

Sei jetzt v € V(x) beliebig gewahlt. Es gilt also

m

Vi) v = Z Ni(e;"v) =0

=1

und da jedes v € V(z) eine zuldssige Richtung an M in z ist, erhalten
wir x 4+ tv € M fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 und somit

r+tv e E(M; =V f(z"))
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Da aber x € E(M; —V f(2*)) gilt und

D(M:; x*) ein Vektorraum ist, haben wir fiir ein beliebiges hinreichend
kleines t > 0

v = %((x—l—tv —a2*) — (x —2%)) € D(M; z")

und somit die gewiinschte Inklusion. vV
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e Die Voraussetzungen aus Satz 5.3.3 sind auch hier erfiillt und wie am

Anfang des Beweises 7zu jenem Satz gezeigt wurde existiert ein Itera-
tionsindex k£ € IN, so dafl

{z} =28, .. 2™} C E(M; =V f(xz*) fiir alle k > k

ist. Aus Inklusion (5.3.11) folgt zusammen mit der Definition des Vek-
torraums V; in (5.3.8)

~

Vi =V(xp) € D(M;x*) fiir alle k > k.

Sei nun ein beliebiger Iterationsindex k& > k gegeben. Nach Lemma 5.3.2
und mit der Definition der Matrix A}, in (5.3.9) ist die Projektion auf
V' durch

Myr(z) = AL ATz fiir alle 7 € R™

gegeben. Da auch zu D(M; x*) eine Orthonormalbasis existiert, konnen
wir Lemma 5.3.2 auch auf D(M;z*) anwenden und wir haben, da V)
nach (5.3.11) in D(M; z*) enthalten ist,

Mooy (@) ==l = ity — el
< nt ly— |

= ||y, () — 2| fiir alle 2 € R™.
Mit Lemma 5.3.2, Teil (ii) erhalten wir

[Ty @) [ =l = [l = Ty ()

<[l = (|2 = Tpgaren) (@)

:HHD(M;I*) T H fir alle z € R
und somit
(5.3.12) [Ty (2)|| < [|[Tpareey(@)|  fiir alle z € R™.

Vv
Jetzt zeigen wir
. | Tyr (V f (241)) | .

5.3.13 1 £ <1 .
( ) 121_)8013p HHD(M;E*)(V,f(xk H < 121_)801313716

Als erstes definieren wir die Folge (), durch

HAZT(Vf(-Tk +pr) — Vf(ze) — VQf(-Tk)pk)H
[F2l

Ek =
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und es ist

ﬁPfA%Wﬂm+ww—VWWM(£m>ﬁH

‘/ (V2f (2x + tpr) — V2 (@ ))(pk)dtH

x|

_/ ([[V2f (g, + tpr) — V2 f ()

0

<HNW\

F(a) — V2 ()]]) dt

fir alle & € IN. Aufgrund der Konvergenz von (zy),.n gegen z* und
von (pi)gen gegen Null folgt die Konvergenz von (e4),.n gegen Null.
Nach Satz 5.3.3 existiert ein k& € IN, so daB alle Iterationsindizes k > k
erfolgreich sind. Da die Matrizen A” fiir alle £ € IN die Vektoren von
Orthonormalbasen als Spalten haben, gilt ||ALz|| = ||z| fiir alle z € R™
und alle £ € IN. Mit unserer in diesem Satz neuen Voraussetzung (5.3.10)
an die Zwischenschritte erhalten wir jetzt

HHV,:(V]C(%H))H

= || ARALTV f (2 + pi) |

= || A"V f (i + i) |

< | AL (Vf (@ + pe) — VI (2r) — V2 f(z)pe) |
+ (| A (V f (@) + V2 F()pe) |

<en [|pxll + 7 || ALV ()

= lpell + 7 [ ALALTV f () |

=ep |pell + 7 |[Mvp (V£ ()| fir alle & > k.

(5.3.14)

~ A~

Am Ende des Beweises zu Satz 5.3.3 haben wir gezeigt, daf ein k > k
und eine Konstante ¢ > 0 existieren, so dafl

Mprsey (V ()| fiir alle k& > k

DN

Il <



102 Kapitel 5. Newton-Verfahren

ist. Zusammen ergibt sich nun mit (5.3.12)

r HHVT Vf l‘k+1) H
im sup
ammn+mun V()|

i
D e (V)|
< lim sup _5k HHD M;z* (Vf<xk)) ‘ + T HHD(M,T*)(Vf<xk))H

o (G )
=limsup | = + 7
k—o00 &

2. .
<-limsupeg + lim sup 73
C ko k— o0
= lim sup 7.
k— o0

Vv

o Wir schitzen nun den Zihler aus (5.3.13) ab und zeigen die Existenz ei-

nes Iterationsindex & € IN und einer Folge (3;),.x C R mit Grenzwert
Null, fiir die

(5.3.15) ||y (Vf ()| = (6~ 6k) [|wpsr — 2% fiir alle k > &
gilt. Dazu bendtigen wir einige Vorbemerkungen.

(i) Als erstes zeigen wir
[y (Vf(2z*)) =0 fiir alle k € IN.
Am Ende des Beweises von Satz 5.3.3 haben wir bemerkt, dafl
Vi) v=0 firalle v e D(M;z*)

ist und damit gilt diese Aussage insbesondere fiir alle v € V7. Mit
Lemma 5.3.2 ergibt sich

Ty, (Vf (")) =Ap ATV f(2%)
— AL (V ()T A
=0

=0 fir alle k € .
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(i)

(iii)

Als néchstes bemerken wir, daf ein Tterationsindex k € IN existiert,
fiir den
Tpp —at eV, firallek >k

gilt. Denn es sind alle Iterationsindizes k > k erfolgreich und daher

ist xpy1 =2 +pr = .177,;“ fiir alle k£ > k, womit wir zusammen mit
Forderung (4.2.5)

I(M;a}) C I(M;xpy) fiiralle k >k

bekommen. AuBerdem existiert ein Iterationsindex & > k, so daB
I(M;a}) C I(M;z*)  fir alle k > k

ist, denn da (7). gegen x* konvergiert, ist eine nicht aktive
Komponente von x* auch bei z;, fiir alle hinreichend grofien £ € IN
nicht aktiv und zusammen mit der ersten Inklusion erhédlt man
diese Inklusion. Somit bekommen wir z341 € V] und z* € V| fiir
alle k£ > k und da Vi ein Vektorraum ist, gilt auch x4 —2* € V]
fiir alle k& > k. Vv

Sei jetzt wieder £ € IN beliebig gewdhlt. Als weitere Aussage zeigen
wir
|y (V2 f(z)0)|| = éljo]|  fiir alle v € V.

Da die Matrix V2f(z*) auf der Menge D(M; x*) positiv definit ist,

ist sie dies auch insbesondere auf V,” und es existiert eine Konstante
¢ > 0, fiir die

pIV2f(x)p > é|pl|®  fir alle p € D(M; z*)

gilt. Daraus folgt aufgrund der Identitét [Ty (v) = v fiir allev € V}’
aus

éllvl|? <HUTV2 H
= H (A7 AT o) sz(l‘*)UH
_ HUTATATTV f H
< || ARAL V2 f Yol llvll
= ||y (V2 f (2")0)]| [[o]  fiir alle v € V]
die Ungleichung

HHW (V2f(x*)v H > cllv||  fir alle v € V.
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Jetzt haben wir alle Zwischenbemerkungen zum Beweis von (5.3.15)
erledigt und wir definieren die Folge (), durch

|ARALT (Vf (1) = V(%) = VA (@) (w1 — 27)) | |

[0 — 2*]]

(Sk =

Es gilt

5, = HA;;T /I(VQf(x* Ft(zpn — a7)) — VEf(aY)) (M> dtH
0

[Tpr1 — 2]

< HArT

‘/ V2f(2* 4tz — 7)) — V2F(2")) (L) dtH

| Trs1 — %]

/ H V2f(a*) + t(zppr — 2%)) — V2f(2)|| dt fiir alle k € N,

so dafl zusammen mit der Konvergenz von (z),. gegen z* die Konver-
genz von (0z),cn gegen Null folgt. Daraus erhalten wir mit (i)

HHV[(VQJC( (Tpyr — 2" H
= [Ty (V£ (i) + Ty (VS (@0) = VI (27) = V2F (@) (@i = 27))|
< | Tyr (V f (zi41)) |

+ [Ty (Vf(2r41) = V(") = V(@) (@r40 — 7)) |
= [Ty (V f (1)) |

+ [ ARAL (V f(wr40) = V(") = V2 (") (w41 — 7)) |
<My (V f(2r11)) || + Ok lzess — ¥ fiir alle k € IN.
Da nach (ii) die Inklusion z3,, —2* € V;7 fiir alle k > k gilt, ergibt sich
mit (iii)

|‘Hka(v2f(m*)(mk+1 — T*))H > é||lwps — ¥ fir alle k> k.

Wir erhalten Ungleichung (5.3.15) mit Hilfe der letzten beiden Unglei-
chungen durch

¢y — 2| <My (V2 f(2*) (240 — 27)) |
< |y (V f (@) || + Ok Nl — 2% fiir alle & > k.

Vv

Wir schétzen jetzt den Nenner aus (5.3.13) ab und zeigen die Existenz
einer Konstanten ¢ > 0 und einer Folge (1;),cy C R4 mit Grenzwert
Null, fiir die

(5.3.16)  [|Mpareny (Vf(zn)|| < @+ me) lzw — 2*||  fiir alle k € N
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gilt. Sei dazu {vq,...,v5} C R” mit 1 < s < n eine Orthonormalbasis
des Vektorraums D(M; z*) und

A= (vl vs) e R™*°

die Matrix, die die Vektoren dieser Orthonormalbasis als Spalten hat.
Nach Lemma 5.3.2 ist dann die Projektion auf D(M;z*) gegeben durch

Hpaay(v) = AATy  fiir alle v € R™.

und wir erhalten

Mpare (VS (") =AATV f(27)

=AY ()" 4)
=0
=0.

Wir definieren jetzt die Folge (1), durch
[AAT(V f () = Vf(2*) = V2f (2*) (2 — 2%)) |

[z — 2|

Nk =

und es gilt

_W“A%Wﬂﬂ+ﬂm—f»—vvww(ii:iddﬂ

e — 2|

‘/ (V2f (2" + t(ay — 7)) — V2f(27)) (M> dtH

<[|AT
47) S

/HVf )+ t(ay — %) — V(29| dt  fiir alle k € IN,

so dafl zusammen mit der Konvergenz von (z),. gegen z* die Konver-
genz von (ny).cn gegen Null folgt. Jetzt erhalten wir mit

r, —xt € DEM;x*) fiir alle & > k und damit AAT (2}, — %) = 23, — 2
fiir alle £ > k die Ungleichungskette
To(are) (V£ (i) |
< || Mpgaras) (V2 f (%) (21, — o)) |
+ M pras) (Vf (2x) = Vf(2*) = V2 f (") (25 — 2%)) |
< HAATV2f(x*)AAT(xk — ")
+ M paras) (Vf (2x) = Vf(2*) = V2 f (") (25 — 2%)) |
<|JAATV? f(a*) AAT|| Nl — 2| + Nl — 27|
= ([[AA"2 f (") AAT|| + ) || — 27| fiir alle k € N
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und daraus (5.3.16) mit der Definition
¢ = ||AATVA f(z*)AAT]|.

Vv

e Jetzt haben wir alle Abschiatzungen, die wir zum Beweis der Aussage
des Satzes benétigen. Setzt man (5.3.15) und (5.3.16) in (5.3.13) ein, so
ergibt sich

S el (C+ ) HHv;Nf(mH))H
msup ——— = -
koo TR — 2| koo (€ — Ok) HHD(M;J:*)(Vf 1) H

it [Ty (V£ (i)
<1 1
- (lffofpé—é) (11@%00 HHDMT (Vf(mk))H

) lim sup 7,

k—oc

Il
N\
O IO
~_

o

Hieraus erkennt man, daf die Folge (7). gegen z* mindestens linear
konvergiert, falls

T <

ol o

ist und mindestens superlinear, falls 7 = 0 ist. Vv

Es ist auch moglich, quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens zu zei-
gen. Wir benétigen dabei aber eine weitere Voraussetzung, von der wir nicht
wissen, ob sie praktisch erfiillbar ist.

Korollar 5.3.6 Seien die Voraussetzungen aus Satz 5.3.5 gegeben. Sei weiter-
hin V2 f auf der Niveaumenge L(M;xo) Lipschitz-stetig, das heifit es existiere
eine Konstante ¢ > 0, so dafs

HVQf( — V2 f(y H <cllx—y|  firallex,y € L(M;x)
ist. Auflerdem existiere ein Konstante ¢ > 0, so daf
T < ¢ HHV[(Vf(Tk))H fiir alle k € N

gilt. Dann konvergiert die Folge (xy), . mindestens quadratisch gegen x*.
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Beweis. Da der Beweis in groflen Teilen identisch zum Beweis von Satz 5.3.5
ist, geben wir nur die Stellen an, die sich &ndern. Wir &ndern Ungleichung
(5.3.13) in

2
lim sup HHVI@T (Vf<-rk+1))“ - S C<g) + c.
koo || Tpgaray (Y f () | ‘

Denn fiir jedes k € IN existiert nach dem Mittelwertsatz ein 0 < t, < 1, so
daf3

Vf(ze +pe) = V() = V2 (e + tepr)pr

gilt. Mit den zusétzlichen Voraussetzungen modifizieren wir die Ungleichungs-
kette (5.3.14) nun zu

| Tyr (V f (241)) || = | AR ALV f (0 + ) |
ALV f (2 +pk)H
<|| AL (V (e + pr) = V() = V2 (zr)pe) |
+ (| AT (Y f(ar) + V2 f (2r)pr) |
ALV f (e + tipr) — VQf(%))mH
+ ‘ AL (Y f () + VQf(mk)pk)H
<[ AL" || etullpwl* + 7 [ ALV f ()|
——

=1

<ellpill” + 7 | AR ATV £ (a) |
=c|lpel® + 7 [Ty (V£ ()| fiir alle & > &

und mit zusammen mit (5.3.12) ergibt sich nun

. HHV,:(Vf(IkH)) H
im sup )
koo || para) (V f(2x)) |
oy E||pk||2—i-ﬂ€ HHV,Q(Vf(fk))H
<lim 3
i Mo (Vo)) + |y (T )|
< lim sup D)
=1 E(% Hl_ID(M;ac*)(Vf(fk))H)2 +é HD(M;m*)(Vf(xk))HQ
=lim sup 7
k—s00 HHD(M;I*)(vf(Ik))H

92\ 2
= lim sup (c(;) + f:)
k— o0 c
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Setzt man nun (5.3.15) und (5.3.16) in unsere obige Ungleichung ein, so ergibt
sich

—z* ~+ IIy - v
hm sup M S hm sup (C nk) H Vk ( f(mk-i-l)) H

k—oc ||l’k - ZL‘*H2 k—ro0 (é — (Sk) HHD(M;;E*)(vf<fL'k))H2

- (1.  + 1 ) ( [T (V£ () )
<[ limsup ——— lim sup 5
koo (€~ 0p) koo || Tp(agas) (V f (20)

(&) () +)

Hieraus erkennt man, daf8 die Folge (), mindestens quadratisch gegen z*
konvergiert. [ |




Kapitel 6

Numerische Tests

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse préasentiert, die mit
einer Implementation des Newton-Verfahrens in MATLAB erzielt wurden. Wir
beschrianken uns bei dieser Betrachtung auf die Optimierungsaufgabe (Q), das
heifit den Box-restringierten Fall. In unseren Tests versuchen wir, Satz 5.2.8
und Satz 5.3.5 an drei Beispielfunktionen zu verifizieren. Dabei verdndern wir
die Startpunkte xy sowie den wichtigen Parameter des Verfahrens p. Fiir die
Folge (7). wéhlen wir der Einfachheit halber verschiedene Konstanten 7
und versuchen herauszufinden, welche Konvergenzgeschwindigkeit gemifl Satz
5.3.5 erzielt wird. Das Ma# fiir den Aufwand des Verfahrens ist die Anzahl an
Iterationen, die benotigt werden, um eine gewisse Genauigkeit im Ergebnis zu
erreichen. Die Quelltexte des Programms sind in Abschnitt 6.3 zu finden.

6.1 Testaufbau

Wir betrachten also die Optimierungsaufgabe (Q). Als Testfunktionen fiir die
Zielfunktion f : R™ — R benutzen wir

e die Beliebig-dimensionale Funktion,
e die Erweiterte Rosenbrock-Funktion,
e die Wood-Funktion.

Die Funktionen stammen aus Kapitel C von Geiger and Kanzow, 1999. Sie
haben alle die Gestalt

i=1

mit » € IN\ {0} und den Funktionen F; : R" — R fir 1 < i < r. Alle
Funktionen sind Polynome in mehreren Verdnderlichen und damit zweimal
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stetig differenzierbar. Wir wéhlen als Menge [/, u] das n-dimensionale Intervall

—00 1
[ u] == Fo :
—00 1
denn alle drei Funktionen besitzen in (1,...,1) einen stationdren Punkt der

Optimierungsaufgabe (Q). Um letztendlich die Aussagen der Sitze 5.2.8 und
5.3.5 zu verifizieren, miissen wir sicherstellen, dafl die jeweilige Hessesche Ma-
trix V2f(1,..., 1) auf der Menge D([l,u]; (1,...,1)) positiv definit ist. In allen
drei Fillen ist V2f(1,...,1) sogar auf dem ganzen R™ positiv definit.

Testfunktion 6.1.1 (Beliebig-dimensionale Funktion) Es darf
n € IN\ {0} beliebig gewiahlt werden und es gilt r := n+2. Fiir die Funktionen
F;:R" > R mit 1 <7 <rgilt

r; — 1 falls 1 <1 <mn,
Fiz) =42 = d(x;—1) ; falls i =n + 1,
(Z}Ll iz — 1)) falls i = n -+ 2.

Testfunktion 6.1.2 (Erweiterte Rosenbrock-Funktion) Bei dieser Funk-
tion muff n € N\ {0} gerade sein und es ist r := n. Es gilt fiir die Funktionen
Fgl‘,1 ]R”—)]Rm1t1§7§g

F2i71(l“) = 10(51321 - 51321‘712)

und fiir die Funktionen Fyp; : R" — R mit 1 <i < 3

Fgl(?“) =1 Toi—1.

Testfunktion 6.1.3 (Wood-Funktion) Bei dieser Funktion ist n := 4 und
r := 6. Wir haben also in diesem Fall nicht die Mdoglichkeit, ein hochdimen-
sionales Beispiel zu konstruieren. Es gilt fiir die Funktionen F; : R® — R mit
1<1<6



6.1 Testaufbau 111

Nun kommen wir zum Newton-Verfahren selbst. Wir setzen die Konstanten
=1, po:=10" p;:=0.25 py:=0.75

und
o1:=0.25, 09:=0.5, o03:=1.5

und wiahlen fiir die Konstante pio mehrere Werte, da sie sowohl bei der Berech-
nung des Cauchy-Schritts als auch bei der Berechnung der Zwischenschrittte
wichtig ist und daher im Verfahren eine grofie Rolle spielt. Wir wihlen n := 4
bei allen Funktionen und n := 16 bei der Beliebig-dimensionalen Funktion
und der Erweiterten Rosenbrock-Funktion. Neben der Testreihe haben wir
mit den beiden letztgenannten Funktionen noch einzelne Tests mit hoheren
Werten fiir n durchgefiihrt, wegen der hohen Rechendauer der Implementation
in MATLAB jedoch auf die Wahl verschiedener Parameter verzichtet und so-
mit nicht in die Tabellen eingefiigt. Fiir die verschiedenen Werte von n suchen
wir nun verschiedene Startwerte zq € [/, u] aus. Fiir n := 16 lassen wir wir
aufler den Startwerten (0,...,0) und (=5, ..., —5) einen Zufallsgenerator wei-
tere Startwerte xg erzeugen und mitteln dann iiber die Anzahl an Iterationen.
Wir definieren nun

Ao = ||V f(zo)| -
Das Verfahren bricht ab, sobald

Vit f(ax) ]| < 107
ist. Wir setzen die Konstanten zur Berechnung des Cauchy-Schritts
y1:=1, 7 =08, ~v3:=4, 74:=125,

wobei 74 eine neu eingefiihrte Konstante darstellt. Erfiillt oy := v, Forderung
(3.3.3) schon von Anfang an, so wird a4, solange mit -, multipliziert, bis es
im darauffolgenden Schritt Forderung (3.3.5) erfiillt oder grofler als 3 ist.
Ansonsten greift das Verfahren aus Satz 3.3.2, also die Multiplikation mit 5.
Der Einfachheit halber wiahlen wir in unserer Implementation fiir die Folge
(7k) e die konstante Folge

=7 furalleke N

mit einer Konstanten 7 € Ry U {0}, die wéhrend der Testreihe verschiedene
Werte annimmt. Wir iiberpriifen nun, ob das Verfahren konvergiert. Sobald
die Folge (x,),cn einen Haufungspunkt besitzt, konvergiert sie nach Satz 5.2.8
auch. Um die Konvergenzordung zu ermitteln, berechnen wir die Quotienten

[zk1 — 27

. fir alle k € N
[ox— o]
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fiir verschiedene Werte von 7. Nach Satz 5.3.5 sollten wir bei hinreichend klei-
nen 7 > () mindestens lineare Konvergenz und im Fall 7 := 0 sogar mindestens
superlineare Konvergenz der Folge (x), . erhalten. In Lemma 5.3.4 suchen
wir ein Minimum der Funktion ¢ : R™ — R, definiert durch

a6la) = 9 ()" (0 = 20) + 50— 20) VS () o — ),

auf Ti + ij . Da es zwar nicht fiir die Rechenzeit, aber fiir die Anzahl an
[terationen unerheblich ist, wie man dieses Minimum bestimmt, verwenden
wir die Funktion ’fmincon’ aus MATLAB, wobei wir das Ergebnis wieder auf
die Menge [l, u] projizieren, da andernfalls das Verfahren nicht weiterarbeiten
kann.

6.2 Testergebnisse

Wir stellen die Ergebnisse fiir jede der Funktionen einzeln dar. In den bei-
den linken Spalten sind die verschiedenen Werte fiir n und die verschiedenen
Startpunkte zy angegeben. Jede darauffolgende Spalte steht fiir ein Paar der
Konstanten (ug, 7) und enthélt in jedem Eintrag die Anzahl an Iterationen, die
das Newton-Verfahren bis zur Erfiillung der Abbruchbedingung benétigt. Bei
allen Tests konnten wir die Anzahl an Iterationen angeben, denn die Grund-
voraussetzung dafiir, ndmlich die Konvergenz gegen den stationdren Punkt
(1,...,1), war immer erfiillt.

Ergebnis 6.2.1 (Beliebig-dimensionale Funktion) Bei der Testreihe mit
der Beliebig-dimensionalen Funktion fallt auf, dafl die Anzahl an Iterationen
kaum von der Wahl der Konstanten jo und 7 abhéngt. Die Iterationsschritte
waren jedoch verschieden und es gab geringe Abweichungen. Auffillig ist, dafl
bei den hoherdimensionalen Tests die Anzahl an Iterationen im Unterschied
zu den anderen Testfunktionen ansteigt, jedoch geringer als n, was durch Tests
mit n := 64 bestétigt wird. Die Konvergenzgeschwindigkeit konnte nicht genau
ermittelt werden, jedoch war die Folge der Quotienten der Form

Tpy1 — TF
S
[l — 2]
ab einem gewissen k € IN absteigend und die letzten 5 bis 6 Iterationschrit-
te lagen nahe bei Null, so da} wir superlineare Konvergenz zumindest nicht
ausschliefen konnen.
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H Beliebig-dimensionale Funktion

Lo = 1072 107!

T = 1079 1]1073] 1
(0,0,0,0) 8] 8 8] 8
(=5.0,0,0) 8] 8 9] 9

n:=4 | (=5,-5,0,0) 10[10] 10[10

(—5,-5,—5,0) ]| 111t
(=5,—5,—5,—5) || 12|12 1212

0,...,0) 14 | 14 14| 14
n:= 16 & von 5 Tests 171 17 17| 17
(=5,...,=5) 18 | 19 19| 19

Ergebnis 6.2.2 (Erweiterte Rosenbrock-Funktion) Bei der Testreihe mit
der Erweiterten Rosenbrock-Funktion sieht man hingegen, dafl die Anzahl an
[terationen zwar kaum von pg, jedoch von 7 abhéngt. Diesmal gibt es auch
keine nennenswerte Abhéngigkeit von der Dimension des Problems, auch fiir
n = 64 benotigt das Newton-Verfahren eine dhnliche Anzahl an Iterationen.
Auch bei dieser Testreihe konnte die Konvergenzgeschwindigkeit nicht genau
bestimmt werden, jedoch lagen die Quotienten der Form

21 — 27|

. mit k € IN
|vx — ]|

fiir die letzten 4 bis 5 Iterationschritte nahe bei Null.

H Erweiterte Rosenbrock-Funktion H

Mo == 102 10!

T = 10°] 1]10°] 1
(0,0,0,0) 16 [17] 1617
(=5,0,0,0) 38 [38] 38]38

n:=4 | (=5,-5,0,0) 38 35| 3835

(=5,—5,—5,0) 40 [39 [ 4039
(—5,—-5,—5,—5) | 39|35 39|35

(0,...,0) 16|16 16|17
n:= 16 @ von b Tests 35| 35 35 | 34
(—5,...,-5) 39 | 35 39 | 35

Ergebnis 6.2.3 (Wood-Funktion) Leider lie sich die Wood-Funktion nur
fiir n := 4 testen, da sie nur fiir diese Dimension definiert ist. Auch hier
erkennt man eine stirkere Abhéngigkeit von 7 als von .
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H Wood-Funktion H

Lo = 1072 107!

T = 1073 1]1073]1
(0,0,0,0) 6| 6 6|6
(=5.0,0,0) 9] 9 9[9

n:=4/[ (=5,-5,0,0) 9] 8 98
(—5,—5,-5,0) 9[10 9[8

(=5, —5,=5,—5) 9] 8 9[8

6.3 Implementation

In diesem Abschnitt werden wir einige Anmerkungen zur Implementation des
Newton-Verahrens in MATLAB machen und abschliefend die Quelltexte ange-
ben. Zunéchst ist zu beachten, dafl der aktuelle Iterationspunkt mit ’z’ und
der gerade berechnete Iterationspunkt mit ’z_neu’ bezeichnet wird. Das hat
den Grund, dal MATLAB die Variable ’>x’ fiir seine Unterfunktion ’fmincon’
so verwendet, dafl sie im Rest der Funktion ’zwischenschritte’ nicht mehr
benutzt werden kann. Auflerdem verwenden wir wéihrend des gesamten Pro-
gramms Zeilenvektoren statt Spaltenvektoren als Standardvektoren.
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O sk sk sk o o ok sk ok o ok sk sk ok o ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok sk ok ok
% Funktion ’newton’

% Beschreibung: Implementation des Newton-Verfahrens in Matlab

% ’k’ ist die Anzahl an Iterationen, die das Newton-Verfahren
% benoetigt. ’zielfunktion’ ist das Handle der Zielfunktion, ’z’
% ist ein Punkt der Menge ’[1 , u]’.

o
% Datei oeffnen

datei = fopen(’ergebnis’ , ’w’);

% _______________________________________________________________

% Konstanten
%mu_0 = 1le-2;

mu_1 = 1;

rho_0 = 1e-3;
rho_1 = 0.25;
rho_2 = 0.75;
sigma_1 = 0.25;
sigma_2 = 0.5;
sigma_3 = 1.5;
%tau = 1le-3;

abbruch_konstante = 1e-2;

% Beliebig-dimensionale Funktion, Nummer 6
%hzielfunktion = Qbeliebig;
%z = [0 0 0 0];

% Erweiterte Rosenbrock-Funktion, Nummer 14
%zielfunktion = Q@rosenbrock;
%z = [0 0 0 0];
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% Wood-Funktion, Nummer 17
%zielfunktion = Qwood;
%z = [0 0 0 0];

e
% Alle verwendeten Funktionen ausser der Wood-Funktion
%n = 16;

Yrand(’state’ , sum(100 * clock));
%z = -5 % rand(1 , n);

% Stationaerer Punkt aller verwendeten Funktionen
z_stationaer = ones(l , length(z));

A —
% Initialisierung

/AN PP
k = 0;

[f , g , Hl = feval(zielfunktion , z);
delta = norm(g);
abbruch = norm(projizierter_gradient(zielfunktion , z));

fprintf(datei , ’Funktion ’’%s’’\n\n’ , func2str(zielfunktion));
fprintf(datei , ’\t mu_0 = %16.8f\n’ , mu_0);

fprintf(datei , ’\t tau = %16.8f\n\n’ , tau);

fprintf(datei , ’%d. Iterationsschritt\n’ , k);

fprintf(datei , ’\t z = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ , z);
fprintf(datei , ’\n’);

fprintf(datei , ’\t f = %10.2f\n’ , f);

fprintf(datei , ’\t delta = %10.2f\n’ , delta);

fprintf(datei , ’\t norm(pg) = %10.2f\n\n\n’ , abbruch);

% Schleife
while (abbruch > abbruch_konstante)

/AP
k =k + 1;
p_C = cauchy_schritt(zielfunktion , z , delta , mu_O ,
mu_1);

fprintf (datei , ’Zwischenschritte des %d.
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Iterationsschritts\n\n’ , k);
z_neu = zwischenschritte(zielfunktion , z , p_C , delta ,
mu_1 , tau , datei);

[f , g, Hl = feval(zielfunktion , z);
[f_neu , g_neu , H_neu] = feval(zielfunktion , z_neu);
chi = (f - f_neu)
/ (f - modellfunktion(zielfunktion , z , z_neu - z));
if (chi > rho_0)
quotient = norm(z_neu - z_stationaer)
/ norm(z - z_stationaer);

Z = ZzZ_neu;
f = f_neu;
g = g_neu;
H = H_neu;
else

quotient = 1;
end
if (chi <= rho_1)
delta = sigma_1 * delta;
elseif (chi >= rho_2)
delta = sigma_3 * delta;
else
delta = sigma_2 * delta;

end

abbruch = norm(projizierter_gradient(zielfunktion , z));
/S

fprintf(datei , ’%d. Iterationsschritt\n’ , k);

fprintf(datei , ’\t z = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ ,

z);

fprintf(datei , ’\n’);

fprintf(datei , ’\t f = %10.2f\n’ , £f);

fprintf(datei , ’\t delta = %10.2f\n’ , delta);

fprintf(datei , ’\t norm(pg) = %10.2f\n’ , abbruch);

fprintf(datei , ’\t quotient = %10.2f\n\n\n’ , quotient);
end
S —

% Datei schliessen
fclose(datei);
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%***************************************************************
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ok ok ok ok ok ok sk Kok oK ok ok oK KK ok K oK KKK oK oK KKK oK K K oK oK KKK KKK KKK oK K K
% Funktion ’cauchy_schritt’

% Beschreibung: Cauchy-Schritt des Newton-Verfahrens

%***************************************************************

function p_C = cauchy_schritt(zielfunktion , z , delta , mu_O ,
mu_1)

% ’gamma_1’ , ’gamma_2’ , ’gamma_3’ sind die Konstanten zur

% Berechnung des Cauchy-Schritts aus Abschnitt 3.3. Erfuellt

% ’alpha = gamma_1’ Forderung (3.3.3) schon von Anfang an, so

% wird ’alpha’ solange mit ’gamma_4’ multipliziert, bis es im

% darauffolgenden Schritt Forderung (3.3.5) erfuellt oder

% groesser als ’gamma_3’ ist. Ansonsten greift das Verfahren aus
% Satz 3.3.2, also die Multiplikation mit ’gamma_2’.

% ’zielfunktion’ ist das Handle der Zielfunktion, ’z’ ist ein

% Punkt der Menge ’[1 , ul’.

e
% Konstanten

gamma_1 = 1;

gamma_2 = 0.8;

gamma_3 = 4;

gamma_4 = 1.25;

% Initialisierung

[f , g, Hl = feval(zielfunktion , z);
alpha = gamma_1;

pi = projektion(z - alpha * g) - z;

mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);

while ((mf - f <= mu_0 * (g * pi’)) & (norm(pi) <= mu_1 * delta)
& (alpha <= gamma_3))
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alpha = alpha * gamma_4;
pi = projektion(z - alpha * g) - z;
mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);

alpha = alpha / gamma_4;
pi = projektion(z - alpha * g) - z;
mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);

while ((mf - £ > mu_0 * (g * pi’)) | (norm(pi) > mu_1 * delta))
alpha = alpha * gamma_2;
pi = projektion(z - alpha * g) - z;
mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);

% Ergebnis
p_C = pi;

%***************************************************************
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O sk sk sk o o ok sk ok o ok sk sk ok o ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok sk ok ok
% Funktion ’modellfunktion’

b

% Beschreibung: Modellfunktion der Zielfunktion des
b Newton-Verfahrens

b

%***************************************************************

function mf = modellfunktion(zielfunktion , z , p)

% ’zielfunktion’ ist das Handle der Zielfunktion, ’z’ und ’p’
% sind Punkte des ’R°n’.

% Initialisierung
[f , g, Hl = feval(zielfunktion , 2z);

% Ergebnis
mf =f +gx*xp” + (p*xHx*p’)/ 2;

%***************************************************************
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3k 3k ok ok sk ok ok ok o ok ok ok ok o K ok o ok ok Kok oK ok ook KoK oK K ok oK ok K ok oK oK oK K Kok oK Kok ok oK ok ok oK ok
% Funktion ’projektion’

b

% Beschreibung: Projektion auf die Menge ’[1 , ul’

0

/A

%***************************************************************

function y = projektion(z)

% ’z’ ist ein Punkt des ’R°n’.

% Initialisierung

n = length(z);

1 = schranke(z , 0);
u = schranke(z , 1);

% Ergebnis
for (i =1 : n)
if (z(i) < 1(1))

y(i) = 1(i);
elseif (z(i) > u(i))

y(i) = u(i);
else

y(i) = z(i);

end
end

%***************************************************************
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%%k ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok o ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok
% Funktion ’projizierter_gradient’

T

% Beschreibung: Projizierter Gradient der Zielfunktion des
A Newton-Verfahrens

T

%***************************************************************

function pg = projizierter_gradient(zielfunktion , z)

% ’zielfunktion’ ist das Handle der Zielfunktion, ’z’ ist ein
% Punkt des ’R°n’.

S —
% Initialisierung

n = length(z);

1 = schranke(z , 0);

schranke(z , 1);
[f , g, Hl = feval(zielfunktion , z);

% Ergebnis
for (i =1 : n)
if (z(i) == 1(i))
pg(i) = max(- g(i) , 0);
elseif (z(i) == u(i))
pg(i) = min(- g(i) , 0);
else
pg(i) = - g(i);
end
end

%***************************************************************
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Ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok o o o o o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o o ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok o o o ok ok ok ok ok ok ok ok o o o ok K ok ok ok ok ok ok
% Funktion ’schranke’

0

A

o ibung: , u

% Beschreibun Schranken der Menge °’[1 ]

yA

0

%***************************************************************

function s = schranke(z , i)

% i =0’ gibt als Vektor die Schranke ’1’ aus, ’i = 1’ gibt als
% Vektor die Schranke ’u’ aus. ’z’ ist ein Punkt des ’R°n’.

% Initialisierung
n = length(z);

% _______________________________________________________________
% Ergebnis
if (i == 0)
s = -Inf * ones(1 , n);
else
s = ones(1 , n);
end

%***************************************************************
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%%k ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok o ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok
% Funktion ’zwischenschritte’

b

% Beschreibung: Zwischenschritte des Newton-Verfahrens

0

h

%***************************************************************

function zwischenschritt = zwischenschritte(zielfunktion , z ,
p_C , delta , mu_1 , tau , datei)

% Die Zwischenschritte werden nach der Beschreibung in Abschnitt
% 4.2 und Lemma 5.3.4 berechnet. ’zielfunktion’ ist das Handle
% der Zielfunktion, ’z’ ist ein Punkt der Menge ’[1 , ul’.

o
% Optionen der Unterfunktion ’fmincon’
options = optimset;

hoptions = optimset(’LargeScale’ , ’off’);
Y EE——————
% Initialisierung

/S PP
j=2;

n = length(z);

1 = schranke(z , 0);

u = schranke(z , 1);

z_neu = z + p_C;

[f , g , Hl = feval(zielfunktion , z);
/S
A = eye(n);

1b = 1;

ub = u;

for (i =1 : n)
if ((z_neu(i) == 1(1)) | (z_neu(i) == u(i)))
A(A , i) = 0;

end
end
i=1;
while (i <= size(dA , 1))
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if (norm(A(i , :)) == 0)

AL, @) = [I;
1b(i) = [1;
ub(i) = [1;
i=1i-1;
end
i=1i+1;
end

x_start = zeros(1l , size(A , 1));
if (“isempty(A))
x = fmincon(@problemfunktion , x_start , [1 , [0 , 0O ,
[] , 1b , ub , @trustregiongrenze , options , z , g ,
H, zneu , A, delta , mu_1);
z_neu = projektion((z_neu)’ + A’ x x’);

fprintf(datei , ’%d. Zwischenschritt\n’ , j);

fprintf(datei , ’\t z_neu = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ ,
zZ_neu) ;

fprintf (datei , ’\n’);

for (i =1 : size(A , 1))
fprintf(datei , ’\t A(%d , :) = %d %d %d %d %d %d %d %4’ ,

i, A, :);

fprintf(datei , ’\n’);

end

fprintf(datei , ’\n’);

% Schleife
while (("isempty(A)) & (j <= n + 1)
& (norm(A * (g’ + H * (z_neu - z)’)) > tau * norm(A * g’)))

/2SO
j=3+1
A = eye(n);
1b = 1;
ub = u;

for (i =1 : n)
if ((z_neu(i) == 1(i)) | (z_neu(i) == u(i)))
A(i , 1) = 0;
end
end
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i=1;
while (i <= size(A , 1))
if (norm(A(i , :)) == 0)

AL, ) = [O;
1b(i) = [1;
ub(i) = [1;
i=1i-1;
end
i=1+1;

x_start = zeros(l , size(A , 1));
if (Tisempty(A))
x = fmincon(@problemfunktion , x_start , [] , [] ,
(J , 0, 1b, ub , @trustregiongrenze ,
options , z , g , H, z_neu , A, delta , mu_1);
z_neu = projektion((z_neu)’ + A’ x x’);

fprintf(datei , ’%d. Zwischenschritt\n’ , j);
fprintf (datei ,
’\t z_neu = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ , z_neu);
fprintf (datei , ’\n’);
for (i =1 : size(A , 1))
fprintf(datei ,
A\t ACkd , @) = %d %d %d %hd hd hd %d %d’ , 1,
AL, :));
fprintf(datei , ’\n’);
end
fprintf(datei , ’\n’);

% Ergebnis
zwischenschritt = z_neu;

b
% Unterfunktion ’problemfunktion’

T

% Beschreibung: Funktion ’q’ in Lemma 5.3.4.

h
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/.

function [f , g , H] = problemfunktion(x , z , g , H, z_neu ,
A , delta , mu_1)

% Ergebnis
f= (A% (g2 +Hx* (z_neu - 2)’))’ * x’
+ 1/ 2*xx % AxHx*xA” x x7;
if (nargout > 1)
g=(A* (g2 +H=x* (z_.neu - 2)’))’ + A *xH=x* A’ x x7;
elseif (nargout > 2)
H=AxHx* A’;
end

T
% Unterfunktion ’trustregiongrenze’

T

% Beschreibung: Forderung 4.2.7.

T

9% ===

function [kleinergleich , gleich] = trustregiongrenze(x , z ,
g, H, zneu, A, delta , mu_1)

%***************************************************************
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%%k ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok o ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok
% Funktion ’funktionsauswertung’

b

% Beschreibung: Ausgabe des Funktionswertes der Zielfunktion des
% Newton-Verfahrens zusammen mit ihrem Gradienten,
% ihrem projizierten Gradienten und ihrer

% Hesseschen Matrix, auch in Diagonalform

h

%***************************************************************

function funktionsauswertung(zielfunktion , z)

% ’zielfunktion’ ist das Handle der Zielfunktion, ’z’ ist ein
% Punkt des ’R°n’.

Y E——————
% Datei oeffnen

datei = fopen(’zielfunktion’ , ’w’);
I EE——————

% Beliebig-dimensionale Funktion, Nummer 6
hzielfunktion = @beliebig;
hz = [1 11 1];

% Erweiterte Rosenbrock-Funktion, Nummer 14
%zielfunktion = @rosenbrock;
%z = [1111];

% Wood-Funktion, Nummer 17
%zielfunktion = Qwood;
%z = [1 11 1];

% Initialisierung

[f , g, Hl = feval(zielfunktion , 2z);

pg = projizierter_gradient(zielfunktion , z);
(U, D] = eig(H);
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% Ausgabe
fprintf(datei , ’Funktion ’’%s’’\n\n’ , func2str(zielfunktion));
fprintf (datei , ’z = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ , z);
fprintf (datei , ’\n\n’);
fprintf (datei , ’f = %10.2f° , f);
fprintf(datei , ’\n\n’);
fprintf(datei , ’g = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ , g);
fprintf(datei , ’\n\n’);
fprintf(datei , ’pg = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n’ , pg);
fprintf(datei , ’\n\n’);
for (i =1 : size(H , 1))
fprintf(datei , H(%d , :) = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f
%10.2f %10.2f %10.2f %10.2f°> , i , H(1i , :));
fprintf(datei , ’\n’);
end
fprintf(datei , ’\n’);
for (i =1 : size(D , 1))
fprintf (datei , ’D(%d , :) = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f
%10.2f %10.2f %10.2f %10.2f° , i , D(i , :));
fprintf(datei , ’\n’);

% Datei schliessen
fclose(datei);

%***************************************************************
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%%k ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok o ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok
% Funktion ’beliebig’

b

% Beschreibung: Beliebig-dimensionale Funktion, Nummer 6

0

h

%***************************************************************

function [f , g , H] = beliebig(z)

% ’z’ ist ein Punkt des ’R°n’, ’f’ der Funktionswert im Punkt
% ’z’, ’g’ der Gradient im Punkt ’z’ und ’H’ die Hessesche
% Matrix im Punkt ’z’.

% Initialisierung

n = length(z);

n+ 2;

zeros(r);

dF = zeros(r , n);

ddF = zeros(r , n , n);

N
T

for (p =1 : n)
F(p) = z(p) - 1;
dF(p , p) = 1;

for (p =1 : n)
+1) =F@m+ 1) +px*x (z(p) - 1);
dF(n + 1, p) = p;

F(n +2) = (F(n + 1))72;

for (p =1 : n)
dF(n + 2 , p) =2 x F(n + 1) * p;
for (g =1 : n)
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ddF(n + 2 , p, Q) =2 * q * p;
end

1 : 1)

g o
N\
'_I
p—g
1l
o
~~
'_I.
p—
+
N
*
i
~~\
o]
g
*
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23]
—~
o]
]
p g

H(i , j) =H@E , j) +2 *x (dF(p , i) * dF(p , j)
+ F(p) * ddF(p , i , j));
end
end
end

%***************************************************************
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%%k ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok o ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok
% Funktion ’rosenbrock’

b

% Beschreibung: Erweiterte Rosenbrock-Funktion, Nummer 14

0

b

%ok sk sk ok sk s ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok K 3 ok ok ok ok k3 ok ok K ok ok K ok ok ok ok ok ok ok K sk ok kK ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok

function [f , g , H] = rosenbrock(z)

% ’z’ ist ein Punkt des ’R°n’, ’f’ der Funktionswert im Punkt
% ’z’, ’g’ der Gradient im Punkt ’z’ und ’H’ die Hessesche
% Matrix im Punkt ’z’.

% Initialisierung

n = length(z);

r = n;

zeros(r);

dF = zeros(r , n);

ddF = zeros(r , n , n);

]
1]

for (q=1:1r/ 2)

/37

F(2xq-1) =10 x (z(2 x q) - (z(2 x q - 1))72);

dF(2 x g -1, 2% qg-1) =-20 x z(2 x q - 1);

dF(2 x g -1, 2 xq) = 10;

ddF(2 *x g -1, 2*xq-1,2%*q-1) = -20;
/37

F(2*xq) =1-2(2%*q-1);

dF(2 x q , 2 *x q - 1) = -1;
end
o
% Ergebnis
/57
f = 0;
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f=f+ (F(p))~2;

end
/3PS P
for (i =1 : n)

g(i) = 0;

for (p=1: 1)

g(i) = g(i) + 2 x F(p) * dF(p , 1i);

end
end
/2

for (i =1 : n)
for (j =1 : n)
H(i , j) = 0;
for (p=1: r)
H(i , j) = H({E , j) + 2 * (dF(p , 1) * dF(p , j)
+ F(p) * ddF(p , i, j));
end
end
end

%***************************************************************
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O sk sk sk o o ok sk ok o ok sk sk ok o ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok sk ok ok
% Funktion ’wood’

% Beschreibung: Wood-Funktion, Nummer 17

%***************************************************************

function [f , g , H] = wood(z)

% ’z’ ist ein Punkt des ’R°n’, ’f’ der Funktionswert im Punkt
% ’z’, ’g’ der Gradient im Punkt ’z’ und ’H’ die Hessesche
% Matrix im Punkt ’z’.

S —
% Initialisierung

n=4;

r = 6;

F = zeros(r);

dF = zeros(r , n);
ddF = zeros(r , n , n);

% Partielle Ableitungen

F(1) = 10 *x (z(2) - (z(1))"2);
dF (1 , 1) = -20 * z(1);

dF(1 , 2) = 10;

ddF(1 , 1, 1) = -20;

*

F(3) = sqrt(90) * (z(4) - (2z(3))"2);
dF(3 , 3) = -2 * sqrt(90) * z(3);

dF (3 , 4) = sqrt(90);

ddF(3 , 3 , 3) = -2 * sqrt(90);

F(4) =1 - z(3);
drF(4 , 3) = -1;
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F(5) = sqrt(10) * (z(2) + z(4) - 2);
dF(5 , 2) = sqrt(10);
dF(5 , 4) = sqrt(10);

F(6) =1/ sqrt(10) * (z(2) - z(4));
dF(6 , 2) =1 / sqrt(10);
dF(6 , 4) = -1 / sqrt(10);

R EE——————
% Ergebnis
/P
f =0;

end
/%0
for (i =1 : n)

g(i) = 0;

for (p=1: 1)

g(i) = g(i) + 2 * F(p) * dF(p , i);

end
end
/%0

for (j =1 : n)
H(i , j) = 0;
for (p=1: r)
H(1i , j) = H(i , j) + 2 % (dF(p , 1) * dF(p , j)
+ F(p) *» ddF(p , i , j));
end
end
end

%***************************************************************
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