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Kapitel 1
Einleitung
1.1 ProblemstellungDas hier betrahtete Newton-Verfahren ist ein spezielles Trust-Region-Verfah-ren f�ur restringierte Optimierungsaufgaben, das auf zweimal stetig di�eren-zierbare Funktionen anwendbar ist. Wir benutzen als Restriktionsmengen dieMengen M und [l; u℄, die im folgenden de�niert werden.De�nition 1.1.1 (Linear und Box-restringierte Menge) Seienm;n 2 N sowie f1; : : : ; mg �Rn;fl1; : : : ; lmg �R [ f�1g undfu1; : : : ; umg �R [ f1g:Die linear restringierte Menge M ist durhM := fx 2 Rn j li � iTx � ui f�ur alle 1 � i � mgund f�ur m := n die Box-restringierte Menge [l; u℄ durh[l; u℄ := fx 2 Rn j li � xi � ui f�ur alle 1 � i � ng:de�niert.Die MengeM ist ein Polyeder und [l; u℄ kann man auh als n-dimensionales In-tervall oder als n-dimensionalen Quader bezeihnen. Insbesondere ist die Box-restringierte Menge [l; u℄ eine spezielle Variante von M , die uns haupts�ahlihbei der Implementation des Newton-Verfahrens in Matlab begegnen wird,da sie tehnish einfaher zu handhaben ist als die linear restringierte MengeM . Viele Aussagen dieser Arbeit lassen sih auh f�ur allgemeinere Mengen zei-gen, das sind die nihtleeren, abgeshlossenen und konvexen Teilmengen des
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Rn, die wir durhg�angig mit 
 bezeihnen werden. Sei nun f : Rn ! R dievon uns betrahtete Zielfunktion, die in der Regel mindestens einmal stetigdi�erenzierbar sein sollte. Die zu l�osenden Optimierungsaufgaben (P) und (Q)lauten mit Hilfe dieser De�nitionen(P) Minimiere f(x) auf Msowie(Q) Minimiere f(x) auf [l; u℄:
1.2 MotivationDie Besonderheiten des hier vorgestellten Verfahrens sind geometrisher Na-tur. Globale und superlineare Konvergenz bei der L�osung der Optimierungs-aufgabe (P) wurden mit anderen Verfahren bisher nur unter der Voraussetzungder strikten Komplementarit�at an einem station�aren Punkt (De�nition 2.2.2)x� 2M erzielt. Das bedeutet, da� in der Darstellung

rf(x�) = mXi=1 �iinah dem Satz von Karush-Kuhn-Tuker f�ur die Lagrange-Multiplikatorenf�1; : : : ; �mg � R niht nur
�i8><>:� 0 falls iTx� = li;= 0 falls li < iTx� < ui;� 0 falls iTx� = ui;sondern sogar
�i8><>:> 0 falls iTx� = li;= 0 falls li < iTx� < ui;< 0 falls iTx� = uigilt. Zus�atzlih ben�otigen diese Verfahren die exakte L�osung von linearenGleihungssystemen. Wir werden ein Verfahren vorstellen, da� weder auf diestrikte Komplementarit�at an einem H�aufungspunkt noh auf das genaue L�osenlinearer Gleihungssysteme angewiesen ist. Insbesondere erm�ogliht es uns dasL�osen hohdimensionaler Optimierungsaufgaben und wir legen niht einmalspeziellen Wert darauf, da� die Vektoren der Ungleihungsrestriktionen linearunabh�angig sind. Der �uberwiegende Teil dieser Arbeit beruht auf den Ergeb-nissen von Chih-Jen Lin und Jorge J. Mor�e, Newton's method for largebound-onstrained optimization problems (Lin and Mor�e, 1999), wo man die
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entsprehenden Literaturangaben dazu �ndet. In dieser Arbeit werden zweiVerfahren vorgestellt, wobei das zweite eine spezielle Version des ersten ist.Zun�ahst betrahten wir ein Trust-Region-Verfahren (Verfahren 3.1.1) f�ur li-near restringierte Optimierungsaufgaben und entwikeln daf�ur Konvergenz-aussagen. Beim Newton-Verfahren (Verfahren 5.1.1) werden dann bestimmteParameter des Trust-Region-Verfahrens fest gew�ahlt, so da� dieses Verfahrenaber nur noh auf zweimal stetig di�erenzierbare Funktionen anwendbar ist.Wir werden insgesamt vier Hauptresultate entwikeln.(i) Das erste wird durh die S�atze 3.5.4 und 3.5.5 repr�asentiert. Es wird dasResultat gezeigt, da� jeder H�aufungspunkt der durh das Trust-Region-Verfahren erzeugten Folge (xk)k2N ein station�arer Punkt der Optimie-rungsaufgabe (P) ist. Dieses Ergebnis beruht im wesentlihen darauf, da�wir die Minderung in der Modellfunktion des Trust-Region-Subproblemsmit Hilfe des Cauhy-Shritts (De�nition 3.3.1) absh�atzen k�onnen. DerCauhy-Shritt ist eine "projizierte Version des steilsten Abstiegs\. Dashei�t, da� man in Rihtung des negativen Gradienten nah einem Punktsuht, der eine gewisse Minderung in der Modellfunktion garantiert, oh-ne die Menge M zu verlassen. Das wird dadurh erreiht, da� man denPunkt wieder auf M projiziert.(ii) Das zweite beinhaltet den geometrishen Aspekt des Trust-Region-Ver-fahrens und sagt aus, da� letztendlih alle Iterationspunkte des Verfah-rens in der durh den negativen Gradienten eines station�aren Punktes ex-ponierten Seiten�ahe (De�nition 4.1.1) enthalten sind. Satz 4.1.12 lie-fert dieses Resultat. Die exponierte Seiten�ahe ist eine spezielle Seiten-�ahe des Polyeders M . Wir ben�otigen dieses Ergebnis f�ur die Hauptre-sultate (iii) und (iv), da wir keine strikte Komplementarit�at vorausset-zen.(iii) Das dritte Resultat gilt speziell f�ur das Newton-Verfahren und bein-haltet die Aussage, da� unter der Annahme der positiven De�nitheitder Hesseshen Matrix an einem station�aren Punkt x� 2 M auf einemspeziellen Untervektorraum des Rn die gesamte Folge (xk)k2N gegen x�konvergiert. Satz 5.2.8 liefert die dazugeh�origen Details.(iv) Die vierte Aussage wird durh Satz 5.3.5 ausgedr�ukt und lautet, da� un-ter den gleihen Voraussetzungen wie f�ur Hauptresultat (iii) und einerweiteren Bedingung an die Iterationen zur L�osung des Trust-Region-Subproblems die Folge (xk)k2N mindestens linear oder superlinear kon-vergiert.Zur Entwiklung dieser Ergebnisse sind aber noh andere wihtige Hilfsmittelnotwendig, die auh in den Kapiteln davor behandelt werden.
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� In Kapitel 2 werden die theoretishen Grundlagen bereitgestellt, die imweiteren Verlauf ben�otigt werden. Dabei handelt es sih um Projektio-nen (De�nition 2.1.1) und deren fundamentale Eigenshaften sowie umden projizierten Gradienten (De�nition 2.2.1), der uns die Abbruhbe-dingung des Trust-Region-Verfahrens liefert. Wir entwikeln die Rih-tungsableitung der Projektion, die wir sp�ater mit dem projizierten Gra-dienten in Verbindung bringen. Die meisten S�atze dieses Kapitels stam-men aus Zarantonello, 1971.� In Kapitel 3 wird ein Trust-Region-Verfahren f�ur linear restringierteOptimierungsaufgaben vorgestellt und das Konvergenzverhalten unter-suht. Wir f�uhren den Cauhy-Shritt ein, der das Trust-Region-Sub-problem zwar niht notwendigerweise l�ost, aber bei der Konvergenz-analyse unerl�a�lih ist. Dieses Verfahren dient als Grundlage f�ur dasNewton-Verfahren und man �ndet auh das Hauptresultat (i). Als Quel-le dazu dient Burke et al., 1990.� In Kapitel 4 werden gewisse geometrishe Aspekte des Trust-Region-Verfahrens dargestellt. Wir de�nieren die exponierte Seiten�ahe undden Normalkegel (De�nition 4.1.4), um damit Hauptresultat (ii) zu ent-wikeln. Wir f�uhren die Zwishenshritte (De�nition 4.2.1) zur besse-ren N�aherung an die L�osung des Trust-Region-Subproblems ein, um mitdem Newton-Verfahren hohdimensionale Probleme l�osen zu k�onnen undgleihzeitig lineare oder superlineare Konvergenz zu gew�ahrleisten.� In Kapitel 5 wird das Newton-Verfahren erl�autert und dessen Konver-genzeigenshaften beshrieben. Insbesondere entwikeln wir in diesemKapitel die Hauptresultate (iii) und (iv). Unter weiteren Annahmen, dieeher theoretisher Natur sind, k�onnen wir auh quadratishe Konvergenzzeigen.� In Kapitel 6 werden die numerishen Ergebnisse pr�asentiert, die mit einerImplementation des Newton-Verfahrens inMatlab erzielt wurden. Wirbeshr�anken uns allerdings auf die Optimierungsaufgabe (Q), betrahtenaber vershiedene Funktionen und ver�andern wihtige Parameter desVerfahrens.



Kapitel 2
Theoretishe Grundlagen
In diesem Kapitel werden die theoretishen Grundlagen bereitgestellt, die imweiteren Verlauf ben�otigt werden. Dabei handelt es sih zum einen um Projek-tionen und deren fundamentale Eigenshaften. Darauf aufbauend werden wireine Funktion kennenlernen, die zwar, da sie niht linear ist, niht als Ablei-tung der Projektion betrahtet werden kann, aber eine N�aherung der Ordnungo(khk) f�ur �Anderungen im Argument der Projektion der Gestalt h 2 Rn liefert.Daraus erh�alt man die Rihtungsableitung der Projektion, die wir sp�ater da-zu verwenden werden, um die Durhf�uhrbarkeit des Trust-Region-Verfahrenszu zeigen. Anshlie�end f�uhren wir den projizierten Gradienten ein, der unsdie Abbruhbedingung des Trust-Region-Verfahrens liefert und den wir sp�atermit der Rihtungsableitung der Projektion in Verbindung bringen werden.
2.1 ProjektionAls erstes sollen an dieser Stelle Projektionen auf abgeshlossene und konvexeMengen eingef�uhrt und deren Eigenshaften beshrieben werden. Sei dazu
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Menge und x 2 Rn belie-big vorgegeben. Anshaulih gesehen ist die Projektion von x auf 
 der Punktaus 
, der den geringsten Abstand zu x besitzt, hier bez�uglih der euklidi-shen Norm. Da das kanonishe Skalarprodukt aus dem Rn insbesondere einenHilbertraum maht, ist die Projektion wohlde�niert, da zu diesem x genau einy0 2 
 mit der Eigenshaftky0 � xk = infy2
 ky � xk
existiert. In der gesamten Arbeit wird aussshlie�lih die euklidishe Normbenutzt, aus diesem Grund lassen wir den Index unten rehts zur Bezeihnungder Norm weg.
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De�nition 2.1.1 (Projektion) Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlosseneund konvexe Menge und x 2 Rn. Die Projektion auf 
 ist die Abbildung�
 : Rn ! 
 mit �
(x) := y0;wobei ky0 � xk = infy2
 ky � xk gelte.Das n�ahste Lemma liefert eine grundlegende Charakterisierung der Projek-tion.Lemma 2.1.2 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Men-ge. F�ur x 2 Rn und y0 2 
 giltky0 � xk = infy2
 ky � xk
genau dann, wenn (y0 � x)T (y � y0) � 0 f�ur alle y 2 
ist. Durh diese Eigenshaft ist die Projektion auf 
 eindeutig harakterisiert.Beweis. Siehe den Beweis von Lemma 1.1 in Zarantonello, 1971. �Die erste Eigenshaft im n�ahsten Satz wird oft auh als Monotonie der Pro-jektion bezeihnet. Die zweite Eigenshaft sagt aus, da� Projektionen niht ex-pandierend sind. Das bedeutet, da� bei Abbildung von Punkten die Abst�andeder Bildpunkte durhaus gleih bleiben k�onnen, die Abbildung aber sonst kon-trahiert. Insbesondere ergibt sih aus der zweiten Aussage die Stetigkeit derProjektion.Satz 2.1.3 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Menge.Dann gelten f�ur alle x; y 2 Rn(i) (�
(x)� �
(y))T (x� y) � 0 und im Fall �
(x) 6= �
(y) gilt sogar diestrikte Ungleihung,(ii) k�
(x)� �
(y)k � kx� yk.Beweis. Siehe den Beweis von Lemma 1.2 in Zarantonello, 1971. �Teil (i) des n�ahsten Satzes stammt aus Toint, 1988, Teil (ii) aus Calamai andMor�e, 1987.Satz 2.1.4 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Menge.Dann gelten f�ur alle x; d 2 Rn
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(i) die Funktion ' : R+ [ f0g ! R, de�niert durh'(�) := k�
(x+ �d)� xk ;ist monoton nihtfallend,(ii) die Funktion  : R+ ! R, de�niert durh

 (�) := k�
(x+ �d)� xk� ;
ist monoton nihtsteigend.Beweis.(i) Seien x; d 2 Rn und � > � � 0. Wir werdenk�
(x+ �d)� xk � k�
(x+ �d)� xkzeigen. Durh einfahes Ausmultiplizieren erh�alt mank�
(x+ �d)� xk2=k�
(x+ �d)� xk2+ 2(�
(x+ �d)� x)T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))+ k�
(x+ �d)� �
(x+ �d)k2�k�
(x+ �d)� xk2+ 2(�
(x+ �d)� (x+ �d))T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))+ 2�dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d)):Hierbei sieht man, da� die letzten beiden Terme nihtnegativ sind, dennes ist (�
(x+ �d)� (x+ �d))T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d)) � 0aufgrund von Lemma 2.1.2 und es gilt weiterhin nah Satz 2.1.3, Teil (i)�dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))= ��� � ((x+ �d)� (x+ �d))T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))�0:Insgesamt ist damit die oben angegebene Ungleihung gezeigt. p
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(ii) Seien nun x; d 2 Rn und � > � > 0. Wir wollen die Ungleihungk�
(x+ �d)� xk� � k�
(x+ �d)� xk�zeigen. Falls �
(x+ �d) = �
(x+ �d)gilt, dann ist sogar die Ungleihungk�
(x+ �d)� xk� < k�
(x+ �d)� xk�erf�ullt und wir sind fertig. Daher betrahten wir jetzt den Fall, da��
(x+ �d) 6= �
(x+ �d)ist. Seien dazu beliebige u; v 2 Rn mitvT (u� v) > 0vorgegeben. Daraus ergibt sih sofort kvk2 < vTu � kvk kuk und somitkvk < kuk. Weiterhin folgt darauskvk uT (u� v) = kvk (u� v)T (u� v) + kvk vT (u� v)= kvk ku� vk2 + kvk vT (u� v)�kvk vT (u� v)�kuk vT (u� v)und damit die Ungleihungkukkvk � uT (u� v)vT (u� v) :Setzt man nun u :=�
(x+ �d)� x undv :=�
(x+ �d)� x;so folgt mit Lemma 2.1.2uT (u� v) =(�
(x+ �d)� x)T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))=(�
(x+ �d)� (x+ �d)T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))+ �dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))��dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))
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undvT (u� v) =(�
(x+ �d)� x)T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))=(�
(x+ �d)� (x+ �d)T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))+ �dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))��dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d)):Aus �
(x+�d) 6= �
(x+�d) ergibt sih jetzt mit Hilfe von Satz 2.1.3,Teil (i) (�� �)dT (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))=((x+ �d)� (x+ �d))T (�
(x+ �d)� �
(x+ �d))>0und zusammen mit � � � > 0 die Ungleihung vT (u � v) > 0. Jetzterh�alt man das gew�unshte Ergebnisk�
(x+ �d)� xkk�
(x+ �d)� xk = kukkvk � uT (u� v)vT (u� v) � �� : p�Direkt daraus erh�alt man das folgende Korollar.Korollar 2.1.5 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Men-ge. Dann gelten f�ur alle x; d 2 Rn und alle �; �;  > 0 mit � � � > 0k�
(x+ �d)� xk � minf; 1g k�
(x+ �d)� xkBeweis. Seien x; d 2 Rn und �; �;  > 0 mit � � � > 0 beliebig gew�ahlt.Dann folgt aus Satz 2.1.4k�
(x+ �d)� xk �k�
(x+minf; 1g�d)� xk=minf; 1g� k�
(x+minf; 1g�d)� xkminf; 1g��minf; 1g� k�
(x+ �d)� xk�=minf; 1g k�
(x+ �d)� xk : �Obwohl Projektionen im allgemeinen nihtlinear sind, kann man gewisser-ma�en Vektoren und Skalare aus dem Argument der Projektion herausneh-men, wenn man die gleihe Prozedur mit der Menge vornimmt, auf die proji-ziert werden soll. Die genaue Formulierung dazu liefert der n�ahste Satz.
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Satz 2.1.6 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Menge.Dann gelten f�ur alle x 2 Rn(i) �z+
(z + x) = z +�
(x) f�ur alle z 2 Rn,(ii) �t
(tx) = t�
(x) f�ur alle t > 0.Beweis.(i) Seien x; z 2 Rn und y0 := �z+
(z+x)�z. Dann ist �z+
(z+x) = z+y0und somit ky0 � xk = kz + y0 � (z + x)k= infy2
 kz + y � (z + x)k= infy2
 ky � xk :

Daraus ergibt sih �
(x) = y0 wie gefordert. p
(ii) Seien x 2 Rn und t > 0 sowie y0 := 1t�t
(tx). Dann ist �t
(tx) = ty0und es gilt t ky0 � xk = kty0 � txk= infy2
 kty � txk=t infy2
 ky � xk :

Daraus ergibt sih wie eben �
(x) = y0. p
�Eine Menge K � Rn mit der Eigenshaft, da� tx 2 K f�ur alle t � 0 undx 2 K ist, nennen wir Kegel. Anshaulih gesprohen ist das eine Menge mitder Eigenshaft, da� jede Halbgerade vom Nullpunkt durh einen beliebigenPunkt dieser Menge ganz in der Menge liegt.De�nition 2.1.7 (Polarkegel) Sei K � Rn ein nihtleerer Kegel. Der Po-larkegel von K ist durhK? := fx 2 Rn j xTy � 0 f�ur alle y 2 Kgde�niert.O�enbar ist auh f�ur den Polarkegel die Bezeihnung Kegel gerehtfertigt,denn es ist tx 2 K? f�ur alle t � 0 und alle x 2 K?. Die Aussagen bez�uglihKegeln �ndet man im zweiten Abshnitt von Zarantonello, 1971.



2.1 Projektion 15
Lemma 2.1.8 Sei K � Rn ein nihtleerer, abgeshlossener und konvexerKegel. Dann gilt (K?)? = K:Beweis.� : Sei x 2 (K?)? beliebig vorgegeben und sei y := x � �K(x). Wir wollenx 2 K zeigen. Da K ein konvexer Kegel ist, gilt w = z+�K(x) 2 K f�uralle z 2 K und daheryT z = �(�K(x)� x)T (w � �K(x)) � 0 f�ur alle z 2 Knah Lemma 2.1.2. Somit folgt y 2 K? nah der De�nition des Polarke-gels. F�ur das gew�ahlte x ist deshalb xTy � 0, wendet man die De�nitiondes Polarkegels aufK? an. Da 0 2 K ist, erhalten wir wieder mit Lemma2.1.2 0 �xTy=xT (x� �K(x))=kx� �K(x)k2 + (�K(x)� 0)T (x� �K(x))�kx� �K(x)k2�0:Aus kx� �K(x)k2 = 0 folgt letztendlih x = �K(x) 2 K. p
� : Sei nun x 2 K beliebig gew�ahlt. Nah der De�nition des Polarkegelshaben wir xTy = yTx � 0 f�ur alle y 2 K?und somit x 2 (K?)?. p

�
Lemma 2.1.9 Sei K � Rn ein nihtleerer, abgeshlossener und konvexerKegel. Dann kann jedes x 2 Rn eindeutig als Summe zweier orthogonalerVektoren aus K und K? dargestellt werden und es giltx = �K(x) + �K?(x):Beweis. Sei x 2 Rn beliebig vorgegeben. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeitder oben behaupteten Darstellung. Sei dazux = z + ẑ
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mit z 2 K und ẑ 2 K? sowie zT ẑ = 0. Dann gilt(z � x)T (y � z) =� ẑT (y � z)=� ẑTy�0 f�ur alle y 2 Knah der De�nition des Polarkegels und aus Lemma 2.1.2 erhalten wir�K(x) = z. Lemma 2.1.8 impliziert z 2 (K?)? und daher gilt(ẑ � x)T (y � ẑ) =� zT (y � ẑ)=� zTy�0 f�ur alle y 2 K?:Aus Lemma 2.1.2 erh�alt man wie eben �K?(x) = ẑ. Jetzt zeigen wir dieExistenz der behaupteten Darstellung. Trivialerweise istx = �K(x) + (x� �K(x)):Aufgrund dieser Darstellung mu� nur noh x��K(x) 2 K? sowie die Ortho-gonalit�at zwishen �K(x) und x��K(x) gezeigt werden. Da K ein konvexerKegel ist, ist f�ur y 2 K auh y + �K(x) 2 K und aus diesem Grund erh�altman aus der Charakterisierung der Projektion in Lemma 2.1.2(�K(x)� x)T (y � �K(x)) � 0 f�ur alle y 2 Kdie Ungleihung (�K(x)� x)Ty � 0 f�ur alle y 2 K:Mit der De�nition des Polarkegels erhalten wir nun x � �K(x) 2 K?. Setztman in der ersten der letzten beiden Ungleihungen y := 0 und in der zweiteny := �K(x), so bekommt man(x� �K(x))T�K(x) �0 und(x� �K(x))T�K(x) �0und damit (x��K(x))T�K(x) = 0, womit auh die Orthogonalit�at zwishen�K(x) und x� �K(x) gezeigt und damit der ganze Beweis beendet ist. �Als n�ahstes f�uhren wir den Begri� des Tangentialkegels ein.De�nition 2.1.10 (Tangentialkegel) Sei 
 � Rn eine nihtleere, abge-shlossene und konvexe Menge und x 2 
. Der Tangentialkegel an 
 in xist durh
T (
;x) := 8<:p 2 Rn ������Es existieren Folgen (tk)k2N � R+ und (rk)k2N � Rn mitx+ tkp+ rk 2 
 f�ur alle k 2 N; limk!1 tk = 0; limk!1 rktk = 0

9=; :
de�niert.
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Der nah dem n�ahsten Lemma folgende Satz bietet f�ur die Projektion unterVerwendung des Tangentialkegels eine der Ableitung �ahnlihe Funktion an,die zwar nihtlinear ist, aber f�ur kleine �Anderungen h 2 Rn im Argument derProjektion vom Fehler o(khk) ist. In der Literatur wird diese Approximati-on auh als konishes Di�erential bezeihnet. Die n�ahsten beiden Aussagenstammen aus dem vierten Abshnitt von Zarantonello, 1971.Lemma 2.1.11 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexeMenge und x 2 
. Dann hat die Funktion # : T (
;x)! Rn, de�niert durh#(h) := �
(x+ h)� x� h;die Eigenshaft limh!0h2T (
;x) #(h)khk = 0:
Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Shritten.� Als erstes zeigen wirlim0<t!0 #(th)kthk = 0 f�ur alle h 2 T (
;x):Sei dazu 0 6= h 2 T (
;x) beliebig vorgegeben. Nah der De�nition desTangentialkegels existieren Folgen (tk)k2N � R+ und (rk)k2N � Rn mitxk := x+ tkh+ rk 2 
 f�ur alle k 2 N; limk!1 tk = 0 und limk!1 rktk = 0:Sei nun " > 0 beliebig gew�ahlt. Dann existiert ein k̂ 2 N, so da�kxk � x� tkhktk = krkktk < " khk f�ur alle k � k̂gilt. W�ahle jetzt ein 0 < t < tk̂. Dann folgtk�
(x+ th)� x� thkt � ttk̂xk̂ + �1� ttk̂� x� x� tht

= ttk̂xk̂ � ttk̂x� tht=kxk̂ � x� tk̂hktk̂<" khkund damit lim0<t!0 #(th)kthk = 0: p
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� Jetzt zeigen wir, da�limh!0h2T (
;x) #(h)khk = 0 f�ur alle h 2 T (
;x)
gilt. Das hei�t, da� #(h)khk f�ur h ! 0 mit h 2 T (
;x) gleihm�a�ig gegenNull konvergiert. Der Beweis dazu wird durh Widerspruh gef�uhrt. An-genommen, der Limes ist niht gleihm�a�ig. Dann existiert ein " > 0und eine Folge (hk)k2N � T (
;x) mit limk!1 hk = 0 undk�
(x+ hk)� x� hkkkhkk � " f�ur alle k 2 N:
Nah einem m�ogliherweise notwendigen �Ubergang zu Teilfolgen seiu := limk!1 hkkhkk :Es ist u 2 T (
;x), da der Tangentialkegel abgeshlossen ist. Nah Um-formungen mit Hilfe von Satz 2.1.6 erhalten wir�khkk�1(
�x)� hkkhkk�� hkkhkk �k�
�x(hk)� hkkkhkk�" f�ur alle k 2 N:Da die Menge s(
� x) mit wahsendem s > 0 immer gr�o�er bez�uglihder Inklusionsrelation wird, r�ukt anshaulih gesprohen die Projektionvon hkkhkk auf s(
�x) mit wahsendem s > 0 immer n�aher an hkkhkk selberheran. So ergibt sih jedenfalls�s(
�x)� hkkhkk�� hkkhkk � " f�ur alle s > 0
und alle k 2 N, f�ur die khkk�1 > s ist. Der �Ubergang zum Grenzwertf�ur k !1 und die erneute Anwendung von Satz 2.1.6 ergeben�
�x �us� s� uss = �s(
�x)(u)� u � " f�ur alle s > 0und somit �
(x+ us )� x� usus � " f�ur alle s > 0:
Das aber steht im Widerspruh zu der bereits bewiesenen Aussage, da�lim0<t!0 #(th)kthk = 0 f�ur alle h 2 T (
;x)gilt. p
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�

Satz 2.1.12 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Mengeund x 2 
. Dann hat die Funktion # : Rn ! Rn, de�niert durh#(h) := �
(x+ h)� x� �T (
;x)(h);die Eigenshaft limh!0 #(h)khk = 0:Beweis. Sei h 2 Rn beliebig gew�ahlt. Es istkx+ h� �
(x+ h)k2=x+ h� �x+T (
;x)(x+ h)2+ 2(x+ h� �x+T (
;x)(x+ h))T (�x+T (
;x)(x+ h)� �
(x+ h))+ �x+T (
;x)(x+ h)� �
(x+ h)2:Aus Lemma 2.1.2 folgt(x+ h� �x+T (
;x)(x+ h))T (�x+T (
;x)(x+ h)� �
(x+ h)) � 0;so da� man zusammen mit der ersten Gleihung und der De�nition der Pro-jektionx+ h� �
(�x+T (
;x)(x+ h))2 �kx+ h� �
(x+ h)k2�x+ h� �x+T (
;x)(x+ h)2+ �x+T (
;x)(x+ h)� �
(x+ h)2erh�alt. Mit Satz 2.1.6 kann man diese Terme inx+ h� �
(x+�T (
;x)(h))2 �h� �T (
;x)(h)2+ x+�T (
;x)(h)� �
(x+ h)2umformen. Nah Lemma 2.1.9 existiert die Zerlegungh = �T (
;x)(h) + �T (
;x)?(h)und deshalb gilt�
(x+ h)� x� �T (
;x)(h)2��T (
;x)?(h) + x+�T (
;x)(h)� �
(x+�T (
;x)(h))2 � �T (
;x)?(h)2�(2�T (
;x)?(h) + (x+�T (
;x)(h)� �
(x+�T (
;x)(h))))T(x+�T (
;x)(h)� �
(x+�T (
;x)(h))):
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Sei nun die Funktion � : T (
;x)! Rn de�niert durh�(h) := x+ h� �
(x+ h):Jetzt k�onnen wir Lemma 2.1.11 anwenden und es ist

limh!0 �(h)�T (
;x)(h) = 0;
da die Projektion stetig und limh!0�T (
;x)(h) = 0 ist. Nah der Ungleihungvon Cauhy-Shwarz und der eben de�nierten Funktion u kann man die letzteUngleihung zu�
(x+ h)� x� �T (
;x)(h)2��2�T (
;x)?(h)+ �(�T (
;x)(h))� �(�T (
;x)(h))umformen. Da 0 2 T (
;x) ist, haben wir�T (
;x)(h)� h � k0� hk = khkund somit die Absh�atzung �T (
;x)(h) � 2 khk, die selbstverst�andlih auhf�ur T (
;x)? statt T (
;x) gilt. Man erh�alt damit�2�T (
;x)?(h)+ �(�T (
;x)(h))� �(�T (
;x)(h))khk2

�40��T (
;x)?(h)khk + �(�T (
;x)(h))�T (
;x)(h)
1A �(�T (
;x)(h))�T (
;x)(h) :Zusammengenommen ergibt das die Ungleihungskette

limh!0 �
(x+ h)� x� �T (
;x)(h)2khk2
� limh!0 4

0��T (
;x)?(h)khk + �(�T (
;x)(h))�T (
;x)(h)
1A �(�T (
;x)(h))�T (
;x)(h)

�4
0BBB�limh!0 2 khkkhk| {z }=2 + limh!0 �(�T (
;x)(h))�T (
;x)(h)| {z }=0

1CCCA limh!0 �(�T (
;x)(h))�T (
;x)(h)| {z }=0=0
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und damit das zu zeigende Ergebnis

limh!0 �
(x+ h)� x� �T (
;x)(h)khk = 0:
�Aus dem gerade bewiesenen Satz gewinnt man die Rihtungsableitung derProjektion, die wir sp�ater zum Beweis der Durhf�uhrbarkeit des Trust-Region-Verfahrens ben�otigen. Die Details dazu liefert das folgende Korollar.Korollar 2.1.13 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexeMenge und x 2 
. Dann gilt

lim0<t!0 �
(x+ th)� xt = �T (
;x)(h) f�ur alle h 2 Rn:
Beweis. Sei h 2 Rn beliebig gew�ahlt. Da T (
;x) = tT (
;x) f�ur alle t > 0ist, bekommt man mit den Umformungen aus Satz 2.1.6 und Satz 2.1.12

0 = limt!0 #(th)kthk= limt!0 �
(x+ th)� x� �T (
;x)(th)kthk= lim0<t!0 �
(x+ th)� x� �tT (
;x)(th)t khk= lim0<t!0 �
(x+ th)� x� t�T (
;x)(h)t khkund somit auh lim0<t!0 �
(x+ th)� xt � �T (
;x)(h) = 0: �
2.2 Projizierter GradientIn diesem Abshnitt wird der projizierte Gradient de�niert und seine Eigen-shaften beshrieben.De�nition 2.2.1 (Projizierter Gradient) Sei 
 � Rn eine nihtleere, ab-geshlossene und konvexe Menge und f : Rn ! R eine auf einer o�enen
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Obermenge von 
 di�erenzierbare Abbildung. Der projizierte Gradient von fan der Stelle x 2 
 ist durhr
f(x) := �T (
;x)(�rf(x))de�niert.Aufgrund der Konvexit�at der Menge 
 ist der Tangentialkegel an 
 in x auhgleihzeitig der Abshlu� der zul�assigen Rihtungen an 
 in x und ebenfallskonvex. Damit ist die Projektion auf T (
;x) und somit r
f(x) wohlde�niert.Der projizierte Gradient spielt bei dem im n�ahsten Kapitel beshriebenenTrust-Region-Verfahren eine entsheidende Rolle. Dazu m�ussen wir allerdingsden Begri� des station�aren Punktes einf�uhren.De�nition 2.2.2 (Station�arer Punkt) Sei 
 � Rn eine nihtleere, abge-shlossene und konvexe Menge und f : Rn ! R eine auf einer o�enen Ober-menge von 
 di�erenzierbare Abbildung. Dann ist x 2 
 ein station�arer Punktder Aufgabe, f auf 
 zu minimieren, wennrf(x)T (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
gilt.So wird durh den n�ahsten Satz ein einfahes Abbruhkriterium f�ur das Ver-fahren bereitgestellt, das auf station�are Punkte testet. Nah diesem Satz liegtein station�arer Punkt vor, wenn der projizierte Gradient der Zielfunktion andem Iterationspunkt der Nullvektor ist. Die n�ahsten beiden Aussagen �ndetman in Calamai and Mor�e, 1987.Satz 2.2.3 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Mengeund f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von 
 di�erenzierbareAbbildung. Dann gelten f�ur alle x 2 
(i) rf(x)Tr
f(x) = �kr
f(x)k2,(ii) minfrf(x)Tp j p 2 T (
;x) und kpk � 1g = �kr
f(x)k,(iii) x ist genau dann ein station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu mini-mieren, wenn r
f(x) = 0 ist.Beweis.(i) Sei x 2 
 beliebig vorgegeben. Da T (
;x) ein Kegel ist, gilttr
f(x) 2 T (
;x) f�ur alle t � 0:
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Aus Lemma 2.1.2 erhalten wir(r
f(x) +rf(x))T (�r
f(x)�r
f(x)) � 0 f�ur alle t � 0:Setzt man in diese Ungleihung � := 0 und � := 2 ein, so ergeben sih(r
f(x) +rf(x))Tr
f(x) �0 und(r
f(x) +rf(x))Tr
f(x) �0und damit das gew�unshte Ergebniskr
f(x)k2 = �rf(x)Tr
f(x): p

(ii) Sei x 2 
 beliebig gew�ahlt. Wir betrahten zwei F�alle.� Wir betrahten zun�ahst die M�oglihkeit, da� kr
f(x)k = 0 ist.Sei dazu ein p 2 T (
;x) mit kpk � 1 vorgegeben. Dann erh�alt manaus der De�nition der Projektionkrf(x)k2 =kr
f(x) +rf(x)k2�ktp+rf(x)k2 f�ur alle 0 < t < 1;woraus man nah Ausmultiplizieren des letzten Termes die Unglei-hung rf(x)T (tp) + ktpk2 � 0 f�ur alle 0 < t < 1bekommt. Division durh t und �Ubergang zum Limes f�ur t ! 0implizieren das gew�unshte Resultat. p� Sei nun kr
f(x)k > 0 und es sei q 2 T (
;x) mit kqk � kr
f(x)kbeliebig gew�ahlt. Aus der De�nition der Projektion und nah Qua-drieren und Ausmultiplizieren erh�alt mankr
f(x)k2 + 2rf(x)Tr
f(x) + krf(x)k2=kr
f(x) +rf(x)k2�kq +rf(x)k2�kr
f(x)k2 + 2rf(x)T q + krf(x)k2und damit rf(x)Tr
f(x) � rf(x)T q:W�ahle nun ein beliebiges p 2 T (
;x) mit kpk � 1. Dann istkkr
f(x)k pk � kr
f(x)k. Aus diesem Grund k�onnen wir jetzt
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q := kr
f(x)k p setzen und erhalten zusammen mit Teil (i) diesesSatzes das Resultat�kr
f(x)k2 =rf(x)Tr
f(x)�kr
f(x)krf(x)Tp: p

(iii) ) : Sei x 2 
 ein station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu minimie-ren, das hei�t es seirf(x)T (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
:Sei p 2 Rn eine zul�assige Rihtung an 
 in x. Dann existiert eint > 0, so da� x+ tp 2 
 ist. Setzt man y := x+ tp, so erh�alt manrf(x)Tp � 0. Da T (
;x) der Abshlu� der zul�assigen Rihtungenan 
 in x ist, folgt darausrf(x)Tp � 0 f�ur alle p 2 T (
;x):Mit Teil (ii) dieses Satzes erhalten wir kr
f(x)k = 0. p( : Sei x 2 
 und r
f(x) = 0. Dann folgt mit Teil (ii), da�rf(x)Tp � 0 f�ur alle p 2 T (
;x)ist. Da y � x 2 T (
;x) f�ur alle y 2 
 gilt, bekommt manrf(x)T (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
:Das hei�t aber, da� x ein station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
zu minimieren, ist. p
�Weiterhin ist es wihtig, gewisse Stetigkeitseigenshaften der Abbildungkr
f(�)k : 
 ! R, de�niert durh x 7! kr
f(x)k, zu ermitteln, da beiden Konvergenzs�atzen bestimmte Teilfolgen der Folge der Iterationspunktekonvergieren. Da dann h�au�g auh die Folge der projizierten Gradienten odereine �ahnlihe Folge konvergiert, kann man mit dem n�ahsten Lemma Aussagendar�uber mahen, ob man in irgendeiner Weise gegen einen station�aren Punktkonvergiert. Daf�ur ist es aber hier das erstemal notwendig, da� die Funktionf niht nur di�erenzierbar, sondern sogar stetig di�erenzierbar auf einer o�-fenen Obermenge von 
 ist. Diese Voraussetzung wird daher auh im ganzenn�ahsten Kapitel beibehalten, da die wihtigen Konvergenzs�atze dieses Resul-tat ben�otigen. Vorher allerdings rekapitulieren wir eine einfahe Tatsahe aus
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der Analysis.Eine Funktion h : Rn ! R hei�t nah unten halbstetig in x 2 
, wenn eszu jedem " > 0 ein Æ > 0 gibt, so da� f�ur alle y 2 
 aus ky � xk < Æ folgt,da� h(y) > h(x) � " ist. Dementsprehend hei�t die Funktion h nah untenhalbstetig auf 
, falls sie in jedem Punkt x 2 
 nah unten halbstetig ist.
Bemerkung 2.2.4 Gilt f�ur alle Folgen (xk)k2N � 
 mit Grenzwert x 2 
die Ungleihung h(x) � lim infk!1 h(xk);so ist das eine �aquivalente Bedingung daf�ur, da� h in x nah unten halbstetigist. F�ur den Beweis, da� diese Bedingung hinreihend ist, nehmen wir au�erdieser Bedingung an, es existiert ein " > 0, so da� f�ur jedes Æ > 0 ein y 2 
existiert, f�ur da� zwar ky � xk < Æ, aber h(y) � h(x)� " gilt. W�ahle dann zujedem k 2 N und Æ := 1k+1 ein entsprehendes xk 2 
 mit h(xk) � h(x) � ".Damit folgt limk!1 xk = x, aber infk�i h(xk) � h(x)� " und shlie�lihlimi!1 infk�i h(xk) � h(x)� " < h(x):Das ist aber ein Widerspruh zur Voraussetzung. F�ur den Beweis der Not-wendigkeit habe die Folge (xk)k2N � 
 den Limes x 2 
 und es sei h inx nah unten halbstetig. Dann existiert zu jedem j 2 N und " := 1j+1 einkj 2 N, so da� h(xk) > h(x) � 1j+1 f�ur alle k � kj gilt. Damit ist aber auhinfk�kj h(xk) � h(x)� 1j+1 , alsolimi!1 infk�ih(xk) = limj!1 infk�kj h(xk) � limj!1(h(x)� 1j + 1) = h(x):Nun aber kommt das angek�undigte Lemma.Lemma 2.2.5 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Men-ge und f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von 
 stetig di�eren-zierbare Abbildung. Dann ist die Abbildung kr
f(�)k : 
! R, de�niert durhx 7! kr
f(x)k, auf 
 nah unten halbstetig.Beweis. Sei (xk)k2N � 
 eine beliebige Folge mit Grenzwert x 2 
. NahBemerkung 2.2.4 reiht es,kr
f(x)k � lim infk!1 kr
f(xk)kzu zeigen. Satz 2.2.3, Teil (ii) impliziert

rf(xk)T � y � xkky � xkk� � �kr
f(xk)k f�ur alle y 2 
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und so rf(xk)T (xk � y) � kr
f(xk)k ky � xkk f�ur alle y 2 
:Da f stetig di�erenzierbar ist, bekommen wir nah �Ubergang zum Limes in-ferior rf(x)T (x� y) � limi!1 infk�i(kr
f(xk)k ky � xkk)� limi!1(infk�i kr
f(xk)k supk�i ky � xkk)= limi!1 infk�i kr
f(xk)k limi!1 supk�i ky � xkk= limi!1 infk�i kr
f(xk)k ky � xk f�ur alle y 2 
:
Sei p 2 Rn eine zul�assige Rihtung an 
 in x. Dann existiert ein t > 0, so da�x+ tp 2 
 ist. Setzt man y := x+ tp, so erh�alt man aus der obigen Gleihung�rf(x)Tp � lim infk!1 kr
f(xk)k kpkund da T (
;x) aufgrund der Konvexit�at von 
 auh der Abshlu� der zul�assi-gen Rihtungen an 
 in x ist, gilt diese Ungleihung auh f�ur alle p 2 T (
;x).Aus Satz 2.2.3, Teil (ii) ergibt sih dannkr
f(x)k � lim infk!1 kr
f(xk)k : �



Kapitel 3
Trust-Region-Verfahren
In diesem Kapitel wird ein Trust-Region-Verfahren f�ur linear restringierte Op-timierungsaufgaben vorgestellt und das Konvergenzverhalten untersuht. Dasanshlie�end in Kapitel 5 untersuhte Newton-Verfahren ist das Trust-Region-Verfahren, in dem aber die symmetrishe Matrix in der Modellfunktion nihtmehr frei gew�ahlt werden darf, sondern diese die Hesseshe Matrix am jewei-ligen Iterationspunkt des Verfahrens ist, liefert dazu noh st�arkere Konver-genzresultate. Das Trust-Region-Verfahren wird anhand von linearen Restrik-tionen, das hei�t anhand der Optimierungsaufgabe (P) erl�autert, da sih dieResultate nahtlos vom Box-restringierten Fall �ubertragen. F�ur eine Implemen-tation eignen sih allerdings Box-Restriktionen, das hei�t die Restriktionen derOptimierungsaufgabe (Q), besser, da diese tehnish einfaher zu handhabensind.
3.1 VerfahrenAls erstes werden wir die Idee beshreiben, die hinter der Klasse der Trust-Region-Verfahren steht, da siherlih niht jeder Leser damit vertraut ist. Dererste Shritt besteht im wesentlihen darin, die Zielfunktion f : Rn ! Rauf einer Kugel um den aktuellen Iterationspunkt xk 2 M mit k 2 N zuapproximieren. Der Radius dieser Kugel wird mit �k, wobei dieser teilwei-se mit einer Konstante multipliziert wird, die approximierende Funktion mitfk : Rn ! R bezeihnet. Diese Modellfunktion kann von jeder beliebigenGestalt sein, in diesem Verfahren wird allerdings eine allgemeine quadra-tishe Approximation gew�ahlt, das hei�t, da� der rein quadratishe Anteildurh eine beliebig gew�ahlte symmetrishe Matrix Bk 2 Rn�n bestimmt wird.Im Newton-Verfahren ersetzt man dann f�ur zweimal stetig di�erenzierbareFunktionen die Matrix Bk durh die Hesseshe Matrix r2f(xk) am aktuellenIterationspunkt xk . Bei anderen Trust-Region-Verfahren wird dann die Mo-dellfunktion auf der gew�ahlten Kugel minimiert, bei diesem Verfahren wird
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der Cauhy-Shritt pCk berehnet, der eine gewisse Minderung in der Modell-funktion garantiert und der stets eine Abstiegsrihtung darstellt, sollte mansih niht an einem station�aren Punkt be�nden. Der Cauhy-Shritt wird inAbshnitt 3.3 noh ausf�uhrlih erl�autert. Bei station�aren Punkten briht dasVerfahren aus diesem Grund ab und der Test darauf ist in der Realit�at beider Optimierungsaufgabe (Q) signi�kant einfaher als bei Optimierungsaufga-be (P), daher wird die Abbruhbedingung in Abshnitt 3.2 auh nur f�ur denspezielleren Fall behandelt. Wahlweise kann auh noh ein weiterer Shrittpk berehnet werden, der aber bez�uglih der Minderung in der Modellfunkti-on niht wesentlih shlehter als der Cauhy-Shritt sein darf. Als n�ahsteswird die Minderung in der Zielfunktion f mit der in der Modellfunktion fkverglihen. Abh�angig vom Ergebnis dieses Tests, ausgedr�ukt durh den Quo-tienten �k, wird also der Radius �k verkleinert oder vergr�o�ert. Verkleinertwird der Radius, wenn die tats�ahlihe Minderung in der Zielfunktion nihtann�ahernd dem entspriht, was man sih durh die Ergebnisse bei der Modell-funktion erho�t hat, denn o�enbar hat die Modellfunktion die Zielfunktionauf der aktuellen Kugel niht genug approximiert. Er wird dagegen vergr�o�ert,wenn das Ergebnis den Erwartungen entspriht. In einem dazwishenliegen-den Intervall von Testergebnissen darf der neue Radius entweder verkleinertoder vergr�o�ert werden. Auh abh�angig davon wird der Iterationspunkt xkum den Shritt pk bewegt, wenn das Ergebnis des Tests zufriedenstellend istund andernfalls niht bewegt. Anshlie�end wird auh eine neue symmetrisheMatrix f�ur das quadratishe Modell gew�ahlt. In der Menge N shlie�en wirder Einfahheit halber die Null mit ein, es erleihtert die Notation. Es sei nunselbstvest�andlih n 2 N n f0g.
Verfahren 3.1.1 (Trust-Region-Verfahren) Sei die Funktionf : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetig di�erenzierbareAbbildung. Dann lautet das Trust-Region-Verfahren

� Gegeben seien die Konstanten 0 < �0 < 12 , �1 > 0, 0 < �0 < �1 < �2 < 1und 0 < �1 < �2 < 1 < �3.� Sei x0 2 M gegeben. Berehne rf(x0), bestimme eine symmetrisheMatrix B0 2 Rn�n und ein �0 > 0.
� F�ur k 2 N

{ Ist xk ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P), dannbrehe das Verfahren hier ab. Siehe hierzu Abshnitt 3.2.{ Andernfalls
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� Berehne den Cauhy-Shritt pCk zur OptimierungsaufgabeMinimiere fk(p) := f(xk) +rf(xk)Tp+ 12pTBkpauf fp 2 Rn j kpk < �kg:Der Cauhy-Shritt ist allerdings niht notwendigerweise ei-ne L�osung dieser Optimierungsaufgabe, siehe hierzu Abshnitt3.3.� Berehne einen Shritt pk, der(3.1.1) fk(pk)� f(xk) � �0(fk(pCk )� f(xk))erf�ullt, wobei xk + pk 2M und kpkk � �1�k sei.� Berehne �k := f(xk)� f(xk + pk)f(xk)� fk(pk)und setze
(3.1.2) xk+1 := (xk falls �k � �0;xk + pk falls �k > �0:Ein Iterationsindex k, bei dem �k > �0 erf�ullt ist, wird erfolg-reih genannt. Setze

�k+18><>:2 [�1minfkpkk ;�kg; �2�k℄ falls �k � �1;2 [�1�k; �3�k℄ falls �1 < �k < �2;2 [�k; �3�k℄ falls �k � �2:W�ahle au�erdem eine symmetrishe Matrix Bk+1 2 Rn�n.
3.2 AbbruhbedingungNun werden wir die Abbruhbedingung des Verfahrens erl�autern, da nihtauf den ersten Blik ersihtlih ist, wie man feststellt, ob man sih an ei-nem station�aren Punkt be�ndet. Nah Satz 2.2.3, Teil (iii) ist xk 2 M f�urein k 2 N genau dann ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P),wenn rMf(xk) = 0 ist. Bei der Optimierungsaufgabe (Q) kann man o�enbarr[l;u℄f(xk) leiht bestimmen. F�ur den Tangentialkegel eines beliebigen Punk-tes x 2 [l; u℄ gilt n�amlih

T ([l; u℄;x) = 8><>: nXi=1 �iei
��������i
8><>:� 0 falls xi = li;2 R falls li < xi < ui;� 0 falls xi = ui

9>=>; ;
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wobei ei der i-te Einheitsvektor im Rn sei. Damit ergibt sih f�ur den proji-zierten Gradienten r[l;u℄f(x) = �T ([l;u℄;x)(�rf(x)) als i-te Komponente

[r[l;u℄f(x)℄i =
8><>:maxf��if(x); 0g falls xi = li;��if(x) falls li < xi < ui;minf��if(x); 0g falls xi = ui;wobei �if(x) := [rf(x)℄i sei, das hei�t die partielle Ableitung von f nah xibezeihne. Man erh�alt r[l;u℄f(x) = 0 genau dann, wenn f�ur die i-te Kompo-nente des Gradienten rf(x)

�if(x)8><>:� 0 falls xi = li;= 0 falls li < xi < ui;� 0 falls xi = uigilt. Die Abbruhbedingung des Trust-Region-Verfahrens l�a�t sih also im Fallder Optimierungsaufgabe (Q) leiht veri�zieren.
3.3 Cauhy-ShrittF�ur die Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens spielt der Cauhy-Shritt pCk eine zentrale Rolle, deshalb soll er in diesem Abshnitt ausf�uhrliherl�autert werden. Sollte ein weiterer Shritt pk berehnet werden, so ist esdeshalb wihtig, da� dieser bez�uglih der Minderung in der Modellfunktionniht wesentlih shlehter als der Cauhy-Shritt ist. Bei der Berehnung desCauhy-Shritts wird im Prinzip vom aktuellen Iterationspunkt xk 2 M mitk 2 N in Rihtung des negativen Gradienten �rf(xk) gegangen, wobei dieserdurh einen Parameter � > 0 skaliert ist. Da niht von vornherein klar ist,da� sih dieser dann Cauhy-Punkt genannte Punkt in der Menge M be�n-det, wird der Punkt auf M projiziert. Durh Subtrahieren von xk erh�alt manso den Cauhy-Shritt. Der Cauhy-Shritt ist damit eine "projizierte Versiondes steilsten Abstiegs\. Der Parameter � wird dann so gew�ahlt, da� die Min-derung in der Modellfunktion mit der Minderung, die durh den Gradientenerwartet wird, vergleihbar bleibt, was durh Forderung (3.3.3) ausgedr�uktwird. Forderung (3.3.5) stellt siher, da� der Shritt niht zu klein gew�ahltwird. Der gew�ahlte Parameter � tr�agt dann die Bezeihnung �k. Ein Zahlen-beispiel �ndet man in Burke et al., 1990.De�nition 3.3.1 (Cauhy-Shritt) Sei die Funktion f : Rn ! R eine aufeiner o�enen Obermenge vonM stetig di�erenzierbare Abbildung und xk 2Mmit k 2 N ein Iterationspunkt des Trust-Region-Verfahrens. Die Funktion�k : R+ [ f0g ! Rn sei durh�k(�) := �M(xk � �rf(xk))� xk
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de�niert. Seien weiterhin die Konstanten 1 > 0, 0 < 2 < 1 und 3 > 0gegeben. W�ahle ein �k > 0, so da� f�ur die Konstanten �0 und �1 aus demTrust-Region-Verfahren
(3.3.3) fk(�k(�k))� f(xk) � �0rf(xk)T�k(�k) und k�k(�k)k � �1�kmit
(3.3.4) �k 2 [1; 3℄ oder �k 2 [2�̂k; 3℄gilt, wobei f�ur �̂k(3.3.5) fk(�k(�̂k))� f(xk) > �0rf(xk)T�k(�̂k) oder k�k(�̂k)k > �1�kgelte. pCk := �k(�k)hei�t dann ein Cauhy-Shritt zum Iterationspunkt xk. Der Cauhy-Punkt istdurh xCk := xk + pCkde�niert.Als n�ahstes zeigen wir die Existenz des Cauhy-Shritts, da diese niht un-mittelbar einzusehen ist.
Satz 3.3.2 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung und xk 2 M mit k 2 N ein Iterationspunkt desTrust-Region-Verfahrens und kein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe(P). Dann existiert ein �k > 0, so da� die Forderungen (3.3.3) bis (3.3.5)erf�ullt sind. �k kann durh eine endlihe Anzahl an Auswertungen der Funk-tion �k gewonnen werden.Beweis. Zuerst zeigen wir, da� die Forderung (3.3.3) an den Cauhy-Shrittf�ur alle hinreihend kleinen � > 0 gilt. Vorher bemerken wir, da� aus Korollar2.1.13

lim0<�!0 �k(�)� = lim0<�!0 �M (xk � �rf(xk))� xk�=�T (M ;xk)(�rf(xk))=rMf(xk)
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folgt. Mit Satz 2.2.3, Teil (i) bekommt manlim0<�!0 fk(�k(�))� fk(0)�= lim0<�!0 rf(xk)T ��k(�)� �+ 12��k(�)� �TBk�k(�)!

=rf(xk)T � lim0<�!0 �k(�)� �+ 12� lim0<�!0 �k(�)� �TBk � lim0<�!0�k(�)�| {z }=0=rf(xk)TrMf(xk)=� krMf(xk)k2<0:Da nah Voraussetzung 0 < �0 < 12 ist, existiert ein " > 0, so da� f�ur alle �mit 0 < � < " fk(�k(�))� fk(0)� < 2�0rf(xk)TrMf(xk)gilt. Au�erdem existiert wegen der oben gezeigten Darstellung f�ur lim0<�!0 �k(�)�ein Æ > 0, so da� f�ur alle � mit 0 < � < Æ����rf(xk)TrMf(xk)�rf(xk)T ��k(�)� ����� < �rf(xk)TrMf(xk)ist. Insbesondere gilt also f�ur diese � die Ungleihung2rf(xk)TrMf(xk) < rf(xk)T ��k(�)� �
und zusammen mit der ersten Ungleihung erh�alt man f�ur alle � mit0 < � < minf"; Ægfk(�k(�))� f(xk) <2��0rf(xk)TrMf(xk)<�0rf(xk)T�k(�);womit die Behauptung gezeigt ist. Erf�ullt �k := 1 die Forderung (3.3.3), sosind wir fertig. Andernfalls w�ahle �k := 12r, wobei r die kleinste nat�urliheZahl sei, f�ur die (3.3.3) gilt. Setze nun �̂k := 12r�1. Damit ist klar, da� �kForderung (3.3.4) und �̂k Forderung (3.3.5) erf�ullt. �Nun werden wir noh zeigen, da� der Cauhy-Shritt tats�ahlih eine Abstiegs-rihtung ist, sollte es sih beim Iterationspunkt niht um einen station�arenPunkt handeln. Es gilt sogar die sp�ater h�au�ger ben�otigte Ungleihung(3.3.6) �rf(xk)T�k(�) � k�k(�)k2� > 0 f�ur alle � > 0;
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denn aus Lemma 2.1.2 ergibt sih die Ungleihungskette0 �(�M(xk � �rf(xk))� (xk � �rf(xk)))T (xk � �M(xk � �rf(xk)))=(�k(�) + �rf(xk))T (��k(�)) f�ur alle � > 0:Da xk niht station�ar ist, haben wir krMf(xk)k > 0. Daher ist auhk�k(�)k > 0 f�ur alle hinreihend kleinen � > 0. Nah Satz 2.1.4, Teil (i) istk�k(�)k f�ur � � 0 monoton nihtfallend und daherk�k(�)k2� > 0 f�ur alle � > 0:Damit ist gezeigt, da� der Cauhy-Shritt eine Abstiegsrihtung und das Ver-fahren insgesamt durhf�uhrbar ist. Insbesondere kann man pk := pCk setzen.
3.4 Konvergenzanalyse ohne projizierten Gra-dientenIn diesem Abshnitt werden die einfahsten Ergebnisse der Konvergenzanalysevorgestellt, wobei der projizierte Gradient niht verwendet wird. Die Ergebnis-se in diesem Abshnitt sind daher niht sehr anshaulih, f�ur die weitere Kon-vergenzanalyse aber unerl�a�lih. Der erste Shritt besteht darin, Absh�atzun-gen �uber die Minderung in der Modellfunktion und in der Zielfunktion zubekommen, die durh den Cauhy-Shritt erzielt werden. Das dazu bereitge-stellte Lemma stammt aus Mor�e, 1988.Lemma 3.4.1 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M ste-tig di�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vor-zeitig ab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird.Dann existiert ein � > 0 derart, da�

�rf(xk)T�k(�k)�� �k�k(�k)k�k �min��k; 11 + kBkk �k�k(�k)k�k �� f�ur alle k 2 N
(3.4.7)
gilt.Beweis. Der Beweis besteht darin, f�ur einen fest vorgegebenen Punkt xkdie Forderungen 3.3.3 bis 3.3.5 an den Cauhy-Shritt zu untersuhen undzu Absh�atzungen zu gelangen, die von k unabh�angig sind. Sei also k 2 Nbeliebig gew�ahlt. Da das Trust-Region-Verfahren nah Voraussetzung nihtabbriht ist xk niht station�ar und wir k�onnen Ungleihung (3.3.6) benutzen.
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� Zun�ahst untersuhen wir die erste M�oglihkeit der Forderung (3.3.4),und zwar, da� �k 2 [1; 3℄ ist. In diesem Fall sieht man durh eineeinfahe Umformung von Ungleihung (3.3.6)

�rf(xk)T�k(�k) � �k�k(�k)k�k �2�k;so da� die gew�unshte Ungleihung mit 0 < � � 1 erf�ullt wird. p
� Als n�ahstes betrahten wir die zweite M�oglihkeit der Forderung (3.3.4),und zwar, da� �k 2 [2�̂k; 3℄ ist.{ Dann ist die eine M�oglihkeit aus (3.3.5), da�fk(�k(�̂k))� f(xk) > �0rf(xk)T�k(�̂k)gilt. Daraus erh�alt man(1� �0)(�rf(xk)T�k(�̂k)) <fk(�k(�̂k))� f(xk)�rf(xk)T�k(�̂k)=12�k(�̂k)TBk�k(�̂k)�12 kBkk k�k(�̂k)k2:Shlie�lih ist dann k�k(�̂k)k2�rf(xk)T�k(�̂k) � 2(1� �0)kBkk ;

wobei man beahte, da� rf(xk)T�k(�) < 0 f�ur alle � > 0 nah(3.3.6) ist. Nah Wahl von �k und (3.3.6) gilt au�erdem die Unglei-hungskette �k � 2�̂k � 2 k�k(�̂k)k2�rf(xk)T�k(�̂k) :Ebenfalls nah (3.3.6) und dem eben Gezeigten haben wir
�rf(xk)T�k(�k) ��k�k(�k)k�k �2�k

��k�k(�k)k�k �22 k�k(�̂k)k2�rf(xk)T�k(�̂k)��k�k(�k)k�k �222(1� �0)kBkk :
W�ahlt man 0 < � � 22(1 � �0), so erh�alt man das gew�unshteErgebnis. p
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{ Wir nehmen nun an, da� die andere Forderung in (3.3.5), n�amlihk�k(�̂k)k > �1�k erf�ullt ist. Wir nehmen weiterhin ohne Beshr�ankungder Allgemeinheit an, da� 2 � 1 ist, denn (3.3.4) w�urde auh mitminf2; 1g statt mit 2 gelten. Satz 2.1.4, Teil (ii) impliziertk�k(2�̂k)k2�̂k � k�k(�̂k)k�̂kund Teil (i) des gleihen Satzesk�k(�k)k � k�k(2�̂k)k � 2 k�k(�̂k)k > 2�1�k:Ungleihung (3.3.6) ergibt nun

�rf(xk)T�k(�k) � k�k(�k)k�k k�k(�k)k > k�k(�k)k�k 2�1�k;so da� die geforderte Ungleihung mit 0 < � � 2�1 erf�ullt ist. p
�Diese Absh�atzung ist in den meisten F�allen niht sehr praktish, da sie we-der die Minderung in der Modellfunktion noh in der Zielfunktion ausdr�ukt.Zusammen mit der Forderung an den Cauhy-Shritt pCk in (3.3.3)f(xk)� fk(�k(�k)) � ��0rf(xk)T�k(�k) und k�k(�k)k � �1�kund der Forderung an den Shritt pk in (3.1.1)f(xk)� fk(pk) � �0(f(xk)� fk(pCk ))erh�alt man jedoh sofort die wesentlih handlihere Ungleihung �uber die Min-derung in der Modellfunktion

f(xk)� fk(pk)��02� �k�k(�k)k�k �min��k; 11 + kBkk �k�k(�k)k�k �� f�ur alle k 2 N:
(3.4.8)
Dr�ukt man diese Ungleihung mit Hilfe des Quotienten �k aus, so bekommtman eine Absh�atzung �uber die Minderung in der Zielfunktion, und zwar

f(xk)� f(xk + pk)��k�02� �k�k(�k)k�k �min��k; 11 + kBkk �k�k(�k)k�k �� f�ur alle k 2 N:
(3.4.9)
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Die jetzt folgenden Konvergenzaussagen ben�otigen alle die Voraussetzung, da�die Folge (f(xk))k2N nah unten beshr�ankt ist. Da wir sp�ater immer davonausgehen werden, da� die Folge (xk)k2N einen H�aufungspunkt besitzt, ist danndiese Forderung automatish erf�ullt, da die Funktion f immer als stetig voraus-gesetzt wird und das Verfahren eine monoton fallende Folge (f(xk))k2N produ-ziert. Der entsheidende Parameter, der die Qualit�at der Konvergenzaussagenbeeinu�t, ist die Matrix Bk. Im weiteren �andern sih daher haupts�ahlih dieVoraussetzungen, die mit dieser Matrix verkn�upft sind oder mit der ganzenFolge (Bk)k2N. Die jetzt folgenden Aussagen in diesem Abshnitt �ndet manalle im vierten Abshnitt von Burke et al., 1990.Satz 3.4.2 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin (f(xk))k2N nah unten beshr�ankt und (Bk)k2N beshr�ankt. Danngilt lim infk!1 k�k(�k)k�k = 0:Beweis. Der Beweis erfolgt durh Widerspruh. Wir nehmen also an, da�ein " > 0 existiert, so da�k�k(�k)k�k � " f�ur alle k 2 Ngilt. Wir behaupten, da� dann 1Xk=0 �k <1
ist. Um dies zu zeigen, betrahte man die Indizes k 2 N, bei denen �k > �1 ist.Gibt es nur eine endlihe Anzahl von Iterationsindizes mit dieser Eigenshaft,dann ist �k+1 � �2�k f�ur alle hinreihend gro�en k 2 N, so da� manP1k=0�kdurh eine geometrishe Reihe plus eine Konstante absh�atzen kann, worauszusammen mit 0 < �2 < 1 deren Konvergenz folgt. Andernfalls sei (ki)i2N � Ndie Folge aller Iterationsindizes k 2 N mit der Eigenshaft �k > �1. Dannergibt sih aus Absh�atzung (3.4.9)
f(xki)� f(xki+1) > �1�02�"min��ki ; "1 + supk2N kBkk� f�ur alle i 2 N:
Da weiterhin (f(xk))k2N nah unten beshr�ankt ist, haben wir also1Xi=0 �ki <1:



3.4 Konvergenzanalyse ohne projizierten Gradienten 37
Die Iterationsvorshrift f�ur �k impliziert weiterki+1�1Xk=ki �k � ki+1�1Xk=ki �3�2k�ki�1�ki � �3�2(1� �2)�ki f�ur alle i 2 N;
womit man die Absh�atzung1Xk=0 �k = k0�1Xk=0 �k + 1Xi=0 ki+1�1Xk=ki �k � k0�1Xk=0 �k +� �3�2(1� �2)� 1Xi=0 �kibekommt und daraus die Konvergenz von dessen Reihe. Wir zeigen nun, da�P1k=0�k <1 limk!1�k = 1impliziert. Aus der Ungleihungkxk+1 � xkk � kpkk � �1�k f�ur alle k 2 Nerh�alt man zusammen mit der Dreieksungleihung und P1k=0�k < 1, da�(xk)k2N eine Cauhy-Folge ist und damit konvergiert. Sei alsox� := limk!1xk:Weiterhin sieht man sofort ein, da� (pk)k2N gegen Null konvergiert. Wir de�-nieren die Folge ("k)k2N durh

"k := ���f(xk + pk)� f(xk)�rf(xk)Tpk���kpkk :Dann erh�alt man aus der stetigen Di�erenzierbarkeit von f auf einer o�enenObermenge von M"k = ����Z 10 (rf(xk + tpk)�rf(xk))T � pkkpkk� dt�����Z 10 krf(xk + tpk)�rf(xk)k dt
�Z 10 (krf(xk + tpk)�rf(x�)k+ krf(x�)�rf(xk)k) dt f�ur alle k 2 Nund damit die Konvergenz von ("k)k2N gegen Null. Hieraus ergibt sihjf(xk + pk)� fk(pk))j = jf(xk + pk)� f(xk)� (fk(pk)� f(xk))j= ����f(xk + pk)� f(xk)� (rf(xk)Tpk + 12pkTBkpk)����� ���f(xk + pk)� f(xk)�rf(xk)Tpk���+ 12 ��pkTBkpk���"k kpkk+ 12 kBkk kpkk2 f�ur alle k 2 N:
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Aus der Ungleihung (3.4.8) und da aufgrund der Konvergenz von (�k)k2Ngegen Null min��k; "1 + supk2N kBkk� = �kf�ur alle hinreihend gro�en k 2 N ist, erh�alt man die Absh�atzungf(xk)� fk(pk) � �02�"�kf�ur alle hinreihend gro�en k 2 N. Nun ist

j�k � 1j = ����f(xk)� f(xk + pk)� (f(xk)� fk(pk))f(xk)� fk(pk) ����= ����f(xk + pk)� fk(pk))f(xk)� fk(pk) ����
�"k kpkk+ 12 kBkk kpkk2�02�"�k�"k�2 + 12 kBkk�22�k�02�"f�ur alle hinreihend gro�en k 2 N und man sieht, da� limk!1 �k = 1 ist.Die Iterationsvorshrift f�ur �k zeigt jedoh, da� �k niht verkleinert wird,falls �k � �2 ist. Daher kann (�k)k2N niht gegen Null konvergieren und manerh�alt einen Widerspruh zur Voraussetzung, da� P1k=0�k < 1 ist. Daherkann auh die anfangs gemahte Annahme niht gelten und der Satz ist damitbewiesen. �Als n�ahstes ben�otigen wir zwei De�nitionen.

De�nition 3.4.3 (Niveaumenge) Sei G � Rn eine nihtleere Menge undx 2 G. Sei weiterhin f : Rn ! R eine Abbildung. Die Niveaumenge von f inx bez�uglih G ist durhL(G;x) := fy 2 G j f(y) � f(x)gde�niert.Weiterhin de�nieren wir die Folge (�k)k2N durh�k := 1 + max0�i�k kBik :
Das n�ahste Lemma dient als Vorbereitung f�ur den darau�olgenden Satz.
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Lemma 3.4.4 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M ste-tig di�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vor-zeitig ab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird.Sei weiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig und dieFolge (f(xk))k2N nah unten beshr�ankt. Es existiere ein " > 0, so da�k�k(�k)k�k � " f�ur alle k 2 Ngilt. Dann existiert ein Æ > 0, so da��k�k � Æ f�ur alle k 2 Ngilt.Beweis. Zuerst zeigen wir, da� ein Æ̂ > 0 existiert, so da�(3.4.10) (1 + kBkk) kpkk � Æ̂ f�ur alle k 2 N mit �k < �2ist. Angenommen, es existiert eine Folge (ki)i2N � N von Iterationsindizes mitder Eigenshaft �ki < �2 f�ur alle i 2 N und limi!1((1+kBkik) kpkik) = 0. Da1 + kBkk � 1 f�ur alle k 2 N ist, gilt sogar limi!1 kpkik = 0. Wir de�nierendie Folge ("i)i2N durh

"i := ���f(xki + pki)� f(xki)�rf(xki)Tpki���kpkik :Dann erh�alt man aus der stetigen Di�erenzierbarkeit von f auf einer o�enenObermenge von M"i = ����Z 10 (rf(xki + tpki)�rf(xki))T � pkikpkik� dt�����Z 10 krf(xki + tpki)�rf(xki)k dt f�ur alle i 2 N:Da rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig und die Folge(f(xk))k2N monoton fallend ist, erh�alt man, obwohl (xki)i2N niht notwendi-gerweise konvergieren mu�, die Konvergenz von ("i)i2N gegen Null. Hierausergibt sih jf(xki + pki)� fki(pki))j= jf(xki + pki)� f(xki)� (fki(pki)� f(xki))j= ����f(xki + pki)� f(xki)� (rf(xki)Tpki + 12pkiTBkipki)����� ���f(xki + pki)� f(xki)�rf(xki)Tpki���+ 12 ��pkiTBkipki���"i kpkik+ 12 kBkik kpkik2 f�ur alle i 2 N:



40 Kapitel 3. Trust-Region-Verfahren
Aus der Ungleihung (3.4.8) zusammen mit der Voraussetzung dieses Satzesbekommt man

f(xki)� fki(pki) � �02�"min��ki ; "1 + kBkik� f�ur alle i 2 N:
Da limi!1(1 + kBkik) kpkik = 0 und kpkk � �1�k f�ur alle k 2 N ist, erhaltenwir die Absh�atzung

f(xki)� fki(pki) � �02�"kpkik�1f�ur alle hinreihend gro�en i 2 N. Nun gilt
j�ki � 1j = ����f(xki)� f(xki + pki)� (f(xki)� fki(pki))f(xki)� fki(pki) ����= ����f(xki + pki)� fki(pki)f(xki)� fki(pki) ����

�"i kpkik+ 12 kBkik kpkik2�02�"�kpkik�1 ���1"i + 12�1 kBkik kpkik�02�"f�ur alle hinreihend gro�en i 2 N und man sieht, da� limi!1 �ki = 1 ist.Dieser Widerspruh zeigt, da� (3.4.10) gilt. Wir zeigen die Behauptung desSatzes f�ur Æ := minf�0�0; �1Æ̂gjetzt mit Induktion �uber k. O�enbar ist die Behauptung f�ur k := 0 erf�ullt. Seideshalb die Behauptung jetzt f�ur ein beliebiges k 2 N erf�ullt. Ist �k � �2, sofolgt �k+1�k+1 � �k�k aufgrund der De�nition von �k und der Iterationsvor-shrift f�ur �k. Ist andernfalls �k < �2, so gilt�k+1�k+1 � (1 + kBkk)�1 kpkk � �1Æ̂und damit ist das Lemma bewiesen. �Im folgenden Satz werden die Voraussetzungen an die Folge (Bk)k2N gelokert,daher mu�te (�k)k2N de�niert werden. So wird jetzt nur noh gefordert, da�P1k=0 1�k = 1 ist und niht mehr wie in Satz 3.4.2 die Beshr�anktheit von(Bk)k2N vorausgesetzt. Daf�ur mu� rf jetzt auf der Niveaumenge L(M ;x0)gleihm�a�ig stetig sein.
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Satz 3.4.5 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig, die Folge(f(xk))k2N nah unten beshr�ankt und1Xk=0 1�k =1:
Dann gilt lim infk!1 k�k(�k)k�k = 0:Beweis. Wir beweisen diesen Satz durh Widerspruh. Es existiere also ein" > 0, so da� k�k(�k)k�k � " f�ur alle k 2 Ngilt. Damit ist gleihzeitig die Voraussetzung von Satz 3.4.4 erf�ullt. Wir werdennun zeigen, da� P1k=0 1�k <1 ist. Betrahte dazu die Menge

J := �k 2 N j '(k) � k�� ;wobei die Funktion ' : N! N dadurh de�niert sei, da� '(k) die Anzahl dererfolgreihen Iterationsindizes sei, die niht gr�o�er als k sind. Dabei sei � 2 Nmit � > 0 so gew�ahlt, da� �3�2��1 < 1 ist. Im ersten Teil des Beweises werdenwir zeigen, da� Xk=2J 1�k <1
ist und im zweiten Teil, da� Xk2J 1�k <1
ist, woraus man das gew�unshte Resultat erh�alt. Zum Beweis des ersten Teils�uberlegt man sih leiht, da� aus der Iterationsvorshrift f�ur �k und der De-�nition der Funktion '�k � �3'(k)�2k�'(k)�0 f�ur alle k 2 Nfolgt und damit, da sih aus k =2 J die Absh�atzung k � '(k) > (� � 1)k�ergibt, �k � (�3�2��1) k��0 f�ur alle k =2 J:
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Lemma 3.4.4 zeigt, da� ein Æ > 0 existiert, so da� Æ�k � �k f�ur alle k 2 N istund zusammen mit �3�2��1 < 1 erh�alt man Pk=2J 1�k < 1. Zum Beweis deszweiten Teils sei fki 2 N j i 2 Sg die Menge der erfolgreihen Iterationsindizes,wobei S eine endlihe Teilmenge von N oder N selber sein kann, je nahdem,ob die Anzahl der erfolgreihen Indizes endlih oder unendlih ist. Wir werdenzuerst zeigen, da� Xi2S 1�ki <1
gilt. Man beahte, da� aus Absh�atzung (3.4.9)

f(xki)� f(xki+1) > �0�02�"min��ki ; "1 + kBkik� f�ur alle i 2 S
folgt und Lemma 3.4.4 zeigt, da� ein Æ > 0 existiert, so da�

�0�02�"min��ki ; "1 + kBkik� ��0�02�"min� Æ�ki ; "1 + kBkik���0�02�"minfÆ; "g 1�ki f�ur alle i 2 S
ist, womit wirPi2S 1�ki <1 bewiesen haben. Daher giltPk2J 1�k <1, wennwir Xk2J 1�k � �Xi2S 1�kizeigen. Sei dazu i 2 S beliebig vorgegeben. Wir behaupten, da� �k � �ki f�uralle k 2 Ji := J \ [i�; (i+ 1)� � 1℄ ist. Dies ist der Fall, falls k � ki ist, da dieFolge (�k)k2N nihtfallend ist. Im anderen Fall nehmen wir i� � k < ki an,woraus man '(k) < '(ki) = i � k�erh�alt und damit k =2 J und erst reht k =2 Ji. Da also nun �k � �ki f�ur allek 2 Ji gezeigt ist, gilt Xk2Ji 1�k � ��kiund so Xk2J 1�k � �Xi2S 1�ki ;womit der Satz bewiesen ist. �Aus Satz 3.4.5 kann man direkt folgern, da� die Anzahl der erfolgreihenIterationsindizes unendlih ist, sollte das Verfahren niht vorzeitig abbrehen.
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Satz 3.4.6 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig, die Folge(f(xk))k2N nah unten beshr�ankt und1Xk=0 1�k =1:
Dann ist die Menge S der erfolgreihen Iterationsindizes unendlih.Beweis. Wir nehmen an, es existiere ein k̂ 2 N, so da� alle Iterationsindizesk � k̂ niht erfolgreih sind. Aus xk = xk̂ f�ur alle k � k̂ ergibt sih�k(�) = �k̂(�) f�ur alle � > 0 und alle k � k̂:Mit �k � 3 f�ur alle k 2 N erhalten wir aus Satz 2.1.4, Teil (ii)k�k(�k)k�k � k�k(3)k3 = k�k̂(3)k3 f�ur alle k � k̂:
Satz 3.4.5 impliziert k�k̂(3)k = 0 und Satz 2.1.4, Teil (i) ergibt k�k̂(�)k = 0f�ur alle � � 3 und damit

rMf(xk̂) = lim0<�!0 �k̂(�)� = 0:Nah Satz 2.2.3, Teil (iii) ist damit xk̂ ein station�arer Punkt der Aufgabe,f auf M zu minimieren, womit ein Widerspruh zur Voraussetzung, da� dasVerfahren niht vorzeitig abbrehe, vorliegt. �
3.5 Konvergenzanalyse mit projiziertem Gra-dientenBezieht man den projizierten Gradienten in die Konvergenzanalyse mit ein,so werden die eher tehnish anmutenden Resultate des letzten Abshnittsf�ur den Leser anshaulih. So sagen die Hauptresultate dieses Abshnitts, dassind die S�atze 3.5.4 und 3.5.5, aus, da� unter geeigneten Voraussetzungen undder Annahme der Existenz eines H�aufungspunktes der Folge (xk)k2N dieserH�aufungspunkt station�ar ist. Der Untershied zwishen den beiden S�atzen be-steht darin, da� unter st�arkeren Voraussetzungen als in Satz 3.5.4 in Satz3.5.5 sogar eine Teilfolge von erfolgreihen Iterationsindizes konstruiert wer-den kann, deren Iterationspunkte gegen den station�aren Punkt konvergieren.
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Als erstes jedoh ben�otigen wir eine Absh�atzung �uber den projizierten Gradi-enten, die diesen mit den S�atzen des letzten Abshnitts in Verbindung bringt.Die S�atze dieses Abshnitts stammen alle aus dem f�unften Abshnitt vonBurke et al., 1990.Lemma 3.5.1 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von Mdi�erenzierbare Abbildung und xk 2 M mit k 2 N ein Iterationspunkt desTrust-Region-Verfahrens. Dann giltrMf(xCk ) � rf(xCk )�rf(xk)+ xCk � xk�k :
Beweis. Aus Lemma 2.1.2 folgt(�M(xk � �krf(xk))� (xk � �krf(xk)))T (�M(xk � �krf(xk))� y) � 0f�ur alle y 2M und mit der De�nition des Cauhy-Punktes xCk durhxCk = �M (xk � �krf(xk))ergibt sih die Ungleihung�krf(xk)T (xCk � y) �� (xCk � xk)T (xCk � y)�xCk � xkxCk � y f�ur alle y 2M:Sei nun p 2 Rn eine zul�assige Rihtung an M in xCk mit kpk � 1. Dann istxCk + tp 2M f�ur ein t > 0 und setzt man y := xCk + tp, so ergibt sih

�rf(xk)Tp � xCk � xk�kund damit �rf(xCk )Tp =� (rf(xCk )�rf(xk) +rf(xk))Tp�rf(xCk )�rf(xk)+ xCk � xk�k :
Da M seiner De�nition nah konvex ist, ist der Tangentialkegel T (M ;xCk )gleihzeitig der Abshlu� der zul�assigen Rihtungen an M in xCk , womit Satz2.2.3, Teil (ii) das gew�unshte Resultat liefert. �Der n�ahste Satz ist unter Einbeziehung von Lemma 3.5.1 eine direkte Kon-sequenz aus Satz 3.4.5.
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Satz 3.5.2 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig, die Folge(f(xk))k2N nah unten beshr�ankt und1Xk=0 1�k =1:
Dann gilt lim infk!1 rMf(xCk ) = 0:Beweis. Dieses Resultat folgt mit Lemma 3.5.1 aus Satz 3.4.5. Nah letzt-genanntem Satz haben wir

limk!1 k�k(�k)k�k = 0:
Aufgrund der Identit�at xCk � xk = �k(�k) f�ur alle k 2 N existiert also eineTeilfolge (ki)i2N � N von Iterationsindizes, so da�

limi!1 xCki � xki�ki = 0
gilt. Da �k � 3 f�ur alle k 2 N ist, erh�alt man f�ur diese Teilfolge auhlimi!1 xCki � xki = 0:Wegen der gleihm�a�igen Stetigkeit von rf auf L(M ;x0) bekommen wirlimi!1 rf(xCki)�rf(xki) = 0:Die Absh�atzungrMf(xCki) � rf(xCki)�rf(xki)+ xCki � xki�ki f�ur alle i 2 Naus Lemma 3.5.1 vollendet shlie�lih den Beweis. �Im folgenden Satz werden Voraussetzungen an die Modellfunktion fk unddamit erneut an die Matrix Bk gemaht, da das der einzige Parameter ist, derin jedem Shleifendurhlauf neu gew�ahlt werden darf. So wird gefordert, da�die Implikation
(3.5.11) 1Xk=0 kpkk <1 =) limk!1 f(xk + pk)� fk(pk)kpkk2 = 0
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gilt. Ist f auf einer o�enen Obermenge von M zweimal stetig di�erenzierbar,so existiert nah dem Satz von Taylor f�ur jedes k 2 N ein 0 < tk < 1, so da�f(xk + pk) = f(xk) +rf(xk)Tpk + 12pkTr2f(xk + tkpk)pkist. Die Forderung (3.5.11) ist dann im Fall der Konvergenz von (xk)k2N �aqui-valent zu 1Xk=0 kpkk <1 =) limk!1 pkT (r2f(xk)�Bk)pkkpkk2 = 0:
Der Nahteil von Satz 3.5.2, da� er keine Aussage �uber das Verhalten vonrMf(xCk ) bez�uglih der Menge der erfolgreihen Iterationsindizes maht,wird damit behoben. Im Gegensatz zu Theorem 5.3 aus Burke et al., 1990mu� meiner Ansiht nah auh die gleihm�a�ige Stetigkeit von rf auf derNiveaumenge L(M ;x0) vorausgesetzt werden, da man andernfalls niht dief�ur die Anwendung von Lemma 3.5.1 notwendige Gleihung (3.5.12) folgernk�onnte.Satz 3.5.3 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig, die Folge(f(xk))k2N nah unten beshr�ankt, die Folge (Bk)k2N beshr�ankt und es geltedie Implikation (3.5.11). Dann giltlim infk!1k2S rMf(xCk ) = 0;
wobei S die Menge der erfolgreihen Iterationssindizes sei.Beweis. Der Beweis erfolgt in sieben Shritten.� Es gen�ugt, limk!1k2S k�k(�k)k�k = 0

zu zeigen. Denn aufgrund der Identit�at xCk � xk = �k(�k) existiert eineTeilfolge (ki)i2N � S, so da�
limi!1 xCki � xki�ki = 0

ist. Da �k � 3 f�ur alle k 2 N ist, erh�alt man f�ur diese Teilfolge auhlimi!1 xCki � xki = 0:
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Aufgrund der gleihm�a�igen Stetigkeit von rf auf L(M ;x0) bekommenwir(3.5.12) limi!1rf(xCki)�rf(xki) = 0:
Die Absh�atzungrMf(xCki) � rf(xCki)�rf(xki)+ xCki � xki�ki f�ur alle i 2 N
aus Lemma 3.5.1 shlie�t dann den Beweis. p

� Der Beweis der anfangs aufgestellten Behauptung erfolgt durh Wider-spruh. Wir nehmen also an, es existiert ein " > 0, so da�
(3.5.13) k�k(�k)k�k � " f�ur alle k 2 S
ist. Wir werden zeigen, da� diese Annahme die Aussagen

lim infk!1k2S k�k(�k)k�k >0;(3.5.14)
limk!1k=2S k�k(�k)k�k =0;(3.5.15)
limk!1k=2S k�k(�k)kkpkk =0(3.5.16)

impliziert. p
� Als erstes aber zeigen wir, da� die Annahme (3.5.13) und die sih da-raus ergebenen Folgerungen (3.5.14) bis (3.5.16) zu einem Widerspruhf�uhren, bevor wir die Folgerungen selbst beweisen. Betrahte dazu dieMenge der erfolgreihen Iterationsindizes S. Nah Satz 3.4.6 ist dieseMenge unendlih. Sei Z eine unendlihe Teilmenge von Iterationsindizes,so da� Z\S = ? ist und da� k 2 Z impliziert, da� k+1 2 S ist. W�are nureine endlihe Menge an Iterationsindizes niht erfolgreih, erhielte manmit Satz 3.4.5 einen Widerspruh direkt zur Annahme (3.5.13). Da jederIterationsindex k 2 Z niht erfolgreih ist, hat man �k+1(�) = �k(�) f�uralle � > 0 und alle k 2 Z. W�are �k+1 � �k f�ur unendlih viele k 2 Z,bek�ame man mit Satz 2.1.4, Teil (ii) und (3.5.13)

" � k�k+1(�k+1)k�k+1 � k�k+1(�k)k�k = k�k(�k)k�k f�ur alle k 2 Z:
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Nah (3.5.15) kann das niht unendlih oft passieren und daher gilt�k+1 < �k f�ur alle hinreihend gro�en k 2 Z. Mit Satz 2.1.4, Teil (i)erh�alt man darausk�k+1(�k+1)k � k�k+1(�k)k = k�k(�k)kf�ur alle hinreihend gro�en k 2 Z. Nah der Iterationsvorshrift f�ur �kist �1 kpkk � �k+1 f�ur alle k 2 N, so da� mank�k+1(�k+1)k�k+1 � k�k+1(�k+1)k�1 kpkk � k�k(�k)k�1 kpkkf�ur alle hinreihend gro�en k 2 Z bekommt. Da k+1 2 S f�ur alle k 2 Zist, erh�alt man mit Hilfe von (3.5.14) und (3.5.16)

0 < limi!1 inffk2Sjk�ig k�k(�k)k�k� limi!1 supfk2Zjk�ig k�k+1(�k+1)k�k+1� limi!1 supfk2Zjk�ig k�k(�k)k�1 kpkk= limk!1k=2S k�k(�k)k�1 kpkk=0;womit der Widerspruh, der sih aus (3.5.13) und seinen Folgerungenergibt, ersihtlih wird. p
� Als n�ahstes werden wir als Vorbereitung zeigen, da� aus Annahme(3.5.13) 1Xk=0 kpkk <1
folgt und daher die implizierte Aussage in (3.5.11) g�ultig ist. Die Ab-sh�atzung (3.4.9) vereinfaht sih unter den gemahten Annahmen zu
f(xk)� f(xk+1) � �0�02�"min��k; "1 + kBkk� f�ur alle k 2 S:

Da (f(xk))k2N nah unten beshr�ankt und (Bk)k2N beshr�ankt ist, kon-vergiert (�k)k2S gegen Null. Speziell istf(xk)� f(xk+1) � �0�02�"�k
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f�ur alle hinreihend gro�en k 2 S und man bekommt auh wegen derBeshr�anktheit von (f(xk))k2N nah untenXk2S �k <1:
UmP1k=0�k <1 zu zeigen, sei der Einfahheit halber (ki)i2N � N dieFolge der erfolgreihen Iterationsindizes, also (ki)i2N = S. Die Iterati-onsvorshrift f�ur �k impliziert

ki+1�1Xk=ki �k � ki+1�1Xk=ki �3�2k�ki�1�ki � �3�2(1� �2)�ki f�ur alle i 2 N;
womit man die Absh�atzung

1Xk=0 �k = k0�1Xk=0 �k + 1Xi=0 ki+1�1Xk=ki �k � k0�1Xk=0 �k +� �3�2(1� �2)� 1Xi=0 �ki
bekommt und daraus die Konvergenz von dessen Reihe. Aufgrund von�1 kpkk � �k+1 f�ur alle k 2 N gilt P1k=0 kpkk < 1 und damit dieimplizierte Aussage in (3.5.11). p

� Jetzt zeigen wir, da� aus (3.5.13) Aussage (3.5.14) folgt. Aufgrund derDe�nition des Cauhy-Shritts gilt k�k(�k)k � �1�k f�ur alle k 2 N undda (�k)k2N gegen Null konvergiert mu� wegen unserer Annahme (3.5.13)die Folge (�k)k2S auh gegen Null konvergieren. F�ur alle hinreihendgro�en k 2 S tri�t daher die zweite M�oglihkeit der Wahl von �k in(3.3.4) zu, also �k � 2�̂k, wobei �̂k (3.3.5) erf�ullt. Wir nehmen nun an,da� �̂k f�ur unendlih viele k 2 S Forderung (3.3.5) erf�ullt, das hei�t esgelte fk(�k(�̂k))� f(xk) > �0rf(xk)T�k(�̂k)
f�ur unendlih viele k 2 S. Aus der Charakterisierung der Projektionfolgt

�rf(xk)T�k(�) � k�k(�)k2� f�ur alle � > 0;
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wie in (3.3.6) shon gezeigt wurde. Zusammen erh�alt man dann

kBkk >12 �k(�̂k)TBk�k(�̂k)k�k(�̂k)k2=fk(�k(�̂k))� f(xk)�rf(xk)T�k(�̂k)k�k(�̂k)k2>� (1� �0)rf(xk)T�k(�̂k)k�k(�̂k)k2>� 12rf(xk)T�k(�̂k)k�k(�̂k)k2>� �0rf(xk)T�k(�̂k)k�k(�̂k)k2��0�̂kf�ur unendlih viele k 2 S. Da aber die Folge (Bk)k2N beshr�ankt istund �k � 2�̂k gilt, ist eine Teilfolge von (�k)k2S durh eine Shranke,die gr�o�er als Null ist, nah unten beshr�ankt. Das widerspriht unsererfr�uheren Beobahtung, da� (�k)k2S gegen Null konvergiert. Daher mu��̂k f�ur alle hinreihend gro�en k 2 S die zweite Forderung in (3.3.5)erf�ullen. Korollar 2.1.5 impliziert nunk�k(�k)k � minf2; 1g k�k(�̂k)k � minf2; 1g�1�kf�ur alle hinreihend gro�en k 2 S und damit ist (3.5.14) gezeigt. p
� Als n�ahstes zeigen wir, da� aus (3.5.13) die Aussage (3.5.15) folgt. Wirnehmen an, es existiert eine Folge (ki)i2N � N von niht erfolgreihenIterationsindizes und ein Æ > 0, so da�k�ki(�ki)k�ki � Æ f�ur alle i 2 N
ist. Aus Absh�atzung (3.4.8) ergibt sih zusammen mit den Tatsahen,da� die Folge (Bk)k2N beshr�ankt ist und die Folge (�k)k2N gegen Nullkonvergiert, da�

f(xki)� fki(pki) � �02�Æ�ki � �02�Ækpkik�1f�ur alle hinreihend gro�en i 2 N ist. Aufgrund von P1k=0 kpkk < 1konvergiert die Folge (xk)k2N und die Folge (pk)k2N konvergiert gegen
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Null. Wir de�nieren die Folge ("i)i2N durh

"i := ���f(xki + pki)� f(xki)�rf(xki)Tpki���kpkik :
Dann erh�alt man aus der stetigen Di�erenzierbarkeit von rf auf einero�enen Obermenge von M

"i = ����Z 10 (rf(xki + tpki)�rf(xki))T � pkikpkik� dt�����Z 10 krf(xki + tpki)�rf(xki)k dt
�Z 10 (krf(xki + tpki)�rf(x�)k+ krf(x�)�rf(xki)k) dtf�ur alle i 2 N und damit die Konvergenz von ("i)i2N gegen Null. Hierausergibt sihjf(xki + pki)� fki(pki))j= jf(xki + pki)� f(xki)� (fki(pki)� f(xki))j= ����f(xki + pki)� f(xki)� (rf(xki)Tpki + 12pkiTBkipki)����� ���f(xki + pki)� f(xki)�rf(xki)Tpki���+ 12 ��pkiTBkipki���"i kpkik+ 12 kBkik kpkik2 f�ur alle i 2 N:Nun ist j�ki � 1j = ����f(xki)� f(xki + pki)� (f(xki)� fki(pki))f(xki)� fki(pki) ����= ����f(xki + pki)� fki(pki)f(xki)� fki(pki) ����

�"i kpkik+ 12 kBkik kpkik2�02�Æ�kpkik�1 ���1"i + 12�1 kBkik kpkik�02�Æf�ur alle hinreihend gro�en i 2 N und man sieht, da� limi!1 �ki = 1 ist.Das hei�t, da� der Iterationsindex ki f�ur alle hinreihend gro�en i 2 Nerfolgreih ist, was unserer Wahl der Folge (ki)i2N widerspriht. p
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� Der Beweis, da� aus (3.5.13) Aussage (3.5.15) folgt, verl�auft �ahnlih. Wirnehmen an, es existiert eine Folge (ki)i2N � N von niht erfolgreihenIterationsindizes und ein Æ > 0, so da�k�ki(�ki)kkpkik � Æ f�ur alle i 2 N
ist. Beahtet mank�ki(�ki)k�ki � k�ki(�ki)kkpkik kpkik3 � Æ3 kpkik f�ur alle i 2 N;
so erh�alt man zusammen mit (3.4.8)f(xki)� fki(pki)��02� �k�ki(�ki)k�ki �min��ki ; 11 + kBkik �k�ki(�ki)k�ki ��

��02� � Æ3kpkik�min�kpkik�1 ; 11 + supi2N kBkik � Æ3kpkik����02� Æ3 min� 1�1 ; Æ3(1 + supi2N kBkik)� kpkik2�Æ̂kpkik2 f�ur alle i 2 N;wobei 0 < Æ̂ � �02� Æ3 min� 1�1 ; Æ3(1 + supi2N kBkik)�gilt. Da au�erdem die G�ultigkeit von (3.5.11) gefordert wird, erh�alt manaus j�ki � 1j = ����f(xki)� f(xki + pki)� (f(xki)� fki(pki))f(xki)� fki(pki) ����= ����f(xki + pki)� fki(pki)f(xki)� fki(pki) ����
� �����f(xki + pki)� fki(pki)Æ̂kpkik2

����� ;da� limi!1 �ki = 1 gilt. Wie im Beweisabshnitt davor hei�t das, da� derIterationsindex ki f�ur alle hinreihend gro�en i 2 N erfolgreih ist, wasunserer Wahl der Folge (ki)i2N widerspriht. Mit diesem Teilabshnittist auh der ganze Beweis beendet. p
�
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Jetzt kommen wir zu den Hauptresultaten der Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens. Der erste der beiden S�atze liefert unter Annahme der Exis-tenz eines H�aufungspunktes der Folge (xk)k2N, die durh das Trust-Region-Verfahren erzeugt wird, das Resultat, da� dieser H�aufungspunkt station�ar ist.Man �ndet allerdings unter shw�aheren Voraussetzungen im Gegensatz zumzweiten der beiden S�atze nur eine Teilfolge von (xk)k2N, deren Iterationsindizesniht notwendigerweise erfolgreih sind.
Satz 3.5.4 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin (Bk)k2N beshr�ankt und (xk)k2N besitze einen H�aufungspunktx� 2 M . Dann existiert eine Teilfolge (xki)i2N von Iterationspunkten, diegegen x� konvergiert und f�ur dielimi!1 rMf(xCki) = 0
gilt. Ferner konvergiert auh (xCki)i2N gegen x� und daher ist x� ein station�arerPunkt der Optimierungsaufgabe (P).Beweis. Sei (gj)j2N � N irgendeine Folge von Indizes, so da� (xgj)j2N gegenx� konvergiert. Wenn lim infj!1 �gj(�gj )�gj = 0
ist, sind wir fertig. Denn da xCk �xk = �k(�k) und �k � 3 f�ur alle k 2 N gilt,haben wir auh lim infj!1 xCgj � xgj = 0:Daher konvergiert eine Teilfolge von (xCgj)j2N ebenfalls gegen x� und mit Lem-ma 3.5.1 erh�alt man das gew�unshte Resultat. Wir nehmen also an, es existiertein " > 0, so da� �gj(�gj )�gj � " f�ur alle j 2 N
ist. Satz 3.4.2 garantiert, da� es f�ur jedes 0 < Æ < " eine Teilfolge (hj)j2N � Nvon Iterationsindizes gibt, f�ur diek�k(�k)k�k �Æ f�ur alle k 2 Z := f� 2 N j gj � � < hj f�ur alle j 2 Ng
und �hj (�hj)�hj <Æ f�ur alle j 2 N
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ist. Daher impliziert Absh�atzung (3.4.9)

f(xk)� f(xk+1) � �0�02�Æmin��k; Æ1 + kBkk�f�ur alle erfolgreihen Indizes k 2 Z. Da weiterhin (Bk)k2N beshr�ankt istund die Folge (f(xk))k2N konvergiert, konvergiert (�k)k2f�2Zj� erfolgreih g gegenNull. Insbesondere ist �k < ÆkBkkf�ur alle hinreihend gro�en erfolgreihen Iterationsindizes k 2 Z. Da dar�uber-hinaus kpkk � �1�k f�ur alle k 2 N ist und bei einem niht erfolgreihenIterationsindex k der Punkt xk niht ver�andert wird, gilt
f(xk)� f(xk+1) � �0�02�Æ�1 kxk+1 � xkksogar f�ur alle hinreihend gro�en k 2 Z. Zusammengesetzt ergibt das

f(xgj )� f(xhj ) � �0�02�Æ�1 xgj � xhj f�ur alle j 2 N
und damit erh�alt man die Konvergenz von (xhj )j2N gegen x�. Insbesonderehaben wir gerade gezeigt, da� es f�ur jedes 0 < Æ < " eine Teilfolge (hj)j2N � Nvon Iterationsindizes gibt, f�ur die�hj(�hj )�hj < Æ und xhj � x� < Æ f�ur alle j 2 N
gilt, wobei man die eben konstruierte Folge (hj)j2N m�ogliherweise um eineendlihe Anzahl an Folgengliedern k�urzen mu�. Daher gibt es eine Teilfolge(kj)j2N � N von Iterationsindizes, so da� (xkj )j2N gegen x� konvergiert und

limj!1 �kj(�kj )�kj = 0
ist. Wie oben konvergiert aufgrund der Identit�at xCk � xk = �k(�k) und derShranke �k � 3 f�ur alle k 2 N die Folge (xCkj)j2N ebenfalls gegen x�, so da�Lemma 3.5.1 die Konvergenz von (rMf(xCkj ))j2N gegen Null liefert. Nah Lem-ma 2.2.5 ist die Funktion krMf(�)k :M ! R, de�niert durh x 7! krMf(x)k,nah unten halbstetig. Aus diesem Grund gilt krMf(x�)k = 0 und aus Satz2.2.3, Teil (iii) folgt, da� x� ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe(P) ist. �
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Das zweite Hauptresultat dagegen liefert eine Teilfolge von (xk)k2N, derendazugeh�orige Iterationsindizes alle erfolgreih sind. Allerdings mu� die Impli-kation (3.5.11) vorausgesetzt werden und im Gegensatz zu Theorem 5.5 ausBurke et al., 1990 meiner Ansiht nah auh die gleihm�a�ige Stetigkeit vonrf auf der Niveaumenge L(M ;x0). Das hat den Grund, da� diese Voraus-setzung auh in Satz 3.5.3 gemaht wird, auf den im Beweis zu diesem Satzzur�ukgegri�en wird. Der Beweis ist leider in weiten Teilen identish zum Be-weis von Satz 3.5.4, er lie�e sih aber auh niht durh Ausgliederung einesLemmas vereinfahen.Satz 3.5.5 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig, die Folge(Bk)k2N beshr�ankt und es gelte die Implikation (3.5.11). Sei x� 2 M einH�aufungspunkt der Folge (xk)k2N. Dann existiert eine Teilfolge (ki)i2N � Nvon erfolgreihen Iterationsindizes, so da� (xki)i2N gegen x� konvergiert undf�ur die limi!1 rMf(xCki) = 0gilt. Ferner konvergiert auh (xCki)i2N gegen x� und daher ist x� ein station�arerPunkt der Optimierungsaufgabe (P).Beweis. Sei (gj)j2N � N irgendeine Folge von Iterationsindizes, so da�(xgj )j2N gegen x� konvergiert. Die niht erfolgreihen Iterationsindizes gj er-h�ohe man solange um 1, bis man entweder auf einen erfolgreihen Iterations-index oder auf gj+1 tri�t, wobei in diesem Fall gj aus der Folge der Indizesentfernt werden kann, da xgj+1 = xgj ist. Da nah Satz 3.4.6 die Anzahl dererfolgreihen Iterationsindizes unendlih ist, ist diese Vorgehensweise m�oglih.Auf diese Weise erh�alt man eine Folge (xgj)j2N, aus der alle aufeinanderfol-genden Duplikate von Punkten xgj entfernt wurden, die Indizes der restlihenPunkte aber soweit erh�oht worden sind, da� all diese erfolgreih sind, aberohne die Punkte selbst zu ver�andern. Wenn

limj!1 �gj(�gj )�gj = 0
ist, sind wir fertig. Denn da xCk �xk = �k(�k) und �k � 3 f�ur alle k 2 N gilt,haben wir auh limj!1xCgj � xgj = 0:Daher konvergiert eine Teilfolge von (xCgj)j2N ebenfalls gegen x� und mit Lem-ma 3.5.1 erh�alt man das gew�unshte Resultat. Wir nehmen also an, es existiert
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ein " > 0, so da� �gj(�gj )�gj � " f�ur alle j 2 Nist. Satz 3.5.3 garantiert, da� es f�ur jedes Æ 2 (0; ") eine Teilfolge (hj)j2N � Nvon erfolgreihen Iterationsindizes gibt, f�ur diek�k(�k)k�k �Æ f�ur alle k 2 Z := f� 2 N j gj � � < hj f�ur alle j 2 Ng
und �hj (�hj)�hj <Æ f�ur alle j 2 N
ist. Daher impliziert Absh�atzung (3.4.9)f(xk)� f(xk+1) � �0�02�Æmin��k; Æ1 + kBkk�f�ur alle erfolgreihen Indizes k 2 Z. Da weiterhin (Bk)k2N beshr�ankt istund die Folge (f(xk))k2N konvergiert, konvergiert (�k)k2f�2Zj� erfolgreih g gegenNull. Insbesondere ist �k < ÆkBkkf�ur alle hinreihend gro�en erfolgreihen Iterationsindizes k 2 Z. Da dar�uber-hinaus kpkk � �1�k f�ur alle k 2 N ist und bei einem niht erfolgreihenIterationsindex k der Punkt xk niht ver�andert wird, giltf(xk)� f(xk+1) � �0�02�Æ�1 kxk+1 � xkksogar f�ur alle hinreihend gro�en k 2 Z. Zusammengesetzt ergibt dasf(xgj )� f(xhj ) � �0�02�Æ�1 xgj � xhj f�ur alle j 2 Nund damit erh�alt man die Konvergenz von (xhj )j2N gegen x�. Insbesonderehaben wir gerade gezeigt, da� es f�ur jedes Æ 2 (0; ") eine Teilfolge (hj)j2N � Nvon erfolgreihen Iterationsindizes gibt, f�ur die�hj(�hj )�hj < Æ und xhj � x� < Æ f�ur alle j 2 N
gilt, wobei man die eben konstruierte Folge (hj)j2N m�ogliherweise um eineendlihe Anzahl an Folgengliedern k�urzen mu�. Daher gibt es eine Teilfolge(kj)j2N � N von erfolgreihen Iterationsindizes, so da� (xkj )j2N gegen x�konvergiert und limj!1 �kj(�kj )�kj = 0
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ist. Wie oben konvergiert aufgrund der Identit�at xCk � xk = �k(�k) und derShranke �k � 3 f�ur alle k 2 N die Folge (xCkj)j2N ebenfalls gegen x�, so da�Lemma 3.5.1 die Konvergenz von (rMf(xCkj ))j2N gegen Null liefert. Nah Lem-ma 2.2.5 ist die Funktion krMf(�)k :M ! R, de�niert durh x 7! krMf(x)k,nah unten halbstetig. Aus diesem Grund gilt krMf(x�)k = 0 und aus Satz2.2.3, Teil (iii) folgt, da� x� ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe(P) ist. �
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Kapitel 4
Geometrishe Aspekte
In diesem Kapitel werden gewisse geometrishe Aspekte des in Kapitel 3 be-handelten Trust-Region-Verfahrens dargestellt. Im ersten Abshnitt werdendie exponierte Seiten�ahe und der Normalkegel eingef�uhrt, die in einer ge-wissen Beziehung zueinander und zum Tangentialkegel stehen. Wir werdenshlie�lih zeigen, da� unter den Voraussetzungen, die wir auh bei den Kon-vergenzs�atzen des Trust-Region-Verfahrens gemaht haben, letztendlih al-le Iterationspunkte des Trust-Region-Verfahrens in der durh den negativenGradienten an einem station�aren Punkt exponierten Seiten�ahe liegen. Die-ses Resultat wird ben�otigt, da wir keine strikte Komplementarit�at an einemstation�aren Punkt fordern. Im zweiten Abshnitt behandeln wir Zwishen-shritte und das Verfahren, mit dem man theoretish bestimmte Bedingungenan diese erf�ullen kann. Zwishenshritte sind f�ur die Konvergenzanalyse desNewton-Verfahrens wihtig, da man mit ihnen weitere Forderungen an dieIterationsshritte pk f�ur k 2 N stellen kann. So gelingt es, mit dem Newton-Verfahren hohdimensionale Probleme zu l�osen und gleihzeitig lineare odersuperlineare Konvergenz zu gew�ahrleisten.
4.1 Exponierte Seiten�ahe und NormalkegelAls erstes de�nieren wir die exponierte Seiten�ahe.
De�nition 4.1.1 (Exponierte Seiten�ahe) Sei 
 � Rn eine nihtleere,abgeshlossene und konvexe Menge und d 2 Rn. Die durh d exponierte Sei-ten�ahe von 
 ist durhE(
; d) := fz 2 
 j dT z � dT y f�ur alle y 2 
gde�niert.
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Eine anshaulihe Darstellung der exponierten Seiten�ahe leiten wir jetztf�ur die F�alle her, die uns im weiteren Verlauf tats�ahlih interessieren wer-den. Bez�uglih des Trust-Region-Verfahrens und des Newton-Verfahrens istn�amlih nur der Fall d := �rf(x) f�ur x 2 M interessant. Wir untershei-den nun die Optimierungsaufgaben (P) und (Q) und betrahten zuerst denspezielleren Fall, das hei�t die Optimierungsaufgabe (Q). Sei dazu x 2 [l; u℄beliebig gew�ahlt. Durh einfahes Ausrehnen des Skalarprodukts �rf(x)T zf�ur ein beliebiges z 2 [l; u℄ erh�alt man
E([l; u℄;�rf(x)) = (z 2 [l; u℄ ����� zi = li falls �if(x) > 0 undzi = ui falls �if(x) < 0 f�ur alle 1 � i � n)und man sieht, da� es sih um eine Hyper�ahe des Quaders [l; u℄ handelt.Ein Bildbeispiel dazu �ndet man in Lin and Mor�e, 1999. Hinsihtlih des all-gemeineren Falls sei x� 2M nun ein station�arer Punkt der Optimierungsauf-gabe (P). Dann existieren nah dem Satz von Karush-Kuhn-Tuker Lagrange-Multiplikatoren f�1; : : : ; �mg � R, f�ur die

rf(x�) = mXi=1 �iigilt, wobei
�i8><>:� 0 falls iTx� = li;= 0 falls li < iTx� < ui;� 0 falls iTx� = uiist. Aus der Gleihung �rf(x�)T z =Pmi=1��i(iT z) l�a�t sih dann

E(M ;�rf(x�)) = (z 2M ����� iT z = li falls �i > 0 undiT z = ui falls �i < 0 f�ur alle 1 � i � m)ablesen und man sieht auh hier, da� es sih um eine Hyper�ahe des Poly-eders M handelt. Eine f�ur uns wihtige Eigenshaft der durh den negativenGradienten exponierten Seiten�ahe ergibt sih sofort im Zusammenhang mitstation�aren Punkten.Satz 4.1.2 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Mengeund f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von 
 stetig di�erenzierba-re Abbildung. Dann ist x 2 
 genau dann ein station�arer Punkt der Aufgabe,f auf 
 zu minimieren, wenn x 2 E(
;�rf(x)) ist.Beweis. Sei x 2 
 ein station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu minimieren.Das ist genau dann der Fall, wennrf(x)T (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
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ist. Das hei�t aber, da��rf(x)Tx � �rf(x)Ty f�ur alle y 2 
gilt und diese Ungleihung ist �aquivalent zu der Aussagex 2 E(
;�rf(x)): �In Abshnitt 3.2 wurde die Abbruhbedingung f�ur das Trust-Region-Verfahrenbeshrieben, die auf station�are Punkte testet. Bei der Optimierungsaufgabe(Q) ist ein beliebiger Punkt x 2 [l; u℄ genau dann station�ar, wennr[l;u℄f(x) = 0 ist und das ist genau dann der Fall, wenn f�ur die i-te Kompo-nente des Gradienten rf(x)

�if(x) := [rf(x)℄i
8><>:� 0 falls xi = li;= 0 falls li < xi < ui;� 0 falls xi = uigilt. Das ist aber nah der oben gewonnenen Charakterisierung vonE([l; u℄;�rf(x)) genau dann der Fall, wennx 2 E([l; u℄;�rf(x))ist. Satz 4.1.2 stellt somit ein bereits bekanntes Ergebnis in neuer Form dar.Den Beweis des n�ahsten Lemmas k�onnen wir hier leider niht pr�asentieren,da er zu viele geometrishe Aspekte beinhaltet, die den Rahmen dieser Arbeitsprengen w�urden. Er basiert auf der Tatsahe, da� ein Polyeder nur eine end-lihe Anzahl an Seiten�ahen besitzt, deren genaue De�nition dann ebenfallsnoh ausstehen w�urde.Lemma 4.1.3 Sei d� 2 Rn. Dann existiert eine Umgebung U(d�) � Rn vond�, so da� E(M ; d) � E(M ; d�) f�ur alle d 2 U(d�)gilt.Beweis. Siehe den Beweis von Theorem 3.1 in Burke and Mor�e, 1994. �Als n�ahstes folgt die De�nition des Normalkegels.De�nition 4.1.4 (Normalkegel) Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlosse-ne und konvexe Menge und x 2 Rn. Der Normalkegel an 
 in x ist durhN(
;x) := fz 2 Rn j zT (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
gde�niert.
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Bemerkung 4.1.5 � Der Normalkegel ist der Polarkegel des Tangential-kegels. Um dies zu sehen, beahte man, da� der Normalkegel auh in derForm N(
;x) = fz 2 Rn j zTp � 0 f�ur alle p 2 T (
;x)ggeshrieben werden kann. Um das zu zeigen, mu� nur noh die Rihtungfz 2 Rn j zT (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
g�fz 2 Rn j zTp � 0 f�ur alle p 2 T (
;x)ggezeigt werden, da die andere Rihtung o�ensihtlih ist. Sei also z 2 Rnso gew�ahlt, da� zT (y�x) � 0 f�ur alle y 2 
 ist und sei p 2 T (
;x) belie-big vorgegeben. Da T (
;x) auh gleihzeitig der Abshlu� der zul�assigenRihtungen an 
 in x ist, existiert eine Folge (pk)k2N � 
 von zul�assigenRihtungen an 
 in x, die gegen p konvergiert. Zu jedem pk existiert eintk > 0, so da� x+ tkpk 2 
 ist und damit giltzT (tkpk) = zT (x+ tkpk � x) � 0:Division durh tk und �Ubergang zum Grenzwert f�ur k ! 1 liefern dasgew�unshte Resultat. So ergibt sih die BeziehungN(
;x) = T (
;x)?nah der De�nition des Polarkegels.� Weiterhin ergibt sih eine Beziehung zur exponierten Seiten�ahe. Seiendazu x; d 2 Rn beliebig vorgegeben. Dann giltx 2 E(
; d)genau dann, wenn d 2 N(
;x)ist. Zum Beweis dazu sei x 2 E(
; d). Das ist genau dann der Fall, wenndTx � dT y f�ur alle y 2 
 ist, also dT (y � x) � 0 f�ur alle y 2 
 gilt. Dasist aber nah der De�nition des Normalkegels genau dann wahr, wennd 2 N(
;x) ist.Sei x� 2 M jetzt ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P). NahDunn, 1987 ist x� ein regul�arer station�arer Punkt, falls�rf(x�) 2 ri(N(M ;x�))gilt, wobei ri(G) einer beliebigen Menge G � Rn das relative Innere von G sei.In Burke and Mor�e, 1994 wird gezeigt, da� x� genau dann regul�ar ist, wennx� 2 ri(E(M ;�rf(x�)))
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gilt. Sei x� 2M nun ein regul�arer station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe(P). Mit Hilfe der Darstellung von rf(x�) durh Lagrange-Multiplikatorenf�1; : : : ; �mg � R als rf(x�) = mXi=1 �ii;wobei �i8><>:� 0 falls iTx� = li;= 0 falls li < iTx� < ui;� 0 falls iTx� = uigilt, und der Gleihung

E(M ;�rf(x�)) = (z 2M ����� iT z = li falls �i > 0 undiT z = ui falls �i < 0 f�ur alle 1 � i � m)erhalten wir li < iTx� < ui, falls �i = 0 und 1 � i � m ist. Lie�t man dieseAussage anders, so k�onnen wir die Bedingung an die Lagrange-Multiplikatorenzu �i8><>:> 0 falls iTx� = li;= 0 falls li < iTx� < ui;< 0 falls iTx� = uiversh�arfen und das entspriht der De�nition der strikten Komplementarit�at.Ein station�arer Punkt x� 2 M der Optimierungsaufgabe (P) ist also genaudann ein regul�arer station�arer Punkt, wenn an diesem Punkt die Bedingungder strikten Komplementarit�at erf�ullt ist. Als n�ahstes ben�otigen wir eineweitere De�nition.De�nition 4.1.6 (Aktive Restriktionen) Seien x; y 2 M . Die Menge deraktiven Restriktionen an M in x ist de�niert durhI(M ;x) := fi 2 f1; : : : ;mg j iTx = li oder iTx = uig:Die Inklusion I(M ;x) � I(M ; y)ist de�niert durhIl(M ;x) � Il(M ; y) und Iu(M ;x) � Iu(M ; y);wobei Il(M ;x) :=fi 2 f1; : : : ;mg j iTxi = lig undIu(M ;x) :=fi 2 f1; : : : ;mg j iTxi = uigsei.
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Bemerkung 4.1.7 Die De�nition einer neuen Inklusion I(x) � I(y) ist des-halb n�otig, da andernfalls niht zwishen unterer und oberer Grenze unter-shieden w�urde. Diese Untersheidung wird im weiteren Verlauf noh wihtigsein.Bisher wurde globale und superlineare Konvergenz von Verfahren zur L�osungder Optimierungsaufgabe (P) nur unter der Voraussetzung der strikten Kom-plementarit�at an einem station�aren Punkt x� 2M erzielt und die Beweise be-ruhen darauf, da� sih die Menge der aktiven Restriktionen letztendlih nihtmehr ver�andert, wenn die Folge der Iterationspunkte gegen x� konvergiert.Diese Vorgehensweise ist in unserem Fall niht m�oglih, da wir strikte Kom-plementarit�at niht voraussetzen. Wir werden jetzt das Resultat entwikeln,da� unter bestimmten Voraussetzungenxk; xCk ; xk + pk 2 E(M ;�rf(x�))f�ur alle hinreihend gro�en k 2 N sind. Dieses Resultat impliziert im Fall vonstrikter Komplementarit�atxk; xCk ; xk + pk 2 ri(E(M ;�rf(x�)))f�ur alle hinreihend gro�en k 2 N und damit auh, da� sih die Menge der ak-tiven Restriktionen letztendlih niht mehr ver�andert. Mit Hilfe der De�nitiondes Normalkegels und der dazugeh�origen Bemerkung 4.1.5 erh�alt man sofortaus Lemma 4.1.3 das n�ahste Resultat, es stammt aus dem dritten Abshnittvon Burke and Mor�e, 1994.Korollar 4.1.8 Seien (xk)k2N �M eine Folge und (dk)k2N � Rn eine gegend� 2 Rn konvergente Folge mit dk 2 N(M ;xk) f�ur alle k 2 N. Dann existiertein k̂ 2 N, so da� xk 2 E(M ; d�) f�ur alle k � k̂ist.Beweis. Nah Lemma 4.1.3 existiert eine Umgebung U(d�) � Rn von d�, soda� E(M ; d) � E(M ; d�) f�ur alle d 2 U(d�)gilt. Da weiterhin (dk)k2N gegen d� konvergiert, existiert ein k̂ 2 N, so da�dk 2 U(d�) f�ur alle k � k̂ ist. Sei nun k 2 N beliebig gew�ahlt. Dann ist nahBemerkung 4.1.5 dk 2 N(M ;xk)genau dann, wenn xk 2 E(M ; dk)
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ist. Daraus erh�alt man insgesamtxk 2 E(M ; dk) � E(M ; d�) f�ur alle k � k̂: �Das n�ahste Lemma �ndet man im vierten Abshnitt von Burke and Mor�e,1994.Lemma 4.1.9 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von Mstetig di�erenzierbare Abbildung und (xk)k2N � M eine gegen x� 2 M kon-vergente Folge. Dann gilt limk!1 krMf(xk)k = 0
genau dann, wenn ein k̂ 2 N existiert, so da� xk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur allek � k̂ ist.Beweis.) : Es gelte limk!1 krMf(xk)k = 0:Da der Normalkegel der Polarkegel des Tangentialkegels ist, gilt mitLemma 2.1.9�rf(xk) =�T (M ;xk)(�rf(xk)) + �N(M ;xk)(�rf(xk))=rMf(xk) + �N(M ;xk)(�rf(xk)) f�ur alle k 2 N:Daher konvergiert (�N(M ;xk)(�rf(xk)))k2N gegen �rf(x�) und mitKorollar 4.1.8 erh�alt man ein k̂ 2 N, so da�xk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � k̂ist. p
( : Es existiere ein k̂ 2 N, so da� xk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � k̂ ist.Wieder nah Bemerkung 4.1.5 gilt�rf(x�) 2 N(M ;xk) f�ur alle k � k̂:Nah Lemma 2.1.9 und da der Normalkegel der Polarkegel des Tangential-kegels ist, haben wir wie eben��T (M ;xk)(�rf(xk)) = �N(M ;xk)(�rf(xk)) +rf(xk) f�ur alle k 2 N
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und somit�T (M ;xk)(�rf(xk)) =�N(M ;xk)(�rf(xk)) +rf(xk)= infy2N(M ;xk) ky +rf(xk)k f�ur alle k 2 N:
Zusammen erhalten wir�T (M ;xk)(�rf(xk)) � k�rf(x�) +rf(xk)k f�ur alle k � k̂und der Limes f�ur k !1 liefert das gew�unshte Resultat. p

�Es gilt(4.1.1) �
(x) 2 E(
;x� �
(x)) f�ur alle x 2 Rn;denn nah Lemma 2.1.2 ist (�
(x)� x)T (y��
(x)) � 0 f�ur alle x 2 Rn undalle y 2 
 und so (x� �
(x))T�
(x) � (x� �
(x))Tyf�ur alle x 2 Rn und alle y 2 
. Diese Aussage wird im n�ahsten Satz benutzt.Satz 4.1.10 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung und (xk)k2N � M eine gegen x� 2 M konvergenteFolge. Weiterhin existiere ein k̂ 2 N, so da� xk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur allek � k̂ ist. Dann existiert ein ~k 2 N, so da��M (xk � �rf(xk)) 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle � > 0 und alle k � ~kist.Beweis.� Sei � > 0 beliebig gew�ahlt. Wir behaupten, da�
(4.1.2) �M(xk � �rf(xk))� xk�  � krMf(xk)k f�ur alle k 2 N
gilt. Sei dazu k 2 N beliebig vorgegeben. Aus Ungleihung (3.3.6) ergibtsihk�M(xk � �rf(xk))� xkk2� � �rf(xk)T (�M(xk � �rf(xk))� xk)
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und aus Satz 2.2.3, Teil (ii) folgt�rf(xk)Tp � krMf(xk)k kpkf�ur alle zul�assigen Rihtungen p 2 Rn an M in xk, speziell also�rf(xk)T (�M(xk � �rf(xk))� xk)�krMf(xk)k k�M(xk � �rf(xk))� xkk :Aus beiden Ungleihungen zusammen erh�alt mank�M(xk � �rf(xk))� xkk2� � krMf(xk)k k�M(xk � �rf(xk))� xkkund damit das gew�unshte Ergebnis. p

� Da die Folge (xk)k2N gegen x� 2M konvergiert und xk 2 E(M ;�rf(x�))f�ur alle k � k̂ ist, implizieren Ungleihung (4.1.2) und Lemma 4.1.9
0 � limk!1�M(xk � �rf(xk))� xk�  � limk!1 krMf(xk)k = 0:

f�ur alle � > 0. De�niert man nun die Folge (dk)k2N von Funktionendk : R+ ! Rn mit k 2 N durh
dk(�) := �rf(xk)� �M(xk � �rf(xk))� xk� ;so bekommt manlimk!1 dk(�) = �rf(x�) f�ur alle � > 0;wobei die Konvergenz gleihm�a�ig in � ist. Unabh�angig davon habenwir nah Aussage (4.1.1)�M (xk � �rf(xk)) 2E(M ;xk � �rf(xk)� �M(xk � �rf(xk)))=E(M ;�dk(�))=E(M ; dk(�)) f�ur alle � > 0 und alle k 2 N:Nah Lemma 4.1.3 existiert ein ~k 2 N, so da�E(M ; dk(�)) � E(M ;�rf(x�)) f�ur alle � > 0 und alle k � ~kgilt und insgesamt erhalten wir�M (xk � �rf(xk))� xk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle � > 0und alle k � ~k. p
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�Um die wahre Aussagekraft des Satzes deutlih zu mahen und zu nutzen for-mulieren wir das folgende Korollar. Man ben�otigt n�amlih keine ganze Folge(xk)k2N �M , von der alle hinreihend gro�en Folgenglieder in E(M ;�rf(x�))liegen, sondern lediglih einen Punkt, der in einer hinreihend kleinen Umge-bung um x� liegen mu�.Korollar 4.1.11 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge vonM stetig di�erenzierbare Abbildung und x� 2 M beliebig vorgegeben. Dannexistiert eine Umgebung U(x�) � Rn von x�, so da� f�ur alle x 2 U(x�) ausx 2 E(M ;�rf(x�)) folgt, da��M(x� �rf(x)) 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle � > 0ist.Beweis. Der Beweis erfolgt durh Widerspruh. Angenommen, f�ur jede Um-gebung U(x�) � Rn von x� existiert ein x 2 U(x�) und ein � > 0, f�ur daszwar x 2 E(M ;�rf(x�)) ist, aber�M(x� �rf(x)) =2 E(M ;�rf(x�))gilt. Durh die Wahl immer kleinerer Umgebungen von x� erh�alt man so eineFolge (xk)k2N �M mit Grenzwert x� und eine Folge (�k)k2N � R+, f�ur diexk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k 2 Nist, aber f�ur die auh�M(xk � �krf(xk)) =2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k 2 Ngilt. Das ist o�ensihtlih ein Widerspruh zu Satz 4.1.10. �Sei x� 2M ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P). Dann gilt dieImplikation(4.1.3)x 2 E(M ;�rf(x�)) und I(M ;x) � I(M ; y) =) y 2 E(M ;�rf(x�))f�ur alle x; y 2 M . Diese Aussage folgt direkt aus der am Anfang dieses Ab-shnitts gewonnenen Charakterisierung der exponierten Seiten�aheE(M ;�rf(x�)). Der n�ahste Satz benutzt diese Tatsahe. Wir wollen zei-gen, da� unter gewissen Voraussetzungen letztendlih alle Iterationspunktedes Trust-Region-Verfahrens in der durh den negativen Gradienten eines sta-tion�aren Punktes x� 2M exponierten Seiten�ahe E(M ;�rf(x�)) enthaltensind. Satz 3.5.5 und Satz 4.1.10 liefern mit einer weiteren Voraussetzung einsolhes Ergebnis.
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Satz 4.1.12 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung. Das Trust-Region-Verfahren brehe niht vorzeitigab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin rf auf der Niveaumenge L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig, die Folge(Bk)k2N beshr�ankt und es gelte die Implikation (3.5.11). Die Folge (xk)k2Nkonvergiere gegen x� 2M und es gelte die Inklusion(4.1.4) I(M ;xCk ) � I(M ;xk + pk) f�ur alle k 2 N:Dann existiert ein Iterationsindex k̂ 2 N, so da�xk; xCk ; xk + pk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � k̂sind.Beweis. Satz 3.5.5 zeigt, da� eine Teilfolge (ki)i2N � N von erfolgreihenIterationsindizes existiert, so da� (xCki)i2N gegen x� konvergiert undlimi!1 rMf(xCki) = 0
ist. Lemma 4.1.9 sagt aus, da� ein î 2 N existiert, so da�xCki 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle i � îgilt. Da jeder Index ki f�ur i 2 N erfolgreih ist, folgt aus der Forderung (4.1.4)und der Implikation (4.1.3)xki+1 = xki + pki 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle i � î:Nah Korollar 4.1.11 existiert eine Umgebung U(x�) � Rn von x�, so da� f�uralle x 2 U(x�) aus x 2 E(M ;�rf(x�)) folgt, da��M(x� �rf(x)) 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle � > 0ist. Da die Folge (xk)k2N gegen x� konvergiert, existiert ein ~k 2 N, so da�xk 2 U(x�) f�ur alle k � ~k ist. W�ahle nun ein ki � ~k mit i � î und setzek̂ := ki +1. Wir zeigen jetzt die Aussage des Satzes mit Induktion �uber k. Esgilt o�enbar xk̂ 2 E(M ;�rf(x�))und da k̂ � ~k ist, haben wir auhxĈk 2 E(M ;�rf(x�))und so wieder mit Forderung (4.1.4)xk̂ + pk̂ 2 E(M ;�rf(x�));
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so da� mit dieser Wahl von k̂ die Induktionsverankerung gezeigt ist. Sei nunxk; xCk ; xk + pk 2 E(M ;�rf(x�))f�ur einen beliebigen Iterationsindex k � k̂ erf�ullt. Dann ist o�ensihtlihxk+1 2 E(M ;�rf(x�));denn es gilt nah der Iterationsvorshrift des Trust-Region-Verfahrensxk+1 = xk + pk, wenn der Iterationsindex k erfolgreih ist und xk+1 = xkandernfalls. Da xk+1 2 U(x�) ist, erhalten wirxCk+1 2 E(M ;�rf(x�))und erneut mit Forderung (4.1.4)xk+1 + pk+1 2 E(M ;�rf(x�));womit wir auh den Induktionsshritt gezeigt haben. �
4.2 ZwishenshritteBisher war f�ur die Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens niht wih-tig, ob oder wie man einen weiteren Shritt pk au�er dem Cauhy-ShrittpCk zur L�osung des Trust-Region-Subproblems bestimmt. Um allerdings li-neare oder superlineare Konvergenz des in Kapitel 3 vorgestellten Newton-Verfahrens zu gew�ahrleisten, m�ussen f�ur die Iterationsshritte pk mit k 2 Nzus�atzlihe Bedingungen gelten, die der Cauhy-Shritt niht notwendiger-weise erf�ullt. Da unser Augenmerk insbesondere auf der L�osung hohdimen-sionaler Optimierungsaufgaben liegt, ist es f�ur uns wihtig, diese Forderungeniterativ zu erf�ullen. Deshalb de�nieren wir als erstes den Begri� der Zwishen-shritte.De�nition 4.2.1 (Zwishenshritte) Sei f : Rn ! R eine auf einer o�e-nen Obermenge von M stetig di�erenzierbare Abbildung und xk 2M mitk 2 N ein Iterationspunkt des Trust-Region-Verfahrens. Sei weiterhinr 2 N n f0g eine Konstante. Dann de�niert man die Zwishenshrittefx1k := xCk ; : : : ; xr+1k g �Mzum Iterationsindex k dadurh, da�xjk � xk � �1�k f�ur alle 1 � j � r + 1 undI(M ;xjk) � I(M ;xj+1k ) f�ur alle 1 � j � r(4.2.5)
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sowie(4.2.6)qk(xj+1k ) � qk(xjk) + �0minfrqk(xjk)T (xj+1k � xjk); 0g f�ur alle 1 � j � rgelten, wobei die Funktion qk : Rn ! R durhqk(x) := rf(xk)T (x� xk) + 12(x� xk)TBk(x� xk)de�niert ist.Bemerkung 4.2.2 � Die Konstante r setzt nur eine obere Shranke f�urdie Anzahl der Zwishenshritte. Nimmt man n�amlih f�ur ein beliebiges1 � j � r xj+1k = xjk;so sind die Forderungen (4.2.5) und (4.2.6) o�enbar erf�ullt. Wir werdenaber sehen, da� die beiden Bedingungen niht nur mit dieser trivialenWahl der Zwishenshritte erf�ullt sind.� Bevor wir zeigen, da� tats�ahlih auh nihttriviale Zwishenshritteexistieren, sollten wir diese in das Trust-Region-Verfahren integrieren.Wir erinnern uns, da� die Forderung (3.1.1) im Trust-Region-Verfahrenan den Shritt pk fk(pk)� f(xk) � �0(fk(pCk )� f(xk))mit xk + pk 2M und kpkk � �1�k lautet. Setzen wirpk := xr+1k � xk;so ist aufgrund von Forderung (4.2.5) an die Zwishenshrittexk + pk 2M und kpkk � �1�k. Insbesondere aber folgt aus der Unglei-hung (4.2.6) qk(xj+1k ) � qk(xjk) f�ur alle 1 � j � rund da qk(x) = fk(x� xk)� f(xk) ist, erh�alt man damitfk(xj+1k � xk)� f(xk) � fk(xjk � xk)� f(xk) f�ur alle 1 � j � rund shlie�lihfk(pk)� f(xk) = fk(xr+1k � xk)� f(xk) � fk(pCk )� f(xk);womit auh Forderung (3.1.1) erf�ullt ist. Die Zwishenshritte stehenalso im Einklang mit der angegebenen Wahl eines weiteren Shritts imTrust-Region-Verfahren.
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� Der letzte Punkt zeigt, da� durh die Zwishenshritte der Funktions-wert der Modellfunktion im Punkt pk niedriger ist als in pCk , die Trust-Region-Grenze �1�k niht verletzt wird und die shon im Cauhy-Punktaktiven Restriktionen weiterhin aktiv sind. Die letzte dieser Eigenshaf-ten des Shritts pk erm�ogliht erst die Anwendung von Satz 4.1.12.Als n�ahstes zeigen wir die Existenz von nihttrivialen Zwishenshritten. DerGrund daf�ur ist, da� wir sp�ater noh eine weitere Forderung an den letztenZwishenshritt stellen werden, die nihttriviale Zwishenshritte erfordert.Satz 4.2.3 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von M stetigdi�erenzierbare Abbildung und xk 2 M mit k 2 N ein Iterationspunkt desTrust-Region-Verfahrens. Seien bereits die Zwishenshrittefx1k := xCk ; : : : ; xjkg �Mmit 1 � j � r berehnet und sei xjk kein station�arer Punkt der Optimierungs-aufgabe, qk auf M zu minimieren. Es gelte weiterhinxjk � xk < �1�k:Dann existiert ein xjk 6= xj+1k 2M , so da�xj+1k � xk � �1�k und I(M ;xjk) � I(M ;xj+1k )sowie qk(xj+1k ) � qk(xjk) + �0minfrqk(xjk)T (xj+1k � xjk); 0ggilt.Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Teilen. Im ersten Teil werden wir eine zu(4.2.6) hinreihende Bedingung �nden, die leihter zu handhaben ist und dieauh Bedingung (4.2.5) vereinfaht. Im zweiten Teil werden wir dann sehen,wie man diese vereinfahten Forderungen erf�ullen kann.� Die Shwierigkeit des Beweises liegt einzig darin, in jedem Zwishen-shritt die aktiven Restriktionen zu erhalten. Wir m�ussen daher einenUntervektorraum einf�uhren, der nur Vektoren enth�alt, die senkreht aufallen Rihtungen aktiver Restriktionen stehen. Seien dazufv1; : : : ; vsg � Rn mit 1 � s � n eine Orthonormalbasis des Vektor-raums V jk := fv 2 Rn j iTv = 0 f�ur alle i 2 I(M ;xjk)gund Ajk := �v1 : : : vs� 2 Rn�s
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die Matrix, die die Vektoren dieser Orthonormalbasis als Spalten hat.Es ist dann s die Dimension dieses Vektorraums. Jetzt kann man die amAnfang gestellten Forderungen an xj+1k anders ausdr�uken, und zwarsuhen wir ein w 2 Rs, f�ur das(4.2.7) xjk + Ajkw � xk � �1�kund qk(xjk + Ajkw)� qk(xjk) � �0minf(AjkTrqk(xjk))Tw; 0ggilt. Denn durh die Wahl der Matrix Ajk stellen wir siher, da� dieaktiven Restriktionen in xjk auh im n�ahsten Zwishenshritt aktiv sind.De�niert man jetzt noh die Funktion q : Rs ! R durhq(w) := qk(xjk + Ajkw)� qk(xjk);so formt man die zweite der beiden Forderungen in(4.2.8) q(w) � �0minfrq(0)Tw; 0gum. Denn es istq(w) =qk(xjk + Ajkw)� qk(xjk)=rf(xk)T (xjk + Ajkw � xk � (xjk � xk))+ 12(xjk + Ajkw � xk)TBk(xjk + Ajkw � xk)� 12(xjk � xk)TBk(xjk � xk)=rf(xk)TAjkw+ 12((xjk � xk)TBkAjkw + wTAjkTBk(xjk � xk) + wTAjkTBkAjkw)=(AjkTrf(xk))Tw + (AjkTBk(xjk � xk))Tw + 12wTAjkTBkAjkwf�ur alle w 2 Rs. Daraus ergibt sih sofortrq(w) =AjkTrf(xk) + AjkTBk(xjk � xk) + AjkTBkAjkw=AjkT (rf(xk) +Bk(xjk + Ajkw � xk))=AjkTrqk(xjk) + AjkTBkAjkw f�ur alle w 2 Rs
und so rq(0) = AjkTrqk(xjk): p
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� Nun m�ussen wir nur noh zeigen, da� ein 0 6= w 2 Rs existiert, das(4.2.7) und (4.2.8) erf�ullt. Die Vorgehensweise entspriht dabei der, diewir beim Beweis der Existenz des Cauhy-Shritts kennengelernt haben,siehe dazu Abshnitt 3.3. Wir de�nieren die MengeM jk := fAjkT (x� xjk) j x 2Mg � Rs
und die Funktion � : R+ [ f0g ! Rs durh�(�) := �Mjk(��rq(0)):Wir zeigen, da� die Forderungen (4.2.7) und (4.2.8) f�ur alle hinreihendkleinen � > 0 gelten, sollten wir uns bei xjk niht an einem station�arenPunkt der Optimierungsaufgabe, qk auf M zu minimieren, be�nden.Diese Forderung m�ussen wir jetzt noh umformen. Sei Null dazu einstation�arer Punkt der Optimierungsaufgabe, q auf M jk zu minimieren,das hei�t, es gelte rq(0)Ty � 0 f�ur alle y 2M jk :Daraus folgt mit der De�nition der Funktion qk sofort

(AjkTrqk(xjk))TAjkT (x� xjk) � 0 f�ur alle x 2Mund da die Matrix Ajk die Vektoren einer Orthonormalbasis von V jk alsSpaltenvektoren besitzt, erhalten wir weiterrqk(xjk)T (x� xjk) � 0 f�ur alle x 2M:Das hei�t aber, da� xjk ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe,qk auf M zu minimieren, ist. Die Forderung des Satzes impliziert daher,da� Null kein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe, q auf M jk zuminimieren, ist und demnah erhalten wir mit Satz 2.2.3, Teil (iii)rMjkq(0) 6= 0:Als n�ahstes bemerken, da� aus Korollar 2.1.13
lim0<�!0 �(�)� = lim0<�!0 �Mjk(��rq(0))�=�T (Mjk ;0)(�rq(0))=rMjkq(0)
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folgt. Mit Satz 2.2.3, Teil (i) bekommt manlim0<�!0 q(�(�))�= lim0<�!0�(AjkTrf(xk))T ��(�)� �+ (AjkTBk(xjk � xk))T ��(�)� ��

+ lim0<�!0 12��(�)� �TAjkTBkAjk�(�)!
=(AjkT (rf(xk) +Bk(xjk � xk)))T � lim0<�!0 �(�)� �
+ 12� lim0<�!0 �(�)� �TAjkTBkAjk � lim0<�!0�(�)�| {z }=0=rq(0)TrMjkq(0)=� rMjkq(0)2<0:Da nah Voraussetzung 0 < �0 < 12 ist, existiert ein " > 0, so da� f�uralle � mit 0 < � < "q(�(�))� < 2�0rq(0)TrMjkq(0)gilt. Au�erdem existiert wegen der oben gezeigten Darstellung f�urlim0<�!0 �(�)� ein Æ > 0, so da� f�ur alle � mit 0 < � < Æ����rq(0)TrMjkq(0)�rq(0)T ��(�)� ����� < �rq(0)TrMjkq(0)ist. Insbesondere gilt also f�ur diese � die Ungleihung2rq(0)TrMjkq(0) < rq(0)T ��(�)� �

und zusammen mit der ersten Ungleihung erh�alt man f�ur alle � mit0 < � < minf"; Æg q(�(�)) <2��0rq(0)TrMjkq(0)<�0rq(0)T�(�):Setzt man nun w := �(�), so erf�ullen alle hinreihend kleinen � mit0 < � < minf"; Æg Forderung (4.2.7)xjk + Ajk�(�)� xk � �1�k;
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da wir xjk � xk < �1�k vorausgesetzt haben, sowie Forderung (4.2.8)q(�(�)) � �0rq(0)T�(�) = �0minfrq(0)T�(�); 0g;da rq(0)T�(�) < 0 f�ur alle � > 0 gilt, wie man analog zur Unglei-hungskette (3.3.6) zeigt. p

�



Kapitel 5
Newton-Verfahren
In diesem Kapitel wird das Newton-Verfahren erl�autert und dessen Konver-genzeigenshaften beshrieben. Das Newton-Verfahren ben�otigt als Zielfunk-tion eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion. Pa�t man die Voraussetzun-gen der aussagekr�aftigsten Konvergenzs�atze des Trust-Region-Verfahrens einwenig an die zweimal stetige Di�erenzierbarkeit an und f�ugt man als wesent-lihe Voraussetzung hinzu, da� die Hesseshe Matrix eines H�aufungspunktesder Folge, die durh das Newton-Verfahren erzeugt wird, auf einem speziel-len Untervektorraum des Rn positiv de�nit ist, so konvergiert die ganze Folgegegen einen station�aren Punkt der Optimierungsaufgabe (P). Im weiteren Ver-lauf werden die Zwishenshritte aus Abshnitt 4.2 benutzt und eine weitereBedingung an diese gekn�upft. Mit diesen erhalten wir als weiteres Hauptresul-tat mindestens lineare oder superlineare Konvergenz der Folge. Unter Annah-men, die eher theoretisher Natur sind, k�onnen wir auh quadratishe Kon-vergenz zeigen.
5.1 VerfahrenDas hier beshriebene Newton-Verfahren ist eine spezielle Version des in Ka-pitel 3 dargestellten Trust-Region-Verfahrens und l�a�t sih nur auf zweimalstetig di�erenzierbare Funktionen anwenden. Es wird n�amlih statt der Ma-trix Bk 2 Rn�n die Hesseshe Matrix r2f(xk) am aktuellen Iterationspunktxk benutzt. Weiterhin begn�ugen wir uns niht damit, den Cauhy-Punkt alsn�ahsten Iterationspunkt zu w�ahlen, sondern f�ugen an dieser Stelle die Zwi-shenshritte ein. In Abshnitt 4.2 haben wir ausf�uhrlih beshrieben, da�die Zwishenshritte Forderung (5.1.1) erf�ullen und somit in das Newton-Verfahren eingebettet sind.Verfahren 5.1.1 (Newton-Verfahren) Sei die Funktion f : Rn ! R eineauf einer o�enen Obermenge vonM zweimal stetig di�erenzierbare Abbildung.
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Dann lautet das Newton-Verfahren� Gegeben seien die Konstanten 0 < �0 < 12 , �1 > 0, 0 < �0 < �1 < �2 < 1und 0 < �1 < �2 < 1 < �3.� Sei x0 2M gegeben. Berehne rf(x0) sowie r2f(x0) und bestimme ein�0 > 0.� F�ur k 2 N{ Ist xk ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P), dannbrehe das Verfahren hier ab. Siehe hierzu Abshnitt 3.2.{ Andernfalls� Berehne den Cauhy-Shritt pCk zur Optimierungsaufgabe

Minimiere fk(p) := f(xk) +rf(xk)Tp+ 12pTr2f(xk)pauf fp 2 Rn j kpk < �kg:Der Cauhy-Shritt ist allerdings niht notwendigerweise ei-ne L�osung dieser Optimierungsaufgabe, siehe hierzu Abshnitt3.3.� Berehne einen Shritt pk, der(5.1.1) fk(pk)� f(xk) � �0(fk(pCk )� f(xk))erf�ullt, wobei kpkk � �1�k und xk+ pk 2M sei. Benutze dazudie Zwishenshritte aus Abshnitt 4.2.� Berehne �k := f(xk)� f(xk + pk)f(xk)� fk(pk)und setze
(5.1.2) xk+1 := (xk falls �k � �0;xk + pk falls �k > �0:Ein Iterationsindex k, bei dem �k > �0 erf�ullt ist, wird erfolg-reih genannt. Setze

�k+18><>:2 [�1minfkpkk ;�kg; �2�k℄ falls �k � �1;2 [�1�k; �3�k℄ falls �1 < �k < �2;2 [�k; �3�k℄ falls �k � �2:
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5.2 KonvergenzIn diesem Abshnitt untersuhen wir das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens. Der zentrale Konvergenzsatz dieses Abshnitts sagt aus, da� beipositiver De�nitheit der Hesseshen Matrix eines H�aufungspunktes der Folge,die durh das Newton-Verfahren erzeugt wird, auf einem speziellen Untervek-torraum des Rn die ganze Folge gegen einen station�aren Punkt der Optimie-rungsaufgabe (P) konvergiert. Als erstes aber werden wir das letzte Resultatbei der Konvergenzanalyse des Trust-Region-Verfahrens, Satz 3.5.5, auf dasNewton-Verfahren �ubertragen und feststellen, da� sih einige Voraussetzungenvereinfahen.Korollar 5.2.1 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von Mzweimal stetig di�erenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren brehe nihtvorzeitig ab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird.Sei weiterhin r2f auf der Niveaumenge L(M ;x0) beshr�ankt und x� 2M einH�aufungspunkt der Folge (xk)k2N. Dann existiert eine Teilfolge (ki)i2N vonerfolgreihen Iterationsindizes, so da� (xki)i2N gegen x� konvergiert und f�urdie limi!1 rMf(xCki) = 0gilt. Ferner konvergiert auh (xCki)i2N gegen x� und daher ist x� ein station�arerPunkt der Optimierungsaufgabe (P).Beweis. Dieses Resultat folgt mit Satz 3.5.5, wenn wir die noh fehlendenVoraussetzungen zur Anwendung dieses Satzes zeigen. Zuerst zeigen wir, da�rf auf L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig ist. Seien dazu x; y 2 L(M ;x0) beliebiggew�ahlt. Es giltkrf(y)�rf(x)k =Z 10 r2f(x+ t(y � x))(y � x) dt�Z 10 r2f(x+ t(y � x))(y � x) dt

�Z 10 r2f(x+ t(y � x)) ky � xk dtund dar2f auf L(M ;x0) beshr�ankt ist, ergibt sih hieraus sofort die gleihm�a�i-ge Stetigkeit. Zu zeigen bleibt noh die Implikation (3.5.11)1Xk=0 kpkk <1 =) limk!1 f(xk + pk)� fk(pk)kpkk2 = 0:
Sei also P1k=0 kpkk < 1. Trivialerweise konvergiert dann auh die Folge(pk)k2N gegen Null. Aus der Ungleihungkxk+1 � xkk � kpkk f�ur alle k 2 N
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erh�alt man zusammen mit der Dreieksungleihung, da� (xk)k2N eine Cauhy-Folge ist und damit ebenfalls konvergiert. Da weiterhin f auf einer o�enenObermenge von M zweimal stetig di�erenzierbar ist, existiert nah dem Satzvon Taylor f�ur jedes k 2 N ein 0 < tk < 1, so da�

f(xk + pk) = f(xk) +rf(xk)Tpk + 12pkTr2f(xk + tkpk)pkist. Aus der Konvergenz von (pk)k2N gegen Null und der Konvergenz von(xk)k2N ergibt sih
limk!1 pkT (r2f(xk + tkpk)�r2f(xk))pkkpkk2 = 0

und so zusammen mit der Taylor-Entwiklung
limk!1 f(xk + pk)� fk(pk)kpkk2 = 0:

�Die weitere Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens erfordert, da� wir an-nehmen, da� eine Teilfolge (xki)i2N von Iterationspunkten gegen einen sta-tion�aren Punkt x� 2 M der Optimierungsaufgabe (P) konvergiert, der be-stimmte Regularit�atsvoraussetzungen erf�ullt, woraus wir folgern werden, da�x� ein isolierter station�arer Punkt ist.De�nition 5.2.2 (Isolierter station�arer Punkt) Sei 
 � Rn eine niht-leere, abgeshlossene und konvexe Menge und f : Rn ! R eine auf einero�enen Obermenge von 
 di�erenzierbare Abbildung. Sei weiterhin x 2 
ein station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu minimieren. Dann ist x einisolierter station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu minimieren, wenn eineUmgebung U(x) � Rn von x existiert, so da� U(x) keinen station�aren Punktau�er x enth�alt.Die Regularit�atsvoraussetzungen ben�otigen zwei weitere De�nitionen.De�nition 5.2.3 (Aufgespannter Kegel, aufgespannter Vektorraum)Sei G � Rn eine nihtleere Menge. Dann ist� der von G aufgespannte Kegel durhone(G) := ftg j t � 0 und g 2 Ggde�niert,
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� der von G aufgespannte Vektorraum durh

span(G) := ( rXi=1 �igi
����� r 2 N n f0g und �i 2 R f�ur alle 1 � i � rund gi 2 G f�ur alle 1 � i � r )

de�niert.Wir werden fordern, da� die Hesseshe Matrix r2f(x�) eines station�arenPunktes x� 2M auf der MengeD(M ;x�) := span(E(M ;�rf(x�))� x�)positiv de�nit ist. Da f�ur eine beliebige Menge G � Rn die Inklusionone(G) � span(G)gilt, haben wir auh(5.2.3) one(E(M ;�rf(x�))� x�) � D(M ;x�):Im n�ahsten Lemma werden wir eine Charakterisierung der Teilmengeone(E(M ;�rf(x�))� x�)liefern, die wir dazu nutzen k�onnen, um diese Menge mit isolierten station�arenPunkten in Verbindung zu bringen. Die n�ahsten beiden Lemmata stammenaus dem sehsten Abshnitt von Burke and Mor�e, 1994.Lemma 5.2.4 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von Mstetig di�erenzierbare Abbildung. Sei weiterhin x� 2M ein station�arer Punktder Optimierungsaufgabe (P). Dann giltone(E(M ;�rf(x�))� x�) = fp 2 T (M ;x�) j rf(x�)Tp = 0g:Beweis.� : Sei p 2 onefE(M ;�rf(x�))� x�g beliebig gew�ahlt. Dann istp = t(x � x�) f�ur ein t > 0 und ein x 2 E(M ;�rf(x�)). Darausergibt sih durh Umstellen der Gleihung, da� p 2 T (M ;x�) ist. Ausx 2 E(M ;�rf(x�)) folgt(�rf(x�))Tx � (�rf(x�))Tx�und da x� ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist, er-halten wir mit Satz 4.1.2(�rf(x�))Tx� � (�rf(x�))Tx:Mit p = t(x� x�) bekommen wir rf(x�)Tp = 0. p
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� : Sei p 2 T (M ;x�) mit rf(x�)Tp = 0 beliebig gew�ahlt. Nah De�nitiondes Tangentialkegels existieren Folgen (tk)k2N � R+ und (rk)k2N � Rnmitxk := x� + tkp+ rk 2M f�ur alle k 2 N; limk!1 tk = 0 und limk!1 rktk = 0:

Wir betrahten nun die Menge I(M ;x�) der aktiven Restriktionen inx�. In einem Fall ist i =2 I(M ;x�) mit 1 � i � m. Das hei�t, da�li < iTx� < ui und damit auhli < iT (x� + tp) < uif�ur alle hinreihend kleinen t > 0 ist. Haben wir stattdessen i 2 I(M ;x�)mit 1 � i � m und nehmen wir iTx� = li an, so erhalten wir ausx� + tkp+ rk 2M f�ur alle k 2 NiT (tkp+ rk) � 0 f�ur alle k 2 N:Dividiert man nun beide Seiten durh tk, so erh�alt man durh �Ubergangzum Grenzwert f�ur k !1, da� iTp � 0 und damitli � iT (x� + tp) � uif�ur alle hinreihend kleinen t > 0 ist. Der Beweis dieser Ungleihung imFall iTx� = ui erfolgt analog und so haben wir x�+tp 2 E(M ;�rf(x�))f�ur alle hinreihend kleinen t > 0 gezeigt. Daraus erhalten wir dannp 2 one(E(M ;�rf(x�))� x�). p
�Das nun folgende Lemma bringt die Menge one(E(M ;�rf(x�)) � x�) mitisolierten station�aren Punkten in Beziehung. Da die Aussage aber auh all-gemein f�ur eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Menge 
 � Rn gilt,benutzen wir niht one(E(M ;�rf(x�))� x�) selber, sondern die im letztenLemma angegebene Charakterisierung.Lemma 5.2.5 Sei 
 � Rn eine nihtleere, abgeshlossene und konvexe Men-ge und f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge von 
 stetig di�eren-zierbare Abbildung und in x� 2 
 zweimal stetig di�erenzierbar. Sei weiterhinx� ein station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu minimieren, und r2f(x�)auf der Menge fp 2 T (
;x�) j rf(x�)Tp = 0gpositiv de�nit. Dann ist x� ein isolierter station�arer Punkt der Aufgabe, f auf
 zu minimieren.
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Beweis. Der Beweis erfolgt durh Widerspruh. Angenommen, x� ist kein iso-lierter station�arer Punkt der Aufgabe, f auf 
 zu minimieren. Dann existierteine Folge (xk)k2N � M von station�aren Punkten, die gegen x� konvergiert.Sei nun die Folge (vk)k2N durh

vk := xk � x�kxk � x�kde�niert und nah einem m�ogliherweise notwendigen �Ubergang zu Teilfolgensei v := limk!1 vk. Es ist dann kvkk = 1 f�ur alle k 2 N, woraus wir kvk = 1und damit v 6= 0 folgern. Au�erdem ist vk 2 T (M ;x�) f�ur alle k 2 N undaufgrund der Abgeshlossenheit von Tangentialkegeln gilt somit auhv 2 T (M ;x�). Da xk f�ur alle k 2 N station�ar ist, haben wirrf(xk)T (x� � xk) � 0 f�ur alle k 2 Nund da x� selber station�ar ist, haben wir auhrf(x�)T (xk � x�) � 0 f�ur alle k 2 N;was zusammengenommen rf(x�)Tv = 0und (rf(xk)�rf(x�))T (xk � x�) � 0 f�ur alle k 2 Nimpliziert. Nah der De�nition der Ableitung istrf(xk)�rf(x�) = r2f(x�)(xk � x�) + �(xk � x�) f�ur alle k 2 N;mit einer Funktion � : Rn ! Rn mit der Eigenshaft
limh!0 �(h)khk = 0:

Daraus bekommen wir(xk � x�)Tr2f(x�)(xk � x�) + �(xk � x�)T (xk � x�) � 0 f�ur alle k 2 N;was man mit zweimaliger Division durh kxk � x�k zu
vkTr2f(x�)vk +��(xk � x�)kxk � x�k�Tvk � 0 f�ur alle k 2 N

umformt. Der �Ubergang zum Limes f�ur k !1 liefertvTr2f(x�)v � 0;
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womit ein Widerspruh zur Voraussetzung, da� r2f(x�) auf der Mengefp 2 T (M ;x�) j rf(x�)Tp = 0gpositiv de�nit ist, vorliegt. �Als weiteren Begri� de�nieren wir den isolierten H�aufungspunkt.De�nition 5.2.6 (Isolierter H�aufungspunkt) Sei (xk)k2N � Rn eine Fol-ge und x 2 Rn ein H�aufungspunkt von (xk)k2N. Dann ist x ein isolierterH�aufungspunkt von (xk)k2N, wenn eine Umgebung U(x) � Rn von x existiert,so da� U(x) keinen H�aufungspunkt au�er x enth�alt.Das n�ahste Lemma ist rein tehnisher Natur und stammt aus dem sehstenAbshnitt von Burke et al., 1990.Lemma 5.2.7 Sei (xk)k2N � Rn eine Folge und x 2 Rn ein isolierter H�aufungs-punkt von (xk)k2N. Dann konvergiert entweder (xk)k2N gegen x oder es existie-ren eine Teilfolge (ki)i2N � N von Indizes, so da� (xki)i2N gegen x konvergiertund ein " > 0, so da�kxki+1 � xkik � " f�ur alle i 2 Ngilt.Beweis. Wir nehmen an, die Folge (xk)k2N konvergiert niht. Sei dannU(x) � Rn eine Umgebung von x, so da� U(x) keinen H�aufungspunktau�er x enth�alt. W�ahle jetzt ein " > 0, so da�fy 2 Rn j ky � xk � 2"g � U(x)ist. Falls kxk � xk � 2"f�ur alle hinreihend gro�en k 2 N gilt, dann ist (xk)k2N beshr�ankt und f�urjeden H�aufungspunkt y 2 Rn von (xk)k2N folgt y 2 U(x), das y = x unddamit die Konvergenz von (xk)k2N gegen x impliziert. Also haben wir gezeigt,da� kxk � xk > 2"f�ur unendlih viele k 2 N gilt und somit die Existenz einer Teilfolge(ki)i2N � N von Indizes nahgewiesen, f�ur diekxki � x�k � 2" und kxki+1 � x�k > 2" f�ur alle i 2 N
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gilt. Die Folge (xki)i2N ist demnah beshr�ankt und f�ur jeden H�aufungspunkty 2 Rn von (xki)i2N folgt wie eben y 2 U(x), das y = x und damit dieKonvergenz von (xki)i2N gegen x nah sih zieht. Wir haben sogarkxki � x�k � "f�ur alle hinreihend gro�en i 2 N und k�urzt man die Folge (ki)i2N um dieFolgenglieder, f�ur die kxki � x�k > " ist, erhalten wirkxki+1 � xkik � kxki+1 � x�k � kxki � x�k > 2"� " = ";womit die Behauptung des Lemmas gezeigt ist. �Der nun folgende Satz stellt das am Anfang angek�undigte Konvergenzresul-tat dar, in dem die drei letzten Lemmata endlih zum Zuge kommen. DieserSatz nennt Voraussetzungen, unter denen die gesamte Folge, die durh dasNewton-Verfahren erzeugt wird, gegen einen station�aren Punkt der Optimie-rungsaufgabe (P) konvergiert.Satz 5.2.8 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge vonM zweimalstetig di�erenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren brehe niht vorzei-tig ab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin r2f auf der Niveaumenge L(M ;x0) beshr�ankt und es gelte die In-klusion (4.1.4). Sei x� 2 M ein H�aufungspunkt der Folge (xk)k2N mit derEigenshaft, da� die Hesseshe Matrix r2f(x�) auf der Menge D(M ;x�) po-sitiv de�nit ist. Dann ist x� ist ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe(P) und die ganze Folge (xk)k2N konvergiert gegen x�.Beweis. Da die Voraussetzungen aus Korollar 5.2.1 in diesem Satz erf�ulltsind, folgt, da� x� ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist. DerBeweis der Konvergenz von (xk)k2N gegen x� erfolgt in zwei Shritten.� Als erstes zeigen wir, da� x� ein isolierter H�aufungspunkt der Folge(xk)k2N ist. Da die Hesseshe Matrix r2f(x�) auf der Menge D(M ;x�)positiv de�nit ist, ist sie wegen (5.2.3) auh aufone(E(M ;�rf(x�))� x�)positiv de�nit und damit nah Lemma 5.2.4 auh auf der Mengefp 2 T (M ;x�) j rf(x�)Tp = 0g:Lemma 5.2.5 impliziert nun, da� x� ein isolierter station�arer Punkt derOptimierungsaufgabe (P) ist. Daher existiert eine UmgebungU(x�) � Rn von x�, so da� U(x�) keinen station�aren Punkt au�er x�
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enth�alt. U(x�) enth�alt auh keinen weiteren H�aufungspunkt der Folge(xk)k2N au�er x�, da jeder H�aufungspunkt von (xk)k2N nah Korollar5.2.1 ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist. Damit ha-ben wir gezeigt, da� x� ein isolierter H�aufungspunkt der Folge (xk)k2Nist. p

� Der Beweis der Konvergenz von (xk)k2N gegen x� wird nun durh Wi-derspruh gef�uhrt. Wir nehmen an, die Folge (xk)k2N konvergiert nihtgegen x�. Nah Lemma 5.2.7 existieren eine Teilfolge (ki)i2N � N vonIterationsindizes, so da� (xki)i2N gegen x konvergiert und ein " > 0, soda� kxki+1 � xkik � " f�ur alle i 2 Ngilt. Insbesondere ist kpkik � " f�ur alle i 2 N und damit (ki)i2N eineTeilfolge von erfolgreihen Iterationsindizes. Wir de�nieren nun die Folge(vi)i2N durh vi := pkikpkik :und nah einem m�ogliherweise notwendigen �Ubergang zu Teilfolgen seiv := limi!1 vi. Es giltxki + tvi 2M f�ur alle 0 � t � " und alle i 2 N;da kpkik � " f�ur alle i 2 N ist und somit durh �Ubergang zum Grenzwertf�ur i!1 x� + tv 2M f�ur alle 0 � t � ":Wir haben damit v 2 T (M ;x�) erhalten und werden nun rf(x�)Tv = 0zeigen. Aufgrund der Beshr�anktheit von r2f auf der NiveaumengeL(M ;x0) ist insbesondere die Folge (r2f(xk))k2N der Hesseshen Ma-trizen an den Iterationspunkten beshr�ankt. Da weiterhin" � kpkik � �1�ki f�ur alle i 2 Ngilt, ist die Teilfolge (�ki)i2N durh eine Konstante gr�o�er Null nahunten beshr�ankt. Da aber die Folge (f(xk))k2N monoton fallend ist,gilt auh limi!1(f(xki)� f(xki + pki)) = 0:Zusammen mit Ungleihung (3.4.9) in der Formf(xki)� f(xki + pki)>�0�02� �k�ki(�ki)k�ki �min��ki ; 11 + kr2f(xki)k �k�ki(�ki)k�ki ��
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f�ur alle i 2 N ergibt sih darauslimi!1 k�ki(�ki)k�ki = 0:Aufgrund der Identit�at xCk � xk = �k(�k) und �k � 3 f�ur alle k 2 N istauh limi!1 xCki � xki = 0und Lemma 3.5.1 impliziert nunlimi!1rMf(xCki) = 0:Aus Lemma 4.1.9 folgt weiterxCki 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle i 2 N;wobei man die Folge (ki)i2N m�ogliherweise um eine endlihe Anzahl anFolgengliedern k�urzen mu�. Voraussetzung (4.1.4) ergibt, da�xki + pki 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle i 2 Nist, speziell folgtrf(x�)T (xki + pki � x�) = 0 f�ur alle i 2 N:Dividiert man nun durh kpkik und ber�uksihtigt man kpkik � " f�uralle i 2 N, so erhalten wir nah �Ubergang zum Grenzwert f�ur i!1rf(x�)Tv = 0:Wir haben jetzt gezeigt, da�v 2 fp 2 T (M ;x�) j rf(x�)Tp = 0ggilt. Aufgrund der Inklusion (5.2.3) und Lemma 5.2.4 bekommen wirv 2 D(M ;x�) und die Voraussetzung, da� die Hesseshe Matrix r2f(x�)auf der Menge D(M ;x�) positiv de�nit ist, impliziert mit v 6= 0vTr2f(x�)v > 0:Wegen fki(pki)� f(xki) < 0 f�ur alle i 2 N ist12 kpkik viTr2f(xki)vi < �rf(xki)Tvi f�ur alle i 2 N:Der �Ubergang zum Limes f�ur i ! 1 sowie kpkik � " f�ur alle i 2 Nimpliziert jetzt 0 < 12"vTr2f(x�)v � �rf(x�)T v = 0:Dieser Widerspruh vollendet den Beweis. p�
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5.3 KonvergenzgeshwindigkeitIn diesem Abshnitt werden wir zeigen, da� das Newton-Verfahren unter ge-wissen Voraussetzungen mindestens linear oder superlinear konvergiert. DiesesResultat zur Konvergenzgeshwindigkeit basiert darauf, da� wir zeigen, da�die Iterationspunkte des Newton-Verfahrens f�ur alle hinreihend gro�en Ite-rationsindizes niht auf dem Rand der Kugel, die durh den Radius �1�k f�urk 2 N harakterisiert ist, liegen. Die Zwishenshritte helfen uns dabei, eineweitere Bedingung zu erf�ullen, die zum Beweis des Resultates �uber die Konver-genzgeshwindigkeit wihtig ist. Als Hilfsmittel ben�otigen wir als erstes zweiLemmata.Lemma 5.3.1 Sei ' : R ! R eine auf dem Intervall [0; 1℄ zweimal stetigdi�erenzierbare Abbildung und es existiere ein " > 0, so da�'00(�) � " f�ur alle 0 � � � 1gilt und ein 0 < � < 1, so da�'(1) � '(0) + �'0(0)ist. Dann gilt '(0)� '(1) � �2(1� �)":Beweis. Nah dem Satz von Taylor existiert ein 0 < �̂ < 1, f�ur das'(1) = '(0) + '0(0) + 12'00(�̂)gilt. Daraus ergibt sih12'00(�̂) ='(1)� '(0)� '0(0)�'(0) + �'0(0)� '(0)� '0(0)=� (1� �)'0(0)und so mit '(0)� '(1) ��(�'0(0))� �2(1� �)'00(�̂)� �2(1� �)"das gew�unshte Ergebnis. �
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Lemma 5.3.2 Sei f0g 6= V � Rn ein Vektorraum und fv1; : : : ; vsg � Rn mit1 � s � n eine Orthonormalbasis dieses Vektorraums. Sei weiterhinA := �v1 : : : vs� 2 Rn�sdie Matrix, deren Spaltenvektoren die Vektoren dieser Orthonormalbasis sind.Dann gelten f�ur alle x 2 Rn(i) �V (x) = AATx,(ii) kxk2 = kx� �V (x)k2 + k�V (x)k2.Beweis.(i) Sei x 2 Rn beliebig gew�ahlt. Nah Lemma 2.1.2 m�ussen wir lediglihpr�ufen, ob (AATx� x)T (y � AATx) � 0 f�ur alle y 2 Vgilt. Es ist (AATx� x)T (y � AATx)=(AATx)Ty � (AATx)TAATx� xTy + xTAATx=xTAAT y � xTAATA|{z}=idRs ATx� xTy + xTAATx

=xTAAT y � xTy f�ur alle y 2 V;da die Matrix A die Vektoren einer Orthonormalbasis von V als Spal-tenvektoren besitzt. Sei nun y 2 V beliebig gew�ahlt. Dann haben wirdie Darstellung y = Az f�ur ein z 2 Rs und setzen wir dies in die obigeGleihung ein, so bekommen wirxTAAT y � xTy =xTAATAz � xTAz=xTAz � xTAz=0 f�ur alle y 2 V;womit wir die erste Aussage des Lemmas gezeigt haben. p
(ii) Sei nun wieder x 2 Rn beliebig gew�ahlt. Es giltkxk2 =xTx=(x� �V (x) + �V (x))T (x� �V (x) + �V (x))=kx� �V (x)k2 + 2(x� �V (x))T�V (x) + k�V (x)k2=kx� �V (x)k2 + 2(x� AATx)T (AATx) + k�V (x)k2=kx� �V (x)k2 + 2(xTAATx� xTAATA|{z}=idRs ATx) + k�V (x)k2

=kx� �V (x)k2 + k�V (x)k2:



90 Kapitel 5. Newton-Verfahrenp
�Im folgenden Satz sehen wir, da� alle hinreihend gro�en Iterationsindizesk 2 N erfolgreih sind und die Folge (�k)k2N nah unten durh eine Kon-stante gr�o�er Null beshr�ankt ist. Da aber die Folge (xk)k2N konvergiert, mu�demnah notwendigerweise kpkk < �1�kf�ur alle hinreihend gro�en k 2 N sein und der Rand der Kugel um denNullpunkt mit dem Radius �1�k wird niht aktiv.Satz 5.3.3 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge vonM zweimalstetig di�erenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren brehe niht vorzei-tig ab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin r2f auf der Niveaumenge L(M ;x0) beshr�ankt und seien die For-derungen (4.2.5) und (4.2.6) an die Zwishenshritte erf�ullt. Sei x� 2 M derGrenzwert der Folge (xk)k2N und ein station�arer Punkt der Optimierungsauf-gabe (P). Sei weiterhin die Hesseshe Matrixr2f(x�) auf der Menge D(M ;x�)positiv de�nit. Dann sind alle hinreihend gro�en Iterationsindizes k 2 N er-folgreih und es gilt infk2N�k > 0:Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Shritten. Im ersten Shritt leiten wireine Absh�atzung �uber die Zwishenshritte her, im zweiten zeigen wirlimk!1�k = 1;womit wir durh die De�nition von erfolgreihen Shritten und der Iterations-vorshrift f�ur �k die Aussage des Satzes gezeigt haben werden.� Als erstes wollen wir Satz 4.1.12 anwenden und m�ussen dazu die Vor-aussetzungen dieses Satzes �uberpr�ufen. Wie im Beweis zu Korollar 5.2.1zeigt man, da� rf auf L(M ;x0) gleihm�a�ig stetig ist und Implikation(3.5.11) gilt. Die Forderung (4.2.5) an die Zwishenshritte stellt siher,da� Inklusion (4.1.4) erf�ullt ist. Damit wissen wir, da� ein Iterationsin-dex k̂ 2 N existiert, so da�xk; xCk ; xk + pk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � k̂sind. Aufgrund von Implikation (4.1.3) und wiederum Forderung (4.2.5)haben wir auhfx1k := xCk ; : : : ; xr+1k g � E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � k̂:
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Da x� ein station�arer Punkt der Optimierungsaufgabe (P) ist, gilt nahSatz 4.1.2 x� 2 E(M ;�rf(x�)):Da die Folge (xk)k2N gegen x� konvergiert und r2f(x�) auf der MengeD(M ;x�) positiv de�nit ist, existiert ein ~k � k̂, so da� auh r2f(xk) f�uralle k � ~k auf D(M ;x�) positiv de�nit ist. Sei nun k � ~k ein beliebigerIterationsindex. Wir de�nieren der Einfahheit halber den Zwishen-shritt x0k := xk;und w�ahlen jetzt einen beliebigen Index 0 � j � r eines Zwishen-shritts. Durh Anwendung der De�nition der exponierten Seiten�aheauf xjk und x� bekommt man�rf(x�)Txjk ��rf(x�)Tx� und�rf(x�)Tx� ��rf(x�)Txjkund damit �rf(x�)T (x� � xjk) = 0Erneute Anwendung dieser De�nition auf xj+1k ergibt�rf(x�)T (xj+1k � xjk + x�) � �rf(x�)Ty f�ur alle y 2Mund so xj+1k � xjk + x� 2 E(M ;�rf(x�)), woraus wirxj+1k � xjk 2 D(M ;x�)erhalten. Da die Menge(fxk j k � ~kg [ fx�g)� fp 2 D(M ;x�) j kpk = 1gdas artesishe Produkt von kompakten Mengen ist und demnah eben-falls kompakt ist und stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihrMinimum annehmen, existiert eine Konstante ̂ > 0, so da�(5.3.4)pTr2f(xk)p � ̂kpk2 f�ur alle k � ~k und alle p 2 D(M ;x�)ist. Daraus shlie�en wir(xj+1k � xjk)Tr2f(xk)(xj+1k � xjk) � ̂xj+1k � xjk2f�ur alle k � ~k und alle dazugeh�origen Indizes 0 � j � r von Zwi-shenshritten. Sei nun wieder k � ~k ein beliebiger Iterationsindex und
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0 � j � r der Index eines beliebigen Zwishenshritts sowie jetzt dieFunktion ' : R ! R durh'(�) := qk(�xj+1k + (1� �)xjk)de�niert. Ausgeshrieben bedeutet das'(�) =rf(xk)T (�xj+1k + (1� �)xjk � xk)+ 12(�xj+1k + (1� �)xjk � xk)Tr2f(xk)(�xj+1k + (1� �)xjk � xk)=�rf(xk)T (xj+1k � xjk) +rf(xk)T (xjk � xk)+ 12�2(xj+1k � xjk)Tr2f(xk)(xj+1k � xjk)+ �(xj+1k � xjk)Tr2f(xk)(xjk � xk)+ 12(xjk � xk)Tr2f(xk)(xjk � xk) f�ur alle � 2 R:Die Ableitung der Funktion ' lautet dann'0(�) =rf(xk)T (xj+1k � xjk)+ �(xj+1k � xjk)Tr2f(xk)(xj+1k � xjk)+ (xj+1k � xjk)Tr2f(xk)(xjk � xk) f�ur alle � 2 Rund die zweite Ableitung'00(�) = (xj+1k � xjk)Tr2f(xk)(xj+1k � xjk) f�ur alle � 2 R:Mit dem oben Gezeigten gilt nun'00(�) � ̂xj+1k � xjk2 f�ur alle � 2 R:Weiterhin impliziert Forderung (4.2.6) an die Zwishenshritte insbeson-dere '(1) =qk(xj+1k )�qk(xjk) + �0rqk(xjk)T (xj+1k � xjk)='(0) + �0'0(0)und somit k�onnen wir Lemma 5.3.1 anwenden und wir erhaltenqk(xjk)� qk(xj+1k ) � �02(1� �0) ̂xj+1k � xjk2=~xj+1k � xjk2(5.3.5)
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f�ur alle k � ~k und alle Indizes 0 � j � r von Zwishenshritten mit derDe�nition ~ := �02(1� �0) ̂: p

� Jetzt zeigen wir limk!1 �k = 1. Sei dazu k � ~k ein beliebiger Itera-tionsindex. Aus der eben gewonnenen Absh�atzung (5.3.5) erhalten wirf(xk)� fk(pk) =qk(x0k)� qk(xr+1k )= rXj=0 qk(xjk)� qk(xj+1k )
� rXj=0 ~xj+1k � xjk2
�~ max0�j�r xj+1k � xjk2:Es gilt nah der Dreieksungleihung nat�urlih auh

kpkk = rXj=0(xj+1k � xjk)
� rXj=0 xj+1k � xjk�(r + 1) max0�j�r xj+1k � xjk ;so da� wir f(xk)� fk(pk) �~ max0�j�r xj+1k � xjk2� ~(r + 1)2kpkk2bekommen. Weiterhin existiert nah dem Satz von Taylor ein 0 < tk < 1,f�ur dasf(xk + pk)� fk(pk) = 12pkT (r2f(xk + tkpk)�r2f(xk))pkgilt, womit wir die weitere Ungleihungjf(xk + pk)� fk(pk)j =12 ��pkT (r2f(xk + tkpk)�r2f(xk))pk���kpkk2 r2f(xk + tkpk)�r2f(xk)�kpkk2 sup0<t<1r2f(xk + tpk)�r2f(xk)



94 Kapitel 5. Newton-Verfahren
erhalten. Aus diesen beiden Absh�atzungen ergibt sih nun

j�k � 1j = ����f(xk)� f(xk + pk)� (f(xk)� fk(pk))f(xk)� fk(pk) ����= ����f(xk + pk)� fk(pk)f(xk)� fk(pk) ����
�kpkk2 sup0<t<1 kr2f(xk + tpk)�r2f(xk)k~(r+1)2kpkk2=(r + 1)2~ sup0<t<1r2f(xk + tpk)�r2f(xk) :Es reiht demnah,limk!1 sup0<t<1r2f(xk + tpk)�r2f(xk) = 0

zu zeigen. Da die Folge (xk)k2N gegen x� konvergiert, ist diese Aussageerf�ullt, falls auh die Folge (pk)k2N konvergiert. Am Anfang des Beweiseshaben wir bereits gezeigt, da�xk; xCk ; xk + pk 2 E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � ~ksind und die mit der gleihen Argumentation wie oben shlie�en wirpk 2 D(M ;x�) f�ur alle k � ~k:Insbesondere gilt �D(M ;x�)(pk) = pk f�ur alle k � ~k und da D(M ;x�) einVektorraum ist, ist nah Lemma 5.3.2 die Projektion auf D(M ;x�) einelineare Abbildung. Aus der Ungleihungfk(pk)� f(xk) � 0 f�ur alle k � ~kerhalten wir12pkTr2f(xk)pk � �rf(xk)Tpk f�ur alle k � ~kund daher ergeben Ungleihung (5.3.4) und �D(M ;x�)(pk) = pk̂kpkk2 � pkTr2f(xk)pk =(�D(M ;x�)(pk))Tr2f(xk)pk�� 2(�D(M ;x�)(rf(xk)))Tpk�2�D(M ;x�)(rf(xk)) kpkk f�ur alle k � ~kund somit kpkk � 2̂ �D(M ;x�)(rf(xk)) f�ur alle k � ~k:
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Weiterhin ist rf(x�)Tv = 0 f�ur alle v 2 D(M ;x�);da �rf(x�)Tx = �rf(x�)Tx� f�ur alle x 2 E(M ;�rf(x�))ist, das hei�t, da� rf(x�) senkreht auf dem Vektorraum D(M ;x�) unddamit insbesondere auf allen Vektoren von dessen Basis steht. NahLemma 5.3.2 gilt somit �D(M ;x�)(rf(x�)) = 0:Zusammen mit der Konvergenz der Folge (xk)k2N gegen x�, der stetigenDi�erenzierbarkeit von f auf einer o�enen Obermenge von M und derStetigkeit von Projektionen erhalten wir nun

0 � limk!1 kpkk � 2̂ limk!1 �D(M ;x�)(rf(xk)) = 0
und der Beweis ist beendet. p

�Der Satz �uber die Konvergenzgeshwindigkeit des Verfahrens ben�otigt aller-dings weitere Voraussetzungen an die Menge M und an die Zwishenshritte.So fordern wir, da�(5.3.6) span(f0; : : : ; mg) = Rn
und(5.3.7) fli; uig 6� f�1;1g f�ur alle 1 � i � mist. Die zweite Forderung bedeutet also, da� entweder li oder ui reellwertigsein mu�. Andernfalls k�onnte man die erste Forderung umgehen, indem manbei dem jeweiligen i die Shranken li := �1 und ui := 1 w�ahlt. Bez�uglihder Zwishenshritte stellen wir neben den Forderungen (4.2.5) und (4.2.6)eine weitere Bedingung und zwar an den letzten Zwishenshritt xr+1k . Wiein Bemerkung 4.2.2 bereits erw�ahnt wurde de�nieren wir pk := xr+1k � xk,um so die Zwishenshritte in das Newton-Verfahren einzubetten. Wie imBeweis zu Satz 4.2.3 seien jetzt wieder fv1; : : : ; vsg � Rn mit 1 � s � n eineOrthonormalbasis des Vektorraums(5.3.8) V jk := fv 2 Rn j iTv = 0 f�ur alle i 2 I(M ;xjk)g
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und(5.3.9) Ajk := �v1 : : : vs� 2 Rn�s
die Matrix, die die Vektoren dieser Orthonormalbasis als Spalten hat. Es istdann s die Dimension dieses Vektorraums. Wir fordern nun, da� f�ur eine Folge(�k)k2N � R+ [ f0g(5.3.10) ArkT (rf(xk) +r2f(xk)pk) � �k ArkTrf(xk) f�ur alle k 2 Ngilt.Lemma 5.3.4 Seien die Voraussetzungen von Satz 5.3.3 erf�ullt und die For-derungen (5.3.6) und (5.3.7) sihergestellt. Sei weiterhin eine Folge(�k)k2N � R+ [ f0ggew�ahlt. Dann l�a�t sih mit Hilfe einer geeigneten Wahl von ZwishenshrittenForderung (5.3.10) f�ur alle hinreihend gro�en k 2 N erf�ullen.Beweis. Wir werden ein Verfahren kennenlernen, mit dem man siherstellt,da� sp�atestens mit dem letzten Zwishenshritt xr+1k und der De�nitionpk := xr+1k � xk die Forderung (5.3.10) erf�ullt ist. Ist diese Forderung shonvorher als Aj�1k T (rf(xk) +r2f(xk)pk) � �k Aj�1k Trf(xk)f�ur ein 2 � j � r und pk := xjk � xk sihergestellt, so w�ahlt man einfahxr+1k := xjk sowie xrk := : : : := xjk := xj�1k und die Forderungen (4.2.5) sowie(4.2.6) sind erf�ullt. Denn da wir xk + pk 2 M und kpkk � �1�k als prim�areForderungen an den Shritt pk stellen, ist niht ohne weiteres einsehbar, da�eine sohe Wahl �uberhaupt m�oglih ist. Im Beweis zu Satz 5.3.3 haben wirUngleihung (5.3.4) gezeigt. Das hei�t, da� die Hesseshe Matrix r2f(xk) f�uralle hinreihend gro�en k 2 N auf D(M ;x�) positiv de�nit ist. Nah demgleihen Satz gilt auh kpkk < �1�kf�ur alle hinreihend gro�en k 2 N, w�ahlt man den Shritt pk nah den Itera-tionsvorshriften des Newton-Verfahrens beliebig aus. Wir betrahten ein solhhinreihend gro�es k 2 N, das diesen beiden Eigenshaften gen�ugt. Seien alsobereits die Zwishenshrittefx1k := xCk ; : : : ; xjkg �Mmit 1 � j � r berehnet, von denen keiner mit Hilfe der De�nitionpk := xjk � xk Forderung (5.3.10) erf�ulle.
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� Nah Satz 4.2.3 lassen sih die Bedingungen (4.2.5) und (4.2.6) in diedazu hinreihenden Bedingungen (4.2.7) und (4.2.8) umformen. Es reihtalso, diese neuen Bedingungen zu zeigen, falls wir einen Zwishenshrittxj+1k �nden, der Forderung (5.3.10) erf�ullt. Als erstes suhen wir einMinimum der Funktion qk : Rn ! R, de�niert durh

qk(x) := rf(xk)T (x� xk) + 12(x� xk)Tr2f(xk)(x� xk);
auf xjk+V jk . Dieses Minimum existiert, da k so hinreihend gro� gew�ahltwurde, da� r2f(xk) auf D(M ;x�) positiv de�nit ist. Haben wir einsolhes xj+1k 2 xjk + V jk gefunden, so ist (5.3.10) erf�ullt. Denn giltxj+1k = xjk + Ajkw f�ur ein w 2 Rs, dann ist der Gradient der Funktionq : Rs ! R, de�niert durhq(w) := qk(xjk + Ajkw)� qk(xjk);im Punkt w gleih Null und f�ur diesen gilt

0 = rq(w) =AjkT (rf(xk) +r2f(xk)(xjk + Ajkw � xk))=AjkT (rf(xk) +r2f(xk)(xj+1k � xk))=AjkT (rf(xk) +r2f(xk)pk):Au�erdem folgt aus der letzten Gleihung
AjkT (rf(xk) +r2f(xk)(xjk � xk)) = �AjkTr2f(xk)Ajkwund die Hesseshe Matrixr2q(w) = AjkTr2f(xk)Ajkist positiv semide�nit. Daraus erhalten wir nun mit Hilfe des Mittel-wertsatzes 0 =rq(w)Tw=(rq(0) +r2q(w)w)Tw=rq(0)Tw + wTAjkTr2f(xk)Ajkw;also rq(0)Tw = �wTAjkTr2f(xk)Ajkw � 0:
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Somit ergibt sih Forderung (4.2.8) durh
q(w) =(AjkT (rf(xk) +r2f(xk)(xjk � xk)))Tw + 12wTAjkTr2f(xk)Ajkw=� wTAjkTr2f(xk)Ajkw + 12wTAjkTr2f(xk)Ajkw=� 12wTAjkTr2f(xk)Ajkw<� �0wTAjkTr2f(xk)Ajkw=�0rq(0)Tw=�0minfrq(0)Tw; 0g:Ist nun noh xj+1k 2 M , so ist auh (4.2.7) erf�ullt. Denn mit Hilfe derDe�nition pk := xj+1k �xk wird Forderung (5.1.1) gen�ugt und am Anfangdes Beweises wurde k 2 N so gew�ahlt, da� auh f�ur alle nahfolgendenk 2 N die Ungleihung kpkk < �1�k gilt. p

� Ist allerdings xj+1k =2 M , so w�ahlen� wir als xj+1k einen Punkt, der dieForderungen (4.2.5) und (4.2.6) erf�ullt, aber eine aktive Restriktion mehrbesitzt als xjk. Da es insgesamt nur r+1 Zwishenshritte gibt, von denender erste xCk ist, sind im Fall der De�nitionr := m+ 1sp�atestens nah r Zwishenshritten alle m Restriktionen aktiv. Da dieForderungen (5.3.6) und (5.3.7) vorausgesetzt werden, enth�alt der Vek-torraum V rk demnah nur die Null und damit ist Forderung (5.3.10)trivialerweise erf�ullt. p
�Der jetzt folgende Satz stellt das Hauptresultat zur Analyse der Konvergenz-geshwindigkeit des Newton-Verfahrens dar. Er nennt die Voraussetzungen,unter denen das Verfahren mindestens linear oder superlinear konvergiert.Satz 5.3.5 Sei f : Rn ! R eine auf einer o�enen Obermenge vonM zweimalstetig di�erenzierbare Abbildung. Das Newton-Verfahren brehe niht vorzei-tig ab und sei (xk)k2N die Folge, die durh dieses Verfahren erzeugt wird. Seiweiterhin r2f auf der Niveaumenge L(M ;x0) beshr�ankt und seien die For-derungen (4.2.5) und (4.2.6) sowie (5.3.10) an die Zwishenshritte erf�ullt.Sei x� 2 M der Grenzwert der Folge (xk)k2N und ein station�arer Punkt der�Die Existenz eines solhen Punktes konnten wir letztendlih nur ansatzweise siherstel-len.
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Optimierungsaufgabe (P). Sei weiterhin die Hesseshe Matrix r2f(x�) auf derMenge D(M ;x�) positiv de�nit und es sei� := lim supk!1 �k:
Dann konvergiert die Folge (xk)k2N gegen x� mindestens linear, falls � hin-reihend klein ist und mindestens superlinear, falls � = 0 ist.Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Teilen.� Als erstes werden wir(5.3.11) V (x) := fv 2 Rn j iTv = 0 f�ur alle i 2 I(M ;x)g � D(M ;x�)f�ur alle x 2 E(M ;�rf(x�)) zeigen. Sei dazu x 2 E(M ;�rf(x�)) be-liebig gew�ahlt und wir bemerken zun�ahst, da� wir am Anfang von Ab-shnitt 4.1 mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren f�1; : : : ; �mg � R f�urden station�aren Punkt x� die Darstellung der exponierten Seiten�ahe

E(M ;�rf(x�)) = (z 2M ����� iT z = li falls �i > 0 undiT z = ui falls �i < 0 f�ur alle 1 � i � m)hergeleitet haben und so folgern wir nun leihtfi 2 f1; : : : ;mg j �i 6= 0g � I(M ;x):Sei jetzt v 2 V (x) beliebig gew�ahlt. Es gilt also
rf(x�)Tv = mXi=1 �i(iTv) = 0

und da jedes v 2 V (x) eine zul�assige Rihtung an M in x ist, erhaltenwir x+ tv 2M f�ur alle hinreihend kleinen t > 0 und somitx+ tv 2 E(M ;�rf(x�))f�ur alle hinreihend kleinen t > 0. Da aber x 2 E(M ;�rf(x�)) gilt undD(M ;x�) ein Vektorraum ist, haben wir f�ur ein beliebiges hinreihendkleines t > 0 v = 1t ((x+ tv � x�)� (x� x�)) 2 D(M ;x�)
und somit die gew�unshte Inklusion. p



100 Kapitel 5. Newton-Verfahren
� Die Voraussetzungen aus Satz 5.3.3 sind auh hier erf�ullt und wie amAnfang des Beweises zu jenem Satz gezeigt wurde existiert ein Itera-tionsindex k̂ 2 N, so da�fx1k := xCk ; : : : ; xr+1k g � E(M ;�rf(x�)) f�ur alle k � k̂ist. Aus Inklusion (5.3.11) folgt zusammen mit der De�nition des Vek-torraums V rk in (5.3.8)V rk = V (xrk) � D(M ;x�) f�ur alle k � k̂:Sei nun ein beliebiger Iterationsindex k � k̂ gegeben. Nah Lemma 5.3.2und mit der De�nition der Matrix Ark in (5.3.9) ist die Projektion aufV rk durh �V rk (x) = ArkArkTx f�ur alle x 2 Rn:gegeben. Da auh zu D(M ;x�) eine Orthonormalbasis existiert, k�onnenwir Lemma 5.3.2 auh auf D(M ;x�) anwenden und wir haben, da V rknah (5.3.11) in D(M ;x�) enthalten ist,�D(M ;x�)(x)� x = infy2D(M ;x�) ky � xk� infy2V rk ky � xk=�V rk (x)� x f�ur alle x 2 Rn:Mit Lemma 5.3.2, Teil (ii) erhalten wir�V rk (x)2 =kxk2 � x� �V rk (x)2�kxk2 � x� �D(M ;x�)(x)2=�D(M ;x�)(x)2 f�ur alle x 2 Rnund somit(5.3.12) �V rk (x) � �D(M ;x�)(x) f�ur alle x 2 Rn: p
� Jetzt zeigen wir
(5.3.13) lim supk!1 �V rk (rf(xk+1))�D(M ;x�)(rf(xk)) � lim supk!1 �k:
Als erstes de�nieren wir die Folge ("k)k2N durh

"k := ArkT (rf(xk + pk)�rf(xk)�r2f(xk)pk)kpkk
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und es ist
"k =ArkT Z 10 (r2f(xk + tpk)�r2f(xk))� pkkpkk� dt�ArkT| {z }=1

Z 10 (r2f(xk + tpk)�r2f(xk))� pkkpkk� dt
�Z 10 r2f(xk + tpk)�r2f(xk)�kpkkkpkk� dt
�Z 10 �r2f(xk + tpk)�r2f(x�)+ r2f(x�)�r2f(xk)� dt:

f�ur alle k 2 N. Aufgrund der Konvergenz von (xk)k2N gegen x� undvon (pk)k2N gegen Null folgt die Konvergenz von ("k)k2N gegen Null.Nah Satz 5.3.3 existiert ein �k 2 N, so da� alle Iterationsindizes k � �kerfolgreih sind. Da die Matrizen Ark f�ur alle k 2 N die Vektoren vonOrthonormalbasen als Spalten haben, gilt kArkxk = kxk f�ur alle x 2 Rnund alle k 2 N. Mit unserer in diesem Satz neuen Voraussetzung (5.3.10)an die Zwishenshritte erhalten wir jetzt
�V rk (rf(xk+1))=ArkArkTrf(xk + pk)=ArkTrf(xk + pk)� ArkT (rf(xk + pk)�rf(xk)�r2f(xk)pk)+ ArkT (rf(xk) +r2f(xk)pk)�"k kpkk+ �k ArkTrf(xk)="k kpkk+ �k ArkArkTrf(xk)="k kpkk+ �k �V rk (rf(xk)) f�ur alle k � �k:

(5.3.14)

Am Ende des Beweises zu Satz 5.3.3 haben wir gezeigt, da� ein ~k � k̂und eine Konstante ̂ > 0 existieren, so da�
kpkk � 2̂ �D(M ;x�)(rf(xk)) f�ur alle k � ~k
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ist. Zusammen ergibt sih nun mit (5.3.12)

lim supk!1 �V rk (rf(xk+1))�D(M ;x�)(rf(xk))� lim supk!1 "k kpkk+ �k �V rk (rf(xk))�D(M ;x�)(rf(xk))� lim supk!1 2̂"k �D(M ;x�)(rf(xk))+ �k �D(M ;x�)(rf(xk))�D(M ;x�)(rf(xk))= lim supk!1 � 2̂ "k + �k�� 2̂ lim supk!1 "k + lim supk!1 �k= lim supk!1 �k: p
� Wir sh�atzen nun den Z�ahler aus (5.3.13) ab und zeigen die Existenz ei-nes Iterationsindex �k 2 N und einer Folge (Æk)k2N � R+ mit GrenzwertNull, f�ur die(5.3.15) �V rk (rf(xk+1)) � (̂� Æk) kxk+1 � x�k f�ur alle k � �kgilt. Dazu ben�otigen wir einige Vorbemerkungen.(i) Als erstes zeigen wir�V rk (rf(x�)) = 0 f�ur alle k 2 N:Am Ende des Beweises von Satz 5.3.3 haben wir bemerkt, da�rf(x�)Tv = 0 f�ur alle v 2 D(M ;x�)ist und damit gilt diese Aussage insbesondere f�ur alle v 2 V rk . MitLemma 5.3.2 ergibt sih�V rk (rf(x�)) =ArkArkTrf(x�)=Ark(rf(x�)TArk| {z }=0 )T

=0 f�ur alle k 2 N: p
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(ii) Als n�ahstes bemerken wir, da� ein Iterationsindex �k 2 N existiert,f�ur den xk+1 � x� 2 V rk f�ur alle k � �kgilt. Denn es sind alle Iterationsindizes k � �k erfolgreih und daherist xk+1 = xk + pk = xr+1k f�ur alle k � �k, womit wir zusammen mitForderung (4.2.5)I(M ;xrk) � I(M ;xk+1) f�ur alle k � �kbekommen. Au�erdem existiert ein Iterationsindex �k � �k, so da�I(M ;xrk) � I(M ;x�) f�ur alle k � �kist, denn da (xk)k2N gegen x� konvergiert, ist eine niht aktiveKomponente von x� auh bei xk f�ur alle hinreihend gro�en k 2 Nniht aktiv und zusammen mit der ersten Inklusion erh�alt mandiese Inklusion. Somit bekommen wir xk+1 2 V rk und x� 2 V rk f�uralle k � �k und da V rk ein Vektorraum ist, gilt auh xk+1 � x� 2 V rkf�ur alle k � �k. p(iii) Sei jetzt wieder k 2 N beliebig gew�ahlt. Als weitere Aussage zeigenwir �V rk (r2f(x�)v) � ̂ kvk f�ur alle v 2 V rk :Da die Matrix r2f(x�) auf der Menge D(M ;x�) positiv de�nit ist,ist sie dies auh insbesondere auf V rk und es existiert eine Konstantê > 0, f�ur diepTr2f(x�)p � ̂kpk2 f�ur alle p 2 D(M ;x�)gilt. Daraus folgt aufgrund der Identit�at �V rk (v) = v f�ur alle v 2 V rkaus ̂kvk2 �vTr2f(x�)v=(ArkArkTv)Tr2f(x�)v=vTArkArkTr2f(x�)v�ArkArkTr2f(x�)v kvk=�V rk (r2f(x�)v) kvk f�ur alle v 2 V rkdie Ungleihung�V rk (r2f(x�)v) � ̂ kvk f�ur alle v 2 V rk : p
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Jetzt haben wir alle Zwishenbemerkungen zum Beweis von (5.3.15)erledigt und wir de�nieren die Folge (Æk)k2N durh

Æk := ArkArkT (rf(xk+1)�rf(x�)�r2f(x�)(xk+1 � x�))kxk+1 � x�k :Es giltÆk =ArkT Z 10 (r2f(x� + t(xk+1 � x�))�r2f(x�))� xk+1 � x�kxk+1 � x�k� dt�ArkT| {z }=1
Z 10 (r2f(x� + t(xk+1 � x�))�r2f(x�))� xk+1 � x�kxk+1 � x�k� dt

�Z 10 (r2f(x�) + t(xk+1 � x�))�r2f(x�) dt f�ur alle k 2 N;so da� zusammen mit der Konvergenz von (xk)k2N gegen x� die Konver-genz von (Æk)k2N gegen Null folgt. Daraus erhalten wir mit (i)�V rk (r2f(x�)(xk+1 � x�))=�V rk (rf(xk+1)) + �V rk (rf(xk+1)�rf(x�)�r2f(x�)(xk+1 � x�))��V rk (rf(xk+1))+ �V rk (rf(xk+1)�rf(x�)�r2f(x�)(xk+1 � x�))=�V rk (rf(xk+1))+ ArkArkT (rf(xk+1)�rf(x�)�r2f(x�)(xk+1 � x�))��V rk (rf(xk+1))+ Æk kxk+1 � x�k f�ur alle k 2 N:Da nah (ii) die Inklusion xk+1 � x� 2 V rk f�ur alle k � �k gilt, ergibt sihmit (iii)�V rk (r2f(x�)(xk+1 � x�)) � ̂ kxk+1 � x�k f�ur alle k � �k:Wir erhalten Ungleihung (5.3.15) mit Hilfe der letzten beiden Unglei-hungen durĥ kxk+1 � x�k ��V rk (r2f(x�)(xk+1 � x�))��V rk (rf(xk+1))+ Æk kxk+1 � x�k f�ur alle k � �k:p
� Wir sh�atzen jetzt den Nenner aus (5.3.13) ab und zeigen die Existenzeiner Konstanten ~ > 0 und einer Folge (�k)k2N � R+ mit GrenzwertNull, f�ur die(5.3.16) �D(M ;x�)(rf(xk)) � (~+ �k) kxk � x�k f�ur alle k 2 N
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gilt. Sei dazu fv1; : : : ; vsg � Rn mit 1 � s � n eine Orthonormalbasisdes Vektorraums D(M ;x�) undA := �v1 : : : vs� 2 Rn�sdie Matrix, die die Vektoren dieser Orthonormalbasis als Spalten hat.Nah Lemma 5.3.2 ist dann die Projektion auf D(M ;x�) gegeben durh�D(M ;x�)(v) = AATv f�ur alle v 2 Rn:und wir erhalten �D(M ;x�)(rf(x�)) =AATrf(x�)=A(rf(x�)TA| {z }=0 )T

=0:Wir de�nieren jetzt die Folge (�k)k2N durh
�k := AAT (rf(xk)�rf(x�)�r2f(x�)(xk � x�))kxk � x�kund es gilt

�k =AT Z 10 (r2f(x� + t(xk � x�))�r2f(x�))� xk � x�kxk � x�k� dt�AT| {z }=1
Z 10 (r2f(x� + t(xk � x�))�r2f(x�))� xk � x�kxk � x�k� dt

�Z 10 (r2f(x�) + t(xk � x�))�r2f(x�) dt f�ur alle k 2 N;so da� zusammen mit der Konvergenz von (xk)k2N gegen x� die Konver-genz von (�k)k2N gegen Null folgt. Jetzt erhalten wir mitxk � x� 2 D(M ;x�) f�ur alle k � k̂ und damit AAT (xk � x�) = xk � x�f�ur alle k � k̂ die Ungleihungskette�D(M ;x�)(rf(xk))��D(M ;x�)(r2f(x�)(xk � x�))+ �D(M ;x�)(rf(xk)�rf(x�)�r2f(x�)(xk � x�))�AATr2f(x�)AAT (xk � x�)+ �D(M ;x�)(rf(xk)�rf(x�)�r2f(x�)(xk � x�))�AATr2f(x�)AAT kxk � x�k+ �k kxk � x�k= �AATr2f(x�)AAT+ �k� kxk � x�k f�ur alle k 2 N
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und daraus (5.3.16) mit der De�nition~ := AATr2f(x�)AAT : p

� Jetzt haben wir alle Absh�atzungen, die wir zum Beweis der Aussagedes Satzes ben�otigen. Setzt man (5.3.15) und (5.3.16) in (5.3.13) ein, soergibt sih
lim supk!1 kxk+1 � x�kkxk � x�k � lim supk!1 (~+ �k)�V rk (rf(xk+1))(̂� Æk)�D(M ;x�)(rf(xk))��lim supk!1 ~+ �k̂� Æk�

 lim supk!1 �V rk (rf(xk+1))�D(M ;x�)(rf(xk))
!

��~̂� lim supk!1 �k
=�~̂� �:Hieraus erkennt man, da� die Folge (xk)k2N gegen x� mindestens linearkonvergiert, falls � < ̂~ist und mindestens superlinear, falls � = 0 ist. p

�Es ist auh m�oglih, quadratishe Konvergenz des Newton-Verfahrens zu zei-gen. Wir ben�otigen dabei aber eine weitere Voraussetzung, von der wir nihtwissen, ob sie praktish erf�ullbar ist.Korollar 5.3.6 Seien die Voraussetzungen aus Satz 5.3.5 gegeben. Sei weiter-hin r2f auf der Niveaumenge L(M ;x0) Lipshitz-stetig, das hei�t es existiereeine Konstante � > 0, so da�r2f(x)�r2f(y) � � kx� yk f�ur alle x; y 2 L(M ;x0)ist. Au�erdem existiere ein Konstante � > 0, so da��k � ��V rk (rf(xk)) f�ur alle k 2 Ngilt. Dann konvergiert die Folge (xk)k2N mindestens quadratish gegen x�.
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Beweis. Da der Beweis in gro�en Teilen identish zum Beweis von Satz 5.3.5ist, geben wir nur die Stellen an, die sih �andern. Wir �andern Ungleihung(5.3.13) in lim supk!1 �V rk (rf(xk+1))�D(M ;x�)(rf(xk))2 � �� 2̂�2 + �:Denn f�ur jedes k 2 N existiert nah dem Mittelwertsatz ein 0 < tk < 1, soda� rf(xk + pk)�rf(xk) = r2f(xk + tkpk)pkgilt. Mit den zus�atzlihen Voraussetzungen modi�zieren wir die Ungleihungs-kette (5.3.14) nun zu�V rk (rf(xk+1)) =ArkArkTrf(xk + pk)=ArkTrf(xk + pk)�ArkT (rf(xk + pk)�rf(xk)�r2f(xk)pk)+ ArkT (rf(xk) +r2f(xk)pk)=ArkT (r2f(xk + tkpk)�r2f(xk))pk+ ArkT (rf(xk) +r2f(xk)pk)�ArkT| {z }=1 �tkkpkk2 + �k ArkTrf(xk)

��kpkk2 + �k ArkArkTrf(xk)=�kpkk2 + �k �V rk (rf(xk)) f�ur alle k � �kund mit zusammen mit (5.3.12) ergibt sih nun
lim supk!1 �V rk (rf(xk+1))�D(M ;x�)(rf(xk))2� lim supk!1 �kpkk2 + �k �V rk (rf(xk))�D(M ;x�)(rf(xk))2� lim supk!1 �� 2̂ �D(M ;x�)(rf(xk))�2 + ��V rk (rf(xk))2�D(M ;x�)(rf(xk))2= lim supk!1 �� 2̂ �D(M ;x�)(rf(xk))�2 + ��D(M ;x�)(rf(xk))2�D(M ;x�)(rf(xk))2= lim supk!1

 �� 2̂�2 + �!
=�� 2̂�2 + �:
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Setzt man nun (5.3.15) und (5.3.16) in unsere obige Ungleihung ein, so ergibtsih
lim supk!1 kxk+1 � x�kkxk � x�k2 � lim supk!1 (~+ �k)�V rk (rf(xk+1))(̂� Æk)�D(M ;x�)(rf(xk))2��lim supk!1 ~+ �k(̂� Æk)2�

 lim supk!1 �V rk (rf(xk+1))�D(M ;x�)(rf(xk))2
!

�� ~̂2� �� 2̂�2 + �! :
Hieraus erkennt man, da� die Folge (xk)k2N mindestens quadratish gegen x�konvergiert. �



Kapitel 6
Numerishe Tests
In diesem Kapitel werden die numerishen Ergebnisse pr�asentiert, die miteiner Implementation des Newton-Verfahrens inMatlab erzielt wurden. Wirbeshr�anken uns bei dieser Betrahtung auf die Optimierungsaufgabe (Q), dashei�t den Box-restringierten Fall. In unseren Tests versuhen wir, Satz 5.2.8und Satz 5.3.5 an drei Beispielfunktionen zu veri�zieren. Dabei ver�andern wirdie Startpunkte x0 sowie den wihtigen Parameter des Verfahrens �0. F�ur dieFolge (�k)k2N w�ahlen wir der Einfahheit halber vershiedene Konstanten �und versuhen herauszu�nden, welhe Konvergenzgeshwindigkeit gem�a� Satz5.3.5 erzielt wird. Das Ma� f�ur den Aufwand des Verfahrens ist die Anzahl anIterationen, die ben�otigt werden, um eine gewisse Genauigkeit im Ergebnis zuerreihen. Die Quelltexte des Programms sind in Abshnitt 6.3 zu �nden.
6.1 TestaufbauWir betrahten also die Optimierungsaufgabe (Q). Als Testfunktionen f�ur dieZielfunktion f : Rn ! R benutzen wir� die Beliebig-dimensionale Funktion,� die Erweiterte Rosenbrok-Funktion,� die Wood-Funktion.Die Funktionen stammen aus Kapitel C von Geiger and Kanzow, 1999. Siehaben alle die Gestalt f(x) = rXi=1 (Fi(x))2mit r 2 N n f0g und den Funktionen Fi : Rn ! R f�ur 1 � i � r. AlleFunktionen sind Polynome in mehreren Ver�anderlihen und damit zweimal
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stetig di�erenzierbar. Wir w�ahlen als Menge [l; u℄ das n-dimensionale Intervall

[l; u℄ := 2640B��1...�1
1CA ;0B�1...1

1CA375 ;
denn alle drei Funktionen besitzen in (1; : : : ; 1) einen station�aren Punkt derOptimierungsaufgabe (Q). Um letztendlih die Aussagen der S�atze 5.2.8 und5.3.5 zu veri�zieren, m�ussen wir siherstellen, da� die jeweilige Hesseshe Ma-trix r2f(1; : : : ; 1) auf der Menge D([l; u℄; (1; : : : ; 1)) positiv de�nit ist. In allendrei F�allen ist r2f(1; : : : ; 1) sogar auf dem ganzen Rn positiv de�nit.Testfunktion 6.1.1 (Beliebig-dimensionale Funktion) Es darfn 2 Nnf0g beliebig gew�ahlt werden und es gilt r := n+2. F�ur die FunktionenFi : Rn ! R mit 1 � i � r gilt

Fi(x) :=
8>><>>:
xi � 1 falls 1 � i � n;Pnj=1 j(xj � 1) falls i = n+ 1;�Pnj=1 j(xj � 1)�2 falls i = n+ 2:Testfunktion 6.1.2 (Erweiterte Rosenbrok-Funktion) Bei dieser Funk-tion mu� n 2 N n f0g gerade sein und es ist r := n. Es gilt f�ur die FunktionenF2i�1 : Rn ! R mit 1 � i � r2F2i�1(x) := 10(x2i � x2i�12)und f�ur die Funktionen F2i : Rn ! R mit 1 � i � r2F2i(x) := 1� x2i�1:Testfunktion 6.1.3 (Wood-Funktion) Bei dieser Funktion ist n := 4 undr := 6. Wir haben also in diesem Fall niht die M�oglihkeit, ein hohdimen-sionales Beispiel zu konstruieren. Es gilt f�ur die Funktionen Fi : Rn ! R mit1 � i � 6 F1(x) :=10(x2 � x12);F2(x) :=1� x1;F3(x) :=p90(x4 � x32);F4(x) :=1� x3;F5(x) :=p10(x2 + x4 � 2);F6(x) := 1p10(x2 � x4):
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Nun kommen wir zum Newton-Verfahren selbst. Wir setzen die Konstanten�1 := 1; �0 := 10�3; �1 := 0:25; �2 := 0:75und �1 := 0:25; �2 := 0:5; �3 := 1:5und w�ahlen f�ur die Konstante �0 mehrere Werte, da sie sowohl bei der Bereh-nung des Cauhy-Shritts als auh bei der Berehnung der Zwishenshritttewihtig ist und daher im Verfahren eine gro�e Rolle spielt. Wir w�ahlen n := 4bei allen Funktionen und n := 16 bei der Beliebig-dimensionalen Funktionund der Erweiterten Rosenbrok-Funktion. Neben der Testreihe haben wirmit den beiden letztgenannten Funktionen noh einzelne Tests mit h�oherenWerten f�ur n durhgef�uhrt, wegen der hohen Rehendauer der Implementationin Matlab jedoh auf die Wahl vershiedener Parameter verzihtet und so-mit niht in die Tabellen eingef�ugt. F�ur die vershiedenen Werte von n suhenwir nun vershiedene Startwerte x0 2 [l; u℄ aus. F�ur n := 16 lassen wir wirau�er den Startwerten (0; : : : ; 0) und (�5; : : : ;�5) einen Zufallsgenerator wei-tere Startwerte x0 erzeugen und mitteln dann �uber die Anzahl an Iterationen.Wir de�nieren nun �0 := r[l;u℄f(x0) :Das Verfahren briht ab, sobaldr[l;u℄f(xk) < 10�2
ist. Wir setzen die Konstanten zur Berehnung des Cauhy-Shritts1 := 1; 2 := 0:8; 3 := 4; 4 := 1:25;wobei 4 eine neu eingef�uhrte Konstante darstellt. Erf�ullt �k := 1 Forderung(3.3.3) shon von Anfang an, so wird �k solange mit 4 multipliziert, bis esim darau�olgenden Shritt Forderung (3.3.5) erf�ullt oder gr�o�er als 3 ist.Ansonsten greift das Verfahren aus Satz 3.3.2, also die Multiplikation mit 2.Der Einfahheit halber w�ahlen wir in unserer Implementation f�ur die Folge(�k)k2N die konstante Folge�k := � f�ur alle k 2 Nmit einer Konstanten � 2 R+ [ f0g, die w�ahrend der Testreihe vershiedeneWerte annimmt. Wir �uberpr�ufen nun, ob das Verfahren konvergiert. Sobalddie Folge (xk)k2N einen H�aufungspunkt besitzt, konvergiert sie nah Satz 5.2.8auh. Um die Konvergenzordung zu ermitteln, berehnen wir die Quotientenkxk+1 � x�kkxk � x�k f�ur alle k 2 N
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f�ur vershiedene Werte von � . Nah Satz 5.3.5 sollten wir bei hinreihend klei-nen � > 0 mindestens lineare Konvergenz und im Fall � := 0 sogar mindestenssuperlineare Konvergenz der Folge (xk)k2N erhalten. In Lemma 5.3.4 suhenwir ein Minimum der Funktion qk : Rn ! R, de�niert durh

qk(x) := rf(xk)T (x� xk) + 12(x� xk)Tr2f(xk)(x� xk);
auf xjk + V jk . Da es zwar niht f�ur die Rehenzeit, aber f�ur die Anzahl anIterationen unerheblih ist, wie man dieses Minimum bestimmt, verwendenwir die Funktion 'fminon' ausMatlab, wobei wir das Ergebnis wieder aufdie Menge [l; u℄ projizieren, da andernfalls das Verfahren niht weiterarbeitenkann.
6.2 TestergebnisseWir stellen die Ergebnisse f�ur jede der Funktionen einzeln dar. In den bei-den linken Spalten sind die vershiedenen Werte f�ur n und die vershiedenenStartpunkte x0 angegeben. Jede darau�olgende Spalte steht f�ur ein Paar derKonstanten (�0; �) und enth�alt in jedem Eintrag die Anzahl an Iterationen, diedas Newton-Verfahren bis zur Erf�ullung der Abbruhbedingung ben�otigt. Beiallen Tests konnten wir die Anzahl an Iterationen angeben, denn die Grund-voraussetzung daf�ur, n�amlih die Konvergenz gegen den station�aren Punkt(1; : : : ; 1), war immer erf�ullt.
Ergebnis 6.2.1 (Beliebig-dimensionale Funktion) Bei der Testreihe mitder Beliebig-dimensionalen Funktion f�allt auf, da� die Anzahl an Iterationenkaum von der Wahl der Konstanten �0 und � abh�angt. Die Iterationsshrittewaren jedoh vershieden und es gab geringe Abweihungen. Au��allig ist, da�bei den h�oherdimensionalen Tests die Anzahl an Iterationen im Untershiedzu den anderen Testfunktionen ansteigt, jedoh geringer als n, was durh Testsmit n := 64 best�atigt wird. Die Konvergenzgeshwindigkeit konnte niht genauermittelt werden, jedoh war die Folge der Quotienten der Formkxk+1 � x�kkxk � x�k mit k 2 N
ab einem gewissen k 2 N absteigend und die letzten 5 bis 6 Iterationshrit-te lagen nahe bei Null, so da� wir superlineare Konvergenz zumindest nihtausshlie�en k�onnen.



6.2 Testergebnisse 113Beliebig-dimensionale Funktion�0 := 10�2 10�1� := 10�3 1 10�3 1(0; 0; 0; 0) 8 8 8 8(�5; 0; 0; 0) 8 8 9 9n := 4 (�5;�5; 0; 0) 10 10 10 10(�5;�5;�5; 0) 11 11 11 11(�5;�5;�5;�5) 12 12 12 12(0; : : : ; 0) 14 14 14 14n := 16 ? von 5 Tests 17 17 17 17(�5; : : : ;�5) 18 19 19 19
Ergebnis 6.2.2 (Erweiterte Rosenbrok-Funktion) Bei der Testreihe mitder Erweiterten Rosenbrok-Funktion sieht man hingegen, da� die Anzahl anIterationen zwar kaum von �0, jedoh von � abh�angt. Diesmal gibt es auhkeine nennenswerte Abh�angigkeit von der Dimension des Problems, auh f�urn := 64 ben�otigt das Newton-Verfahren eine �ahnlihe Anzahl an Iterationen.Auh bei dieser Testreihe konnte die Konvergenzgeshwindigkeit niht genaubestimmt werden, jedoh lagen die Quotienten der Formkxk+1 � x�kkxk � x�k mit k 2 N
f�ur die letzten 4 bis 5 Iterationshritte nahe bei Null.

Erweiterte Rosenbrok-Funktion�0 := 10�2 10�1� := 10�3 1 10�3 1(0; 0; 0; 0) 16 17 16 17(�5; 0; 0; 0) 38 38 38 38n := 4 (�5;�5; 0; 0) 38 35 38 35(�5;�5;�5; 0) 40 39 40 39(�5;�5;�5;�5) 39 35 39 35(0; : : : ; 0) 16 16 16 17n := 16 ? von 5 Tests 35 35 35 34(�5; : : : ;�5) 39 35 39 35
Ergebnis 6.2.3 (Wood-Funktion) Leider lie� sih die Wood-Funktion nurf�ur n := 4 testen, da sie nur f�ur diese Dimension de�niert ist. Auh hiererkennt man eine st�arkere Abh�angigkeit von � als von �0.
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6.3 ImplementationIn diesem Abshnitt werden wir einige Anmerkungen zur Implementation desNewton-Verahrens inMatlab mahen und abshlie�end die Quelltexte ange-ben. Zun�ahst ist zu beahten, da� der aktuelle Iterationspunkt mit 'z' undder gerade berehnete Iterationspunkt mit 'z neu' bezeihnet wird. Das hatden Grund, da�Matlab die Variable 'x' f�ur seine Unterfunktion 'fminon'so verwendet, da� sie im Rest der Funktion 'zwishenshritte' niht mehrbenutzt werden kann. Au�erdem verwenden wir w�ahrend des gesamten Pro-gramms Zeilenvektoren statt Spaltenvektoren als Standardvektoren.



6.3 Implementation 115
%***************************************************************% Funktion 'newton'%% Beshreibung: Implementation des Newton-Verfahrens in Matlab%%***************************************************************
funtion k = newton(zielfunktion , z , mu_0 , tau)%---------------------------------------------------------------% 'k' ist die Anzahl an Iterationen, die das Newton-Verfahren% benoetigt. 'zielfunktion' ist das Handle der Zielfunktion, 'z'% ist ein Punkt der Menge '[l , u℄'.%---------------------------------------------------------------% Datei oeffnendatei = fopen('ergebnis' , 'w');%---------------------------------------------------------------% Konstanten%mu_0 = 1e-2;mu_1 = 1;rho_0 = 1e-3;rho_1 = 0.25;rho_2 = 0.75;sigma_1 = 0.25;sigma_2 = 0.5;sigma_3 = 1.5;%tau = 1e-3;abbruh_konstante = 1e-2;%---------------------------------------------------------------% Beliebig-dimensionale Funktion, Nummer 6%zielfunktion = �beliebig;%z = [0 0 0 0℄;%---------------------------------------------------------------% Erweiterte Rosenbrok-Funktion, Nummer 14%zielfunktion = �rosenbrok;%z = [0 0 0 0℄;
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%---------------------------------------------------------------% Wood-Funktion, Nummer 17%zielfunktion = �wood;%z = [0 0 0 0℄;%---------------------------------------------------------------% Alle verwendeten Funktionen ausser der Wood-Funktion%n = 16;%rand('state' , sum(100 * lok));%z = -5 * rand(1 , n);%---------------------------------------------------------------% Stationaerer Punkt aller verwendeten Funktionenz_stationaer = ones(1 , length(z));%---------------------------------------------------------------% Initialisierung%...............................................................k = 0;[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);delta = norm(g);abbruh = norm(projizierter_gradient(zielfunktion , z));%...............................................................fprintf(datei , 'Funktion ''%s''\n\n' , fun2str(zielfunktion));fprintf(datei , '\t mu_0 = %16.8f\n' , mu_0);fprintf(datei , '\t tau = %16.8f\n\n' , tau);fprintf(datei , '%d. Iterationsshritt\n' , k);fprintf(datei , '\t z = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' , z);fprintf(datei , '\n');fprintf(datei , '\t f = %10.2f\n' , f);fprintf(datei , '\t delta = %10.2f\n' , delta);fprintf(datei , '\t norm(pg) = %10.2f\n\n\n' , abbruh);%---------------------------------------------------------------% Shleifewhile (abbruh > abbruh_konstante)%...............................................................k = k + 1;p_C = auhy_shritt(zielfunktion , z , delta , mu_0 ,mu_1);fprintf(datei , 'Zwishenshritte des %d.
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Iterationsshritts\n\n' , k);z_neu = zwishenshritte(zielfunktion , z , p_C , delta ,mu_1 , tau , datei);%...............................................................[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);[f_neu , g_neu , H_neu℄ = feval(zielfunktion , z_neu);hi = (f - f_neu)/ (f - modellfunktion(zielfunktion , z , z_neu - z));if (hi > rho_0)quotient = norm(z_neu - z_stationaer)/ norm(z - z_stationaer);z = z_neu;f = f_neu;g = g_neu;H = H_neu;elsequotient = 1;endif (hi <= rho_1)delta = sigma_1 * delta;elseif (hi >= rho_2)delta = sigma_3 * delta;else delta = sigma_2 * delta;endabbruh = norm(projizierter_gradient(zielfunktion , z));%...............................................................fprintf(datei , '%d. Iterationsshritt\n' , k);fprintf(datei , '\t z = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' ,z);fprintf(datei , '\n');fprintf(datei , '\t f = %10.2f\n' , f);fprintf(datei , '\t delta = %10.2f\n' , delta);fprintf(datei , '\t norm(pg) = %10.2f\n' , abbruh);fprintf(datei , '\t quotient = %10.2f\n\n\n' , quotient);end%---------------------------------------------------------------% Datei shliessenflose(datei);
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%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'auhy_shritt'%% Beshreibung: Cauhy-Shritt des Newton-Verfahrens%%***************************************************************
funtion p_C = auhy_shritt(zielfunktion , z , delta , mu_0 ,mu_1)%---------------------------------------------------------------% 'gamma_1' , 'gamma_2' , 'gamma_3' sind die Konstanten zur% Berehnung des Cauhy-Shritts aus Abshnitt 3.3. Erfuellt% 'alpha = gamma_1' Forderung (3.3.3) shon von Anfang an, so% wird 'alpha' solange mit 'gamma_4' multipliziert, bis es im% darauffolgenden Shritt Forderung (3.3.5) erfuellt oder% groesser als 'gamma_3' ist. Ansonsten greift das Verfahren aus% Satz 3.3.2, also die Multiplikation mit 'gamma_2'.% 'zielfunktion' ist das Handle der Zielfunktion, 'z' ist ein% Punkt der Menge '[l , u℄'.%---------------------------------------------------------------% Konstantengamma_1 = 1;gamma_2 = 0.8;gamma_3 = 4;gamma_4 = 1.25;%---------------------------------------------------------------% Initialisierung[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);alpha = gamma_1;pi = projektion(z - alpha * g) - z;mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);%---------------------------------------------------------------% Shleife%...............................................................while ((mf - f <= mu_0 * (g * pi')) & (norm(pi) <= mu_1 * delta)& (alpha <= gamma_3))
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alpha = alpha * gamma_4;pi = projektion(z - alpha * g) - z;mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);end%...............................................................alpha = alpha / gamma_4;pi = projektion(z - alpha * g) - z;mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);%...............................................................while ((mf - f > mu_0 * (g * pi')) | (norm(pi) > mu_1 * delta))alpha = alpha * gamma_2;pi = projektion(z - alpha * g) - z;mf = modellfunktion(zielfunktion , z , pi);end%---------------------------------------------------------------% Ergebnisp_C = pi;

%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'modellfunktion'%% Beshreibung: Modellfunktion der Zielfunktion des% Newton-Verfahrens%%***************************************************************
funtion mf = modellfunktion(zielfunktion , z , p)%---------------------------------------------------------------% 'zielfunktion' ist das Handle der Zielfunktion, 'z' und 'p'% sind Punkte des 'R^n'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierung[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);%---------------------------------------------------------------% Ergebnismf = f + g * p' + (p * H * p') / 2;
%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'projektion'%% Beshreibung: Projektion auf die Menge '[l , u℄'%%***************************************************************
funtion y = projektion(z)%---------------------------------------------------------------% 'z' ist ein Punkt des 'R^n'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierungn = length(z);l = shranke(z , 0);u = shranke(z , 1);%---------------------------------------------------------------% Ergebnisfor (i = 1 : n)if (z(i) < l(i))y(i) = l(i);elseif (z(i) > u(i))y(i) = u(i);else y(i) = z(i);endend
%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'projizierter_gradient'%% Beshreibung: Projizierter Gradient der Zielfunktion des% Newton-Verfahrens%%***************************************************************
funtion pg = projizierter_gradient(zielfunktion , z)%---------------------------------------------------------------% 'zielfunktion' ist das Handle der Zielfunktion, 'z' ist ein% Punkt des 'R^n'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierungn = length(z);l = shranke(z , 0);u = shranke(z , 1);[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);%---------------------------------------------------------------% Ergebnisfor (i = 1 : n)if (z(i) == l(i))pg(i) = max(- g(i) , 0);elseif (z(i) == u(i))pg(i) = min(- g(i) , 0);else pg(i) = - g(i);endend
%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'shranke'%% Beshreibung: Shranken der Menge '[l , u℄'%%***************************************************************
funtion s = shranke(z , i)%---------------------------------------------------------------% 'i = 0' gibt als Vektor die Shranke 'l' aus, 'i = 1' gibt als% Vektor die Shranke 'u' aus. 'z' ist ein Punkt des 'R^n'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierungn = length(z);%---------------------------------------------------------------% Ergebnisif (i == 0)s = -Inf * ones(1 , n);else s = ones(1 , n);end
%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'zwishenshritte'%% Beshreibung: Zwishenshritte des Newton-Verfahrens%%***************************************************************
funtion zwishenshritt = zwishenshritte(zielfunktion , z ,p_C , delta , mu_1 , tau , datei)%---------------------------------------------------------------% Die Zwishenshritte werden nah der Beshreibung in Abshnitt% 4.2 und Lemma 5.3.4 berehnet. 'zielfunktion' ist das Handle% der Zielfunktion, 'z' ist ein Punkt der Menge '[l , u℄'.%---------------------------------------------------------------% Optionen der Unterfunktion 'fminon'options = optimset;%options = optimset('LargeSale' , 'off');%---------------------------------------------------------------% Initialisierung%...............................................................j = 2;n = length(z);l = shranke(z , 0);u = shranke(z , 1);z_neu = z + p_C;[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);%...............................................................A = eye(n);lb = l;ub = u;for (i = 1 : n)if ((z_neu(i) == l(i)) | (z_neu(i) == u(i)))A(i , i) = 0;endendi = 1;while (i <= size(A , 1))
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if (norm(A(i , :)) == 0)A(i , :) = [℄;lb(i) = [℄;ub(i) = [℄;i = i - 1;endi = i + 1;end%...............................................................x_start = zeros(1 , size(A , 1));if (~isempty(A))x = fminon(�problemfunktion , x_start , [℄ , [℄ , [℄ ,[℄ , lb , ub , �trustregiongrenze , options , z , g ,H , z_neu , A , delta , mu_1);z_neu = projektion((z_neu)' + A' * x');end%...............................................................fprintf(datei , '%d. Zwishenshritt\n' , j);fprintf(datei , '\t z_neu = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' ,z_neu);fprintf(datei , '\n');for (i = 1 : size(A , 1))fprintf(datei , '\t A(%d , :) = %d %d %d %d %d %d %d %d' ,i , A(i , :));fprintf(datei , '\n');endfprintf(datei , '\n');%---------------------------------------------------------------% Shleifewhile ((~isempty(A)) & (j <= n + 1)& (norm(A * (g' + H * (z_neu - z)')) > tau * norm(A * g')))%...............................................................j = j + 1;A = eye(n);lb = l;ub = u;for (i = 1 : n)if ((z_neu(i) == l(i)) | (z_neu(i) == u(i)))A(i , i) = 0;endend
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i = 1;while (i <= size(A , 1))if (norm(A(i , :)) == 0)A(i , :) = [℄;lb(i) = [℄;ub(i) = [℄;i = i - 1;endi = i + 1;end%...............................................................x_start = zeros(1 , size(A , 1));if (~isempty(A))x = fminon(�problemfunktion , x_start , [℄ , [℄ ,[℄ , [℄ , lb , ub , �trustregiongrenze ,options , z , g , H , z_neu , A , delta , mu_1);z_neu = projektion((z_neu)' + A' * x');end%...............................................................fprintf(datei , '%d. Zwishenshritt\n' , j);fprintf(datei ,'\t z_neu = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' , z_neu);fprintf(datei , '\n');for (i = 1 : size(A , 1))fprintf(datei ,'\t A(%d , :) = %d %d %d %d %d %d %d %d' , i ,A(i , :));fprintf(datei , '\n');endfprintf(datei , '\n');end%---------------------------------------------------------------% Ergebniszwishenshritt = z_neu;

%===============================================================% Unterfunktion 'problemfunktion'%% Beshreibung: Funktion 'q' in Lemma 5.3.4.%
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%===============================================================funtion [f , g , H℄ = problemfunktion(x , z , g , H , z_neu ,A , delta , mu_1)%---------------------------------------------------------------% Ergebnisf = (A * (g' + H * (z_neu - z)'))' * x'+ 1 / 2 * x * A * H * A' * x';if (nargout > 1)g = (A * (g' + H * (z_neu - z)'))' + A * H * A' * x';elseif (nargout > 2)H = A * H * A';end
%===============================================================% Unterfunktion 'trustregiongrenze'%% Beshreibung: Forderung 4.2.7.%%===============================================================funtion [kleinergleih , gleih℄ = trustregiongrenze(x , z ,g , H , z_neu , A , delta , mu_1)%---------------------------------------------------------------% Ergebnis%...............................................................kleinergleih = norm((z_neu)' + A' * x' - z') - mu_1 * delta;%...............................................................gleih = [℄;
%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'funktionsauswertung'%% Beshreibung: Ausgabe des Funktionswertes der Zielfunktion des% Newton-Verfahrens zusammen mit ihrem Gradienten,% ihrem projizierten Gradienten und ihrer% Hesseshen Matrix, auh in Diagonalform%%***************************************************************
funtion funktionsauswertung(zielfunktion , z)%---------------------------------------------------------------% 'zielfunktion' ist das Handle der Zielfunktion, 'z' ist ein% Punkt des 'R^n'.%---------------------------------------------------------------% Datei oeffnendatei = fopen('zielfunktion' , 'w');%---------------------------------------------------------------% Beliebig-dimensionale Funktion, Nummer 6%zielfunktion = �beliebig;%z = [1 1 1 1℄;%---------------------------------------------------------------% Erweiterte Rosenbrok-Funktion, Nummer 14%zielfunktion = �rosenbrok;%z = [1 1 1 1℄;%---------------------------------------------------------------% Wood-Funktion, Nummer 17%zielfunktion = �wood;%z = [1 1 1 1℄;%---------------------------------------------------------------% Initialisierung[f , g , H℄ = feval(zielfunktion , z);pg = projizierter_gradient(zielfunktion , z);[U , D℄ = eig(H);
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%---------------------------------------------------------------% Ausgabefprintf(datei , 'Funktion ''%s''\n\n' , fun2str(zielfunktion));fprintf(datei , 'z = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' , z);fprintf(datei , '\n\n');fprintf(datei , 'f = %10.2f' , f);fprintf(datei , '\n\n');fprintf(datei , 'g = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' , g);fprintf(datei , '\n\n');fprintf(datei , 'pg = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f\n' , pg);fprintf(datei , '\n\n');for (i = 1 : size(H , 1))fprintf(datei , 'H(%d , :) = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f%10.2f %10.2f %10.2f %10.2f' , i , H(i , :));fprintf(datei , '\n');endfprintf(datei , '\n');for (i = 1 : size(D , 1))fprintf(datei , 'D(%d , :) = %10.2f %10.2f %10.2f %10.2f%10.2f %10.2f %10.2f %10.2f' , i , D(i , :));fprintf(datei , '\n');end%---------------------------------------------------------------% Datei shliessenflose(datei);
%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'beliebig'%% Beshreibung: Beliebig-dimensionale Funktion, Nummer 6%%***************************************************************
funtion [f , g , H℄ = beliebig(z)%---------------------------------------------------------------% 'z' ist ein Punkt des 'R^n', 'f' der Funktionswert im Punkt% 'z', 'g' der Gradient im Punkt 'z' und 'H' die Hesseshe% Matrix im Punkt 'z'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierungn = length(z);r = n + 2;F = zeros(r);dF = zeros(r , n);ddF = zeros(r , n , n);%---------------------------------------------------------------% Partielle Ableitungen%...............................................................for (p = 1 : n)F(p) = z(p) - 1;dF(p , p) = 1;end%...............................................................F(n + 1) = 0;for (p = 1 : n)F(n + 1) = F(n + 1) + p * (z(p) - 1);dF(n + 1 , p) = p;end%...............................................................F(n + 2) = (F(n + 1))^2;for (p = 1 : n)dF(n + 2 , p) = 2 * F(n + 1) * p;for (q = 1 : n)
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ddF(n + 2 , p , q) = 2 * q * p;endend%---------------------------------------------------------------% Ergebnis%...............................................................f = 0;for (p = 1 : r)f = f + (F(p))^2;end%...............................................................for (i = 1 : n)g(i) = 0;for (p = 1 : r)g(i) = g(i) + 2 * F(p) * dF(p , i);endend%...............................................................for (i = 1 : n)for (j = 1 : n)H(i , j) = 0;for (p = 1 : r)H(i , j) = H(i , j) + 2 * (dF(p , i) * dF(p , j)+ F(p) * ddF(p , i , j));endendend

%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'rosenbrok'%% Beshreibung: Erweiterte Rosenbrok-Funktion, Nummer 14%%***************************************************************
funtion [f , g , H℄ = rosenbrok(z)%---------------------------------------------------------------% 'z' ist ein Punkt des 'R^n', 'f' der Funktionswert im Punkt% 'z', 'g' der Gradient im Punkt 'z' und 'H' die Hesseshe% Matrix im Punkt 'z'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierungn = length(z);r = n;F = zeros(r);dF = zeros(r , n);ddF = zeros(r , n , n);%---------------------------------------------------------------% Partielle Ableitungenfor (q = 1 : r / 2)%...............................................................F(2 * q - 1) = 10 * (z(2 * q) - (z(2 * q - 1))^2);dF(2 * q - 1 , 2 * q - 1) = -20 * z(2 * q - 1);dF(2 * q - 1 , 2 * q) = 10;ddF(2 * q - 1 , 2 * q - 1 , 2 * q - 1) = -20;%...............................................................F(2 * q) = 1 - z(2 * q - 1);dF(2 * q , 2 * q - 1) = -1;end%---------------------------------------------------------------% Ergebnis%...............................................................f = 0;for (p = 1 : r)



134 Kapitel 6. Numerishe Tests
f = f + (F(p))^2;end%...............................................................for (i = 1 : n)g(i) = 0;for (p = 1 : r)g(i) = g(i) + 2 * F(p) * dF(p , i);endend%...............................................................for (i = 1 : n)for (j = 1 : n)H(i , j) = 0;for (p = 1 : r)H(i , j) = H(i , j) + 2 * (dF(p , i) * dF(p , j)+ F(p) * ddF(p , i , j));endendend

%***************************************************************
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%***************************************************************% Funktion 'wood'%% Beshreibung: Wood-Funktion, Nummer 17%%***************************************************************
funtion [f , g , H℄ = wood(z)%---------------------------------------------------------------% 'z' ist ein Punkt des 'R^n', 'f' der Funktionswert im Punkt% 'z', 'g' der Gradient im Punkt 'z' und 'H' die Hesseshe% Matrix im Punkt 'z'.%---------------------------------------------------------------% Initialisierungn = 4;r = 6;F = zeros(r);dF = zeros(r , n);ddF = zeros(r , n , n);%---------------------------------------------------------------% Partielle AbleitungenF(1) = 10 * (z(2) - (z(1))^2);dF(1 , 1) = -20 * z(1);dF(1 , 2) = 10;ddF(1 , 1 , 1) = -20;%...............................................................F(2) = 1 - z(1);dF(2 , 1) = -1;%...............................................................F(3) = sqrt(90) * (z(4) - (z(3))^2);dF(3 , 3) = -2 * sqrt(90) * z(3);dF(3 , 4) = sqrt(90);ddF(3 , 3 , 3) = -2 * sqrt(90);%...............................................................F(4) = 1 - z(3);dF(4 , 3) = -1;%...............................................................
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F(5) = sqrt(10) * (z(2) + z(4) - 2);dF(5 , 2) = sqrt(10);dF(5 , 4) = sqrt(10);%...............................................................F(6) = 1 / sqrt(10) * (z(2) - z(4));dF(6 , 2) = 1 / sqrt(10);dF(6 , 4) = -1 / sqrt(10);%---------------------------------------------------------------% Ergebnis%...............................................................f = 0;for (p = 1 : r)f = f + (F(p))^2;end%...............................................................for (i = 1 : n)g(i) = 0;for (p = 1 : r)g(i) = g(i) + 2 * F(p) * dF(p , i);endend%...............................................................for (i = 1 : n)for (j = 1 : n)H(i , j) = 0;for (p = 1 : r)H(i , j) = H(i , j) + 2 * (dF(p , i) * dF(p , j)+ F(p) * ddF(p , i , j));endendend
%***************************************************************
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