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Kapitel 1

Einleitung

Eine wichtige Quadraturformel zur niherungsweisen Berechnung des Integrals
I(f) == [y f(x)dz ist die Trapezregel Q,(f) := 1 i—o"f(j/n). Hierbei bezeich-
net 3" eine Summe, deren erster und letzter Summand halbiert sind. Wie man
zum Beispiel mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel oder unter Ver-
wendung von Fourierreihen erhélt, ist fiir periodische Funktionen f mit der Pe-
riode 1 der Quadraturfehler F, (f) := I(f) — Qn(f) bei der Trapezregel von der
Ordnung O(1/n™) mit m € N, falls der Integrand f entsprechend oft stetig dif-

ferenzierbar ist.

Deshalb kann es von Interesse sein, bei nicht periodischen Funktionen eine Sub-
stitution so durchzufiihren, dass der neue Integrand bis zu einem gewissen Grad
periodisch und der Quadraturfehler damit von der Ordnung O(1/n™) ist. Mit
solchen Substitutionen und den daraus resultierenden Fehlerordnungen bei der
Trapezregel beschiiftigt sich die vorliegende Arbeit.

In Kapitel 2 werden zunéchst die so genannten sigmoidalen Transformationen
eingefiihrt. Diese werden nach Elliott [1] definiert und einige der aus der Defini-
tion folgenden Eigenschaften werden dargestellt. Auflerdem wird eine Methode
zur Erzeugung von sigmoidalen Transformationen angegeben und es wird auf
die Anwendung dieser Transformationen bei der numerischen Integration einge-
gangen. In den letzten beiden Abschnitten des Kapitels werden einige Beispiele
sigmoidaler Transformationen vorgestellt.



Kapitel 3 beschiftigt sich mit der Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sig-
moidalen Transformationen. Mit Hilfe von Fourierreihen wird zunéchst allgemein
eine Fehlerabschéitzung fiir periodische Funktionen hergeleitet. Anschlieffend wird
untersucht, bis zu welchem Grad nicht periodische Funktionen durch Substituti-
on mit sigmoidalen Transformationen periodisch werden, um hierauf die vorher
ermittelte Fehlerabschéitzung anwenden zu kénnen. Dies geschieht sowohl fiir re-
guldre Funktionen als auch fiir Funktionen mit Endpunktsingularititen. Aufler-
dem werden die gewonnenen Fehlerordnungen mit den Ergebnissen von Elliott
[2], der die Abschitzungen mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel
durchfiihrt, verglichen.

In Kapitel 4 werden abschlieend die in Kapitel 3 ermittelten Fehlerordnungen
anhand einiger numerischer Beispiele illustriert.

Fiir die Themenstellung bedanke ich mich bei Herrn Prof. Dr. Rainer Kref}. Thm
und Herrn Andreas Vogt danke ich aulerdem fiir die gute Betreuung bei der An-
fertigung dieser Arbeit.



Kapitel 2

Sigmoidale Transformationen

2.1 Definition und Eigenschaften

Zunichst soll eine Definition von sigmoidalen Transformationen in einem ge-
geniiber Elliott [1] leicht abgeschwéchten Sinn gegeben werden.

Definition 2.1 (a) Eine reellwertige Funktion v heifit sigmoidale Transforma-
tion, wenn sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) v € C*[0,1] mit v(0) = 0;
(1)) y(z) +vy1—2)=1,0< 2z < 1;
(iii) =y ist streng monoton wachsend auf [0, 1];
(iv) ¥'(0) = 0.
(b) Gilt zusdtzlich zu (a) entweder
(i) ¥(z) = O(x"77) bei x = 0 fiir alle j € Ny, so heifit v sigmoidale
Transformation r-ter Ordnung;

oder

(ii) Y9 (0) = 0 fiir alle 7 € Ny, so heift v sigmoidale Transformation
unendlicher Ordnung.

Elliott verlangt zusétzlich zu (a)(iv), dass 7' streng monoton wachsend auf [0, 1/2]
ist. Fiir die vorliegende Arbeit ist diese Eigenschaft jedoch nicht von Belang.

Aus der Definition 2.1 ergeben sich fiir v unter anderem folgende Eigenschaften:

ii) folgt, dass ~ eine Eins-zu-

1. Aus (a)(i) und (a)(ii) folgt v(1) = 1. Mit (a)(i
, 1] auf sich selbst ist.

eins-Abbildung des kompakten Intervalls [0



2. Aus (a)(i), (a)(ii) und (a)(iv) folgt +'(z) = 4'(1 — x) und damit auch

7'(1) = 0. Die Funktion 7 ist damit symmetrisch zur Geraden = = 1/2.
Aus (a)(i) und (a)(ii) ergibt sich auBBerdem, dass v"(z) +~"(1 — x) = 0 auf
[0, 1] gilt und damit insbesondere " (1/2) = 0 ist.
Erfiillt v die Definition 2.1 und ist 7" aulerdem streng monoton wachsend
auf [0,1/2], so besitzt der Graph von v die Gestalt eines gestreckten S.
Elliott [1] nennt derartige Transformationen deshalb sigmoidale Transfor-
mationen . Bekannt sind sie auch unter dem Namen periodisierende Trans-
formationen .

3. Aus (a)(ii) und (b)(i) folgt, dass fiir sigmoidale Transformationen r-ter Ord-
nung

V(@) =0+ 0 ((1 = 2)"7)

gilt bei x = 1 und fiir alle j € N,. Wieder aus (a)(ii) und (b)(ii) folgt, dass
fiir sigmoidale Transformationen von unendlicher Ordnung (1) = 1 und

(1) =0

fiir alle j € N gilt.

2.2 Erzeugung

Elliott [1] beschreibt die folgende Methode zur Erzeugung von sigmoidalen Trans-
formationen.

Satz 2.2 Sei f eine reellwertige Funktion auf [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(i) f€C>®[0,1] mit f(0) = f'(0) =0 und f(x) >0 fir0 <z <1;

(ii) L&+ L0 > 0 fir 0 <z < 1.

Dann ist die auf [0,1] durch

(2.1)

definierte Funktion v sigmoidal.

Beweis: Nach (i) gilt f(z) > 0fiir 0 < 2 < 1 und damit auch f(z)+f(1—z) >0
fiir 0 < < 1. Also ist v auf [0, 1] definiert. Nach (i) gilt auflerdem v € C*[0, 1].
Nach (2.1) ist y(z) + v(1 —x) = 1 fiir alle € [0,1] und damit insbesondere
7(0) =0 und (1) =1, da f(0) = 0. Mit den in (i) an f gestellten Bedingungen
sind also die Bedingungen (a)(i) und (a)(ii) der Definition 2.1 erfiillt.



Aus (2.1) ergibt sich

oy = L@ =) + (1= ) f(x)
[ V7P ey
Nach (i) und (ii) ist der Zahler auf (0, 1) positiv, und da dies auch fiir den Nenner

der Fall ist, folgt 7/ > 0 auf (0,1). Also ist 7 streng monoton wachsend auf [0, 1],
so dass die Bedingung (a)(iii) der Definition 2.1 erfiillt ist.

(2.2)

Nach (2.2) gilt auBlerdem 4/(0) = 0 und damit ist auch (a)(iv) der Definition 2.1
gezeigt.

Die durch die Gleichung (2.1) definierte Funktion « ist demnach sigmoidal. O

Korollar 2.3 f erfille die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 2.2 und vy sei
durch die Gleichung (2.1) definiert.

(a) Gilt fU)(x) = O(x"77) bei x = 0 fiir alle j € Ny, so ist y eine sigmoidale
Transformation r-ter Ordnunyg.

(b) Verschwinden f und alle Ableitungen von f beix =0, so ist 7y eine sigmoi-
dale Transformation unendlicher Ordnung.

Beweis: Die Beweise von (a) und (b) folgen sofort aus der durch die Gleichung
(2.1) gegebenen Definition von 7. O

2.3 Anwendung fiir die numerische Integration

Ziel bei der numerischen Integration ist es, Integrale der Form f; f(x)dx durch
so genannte Quadraturformeln der Gestalt 3-7_j a;f(7;) niherungsweise zu be-
rechnen. Die Koeffizienten a; bezeichnet man dabei als Gewichte, die Stellen x;
als Stiitzstellen.

Die Approximation des Integrals

1
= /f(x)dx (2.3)
0
soll in dieser Arbeit erfolgen durch die Trapezregel
o 1 & "
=—>_"f(i/n) (2.4)
n i
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mit den Gewichten a; = 1/n und den &quidistanten Stiitzstellen z; = j/n.
5" ist hierbei eine Summe, deren erster und letzter Summand halbiert werden.
Von Interesse ist nun die Bestimmung des durch

Eu(f) = I(f) = Qu(f). (2.5)

definierten Quadraturfehlers. An dieser Stelle finden die sigmoidalen Transfor-
mationen ihre Anwendung: Sei 7, eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung.
Substituiert man = = ,(t), so ergibt sich fiir (2.3)

1
1) = [ Fon@)r @t (2.6)
0
Fiir die Trapezregel, nun bezeichnet mit QI'(f), erhilt man
1 n—1
Q) = 2 35 27)
j=1

mit den Gewichten a; = +/(j/n) und den Stiitzstellen z; = ~,(j/n). Der Qua-
draturfehler, jetzt EI'l(f) genannt, ist

EI(f) = I(f) — QI(f). (2.8)

Diesen Fehler abzuschétzen, wird die Aufgabe der Kapitel 3 und 4 dieser Arbeit
sein.

Von besonderem Interesse im Zusammenhang mit der numerischen Integration ist
das Verhalten von ~/(1/2): Ist v.(1/2) groB, so konzentrieren sich die Stiitzstellen
v+(j/n) an den Intervallenden. Ist 7/ (1/2) hingegen etwa gleich 2, so bleibt un-
gefdhr die Hélfte der Stiitzstellen auf [0, 1] &quidistant verteilt, die andere Hélfte
dréngt sich gegen die Endpunkte.

In den folgenden beiden Abschnitten wird deshalb jeweils eine Transformation
vorgestellt, fiir die 4/(1/2) nicht mit r anwichst.

2.4 Beispiele ,,algebraischer* sigmoidaler Trans-
formationen

Es werden nun einige Beispiele sigmoidaler Transformationen betrachtet, die
Elliott [1] ,,algebraisch® nennt.



Transformation 2.4 Die algebraisch wohl einfachste sigmoidale Transforma-
tion erhélt man dadurch, dass man

flx)=2", N>r>1, (2.9)

wéhlt in Satz 2.2. Zu finden ist diese Transformation zum Beispiel bei Elliott und
Profidorf [3].

Es ist sofort ersichtlich, dass f die Bedingungen (i) und (ii) von Satz 2.2 erfiillt,
so dass die durch .
x

p(2) = ———— 2.10

o) = Ty (2:10)

definierte Funktion +, eine sigmoidale Transformation ist. Diese besitzt nach Ko-

rollar 2.3 offensichtlich die Ordnung r. Die Ableitung von 7, hat nach Gleichung

(2.10) bei x = 1/2 den Wert

Li=7,(1/2) =,
wéchst also mit r an.
1
0.8
0.6
0.4
0.2+
0 02 04 . 06 08 1

Abbildung 2.1: Der Graph von Transformation 2.4 fiir r = 3

Transformation 2.5 Elliott [1] betrachtet eine Variante von Transformation
2.4, die die Eigenschaft besitzt, dass [ = +.(1/2) unabhéngig von r ist. Diese
Transformation wird erzeugt durch die Funktion f mit

f)=[z—c(@*—2), N>r>1. (2.11)
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Hierbei ist ¢ eine noch zu bestimmende Konstante. Da
f(x) =1 +c)2"(1 - (¢/(1+¢))z)",

ist die Bedingung (i) von Satz 2.2 offensichtlich erfiillt fiir ¢ > —1. Die Bedingung
(i) von Satz 2.2 verlangt, dass

1+C+2( 1>2>0
5 5

auf (0,1) gilt, und auch dies ist erfiillt fiir ¢ > —1. Mit 7, geméafl Satz 2.2 und
== ~!(1/2) erhilt man
c=2(r/l-1). (2.12)

¢ > —1 impliziert daher, dass r > [/2, und da schon N > r > 1 vorausgesetzt
worden ist, soll von nun an

N > r > max(1,1/2) (2.13)

gelten.

Wenn [ und r (2.13) erfiillen, ist mit dem in Gleichung (2.12) gegebenen ¢ und der
in Gleichung (2.11) definierten Funktion f die durch Gleichung (2.1) definierte
Funktion ~, also eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung.

Mit [ =2 und N 3> r > 1 liefert ¢ = r — 2 insbesondere eine sigmoidale Transfor-
mation v, r-ter Ordnung mit ~,.(1/2) = 2.

Elliott [1] untersucht nun, was mit dieser Transformation fiir » — oo geschieht:

Transformation 2.6 Ausgehend von Transformation 2.5 ergibt sich fiir 7, mit
Gleichung (2.1) und durch Ausnutzung der Gleichungen (2.11) und (2.12)

() =1/(1+ Fi(2)),

wobei

Fo= f(1-x)/f(z)
(i)
(=20 o)

Fiir r — oo erhélt man eine Grenzfunktion F, fiir welche gilt

- s 5]

8
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Abbildung 2.2: Der Graph von Transformation 2.5 fiir c =2, r =4

Dies fiihrt zu einer sigmoidalen Transformation, die hier nach Sag und Szekeres
[7] mit v5° bezeichnet und durch

1 11 L1 1
SS
- = 4 _tanh |- (—=
1o () = Ty T g [4<x+1—x>]

definiert wird. Nebenbei bemerkt kann 5% dadurch erzeugt werden, dass man
entweder

1= () i st =L (2 )

wahlt. Verwendet man die erste Darstellung, so ist schnell nachgewiesen, dass f
die Bedingungen (i) und (ii) von Satz 2.2 fiir alle [ > 0 erfiillt.

Von solchen sigmoidalen Transformationen unendlicher Ordnung gibt es nur sehr
wenige und es sollen in dieser Arbeit auch keine weiteren vorgestellt werden.

2.5 Beispiele ,,integraler*“ sigmoidaler Transfor-
mationen

Die nun folgenden Transformationen bezeichnet Elliott [1] als ,integral“, da die
ihnen zugrunde liegende Funktion f als Integral {iber eine noch zu bestimmende
Funktion h gegeben ist. Genauer gesagt gilt

fla) = [ h(ede. (2.14)
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Abbildung 2.3: Der Graph von Transformation 2.6 fiir [ = 2

Erfiillt die Funktion A die Bedingung
hE =h(1-¢), 0<E<, (2.15)

so erhélt man fiir die durch Gleichung (2.1) definierte Funktion ~, dass

1@) = (1/Q) [ h(e)de, 0w <1, (2.16)
wobei )
Q= /h(g)dg. (2.17)

Anders ausgedriickt liefern die Gleichungen (2.14) und (2.15), dass

fla)+fl-2)=Q

konstant ist. Benotigt werden nun Bedingungen fiir die Funktion A, mit welchen
die Funktion v sigmoidal ist.

Satz 2.7 Sei h eine Funktion mit folgenden Figenschaften:
(i) h € C*°[0,1] mit h(0) =0 und h(z) >0 fir0 <z <1;
(ii) h(z) =h(1—2), 0 <z <1,

(iii) hU)(z) = O (2""179) bei x = 0 fiir alle j € Ny.

10



Dann ist die durch die Gleichungen (2.16) und (2.17) definierte Funktion y eine
sigmoidale Transformation r-ter Ordnung.

Beweis: Uberpriift wird dies auf die Forderungen von Definition 2.1. Mit (i)
und (ii) gilt

1
flo)+ f(1—2) :/h )dE = Q > 0.
0

Also ist « auf [0, 1] definiert mit v(0) = 0 und (1) = 1. Nach (i) gilt auBerdem
v € C*[0,1]. Wieder mit (ii) gilt v(z) + v(1 —z) = 1 fiir 0 < z < 1. Fiir die
Ableitung von v erhélt man +'(z) = h(z)/Q, was positiv auf (0,1) ist, so dass
monoton wachsend auf [0, 1] ist. Aulerdem gilt 4/(0) = 0. Also sind die Bedin-
gungen (a)(i) bis (a)(iv) von Definition 2.1 erfiillt. Schlielich gilt als Folge aus
(iii) dieses Satzes und mit der Definition von v, dass v\ (z) = O(z" ) bei z = 0
fiir alle j € Ny, so dass y eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist. O

Es werden nun einige Beispiele betrachtet.
Transformation 2.8 Korobev (zitiert in Elliott [1]) w&hlt
h(z) = (z(1—2))" ' mit N>r > 1. (2.18)

Es ist schnell nachgewiesen, dass diese Funktion h die Bedingungen (i) bis (iii)
des Satzes 2.7 erfiillt. Mit Gradshteyn und Ryzhik [5, §3.191(3)] erhiilt man

Q= [(z(1 —2))" dz = (T(r))*/T(2r).

o _

Fiir r > 1 gilt Q ~ 7'/2/(22"~171/2). Folglich ist
v (1/2) ~ (2/#1/2) r? fiir r o> 1,

was mit r anwéachst.

Transformation 2.9 Eine wichtige Transformation ist von Sidi [8] gegeben wor-

den, der
h(z) = (sin(rz))" ', N >7r > 1, (2.19)

wihlt. Man sieht wieder, dass die Funktion h die Bedingungen (i) bis (iii) des
Satzes 2.7 erfiillt, so dass die entsprechende Transformation 7, sigmoidal von
r-ter Ordnung ist. Nach Gradshteyn und Ryzhik [5, §3.621] gilt

Q= /sm 7z))" tdr =T(r/2)/ (WI/ZF(T/Q—Fl/Q)),

11
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Abbildung 2.4: Der Graph von Transformation 2.8 fiir r = 3

so dass insbesondere
V(1/2) ~ (mr)2)'? fiir 7> 1,
was bei wachsendem r anwéachst.

Durch partielle Integration findet man nach einiger Rechnung heraus, dass 7, fiir
r > 1 die Rekursionsformel

L(r/2)

7r+1(x) = ’erl(x) - 27T1/2F(7”/2 4 1/2) (Sin(ﬂx))ril COS(W*T)

erfiillt, wenn man ~,(x) := 1/2 und 7 (x) := z definiert. Insbesondere gilt

y2(x) = (1 — cos(mz))/2 und 73(x) =z — % sin(27zx). (2.20)

Allgemeiner ausgedriickt erhilt man, wenn man den bei Gradshteyn und Ryzhik
[5, §1.320(1)] gegebenen Ausdruck fiir (sin(7€))?™ verwendet' und Term fiir Term
integriert,
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Abbildung 2.5: Der Graph von Transformation 2.9 fiir r = 3

Sidis Transformation 2.9 besitzt die Eigenschaft, dass v.(1/2) fir r — oo di-
vergiert. Elliott [1] betrachtet nun eine Transformation, die Sidis Transformation
ungerader Ordnung &dhnelt, fiir die aber +;,,,,(1/2) beschrénkt ist fiir allem € N.

Anstelle von Gleichung (2.14) wird

f@) = [(o - &n(e)de (2:21)
geschrieben. Dabei wird fiir die Funktion h vorausgesetzt, dass sie die Bedingung

h(§)+h(1—¢)=0,0<¢<1, (2.22)
erfiillt. Dann ist mit Gleichung (2.1)

@) = [(@=One)de/ [(z ~ On(E)de. (2.23)

Der Nenner in Gleichung (2.23) scheint auf den ersten Blick von z abzuhéngen,
doch mit Gleichung (2.22) sieht man, dass [, h(£)d¢é = 0. Also kann die Gleichung
(2.23) umgeschrieben werden zu

X

@) = [(@ = OnEe/ [(1 - nE)de. (2:24)

0

Mit diesen Vorbemerkungen werden weitere Bedingungen fiir A benétigt, damit
v eine Transformation r-ter Ordnung ist.

13



Satz 2.10 Sei h eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
(i) h € C*®[0,1] mit h(x) > 0 fir z € (0,1/2);
(11) h(z) + h(1 —2) =0 fir 0 <z <1;

(iii) W (z) = O (x7=279) bei x = 0 fiir alle j € No und r > 1.

Dann ist v so, wie in Gleichung (2.24) definiert, eine sigmoidale Transformation
r-ter Ordnunyg.

Beweis: Zuniichst bemerkt man durch Ausnutzung von (i) und (ii), dass

1 1/2 1/2
Ja-oneds = [a-oneds+ [ en e
1/2

= [ -2)ne)d > o

da 1 —2¢ > 0 auf (0,1/2) und, mit (i), A > 0 auf (0,1/2). Also ist v in (2.24)
definiert mit y(0) = 0 und (1) = 1. Nach (i) gilt aulerdem € C*°[0, 1]. Durch
Ausnutzung von (ii) ist wieder y(z) + (1 — ) =1 fiir 0 < z < 1. Mit (2.24) gilt

V(@) = [ ne)de/ [ (1= hede. (2.25)

Es wird nun gezeigt, dass [; h(§)d > 0 fiir 0 <z < 1. Da h > 0 auf (0,1/2), ist
dies fiir 0 < z < 1/2 wahr. Fiir 1/2 < z < 1 erhélt man durch Ausnutzung von

(i)
[ e - ( / - / ) h(€)dg

0
1 1-z
= [na-ods= [ heg>o.
T 0
da0<1—2<1/2bzw. 1/2 <z < 1. Alsoist ' > 0 auf (0,1) und ~ ist streng

monoton wachsend auf [0, 1].

Nach Gleichung (2.25) gilt auBerdem ~/(0) = 0. Also sind die Bedingungen (i) bis
(iv) von Definition 2.1 erfiillt.

SchlieBlich sieht man mit (iii), dass v)(z) = O(z" ) bei z = 0 fiir alle j € N,
und r > 1, so dass v eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist. O

14



Transformation 2.11 Elliott [1] wihlt
h(€) = sin®™ 1(27€), m € N, (2.26)

Diese Funktion erfiillt die Bedingungen von Satz 2.10, um eine sigmoidale Trans-
formation

X

Yomsi (1) = [ (0 = &) sin®™ ! 2re)de ) [(1 - &) sin®™ ' (2mE)ds  (227)

0
(2m + 1)-ter Ordnung zu ergeben. Es bietet sich an,

n(w) =z
zu definieren, und dann liefert die Gleichung (2.27) fiir m =1

1
v3(x) = — - sin(27x),

was der Sidi-Transformation dritten Grades entspricht (siehe (2.20) auf Seite
12). Tatséchlich erhélt man durch geschickte partielle Integration von Gleichung
(2.27) die Rekursionsformel

I'(m—1/2)
2713/2(2m — 1)T'(m)
Nach Gradshteyn und Ryzhik [5, §3.821(2)] gilt

1

[ =€) sin® ! (2mg)de =

0
Dann ergibt sich mit den Gleichungen (2.27) und (2.28)

sin?™~!(27x) fiir m € N.

Yam+1(2) = Yom-1(x) —

I'(m)
47 2T (m + 1/2)°

(2.28)

A l/2T 1/2
Yom+1(1/2) = T F((T;;_ 1/2) /sin2m71(27r§)d§.
0

Wieder nach Gradshteyn und Ryzhik [5, §3.621(1)] erhélt man
Yoma1(1/2) = 2 fiir alle m € N,

was natiirlich nicht von m abhéngt.

Mit Gleichung (2.27) kann man 7,1 auch wieder als endliche Summe darstellen.
Man erhélt mit Hilfe von Gradshteyn und Ryzhik [5, §1.320(3)]* nach einiger
Rechnung, dass
_ 2(F(m + 1/2))* & (—=1)*sin(27(2s — 1)x)
Yom1(2) =2 + Z m—s+1)I'(m+s)(2s — 1)2

fiir alle m € N.

260" (27€) = go—s Sopg (= 1) R (™ sin ((2m — 2k — 1)27€)

15
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Abbildung 2.6: Der Graph von Transformation 2.11 fiir m =1
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Kapitel 3

Die Fehlerordnung fiir die
Trapezregel mit sigmoidaler
Transformation unter
Verwendung von Fourierreihen

Wie bereits in Abschnitt 2.3 erklért, sollen die in Kapitel 2 eingefiihrten sig-
moidalen Transformationen bei der ndherungsweisen Berechnung des Integrals
I(f) := f, f(z)dz angewendet werden.

Es ist bekannt und wird im Folgenden unter Verwendung von Fourierreihen
noch einmal gezeigt werden, dass bei periodischen Funktionen f mit der Peri-
ode 1 der Quadraturfehler E,(f) := I(f) — Q.(f) bei der Trapezregel Q,(f) :=
238 0" f(j/n) von der Ordnung O(1/n™) mit m € N ist, falls f entsprechend
oft stetig differenzierbar ist.

Deshalb stellt sich die Frage, wie man bei nicht periodischen Funktionen f eine
geeignete Substitution durchfiihren kann, so dass der neue Integrand periodisch
ist.

Wie man sehen wird, ist dies der Fall, wenn man die Substitution x = ~,(t)
mit einer sigmoidalen (oder periodisierenden) Funktion ~, wihlt: Die Funktion
Y (t) f(7,(t)) ist bis zu einem gewissen Grad periodisch, und damit erhélt man
fiir den Quadraturfehler EU(f) := I(f) — QI'l(f) bei der Trapezregel

1 n—1

Q) = o 3 ifm) (5 (i /m)

die Ordnung O(1/n™) mit einem von r und f abhéngigen m.

Zunéchst soll jedoch unter Verwendung von Fourierreihen die Fehlerordnung bei
der Trapezregel fiir periodische Funktionen allgemein hergeleitet werden.

17



Definition 3.1 Fir m € Ny wird der Raum
Coern =19 € C™(R) | g(t + 1) = g(t) fiir alle t € R}
erkldrt.
Definition 3.2 Fiir Funktionen g € C™ (0,11 NC™(0,1) mit [y |¢™ (t)|dt < oo
wird eine Norm definiert und bezeichnet durch

1

lgln = max [ 19 (1)lde. (3.1)

0

Lemma 3.3 Seien g € C}7, 4

[0,1] und m > 2. Dann gilt:

1) Fiir die Fourierkoeffizienten ai(g) von g und ax(g von g qilt die Be-
(i) Fiir die Fourierkoeffizi (9) d ap(g™) (m) gilt die B

ziehung
1 m
ar(g) = ik ak(g"™), k € Z\{0}. (3.2)
(ii) Die Fourierreihe
S ar(g)up mit ug(t) == > k€ Z,
k=—00

konvergiert gleichmdfsig gegen g.

Beweis: Fiir die Fourierkoeffizienten ax(g) von g mit

1
ar(g) = / g(t) e > *dt
0

erhilt man fiir & € Z\{0} wegen ¢\)(0) = gU)(1), j = 0,...,m, durch sukzessive
partielle Integration

1 ! —271
ar(g) = =— /g(t)e 2mikt gy

18



mit den Fourierkoeffizienten ay(g™) der m-ten Ableitung von g. (i) ist also ge-
zeigt.

Mit der in (3.1) erklirten Norm gilt fiir die Fourierkoeffizienten a;(g(™)) der m-ten
Ableitung von ¢g aulerdem

1
m@%|s/MWow%%m

= /\g t)|dt

< HgHm- (3-4)
Mit (3.3) ist deshalb fiir k£ € Z\{0}
1 1

ax(9)| = 7l an(g™)| < l9)m- (3.5)
(2m|k[)m (2r k)™
Und daraus ergibt sich fiir die Fourierreihe
> lar(g)un(®)| = Z |a(9)| €] + |ao(g).
b= rory
< + lao(g)|
19l 2 Ty 10
k#0
1
< . .
< gyl Olm) + Jan(o) (3.6

Nach dem Majorantenkriterium folgt also, dass die Fourierreihe von g gleichméfig

konvergiert. Dies kann auch gezeigt werden, indem man fiir die Abschidtzung von
lag(g"™)] in (3.4) mit

1 1
[l @< [ 19 dt = g |
0 0

die Maximumnorm verwendet und dann analog zu (3.5) und (3.6) verfihrt. Da die
Fourierreihe in der L?-Norm gegen ¢ konvergiert und da die L?-Norm schwiicher
ist als die Maximumnorm, konvergiert die Fourierreihe auch gleichméfig gegen g.
(ii) ist damit ebenfalls gezeigt. O

19



Satz 3.4 Seig € (), ,[0,1], m > 2. Dann gilt fir den Quadraturfehler E,(g) bei
der Trapezregel

= [ ot~ 53 "ati/m) = Quta)

J:
die Darstellungsformel

1 > 1
_ — (m)

1£0

E,.(g) =

Beweis: Betrachte zunéchst die bereits in Lemma 3.3 definierten trigonometri-
schen Monome wu; mit

up(t) == e*™* ke Z.

Es ist
L 1, falls k=0,
I(uk) — /62mktdt —
0 0, sonst.
AuBerdem gilt wegen ug(0) = ux(1) = 1 und mit der Summenformel fiir die
geometrische Summe
o1 n, falls k =1In, l € Z,
nQn(uk) — Z eQka/n — | ilskn
=0 lf i = 0, sonst.

Daher folgt fiir den Quadraturfehler bei der Trapezregel

-1, falls k = In, [ € Z\{0},
En(u) = I(ug) — Qn(ux) = { Z\0} (3.7)

0, sonst.

Da die Fourierreihe von g nach Lemma 3.3(ii) gleichméBig konvergiert, gelten

I(g) = X2 ar(9)(ug) und Qn(9) = X2 o ar(9)Qn(ug). Damit und mit
(3.7) folgt fiir den Quadraturfehler E,(g)

E.(9) = I(g9) — Qulg)

o0

= > ap(((ur) — Qnlur))

k=—o00



Einsetzen von (3.2) in (3.8) schlieBlich ergibt die Fehlerdarstellung

1 =1
Bog) = = S —an(g™).
(9) 2rin)m & " (9
10

O

Korollar 3.5 Sei g € C,7.,[0,1], m > 2. Dann ezistiert eine von g und n un-

abhdngige Konstante C' > 0 so, dass

C
E, < —9]m-
Ea(9)] < 1ol

Beweis: Nach Satz 3.4 und der Abschétzung (3.4) gilt

1 e 1
Eulg)| < (™)
Gy 2= T
1£0
1 e 1
< L gl
Gy 2= T
10
< L ygl.cm)
— | g|.m C(m).
- (2an)m g
Hieraus folgt das Korollar. O

Nun wird noch ein schérferes Resultat bewiesen.
Definition 3.6 Fir m € Ny wird der Raum
Un = {gecm0,1]ncm2(0,1)|
gD(0) = ¢V (1) fiir j =0,...,m und /01 |2 () |dt < oo}
erklart.

Satz 3.7 Sei g € Uy, m > 2. Dann existiert eine von g und n unabhdngige
Konstante C > 0 so, dass

C
E(9)] < 25 19lm-a

Beweis: Nach Satz 3.4 gilt fiir m > 2

1 © 1
E S — (m)y _
n(9) rin) l=§_w lmam(g ) (3.9)
1#£0
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Wie im Beweis von Lemma 3.3 liefert partielle Integration

1
am(g™) = / g\™ (t) et
0

1
1 ‘
- (m+1) 1) — (m+1) / m-|—2 —27rzlntdt
(2miln)? (9 (=g (0)) (2mln )? / g
1 1
— m+2 dt / m+2 727rilntdt.
27rzln (2miln)? /g * rin)? 27rzln 2 )9
0 0
Die Integrale in der letzten Zeile existieren, da [} |g™*+?)(t)|dt < oo nach Voraus-
setzung. Durch Einsetzen in (3.9) ist der Satz deshalb bewiesen. O

3.1 Die Fehlerordnung fiir sigmoidale Transfor-
mationen bei reguliren Funktionen

Die in Satz 3.7 gewonnene Fehlerordnung soll nun angewendet werden auf nicht
periodische reguldre Funktionen mit sigmoidaler Transformation.

Satz 3.8 Seien v, eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung mit r > 4 und
f €C"[0,1]. Fiir den Fehler EI''(f) bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transfor-
mation

1 n—1
T ARRCE)
0

qilt dann

C
[r]
B < 1l

mit einer von f und n unabhdngigen Konstante C' > 0.

Beweis: Es ist Satz 3.7 anzuwenden mit m := r — 2. Sei

gr(t) := 7, () f (3 (1))

Fiir die sigmoidale Transformation +, gilt nach Definition 2.1 und mit den daraus
folgenden Eigenschaften

e 7, € C*[0,1];

° 71(j+1)(0) — (3+1)(1) =0,7=0,...m

T
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Daraus folgt, dass g, € C"™2(0, 1]. Fiir die p-ten Ableitungen von g, gilt nach der
Leibnizschen Regel

P(t) = z 6)75”‘””(25) (f 0391 (3.10)

mit 0 <¢<1,0<p<m+ 2. Aufgrund der Definition von =, folgt, dass
9®(0) = g (1) = 0 fiir p = 0,...,m

Es ist also g € U,,. Sortiert man in (3.10) nach Termen f)(~,(¢)) und bezeichnet
man die Koeffizienten mit v, ,, so erhilt man fiir 0 <p <m + 2

/\gr ldt <
J

-3

j=0

Wi (8)] | F9 (0 (2)) |t

o—__
M=

St~ g

Wi ()19 (3 (1)) dt

<.

<

|oo/\f (3 (1)t

< (p +1)C, Hpr,

H”J,p

%

|0 plloc. Damit gilt auch

[9rlmi2 < (1 +3) Congo | f m2-

wobei C) := max;—g_. ,

Da die Koeffizienten v;, nur von v, abhéngen, folgt mit Satz 3.7, dass es eine von
f und n unabhéngige Konstante C' > 0 so gibt, dass

C
BN =1Ba(gr) < — [ £

3.2 Die Fehlerordnung fiir sigmoidale Transfor-
mationen bei Funktionen mit Endpunktsin-
gularititen

Die in Satz 3.7 gewonnene Fehlerordnung soll nun auch angewendet werden auf
Funktionen mit Singularitidten in den Endpunkten des Intervalls [0, 1].

Definition 3.9 Fir Funktionen h € C™[0,1] wird eine Norm definiert und be-
zetchnet durch
[Alocm = max A
7 m

30y

23



Satz 3.10 Seien v, eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung und f(z) =
7(1 — 2)Ph(z), wobei 0 < v < 1, a > —1, B > —1, h € C™*2[0,1], h(0) # 0,
h(1) # 0, und es gelte

2 <m < r(1+min(a, f)) — 2.

Fiir den Fehler E,[Z’"}(f) bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transformation

[ @t LA G )

qilt dann
, C
B <~ lloomeo

mit einer von h und n unabhdngigen Konstante C' > 0.

Beweis: Anzuwenden ist wieder Satz 3.7. Es wird zunéchst der Fall betrachtet,
dass f nur in z = 0 eine Singularitit hat. Fiir

gr(t) := 7, () f (3 (1))

gilt dann
gr(t) = 7,.(8) [ ()] (h 0 7) (£).

Da v, € C*[0,1], ist g, € C™*2(0,1]. Von Interesse ist nun das Verhalten von g,
bei t = 0. Dies wird bestimmt durch das Verhalten von

or(t) 1= 7,(t) [ ()]

bei t = 0. Fiir die j-ten Ableitungen von o, erhilt man mit der Leibnizschen
Regel und durch Sortieren nach Termen [, (¢)]*~* die Darstellung

o0)(t) = 2 sy (8) [ (D] (3.11)

Daraus ergibt sich mit
o(t) = 3 [was (D170 (@ — ) (DD ! (1) P (]]

s=0

die Rekursionsformel

w[)](t) S:O,
l%ﬁﬂﬂ—{?%lﬂﬂwﬁﬂ — (5 = 1)) +wi (1), s=1,...5, (312)
wjj(8) 7 (8) (e = 7)), s=j+1,
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fiir die Koeffizienten w; ;. Insbesondere gilt
wo (1) = 77TV (8) und wys(t) = ala—=1) - .- (a = (G = 1)) [n (AP (3.13)
Nach Definition 2.1 ist
Y(t) =0 (~7) bei t =0 fiir j =0,...,r (3.14)
Die Funktionen w; ; erfiillen
w,;(t) = O (t“””*j) bei t =0 fiir s =0, ..., j

Dies gilt fiir s = 0 und s = j nach (3.13) und (3.14) und folgt fiir s =1,....,5 — 1
durch Induktion mit Hilfe der Rekursionsformel (3.12). Da aufierdem

[ (5)]27* = O (#7=)) bei t =0,
folgt mit (3.11) fiir die j-ten Ableitungen von o,
oW (t) = O (#H0)717) bei t =0 fiir j = 0,...,m + 1. (3.15)

Fiir die p-ten Ableitungen von g, erhélt man wieder nach der Leibnizschen Regel

= Zi: < ) t) (hoy)(t). (3.16)

Und daraus folgt mit (3.15), dass g, € C™*1[0,1] mit ¢®(0) = ¢®(1) = 0 fiir
p=0,...m+1.

Um Satz 3.7 anwenden zu kénnen, bleibt also zu zeigen, dass [, |¢(™+?)(t)|dt < oc.

Sortiert man in (3.16) nach Termen h\)(+,(¢)) und bezeichnet man die Koeffizi-
enten mit v, ,, so erhdlt man fiir 0 <p <m + 2 und 0 < ¢ <1 die Darstellung

Zvy,p (7 (1)) (3.17)

Nach (3.15) und (3.16) gilt
vop(t) = O (£ 71P) beit =0,

Nach Voraussetzung ist m < r(1+«) —2 und damit —1 < r(14+a)—1—(m+2).
Fiir 0 < p < m+2ist also —1 < r(1+a)—1—p und folglich gilt [, |vg,(t)|dt < oc.
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Nach (3.16) und (3.17) gilt damit auch [; |v;,(t)|dt < oo fiir 0 < j < p und
0<p<m+2. Alsoist [} |giD(t)|dt < oo.

Auflerdem erhélt man fiir 0 <p <m + 2

/ WOl < 3 [y 0100 (1)t

1
p
< Y Il [ ool
Jj=0 0
p
< HhHoo,pZCj,p
§=0
< Nhlloes 0+ 1) Gy,

wobei C) := max;—, ..., C;,. Damit gilt auch
|glm+2 < (m =+ 3) Crta |B]oomra-

Mit Satz 3.7 folgt, dass es eine von h und n unabhingige Konstante C' > 0 so
gibt, dass

. C
B = [ Balgr)] < oz | Bloom+a:

Der Beweis fiir den Fall, dass f eine Singularitit in x = 1 hat, erfolgt analog.
Hat f sowohl in x = 0 als auch in = 1 Singularititen, so ergibt sich der Beweis
durch Kombination beider Fille. O

3.3 Vergleich der ermittelten Fehlerordnungen
mit denen bei Elliott [2]

Die bisher mit Hilfe von Fourierreihen gewonnenen Fehlerordnungen fiir die Tra-
pezregel sollen nun mit den Fehlerordnungen bei Elliott [2] verglichen werden.

Elliott verwendet fiir seine Fehlerabschiitzung die Euler-Maclaurinsche Summen-
formel. Fiir Funktionen g € C™[0,1]NC™+1(0, 1) mit f; |¢™ 1 (t)| dt < oo, wobei
m € Ny, liefert diese Formel fiir den Fehler bei der Trapezregel

= [ ot~ 3"t/ = Quto)

J:

die Darstellung

m D, | — j 1 (m
B.(g) Z+1 B,(1) . gl 1)(1) —gU-D /g +1 m+1(1 — nt) o
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Die Bj bezeichnen hierbei die periodischen Bernoullifunktionen, auf die in dieser
Arbeit jedoch nicht ndher eingegangen werden soll.

Aus obiger Darstellung ist ersichtlich, dass der Fehler F,(g) bei periodischen
Funktionen g mit der Periode 1 von der Ordnung O(1/n™"!) ist. Dieses Resultat
ist etwas schwécher als das von Satz 3.5, der fiir Funktionen g € U, unter Ver-
wendung von Fourierreihen die Fehlerordnung O(1/n™*?) liefert.

Das anschliefende Vorgehen bei Elliott [2] entspricht dem der Abschnitte 3.1 und
3.2 dieser Arbeit: Elliott verwendet sigmoidale Transformationen ~, r-ter Ord-
nung, um Funktionen f, die hochstens in den Endpunkten des Intervalls [0, 1]
Singularitdten besitzen, durch Substitution so zu transformieren, dass die Ablei-
tungen an den Endpunkten bis zu einem gewissen Grad verschwinden. Auf diese
periodischen Funktionen wendet er dann die durch die Euler-Maclaurinsche Sum-
menformel gewonnene Fehlerdarstellung an und erhilt so fiir den Fehler EI)(f)
die Fehlerordnung O(1/n™*") mit von r und f abhingigem m.

27



Kapitel 4

Einige numerische Ergebnisse

Die in Kapitel 3 gewonnenen Fehlerordnungen sollen nun anhand einiger nume-
rischer Beispiele illustriert werden. Verwendet werden hierzu die ,,algebraische*

Transformation 2.4 mit "

Tt (1—t)

und die ,integrale“ Transformation 2.8 mit

¥r(t)

(6(1—€)y-de
(€(1—&)y-1de

Y (t) =

e e

In den folgenden Tabellen 4.1 bis 4.6 sind zunéchst der Quadraturfehler und die
Fehlerordnung bei Anwendung obiger Transformationen ~, auf reguldre Funktio-
nen f dargestellt. Fiir alle gewéhlten Funktionen f gilt dabei f € C*[0,1], so
dass nach Satz 3.8 fiir r > 4 die Fehlerordnung O(1/n") zu erwarten ist.

Fiir gerade r liefern die numerischen Ergebnisse tatséchlich die Fehlerordnung
O(1/n"), die Fehlerordnung fiir ungerade r ist offensichtlich sogar O(1/n"T").
Diese Resultate gelten auflerdem bereits fiir » > 2. Auf die Griinde dieser Ver-
besserung im Vergleich zur theoretisch ermittelten Ordnung soll hier jedoch nicht
nidher eingegangen werden.

Die Fehlerberechnungen und Fehlerordnungen in den Tabellen 4.7 bis 4.12 bezie-
hen sich auf Funktionen f mit Singularititen in x = 0. Genauer gesagt haben alle
diese Funktionen die Gestalt f(z) = 2® h(z), wobei &« > —1 und h € C*[0, 1] mit
h(0) # 0, h(1) # 0. Fiir den Quadraturfehler E'/(f) bei der Anwendung obiger
sigmoidaler Transformationen ist nach Satz 3.10 fiir 4 < m + 2 < r(1 4+ «) also
die Fehlerordnung O(1/n™*?) zu erwarten.
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Die

numerischen

Ergebnisse

liefern

sogar

die

Ordnung

O(1/n"(+2)) und dies auch schon fiir » > 2. Dieses im Vergleich zur theore-
tisch ermittelten Fehlerordnung bessere Ergebnis soll in der vorliegenden Arbeit
jedoch auch nicht mehr begriindet werden.

Tabelle 4.1: f(z) = x?; Transformation 2.4

r=2 r=3 ‘ r=4 r=2>5 r==6
n B, E.| | Byl E.|
4 1.15-1072 | 1.76 - 1072 | 2.06 - 1072 | 6.15-1073 | 5.26 - 1072
8 2.60-107°1.29-10"*[2.42-10"%| 8.63-1077 | 1.56- 102
16 6.51-10*|1.51-107%[2.04-10""| 2.61-107° | 2.34-10"*
32 1.63-10%19.52-10 *|3.16-10%]1.28-10 7| 2.94.10 7
64 4.07-107°|5.96-107]1.98-10 7 [1.73-10 12| 3.44-10 "
4 4.42 136.43 8.51 0.71 3.37
8 3.99 85.43 11862.75 330.65 66.67
16 3.99 15.86 6.46 203906.25 | 79591.84
32 4.00 15.97 15.96 73.99 8546.51

Fehlerordnung | O(1/n?) | O(1/n*) | O(1/n") | O(1/n°) |
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Tabelle 4.2: f(z) = z%; Transformation 2.8

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=>5 ‘ r==6 ‘

n B, B, E.) B, E.)

4 3.25-1072]1.41-107%[3.84-107%| 2.98-1077 | 1.42-1072
8 789-107%[1.13-10°*|2.77-107*| 3.77-107° | 347-10°°
16 1.96-103|7.49-10 %) 1.77-10°| 595-10 7 | 6.29-10 *
32 489-107%{4.75-1077 | 1.11-107%| 9.40-107° | 1.03-10%
64 1.22-107*(2.96-107% | 6.93-107%{ 4.00 - 10~'9 | 3.00 - 10~1'°
4 4.12 12.48 13.86 79.05 409.22

8 4.03 15.09 15.65 63.36 55.17
16 4.01 15.77 15.95 63.30 61.07
32 4.01 16.05 16.02 23.50 34.33

Fehlerordnung | O(1/n?) | O(1/n") | O(1/n") | O(1/n®) | O@/n®) |

Tabelle 4.3: f(z) = z3; Transformation 2.4

‘ ‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=2>5 ‘ r==06 ‘

4 1.23-1072(327-1072]6.31-1072| 6.69-1072 | 5.16- 102
8 2.60-107%(2.13-107*{3.98-107%| 1.54-102 | 3.19- 102
16 6.51-10"*|1.51-107%|5.74-10" | 4.06-107° | 3.71-10~*
32 1.63-107%19.52-107% [3.16-107% | 1.37- 1070 | 4.45-107°
64 4.07-107°(5.96-1072 [ 1.98-1077 [ 1.73- 1072 | 3.44 - 10713
4 4.73 153.52 15.85 4.34 1.62

8 3.99 141.06 6933.80 379.31 85.98

16 3.99 15.86 18.16 296350.37 | 83370.79
32 4.00 15.97 15.96 79.19 12936.05

| Fehlerordnung | O(1/n%) | O(1/n*) | O(1/n*) | O(1/n®) |
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Tabelle 4.4: f(z) = 2%, Transformation 2.8

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=>5 ‘ r==6 ‘

n E.) E.) E.| E| E.|

4 3.31-1072]1.14-107%[3.68-10"%| 5.61-107° | 2.08- 102
8 7.92-107%[1.09-107%]2.76-10"*| 3.77-107° | 3.45-10~°
16 1.96-1073[742-10°°[1.77-10°°] 595-10°7 | 6.29-10° 7
32 489-107%{4.73-1077 | 1.11-107%]9.30-107° | 1.03-10%
64 1.22-107%412.97-107%16.92-107% [ 6.00- 1079 | 2.00 - 10~10
4 4.17 10.46 13.33 148.81 602.90

8 4.04 14.69 15.59 63.36 54.85
16 4.01 15.69 15.95 63.98 61.07
32 4.01 15.93 16.04 15.50 51.50

Fehlerordnung | O(1/n?) | O(1/n") | O(1/n") | O(1/n®) | O@/n®) |

Tabelle 4.5: f(x) = (1 — x)*; Transformation 2.4

‘ ‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=2>5 ‘ r==06 ‘
4 1.13-1072(340-1072]7.63-1072| 9.51-1072 | 9.54- 102
8 2.60-10%|5.57-107°[3.15-10°3| 1.49-10 2 | 3.41-10?
16 6.51-10"*(1.52-107°]1.03-107°%| 7.89-107% | 1.94-10~*
32 1.63-107%19.52-107% [ 3.16-107% [ 3.26 - 10~'" | 6.45-107°
64 4.07-107°(5.96-1072 [ 1.98-1077 [ 1.73- 1072 | 3.44 - 10713
4 4.35 610.41 24.22 6.38 2.80
8 3.99 36.64 3058.25 1888.47 175.77
16 3.99 15.97 32.59 242024.54 | 30077.52
32 4.00 15.97 15.96 18.84 1875.00

| Fehlerordnung | O(1/n%) | O(1/n*) | O@1/n") |
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Tabelle 4.6: f(x) = (1 — x)*; Transformation 2.8

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=2>5 ‘ r==0 ‘

n B, E.| | Byl E.|

4 3.39-1072[3.65-107*[6.36-107%| 2.27-107° | 1.80- 102
8 8.00-1073[1.05-107*[2.75-10~*| 3.77-107° | 2.76-10°
16 1.96-10%[7.35-10°]1.77-10° ] 5.95-10"" | 6.29- 10"
32 4.89-107*14.73-10=7 | 1.11-107°{ 9.30-107° | 1.02- 1078
64 1.22-107%12.98-107% | 6.94-107% | 2.00- 10710 | 1.00 - 10719
4 4.24 3.48 23.13 60.21 652.17

8 4.08 14.29 15.54 63.36 43.88
16 4.01 15.54 15.95 63.98 61.67
32 4.01 15.87 15.99 46.50 102.00

Fehlerordnung | O(1/n?) | O(1/n") | O(1/n") | O(1/n®) | O@/n®) |

Tabelle 4.7: f(z) = 2~ /3; Transformation 2.4

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=2=5 ‘ r==06 ‘

n E E E B E
4 1.04-10° [ 2681073 [1.04-10 1| 2.72-10 1 {4.99-10°!
8 3.87-1072(3.83-1073[7.35-10*(6.99-107° | 2.53- 1072
16 1.47-1072]9.73-107%1295-107° | 7.17-107% | 4.78 - 10~°
32 5.68-1073(2.44-107*(5.12-107° | 3.72-1077 [ 4.74-1078
64 2.22-107%[6.10-107° [ 8.43-10~" | 3.51-107% | 4.79-10~°
4 26.87 0.70 141.50 38.91 19.72

8 2.63 3.94 24.92 974.90 529.29
16 2.58 3.99 5.76 19.27 1008.44
32 2.56 4.00 6.07 10.60 9.90

| Fehlerordnung | O(1/n'?) | O(1/n?) | O(1/n®3) | O(1/n'?) | —
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Tabelle 4.8: f(x) = x~'/3; Transformation 2.8

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r==5 ‘ r==6 ‘
4 2.08-107"7.44-1072[1.62-107%| 5.33-1072 [ 9.29-103
8 7.89-1072]1.82-107%?|2.53-107%]6.19-107% | 6.70 - 10~*
16 3.04-1072{4.54-1073(3.93-107* | 7.21-107° | 4.46 - 10~°
32 1.18-10°2(1.13-10 % |6.11-10°° | 7.77-10°% [ 2.84 .10 °
64 4.62-10%12.83-101[9.52-10 5] 8.03-10 7 [1.76-10 *
4 2.64 4.09 6.40 8.61 13.87
8 2.60 4.01 6.44 8.99 15.02
16 2.98 4.02 6.43 9.28 15.70
32 2.55 3.99 6.42 9.68 16.14

Fehlerordnung | O(1/n'?) | O(1/n?) | O(1/n*?) [O(1/n'B) ] O(1/n") |

Tabelle 4.9: f(z) = 2~ /2; Transformation 2.4

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=25 ‘ r==6 ‘

n E E E B B

4 2.81-101{7.01-107%16.06-10 2|2.20-10 " |4.28-10"*
8 1.33-1071[2.85-102|4.55-107% [ 4.38-107%|1.90-10 2
16 6.45-107219.92-10 7| 1.30-10 % | 1.13-10 * | 3.39- 10 "
32 3.17-107%13.48-107%[3.25-10*|2.12-107° | 1.91-10 "
64 1.57-107%]1.22-107% | 8.14-107° | 3.81 - 107% | 1.02- 1078
4 2.11 2.46 13.32 50.23 22.53

8 2.46 2.87 3.50 38.76 560.47
16 2.03 2.85 4.00 5.33 177.49
32 2.02 2.85 3.99 5.56 18.73

Fehlerordnung‘ O(1/n') ‘ O(1/n3/%) ‘ O(1/n?) ‘ O(1/n°?) ‘ _
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Tabelle 4.10: f(z) = 2~ '/2; Transformation 2.8

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=25 ‘ r==6 ‘
4 452-107"112.39-107" [ 1.19-107" | 5.03- 1072 | 1.27 - 1072
8 2.21-107" [ 8.56-107% | 3.05-1072 | 8.61-107% | 7.84- 107"
16 1.09-107"3.05-1072 | 7.68 - 1073 | 1.46 - 107> | 4.75- 1077
32 5.44-107%[1.08-102]1.92-107% ] 2.53-10"* [ 2.94-10°°
64 2.71-107%3.84-10 7 [4.81-10* [ 4.42-107° | 1.82- 10"
4 2.05 2.79 3.90 5.84 16.20
8 2.03 2.81 3.97 5.90 16.51
16 2.00 2.82 4.00 5.77 16.16
32 2.00 2.81 3.99 5.72 16.15

Fehlerordnung | O(1/n') | O(1/n*?) | O(1/n% | O(1/n®?) | O(1/n") |

Tabelle 4.11: f(z) = x~2/3; Transformation 2.4

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=25 ‘ r==6 ‘
n E E E B B
4 8.35-107"13.98-107'|1.35-10 ' [ 7.40-10 2| 2.79-10"*
8 5.06-107"/1.95-10"'|7.18-102]219-102|4.20-10"*
16 3.12-107"19.57-1072]2.81-10 2| 7.75-10% | 1.93-10"*
32 1.95-107' [ 4.74-1072]1.10-10"%[2.42-107% | 4.88 - 101
64 1.22-107"12.36-1072 | 4.36- 1073 | 7.61 - 107" | 1.22- 10~*
4 1.65 2.04 1.88 3.38 66.43
8 1.62 2.04 2.56 2.83 2.18
16 1.60 2.02 2.55 3.20 3.95
32 1.60 2.01 2.52 3.18 4.00

Fehlerordnung | O(1/n?3) | O(1/n") | O(1/n"?) | O(1/n®?) | O(1/n?) |
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Tabelle 4.12: f(z) = 2~2/3; Transformation 2.8

‘ r=2 ‘ r=3 ‘ r=4 ‘ r=25 ‘ r==6 ‘
n E E E B B
4 1.12-10° | 7.76 - 107" [ 5.38 - 107" | 3.67- 107" | 2.41 - 10~!
8 7.02-107"{3.96-107" |2.21-107" [ 1.19- 107" [ 6.03 - 1072
16 4.42-10°112.00-10*|8.89-10 % |3.79-10 2| 1.51-10 2
32 2.78-1071/1.00-10'|3.55-1072|1.20-10"% | 3.77-10*
64 1.75-107" [ 5.04-1072 ] 1.41-10°2|3.79-107% | 9.44-10*
4 1.60 1.96 2.43 3.08 4.00
8 1.59 1.98 2.49 3.14 3.99
16 1.59 2.00 2.50 3.16 4.01
32 1.59 1.98 2.52 3.17 3.99

Fehlerordnung | O(1/n?3) | O(1/n") | O(1/n"?) | O(1/n®) | O(1/n?) |
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Symbolverzeichnis

N={1,2,3,..} Menge der natiirlichen Zahlen
No=1{0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen mit Null
Z={0,+1,+2,...} Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C™la,b] bzw. C™(a,b) Raum der auf dem Intervall [a, b] bzw. (a,b)

m-mal stetig differenzierbaren Funktionen

dij Kronecker-Symbol
r Gammafunktion
|9] o0 := maxycray |g(t)]  Maximumnorm fiir Funktionen g € Cla, b]

lglz: == (f; \g(t)Pdt)l/Q L?-Norm fiir Funktionen ¢ mit [° |g(t)|dt < oo
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