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Kapitel 1EinleitungEine wihtige Quadraturformel zur n�aherungsweisen Berehnung des IntegralsI(f) := R 10 f(x)dx ist die Trapezregel Qn(f) := 1n Pnj=0 00f(j=n). Hierbei bezeih-net P00 eine Summe, deren erster und letzter Summand halbiert sind. Wie manzum Beispiel mit Hilfe der Euler-Malaurinshen Summenformel oder unter Ver-wendung von Fourierreihen erh�alt, ist f�ur periodishe Funktionen f mit der Pe-riode 1 der Quadraturfehler En(f) := I(f)�Qn(f) bei der Trapezregel von derOrdnung O(1=nm) mit m 2 N , falls der Integrand f entsprehend oft stetig dif-ferenzierbar ist.Deshalb kann es von Interesse sein, bei niht periodishen Funktionen eine Sub-stitution so durhzuf�uhren, dass der neue Integrand bis zu einem gewissen Gradperiodish und der Quadraturfehler damit von der Ordnung O(1=nm) ist. Mitsolhen Substitutionen und den daraus resultierenden Fehlerordnungen bei derTrapezregel besh�aftigt sih die vorliegende Arbeit.In Kapitel 2 werden zun�ahst die so genannten sigmoidalen Transformationeneingef�uhrt. Diese werden nah Elliott [1℄ de�niert und einige der aus der De�ni-tion folgenden Eigenshaften werden dargestellt. Au�erdem wird eine Methodezur Erzeugung von sigmoidalen Transformationen angegeben und es wird aufdie Anwendung dieser Transformationen bei der numerishen Integration einge-gangen. In den letzten beiden Abshnitten des Kapitels werden einige Beispielesigmoidaler Transformationen vorgestellt.



Kapitel 3 besh�aftigt sih mit der Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sig-moidalen Transformationen. Mit Hilfe von Fourierreihen wird zun�ahst allgemeineine Fehlerabsh�atzung f�ur periodishe Funktionen hergeleitet. Anshlie�end wirduntersuht, bis zu welhem Grad niht periodishe Funktionen durh Substituti-on mit sigmoidalen Transformationen periodish werden, um hierauf die vorherermittelte Fehlerabsh�atzung anwenden zu k�onnen. Dies geshieht sowohl f�ur re-gul�are Funktionen als auh f�ur Funktionen mit Endpunktsingularit�aten. Au�er-dem werden die gewonnenen Fehlerordnungen mit den Ergebnissen von Elliott[2℄, der die Absh�atzungen mit Hilfe der Euler-Malaurinshen Summenformeldurhf�uhrt, verglihen.In Kapitel 4 werden abshlie�end die in Kapitel 3 ermittelten Fehlerordnungenanhand einiger numerisher Beispiele illustriert.F�ur die Themenstellung bedanke ih mih bei Herrn Prof. Dr. Rainer Kre�. Ihmund Herrn Andreas Vogt danke ih au�erdem f�ur die gute Betreuung bei der An-fertigung dieser Arbeit.
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Kapitel 2Sigmoidale Transformationen
2.1 De�nition und EigenshaftenZun�ahst soll eine De�nition von sigmoidalen Transformationen in einem ge-gen�uber Elliott [1℄ leiht abgeshw�ahten Sinn gegeben werden.De�nition 2.1 (a) Eine reellwertige Funktion  hei�t sigmoidale Transforma-tion, wenn sie die folgenden Bedingungen erf�ullt:(i)  2 C1[0; 1℄ mit (0) = 0;(ii) (x) + (1� x) = 1; 0 � x � 1;(iii)  ist streng monoton wahsend auf [0; 1℄;(iv) 0(0) = 0.(b) Gilt zus�atzlih zu (a) entweder(i) (j)(x) = O(xr�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 N 0, so hei�t  sigmoidaleTransformation r-ter Ordnung;oder(ii) (j)(0) = 0 f�ur alle j 2 N 0, so hei�t  sigmoidale Transformationunendliher Ordnung.Elliott verlangt zus�atzlih zu (a)(iv), dass 0 streng monoton wahsend auf [0; 1=2℄ist. F�ur die vorliegende Arbeit ist diese Eigenshaft jedoh niht von Belang.Aus der De�nition 2.1 ergeben sih f�ur  unter anderem folgende Eigenshaften:1. Aus (a)(i) und (a)(ii) folgt (1) = 1. Mit (a)(iii) folgt, dass  eine Eins-zu-eins-Abbildung des kompakten Intervalls [0; 1℄ auf sih selbst ist.3



2. Aus (a)(i), (a)(ii) und (a)(iv) folgt 0(x) = 0(1 � x) und damit auh0(1) = 0. Die Funktion 0 ist damit symmetrish zur Geraden x = 1=2.Aus (a)(i) und (a)(ii) ergibt sih au�erdem, dass 00(x) + 00(1� x) = 0 auf[0; 1℄ gilt und damit insbesondere 00(1=2) = 0 ist.Erf�ullt  die De�nition 2.1 und ist 0 au�erdem streng monoton wahsendauf [0; 1=2℄, so besitzt der Graph von  die Gestalt eines gestrekten S.Elliott [1℄ nennt derartige Transformationen deshalb sigmoidale Transfor-mationen . Bekannt sind sie auh unter dem Namen periodisierende Trans-formationen .3. Aus (a)(ii) und (b)(i) folgt, dass f�ur sigmoidale Transformationen r-ter Ord-nung (j)(x) = Æ0;j +O �(1� x)r�j�gilt bei x = 1 und f�ur alle j 2 N 0. Wieder aus (a)(ii) und (b)(ii) folgt, dassf�ur sigmoidale Transformationen von unendliher Ordnung (1) = 1 und(j)(1) = 0f�ur alle j 2 N gilt.2.2 ErzeugungElliott [1℄ beshreibt die folgende Methode zur Erzeugung von sigmoidalen Trans-formationen.Satz 2.2 Sei f eine reellwertige Funktion auf [0; 1℄ mit folgenden Eigenshaften:(i) f 2 C1[0; 1℄ mit f(0) = f 0(0) = 0 und f(x) > 0 f�ur 0 < x � 1;(ii) f 0(x)f(x) + f 0(1�x)f(1�x) > 0 f�ur 0 < x < 1.Dann ist die auf [0; 1℄ durh(x) = f(x)f(x) + f(1� x) (2.1)de�nierte Funktion  sigmoidal.Beweis: Nah (i) gilt f(x) > 0 f�ur 0 < x � 1 und damit auh f(x)+f(1�x) > 0f�ur 0 � x � 1. Also ist  auf [0; 1℄ de�niert. Nah (i) gilt au�erdem  2 C1[0; 1℄.Nah (2.1) ist (x) + (1 � x) = 1 f�ur alle x 2 [0; 1℄ und damit insbesondere(0) = 0 und (1) = 1, da f(0) = 0. Mit den in (i) an f gestellten Bedingungensind also die Bedingungen (a)(i) und (a)(ii) der De�nition 2.1 erf�ullt.4



Aus (2.1) ergibt sih0(x) = f 0(x)f(1� x) + f 0(1� x)f(x)(f(x) + f(1� x))2 : (2.2)Nah (i) und (ii) ist der Z�ahler auf (0; 1) positiv, und da dies auh f�ur den Nennerder Fall ist, folgt 0 > 0 auf (0; 1). Also ist  streng monoton wahsend auf [0; 1℄,so dass die Bedingung (a)(iii) der De�nition 2.1 erf�ullt ist.Nah (2.2) gilt au�erdem 0(0) = 0 und damit ist auh (a)(iv) der De�nition 2.1gezeigt.Die durh die Gleihung (2.1) de�nierte Funktion  ist demnah sigmoidal. 2Korollar 2.3 f erf�ulle die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 2.2 und  seidurh die Gleihung (2.1) de�niert.(a) Gilt f (j)(x) = O(xr�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 N0, so ist  eine sigmoidaleTransformation r-ter Ordnung.(b) Vershwinden f und alle Ableitungen von f bei x = 0, so ist  eine sigmoi-dale Transformation unendliher Ordnung.Beweis: Die Beweise von (a) und (b) folgen sofort aus der durh die Gleihung(2.1) gegebenen De�nition von . 22.3 Anwendung f�ur die numerishe IntegrationZiel bei der numerishen Integration ist es, Integrale der Form R 10 f(x)dx durhso genannte Quadraturformeln der Gestalt Pnj=0 ajf(xj) n�aherungsweise zu be-rehnen. Die KoeÆzienten aj bezeihnet man dabei als Gewihte, die Stellen xjals St�utzstellen.Die Approximation des IntegralsI(f) := 1Z0 f(x)dx (2.3)soll in dieser Arbeit erfolgen durh die TrapezregelQn(f) := 1n nXj=0 00f(j=n) (2.4)5



mit den Gewihten aj = 1=n und den �aquidistanten St�utzstellen xj = j=n.P00 ist hierbei eine Summe, deren erster und letzter Summand halbiert werden.Von Interesse ist nun die Bestimmung des durhEn(f) := I(f)�Qn(f): (2.5)de�nierten Quadraturfehlers. An dieser Stelle �nden die sigmoidalen Transfor-mationen ihre Anwendung: Sei r eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung.Substituiert man x = r(t), so ergibt sih f�ur (2.3)I(f) := 1Z0 f(r(t))0r(t)dt: (2.6)F�ur die Trapezregel, nun bezeihnet mit Q[r℄n (f), erh�alt manQ[r℄n (f) := 1n n�1Xj=1 0r(j=n)f(r(j=n)) (2.7)mit den Gewihten aj = 1n0r(j=n) und den St�utzstellen xj = r(j=n). Der Qua-draturfehler, jetzt E [r℄n (f) genannt, istE [r℄n (f) := I(f)�Q[r℄n (f): (2.8)Diesen Fehler abzush�atzen, wird die Aufgabe der Kapitel 3 und 4 dieser Arbeitsein.Von besonderem Interesse im Zusammenhang mit der numerishen Integration istdas Verhalten von 0r(1=2): Ist 0r(1=2) gro�, so konzentrieren sih die St�utzstellenr(j=n) an den Intervallenden. Ist 0r(1=2) hingegen etwa gleih 2, so bleibt un-gef�ahr die H�alfte der St�utzstellen auf [0; 1℄ �aquidistant verteilt, die andere H�alftedr�angt sih gegen die Endpunkte.In den folgenden beiden Abshnitten wird deshalb jeweils eine Transformationvorgestellt, f�ur die 0r(1=2) niht mit r anw�ahst.2.4 Beispiele "algebraisher\ sigmoidaler Trans-formationenEs werden nun einige Beispiele sigmoidaler Transformationen betrahtet, dieElliott [1℄ "algebraish\ nennt.
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Transformation 2.4 Die algebraish wohl einfahste sigmoidale Transforma-tion erh�alt man dadurh, dass manf(x) = xr; N 3 r > 1; (2.9)w�ahlt in Satz 2.2. Zu �nden ist diese Transformation zum Beispiel bei Elliott undPr�o�dorf [3℄.Es ist sofort ersihtlih, dass f die Bedingungen (i) und (ii) von Satz 2.2 erf�ullt,so dass die durh r(x) := xrxr + (1� x)r (2.10)de�nierte Funktion r eine sigmoidale Transformation ist. Diese besitzt nah Ko-rollar 2.3 o�ensihtlih die Ordnung r. Die Ableitung von r hat nah Gleihung(2.10) bei x = 1=2 den Wert l := 0r(1=2) = r;w�ahst also mit r an.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.1: Der Graph von Transformation 2.4 f�ur r = 3Transformation 2.5 Elliott [1℄ betrahtet eine Variante von Transformation2.4, die die Eigenshaft besitzt, dass l = 0r(1=2) unabh�angig von r ist. DieseTransformation wird erzeugt durh die Funktion f mitf(x) = [x� (x2 � x)℄r; N 3 r > 1: (2.11)7



Hierbei ist  eine noh zu bestimmende Konstante. Daf(x) = (1 + )rxr(1� (=(1 + ))x)r;ist die Bedingung (i) von Satz 2.2 o�ensihtlih erf�ullt f�ur  > �1. Die Bedingung(ii) von Satz 2.2 verlangt, dass1 + 2 + 2�x� 12�2 > 0auf (0; 1) gilt, und auh dies ist erf�ullt f�ur  > �1. Mit r gem�a� Satz 2.2 undl := 0r(1=2) erh�alt man  = 2(r=l � 1): (2.12) > �1 impliziert daher, dass r > l=2, und da shon N 3 r > 1 vorausgesetztworden ist, soll von nun an N 3 r > max(1; l=2) (2.13)gelten.Wenn l und r (2.13) erf�ullen, ist mit dem in Gleihung (2.12) gegebenen  und derin Gleihung (2.11) de�nierten Funktion f die durh Gleihung (2.1) de�nierteFunktion r also eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung.Mit l = 2 und N 3 r > 1 liefert  = r� 2 insbesondere eine sigmoidale Transfor-mation r r-ter Ordnung mit 0r(1=2) = 2.Elliott [1℄ untersuht nun, was mit dieser Transformation f�ur r !1 geshieht:Transformation 2.6 Ausgehend von Transformation 2.5 ergibt sih f�ur r mitGleihung (2.1) und durh Ausnutzung der Gleihungen (2.11) und (2.12)r(x) = 1=(1 + Fr(x));wobei Fr = f(1� x)=f(x)= �1 + lr � 12x � 1��r�1� lr �1� 12(1�x)��r :F�ur r !1 erh�alt man eine Grenzfunktion F1, f�ur welhe giltF1(x) = exp " l2 �1x � 11� x�# :8
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.2: Der Graph von Transformation 2.5 f�ur  = 2, r = 4Dies f�uhrt zu einer sigmoidalen Transformation, die hier nah Sag und Szekeres[7℄ mit SS1 bezeihnet und durhSS1 (x) = 11 + F1(x) = 12 + 12 tanh " l4 ��1x + 11� x�#de�niert wird. Nebenbei bemerkt kann SS1 dadurh erzeugt werden, dass manentweder f(x) = exp � l2x! oder f(x) = exp " l4 ��1x + 11� x�#w�ahlt. Verwendet man die erste Darstellung, so ist shnell nahgewiesen, dass fdie Bedingungen (i) und (ii) von Satz 2.2 f�ur alle l > 0 erf�ullt.Von solhen sigmoidalen Transformationen unendliher Ordnung gibt es nur sehrwenige und es sollen in dieser Arbeit auh keine weiteren vorgestellt werden.2.5 Beispiele "integraler\ sigmoidaler Transfor-mationenDie nun folgenden Transformationen bezeihnet Elliott [1℄ als "integral\, da dieihnen zugrunde liegende Funktion f als Integral �uber eine noh zu bestimmendeFunktion h gegeben ist. Genauer gesagt giltf(x) = xZ0 h(�)d�: (2.14)9
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.3: Der Graph von Transformation 2.6 f�ur l = 2Erf�ullt die Funktion h die Bedingungh(�) = h(1� �); 0 � � � 1; (2.15)so erh�alt man f�ur die durh Gleihung (2.1) de�nierte Funktion , dass(x) = (1=Q) xZ0 h(�)d�; 0 � x � 1; (2.16)wobei Q := 1Z0 h(�)d�: (2.17)Anders ausgedr�ukt liefern die Gleihungen (2.14) und (2.15), dassf(x) + f(1� x) = Qkonstant ist. Ben�otigt werden nun Bedingungen f�ur die Funktion h, mit welhendie Funktion  sigmoidal ist.Satz 2.7 Sei h eine Funktion mit folgenden Eigenshaften:(i) h 2 C1[0; 1℄ mit h(0) = 0 und h(x) > 0 f�ur 0 < x � 1;(ii) h(x) = h(1� x); 0 � x � 1;(iii) h(j)(x) = O (xr�1�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 N 0.10



Dann ist die durh die Gleihungen (2.16) und (2.17) de�nierte Funktion  einesigmoidale Transformation r-ter Ordnung.Beweis: �Uberpr�uft wird dies auf die Forderungen von De�nition 2.1. Mit (i)und (ii) gilt f(x) + f(1� x) = 1Z0 h(�)d� = Q > 0:Also ist  auf [0; 1℄ de�niert mit (0) = 0 und (1) = 1. Nah (i) gilt au�erdem 2 C1[0; 1℄. Wieder mit (ii) gilt (x) + (1 � x) = 1 f�ur 0 � x � 1. F�ur dieAbleitung von  erh�alt man 0(x) = h(x)=Q, was positiv auf (0; 1) ist, so dass monoton wahsend auf [0; 1℄ ist. Au�erdem gilt 0(0) = 0. Also sind die Bedin-gungen (a)(i) bis (a)(iv) von De�nition 2.1 erf�ullt. Shlie�lih gilt als Folge aus(iii) dieses Satzes und mit der De�nition von , dass (j)(x) = O(xr�j) bei x = 0f�ur alle j 2 N 0, so dass  eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist. 2Es werden nun einige Beispiele betrahtet.Transformation 2.8 Korobev (zitiert in Elliott [1℄) w�ahlth(x) = (x(1� x))r�1 mit N 3 r > 1: (2.18)Es ist shnell nahgewiesen, dass diese Funktion h die Bedingungen (i) bis (iii)des Satzes 2.7 erf�ullt. Mit Gradshteyn und Ryzhik [5, x3.191(3)℄ erh�alt manQ = 1Z0 (x(1� x))r�1dx = (�(r))2=�(2r):F�ur r � 1 gilt Q � �1=2=(22r�1r1=2): Folglih ist0(1=2) � �2=�1=2� r1=2 f�ur r � 1;was mit r anw�ahst.Transformation 2.9 Eine wihtige Transformation ist von Sidi [8℄ gegeben wor-den, der h(x) = (sin(�x))r�1; N 3 r > 1; (2.19)w�ahlt. Man sieht wieder, dass die Funktion h die Bedingungen (i) bis (iii) desSatzes 2.7 erf�ullt, so dass die entsprehende Transformation r sigmoidal vonr-ter Ordnung ist. Nah Gradshteyn und Ryzhik [5, x3.621℄ giltQ = 1Z0 (sin(�x))r�1dx = �(r=2) = ��1=2�(r=2 + 1=2)� ;11
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.4: Der Graph von Transformation 2.8 f�ur r = 3so dass insbesondere 0r(1=2) � (�r=2)1=2 f�ur r � 1;was bei wahsendem r anw�ahst.Durh partielle Integration �ndet man nah einiger Rehnung heraus, dass r f�urr � 1 die Rekursionsformelr+1(x) = r�1(x)� �(r=2)2�1=2�(r=2 + 1=2)(sin(�x))r�1 os(�x)erf�ullt, wenn man 0(x) := 1=2 und 1(x) := x de�niert. Insbesondere gilt2(x) = (1� os(�x))=2 und 3(x) = x� 12� sin(2�x): (2.20)Allgemeiner ausgedr�ukt erh�alt man, wenn man den bei Gradshteyn und Ryzhik[5, x1.320(1)℄ gegebenen Ausdruk f�ur (sin(��))2m verwendet1 und Term f�ur Termintegriert, 2m+1(x) = x + 2 mXs=1 (�1)s(m!)2(m� s)!(m+ s)! � 12�s� sin(2�sx)f�ur alle m 2 N .1(sin(��))2m = 122m nPm�1k=0 (�1)m�k 2 �2mk � os (2(m� k)��) + �2mm �o12
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.5: Der Graph von Transformation 2.9 f�ur r = 3Sidis Transformation 2.9 besitzt die Eigenshaft, dass 0r(1=2) f�ur r ! 1 di-vergiert. Elliott [1℄ betrahtet nun eine Transformation, die Sidis Transformationungerader Ordnung �ahnelt, f�ur die aber 02m+1(1=2) beshr�ankt ist f�ur allem 2 N .Anstelle von Gleihung (2.14) wirdf(x) = xZ0 (x� �)h(�)d� (2.21)geshrieben. Dabei wird f�ur die Funktion h vorausgesetzt, dass sie die Bedingungh(�) + h(1� �) = 0; 0 � � � 1; (2.22)erf�ullt. Dann ist mit Gleihung (2.1)(x) = xZ0 (x� �)h(�)d� = 1Z0 (x� �)h(�)d�: (2.23)Der Nenner in Gleihung (2.23) sheint auf den ersten Blik von x abzuh�angen,doh mit Gleihung (2.22) sieht man, dass R 10 h(�)d� = 0. Also kann die Gleihung(2.23) umgeshrieben werden zu(x) = xZ0 (x� �)h(�)d� = 1Z0 (1� �)h(�)d�: (2.24)Mit diesen Vorbemerkungen werden weitere Bedingungen f�ur h ben�otigt, damit eine Transformation r-ter Ordnung ist.13



Satz 2.10 Sei h eine Funktion mit folgenden Eigenshaften:(i) h 2 C1[0; 1℄ mit h(x) > 0 f�ur x 2 (0; 1=2);(ii) h(x) + h(1� x) = 0 f�ur 0 � x � 1;(iii) h(j)(x) = O (xr�2�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 N0 und r > 1.Dann ist  so, wie in Gleihung (2.24) de�niert, eine sigmoidale Transformationr-ter Ordnung.Beweis: Zun�ahst bemerkt man durh Ausnutzung von (i) und (ii), dass1Z0 (1� �)h(�)d� = 1=2Z0 (1� �)h(�)d� + 1=2Z0 �h(1� �)d�= 1=2Z0 (1� 2�)h(�)d� > 0;da 1 � 2� > 0 auf (0; 1=2) und, mit (i), h > 0 auf (0; 1=2). Also ist  in (2.24)de�niert mit (0) = 0 und (1) = 1. Nah (i) gilt au�erdem  2 C1[0; 1℄. DurhAusnutzung von (ii) ist wieder (x) + (1� x) = 1 f�ur 0 � x � 1: Mit (2.24) gilt0(x) = xZ0 h(�)d� = 1Z0 (1� �)h(�)d�: (2.25)Es wird nun gezeigt, dass R x0 h(�)d� > 0 f�ur 0 < x < 1. Da h > 0 auf (0; 1=2), istdies f�ur 0 < x � 1=2 wahr. F�ur 1=2 � x < 1 erh�alt man durh Ausnutzung von(ii) xZ0 h(�)d� = 0� 1Z0 � 1Zx 1Ah(�)d�= 1Zx h(1� �)d� = 1�xZ0 h(�)d� > 0;da 0 < 1� x � 1=2 bzw. 1=2 � x < 1. Also ist 0 > 0 auf (0; 1) und  ist strengmonoton wahsend auf [0; 1℄.Nah Gleihung (2.25) gilt au�erdem 0(0) = 0. Also sind die Bedingungen (i) bis(iv) von De�nition 2.1 erf�ullt.Shlie�lih sieht man mit (iii), dass (j)(x) = O(xr�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 N 0und r > 1, so dass  eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist. 214



Transformation 2.11 Elliott [1℄ w�ahlth(�) = sin2m�1(2��); m 2 N: (2.26)Diese Funktion erf�ullt die Bedingungen von Satz 2.10, um eine sigmoidale Trans-formation2m+1(x) = xZ0 (x� �) sin2m�1(2��)d� = 1Z0 (1� �) sin2m�1(2��)d� (2.27)(2m+ 1)-ter Ordnung zu ergeben. Es bietet sih an,1(x) = xzu de�nieren, und dann liefert die Gleihung (2.27) f�ur m = 13(x) = x� 12� sin(2�x);was der Sidi-Transformation dritten Grades entspriht (siehe (2.20) auf Seite12). Tats�ahlih erh�alt man durh geshikte partielle Integration von Gleihung(2.27) die Rekursionsformel2m+1(x) = 2m�1(x)� �(m� 1=2)2�3=2(2m� 1)�(m) sin2m�1(2�x) f�ur m 2 N:Nah Gradshteyn und Ryzhik [5, x3.821(2)℄ gilt1Z0 (1� �) sin2m�1(2��)d� = �(m)4�1=2�(m+ 1=2) : (2.28)Dann ergibt sih mit den Gleihungen (2.27) und (2.28)02m+1(1=2) = 4�1=2�(m+ 1=2)�(m) 1=2Z0 sin2m�1(2��)d�:Wieder nah Gradshteyn und Ryzhik [5, x3.621(1)℄ erh�alt man02m+1(1=2) = 2 f�ur alle m 2 N;was nat�urlih niht von m abh�angt.Mit Gleihung (2.27) kann man 2m+1 auh wieder als endlihe Summe darstellen.Man erh�alt mit Hilfe von Gradshteyn und Ryzhik [5, x1.320(3)℄2 nah einigerRehnung, dass2m+1(x) = x+ 2(�(m+ 1=2))2�2 mXs=1 (�1)s sin(2�(2s� 1)x)�(m� s+ 1)�(m+ s)(2s� 1)2f�ur alle m 2 N .2sin2m�1(2��) = 122m�2 Pm�1k=0 (�1)m+k�1�2m�1k � sin ((2m� 2k � 1)2��)15
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Kapitel 3Die Fehlerordnung f�ur dieTrapezregel mit sigmoidalerTransformation unterVerwendung von FourierreihenWie bereits in Abshnitt 2.3 erkl�art, sollen die in Kapitel 2 eingef�uhrten sig-moidalen Transformationen bei der n�aherungsweisen Berehnung des IntegralsI(f) := R 10 f(x)dx angewendet werden.Es ist bekannt und wird im Folgenden unter Verwendung von Fourierreihennoh einmal gezeigt werden, dass bei periodishen Funktionen f mit der Peri-ode 1 der Quadraturfehler En(f) := I(f)� Qn(f) bei der Trapezregel Qn(f) :=1n Pnj=0 00f(j=n) von der Ordnung O(1=nm) mit m 2 N ist, falls f entsprehendoft stetig di�erenzierbar ist.Deshalb stellt sih die Frage, wie man bei niht periodishen Funktionen f einegeeignete Substitution durhf�uhren kann, so dass der neue Integrand periodishist.Wie man sehen wird, ist dies der Fall, wenn man die Substitution x = r(t)mit einer sigmoidalen (oder periodisierenden) Funktion r w�ahlt: Die Funktion0r(t)f(r(t)) ist bis zu einem gewissen Grad periodish, und damit erh�alt manf�ur den Quadraturfehler E [r℄n (f) := I(f)�Q[r℄n (f) bei der TrapezregelQ[r℄n (f) := 1n n�1Xj=1 0r(j=n)f(r(j=n))die Ordnung O(1=nm) mit einem von r und f abh�angigen m.Zun�ahst soll jedoh unter Verwendung von Fourierreihen die Fehlerordnung beider Trapezregel f�ur periodishe Funktionen allgemein hergeleitet werden.17



De�nition 3.1 F�ur m 2 N 0 wird der RaumCmper;1 := fg 2 Cm(R) j g(t+ 1) = g(t) f�ur alle t 2 Rgerkl�art.De�nition 3.2 F�ur Funktionen g 2 Cm�1[0; 1℄\ Cm(0; 1) mit R 10 jg(m)(t)jdt <1wird eine Norm de�niert und bezeihnet durhjjgjjm := maxj=0;:::;m 1Z0 jg(j)(t)jdt: (3.1)Lemma 3.3 Seien g 2 Cmper;1[0; 1℄ und m � 2. Dann gilt:(i) F�ur die FourierkoeÆzienten ak(g) von g und ak(g(m)) von g(m) gilt die Be-ziehung ak(g) = 1(2�ik)m ak(g(m)); k 2 Znf0g: (3.2)(ii) Die Fourierreihe 1Xk=�1 ak(g)uk mit uk(t) := e2�ikt; k 2 Z;konvergiert gleihm�a�ig gegen g.Beweis: F�ur die FourierkoeÆzienten ak(g) von g mitak(g) = 1Z0 g(t) e�2�iktdterh�alt man f�ur k 2 Znf0g wegen g(j)(0) = g(j)(1); j = 0; :::; m; durh sukzessivepartielle Integration ak(g) = 12�ik 1Z0 g0(t) e�2�iktdt= :::= 1(2�ik)m 1Z0 g(m)(t) e�2�iktdt= 1(2�ik)m ak(g(m)) (3.3)
18



mit den FourierkoeÆzienten ak(g(m)) der m-ten Ableitung von g. (i) ist also ge-zeigt.Mit der in (3.1) erkl�arten Norm gilt f�ur die FourierkoeÆzienten ak(g(m)) derm-tenAbleitung von g au�erdemjak(g(m))j � 1Z0 jg(m)(t)j je�2�iktjdt= 1Z0 jg(m)(t)jdt� jjgjjm: (3.4)Mit (3.3) ist deshalb f�ur k 2 Znf0gjak(g)j = 1(2�jkj)m j ak(g(m))j � 1(2�jkj)m jjgjjm: (3.5)Und daraus ergibt sih f�ur die Fourierreihe1Xk=�1 jak(g)uk(t)j = 1Xk=�1k 6=0 jak(g)j je2�iktj+ ja0(g)j� 1(2�)m jjgjjm 1Xk=�1k 6=0 1jkjm + ja0(g)j� 1(2�)m jjgjjmC(m) + ja0(g)j: (3.6)Nah demMajorantenkriterium folgt also, dass die Fourierreihe von g gleihm�a�igkonvergiert. Dies kann auh gezeigt werden, indem man f�ur die Absh�atzung vonjak(g(m))j in (3.4) mit1Z0 jg(m)(t)jdt � 1Z0 jjg(m)jj1 dt = jjg(m)jj1die Maximumnorm verwendet und dann analog zu (3.5) und (3.6) verf�ahrt. Da dieFourierreihe in der L2-Norm gegen g konvergiert und da die L2-Norm shw�aherist als die Maximumnorm, konvergiert die Fourierreihe auh gleihm�a�ig gegen g.(ii) ist damit ebenfalls gezeigt. 2
19



Satz 3.4 Sei g 2 Cmper;1[0; 1℄, m � 2. Dann gilt f�ur den Quadraturfehler En(g) beider Trapezregel I(g) := 1Z0 g(t)dt � 1n nXj=0 00g(j=n) =: Qn(g)die DarstellungsformelEn(g) = � 1(2�in)m 1Xl=�1l6=0 1lmaln(g(m)):Beweis: Betrahte zun�ahst die bereits in Lemma 3.3 de�nierten trigonometri-shen Monome uk mit uk(t) := e2�ikt; k 2 Z:Es ist I(uk) = 1Z0 e2�iktdt = 8<: 1; falls k = 0;0; sonst.Au�erdem gilt wegen uk(0) = uk(1) = 1 und mit der Summenformel f�ur diegeometrishe SummenQn(uk) = n�1Xj=0 e2�ijk=n = 8><>: n; falls k = ln; l 2 Z;1�ei 2�km m1�ei 2�km = 0; sonst.Daher folgt f�ur den Quadraturfehler bei der TrapezregelEn(uk) = I(uk)�Qn(uk) = 8<: �1; falls k = ln; l 2Znf0g;0; sonst. (3.7)Da die Fourierreihe von g nah Lemma 3.3(ii) gleihm�a�ig konvergiert, geltenI(g) = P1k=�1 ak(g)I(uk) und Qn(g) = P1k=�1 ak(g)Qn(uk). Damit und mit(3.7) folgt f�ur den Quadraturfehler En(g)En(g) = I(g)�Qn(g)= 1Xk=�1ak((I(uk)�Qn(uk))= 1Xk=�1ak(g)En(uk)= � 1Xl=�1l6=0 aln(g): (3.8)20



Einsetzen von (3.2) in (3.8) shlie�lih ergibt die FehlerdarstellungEn(g) = � 1(2�in)m 1Xl=�1l6=0 1lmaln(g(m)): 2Korollar 3.5 Sei g 2 Cmper;1[0; 1℄, m � 2. Dann existiert eine von g und n un-abh�angige Konstante C > 0 so, dassjEn(g)j � Cnm jjgjjm:Beweis: Nah Satz 3.4 und der Absh�atzung (3.4) giltjEn(g)j � 1(2�n)m 1Xl=�1l6=0 1jljm jaln(g(m))j� 1(2�n)m 1Xl=�1l6=0 1jljm jjgjjm� 1(2�n)m jjgjjmC(m):Hieraus folgt das Korollar. 2Nun wird noh ein sh�arferes Resultat bewiesen.De�nition 3.6 F�ur m 2 N 0 wird der RaumUm := ng 2 Cm+1[0; 1℄ \ Cm+2(0; 1) ���g(j)(0) = g(j)(1) f�ur j = 0; :::; m und Z 10 jg(m+2)(t)jdt <1oerkl�art.Satz 3.7 Sei g 2 Um; m � 2. Dann existiert eine von g und n unabh�angigeKonstante C > 0 so, dass jEn(g)j � Cnm+2 jjgjjm+2:Beweis: Nah Satz 3.4 gilt f�ur m � 2En(g) = � 1(2�in)m 1Xl=�1l6=0 1lmaln(g(m)): (3.9)21



Wie im Beweis von Lemma 3.3 liefert partielle Integrationaln(g(m)) = 1Z0 g(m)(t) e�2�ilnt= � 1(2�iln)2 (g(m+1)(1)� g(m+1)(0)) + 1(2�iln)2 1Z0 g(m+2)(t) e�2�ilntdt= � 1(2�iln)2 1Z0 g(m+2)(t)dt+ 1(2�iln)2 1Z0 g(m+2)(t) e�2�ilntdt:Die Integrale in der letzten Zeile existieren, da R 10 jg(m+2)(t)jdt <1 nah Voraus-setzung. Durh Einsetzen in (3.9) ist der Satz deshalb bewiesen. 23.1 Die Fehlerordnung f�ur sigmoidale Transfor-mationen bei regul�aren FunktionenDie in Satz 3.7 gewonnene Fehlerordnung soll nun angewendet werden auf nihtperiodishe regul�are Funktionen mit sigmoidaler Transformation.Satz 3.8 Seien r eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung mit r � 4 undf 2 Cr[0; 1℄. F�ur den Fehler E [r℄n (f) bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transfor-mation 1Z0 f(x)dx � 1n n�1Xj=1 0r(j=n)f(r(j=n))gilt dann jE [r℄n (f)j � Cnr jjf jjrmit einer von f und n unabh�angigen Konstante C > 0.Beweis: Es ist Satz 3.7 anzuwenden mit m := r � 2. Seigr(t) := 0r(t)f(r(t)):F�ur die sigmoidale Transformation r gilt nah De�nition 2.1 und mit den darausfolgenden Eigenshaften� r 2 C1[0; 1℄;� (j+1)r (0) = (j+1)r (1) = 0; j = 0; :::; m.
22



Daraus folgt, dass gr 2 Cm+2[0; 1℄. F�ur die p-ten Ableitungen von gr gilt nah derLeibnizshen Regel g(p)r (t) = pXj=0 pj!(p�j+1)r (t) (f Æ r)(j)(t) (3.10)mit 0 � t � 1; 0 � p � m+ 2. Aufgrund der De�nition von r folgt, dassg(p)r (0) = g(p)r (1) = 0 f�ur p = 0; :::; m:Es ist also g 2 Um. Sortiert man in (3.10) nah Termen f (j)(r(t)) und bezeihnetman die KoeÆzienten mit vj;p, so erh�alt man f�ur 0 � p � m+ 21Z0 jg(p)r (t)j dt � 1Z0 pXj=0 jvj;p(t)j jf (j)(r(t))jdt= pXj=0 1Z0 jvj;p(t)j jf (j)(r(t))jdt� pXj=0 jjvj;pjj1 1Z0 jf (j)(r(t))jdt� (p+ 1)Cp jjf jjp;wobei Cp := maxj=0;:::;p jjvj;pjj1. Damit gilt auhjjgrjjm+2 � (m+ 3)Cm+2 jjf jjm+2:Da die KoeÆzienten vj;p nur von r abh�angen, folgt mit Satz 3.7, dass es eine vonf und n unabh�angige Konstante C > 0 so gibt, dassjE [r℄n (f)j = jEn(gr)j � Cnr jjf jjr: 23.2 Die Fehlerordnung f�ur sigmoidale Transfor-mationen bei Funktionen mit Endpunktsin-gularit�atenDie in Satz 3.7 gewonnene Fehlerordnung soll nun auh angewendet werden aufFunktionen mit Singularit�aten in den Endpunkten des Intervalls [0; 1℄.De�nition 3.9 F�ur Funktionen h 2 Cm[0; 1℄ wird eine Norm de�niert und be-zeihnet durh jjhjj1;m := maxj=0;:::;m jjh(j)jj1:23



Satz 3.10 Seien r eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung und f(x) =x�(1 � x)�h(x), wobei 0 < x < 1, � > �1, � > �1, h 2 Cm+2[0; 1℄, h(0) 6= 0,h(1) 6= 0, und es gelte 2 � m < r(1 + min(�; �))� 2:F�ur den Fehler E [r℄n (f) bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transformation1Z0 f(x)dx � 1n n�1Xj=1 0r(j=n)f(r(j=n))gilt dann jE [r℄n (f)j � Cnm+2 jjhjj1;m+2mit einer von h und n unabh�angigen Konstante C > 0.Beweis: Anzuwenden ist wieder Satz 3.7. Es wird zun�ahst der Fall betrahtet,dass f nur in x = 0 eine Singularit�at hat. F�urgr(t) := 0r(t)f(r(t))gilt dann gr(t) = 0r(t) [r(t)℄�(h Æ r)(t):Da r 2 C1[0; 1℄, ist gr 2 Cm+2(0; 1℄. Von Interesse ist nun das Verhalten von grbei t = 0. Dies wird bestimmt durh das Verhalten von�r(t) := 0r(t) [r(t)℄�bei t = 0. F�ur die j-ten Ableitungen von �r erh�alt man mit der LeibnizshenRegel und durh Sortieren nah Termen [r(t)℄��s die Darstellung�(j)r (t) = jXs=0ws;j(t) [r(t)℄��s: (3.11)Daraus ergibt sih mit�(j+1)r (t) = jXs=0 hws;j(t)0r(t)(�� s) [r(t)℄��(s+1) + w0s;j(t) [r(t)℄��sidie Rekursionsformelws;j+1(t) = 8><>: w00;j(t); s = 0;ws�1;j(t) 0r(t)(�� (s� 1)) + w0s;j(t); s = 1; :::; j;wj;j(t) 0r(t)(�� j); s = j + 1; (3.12)24



f�ur die KoeÆzienten ws;j. Insbesondere giltw0;j(t) = (j+1)r (t) und wj;j(t) = �(�� 1) � ::: � (�� (j � 1)) [0r(t)℄j+1: (3.13)Nah De�nition 2.1 ist(j)r (t) = O �tr�j� bei t = 0 f�ur j = 0; :::; r: (3.14)Die Funktionen ws;j erf�ullenws;j(t) = O �tr�1+rs�j� bei t = 0 f�ur s = 0; :::; j:Dies gilt f�ur s = 0 und s = j nah (3.13) und (3.14) und folgt f�ur s = 1; :::; j � 1durh Induktion mit Hilfe der Rekursionsformel (3.12). Da au�erdem[r(t)℄��s = O �tr(��s)� bei t = 0;folgt mit (3.11) f�ur die j-ten Ableitungen von �r�(j)r (t) = O �tr(1+�)�1�j� bei t = 0 f�ur j = 0; :::; m+ 1: (3.15)F�ur die p-ten Ableitungen von gr erh�alt man wieder nah der Leibnizshen Regelg(p)r (t) = pXj=0 pj!�(p�j)r (t) (h Æ r)(j)(t): (3.16)Und daraus folgt mit (3.15), dass gr 2 Cm+1[0; 1℄ mit g(p)(0) = g(p)(1) = 0 f�urp = 0; :::; m+ 1.Um Satz 3.7 anwenden zu k�onnen, bleibt also zu zeigen, dass R 10 jg(m+2)r (t)jdt <1.Sortiert man in (3.16) nah Termen h(j)(r(t)) und bezeihnet man die KoeÆzi-enten mit vj;p, so erh�alt man f�ur 0 � p � m + 2 und 0 < t � 1 die Darstellungg(p)r (t) = pXj=0 vj;p(t) h(j)(r(t)): (3.17)Nah (3.15) und (3.16) giltv0;p(t) = O �tr(1+�)�1�p� bei t = 0:Nah Voraussetzung ist m < r(1+�)�2 und damit �1 < r(1+�)�1� (m+2).F�ur 0 � p � m+2 ist also �1 < r(1+�)�1�p und folglih gilt R 10 jv0;p(t)jdt <1.25



Nah (3.16) und (3.17) gilt damit auh R 10 jvj;p(t)jdt < 1 f�ur 0 � j � p und0 � p � m + 2. Also ist R 10 jg(m+2)r (t)jdt <1.Au�erdem erh�alt man f�ur 0 � p � m + 21Z0 jg(p)r (t)jdt � pXj=0 1Z0 jvj;p(t)j jh(j)(r(t))jdt� pXj=0 jjhjj1;p 1Z0 jvj;p(t)jdt� jjhjj1;p pXj=0Cj;p� jjhjj1;p (p+ 1)Cp;wobei Cp := maxj=0;:::;pCj;p. Damit gilt auhjjgjjm+2 � (m+ 3)Cm+2 jjhjj1;m+2:Mit Satz 3.7 folgt, dass es eine von h und n unabh�angige Konstante C > 0 sogibt, dass jE [r℄n (f)j = jEn(gr)j � Cnm+2 jjhjj1;m+2:Der Beweis f�ur den Fall, dass f eine Singularit�at in x = 1 hat, erfolgt analog.Hat f sowohl in x = 0 als auh in x = 1 Singularit�aten, so ergibt sih der Beweisdurh Kombination beider F�alle. 23.3 Vergleih der ermittelten Fehlerordnungenmit denen bei Elliott [2℄Die bisher mit Hilfe von Fourierreihen gewonnenen Fehlerordnungen f�ur die Tra-pezregel sollen nun mit den Fehlerordnungen bei Elliott [2℄ verglihen werden.Elliott verwendet f�ur seine Fehlerabsh�atzung die Euler-Malaurinshe Summen-formel. F�ur Funktionen g 2 Cm[0; 1℄\Cm+1(0; 1) mit R 10 jg(m+1)(t)j dt <1, wobeim 2 N 0, liefert diese Formel f�ur den Fehler bei der TrapezregelI(g) := 1Z0 g(t)dt � 1n nXj=0 00g(j=n) =: Qn(g)die DarstellungEn(g) = m+1Xj=1 �Bj(1)j! � g(j�1)(1)� g(j�1)(0)nj � 1nm+1 1Z0 g(m+1)(t) �Bm+1(1� nt)(m + 1)! dt:26



Die �Bj bezeihnen hierbei die periodishen Bernoullifunktionen, auf die in dieserArbeit jedoh niht n�aher eingegangen werden soll.Aus obiger Darstellung ist ersihtlih, dass der Fehler En(g) bei periodishenFunktionen g mit der Periode 1 von der Ordnung O(1=nm+1) ist. Dieses Resultatist etwas shw�aher als das von Satz 3.5, der f�ur Funktionen g 2 Um unter Ver-wendung von Fourierreihen die Fehlerordnung O(1=nm+2) liefert.Das anshlie�ende Vorgehen bei Elliott [2℄ entspriht dem der Abshnitte 3.1 und3.2 dieser Arbeit: Elliott verwendet sigmoidale Transformationen r r-ter Ord-nung, um Funktionen f , die h�ohstens in den Endpunkten des Intervalls [0; 1℄Singularit�aten besitzen, durh Substitution so zu transformieren, dass die Ablei-tungen an den Endpunkten bis zu einem gewissen Grad vershwinden. Auf dieseperiodishen Funktionen wendet er dann die durh die Euler-Malaurinshe Sum-menformel gewonnene Fehlerdarstellung an und erh�alt so f�ur den Fehler E [r℄n (f)die Fehlerordnung O(1=nm+1) mit von r und f abh�angigem m.
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Kapitel 4Einige numerishe ErgebnisseDie in Kapitel 3 gewonnenen Fehlerordnungen sollen nun anhand einiger nume-risher Beispiele illustriert werden. Verwendet werden hierzu die "algebraishe\Transformation 2.4 mit r(t) = trtr + (1� t)rund die "integrale\ Transformation 2.8 mitr(t) = tR0 (�(1� �))r�1d�1R0 (�(1� �))r�1d� :In den folgenden Tabellen 4.1 bis 4.6 sind zun�ahst der Quadraturfehler und dieFehlerordnung bei Anwendung obiger Transformationen r auf regul�are Funktio-nen f dargestellt. F�ur alle gew�ahlten Funktionen f gilt dabei f 2 C1[0; 1℄, sodass nah Satz 3.8 f�ur r � 4 die Fehlerordnung O(1=nr) zu erwarten ist.F�ur gerade r liefern die numerishen Ergebnisse tats�ahlih die FehlerordnungO(1=nr), die Fehlerordnung f�ur ungerade r ist o�ensihtlih sogar O(1=nr+1).Diese Resultate gelten au�erdem bereits f�ur r � 2. Auf die Gr�unde dieser Ver-besserung im Vergleih zur theoretish ermittelten Ordnung soll hier jedoh nihtn�aher eingegangen werden.Die Fehlerberehnungen und Fehlerordnungen in den Tabellen 4.7 bis 4.12 bezie-hen sih auf Funktionen f mit Singularit�aten in x = 0. Genauer gesagt haben allediese Funktionen die Gestalt f(x) = x� h(x), wobei � > �1 und h 2 C1[0; 1℄ mith(0) 6= 0; h(1) 6= 0. F�ur den Quadraturfehler E [r℄n (f) bei der Anwendung obigersigmoidaler Transformationen ist nah Satz 3.10 f�ur 4 � m + 2 < r(1 + �) alsodie Fehlerordnung O(1=nm+2) zu erwarten.28



Die numerishen Ergebnisse liefern sogar die OrdnungO(1=nr(1+�)), und dies auh shon f�ur r � 2. Dieses im Vergleih zur theore-tish ermittelten Fehlerordnung bessere Ergebnis soll in der vorliegenden Arbeitjedoh auh niht mehr begr�undet werden.
Tabelle 4.1: f(x) = x2; Transformation 2:4r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:15 � 10�2 1:76 � 10�2 2:06 � 10�2 6:15 � 10�3 5:26 � 10�28 2:60 � 10�3 1:29 � 10�4 2:42 � 10�3 8:63 � 10�3 1:56 � 10�216 6:51 � 10�4 1:51 � 10�6 2:04 � 10�7 2:61 � 10�5 2:34 � 10�432 1:63 � 10�3 9:52 � 10�8 3:16 � 10�8 1:28 � 10�10 2:94 � 10�964 4:07 � 10�5 5:96 � 10�9 1:98 � 10�9 1:73 � 10�12 3:44 � 10�13n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj Enj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:42 136:43 8:51 0:71 3:378 3:99 85:43 11862:75 330:65 66:6716 3:99 15:86 6:46 203906:25 79591:8432 4:00 15:97 15:96 73:99 8546:51Fehlerordnung O(1=n2) O(1=n4) O(1=n4) O(1=n6) �
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Tabelle 4.2: f(x) = x2; Transformation 2:8r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 3:25 � 10�2 1:41 � 10�3 3:84 � 10�3 2:98 � 10�3 1:42 � 10�28 7:89 � 10�3 1:13 � 10�4 2:77 � 10�4 3:77 � 10�5 3:47 � 10�516 1:96 � 10�3 7:49 � 10�6 1:77 � 10�5 5:95 � 10�7 6:29 � 10�732 4:89 � 10�4 4:75 � 10�7 1:11 � 10�6 9:40 � 10�9 1:03 � 10�864 1:22 � 10�4 2:96 � 10�8 6:93 � 10�8 4:00 � 10�10 3:00 � 10�10n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:12 12:48 13:86 79:05 409:228 4:03 15:09 15:65 63:36 55:1716 4:01 15:77 15:95 63:30 61:0732 4:01 16:05 16:02 23:50 34:33Fehlerordnung O(1=n2) O(1=n4) O(1=n4) O(1=n6) O(1=n6)
Tabelle 4.3: f(x) = x3; Transformation 2:4r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:23 � 10�2 3:27 � 10�2 6:31 � 10�2 6:69 � 10�2 5:16 � 10�28 2:60 � 10�3 2:13 � 10�4 3:98 � 10�3 1:54 � 10�2 3:19 � 10�216 6:51 � 10�4 1:51 � 10�6 5:74 � 10�7 4:06 � 10�5 3:71 � 10�432 1:63 � 10�4 9:52 � 10�8 3:16 � 10�8 1:37 � 10�10 4:45 � 10�964 4:07 � 10�5 5:96 � 10�9 1:98 � 10�9 1:73 � 10�12 3:44 � 10�13n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:73 153:52 15:85 4:34 1:628 3:99 141:06 6933:80 379:31 85:9816 3:99 15:86 18:16 296350:37 83370:7932 4:00 15:97 15:96 79:19 12936:05Fehlerordnung O(1=n2) O(1=n4) O(1=n4) O(1=n6) �
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Tabelle 4.4: f(x) = x3; Transformation 2:8r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 3:31 � 10�2 1:14 � 10�3 3:68 � 10�3 5:61 � 10�3 2:08 � 10�28 7:92 � 10�3 1:09 � 10�4 2:76 � 10�4 3:77 � 10�5 3:45 � 10�516 1:96 � 10�3 7:42 � 10�6 1:77 � 10�5 5:95 � 10�7 6:29 � 10�732 4:89 � 10�4 4:73 � 10�7 1:11 � 10�6 9:30 � 10�9 1:03 � 10�864 1:22 � 10�4 2:97 � 10�8 6:92 � 10�8 6:00 � 10�10 2:00 � 10�10n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:17 10:46 13:33 148:81 602:908 4:04 14:69 15:59 63:36 54:8516 4:01 15:69 15:95 63:98 61:0732 4:01 15:93 16:04 15:50 51:50Fehlerordnung O(1=n2) O(1=n4) O(1=n4) O(1=n6) O(1=n6)
Tabelle 4.5: f(x) = (1� x)4; Transformation 2:4r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:13 � 10�2 3:40 � 10�2 7:63 � 10�2 9:51 � 10�2 9:54 � 10�28 2:60 � 10�3 5:57 � 10�5 3:15 � 10�3 1:49 � 10�2 3:41 � 10�216 6:51 � 10�4 1:52 � 10�6 1:03 � 10�6 7:89 � 10�6 1:94 � 10�432 1:63 � 10�4 9:52 � 10�8 3:16 � 10�8 3:26 � 10�11 6:45 � 10�964 4:07 � 10�5 5:96 � 10�9 1:98 � 10�9 1:73 � 10�12 3:44 � 10�13n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:35 610:41 24:22 6:38 2:808 3:99 36:64 3058:25 1888:47 175:7716 3:99 15:97 32:59 242024:54 30077:5232 4:00 15:97 15:96 18:84 1875:00Fehlerordnung O(1=n2) O(1=n4) O(1=n4) � �
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Tabelle 4.6: f(x) = (1� x)4; Transformation 2:8r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 3:39 � 10�2 3:65 � 10�4 6:36 � 10�3 2:27 � 10�3 1:80 � 10�28 8:00 � 10�3 1:05 � 10�4 2:75 � 10�4 3:77 � 10�5 2:76 � 10�516 1:96 � 10�3 7:35 � 10�6 1:77 � 10�5 5:95 � 10�7 6:29 � 10�732 4:89 � 10�4 4:73 � 10�7 1:11 � 10�6 9:30 � 10�9 1:02 � 10�864 1:22 � 10�4 2:98 � 10�8 6:94 � 10�8 2:00 � 10�10 1:00 � 10�10n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:24 3:48 23:13 60:21 652:178 4:08 14:29 15:54 63:36 43:8816 4:01 15:54 15:95 63:98 61:6732 4:01 15:87 15:99 46:50 102:00Fehlerordnung O(1=n2) O(1=n4) O(1=n4) O(1=n6) O(1=n6)
Tabelle 4.7: f(x) = x�1=3; Transformation 2:4r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:04 � 100 2:68 � 10�3 1:04 � 10�1 2:72 � 10�1 4:99 � 10�18 3:87 � 10�2 3:83 � 10�3 7:35 � 10�4 6:99 � 10�3 2:53 � 10�216 1:47 � 10�2 9:73 � 10�4 2:95 � 10�5 7:17 � 10�6 4:78 � 10�532 5:68 � 10�3 2:44 � 10�4 5:12 � 10�6 3:72 � 10�7 4:74 � 10�864 2:22 � 10�3 6:10 � 10�5 8:43 � 10�7 3:51 � 10�8 4:79 � 10�9n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 26:87 0:70 141:50 38:91 19:728 2:63 3:94 24:92 974:90 529:2916 2:58 3:99 5:76 19:27 1008:4432 2:56 4:00 6:07 10:60 9:90Fehlerordnung O(1=n4=3) O(1=n2) O(1=n8=3) O(1=n10=3) �
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Tabelle 4.8: f(x) = x�1=3; Transformation 2:8r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 2:08 � 10�1 7:44 � 10�2 1:62 � 10�2 5:33 � 10�3 9:29 � 10�38 7:89 � 10�2 1:82 � 10�2 2:53 � 10�3 6:19 � 10�4 6:70 � 10�416 3:04 � 10�2 4:54 � 10�3 3:93 � 10�4 7:21 � 10�5 4:46 � 10�532 1:18 � 10�2 1:13 � 10�3 6:11 � 10�5 7:77 � 10�6 2:84 � 10�664 4:62 � 10�3 2:83 � 10�4 9:52 � 10�6 8:03 � 10�7 1:76 � 10�7n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 2:64 4:09 6:40 8:61 13:878 2:60 4:01 6:44 8:59 15:0216 2:58 4:02 6:43 9:28 15:7032 2:55 3:99 6:42 9:68 16:14Fehlerordnung O(1=n4=3) O(1=n2) O(1=n8=3) O(1=n10=3) O(1=n4)
Tabelle 4.9: f(x) = x�1=2; Transformation 2:4r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 2:81 � 10�1 7:01 � 10�2 6:06 � 10�2 2:20 � 10�1 4:28 � 10�18 1:33 � 10�1 2:85 � 10�2 4:55 � 10�3 4:38 � 10�3 1:90 � 10�216 6:45 � 10�2 9:92 � 10�3 1:30 � 10�3 1:13 � 10�4 3:39 � 10�532 3:17 � 10�2 3:48 � 10�3 3:25 � 10�4 2:12 � 10�5 1:91 � 10�764 1:57 � 10�2 1:22 � 10�3 8:14 � 10�5 3:81 � 10�6 1:02 � 10�8n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 2:11 2:46 13:32 50:23 22:538 2:46 2:87 3:50 38:76 560:4716 2:03 2:85 4:00 5:33 177:4932 2:02 2:85 3:99 5:56 18:73Fehlerordnung O(1=n1) O(1=n3=2) O(1=n2) O(1=n5=2) �
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Tabelle 4.10: f(x) = x�1=2; Transformation 2:8r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 4:52 � 10�1 2:39 � 10�1 1:19 � 10�1 5:03 � 10�2 1:27 � 10�28 2:21 � 10�1 8:56 � 10�2 3:05 � 10�2 8:61 � 10�3 7:84 � 10�416 1:09 � 10�1 3:05 � 10�2 7:68 � 10�3 1:46 � 10�3 4:75 � 10�532 5:44 � 10�2 1:08 � 10�2 1:92 � 10�3 2:53 � 10�4 2:94 � 10�664 2:71 � 10�2 3:84 � 10�3 4:81 � 10�4 4:42 � 10�5 1:82 � 10�7n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 2:05 2:79 3:90 5:84 16:208 2:03 2:81 3:97 5:90 16:5116 2:00 2:82 4:00 5:77 16:1632 2:00 2:81 3:99 5:72 16:15Fehlerordnung O(1=n1) O(1=n3=2) O(1=n2) O(1=n5=2) O(1=n4)
Tabelle 4.11: f(x) = x�2=3; Transformation 2:4r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 8:35 � 10�1 3:98 � 10�1 1:35 � 10�1 7:40 � 10�2 2:79 � 10�18 5:06 � 10�1 1:95 � 10�1 7:18 � 10�2 2:19 � 10�2 4:20 � 10�316 3:12 � 10�1 9:57 � 10�2 2:81 � 10�2 7:75 � 10�3 1:93 � 10�332 1:95 � 10�1 4:74 � 10�2 1:10 � 10�2 2:42 � 10�3 4:88 � 10�464 1:22 � 10�1 2:36 � 10�2 4:36 � 10�3 7:61 � 10�4 1:22 � 10�4n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 1:65 2:04 1:88 3:38 66:438 1:62 2:04 2:56 2:83 2:1816 1:60 2:02 2:55 3:20 3:9532 1:60 2:01 2:52 3:18 4:00Fehlerordnung O(1=n2=3) O(1=n1) O(1=n4=3) O(1=n5=3) O(1=n2)
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Tabelle 4.12: f(x) = x�2=3; Transformation 2:8r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:12 � 100 7:76 � 10�1 5:38 � 10�1 3:67 � 10�1 2:41 � 10�18 7:02 � 10�1 3:96 � 10�1 2:21 � 10�1 1:19 � 10�1 6:03 � 10�216 4:42 � 10�1 2:00 � 10�1 8:89 � 10�2 3:79 � 10�2 1:51 � 10�232 2:78 � 10�1 1:00 � 10�1 3:55 � 10�2 1:20 � 10�2 3:77 � 10�364 1:75 � 10�1 5:04 � 10�2 1:41 � 10�2 3:79 � 10�3 9:44 � 10�4n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 1:60 1:96 2:43 3:08 4:008 1:59 1:98 2:49 3:14 3:9916 1:59 2:00 2:50 3:16 4:0132 1:59 1:98 2:52 3:17 3:99Fehlerordnung O(1=n2=3) O(1=n1) O(1=n4=3) O(1=n5=3) O(1=n2)
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SymbolverzeihnisN = f1; 2; 3; :::g Menge der nat�urlihen ZahlenN0 = f0; 1; 2; :::g Menge der nat�urlihen Zahlen mit NullZ = f0;�1;�2; :::g Menge der ganzen ZahlenR Menge der reellen ZahlenCm[a; b℄ bzw. Cm(a; b) Raum der auf dem Intervall [a; b℄ bzw. (a; b)m-mal stetig di�erenzierbaren FunktionenÆi;j Kroneker-Symbol� Gammafunktionjjgjj1 := maxt2[a;b℄ jg(t)j Maximumnorm f�ur Funktionen g 2 C[a; b℄jjgjjL2 := �R ba jg(t)j2dt�1=2 L2-Norm f�ur Funktionen g mit R ba jg(t)jdt <1
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