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Kapitel 1EinleitungIn den letzten Jahrzehnten besh�aftigte man sih immer mehr mit dem Pro-blem der nihtdi�erenzierbaren Optimierungaufgaben, nahdem viele aktu-elle Problemstellungen dieser Art in Industrie und Wissenshaft vorkamen.Hierbei handelt es sih um diejenigen Optimierungsaufgaben, welhe einenPunkt suhen, in dem eine niht notwendig di�erenzierbare Zielfunktion mi-nimal ist. Man m�ohte einen Algorithmus �nden, mit dem man Problemstel-lungen dieser Art shnell und eÆzient l�osen kann. Die Anf�ange dieser Ent-wiklung lagen unter anderem in Russland, wo insbesondere N. Z. Shor [18℄die "Methoden der Subgradienten\ vorstellte. F�ur Optimierungsaufgaben mitdi�erenzierbaren Zielfunktionen gibt es zahlreihe L�osungsvorshl�age (siehez.B. [14℄ oder [6℄). Bei denen wird oft neben der Zielfunktion auh der Gra-dient der Zielfunktion zur Berehnung der L�osung verwendet. Analog hierzuwurden von N. Z. Shor die Subgradienten { auf die in dieser Arbeit nohgenauer eingegangen werden soll { als Ersatz f�ur die niht unbedingt vorhan-denen Gradienten eingef�uhrt. Dazu kamen viele L�osungsvorshl�age, allerdingswaren die dazugeh�orenden Algorithmen sehr komplex und die Konvergenz-eigenshaften gew�ohnlih shw�aher, als bei den klassishen Methoden mitdi�erenzierbaren Zielfunktionen (genaueres siehe in [9℄).Diese Arbeit besh�aftigt sih intensiv mit dem 1998 von R. Mi�in, D. Sunund L. Qi ershienenen Paper [13℄ �uber einen Quasi-Newton-B�undel-Algorith-mus zur L�osung nihtdi�erenzierbarer konvexer Optimierungsaufgaben. Eshandelt sih hierbei um ein unrestringiertes Optimierungsproblem, also eineAufgabe ohne Nebenbedingungen beziehungsweise Restriktionen. Da niht-di�erenzierbare Optimierungsprobleme �armere analytishe Eigenshaften alsdi�erenzierbare haben, bedienen sie sih oft der Hilfe von di�erenzierbarenOptimierungsproblemen. So auh in dieser Arbeit. Unsere nihtdi�erenzier-bare Zielfunktion soll durh die sogenannte Moreau-Yosida-Regularisierungangen�ahert werden, eine Funktion die neben ihrer Di�erenzierbarkeit auhnoh andere n�utzlihe Eigenshaften besitzt. Hierauf soll in Kapitel 3 ein-



2 Kapitel 1. Einleitunggegangen werden. Die Moreau-Yosida-Regularisierung stellt sozusagen eineVerbindung zwishen der klassishen und der nihtdi�erenzierbaren Optimie-rung dar. Da man diese Regularisierung und ihren Gradienten niht exaktberehnen kann { wie wir sp�ater sehen werden { verwendet die hier dargestell-te Methode st�ukweise lineare Approximationen, welhe als die sogenannte"B�undel-Idee\ in Kapitel 4 beshrieben werden. Der Vorteil dieser B�undel-Methode liegt darin, dass nun f�ur die Berehnung ein quadratishes Pro-gramm gel�ost werden kann. Auf diese Approximation l�asst sih das bew�ahrteQuasi-Newton-Verfahren anwenden.Wir wollen zuerst die Grundlagen in Kapitel 2 und 3 sha�en, die wir f�urdiese Arbeit ben�otigen, um dann f�ur die eben kurz erl�auterte Problemstel-lung in Kapitel 4, 5 und 7 einen Algorithmus aufzustellen, mit dem unterweiteren Voraussetzungen globale und superlineare Konvergenz in Kapitel 6und 8 nahgewiesen werden kann. Zum Shluss soll noh numerish die Kon-vergenzgeshwindigkeit an zwei Beispielen getestet werden.Um die Problemstellung etwas mathematisher auszudr�uken, beshreibenwir nun die Aufgabenstellung genauer. Wir betrahten die unrestringierteOptimierungsaufgabe(P ) Minimiere f(x), x 2 Rn ;wobei die Zielfunktion f : Rn �! R eine niht notwendig di�erenzierba-re, konvexe Funktion sei.Diese Funktion soll durh die sogenannte Moreau-Yosida-RegularisierungFM(x) := miny2Rn�f(y) + 12ky � xk2M�angen�ahert werden. Hierbei ist die transformierte Norm k � kM durhkxkM := kM 12xk2 = (xTMx) 12 ; x 2 Rnmit einer symmetrishen, positiv de�niten Matrix M 2 Rn�n gegeben. DieseNorm wird auh als elliptishe Norm bezeihnet. Es handelt sih bei FM umeine stetig di�erenzierbare Funktion, die die gleihen Minima wie die eigent-lihe Funktion f hat, wie wir gleih sehen werden. Deshalb versuht man dieAufgabe (P ) mit Hilfe der neuen Aufgabe( ~P ) Minimiere FM (x), x 2 Rnzu l�osen.



3R. T. Rokafellar [17℄ betrahtete mit als Erster dieses Problem und legtedie Grundlage in seinem proximal point -Algorithmus. Dort konstruierte ereine Folge fxkg; die aus xk+1 � argminx2Rn �f(x) + 12kx� xkk2M	 berehnetwurde. Darauf aufbauend erforshten J. Bonnans, J. Gilbert, C. Lemar�ehalund C. Sagastiz�abal [1℄ Optimierungsmethoden, welhe die Moreau-Yosida-Regularisierung und das Quasi-Newton-Verfahren miteinander verbinden. C.Zhu [23℄ wies lineare Konvergenz der aus dem Algorithmus gelieferten Fol-ge gegen eine L�osung x� nah. C. Lemar�ehal und C. Sagastiz�abal [12℄ un-tersuhten implementierbare Versionen der Methoden und zeigten auh f�urkomplexere Problemstellungen numerish ihr gutes Verhalten. M. Fukushi-ma und L. Qi [5℄ shlugen danah einen Algorithmus vor, mit dem globaleund superlineare Konvergenz nahgewiesen werden konnte. In diesem Auf-satz wird das Thema erneut aufgegri�en und genau analysiert, wobei einigeVer�anderungen gegen�uber den vorherigen Arbeiten durhgef�uhrt werden.



4 Kapitel 1. Einleitung



Kapitel 2Konvexe FunktionenKonvexe Funktionen spielen in der unrestringierten Optimierung eine wih-tige Rolle. Dies werden wir gleih n�aher begr�unden. Wie erw�ahnt betrahtenwir in dieser Arbeit ein Optimierungsproblem, bei dem die Zielfunktion kon-vex ist. F�ur Konvergenzaussagen werden wir gleihm�a�ige Konvexit�at vor-aussetzen, da so die Existenz einer eindeutigen L�osung gesihert ist. Diesesund die wihtigsten Eigenshaften konvexer und gleihm�a�ig konvexer Funk-tionen sollen in diesem Kapitel aufgezeigt werden. Au�erdem werden die auhshon erw�ahnten Subgradienten eingef�uhrt.2.1 EigenshaftenWir beginnen mit den De�nitionen und Eigenshaften konvexer und gleih-m�a�ig konvexer Funktionen. Die Beweise werden in diesem Abshnitt nihtdurhgef�uhrt; diese kann man aber zum Beispiel in [16℄ und [7℄ �nden.Bemerkung: Im ganzen Aufsatz sei k � k stets die euklidishe Norm aufdem Rn beziehungsweise die zugeordnete Matrixnorm.� Eine Funktion f : Rn �! R hei�t konvex, wenn(1� t)f(x) + tf(y)� f((1� t)x+ ty) � 0f�ur alle x; y 2 Rn ; t 2 [0; 1℄ gilt.� Eine Funktion f : Rn �! R hei�t gleihm�a�ig konvex, wenn eine Kon-stante � > 0 mit(1� t)f(x) + tf(y)� f((1� t)x + ty) � 12�t(1� t)kx� yk2f�ur alle x; y 2 Rn ; t 2 [0; 1℄ existiert.



6 Kapitel 2. Konvexe Funktionen� Sei nun f : Rn �! R konvex. Dann gilt:1. f ist auf dem Rn stetig.2. f besitzt in jedem x 2 Rn in jede Rihtung h 2 Rn eine Rih-tungsableitung f 0(x; h), das hei�tf 0(x; h) := limt!0+ f(x+ th)� f(x)texistiert f�ur alle x; h 2 Rn .3. Die sogenannte Gateaux-Variation f 0(x; �) : Rn �! R ist beifestem x 2 Rn in der zweiten Komponente konvex und es giltf 0(x; h) � f(x+ h)� f(x) f�ur alle h 2 Rn :4. Gilt f 0(x; h) = g(x)Th mit einem g(x) 2 Rn f�ur alle h 2 Rn ; dannexistieren alle partiellen Ableitungen �f=�xj ; j = 1; :::; n: Dannhei�t f in x partiell di�erenzierbar und es ist auh rf(x) = g(x):� Ist F : Rn �! R in x 2 Rn stetig partiell di�erenzierbar, sind also allepartiellen Ableitungen in x stetig, so hei�t F in x stetig di�erenzierbar.� Ist F : Rn �! R in x 2 Rn stetig di�erenzierbar, so ist F in x rih-tungsdi�erenzierbar und die Gateaux-Variation F 0(x; �) : Rn �! R istdurh F 0(x; h) = F 0(x)h gegeben.Wie shon in der Einleitung beshrieben, wollen wir mit Hilfe von Subgra-dienten arbeiten, da der Gradient einer niht notwendig di�erenzierbarenFunktion niht unbedingt existiert. Die Subgradienten sollen nun kurz ein-gef�uhrt werden.� Bei vorgegebenem x 2 Rn hei�t f�ur eine konvexe Funktion f : Rn �! R�f(x) := fz 2 Rn : zT (y � x) � f(y)� f(x) f�ur alle y 2 Rngdas Subdi�erential von f in x, Elemente von �f(x) hei�en Subgradien-ten. Dann gilt:1. F�ur jedes x 2 Rn ist das Subdi�erential �f(x) nihtleer, konvexund kompakt.2. Es ist f 0(x; h) = maxz2�f(x) zTh f�ur alle h 2 Rn :3. F�ur x; y 2 Rn gilt (zx � zy)T (x � y) � 0 f�ur alle zx 2 �f(x); zy 2�f(y): Dies wird auh mit Monotonie der Subgradienten bezeih-net.



2.2 Wihtige S�atze 74. Ist F : Rn �! R di�erenzierbar, so ist der Gradient der Funktiondas einzige Element in �F (x): 2Das folgende Lemma wird in einigen Beweisen n�utzlih sein k�onnen. Wirwerden es in dieser Arbeit h�au�g auh f�ur di�erenzierbare Funktionen ver-wenden.Lemma 2.1 Die drei folgenden Aussagen sind f�ur alle x; y 2 Rn �aquivalent:� f : Rn �! R ist gleihm�a�ig konvex mit einer Konstanten � > 0:� Es gilt f(y) � f(x) + zT (y � x) + �2 ky � xk2 f�ur alle z 2 �f(x):� Es gilt (zy � zx)T (y � x) � �ky � xk2 f�ur alle zx 2 �f(x); zy 2 �f(y):Diese Eigenshaften werden im Folgenden immer wieder verwendet.Bemerkung: Ein Grund warum konvexe Funktionen eine wihtige Rollein der Optimierung spielen ist der, dass ein station�arer Punkt der Zielfunkti-on f eine globale L�osung der Aufgabe (P ); f auf dem Rn zu minimieren, ist.Hierbei hei�t ein Punkt station�ar, wenn f 0(x�; h) � 0 f�ur alle h 2 Rn ist undeine L�osung global, wenn f(x�) � f(x) f�ur alle x 2 Rn ist. Diese Behauptungfolgt ganz einfah aus der gerade beshriebenen Tatsahe0 � f 0(x�; h) � f(x� + h)� f(x�)f�ur alle h 2 Rn : Nun setzen wir h := x � x� und haben das gew�unshteErgebnis. 22.2 Wihtige S�atzeDer n�ahste Satz zeigt, warum es n�utzlih sein kann, bei Konvergenzaussagengleihm�a�ige Konvexit�at f�ur die Zielfunktion vorauszusetzen. Die Beweisideehaben wir von einem �ahnlihen Beweis aus [20℄ (Lemma 2.6, S.171) �uber-nommen.Satz 2.2 Ist f : Rn �! R auf dem Rn gleihm�a�ig konvex, so hat dieunrestringierte Optimierungsaufgabe , f auf dem Rn zu minimieren, genaueine L�osung.



8 Kapitel 2. Konvexe FunktionenBeweis: Man w�ahle x0 2 Rn beliebig und de�niere hierzu die NiveaumengeL0 := fx 2 Rn jf(x) � f(x0)g. Die Menge ist wegen der Konvexit�at von fauh selbst konvex. Au�erdem ist sie wegen der aus der Konvexit�at von ffolgenden Stetigkeit auh abgeshlossen. Die Beshr�anktheit soll nun gezeigtwerden.Sei x 2 L0 beliebig. F�ur t 2 (0; 1℄ istf(x)� f(x0)� f(x0 + t(x� x0))� f(x0)t � �2 (1� t)kx� x0k2;wie man nah Division durh t aus der gleihm�a�igen Konvexit�at mit einerpositiven Konstanten � erh�alt. Durh den Grenz�ubergang t ! 0+ erhaltenwir 0 � f(x)� f(x0)� �2 kx� x0k2 + f 0(x0; x� x0)� �2 kx� x0k2 + zT (x� x0)� �2 kx� x0k2 � kzkkx� x0k;mit einem beliebigen z 2 �f(x0) f�ur alle x 2 L0; unter Benutzung des inKapitel 2.1 beshriebenen Zusammenhanges zwishen der Rihtungsablei-tung und dem Subdi�erential. Nun folgt, dass kx � x0k � 2kzk=� f�ur allex 2 L0; x 6= x0 gilt. Daher ist die Niveaumenge beshr�ankt, insgesamt alsokompakt. Da jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr Extre-mum annimmt, nimmt auh die konvexe Funktion f auf L0 ihr Minimum an.Um die Eindeutigkeit zu zeigen, w�ahlen wir x� und x�� als zwei vershiede-ne L�osungen. Da f konvex ist, muss auh 12(x� + x��) eine L�osung sein, dashei�t also f(x�) = f(x��) = f(12(x�+x��)): Aus der gleihm�a�igen Konvexit�atbekommen wir f�ur t = 120 = 12f(x�) + 12f(x��)� f �12(x� + x��)� � �8 kx� � x��k2und daher x� = x��. Insgesamt ist der Satz bewiesen. 2Wenn wir also gleihm�a�ige Konvexit�at f�ur die Zielfunktion voraussetzen, istuns eine eindeutige L�osung unserer Minimierungsaufgabe siher.Zur Erinnerung soll nun noh ein Lemma angegeben werden, welhes sehrh�au�g in den folgenden Beweisen genutzt wird und dessen Beweis man zumBeispiel in [19℄ (Lemma 2.6, S.22) �ndet:



2.2 Wihtige S�atze 9Lemma 2.3 Seien �min(A) ein minimaler und �max(A) ein maximaler Ei-genwert einer symmetrishen Matrix A 2 Rn�n : Dann ist�min(A)kxk2 � xTAx � �max(A)kxk2 f�ur alle x 2 Rn :Damit haben wir die Grundlagen gelegt und k�onnen nun im n�ahsten Kapiteldie in der Einleitung erw�ahnte Moreau-Yosida-Regularisierung einf�uhren.



10 Kapitel 2. Konvexe Funktionen



Kapitel 3Die Moreau - Yosida -RegularisierungUm mit der Moreau-Yosida-Regularisierung arbeiten zu k�onnen, werden wirhier die wihtigsten Eigenshaften zusammenfassen und beweisen. Danahsoll die Regularisierung anhand eines Beispiels verdeutliht werden.3.1 EigenshaftenWir gehen vor allem der Frage nah, warum statt des Ausgangsproblems (P)das neue Problem( ~P ) Minimiere FM(x) := miny2Rn �f(y) + 12ky � xk2M	 ; x 2 Rngel�ost werden kann. Die Beweise lassen sih zum Teil auh in [8℄ (ab S.317)nahvollziehen.Satz 3.1 Sei f : Rn �! R konvex und M 2 Rn�n symmetrish und positivde�nit. Wir betrahten die Aufgaben(P ) Minimiere f(x), x 2 Rnund(PM;x) Minimiere fM;x(y) := f(y) + 12ky � xk2M , y 2 Rn :Seien mit �min(M) der kleinste und �max(M) der gr�o�te Eigenwert von Mbezeihnet. Dann gilt:1. Die Aufgabe (PM;x) besitzt f�ur jedes x 2 Rn eine eindeutige L�osung



12 Kapitel 3. Die Moreau - Yosida - Regularisierungp(x) 2 Rn und es ist0 2 �fM;x(p(x)) = �f(p(x)) +M(p(x)� x):2. Es ist p : Rn �! Rn global lipshitzstetig mit der Lipshitzkonstanten�max(M)=�min(M) bez�uglih der euklidishen Norm, das hei�tkp(x1)� p(x2)k � �max(M)�min(M) kx1 � x2kgilt f�ur alle x1; x2 2 Rn :3. Die Moreau-Yosida-Regularisierung FM ist konvex und stetig di�eren-zierbar und es ist rFM(x) = M(x � p(x)) 2 �f(p(x)):4. rFM(x) ist global lipshitzstetig mit der Lipshitzkonstanten kMk bez�ug-lih der euklidishen Norm, das hei�tkrFM(x1)�rFM(x2)k � kMkkx1 � x2kgilt f�ur alle x1; x2 2 Rn :5. Die Menge der L�osungen von (P ) stimmt mit der Menge der L�osungenvon ( ~P ) �uberein. Daher ist x� 2 Rn genau dann L�osung von (P ), wennrFM(x�) = 0 beziehungsweise x� = p(x�) ist.Beweis:1. Um Satz 2.2 anwenden zu k�onnen, brauhen wir nur zu zeigen, dassfM;x gleihm�a�ig konvex ist.F�ur y; w 2 Rn und t 2 [0; 1℄ ist(1� t)fM;x(y) + tfM;x(w)� fM;x((1� t)y + tw)= (1� t)f(y) + (1� t)12ky � xk2M + tf(w) + t12kw � xk2M�f((1� t)y + tw)� 12k(1� t)y + tw � xk2M= (1� t)f(y) + tf(w)� f((1� t)y + tw)| {z }�0 +12t(1� t)ky � wk2M� 12�min(M)t(1� t)ky � wk2;also ist fM;x gleihm�a�ig konvex mit der positiven Konstanten �min(M)und somit ist die Aufgabe (PM;x) f�ur jedes x 2 Rn eindeutig l�osbar.



3.1 Eigenshaften 13Sei nun p(x) die eindeutige L�osung. Da fM;x(p(x)) � fM;x(w) f�ur allew 2 Rn gilt, gilt auh 0T (w � p(x)) � fM;x(w)� fM;x(p(x)) und daher0 2 �fM;x(p(x)):Zum Shluss zeigen wir, dass �fM;x(y) = �f(y)+M(y�x) f�ur beliebigex; y 2 Rn ist. Hierf�ur zeigen wir zwei Rihtungen. Als Erstes nehmenwir ein z 2 �f(y) und weisen (z + M(y � x)) 2 �fM;x(y) nah. F�urjedes u 2 Rn ist dann[z +M(y � x)℄T (u� y) = zT (u� y) + (y � x)TM(u� y)� f(u)� f(y) + (y � x)TM(u� y)= f(u)� f(y) + 12ku� xk2M � 12ky � xk2M�12(y � u)TM(y � u)� f(u)� f(y) + 12ku� xk2M � 12ky � xk2M= fM;x(u)� fM;x(y):F�ur die umgekehrte Rihtung geben wir ein z 2 �fM;x(y) beliebig vorund weisen z 2 �f(y) +M(y � x) nah. F�ur jedes v 2 Rn ist dann[z �M(y � x)℄T (v � y) � fM;x(v)� fM;x(y)� (y � x)TM(v � y)= f(v)� f(y) + 12kv � xk2M � 12ky � xk2M�(y � x)TM(v � y)= f(v)� f(y) + 12(v � y)TM(v � y):Setzt man hier v := y + t(u � y) mit beliebigen u 2 Rn ; t 2 (0; 1℄; soerh�alt man, da f konvex ist,t[z �M(y � x)℄T (u� y) � f(y + t(u� y))� f(y)+t22 (u� y)TM(u� y)� t[f(u)� f(y)℄ + t22 (u� y)TM(u� y):Nah Division durh t und anshlie�endem Grenz�ubergang t! 0+ istalso [z �M(y � x)℄T (u� y) � f(u)� f(y) f�ur alle u 2 Rn :Mit y = p(x) haben wir den ersten Teil des Satzes bewiesen.



14 Kapitel 3. Die Moreau - Yosida - Regularisierung2. Seien nun x1; x2 2 Rn :Wir verwenden, dassM(x1�p(x1)) 2 �f(p(x1));M(x2�p(x2)) 2 �f(p(x2)) ist. Wegen der Monotonie der Subgradientenbei konvexen Funktionen gilt(M(x1 � p(x1))�M(x2 � p(x2)))T (p(x1)� p(x2)) � 0und daher(x1 � x2)TM(p(x1)� p(x2)) � (p(x1)� p(x2))TM(p(x1)� p(x2)):Nun bekommen wir�min(M)kp(x1)� p(x2)k2 � (p(x1)� p(x2))TM(p(x1)� p(x2))� (x1 � x2)TM(p(x1)� p(x2))� kM(x1 � x2)kkp(x1)� p(x2)k;woraus wir�min(M)kp(x1)� p(x2)k � p(x1 � x2)TM2(x1 � x2)� p�max(M2)kx1 � x2k2= p(�max(M))2kx1 � x2k2= �max(M)kx1 � x2k:erhalten. Jetzt folgt direkt die Lipshitzstetigkeit durhkp(x1)� p(x2)k � �max(M)�min(M) kx1 � x2k:Somit haben wir den zweiten Teil des Satzes bewiesen.3. Es ist FM(x) = f(p(x)) + 12kp(x)� xk2M ;wobei p(x) die eindeutige L�osung von (PM;x) ist. Die Konvexit�at vonFM folgt durh einfahes nahrehnen. Seien hierzu u; v 2 Rn ; t 2 [0; 1℄beliebig. Dann istFM((1� t)u+ tv) = f(p((1� t)u+ tv))+12kp((1� t)u+ tv)� [(1� t)u+ tv℄k2M� f((1� t)p(u) + tp(v))+12k(1� t)p(u) + tp(v)� [(1� t)u+ tv℄k2M� (1� t)f(p(u)) + tf(p(v))+12k(1� t)[p(u)� u℄ + t[p(v)� v℄k2M� (1� t)FM (u) + tFM (v)



3.1 Eigenshaften 15und daher folgt die Behauptung. Da F 0M(x; h) f�ur alle h 2 Rn existiert,reiht es zu zeigen, dass F 0M(x; h) = [M(x � p(x))℄Th f�ur alle h 2 Rngilt, da dann { wie in Kapitel 2.1 beshrieben { rFM(x) = M(x�p(x))gilt. Seien also h 2 Rn und t 2 (0; 1℄ vorgegeben. Dann istFM(x + th)� FM(x) � f(p(x)) + 12kp(x)� (x+ th)k2M � f(p(x))�12kp(x)� xk2M= 12kp(x)� (x+ th)k2M � 12kp(x)� xk2M= t[M(x � p(x))℄Th+ t22 khk2M :Division durh t und anshlie�ender Grenz�ubergang t ! 0+ liefernF 0M(x; h) � [M(x � p(x))℄Th: Entsprehend istFM(x+ th)� FM(x) � 12kp(x+ th)� (x+ th)k2M�12kp(x+ th)� xk2M= t[M(x� p(x+ th))℄Th+ t22 khk2M :Division durh t und anshlie�ender Grenz�ubergang t ! 0+ liefernunter Benutzung der Stetigkeit von p(�); dass auh F 0M(x; h) � [M(x�p(x))℄Th gilt. Damit ist F 0M(x; h) = [M(x�p(x))℄Th und daher folgt dieBehauptung. Wegen der aus der Lipshitzstetigkeit folgenden Stetigkeitvon p(�) ist FM stetig partiell di�erenzierbar beziehungsweise stetigdi�erenzierbar.Damit haben wir den dritten Teil des Satzes bewiesen.4. Um die globale Lipshitzstetigkeit von rFM zu zeigen, w�ahlen wirx1; x2 2 Rn beliebig. Wir wissen, dassrFM (x1)�rFM(x2) = M(x1 � p(x1))�M(x2 � p(x2))= M(x1 � x2)�M(p(x1)� p(x2))gilt. Eine Skalarproduktbildung beider Seiten mitM�1(rFM(x1)�rFM(x2))und eine erneute Ausnutzung der Monotonie der SubgradientenrFM(x)2 �f(p(x)) f�ur alle x 2 Rn ergibt



16 Kapitel 3. Die Moreau - Yosida - Regularisierung(rFM(x1)�rFM(x2))TM�1(rFM(x1)�rFM(x2))= (M�1(rFM(x1)�rFM(x2)))T (M(x1 � x2)�M(p(x1)� p(x2)))= (rFM(x1)�rFM(x2))T (x1 � x2)� (rFM(x1)�rFM(x2))T (p(x1)� p(x2))| {z }�0� (rFM(x1)�rFM(x2))T (x1 � x2):Daraus folgt nun1�max(M)krFM(x1)�rFM(x2)k2= �min(M�1)krFM(x1)�rFM(x2)k2� (rFM(x1)�rFM(x2))TM�1(rFM(x1)�rFM(x2))� (rFM(x1)�rFM(x2))T (x1 � x2)� krFM(x1)�rFM(x2)kkx1 � x2k;also insgesamtkrFM(x1)�rFM(x2)k � kMkkx1 � x2k:Damit ist der vierte Teil des Satzes bewiesen.5. F�ur den letzten Teil des Satzes sind zwei Rihtungen zu zeigen. Seizun�ahst x� eine L�osung von (P ). Dann ist 0 2 �f(x�) = �fM;x(x�) �M(x� � x) f�ur alle x 2 Rn ; also auh 0 2 �f(x�) = �fM;x�(x�): Al-so nimmt die Funktion fM;x� in x� ihr Minimum an, das hei�t es giltx� = p(x�): Dann ist aber rFM(x�) = M(x� � p(x�)) = 0: Da FMkonvex ist, nimmt FM auf dem Rn ein Minimum an.Sei nun umgekehrt x� eine L�osung von ( ~P ). Dann ist rFM (x�) =M(x� � p(x�)) = 0; also nimmt die Funktion fM;x� in x� = p(x�) ihreindeutiges Minimum auf dem Rn an, da M positiv de�nit ist. Hierausfolgt 0 2 �f(x�); so dass x� auh eine L�osung von (P ) ist.Damit ist der Satz vollst�andig bewiesen. 2



3.2 Beispiel 173.2 BeispielWir wollen nun ein einfahes Beispiel aus [7℄ (S.13) zur Veranshaulihungder Moreau-Yosida-Regularisierung angeben. Dazu sei n = 1 und f(x) := jxj:Das Problem(P) Minimiere f(x) := jxj, x 2 Rsoll durh das Problem( ~P ) Minimiere FM(x) := miny2R �jyj+ 12M(y � x)2	, x 2 Rgel�ost werden.Hierf�ur berehnen wir zuerst das Minimum �uber alle y 2 R vonfM;x(y) := jyj+ 12M(y � x)2und betrahten davon die L�osung p(x) in Abh�angigkeit von drei F�allen
p(x) = 8>>>><>>>>: x� 1M : x > 1M0 : x 2 h� 1M ; 1M ix+ 1M : x < � 1M :Nun erhalten wir f�ur die Regularisierung

FM(x) = 8>>>><>>>>: x� 12M : x > 1M(M=2)x2 : x 2 h� 1M ; 1M i�x� 12M : x < � 1M :In den n�ahsten Abbildungen mahen wir uns die beiden Funktionen anshau-lih klar. Die erste Abbildung zeigt uns die Betragsfunktion, die bekanntlihim Nullpunkt niht di�erenzierbar ist.
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Abbildung 3.1: Die Funktion f(x) = jxj:Dagegen mahen wir uns nun die Moreau-Yosida-Regularisierung klar.

Abbildung 3.2: Die Regularisierung F1(x):Man sieht, dass die Regularisierung im Gegensatz zu der Ausgangsfunktion�uberall di�erenzierbar ist.Das eindeutige Minimum liegt bei beiden Funktionen in x� = 0:



Kapitel 4Das B�undel-KonzeptMit Kapitel 2 und 3 wurden die Grundlagen �uber die Eigenshaften unse-rer Zielfunktion und �uber ihre Regularisierung gelegt. Wir k�onnen uns nunlangsam dem Algorithmus zuwenden. Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zu�nden, mit dem man das Minimum der Zielfunktion beziehungsweise der Re-gularisierung erh�alt. Somit w�are die uns gestellte Aufgabe gel�ost. Bevor wiruns damit im n�ahsten Kapitel genauer besh�aftigen, f�uhren wir hier zuerstdie B�undel-Idee ein, um den sp�ateren Algorithmus zu vereinfahen. Man kannsowohl die Regularisierung FM als auh rFM meist niht exakt berehnen,da man f�ur die Berehnung von FM(x) und rFM(x) bei gegebenem x 2 Rnwieder ein Minimierungsproblem l�osen muss. Dieses enth�alt die Zielfunktionf; wof�ur wir gerade eine Alternative suhen. Die beiden Funktionen FM undrFM werden aber bekanntlih im Algorithmus eine wihtige Rolle spielen.Daher ist die Idee, die beiden Funktionen anzun�ahern und mit diesen Appro-ximationen weiterzuarbeiten. Dies soll in diesem Kapitel beshrieben werden.Dazu wird zuerst die Idee erkl�art und danah in einem B�undel-Algorithmusumgesetzt. Dieser wird dann genauer analysiert.4.1 Die B�undel-IdeeNun werden die Approximationen f�ur FM undrFM hergeleitet. F�ur x; y 2 Rnsei hierzu d := y � x: Man erh�alt f�ur FMFM(x) = mind2Rn�f(x + d) + 12dTMd� :Nun approximieren wir f(x+ d) durhmaxi=1;:::;j �f(ui) + zTui(x+ d� ui)	 ;wobei fuig eine Folge ist, auf die sp�ater noh genauer eingegangen werdensoll und zui 2 �f(ui): Da f konvex ist, haben wir aus der De�nition der



20 Kapitel 4. Das B�undel-KonzeptSubgradienten f(x + d) � maxi=1;:::;j �f(ui) + zTui(x + d� ui)	 :Wir wollen nun ein einfahes, aber in dieser Arbeit noh h�au�g verwendetesLemma angeben.Lemma 4.1 Seien x 2 Rn und ui; zui 2 Rn mit zui 2 �f(ui); i = 1; :::; jgegeben. Wir de�nieren die Funktionen�F jM (x) := mind2Rn� maxi=1;:::;j �f(ui) + zTui(x+ d� ui)	 + 12dTMd� ;und F̂ jM(x) := f(x + dj(x)) + 12dj(x)TMdj(x);wobei dj(x) die L�osung des Minimierungsproblemes ist, welhes man f�ur dieBerehnung des Funktionswertes von �F jM (x) an der Stelle x zu l�osen hat.Dann gilt:� �F jM(x) � FM (x) � F̂ jM(x) und� FM(x) = F̂ jM(x) genau dann, wenn x+ dj(x) = p(x) gilt,wobei p(x) die L�osung der Minimierungsaufgabe(PM;x) Minimiere fM;x(y) := f(y) + 12ky � xk2M , y 2 Rnist.Beweis: Die erste Ungleihung folgt aus der Konvexit�at von f: Da p(x) dieeindeutige L�osung von (PM;x) ist, folgt auh die zweite Ungleihung. Dahergilt Gleihheit genau dann, wenn x + dj(x) = p(x) gilt. 2Hiermit haben wir also eine untere und eine obere Shranke f�ur FM und eineAnn�aherung an p(x) durh x + dj(x) gefunden. Wir de�nieren die Di�erenzdurh �j(x) := F̂ jM(x)� �F jM(x):



4.2 Der B�undel-Algorithmus 214.2 Der B�undel-AlgorithmusIn Form eines Algorithmus lassen sih unsere �Uberlegungen wie folgt auf-shreiben:� Setze u1 := x; mit einem Startwert x 2 Rn und w�ahle zu1 2 �f(u1):� F�ur j = 1; 2; ::: :{ Berehne die L�osung dj(x) vonMin. �f jM;x(x+ d) := maxi=1;:::;j �f(ui) + zTui(x+ d� ui)	+ 12kdk2M ;d 2 Rn :{ Berehne �F jM(x) := �f jM;x(x+ dj(x))F̂ jM(x) := f(x + dj(x)) + 12kdj(x)k2M�j(x) := F̂ jM(x)� �F jM(x):{ Setze uj+1 := x + dj(x), w�ahle zuj+1 2 �f(uj+1) und beginne denAlgorithmus erneut.Der Vorteil dieses Algorithmus ist, dass nun ein quadratishes Programmgel�ost werden kann, was unseren eigentlihen Algorithmus im n�ahsten Ka-pitel vereinfaht. Eine Abbruhbedingung wollen wir erst nah den n�ahstenbeiden Lemmata angeben. Den Beweis des n�ahsten Lemmas �ubernehmenwir in �ahnliher Form von Proposition 3 aus [4℄.Lemma 4.2 Die Bezeihnungen seien wie im Unteralgorithmus beshrieben.Dann erhalten wir:1. limj!1 �F jM(x) = FM(x);2. limj!1dj(x) = p(x)�x; wobei p(x) die eindeutige L�osung der in Satz 3.1formulierten Minimierungsaufgabe (PM;x) ist,3. limj!1 F̂ jM(x) = FM(x):Insgesamt gilt daher �j(x) �! 0 f�ur j !1:



22 Kapitel 4. Das B�undel-KonzeptBeweis: Im Beweis gehen wir auf die im Unteralgorithmus festgelegtenFunktionen zur�uk. Dabei sind f�ur x; d; ui; zui 2 Rn mit zui 2 �f(ui)�f jM;x(x + d) := maxi=1;:::;j �f(ui) + zTui(x+ d� ui)	+ 12kdk2Mund fM;x(x+ d) := f(x+ d) + 12kdk2Mde�niert. Wir zeigen zuerst, dass �f jM;x(uj+1) f�ur j !1 gegen fM;x(u�) kon-vergiert, wobei die Funktion �f jM;x in uj+1 und die Funktion fM;x in u� ihreindeutiges Minimum annimmt. Daraus w�urde der erste Punkt folgen.Dazu betrahten wir die beiden Funktionen genauer. Es gilt�f jM;x(x+ d) (1)� �f j+1M;x(x+ d) (2)� fM;x(x+ d) f�ur alle j und d;da f konvex ist, also f(x + d) � maxi=1;:::;j+1 �f(ui) + zTui(x + d� ui)	 f�urzui 2 �f(ui) gilt.Insbesondere gilt daher auh�f jM;x(uj+1) � �f jM;x(uj+2) (3)� �f j+1M;x(uj+2) � �f j+1M;x(u�) (4)� fM;x(u�);woraus �f j+1M;x(uj+2)� �f jM;x(uj+1) (5)�! 0 f�ur j !1folgt. Aus Satz 3.1 wissen wir, dass fM;x gleihm�a�ig konvex ist. Aus demselben Grund ist auh �f jM;x gleihm�a�ig konvex und es gilt�f jM;x(tuj+2 + (1� t)uj+1) � t �f jM;x(uj+2) + (1� t) �f jM;x(uj+1)�12t(1� t)kuj+2 � uj+1k2Mf�ur alle t 2 (0; 1℄: Nah Division durh t und anshlie�endem Grenz�ubergangt ! 0+ folgt wegen der in Kapitel 2.1 beshriebenen Beziehung zwishenRihtungsableitung und Subgradienten�f jM;x(uj+2) � �f jM;x(uj+1) + �f jM;x(uj+1 + t(uj+2 � uj+1))� �f jM;x(uj+1)t+12(1� t)kuj+2 � uj+1k2M= �f jM;x(uj+1) + �f 0jM;x(uj+1; uj+2 � uj+1) + 12kuj+2 � uj+1k2M� �f jM;x(uj+1) + zTuj+1(uj+2 � uj+1) + 12kuj+2 � uj+1k2M



4.2 Der B�undel-Algorithmus 23f�ur alle zuj+1 2 � �f jM;x(uj+1): Da die Funktion �f jM;x in uj+1 ihr eindeutigesMinimum annimmt, gilt�f jM;x(uj+2) � �f jM;x(uj+1) + 12kuj+2 � uj+1k2M :Wegen (1) und (5) haben wir daher auh�f j+1M;x(uj+2)� �f jM;x(uj+1) � 12kuj+2 � uj+1k2M �! 0 f�ur j !1;und insbesondere kuj+1 � ujk (6)�! 0 f�ur j !1:Andererseits bekommen wir f�ur alle j und zuj 2 �f(uj) aus der De�nition�f jM;x(uj+1) (7)� f(uj) + zTuj (uj+1 � uj) + 12kuj+1 � xk2M :Nah (4), (7) und der De�nition von fM;x(uj) haben wir f�ur alle jfM;x(u�) � �f jM;x(uj+1)� f(uj) + zTuj (uj+1 � uj) + 12kuj+1 � xk2M= fM;x(uj) + zTuj(uj+1 � uj) + 12kuj+1 � xk2M � 12kuj � xk2M= fM;x(uj) + zTuj(uj+1 � uj) + (12uj+1 + 12uj � x)TM(uj+1 � uj)� fM;x(uj)� �kM(12uj+1 + 12uj � x)k+ kzujk� kuj+1 � ujk:Wir bekommen aus (6) und der gerade hergeleiteten UngleihungfM;x(u�) � lim supj!1 fM;x(uj):Da das Minimum der Funktion fM;x eindeutig ist, gilt aber auh fM;x(u�) <fM;x(uj) f�ur alle j: Daraus erhalten wir die Konvergenz von fM;x(uj) gegenfM;x(u�); denn sowohl die Folge fujg als auh die Folge fzujg ist beshr�ankt.Erstere, da die Folge fujg in L� := �y 2 Rn j �f 1M;x(y) � fM;x(u�)	 enthaltenist und da L� wegen der gleihm�a�igen Konvexit�at von �f jM;x kompakt ist(siehe Beweis von Satz 2.2) und letztere, da der folgende Satz gilt:� Sei fujg eine Folge und zuj 2 �f(uj): Dann folgt aus der Beshr�anktheitder fujg die Beshr�anktheit der fzujg:Denn f�ur jedes h 2 Rn ist G(h) := supj2N f 0(uj; h) < 1; da wir aus Kapi-tel 2.1 wissen, dass f 0(uj; h) � f(uj + h) � f(uj) ist, wobei die Folge fujgbeshr�ankt und f stetig ist. Weiterhin wissen wir auh aus Kapitel 2.1, dass



24 Kapitel 4. Das B�undel-Konzeptf 0(uj; h) f�ur alle uj; h 2 Rn immer existiert und konvex ist und daher dieAbbildung G : Rn �! R ebenfalls als das Supremum von konvexen Funktio-nen wieder konvex ist (siehe z.B. S.35 in [16℄), also insbesondere auh stetig.Daher ist � := maxkhk=1G(h) <1:F�ur alle j mit zuj 6= 0 istkzujk = zTuj zujkzujk � maxz2�f(uj) zT zujkzujk = f 0�uj; zujkzujk� � �und insbesondere ist daher fzujg beshr�ankt.Aus der gleihm�a�igen Konvexit�at folgt { wie oben im Beweis beshrieben {fM;x(uj) � fM;x(u�) + 12kuj � u�k2M :Nun haben wir kuj � u�k (8)�! 0;womit shon die zweite Behauptung bewiesen ist. Shlie�lih gilt�f jM;x(uj+1) �! fM;x(u�);da wegen (7), (8) und der Stetigkeit von flimj!1 �f jM;x(uj+1) � limj!1�f(uj) + zTuj(uj+1 � uj) + 12kuj+1 � xk2M�= f(u�) + 12ku� � xk2M= fM;x(u�)gilt, aber nah (4) �f jM;x(uj+1) � fM;x(u�) ist.Wir zeigen als n�ahstes die dritte Behauptung.Diese folgt aber sofort aus (8) und der Stetigkeit von f . Shlie�lih folgt ausder De�nition von �j(x) auh die letzte Behauptung des Lemmas. 2Dieses Lemma zeigt, dass sowohl die untere als auh die obere Shranke vonFM gegen FM konvergiert. Im n�ahsten Lemma wollen wir eine geeigneteAbsh�atzung f�ur rFM �nden.Lemma 4.3 F�ur alle j und f�ur alle x 2 Rn gilt� krFM(x) +Mdj(x)kM�1 = kp(x)� (x + dj(x))kM �p2�j(x)



4.2 Der B�undel-Algorithmus 25� krFM(x) +Mdj(x)k �p2�j(x)kMk:Beweis: Wir wissen, wie shon im letzten Beweis beshrieben, dassfM;x(u) � fM;x(w)+zT (u�w)+12ku�wk2M f�ur alle u; w 2 Rn ; z 2 �fM;x(w)gilt und dass 0 2 �fM;x(p(x)): Mit u = x+ dj(x); w = p(x) und z = 0 habenwir fM;x(x + dj(x)) � fM;x(p(x)) + 12kx+ dj(x)� p(x)k2M ;also insbesondereF̂M(x) � FM(x) + 12kx+ dj(x)� p(x)k2M :Jetzt l�asst sih der erste Teil des Lemmas beweisen durhkrFM(x) +Mdj(x)kM�1 = kM(x� p(x)) +Mdj(x)kM�1= kM(x + dj(x)� p(x))kM�1= kp(x)� x� dj(x)kM� r2�F̂M(x)� FM(x)�� r2�F̂M(x)� �FM(x)�= p2�j(x);mit Hilfe von Lemma 4.1 und der De�nition von �j(x): Der zweite Teil folgtdirekt aus krFM(x) +Mdj(x)k2= kM(p(x)� x� dj(x))k2= �M 12 (p(x)� x� dj(x))�T M �M 12 (p(x)� x� dj(x))�� �max(M)kM 12 (p(x)� x� dj(x))k2= kMkkp(x)� x� dj(x)k2Mund dem ersten Teil, wobei �max(M) der gr�o�te Eigenwert von M ist. 2Da man den Gradienten rFM = M(x � p(x)) niht exakt berehnen kann{ wie am Anfang des Kapitels beshrieben { versuht man diesen durh�Mdj(x) anzun�ahern. Das Lemma l�asst erkennen, dass die Genauigkeit von�j(x) bestimmt wird. Die Di�erenz �j(x) soll klein gehalten werden, damit



26 Kapitel 4. Das B�undel-Konzepteine m�oglihst genaue Ann�aherung sowohl an FM als auh an den Gradi-enten rFM gew�ahrleistet werden kann. Ist die Di�erenz hinreihend klein,so kann der Unteralgorithmus gestoppt werden. Dazu wollen wir eine geeig-nete Abbruhbedingung formulieren. Im folgenden B�undel-Prozess wird einÆ(x) 2 R>0 eingef�uhrt, welhes als eine obere Shranke den Wert von �j(x)bestimmen kann. Genauer soll die Ungleihung�j(x) � Æ(x)minfdj(x)TMdj(x); Ng (�)erf�ullt sein, wobei N 2 R>0 gegeben ist und Æ(x) w�ahrend des gesamtenB�undel-Prozesses fest bleibt. Falls (�) niht erf�ullt ist, setzen wir uj+1 :=x+dj(x); ersetzen j durh j+1, l�osen das Minimierungsproblem in �F j+1M undtesten (�) mit den neu erhaltenen dj+1(x) und �j+1(x): Genauer erhalten wirden folgenden Unteralgorithmus beziehungsweise auh B�undel-Algorithmusgenannt:� Setze u1 := x; mit einem Startwert x 2 Rn und w�ahle zu1 2 �f(u1):� F�ur j = 1; 2; ::: :{ Berehne die L�osung dj(x) vonMin. �f jM;x(x+ d) := maxi=1;:::;j �f(ui) + zTui(x+ d� ui)	+ 12kdk2M ;d 2 Rn :{ Berehne �F jM(x) := �f jM;x(x+ dj(x))F̂ jM(x) := f(x + dj(x)) + 12kdj(x)k2M�j(x) := F̂ jM(x)� �F jM(x):{ Falls �j(x) � Æ(x)minfdj(x)TMdj(x); Ng erf�ullt ist, dann setze�FM(x) := �F jM(x); F̂M(x) := F̂ jM(x); d(x) := dj(x); �(x) := �j(x)und beende den Algorithmus,sonst setze uj+1 := x + dj(x), w�ahle zuj+1 2 �f(uj+1) und be-ginne den Algorithmus erneut.Das n�ahste Lemma zeigt, dass dieser Algorithmus nah einer endlihen An-zahl von Shritten abbriht.



4.2 Der B�undel-Algorithmus 27Lemma 4.4 Falls f niht durh x minimiert wird, briht nah einer endli-hen Anzahl von Shritten der B�undel-Algorithmus mit einer L�osung dj(x)ab, so dass (�) erf�ullt wird.Beweis: Wir nehmen an, der B�undel-Algorithmus brehe niht ab. Dannkonvergiert f�ur j !1 nah Lemma 4.2 �j(x) gegen 0: Daher konvergiert nahLemma 4.3 auh kMdj(x) +rFM(x)k gegen 0: Da x keine optimale L�osungist, gilt rFM(x) 6= 0; also existiert ein Æ0 2 R>0 ; so dass kMdj(x)k � Æ0 f�uralle hinreihend gro�en j gilt. Dadj(x)TMdj(x) = (Mdj(x))TM�1Mdj(x)� �min(M�1)kMdj(x)k2= 1�max(M)kMdj(x)k2= 1kMkkMdj(x)k2ist, wobei �max(M) der gr�o�te Eigenwert von M und �min(M�1) der kleinsteEigenwert von M�1 ist und da (�) niht erf�ullt wird, gilt�j(x) > Æ(x)min� Æ20kMk ; N�f�ur alle hinreihend gro�en j. Da Æ(x) w�ahrend des gesamten B�undel-Prozessesfest bleibt ist dies aber ein Widerspruh zu �j(x) �! 0 f�ur j !1 und damitist das Lemma bewiesen. 2Dieses Lemma ist wesentlih f�ur den Algorithmus, der im n�ahsten Kapitelbeshrieben wird.



28 Kapitel 4. Das B�undel-Konzept



Kapitel 5Der AlgorithmusIn diesem Kapitel kommen wir zu dem Algorithmus, der unsere "Ersatz-Optimierungsaufgabe\( ~P ) Minimiere FM(x) := miny2Rn �f(y) + 12ky � xk2M	 ; x 2 Rnl�ost und damit auh unser eigentlihes Problem (P ). Der Algorithmus soll zu-erst nur angegeben werden; danah werden die einzelnen Shritte erkl�art be-ziehungsweise ihre Wohlde�niertheit gezeigt. Den allgemeinen Aufbau kannman zum Beispiel auh in [20℄ nahlesen (ab S.195), wo man ebenfalls Infor-mationen zu der hier in abgewandelter Form verwendeten Armijo-Shrittweite�ndet (ab S.166). Der in [20℄ beshriebene Algorithmus f�ur di�erenzierbareFunktionen l�asst sih auh f�ur unseren Fall �ubertragen. Auh hier werdenwir durh die Berehnung der Abstiegsrihtung, durh die Berehnung derShrittweite und durh die Wahl des Matrix-Updates das Verfahren festlegen.Wie in den vorherigen Kapiteln beshrieben, wird aber die Moreau-Yosida-Regularisierung FM durh ihre Shranken F̂M und �FM und der GradientrFM durh �Md ersetzt. Die Genauigkeit der Absh�atzungen wird durhden B�undel-Prozess festgelegt.5.1 Der Quasi-Newton-B�undel-AlgorithmusWir verwenden die Notationen �k := �(xk); dk := d(xk) und so weiter.Shritt 0 (Initialisierung). Seien �; � und N 2 R>0 mit � < 1 und� < 1: Weiterhin sei fÆkg eine Folge positiver Zahlen mit der EigenshaftP1k=0 Æk <1: Sei x0 2 Rn ein Startwert und B0 2 Rn�n eine symmetrishe,positiv de�nite Matrix. Setze k := 0 und �nde d0 und �0; wie im letztenKapitel beshrieben mit �0 � Æ0minfdT0Md0; Ng;



30 Kapitel 5. Der Algorithmuswobei der B�undel-Prozess mit j = 1 und u1 = x0 gestartet werden kann.Shritt 1 (Berehnung einer Abstiegsrihtung). Falls kMdkk = 0 ist,dann stoppe mit der optimalen L�osung xk: Ansonsten berehnesk := B�1k Mdk:Shritt 2 (Berehnung der Shrittweite). Starte mit m = 0 und w�ahleik als die kleinste ganze nihtnegative Zahl m mit�FM(xk + �msk) � F̂M (xk)� ��msTkMdk;wobei F̂M (xk + �msk)� �FM(xk + �msk)� Æk+1minfd(xk + �msk)TMd(xk + �msk); Ngerf�ulllt sein soll. Setze �k := �ik und xk+1 := xk + �ksk:Shritt 3 (Berehnung der Matrix). Berehne eine symmetrishe, posi-tiv de�nite Matrix Bk+1 2 Rn�n durh eine sogenannte Update-Formel. Setzek := k + 1 und gehe zu Shritt 1.Falls eine L�osung existiert, so soll dieser Algorithmus entweder mit einerL�osung abbrehen oder eine Folge konstruieren, die gegen eine L�osung kon-vergiert. Um dies zu kl�aren, betrahten wir den Aufbau genauer. Die einzel-nen Shritte sollen etwas erkl�art und die Durhf�uhrbarkeit des Algorithmusgezeigt werden.Falls in Shritt 1 kMdkk = 0 ist, dann folgt, dass kdkk = 0 ist und aus�k � ÆkminfdTkMdk; Ng (�);dass �k = 0 ist. Nun erhalten wir aus Lemma 4.3, dass dann auh rFM (xk) =0 gilt, also ist xk eine optimale L�osung und der Algorithmus briht an dieserStelle ab.Bei sk handelt es sih o�ensihtlih um eine Abstiegsrihtung bez�uglih desangen�aherten Gradienten. Denn ist kdkk 6= 0 und Bk positiv de�nit, so ist(�Mdk)T sk = �(Mdk)TB�1k (Mdk) < 0:In Shritt 2 berehnen wir als Erstes ein d(xk + �msk); wobei wir shon ausLemma 4.4 wissen, falls xk + �msk niht f minimiert, dass wir nah einerendlihen Anzahl von Shritten ein solhes d(xk + �msk) �nden, so dass (�)erf�ullt wird. Danah wird die obere Ungleihung �uberpr�uft. Falls diese nihterf�ullt wird, erh�ohen wir m um 1 und wiederholen den Vorgang mit einemneuen xk + �msk: Diese Form zur Berehnung der Armijo-Shrittweite wirdauh mit baktraking line searh bezeihnet. Falls xk + �msk shon eine op-timale L�osung sein sollte, kann es sein, dass der B�undel-Algorithmus niht



5.1 Der Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus 31terminiert. Wir setzen hier aber voraus, dass diese Situation niht eintritt.Um die Wohlde�niertheit von ik zu zeigen, beweisen wir das n�ahste Lemma.Lemma 5.1 Falls f niht durh xk minimiert wird, existiert ein ��k > 0mit �FM(xk + �sk) � F̂M(xk)� ��sTkMdkf�ur alle � 2 (0; ��k℄; wobeiF̂M(xk + �sk)� �FM(xk + �sk) � Æk+1minfd(xk + �sk)TMd(xk + �sk); Ngerf�ullt sein soll.Beweis: Da f niht durh xk minimiert wird, existiert eine positive Zahl~�k > 0; so dass f�ur alle � 2 (0; ~�k℄ ebenso xk + �sk niht f minimiert. Daherkann man nah Lemma 4.4 ein d(xk + �sk) f�ur alle � 2 (0; ~�k℄ �nden. Nunbetrahten wir zwei F�alle.Im ersten Fall sei F̂M(xk) = FM(xk): Dann folgt xk + d(xk) = p(xk) ausLemma 4.1 und�Md(xk) = M(xk � xk � d(xk)) = M(xk � p(xk)) = rFM(xk):Da xk keine L�osung ist, erh�alt man aus der Wahl der Abstiegsrihtung, dass�sTkMdk = sTkrFM(xk) < 0ist. Da FM eine stetig di�erenzierbare Funktion und � < 1 ist, existiert eineZahl ��k > 0 (��k � ~�k); so dass f�ur alle � 2 (0; ��k℄FM(xk + �sk) � FM(xk) + ��sTkrFM(xk)gilt. Mit Lemma 4.1 folgt so die Behauptung.Im zweiten Fall sei F̂M(xk) > FM(xk): Aus Stetigkeitsgr�unden existiert ein��k > 0 mitFM(xk + �sk) � F̂M(xk)� ��sTkMdk f�ur alle � 2 (0; ��k℄:Wegen �FM(xk + �sk) � FM(xk + �sk) folgt die Behauptung. 2In Shritt 3 l�asst sih die Matrix Bk+1 durh eine sogenannte Update-Formelberehnen. Eine wihtige Klasse hierbei ist die Broyden-Klasse, auf die abererst in Kapitel 7 eingegangen werden soll. Daher gilt der n�ahste Konver-genzsatz unabh�angig von dem Verfahren zur Berehnung der Matrix Bk+1:Insgesamt haben wir gezeigt, dass der Algorithmus wohlde�niert ist. Fallsdieser abbriht, dann bekommen wir eine optimale L�osung. Falls er niht ab-briht, so sagen die n�ahsten Kapitel etwas �uber die Konvergenz der Folgefxkg gegen eine L�osung x� aus, falls eine existiert.



32 Kapitel 5. Der Algorithmus



Kapitel 6Ein erster KonvergenzsatzWir wollen einen ersten Konvergenzsatz beweisen. Da wir diesen noh un-abh�angig von demMatrix-Update herleiten, handelt es sih lediglih um einensehr shwahen Konvergenzsatz.Um eine gute Approximation f�ur die Moreau-Yosida-Regularisierung und f�urihren Gradienten zu sihern, haben wir in Kapitel 4 ein Æ(x) eingef�uhrt. F�urden Algorithmus in Kapitel 5 wurde vorausgesetzt, dass P1k=0 Æk < 1 ist.Also existiert eine Konstante C > 0 mit1Xk=0 Æk � C:Diese Feststellung und eine Aussage aus der Analysis ben�otigen wir f�ur denBeweis der globalen Konvergenz.6.1 Ein allgemeiner KonvergenzsatzLemma 6.1 Sei fakg eine beshr�ankte Folge in R; ferner existiere eine Fol-ge fkg nihtnegativer Zahlen mit P1k=0 k <1 und ak+1 � ak + k f�ur allek. Dann konvergiert die Folge fakg:Beweis: Wir de�nieren uns eine Folge fbkg durhbk := ak � k�1Xj=0 j:Um zu zeigen, dass diese Folge konvergiert, weisen wir Monotonie und Be-shr�anktheit nah. Wir betrahtenbk+1 � bk = ak+1 � kXj=0 j � ak + k�1Xj=0 j = ak+1 � ak � k � 0



34 Kapitel 6. Ein erster Konvergenzsatzund daher ist die Folge monoton fallend. Die Beshr�anktheit folgt ausjbkj = �����ak � k�1Xj=0 j����� � jakj+ �����k�1Xj=0 j����� � b;wobei b > 0 eine Konstante ist. Insgesamt konvergiert die Folge fbkg. Wegenak = bk +Pk�1j=0 j und der Konvergenz von fPk�1j=0 jg folgt die Konvergenzvon fakg: 2Nun folgt der Satz �uber globale Konvergenz.Satz 6.2 Wir betrahten die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P ). Wirnehmen an, die Zielfunktion f sei von unten beshr�ankt und es existierenzwei Konstanten 1; 2 2 R>0 ; so dass f�ur die in Shritt 3 des Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus berehnete Folge fBkg einmal kBkk � 1 und auhkB�1k k � 2 f�ur alle k gilt. Briht das Verfahren niht vorzeitig mit einerL�osung x� ab, so wird f durh jeden H�aufungspunkt von der aus dem Algo-rithmus gelieferten Folge fxkg minimiert.Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren brehe niht ab. Wir wollen zei-gen, dass der Gradient der Moreau-Yosida-Regularisierung rFM bei jedemH�aufungspunkt vershwindet. Daf�ur betrahten wir das Konvergenzverhaltender Folge frFM(xk)g genauer. Wir analysieren aber zuerst das Konvergenz-verhalten von der Folge fFM(xk)g und shlie�en dann auf das des Gradienten.Da nah Voraussetzung f von unten beshr�ankt ist, ist ebenfalls die FolgefFM(xk)g von unten beshr�ankt. Sie ist auh von oben beshr�ankt, denn mitLemma 4.1 und dem Algorithmus erhalten wir f�ur k � 0FM(xk+1) � F̂M(xk+1)� �FM(xk+1) +NÆk+1� F̂M(xk)� ��iksTkMdk +NÆk+1= F̂M(xk)� ��ik(Mdk)TB�1k Mdk +NÆk+1� F̂M(xk) +NÆk+1� �FM(xk) +NÆk +NÆk+1� FM(xk) +N(Æk + Æk+1)� FM(xk�1) +N(Æk�1 + Æk) +N(Æk + Æk+1)� :::� FM(x0) +N(Æ0 + Æ1) + :::+N(Æk + Æk+1)� FM(x0) + 2NC:



6.1 Ein allgemeiner Konvergenzsatz 35Die Konvergenz der Folge fFM(xk)g erhalten wir nun aus der gerade her-geleiteten Absh�atzung und Lemma 6.1, da FM(xk+1) � FM(xk) + k gilt,wobei k := N(Æk + Æk+1) eine Folge positiver Zahlen mit P1k=0 k < 1ist. Aus obigem Lemma haben wir dann die Konvergenz von fFM(xk)g undk�onnen ein F �M durh F �M := limk!1 FM(xk) de�nieren. Da eine notwendigeBedingung f�ur die Konvergenz einer Reihe ist, dass die Folgenglieder gegennull gehen, gilt fÆkg ! 0: Dann muss auh f�kg ! 0 gelten und daher istlimk!1 �FM (xk) = limk!1 F̂M(xk) = limk!1FM(xk) = F �M :Die Berehnung der Shrittweite liefert�FM(xk + �ksk) � F̂M (xk)� ��ksTkMdk:Da ��ksTkMdk � 0 ist, muss limk!1 �ksTkMdk = 0gelten. Mit sk := B�1k Mdk gilt�ksTkMdk = �k(Mdk)TB�1k Mdk� �k�min(B�1k )kMdkk2= �k 1�max(Bk)kMdkk2= �k 1kBkkkMdkk2� �k 11kMdkk2;wobei �min(B�1k ) der kleinste Eigenwert von B�1k und �max(Bk) der gr�o�teEigenwert von Bk ist. Dies impliziert, dasslimk!1 �kkMdkk2 = 0ist. Sei x� ein H�aufungspunkt von fxkg und sei fxkgk2K eine Teilfolge, diegegen x� konvergiert. Aus Lemma 4.3 und der Stetigkeit von rFM erhaltenwir limk!1;k2K�Mdk = limk!1;k2KrFM(xk) = rFM(x�):Jetzt werden zwei F�alle untershieden.Im ersten Fall sei lim infk!1;k2K �k > 0: Dann haben wir aus den beidenletzten Grenzwerten sofort das ErgebnisrFM(x�) = 0:



36 Kapitel 6. Ein erster KonvergenzsatzIm zweiten Fall sei lim infk!1;k2K �k = 0: Dieser Fall ist etwas komplizierter.Daf�ur nehmen wir , wenn n�otig, eine Teilfolge, so dass wir �k ! 0 f�ur k 2K; k ! 1 erhalten. Wir bekommen aus dem Shritt 2 des Algorithmus dieAbsh�atzung bei einem Nihtabbruh�FM(xk + �ik�1sk) > F̂M(xk)� ��ik�1sTkMdk;wobei �ik�1 = �k=� ist und nah Lemma 4.1FM(xk + �ik�1sk) > FM(xk)� ��ik�1sTkMdk;also auh FM(xk + �ik�1sk)� FM(xk)�ik�1 > ��sTkMdk: (��)Da limk!1;k2K�Mdk = rFM(x�) ist, ist fMdkgk2K beshr�ankt. Zusammenmit der Voraussetzung, dass kB�1k k � 2 ist, muss auh fskgk2K beshr�anktsein, also k�onnen wir, wenn n�otig, eine Teilfolge w�ahlen, so dasslimk!1;k2K sk = s�gilt. Da f�ik�1gk2K ! 0 gilt, erh�alt man, indem man den Grenzwert auf (��)anwendet (s�)TrFM(x�) � �(s�)TrFM(x�):Andererseits erhalten wir auh�sTkMdk = �sTkBksk� ��min(Bk)kskk2= � 1�max(B�1k )kskk2= � 1kB�1k kkskk2� � 12kskk2und indem man den Grenzwert anwendet(s�)TrFM(x�) � � 12ks�k2;was zusammen mit dem vorherigen Ergebnis(s�)TrFM(x�) = 0 und s� = 0liefert. Da limk!1;k2K sk = limk!1;k2K(B�1k Mdk) = 0



6.1 Ein allgemeiner Konvergenzsatz 37ist und limk!1;k2K�Mdk = rFM(x�);ergibt dies zusammen mit den Voraussetzungen an fB�1k grFM(x�) = 0und damit ist der Konvergenzsatz bewiesen. 2Es wurde eine Methode zum L�osen einer nihtdi�erenzierbaren, konvexenOptimierungsaufgabe beshrieben, wobei die Moreau-Yosida-RegularisierungFM und ihr Gradient rFM ann�ahernd berehnet wurden. Bis hierhin wurdelediglih ein sehr shwaher Konvergenzsatz angegeben. Dieser besagt, dassfalls H�aufungspunkte existieren, jeder H�aufungspunkt der erzeugten FolgeL�osung der Optimierungsaufgabe (P ) ist. Die n�ahsten Kapitel besh�aftigensih mit der Frage, ob sih niht noh ein besserer Konvergenzsatz �ndenl�asst.



38 Kapitel 6. Ein erster Konvergenzsatz



Kapitel 7Das UpdateBei dem Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus aus Kapitel 5 wird in Shritt 3von der Berehnung der Matrix durh eine sogenannte Update-Formel gespro-hen. Hiermit wollen wir uns in diesem Abshnitt nun genauer besh�aftigen.7.1 Das BFGS-VerfahrenEin Quasi-Newton-Verfahren ist niht nur durh die Wahl der Shrittweiten-strategie, sondern insbesondere auh durh die Update-Formel festgelegt. DasVerfahren zeihnet sih dadurh aus, dass anstelle der exakten Hesse-Matrixder zu minimierenden Funktion eine geeignete Approximation an diese ver-wendet wird. Wie man am besten die neue symmetrishe und positiv de�-nite Matrix berehnet, ist niht eindeutig zu beantworten. Wir wollen hierauf einen Vertreter der Broyden-Klasse eingehen, n�amlih auf das BFGS-Verfahren von Broyden, Flether, Goldfarb und Shanno (siehe auh ab S.195in [20℄). Dies l�asst sih auf glatte, niht zu hohdimensionale unrestringier-te Optimierungsaufgaben anwenden, bei denen neben der Zielfunktion auhder Gradient zur Verf�ugung steht. Dieses Verfahren stellte sih in der nume-rishen Praxis als die erfolgreihste aller Quasi-Newton-Formeln heraus. Wirde�nieren die Vektoren �xk und �yk durh�xk := xk+1 � xk und �yk := �Mdk+1 +Mdk:Auh in diesem Kapitel nehmen wir statt des eigentlihen Gradienten derMoreau-Yosida-Regularisierung rFM(x) = M(x � p(x)) die Ann�aherung�Md(x) an diesen. Urspr�unglih w�ahlte man �yk als die Di�erenz der Gra-dienten an den Stellen xk+1 und xk:Wir verwenden auh hierbei die Ann�ahe-rung. Nun l�asst sih unsere neue Matrix Bk+1 ausBk+1 := BFGS(Bk;�xk;�yk) := Bk � (Bk�xk)(Bk�xk)T�xTkBk�xk + �yk�yTk�xTk�yk



40 Kapitel 7. Das Updateberehnen. Diese Formel mit �yk := rFM(xk+1)�rFM(xk) entdekten dievier Autoren praktish zeitgleih und unabh�angig voneinander, so dass dieseFormel auh auf vier untershiedlihen Wegen hergeleitet wurde. Ausgegan-gen ist man von der Erf�ullung der Quasi-Newton GleihungBk+1�xk = �ykbeziehungsweise auh Sekantengleihung genannt. Hier verweisen wir aberauf [20℄ und [6℄. Dort �ndet man auh die folgende wihtige Vererbung:� Falls Bk symmetrish und positiv de�nit ist und �xTk�yk > 0 gilt,dann ist die neue Matrix Bk+1 := BFGS(Bk;�xk;�yk) ebenfalls sym-metrish und positiv de�nit.Diese Eigenshaft l�asst sih von dem urspr�unglihen BFGS-Update auh f�urunseren Fall �ubernehmen.Wie genau und wann ein BFGS-Update vorgenommen wird, soll jeweils vorden n�ahsten beiden Konvergenzs�atzen kurz beshrieben werden.



Kapitel 8Weitere Konvergenzs�atzeWie shon in der Einleitung angek�undigt, wird in diesem Kapitel nun globaleund superlineare Konvergenz nahgewiesen. Um uns eine L�osung zu sihern,setzen wir f�ur unsere Zielfunktion f gleihm�a�ige Konvexit�at voraus. Damitl�asst sih Satz 2.2 anwenden und wir haben eine eindeutige L�osung f�ur unserMinimierungsproblem. Da wir aber nun ein "Ersatzproblem\( ~P ) Minimiere FM(x) := miny2Rn �f(y) + 12ky � xk2M	 ; x 2 Rnbetrahten, wollen wir im n�ahsten Satz zeigen, dass aus der gleihm�a�igenKonvexit�at der Zielfunktion auh die gleihm�a�ige Konvexit�at der Moreau-Yosida-Regularisierung folgt. Den Beweis haben wir aus [21℄.Satz 8.1 Ist f gleihm�a�ig konvex, so ist auh die Moreau-Yosida-Regulari-sierung FM(x) := miny2Rn�f(y) + 12ky � xk2M�gleihm�a�ig konvex.Beweis: Wir k�onnen FM(x) alsFM (x) := f(p(x)) + 12kp(x)� xk2Mshreiben, wobei p(x) die eindeutige L�osung der MinimierungsaufgabeMinimiere fM;x(y) := f(y) + 12ky � xk2M ; y 2 Rnist (siehe Kapitel 3). Aus der gleihm�a�igen Konvexit�at folgt nah Divisiondurh t und anshlie�endem Grenz�ubergang t! 0+�2 ky � p(x)k2M + f 0(p(x); y � p(x)) � f(y)� f(p(x))



42 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzef�ur alle y 2 Rn mit einer positiven Konstanten �: Da wir aus Kapitel 2.1wissen, dass zT (y�p(x)) � f 0(p(x); y�p(x)) f�ur z 2 �f(p(x)) gilt, bekommenwir wegen M(x� p(x)) 2 �f(p(x))�2 ky � p(x)k2M + (M(x� p(x)))T (y � p(x)) � f(y)� f(p(x))f�ur alle y 2 Rn : F�ur beliebige x; w 2 Rn ist nunFM(w) = miny2Rn nf(y) + 12ky � wk2Mo� miny2Rn nf(p(x)) + �2 ky � p(x)k2M + (M(x� p(x)))T (y � p(x))+12ky � wk2Mo= f(p(x)) + miny2Rn n�2 ky � p(x)k2M + (M(x� p(x)))T (y � p(x))+12ky � wk2Mo= FM(x)� 12kp(x)� xk2M + �2(1 + �)2kw � xk2M+ 11 + �(M(x� p(x)))T (w � x) + 12 p(x)� w + 11 + �(w � x)2M= FM(x)� 12kp(x)� xk2M + �2(1 + �)2kw � xk2M+ 11 + �(M(x� p(x)))T (w � x) + 12kp(x)� wk2M+ 11 + �(M(p(x)� w))T (w � x) + 12(1 + �)2kw � xk2M= FM(x)� 12kp(x)� xk2M + 12kp(x)� wk2M � 12(1 + �)kw � xk2M= FM(x) +rFM(x)T (w � x)� (M(x� p(x)))T (w � x)�12kp(x)� xk2M + 12kp(x)� wk2M � 12(1 + �)kw � xk2M= FM(x) +rFM(x)T (w � x) + �2(1 + �)kw � xk2M :Da M positiv de�nit ist, konnten wir das Minimum von miny2Rnf�2ky �p(x)k2M + (M(x � p(x)))T (y � p(x)) + 12ky � wk2Mg bilden und erhalten y =((1 + �)p(x)� x+ w)=(1 + �): Insgesamt istFM(w) � FM(x) +rFM(x)T (w � x) + �2(1 + �)kw � xk2Mf�ur alle x; w 2 Rn , woraus nah Lemma 2.1 die gleihm�a�ige Konvexit�at folgt.2



8.1 Globale Konvergenz 43Die R�ukrihtung dieses Satzes gilt ebenfalls. Einen Beweis �ndet man zumBeispiel auh in [11℄.8.1 Globale KonvergenzIn diesem Kapitel m�ohten wir R-lineare Konvergenz der aus dem Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus entstandenen Folge fxkg gegen die L�osung x�nahweisen. Das hei�t, es existiert eine Konstante  > 0 und ein q 2 (0; 1)mit kxk � x�k � qkf�ur alle k:Wir wollen zuerst ein Lemma beweisen, in dem eine Art Semi-EÆzienz unse-rer Shrittweite gezeigt wird. Dabei hei�t f�ur eine di�erenzierbare FunktionF eine Shrittweite semi-eÆzient, wenn eine von xk und der Rihtung skunabh�angige Konstante �� > 0 mitF (xk)� F (xk + �ksk) � ��min"�rF (xk)T sk;�rF (xk)T skkskk �2#f�ur alle k � 0 existiert. Es wird die Verminderung der Funktion F; verursahtdurh die Armijo-Shrittweite, nah unten abgesh�atzt. Diese Ungleihungstellte sih shon als fundamental bei der Konvergenzanalyse heraus (siehez.B. ab S.168 in [20℄). Deshalb wollen wir eine solhe Beziehung auh f�urunseren Fall beweisen. Auh hier nehmen wir sowohl f�ur FM als auh f�urrFM wieder ihre Approximationen.Lemma 8.2 Es existieren zwei positive Konstanten �1; �2; so dass entweder�FM(xk + �ksk) � F̂M(xk)� �1 (sTkMdk)2kskk2+ �11� � sTk (rFM(xk) +Mdk)(sTkMdk)kskk2oder �FM (xk + �ksk) � F̂M(xk)� �2sTkMdkf�ur alle k � 0 gilt.Beweis: Falls in Shritt 2 des Algorithmus die Ungleihung bei der Shritt-weitenbestimmung�FM (xk + �msk) � F̂M(xk)� ��msTkMdk



44 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeshon f�ur m = 0 erf�ullt ist, haben wir f�ur �2 := � die zweite Behauptung. F�urein m > 0 w�ahlen wir ik > 0 als die kleinste Zahl, bei der die Ungleihungder Shrittweitenbestimmung erf�ullt ist, das hei�t f�ur �k=� = �ik�1 ist sie esnoh niht. Also gilt�FM(xk + (�k=�)sk) > F̂M(xk)� �(�k=�)sTkMdkbeziehungsweise nah Lemma 4.1FM(xk + (�k=�)sk) > FM(xk)� �(�k=�)sTkMdk:Dann folgt aus dem Mittelwertsatz(�k=�)sTkrFM(xk + �(�k=�)sk) > ��(�k=�)sTkMdk;wobei � 2 (0; 1) ist. Daraus folgt aus der Lipshitzstetigkeit von rFM(�k=�)(��sTkMdk � sTkrFM(xk))< (�k=�)sTk (rFM(xk + �(�k=�)sk)�rFM(xk))� kMk(�k=�)sTk (�(�k=�)sk)< kMk((�k=�)kskk)2;woraus sih die Absh�atzung�k > ��sTkrFM(xk) + �sTkMdkkMkkskk2f�ur �k ergibt. Verwendet man diese Absh�atzung nun in der Ungleihung derShrittweitenbestimmung, so ergibt dies�FM(xk + �ksk) � F̂M(xk) + ��kMk (sTkrFM(xk) + �sTkMdk)(sTkMdk)kskk2 :Daraus folgt f�ur �1 := ��(1� �)=kMk die erste Behauptung. 2Bemerkung: Die �Ahnlihkeit zu der Semi-EÆzienz der Shrittweite wirdklar. Entweder gilt f�ur alle k � 0 und f�ur von xk und der Rihtung sk un-abh�angige Konstanten �1; �2 > 0F̂M(xk) � �FM(xk + �ksk) � �1�(Mdk)Tskkskk �2� �11� � (rFM(xk) +Mdk)Tsk(Mdk)T skkskk2oder F̂M(xk)� �FM(xk + �ksk) � �2(Mdk)T sk: 2



8.1 Globale Konvergenz 45Bevor wir zu der globalen Konvergenz kommen, soll nur noh ein einfahesLemma aus der Analysis bewiesen werden.Lemma 8.3 Gilt f�ur eine nihtnegative Folge fÆkgk�0; dass P1k=0 Æk < 1ist, dann gilt auh 1Yk=0(1 + Æk) <1:Beweis: Wir wissen, dass 1 + Æk � exp(Æk) gilt. Da P1k=0 Æk < 1 ist,existiert eine Konstante C > 0 mitP1k=0 Æk � C: Daher gilt1Yk=0(1 + Æk) � 1Yk=0 exp(Æk) = exp 1Xk=0 Æk! � exp(C) <1;womit die Behauptung bewiesen ist. 2Wir verwenden in unserem Algorithmus { wie in Kapitel 7 angek�undigt { f�urShritt 3 einen BFGS-Unteralgorithmus. Die BFGS-Unteralgorithmen zumNahweis der R-linearen Konvergenz und zum Nahweis der superlinearenKonvergenz weihen leiht voneinander ab. Daher nennen wir den folgendenden BFGS1-Unteralgorithmus und beshreiben ihn durh:� Setze B0 := M; wobei bekanntlihM 2 Rn�n eine symmetrishe positivde�nite Matrix ist.� F�ur k = 0; 1; ::: :{ Falls f�ur gegebene Konstanten 3 2 (0;1) und 4 2 (0; 1)k�xkkM(p2�k +p2�k+1) � 3�xTk�yk (?)und 2k�ykkM(p2�k +p2�k+1) � 4k�ykk2 (??)erf�ullt sind, dann setze Bk+1 := BFGS(Bk;�xk;�yk);sonst setze Bk+1 :=M:Dabei sind �xk := xk+1 � xk;�yk := �Mdk+1 +Mdk und �k := F̂M(xk) ��FM(xk): Was es mit diesen beiden Ungleihungen auf sih hat, wird imn�ahsten Beweis klar. Auf jeden Fall ist durh die erste Ungleihung shon diepositive De�nitheit der BFGS-Matrizen gesihert. Denn wir haben in Kapitel7 beshrieben, dass �xTk�yk > 0 eine Bedingung f�ur die positive De�nitheitder neuen Matrix ist. Da wir mit einer symmetrishen positiv de�niten Matrix



46 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeM beginnen, ist durh die Ungleihung (?) in jedem Shritt eine neue sym-metrishe positiv de�nite Matrix gegeben. Diesen BFGS1-Unteralgorithmuswollen wir in Shritt 3 f�ur jede Iteration verwenden und nun analysieren, zuwelhen Konvergenzergebnissen man damit kommen kann.Wie shon beshrieben gen�ugt es, gleihm�a�ige Konvexit�at der Zielfunktionvorauszusetzen und wir erhalten den Konvergenzsatz.Satz 8.4 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Sei fgleihm�a�ig konvex auf einer kompakten Menge D; fBkg eine Folge aus demBFGS1-Unteralgorithmus. Briht der Quasi-Newton-B�undel-Algorithmusniht vorzeitig mit einer L�osung ab, dann konvergiert die daraus gelieferteFolge fxkg gegen die eindeutige L�osung x� R-linear.Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren brehe niht ab. F�ur eine L�osungx� gilt also xk 6= x� f�ur alle k � 0: Da FM nah Satz 8.1 auf einer kompaktenMenge D gleihm�a�ig konvex ist, existiert eine eindeutige L�osung. UnserZiel ist es, kxk � x�k nah oben durh qk mit einer Konstanten  > 0 undq 2 (0; 1) abzush�atzen, um so R-lineare Konvergenz zu erhalten. Wegen dergleihm�a�igen Konvexit�at und da rFM(x�) = 0 ist, gilt f�ur alle k � 0FM(xk)� FM (x�) � �2 kxk � x�k2:Daher k�onnen wir auh FM(xk)�FM(x�) absh�atzen und so das gew�unshteErgebnis erhalten.Es sei eine Menge K de�niert durhK := fj 2 N j die Bedingungen (?) und (??) sind f�ur k = j � 1 erf�ulltg:Die Elemente, die niht in K liegen, sollen mitk0 := 0; k1; k2; :::; ki; :::bezeihnet werden. Dies bedeutet, dass f�ur alle j 2 K die neue Matrix Bk+1durh ein BFGS-Update erzeugt wird und f�ur alle anderen Bk+1 := M ge-setzt wird.Wir f�uhren den Beweis f�ur eine endlihe Menge K: Dies ist der allgemeinereTeil. W�are K unendlih, so existiert ein �k; so dass f�ur alle k � �k immer einBFGS-Update vorgenommen wird. Dieser Fall wird indirekt hier mitbehan-delt.Wir beginnen den Beweis so, wie viele andere Konvergenzbeweise auh be-ginnen, n�amlih mit einer Analyse der Hilfsfunktion (Bk) := Spur(Bk)� ln(det(Bk));woraus sih wihtige Absh�atzungen gewinnen lassen. Eingef�uhrt wurde dieseTehnik in einem Beweis von J. Noedal und S. J. Wright [14℄ und seitdem



8.1 Globale Konvergenz 47oft verwendet. Es wird einem Beweis von R. H. Byrd und J. Noedal (siehe[2℄) gefolgt. Wir verwenden die Abk�urzungen �xk := xk+1 � xk; �y :=�Mdk+1 +Mdk und ��yk := rFM(xk+1) � rFM(xk): Jetzt beginnen wir,die Hilfsfunktion zu analysieren. Diese ist f�ur alle symmetrishen und positivde�niten Matrizen auh selbst positiv, da (Bk) = nXi=1 �(k)i � ln nYi=1 �(k)i ! = nXi=1 (�(k)i � ln�(k)i )| {z }�1 � n > 0ist, wobei 0 < �(k)n � ::: � �(k)1 die Eigenwerte der positiv de�niten MatrixBk sind. Au�erdem wissen wir, dass f�ur BFGS-Matrizen� Spur(Bk+1) = Spur(Bk)� kBk�xkk2�xTkBk�xk + k�ykk2�yTk�xk� det(Bk+1) = det(Bk) �yTk�xk�xTkBk�xkgilt (siehe S.197 in [20℄). Damit erhalten wir (Bk+1)= Spur(Bk)� kBk�xkk2�xTkBk�xk + k�ykk2�yTk�xk � ln�det(Bk) �yTk�xk�xTkBk�xk�=  (Bk)� kBk�xkk2�xTkBk�xk + k�ykk2�yTk�xk � ln� �yTk�xk�xTkBk�xk �xTk�xk�xTk�xk�=  (Bk) + ln� �xTkBk�xkk�xkkkBk�xkk�2 + �1� kBk�xkk2�xTkBk�xk + ln kBk�xkk2�xTkBk�xk �+ � k�ykk2�yTk�xk � 1� ln �yTk�xk�xTk�xk � :Wir wollen uns nun davon �uberzeugen, dass die Hilfsfunktion beshr�anktist. Dazu betrahten wir die einzelnen Terme genauer. Beginnen wir mitdem letzten Klammerausdruk. Dort sehen wir uns den Ausdruk k�ykk2=�yTk�xk an. Nah De�nition von K gelten f�ur jedes k 2 [ki�1; ki � 1) dieUngleihungen (?) und (??) f�ur i � 1: Wir verwenden lediglih Lemma 4.3und Bedingung (?) aus dem BFGS1-Unteralgorithmus und erhalten aus�xTk�yk = �xTk��yk +�xTk (�yk ���yk)= �xTk��yk +�xTkM 12M� 12 (�yk ���yk)� �xTk��yk � k�xkkMk�yk ���ykkM�1� �xTk��yk � k�xkkM(krFM(xk) +MdkkM�1+krFM(xk+1) +Mdk+1kM�1)� �xTk��yk � k�xkkM(p2�k +p2�k+1)� �xTk��yk � 3�xTk�yk



48 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzedirekt eine erste Absh�atzung durh�xTk�yk � 11 + 3�xTk��yk� �1 + 3k�xkk2� �(1 + 3)kMk2k��ykk2= �(1 + 3)kMk2 �k�ykk2 + k��yk ��ykk2 + 2�yTk (��yk ��yk)�� �(1 + 3)kMk2 �k�ykk2 � 2k�ykkMk��yk ��ykkM�1�� �(1 + 3)kMk2 �k�ykk2 � 2k�ykkM(p2�k +p2�k+1)�� �(1� 4)(1 + 3)kMk2k�ykk2 =: �1k�ykk2:Hierbei wurde nur die gleihm�a�ige Konvexit�at mit einer Konstanten � > 0(siehe Lemma 2.1), die Lipshitzstetigkeit des Gradienten mit Lipshitzkon-stanten kMk und auh Bedingung (??) ausgenutzt. Sehen wir uns nun denzweiten Ausdruk �yTk�xk=k�xkk2 in der letzten Klammer an. Diesen habenwir gerade shon mitabgesh�atzt, denn es gilt�yTk�xk � �1 + 3k�xkk2 =: �2k�xkk2:Insgesamt ist daher der Klammerausdruk beshr�ankt mit� k�ykk2�yTk�xk � 1� ln �yTk�xk�xTk�xk � � 1�1 � 1� ln�2 =: Ĉ:Mit C :=  (M) + Ĉ erhalten wir daher rekursiv bis ki�1 62 K (Bk+1)�  (Bk) + � 1�1 � 1� ln�2�+ ln� �xTkBk�xkk�xkkkBk�xkk�2+ �1� kBk�xkk2�xTkBk�xk + ln kBk�xkk2�xTkBk�xk �� kXj=ki�1(ln� �xTkBk�xkk�xkkkBk�xkk�2 + �1� kBk�xkk2�xTkBk�xk + ln kBk�xkk2�xTkBk�xk �)+ (Bki�1) + Ĉ(k � ki�1 + 1)� kXj=ki�1(ln� �xTkBk�xkk�xkkkBk�xkk�2 + �1� kBk�xkk2�xTkBk�xk + ln kBk�xkk2�xTkBk�xk �)+C(k � ki�1 + 1):



8.1 Globale Konvergenz 49Wir wollen den in der Summe stehenden Ausdruk genauer untersuhen.Dazu de�nieren wir �j durh
�j := � ln 2(0;1℄z }| { �xTj Bj�xjk�xjkkBj�xjk!2| {z }�0 � �1� kBj�xjk2�xTj Bj�xj + ln kBj�xjk2�xTj Bj�xj �| {z }�0 :

Daher ist �j � 0; da die Funktion u(�) := 1 + ln(�)� � � 0 f�ur alle � 2 R>0ist. Dies wollen wir kurz anshaulih klar mahen, da wir diese Funktion auhsp�ater noh weiter verwenden werden.

Abbildung 8.1: Die Funktion u(�) := 1 + ln(�)� �Die Hilfsfunktion ist daher beshr�ankt. Durh die genauere Betrahtung von�j lassen sih zwei wihtige Absh�atzungen f�ur den eigentlihen Konvergenz-beweis gewinnen. Da auh  (Bk+1) > 0 ist, erhalten wir1k � ki�1 + 1 kXj=ki�1 �j < C:Nun de�nieren wir f�ur die j mit ki�1 � j � k eine Menge Jk; bei denen �jdie d1=2(k � ki�1 + 1)e kleinsten Werte annimmt. Hierbei ist d�e so de�niert,dass dte = i ist, wenn i � 1 < t � i f�ur i 2 f1; 2; ::g: Sei �maxk der gr�o�te



50 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeWert der �j f�ur j 2 Jk: Dann ist1k � ki�1 + 1 kXj=ki�1 �j � 1k � ki�1 + 1 0��maxk + kXj=ki�1;j 62Jk �j1A� 1k � ki�1 + 1 ��maxk + �1� 12� (k � ki�1 + 1)�maxk � �maxk�= 12�maxk :Also haben wir f�ur alle j 2 Jk�j � 20� 1k � ki�1 + 1 kXj=ki�1 �j1A< 2C:Da au�erdem � ln �xTj Bj�xjk�xjkkBj�xjk!2 � �jgilt, muss auh � ln �xTj Bj�xjk�xjkkBj�xjk!2 < 2Cgelten. Daher ist �xTj Bj�xjk�xjkkBj�xjk > e�C =: �1und somit haben wir die erste f�ur unseren Beweis wihtige Beziehung herge-leitet. Andersherum gilt auh f�ur alle j 2 Jk� �1� kBj�xjk2�xTj Bj�xj + ln kBj�xjk2�xTj Bj�xj � � �j;daher auh 1� kBj�xjk2�xTj Bj�xj + ln kBj�xjk2�xTj Bj�xj > �2C:Da die Funktion u(�) := 1 � � + ln(�); wie wir in Abbildung 8.1 gesehenhaben, f�ur alle � > 0 niht positiv ist und sowohl f�ur t ! 0 als auh f�urt!1 gegen �1 divergiert, folgt f�ur alle j 2 Jk0 < kBj�xjk2�xTj Bj�xj � �2



8.1 Globale Konvergenz 51mit einer Konstanten �2 > 0; um die obere Ungleihung erf�ullen zu k�onnen.Damit erhalten wir unsere zweite wihtige BeziehungkBj�xjkk�xjk = kBj�xjkk�xjk kBj�xjkkBj�xjk�xTj Bj�xj�xTj Bj�xj � 1 � �2 = �2:Zusammenfassend existieren also Konstanten �1; �2 > 0; so dass f�ur allek 2 [ki�1; ki � 1); wobei ki�1; ki 62 K f�ur i � 1; die Beziehungen�xTj Bj�xjk�xjkkBj�xjk � �1und kBj�xjkk�xjk � �2f�ur mindestens � 12(k � ki�1 + 1)� Werte von j 2 [ki�1; k℄ gelten. Da die Be-ziehungen auh f�ur j 62 K gelten, sollen die Konstanten so gew�ahlt sein,dass die Beziehungen auh f�ur Bj := M gelten. Wir de�nieren eine weitereMenge I; die alle j enth�alt, bei denen die beiden Beziehungen erf�ullt sind.Also sind k0; k1; :::; ki; ::: 2 I: In Lemma 8.2 haben wir shon den Begri� derSemi-EÆzienz bei Shrittweiten eingef�uhrt. Ein noh besseres Ergebnis l�asstsih erzielen, wenn man die Absh�atzungF̂M(xj)� �FM(xj + �jsj) � ��krFM(xj)k2mit einer Konstanten �� > 0 f�ur alle hinreihend gro�en j 2 I herleiten kann.Dies soll jetzt geshehen. Aus Lemma 8.2 kennen wir diese Absh�atzungder Di�erenz F̂M(xj) � �FM(xj + �jsj) mit Hilfe von Mdk: Daher suhenwir nah einem Zusammenhang zwishen rFM(xk) und Mdk: Da die Men-ge D beshr�ankt ist, folgt aus der Lipshitzstetigkeit des Gradienten rFMund der gleihm�a�igen Konvexit�at der Regularisierung F (siehe Lemma 2.1),dass auh krFM(u) � rFM(v)k f�ur alle u; v 2 Rn beshr�ankt ist und so-mit auh die Folge fkrFM(xk)kg: Au�erdem gilt nah Lemma 4.3 und der�k-Absh�atzung (�) aus dem B�undel-Algorithmus f�ur alle k � 0krFM(xk) +Mdkk � p2�kkMk� q2ÆkminfdTkMdk; NgkMk� p2Æk(Mdk)TM�1MdkkMk= p2kMkÆkkMdkkM�1:Da limk!1 Æk = 0 ist, ergibt eine Grenzwertbildunglimk!1 krFM(xk) +MdkkkMdkk = 0:



52 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeDaher existiert ein �k, so dass sih kMdkk von oben und von unten f�ur allek � �k absh�atzen l�asst durh� 2krFM(xk)k � kMdkk;da 2kMdkk � 2krFM(xk)k � 2krFM(xk) +Mdkk < kMdkk und� 2kMdkk � krFM(xk)k;da krFM(xk)k � kMdkk � krFM(xk) +Mdkk < kMdkk:Nun kommen wir zu der Absh�atzungF̂M(xj)� �FM (xj + �jsj) � ��krFM(xj)k2:Daf�ur betrahten wir Lemma 8.2 und untersheiden zwei F�alle.F�ur m = 0 bekommen wir die Absh�atzung f�ur j 2 I ausF̂M(xj)� �FM(xj + �jsj) � �2sTj Mdj= �2sTj Bjsj= �2 sTj Bjsj(Bjsj)T (Bjsj)kMdjk2= �2 (�xj)TBj�xj(Bj�xj)T (Bj�xj)kMdjk2� �2 k�xjkkBj�xjk (�xj)TBj�xjk�xjkkBj�xjkkMdjk2� �2�1�2 kMdjk2;da �xj = xj+1 � xj = �jsj und sj := B�1j Mdj ist.F�ur m > 0 bekommen wir die Absh�atzung f�ur alle j 2 I; j � �k und einer



8.1 Globale Konvergenz 53beliebigen Konstanten  ausF̂M(xj)� �FM(xj + �jsj)� �1 (sTj Mdj)2ksjk2 � �1(1� �) sTj (rFM(xj) +Mdj)(sTj Mdj)ksjk2� �1 (sTj Mdj)2ksjk2 � �1(1� �) ksjkkrFM(xj) +MdjkksjkkMdjkksjk2= �1 (sTj Mdj)2ksjk2 � �1(1� �) krFM(xj) +MdjkkMdjk2kMdjk� �1 (sTj Mdj)2ksjk2 � �1(1� �)kMdjk2:= �1 (sTj Bjsj)2ksjk2 � �12 �21kMdjk2= �1 �xTj Bj�xjk�xjkkBj�xjk!2 kMdjk2 � �12 �21kMdjk2� �12 �21kMdjk2:Um eine gemeinsame Konstante � zu �nden, de�nieren wir� := min��2�1�2 ; �12 �21� :Daher bekommen wir mit dem vorher Erw�ahnten f�ur j 2 I und j � �kF̂M(xj)� �FM (xj + �jsj) � �4krFM(xj)k2:Wir erinnern daran, dass unser Anfangsziel war, eine Absh�atzung �uberFM(xk)�FM (x�) zu �nden. Daher nutzen wir die gerade hergeleiteten Ergeb-nisse und betrahten diese Di�erenz nun genauer. Wegen der gleihm�a�igenKonvexit�at giltFM(xk)� FM(x�) � rFM (xk)T (xk � x�)� krFM(xk)kkxk � x�k� krFM(xk)kvuut 2� (FM(xk)� FM (x�))| {z }�0f�ur alle k � 0; also auhFM (xk)� FM(x�) � 2�krFM(xk)k2:



54 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeEs folgt zusammen mit dem ersten Teil f�ur j 2 I; j � �k und Lemma 4.1FM(xj+1)� FM(x�)� �j+1= FM(xj+1)� FM(x�)� F̂M(xj+1) + �FM(xj+1)� FM(xj+1)� FM(x�)� F̂M(xj+1) + F̂M(xj)� �4krFM(xj)k2� FM(xj+1)� FM(x�)� F̂M(xj+1) + F̂M(xj)���8 (FM(xj)� FM(x�))� F̂M(xj+1)� FM(x�)� F̂M(xj+1) + F̂M(xj) + �FM(xj)� �FM(xj)� ��8 (FM(xj)� FM(x�))= �FM(xj)� FM(x�) + �j � ��8 (FM(xj)� FM(x�))� FM(xj)� FM(x�) + �j � ��8 (FM(xj)� FM(x�))= (1� ��8 )(FM(xj)� FM(x�)) + �j:An dieser Ungleihung wollen wir gleih weiterarbeiten. Zuerst wollen wir �kgenauer betrahten. Dazu verwenden wir die Abbruhbedingung (�) aus demUnteralgorithmus, die Lipshitzstetigkeit von rFM mit der Konstanten kMkund die gleihm�a�ige Konvexit�at von FM und erhalten f�ur alle k � �k�k � Æk(dk)TMdk= Æk(Mdk)TM�1Mdk� ÆkkM�1kMdkk2� 4ÆkkM�1kkrFM(xk)k2= 4ÆkkM�1kkrFM(xk)�rFM(x�)k2� 4ÆkkM�1kkMk2kxk � x�k2� 8ÆkkM�1kkMk2� (FM(xk)� FM (x�)):Da fÆkg gegen null konvergiert, kann man �k so w�ahlen, dass f�ur alle k � �k8ÆkkM�1kkMk2� � min�12 ; ��16�



8.1 Globale Konvergenz 55gilt. Jetzt wollen wir an der oberen Ungleihung f�ur alle j 2 I und j � �kweiterarbeiten. In der linken Seite sh�atzen wir das �j+1 mitFM(xj+1)� FM(x�)� �j+1� FM(xj+1)� FM(x�)� 8Æj+1kM�1kkMk2� (FM (xj+1)� FM(x�))= �1� 8Æj+1kM�1kkMk2� � (FM(xj+1)� FM(x�))� �1� 12� (FM(xj+1)� FM(x�))> 0ab. Da x� die eindeutige L�osung ist, haben wir auh ein eht gr�o�er null. Inder rehten Seite sh�atzen wir das �j mit�1� ��8 � (FM(xj)� FM (x�)) + �j� �1� ��8 � (FM(xj)� FM (x�)) + 8ÆjkM�1kkMk2� (FM (xj)� FM(x�))� �1� ��8 � (FM(xj)� FM (x�)) + ��16 (FM(xj)� FM (x�))= �1� ��16 � (FM(xj)� FM (x�))=: r1=!(FM(xj)� FM(x�))ab, f�ur ! 2 (0; 1) und eine Konstante r: Diese Konstante ist positiv, da dielinke Seite eht gr�o�er null und FM(xj) > FM(x�) ist. Eine Ungleihung, diehieraus hervorgeht, ist�1� 8Æj+1kM�1kkMk2� � (FM(xj+1)� FM(x�))� �1� 116��� (FM(xj)� FM(x�))f�ur alle j 2 I und j � �k: Da0 < �1� 116���| {z }2(0;1) 1 < �1� 116���! < �1� 116���!=2
mit ! 2 (0; 1) bekommen wir r1=! < r < r1=2:



56 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeDiese Beziehung werden wir gleih ben�otigen. Andererseits gilt aber auh�1� 8Æk+1kM�1kkMk2� � (FM(xk+1)� FM(x�))� �1 + 8ÆkkM�1kkMk2� � (FM(xk)� FM(x�))f�ur alle k � �k: Denn wir wissen aus der Shrittweitenberehnung, dass�FM(xk+1) � F̂M(xk)� ��k|{z}>0 (Mdk)TB�1k Mdk| {z }>0< F̂M(xk)wegen der Positivit�at von � und �k und der positiven De�nitheit von Bk f�uralle k gilt und daher gilt auh f�ur alle k � �k�1� 8Æk+1kM�1kkMk2� � (FM(xk+1)� FM(x�))� FM(xk+1)� FM(x�)� �k+1= FM(xk+1)� FM(x�)� F̂M(xk+1) + �FM (xk+1)< FM(xk+1)� FM(x�)� F̂M(xk+1) + F̂M (xk) + �FM(xk)� �FM(xk)� F̂M(xk+1)� FM(x�)� F̂M(xk+1) + F̂M (xk) + FM(xk)� �FM(xk)= FM(xk)� FM(x�) + F̂M(xk)� �FM(xk)= FM(xk)� FM(x�) + �k� FM(xk)� FM(x�) + 8ÆkkM�1kkMk2� (FM(xk)� FM(x�))= �1 + 8ÆkkM�1kkMk2� � (FM(xk)� FM (x�)):F�ur k � �k de�nieren wirÆ0k := 1 + 8ÆkkM�1kkMk2�1� 8Æk+1kM�1kkMk2�und daher gilt f�ur alle j � �k r1=!1� 8Æj+1kM�1kkMk2� � Æ0jr1=!:Jetzt ist es wihtig, genau auf die Indizes zu ahten. Wir werden daf�ur einigeFalluntersheidungen vornehmen.



8.1 Globale Konvergenz 57F�ur alle k � �k existieren ki�1; ki 62 K mit k 2 [ki�1; ki) und i � 1: Betrahtenwir zuerst den Fall ki � ki�1 � 2: Wir wollen hier noh genauer auf dieM�oglihkeiten eingehen. Es kann k = ki�1 sein oder k = ki � 1: Wir wissen,da ki�1 62 K aber ki�1 2 I ist, dassFM(xk+1)� FM(x�) � r1=!1� 8Æk+1kM�1kkMk2� (FM(xk)� FM(x�))� Æ0kr1=!(FM(xk)� FM(x�))< Æ0kr(FM(xk)� FM(x�))= Æ0ki�1r(FM(xki�1)� FM(x�))f�ur k = ki�1 gilt. F�ur k = ki � 1 = ki�1 + 1 erhalten wirFM(xk+1)� FM(x�) � Æ0k(FM(xk)� FM (x�))= Æ0ki�1(FM(xki�1)� FM(x�))= Æ0ki�1+1(FM(xki�1+1)� FM(x�))� Æ0ki�1+1Æ0ki�1r(FM(xki�1)� FM(x�)):Dies k�onnen wir auh zusammenfassen und erhalten somitFM(xk+1)� FM(x�) � 0� kYj=ki�1 Æ0j1A r(FM(xki�1)� FM(x�))� 0� kYj=ki�1 Æ0j1A (r1=2)k�ki�1+1(FM(xki�1)� FM(x�)):Betrahten wir nun den Fall ki � ki�1 > 2: Auh hier wollen wir noheinmal untersheiden. F�ur den Fall k 2 [ki�1; ki � 1) gibt es mindestens�12(k � ki�1 + 1)� Elemente in I \ [ki�1; k℄: Dieser Durhshnitt hat alsoh�ohstens k � ki�1 + 1 Elemente. Da man bei weniger Elementen die fol-gende rehte Seite nur vergr�o�ern kann, gilt f�ur alle k 2 [ki�1; ki � 1)FM(xk+1)� FM(x�) � 0� kYj=ki�1 Æ0j1A rk�ki�1+1(FM(xki�1)� FM(x�))� 0� kYj=ki�1 Æ0j1A (r1=2)k�ki�1+1(FM(xki�1)� FM(x�)):



58 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeF�ur den Fall k = ki � 1 bekommen wirFM(xk+1)� FM(x�) = FM(xki)� FM(x�)� Æ0ki�1(FM(xki�1)� FM(x�))� 0� ki�1Yj=ki�1 Æ0j1A rki�ki�1�1(FM(xki�1)� FM (x�))� 0� ki�1Yj=ki�1 Æ0j1A (r1=2)k�ki�1+1(FM(xki�1)� FM(x�));da f�ur ki � ki�1 > 2 gilt, dass ki � ki�1 � 1 > (ki � ki�1)=2: Fassen wir dieseFalluntersheidungen nun auh zusammen, so gilt f�ur alle k 2 [ki�1; ki)FM(xk+1)� FM(x�) � 0� kYj=ki�1 Æ0j1A (r1=2)k�ki�1+1(FM(xki�1)� FM (x�)):Ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit sei �k 62 K: Dann haben wir insgesamtf�ur alle k � �kFM(xk+1)� FM(x�) � 0� kYj=�k Æ0j1A (r1=2)k��k+1(FM(x�k)� FM(x�)):Da P1k=0 Æk <1 und f�ur alle k � �k auh 0 < 8ÆkkM�1kkMk2=� � 1=2 ist,gilt auh1Xk=�k(Æ0k � 1) = 1Xk=�k0B� 1 + 8ÆkkM�1kkMk2�1� 8Æk+1kM�1kkMk2� � 1� 8Æk+1kM�1kkMk2�1� 8Æk+1kM�1kkMk2� 1CA= 1Xk=�k 8ÆkkM�1kkMk2� + 8Æk+1kM�1kkMk2�1� 8Æk+1kM�1kkMk2�� 1Xk=�k 8kM�1kkMk2� (Æk + Æk+1)< 1und daher existiert nah Lemma 8.3 eine Konstante �C mit1Yk=�k Æ0k � �C:



8.1 Globale Konvergenz 59Also gilt f�ur alle k � �kFM(xk+1)� FM(x�) � �C(r1=2)k��k+1(FM(x�k)� FM(x�)):Jetzt haben wir die gew�unshten Absh�atzungen, so dass wir das Ergebnisangeben k�onnen. Da r < 1 ist, haben wirkxk � x�k � � 2�� 12 (FM(xk)� FM(x�)) 12� �2 �C(FM(x�k)� FM(x�))� � 12 �r1=4�k��k� �qk:Damit haben wir den Beweis beendet. 2Bemerkungen: Es sollen noh zwei Sahen festgehalten werden.� Insbesondere folgt aus dem Satz auh, dass1Xk=0 kxk � x�k <1gilt.� Im Beweis kommen zwei bekannte Gr�o�en vor, die nur der Vollst�andig-keit wegen erw�ahnt werden sollen. Einmal ist der Winkel zwishenBk�xk und �xk de�niert durhos �k := �xTkBk�xkk�xkkkBk�xkkund andererseits der entsprehende Rayleigh-Quotient durhqk := �xTkBk�xk�xTk�xk : 2Im n�ahsten Unterabshnitt soll die superlineare Konvergenz bewiesen wer-den.



60 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atze8.2 Superlineare KonvergenzIn diesem Kapitel m�ohten wir superlineare Konvergenz der aus dem Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus entstandenen Folge fxkg gegen die L�osung x�nahweisen. Das hei�t, es giltlimk!1 kxk+1 � x�kkxk � x�k = 0:Wie shon bei der R-linearen Konvergenz ben�otigen wir hier auh weitereVoraussetzungen. Zus�atzlih zu der gleihm�a�igen Konvexit�at der Zielfunk-tion soll hier unter anderem die Existenz sowie die Symmetrie und positi-ve De�nitheit von r2FM an der L�osung x� gefordert werden. Damit l�asstsih die f�ur superlineare Konvergenz bew�ahrte Dennis-Mor�e-Bedingung (sie-he z.B. S.207 in [20℄) bez�uglih unseres Falles beweisen.Zuerst jedoh wird der BFGS1-Unteralgorithmus leiht abge�andert. Wir er-halten den BFGS2-Unteralgorithmus durh:� Setze B0 := M; wobei bekanntlihM 2 Rn�n eine symmetrishe positivde�nite Matrix ist.� F�ur k = 0; 1; ::: :{ Falls f�ur gegebene Konstanten 3 2 (0;1) und 4 2 (0; 1)k�xkkM(p2�k +p2�k+1) � 3�xTk�yk (?)und2k�ykkM(p2�k+p2�k+1) � minf4; Æ1=3k + Æ1=3k+1gk�ykk2 (??)0erf�ullt sind, dann setze Bk+1 := BFGS(Bk;�xk;�yk);sonst setze Bk+1 :=M:Dabei sind �xk := xk+1 � xk;�yk := �Mdk+1 +Mdk und �k := F̂M(xk) ��FM(xk): Dieser Algorithmus ist eine Verallgemeinerung des BFGS1-Unter-algorithmus, bei dem nur Ungleihung (??) leiht erweitert wurde. Das Æ(x)kennen wir aus dem B�undel-Algorithmus und hat die Genauigkeit der Ap-proximationen mitbestimmt. Durh das n�ahste Lemma erhalten wir erstewihtige Absh�atzungen.Lemma 8.5 Sei f gleihm�a�ig konvex auf einer kompakten Menge D undfBkg eine aus dem BFGS2-Unteralgorithmus gebildete Folge. Die FolgenfkBkkg und fkB�1k kg sollen beshr�ankt sein. Briht der Quasi-Newton-B�un-



8.2 Superlineare Konvergenz 61del-Algorithmus niht vorzeitig mit einer L�osung ab, so liefert er eine Folgefxkg mit kxk � x�k = O(k�xkk) und kxk+1 � x�k = O(k�xkk)und f�ur alle hinreihend gro�en k gelten die beiden Bedingungenk�xkkM(p2�k +p2�k+1) � 3�xTk�yk (?)und 2k�ykkM(p2�k +p2�k+1) � minf4; Æ1=3k + Æ1=3k+1gk�ykk2 (??)0aus unserem BFGS2-Update.Beweis : Wir nehmen an, das Verfahren brehe niht ab. Sehen wir uns das�xk genauer an. Es ist de�niert durh �xk := xk+1�xk = �ksk = �kB�1k Mdk:Davon wissen wir, dass die Folgen fkBkkg und fkB�1k kg beshr�ankt sind.Weiter wissen wir, dass �k von oben durh 1 beshr�ankt ist und zeigen nun,dass ein �k existiert, so dass �k von unten f�ur alle k � �k durh eine positi-ve Konstante beshr�ankt ist. Aus dem Beweis des Lemmas 8.2 kennen wirshon die erste Absh�atzung mit �; � 2 (0; 1): Au�erdem verwenden wir nohLemma 4.3, die Abbruhbedingung des B�undel-Algorithmus�(xk) � ÆkminfdTkMdk; Ng (�)und erhalten somit�k > ��sTkrFM(xk) + �sTkMdkkMkkskk2= �kMkkskk2�� (sTkrFM(xk) + sTkMdk) + (1� �)sTkMdk�= �kMk��sTk (rFM(xk) +Mdk)kskk2 + (1� �)(Mdk)TB�1k Mdkkskk2 �� �kMk��kskkkrFM(xk) +Mdkkkskk2 + �min(B�1k )(1� �)kMdkk2kskk2 �� �kMk��p2�kkMkkskk + �min(B�1k )(1� �)kMdkk2kskk2 �� �kMk��p2ÆkdTkMdkkMkkskk + �min(B�1k )(1� �)kMdkk2kskk2 �= �kMk��p2kMkpÆkkM1=2dkkkskk + �min(B�1k )(1� �)kMdkk2kskk2 �� �� ;



62 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzewobei �min(B�1k ) der kleinste Eigenwert der Matrix B�1k ist und �� eine posi-tive Konstante. Bei der letzten Absh�atzung haben wir ber�uksihtigt, dassMdk = Bksk ist, kBkk beshr�ankt ist und daher auh kBkskk=kskk: Diesliefert die Beshr�anktheit des zweiten Summanden. Da Æk gegen null kon-vergiert, konvergiert der erste Summand gegen null und insgesamt folgt dieBeshr�anktheit von �k: Aus der Beshr�anktheit der Matrizen und der Be-shr�anktheit von �k folgt kMdkk = O(k�xkk):Nun erhalten wir aus der gleihm�a�igen Konvexit�at mit einer Konstanten� > 0 und der Tatsahe rFM(x�) = 0kMdkk � krFM(xk)k � krFM(xk) +Mdkk= krFM(xk)�rFM(x�)k � krFM(xk) +Mdkk� �kxk � x�k � krFM(xk) +Mdkkund daherkxk � x�k � kMdkk� �1 + krFM(xk) +MdkkkMdkk � � k�xkkmit einer Konstanten  > 0: Die letzte Absh�atzung ist rihtig, da der zweiteSummand gegen null konvergiert, wie wir aus dem Beweis des Satzes 8.4 aufSeite 51 wissen und daher5 � krFM(xk) +MdkkkMdkk � krFM(xk) +Mdkk6k�xkkf�ur alle hinreihend gro�en k und positiven Konstanten 5; 6 gilt. Darausfolgt die erste Gleihung. Die zweite folgt dann aus der ersten, dakxk+1 � x�k = kxk + �ksk � x�k� kxk � x�k+ k�kB�1k Mdkk= O(k�xkk) +O(k�xkk)= O(k�xkk)gilt.Wir wollen nun die beiden Update-Bedingungen zeigen. Wir beginnen mitder Bedingung (?): Genauer zeigen wir, dasslimk!1 k�xkkM(p2�k +p2�k+1)�xTk�yk = 0ist. Den Nenner k�onnen wir nah unten durh �2k�xkk2 wie auf Seite 48absh�atzen. Das �k sh�atzen wir durh 4ÆkkM�1kkMk2kxk� x�k2 nah oben



8.2 Superlineare Konvergenz 63wie auf Seite 54 ab. Danah wenden wir den ersten Teil dieses Lemmas anund bekommen k�xkkM(p2�k +p2�k+1)�xTk�yk� kM1=2kk�xkk(p2�k +p2�k+1)�2k�xkk2� kM1=2k�2 �p8ÆkkM�1kkMk2kxk � x�k2k�xkk +p8Æk+1kM�1kkMk2kxk+1 � x�k2k�xkk �� ~(pÆk +pÆk+1)k�xkkk�xkk= ~�pÆk +pÆk+1�mit einer positiven Konstanten ~: Da Æk gegen null konvergiert, konvergiertder Ausdruk insgesamt gegen null. So gilt f�ur alle hinreihend gro�en kdie Bedingung (?): Die Bedingung (??)0 folgt in �ahnliher Weise. Wir zeigeneinerseits, dass limk!1 2k�ykkM(p2�k +p2�k+1)k�ykk2 = 0ist und andererseits, dasslimk!1 2k�ykkM(p2�k +p2�k+1)( 3pÆk + 3pÆk+1)k�ykk2 = 0ist. Den Nenner sh�atzen wir { wie shon gehabt { durhk�ykk � krFM(xk+1)�rFM(xk)k � k�yk � (rFM(xk+1)�rFM(xk))k� �k�xkk � (kMdk +rFM(xk)k+ kMdk+1 +rFM(xk+1)k)� �k�xkk � ~�k�xkk=: ��k�xkkf�ur alle hinreihend gro�en k und positiven Konstanten ~�; �� ab. Daher folgteinerseits mit einer positiven Konstanten �2k�ykkM(p2�k +p2�k+1)k�ykk2 � �(pÆk +pÆk+1)k�xkkk�ykk� ��� �pÆk +pÆk+1�



64 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeund andererseits2k�ykkM(p2�k +p2�k+1)( 3pÆk + 3pÆk+1)k�ykk2 � ���  pÆk +pÆk+13pÆk + 3pÆk+1!� ���  pÆk3pÆk + pÆk+13pÆk+1! :Da Æk gegen null konvergiert und auh fpÆk= 3pÆkg; folgt die Behauptung.Somit sind alle vier Behauptungen bewiesen. 2Bemerkungen: Wir wollen noh zwei Dinge feststellen.� Die Bedingung (??)0 kann { wie der Beweis des eben bewiesenen Lem-mas gezeigt hat { verallgemeinert werden. In dem Ausdruk Æ1=3k + Æ1=3k+1kann man 1=3 durh eine beliebige Zahl  < 1=2 ersetzen.� Falls die Bedingungen aus Lemma 8.5 erf�ullt sind, dann besitzt dieMenge K unendlih viele Elemente. Also sind nur f�ur eine endliheAnzahl von Iterationen die Bedingungen (?) und (??)0 niht erf�ullt unddie neue Matrix wird daher nur f�ur endlih viele Iterationen als Bk+1 :=M gesetzt. 2In Lemma 8.5 wurde die Beshr�anktheit der Folgen fkBkkg und fkB�1k kg vor-ausgesetzt. Dies soll im n�ahsten Lemma niht mehr vorausgesetzt, sondernhergeleitet werden. Au�erdem wird die shon angek�undigte Dennis-Mor�e-Bedingung bez�uglih unseres Falles bewiesen werden. Diese hat sih erstmalsbei J. E. Dennis und J. J. Mor�e als ein sehr n�utzlihes Kriterium f�ur su-perlineare Konvergenz herausgestellt (siehe [3℄) und wurde seitdem h�au�gf�ur Konvergenzbeweise verwendet. Das Resultat wollen wir wieder aus [2℄�ubernehmen. Zu der hier gestellten Voraussetzung soll im Anshluss an dasLemma eine kurze Bemerkung folgen.Wir wollen ab jetzt voraussetzen, dass niht nur P1k=0 Æk < 1 ist, wie imQuasi-Newton-B�undel-Algorithmus gefordert, sondern P1k=0 Æ1=3k < 1 ist.Die Begr�undung folgt im n�ahsten Lemma.Lemma 8.6 Sei f gleihm�a�ig konvex auf einer kompakten Menge D undfBkg eine aus dem BFGS2-Unteralgorithmus gebildete Folge. Au�erdem exi-stiere r2FM (x�) und sei symmetrish und positiv de�nit. Weiter existie-



8.2 Superlineare Konvergenz 65re eine Konstante L > 0; so dass f�ur die aus dem Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus entstandenen Folgen f�xkg und f��ykg f�ur alle k � 0k��yk �r2FM(x�)�xkkk�xkk � Lmaxfkxk+1 � x�k; kxk � x�kggilt. Falls das Verfahren niht vorzeitig mit einer L�osung abbriht, danngen�ugt die Folge fxkglimk!1 k(Bk �r2FM(x�))�xkkk�xkk = 0und die beiden Folgen fkBkkg und fkB�1k kg sind beshr�ankt. Hierbei sind�xk := xk+1 � xk und ��yk := rFM(xk+1)�rFM(xk):Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren brehe niht ab. Wir arbeiten wiedermit der Hilfsfunktion, die shon in dem Beweis von Satz 8.4 eingef�uhrt wurde.Hierzu de�nieren wir�~xk := r2FM(x�)1=2�xk; �~yk := r2FM(x�)�1=2�yk;~Bk := r2FM(x�)�1=2Bkr2FM(x�)�1=2:Aus diesen De�nitionen erhalten wir f�ur unsere BFGS-Update-Matrix~Bk+1 = r2FM(x�)�1=2Bkr2FM(x�)�1=2�r2FM(x�)�1=2Bk�xk�xTkBkr2FM(x�)�1=2�xTkBk�xk+r2FM(x�)�1=2�yk�yTkr2FM(x�)�1=2�xTk�yk= ~Bk � ~Bk�~xk�~xTk ~Bk�~xTk ~Bk�~xk + �~yk�~yTk�~yTk�~xkund f�ur unsere Hilfsfunktion ( ~Bk+1) =  ( ~Bk) + k�~ykk2�~yTk�~xk � 1� ln �~yTk�~xk�~xTk�~xk + ln �~xTk ~Bk�~xkk ~Bk�~xkkk�~xkk!2+"1� k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk + ln k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk# :Auh dieses Mal wollen wir die Funktion genauer analysieren. Wir betrahtennun aber den vorderen Teil. Daf�ur leiten wir einige Absh�atzungen her. DaK unendlih ist, exitiert ein �k; so dass f�ur alle k � �k die Ungleihungenk�xkkM(p2�k +p2�k+1) � 3�xTk�yk (?)und 2k�ykkM(p2�k +p2�k+1) � minf4; Æ1=3k + Æ1=3k+1gk�ykk2 (??)0



66 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzef�ur gegebene Konstanten 3 2 (0;1) und 4 2 (0; 1) erf�ullt sind. Aus derVoraussetzung dieses Lemmas, Lemma 4.3, der Bedingung (??)0; der Tatsahek��ykk2 � (1 � 4)k�ykk2 (siehe Seite 48 im Beweis von Satz 8.4) und derLipshitzstetigkeit von rFM(x) mit der Konstanten kMk erhalten wirk�~yk ��~xkkk�~xkk = kr2FM(x�)�1=2�yk �r2FM(x�)1=2�xkkkr2FM(x�)1=2�xkk� kr2FM(x�)�1=2�yk �r2FM(x�)1=2�xkkp�min(r2FM(x�))k�xkk= kr2FM(x�)�1=2kkr2FM(x�)�1=2�yk �r2FM(x�)1=2�xkkk�xkk� kr2FM(x�)�1=2k2k�yk �r2FM(x�)�xkkk�xkk= kr2FM(x�)�1=2k2k�yk ���yk +��yk �r2FM(x�)�xkkk�xkk� kr2FM(x�)�1=2k2�Lmaxfkxk+1 � x�k; kxk � x�kg+ k�yk ���ykkk�xkk �=: kr2FM(x�)�1=2k2��0k + k�yk ���ykkk�xkk �� kr2FM(x�)�1=2k2 �0k + p2�kkMk+p2�k+1kMkk�xkk !
� kr2FM(x�)�1=2k2 �0k + pkMk2 � 3pÆk + 3pÆk+1� 1k�xkk k�ykk2k�ykkM!� kr2FM(x�)�1=2k2 �0k +pkMk2p1� 4 � 3pÆk + 3pÆk+1� k��ykkk�xkk 1p�min(M)!� kr2FM(x�)�1=2k2 �0k +pkMkkM�1k2p1� 4 � 3pÆk + 3pÆk+1� krFM(xk+1)�rFM(xk)kk�xkk !
� kr2FM(x�)�1=2k2 �0k + pkMk3kM�1k2p1� 4 � 3pÆk + 3pÆk+1�!=: ��k;



8.2 Superlineare Konvergenz 67wobei �min(r2FM(x�)) der kleinste Eigenwert der Matrix r2FM(x�) und�min(M) der kleinste Eigenwert von M ist. Da sowohl P1k=0 �0k < 1 wegenP1k=0 kxk � x�k < 1 ist, als auh P1k=0 3pÆk < 1 ist, folgt insgesamt, dassauh 1Xk=0 ��k <1ist. F�ur alle hinreihend gro�en k k�onnen wir jetzt�~yTk�~xk�~xTk�~xk = 1 + (�~yk ��~xk)T�~xk�~xTk�~xk � 1� k�~yk ��~xkkk�~xkk � 1� ��kund k�~ykk2�~yTk�~xk � �k�~xkk+ k�~yk ��~xkkk�~xkk �2 k�~xkk2�~yTk�~xk� (1 + ��k)21� ��k � 1 + ��kmit einer hinreihend gro�en Konstanten  > 1 herleiten. F�ur alle hinreihendgro�en k ist ��k < 1=2 und daherln �~yTk�~xk�~xTk�~xk � ln(1� ��k) � �2��k > �2��k:Daher l�asst sih unsere Hilfsfunktion f�ur alle hinreihend gro�en k durh ( ~Bk+1) �  ( ~Bk) + 1 + ��k � 1 + 2��k + ln �~xTk ~Bk�~xkk ~Bk�~xkkk�~xkk!2+"1� k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk + ln k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk#<  ( ~Bk) + 3��k + ln �~xTk ~Bk�~xkk ~Bk�~xkkk�~xkk!2+"1� k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk + ln k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk#absh�atzen. Nah Aufsummieren gilt mit einer hinreihend gro�en Konstan-ten ̂ > 0 { welhe auh f�ur die niht hinreihend gro�en k ben�otigt wird {



68 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atze ( ~Bk+1) <̂+ kXj=0 8>>>><>>>>:ln �~xTj ~Bj�~xjk ~Bj�~xjkk�~xjk!2| {z }�0 +"1� k ~Bj�~xjk2�~xTj ~Bj�~xj + ln k ~Bj�~xjk2�~xTj ~Bj�~xj #| {z }�0
9>>>>=>>>>; :Hieraus folgen unsere beiden Behauptungen. Denn einerseits folgt die Be-shr�anktheit der Folgen fkBkkg und fkB�1k kg aus der durh die Konstante ̂nah oben beshr�ankten Folge f ( ~Bk)g und der ebenfalls im Beweis aus Satz8.4 beshriebenen Darstellung ( ~Bk) = nXi=1 (~�(k)i � ln ~�(k)i )| {z }�1 � ̂;wobei 0 < ~�(k)n � ::: � ~�(k)1 die Eigenwerte der positiv de�niten Matrix ~Bksind. Denn hieraus folgt ̂ � ~�(k)1 � ln ~�(k)1 � ln ~�(k)1 und ̂ � � ln ~�(k)n ; so dassk ~Bkk = ~�(k)1 � exp(̂); k ~B�1k k = 1~�(k)n � exp(̂)gilt. Aus der Beshr�anktheit von fk ~Bkkg und fk ~B�1k kg folgt dann auh dieBeshr�anktheit von fkBkkg und fkB�1k kg und somit die Behauptung. Ande-rerseits folgt auh unter Ber�uksihtigung von  ( ~Bk+1) > 0; dass die Folgen-glieder gegen null gehen m�ussen. Also gilt auhln �~xTk ~Bk�~xkk ~Bk�~xkkk�~xkk!2 ! 0und "1� k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk + ln k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk#! 0:Die letztere Funktion haben wir shon im Beweis von Satz 8.4 genauer be-trahtet. Daher wissen wir auh aus Abbildung 8.1, dasslimk!1 k ~Bk�~xkk2�~xTk ~Bk�~xk = 1gilt und dass mit der eben hergeleiteten Tatsahe1 = limk!1 �~xTk ~Bk�~xkk ~Bk�~xkkk�~xkk = limk!1 �~xTk ~Bk�~xk�~xTk�~xk



8.2 Superlineare Konvergenz 69folgt. Nun erhalten wir die Dennis-Mor�e-Bedingung auslimk!1 �kr2FM (x�)�1=2(Bk �r2FM(x�))�xkk2kr2FM(x�)1=2�xkk2 �= limk!1 k( ~Bk � I)�~xkk2k�~xkk2 !
= limk!1 k ~Bk�~xkk2 � 2�~xTk ~Bk�~xk +�~xTk�~xkk�~xkk2 !
= limk!10� k ~Bk�~xkkk�~xkk !2 � 2�~xTk ~Bk�~xk�~xTk�~xk + 11A= limk!10� k ~Bk�~xkkk�~xkk�~xTk ~Bk�~xk �~xTk ~Bk�~xkk�~xkk2 !2 � 2�~xTk ~Bk�~xk�~xTk�~xk + 11A= 12 � 2 � 1 + 1 = 0: 2Bemerkung: Die Voraussetzungk��yk �r2FM(x�)�xkkk�xkk � Lmaxfkxk+1 � x�k; kxk � x�kgf�ur alle k � 0 aus diesem Lemma l�asst sih herleiten, wenn man f�ur dielipshitzstetige Funktion rFM : Rn �! Rn Di�erenzierbarkeit und Rih-tungsdi�erenzierbarkeit vom Grad 2 in x� voraussetzt. Dabei hei�t Rih-tungsdi�erenzierbarkeit vom Grad 2 in x�; dassrFM(x� + h)�rFM(x�)�rF 0M(x�; h) = O(khk2)gilt, wobei rF 0M(x�; h) die Rihtungsableitung von rFM in x� mit Rihtungh ist. Damit existiert nah Proposition 2.2 in [15℄ eine Konstante L1 mitk��yk �r2FM (x�)�xkk � L1maxfkxk+1 � x�k2; kxk � x�k2g:Au�erdem folgt aus Lemma 8.5 mit einer Konstanten L2maxfkxk+1 � x�k; kxk � x�kg � L2k�xkk;also insgesamt die Voraussetzung mit L := L1L2: Darauf soll aber hier nihtweiter eingegangen werden. 2Jetzt sind alle Grundlagen gelegt, um superlineare Konvergenz beweisen zuk�onnen.



70 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzeSatz 8.7 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Sei fauf einer kompakten Menge D gleihm�a�ig konvex, r2FM existiere und seisymmetrish und positiv de�nit in x� und es existiere eine Konstante L > 0mit k��yk �r2FM(x�)�xkkk�xkk � Lmaxfkxk+1 � x�k; kxk � x�kgf�ur alle k � 0: Der Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus wird mit den Ein-shr�ankungen � < 1=2 undP1k=0 Æ1=3k <1 angewendet. Briht das Verfahrenniht vorzeitig mit der L�osung x� ab, dann konvergiert die aus diesem Algo-rithmus entstandene Folge fxkg gegen die eindeutige L�osung x� superlinear.Es gilt also limk!1 kxk+1 � x�kkxk � x�k = 0:Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren brehe niht ab. Wir wollen zeigen,dass sih xk+1 als xk + sk f�ur alle hinreihend gro�en k darstellen l�asst. Diesbedeutet, dass wir in der Shrittweitenbestimmung die Ungleihung f�ur m =0 erf�ullt haben m�ohten, so dass�FM(xk + sk) � F̂M(xk)� �sTkMdkerf�ullt ist. Diese Ungleihung wollen wir im zweiten Shritt beweisen. Zuerstwollen wir die superlineare Konvergenz f�ur den Fall xk+1 = xk + sk zeigen,also limk!1 kxk + sk � x�kkxk � x�k = 0:Hierbei ist x� die eindeutige L�osung die existiert, da f auf einer kompaktenMenge D gleihm�a�ig konvex ist. Da �xk = xk+1 � xk = sk gilt, l�asst sihdas Ergebnis des Lemmas 8.6 um�andern inlimk!1 k(Bk �r2FM(x�))skkkskk = 0beziehungsweise mit sk = B�1k Mdk inlimk!1 kMdk �r2FM(x�)skkkskk = 0:Daraus und mitlimk!1 krFM(xk) +Mdkk2krFM(xk)k � limk!1 krFM(xk) +MdkkkMdkk = 0



8.2 Superlineare Konvergenz 71{ was uns aus dem Beweis von Satz 8.4 bekannt ist { ergibt sih f�ur allehinreihend gro�en k mit der Lipshitzstetigkeit des Gradienten rFMr2FM(x�)sk = Mdk + o(kskk)= �rFM (xk) + o(krFM(xk)k) + o(kskk)= O(kxk � x�k) + o(kskk):Da r2FM (x�) invertierbar ist, bedeutet dieskskk = O(kxk � x�k) + o(kskk)= O(kxk � x�k):Es existiert eine Ann�aherung von rFM(xk) durhrFM(xk) = rFM(x�)| {z }=0 +r2FM(x�)(xk � x�) + o(kxk � x�k);da die Di�erenz zwishen rFM(xk) und dem Polynom f�ur xk ! x� im Ver-gleih zu (xk � x�) von h�oherer als erster Ordnung klein wird. Daher giltinsgesamt (Bk �r2FM(x�))sk= Mdk �r2FM(x�)sk= �rFM (xk) + o(krFM(xk)k)�r2FM (x�)sk= �rFM (x�)�r2FM(x�)(xk � x�) + o(kxk � x�k)+o(krFM(xk)k)�r2FM(x�)sk= �r2FM(x�)(xk � x�)�r2FM(x�)sk + o(kxk � x�k)= �r2FM(x�)(xk + sk � x�) + o(kxk � x�k):Aus den beiden Gleihungen erhalten wir f�ur alle hinreihend gro�en kkr2FM(x�)(xk + sk � x�)kkxk � x�k = o(1) + k(Bk �r2FM(x�))skkkskk| {z }!0 kskkkxk � x�k| {z }�= o(1);woraus wir wieder mit der Invertierbarkeit von r2FM(x�) dieses Mal dieBehauptung erhalten.Wenn wir nun noh die oben beshriebene Ungleihung�FM(xk + sk) � F̂M(xk)� �sTkMdkf�ur alle hinreihend gro�en k f�ur die Shrittweitenbestimmung zeigen k�onn-ten, w�are der Konvergenzsatz bewiesen. Wir wollen zeigen, dassFM(xk + sk) � FM(xk)� �sTkMdk



72 Kapitel 8. Weitere Konvergenzs�atzegilt, woraus nah Lemma 4.1 die oben beshriebene Ungleihung folgt. Wirk�onnen FM(x) durhFM(x) = FM (x�) + 12(x� x�)Tr2FM(x�)(x� x�) + o(kx� x�k2)in derselben Weise wie oben ann�ahern. Da wir gerade bewiesen haben, dasskxk + sk � x�k = o(kxk � x�k) gilt, gilt auhkxk � x�k � kskk = o(kxk � x�k)und auh kxk � x�k = kskk+ o(kskk):Damit erhalten wirFM(xk + sk)� FM(xk) + �sTkMdk= �12(xk � x�)Tr2FM(x�)(xk � x�) + o(kxk � x�k2)+FM(xk + sk)� F (x�) + �sTkBksk= �12(xk � x�)Tr2FM(x�)(xk � x�) + o(kskk2)+ 12(xk + sk � x�)Tr2FM(x�)(xk + sk � x�)| {z }=o(kxk�x�k2) +o(kxk + sk � x�k2)+�sTkBksk= �12sTkr2FM(x�)sk + o(kskk2) + �sTkBksk= ��sTk (r2FM (x�)�Bk)sk + �� � 12� sTkr2FM(x�)sk + o(kskk2)� �kskkk(r2FM(x�)� Bk)skk| {z }=o(kskk2) +�� � 12� sTkr2FM(x�)sk + o(kskk2)= �� � 12� sTkr2FM(x�)sk + o(kskk2):Da � < 1=2 und r2FM (x�) positiv de�nit ist, gilt f�ur alle hinreihend gro�enk FM(xk + sk)� FM(xk) + �sTkMdk < 0und daher die Behauptung. Insgesamt haben wir nun auh den Konvergenz-satz bewiesen. 2Wir konnten also in diesem Kapitel globale und superlineare Konvergenznahweisen. Das Ergebnis wollen wir im n�ahsten Kapitel an zwei Beispielentesten.



Kapitel 9Numerishe ErgebnisseUm die Konvergenzgeshwindigkeit zu testen, wollen wir den von uns inMATLAB (Version 6.1) programmierten Algorithmus anhand von zwei Bei-spielen testen. Die Programmierung und Auswertung fand auf den Rehnernim Institut f�ur Numerishe und Angewandte Mathematik der Universit�atG�ottingen statt.Die Arbeit soll mit einer kurzen Zusammenfassung enden.9.1 AuswertungWir wollen den Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus an zwei bekannten Bei-spielen testen. Um einen Vergleih herstellen zu k�onnen, w�ahlen wir { wie M.Fukushima in seinem Paper "A desent algorithm for nonsmooth onvex op-timitzation\ [4℄ { die beiden Beispiele MAXQUAD und TR48. Diese beidenBeispiele sollen kurz vorgestellt werden. Wir haben sie dem Kapitel "A set ofnonsmooth optimization test problems\ aus "Nonsmooth optimization\ [10℄(ab S.151) von C. Lemar�ehal und R. Mi�in entnommen.1. Bei MAXQUAD wird eine Zielfunktion f : R10 �! R minimiert. Dieseist de�niert durh f(x) = maxk=1;:::;5(xTAkx� bTk x);wobei Ak 2 R10�10 eine symmetrishe Matrix und bk ein Vektor im R10f�ur alle k = 1; :::; 5 ist. Die symmetrishe Matrix ist durhAk(i; j) = e ij os(i � j) sin(k) i < j;mit DiagonalelementenAk(i; i) = i10 j sin(k)j+ 10Xj=1;j 6=i jAk(i; j)j



74 Kapitel 9. Numerishe Ergebnissegegeben und der Vektor durhbk(i) = e ik sin(i � k):2. Bei TR48 wird eine Zielfunktion f : R48 �! R minimiert. Diese istde�niert durhf(x) = �( 48Xi=1 sixi + 48Xj=1 dj mini=1;:::;48(aij � xi)) ;wobei A 2 R48�48 eine symmetrishe Matrix und s; d Vektoren im R48sind. Es handelt sih um das duale Transportproblem mit 48 Quellenund 48 Zielen. Die Matrix mit den 2304 Kosten als Eintr�age und dieEintr�age der beiden Vektoren s (soures) und d (destinations) kannman in [10℄ (S.162/163) nahlesen.Mit diesen beiden Beispielen wollen wir nun den Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus testen. Bei der Implementation des Algorithmus halten wir unsan den in Kapitel 4, 5 und 8 beshriebenen Aufbau. Dazu sollen noh einigeErkl�arungen anhand des Quelltextes folgen.Der gesamte Algorithmus sieht wie folgt aus:funtion [x,iter,f,FZeval℄=QNBTM()global fun subg;format long e;% Quasi-Newton bundle-type methods for nondifferentiable onvex% optimization%***************************************************************% INPUT-Parameter:% fun funtion to be minimized% subg subgradient of fun% x_0 initial iterate% max_iter maximal number of iterations% OUTPUT-Parameter:% x approximate solution% iter number of iterations performed% f value of fun in x% FZeval number of funtion-/subgradientevaluations



9.1 Auswertung 75%***************************************************************% INPUT:% funtion to be minimized:fun=�funMAXQUAD;% subgradient of fun:subg=�subgMAXQUAD;% initial iterate:x_0=ones(10,1);% maximal number of iterations:max_iter=60;%***************************************************************% parametersigma=0.0001;% 0<sigma<0.5rho=0.5;% 0<rho<1;tol=1.e-4;% tol very smallM=0.5*eye(length(x_0));% M positive definite and symmetri matrix%***************************************************************% further definitionsxk=x_0;k=0;invM=inv(M);invBk=invM;deltak=1;FZeval=[℄;%***************************************************************% bundle algorithm for the beginning



76 Kapitel 9. Numerishe Ergebnisse[lowerFk, dk, epsilonk, j_sum_max℄ = Bundle(M, xk, deltak);%***************************************************************% QNBT-algorithmwhile (norm(M*dk)>=tol) & (k<max_iter)% omputation of the searh diretionsk=invBk*M*dk;% line searhm=0;epsilonkold=epsilonk;deltakold=deltak;deltak=(1/2)^(k+1);xkold=xk;dkold=dk;[fk℄=feval(fun, xk)upperFk=fk+0.5*dk'*M*dk;while (1)xk=xkold+rho^m*sk;FZeval=[FZeval;k,j_sum_max℄;[lowerFk, dk, epsilonk, auxil_var℄ = Bundle(M, xk, deltak);j_sum_max=auxil_var+j_sum_max;if (lowerFk<=upperFk-sigma*rho^m*sk'*M*dk)breakelsem=m+1;end



9.1 Auswertung 77endtauk=rho^m;% omputation of the matrix with BFGS-Update3=1;% 3 in (0,infinity)4=0.2;% 4 in (0,1)Deltaxk=xk-xkold;Deltayk=-M*(dk-dkold);if sqrt(Deltaxk'*M*Deltaxk)*(sqrt(2*epsilonkold)+...sqrt(2*epsilonk))<=3*Deltaxk'*Deltayk & ...2*sqrt(Deltayk'*M*Deltayk)*(sqrt(2*epsilonkold)+...sqrt(2*epsilonk))<=min(4, deltakold^(1/3)+...deltak^(1/3))*Deltayk'*Deltaykdenom=Deltaxk'*Deltayk;invBk=(eye(size(M))-((Deltaxk*Deltayk')/denom))*invBk*...(eye(size(M))-((Deltayk*Deltaxk')/denom))+...((Deltaxk*Deltaxk')/denom);elseinvBk=invM;endk=k+1end[fk℄=feval(fun,xk);%***************************************************************% OUTPUT:% approximate solution:



78 Kapitel 9. Numerishe Ergebnissex=xk% number of iterations performed:iter=k% value of fun in x:f=fk% number of funtion-/subgradientevaluations:FZeval=[FZeval;k,j_sum_max℄%***************************************************************Der Benutzer muss also den Startwert, die maximale Anzahl an Iterationen,die Zielfunktion und auh eine Funktion zur Berehnung der Subgradienteneingeben. Letzteres ist der einzig niht so sh�one Punkt des Algorithmus. DerBenutzer muss eine geeignete Funktion �nden, mit der der Subgradient anden gew�unshten Stellen ausgerehnet werden kann. Die Parameter k�onnenebenfalls abh�angig von den Beispielen ge�andert werden. Am Anfang wird dieFunktion Bundle aufgerufen. Dort be�ndet sih die in Kapitel 4 vorgestellteB�undel-Methode und hat den folgenden Quelltext:funtion [lowerFj, dj, epsilonj, jmax℄ = Bundle(M, x, delta)global fun subg;%***************************************************************% this program solves the bundle problem%***************************************************************N=1;j=1;U=x;[F℄=feval(fun, x);[Z℄=feval(subg, x);while (1)[lowerFj, dj℄=funlower(x, M, U, F, Z);uj=x+dj;[f℄=feval(fun, uj);[z℄=feval(subg, uj);F = at(1,F,f);Z = at(2,Z,z);



9.1 Auswertung 79U = at(2,U,uj);upperFj=f+0.5*dj'*M*dj;epsilonj=upperFj-lowerFj;if (epsilonj>delta*min(dj'*M*dj,N))j=j+1;elsebreakendendjmax=j+1;%***************************************************************Dieser B�undel-Algorithmus beginnt mit der Berehnung der unteren Shranke�F jM(x) in der Funktion funlower. Dies erfolgt durh das L�osen der MinMax-AufgabeMin. maxi=1;:::;jff(ui) + zTui(x+ d� ui)g+ 12kdk2M ; d 2 Rn :Dieses Problem l�asst sih inMin. v + 12dTMd; v 2 R; d 2 Rnunter den Nebenbedingungenf(ui) + zTui(x + d� ui) � vumwandeln. Damit erhalten wir den folgenden Quelltext:funtion [lowerf, d℄=funlower(x, M, U, F, Z)%***************************************************************% this program solves the minmax problem%***************************************************************



80 Kapitel 9. Numerishe Ergebnisse[n,j℄=size(U);% we use the Optimization toolbox in MATLAB% X=quadprog(H,f,A,b) solves the following quadrati problem:% min 0.5*x'*H*x + f'*x subjet to A*x <=b, xH=zeros(n+1,n+1);H(1:n,1:n)=M;f=zeros(n+1,1);f(n+1)=1;A=at(2,Z',-ones(j,1));b=zeros(j,1);for i=1:jb(i)=-F(i)-Z(:,i)'*(x-U(:,i));endL=quadprog(H,f,A,b,[℄,[℄,[℄,[℄,[℄,optimset('Largesale','off'));d=L(1:n);v=L(n+1);lowerf=v+1/2*d'*M*d;%***************************************************************Hierbei haben wir aus der Optimization toolbox in MATLAB die Funktionquadprog verwendet. Um diese im Quelltext kurz beshriebene Funktion an-wenden zu k�onnen, m�ussen wir unser Problem in Matrixshreibweise bringen.Das Ursprungsproblem l�asst sih umshreiben inMin. 12 � dv �T � M 00 0 �� dv �+ � 01 �T � dv � ; � dv � 2 Rn+1unter den Nebenbedingungen0B� zTu1 �1... ...zTuj �1 1CA� dv � � 0B� �f(u1)� zTu1(x� u1)...�f(uj)� zTuj (x� uj) 1CA :Quadprog liefert uns so unsere gew�unshte L�osung dj(x); mit der der B�undel-Algorithmus fortfahren kann. Nah endlih vielen Shritten briht der B�undel-Algorithmus ab und wir k�onnen den Quasi-Newton-B�undel-Algorithmus star-ten. Bei der Berehnung der Shrittweite setzen wir vereinfaht � konstant



9.1 Auswertung 81auf 1=2: Beim anshlie�enden BFGS-Update berehnen wir gleih die inverseMatrix, da wir nur diese bei der Berehnung der Abstiegsrihtung ben�otigen.Daf�ur verwenden wir die FormelB�1k+1 = �I � �xk�yTk�xTk�yk�B�1k �I � �yk�xTk�xTk�yk�+ �xk�xTk�xTk�yk(siehe S. 197 in [20℄), wobei I die Identit�at ist. Der gesamte Algorithmusbriht entweder nah der maximalen Iterationszahl max iter ab oder fallskMdkk < tol ist, wobei tol (tolerane) eine eingegebene Genauigkeitsgren-ze ist. Danah liefert der Algorithmus den minimalen Funktionswert f; dieL�osung x der Minimierungsaufgabe (P ); die ben�otigte Anzahl an Iterationeniter und die kumulierte Anzahl der Funkions-/SubgradientenauswertungenFZeval: An einigen Stellen l�asst sih der Algorithmus auh eÆzienter pro-grammieren (siehe [22℄), worauf es uns aber niht so sehr ankam.Testen wir nun die beiden Beispiele. Nah den Tests sollen in einer kurzenBemerkung zwei vorkommende Besonderheiten gekl�art werden. Die Parame-ter bei unserem ersten Problem MAXQUAD kann man im Quelltext ablesen.Die optimale L�osung liegt hier beif = �0:8414x = [ -0.1263, -0.0343, -0.0068, 0.0264, 0.0673, -0.2784, 0.0742, 0.1385, 0.0840,0.0386 ℄.Die folgende Tabelle zeigt die Konvergenz mit teuren kumulierten Funk-tions-/Subgradientenauswertungen:iter 0 1 2 3 4f 5337 -0.3601 -0.8394 -0.8414 -0.8414FZeval 185 267 396 562 848M. Fukushima dagegen ben�otigte 18 Iterationen, um das Ergebnis zu er-halten.Auh bei dem Startwert xi = 0 f�ur i = 1; :::; 10; an dem die Funktion feinen Knik hat (fk(0) = 0; k = 1; :::; 5); erhalten wir nah 4 Iterationen dasgew�unshte Minimum. W�ahlen wir dagegen erneut den Startwert xi = 1 f�uri = 1; :::; 10; und w�ahlen wir dieses Mal M = 10 � I; wobei I die Identit�at ist,so erhalten wir die folgende Tabelle:iter 0 1 3 5 10 14f 5337 9.4482 -0.4045 -0.8261 -0.8414 -0.8414FZeval 26 41 68 106 257 466Wir ben�otigen zwar mehr Iterationen, daf�ur sind die Funktions-/Subgra-



82 Kapitel 9. Numerishe Ergebnissedientenauswertungen niht so teuer wie vorher.Die Parameter f�ur unser zweites Problem TR48 sollen etwas anders gew�ahltwerden. Wir setzen M = 0:8 � I; wobei I die Identit�at ist und Æk = (1=1:2)k+1f�ur die konvergente Reihe, welhe die Genauigkeit der Approximationen mit-bestimmt. Als Startwert w�ahlen wir xi = 0 f�ur i = 1; :::; 48: Die optimaleL�osung liegt hier bei f = �638565x = [ 12.1042, 125.1042, -131.8958, 351.1042, -42.8958, -296.8958, -203.8958,-383.8958, -219.8958, -309.8958, 179.1042, -5.8958, -124.8958, -266.8958,26.1042, 77.1042, -30.8958, -223.8958, 97.1042, -51.8958, -36.8958, -60.8958,-375.8958, -29.8958, -143.8958, 0.1042, 205.1042, -70.8958, -27.8958,-8958.8958, 129.1042, -13.8958, -32.8958, -377.8958, 24.1042, -401.8958,198.1042, -261.8958, 820.1042, -193.8958, 29.1042, 352.1042, -9.8958,342.1042, 954.1042, 729.1042, -301.8958, 74.1042 ℄.Die folgende Tabelle zeigt die Konvergenz:iter 0 1 3 5 10f -464816 -533568.12 -576914.45 -605851.22 -621152.47FZeval 34 69 153 245 534iter 15 20 25 30 35f -634157.28 -637036.21 -638170.97 -637782.11 -638497.12FZeval 824 1118 1642 1985 2339iter 40 45 47 50 51f -638542.19 -638555.20 -638563.39 -638564.97 -638564.99FZeval 3024 3940 4091 6024 7119M. Fukushima dagegen ben�otigte 70 Iterationen, um in die N�ahe des Er-gebnises zu kommen (-638446). Seine Feststellung "... but it appears verydiÆult in pratie to ahieve this value losely...\ k�onnen wir nur best�ati-gen. Es war shwierig geeignete Parameter zu �nden, um das Ergebnis inakzeptabler Zeit zu erhalten. Die letzten drei Iterationen ben�otigen nah wievor sehr viele Funktions-/Subgradientenauswertungen. Auh C. Lemar�ehalund R. Mi�in beshrieben das Problem als shwierig, gaben aber als Alter-native dazu ein einfaheres Problem an, n�amlih indem man die Eintr�ageder Vektoren s und d auf Eins setzt. Das konnten wir best�atigen, denn beigeshikter Wahl der Parameter konnten wir in nur 5 Iterationsshritten dieoptimale L�osung f = �9870x = [ -37.9204, 25.9313, -2.9204, 8.6185, -61.9204, 9.7242, -7.6708, 0, 15.6146,-74.3854, -7.9370, 11.0560, -53.9874, -70.5313, 7.0796, -7.8467, -14.6769,



9.2 Zusammenfassung 8319.4687, -18.2619, 0, -55.9204, -43.9482, -54.5052, -12.9204, -46.9204, -18.9204,-7.6694, -53.9204, -15.9204, 144.6613, 0, 3.0796, 169.0796, 0, -28.7973, 0,79.0796, 44.4687, -10.9722, -31.3854, 46.0796, 17.0817, 40.0796, 69.0796,-71.9722, 73.0278, 4.5405, 24.0796 ℄�nden. Hierbei konnte man deutlih feststellen, wie sehr die Matrix M Ein-uss auf die Konvergenzgeshwindigkeit hat. Hier haben wir M = 0:015 � Igesetzt, wobei I die Identit�at ist. Setzt man zum Beispiel M = 0:1 � I; soben�otigt man shon 19 Iterationen beziehungsweise setzt man M = I; sosollte man niht in akzeptabler Zeit ein Ergebnis erwarten.Bemerkungen: Wir wollen noh zwei Dinge erw�ahnen.� In iter = 0 wird normalerweise nur der Funktionswert in dem Startwertx0 berehnet. Also ben�otigt man eine Funktions-/Subgradientenaus-wertung. Da man in unserem Algorithmus aber f�ur die erste Iterati-on shon Startwerte aus dem B�undel-Algorithmus ben�otigt, haben wirdie daf�ur ben�otigten Funktions-/Subgradientenauswertungen shon initer = 0 ber�uksihtigt.� Da man die Regularisierung niht exakt berehnen kann, werden f�ur dieBerehnung der Shrittweite auh nur ihre Shranken verwendet. Daherkann man niht erwarten, dass die Folge fFM(xk)g monoton f�allt. ImGegensatz zur Berehnung der Armijo-Shrittweite im di�erenzierbarenFall kann man hier niht erwarten, dass FM(xk+1) � FM(xk) gilt. 29.2 ZusammenfassungUm noh einmal die wihtigsten Aussagen dieser Arbeit hervorzuheben, solldie Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung enden. Unser Ziel war eseinen Algorithmus zu beshreiben, der den minimalen Punkt einer niht-di�erenzierbaren konvexen Funktion �ndet. Da es bei di�erenzierbaren Op-timierungsproblemen shon sehr gute Verfahren gibt, wird unsere nihtdif-ferenzierbare Funktion durh eine di�erenzierbare Funktion { die Moreau-Yosida-Regularisierung { angen�ahert. Diese wiederum kann niht exakt be-rehnet werden. Daher wird sie durh eine lineare Approximation beshrie-ben, was durh die B�undel-Methode geshieht. Hierauf nun kann man einQuasi-Newton-Verfahren anwenden. Durh zus�atzlihe Voraussetzungen andie Regularisierung kann globale und superlineare Konvergenz bewiesen wer-den. Der Algorithmus l�asst sih gut implementieren und liefert bei geeigneterWahl der Parameter die optimale L�osung in akzeptabler Zeit.
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