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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten Jahrzehnten beschéftigte man sich immer mehr mit dem Pro-
blem der nichtdifferenzierbaren Optimierungaufgaben, nachdem viele aktu-
elle Problemstellungen dieser Art in Industrie und Wissenschaft vorkamen.
Hierbei handelt es sich um diejenigen Optimierungsaufgaben, welche einen
Punkt suchen, in dem eine nicht notwendig differenzierbare Zielfunktion mi-
nimal ist. Man mochte einen Algorithmus finden, mit dem man Problemstel-
lungen dieser Art schnell und effizient 16sen kann. Die Anfinge dieser Ent-
wicklung lagen unter anderem in Russland, wo insbesondere N. Z. Shor [18]
die ,Methoden der Subgradienten* vorstellte. Fiir Optimierungsaufgaben mit
differenzierbaren Zielfunktionen gibt es zahlreiche Losungsvorschlige (siehe
z.B. [14] oder [6]). Bei denen wird oft neben der Zielfunktion auch der Gra-
dient der Zielfunktion zur Berechnung der Losung verwendet. Analog hierzu
wurden von N. Z. Shor die Subgradienten — auf die in dieser Arbeit noch
genauer eingegangen werden soll — als Ersatz fiir die nicht unbedingt vorhan-
denen Gradienten eingefiihrt. Dazu kamen viele Losungsvorschlége, allerdings
waren die dazugehtérenden Algorithmen sehr komplex und die Konvergenz-
eigenschaften gewohnlich schwicher, als bei den klassischen Methoden mit
differenzierbaren Zielfunktionen (genaueres siehe in [9]).

Diese Arbeit beschiéftigt sich intensiv mit dem 1998 von R. Mifflin, D. Sun
und L. Qi erschienenen Paper [13] iiber einen Quasi-Newton-Biindel-Algorith-
mus zur Losung nichtdifferenzierbarer konvexer Optimierungsaufgaben. Es
handelt sich hierbei um ein unrestringiertes Optimierungsproblem, also eine
Aufgabe ohne Nebenbedingungen beziehungsweise Restriktionen. Da nicht-
differenzierbare Optimierungsprobleme drmere analytische Eigenschaften als
differenzierbare haben, bedienen sie sich oft der Hilfe von differenzierbaren
Optimierungsproblemen. So auch in dieser Arbeit. Unsere nichtdifferenzier-
bare Zielfunktion soll durch die sogenannte Moreau-Yosida-Regularisierung
angenihert werden, eine Funktion die neben ihrer Differenzierbarkeit auch
noch andere niitzliche Eigenschaften besitzt. Hierauf soll in Kapitel 3 ein-
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gegangen werden. Die Moreau-Yosida-Regularisierung stellt sozusagen eine
Verbindung zwischen der klassischen und der nichtdifferenzierbaren Optimie-
rung dar. Da man diese Regularisierung und ihren Gradienten nicht exakt
berechnen kann — wie wir spiter sehen werden — verwendet die hier dargestell-
te Methode stiickweise lineare Approximationen, welche als die sogenannte
,Biindel-Idee® in Kapitel 4 beschrieben werden. Der Vorteil dieser Biindel-
Methode liegt darin, dass nun fiir die Berechnung ein quadratisches Pro-
gramm gelost werden kann. Auf diese Approximation ldsst sich das bewéahrte
Quasi-Newton-Verfahren anwenden.

Wir wollen zuerst die Grundlagen in Kapitel 2 und 3 schaffen, die wir fiir
diese Arbeit benotigen, um dann fiir die eben kurz erlduterte Problemstel-
lung in Kapitel 4, 5 und 7 einen Algorithmus aufzustellen, mit dem unter
weiteren Voraussetzungen globale und superlineare Konvergenz in Kapitel 6
und 8 nachgewiesen werden kann. Zum Schluss soll noch numerisch die Kon-
vergenzgeschwindigkeit an zwei Beispielen getestet werden.

Um die Problemstellung etwas mathematischer auszudriicken, beschreiben
wir nun die Aufgabenstellung genauer. Wir betrachten die unrestringierte
Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z), z € R,

wobei die Zielfunktion f : R® — R eine nicht notwendig differenzierba-
re, konvexe Funktion sei.
Diese Funktion soll durch die sogenannte Moreau- Yosida-Regularisierung

Pato) = min { 70 + 3l — o1

yER™

angenihert werden. Hierbei ist die transformierte Norm || - ||5; durch
|zl = | M2l = (2" Mz)>, z€R"

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix M € R"*" gegeben. Diese
Norm wird auch als elliptische Norm bezeichnet. Es handelt sich bei F; um
eine stetig differenzierbare Funktion, die die gleichen Minima wie die eigent-
liche Funktion f hat, wie wir gleich sehen werden. Deshalb versucht man die
Aufgabe (P) mit Hilfe der neuen Aufgabe

(P) Minimiere Fy(z), z€R"

zu losen.



R. T. Rockafellar [17] betrachtete mit als Erster dieses Problem und legte
die Grundlage in seinem prozimal point -Algorithmus. Dort konstruierte er
eine Folge {z}, die aus zj4; ~ arg mingegn { f(z) + 5|lz — 2|3, } berechnet
wurde. Darauf aufbauend erforschten J. Bonnans, J. Gilbert, C. Lemaréchal
und C. Sagastizabal [1] Optimierungsmethoden, welche die Moreau-Yosida-
Regularisierung und das Quasi-Newton-Verfahren miteinander verbinden. C.
Zhu [23] wies lineare Konvergenz der aus dem Algorithmus gelieferten Fol-
ge gegen eine Losung z* nach. C. Lemaréchal und C. Sagastizébal [12] un-
tersuchten implementierbare Versionen der Methoden und zeigten auch fiir
komplexere Problemstellungen numerisch ihr gutes Verhalten. M. Fukushi-
ma und L. Qi [5] schlugen danach einen Algorithmus vor, mit dem globale
und superlineare Konvergenz nachgewiesen werden konnte. In diesem Auf-
satz wird das Thema erneut aufgegriffen und genau analysiert, wobei einige
Verénderungen gegeniiber den vorherigen Arbeiten durchgefiihrt werden.
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Kapitel 2

Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen spielen in der unrestringierten Optimierung eine wich-
tige Rolle. Dies werden wir gleich ndher begriinden. Wie erwihnt betrachten
wir in dieser Arbeit ein Optimierungsproblem, bei dem die Zielfunktion kon-
vex ist. Fiir Konvergenzaussagen werden wir gleichméflige Konvexitét vor-
aussetzen, da so die Existenz einer eindeutigen Losung gesichert ist. Dieses
und die wichtigsten Eigenschaften konvexer und gleichméflig konvexer Funk-
tionen sollen in diesem Kapitel aufgezeigt werden. Aulerdem werden die auch
schon erwidhnten Subgradienten eingefiihrt.

2.1 Eigenschaften

Wir beginnen mit den Definitionen und Eigenschaften konvexer und gleich-
miéfBig konvexer Funktionen. Die Beweise werden in diesem Abschnitt nicht
durchgefiihrt; diese kann man aber zum Beispiel in [16] und [7] finden.

Bemerkung: Im ganzen Aufsatz sei || - || stets die euklidische Norm auf
dem R" beziehungsweise die zugeordnete Matrixnorm.

e Eine Funktion f: R®* — R heiflt konvex, wenn
(1 =t)f(x) +tf(y) — f((1L =tz +ty) 20
fiir alle z,y € R", ¢ € [0,1] gilt.

e Eine Funktion f : R" — R heif}t gleichmdfig konvex, wenn eine Kon-
stante o > 0 mit

A =t)f(z) +f(y) = f((A = D)z +ty) > %Oﬁf(l — )]z =yl

fiir alle 7,y € R", ¢ € [0, 1] existiert.
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e Sei nun f:R” — R konvex. Dann gilt:

1.
2.

f ist auf dem R” stetig.

f besitzt in jedem z € R” in jede Richtung h € R" eine Rich-
tungsableitung f'(xz; h), das heifit

o) et LD~ @)

t—0+ t

existiert fiir alle z, h € R".

Die sogenannte Gateauz-Variation f'(z;-) : R* — R ist bei
festem z € R" in der zweiten Komponente konvex und es gilt

f'(x;h) < f(x+ h) — f(x) fiir alle h € R".

. Gilt f'(z;h) = g(z)"h mit einem g(z) € R fiir alle h € R*, dann

existieren alle partiellen Ableitungen 0f/0z;,7 = 1,...,n. Dann
heiBt f in x partiell differenzierbar und es ist auch V f(z) = g(x).

e Ist F': R" — R in z € R" stetig partiell differenzierbar, sind also alle
partiellen Ableitungen in x stetig, so heifit F' in x stetig differenzierbar.

o Ist F: R” — R in = € R” stetig differenzierbar, so ist F' in z rich-
tungsdifferenzierbar und die Gateaux-Variation F'(z;-) : R* — R ist
durch F'(z;h) = F'(x)h gegeben.

Wie schon in der Einleitung beschrieben, wollen wir mit Hilfe von Subgra-
dienten arbeiten, da der Gradient einer nicht notwendig differenzierbaren
Funktion nicht unbedingt existiert. Die Subgradienten sollen nun kurz ein-
gefiihrt werden.

e Bei vorgegebenem x € R" heifit fiir eine konvexe Funktion f : R* — R

Of(x) :={2 e R" : 2T (y —2) < f(y) — f(x) fiir alle y € R"}

das Subdifferential von f in z, Elemente von df(x) heiflen Subgradien-
ten. Dann gilt:

1.

Fiir jedes © € R ist das Subdifferential 0f(z) nichtleer, konvex
und kompakt.

Es ist
f'(z;h) = max 2Th fiir alle h € R".
2€0f(x)
Fiir 2,y € R" gilt (2, — 2,)"(z — y) > 0 fiir alle z, € df(z), 2, €

Jf(y). Dies wird auch mit Monotonie der Subgradienten bezeich-
net.
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4. Ist F': R* — R differenzierbar, so ist der Gradient der Funktion
das einzige Element in 0F ().

O

Das folgende Lemma wird in einigen Beweisen niitzlich sein kénnen. Wir
werden es in dieser Arbeit héufig auch fiir differenzierbare Funktionen ver-
wenden.

Lemma 2.1 Die drei folgenden Aussagen sind fir alle x,y € R" dquivalent:

o f:R" — R ist gleichmdflig konvex mit einer Konstanten o > 0.
o Esgilt f(y) > f(z)+2"(y —x) + %Hy — z||? fiir alle z € Of ().

o Es gilt (z, — 2.)"(y — x) > ally — z||? fir alle z, € 0f (x), 2, € Of(y).

Diese Eigenschaften werden im Folgenden immer wieder verwendet.

Bemerkung: FEin Grund warum konvexe Funktionen eine wichtige Rolle
in der Optimierung spielen ist der, dass ein stationarer Punkt der Zielfunkti-
on f eine globale Losung der Aufgabe (P), f auf dem R™ zu minimieren, ist.
Hierbei heifit ein Punkt stationéir, wenn f'(x*; h) > 0 fiir alle h € R" ist und
eine Losung global, wenn f(z*) < f(x) fiir alle x € R” ist. Diese Behauptung
folgt ganz einfach aus der gerade beschriebenen Tatsache

0< fi(z";h) < f(a" + h) — f(a7)

fiir alle h € R*. Nun setzen wir h := x — z* und haben das gewiinschte
Ergebnis.

2.2 Wichtige Sitze

Der néichste Satz zeigt, warum es niitzlich sein kann, bei Konvergenzaussagen
gleichméflige Konvexitét fiir die Zielfunktion vorauszusetzen. Die Beweisidee
haben wir von einem &hnlichen Beweis aus [20] (Lemma 2.6, S.171) iiber-
nommen.

Satz 2.2 Ist f : R* — R auf dem R" gleichmdfig konvex, so hat die
unrestringierte Optimierungsaufqabe , f auf dem R™ zu minimieren, genau
eine Losung.
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Beweis: Man wihle zy € R" beliebig und definiere hierzu die Niveaumenge
Ly := {z € R*|f(x) < f(zo)}. Die Menge ist wegen der Konvexitéit von f
auch selbst konvex. Auflerdem ist sie wegen der aus der Konvexitidt von f
folgenden Stetigkeit auch abgeschlossen. Die Beschrinktheit soll nun gezeigt
werden.

Sei z € Ly beliebig. Fiir ¢t € (0, 1] ist

flzo +t(x = 20)) = flm0) _ @

t > S0 - t)le -

f@) = flzo) -

wie man nach Division durch t aus der gleichméfiigen Konvexitit mit einer
positiven Konstanten « erhilt. Durch den Grenziibergang ¢t — 0+ erhalten
wir

0 > f(z)— f(xo)
(8]
> §||~’U—«’170||2+f'(5170;~’0—3170)
«
> §||~’U—«’170||2+ZT(50—«’170)
«
> §||~’U—«”170||2—||Z||||~’U—«”170||a

mit einem beliebigen z € Jf(xg) fiir alle # € Ly, unter Benutzung des in
Kapitel 2.1 beschriebenen Zusammenhanges zwischen der Richtungsablei-
tung und dem Subdifferential. Nun folgt, dass ||z — z¢|| < 2||z]|/« fiir alle
x € Lo,z # xo gilt. Daher ist die Niveaumenge beschrinkt, insgesamt also
kompakt. Da jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr Extre-
mum annimmt, nimmt auch die konvexe Funktion f auf Ly ihr Minimum an.
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, wihlen wir z* und x** als zwei verschiede-
ne Losungen. Da f konvex ist, muss auch 1(z* + 2**) eine Losung sein, das
heit also f(z*) = f(2**) = f(3(z*+2**)). Aus der gleichméBigen Konvexitét
bekommen wir fiir £ = %

1 1 1
0= 3f@)+ 5/~ f <§(:c* + :r**)) > Sl — a2t

und daher z* = x**. Insgesamt ist der Satz bewiesen.

O

Wenn wir also gleichméiflige Konvexitét fiir die Zielfunktion voraussetzen, ist
uns eine eindeutige Losung unserer Minimierungsaufgabe sicher.

Zur Erinnerung soll nun noch ein Lemma angegeben werden, welches sehr
haufig in den folgenden Beweisen genutzt wird und dessen Beweis man zum
Beispiel in [19] (Lemma 2.6, S.22) findet:
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Lemma 2.3 Seien A\pin(A) ein minimaler und Apa,(A) ein mazimaler Ei-
genwert einer symmetrischen Matriz A € R"*™. Dann ist

)\mm(A)HSUHQ < xTAx < )\maz(A)||x||2 f’U;T' alle v € R".

Damit haben wir die Grundlagen gelegt und kénnen nun im néchsten Kapitel
die in der Einleitung erwdhnte Moreau-Yosida-Regularisierung einfiihren.
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Kapitel 3

Die Moreau - Yosida -
Regularisierung

Um mit der Moreau-Yosida-Regularisierung arbeiten zu konnen, werden wir
hier die wichtigsten Eigenschaften zusammenfassen und beweisen. Danach
soll die Regularisierung anhand eines Beispiels verdeutlicht werden.

3.1 Eigenschaften

Wir gehen vor allem der Frage nach, warum statt des Ausgangsproblems (P)
das neue Problem

(P) Minimiere  Fy(z) := min {f(y) + 3lly — z/|3,}, =z €R"
yER™

gelost werden kann. Die Beweise lassen sich zum Teil auch in [8] (ab S.317)

nachvollziehen.

Satz 3.1 Se: f : R* — R konvexr und M € R™ ™ symmetrisch und positiv
definit. Wir betrachten die Aufgaben

(P) Minimiere  f(z), =z €R?
und
(Prrs) Minimiere  fua(y) = f(y) +5ly —2l},  y € R

Seien mit Apin (M) der kleinste und \pai (M) der grifite Eigenwert von M
bezeichnet. Dann gilt:

1. Die Aufgabe (Pyy) besitzt fir jedes v € R™ eine eindeutige Lisung
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p(z) € R und es ist
0 € 0fma(p(x)) = 0f(p(x)) + M(p(z) — x).

2. Fsistp: R" — R" global lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten
Amaz (M) [ Amin (M) beziiglich der euklidischen Norm, das heifst

)\max (M)

Ip(1) = p(a2) || < 1 = ]|

gilt fir alle x1, x5 € R".

3. Die Moreau-Yosida-Regularisierung Fyy ist konvex und stetig differen-

zierbar und es ist VFy(z) = M(xz — p(x)) € 0f (p(x)).

4. VFy(x) ist global lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten || M || beziig-
lich der euklidischen Norm, das heifit

IV Ex(21) = VEy(22) || < [[M][[J 2y — 2]
qilt fiir alle 1,29 € R".

5. Die Menge der Lisungen von (P) stimmt mit der Menge der Lisungen
von (P) iberein. Daher ist x* € R" genau dann Ldisung von (P), wenn
VEy(z*) =0 beziehungsweise x* = p(z*) ist.

Beweis:

1. Um Satz 2.2 anwenden zu konnen, brauchen wir nur zu zeigen, dass
frre gleichméBig konvex ist.
Fiir y,w € R* und ¢ € [0, 1] ist

(=8 fara(y) + tfue(w) — fare((1 =)y + tw)
= (1= 0 + (L= gl — 2l + () + b5l — 2
~F(U= Ay 1) = S0 = 1)y + w2

= (= 0F )+ 7 (w) = £ = By + ) 51— D)lly — ],

S

-~

>0

1
> S Amin(M)H(1 = 1)y — w]f?,

also ist fyr, gleichméfig konvex mit der positiven Konstanten \,,,;, (M)
und somit ist die Aufgabe (Py ) fiir jedes € R" eindeutig 16sbar.
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Sei nun p(z) die eindeutige Losung. Da fy.(p(x)) < far.(w) fiir alle
w € R" gilt, gilt auch 07 (w — p(z)) < farz(w) — fare(p(z)) und daher
0e an,x(p(x))

Zum Schluss zeigen wir, dass 0fu,(y) = 0f (y) + M (y — ) fiir beliebige
x,y € R" ist. Hierfiir zeigen wir zwei Richtungen. Als Erstes nehmen
wir ein z € 0f(y) und weisen (2 + M(y — z)) € Ofm(y) nach. Fiir
jedes u € R” ist dann

My —o)] (u—y) = 2" (u—y)+(y—2)" Mu-y)
< F) — F) + (y— ) M)
= )~ $) + gl 2l — lly — 2,
—3ly =) My~ u)

1 1
< f(U)—f(y)+§||u—$||?w—§||y—$||?w
= fM,ac(u) - fM,x(y)-

Fiir die umgekehrte Richtung geben wir ein z € dfy.(y) beliebig vor
und weisen z € df(y) + M(y — x) nach. Fiir jedes v € R" ist dann

[e =My —2)]"(v—y) < fualv) = fura(y) = (y —2)" M(v—y)
= )~ F@) + gl — ali — 5l — 7l
—(y—2)"Mv-y)
= J0) = fl) + 50— ) M (o~ y).

Setzt man hier v := y + t(u — y) mit beliebigen u € R", ¢ € (0, 1], so
erhilt man, da f konvex ist,

te=My—z)"(u-y) < fly+tlu-1y)-f(y)

) M (- )
< P — FO) + o ()M ).

2

Nach Division durch ¢ und anschliefendem Grenziibergang ¢t — 04 ist
also

[z = M(y —2)]"(u—y) < f(u) — fly) fiir alle u € R™.

Mit y = p(z) haben wir den ersten Teil des Satzes bewiesen.
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2. Seien nun x, 5 € R*. Wir verwenden, dass M (z;—p(z1)) € df(p(x1)),

M (zo—p(z2)) € Of (p(x2)) ist. Wegen der Monotonie der Subgradienten
bei konvexen Funktionen gilt

(M (21 = p(21)) = M (w2 = p(x2)))" (p(21) — p(22)) = 0
und daher

(z1 — 22)" M (p(z1) — p(x2)) > (p(z1) — p(x2))" M (p(z1) — p(22)).

Nun bekommen wir

Amin (M)|[Ip(z1) — p(a2) || (p(21) — pla2))" M(p(z1) — p(z2))
(z1 — 22)" M (p(z1) — p(x2))

[M (21 = @) |lllp(21) = pla2)],

ININ A

woraus wir

Amin(M)[|p(21) — p(z2) |

\/(:1:1 — 29)TM?(x1 — x9)
\/)‘ma:r(MQ)Hxl — 9|2
V Amaz (M))?[|l21 — ]2

Amaz (M)||21 — 23|

VANVAY

erhalten. Jetzt folgt direkt die Lipschitzstetigkeit durch

)\max (M)

Somit haben wir den zweiten Teil des Satzes bewiesen.

Ip(1) = pla2)]| < 1 = ]

. Esist

Fir(e) = £(p(a)) + 5llp(a) — 3,

wobei p(z) die eindeutige Losung von (Pyy,) ist. Die Konvexitét von
Fyy folgt durch einfaches nachrechnen. Seien hierzu u,v € R", ¢ € [0, 1]
beliebig. Dann ist

Fu((l—=tu+tv) = f(p((1—1t)u+tv))

Fllpl(1 =yt o)~ [(1 = )+ ]y
< ((1—t)p(U)+tp( )

11— p) + 1) — (1~ 1)+ ]
s(b%)@wn+ﬁ(@n

(1= o) — o]+ 1lp() — o],
< (1—t)FM(u)+tFM( )
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und daher folgt die Behauptung. Da F},(x; h) fiir alle h € R" existiert,
reicht es zu zeigen, dass F},(z;h) = [M(x — p(z))]"h fiir alle h € R
gilt, da dann — wie in Kapitel 2.1 beschrieben — VFy(z) = M (z—p(z))
gilt. Seien also h € R” und ¢ € (0, 1] vorgegeben. Dann ist
1
Fu(e+1th) = Fu() < f(p)) + 5 lp(@) = (@ +th)[3 — f ()
1
2 lp(e) — ali
1 s 1 2
= L) — (a4 th) [, — 5llp() — 2],
t2
= HM(@ = p@)["h+ F Al

Division durch t und anschliefender Grenziibergang ¢t — 04 liefern
Fi;(z;h) < [M(x — p(x))]Th. Entsprechend ist

1
Fy(x +th) — Fy(x) > §||p(x +th) — (z + th) |3,
1
L lpte 1) —
t2
= HM(x = ple +th))["h+ Z[lh

Division durch t und anschliefender Grenziibergang t — 04 liefern
unter Benutzung der Stetigkeit von p(-), dass auch Fy,(z;h) > [M(x —
p(x))]Th gilt. Damit ist F},(x; h) = [M(x—p(x))]* h und daher folgt die
Behauptung. Wegen der aus der Lipschitzstetigkeit folgenden Stetigkeit
von p(-) ist Fys stetig partiell differenzierbar beziehungsweise stetig
differenzierbar.

Damit haben wir den dritten Teil des Satzes bewiesen.

4. Um die globale Lipschitzstetigkeit von VF); zu zeigen, wihlen wir
x1, 29 € R® beliebig. Wir wissen, dass

VFEy(x) = VFy(zy) = M(zy —p(x1)) — M(z2 — p(z2))
= M(x — x2) — M(p(x1) — p(z2))

gilt. Eine Skalarproduktbildung beider Seiten mit
MYV Ey(z1) — VEy(72))

und eine erneute Ausnutzung der Monotonie der Subgradienten V Fy/(z)
€ df (p(x)) fiir alle x € R™ ergibt
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(VEs(w1) = VEy(22)) "M (VFy (21) = VFa(22))
= (M7Y(VEy(1) = VFu(22))) (M (21 = 22) = M(p(21) — p(2)))
= (VFu(z1) = VEy(22))" (1 — 2)
— (VEy (1) — VFM(%))T(P(%) - P(%)l

[

20

Daraus folgt nun

1
Amaz (M)
Amin (M™H)[[V Eni (1) = V Ei () |12
(Vv (21) — VFy(29)) "M YV Fyr (1) — VFar(z2))
(VFy(z1) — VFy(x2)" (21 — 29)

IV Far(z1) = VEy(2) |21 — 22,

IV Far(21) — VEyr(22)|?

IA N IA

also insgesamt
IV Erv (1) = VEy(22)|| < [[M||[[21 — 22l.
Damit ist der vierte Teil des Satzes bewiesen.

5. Fiir den letzten Teil des Satzes sind zwei Richtungen zu zeigen. Sei

zunéchst 2* eine Losung von (P). Dann ist 0 € 9f(2*) = 0fp.(a*) —
M(z* — ) fiir alle z € R", also auch 0 € 9f(2*) = Ofma(2*). Al-
so nimmt die Funktion fys .+ in 2* ihr Minimum an, das heifit es gilt
z* = p(x*). Dann ist aber VFy(z*) = M(z* — p(z*)) = 0. Da Fy,
konvex ist, nimmt Fj; auf dem R" ein Minimum an.
Sei nun umgekehrt z* eine Lésung von (P). Dann ist VFE) (z*) =
M(z* — p(z*)) = 0, also nimmt die Funktion fy/,+ in 2* = p(z*) ihr
eindeutiges Minimum auf dem R™ an, da M positiv definit ist. Hieraus
folgt 0 € Of(z*), so dass x* auch eine Losung von (P) ist.

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen.
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3.2 Beispiel

Wir wollen nun ein einfaches Beispiel aus [7] (S.13) zur Veranschaulichung
der Moreau-Yosida-Regularisierung angeben. Dazu sei n = 1 und f(z) := |z|.
Das Problem
(P) Minimiere  f(z):=|z|, 2z €R
soll durch das Problem
(P) Minimiere  Fy(z) := miﬂg{\y\ +iM(y—2)*}, z€eR

ye

gelost werden.

Hierfiir berechnen wir zuerst das Minimum {iber alle y € R von

fue(y) ==yl + %M(y — z)?

und betrachten davon die Losung p(z) in Abhéngigkeit von drei Féllen

1
T — M x > M , ,
pla) = S
N 1 - 1
T+ — < ——.
M M
Nun erhalten wir fiir die Regularisierung
L >
T — — x> —
2M M 11
Fu(z) = (M/Z)ier z € [ = M]
I VA V7

In den néchsten Abbildungen machen wir uns die beiden Funktionen anschau-
lich klar. Die erste Abbildung zeigt uns die Betragsfunktion, die bekanntlich
im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.
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Abbildung 3.1: Die Funktion f(z) = |z|.

Dagegen machen wir uns nun die Moreau-Yosida-Regularisierung klar.

Abbildung 3.2: Die Regularisierung F} (z).

Man sieht, dass die Regularisierung im Gegensatz zu der Ausgangsfunktion
iberall differenzierbar ist.

Das eindeutige Minimum liegt bei beiden Funktionen in x* = 0.



Kapitel 4

Das Biindel-Konzept

Mit Kapitel 2 und 3 wurden die Grundlagen iiber die Eigenschaften unse-
rer Zielfunktion und {iber ihre Regularisierung gelegt. Wir kénnen uns nun
langsam dem Algorithmus zuwenden. Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zu
finden, mit dem man das Minimum der Zielfunktion beziehungsweise der Re-
gularisierung erhélt. Somit wére die uns gestellte Aufgabe gelost. Bevor wir
uns damit im n#chsten Kapitel genauer beschéftigen, fithren wir hier zuerst
die Biindel-Idee ein, um den spéteren Algorithmus zu vereinfachen. Man kann
sowohl die Regularisierung Fj; als auch V F); meist nicht exakt berechnen,
da man fiir die Berechnung von Fj,(z) und VFy(z) bei gegebenem = € R”
wieder ein Minimierungsproblem 16sen muss. Dieses enthélt die Zielfunktion
f, wofiir wir gerade eine Alternative suchen. Die beiden Funktionen Fj; und
V F); werden aber bekanntlich im Algorithmus eine wichtige Rolle spielen.
Daher ist die Idee, die beiden Funktionen anzunidhern und mit diesen Appro-
ximationen weiterzuarbeiten. Dies soll in diesem Kapitel beschrieben werden.
Dazu wird zuerst die Idee erklart und danach in einem Biindel-Algorithmus
umgesetzt. Dieser wird dann genauer analysiert.

4.1 Die Biindel-Idee

Nun werden die Approximationen fiir Fi; und V F); hergeleitet. Fiir z, y € R”
sei hierzu d := y — x. Man erhélt fiir Fy,

Fu(z) = min {f(x +d) + %dTMd} :

dER™
Nun approximieren wir f(z + d) durch
max {f(u')+zL(z+d—u')},
i=1,0j

wobei {u'} eine Folge ist, auf die spiter noch genauer eingegangen werden
soll und z, € 9f(u'). Da f konvex ist, haben wir aus der Definition der
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Subgradienten

flz+d) > max {f(u')+2L(x+d—u")}.

i=1,...,5

Wir wollen nun ein einfaches, aber in dieser Arbeit noch héiufig verwendetes
Lemma angeben.

Lemma 4.1 Seien v € R* und u',z,; € R* mit z,; € Of(u'),i = 1,...,5
gegeben. Wir definieren die Funktionen

Fl(z):= min{ max {f(u')+zL(z+d—u')} + %dTMd},

dER™ | i=1,...,]

und

B () = (o + @ (@) + 5 () M (),

wobei d’(z) die Lisung des Minimierungsproblemes ist, welches man fir die
Berechnung des Funktionswertes von Fj (x) an der Stelle x zu ldsen hat.
Dann gilt:

o Fl (z) < Fylz) < Fl,(x) und

o Fy(x) = F!, () genau dann, wenn x + d’(z) = p(x) gilt,
wobei p(x) die Losung der Minimierungsaufgabe
(Pr.a) Minimiere  fua(y) = f(y) + 3lly —2l};, y€R
15t.

Beweis: Die erste Ungleichung folgt aus der Konvexitéit von f. Da p(z) die
eindeutige Losung von (Py,) ist, folgt auch die zweite Ungleichung. Daher
gilt Gleichheit genau dann, wenn x + d’(z) = p(z) gilt.

O

Hiermit haben wir also eine untere und eine obere Schranke fiir 'y und eine
Annéherung an p(z) durch @ + &’ (z) gefunden. Wir definieren die Differenz
durch

é(x) = Fyy(2) - Fij(a).
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4.2 Der Biindel-Algorithmus

In Form eines Algorithmus lassen sich unsere Uberlegungen wie folgt auf-
schreiben:

e Setze u' := x, mit einem Startwert € R" und wihle z,1 € df(u').
e Fiirj=1,2,...:

— Berechne die Losung d’(z) von

_ . . 1
Min.  f},,(z+d) := 1ax_ {f(u)+zL(x+d—u)} + §||d||?v,,

=1,
deR".
— Berechne
Fl(@) = flra(e+d(2))
L , 1 ,
Fu(@) = [z +d @)+l @)l
é(z) = Fi(z)—Fi(z).

— Setze w/t! := x + d’(x), wihle z,+1 € df(u/*!) und beginne den
Algorithmus erneut.

Der Vorteil dieses Algorithmus ist, dass nun ein quadratisches Programm
gelost werden kann, was unseren eigentlichen Algorithmus im néchsten Ka-
pitel vereinfacht. Eine Abbruchbedingung wollen wir erst nach den n#chsten
beiden Lemmata angeben. Den Beweis des néchsten Lemmas iibernehmen
wir in dhnlicher Form von Proposition 3 aus [4].

Lemma 4.2 Die Bezeichnungen seien wie im Unteralgorithmus beschrieben.
Dann erhalten wir:

1. lim Fi (z) = Fy(z),

j—o0
2. lim d’(x) = p(x) — z, wobei p(x) die eindeutige Lisung der in Satz 3.1
j—o00

formulierten Minimierungsaufgabe (P ) ist,

3. lim Fi,(z) = Fy(x).

J—00

Insgesamt gilt daher
e(x) — 0 fiir j — oo.
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Beweis: Im Beweis gehen wir auf die im Unteralgorithmus festgelegten
Funktionen zuriick. Dabei sind fiir x, d, u’, z,; € R® mit 2, € df(u’)

Flrala +d) == max {7(u)+ 2L (o +d =)} + 5l

t=1,...,7

und .
frra(@ +d) == f(x+d) + 54l

definiert. Wir zeigen zuerst, dass f]@’x(uj“) fiir j — oo gegen fis.(u*) kon-
vergiert, wobei die Funktion fzij in w/*! und die Funktion fj;, in u* ihr
eindeutiges Minimum annimmt. Daraus wiirde der erste Punkt folgen.
Dazu betrachten wir die beiden Funktionen genauer. Es gilt

y (1 .. (2)
firalr+d) < fil (@4 d) < fugele+d) fiir alle j und d,

da f konvex ist, also f(z + d) > max;—1, ;1 {f(u') + 25 (z +d — ')} fiir
2y € Of (u') gilt.
Insbesondere gilt daher auch

—

o N R y @
Frra (@) < Rra (@) < fra(@?) < B < fara(u),

woraus
v]{}:;(uj“) - ffw’x(uj“) B0 i j — o0

folgt. Aus Satz 3.1 wissen wir, dass fy, gleichméiflig konvex ist. Aus dem

selben Grund ist auch f]]\M gleichméBig konvex und es gilt

Frra (™2 4 (L= 0w <t f (%) + (L= ) ffy 0 (w7
1 , ,
— St = O — w3,
fiir alle ¢ € (0, 1]. Nach Division durch ¢ und anschlieendem Grenziibergang

t — 0+ folgt wegen der in Kapitel 2.1 beschriebenen Beziehung zwischen
Richtungsableitung und Subgradienten

Fhra(@ ! + 8@ =) = ()

t

Fhralw) > flya (et +
1 . .
5 (1= 1) a2 — B,

o ) - . . . 1 ) )
= Fleal ) Bl = ) 2 =

< ) ) ) 1 , ,
> frra(W) 2 (07 = 0T+ Sl — WG,
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fiir alle 2,11 € 8f]{;[’z(uj+1). Da die Funktion f]]\M in u/*! ihr eindeutiges
Minimum annimmt, gilt

oy , oy , 1, . ,
Fara @) 2 fora (@) + Sl =T,
Wegen (1) und (5) haben wir daher auch
< ) 1 ) )
(W) = Rra (@) > 5w’ = w5, — 0 fiir j — oo,

und insbesondere
1w — i) 0 fir j — oo

Andererseits bekommen wir fiir alle j und z,; € df(u?) aus der Definition
i iy @ g TG4l gy o Ly 2
Jang (W) 2 f(W) 4 2 (0 = o) 4 Sflu?™ =l

Nach (4), (7) und der Definition von fs,(u’) haben wir fiir alle j

frua(®) > fi (@)
> ()4 0 ) 4 S~
. 1 1.
= Fara () 20— ) 4 Ll — L —
= me(U]) (uj+1 uj) + (éu]"i'l 4 %Uj _ 1‘)TM(Uj+1 N uj)
> fura(u’) — (||M( W g — )|+ [2wll) [l = )
Wir bekommen aus (6) und der gerade hergeleiteten Ungleichung

Fara(u?) > limsup far (7).
J—00
Da das Minimum der Funktion fy;, eindeutig ist, gilt aber auch fy;,(u*) <
farz(u?) fiir alle j. Daraus erhalten wir die Konvergenz von fur.(u’) gegen
farz(u*), denn sowohl die Folge {u’} als auch die Folge {z,; } ist beschriinkt.
Erstere, da die Folge {u/} in L, := {y € R"|fjm(y) < fue(u*)} enthalten
ist und da L, wegen der gleichméfligen Konvexitit von fzjqu; kompakt ist
(siehe Beweis von Satz 2.2) und letztere, da der folgende Satz gilt:

e Sei {u’} eine Folge und 2,; € df(u’). Dann folgt aus der Beschriinktheit
der {u’/} die Beschrinktheit der {z,;}.

Denn fiir jedes h € R" ist G(h) := sup,cy f'(v/; h) < oo, da wir aus Kapi-
tel 2.1 wissen, dass f'(u’; h) < f(u’ + h) — f(u?) ist, wobei die Folge {u’}
beschrinkt und f stetig ist. Weiterhin wissen wir auch aus Kapitel 2.1, dass
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f'(v/; h) fiir alle w/,h € R® immer existiert und konvex ist und daher die
Abbildung G : R* — R ebenfalls als das Supremum von konvexen Funktio-
nen wieder konvex ist (siehe z.B. S.35 in [16]), also insbesondere auch stetig.
Dabher ist

G = mﬁ_)i G(h) < 0.

Fiir alle 7 mit z,; # 0 ist

|2 || :zfj|z“j < max T2 = f <uj' “ul ) <p

2|l ~ zeasu) Nz lzw

und insbesondere ist daher {z,; } beschrénkt.
Aus der gleichméfiigen Konvexitét folgt — wie oben im Beweis beschrieben —

, R
vz (W) > fara(u®) + §||U] —u* )3

Nun haben wir
lwf — ul| P o,

womit schon die zweite Behauptung bewiesen ist. Schliellich gilt
Flra (W) — fara(u®),
da wegen (7), (8) und der Stetigkeit von f
i F (00 2 tim () 00 = )+ =l
j—o0 ’ J—=0 2
* 1 *
= Fl) + gl — 2l
= faa(u’)

gilt, aber nach (4) fi; (W) < fara(u) ist.

Wir zeigen als néichstes die dritte Behauptung.

Diese folgt aber sofort aus (8) und der Stetigkeit von f . Schlie§lich folgt aus
der Definition von €/(x) auch die letzte Behauptung des Lemmas.

O

Dieses Lemma zeigt, dass sowohl die untere als auch die obere Schranke von
Fyr gegen Fyy konvergiert. Im nédchsten Lemma wollen wir eine geeignete
Abschétzung fiir VF), finden.

Lemma 4.3 Flir alle j und fiir alle x € R gilt

o [[VEy(z) + Md ()]s = |Ip(x) = (z + d ()]s < /267 ()
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o [|VFEu(x) + Md ()] < /26 (z) | M].

Beweis: Wir wissen, wie schon im letzten Beweis beschrieben, dass

1
farz(u) > fM,I(w)—i—zT(u—w)—l—E||u—w||§\4 fiir alle u,w € R", 2 € 0 fp.(w)

gilt und dass 0 € dfar.(p(z)). Mit u =z + d’(z), w = p(x) und z = 0 haben
wir

. 1 ,
fra(@ + d(2)) 2 fura(p(2)) + S llo +d'(z) — p(x)|3r,
also insbesondere

~

Fiu(w) > Fu(a) + glle + d(x) — p(@)]l3

Jetzt lasst sich der erste Teil des Lemmas beweisen durch

IVFyv(2) + Md (2) a2 = [|M

mit Hilfe von Lemma 4.1 und der Definition von ¢/(z). Der zweite Teil folgt
direkt aus

IV Fu(x) + Mdj('x)H2

|M(p(@) -2 — & (@)

(M (@)~ 2 = () M (ME(p(a) - @ - ()
< N (M||M (p() = 2 — & ()|
|Mlllp(2) - 2 — & ()13

und dem ersten Teil, wobei Ay,q, (M) der grofite Eigenwert von M ist.
O

Da man den Gradienten VFy; = M(xz — p(z)) nicht exakt berechnen kann
— wie am Anfang des Kapitels beschrieben — versucht man diesen durch
—Md’(x) anzuniihern. Das Lemma lésst erkennen, dass die Genauigkeit von
¢/(x) bestimmt wird. Die Differenz €/(z) soll klein gehalten werden, damit
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eine moglichst genaue Anndherung sowohl an F); als auch an den Gradi-
enten VF), gewihrleistet werden kann. Ist die Differenz hinreichend klein,
so kann der Unteralgorithmus gestoppt werden. Dazu wollen wir eine geeig-
nete Abbruchbedingung formulieren. Im folgenden Biindel-Prozess wird ein
§(z) € Ryy eingefiihrt, welches als eine obere Schranke den Wert von € (x)
bestimmen kann. Genauer soll die Ungleichung

() < 8(z) min{d (z)" Md’ (z), N} (%)

erfiillt sein, wobei N € R., gegeben ist und §(z) wihrend des gesamten
Biindel-Prozesses fest bleibt. Falls (x) nicht erfiillt ist, setzen wir u/*' :=
r+d’(x), ersetzen j durch j+ 1, 16sen das Minimierungsproblem in F‘]{jl und
testen (*) mit den neu erhaltenen d’*!(z) und €/*1(z). Genauer erhalten wir
den folgenden Unteralgorithmus beziehungsweise auch Biindel-Algorithmus
genannt:

e Setze u! := x, mit einem Startwert z € R" und wiihle 2,1 € 9f (u').
o Firj=1,2,...:

— Berechne die Losung d’(z) von

Min. f]]\M(:E +d) := max {f(u)+zL(x+d—u)} + %||d||?w,
deR".
— Berechne
Fy(2) = fl(z+d(2))
Ny . 1 )
Fy() = flz+d @)+l @)l
é(x) = Fi(x)—Fi(x).

— Falls €/ (z) < 6(z) min{d’(z)" Md’(z), N} erfiillt ist, dann setze
Fo(z) = Fl (), Fy(z) := Fl(2),d(z) :== &' (2), e(z) := € (x)
und beende den Algorithmus,

sonst setze w/T' = x + d’(x), wihle z,+1 € Of(v/T') und be-
ginne den Algorithmus erneut.

Das néichste Lemma zeigt, dass dieser Algorithmus nach einer endlichen An-
zahl von Schritten abbricht.
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Lemma 4.4 Falls f nicht durch x minimiert wird, bricht nach einer endli-
chen Anzahl von Schritten der Biindel-Algorithmus mit einer Lésung d’(x)
ab, so dass (%) erfillt wird.

Beweis: Wir nehmen an, der Biindel-Algorithmus breche nicht ab. Dann
konvergiert fiir j — oc nach Lemma 4.2 €/ () gegen 0. Daher konvergiert nach
Lemma 4.3 auch | Md’(z) + VFy(z)|| gegen 0. Da x keine optimale Losung
ist, gilt VFy(x) # 0, also existiert ein 6§y € Rsg, so dass || Md’(x)| > & fiir
alle hinreichend groflen j gilt. Da

& (2)"Md (z) = (Mdj(x))TMflMdﬂ'(x)
> Apin(M7H)||Md ()|

1 :
- - 7 (2)]|2
g M )]
1 )
= GrlMe@I
L

ist, wobei Apez (M) der grofite Eigenwert von M und Ay, (M 1) der kleinste
Eigenwert von M ! ist und da (%) nicht erfiillt wird, gilt

¢/ (x) > §(z) min { ”ii”,N}

fiir alle hinreichend groflen j. Da ¢(x) wéihrend des gesamten Biindel-Prozesses
fest bleibt ist dies aber ein Widerspruch zu €’ (z) — 0 fiir j — oo und damit
ist das Lemma bewiesen.

O

Dieses Lemma ist wesentlich fiir den Algorithmus, der im néchsten Kapitel
beschrieben wird.
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Kapitel 5

Der Algorithmus

In diesem Kapitel kommen wir zu dem Algorithmus, der unsere ,Ersatz-
Optimierungsaufgabe*

(P) Minimiere  Fy(z) := min {f(y) + 3lly — z[|3,}. =z €R"
yeR?

16st und damit auch unser eigentliches Problem (P). Der Algorithmus soll zu-
erst nur angegeben werden; danach werden die einzelnen Schritte erklirt be-
ziehungsweise ihre Wohldefiniertheit gezeigt. Den allgemeinen Aufbau kann
man zum Beispiel auch in [20] nachlesen (ab S.195), wo man ebenfalls Infor-
mationen zu der hier in abgewandelter Form verwendeten Armijo-Schrittweite
findet (ab S.166). Der in [20] beschriebene Algorithmus fiir differenzierbare
Funktionen l#sst sich auch fiir unseren Fall {ibertragen. Auch hier werden
wir durch die Berechnung der Abstiegsrichtung, durch die Berechnung der
Schrittweite und durch die Wahl des Matrix-Updates das Verfahren festlegen.
Wie in den vorherigen Kapiteln beschrieben, wird aber die Moreau-Yosida-
Regularisierung Fj; durch ihre Schranken Fyr und Fy und der Gradient
VFy durch —Md ersetzt. Die Genauigkeit der Abschiatzungen wird durch
den Biindel-Prozess festgelegt.

5.1 Der Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus

Wir verwenden die Notationen ¢ := €(zy), di, := d(zx) und so weiter.

Schritt 0 (Initialisierung). Seien o,p und N € Ry mit 0 < 1 und
p < 1. Weiterhin sei {d;} eine Folge positiver Zahlen mit der Eigenschaft

oo O < 00. Sel zg € R” ein Startwert und By € R"*™ eine symmetrische,
positiv definite Matrix. Setze k£ := 0 und finde dy und ¢y, wie im letzten
Kapitel beschrieben mit

€0 S 60 mln{dgMdo, N},
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wobei der Biindel-Prozess mit j = 1 und u! = z, gestartet werden kann.
Schritt 1 (Berechnung einer Abstiegsrichtung). Falls ||[Mdy| = 0 ist,
dann stoppe mit der optimalen Losung z;. Ansonsten berechne

S = Bk_lMdk

Schritt 2 (Berechnung der Schrittweite). Starte mit m = 0 und wéhle
1 als die kleinste ganze nichtnegative Zahl m mit

Fu(ap + p™si) < Far(ay) — op™sy My,

wobei R ]
Far(@r + p"si) — Fa(og + p™ si)

< 041 min{d(xy + pmsk)TMd(xk +p"si), N}

erfiilllt sein soll. Setze 73, := p'* und X1 = T + TSk

Schritt 3 (Berechnung der Matrix). Berechne eine symmetrische, posi-
tiv definite Matrix By € R"™" durch eine sogenannte Update-Formel. Setze
k =k + 1 und gehe zu Schritt 1.

Falls eine Losung existiert, so soll dieser Algorithmus entweder mit einer
Losung abbrechen oder eine Folge konstruieren, die gegen eine Losung kon-
vergiert. Um dies zu kldren, betrachten wir den Aufbau genauer. Die einzel-
nen Schritte sollen etwas erklart und die Durchfiihrbarkeit des Algorithmus
gezeigt werden.

Falls in Schritt 1 || Mdy|| = 0 ist, dann folgt, dass ||dk|| = 0 ist und aus

dass €; = 0 ist. Nun erhalten wir aus Lemma 4.3, dass dann auch V Fy,(xy) =
0 gilt, also ist x; eine optimale Losung und der Algorithmus bricht an dieser
Stelle ab.

Bei s, handelt es sich offensichtlich um eine Abstiegsrichtung beziiglich des
angeniherten Gradienten. Denn ist ||dg|| # 0 und By positiv definit, so ist
(—Mdk)TSk = —(Mdk)TBgl(Mdk) < 0.

In Schritt 2 berechnen wir als Erstes ein d(zy + p™sk), wobei wir schon aus
Lemma 4.4 wissen, falls z; + p™s, nicht f minimiert, dass wir nach einer
endlichen Anzahl von Schritten ein solches d(zy + p™s) finden, so dass (x)
erfiillt wird. Danach wird die obere Ungleichung iiberpriift. Falls diese nicht
erfiillt wird, erhhen wir m um 1 und wiederholen den Vorgang mit einem
neuen x, + p"sy. Diese Form zur Berechnung der Armijo-Schrittweite wird
auch mit backtracking line search bezeichnet. Falls z; 4+ p™s; schon eine op-
timale Losung sein sollte, kann es sein, dass der Biindel-Algorithmus nicht
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terminiert. Wir setzen hier aber voraus, dass diese Situation nicht eintritt.
Um die Wohldefiniertheit von i, zu zeigen, beweisen wir das néchste Lemma.

Lemma 5.1 Falls f nicht durch x;, minimiert wird, existiert ein 7, > 0
mit ] R
FM(:ck + TSk) S FM(QTk) — O'TSgMdk
fir alle T € (0, 7|, wobei
Fa(a, + 7s5) — Fap(zp + 755) < 0 min{d(zy + 755)" Md(xy, + 755), N}

erfillt sein soll.

Beweis: Da f nicht durch z; minimiert wird, existiert eine positive Zahl
7r > 0, so dass fiir alle 7 € (0, 7] ebenso x + 7s; nicht f minimiert. Daher
kann man nach Lemma 4.4 ein d(z; + 7s;) fiir alle 7 € (0, 7] finden. Nun
betrachten wir zwei Falle.

Im ersten Fall sei Fis(z) = Fy(xi). Dann folgt zj, + d(z) = p(xy) aus
Lemma 4.1 und

—Md(zy) = M(xp — xp — d(xg)) = M(z, — p(xr)) = VFy(z4).
Da xj, keine Losung ist, erhédlt man aus der Wahl der Abstiegsrichtung, dass
—sp Mdy = s{ VFy(z;) <0

ist. Da F; eine stetig differenzierbare Funktion und o < 1 ist, existiert eine
Zahl 7, > 0 (73, < 7%), so dass fiir alle 7 € (0, 7]

Fuv(zy + 75) < Far(ag) + o7sp V()

gilt. Mit Lemma 4.1 folgt so die Behauptung.
Im zweiten Fall sei Fys(zx) > Fu(zg). Aus Stetigkeitsgriinden existiert ein
T, > 0 mit

Fuy(zg + 7s;) < F_’M(:rk) —orst Mdy, fiir alle 7 € (0, 7).
Wegen Fu(wy + 7s1) < Far(zy + 7s) folgt die Behauptung.
O

In Schritt 3 ldsst sich die Matrix By durch eine sogenannte Update-Formel
berechnen. Eine wichtige Klasse hierbei ist die Broyden-Klasse, auf die aber
erst in Kapitel 7 eingegangen werden soll. Daher gilt der néchste Konver-
genzsatz unabhingig von dem Verfahren zur Berechnung der Matrix By, .

Insgesamt haben wir gezeigt, dass der Algorithmus wohldefiniert ist. Falls
dieser abbricht, dann bekommen wir eine optimale Losung. Falls er nicht ab-
bricht, so sagen die néchsten Kapitel etwas iiber die Konvergenz der Folge
{zr} gegen eine Losung x* aus, falls eine existiert.
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Kapitel 6

Ein erster Konvergenzsatz

Wir wollen einen ersten Konvergenzsatz beweisen. Da wir diesen noch un-
abhingig von dem Matrix-Update herleiten, handelt es sich lediglich um einen
sehr schwachen Konvergenzsatz.

Um eine gute Approximation fiir die Moreau-Yosida-Regularisierung und fiir
ihren Gradienten zu sichern, haben wir in Kapitel 4 ein 6(z) eingefiihrt. Fiir
den Algorithmus in Kapitel 5 wurde vorausgesetzt, dass > ;- ,dp < oo ist.
Also existiert eine Konstante C' > 0 mit

i 6 < C.
k=0

Diese Feststellung und eine Aussage aus der Analysis benétigen wir fiir den
Beweis der globalen Konvergenz.

6.1 Ein allgemeiner Konvergenzsatz

Lemma 6.1 Sei {a;} eine beschrinkte Folge in R, ferner existiere eine Fol-
ge {vk} nichtnegativer Zahlen mit >~ v, < 00 und ap+1 < ay, + Yy fir alle
k. Dann konvergiert die Folge {ay}.

Beweis: Wir definieren uns eine Folge {b;} durch

k—1
bk = ap — Z"}/J
j=0

Um zu zeigen, dass diese Folge konvergiert, weisen wir Monotonie und Be-
schréanktheit nach. Wir betrachten

k-1

k
bk+1—bk:ak+1—Z’Yj—ak-i‘zwzakﬂ—ak—% <0
§=0 J=0
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und daher ist die Folge monoton fallend. Die Beschrianktheit folgt aus

k-1 k-1
e = |k — > | < larl + D | <0,
=0 =0

wobei b > 0 eine Konstante ist. Insgesamt konvergiert die Folge {b;}. Wegen
ar = by + Z;:é 7v; und der Konvergenz von {Z;:é 7;} folgt die Konvergenz
von {ay}.

O
Nun folgt der Satz iiber globale Konvergenz.

Satz 6.2 Wir betrachten die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Wir
nehmen an, die Zielfunktion f sei von unten beschrinkt und es existieren
zwei Konstanten ¢y, co € Rsq, so dass fiir die in Schritt 3 des Quasi-Newton-
Biindel-Algorithmus berechnete Folge {By} einmal ||Bg| < ¢ und auch
|B, || < ¢y fiir alle k gilt. Bricht das Verfahren micht vorzeitig mit einer
Losung x* ab, so wird f durch jeden Hiufungspunkt von der aus dem Algo-
rithmus gelieferten Folge {x;} minimiert.

Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren breche nicht ab. Wir wollen zei-
gen, dass der Gradient der Moreau-Yosida-Regularisierung V F; bei jedem
Héaufungspunkt verschwindet. Dafiir betrachten wir das Konvergenzverhalten
der Folge {V Fy(xy)} genauer. Wir analysieren aber zuerst das Konvergenz-
verhalten von der Folge { Fjs(zx)} und schlieen dann auf das des Gradienten.
Da nach Voraussetzung f von unten beschrinkt ist, ist ebenfalls die Folge
{Fu(x)} von unten beschrinkt. Sie ist auch von oben beschrinkt, denn mit
Lemma 4.1 und dem Algorithmus erhalten wir fiir £ > 0

P (2he1)
1) + N5k+1

— 0p' st Mdy, + Nbjiq

— op™ (Md)" B, *Mdy, + N6

VAR VAN VAN
e
g
=
Eal

Il
§j>

Fu(zo) + N(6o + 61) + ... + N (0 + Sg11)

VAN VAN VAN VAN VARSI VANRI VAN
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Die Konvergenz der Folge {Fy/(zy)} erhalten wir nun aus der gerade her-
geleiteten Abschdtzung und Lemma 6.1, da Fy(xry1) < Fa(ze) + v, gilt,
wobei g 1= N(d; + dg41) eine Folge positiver Zahlen mit Y po 7, < o0
ist. Aus obigem Lemma haben wir dann die Konvergenz von {Fj;(x;)} und
konnen ein Fj; durch Fy; := limy_ o Fi(xy) definieren. Da eine notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass die Folgenglieder gegen
null gehen, gilt {05} — 0. Dann muss auch {¢;,} — 0 gelten und daher ist

k—oo k—oo k—o0
Die Berechnung der Schrittweite liefert
FM(QTk + TkSk) S FM(SC]C) — O'TkSgMdk.
Da o151 Mdy, > 0 ist, muss
lim TksfMdk =0
k—00
gelten. Mit s; := B, ' Mdj gilt

TkS{Mdk

Tk(Mdk)TBk_lMdk

ThAmin ( By, ') | M d |
b
)‘mam(Bk)

1
T || M dy||?
Tl

Y

[Mdy]*

Tk

1
> m—||Mdg|?,
C1

wobei A (B; ') der kleinste Eigenwert von B; ' und Apaq(By) der groBte
Eigenwert von By ist. Dies impliziert, dass

lim 7 || Mdg||* = 0
k—o00

ist. Sei x* ein Haufungspunkt von {x;} und sei {z4}rcx eine Teilfolge, die
gegen x* konvergiert. Aus Lemma 4.3 und der Stetigkeit von V F); erhalten
wir

lim —Md, = lim VFy(zg) = VEy(z").

k—oo,keK k—o0,k€K

Jetzt werden zwei Félle unterschieden.
Im ersten Fall sei liminfy_ . yex 7 > 0. Dann haben wir aus den beiden
letzten Grenzwerten sofort das Ergebnis
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Im zweiten Fall sei lim infy_, « yex 7% = 0. Dieser Fall ist etwas komplizierter.
Dafiir nehmen wir , wenn nétig, eine Teilfolge, so dass wir 7, — 0 fiir k£ €
K,k — oo erhalten. Wir bekommen aus dem Schritt 2 des Algorithmus die
Abschéatzung bei einem Nichtabbruch

oz + plsy) > Far(ag) — op st My,
wobei p*~! = 75 /p ist und nach Lemma 4.1
Far(zg + % tsp) > Far(ay) — op™ sk Mdy,

also auch -
For(z + 0% 'si) — Far(g)

pin 1
Da limy o0 ke x —Mdy, = VFy(2*) ist, ist {Mdy }rer beschrénkt. Zusammen
mit der Voraussetzung, dass | B, || < ¢, ist, muss auch {s;}rex beschrinkt
sein, also konnen wir, wenn nétig, eine Teilfolge wihlen, so dass

> —o0s; Mdy,.  (x%)

lim s, =3s"
k—o0,keK

gilt. Da {p* ' }rex — 0 gilt, erhélt man, indem man den Grenzwert auf (xx)
anwendet

(s)'VFy(2*) > o(s*) 'V Ey(z%).
Andererseits erhalten wir auch

—sF'Md, = —si Bysy

S _)‘mzn(Bk)HSkH2

|

|
w
=
o

IN
|
i
w
il
T

und indem man den Grenzwert anwendet
(") T Fi(a) <~ 5"
Co
was zusammen mit dem vorherigen Ergebnis
(s*)'VFy(2*) =0und s* =0
liefert. Da

lim s, = lim (B;'Mdy) =0

k—o00,keK k—o0,keK
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ist und
lim —Mdk = VFM(x*),

k—oo,ke K

ergibt dies zusammen mit den Voraussetzungen an {B, '}
und damit ist der Konvergenzsatz bewiesen.

O

Es wurde eine Methode zum Ld&sen einer nichtdifferenzierbaren, konvexen
Optimierungsaufgabe beschrieben, wobei die Moreau-Yosida-Regularisierung
Fy und ihr Gradient V F}); anndhernd berechnet wurden. Bis hierhin wurde
lediglich ein sehr schwacher Konvergenzsatz angegeben. Dieser besagt, dass
falls Haufungspunkte existieren, jeder Haufungspunkt der erzeugten Folge
Losung der Optimierungsaufgabe (P) ist. Die nichsten Kapitel beschéftigen
sich mit der Frage, ob sich nicht noch ein besserer Konvergenzsatz finden
ldsst.
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Kapitel 7

Das Update

Bei dem Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus aus Kapitel 5 wird in Schritt 3
von der Berechnung der Matrix durch eine sogenannte Update-Formel gespro-
chen. Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt nun genauer beschéftigen.

7.1 Das BFGS-Verfahren

Ein Quasi-Newton-Verfahren ist nicht nur durch die Wahl der Schrittweiten-
strategie, sondern insbesondere auch durch die Update-Formel festgelegt. Das
Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dass anstelle der exakten Hesse-Matrix
der zu minimierenden Funktion eine geeignete Approximation an diese ver-
wendet wird. Wie man am besten die neue symmetrische und positiv defi-
nite Matrix berechnet, ist nicht eindeutig zu beantworten. Wir wollen hier
auf einen Vertreter der Broyden-Klasse eingehen, ndmlich auf das BFGS-
Verfahren von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno (siehe auch ab S.195
in [20]). Dies ldsst sich auf glatte, nicht zu hochdimensionale unrestringier-
te Optimierungsaufgaben anwenden, bei denen neben der Zielfunktion auch
der Gradient zur Verfiigung steht. Dieses Verfahren stellte sich in der nume-
rischen Praxis als die erfolgreichste aller Quasi-Newton-Formeln heraus. Wir
definieren die Vektoren Ax; und Ay, durch

Axp =21 —xp und Ay := —Mdy 1 + Mdy.

Auch in diesem Kapitel nehmen wir statt des eigentlichen Gradienten der
Moreau-Yosida-Regularisierung VFy(z) = M(x — p(z)) die Anndherung
—Md(zx) an diesen. Urspriinglich wihlte man Ay als die Differenz der Gra-
dienten an den Stellen zj,; und x;. Wir verwenden auch hierbei die Annéhe-
rung. Nun l&sst sich unsere neue Matrix By, aus

B = BFGS(B;, Az, A = B, —
k+1 (k; Tk, yk) k AxkaAxk Afoyk
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berechnen. Diese Formel mit Ay, := VFy(2511) — VEy(2x) entdeckten die
vier Autoren praktisch zeitgleich und unabhéngig voneinander, so dass diese
Formel auch auf vier unterschiedlichen Wegen hergeleitet wurde. Ausgegan-
gen ist man von der Erfiilllung der Quasi-Newton Gleichung

By Az = Ay,

beziehungsweise auch Sekantengleichung genannt. Hier verweisen wir aber
auf [20] und [6]. Dort findet man auch die folgende wichtige Vererbung:

e Falls Bj, symmetrisch und positiv definit ist und Azf Ay, > 0 gilt,
dann ist die neue Matrix By, := BFGS(By, Axy, Ay) ebenfalls sym-
metrisch und positiv definit.

Diese Eigenschaft lisst sich von dem urspriinglichen BFGS-Update auch fiir
unseren Fall iibernehmen.

Wie genau und wann ein BFGS-Update vorgenommen wird, soll jeweils vor
den nichsten beiden Konvergenzsétzen kurz beschrieben werden.



Kapitel 8

Weitere Konvergenzsiatze

Wie schon in der Einleitung angekiindigt, wird in diesem Kapitel nun globale
und superlineare Konvergenz nachgewiesen. Um uns eine Losung zu sichern,
setzen wir fiir unsere Zielfunktion f gleichméflige Konvexitdt voraus. Damit
ldsst sich Satz 2.2 anwenden und wir haben eine eindeutige Losung fiir unser
Minimierungsproblem. Da wir aber nun ein ,,Ersatzproblem*

(P) Minimiere  Fy(z) := min {f(y) + 3|y — z/|3,}, =z €R"
yeRrR?

betrachten, wollen wir im néichsten Satz zeigen, dass aus der gleichméfligen
Konvexitit der Zielfunktion auch die gleichméflige Konvexitéit der Moreau-
Yosida-Regularisierung folgt. Den Beweis haben wir aus [21].

Satz 8.1 Ist f gleichmdfsig konvez, so ist auch die Moreau-Yosida-Regulari-
Sterung

Futo) += win { 1) + 5l = o1}

yeR”

gleichmdf$ig konvex.

Beweis: Wir konnen Fj(x) als
1 2
Fu(a) = f(pla)) + & (@) — =3
schreiben, wobei p(z) die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe

L 1 n
Minimiere  far(y) = f(y) + 5/l = x5, y€ER

ist (sieche Kapitel 3). Aus der gleichméfiigen Konvexitét folgt nach Division
durch ¢ und anschlieBendem Grenziibergang ¢ — 0+

P+ F o)y - pla)) < ) o)
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fiir alle y € R™ mit einer positiven Konstanten «. Da wir aus Kapitel 2.1
wissen, dass 27 (y—p(z)) < f'(p(z);y—p(z)) fiir 2 € Of (p(x)) gilt, bekommen
wir wegen M (xz — p(z)) € Of (p(x))

%Ily —p(@)|I3 + (M(z — p(2))"(y — p(x) < f(y) — f(p(x))

fiir alle y € R". Fiir beliebige z, w € R" ist nun

Furw) = min { £(5) + 511y - wll3 )

> min { /(p(@) + Gy~ p@)} + (M~ p())" (s~ plx)
1 2
+5lly = wi }
= J@) + min {Slly = p@)Is + (M@ = p(@)" (v~ p(a))
1 2
5y — w3}
= Fula) = 5llote) = ol + 5 ayalle = ol
g (e = o) = 2) + 3 o) - 0 -
= Pula) = 5lple) = alfs + gyl =
b (M@ = p(@)) (w = 2) + 5 e) — wl
1 T 1 2
o (M) = 1) (0 = )+ s o = sy
= Pula) = 5lote) = alfs+ 5 lo(o) = w0l = sl = ol
= Pula) + V(o) (w —2) = Oz = )T —)
=3 lpte) = ol + p(a) — iy = g o =
= Fu(z) + VFy(2) (w - z) + ﬁnw — )2,

Da M positiv definit ist, konnten wir das Minimum von minycrn{$||y —
p(@)[3 + (M(x — p(2)))"(y — p(x)) + 3lly — w|l},} bilden und erhalten y =
(14 a)p(z) — x +w)/(1+ a). Insgesamt ist

Far(w) > Far(z) + VFy ()T (w — 2) + —2

2(1 + )
fiir alle z, w € R", woraus nach Lemma 2.1 die gleichméflige Konvexitét folgt.
O

lw =zl
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Die Riickrichtung dieses Satzes gilt ebenfalls. Einen Beweis findet man zum
Beispiel auch in [11].

8.1 Globale Konvergenz

In diesem Kapitel mochten wir R-lineare Konvergenz der aus dem Quasi-
Newton-Biindel-Algorithmus entstandenen Folge {z;} gegen die Losung x*
nachweisen. Das heifit, es existiert eine Konstante ¢ > 0 und ein ¢ € (0, 1)
mit

|l = 2*|| < eq®

fiir alle k.

Wir wollen zuerst ein Lemma beweisen, in dem eine Art Semi-Effizienz unse-
rer Schrittweite gezeigt wird. Dabei heifit fiir eine differenzierbare Funktion
F eine Schrittweite semi-effizient, wenn eine von x; und der Richtung si
unabhéngige Konstante 7 > 0 mit

F(zy) — F(xg + 7xsp) > 7 min

—VF ()" s, (LF("T’“)TS'“H

ienl

fiir alle £ > 0 existiert. Es wird die Verminderung der Funktion F, verursacht
durch die Armijo-Schrittweite, nach unten abgeschitzt. Diese Ungleichung
stellte sich schon als fundamental bei der Konvergenzanalyse heraus (siche
z.B. ab S.168 in [20]). Deshalb wollen wir eine solche Beziehung auch fiir
unseren Fall beweisen. Auch hier nehmen wir sowohl fiir Fy, als auch fiir
V F); wieder ihre Approximationen.

Lemma 8.2 FEs existieren zwei positive Konstanten 1y, 1y, so dass entweder

. . sTMd,)?
Fu(og +mesk) <0 Fu(ag) — 771%
m sy (VEy(xg) + Mdy)(s) Mdy)
l-o [ sr]|?

oder

FM(QTk +Tk5k) S FM(QTk) — ngSgMdk
fiir alle k > 0 gilt.

Beweis: Falls in Schritt 2 des Algorithmus die Ungleichung bei der Schritt-
weitenbestimmung

oz + p™sp) < Faglay) — op™st Mdy,



44 Kapitel 8. Weitere Konvergenzsitze

schon fiir m = 0 erfiillt ist, haben wir fiir 1, := o die zweite Behauptung. Fiir
ein m > 0 wihlen wir ¢, > 0 als die kleinste Zahl, bei der die Ungleichung
der Schrittweitenbestimmung erfiillt ist, das heifit fiir 7,/p = p'* ! ist sie es
noch nicht. Also gilt

Far(zp + (1i/p)sk) > Fur(zx) — o7/ p) sk My,
beziehungsweise nach Lemma 4.1

FM(QTk + (Tk/p)Sk) > FM(QTk) — O'(Tk/p)sfMdk.

Dann folgt aus dem Mittelwertsatz

(7e/p)sk V Far (i + 01/ p)si) > —o(7e/p)si Mdy,
wobei 6 € (0, 1) ist. Daraus folgt aus der Lipschitzstetigkeit von V Fy,
(/) (=05, Mdy, — 51,V Fay (wy))
< (m/p)si (VFu (g + 01/ p)s) — VFur(x))
< |[M[[(7i/p)sy (0(7s/p)sk)
< [[IMII((re/p)lIs]))?,
woraus sich die Abschétzung
SEN Fur(wg) + osf Mdy,
[M][1[ 51

fiir 7, ergibt. Verwendet man diese Abschétzung nun in der Ungleichung der
Schrittweitenbestimmung, so ergibt dies

; : L VFE T Mdy)(sTMd
Fu(zp + msg) < Fau(ag) + H/])\;H (5% V() 7|08|r2 k) (S k)‘
Sk

Daraus folgt fiir n; := po(1 — o)/||M|| die erste Behauptung.

T > —p

O

Bemerkung: Die Ahnlichkeit zu der Semi-Effizienz der Schrittweite wird
klar. Entweder gilt fiir alle £ > 0 und fiir von x; und der Richtung s; un-
abhingige Konstanten n;,n, > 0

. . <(Mdk)Tsk>2

FM(xk) - FM(ﬁk‘FTkSk)Z?h W

M (VFM(QTk) +Mdk)T5k(Mdk)T5k
1o [lsk[?

oder

A ~

FM(xk) — FM(:ck + TkSk) Z UQ(Mdk)TSk.



8.1 Globale Konvergenz 45

Bevor wir zu der globalen Konvergenz kommen, soll nur noch ein einfaches
Lemma aus der Analysis bewiesen werden.

Lemma 8.3 Gilt fiir eine nichinegative Folge {0k x>0, dass Y o, dp < 00

1st, dann gilt auch
o

[T +60) < oc.

k=0

Beweis: Wir wissen, dass 1 + d; < exp(dy) gilt. Da > 7, < oo ist,
existiert eine Konstante C' > 0 mit Y ;- d; < C. Daher gilt

o

H(l + ;) < Hexp(ék) = exp (Z 5k) < exp(C) < oo,

womit die Behauptung bewiesen ist.

O

Wir verwenden in unserem Algorithmus — wie in Kapitel 7 angekiindigt — fiir
Schritt 3 einen BFGS-Unteralgorithmus. Die BFGS-Unteralgorithmen zum
Nachweis der R-linearen Konvergenz und zum Nachweis der superlinearen
Konvergenz weichen leicht voneinander ab. Daher nennen wir den folgenden
den BFGS1-Unteralgorithmus und beschreiben ihn durch:

e Setze By := M, wobei bekanntlich M € R"*" eine symmetrische positiv
definite Matrix ist.

o Fiirk=0,1,...:

— Falls fiir gegebene Konstanten ¢3 € (0,00) und ¢4 € (0,1)

1Az | 2(V2€x + /2€141) < csAz) Ay (%)

und
2/| Ayglln (V2€r + /26k41) < cal Ayel? (o)

erfiillt sind, dann setze By := BFGS(By, Axy, Ayy),
sonst setze By, := M.

Dabei sind Az, := 231 — 2, Ayp := —Mdy 1 + Mdy und ¢, := FM(xk) —
Fy(ry). Was es mit diesen beiden Ungleichungen auf sich hat, wird im
nichsten Beweis klar. Auf jeden Fall ist durch die erste Ungleichung schon die
positive Definitheit der BFGS-Matrizen gesichert. Denn wir haben in Kapitel
7 beschrieben, dass Az} Ay, > 0 eine Bedingung fiir die positive Definitheit
der neuen Matrix ist. Da wir mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix
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M beginnen, ist durch die Ungleichung (x) in jedem Schritt eine neue sym-
metrische positiv definite Matrix gegeben. Diesen BFGS1-Unteralgorithmus
wollen wir in Schritt 3 fiir jede Iteration verwenden und nun analysieren, zu
welchen Konvergenzergebnissen man damit kommen kann.

Wie schon beschrieben geniigt es, gleichméflige Konvexitéit der Zielfunktion
vorauszusetzen und wir erhalten den Konvergenzsatz.

Satz 8.4 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Sei f
gleichmafig konvex auf einer kompakten Menge D, { By} eine Folge aus dem
BFGS1-Unteralgorithmus. Bricht der Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus
nicht vorzeitig mit einer Losung ab, dann konvergiert die daraus gelieferte
Folge {x} gegen die eindeutige Lisung x* R-linear.

Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren breche nicht ab. Fiir eine Losung
x* gilt also xy # * fiir alle £ > 0. Da F); nach Satz 8.1 auf einer kompakten
Menge D gleichmiflig konvex ist, existiert eine eindeutige Loésung. Unser
Ziel ist es, ||zx — 2*|| nach oben durch c¢* mit einer Konstanten ¢ > 0 und
q € (0,1) abzuschiitzen, um so R-lineare Konvergenz zu erhalten. Wegen der
gleichméBigen Konvexitéit und da VFy(x*) = 0 ist, gilt fiir alle £ > 0

(0%
Fu(e) = Fu(a®) = Sl — 2"

Daher kénnen wir auch Fy () — Fy(2*) abschédtzen und so das gewiinschte
Ergebnis erhalten.
Es sei eine Menge K definiert durch

K := {j € N| die Bedingungen (%) und (%*) sind fiir £ = j — 1 erfiillt}.
Die Elemente, die nicht in K liegen, sollen mit
ko = 0, kl, kg, ceey ki,

bezeichnet werden. Dies bedeutet, dass fiir alle j € K die neue Matrix By
durch ein BFGS-Update erzeugt wird und fiir alle anderen By, := M ge-
setzt wird.

Wir fithren den Beweis fiir eine endliche Menge K. Dies ist der allgemeinere
Teil. Wire K unendlich, so existiert ein k, so dass fiir alle k& > k immer ein
BFGS-Update vorgenommen wird. Dieser Fall wird indirekt hier mitbehan-
delt.

Wir beginnen den Beweis so, wie viele andere Konvergenzbeweise auch be-
ginnen, namlich mit einer Analyse der Hilfsfunktion

(By) := Spur(By,) — In(det(Bg)),

woraus sich wichtige Abschétzungen gewinnen lassen. Eingefiihrt wurde diese
Technik in einem Beweis von J. Nocedal und S. J. Wright [14] und seitdem
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oft verwendet. Es wird einem Beweis von R. H. Byrd und J. Nocedal (siche
[2]) gefolgt. Wir verwenden die Abkiirzungen Azy := zpy — xp, Ay =
—Mdyy 1 + Md und Ay := VFEy(2p41) — VFy(xy). Jetzt beginnen wir,
die Hilfsfunktion zu analysieren. Diese ist fiir alle symmetrischen und positiv
definiten Matrizen auch selbst positiv, da

Y(Br) = AP —In (H Ag’”) =3 P —ma)y >n >0
=1 =1

=1 >1

ist, wobei 0 < AR < ... < )\gk) die Eigenwerte der positiv definiten Matrix
By, sind. Auflerdem wissen wir, dass fiir BEFGS-Matrizen

B | [ Au?
Az} ByAx, Ayl Axy

e Spur(By;1) = Spur(By)

Ayl Azy,
det(B = det(By) ————
* e( k+1) e( k)A$£BkA$k
gilt (siehe S.197 in [20]). Damit erhalten wir
U(Bi1)
[BeAzg[® || Ayl Ay Az
=S By) — —In | det(By) —F=——
pur(By) Aa:kaA:ck—'_Ay,{A:ck | det( k)Aa:kaAa:k
_ (B — | BeAzy||? N || Ay N Ayl Az Azl Az,
k Az} ByAx, Ayl Axy Az} ByAxy, Az} Axy
AT BiAzy, \’ || Br Ay ||? || Br Ay ||?
= (By) +1 a 1— 1
Y(Be) +In <||Axk||||BkAxk||> [ AT B A, nA:r:{BkAxJ
Aygl|? Ayl'A
[ty )
Ay, Az, Az, Axy,

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass die Hilfsfunktion beschrinkt
ist. Dazu betrachten wir die einzelnen Terme genauer. Beginnen wir mit
dem letzten Klammerausdruck. Dort sehen wir uns den Ausdruck [|Ayy||?/
Ayl Azy an. Nach Definition von K gelten fiir jedes k € [k; 1, k; — 1) die
Ungleichungen () und (#) fiir i > 1. Wir verwenden lediglich Lemma 4.3
und Bedingung (x) aus dem BFGS1-Unteralgorithmus und erhalten aus

Azl Ay, = Azl Ay + Az} (Ayr — Ad)
Azl Agy, + ASE%M%M% (Ay, — Agi)

> Az{ Ay, — || Azl arl| Ay — AGkllar-

> Az Ay — [|Azy || v ([|V Far(2x) + M| a1
IV Fr (1) + Mdgial[ar-1)

> Azp AG — || Azi (V2 + /2€41)

> Ax] Ay — esAx] Ay,
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direkt eine erste Abschitzung durch

1

Angyk > 1+63Aa:ngk
> AP
C3
o' _
> | Ag|”

(14 c3) | M
(0%

)
1+ ) [ M2 (HA@/kH2 + [|AG — Ayl|* + 20y (A7 — Ayk))
)

a —
> e sl = 21Audl Agk = Aifla-)
(07
> (T + ) [ M|E <||Ayk||2 — 2|| Ay || (V2€5 + 26k+1)>
a(l —cy)
Z a1l = cllanl®

Hierbei wurde nur die gleichméflige Konvexitdt mit einer Konstanten o > 0
(sieche Lemma 2.1), die Lipschitzstetigkeit des Gradienten mit Lipschitzkon-
stanten ||M|| und auch Bedingung (%*) ausgenutzt. Sehen wir uns nun den
zweiten Ausdruck Ayl Az /||Azi]]? in der letzten Klammer an. Diesen haben
wir gerade schon mitabgeschétzt, denn es gilt

Ayf Az, > 13

[Azg[|* =: qof| Az
C3

Insgesamt ist daher der Klammerausdruck beschrinkt mit

2
Lot

Ayl Azy, 1
Ayl Ay, -

TR < 1 —lnay =: C.
Az} Axy, o e

Mit C' := (M) + C erhalten wir daher rekursiv bis k;_; ¢ K

IN

IN

IN

V(B1)

1
B+ |——1—1lnay| +1n
v(By) [al } (nmknankn

. | BrAwg||? I | By Ay |2

i m( Aaf ByAxy >2+[1_ |Beda]? ||BkAxk||2}

+p(By,_,) + Clk — ki_y + 1)

i m( Aaf ByAxy >2+[1_ |Beda]? ||BkAxk||2}

+C(k — ki1 + 1).

Azl B, Az )2
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Wir wollen den in der Summe stehenden Ausdruck genauer untersuchen.
Dazu definieren wir x; durch

€(0,1]

A\

~ )

2
e~ —In Az} BjA; B [1 _ |IBjAz,]? i | BjAz||? _
’ | Az;||| BjAz,| Azl BjAx; Al B;Aa; |

(. /
~~ g

<0 <0

Dabher ist x; > 0, da die Funktion u(§) := 1+ 1In(§) — & < 0 fiir alle £ € R
ist. Dies wollen wir kurz anschaulich klar machen, da wir diese Funktion auch
spiter noch weiter verwenden werden.

Abbildung 8.1: Die Funktion u(§) := 1+ In(§) — ¢

Die Hilfsfunktion ist daher beschrinkt. Durch die genauere Betrachtung von
r; lassen sich zwei wichtige Abschétzungen fiir den eigentlichen Konvergenz-
beweis gewinnen. Da auch ¢(By,1) > 0 ist, erhalten wir

k
1
—k—kl_l—l-l Z I{j<C.

J=ki—1

Nun definieren wir fiir die j mit k;_; < j < k eine Menge Jj, bei denen x;
die [1/2(k — k;_1 + 1)] kleinsten Werte annimmt. Hierbei ist [-]| so definiert,
dass [t] = 7 ist, wenn ¢ — 1 < t < i fiir i € {1,2,..}. Sel Kpqq, der grofte
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Wert der x; fiir j € J;. Dann ist

k k

1 1
k—ki,l+1,z G k1 | et Z "
J=ki_1 J=ki—1,3¢Jx
> ;<Ii +<1—1>(k—k'1+1)n —K )
T k—kig 1\ 2 : mazi — fimazy
. 1
= SHmaz:

Also haben wir fiir alle j € .J,

k
1
< 9l .
e k—kil+1,; i

J=Fki—1

< 2C.

2
T AJT?B]AJ?] < /{j
[Az; || B; Azl |~

(_AalBAg, ’ .
—1In <
[Az; ||| B; A |

Da auflerdem

gilt, muss auch

gelten. Daher ist
Ax]TBjA:Ej .
[Az][]| B; Az
und somit haben wir die erste fiir unseren Beweis wichtige Beziehung herge-
leitet. Andersherum gilt auch fiir alle j € J,

e ¢ =B

[y A1BAP? I 1B;Az|* )
Az} BjAx; Azl BjAz;| ~ 7

daher auch
L B AT S IBAZ|* o

Da die Funktion u(§) := 1 — £ 4+ [n(&), wie wir in Abbildung 8.1 gesehen
haben, fiir alle £ > 0 nicht positiv ist und sowohl fiir ¢ — 0 als auch fiir
t — oo gegen —oo divergiert, folgt fiir alle j € Ji

| BjAz,]?

0< ———
ASU?B]ASU]

< By
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mit einer Konstanten 5 > 0, um die obere Ungleichung erfiillen zu kénnen.
Damit erhalten wir unsere zweite wichtige Beziehung
1B;Az;|| || BjAz;|l || BjAz,|| Azj BjAz,

[az,| ~ Tagl ||B;Ax,| AaTB,As,

<1:By= 0.
Zusammenfassend existieren also Konstanten (§;,3; > 0, so dass fiir alle
k€ [ki_1,k; — 1), wobei k;_q, k; ¢ K fiir i > 1, die Beziehungen

ASC;FB]ASC]
> B
| Ay [ By Ayl

und
| B;Az,|

1Az

fiir mindestens [1(k — k;_; +1)] Werte von j € [k;i_1, k] gelten. Da die Be-
ziehungen auch fiir j ¢ K gelten, sollen die Konstanten so gewihlt sein,
dass die Beziehungen auch fiir B; := M gelten. Wir definieren eine weitere
Menge I, die alle j enthélt, bei denen die beiden Beziehungen erfiillt sind.
Also sind kg, kq, ..., k;, ... € I. In Lemma 8.2 haben wir schon den Begriff der
Semi-Effizienz bei Schrittweiten eingefiihrt. Ein noch besseres Ergebnis l4sst
sich erzielen, wenn man die Abschitzung

< By

Fa(xj) — Far(y + 7585) > 0|V Fag ()|

mit einer Konstanten 7 > 0 fiir alle hinreichend groflen j € I herleiten kann.
Dies soll jetzt geschehen. Aus Lemma 8.2 kennen wir diese Abschéitzung
der Differenz Fy(z;) — Fy(x; + 7;5;) mit Hilfe von Mdy. Daher suchen
wir nach einem Zusammenhang zwischen VFy/(zx) und Mdy. Da die Men-
ge D beschrinkt ist, folgt aus der Lipschitzstetigkeit des Gradienten VF},
und der gleichméBiigen Konvexitét der Regularisierung F' (siehe Lemma 2.1),
dass auch |VFy(u) — VFEy(v)| fir alle u,v € R" beschrénkt ist und so-
mit auch die Folge {||VFu(xr)||}. AuBerdem gilt nach Lemma 4.3 und der
ex-Abschétzung () aus dem Biindel-Algorithmus fiir alle & > 0

IVEy(zx) + Mdi|] < /26| M|
/26 min{d] Mdy,, N}|[M]
V20, (Mdy)T M= Md, | M||

V2| M [0 [| M| -1

Da limg_,o 05 = 0 ist, ergibt eine Grenzwertbildung

1m ]
k—o0 ||Mdk||

IN

IN

0.
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Daher existiert ein k, so dass sich [|[Mdy|| von oben und von unten fiir alle
k > k abschitzen lasst durch

o 2|V Ey(zi)l| 2 [[Mdy],
da 2||Mdy|| — 2|V Far(@)|| < 2|V Far(@s) + Mdy|| < || Mdy|| und
o 2| Mdyl[ = |V Fa ().

da |[VEy (zp)[| — | Mdg[| < ||V Ey(x) + Mdg|| < || Mdy]|.

Nun kommen wir zu der Abschitzung

~

Fu(x) — Far(ag + 7585) > 0l|VFu ()]

Dafiir betrachten wir Lemma 8.2 und unterscheiden zwei Falle.
Fiir m = 0 bekommen wir die Abschétzung fiir j € I aus

A ~

FM(SEJ) — FM(QTJ =+ Tij) Z HQS?Mdj

ngs]TBjsj
sTB:s.
- (Bjsj)T](féij)HMdj“2
T
= g ae Ay IV
- [Az;||  (Az;)" BjAz, |Md, |2
1B Az| || Az || BjAzy]]
> M)

da Az; =241 —x; = 755 und s; := Bj_lMdj ist.
Fiir m > 0 bekommen wir die Abschitzung fiir alle j € I,j > k und einer
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beliebigen Konstanten c aus

Fu(x;) = Fu(a +7555)
(s; Md;)* m ;) (VEy(x;) + Md;)(s] Md;)

> M -
[Enls (I—o0) [Enls
N m(s]TMdj)Q om sillIVEM () + Mdy||[]s;||[[ Mdy||
- IEnls (1—o0) 5512
_ m(S]TMdj)Q _om ([ VFu(zy) + Mdy|||| Mdy|?
552 (I—o0) | M d;]
(STMdj)Q CM
> - | Md;||?
sl G0y
(sTBjsi)®  m o
= _— Md 2
771 ||5]||2 2/81” ]||
2
AzT B Ax;
j ="ty 2 T 4o 2
= m | Md;||* — =B | Md,|
<||Mj||||BjA~'Uj|I) ! 2 T

M a2 2
> 551||Mdy|| :
Um eine gemeinsame Konstante 1 zu finden, definieren wir

1 = min n201 M s
. /82 9 2 1 .

Daher bekommen wir mit dem vorher Erwéhnten fiir j € T und j > k

~

Fualej) = Farley +7y57) > 11V Eu ()]

Wir erinnern daran, dass unser Anfangsziel war, eine Abschétzung iiber
Fr(x) — Far(2*) zu finden. Daher nutzen wir die gerade hergeleiteten Ergeb-
nisse und betrachten diese Differenz nun genauer. Wegen der gleichméfligen
Konvexitit gilt

Fuy(wg) — Fy(z*) < VFy(zp)t (2 — 2%)
< IV FuGllloe — |
< VR | > (Fulee) = Fu(a))

~~

>0

fiir alle £ > 0, also auch

Fir(re) — o) < 2|V Eus(m)]>
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Es folgt zusammen mit dem ersten Teil fiir j € I, > k und Lemma 4.1

IN

IN

IN

Fu(wj41) — Fu(z") — €41

Fu(wj1) = Fu(a*) = Fur(zj1) + Far(2541)

Far(aj11) = Far(a®) = Pu(aj51) + Far(ay) — 11V Fus ()|
Fy(@j1) = Fu(a®) = Fag(@j41) + Far(xy)

— % (Fu(2;) = Fu ("))

Fy(wj1) = Fu(a®) = Fur(w41) + Far(g) + Fag(x;)
~Fua(ry) — (B ay) — Fur(a”)

o (Fu(e)) = Fu(a")

Far(;) = Far(a®) + & = e~ (Fr(;) = Far(a”))
no

(1= ) (Fu(z) = Far(2%)) + 5.

An dieser Ungleichung wollen wir gleich weiterarbeiten. Zuerst wollen wir ¢
genauer betrachten. Dazu verwenden wir die Abbruchbedingung () aus dem
Unteralgorithmus, die Lipschitzstetigkeit von V Fy; mit der Konstanten || ||
und die gleichmiiflige Konvexitit von Fy; und erhalten fiir alle k& > &

Sk (Mdy,)™ M~ My,

< Gl M| Mdy|?
< A0 |M |V Eag ()]
= A0 ||M Y[V Fys (k) = V Ear ()|
< AG|M | M|y, — ¥
86, || M ||| M]|?

«

Da {0} gegen null konvergiert, kann man k so wihlen, dass fiir alle k > k

8ol MM o f1 na
min § —, —
@ 2" 16
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gilt. Jetzt wollen wir an der oberen Ungleichung fiir alle j € T und j > k
weiterarbeiten. In der linken Seite schitzen wir das €;4; mit

Fu(wj11) — Fu(z") — €41

83 M NIMI?
> Fy(age) - Fa(et) — MM

- (6

= (1= S 1 - e

(Far(wjq1) — Fu(2"))

«

> Q_g)wm%ﬁwﬁwmw
> 0

ab. Da z* die eindeutige Losung ist, haben wir auch ein echt gréfler null. In
der rechten Seite schétzen wir das €; mit

(1 - @> (Fu(zj) — Fu(x")) + ¢

8
(1= (Furtay) ~ Fata)) + SV ) )
na

< (1) Fuley) = Farla®) + 2 (Fur(a;) = Fu(a))
_ (1 . @) (Far(;) — Far(z"))

16
—. rl/“’(FM(:cj) — Fy(2))

IN

ab, fiir w € (0,1) und eine Konstante r. Diese Konstante ist positiv, da die
linke Seite echt grofier null und Fy(z;) > Fa(2*) ist. Eine Ungleichung, die
hieraus hervorgeht, ist

(1 B 86J+1||M1||||M||2> (FM(xj-l—l) . FM(LE*))

«

16
fiir alle j € 1 und j > k. Da

1 1 1 w 1 u)/2
1—- = 1-—= 1—-—=
0< < 1677a> < < 1677a> < < 167704)
——

€(0,1)

< <1 - ina) (Fa(z;) — Fu(z"))

mit w € (0,1) bekommen wir

rie < < rl/2,
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Diese Beziehung werden wir gleich ben6tigen. Andererseits gilt aber auch

(1 Pt L ] R4

«

) (Futonr) = Futa)

0| M1 M2
«

< (1+3 ) (Futen) - Furte)

fiir alle k& > k. Denn wir wissen aus der Schrittweitenberechnung, dass

FM(SUk+1) S FM(SU]C) — OTk SMdk)TBl;lMd]g

>0 >0

< FM(LEk)

wegen der Positivitit von o und 7 und derﬁpositiven Definitheit von B, fiir
alle k£ gilt und daher gilt auch fiir alle £ > &

<1 gkl MM

) (Futonr) = Futa)

< Fu(zrg) — Fu(e®) — €1
Far(2ps1) — Far(2") — }TM(«TkJrl) + :M(karl)
< Ey(@pen) = Fn (%) = Fv(wp) + Fy (o) + Fu(wr) — Far(z)
< Fy(wpyr) — Ful(z®) - v (@hs1) + Far () + Far(zr) — Fag(z)
Fur(xg) — Fag(z*) + Fag(zy) — Far(ag)
= Ful(xy) — Fy(z") + €
Fy(zy) — F

O || M=1|||| M|
AR lIRY]
«

IN

v (") (Far(z) — Fu(z”))

_ <1+8(5k||M—1||||M||2> (Fos(za) — Fur(a).

«

Fiir k > k definieren wir

Se||[ M~ M|

ALl Y]
O = % 2

B MM

o
und daher gilt fiir alle j > k
Tl/u)
< 6I-T1/w.
B YT
o

Jetzt ist es wichtig, genau auf die Indizes zu achten. Wir werden dafiir einige
Fallunterscheidungen vornehmen.
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Fiir alle k > k existieren k; 1,k; ¢ K mit k € [k;_1,k;) und i > 1. Betrachten
wir zuerst den Fall k; — k; 1 < 2. Wir wollen hier noch genauer auf die

Moglichkeiten eingehen. Es kann k£ = k;_; sein oder £ = k; — 1. Wir wissen,
da k;_y € K aber k;_; € I ist, dass

rl/w .
Fulnn) = Fue) < 5 e P ) ~ )
< G (Fa(g) — Far("))
< Gr(Fulre) — Fulr)

O,y 7 (Far(xh, ) — Fur(2"))
fiir k = k; 4 gilt. Fiir k =k; — 1 = k;_1 + 1 erhalten wir

Fu(wpq1) — Fu(z”)

IN

O (P () — Fu (7))

O, —1 (Far(h;—1) — Far(z"))

= gyt (Far(@h, 41) — Fu(27))

< O 10 T (Fur(zr,_,) — Fur(z™)).

Dies konnen wir auch zusammenfassen und erhalten somit

Fy(ween) = Fu(a®) < [ T 0 | r(Par(ae, ) — Fu(a))

J=ki—1

< | I %) @) ht Enany) = Fara).

J=ki—1

Betrachten wir nun den Fall k; — k;_; > 2. Auch hier wollen wir noch
einmal unterscheiden. Fiir den Fall k£ € [k;_1,k; — 1) gibt es mindestens
[2(k = ki_1 +1)] Elemente in I N [k;_1,k]. Dieser Durchschnitt hat also
hochstens £ — k; 1 + 1 Elemente. Da man bei weniger Elementen die fol-
gende rechte Seite nur vergrofern kann, gilt fiir alle k& € [k; 1, k; — 1)

Fur(aer) — Fu(z') < H 0y | PR (Fag () — Far(2%)

(P2 Rt (Par () = Far(a®).

AN
-
2
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Fir den Fall £ = k; — 1 bekommen wir

Fu(eer) — Fu(@®) = Fu(ay) — Fu(a®)
< O (Pur(zn—1) — Fu(27))

ki1
H oy rhik = By (g, ) — Fur(a?))

J=ki—1

IN

< H 6/ 1/2 k—k;— 1+1(FM(1‘k ) FM($*)),

]kzl

da fiir k; — k;—y > 2 gilt, dass k; — k;_y — 1 > (k; — k;—1)/2. Fassen wir diese
Fallunterscheidungen nun auch zusammen, so gilt fiir alle k € [k; 1, k;)

FM(SCk+1) — FM(SC*) S H 5’ 1/2 k—ki— 1+1(FM(SCk ) FM(QT*))

szl

Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei k ¢ K. Dann haben wir insgesamt
fiir alle £ > k

Far(wp41) = Fu(27) < H_é} (/%) (Fag () = Fu (")),

Da S 04 < oo und fiir alle k2  anch 0 < 85,0~V /a < 1/2 ist,
gilt auch

Spl|M=1|[| || S I ALL2
i i 14 g el MM | QeI M
(6;6_1) - gél 2 941 2
h=F S\ QI IME O [[M M
Q (e}
Opl| MM S || MY || M2
ORI MM o O [ M| M
= > « T
P | Ol Ml M]]
(6
=L ||| || M2
< S s s )
k=k
< o0

und daher existiert nach Lemma 8.3 eine Konstante C' mit

ﬁ 5, < C.
k=k
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Also gilt fiir alle k > k
Fu(@p) = Fy(a®) < C(r') Y (Fy(a) = Fu(a))-

Jetzt haben wir die gewiinschten Abschitzungen, so dass wir das Ergebnis
angeben kénnen. Da r < 1 ist, haben wir

2\ >

ool < (2) (ot - Futa®)
<20(FM(517k) - FMW))) : (T1/4)’“*’_“

D=

—

o
< Eqk.

Damit haben wir den Beweis beendet.

Bemerkungen: Es sollen noch zwei Sachen festgehalten werden.

e Inshesondere folgt aus dem Satz auch, dass

o
Z e — 2¥]| < o0
k=0

gilt.

e Im Beweis kommen zwei bekannte Gréfien vor, die nur der Vollsténdig-
keit wegen erwidhnt werden sollen. Einmal ist der Winkel zwischen
B, Ax, und Ax;, definiert durch

[Azg][[| By Az

cos by, =

und andererseits der entsprechende Rayleigh-Quotient durch

O

Im néchsten Unterabschnitt soll die superlineare Konvergenz bewiesen wer-
den.
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8.2 Superlineare Konvergenz

In diesem Kapitel mochten wir superlineare Konvergenz der aus dem Quasi-
Newton-Biindel-Algorithmus entstandenen Folge {z;} gegen die Losung x*
nachweisen. Das heifit, es gilt

i W =2l _
k—oo ||:Ek — l‘*”

Wie schon bei der R-linearen Konvergenz bendtigen wir hier auch weitere
Voraussetzungen. Zusétzlich zu der gleichméfiigen Konvexitét der Zielfunk-
tion soll hier unter anderem die Existenz sowie die Symmetrie und positi-
ve Definitheit von V2F); an der Losung z* gefordert werden. Damit ldsst
sich die fiir superlineare Konvergenz hew#hrte Dennis-Moré-Bedingung (sie-
he z.B. S.207 in [20]) beziiglich unseres Falles beweisen.

Zuerst jedoch wird der BFGS1-Unteralgorithmus leicht abgeéndert. Wir er-
halten den BFGS2-Unteralgorithmus durch:

e Setze By := M, wobei bekanntlich M € R"*" eine symmetrische positiv
definite Matrix ist.

o Fiir k=0,1,...:
— Falls fiir gegebene Konstanten ¢3 € (0,00) und ¢4 € (0,1)

|AZe|| v (V2€r + v/ 2€,11) < @AmfAyk (%)

und

2| Ayellar(V2er + v 26151) < minfes, 6, + 50 HAw? (%)

erfiillt sind, dann setze By := BFGS(By, Az, Ayy),
sonst setze By, := M.

Dabei sind Az, := xpp1 — 2, Ayp := —Mdj1 + Mdy und ¢, := FM(xk) —
Far(zy). Dieser Algorithmus ist eine Verallgemeinerung des BFGS1-Unter-
algorithmus, bei dem nur Ungleichung (%) leicht erweitert wurde. Das d(x)
kennen wir aus dem Biindel-Algorithmus und hat die Genauigkeit der Ap-
proximationen mitbestimmt. Durch das nichste Lemma erhalten wir erste
wichtige Abschétzungen.

Lemma 8.5 Sei [ gleichmdflig konvexr auf einer kompakten Menge D und
{Bx} eine aus dem BFGS2-Unteralgorithmus gebildete Folge. Die Folgen
{I1Be|l} und {||B; ||} sollen beschrinkt sein. Bricht der Quasi-Newton-Biin-
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del-Algorithmus nicht vorzeitig mit einer Lisung ab, so liefert er eine Folge
{zx} mit

lzr — 2%l = O([[Azil])  und  [[zp4 — 2™[| = O([|Azy])
und fiir alle hinreichend grofien k gelten die beiden Bedingungen

Az |20 (V2€x + /2€x41) < c3ATT Ay (%)

und

2| Ayl ar(V26x + /26001) < minfeq, 6 + 55 I Ayel* (00’
aus unserem BFGS2-Update.

Beweis : Wir nehmen an, das Verfahren breche nicht ab. Sehen wir uns das
Az genauer an. Es ist definiert durch Axy 1= xp 1 —xp = T8, = TkBk’lMdk.
Davon wissen wir, dass die Folgen {||B.||} und {||B;'||} beschriinkt sind.
Weiter wissen wir, dass 7, von oben durch 1 beschrinkt ist und zeigen nun,
dass ein k existiert, so dass 7, von unten fiir alle k¥ > k durch eine positi-
ve Konstante beschriankt ist. Aus dem Beweis des Lemmas 8.2 kennen wir
schon die erste Abschéitzung mit p,o € (0, 1). Aulerdem verwenden wir noch
Lemma 4.3, die Abbruchbedingung des Biindel-Algorithmus

e(zy) < 8 min{d] Mdy, N} (%)

und erhalten somit

StV Fy(zg) + osp Mdy

Tk > —p

IR
P
_p (—s{(VFM(xk) + Mdy,) o) (Mdk)TBk‘lMdk>
7] Tsel? el
el Farlas) + M| . 1M
> . _
> I + dmin (B 1)1 = 0) 205 )
Zer M | | Mg
> . _
> (e A B - S
o (BT My
= MK lsell + min (B (1= )5
r——JWMW%H . |Md )2

v
=
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wobei )\mm(Bk’l) der kleinste Eigenwert der Matrix Bk’1 ist und 7 eine posi-
tive Konstante. Bei der letzten Abschidtzung haben wir beriicksichtigt, dass
Mdy, = Bysy ist, ||By|| beschréankt ist und daher auch ||Bgsgl||/||sk||- Dies
liefert die Beschrianktheit des zweiten Summanden. Da ¢ gegen null kon-
vergiert, konvergiert der erste Summand gegen null und insgesamt folgt die
Beschranktheit von 7. Aus der Beschrianktheit der Matrizen und der Be-
schréanktheit von 7, folgt

[Md|| = O(l| Azl]).

Nun erhalten wir aus der gleichméfligen Konvexitidt mit einer Konstanten
a > 0 und der Tatsache VFy(z*) =0

[IMdi|| = [V Fa (i)l = [V Ea (k) + My

= |IVFEu(xp) — VEu(2")]] = IV Fu(2r) + Mdy|
> allry — 2| = [[VFy (7)) + Mdy||

und daher

[l — 2| <

| Mdy|| <1 |V En () + Mdy||
a

< of| Az
[ M dy | )

mit einer Konstanten ¢ > 0. Die letzte Abschitzung ist richtig, da der zweite
Summand gegen null konvergiert, wie wir aus dem Beweis des Satzes 8.4 auf
Seite 51 wissen und daher

IV Fu(xx) + Mdi|| ||V Fur (k) + M|
[ M d| B Col| Az|

5 —

fiir alle hinreichend grofien k£ und positiven Konstanten cs, cg gilt. Daraus
folgt die erste Gleichung. Die zweite folgt dann aus der ersten, da

I [

< low - a°|l + By M|
Ol Azi) + O(| Az )
= O(l|Az)

gilt.
Wir wollen nun die beiden Update-Bedingungen zeigen. Wir beginnen mit
der Bedingung (*). Genauer zeigen wir, dass

lim | Azl ar(V2€k + V2€141)

=0
k—o00 AxZAyk

ist. Den Nenner kdnnen wir nach unten durch as|[Az;|* wie auf Seite 48
abschiitzen. Das € schiitzen wir durch 46;|| M ||| M||?||x, — 2*||?> nach oben
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wie auf Seite 54 ab. Danach wenden wir den ersten Teil dieses Lemmas an
und bekommen

|Azg||ar(V2er + /2€541)

Afoyk
< M2 Az || (V26 + v/2€41)
B || Az |2
< ||Ml/2||(\/851c||M‘1||||M||2||:L‘k—ilf"ll2 N
- Qo | Ay ||
V80,1 [|M M2 [|lzprs — x*||2>
|Azy|]
Lt VElAn
B | Azy]]

= ¢ (Vor+ Vo)

mit einer positiven Konstanten ¢. Da §; gegen null konvergiert, konvergiert
der Ausdruck insgesamt gegen null. So gilt fiir alle hinreichend groflen &
die Bedingung (x). Die Bedingung (xx)’ folgt in &hnlicher Weise. Wir zeigen

einerseits, dass
lim 2| Ay || (V2€r + 2€11)
k=00 [ Ayl

=0
ist und andererseits, dass

2 (Ve + V)
o (VB o) [Au?

ist. Den Nenner schétzen wir — wie schon gehabt — durch

[ Ayl IVEv (2541) = VEu ()l = [| Ay = (VEu (2k11) = V(1)) |
al| Az = ([Mdy, + V Ey ()| + [Mdgia + V Ey (2540)]])
al|Azy|| — al| Azl

al| Azl

(AVARAVARLVS

fiir alle hinreichend groflen k£ und positiven Konstanten a, a ab. Daher folgt
einerseits mit einer positiven Konstanten ¢

2|| Ayl ar (V2¢€r + /2€511) < 6(\/& + /0k1) || Ay
[ Ay* - [ Ay

(Vi Vi)

IN
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und andererseits

2| Ayell v (V26 + v2é571)
(Vor + V/0rsn) | Agell>

<

[oINNeY

()
ok + Ok
(m+m>

Da d; gegen null konvergiert und auch {v/3;/v/0}, folgt die Behauptung.

[oIN Y

Somit sind alle vier Behauptungen bewiesen.

Bemerkungen: Wir wollen noch zwei Dinge feststellen.

e Die Bedingung (xx)’ kann — wie der Beweis des eben bewiesenen Lem-
mas gezeigt hat — verallgemeinert werden. In dem Ausdruck (5,1/3 + (5;5’1

kann man 1/3 durch eine beliebige Zahl v < 1/2 ersetzen.

e Falls die Bedingungen aus Lemma 8.5 erfiillt sind, dann besitzt die
Menge K unendlich viele Elemente. Also sind nur fiir eine endliche
Anzahl von Tterationen die Bedingungen (%) und (xx)’ nicht erfiillt und
die neue Matrix wird daher nur fiir endlich viele Iterationen als By :=
M gesetzt.

O

In Lemma 8.5 wurde die Beschriinktheit der Folgen {|| B||} und {|| B, ||} vor-
ausgesetzt. Dies soll im néchsten Lemma nicht mehr vorausgesetzt, sondern
hergeleitet werden. Auflerdem wird die schon angekiindigte Dennis-Moré-
Bedingung beziiglich unseres Falles bewiesen werden. Diese hat sich erstmals
bei J. E. Dennis und J. J. Moré als ein sehr niitzliches Kriterium fiir su-
perlineare Konvergenz herausgestellt (siehe [3]) und wurde seitdem héufig
fiir Konvergenzbeweise verwendet. Das Resultat wollen wir wieder aus [2]
iibernehmen. Zu der hier gestellten Voraussetzung soll im Anschluss an das
Lemma eine kurze Bemerkung folgen.

Wir wollen ab jetzt voraussetzen, dass nicht nur Y .- 0p < oo ist, wie im
Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus gefordert, sondern » ,° (5;/3 < oo ist.
Die Begriindung folgt im néchsten Lemma.

Lemma 8.6 Sei f gleichmdflig konvexr auf einer kompakten Menge D und
{By} eine aus dem BFGS2-Unteralgorithmus gebildete Folge. Auferdem exi-
stiere V*Fy(z*) und sei symmetrisch und positiv definit. Weiter existie-
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re eine Konstante L > 0, so dass fir die aus dem Quasi-Newton-Biindel-
Algorithmus entstandenen Folgen {Axy} und {Agy} fir alle k > 0
|Agx — V2Fy (27) Ay |
[ Az

gilt. Falls das Verfahren nicht vorzeitig mit einer Ldsung abbricht, dann
gentigt die Folge {x\}

< Lmax{||zg — 27, lzx — 2*[|}

_ 2 %
i N(Br = VEFy(2%)) Azgl|
k—o00 ||A$k||

und die beiden Folgen {||Byi||} und {||B;'||} sind beschrinkt. Hierbei sind
Azy = gy — g und Afy := VFy(0p41) — VFy(28).

Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren breche nicht ab. Wir arbeiten wieder
mit der Hilfsfunktion, die schon in dem Beweis von Satz 8.4 eingefiihrt wurde.
Hierzu definieren wir

Aiy = V2 Fy(2*)' ?Azy,  Afy := V2Ey (2*) 72 Ay,
By = V?Fy(z*) V2BV Fyy(a*) 12,
Aus diesen Definitionen erhalten wir fiir unsere BFGS-Update-Matrix
Bowi = V2Fu(a) V2ByVEFy(z*) V2
V2Fy (") V2 By Az Azt BV 2 Fyp (o) 712
Azl By Axy,
+VQFM(x*)‘l/QAykAykTVQFM(a:*)‘l/Q
Az} Ayy,
_ B BiAiy ATy By AgzkAgz,{
AiTByAT,  AgLAT
und fiir unsere Hilfsfunktion

¢(Bk+1) = @D(Bk)_g_M

0

~ 2
L AuanAFBAS
Agp ATy ATL ALy 1BR ATl AZx]

BrAzy|? BrAzy|?

" ||~; ~~’Uic||~ I ||~; ~~’Uic||~
Al‘k BkALEk Al‘k BkAl‘k
Auch dieses Mal wollen wir die Funktion genauer analysieren. Wir betrachten

nun aber den vorderen Teil. Dafiir leiten wir einige Abschédtzungen her. Da
K unendlich ist, exitiert ein k, so dass fiir alle £ > &k die Ungleichungen

Az 2 (V2er + /26141) < csAz) Ay (%)

+

und
2| Ayellar(V2er + 26141) < min{es, 6, + 50 A2 ()
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fiir gegebene Konstanten ¢z € (0,00) und ¢4 € (0,1) erfiillt sind. Aus der
Voraussetzung dieses Lemmas, Lemma 4.3, der Bedingung (xx)’, der Tatsache
|AGL]I? > (1 — ca)||Aye||* (siehe Seite 48 im Beweis von Satz 8.4) und der
Lipschitzstetigkeit von VFy(z) mit der Konstanten || M| erhalten wir

|AGx — Azy|| _ V2 Far(a) "2 Ayy — V2P (27)'? A |
[AZ|| [V2Ey (z9) 2 Ay |

||V2FM(x*)_1/2Ayk — VQFM(J?*)l/QAJ?kn
- V Amin (V2 Fy (24)) || Az |

— ||V2FM(£E*)_1/2|| ||V2FM(x*)_1/2Ayk - VQFM(x*)l/QAka

| Az

1y 1Ak = V2 Fur (27) Ay |
< VP ()2
[Az]

— ||V2FM(£E*)_1/2||2 ||Ayk _ Agk + Agk — V2FM(1‘*)A1‘1€H

| Az ]

Ay, — Ay

< IV Fulet) 2 (Dmaxonss - ol o - 27} + IS0

Ay — Ayg|
—. V2F —1/212 < / + H—
2ex || M| + v/ 2€x41 || M|
< V2F —1/2/|2 ; k
M| 1L [JAyl
< v2F 1/2112 ! || 3 5 + 3 5
= VPR ( s (Vo Vi) I3
< |IV2Fu(x )1/2||2< +
VM | Azl 1
+ /0
2v/T — ¢4 (\/7 “) AT/ Dmin (M)
< ||V2FM(:E*)”2||2<62+
VMM IV Eym (1) = VEM ()|
L)
SN (f’“ ) Az
<

*\ — ! M 3 Mil 3 3
92 () <ek+ VR (Jmm))

= éka
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wobei Apin(V2Fy(2*)) der kleinste Eigenwert der Matrix V2Fy,(z*) und
Amin (M) der kleinste Eigenwert von M ist. Da sowohl )2 €] < co wegen
S oro llme — 2%]| < oo ist, als auch >"7 /0 < oo ist, folgt insgesamt, dass

auch
o0
E € < 00
k=0

ist. Fiir alle hinreichend groflen k£ konnen wir jetzt

AGTAZ Agp — Ag)TAZ Ay, — A
?{;% fk:1+( Yk NTka) xk21—|| Yk N kaZl—Ek
Az ATy ATy Ay, I|AZ]|

und

1AZ]* <||A«fk|| + |Agx — Afi‘k”)2 Az
A@?Aik - ||A5?k|| A@?Aik
(1 + Ek)Q

— §1+C€k
1—6k

mit einer hinreichend groflen Konstanten ¢ > 1 herleiten. Fiir alle hinreichend
groflien k ist € < 1/2 und daher

AL Az
Y 2Tk > ln(l — Ek) > —2€, > —2cE;.

l _Jrk N
" AFTAL, ©

Daher lésst sich unsere Hilfsfunktion fiir alle hinreichend grofien & durch

~ 2
AFT By AT,

[ BrAZy|[[| Az
- ||f§1céi‘k||2 I ||1§k%fk||2
AT BAG, | ATl BATL
~ 2

AFT By AT,

| By Az ||| Az |
IBRAE? ln | Bp Ay 2
AiT By Ay, AiT By Ay,

Y(Big1) < U(Bi)+14 & —1+2cE +1n (

< @D(Bk) + 3c€, + In (

+

abschitzen. Nach Aufsummieren gilt mit einer hinreichend grofien Konstan-
ten ¢ > 0 — welche auch fiir die nicht hinreichend grofien k£ benétigt wird —
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¥(Byy1) <

~ 2 ~ ~
Zk A;%TB-A@ | B;AL,]|? iy | B;AL,]?
— = n =

<[] <0

Hieraus folgen unsere beiden Behauptungen. Denn einerseits folgt die Be-
schriinktheit der Folgen {|| B[/} und {||B;'||} aus der durch die Konstante ¢
nach oben beschrinkten Folge {1(B;)} und der ebenfalls im Beweis aus Satz
8.4 beschriebenen Darstellung

wobei 0 < AP < .. < )\gk) die Bigenwerte der positiv definiten Matrix By
sind. Denn hieraus folgt ¢ > )\gk) —In )\gk) > In )\gk) und ¢ > —1In )\%k), so dass

- ~(k R - 1
1Bil| = A <exp(e), Bl =<

SEC

gilt. Aus der Beschrinktheit von {||B||} und {||B, ||} folgt dann auch die
Beschriinktheit von {||Bg||} und {||B,'||} und somit die Behauptung. Ande-
rerseits folgt auch unter Beriicksichtigung von ¢ (By,.1) > 0, dass die Folgen-
glieder gegen null gehen miissen. Also gilt auch

2
Al‘kBkAl‘k 0
1BeAe | Az

1Bz I ||BicA517k||2

und

Die letztere Funktion haben wir schon im Beweis von Satz 8.4 genauer be-
trachtet. Daher wissen wir auch aus Abbildung 8.1, dass

| BrAZy|*
im ————— =
k—o0 AfkaAfk

gilt und dass mit der eben hergeleiteten Tatsache

TR [ By Al A kow ATLAT
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folgt. Nun erhalten wir die Dennis-Moré-Bedingung aus
V2 Fa (a%) " 172(B — V2P (2%)) Ay |*
V2 g (2%)1/2 A | |2
(B = DAG?
= AP
. | By A2 — 2A%T B Ady, + AZT Ady,
= im
k—o0 ||Ai‘k||2
~ 2 ~
o | BeAZy| Ay B Ay
lim — | —2———
[ Az AT} ATy,

lim
k—o0

k—o00

k—oo

~ ~ 2 ~
. |BeAdg ||| AZil| AZT ByAdy - AZTBiAZ,
AFTBAZ,  |AZ? AT A7y

= 17-2-1+1=0.

Bemerkung: Die Voraussetzung

[AyE — V2Fur (27) Ay |

[ Az
fiir alle £ > 0 aus diesem Lemma ldsst sich herleiten, wenn man fiir die
lipschitzstetige Funktion VF},, : R* — R" Differenzierbarkeit und Rich-

tungsdifferenzierbarkeit vom Grad 2 in x* voraussetzt. Dabei heifit Rich-
tungsdifferenzierbarkeit vom Grad 2 in z*, dass

V(2" +h) = VEy(z*) — VFy (2" h) = O(||A[|)

< Lmax{||lzg — 27, lox — 2" (|}

gilt, wobei VF},(z*; h) die Richtungsableitung von V Fj; in 2* mit Richtung
h ist. Damit existiert nach Proposition 2.2 in [15] eine Konstante L; mit

|AGx = V2P (2) Az || < Ly max{||zgey — 2™, [l — 27|}
Auflerdem folgt aus Lemma 8.5 mit einer Konstanten L,
max{||lzer1 — 27, [lze — 2"} < Lol Az,

also insgesamt die Voraussetzung mit L := Ly Ly. Darauf soll aber hier nicht
weiter eingegangen werden.

O

Jetzt sind alle Grundlagen gelegt, um superlineare Konvergenz beweisen zu
kénnen.
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Satz 8.7 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Sei f
auf einer kompakten Menge D gleichmdfig konvez, V2> Fy; existiere und sei
symmetrisch und positiv definit in x* und es existiere eine Konstante L > 0
mit

[ Az

fir alle k > 0. Der Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus wird mit den FEin-
schrankungen o < 1/2 und >, 6,1/3 < oo angewendet. Bricht das Verfahren
nicht vorzeitig mit der Losung x* ab, dann konvergiert die aus diesem Algo-
rithmus entstandene Folge {x}} gegen die eindeutige Lisung x* superlinear.

Es gilt also

< Lmax{||zg — 27, log — 2" (|}

_ *
P S el Y
k—oo ||z — 2*||

Beweis: Wir nehmen an, das Verfahren breche nicht ab. Wir wollen zeigen,
dass sich x4, als x + s fiir alle hinreichend grofien k darstellen ldsst. Dies
bedeutet, dass wir in der Schrittweitenbestimmung die Ungleichung fiir m =
0 erfiillt haben mdochten, so dass

FM(QTk + Sk) S FM(QTk) — Ongdk

erfiillt ist. Diese Ungleichung wollen wir im zweiten Schritt beweisen. Zuerst
wollen wir die superlineare Konvergenz fiir den Fall x;,1 = x; + s zeigen,
also

. ||l‘k+8k—$*|| _

lim =0.
k—o0 ||:Ek —l‘*”

Hierbei ist x* die eindeutige Losung die existiert, da f auf einer kompakten
Menge D gleichméflig konvex ist. Da Az, = xpy 1 — 2, = s gilt, ldsst sich
das Ergebnis des Lemmas 8.6 uméndern in

[(Be = V2 Far(a*)) il _

lim =0
k—o00 ||5k||
beziehungsweise mit s, = Bk’lMdk in
Md, — V2Fy(x*
i 1M w(@)sell _ o
k—o00 ||Sk||

Daraus und mit

i WV Ew(ze) + Mdi|| [V Ea (@) + Mdy|| _

0
k—o0 2||VFM(a:k)|| T k> ||Mdk||
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— was uns aus dem Beweis von Satz 8.4 bekannt ist — ergibt sich fiir alle
hinreichend grofien £ mit der Lipschitzstetigkeit des Gradienten V Fy,

VPEn(z")si = Mdy + of||se]])
= —VFuy(z) + o([[VEum(zp)]]) + o[s4]])
= O([lzx = 27]) + ol[[skl])-

Da V2F)(z*) invertierbar ist, bedeutet dies

sl = OCllzr — 2”[1) + o[[skl])
= O(llz = 2™|)).

Es existiert eine Annidherung von VFy(zy) durch

—0
da die Differenz zwischen V Fy;(zx) und dem Polynom fiir ; — x* im Ver-

gleich zu (z; — x*) von hoherer als erster Ordnung klein wird. Daher gilt
insgesamt

(B, — V*Fy(2%)) sy,
= Mdy — V?Fy(z*)sy,
~V v () + o[V Far(zp)]]) — V2 Fu(z%) sy,
= —VFy(a*) — V2Fy(2") (2 — 2*) + o([|zy, — 2*||)
+o([|[VEu () ]l) — V2 Fur (") sy
= —V?Fy(a")(xp — 2%) — VEFy(a%) s, + o[z, — 2*||)
= —V2Fy(a*)(zg + s, — 2%) + o]z — 2*|)).

Aus den beiden Gleichungen erhalten wir fiir alle hinreichend grofien &

VP et 5 =) LB = PRl )sell sl
e — ] il -

~” ~~

—0 <c

= o(l),

woraus wir wieder mit der Invertierbarkeit von V2Fy(z*) dieses Mal die
Behauptung erhalten.
Wenn wir nun noch die oben beschriebene Ungleichung

Fo(zp + 51) < Far(ag) — ost Mdj,

fiir alle hinreichend grofien k fiir die Schrittweitenbestimmung zeigen kénn-
ten, wire der Konvergenzsatz bewiesen. Wir wollen zeigen, dass

Fuv(zy + s1) < Fu(ay) — osf Mdy
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gilt, woraus nach Lemma 4.1 die oben beschriebene Ungleichung folgt. Wir
konnen Fy/(z) durch

Fu(w) = Fag(a*) + 5 = ) V2 Fu(a) & = ) 4 ofl7 — 2 [)

in derselben Weise wie oben annidhern. Da wir gerade bewiesen haben, dass

lxk + sk, — z*|| = o(||xr — 2*|) gilt, gilt auch
[z — 2% = llsell = o(lJzx — 2™[])
und auch
e = 2% = [[skll + olllskl])-

Damit erhalten wir
Fur(zy + sp) — Fa(wg) + ost Mdy,
= @~ )V R (@) e~ 7°) + of i~ 2 )
+Fu(zg + sp) — F(a*) 4 05} Bysi

_ —%(xk — )2 Fy (2%) (g, — 2%) + o(||sk])?)

1 * * * *
(v + sk — 2 )TVQFM(x Vg + s — %) +o(||zp + sp — 2%|)?)

+\§ J
=o(||zy—z*[|2)
+0’S£Bk8k
1 *
= —§S{V2FM(SC )5k + of||se||?) + as{Bksk
1
— —O'S{(VQFM(JT*) — By)sg + (U — 5) S{VQFM(x*)sk + 0(||sk||2)

-~

=o([|sk?)

1
< olsell(V2Far(a®) — Besel] + (a - 5) STV2Fyr(a)se + o sel?)

1
_ (a _ 5) STV Fyr ()5 + of[|6]12).

Da o < 1/2 und V?Fy;(z*) positiv definit ist, gilt fiir alle hinreichend grofien
k

FM(:Ek + Sk) — FM(ZEk) + US%Mdk <0
und daher die Behauptung. Insgesamt haben wir nun auch den Konvergenz-
satz bewiesen.

O
Wir konnten also in diesem Kapitel globale und superlineare Konvergenz

nachweisen. Das Ergebnis wollen wir im néichsten Kapitel an zwei Beispielen
testen.



Kapitel 9

Numerische Ergebnisse

Um die Konvergenzgeschwindigkeit zu testen, wollen wir den von uns in
MATLAB (Version 6.1) programmierten Algorithmus anhand von zwei Bei-
spielen testen. Die Programmierung und Auswertung fand auf den Rechnern
im Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik der Universitét
Gottingen statt.

Die Arbeit soll mit einer kurzen Zusammenfassung enden.

9.1 Auswertung

Wir wollen den Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus an zwei bekannten Bei-
spielen testen. Um einen Vergleich herstellen zu konnen, wéhlen wir — wie M.
Fukushima in seinem Paper ,A descent algorithm for nonsmooth convex op-
timitzation“ [4] — die beiden Beispiele MAXQUAD und TR/8. Diese beiden
Beispiele sollen kurz vorgestellt werden. Wir haben sie dem Kapitel ,,A set of
nonsmooth optimization test problems“ aus ,Nonsmooth optimization® [10]
(ab S.151) von C. Lemaréchal und R. Mifflin entnommen.

1. Bei MAXQUAD wird eine Zielfunktion f : R!® — R minimiert. Diese
ist definiert durch

f(z) = max5(:1:TAk:1: — bl z),

wobei A, € R'%%1% eine symmetrische Matrix und b, ein Vektor im R
fiir alle £ =1, ..., 5 ist. Die symmetrische Matrix ist durch

Ap(i, ) = e7 cos(i - j)sin(k) i< j,

mit Diagonalelementen

10

i) = slsin(B)] + 3 1Ak

=1,
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gegeben und der Vektor durch
bi(i) = et sin(i - k).

2. Bei TR48 wird eine Zielfunktion f : R*® — R minimiert. Diese ist
definiert durch

48 48
)= - {z -3 i o - >} ,
i= j=

wobei A € R*®*48 eine symmetrische Matrix und s, d Vektoren im R*®
sind. Es handelt sich um das duale Transportproblem mit 48 Quellen
und 48 Zielen. Die Matrix mit den 2304 Kosten als Eintrdge und die
Eintrdge der beiden Vektoren s (sources) und d (destinations) kann
man in [10] (S.162/163) nachlesen.

Mit diesen beiden Beispielen wollen wir nun den Quasi-Newton-Biindel-
Algorithmus testen. Bei der Implementation des Algorithmus halten wir uns
an den in Kapitel 4, 5 und 8 beschriebenen Aufbau. Dazu sollen noch einige
Erkldrungen anhand des Quelltextes folgen.

Der gesamte Algorithmus sieht wie folgt aus:

function [x,iter,f,FZeval]=QNBTM()

global func subg;
format long e;

% Quasi-Newton bundle-type methods for nondifferentiable convex
% optimization

%***************************************************************

% INPUT-Parameter:

/A func function to be minimized

h subg subgradient of func

/A x_0 initial iterate

% max_iter maximal number of iterations

% OUTPUT-Parameter:

/A X approximate solution
h iter number of iterations performed
b f value of func in x

/A FZeval number of function-/subgradientevaluations



9.1 Auswertung 75

%***************************************************************

% INPUT:

% function to be minimized:
func=0funcMAXQUAD;

% subgradient of func:
subg=0subgMAXQUAD;

% initial iterate:
x_0=ones(10,1);

% maximal number of iterations:
max_iter=60;

%***************************************************************
% parameter

sigma=0.0001;

% 0<sigma<0.5

rho=0.5;

% O0<rho<1;

tol=1.e-4;

% tol very small

M=0.5*eye(length(x_0));

% M positive definite and symmetric matrix

O sk sk sk sk ok ok ok o ok ok sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk ok ok ok o o ok ok sk sk sk sk sk ok ok sk s ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk o ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok
% further definitions

xk=x_0;

k=0;
invM=inv (M) ;
invBk=invM;
deltak=1;
FZeval=[];

%***************************************************************

% bundle algorithm for the beginning
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[lowerFk, dk, epsilonk, j_sum_max] = Bundle(M, xk, deltak);
U sk sk sk sk ok ok o o ok ok sk ok ok ok o o ok ok ok ok ok ok o o o ok ok ok sk sk ok ok ok ok o o ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok o o
% QNBT-algorithm
while (norm(M*dk)>=tol) & (k<max_iter)

% computation of the search direction

sk=invBk*Mx*dk;

% line search

m=0;

epsilonkold=epsilonk;

deltakold=deltak;

deltak=(1/2) " (k+1);

xkold=xk;

dkold=dk;

[fk]=feval (func, xk)
upperFk=£fk+0.5*dk’ *M*xdk;

while (1)
xk=xkold+rho"m*sk;
FZeval=[FZeval;k, j_sum_max];
[lowerFk, dk, epsilonk, auxil_var] = Bundle(M, xk, deltak);
j_sum_max=auxil_var+j_sum_max;
if (lowerFk<=upperFk-sigma*rho “m*sk’*M*dk)
break
else
m=m+1;

end
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end

tauk=rho"m;

% computation of the matrix with BFGS-Update
c3=1;

% c3 in (0,infinity)

c4=0.2;

% c4 in (0,1)

Deltaxk=xk-xkold;
Deltayk=—M*(dk—dk01d);

if sqrt(Deltaxk’#*M*Deltaxk)*(sqrt(2*epsilonkold)+. ..
sqrt (2+epsilonk))<=c3*Deltaxk’*Deltayk & ...
2*sqrt (Deltayk’*M*Deltayk) * (sqrt (2*epsilonkold)+. ..
sqrt (2xepsilonk))<=min(c4, deltakold~(1/3)+...
deltak™(1/3))*Deltayk’*Deltayk
denom=Deltaxk’*Deltayk;
invBk=(eye(size (M))-((Deltaxk*Deltayk’)/denom))*invBk*. ..
(eye(size(M))-((Deltayk*Deltaxk’)/denom))+. ..
((Deltaxk*Deltaxk’)/denom) ;
else
invBk=invM;
end
k=k+1
end
[fk]=feval (func,xk) ;
Yok Kok ok sk ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok o ok o oK ok K ok o ok ok K ok o oK ok K ok K R oK oK ok R K ok o ok o K ok Kok o ok ok o ok K K ok K ok K

% OUTPUT:

% approximate solution:
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x=xk

% number of iterations performed:
iter=k

% value of func in x:

f=fk

% number of function-/subgradientevaluations:
FZeval=[FZeval;k, j_sum_max]

%***************************************************************

Der Benutzer muss also den Startwert, die maximale Anzahl an Iterationen,
die Zielfunktion und auch eine Funktion zur Berechnung der Subgradienten
eingeben. Letzteres ist der einzig nicht so schone Punkt des Algorithmus. Der
Benutzer muss eine geeignete Funktion finden, mit der der Subgradient an
den gewiinschten Stellen ausgerechnet werden kann. Die Parameter konnen
ebenfalls abhéngig von den Beispielen geéindert werden. Am Anfang wird die
Funktion Bundle aufgerufen. Dort befindet sich die in Kapitel 4 vorgestellte
Biindel-Methode und hat den folgenden Quelltext:

function [lowerFj, dj, epsilonj, jmax] = Bundle(M, x, delta)
global func subg;

%***************************************************************

% this program solves the bundle problem

%***************************************************************

N=1;
J

U=x;
[Fl=feval(func, x);
[Z]=feval(subg, x);

while (1)

[lowerFj, djl=funclower(x, M, U, F, Z);
uj=x+dj;

[f]=feval (func, uj);

[z]=feval(subg, uj);

F = cat(1,F,f);

Z = cat(2,Z,2);
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U = cat(2,U,uj);
upperFj=f+0.5%dj’ *M*dj;
epsilonj=upperFj-lowerFj;
if (epsilonj>delta*min(dj’*M*dj,N))
j=j+;
else
break
end
end
jmax=j+1;
ok 3k o ok sk sk ok o ok sk ok ok o ok ok ok o ok ok ok o ok sk ok ok o ok K ok ok o K ok ok ok ok o ok sk ok ok ok K sk ok o o K ok ok ok o oK ok ok ok o K ok ok o o

Dieser Biindel-Algorithmus beginnt mit der Berechnung der unteren Schranke
F{,(z) in der Funktion funclower. Dies erfolgt durch das Losen der MinMax-
Aufgabe

4 , 1
Min. , axl{f(u’)+z§(m+d—ul)}+§||d||?w, deR".

1217"'7]

Dieses Problem lésst sich in
Min. v+ %dTMd, vER,deER
unter den Nebenbedingungen
fu) +2h(r+d—u') <v
umwandeln. Damit erhalten wir den folgenden Quelltext:

function [lowerf, d]=funclower(x, M, U, F, Z)
Y%k ok sk sk ok ok o ok ok ok ok sk sk ok ok ok o ok ok ok sk sk ok ok sk o o ok ok sk ok sk sk sk ok sk o o o ok ok ok ok sk sk sk ok ok sk o ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok
% this program solves the minmax problem

%***************************************************************
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[n,jl=size(U);

%» we use the Optimization toolbox in MATLAB
% X=quadprog(H,f,A,b) solves the following quadratic problem:
% min 0.5%x’*H*x + f’#x subject to A*x <=b, x

H=zeros(n+1,n+1);
H(1:n,1:n)=M;
f=zeros(n+1,1);
f(n+1)=1;
A=cat(2,Z’,-ones(j,1));
b=zeros(j,1);

for i=1:]j
b(i)=-F(i)-Z(:,1) *(x-U(:,1));
end

L=quadprog(H,f,A,b,[1,[1,01,[],[],optimset(’Largescale’,’off’));
d=L(1:n);

v=L(n+1) ;

lowerf=v+1/2%d’*Mxd;

oA,**>|<*>|<*>|<*>|<*>|<*>|<*>|<*>|<*>|<*>l<*>l<>k*>k**>|<*>|<>l<*>l<>k*>k**>|<*>|<>l<*>l<**>|<**>|<*>|<>l<*>l<**>|<*>|<>l<*

Hierbei haben wir aus der Optimization toolbox in MATLAB die Funktion
quadprog verwendet. Um diese im Quelltext kurz beschriebene Funktion an-
wenden zu konnen, miissen wir unser Problem in Matrixschreibweise bringen.
Das Ursprungsproblem ldsst sich umschreiben in

w5 (0) (V) () () (2) (2)em

unter den Nebenbedingungen

2L -1 —f(u') = 25 (2 — ut)
: : < ;l ) < :
75 -1 —f(u?) = 2L (x — uw?)

Quadprog liefert uns so unsere gewiinschte Losung d’(x), mit der der Biindel-
Algorithmus fortfahren kann. Nach endlich vielen Schritten bricht der Biindel-
Algorithmus ab und wir kénnen den Quasi-Newton-Biindel-Algorithmus star-
ten. Bei der Berechnung der Schrittweite setzen wir vereinfacht p konstant
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auf 1/2. Beim anschliefenden BFGS-Update berechnen wir gleich die inverse
Matrix, da wir nur diese bei der Berechnung der Abstiegsrichtung benétigen.
Dafiir verwenden wir die Formel

Az AyL Ay AxT Az Azt
1 _ kLY ~1 BTy kLT
By = <I Afoyk> By (I Am{Ayk> + Am{Ayk

(siehe S. 197 in [20]), wobei I die Identitéit ist. Der gesamte Algorithmus
bricht entweder nach der maximalen Iterationszahl maz_iter ab oder falls
||Md|| < tol ist, wobei tol (tolerance) eine eingegebene Genauigkeitsgren-
ze ist. Danach liefert der Algorithmus den minimalen Funktionswert f, die
Losung x der Minimierungsaufgabe (P), die beno6tigte Anzahl an Iterationen
iter und die kumulierte Anzahl der Funkions-/Subgradientenauswertungen
FZeval. An einigen Stellen lésst sich der Algorithmus auch effizienter pro-
grammieren (siehe [22]), worauf es uns aber nicht so sehr ankam.

Testen wir nun die beiden Beispiele. Nach den Tests sollen in einer kurzen
Bemerkung zwei vorkommende Besonderheiten gekldrt werden. Die Parame-
ter bei unserem ersten Problem MAXQUAD kann man im Quelltext ablesen.
Die optimale Losung liegt hier bei

f=-0.8414

x = [-0.1263, -0.0343, -0.0068, 0.0264, 0.0673, -0.2784, 0.0742, 0.1385, 0.0840,
0.0386 ].

Die folgende Tabelle zeigt die Konvergenz mit teuren kumulierten Funk-
tions-/Subgradientenauswertungen:

| iter | 0] 1] 2 | 3 | 4|
| | 5337]-0.3601 | -0.8394 | -0.8414 | -0.8414 |
| FZeval | 185 267 396 562 848 ]

M. Fukushima dagegen bendétigte 18 Iterationen, um das Ergebnis zu er-
halten.

Auch bei dem Startwert x; = 0 fiir « = 1,...,10, an dem die Funktion f
einen Knick hat (fx(0) =0,k = 1,...,5), erhalten wir nach 4 Iterationen das
gewiinschte Minimum. Wihlen wir dagegen erneut den Startwert x; = 1 fiir
1 =1,...,10, und wéhlen wir dieses Mal M = 10- I, wobei I die Identitét ist,
so erhalten wir die folgende Tabelle:

| iter | 0] 1] 3| 5 | 10 | 14 |
| f [5337[9.4482 [ -0.4045 | -0.8261 | -0.8414 | -0.8414 |
| FZeval | 26| 41| 68| 106| 257| 466 |

Wir bendtigen zwar mehr Iterationen, dafiir sind die Funktions-/Subgra-
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dientenauswertungen nicht so teuer wie vorher.
Die Parameter fiir unser zweites Problem TR48 sollen etwas anders gewahlt
werden. Wir setzen M = 0.8 I, wobei I die Identitiit ist und &, = (1/1.2)F*!
fiir die konvergente Reihe, welche die Genauigkeit der Approximationen mit-
bestimmt. Als Startwert wéhlen wir z; = 0 fiir ¢ = 1,...,48. Die optimale
Losung liegt hier bei

f = —638565

x = [ 12,1042, 125.1042, -131.8958, 351.1042, -42.8958, -296.8958, -203.8958,
-383.8958, -219.8958, -309.8958, 179.1042, -5.8958, -124.8958, -266.8958,
26.1042, 77.1042, -30.8958, -223.8958, 97.1042, -51.8958, -36.8958, -60.8958,
-375.8958, -29.8958, -143.8958, 0.1042, 205.1042, -70.8958, -27.8958,
-8958.8958, 129.1042, -13.8958, -32.8958, -377.8958, 24.1042, -401.8958,
198.1042, -261.8958, 820.1042, -193.8958, 29.1042, 352.1042, -9.8958,
342.1042, 954.1042, 729.1042, -301.8958, 74.1042 .

Die folgende Tabelle zeigt die Konvergenz:

| iter | 0| 1] 3| 5 | 10 |
| f | -464816 | -533568.12 | -576914.45 | -605851.22 | -621152.47 |
| FZeval || 34 | 69 | 153 | 245 | 534 |
| iter | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 |
| f []-634157.28 [ -637036.21 | -638170.97 | -637782.11 | -638497.12 |
| FZeval || 824 | 1118 | 1642 | 1985 | 2339 |
| iter | 40 | 45 | A7 | 50 | 51 |
| ] -638542.19 | -638555.20 | -638563.39 | -638564.97 | -638564.99 |
| FZeval || 3024 | 3940 | 4091 | 6024 | 7119 |

M. Fukushima dagegen bendtigte 70 Iterationen, um in die Ndhe des Er-
gebnises zu kommen (-638446). Seine Feststellung ,... but it appears very
difficult in practice to achieve this value closely...“ kénnen wir nur bestéti-
gen. Es war schwierig geeignete Parameter zu finden, um das Ergebnis in
akzeptabler Zeit zu erhalten. Die letzten drei Iterationen bendtigen nach wie
vor sehr viele Funktions-/Subgradientenauswertungen. Auch C. Lemaréchal
und R. Mifflin beschrieben das Problem als schwierig, gaben aber als Alter-
native dazu ein einfacheres Problem an, ndmlich indem man die Eintrige
der Vektoren s und d auf Eins setzt. Das konnten wir bestéitigen, denn bei
geschickter Wahl der Parameter konnten wir in nur 5 Iterationsschritten die
optimale Losung
f=—9870

x = [-37.9204, 25.9313, -2.9204, 8.6185, -61.9204, 9.7242, -7.6708, 0, 15.6146,
-74.3854, -7.9370, 11.0560, -53.9874, -70.5313, 7.0796, -7.8467, -14.6769,
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19.4687,-18.2619, 0, -55.9204, -43.9482, -54.5052, -12.9204, -46.9204, -18.9204,
-7.6694, -53.9204, -15.9204, 144.6613, 0, 3.0796, 169.0796, 0, -28.7973, 0,
79.0796, 44.4687, -10.9722, -31.3854, 46.0796, 17.0817, 40.0796, 69.0796,
-71.9722, 73.0278, 4.5405, 24.0796 ]

finden. Hierbei konnte man deutlich feststellen, wie sehr die Matrix M Ein-
fluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit hat. Hier haben wir M = 0.015 -1
gesetzt, wobei I die Identitdt ist. Setzt man zum Beispiel M = 0.1 -1, so
ben6tigt man schon 19 Iterationen beziehungsweise setzt man M = I, so
sollte man nicht in akzeptabler Zeit ein Ergebnis erwarten.

Bemerkungen: Wir wollen noch zwei Dinge erwéhnen.

e In iter = 0 wird normalerweise nur der Funktionswert in dem Startwert
xo berechnet. Also benétigt man eine Funktions-/Subgradientenaus-
wertung. Da man in unserem Algorithmus aber fiir die erste Iterati-
on schon Startwerte aus dem Biindel-Algorithmus benétigt, haben wir
die dafiir benétigten Funktions-/Subgradientenauswertungen schon in
iter = 0 berticksichtigt.

e Da man die Regularisierung nicht exakt berechnen kann, werden fiir die
Berechnung der Schrittweite auch nur ihre Schranken verwendet. Daher
kann man nicht erwarten, dass die Folge {Fi/(xx)} monoton fillt. Im
Gegensatz zur Berechnung der Armijo-Schrittweite im differenzierbaren
Fall kann man hier nicht erwarten, dass Fy(xx 1) < Far(zy) gilt.

9.2 Zusammenfassung

Um noch einmal die wichtigsten Aussagen dieser Arbeit hervorzuheben, soll
die Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung enden. Unser Ziel war es
einen Algorithmus zu beschreiben, der den minimalen Punkt einer nicht-
differenzierbaren konvexen Funktion findet. Da es bei differenzierbaren Op-
timierungsproblemen schon sehr gute Verfahren gibt, wird unsere nichtdif-
ferenzierbare Funktion durch eine differenzierbare Funktion — die Moreau-
Yosida-Regularisierung — angendhert. Diese wiederum kann nicht exakt be-
rechnet werden. Daher wird sie durch eine lineare Approximation beschrie-
ben, was durch die Biindel-Methode geschieht. Hierauf nun kann man ein
Quasi-Newton-Verfahren anwenden. Durch zusitzliche Voraussetzungen an
die Regularisierung kann globale und superlineare Konvergenz bewiesen wer-
den. Der Algorithmus lasst sich gut implementieren und liefert bei geeigneter
Wahl der Parameter die optimale Losung in akzeptabler Zeit.
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