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Kapitel 1
Einleitung
Wir betrahten in dieser Arbeit ein numerishes Verfahren zur Behandlung derunrestringierten Optimierungsaufgabe(P) Minimiere f(x); x 2 R nmit einer Zielfunktion f : R n �! R , welhe im Laufe der weiteren Betrah-tungen zumindest einmal stetig di�erenzierbar sein wird. Bevor wir jedoh aufdieses Verfahren n�aher eingehen k�onnen, ben�otigen wir noh einige elementareGrundlagen.Ziel aller Verfahren zur numerishen L�osung von (P) ist es, einen station�arenPunkt von f zu �nden oder wenigstens eine hinreihend gute N�aherung f�ur einensolhen zu liefern. Es handelt sih dabei um einen Punkt x� 2 R n , in welhemdie notwendige Optimalit�atsbedingung erster Ordnung erf�ullt ist. Dies bedeutet,da� der Zielfunktionsgradient rf in x� vershwindet, also rf(x�) = 0 gilt. Istzus�atzlih die Zielfunktion zweimal stetig di�erenzierbar und die hinreihendeOptimalit�atsbedingung zweiter Ordnung erf�ullt, beziehungsweise die Hessesher2f in x� positiv de�nit, so ist x� ein (striktes) lokales Minimum von f und so-mit auh eine lokale L�osung von (P). Genauer verstehen wir unter einer lokalenL�osung x� 2 R n von (P) einen Punkt, um den es eine Umgebung U(x�) derartgibt, da� f(x�) � f(x) f�ur alle x 2 U(x�) gilt. Ferner nennen wir x� 2 R n eineglobale L�osung von (P), falls f(x�) � f(x) f�ur alle x 2 R n gilt. Unter gewissenZusatzvoraussetzungen f�ur die Zielfunktion, etwa Konvexit�at, ist jeder station�arePunkt von f ein globales Minimum und daher jede lokale L�osung von (P) auhglobale L�osung.Da die in der Praxis auftretenden Zielfunktionen oftmals von sehr vielen Varia-blen abh�angen oder die Bestimmung von station�aren Punkten mit Methoden derAnalysis oder Algebra aufgrund der spezi�shen Eigenshaften der Zielfunkti-on gar niht m�oglih ist, man denke in diesem Zusammenhang beispielsweise anPolynome h�oheren Grades, werden numerishe Verfahren zur L�osung von (P) ein-
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gesetzt. Eine Vielzahl dieser Verfahren, wie auh das zu untersuhende, geh�orenzur Klasse der line-searh-Verfahren. Diese lassen sih wie folgt beshreiben: Aus-gehend von einer aktuellen N�aherung xk f�ur einen station�aren Punkt bestimmtman eine sogenannte Abstiegsrihtung pk 2 R n f�ur f in xk. Dies ist ein Vektor,f�ur den rf(xk)Tpk < 0 gilt. Hieraus folgt f(xk + tpk) < f(xk) f�ur alle hinrei-hend kleinen t > 0, also eine Zielfunktionsverminderung falls man von xk einenhinreihend kleinen Shritt in Rihtung pk geht. Man kann eine Abstiegsrih-tung auf vershiedene Arten ermitteln, wir werden sp�ater darauf eingehen. Alsn�ahstes bestimmt man eine Shrittweite tk > 0, die, wie der Name shon erah-nen l�a�t, festlegt, wie weit man von xk in die Rihtung pk geht. Auh hierbei gibtes zahlreihe M�oglihkeiten, eine Shrittweite zu bestimmen. Es ist aber sinvoll,eine Forderung der Form f(xk + tkpk) < f(xk) zu stellen, denn dann ist mit derWahl xk+1 := xk + tkpk f�ur eine neue N�aherung die Folge ff(xk)g streng mono-ton fallend. Shrittweiten, die diese Forderung erf�ullen, werden daher auh alsmonoton bezeihnet. Die wihtigsten hiervon werden wir noh vorstellen. Manf�uhrt die eben beshriebenen Shritte solange durh, bis ein station�arer Punkterreiht oder krf(xk)k hinreihend nahe bei 0 ist. Dabei bezeihnet k�k hier undim weiteren Verlauf dieser Arbeit stets die euklidishe Vektornorm, beziehungs-weise die zugeordnete Matrixnorm. Formal lassen sih line-searh-Verfahren demfolgenden Modellalgorithmus unterordnen:� Gegeben sei ein Startvektor x0 2 R n .� F�ur k = 0; 1; : : : :{ Falls rf(xk) = 0, dann STOP. xk ist station�arer Punkt.{ Andernfalls:1. Bestimme eine (Abstiegs-)Rihtung pk 2 R n mit rf(xk)Tpk < 0:2. Bestimme eine Shrittweite tk > 0 mit f(xk + tkpk) < f(xk).3. Bestimme die neue N�aherung xk+1 := xk + tkpk.Line-searh-Verfahren setzen sih also aus einer Rihtungs- und einer Shritt-weitenstrategie zusammen. Auf eine Gruppe von M�oglihkeiten f�ur die Wahlder ersteren wollen wir hier shon eingehen und die sogenannten Quasi-Newton-Verfahren erl�autern. Diese entstehen aus dem auf die Gleihung rf(x) = 0angewandten Newton-Verfahren, indem anstatt der bekannten Rihtungswahlpk := �r2f(xk)�1rf(xk)die Rihtung pk := �B�1k rf(xk)mit einer nihtsingul�aren Matrix Bk 2 R n�n gew�ahlt wird. Ist die Matrix Bk, dieman auh als eine Approximation an die Hesseshe in der aktuellen N�aherung
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betrahten kann, symmetrish und positiv de�nit, so ist pk := �B�1k rf(xk) eineAbstiegsrihtung f�ur f in xk. Die Bestimmung dieser Matrizen erfolgt �uber eineUpdate-Formel f�ur die Folgenglieder der Folge fBkg. In die Berehnung von Bk+1gehen �ubliherweise die aktuelle Matrix Bk sowie yk := rf(xk+1)�rf(xk) undsk := xk+1�xk ein. Auf Basis dieser einf�uhrenden Grundlagen sind wir nun in derLage, n�aher auf konkrete Verfahren zur numerishen Behandlung des Problems(P) einzugehen.Das BFGS-Verfahren wurde 1970 unabh�angig voneinander vonC. G. Broyden,R. Flether, D. Goldfarb und D. F. Shanno entdekt. Dabei handelt essih um ein Quasi-Newton-Vefahren mit der Update-Formel

Bk+1 := Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk :Wegen seiner guten Konvergenzeigenshaften ist dieses Verfahren in der Pra-xis �au�erst beliebt und daher auh eines der meist untersuhten Verfahren derunrestringierten Optimierung. Wir werden einige dieser Ergebnisse sp�ater nohvorstellen, wenden uns nun jedoh dem eigentlihen Objekt dieser Arbeit zu.1993 verglihen J. E. Dennis Jr. und H. Wolkowiz in ihrer Arbeit [9℄ dienumerishen Eigenshaften mehrerer bereits bekannter und einiger neuer Quasi-Newton-Verfahren. Hierbei stellte sih ein von den Autoren erstmals vorgestelltesVerfahren als �uberlegen in den Testkriterien Anzahl der Iterationen und Anzahlder Zielfunktionsauswertungen heraus. Dieses Verfahren Nr. 10 aus [9℄ nennenwir der Einfahheit halber von nun an das Dennis-Wolkowiz-Verfahren oderkurz DW-Verfahren. Es benutzt ein zweistu�ges Matrix-Update der Form
Bk+ 12 := Bk + yTk B�1k yk � yTk sk(yTk B�1k yk)(yTk sk)ykyTk ;Bk+1 := Bk+ 12 � (Bk+ 12 sk)(Bk+ 12 sk)TsTkBk+ 12 sk + ykyTkyTk sk :Dies stellt die unmittelbare Hintereinanderausf�uhrung eines inversen shwahenGreenstadt-Updates (in der direkten Darstellung) und eines BFGS-Updates dar.Desweiteren f�uhren Dennis und Wolkowiz im ersten Shritt des Verfahrensein sogenanntes initial inverse sizing aus. Es bedeutet, da� unmittelbar vor demersten Matrix-Update B�10 := yT0 s0yT0 B�10 y0B�10gesetzt wird. Dies hat zwar keine Auswirkungen auf die theoretishen Eigenshaf-ten des Verfahrens, bewirkt allerdings Verbesserungen bei den numerishen Tests.Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren ist noh reht wenig untersuht, die bisher
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untersuhten Konvergenzeigenshaften sind jedoh denen des BFGS-Verfahrenssehr �ahnlih.Ziel dieser Arbeit ist es nun, die theoretishen und numerishen Eigenshaftendes Dennis-Wolkowiz-Verfahrens vorzustellen und diese mit denen anderer Ver-fahren zu vergleihen. Als Referenz-Verfahren dient dabei das BFGS-Verfahren.F�ur den Vergleih der theoretishen Eigenshaften werden wir zun�ahst die shonbekannten lokalen und globalen Konvergenzresultate f�ur das BFGS-Verfahrenvorstellen. Einige dieser Eigenshaften konnten bereits auf das DW-Verfahren�ubertragen und bewiesen werden. Wir werden diese ebenfalls vorstellen. Fernerwerden wir die G�ultigkeit einiger weiterer S�atze �uber das BFGS-Verfahren f�urdas DW-Verfahren beweisen, beziehungsweise bereits bewiesene Aussagen ver-allgemeinern. Anshlie�end werden wir beide Verfahren implementieren und ihrenumerishen Eigenshaften miteinander vergleihen. Die weitere Arbeit gliedertsih wie folgt:In Kapitel 2 werden wir einige allgemeine theoretishe Grundlagen von line-searh-Verfahren f�ur die sp�ateren Untersuhungen bereitstellen. Dazu geh�orenunter anderem Eigenshaften von bestimmten Quasi-Newton-Updates, Shritt-weitenstrategien, sowie allgemeine Konvergenzaussagen f�ur den Modellalgorith-mus und Quasi-Newton-Verfahren.In Kapitel 3 werden die globalen und lokalen Konvergenzeigenshaften des BFGS-Verfahrens wiederholt und ein modi�ziertes BFGS-Verfahren sowie dessen globaleKonvergenz bei nihtkonvexer Zielfunktion vorgestellt.In Kapitel 4 stellen wir analog zum vorangegangenen Kapitel die globalen undlokalen Konvergenzeigenshaften des Dennis-Wolkowiz-Verfahrens vor und lie-fern in diesem Zusammenhang einige f�ur dieses Verfahren neue, f�ur das BFGS-Verfahren shon bekannte Ergebnisse. Als Stihworte hierzu seinen bereits jetztglobale R-lineare Konvergenz bei semi-eÆzienter Shrittweitenstrategie, G�ultig-keit eines Bounded-Deterioration-Satzes und daraus folgende lokale Q-lineareKonvergenz des unged�ampften Verfahrens sowie globale Konvergenz bei niht-konvexer Zielfunktion mittels "autious" Update genannt.In Kapitel 5 werden wir Grundlagen f�ur eine eÆziente Implementierung beiderVerfahren vorstellen und anshlie�end einige numerishe Experimente mit bei-den Verfahren beshreiben und auswerten. Dabei werden wir noh ein weiteresneues Verfahren von J. E. Dennis Jr. und H. Wolkowiz ber�uksihtigen.Da zu diesem Verfahren allerdings bislang keine Konvergenzbeweise vorliegen,beshr�anken wir uns auf die numerishe Untersuhung.In Kapitel 6 werden wir auf Basis der vorangegangenen Kapitel ein Fazit �uberdie m�oglihe �Uberlegenheit des Dennis-Wolkowiz-Verfahrens ziehen.



Kapitel 2
Theoretishe Grundlagen
In diesem Kapitel besh�aftigen wir uns mit allgemeinen theoretishen Grundlagenvon line-searh-Verfahren, welhe wir dann sp�ater bei bei der genaueren Untersu-hung der Eigenshaften von BFGS- und DW-Verfahren ben�otigen werden. Wirbetrahten im folgenden wieder die unrestringierte Optimierungsaufgabe(P) Minimiere f(x); x 2 R nmit einer stetig di�erenzierbaren Zielfunktion f : R n �! R , von welher wirsp�ater noh weitere Eigenshaften fordern werden.Die wohl wihtigste Klasse von line-searh-Verfahren sind die shon beshriebe-nen Quasi-Newton-Verfahren, bei denen die Folge der Abstiegsrihtungen durheine Folge von Matrizen und deren Update-Formel bestimmt wird. L�a�t sih dieUpdate-Formel in einer gewissen Art und Weise, die wir gleih beshreiben wer-den, darstellen, so spriht man von einem Broydenklasse-Verfahren. Da, soviel seihier shon vorweg genommen, alle in dieser Arbeit zu untersuhenden Verfahrenzu dieser Verfahrensklasse geh�oren, werden wir einige ihrer Eigenshaften jetztn�aher erl�autern.
2.1 Broydenklasse-VerfahrenBroydenklasse-Verfahren stellen eine in Theorie und Praxis sehr beliebte Gruppevon Verfahren zur numerishen Behandlung unrestringierter Optimierungsaufga-ben dar. Diese Quasi-Newton-Verfahren sind durh Matrix-Update-Formeln derForm Bk+1 := Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk + (1� �k)(sTkBksk)vkvTkgegeben. Hierbei sindsk := xk+1 � xk; yk := rf(xk+1)�rf(xk); vk := ykyTk sk � BksksTkBksk
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und �k 2 R der Broydenklasseparameter. Die bekanntesten Vertreter dieser Ver-fahrensklasse sind das shon erw�ahnte BFGS-Verfahren mit �k = 1 und das aufW. C. Davidon, R. Flether und M. J. D. Powell zur�ukgehende DFP-Verfahren mit �k = 0. Wir werden nun einige allgemeine Eigenshaften dieserUpdate-Klasse angeben, um diese sp�ater auf die zu untersuhenden Spezialf�alleanwenden zu k�onnen.Unter der Voraussetzung yTk sk > 0 sagt der nun folgende Satz aus, da� dieUpdate-Matrizen der Broydenklasse der Quasi-Newton-Gleihung gen�ugen undf�ur �k � 1 mit Bk auh Bk+1 symmetrish und positiv de�nit ist. Ferner wirddie Determinante von Bk+1 aus der von Bk berehnet.Satz 2.1 Seien yk; sk 2 R n mit yTk sk > 0 und eine symmetrishe und positivde�nite Matrix Bk 2 R n�n gegeben. Sei �k 2 R und

Bk+1 := Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk + (1� �k)(sTkBksk)vkvTk
mit vk := ykyTk sk � BksksTkBksk :Dann gilt:1. Die Quasi-Newton-Gleihung Bk+1sk = yk ist erf�ullt.2. F�ur �k � 1 ist die Matrix Bk+1 symmetrish und positiv de�nit.3. Es gilt

det(Bk+1) = ��k yTk sksTkBksk + (1� �k)yTk B�1k ykyTk sk � det(Bk):
Beweise der obigen Aussagen lassen sih bei J. Werner [23℄, S. 196f. und J.D. Pearson [18℄ �nden.Wie sih im vorangegangenen Satz gezeigt hat, ist die Voraussetzung yTk sk > 0f�ur Broydenklasse-Verfahren von gro�er Bedeutung, da sie unter �k � 1 einehinreihende Bedingung f�ur die positive De�nitheit von Bk+1 und damit f�ur eineAbstiegsrihtung ist. Wie wir sp�ater noh sehen werden, kann man yTk sk > 0durh Verwendung gewisser Shrittweiten oder einer gleihm�a�ig konvexen Ziel-funktion siherstellen.Bemerkung: Eine weitere wihtige Eigenshaft von Broydenklasse-Verfahren istdie Invarianz unter der aÆn linearen Variablentransformation z := Ax + a mit
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einer nihtsingul�aren Matrix A 2 R n�n und einem a 2 R n . Ferner kann man zei-gen, da� alle Broydenklasse-Verfaren dieselben Folgen fxkg und fBkg erzeugen,falls dieselben Startwerte x0 und B0 und die exakte Shrittweite, auf die wir imn�ahsten Abshnitt eingehen, verwendet werden.F�ur Beweise dieser Aussagen siehe z. B. R. Flether [10℄, S. 57 und S. 66.
2.2 ShrittweitenstrategienBekannterweise setzen sih line-searh-Verfahren aus einer Rihtungs- und ei-ner Shrittweitenstrategie zusammen. M�oglihkeiten f�ur die Wahl der letzterenwerden wir jetzt vorstellen. Wir betrahten wieder die unrestringierte Optimie-rungsaufgabe (P) und setzen voraus:(V1) Bei gegebenem Startvektor x0 2 R n des Verfahrens ist die NiveaumengeL0 := fx 2 R n : f(x) � f(x0)g kompakt.(V2) Die Zielfunktion f ist auf einer o�enen Obermenge von L0 stetig di�eren-zierbar.(V3) Der Zielfunktionsgradient rf(�) ist auf L0 lipshitzstetig. Es existiert alsoeine Konstante  > 0 mitkrf(x)�rf(y)k � kx� yk f�ur alle x; y 2 L0:Ausgehend von einer aktuellen N�aherung xk 2 L0, die keine station�are L�osungvon (P) ist und einer Abstiegsrihtung pk f�ur f in xk berehnen sih die g�angigstenShrittweiten tk > 0 wie folgt.
2.2.1 Die exakte ShrittweiteBei der Suhe nah einer Shrittweite w�urde es sih nat�urlih anbieten, tk alsL�osung der restringierten OptimierungsaufgabeMinimiere f(xk + tpk); t 2 [0;1)zu bestimmen. Dann istf(xk + tkpk) = mint�0 f(xk + tpk);beziehungsweise tk diejenige Shrittweite, die bei gegebener Abstiegsrihtung pkdie maximale Zielfunktionsverminderung liefert. Genauer kann man zeigen, da�in jedem Iterationsshritt

f(xk)� f(xk + tkpk) � 12�rf(xk)Tpkkpkk �2
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gilt. Ferner gilt mit dieser Shrittweite rf(xk+1)Tpk = 0 f�ur alle k und daheryTk sk > 0. Dies ist, wie Satz 2.1 zeigt, im Zusammenhang mit Broydenklasse-Verfahren von besonderer Bedeutung. Denn somit ist es m�oglih, die Durhf�uhr-barkeit dieser Verfahren und den Erhalt der positiven De�nitheit der Update-Matrizen zu sihern, ohne etwa eine gleihm�a�ige Konvexit�atsforderung an dieZielfunktion zu stellen. Dies wird uns sp�ater noh bei der Vorstellung des CBFGS-Verfahrens besh�aftigen. Die Existenz dieser Shrittweite, die auh exakte Shritt-weite genannt wird, ist unter den gegebenen Voraussetzungen gesihert. Aller-dings ist es nur in wenigen Spezialf�allen m�oglih, diese genau zu berehnen. Manmuss sih daher mit N�aherungen begn�ugen oder inexakte Shrittweiten verwen-den. In den Anwendungen wird zumeist letzteres getan, weshalb wir die beidenwihtigsten nun angeben.
2.2.2 Die Wolfe-ShrittweiteDer wohl prominenteste Vertreter der inexakten Shrittweiten ist die Wolfe-Shrittweite, zum Teil auh Powell-Shrittweite genannt. Hierbei wird tk > 0so gew�ahlt, da� die beiden Wolfe-Bedingungenf(xk + tkpk) � f(xk) + �tkrf(xk)Tpk und rf(xk + tkpk)Tpk � �rf(xk)Tpkmit Konstanten � 2 (0; 12) und � 2 (�; 1) erf�ullt sind. Auh hier sihern die obengetro�enen Voraussetzungen (V1) bis (V3) die Existenz einer solhen Shrittweite.Eine Absh�atzung der Zielfunktionsverminderung ist ebenfalls m�oglih. Unterden Voraussetzungen gilt

f(xk)� f(xk + tkpk) � �(1� �) �rf(xk)Tpkkpkk �2:
Desweiteren folgt bei Verwendung einer Abstiegsrihtung aus der zweiten Wolfe-Bedingung, da� yTk sk > 0 gilt. Die enorme Wihtigkeit dieser Eigenshaft habenwir shon bei der exakten Shrittweite betont. Da zus�atzlih die Berehnung einerWolfe-Shrittweite in endlih vielen Shritten m�oglih ist, wird diese in den prak-tishen Anwendungen der exakten Shrittweite zumeist vorgezogen. Im Rahmender numerishen Experimente werden wir daher die Wolfe-Shrittweite benuztenund auh einen Algorithmus f�ur die Berehnung angeben und implementieren.
2.2.3 Die Armijo-ShrittweiteEine Shrittweite, deren Vorteile vor allem in der leihten Implementierbarkeitliegen, ist die Armijo-Shrittweite. Diese berehnet sih wie folgt:� Geben seien � 2 (0; 12) und 0 < l � u < 1. Setze �0 := 1.
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� F�ur j = 0; 1; : : : :Falls f(xk+�jpk) � f(xk)+��jrf(xk)Tpk, dann: Setze tk := �j undSTOP.Andernfalls: W�ahle �j+1 2 [l�j; u�j℄.Setzt man beispielsweise l = u =: � 2 (0; 1), so erh�alt man tk = �j, wobei j diekleinste nihtnegative ganze Zahl mitf(xk + �jpk) � f(xk) + ��jrf(xk)Tpkist. Dieser wegen seiner Einfahheit sehr beliebte Spezialfall wird auh bak-traking Armijo-Shrittweite genannt. Wieder sihern (V1) bis (V3) die Existenzdieser Shrittweite und wieder erlauben sie eine Absh�atzung der erreihbarenZielfunktionsverminderung. Genauer existiert unter (V1) bis (V3) eine Konstante� > 0, die zwar von �; ; l und u abh�angt, jedoh unabh�angig von xk und pk ist,mit f(xk)� f(xk + tkpk) � �min��rf(xk)Tpk;�rf(xk)Tpkkpkk �2�:Allerdings kann durh Verwendung der Armijo-Shrittweite yTk sk > 0 niht si-hergestellt werden, was den wesentlihen Nahteil dieser Strategie darstellt.Bemerkung: Die angegebenen Absh�atzungen f�ur die Zielfunktionsverminde-rung bei Verwendung einer bestimmten Shrittweitenstrategie spielen eine zentra-le Rolle bei der Konvergenzanalyse des Modellalgorithmus. Denn ist eine solheAbsh�atzung ersteinmal gezeigt, so kann die weitere Untersuhung unabh�angigvon der speziellen Wahl der Shrittweite durhgef�uhrt werden. Shrittweitenstra-tegien, f�ur die unter den Voraussetzungen (V1) bis (V3) die Existenz einer von xkund pk unabh�angigen Konstanten � > 0 mit

f(xk)� f(xk + tkpk) � ��rf(xk)Tpkkpkk �2
gezeigt werden kann, werden gem�a� [20℄ von W. Warth und J. Werner eÆ-zient genannt. Kann unter (V1) bis (V3) gezeigt werden, da� es eine von xk undpk unabh�angige Konstante � > 0 mit

f(xk)� f(xk + tkpk) � �min��rf(xk)Tpk;�rf(xk)Tpkkpkk �2�
existiert, so wird die Shrittweitenstrategie semi-eÆzient genannt, siehe P. Kos-mol [13℄. Die exakte und die Wolfe-Shrittweite sind folglih eÆzient. Die Armijo-Shrittweite und jede eÆziente Shrittweite sind semi-eÆzient.Beweise der Aussagen �uber die drei vorgestellten Shrittweitenstrategien sindzum Beispiel bei J. Werner [23℄, S. 163�. zu �nden.
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2.3 Allgemeine KonvergenzaussagenBei der Untersuhung der theoretishen Konvergenzeigenshaften von BFGS- undDennis-Wolkowiz-Verfahren werden wir einige allgemein bekannte Konvergenz-resultate �uber line-searh-Verfahren, beziehungsweise den Modellalgorithmus so-wie Quasi-Newton-Verfahren im speziellen ben�otigen. Daher stellen wir diesekurz vor, de�nieren jedoh zuvor noh die auftretenden Konvergenzraten.De�nition 2.2 Sei fxkg � R n eine Folge von Vektoren, die gegen ein x� 2 R nkonvergiert. Dann hei�t die Konvergenzrate von fxkg:1. Q-linear, wenn ein r 2 (0; 1) mit kxk+1 � x�k � rkxk � x�k f�ur alle hinrei-hend gro�en k existiert.2. R-linear, wenn eine Folge nihtnegativer Skalare fakg � R derart existiert,da� kxk�x�k � ak f�ur alle k gilt und fakg Q-linear gegen Null konvergiert.3. Q-superlinear, wenn limk!1 kxk+1 � x�kkxk � x�k = 0gilt.Als erstes geben wir eine hinreihende Bedingung f�ur globale R-lineare Konver-genz von line-searh-Verfahren bei gleihm�a�ig konvexer Zielfunktion an. Wirben�otigen die folgenden Vorausetzungen:(K1) Bei gegebenem Startvektor x0 2 R n des Verfahrens ist die NiveaumengeL0 := fx 2 R n : f(x) � f(x0)g konvex.(K2) Die Zielfunktion f ist auf einer o�enen Obermenge von L0 stetig di�eren-zierbar und gleihm�a�ig konvex auf L0. Dies bedeutet die Existenz einerKonstanten  > 0 mit2ky � xk2 +rf(x)T (y � x) � f(y)� f(x) f�ur alle x; y 2 L0:
(K3) Der Zielfunktionsgradient rf(�) ist auf L0 lipshitzstetig. Es existiert alsoeine Konstante  > 0 mitkrf(x)�rf(y)k � kx� yk f�ur alle x; y 2 L0:Bemerkung: Unter diesen Voraussetzungen ist die Niveaumenge kompakt unddie Voraussetzungen (V1) bis (V3) damit ebenfalls erf�ullt. Ferner besitzt (P) eineglobale L�osung x� 2 L0, die der einzige station�are Punkt in L0 ist.Ein Beweis dieser Bemerkung sowie des sih anshlie�enden Konvergenzsatzesf�ur den Modellalgorithmus ist bei J. Werner [23℄, S. 171�. zu �nden.
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Satz 2.3 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (K1) bis (K3) seien erf�ullt. Man betrahte den Modellalgorithmus mitAbstiegsrihtungen pk und (zumindest) semi-eÆzienten Shrittweiten tk. Es seiengk := rf(xk) und

Æk := 8><>: min �� gTk pkkgkk2 ;� gTk pkkgkkkpkk�2� falls tk semi-eÆziente Shrittweite,� gTk pkkgkkkpkk�2 falls tk eÆziente Shrittweite.Dann gilt: Existiert f�ur alle k = 0; 1; : : : eine Konstante Æ > 0 mit
Æ(k + 1) � kXj=0 Æj ;so konvergiert die vom Modellalgorithmus erzeugte Folge fxkg R-linear gegen dieeindeutige L�osung x� von (P) in L0. Genauer existieren Konstanten C > 0 undq 2 (0; 1) derart, da� kxk � x�k � Cqk f�ur alle k = 0; 1; : : : gilt.Nun betrahten wir speziell Quasi-Newton-Verfahren zur Behandlung unrestrin-gierter Optimierungsaufgaben. Ein �au�erst n�utzlihes Hilfsmittel zur Untersu-hung der Konvergenzrate von unged�ampften Quasi-Newton-Verfahren haben J.E. Dennis Jr. und J. J. Mor�e 1974 in [6℄ ver�o�entliht. Ein mittlerweilenah den Autoren benannter Satz erm�ogliht es, Q-superlineare Konvergenz zubeweisen, falls die Bedingunglimk!1 k[Bk �r2f(x�)℄(xk+1 � xk)kkxk+1 � xkk = 0erf�ullt ist. Diese Bedingung wird auh Dennis-Mor�e-Bedingung genannt. Wirben�otigen die folgende Voraussetzung:(V ) Die Zielfunktion f ist auf einer konvexen Umgebung der (isolierten) lokalenL�osung x� 2 R n zweimal stetig di�erenzierbar, die Hesseshe r2f dort inx� lipshitzstetig und r2f(x�) positiv de�nit.Satz 2.4 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzung (V) sei erf�ullt. F�ur eine Folge fBkg � R n�n nihtsingul�arer Matrizenkonvergiere die Folge fxkg mitxk+1 = xk �B�1k rf(xk); k = 0; 1; : : :gegen x�. Ferner sei rf(xk) 6= 0 f�ur alle k. Dann gilt: Die Folge fxkg konvergiertgenau dann Q-superlinear gegen x�, wennlimk!1 k[Bk �r2f(x�)℄(xk+1 � xk)kkxk+1 � xkk = 0gilt.
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Desweiteren zeigen Dennis und Mor�e, da� die Aussage dieses Satzes auh f�urged�ampfte Verfahren erhalten bleibt, falls die Folge der Shrittweiten ftkg gegen1 konvergiert.Ist die Dennis-Mor�e-Bedingung erf�ullt, so zeigt der n�ahste Satz, da� bei D�amp-fung des Verfahrens durh Wolfe- oder Armijo-Shrittweiten der �Ubergang in dasunged�ampfte Verfahren folgt. Dabei ist es nat�urlih wihtig, bei der Bestimmungder Wolfe-Shrittweiten immer zuerst tk = 1 zu testen.Satz 2.5 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzung (V) sei erf�ullt. Sei fBkg � R n�n eine Folge symmetrisher, gleihm�a�igpositiv de�niter Matrizen (D. h. die Folge fB�1k g ist beshr�ankt.). Die Folge fxkgmit xk+1 := xk � tkB�1k rf(xk); k = 0; 1; : : :konvergiere gegen x�. Ferner sei rf(xk) 6= 0 f�ur alle k und tk die Wolfe- oderArmijo-Shrittweite. Ist dann

limk!1 k[Bk �r2f(x�)℄(xk+1 � xk)kkxk+1 � xkk = 0;
so gilt: Es ist tk = 1 f�ur alle hinreihend gro�en k und die Folge fxkg konvergiertsuperlinear gegen x�.F�ur einen Beweis verweisen wir auf J. Werner [22℄.Damit beenden wir die Zusammenfassung der wihtigsten theoretishen Grund-lagen und untersuhen jetzt die beiden zu vergleihenden Verfahren.



Kapitel 3
Das BFGS-Verfahren
In diesem Kapitel werden wir uns mit den theoretishen Eigenshaften des BFGS-Verfahrens besh�aftigen und die wihtigsten shon bewiesenen globalen und lo-kalen Konvergenzaussagen zusammenstellen. Ferner werden wir das auf D.-H.Li und M. Fukushima zur�ukgehende BFGS-Verfahren mit "autious" Updatevorstellen und seine globale Konvergenz bei nihtkonvexer Zielfunktion beweisen.In der Darstellung dieses Kapitels folgen wir im wesentlihen der Arbeit [22℄ vonJ. Werner und betrahten wieder die unrestringierte Optimierungsaufgabe(P) Minimiere f(x); x 2 R n
mit einer stetig di�erenzierbaren Zielfunktion f : R n �! R .
3.1 Globale KonvergenzaussagenBeweise f�ur die globale Konvergenz des ged�ampften BFGS-Verfahrens sind inder Literatur zahlreih vertreten. Besonders erw�ahnen wollen wir hier unter an-derem M. J. D. Powell, der 1976 in [19℄ als erster globale Konvergenz desBFGS-Verfahrens mit Wolfe-Shrittweite bei konvexer Zielfunktion zeigen konn-te. Eine Verallgemeinerung dieser Aussage auf eÆziente Shrittweitenstrategienerfolgte 1978 durh J. Werner in [24℄. 1989 wurde von R. H. Byrd und J.Noedal in [3℄ eine neue Beweistehnik vorgestellt. Diese erm�ogliht es, durhVerwendung der auf der Menge der symmetrishen und positiv de�niten Matri-zen de�nierten Funktion  mit  (A) := tr (A) � ln det(A) die globale R-lineareKonvergenz des BFGS-Verfahrens mit semi-eÆzienter Shrittweitenstrategie beigleihm�a�ig konvexer Zielfunktion zu beweisen. Desweiteren werden wir auf denSpezialfall quadratisher Zielfunktionen und die Frage nah der Konvergenz beinihtkonvexer Zielfunktion eingehen.Der nun folgende Satz gibt die globale R-lineare Konvergenz des durh eine zu-
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mindest semi-eÆziente Shrittweite ged�ampften BFGS-Verfahrens an. Wir setzenhierf�ur voraus:(K1) Bei gegebenem Startvektor x0 2 R n des Verfahrens ist die NiveaumengeL0 := fx 2 R n : f(x) � f(x0)g konvex.(K2) Die Zielfunktion f ist auf einer o�enen Obermenge von L0 stetig di�eren-zierbar und gleihm�a�ig konvex auf L0. Dies bedeutet die Existenz einerKonstanten  > 0 mit2ky � xk2 +rf(x)T (y � x) � f(y)� f(x) f�ur alle x; y 2 L0:(K3) Der Zielfunktionsgradient rf(�) ist auf L0 lipshitzstetig. Es existiert alsoeine Konstante  > 0 mitkrf(x)�rf(y)k � kx� yk f�ur alle x; y 2 L0:Satz 3.1 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (K1) bis (K3) seien erf�ullt. Mit einem x0 2 R n und einer symme-trishen und positiv de�niten Matrix B0 2 R n�n sei die Folge fxkg durh dasged�ampfte BFGS-Verfahren erzeugt. Ferner gelte (f�ur die gew�ahlte Shrittwei-tenstrategie) in jedem Iterationsshritt k = 0; 1; : : :f(xk)� f(xk + tkpk) � �min��rf(xk)Tpk;�rf(xk)Tpkkpkk �2�
mit einer Konstanten � > 0. Dann gilt: Entweder briht das Verfahren nahendlih vielen Shritten mit der L�osung x� von (P) in L0 ab, oder die erzeugteFolge fxkg konvergiert R-linear gegen x�.Einen Beweis dieser Aussage �ndet man bei R. H. Byrd und J. Noedal in[3℄ oder bei J. Werner in [22℄.Nun wollen wir noh das klassishe globale Konvergenzresultat von Powell an-geben. Die Voraussetzungen sind shw�aher als die von Satz 3.1, daf�ur ist jedohkeine Angabe der Konvergenzrate m�oglih, und die D�ampfung des Verfahrensbeshr�ankt sih auf die Wolfe-Shrittweite.Satz 3.2 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Ziel-funktion f sei konvex und auf einer o�enen Obermenge der Niveaumenge L0zweimal stetig di�erenzierbar. Ferner existiere eine Konstante M > 0 derart,da� kr2f(x)k � M f�ur alle x 2 L0 gilt. Mit x0 2 R n und B0 2 R n�n sym-metrish und positiv de�nit erzeuge das durh die Wolfe-Shrittweite ged�ampfteBFGS-Verfahren eine Folge fxkg. Dann gilt: Ist die Zielfunktion f auf der Ni-veaumenge L0 nah unten beshr�ankt, so giltlim infk!1 krf(xk)k = 0:
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F�ur einen Beweis siehe M. J. D. Powell [19℄ oder J. Werner [22℄.Bemerkung: Wegen der vorausgesetzten Konvexit�at der Zielfunktion folgt ausSatz 3.2 niht nur Konvergenz einer Teilfolge von fxkg gegen eine lokale L�osungvon (P), sondern auh da� jeder H�aufungspunkt von fxkg eine globale L�osungdes Problems ist.Bemerkung: Die beiden vorangegangenen S�atze zeigen globale Konvergenz desged�ampften BFGS-Verfahrens f�ur konvexe und spezieller gleihm�a�ig konvexeZielfunktionen. Es war jedoh sehr lange unklar, ob das BFGS-Verfahren auhbei nihtkonvexer Zielfunktion global konvergiert. Weder konnte Konvergenz be-wiesen noh ein Gegenbeispiel angegeben werden. Erst Ende 2002 gelang esY.-H.Dai, in der Arbeit [4℄ eine Zielfunktion zu konstruieren, f�ur die das ged�ampfteBFGS-Verfahren niht konvergiert. Die Hauptaussage aus [4℄ ist der folgendeSatz.Satz 3.3 Man betrahte das ged�ampfte BFGS-Verfahren mit Wolfe-Shrittweite.F�ur die Parameter der Shrittweitenstrategie gelte 0 < � � 697480 und � 2 (�; 1).Dann existieren f�ur alle n � 2 eine beliebig oft stetig di�erenzierbare Zielfunktionf : R n �! R , ein Startvektor x0 2 R n und eine Konstante � > 0 derart, da� f�urdie vom Verfahren erzeugte Folge fxkgkrf(xk)k � �in allen Iterationsshritten k gilt. Insbesondere konvergiert das Verfahren niht.Bemerkung: Die Aussage des vorangegangenen Satztes kann nah einer Be-merkung von Y.-H. Dai aus [4℄ auf alle Broydenklasse-Verfahren mit einemBroydenklasse-Parameter �k � 1 verallgemeinert werden.Falls man also das ged�ampfte BFGS-Verfahren auf eine nihtkonvexe Zielfunkti-on anwendet, ist die globale Konvergenz niht sihergestellt. Allerdings konntenD.-H. Li und M. Fukushima in den Arbeiten [14℄ und [15℄ die Update-Matrixdes BFGS-Verfahrens so modi�zieren, da� die ge�anderten Verfahren auh imnihtkonvexen Fall konvergieren. Hierauf werden wir in Abshnitt 3.3 ausf�uhr-lih eingehen.Ist die Zielfunktion f quadratish und gleihm�a�ig konvex, so ist es m�oglih, ein�uber Satz 3.1 hinausgehendes Konvergenzresultat zu beweisen. In diesem Fallkonvergiert das unged�ampfte BFGS-Verfahren global und Q-superlinear.Satz 3.4 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe

Minimiere f(x) := Tx+ 12xTQx; x 2 R n ;
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wobei  2 R n und Q 2 R n�n symmetrish und positiv de�nit ist. Dann gilt: Ent-weder briht das auf diese Aufgabe angewandte unged�ampfte BFGS-Verfahrennah endlih vielen Shritten mit der eindeutigen L�osung x� = �Q�1 der Auf-gabe ab, oder es liefert eine Folge fxkg die global und Q-superlinear gegen x�konvergiert.Ein die  -Funktion nutzender Beweis ist bei J. Werner in [22℄ zu �nden.Damit ist dieser Abshnitt beendet, und wir kommen zu den lokalen Konver-genzaussagen f�ur das BFGS-Verfahren.
3.2 Lokale KonvergenzaussagenZiel dieses Abshnitts ist es, die lokale Q-lineare Konvergenz des unged�ampftenBFGS-Verfahrens sowie die Dennis-Mor�e-Bedingung f�ur dieses Verfahren nahzu-weisen. Hieraus l�a�t sih dann unter anderem lokale Q-superlineare Konvergenzfolgern. Wesentlihes Hilfsmittel bei unseren Untersuhungen ist eine Variantedes auf C. G. Broyden, J. E. Dennis Jr. und J. J. Mor�e zur�ukgehendenBounded-Deterioration-Satzes aus [1℄.Wir setzen �uber (P) voraus:(V ) Die Zielfunktion f ist auf einer konvexen Umgebung der (isolierten) lokalenL�osung x� 2 R n zweimal stetig di�erenzierbar, die Hesseshe r2f dort inx� lipshitzstetig und B� := r2f(x�) positiv de�nit.Als erstes geben wir nun besagten Bounded-Deterioration-Satz f�ur das BFGS-Update an. In der Darstellung folgen wir J. Werner [22℄ und benutzen dieshon genannte Funktion  mit  (A) := tr (A) � ln det(A) anstelle der fr�uher�ublihen gewihteten Frobeniusnorm.Satz 3.5 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzung (V) sei erf�ullt. Dann existieren positive Konstanten � und � mit derfolgenden Eigenshaft: Sind xk; xk+1 2 B[x�; �℄ := fx 2 R n : kx � x�k � �g mitxk 6= xk+1 und Bk 2 R n�n symmetrish und positiv de�nit gegeben, so ist

Bk+1 := Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk skmit sk := xk+1 � xk und yk := rf(xk+1)�rf(xk)symmetrish und positiv de�nit, und es gilt (B��1=2Bk+1B��1=2) �  (B��1=2BkB��1=2) + ��(xk; xk+1)



3.2 Lokale Konvergenzaussagen 21
mit � : R n � R n �! R ; �(u; v) := max(ku� x�k; kv � x�k):Ein Beweis dieser Aussage ist bei J. Werner [22℄ zu �nden.Mit Hilfe von Satz 3.5 ist es nun m�oglih, die lokale Q-lineare Konvergenz desunged�ampften BFGS-Verfahrens zu zeigen. Wieder benutzen wir die  -Funktionanstelle einer gewihteten Frobeniusnorm.Satz 3.6 Gegeben sei die Aufgabe (P). Die Voraussetzung (V) sei erf�ullt. Danngibt es zu jedem r 2 (0; 1) positive Zahlen �(r) und Æ(r) mit der folgenden Ei-genshaft: Ist x0 2 R n mit kx0 � x�k � �(r) und B0 2 R n�n symmetrish undpositiv de�nit mit  (B��1=2B0B��1=2)�n � Æ(r), so ist das unged�ampfte BFGS-Verfahren durhf�uhrbar und liefert (falls kein vorzeitiger Abbruh statt�ndet) eineFolge fxkg mit kxk+1 � x�k � rkxk � x�kf�ur alle k, die also Q-linear gegen x� konvergiert. Ferner sind die Folgen fkBkkgund fkB�1k kg beshr�ankt.Bemerkung: Durh Inspektion des Beweises des vorangegangenen Satzes bei J.Werner [22℄ erkennt man, da� die Aussage auh allgemeiner f�ur gewisse Quasi-Newton-Verfahren gilt. F�ur die Folge der Update-Matrizen fBkg muss lediglihgezeigt werden, da� alle Folgenglieder symmetrish und positiv de�nit sind undda� eine Bounded-Deterioration-Eigenshaft gem�a� Satz 3.5 vorliegt, also f�ur allek = 0; 1; : : : (B��1=2Bk+1B��1=2) �  (B��1=2BkB��1=2) + ��(xk; xk+1)mit einer Konstanten � > 0 gilt.Nun k�onnen wir uns dem zweiten Ziel, dem Nahweis superlinearer Konvergenzwidmen. Nah Satz 2.4 gen�ugt es hierzu, die Dennis-Mor�e-Bedingunglimk!1 k[Bk �r2f(x�)℄(xk+1 � xk)kkxk+1 � xkk = 0nahzuweisen. Damit sind dann auh noh weitere Folgerungen mittels Satz 2.5m�oglih. Zun�ahst jedoh:Satz 3.7 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzung (V) sei erf�ullt. Das ged�ampfte oder unged�ampfte BFGS-Verfahren erzeugeeine (o.B.d.A.) niht vorzeitig abbrehende Folge fxkg mit P1k=0 kxk � x�k <1und eine Folge symmetrisher, positiv de�niter Matrizen fBkg � R n�n. Dannsind die Folgen fkBkkg und fkB�1k kg beshr�ankt, und es gilt die Dennis-Mor�e-Bedingung limk!1 k[Bk �r2f(x�)℄(xk+1 � xk)kkxk+1 � xkk = 0:
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Beweise dieser Aussage sind wiederum bei R. H. Byrd und J. Noedal [3℄,sowie J. Werner [22℄ zu �nden. In beiden Arbeiten wird wieder die  -Funktionbenutzt. Ein fr�uherer Beweis ohne dieses Hilfmittel von J. E. Dennis Jr. undJ. J. Mor�e be�ndet sih in [7℄.Bemerkungen:� Die Voraussetzung P1k=0 kxk � x�k < 1 f�ur den obigen Satz ist erf�ullt,falls die Folge fxkg R-linear oder Q-linear gegen x� konvergiert. Nah denbisherigen Ergebnissen ist dies global f�ur das durh eine semi-eÆzienteShrittweite ged�ampfte und lokal f�ur das unged�ampfte BFGS-Verfahrender Fall.� Da die Dennis-Mor�e-Bedingung erf�ullt ist, folgt aus dem gleihnamigenSatz 2.4 sofort die lokale Q-superlineare Konvergenz des unged�ampftenBFGS-Verfahrens.� Mit Satz 2.5 folgt aus dem vorangegangenen Satz, da� bei D�ampfung desVerfahrens durh die Wolfe- oder die Armijo-Shrittweite tk = 1 f�ur allehinreihend gro�en k gilt. Das ged�ampfte Verfahren geht also in das un-ged�ampfte �uber, und es folgt Q-superlineare Konvergenz. Bei der Wahl derShrittweite ist es dabei nat�urlih wihtig, die Zul�assigkeit von tk = 1 alserstes zu testen.Damit endet dieser Abshnitt, und wir wenden uns dem 2001 ver�o�entlihtenBFGS-Verfahren mit "autious" Update zu.
3.3 Das "autious" UpdateNun besh�aftigen wir uns mit der in Abshnitt 3.1 shon gestellten und lan-ge Zeit unbeantworteten Frage nah der globalen Konvergenz des ged�ampftenBFGS-Verfahrens bei nihtkonvexer Zielfunktion. Nah dem Satz 3.3 von Daiexistiert eine Zielfunktion, f�ur die das Verfahren niht konvergiert. Daher darfohne eine Konvexit�atsvoraussetzung niht mehr von globaler Konvergenz ausge-gangen werden. Es ist jedoh m�oglih, die Update-Formel des BFGS-Verfahrensso zu ver�andern, da� auh im nihtkonvexen Fall globale Konvergenz gezeigt wer-den kann. Durh das Gegenbeispiel von Dai erhalten solhen Modi�kationen einewesentlih gr�o�ere Bedeutung. Daher stellen wir nun Ergebnisse von D.-H. LiundM. Fukushima vor, die f�ur zwei modi�zierte BFGS-Verfahren globale Kon-vergenz bei nihtkonvexer Zielfunktion beweisen konnten. Unser haupts�ahlihesInteresse wird dabei dem 2001 in [15℄ vorgestellten BFGS-Verfahren mit "au-tious" Update, kurz CBFGS-Verfahren, gelten. Im einzelnen werden wir ein mitSatz 3.2 vergleihbares globales Konvergenzresultat f�ur das CBFGS-Verfahren
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mit einer semi-eÆzienten Shrittweitenstrategie und einer nihtkonvexen Ziel-funktion beweisen und unter erheblihen zus�atzlihen Voraussetzungen sogar su-perlineare Konvergenz zeigen. Zun�ahst wollen wir jedoh das "autious" Updatemotivieren.Wir haben bereits gesehen, da� die Bedingung yTk sk > 0 f�ur das BFGS-Verfahrenvon gro�er Bedeutung ist. Sie sihert die Durhf�uhrbarkeit des Verfahrens undden Erhalt der positiven De�nitheit der Update-Matrizen. Ist keine gleihm�a�igkonvexe Zielfunktion vorgegeben und wird etwa die Armijo-Shrittweite verwen-det, so kann yTk sk > 0 f�ur alle k niht sihergestellt werden. Daher geht man dazu�uber, Bk nur dann upzudaten, wenn yTk sk > 0 ist und ansonsten die alte, positivde�nite Matrix noh einmal zu verwenden. Es ist dann

Bk+1 := 8<: Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk ; falls yTk sk > 0;Bk sonst:Zur besseren Implementierbarkeit wird die Bedingung yTk sk > 0 im obigen Upda-te h�au�g durh yTk sk � � mit einer (kleinen) Konstanten � > 0 ersetzt. Dies istder Ausganspunkt f�ur das "autious" Update, bei welhem besagte Bedingungnoh etwas ver�andert wird. Mit vorgegebenen Konstanten �; � > 0 lautet dasCBFGS-Update
Bk+1 := 8<: Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk ; falls yTk skkskk2 > �kgkk�;Bk sonst:Nun wollen wir die Konvergenzeigenshaften des hieraus entstehenden Quasi-Newton-Verfahrens bei nihtkonvexer Zielfunktion untersuhen. Wir ben�otigenwieder die folgenden Voraussetzungen:(V1) Bei gegebenem Startvektor x0 2 R n des Verfahrens ist die NiveaumengeL0 := fx 2 R n : f(x) � f(x0)g kompakt.(V2) Die Zielfunktion f ist auf einer o�enen Obermenge von L0 stetig di�eren-zierbar.(V3) Der Zielfunktionsgradient rf(�) ist auf L0 lipshitzstetig. Es existiert alsoeine Konstante  > 0 mitkrf(x)�rf(y)k � kx� yk f�ur alle x; y 2 L0:

Desweiteren verwenden wir:
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Lemma 3.8 Sind I � N 0 eine endlihe Indexmenge sowie a > 0 und �i � 0 f�uri 2 I Konstanten mit Xi2I �i � a#(I);
so gibt es eine Indexmenge J � I, welhe mindestens 12#(I) Elemente enth�altund f�ur die �i � 2a f�ur alle i 2 J gilt.Dieses Lemma entspriht den Aussagen bei C. Geiger und C. Kanzow [11℄,S. 170 oder J. Werner [23℄, S. 205. Die Beweisf�uhrung kann analog erfolgen.Nun k�onnen wir die Hauptaussage von D.-H. Li und M. Fukushima aus [15℄beweisen. Die Autoren beshr�anken sih bei ihren Untersuhungen auf Wolfe- undArmijo-Shrittweiten, durh Anwendung der  -Funktion analog zu J. Wernerin [22℄ k�onnen wir die urspr�unglihe Aussage allgemeiner auh f�ur semi-eÆzienteShrittweiten beweisen.Satz 3.9 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (V1) bis (V3) seien erf�ullt. Mit einem x0 2 R n und einer symmetrishenund positiv de�niten Matrix B0 2 R n�n erzeuge das ged�ampfte CBFGS-Verfahreneine Folge fxkg. Ferner gelte (f�ur die gew�ahlte Shrittweitenstrategie) in jedemIterationsshritt k = 0; 1; : : :

f(xk)� f(xk + tkpk) � �min��rf(xk)Tpk;�rf(xk)Tpkkpkk �2�
mit einer Konstanten � > 0. Dann gilt: Entweder briht das Verfahren nahendlih vielen Shritten mit einer kritishen L�osung ab, oder f�ur die erzeugteFolge gilt lim infk!1 krf(xk)k = 0:Beweis: Wir f�uhren einen Widerspruhsbeweis und nehmen daher an, da� eskeine gegen Null konvergierende Teilfolge von fkrf(xk)kg gibt. Folglih ist diegesamte Folge gegen Null beshr�ankt, und es existiert eine Konstante � > 0 der-art, da� kgkk = krf(xk)k � � f�ur alle k = 0; 1; : : : gilt. Aus der vorausgesetztenSemi-EÆzienz der Shrittweitenstrategie folgern wir hiermit, da�

f(xk)� f(xk+1) � �min�� gTk pkkgkk2 ;� gTk pkkgkkkpkk�2�| {z }=:Æk>0 kgkk2
� ��2Ækf�ur alle k = 0; 1; : : : gilt. Unser Ziel ist es nun, die Existenz eines Æ > 0 mit Æk � Æf�ur unendlih viele Indies k zu zeigen. F�ur diese Indies gilt dannf(xk)� f(xk+1) � ��2Æ > 0;



3.3 Das "autious" Update 25
was einen Widerspruh zur Beshr�anktheit der Zielfunktion auf der Niveaumengeergeben wird. Um dies zu erreihen, de�nieren wir zun�ahst die Menge

J := �k 2 N 0 : yTk skkskk2 � �kgkk��
derjenigen Iterationsindies, bei denen im CBFGS-Verfahren ein BFGS-Updateausgef�uhrt wird und untersheiden zwei F�alle.1. Fall: Die Indexmenge J ist endlih. Daher ist die Folge fBkg ab einem gewissenIterationsshritt konstant, beziehungsweise Bk = B mit einer symmetrishen undpositiv de�niten Matrix B 2 R n�n f�ur fast alle k. Dann ist wegen Bkpk = �gkund sk = tkpk
Æk = min� pTkBkpkkBkpkk2 ;� pTkBkpkkpkkkBkpkk�2� = min� sTkBkskkBkskk2 ;� sTkBkskkskkkBkskk�2�

= min� kB1=2k skk2kB1=2k B1=2k skk2 ; kB1=2k skk4kB�1=2k B1=2k skk2kB1=2k B1=2k skk2�� min� 1kB1=2k k2 ; 1kB�1=2k k2kB1=2k k2� = min� 1�max(Bk) ; �min(Bk)�max(Bk)�:Hierbei bezeihnen �min(Bk) den kleinsten und �max(Bk) den gr�o�ten Eigenwertvon Bk. Da J endlih ist, gilt
Æk � min� 1�max(B) ; �min(B)�max(B)� =: Æ > 0

f�ur fast alle k. Die Æk sind also f�ur fast alle k gegen Null beshr�ankt. Folglih wirdbei einem niht vorzeitig abbrehenden CBFGS-Verfahren in fast allen Iterati-onsshritten eine positive, gegen Null beshr�ankte Zielfunktionsverminderung er-reiht. In den endlih vielen restlihen Shritten �ndet wegen der vorausgesetztenSemi-EÆzienz der Shrittweiten keine Vergr�o�erung statt. Dies ist der gesuhteWiderspruh zur Beshr�anktheit der Zielfunktion auf L0. Wir kommen zum2. Fall: Die Indexmenge J ist niht endlih. F�ur die IndexmengenJk := J \ f0; 1; : : : ; kggilt dann limk!1#(Jk) = 1. Nun betrahten wir die shon h�au�g erw�ahnte -Funktion von R. H. Byrd und J. Noedal. Sie wird auf der Menge dersymmetrishen und positiv de�niten Matrizen durh (A) := tr (A)� ln det(A)
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de�niert. Da die Spur einer Matrix A gleih der Summe und die Determinategleih dem Produkt ihrer Eigenwerte �1(A); : : : ; �n(A) ist, gilt allgemein

 (A) = nXi=1 �i(A)� ln�i(A)| {z }�1 � n:
Hierbei haben wir die f�ur alle t > 0 g�ultige Ungleihung1 + ln t � tbenutzt. Als n�ahstes werden wir  (Bk+1) ausrehnen und absh�atzen. F�ur k =2 Jgilt Bk+1 = Bk und somit auh  (Bk+1) =  (Bk). Ist dagegen k 2 J , so wird einBFGS-Update ausgef�uhrt, und es gilt

Bk+1 = Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk :Da dies ein Broydenklasse-Update mit dem Parameter �k = 1 ist, gilt nah Satz2.1 f�ur k 2 J det(Bk+1) = yTk sksTkBksk det(Bk):Wegen tr (uvT ) = uTv f�ur alle u; v 2 R n erhalten wir f�ur k 2 J
 (Bk+1) =  (Bk)� kBkskk2sTkBksk + kykk2yTk sk � ln yTk sksTkBksk=  (Bk) + ln� sTkBkskkskkkBkskk�2 + �1� kBkskk2sTkBksk + ln kBkskk2sTkBksk �+�kykk2yTk sk � 1� ln yTk skkskk2�:Insgesamt erhalten wir hiermit f�ur alle k = 0; 1; : : :

 (Bk+1) =  (B0) +Xj2Jk
�ln� sTj BjsjksjkkBjsjk�2 + �1� kBjsjk2sTj Bjsj + ln kBjsjk2sTj Bjsj ��+Xj2Jk

�kyjk2yTj sj � 1� ln yTj sjksjk2�:Wir wollen nun das Argument der letzten der beiden Summen gegen eine Kon-stante absh�atzen. F�ur j 2 Jk gilt nah unserer AnnahmeyTj sjksjk2 � �kgjk� � ���
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und daher mit (V3) kyjk2yTj sj � 2ksjk2yTj sj � 2��� :Folglih ist Xj2Jk

�kyjk2yTj sj � 1� ln yTj sjksjk2� � #(Jk)� 2��� � 1� ln ����
und somit0 <  (Bk+1) � Xj2Jk

�ln� sTj BjsjksjkkBjsjk�2 + �1� kBjsjk2sTj Bjsj + ln kBjsjk2sTj Bjsj ��+ C#(Jk)mit einer von k unabh�angigen Konstanten C > 0. Wir formen kurz um zuXj2Jk
�ln�ksjkkBjsjksTj Bjsj �2 + �kBjsjk2sTj Bjsj � 1� ln kBjsjk2sTj Bjsj �� � C#(Jk)

und wenden Lemma 3.8 an. Die Voraussetzungen hierf�ur sind erf�ullt, denn beideSummanden sind nihtnegativ. Dies ist beim ersten Summanden durh Anwen-den der Cauhy-Shwarz'shen Ungleihung und beim zweiten durh Benutzungvon t � 1� ln t � 0 f�ur positive t einzusehen. Es existiert also eine IndexmengeJk� � Jk mit #(Jk�) � 12#(Jk) derart, da� f�ur alle j 2 J�kln�ksjkkBjsjksTj Bjsj �2 + �kBjsjk2sTj Bjsj � 1� ln kBjsjk2sTj Bjsj � � 2Cgilt. Wegen Nihtnegativit�at sind beide Summanden durh 2C beshr�ankt. Daherist f�ur alle j 2 Jk� �ksjkkBjsjksTj Bjsj �2 � e2C :Nun zeigen wir, da� auh kBjsjk2=sTj Bjsj beshr�ankt ist. Dazu de�nieren wirdie Abbildung h : (0;1) �! R durh h(t) := t� 1� ln t. Durh Inspektion derersten beiden Ableitungen von h sieht man, da� h strikt konvex im gesamtenDe�nitionsbereih, streng monoton fallend auf dem Intervall (0; 1℄ und strengmonoton wahsend auf auf [1;1) ist. Au�erdem ist h(1) = 0 undlimh!0+h(t) = limh!1 =1:Daher existieren eindeutig bestimmte Konstanten C1 2 (0; 1) und C2 2 (1;1)mit h(C1) = h(C2) = 2C. Folglih gilt f�ur alle t > 0 mit h(t) � 2C dannt 2 [C1; C2℄ und damit kBjsjk2sTj Bjsj � C2
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f�ur alle j 2 Jk�. Also ist f�ur alle j 2 Jk�Æj = min� sTj BjsjkBjsjk2 ;� sTj BjsjksjkkBjsjk�2� � min �C�12 ; e�2C� =: Æ > 0:Somit wird in all den Iterationshritten mit einem Iterationsindex k 2 Jk� ei-ne positive gegen Null beshr�ankte Zielfunktionsverminderung erreiht. Da nunJk� � Jk ist und #(Jk�) � 12#(Jk) ! 1 gilt, wird dies bei einem niht vor-zeitig abbrehenden Verfahren in unendlih vielen Iterationsshritten geshehen.In den restlihen Iterationsshritten �ndet wegen Æk > 0 keine Zielfunktionsver-gr�o�erung statt. Folglih kann die Zielfunktion niht auf der Niveaumenge nahunten beshr�ankt sein. Formal hat das die folgende Gestalt:

f(x0)� f(xk+1) = kXj=0 f(xj)� f(xj+1) � kXj=0 ��2Æj � ��2 Xj2J�k Æj� ��2Æ#(J�k ) � ��2Æ2 #(Jk) �!1:Dies ist der gesuhte Widerspruh. 2Nah obigem Satz existiert also zumindest eine Teilfolge von fxkg, die gegeneinen station�aren Punkt von f konvergiert. Ob es sih hierbei um ein lokalesoder gar globales Minimum, beziehungsweise eine entsprehende L�osung von (P)handelt, kann aufgrund der geringen Voraussetzungen a priori niht entshiedenwerden. Setzt man jedoh die Zielfunktion als konvex voraus, so ergibt sih dasfolgende Korollar.Korollar 3.10 Gegeben sei die unrestringierte Aufgabe (P). Die Voraussetzun-gen (V1) bis (V3) seien erf�ullt. Mit x0 2 R n und B0 2 R n�n symmetrish undpositiv de�nit startend sei die Folge fxkg durh das CBFGS-Verfahren mit semi-eÆzienter Shrittweite erzeugt. Dann gilt: Ist die Zielfunktion f konvex, so istjeder H�aufungspunkt von fxkg eine globale L�osung von (P).Falls nun f aber niht konvex ist, und davon wollten wir ja urspr�unglih ausgehen,haben wir also nur Konvergenz einer Teilfolge gegen einen station�aren Punkt. Miterheblihen Zusatzvoraussetzungen "beweisen" D.-H. Li und M. Fukushimaauh hier Konvergenz der ganzen Folge fxkg gegen ein lokales Minimum von f .Als wesentlih wihtiger zu bewerten ist, da� unter denselben Voraussetzungender �Ubergang des CBFGS-Verfahrens in das BFGS-Verfahren nah endlih vielenIterationsshritten folgt. Wir formalisieren dies im folgenden Satz.Satz 3.11 Gegeben sei die unrestringerte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (V1) bis (V3) seien erf�ullt. Mit einem x0 2 R n und B0 2 R n�n symme-trish und positiv de�nit erzeuge das durh eine semi-eÆziente Shrittweitenstra-tegie ged�ampfte CBFGS-Verfahren eine Folge fxkg. Ferner sei die Zielfunktion f
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zweimal stetig di�erenzierbar und es gelte sk ! 0. Dann gilt: Falls ein H�aufungs-punkt x� 2 R n von fxkg mit rf(x�) = 0 und r2f(x�) symmetrish und positivde�nit existiert, dann konvergiert fxkg gegen x�, und das CBFGS-Verfahren gehtnah endlih vielen Iterationsshritten in das BFGS-Verfahren �uber.Beweis: Die erste Aussage ist trivial, da aus sk ! 0 shon Konvergenz von fxkgfolgt. Zum Nahweis der zweiten Aussage de�nieren wir

Ak := Z 10 r2f(xk + �sk)d�:
Wegen der Konvergenzen xk ! x�, sk ! 0 folgt Ak ! r2f(x�) und somitaufgrund der positiven De�nitheit von r2f(x�) die gleihm�a�ige positive De�ni-theit der Matrizen Ak f�ur alle hinreihend gro�en k. Es existieren also Konstantenm;M > 0 mit mkskk2 � sTkAksk �Mkskk2f�ur alle hinreihend gro�en k. Eine Formulierung dieser Aussage in Form einesSatzes mit Beweis gibt es zum Beispiel in [11℄, S. 98. Durh den Mittelwertsatzin Integralform erhalten wir
Aksk = Z 10 r2f(xk + �(xk+1 � xk))(xk+1 � xk)d� = rf(xk+1)�rf(xk) = yk:F�ur hinreihend gro�e k gilt alsoyTk sk = sTkAksk � mkskk2und daher wegen kgkk ! 0 yTk skkskk2 � m � �kgkk�:F�ur alle hinreihend gro�en k wird also Bk+1 immer durh ein BFGS-Updatebestimmt. 2Die erste Aussage des obigen Satzes wird in [15℄ zwar als eine Art Konver-genzresultat angek�undigt, es sollte jedoh klar sein, da� die Konvergenz vonfxkg, beziehungsweise sk ! 0 ja shon Voraussetzung des Satzes ist. Von gr�o�e-rer Bedeutung ist also die zweite Aussage, denn mit obigem Satz �ubertragensih im Falle der Konvergenz gegen ein isoliertes lokales Minimum die Konver-genzeigenshaften des BFGS-Verfahrens auf das CBFGS-Verfahren. Falls alsozus�atzlih die Voraussetzung (V) aus Abshnitt 3.2 erf�ullt ist, gilt auh hier dieDennis-Mor�e-Bedingung und es folgen (zumindest bei Verwendung von Wolfe-oder Armijo-Shrittweiten) der �Ubergang vom ged�ampften in ein unged�ampftesVerfahren und Q-superlineare Konvergenz.
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In der zugrundeliegenden Arbeit [15℄ werden auh umfangreihe numerishe Ex-perimente mit dem CBFGS-Verfahren durhgef�uhrt. F�ur die Wahl der Parameterwird � = 10�6 und � 2 f0:001; 3g vorgegeben. In den zahlreihen Testergebnis-sen erkennt man, da� in fast allen F�allen die Bedingung f�ur ein BFGS-Updateerf�ullt ist. Ferner wird bemerkt, da� die Wahl von � die Konvergenzgeshwin-digkeit entsheident beeinussen kann. Es wird empfohlen, f�ur gro�e Werte vonkgkk den Parameter � = 0:001 und f�ur kleine Werte � = 3 zu w�ahlen. Mit die-ser Wahl ist das CBFGS-Verfahren dann noh n�aher am BFGS-Verfahren. ZumAbshluss dieses Abshnitts weisen wir noh kurz auf ein anderes ver�andertesBFGS-Verfahren und dessen Konvergenz bei nihtkonvexer Zielfunktion hin.In der etwas fr�uheren Arbeit [14℄ stellen D.-H. Li und M. Fukushima ein wei-teres modi�ziertes BFGS-Verfahren, das MBFGS-Verfahren, vor. Hierbei wirdin der Update-Formel f�ur die BFGS-Matrix niht wie �ublih yk := gk+1 � gk,sondern yk := (gk+1 � gk) + rkskmit rk 2 [0; C℄ und einer Konstanten C > 0 gesetzt. Auh f�ur dieses Verfahren giltohne Konvexit�atsvoraussetzung bei beshr�ankter Niveaumenge und Verwendungvon Wolfe-Shrittweiten lim infk!1 kgkk = 0:Mit einigen weiteren Voraussetzungen kann auh superlineare Konvergenz gezeigtwerden. Bei Verwendung von Armijo-Shrittweiten ist eine andere Modi�kati-on mit den gleihen Konvergenzeigenshaften m�oglih. Auf n�ahere Einzelheitenwollen wir jedoh niht eingehen. Damit beenden wir die Ausf�uhrungen zu dentheoretishen Eigenshaften des BFGS-Verfahrens und wenden uns dem Dennis-Wolkowiz-Verfahren zu.



Kapitel 4
Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren
In diesem Kapitel werden wir weitgehend analog zu den Ausf�uhrungen zumBFGS-Verfahren im vorangegangenen Kapitel die theoretishen Eigenshaftendes Dennis-Wolkowiz-Verfahrens untersuhen. Nah einer kurzen Einf�uhrungwerden wir einige bereits bekannte aber auh einige neue globale und lokaleKonvergenzresultate zu diesem Verfahren beweisen. Wir betrahten im folgen-den wieder die unrestringierte Optimierungsaufgabe(P) Minimiere f(x); x 2 R nmit einer stetig di�erenzierbaren Zielfunktion f : R n �! R .Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren wurde von den beiden Namensgebern J. E.Dennis Jr. und H. Wolkowiz 1993 in [9℄ vorgestellt und ist ein Quasi-Newton-Verfahren mit zweistu�gem Matrix-Update. In der ersten Stufe wird eininverses shwahes Greenstadt-Update, in der zweiten Stufe ein BFGS-Updateausgef�uhrt. Das inverse shwahe Greenstadt-Update B�1k+1 von B�1k ist die ein-deutige L�osung der restringierten OptimierungsaufgabeMinimiere kW T (H �B�1k )WkF auf fH 2 R n�n : yTkHyk = yTk skg:Hierbei istW 2 R n�n eine Matrix mit Bk =WW T und k�kF die Frobeniusnorm.Die L�osung ist gem�a� [9℄ gegeben durh

B�1k+1 := B�1k + yTk sk � yTkB�1k yk(yTkB�1k yk)2 B�1k ykyTkB�1k :
Hieraus berehnet sih eine direkte Update Formel wie folgt:

Bk+1 = Bk + yTkB�1k yk � yTk sk(yTkB�1k yk)(yTk sk)ykyTk :Genau wie bei einigen Update-Formeln der Broydenklasse gilt auh f�ur das in-verse shwahe Greestadt-Update, da� unter der Bedingung yTk sk > 0 mit der
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aktuellen Matrix Bk auh Bk+1 symmetrish und positiv de�nit ist. Ein Beweisdieser Aussage ist wiederum bei Dennis und Wolkowiz in [9℄ zu �nden. Mitden Abk�urzungenak := yTkB�1k yk; bk := yTk sk; k := sTkBkskist das zweistu�ge Dennis-Wolkowiz-Update dann gegeben durh

Bk+ 12 := Bk + ak � bkak ykyTkbk ;
Bk+1 := Bk+ 12 � (Bk+ 12 sk)(Bk+ 12 sk)TsTkBk+ 12 sk + ykyTkbk :

Es ist allerdings auh m�oglih, dieses zweistu�ge Update als ein einstu�ges dar-zustellen. Dieses geh�ort sogar zur Broydenklasse und hat den Broydenklasse-Parameter �k = 1bk=k + 1� b2k=akk :Da Dennis und Wolkowiz diesen f�ur das direkte Update lediglih angebenund niht ausrehnen, vergewissern wir uns noh einmal selbst. Zun�ahst gilt
sTkBk+ 12 sk = sTk�Bk + ak � bkak ykyTkbk �sk = k + ak � bkak bk

= k�1 + ak � bkak bkk� = k�1 + bkk � b2kakk�:Hiermit k�onnen wir nun die zweistu�ge Update-Formel des DW-Verfahrens indie Form eines Broydenklasse-Updates �uberf�uhren. Aus Platzgr�unden werden wirhierbei einige Zwishenshritte nur verk�urzt darstellen k�onnen. Die betro�enenRehnungen lassen sih jedoh mit einem mathematishen Anwendersystem sehrleiht veri�zieren. Es gilt
Bk+1 = Bk+ 12 � (Bk+ 12 sk)(Bk+ 12 sk)TsTkBk+ 12 sk + ykyTkbk = Bk +�ak � bkak + 1�ykyTkbk�(Bksk + ((ak � bk)=ak)yk) (Bksk + ((ak � bk)=ak)yk)Tk(bk=k + 1� b2k=akk)= Bk +�ak � bkak + 1�ykyTkbk � (Bksk)(Bksk)Tk(bk=k + 1� b2k=akk)�(ak � bk) �BkskyTk + yk(Bksk)T �akk(bk=k + 1� b2k=akk) � (ak � bk)2ykyTka2kk(bk=k + 1� b2k=akk)
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= Bk � (Bksk)(Bksk)Tk + ykyTkbk + (ak � bk)bkk(akbk + akk � b2k)(Bksk)(Bksk)T

+ bk � akakbk + akk � b2k �BkskyTk + yk(BksTk )�+ (ak � bk)kbk(akbk + akk � b2k)ykyTk= Bk � (Bksk)(Bksk)Tk + ykyTkbk + k �1� 1bk=k + 1� b2k=akk���(Bksk)(Bksk)T2k � BkskyTkbkk � yk(Bksk)Tbkk + ykyTkb2k �
= Bk � (Bksk)(Bksk)Tk + ykyTkbk+k �1� 1bk=k + 1� b2k=akk��ykbk � Bkskk ��ykbk � Bkskk �T
= Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk sk + sTkBksk(1� �k)vkvTkmit �k := 1bk=k + 1� b2k=akk und vk := ykyTk sk � BksksTkBksk :Folglih geh�ort auh das Dennis-Wolkowiz-Verfahren zur Broydenklasse, undes gelten die Aussagen von Satz 2.1. Wir wollen jetzt �k nah oben und untenabsh�atzen und ben�otigen daf�urb2k = (yTkB�1=2k B1=2k sk)2 � kB�1=2k ykk2kB1=2k skk2 = yTkB�1k yksTkBksk = akk:Damit ist dann kbk � �k � 1bk=k + 1 :Mit bk; k > 0 ist dann auh �k > 0. Dies kann durh Verwendung der Wolfe-oder der exakten Shrittweite oder einer gleihm�a�ig konvexen Zielfunktion si-hergestellt werden. Allerdings ist �k > 1 m�oglih, weshalb das DW-Update nihtzur konvexen Broydenklasse geh�ort. Dennoh vererbt sih die positive De�nitheitder Update-Matrizen unter der Bedingung bk > 0, da dies f�ur jede einzelne derbeiden Stufen des DW-Updates der Fall ist.Wie in der Einleitung shon erw�ahnt, wird vor dem ersten Dennis-Wolkowiz-Update ein initial inverse sizing der Form

B�10 := yT0 s0yT0 B�10 y0B�10 ;
beziehungsweise in der direkten Darstellung B0 := (b0=a0)B0, ausgef�uhrt. Da diesausshlie�lih zur Verbesserung der numerishen Eigenshaften dient und keinen
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Einu� auf die theoretishen hat, ber�uksihtigen wir es im weiteren Verlaufdieses Kapitels niht mehr. Nun werden wir die Konvergenzeigenshaften n�aherbetrahten, zun�ahst die globalen.
4.1 Globale KonvergenzaussagenDie globale Konvergenz des Dennis-Wolkowiz-Verfahrens bei gleihm�a�ig konve-xer Zielfunktion unter Verwendung der Wolfe-Shrittweite konnte erstmals 1998von L. Han und G. Liu in [12℄ bewiesen werden. Das Hauptergebnis dieserArbeit ist ein mit Satz 3.2 vergleihbares Konvergenzresultat ohne Angabe einerKonvergenzrate. Durh Anwendung der  -Funktion konnte jedoh im selben Jahrdie globale R-lineare Konvergenz bei gleihm�a�ig konvexer Zielfunktion und eÆ-zienter Shrittweitenstrategie von J. Werner in [21℄ bewiesen werden. Wir wer-den dieses Ergebnis noh einmal ausf�uhrlih darstellen und sogar semi-eÆzienteShrittweiten zulassen. Zun�ahst jedoh die �ublihen Voraussetzungen:(K1) Bei gegebenem Startvektor x0 2 R n des Verfahrens ist die NiveaumengeL0 := fx 2 R n : f(x) � f(x0)g konvex.(K2) Die Zielfunktion f ist auf einer o�enen Obermenge von L0 stetig di�eren-zierbar und gleihm�a�ig konvex auf L0. Dies bedeutet die Existenz einerKonstanten  > 0 mit2ky � xk2 +rf(x)T (y � x) � f(y)� f(x) f�ur alle x; y 2 L0:(K3) Der Zielfunktionsgradient rf(�) ist auf L0 lipshitzstetig. Es existiert alsoeine Konstante  > 0 mitkrf(x)�rf(y)k � kx� yk f�ur alle x; y 2 L0:Nun folgt der globale Konvergenzsatz f�ur das ged�ampfte Dennis-Wolkowiz-Verfahren.Satz 4.1 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (K1) bis (K3) seien erf�ullt. Mit einem x0 2 R n und einer symme-trishen und positiv de�niten Matrix B0 2 R n�n sei die Folge fxkg durh dasged�ampfte Dennis-Wolkowiz-Verfahren erzeugt. Ferner gelte (f�ur die gew�ahlteShrittweitenstrategie) in jedem Iterationsshritt k = 0; 1; : : :

f(xk)� f(xk + tkpk) � �min��rf(xk)Tpk;�rf(xk)Tpkkpkk �2�
mit einer Konstanten � > 0. Dann gilt: Entweder briht das Verfahren nahendlih vielen Shritten mit der L�osung x� von (P) in L0 ab, oder die erzeugteFolge fxkg konvergiert R-linear gegen x�.
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Beweis: Zun�ahst untersuhen wir die Durhf�uhrbarkeit des Verfahrens. Istgk 6= 0 und die Matrix Bk symmetrish und positiv de�nit, so ist pk eine Ab-stiegsrihtung und somit sk 6= 0. Wegen (K2) ist dann

yTk sk = �rf(xk+1)(xk � xk+1)�rf(xk)(xk+1 � xk)� kxk+1 � xkk2 = kskk2 > 0
und damit auh Bk+ 12 und Bk+1 positiv de�nit. Das Verfahren ist also durhf�uhr-bar. Wir nehmen nun an, es w�urde kein vorzeitiger Abbruh statt�nden undnutzen zum Nahweis der R-linearen Konvergenz Satz 2.3. Zu zeigen ist also dieExistenz einer Konstanten Æ > 0 mit

Æ(k + 1) � kXj=0 min
�� gTj pjkgjk2 ;� gTj pjkgjkkpjk�2�

f�ur alle k. Unter den getro�enen Voraussetzungen folgt dann die Behauptung.Wie im Beweis von Satz 3.9 folgen wir der Methode von R. H. Byrd und J. No-edal aus [3℄ und de�nieren die Abbildung  auf der Menge der symmetrishenund positiv de�niten Matrizen durh
 (A) := tr (A)� ln det(A):

Wegen 1 + ln t � t f�ur positive t gilt wieder
 (A) = nXi=1 �i(A)� ln�i(A)| {z }�1 � n;

wobei mit �1(A); : : : ; �n(A) die Eigenwerte von A bezeihnet seien. Als n�ahsteswerden wir  (Bk+1) ausrehnen und absh�atzen. Zuvor sei noh daran erinnert,da� f�ur u; v 2 R n die Gleihung tr (uvT ) = vTu gilt. F�ur die Spur von Bk+1 giltdann
tr (Bk+1) = tr (Bk+ 12 )� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + kykk2bk= tr (Bk) + ak � bkak kykk2bk � kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + kykk2bk= tr (Bk) + �1 + ak � bkak �kykk2bk � kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk :
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Zur Berehnung der Determinate verwenden wir die Determinantenformel f�urBroydenklasse-Updates aus Satz 2.1 und erhalten

det(Bk+1) = det(Bk)��k yTk sksTkBksk + (1� �k)yTkB�1k ykyTk sk �
= det(Bk)��k bkk + (1� �k)akbk �= det(Bk)�kakk � bkak +� 1�k � 1�kbk �= det(Bk)�kakk � bkak +�bkk � b2kakk�kbk �= det(Bk)�kakk :

Zusammen ergibt sih
 (Bk+1) =  (Bk) + �1 + ak � bkak �kykk2bk � kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk � ln �kakk=  (Bk) + ln� sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk

�2 + �1� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + ln kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk
�

+�1 + ak � bkak �kykk2bk � 1� ln �kakk � ln sTkBk+ 12 skkskk2 :
Nun fassen wir die letzten beiden Terme zusammen und vereinfahen sie. Wiewir zu Beginn dieses Abshnitts shon gesehen haben, gilt

sTkBk+ 12 sk = k�1 + bkk � b2kakk� = k�kund damit
 (Bk+1) =  (Bk) + ln� sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk

�2 + �1� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + ln kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk
�

+�1 + ak � bkak �kykk2bk � 1� ln akkskk2=  (Bk) + ln� sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk
�2 + �1� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + ln kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk

�
+2kykk2bk � kykk2ak � 1 + ln�kskk2kykk2 kykk2ak �
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=  (Bk) + ln� sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk

�2 + �1� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + ln kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk
�

+�1� kykk2ak + ln kykk2ak �+ 2�kykk2bk � 1�� ln kykk2kskk2 :Aufgrund von (K1) und (K2) k�onnen wir die beiden letzten Terme gegen eineKonstante absh�atzen: Wegen (K2) istkskk2 � yTk sk � kskkkykkund somit 2�kykk2bk � 1�� ln kykk2kskk2 � 2� kykk2kskk2 � 1�� ln 2
� 2�2 � 1�� ln 2:

Durh Anwenden dieser Absh�atzung auf  (Bk+1) und Aufsummieren erhaltenwir0 �  (Bk+1)�  (B0) + kXj=0
�ln� sTj Bj+ 12 sjksjkkBj+ 12 sjk

�2 + �1� kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj + ln kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj
�

+�1� kyjk2aj + ln kyjk2aj ��+ Ĉ(k + 1)
f�ur alle k mit einer Konstanten Ĉ > 0. Wir de�nieren nun wieder die Abbildungh : (0;1) �! R durh h(t) := t � 1 � ln t und folgern hiermit aus der obigenAbsh�atzungkXj=0

�ln�ksjkkBj+ 12 sjksTj Bj+ 12 sj
�2 + h�kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj

�+ h�kyjk2aj �� � C(k + 1)
mit C := Ĉ + (B0). Hierauf wenden wir nun das Lemma 3.8 an. Die hierf�ur er-forderlihe Nihtnegativit�at der Summanden ist erf�ullt. Der erste Term ist wegender der Cauhy-Shwarz'shen Ungleihung nihtnegativ. F�ur die beiden ande-ren Terme kann wieder die Ungleihung t� 1� ln t � 0 f�ur positive t verwendetwerden. Es gibt also eine Indexmenge Jk � f0; : : : ; kg mit mindestens 12(k + 1)Elementen derart, da� f�ur alle j 2 Jk

h�kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj
� � 2C und h�kyjk2aj � � 2C
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gilt. Wie shon im Beweis zu Satz 3.9 existieren aufgrund der Eigenshaften derFunktion h eindeutig bestimmte Konstanten C0 2 (0; 1) und C1 2 (1;1) mith(C0) = h(C1) = 2C. Insbesondere gilt f�ur alle t > 0 mit h(t) � 2C dannt 2 [C0; C1℄. Also ist

C0 � kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj � C1 und C0 � kyjk2aj � C1
f�ur alle j 2 Jk. Unser Ziel ist es nun, die Existenz zweier von k unabh�angigenKonstanten Æ̂; �Æ > 0 mit

� gTj pjkgjk2 � Æ̂ und � gTj pjkgjkkpjk�2 � �Æ
f�ur alle j 2 Jk zu zeigen. Aus der zweiten der beiden obigen Absh�atzungen, denVoraussetzungen (K2) und (K3) sowie b2j � ajj erhalten wir

C0 � kyjk2aj � 2ksjk2aj � 2ksjk2jb2j � ��2 jksjk2f�ur alle j 2 Jk. Damit gilt f�ur diese Indiesksjkpj � pC0 :Aus der noh niht benutzten ersten Absh�atzung erhalten wir f�ur alle j 2 JkpC1 � kBj+ 12 sjkqsTj Bj+ 12 sj =
s�jj Bjsj + aj � bjaj yj

� s�jj �kBjsjk � ����aj � bjaj ����kyjk�
und somit kBjsjkpj �sC1�j + jaj � bjjajpj kyjk:Wir wollen diesen Term im folgenden weiter absh�atzen, untersheiden jedohbei festem j 2 Jk nah der Gr�o�e von �j .Fall 1: Es gilt �j � 1. Hieraus folgt1�j � 1 = bjj � b2jajj = bjj|{z}�0

�1� bjaj� � 0
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und damit aj � bj. Hiermit und mit b2j � ajj k�onnen wir nun weiter absh�atzen.Es folgt kBjsjkpj � pC1 + jaj � bjjajpj kyjk �pC1 + bjajpj kyjk� pC1 + jbjpj kyjk �pC1 + pjksjk2kyjk� pC1 + �� pjksjk :Durh Multiplikation dieser Ungleihung mit ksjk=pj erhalten wir unter Ver-wendung der Absh�atzung f�ur diesen Faktorkgjkkpjk(�gTj pj) = kBjsjkksjkj �pC1ksjkpj +  � �rC1C0 + 1�
und damit � gTj pjkgjkkpjk�2 � ��rC1C0 + 1���2 =: �Æ1:Wenn wir in den obigen Ausf�uhrungen etwas anders vorgehen, erhalten wirkBjsjkpj � pC1 + bjajpj kyjk �pC1 + kyjk2aj ksjkpj� pC1 + C1ksjkpj �pC1 + C1 pC0 :Daher gilt � gTj pjkgjk2 = jkBjsjk2 � �pC1 + C1pC0��2 =: Æ̂1:Damit ist der Fall �j � 1 abgeshlossen. Nun zuFall 2: Es gilt �j < 1 und daher mit dem Argument aus dem vorangegangenenFall bj < aj . Die Fortf�uhrung der Absh�atzung unter Verwendung der Unglei-hung f�ur ksjk=pj ergibt hier

kBjsjkpj � sC1�j + jaj � bjjajpj kyjk �
sC1�j + kyjkpj

� sC1�j +  ksjkpj �
sC1�j + 2pC0 :Jetzt untersheiden wir zwei Unterf�alle.
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Fall 2a: Es ist �j < 1 und j � bj. Hieraus folgt�j = 1bj=j + 1� b2j=ajj � 1bj=j + 1 � 12und daraus kBjsjkpj �p2C1 + 2pC0 :Mit der Absh�atzung f�ur ksjk=pj ergibt sih dannkgjkkpjk(�gTj pj) = kBjsjkksjkj � �sC1�j + 2pC0� pC0� �p2C1 + 2pC0� pC0 :Also ist � gTj pjkgjkkpjk�2 � ��p2C1 + 2pC0� pC0��2 =: �Æ2und � gTj pjkgjk2 = jkBjsjk2 � �p2C1 + 2pC0��2 =: Æ̂2:Fall 2b: Es gilt �j < 1 und j < bj. Daher ist 1 < bj=j und damit�j � 1bj=j + 1 > j2bj � j2kyjkksjk � j2ksjk2 :Hieraus folgtkBjsjkpj �p2C1ksjkpj + 2pC0 � �p2C1 + � pC0 :Analog zum vorherigen Fall ist dannkgjkkpjk(�gTj pj) = kBjsjkksjkj � �p2C1 + � 22C0und deswegen � gTj pjkgjkkpjk�2 � ��p2C1 + � 22C0��2 =: �Æ3:Weiter gilt

� gTj pjkgjk2 = jkBjsjk2 � ��p2C1 + � pC0��2 =: Æ̂3:
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Insgesamt erhalten wir also f�ur j 2 Jk
� gTj pjkgjk2 � min(Æ̂1; Æ̂2; Æ̂3) =: Æ̂ und � gTj pjkgjkkpjk�2 � min(�Æ1; �Æ2; �Æ3) =: �Æ:Mit der Abk�urzung

Æj := min�� gTj pjkgjk2 ;� gTj pjkgjkkpjk�2�
folgt dannkXj=0 Æj �Xj2Jk Æj � #(Jk)min(Æ̂; �Æ) � (k + 1)min(Æ̂; �Æ)2 = (k + 1)Æ
mit Æ := min(Æ̂; �Æ)=2. Die Voraussetzungen f�ur Satz 2.3 sind also erf�ullt. Es folgtdie R-lineare Konvergenz der erzeugten Folge fxkg gegen die unter den Voraus-setzungen eindeutige L�osung x� von (P) in L0. 2Mit dem obigen Satz ist es also gelungen, das globale Konvergenzverhalten desBFGS-Verfahrens bei gleihm�a�ig konvexer Zielfunktion aus Satz 3.1 auh f�ur dasDennis-Wolkowiz-Verfahren zu beweisen. Eine �Ubertragung des Konvergenzsat-zes von Powell sheint aufgrund der geringen Voraussetzungen von Satz 3.2 nurshwer m�oglih zu sein. Ein Indiz hierf�ur ist die shon genannte Arbeit [12℄ vonL. Han und G. Liu, in der f�ur einen vergleihbaren Satz st�arkere Voraussetzun-gen und eine extrem lange Argumentationskette ben�otigt werden. Der Beweiseines zu Satz 3.4 �aquivalenten Konvergenzresultats bei quadratisher Zielfunkti-on ist m�oglih. Wir vershieben diesen jedoh auf einen sp�ateren Abshnitt, dawir hierzu andere, noh zu beweisende Ergebnisse nutzen wollen. Wir fahren alsomit der Untersuhung der lokalen Konvergenzeigenshaften fort.
4.2 Lokale KonvergenzaussagenAls Grundlage f�ur die Betrahtung der lokalen Konvergenzeigenshaften werdenwir analog zu Abshnitt 3.2 eine Variante des Bounded-Deterioration-Satzes vonC. G. Broyden, J. E. Dennis Jr. und J. J. Mor�e benutzen. Hieraus k�onnenwir dann die lokale Q-lineare Konvergenz des unged�ampften DW-Verfahrens fol-gern. Anshlie�end werden wir die Dennis-Mor�e-Bedingung f�ur dieses Verfahrennahweisen und einige Folgerungen, unter anderem lokale Q-superlineare Kon-vergenz daraus ziehen. �Uber (P) setzen wir in diesem Abshnitt voraus:(V ) Die Zielfunktion f ist auf einer konvexen Umgebung der (isolierten) lokalenL�osung x� 2 R n zweimal stetig di�erenzierbar, die Hesseshe r2f dort inx� lipshitzstetig und B� := r2f(x�) positiv de�nit.
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Wir geben nun besagten Bounded-Deterioration-Satz f�ur das Dennis-Wolkowiz-Update an. Die Darstellung dieser Eigenshaft erfolgt wie shon beim BFGS-Verfahren �uber die  -Funktion. Der sih anshlie�ende Beweis ist weitgehendeine �Ubertragung des Beweises f�ur das BFGS-Update von J. Werner aus [22℄.Satz 4.2 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzung (V) sei erf�ullt. Dann existieren positive Konstanten � und � mit derfolgenden Eigenshaft: Sind xk; xk+1 2 B[x�; �℄ := fx 2 R n : kx � x�k � �gmit xk 6= xk+1 und Bk 2 R n�n symmetrish und positiv de�nit gegeben, so istBk+1 2 R n�n mit

Bk+ 12 := Bk + ak � bkak ykyTkbk ;
Bk+1 := Bk+ 12 � (Bk+ 12 sk)(Bk+ 12 sk)TsTkBk+ 12 sk + ykyTkbksymmetrish und positiv de�nit, und es gilt (B��1=2Bk+1B��1=2) �  (B��1=2BkB��1=2) + ��(xk; xk+1)mit � : R n � R n �! R ; �(u; v) := max(ku� x�k; kv � x�k):Beweis: Aus der Voraussetzung (V) folgt die Existenz eines �1 > 0 derart, da� fzweimal stetig di�erenzierbar auf B[x�; �1℄ und r2f lipshitzstetig auf B[x�; �1℄ inx� mit einer Lipshitz-Konstanten L > 0 ist. Mit ��min sei der kleinste Eigenwertvon B� bezeihnet. Ferner seien ~sk := B�1=2sk und ~yk := B��1=2yk. Bevor wir unsdem eigentlihen Vorhaben, der Absh�atzung von  (B��1=2Bk+1B��1=2) widmen,beweisen wir noh einige daf�ur notwendige Hilfsabsh�atzungen.(i) Es seien xk; xk+1 2 B[x�; �1℄ gegeben. Dann gilt

k~yk � ~skk � L��mink~skk�(xk; xk+1):Denn es istk~yk � ~skk = kB��1=2(yk �B�sk)k � kB��1=2kkyk �B�skk= 1p��minkrf(xk+1)�rf(xk)�r2f(x�)skk
= 1p��minZ 10 [r2f(xk + t(xk+1 � xk))�r2f(x�)℄skdt
� 1p��minkskkZ 10 kr2f(xk + t(xk+1 � xk))�r2f(x�)kdt
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� Lp��minkskkZ 10 kxk + t(xk+1 � xk)� x�kdt
= Lp��minkskkZ 10 k(1� t)(xk � x�) + t(xk+1 � x�)kdt
� Lp��minkskk�kxk � x�k2 + kxk+1 � x�k2 �
� Lp��minkskkmax(kxk � x�k; kxk+1 � x�k)
= Lp��minkB��1=2~skk�(xk; xk+1)
� L��mink~skk�(xk; xk+1):

(ii) Hieraus folgt~yTk ~sk = k~skk2 � (~sk � ~yk)T ~sk � (k~skk � k~yk � ~skk)k~skk� �1� L��min �(xk; xk+1)�k~skk2:
(iii) Mit � := min��1; ��min2L � ;erhalten wir f�ur alle xk; xk+1 2 B[x�; �℄ � B[x�; �1℄

�(xk; xk+1) � � � ��min2Lund folgern aus (ii)
~yTk ~sk � �1� L��min �(xk; xk+1)�k~skk2 � 12k~skk2:Insbesondere folgt hieraus wegen yTk sk = ~yTk ~sk > 0 die positive De�nitheitder Matrizen Bk+ 12 und Bk+1. Die Durhf�uhrbarkeit des Verfahrens ist alsogesihert.(iv) F�ur ungleihe xk; xk+1 2 B[x�; �℄ gilt

� ln�k~ykkk~skk�2 � 4L��min�(xk; xk+1):
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Denn nah (ii) ist

� ln�k~ykkk~skk�2 = �2 ln�k~ykkk~skkk~skk2 � � �2 ln� ~yTk ~skk~skk2�� �2 ln�1� L��min �(xk; xk+1)�:Nun wenden wir die f�ur t 2 [0; 1=2℄ g�ultige Ungleihung � ln(1 � t) � 2tan, vergewissern uns jedoh zuvor, da�L��min �(xk; xk+1) � L��min � � 12ist. Damit gilt dann
� ln�k~ykkk~skk�2 � 4L��min�(xk; xk+1):

(v) Aus (i) und (iii) folgt f�ur xk; xk+1 2 B[x�; �℄ mit xk 6= xk+1k~ykk2~yTk ~sk � 1 = ~yTk (~yk � ~sk)~yTk ~sk � k~ykkk~yk � ~skk~yTk ~sk� k~ykk~yTk ~sk L��mink~skk�(xk; xk+1)
� 2L��min k~ykkk~skk �(xk; xk+1)
� 2L��min k~yk � ~skk+ k~skkk~skk �(xk; xk+1)
� 2L��min� L��min �(xk; xk+1) + 1��(xk; xk+1)
� 2L��min� L��min �+ 1��(xk; xk+1):

Nun kommen wir zur eigentlihen Behauptung. Es seien xk; xk+1 2 B[x�; �℄ mitxk 6= xk+1 und Bk 2 R n�n symmetrish und positiv de�nit gegeben. Wir setzen~Bk := B��1=2BkB��1=2; ~Bk+ 12 := B��1=2Bk+ 12B��1=2:Dann ist ~Bk+1 := B��1=2Bk+1B��1=2
= ~Bk+ 12 � ( ~Bk+ 12 ~sk)( ~Bk+ 12 ~sk)T~sTk ~Bk+ 12 ~sk + ~yTk ~yk~yTk ~sk :
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Es gilt dann wie im Beweis von Satz 4.1 f�ur die Spur von ~Bk+1

tr ( ~Bk+1) = tr ( ~Bk) + ak � bkak k~ykk2~yTk ~sk � k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk + k~ykk2~yTk ~sk= tr ( ~Bk) + �1 + ak � bkak �k~ykk2~yTk ~sk � k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk :F�ur die Determinante von ~Bk+1 gilt nah dem Determinantenmultiplikationssatzdet( ~Bk+1) = det(B��1=2) det(Bk+1) det(B��1=2)= �kakk det(B��1=2) det(Bk) det(B��1=2)
= �kakk det( ~Bk):Zusammen mit (iv) und (v) ergibt sih dann wie im Beweis zu Satz 4.1 f�urungleihe xk; xk+1 2 B[x�; �℄

 ( ~Bk+1) =  ( ~Bk) + �1 + ak � bkak �k~ykk2~yTk ~sk � k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk � ln �kakk...=  ( ~Bk) + ln� ~sTk ~Bk+ 12 ~skk~skkk ~Bk+ 12 ~skk
�2

| {z }�0
+ �1� k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk + ln k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk

�
| {z }�0+ �1� k~ykk2ak + ln k~ykk2ak �

| {z }�0 +2�k~ykk2~yTk ~sk � 1�� ln k~ykk2k~skk2
�  ( ~Bk) + 2�k~ykk2~yTk ~sk � 1�� ln k~ykk2k~skk2�  ( ~Bk) + 4L��min� L��min �+ 1��(xk; xk+1) + 4L��min�(xk; xk+1)=  ( ~Bk) + ��(xk; xk+1)mit � := 4L��min� L��min �+ 2�:Die Behauptung ist somit bewiesen. 2Bei der Darstellung von Satz 4.2, beziehungsweise der Bounded-Deterioration-Eigenshaft des DW-Updates haben wir uns wie shon beim BFGS-Update f�ur
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die  -Funktion von R. H. Byrd und J. Noedal entshieden. Es ist jedohm�oglih und fr�uher auh �ublih gewesen, diese Eigenshaft mit einer gewihtetenFrobeniusnorm zu formulieren. Hierzu m�usste man in Satz 4.2 die Ungleihung (B��1=2Bk+1B��1=2) �  (B��1=2BkB��1=2) + ��(xk; xk+1)durhB��1=2(Bk+1 �B�)B��1=2F � B��1=2(Bk �B�)B��1=2F + ��(xk; xk+1)ersetzen. F�ur das BFGS-Update �ndet man deratige Formulierungen beispiels-weise bei C. G. Broyden, J. E. Dennis Jr. und J. Mor�e in [1℄ oder auhbei J. E. Dennis Jr., J. Mart��nez und R. A. Tapia in [5℄.Nun dr�angt sih nat�urlih die Frage auf, warum wir f�ur den vorangegangenen Satzniht die klassishe Frobeniusnorm-Darstellung gew�ahlt haben. Die Antwort istreht simpel: Da sih die Beweisf�uhrung durh den Einsatz der  -Funktion erheb-lih vereinfaht. Um diese Aussage zu untermauern, erl�autern wir nun anhandder Ausf�uhrungen vonDennis,Mart��nez undTapia �uber das BFGS-Verfahreneine m�oglihe Beweisstruktur f�ur einen klassishen Bounded-Deterioration-Satzmit gewiheteter Forbeniusnorm f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren. Wir ver-wenden die gleihen Bezeihnungen und Voraussetzungen wie im Beweis von Satz4.2. Ferner sei die Matrixnorm k � k� durhkAk� := B��1=2AB��1=2Ff�ur alle A 2 R n�n de�niert. Zu zeigen ist also, da� f�ur alle k = 0; 1; : : :kBk+1 �B�k� � kBk �B�k� + ��(xk; xk+1)mit einer Konstanten � > 0 gilt. Die weitere Beweisf�uhrung erfolgt in mehrerenShritten. Zun�ahst w�ahlt man sih eine geeignete Matrix B0 2 R n�n und zeigthiermit die Absh�atzungenkB0 �B�k� � kBk �B�k�und kBk+1 �B0k� � ��(xk; xk+1)mit einer Konstanten � > 0. Beim Beweis dieser beiden Ungleihungen werdenneben einigen sehr umst�andlihen Rehnungen auh Hilfsaussagen, die den Aus-sagen (i), (ii) und (iii) im vorangegangenen Beweis sehr �ahnlih sind, ben�otigt.Durh Anwenden der Dreiksungleihung erh�alt man dann mit den beiden obi-gen Absh�atzungen die Behauptung. Dennis, Mart��nez und Tapia setzen inihrem Beweis f�ur das BFGS-VerfahrenB0 := Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + (B�sk)(B�sk)TsTkB�sk :
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Ob diese Wahl auh f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren sinnvoll ist, ist fraglih.Die erste der beiden zu zeigenden Ungleihungen l�a�t sih dann zwar samt Be-weis �ubernehmen, jedoh verkompliziert sih der Ausdruk kBk+1�B0k� derartig,da� ein Nahweis der zweiten Ungleihung nur shwer m�oglih sheint. Der er-folgreihe Beweis eines klassishen Bounded-Deterioration-Satzes f�ur das Dennis-Wolkowiz-Update wird also von einer (noh zu tre�enden) geshikten Wahl derMatrix B0 abh�angen. Ob ein B0, mit welhem sih beide Absh�atzungen zeigenlassen, existiert, ist niht siher. Falls eine derartige Wahl von B0 m�oglih ist, wirdwie beim BFGS-Verfahren in [5℄ die wesentlihe Arbeit im Nahweis der beidenAbsh�atzungen bestehen. Shon beim BFGS-Verfahren ist allein der Aufwandf�ur eine der beiden Absh�atzungen erheblih gr�o�er als f�ur die Absh�atzung von ( ~Bk+1) im Beweis von Satz 4.2. Ber�uksihtigt man jetzt noh die im Vergleihzum BFGS-Update kompliziertere Struktur der DW-Update-Formel, so wird sihder Beweisaufwand siherlih noh weiter erh�ohen. Insgesamt l�a�t sih also sa-gen, da� zum Beweis von Satz 4.2 zwar zwei Hilfsabsh�atzungen mehr zu zeigensind als bei einem klassishen Satz, da� daf�ur aber der Aufwand zur Absh�atzungder  -Funktion sehr viel geringer ist als der Aufwand zur Absh�atzung der ge-wihteten Frobeniusnorm. Daher ersheint die Formulierung eines klassishenBounded-Deterioration-Satzes f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren niht sinvoll.Gleihes gilt im �ubrigen auh f�ur das BFGS-Verfahren, dort fallen die Unter-shiede niht ganz so erheblih, aber immer noh deutlih aus.Nah diesem kurzen Exkurs kehren wir nun zur Untersuhung der lokalen Kon-vergenzeigenshaften des Dennis-Wolkowiz-Verfahrens zur�uk. Aus Satz 4.2 er-gibt sih unmittelbar die lokale Q-lineare Konvergenz des unged�ampften Dennis-Wolkowiz-Verfahrens.Korollar 4.3 Gegeben sei die Aufgabe (P). Die Voraussetzung (V) sei erf�ullt.Dann gibt es zu jedem r 2 (0; 1) positive Zahlen �(r) und Æ(r) mit der folgendenEigenshaft: Ist x0 2 R n mit kx0 � x�k � �(r) und B0 2 R n�n symmetrishund positiv de�nit mit  (B��1=2B0B��1=2) � n � Æ(r), so ist das unged�ampf-te Dennis-Wolkowiz-Verfahren durhf�uhrbar und liefert (falls kein vorzeitigerAbbruh statt�ndet) eine Folge fxkg mitkxk+1 � x�k � rkxk � x�kf�ur alle k, die also Q-linear gegen x� konvergiert. Ferner sind die Folgen fkBkkgund fkB�1k kg beshr�ankt.Auf einen Beweis dieser Aussage k�onnen wir verzihten, da, wie shon im An-shluss an Satz 3.6 bemerkt, ein solher Beweis unabh�angig von der speziellenWahl der Matrix-Update-Formel ist, solange die erzeugten Matrizen positiv de�-nit sind und die Bounded-Deterioration-Eigenshaft aus Satz 3.5 besitzen. Beidesist hier nah Satz 4.2 erf�ullt.
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Unser n�ahstes Ziel ist es, eine bessere Aussage �uber die Konvergenzgeshwin-digkeit zu mahen. Hierzu weisen wir nah, da� die Dennis-Mor�e-Bedingungerf�ullt ist. Daraus folgt lokale Q-superlineare Konvergenz des unged�ampften DW-Verfahrens sowie der �Ubergang des ged�ampften in das unged�ampfte Verfahrennah endlih vielen Shritten. Bei der Beweisf�uhrung folgen wir im wesentlihenJ. Werner [21℄, nutzen allerdings analog zu [22℄ die eben bewiesene Bounded-Deterioration-Eigenshaft des DW-Updates.Satz 4.4 Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (P). Die Voraussetzung (V) seierf�ullt. Das ged�ampfte oder unged�ampfte Dennis-Wolkowiz-Verfahren erzeugeeine (o.B.d.A.) niht vorzeitig abbrehende Folge fxkg mit P1k=0 kxk � x�k <1und eine Folge symmetrisher, positiv de�niter Matrizen fBkg � R n�n. Dannsind die Folgen fkBkkg und fkB�1k kg beshr�ankt, und es gilt die Dennis-Mor�e-Bedingung limk!1 k[Bk �r2f(x�)℄(xk+1 � xk)kkxk+1 � xkk = 0:Beweis: Zun�ahst nutzen wir den Bounded-Deterioration-Satz 4.2 und seinenBeweis. Mit den dortigen Bezeihungen gilt f�ur ungleihe xk; xk+1 2 B[x�; �℄ ( ~Bk+1) �  ( ~Bk) + �max(kxk � x�k; kxk+1 � x�k)mit einer Konstanten � > 0. Aufsummieren liefert

 ( ~Bk+1) �  ( ~B0) + � kXj=0 max(kxj � x�k; kxj+1 � x�k):
Da nah Voraussetzung P1k=0 kxk � x�k < 1 gilt, ist die Folge f ( ~Bk)g be-shr�ankt. Hieraus wollen wir nun die Beshr�anktheit der Folgen fkBkkg undfkB�1k kg folgern. Es gilt n�amlih

 ( ~Bk) = nXi=1 �i( ~Bk)� ln�i( ~Bk)| {z }�1 � C
mit einer hinreihend gro�en Konstanten C > 0 und daher f�ur alle i = 1; : : : ; n�i( ~Bk)� ln�i( ~Bk) � C:Dabei bezeihnen �i( ~Bk) mit i = 1; : : : ; n die Eigenwerte von ~Bk. Von diesen sei�max( ~Bk) der gr�o�te und �min( ~Bk) der kleinste. Wegen der positiven De�nitheitvon ~Bk giltC � �min( ~Bk)� ln�min( ~Bk) > � ln�min( ~Bk) = ln 1�min( ~Bk) = ln k ~B�1k k:
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Durh eine Anwendung der Exponentialfunktion erhalten wirkB�1k k = kB��1=2 ~B�1k B��1=2k � eCkB��1k = eC��min ;wobei ��min wieder den kleinsten Eigenwert von B� bezeihnet. Hieraus folgtdie Beshr�anktheit von fkB�1k kg. Zur Herleitung der Beshr�anktheit der FolgefkBkkg verwenden wir die Beziehung t� 2 ln t � 0 f�ur t > 0, erhalten damitC � �max( ~Bk)� ln�max( ~Bk) � ln�max( ~Bk) = ln k ~Bkkund dadurh kBkk � kB�kk ~Bkk � ��maxeCmit ��max als dem gr�o�ten Eigenwert von B�. Zum Nahweis der Dennis-Mor�e-Bedingung verwenden wir noh einmal den Beweis des Satzes 4.2. Wir habennahgewiesen, da�
 ( ~Bk+1) �  ( ~Bk) + ln� ~sTk ~Bk+ 12 ~skk~skkk ~Bk+ 12 ~skk

�2 + �1� k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk + ln k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk
�

+�1� k~ykk2ak + ln k~ykk2ak �+ �max(kxk � x�k; kxk+1 � x�k)f�ur alle ungleihen xk; xk+1 2 B[x�; �℄ und k = 0; 1; : : : gilt. Durh Aufsummierenerhalten wir wegen P1k=0 kxk � x�k <1 die Existenz einer Konstanten Ĉ mit0 �  ( ~Bk+1)�  ( ~B0) + kXj=0
�ln� ~sTj ~Bj+ 12 ~sjk~sjkk ~Bj+ 12 ~sjk

�2 + �1� k ~Bj+ 12 ~sjk2~sTj ~Bj+ 12 ~sj + ln k ~Bj+ 12 ~sjk2~sTj ~Bj+ 12 ~sj
�

+�1� k~yjk2aj + ln k~yjk2aj ��+ Ĉf�ur alle k. Hieraus folgt f�ur alle k = 0; 1; : : :
 ( ~B0) + Ĉ � kXj=0

�ln�k~sjkk ~Bj+ 12 ~sjk~sTj ~Bj+ 12 ~sj
�2

| {z }�0
+ �k ~Bj+ 12 ~sjk2~sTj ~Bj+ 12 ~sj � 1� ln k ~Bj+ 12 ~sjk2~sTj ~Bj+ 12 ~sj

�
| {z }�0+�k~yjk2aj � 1� ln k~yjk2aj �

| {z }�0
�:

Daher gilt notwendigerweise f�ur die Terme in der Summe
limk!1 ln�k~skkk ~Bk+ 12 ~skk~sTk ~Bk+ 12 ~sk

�2 = 0; limk!1�k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk � 1� ln k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk
� = 0
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und limk!1�k~ykk2ak � 1� ln k~ykk2ak � = 0:Daraus folgern wir

limk!1 k~skkk ~Bk+ 12 ~skk~sTk ~Bk+ 12 ~sk = 1; limk!1 k ~Bk+ 12 ~skk2~sTk ~Bk+ 12 ~sk = 1; limk!1 k~ykk2ak = 1:
Durh Multiplikation des zweiten Grenzwertes mit dem Kehrwert des ersten unddes zweiten Grenzwertes mit dem quadrierten Kehrwert des ersten ergibt sih

limk!1 k ~Bk+ 12 ~skkk~skk = 1 und limk!1 ~sTk ~Bk+ 12 ~skk~skk2 = 1:Damit gilt dannk( ~Bk+ 12 � I)~skk2k~skk2 = k ~Bk+ 12 ~skk2k~skk2| {z }!1 �2 ~sTk ~Bk+ 12 ~skk~skk2| {z }!1 +1 �! 0:
Hiermit k�onnen wir nun den uns eigentlih interessierenden Term absh�atzen:k(Bk �r2f(x�))skkkskk = kB�1=2( ~Bk � I)B�1=2skkkskk = kB�1=2( ~Bk � I)~skkkB��1=2~skk� kB�kk( ~Bk � I)~skkk~skk� kB�kk( ~Bk+ 12 � I)~skkk~skk + kB�kk~skk ak � bkak ~yk~yTk~yTk ~sk ~sk= kB�kk( ~Bk+ 12 � I)~skkk~skk + kB�kjak � bkjak k~ykkk~skk :Die Konvergenz des ersten Summanden gegen Null haben wir shon bewiesen.Es verbleibt also noh limk!1 jak � bkjak k~ykkk~skk = 0zu zeigen. Mit den Hilfsabsh�atzungen (i) und (iii) aus dem Beweis zu Satz 4.2gilt f�ur xk; xk+1 2 B[x�; �℄ mit xk 6= xk+1k~ykkk~skk � k~skk+ k~yk � ~skkk~skk � 1 + L��min�(xk; xk+1)und k~ykkk~skk = k~ykkk~skkk~skk2 � ~yTk ~skk~skk2 � 12 :
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Mit diesen Ungleihungen gilt nun����ak � bkak ����k~ykkk~skk = ����1� bkak ����k~ykkk~skk � ����1� ~yTk ~skak �����1 + L��min�(xk; xk+1)�

= ����1� k~ykk2ak ~yTk ~skk~ykk2 �����1 + L��min�(xk; xk+1)�:Wiederum mit (i) und der Absh�atzung f�ur k~ykk=k~skk gilt����1� ~yTk ~skk~ykk2 ���� = j~yTk (~yk � ~sk)jk~ykk2 � k~yk � ~skkk~ykk = k~skkk~ykk k~yk � ~skkk~skk� 2L��min�(xk; xk+1):Der letzte Term konvergiert wegenP1k=0 kxk�x�k <1 beziehungsweise xk ! x�gegen Null. Hieraus folgt limk!1 ~yTk ~skk~ykk2 = 1:Wegen limk!1 k~ykk=ak = 1 und limk!1 �(xk; xk+1) = 0 gilt dann
limk!1 jak � bkjak k~ykkk~skk = 0;woraus die Behauptung folgt. 2Die zu obigem Satz erforderlihen Bemerkungen sind dieselben wie beim BFGS-Verfahren. Aus Gr�unden der Vollst�andigkeit wiederholen wir sie.Bemerkungen:� Die Voraussetzung P1k=0 kxk � x�k < 1 f�ur den obigen Satz ist erf�ullt,falls die Folge fxkg R-linear oder Q-linear gegen x� konvergiert. Nah denbisherigen Ergebnissen ist dies global f�ur das durh eine semi-eÆzienteShrittweite ged�ampfte und lokal f�ur das unged�ampfte DW-Verfahren derFall.� Da die Dennis-Mor�e-Bedingung erf�ullt ist, folgt aus dem gleihnamigenSatz 2.4 sofort die lokale Q-superlineare Konvergenz des unged�ampftenDW-Verfahrens.� Mit Satz 2.5 folgt aus dem vorangegangenen Satz, da� bei D�ampfung desVerfahrens durh die Wolfe- oder die Armijo-Shrittweite tk = 1 f�ur allehinreihend gro�en k gilt. Das ged�ampfte Verfahren geht also in das un-ged�ampfte �uber, und es folgt Q-superlineare Konvergenz. Bei der Wahl derShrittweite ist es dabei nat�urlih wihtig, die Zul�assigkeit von tk = 1 alserstes zu testen.
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Insgesamt ist es nun gelungen, die in Abshnitt 3.2 vorgestellten lokalen Kon-vergenzeigenshaften des BFGS-Verfahrens auf das Dennis-Wolkowiz-Verfahrenzu �ubertragen. Ferner haben wir jetzt die n�otigen Hilfsmittel, um die bishervers�aumte Untersuhung der globalen Konvergenz bei quadratisher Zielfunkti-on durhzuf�uhren.
4.3 Konvergenz bei quadratisher ZielfunktionIm folgenden Satz werden wir die globale Q-superlineare Konvergenz des un-ged�ampften Dennis-Wolkowiz-Verfahrens bei strikt konvexer quadratisher Ziel-funktion beweisen. Die Beweisf�uhrung erfolgt analog zu J. Werner [21℄.Satz 4.5 Gegeben sei die unrestringierte OptimierungsaufgabeMinimiere f(x) := Tx+ 12xTQx; x 2 R n ;wobei  2 R n und Q 2 R n�n symmetrish und positiv de�nit ist. Dann gilt: Ent-weder briht das auf diese Aufgabe angewandte unged�ampfte Dennis-Wolkowiz-Verfahren nah endlih vielen Shritten mit der eindeutigen L�osung x� = �Q�1der Aufgabe ab, oder es liefert eine Folge fxkg die global und Q-superlinear gegenx� konvergiert.Beweis: Wegen der positiven De�nitheit von Q ist f gleihm�a�ig konvex unddas Verfahren somit durhf�uhrbar. Da Broydenklasse-Verfahren invariant unterlinearer Variablentransformation sind, k�onnen wir Q�1=2x anstelle von x setzenund erhalten als neue, aber �aquivalente Zielfunktionf(x) = TQ�1=2x+ 12xTx; rf(x) = Q�1=2+ x; r2f(x) = I:Daher gilt dann yk = sk und somit bk = kykk2 = kskk2. Wie shon im Beweis desglobalen Konvergenzsatzes 4.1 gilt
 (Bk+1) =  (Bk) + ln� sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk

�2
| {z }�0 + �1� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + ln kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk

�
| {z }�0+ �1� kykk2ak + ln kykk2ak �

| {z }�0 +2�kykk2bk � 1�| {z }=0 � ln kykk2kskk2| {z }=1�  (Bk):Also ist die Folge f (Bk)g monoton fallend und beshr�ankt durhn �  (Bk) �  (B0);
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also konvergent. Wie im Beweis von Satz 4.4 folgt hieraus die Beshr�anktheitder Folgen fkBkkg und fkB�1k kg. Andererseits ist wegen der Konvergenz vonf (Bk)g die Folge f (Bk+1)� (Bk)g eine Nullfolge und daher notwendigerweise

limk!1 ln� sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk
�2 = 0; limk!1�1� kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk + ln kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk

� = 0
und limk!1�1� kykk2ak + ln kykk2ak � = 0:Hieraus folgt

limk!1 sTkBk+ 12 skkskkkBk+ 12 skk = 1; limk!1 kBk+ 12 skk2sTkBk+ 12 sk = 1; limk!1 kykk2ak = 1:
Wieder erhalten wir durh Multiplikation der Grenzwerte

limk!1 kBk+ 12 skkkskk = 1 und limk!1 sTkBk+ 12 skkskk2 = 1
und folgern k(Bk+ 12 � I)skk2kskk2 = kBk+ 12 skk2kskk2| {z }!1 �2 sTkBk+ 12 skkskk2| {z }!1 +1 �! 0:
Hiermit k�onnen wir analog zum Beweis von Satz 4.4 fortfahren. Es giltk(Bk � I)skkkskk � k(Bk+ 12 � I)skkkskk + 1kskkak � bkak ykyTkyTk sk sk= k(Bk+ 12 � I)skkkskk| {z }!0 + jak � bkjak kykkkskk| {z }=1 :
Zum Nahweis der Konvergenz des zweiten Summanden gegen Null betrahtenwir ����ak � bkak ���� = ����1� bkak ���� = ����1� kykk2ak| {z }!1

���� �! 0:
Damit haben wir limk!1 k(Bk � I)skkkskk = 0
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gezeigt. Ferner giltxk+1 = xk �B�1k rf(xk) = xk � B�1k (Q�1=2+ xk) = xk �B�1k (xk � x�):Daher ist xk � x� = �Bk(xk+1 � xk) und somitxk+1 � x� = (xk+1 � xk) + (xk � x�)= (xk+1 � xk)� Bk(xk+1 � xk)= (I �Bk)sk:Damit erhalten wirkxk+1 � x�kkxk � x�k = k(Bk � I)skkkBk(xk+1 � xk)k = kB�1k kk(Bk � I)skkkB�1k kkBkskk� kB�1k kk(Bk � I)skkkskk �! 0;da die Folge fB�1k g beshr�ankt ist. Die Folge fxkg konvergiert also superlineargegen x�. 2Auh bei strikt konvexer quadratisher Zielfunktion ist es also m�oglih, dasglobale Konvergenzergebnis des unged�ampften BFGS-Verfahrens auf das DW-Verfahren zu �ubertragen. Gleihes gilt auh f�ur den Konvergenzsatz zum BFGS-Verfahren mit "autious" Update. Dies wird Inhalt des n�ahsten Abshnitts sein.
4.4 Das DW-Verfahren mit "autious" UpdateNat�urlih stellt sih auh f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren die Frage nahdem Konvergenzverhalten bei einer nihtkonvexen Zielfunktion. Im Gegensatzzum BFGS-Verfahren k�onnen wir hierauf keine genaue Antwort geben. Die imnahfolgenden Kapitel beshriebenen numerishen Tests lassen zwar vermuten,da� das ged�ampfte Dennis-Wolkowiz-Verfahren auh bei nihtkonvexer Zielfunk-tion global konvergiert, gesihert ist dies jedoh niht. Desweiteren k�onnen wirdas von Y.-H. Dai konsturierte Gegenbeispiel aus Satz 3.3 hier niht anwenden,da es nur auf Broydenklasse-Verfahren mit �k � 1 erweitert werden kann. Daherbeshr�anken wir uns in den Ausf�uhrungen auf eine Modi�kation des Verfahrens,durh welhe wir globale Konvergenz bei nihtkonvexer Zielfunktion beweisenk�onnen. Wir verwenden erneut die Idee von D.-H. Li und M. Fukushimaund �ubertragen ihr "autious" Update f�ur das BFGS-Verfahren aus [15℄ auf dasDW-Verfahren. Mit gegebenen Konstanten �; � > 0 hat dies dann die folgendeGestalt:

Bk+1 := 8><>: Bk+ 12 � (Bk+ 12 sk)(Bk+ 12 sk)TsTkBk+ 12 sk + ykyTkyTk sk ; falls yTk skkskk2 > �kgkk�;Bk sonst:
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Hierbei ist Bk+ 12 mit den �ublihen Abk�urzungen wieder durh

Bk+ 12 := Bk + ak � bkak ykyTkbkgegeben. Unser Ziel ist es nun, die globale Konvergenz des hieraus entstehendenQuasi-Newton-Verfahrens bei nihtkonvexer Zielfunktion und Verwendung einerzumindest semi-eÆzienten Shrittweitenstrategie zu beweisen. Wieder ben�otigenwir folgende Voraussetzungen:(V1) Bei gegebenem Startvektor x0 2 R n des Verfahrens ist die NiveaumengeL0 := fx 2 R n : f(x) � f(x0)g kompakt.(V2) Die Zielfunktion f ist auf einer o�enen Obermenge von L0 stetig di�eren-zierbar.(V3) Der Zielfunktionsgradient rf(�) ist auf L0 lipshitzstetig. Es existiert alsoeine Konstante  > 0 mitkrf(x)�rf(y)k � kx� yk f�ur alle x; y 2 L0:Hiermit k�onnen wir nun Satz 3.9 und dessen Beweistehnik auf das Dennis-Wolkowiz-Verfahren �ubertragen.Satz 4.6 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (V1) bis (V3) seien erf�ullt. Mit einem x0 2 R n und einer symmetrishenund positiv de�niten Matrix B0 2 R n�n erzeuge das ged�ampfte DW-Verfahren mit"autious" Update eine Folge fxkg. Ferner gelte (f�ur die gew�ahlte Shrittweiten-strategie) in jedem Iterationsshritt k = 0; 1; : : :
f(xk)� f(xk + tkpk) � �min��rf(xk)Tpk;�rf(xk)Tpkkpkk �2�

mit einer Konstanten � > 0. Dann gilt: Entweder briht das Verfahren nahendlih vielen Shritten mit einer kritishen L�osung ab, oder f�ur die erzeugteFolge gilt lim infk!1 krf(xk)k = 0:Beweis: Die Durhf�uhrbarkeit des Verfahrens ist gesihert, da das "autious"Update in jedem Fall die positive De�nitheit erh�alt und im Falle eines DW-Updates yTk sk > 0 erf�ullt ist. Wir folgen dem Widerspruhsbeweis von Satz 3.9und nehmen an, da� es keine gegen Null konvergierende Teilfolge von fkrf(xk)kggibt. Es existiere also eine Konstante � > 0 derart, da� kgkk = krf(xk)k � �f�ur alle k = 0; 1; : : : gilt. F�ur diese Indies de�nieren wir erneut
Æk := min�� gTk pkkgkk2 ;� gTk pkkgkkkpkk�2�:
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Unser Ziel ist es jetzt wieder, die Existenz einer Konstanten Æ > 0 mit Æk � Æ f�urunendlih viele Indies k zu zeigen. Aus der vorausgesetzten Semi-EÆzienz derShrittweitenstrategie folgtf(xk)� f(xk+1) � ��2Æ > 0f�ur unendlih viele Iterationsshritte. Dies liefert uns den gew�unshten Wider-spruh zur Beshr�anktheit der Zielfunktion auf der Niveaumenge, da in denrestlihen Iterationen die erreihte Zielfunktionsverminderung nihtnegativ ist.Wir de�nieren die Menge derjenigen Iterationsindies, bei denen ein Dennis-Wolkowiz-Update durhgef�uhrt wird als

J := �k 2 N 0 : yTk skkskk2 � �kgkk��und untersheiden zwei F�alle.Fall 1: Die Menge J enth�alt nur endlih viele Elemente. Dann gilt v�ollig ana-log zum Beweis von Satz 3.9 in fast allen Iterationshritten Bk = B mit einersymmetrishen und positiv de�niten Matrix B 2 R n�n und daher wiederÆk � min� 1�max(B) ; �min(B)�max(B)� =: Æ > 0f�ur fast alle k. Folglih wird in diesen Iterationsshritten eine gegen Null be-shr�ankte Zielfunktionsverminderung erreiht, und der gesuhte Widerspruh istgefunden.Fall 2: Die Indexmenge J ist niht endlih. Wir de�nieren wiederJk := J \ f0; 1; : : : ; kgund erinnern uns, da� limk!1#(Jk) =1 gilt. Nun wenden wir die  -Funktionauf die neue Update-Formel an. Wegen  (Bk+1) =  (Bk) f�ur alle k =2 J gilt dannwie im Beweis von Satz 4.10 <  (Bk+1)=  (B0) +Xj2Jk
�ln� sTj Bj+ 12 sjksjkkBj+ 12 sjk

�2 + �1� kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj + ln kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj
�

+�1� kyjk2aj + ln kyjk2aj �+ 2�kyjk2bj � 1�� ln kyjk2ksjk2�:Wir sh�atzen nun die letzten beiden Argumente in der Summe gegen Konstan-ten ab. F�ur j 2 Jk erhalten wir aus aus dem "autious" Update und unsereranf�anglihen Annahme yTj sjksjk2 � �kgjk� � ���
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und daraus mit der Voraussetzung (V3)kyjk2bj � 2ksjk2yTj sj � 2��� :Ferner folgt aus kyjkksjk � yTj sj die Relationkyjkksjk � yTj sjksjk2 � ���:
Folglih giltXj2Jk

�2�kyjk2bj � 1�� ln kyjk2ksjk2� � #(Jk)�2� 2��� � 1�� 2 ln(���)�:
Hieraus folgtXj2Jk ln

�ksjkkBj+ 12 sjksTj Bj+ 12 sj
�2 + h�kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj

�+ h�kyjk2aj � � C#(Jk)
mit einer von k unabh�angigen Konstanten C > 0 und der shon oft verwendetenauf (0;1) de�nierten Funktion h(t) = t � 1 � ln t. Nun k�onnen wir wiederLemma 3.8 anwenden und erhalten die Existenz einer Indexmenge J�k � Jk mit#(J�k ) � 12#(Jk) und

ln�ksjkkBj+ 12 sjksTj Bj+ 12 sj
�2 � 2C; h�kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj

� � 2C; h�kyjk2aj � � 2C
f�ur alle j 2 J�k . Analog zum Beweis von Satz 4.1 existieren daher KonstantenC0 2 (0; 1) und C1 2 (1;1) mit

C0 � kBj+ 12 sjk2sTj Bj+ 12 sj � C1 und C0 � kyjk2aj � C1
f�ur alle j 2 J�k . Hieraus wollen wir nun die Existenz zweier Konstanten Æ̂; �Æ > 0mit � gTj pjkgjk2 � Æ̂ und � gTj pjkgjkkpjk�2 � Æ̂f�ur alle j 2 J�k folgern. Hierzu folgen wir weiterhin der Argumentation des globa-len Konvergenzbeweises, m�ussen jedoh auf die Verwendung der gleihm�a�igenKonvexit�atsvoraussetzung verzihten. F�ur alle j 2 J�k gilt erneutkBjsjkpj �sC1�j + jaj � bjjajpj kyjk:
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Wegen b2j � ajj und bj � ���ksjk2 gilt f�ur alle j 2 J�k

C0 � kyjk2aj � 2ksjk2aj � 2jksjk2b2j � � ����2 jksjk2und somit ksjkpj � ���pC0f�ur alle j 2 J�k . F�ur die weitere Betrahtung untersuhen wir wieder mehrereUnterf�alle bei festem j 2 J�k .Fall 2a: Es gilt �j � 1. Dann gilt wieder 0 < aj � bj und damit wie shon zuvorkBjsjkpj �pC1 + pjbj kyjk �pC1 + pjbj ksjk �pC1 + ��� pjksjk :Nah Multiplikation mit ksjk=pj und Verwendung der obigen Absh�atzunghierf�ur ergibt sihkgjkkpjk(�gTj pj) = kBjsjkksjkj �pC1ksjkpj + ��� � �rC1C0 + 1� ���und damit � gTj pjkgjkkpjk�2 � ��rC1C0 + 1� �����2 =: �Æ1:Andererseits gilt auh wiederkBjsjkpj �pC1 + C1ksjkpj �pC1 + C1���pC0und deshalb
� gTj pjkgjk2 = jkBjsjk2 ��pC1 + C1���pC0��2=: Æ̂1:Fall 2b: Es gilt �j < 1 und damit bj < aj. Daher gilt hier erneutkBjsjkpj �sC1�j +  ksjkpj �

sC1�j + 2���pC0 :Ab hier m�ussen wir wieder zwei Unterf�alle untersheiden.Fall 2b-1: Es gilt �j < 1 und j � bj. Dann ist wieder �j � 12 und damitkBjsjkpj �p2C1 + 2���pC0 :
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Hieraus folgern wirkgjkkpjk(�gTj pj) = kBjsjkksjkj � �p2C1 + 2���pC0� ���pC0und erhalten somit� gTj pjkgjkkpjk�2 � ��p2C1 + 2���pC0� ���pC0��2 =: �Æ2:Au�erdem folgt

� gTj pjkgjk2 = jkBjsjk2 � �p2C1 + 2���pC0��2 =: Æ̂2:Fall 2b-2: Es gilt �j < 1 und j < bj und somit�j � j2ksjk2 :Einsetzen ergibt dannkBjsjkpj �p2C1ksjkpj + 2���pC0 � �p2C1 + � ���pC0 :Folglih gilt kgjkkpjk(�gTj pj) = kBjsjkksjkj � �p2C1 + � 2�2�2�C0und daher � gTj pjkgjkkpjk�2 � ��p2C1 + � 2�2�2�C0��2 =: �Æ3:Desweiteren folgt
� gTj pjkgjk2 = jkBjsjk2 � ��p2C1 + � ���pC0��2 =: Æ̂3:Zusammen gilt also f�ur j 2 J�k

� gTj pjkgjk2 � min(Æ̂1; Æ̂2; Æ̂3) =: Æ̂ und � gTj pjkgjkkpjk�2 � min(�Æ1; �Æ2; �Æ3) =: �Æ:Daher gilt dann f�ur alle j 2 J�kÆj � min(Æ̂; �Æ) =: Æ > 0:
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Dies liefert uns wieder die gew�unshte gegen Null beshr�ankte Zielfunktionsver-minderung, und wir k�onnen den Beweis analog zu dem von Satz 3.9 abshlie�en.Es gilt

f(x0)� f(xk+1) = kXj=0 f(xj)� f(xj+1) � kXj=0 ��2Æj � ��2 Xj2J�k Æj� ��2Æ#(J�k ) � ��2Æ2 #(Jk) �!1:
Der gesuhte Widerspruh ist gefunden. 2Wir haben also auh f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren mit "autious" Upda-te und semi-eÆzienter Shrittweitenstrategie die Konvergenz einer Teilfolge vonfxkg gegen einen station�aren Punkt der nihtkonvexen Zielfunktion bewiesen.Wegen der geringen Voraussetzungen muss es sih bei diesem station�aren Punktallerdings niht um ein lokales Minimum handeln. Falls wir die Zielfunktion ent-gegen der urspr�unglihen Annahme wieder als konvex voraussetzen, �ubertr�agtsih auh Korollar 3.10 auf das Dennis-Wolkowiz-Verfahren mit "autious" Up-date. Aus Vollst�andigkeitsgr�unden geben wir das entsprehende Resultat jetztan.
Korollar 4.7 Gegeben sei die unrestringierte Aufgabe (P). Die Voraussetzun-gen (V1) bis (V3) seien erf�ullt. Mit x0 2 R n und B0 2 R n�n symmetrish undpositiv de�nit startend sei die Folge fxkg durh das DW-Verfahren mit "au-tious" Update und semi-eÆzienter Shrittweitenstrategie erzeugt. Dann gilt: Istdie Zielfunktion f konvex, so konvergiert die ganze Folge fgkg gegen Null undjeder H�aufungspunkt von fxkg ist eine globale L�osung von (P).F�ur das CBFGS-Verfahren haben D.-H. Li und M. Fukushima den in die-ser Arbeit angegebenen Satz 3.11 bewiesen. Da im zugeh�origen Beweis keineverfahrensspezi�shen Aussagen ben�otigt werden, ist dieser auh f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren mit "autious" Update g�ultig.
Satz 4.8 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraus-setzungen (V1) bis (V3) seien erf�ullt. Mit einem x0 2 R n und B0 2 R n�n symme-trish und positiv de�nit erzeuge das durh eine semi-eÆziente Shrittweitenstra-tegie ged�ampfte Dennis-Wolkowiz-Verfahren mit "autious" Update eine Folgefxkg. Ferner sei die Zielfunktion f zweimal stetig di�erenzierbar und es geltesk ! 0. Dann gilt: Falls ein H�aufungspunkt x� 2 R n von fxkg mit rf(x�) = 0und r2f(x�) symmetrish und positiv de�nit existiert, dann konvergiert fxkggegen x�, und das Verfahren geht nah endlih vielen Iterationsshritten in dasunver�anderte Dennis-Wolkowiz-Verfahren �uber.
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Falls das Dennis-Wolkowiz-Verfahren mit "autious" Update also gegen ein iso-liertes lokales Minimum der Zielfunktion konvergiert, folgt der �Ubergang zu ei-nem unver�anderten Dennis-Wolkowiz-Verfahren. Unter den entsprehenden Vor-aussetzungen gelten dann die Konvergenzaussagen der Abshnitte 4.1 und 4.2.Insgesamt ist es uns in diesem Kapitel also gelungen, fast alle Konvergenzre-sultate zum BFGS-Verfahrens aus [22℄, beziehungsweise Kapitel 3 auh f�ur dasDennis-Wolkowiz-Verfahren zu beweisen. Einzige Aussnahme ist hierbei ein demKonvergenzsatz von Powell entsprehendes Resultat. Damit beenden wir dasKapitel �uber die theoretishen Eigenshaften des Dennis-Wolkowiz-Verfahrensund beginnen mit der Untersuhung der numerishen Eigenshaften.





Kapitel 5
Numerishe Tests
In diesem Kapitel werden wir die numerishen Eigenshaften des DW-Verfahrensuntersuhen und mit denen des BFGS-Verfahrens vergleihen. Zwar haben J. E.Dennis Jr. und H. Wolkowiz in [9℄ bereits numerishe Experimente mitdenen von ihnen neu vorgestellten und einigen �alteren Verfahren vorgenommen,die Darstellung ihrer Testergebnisse beshr�ankt sih jedoh auf die Angabe vonDurhshnittswerten und einer Rangfolge der Verfahren bez�uglih ihrer Testkri-terien. Diese sind Anzahl der ben�otigten Iterationen, Anzahl der ben�otigten Ziel-funktionsauswertungen und Fehleranf�alligkeit des Verfahrens. Die Tests erfolgenin drei Gruppen, die sih durh die gew�ahlte Shrittweitenstrategie untershei-den. Die drei M�oglihkeiten hierf�ur sind Armijo- und Wolfe-Shrittweite sowieunged�ampfte Verfahren. F�ur uns sind folgende Ergebnisse aus [9℄ von Interesse:� In allen drei Shrittweiten-Testgruppen ist das DW-Verfahren mit initi-al inverse sizing den anderen Verfahren �uberlegen und belegt jeweils denersten Platz in den Kriterien Anzahl der Iterationen und Anzahl der Ziel-funktionsauswertungen.� In den beiden Testgruppen mit D�ampfung belegt ein ebenfalls neu vorge-stelltes, bisher noh namenloses Broydenklasse-Verfahren mit initial inversesizing und dem K�urzel "optimal �" jeweils den zweiten Platz bei den Kri-terien Anzahl der Iterationen und Anzahl der Zielfunktionsauswertungen.� Das klassishe BFGS-Verfahren ohne sizing belegt bei den Tests in allenTestgruppen und bei allen Kriterien nur hintere Pl�atze.Besonders das �uberaus shlehte Abshneiden des BFGS-Verfahrens l�a�t die nu-merishen Untersuhungen von Dennis und Wolkowiz etwas fragw�urdig er-sheinen. Shlie�lih handelt es sih um das in der Praxis meistbenutzte Verfah-ren f�ur niedrigdimensionale unrestringierte Optimierunsaufgaben. Um uns einenobjektiven Eindruk �uber die numerishen Eigenshaften der Verfahren mahen
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zu k�onnen, f�uhren wir eigene Tests mit ihnen durh. Wegen des guten Abshnei-dens des "optimal �"-Verfahrens in den Tests aus [9℄ werden wir es bei unserennumerishen Experimenten ber�uksihtigen. Auf eine genauere Betrahtung dertheoretishen Eigenshaften dieses Verfahrens m�ussen wir verzihten, da bislangnoh keine Konvergenzs�atze hierf�ur bekannt sind. Eine etwas ausf�uhrlihere Dar-stellung erfolgt sp�ater.
5.1 Implementation der VerfahrenBei allen drei zu implementierenden Verfahren handelt es sih um Quasi-Newton-Verfahren der Broydenklasse. Die Algorithmen setzen sih, wie in der Einleitungshon beshrieben, aus einer Rihtungs- und einer Shrittweitenstrategie zusam-men, wobei die Rihtung aus einem linearen Gleihungssystem mit der Update-Matrix bestimmt wird. Im Untershied zu dem bereits angegebenen Modellalgo-rithmus brehen wir das Verfahren ab, falls der Zielfunktionsgradient hinreihendnahe bei Null ist oder die Anzahl der Iterationen einen Maximalwert �ubershrei-tet. Genauer ist unser Abbruhkriteriumkrf(xk)k � 10�6 oder k > 1000:Die Verfahren haben damit die folgende Gestalt:� Gegeben sei ein Startvektor x0 2 R n , eine symmetrishe und positiv de�niteStartmatrix B0 2 R n�n sowie eine Toleranz f�ur die Gradientennorm � > 0und eine maximale Iterationszahl kmax 2 N . Berehne g0 := rf(x0).� F�ur k = 0; 1; : : : :{ Falls kgkk � � oder k > kmax, dann STOP.{ Andernfalls:1. Bestimme die Abstiegsrihtung pk 2 R n aus Bkpk = �gk.2. Bestimme eine Shrittweite tk > 0 mit f(xk + tkpk) < f(xk).3. Bestimme die neue N�aherung xk+1 := xk+tkpk und den zugeh�ori-gen Zielfunktionsgradienten gk+1 := rf(xk+1).4. Bestimme Bk+1 2 R n�n symmetrish und positiv de�nit.In unserem Fall werden wir tk stets als Wolfe-Shrittweite und Bk+1 als BFGS-,DW- oder "optimal �"-Update von Bk berehnen. Wir werden neben � := 10�6und kmax := 1000 stets B0 := jf(x0)jImit der n � n Einheitsmatrix I setzen. Dies ist im allgemeinen eine geshik-tere Wahl als die sonst �ublihe B0 = I. Der Vorshlag hierzu stammt von J. E.
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Dennis Jr. und R. Shnabel (siehe [9℄, S. 209f.) und wird von ihnen an zweiBeispielen demonstriert. Wir haben dies auh an den noh zu nennenden Ziel-funktionen getestet und sind zu dem selben Ergebnis gekommen. Nun gehen wirn�aher auf die Implementation der einzelnen Updates ein. Als Plattform hierf�urwerden wir Matlab benutzen.
5.1.1 Das BFGS-VerfahrenDas BFGS-Update ist gegeben durhBk+1 := Bk � (Bksk)(Bksk)TsTkBksk + ykyTkyTk skund ist symmetrish und positiv de�nit, falls Bk es ist und yTk sk > 0 gilt. Dieswird in den Tests durh Verwendung der Wolfe-Shrittweite sihergestellt. Da dieAbstiegsrihtung pk aus einem linearen Gleihungssystem mit positiv de�nitemBk als KoeÆzientenmatrix bestimmt wird, ist es von Vorteil, wenn f�ur dieseMatrix eine Choleskyzerlegung Bk = LkLTkmit einer unteren Dreieksmatix mit positiven Diagonalelementen Lk 2 R n vor-liegt. Dann reduziert sih n�amlih der Aufwand zur L�osung des Systems vonO(n3) auf n(n + 1)=2 beziehungsweise O(n2) Operationen, da es durh einfa-hes Vorw�arts- und R�ukw�artseinsetzen gel�ost werden kann. Nun ist aber dieBerehnung einer Cholesky-Zerlegung von Bk in jedem Iterationsshritt mit ei-nem Aufwand von O(n3) Operationen verbunden, was den eben beshriebenennumerishen Vorteil wieder zunihte mahen w�urde. Daher liegt es nahe, anstelleder Update-Matrizen selbst nur ihre Cholesky-Faktoren upzudaten, also den neu-en Cholesky-Faktor Lk+1 f�ur Bk+1 aus dem alten Lk f�ur Bk zu berehnen. Einegenaue Beshreibung eines solhen Vorgehens ist bei J. Werner ([23℄, S. 201f.)zu �nden. Der Aufwand f�ur ein derartiges Cholesky-Update betr�agt im wesent-lihen O(n2) Operationen, so da� der gesamte Aufwand f�ur ein Matrix-Updateund anshlie�ende Rihtungsberehnung auh nur O(n2) betr�agt. Ein alterna-tives Vorgehen mit etwa gleihem Rehenaufwand ist die Implementierung desUpdates von B�1k auf B�1k+1. Dies bringt den Vorteil mit sih, da� pk durh ei-ne Matrix-Vektor-Multiplikation berehnet werden kann. Nahteilig ist jedoh,da� man keine Kontrolle �uber den Erhalt der positiven De�nitheit der Update-Matrizen wie beim Cholesky-Update hat. Wir entsheiden uns daher f�ur eine Im-plementation mit Cholesky-Update.Matlab stellt daf�ur den Befehl holupdatezur Verf�ugung. Dieser berehnet aus einer gegebenen Cholesky-Zerlegung einersymmetrishen, positiv de�niten Matrix A 2 R n�n und einem Vektor v 2 R neinen Cholesky-Faktor f�ur das Rang-1-UpdateA+ := A+ vvT
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in O(n2) Operationen. Dabei ist zu beahten, da� Matlab anstelle der sonst�ublihen Darstellung der Cholesky-Zerlegung A = LLT mit einer unteren Drei-eksmatrix mit positiven Diagonalelementen die Darstellung A = RTR mitR = LT w�ahlt. Ein Cholesky-Update vonA+ := A� vvTist mit holupdate ebenso m�oglih, falls die neue Matrix A+ positiv de�nitist. Andernfalls wird die Ausf�uhrung des Befehls mit einer Fehlermeldung ab-gebrohen. Wir k�onnen also ein BFGS-Update durh zweifahe Anwendung vonholupdate durhf�uhren. Bei gegebenem Cholesky-Faktor Rk von Bk hat diesdie formale Gestalt

RTk+ 12Rk+ 12 = RTkRk + ykyTkyTk sk ;RTk+1Rk+1 = RTk+ 12Rk+ 12 � (RTkRksk)(RTkRksk)TkRkskk2 :
F�ur die Benutzung von holupdate werden die positiven skalaren Faktoren derRang-1-Matrizen jeweils in zwei Faktoren f�ur die erzeugenden Vektoren dieserMatrizen zerlegt. Bei Verwendung der Wolfe-Shrittweite ist nah Satz 2.1 derErhalt der positiven De�nitheit beim BFGS-Update gesihert und obige Vorge-hensweise f�ur das Update m�oglih. Wir f�uhren die Addition der Rang-1-Matrixzuerst aus, um dies niht zu gef�ahrden. Eine elementare Implementation desCholesky-Updates mit Givens-Rotationen gem�a� J. Werner [23℄, S. 201f. istebenfalls m�oglih. Da jedoh niht feststellbar ist, ob ein solhes Vorgehen eÆ-zienter ist, verlassen wir uns auf die numerishen Qualit�aten von Matlab undverwenden die beshriebene Variante mit holupdate.
5.1.2 Das Dennis-Wolkowiz-VerfahrenDie Vorgehensweise beim Dennis-Wolkowiz-Verfahren ist weitgehend analog zuder beim BFGS-Verfahren. Da sowohl beim inversen shwahen Greenstadt-Update Bk+ 12 := Bk + yTk B�1k yk � yTk sk(yTk B�1k yk)(yTk sk)ykyTkals auh beim hierauf angewandten BFGS-Update

Bk+1 := Bk+ 12 � (Bk+ 12 sk)(Bk+ 12 sk)TsTkBk+ 12 sk + ykyTkyTk skunter der Bedingung yTk sk > 0 die positive De�nitheit erhalten bleibt, k�onnenwir auh hier holupdate einsetzen. Der wesentlihe Aufwand zur Berehnung
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der drei ben�otigenten Updates und der Abstiegsrihtung betr�agt dann wiederO(n2) Operationen. Formal l�a�t sih das Update wie folgt darstellen:RTk+ 13Rk+ 13 = RTkRk + ak � bkakbk ykyTk ;RTk+ 23Rk+ 23 = RTk+ 13Rk+ 13 + ykyTkbk ;

RTk+1Rk+1 = RTk+ 23Rk+ 23 � (RTk+ 13Rk+ 13 sk)(RTk+ 13Rk+ 13 sk)TkRk+ 13 skk2 :
Zur Abk�urzung haben wir wiederak = yTk (RTkRk)�1yk und bk = yTk skbenutzt. Bei der Umsetzung in Matlab werden wir selbstverst�andlih auf dieBerehnung einer Inversen verzihten und stattdessen das lineare Gleihungsy-stem RTk x = yk durh Vorw�artseinsetzen l�osen. Mit der L�osung x 2 R n ist dannak = kxk2. Die Faktoren vor den Rang-1-Matrizen werden wieder zerlegt. Dader erste Faktor aber auh negativ werden kann, ist hier besondere Vorsiht ge-boten. Wir verwenden daher nur seinen Absolutbetrag und entsheiden anhanddes Vorzeihens ob die Matrix addiert oder subtrahiert wird. Vor dem erstenCholesky-Update wird ein initial inverse sizing ausgef�uhrt. Die urspr�ungliheStartmatrix beziehungsweise ihr Cholesky-FaktorR0 :=pjf(x0)jIwird dabei vor dem ersten Update durh

R0 :=ra0b0R0ersetzt. Nun kommen wir zum "optimal �"-Verfahren.
5.1.3 Das "optimal �"-VerfahrenDas "optimal �"-Verfahren wurde ebenfalls von Dennis undWolkowiz in [9℄vorgestellt und als Verfahren Nr. 6 numerish getestet. Es ist ein Broydenklasse-Verfahren, dessen Parameter �k als L�osung der AufgabeMinimiere !(B�1=2k Bk+1(�)B�1=2k ); � 2 Rbestimmt wird. Hierbei ist die auf der Menge der symmetrishen und positivde�niten Matrizen de�nierte Funktion ! : R n�n �! R gegeben durh

!(A) := 1ntr (A)det(A)1=n :
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Ferner bezeihet Bk+1(�) das Bryodenklasse-Update mit dem Parameter � vonder gegebenen Matrix Bk. Mit den �ublihen Abk�urzungen ist die L�osung desobigen Problems nah Satz 3.1 aus [9℄ gegeben durh

��k := 1 + (ak � bk)bk(1� n)(akk � b2k) :F�ur n � 2 gilt dann ��k < akkakk � b2k :Daher ist nah einer Bemerkung von R. H. Byrd, D. C. Liu und J. Noedalaus [2℄ das "optimal �"-Update
Bk+1 := Bk � (Bksk)(Bksk)Tk + ykyTkbk � (ak � bk)bkk(1� n)(akk � b2k)vkvTkmit vk := yk=bk �Bksk=k symmetrish und positiv de�nit, falls Bk dies ist undyTk sk > 0 gilt. Unter Verwendung der Wolfe-Shrittweite k�onnen wir also wiederholupdate benutzen. Bei den durhgef�uhrten Tests war jedoh zu beobahten,da� der Nenner des Broydenklasse-Parameters vershwinden kann. Dieser Fallsollte in der Implementation ber�uksihtigt werden, um eine Division durh Nullzu vermeiden. Der Gesamtaufwand f�ur die dreifahe Anwendung von holupdateund die Rihtungsberehnung ist dann wieder O(n2) Operationen. Die einzelnenUpdates haben die formale Gestalt

RTk+ 13Rk+ 13 = RTkRk + ykyTkbk ;
RTk+ 23Rk+ 23 = RTk+ 13Rk+ 13 � (RTkRksk)(RTkRksk)Tk ;
RTk+1Rk+1 = RTk+ 23Rk+ 23 � (ak � bk)bkk(1� n)(akk � b2k)vkvTk :Dabei benutzen wir die Darstellungen

ak = yTk (RTkRk)�1yk; k = kRkskk2; vk = ykyTk sk � RTkRkskkRkskk2 :Da der Broydenklasse-Parameter ��k auh negativ werden kann, erfolgt die Zer-legung der Faktoren der Rang-1-Matrizen wie beim DW-Verfahren. Die Bereh-nung von ak geshieht wie im vorherigen Unterabshnitt ohne Benutzung einerInversen. Au�erdem wird im ersten Iterationsshritt ein initial inverse sizing aus-gef�uhrt. Die Matlab-Quelltexte zu den drei beshriebenen Verfahren sind imAnhang zu �nden.
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5.1.4 Die Wolfe-ShrittweiteAls Shrittweitenstrategie w�ahlen wir f�ur alle Verfahren die Wolfe-Shrittweite,da, wie shon oft erw�ahnt, hierdurh ohne eine gleihm�a�ige Konvexit�atsvoraus-setzung yTk sk > 0 f�ur alle k gilt. F�ur die Berehnung einer Wolfe-Shrittweitesind zahlreihe Algorithmen bekannt. Es soll bei gegebener aktueller N�aherungxk 2 R n und zugeh�ohriger Abstiegsrihtung pk 2 R n ein tk > 0 mit(I) f(xk + tkpk) � f(xk) + �tkrf(xk)Tpkund(II) rf(xk + tkpk)Tpk � �rf(xk)Tpkberehnet werden. Dabei sind � 2 (0; 12) und � 2 (�; 1) gegebene Konstanten,f�ur die wir sp�ater � := 0:001 und � := 0:9 setzen werden. Unser Programm f�urdie Berehnung einer solhen Shrittweite benutzt den Algorithmus von J. E.Dennis Jr. und R. Shnabel aus [8℄, S. 328�. und den dort angegebenen Pseu-doode. Aus Gr�unden der �Ubersihtlihkeit verzihten wir auf eine Vorstellungdes Pseudoodes und geben nur die Grundstruktur des Algorithmus wieder.0. Input: Gegeben seien Konstanten � 2 (0; 12) und � 2 (�; 1), eine aktuelleN�aherung xk 2 L0 sowie ein p 2 R n mit rf(xk)Tpk < 0.1. Setze t := 1.2. Falls t die Bedingungen (I) und (II) erf�ullt, dann STOP: tk := t ist eineWolfe-Shtittweite. Andernfalls:3. Falls t nur (I) erf�ullt und t � 1 gilt, dann setze t := 2t und gehe zu 2.4. Falls t nur (I) erf�ullt und t < 1 gilt oder t die Bedingung (I) niht erf�ulltund t > 1 gilt, dann:{ Sei tprev der letzte zuvor getestete Wert von t.Falls t < 1 ist, setze tlo := t und thi := tprev.Falls t > 1 ist, setze thi := t und tlo := tprev.{ Berehne t 2 (tlo; thi) durh sukzessive quadratishe Interpolation so,da� t beide Bedinungen (I) und (II) erf�ullt. STOP tk := t ist eineWolfe-Shrittweite.5. Falls t die Bedingung (I) niht erf�ullt und t � 1 gilt, dann verringere t umeinen Faktor zwishen 0.1 und 0.5 durh:{ Im ersten Durhlauf: W�ahle t � 0:1 so, da� t das Minimum des qua-dratishen hermiteshen Interpolationspolynoms zu den St�utzstellenund -werten (0; f(xk)), (0;rf(xk)Tpk) und (1; f(xk + pk)) ist.
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{ In allen weiteren Durhl�aufen: W�ahle neues t 2 [0:1tprev; 0:5tprev℄ so,da� t das lokale Minimum des kubishen hermiteshen Interploations-polynoms zu den Daten (0; f(xk)), (0;rf(xk)Tpk), (t; f(xk+tpk)) und(tprev; f(xk + tprevpk)) ist.{ Gehe zu 2.Als Output des obigen Algorithmus erhalten wir eine Wolfe-Shrittweite tk > 0.Bei genauerer Betrahtung des zugeh�origen Pseudoodes in [9℄ erkennt man, da�dies niht immer der Fall sein muss, da ein niht erfolgreiher Ausstieg m�oglihist. Bei den von uns benuzten Testfunktionen war dies jedoh niht der Fall. Wirgeben die getesten Zielfunktionen nun an.

5.2 TestfunktionenF�ur die numerishen Tests ben�otigen wir nat�urlih auh mehrere Zielfunktionen,auf welhe die drei Verfahren angewandt werden. Zu diesem Zwek ver�o�entlih-ten J. J. Mor�e, B. S. Garbow und K. E. Hillstrom in [16℄ eine Sammlungvon 35 vershiedenen Zielfunktionen zum Test von Verfahren zur L�osung nihtli-nearer Gleihungssysteme, nihtlinearer Ausgleihsprobleme und unrestringierterOptimierungsaufgaben. F�ur letzteres werden 18 der Zielfunktionen empfohlen.Wie C. Geiger und C. Kanzow, siehe [11℄ S. 333�. werden wir dieser Emp-fehlung folgen. Alle Testfunktionen haben die Gestalt
f(x) = mXi=1 Fi(x)2

mit F : R n �! Rm . F�ur jede der Testfunktionen geben wir an:(a) die Dimensionen n 2 N und die Komplexit�at m 2 N des Problems,(b) die Funktionen Fi : R n �! R , i = 1; : : : ;m und() den Standard-Startpunkt des Problems x0 2 R n .Auf die in der Literatur sonst �ublihen Angaben �uber bekannte Minima derTestfunktionen verzihten wir, da dies besonders bei beliebig dimensionalen Ziel-funktionen sehr un�ubersihtlih wird.1. Helial valley funtion(a) n = 3; m = 3(b) F1(x) = 10[x3 � 10 �(x1; x2)℄F2(x) = 10[(x21 + x22)1=2 � 1℄
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F3(x) = x3mit�(x1; x2) = 8<: 12� artan�x2x1� ; falls x1 > 012� artan�x2x1�+ 0:5; falls x1 < 0() x0 = (�1; 0; 0)T2. Biggs' EXP6 funtion(a) n = 6; m � n variabel(b) Fi(x) = x3 exp(�tix1)� x4 exp(�tix2) + x6 exp(�tix5)� yimityi = exp(�ti)� 5 exp(�10ti) + 3 exp(�4ti) und ti = i=10() x0 = (1; 2; 1; 1; 1; 1)T3. Gaussian funtion(a) n = 3; m = 15(b) Fi(x) = x1 exp��x2(ti�x3)22 �� yimit ti = (8� i)=2 und i yi1,15 0.00092,14 0.00443,13 0.01754,12 0.05405,11 0.12956,10 0.24207,9 0.35218 0.3989() x0 = (0:4; 1; 0)T4. Powell badly saled funtion(a) n = 2; m = 2(b) F1(x) = 104x1x2 � 1F2(x) = exp(�x1) + exp(�x2)� 1:0001() x0 = (0; 1)T5. Box three-dimensional funtion(a) n = 3; m � n variabel
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(b) Fi(x) = exp(�tix1)� exp(�tix2)� x3(exp(�ti)� exp(�10ti))mit ti = i=10() x0 = (0; 10; 20)T6. Variably dimensioned funtion(a) n variabel, m = n+ 2(b) Fi(x) = xi � 1; 1 � i � nFn+1(x) =Pnj=1 j(xj � 1)Fn+2(x) = �Pnj=1 j(xj � 1)�2() x0 = (�j)Tj=1;:::;n mit �j = 1� (j=n)7. Watson funtion(a) 2 � n � 31; m = 31(b) Fi(x) =Pnj=2(j � 1)xjtj�2i � �Pnj=1 xjtj�1i �2 � 1mit ti = i=29() x0 = (0; : : : ; 0)T8. Penalty funtion I(a) n variabel, m = n+ 1(b) Fi(x) = 10�5=2(xi � 1); 1 � i � nFn+1(x) = �Pnj=1 x2j�� 14() x0 = (1; 2; : : : ; n)T9. Penalty funtion II(a) n variabel, m = 2n(b) F1(x) = x1 � 0:2Fi(x) = 10�5=2 (exp(0:1xi) + exp(0:1xi�1)� yi) ; 2 � i � nFi(x) = 10�5=2 (exp(0:1xi�n+1) + exp(�0:1)) ; n < i � 2n� 1F2n(x) = �Pnj=1(n� j + 1)x2j�� 1mit yi = exp(i=10) + exp((i� 1)=10)() x0 = (0:5; : : : ; 0:5)T10. Brown badly saled funtion(a) n = 2; m = 3
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(b) F1(x) = x1 � 106F2(x) = x2 � 2 � 10�6F3(x) = x1x2 � 2() x0 = (1; 1)T11. Brown and Dennis funtion(a) n = 4; m � n variabel(b) Fi(x) = (x1 + tix2 � exp(ti))2 + (x3 + x4 sin ti � os ti)2mit ti = i=5() x0 = (25; 5;�5;�1)T12. Gulf researh and development funtion(a) n = 3; n � m � 100(b) Fi(x) = exp�� jyi�x2jx3x1 �� timit yi = 25 + (�50 ln ti)2=3 und ti = i=100() x0 = (5; 2:5; 0:15)T13. Trigonometri funtion(a) n variabel, m = n(b) Fi(x) = n�Pnj=1 osxj + i(1� osxi)� sin xi() x0 = (1=n; : : : ; 1=n)T14. Extended Rosenbrok funtion(a) n gerade, m = n(b) F2i�1(x) = 10(x2i � x22i�1)F2i(x) = 1� x2i�1() x0 = (�j)Tj=1;:::;n mit �2j�1 = �1:2, �2j = 115. Extended Powell singular funtion(a) n ein Vielfahes von 4, m = n(b) F4i�3(x) = x4i�3 + 10x4i�2F4i�2(x) = 51=2(x4i�1 � x4i)F4i�1(x) = (x4i�2 � 2x4i�1)2F4i(x) = 101=2 (x4i�3 � x4i)2() x0 = (�j)Tj=1;:::;n mit �4j�3 = 3, �4j�2 = �1, �4j�1 = 0, �4j = 1
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16. Beale funtion(a) n = 2; m = 3(b) Fi(x) = yi � x1(1� xi2)mit y1 = 1:5, y2 = 2:25, y3 = 2:625() x0 = (1; 1)T17. Wood funtion(a) n = 4; m = 6(b) F1(x) = 10(x2 � x21)F2(x) = 1� x1F3(x) = 901=2(x4 � x23)F4(x) = 1� x3F5(x) = 101=2(x2 + x4 � 2)F6(x) = 10�1=2(x2 � x4)() x0 = (�3;�1;�3;�1)T18. Chebyquad funtion(a) n variabel, m � n(b) Fi(x) = 1nPnj=1 Ti(xj)� R 10 Ti(�)d�wobei Ti das auf das Intervall [0; 1℄ transformierte i-te Tshebyshe�-Polynom ist.() x0 = (�j)Tj=1;:::;n mit �j = j=(n+ 1)Die letzte dieser 18 Zielfunktionen k�onnen wir in unseren Tests leider niht ver-wenden. Dies hat den folgenden Grund: F�ur jede Komponente xj von x ben�otigenwir ein Intervall [a; b℄, in welhem sih xj be�ndet und welhes wir dann auf [0; 1℄transformieren. Da sih die Komponenten mit jeder Iteration der Verfahren aber�andern, m�ussen wir die Intervalle vorher sehr gro� w�ahlen. Bedingt durh diegro�en Intervalle sind die transformierten Werte f�ur den Gradienten so klein,da� das Abbruhkriterium jeweils nah nur einer Iteration erreiht ist, ohne da�ein station�arer Punkt vorliegt.Desweiteren m�ussen wir den Startvektor bei der helial valley funtion �andern,da der urspr�unglih angegebene Vektor bereits station�arer Punkt der Zielfunkti-on ist. Als neuen Startvektor w�ahlen wir x0 = (1; 1; 1)T und erl�autern jetzt dieTestergebnisse.
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5.3 TestergebnisseWir testen nun die numerishen Eigenshaften der drei Verfahren, indem wirsie auf die 17 zur Verf�ugung stehenden Testfunktionen anwenden. Einige dieserTestfunktionen erlauben es, entweder die Dimension n oder die Komplexit�at mfrei oder mit gewissen Einshr�ankungen zu w�ahlen. In diesen F�allen benutzen wirmehrfah dieselbe Testfunktion mit untershiedlihen Werten f�ur n oder m. Dadie Verwendung von Broydenklasse-Verfahren nur bis zu einer Dimension von et-wa 100 Variablen empfohlen wird, w�ahlen wir falls m�oglih n = 3; 10; 20; 50; 100;beziehungsweise m = 3; 10; 20; 50; 100. Falls wir diese Werte aufgrund von Be-shr�ankungen niht w�ahlen d�urfen, w�ahlen wir zul�assige Werte �ahnliher Gr�o�e.Als Testkriterien werden wir die Anzahl der Iterationen bis zum Erreihen desAbbruhkriteriums sowie die Anzahl der hierf�ur ben�otigten Zielfunktionsauswer-tungen benutzen. Unter einer Auswertung verstehen wir dabei eine Auswertungvon Zielfunktion und Gradient. Eine getrennte Angabe der Gradientenauswer-tungen ist bei der gew�ahlten Implementierung niht n�otig, da die Zielfunktionund ihr Gradient immer gleihzeitig ausgewertet werden. Die Pr�asentation derErgebnisse erfolgt in tabellarisher Form. In jeder Zeile werden angegeben:� Die verwendete Zielfunktion (fun) durh ihre Nummer im vorangegange-nen Abshnitt,� die verwendete Zahl an Variablen (n) der Zielfunktion,� die verwendete Komplexit�at (m) der Zielfunktion,� die Anzahl der ben�otigten Iterationen (iter) und� die Anzahl der ben�otigten Funktionsauswertungen (feval).Die Angabe der letzten beiden Gr�o�en erfolgt f�ur alle drei Verfahren getrennt.Ein �Ubershreiten von kmax = 1000 kennzeihenen wir durh ein "1" f�ur iterund feval. Einen Abbruh des "optimal �"-Verfahrens aufgund von Ausl�oshungim Nenner mahen wir durh ein "�" kenntlih.

Tabelle 5.1: TestergebnisseBFGS DW opt �fun n m iter feval iter feval iter feval1 3 3 26 32 19 23 23 252 6 6 43 49 54 59 54 572 6 10 39 42 44 48 51 582 6 20 36 40 46 49 45 482 6 50 44 49 47 52 48 53



76 Kapitel 5. Numerishe TestsBFGS DW opt �fun n m iter feval iter feval iter feval2 6 100 45 50 47 53 51 583 3 15 4 15 6 16 6 164 2 2 259 375 308 471 294 3385 3 3 42 54 42 51 43 535 3 10 44 54 38 46 37 455 3 20 39 47 32 39 35 425 3 50 39 40 38 41 38 395 3 100 42 48 41 47 45 516 3 5 7 10 7 10 7 106 10 12 10 16 10 16 � �6 20 22 23 24 23 24 � �6 50 52 31 32 31 32 � �6 100 102 37 38 37 38 � �7 3 31 14 16 17 19 16 187 10 31 84 89 116 121 121 1247 20 31 79 84 133 140 144 1497 31 31 81 89 157 166 165 1728 3 4 79 94 92 116 90 948 10 11 101 125 99 132 � �8 20 21 104 131 83 105 � �8 50 51 96 126 90 117 � �8 100 101 104 137 96 125 � �9 3 6 10 16 12 17 13 189 10 20 175 221 205 273 320 3689 20 40 537 581 498 552 766 8619 50 100 617 622 627 642 615 6269 100 200 794 795 722 723 755 75610 2 3 14 51 17 55 � �11 4 4 99 112 85 95 83 8911 4 10 79 82 62 67 59 6411 4 20 48 50 36 38 34 3611 4 50 1 1 1 1 1 111 4 100 1 1 1 1 1 112 3 3 1 2 1 2 � �12 3 10 1 2 1 2 � �12 3 20 1 2 1 2 � �12 3 50 1 2 1 2 1 212 3 100 56 64 63 76 72 7513 3 3 15 22 16 19 16 1913 10 10 40 77 33 36 34 37



5.3 Testergebnisse 77BFGS DW opt �fun n m iter feval iter feval iter feval13 20 20 53 127 63 69 65 7313 50 50 116 339 57 62 56 6113 100 100 180 703 61 69 63 7414 2 2 57 73 48 61 61 6514 10 10 76 87 59 72 47 5314 20 20 61 79 61 76 58 6614 50 50 57 84 60 73 64 7814 100 100 52 65 51 57 55 6415 4 4 41 42 40 41 42 4315 12 12 56 57 44 45 49 5015 20 20 55 56 40 41 40 4115 52 52 66 68 48 49 45 4615 100 100 71 74 56 57 60 6116 2 3 13 14 16 17 17 1817 4 6 43 46 35 47 40 46
Wenn wir nun die erhaltene Datenut betrahten, f�allt vor allem eines auf: Kei-nes der drei Verfahren ist den anderen au��allig �uberlegen. Daher m�ussen wir mitstatistishen Methoden arbeiten. Weil das "optimal �"-Verfahren bei einigen derZielfunktionen mit einer versuhten Nulldivison abbriht, m�ussen wir bei einemVergleih aller drei Verfahren auf die Daten zur entsprehenden Zielfunktionverzihten. Deshalb f�uhren wir ab jetzt zwei getrennte Untersuhungen durh.In der ersten Untersuhung vergleihen wir nur das BFGS-Verfahren mit demDennis-Wolkowiz-Verfahren und verzihten dabei lediglih auf die Daten zu denZielfunktionen, bei denen kmax �ubershritten wird. In der zweiten Untersuhungber�uksihtigen wir dann alle drei Verfahren, m�ussen daf�ur allerdings zus�atzlihauf die Informationen zu den Zielfunktionen mit versuhter Nulldivison verzih-ten.Wir beginnen nun mit dem Vergleih von BFGS- und DW-Verfahren. Da naheiner �Uberpr�ufung mit SAS f�ur keine der auftretenden Gr�o�en eine Verteilungs-annahme gerehtfertigt ist und die Werte f�ur die Iterationszahlen und Zielfunkti-onsauswertungen untereinander abh�angig und verbunden sind, k�onnen wir leiderkeine statistishen Tests durhf�uhren. Dies beshr�ankt uns auf deskriptive, ins-besondere graphishe Methoden. Um uns einen groben �Uberblik �uber die gege-benen Iterationszahlen zu versha�en, erstellen wir mit Statistia einen Sat-terplot. Dabei wird f�ur jede Zeile in obiger Tabelle die Iterationszahl des BFGS-Verfahrens gegen die Iterationszahl des DW-Verfahrens aufgetragen. Die Lagedes dadurh entstandenen Punktes im Koordinatensystem bez�uglih der Win-kelhalbierenden zeigt dann, welhes der Verfahren weniger Iterationen ben�otigt
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hat. Desweiteren lassen wir f�ur alle so entstandenen Punkte eine Regressions-gerade zeihen. Die Lage dieser Geraden zur Winkelhalbierenden gibt wieder-um Aufshluss dar�uber, welhes Verfahren durhshnittlih weniger Iterationenben�otigt. Bei Betrahtung der zugeh�origen Abbildung 5.1 f�allt auf, da� ein we-

Abbildung 5.1: Iterationen von BFGS- und DW-Verfahren
nig mehr Punkte unterhalb der Winkelhalbierenden liegen als oberhalb. F�ur dieentsprehenden Zielfunktionen ben�otigt das BFGS-Verfahren also mehr Iteratio-nen als das DW-Verfahren. Die Regressionsgerade liegt nur etwas unterhalb derWinkelhalbierenden. Wir k�onnen also h�ohstens auf eine leihte �Uberlegenheitdes Dennis-Wolkowiz-Verfahrens bei den Iterationszahlen shlie�en, da die Si-tuation fast ausgeglihen ist. Weil wir uns aber niht nur auf eventuell subjektiveoptishe Eindr�uke bei Satterplots verlassen wollen, berehnen wir noh einigeKennzahlen. Als erstes berehnen wir f�ur beide Verfahren die durhshnittlihben�otigten Iterationen als arithmetishes Mittel der Iterationszahlen. Allerdingsgibt uns diese Kennzahl keinen Aufshlu� dar�uber, ob und wie stark ein Ver-fahren dem anderen �uberlegen ist. Daher f�uhren wir eine relative Bewertung derIterationszahlen ein. F�ur jede Zielfunktion erh�alt das Verfahren mit geringererIterationszahl die relative Bewertung 0. Sind die Iterationszahlen f�ur beide Ver-fahren gleih, erhalten beide eine 0. Ben�otigt ein Verfahren mehr Iterationen,so werden diesem Verfahren die ben�otigten Mehriterationen im Verh�altnis zuden Iterationen des besseren Verfahrens als Bewertung zugeordnet. Die relativeBewertung entspriht dann den ben�otigten prozentualen Mehriterationen im Ver-gleih zum besseren Verfahren. Als Beispiel betrahten wir die Daten zur helialvalley funtion in Tabelle 5.1. Das DW-Verfahren ben�otigt 19 Iterationen, dasBFGS-Verfahren 7 Iterationen mehr. Als Bewertungen erh�alt das DW-Verfahren
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folglih eine 0 und das BFGS-Verfahren 7=19 � 0:3642. Das BFGS-Verfahren isthier also a. 36,42 % shlehter als das DW-Verfahren. Auf diese Art verfahrenwir mit allen nutzbaren Daten aus Tabelle 5.1 und erhalten unter Verwendungvon SAS die folgenden Mittelwerte der Iterationszahlen und relativen Bewertun-gen: Tabelle 5.2: Vergleih der Iterationszahlen? BFGS DWIterationen 86.845 84.000rel. Bewertung 0.128 0.088Das BFGS-Verfahren ben�otigt also durhshnittlih 2.845 Iterationen mehr alsdas DW-Verfahren und ist durhshnittlih 12.8 % shlehter als das jeweils bes-sere Verfahren. Das DW-Verfahren ist im Shnitt nur 8.8 % shlehter als dasjeweils bessere Verfahren. Anhand dieser Kennzahlen k�onnen wir also den Ein-druk des Satterplots best�atigen und auf eine leihte �Uberlegenheit des DW-Verfahrens bei den ben�otigen Iterationen shlie�en.F�ur die Anzahl der Zielfunktionsauswertungen gehen wir analog vor und erhaltendie Abblidung 5.2. Hier ist die Interpretation des Satterplots eindeutiger, da die

Abbildung 5.2: Funktionsauswertungen von BFGS- und DW-Verfahren
Mehrheit der Punkte unterhalb der Winkelhalbierenden liegt und die berehne-te Regressionsgerade weit unterhalb verl�auft. Wir k�onnen also auf eine deutlihe�Uberlegenheit des DW-Verfahrens bei den ben�otigten Zielfunktionsauswertungen
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shlie�en. Um dies zu �uberpr�ufen, berehnen wir analog zu Tabelle 5.2 die durh-shnittlih ben�otigten Funktionsauswertungen und die durhshnittlihe relativeBewertung der Funktionsauswertungen.Tabelle 5.3: Vergleih der Funktionsauswertungen? BFGS DWFunktionsausw. 112.431 96.431rel. Bewertung 0.345 0.073
Beide Kennzahlen sind f�ur das DW-Verfahren deutlih geringer als f�ur das BFGS-Verfahren. Der durh den Satterplot entstandene Eindruk ist also gerehtfer-tigt. Das DW-Verfahren ist dem BFGS-Verfahren bei den ben�otigten Zielfunkti-onsauswertungen stark �uberlegen. Allerdings ist ein sehr gro�er Anteil des gutenAbshneidens des DW-Verfahrens auf die trigonometri funtion zur�ukzuf�uhren.Bei dieser Zielfunktion shneidet das BFGS-Verfahren n�amlih derart shlehtab, da� es bei einem Verziht auf diese Funktion insgesamt im Vorteil w�are.Wir werten diese Daten jedoh niht als vernahl�assigbare Ausrei�er, sondernarbeiten auh weiterhin mit ihnen. Eine Zielfunktion von geringer Bedeutungw�urde shlie�lih keine Ber�uksihtigung in der anerkannten Testsammlung aus[16℄ �nden. Also ist das DW-Verfahren bei den ben�otigten Funktionsauswertun-gen wesentlih besser als das BFGS-Verfahren.Betrahtet man nun beide Testkriterien zusammen, so ergibt sih beim Ver-gleih der beiden Verfahren ein Vorteil f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren. Wirk�onnen also die Testergebnisse von Dennis und Wolkowiz f�ur diese beidenVerfahren in ihrer Tendenz best�atigen. Es ist jedoh zu bedenken, da� f�ur dieBerehnung eines Cholesky-Updates beim DW-Verfahren dieMatlab-Funktionholupdate einmal mehr aufgerufen werden muss als beim BFGS-Verfahren.Daher ist bei der gew�ahlten Implementation der numerishe Aufwand f�ur dieBerehnung eines DW-Updates um 50% h�oher als f�ur ein BFGS-Update. Dieskann den obigen Vorteil wieder ausgleihen oder sogar umkehren. Bei einer ele-mentaren Implementation des DW-Updates mittels Givens-Rotationen analogzum BFGS-Update von J. Werner aus [23℄, S. 201f. k�onnte der Untershiedgeringer ausfallen. Da dies aber eine Frage der Implementation des Updates undniht des Verfahrens an sih ist, �uberpr�ufen wir dies niht genauer. Auf eineZ�ahlung der tats�ahlih ben�otigten Flie�kommaoperationen m�ussen wir ohnehinverzihten, da Matlab dies ab der Version 6 niht mehr unterst�utzt.Wir fahren nun mit dem Vergleih aller drei Verfahren fort und verzihten da-bei auf die Zielfunktionen, bei denen kmax �ubershritten oder eine Nulldivisonversuht wird. Da wiederum keine Verteilungsannahmen gerehtfertigt sind undAbh�angigkeit der Daten besteht, gehen wir erneut graphish und deskriptiv vor.



5.3 Testergebnisse 81
Bei den Satterplots vergleihen wir die Verfahren jeweils paarweise. Ein dreidi-mensionaler Satterplot ist mit Statistia zwar m�oglih, jedoh in gedrukterForm nur shwer zu interpretieren. Die Analyse erfolgt vorerst f�ur beide Test-kriterien getrennt. Zun�ahst betrahten wir wieder BFGS- und DW-Verfahren.Dies ist zwar shon geshehen, aber durh die entfallenen Daten entstehen leiht

Abbildung 5.3: Vergleih von BFGS- und DW-Verfahren
ver�anderte Ergebnisse. Der Satterplot der ben�otigten Iterationen mit Regressi-onsgerade links in Abbildung 5.3 ver�andert sih durh die zus�atzlih entfallenenWerte, beziehungsweise Punkte nur minimal. Es liegen immer noh ein wenigmehr Punkte unterhalb der Winkelhalbierenden als oberhalb. Die Regressions-gerade ist nahezu unver�andert. Wir k�onnen also erneut h�ohstens auf eine sehrgeringe �Uberlegenheit des DW-Verfahrens bei den Iterationen shlie�en. Bei denben�otigten Zielfunktionsauswertungen rehts in Abbildung 5.3 ver�andert sih derSatterplot ebenfalls nur geringf�ugig. Es liegt also wieder ein deutliher Vorteildes DW-Verfahrens bei den Zielfunktionsauswertungen vor. Jetzt betrahten wir

Abbildung 5.4: Vergleih von BFGS- und "optimal �"-Verfahren
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BFGS- und "optimal �"-Verfahren. Wie beim Vergleih von BFGS- und DW-Verfahren zeigt der Satterplot der Iterationen in Abbildung 5.4 links ein fastausgeglihenes Verh�altnis zwishen den Verfahren. Das BFGS-Verfahren ist da-bei leiht im Vorteil. Bei den Funktionsauswertungen rehts in Abbildung 5.4ist das BFGS-Verfahren allerdings deutlih unterlegen. F�ur den noh fehlendenVergleih von DW- und "optimal �"-Verfahren betrahten wir zun�ahst Abbli-dung 5.5. Der Satterplot der ben�otigten Iterationen zeigt eine �Uberlegenheit des

Abbildung 5.5: Vergleih von DW- und "optimal �"-VerfahrenDW-Verfahrens. Diese �Uberlegenheit ist zwar wieder gering, aber etwas ausge-pr�agter als bei den vorangegangenen Plots der Iterationszahlen. Der Satterplotder ben�otigten Funktionsauswertungen zeigt ebenfalls eine geringe �Uberlegenheitdes DW-Verfahrens. Nah diesem Vergleih der Verfahren mit graphishen Mit-teln berehnen wir nun die bereits bekannten Kennzahlen. Die relative Bewertungbezieht sih dann auf das jeweils beste der drei Verfahren.Tabelle 5.4: Vergleih der Iterationszahlen? BFGS DW optimal �Iterationen 98.130 95.283 105.283rel. Bewertung 0.167 0.119 0.178Die erhaltenen Werte in Tabelle 5.4 best�atigen wieder die Interpretationen derentsprehenden Satterplots. Das DW-Verfahren ist dem BFGS- und dem "op-timal �"-Verfahren bei beiden Kennzahlen �uberlegen. Das BFGS-Verfahren istverglihen mit dem "optimal �"-Verfahren nur geringf�ugig im Vorteil. Die Rang-folge der Verfahren bez�uglih der ben�otigten Iterationen ist alsoDW > BFGS > optimal �:Hierbei steht das Symbol ">" f�ur eine leihte �Uberlegenheit. Die Rangfolge vonDennis undWolkowiz kann bei diesem Testkriterium nur teilweise best�atigt
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werden, da die in [9℄ beobahtete starke Unterlegenheit des BFGS-Verfahrensgegen�uber beiden anderen Verfahren hier niht vorliegt. Jetzt betrahten wir dieKennzahlen zu den Funktionsauswertungen.Tabelle 5.5: Vergleih der Funktionsauswertungen? BFGS DW optimal �Funktionsausw. 126.848 107.457 113.913rel. Bewertung 0.451 0.110 0.132Die berehnetenWerte best�atigen die starke Unterlegenheit des BFGS-Verfahrensgegen�uber den anderen beiden Verfahren. Von diesen ist dann das DW-Verfahrenleiht im Vorteil. Die Interpretationen der Satterplots sind durh die Kennzah-len also best�atigt. Die daraus entstehende Rangfolge bez�uglih der ben�otigtenFunktionsauswertungen ist somitDW > optimal � � BFGS;wobei "�" f�ur eine starke �Uberlegenheit steht. Das �uberaus shlehte Abshnei-den des BFGS-Verfahrens ist wiederum durh die trigonometri funtion beihoher Dimension zu erkl�aren. Die Ergebnisse von Dennis und Wolkowizbez�uglih der ben�otigten Funktionsauswertungen werden also in der Tendenzbest�atigt.Fassen wir die Betrahtungen zu den zwei Testkriterien zusammen, so ist dasDW-Verfahren den beiden anderen �uberlegen. Das zweitbeste ist das "optimal�"-Verfahren gefolgt vom BFGS-Verfahren. Es ist jedoh zu beahten, da� das"optimal �"-Verfahren niht bei allen Zielfunktionen einsetzbar ist, da siherge-stellt werden muss, da� im Broydenklasse-Parameter keine Division durh Nullstatt�ndet. Desweiteren muss das BFGS-Verfahren holupdate nur zweimal jeIteration aufrufen, die beiden anderen Verfahren einmal mehr. Ob sih hierdurhan der Rangfolge der Verfahren etwas �andert, k�onnen wir aus besagten Gr�undenleider niht feststellen. Eine Zusammenfassung der theoretishen und numeri-shen Aspekte erfolgt im n�ahsten Kapitel.





Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblik
Nah den umfangreihen Untersuhungen der vorangegangenen Kapitel stellt sihnat�urlih die Frage, welhe Bedeutung dem Dennis-Wolkowiz-Verfahren f�ur un-restringierte Optimierungsaufgaben zukommt. Dazu wiederholen wir die wih-tigsten Ergebnisse in knapper Form und urteilen anshlie�end �uber die Qualit�atdes Verfahrens, insbesondere im Vergleih zum BFGS-Verfahren. Wir trennenzun�ahst nah theoretishen und numerishen Eigenshaften und ziehen dannein Fazit �uber die Bedeutung aller in dieser Arbeit untersuhten Verfahren.Die theoretishen Konvergenzeigenshaften des Dennis-Wolkowiz-Verfahrens, sowie sie in Kapitel 4 ausf�uhrlih vorgestellt worden sind, sind identish mit denentsprehenden Eigenshaften des BFGS-Verfahrens. Viele dieser Eigenshaftensind shon seit l�angerem bekannt und stammen aus der Arbeit [21℄ von J. Wer-ner. Dies sind im einzelnen:� Globale R-lineare Konvergenz des durh eine eÆziente Shrittweitenstrate-gie ged�ampften Verfahrens bei gleihm�a�ig konvexer Zielfunktion,� globale Q-superlineare Konvergenz des unged�ampften Verfahrens bei striktkonvexer quadratisher Zielfunktion,� G�ultigkeit der Dennis-Mor�e-Bedingung f�ur Q-superlineare Konvergenz undsih daraus ergebende Folgerungen.Auf Basis dieser Ergebnisse und den aus [22℄ stammenden Untersuhungen zumBFGS-Verfahren konnten wir dann weitere Konvergenzeigenshaften auf das DW-Verfahren �ubertragen und beim globalen Konvergenzsatz 4.1 auh semi-eÆzienteShrittweiten zulassen. Die so entstandenen Resultate sind die folgenden:� Globale R-lineare Konvergenz des durh eine semi-eÆziente Shrittweiten-strategie ged�ampften Verfahrens bei gleihm�a�ig konvexer Zielfunktion,� G�ultigkeit eines Bounded-Deterioration-Satzes und daraus folgende lokaleQ-lineare Konvergenz des unged�ampften Verfahrens,
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� globale Konvergenz des DW-Verfahrens mit "autious" Update bei semi-eÆzienter Shrittweitenstrategie und nihtkonvexer Zielfunktion.Somit gelten die wihtigsten theoretishen Konvergenzeigenshaften des BFGS-Verfahrens auh f�ur das Dennis-Wolkowiz-Verfahren. Lediglih der Satz von Po-well konnte niht �ubertragen werden. Da dieser jedoh nur D�ampfung durh dieWolfe-Shrittweite erlaubt und keine Angabe �uber die Konvergenzgeshwindig-keit maht, ist dies nur ein kleinerer Mangel des DW-Verfahrens. Auf der theo-retishen Ebene sind das Dennis-Wolkowiz-Verfahren und das BFGS-Verfahrenalso gleihwertig.Bei der Untersuhung der numerishen Eigenshaften des Dennis-Wolkowiz-Verfahrens galt unser Interesse haupts�ahlih dem Vergleih mit dem BFGS-Verfahren. Die wihtigsten Shlussfolgerungen aus den Testergebnissen sind:� Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren ist mindestens gleihwertig zum BFGS-Verfahren im Testkriterium Anzahl der ben�otigten Iterationen.� Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren ist dem BFGS-Verfahren �uberlegen imTestkriterium Anzahl der ben�otigten Zielfunktionsauswertungen.Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren sheint dem BFGS-Verfahren also in den nume-rishen Tests �uberlegen zu sein. In der gew�ahlten Implementation ist jedoh derAufwand f�ur die Berehnung eines DW-Updates um 50% h�oher als f�ur ein BFGS-Update, was den oben beshriebenen Vorteil wieder ausgleihen oder umkehrenkann. In der Praxis ist das Dennis-Wolkowiz-Verfahren dem BFGS-Verfahrenalso niht zwangsweise �uberlegen.Daher wird wohl auh in Zukunft das BFGS-Verfahren das Verfahren der Wahlzur numerishen Behandlung unrestringierter Optimierungsaufgaben bei niedri-ger Dimension bleiben. Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren wird trotz seiner gutennumerishen und theoretishen Eigenshaften in den praktishen Anwendungenh�ohstens eine untergeordnete Rolle spielen und nur von theoretishem Interes-se sein. Das bei den numerishen Tests kurz erw�ahnte "optimal �"-Verfahrenverf�ugt zwar �uber gute numerishe Eigenshaften, wird ohne eine umfassendeUntersuhung der theoretishen Eigenshaften wohl auh weiterhin ohne Bedeu-tung bleiben.Mit diesem Fazit beenden wir die Ausf�uhrungen �uber "Das Dennis-Wolkowiz-Verfahren f�ur unrestringierte Optimierungsaufgaben" und geben in den nahfol-genden Anh�angen die noh fehlenden Quelltexte an.



Anhang A
Matlab-Quelltexte
A.1 Das BFGS-Verfahrenfuntion[x, iter, f_eval, A℄=bfgs(f_name, param, x_, max_iter, tol);%% BFGS-Verfahren%% Input:%% f_name: zu minimierende Zielfunktion [f,g,H℄=f_name(x)% param: Parameter fuer die Zielfunktion% x_: Startvektor des Verfahrens% max_iter: maximale Anzahl der Iterationen% tol: Abbruhgrenze fuer die Gradientennorm%% Output:%% x: Loesungsnaeherung, mit der das Verfahren abbriht% iter: Anzahl der Iterationen bis zum Abbruh% f_eval: Anzahl der Zielfunktionsauswertungen bis zum Abbruh% A: Matrix mit Zielfunktionswerten und -Gradientennormen%%[f_,g_℄=feval(f_name,x_,param);n=length(x_);R_=sqrt(abs(f_))*eye(n);f_eval=1;iter=0;A=[iter,f_,norm(g_)℄;while(norm(g_) > tol)&(iter <= max_iter)
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p=-R_\(R_'\g_);[t,f_p,g_p,f_ev℄=wolfe3(x_,p,f_,g_,f_name,param);f_eval=f_eval+f_ev;s=t*p;y=g_p-g_;x_p=x_+s;Rs=R_*s;Bs=R_'*Rs;r1=sqrt(Rs'*Rs);r2=sqrt(y'*s);R_=holupdate(R_, y /r2, '+');R_=holupdate(R_, Bs/r1, '-');iter=iter+1;A=[A;iter,f_p,norm(g_p)℄;g_=g_p;x_=x_p;end;x=x_;

A.2 Das Dennis-Wolkowiz-Verfahrenfuntion[x, iter, f_eval, A℄=dw(f_name, param, x_, max_iter, tol);%% Dennis-Wolkowiz-Verfahren%% Input:%% f_name: zu minimierende Zielfunktion [f,g,H℄=f_name(x)% param: Parameter fuer die Zielfunktion% x_: Startvektor des Verfahrens% max_iter: maximale Anzahl der Iterationen% tol: Abbruhgrenze fuer die Gradientennorm%% Output:%% x: Loesungsnaeherung, mit der das Verfahren abbriht% iter: Anzahl der Iterationen bis zum Abbruh% f_eval: Anzahl der Zielfunktionsauswertungen bis zum Abbruh
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% A: Matrix mit Zielfunktionswerten und -Gradientennormen%%[f_,g_℄=feval(f_name,x_,param);n=length(x_);R_=sqrt(abs(f_))*eye(n);f_eval=1;iter=0;A=[iter,f_,norm(g_)℄;while(norm(g_) > tol)&(iter <= max_iter)p=-R_\(R_'\g_);[t,f_p,g_p,f_ev℄=wolfe3(x_,p,f_,g_,f_name,param);f_eval=f_eval+f_ev;s=t*p;y=g_p-g_;b=y'*s;x_p=x_+s;if iter==0a_1=R_'\y;a=a_1'*a_1;R_=sqrt(a/b)*R_;end;a_1=R_'\y;a=a_1'*a_1;r0=sqrt(abs((a-b)/(a*b)));if (((a-b)/(a*b)) >= 0)R_=holupdate(R_, y*r0, '+');elseR_=holupdate(R_, y*r0, '-');end;Rs=R_*s;Bs=R_'*Rs;r1=sqrt(Rs'*Rs);r2=sqrt(b);
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R_=holupdate(R_, y /r2, '+');R_=holupdate(R_, Bs/r1, '-');iter=iter+1;A=[A;iter,f_p,norm(g_p)℄;g_=g_p;x_=x_p;end;x=x_;

A.3 Das "optimal �"-Verfahrenfuntion[x, iter, f_eval, A℄=optphi(f_name, param, x_, max_iter, tol);%% optimal-phi-Verfahren%% Input:%% f_name: zu minimierende Zielfunktion [f,g,H℄=f_name(x)% param: Parameter fuer die Zielfunktion% x_: Startvektor des Verfahrens% max_iter: maximale Anzahl der Iterationen% tol: Abbruhgrenze fuer die Gradientennorm%% Output:%% x: Loesungsnaeherung, mit der das Verfahren abbriht% iter: Anzahl der Iterationen bis zum Abbruh% f_eval: Anzahl der Zielfunktionsauswertungen bis zum Abbruh,% bei versuhter Nulldivision wird -1 zuruekgegeben% A: Matrix mit Zielfunktionswerten und -Gradientennormen%%[f_,g_℄=feval(f_name,x_,param);n=length(x_);R_=sqrt(abs(f_))*eye(n);f_eval=1;iter=0;A=[iter,f_,norm(g_)℄;while(norm(g_) > tol)&(iter <= max_iter)&(f_eval >= 0)p=-R_\(R_'\g_);
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[t,f_p,g_p,f_ev℄=wolfe3(x_,p,f_,g_,f_name,param);f_eval=f_eval+f_ev;s=t*p;y=g_p-g_;b=y'*s;x_p=x_ +s;if iter==0a_1=R_'\y;a=a_1'*a_1;R_=sqrt(a/b)*R_;end;Rs=R_*s;Bs=R_'*Rs;=Rs'*Rs;a_1=R_'\y;a=a_1'*a_1;r1=sqrt(Rs'*Rs);r2=sqrt(b);R_=holupdate(R_, y /r2, '+');R_=holupdate(R_, Bs/r1, '-');nenner=(1-n)*(a*-b^2);if nenner==0fprintf('\n optphi: versuhte Nulldivision \n');f_eval=-1;elsephi=1+((a-b)*b)/nenner;r3=sqrt(abs(1-phi));v=y/b -Bs/;if ((1-phi) >= 0)R_=holupdate(R_, v*r1*r3, '+');elseR_=holupdate(R_, v*r1*r3, '-');end;end;iter=iter+1;
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A=[A;iter,f_p,norm(g_p)℄;g_=g_p;x_=x_p;end;x=x_;

A.4 Die Wolfe-Shrittweitefuntion[t, f_p, g_p, f_eval℄=...wolfe3(x_, p, f_, g_, f_name, param)%% Berehnung einer Wolfe-Shrittweite%% Algorithmus siehe Dennis-Shnabel S. 328ff.%% Input:%% x_: aktuelle Naeherung% p: aktuelle (Abstiegs-)Suhrihtung% f_: Zielfunktionswert in x_% g_: Zielfunktionsgradient in x_% f_name: zu minimierende Zielfunktion [f,g,H℄=f_name(x)% param: Parameter fuer die Zielfunktion%% Output:%% t: Wolfe-Shrittweite% f_p: Zielfunktionswert in der neuen Naeherung x_p:=x_+t*p% g_p: Zielfunktionsgradient in x_p% f_eval: Anzahl der Zielfunktionsauswertungen bis zum Abbruh%%n=length(x_);maxstep=10^9;steptol=10^(-9);retode=2;maxtaken=0;f_eval=0;D=eye(n);newtlen=norm(D*p);alpha=0.0001;beta=0.9;if (newtlen > maxstep)
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p=p*(maxstep/newtlen);newtlen=maxstep;end;init_slope=g_'*p;if init_slope>=0error('wolfe3: p is not a desent diretion !')end;rellength=max(abs(p)./ max(abs(x_),diag(D)));min_t=steptol/rellength;t=1;while (retode==2)x_p = x_ +t*p;[f_p,g_p℄=feval(f_name,x_p,param);f_eval=f_eval+1;if (f_p <= f_+alpha*t*init_slope)new_slope=g_p'*p;if(new_slope < beta*init_slope)if ((t==1)&(newtlen < maxstep))max_t= maxstep/newtlen;t_prev=t;f_prev=f_p;t= min(2*t,max_t);x_p=x_+t*p;[f_p,g_p℄=feval(f_name,x_p,param);f_eval=f_eval+1;if(f_p <= f_+alpha*t*init_slope)new_slope=g_p'*p;end;while((f_p <= f_+alpha*t*init_slope)&...(new_slope<beta*init_slope)&(t<max_t))t_prev=t;f_prev=f_p;t=min(2*t,max_t);x_p=x_+t*p;[f_p,g_p℄=feval(f_name,x_p,param);f_eval=f_eval+1;
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if(f_p <= f_+alpha*t*init_slope)new_slope=g_p'*p;end;end;if (t >= max_t)error('wolfe3: stepsize longer than permitted !');end;end;if ((t < 1)|((t > 1)&(f_p > f_+alpha*t*init_slope)))t_lo=min(t,t_prev);t_diff=abs(t_prev -t);if (t < t_prev)f_lo=f_p;f_hi=f_prev;else f_lo=f_prev;f_hi=f_p;end;t_inr=-new_slope*t_diff^2/...(2*(f_hi -(f_lo + new_slope*t_diff)));if(t_inr < 0.2*t_diff)t_inr=0.2*t_diff;end;t=t_lo+t_inr;x_p=x_+t*p;[f_p,g_p℄=feval(f_name,x_p,param);f_eval=f_eval+1;if(f_p > f_+alpha*t*init_slope)t_diff=t_inr;f_hi=f_p;else new_slope=g_p'*p;if (new_slope < beta*init_slope)t_lo=t;t_diff=t_diff-t_inr;f_lo=f_p;
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end;end;while( (new_slope < beta*init_slope)&(t_diff >= min_t))t_inr= - new_slope*t_diff^2/...(2*(f_hi -(f_lo + new_slope*t_diff)));if(t_inr < 0.2*t_diff)t_inr=0.2*t_diff;end;t=t_lo+t_inr;x_p=x_+t*p;[f_p,g_p℄=feval(f_name,x_p,param);f_eval=f_eval+1;if(f_p > f_+alpha*t*init_slope)t_diff=t_inr;f_hi=f_p;else new_slope=g_p'*p;if (new_slope < beta*init_slope)t_lo=t;t_diff=t_diff-t_inr;f_lo=f_p;end;end;end;if(new_slope < beta*init_slope)f_p=f_lo;x_p=x_+t_lo*p;end;end;end;retode=0;if (t*newtlen>0.99*maxstep)maxtaken=1;end;elseif (t< min_t)retode=1;
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fprintf('\n wolfe3: retode=1 no wolfe-stepsize omputable !\n');x_p=x_;f_p=f_;g_p=g_;else if (t==1)t_temp=-init_slope/(2*(f_p -f_ -init_slope ));else a=(1/(t-t_prev))*((1/t^2)*(f_p -f_ -t*init_slope)-...(1/t_prev^2)*(f_prev -f_ -t_prev*init_slope));b=(1/(t-t_prev))*((-t_prev/t^2)*(f_p -f_ -t*init_slope)+...(t/t_prev^2)*(f_prev -f_ -t_prev*init_slope));dis=b^2-3*a*init_slope;if a==0t_temp=-init_slope/(2*b);else t_temp=(-b +sqrt(dis))/(3*a);end;if (t_temp > 0.5*t)t_temp=0.5*t;end;end;t_prev=t;f_prev=f_p;if (t_temp <=0.1*t)t=0.1*t;else t=t_temp;end;end;end;if (f_p > f_ +alpha*t*g_'*p)|(g_p'*p < beta*g_'*p)error('wolfe3: wolfe-onditions not fulfilled !');end;



Anhang B
SAS-Quelltexte
B.1 Vergleih von BFGS- und DW-Verfahrendata alles;infile 'q:\sas-opt\ergebnisse.dat' expandtabs;input fun n m iter_b feval_b iter_d feval_d iter_p feval_p ��;run;data ohne_phi;set alles;drop iter_p feval_p;if iter_b > 1000 then delete;run;data iter;set ohne_phi;drop feval_b feval_d;if iter_b < iter_dthen dosore_iter_d=(iter_d-iter_b)/iter_b;sore_iter_b=0;end;if iter_b > iter_dthen dosore_iter_b=(iter_b-iter_d)/iter_d;sore_iter_d=0;end;if iter_b eq iter_dthen dosore_iter_b=0;sore_iter_d=0;end;
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pro print;run;pro means data=iter;var iter_b sore_iter_b iter_d sore_iter_d;run;data feval;set ohne_phi;drop iter_b iter_d;if feval_b < feval_dthen dosore_feval_d=(feval_d-feval_b)/feval_b;sore_feval_b=0;end;if feval_b > feval_dthen dosore_feval_b=(feval_b-feval_d)/feval_d;sore_feval_d=0;end;if feval_b eq feval_dthen dosore_feval_b=0;sore_feval_d=0;end;pro print;run;pro means data=feval;var feval_b sore_feval_b feval_d sore_feval_d;run;
B.2 Vergleih aller drei Verfahrendata alles;infile 'q:\sas-opt\ergebnisse.dat' expandtabs;input fun n m iter_b feval_b iter_d feval_d iter_p feval_p ��;run;data mit_phi;set alles;if iter_b > 1000 then delete;
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if feval_p=0 then delete;run;data iter;set mit_phi;drop feval_b feval_d feval_p;if iter_b eq min(iter_b,iter_d,iter_p)then dosore_iter_d=(iter_d-iter_b)/iter_b;sore_iter_P=(iter_P-iter_b)/iter_b;sore_iter_b=0;end;if iter_d eq min(iter_b,iter_d,iter_p)then dosore_iter_b=(iter_b-iter_d)/iter_d;sore_iter_p=(iter_p-iter_d)/iter_d;sore_iter_d=0;end;if iter_p eq min(iter_b,iter_d,iter_p)then dosore_iter_b=(iter_b-iter_p)/iter_p;sore_iter_d=(iter_d-iter_p)/iter_p;sore_iter_p=0;end;pro print;run;pro means data=iter;var iter_b sore_iter_b iter_d sore_iter_d iter_p sore_iter_p;run;data feval;set mit_phi;drop iter_b iter_d iter_p;if feval_b eq min(feval_b,feval_d,feval_p)then dosore_feval_d=(feval_d-feval_b)/feval_b;sore_feval_P=(feval_P-feval_b)/feval_b;sore_feval_b=0;end;if feval_d eq min(feval_b,feval_d,feval_p)then dosore_feval_b=(feval_b-feval_d)/feval_d;sore_feval_p=(feval_p-feval_d)/feval_d;
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sore_feval_d=0;end;if feval_p eq min(feval_b,feval_d,feval_p)then dosore_feval_b=(feval_b-feval_p)/feval_p;sore_feval_d=(feval_d-feval_p)/feval_p;sore_feval_p=0;end;pro print;run;pro means data=feval;var feval_b sore_feval_b feval_d sore_feval_d feval_p sore_feval_p;run;
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