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Kapitel 1

Einleitung

Wir werden in dieser Arbeit die mathematische Behandlung eines Randwertpro-
blems zur Laplace-Gleichung betrachten, das seinen Ursprung in der physikali-
schen Theorie der Supraleitung hat. Zum besseren Verstdndnis skizzieren wir daher
zunéchst die Geschichte der Supraleitung (vgl. [2]), bevor wir einen Einblick in die
mathematische Modellbildung geben. Diese liefert dann eine Begriindung fiir die
Sinnhaftigkeit des im weiteren Verlauf der Arbeit betrachteten abstrakten mathe-
matischen Problems.

Mit der Entdeckung der Supraleitung, des widerstandsfreien Stromflusses durch
Heike Kamerlingh Onnes im Jahre 1913, beginnt ein neues Zeitalter in der Physik.

Onnes hatte das Phanomen bei Experimenten zum Verhalten von Metallen bei
extrem niedrigen Temperaturen entdeckt. Erste Untersuchungen zeigten, dass der
beobachtete Effekt in der Hauptsache von der Temperatur des Leiters abhing und
im Bereich von 107 K bis 23 K (ca. —250°C') lag. Diese extremen Temperatu-
ren, die nur mit Hilfe der sehr aufwindigen und kostspieligen Verfliissigung von
Helium zu erreichen waren, lieflen die Erforschung des Phénomens lange Zeit nur
langsam vorankommmen, fiir dessen Entdeckung Onnes mit dem Physik-Nobelpreis
ausgezeichnet worden war.

Neue Bewegung in der Erforschung der Supraleitung entstand erst im Jahre 1986
durch die von Bednorz und Miiller entdeckten Kupferoxide, die schon bei Tempe-
raturen von ca. 125 K in den supraleitenden Zustand iibergehen. In diesem Tem-
peraturbereich (etwa —150°C') kénnen die Metalle durch fliissigen Stickstoff, der in
grofitechnischen Anlagen relativ einfach hergestellt werden kann, mit geringem Auf-
wand abgekiihlt werden, so dass heute Forschungen in gréflerem Rahmen moglich
sind. Auch die technische Durchfiihrbarkeit erster Anwendungen ist in diesem Tem-
peraturbereich gegeben.

Das von Onnes entdeckte und in der Folgezeit untersuchte Phéinomen wird durch
zwei Eigenschaften charakterisiert. Unterhalb einer kritischen Temperatur He, ver-
schwindet auf der einen Seite der elektrische Widerstand R, zum anderen tritt
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aber auch eine erstmals von Ochsenfeld und Meissner im Jahre 1933 beobachtete
Verdrangung des magnetischen Feldes B im Leiterinneren auf. Dieser Zustand
wird nach seinem Entdecker als Meissner-Phase bezeichnet.

Spéater wurde fiir verschiedene Materialien festgestellt, dass sie sich auch noch
in einem Temperaturbereich unterhalb einer zweiten kritischen Temperatur He,
oberhalb von Hg, im supraleitenden Zustand befinden, wenn das Material bereits
flussdurchsetzt ist, die so genannten Flusswirbel aber durch Haftstellen an der

Bewegung gehindert werden. Man bezeichnet diesen Zustand als kritische oder
Shubnikov-Phase.

Entsprechend unterscheidet man heute zwei Typen von Supraleitern. Zum einen
die so genannten Typ-I-Supraleiter, die ausschliellich in der flussfreien Meissner-
Phase supraleitend sind, zum anderen die so genannten Typ-II-Supraleiter, die
sowohl in der Meissner-Phase als auch in der flussdurchsetzten Shubnikov-Phase
supraleitend sind.

Die Forschungen in den letzten Jahrzehnten haben sich vor allem auf Typ-II-
Supraleiter in der Shubnikov-Phase konzentriert, da von ihnen auf Grund der héhe-
ren Temperaturen eine hohere Leitkapazitit und damit bessere Moglichkeiten der
technischen Nutzung erwartet wurden.

Neuere Ansétze (vgl. u.a. [3]) haben dagegen gezeigt, dass auch die Leitkapazitét
von Supraleitern in der Meissner-Phase entscheidend erhoht werden kann, wenn
das den Supraleiter umgebende magnetische Feld durch magnetische Abschirmung
beeinflusst wird. Weitere Forschungen in diesem Bereich héngen jedoch vor allem
auch von der umfassenden Kenntnis des Einflusses magnetischer Abschirmungen
auf den Supraleiter ab.

Wir werden in dieser Arbeit ein Problem im Zusammenhang mit der magnetischen
Abschirmung von Supraleitern in der Meissner-Phase aufgreifen und in der mathe-
matischen Modellierung untersuchen.

Wir betrachten dazu einen unendlich diinnen, in z-Richtung unendlich ausgedehn-
ten supraleitenden Film I', der vollstdndig von einem in einem gewissen Abstand
positionierten Magneten umschlossen sei. Dann gehorcht das den Leiter umgeben-
de magnetische Feld B den grundlegenden partiellen Differentialgleichungen der
Magnetostatik (vgl. [9], Kapitel 5)

divB = 0
rotB = po-J,

wobei die vektorwertige Grofle J die so genannte Stromdichte, ein magnetisches
Analogon zur Ladungsdichte, bezeichnet.
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Nimmt man nun an, B sei die Rotation eines 2-mal stetig differenzierbaren Vektor-
felds A, so erfiillt das Vektorpotential A die Gleichungen

div(rotA) = 0 (11)
AA = —Ho - J7

ist also Losung der vektorwertigen Poisson-Gleichung (vgl. [9], Abschnitt 5.4,

S. 210f). (Die erste Gleichung ist immer erfiillt.)

In der oben beschriebenen Situation kénnen wir auf Grund der unendlichen Aus-
dehnung in z-Richtung davon ausgehen, dass das magnetische Feld in z-Richtung
homogen ist, dass also seine Werte - und damit auch die des Vektorpotentials A -
nicht von z abhéngen. Wir setzen daher fiir die obige Situation mit einem quasi-
skalaren Vektorpotential der Form

A(x,y) = (o, 0, u(x, y)), (x,y) € R?, (1.2)

mit einer 2-mal stetig differenzierbaren Funktion uw an. Dann nimmt die zweite
Gleichung in (1.1) die Form

AA =(0,0,Au)=—po-J (1.3)

an. Da die Stromdichte auflerhalb des Leiters I' identisch verschwindet, erhalten wir
insbesondere, dass

Au=0 in R\ T (1.4)
gilt, d.h. u ist eine Losung der Laplace-Gleichung im Auflengebiet des Leiters T'.

Wir betrachten weiterhin die Ubersetzung der Meissner-Phase in das Modell. Das
fiir die Meissner-Phase charakteristische Verschwinden des magnetischen Felds im
Inneren des Supraleiters bedeutet im Fall des betrachteten unendlich diinnen Films
I' insbesondere, dass an der Leiteroberfliche die Normalkomponente des magneti-
schen Felds B verschwindet. Da das magnetische Feld als 2-dimensionale Rotation
aus dem Potential u hervorgeht, erhalten wir an v die Bedingung, dass dessen Tan-
gentialableitung auf der Leiteroberfliche verschwinden muss, was mit der Bedingung

u = const auf I’ (1.5)

gleichbedeutend ist.

Wir nehmen weiter an, dass der betrachtete supraleitende Film einen Strom I # 0
transportiere. Die Verdrangung des magnetischen Felds in der Meissner-Phase hat
zur Folge, dass dieser Strom vollstdndig an der Leiteroberfliche flieBen muss, und
zwar tangential zu dieser (vgl. [4]). Da sich der Gesamtstrom aus

I:/st
r
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ergibt, erhalten wir auf Grund des Rotationszusammenhangs zwischen B und u an

u die weitere Bedingung
6u_ 8U+
—_—— =1 . 1.
/F < 5 5 ) ds #0 (1.6)

AbschlieBend merken wir an, dass zur Modellierung des im Abstand positionierten
Magneten fiir das magnetische Feld die Ubergangsbedingungen

B;-ng = Bgz-ng

(1.7)
— B1 Xng = — Bz X g
H1 M2

an der Trennfliche S zwischen Medien Vi, V5 mit unterschiedlichen magnetischen
Permeabilitdten gy, ps gelten, wobei ng die Einheitsnormale an S bezeichne (vgl.

[9], Abschnitt 5.8, S. 226).

Wir werden das vorstehend physikalisch begriindete Problem in Kapitel 4 als ab-
straktes, mathematisches Randwertproblem zur Laplace-Gleichung erneut vorstel-
len und eine Losungstheorie fiir das formalisierte Problem des von einem Magneten
umschlossenen supraleitenden Films entwickeln.

Zuvor werden in den beiden folgenden Kapiteln funktionalanalytische und poten-
tialtheoretische Grundlagen erarbeitet werden, auf welche die in Kapitel 4 zu ent-
wickelnde Losungstheorie zuriickgreift.

Im Anschluss an den theoretischen Teil werden wir eine Methode zur numerischen
Berechnung von Néaherungslosungen im allgemeinen Fall erarbeiten sowie deren
Konvergenzverhalten untersuchen, bevor wir abschlieBend einige ausfiihrliche nu-
merische Beispiele angeben werden, die mit Hilfe der zuvor vorgestellten Methode
berechnet worden sind.



Kapitel 2

Grundlagen

Dieses Kapitel dient der Einfithrung einzelner Begriffe und Theorien aus verschiede-
nen Bereichen der Funktionalanalysis, die in dem Randwertproblem zur Anwendung
kommen, welches Gegenstand dieser Arbeit sein wird.

Das gesamte Kapitel ist an verschiedene Kapitel von [10] angelehnt. Wir verweisen
an den entsprechenden Stellen auf detailliertere Beweise. Die Beweise in Abschnitt
2.2 sind dagegen genauer ausgefiihrt, da ihre Struktur in Beweisen spéterer Kapitel
wieder aufgegriffen wird.

2.1 Kompakte Operatoren

Die zentrale Aussage der in Kapitel 4 zu erarbeitenden Existenztheorie beruht auf
dem in viel allgemeinerer Form giiltigen Hauptresultat der so genannten Riesz-
Theorie mit Aussagen iiber Operatorgleichungen 2. Art auf normierten Réumen.
Die so genannten kompakten Operatoren bilden die in der Riesz-Theorie untersuchte
Klasse von Operatoren. Wir werden sie und einige ihrer Figenschaften zusammen
mit der Riesz-Theorie in diesem Abschnitt vorstellen.

Definition 2.1 Seien X,Y normierte Riaume. Ein linearer Operator A : X — 'Y
heifft kompakt, falls fiir alle beschrinkten Teilmengen U C X das Bild A(U) C Y
relativ kompakt ist.

Satz 2.2 Linearkombinationen kompakter Operatoren sind kompakt.

Beweis: vgl. [10], Theorem 2.15, S. 21.

Satz 2.3 Seien X,Y,Z normierte Riume. Seien A : X — Y und B :'Y — Z
beschrankte, lineare Operatoren. Dann ist das Kompositum BA : X — Z ein kom-
pakter Operator, falls einer der Operatoren A oder B kompakt ist.
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Beweis: vgl. [10], Theorem 2.16, S. 21.

Satz 2.4 Seien X1, Xy normierte Rdume. Fir i,k = 1,2 seien die Operatoren
A+ X — X, linear und beschrankt. Weiter sei der Produktraum X := X; X X5
mit der Mazimumnorm ausgestattet, d.h. fir ¢ = (¢1,p2) € X sei

ol := max { el lleallxe |-

Dann ist der Operator A : X — X, definiert durch (Ayp), == Aqpr + Apps fir
1= 1,2, ein kompakter Operator, falls alle Ay, kompakt sind.

Beweis: Es seien die Operatoren Ay, fiir i,k = 1,2 kompakt und es sei
(go(”))neN C X eine beschrinkte Folge, d.h. es gelte ||p™]|, < C fiir alle n € N.

Damit sind insbesondere auch die Folgen (cpgn))neN C X, beschréankt.

Da der Operator A;; kompakt ist, existieren ein 111 € X; sowie eine Teilfolge
(w(nl(])))jeN g (gp(n))nEN’ SO daSS

HAn(Pgm(j)) - %1’

gilt. (vgl. [10], Theorem 2.13, S. 21)

Auf Grund der Kompaktheit der Operatoren Ay, As; und Asy existieren weiterhin
Teilfolgen ((p(m(])))jeN C (go(m(j)))jeN - (w(HQ(])))jGN - (w("l(])))jeN sowie Elemen-
te Y19 € X1 und g1, Y90 € X5 mit der Eigenschaft, dass

—0 firj — o0
1

A12g0§n20)) — ’Lp12 — O fur j — 0Q,
A21<Pgn3(j)) — Uy — 0 fiir j — oo,

A22<p§n4(j)) — 9o —0 firj — oo.

Wir erhalten also insgesamt fiir ¢ := (wl, lpg) mit ;1= ;1 + Wy fiir © = 1,2, dass

et — gl = max { || (A0, = vl (A" ), ~ v, |

< max{ HAngogM(j)) — 1 . + HA12<P§n4(j)) — @Z)m’
1

9

X3

vl

gilt, da die Teilfolge in den einzelnen Komponenten nach Konstruktion gegen die
jeweiligen Grenzelemente konvergiert. Also konvergiert die Folge (Acp("‘*(j )))jeN cX
gegen ¢ € X, und der Operator A ist nach [10], Theorem 2.13, S.21, kompakt. [

HA21<P§n4(j)) — 1y

— 0 firj — o

+ HAQQSOgM(j)) - ¢22’
Xo
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Satz 2.5 Sei X ein normierter Raum und A : X — X ein kompakter Operator.
Dann ist der Operator Id — A genau dann injektiv, wenn er surjektiv ist. Falls
Id— A injektiv ist, so ist der inverse Operator (Id — A)_1 : X — X ein beschrdnkter
Operator.

Beweis: vgl. [10], Theorem 3.4, S. 32.
Folgerung 2.6 Sei X ein normierter Raum und A : X — X ein kompakter Ope-
rator. Falls die homogene Gleichung
p—Ap =0
nur die triviale Losung ¢ = 0 besitzt, so besitzt die inhomogene Gleichung
p—Ap=1f

fiir jedes f € X eine eindeutig bestimmte Liosung ¢ € X, die stetig von f abhdngt.

Beweis: vgl. [10], Corollary 3.5, S. 33.

2.2 Integraloperatoren

In diesem Abschnitt werden wir grundlegende Eigenschaften von Integraloperatoren
rekapitulieren, wie sie in [10] vorgestellt werden.

Satz 2.7 Seien Gi,Gy C R? nichtleere, kompakte, Jordan-messbare Mengen mit
der Figenschaft, dass sie mit dem Abschluss ihres Inneren twbereinstimmen. Sei
K : G1 x Gy — C stetig. Dann heifit der lineare Operator A : C(Gy) — C(G),
definiert durch

(Ap)(z) = ; K(z,y)e(y)ds(y), ze€GreeC(G), (2.1)

Integraloperator mit stetigem Kern K. Er ist ein beschrdankter Operator mit
Al = mx [ 1Ko g)lds(o).
zeG1 Gy

Beweis: vgl. [10], Theorem 2.8, S.18.
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Definition 2.8 Sei D C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Ge-
biet. Dann heifst fir k € N der Rand 0D des Gebiets D von Klasse C*, falls 0D
das Bild einer 2m-periodischen, injektiven, requldren, k-mal stetig differenzierbaren
Parametrisierungsfunktion x ist, d.h. falls eine injektive, 2mw-periodische und auf
ganz R k-mal stetig differenzierbare Funktion x : [0,271) — R? mit der Figenschaft
existiert, dass 0D = x([0,2m)) und |2/(s)| # 0 fir alle s € [0,2m) gilt.

Derartige Forderungen an die Regularitdt des Randes spielen vor allem eine Rol-
le bei der Anwendbarkeit des Gauf’schen Satzes und der Satze von Green sowie
bei Regularitéitsaussagen fiir Potentiale. Wir werden in dieser Arbeit entsprechend
benotigte Resultate jedoch nur zitieren, so dass wir an dieser Stelle auf eine genauere
Darstellung der differentialgeometrischen Konsequenzen verzichten.

Satz 2.9 Sei D C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit
C?-Rand OD. Sei G C R? kompakt. Dann ist der durch (2.1) definierte Integralope-
rator A mit stetigem Kern K : G x D — R ein kompakter Operator von C(0D)
nach C(G).

Beweis: Sei U C C'(9D) beschrinkt, d.h. ||¢]|e < C fiir alle ¢ € U. Dann ist A(U)

beschrankt wegen

(4)(@)| =

aDKtaww@oddw}

| |5 wet]astw
oD

[ max K)ol dsty
aD (

z,y)EGXOD
< C|K|[s.exop - [0D]

IN

IN

fir alle x € G und fiir alle ¢ € C(9D).

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von K auf dem Kompaktum G x 0D existiert
zu e >0 ein d > 0, so dass

£
C'|oD]

)K(x,y) - K(xo,y)) <
fir alle z, 29 € G mit |x — x| < ¢ und fiir alle y € 9D gilt. Damit erhalten wir dass

|(4¢) (@) — (A¢) (o) < ¢

fiir alle z, 29 € G mit |z — 2| < 0 und fiir alle ¢ € U gilt, da [|¢||. < C fiir alle
p € U ist.
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Demnach ist A(U) gleichgradig stetig, und der Satz von Arzela-Ascoli (vgl. [10],
Theorem 1.18, S. 8) liefert dann, dass A(U) relativ kompakt ist. Folglich ist A
selbst kompakt. O

Definition 2.10 Sei D C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhdingendes Gebiet
mit C*-Rand OD. Sei G C R? kompakt, so dass GNOD # 0. Sei K : G x 0D — R
definiert und stetig fir alle v € G,y € 0D mit x # y. Dann heifft K schwach
singulér, falls Konstanten M > 0 und «a € (0, 1] existieren, so dass

’K(x,y)’ < M|z —y|*! fiir alle x € G,y € 0D, x # y (2.2)

qgilt.

Satz 2.11 Sei D C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit
C?-Rand 0D und in das Aufengebiet von D orientierter Einheitsnormale v. Sei
G C R? kompakt. Dann ist der durch (2.1) definierte Integraloperator A mit schwach
singulirem Kern K : G x 0D — R ein kompakter Operator von C(0D) nach C(G).

Beweis: Im Unterschied zu dem oben behandelten Integraloperator mit stetigem
Kern ist im Falle eines schwach singuldren Kerns die Existenz des Integrals fiir
Punkte zy € G N JD nicht offensichtlich.

Wir zeigen dementsprechend zuerst, dass der Ausdruck (2.1) im Fall eines schwach
singuléren Kerns K fiir Punkte xy € G N dD als uneigentliches Integral beziiglich
To existiert.

Da 9D von Klasse C? ist, bedienen wir uns seiner Parametrisierung x : [0, 27) — R?
(vgl. Definition 2.10) und betrachten zo = x(sy) € GNOD. Dann existiert ¢ € [0, 1],
so dass

1
<1/(:p(s)) : I/(ZL‘(SO))> > 3 fir alle s € [sg — t, 5o + t] (2.3)
gilt, da die Normalableitung stetig ist.

Wir definieren
OD; (zo) == {a(s) : s € [so—t,50]}

OD} (o) = {x(s) : s € [so, 50+ 1]}

Dann wird durch (2.3) die Existenz einer Bijektion der Form
. 0D (x0) — TZ= (0Df(m)) = [0,rf]

x — | — 20
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sichergestellt, wobei T (0D;"(z0)) den Tangentialraum an 9D im Punkt zy be-
zeichnet, und ¥ durch ri° := |x(so £ t) — 20| gegeben ist.

Die Integrationselemente iiber dD;j (o) bzw. TE (9D (1)) hingen mit Hilfe von
(2.3) durch

d
ds = 7 < 2do , s € [sg—t,s0+ 1]

(v(2(s)), v(2(s0)))

zusaminen.

Wir teilen nun das Integrationsgebiet D in 0D;(xq) := 0D} (x¢) U OD; (z0) sowie
0D \ 0Dy(xo) auf. Dann erhalten wir fiir 0D, (zo)

/ K(z0,y)0(y) dS(y)’ < / K (1, y)‘ le(y)] ds(y)
ODy¢(zo) OD¢(zo)

lellooon /
OD¢(xo)

[¢llco.00 M |z — |7 ds(y)

OD¢ (o)
Ty
o Vdo + / o1 dcr]
0

.
_ Mll¢llwap [(T;r)a+ (Tf)a} < o0,

IN

K (@0,9)] ds(y)

IN

Tt
< 2M|¢lon [ /
0
«

wobei das Integral im Tangentialraum als uneigentliches Integral zu verstehen ist.

Fiir y € 0D \ 0D;(x9) ist |xg —y| > C > 0 und wir kénnen demzufolge das Integral
tiber 0D \ 0Dy (z) abschétzen durch

/ K (w0, )¢ () ds<y>] < Nilwan | K (aa,9)] ds(y)
8D\ODy (x0) 8D\OD:(x0)
< Mlploeon [y ds(y)
8D\OD:(x0)
<

Mlolloon / Co 1 ds(y)
&D\ODy (z0)
< M|glluonC™" D] < .

Dies zeigt die Existenz des Integrals fiir alle o € G N ID.

Fiir den Beweis der Abbildungseigenschaft und der Kompaktheit betrachten wir die
stetige Abschneidefunktion h : [0, 00) — [0, 00), definiert durch

0, tel0,14],
h(t) :={ 2t—1, tels,1], (2.4)
1, te[l,00).
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Mit Hilfe dieser Abschneidefunktion definieren wir fiir n € N Kerne K,, durch
Kn(z,y) == h(n|z —y[)K(z,y), 2,y €Gx0ID, z#y.

Die Kerne sind fiir alle n € N und fiir x # y € G x dD als Produkt stetiger
Funktionen stetig. Da h(n|z — y|) = 0 ist fiir alle |z — y| < 5=, verschwinden auch
die Kerne K, auf dieser Menge. Sie sind somit in x = y durch 0 stetig ergénzbar
und folglich stetig auf ganz G x 0D.

Dementsprechend sind die Operatoren A,,, definiert durch

(Anp) (v) = | Ku(z,y)e(y) dsly), =€G, e C(OD),

oD
nach Satz 2.9 fiir alle n € N kompakte Operatoren von C(0D) nach C(G).

Die Abbildungseigenschaft fiir A folgt nun, wenn wir zeigen kénnen, dass A,,p — Ap
gleichméBig in x konvergiert. Wir betrachten

(4¢) (2) = (Ap) (2)| =

[ Kw){1 = hials — o)}l ds<y>'

/{yeaD:x_yS%} ’K(ﬂf,y)’ lo(y)] ds(y) (2.5)

< Mlgllwon / o~y ds(y).
{yedD:|z—y|<1}

IA

Fiir hinreichend groBes n € N ist zudem {y € 9D : |z — y| < 1} C 9D;(x) und wir
konnen mit Hilfe der Abbildung in den Tangentialraum weiter abschétzen durch

3=

IN

4MH90H00,8D/ o Ydo

o+

Milellwan [ o=yl ds(y)
{y€dD:|z—y|< 5}

2.6

i - (2.6)

= el
(6%

Nun geht fiir n — oo die rechte Seite in (2.6) gegen 0, und zwar unabhéngig von z.
Aus (2.5) und (2.6) zusammen erhalten wir schliellich, dass fiir n — oo auch A, ¢
gleichméBig gegen Ay strebt, d.h. [|[A,¢ — Ap|le — 0.

Fiir die Kompaktheit von A nutzen wir nun noch, dass mit (2.5) und (2.6) auch
Anp — Apllee  AM
I, — Al = sup 128 = 22l
o0 el a

gilt, und also fiir n — oo die rechte Seite wie oben gegen 0 geht, d.h. die Ope-
ratorfolge A, gleichmifig gegen A konvergiert. Die Kompaktheit von A folgt nun
letztlich aus [10], Theorem 2.17, S.21. O

—
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2.3 Die Holderriume C"%(G) und C'*(R)

Die in Kapitel 4 zu entwickelnde Losungstheorie stiitzt sich wesentlich auf die Theo-
rie der so genannten gleichméBig holderstetigen Funktionen, die in diesem Abschnitt
eingefiithrt werden. Dies sind Funktionen, die zwischen den stetigen und beschrank-
ten Funktionen auf der einen Seite und stetig differenzierbaren Funktionen auf der
anderen Seite liegen. Wir definieren formal:

Definition 2.12 FEine Funktion ¢ : R™ O G — R heifit gleichméBig holderstetig
mit Holderexponent « € (0, 1], falls eine Konstante C > 0 existiert, so dass

lo(r) —@(y)| < Cloz —y|*

fiir alle x,y € G guilt.

Der durch C%%(G) bezeichnete lineare Raum aller beschrinkten und gleichmdfig
holderstetigen Funktionen mit Holderexponent a heifit Holderraum.

Satz 2.13 Der Hélderraum C%*(G) ist mittels der Norm

x —
ellon = ollam + sup L& =W
z,yeG |x—y\
T#y

ein Banachraum.

Beweis: vgl. [10], Theorem 7.2, S. 95.

Definition 2.14 Sei a € (0,1]. Eine Funktion ¢ € CY(R) heifit gleichmé-
Big holderstetig differenzierbar mit Holderexponent «, falls eine Konstante C' > 0
existiert, so dass

¢'(x) = &' (y)| < Clw —y|*
fiir alle x,y € R gilt.

Der lineare Raum der gleichmdf$ig holderstetig differenzierbaren Funktionen mit
beschrinkter Ableitung wird mit C*(R) bezeichnet.

Satz 2.15 Der Hélderraum CY*(R) wird vermdge der Norm

lella == llelleo + [l llo.

ein Banachraum.
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Beweis: vgl. [1], Section 1.3B (ii), S. 27.

Folgerung 2.16 Die Riume C3% (bzw. Cy° ) der 2m-periodischen, geraden,

2m,e 2m,e

gleichmdfig holderstetigen (bzw. holderstetig differenzierbaren) Funktionen sind Ba-
nachrdume.

Beweis: Die Menge der 2m-periodischen, geraden, gleichméfig holderstetigen (bzw.
holderstetig differenzierbaren) Funktionen bildet einen abgeschlossenen Unterraum
in C%*(R) (bzw. C1*(R)) und ist als solcher nach [10], Abschnitt 1.2, S. 5, vollstén-
dig, also ein Banachraum. O
Satz 2.17 Sei 0 < o < 1. Dann ist die Einbettungsabbildung

Id"* : C*(R) — CY*(R)

kompakt.

Beweis: vgl. [1], Section 1.3F (i), (1.3.34), S. 36.






Kapitel 3

Potentialtheorie

Die Potentialtheorie beschéftigt sich mit der Losungstheorie von Randwertproble-
men, die aus der so genannten Laplace’schen Differentialgleichung entstehen. Der-
artige Probleme treten unter anderem, wie schon in der Einleitung beschrieben,
in der Magnetostatik auf (vgl. (1.4)). Ihre Losungen, die so genannten harmoni-
schen Funktionen, stellen in diesem Zusammenhang Potentiale fiir zeitunabhéngige
Magnetfeldverteilungen dar.

Dieses Kapitel dient der Einfithrung verschiedener Ansatzfunktionen, die die Mo-
dellierung unterschiedlicher Randwertprobleme zur Laplace-Gleichung ermdoglichen,
sowie der Darstellung einer Reihe von zentralen Eigenschaften dieser Ansatzfunk-
tionen. Mit ihrer Hilfe werden wir in Kapitel 4 das in der Einleitung beschriebene
Randwertproblem der Supraleitung 16sen.

3.1 Harmonische Funktionen

Wir werden zuerst die grundlegendsten Beispiele der in der Potentialtheorie behan-
delten so genannten harmonischen Funktionen vorstellen. In der Folge werden dann
noch einige allgemeine Resultate iiber harmonische Funktionen angegeben.

Definition 3.1 Eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion u : R?> D D — R heifit
harmonisch in D, falls sie eine Losung der Laplace-Gleichung ist, d.h. falls sie

Au=0 inD
erfillt, wobei
Pu  0*u
Au:=— + —
" ox?  0x}

15t.
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Definition 3.2 Die Funktion ® : R? x R? — R, fiir x # vy, definiert durch

heifft Grundlésung der Laplace-Gleichung im R2.

Satz 3.3 Die Funktion ® ist fiir alle v,y € R x # y, definiert und stetig. Sie ist
fiir alle kompakten Mengen G| x Gy C R? x R? mit G; NGy # 0 schwach singuldr,
d.h. es existieren Konstanten o € (0,1] und M > 0, so dass

|®(x,y)| < M|z —y|*! fir alle x € G,y € Gy mit x #y

gilt. Weiterhin ist ® fiir festes y € R? harmonisch beziiglich x in ganz R? \ {y}.

Beweis: Fiir z,y € R? mit 2 # y besitzt ® keine Singularititen, ist also definiert
und als Komposition stetiger Funktionen selbst wieder stetig.

Aus der reellen Analysis (vgl. [6], Nr. 50, Bsp. 4, S. 289) ist weiterhin bekannt, dass
fiir beliebiges a > 0

lim — =0 (3.1)

gilt.

Sei G; C R? eine beliebige kompakte Menge. Wir beschrinken uns fiir festes z € G,
und R > 0 auf die kompakte Menge Blx; R] := {y € R? : |z — y| < R}. Dann gilt
fiir alle y € Blz; R] \ {x}

1 In|z —y|™!
|z—yl

|z — gyl

In

(oo ="
mit einer nur von R abhéngigen Konstante Cgr > 0 und einer Konstante a € (0, 1],
da fiir [z — y| — 0, also |z — y|™! — oo, die Funktion wegen (3.1) in Blx;R]
beschrénkt ist. Es gilt also |®(z,y)| < Cglx — y|™® fur alle y € Bz, R] \ {z}
unabhéngig von z, also ist ® schwach singuldr fiir jedes x € G; und fiir jedes
Kompaktum G, C R2.

Fiir festes y € R? und x # y berechnen wir

E ., i=1,2 3.2
oz, 27 |x — yl|? ' (32)
sowie
POy 1 oy -2m—y)
a5 9  — a_ ) =1,

x? or |z — y|*
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woraus
0*®(z,y) i 0*®(z,y) _ 1 2z — y|* — 2(z1 — y1)* — 2(z2 — y)? —0
o3 0x3 27 |z — y|* ’
also die Harmonizitdt von ® beziiglich x folgt. O

Bemerkung: Die Harmonizitiat der Grundlésung iibertrigt sich in Bereichen, in
denen das Vertauschen der Differentiationsreihenfolge erlaubt ist, auch auf ihre
partiellen Ableitungen.

Wir tragen nun ohne Beweise einige der zentralen Eigenschaften von harmonischen
Funktionen zusammen, die in Abschnitt 4.2 Anwendung finden.

Satz 3.4 (Maximum-Minimum-Prinzip) Fine in einem Gebiet harmonische,
nicht konstante Funktion besitzt in dem Gebiet kein Mazimum und kein Minimum.

Beweis: vgl. [10], Theorem 6.8, S. 71.

Folgerung 3.5 Sei D ein beschrdnktes Gebiet und uw harmonisch in D sowre stetig
i D. Dann nimmt u sein Mazimum und sein Minimum auf dem Rand von D an.

Beweis: vgl. [10], Corollary 6.9, S. 71.

Satz 3.6 (Mittelwertsatz) Sei u eine in der Kreisscheibe B(xg;r) C R? harmo-
nische und in Blxo;r] stetige Funktion. Dann gilt

2nr
OB (zo;r)

u(ao) = / u(y) ds(y).

Beweis: vgl. [10], Theorem 6.7, S. 70.

Satz 3.7 Sei D C R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand 0D der Klasse C* und nach
aufen orientierter Einheitsnormale v an dD. Sei uw € C*(R*\ D) eine beschrinkte
harmonische Funktion. Dann existiert eine Konstante us € R, so dass

we) =t [ Jun) L S agast) 33
fiir alle x € R*\ D gilt. Weiter sind
Ou ds = (3.4)
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sowie die Mittelwerteigenschaft im Unendlichen

1

Upg = ——
2rr

u(y) ds(y) (3.5)

ly|=r

fiir hinreichend grofies r € R erfiillt.

Beweis: vgl. [10], Theorem 6.10, S. 71.

Satz 3.8 (Inneres Dirichletproblem) Sei D C R? ein beschrinktes Gebiet mit
usammenhdingendem Rand 0D der Klasse C?, sei f eine auf 0D stetige Funktion.
Dann existiert hichstens eine in D harmonische und in D stetige Funktion u mit

u=f auf OD.

Beweis: vgl. [10], Theorem 6.11, S. 76.

3.2 Einfachschichtpotential iiber eine geschlosse-
ne Kurve

In diesem Abschnitt werden wir das so genannte Einfachschichtpotential iiber eine
geschlossene Kurve als eine der Ansatzfunktionen fiir potentialtheoretische Proble-
me vorstellen sowie verschiedene grundlegende Eigenschaften zusammentragen.

Definition 3.9 Sei D C R? ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes Gebiet
mit Rand D von Klasse C*. Sei ¢ € C(OD). Dann heifit die Funktion

u(z) = /a By ply) dsly), © € B\ 0D, (3.6)

(logarithmisches) Einfachschichtpotential mit Dichte .

Satz 3.10 Sei D C R? ein einfach zusammenhdingendes, beschrinktes Gebiet mit
Rand 0D wvon Klasse C?. Dann ist das Einfachschichtpotential (3.6) mit stetiger
Dichte ¢ eine stetige Funktion auf ganz R?, wobei fiir v € 0D das Integral (5.6) als
uneigentliches Integral beziiglich x existiert.
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Beweis: Der Rand 0D eines C%-glatten, einfach zusammenhingenden und be-
schrinkten Gebiets sowie die Menge B[0; R] = {z € R? : |z| < R} sind kompakt.
Fiir hinreichend grofies R ist auflerdem 0D C B[0; R]. Fiir solche R ist die Funktion
® nach Satz 3.3 schwach singulér auf B[0; R] x 0D.

Wir definieren nun

(Sn0) (@)= | (.9 oly) ds(y). x € Bo: R\ oD,
oD

fassen also den Ausdruck (3.6) als Operator von C'(0D) in die Funktionen auf
B[0; R] auf, und erhalten so mit Satz 2.11, dass Sy = u}B[O.R] in C(B[0, R]) liegt,
da der Kern ® schwach singulér ist. Dariiber hinaus impliziert Satz 2.11 ebenfalls,
dass fiir z € 0D der Ausdruck (3.6) als uneigentliches Integral beziiglich z existiert.

Wir erhalten damit die Aussage des Satzes, da fiir beliebiges € R? ein R > 0
existiert, so dass x € B[0; R] gilt. O

Satz 3.11 Das Einfachschichtpotential mit stetiger Dichte ¢ ist genau dann be-
schrinkt auf ganz R?, wenn faD p ds =0 ist.

Ist die Bedingung [,, ¢ ds = 0 erfillt, so gilt sogar u(x) — 0 fir |z] — oo
gleichmapig fir alle Richtungen.

Beweis: Auf Grund der Beschrénktheit von D existiert ein R > 0, so dass
D C B|0; R] ist, und es gilt somit z ¢ 9D fiir alle z ¢ B[0; R]. Fiir solche x
schreiben wir (3.6) wie folgt um:

1 1 || ]
u(r) = — In— +In w(y) ds(y
@ = g5 [, [y s e
1 |z
= @x,O/ ds + — In y) ds(y 3.7
@0 [ pdst o [ wEewdse). @7
Damit gilt fiir « ¢ B[0; R]

ol — R<|v— | <|a| + R (3.8)

fiir alle y € 0D. Wir formen die erste Ungleichung dquivalent um zu

||
1+
je—yl = |zl =R

und folgern daraus, dass

i 17 <1
je]—o0 |1 — g
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gilt. Eine analoge Umformung der zweiten Ungleichung in (3.8) liefert
|| R
> 1 —
|z =yl |z + R

sowie

T L
ja o0 |7 — |

so dass wir insgesamt
2]

=1

erhalten.

Dies impliziert

el - gl o e
In <maxq|In|l— — ||, In|{l1+ ——| p =0, |z| — o0,
o=y EEE ol - R i

gleichméBig fiir alle y € 0D und fiir alle Richtungen, und wir erhalten fiir den
zweiten Term in (3.7) die Aussage

1
in o) dst) = 0, el = e, (39)

21 Jop
gleichméfig fiir alle Richtungen, womit die zweite Aussage des Satzes folgt.

Aus (3.9) folgt insbesondere, dass der Integralausdruck beschriankt ist. Die erste
Aussage des Satzes folgt dann aus der Tatsache, dass [ ap ¥ ds eine Konstante und
1

In Tl eine unbeschrankte Funktion ist. O

Satz 3.12 Das FEinfachschichtpotential (3.6) mit stetiger Dichte ist in R* \ 0D
2-mal stetig differenzierbar und harmonisch.

Beweis: vgl. [10], Abschnitt 6.3, S. 78.

Satz 3.13 Sei D C R? cin einfach zusammenhdingendes, beschrinktes Gebiet mit
Rand 0D von Klasse C* und dufSerer Einheitsnormale v an OD. Dann lisst sich
die Normalableitung des Einfachschichtpotentials (3.6) mit stetiger Dichte ¢ stetig
von D bzw. R?2\ D nach 0D durch

Ou 0P (z,y) 1
— 0 J) - D 1
s = [ o) ds) ¥ 3o, acoD,  (310)
fortsetzen, wobei das Integral als uneigentliches Integral beziiglich x existiert und
der Ausdruck
8u—i(aj) = lim <V(3:) rad u(x + hl/(:c))>
ov sy "9

im Sinne gleichmdafSiger Konvergenz auf 0D zu verstehen ist.
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Beweis: vgl. [10] Theorem 6.18, S. 81.

Bemerkung: Die Funktion ag‘—j stellt auf 0D eine stetige Funktion dar, da sie im

Sinne gleichméfiger Konvergenz auf 0D existiert.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir noch einen Satz an, der das Verhalten
der 2. Ableitungen des Einfachschichtpotentials auf dem Rand 0D beschreibt. Der
Satz wird an der angegebenen Stelle unter schwécheren Voraussetzungen mit einem
starkeren Resultat bewiesen. Wir verzichten an dieser Stelle jedoch auf eine derart
allgemeine Fassung, da sie fiir die weitere Arbeit nicht notwendig ist.

Satz 3.14 Sei D C R? ein einfach zusammenhdngendes, beschrinktes Gebiet mit
Rand 0D wvon Klasse C®. Dann lassen sich die zweiten Ableitungen des Einfach-
schichtpotentials (3.6) mit konstanter Dichte gleichmdifig stetig von D bzw. R?\ D
nach 0D fortsetzen.

Beweis: vgl. [14], Korollar 2.28, S.31.

Bemerkung: Insbesondere stellt das Einfachschichtpotential unter den Regula-
ritdtsforderungen aus Satz 3.14 eine auf 0D 2-mal stetig differenzierbare Funktion
dar.

3.3 Einfachschichtpotential iiber einen offenen Bo-
gen

Angelehnt an [10], Abschnitt 7.6, werden wir in diesem Abschnitt das Einfach-
schichtpotential iiber einen offenen Bogen betrachten und dabei dhnliche Regula-
ritdtsaussagen wie im vorigen Abschnitt erarbeiten.

Definition 3.15 (offener Bogen) FEine Teilmenge I' C R? heiffit Bogen der
Klasse C*, k € N, falls eine k-mal stetig differenzierbare, injektive, requlire Ab-
bildung x : [—1,1] — R? emistiert, so dass T = z([—1,1]) ist. Dabei bedeutet regulir,
dass x'(s) # 0 ist fir alle s € [—1,1]. Wir nennen x dann eine regulire Parametri-
sierung von I'.

Weiterhin bezeichnen wir die Endpunkte x(—1) und z(1) von I' mit z_y bzw. z
sowie das Innere des Bogens I' mit I'g :=T"\ {z1,2-1}.

Die Finheitsnormale v an den Bogen I' definieren wir durch

Lt (0 1 _
v(e(0) = T ( ) ) (), tel[-L1]. (3.11)
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Satz 3.16 Sei I’ C R? ein Bogen der Klasse C®. Fiir {E € C(T') sei die Funktion 1)
gegeben durch

_ v(y)
Y e Tk

Dann existiert der Ausdruck fF@/)ds als uneigentliches Integral beziiglich der End-
punkte z1 und z_q.

Beweis: Wir zeigen die Existenz des Integrals nur beziiglich des Endpunkts z;
und gehen dabei analog zu den Betrachtungen zur Existenz des Integrals fiir einen
schwach singuléren Integraloperator wie im Beweis zu Satz 2.11 vor.

Auf Grund der Stetigkeit der in (3.11) definierten Normalen auf [—1, 1] existiert ein
t €10,1), so dass

1
<1/(:p(s)) : 1/(:10(1))> > 5 fir alle s € [t, 1] (3.13)
gilt. Wie im Beweis zu Satz 2.11 definieren wir I';y(1) := {z(s) : s € [t,1]} C T
sowie 11 := |z(t) — 21|.
Dann wird durch (3.13) wiederum eine Bijektion zwischen I';(1) und dem Tangen-
tialraum an I' im Punkt z; sichergestellt, wobei die Integrationselemente durch

do
ds = ), 1) < 2do, s € [t, 1],

zusammenhéngen.

Wir erhalten

() ds<y>' < [ ] sy

e [
I'¢(1)

CHJHOO,F/ ly — 21| % ds(y) (3.14)
T'¢(1)

I'¢(1)

_1
ly— 21|y — 24l |~ ds(y)

IA

IA

T1

< 0Nl [ o7Hdo
0

+

~ 1
= 4CH1/}HOO,F T12 )

wobei das Integral im Tangentialraum als uneigentliches Integral beziiglich 0 exi-
1
stiert, und wir C' := dist(I';(1),2_1)"2 > 0 gesetzt haben.
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Die Aussage des Satzes folgt nun durch analoge Argumentation fiir den Endpunkt
z_1 sowie aus der Existenz des Integrals iiber I'\ (I';(1) UT's(—1)), wo der Integrand
stetig und beschrankt ist. O

Satz 3.17 Sei ' C R? ein Bogen der Klasse C3. Fiir die Funktion 1, gegeben durch
(3.12), existiert der Ausdruck [. ®(x,y)¥(y) ds(y) fir alle x € R? als uneigentli-
ches Integral beziiglich der Endpunkte z; und z_1.

Beweis: Die Dichte 9 ist in ['j stetig, kann in den Endpunkten jedoch Singularitaten
entwickeln. Daher ist die Existenz des Integrals beziiglich der Endpunkte nicht
gesichert, zumal fiir x = 24, diese moglichen Singularitdten durch den Logarithmus
im Integralkern noch verstirkt werden. Wir zeigen wiederum zuerst die Existenz
des Integrals beziiglich des Endpunkts z;.

Sei zuerst © ¢ I'. Dann ist C' := maxyer |[®(z,y)| < oo, und wir konnen fiir I';(1)
wie in Satz 3.16 wie folgt abschétzen:

[ swnemase)| < [ (el o)l
Iy (1) (1)
< o f Wl <o

Damit folgt die Behauptung fiir & I'; da der letzte Integralausdruck wie im Beweis
zu Satz 3.16 als uneigentliches Integral beziiglich z; existiert (vgl. (3.14)).

Sei jetzt x € I' \ {z}. Dann betrachten wir wieder wie oben I';(1) und ver-
kleinern es gegebenenfalls soweit, dass = ¢ I';(1) ist. Wir setzen dann wieder
C := maxyer,() |P(z,y)| < co. Die Existenz des Integrals beziiglich z; erfolgt nun
wie im oben betrachteten Fall, beziiglich x dagegen ist sie auf Grund der Stetigkeit
der Dichte in 'y durch die Sétze 2.11 und 3.3 gesichert.

Abschlieilend betrachten wir den Fall x = z;. Fiir I';(1) wie in Satz 3.16 betrachten
wir wieder

/ @(x,yww)ds(y)\ < [ eyl )l dsy)
T'¢(1) r:(1)

1
_ _/ 1
27T Ft(l)

. ‘_ v(y)
e =yl |y — 2] - [y — 21

ds(y)

it In —L1—
< C”wHoo,F/ \21—y|1 ds(y)
2 Jn |ly — 2l
o 1 1
S C||77Z)||OO,F/ ’hlf’ do. (315)
™ o+ o2



28 Kapitel 3. Potentialtheorie

Dabei haben wir erneut die fiir I';(1) bestehende Bijektion mit dem Tangentialraum
an I im Punkt z; ausgenutzt und auch wie zuvor schon €' := dist(I'y(1), z_,)"2 > 0

gesetzt. Die Existenz von (3.15) als uneigentliches Integral beziiglich 0 folgt nun
mit [6], Nr. 89, Bsp. 5, S. 487.

Analoge Betrachtungen fiir den Endpunkt z_; liefern schlieBlich die Aussage des
Satzes. 0J

Bemerkung:

Die in Satz 3.17 behandelten Betrachtungen des Ausdrucks [ ®(x,y)¢(y) ds(y)
sind allein auf Grund der méglichen Endpunktsingularitdten der Dichte 1) notwen-
dig. Fiir bis in die Endpunkte stetige Dichten oder Dichteanteile folgt die Existenz
des Integrals direkt aus den Sétzen 2.11 und 3.3.

Vorbereitend fiir die Stetigkeitsaussage des Einfachschichtpotentials {iber einen of-
fenen Bogen benotigen wir noch die folgende Hilfsaussage.

Lemma 3.18 Sei I' C R? eine geschlossene Kurve von Klasse C?. Dann ist die

Funktion
fx) = ( /

stetig auf ganz R2.

1

n
|z —yl

1

3 ds(y)) 3 , zeR>\T, (3.16)

Beweis: Nach [6], Nr. 50, Bsp. 7, S. 289 gilt
hI%O’a Inol> =0, Va>o0,

d.h. es existiert a € (0, 1) sowie zu R > 0 eine Konstante M > 0, so dass

3

1
M > ¢ |lno|> = 0® |In= fir alle o € (0, R]
o

gilt. Damit gilt aber auch fiir beliebiges y € r

3

1
<Mlx—y[™

In
[z =y

fir alle z € R? mit |z — y| < R. Also ist der Integrand in (3.16) auf Grund der
Kompaktheit von T fiir beliebige kompakte Mengen GG C R? schwach singuléir auf
G x I'. Damit ist f3 mit Satz 2.11 auf beliebigen kompakten Mengen in R? - also
in ganz R? - stetig, was mit der Stetigkeit der dritten Wurzel auf ganz R? auch die
Stetigkeit von f auf ganz R? nach sich zieht. O
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Satz 3.19 Seil’ C R? ein Bogen der Klasse C3. Fiir die Funktion 1), gegeben durch
(8.12), ist die Funktion

ulz) = / B(z,y) ¥ly) ds(y), =R, (3.17)

stetig auf ganz R2.

Beweis: Wir verwenden wieder die Abschneidefunktion h aus (2.4) und definieren
firneN

Xn(y) i = h(nly = 21) - nly — 24]), y el
Dann ist y, € C(I') mit x, = 0 auf I' N (B[zl; o] U Blz_; i]) und y, = 1 auf
'\ (B[zl;%] UB[Z_l;%D.

Weiter sei [' C R? eine geschlossene, C?-glatte Kurve, die I" enthalte. Dann definie-

ren wir
Xn(y) - ¥(y), y €Ty,
on(y) = ) %) =,
07 yEF\F()’

und sehen, dass auf Grund der Stetigkeit von x,, und ¢ auf [y und der Tatsache,
dass X, in einer Umgebung der Endpunkte 2; und z_; verschwindet, die Funktionen
op, fur alle n € N in C(T") liegen.

(3.18)

Wir definieren nun
w(o)i= [ Vo) enls) ds) = [ o) xa) ) dsla), @ € RAE, (319

und bemerken mit Hilfe von Satz 3.10, dass die Funktionen wu,, fiir alle n € N in
C(R?) liegen, da die Dichten ¢, fiir alle n € N stetig sind und T" eine geschlossene
Kurve von Klasse C? ist.

Die Aussage des Satzes folgt nun, wenn wir zeigen kénnen, dass die Funktionen wu,,
gleichméflig gegen u konvergieren.

Der Beweis wird an dieser Stelle wiederum nur fiir den Endpunkt z; gefiihrt; mit
gleicher Argumentation kann auch der Endpunkt z_; behandelt werden.

Wir definieren I'(21, ) := I' N B|z1; 1] und erhalten
) = (o) = | Ba,9) [1 - xalw)] (o) ds()  (3:20)
F(Zl,%)UF(Z_l,%)

fiir alle x € R2. Wir greifen die schon im Beweis zu Satz 3.16 verwendete Bijektion
zwischen I';(1) und dem Tangentialraum an I" im Punkt z; auf. Dann ist wiederum
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(21, =) C I'y(1) fiir hinreichend groBes n € N, und wir kénnen fiir solche n € N in
folgender Weise abschétzen

1 n 1
/ ——ds(y) < 2/ 074 do=8n"i. (3.21)
T( 0

3
a2 |y —2ls

Mit Hilfe der Abschétzung (3.21) und der Holder’schen Ungleichung fiir Integrale
mit p =3 und ¢ = % kénnen wir insgesamt abschétzen:

1 1

[ e il v s <o [ ]l s

F(Zl,%) m F(zh%) ‘SL’ y|

S %/ ln 1 . 1 T d8<y)
27 F(zl,%) ‘.CL’ - y| |y — Zl|§
- 3 5 3

CllY ] s 1 1 ?

< Dler(f P aw) [ ] aw

27 F(z1,%) |.T}—y‘ F(zl,%) |y—21|5
1

- 3 3

< 2t ([ a5() )
™ rllr—yl

wobei wir wieder C':= dist(Iy(1), z_;)"2 > 0 gesetzt haben.

Da der letzte Integralausdruck nach Lemma 3.18 auf ganz R? eine stetige Funktion
darstellt, ist er fiir beliebige kompakte Mengen K C R? beschrinkt. Es folgt also

/F( N O(z,y) [1 - xaly)] ¥(y) ds(y)

ACY e - /
n r

4C [ loer
E——

™

< 5.0y

fiir alle v € K C R? kompakt.

Fiir n — oo geht die rechte Seite gegen 0, und da fiir das Integral iiber I'(z_, %)
eine analoge Aussage gilt, folgt die kompakte Konvergenz u,, — u fiir n — oo und
damit die (lokal) gleichméBige Konvergenz auf ganz R?. O

Satz 3.20 Die in (3.17) definierte Funktion u ist genau dann beschrinkt auf ganz
R?, wenn [ ds =0 ist.

Ist die Bedingung [.1 ds = 0 erfillt, so gilt sogar u(z) — 0 fir |z] — oo
gleichmapig fiir alle Richtungen.
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Beweis: Analog zu Satz 3.11. O

Satz 3.21 Die in (5.17) definierte Funktion u ist in R*\ T 2-mal stetig differen-
zierbar und harmonisch.

Beweis: vgl. [10], Abschnitt 6.3, S. 78.

Satz 3.22 Sei I' C R? ein Bogen der Klasse C? und sei v die in (3.11) definierte
FEinheitsnormale an T'. Dann ldsst sich die Normalableitung der in (3.17) definierten
Funktion u einseitig stetig von R?> \ T nach Ty durch

ous, . [ 0P(x,y)

EA L o) U(y) ds(y) F %w(aﬁ), z €T, (3.22)

fortsetzen, wober das Integral als uneigentliches Integral beziiglich x existiert und
der Ausdruck

Ouy (z) == lim <y(gj)’ gradu(z £ hl/<l’))>

ov h—+0

im Sinne lokal gleichmdf$iger Konvergenz auf Iy zu verstehen ist.

Beweis: Wir erginzen den Bogen I' zu einer geschlossenen C3-glatten Kurve T
Die Dichte ) ergéinzen wir analog zu (3.18) zu einer auf I stetigen Dichte x mit
x(y) = 0 auf T'\ I'y. Dann erhalten wir aus Satz 3.13, dass dic Aussage fiir die
modifizierten Dichten gleichméfig auf ganz r gilt. Der Grenziibergang n — oo in
den modifizierten Dichten liefert schliellich die Aussage. O

Wie fiir das Einfachschichtpotential iiber eine geschlossene Kurve werden wir auch
fiir das Einfachschichtpotential iiber einen offenen Bogen noch eine Aussage iiber
das Verhalten der 2. Ableitungen auf I' vorstellen.

Satz 3.23 Sei I' C R? ein Bogen der Klasse C3. Dann lassen sich die zweiten
Ableitungen der in (3.17) definierten Funktion fir konstante Dichten u einseitig
lokal gleichmdfig stetig von R?\ T nach Ty fortsetzen.

Beweis: Analog zu Satz 3.14. 0J

Bemerkung: Aus Satz 3.23 folgt insbesondere, dass das Einfachschichtpotential
mit konstanter Dichte eine auf I' 2-mal lokal gleichméfig stetig differenzierbare
Funktion darstellt.
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3.4 Doppelschichtpotential iiber eine geschlosse-
ne Kurve
Das so genannte Doppelschichtpotential bildet die zweite grundlegende Ansatzfunk-

tion zur Losung potentialtheoretischer Probleme. Im Folgenden wird es zusammen
mit seinen wichtigsten Eigenschaften betrachtet.

Definition 3.24 Sei D C R? ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes Gebiet
mit Rand D der Klasse C?. Sei v € C(OD). Dann heifst die Funktion

o 0d(x,y) . . )
v(z) = /aDT@ b(y)ds(y), =€ R?\ oD, (3.23)

(logarithmisches) Doppelschichtpotential mit Dichte 1.

Satz 3.25 Sei D C R? ein einfach zusammenhdingendes, beschrinktes Gebiet mit
Rand 0D der Klasse C* und duferer Einheitsnormale v an 0D. Dann lisst sich
das Doppelschichtpotential (3.23) mit stetiger Dichte 1 stetig von D bzw. R?\ D
nach 0D durch

B 0P(x,y) 1
vi () = o ovly) U(y) ds(y) £ 51/1(55)7 z€dD, (3.24)

fortsetzen, wobei das Integral als uneigentliches Integral beziiglich x existiert und

der Ausdruck
vy(z) = hlirﬂov(x + hv(z))

im Sinne gleichmdfSiger Konvergenz auf 0D zu verstehen ist.

Beweis: vgl. [10], Theorem 6.17, S. 80.

Satz 3.26 Das Doppelschichtpotential (3.23) mit stetiger Dichte ¢ ist beschrankt
auf ganz R?.

Beweis: vgl. [10], Abschnitt 6.1, S. 73.

Satz 3.27 Das Doppelschichtpotential (3.23) mit stetiger Dichte 1) ist in R*\ 0D
2-mal stetig differenzierbar und harmonisch.

Beweis: vgl. [10], Abschnitt 6.3, S. 78.
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Satz 3.28 Sei D C R? ein einfach zusammenhdngendes, beschrinktes Gebiet mit
Rand 0D der Klasse C? mit duferer Einheitsnormale v an 0D. Dann erfiillt das
Doppelschichtpotential (3.23) mit stetiger Dichte ¢

lim <y(:c) , gradv(x + hv(z)) — grad v(x — hu(az))> (3.25)

h——40

gleichmdfig fiir alle x € 0D.

Beweis: vgl. [10], Theorem 6.19, S. 82.






Kapitel 4

Ein Randwertproblem der
Supraleitung

Wir wenden uns in diesem Kapitel dem schon in der Einleitung physikalisch moti-
vierten Randwertproblem aus der Theorie der Supraleitung zu. Nachdem das Pro-
blem mathematisch abstrakt formuliert worden ist, werden wir in der Folge die
beiden Hauptaussagen - Eindeutigkeit und Existenz - erarbeiten. Dabei basiert der
Eindeutigkeitsbeweis auf dem Maximum-Minimum-Prinzip (vgl. Satz 3.4), die Exi-
stenzaussage wird mittels einer Integralgleichungsmethode und der Riesz-Theorie
fiir kompakte Operatoren (vgl. Abschnitt 2.1) bewiesen werden.

4.1 Problemstellung

Dieser Abschnitt dient der formalen Formulierung des in der Einleitung vorgestellten
Randwertproblems. Neben der abstrakten Darstellung als eine Kopplung eines Di-
richletproblems mit einem Transmissionsproblem werden in diesem Abschnitt auch
die Verbindungen zu dem physikalisch motivierten Problem aus der Einleitung her-
gestellt.

Wir betrachten in dieser Arbeit das folgende Problem:

Problem 4.1 Essei D C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet
mit Rand 9D der Klasse C? und in das Auflengebiet von D gerichteter Einheits-
normalen v an den Rand 0D. Weiter sei I' C D ein offener, C3-glatter Bogen.

Wir definieren D, := R?\ D, und es seien weiter > 0 bzw. p, > 0 die magnetischen
Permeabilitaten in D bzw. D..

Gesucht sind harmonische Funktionen

ue C*D\T)NC(D) (4.1)
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sowie
u. € C*(D,) N C(D,) (4.2)
von der Form
Ue(T) = peA - ®(2,0) + Ue(x) fir alle z € D,, (4.3)
so dass die Randbedingungen
1 1
U= U, Lou_ 1 0u auf 9D (4.4)
wov  pe Ov
sowie
ou
— 4.
/ 5 ds # 0 (4.5)
oD
u = 0 aufl (4.6)

erfiillt sind, wobei A € R mit A # 0 und u, € C%(D.) N C(D,) als beschrinkt
vorausgesetzt werden.

Bevor wir uns der eindeutigen Losbarkeit von Problem 4.1 zuwenden, werden wir
erst noch seine Verbindung zu dem in der Einleitung vorgestellten, physikalisch
begriindeten Randwertproblem der Supraleitung herstellen.

Eine visuelle Veranschaulichung der geometrischen Situation von Problem 4.1 liefert
Abbildung 4.1.

Der in der Einleitung erwéhnte, unendlich diinne Supraleiter wird im gegebenen
Problem durch den offenen Bogen I' reprisentiert; der im Abstand positionierte
Magnet fiillt in dem Problem 4.1 zu Grunde liegenden Modell das gesamte Aufen-
gebiet D, aus.

Dann reprisentiert das Potential (4.1) das quasi-skalare Vektorpotential der ma-
gnetischen Feldverteilung (vgl. (1.2)) im den Supraleiter umgebenden Raum D.
In analoger Weise wird (1.2) im Magneten D, durch das Potential (4.2) modelliert.
Beide Potentiale erfiillen als harmonische Funktionen die Laplace-Gleichung abseits
von I' (vgl. (1.4)), wobei der Rand 0D des Magneten im Modell ausgenommen ist.

Die Ubergangsbedingungen (1.7) gehen unter Ausnutzung des Rotationszusammen-
hangs zwischen dem magnetischen Feld und seinem Potential in die Transmissions-
bedingungen (4.4) iiber, wihrend der Meissner-Zustand (1.5) in das Modell ent-
sprechend mit Bedingung (4.6) und der Stromtransport (1.6) mit den Bedingungen
(4.3) bzw. (4.5) eingeht.
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1 OJue
e OV

Abbildung 4.1: Problemstellung

Dabei sind die Entsprechungen in den meisten Féllen offensichtlich; allein der Zu-
sammenhang zwischen (1.6) und (4.3) bzw. (4.5) bedarf zusitzlicher Erklarung.

Wir weisen zunéchst darauf hin, dass die Bedingungen (4.3) und (4.5) eng miteinan-
der verkniipft sind. So erfiillt nach Satz 3.7 jede im AuBlengebiet eines beschréinkten
C?-glatten Gebiets beschriinkte, harmonische Funktion die Bedingung (4.5) nicht,
so dass die Bedingung (4.3) auf Grund der Unbeschrinktheit der Grundlosung &
ein hinreichendes Kriterium fiir die Erfiillung von (4.5) ist. Da andererseits die
Grundlésung nicht die einzige unbeschrénkte harmonische Funktion darstellt, er-
kennen wir, dass die Bedingung (4.3) kein notwendiges Kriterium fiir (4.5) ist; sie
dient lediglich der Festlegung des unbeschrinkten Anteils auf einen eindimensiona-
len Unterraum.

Die Beziehung zwischen (4.5) und (1.6) sehen wir, wenn wir den ersten Green’schen
Satz (vgl. [10], Theorem 6.3, S. 69) fiir die Konstante 1 und eine Losung u von
Problem 4.1 formal auf das Gebiet D \ I" anwenden. Wir erhalten

ou Ou_  Ouy
{1 Au+ (grad 1, grad uﬂdaf‘/apl'@ds_/p (W - W) -

Dann liefert die Harmonizitdt der Losung u, dass die linke Seite in der obigen
Gleichung verschwindet, woraus wir schlielich die Entsprechung von (4.5) und (1.6)
erkennen.

D\I'
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4.2 Eindeutigkeit

Wir werden in diesem Abschnitt die Frage erortern, ob das Problem 4.1 mehr als
eine Losung zulédsst, und sie negativ beantworten.

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage werden wir uns des in Satz 3.4 vorgestellten
Maximum-Minimum-Prinzips bedienen, da es eine wesentlich weniger aufwéndige
Behandlung der Dirichlet-Randbedingung auf dem Bogen erméglicht. Diesem Vor-
teil steht der Nachteil gegeniiber, dass wir zur Anwendung des Maximum-Minimum-
Prinzips auf ein Transmissionsproblem noch genauere Informationen iiber das Ver-
halten der Normalableitung einer harmonischen Funktion « in ihrem Maximum und
Minimum benétigen.

Eine entsprechende Aussage liefern die beiden folgenden vorbereitenden Sétze, die
ein zweidimensionales Analogon zu den in [12], S. 164ff, fiir den R3 behandelten
Aussagen bilden.

Satz 4.2 (Poisson’sche Integralformel) Sei B(xg;r) C R? die offene Kreis-
scheibe um xo mit Radius r > 0. Seiu harmonisch in B(xg;r) und stetig in Blzo;r].
Dann gilt

r? — |z — x|? u(y)
u(x) o / Py—E ds(y)  fiir alle x € Blxg; 7] (4.7)
OB(xo;r)

Beweis: Wir betrachten fiir x € Blzg;r] und y € 0B(zo;7) das von x,y und x
aufgespannte ebene Dreieck. Fiir den Winkel 3 bei y gilt dann

lzo —y| - |z —y|-cos B = (xo —y,x —y)
sowie der Cosinus-Satz

| — @ = |0 — yI* + |z — yI* = 2|0 — y| - |2 — y| cos B.

Fir y € 0B(zo;7) ist |vg — y| = r, und wir erhalten so aus den geometrischen
Identitdaten die Beziehung

r? o =z = =2(y — wo,x — y) — |z —y|*. (4.8)

Wir definieren nun eine Funktion v auf B[zg; 7] durch die rechte Seite in (4.7) und
erhalten nach dem Einsetzen von (4.8), dass fiir alle x € B(zo;7)

@ = = [ (2o (o ) )

OB(xo;r)

= [ (2T ) as)

OB(xo;r)
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g11t7 dar = |y - xO‘a V<y) = ==

 ly—=ol

und grad,®(z,y) = ——4 ist.

lz—y|?

Da der erste Summand ein Doppelschichtpotential iiber 0B(zo;r) und der zweite
Summand eine Konstante ist, stellt v eine in B(zo;7) harmonische und in B[z; 7]
stetige Funktion dar (vgl. Sitze 3.25 und 3.27).

Die Sprungbeziehungen fiir das Doppelschichtpotential (vgl. Satz 3.25) und Einset-
zen der Darstellung von v aus (4.7) liefern dann fiir x € 9B(xo;7)

w0 = = [ ) (2 ) dst) + o)

ov(y) 27r
OB(zo;r)
r? — |z — xof? u(y)
= — —d :
[ dst) + ul@)

OB(zo;r)

Da fiir # € 0B(x¢;r) jedoch |z — zo| = r gilt, verschwindet der Integralterm iiber
O0B(zo; 7). Also gilt v(z) = u(x) auf 0B(zo; 7). Nun liefert Satz 3.8, dass u = v in
Blxo; r] gilt. O

Satz 4.3 Sei D C R? ein Gebiet mat C?-Rand 0D und duflerer Einheitsnormale v
an dD. Sei w € C*(D) N C(D) harmonisch in D. Sei ™ € D bzw. = € dD, so
dass gilt:

u(x™) = sup u(z) bzw. u(z™) = inf u(zx).
xeD xeD
Dann gilt
ou, . ou, _
— > . — <0.
8V(3: ) >0 bzw 8V(3: ) <0

Ist eine der obigen Ungleichungen mit Gleichheit erfillt, so ist u konstant in D.

Beweis: Wir fithren den Beweis an dieser Stelle nur ausfiihrlich fiir . Fiir 2~
kann analog vorgegangen werden.

Fiir die erste Aussage betrachten wir

ou, . . u(axt — ho(at)) —u(xh)
el — >
oy )= iy —h 20,

da der Zihler wegen der Extremaleigenschaft von u in o™ stets nichtpositiv ist.

Zum Beweis der zweiten Aussage stellen wir fest, dass auf Grund der Gléatte des
Randes 0D ein r > 0 existiert, so dass fiir xy := 27 — rv(at) die Kreisscheibe
B(zo;7) in D enthalten ist und und zudem Blzg;r] N 0D = {z*} gilt.
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Fiir 0 < h < r liegt xp, := 2t — hv(z™) in B(x;r). Wir betrachten fiir solche z,
die in B(xo;r) harmonische und in B[zg; 7] stetige Funktion v := u — u(a™). Mit
Hilfe der Darstellungsformel (4.7) erhalten wir

u(n) —u(@) vt
h r— |z, — x|
1 r? — |x), — x0|? v (y
) L N
r— |z — ol 2mr |z — Y] (4.9)
OB(xo;r)
T+ |z, — xo v (y
_rtmenl [,
27r |zn, — v

OB(xo;r)

Da v" auf Grund der Extremaleigenschaft von u in % in B|xg; r] nichtpositiv ist,
fiihrt die Abschétzung |z, —y|? < (2r)? an keiner Stelle des Integrationsbereichs zu
einer Anderung des Vorzeichens im Integranden und damit zu einer Abschitzung
des Integrals nach oben. Auch die Abschitzung r + |z, — x| > r fiithrt zu einer
Abschétzung des Gesamtausdrucks nach oben. Insgesamt erhalten wir

r+ @, — 2ol / vt (y) ds(y) < / v+(y2)ds(y>

27r lxn, — y|? 27r (2r)
OB(xo;r) OB(xo;r)
1 / +< ) ds(y) (4.10)
— v S .
8mr? Y Y
OB(xo;r)

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes 3.6 und der Definition von vt erhalten wir schlielich

1 vt (xo)  ulxe) —u(x™)

8mr? / vt (y) dsly) = i 4r = 0.
OB(xo;r)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung im R” (vgl. [7], Satz 167.1, S.276)
existiert fiir jedes x;, € B(xg;r) eine Zwischenstelle £ zwischen ™ und x;, so dass
mit Hilfe von (4.9) und (4.10)

u(xo) ;Tu(ﬁ) > u(zp) ;u(ﬁ) _ < — hl/(er)}; gradu(§)> _ %(f)

0>

gilt.

In dieser Situation geht mit A — 0 auch £ — z*, und damit nach Voraussetzung
auch 2(¢) — 0. Somit ist aber

u(o) — u(z™)

=0
4r ’
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was (o) = sup,ep u(z) mit zy € D\ 0D und schlieflich mit Satz 3.4 die Konstanz
von u in D nach sich zieht.

Fiir = bemerken wir, dass die erste Aussage in gleicher Weise aus der Extremalei-
genschaft von u in ™ folgt. Fiir den Beweis der zweiten Aussage fiir £~ betrachten
wir analog die Funktion v~ := u — u(z ™). Diese ist wie v harmonisch in B(xg;r)
und stetig in Blxg; 7], jedoch im Gegensatz zu v™ nichtnegativ. Damit erfolgen die
Abschitzungen in (4.9) und (4.10) in die andere Richtung, jedoch mit gleichem
Effekt. Mit gleicher Argumentation wie fiir 2 erhalten wir auch fiir =, dass

(o) — u(z”)

=0
4r

und somit u(zg) = inf,cp u(x) mit zp € D\ 9D gilt, woraus wir wiederum mit Satz
3.4 folgern, dass w in D konstant ist. O

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, den Beweis der Eindeutigkeit
fiir das Problem 4.1 zu fiihren.

Satz 4.4 Seien u € C*(D\T) N C(D) und u, € C*(D,) N C(D,) Lésungen des
Problems 4.1 mit A = 0.

Dann gilt u=10 in D und u, =0 in D,.

Beweis: Als auf dem Abschluss eines beschrinkten Gebiets stetige Funktion ist u
selbst beschréinkt. Also nimmt u nach Folgerung 3.5 sein Maximum und Minimum
entweder auf D oder auf I' an. Auf Grund der Homogenitétsbedingung A = 0 ist
auch u, wegen (4.3) beschréankt. Dann nimmt u, nach Satz 3.4 sein Supremum und
Infimum entweder auf dem Rand 9D oder im Unendlichen an.

Falls u. sein Supremum im Unendlichen annimmt, ist u._, > wu.(z) fiir alle
x € D.. Wegen der Mittelwerteigenschaft im Unendlichen (3.5) folgt jedoch auch,
dass auflerhalb eines hinreichend groflen Kreises u = w,_ gilt. Damit ist aber u,
nach Satz 3.4 konstant.

Wir argumentieren auf gleiche Weise, falls u, sein Infimum im Unendlichen an-
nimmt.

8ue _

In beiden Fallen ist insbesondere
(4.4) ist dann auch 2 = 0 auf 8D

= 0 auf 0D. Wegen der Kopplungsbedingung

Falls u nun sein Maximum oder sein Minimum auf 0D annimmt, so ist u wegen
der zweiten Aussage von Satz 4.3 konstant in D. Die Homogenitétsbedingung (4.6)
liefert dann u = 0 in D, mit der Kopplungsbedingung (4.4) erhalten wir schlielich
auch u, =0 in D,.
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Andernfalls nimmt u sein Maximum und sein Minimum auf I' an. In diesem Fall
liefert wiederum die Homogenitétsbedingung (4.6), dass auch v = 0 in D gilt. Aus
der Kopplungsbedingung (4.4) folgt dann auch u, = 0 in D..

Abschlieend ist der Fall zu betrachten, dass u, sein Maximum in z* € 9D und

Minimum in = € dD annimmt. Mit der ersten Aussage von Satz 4.3 folgt dann
O, O,
% %

Dabei beruht die Umkehrung der Ungleichungen auf der Tatsache, dass v in das
Innere von D, orientiert ist.

(z7) <0 und (x7) > 0.

Nimmt nun » sein Maximum oder sein Minimum ebenfalls auf 9D an, so tut u dies
wegen (4.4) ebenfalls in x* bzw. x~. Dann gilt jedoch wieder auf Grund der ersten
Aussage von Satz 4.3

ou, . ou, _
— > — <0.
ay(az ) >0 und 8V(:c ) <0
Wegen (4.4) folgt dann aber
e, . Oue, . Ou, . Ou, _
ay(x)_ay(l‘)_ay(l‘)_ay(l‘)_(L

da nach Voraussetzung pu, g, > 0 gilt. Damit sind aber nach der zweiten Aussage
von Satz 4.3 die Funktionen u und u, konstant in D bzw. D.. Die Homogenitétsbe-
dingung (4.6) sowie die Bedingung (4.4) liefern dann, dass v = 0 in D und u, = 0
in D, gilt.

Nimmt u andererseits sein Maximum und Minimum auf I" an, so erhalten wir erneut
aus der Homogenitatsbedingung (4.6), dass u = 0 in D gilt. Damit ist aber auch

% = 0 auf 0D, und wegen (4.4) folgt dann in Verbindung mit der zweiten Aussage
von Satz 4.3, dass auch u, = 0 in D, gilt. O

4.3 Existenz

Wir werden in diesem Abschnitt unter Verwendung der in Kapitel 3 eingefiihrten
Potentiale einen konstruktiven Beweis der Losbarkeit von Problem 4.1 fithren. Wir
werden dies erreichen, indem wir die Randbedingungen auf ein System von Inte-
gralgleichungen zuriickfithren, dessen Losbarkeit wir nach einer Reihe von Umfor-
mungen mit Hilfe der in Abschnitt 2.1 vorgestellten Risez-Theorie beweisen werden.

Wir wéhlen dazu den folgenden Ansatz:
u() = u|(To0)@) + (Si¢)@)], weD, (4.11)

ue(T) = pe [(TDQ/J) () + (Sf) (az)], x € D,. (4.12)
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Dabei sind p, 1., A € R die in Problem 4.1 vorgegebenen Konstanten mit p, g, > 0.
Die Operatoren T und S7 sind Doppel- bzw. Einfachschichtpotentiale, definiert
durch

_ [ 92y )
Ty @)= [ Ty asy). weB\OD. (413)
sowie fiir x € R?
A 1
S&o) (z) == z, —| ds ds. .
(5¢9) ()= [ o) ) )+ 7] st + 7 [ (1.14)
Der Mittelungsoperator M ist definiert durch
(Mo)(z) := p(z) — |1£‘ @ ds, xz €T, (4.15)

und fiir die Dichten gilt ¢ € C'(0D) bzw.

~

o)
\/|y—21\'\y—271\

mit p € C%**(T'), wobei der Funktionenraum C%%*(T") definiert ist durch

co(1) = {3 € O) « Flalt) = pr(t)prfarccost), o1 € C'[=1, 1], 2 € C31 }.

o(y) = y €Ty, (4.16)

Die Notwendigkeit des oben analog zu [13] eingefiihrten Funktionenraums C'%**(T")
erscheint auf den ersten Blick ungewhnlich. Wir werden jedoch im Folgenden sehen,
dass das Einfachschichtpotential (4.14) in einen kompakten sowie einen beschrankt
invertierbaren Operator von C’g’ nach Cy° zerfillt, was einen Losungsansatz mit

2m,e
Funktionen ¢, € C5:" rechtfertlgt Das Auftreten des Arcus-Cosinus wird mit der
Notwendigkeit einer Arcus Cosinus-Substitution bei der Riickiibersetzung des inver-
tierbaren Operators in einen Integraloperator iiber den offen Bogen I' begriindet.
Diese zieht auch ein wurzelsinguléres Verhalten der Dichte in den Endpunkten des
Bogens nach sich, dem durch (4.16) und die Funktion ¢; € C*'[—1, 1] parametrisie-

rungsunabhéngig Rechnung getragen wird.
Als erste Resultate erhalten wir die beiden folgenden Sétze.

Satz 4.5 Die durch (4.11) und (4.12) definierten Funktionen u und u. losen das
Problem 4.1, falls die zugehorigen Dichten v und @ das Integralgleichungssystem

A
Y +29KpyY + 2qKrpp = —2qm/®(~,y) ds(y) auf dD,
A i (4.17)
Kpro+ K =~ [ @00)dsts)  aufT
I
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losen. Dabei ist q := L= und die auftretenden Integraloperatoren haben die Form

o)) = [ TS ) dsiy), reaD, (419)
Koy e) = [ FE i) ast), rel, (419)
(Krp) (x) = / @<x,y><M¢><y>ds<y>+ﬁ / pds, weT, (4.20)
(Kr.og) (1) = / @<x,y><M¢><y>ds<y>+ﬁ / pds. wedD. (421)

Beweis: Sei (¢,1) eine Losung von (4.17), und seien w und u, durch ¢ und @
definiert wie in (4.11) - (4.16).

Dann folgen die Regularitidtsbedingungen (4.1) und (4.2) aus den Abschnitten 3.2
bis 3.4.

Fiir die Asymptotik (4.3) von u, bemerken wir, dass fiir die Dichte M¢ die Bedin-
gung [ My ds = 0 erfiillt ist. Damit folgt aus den Abschnitten 3.3 und 3.4, dass
fir z € D, der Ausdruck

~ o 00(x,y) 1
e = | [ Z0 o) asto + [ oo 0) st + 1 [ o]

beschrénkt ist. Fiir den verbleibenden Term von u. erhalten wir

%[Aﬁ*awﬁ%ddw} = 7ﬁlr¢%uwddw

peA n
27|l Jr | —y|
= peA-®(2,0) + Ueo(x)

2]

= peA-®(z,0) +

ds(y)

Da der letzte Term wie im Beweis zu Satz 3.20 fir |z| — oo verschwindet, erhalten
wir insgesamt

ue(x) = MEA(I)(xv O) + ae,l(x) + ae,2($)
mit U, (7) + Ue2(r) € C2(D.) N C(D,) beschrinkt.

Um die Bedingung (4.6) einzusehen, multiplizieren wir die zweite Gleichung in (4.17)
mit der Konstanten p > 0 und stellen die Gleichung so um, dass die rechte Seite
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identisch verschwindet. Wir erhalten somit fiir alle x € T
0 = 1 |(Koow) @)+ (o) o)+ - [ 0(e,) dsto)

1
= D x ds ds
|0 @)+ [ ot >[<Mso>< )+ |r|} )+ [
= u[(Tp¥) (x) + (Sty) ()]
= u(x).
Fiir die Bedingungen (4.4) betrachten wir das Verhalten von u und u, auf 0D. Dazu

multiplizieren wir die erste Gleichung von (4.17) mit <% > 0. Es ergibt sich fiir
alle x € 0D

e a) (e = )| () () + (i) (0] = (= ) 2 [ @00 st

Wir stellen die Gleichung weiter um, so dass alle Terme mit p. auf der linken und
alle Terme mit p auf der rechten Seite der Gleichung erscheinen, und erhalten

e 00) + (K () + (i) (o) + [ 000, dsto)]
. (4.22)
— ] = 30+ (Kpw) (0)+ (o) (o) + 1 [ 0(a.)dsto)]

Fiir x € 0D ist nach Satz 3.25

0%(z,y)
ap Ov(y)

Da weiterhin (Sf‘go)Jr (z) = (Sf'¢)_ (z) auf 0D gilt, und dariiber hinaus fiir 2 € D

(TpY) . () =

D) ds(y) £ 5 0(e) = (Kpi) (1) £ 5 6(a),

A
(St'¢) (@) = (Kr.pe) (@) + 1y | (2.9) ds(y)
ist, erhalten wir aus (4.22), dass

Uer(2) = pe| (Tow), (@) + (St), (@)]

auf 0D gilt.
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Fiir die zweite Bedingung von (4.4) betrachten wir auf 0D die Ausdriicke

1 0u 0(Tpyp)_ . 0(Siy).
@ = @) = (),
1 Oue 8<TDw)+ 9 (SIéSO)Jr
oy T Ty Wt @

und sehen aus den Sétzen 3.21 und 3.28, dass auch die zweite Bedingung von (4.4)
erfiillt ist. O

Der folgende Satz ist ein zentraler Schritt auf dem Weg zur Existenzaussage, da
ein injektiver Operator Grundvoraussetzung fiir eine erfolgreiche Anwendung der
Riesz-Theorie ist. Die im Beweis zum folgenden Satz angewandten Methoden zur
Behandlung eines Transmissionsproblems sind dabei dem Sinne nach aus [8] ent-
nomimen.

Satz 4.6 Das Integralgleichungssystem (4.17) besitzt hichstens eine Losung.

Beweis: Auf Grund der Linearitdt der Integraloperatoren reicht es zu zeigen, dass
das homogene Integralgleichungssystem nur die triviale Lésung besitzt.

Sei also (¢, 1) eine Losung der homogenen Form von (4.17)

’QZ) + QQKD’QZ) + ZQKnDQO = 0
Kpry+ Krp =

Dann l6sen die durch (4.11) - (4.12) definierten Funktionen u und u. nach Satz
4.5 das Problem 4.1 mit A = 0. Aus der Eindeutigkeitsaussage (vgl. Satz 4.4) folgt
dann aber, dass u = 0 und u, = 0 sind. Nach (4.11) und (4.12) ist dann sogar
Tp + Sitp = 0.

Aus dem Verhalten der Potentiale auf 0D erhalten wir nun

0= [Tpv + Sie]_(¢) = [Tov + Si¢] (), «€aD.

Da das Einfachschichtpotential iiber 0D stetig ist, reduziert sich die obige Gleichung
zu

0= (Tpv) () = (Tp¥), (z), r € 0D.

Die Sprungbeziehungen fiir das Doppelschichtpotential (vgl. Satz 3.25) liefern dann,
dass

U(x) = (Tp¥), () = (Tp¥) _(z)
auf 0D ist, womit schlieflich ¢ = 0 folgt.
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Aus v =0 in D erhalten wir insbesondere auch, dass ag—j =0 auf I'y gilt.

Aus dem Verhalten der Potentiale auf I'y erhalten wir dhnlich zu oben, dass

0

0=—[Tpy + Sf'¢] (z)=

0
ov EW [TDw + SII“L‘QOLF(lU), x el

ov
gilt.

Da die Normalableitung des Doppelschichtpotentials iiber I' stetig ist, reduziert sich
die obige Gleichung zu

ASte)- . A(SPe).

0=—7,—@=—"7,

(l‘), T € Fo.

Die Sprungbeziehungen fiir das Einfachschichtpotential (vgl. Satz 3.22) liefern dann,
dass

A(St'p)

A7 _aste) o
| = 25 () - 2 () o

(9)(e) = | (010) (@) + 75| = 255

auf [y gilt, wobei wir die Voraussetzung A = 0 ausgenutzt haben.

Wir erhalten damit fiir x € D

0 = [Tpy+ Site](z)
= / 9%(z,y) w(y)dS(yH/
8

DaV r

= @ ds,
i

da die Dichten v und [M ©+ \F\} identisch verschwinden.

oo |(0) () + 157 ] dsto + 7 [ s

Aus der Definition von My (vgl. (4.15)) und den obigen Gleichungen folgt dann

letztlich 1
0= (Mg)(x) = @) = 157 | s = (@)

auf I'g, also verschwindet auch die Dichte ¢ identisch. OJ

Die abschlieSende Existenzaussage wird mit Hilfe der Riesz-Theorie fiir kompakte
Operatoren erfolgen. Diese macht jedoch nur Aussagen iiber Operatoren 2. Art. Da
die zweite Gleichung in (4.17) von erster Art ist, muss sie noch weiter modifiziert
werden.

Wir folgen dabei der in [10], Abschnitt 7.6, vorgeschlagenen Methode, die dort fiir
das Dirichletproblem auf einem offenen Bogen angewendet wird.
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Es sei x : [—1,1] — R? eine regulire Parametrisierung des offenen C3-glatten Bo-
gens I' € D. Wir fithren nach dem Einsetzen der Parametrisierung iiber I' eine
Cosinus-Substitution fiir die Bereiche iiber den Bogen I' durch, so dass das Inte-
gralgleichungsystem (4.17) in Operatorschreibweise die Form

~ A
v 2K+ 20K pF = 2y [ @C)dsts) oD,
~ s (4.23)
Kpr+ (L + Lo)g = T ®(x(cos-),y) ds(y) auf [0, ]
r
annimmt. Dabei haben die Operatoren I?F, D, K pr, L und Ly die Gestalt
- 1 [~ B
(KRD@) (x) = gy kr p(z,7)o(T) d, x € 0D, (4.24)
0
~ 0P (x(cost),y)
K t) = d tel0 4.25
(Rorv) @ = [ LD y)asy).  relonl. @)
sowie
1 ™
(Lp) (t) = —/ { —In [4(cost — cosT)*] + 4}@(7‘) dr, tel0,7], (4.26)
o
(L) (1) = — /W {Kolt,7) - 4}a(r) dr tefo,n], (4.27)
4’7T 0 ) ) Y Y
mit
~ 1 2w
k - 4T
r.o(z7) " |z — x(cos T)| + T
1 [7 1
- —/ In —————4'(cos o) | sin o do, r€0D, T €R,
Tl Jo |z — x(coso)]
Kot r) = 4(cost — cosT)? 47

|z(cost) — z(cosT)|2 ' |T)|
1 [ 1

A " |x(cost) — x(coso)|?

|2'(coso)|sino do, t, 7 €R, t#T.

Wir halten den Zusammenhang zwischen (4.17) und (4.23) in den beiden folgenden
Sétzen fest.

Satz 4.7 Falls iy € C(dD) und € C2° das Integralgleichungssystem (4.23)

2m,.e

losen, so ist das Paar (1, @) eine Losung von (4.17), wobei ¢ durch (4.16) mit

_ \/|l‘(t|)x/—(;1||\/%_ Z—1| ) (ﬁ(ilI'CCOS t), t e [_1’ 1]7 (4.28)

pla(t)) :

definiert ist.
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Beweis: Sei (¢, p) € C(0D) x CS;; eine Losung von (4.23) und sei ¢ wie in der
Aussage des Satzes definiert.

Wir setzen (1, ¢) in die linke Seite von (4.17) ein, und fithren dann wie oben ange-
sprochen die Parametrisierung x ein und die Cosinus-Substitution durch. Dabei geht
der Operator Kp r in der angegebenen Weise in den Operator Kp p iiber. Gleiches
gilt fiir die rechte Seite in der zweiten Gleichung von (4.17).

Von entscheidenderem Interesse sind jedoch die Verinderungen der Operatoren
Kr p und Ky, da hier auch im Urbildraum substituiert wird. Wir beginnen mit
der Darstellung aus (4.20) bzw. (4.21) und ordnen die Terme zuerst um. Wir erhal-
ten

[ o) ) ) ds) + 17 [ s
= /F@(x,y)s@(y) dS(y)—/F<1>(x ) (ulw/@dS) IF\ /‘Pds

= /Ffb(x,y)w(y) dS(y)—ﬁ A (/Fé(x,y) dS(y)) pds+ \FI pds

- /F{<1>( |F| ITI/ (z,y) ds(y }w(y)dS(y)-

Einsetzen der Parametrisierung und Ausfithren der Cosinus-Substitution liefert

[ ) ) ) ds) + 17 [ o

_ jgﬂ{qwx,xQDST))+-ﬁ%~—|F‘jgw¢mx,x«nsa>nx%cosansnuyda}

~(x(cosT))|x'(cos T)| sin T dr

L[, 1 L2 1/1 1 2 (cos o) sin o d
= — n—m—————- _— = NnN—— | (COS S1n
o Jo U o —a(cos)| 0] T1Jy | —a(coso) 7)Isede

~(x(cosT))|x' (cos T)|sin T dr.

Ein Vergleich mit (4.24) zeigt, dass fiir € 0D der Operator Kr p in den Operator
Ky p iibergeht, falls fiir 7 € [0, 7] die folgende Bedingung erfiillt ist:

o(7) = p(x(cosT))|2' (cos T)]| sin 7. (4.29)
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Wir erweitern die soweit umgeformte Darstellung des Operators Kt und setzen auch
in der Variablen ¢ die Parametrisierung und Cosinus-Substitution ein und erhalten

[ @(ateost).) (040 @ dsto) + 5 [ s

1 [ | 1 n uv
= _— n R
A Jo |x(cost) — x(cosT)|? [T
1 [ 1
- — n
Tl Jo = |z(cost) — x(coso)|?

|2’ (cos o)| sin o da}
~(x(cosT))|x' (cos T)|sin T dr

1 s
- - i {—ln [4(cost — cosT)?] +In

4(cost — cosT)? 4mr
|x(cost) — x(cosT)[? |T|

1 [7 1
A " |x(cost) — x(coso)|?

|z’ (cos o)| sin o da}
~(z(cosT))|x' (cos T)| sin T dr

= i OW{ —In [4(603{; — 0057-)2} + Ko(t,T)}(,O(SL’(COST)HI/(COST)‘ sinT dr.

Ein Vergleich mit (4.26) und (4.27) zeigt, dass fiir € I' der Operator Kt in den
Operator L + Ly iibergeht, falls wie oben die Bedingung (4.29) erfiillt ist.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass die in der Aussage des Satzes definierte Dichte
¢ die Bedingungen (4.29) erfiillt, und dass die in (4.28) definierte, zu ¢ gehorende
Funktion ¢ in C%**(T) liegt. Dazu setzen wir zum einen die Definition von ¢ in
die rechte Seite von (4.29) ein und erhalten

o(x(cosT))|z' (cosT)|sinT = Plarceos(cos 7)) |2'(cos 7)|sin T

|2’ (cos T)|y/1 — (cosT)?

= (1)

fir alle 7 € [0,7]. Zum anderen sehen wir aus der Definition von C%**(T") und
(4.28), dass die dort definierte Funktion  in C%**(T') liegt, falls der Ausdruck

V() — 2] - |o(t) — 2]
|2'()[V1 =

auf [—1, 1] einmal stetig differenzierbar ist.
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Um dies zu zeigen, benutzen wir die Taylorentwicklung der Parametrisierungsfunk-
tion z um die Endpunkte z; bzw. z_; bis zur ersten Ordnung mit Integralrestglied

z(t) —z(1) = (t - 1) /13:’(1 + At —1))dA
x(t) —x(=1)=(t+1) /1 (=1 + At +1))d\

und erhalten auf diese Weise, dass

ViIzt) — ] - J2(t) — 2
|[2/(8)|v1 =2

(‘ (14 A\t —1)) d)\‘ ‘ (—1+ At +1)) dAD

|2/ (1)]

gilt, woraus wir mit Hilfe der Regularitit der Parametrisierung auf ganz [—1, 1] die
stetige Differenzierbarkeit des Ausdrucks ablesen kénnen. O

Satz 4.8 Das Integralgleichungssystem (4.23) besitzt hichstens eine Losung.

Beweis: Auf Grund der Linearitdt der Integraloperatoren reicht es wie in Satz
4.6 zu zeigen, dass das homogene Integralgleichungssystem nur die triviale Losung
besitzt.

Sei also (¢, @) eine Losung des Integralgleichungssystems (4.23) mit homogenem
Datum. Dann 16sen die wie in Satz 4.7 definierten Dichten (1, ¢) nach Satz 4.7 das
Integralgleichungssystem (4.17) mit homogenem Datum.

Nach Satz 4.6 gilt dann ¢» = 0 und ¢ = 0. Aus der Definition von ¢ folgt schliellich
auch ¢ = 0. UJ

Fiir das weitere Vorgehen benétigen wir folgendes technisches Lemma.

Lemma 4.9 Firt,7 € R mitt # 1 gilt

t
In [4(cost — cos7)?] = In (4 sin?

— T) +1In <4 sin? ! z T) . (4.30)



52 Kapitel 4. Ein Randwertproblem der Supraleitung

Beweis: Wir betrachten die trigonometrische Identitét

Lt—T7 . t+T
cost — cosT = —2 sin 5 sin 5

und erhalten beim Einsetzen in die linke Seite von (4.30)

2
t— t
In [4(cost —cos7)?] = In (4- (—2 sin 5 " sin J;T) )

t— t
= In (lein2 7_-élsinZ J;T)

2
t— t
= In (lein2 5 T) +1n (lein2 J;T) .

O

Mit Hilfe der Identitdt (4.30) formen wir (4.23) ein weiteres Mal um, und erhalten

~ A
Y+ 2qKpy +2qKrpp = —2qm / (-, y) ds(y) auf 0D,
A (4.31)

Kpri+ (L+ Lo)g = ®(xz(cos-),y) ds(y) auf [0, 2],

A

wobei der Operator L durch

(Z@) (t) == i /OQW{ —1In (lein2 -

gegeben ist und die zweite Gleichung von (4.31) durch (intuitive) gerade Fortset-

T> + 2} B(r)ydr, tel0,2r], (4.32)

zung der Operatoren K pr, Lo und der rechten Seite als Gleichung auf [0, 27] zu
interpretieren ist. Wir halten den Zusammenhang zwischen den Gleichungssystemen
(4.23) und (4.31) wie folgt fest.

Satz 4.10 Jede Lisung von (4.81) aus C(OD) x Cy% lost auch (4.23). Falls eine

2m,e
solche Liosung existiert, ist sie eindeutig bestimmd.

Beweis: Sei (¢, ¢) eine Losung von (4.31) aus C'(0D) x Cg;rf‘e. Fiir die Funktion
@ € C9° betrachten wir den in (4.26) definierten Operator L und formen L@ fiir

2m,.e
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t € [0, 7] mit Hilfe der Identitét (4.30) um. Wir erhalten
1 ™

(Lo)(t) = ), { —In [4(cost — cosT)?] + 4} o(r) dr

_ ﬂ{—ln(4sin2t;7—)+2}fﬁ(7)d7

ar Jo
1 [ t -
+— { —In (481n2 i T) + 2} o(7) dr.
dr Jo 2
Wir substituieren in den zweiten Summanden nun 7 = —7* und erhalten, da ¢

gerade ist,

L 7T{—lr1<45ir12t;7—)+2}<Z(T)d7’

47 J,
1 o t—
= —— {—ln(4sin2
4T J,

0 o
_ {—ln (4sin2t 27— )+2} o(1*) dr*

ar )

*

7 ) + 2} o(—7") dr*

und damit nach Umbenennung von 7* in 7

(L3) (1) = ﬁ /i{ T (4sin2 ! 5 T) + 2} 3(r) dr.

Da der Integrand in (4.3) in der Integrationsvariablen 2m-periodisch ist, erhalten
wir schlieBlich fiir alle ¢ € [0, 7]

" 1 2w t _ _ ~
(L3) () = _/ { = (45 =0) +2}3() dr = (1) ),
AT Jo 2
d.h. die Operatoren L und L stimmen fiir Dichten & € Cg;fe auf [0, 7] tiberein.
Wir kénnen also, wenn wir die zweite Gleichung in (4.31) auf [0, 7| einschrinken,

den Operator L durch L ersetzen und erhalten auf diese Weise, dass die Losung
(¢, ) auch (4.23) lost. Da aber (4.23) hochstens eine Losung besitzt, ist (1, 9)
dadurch eindeutig bestimmt. [l

Wir fiithren nun fiir die rechten Seiten die folgenden vereinfachenden Schreibweisen
ein

A
fo(x) = m/rq)(x,y) ds(y), x € 0D, (4.33)

A
fr(t) = m/rq)(:p(cost),y) ds(y), t €10, 27] (4.34)
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und bringen zur besseren Ubersicht noch einmal (4.31) in leicht verénderter Schreib-
weise

Id 0 2wKp 29K, )
O T e @f N R
0 L KD,F LQ (2 —fr‘

In Vorbereitung des abschlieBenden Ergebnisses werden wir im Folgenden die ent-
scheidenden Eigenschaften der in dem Integralgleichungssystem (4.35) auftretenden
Operatoren zusammenstellen.

Satz 4.11 Der in (4.32) definierte Operator L ist ein bijektiver Operator von C9:*

2m,e
L . > 0,
nach C’27T _ mit einer beschrinkten Inversen L™! : C’27T . — Oy

Beweis: Fiir die reguldre, 27-periodische Parametrisierung x des Einheitskreises
gegeben durch ¢ +— (cost,sint) betrachten wir den in [10], Theorem 7.30, S. 118,
behandelten Operator Sy : C%*(I") — C'*(T') sowie seine parametrisierte Form, die
in [10], Problem 7.2, S. 124, angegeben ist. Der dort in allgemeiner Form angegebene
Kern

4 sin? tT .
p(t,T) = IHW |T| T / ( )|2|x (o)|do, t#T,

wobei |I'| = 27 die Linge des Einheitskreises bezeichne, vereinfacht sich mit Hilfe
trigonometrischer Identitdten zu

(t.7) l 4 sin? t*TT n 4
7) = In —
P (cost —cosT)? + (sint —sin7)? ||
1 21 1 5
_ i 20d
T Jo " (cost — coso)? + (sint — sino)? Vsin®o + cos? o do
U S B 1
= In—s—=+—— — In d
4 sin? T 2r 2w 4 sin? t_T" ?
1 [ t—
= 24 — In (4 sin? ) do.
2w J, 2

Nun liefert [10], Lemma 8.21, S. 146, dass

1 t—
— / In (4 sin®
2 Jo

J) do =10

gilt.
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Damit hat der Operator Sy im Fall des Einheitskreises nach [10], Problem 7.2,
S. 124, fiir eine Dichte 1) € C5:* die parametrisierte Form

(sOJJ) 1) = - ZW{—m <4sin2t;7—) +p(t,7‘)} &(r) dr, teo,2q],

4r Jo

1 2m t — .
= - i {—ln<4sin2 2T)+2} W(T) dr.

Ein Vergleich mit dem Operator L aus (4.32) zeigt, dass dieser mit Sy fiir Dichten
(NS C’gfe {ibereinstimmt.

Der Operator Sy ist jedoch nach [10], Theorem 7.30, S. 130, bijektiv mit einer
beschrénkten Inversen. Damit ist der Operator L als Einschrankung von S, auf die
2m-periodischen und geraden Funktionen ebenfalls injektiv.

Um die Surjektivitit von L auf 021773@ einzusehen, betrachten wir f € C'Ql;r‘fe C .

Dann existiert ein 1 € Cg;f‘, so dass Spv = f gilt. Wir berechnen fiir t € R

f(=t) = ! %{—m <4sin2 _tQ_T) +2} W(T) dr

Ar Jo

_ {_m <4sin2 _t;T) +2} Y(=7) - (=1) dr

Ar Jo

0 72

= i 2ﬂ{—1n<4 [—sintQT] >+2} Y(—7) dr
2m

= i i {—ln<4sin2tg7>+2} Y(—7) dr.

Auf Grund der Geradheit von f ist jedoch fiir t € R

1 2 t—
0=f(t)— f(—t) = E/o {—ln (4sin2 i T) + 2} (v(r) —¥(—7)) dr,
woraus mit der Injektivitdt von Sy
(1) —Y(—71) =0 fir alle 7 € R

und damit ¢ € CO% folgt. Es ist dann sogar L) = f.

2m,e

Insgesamt erhalten wir, dass auch der Operator L bijektiv mit einer beschréink-

7 1, Oa - .o 3 .
ten Inversen L~1 : Cy% — (3% ist, wobei die Beschriinktheit der Inversen aus

Satz 2.16 sowie aus dem Satz von Banach (vgl. [11], Satz 12.3, S.75) folgt. O
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Satz 4.12 Der in (4.25) definierte Operator I?D,p ist ein kompakter Operator von
C(0D) nach Cy*

2me*

Beweis: Der durch (4.19) definierte Operator Kp r ist ein Doppelschichtpotential-
operator iiber den #uferen Rand dD und als solcher nach Satz 3.27 in R? \ 9D
2-mal stetig differenzierbar , d.h. er ist insbesondere ein beschrinkter Operator von
C(0D) nach C*(T'), da T' C R? \ &D kompakt ist. Auf Grund der reguldren, 3-mal
stetig differenzierbaren Parametrisierung von I'" und der beliebig oft differenzier-
baren Cosinus-Substitution ist auch der durch (4.25) definierte Operator Kp r ein
beschrinkter Operator nach C?(R). Da der Cosinus eine 27-periodische und gerade
Funktion ist, bildet K p.r sogar beschriinkt nach C3__ ab.

2me
Durch Ausfiihren der Einbettungsabbildung aus Satz 2.17 erhalten wir schlieflich,
dass der Operator Kp r nach C’Qlffe abbildet. Die Kompaktheit der Einbettungsab-
bildung liefert dann zusammen mit der Beschranktheit von K pr als Operator nach
C2__ die Kompaktheit von K pr als Operator von C(0D) nach Cy° O

2m,e 2m,e*

Satz 4.13 Der in (4.27) definierte Operator Lg ist ein kompakter Operator von
C¥ nach C3°

2m,e 2m.e*

Beweis: Der Kern des Operators Ly ist auf Grund der Cosinus-Substitution in
der ersten Variablen 2m-periodisch und gerade, d.h. Ly bildet in den Raum der
2m-periodischen und geraden Funktionen ab.

Wir zeigen weiterhin, dass der Kern K 2-mal stetig differenzierbar auf ganz R? ist.
Dazu betrachten wir fiir sq, 89 € [—1,1], 51 # $9,

4(81 — 82)2 47

2(s1) — 2(s9)[2 [T
(o) = (el 0 )

. / inod
T J, n|x(31)—x(cosa)|2‘x (coso)|sino do

Ko(s1,85) = In

und zeigen, dass IN(O zusammen mit allen partiellen Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung auf [—1,1)? stetig ergéinzbar ist. (Wir beschriinken uns an dieser Stelle
exemplarisch auf den Beweis der stetigen Ergénzbarkeit von I~(0 und B%II?O. Die
Beweise in den anderen Fillen verlaufen analog.)

Wir betrachten dazu die Funktion

4(81 — 82)2

[2(s1) — x(s2) >

ko(s1,82) :=1In s1,82 € [—1,1],
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sowie die Taylorentwicklung der Parametrisierungsfunktion x als Funktion in s; um
den Punkt s,. Wir erhalten

x(s1) — x(s2) = (81 — $2) ~:c'(£1(31, $2)) (4.37)
und damit
lim ko(s1,55) = lim 1 A N (4.38)
ams O L (@ L) e ()] '

Auf Grund der Regularitdt der Parametrisierungsfunktion existiert der Grenzwert
fir alle s, € [—1,1].

Man beachte hierbei, dass die Notation ungenau ist. Da die Taylorentwicklung fiir
die vektorwertige Funktion = komponentenweise zu verstehen ist, existieren auch
die Zwischenstellen £!(¢, s) komponentenweise. Es ist also

1
1 ,_ £i (51, 82)
§ (51,32)- ( 521(51,32) )
Fiir die erste partielle Ableitung von l?o nach s; betrachten wir

Oko(s1, 52) |z(s1) — x(s2)|”
05, 4(s1 — s59)?
8(s1 — s2)[z(s1) — w(52)[* — 8(s1 — 52)*(x(51) — 2(82), ¥'(51))
|(s1) — (s2)[*
2]z (s1) — 2(s2)[* = 2(s1 — so)(@(s1) — 7(s2), 2" (51))

(s1 = s2)|x(s1) — x(s2)]?
(w(s1) — x(s2), T(s1) — w(s2) — (51 — 82) - /(1))

(s1 = s2)|z(s1) — x(s2)[?

= 2

sowie die Taylorentwicklung (4.37) und die Taylorentwicklung

(89 — 51)*

S (@ es), (439)

x(s1) — w(s2) — (51— 82) - 2'(51) =

wobei auch hier die Zwischenstelle £2 komponentenweise aufzufassen ist.

Einsetzen der Taylorentwicklungen fiihrt im Grenziibergang zu

lim Oko(s1, 52) —  lim 2<$(31) — (s2),x(51) — x(s2) — (51 — 52) - 2'(s1))
si—s2 08y $1—52 (s1— s2)|x(s1) — x(s9)|?
_ o B2 8N @ (s 82)), 2"(E2(51, 52))
5152 (s1 = s2)3[a’ (& (1, 52))
__ (@(s2), 2"(s1)) (4.40)

2 (s2)]>
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und die Regularitdt der Parametrisierungsfunktion liefert wiederum die Existenz
des Grenzwerts fiir alle sy € [—1,1].

Aus (4.38) und (4.40) (sowie analogen Ergebnissen fiir die tibrigen partiellen Ab-
leitungen bis zur zweiten Ordnung) ersehen wir, dass ko in C? ([—1, 1]?) liegt. Die
entsprechenden Eigenschaften der {ibrigen Terme von I?O sind offensichtlich oder
folgen aus Satz 3.23, da der dritte Term in (4.36) ein Einfachschichtpotential iiber
I mit konstanter Dichte ist. Wir erhalten somit, dass auch K in C2 ([—1, 1]2) liegt.

Die entsprechende Eigenschaft des Kerns K folgt nun mit Hilfe der Analytizitéit
des Cosinus und der Kettenregel aus der Identitét

Ko(t,7) = Ko(cost, cos ).

Die Kompaktheit des Integrationsgebiets liefert zusammen mit der 2-mal stetigen
Differenzierbarkeit des Kerns, dass der Operator L ein beschrinkter Operator von
C2* nach C2__ ist.

27,e 2m,.e

Durch Anwenden der Einbettungsabbildung aus Satz 2.17 erhalten wir schlieflich,

dass der Operator Ly ein kompakter Operator von Cg;r‘f‘e nach Cgl;r‘f‘e ist. O

Folgerung 4.14 Die in (4{.34) definierte rechte Seite von (4.35) liegt in Cy°,

2me*

Beweis: Die rechte Seite der zweiten Gleichung von (4.35) ist auf Grund der
Cosinus-Substitution 2m-periodisch und gerade. Die holderstetige Differenzierbar-
keit der rechten Seite folgt wiederum aus Satz 3.23, da die rechte Seite als Einfach-

schichtpotential iiber den C®-glatten Bogen I' mit konstanter Dichte in C3, , C C'Qlfe
liegt. O

Satz 4.15 Der in (4.18) definierte Operator Kp ist ein kompakter Operator von
C(0D) nach C(0D).

Beweis: Es sei y : [0,27) — R? eine 2-mal stetig differenzierbare, 27-periodische,
regulidre Parametrisierung von 0D mit positiver Orientierung. Fiir ¢, s € [0, 27) mit
t # s ist der Kern von Kp in parametrisierter Form gegeben durch

_0%(y(t).y(s)) 1 < ' ()" () —yls) >

k(t,s) = ()| y(t) —y(s)[?

dv(y(s)) 2

Seine Stetigkeit fiir ¢t # s ist offensichtlich.
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Um die stetige Ergénzbarkeit fiir ¢ = s einzusehen, entwickeln wir die Parametri-
sierungsfunktion y nach Taylor um s bis zur ersten und bis zur zweiten Ordnung.
Wir erhalten

y(t) —y(s) = (t—s)-y'(€(ts) (4.41)
y(t) —y(s) = @—Sf@@)+%@—ﬁzy%g@ﬁ»- (4.42)

Man beachte, dass auch hier die Notation ungenau ist, da die Zwischenstellen in
den Taylorentwicklungen komponentenweise zu verstehen sind.

Wir setzen nun (4.42) in den Zahler und (4.41) in den Nenner von & ein und erhalten

1 R (=) y(s) At — 9yt )
Khs) = <wwn’ ESRTGEIOE >
|

() 1 /e vEs)
t—@<| |y8@$ﬂ>+4<|%ﬂ W@@$W>
) <y@L "wu@>>
O € )P

Aus t — s folgt aber auch &1, €2 — s, und wir erhalten

LW e\ _ 1 (e )
im k(.9 = 3 (LT o) '

A ly'(s)I?
Auf Grund der Regularitit der Parametrisierung existiert der obige Grenzwert fiir
alle s € [0,27), was die stetige Ergénzbarkeit von k fiir ¢ = s impliziert.

t—s

Damit ist der Operator Kp nach Abschnitt 2.2 ein Integraloperator von C(0D)
nach C'(0D) mit stetigem Kern und als solcher nach Satz 2.9 kompakt. O

Satz 4.16 Der in (4.24) definierte Operator I?F,D ist ein kompakter Operator von
Y nach C(9D).

2m,e

Beweis: Der Kern von l?n p hat die Gestalt

1 n 2w / | 1
n————— + = — — n————
[y —a(cosT)| |T| [T Jo |y —a(cos o)

mit y € 0D und 7 € R. Da I'NdD = () ist, ist der Kern kr p stetig auf 0D x R.

EF,D(?/? T) = l

|z’ (cos o)|sino do

Damit ist der Operator Kp p nach Abschnitt 2.2 ein Integraloperator von C’2 nach
C(0D) mit stetigem Kern und als solcher nach Satz 2.9 kompakt. O
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Folgerung 4.17 Die in (4.33) definierte rechte Seite von (4.35) liegt in C(OD).

Beweis: Folgt direkt aus Satz 3.13. 0

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, das abschlieBende Resulat
dieses Abschnitts, die Existenzaussage, zu formulieren.

Satz 4.18 Das Problem 4.1 ist eindeutig ldsbar.

Beweis: Wir greifen das gegebene Integralgleichungssystem in der Form von (4.35)
auf und formen es durch Linksmultiplikation mit dem nach Satz 4.11 invertierbaren

Operator
Id 0
0 Lt

dquivalent um.

Dann hat (4.35) die Form

(Id— A) (0 _ —2qfp

@ —L7 fr
wobei der Operator A : C(0D) x C5:*, — C(dD) x C3* . gegeben durch

2m,.e e’

R T
—L! KD,F —L! Lo 7

nach den Satzen 4.12, 4.13, 4.15 und 4.16 sowie nach den Sétzen 2.3 und 2.4 kompakt
ist.

Das Hauptergebnis der Riesz-Theorie (vgl. Folgerung 2.6) impliziert nun, dass die
Gleichung (4.35) eine eindeutig bestimmte Losung (v, ¢) besitzt, da das zugehorige
homogene Gleichungssystem nach Satz 4.10 nur trivial losbar ist. Mit den Sdtzen
4.5 bis 4.10 folgt schlieBlich, dass auch das Problem 4.1 eine Losung besitzt. Diese
ist nach Satz 4.4 eindeutig bestimmt. O



Kapitel 5

Numerische Behandlung

Wir werden in diesem Kapitel eine Methode zur numerischen Berechnung von Néhe-
rungslosungen fiir das Problem 4.1 entwickeln, die auf der in Abschnitt 4.3 vorge-
stellten Existenztheorie basiert.

Insbesondere sind wir dabei an Ndherungslosungen fiir die Dichten ¢ und ¢ inter-
essiert. Wir werden solche Néherungen durch Reduktion des zu Grunde liegenden
Integralgleichungssystems auf ein lineares Gleichungssystem mit reellen Variablen
erreichen, in dem wir die reellen Variablen als Koeffizienten in einem endlich di-
mensionalen Unterraum interpretieren, in dem die Losungen ¢ und @ angenédhert
werden. Wir wenden dabei eine in [10], Chapter 13, beschriebene Kollokationsme-
thode in einer Weise an, wie sie in [13] vorgeschlagen wird.

Wir greifen das Integralgleichungssystem in der Form von (4.35) auf. Dann ist der
Operator

Id 0 N 2qKp 2qf~(r,D
0 L KD,F Lo

ein Operator von C(9D) x C9:* nach C(9D) x Cy°

2m,e 2m.e*

Wir wéhlen eine 27-periodische, 2-mal stetig differenzierbare Parametrisierung y
von 0D mit positiver Orientierung, um (4.35) erneut umzuformen und erhalten

Id 0 2wKp 20K 0 —9 7,
n qi\p ZqAKr p (0 _ QfD (5.1)

—fr

0 L Kpr Ly

AN
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mit ¥ (t) := ¥ (y(t)) fiir ¢t € [0, 27] sowie

(I?Dlz) () = /0 (D) dr L [0,27], (5.2)
(I?D,FIZ) (t) = /0 Tor(t, D)) dr, t € [0,27], (5.3)
(Reod) 1) = (Ko@) (1)), t € [0,2n], (5.4)
folt) = foly(t), t €[0,2m]. (5.5)
Dabei haben wir
Boit.r) = DSy bre o)
/k\:DI(t,T) = 0(x <CE)SZ)S§J<T>)|y'(T)|, t,7 € [0,2m7],

gesetzt.

Der auf diese Weise definierte Operator

Id 0 20Kp 2qKrp
"

S+ A) = R
( 3 0 L Kpr Ly

(5.6)

. . 0, v 1. .
ist ein Operator von Cor x Cj, nach Cor X Oy, und erméglicht uns so eine

Diskretisierung mittels trigonometrischer Interpolation.

e’

5.1 Trigonometrische Interpolation

Dieser Abschnitt dient der Einfithrung geeigneter endlich dimensionaler Unterrdume
trigonometrischer Polynome sowie zugehoriger Interpolations- und Projektionsope-
ratoren. In diesen Rdumen wird dann in Abschnitt 5.4 die numerische Approxima-
tion erfolgen.

Definition 5.1 Firn € N heifst die Menge

n n—1
T, = {Z ay, cos(kt) + Zﬁk sin(kt) : oy, B €R, t € R} (5.7)
k=0 k=1

Raum der trigonometrischen Polynome. Er ist ein 2n-dimensionaler reeller Vektor-
raum und enthalten in Csy;.
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Weiter heifit die Menge

T, e = {Z agcos(kt) : ap €R, t € R} (5.8)
k=0

Raum der geraden trigonometrischen Polynome. Er ist ein (n + 1)-dimensionaler

reeller Vektorraum und enthalten in 0217:1@ - Cgf‘e

Satz 5.2 Fiir n € N sei eine dquidistante Unterteilung von [0, 2] gegeben durch
ty == = fiiri = 0,...,2n — 1. Dann existiert fir beliebiges f € Ch genau ein
uy € T, mit der Eigenschaft ug(t;) = f(t;) firi=0,...,2n — 1.

Dabei sind die Koeffizienten von uy gegeben durch

2n1

o = —Zf ) cos(kt;) k=0,...,n,
2n1

O = —Zf ) sin(kt;) E=1,....,n—1.

Beweis: vgl. [15], Abschnitt 3.2, S. 145ff.

Lemma 5.3 Fiir eine dquidistante Unterteilung von [0, 2] wie in Satz 5.2 hat die
so genannte Lagrange-Basis von T,, die Form

Li(t) == % (1 +2 z_: cos(k(t —t;)) + cos(n(t — tj))> (5.9)

fir g =0,...,2n— 1 und t € [0,27|. Ihre Elemente bilden eine Basis von T, und
erfillen dariber hinaus die Bedingung

Li(ty) = 05, fiir alle j,k €0,...,2n — 1. (5.10)

Beweis: vgl. [15], Lemma 2.3, S. 147.

Lemma 5.4 Firn € Nundj=0,...,2n—1 seien L} die Elemente der Lagrange-
Basis von T,,. Dann bildet die Menge

{L(;,L" L"+L2n].j:1,...,n—1} (5.11)

eine Basis von T, ..
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Beweis: Um einzusehen, dass die Elemente von (5.11) tatséchlich in 7;, . enthalten
sind, reicht es zu zeigen, dass sie gerade sind. Wir rechnen folglich fiir alle t € R
nach, dass

Ly(—t) = % (1 +2 icos(k:(—t)) + Cos(n(—t))>

= (1 +2 Z cos(kt) + cos(nt))

= L30),

n—1
1
Ly(—t) = 7 142 cos(k:(—t—7T))+cos(n(—t—7r))>
" k=1
1 n—1
= 5 142 COS(k(t—W))+COS(TL(t—ﬂ'))>
n
=1
= Ly(1),
n—1
1 k(—=2t — 27 E(—t; + ton_.;
Li(=t) + L, ;(=t) = %<2+4 Ccos ( 7 )cos ( J2 2n-j)
k=1
—2t — 2 —t:+ toy,
+2cosn( W)COSM i+ ton)
2 2
n—1
1 k(2t — 27) k(—t; + ton—j)
= %<2+4;cos 5 cos 5
2t —2 —t; + toy_;
+2cosn( 5 ) cosn( J;r 2 J))

gilt. Die Basiseigenschaften von (5.11) folgen nun aus der linearen Unabhéngigkeit
der Lagrange-Basis von T}, und der Dimension von 7;, .. O

Satz 5.5 Firn € N seien die Ridume T,, und T,,. mit einer dquidistanten Unter-
teilung von [0, 2] versehen (vgl. Satz 5.2). Dann werden durch die Abbildungen

2n—1

C%agHZ JLYET,

sowie
2n—1

CgfeafHZf )Lt €Ty, k=01,
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beschrankte, lineare Operatoren P, : Ca — T}, sowie sz’f : C@;ﬁ; — T flirk=0,1
gegeben.

Die Operatoren heiffen trigonometrische Interpolationsoperatoren auf 1), bzw. T, ..
Sie sind Projektionsoperatoren mit
P, = pho k=01,

k,a n,e ?
CQw,e

und erfillen fiir alle g € O3

Inn
2 gl

|1 Png — glloo < C fir alle o € (0,1], k=0, 1. (5.12)

Beweis: vgl. [10], Theorem 11.2, S. 180; [10], Theorem 11.6, S. 184 sowie [10],
Theorem 13.4, S. 219.

Lemma 5.6 FEs sei t, = %’T fir k =0,...,2n — 1. Dann gilt fir den in (4.52)
definierten Operator L

R 1, m=0,te|0,2n],
(L cos(m(- — tk))) t={ 1 (5.13)

o cos(m(t —tg)), meN, tel0,2n].

Beweis: Fiir t € [0,27], k =0,...,2n — 1 und m € Ny ist

(Z cos(m(- — tk))> ) = - " {_ In (4sin2 ! > T) + 2} cos(m(r — ;) dr

dm Jy
— 1 t In (4 sin? f) cos(m(t — s —ty))ds
47 t—2m 2
1 21
+ o ), cos(m(rT — t)) dr
= _ 7 In (4 sin? f) cos(ms) ds cos(m(t — ty))
dr J 2
b - In (4 sin? f) sin(ms) ds sin(m(t — t1,))
a7 J, 2
1 2w
+ D i cos(m(1 — ty)) dr,

wobei wir s = t — 7 substituiert, die 27-Periodizitdt des Integranden sowie ein
Additionstheorem fiir den Cosinus ausgenutzt haben.
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Zum einen ist
1 [27 1, m=0,
o /0 cos(m(tT —ty)) dr =

zum anderen gilt nach [10], Lemma 8.21, S. 146,

1 o <2 t mt B
— In{4sin®“ =) "™ dt = 1
21 Jo 2 ——, meN,

m

was insbesondere bedeutet, dass die Integrale {iber die Sinus-Terme identisch ver-
schwinden.

Aus den Werten der Integrale iiber die Cosinus-Terme erhalten wir fiir alle ¢ € [0, 27]
und fir k=0,...,2n—1

(z cos(m(- — tk))) t) = — ﬁ /027T In (4 sin? g) cos(ms) ds cos(m(t — ty))
+ % OQW cos(m(T — ty)) dr
1, m = 0,

1
3 cos(m(t —tg)), m &€ N.

O

Folgerung 5.7 Der in (4.52) definierte Operator L bildet T, bijektiv nach T, .
ab. Die Elemente aus T, . sind dabei exakt integrierbar und L hat auf der Lagrange-
Basis von T,, die Werte

n

(EL;?) (1) = % (1 + ; % cos(k(t — ;) + Qi cos(n(t — tj))) . (5.14)

Beweis: Wir wenden Lemma 5.6 fiir m € N und t; = 0 an und sehen, dass L
auf Grund seiner Linearitét Ausdriicke in der Form von (5.8) wieder auf Ausdriicke
in der Form von (5.8) abbildet. Dabei werden die Ausdriicke exakt integriert, was
ebenfalls aus Lemma 5.6 deutlich wird.

Die Bijektivitat auf 7, . erhalten wir dann aus der Injektivitét von L auf 03;36 und
aus der Tatsache, dass T), . endliche Dimension hat.

Fiir die Werte von L auf der Lagrange-Basis von T, wenden wir erneut Lemma 5.6
auf die Darstellung (5.9) der Lagrange-Basis von T,, an. O
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5.2 Ein Kollokationsverfahren

Der auf Seite 62 eingefiihrte Operator S + A macht deutlich, dass die numerisch zu
approximierende Integralgleichung von erster Art ist. Ein in einem solchen Fall auf
Grund seiner guten Konvergenzeigenschaften und seiner Vielseitigkeit geeignetes
Verfahren ist das so genannte Kollokationsverfahren, dessen Idee darin besteht, die
Losung einer Gleichung der Form

Ap=f

in endlich dimensionalen Unterrdumen in Bild- und Urbildraum anzunéhern, wobei
es ausreicht, dass die obige Gleichung nur auf einer unisolventen Menge von Punkten
im Bildraum erfiillt ist. Wir definieren formal:

Definition 5.8 (Kollokationsverfahren) Es seien X und Y Banachrdiume mit
Y C C(G); es sei A : X — Y ein beschrinkter, linearer Operator. Fir n € N
seien weiter Unterraume X,, C X und Y,, CY mit dim X,, = dimY,, = n sowie so
genannte Kollokationspunkte x§"’, e ,a:,(ln) € G gegeben, so dass 'Y, beziiglich dieser

Punkte unisolvent ist.

Dann besteht das Kollokationsverfahren zur ndherungsweisen Losung der Integral-
gleichung
Ap=f,  feYpeX, (5.15)

in der Bestimmung einer Lisung ¢, € X,, so dass die Gleichung (5.15) in den
Kollokationspunkten erfillt ist, d.h. dass

(Agn) (@) = f(),  j=1,....m, (5.16)

qgilt.

Wir interpretieren im folgenden die oben beschriebene Kollokationsmethode als
Projektionsverfahren (vgl. [10], Section 13.3, S. 225ff.), indem wir (5.16) in der
folgenden Weise auffassen.

Lemma 5.9 Unter den Bedingungen von Definition 5.8 lost ¢ € X die Gleichung
P A(PY¢) =P, f (5.17)

genau dann, wenn PXp € X, die Gleichung (5.16) lost, wobei der Operator PX
ein Projektionsoperator auf den Unterraum X, und PY der Projektions- und In-
terpolationsoperatoren auf den mit der Lagrange-Basis an den Kollokationspunkten
versehene Unterraum Y, sei.

Dabei entsprechen die Gleichungen (5.16) bzw. (5.17) einem reellen n x n Glei-
chungsystem.
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Beweis: Es seien also {ugn), . ,ug")} eine Basis von X,, und {UY‘), e ,vﬁln)} die
Lagrange-Basis zu den Kollokationspunkten von Y,,.

Sei zuniichst ¢ € X eine Losung von (5.17). Wir definieren ¢,, := PX¢ und sehen,
dass ¢, € X,, liegt.

Weiter besitzen PY f und PY Ay, fiir alle ¢, € X,, auf Grund der Eigenschaften
der Langrange-Basis eine Darstellung der Form

n

PY A, =Y (Ahy) (2§ )i

j=1
bzw. .
RT3
j=1
woraus wir erhalten, dass ¢, die Gleichungen (5.16) fir j = 1,..., n erfiillt.

Sei andererseits ¢, € X, eine Losung von (5.16). Dann definieren wir ¢ := ¢,, € X
und sehen, dass auf Grund der Projektionseigenschaft von PX auch PX¢ = ¢, € X,
eine Losung von (5.16) ist.

Wir setzen nun

fn = Z f(:pgn))vj(-n) €y,
j=1

sowie
n

Vo =Y (APFg) (@i e Y,
j=1
und erkennen aus (5.16) und auf Grund der Eigenschaften der Lagrange-Basis,
dass 1, = f, gilt. Mit Hilfe der Projektionseigenschaft von P} gilt zudem sowohl
fn = PY f, als auch ¢, = PY1),,, womit ¢ € X eine Losung von (5.17) ist.

Nutzen wir weiterhin aus, dass auch ¢, € X,, eine Basisdarstellung der Form

on =y’
k=1

mit reellen Koeffizienten 7, ..., 7, besitzt, so konnen wir (5.17) bzw. (5.16) auch
in der Form

oA @) = f@f), =1, (5.18)
k=1
also als n x n-Gleichungssystem mit reellen Koeffizienten auffassen. OJ

Wir merken an dieser Stelle an, dass das in Definition 5.8 beschriebene Verfah-
ren auch in der Umformulierung von Lemma 5.9 nur ein semi-diskretes Verfahren
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ist, da der auftretende Operator A in der Regel auch auf den Basisfunktionen wuy,
k=1,...,n, des Urbildraums X, nicht exakt ausgewertet werden kann.

Fiir eine vollstandig diskretes Verfahren muss daher auch der Operator geeignet
approximiert werden.

5.3 Ein Quadraturformel-Verfahren

Dieser Abschnitt dient der Einfithrung eines Approximationsverfahrens fiir Integral-
operatoren durch so genannte Quadraturformeln. Diese werden benétigt, um, wie
in Abschnitt 5.2 angesprochen, das dort beschriebene semi-diskrete Kollokations-
verfahren in ein vollstdndig diskretes Verfahren zu iiberfiihren.

Definition 5.10 Fir n € N und [a,b] C R sei eine Unterteilung von [a,b] gegeben

durch a < =" < 2" < ... < 2" < b. Weiter sei f € Cla,b]. Eine Folge von

Quadraturformeln
Qu(f) =) o f@"),  neN " eR j=0,...n,

zur Approximation des Integrals

b
= [ s
heifit konvergent, falls fiir jedes f € Cla, b

lim Qn(f) = Q(f)

n—oo

qgilt.

Satz 5.11 (Steklov) Eine Folge (Qn) von Quadraturformeln ist konvergent, falls
sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

e [ir alle Polynome p gilt Q,(p) — ffp(s) ds, n — oo.

e s gz’ltoém >0 firj=20,...,n und fir alle n € N.

Beweis: vgl. [15], Satz 5.3, S.259.
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Satz 5.12 Es sei [a,b] C R ein Intervall und f € Cla,b]. Dann ist die Quadratur-
formel-Folge der so genannten zusammengesetzten Trapezregeln der Form

b—a
n

T b—a

Qn(f) =

310+ 2 Sl T+ 50

n
konvergent.

Beweis: vgl. [15], Abschnitt 4.5.1, S. 259.

Folgerung 5.13 Es seien X,Y = Cla,b] Banachriume und x; = a + i - b_T“ fiir
i =0,...,n eine dquidistante Unterteilung von |a,b] wie in Satz 5.12. Weiter sei
A: X =Y ein Integraloperator mit stetigem (differenzierbarem) Kern, d.h. es gelte

b
(o) ()= [ Ktr)elr)dn,  telabl g Clab
Dann sind fiir n € N die Operatoren A, : X — Y mit
(An(p) (t) = QZZ(K(t? ')90)7 le [av b]v pE C[a’a b]

numerische Approzimationsoperatoren mit der Eigenschaft ||Ano—Ap|leo — 0 (bzw.
| Ane — Ap|l1.00 — 0) fiir n — oo.

Beweis: Fiir festes ¢ € Cla, b] ist die Folge (Ancp) neN punktweise konvergent gegen
Ap € Cla, b, da auf Grund der Konvergenz der Quadraturformel-Folge (Qz:)

(Ang) (t) = QL (K (t,)p) — Q(K(t,)p) = (Ap)(t)  fiir n — o0
und fiir alle t € [a, b] gilt.

neN

Dariiber hinaus ist die Folge (An<p) ey gleichgradig stetig, da wir wegen der Kon-
vergenz der Quadraturformel-Folge und der gleichméfligen Stetigkeit von K auf
[a,b] x [a,b] zu vorgegenem & > 0

[(402) (1) = (Ang) (5)

= Jer (1K) - K )e)]
< (C max }K(t,T) - K(SaT)}HSOHOO

T€[a,b]
< COlellos - €

fir alle [t — s| < § und alle n € N abschétzen konnen.

Dann konvergiert nach [10], Problem 12.1, S. 216, die Folge (A,,) punktweise gegen
A, d.h. es gilt [|[A,p — Apllee — 0 fiir n — oo und fiir alle ¢ € Cla, b)].

Falls der Kern K differenzierbar ist, so lassen sich die obigen Abschétzungen auch
fiir die Ableitungen von A, und Ay beweisen, so dass wir zusammen die Aussage
erhalten, dass ||A,¢ — Ap|l1.00 — 0 fiir n — oo und fiir alle ¢ € Cla, b] gilt. O
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5.4 Das numerische Verfahren

Nach den Vorbereitungen aus den letzten Abschnitten werden wir nun das nume-
rische Verfahren fiir die Approximation der in Abschnitt 4.3 entwickelten theoreti-
schen Losung vorstellen.

Gegeben seien die Banachriume X? = YP := Cy, X1 := C0* und YT := C1°

2m,e 2m.e*

Weiter seien fiir n € N gerade die endlich dimensionalen Unterrdume gegeben durch
XP =YD =T sowie X, =Y, :=T,. Auf T» und T), seien weiter dquidistante
Unterteilung von [0, 27] gegeben. (vgl. Satz 5. 2)

Dann entspricht das Kollokationsverfahren aus Definition 5.8 zur ndherungsweisen
Losung der Integralgleichung (5.1) mit Hilfe der Umformulierung aus Lemma 5.9
sowie der in Satz 5.5 eingefiihrten Projektionsoperatoren P,, PY¢ und P& dem
Losen des linearen Gleichungssystems

Ps 0 Id+2qKp 2qKrp Ps) ~2¢Ps fp (5.19)
0 P Kpr  L+1Ly ) \ Ple3 —Plefn )

Wiéhrend der Operator L Elemente aus T, exakt integriert (vgl. Folgerung 5.7),
trifft dies auf die iibrigen Operatoren nicht zu. Wir definieren daher die nume-
rischen Approximationsoperatoren mit Hilfe der zusammengesetzten Trapezregeln
(vgl. Folgerung 5.13) fiir die in (5.2) bzw. (5.3) definierten Integraloperatoren Kp
und K p,r durch

n—1

(KBoy) () = 223 Folt, )iy (t),
=0
n—1

(Kg,r?/fg> (t) = Q%ZED,FU,%W%(%)-
=0

Wir haben an dieser Stelle ausgenutzt, dass die Parametrisierung der Integralanteile
iiber 0D 2m-periodisch ist, dass also die Werte der Integranden in den Endpunkten
der Integrale iibereinstimmen.

Die in (5.4) bzw. (4.27) definierten Integraloperatoren I?F,D und L, beinhalten
nicht periodische Integrale tiber [0, 7], so dass wir in diesen Féllen als numerische
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Approximationsoperatoren

(Koo O = = |3 notu(0. )

+ E%F,D(y(t)atj)ﬁpn(tj) + %%F,D(y(t)atn)%on(tn)] )

(Zoea) 0 =

313

5 (alt ) = )t

—_

n—

1

<.
Il

erhalten.

+ ) (Kolt,t;) —4)ealty) + % (Kolt,tn) —4) ‘P"(m]

Fiir eine Darstellung als lineares Gleichungssystem in R™ in der Form von (5.18) ist
das Verhalten der Approximationsoperatoren auf den Basisfunktionen von X und

XL zu betrachten. Es gilt

n—1
» 2T ~ n
(Kﬁsz) (t) = — D kp(t,ts)La(ts)
§=0
21 ~
= —kD(t,tzk), k:(),...,n—l, (520)
n
n 2 nil/\
(Kprls) () = =53 Eorlt tay) Li(tay)
j=0
2T ~
= —kD7p(t,t2k), /{ZZO,...,H—L (521)
n

wobei wir die Eigenschaft (5.10) der Lagrange-Basis auf T'» ausgenutzt haben.

Auf gleiche Weise errechnet sich

.
ﬂ' ~

— k t),t
m, F,D(y( )7 k>7

7T~

(KEofD) @ = { Thep(ylo) )

0,

(Zore) v = = (Kot ) — 4).

0,

5 (Folt. 1) = 4).

k=0,n,

k=1,...,n—1, (5.22)
k=n+1,...2n—1,
k=0,n,

k=1,...,n—1, (5.23)
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Da wir das Verhalten des Operators L auf T, bereits aus Folgerung 5.7 kennen,
sind wir nun in der Lage, das die Integralgleichung (5.1) approximierende lineare
Gleichungssystem mit reellen Variablen in der Form von (5.18) anzugeben. Dabei
entstehen fiir t = ¢; und j = 0,...,n aus (5.14) und (5.20) bis (5.23) die Eintrége

der Matrix
((Auk) (SL’])> |

aus (5.18).

Wir merken abschlieend noch an, dass auf Grund der Struktur der Basis von T,, .
fiir eine Funktion ¢, € T}, .

n—1 2n—1

on =Ly + > WL} + Ly, ;) + Ll = Z vLy
7j=1
mit y; = yan—; fiir 5 =1,...,n — 1 gilt, bzw. dass fiir eine Funktion ¢ € C’;WO‘e
2n—1 n—1
Pio =Y oty L} = o(to)Lg + > @(t;) (L] + Ly,_;) + ¢(tn) L,
j=0 J=1

gilt. Dies bedeutet, dass wir (5.19) und damit auch (5.18) mittels der beiden oben
angegebenen Beziehungen von einem a priori 3n x 3n-Gleichungssystem auf ein
(2n+ 1) x (2n + 1)-Gleichungssystem reduzieren kénnen.

5.5 Konvergenzanalysis
Wir werden nun das im letzten Abschnitt entwickelte Verfahren fiir die Bestimmung
einer Ndherungslosung zu Gleichung (5.1) auf Konvergenz untersuchen.

Wir bedienen uns dazu des folgenden allgemeinen Resultats.

Satz 5.14 Gegeben sei die Gleichung

Sp—Ap = f,

wober S : X — Y ein linearer, beschrinkter Operator mit beschrdinkter Inverser
S7L:Y - X und A: X — Y ein kompakter Operator sei, so dass der Operator
S — A injektiv ist. Weiter seien fiir n € N Unterrdume X,, C X bzw. Y,, CY mit
dim X,, = dimY,, = n sowie Projektionsoperatoren P, : Y — 'Y, gegeben.

Falls zusdtzlich Y, = S(X,,) fir alle n € N sowie |P,A — A||x—y — 0 firn — oo
gilt, so st die approximierende Gleichung

Pn(S - A)Qpn = P.f (524)
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fiir hinreichend grofies n € N eindeutig ldsbar, und es ezistiert eine Konstante
M = M(S,A) >0, so dass

len — @llx < M|[FuSe — Selly (5.25)

qgilt.

Beweis: Vgl. [10], Theorem 13.12, S.225.

Eine direkte Anwendung von Satz 5.14 auf die Ndherungsgleichung (5.18) ist aus
zwei Griinden nicht moéglich. Zum einen haben wir in Abschnitt 5.4 den Operator A
durch Approximationsoperatoren A,, angenéhert, iiber die Satz 5.14 keine Aussage
trifft, zum anderen konnen wir unter den schwachen Regularititsforderungen der
Existenztheorie keine Konvergenz erwarten.

Die Begriindung hierfiir liegt in der Gestalt des Operators

Id 0
s=( 1)
sowie in der Tatsache, dass die Folge (P,g),en nicht fiir alle g € Cs, gleichméaBig ge-

gen g konvergiert (vgl. [5], Satz 15.17), d.h. es existiert ein g € Cy; mit
1Py — gl £ 0 fiir n — oo,

Wir sehen jedoch aus Satz 3.21, dass sowohl die rechte Seite als auch der Operator
Kr p in der ersten Gleichung von (5.1) 2-mal stetig differenzierbar sind. Fordern
wir nun auch von der Parametrisierung von 9D eine hohere Regularitét, so dass der
Operator Kp in Cg;f‘ liegt, so iibertrégt sich diese zusétzliche Regularitéit auch auf
die Dichte {Z)\

Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir fiir die semi-diskrete Naherungsglei-
chung (5.24) zu (5.1) das folgende Resultat.

Folgerung 5.15 Fir die Gleichung (5.1) mit einer hinreichend glatten Parametri-
sierung von 0D seien fiir n € N gerade die Unterrdume Xop11 = Yopi1 = Tg X The
sowie die Projektionsoperatoren

~ P 0
P2n+1 = ( 02 Pl,a )

Dann ist die approzimierende Gleichung (5.19) fiir hinreichend groffes n € N ein-
deutig losbar und es gilt die Fehlerabschétzung (5.25) im Produktraum.

aus Satz 5.5 gegeben.
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Beweis: Nach Kapitel 4, Satz 4.18, ist der in (5.1) auftretende Operator von der
Form S — A mit einem invertierbaren Operator S mit beschriankter Inverse S~! und
einem kompakten Operator A. Weiterhin ist der Operator S — A nach Satz 4.10
injektiv.

Der Operator S bildet die Unterrdume Xy, fiir alle n € N bijektiv nach Y5, ab,
da der Operator L nach Folgerung 5.7 den Raum T, . bijektiv auf sich abbildet.

Wir statten weiterhin fiir den Produktraum mit der Maximumnorm aus und be-
rechnen

§2n+1A(’l/}7 QO) - A(’l/ju (p)’

1,a
Czﬂ- XCQﬂ',e

= max {Qq P%(IA(DQ/J + fA{F,DSO) - (IA(D@/) + IA(F,DSO)H 5

1,04}

< maX{Qq ng(m/}—f(m/}” +2(JHngA(r,D90—f?F,D<PH ;

1,04} .

Nun liefern die Beweise zu den Sitzen 4.13 und 4.12, dass K p,ry und Eocp in C3, .
liegen, woraus wir nach [10], Theorem 11.6, S. 184f, erhalten, dass fiir alle aw < 3 < 1

Pé’a(ffpﬂ/f + EOSO) — (IA(D,F@/) + Eow))

P,i’a-ffp,ﬂ/f — IA(D,F@/)’

Pﬁ’aEOSO — zo@’

|
1,

Hpé’af?p,riﬁ - [A(D,Fi/f

P Lt

1,

In n ~ =
< ¢ nb—o <HKD’FwH1,ﬁ + HLOSO 1,6)
Inn
< G ([l + )
gilt, was
|PreRpre - Bore|| +|[PrTop—Tog| —0  firn— oo

impliziert.

Weiterhin folgt aus Satz 3.21, dass I?p, pw in C2_ und damit insbesondere in C’g;f‘

liegt, was fiir K pt auf Grund der hinreichenden Glatte der Parametrisierung von
0D ebenso gilt.
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Damit kénnen wir auch hier mit Hilfe von (5.12)

Hpg[?m/f — f?DwHOO + HngA(F,DSO — [A(F,DSOHOO

Cln—”Q

e 1“”(\»wuoa+HwHM)

IN

R

)

IN

abschétzen, woraus wie oben
HP%I?Dw_I?DwH +HP%[?F’DSO_[?F’DS0H — 0 fir n — oo

folgt.

Wir erhalten also insgesamt, dass

|

fiir n — oo gilt.

ﬁQn—i—lA - AH = sup ’
||(¢,90)||Cg,a Xcg,a #0

Prna A, ) = Al 9)|| = 0

Damit kénnen wir Satz 5.14 auf die Naherungsgleichung (5.19) zu (5.1) anwenden,
und erhalten die eindeutige Losbarkeit von (5.19) fiir hinreichend grofles n € N
gerade sowie fiir 0 < a < # < 1 die Fehlerabschétzung

1,a}

-~

H(¢2n+1a Pon+1) — (¢, )

s Mmax{uw—auw,n n

HOO

ln n
< Mmac {0 el )
l
< ¢22| (@17 H (5.26)
mit v := min{a, 3 — a}, woraus wir die Konvergenz der Naherungslosungen
(Vont1, Pont1) gegen die wahre Losung (v, @) ablesen kénnen. O

Das grundsétzlich positive Resultat von Folgerung 5.15 wird jedoch durch die Kon-
vergenzrate (5.26) getriibt, aus der folgt, dass die Konvergenz unter diesen schwa-
chen Voraussetzungen noch immer beliebig langsam ist.

Der folgende Satz liefert allerdings ein Resultat, mit dem die Konvergenzrate (5.26)
entscheidend verbessert werden kann.
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Satz 5.16 Sei g : R — R analytisch und 2mw-periodisch. Dann existiert ein s > 0
sowie ein Streifen D = R x (—s,s) C C, so dass g zu einer holomorphen und
beschrinkten, 2m-periodischen Funktion g : D — C fortgesetzt werden kann. Dann
wird der Fehler der trigonometrischen Interpolation gegeben durch

wobei M > 0 eine von g und D abhdingige Konstante ist.

coth %

sinhns’

Png—gH <M

Beweis: vgl. [10], Theorem 11.7, S. 185.

Das Ergebnis von Satz 5.16 lésst sich durch die Abschéitzung

|

mit von g abhéngigen Konstanten C' und s zusammenfassen.

P.g— gH < Ce™ (5.27)

Mit der gleichen Argumentation wie vor Folgerung 5.15 kénnen wir die Regularitét
der wahren Losung von (5.1) durch hohere Regularitéitsforderungen an die Para-
metrisierungen von dD und I' beliebig erh6hen. Wir erhalten dann fiir analytische
Parametrisierungen das folgende Resultat.

Folgerung 5.17 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 5.15 mit analytischen
Parametrisierungen von 0D und I" erhalten wir fir die Losung der Ndherungsglei-
chung (5.19) zu (5.1) die verbesserte Fehlerabschitzung

H(%nﬂa Pant1) = (U, s”o’)Hoo < Ce

mit von @ und @ abhdngigen Konstanten C und s

Beweis: Die Analytizitdt der Parametrisierungen von 0D und I' impliziert die
Analytizitat aller in (5.1) auftretenden Operatoren und damit auch die Analytizitat
der wahren Losung. Die Aussage von Folgerung 5.15 bleibt natiirlich auch unter
diesen stédrkeren Voraussetzungen erhalten, allein die Fehlerabschétzung verbessert
sich auf Grund von (5.27) in folgender Weise

1,a}

-~

H<w2n+17 Pant1) — (¥, 9)

)P,}%z _ I3

HOO

< MmaX{HPg{/J\—{p\H ,
< Mmax{C’le_%,Cbe_"”}

~ —ns
Ce™™,

IN



78 Kapitel 5. Numerische Behandlung

wobei s = min {%, 52} ist. O

Wir haben oben bereits erwéhnt, dass wir Satz 5.14 nicht direkt auf das vollstdndig
diskrete Verfahren anwenden konnen, da die numerischen Approximationsoperato-
ren nicht beriicksichtigt werden. Fiir die Betrachtung dieser Situation schafft der

folgende Satz Abhilfe.

Satz 5.18 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.14 an die Operatoren S und A
nehmen wir weiterhin an, dass fiir n — oo sowohl

(PnAn — P, A)Y —0 fiir alle ¥ € X

|

Dann st die approximierende Gleichung

als auch
—0 (5.28)

PA, — PnA)

Xn—Yn
gelte.

fiir hinreichend grofles n € N eindeutig losbar, und es existiert eine Konstante
M >0, so dass

180 = ¢llc < M{[1P.Se = Sl +[|1Pulds = A + Bl = DI} (5:29)

qgilt.

Beweis: vgl. [10], Corollary 13.13, S. 225.

Wir haben oben die Regularitéitsforderungen an die Parametrisierungen erhéhen
miissen, um die Konvergenz des semi-diskreten Verfahren zu erreichen. Dabei war
es ausreichend, die Regularitiit nur soweit zu erhéhen, dass die Losung in Cy® x CS;SG
liegt.

Die Konvergenz des vollstindig diskreten Verfahrens héngt dagegen wesentlich von
der Konvergenz der numerischen Approximationsoperatoren ab. Fiir die zusammen-
gesetzten Trapezregeln werden Konvergenzraten jedoch nur fiir mindestens 2-mal
stetig differenzierbare Funktionen angegeben (vgl. [10], Theorem 12.1, S.198), so
dass wir uns an dieser Stelle gezwungen sehen, von der Parametrisierung des Ran-
des 0D eine hinreichende Gléitte zu fordern, dass Kern des Operators Kp 2-mal
stetig differenzierbar wird.

Folgerung 5.19 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 5.15 und den obigen
zusdtzlichen Regularititsforderungen ist das lineare Gleichungssystem (5.18) des
vollstindig diskreten Verfahrens zur Intgralgleichung (5.1) fiir hinreichend grofies
n € N eindeutig losbar und es gilt die Fehlerabschditzung (5.29) im Produktraum.
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Beweis: Die numerischen Approximationsoperatoren zu den kompakten Operato-

ren

Q/CZKD QQKF,D

Kpr Lo
sind nach Abschnitt 5.4 sdmtlich mit Hilfe der zusammengesetzten Trapezregeln
entstanden. Dariiber hinaus liegen

22[?1) QQI?F,D _ QCJ—’A(B QQKED ( Qz}\ ) (5.30)
KD,F LO KBI‘ Lg Cé

fiir alle ({D\ L) € CY*x Y auf Grund der stirkeren Voraussetzungen in Co:* x Ch.°

2m,e 2m,e
mit 0 < a < ﬁ < 1, so dass auch der Operator P, 1 beschrénkt ist als Operator
von 020 X C’27r e nach Coy X 021 @ . Zusammen ergibt sich die punktweise Konvergenz

von (5.30) fiir alle (1, 3) € C’g’ X C’27re

Fiir den Beweis von (5.28) bemerken wir, dass der Ausdruck (5.28) eine Matrixnorm
auf Tg x T, ist. Wir statten die Komponenten des Produktraums T% X T, 1M
Bildraum mit der || - [|[oo-Norm und im Urbildraum mit der || - ||;-Norm aus. Dann
berechnen wir fiir ein beliebiges Element aus Tz x T, . mit max{|[|¢)|, [|¢[[1} =1
die einzelnen Komponenten des Ausdrucks

H (Pon+1A2n41 — Pani1A4) (¢, SO)HOO

aus dem Produktraum.

Es ist auf Grund der stéirkeren Voraussetzungen
KE)ng)(tQi) - (KDL;Lj)(tQi)

J

=0,...,n—1

|Py(Kj — Rp)élle =  max {Zm

}

IN

(Kp—Ko)Ls,

max {
j:0,...,n—1

< Cn?,

da die Quadraturformel-Folge der zusammengesetzten Trapezregeln fiir 2-mal stetig
differenzierbare Funktionen quadratisch konvergiert und die Elemente der Lagrange-
Basis fiir j =0,...,2n — 1 und fiir alle n € N gleichméfig beschrénkt bleiben.

Fiir die iibrigen Komponenten von (5.30) ergeben sich analoge Abschitzungen mit
ebenfalls quadratischen Konvergenzraten, da auch hier die Approximationsopera-
toren durch die zusammengesetzte Trapezregeln entstanden sind, und da die Kerne
der Integraloperatoren nach den Sétzen 4.12, 4.13 und 4.16 sowie die Elemente der
Lagrange-Basis von 7T, samtlich 2-mal stetig differenzierbar sind.



80 Kapitel 5. Numerische Behandlung

Wir erhalten insgesamt

H (Pans142n11 — Pont14) (0, SO)HOO <Cyn? (5.31)

woraus wir die Giiltigkeit von (5.28) ablesen.

Damit konnen wir Satz 5.18 auf die vollstéindig diskrete Naherungsgleichung zu (5.1)
anwenden und erhalten so die eindeutige Losbarkeit der vollstandig diskreten Néhe-
rungsgleichung fiir hinreichend grofies n € N gerade. Fiir die Fehlerabschétzung
(5.29) berechnen wir

[P = 9| = max {2y Gones = )| P2 s~ )}
< (e e r) mac{foans o prown 5]}
< 021:11—;7

mit geeigneten Konstanten Cy und 7 > 0, da die zusammengesetzten Trapezregeln
auf Grund der 2-mal stetigen Differenzierbarkeit der rechten Seiten fp und fr (vgl.
Satz 3.23) quadratisch konvergieren.

Wir iibernehmen die Konvergenzraten der beiden ersten Summanden in (5.29) aus
(5.31) bzw. aus Folgerung 5.15 und erhalten fir 0 < o« < 8 < 1 aus (5.29) die
Fehlerabschétzung

In n

, (5.32)

H(¢2n+1a Pon+1) — (@b,@)”w =C—
mit geeigneten Konstanten C'und ' > 0, woraus wir die Konvergenz der vollstindig
diskreten Naherungslosungen gegen die wahre Losung (1, @) folgern kénnen. O

Wie schon in Folgerung 5.15 ist das Ergebnis von Folgerung 5.19 nicht befriedigend,
da aus (5.32) wiederum ersichtlich wird, dass die Konvergenz beliebig langsam ist.
Jedoch kénnen wir mit der gleichen Argumentation wie fiir den semi-diskreten Fall
die Konvergenzraten durch stidrkere Regularitéitsforderungen an die Parametrisie-
rungen von 0D und I' erhchen. Wir erhalten das folgende abschliefende Ergebnis.

Folgerung 5.20 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 5.19 mit analytischen
Parametrisierungen von 0D und T' erhalten wir fir die Losung der vollstindig dis-
kreten Niherungsgleichung zu (5.1) die verbesserte Fehlerabschitzung

H(%nﬂa Pant1) = (U, s”o’)Hoo < Ce

mit von @/Z)\ und @ abhdngigen Konstanten C und s
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Beweis: Wir gehen analog zum Beweis zu Folgerung 5.17 vor, und erhalten das
Ergebnis durch geschicktes Setzen der Konstanten und aus der Tatsache, dass die
Folge der zusammengesetzten Trapezregeln fiir analytische Funktionen ebenfalls
exponentielle Konvergenzraten erfiillt (vgl. [10], Theorem 12.6, S. 200). U

5.6 Numerische Beispiele

Wir werden abschliefend in diesem Abschnitt die theoretisch erhaltenen Konver-
genzraten fiir die vorgestellte numerische Methode an verschiedenen Beispielen un-
termauern.

Wir beginnen mit dem folgenden Setting:

Beispiel 5.21 Gegeben sei ein ellipsenformiges Gebiet Dy, dessen Rand 0D; pa-
rametrisiert ist durch

0D, = {(acost, bsint) ctef0,2n],a=15b= 1},

sowie ein Schlitz I's in Form einer geddmpften Sinus-Schwingung parametrisiert

durch .

Fiir eine graphische Veranschaulichung verweisen wir auf Abbildung 5.1.

Die Parametrisierungen von dD; und I's sind analytisch, so dass wir nach den
Ergebnissen des letzten Abschnitts Konvergenzraten der Form

||| 0o

~ Ce ™ (5.33)

mit von A, q,0D und I' abhéngigen Konstanten C' und s erwarten.

Wir erhalten die in Tabelle 5.1 aufgefiihrten numerischen Resultate, wobei wir zur
Veranschaulichung die Punkte

(1, 1.5) € R?\ D; mit groBem Abstand zu 9D,
(—=0.5,0.3) € D;\I's mit groBem Abstand zu 0D; und I's
(0.7, =0.7) € D;\I's mit geringem Abstand zu 9D,
(0.1,0.1) € D;\I's mit geringem Abstand zu I's

als Auswertungspunkte gewahlt haben.
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1.5F b

ir oD 1

0.5F b

-15F :

_2 L L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Abbildung 5.1: Ellipse mit Sinusschwingung
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Tabelle 5.1: Numerische Ergebnisse fiir Beispiel 5.21

r = (_%7 %)

= (550 15)

A=1
q=0.5
A=5
q=20.9
A =100
q=—0.1

16
32
64
128
256

16
32
64
128
256

16
32
64
128
256

0.0169804436
0.0004329103
0.0000013042
0.0000000000
0.0000000000

0.0356655763
0.0009864599
0.0000028150
0.0000000000
0.0000000000

0.0029488185
0.0000631544
0.0000002098
0.0000000000
0.0000000000

0.0235310087
0.0002651128
0.0000000173
0.0000000000
0.0000000000

0.0328993520
0.0003716901
0.0000000285
0.0000000000
0.0000000000

0.0058145141
0.0000927499
0.0000000042
0.0000000000
0.0000000000

0.1038015531
0.0627442480
0.0034659260
0.0001688420
0.0000000205

0.1505792235
0.0887533991
0.0048341677
0.0002380453
0.0000000291

0.0336437813
0.0209908456
0.0011859597
0.0000569227
0.0000000069

0.2983352454
0.0296329205
0.0006583430
0.0000006411
0.0000000000

0.3015528312
0.0297210264
0.0006595792
0.0000006420
0.0000000000

0.2915881830
0.0294881388
0.0006563712
0.0000006395
0.0000000000
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Als zweites Beispiel geben wir

Beispiel 5.22 Gegeben sei ein rechteckiges Gebiet D3 mit abgerundeten Ecken,
dessen Rand 0Ds durch

0D;3 = {(wr(t) cost, b-r(t) sint) ctef0,2n],a=2,b= 4}

parametrisiert wird, wobei die Radiusfunktion durch

gk

r(t) = (cos10 t +sin'? t) ) t €[0,2n]
gegeben ist. Weiter betrachten wir einen geraden Schlitz ['; parametrisiert durch

I={(t,0):te[-1,1]}.

Eine graphische Veranschaulichung liefert Abbildung 5.2.

oD

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 5.2: Rechteck mit Geradenstiick

Wie oben sind Parametrisierungen von 0D3 und I'; analytisch, so dass wir wieder
exponentielle Konvergenzraten in der Form von (5.33) erwarten.
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Wir erhalten die in Tabelle 5.2 aufgefiihrten numerischen Resultate, wobei wir zur

Veranschaulichung diesmal die Punkte

(_17 -
1.6,

)
(0.1, 0.1)

(3, 2)
1.5)
~1

GDg\Fl
€ D3\ Iy
€ D3\ Iy

€ R?\ D3 mit groem Abstand zu 0D;

mit groBem Abstand zu dD3 und I'y

mit geringem Abstand zu 0D3

mit geringem Abstand zu I'y

als Auswertungspunkte gewahlt haben.

Tabelle 5.2: Numerische Ergebnisse fiir Beispiel 5.22

r=(3,2)

z = (15, 15)

A=1
qg=0.5
A=5
q=209
A =100
q=—0.1

16
32
64
128
256

16
32
64
128
256

16
32
64
128
256

0.1068926005
0.0076896015
0.0028723314
0.0000020433
0.0000000000

0.5063788036
0.0167644086
0.0087980413
0.0000283283
0.0000000003

0.0258774672
0.0022261377
0.0004281845
0.0000003401
0.0000000000

0.1364132743
0.0229137625
0.0006612720
0.0000005356
0.0000000000

0.0922311288
0.0382648292
0.0011771487
0.0000023710
0.0000000000

0.0638723395
0.0062750533
0.0001660055
0.0000000820
0.0000000000

0.1410696431
0.0929038077
0.0059731832
0.0017049594
0.0000039373

0.2214699510
0.1236082267
0.0103092789
0.0023540133
0.0000054091

0.0401588361
0.0336140143
0.0014165241
0.0005901152
0.0000013712

0.0525251030
0.0209066329
0.0005457480
0.0000004969
0.0000000000

0.0005395090
0.0255143422
0.0003800984
0.0000004532
0.0000000000

0.0363870919
0.0281568841
0.0004473479
0.0000002250
0.0000000000
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Als drittes und abschliefendes Beispiel betrachten wir

Beispiel 5.23 Gegeben sei ein drachenformiges Gebiet Dy, dessen Rand 0Dy wird
parametrisiert durch

0Dy = {(2cost+ 1.3(cos 2t — 1), 1.53int> tte [0,27r]}

sowie ein Schlitz I'y in Form eine Ellipsensegments parametrisiert durch
s 1. 7
[y = {( cos (§(t+ 1)), 5 sin (§(t+ 1))) cte -1, 1]} :

Eine graphische Veranschaulichung ist durch Abbildung 5.3 gegeben.

Abbildung 5.3: Drachen mit Ellipsensegment

Wie zuvor sind Parametrisierungen von 0D, und I's analytisch, so dass wir wieder
exponentielle Konvergenzraten in der Form von (5.33) erwarten.
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Wir erhalten die in Tabelle 5.3 aufgefiihrten numerischen Resultate, wobei wir zur

Veranschaulichung diesmal die Punkte

(2,2)
5, —0.8) € Dy \ T,
(1, =0.5) € Dy \ T
(0.7,02) € Dy\ T,

€ R?\ D, mit groflem Abstand zu 9D,

mit groffem Abstand zu 0D, und I's

mit geringem Abstand zu 9D,

mit geringem Abstand zu I'y

als Auswertungspunkte gewahlt haben.

Tabelle 5.3: Numerische Ergebnisse fiir Beispiel 5.23

r=(2,2)

A=1
q=0.5
A=5
q=20.9
A =100
q=—0.1

16
32
64
128
256

16
32
64
128
256

16
32
64
128
256

0.0532767486
0.0032567593
0.0000706229
0.0000000152
0.0000000000

0.0294466858
0.0132898153
0.0001455759
0.0000000178
0.0000000000

0.0063320159
0.0004778428
0.0000152579
0.0000000041
0.0000000000

0.2440350633
0.0715227491
0.0047882872
0.0000139272
0.0000000014

0.2294743007
0.1063790516
0.0069078395
0.0000231659
0.0000000020

0.1037687903
0.0231122237
0.0015194737
0.0000035708
0.0000000005

0.1109976957
0.0850990484
0.0392388404
0.0021491421
0.0000299479

0.2085144246
0.1210757006
0.0556916930
0.0028297640
0.0000422730

0.0364401207
0.0280076633
0.0130053749
0.0007831144
0.0000100282

0.1840252881
0.0325872925
0.0008939808
0.0000002474
0.0000000000

0.1787778091
0.0431767703
0.0012430359
0.0000004073
0.0000000000

0.1169673422
0.0046568927
0.0003270986
0.0000000637
0.0000000000







Kapitel 6

Ausblick

Wir beenden diese Arbeit mit der Vorstellung von Problemen und Fragestellun-
gen, die als Erweiterungen oder Abwandlungen des in dieser Arbeit behandelten
Problems entstehen.

Mehrere Bogen

Eine erste Moglichkeit der Erweiterung von Problem 4.1 besteht in der Formulie-
rung des Problems fiir eine beliebige endliche Zahl von disjunkten Bogen I'y, ..., [,.
Dabei erhoht sich erwartungsgeméfl die Anzahl der Integralgleichungen. Jede ein-
zelne ist dabei jedoch von gleicher Gestalt, so dass keine wesentlichen zusétzlichen
Schwierigkeiten in der Existenztheorie entstehen.

Bei einer solchen Erweiterung erwarten wir jedoch in der praktischen Umsetzung
Verschlechterungen in der numerischen Behandlung. Die Konvergenzraten werden
zwar immer noch exponentiell sein, allerdings ist ein Anwachsen der vorstehenden
Konstanten wahrscheinlich, so dass sich die exponentiellen Konvergenzraten erst
bei einer hoheren Anzahl von Stiitzstellen bemerkbar machen werden.

Viel wesentlicher in diesem Zusammenhang ist jedoch, dass mit der Anzahl der In-
tegralgleichungen auch die Grofie des approximierenden linearen Gleichungssystems
anwachst und schnell Groflenordnungen erreicht, in denen das Losen des linearen
Gleichungssystems aufwéndig wird und unter Umstédnden sogar iterative Methoden
angewandt werden miissen.

Veridnderte Dirichlet-Randbedingungen

Die Bedingung (4.6) in Problem 4.1 ermdglicht dariiber hinaus weitere Moglichkei-
ten der Abwandlung. So kann das Problem auch fiir von Null verschiedene Dirichlet-
Randwerte auf dem Bogen I' gelost werden. Wir erkennen aus dem Integralglei-
chungssystem (4.35), dass derartige Randwerte nach Einsetzen der Parametrisierung
und Cosinus-Substitution in dem Raum Czlfe liegen miissen, damit die Umformung

des Integralgleichungssystems auf die Form (Id — kompakt) durchfiihrbar bleibt.
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Wihrend wir in dieser Abwandlung keine Komplikationen in der numerischen Be-
handlung erwarten, ist es jedoch fraglich, ob mit dieser Veréinderung immer noch
ein magnetostatisches Problem verlasslich modelliert wird. Diese Frage ist jedoch
an anderer Stelle zu erortern.

Andere Typen von Randbedingungen

Neben der Vorgabe von Dirichlet-Randwerten auf dem Bogen I ist auch die Vorgabe
von Neumann- oder Impedanz-Randwerten denkbar. Dies fithrt jedoch zu stark
verdnderten Losungsansétzen, so dass wir an dieser Stelle auf Vermutungen iiber
die Losbarkeit solcher Randwertprobleme verzichten.

Veridnderte dullere Geometrie

Eine weitere Moglichkeit der Abwandlung erwéchst aus der unter Umstédnden unan-
gebrachten Modellierung des Magneten in Problem 4.1. Dort wird von dem Magne-
ten angenommen, dass dieser das gesamte Aussengebiet D, ausfiille, also unendlich
ausgedehnt sei.

Ein vorstellbarer Ansatzpunkt zu einer endlichen Ausdehnung des Magneten ist die
Platzierung eines weiteren Gebietes Dy O D mit dem Ziel, dass der Magnet nun nur
das Ringgebiet D, N Dy ausfiillt. Allerdings werden hier die Auswirkungen auf die
Eindeutigkeit einer Losung des Problems sowie auf die Injektivitiat des entstehenden
Integralgleichungssystems nicht erortert.

Zudem erscheint es auch moglich, die Glatte des Randes 0D zu reduzieren und
angelehnt an [10], Section 6.5, das Problem auf ein Gebiet mit Ecken zu verallge-
meinern.

Inverses Problem

Zuletzt weisen wir noch darauf hin, dass das vorliegende Problem ebenfalls als
Ausgangspunkt fiir ein zugehoriges Inverses Problem geeignet ist.

Als mogliche Fragestellungen in diesem Zusammenhang sind die Rekonstruktion
der Funktionswerte auf dem Bogen bei bekannter Geometrie oder aber die Rekon-
struktion des Bogens selbst bei vorgegebenen Funktionswerten denkbar. Derartige
Ansiitze erscheinen auch vom Blickwinkel der Modellbildung aus sinnvoll.
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