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Einleitung

Die instationéiren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen modellieren eine
laminare (d.h. gleichméBig, schichtweise gleitende) Stromung eines inkompressi-
blen Fluids in einem beschriankten Stromungsgebiet () wihrend eines Zeitinter-
valls [0, 7). Das Geschwindigkeitsfeld v und der Druck p der Stromung werden
durch die Gleichungen

%—yAu-l-(u-V)u-l-Vp:f in (0,7) x Q,

divu =0 in (0,7) x Q

bestimmt. Zusétzlich sind geeignete Anfangs- und Randbedingungen an das Ge-
schwindigkeitsfeld u zu stellen. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
sind nichtlineare partielle Differentialgleichungen. Durch implizite Zeitdiskreti-
sierung und Linearisierung fithrt man die Berechnung einer Ndherungslosung
auf das iterative Losen (i. allg. vieler) linearisierter Navier-Stokes-Gleichungen

au—vAu+ (w-V)u+Vp=f inQ,
divu =0 in

zuriick. Diese Gleichungen werden in der Literatur meistens Oseen-Gleichungen
genannt. Der Linearisierungspunkt w ist ein divergenzfreies Geschwindigkeits-
feld. Derartige Losungsstrategien fiir die instationiren inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen spielen in der Praxis eine grofie Rolle und setzen gute nu-
merische Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen voraus.

Gegenstand dieser Arbeit ist die numerische Behandlung
der Oseen-Gleichungen mit Finite-Elemente-Methoden.

Die Konstruktion von Finite-Elemente-Methoden fiir die Oseen-Gleichungen
erweist sich in zwei Punkten als schwierig: Erstens erfordert eine stabile Appro-
ximation des Drucks p aufeinander abgestimmte Diskretisierungen des Drucks
und des Geschwindigkeitsfelds u. Zweitens treten bei der Approximation des
Geschwindigkeitsfelds Instabilititen auf, wenn die Viskositéit v des Fluids ge-
geniiber der Konvektion w der modellierten Stromung sehr klein ist. Techniken
diese Quellen von Instabilitdten zu beherrschen, werden ausfiihrlich dargestellt.

Die numerischen Verfahren wurden mit der MATLAB-Toolbox FEMLAB im-
plementiert. Der Nutzen dieses Software-Pakets fiir Aufgaben in Lehre und
Forschung wird evaluiert.
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Die Arbeit ist folgendermafien aufgebaut:

Kapitel 1 (Grundlagen): Grundlagen aus der Analysis und Funktionalana-
lysis, die ohne Beweis zitiert werden.

Kapitel 2 (Variations- und Randwertaufgaben): Die klassische Form der
Oseen-Gleichungen wird vorgestellt und in eine Variationsformulierung iiber-
fithrt. Der Begriff schwacher Losungen der Oseen-Gleichungen wird definiert.
Die Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen wird in den abstrakten Rah-
men gemischter Variationsaufgaben eingepasst. Auf diesem Wege wird ein Ex-
istenz- und Eindeutigkeitssatz fiir schwache Losungen der Oseen-Gleichungen
bewiesen.

Kapitel 3 (Finite-Elemente-Methoden: Grundlagen): Galerkin-Verfah-
ren und der Spezialfall konformer Finite-Elemente-Methoden werden als ,,na-
tiirliche“ Diskretisierung von Variationsaufgaben vorgestellt. Die Theorie ge-
mischter Finite-Elemente-Methoden wird dargestellt. Die wichtigsten Finite-
Elemente-Réume und ihre Eigenschaften werden angegeben.

Kapitel 4 (Finite-Elemente-Methoden fiir die Stokes-Gleichungen):
Die Schwierigkeiten bei der Approximation des Drucks werden mittels der Oseen-
Gleichungen ohne Konvektion, den sog. Stokes-Gleichungen, untersucht. Stabili-
sierte Finite-Elemente-Methoden und gemischte Finite-Elemente-Methoden fiir
die Stokes-Gleichungen werden dargestellt und anhand numerischer Experimen-
te verglichen.

Kapitel 5 (Finite-Elemente-Methoden fiir die Oseen-Gleichungen): Es
wird ein kurzer Uberblick iiber stabilisierte Finite-Elemente-Methoden fiir die
Oseen-Gleichungen, insbesondere SUPG-Verfahren, gegeben. Ein neues SUPG-
Verfahren mit Babug§ka-Brezzi-stabilen Elementen wird dargestellt. Das Verfah-
ren wird mittels numerischer Experimente getestet.

Kapitel 6 (Finite-Elemente-Methoden fiir die Navier-Stokes-Gleich-
ungen): Die Bedeutung der Oseen-Gleichungen in der numerischen Stromungs-
mechanik wird im Rahmen eines hiufig eingesetzten numerischen Verfahrens
fiir die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen hervorgehoben. Das neue
SUPG-Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen aus dem vorangegangenen Kapitel
wird in diesem Zusammenhang getestet. Es werden Ergebnisse von numeri-
schen Experimenten mit dem Referenzbeispiel ,,driven-cavity“ angegeben und
mit Resultaten aus der Literatur verglichen.

Kapitel 7 (Zusammenfassung und Ausblick): Die Ergebnisse der Arbeit
werden zusammengefasst und kritisch bewertet. Ansatzpunkte fiir Verbesserun-
gen und zukiinftige Erweiterungen werden aufgezeigt.

Anhang A (FEMLAB): Dieser Anhang bietet eine Kurzeinfithrung in die
MATLAB-Toolbox FEMLAB. Einige FEMLAB-Skripte, die Finite-Elemente-
Methoden fiir wichtige Gleichungen der Stromungsmechanik implementieren,
werden als Startpunkt fiir zukiinftige Diplomanden angegeben.
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Kapitel 1

Grundlagen

Die benoétigten Grundlagen der Analysis und Funktionalanalysis werden in die-
sem Kapitel ohne Beweise zitiert. Ein gutes Lehrbuch der Funktionalanalysis
ist [Alt92]. Der Autor beriicksichtigt auch Sobolev-Raume auf Gebieten mit
Lipschitz-Randern und beweist die wichtigsten Sétze ausfithrlich. Eine Darstel-
lung des wichtigen Satzes ,,vom abgeschlossen Bild* findet man in [Wer00].

1.1 Funktionenriaume

Zunéchst werden in diesem Abschnitt Ridume klassisch differenzierbarer Funk-
tionen eingefiihrt. Es folgt eine kurze Erinnerung an die wichtigsten Eigenschaf-
ten von Rdumen von Lebesgue-Funktionen. Ziel ist die Einfithrung von Rdumen
von Sobolev-Funktionen, die die geeigneten Funktionenrdume zur Untersuchung
von partiellen Differentialgleichungen sind.

Riume stetig differenzierbarer Funktionen

Die Teilmenge €2 C R" sei in diesem Unterabschnitt ein beschrénktes Gebiet.
Wie iiblich wird der Abschlufl des Gebiets Q mit Q bezeichnet und der Rand
mit 99 := Q\ Q. Die Notation der folgenden Definitionen und Sétze wird durch
Multiindizes vereinfacht.

Definition 1.1.1. Ein Multiindex ist ein Vektor « := (a1, a9, ..., ay), dessen
Eintriage «;, 1 = 1,2,...,n nichtnegative ganze Zahlen sind.
la| == 37" | ; heift die Léinge des Multiindex o
Fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen u : Q — R benutzt man fiir
z € Q die Schreibweise

olely

= —— |\
«Q ’
651711{17%"

D%u(zx) :

Definition 1.1.2. Die folgenden Funktionenrdume sind die fiir diese Arbeit
relevanten Rdume stetiger bzw. klassisch differenzierbarer Funktionen:
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(i) Die Menge der stetigen Funktionen auf €2

C%(Q) := {u: Q — R| u ist stetig}.

(ii) Die Menge der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf
C™(Q) :={u:Q =R D% e C°(Q), Ya: |a| < m}.

fir m € N und die Menge C*°(€2) der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen auf €.

(iii) Die Menge C™(f2) aller Funktionen u € C™(2), deren Ableitungen D%u
sich fiir jeden Multiindex « mit |a| < m stetig auf den Rand von Q
fortsetzen lassen.

(iv) Die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Triger

D(Q) :={u € C(Q)| {z € Q:u(z) # 0} C Q ist kompakt}.

Lebesgue-Riume

Der Raum R" wird mit dem Lebesgue-Maf} 1 versehen. In diesem Unterab-
schnitt sei 2 eine mefibare Teilmenge des R”.

Satz 1.1.3. Sei 1 <p < o¢. Die Menge der p-integrierbaren Funktionen
LP(Q) = {u : Q — R| u ist mefbar und / lulP dr < oo.}
Q
und die Menge der wesentlich beschriankten Funktionen

LX(Q) = {u:Q—>R

1 ist mefibar und u\Q\N ist beschriankt
fiir eine Lebesgue-Nullmenge N C €.

sind mit
ey = [ fu? do (1)
bzw.
il = g s fute) (1.2)
halbnormierte Raume.
Beweis. Vgl. [Wer00], Abschnitt 1.1, die Beispiele (h) und (i). O

Satz 1.1.4. Fiir 1 < p < ¢ ist die Menge
Ny i={u € Q)] [lul gy = 0}

ein Untervektorraum in £P(92).
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Beweis. N, ist der Kern des linearen Funktionals [l : £P = R O

Satz 1.1.5. Sei 1 < p < oo. Mit der (wohldefinierten) Abbildung (1.1) ist der
Quotientenraum

17(9) = L(Q)/N,,
bzw. mit der (ebenfalls wohldefinierten) Abbildung (1.2) der Quotientenraum
L>(Q) := L*(Q) /N,

ein Banach-Raum. LP(Q) und L>°(Q) heiflen Lebesgue-Riume.
Beweis. Vgl. [Wer00], Abschnitt 1.1, die Beispiele (h) und (i), inbesondere
Lemma 1.1.9. 0

Durch Priifung der Hilbert-Raum-Axiome erhélt man:

Satz 1.1.6. Der Raum L?(Q) ist mit dem Skalarprodukt

wm:émm

ein Hilbert-Raum.

Desweiteren wird der Raum L2(Q) gebraucht:

Definition 1.1.7. Der Teilraum L3(Q) C L%(Q) ist definiert als

LE(Q) := {u € L*(Q)| / u dr = 0}.
Q
Bemerkung 1.1.8. Der Raum L2((2) ist ein abgeschlossener Teilraum des
Hilbert-Raums L?(€), also selbst ein Hilbert-Raum.
Satz 1.1.9. Die Menge D(Q) liegt dicht in L?(9).

Beweis. Vgl. [Wer00], Lemma V.1.9. O

Sobolev-Riume

Sobolev-Réume sind Unterrdume von Lebesgue-Ridumen. Einige weiterfithrende
Aussagen iiber Sobolev-Rédume gelten i. allg. nur, wenn zusétzliche Forderun-
gen an die Randglitte des beschrinkten Gebiets 2 C R" gestellt werden. Zur
Vorbereitung werden deshalb sogenannte Lipschitz-Gebiete definiert.

Definition 1.1.10. Sei U C R" eine Teilmenge. Eine Funktion f : U — R™
heifit Lipschitz-stetig auf U, wenn es eine positive Konstante C' derart gibt,
daf

1f(2) = f) < Clle =yl Yo,y €U

Ein beschrinktes Gebiet 2 C R" heifit Lipschitz-Gebiet, wenn es zu jedem
x € 022 eine Umgebung U und eine bijektive Abbildung f : U — D C R” mit
den folgenden Eigenschaften gibt:
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() F(UNQ)CRY
(i) f(UNIN) C OR"

(iii) f ist Lipschitz-stetig auf U/ und f~! ist Lipschitz-stetig auf D.
Die Elemente eines Sobolev-Raums sind schwach differenzierbare Lebesgue-
Funktionen. Zur Erklarung der Eigenschaft ,,schwach differenzierbar® benétigt

man den Raum der lokal integrierbaren Funktionen. € sei zunéchst ein mefbare
Teilmenge des R".

Definition 1.1.11. Die Menge
LL.(Q) := {u Q= R‘ / lu(z)| dez < oo VK CC Q}
K

heifit der Raum der lokal integrierbaren Funktionen. Man schreibt K CC €2,
wenn K C Q gilt und K kompakt ist.

Definition 1.1.12. Sei « ein Multiindex und u € L} (). Die Lebesgue-

loc
Funktion v € L] (2) heift schwache oder verallgemeinerte a-te Ableitung

von u, falls

/ vp dz = (—1)° / uD%p dx Vo € D(Q).
) 9]
Man schreibt D% := v. Ublich ist auch die Notation

2
aa_u = D(lsoz--'ao)u a 88U = D(l’l"“’o)’u usw.
1 L1072

Bemerkung 1.1.13. Die schwache Ableitung D®u ist eindeutig bestimmt.
Falls die klassische a-te Ableitung von u existiert, stimmen nach der klassi-
schen Regel der partiellen Integration die klassische und die schwache Ableitung
iiberein. Dies rechtfertigt die Bezeichnung schwache Ableitung.

Definition 1.1.14. Firk =0,1,2,... und 1 < p < o ist der Sobolev-Raum
WkP(Q) durch

W’”’(Q) :={u e LP(Q)| ID%u € LP(Q), Yo : |a| < k}.
definiert.

Satz 1.1.15. Fiir 1 < p < oc ist der Sobolev-Raum W*?(Q) versehen mit der
Norm

8=

T { (Sarex D%l 0y )P, 1< p < o0
Z\a\ﬁk HDauHLoo(Q) ) p=00

ein Banach-Raum.

Beweis. Vgl. [Alt92], Abschnitt I.15. O
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Definition 1.1.16. Der Sobolev-Raum Wéc’p(Q) ist fiir 1 < p < oo der Ab-
schlufi der Menge D(2) beziiglich der Norm ||-|| k.-

Satz 1.1.17. Der Raum W, () ist fiir 1 < p < 0o ein Banach-Raum.
Beweis. Mit [Wer00], Lemma I.1.3 O

In dieser Arbeit werden hauptséchlich Sobolev-Réume bendtigt, die Teilriume
des Hilbert-Raums L?(€) sind. Sie erhalten die Bezeichnungen

HE(Q) := WE2(Q) und H*(Q) := Wh?(Q).
Nachrechnen der Hilbert-Raum-Axiome liefert:

Satz 1.1.18. Die Sobolev-Riume H%(Q2) und H*(Q2) sind Hilbert-Riume mit
dem Skalarprodukt

(1, 0) i () = Z /DauDO‘v dx.
Q

0<|a| <k

Die Losungen der Oseen-Gleichungen, die in den folgenden Kapiteln behandelt
werden, sind vektorwertige Funktionen. Deshalb werden hier auch die Produk-
triume [L2(Q)]" und [H} (Q)]" eingefiihrt. Zunichst zur Erinnerung die folgende
Definiton:

Definition 1.1.19. Das Standard-Skalarprodukt des R" ist fir =,y € R" ge-
geben durch

n
i=1

Satz 1.1.20. Der Produktraum [L?(2)]" ist ein Hilbert-Raum mit dem Ska-
larprodukt

(U, 0) 2y 1= /Qu(as) ~v(x) dr.
Der Raum [H{(9)]" versehen mit dem Skalarprodukt

(w0 e = D, (D%, D) (12qypn
0</al<1

ist ebenfalls ein Hilbert-Raum.

Beweis. Auch hier lassen sich die Hilbert-Raum-Axiome leicht nachrechnen.
O

Fiir spitere Anwendungen wird der folgende Satz angegeben:

Satz 1.1.21. Die Sobolev-Halbnorm auf den Riumen [H* (Q)]" ist fiir k € N
definiert durch

[l = | D D% ulFayn
|a|=k
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Im folgenden Satz werden die in dieser Arbeit benotigten Dichteaussagen ge-
sammelt:

Satz 1.1.22 (Dichteaussagen).

1. Fiir 1 < p < oo ist WEP(Q) N C®(Q) dicht in WFP(Q).
2. D(Q) liegt fiir 1 < p < oo dicht in WP ().

3. Die Menge D(f) liegt dicht in L?(€2).

Beweis. Zu 1) vgl. [A1t92], Satz 2.14. Zu 2) siche Definition 1.1.16 und zu 3)
siehe Satz 1.1.9. O

Spéter wird der folgende Einbettungssatz benotigt:

Satz 1.1.23 (Sobolev). Sei 2 C R" ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet und
seien k1 > ko > 0 sowie 1 < p; < oo und 1 < py < oc. Ist

n n
ki —— > ko — —,
b1 D2

so existiert die Einbettung
thpl(Q) s Wkep2 (Q)
und ist stetig. Fiir

n
ki — — > ko
Y41

existiert die Einbettung
WP (Q) — CF2(Q)

und ist stetig.

Beweis. Vgl. [Alt92], Satz 8.7 und [GiRa86], Theorem I.1.3. O

Notation. In Tabelle 1.1 sind einige Abkiirzungen der verwendeten Normen
und Skalarprodukte festgehalten.

Schwache Randbedinungen an Sobolev-Funktionen

Sobolev-Funktionen sind Lebesgue-Funktionen. Der Rand eines Gebiets {2 C R”
ist eine Lebesgue-Nullmenge. Man kann also eine Sobolev-Funktion auf dem
Rand von © beliebig abéindern, ohne in der Aquivalenzklasse einer anderen
Sobolev-Funktion zu landen. Es macht folglich keinen Sinn klassische Rand-
bedingungen, d.h. das punktweise Ubereinstimmen einer Sobolev-Funktion mit



1.1 Funktionenriume 7

Norm/Skalarprodukt Abkiirzung

(4 )rogey )
() 2y )

() e ()
-l 22 () Illo
-l 22y I-llo
-l IR
ey By
(fi(-)? da)'/? -llo, &

Tabelle 1.1: Abkiirzungen.

einer anderen auf dem Rand eines Gebiets, zu fordern. Der in diesem Unterab-
schnitt vorgestellte Spursatz zeigt einen Weg auf, sog. ,,schwache“ Randbedin-
gungen an Sobolev-Funktionen zu stellen.

Eine Testfunktion u aus
D) = {ulq [u € D(R")}
erfiillt die Dirichlet-Randbedinungen r € C'*°(0f2) punktweise, wenn gilt
u(z) =r(z) Vz e . (1.3)
Mit dem Spuroperator
Y0 : D(Q) = C°(09Q) C L*(09), (y0(uw))(z) :=u(z) Yz € 0N

lautet Gleichung (1.3) kurz yo(u) = r. Der folgende Satz liefert nun eine For-
setzung des Spuroperators o auf den Sobolev-Raum H'!(().

Satz 1.1.24 (Spursatz). Der beschrinkte lineare Operator -y hat genau eine
beschrinkte lineare Fortsetzung

v: HY(Q) — L*(09).
Es gilt
Kerny = H} ().
Beweis. Vgl. [GiRa86], Theorem 1.5. O
Definition 1.1.25. Der Bildraum des Spuroperators =y erhilt die Bezeichnung

H'?(8Q) := Bild (v).
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Notation. Es wird die Schreibweise u|spq := 7(u) verwendet. Damit schreibt
sich die Forderung y(u) = r fiir r € H'/2(9Q) suggestiver

ulog = .

Man sagt, eine Sobolev-Funktion u € H'(Q) erfiillt homogene Dirichlet-Rand-
bedingungen, wenn u/sq = 0, d.h u aus H{ () ist. Sonst spricht man von
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen.

Die Divergenz eines Vektorfelds u € [H'(Q2)]" ist erklirt als

n

Ouy,
divu := —
ivu kg_l i

Der folgende Satz formuliert eine Bedingung fiir die Existenz eines divergenz-
freien Vektorfelds u auf €2 zu vorgegebenen ,,Randwerten® r auf 0€2:

Satz 1.1.26. Fiir jedes r € [HY?(99)]" mit Joqm - m ds = 0 existiert eine
Funktion v € [H'(Q)]" derart, daf

divu=0in Q und ulgg=r.

Dabei ist n der &uflere Einheits-Normalenvektor an den Rand von 2. Die Funkti-
on v ist bis auf Addition einer divergenzfreien Funktion aus [Hg (Q)]" eindeutig.

Beweis. Vgl. [GiRa86], Lemma 1.2.2. O

1.2 Hilfssatze

Definition 1.2.1. Der Gradient von u € H'(f) ist das Vektorfeld Vu €
[L2(2)]" mit

T
Vu:z(au Ou ﬁ) .

Oxy Ozy’ 7 Oz,

Fiir u € H?(Q) ist Au € L?(Q) definiert als

A heifit der Laplace-Operator. Fiir vektorwertige Funktionen u € [H2(Q)]"
ist der Laplace-Operator komponentenweise erklidrt. Die Divergenz eines Vek-
torfelds u € [H(Q)]" ist

n

8uk
divu := —.
1V U kZ_l prs
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Partielle Integration

Satz 1.2.2 (partielle Integration). Die Teilmenge 2 C R" sei ein Lipschitz-
Gebiet und u, v € Hl(Q) Dann gilt fiir i =1,2,...,n

—ovdr = —d i ds.
6mzv T = /uawl x—i—/muvnz S

Dabei ist n; die i-te Komponente des dufleren Einheits-Normalenvektors n €
[L>°(0Q)]™.

Beweis. Vgl. [BrSc94], Proposition 5.1.5. O

Mit diesem Satz folgt sofort:
Korollar 1.2.3. Unter der Voraussetzung u € H*(Q) und v € H{(Q) gilt

Fiir p € H'(Q) und v € [H} (Q)]" folgt

(Vp,v) = — (p, divv) . (1.5)
Sind u € [H?()]" und v € [H{ (Q)]7, so gilt

(Au,v) = — (Vu, Vv). (1.6)

Die Ungleichung von Hdélder

Satz 1.2.4 (Ho6lder-Ungleichung). Sei Q C R" ein Gebiet und m € N. Fiir
i=1,2,...,m seien f; € LPi(Q) mit 1 < p; < oo und

Dann sind f1,..., fm € LY(Q) und es gilt

| T, 0 < TT 102000 (17)
=1 =1
Beweis. Vgl. [Alt92], Satz 1.12 und Ubungsaufgabe 1.6. O

Die Ungleichung von Poincaré

Nach Definition der Norm ||, gilt
uly = [Vully < llull,  Yu € [H Q)"

Auf dem Teilraum [H{(Q)]" C [HY(Q)]" gilt auch eine Abschitzung in umge-
kehrter Richtung:
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Satz 1.2.5 (Poincaré). Die Teilmenge 2 C R" sei ein beschrinktes Gebiet.
Dann gilt

lully < Crluly  Vu € [Hg ()] (1.8)

mit einer (nur von  abhéngenden) Konstanten Cr > 0.

Beweis. Der Beweis fiir den Raum H¢ (Q) wird in [A1t92], Abschnitt 4.10 ge-
geben. Das Resultat fiir den Produktraum folgt durch Aufaddieren der Unglei-
chungen fiir die n Losungskomponenten. O

Korollar 1.2.6. Die Sobolev-Halbnorm | - |, ist auf dem Raum [H{(Q)]" eine
zu || - ||; dquivalente Norm. Der Raum [H{(2)]" versehen mit der Norm | - |
ist ein Banach-Raum. Mit dem Skalarprodukt (u,v)Hé(m = (Vu, Vo) ist der

Raum [H{(Q)]" ein Hilbert-Raum.

1.3 Funktionalanalysis

In diesem Abschnitt werden kurz die benétigten Definitionen und Séitze aus
der linearen Funktionalanalysis aufgeschrieben. X und Y sind stets normierte
K-Vektorrdume.

Definition 1.3.1. Eine lineare Abbildung A : X — Y heifit beschrinkt,
wenn fiir eine positive Konstante C gilt:

[Av]ly < Cllvlx Vo e X.

Satz 1.3.2. Sei L(X,Y) der Vektorraum der beschréinkten linearen Operatoren
von X nach Y. Die durch

| Av|ly
A = su
Il ey, vex\{oy vl x

definierte Abbildung von L(X,Y’) nach R ist eine Norm auf L(X,Y). Ist Y ein
Banach-Raum, so auch L(X,Y’). Insbesondere ist L(X,K) ein Banach-Raum.

Beweis. Vgl. [Alt92], Satz 3.3. O

Definition 1.3.3. Ein beschrinkter linearer Operator A aus L(X,Y) heifit
isometrisch, wenn

[Av]ly = lvllx  VveX

gilt. A heifit ein Isomorphismus, wenn A bijektiv und der inverse Operator
A~ 1aus L(X,Y) ist.

Definition 1.3.4. Der Banach-Raum X* := L(X,K) heifit der Dualraum
von X. Die Elemente aus X* heiflen beschrinkte lineare Funktionale. Der
Raum X** := (X*)* heift Bidualraum von X. Die Abbildung

()x: X'xX 5K (Fv)y:=F@) VFeX" veX
heiffit das Dualitidtsprodukt von X.
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Definition 1.3.5. Essei A: X — Y ein Operator aus L(X,Y). Ein beschrank-
ter linearer Operator A* : Y* — X* mit

(A*G,v)y = (G, Av),, YveX.GeY" (1.9)
heifit der zu A adjungierte Operator.

Satz 1.3.6. Seien X und Y Banach-Riume. Zu jedem beschrinkten linearen
Operator A : X — Y existiert genau ein adjungierter Operator A* : Y* — X*
mit

1A = (Al (1.10)

Der adjungierte Operator A* ist ein Isomorphismus genau dann, wenn A ein
Isomorphismus ist. Dann gilt

(A1 = (A~ (1.11)

Beweis. Vgl. [Alt92], Satz 10.1 und Satz 10.5. O
Satz 1.3.7. Sei A ein beschréinkter linearer Operator von X nach Y. Die Menge
Kern (A) := {v € X| Av =0}
ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von X, die Menge

Bild(A) :={weY|we X: Av=w}

ein (i. allg. nicht abgeschlossener) linearer Teilraum von Y.

Beweis. Vgl. [Alt92], S.103. O

Satz 1.3.8 (vom abgeschlossenen Bild). X und Y seien Banach-Riume,
und es sei A € L(X,Y). Dann sind folgende Aussagen #quivalent.

(i) Bild (A) ist abgeschlossen.
(ii) BildA = Kern (A4*) | = {w € Y|(G,w),, =0 VG € Kern (4%)}
(iii) Bild (A*) ist abgeschlossen.

)

(iv) Bild (A*) = Kern (4)° ={F € X*|(F,v)y =0 Vv € Kern(A4)}

Beweis. Vgl. [Wer(00], Theorem IV.5.1. O

Bemerkung 1.3.9. Die Menge Kern (A)° heifit polare Menge von Kern (A).

Satz 1.3.10. Sei U # {0} ein abgeschlossener Teilraum des Hilbert-Raums H.
Dann existiert eine lineare Projektion Py (d.h. Pyo Py = Py) von H auf U mit
|Py|| = 1 und Kern (Py) = U*. Ist U # H, so ist I — Py lineare Projektion
von H auf UL mit ||I — Py| = 1, und es gilt H = U @ U*. Der Operator Py
heifit Orthogonalprojektion auf U.

Beweis. Vgl. [Wer00], Theorem V.3.4. O
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1. Grundlagen



Kapitel 2

Variations- und
Randwertaufgaben

In diesem Kapitel werden die Oseen-Gleichungen vorgestellt und der klassische
Losungsbegriff erklért. Eine Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen, die
eine Abschwichung des klassischen Losungsbegriffs erlaubt, wird hergeleitet.
Die Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen wird in den abstrakten Rah-
men gemischter Variationsaufgaben eingepasst. Die grundlegenden Sétze zur
Theorie gemischter Variationsaufgaben aus dem Standardwerk [GiRa86], Ab-
schnitt 1.4, werden ausgearbeitet und im Beweis eines Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatzes fiir schwache Losungen der Oseen-Gleichungen angewendet. Das
Vorgehen ist iibertragbar auf viele interessante Randwertaufgaben fiir partielle
Differentialgleichungen.

2.1 Die Oseen-Gleichungen

In der Einleitung wurde das Interesse an den Oseen-Gleichungen bereits dadurch
begriindet, dafl viele numerische Verfahren fiir die inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen die Berechnung einer Niherungslosung auf das sukzessi-
ve Losen mehrerer Oseen-Gleichungen reduzieren. Ein solches Verfahren wird
in Abschitt 6.2 vorgestellt. Die Darstellung der Losbarkeitstheorie der Oseen-
Gleichungen beginnt mit der klassischen Formulierung:

Sei 2 C R™ (n =2 oder n = 3) ein beschrinktes Gebiet. Gegeben sind

die Viskositétskonstante v > 0,

die Konstante o > 0, die als reziproke Zeitschrittweite interpretiert wer-
den kann (vgl. dazu Abschnitt 6.2),

der Quellterm f € [C°(Q)]",

das Konvektionsfeld w € [C°(2)]" und
die Randwerte r € [C?(9Q)]™.
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Gesucht wird das Geschwindigkeitsfeld v = (uq,...,u,)" € [C%(Q) N C°(Q)]"
und der Druck p € C''(€2) derart, daf

au—vAu+ (w-V)u+Vp=f inQQ, (2.1a)
divu =0 in €, (2.1b)
U‘aQ =T (2].C)

Definition 2.1.1. Ein Paar von Funktionen (u,p) mit u € [C?(2) N C°(Q)]"
und p € C'(Q), das die Gleichungen (2.1) punktweise erfiillt, heifit klassische
Losung der Oseen-Gleichungen.

Bemerkung 2.1.2. Der Druck p ist durch (2.1) nur bis auf eine additive Kon-
stante festgelegt. Er wird durch die Bedingung

/pda::()
Q

Bemerkung 2.1.3. Damit zu den Randwerten r auf 0f2 iiberhaupt eine diver-
genzfreie Stromung existieren kann, mufl nach dem Gaufischen-Integralsatz

/ ’r-nd,s:/ u-nds:/divudfp:()
o0 o0 Q

gelten, wobei n der duflere Einheits-Normalenvektor an den Rand von € ist.

endgiiltig festgelegt.

Bemerkung 2.1.4. Setzt man in Gleichung (2.1) w =0, v =1 und a =0, so
erhilt man als Spezialfall der Oseen-Gleichungen die Stokes-Gleichungen
—Au+Vp=f inQ,
divu =0 in , (2.2)

U‘gQ =T

Schwache Lésungen der Oseen-Gleichungen

Es wird nun eine Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen hergeleitet.
Diese ermoglicht eine Verallgemeinerung des klassischen Losungsbegriffs. Aufer-
dem macht sie die Oseen-Gleichungen einer Diskretisierung durch Finite-Ele-
mente-Methoden zugénglich. Zur Herleitung der Variationsformulierung geht
man folgendermafien vor:

1. Annahme: (u,p) mit v € [C?(Q) NC°(Q)]" und p € C(Q) ist eine klassi-
sche Losung der Oseen-Gleichungen.

2. Multiplikation der Gleichungen (2.1a) und (2.1b) mit Testfunktionen v €
[D(Q)]" bzw. g € D(2) und Integration iiber Q liefert

a(u,v) — v (Au,v) + ((w- Vu,v) + (Vp,v) = (f,v) VYo € [D(Q)]",
(divu,q) =0 Vq € D(Q).
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3. Anwendung der Integrationsregeln (1.4) und (1.5) ergibt

a(u,v) + v (Vu, Vo) + ((w - V)u,v) — (p,dive) = (f,v) Vo € [D(Q)]",
(divu,q) =0 Vq € D(Q).

4. Die Vervollstindigung des Raums von Testfunktionen [D(€)]" bzgl. der
Norm ||-[|; und die Vervollstindigung von D(f2) bzgl. der Norm ||-||, nach
Satz 1.1.22 zeigt

o (u,v) + v (VuVo) + ((w - V)u,v) — (dive,p) = (f,v) Vo € [HE(Q)]",

(divu,q) =0 Vg€ L3(Q).
(2.3)

Jede klassiche Losung (u,p) erfiillt also die Variationsgleichungen (2.3). Die-
se Tatsache motiviert die folgende Definition schwacher Losungen der Oseen-
Gleichungen:

Definition 2.1.5. Ein Paar von Funktionen (u,p) heiit schwache Lésung
der Oseen-Gleichungen, wenn es Lésung der folgenden Variationsformulierung
der Oseen-Gleichungen ist:

JFinde (u,p) € [H'(Q)]" x L3(Q) derart, daB
o (u,v) + v (Vu, Vo) + (w - V)u,v) — (dive,p) = (f,v) VYo € [Hi(Q)]",
(divu,q) =0 Vq € L3(Q),

ulag = 7.
(2.4)

Bemerkung 2.1.6. Jede klassische Losung der Oseen-Gleichungen ist auch
eine schwache Losung.

Bemerkung 2.1.7. Die Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen erlaubt
es, die Regularititsforderungen an die Daten stark abzuschwéichen. Statt eines
stetigen Quellterms geniigt es f € L?(Q) zu fordern und das Konvektionsfeld
w als divergenzfreies Vektorfeld aus [H'(2)]" vorauszusetzen. Nitheres dazu in
Abschnitt 2.3.

2.2 Gemischte Variationsaufgaben

Variationsaufgaben sind der geeignete abstrakte Rahmen fiir die Untersuchung
der schwachen Losbarkeit von Randwertaufgaben fiir partielle Differentialglei-
chungen. Fiir die Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen (2.4) im spe-
ziellen sind gemischte Variationsaufgaben der passende Rahmen.

Notation. Um unnétige Wiederholungen zu vermeiden, werden einige Bezeich-
nungen fiir die folgenden Kapitel vereinbart: X und ) stehen fortan fiir reel-
le Hilbert-Raume. a(-,-) und b(-,-) bezeichnen stets reelle Bilinearformen auf
X x X bzw. X x Q. Mit F und G sind immer beschrinkte lineare Funktionale
auf X bzw. () gemeint.
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Definition 2.2.1. Die Bilinearform a(-,-) auf X x X heifit stetig, wenn es eine
Konstante M, > 0 derart gibt, daf}

lau, v)| < Mg [lully lv]lx Va0 € X.

Sei V' C X ein abgeschlossener linearer Teilraum von X. Dann heifit a(:,-)
V-elliptisch, falls fiir eine Konstante o > 0 gilt:

la(v,0)] > a ||} YveV.
Die Bilinearform b(-, -) auf X x @ heifit stetig, wenn fiir eine Konstante M, > 0
die Ungleichung
b(v,q)] < My |Jullx lallg Yue X,qeQ (2.5)

erfiillt ist. b(-,-) geniigt der (kontinuierlichen) inf-sup-Bedingung, wenn eine
Konstante # > 0 derart existiert, daf

b(v, q)
sup
veX\{0} ||U||X

> Bllal, VaeQ. (2.6)

Bemerkung 2.2.2. Man nennt die Bilinearform a(-,-) kurz elliptisch, wenn
sie X-elliptisch ist. Eine elliptische Bilinearform a(-, ) erfiillt stets die inf-sup-
Bedingung (2.6). Der Name ,inf-sup-Bedingung® rithrt daher, dafl Bedingung
(2.6) dquivalent ist zu der Forderung

inf sup M > 0.

9€Q\{0} yex\foy IVl x llallg

Gegenstand dieses Abschnitts ist die gemischte Variationsaufgabe:
yFinde (u,p) € X x @ derart, daf}
a(u,v) +b(v,p) = (F,v)y VveX, (2.7)
blu,q) =(G,q)g Vg €Q.S

Motiviert wird die Untersuchung von Variationsaufgaben diesen Typs durch die
Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen (2.4). Man setze

X := [H}(Q))" und Q := L%(Q)

und definiere fiir ein festes w € X mit divw = 0 die Bilinearform a(-,-) auf
X x X und die Bilinearform b(-,-) auf X x @ durch

a(u,v) := a(u,v) + v (Vu, Vo) + ((w - V)u,v) Vu,v € X,
b(v,q) = — (dive,q) Yv e X,Vge Q
sowie die beschriankten linearen Funktionale F und G durch G = 0 und
(Fv)y == (f,v) YveX.

Mit diesen Definitionen entspricht die gemischte Variationsaufgabe (2.7) der
Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen (2.4) mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen.
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Hilfssédtze iiber stetige Bilinearformen

Die Darstellung von stetigen Bilinearformen mit Hilfe von beschrinkten linea-
ren Operatoren erméglicht die Uberfithrung von Variationsaufgaben in Opera-
torgleichungen. Die lineare Funktionalanalysis stellt starke Sétze bereit, diese
Operatorgleichungen zu untersuchen.

Satz 2.2.3 (Darstellungssatz fiir stetige Bilinearformen). Zu der steti-
gen Bilinearform b(-,-) auf X x @ gibt es jeweils genau einen beschriankten,
linearen Operator B aus L(X,Q*) bzw. B' aus L(Q, X*) derart, daf}

(Bv,q)Q = <B'q,v>X =b(v,q) Yve X,VgeQ (2.8)
und

1Bllpix,qry < My baw. HBIHL(X,Q*) < M.

Beweis. 1. Zum Beweis der Wohldefiniertheit von B ist Bv € Q* fiir allev € X
zu zeigen: Die Linearitdt von Bv ist klar. Die Beschrinktheit von Bv folgt aus
der Stetigkeit von b(:,-): Mit C := M, |v| 5 gilt

(B, q)q | = [b(v,q)] < My |lv]lx llallg = Cllallg Vo€ @

2. Zeige nun B € L(X,Q") mit | Bl o+). Die Linearitit von B ist leicht
einzusehen. Die Beschrianktheit von B folgt wiederum mit der Stetigkeit der
Bilinearform b(-, ):

Buo, b
ol = sy Bl )

= s < My|v|xy VveX.
sc\foy  lldllg scq\{oy llallo

3. Zur Eindeutigkeit: Sei B : X — Q* ein weiterer beschrinkter linearer Ope-
rator mit der Eigenschaft (2.8). Dann gilt

(Bv—év,q)Qz(] Yq € Q.

Daraus folgt Bv = Bu fiir alle v € X und schlieBlich B = B. Der Beweis der
Aussage fiir den Operator B’ verlauft analog. O

Definition 2.2.4. Der beschrinkte lineare Operator B von X nach Q* mit
der Eigenschaft (2.8) heifit darstellender Operator der stetigen Bilinearform

b(-,-).

Bemerkung 2.2.5. Sei g ein Element aus @) und ¢ € Q** dessen Bild unter
der kanonischen Einbettung von ) in Q**. Die kanonische Einbettung von @)
in Q** ist ein Isomorphismus, da @) ein Hilbert-Raum ist. Wegen

<B*qav>X = <Qa BU>Q* = (Bvaq>Q = <B’an>X VU € Xavq € Q

kommutiert das Diagramm in Abbildung 2.1. Im folgenden wird daher B’ : Q —
X* mit dem zu B adjungierten Operator B* : Q** — X* identifiziert.
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o

N

X*

Q Q**

Abbildung 2.1: Identifikation von B’ und B*.

Zur Formulierung des folgenden Lemmas, das den Kern der Theorie gemischter
Variationsaufgaben bildet, benotigt man die beiden folgenden Teilmengen von
X:

V(G) :={v e X|blv,q) =(G.q)g Vq€Q}
V :=V(0) = Kern (B).

V ist als Kern des beschriinkten linearen Operators B abgeschlossen und damit
ein Hilbert-Raum.

Lemma 2.2.6. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:
(i) Die stetige Bilinearform b(-,-) erfiillt die inf-sup-Bedingung

b(v, q)
sup
veX\{0} ||U||X

> Bliglg- (2.9)

(ii) Der Operator B* ist ein Isomorphismus von @ auf V° und es gilt
1B qllx- = Bllallg Vae€Q. (2.10)

(iii) Der Operator B ist ein Isomorphismus von V+ auf Q* und es gilt

|Bollg- = Bllolly  VveX. (2.11)

Beweis. (ii) = (i) Die Ungleichung (2.9) impliziert die inf-sup-Bedingung:

b B*
sup (U7Q) — sup < Q7U>X

=I1B*qllx- > Bllallg -
vex\ioy I0lx  wexvioy  Iollx x Q

(i) = (ii) Andererseits folgt aus der inf-sup-Bedingung die Ungleichung (2.10):

N B*q,v b(v, q
1Bl = sup BTUx g MO g )
vex\{o3  Illx vex\{o} 11Vl x

Es bleibt zu zeigen, dafi B* ein Isomorphismus von ) auf V° ist. Die Existenz
des inversen Operators (B*)~! € L(V°, Q) wird in drei Schritten nachgewiesen.
1. Zur Injektivitdt von B: Mit Ungleichung (2.9) folgt fiir p,q € Q aus B*p =
B*q

0=[B*(p—q)llx- >Blp—qllg>0
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und schliefllich p = q.

2. Nach 1. ist B* : Q — Bild (B*) eine bijektive Abbildung. Man setze ¢ :=
(B*)"!'F in Ungleichung (2.12) ein und teile durch 3. Man erhilt

1
H(B*)_lFHQ < B [ F |- -

Also ist B* ein Isomorphismus von @ auf Bild (B*).

3. Es bleibt Bild (B*) = V° zu zeigen. Der Satz vom abgeschlossenen Bild
1.3.8 liefert sofort die Identitit Bild (B*) = Kern (B)° = V°. Denn B* ist ein
Isomorphismus und Bild (B*) damit abgeschlossen in X*.

(if) & (iii)

Nach Satz 1.3.6 ist B : V- — Q* ein Isomorphismus genau dann, wenn der zu
B adjungierte Operator B* : Q — (V1)* ein Isomorphismus ist. Es gilt

1Bl Lve,gn = 1B g, vty -

Zum Beweis geniigt es folglich einen isometrischen Isomorphismus T von (V1)*
auf V° anzugeben. Dieser ist durch

(TF,w)y = (F,Pyiw)y YweX

gegeben. Dabei ist P,1 die orthogonale Projektion von X auf V. Von den
Eigenschaften dieses Operators (vgl. Satz 1.3.10) wird im folgenden reger Ge-
brauch gemacht. Der Nachweis, dal T ein isometrischer Isomorphismus ist,
erfolgt in sechs Schritten.

1. Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist TF € V° fiir alle F € (V1)*. Die Linearitit
von TF ist klar. Die Beschrinktheit folgt mit

(TF,0) x| = (F, Prov)|x < [Flxe |Pvoollx < 1Flx ol x -
Wegen Py iv = 0 gilt (TF,v)y = (F,P,.1v), = 0 fiir alle v € V. Folglich ist
TF in V°.
2. Zeige T € L((V+)*,V°). Die Linearitit von T ist offensichtlich. Die Be-
schrianktheit folgt aus

<TF,Q)> <F,P L'U>
|TF| x« = sup X sup VX
veX\{0} vl x veX\{0} vl x
HFH(VL)* Pyivf|x

<|Fllyey VE (V)

veX\{0} o]l x
3. Zur Injektivitit von T: Fiir F,G € (V4)* folgt aus TF = TG
0=(TF-TG,v)y =(F-G,Pyiv)y YveX

und endlich F' = G.
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4. Surjektivitit: Sei G € V°. Gesucht ist ein F € (V1)* derart, daB TF = G.
Definiere F € (V1)* durch

(F,v)x := (G,v) YoeV™ (2.13)
Wegen

<TF,'U>X = <TF, (I—PvJ_)'U‘i‘ij_'U>X = <TF,P‘/J_’U>X = <G,PvJ_’U>X
=(G,(I — Pyr)v+ Pyiv)y =(G,v)y Vv €E X,

gilt TF = G.

5. Die Schritte 3. und 4. haben gezeigt, dafi T ein bijektiver Operator ist. Der zu
T inverse Operator T~! von V° auf (V+)* ist durch Gleichung (2.13) definiert.
Die Beschrinktheit von 7! folgt aus
TG, v G
HT_lGH(Vl)* = sup M = sup (G v)y <Gl (2.14)
ve(V4i)yx vl x ve(V4i)yx vl x

Nach 1.-5. ist T ein Isomorphismus von (V1)* auf V°.

6. Unter Punkt 2 wurde die Ungleichung

ITFlly. < |Fllgey. VE € (VY
nachgewiesen. Setzt man in (2.14) G := T'F, so folgt

1Pl sy < ITFlx. VF e (V4.

Das bedeutet [|TF| x. = |[F|[(y1y., also ist T isometrisch. O

Mit dieser Aussage folgt nun das klassische Lemma von Lax-Milgram.

Lemma 2.2.7 (Lax-Milgram). Die stetige Bilinearform a(-,-) auf X x X sei
X-elliptisch. Dann hat die Variationsaufgabe

»Finde v € X derart, daf a(u,v) = (F,v)y Yve X.“ (2.15)

genau eine Losung.

Beweis. Sei A : X — X* der darstellende Operator der Bilinearform af(-, ).
Die Variationsaufgabe (2.15) ist dquivalent zu der Operatorgleichung

,Finde v € X derart, da} Au =F in X*.©
Es gilt V4 = Kern (4)" = X, weil aus
(Au,u) > allull}  Vue X

Kern (A) = 0 folgt. Da die X-Elliptizitit die inf-sup-Bedingung (2.6) impliziert,
ist A nach Lemma 2.2.6 ein Isomorphismus von V' = X auf X*. Damit ist
u = A~ F eindeutige Losung der Variationsaufgabe (2.15). O
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Losbarkeit gemischter Variationsaufgaben

Die Untersuchung der Losbarkeit der gemischten Variationsaufgabe (2.7) erfor-
dert einen Umweg iiber die restringierte Variationsaufgabe

.Finde u € V(G) derart, da8 a(u,v) = (F,v)y Yve V.« (2.16)

Satz 2.2.8. Die Bilinearform a(-, ) auf X x X sei stetig und V-elliptisch und
die Bilinearform b(-, ) auf X x @ erfiille die inf-sup-Bedingung. Dann gilt:

1. Fiir jede Losung (u,p) € X x @ der gemischten Variationsaufgabe (2.7)
ist u € V(G) und 16st die restringierte Variationsaufgabe (2.16).

2. Umgekehrt gibt es zu jeder Losung u € V(G) der restringierten Variati-
onsaufgabe (2.16) genau ein p € @ derart, daf} (u,p) die gemischte Varia-
tionsaufgabe (2.7) lost.

Man sagt, die Variationsaufgaben (2.7) und (2.16) sind dquivalent.

Beweis. Punkt 1 ist klar. Zu Punkt 2:

Mit den darstellenden Operatoren der Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) erhélt
man die zur gemischten Varitionsaufgabe (2.7) dquivalente Operatorgleichung

yFinde (u,p) € X x @ derart, daf}
Au+ B*p=F in X", (2.17)
Bu=G i Q.
Sei u € V(@) eine Losung der restringierten Variationsaufgabe (2.16). u 16st
nach Definition der Menge V(G) die zweite Operatorgleichung in (2.17). Nun

wird zu u ein p € Q derart bestimmt, dafl (u,p) die erste Operatorgleichung in
(2.17) erfiillt ist.

Aus Lemma 2.2.6 folgt, dal B* ein Isomorphismus von @ auf V° ist. Es gilt
(F—Au,v)y =0 YoeV

und damit F — Au € V°. Folglich 16st (u,p) € X x Q mit p := (B*)"'(F — Au)
die gemischte Variationsaufgabe (2.17). O

Mit Satz 2.2.8 folgt das Hauptresultat des Kapitels.

Satz 2.2.9. Gegeben seien die stetigen Bilinearformen a(-,-) auf X x X und
b(-,-) auf X x Q. Die gemischte Varitionsaufgabe (2.7) hat genau eine Losung
(u,p) € X x @Q, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e af-,-) ist V-elliptisch mit einer Konstanten a > 0:

a(v,v) > alvl3x YoeV. (2.18a)
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e b(-,) erfiillt mit einer Konstanten 3 > 0 die inf-sup-Bedingung

b(v, q)
sup
veX\{0} ||U||X

> flql

o Va€Q. (2.18b)

Beweis. Da die Bilinearform b(-,-) die inf-sup-Bedingung erfiillt, ist ihr dar-
stellender Operator B nach Lemma 2.2.6 ein Isomorphismus von V+ auf Q*.
Damit ist die Menge V (G) nichtleer, denn sie enthilt das Element B~!G.

Sei ug ein beliebiges Element aus V(G). Die V-Elliptizitat von a(-, -) sichert nach
dem Lemma von Lax-Milgram 2.2.7 die Existenz einer eindeutigen Losung der
Variationsaufgabe

wFinde u; € V derart, daBl a(u;,v) = (F,v)y —a(ug,v) YveV.“

Wie man durch Einsetzen sieht, 16st u := ug + u; € V(G) die restringierte
Variationsaufgabe (2.16). Angenommen @ € V(@) ist eine weitere Losung von
(2.16). Dann ist w —u € V und wegen der V-Elliptizitit von a(-,-) gilt

0=a(u—i,u—a)>alu—i]%.

Also ist u = @ und die restringierte Variationsaufgabe (2.16) eindeutig losbar.
Nach Satz 2.2.8 gibt es dann genau ein p € @ derart, dal (u,p) die gemischte
Variationsaufgabe (2.7) eindeutig 16st. O

2.3 Schwache Lésungen der Oseen-Gleichungen

In Abschnitt 2.2 wurde bereits erkldrt, wie man die Oseen-Gleichungen mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen in den abstrakten Rahmen gemischter
Variationsaufgaben einfiigt: Sei  C R" (n = 2 oder n = 3) ein beschrénktes
Lipschitz-Gebiet. Man wéhlt

X = [H{(Q)]" und Q := L3(Q)

mit den Normen || - ||y :=|-[; und | - [[5 := || - [|y. Die Bilinearform b(-, -) auf
X X @ und die beschrinkten linearen Funktionale F' und G auf X bzw. Q)
werden durch G = 0 sowie

b(v,q) == —(dive,q) Yv e X,Vq € Q,
(Foo)y == (f,v) YweX
definiert. Der Teilraum V C X ist dann der Raum aller divergenzfreien Vektor-
felder aus [H{ (2)]". Die Bilinearform a(-,-) wird in zwei Komponenten aufge-
spalten. Es ist fiir ein festes w € V

a(u,v) = ag(u,v) + a1 (w,u,v) Yu,v € X,

wobei die Bilinearform ag (-, ) auf X x X und die Trilinearform a; (-, -, -) auf X?
gegeben sind durch

ag(u,v) := a(u,v) + v (Vu, Vo) VYu,v € X,
ar(w,u,v) = ((w-Vu,v) Yu,v,we X.
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Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen der Oseen-
Gleichungen mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen werden die Voraus-
setzungen von Satz 2.2.9, insbesondere die Bedingungen (2.18a) und (2.18b),
gepriift:

Eigenschaften der Bilinearform a(-,-)

Zunéchst wird die Trilinearform aq (-, -, ) genauer untersucht.

Satz 2.3.1. 1. Fiir alle w,u,v € X gilt mit einer positiven Konstante M,, die
Abschéitzung

a1 (w,u,v)| < M, [lwllx [Jullx 1] x -
D.h. ai(-,,) ist auf X3 wohldefiniert und stetig.
2. Fiir alle w,v € X gilt
ay (w,v,v) = —%/Qdivw(v -v) dr Yw,v € X. (2.19)

Beweis. 1. Die Dimension des Lipschitz-Gebiets Q C R" ist n = 2 oder n =
3. Daher ist der Raum H'(Q) nach Satz 1.1.23 stetig in den Raum L*(Q)
eingebettet. Zusammen mit den Ungleichungen von Hélder (1.7) und Poincaré
(1.8) folgt mit einer geeigneten positiven Konstanten M,

ou;
;i d
/ijaxv x

[vil| 4
L2(Q) )

n

laq (w, u,v)| = Z/wja$ v; dx| < Z

i,j=1 i,j=1

ou
Z lwill L4 ‘—l

1,5=1

n
< Moy > Nwsly fugly oilly < Mo, flwllx JJull x [Jollx -
ij=1

| A

2. Mit der Regel der partiellen Integration (1.4) gilt

(w,v,v) Z/wga v; dr = Z/vla(;ﬂ;vz
j

i,j=1 i,j=1
__Z/wy vzdx—Z/a vdm
ij=1 i

= —ay(w,v,v) — / divw(v - v) dx.
Q

Addition von ai(-,-,) und Division durch 2 liefert die Gleichung (2.19). O
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Sei nun w € V fest gewéhlt. Mit der gerade bewiesenen Stetigkeit von aq(-,-, )
und der Ungleichung von Holder (1.7) folgt die Stetigkeit der Bilinearform af-, -):

a(u,v) = ag(u, ) + a1 (w,u,v) <vullx vl x + Mo, [[wlx ullx 0]l x
< max (v, My, [|w]| x) [lull x vl x Vu,v e X.

Die V-Elliptizitit folgt mit der Aussage (2.19) und der Ungleichung von Poin-
caré (1.8):

2 2 .
a(v,v) = apg(v,v) + a1 (w,v,v) = a|v|;+vv|x + /Q divw(v - v) dx
=0
= aoll2 + v oll% > min(aCZ,v) ol Vo € X.

Eigenschaften der Bilinearform b(-,-)

Die Stetigkeit der Bilinearform b(-,-) folgt wiederum mit Hilfe der Hoélder-
Ungleichung (1.7). Fiir alle v € X und ¢ € @ gilt

ov;

anu )5 < v lolx lallg-

[b(v,q)| = [(dive, g)| =

- (ax

lallo )
0

sz

Der Nachweis der inf-sup-Bedingung (2.18b) fiir die Bilinearform b(-,-) gelingt
mit dem nun folgenden Satz, den man in [GiRa86] als Korollar 1.2.4 findet. Der
Beweis dieser Aussage ist sehr aufwendig ist. Literaturhinweise fiir einen Beweis
von J. Necas findet man in [GiRa86] in den Vorbemerkungen zu Theorem 1.2.2.

Satz 2.3.2. Sei ) C R” ein Gebiet mit Lipschitz-Rand. Dann ist der Operator
div: V't = Q
ein Isomorphismus.
Wihle ¢ € L2(). Nach Satz 2.3.2 existiert ein u € V* derart, daf$
divu = g und gl = [[divullg < Bullx .
Die Konstante 8 > 0 ist unabhéingig von ¢. Damit folgt die inf-sup-Bedingung

. 2
sup b(v, q) > b(u, q) _ (divu, q) _ gl
vex\{o} lvllx — llullx lullx  lullx

> Bldlg- (2.20)
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Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Die Bilinearformen a(-,-) und b(-, -) erfiillen die Voraussetungen von Satz 2.2.9.
Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung der Oseen-
Gleichungen mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen bewiesen. Das Haupt-
resultat dieses Kapitels ist die Erweiterung dieser Aussage auf inhomogene
Dirichlet-Randbedingungen:

Satz 2.3.3. Sei Q C R" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Zu den Daten r €
HY2(0Q)" mit [,,r-nds =0, w €V und f € L*(Q) existiert genau eine
schwache Losung (u,p) € X x @ der Oseen-Gleichungen.

Beweis. Zur Existenz: Nach Satz 1.1.26 gibt es ein u; € X mit divu; = 0
und u1|sg = r. Es existiert genau eine schwache Losung (ug,p) € X x @ der
Oseen-Gleichungen mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und der rechten
Seite

(Fyv)x == (f,v) —a(ui,v) YveX. (2.21)

Es gilt also uglgg = 0. Das Paar (u,p) € X X Q mit u := ug + uy ist eine
schwache Losung der Oseen-Gleichungen mit u|sq = r.

Zur Eindeutigkeit: Sei (u,p) € X X @ eine weitere Losung. Dann ist (7 —
u1,p) eine schwache Losung der Oseen-Gleichungen mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen und rechter Seite (2.21). D.h. es gilt (& —uy,p) = (ug, p) und
folglich ist p = p und @ = ug + uy = u. O
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Kapitel 3

Finite-Elemente-Methoden:
Grundlagen

Galerkin-Verfahren und der Spezialfall konformer Finite-Elemente-Methoden
werden als ,,natiirliche“ Diskretisierung von Variationsaufgaben vorgestellt. Ge-
mischte Finite-Elemente-Methoden diskretisieren gemischte Variationsaufgaben
und ermdglichen somit die Konstruktion numerischer Losungsverfahren fiir die
Oseen-Gleichungen. Die Theorie gemischter Finite-Elemente-Methoden wird
weitgehend nach [GiRa86] dargestellt. Am Ende des Kapitels werden die fiir die-
se Arbeit relevanten Finite-Elemente-Rédume und ihre wichtigsten Eigenschaften
angegeben.

3.1 Galerkin-Verfahren

An dieser Stelle sei an das Lemma von Lax-Milgram 2.2.7 erinnert. Es formuliert
eine hinreichende Bedingung fiir die eindeutige Losbarkeit der Variationsaufga-
be

»Finde v € X derart, daf a(u,v) = (F,v)y VYve X.“ (3.1)

Fiir die numerische Loésung dieser Variationsaufgabe bietet sich ein natiirliches
Vorgehen an. Man sucht die Losung nicht im Raum X, sondern in einem endlich
dimensionalen Unterraum X, C X:

.Finde uj, € X, derart, da a(up,vp) = (F,vp)x Yo, € Xp.“ (3.2)

Den Ubergang vom Raum X zum endlich dimensionalen Unterraum X, nennt
man auch Diskretisierung der Variationsaufgabe (3.1). Numerische Verfahren,
die auf der Diskretisierung (3.2) basieren, heiflen Galerkin-Verfahren.

Man nennt das Galerkin-Verfahren (3.2) eine (konforme) Finite-Elemente-
Methode, wenn der Unterraum X ein Finite-Elemente-Raum ist. Finite-
Elemente-Réume werden erst in Abschnitt 3.3 eingefiihrt, da die Ergebnisse
in den Abschnitten 3.1 und 3.2 unabhéngig von der Wahl des Raums X}, sind.
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Die verallgemeinerten Galerkin-Verfahren beruhen auf der Variationsaufgabe
yFinde uy, € X}, derart, dal ap(up,vp,) = (F, Uh>X Yo, € Xp.© (3.3)

mit einer Bilinearform ay(+,-) auf X;, x Xj; und einem linearen Funktional Fj,
auf Xj,.

Definition 3.1.1. Die Bilinearform ay(-,-) und das lineare Funktional F}, sei-
en auf den Rdumen X x X bzw. X erklirt. Ein verallgemeinertes Galerkin-
Verfahren heifit konsistent, wenn fiir die Losung v € X der Variationsaufgabe
(3.1) gilt

ah(u,vh) = (Fhavh>X Yop € Xp,.

Der folgende Satz ist ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir (verallgemeinerte)
Galerkin-Verfahren. Es wird eine abstrakte Fehlerabschitzung angegeben.

Satz 3.1.2.
1. Die Bilinearform ay(-,-) erfiille die diskrete Babuska-Bedingung

sup LU0 ol Yun € X (3.4)

wmexnfor  vnllx

mit einer Konstanten «j > 0. Dann besitzt das verallgemeinerte Galerkin-
Verfahren (3.3) genau eine Losung uj, € Xj.

2. Die Variationsaufgabe (3.1) besitze eine eindeutige Losung und das verallge-
meinerte Galerkin-Verfahren (3.3) sei konsistent. Aulerdem seien die folgenden
Voraussetzungen erfiillt:

a) Die diskrete Babuska-Bedingung (3.4) fiir die Bilinearform ay (-, -) sei mit
einer von h unbhingigen Konstanten o > 0 erfiillt.

b) Die Bilinearform ay(-,-) sei stetig mit einer von h unbhingigen Stetig-
keitskonstanten M, > 0.

Dann gilt die Fehlerabschétzung

M, )
— < — — . .
Jully < (1+5)  dmt = ol (3.5)

Beweis. 1. Sei A;, € L(X}, X)) der darstellende Operator der Bilinearformen
ap(+,+) auf X x Xj mit

(Apvn, wp) x = ap(vp, wp)  Yop, wy € Xy,

Das verallgemeinerte Galerkin-Verfahren (3.3) schreibt sich mit Hilfe des Ope-
rators Aj folgendermafien:

LFinde u € X}, derart, dafi Apu, = F.¢
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Sei uy, € Kern (Ap,). Mit der diskreten Babuska-Bedingung folgert man

Apup, v ap(Uh, vp
0:< >X — ( ) ZahHUhH)(ZO-

lonll x lonll x
Also ist up = 0 und folglich Kern (A;,) = {0}. Wegen dim X}, = dim X} =n <
oc ist Ay ein Isomorphismus und uy := A,ZIF die gesuchte eindeutige Losung
von (3.3).

2. Aus der Konsistenz des verallgemeinerten Galerkin-Verfahrens folgt durch
Subtraktion von (3.1) und (3.3)

ah(u — uh,wh) =0 VYuwy, € X;. (3.6)

Diese Beziehung heifit Galerkin-Orthogonalitit. Sei v, € X}, beliebig. Wegen
der Galerkin-Orthogonalitéit gilt

an(un — v, wn) = ap(up — u,wp) + ap(u — vp, wp) = ap(u — v, wp)  Ywp € Xp.

Unter Ausnutzung der Stetigkeit und der diskreten Babuska-Bedingung folgt

]_ _
||Uh - vh”X <= sup ‘a’h(uh Uhawh)‘
Qe Xp\ {0} Jwn |l x
1 — M,
— sup ‘ah(u Uhawh)| < —aHU_UhHX-
A wyeX,\ {0} |wn |l x o

Dieses Ergebnis und die Dreiecksungleichung ergeben

[ = unllx = (v = vn) + (vn — un)llx

M
< lu— - < (1 “) inf ||u — .
<l =wpllx + llup —onllx < (14 o )t |w — vl x

O

Bemerkung 3.1.3. Die Fehlerabschitzung (3.5) ist ein Spezialfall des ersten
Lemmas von Strang (vgl. [Bra97], Satz I11.1.1). Dieses verallgemeinert die Feh-
lerabschiitzung auf den Fall nicht konsistenter verallgemeinerter Galerkin-Ver-
fahren.

Praktische L6sung von Galerkin-Verfahren

Praktisch bestimmt man die Losung up € X, eines Galerkin-Verfahrens (3.2)
oder (3.3) durch Losen eines linearen Gleichungssystems. Sei 1, @9, ..., @ eine
Basis des Raums X},. Dann &8t sich die Losung uj, bzgl. dieser Basis mit einem
Koeffizientenvektor U € RY darstellen:

N
up =Y Usp;.
i=1
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Einsetzen in (3.3) liefert fir j =1,2,....N

N

an(un, ;) = an(>_ Ui, 05) = > an(0i, 05)Ui = (F,p5) x -
=1 i=1

Definiert man die Matrix A € RV*" und den Vektor L € R durch
Aji = ap(pi,j) und  Lj:= (Fy,¢)) 1<14,5<N,
so ist der Koeffizientenvektor U Losung des linearen Gleichungssystems
AU = L. (3.7)

Bemerkung 3.1.4. Die linearen Gleichungssysteme, die bei der Diskretisie-
rung von partiellen Differentialgleichungen entstehen, sind in der Regel sehr
grof}. Die Frage, wie sich diese Gleichungssysteme effizient 16sen lassen, wird in
dieser Arbeit nicht behandelt.

3.2 Gemischte Finite-Elemente-Methoden

Die gemischte Variationsaufgabe (2.7) wird folgendermafien diskretisiert: Man
wéhlt Finite-Elemente-Ridume X;, C X und @), C @ und bestimmt eine Losung
der gemischten Finite-Elemente-Methode
yFinde (up,pp) € Xp x Qp, derart, dafl
a(un,vn) + b(vn, pp) = (Fon)x  Vou € X, (3-8)
b(un,qn) = (G an)q Van € Qn-“

Zur Untersuchung der Losbarkeit definiert man analog zum kontinuierlichen
Fall

Vi(G) == {v, € Xp| b(vn.qn) = (G,an)q VYan € Qn},
Vi, := V3, (0).
Bemerkung 3.2.1. Im allgemeinen ist V}, ¢ V. Im Beispiel der Oseen-Gleich-

ungen ist V der Teilraum aller divergenzfreien Funktionen von [H{(9)]". Eine
Funktion v € V}, ist aber i. allg. nicht divergenzfrei, da

(divop,qn) =0 Vg, € Qp

nicht div vy, = 0 impliziert.

Betrachte a(-,-) und b(-,-) als Bilinearformen auf X x X; bzw. X x Q) und die
zugehorigen Operatoren Ay € L(X, X;), B, € L(X,Q;) und B} € L(Q, X})
mit

(Apu,vp) = a(u,vy) Yu € X, Vo, € Xy,

(Bhv,an)g = b(v.qn) Vv € X, Vg, € Q,

(B;;qavh>X = b(vhaq) Vq € Qavvh € Xh-
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Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung der gemischten Finite-
Elemente-Methode (3.8) geht man den Umweg iiber die folgende Variationsauf-
gabe:

sFinde uj, € V3 (G) derart, daBl  a(up.v) = (F,v)y Yv € Vj.© (3.9)

Wegen Vj, € V kann man (3.9) als nichtkonforme Finite-Elemente-Methode zur
Approximation der restringierten Variationsaufgabe (2.16) betrachten.

Satz 3.2.2. Die Menge V},(G) sei nichtleer und die Bilinearform a(-,-) sei Vj-
elliptisch:

Jap, > 0:  alvp,vp) > ap thH%( Yoy, € V.

Dann hat die nichtkonforme Finite-Elemente-Methode (3.9) genau eine Losung.
Es gilt die Abschitzung

M, . My .
u—u < |14+ — inf |lu—w + — inf — . (3.10
fo—wdy < (1+22) int - nls+ St ol (310

Beweis. 1. Zur Lisbarkeit: Sei u) € V},(G). Die Variationsgleichung

,Finde u,ll €V}, derart, dafy
a(uj,v) = (F,v) x — a(uj,v) Vv € Vj.“
hat nach dem Lemma von Lax-Milgram 2.2.7 genau eine Losung und uy :=
u) +u} € V,(G) ist eine Losung der Variationsgleichung (3.9), wie man durch

Einsetzen sieht. Diese Losung ist auch eindeutig. Denn ist @, € Vj(G) eine
weitere Losung von (2.16) so folgt aus der Vj,-Elliptizitit von af(,-)

0= a(uh — ﬁh,uh — ﬂh) Z [0 ||uh — ﬂh|‘§( .

Damit gilt up, = uy,.

2. Zur Fehlerabschitzung: Sei wy, € V;,(G) beliebig. Definiere v, := up—wy, € V.
Da (u,p) € X x @ die gemischte Variationsaufgabe (2.7) lost, gilt

a(vp, vp) = a(vp, vp) -I-Ez(u,vh) + b(vp,p) — (F, Uh>XJ.

=0

up € Vi (G) ist Losung der Variationsaufgabe (3.9). Es folgt fiir alle g, € Qp,

a(vp, vp) = alvp, vp) + alu, vy) — a(up, vy) + b(vp, p)
= a(u — (up —vp),vp) + b(vp, p) — b(vp, qn)
=0
= a(u — wp,vy) + b(vp,p — qn).

Aus der Stetigkeit der Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) und der Vj,-Elliptizitit
von af(-,-) folgt

lwn = unllx = llonllx < =2l —whllx + = Ip — a]
w Uu v Uu w .
h = Uh wllx = o hilx + - IP— anllg
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SchlieBllich gilt fiir alle wy, € Vj,(G) und ¢ € Qp,
lu —up|lx = llu—wnl x + [lwn —unll x
M, M,
< (1429 Ju- 210 = anlo -
< (14 52) b= wnl+ 5 I~ anllg
O

Satz 3.2.3. Die Bilinearform a(-,-) sei Vj-elliptisch mit einer positiven Kon-
stante «y,, d.h.

a(vp,vp) > o llonll% You € Vi, (3.11a)

und die Bilinearform b(-, ) erfiille die Babuska-Brezzi-Bedingung (auch dis-
krete inf-sup-Bedingung genannt)

b(vp,
sup b(on, gn) > Bnllanllq  Van € Qn. (3.11b)
v €X,\{0} ||Uh||X

Dann existiert genau eine Losung (up,pp) € Xp x Qp der gemischten Finite-
Elemente-Methode (3.8). Es gelten die Fehlerabschitzungen

M, M,,) , My
U — U < |1+ 1+—) inf |[u—wv + — inf — ,
-l < (14 22) (14 52 ing ol + 22 it -l
(3.12)

a

. My )
Ip - prllo < mf|m—wm+(u~—) inf  lp— arllo.

Br vneX,\{0} Br ) aneQn\{0}
(3.13)

Beweis. 1. Zur Losbarkeit: Betrachte den Operator Bj, eingeschriankt auf Xj,.
Mit Lemma 2.2.6 folgt, dafl By, ein Isomorphismus von Vhl (das orthogonale
Komplement von Vj, in X},) auf Qj ist. Damit ist V3 (G) nichtleer und nach Satz
3.2.2 hat die Finite-Elemente-Methode (3.9) genau eine Losung uy, € Vi, (G). In
dieser Situation kann man nun Satz 2.2.8 anwenden. Mit diesem folgt die Exi-
stenz eines p, € Q) derart, daB} (up,pn) € Xj X Qp eindeutige Losung der
gemischten Finite-Elemente-Methode (3.8) ist.

2. Zu den Fehlerabschitzungen: Man geht von der Fehlerabschitzung (3.10)
aus. Zunéchst wird die diskrete inf-sup-Bedingung ausgeniitzt, um den Term

inf U —w
Lt =l

besser abzuschétzen. Sei v, € X}, beliebig. Es ist B (u — vp) € Q. Da By, ein
Isomorphismus von Vhl auf ()} ist, existiert genau ein z, € VhJ- mit

Bpzn, = Bp(u — vp). (3.14)
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Ungleichung (2.11) liefert die Abschitzung

| Bh(u — vy)|

1 b
l2nllx < = Q; < —llu—wnllx- (3.15)

M,
Bh B
Fiir wy, := zp, + vy, gilt dann mit Gleichung (3.14)

b(wh, qn) = (Bzn: qn) g + b(vn, qn) = (B(u —vn), qn) g + b(vn, qn)
= b(u — vp, qn) + b(vn, qn) = b(u, qn) = (G, an)g  Van € Qn.

Also ist wy, € V3 (G) und mit Abschitzung (3.15) folgt

M,
= wnlly <lhu =il + ol < (14 52 ) - ol (319

Einsetzen in (3.10) liefert die erste Fehlerabschéitzung (3.12).
Nun zur Abschéitzung fiir ||p — ppl/g. Subtraktion von (2.7) und (3.8) ergibt

b(vn, pn — qn) = a(u — up,vn) +b(vh,p — qn)  Vvn € Xp, Van € Qp.
Aus der diskreten inf-sup-Bedingung (3.11b) folgt

a(u — up,vp) + b(vh. D — qn)

1
lpn —anllg < = sup

h v, €X,\{0} thHX
M, M,
< ——llu—unllx + == llp —anllg -
o | Ix A | g
Damit gilt
lp = pullg < llp = anllg + llpn — anllg
M, < Mb> (3.17)
S—lu—upllx +|14+——]llp—anllp-
A | Ix 5, | g
und folglich auch die Fehlerabschétzung (3.13). O

3.3 Finite-Elemente-Riume

Die Grundidee der Galerkin-Verfahren ist es, in der Variationsaufgabe
sFinde u € X derart, daf a(u,v) = (F,v)y VYve X.“

den Raum X durch einen endlich dimensionalen Unterraum X; C X zu erset-
zen. Anforderungen an X} ergeben sich aus den Resultaten der vorangegange-
nen Abschnitte 3.1 und 3.2:

1. Fehlerabschitzungen der Form

u—uplly <C inf U — vy,
=l <O il Ju=uly
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besagen, dafl der Fehler des Galerkin-Verfahrens nur davon abhingt, wie gut
sich die exakte Losung u € X in X}, approximieren laft.

2. Die praktische Losung eines Galerkin-Verfahrens erfordert die Aufstellung
und Losung des linearen Gleichungssystems (3.7). Dazu braucht man eine ein-
fache Basis von X}, damit sich die Matrixeintrdge Aj; = a(p;, ;) leicht be-
rechnen lassen. Auflerdem ist es wiinschenswert, dafl die Matrix A mdglichst
viele Nulleintrége hat. Das verringert bei geschickter Speicherung der Matrix
den Bedarf an Speicherplatz.

Die grofie Beliebtheit, der sich Finite-Elemente-Methoden in der Praxis er-
freuen, belegt, daf} Finite-Elemente-R&ume eine gute Wahl zur Diskretisierung
von partiellen Differentialgleichungen sind. Es werden nun die in dieser Arbeit
benoétigten Finite-Elemente-Riaume eingefiithrt und eine Sammlung ihrer wich-
tigsten Eigenschaften angegeben. Es werden nur Finite-Elemente-Ridume auf
polyedrischen Gebieten beriicksichtigt.

Triangulationen

Definition 3.3.1. Sei Q2 € R” ein beschrianktes polyedrisches Gebiet. Die Men-
ge T, = {K1, Ko, ..., Ky} abgeschlossener, polyedrischer Teilmengen heifit eine
zuléssige Triangulation von 2, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) U:’;Ki:ﬁundlgiﬂlgj:@fﬁri;ﬁj.

(ii) Besteht K; N K; aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt von
K; als auch von K;. (Es darf keine ,,hingenden Knoten* geben.)

(iii) Besteht K; N K fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist K; N K eine
(n-1)-dimensionale Seite, sowohl von Kj; als auch von K.

(iv) Fiir alle Elemente gilt diam(K;) < h.

Bemerkung 3.3.2. In dieser Arbeit ist das Referenzelement immer das Ein-
heits-n-Simplex, d.h. die konvexe Hiille der n+1 Vektoren 0. ey, es,...,e, € R".
Im Fall n = 2 sind die Elemente einer Triangulation also Dreiecke, im Fall n = 3
Tetraeder.

Definition 3.3.3. Sei {7,} eine durch A > 0 parametrisierte Familie von
zuléssigen Triangulationen des Gebietes Q2. Ist K ein Element einer dieser Tri-
angulationen, so werden die Radien der maximalen K eingeschriebenen Kugel,
bzw. der minimalen Kugel in der K enthalten ist, mit px bzw. hx bezeichnet.

Die Familie {7} heifit quasiuniform, falls es gleichm&Big fiir 0 < h < hg eine
Konstante £ > 0 mit

h

PK
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fiir alle Elemente K der Zerlegung 7 gibt. Die Familie {73} heifit uniform,
wenn es gleichméfBig fiir 0 < h < hg eine Konstanten 0 < x gibt, so daf§

h
— < k.
PK

Finite-Elemente-Riume

Sei T, eine Triangulation von © und K ein Elemente aus 7p. Mit P, (K) wird
die Menge der Polynome vom Hochstgrad m € N auf K bezeichnet. Die in
dieser Arbeit verwendeten Finite-Elemente-Riume sind fiir £ > 1

M¥(Th) := {vn € C°(Q)| vy i € Pr(K) VK € Tp}.
Satz 3.3.4. Es ist M*(7;,) c H'(Q).

Beweis. Vgl. [QuVa97], Proposition 3.2.1. O

Approximationssitze

Satz 3.3.5. Sei 7; eine quasiuniforme Familie von Triangulationen des poly-
edrischen Gebiets Q@ C R” und seien k,s € N mit / := min(k,s — 1) > 1. Dann
gibt es einen linearen Operator If’h . H°(Q) — MF(T;) und eine Konstante
C > 0 derart, dafl

lu—TIFulm < CRP "™l (0<m <), (3.18)

Beweis. Vgl. [QuVa97] Theorem 3.4.2. O

Bemerkung 3.3.6. Damit die Halbnorm |u — If’hu\m Sinn macht, muf} die

Inklusion M*(7;,) € H™(R) gelten. Diese wird durch die Einschrinkung m < 1
gesichert.

Der Operator Ifh wird in [QuVa97] als Interpolationsoperator konstruiert. Da-
her sind laut Efnbettungssatz 1.1.23 die Einschrankungen s > 2 und n < 3
notig, um die Einbettung H*(Q) C C°(Q) zu gewihrleisten. Der folgende Satz
von Clément schafft Abhilfe, wenn man Funktionen approximieren mochte, die
nur aus H'(£) sind.

Satz 3.3.7 (Clément). Sei 7, eine quasiuniforme Familie von Triangulatio-
nen des polyedrischen Gebiets 2 C R” und £ > 1. Dann gibt es einen be-
schriinkten linearen Operator PF, : H'(Q) — MP*(T,) und eine Konstante
Cc > 0 mit ’

NI

Y bl = Piyolig | < Calol, - (3.19)
KeT,

Beweis. Vgl. [GiRa86], Theorem A.4. 0O
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Inverse Ungleichungen

Die inversen Ungleichungen (3.20) und (3.21) beschreiben die Beziehung ver-
schiedener Normen auf einem Finite- Elemente- Raum.

Satz 3.3.8 (Inverse Ungleichungen). Sei 7}, eine quasiuniforme Familie von
Triangulationen. Es existieren von A unabhéngige positive Konstanten C7, und
Cr, derart, daf3

> hic [ Avllg < Cr IVonlly Yo € M (Th) (3.20)
KeTy,
und
> bk IVanlls x < Cr llanlly  Yan € M*(T). (3.21)
KeTy,
Beweis. Vgl. Theorem 4.5.11 in [BrSc94]. O

Bemerkung 3.3.9. Die Approximationssitze und inversen Ungleichungen ma-
chen Aussagen iiber skalare Funktionen. Die Aussagen lassen sich durch Auf-
addieren der einzelnen Komponenten der Ungleichungen unmittelbar auf vek-
torwertige Finite-Elemente-Raume [M*(73,)]" C [H'(Q)]" iibertragen. Die Be-
zeichnungen der Konstanten in den Abschitzungen (Cr,, C¢; usw.) werden im
vektorwertigen Fall beibehalten.

Bemerkung 3.3.10. In den Kapiteln 4 und 5 werden Finite-Elemente-Met-
hoden vorgestellt, deren Lisbarkeit und Konvergenz mit Hilfe der Approxima-
tionssitze und inversen Ungleichungen aus diesem Abschnitt bewiesen werden.
Daher ist im folgenden mit einer Familie von Finite-Elemente-Riumen stets
eine Familie von Riumen gemeint, die auf einer quasiuniformen Familie von
Triangulationen basiert.

Notation. Der Finite-Elemente-Raum MP*(7},) wird auch als Py-Element be-
zeichnet. Im Fall £ = 1 spricht man auch von linearen Elementen. Der Finite-
Elemente-Raum [M*(T,) N H{ (Q)]" wird im folgenden mit X} bezeichnet. Falls
im Zusammenhang die Ordnung der Elemente keine Rolle spielt, schreibt man
auch kurz Xj. Der Finite-Elemente-Raum M!(7;,) N LZ(Q) wird mit Q) ab-
gekiirzt bzw. mit @)y, wenn die Ordnung keine Rolle spielt.



Kapitel 4

Finite-Elemente-Methoden fiir
die Stokes-Gleichungen

In diesem Kapitel werden Finite-Elemente-Methoden fiir die Stokes-
Gleichungen

—Au+Vp=f inQ,
dive =0 in £,
ujgn =0

vorgestellt. Zur Vereinfachung werden homogene Dirichlet-Randbedingungen
angenommen. Die Stokes-Gleichungen sind ein Spezialfall der Oseen-Gleich-
ungen (2.1). Aus der Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen (2.4) ergibt
sich mit X = [H}(Q)]" und Q = L(f2) eine Variationsformulierung der Stokes-
Gleichungen:

xFinde (u,p) € X x @ derart, daf}
(Vu, Vv) — (dive,p) = (F,v)y Vv € X, (4.1)
(divu,q) =0 Vqe Q.

In Abschnitt 4.1 wird die ,natiirliche“ Diskretisierung der Stokes-Gleichungen
durch die gemischte Finite-Elemente-Methode (3.8) dargestellt. Das Hauptpro-
blem bei der numerischen Losung der Stokes-Gleichungen mit Finite-Elemente-
Methoden ist eine stabile Approximation des Drucks. Die Babuska-Brezzi-Be-
dingung ist eine Kompatibilitdtsbedingung an das Paar von Finite-Elemente-
Raumen zur Approximation des Geschwindigkeitsfelds und des Drucks. Die Be-
deutung der Babuska-Brezzi-Bedingung fiir die Approximation des Drucks wird
hervorgehoben und die Babu§ka-Brezzi-stabilen Taylor-Hood-Elemente werden
vorgestellt.

Der Abschnitt 4.2 fithrt in die stabilisierten Finite-Elemente-Methoden ein.
Durch einen Trick erlauben stabilisierte Verfahren eine Umgehung der Babuska-

Brezzi-Bedingung. Als Anwendung wird eine stabilisierte Finite-Elemente-Me-
thode fiir die Stokes-Gleichungen nach [FrHuSt93] vorgestellt. Diese Methode
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funktioniert fiir eine grofie Zahl von Kombinationen von Finite-Elemente-Réum-
en. So auch fiir einige Paare, die nicht Babuska-Brezzi-stabil sind. Das Interesse
an diesen Verfahren liegt darin begriindet, daf einige besonders einfache Kom-
binationen von Finite-Elemente-Réumen nicht Babuska-Brezzi-stabil sind.

In der neueren Literatur werden Diskretisierungen mit Paaren von Babuska-
Brezzi-stabilen Finite-Elemente-Radumen gegeniiber den stabilisierten Finite-
Elemente-Methoden favorisiert. Auflerdem beschéftigt man sich verstirkt mit
Verfahren hoher Ordnung. In Abschnitt 4.3 wird anhand numerischer Experi-
mente gepriift, ob diese Préiferenz gerechtfertigt ist.

4.1 Taylor-Hood-Elemente

Die natiirliche Diskretisierung der Stokes-Gleichungen basiert auf der gemisch-
te Finite-Elemente-Methode (3.8). Man wiihlt Finite-Elemente-Riume X} C
X und Qfl C @ und bestimmt eine Losung der gemischten Finite-Elemente-
Methode

yFinde (up,pp) € X,ll X Qfl derart, daf}
(Vup, Vog) — (divop, pp) = (Fop) x  Yop € Xy, (4.2)
(divup,qn) =0 Vg, € Qp.©

Sie hat eine eindeutige Losung, wenn die beiden Voraussetzungen von Satz 3.2.3
erfiillt sind. Die erste Voraussetzung (3.11a) ist die Elliptizitéit der Bilienarform
a(-,-) auf dem Raum Vj, C X. Diese ist offenbar erfiillt, da a(-,-) auf dem vollen
Raum X elliptisch ist.

Entscheidend ist die Babuska-Brezzi-Bedingung (3.11b). Sie ist eine Kompati-
bilitdtsbedingung an das Paar von Finite-Elemente-Rdumen X }ll und Qﬁ.

Definition 4.1.1. Ein Paar von Familien von Finite-Elemente-Raumen X,lZ
und Q’,j heifit Babuska-Brezzi-stabil, wenn die Babuska-Brezzi-Bedingung

b Uh, dh
sup b(on, gn) > Bllanlo  VYan € Q-
vpeXE\{0} lonll x

mit einer von h unabhingigen Konstanten 5 > 0 erfiillt ist.

Im Falle der Stokes- bzw. Oseen-Gleichungen hat die diskrete Babuska-Brezzi-
Bedingung die Form

(div g, qp)
sup ——— =

> Blanllg  VYan € Q-

smexivfoy  lvnllx
Ein Paar X,ll und Q‘fl, das diese spezielle Bedingung erfiillt, heifit daher auch
divergenzstabil. Die géingigsten divergenzstabilen Elemente sind die Taylor-
Hood-Elemente:
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Satz 4.1.2. Sei &k € N. Das Paar von Familien von Finite-Elemente-Raumen
X;f“ und Q’,j heifit Taylor-Hood-Element k-ter Ordnung und ist divergenz-
stabil.

Beweis. Vgl. [BrFo91], Abschnitt VI.6. O

Abbildung 4.1: (a) exakte Losung des Drucks, (b) der Druck bei einer instabilen
Diskretisierung mit dem P;-P;-Element

Bemerkung 4.1.3. Das Paar von Finite-Elemente-Ridumen X,ll und Qfl wird
auch Pj-Py-Element genannt. Pj1-Pj-Elemente sind fiir £ > 1 also diver-
genzstabil. Einige besonders naheliegende Kombinationen, wie z.B. die Py-Pj-
Elemente (sog. equal-order-Elemente), sind nicht divergenzstabil.

Aus Satz 4.1.2 folgt die Losbarkeit und die Konvergenz der gemischten Finite-
Elemente-Methode (4.2) fiir die Stokes-Gleichungen bei Verwendung von Taylor-
Hood-Elementen:

Satz 4.1.4. Sei k£ € N. Die gemischte Finite-Elemente-Methode (4.2) hat fir
| = k + 1 genau eine Losung in (up,pp) € X} x QF. Sei (u,p) € X x Q
die eindeutige schwache Losung der Stokes-Gleichungen mit den zusétzlichen
Regularititsforderungen v € [H¥*1(Q)]" und p € H*(Q) N L3(Q). Dann gelten
mit positiven Konstanten C7, Cy die Fehlerabschitzungen

lu = wnllx < CrR** (llullgyy + Il ), (4.3)
lp = pallg < Cob™ (Jlullyyr + [plly)-

Beweis. Die Losbarkeit wurde durch Uberpriifung der Voraussetzungen von
Satz 3.2.3 bereits bewiesen.

Mit der Fehlerabschéitzung (3.12) und dem Approximationssatz 3.3.5 folgt fiir



40 4. Finite-Elemente-Methoden fiir die Stokes-Gleichungen

eine geniigend grofle positive Konstante C

u—upl; <C inf u—wpl; +  inf — )
-l <0 (|t -+ nt ol

< O (lu =I5 yulu + o = IEplo)
k
< CLR** ! (Jlullyy + 121l)

Analog folgt die Abschitzung fiir ||p — py||, aus der Fehlerabschitzung (3.13).
|

Bemerkung 4.1.5. In den 60er Jahren haben Ingenieure versucht, die Stokes-
Gleichungen mit dem P;-P;-Element zu diskretisieren. Dabei stellte man fest,
daf} diese Verfahren die Geschwindigkeit gut approximieren, die Naherungslo-
sung fiir den Druck aber stark oszilliert, was physikalisch keinen Sinn macht.
In Abbildung 4.1 ist links die exakte Losung des Drucks des Testbeispiels Nr. 1
aus Abschnitt 4.3 zu sehen, rechts die Approximation des Drucks der instabilen
P,-P;-Diskretisierung. Dieses Verhalten 148t sich nun erkléren:

Das Geschwindigkeitsfeld wird mit der P;-P,;-Diskretisierung nach Satz 3.2.2
stabil bestimmt. Das P;- P;-Element ist aber nicht divergenzstabil. D.h. die Vor-
aussetzungen von Satz 3.2.3, die die stabile Bestimmung einer Ndhrungslosung
des Drucks zu diesem Geschwindigkeitsfeld garantieren, sind nicht erfiillt.

Bemerkung 4.1.6. Aus der Fehlerabschitzung (4.3) folgt
lu = unllg < Crlu—unly < CH** (lullyy + [1plly) -

Mit dem sog. Dualitétstrick von Aubin und Nitsche kann man diese Abschiit-
zung verschirfen zu

lu = uplly < CHF*2 (fullypy + Iplly) - (4.5)

Vgl. hierzu [GiRa86], Theorem II.1.9.

4.2 Ein Galerkin - Least - Squares-Verfahren fiir die
Stokes-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird eine stabilisierte Finite-Elemente-Methode fiir die
Stokes-Gleichungen nach [FrHuSt93] dargestellt. Dieses Verfahren umgeht die
Babuska-Brezzi-Bedingung und approximiert auch bei Verwendung beliebiger
P)-Pp-Elemente den Druck stabil. Insbesondere ermdglicht das Verfahren ei-
ne stabile Diskretisierung der Stokes-Gleichungen mit dem wichtigen P;-P;-
Element. Anhand dieses stabilisierten Verfahrens wird ein allgemeines Prinzip
zur Konstruktion konsistenter stabilisierter Finite-Elemente-Methoden erldutert.
Die Konsistenz ist der Schliissel zum Beweis optimaler Fehlerabschitzungen.
Die Darstellung stabilisierter Finite-Elemente-Methoden dieser Bauart (in die-
sem Abschnitt und in Kapitel 5) bedient sich der vereinheitlichenden Notation
aus [Lub91].
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Nun wird der Trick zur Umgehung der Babuska-Brezzi-Bedingung vorgefiihrt:
Man definiert auf dem Produktraum (X x Q) x (X x Q) die Bilinearform B¢ (-, -)
und das lineare Funktional Fg;(-) auf X x @ durch

BG(uap; v, q) = (VU, VU) - (diVU,p) + (diVU, q) )

FG(U,Q) = (faq) .

Die Variationsformulierung der Stokes-Gleichungen (4.1) ist dquivalent zu der
Variationsaufgabe

xFinde (u,p) € X x @ derart, daf}

4.6
Baluypi0,q) = Fo(v,q) ¥(0,) € X x Q. (4.6)

Denn ist (u,p) € X x @ eine Losung der Variationsformulierung (4.1), so folgt
durch Addition der zwei Gleichungen, daf} (u,p) auch Lésung von (4.6) ist.

Ist umgekehrt (u,p) Losung von (4.6), so sieht man durch Einsetzen von Test-
funktionen der Form (v,0) bzw. (0,¢) aus X x @, daf} fiir (u, p) beide Gleichun-
gen (4.1) erfiillt sind.

Galerkin-Verfahren

Die Finite-Elemente-Methode

wFinde (up,pp) € Xp x Qp, derart, daf
Be(un, pnivn, n) = F(vn,qn)  V(vn,qn) € Xn x Q.
ist ein Galerkin-Verfahren (3.2) fiir die Variationsformulierung der Stokes-Gleich-
ungen (4.6). Dieses Verfahren approximiert den Druck nicht verlisslich, wenn

das Paar von Finite-Elemente-Riumen X}, und @y, nicht divergenstabil ist (vgl.
Bemerkung 4.1.3).

Der Differentialoperator £ auf X x ) sei durch
L(u,p) == —Au+ Vp

definiert und die Testfunktionen 1) (v, ¢) seien aus L?(€2). Ist (u,p) € X x Q die
schwache Losung der Stokes-Gleichungen, so gilt £(u,p) = f in L?(Q), falls u
und p hinreichend glatt sind. Dann gilt die Identitét

Ba(u,p;v,q) + Y (L(u,p) = f,4(v,9) x = Fa(v,q) V(v,q) € X x Q.
KeTy
(4.7)
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Stabilisierte Finite-Elemente-Methoden

Motiviert durch die Identitit (4.7) modifiziert man die Bilinearform Bg(-,-)
und das Funktional F(-) folgendermaflen:

BSG(U,p;’U,Q) = BG(U,p;U,Q) + Z (‘C(uap)aw(v’q))Ka
KeTy,

Fsa(v,q) = Fa(v,q) + > (f,%(v,9)k .

KeTh

Es gilt nun, die Testfunktionen (-, -) geschickt zu wéhlen, um Losbarkeit und
Konvergenz der stabilisierten Finite-Elemente-Methode

»Finde (U‘haph) € Xj, x Q derart, dafl

) (4.8)
Bsa(un,pnivnyqn) = Fsa(vnyqn)  Y(n,qn) € Xp X Qp.

zu erreichen. Im Falle der Stokes-Gleichungen miissen die zusétzlichen Terme
den Druck stabilisieren. Das Verfahren (4.8) fiigt sich in den Rahmen der ver-
allgemeinerten Galerkin-Verfahren (3.3) ein. Aufgrund der Identitit (4.7) ist
es unter zusitzlichen Regularitédtsvoraussetzungen an die exakte Losung konsi-
stent.

Bemerkung 4.2.1. Das Konstruktionsprinzip des Verfahrens (4.8) 148t sich
auf Verfahren fiir andere partielle Differentialgleichungen iibertragen, denn es
werden keine Annahmen iiber den Differentialoperator £ gemacht. Stabilisier-
te Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen, die diesem Muster folgen, werden in
Kapitel 5 vorgestellt.

Galerkin-Least-Squares-Verfahren

Das Verfahren (4.8) mit Testfunktionen
P(vn. an)|k = 95 L(vn, qn) = Ohy (— Avy, +Va,) VK €T, (4.9)

heifit Galerkin-Least-Squares-Verfahren (kurz GLS-Verfahren). Dabei ist
¥ ein positiver Stabilisierungparameter. Das Galerkin-Least-Squares-Verfahren

»Finde (uhaph) € X, x Qy, derart, dafl

o (410)
Bars(un, privn.qn) = Fars(vn,qn)  Y(vn,qn) € Xp X Qp.
mit
BGLS(Uap; v, q) = BG(U‘ap, v, q) + 1 Z h%( (—AU + Vpa —Av + vq)K 3
KeTh,
Fors(v,q) := Fo(v,q) +9 Y hi (f,—Av+ Vg),
KeTs,

wird nun ausfiihrlich dargestellt. Das weitere Vorgehen wird durch Satz 3.1.2
iiber verallgemeinerte Galerkin-Verfahren geleitet:
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Zuerst wird bewiesen, daf} die Bilinearform Bgrs(+, ) auf dem Finite-Elemente-
Raum Xj x @, die diskrete Babuska-Bedingung (3.4) erfiillt. Mit Satz 3.1.2
folgt sofort, dafl das Verfahren eine eindeutige Losung besitzt. Dann wird die
Stetigkeit der Bilinearform Bgrs(-, -) bewiesen. Wegen der Konsistenz folgt mit
Satz 3.1.2 eine Fehlerabschitzung des Verfahrens.

Bemerkung 4.2.2. Der Nachweis der diskreten Babuska-Bedingung und der
Stetigkeit der Bilinearform Bgrs(-, ) auf X x Qp erfolgt bzgl. einer gitter-
abhingigen Norm:

Mit der inversen Ungleichung (3.21) und der Ungleichung von Poincaré folgt,
daf} durch

2 2 2
(wn o) Gz = unli + llpally +9 Y b 1Vpalls (4.11)
KeT,

eine Norm auf dem Finite-Elemente-Raum(!) X, x @, gegeben ist, die zu der
Norm

lunllx + llpallq

dquivalent ist.

Losbarkeit des GLS-Verfahrens

Satz 4.2.3. Es existiert eine von h unabhiingige positive Konstante 3 derart,
daBl die Bilinearform Bgrs(-,- ) auf dem Produktraum X; x @, die diskrete
Babuska-Bedingung

Bar.s(un, ph; vh, qn)
sup
0¢(Uhth)eXh><Qh H(vhﬂqh)HGLS

> Bl(un,pr)llars  V(un,pn) € Xp X Qp

erfiillt. Es existiert eine eindeutige Losung der Finite-Elemente-Methode (4.10).

Zum Beweis dieses Satzes wird das folgende Lemma benotigt. Es besagt, welche
»Strafe” bei der Divergenzstabilitit gezahlt werden muf}, wenn man zur Appro-
ximation von Geschwindigkeit und Druck Kombinationen von Finite-Elemente-
Réumen heranzieht, die die Babuska-Brezzi-Bedingung (3.11b) verletzen.

Lemma 4.2.4 (Verfiirth). Es existieren positive Konstanten Cy, und Cy,
derart, daf} fir alle p;, € Qﬁl gilt

1

div vy, 3
sup DY) 5 0y — 0 (D R IV ) . (012)
xivgoy |l ot

Beweis. Seip), € Qﬁl beliebig. Es wird zu pj, ein v, € X,]f derart konstruiert, dafl
(divop, pn) lva]7 " groBer oder gleich der rechten Seite von Ungleichung (4.12)
ist. Dann bleibt die Ungleichung sicher erhalten, wenn man das Supremum iiber
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alle Elemente aus X\ {0} bildet. Wegen der kontinuierlichen inf-sup-Bedingung
(2.20) existiert ein w € X derart, dafl

(divw,pn) = Bllpallg lwl; - (4.13)

Sei Plk’h der Clemént-Operator aus Satz 3.3.7. Es gilt
(diV Pﬁh%ﬁh) = (diV (PEpw — w)aPh) + (divw, pp)

(Mit partieller Integration, vgl. Satz 1.2.3.)
= (’U) - Plk,hwa Vph) + (divwaph)

1 1
~(2 el = Phawli )T (D2 R IVERI )T+ Bllonlo lwly

KeTy, KeTy,

1
2 2
~Car( Y2 Wi I9pal i ) Tl + Bllpalg ol
KeTy,

Vv

Vv

Division durch |w|, und die Beschriinktheit des Operators P, liefern mit ge-
eigneten positiven Konstanten C'y;, und Cy,

(div Pﬁhw,ph)

1

2 pl

HPk w|y > Oy, th”o - CVz( Z h%{ ||Vph||o,[(> :
1,h

KETh

D.h. mit v, := Plk’hw € X wird das Supremum in (4.12) erreicht. O
Nun zum Beweis von Satz 4.2.3:

Beweis. Definiere zur Abkiirzung
D) =D bkl ok und Y (i)=Y Ak )ok
KET;, KeTy

In dieser Kurzschreibweise gilt

Y () (Zw)

Sei (up,pr) € Xp X Qp beliebig. Zu (up,pp) wird ein (vy, qn) € X x Qp, derart
konstruiert, daf}

Bars(un, phivns an) 2> Bll(un, pr)llarsll(vn, an)llars.

Dann ist auch Bedingung (4.12) erfiillt. Die Konstruktion erfolgt in drei Schrit-
ten.

1. Teste die Elliptizitdt von Bgrs(-, ).

Bar.s(un, ph; Un, Ph)
Junl} + 0D (Aup) + 9 (Vpr) — 20 (Aup, Vpp)

ol 93 () 93 (%) =20 (3 (@) (32 (9

Vv
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(Youngsche Ungleichung.)
>l +9 Y () 493 (Tp) =01 3 (Aun) = 23 ()
= fuft 49020 3 (@) +9 (1= 1) 3 o)

€1

(Inverse Ungleichung (3.20))

> (1 + 79(107;81)> \uh\% +9 (1 - 5_11> Z(Vph)

(Wihle 1 <ey < 1+ % und geeignete positive Konstanten Cy,Cs.)

> C up|t + Cy Z (Vpn).

2. Schritt: Wéhle ein wy, € X}, derart, dafl das Supremum in Ungleichung (4.12)
erreicht wird und skaliere es auf |wy|; = ||pp||,- Dann gilt

Bers(un, pr; —wp; 0)
= — (Vup, Vwn) + (divwn, pr) = 9> (Aup, Awy) +9 Y (Awp, Vpy)

(Lemma 4.2.4)
1
>~ 19unlly [Vl + (v lnlly = v (3 (Vm))* )
1
2

“o(Tiew)’ (o) o (Tom) (Som)’

(Inverse Ungleichung (3.20))

1
> — Junly [wnly + Cvi Ipnllg lwnly = Cy (32 (Fpn)) ol
W ¥ ( 3
— — |up|y (Wh|; — ——== \Y ) w
1, unly [waly \/0—11 Z( pn) ) lwnly
(Mit ||pnlly = lwn|, zusammenfassen.)
0 2
> — | 14 —— ) lunly [Ipnllg + Cvi llpally
Crn

- (ov2 " %) (3 %n)” Il

(Zweimal Youngsche Ungleichung anwenden.)

9 1 9 9\ &9 ) )
> (14— ) — Y (LA C
> ( + )252 |unly ( +Ch> 5 Ipnlly + Cvi llpnlls

9 1 9 E9 )
o+ == = V) - [y + —=— | 2
( %) \/C—Il) 269 ( ph) < Vs \/C—Il> 9 thHO
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20\/1 011

(Wihle 0 < g2 < Cr, (14 Cvy)+0(14~/C1y )

und geeignete positive Konstanten Cs,Cy, C5.)

> — Cslupli + Cullpally — C5 > (V) -

3. Schritt: Man definiere (vy, qp) := (up — dwp, pp) fiir ein 6 > 0. Es gilt

| (vns an)llars < 1(un,pn)llars + 0l (wn, 0)llars = || (un, pr)llars + 6 [wal

= [l(un,pn)llGrs + 0 llpally < (14 0)[[(un,pn)llcrs.
(4.14)

Unter Verwendung der Ergebnisse aus Schritt 1 und 2 folgt

Bar.s(un, phivh.qn) = Bars(un, phs un, pn) + 0Bars(un, pr: —ws, 0)
> (C1 = 6C3) lun} + C4 [|pallg + (Co — 6C5) Z (Vo)

(Wihle 0 < 6 < min(% g—i) und ein geeignetes Cg > 0. Wende (4.14) an.)

U3 ?

> Co||(un,pn) &g > Co(1 + 0) | (un,pn)larsll(va. an)lars
O

Konvergenz des GLS-Verfahrens

In Satz 4.2.6 wird die Stetigkeit der Bilinearform Bgrs(-, ) bewiesen. Aus Satz
3.1.2 folgt dann fiir das GLS-Verfahren (4.10) die abstrakte Fehlerabschitzung

(= un,p — pr)llars < C inf [(w —vn.p — an)llGrs
(Vh,qn) EXH X Qp

mit einer positiven Konstanten C. Aus der Aquivalenz der gitterabhiingigen

Norm || - ||gzs mit der Standardnorm des Produktraums X, x @ folgt in
Verbindung mit dem Approximationssatz 3.3.5 fiir Finite-Elemente-R&ume:

Satz 4.2.5. Sei (up,pp) € X;f“ x @ eine Losung der stabilisierten Finite-
Elemente-Methode (4.10). Dann gilt unter den zusétzlichen Regularitétsfor-
derungen u € [HFM(Q)]" und p € HY(Q) N L3(Q) an die exakte Lésung
(u,p) € X x @ die Fehlerabschitzung

Ju—uplx +lp—prllg < C(R* ! Julyyy + B [pl4y) (4.15)
Abschliefilend wird der Beweis der Stetigkeit der Bilinearform Bgrs(-, ) nach-

geliefert:

Satz 4.2.6. Die Bilinearform Bgrg(-,-) ist auf dem Produktraum (X}, x Q) %
(X1 % Qp) stetig.
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Beweis. Seien (un,pn), (v, qn) € Xp X Qp. Es gilt
|BGLs (wh, Prs vns qn)|

(Definition und Dreiecksungleichung.)

IN

|(V’LLh, vUh)| + |(d1V uhaqh)‘ + ‘(divvhaph)‘

+9 ‘Z (AuhaAvh)‘ + 9 ‘Z (vPhaAUh)‘

+7 ‘Z (AuhaVQh)‘ + 9 ‘Z (Vph,th)‘

HVUhHo vahHo + M, HUhH1 HQhHo + M, ||Uh||1 ||ph||o

9 (X (2uw) T (X du) 49 (X vm) " (X (2’

+0 (X ) (3 wan) " +0 (X wm) " (X Van)”

(Inverse Ungleichung (3.20) und Cauchy-Schwarz im R”.)

IA

1

20 ’
[(1 + a) IVunllg + My llunl§ + M [|pallg +29 (Vph)]
1

IN

1

29 ’

[(1 + 5) IVunlg + My unll + My llpally + 20> (Vph)]
1

Mp||(un, pr)lcrsll(vhs gn)llcLs-

IN

4.3 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt erfolgt der Praxistest der bisher eingefiithrten numerischen
Verfahren fiir die Stokes-Gleichungen. Insbesondere wird untersucht, ob Dis-
kretisierungen mit Taylor-Hood-Elementen oder stabilisierte Finite-Elemente-
Methoden bessere Ergebnisse liefern. Die Verfahren wurden mit Hilfe von FEM-
LAB implementiert (vgl. Anhang A).

Fiir den Test numerischer Verfahren ist es wiinschenswert, fiir einige Beispiel-
aufgaben die exakte Losung zu kennen. Dann kann man die exakte Losung
mit der Nidherungslosung des Verfahrens vergleichen. Bei Randwertproblemen
verschafft man sich diese Beispiele folgendermafien: Man setzt eine Funktion
in die partielle Differentialgleichung ein und rechnet die rechte Seite und die
Randwerte aus. Zu diesen Daten kennt man dann die exakte Losung. Auf diese
Weise wurde bei den folgenden beiden Testbeispielen fiir die Stokes- bzw. Oseen-
Gleichungen vorgegangen.
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Abbildung 4.3: Testbeispiel Nr. 2 mit » = 1073: (a) die z-Komponente des
Geschwindigkeitsfelds, (b) der Druck

Das Testbeispiel Nr. 1 (vgl. Abbildung 4.2) hat eine glatte Losung. Es wird
wegen seines trigonometrischen Charakters durch stiickweise polynomiale Funk-
tionen nicht exakt approximiert. Es ist Q = (0,1)? und

ui(x1,x9) = sin(mxy),

ug(x1,x9) = —mxo cos(mry),

p(x1,x9) = sin(mxy) cos(mxs).

Testbeispiel Nr. 2 simuliert auf Q = (0,1)? eine Kanalstromung mit expo-
nentiellen Grenzschichten:

uy(z1,30) = 1 — e ®2/VV _ g~ (1=m2)/V

ug(z1, 2) =0,

)

p(z1,12) = Vv (e“”?/ﬁ + e—(l—xz)/ﬁ) _
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Die Losung héngt von der positiven Viskositédtskonstanten v ab. Je kleiner v
ist, desto steiler sind die Grenzschichten. Im Falle der Stokes-Gleichungen ist
v = 1. Vgl. Abbildung 4.3 fiir den Fall v = 10~ 3. Alle numerischen Experimente
wurden mit unstrukturierten Triangulationen des Gebiets © durchgefiihrt und
alle linearen Gleichungssysteme mit direkten Verfahren gelost. Die Behandlung
der inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen der Testbeispiele wurde FEM-
LAB iiberlassen.

Experiment I: Parameterdesign

Die Abbildung 4.4 verdeutlicht den Effekt der GLS-Stabilisierung (4.10): Die
beiden Testbeispiele wurden fiir verschiedene Werte des Stabilisierungsparame-
ters ¥ mit dem P;-P;-Element gerechnet. Querschnitte durch den Druck bei
x = 0.5 zeigen starke Oszillationen fiir kleine Werte von 9. Fiir grolere Werte
wird der Druck gegléttet. Das Verfahren verfilscht durch den stéirkeren Einflufl
der Stabilisierungsterme den Druck aber zunehmend. Man muf} einen guten
Kompromify bei der Wahl von ¥ finden.

Dazu wurden die Testbeispiele Nr. 1/2 mit Pg-Pg-Elemente (kK = 1,2,...,6)
gerechnet. Die Triangulationen sind so gewéhlt, dafi alle entstehenden Glei-
chungssysteme etwa 4000 Unbekannte haben. Der Parameter ¢ wird {iber den
Bereich 107°,...,1 variiert. Die Approximation der Geschwindigkeit hat sich
in den Experimenten als sehr stabil gegeniiber der Wahl von ¢ erwiesen. Die
Abbildung 4.6 zeigt daher nur den Ly-Fehler der Druckapproximation fiir die
Py- Pp-Elemente verschiedener Ordnung. Der Stabilisierungsparameter 9 hingt
offenbar von der Ordnung der verwendeten Elemente ab. ¢ muf} fiir Verfahren
hoher Ordnung kleiner gewéhlt werden. Dieses Verhalten ist aus der Theo-
rie in Abschnitt 4.2 aus folgendem Grund nicht ersichtlich: Die Konstanten
in den verwendeten inversen Ungleichungen und Approximationsaussagen sind
ordnungsabhéngig, was in der Formulierung dieser Abschitzungen aber nicht
beriicksichtigt wird. Aufgrund der Fehlerkurven in Abbildung 4.6 werden in
den folgenden numerischen Experimenten die Werte fiir ¢ gemifl Tabelle 4.3
gewihlt.

Ordnung £ 1 2 3 4 ) 6
9 0.05 0.01 0.005 0.001 0.001 0.001

Tabelle 4.1: Der Stabilisierungsparameter 9 fiir equal-order-Elemente.

Experiment II: Konvergenz

In den folgenden Unterabschnitten werden das GLS-Verfahren fiir equal-order-
Elemente (vgl. Abschnitt 4.2) und die gemischte Finite-Elemente-Methode mit
Taylor-Hood-Elementen (vgl. Abschnitt 4.1) gegeniibergestellt.
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0.08

—— Exakte Losung. —— Exakte Losung.

—9=1 — 9=1
-~ 9=4328x107 || | 9=4328x107
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0.5f 0.04

0.02

-0.02
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Abbildung 4.4: Querschnitt des Drucks der GLS-stabilisierten Pj-P;-
Diskretisierung in 2z = 0.5 fiir (links) Testbeispiel Nr. 1 und (rechts) Testbeispiel
Nr. 2

In den Sétzen 4.1.4 und 4.2.5 wurden Konvergenzaussagen fiir die beiden Ver-
fahren gemacht. Um diese Konvergenzaussagen experimentell zu iiberpriifen,
wurden die Testbeispiele Nr. 1/2 mit den beiden Verfahren auf Triangulatio-
nen mit Apg, = 1/4,...,1/64 gerechnet. In Abbildung 4.7 werden das P;-
P;-Element und das P»-Pi-Element verglichen, in Abbildung 4.8 das Ps-Ps-
Element und das Pjs-Ps3-Element. Beide Verfahren erreichen die theoretische
Konvergenzordnung. Allein bei der Erfiillung der Divergenzbedingung mufi man
bei Taylor-Hood-Elementen hoher Ordnung Abstriche machen. Dieses Verhal-
ten ist aus der Theorie schwer zu erkliren, stellt aber bei einem absoluten Fehler
der Divergenzapproximation in einer GréBenordnung von O(10~7) keinen wirk-
lichen Nachteil dar. Da die Ordnung der Geschwindigkeitsapproximation bei
Taylor-Hood-Elementen hoher ist als bei equal-order-Elementen, erzielt man
auch hoéhere Konvergenzraten. Die entstehenden linearen Gleichungssysteme
sind fiir Taylor-Hood-Elemente allerdings etwas grofier. Die Auswirkungen auf
die Rechenzeit werden in einem eigenen Unterabschnitt besprochen.

Insgesamt ist sowohl der absoluten Fehler als auch die Konvergenzordnung bei
Taylor-Hood-Elementen wesentlich besser als bei equal-order-Elementen.

Experiment ITI: Variation der Elementordnung

Im folgenden numerischen Experiment werden die Testbeispiele mit Pj-Pj-
Elementen und Py -Pg-Elementen (kK = 1,2,...,6) gerechnet. Die Triangu-
lationen sind so gewihlt, daf} alle entstehenden Gleichungssysteme etwa 16000
Unbekannte haben. Die Triangulationen fiir Py 1-Py-Elemente sind in Abbil-
dung 4.5 zu sehen. In Abbildung 4.9 sind die Resultate des Experiments darge-
stellt. Elemente hohrer Ordnung liefern bei gleichem Rechenaufwand wesentlich
bessere Ergebnisse. Die Taylor-Hood-Elemente sehr hoher Ordnung biiflen ihren
Vorsprung gegeniiber equal-order-Elementen vergleichbarer Ordnung ein. Wie-
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Abbildung 4.5: Sechs Triangulationen von € = (0,1)?. Rechnungen mit dem
Py, 11-Py-Element auf dem k-ten Gitter fithren zu einem Gleichungssystem mit
etwa 16000 Unbekannten.

derum erkennt man die Probleme mit der Divergenzbedingung bei Verfahren
hoher Ordnung.

Zeit- und Speicherbedarf

Abbildung 4.10 zeigt (oben) die Rechenzeit fiir Diskretisierungen verschiede-
ner Ordnungen und (mitte) den Speicherbedarf dieser Diskretisierungen. Die
Triangulationen sind wieder so gewéhlt, dafl alle entstehenden linearen Glei-
chungssysteme etwa 16000 Unbekannte haben.

Je hoher die Elementordung der Diskretisierung ist, desto dichter ist die Ma-
trix des entstehenden linearen Gleichungssystems besetzt. Auch die Rechen-
zeit steigt an. Hier zeigt sich ein weiterer Vorteil der Taylor-Hood-Elemente:
Im Gegensatz zu stabilisierten Verfahren miissen keine zusétzlichen Stabilisie-
rungsterme assembliert werden. Je feiner die Triangulation und je hoher die
Elementordnung, desto grofier ist beim GLS-Verfahren der Anteil der Assemb-
lierungszeit an der Gesamtrechenzeit. Dieser Eindruck bleibt auch in Abbildung
4.10 (unten) erhalten, wo die Rechenzeiten der P»-P;-Diskretisierung mit der
P,-P,;-Diskretisierung auf verschiedenen Gitterweiten verglichen werden. Vor-
sicht: Die absolute Rechenzeit ist fiir das P,-Pj-Element auf einer Triangulation
mit Ay, = 1/64 deutlich grofer als fiir das Py-Pi-Element auf dem gleichen
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Gitter. Das kommt daher, dafl das Gleichungssystem der Ps-P;-Diskretisierung
grofer ist als das der P;-P;-Diskretisierung. Der direkte Loser mit einer Kom-
plexitit von O(N?) braucht deshalb deutlich linger.
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Abbildung 4.6: der Lo-Fehler des Drucks in Abhéngigkeit von 9 fiir das P;-P;-

bis Ps-Ps-Element
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Abbildung 4.7: P5-P;-Element vs. Pj-P;-Element mit (links) Testbeispiel Nr.1,
(rechts) Testbeispiel Nr. 2
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Abbildung 4.10: (oben) Rechenzeit fiir Diskretisierungen verschiedener Ord-
nung bei gleicher Anzahl von Unbekannten, (mitte) Speicherbedarf dieser Dis-
kretisierungen, Rechenzeit mit (unten links) P,-P;-Element und (unten rechts)
P;-P;-Elementen auf verschiedenen Triangulationen
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Kapitel 5

Finite-Elemente-Methoden fiir
die Oseen-Gleichungen

Finite-Elemente-Methoden fiir die Oseen-Gleichungen

au—vAu+ (w-Vu+Vp=f inQ,
divu =0 in

haben zwei potentielle Quellen von Instabilitdten: Erstens treten bei der Appro-
ximation des Geschwindigkeitsfelds u Probleme auf, wenn die Viskositit v der
modellierten Strémung gegeniiber der Konvektion w sehr klein ist. Die Ursachen
fiir Instabilititen bei diesen konvektionsdominanten Problemen werden in
[QuVa97], Kapitel 8, anhand von Diffusions-Konvektions-Gleichungen gut be-
schrieben. Ubertragen auf die Oseen-Gleichungen folgt, daff lokal Instabilititen
auftreten kénnen, wenn die lokale Reynoldszahl

hic [lwll o g

ReK =
14

grof} ist. Die Notwendigkeit die Oseen-Gleichungen im konvektionsdominan-
ten Fall zu stabilisieren wird in Abbildung 5.1 deutlich. Links ist die exakte
Losung der z-Komponente des Geschwindigkeitsfelds des Testbeispiels Nr. 2 zu
sehen. Die Viskositéitskonstante ist hier v = 1078, Rechts ist die (unstabilisierte)
Galerkin-Approximation mit dem P»-P;-Element abbgebildet.

Zweitens treten Instabilitdten bei der Druckapproximation auf, wenn das Paar
von Finite-Elemente-Riumen zur Approximation des Geschwindigkeitsfelds
und des Drucks p nicht Babuska-Brezzi-stabil ist. Diese Stabilititsprobleme
wurden in Kapitel 4 {iber Finite-Elemente-Methoden fiir die Stokes-Gleichungen
gesondert betrachtet.

5.1 SUPG-Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen

Die Stabilitdtsprobleme bei Finite-Elemente-Methoden fiir die Oseen-Gleichung-
en lassen sich mit einem Verfahren nach Muster der stabilisierten Finite-Elemen-
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Abbildung 5.1: Testbeispiel Nr. 2 aus Abschnitt 4.3 mit v = 1078:
(a) exakte Losung der z-Komponente des Geschwindigkeitsfelds, (b) Galerkin-
Approximation mit dem P,-P;-Element

te-Methode (4.8) fiir die Stokes-Gleichungen beherrschen.

Stabilisierte Verfahren fiir konvektionsdominante Probleme basieren auf der
Idee, kiinstliche Diffusion zu addieren. Das Anisotropic-Diffusion-Verfahren
beruht darauf, mit Stabilisierungtermen der Form

Ok ((w - V)up, (w- V)vp) g (5.1)

auf jedem Element K € 7T, Diffusion in Richtung des Konvektionsfelds w zu ad-
dieren. Dabei ist dx ein lokaler Stabilisierungsparameter. Diese Methode wird
in der Praxis hiufig verwendet. Auch FEMLAB bietet seit Version 2.3 diese
Stabilisierungsvariante fiir die Navier-Stokes-Gleichungen an. Aus mathemati-
scher Sicht ist dieses Verfahren aber unbefriedigend. Da der Stabilisierungsterm
(5.1) nicht konsistent ist, verdirbt er insbesondere bei Verfahren hoher Ord-
nung die Konvergenzrate (vgl. wiederum [QuVa97], Kapitel 8). Diese Schwéche
wird durch die konsistenten SUPG-Verfahren (auch Streamline-Diffusion-
Verfahren genannt) behoben.

Galerkin-Verfahren

Bei der Konstruktion von SUPG-Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen geht man
so vor, wie in Abschnitt 4.2:

Man definiert auf dem Produktraum (X x Q) x (X x Q) die Bilinearform B¢ (-, )
und das lineare Funktional Fg;(-) auf X x @ durch
Bg(u,p;v,q) = a(u,v) + v (Vu, Vo) + ((w - V)u,v) — (dive, p) + (divu, q)
FG(Ua(J) = (f7Q) :
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Die Variationsaufgabe

xFinde (u,p) € X x @ derart, daf}

52
By pi0,q) = Fo(v,q) V(0,) € X x Q. (5:2)

ist dquivalent zur Variationsformulierung der Oseen-Gleichungen (2.4). Der Dif-
ferentialoperator £ sei auf X x @) durch

L(u,p) = au — vAu + (w - V)u + Vp

definiert. Dabei sei « eine positive Konstante und die Testfunktionen (v, q)
seien aus L2(9). Ist (u,p) € X x Q die Losung von (5.2), so gilt L(u,p) = f in
L?(), falls (u,p) geniigend glatt ist. Daher gilt auch fiir die Oseen-Gleichungen
eine Identitit der Form (4.7).

Stabilisierte Finite-Elemente-Methoden

Man modifiziert die Bilinearform Bg(+, ) und das Funktional Fg(-) folgender-
maflen:
BSD(Uap; v, q) = BG(uap; v, q)

+ > 0k (L), (v, 0) g + Y vk (dive,dive)
KeT, KeETy,

Fsp(v,q) := Fa(v,q) + Y 0k (f,4(v,) -
KeTy,

Dann 16st man die stabilisierte Finite-Elemente-Methode

,Finde (up,pp) € X}ll X Qﬁ derart, daf} (5.3)
Bsp (s phivns qn) = Fsp(vn,qn)  Y(on,qn) € X} x Q. .

Die in der Literatur untersuchten Varianten dieses Verfahrens unterscheiden
sich in der Wahl der Testfunktionen (-, ) und in der Wahl der Stabilisierungs-
parameter yx und dx .

Bemerkung 5.1.1. Die Wahl
g =0 und g >0 VK €Ty,

bei der die Testfunktionen (-, ) nicht bendtigt werden, ist als Grad-Div-
Stabilisierung bekannt. Es sind auch Galerkin-Least-Squares-Verfahren fiir
die Oseen-Gleichungen untersucht worden (vgl. [Lub91]).

Die Analyse der Losbarkeit und der Konvergenz der Verfahren (5.3) wird bzgl.
einer der gitterabhéngigen Normen

2 2 2
(s )17 == v lult + e [lullg + o |pllg

+ 3 (o divul e + 0xc s p) 13
KeTy,
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bzw.

2 2 2
)1 = v ful? + e flullg +o > 1VDG
=0

+ 3 (e ldivald i + o b p)I3

KETh

durchgefithrt. Der Term, der den Druck kontrolliert, ist mit einer Konstante
o > 0 gewichtet.

SUPG-Verfahren fiir Equal-Order-Elemente

In der Diplomarbeit [Miil97] wird ein SUPG-Verfahren fiir die Oseen-Gleich-
ungen untersucht, das fiir beliebige Kombinationen von P;- Py-Elementen 16sbar
und konvergent ist. Mit Testfunktionen der Form

P(vn,qn)lx = 6 ((w- V)op +Vag,) VK €Ty, (5.4)

kuriert dieses Verfahren zwei Probleme auf einmal. Der Term Vg, stabilisiert
den Druck, der Anteil (w - V)v;, stabilisiert die Geschwindigkeit im konvekti-
onsdominanten Fall. Fiir Rex > 1 und Stabilisierungsparameter

h
g ~ —— und yx ~hg lwlloox VK €Ty (5.5)

[l e, i

beinhaltet Satz 5.5 in [Miil97] die Fehlerabschitzung

I1u = = o)l < O 37 Bhev/m (1 + Rek) g i
KeTy

k+ 2
. Z nt: \/_hz + HwHOOKmln(R %.1) ||ka+1,K}'
KeTh,

Im folgenden wird diese SUPG-Variatante mit SUPG . ¢, bezeichnet. Der In-
dex full bezieht sich dabei auf die Form der Testfunktionen, die das Verfahren
zweifach stabilisieren. Der Index eo bezieht sich auf die fiir equal-order-Elemente
optimierte Parameterwahl.

Das Verfahren ist auch bei Verwendung von Taylor-Hood-Elementen losbar und
konvergent. Es stellt sich die Frage, ob das Verfahren fiir diese Elemente nicht
iiberstabilisiert ist und der Term V¢, weggelassen werden kann? Das SUPG-
Verfahren mit vereinfachten Testfunktionen

P(on, qn)|lx = 0x ((w-V)vp) VK €Ty (5.6)

und der Parameterwahl (5.5) erhilt die Bezeichnung SUPG gimpie,eo-
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Bemerkung 5.1.2. Der Hersteller von FEMLAB hat in Version 2.3, vermut-
lich aufgrund heuristischer Uberlegungen, eine SUPG-Variante mit den verein-
fachten Testfunktionen (5.6) und der Parameterwahl

hx

2
VY vl &

eingefithrt. Dadurch wird ein SUPG-Verfahren ohne Grad-Div-Stabilisierung
realisiert.

O ~ und vy =0

Die bisher vorgestellten SUPG-Varianten verwenden alle Parameter, wie sie
bei SUPG-Verfahren fiir Diffusions-Konvektions-Gleichungen iiblich sind. Diese
Parameterwahl ist fiir equal-order-Elemente optimiert.

SUPG-Verfahren fiir Taylor-Hood-Elemente

In [GeLuO103] wird nachgewiesen, daf} fiir SUPG-Verfahren mit Babuska-Brezzi-
stabilen Elementen eine neue Parameterwahl erforderlich ist. Dadurch wird die
Konvergenz der Verfahren deutlich verbessert.

Zunichst wird ein vollstabilisiertes Verfahren mit Testfunktionen
P(vn,an)lx = 0x ((w- V)op +Vay) VK €T,
und der Parameterwahl

_ i

- (5.7)

YK =7 ~ 1, 0K

betrachtet. Wegen der neuen Parameterwahl wird es mit SUPG 7, 4 abgekiirzt.
Der Index bb bezieht sich auf die Verwendung von Babus§ka-Brezzi-stabilen Ele-
menten.

Satz 5.1.3. Das Verfahren SUPG 5 ist unter Verwendung von Babuska-
Brezzi-stabilen Elementen eindeutig l6sbar und es gilt mit einer von «, v und
h unabhéngigen positiven Konstanten C die Fehlerabschitzung

2(k+1 2 2
I = wnp = p)I2 < €S2 (B Ry + B3 Ll ).
KeTy,

Beweis. Vgl. [GeLuOl03], Lemma 3.1 und Theorem 3.1. O

Das grofite Interesse gilt der SUPG-Variante mit der neuen Parameterwahl (5.7)
und den vereinfachten Testfunktionen

P(vn, qn)|k = 6k (w-V)vy) VK € Ty

Dieses Verfahren hat gute Konvergenzeigenschaften und spart Zeit bei der As-
semblierung des linearen Gleichungssystems. Zur Losbarkeit gilt der folgende
Satz:
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Satz 5.1.4. Die Oseen-Gleichungen (2.1) sei derart skaliert, dafl ||w|,, ~ 1
gilt. Erfiillen die Parameter §x und yx die Bedingungen

v+ahtuy? b3 1
8lwllw i ~3uav’ 3a’
(5.8)

S ol g S <7, 0 < O = Sohk < min (

mit v = O(1), so existiert eine von h und v unabhingige Konstante 3 > 0
derart, daf} fiir o = 2\ die diskrete Babuska-Bedingung

Bsp(un, phi vn, qn)
sup
Of(vh,qh)GXhXQh |||(vh7qh)|||b

> Bl (un,pu)llle - V(un,pn) € Xn x Qp

erfiillt ist. Das Verfahren SUPGmpiepp hat eine eindeutige Losung.
Beweis. Vgl. [GeLuOl03], Lemma 4.2. O

Der folgende Satz liefert eine Fehlerabschitzung des Verfahrens.

Satz 5.1.5. Die Voraussetzungen von Satz 5.1.4 seien erfiillt und die Losung
der Oseen-Gleichungen erfiille die zusétzliche Regularitdtsvoraussetzung

—vAu+Vp e [L*(K)]" VK €Ty

Unter den Voraussetzungen
_ i
Y0

gilt fiir das Verfahren SUPG;npie,pp mit einer von v, h und o unabhingigen
positiven Konstante C die Fehlerabschitzung

2(k+1 2 l 2
= upp =) IF < C S (W 2,y i + 02 ul?y k).
KE'Th

Yk =% ~1, 0k und o ~ h?

Beweis. Vgl. [GeLuOl03], Theorem 4.1. O

5.2 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des Verfahrens SUPG e pp filr
Taylor-Hood-Elemente mit den vereinfachten Testfunktionen

Y(n,an)|lxk = 0k (w- Vv, +Va,) VK €T,
und der Parameterwahl
h2
YVK=v~1  x=—"L (5.9)
Y0

getestet. Es werden wieder die Testbeispiele Nr. 1/2 aus Abschnitt 4.3 heran-
gezogen.
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Experiment I: Parameterdesign

Das Verfahren SUPGjpmpiepp mit der Parameterwahl (5.9) hat nur einen Sta-
bilisierungsfaktor g. Das ist ein Vorteil gegeniiber dem Verfahren SUPG ;o
mit dem P;-P;-Element, das eine genaue Regulierung von Stabilisierungspara-
metern fiir die Druck-, SUPG- und Grad-Div-Stabilisierung erfordert.

Zur Bestimmung von <yg wurden die beiden Testbeispiele mit verschiedenen
Werten des Parameters gerechnet. Abbildung 5.4 zeigt die Resultate fiir Rech-
nungen mit dem Ps-P;-Element, Abbildung 5.5 fiir Rechnungen mit dem Py-
Ps-Element. Die Wahl von 7 ist ein Kompromif}. Fiir die Divergenzbedingung
gilt: Je stirker die Grad-Div-Stabilisierung, d.h. je gréfler vg, desto besser. Al-
lerdings wird fiir groBe Werte von v der Parameter §x = h2 /v sehr klein,
was zu einem Ansteigen des | - |,-Fehlers der Geschwindigkeit fithrt. In den
folgenden Experimenten wird bei Verwendung von Py 1-Py-Elementen vy = k
gewéhlt.

Experiment II: Konvergenz

In diesem Unterabschnitt wird die Konvergenz der vier SUPG-Verfahren aus
Abschnitt 5.1 anhand des Testbeispiels Nr. 1 verglichen. Dazu wurden die Ver-
fahren auf Triangulationen mit hy,q, = 1/4,...,1/64 gerechnet.

In Abbildung 5.6 sind fiir das Verfahren SUPG fy; ¢, mit (a) dem P;-P;-Element
und (b) dem P»-Pj-Element Konvergenzdiagramme angegeben. Das Verfah-
ren mit dem Pj;-P;-Element erreicht die theoretische Konvergenzordnung, der
Druck wird sogar besser approximiert. Bei einer Diskretisierung mit dem Ps-
P;-Element konvergiert der | - |,-Fehler der Geschwindigkeit mit einer Ordnung
von 3/2, was bei einer Approximation mit quadratischen Elementen suboptimal
erscheint. Der Fehler der Divergenzbedingung konvergiert sogar nur linear.

Das Verfahren SUPG fy;,¢, mit dem P»-P;-Element wird in Abbildung 5.7 (a)
nocheinmal angegeben und dem Verfahren SUPG ) pp mit dem P-P;-Element
gegeniibergestellt. Durch die neue Parameterwahl (5.9) erreicht das Verfahren
SUPG fyu,pp fiir moderate v die Konvergenzordnung 2 im | - |,-Fehler der Ge-
schwindigkeit. Fiir kleinere v bleibt die Konvergenzordnung auf groben Trian-
gulationen etwas zuriick. Aufgrund des hohen Rechenaufwands konnte leider
nicht iiberpriift werden, ob das Verfahren auf sehr feinen Gittern die theore-
tische Konvergenzordnung 2 noch erreicht. Die Konvergenzordnung der Diver-
genzbedingung ist mit der neuen Parameterwahl um eine Ordnung besser.

Wie verhalten sich die Verfahren SUPG;mpie,eo und SUPGgjmpie,pp mit den ver-
einfachten Testfunktionen fiir das P»-Pi-Element? Die Resultate werden nicht
in einer eigenen Abbildung angegeben, da sich mit dem bloflen Auge kein Un-
terschied zu den vollstabilisierten Verfahren in Abbildung 5.7 erkennen 14f}t.
Man kann also bei Verfahren mit Taylor-Hood-Elementen Rechenzeit sparen,
indem man vereinfachte Testfunktionen verwendet.

In Abbildung 5.8 sind Konvergenzdiagramme fiir das Verfahren SUPG g;y,pie 5
mit dem Pj-Ps-Element angegeben. Das Verfahren erreicht die Konvergenz-
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ordnung 4. Nur bei der Divergenzbedingung wird die Konvergenzordnung auf
feinen Triangulationen nicht mehr erreicht. Angesichts eines absoluten Fehlers
der GroBenordnung O(10%) ist das kein grofier Nachteil. Die Probleme mit
der Divergenzbedinung bei Verfahren hoherer Ordnung traten schon bei den
Stokes-Gleichungen auf (vgl. Abschnitt 4.3).

1.4 T T T T 14

1.2r 12

I RYEYEN &\v@(\ 1 OSGA y\w
038 \ 08 /V

0.6 : 0.6
0.4 0.4
—— exakte Losung —— exakte Losung
0.2J| — 1/64 0.2J| — 1/16
— 1/16 — 18
— 1/8 — 1/4
0 Y i i 0 T 1 i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.2: Querschnitt bei z = 0.5: (a) Py-P;-Element, (b) Ps-P3-Element

Abbildung 5.2 zeigt Querschnitte durch Ndherungslésungen der z-Komponente
des Geschwindigkeitsfelds von Testbeispiel Nr. 2 bei x = 0.5. In diesem Fall
ist v = 1078, D.h. die exakte Losung weist steile exponentielle Grenzschichten
auf. Die Losungen in Abbildung 5.2 wurden mit dem Verfahren SUPG gpmpie,bp
unter Verwendung (a) des P»-Pj-Elements, (b) des Pjs-P3;-Elements auf ver-
schiedenen Gittern berechnet. Da sich die exponentielle Losung durch Polyno-
me schlecht approximieren li8t, entstehen an den Grenzschichten ,, Uberschwin-
ger®, wie sie auch bei Finite-Elemente-Methoden fiir Konvektions-Diffusions-
Gleichungen auftreten (vgl. [QuVa97]).

Experiment ITI: Variation der Elementordnung

Im néchsten Experiment werden die beiden Testbeispiele mit dem Verfahren
SUPG simple,pp und Taylor-Hood-Elementen k-ter Ordnung (k = 1,2,...,6) ge-
rechnet. Die Triangulationen sind so gewihlt, daf} alle entstehenden Gleichungs-
systeme etwa 16000 Unbekannte haben. In Abbildung 5.9 sind die Resultate
dargestellt.

Das Bild ist nicht so klar, wie bei den Experimenten fiir die Stokes-Gleichungen
in Abschnitt 4.3. Bei Taylor-Hood-Elementen sehr hoher Ordnung nimmt der
Verfahrensfehler wieder um Groflenordnungen zu. Vermutlich muf} fiir diese
Elemente der Stabilisierungsfaktor g sehr klein gewéhlt werden. Die ,Zacke®
in den Fehlerkurven fiir Testbeispiel Nr. 1 bei Verwendung des Ps- P;-Elements
lasst sich aus der Theorie nicht erkliren. Abbildung 5.3 (b) zeigt wiederum
Querschnitte durch Niherungslosungen von Testbeispiel Nr. 2. Es wurde auf
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Abbildung 5.3: Querschnitt bei z = 0.5 auf einem Gitter mit hpq, = 1/16: (a)
P,-P;-Element, (b) Taylor-Hood-Elemente verschiedener Ordnung

einem Gitter mit hpq, = 1/16 gerechnet und die Ordnung der verwendeten
Taylor-Hood-Elemente variiert.

Experiment IV: Stabilitit in o

Bisher wurden nur Rechnungen mit o = 0 durchgefiihrt. Auf einem Gitter mit
Bumaz = 1/16 wurden numerische Experimente mit o im Intervall [1073,10%]
durchgefiihrt. Die Experimente sollen die Eignung des Verfahrens SUPG ;pp1e,60
im Rahmen eines ,pseudo-time-stepping-Verfahrens* fiir die inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen belegen (vgl. Abschnitt 6.2). Das Verfahren ist Ro-
bust fir « — 0 (vgl. Abbildung 5.10). Fiir grole Werte von « bleibt die
Robustheit nicht erhalten. Im Kontext impliziter Zeitdiskretisierungen bedeu-
tet das eine typische Einschrinkung der Zeitschrittweite des Verfahrens auf
L~ At > ch?

Zeit- und Speicherbedarf

In Abbildung 5.11 wird die Rechenzeit des Verfahrens SUPG ;16,06 in Abhéing-
igkeit von (links oben) der Elementordnung und (rechts oben) der Gitterweite
dargestellt. Die Rechnungen wurden auf Triangulationen durchgefiihrt, die fiir
die jeweilige Diskretisierung zu Gleichungssystemen mit etwa 16000 Unbekann-
ten fithren. Bei den SUPG-Verfahren tibersteigt die Zeit zur Assemblierung der
Gleichungssysteme die Zeit, die zu ihrer Losung gebraucht wird. In Abbildung
5.11 (rechts oben) wurde mit dem P,-P;-Element auf verschiedenen Gittern
gerechnet.
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Abbildung 5.4: Variation des Stabilisierungsfaktors -y fiir (links) Testbeispiel
Nr. 1, (rechts) Testbeispiel Nr. 2 beim Verfahren SUPG ippie pp mit dem Po-P;-
Element
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Abbildung 5.5: Variation des Stabilisierungsfaktors ~y fiir (links)
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Abbildung 5.8: Konvergenz des Verfahrens SUPGpiepy mit dem Py-Ps-

Element fiir (links) Testbeispiel Nr. 1, (rechts) Testbeispiel Nr. 2
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Kapitel 6

Finite-Elemente-Methoden fiir
die Navier-Stokes-(zleichungen

In diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, das die Berechnung einer
Néahrungslosung der instationdren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
auf die iterative Losung (i. allg. vieler) Oseen-Gleichungen zuriickfithrt. Das
Verfahren wird verwendet, um fiir die Zeit ¢ — oo Loésungen der stationdren
inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zu berechnen, denen hier das ei-
gentliche Interesse gilt. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als pseudo time
stepping. Die SUPG-Finite-Elemente-Methode fiir die Oseen-Gleichungen aus
Abschnitt 5.1 wird in diesem Rahmen getestet. Das Referenzbeispiel , driven-
cavity“ wird gerechnet und mit Ergebnissen aus der Literatur verglichen.

6.1 Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen modellieren laminare (d.h. gleichméfig, schicht-
weise gleitende) Stromungen in einem inkompressiblen Fluid (Fliissigkeit oder
Gas). In das Modell einbezogen sind die Viskositéitskonstante v und die Dichte
p des Fluids, welche als konstant angenommen wird.

Das Stromungsgebiet Q& C R" (n = 2 oder n = 3) sei ein beschrénktes Lipschitz-
Gebiet. Bei gegebenem Quellterm f(t,z) = (fi(t,z),..., fu(t,z))T und An-
fangsbedingung wug(z) sind auf dem Raumzeitzylinder Q7 := (0,7) x Q das
Geschwindigkeitsfeld u(t,z) = (ui(t,z),...,up(t,2))T und der Druck p(t,z)
derart gesucht, daf}

1
@—VAU—I-(U-VU)-l-—Vp:f in Qr,
ot P

divu =0 in Qr, (6.1)
u=0 auf (0,T) x 09,
ujj—o = ug auf (2.

Vereinfachend werden nur homogene Dirichlet-Randbedinungen betrachtet, die
in diesem Zusammenhang auch Haftbedingungen an festen Winden heiflen.
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Bemerkung 6.1.1. Allein die Formulierung der wichtigsten Sétze zur Losbar-
keit der instationdren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen erfordert er-
hebliche Vorarbeiten. Daher wird auf [QuVa97], Kapitel 13 verwiesen.

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind dimensionsbehaftet. Die Gleichungen (6.1)
sind Gleichungen der Dimension

Lénge
Zeit? ’

d.h. Gleichungen von Beschleunigungen. Die Gleichungen werden durch eine ge-
eignete Skalierung entdimensionalisiert. Dazu wihlt man eine charakteristische
Lange L und eine charakteristische Geschwindigkeit U der Stromung. Sinnvoll
ist die Wahl L = diam (©2) und U := ||ul|,,, wobei die Grofle |u|/, a priori
geschitzt werden muf.

oo?

Man fithrt dimensionslose Groflen ein:

s=2  §=Y g== 4 i=t mie ,=Zf
z=7T, §=1 0= un =_ mit 7=,
Setzt man diese in (6.1) ein, so erhélt man durch Anwendung der Kettenregel
und Skalierung des Drucks p = p%p die dimensionslosen Gleichungen
o1 1
— — —Au+ (a-Va)+Vp =
o7~ oA+ (i Vi) + Vi = /.

diva = 0.
Die Tilde wird im folgenden weggelassen. Die dimensionslose Kennzahl

_w

14

Re:

heifit Reynoldszahl und charakterisiert das Strémungsfeld.

Bemerkung 6.1.2. Die Konstante v alleine sagt nichts dariiber aus, welchen
Einflufl die Viskositit auf eine Stromung hat. Das Stromungsfeld um ein grofies
Verkehrsflugzeug hat mit

U=12 L=100m und vpu =107,
S

etwa die Reynoldszahl 10°. Will man diese Stréomung mit einem Modell im
Mafistab 1 : 100 in einem Windkanal simulieren, so mufl man die Strémungs-
geschwindigkeit U verhundertfachen, um eine Stromung der charakteristischen
GroBe Re = 10° zu erhalten. Mathematisch werden diese Strémungen durch
dieselben Gleichungen beschrieben. In der Realitéit sind sich die Stromungen
laut Theorie zumindest dhnlich.
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6.2 Numerische Verfahren

In [QuVa97] wird in Abschnitt 13.4 zur numerischen Losung der instationiren
inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen das folgende semiimplizite 0-Sche-
ma vorgeschlagen:

Ausgehend von einer Diskretisierung des Zeitintervalls 0 =g < t1 < -+ < ; <
tiy1 < ... mit der Schrittweite At; := t;11 — t; wahlt man mit 6 € [0,1] die
Bezeichnungen

U9 1= Ougt1 + (1 — O)ug,  prto = Opgi1 + (1 — 0)py
und
Fiyg:=0F 1+ (1 - 0)F.

Dann 16st man mit einer geeigneten divergenzfreien Anfangsbedingung ug fiir
k=0,1,...,n numerisch das Schema

Uppr —up 1

A -V \V4 =F
AL, o Quko + (uk+o - V)ukso + VDrto = Fnyo,

divugyg =0, (6:2)

ukyg/o0 = 0.

Fiir die Experimente im folgenden Abschnitt wurde das Verfahren SUPG gipmpie,bb
zur Ortsdiskretisierung verwendet.

Bemerkung 6.2.1. Praktisch 16st man das System fiir uy 9 sowie pyig und
setzt dann

1 1
U1 = §(Uk+9 —(1=0)ug), pry1= E(Pkw — (1= 0)p).

Fiir 0 # 0 ist ein Anfangswert pg erforderlich. Man kann pg = 0 wéhlen.

6.3 Numerische Experimente

Das Referenzbeispiel fiir die Navier-Stokes-Gleichungen ist die driven-cavity.
Auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1)2 werden an drei Seiten Haftbedingungen
an festen Wénden vorgeschrieben. Eine Stromung entlang der vierten Seite
induziert eine Stromung im inneren des Gebiets (vgl. Abbildung 6.1).

Die exakte Losung der driven-cavity 148t sich nicht analytisch angeben, was
eine Beurteilung von Naherungslésungen erschwert. Es ist daher iibliche, eini-
ge charakteristische Gréflen der Ndherungslosung zu berechnen und diese mit
Losungen aus der Literatur zu vergleichen, die mit sehr hohem Rechenaufwand
erzielt wurden. Hier werden die Ergebnisse von [GhGhSh82] und [Zha90] her-
angezogen.

Die driven-cavity wurde mit dem #-Schema (6.2) fiir die Reynoldszahlen 100,
400, 1000, 3200, 7500 und 10000 gerechnet. Dabei wurde # = 2/3 und die
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u=(1,0

Abbildung 6.1: Geometrie 2 und Randbedingungen der driven-cavity.

Zeitschrittweite 7 = 0.1 gesetzt. Das Schema wurde im Ort (a) mit P-P;-
Element auf einem Gitter mit A, = 1/48 und (b) mit Pj-Ps-Element auf
einem Gitter mit hy,q, = 1/16 gerechnet.

Abbildung 6.2 zeigt (a) Querschnitte durch die z-Komponente des Geschwin-
digkeitsfelds bei z = 0.5 und (b) Querschnitte durch die y-Komponente des
Geschwindigkeitsfelds bei y = 0.5. In Tabelle 6.3 sind das Minimum der Quer-
schnitte a) bzw. die Extrama der Querschnitte b) fiir die verschiedenen Verfah-
ren angegeben.

1

— Re =100 i
0.8 — Re =400 I 0.51
~—— Re=1000
06| — Re=3200 047
Re = 7500 03
— Re =10000 :

-0.2
— Re =100
06l ] 03} Re=400
: _o4] — Re=1000
—— Re =3200
-0.81 1 -05 Re = 7500
—— Re =10000
a1 ; ; ; ; ‘ ; ; ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 6.2: (a) Querschnitte durch die z-Komponente des Geschwindigkeits-
felds bei z = 0.5, (b) Querschnitte durch die y-Komponente des Geschwindig-
keitsfelds bei y = 0.5

Weitere Kennzahlen der driven-cavity beziehen sich auf die Stromfunktion
U des Geschwindigkeitsfelds u. Die Stromfunktion ist bis auf Addition einer
Konstanten durch die Gleichungen

v _ o
81172_ b 81171_
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Re Umin Ymin Umax Tmaz Umin Lmin
100 a) —0.20995 0.45794 0.17640 0.23785 —0.24985 0.81103
b) —0.20838 0.45782 0.17525 0.23810 —0.24835 0.81123
c) —0.21090 0.4531 0.17527 0.2344 —0.24533 0.8047
d) —0.21411 0.45898 0.17964 0.23633 —0.25391 0.81055
400 a) —0.31805 0.28271 0.29299 0.22835 —0.44061 0.86139
b) —0.31369 0.28381 0.28864 0.22955 —0.43515 0.86114
c) —0.32726 0.2813 0.30203 0.2266 —0.44993 0.8594
d) —0.32926 0.27930 0.30433 0.22461 —0.45455 0.86133
1000 a) —0.37101 0.17476 0.35850 0.16122 —0.50488 0.90817
b) —0.36374 0.17584 0.35081 0.16278 —0.49580 0.90753
c) —0.38289 0.1719 0.37095 0.1563 —0.51550 0.9063
d) —0.39009 0.16992 0.37847 0.15820 —0.52839 0.90820
3200 a) —0.40521 0.09583 0.40053 0.10035 —0.53080 0.94612
b) —0.39495 0.09692 0.38936 0.10171 —0.51787 0.94582
c) —0.41933 0.1016 0.42768 0.0938 —0.54053 0.9453
d) —0.44006 0.09180 0.43814 0.09570 —0.57228 0.94727
7500 a) —0.41759 0.06349 0.42084 0.07164 —0.52524 0.96511
b) —0.41752 0.06360 0.41676 0.06775 —0.53654 0.96184
c) —0.43590 0.0625 0.44030 0.0703 —0.55216  0.9609
d) —0.46413 0.06445 0.47129 0.06836 —0.58878 0.96289
10000 a) —0.42203 0.05357 0.42196 0.06192 —0.52636  0.96973
b) —0.44660 0.05472 0.44718 0.06129 —0.56585 0.96556
c) —0.42735 0.0547 0.43983 0.0625 —0.54302 0.9688
d) —0.47512 0.05664 0.48774 0.06055 —0.59495 0.96680

Tabelle 6.1: a) #-Schema mit Py-P;-Element und Ay, = 1/48, b) mit Py-Ps-
Element und Ay, = 1/16, ¢) Ghia et al. [GhGhSh82], d) Zhang [Zha90)]

festgelegt. Die Stromfunktion mufl im Post-Prozefl aus dem Geschwindigkeits-
feld berechnet werden. Es gilt

BuQ 8u1

AV = — — —. 6.3

afEl 81172 ( )
Wegen der Randbedingungen der driven-cavity ist die Stromfunktion Lisung
der Poisson-Gleichung (6.3) mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Das
Maximum der Stromfunktion fiir verschiedene Reynoldszahlen ist in Tabelle 6.3
angegeben. Isolinien der Stromfunktion sind den Abbildungen 6.3 - 6.6 gegeben.

Die erzielten Ergebnisse sind in Betracht des geringen Rechenaufwands sehr
befriedigend und belegen die Eignung des Verfahrens SUPGgippie,pp als Orts-
diskretisierung des #-Schemas (6.2).
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Re NG X y
100 a) 0.1026 0.6161 0.7384
b) 0.1023 0.6209 0.7439
c) 0.1034 0.6172 0.7344
d) 0.1035 0.6172 0.7383
400 a) 0.1112 0.5539 0.6072
b) 0.1101 0.5554 0.6010
c) 0.1139 0.5547 0.6055
d) 0.1141 0.5547 0.6055
1000 a) 0.1144 0.5319 0.5669
b) 0.1124 0.5324 0.5682
c) 0.1179 0.5313 0.5625
d) 0.1193 0.5313 0.5664
3200 a) 0.1144 0.5228 0.5422
b) 0.1117 0.5208 0.5411
c) 0.1204 0.5165 0.5469
d) 0.1230 0.5156 0.5391
7500 a) 0.1152 0.5132 0.5313
b) 0.1125 0.5145 0.5330
c) 0.1200 0.5117 0.5322
d) 0.1253 0.5117 0.5313
10000 a) 0.1152 0.5149 0.5278
b) 0.1151 0.5113 0.5288
c) 0.1197 0.5117 0.5333
d) 0.1265 0.5117 0.5313

Tabelle 6.2: a) #-Schema mit Py-P;-Element und Ay, = 1/48, b) mit Py-Ps-
Element und hp,q; = 1/16, ¢) Ghia et al. [GhGhSh82], d) Zhang [Zha90)]
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Abbildung 6.3: (oben links) Re = 100, (oben rechts) Re = 400, (mitte und
unten) Re = 1000
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Abbildung 6.4: Re = 3200
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Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

Aufbauend auf einer Darstellung von Grundlagen der Analysis und Funktio-
nalanalysis wurde ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir schwache Losun-
gen der Oseen-Gleichungen mit Dirichlet-Randbedingungen bewiesen. Nach ei-
ner kurzen Einfiithrung in Finite-Elemente-Methoden, insbesondere gemisch-
te Methoden, wurden numerische Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen dar-
gestellt und numerisch getestet. Das Ziel war ein Vergleich zwischen stabili-
sierten Finite-Elemente-Methoden fiir die Oseen-Gleichungen mit equal-order-
Elementen einerseits und Finite-Elemente-Methoden mit den Babuska-Brezzi-
stabilen Taylor-Hood-Elementen andererseits. Fiir SUP G- Verfahren mit Taylor-
Hood-Elementen wurde eine hiufig verwendete equal-order-optimierte Parame-
terwahl mit einer neuen Parameterwahl aus [GeLuOIl03] verglichen, die besser
auf Taylor-Hood-Elemente abgestimmt ist.

Die numerischen Experimente in den Abschnitten 4.3 und 5.2 bestitigen die
theoretischen Konvergenzordnungen der Verfahren im Fall glatter Losungen.
Fir die Stokes-Gleichungen fillt der Vergleich zwischen dem P,-P;-Element
und dem stabilisierten P;-P;-Element klar zugunsten des P»-P;-Elements aus.
Rechnungen mit dem stabilisierten P;-P;-Element erreichen die Genauigkeit ei-
ner Rechnung mit dem Ps-P;-Element auch dann nicht, wenn sie auf wesentlich
feineren Gitter durchgefiihrt werden.

Das SUPG-Verfahren fiir die Oseen-Gleichungen mit Taylor-Hood-Elementen
und der neuen Parameterwahl hat verbesserte Konvergenzeigenschaften. Zu-
mindest bei der Erfiilllung der Divergenzbedingung ist die Konvergenzrate si-
gnifikant besser (eine ganze Ordnung) als mit der equal-order-optimierten Para-
meterwahl. Der Hauptvorteil der neuen Parameterwahl ist aber die Robustheit
gegeniiber Variation der Viskositit v und des Stabilisierungsfaktors vg.

Es wurden auch Finite-Elemente-Methoden hoher Ordnung (mit dem Pj-Pj-
bzw. Pji1-Py-Element, k = 1,2,...,6) erprobt. Die Stabilisierungsparameter
des GLS-Verfahrens fiir die Stokes-Gleichungen und des SUPG-Verfahrens fiir
die Oseen-Gleichungen sind von der Ordnung des Verfahrens abhéngig. Dieser
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Zusammenhang wird durch die Theorie nicht wiedergegeben. So konnen Effekte,
die bei Verfahren sehr hoher Ordnung auftreten (reduzierte Konvergenzraten
beim Lo-Fehler der Divergenz), nicht erklirt werden. Insgesamt wird aufgrund
der Erfahrungen bei den numerischen Experimenten empfohlen, Verfahren ma-
ximal vierten Ordnung zu verwenden.

Interessante Erkenntnisse iiber die Wirkung von SUPG-Verfahren fiir die Oseen-
Gleichungen liefern die Querschnitte durch die z-Komponente der Geschwin-
digkeit der , Kanalstromung® aus Abschnitt 5.2. Man kann an den exponentiel-
len Grenzschichten, die fiir kleine v stark ausgeprigt sind, die von Diffusions-
Konvektions-Gleichungen bekannten ,, Uberschwinger* beobachten. Bei Verfah-
ren hoher Ordnung nimmt die Amplitude dieser Uberschwinger gegeniiber Ver-
fahren niedriger Ordnung deutlich ab. Dies hat die Hoffnung geweckt, dafy Ver-
fahren hoher Ordnung auch im nichtlinearen Kontext bessere Ergebnisse lie-
fern. Die Experimente mit der driven-cavity, die fiir groe Reynoldszahlen stei-
le Grenzschichten aufweist (vgl. Abbildung 6.2), haben diese Hoffnung leider
enttduscht. Die Ergebnisse der Rechnungen mit dem Pj4- P3-Element sind nicht
besser als die der Versuche mit dem P»-P;-Element.

Insgesamt wird fiir die numerische Behandlung der Oseen-Gleichungen das
SUPG-Verfahren nach [GeLuOl03] mit dem P»-P;-Element und vereinfachten
Testfunktionen empfohlen. Insbesondere bei der Divergenzbedingung iibertrifft
es Verfahren mit equal-order-Paramterdesign. Die Hauptargumente fiir den Ein-
satz des Verfahrens in der Praxis sind der reduzierte Assemblierungsaufwand
und die bereits erwihnte Robustheit des Verfahrens.

Die numerischen Resultate dieser Arbeit liefern zahlreiche Ideen fiir Verbes-
serungen und Erweiterungen: Die zusétzlichen Stabilisierungsterme der GLS-
bzw. SUPG-Verfahren verdndern die algebraischen Eigenschaften der entste-
henden linearen Gleichungssysteme. Das hatte auf die Experimente in dieser
Arbeit geringe Auswirkungen, da die linearen Gleichungssysteme nur mit di-
rekten Losern behandelt wurden. Bei der Konstruktion von Verfahren zur ite-
rativen bzw. entkoppelten Losung der linearen Gleichungssysteme (z.B. Uzawa-
Verfahren) spielen deren algebraischen Eigenschaften eine mafigebliche Rolle.

Die Navier-Stokes-Gleichungen wurden mit einem 6-Schema instationir gerech-
net, um mit der Zeit ¢ — oo die stationéire Losung des Problems zu bestim-
men. Dazu waren bei groflen Reynoldszahlen einige hundert Iterationsschritte
notig. Es wire daher interessant, verbesserte Linearisierungsstrategien fiir die
Navier-Stokes-Gleichungen (z.B. Newton-Verfahren) zu testen. Der Rechenauf-
wand konnte auflerdem durch die Verwendung adaptiver Verfahren reduziert
werden. Zur Auflésung der Grenzschichten wére der Test isoparametrischer Ele-
mente interessesant.

Alle Verfahren wurden mit der MATLAB-Toolbox FEMLAB implementiert.
Der grofie Vorteil von FEMLAB ist, dafl man neue Verfahren sehr schnell aus-
probieren kann. Es ist motivierend, wenn man im Rahmen von Lehrveranstal-
tungen schnell Ergebnisse und Erfolgserlebnisse prodzuieren kann. Die hervora-
genden Visualisierungsmoglichkeiten von FEMLAB/MATLAB sind ein weiterer
Pluspunkt. Bei grofleren Rechnungen und umfangreichen numerischen Experi-
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menten zeigen sich aber auch Nachteile: Der enorme Speicherverbrauch bei der
Assemblierung der Gleichungssysteme ist ein Flaschenhals, der Rechnungen in
drei Dimensionen kaum zuléfit. Selbst im zweidimensionalen lassen sich Proble-
me nicht auf Gitterweiten rechnen, die in der Literatur allgemein iiblich sind.
Fiir groflere Projekte ist die Skriptsprache MATLAB nicht besonders geeignet.
Sie bietet dem Programmierer im Vergleich zu ,richtigen“ Programmierspra-
chen, wie z.B. C/C++, zu wenig Moglichkeiten den Code zu strukturieren.
Fiir Graduierungsarbeiten ist daher die Verwendung eines C/C++ basierten
FEM-Codes wiinschenswert.
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Anhang A

FEMLAB

FEMLAB ist eine MATLAB-Toolbox, die Routinen zum Lésen von Randwert-
problemen (RWP) mit Finite-Elemente-Methoden bereitstellt. Es wird gezeigt,
wie man die FEMLAB-Routinen in einem m-File ! verwendet, um ein RWP zu
bearbeiten. Fiir Mathematiker muf} transparent sein, was wihrend des Losungs-
vorgangs im Programm abliuft. Daher wird die graphische Benutzeroberfliche,
iitber die FEMLAB als ,,Black-Box-Loser“ benutzbar ist, hier nicht besprochen.
Dazu siche [Femlab22]. Die Beispiele von m-Files, die in diesem Abschnitt ge-
sammelt sind, implementieren jeweils ein konkretes RWP mit fest vorgegebenen
Randbedingungen und Daten. Jedes dieser m-Files ist bewufit einfach gemacht.
Die Beispiele dieser Sammlung sind Vorlagen, die sich schnell an eigene Bediirf-
nisse anpassen lassen sollten.

Zur Losung eines RWP mit FEMLAB geht man in fiinf Schritten vor:
1. Geometrie des Gebiets festlegen und Gitter erzeugen.
2. Die partielle Differentialgleichung (PDGL) spezifizieren.
3. Die Randbedingungen angeben.

4. Aus den Informationen in 1.-3. ein lineares Gleichungssystem assemblieren
und l6sen.

5. Die Losung aufbereiten und visualisieren (Post-Proze8).

Geometrie und Gitter

Hier nur ein kurzes Beispiel wie man auf dem Einheitsquadrat ein Gitter erzeugt
und global verfeinert:

Das ist ein MATLAB-Skript, das man in der MATLAB-Shell aufrufen kann.
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fem.geom = square2(0,0,1);
fem.mesh = meshinit(fem.geom, ’hmax’,1/16);
fem.mesh = meshrefine(fem,’out’,{’mesh’});

Mit den folgenden Befehlen kann man die Geometrie und das Gitter in einem
Bildschirmfenster anzeigen:

subplot(1,2,1),

geomplot (fem, ’edgelabels’,’on’);
subplot(1,2,2),

meshplot (fem) ;

Die Option [’edgelabels’,’on’] fiir geomplot schaltet die Numerierung der
Kanten im Plot ein. Diese Informationen bendtigt man spéter zur Spezifikation
der Randbedingungen. Wie man kompliziertere Geometrien erzeugt, wird in
[Femlab22] S. 3-10 ff. erklirt.

Partielle Differentialgleichung und Randbedingungen

Angenommen man mochte ein RWP auf einem beschrinkten Gebiet 2 € R”
mit n Raumkoordinaten 16sen. Die zugehorige PDGL habe N Gleichungen.

Beispiel. Bei den Stokes-Gleichungen auf einem Gebiet Q € R? ist n = 2
und die Anzahl der Unbekannten N = 3: z-Richtung der Geschwindigkeit, y-
Richtung der Geschwindigkeit und Druck.

Man kann n und N im m-File folgendermafien angeben:

fem.sdim = 2; % Anzahl der Raumkoordinaten.
fem.dim = 3; % Anzahl der zu bestimmenden Funktionen.

Die Raumkoordinaten kénnen mit x1,x2,...,xn angesprochen werden, die ge-
suchten Funktionen mit ul,u2,...,uN. Alternativ kann man andere Bezeich-
nungen angeben, die im Rahmen eines bestimmten Problems suggestiver sind:

fem.sdim = {’x°,’y’};
fem.dim = {’u’,’v’,’p’};
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Man kann ein Randwertproblem in coefficient-, gerneral- oder weak-Form
angeben. Welche Form verwendet wird, bestimmt man durch eine Zuweisung
an fem.form z.B.:

fem.form = ’general’;

In der coefficient-Form (vgl. [Femlab22], S. 3-25 ff.) kann das folgende all-
gemeine RWP numerisch behandelt werden:

—V(cVu+au—7v)+BVu+au=f inQ, (A.1)
v(cVu+au —y) +qu=g—h*\ auf 09, (A.2)
hu =r auf 0. (A.3)

Die PDGL spezifiziert man durch Angabe der Koeffizienten der Gleichung
(A.1), die Randbedingungen durch Angabe der Koeffizienten der Gleichungen
(A.2) und (A.3). Dabei ist A ein Lagrange-Multiplikator, der bei der schwa-
chen Einarbeitung der Randbedingungen entsteht (vgl. [Femlab22], S. 3-104
ff.). Wihlt man beispielsweise h = 1, ¢ = 0 und g = 0, so werden die Dirichlet-
Randbedingungen u = r schwach eingearbeitet. Wie man die Koeffizienten spe-
zifiziert, wird in Skript A.1 am Beispiel der Stokes-Gleichungen verdeutlicht.

In der general-Form (vgl. [Femlab22], S. 3-29 ff.) wird das RWP in der Form

V.-I=F inQ, (A.4)

—v-I'=G+ <8—R> A auf 09, (A.5)
ou

0=R aufo (A.6)

angegeben. Dabei sind der Vektor I' und die Skalare F';, R und G n-wertige
Funktionen der Raumkoordinaten, der Unbekannten ul, 42, ... und ihrer Ab-

leitungen. Ein Beispiel zur Erlduterung der general-Form findet man in Skript
A.2.

FEMLAB konvertiert die Gleichungen intern in eine schwache Formulierung.
Dabei wird in der coefficient-Form der Term —V(cVu + au — ) partiell in-
tegriert, in der general-Form der Vektor I'. Prinzipiell sind coefficient-Form
und general-Form &dquivalent. Der Unterschied besteht in der Behandlung
nichtlinearer Gleichungen (vgl. [Femlab22], S. 3-108). Da die Anwendung des
nichtlinearen Losers femnlin problematisch ist (man mufl sehr gute Startlosun-
gen angeben), wurden die Navier-Stokes-Gleichungen ,,von Hand“ linearisiert
(vgl. Skript A.4).

Die flexibelste Moglichkeit das RWP zu spezifizieren ist die weak-Form (vgl.
[Femlab22], S. 3-35 ff.). Eine detailierte Darstellung wiirde den Rahmen dieser
Kurzeinfithrung in FEMLAB sprengen. Man kann die weak-Form aber auch
dazu benutzen, einem RWP in coefficient- oder general-Form zusétzliche
Terme in schwacher Form hinzuzufiigen. Dieses Vorgehen ist sehr praktisch,
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wenn Stabilisierungsterme in schwacher Form zu einer Gleichung addiert wer-
den sollen. Die Skripte A.2 und A.3 zeigen, wie man den Stokes- bzw. Oseen-
Gleichungen eine GLS- bzw. SUPG-Stabilisierung hinzufiigt.

Gleichungssystem assemblieren und l6sen

Als néchstes mufl noch die Ordnung der verwendeten Lagrange-Elemente festge-
legt und Datenstrukturen fiir die Verwendung von Elementen hoherer Ordnung
erzeugt werden:

fem.shape = [2 2 1];
fem.xmesh = meshextend(fem);

Das lineare Gleichungssystem wird mit assemble erzeugt. In dieser Arbeit wur-
de nur der direkte Loser femlin verwendet.

[K, L, M, N] = assemble(fem);
fem.sol = femlin(fem,’in’,{’K’> K °L> L M’ M N’ N });

Post-Prozef}

Zur Auswertung der Naherungslosung miissen die ,Rohdaten“ aufbereitet wer-
den. Bei den Oseen-Gleichungen und verwandten Modellen entstehen dabei be-
sondere Probleme: Die diskrete Losung des Drucks py, erfiillt i. allg. nicht die
Bedingung fQ pp dz = 0, da fiir die von FEMLAB verwendete Lagrange-Basis
(¢1,92,...,om) nicht [o@; dz=0fiiri =1,2,..., M gilt. In Skript A.1 (Zeile
46/47) sieht man, wie der Druck nachtriglich normiert werden kann.

FEMLARB bietet sehr vielfiltige Visualisierungsmoglichkeiten. Einige davon wer-
den in den folgenden Beispielskripten vorgefithrt. Zur Visualisierung eines Ge-
schwindigkeitfelds (u1,us) ist die zugehorige Stromfunktion ¥ niitzlich (vgl.
Abschnitt 6.3). Wie man diese durch Losen der Poisson-Gleichung (6.3) be-
stimmen kann, wird in Skript A.4 gezeigt.

In Skript A.1 wird die Lo-Norm der Divergenz des Geschwindigkeitsfelds be-
rechnet. Analog kann man auch andere Fehlernormen ausrechnen.
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clear fem;

% 1) Geometrie und Gitter
fem.geom = square2(0,0,1);
fem.mesh = meshinit(fem.geom, ’hmax’,1/16);

% 2) Stokes-Gleichungen
fem.sdim = {’x°,’y’};
fem.dim = {’u’,’v’,’p’};

fem.form = ’coefficient’;

fem.equ.c ={{1 1 0}};
fem.equ.be={{{0 0} {0 0} {0 0};...
{0 0} {0 0} {0 0};...
{1 0} {0 1} {0 0}}};
fem.equ.al={{{0 0} {0 0} {-1 0};...
{0 0} {0 0o} {0 -1};...
{0 0} {0 0} {0 0}}};
fem.equ.f = {{’+pi~2*sin(pi*x)+pi*cos(pi*x)*cos(pixy)’...
?-pi~3*y*cos(pi*x)-pi*sin(pi*x)*sin(pixy)’...

20°}};

% 3) Randbedingungen
fem.bnd.r = {{’sin(pi*x)’ ’0°};...
{°0% ’pixy’}; ...
{’sin(pi*x)’ ’-pi*cos(pi*x)’};...
{°0° Y-pi * y)}};
fem.bnd.h = {{1 0 0; 01 0}; {1 00; 01 0};...
{100; 010}; {100; 01 0}};
fem.bnd.ind = [1 2 3 4];

% 4) Assemblieren und Losen des LGS
fem.shape = [2 2 1];
fem.xmesh = meshextend(fem);

[K, L, M, N] = assemble(fem);
fem.sol = femlin(fem,’in’,{’K’ K ’L> L ’M> M N’ N });
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% 5) Post-Prozess
[node_idx_p, dummy, sol_idx_p] = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));
fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,’p’);

subplot(1,2,1),

postplot(fem, ’arrowdata’,{’u’,’v’},’axis’,[0 1 0 1]);
subplot (1,2,2),

postcont (fem, ’p’) ;

L2_Norm_Div(fem)

function err = L2_Norm_Div(fem)

fem = rmfield(fem,’equ’);

fem.equ.weak={{’- (ux+vy)*ux_test’; ’-(ux+vy)*vy_test’; ’0°}};
fem.xmesh = meshextend(fem);

K = assemble(fem,’out’,{’K’});

err = sqrt(fem.sol.u’ * K * fem.sol.u);

Das Skript A.1 rechnet das Testbeispiel Nr.1 aus Abschnitt 4.3 fiir die Stokes-
Gleichungen mit dem P»-P;-Element. Die Gleichungen sind in coefficient-
Form angegeben. In Zeile 37 werden die Ordnungen der Lagrange-Elemente fiir
die einzelnen Losungskomponenten angegeben. Der Druck py, wird in den Zeilen
46/47 nachtriglich auf [, ps dzr = 0 normiert. In den Zeilen 49-52 wird das
Geschwindigkeitsfeld als Vektorfeld und der Druck durch Isobaren visualisiert.

Mit der Funktion L2 Norm Div wird die L?-Norm der Divergenz des Geschwin-
digkeitsfelds berechnet: Sei (@1, @9,...,onr) eine Basis des Finite-Elemente-
Raums in dem FEMLAB das Geschwindigkeitsfeld v approximiert. Dann [48t
sich die Nihrungslosung u; mit einem Koeffizientenvektor U € R™ beziiglich
dieser Basis darstellen:

M
up =y Uiep;
i=1

Damit gilt

E

||divuh||g = (div Z ipi), div ZU]<,02>
7j=1

M M
=ZUZZ (div @, divp;) = UTKU.
=1 j=1 =:Kj;
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Der Koeffizientenvektor U steht in fem.sol.u und die Matrix K 148t sich leicht
mit FEMLAB assemblieren.
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A.2 Die Stokes-Gleichungen II
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clear fem;

% 1) Geometrie und Gitter
fem.geom = square2(0,0,1);
fem.mesh = meshinit(fem.geom, ’hmax’,1/16);

% 2) Stokes-Gleichungen
fem.sdim = {’x°,’y’};
fem.dim = {’u’,’v’,’p’};

fem.form = ’general’;

F1
F2

?+pi~2*sin(pi*x)+pi*cos(pi*x)*cos(pixy)’;
?—pi~3*y*xcos(pi*x)-pi*sin(pi*x)*sin(pixy)’;

fem.equ.ga = {{...
{’-ux+p’ ’-uy’} ...
{’-vx’ ’-vy+p’} ...
{°0> 20°}}};
fem.equ.f = {{F1 F2 ’-(ux+vy)’}};

% GLS-Stabilisierung in schwacher Form

fem.variables = {’theta’ 0.1};

GLS1 = [’-theta*h”2*(-(uxx+uyy)+px-’,F1,’)’...
'x (- (uxx_test+uyy_test)+px_test)’];

GLS2 = [’-thetax*h”2*(-(vxx+vyy)+py-’,F2,7)’ ...
'x (- (vxx_test+vyy_test)+py_test)’];

fem.equ.weak = {{GLS1 GLS2 ’0°}};

% 3) Randbedingungen
fem.bnd.r = {{’sin(pi*x)-u’ *0-v’};...
{70-u’ ’(pi*y)-v’};...

{’sin(pi*x)-u’ ’ (-pi*cos(pi*x))-v’};...

{70-u’ ’(-pi*y)-v’}};
fem.bnd.g = 0;
fem.bnd.ind = [1 2 3 4];

% 4) Assemblieren und Lésen des LGS
fem = femdiff (fem); % vor meshextend!
fem.shape = [1 1 1];
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fem.xmesh = meshextend(fem);

[K, L, M, N] = assemble(fem);
fem.sol = femlin(fem,’in’,{’K’> K °L> L M’ M N’ N });

% 5) Post-Prozess
[node_idx_p, dummy, sol_idx_p] = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));
fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,’p’);

subplot(1,2,1),
postplot(fem,’arrowdata’,{’u’,’v’},’axis’,[0 1 0 1]);
subplot(1,2,2),

postsurf (fem,’p’,’triz’,’p’);

Das Skript A.2 rechnet auch das Testbeispiel Nr. 1 fiir die Stokes-Gleichungen.
An dieser Stelle wird die Gleichung aber in general-Form angegeben und mit
dem GLS-stabilisierten P;-P;-Element diskretisiert (vgl. Abschnitt 4.3). In den
Zeilen 24-28 werden die Stabilisierungsterme als Zeichenketten definiert und
in Zeile 29 dem Feld fem.equ.weak zugewiesen. Der Stabilisierungsparameter
theta hat ein negatives Vorzeichen, da in fem.equ.weak alle Terme auf der
rechten Seite der Gleichung stehen.

Der Druck wird in diesem Skript als Fliche dargestellt.
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A.3 Die Oseen-Gleichungen

clear fem;

% 1) Geometrie und Gitter
fem.geom = square2(0,0,1);
fem.mesh = meshinit(fem.geom, ’hmax’,1/16);

% 2) Oseen-Gleichungen
fem.sdim = {’x°,’y’};
fem.dim = {’u’,’v’,’p’};

fem.form = ’coefficient’;

F1
F2

> (1+sqrt (nu) ) * (exp(-y/sqrt (nu) ) +exp (- (1-y) /sqrt(nu))) ’;
’-x * (exp(-y/sqrt(nu))-exp(-(1-y)/sqrt(nu)))’;

fem.equ.c ={{’nu’ ’nu’ 0}};
fem.equ.be={{...

{’b1’ ’b2°} {0 0} {0 0%};...

{0 0} {’b1’> ’b2’} {0 0};...

{1 0} {0 1} {0 0}...
1}

fem.equ.al={{...
{0 0o} {0 0o} {-1 0};...
{0 0} {0 o} {0 -1};...
{0 o} {o o} {0 O}...
I3
fem.equ.f = {{F1 F2 ’0°}};

% SUPG- und Grad-Div-Stabilisierung in schwacher Form
fem.variables = {’nu’ 107-4 ’gamma’ 1/2 ’delta’ 2};
DIVl = ’+gamma* (ux+vy)*ux_test’;
DIV2 = ’+gamma* (ux+vy)*vy_test’;
SUPG1 = [’+(h"2/gamma)’, ...
7* (-nu* (uxx+uyy) + (bl*xux+b2*uy) +px-’ ,F1,7)’, ...
** (bl*ux_test+b2*uy_test)’];
SUPG2 = [’+(h"2/gamma)’, ...
7* (-nux* (vxx+vyy) +(blxvx+b2*vy)+py-’,F2,7) 7, ...
7 (bl*vx_test+b2*vy_test)’];
fem.equ.weak = ...
{{0’-(C,8UPG1,DIV1,’)’];[’-(’,SUPG2,DIV2,°)°]; " }};
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Y =
% 3) Randbedingungen
fem.bnd.r =...

{{’-exp(-1/(sqrt(nu)))’ ’0°};...
{’ (1-exp(-y/sqrt (nu))-exp(-(1-y)/sqrt(nu)))’ *0’};...
{’-exp(-1/(sqrt(nu)))’ *0°};...
{’ (1-exp(-y/sqrt(nu))-exp(-(1-y)/sqrt(nu)))’ ’0°}};
fem.bnd.h = {{1 0 0; 01 0}; {1 00; 010%};...
{100; 010}; {100; 01 0}};
fem.bnd.ind = [1 2 3 4];

% 4) Assemblieren und Lésen des LGS
fem.shape = [2 2 1];
fem.xmesh = meshextend(fem);
fem.sol = eval_on_mesh(fem,...
’1 - exp(-y/sqrt(nu)) - exp(-(1-y)/sqrt(nu))’,’0’,’0’);
fem.sol = femlin(fem) ;

% 5) Post-Prozess
[node_idx_p, dummy, sol_idx_p] = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));
fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,’p’);

subplot(1,2,1),
postsurf(fem,’1’,’Grid’,’on’, ’triz’,’u’, ...
’trifacestyle’,’bg’,’triedgestyle’,’bginv’, ...
>tribar’,’off’, ’trirefine’,3),
subplot(1,2,2),
postcrossplot(fem,1,[0.5 0.5;0 1],’lindata’,’u’,...
’axisequal’,’on’,’grid’,’on’);

Mit Skript A.3 konnen die Oseen-Gleichungen numerisch gelést werden. Hier
wird das Testbeispiel Nr.2 verwendet. Im Vergleich zu den Stokes-Gleichungen
muf zusitzlich der Konvektionsterm (b- V)u angegeben werden. Dabei ist fol-
gendes zu bedenken: Wird die Oseen-Gleichungen innerhalb eines iterativen
Verfahrens zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen verwendet (z.B Verfah-
ren (6.2)), so 148t sich das Konvektionsfeld b nicht analytisch angeben, sondern
ist diskret auf den Knotenpunkten der Elemente gegeben. Wird das Geschwin-
digkeitsfeld mit dem P,-Element approximiert, so sind die Punkte wie in Ab-
bildung A.1 links verteilt. Bei der Assemblierung mufl FEMLAB Integrale aus-
rechnen, die den nichtkonstanten Koeffizienten b enthalten. Da FEMLAB dazu
Gauf}-Quadraturformeln verwendet, braucht man dazu Werte von b auf Punk-
ten im inneren der Elemente (vgl. Abbildung A.1 rechts). Dazu muf} b geniigend
genau interpoliert werden. Diese Aufgabe 1463t sich mit coefficient-m-Files
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Abbildung A.1: Links die Lage der Knotenpunkte, rechts die Lage der Gauf}-
Integrationspunkte beim Ps-Element.

erledigen. Das hier angegebene Skript ist [Femlab22] S. 3-85 entnommen. Der
Funktionsname des coefficient-m-Files, in diesem Fall b1, kann bei der Spe-
zifizierung des RWP als Koeffizient angegeben werden. Es verwendet die Daten
die vor der Losung der Finite-Elemente-Methode in fem.sol.u stehen, um
Werte von b zu interpolieren. Nach Losung der Finte-Elemente-Methode sind
die Daten in fem.sol.u mit dem Losungsvektor der Finite-Elemente-Methode
iiberschrieben. Da in Skript A.3 die Oseen-Gleichungen nicht im Rahmen ei-
nes Verfahrens zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen gerechnet wird, wird
in den Zeilen 59/60 der Vektor fem.sol.u vor Losung der Finite-Elemente-
Methode mit Hilfe der Funktion eval_on_mesh mit Werten gemifl Testbeispiel
Nr. 2 initialisiert.

In den Zeilen 30-41 wird eine Grad-Div- und eine SUPG-Stabilsierung in schwa-
cher Form hinzugefiigt.

Der Visualisierungsteil des Skripts zeigt, wie man die z-Komponente des Ge-
schwindigkeitsfelds u und einen Querschnitt bei z = 0.5 ausgeben kann.

function value = bil(flag,fem,edim,imdomgrp,me,ep,u,unstr)
order = 2*fem.shape(1)+1;

switch flag

case ’eval’

x = flelemeval(fem,edim,imdomgrp,me,ep,u,’x’,unstr);
y = flelemeval(fem,edim,imdomgrp,me,ep,u,’y’,unstr);

value = postinterp(fem,’u’,[x(:)’;y(:)°],...
’cont’,’on’,’contorder’,order,’ext’,1);
reshape(value, size(x));

value

case {’jac’, ’jaci’}
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value = cell(1,0);
end;
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function sol = eval_on_mesh(fem,exprl,expr2,expr3)

if isfield(fem,’variables’)
for i = 1:2:1ength(fem.variables)
if strcmp(fem.variables{i}, ’nu’) & ...
isnumeric(fem.variables{i+1})
nu = fem.variables{i+1};
end;
end;
end;

[node_idx_u, dummy, sol_idx_ul
[node_idx_v, dummy, sol_idx_v]
[node_idx_p, dummy, sol_idx_p]

dof = length(node_idx_u)...
+ length(node_idx_v) + length(node_idx_p);
sol.u = zeros(dof,1);

x = fem.xmesh.p{1}(1,node_idx_u);
y = fem.xmesh.p{1}(2,node_idx_u);
sol.u(sol_idx_u) = eval(exprl)’;

x = fem.xmesh.p{1}(1,node_idx_v);
y = fem.xmesh.p{1}(2,node_idx_v);
sol.u(sol_idx_v) = eval(expr2)’;

x = fem.xmesh.p{1}(1,node_idx_p);
y = fem.xmesh.p{1}(2,node_idx_p);
sol.u(sol_idx_p) = eval(expr3)’;

find(fem.xmesh.gdof{1}(:,1));
find(fem.xmesh.gdof{1}(:,2));
find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));
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A.4 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Skript A.4 implementiert das semiimplizite #-Schema (6.2) fiir die Navier-Stokes-
Gleichungen. Randbedingungen und rechte Seite sind so gewéhlt, dafl die ,,driven-
cavity“ gerechnet wird (vgl. Abschnitt 6.3). In der Zeitschleife in den Zeilen

69-81 werden in jedem Schritt jeweils einmal die Oseen-Gleichungen geldst. Da

in fem.sol.u die Losung des letzten Zeitschritts steht, werden die Koeffizien-

ten bl und b2 durch die coefficient-m-Files richtig berechnet. In Zeile 64

vor der Zeitschleife wird fem.sol.u mit 0 initialisiert. Zusétzlich zu den drei

Gleichungen fiir die Lésungskomponenten w, v und p wird in den Zeilen 18-

37 die Poisson-Gleichung (6.3), die die Stromfunktion U des Geschwindigkeits

(u,v) festlegt, gleich mitangegeben. Mit der Option solcomp kann man dem

Loser femlin mitteilen, welche Losungskomponenten er berechnen soll. Da in

der Zeitschleife nur nach {u,v,p} gelost wird, entsteht dort durch die Glei-

chung fiir ¥ kein zusétzlicher Zeit- oder Speicherbedarf. Die Stromfunktion ¥

wird in Zeile 88 nur auf dem letzten Zeitschritt berechnet. In Zeile 91 werden

die Isolinien der Stromfunktion ¥ visualisiert.
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clear fem;

% 1) Geometrie und Gitter und Konstanten
fem.geom = square2(0,0,1);
fem.mesh = meshinit(fem.geom, ’hmax’,1/16);

Re = 1000;
tau = 0.5;
theta = 2/3;

max_timesteps = 20;
tolerance = 10°-1;

% 2) Oseen-Gleichungen
fem.dim = {’u’ ’v’ ’psi’ ’p’};
fem.sdim = {’x’ ’y’};

fem.variables = {’nu’ 1/Re ’tau’ tau ’theta’ theta ’gamma’ 1};
fem.form = ’coefficient’;

fem.equ.c = {{’nu’ ’nu’ ’1’ 0}};
fem.equ.be = {{{’b1’ ’b2’} {0 0} {0 0} {0 O};...
{0 0} {’b1’ b2’} {0 0} {0 0};...
{0 0} {0 0} {0 0} {0 0};...
{1 0} {0 1} {0 0} {0 0}}};
fem.equ.al = {{{0 0} {0 0} {0 0} {’-1’ 0%};...
{0 0} {0 0} {0 0} {0 *-1°%};...
{0 0} {0 o} {0 0} {0 0};...
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{0 0} {0 0} {0 0} {0 0}}};

fem.equ.a = {{’1/(tauxtheta)’ 0 0 O;...
0 ’1/(tauxtheta)’ 0 0;...
000O0;...
0000 }3};
fem.equ.f = {{’1/(tauxtheta) * bl’;...
’1/(tauxtheta) * b2’;...
uy-vx’; ...
)O)}};
SUPG1 = [’+(h"2/gamma) *((1/(tau*theta))*u-nu* (uxx+uyy)’,...

’+(bl*ux+b2*uy)+px-(1/(tau*theta))*bl)’, ...
** (bl*ux_test+b2*uy_test)’];

SUPG2 = [’+(h"2/gamma)*((1/(tau*theta))*v-nu*(vx+vyy)’,...
*+ (bl*vx+b2*vy)+py-(1/(tau*theta))*b2)’, ...
7 (bl*vx_test+b2xvy_test)’];

DIVl = ’+gamma* (ux+vy)*ux_test’;

DIV2 = ’+gamma* (ux+vy)*vy_test’;

fem.equ.weak={{[’-(’,SUPG1,DIV1,’)’];...
[’-(*,8UPG2,DIV2,”)*]1;’ " }};

% 3) Randbedingungen

fem.bnd.r = {{’1’ 0’ ’0°};{’0° 0’ ’0°}};
fem.bnd.h = {{1 000; 0100; 00 10};...
{1000; 0100; 001 0}3};

fem.bnd.ind = [2 2 1 2];

% 4) Assemblieren und Lésen des LGS
fem.shape = [2 2 2 1];
fem.xmesh = meshextend(fem);

[node_idx_p, dummy, sol_idx_p] = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,4));
fem.sol.u = zeros(length(find(fem.xmesh.gdof{1})),1);

t = 0;
distance = tolerance + 1;

while ((t <= max_timesteps) & (distance > tolerance))
t = t+1;
fem.init = fem.sol.u;

fem.sol = femlin(fem,’solcomp’,{’u’,’v’,’p’});
fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)—postint(fem,’p’)ﬂ
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fem.sol.u = (1/theta)*(fem.sol.u+(theta-1)*fem.init);

distance = norm(fem.init-fem.sol.u,inf);

display([’iterstep: ’, num2str(t) 1);
display([’distance: ’,num2str(distance)]);

end;

% 5) Post-Prozess

fem.psi = femlin(fem, ’solcomp’,{’psi’});
fem.sol.u = fem.psi.u;

postcont (fem, ’psi’,’axisequal’,’on’,’axis’, [0 1 0 1]1);
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A.5 Die Boussineq-Gleichungen

Die Boussineq-Gleichungen (vgl. [Gun89]) wurden in dieser Arbeit nicht behan-
delt. Ein FEMLAB-Skript fiir diese Gleichungen kénnte aber als Startpunkt
fiir zukiinftige Arbeiten niitzlich sein. Die Boussineq-Gleichungen beziehen im
Cegensatz zu den Navier-Stokes-Gleichungen die Anderung der Dichte p des
Fluids mit der Temperatur infolge von Wirmeausdehnung ein. In Konvekti-
onsstromungen ist dies die Ursache fiir eine Auftriebskraft in zur Erdbeschleu-
nigung entgegengesetzter Richtung. Die Boussineq-Gleichungen werden hier in
dimensionsloser Form angegeben:

Gesucht wird das Geschwindigkeitsfeld u, der Druck p und die Temperatur 7'
derart, daf}

%—PIAU+(U'V)U+VPZR3PTT62 in €2,
T
%—t—AT-l-(u-V)T:O in Q,
divu =0 in €,
u=0 auf 00.

Die dimensionslose Prandtl-Zahl Pr bezieht die Eigenschaften des modellier-
ten Fluids ein. Die Rayleigzahl Ra ist eine dimensionslose Kennzahlen der
Konvektionsstromung.

In Skript A.5 werden die Boussineq-Gleichungen auf dem Kreisring 2 = {x €
R? : 1.2 < |z| < 2} gerechnet. Dies ist ein Beispiel fiir die sog. Rayleigh-
Bernard-Konvektion. Numerisch werden die Gleichungen mit einem angepas-
sten semiimpliziten #-Schema nach Muster des Verfahrens (6.2) behandelt.

clear fem;

% 1) Geometrie, Gitter und Konstanten
fem.geom = circ2(0,0,2,0) - circ2(0,0,1.2,0);
fem.mesh = meshinit(fem,’hmax’,1/6);

teta = 2/3;
max_timesteps = 36;
tolerance = 10°-3;

% 2) Boussineq-Gleichungen
fem.dim = {’u’ ’v’ T’ ’p’};
fem.sdim = {’x’ ’y’};
fem.shape = [2 2 2 1];

fem.variables = {’Prandtl’ 0.71, ’Rayleigh’ 1074,
’tau’ 0.1, ’teta’ tetal};
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fem.form = ’coefficient’;

fem.equ.c = {{’Prandtl’ ’Prandtl’ ’1’ 03}};

fem.equ.be = {{{’b1’ ’b2°} {0 0} {0 0} {0 0};...
{0 0} {’b1’ ’b2’} {0 0} {0 0};...
{0 0} {0 0} {’b1’> ’b2’} {0 0};...
{1 0} {0 1} {0 0} {0 0}}};

fem.equ.al = {{{0 0} {0 0} {0 0} {’-1’ 0};...
{0 0} {0 0} {0 0} {0 *-1°%};...
{0 0} {0 0} {0 0} {0 0};...
{0 0} {0 0} {0 0} {0 0}}};

fem.equ.a = {{’1/(tauxteta)’ 0 ...
’-Prandtl*Rayleigh*(x/(x"2+y~2))’ 0;...
0 ’1/(tauxteta)’...
’-Prandtl*Rayleigh*(y/(x"2+y~2))’ 0;...
0 0 ’1/(tauxteta)’ 0;...
0000 }};

fem.equ.f = {{’1/(tauxteta) * bl’;...
’1/(tauxteta) * b27;...
’1/(tauxteta) * T’;...

07}};
= e
% 3) Randbedingungen
fem.bnd.r = {{°0’ ’0° ’0°};{’0° ’0’ *1°}};
fem.bnd.h = {{1 00 0; 010 0; 00 1 0};
{1000; 0100; 001 03}};
fem.bnd.ind = [1 1 2 2 1 2 2 1];

% 4) Mit semiimpliziten Theta-Schema ldsen

fem.xmesh = meshextend(fem);

fem.sol.u = zeros(length(find(fem.xmesh.gdof{1})),1);
[node_idx_p, dummy, sol_idx_p] = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,4));

t =1;
distance = tolerance + 1;

while ((t <= max_timesteps) & (distance > tolerance))

fem.old = fem.sol.u;

fem.sol = femlin(fem,’sd’,’off’);

fem.sol.u = (1/teta)*(fem.sol.u+(teta-1)*fem.o0ld);

fem.sol.u(sol_idx_p) = ...
fem.sol.u(sol_idx_p)-(1/(2.56%*pi))*postint(fem,’p’);

distance = max(max(fem.old-fem.sol.u));
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display([’iterstep: ’, num2str(t) 1);
display([’distance: ’,num2str(distance)]);

t = t+1;
end;

postplot(fem,’tridata’,’T’, ’arrowdata’,{’u’,’v’},...
’arrowxspacing’,50,’arrowyspacing’,50, ...
’arrowcolor’,’k’,’geom’,’on’,’axisvisible’,’off’, ...
’axis’,[-2 2 -2 2],’axisequal’,’on’);

Abbildung A.2: Rayleigh-Bernard-Konvektion auf Kreisring mit Pr = 0.71 und
Ra = 10000.
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