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EinleitungDie instation�aren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen modellieren einelaminare (d.h. gleihm�a�ig, shihtweise gleitende) Str�omung eines inkompressi-blen Fluids in einem beshr�ankten Str�omungsgebiet 
 w�ahrend eines Zeitinter-valls [0; T ). Das Geshwindigkeitsfeld u und der Druk p der Str�omung werdendurh die Gleihungen�u�t � ��u+ (u � r)u+rp = f in (0; T )� 
;divu = 0 in (0; T ) �
bestimmt. Zus�atzlih sind geeignete Anfangs- und Randbedingungen an das Ge-shwindigkeitsfeld u zu stellen. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungensind nihtlineare partielle Di�erentialgleihungen. Durh implizite Zeitdiskreti-sierung und Linearisierung f�uhrt man die Berehnung einer N�aherungsl�osungauf das iterative L�osen (i. allg. vieler) linearisierter Navier-Stokes-Gleihungen�u� ��u+ (w � r)u+rp = f in 
;divu = 0 in 
zur�uk. Diese Gleihungen werden in der Literatur meistens Oseen-Gleihungengenannt. Der Linearisierungspunkt w ist ein divergenzfreies Geshwindigkeits-feld. Derartige L�osungsstrategien f�ur die instation�aren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen spielen in der Praxis eine gro�e Rolle und setzen gute nu-merishe Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen voraus.Gegenstand dieser Arbeit ist die numerishe Behandlungder Oseen-Gleihungen mit Finite-Elemente-Methoden.Die Konstruktion von Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihungenerweist sih in zwei Punkten als shwierig: Erstens erfordert eine stabile Appro-ximation des Druks p aufeinander abgestimmte Diskretisierungen des Druksund des Geshwindigkeitsfelds u. Zweitens treten bei der Approximation desGeshwindigkeitsfelds Instabilit�aten auf, wenn die Viskosit�at � des Fluids ge-gen�uber der Konvektion w der modellierten Str�omung sehr klein ist. Tehnikendiese Quellen von Instabilit�aten zu beherrshen, werden ausf�uhrlih dargestellt.Die numerishen Verfahren wurden mit der MATLAB-Toolbox FEMLAB im-plementiert. Der Nutzen dieses Software-Pakets f�ur Aufgaben in Lehre undForshung wird evaluiert.



iiDie Arbeit ist folgenderma�en aufgebaut:Kapitel 1 (Grundlagen): Grundlagen aus der Analysis und Funktionalana-lysis, die ohne Beweis zitiert werden.Kapitel 2 (Variations- und Randwertaufgaben): Die klassishe Form derOseen-Gleihungen wird vorgestellt und in eine Variationsformulierung �uber-f�uhrt. Der Begri� shwaher L�osungen der Oseen-Gleihungen wird de�niert.Die Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen wird in den abstrakten Rah-men gemishter Variationsaufgaben eingepasst. Auf diesem Wege wird ein Ex-istenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur shwahe L�osungen der Oseen-Gleihungenbewiesen.Kapitel 3 (Finite-Elemente-Methoden: Grundlagen): Galerkin-Verfah-ren und der Spezialfall konformer Finite-Elemente-Methoden werden als "na-t�urlihe\ Diskretisierung von Variationsaufgaben vorgestellt. Die Theorie ge-mishter Finite-Elemente-Methoden wird dargestellt. Die wihtigsten Finite-Elemente-R�aume und ihre Eigenshaften werden angegeben.Kapitel 4 (Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungen):Die Shwierigkeiten bei der Approximation des Druks werden mittels der Oseen-Gleihungen ohne Konvektion, den sog. Stokes-Gleihungen, untersuht. Stabili-sierte Finite-Elemente-Methoden und gemishte Finite-Elemente-Methoden f�urdie Stokes-Gleihungen werden dargestellt und anhand numerisher Experimen-te verglihen.Kapitel 5 (Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihungen): Eswird ein kurzer �Uberblik �uber stabilisierte Finite-Elemente-Methoden f�ur dieOseen-Gleihungen, insbesondere SUPG-Verfahren, gegeben. Ein neues SUPG-Verfahren mit Babu�ska-Brezzi-stabilen Elementen wird dargestellt. Das Verfah-ren wird mittels numerisher Experimente getestet.Kapitel 6 (Finite-Elemente-Methoden f�ur die Navier-Stokes-Gleih-ungen): Die Bedeutung der Oseen-Gleihungen in der numerishen Str�omungs-mehanik wird im Rahmen eines h�au�g eingesetzten numerishen Verfahrensf�ur die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen hervorgehoben. Das neueSUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen aus dem vorangegangenen Kapitelwird in diesem Zusammenhang getestet. Es werden Ergebnisse von numeri-shen Experimenten mit dem Referenzbeispiel "driven-avity\ angegeben undmit Resultaten aus der Literatur verglihen.Kapitel 7 (Zusammenfassung und Ausblik): Die Ergebnisse der Arbeitwerden zusammengefasst und kritish bewertet. Ansatzpunkte f�ur Verbesserun-gen und zuk�unftige Erweiterungen werden aufgezeigt.Anhang A (FEMLAB): Dieser Anhang bietet eine Kurzeinf�uhrung in dieMATLAB-Toolbox FEMLAB. Einige FEMLAB-Skripte, die Finite-Elemente-Methoden f�ur wihtige Gleihungen der Str�omungsmehanik implementieren,werden als Startpunkt f�ur zuk�unftige Diplomanden angegeben.
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Kapitel 1GrundlagenDie ben�otigten Grundlagen der Analysis und Funktionalanalysis werden in die-sem Kapitel ohne Beweise zitiert. Ein gutes Lehrbuh der Funktionalanalysisist [Alt92℄. Der Autor ber�uksihtigt auh Sobolev-R�aume auf Gebieten mitLipshitz-R�andern und beweist die wihtigsten S�atze ausf�uhrlih. Eine Darstel-lung des wihtigen Satzes "vom abgeshlossen Bild\ �ndet man in [Wer00℄.1.1 Funktionenr�aumeZun�ahst werden in diesem Abshnitt R�aume klassish di�erenzierbarer Funk-tionen eingef�uhrt. Es folgt eine kurze Erinnerung an die wihtigsten Eigenshaf-ten von R�aumen von Lebesgue-Funktionen. Ziel ist die Einf�uhrung von R�aumenvon Sobolev-Funktionen, die die geeigneten Funktionenr�aume zur Untersuhungvon partiellen Di�erentialgleihungen sind.R�aume stetig di�erenzierbarer FunktionenDie Teilmenge 
 � Rn sei in diesem Unterabshnitt ein beshr�anktes Gebiet.Wie �ublih wird der Abshlu� des Gebiets 
 mit 
 bezeihnet und der Randmit �
 := 
n
. Die Notation der folgenden De�nitionen und S�atze wird durhMultiindizes vereinfaht.De�nition 1.1.1. EinMultiindex ist ein Vektor � := (�1; �2; : : : ; �n), dessenEintr�age �i, i = 1; 2; : : : ; n nihtnegative ganze Zahlen sind.j�j :=Pni=1 �i hei�t die L�ange des Multiindex �.F�ur hinreihend oft di�erenzierbare Funktionen u : 
 ! R benutzt man f�urx 2 
 die ShreibweiseD�u(x) := �j�ju�x�11 � � � x�nn (x); D(0;:::;0)u(x) := u(x):De�nition 1.1.2. Die folgenden Funktionenr�aume sind die f�ur diese Arbeitrelevanten R�aume stetiger bzw. klassish di�erenzierbarer Funktionen:



2 1. Grundlagen(i) Die Menge der stetigen Funktionen auf 
C0(
) := fu : 
! Rj u ist stetigg:(ii) Die Menge der m-fah stetig di�erenzierbaren Funktionen auf 
Cm(
) := fu : 
! Rj D�u 2 C0(
); 8� : j�j � mg:f�ur m 2 N und die Menge C1(
) der unendlih oft di�erenzierbarenFunktionen auf 
.(iii) Die Menge Cm(
) aller Funktionen u 2 Cm(
), deren Ableitungen D�usih f�ur jeden Multiindex � mit j�j � m stetig auf den Rand von 
fortsetzen lassen.(iv) Die Menge aller unendlih oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompak-tem Tr�agerD(
) := fu 2 C1(
)j fx 2 
 : u(x) 6= 0g � 
 ist kompaktg:Lebesgue-R�aumeDer Raum Rn wird mit dem Lebesgue-Ma� � versehen. In diesem Unterab-shnitt sei 
 eine me�bare Teilmenge des Rn .Satz 1.1.3. Sei 1 � p <1. Die Menge der p-integrierbaren FunktionenLp(
) := �u : 
! Rj u ist me�bar und Z
 jujp dx <1:�und die Menge der wesentlih beshr�ankten FunktionenL1(
) := �u : 
! R���� u ist me�bar und uj
nN ist beshr�anktf�ur eine Lebesgue-Nullmenge N � 
: �sind mit kukLp(
) := Z
 jujp dx (1.1)bzw. kukL1(
) := infN me�bar�(N)=0 supx2
nN ju(x)j (1.2)halbnormierte R�aume.Beweis. Vgl. [Wer00℄, Abshnitt I.1, die Beispiele (h) und (i). �Satz 1.1.4. F�ur 1 � p � 1 ist die MengeNp := fu 2 Lp(
)j kukLp(
) = 0gein Untervektorraum in Lp(
).



1.1 Funktionenr�aume 3Beweis. Np ist der Kern des linearen Funktionals k�kLp(
) : Lp ! R. �Satz 1.1.5. Sei 1 � p <1. Mit der (wohlde�nierten) Abbildung (1.1) ist derQuotientenraum Lp(
) := Lp(
)=Np;bzw. mit der (ebenfalls wohlde�nierten) Abbildung (1.2) der QuotientenraumL1(
) := L1(
)=N1;ein Banah-Raum. Lp(
) und L1(
) hei�en Lebesgue-R�aume.Beweis. Vgl. [Wer00℄, Abshnitt I.1, die Beispiele (h) und (i), inbesondereLemma I.1.9. �Durh Pr�ufung der Hilbert-Raum-Axiome erh�alt man:Satz 1.1.6. Der Raum L2(
) ist mit dem Skalarprodukt(u; v) := Z
 uv dxein Hilbert-Raum.Desweiteren wird der Raum L20(
) gebrauht:De�nition 1.1.7. Der Teilraum L20(
) � L2(
) ist de�niert alsL20(
) := fu 2 L2(
)j Z
 u dx = 0g:Bemerkung 1.1.8. Der Raum L20(
) ist ein abgeshlossener Teilraum desHilbert-Raums L2(
), also selbst ein Hilbert-Raum.Satz 1.1.9. Die Menge D(
) liegt diht in L2(
).Beweis. Vgl. [Wer00℄, Lemma V.1.9. �Sobolev-R�aumeSobolev-R�aume sind Unterr�aume von Lebesgue-R�aumen. Einige weiterf�uhrendeAussagen �uber Sobolev-R�aume gelten i. allg. nur, wenn zus�atzlihe Forderun-gen an die Randgl�atte des beshr�ankten Gebiets 
 � Rn gestellt werden. ZurVorbereitung werden deshalb sogenannte Lipshitz-Gebiete de�niert.De�nition 1.1.10. Sei U � Rn eine Teilmenge. Eine Funktion f : U ! Rmhei�t Lipshitz-stetig auf U , wenn es eine positive Konstante C derart gibt,da� kf(x)� f(y)k � C kx� yk 8x; y 2 U:Ein beshr�anktes Gebiet 
 � Rn hei�t Lipshitz-Gebiet, wenn es zu jedemx 2 �
 eine Umgebung U und eine bijektive Abbildung f : U ! D � Rn mitden folgenden Eigenshaften gibt:



4 1. Grundlagen(i) f(U \ 
) � Rn+(ii) f(U \ �
) � �Rn+(iii) f ist Lipshitz-stetig auf U und f�1 ist Lipshitz-stetig auf D.Die Elemente eines Sobolev-Raums sind shwah di�erenzierbare Lebesgue-Funktionen. Zur Erkl�arung der Eigenshaft "shwah di�erenzierbar\ ben�otigtman den Raum der lokal integrierbaren Funktionen. 
 sei zun�ahst ein me�bareTeilmenge des Rn .De�nition 1.1.11. Die MengeL1lo(
) := �u : 
! R���� ZK ju(x)j dx <1 8K �� 
�hei�t der Raum der lokal integrierbaren Funktionen. Man shreibt K �� 
,wenn K � 
 gilt und K kompakt ist.De�nition 1.1.12. Sei � ein Multiindex und u 2 L1lo(
). Die Lebesgue-Funktion v 2 L1lo(
) hei�t shwahe oder verallgemeinerte �-te Ableitungvon u, falls Z
 v' dx = (�1)j�j Z
 uD�' dx 8' 2 D(
):Man shreibt D�u := v. �Ublih ist auh die Notation�u�x1 := D(1;0;:::;0)u; �2u�x1�x2 := D(1;1;:::;0)u usw.Bemerkung 1.1.13. Die shwahe Ableitung D�u ist eindeutig bestimmt.Falls die klassishe �-te Ableitung von u existiert, stimmen nah der klassi-shen Regel der partiellen Integration die klassishe und die shwahe Ableitung�uberein. Dies rehtfertigt die Bezeihnung shwahe Ableitung.De�nition 1.1.14. F�ur k = 0; 1; 2; : : : und 1 � p � 1 ist der Sobolev-RaumW k;p(
) durhW k;p(
) := fu 2 Lp(
)j 9D�u 2 Lp(
); 8� : j�j � kg:de�niert.Satz 1.1.15. F�ur 1 � p � 1 ist der Sobolev-Raum W k;p(
) versehen mit derNorm kukW k;p(
) := ( �Pj�j�k kD�ukpLp(
) � 1p ; 1 � p <1Pj�j�k kD�ukL1(
) ; p =1ein Banah-Raum.Beweis. Vgl. [Alt92℄, Abshnitt I.15. �



1.1 Funktionenr�aume 5De�nition 1.1.16. Der Sobolev-Raum W k;p0 (
) ist f�ur 1 � p � 1 der Ab-shlu� der Menge D(
) bez�uglih der Norm k�kW k;p.Satz 1.1.17. Der Raum W k;p0 (
) ist f�ur 1 � p � 1 ein Banah-Raum.Beweis. Mit [Wer00℄, Lemma I.1.3 �In dieser Arbeit werden haupts�ahlih Sobolev-R�aume ben�otigt, die Teilr�aumedes Hilbert-Raums L2(
) sind. Sie erhalten die BezeihnungenHk0 (
) :=W k;20 (
) und Hk(
) :=W k;2(
):Nahrehnen der Hilbert-Raum-Axiome liefert:Satz 1.1.18. Die Sobolev-R�aume Hk0 (
) und Hk(
) sind Hilbert-R�aume mitdem Skalarprodukt (u; v)Hk(
) := X0�j�j�k Z
D�uD�v dx:Die L�osungen der Oseen-Gleihungen, die in den folgenden Kapiteln behandeltwerden, sind vektorwertige Funktionen. Deshalb werden hier auh die Produk-tr�aume [L2(
)℄n und [H10 (
)℄n eingef�uhrt. Zun�ahst zur Erinnerung die folgendeDe�niton:De�nition 1.1.19. Das Standard-Skalarprodukt des Rn ist f�ur x; y 2 Rn ge-geben durh x � y := nXi=1 xiyi:Satz 1.1.20. Der Produktraum [L2(
)℄n ist ein Hilbert-Raum mit dem Ska-larprodukt (u; v)[L2(
)℄n := Z
 u(x) � v(x) dx:Der Raum [H10 (
)℄n versehen mit dem Skalarprodukt(u; v)[H10 (
)℄n := X0�j�j�1 (D�u;D�v)[L2(
)℄nist ebenfalls ein Hilbert-Raum.Beweis. Auh hier lassen sih die Hilbert-Raum-Axiome leiht nahrehnen.�F�ur sp�atere Anwendungen wird der folgende Satz angegeben:Satz 1.1.21. Die Sobolev-Halbnorm auf den R�aumen [Hk(
)℄n ist f�ur k 2 Nde�niert durh juj[Hk(
)℄n := 0�Xj�j=k kD�uk2[L2(
)℄n1A 12 :



6 1. GrundlagenIm folgenden Satz werden die in dieser Arbeit ben�otigten Dihteaussagen ge-sammelt:Satz 1.1.22 (Dihteaussagen).1. F�ur 1 � p � 1 ist W k;p(
) \ C1(
) diht in W k;p(
).2. D(
) liegt f�ur 1 � p � 1 diht in W k;p0 (
).3. Die Menge D(
) liegt diht in L2(
).Beweis. Zu 1) vgl. [Alt92℄, Satz 2.14. Zu 2) siehe De�nition 1.1.16 und zu 3)siehe Satz 1.1.9. �Sp�ater wird der folgende Einbettungssatz ben�otigt:Satz 1.1.23 (Sobolev). Sei 
 � Rn ein beshr�anktes Lipshitz-Gebiet undseien k1 > k2 � 0 sowie 1 � p1 <1 und 1 � p2 <1. Istk1 � np1 � k2 � np2 ;so existiert die Einbettung W k1;p1(
) ,! W k2;p2(
)und ist stetig. F�ur k1 � np1 > k2existiert die Einbettung W k1;p1(
) ,! Ck2(
)und ist stetig.Beweis. Vgl. [Alt92℄, Satz 8.7 und [GiRa86℄, Theorem I.1.3. �Notation. In Tabelle 1.1 sind einige Abk�urzungen der verwendeten Normenund Skalarprodukte festgehalten.Shwahe Randbedinungen an Sobolev-FunktionenSobolev-Funktionen sind Lebesgue-Funktionen. Der Rand eines Gebiets 
 � Rnist eine Lebesgue-Nullmenge. Man kann also eine Sobolev-Funktion auf demRand von 
 beliebig ab�andern, ohne in der �Aquivalenzklasse einer anderenSobolev-Funktion zu landen. Es maht folglih keinen Sinn klassishe Rand-bedingungen, d.h. das punktweise �Ubereinstimmen einer Sobolev-Funktion mit



1.1 Funktionenr�aume 7Norm/Skalarprodukt Abk�urzung(�; �)L2(
) (�; �)(�; �)[L2(
)℄n (�; �)(�; �)[Hk(
)℄n (�; �)kk�kL2(
) k�k0k�k[L2(
)℄n k�k0k�k[Hk(
)℄n k�kkj�j[Hk(
)℄n j�jk(RK(�)2 dx)1=2 k�k0;KTabelle 1.1: Abk�urzungen.einer anderen auf dem Rand eines Gebiets, zu fordern. Der in diesem Unterab-shnitt vorgestellte Spursatz zeigt einen Weg auf, sog. "shwahe\ Randbedin-gungen an Sobolev-Funktionen zu stellen.Eine Testfunktion u aus D(
) := fuj
 ju 2 D(Rn)gerf�ullt die Dirihlet-Randbedinungen r 2 C1(�
) punktweise, wenn giltu(x) = r(x) 8x 2 �
: (1.3)Mit dem Spuroperator0 : D(
)! C1(�
) � L2(�
); (0(u))(x) := u(x) 8x 2 �
lautet Gleihung (1.3) kurz 0(u) = r. Der folgende Satz liefert nun eine For-setzung des Spuroperators 0 auf den Sobolev-Raum H1(
).Satz 1.1.24 (Spursatz). Der beshr�ankte lineare Operator 0 hat genau einebeshr�ankte lineare Fortsetzung : H1(
)! L2(�
):Es gilt Kern  = H10 (
):Beweis. Vgl. [GiRa86℄, Theorem 1.5. �De�nition 1.1.25. Der Bildraum des Spuroperators  erh�alt die BezeihnungH1=2(�
) := Bild ():



8 1. GrundlagenNotation. Es wird die Shreibweise uj�
 := (u) verwendet. Damit shreibtsih die Forderung (u) = r f�ur r 2 H1=2(�
) suggestiveruj�
 = r:Man sagt, eine Sobolev-Funktion u 2 H1(
) erf�ullt homogene Dirihlet-Rand-bedingungen, wenn uj�
 = 0, d.h u aus H10 (
) ist. Sonst spriht man voninhomogenen Dirihlet-Randbedingungen.Die Divergenz eines Vektorfelds u 2 [H1(
)℄n ist erkl�art alsdivu := nXk=1 �uk�xk :Der folgende Satz formuliert eine Bedingung f�ur die Existenz eines divergenz-freien Vektorfelds u auf 
 zu vorgegebenen "Randwerten\ r auf �
:Satz 1.1.26. F�ur jedes r 2 [H1=2(�
)℄n mit R�
 r � n ds = 0 existiert eineFunktion u 2 [H1(
)℄n derart, da�divu = 0 in 
 und uj�
 = r:Dabei ist n der �au�ere Einheits-Normalenvektor an den Rand von 
. Die Funkti-on u ist bis auf Addition einer divergenzfreien Funktion aus [H10 (
)℄n eindeutig.Beweis. Vgl. [GiRa86℄, Lemma I.2.2. �1.2 Hilfss�atzeDe�nition 1.2.1. Der Gradient von u 2 H1(
) ist das Vektorfeld ru 2[L2(
)℄n mit ru := � �u�x1 ; �u�x2 ; : : : ; �u�xn�T :F�ur u 2 H2(
) ist �u 2 L2(
) de�niert als�u := nXk=1 �2u�x2k :� hei�t der Laplae-Operator. F�ur vektorwertige Funktionen u 2 [H2(
)℄nist der Laplae-Operator komponentenweise erkl�art. Die Divergenz eines Vek-torfelds u 2 [H1(
)℄n ist divu := nXk=1 �uk�xk :



1.2 Hilfss�atze 9Partielle IntegrationSatz 1.2.2 (partielle Integration). Die Teilmenge 
 � Rn sei ein Lipshitz-Gebiet und u; v 2 H1(
). Dann gilt f�ur i = 1; 2; : : : ; nZ
 �u�xi v dx = �Z
 u �v�xi dx+ Z�
 uvni ds:Dabei ist ni die i-te Komponente des �au�eren Einheits-Normalenvektors n 2[L1(�
)℄n.Beweis. Vgl. [BrS94℄, Proposition 5.1.5. �Mit diesem Satz folgt sofort:Korollar 1.2.3. Unter der Voraussetzung u 2 H1(
) und v 2 H10 (
) gilt� �u�xi ; v� = ��u; �v�xi� : (1.4)F�ur p 2 H1(
) und v 2 [H10 (
)℄n folgt(rp; v) = � (p;div v) : (1.5)Sind u 2 [H2(
)℄n und v 2 [H10 (
)℄n, so gilt(�u; v) = � (ru;rv) : (1.6)Die Ungleihung von H�olderSatz 1.2.4 (H�older-Ungleihung). Sei 
 � Rn ein Gebiet und m 2 N. F�uri = 1; 2; : : : ;m seien fi 2 Lpi(
) mit 1 � pi � 1 undmXi=1 1pi = 1:Dann sind f1; : : : ; fm 2 L1(
) und es gilt mYi=1 fiL1(
) � mYi=1 kfikLpi(
) : (1.7)Beweis. Vgl. [Alt92℄, Satz 1.12 und �Ubungsaufgabe 1.6. �Die Ungleihung von Poinar�eNah De�nition der Norm k�k1 giltjuj1 = kruk0 � kuk1 8u 2 [H1(
)℄n:Auf dem Teilraum [H10 (
)℄n � [H1(
)℄n gilt auh eine Absh�atzung in umge-kehrter Rihtung:



10 1. GrundlagenSatz 1.2.5 (Poinar�e). Die Teilmenge 
 � Rn sei ein beshr�anktes Gebiet.Dann gilt kuk1 � CF juj1 8u 2 [H10 (
)℄n (1.8)mit einer (nur von 
 abh�angenden) Konstanten CF > 0.Beweis. Der Beweis f�ur den Raum H10 (
) wird in [Alt92℄, Abshnitt 4.10 ge-geben. Das Resultat f�ur den Produktraum folgt durh Aufaddieren der Unglei-hungen f�ur die n L�osungskomponenten. �Korollar 1.2.6. Die Sobolev-Halbnorm j � j1 ist auf dem Raum [H10 (
)℄n einezu k � k1 �aquivalente Norm. Der Raum [H10 (
)℄n versehen mit der Norm j � j1ist ein Banah-Raum. Mit dem Skalarprodukt (u; v)H10 (
) := (ru;rv) ist derRaum [H10 (
)℄n ein Hilbert-Raum.1.3 FunktionalanalysisIn diesem Abshnitt werden kurz die ben�otigten De�nitionen und S�atze ausder linearen Funktionalanalysis aufgeshrieben. X und Y sind stets normierteK -Vektorr�aume.De�nition 1.3.1. Eine lineare Abbildung A : X ! Y hei�t beshr�ankt,wenn f�ur eine positive Konstante C gilt:kAvkY � C kvkX 8v 2 X:Satz 1.3.2. Sei L(X;Y ) der Vektorraum der beshr�ankten linearen Operatorenvon X nah Y . Die durhkAkL(X;Y ) := supv2Xnf0g kAvkYkvkXde�nierte Abbildung von L(X;Y ) nah R ist eine Norm auf L(X;Y ). Ist Y einBanah-Raum, so auh L(X;Y ). Insbesondere ist L(X;K ) ein Banah-Raum.Beweis. Vgl. [Alt92℄, Satz 3.3. �De�nition 1.3.3. Ein beshr�ankter linearer Operator A aus L(X;Y ) hei�tisometrish, wenn kAvkY = kvkX 8v 2 Xgilt. A hei�t ein Isomorphismus, wenn A bijektiv und der inverse OperatorA�1 aus L(X;Y ) ist.De�nition 1.3.4. Der Banah-Raum X� := L(X;K ) hei�t der Dualraumvon X. Die Elemente aus X� hei�en beshr�ankte lineare Funktionale. DerRaum X�� := (X�)� hei�t Bidualraum von X. Die Abbildungh�; �iX : X� �X ! K ; hF; viX := F (v) 8F 2 X�; v 2 Xhei�t das Dualit�atsprodukt von X.



1.3 Funktionalanalysis 11De�nition 1.3.5. Es sei A : X ! Y ein Operator aus L(X;Y ). Ein beshr�ank-ter linearer Operator A� : Y � ! X� mithA�G; viX = hG;AviY 8v 2 X;G 2 Y � (1.9)hei�t der zu A adjungierte Operator.Satz 1.3.6. Seien X und Y Banah-R�aume. Zu jedem beshr�ankten linearenOperator A : X ! Y existiert genau ein adjungierter Operator A� : Y � ! X�mit kA�k = kAk : (1.10)Der adjungierte Operator A� ist ein Isomorphismus genau dann, wenn A einIsomorphismus ist. Dann gilt (A�)�1 = (A�1)�: (1.11)Beweis. Vgl. [Alt92℄, Satz 10.1 und Satz 10.5. �Satz 1.3.7. SeiA ein beshr�ankter linearer Operator vonX nah Y . Die MengeKern (A) := fv 2 Xj Av = 0gist ein abgeshlossener linearer Teilraum von X, die MengeBild (A) := fw 2 Y j 9v 2 X : Av = wgein (i. allg. niht abgeshlossener) linearer Teilraum von Y .Beweis. Vgl. [Alt92℄, S.103. �Satz 1.3.8 (vom abgeshlossenen Bild). X und Y seien Banah-R�aume,und es sei A 2 L(X;Y ). Dann sind folgende Aussagen �aquivalent.(i) Bild (A) ist abgeshlossen.(ii) BildA = Kern (A�)? = fw 2 Y j hG;wiY = 0 8G 2 Kern (A�)g(iii) Bild (A�) ist abgeshlossen.(iv) Bild (A�) = Kern (A)Æ = fF 2 X�j hF; viX = 0 8v 2 Kern (A)gBeweis. Vgl. [Wer00℄, Theorem IV.5.1. �Bemerkung 1.3.9. Die Menge Kern (A)Æ hei�t polare Menge von Kern (A).Satz 1.3.10. Sei U 6= f0g ein abgeshlossener Teilraum des Hilbert-Raums H.Dann existiert eine lineare Projektion PU (d.h. PU ÆPU = PU ) von H auf U mitkPUk = 1 und Kern (PU ) = U?. Ist U 6= H, so ist I � PU lineare Projektionvon H auf U? mit kI � PUk = 1, und es gilt H = U � U?. Der Operator PUhei�t Orthogonalprojektion auf U .Beweis. Vgl. [Wer00℄, Theorem V.3.4. �
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Kapitel 2Variations- undRandwertaufgabenIn diesem Kapitel werden die Oseen-Gleihungen vorgestellt und der klassisheL�osungsbegri� erkl�art. Eine Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen, dieeine Abshw�ahung des klassishen L�osungsbegri�s erlaubt, wird hergeleitet.Die Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen wird in den abstrakten Rah-men gemishter Variationsaufgaben eingepasst. Die grundlegenden S�atze zurTheorie gemishter Variationsaufgaben aus dem Standardwerk [GiRa86℄, Ab-shnitt I.4, werden ausgearbeitet und im Beweis eines Existenz- und Eindeu-tigkeitssatzes f�ur shwahe L�osungen der Oseen-Gleihungen angewendet. DasVorgehen ist �ubertragbar auf viele interessante Randwertaufgaben f�ur partielleDi�erentialgleihungen.2.1 Die Oseen-GleihungenIn der Einleitung wurde das Interesse an den Oseen-Gleihungen bereits dadurhbegr�undet, da� viele numerishe Verfahren f�ur die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen die Berehnung einer N�aherungsl�osung auf das sukzessi-ve L�osen mehrerer Oseen-Gleihungen reduzieren. Ein solhes Verfahren wirdin Abshitt 6.2 vorgestellt. Die Darstellung der L�osbarkeitstheorie der Oseen-Gleihungen beginnt mit der klassishen Formulierung:Sei 
 � Rn (n = 2 oder n = 3) ein beshr�anktes Gebiet. Gegeben sind� die Viskosit�atskonstante � > 0,� die Konstante � > 0, die als reziproke Zeitshrittweite interpretiert wer-den kann (vgl. dazu Abshnitt 6.2),� der Quellterm f 2 [C0(
)℄n,� das Konvektionsfeld w 2 [C0(
)℄n und� die Randwerte r 2 [C0(�
)℄n.



14 2. Variations- und RandwertaufgabenGesuht wird das Geshwindigkeitsfeld u = (u1; : : : ; un)T 2 [C2(
) \ C0(
)℄nund der Druk p 2 C1(
) derart, da��u� ��u+ (w � r)u+rp = f in 
; (2.1a)divu = 0 in 
; (2.1b)uj�
 = r: (2.1)De�nition 2.1.1. Ein Paar von Funktionen (u; p) mit u 2 [C2(
) \ C0(
)℄nund p 2 C1(
), das die Gleihungen (2.1) punktweise erf�ullt, hei�t klassisheL�osung der Oseen-Gleihungen.Bemerkung 2.1.2. Der Druk p ist durh (2.1) nur bis auf eine additive Kon-stante festgelegt. Er wird durh die BedingungZ
 p dx = 0endg�ultig festgelegt.Bemerkung 2.1.3. Damit zu den Randwerten r auf �
 �uberhaupt eine diver-genzfreie Str�omung existieren kann, mu� nah dem Gau�shen-IntegralsatzZ�
 r � n ds = Z�
 u � n ds = Z
 divu dx = 0gelten, wobei n der �au�ere Einheits-Normalenvektor an den Rand von 
 ist.Bemerkung 2.1.4. Setzt man in Gleihung (2.1) w � 0, � = 1 und � = 0, soerh�alt man als Spezialfall der Oseen-Gleihungen die Stokes-Gleihungen��u+rp = f in 
;divu = 0 in 
;uj�
 = r: (2.2)Shwahe L�osungen der Oseen-GleihungenEs wird nun eineVariationsformulierung der Oseen-Gleihungen hergeleitet.Diese erm�ogliht eine Verallgemeinerung des klassishen L�osungsbegri�s. Au�er-dem maht sie die Oseen-Gleihungen einer Diskretisierung durh Finite-Ele-mente-Methoden zug�anglih. Zur Herleitung der Variationsformulierung gehtman folgenderma�en vor:1. Annahme: (u; p) mit u 2 [C2(
) \C0(
)℄n und p 2 C1(
) ist eine klassi-she L�osung der Oseen-Gleihungen.2. Multiplikation der Gleihungen (2.1a) und (2.1b) mit Testfunktionen v 2[D(
)℄n bzw. q 2 D(
) und Integration �uber 
 liefert� (u; v) � � (�u; v) + ((w � r)u; v) + (rp; v) = (f; v) 8v 2 [D(
)℄n;(divu; q) = 0 8q 2 D(
):



2.2 Gemishte Variationsaufgaben 153. Anwendung der Integrationsregeln (1.4) und (1.5) ergibt� (u; v) + � (ru;rv) + ((w � r)u; v) � (p;div v) = (f; v) 8v 2 [D(
)℄n;(divu; q) = 0 8q 2 D(
):4. Die Vervollst�andigung des Raums von Testfunktionen [D(
)℄n bzgl. derNorm k�k1 und die Vervollst�andigung von D(
) bzgl. der Norm k�k0 nahSatz 1.1.22 zeigt� (u; v) + � (rurv) + ((w � r)u; v) � (div v; p) = (f; v) 8v 2 [H10 (
)℄n;(divu; q) = 0 8q 2 L20(
): (2.3)Jede klassihe L�osung (u; p) erf�ullt also die Variationsgleihungen (2.3). Die-se Tatsahe motiviert die folgende De�nition shwaher L�osungen der Oseen-Gleihungen:De�nition 2.1.5. Ein Paar von Funktionen (u; p) hei�t shwahe L�osungder Oseen-Gleihungen, wenn es L�osung der folgenden Variationsformulierungder Oseen-Gleihungen ist:"Finde (u; p) 2 [H1(
)℄n � L20(
) derart, da�� (u; v) + � (ru;rv) + ((w � r)u; v)� (div v; p) = (f; v) 8v 2 [H10 (
)℄n;(divu; q) = 0 8q 2 L20(
);uj�
 = r: (2.4)Bemerkung 2.1.6. Jede klassishe L�osung der Oseen-Gleihungen ist auheine shwahe L�osung.Bemerkung 2.1.7. Die Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen erlaubtes, die Regularit�atsforderungen an die Daten stark abzushw�ahen. Statt einesstetigen Quellterms gen�ugt es f 2 L2(
) zu fordern und das Konvektionsfeldw als divergenzfreies Vektorfeld aus [H1(
)℄n vorauszusetzen. N�aheres dazu inAbshnitt 2.3.2.2 Gemishte VariationsaufgabenVariationsaufgaben sind der geeignete abstrakte Rahmen f�ur die Untersuhungder shwahen L�osbarkeit von Randwertaufgaben f�ur partielle Di�erentialglei-hungen. F�ur die Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen (2.4) im spe-ziellen sind gemishte Variationsaufgaben der passende Rahmen.Notation. Um unn�otige Wiederholungen zu vermeiden, werden einige Bezeih-nungen f�ur die folgenden Kapitel vereinbart: X und Q stehen fortan f�ur reel-le Hilbert-R�aume. a(�; �) und b(�; �) bezeihnen stets reelle Bilinearformen aufX �X bzw. X �Q. Mit F und G sind immer beshr�ankte lineare Funktionaleauf X bzw. Q gemeint.



16 2. Variations- und RandwertaufgabenDe�nition 2.2.1. Die Bilinearform a(�; �) auf X�X hei�t stetig, wenn es eineKonstante Ma > 0 derart gibt, da�ja(u; v)j �Ma kukX kvkX 8u; v 2 X:Sei V � X ein abgeshlossener linearer Teilraum von X. Dann hei�t a(�; �)V -elliptish, falls f�ur eine Konstante � > 0 gilt:ja(v; v)j � � kvk2X 8v 2 V:Die Bilinearform b(�; �) auf X�Q hei�t stetig, wenn f�ur eine KonstanteMb > 0die Ungleihung jb(v; q)j �Mb kukX kqkQ 8u 2 X; q 2 Q (2.5)erf�ullt ist. b(�; �) gen�ugt der (kontinuierlihen) inf-sup-Bedingung, wenn eineKonstante � > 0 derart existiert, da�supv2Xnf0g b(v; q)kvkX � � kqkQ 8q 2 Q: (2.6)Bemerkung 2.2.2. Man nennt die Bilinearform a(�; �) kurz elliptish, wennsie X-elliptish ist. Eine elliptishe Bilinearform a(�; �) erf�ullt stets die inf-sup-Bedingung (2.6). Der Name "inf-sup-Bedingung\ r�uhrt daher, da� Bedingung(2.6) �aquivalent ist zu der Forderunginfq2Qnf0g supv2Xnf0g b(v; q)kvkX kqkQ � �:Gegenstand dieses Abshnitts ist die gemishte Variationsaufgabe:"Finde (u; p) 2 X �Q derart, da�a(u; v) + b(v; p) = hF; viX 8v 2 X;b(u; q) = hG; qiQ 8q 2 Q.\ (2.7)Motiviert wird die Untersuhung von Variationsaufgaben diesen Typs durh dieVariationsformulierung der Oseen-Gleihungen (2.4). Man setzeX := [H10 (
)℄n und Q := L20(
)und de�niere f�ur ein festes w 2 X mit divw = 0 die Bilinearform a(�; �) aufX �X und die Bilinearform b(�; �) auf X �Q durha(u; v) := � (u; v) + � (ru;rv) + ((w � r)u; v) 8u; v 2 X;b(v; q) := � (div v; q) 8v 2 X;8q 2 Qsowie die beshr�ankten linearen Funktionale F und G durh G � 0 undhF; viX := (f; v) 8v 2 X:Mit diesen De�nitionen entspriht die gemishte Variationsaufgabe (2.7) derVariationsformulierung der Oseen-Gleihungen (2.4) mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen.



2.2 Gemishte Variationsaufgaben 17Hilfss�atze �uber stetige BilinearformenDie Darstellung von stetigen Bilinearformen mit Hilfe von beshr�ankten linea-ren Operatoren erm�ogliht die �Uberf�uhrung von Variationsaufgaben in Opera-torgleihungen. Die lineare Funktionalanalysis stellt starke S�atze bereit, dieseOperatorgleihungen zu untersuhen.Satz 2.2.3 (Darstellungssatz f�ur stetige Bilinearformen). Zu der steti-gen Bilinearform b(�; �) auf X � Q gibt es jeweils genau einen beshr�ankten,linearen Operator B aus L(X;Q�) bzw. B0 aus L(Q;X�) derart, da�hBv; qiQ = 
B0q; v�X = b(v; q) 8v 2 X;8q 2 Q (2.8)und kBkL(X;Q�) �Mb bzw. B0L(X;Q�) �Mb:Beweis. 1. Zum Beweis der Wohlde�niertheit von B ist Bv 2 Q� f�ur alle v 2 Xzu zeigen: Die Linearit�at von Bv ist klar. Die Beshr�anktheit von Bv folgt ausder Stetigkeit von b(�; �): Mit C :=Mb kvkX giltj hBv; qiQ j = jb(v; q)j �Mb kvkX kqkQ = C kqkQ 8q 2 Q:2. Zeige nun B 2 L(X;Q�) mit kBkL(X;Q�). Die Linearit�at von B ist leihteinzusehen. Die Beshr�anktheit von B folgt wiederum mit der Stetigkeit derBilinearform b(�; �):kBvkQ� = supq2Qnf0g j hBv; qiQ jkqkQ = supq2Qnf0g jb(v; q)jkqkQ �Mb kvkX 8v 2 X:3. Zur Eindeutigkeit: Sei ~B : X ! Q� ein weiterer beshr�ankter linearer Ope-rator mit der Eigenshaft (2.8). Dann gilt
Bv � ~Bv; q�Q = 0 8q 2 Q:Daraus folgt Bv = ~Bv f�ur alle v 2 X und shlie�lih B = ~B. Der Beweis derAussage f�ur den Operator B0 verl�auft analog. �De�nition 2.2.4. Der beshr�ankte lineare Operator B von X nah Q� mitder Eigenshaft (2.8) hei�t darstellender Operator der stetigen Bilinearformb(�; �).Bemerkung 2.2.5. Sei q ein Element aus Q und ~q 2 Q�� dessen Bild unterder kanonishen Einbettung von Q in Q��. Die kanonishe Einbettung von Qin Q�� ist ein Isomorphismus, da Q ein Hilbert-Raum ist. WegenhB�~q; viX = h~q;BviQ� = hBv; qiQ = 
B0q; v�X 8v 2 X;8q 2 Qkommutiert das Diagramm in Abbildung 2.1. Im folgenden wird daher B0 : Q!X� mit dem zu B adjungierten Operator B� : Q�� ! X� identi�ziert.



18 2. Variations- und RandwertaufgabenQ B0
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zzX�Abbildung 2.1: Identi�kation von B0 und B�.Zur Formulierung des folgenden Lemmas, das den Kern der Theorie gemishterVariationsaufgaben bildet, ben�otigt man die beiden folgenden Teilmengen vonX: V (G) := fv 2 Xj b(v; q) = hG; qiQ 8q 2 Qg;V := V (0) = Kern (B):V ist als Kern des beshr�ankten linearen Operators B abgeshlossen und damitein Hilbert-Raum.Lemma 2.2.6. Die folgenden drei Aussagen sind �aquivalent:(i) Die stetige Bilinearform b(�; �) erf�ullt die inf-sup-Bedingungsupv2Xnf0g b(v; q)kvkX � � kqkQ : (2.9)(ii) Der Operator B� ist ein Isomorphismus von Q auf V Æ und es giltkB�qkX� � � kqkQ 8q 2 Q: (2.10)(iii) Der Operator B ist ein Isomorphismus von V ? auf Q� und es giltkBvkQ� � � kvkX 8v 2 X: (2.11)Beweis. (ii) ) (i) Die Ungleihung (2.9) impliziert die inf-sup-Bedingung:supv2Xnf0g b(v; q)kvkX = supv2Xnf0g hB�q; viXkvkX = kB�qkX� � � kqkQ :(i) ) (ii) Andererseits folgt aus der inf-sup-Bedingung die Ungleihung (2.10):kB�qkX� = supv2Xnf0g hB�q; viXkvkX = supv2Xnf0g b(v; q)kvkX � � kqkQ : (2.12)Es bleibt zu zeigen, da� B� ein Isomorphismus von Q auf V Æ ist. Die Existenzdes inversen Operators (B�)�1 2 L(V Æ; Q) wird in drei Shritten nahgewiesen.1. Zur Injektivit�at von B: Mit Ungleihung (2.9) folgt f�ur p; q 2 Q aus B�p =B�q 0 = kB�(p� q)kX� � � kp� qkQ � 0



2.2 Gemishte Variationsaufgaben 19und shlie�lih p = q.2. Nah 1. ist B� : Q ! Bild (B�) eine bijektive Abbildung. Man setze q :=(B�)�1F in Ungleihung (2.12) ein und teile durh �. Man erh�alt(B�)�1FQ � 1� kFkX� :Also ist B� ein Isomorphismus von Q auf Bild (B�).3. Es bleibt Bild (B�) = V Æ zu zeigen. Der Satz vom abgeshlossenen Bild1.3.8 liefert sofort die Identit�at Bild (B�) = Kern (B)Æ = V Æ. Denn B� ist einIsomorphismus und Bild (B�) damit abgeshlossen in X�.(ii) , (iii)Nah Satz 1.3.6 ist B : V ? ! Q� ein Isomorphismus genau dann, wenn der zuB adjungierte Operator B� : Q! (V ?)� ein Isomorphismus ist. Es giltkBkL(V ?;Q�) = kB�kL(Q;(V ?)�) :Zum Beweis gen�ugt es folglih einen isometrishen Isomorphismus T von (V ?)�auf V Æ anzugeben. Dieser ist durhhTF;wiX := hF; PV ?wiX 8w 2 Xgegeben. Dabei ist PV ? die orthogonale Projektion von X auf V ?. Von denEigenshaften dieses Operators (vgl. Satz 1.3.10) wird im folgenden reger Ge-brauh gemaht. Der Nahweis, da� T ein isometrisher Isomorphismus ist,erfolgt in sehs Shritten.1. Wohlde�niertheit: Zu zeigen ist TF 2 V Æ f�ur alle F 2 (V ?)�. Die Linearit�atvon TF ist klar. Die Beshr�anktheit folgt mitjhTF; viX j = jhF; PV ?vijX � kFkX� kPV ?vkX � kFkX� kvkX :Wegen PV ?v = 0 gilt hTF; viX = hF; PV ?viX = 0 f�ur alle v 2 V . Folglih istTF in V Æ.2. Zeige T 2 L((V ?)�; V Æ). Die Linearit�at von T ist o�ensihtlih. Die Be-shr�anktheit folgt auskTFkX� = supv2Xnf0g hTF; viXkvkX = supv2Xnf0g hF; PV ?viXkvkX� supv2Xnf0g kFk(V ?)� kPV ?vkXkvkX � kFk(V ?)� 8F 2 (V ?)�:3. Zur Injektivit�at von T : F�ur F;G 2 (V ?)� folgt aus TF = TG0 = hTF � TG; viX = hF �G;PV ?viX 8v 2 Xund endlih F = G.



20 2. Variations- und Randwertaufgaben4. Surjektivit�at: Sei G 2 V Æ. Gesuht ist ein F 2 (V ?)� derart, da� TF = G.De�niere F 2 (V ?)� durhhF; viX := hG; vi 8v 2 V ?: (2.13)WegenhTF; viX = hTF; (I � PV ?)v + PV ?viX = hTF; PV ?viX = hG;PV ?viX= hG; (I � PV ?)v + PV ?viX = hG; viX 8v 2 X:gilt TF = G.5. Die Shritte 3. und 4. haben gezeigt, da� T ein bijektiver Operator ist. Der zuT inverse Operator T�1 von V Æ auf (V ?)� ist durh Gleihung (2.13) de�niert.Die Beshr�anktheit von T�1 folgt ausT�1G(V ?)� = supv2(V ?)� 
T�1G; v�XkvkX = supv2(V ?)� hG; viXkvkX � kGkX� : (2.14)Nah 1.-5. ist T ein Isomorphismus von (V ?)� auf V Æ.6. Unter Punkt 2 wurde die UngleihungkTFkX� � kFk(V ?)� 8F 2 (V ?)�:nahgewiesen. Setzt man in (2.14) G := TF , so folgtkFk(V ?)� � kTFkX� 8F 2 (V ?)�:Das bedeutet kTFkX� = kFk(V ?)� , also ist T isometrish. �Mit dieser Aussage folgt nun das klassishe Lemma von Lax-Milgram.Lemma 2.2.7 (Lax-Milgram). Die stetige Bilinearform a(�; �) auf X�X seiX-elliptish. Dann hat die Variationsaufgabe"Finde u 2 X derart, da� a(u; v) = hF; viX 8v 2 X.\ (2.15)genau eine L�osung.Beweis. Sei A : X ! X� der darstellende Operator der Bilinearform a(�; �).Die Variationsaufgabe (2.15) ist �aquivalent zu der Operatorgleihung"Finde u 2 X derart, da� Au = F in X�.\Es gilt V ? = Kern (A)? = X, weil aushAu; uiX � � kuk2X 8u 2 XKern (A) = 0 folgt. Da dieX-Elliptizit�at die inf-sup-Bedingung (2.6) impliziert,ist A nah Lemma 2.2.6 ein Isomorphismus von V ? = X auf X�. Damit istu = A�1F eindeutige L�osung der Variationsaufgabe (2.15). �



2.2 Gemishte Variationsaufgaben 21L�osbarkeit gemishter VariationsaufgabenDie Untersuhung der L�osbarkeit der gemishten Variationsaufgabe (2.7) erfor-dert einen Umweg �uber die restringierte Variationsaufgabe"Finde u 2 V (G) derart, da� a(u; v) = hF; viX 8v 2 V .\ (2.16)Satz 2.2.8. Die Bilinearform a(�; �) auf X �X sei stetig und V -elliptish unddie Bilinearform b(�; �) auf X �Q erf�ulle die inf-sup-Bedingung. Dann gilt:1. F�ur jede L�osung (u; p) 2 X � Q der gemishten Variationsaufgabe (2.7)ist u 2 V (G) und l�ost die restringierte Variationsaufgabe (2.16).2. Umgekehrt gibt es zu jeder L�osung u 2 V (G) der restringierten Variati-onsaufgabe (2.16) genau ein p 2 Q derart, da� (u; p) die gemishte Varia-tionsaufgabe (2.7) l�ost.Man sagt, die Variationsaufgaben (2.7) und (2.16) sind �aquivalent.Beweis. Punkt 1 ist klar. Zu Punkt 2:Mit den darstellenden Operatoren der Bilinearformen a(�; �) und b(�; �) erh�altman die zur gemishten Varitionsaufgabe (2.7) �aquivalente Operatorgleihung"Finde (u; p) 2 X �Q derart, da�Au+B�p = F in X�;Bu = G in Q�.\ (2.17)Sei u 2 V (G) eine L�osung der restringierten Variationsaufgabe (2.16). u l�ostnah De�nition der Menge V (G) die zweite Operatorgleihung in (2.17). Nunwird zu u ein p 2 Q derart bestimmt, da� (u; p) die erste Operatorgleihung in(2.17) erf�ullt ist.Aus Lemma 2.2.6 folgt, da� B� ein Isomorphismus von Q auf V Æ ist. Es gilthF �Au; viX = 0 8v 2 Vund damit F �Au 2 V Æ. Folglih l�ost (u; p) 2 X �Q mit p := (B�)�1(F �Au)die gemishte Variationsaufgabe (2.17). �Mit Satz 2.2.8 folgt das Hauptresultat des Kapitels.Satz 2.2.9. Gegeben seien die stetigen Bilinearformen a(�; �) auf X � X undb(�; �) auf X �Q. Die gemishte Varitionsaufgabe (2.7) hat genau eine L�osung(u; p) 2 X �Q, wenn die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:� a(�; �) ist V -elliptish mit einer Konstanten � > 0:a(v; v) � � kvk2X 8v 2 V: (2.18a)



22 2. Variations- und Randwertaufgaben� b(�; �) erf�ullt mit einer Konstanten � > 0 die inf-sup-Bedingungsupv2Xnf0g b(v; q)kvkX � � kqkQ� 8q 2 Q: (2.18b)Beweis. Da die Bilinearform b(�; �) die inf-sup-Bedingung erf�ullt, ist ihr dar-stellender Operator B nah Lemma 2.2.6 ein Isomorphismus von V ? auf Q�.Damit ist die Menge V (G) nihtleer, denn sie enth�alt das Element B�1G.Sei u0 ein beliebiges Element aus V (G). Die V -Elliptizit�at von a(�; �) sihert nahdem Lemma von Lax-Milgram 2.2.7 die Existenz einer eindeutigen L�osung derVariationsaufgabe"Finde u1 2 V derart, da� a(u1; v) = hF; viX � a(u0; v) 8v 2 V .\Wie man durh Einsetzen sieht, l�ost u := u0 + u1 2 V (G) die restringierteVariationsaufgabe (2.16). Angenommen ~u 2 V (G) ist eine weitere L�osung von(2.16). Dann ist u� ~u 2 V und wegen der V -Elliptizit�at von a(�; �) gilt0 = a(u� ~u; u� ~u) � � ku� ~uk2X :Also ist u = ~u und die restringierte Variationsaufgabe (2.16) eindeutig l�osbar.Nah Satz 2.2.8 gibt es dann genau ein p 2 Q derart, da� (u; p) die gemishteVariationsaufgabe (2.7) eindeutig l�ost. �2.3 Shwahe L�osungen der Oseen-GleihungenIn Abshnitt 2.2 wurde bereits erkl�art, wie man die Oseen-Gleihungen mithomogenen Dirihlet-Randbedingungen in den abstrakten Rahmen gemishterVariationsaufgaben einf�ugt: Sei 
 � Rn (n = 2 oder n = 3) ein beshr�anktesLipshitz-Gebiet. Man w�ahltX := [H10 (
)℄n und Q := L20(
)mit den Normen k � kX := j � j1 und k � kQ := k � k0. Die Bilinearform b(�; �) aufX � Q und die beshr�ankten linearen Funktionale F und G auf X bzw. Qwerden durh G � 0 sowieb(v; q) := � (div v; q) 8v 2 X;8q 2 Q;hF; viX := (f; v) 8v 2 Xde�niert. Der Teilraum V � X ist dann der Raum aller divergenzfreien Vektor-felder aus [H10 (
)℄n. Die Bilinearform a(�; �) wird in zwei Komponenten aufge-spalten. Es ist f�ur ein festes w 2 Va(u; v) = a0(u; v) + a1(w; u; v) 8u; v 2 X;wobei die Bilinearform a0(�; �) auf X�X und die Trilinearform a1(�; �; �) auf X3gegeben sind durha0(u; v) := � (u; v) + � (ru;rv) 8u; v 2 X;a1(w; u; v) := ((w � r)u; v) 8u; v; w 2 X:



2.3 Shwahe L�osungen der Oseen-Gleihungen 23Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit shwaher L�osungen der Oseen-Gleihungen mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen werden die Voraus-setzungen von Satz 2.2.9, insbesondere die Bedingungen (2.18a) und (2.18b),gepr�uft:Eigenshaften der Bilinearform a(�; �)Zun�ahst wird die Trilinearform a1(�; �; �) genauer untersuht.Satz 2.3.1. 1. F�ur alle w; u; v 2 X gilt mit einer positiven Konstante Ma1 dieAbsh�atzung ja1(w; u; v)j �Ma1 kwkX kukX kvkX :D.h. a1(�; �; �) ist auf X3 wohlde�niert und stetig.2. F�ur alle w; v 2 X gilta1(w; v; v) = �12 Z
 divw(v � v) dx 8w; v 2 X: (2.19)Beweis. 1. Die Dimension des Lipshitz-Gebiets 
 � Rn ist n = 2 oder n =3. Daher ist der Raum H1(
) nah Satz 1.1.23 stetig in den Raum L4(
)eingebettet. Zusammen mit den Ungleihungen von H�older (1.7) und Poinar�e(1.8) folgt mit einer geeigneten positiven Konstanten Ma1ja1(w; u; v)j = ������ nXi;j=1Z
 wj �ui�xj vi dx������ � nXi;j=1 ����Z
 wj �ui�xj vi dx����� nXi;j=1 kwjkL4(
) �ui�xj L2(
) kvikL4(
)�Ma1 nXi;j=1 kwjk1 juij1 kvik1 �Ma1 kwkX kukX kvkX :2. Mit der Regel der partiellen Integration (1.4) gilta1(w; v; v) = nXi;j=1Z
 wj �vi�xj vi dx = � nXi;j=1Z
 vi�wjvi�xj dx= � nXi;j=1Z
 wj �vi�xj vi dx� nXi;j=1Z
 �wj�xj v2i dx= �a1(w; v; v) � Z
 divw(v � v) dx:Addition von a1(�; �; �) und Division durh 2 liefert die Gleihung (2.19). �



24 2. Variations- und RandwertaufgabenSei nun w 2 V fest gew�ahlt. Mit der gerade bewiesenen Stetigkeit von a1(�; �; �)und der Ungleihung von H�older (1.7) folgt die Stetigkeit der Bilinearform a(�; �):a(u; v) = a0(u; v) + a1(w; u; v) � � kukX kvkX +Ma1 kwkX kukX kvkX� max (�;Ma1 kwkX) kukX kvkX 8u; v 2 X:Die V -Elliptizit�at folgt mit der Aussage (2.19) und der Ungleihung von Poin-ar�e (1.8):a(v; v) = a0(v; v) + a1(w; v; v) = � kvk20 + � kvk2X + Z
 divw| {z }=0 (v � v) dx= � kvk20 + � kvk2X � min(�C2F ; �) kvk2X 8v 2 X:Eigenshaften der Bilinearform b(�; �)Die Stetigkeit der Bilinearform b(�; �) folgt wiederum mit Hilfe der H�older-Ungleihung (1.7). F�ur alle v 2 X und q 2 Q giltjb(v; q)j = j(div v; q)j = ����� nXi=1 ��vi�xi ; q������ � nXi=1 � �vi�xi0 kqk0 �� � nXi=1 �vi�xi20 � 12� nXi=1 kqk20 � 12 � pn kvkX kqkQ :Der Nahweis der inf-sup-Bedingung (2.18b) f�ur die Bilinearform b(�; �) gelingtmit dem nun folgenden Satz, den man in [GiRa86℄ als Korollar I.2.4 �ndet. DerBeweis dieser Aussage ist sehr aufwendig ist. Literaturhinweise f�ur einen Beweisvon J. Ne�as �ndet man in [GiRa86℄ in den Vorbemerkungen zu Theorem I.2.2.Satz 2.3.2. Sei 
 � Rn ein Gebiet mit Lipshitz-Rand. Dann ist der Operatordiv : V ? ! Qein Isomorphismus.W�ahle q 2 L20(
). Nah Satz 2.3.2 existiert ein u 2 V ? derart, da�divu = q und kqkQ = kdiv ukQ � � kukX :Die Konstante � > 0 ist unabh�angig von q. Damit folgt die inf-sup-Bedingungsupv2Xnf0g b(v; q)kvkX � b(u; q)kukX = (divu; q)kukX = kqk2QkukX � � kqkQ : (2.20)



2.3 Shwahe L�osungen der Oseen-Gleihungen 25Ein Existenz- und EindeutigkeitssatzDie Bilinearformen a(�; �) und b(�; �) erf�ullen die Voraussetungen von Satz 2.2.9.Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit einer shwahen L�osung der Oseen-Gleihungen mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen bewiesen. Das Haupt-resultat dieses Kapitels ist die Erweiterung dieser Aussage auf inhomogeneDirihlet-Randbedingungen:Satz 2.3.3. Sei 
 � Rn ein beshr�anktes Lipshitz-Gebiet. Zu den Daten r 2H1=2(�
)n mit R�
 r � n ds = 0, w 2 V und f 2 L2(
) existiert genau eineshwahe L�osung (u; p) 2 X �Q der Oseen-Gleihungen.Beweis. Zur Existenz: Nah Satz 1.1.26 gibt es ein u1 2 X mit divu1 = 0und u1j�
 = r. Es existiert genau eine shwahe L�osung (u0; p) 2 X � Q derOseen-Gleihungen mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen und der rehtenSeite hF; viX := (f; v)� a(u1; v) 8v 2 X: (2.21)Es gilt also u0j�
 = 0. Das Paar (u; p) 2 X � Q mit u := u0 + u1 ist eineshwahe L�osung der Oseen-Gleihungen mit uj�
 = r.Zur Eindeutigkeit: Sei (~u; ~p) 2 X � Q eine weitere L�osung. Dann ist (~u �u1; ~p) eine shwahe L�osung der Oseen-Gleihungen mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen und rehter Seite (2.21). D.h. es gilt (~u�u1; ~p) = (u0; p) undfolglih ist ~p = p und ~u = u0 + u1 = u. �



26 2. Variations- und Randwertaufgaben



Kapitel 3Finite-Elemente-Methoden:GrundlagenGalerkin-Verfahren und der Spezialfall konformer Finite-Elemente-Methodenwerden als "nat�urlihe\ Diskretisierung von Variationsaufgaben vorgestellt. Ge-mishte Finite-Elemente-Methoden diskretisieren gemishte Variationsaufgabenund erm�oglihen somit die Konstruktion numerisher L�osungsverfahren f�ur dieOseen-Gleihungen. Die Theorie gemishter Finite-Elemente-Methoden wirdweitgehend nah [GiRa86℄ dargestellt. Am Ende des Kapitels werden die f�ur die-se Arbeit relevanten Finite-Elemente-R�aume und ihre wihtigsten Eigenshaftenangegeben.3.1 Galerkin-VerfahrenAn dieser Stelle sei an das Lemma von Lax-Milgram 2.2.7 erinnert. Es formulierteine hinreihende Bedingung f�ur die eindeutige L�osbarkeit der Variationsaufga-be "Finde u 2 X derart, da� a(u; v) = hF; viX 8v 2 X.\ (3.1)F�ur die numerishe L�osung dieser Variationsaufgabe bietet sih ein nat�urlihesVorgehen an. Man suht die L�osung niht im Raum X, sondern in einem endlihdimensionalen Unterraum Xh � X:"Finde uh 2 Xh derart, da� a(uh; vh) = hF; vhiX 8vh 2 Xh.\ (3.2)Den �Ubergang vom Raum X zum endlih dimensionalen Unterraum Xh nenntman auhDiskretisierung der Variationsaufgabe (3.1). Numerishe Verfahren,die auf der Diskretisierung (3.2) basieren, hei�en Galerkin-Verfahren.Man nennt das Galerkin-Verfahren (3.2) eine (konforme) Finite-Elemente-Methode, wenn der Unterraum Xh ein Finite-Elemente-Raum ist. Finite-Elemente-R�aume werden erst in Abshnitt 3.3 eingef�uhrt, da die Ergebnissein den Abshnitten 3.1 und 3.2 unabh�angig von der Wahl des Raums Xh sind.



28 3. Finite-Elemente-Methoden: GrundlagenDie verallgemeinerten Galerkin-Verfahren beruhen auf der Variationsaufgabe"Finde uh 2 Xh derart, da� ah(uh; vh) = hFh; vhiX 8vh 2 Xh.\ (3.3)mit einer Bilinearform ah(�; �) auf Xh �Xh und einem linearen Funktional Fhauf Xh.De�nition 3.1.1. Die Bilinearform ah(�; �) und das lineare Funktional Fh sei-en auf den R�aumen X � X bzw. X erkl�art. Ein verallgemeinertes Galerkin-Verfahren hei�t konsistent, wenn f�ur die L�osung u 2 X der Variationsaufgabe(3.1) gilt ah(u; vh) = hFh; vhiX 8vh 2 Xh:Der folgende Satz ist ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur (verallgemeinerte)Galerkin-Verfahren. Es wird eine abstrakte Fehlerabsh�atzung angegeben.Satz 3.1.2.1. Die Bilinearform ah(�; �) erf�ulle die diskrete Babu�ska-Bedingungsupvh2Xhnf0g ah(uh; vh)kvhkX � �h kuhkX 8uh 2 Xh (3.4)mit einer Konstanten �h > 0. Dann besitzt das verallgemeinerte Galerkin-Verfahren (3.3) genau eine L�osung uh 2 Xh.2. Die Variationsaufgabe (3.1) besitze eine eindeutige L�osung und das verallge-meinerte Galerkin-Verfahren (3.3) sei konsistent. Au�erdem seien die folgendenVoraussetzungen erf�ullt:a) Die diskrete Babu�ska-Bedingung (3.4) f�ur die Bilinearform ah(�; �) sei miteiner von h unbh�angigen Konstanten � > 0 erf�ullt.b) Die Bilinearform ah(�; �) sei stetig mit einer von h unbh�angigen Stetig-keitskonstanten Ma > 0.Dann gilt die Fehlerabsh�atzungku� uhkX � �1 + Ma� � infvh2Xhnf0g ku� vhkX : (3.5)Beweis. 1. Sei Ah 2 L(Xh;X�h) der darstellende Operator der Bilinearformenah(�; �) auf Xh �Xh mithAhvh; whiX = ah(vh; wh) 8vh; wh 2 Xh:Das verallgemeinerte Galerkin-Verfahren (3.3) shreibt sih mit Hilfe des Ope-rators Ah folgenderma�en:"Finde uh 2 Xh derart, da� Ahuh = F .\



3.1 Galerkin-Verfahren 29Sei uh 2 Kern (Ah). Mit der diskreten Babu�ska-Bedingung folgert man0 = hAhuh; viXkvhkX = ah(uh; vh)kvhkX � �h kuhkX � 0:Also ist uh = 0 und folglih Kern (Ah) = f0g. Wegen dimXh = dimX�h = n <1 ist Ah ein Isomorphismus und uh := A�1h F die gesuhte eindeutige L�osungvon (3.3).2. Aus der Konsistenz des verallgemeinerten Galerkin-Verfahrens folgt durhSubtraktion von (3.1) und (3.3)ah(u� uh; wh) = 0 8wh 2 Xh: (3.6)Diese Beziehung hei�tGalerkin-Orthogonalit�at. Sei vh 2 Xh beliebig.Wegender Galerkin-Orthogonalit�at giltah(uh � vh; wh) = ah(uh � u;wh) + ah(u� vh; wh) = ah(u� vh; wh) 8wh 2 Xh:Unter Ausnutzung der Stetigkeit und der diskreten Babu�ska-Bedingung folgtkuh � vhkX � 1� supwh2Xhnf0g jah(uh � vh; wh)jkwhkX= 1� supwh2Xhnf0g jah(u� vh; wh)jkwhkX � Ma� ku� vhkX :Dieses Ergebnis und die Dreieksungleihung ergebenku� uhkX = k(u� vh) + (vh � uh)kX� ku� vhkX + kuh � vhkX � �1 + Ma� � infvh2Xh ku� vhkX : �Bemerkung 3.1.3. Die Fehlerabsh�atzung (3.5) ist ein Spezialfall des erstenLemmas von Strang (vgl. [Bra97℄, Satz III.1.1). Dieses verallgemeinert die Feh-lerabsh�atzung auf den Fall niht konsistenter verallgemeinerter Galerkin-Ver-fahren.Praktishe L�osung von Galerkin-VerfahrenPraktish bestimmt man die L�osung uh 2 Xh eines Galerkin-Verfahrens (3.2)oder (3.3) durh L�osen eines linearen Gleihungssystems. Sei '1; '2; : : : ; 'N eineBasis des Raums Xh. Dann l�a�t sih die L�osung uh bzgl. dieser Basis mit einemKoeÆzientenvektor U 2 RN darstellen:uh = NXi=1 Ui'i:



30 3. Finite-Elemente-Methoden: GrundlagenEinsetzen in (3.3) liefert f�ur j = 1; 2; : : : ; Nah(uh; 'j) = ah( NXi=1 Ui'i; 'j) = NXi=1 ah('i; 'j)Ui = hFh; 'jiX :De�niert man die Matrix A 2 RN�N und den Vektor L 2 RN durhAji := ah('i; 'j) und Lj := hFh; 'jiX ; 1 � i; j � N;so ist der KoeÆzientenvektor U L�osung des linearen GleihungssystemsAU = L: (3.7)Bemerkung 3.1.4. Die linearen Gleihungssysteme, die bei der Diskretisie-rung von partiellen Di�erentialgleihungen entstehen, sind in der Regel sehrgro�. Die Frage, wie sih diese Gleihungssysteme eÆzient l�osen lassen, wird indieser Arbeit niht behandelt.3.2 Gemishte Finite-Elemente-MethodenDie gemishte Variationsaufgabe (2.7) wird folgenderma�en diskretisiert: Manw�ahlt Finite-Elemente-R�aume Xh � X und Qh � Q und bestimmt eine L�osungder gemishten Finite-Elemente-Methode"Finde (uh; ph) 2 Xh �Qh derart, da�a(uh; vh) + b(vh; ph) = hF; vhiX 8vh 2 Xh;b(uh; qh) = hG; qhiQ 8qh 2 Qh.\ (3.8)Zur Untersuhung der L�osbarkeit de�niert man analog zum kontinuierlihenFall Vh(G) := fvh 2 Xhj b(vh; qh) = hG; qhiQ 8qh 2 Qhg;Vh := Vh(0):Bemerkung 3.2.1. Im allgemeinen ist Vh * V . Im Beispiel der Oseen-Gleih-ungen ist V der Teilraum aller divergenzfreien Funktionen von [H10 (
)℄n. EineFunktion vh 2 Vh ist aber i. allg. niht divergenzfrei, da(div vh; qh) = 0 8qh 2 Qhniht div vh = 0 impliziert.Betrahte a(�; �) und b(�; �) als Bilinearformen auf X �Xh bzw. X �Qh und diezugeh�origen Operatoren Ah 2 L(X;X�h), Bh 2 L(X;Q�h) und B�h 2 L(Q;X�h)mit hAhu; vhiX := a(u; vh) 8u 2 X;8vh 2 Xh;hBhv; qhiQ := b(v; qh) 8v 2 X;8qh 2 Qh;hB�hq; vhiX := b(vh; q) 8q 2 Q;8vh 2 Xh:



3.2 Gemishte Finite-Elemente-Methoden 31Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung der gemishten Finite-Elemente-Methode (3.8) geht man den Umweg �uber die folgende Variationsauf-gabe:"Finde uh 2 Vh(G) derart, da� a(uh; v) = hF; viX 8v 2 Vh.\ (3.9)Wegen Vh * V kann man (3.9) als nihtkonforme Finite-Elemente-Methode zurApproximation der restringierten Variationsaufgabe (2.16) betrahten.Satz 3.2.2. Die Menge Vh(G) sei nihtleer und die Bilinearform a(�; �) sei Vh-elliptish: 9�h > 0 : a(vh; vh) � �h kvhk2X 8vh 2 Vh:Dann hat die nihtkonforme Finite-Elemente-Methode (3.9) genau eine L�osung.Es gilt die Absh�atzungku� uhkX � �1 + Ma�h � infwh2Vh(G) ku� whkX + Mb�h infqh2Qh kp� qhkQ : (3.10)Beweis. 1. Zur L�osbarkeit: Sei u0h 2 Vh(G). Die Variationsgleihung"Finde u1h 2 Vh derart, da�a(u1h; v) = hF; viX � a(u0h; v) 8v 2 Vh.\hat nah dem Lemma von Lax-Milgram 2.2.7 genau eine L�osung und uh :=u0h + u1h 2 Vh(G) ist eine L�osung der Variationsgleihung (3.9), wie man durhEinsetzen sieht. Diese L�osung ist auh eindeutig. Denn ist ~uh 2 Vh(G) eineweitere L�osung von (2.16) so folgt aus der Vh-Elliptizit�at von a(�; �)0 = a(uh � ~uh; uh � ~uh) � � kuh � ~uhk2X :Damit gilt uh = ~uh.2. Zur Fehlerabsh�atzung: Sei wh 2 Vh(G) beliebig. De�niere vh := uh�wh 2 Vh.Da (u; p) 2 X �Q die gemishte Variationsaufgabe (2.7) l�ost, gilta(vh; vh) = a(vh; vh) + a(u; vh) + b(vh; p)� hF; vhiX| {z }=0 :uh 2 Vh(G) ist L�osung der Variationsaufgabe (3.9). Es folgt f�ur alle qh 2 Qha(vh; vh) = a(vh; vh) + a(u; vh)� a(uh; vh) + b(vh; p)= a(u� (uh � vh); vh) + b(vh; p)� b(vh; qh)| {z }=0= a(u� wh; vh) + b(vh; p� qh):Aus der Stetigkeit der Bilinearformen a(�; �) und b(�; �) und der Vh-Elliptizit�atvon a(�; �) folgtkwh � uhkX = kvhkX � Ma�h ku� whkX + Mb�h kp� qhkQ :



32 3. Finite-Elemente-Methoden: GrundlagenShlie�lih gilt f�ur alle wh 2 Vh(G) und qh 2 Qhku� uhkX = ku� whkX + kwh � uhkX� �1 + Ma�h � ku� whkX + Mb�h kp� qhkQ : �Satz 3.2.3. Die Bilinearform a(�; �) sei Vh-elliptish mit einer positiven Kon-stante �h, d.h. a(vh; vh) � �h kvhk2X 8vh 2 Vh (3.11a)und die Bilinearform b(�; �) erf�ulle die Babu�ska-Brezzi-Bedingung (auh dis-krete inf-sup-Bedingung genannt)supvh2Xhnf0g b(vh; qh)kvhkX � �h kqhkQ 8qh 2 Qh: (3.11b)Dann existiert genau eine L�osung (uh; ph) 2 Xh � Qh der gemishten Finite-Elemente-Methode (3.8). Es gelten die Fehlerabsh�atzungenku� uhkX � �1 + Ma�h ��1 + Mb�h � infvh2Xh ku� vhkX + Mb�h infqh2Qh kp� qhkQ ;(3.12)kp� phkQ � Ma�h infvh2Xhnf0g ku� vhkX +�1 + Mb�h � infqh2Qhnf0g kp� qhkQ :(3.13)Beweis. 1. Zur L�osbarkeit: Betrahte den Operator Bh eingeshr�ankt auf Xh.Mit Lemma 2.2.6 folgt, da� Bh ein Isomorphismus von V ?h (das orthogonaleKomplement von Vh in Xh) auf Q�h ist. Damit ist Vh(G) nihtleer und nah Satz3.2.2 hat die Finite-Elemente-Methode (3.9) genau eine L�osung uh 2 Vh(G). Indieser Situation kann man nun Satz 2.2.8 anwenden. Mit diesem folgt die Exi-stenz eines ph 2 Qh derart, da� (uh; ph) 2 Xh � Qh eindeutige L�osung dergemishten Finite-Elemente-Methode (3.8) ist.2. Zu den Fehlerabsh�atzungen: Man geht von der Fehlerabsh�atzung (3.10)aus. Zun�ahst wird die diskrete inf-sup-Bedingung ausgen�utzt, um den Terminfwh2Vh(G) ku� whkXbesser abzush�atzen. Sei vh 2 Xh beliebig. Es ist Bh(u � vh) 2 Q�h. Da Bh einIsomorphismus von V ?h auf Q�h ist, existiert genau ein zh 2 V ?h mitBhzh = Bh(u� vh): (3.14)



3.3 Finite-Elemente-R�aume 33Ungleihung (2.11) liefert die Absh�atzungkzhkX � 1�h kBh(u� vh)kQ�h � Mb�h ku� vhkX : (3.15)F�ur wh := zh + vh gilt dann mit Gleihung (3.14)b(wh; qh) = hBzh; qhiQ + b(vh; qh) = hB(u� vh); qhiQ + b(vh; qh)= b(u� vh; qh) + b(vh; qh) = b(u; qh) = hG; qhiQ 8qh 2 Qh:Also ist wh 2 Vh(G) und mit Absh�atzung (3.15) folgtku� whkX � ku� vhkX + kzhkX � �1 + Mb�h � ku� vhkX : (3.16)Einsetzen in (3.10) liefert die erste Fehlerabsh�atzung (3.12).Nun zur Absh�atzung f�ur kp� phkQ. Subtraktion von (2.7) und (3.8) ergibtb(vh; ph � qh) = a(u� uh; vh) + b(vh; p� qh) 8vh 2 Xh; 8qh 2 Qh:Aus der diskreten inf-sup-Bedingung (3.11b) folgtkph � qhkQ � 1�h supvh2Xhnf0g a(u� uh; vh) + b(vh; p� qh)kvhkX� Ma�h ku� uhkX + Mb�h kp� qhkQ :Damit gilt kp� phkQ � kp� qhkQ + kph � qhkQ� Ma�h ku� uhkX +�1 + Mb�h � kp� qhkQ : (3.17)und folglih auh die Fehlerabsh�atzung (3.13). �3.3 Finite-Elemente-R�aumeDie Grundidee der Galerkin-Verfahren ist es, in der Variationsaufgabe"Finde u 2 X derart, da� a(u; v) = hF; viX 8v 2 X.\den Raum X durh einen endlih dimensionalen Unterraum Xh � X zu erset-zen. Anforderungen an Xh ergeben sih aus den Resultaten der vorangegange-nen Abshnitte 3.1 und 3.2:1. Fehlerabsh�atzungen der Formku� uhkX � C infvh2Xhnf0g ku� vhkX



34 3. Finite-Elemente-Methoden: Grundlagenbesagen, da� der Fehler des Galerkin-Verfahrens nur davon abh�angt, wie gutsih die exakte L�osung u 2 X in Xh approximieren l�a�t.2. Die praktishe L�osung eines Galerkin-Verfahrens erfordert die Aufstellungund L�osung des linearen Gleihungssystems (3.7). Dazu brauht man eine ein-fahe Basis von Xh, damit sih die Matrixeintr�age Aji = a('i; 'j) leiht be-rehnen lassen. Au�erdem ist es w�unshenswert, da� die Matrix A m�oglihstviele Nulleintr�age hat. Das verringert bei geshikter Speiherung der Matrixden Bedarf an Speiherplatz.Die gro�e Beliebtheit, der sih Finite-Elemente-Methoden in der Praxis er-freuen, belegt, da� Finite-Elemente-R�aume eine gute Wahl zur Diskretisierungvon partiellen Di�erentialgleihungen sind. Es werden nun die in dieser Arbeitben�otigten Finite-Elemente-R�aume eingef�uhrt und eine Sammlung ihrer wih-tigsten Eigenshaften angegeben. Es werden nur Finite-Elemente-R�aume aufpolyedrishen Gebieten ber�uksihtigt.TriangulationenDe�nition 3.3.1. Sei 
 2 Rn ein beshr�anktes polyedrishes Gebiet. Die Men-ge Th = fK1;K2; : : : ;Kmg abgeshlossener, polyedrisher Teilmengen hei�t einezul�assige Triangulation von 
, wenn die folgenden Eigenshaften erf�ullt sind:(i) Smi=1Ki = 
 und ÆKi \ ÆKj = ; f�ur i 6= j.(ii) Besteht Ki \Kj aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Ekpunkt vonKi als auh von Kj . (Es darf keine "h�angenden Knoten\ geben.)(iii) Besteht Ki \Kj f�ur i 6= j aus mehr als einem Punkt, so ist Ki \Kj eine(n-1)-dimensionale Seite, sowohl von Ki als auh von Kj .(iv) F�ur alle Elemente gilt diam(Ki) � h.Bemerkung 3.3.2. In dieser Arbeit ist das Referenzelement immer das Ein-heits-n-Simplex, d.h. die konvexe H�ulle der n+1 Vektoren 0; e1; e2; : : : ; en 2 Rn .Im Fall n = 2 sind die Elemente einer Triangulation also Dreieke, im Fall n = 3Tetraeder.De�nition 3.3.3. Sei fThg eine durh h > 0 parametrisierte Familie vonzul�assigen Triangulationen des Gebietes 
. Ist K ein Element einer dieser Tri-angulationen, so werden die Radien der maximalen K eingeshriebenen Kugel,bzw. der minimalen Kugel in der K enthalten ist, mit �K bzw. hK bezeihnet.Die Familie fThg hei�t quasiuniform, falls es gleihm�a�ig f�ur 0 < h � h0 eineKonstante � > 0 mit hK�K � �



3.3 Finite-Elemente-R�aume 35f�ur alle Elemente K der Zerlegung T gibt. Die Familie fThg hei�t uniform,wenn es gleihm�a�ig f�ur 0 < h � h0 eine Konstanten 0 < � gibt, so da�h�K � �:Finite-Elemente-R�aumeSei Th eine Triangulation von 
 und K ein Elemente aus Th. Mit Pm(K) wirddie Menge der Polynome vom H�ohstgrad m 2 N auf K bezeihnet. Die indieser Arbeit verwendeten Finite-Elemente-R�aume sind f�ur k � 1Mk(Th) := fvh 2 C0(
)j vhjK 2 Pk(K) 8K 2 Thg:Satz 3.3.4. Es ist Mk(Th) � H1(
).Beweis. Vgl. [QuVa97℄, Proposition 3.2.1. �Approximationss�atzeSatz 3.3.5. Sei Th eine quasiuniforme Familie von Triangulationen des poly-edrishen Gebiets 
 � Rn und seien k; s 2 N mit l := min(k; s� 1) � 1. Danngibt es einen linearen Operator Iks;h : Hs(
) ! Mk(Th) und eine KonstanteC > 0 derart, da�ju� Iks;hujm � Chl+1�m jujl+1 ; (0 � m � 1): (3.18)Beweis. Vgl. [QuVa97℄ Theorem 3.4.2. �Bemerkung 3.3.6. Damit die Halbnorm ju � Iks;hujm Sinn maht, mu� dieInklusionMk(Th) � Hm(
) gelten. Diese wird durh die Einshr�ankungm � 1gesihert.Der Operator Iks;h wird in [QuVa97℄ als Interpolationsoperator konstruiert. Da-her sind laut Einbettungssatz 1.1.23 die Einshr�ankungen s � 2 und n � 3n�otig, um die Einbettung Hs(
) � C0(
) zu gew�ahrleisten. Der folgende Satzvon Cl�ement sha�t Abhilfe, wenn man Funktionen approximieren m�ohte, dienur aus H1(
) sind.Satz 3.3.7 (Cl�ement). Sei Th eine quasiuniforme Familie von Triangulatio-nen des polyedrishen Gebiets 
 � Rn und k � 1. Dann gibt es einen be-shr�ankten linearen Operator P k1;h : H1(
) ! Mk(Th) und eine KonstanteCC > 0 mit 0�XK2Th h�2K kv � P k1;hvk21;K1A 12 � CCl kvk1 : (3.19)Beweis. Vgl. [GiRa86℄, Theorem A.4. �



36 3. Finite-Elemente-Methoden: GrundlagenInverse UngleihungenDie inversen Ungleihungen (3.20) und (3.21) beshreiben die Beziehung ver-shiedener Normen auf einem Finite-Elemente-Raum.Satz 3.3.8 (Inverse Ungleihungen). Sei Th eine quasiuniforme Familie vonTriangulationen. Es existieren von h unabh�angige positive Konstanten CI1 undCI2 derart, da�XK2Th h2K k�vhk20;K � CI1 krvhk20 8vh 2Mk(Th) (3.20)und XK2Th h2K krqhk20;K � CI2 kqhk20 8qh 2Mk(Th): (3.21)Beweis. Vgl. Theorem 4.5.11 in [BrS94℄. �Bemerkung 3.3.9. Die Approximationss�atze und inversen Ungleihungen ma-hen Aussagen �uber skalare Funktionen. Die Aussagen lassen sih durh Auf-addieren der einzelnen Komponenten der Ungleihungen unmittelbar auf vek-torwertige Finite-Elemente-R�aume [Mk(Th)℄n � [H1(
)℄n �ubertragen. Die Be-zeihnungen der Konstanten in den Absh�atzungen (CI1 ; CCl usw.) werden imvektorwertigen Fall beibehalten.Bemerkung 3.3.10. In den Kapiteln 4 und 5 werden Finite-Elemente-Met-hoden vorgestellt, deren L�osbarkeit und Konvergenz mit Hilfe der Approxima-tionss�atze und inversen Ungleihungen aus diesem Abshnitt bewiesen werden.Daher ist im folgenden mit einer Familie von Finite-Elemente-R�aumen stetseine Familie von R�aumen gemeint, die auf einer quasiuniformen Familie vonTriangulationen basiert.Notation. Der Finite-Elemente-Raum Mk(Th) wird auh als Pk-Element be-zeihnet. Im Fall k = 1 spriht man auh von linearen Elementen. Der Finite-Elemente-Raum [Mk(Th)\H10 (
)℄n wird im folgenden mit Xkh bezeihnet. Fallsim Zusammenhang die Ordnung der Elemente keine Rolle spielt, shreibt manauh kurz Xh. Der Finite-Elemente-Raum Ml(Th) \ L20(
) wird mit Qlh ab-gek�urzt bzw. mit Qh, wenn die Ordnung keine Rolle spielt.



Kapitel 4Finite-Elemente-Methoden f�urdie Stokes-GleihungenIn diesem Kapitel werden Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungen ��u+rp = f in 
;divu = 0 in 
;uj�
 = 0vorgestellt. Zur Vereinfahung werden homogene Dirihlet-Randbedingungenangenommen. Die Stokes-Gleihungen sind ein Spezialfall der Oseen-Gleih-ungen (2.1). Aus der Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen (2.4) ergibtsih mit X = [H10 (
)℄n und Q = L20(
) eine Variationsformulierung der Stokes-Gleihungen: "Finde (u; p) 2 X �Q derart, da�(ru;rv)� (div v; p) = hF; viX 8v 2 X;(divu; q) = 0 8q 2 Q.\ (4.1)In Abshnitt 4.1 wird die "nat�urlihe\ Diskretisierung der Stokes-Gleihungendurh die gemishte Finite-Elemente-Methode (3.8) dargestellt. Das Hauptpro-blem bei der numerishen L�osung der Stokes-Gleihungen mit Finite-Elemente-Methoden ist eine stabile Approximation des Druks. Die Babu�ska-Brezzi-Be-dingung ist eine Kompatibilit�atsbedingung an das Paar von Finite-Elemente-R�aumen zur Approximation des Geshwindigkeitsfelds und des Druks. Die Be-deutung der Babu�ska-Brezzi-Bedingung f�ur die Approximation des Druks wirdhervorgehoben und die Babu�ska-Brezzi-stabilen Taylor-Hood-Elemente werdenvorgestellt.Der Abshnitt 4.2 f�uhrt in die stabilisierten Finite-Elemente-Methoden ein.Durh einen Trik erlauben stabilisierte Verfahren eine Umgehung der Babu�ska-Brezzi-Bedingung. Als Anwendung wird eine stabilisierte Finite-Elemente-Me-thode f�ur die Stokes-Gleihungen nah [FrHuSt93℄ vorgestellt. Diese Methode



38 4. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungenfunktioniert f�ur eine gro�e Zahl von Kombinationen von Finite-Elemente-R�aum-en. So auh f�ur einige Paare, die niht Babu�ska-Brezzi-stabil sind. Das Interessean diesen Verfahren liegt darin begr�undet, da� einige besonders einfahe Kom-binationen von Finite-Elemente-R�aumen niht Babu�ska-Brezzi-stabil sind.In der neueren Literatur werden Diskretisierungen mit Paaren von Babu�ska-Brezzi-stabilen Finite-Elemente-R�aumen gegen�uber den stabilisierten Finite-Elemente-Methoden favorisiert. Au�erdem besh�aftigt man sih verst�arkt mitVerfahren hoher Ordnung. In Abshnitt 4.3 wird anhand numerisher Experi-mente gepr�uft, ob diese Pr�aferenz gerehtfertigt ist.4.1 Taylor-Hood-ElementeDie nat�urlihe Diskretisierung der Stokes-Gleihungen basiert auf der gemish-te Finite-Elemente-Methode (3.8). Man w�ahlt Finite-Elemente-R�aume X lh �X und Qkh � Q und bestimmt eine L�osung der gemishten Finite-Elemente-Methode "Finde (uh; ph) 2 X lh �Qkh derart, da�(ruh;rvh)� (div vh; ph) = hF; vhiX 8vh 2 Xh;(divuh; qh) = 0 8qh 2 Qh.\ (4.2)Sie hat eine eindeutige L�osung, wenn die beiden Voraussetzungen von Satz 3.2.3erf�ullt sind. Die erste Voraussetzung (3.11a) ist die Elliptizit�at der Bilienarforma(�; �) auf dem Raum Vh � X. Diese ist o�enbar erf�ullt, da a(�; �) auf dem vollenRaum X elliptish ist.Entsheidend ist die Babu�ska-Brezzi-Bedingung (3.11b). Sie ist eine Kompati-bilit�atsbedingung an das Paar von Finite-Elemente-R�aumen X lh und Qkh.De�nition 4.1.1. Ein Paar von Familien von Finite-Elemente-R�aumen X lhund Qkh hei�t Babu�ska-Brezzi-stabil, wenn die Babu�ska-Brezzi-Bedingungsupvh2Xlhnf0g b(vh; qh)kvhkX � � kqhkQ 8qh 2 Qkh:mit einer von h unabh�angigen Konstanten � > 0 erf�ullt ist.Im Falle der Stokes- bzw. Oseen-Gleihungen hat die diskrete Babu�ska-Brezzi-Bedingung die Formsupvh2Xlhnf0g (div vh; qh)kvhkX � � kqhkQ 8qh 2 Qkh:Ein Paar X lh und Qkh, das diese spezielle Bedingung erf�ullt, hei�t daher auhdivergenzstabil. Die g�angigsten divergenzstabilen Elemente sind die Taylor-Hood-Elemente:



4.1 Taylor-Hood-Elemente 39Satz 4.1.2. Sei k 2 N. Das Paar von Familien von Finite-Elemente-R�aumenXk+1h und Qkh hei�t Taylor-Hood-Element k-ter Ordnung und ist divergenz-stabil.Beweis. Vgl. [BrFo91℄, Abshnitt VI.6. �
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Abbildung 4.1: (a) exakte L�osung des Druks, (b) der Druk bei einer instabilenDiskretisierung mit dem P1-P1-ElementBemerkung 4.1.3. Das Paar von Finite-Elemente-R�aumen X lh und Qkh wirdauh Pl-Pk-Element genannt. Pk+1-Pk-Elemente sind f�ur k � 1 also diver-genzstabil. Einige besonders naheliegende Kombinationen, wie z.B. die Pk-Pk-Elemente (sog. equal-order-Elemente), sind niht divergenzstabil.Aus Satz 4.1.2 folgt die L�osbarkeit und die Konvergenz der gemishten Finite-Elemente-Methode (4.2) f�ur die Stokes-Gleihungen bei Verwendung von Taylor-Hood-Elementen:Satz 4.1.4. Sei k 2 N. Die gemishte Finite-Elemente-Methode (4.2) hat f�url = k + 1 genau eine L�osung in (uh; ph) 2 X lh � Qkh. Sei (u; p) 2 X � Qdie eindeutige shwahe L�osung der Stokes-Gleihungen mit den zus�atzlihenRegularit�atsforderungen u 2 [Hk+1(
)℄n und p 2 Hk(
) \ L20(
). Dann geltenmit positiven Konstanten C1; C2 die Fehlerabsh�atzungenku� uhkX � C1hk+1� kukk+1 + kpkk �; (4.3)kp� phkQ � C2hk+1� kukk+1 + kpkk �: (4.4)Beweis. Die L�osbarkeit wurde durh �Uberpr�ufung der Voraussetzungen vonSatz 3.2.3 bereits bewiesen.Mit der Fehlerabsh�atzung (3.12) und dem Approximationssatz 3.3.5 folgt f�ur



40 4. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungeneine gen�ugend gro�e positive Konstante C1ju� uhj1 � C1� infvh2Xhnf0g ju� vhj1 + infqh2Qhnf0g kp� qhk0�� C1 �ju� Ik+1k+1;huj1 + kp� Ikk;hpk0�� C1hk+1 �kukk+1 + kpkk�Analog folgt die Absh�atzung f�ur kp� phk0 aus der Fehlerabsh�atzung (3.13).�Bemerkung 4.1.5. In den 60er Jahren haben Ingenieure versuht, die Stokes-Gleihungen mit dem P1-P1-Element zu diskretisieren. Dabei stellte man fest,da� diese Verfahren die Geshwindigkeit gut approximieren, die N�aherungsl�o-sung f�ur den Druk aber stark oszilliert, was physikalish keinen Sinn maht.In Abbildung 4.1 ist links die exakte L�osung des Druks des Testbeispiels Nr. 1aus Abshnitt 4.3 zu sehen, rehts die Approximation des Druks der instabilenP1-P1-Diskretisierung. Dieses Verhalten l�a�t sih nun erkl�aren:Das Geshwindigkeitsfeld wird mit der P1-P1-Diskretisierung nah Satz 3.2.2stabil bestimmt. Das P1-P1-Element ist aber niht divergenzstabil. D.h. die Vor-aussetzungen von Satz 3.2.3, die die stabile Bestimmung einer N�ahrungsl�osungdes Druks zu diesem Geshwindigkeitsfeld garantieren, sind niht erf�ullt.Bemerkung 4.1.6. Aus der Fehlerabsh�atzung (4.3) folgtku� uhk0 � CF ju� uhj1 � Chk+1 �kukk+1 + kpkk� :Mit dem sog. Dualit�atstrik von Aubin und Nitshe kann man diese Absh�at-zung versh�arfen zu ku� uhk0 � Chk+2 �kukk+1 + kpkk� : (4.5)Vgl. hierzu [GiRa86℄, Theorem II.1.9.4.2 Ein Galerkin - Least - Squares-Verfahren f�ur dieStokes-GleihungenIn diesem Abshnitt wird eine stabilisierte Finite-Elemente-Methode f�ur dieStokes-Gleihungen nah [FrHuSt93℄ dargestellt. Dieses Verfahren umgeht dieBabu�ska-Brezzi-Bedingung und approximiert auh bei Verwendung beliebigerPl-Pk-Elemente den Druk stabil. Insbesondere erm�ogliht das Verfahren ei-ne stabile Diskretisierung der Stokes-Gleihungen mit dem wihtigen P1-P1-Element. Anhand dieses stabilisierten Verfahrens wird ein allgemeines Prinzipzur Konstruktion konsistenter stabilisierter Finite-Elemente-Methoden erl�autert.Die Konsistenz ist der Shl�ussel zum Beweis optimaler Fehlerabsh�atzungen.Die Darstellung stabilisierter Finite-Elemente-Methoden dieser Bauart (in die-sem Abshnitt und in Kapitel 5) bedient sih der vereinheitlihenden Notationaus [Lub91℄.



4.2 Ein Galerkin-Least-Squares-Verfahren f�ur die Stokes-Gleihungen 41Nun wird der Trik zur Umgehung der Babu�ska-Brezzi-Bedingung vorgef�uhrt:Man de�niert auf dem Produktraum (X�Q)�(X�Q) die Bilinearform BG(�; �)und das lineare Funktional FG(�) auf X �Q durhBG(u; p; v; q) := (ru;rv)� (div v; p) + (divu; q) ;FG(v; q) := (f; q) :Die Variationsformulierung der Stokes-Gleihungen (4.1) ist �aquivalent zu derVariationsaufgabe"Finde (u; p) 2 X �Q derart, da�BG(u; p; v; q) = FG(v; q) 8(v; q) 2 X �Q.\ (4.6)Denn ist (u; p) 2 X �Q eine L�osung der Variationsformulierung (4.1), so folgtdurh Addition der zwei Gleihungen, da� (u; p) auh L�osung von (4.6) ist.Ist umgekehrt (u; p) L�osung von (4.6), so sieht man durh Einsetzen von Test-funktionen der Form (v; 0) bzw. (0; q) aus X�Q, da� f�ur (u; p) beide Gleihun-gen (4.1) erf�ullt sind.Galerkin-VerfahrenDie Finite-Elemente-Methode"Finde (uh; ph) 2 Xh �Qh derart, da�BG(uh; ph; vh; qh) = F (vh; qh) 8(vh; qh) 2 Xh �Qh.\ist ein Galerkin-Verfahren (3.2) f�ur die Variationsformulierung der Stokes-Gleih-ungen (4.6). Dieses Verfahren approximiert den Druk niht verl�asslih, wenndas Paar von Finite-Elemente-R�aumen Xh und Qh niht divergenstabil ist (vgl.Bemerkung 4.1.3).Der Di�erentialoperator L auf X �Q sei durhL(u; p) := ��u+rpde�niert und die Testfunktionen  (v; q) seien aus L2(
). Ist (u; p) 2 X �Q dieshwahe L�osung der Stokes-Gleihungen, so gilt L(u; p) = f in L2(
), falls uund p hinreihend glatt sind. Dann gilt die Identit�atBG(u; p; v; q) + XK2Th (L(u; p)� f;  (v; q))K = FG(v; q) 8(v; q) 2 X �Q:(4.7)



42 4. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-GleihungenStabilisierte Finite-Elemente-MethodenMotiviert durh die Identit�at (4.7) modi�ziert man die Bilinearform BG(�; �)und das Funktional FG(�) folgenderma�en:BSG(u; p; v; q) := BG(u; p; v; q) + XK2Th (L(u; p);  (v; q))K ;FSG(v; q) := FG(v; q) + XK2Th (f;  (v; q))K :Es gilt nun, die Testfunktionen  (�; �) geshikt zu w�ahlen, um L�osbarkeit undKonvergenz der stabilisierten Finite-Elemente-Methode"Finde (uh; ph) 2 Xh �Qh derart, da�BSG(uh; ph; vh; qh) = FSG(vh; qh) 8(vh; qh) 2 Xh �Qh.\ (4.8)zu erreihen. Im Falle der Stokes-Gleihungen m�ussen die zus�atzlihen Termeden Druk stabilisieren. Das Verfahren (4.8) f�ugt sih in den Rahmen der ver-allgemeinerten Galerkin-Verfahren (3.3) ein. Aufgrund der Identit�at (4.7) istes unter zus�atzlihen Regularit�atsvoraussetzungen an die exakte L�osung konsi-stent.Bemerkung 4.2.1. Das Konstruktionsprinzip des Verfahrens (4.8) l�a�t sihauf Verfahren f�ur andere partielle Di�erentialgleihungen �ubertragen, denn eswerden keine Annahmen �uber den Di�erentialoperator L gemaht. Stabilisier-te Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen, die diesem Muster folgen, werden inKapitel 5 vorgestellt.Galerkin-Least-Squares-VerfahrenDas Verfahren (4.8) mit Testfunktionen (vh; qh)jK := #h2KL(vh; qh) = #h2K���vh +rqh� 8K 2 Th (4.9)hei�t Galerkin-Least-Squares-Verfahren (kurz GLS-Verfahren). Dabei ist# ein positiver Stabilisierungparameter. Das Galerkin-Least-Squares-Verfahren"Finde (uh; ph) 2 Xh �Qh derart, da�BGLS(uh; ph; vh; qh) = FGLS(vh; qh) 8(vh; qh) 2 Xh �Qh.\ (4.10)mitBGLS(u; p; v; q) := BG(u; p; v; q) + # XK2Th h2K (��u+rp;��v +rq)K ;FGLS(v; q) := FG(v; q) + # XK2Th h2K (f;��v +rq)Kwird nun ausf�uhrlih dargestellt. Das weitere Vorgehen wird durh Satz 3.1.2�uber verallgemeinerte Galerkin-Verfahren geleitet:



4.2 Ein Galerkin-Least-Squares-Verfahren f�ur die Stokes-Gleihungen 43Zuerst wird bewiesen, da� die Bilinearform BGLS(�; �) auf dem Finite-Elemente-Raum Xh � Qh die diskrete Babu�ska-Bedingung (3.4) erf�ullt. Mit Satz 3.1.2folgt sofort, da� das Verfahren eine eindeutige L�osung besitzt. Dann wird dieStetigkeit der Bilinearform BGLS(�; �) bewiesen. Wegen der Konsistenz folgt mitSatz 3.1.2 eine Fehlerabsh�atzung des Verfahrens.Bemerkung 4.2.2. Der Nahweis der diskreten Babu�ska-Bedingung und derStetigkeit der Bilinearform BGLS(�; �) auf Xh � Qh erfolgt bzgl. einer gitter-abh�angigen Norm:Mit der inversen Ungleihung (3.21) und der Ungleihung von Poinar�e folgt,da� durh k(uh; ph)k2GLS := juhj21 + kphk20 + # XK2Th h2K krphk20 (4.11)eine Norm auf dem Finite-Elemente-Raum(!) Xh � Qh gegeben ist, die zu derNorm kuhkX + kphkQ�aquivalent ist.L�osbarkeit des GLS-VerfahrensSatz 4.2.3. Es existiert eine von h unabh�angige positive Konstante � derart,da� die Bilinearform BGLS(� ; � ) auf dem Produktraum Xh � Qh die diskreteBabuska-Bedingungsup06=(vh;qh)2Xh�Qh BGLS(uh; ph; vh; qh)k(vh; qh)kGLS � �k(uh; ph)kGLS 8(uh; ph) 2 Xh �Qherf�ullt. Es existiert eine eindeutige L�osung der Finite-Elemente-Methode (4.10).Zum Beweis dieses Satzes wird das folgende Lemma ben�otigt. Es besagt, welhe"Strafe\ bei der Divergenzstabilit�at gezahlt werden mu�, wenn man zur Appro-ximation von Geshwindigkeit und Druk Kombinationen von Finite-Elemente-R�aumen heranzieht, die die Babu�ska-Brezzi-Bedingung (3.11b) verletzen.Lemma 4.2.4 (Verf�urth). Es existieren positive Konstanten CV1 und CV2derart, da� f�ur alle ph 2 Qlh giltsupXkhnf0g (div vh; ph)jvhj1 � CV1 kphk0 � CV2� XK2Th h2K krphk20;K � 12 : (4.12)Beweis. Sei ph 2 Qlh beliebig. Es wird zu ph ein vh 2 Xkh derart konstruiert, da�(div vh; ph) jvhj�11 gr�o�er oder gleih der rehten Seite von Ungleihung (4.12)ist. Dann bleibt die Ungleihung siher erhalten, wenn man das Supremum �uber



44 4. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungenalle Elemente ausXkhnf0g bildet. Wegen der kontinuierlihen inf-sup-Bedingung(2.20) existiert ein w 2 X derart, da�(divw; ph) � � kphk0 jwj1 : (4.13)Sei P k1;h der Clem�ent-Operator aus Satz 3.3.7. Es gilt�divP k1;hw; ph� = �div (P k1;hw � w); ph�+ (divw; ph)(Mit partieller Integration, vgl. Satz 1.2.3.)= �w � P k1;hw;rph�+ (divw; ph)� �� XK2Th h�2k kw � P k1;hwk20;K� 12� XK2Th h2k krphk20;K � 12 + � kphk0 jwj1� �CCl� XK2Th h2K krphk20;K � 12 jwj1 + � kphk0 jwj1 :Division durh jwj1 und die Beshr�anktheit des Operators P k1;h liefern mit ge-eigneten positiven Konstanten CV1 und CV2(divP k1;hw; ph)kP k1;hwk1 � CV1 kphk0 � CV2� XK2Th h2K krphk20;K � 12 :D.h. mit vh := P k1;hw 2 Xkh wird das Supremum in (4.12) erreiht. �Nun zum Beweis von Satz 4.2.3:Beweis. De�niere zur Abk�urzungX ( � ) := XK2Th h2K k � k20;K und X (� ; � ) := XK2Th h2K (� ; � )20;K :In dieser Kurzshreibweise gilt���X (x; y)��� � �X (x)� 12 �X (y)� 12 :Sei (uh; ph) 2 Xh �Qh beliebig. Zu (uh; ph) wird ein (vh; qh) 2 Xh �Qh derartkonstruiert, da�BGLS(uh; ph; vh; qh) � �k(uh; ph)kGLSk(vh; qh)kGLS :Dann ist auh Bedingung (4.12) erf�ullt. Die Konstruktion erfolgt in drei Shrit-ten.1. Teste die Elliptizit�at von BGLS(�; �).BGLS(uh; ph;uh; ph)= juhj21 + #X (�uh) + #X (rph)� 2#X (�uh;rph)� juhj21 + #X (�uh) + #X (rph)� 2#�X (�uh)� 12 �X (rph)� 12



4.2 Ein Galerkin-Least-Squares-Verfahren f�ur die Stokes-Gleihungen 45(Youngshe Ungleihung.)� juhj21 + #X (�uh) + #X (rph)� #"1X (�uh)� #"1 X (rph)= juhj21 + #(1� "1)X (�uh) + #�1� 1"1�X (rph)(Inverse Ungleihung (3.20))� �1 + #(1� "1)CI1 � juhj21 + #�1� 1"1�X (rph)(W�ahle 1 < "1 < 1 + CI1# und geeignete positive Konstanten C1; C2.)� C1 juhj21 + C2X (rph) :2. Shritt: W�ahle ein wh 2 Xh derart, da� das Supremum in Ungleihung (4.12)erreiht wird und skaliere es auf jwhj1 = kphk0. Dann giltBGLS(uh; ph;�wh; 0)= � (ruh;rwh) + (divwh; ph)� #X (�uh;�wh) + #X (�wh;rph)(Lemma 4.2.4)� � kruhk0 krwhk0 +�CV1 kphk0 � CV2 �X (rph)� 12� jwhj1� #�X (�uh)� 12 �X (�wh)� 12 � #�X (�wh)� 12 �X (rph)� 12(Inverse Ungleihung (3.20))� � juhj1 jwhj1 + CV1 kphk0 jwhj1 � CV2 �X (rph)� 12 jwhj1� #CI1 juhj1 jwhj1 � #pCI1 �X (rph)� 12 jwhj1(Mit kphk0 = jwhj1 zusammenfassen.)� ��1 + #CI1� juhj1 kphk0 + CV1 kphk20� CV2 + #pCI1!�X (rph)� 12 kphk0(Zweimal Youngshe Ungleihung anwenden.)� ��1 + #CI1� 12"2 juhj21 ��1 + #CI1� "22 kphk20 +CV1 kphk20� CV2 + #pCI1! 12"2 X (rph)� CV2 + #pCI1! "22 kphk20



46 4. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungen(W�ahle 0 < "2 < 2CV1CI1CI1 (1+CV2 )+#(1+pCI1 ) und geeignete positive Konstanten C3; C4; C5.)� � C3 juhj21 + C4 kphk20 � C5X (rph) :3. Shritt: Man de�niere (vh; qh) := (uh � Æwh; ph) f�ur ein Æ > 0. Es giltk(vh; qh)kGLS � k(uh; ph)kGLS + Æk(wh; 0)kGLS = k(uh; ph)kGLS + Æ jwhj1= k(uh; ph)kGLS + Æ kphk0 � (1 + Æ)k(uh; ph)kGLS : (4.14)Unter Verwendung der Ergebnisse aus Shritt 1 und 2 folgtBGLS(uh; ph; vh; qh) = BGLS(uh; ph;uh; ph) + ÆBGLS(uh; ph;�wh; 0)� (C1 � ÆC3) juhj21 + ÆC4 kphk20 + (C2 � ÆC5)X (rph)(W�ahle 0 < Æ < min(C1C3 ; C2C5 ) und ein geeignetes C6 > 0. Wende (4.14) an.)� C6k(uh; ph)k2GLS � C6(1 + Æ)k(uh; ph)kGLSk(vh; qh)kGLS�Konvergenz des GLS-VerfahrensIn Satz 4.2.6 wird die Stetigkeit der Bilinearform BGLS(� ; �) bewiesen. Aus Satz3.1.2 folgt dann f�ur das GLS-Verfahren (4.10) die abstrakte Fehlerabsh�atzungk(u� uh; p� ph)kGLS � C inf(vh;qh)2Xh�Qh k(u� vh; p� qh)kGLSmit einer positiven Konstanten C. Aus der �Aquivalenz der gitterabh�angigenNorm k � kGLS mit der Standardnorm des Produktraums Xh � Qh folgt inVerbindung mit dem Approximationssatz 3.3.5 f�ur Finite-Elemente-R�aume:Satz 4.2.5. Sei (uh; ph) 2 Xk+1h � Qlh eine L�osung der stabilisierten Finite-Elemente-Methode (4.10). Dann gilt unter den zus�atzlihen Regularit�atsfor-derungen u 2 [Hk+10 (
)℄n und p 2 H l(
) \ L20(
) an die exakte L�osung(u; p) 2 X �Q die Fehlerabsh�atzungku� uhkX + kp� phkQ � C(hk+1 jujk+1 + hl jpjl+1) (4.15)Abshlie�end wird der Beweis der Stetigkeit der Bilinearform BGLS(� ; � ) nah-geliefert:Satz 4.2.6. Die Bilinearform BGLS(� ; �) ist auf dem Produktraum (Xh�Qh)�(Xh �Qh) stetig.



4.3 Numerishe Experimente 47Beweis. Seien (uh; ph); (vh; qh) 2 Xh �Qh. Es giltjBGLS(uh; ph; vh; qh)j(De�nition und Dreieksungleihung.)� j(ruh;rvh)j+ j(divuh; qh)j+ j(div vh; ph)j+ # ���X (�uh;�vh)���+ # ���X (rph;�vh)���+ # ���X (�uh;rqh)���+ # ���X (rph;rqh)���� kruhk0 krvhk0 +Mb kuhk1 kqhk0 +Mb kvhk1 kphk0+ #�X (�uh)� 12 �X (�vh)� 12 + #�X (rph)� 12 �X (�vh)� 12+ #�X (�uh)� 12 �X (rqh)� 12 + #�X (rph)� 12 �X (rqh)� 12(Inverse Ungleihung (3.20) und Cauhy-Shwarz im R7 .)� ��1 + 2#CI1� kruhk20 +Mb kuhk21 +Mb kphk20 + 2#X (rph)� 12��1 + 2#CI1� kruhk20 +Mb kuhk21 +Mb kphk20 + 2#X (rph)� 12� MBk(uh; ph)kGLSk(vh; qh)kGLS : �4.3 Numerishe ExperimenteIn diesem Abshnitt erfolgt der Praxistest der bisher eingef�uhrten numerishenVerfahren f�ur die Stokes-Gleihungen. Insbesondere wird untersuht, ob Dis-kretisierungen mit Taylor-Hood-Elementen oder stabilisierte Finite-Elemente-Methoden bessere Ergebnisse liefern. Die Verfahren wurden mit Hilfe von FEM-LAB implementiert (vgl. Anhang A).F�ur den Test numerisher Verfahren ist es w�unshenswert, f�ur einige Beispiel-aufgaben die exakte L�osung zu kennen. Dann kann man die exakte L�osungmit der N�aherungsl�osung des Verfahrens vergleihen. Bei Randwertproblemenversha�t man sih diese Beispiele folgenderma�en: Man setzt eine Funktionin die partielle Di�erentialgleihung ein und rehnet die rehte Seite und dieRandwerte aus. Zu diesen Daten kennt man dann die exakte L�osung. Auf dieseWeise wurde bei den folgenden beiden Testbeispielen f�ur die Stokes- bzw. Oseen-Gleihungen vorgegangen.
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Abbildung 4.2: Testbeispiel Nr. 1: (a) das Geshwindigkeitsfeld, (b) der Druk
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Abbildung 4.3: Testbeispiel Nr. 2 mit � = 10�3: (a) die x-Komponente desGeshwindigkeitsfelds, (b) der DrukDas Testbeispiel Nr. 1 (vgl. Abbildung 4.2) hat eine glatte L�osung. Es wirdwegen seines trigonometrishen Charakters durh st�ukweise polynomiale Funk-tionen niht exakt approximiert. Es ist 
 = (0; 1)2 undu1(x1; x2) = sin(�x1);u2(x1; x2) = ��x2 os(�x1);p(x1; x2) = sin(�x1) os(�x2):Testbeispiel Nr. 2 simuliert auf 
 = (0; 1)2 eine Kanalstr�omung mit expo-nentiellen Grenzshihten:u1(x1; x2) = 1� e�x2=p� � e�(1�x2)=p� ;u2(x1; x2) = 0;p(x1; x2) = p�x1 �e�x2=p� + e�(1�x2)=p�� :



4.3 Numerishe Experimente 49Die L�osung h�angt von der positiven Viskosit�atskonstanten � ab. Je kleiner �ist, desto steiler sind die Grenzshihten. Im Falle der Stokes-Gleihungen ist� = 1. Vgl. Abbildung 4.3 f�ur den Fall � = 10�3. Alle numerishen Experimentewurden mit unstrukturierten Triangulationen des Gebiets 
 durhgef�uhrt undalle linearen Gleihungssysteme mit direkten Verfahren gel�ost. Die Behandlungder inhomogenen Dirihlet-Randbedingungen der Testbeispiele wurde FEM-LAB �uberlassen.Experiment I: ParameterdesignDie Abbildung 4.4 verdeutliht den E�ekt der GLS-Stabilisierung (4.10): Diebeiden Testbeispiele wurden f�ur vershiedene Werte des Stabilisierungsparame-ters # mit dem P1-P1-Element gerehnet. Quershnitte durh den Druk beix = 0:5 zeigen starke Oszillationen f�ur kleine Werte von #. F�ur gr�o�ere Wertewird der Druk gegl�attet. Das Verfahren verf�alsht durh den st�arkeren Einu�der Stabilisierungsterme den Druk aber zunehmend. Man mu� einen gutenKompromi� bei der Wahl von # �nden.Dazu wurden die Testbeispiele Nr. 1/2 mit Pk-Pk-Elemente (k = 1; 2; : : : ; 6)gerehnet. Die Triangulationen sind so gew�ahlt, da� alle entstehenden Glei-hungssysteme etwa 4000 Unbekannte haben. Der Parameter # wird �uber denBereih 10�5; : : : ; 1 variiert. Die Approximation der Geshwindigkeit hat sihin den Experimenten als sehr stabil gegen�uber der Wahl von # erwiesen. DieAbbildung 4.6 zeigt daher nur den L2-Fehler der Drukapproximation f�ur diePk-Pk-Elemente vershiedener Ordnung. Der Stabilisierungsparameter # h�angto�enbar von der Ordnung der verwendeten Elemente ab. # mu� f�ur Verfahrenhoher Ordnung kleiner gew�ahlt werden. Dieses Verhalten ist aus der Theo-rie in Abshnitt 4.2 aus folgendem Grund niht ersihtlih: Die Konstantenin den verwendeten inversen Ungleihungen und Approximationsaussagen sindordnungsabh�angig, was in der Formulierung dieser Absh�atzungen aber nihtber�uksihtigt wird. Aufgrund der Fehlerkurven in Abbildung 4.6 werden inden folgenden numerishen Experimenten die Werte f�ur # gem�a� Tabelle 4.3gew�ahlt. Ordnung k 1 2 3 4 5 6# 0.05 0.01 0.005 0.001 0.001 0.001Tabelle 4.1: Der Stabilisierungsparameter # f�ur equal-order-Elemente.Experiment II: KonvergenzIn den folgenden Unterabshnitten werden das GLS-Verfahren f�ur equal-order-Elemente (vgl. Abshnitt 4.2) und die gemishte Finite-Elemente-Methode mitTaylor-Hood-Elementen (vgl. Abshnitt 4.1) gegen�ubergestellt.
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Abbildung 4.4: Quershnitt des Druks der GLS-stabilisierten P1-P1-Diskretisierung in x = 0:5 f�ur (links) Testbeispiel Nr. 1 und (rehts) TestbeispielNr. 2In den S�atzen 4.1.4 und 4.2.5 wurden Konvergenzaussagen f�ur die beiden Ver-fahren gemaht. Um diese Konvergenzaussagen experimentell zu �uberpr�ufen,wurden die Testbeispiele Nr. 1/2 mit den beiden Verfahren auf Triangulatio-nen mit hmax = 1=4; : : : ; 1=64 gerehnet. In Abbildung 4.7 werden das P1-P1-Element und das P2-P1-Element verglihen, in Abbildung 4.8 das P3-P3-Element und das P4-P3-Element. Beide Verfahren erreihen die theoretisheKonvergenzordnung. Allein bei der Erf�ullung der Divergenzbedingung mu� manbei Taylor-Hood-Elementen hoher Ordnung Abstrihe mahen. Dieses Verhal-ten ist aus der Theorie shwer zu erkl�aren, stellt aber bei einem absoluten Fehlerder Divergenzapproximation in einer Gr�o�enordnung von O(10�7) keinen wirk-lihen Nahteil dar. Da die Ordnung der Geshwindigkeitsapproximation beiTaylor-Hood-Elementen h�oher ist als bei equal-order-Elementen, erzielt manauh h�ohere Konvergenzraten. Die entstehenden linearen Gleihungssystemesind f�ur Taylor-Hood-Elemente allerdings etwas gr�o�er. Die Auswirkungen aufdie Rehenzeit werden in einem eigenen Unterabshnitt besprohen.Insgesamt ist sowohl der absoluten Fehler als auh die Konvergenzordnung beiTaylor-Hood-Elementen wesentlih besser als bei equal-order-Elementen.Experiment III: Variation der ElementordnungIm folgenden numerishen Experiment werden die Testbeispiele mit Pk-Pk-Elementen und Pk+1-Pk-Elementen (k = 1; 2; : : : ; 6) gerehnet. Die Triangu-lationen sind so gew�ahlt, da� alle entstehenden Gleihungssysteme etwa 16000Unbekannte haben. Die Triangulationen f�ur Pk+1-Pk-Elemente sind in Abbil-dung 4.5 zu sehen. In Abbildung 4.9 sind die Resultate des Experiments darge-stellt. Elemente h�ohrer Ordnung liefern bei gleihem Rehenaufwand wesentlihbessere Ergebnisse. Die Taylor-Hood-Elemente sehr hoher Ordnung b�u�en ihrenVorsprung gegen�uber equal-order-Elementen vergleihbarer Ordnung ein. Wie-
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Abbildung 4.5: Sehs Triangulationen von 
 = (0; 1)2. Rehnungen mit demPk+1-Pk-Element auf dem k-ten Gitter f�uhren zu einem Gleihungssystem mitetwa 16000 Unbekannten.derum erkennt man die Probleme mit der Divergenzbedingung bei Verfahrenhoher Ordnung.Zeit- und SpeiherbedarfAbbildung 4.10 zeigt (oben) die Rehenzeit f�ur Diskretisierungen vershiede-ner Ordnungen und (mitte) den Speiherbedarf dieser Diskretisierungen. DieTriangulationen sind wieder so gew�ahlt, da� alle entstehenden linearen Glei-hungssysteme etwa 16000 Unbekannte haben.Je h�oher die Elementordung der Diskretisierung ist, desto dihter ist die Ma-trix des entstehenden linearen Gleihungssystems besetzt. Auh die Rehen-zeit steigt an. Hier zeigt sih ein weiterer Vorteil der Taylor-Hood-Elemente:Im Gegensatz zu stabilisierten Verfahren m�ussen keine zus�atzlihen Stabilisie-rungsterme assembliert werden. Je feiner die Triangulation und je h�oher dieElementordnung, desto gr�o�er ist beim GLS-Verfahren der Anteil der Assemb-lierungszeit an der Gesamtrehenzeit. Dieser Eindruk bleibt auh in Abbildung4.10 (unten) erhalten, wo die Rehenzeiten der P2-P1-Diskretisierung mit derP1-P1-Diskretisierung auf vershiedenen Gitterweiten verglihen werden. Vor-siht: Die absolute Rehenzeit ist f�ur das P2-P1-Element auf einer Triangulationmit hmax = 1=64 deutlih gr�o�er als f�ur das P1-P1-Element auf dem gleihen



52 4. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-GleihungenGitter. Das kommt daher, da� das Gleihungssystem der P2-P1-Diskretisierunggr�o�er ist als das der P1-P1-Diskretisierung. Der direkte L�oser mit einer Kom-plexit�at von O(N3) brauht deshalb deutlih l�anger.
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Abbildung 4.6: der L2-Fehler des Druks in Abh�angigkeit von # f�ur das P1-P1-bis P6-P6-Element
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Abbildung 4.8: P4-P3-Element vs. P3-P3-Element mit (links) Testbeispiel Nr.1,(rehts) Testbeispiel Nr. 2
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Kapitel 5Finite-Elemente-Methoden f�urdie Oseen-GleihungenFinite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihungen�u� ��u+ (w � r)u+rp = f in 
;divu = 0 in 
haben zwei potentielle Quellen von Instabilit�aten: Erstens treten bei der Appro-ximation des Geshwindigkeitsfelds u Probleme auf, wenn die Viskosit�at � dermodellierten Str�omung gegen�uber der Konvektion w sehr klein ist. Die Ursahenf�ur Instabilit�aten bei diesen konvektionsdominanten Problemen werden in[QuVa97℄, Kapitel 8, anhand von Di�usions-Konvektions-Gleihungen gut be-shrieben. �Ubertragen auf die Oseen-Gleihungen folgt, da� lokal Instabilit�atenauftreten k�onnen, wenn die lokale ReynoldszahlReK := hK kwk1;K�gro� ist. Die Notwendigkeit die Oseen-Gleihungen im konvektionsdominan-ten Fall zu stabilisieren wird in Abbildung 5.1 deutlih. Links ist die exakteL�osung der x-Komponente des Geshwindigkeitsfelds des Testbeispiels Nr. 2 zusehen. Die Viskosit�atskonstante ist hier � = 10�8. Rehts ist die (unstabilisierte)Galerkin-Approximation mit dem P2-P1-Element abbgebildet.Zweitens treten Instabilit�aten bei der Drukapproximation auf, wenn das Paarvon Finite-Elemente-R�aumen zur Approximation des Geshwindigkeitsfelds uund des Druks p niht Babu�ska-Brezzi-stabil ist. Diese Stabilit�atsproblemewurden in Kapitel 4 �uber Finite-Elemente-Methoden f�ur die Stokes-Gleihungengesondert betrahtet.5.1 SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-GleihungenDie Stabilit�atsprobleme bei Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihung-en lassen sih mit einem Verfahren nah Muster der stabilisierten Finite-Elemen-
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Abbildung 5.1: Testbeispiel Nr. 2 aus Abshnitt 4.3 mit � = 10�8:(a) exakte L�osung der x-Komponente des Geshwindigkeitsfelds, (b) Galerkin-Approximation mit dem P2-P1-Elementte-Methode (4.8) f�ur die Stokes-Gleihungen beherrshen.Stabilisierte Verfahren f�ur konvektionsdominante Probleme basieren auf derIdee, k�unstlihe Di�usion zu addieren. DasAnisotropi-Di�usion-Verfahrenberuht darauf, mit Stabilisierungtermen der FormÆK ((w � r)uh; (w � r)vh)K (5.1)auf jedem Element K 2 Th Di�usion in Rihtung des Konvektionsfelds w zu ad-dieren. Dabei ist ÆK ein lokaler Stabilisierungsparameter. Diese Methode wirdin der Praxis h�au�g verwendet. Auh FEMLAB bietet seit Version 2.3 dieseStabilisierungsvariante f�ur die Navier-Stokes-Gleihungen an. Aus mathemati-sher Siht ist dieses Verfahren aber unbefriedigend. Da der Stabilisierungsterm(5.1) niht konsistent ist, verdirbt er insbesondere bei Verfahren hoher Ord-nung die Konvergenzrate (vgl. wiederum [QuVa97℄, Kapitel 8). Diese Shw�ahewird durh die konsistenten SUPG-Verfahren (auh Streamline-Di�usion-Verfahren genannt) behoben.Galerkin-VerfahrenBei der Konstruktion von SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen geht manso vor, wie in Abshnitt 4.2:Man de�niert auf dem Produktraum (X�Q)�(X�Q) die Bilinearform BG(�; �)und das lineare Funktional FG(�) auf X �Q durhBG(u; p; v; q) := � (u; v) + � (ru;rv) + ((w � r)u; v) � (div v; p) + (divu; q)FG(v; q) := (f; q) :



5.1 SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen 61Die Variationsaufgabe"Finde (u; p) 2 X �Q derart, da�BG(u; p; v; q) = FG(v; q) 8(v; q) 2 X �Q.\ (5.2)ist �aquivalent zur Variationsformulierung der Oseen-Gleihungen (2.4). Der Dif-ferentialoperator L sei auf X �Q durhL(u; p) := �u� ��u+ (w � r)u+rpde�niert. Dabei sei � eine positive Konstante und die Testfunktionen  (v; q)seien aus L2(
). Ist (u; p) 2 X �Q die L�osung von (5.2), so gilt L(u; p) = f inL2(
), falls (u; p) gen�ugend glatt ist. Daher gilt auh f�ur die Oseen-Gleihungeneine Identit�at der Form (4.7).Stabilisierte Finite-Elemente-MethodenMan modi�ziert die Bilinearform BG(�; �) und das Funktional FG(�) folgender-ma�en:BSD(u; p; v; q) := BG(u; p; v; q)+ XK2Th ÆK (L(u; p);  (v; q))K + XK2Th K (divu;div v)K ;FSD(v; q) := FG(v; q) + XK2Th ÆK (f;  (v; q))K :Dann l�ost man die stabilisierte Finite-Elemente-Methode"Finde (uh; ph) 2 X lh �Qkh derart, da�BSD(uh; ph; vh; qh) = FSD(vh; qh) 8(vh; qh) 2 X lh �Qkh.\ (5.3)Die in der Literatur untersuhten Varianten dieses Verfahrens untersheidensih in der Wahl der Testfunktionen  (�; �) und in der Wahl der Stabilisierungs-parameter K und ÆK .Bemerkung 5.1.1. Die WahlÆK = 0 und K > 0 8K 2 Th;bei der die Testfunktionen  (�; �) niht ben�otigt werden, ist als Grad-Div-Stabilisierung bekannt. Es sind auh Galerkin-Least-Squares-Verfahren f�urdie Oseen-Gleihungen untersuht worden (vgl. [Lub91℄).Die Analyse der L�osbarkeit und der Konvergenz der Verfahren (5.3) wird bzgl.einer der gitterabh�angigen Normenkj(u; p)kj2a := � juj21 + � kuk20 + � kpk20+ XK2Th �K kdivuk20;K + ÆK k (u; p)k20;K�



62 5. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihungenbzw. kj(u; p)kj2b := � juj21 + � kuk20 + � XK2Th krpk20;K+ XK2Th �K kdivuk20;K + ÆK k (u; p)k20;K�durhgef�uhrt. Der Term, der den Druk kontrolliert, ist mit einer Konstante� > 0 gewihtet.SUPG-Verfahren f�ur Equal-Order-ElementeIn der Diplomarbeit [M�ul97℄ wird ein SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleih-ungen untersuht, das f�ur beliebige Kombinationen von Pl-Pk-Elementen l�osbarund konvergent ist. Mit Testfunktionen der Form (vh; qh)jK = ÆK�(w � r)vh +rqh� 8K 2 Th (5.4)kuriert dieses Verfahren zwei Probleme auf einmal. Der Term rqh stabilisiertden Druk, der Anteil (w � r)vh stabilisiert die Geshwindigkeit im konvekti-onsdominanten Fall. F�ur ReK � 1 und StabilisierungsparameterÆK � hKkwk1;K und K � hK kwk1;K 8K 2 Th (5.5)beinhaltet Satz 5.5 in [M�ul97℄ die Fehlerabsh�atzungkj(u� uh; p� ph)kja � Cn XK2Th hlKp�(1 + Re 12K) kukl+1;K+ XK2Th hk+ 12K �p�h 12K + kwk� 121;K min(Re 12K ; 1)� kpkk+1;K o:Im folgenden wird diese SUPG-Variatante mit SUPGfull;eo bezeihnet. Der In-dex full bezieht sih dabei auf die Form der Testfunktionen, die das Verfahrenzweifah stabilisieren. Der Index eo bezieht sih auf die f�ur equal-order-Elementeoptimierte Parameterwahl.Das Verfahren ist auh bei Verwendung von Taylor-Hood-Elementen l�osbar undkonvergent. Es stellt sih die Frage, ob das Verfahren f�ur diese Elemente niht�uberstabilisiert ist und der Term rqh weggelassen werden kann? Das SUPG-Verfahren mit vereinfahten Testfunktionen (vh; qh)jK = ÆK�(w � r)vh� 8K 2 Th (5.6)und der Parameterwahl (5.5) erh�alt die Bezeihnung SUPGsimple;eo.



5.1 SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen 63Bemerkung 5.1.2. Der Hersteller von FEMLAB hat in Version 2.3, vermut-lih aufgrund heuristisher �Uberlegungen, eine SUPG-Variante mit den verein-fahten Testfunktionen (5.6) und der ParameterwahlÆK � hKq� + kwk21;K und K = 0eingef�uhrt. Dadurh wird ein SUPG-Verfahren ohne Grad-Div-Stabilisierungrealisiert.Die bisher vorgestellten SUPG-Varianten verwenden alle Parameter, wie siebei SUPG-Verfahren f�ur Di�usions-Konvektions-Gleihungen �ublih sind. DieseParameterwahl ist f�ur equal-order-Elemente optimiert.SUPG-Verfahren f�ur Taylor-Hood-ElementeIn [GeLuOl03℄ wird nahgewiesen, da� f�ur SUPG-Verfahren mit Babu�ska-Brezzi-stabilen Elementen eine neue Parameterwahl erforderlih ist. Dadurh wird dieKonvergenz der Verfahren deutlih verbessert.Zun�ahst wird ein vollstabilisiertes Verfahren mit Testfunktionen (vh; qh)jK = ÆK�(w � r)vh +rqh� 8K 2 Thund der Parameterwahl K = 0 � 1; ÆK = h2K0 (5.7)betrahtet. Wegen der neuen Parameterwahl wird es mit SUPGfull;bb abgek�urzt.Der Index bb bezieht sih auf die Verwendung von Babu�ska-Brezzi-stabilen Ele-menten.Satz 5.1.3. Das Verfahren SUPGfull;bb ist unter Verwendung von Babu�ska-Brezzi-stabilen Elementen eindeutig l�osbar und es gilt mit einer von �, � undh unabh�angigen positiven Konstanten C die Fehlerabsh�atzungkj(u� uh; p� ph)kj2a � C XK2Th �h2(k+1)K jpj2k+1;K + h2lK juj2l+1;K �:Beweis. Vgl. [GeLuOl03℄, Lemma 3.1 und Theorem 3.1. �Das gr�o�te Interesse gilt der SUPG-Variante mit der neuen Parameterwahl (5.7)und den vereinfahten Testfunktionen (vh; qh)jK = ÆK�(w � r)vh� 8K 2 Th:Dieses Verfahren hat gute Konvergenzeigenshaften und spart Zeit bei der As-semblierung des linearen Gleihungssystems. Zur L�osbarkeit gilt der folgendeSatz:



64 5. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-GleihungenSatz 5.1.4. Die Oseen-Gleihungen (2.1) sei derart skaliert, da� kwk1 � 1gilt. Erf�ullen die Parameter ÆK und K die BedingungenÆK kwk21;K � K � ; 0 � ÆK = Æ0h2K � min � + �h2K��2u8 kwk1;K ; h2K3�2u� ; 13�; Æ!(5.8)mit  = O(1), so existiert eine von h und � unabh�angige Konstante � > 0derart, da� f�ur � = 2� die diskrete Babu�ska-Bedingungsup06=(vh;qh)2Xh�Qh BSD(uh; ph; vh; qh)kj(vh; qh)kjb � �kj(uh; ph)kjb 8(uh; ph) 2 Xh �Qherf�ullt ist. Das Verfahren SUPGsimple;bb hat eine eindeutige L�osung.Beweis. Vgl. [GeLuOl03℄, Lemma 4.2. �Der folgende Satz liefert eine Fehlerabsh�atzung des Verfahrens.Satz 5.1.5. Die Voraussetzungen von Satz 5.1.4 seien erf�ullt und die L�osungder Oseen-Gleihungen erf�ulle die zus�atzlihe Regularit�atsvoraussetzung���u+rp 2 [L2(K)℄n 8K 2 Th:Unter den VoraussetzungenK = 0 � 1; ÆK = h2K0 und � � h2gilt f�ur das Verfahren SUPGsimple;bb mit einer von �, h und � unabh�angigenpositiven Konstante C die Fehlerabsh�atzungkj(u� uh; p� ph)kj2b � C XK2Th �h2(k+1)K jpj2k+1;K + h2lK juj2l+1;K �:Beweis. Vgl. [GeLuOl03℄, Theorem 4.1. �5.2 Numerishe ExperimenteIn diesem Abshnitt werden die Eigenshaften des Verfahrens SUPGsimple;bb f�urTaylor-Hood-Elemente mit den vereinfahten Testfunktionen (vh; qh)jK = ÆK�(w � r)vh +rqh� 8K 2 Thund der Parameterwahl K = 0 � 1; ÆK = h2K0 (5.9)getestet. Es werden wieder die Testbeispiele Nr. 1/2 aus Abshnitt 4.3 heran-gezogen.



5.2 Numerishe Experimente 65Experiment I: ParameterdesignDas Verfahren SUPGsimple;bb mit der Parameterwahl (5.9) hat nur einen Sta-bilisierungsfaktor 0. Das ist ein Vorteil gegen�uber dem Verfahren SUPGfull;eomit dem P1-P1-Element, das eine genaue Regulierung von Stabilisierungspara-metern f�ur die Druk-, SUPG- und Grad-Div-Stabilisierung erfordert.Zur Bestimmung von 0 wurden die beiden Testbeispiele mit vershiedenenWerten des Parameters gerehnet. Abbildung 5.4 zeigt die Resultate f�ur Reh-nungen mit dem P2-P1-Element, Abbildung 5.5 f�ur Rehnungen mit dem P4-P3-Element. Die Wahl von 0 ist ein Kompromi�. F�ur die Divergenzbedingunggilt: Je st�arker die Grad-Div-Stabilisierung, d.h. je gr�o�er 0, desto besser. Al-lerdings wird f�ur gro�e Werte von 0 der Parameter ÆK = h2K=0 sehr klein,was zu einem Ansteigen des j � j1-Fehlers der Geshwindigkeit f�uhrt. In denfolgenden Experimenten wird bei Verwendung von Pk+1-Pk-Elementen 0 = kgew�ahlt.Experiment II: KonvergenzIn diesem Unterabshnitt wird die Konvergenz der vier SUPG-Verfahren ausAbshnitt 5.1 anhand des Testbeispiels Nr. 1 verglihen. Dazu wurden die Ver-fahren auf Triangulationen mit hmax = 1=4; : : : ; 1=64 gerehnet.In Abbildung 5.6 sind f�ur das Verfahren SUPGfull;eo mit (a) dem P1-P1-Elementund (b) dem P2-P1-Element Konvergenzdiagramme angegeben. Das Verfah-ren mit dem P1-P1-Element erreiht die theoretishe Konvergenzordnung, derDruk wird sogar besser approximiert. Bei einer Diskretisierung mit dem P2-P1-Element konvergiert der j � j1-Fehler der Geshwindigkeit mit einer Ordnungvon 3=2, was bei einer Approximation mit quadratishen Elementen suboptimalersheint. Der Fehler der Divergenzbedingung konvergiert sogar nur linear.Das Verfahren SUPGfull;eo mit dem P2-P1-Element wird in Abbildung 5.7 (a)noheinmal angegeben und dem Verfahren SUPGfull;bb mit dem P2-P1-Elementgegen�ubergestellt. Durh die neue Parameterwahl (5.9) erreiht das VerfahrenSUPGfull;bb f�ur moderate � die Konvergenzordnung 2 im j � j1-Fehler der Ge-shwindigkeit. F�ur kleinere � bleibt die Konvergenzordnung auf groben Trian-gulationen etwas zur�uk. Aufgrund des hohen Rehenaufwands konnte leiderniht �uberpr�uft werden, ob das Verfahren auf sehr feinen Gittern die theore-tishe Konvergenzordnung 2 noh erreiht. Die Konvergenzordnung der Diver-genzbedingung ist mit der neuen Parameterwahl um eine Ordnung besser.Wie verhalten sih die Verfahren SUPGsimple;eo und SUPGsimple;bb mit den ver-einfahten Testfunktionen f�ur das P2-P1-Element? Die Resultate werden nihtin einer eigenen Abbildung angegeben, da sih mit dem blo�en Auge kein Un-tershied zu den vollstabilisierten Verfahren in Abbildung 5.7 erkennen l�a�t.Man kann also bei Verfahren mit Taylor-Hood-Elementen Rehenzeit sparen,indem man vereinfahte Testfunktionen verwendet.In Abbildung 5.8 sind Konvergenzdiagramme f�ur das Verfahren SUPGsimple;bbmit dem P4-P3-Element angegeben. Das Verfahren erreiht die Konvergenz-



66 5. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihungenordnung 4. Nur bei der Divergenzbedingung wird die Konvergenzordnung auffeinen Triangulationen niht mehr erreiht. Angesihts eines absoluten Fehlersder Gr�o�enordnung O(10�6) ist das kein gro�er Nahteil. Die Probleme mitder Divergenzbedinung bei Verfahren h�oherer Ordnung traten shon bei denStokes-Gleihungen auf (vgl. Abshnitt 4.3).
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Kapitel 6Finite-Elemente-Methoden f�urdie Navier-Stokes-GleihungenIn diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, das die Berehnung einerN�ahrungsl�osung der instation�aren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungenauf die iterative L�osung (i. allg. vieler) Oseen-Gleihungen zur�ukf�uhrt. DasVerfahren wird verwendet, um f�ur die Zeit t ! 1 L�osungen der station�areninkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen zu berehnen, denen hier das ei-gentlihe Interesse gilt. Diese Vorgehensweise bezeihnet man als pseudo timestepping. Die SUPG-Finite-Elemente-Methode f�ur die Oseen-Gleihungen ausAbshnitt 5.1 wird in diesem Rahmen getestet. Das Referenzbeispiel "driven-avity\ wird gerehnet und mit Ergebnissen aus der Literatur verglihen.6.1 Die inkompressiblen Navier-Stokes-GleihungenDie Navier-Stokes-Gleihungen modellieren laminare (d.h. gleihm�a�ig, shiht-weise gleitende) Str�omungen in einem inkompressiblen Fluid (Fl�ussigkeit oderGas). In das Modell einbezogen sind die Viskosit�atskonstante � und die Dihte� des Fluids, welhe als konstant angenommen wird.Das Str�omungsgebiet 
 � Rn (n = 2 oder n = 3) sei ein beshr�anktes Lipshitz-Gebiet. Bei gegebenem Quellterm f(t; x) = (f1(t; x); : : : ; fn(t; x))T und An-fangsbedingung u0(x) sind auf dem Raumzeitzylinder QT := (0; T ) � 
 dasGeshwindigkeitsfeld u(t; x) = (u1(t; x); : : : ; un(t; x))T und der Druk p(t; x)derart gesuht, da��u�t � ��u+ (u � ru) + 1�rp = f in QT ;div u = 0 in QT ;u = 0 auf (0; T ) � �
;ujt=0 = u0 auf 
: (6.1)Vereinfahend werden nur homogene Dirihlet-Randbedinungen betrahtet, diein diesem Zusammenhang auh Haftbedingungen an festen W�anden hei�en.



78 6. Finite-Elemente-Methoden f�ur die Navier-Stokes-GleihungenBemerkung 6.1.1. Allein die Formulierung der wihtigsten S�atze zur L�osbar-keit der instation�aren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen erfordert er-heblihe Vorarbeiten. Daher wird auf [QuVa97℄, Kapitel 13 verwiesen.Die Navier-Stokes-Gleihungen sind dimensionsbehaftet. Die Gleihungen (6.1)sind Gleihungen der Dimension L�angeZeit2 ;d.h. Gleihungen von Beshleunigungen. Die Gleihungen werden durh eine ge-eignete Skalierung entdimensionalisiert. Dazu w�ahlt man eine harakteristisheL�ange L und eine harakteristishe Geshwindigkeit U der Str�omung. Sinnvollist die Wahl L = diam(
) und U := kuk1, wobei die Gr�o�e kuk1 a priorigesh�atzt werden mu�.Man f�uhrt dimensionslose Gr�o�en ein:~x = xL; ~y = yL; ~u = uU und ~t = t� mit � = LU :Setzt man diese in (6.1) ein, so erh�alt man durh Anwendung der Kettenregelund Skalierung des Druks ~p = 1�U2 p die dimensionslosen Gleihungen�~u�~t � 1Re�~u+ (~u � r~u) +r~p = f;div ~u = 0:Die Tilde wird im folgenden weggelassen. Die dimensionslose KennzahlRe := LU�hei�t Reynoldszahl und harakterisiert das Str�omungsfeld.Bemerkung 6.1.2. Die Konstante � alleine sagt nihts dar�uber aus, welhenEinu� die Viskosit�at auf eine Str�omung hat. Das Str�omungsfeld um ein gro�esVerkehrsugzeug hat mitU = 1ms ; L = 100m und �Luft = 10�5:etwa die Reynoldszahl 109. Will man diese Str�omung mit einem Modell imMa�stab 1 : 100 in einem Windkanal simulieren, so mu� man die Str�omungs-geshwindigkeit U verhundertfahen, um eine Str�omung der harakteristishenGr�o�e Re = 109 zu erhalten. Mathematish werden diese Str�omungen durhdieselben Gleihungen beshrieben. In der Realit�at sind sih die Str�omungenlaut Theorie zumindest �ahnlih.



6.2 Numerishe Verfahren 796.2 Numerishe VerfahrenIn [QuVa97℄ wird in Abshnitt 13.4 zur numerishen L�osung der instation�areninkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen das folgende semiimplizite �-She-ma vorgeshlagen:Ausgehend von einer Diskretisierung des Zeitintervalls 0 = t0 < t1 < � � � < ti <ti+1 < : : : mit der Shrittweite �ti := ti+1 � ti w�ahlt man mit � 2 [0; 1℄ dieBezeihnungenuk+� := �uk+1 + (1� �)uk; pk+� := �pk+1 + (1� �)pkund Fk+� := �Fk+1 + (1� �)Fk:Dann l�ost man mit einer geeigneten divergenzfreien Anfangsbedingung u0 f�urk = 0; 1; : : : ; n numerish das Shemauk+1 � uk�ti � 1Re�uk+� + (uk+� � r)uk+� +rpk+� = Fn+�;divuk+� = 0;uk+�j�
 = 0: (6.2)F�ur die Experimente im folgenden Abshnitt wurde das Verfahren SUPGsimple;bbzur Ortsdiskretisierung verwendet.Bemerkung 6.2.1. Praktish l�ost man das System f�ur uk+� sowie pk+� undsetzt dannuk+1 = 1� �uk+� � (1� �)uk�; pk+1 = 1��pk+� � (1� �)pk�:F�ur � 6= 0 ist ein Anfangswert p0 erforderlih. Man kann p0 = 0 w�ahlen.6.3 Numerishe ExperimenteDas Referenzbeispiel f�ur die Navier-Stokes-Gleihungen ist die driven-avity.Auf dem Einheitsquadrat 
 = (0; 1)2 werden an drei Seiten Haftbedingungenan festen W�anden vorgeshrieben. Eine Str�omung entlang der vierten Seiteinduziert eine Str�omung im inneren des Gebiets (vgl. Abbildung 6.1).Die exakte L�osung der driven-avity l�a�t sih niht analytish angeben, waseine Beurteilung von N�aherungsl�osungen ershwert. Es ist daher �ublihe, eini-ge harakteristishe Gr�o�en der N�aherungsl�osung zu berehnen und diese mitL�osungen aus der Literatur zu vergleihen, die mit sehr hohem Rehenaufwanderzielt wurden. Hier werden die Ergebnisse von [GhGhSh82℄ und [Zha90℄ her-angezogen.Die driven-avity wurde mit dem �-Shema (6.2) f�ur die Reynoldszahlen 100,400, 1000, 3200, 7500 und 10000 gerehnet. Dabei wurde � = 2=3 und die
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u = 0u = 0

u = (1,0)

u = 0Abbildung 6.1: Geometrie 
 und Randbedingungen der driven-avity.Zeitshrittweite � = 0:1 gesetzt. Das Shema wurde im Ort (a) mit P2-P1-Element auf einem Gitter mit hmax = 1=48 und (b) mit P4-P3-Element aufeinem Gitter mit hmax = 1=16 gerehnet.Abbildung 6.2 zeigt (a) Quershnitte durh die x-Komponente des Geshwin-digkeitsfelds bei x = 0:5 und (b) Quershnitte durh die y-Komponente desGeshwindigkeitsfelds bei y = 0:5. In Tabelle 6.3 sind das Minimum der Quer-shnitte a) bzw. die Extrama der Quershnitte b) f�ur die vershiedenen Verfah-ren angegeben.
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6.3 Numerishe Experimente 81Re umin ymin vmax xmax vmin xmin100 a) �0:20995 0:45794 0:17640 0:23785 �0:24985 0:81103b) �0:20838 0:45782 0:17525 0:23810 �0:24835 0:81123) �0:21090 0:4531 0:17527 0:2344 �0:24533 0:8047d) �0:21411 0:45898 0:17964 0:23633 �0:25391 0:81055400 a) �0:31805 0:28271 0:29299 0:22835 �0:44061 0:86139b) �0:31369 0:28381 0:28864 0:22955 �0:43515 0:86114) �0:32726 0:2813 0:30203 0:2266 �0:44993 0:8594d) �0:32926 0:27930 0:30433 0:22461 �0:45455 0:861331000 a) �0:37101 0:17476 0:35850 0:16122 �0:50488 0:90817b) �0:36374 0:17584 0:35081 0:16278 �0:49580 0:90753) �0:38289 0:1719 0:37095 0:1563 �0:51550 0:9063d) �0:39009 0:16992 0:37847 0:15820 �0:52839 0:908203200 a) �0:40521 0:09583 0:40053 0:10035 �0:53080 0:94612b) �0:39495 0:09692 0:38936 0:10171 �0:51787 0:94582) �0:41933 0:1016 0:42768 0:0938 �0:54053 0:9453d) �0:44006 0:09180 0:43814 0:09570 �0:57228 0:947277500 a) �0:41759 0:06349 0:42084 0:07164 �0:52524 0:96511b) �0:41752 0:06360 0:41676 0:06775 �0:53654 0:96184) �0:43590 0:0625 0:44030 0:0703 �0:55216 0:9609d) �0:46413 0:06445 0:47129 0:06836 �0:58878 0:9628910000 a) �0:42203 0:05357 0:42196 0:06192 �0:52636 0:96973b) �0:44660 0:05472 0:44718 0:06129 �0:56585 0:96556) �0:42735 0:0547 0:43983 0:0625 �0:54302 0:9688d) �0:47512 0:05664 0:48774 0:06055 �0:59495 0:96680Tabelle 6.1: a) �-Shema mit P2-P1-Element und hmax = 1=48, b) mit P4-P3-Element und hmax = 1=16, ) Ghia et al. [GhGhSh82℄, d) Zhang [Zha90℄festgelegt. Die Stromfunktion mu� im Post-Proze� aus dem Geshwindigkeits-feld berehnet werden. Es gilt��	 = �u2�x1 � �u1�x2 : (6.3)Wegen der Randbedingungen der driven-avity ist die Stromfunktion L�osungder Poisson-Gleihung (6.3) mit homogenen Dirihlet-Randbedingungen. DasMaximum der Stromfunktion f�ur vershiedene Reynoldszahlen ist in Tabelle 6.3angegeben. Isolinien der Stromfunktion sind den Abbildungen 6.3 - 6.6 gegeben.Die erzielten Ergebnisse sind in Betraht des geringen Rehenaufwands sehrbefriedigend und belegen die Eignung des Verfahrens SUPGsimple;bb als Orts-diskretisierung des �-Shemas (6.2).
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Re 	 x y100 a) 0:1026 0:6161 0:7384b) 0:1023 0:6209 0:7439) 0:1034 0:6172 0:7344d) 0:1035 0:6172 0:7383400 a) 0:1112 0:5539 0:6072b) 0:1101 0:5554 0:6010) 0:1139 0:5547 0:6055d) 0:1141 0:5547 0:60551000 a) 0:1144 0:5319 0:5669b) 0:1124 0:5324 0:5682) 0:1179 0:5313 0:5625d) 0:1193 0:5313 0:56643200 a) 0:1144 0:5228 0:5422b) 0:1117 0:5208 0:5411) 0:1204 0:5165 0:5469d) 0:1230 0:5156 0:53917500 a) 0:1152 0:5132 0:5313b) 0:1125 0:5145 0:5330) 0:1200 0:5117 0:5322d) 0:1253 0:5117 0:531310000 a) 0:1152 0:5149 0:5278b) 0:1151 0:5113 0:5288) 0:1197 0:5117 0:5333d) 0:1265 0:5117 0:5313Tabelle 6.2: a) �-Shema mit P2-P1-Element und hmax = 1=48, b) mit P4-P3-Element und hmax = 1=16, ) Ghia et al. [GhGhSh82℄, d) Zhang [Zha90℄
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Kapitel 7Zusammenfassung undAusblikAufbauend auf einer Darstellung von Grundlagen der Analysis und Funktio-nalanalysis wurde ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur shwahe L�osun-gen der Oseen-Gleihungen mit Dirihlet-Randbedingungen bewiesen. Nah ei-ner kurzen Einf�uhrung in Finite-Elemente-Methoden, insbesondere gemish-te Methoden, wurden numerishe Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen dar-gestellt und numerish getestet. Das Ziel war ein Vergleih zwishen stabili-sierten Finite-Elemente-Methoden f�ur die Oseen-Gleihungen mit equal-order-Elementen einerseits und Finite-Elemente-Methoden mit den Babu�ska-Brezzi-stabilen Taylor-Hood-Elementen andererseits. F�ur SUPG-Verfahren mit Taylor-Hood-Elementen wurde eine h�au�g verwendete equal-order-optimierte Parame-terwahl mit einer neuen Parameterwahl aus [GeLuOl03℄ verglihen, die besserauf Taylor-Hood-Elemente abgestimmt ist.Die numerishen Experimente in den Abshnitten 4.3 und 5.2 best�atigen dietheoretishen Konvergenzordnungen der Verfahren im Fall glatter L�osungen.F�ur die Stokes-Gleihungen f�allt der Vergleih zwishen dem P2-P1-Elementund dem stabilisierten P1-P1-Element klar zugunsten des P2-P1-Elements aus.Rehnungen mit dem stabilisierten P1-P1-Element erreihen die Genauigkeit ei-ner Rehnung mit dem P2-P1-Element auh dann niht, wenn sie auf wesentlihfeineren Gitter durhgef�uhrt werden.Das SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen mit Taylor-Hood-Elementenund der neuen Parameterwahl hat verbesserte Konvergenzeigenshaften. Zu-mindest bei der Erf�ullung der Divergenzbedingung ist die Konvergenzrate si-gni�kant besser (eine ganze Ordnung) als mit der equal-order-optimierten Para-meterwahl. Der Hauptvorteil der neuen Parameterwahl ist aber die Robustheitgegen�uber Variation der Viskosit�at � und des Stabilisierungsfaktors 0.Es wurden auh Finite-Elemente-Methoden hoher Ordnung (mit dem Pk-Pk-bzw. Pk+1-Pk-Element, k = 1; 2; : : : ; 6) erprobt. Die Stabilisierungsparameterdes GLS-Verfahrens f�ur die Stokes-Gleihungen und des SUPG-Verfahrens f�urdie Oseen-Gleihungen sind von der Ordnung des Verfahrens abh�angig. Dieser



88 7. Zusammenfassung und AusblikZusammenhang wird durh die Theorie niht wiedergegeben. So k�onnen E�ekte,die bei Verfahren sehr hoher Ordnung auftreten (reduzierte Konvergenzratenbeim L2-Fehler der Divergenz), niht erkl�art werden. Insgesamt wird aufgrundder Erfahrungen bei den numerishen Experimenten empfohlen, Verfahren ma-ximal vierten Ordnung zu verwenden.Interessante Erkenntnisse �uber die Wirkung von SUPG-Verfahren f�ur die Oseen-Gleihungen liefern die Quershnitte durh die x-Komponente der Geshwin-digkeit der "Kanalstr�omung\ aus Abshnitt 5.2. Man kann an den exponentiel-len Grenzshihten, die f�ur kleine � stark ausgepr�agt sind, die von Di�usions-Konvektions-Gleihungen bekannten "�Ubershwinger\ beobahten. Bei Verfah-ren hoher Ordnung nimmt die Amplitude dieser �Ubershwinger gegen�uber Ver-fahren niedriger Ordnung deutlih ab. Dies hat die Ho�nung gewekt, da� Ver-fahren hoher Ordnung auh im nihtlinearen Kontext bessere Ergebnisse lie-fern. Die Experimente mit der driven-avity, die f�ur gro�e Reynoldszahlen stei-le Grenzshihten aufweist (vgl. Abbildung 6.2), haben diese Ho�nung leiderentt�ausht. Die Ergebnisse der Rehnungen mit dem P4-P3-Element sind nihtbesser als die der Versuhe mit dem P2-P1-Element.Insgesamt wird f�ur die numerishe Behandlung der Oseen-Gleihungen dasSUPG-Verfahren nah [GeLuOl03℄ mit dem P2-P1-Element und vereinfahtenTestfunktionen empfohlen. Insbesondere bei der Divergenzbedingung �ubertri�tes Verfahren mit equal-order-Paramterdesign. Die Hauptargumente f�ur den Ein-satz des Verfahrens in der Praxis sind der reduzierte Assemblierungsaufwandund die bereits erw�ahnte Robustheit des Verfahrens.Die numerishen Resultate dieser Arbeit liefern zahlreihe Ideen f�ur Verbes-serungen und Erweiterungen: Die zus�atzlihen Stabilisierungsterme der GLS-bzw. SUPG-Verfahren ver�andern die algebraishen Eigenshaften der entste-henden linearen Gleihungssysteme. Das hatte auf die Experimente in dieserArbeit geringe Auswirkungen, da die linearen Gleihungssysteme nur mit di-rekten L�osern behandelt wurden. Bei der Konstruktion von Verfahren zur ite-rativen bzw. entkoppelten L�osung der linearen Gleihungssysteme (z.B. Uzawa-Verfahren) spielen deren algebraishen Eigenshaften eine ma�geblihe Rolle.Die Navier-Stokes-Gleihungen wurden mit einem �-Shema instation�ar gereh-net, um mit der Zeit t ! 1 die station�are L�osung des Problems zu bestim-men. Dazu waren bei gro�en Reynoldszahlen einige hundert Iterationsshritten�otig. Es w�are daher interessant, verbesserte Linearisierungsstrategien f�ur dieNavier-Stokes-Gleihungen (z.B. Newton-Verfahren) zu testen. Der Rehenauf-wand k�onnte au�erdem durh die Verwendung adaptiver Verfahren reduziertwerden. Zur Au�osung der Grenzshihten w�are der Test isoparametrisher Ele-mente interessesant.Alle Verfahren wurden mit der MATLAB-Toolbox FEMLAB implementiert.Der gro�e Vorteil von FEMLAB ist, da� man neue Verfahren sehr shnell aus-probieren kann. Es ist motivierend, wenn man im Rahmen von Lehrveranstal-tungen shnell Ergebnisse und Erfolgserlebnisse prodzuieren kann. Die hervora-genden Visualisierungsm�oglihkeiten von FEMLAB/MATLAB sind ein weitererPluspunkt. Bei gr�o�eren Rehnungen und umfangreihen numerishen Experi-



89menten zeigen sih aber auh Nahteile: Der enorme Speiherverbrauh bei derAssemblierung der Gleihungssysteme ist ein Flashenhals, der Rehnungen indrei Dimensionen kaum zul�a�t. Selbst im zweidimensionalen lassen sih Proble-me niht auf Gitterweiten rehnen, die in der Literatur allgemein �ublih sind.F�ur gr�o�ere Projekte ist die Skriptsprahe MATLAB niht besonders geeignet.Sie bietet dem Programmierer im Vergleih zu "rihtigen\ Programmierspra-hen, wie z.B. C/C++, zu wenig M�oglihkeiten den Code zu strukturieren.F�ur Graduierungsarbeiten ist daher die Verwendung eines C/C++ basiertenFEM-Codes w�unshenswert.
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Anhang AFEMLABFEMLAB ist eine MATLAB-Toolbox, die Routinen zum L�osen von Randwert-problemen (RWP) mit Finite-Elemente-Methoden bereitstellt. Es wird gezeigt,wie man die FEMLAB-Routinen in einem m-File 1 verwendet, um ein RWP zubearbeiten. F�ur Mathematiker mu� transparent sein, was w�ahrend des L�osungs-vorgangs im Programm abl�auft. Daher wird die graphishe Benutzerober�ahe,�uber die FEMLAB als "Blak-Box-L�oser\ benutzbar ist, hier niht besprohen.Dazu siehe [Femlab22℄. Die Beispiele von m-Files, die in diesem Abshnitt ge-sammelt sind, implementieren jeweils ein konkretes RWP mit fest vorgegebenenRandbedingungen und Daten. Jedes dieser m-Files ist bewu�t einfah gemaht.Die Beispiele dieser Sammlung sind Vorlagen, die sih shnell an eigene Bed�urf-nisse anpassen lassen sollten.Zur L�osung eines RWP mit FEMLAB geht man in f�unf Shritten vor:1. Geometrie des Gebiets festlegen und Gitter erzeugen.2. Die partielle Di�erentialgleihung (PDGL) spezi�zieren.3. Die Randbedingungen angeben.4. Aus den Informationen in 1.-3. ein lineares Gleihungssystem assemblierenund l�osen.5. Die L�osung aufbereiten und visualisieren (Post-Proze�).Geometrie und GitterHier nur ein kurzes Beispiel wie man auf dem Einheitsquadrat ein Gitter erzeugtund global verfeinert:
1Das ist ein MATLAB-Skript, das man in der MATLAB-Shell aufrufen kann.



92 A. FEMLABfem.geom = square2(0,0,1);fem.mesh = meshinit(fem.geom,'hmax',1/16);fem.mesh = meshrefine(fem,'out',{'mesh'});Mit den folgenden Befehlen kann man die Geometrie und das Gitter in einemBildshirmfenster anzeigen:subplot(1,2,1),geomplot(fem,'edgelabels','on');subplot(1,2,2),meshplot(fem);Die Option ['edgelabels','on'℄ f�ur geomplot shaltet die Numerierung derKanten im Plot ein. Diese Informationen ben�otigt man sp�ater zur Spezi�kationder Randbedingungen. Wie man kompliziertere Geometrien erzeugt, wird in[Femlab22℄ S. 3-10 �. erkl�art.Partielle Di�erentialgleihung und RandbedingungenAngenommen man m�ohte ein RWP auf einem beshr�ankten Gebiet 
 2 Rnmit n Raumkoordinaten l�osen. Die zugeh�orige PDGL habe N Gleihungen.Beispiel. Bei den Stokes-Gleihungen auf einem Gebiet 
 2 R2 ist n = 2und die Anzahl der Unbekannten N = 3: x-Rihtung der Geshwindigkeit, y-Rihtung der Geshwindigkeit und Druk.Man kann n und N im m-File folgenderma�en angeben:fem.sdim = 2; % Anzahl der Raumkoordinaten.fem.dim = 3; % Anzahl der zu bestimmenden Funktionen.Die Raumkoordinaten k�onnen mit x1,x2; : : : ; xn angesprohen werden, die ge-suhten Funktionen mit u1,u2; : : : ; uN. Alternativ kann man andere Bezeih-nungen angeben, die im Rahmen eines bestimmten Problems suggestiver sind:fem.sdim = {'x','y'};fem.dim = {'u','v','p'};



93Man kann ein Randwertproblem in oeffiient-, gerneral- oder weak-Formangeben. Welhe Form verwendet wird, bestimmt man durh eine Zuweisungan fem.form z.B.:fem.form = 'general';In der oeffiient-Form (vgl. [Femlab22℄, S. 3-25 �.) kann das folgende all-gemeine RWP numerish behandelt werden:�r(ru+ �u� ) + �ru+ au = f in 
; (A.1)�(ru+ �u� ) + qu = g � h�� auf �
; (A.2)hu = r auf �
: (A.3)Die PDGL spezi�ziert man durh Angabe der KoeÆzienten der Gleihung(A.1), die Randbedingungen durh Angabe der KoeÆzienten der Gleihungen(A.2) und (A.3). Dabei ist � ein Lagrange-Multiplikator, der bei der shwa-hen Einarbeitung der Randbedingungen entsteht (vgl. [Femlab22℄, S. 3-104�.). W�ahlt man beispielsweise h = 1, q = 0 und g = 0, so werden die Dirihlet-Randbedingungen u = r shwah eingearbeitet. Wie man die KoeÆzienten spe-zi�ziert, wird in Skript A.1 am Beispiel der Stokes-Gleihungen verdeutliht.In der general-Form (vgl. [Femlab22℄, S. 3-29 �.) wird das RWP in der Formr � � = F in 
; (A.4)�� � � = G+��R�u�� � auf �
; (A.5)0 = R auf �
 (A.6)angegeben. Dabei sind der Vektor � und die Skalare F , R und G n-wertigeFunktionen der Raumkoordinaten, der Unbekannten u1, u2, : : : und ihrer Ab-leitungen. Ein Beispiel zur Erl�auterung der general-Form �ndet man in SkriptA.2.FEMLAB konvertiert die Gleihungen intern in eine shwahe Formulierung.Dabei wird in der oeffiient-Form der Term �r(ru+�u� ) partiell in-tegriert, in der general-Form der Vektor �. Prinzipiell sind oeffiient-Formund general-Form �aquivalent. Der Untershied besteht in der Behandlungnihtlinearer Gleihungen (vgl. [Femlab22℄, S. 3-108). Da die Anwendung desnihtlinearen L�osers femnlin problematish ist (man mu� sehr gute Startl�osun-gen angeben), wurden die Navier-Stokes-Gleihungen "von Hand\ linearisiert(vgl. Skript A.4).Die exibelste M�oglihkeit das RWP zu spezi�zieren ist die weak-Form (vgl.[Femlab22℄, S. 3-35 �.). Eine detailierte Darstellung w�urde den Rahmen dieserKurzeinf�uhrung in FEMLAB sprengen. Man kann die weak-Form aber auhdazu benutzen, einem RWP in oeffiient- oder general-Form zus�atzliheTerme in shwaher Form hinzuzuf�ugen. Dieses Vorgehen ist sehr praktish,



94 A. FEMLABwenn Stabilisierungsterme in shwaher Form zu einer Gleihung addiert wer-den sollen. Die Skripte A.2 und A.3 zeigen, wie man den Stokes- bzw. Oseen-Gleihungen eine GLS- bzw. SUPG-Stabilisierung hinzuf�ugt.Gleihungssystem assemblieren und l�osenAls n�ahstes mu� noh die Ordnung der verwendeten Lagrange-Elemente festge-legt und Datenstrukturen f�ur die Verwendung von Elementen h�oherer Ordnungerzeugt werden:fem.shape = [2 2 1℄;fem.xmesh = meshextend(fem);Das lineare Gleihungssystem wird mit assemble erzeugt. In dieser Arbeit wur-de nur der direkte L�oser femlin verwendet.[K, L, M, N℄ = assemble(fem);fem.sol = femlin(fem,'in',{'K' K 'L' L 'M' M 'N' N });Post-Proze�Zur Auswertung der N�aherungsl�osung m�ussen die "Rohdaten\ aufbereitet wer-den. Bei den Oseen-Gleihungen und verwandten Modellen entstehen dabei be-sondere Probleme: Die diskrete L�osung des Druks ph erf�ullt i. allg. niht dieBedingung R
 ph dx = 0, da f�ur die von FEMLAB verwendete Lagrange-Basis('1; '2; : : : ; 'M ) niht R
 'i dx = 0 f�ur i = 1; 2; : : : ;M gilt. In Skript A.1 (Zeile46/47) sieht man, wie der Druk nahtr�aglih normiert werden kann.FEMLAB bietet sehr vielf�altige Visualisierungsm�oglihkeiten. Einige davon wer-den in den folgenden Beispielskripten vorgef�uhrt. Zur Visualisierung eines Ge-shwindigkeitfelds (u1; u2) ist die zugeh�orige Stromfunktion 	 n�utzlih (vgl.Abshnitt 6.3). Wie man diese durh L�osen der Poisson-Gleihung (6.3) be-stimmen kann, wird in Skript A.4 gezeigt.In Skript A.1 wird die L2-Norm der Divergenz des Geshwindigkeitsfelds be-rehnet. Analog kann man auh andere Fehlernormen ausrehnen.



A.1 Die Stokes-Gleihungen I 95A.1 Die Stokes-Gleihungen I1 lear fem;2 %----------------------------------------------------------3 % 1) Geometrie und Gitter4 fem.geom = square2(0,0,1);5 fem.mesh = meshinit(fem.geom,'hmax',1/16);67 %----------------------------------------------------------8 % 2) Stokes-Gleihungen9 fem.sdim = {'x','y'};10 fem.dim = {'u','v','p'};1112 fem.form = 'oeffiient';1314 fem.equ. ={{1 1 0}};15 fem.equ.be={{{0 0} {0 0} {0 0};...16 {0 0} {0 0} {0 0};...17 {1 0} {0 1} {0 0}}};18 fem.equ.al={{{0 0} {0 0} {-1 0};...19 {0 0} {0 0} {0 -1};...20 {0 0} {0 0} {0 0}}};21 fem.equ.f = {{'+pi^2*sin(pi*x)+pi*os(pi*x)*os(pi*y)'...22 '-pi^3*y*os(pi*x)-pi*sin(pi*x)*sin(pi*y)'...23 '0'}};2425 %----------------------------------------------------------26 % 3) Randbedingungen27 fem.bnd.r = {{'sin(pi*x)' '0'};...28 {'0' 'pi*y'};...29 {'sin(pi*x)' '-pi*os(pi*x)'};...30 {'0' '-pi * y'}};31 fem.bnd.h = {{1 0 0; 0 1 0}; {1 0 0; 0 1 0};...32 {1 0 0; 0 1 0}; {1 0 0; 0 1 0}};33 fem.bnd.ind = [1 2 3 4℄;3435 %----------------------------------------------------------36 % 4) Assemblieren und L�osen des LGS37 fem.shape = [2 2 1℄;38 fem.xmesh = meshextend(fem);3940 [K, L, M, N℄ = assemble(fem);41 fem.sol = femlin(fem,'in',{'K' K 'L' L 'M' M 'N' N });4243



96 A. FEMLAB44 %----------------------------------------------------------45 % 5) Post-Prozess46 [node_idx_p, dummy, sol_idx_p℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));47 fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,'p');4849 subplot(1,2,1),50 postplot(fem,'arrowdata',{'u','v'},'axis',[0 1 0 1℄);51 subplot(1,2,2),52 postont(fem,'p');5354 L2_Norm_Div(fem)1 funtion err = L2_Norm_Div(fem)23 fem = rmfield(fem,'equ');4 fem.equ.weak={{'-(ux+vy)*ux_test'; '-(ux+vy)*vy_test'; '0'}};5 fem.xmesh = meshextend(fem);6 K = assemble(fem,'out',{'K'});7 err = sqrt(fem.sol.u' * K * fem.sol.u);Das Skript A.1 rehnet das Testbeispiel Nr.1 aus Abshnitt 4.3 f�ur die Stokes-Gleihungen mit dem P2-P1-Element. Die Gleihungen sind in oeffiient-Form angegeben. In Zeile 37 werden die Ordnungen der Lagrange-Elemente f�urdie einzelnen L�osungskomponenten angegeben. Der Druk ph wird in den Zeilen46/47 nahtr�aglih auf R
 ph dx = 0 normiert. In den Zeilen 49-52 wird dasGeshwindigkeitsfeld als Vektorfeld und der Druk durh Isobaren visualisiert.Mit der Funktion L2 Norm Div wird die L2-Norm der Divergenz des Geshwin-digkeitsfelds berehnet: Sei ('1; '2; : : : ; 'M ) eine Basis des Finite-Elemente-Raums in dem FEMLAB das Geshwindigkeitsfeld u approximiert. Dann l�a�tsih die N�ahrungsl�osung uh mit einem KoeÆzientenvektor U 2 RM bez�uglihdieser Basis darstellen: uh = MXi=1 Ui'iDamit gilt kdivuhk20 = � div ( MXi=1 Ui'i);div ( MXj=1 Uj'i)�= MXi=1 Ui MXj=1 Uj (div'i;div'j)| {z }=:Kji = UTKU:



A.1 Die Stokes-Gleihungen I 97Der KoeÆzientenvektor U steht in fem.sol.u und die Matrix K l�a�t sih leihtmit FEMLAB assemblieren.



98 A. FEMLABA.2 Die Stokes-Gleihungen II1 lear fem;2 %----------------------------------------------------------3 % 1) Geometrie und Gitter4 fem.geom = square2(0,0,1);5 fem.mesh = meshinit(fem.geom,'hmax',1/16);67 %----------------------------------------------------------8 % 2) Stokes-Gleihungen9 fem.sdim = {'x','y'};10 fem.dim = {'u','v','p'};1112 fem.form = 'general';1314 F1 = '+pi^2*sin(pi*x)+pi*os(pi*x)*os(pi*y)';15 F2 = '-pi^3*y*os(pi*x)-pi*sin(pi*x)*sin(pi*y)';1617 fem.equ.ga = {{...18 {'-ux+p' '-uy'} ...19 {'-vx' '-vy+p'} ...20 {'0' '0'}}};21 fem.equ.f = {{F1 F2 '-(ux+vy)'}};2223 % GLS-Stabilisierung in shwaher Form24 fem.variables = {'theta' 0.1};25 GLS1 = ['-theta*h^2*(-(uxx+uyy)+px-',F1,')'...26 '*(-(uxx_test+uyy_test)+px_test)'℄;27 GLS2 = ['-theta*h^2*(-(vxx+vyy)+py-',F2,')'...28 '*(-(vxx_test+vyy_test)+py_test)'℄;29 fem.equ.weak = {{GLS1 GLS2 '0'}};3031 %----------------------------------------------------------32 % 3) Randbedingungen33 fem.bnd.r = {{'sin(pi*x)-u' '0-v'};...34 {'0-u' '(pi*y)-v'};...35 {'sin(pi*x)-u' '(-pi*os(pi*x))-v'};...36 {'0-u' '(-pi*y)-v'}};37 fem.bnd.g = 0;38 fem.bnd.ind = [1 2 3 4℄;3940 %----------------------------------------------------------41 % 4) Assemblieren und L�osen des LGS42 fem = femdiff(fem); % vor meshextend!43 fem.shape = [1 1 1℄;



A.2 Die Stokes-Gleihungen II 9944 fem.xmesh = meshextend(fem);4546 [K, L, M, N℄ = assemble(fem);47 fem.sol = femlin(fem,'in',{'K' K 'L' L 'M' M 'N' N });4849 %----------------------------------------------------------50 % 5) Post-Prozess51 [node_idx_p, dummy, sol_idx_p℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));52 fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,'p');5354 subplot(1,2,1),55 postplot(fem,'arrowdata',{'u','v'},'axis',[0 1 0 1℄);56 subplot(1,2,2),57 postsurf(fem,'p','triz','p');Das Skript A.2 rehnet auh das Testbeispiel Nr. 1 f�ur die Stokes-Gleihungen.An dieser Stelle wird die Gleihung aber in general-Form angegeben und mitdem GLS-stabilisierten P1-P1-Element diskretisiert (vgl. Abshnitt 4.3). In denZeilen 24-28 werden die Stabilisierungsterme als Zeihenketten de�niert undin Zeile 29 dem Feld fem.equ.weak zugewiesen. Der Stabilisierungsparametertheta hat ein negatives Vorzeihen, da in fem.equ.weak alle Terme auf derrehten Seite der Gleihung stehen.Der Druk wird in diesem Skript als Fl�ahe dargestellt.



100 A. FEMLABA.3 Die Oseen-Gleihungen1 lear fem;2 %----------------------------------------------------------3 % 1) Geometrie und Gitter4 fem.geom = square2(0,0,1);5 fem.mesh = meshinit(fem.geom,'hmax',1/16);67 %----------------------------------------------------------8 % 2) Oseen-Gleihungen9 fem.sdim = {'x','y'};10 fem.dim = {'u','v','p'};1112 fem.form = 'oeffiient';1314 F1 = '(1+sqrt(nu))*(exp(-y/sqrt(nu))+exp(-(1-y)/sqrt(nu)))';15 F2 = '-x * (exp(-y/sqrt(nu))-exp(-(1-y)/sqrt(nu)))';1617 fem.equ. ={{'nu' 'nu' 0}};18 fem.equ.be={{...19 {'b1' 'b2'} {0 0} {0 0};...20 {0 0} {'b1' 'b2'} {0 0};...21 {1 0} {0 1} {0 0}...22 }};23 fem.equ.al={{...24 {0 0} {0 0} {-1 0};...25 {0 0} {0 0} {0 -1};...26 {0 0} {0 0} {0 0}...27 }};28 fem.equ.f = {{F1 F2 '0'}};2930 % SUPG- und Grad-Div-Stabilisierung in shwaher Form31 fem.variables = {'nu' 10^-4 'gamma' 1/2 'delta' 2};32 DIV1 = '+gamma*(ux+vy)*ux_test';33 DIV2 = '+gamma*(ux+vy)*vy_test';34 SUPG1 = ['+(h^2/gamma)',...35 '*(-nu*(uxx+uyy)+(b1*ux+b2*uy)+px-',F1,')',...36 '*(b1*ux_test+b2*uy_test)'℄;37 SUPG2 = ['+(h^2/gamma)',...38 '*(-nu*(vxx+vyy)+(b1*vx+b2*vy)+py-',F2,')',...39 '*(b1*vx_test+b2*vy_test)'℄;40 fem.equ.weak = ...41 {{['-(',SUPG1,DIV1,')'℄;['-(',SUPG2,DIV2,')'℄;''}};4243



A.3 Die Oseen-Gleihungen 10144 %----------------------------------------------------------45 % 3) Randbedingungen46 fem.bnd.r =...47 {{'-exp(-1/(sqrt(nu)))' '0'};...48 {'(1-exp(-y/sqrt(nu))-exp(-(1-y)/sqrt(nu)))' '0'};...49 {'-exp(-1/(sqrt(nu)))' '0'};...50 {'(1-exp(-y/sqrt(nu))-exp(-(1-y)/sqrt(nu)))' '0'}};51 fem.bnd.h = {{1 0 0; 0 1 0}; {1 0 0; 0 1 0};...52 {1 0 0; 0 1 0}; {1 0 0; 0 1 0}};53 fem.bnd.ind = [1 2 3 4℄;5455 %----------------------------------------------------------56 % 4) Assemblieren und L�osen des LGS57 fem.shape = [2 2 1℄;58 fem.xmesh = meshextend(fem);59 fem.sol = eval_on_mesh(fem,...60 '1 - exp(-y/sqrt(nu)) - exp(-(1-y)/sqrt(nu))','0','0');61 fem.sol = femlin(fem);6263 %----------------------------------------------------------64 % 5) Post-Prozess65 [node_idx_p, dummy, sol_idx_p℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));66 fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,'p');6768 subplot(1,2,1),69 postsurf(fem,'1','Grid','on','triz','u',...70 'trifaestyle','bg','triedgestyle','bginv',...71 'tribar','off', 'trirefine',3),72 subplot(1,2,2),73 postrossplot(fem,1,[0.5 0.5;0 1℄,'lindata','u',...74 'axisequal','on','grid','on');Mit Skript A.3 k�onnen die Oseen-Gleihungen numerish gel�ost werden. Hierwird das Testbeispiel Nr.2 verwendet. Im Vergleih zu den Stokes-Gleihungenmu� zus�atzlih der Konvektionsterm (b � r)u angegeben werden. Dabei ist fol-gendes zu bedenken: Wird die Oseen-Gleihungen innerhalb eines iterativenVerfahrens zur L�osung der Navier-Stokes-Gleihungen verwendet (z.B Verfah-ren (6.2)), so l�a�t sih das Konvektionsfeld b niht analytish angeben, sondernist diskret auf den Knotenpunkten der Elemente gegeben. Wird das Geshwin-digkeitsfeld mit dem P2-Element approximiert, so sind die Punkte wie in Ab-bildung A.1 links verteilt. Bei der Assemblierung mu� FEMLAB Integrale aus-rehnen, die den nihtkonstanten KoeÆzienten b enthalten. Da FEMLAB dazuGau�-Quadraturformeln verwendet, brauht man dazu Werte von b auf Punk-ten im inneren der Elemente (vgl. Abbildung A.1 rehts). Dazu mu� b gen�ugendgenau interpoliert werden. Diese Aufgabe l�a�t sih mit oeffiient-m-Files



102 A. FEMLAB

Abbildung A.1: Links die Lage der Knotenpunkte, rehts die Lage der Gau�-Integrationspunkte beim P2-Element.erledigen. Das hier angegebene Skript ist [Femlab22℄ S. 3-85 entnommen. DerFunktionsname des oeffiient-m-Files, in diesem Fall b1, kann bei der Spe-zi�zierung des RWP als KoeÆzient angegeben werden. Es verwendet die Datendie vor der L�osung der Finite-Elemente-Methode in fem.sol.u stehen, umWerte von b zu interpolieren. Nah L�osung der Finte-Elemente-Methode sinddie Daten in fem.sol.u mit dem L�osungsvektor der Finite-Elemente-Methode�ubershrieben. Da in Skript A.3 die Oseen-Gleihungen niht im Rahmen ei-nes Verfahrens zur L�osung der Navier-Stokes-Gleihungen gerehnet wird, wirdin den Zeilen 59/60 der Vektor fem.sol.u vor L�osung der Finite-Elemente-Methode mit Hilfe der Funktion eval on mesh mit Werten gem�a� TestbeispielNr. 2 initialisiert.In den Zeilen 30-41 wird eine Grad-Div- und eine SUPG-Stabilsierung in shwa-her Form hinzugef�ugt.Der Visualisierungsteil des Skripts zeigt, wie man die x-Komponente des Ge-shwindigkeitsfelds u und einen Quershnitt bei x = 0:5 ausgeben kann.1 funtion value = b1(flag,fem,edim,imdomgrp,me,ep,u,unstr)23 order = 2*fem.shape(1)+1;45 swith flag67 ase 'eval'8 x = flelemeval(fem,edim,imdomgrp,me,ep,u,'x',unstr);9 y = flelemeval(fem,edim,imdomgrp,me,ep,u,'y',unstr);1011 value = postinterp(fem,'u',[x(:)';y(:)'℄,...12 'ont','on','ontorder',order,'ext',1);13 value = reshape(value, size(x));1415 ase {'ja', 'jai'}



A.3 Die Oseen-Gleihungen 10316 value = ell(1,0);17 end;1 funtion sol = eval_on_mesh(fem,expr1,expr2,expr3)23 if isfield(fem,'variables')4 for i = 1:2:length(fem.variables)5 if strmp(fem.variables{i}, 'nu') & ...6 isnumeri(fem.variables{i+1})7 nu = fem.variables{i+1};8 end;9 end;10 end;1112 [node_idx_u, dummy, sol_idx_u℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,1));13 [node_idx_v, dummy, sol_idx_v℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,2));14 [node_idx_p, dummy, sol_idx_p℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,3));1516 dof = length(node_idx_u)...17 + length(node_idx_v) + length(node_idx_p);18 sol.u = zeros(dof,1);1920 x = fem.xmesh.p{1}(1,node_idx_u);21 y = fem.xmesh.p{1}(2,node_idx_u);22 sol.u(sol_idx_u) = eval(expr1)';2324 x = fem.xmesh.p{1}(1,node_idx_v);25 y = fem.xmesh.p{1}(2,node_idx_v);26 sol.u(sol_idx_v) = eval(expr2)';2728 x = fem.xmesh.p{1}(1,node_idx_p);29 y = fem.xmesh.p{1}(2,node_idx_p);30 sol.u(sol_idx_p) = eval(expr3)';



104 A. FEMLABA.4 Die Navier-Stokes-GleihungenSkript A.4 implementiert das semiimplizite �-Shema (6.2) f�ur die Navier-Stokes-Gleihungen. Randbedingungen und rehte Seite sind so gew�ahlt, da� die "driven-avity\ gerehnet wird (vgl. Abshnitt 6.3). In der Zeitshleife in den Zeilen69-81 werden in jedem Shritt jeweils einmal die Oseen-Gleihungen gel�ost. Dain fem.sol.u die L�osung des letzten Zeitshritts steht, werden die KoeÆzien-ten b1 und b2 durh die oeffiient-m-Files rihtig berehnet. In Zeile 64vor der Zeitshleife wird fem.sol.u mit 0 initialisiert. Zus�atzlih zu den dreiGleihungen f�ur die L�osungskomponenten u, v und p wird in den Zeilen 18-37 die Poisson-Gleihung (6.3), die die Stromfunktion 	 des Geshwindigkeits(u; v) festlegt, gleih mitangegeben. Mit der Option solomp kann man demL�oser femlin mitteilen, welhe L�osungskomponenten er berehnen soll. Da inder Zeitshleife nur nah fu,v,pg gel�ost wird, entsteht dort durh die Glei-hung f�ur 	 kein zus�atzliher Zeit- oder Speiherbedarf. Die Stromfunktion 	wird in Zeile 88 nur auf dem letzten Zeitshritt berehnet. In Zeile 91 werdendie Isolinien der Stromfunktion 	 visualisiert.1 lear fem;2 %----------------------------------------------------------3 % 1) Geometrie und Gitter und Konstanten4 fem.geom = square2(0,0,1);5 fem.mesh = meshinit(fem.geom,'hmax',1/16);67 Re = 1000;8 tau = 0.5;9 theta = 2/3;10 max_timesteps = 20;11 tolerane = 10^-1;1213 %----------------------------------------------------------14 % 2) Oseen-Gleihungen15 fem.dim = {'u' 'v' 'psi' 'p'};16 fem.sdim = {'x' 'y'};1718 fem.variables = {'nu' 1/Re 'tau' tau 'theta' theta 'gamma' 1};19 fem.form = 'oeffiient';2021 fem.equ. = {{'nu' 'nu' '1' 0}};22 fem.equ.be = {{{'b1' 'b2'} {0 0} {0 0} {0 0};...23 {0 0} {'b1' 'b2'} {0 0} {0 0};...24 {0 0} {0 0} {0 0} {0 0};...25 {1 0} {0 1} {0 0} {0 0}}};26 fem.equ.al = {{{0 0} {0 0} {0 0} {'-1' 0};...27 {0 0} {0 0} {0 0} {0 '-1'};...28 {0 0} {0 0} {0 0} {0 0};...



A.4 Die Navier-Stokes-Gleihungen 10529 {0 0} {0 0} {0 0} {0 0}}};30 fem.equ.a = {{'1/(tau*theta)' 0 0 0;...31 0 '1/(tau*theta)' 0 0;...32 0 0 0 0;...33 0 0 0 0 }};34 fem.equ.f = {{'1/(tau*theta) * b1';...35 '1/(tau*theta) * b2';...36 'uy-vx';...37 '0'}};3839 SUPG1 = ['+(h^2/gamma)*((1/(tau*theta))*u-nu*(uxx+uyy)',...40 '+(b1*ux+b2*uy)+px-(1/(tau*theta))*b1)',...41 '*(b1*ux_test+b2*uy_test)'℄;42 SUPG2 = ['+(h^2/gamma)*((1/(tau*theta))*v-nu*(vxx+vyy)',...43 '+(b1*vx+b2*vy)+py-(1/(tau*theta))*b2)',...44 '*(b1*vx_test+b2*vy_test)'℄;45 DIV1 = '+gamma*(ux+vy)*ux_test';46 DIV2 = '+gamma*(ux+vy)*vy_test';4748 fem.equ.weak={{['-(',SUPG1,DIV1,')'℄;...49 ['-(',SUPG2,DIV2,')'℄;'';''}};5051 %----------------------------------------------------------52 % 3) Randbedingungen53 fem.bnd.r = {{'1' '0' '0'};{'0' '0' '0'}};54 fem.bnd.h = {{1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0};...55 {1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0};};56 fem.bnd.ind = [2 2 1 2℄;5758 %----------------------------------------------------------59 % 4) Assemblieren und L�osen des LGS60 fem.shape = [2 2 2 1℄;61 fem.xmesh = meshextend(fem);6263 [node_idx_p, dummy, sol_idx_p℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,4));64 fem.sol.u = zeros(length(find(fem.xmesh.gdof{1})),1);6566 t = 0;67 distane = tolerane + 1;6869 while ((t <= max_timesteps) & (distane > tolerane))7071 t = t+1;7273 fem.init = fem.sol.u;74 fem.sol = femlin(fem,'solomp',{'u','v','p'});75 fem.sol.u(sol_idx_p) = fem.sol.u(sol_idx_p)-postint(fem,'p');



106 A. FEMLAB76 fem.sol.u = (1/theta)*(fem.sol.u+(theta-1)*fem.init);7778 distane = norm(fem.init-fem.sol.u,inf);7980 display(['iterstep: ', num2str(t) ℄);81 display(['distane: ',num2str(distane)℄);8283 end;8485 %----------------------------------------------------------86 % 5) Post-Prozess8788 fem.psi = femlin(fem,'solomp',{'psi'});89 fem.sol.u = fem.psi.u;9091 postont(fem,'psi','axisequal','on','axis',[0 1 0 1℄);



A.5 Die Boussineq-Gleihungen 107A.5 Die Boussineq-GleihungenDie Boussineq-Gleihungen (vgl. [Gun89℄) wurden in dieser Arbeit niht behan-delt. Ein FEMLAB-Skript f�ur diese Gleihungen k�onnte aber als Startpunktf�ur zuk�unftige Arbeiten n�utzlih sein. Die Boussineq-Gleihungen beziehen imGegensatz zu den Navier-Stokes-Gleihungen die �Anderung der Dihte � desFluids mit der Temperatur infolge von W�armeausdehnung ein. In Konvekti-onsstr�omungen ist dies die Ursahe f�ur eine Auftriebskraft in zur Erdbeshleu-nigung entgegengesetzter Rihtung. Die Boussineq-Gleihungen werden hier indimensionsloser Form angegeben:Gesuht wird das Geshwindigkeitsfeld u, der Druk p und die Temperatur Tderart, da� �u�t � Pr�u+ (u � r)u+rp = RaPrTez in 
;�T�t ��T + (u � r)T = 0 in 
;divu = 0 in 
;u = 0 auf �
:Die dimensionslose Prandtl-Zahl Pr bezieht die Eigenshaften des modellier-ten Fluids ein. Die Rayleigzahl Ra ist eine dimensionslose Kennzahlen derKonvektionsstr�omung.In Skript A.5 werden die Boussineq-Gleihungen auf dem Kreisring 
 = fx 2R2 : 1:2 < jxj < 2g gerehnet. Dies ist ein Beispiel f�ur die sog. Rayleigh-Bernard-Konvektion. Numerish werden die Gleihungen mit einem angepas-sten semiimpliziten �-Shema nah Muster des Verfahrens (6.2) behandelt.1 lear fem;2 %----------------------------------------------------------3 % 1) Geometrie, Gitter und Konstanten4 fem.geom = ir2(0,0,2,0) - ir2(0,0,1.2,0);5 fem.mesh = meshinit(fem,'hmax',1/6);67 teta = 2/3;8 max_timesteps = 36;9 tolerane = 10^-3;1011 %----------------------------------------------------------12 % 2) Boussineq-Gleihungen13 fem.dim = {'u' 'v' 'T' 'p'};14 fem.sdim = {'x' 'y'};15 fem.shape = [2 2 2 1℄;1617 fem.variables = {'Prandtl' 0.71, 'Rayleigh' 10^4, ...18 'tau' 0.1, 'teta' teta};



108 A. FEMLAB19 fem.form = 'oeffiient';2021 fem.equ. = {{'Prandtl' 'Prandtl' '1' 0}};22 fem.equ.be = {{{'b1' 'b2'} {0 0} {0 0} {0 0};...23 {0 0} {'b1' 'b2'} {0 0} {0 0};...24 {0 0} {0 0} {'b1' 'b2'} {0 0};...25 {1 0} {0 1} {0 0} {0 0}}};26 fem.equ.al = {{{0 0} {0 0} {0 0} {'-1' 0};...27 {0 0} {0 0} {0 0} {0 '-1'};...28 {0 0} {0 0} {0 0} {0 0};...29 {0 0} {0 0} {0 0} {0 0}}};30 fem.equ.a = {{'1/(tau*teta)' 0 ...31 '-Prandtl*Rayleigh*(x/(x^2+y^2))' 0;...32 0 '1/(tau*teta)'...33 '-Prandtl*Rayleigh*(y/(x^2+y^2))' 0;...34 0 0 '1/(tau*teta)' 0;...35 0 0 0 0 }};36 fem.equ.f = {{'1/(tau*teta) * b1';...37 '1/(tau*teta) * b2';...38 '1/(tau*teta) * T';...39 '0'}};4041 %----------------------------------------------------------42 % 3) Randbedingungen43 fem.bnd.r = {{'0' '0' '0'};{'0' '0' '1'}};44 fem.bnd.h = {{1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0};...45 {1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0}};46 fem.bnd.ind = [1 1 2 2 1 2 2 1℄;4748 %----------------------------------------------------------49 % 4) Mit semiimpliziten Theta-Shema l�osen50 fem.xmesh = meshextend(fem);51 fem.sol.u = zeros(length(find(fem.xmesh.gdof{1})),1);52 [node_idx_p, dummy, sol_idx_p℄ = find(fem.xmesh.gdof{1}(:,4));5354 t = 1;55 distane = tolerane + 1;5657 while ((t <= max_timesteps) & (distane > tolerane))5859 fem.old = fem.sol.u;60 fem.sol = femlin(fem,'sd','off');61 fem.sol.u = (1/teta)*(fem.sol.u+(teta-1)*fem.old);62 fem.sol.u(sol_idx_p) = ...63 fem.sol.u(sol_idx_p)-(1/(2.56*pi))*postint(fem,'p');6465 distane = max(max(fem.old-fem.sol.u));



A.5 Die Boussineq-Gleihungen 10966 display(['iterstep: ', num2str(t) ℄);67 display(['distane: ',num2str(distane)℄);6869 t = t+1;70 end;7172 postplot(fem,'tridata','T','arrowdata',{'u','v'},...73 'arrowxspaing',50,'arrowyspaing',50,...74 'arrowolor','k','geom','on','axisvisible','off',...75 'axis',[-2 2 -2 2℄,'axisequal','on');

Abbildung A.2: Rayleigh-Bernard-Konvektion auf Kreisring mit Pr = 0:71 undRa = 10000.
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