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Kapitel 1

Einleitung

Um einen Korper der Masse m und der spezifischen Wérme ¢ von der Temperatur
T auf die Temperatur T + AT zu erwédrmen bzw. abzukiihlen, mufl man ihm die
Wirmemenge

AQ = emAT (1.1)
zufiithren bzw. entziehen.

Zu einem Zeitpunkt ¢ herrsche in einem Punkt (z,y) einer Fliche die Tempera-
tur T'(x,y,t). Wir heften an diesen Punkt (x,y) ein kleines Rechteck R der Kan-
tenlingen Az und Ay an. Der Wéarmeflufl durch diese Fldche werde mit F' bezeich-
net, d.h. es ist

F = F(a:,y) = (Fl(x:y):F2(xay))'

Dann ist die Wérme, die pro Sekunde in Richtung der positiven x-Achse von R
flieft ndherungsweise gegeben durch

Fi(z,y)Ay bzw. Fi(z+ Az, y)Ay.

Die pro Sekunde aus dem Rechteck R in der positiven x-Richtung austretende
Wiérme wird daher gegeben durch
0F,
(File + Az, y) = Fi(w,y)) Ay = (2, y) Azly.
Mit einer analogen Betrachtung erhalten wir fiir die in positiver y-Richtung austre-
tende Wirme

oF,

(Fy(z,y+ Ay) — Fy(z,y)) Az =~ a—y

(z,y)AyAx,

so daf folglich die pro Sekunde durch R insgesamt austretende Wiarme durch

oF; 0F; )
bt £2 AzAy = divFAzA
(8:0 (z,y)+ o (fr,y)> tAy = divFAzAy
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approximiert wird.

Mit fortschreitender Zeit findet innerhalb der Fliche ein Wéarmeaustausch statt,
der sich wie folgt quantifizieren 148t: v bezeichne Vektor der Linge eins und G
ein Geradenstiick der Linge [, das senkrecht zu v ist und ganz in der Fliche ent-
halten sei. Dann wird die in der Zeitspanne At durch G hindurchgehende Wérme
ndherungsweise gegeben durch

oT
AQ = A%lAt = A(grad T,v)IAt, (1.2)

wobei A\ eine positive Konstante, die sogenannte Warmeleitfahigkeit des Korpers
bezeichnet. A ( grad T, v) heifit der Warmefluf} in Richtung v. Ersetzen wir nun in
der oben durchgefiihrten Betrachtung F' durch A grad T, so sehen wir, dafl dem
Rechteck R wihrend der Zeitspanne At durch den Prozel des Wiarmeaustauschs
die Warmemenge

AQ ~ div(A grad T)AzAyAt

zugefiihrt bzw. entzogen werden muf. Nach (1.1) muf} aber
AQ = emAT = cpAxAyAT

sein, wobei p die Massendichte der Fliche bezeichne. Infolgedessen ist

AT
div(Agrad T) ~ COAT

woraus man durch Grenziibergang die Gleichung

T
div(Agrad T) = cpaa—t (1.3)

erhélt. Wegen

2T 2T
div(A grad T) = A(divgrad T) = A <8 0 >

+
oz?  0y?
kénnen wir sie ebensogut in der Form

0*°T  0°T cp T

T N (1.4)

schreiben. Diese Gleichung wird als Differentialgleichung der Wéarmeleitung bezeich-
net.

Ist die Warme hinreichend lange geflossen, so stellt sich ein Zustand ein, der durch
0T /0t = 0 gekennzeichnet ist. Die Temperaturverteilung ist dann zeitlich konstant.
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Diese stationére Temperaturverteilung, die wir durch u(z,y) beschreiben wollen,
geniigt dann der sogenannten Laplace’schen Differentialgleichung

Pu  u
— + = =0. 1.5
ox?  0Oy? (1.5)
Diese Differentialgleichung ist eine der wichtigsten der mathematischen Physik.
Funktionen, die dieser Differentialgleichung geniigen, werden als harmonisch be-
zeichnet.

Wir wollen aber noch einmal auf das Rechteck R zuriickkommen und annehmen,
der Warmefluf§ sei durch einen Riff T in in der betrachteten Fliche R unterbro-
chen, d.h. die Wiarmeleitung hort entlang I' auf. Mathematisch bedeutet dies, dafl
die Normalableitung entlang des Risses verschwindet. Den Rif} selbst konnen wir
mathematisch durch einen Bogen modellieren.

Dies bedeutet aber, daf§ die Funktion u nicht nur die Laplace’sche Differentialglei-
chung erfiillen, sondern dariiberhinaus auch noch ihre Normalableitung entlang des
Bogens verschwinden mu#.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein auf diese Weise motiviertes Problem fiir ein einfach
zusammenhéngendes Gebiet in der Ebene mit hinreichend glattem Rand, in dessen
Inneren sich ein hinreichend glatter Bogen befindet, zu l6sen, wobei auf dem Rand
des Gebietes Dirichletdaten und auf dem Bogen Neumanndaten vorgeschrieben sind.

Fiir eine Losung eines solchen Problems werden wir verlangen, dafl sie in den
Endpunkten des Bogens stetig ist. Der Eindeutigkeitsbeweis wird mit Hilfe des
Green’schen Satzes erbracht. Der nachfolgende Existenzbeweis wird auf konstrukti-
ve Art und Weise erbracht, indem wir eine Losung als Summe eines Doppelschicht-
potentials iiber den Rand des Gebiets und eines Doppelschichtpotentials iiber den
Bogen suchen. Motiviert wird eine solche Vorgehensweise durch [9], Kapitel 6, und
[13]. Dies fiihrt auf eine leicht zu behandelnde Integralgleichung zweiter Art und auf
eine stark singuldre Integralgleichung erster Art. Durch die Wahl einer Dichte aus
einem geeigneten Funktionenraum und Anwenden der Cosinus-Substitution kénnen
wir die Integralgleichung erster Art dquivalent in eine ebenfalls stark singulire In-
tegralgleichung der Form

% 0 w <Cot o ; 55'(0) + K(s,a)f(cr)) do — % - M(s,y)ds(y) = h(s)

tiberfithren. Integralgleichungen solcher Form wurden bereits in [13] oder [15] un-
tersucht. Wir zeigen, dafl wir diese Integralgleichung erster Art in eine Integralglei-
chung zweiter Art Aquivalent umformen konnen. Die Riesz-Theorie liefert schliefilich
die Existenz einer Losung. Eine Ubertragung unserer Losungstheorie auf Systeme
von paarweise disjunkten offenen Bogen ist ohne Schwierigkeit mdglich.



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die numerische Losung erfolgt mit einem Quadraturformelverfahren. Dieses wird
im sechsten Kapitel dieser Arbeit vorgestellt. Fiir analytische Bogen, analytische
Réander und analytische rechte Seiten wird ein exponentielles Abklingen des Fehlers
bewiesen. Numerische Experimente bestétigen die erzielten theoretischen Resultate.
Das Programm dafiir wurde in Matlab implementiert und die numerischen Experi-
mente an den Computern des Instituts fiir Numerische und Angewandte Mathema-
tik der Universitit Gottingen durchgefiihrt.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir die mathematischen Grundlagen aus der Funktio-
nalanalysis, der Potentialtheorie, der Theorie der Integralgleichungen sowie einige
Tatsachen aus der Integrationstheorie zusammenstellen, die zur Losung der in Ka-
pitel 3 gestellten Aufgabe benotigt werden. Dabei sind die Ergebnisse aus der In-
tegrationstheorie, hierbei handelt es sich zum Beispiel um den Green’schen Satz,
fiir den Nachweis der Eindeutigkeit des in Kapitel 3 formulierten Problems notig,
wohingegen die anderen Themen ihre Anwendung im Existenzbeweis finden werden.

Da wir uns Randwerte aus Holderrdumen vorgeben und die gesuchten Dichten eben-
falls in diesen Rdumen liegen werden, fithren wir auch die fiir dieses Thema ben6tig-
ten Resultate hier auf.

Beginnen wollen wir jedoch mit allgemeinen Voraussetzungen, die fiir den Rest der
Arbeit Bestand haben.

2.1 Allgemeine Voraussetzungen

Wir setzen im folgenden stets voraus, dafl D C R? ein einfach zusammenhiingendes
Gebiet mit C?-glattem Rand ist. Der Rand, wir bezeichnen ihn mit 0D, 148t sich
daher durch eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 2z darstellen. Wir diirfen
annehmen, daf} sie 2m-periodisch ist, d.h.

dD ={z(s): s €[0,2m)}.

Der Einheitsnormalenvektor v an 0D sei stets nach auflen orientiert.

Ferner bezeichne I' C D einen abgeschlossenen Bogen der Klasse C?, d.h. es gilt

.= {’Y(S) CNS [_1; 1]}7

wobei die Parametrisierungsfunktion 7 injektiv und dreimal stetig differenzierbar
ist, und zusétzlich ¥(s) # 0 fiir alle s € [—1, 1] erfiillt. Die Endpunkte des Bogens
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bezeichnen wir mit z*, := y(—1) und ] := v(1). Zur Abkiirzung bezeichnen wir
mit

Do =\ {a",,2}}.
das Innere des Bogens. Die Orientierung des Bogens ergibt sich aufgrund der Durch-

laufrichtung von z*, nach zj. Unter #(7(s)) verstehen wir den durch diese Orien-
tierung vorgegeben Einheitstangentialvektor an T" an der Stelle 7(s), also

102(8)) = )

und mit v(s) = Pt(y(s)) bezeichnen wir den Einheitsnormalenvektor an I', wobei
P durch die orthogonale Matrix
0 1
P=( % ¢)

gegeben ist. Wir bemerken, daf} es stets moglich ist, ein Intervall [a,b] C R und eine
Parametrisierungsfunktion
¥ :la,b] - T

von I' anzugeben, fiir die 4(t) = 1 fiir alle ¢ € [a, D] gilt. I heiBt dann bzgl. seiner
Bogenlinge parametrisiert. Mit |T'| bezeichnen wir die Linge des Bogens T, d.h.

FM=/|ﬂﬂﬁ

1

2.2 Die Grundlésung der Laplace-Gleichung

In diesem Abschnitt fithren wir die Grundlésung der Laplace-Gleichung ein und
fassen ihre wichtigsten Eigenschaften zusammen. Es sei dafiir © = (2, 22) € D und
u € C?(D). Dann definieren wir den Laplace-Operator durch

2 2
Au - o0“u  0%u

ory 0135

Um spezielle Losungen der Laplace-Gleichung zu finden, nutzt man die Rotationsin-
varianz des Laplace-Operator A aus. Genauer bedeutet dieses, daf} fiir orthogonale
Matrizen @ € R?*? gilt:

Au(Qr)) = (Au)(Qx).

Daher versuchen wir Lésungen zu finden, welche die Form

o) = (et +3) = (el
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haben. Es ist dann
2

0%u 1 22 2
—— () = —=v'(|z]) — =5 (|z]) + 50" (|z]), j=1.2,
0’ |z |2[3 2|2

woraus

Au(z) = o"(|z]) + %v'm) ~0

folgt. Durch setzen von r = |x| ergibt sich daraus

1 1
W' (r) + ~v'(r) = = (r'(r)) = 0,
r r
weswegen aber rv'(r) gleich einer Konstanten C; sein muf}. Mit einer geeigneten
Konstante Cy ergibt sich

v(r) = CyIn(r) + Cs.

Aufgrund dieser Voriiberlegung macht es nun Sinn, die folgende Definition vorzu-
nehmen.

Definition 2.1 Die Funktion

1 1
P = — 2.1
(@) = 5t (2.1
wird als Grundlisung der Laplace-Gleichung im R? bezeichnet.
Wir werden kurz einige wichtige Figenschaften der Funktion ® festhalten.
Satz 2.2 Firz = (z1,22),y = (y1,42) € R, x £y, gilt
1 (z -y
d,®(z, —= , 2.2
grad , &(z, y) CTAT—E (2.2)
grad ,@(z,y) = —grad,®(z,y). (2.3)

Fiir festes y € R? ist ® harmonisch im R* \ {y} beziiglich x.

Beweis: Es ist ®(z,y) = 5-In[(21 — y1)* + (22 — yg)Q]fé, also
1
LM WYY = o S W 7
o Y T on Y |z —y|? o omz —y¥
und aus Symmetriegriinden folgt
0P (x,y) L2 =y also
— (2 — P,
oy Y 27 |z — y|?’
1 (z-y)

2wz —yl
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Analog berechnet sich

1 (z—y)
d,® — .
Ferner folgt
0?P 0?P Llr—yl?=2(x1 —y)? 1 |x—y|> =2z — 1o)?
Tz @Y+ 5@y = -5 — 9 o
0r3 0r3 27 |z — y| 27 |z — y

= 0.

2.3 Funktionalanalytische Grundlagen

Im Existenzbeweis wird die sogenannte Riesz-Theorie eine wesentliche Rolle spie-
len. Sie beruht auf der Theorie linearer, kompakter Operatoren, die zwischen Ba-
nachridumen abbilden und gibt Auskunft iiber die Losbarkeit von Operatorgleichun-
gen zweiter Art.

An dieser Stelle wollen wir die dafiir notwendigen Begriffe einfiihren. Wir lehnen
uns dabei an die Kapitel zwei und drei von [9] an, wo auch die Beweise der Aussagen
zu finden sind.

Definition 2.3 Fin linearer Operator A : X — Y wvon einem normierten Raum
X in einen normierten Raum Y heifit kompakt, falls er jede beschrinkte Teilmenge
von X in eine relativ kompakte Menge in 'Y abbildet.

Satz 2.4 Linearkombinationen kompakter Operatoren sind kompakt.

Beweis: [9], Satz 2.15.
0J

Satz 2.5 Fs seien X,Y,Z normierte Riume und A : X =Y, B:Y — 7 be-
schrankte, lineare Operatoren. Dann ist das Produkt BA : X — 7 ein kompakter
Operator, falls einer der Operatoren A oder B kompakt ist.

Beweis: [9], Satz 2.16

Wir wollen nun den Begriff des Integraloperators einfiihren.



2.3. FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN 15

Satz 2.6 Fs seien G, Go nichtleere, kompakte, Jordan-meflbare Mengen, die mit
dem Abschluf$ ihres Inneren tibereinstimmen. Sei K : G; x Gy — C stetig. Dann
heift der lineare Operator A : C(Gy) — C(G1) gegeben durch

(Ap)(z) := . Kz, y)e(y)ds(y), ¢ € C(Gy),x € Gl (2.4)

Integraloperator mit stetigem Kern K. Er ist ein beschrdnkter Operator mit

|Alleo = max / K (2,) ds(y).

zeGy

Beweis: [9], Satz 2.8.
U

Satz 2.7 Seien X;, i = 1,...,n, normierte Riume und A;, : X — X, lineare
Operatoren. Auf dem karthesischen Produkt X = X1 x ... x X,, definieren wir die
Norm

lele := max lgllx. ©=(or....00) € X

=

und erkldren einen Operator A : X — X durch
(Ap)i =Y Apg, i=1,....n.
k=1

Sind alle A;, kompakt, so ist auch A kompakt.

Beweis: Es seien also alle A;;, kompakt und es sei (cp(m))meN C X eine beschriankte
Folge, d.h. ||¢!™| s < C fiir alle m € N und einem C' > 0. Dann sind insbe-
sondere auch alle Teilfolgen (cpz(m)> C X;, 1 = 1,...,n beschrankt. Aufgrund
der Kompaktheit des Operators Ageixistiert ein i € X; sowie eine Teilfolge
(go(ml(j)))jeN C (cp(m))meN mit der Eigenschaft

||A1190(1m1(j)) —Yillx, 20, j— o0

Wiederum wegen der Kompaktheit des Operators Ay existiert ein ¢ € X; sowie
eine Teilfolge (go(mQ(j”)jeN C (cp(ml(j)))jeN, so daf

[ Ay — 2|5, =0, j = oo

So fortfahrend erhélt man schlieilich eine Teilfolge (go(an(”))jeN C (cp(m))meN, die
die folgenden Eigenschaften erfiillt: Es existiert ein ¢} € X, so daf3

||Alkg0§€mn2(3)) - wlkHXz — O, ] — 00, l) k= 1, e, N
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Dann definieren wir
vm (St 3 ut)
k=1 k=1

und berechnen mit der Dreiecksungleichung

X;

4200 = gllx = max [|(Aptm=O — )

----- n

n

> (Awel™ ) — )
k

< o 3 () o oo
k=1 !

Die Behauptung folgt dann mit Hilfe von Satz 2.13 aus [9].

Bemerkung 2.8 Aus dem vorangegangenen Satz folgt, dafl Ausdriicke der Form

All Al?
AQl AQQ
kompakte Operatoren sind, falls A11 X — Xl, Alg Xy — Xl, Agl Xy — X,

und Ass : Xs — X5 kompakte Operatoren sind. Diese Eigenschaft wird spéter von
zentraler Bedeutung sein.

Im Existenzbeweis werden die auftretenden Integraloperatoren Integrale iiber den
Rand 9D und iiber den Bogen I' sein. Daher sind die beiden folgenden Resultate
fiir uns niitzliche.

Satz 2.9 Der Integraloperator A : C(T') — C(9D) gegeben durch

(40)(a) = [ K(.)v()ds(y). = € 0D.v € (T,
r
mit stetigem Kern K ist ein kompakter Operator.

Beweis: Sei U C C(I') beschrénkt, d.h. ||¢||c < C fiir alle ¢y € U und einem
C > 0. Dann gilt fiir alle z € 9D die Abschétzung

|(Ay) ()] < T max_[K(z,y)].

r€OD,yeT

Da K auf der kompakten Menge 0D x I' sogar gleichméBig stetig ist, existiert zu
jedem £ > 0 ein 6 > 0, so daf}

g
|K(x,z) —K(y,Z)| < m
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fiir alle z,y € 9D und z € T mit |z — y| < ¢ ist. Dann folgt

(Ap)(z) = (Ad)(y)| <e

fiir alle z,y € 9D und alle ¢ € U, d.h. A(U) ist beschrinkt und gleichgradig stetig
und somit nach dem Satz von Arzela-Ascoli relativ kompakt, wodurch wir auf die
Kompaktheit des Operators A schliefen kénnen. Die zweite Aussage ist dann ein
Spezialfall der ersten Aussage.

O]
Folgerung 2.10 Der Integraloperator A : C(0D) — C(9D) gegeben durch
(AMM%ZaDK@waMﬁw,xe&Q@GC@D%
mit stetigem Kern K ist ein kompakter Operator.
Beweis: Das ergibt sich als Spezialfall aus Satz 2.9.
O

Wir erinnern noch an den Satz von Banach.

Satz 2.11 (Banach) FEs seien X,Y Banachriume und A : X — 'Y beschrinkt und
bijektiv. Dann ist der inverse Operator A~' ein linearer beschrinkter Operator von
Y nach X.

Beweis: [10], Satz 12.3
0J

Wir wollen nun das Hauptresultat der Riesz-Theorie fiir kompakte Operatoren fest-
halten. X sei dafiir ein normierter Raum. Fiir ¢, f € X bezeichnet man die Glei-
chung

p—Ap=f

als eine Operatorgleichung zweiter Art, wobei A : X — X ein linearer, kompakter
Operator sei. In unserem Existenzbeweis werden hierbei meist Hélderrdume oder
der Raum der stetigen Funktionen die Rolle von X iibernehmen, der Operator A
wird ein Integraloperator mit stetigem Kern sein. Von zentraler Bedeutung ist nun

der

Satz 2.12 Sei A: X — X ein kompakter linearer Operator auf einem normierten
Raum X. Dann ist der Operator Id—A genau dann injektiv, wenn er surjektiv ist.
Falls er injektiv und somit auch bijektiv ist, dann ist der inverse Operator (Id—A)™"
beschrinkt
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Beweis: [9], Satz 3.4.
0J

Daraus ergibt sich dann unmittelbar eine Losbarkeitsbedingung fiir eine Integral-

gleichung zweiter Art.

Folgerung 2.13 Sei A: X — X ein kompakter, linearer Operator auf einem nor-
mierten Raum X . Falls die homogene Gleichung

p—Ap =0

nur die triviale Losung o = 0 besitzt, dann hat fir jedes f € X die inhomogene
Gleichung

p—Ap=Ff
genau eine Lisung ¢ € X, und diese Losung hdngt stetig von der rechten Seite ab.

Beweis: [9], Folgerung 3.5.
O

Das Problem, die Existenz einer Losung einer Operatorgleichung zweiter Art zu be-
weisen, 148t sich also darauf reduzieren, von der homogenen Gleichung zu beweisen,
daf} sie nur die triviale Losung ¢ = 0 besitzt.

Wir erwédhnen noch das folgende Erbegnis, weil durch dieses eine wesentliche Idee
fiir den Existenznachweis der Aufgabe aus Kapitel 3 priasentiert wird.

Folgerung 2.14 Seien X,Y normierte Riume und S : X — Y ein beschrankter,
linearer Operator, der eine beschrinkte Inverse S—':Y — X besitzt. Weiterhin sei
A: X =Y ein kompakter, linearer Operator. Dann besitzt die Operatorgleichung

Sp—Ap=f (2.5)
fiir jede rechte Seite f € Y genau eine Lisung ¢ € X, falls die Operatorgleichung
Sp—Ap=0

nur die triviale Losung ¢ = 0 besitzt. Die Lisung der Gleichung (2.5) hdngt stetig
von der rechten Seite ab.

Beweis: Da S invertierbar ist, konnen wir die Operatorgleichung

Sp—Ap=Ff
dquivalent umformen in
p— S Ap =57,
wobei nun S7!'A : X — X ein kompakter Operator ist. Nun erhalten wir durch

Folgerung 2.13 bereits die Aussage.
O
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2.4 FErgebnisse aus der Integrationstheorie

Die erste hier aufgefiihrte Tatsache ist in einer verallgemeinerten Version unter dem
Namen Plateausatz bekannt. Wir werden dieses Ergebnis hier lediglich fiir Kugeln
beweisen, was fiir unsere Zwecke ausreichend ist.

Satz 2.15 Fs seien 0 < 0 < ¢ und Blx,0] C B(z,e) C R". Dann existiert eine
Funktion f € C*(R") N Co(R™) mit folgenden Eigenschaften:

e 0< <1
o flpmg=1
o supp(f) C B(z,¢)
Beweis: Sei g : R — R,
e {0

Dann ist ¢ € C*(R) und ¢(t) > 0 fiir alle t € R. Wir definieren eine Funktion
f:R* - R durch
2 2
g(e* — |z
f(x)' ( | ‘)

(|22 =07 + (e — Jz?)
Da der Nenner von f fiir alle z € R” ungleich 0 ist, liegt auch f € C*(R"). Ferner
erfiillt f die Eigenschaften f|pp, 5 = 1 und supp(f) C B(z,¢).

O
Im folgenden tragen wir noch einige Ergebnisse iiber Nullmengen zusammen.
Satz 2.16 Es seien Q C RP~! ein kompakter, achsenparalleler Quader im RP~ und

f + Q — R eine stetige Funktion. Dann st der Graph von f, also
G(f) = {(z, f(x)) € RP|x € Q}, eine Nullmenge, d.h. Vol(G(f)) = 0.

Beweis: Sei Q = [ay,b1] x ... X [a,_1,b,_1]. Wir unterteilen die Intervalle [a;, b;] in
Teilintervalle der Lange (b; — a;)/n, i =1,...,p— 1. Es sei

bl——al
n

by —ay

Qi ks = [01 + ky ca; + (ky+ 1)

1

bp—1 — ap— by_1 — ap_
Kowo X {%14—1‘%1%:%14—(%14—1)71) : o : 1:|7

0<ki <n-—-1,...,0<k,_y <n— 1. Es folgt, dal

n—1 n—1
oc U U Q.

k1=0 kp—1=0
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Es bezeichne

My, k,, = sup{f(t):t€ Qk..k, ,} und
inf{f(1) 1 € Qypy )}

My kp_

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f auf ), konnen wir nun n so grofl wihlen,
daf |Mk1...kp,1 — mkl___kpfl\ < €/VOZ(Q) fiir jeden Quader le---kpfl'

Dann berechnen wir

Vol(G(f)) < Z o Z Qky by My ey — My ey

0<ki<n—1  0<k, 1<n-—1
Pl (by —ay)--- (bp—l - ap—l) €
np-1 Vol(Q)

= €

woraus die Behauptung folgt.
O

Das eben erhaltene Resultat ist fiir unsere Zwecke zu speziell. Aber wir konnen die
Aussage auf beliebige offene Mengen verallgemeinern. Dabei hilft uns das vorberei-
tende

Lemma 2.17 Jede offene Menge H C R™ ist die Vereinigung abzdihlbar vieler kom-
pakter Quader, deren Inneres punktfremd ist.

Beweis: [3], Seite 68, Hilfssatz 1.

Nun kénnen wir Satz 2.16 verallgemeinern.

Folgerung 2.18 Seien H C R*! offen, f : H — R eine stetige Funktion. Dann
ist der Graph von f, G(f) = {(xz, f(z)) : € H} eine Nullmenge in R".

Beweis: Aus Lemma 2.17 folgt, daf} sich die offene Menge D als Vereinigung abzéhl-
bar vieler Quader darstellen 1dt. Satz 2.16 sagt uns dann, daf§ auf jedem dieser
Quader G(f) eine Nullmenge ist. Da die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen
wiederum eine Nullmenge ist, folgt die Behauptung.

O

Lemma 2.19 Sei H C R". Ist {G;,i € I} eine beliebige offene Uberdeckung von
I{, so existiert eine abzihlbare Teilmenge Iy C I derart, dafi auch {G;,i € Iy} eine
Uberdeckung von H ist.
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Beweis: Da H eine Teilmenge des R” ist, enthélt H eine abzdhlbar dichte Teilmenge
A. Es bezeichne Q, die Menge der positiven rationalen Zahlen und P die Menge
der Paare (a,r) € A x Q, fiir die B(a,r) in mindestens einer Menge G; enthalten
ist. P ist abzéhlbar, da A x @, abzéhlbar ist. Zu jedem (a,r) € P kénnen wir ein
jla,r) € I mit B(a,r) C G, wihlen. Sei I die Menge aller Elemente j(a, ).

Ist x € H, so gibt es ein ¢ € [ mit x € G;. Da G, offen ist, existiert ein £ > 0 mit
B(z,e) C G;. Wegen der Dichtheit von A enthilt B(z,2/3) ein a € A. B(a,2:/3)
ist in B(z,¢) und folglich auch in G; enthalten. Daher gibt es ein r € Q, mit
T € B(q, 7). Somit ist 2 € Gj(4,0), und die G; mit i € I, bilden daher eine abzéhlbare,
offene Uberdeckung.

O

Die im néchsten Satz definierte Menge M wird uns im Eindeutigkeitsbeweis wieder-
begegnen. Da wir dort das Lemma von Fatou oder den Satz von Lebesgue anwenden
mochten, ist folgende Kenntnis von Bedeutung:

Satz 2.20 Es seien H C R" offen und f : H — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Dann ist die Menge M :={x € H : f(x) =0, grad f(z) # 0} C H eine
Nullmenge.

Beweis: Seien a € M, U, C H eine offene Umgebung von a. Dann ist
MnU, = {x € U, : f(r) = 0}, und wegen grad f(a) # 0 existiert ein Index
i€ {l,...,n}, fir den %(a) # 0 gilt. Nach eventueller Umnumerierung der Koor-
dinaten kénnen wir annehmen, daf} %(a) # 0 und wegen der stetigen Differenzier-
barkeit von f, konnen wir sogar voraussetzen, dafl %(.fr) # 0 fiir alle z € U, ist.
Ansonsten verkleinere man die Menge U,. Es bezeichnen nun 2’ = (zq,...,2, 1),
2" =x,,d = (ay,...,a, 1) und a" = a,. Dann gilt
f(d',a") =0 und %(a', a") #0.

Nun kénnen wir den Satz iiber implizite Funktionen anwenden und erhalten offene
Umgebungen U, C R* ! von ¢’ und U! C R von a”, U, x U C U, und eine stetig
differenzierbare Funktion ¢ : U, — U mit g(a’) = a”, so da8

Mn (U, xU)={(a",2")e U, x U : 2" = g(a)}.

In einer Umgebung des Punktes a 148t sich also M als Graph einer Funktion g
schreiben. Wir iiberdecken nun M mit solchen offenen Umgebungen U, x U}, d.h.
Mc v xu;.

aceM

Nach Lemma 2.19 reichen bereits abzdhlbar viele solcher offenen Mengen aus, um
M zu iiberdecken, d.h.

ag’

Mcl|Ju, xUy
k=1
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wobei die a; passend gewihlt sind. In jeder dieser Mengen 1488t sich nun M als
Graph einer Funktion g,, : U,, — U, schreiben. Auf die U, und die Funktionen
Ja,» k = 1,2,... kdnnen wir nun Folgerung 2.18 anwenden und benutzen, daf} die
abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wiederum eine Nullmenge ist, um schlief3-
lich die Aussage des Satzes zu erhalten.

O

Mit dem n#chsten Satz werden wir unseren Exkurs in die Integrationstheorie been-
den.

Satz 2.21 Der Bogen B eines rektifizierbaren Weges b : [a,b] — RP, p > 2 ist eine
Nullmenge in RP.

Beweis: [7], Satz 202.7.

2.5 Der Green’sche Satz

Im Eindeutigkeitsbeweis werden wir den Green’schen Satz verwenden. Daher geben
wir ihn an dieser Stelle an. Unser Gebiet, auf das wir ihn anwenden wollen, wird
Ecken haben. Folglich werden wir hier eine hinreichend allgemeine Formulierung
des Gaufy’schen Integralsatzes erwéhnen, da mit diesem bekanntlich der Green’sche
Satz bewiesen wird.

Satz 2.22 (Gaufy’scher Integralsatz) Sei G C R" eine beschrinkte offene Men-
ge, die folgende Eigenschaften erfiillt:

e zu jedem Randpunkt v € OG gibt es eine Folge (z,)nen C (R* \ G) mit

Tp — T, N —> 00

e 0G = F,U...UFy, wobei die F;, i =1,..., N, requlire Hyperflichenstiicke
der Klasse C sind, fiir die gilt:

F,NF;=0F,N0F; i#j.

Dabei gilt fiir ein requlires Hyperflichenstiick F' mit Parameterbereich T und
Parametrsierung x = x(t), t € T':

OF :=F \ F = 2(dT)

e OF, U...UJFy ist eine Jordan’sche Nullmenge.
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Ferner sei f € C(G)NCYG), f:G — R* mit

/ divf (z)]dz < oc.
G

Dann gilt

/G divf (z)dz = / (), () ds(y). (2.6)

aG
Beweis: [5], Kapitel VII, Paragraph 2.

Damit konnen wir nun den Green’schen Satz formulieren.
Satz 2.23 Es sei G wie in Satz 2.22. Dann gilt fir reellwertige Funktionen
f € C(G)NCYG) und g € C'(G) N C*G) mit

/G | div(f(z) grad g(z)|dz < 0o

der Green’sche Satz

[ @390+ (grad o). grad o is = [ 102 asty

Beweis: Wir betrachten die vektorwertige Funktion h := f grad ¢ € C(G)NC'(Q)
und benutzen fiir z € G

divh(z) = (grad f(z), grad g(z)) + f(z) div grad ¢(z).
Dann folgt die Behauptung aus Satz 2.22.

2.6 Die Hélderriume C%* und C*°

Um die Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren, die fiir den Existenznach-
weis einer Losung des gestellten Problems verwendet werden, in befriedigender Wei-
se angeben zu konnen, werden wir im nun folgenden die dafiir benétigten Hélderrdume
kurz einfiihren.

Definition 2.24 Fine reellwertige Funktion f, die auf einer Menge G C R™ defi-
niert ist, heifst gleichmdjsig hélderstetig mit Holderexponent 0 < o < 1, falls eine
Konstante C' > 0 existiert, so dafs

|f(x) = f(y)] < Clz —y|*

fiir alle v,y € G gilt. Mit C%*(G) bezeichnen wir den linearen Raum aller Funktio-
nen, die auf G definiert, dort beschrdinkt und gleichmdfSig holderstetig mit Holder-
ezponent o sind. Der Raum C**(G) heifit Hélderraum.
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Fiir Funktionen f € C%*(G) konnen wir eine Halbnorm vermoge

|f‘ = sup ‘f(x)_f(y”
) z’zy;yG \:c B y|‘l

einfiihren. Es gilt der folgende
Satz 2.25 Der Hilderraum C%%(Q) ist ein Banachraum mit der Norm

[ flla = sup [f ()] + |l
z€G

Beweis: [9], Satz 7.2.
U

Fiir 0 < a < 8 < 1 gilt die Inklusion C%*(G) C C%*(G). Dariiberhinaus ist es
sogar moglich, den Raum C%?(G) in den Raum C%%(G) kompakt einzubetten, falls
die Menge G selbst kompakt ist.

Satz 2.26 Sei0 < a < f <1 und G kompakt. Dann sind die Finbettungsoperatoren
I° . C"%(@) = C(G)
und
1% . 0%%(@) = " (@G)
kompakt.
Beweis: [9], Satz 7.4.
O

Spéiter werden wir die speziellen Rdume der 2m-periodischen, k-mal gleichméfig
holderstetig differenzierbaren Funktionen bendtigen, die wir mit C%2[0, 27| be-
zeichnen. Dabei definieren wir die Funktionenriume C*¢[0, 27] induktiv, indem wir
f € C%[0, 2] schreiben, falls fiir die erste Ableitung von f gilt: f' € C*=12[0, 27].
Der Funktionenraum C*?[0, 27| wird durch Einfiihren der Norm

k—1
1k = D 1Moo + 11/ Do
J=0

zu einem Banachraum.

Als weiterer bendtigter Funktionenraum wird der Unterraum der 2m-periodischen,
k-mal gleichméBig holderstetig differenzierbaren Funktionen, die ungerade sind, auf-
treten. Wir definieren diesen Raum durch

Chelo,2r] == {¢: C ungerade, £ € C*°[0,27]}, k€N (2.7)

ung
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Als abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen Raums ist dieser Raum selbst wie-
der vollstindig. Aufgrund der Ungeradheit und der 27-Periodizitit von

€ € Cla [0, 2n] gilt £(0) = £(m) = £(2m) = 0.

Dariiberhinaus werden wir den Raum C"%(T') benétigen. Fiir diese Definition ge-
ben wir zunéchst einmal eine von der Parametrisierung des Bogens unabhéngige
Definition des Gradienten auf dem Bogen an. Dafiir sei

1 d(foy)(s) .

Grad f(v(s)) := TOF @& V().

Diese Darstellung vereinfacht sich zu

d(fo7)(s) .

Grad f(v(s)) = ————1(s).

falls I' bzgl. seiner Bogenlidnge parametrisiert ist. Auf vollkommen analoge Weise
148t sich so der Randgradient eines Gebietes mit hinreichend glattem Rand erkléren.
Fiir f € C1(T') wird noch die Differentiation nach der Bogenlinge eingefiihrt:

=4

= o (z) :== (Grad f(z), t(z)) .

Definition 2.27 Fine reellwertige Funktion f, die auf T' C D definiert ist, heifst
gleichmapig hélderstetig differenzierbar mit Hélderexponent 0 < o < 1, falls eine
Konstante C' > 0 existiert, so dafs

(@) = Fy)l < Cle—yl®

fiir alle z,y € T' gilt. Mit CY*(T) bezeichnen wir den linearen Raum aller Funktio-
nen, die auf I definiert, dort beschrdnkt und gleichmdafig hélderstetig differenzierbar
mit Holderexponent o sind.

Mit der Norm
[fllia = [ flloo + [1f']]a

wird C'*(T) zu einem Banachraum.

Fiir geschlossene Randkurven eines Gebietes und Funktionen ¢ und ¢, € C*(9D)
kann man mit Hilfe partieller Integration die Formel

| W wisto) = - [ ot sty

beweisen. Im Falle unseres Bogens I' und einer Dichte ¢, die an den Endpunkten
des Bogens verschwindet, kénnen wir dieses Ergebnis iibertragen.
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Lemma 2.28 Es seien ¢ und ¢ € C'(T') mit (z%) = ¢(a* ) = 0. Dann gilt

/Fagg—iy)w(y)ds(y) = —/@(y)a%%)dsw)- (2:8)

r

Beweis: Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, da§ T' = {v(s) : s € [a,b]}
bzgl. seiner Bogenlénge parametrisiert ist, d.h. |§(s)| = 1 fiir alle s € [a,b]. Wir
berechnen mit Hilfe partieller Integration

[ 2 i) = (MDD, 000 ) w051

= [T o) (s)as

= - [pomn Tl

= —/Fw(y)azg—iy)dS(y)-



Kapitel 3

Die Formulierung des Problems

In diesem kurzen Kapitel werden wir unsere Aufgabenstellung formulieren. Die
dafiir notwendigen Voraussetzungen sind in den vorangegangenen Kapiteln erbracht
worden.

Die Aufgabe ist eine Koppelung eines Dirichletproblems in einem Gebiet mit glat-
tem Rand mit einem Problem, wie es in [14] behandelt wird, allerdings fiir die
Laplace-Gleichung. Wir werden uns also in unserem Gebiet D noch einen Schlitz, re-
prisentiert durch den Bogen T, vorgeben, auf dem die gesuchte Funktion Neumann-
Randwerte annimmt.

Definition 3.1 (Gekoppeltes Dirichlet-Neumann-Problem) Gesucht ist ei-
ne Funktion u € C*(D\T)N (C(D\T)) mit existierenden Normalableitungen

QD) iy (ofo), gradufs kb)), seTy ()

im Sinne lokal gleichmdfsiger Konvergenz und existierenden Grenzwerten

uy(z) = hlirilou(x + hv(z)), z €T, (3.2)
u (z) = hlirilou(x — hv(z)), z€T, (3.3)

im Sinne gleichmdfiger Konvergenz, uy € C(T'), die in den Endpunkten x}, i =
—1,1, des Bogens stetig ist, die in D\ T' die Laplace-Gleichung
Au =0, (3.4)

die Dirichletsche Randbedingung

uw=f auf 0D (3.5)
und die Neumannsche Randbedingung

aaij = auf T (3.6)
erfillt. Dabei sind f € C(OD) und g € C%*(T) vorgegebene Funktionen.
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Abbildung 3.1: Problemstellung

Die Abbildung 3 veranschaulicht die Problemstellung.



Kapitel 4

Der Eindeutigkeitsbeweis

In diesem Kapitel werden wir den Nachweis erbringen, dafy die gestellte Aufgabe
aus Kapitel 3 hochstens eine Losung besitzt. Die dafiir notwendigen Vorbereitungen
sind im Abschnitt 2.4 erbracht worden.

Da wir auf dem Rand unseres Gebietes 0D Dirichletdaten gegeben haben, konnte
man die Idee haben, zunéchst einen Beweisversuch iiber das Minimum-Maximum
Prinzip zu starten. Leider kann dieses jedoch nicht so einfach zum Erfolg fiihren, da
wir auf dem Schlitz, der ja nun ebenfalls Rand des Gebietes ist, Neumann-Daten
gegeben haben. Die iibliche Art und Weise der Folgerung greift hier also nicht, da
die Werte einer Losung auf dem Schlitz nicht bekannt sind.

Stattdessen werden wir den Beweis mit Hilfe des Green’schen Satzes erbringen.
Dafiir miissen wir dessen Giiltigkeit unter unseren Voraussetzungen beweisen. Wiirde
man den Green’schen Satz naiv in unserem Gebiet mit Schlitz auf eine Losung u
unseres Problems anwenden, die homogene Randbedingungen, also (9;—5‘[‘ = 0 und
ulgp = 0 erfiillt, so sollte folgende Version des Green’schen Satzes giiltig sein:

/D | grad u(y)|®dy = 0. (4.1)

Genau dieses erwartete Ergebnis werden wir auch beweisen kénnen. Der hier dar-
gestellte Beweis dieser Tatsache ist sehr elementar, da er aufler Lebesgue’scher In-
tegrationstheorie keine weiteren Hilfsmittel benotigt.

4.1 Eindeutigkeit

Wir zeigen zunéchst die Giiltigkeit von (4.1):

Lemma 4.1 Sei u eine Liosung des homogenen Problems aus Kapitel 3, d.h.

ulop = 0 und a;j 'r = 0. Dann gilt

grad u € L*(D), (4.2)
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und die folgende Version des Greenschen Satzes ist giiltig:

/D erad u(y)|2dy = 0. (4.3)

Beweis: Aufgrund der Voraussetzungen an den Bogen I' und 0D existieren ein
g1 > 0 und ein e_; > 0, wobei wir ohne Einschrinkung annehmen diirfen, daf
€ := &1 = £_1 gilt, sowie Umgebungen B(z7, ) und B(z*, ) mit den Eigenschaften:

B(zf,e) c D, i=-1,1 und B(x},e)N B(z*,,e)=0.

Durch Anwendung von Satz 2.15 erhalten wir Funktionen v; € C*° (D) mit supp(v,) C
B(zi,e) und vy € C®(D) mit supp(v_1) C B(x*,¢), und v1|p@:s) = 1 sowie
v_1|B(z* ,5_y) = 1 fiir passende 0 < §;,_; < e. Wir definieren

vi=u(x])vy + u(zr*)v_y,

Dann ist offensichtlich v € C*(D) und v(z}) = u(x}), i = —1,1. Im folgenden
werden wir nun die Funktion w := u — v betrachten, die in den Endpunkten des
Bogens und auf 0D verschwindet.

Nun wihlen wir eine ungerade, monoton wachsende Funktion p € C'(R), definiert
durch

0 : 0<s<1
p(s) = —3s34+ 1452 —-195+8 : 1<s<2 (4.4)
S : s> 2

und betrachten eine Folge von Approximationsfunktionen definiert durch

p(nw)

n = .
n

Wegen der Wahl von p, verschwinden die Funktionen w, in der Nihe der Endpunkte
des Bogens und in einer Umgebung von 9D.
Auflerdem konvergiert (w,,) gleichméBig gegen w, denn es ist

[wn —wlloe = sup |wn(z) — w(z)]
J}ED\FO
—  sup M_w(x)_
zeD\Tg n
Es bezeichne
1
Mip = swp {u(a)l: 02 o) < 1)
z€D\Tg n
1 2
Mo = sup [P ) L < o)) < 21
zeD\lg n n n
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Dann gilt M;,, < 1/nund My, <2/n+2/n=4/n, also

4
|wy — W] < max {M,, My,} < - — 0, n— oc.

Da wir den Green’schen Satz anwenden wollen, konstruieren wir fiir hinreichend
kleines A > 0 eine um den Bogen I' liegende, stetige Parallelkurve. Dafiir sei

pi(t) = () = he(t), tel-1,1],
pa(t) = (1) +1tv(l), tel=hh]
pa(t) = () +hw(t), tel-11],
wa(t) = (1) +tv(-1), te[=h,nh].

Es bezeichne S den durch diese Parallelkurve definierten Schlauch um I'. Die Nor-
male an S orientieren wir in das Gebiet D \ S.

Da die Funktionen w, in der Ndhe von 0D verschwinden, sind diese Funktionen
hier konstant, also verschwindet grad w, ebenfalls in einer Umgebung von 0D. Wir
konnen daher auf D \ S den Green’schen Satz anwenden:

_ Ow(y) dw(y)
[ ted ), g wiydy = [ )50 - [ i) P

—/D\S wy, (y) Aw(y)dy. (4.5)

Es ist nun

/as wn(y)algil(/y)ds(y) - Z/_wn(y)algl(/y)ds(y).

Da die Funktionen w, in einer Umgebung der Endpunkte des Bogens verschwinden,
existieren diese vier Integrale und es gilt

: ow(y) B .
lim ; wn(y)aiyds(y) =0, 1=24

Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz der Loésung u in Richtung der Norma-
len bzw. der lokal gleichméfligen Konvergenz der Normalableitungen gegen stetige
Funktionen auf dem Bogen I', konvergieren die Integrale iiber die Wege ¢; und ¢3
gegen die Integrale {iber den Bogen mit jeweils umgekehrter Orientierung, also

im [ () 2@ sy = - / wa () 22 gy,

h=+0 ov ov

i [ as0) = [ ) 25 sty
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Dabei bezeichnen w,, ; und w, _ Funktionen wie in der Definition des Problems aus
Kapitel 3. Da auflerdem die Funktionen w,, in der Nihe der Endpunkte des Bogens
verschwinden, miissen auch hier Umgebungen existieren, so dafi grad w,(y) = 0 fiir
alle y aus diesen Umgebungen gilt. Weil der Bogen I' eine Nullmenge im R? ist und
weil die Funktionen w, auch in einer Umgebung von 0D verschwinden, erhalten wir
schliellich

[ tarad wn), grad w(u) dy = = [ (wn) = w0 5 s

Sei
M:={ye D\T:w(y) =0, grad w(y) # 0}.

Dann betrachten wir den Ausdruck

(grad wy(y), grad w(y)) = p'(nw(y))| grad w(y)|* (4.7)

fiir y ¢ M. Falls w(y) = 0 und grad w(y) = 0 oder w(y) # 0 und grad w(y) = 0
gilt, so verschwindet (4.7) fiir alle n € N. Es gelte nun w(y) # 0 und grad w(y) # 0.
Dann existiert ein n € N, so dafl [nw(y)| > 2, also p'(nw(y)) = 1. Fait man diese
Aussagen zusammen und benutzt ferner, dafl p eine monoton wachsende Funktion
ist, weswegen p'(s) > 0 fiir alle s € R gilt, erhalten wir insgesamt

0 < (grad wy(y), grad w(y)) = p'(nw(y)) grad w(y)|* — [ grad w(y)|*, n — oc.

Mit Hilfe der Sétze 2.20 und 2.21 folgt, dafl M U ' eine Nullmenge ist. Unter
Benutzung von |[p(nw(y))| < n|w(y)| fiir alle n € N schitzen wir noch

/D ( grad wy(y), grad w(y))dy < /D ( grad wy(y), grad w(y)) dy‘

< [ o)+ @) | 222 sy
[ ) dw () dy
[ s+ -1 252 as)

n /D ()| Aw(y)|dy =: C.

IN

ab. Dabei ist C' > 0 eine feste Konstante, da beide Integrale auf der rechten Seite exi-
stieren und vollig unabhingig von der Wahl von n sind. Folglich ist
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( grad w,, grad w) € L(D) eine Folge nichtnegativer Funktionen, die fast iiberall ge-
gen | grad w|? strebt und deren Integral fiir alle n € N durch C beschréinkt ist. Das
Lemma von Fatou sagt uns jetzt, daf§ auch ( grad w, grad w) = | grad w|* € L(D)
ist, und infolgedessen grad w € L?(D) sein muf. Da grad w = grad u — grad v,
also grad u = grad w — grad v und grad v offensichtlich in L?(D) liegt, muf auch
grad u € L?(D) sein, womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist.

Wir definieren nun mit Hilfe von (4.4)

Wie oben folgt, da} u, — u, n — oo, gleichmé&fig konvergiert.
Fiir den Beweis der zweiten Aussage des Lemmas untersuchen wir nun die Integrale

0
i [ e s, =1 (4.9
dB(xt,h) v
und werden
Vi(h) =0, h—0, (4.9)
zeigen. Wir schitzen dafiir zunéchst ab
ou
Vi(h < |Unlloo,0B(at,h / L |o—|ds
Vi(h)] [ttn][ 0,057 1) oy |9

: ou|? :
< Nunlloo,0Bz.n) / 1ds / U s
OB(z},h) dB(z:,h) ov
1
au 2 2
= ||un||oo,8B(a;:f,h)\/27T\/E > ds
dB(z:,h) | OV
und erhalten, indem wir C' := [[uy[/0,98(az,n)V 2T setzen,
r ‘/; h 2 " o 2
/&dh < /_C2h/ u(y) ds(y)dh
0 h 0 h dB(x,h) ov

2

Ju(x) "

ov

SCQ/
D

< CQ/ | grad u(z)|? dz
D

= (?| grad u||§2(D) < oo0.

Damit jedoch [; Wdh existiert, mufl notwendigerweise Aussage (4.9) gelten.
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Weil u,, in einer Umgebung von dD verschwindet, muf3 auch grad u, in einer Um-
gebung von 0D verschwinden. Wie oben im Beweis kénnen wir wieder eine Parallel-
kurve um den Bogen I" legen und dann den Green’schen Satz erneut auf das Gebiet
D\ (B(z},r) UB(z*,,r) US) anwenden. Wegen der Randbedingung %“|;- = 0 ver-
schwinden dann die Integrale, die wie oben gegen die Integrale iiber [ konvergieren,

ebenso verschwindet auch das Integral iiber dD. Wir erhalten

( grad u,(y), grad u(y))dy = —/83( * )un(y)aggjy)ds(y)

Ou(y)
_/BB(ac*l,r) un(y) ov ds(y)

Fiir  — 0 konvergieren die beiden Integrale auf der rechten Seite wegen (4.9) gegen
0, insgesamt erhalten wir also

\/D\(B(ac’{,r)UB(ac*_l,r)

/D (grad u,(y), grad u(y)) dy = 0.

Wie oben definieren wir nun wieder

M:={y € D\T :u(y) =0, grad u(y) # 0}
und erhalten fiir y ¢ M

0 < (grad ua(y), grad u(y)) = p'(n(u(y))| grad u(y)|*, — | grad u(y)|*, n — oo,

also gilt diese Konvergenz, wie oben bereits gezeigt, fast iiberall. Da auflerdem

| (grad ua(y), grad u(y)) | < [[p'll| grad u|” € L(D)

gilt, da ||p’|| beschriinkt bleibt, kénnen wir den Satz von Lebesgue von der majo-
risierten Konvergenz anwenden und erhalten schliefflich, dafl

/D | grad u(y)|ds(y) = 0

ist, womit auch die zweite Aussage bewiesen ist.

Damit ergibt sich nun miihelos der

Satz 4.2 Das Problem aus Kapitel 3 hat héichstens eine Lisung.
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Beweis: Seien u; und uy zwei Losungen des Problems und w definiert durch u :=
u; — ug. Dann ist u eine Losung des Problems aus Kapitel 3 mit homogenen Rand-
werten. Es folgt

0:/ | grad u|?dy,
D

und daher ist grad u = 0 in D\ I'. Also muf} u konstant sein in D\ I'. Da u = 0
auf 0D und u stetig auf D \ T ist, folgt v = 0 auf D \ T'. Aus der homogenen

Randbedingung %l—j\p = 0 erhalten wir schliefilich . = 0 in D und somit u; = us.
O
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Kapitel 5

Existenz

Wir beschéftigen uns im weiteren mit der Existenzaussage des Randwertproblems
aus Kapitel 3.

Zunichst werden wir einige Ergebnisse aus der Potentialtheorie referieren, d.h. wir
werden Doppelschichtpotentiale iiber den Rand dD und iiber den Bogen I' mit pas-
senden Dichten einfithren und die benétigten Eigenschaften von diesen auffiihren.
Anschlieflend werden wir einen Losungsansatz machen, mit dessen Hilfe wir das
Randwertproblem in Integralgleichungen iiberfiihren. Schliefilich weisen wir mit der
Riesz Theorie die Existenz einer Lésung nach.

5.1 Einfachschicht- und Doppelschichtpotential

In diesem Abschnitt werden die Potentiale, die zum Nachweis der Existenz einer
Losung benotigt werden, eingefiihrt und die nétigen Eigenschaften nachgewiesen.
Fiir die Beweise werden wir dafiir zum Teil auf [9] verweisen. Die notwendigen
Aussagen des Doppelschichtpotentials iiber den Bogen I" werden wir beweisen.

An dieser Stelle fithren wir zunéchst einmal einen Funktionenraum ein, den wir fiir
die Definition des Doppelschichtpotentials {iber den Bogen I' bendétigen.

Definition 5.1 Es sei

v e L o) — w1 — g A 0NG) _ dlarccoss) o o,
¢ <r>.—{w.w<x1>—w(m—o, =t e [Om]}-

An dieser Stelle erscheint es reichlich unklar, warum wir gerade Dichten aus diesem
Funktionenraum betrachten. Wir werden spiter eine heuristische Erkldrung dafiir
geben, und im Laufe des Existenzbeweises wird sich herauskristallisieren, warum
dieser Funktionenraum von Bedeutung ist. Damit ist es uns nun moglich die Poten-
tiale einzufiihren.
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Definition 5.2 Es sei ¢ € C(0D) und es sei v € CH**(T'). Dann bezeichnen wir

mat
aq)(l‘a y) 2
u(x) = —_— ds(y), =€ R \9dD 5.1
(z) /6D ) e(y)ds(y) \ (5.1)
das Doppelschichtpotential mit Dichte ¢ tber 0D und mit
a(b(!ﬁ, y) 2
v(r) = [ ————= ds(y), xeR\TI 5.2
(z) ) U(y)ds(y) \ (5.2)

das Doppelschichtpotential mit Dichte 1 dber T'.

Satz 5.3 Das Doppelschichtpotential u mit Dichte ¢ € C(0D) lafst sich stetig von
R? \ D nach R?> \ D und von D nach D mit den Grenzwerten

uste) = [ S ois(s) £ Gote), w € oD (5:3)

fortsetzen, wobei

uy(x) = hlirilo u(x £+ hv(x))

und das Integral als uneigentliches Integral existiert.

Beweis: [9], Satz 6.17
0J

Satz 5.4 FEs seien ¢ € C"*(0D) und 0 < a < 1. Dann lift sich der Gradient eines
FEinfachschichtpotentials

w(z) = / B p)p)dsly), o€ B \OD (5.4)

gleichmipig hélderstetig von R? \ D nach R?\ D und von D nach D mit den Grenz-
werten

grad wy (z) = /BD grad , @(z, y)p(y)ds(y) F él/(x)gp(x), z € 0D (5.5)

fortsetzen, wobei das Integral als Cauchy-Hauptwert zu verstehen ist. Ferner gelten
die Abschdtzungen

| grad wlare\p < Caopll¢llaep, |grad wl,5 < Caapll®llasn,

wobei Cy op eine von 0D und o abhdingige Konstante ist.

Beweis: [19] Satz 2.27.
U

Um die fiir uns notwendigen Eigenschaften des Doppelschichtpotentials iiber I" nach-
zuweisen, bendtigen wir noch das vorbereitende
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Lemma 5.5 Fiir x #y, x,y € R? gilt

09 (z,y) _ <_ 0 09(x.y) 0 a@(x,w)T
ov(y) Oy Ot(y) ~Oz; Ot(y)

grad ,

Beweis: Im Beweis sei

v(y) = (n(y), va(y))” wnd  t(y) = (L (y), t2(y))" = (—1a(y), ()"

Wir berechnen

09 (z,
grad zﬁ = grad , (grad ,9(z,y),v(y)) = —grad , (grad , &(z,y), v(y))
und erhalten unter Ausnutzung, daf§ ® die Laplace-Gleichung erfiillt
) 0° g
d,® = —
2 {grad o0l 1), (1) &Ul ) ) v
82
+ CI’(:U Yn(y) — 528 y)ny)
o
8
= < gcb(x,y)) vi(y)
0 ! va(y)
—d
+ 8:62 Y): ox2 (:c,y)) ’( —v1(y) >

ox?
- <<6:r:18x2®( y),%@(x,y)) ,t(y)>
9,

= 8:M(gmd 2 P(z,y),t(y))

_ 0 _ 0 0%(z,y)
Vollkommen analog berechnet man
0 0 0%(z,y)
o, 8122 2, y).v(y)) = 5~ (grad . &(z, y), ty)) = =5 — )

O

Satz 5.6 Das Doppelschichtpotential v mit Dichte ¢p € CY**(T') lift sich stetig
von R2\ T nach T mit den Grenzwerten

o) = [ B y)asty) £ 30(), wer 5.7
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fortsetzen, wobei

vy () = hliTov(x + hv(z))

und das Integral als uneigentliches Integral existiert.
Der Gradient des Doppelschichtpotentials kann stetig von R2\T nach Ty fortgesetzt
werden und die Normalableitung von v ist gegeben durch

ovp(z) 0 /aé(x,y)
Sie erfillt dariberhinaus die Beziehung
0 0% (z, y) 0 (x,y) 0¥ (y)

@) o ov) Y0PV | o e W sl (69)

Bewelis: Im Beweis bezeichnen wir mit 1y die charakteristische Funktion auf dem
Bogen I', d.h.
1, z€Tl

Ir(z) := { 0, sonst

Wir ergéinzen den C*-Bogen I zu einer geschlossenen C?-glatten Kurve T und setzen
die Dichte 1) durch eine Dichte ¢y durch

-« | Y), veT
V()= { 0, sonst

auf T fort, die wegen t(z%) = (z*,) = 0 stetig ist. Dann konnen wir auf
[0 -
(o) i= [ Zartiwisty

die bekannten Sprungbeziehungen fiir das Doppelschichtpotential mit Dichte 1/; €
C(T') anwenden und erhalten fiir z € T

vi(2) = Bu(z) = / %@W(g)ds(w :

0P(z,y) 1
[ G ewasts) £ 5u(a).

Zum Beweis der weiteren Aussagen definieren wir eine Funktion

0P (,y)
r 8t(y)

die wegen Lemma 2.28 und 5.5 die Beziehungen

o) = [ @y P hsy). xR,

hz) = — U(y)ds(y), xeR*\T,
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und
grad v(z) = <—h(x),——h(x)> — [grad h(z)]", zeR*\T,

erfiillt. Dabei bezeichnen wir fiir a = (a;,ay)” € R? mit a' den Vektor

L. 0 1
a .—<_1 0 )

Dann betrachten wir eine feste Stelle x € ['y und bezeichnen mit I'y und I'y Teilb6gen
von ' mit der Eigenschaft x € I'y C I'; C I'y. I'; ergéinzen wir zu einer geschlossenen
Kurve I' der Klasse € und wihlen eine Funktion ¢ € C'(T) mit (|p, = 1 und
¢/rr, = 0. Es seien nun

mie) = [ owom 5 ast) = [ awpcn o 5 as)

o) = [0 -co) 5 a0 = [ a0 - )PP a),

so daf3 also h = hy + ho gilt. Es ist dann Clrl% € C’O’“(f) und wir kénnen auf A,
Satz 5.4 anwenden.

Fiir unser oben gewéhltes x ist hy stetig differenzierbar und wir berechnen wegen

(v(z)*,v(z)) =0

8vi

a—l/(:c) = < [grad hi(z) F éy(x)lpl (z)C(z) + grad hg(x)} ,1/(:)5)>

= < grad,;@(x,y)algi(ty)ds(y)} ,I/(LE)>

= <gradh (:r;)>
(grad v(z),v(z)).

Andererseits gilt aber auch

(lgrad h(@)]" v(@)) = (gradh(x).t(x))

= ([ a0 2 ). 1)
/6@ z,y) Ow )ds(y).
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Fiir Dichten ¢ € C(0D) und ¢y € C"**(T) rechtfertigen die vorangegangen Ausfiihrun-
gen die Einfiithrung folgender Integraloperatoren:

(Kine)w) = 2 [ TZESo)isty), o eop (5.0)
(Keo)a) = 2 [ I uisy), o e op. (5.11)
Se)a) = [ avlise) aeT, (512)
Tovola) = g [ Tiotis), vt (a3
T = g [T udst), st (1

Den Operator Sr haben wir eingefiihrt, um darauf hinzuweisen, daf} sich wegen
(5.9) Tr durch Sr ausdriicken 148t durch die Darstellung

o . o
Trt) = 2 S

Wir werden spiéiter auf die Abbildungseigenschaften einiger dieser Operatoren zuriick-
kommen.

5.2 Der Losungsansatz

Da das klassische Dirichletproblem durch einen Doppelschichtpotentialansatz iiber
0D gelost werden kann und wir auf 0D Dirichletdaten vorgegeben haben, werden
wir in unserer Ansatzfunktion ebenfalls mit einem Doppelschichtpotential iiber 0D
ansetzen.

Da das Problem fiir den offenen Bogen im R? in [14] durch einen Doppelschichtpo-
tentialansatz iiber den Bogen geldst wurde, werden auch wir diesen Weg einschlagen.
Auch die Gleichung (5.8) rechtfertigt diese Vorgehensweise. Wir suchen also eine
Losung u von der Form

[ 0%(,y) 90 (z.,y)
mwféaﬁ@rmwuw+ézﬂgw@w@,xeDwn (5.15)

mit den unbekannten Dichten ¢ € C(dD) und ¢ € CH**(T'). Wir wollen hier eine
kurze Erklirung geben, warum wir Dichen aus dem Raum C"®*(T) betrachten.

In Analogie zu den Arbeiten [13] und [15] erwarten wir einen stark singuliren Kern
bei der zugehérigen Integralgleichung fiir den Bogen. Als Dichte beim Hauptbe-
standteil tritt die erste Ableitung der Ausgangsdichte auf. Da das entsprechende
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Dirichletproblem fiir den offenen Bogen mittels der Cosinus-Substitution gelést wur-
de (siehe [9], Kapitel 7.6), ist es sinnvoll, fiir die Ableitung von Dichten aus C'"»®*(T)
ein wurzelsingulidres Verhalten vorzuschreiben.

Wir beweisen nun einen Satz, der den Zusammenhang zwischen unserer Ansatz-
funktion und unserem Randwertproblem herstellt. Wir stellen dabei fest, da} wir
aufgrund des offenen Bogens eine "unangenehme” Integralgleichung erster Art er-
halten mit einem stark singuldren Kern. Die zweite sich ergebende Integralgleichung
hingegen ist von zweiter Art. Prinizipiell ist es die vom klassischen Dirichletproblem
bekannte Integralgleichung, die nun einen Stérungsterm mit Anteil iiber den Bogen
[’ mit der unbekannten Dichte v enthélt.

Satz 5.7 Die Funktion u ldst das gekoppelte Dirichlet-Neumann-Problem, falls ¢
und 1 dem folgenden System von Integralgleichungen gentigen

o(x) — (Kapp)(x) — (Kr¢)(z) = =2f(z), x €D, (5.16)
(Tope)(z) + (Trp) () = g(z), z€T,y. (5.17)

Beweis: Seien ¢ € C(0D) und ¢p € C+**(T') Losungen der Gleichungen (5.16)
und (5.17) und u definiert wie in (5.15). Dann erfiillt u wegen 2.2 in D \ T' die
Laplace-Gleichung. Mit Hilfe der Sprungbeziehungen aus Satz 5.6 erhalten wir

_ [ 9%(z,y) 0% (z, y) 1
uy(r) = /aD T(y)SO(?J)dS(?J) + /r T(y)¢(y)d3(y) + 51/1@)7 rel,

und wegen ¢(xf) = 0, i = —1,1, folgt daraus die Stetigkeit von u in den End-
punkten des Bogens. Schliefilich ergeben eine weitere Anwendung des Satzes 5.6
und des Satzes 5.3, dal die Normalableitung von u die Randwerte auf I' und u die

Randwerte auf 9D annimmt.
O

Wir beschiftigen uns noch mit der eindeutigen Losbarkeit des Systems von Inte-
gralgleichungen.

Satz 5.8 Fiir jede rechte Seite (f,g) € C(OD) x CY*(T') gibt es hichstens ein paar
von Funktionen (p,1)), welches das System wvon Integralgleichungen aus Satz 5.7
lost.

Beweis: Wegen der Linearitét der Gleichungen (5.16) und (5.17) reicht es zu zeigen,
dafl das homogene System nur die triviale Losung besitzt. Sei dafiir (¢, ) ein Paar
von Funktionen, das das homogene System von Integralgleichungen 16st, d.h.

o(x) — (Kapp)(z) — (Kr¢)(z) = 0 fiir alle z € 9D, (5.18)
(Topy)(z) + (Trp)(z) = 0 fiir alle z € Ty. (5.19)
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Infolgedessen 16st unsere Ansatzfunktion u mit den Dichten ¢ und ¢ unser Rand-
wertproblem mit homogenen Randbedingungen, welches jedoch durch die eindeutig
bestimmte Losung u = 0 geldst wird. Es folgt mit den Sprungbeziehungen fiir den
Bogen T’

1 1
0:u+—u,:§w+§w:w auf I,

Es verbleibt also

_ [ 99(z.y)
we) = [ ZWotis). seD\T.

Aus der Gestalt unserer Ansatzfunktion u aus (5.15) und wegen Definition 5.2
erkennen wir jedoch, dafi v auch fiir x € R? \ D erklirt ist. Da « = 0 in D gilt und
durch Anwenden von Satz 6.19 aus [9] erhalten wir die Beziehung
ou_ au_|_
=—=— f aD.
0 5 5, U 0

Da u(z) = o(1), |z| — oo (vgl. [9], Seite 73) folgt mit der Eindeutigkeit des dufieren
Neumannproblems (vgl. [9], Satz 6.12) u = 0 in R?> \ D. Damit erhalten wir dann

0=uy —u_ =¢ auf ID.

Also verschwindet auch die Dichte ¢ identisch.

5.3 Die Integralgleichung erster Art

Um die weitere Vorgehensweise zu rechtfertigen, schreiben wir unser System von
Integralgleichungen einmal in einer kompakten Matrixschreibweise auf:

Idcopy — Kop —Kr o\ _ ([ —2f
(e, ) (0)=(07) e

Da wir die Riesz-Theorie anwenden wollen, wird es unser Ziel sein, dieses System auf
die Form Id — A, A kompakt, umzuformen. Die erste der beiden Integralgleichun-
gen ist im Prinzip die vom klassischen Dirichlet-Problem bekannte Integralgleichung
und liegt bereits in der gewiinschten Form vor. In der zweiten Integralgleichung ist
Tt der "unangenehme” Operator mit einem stark singuliren Kern. Wir werden
diesen durch geeignete Umformungen in einen invertierbaren und einen kompak-
ten Operator aufspalten und dann die gesamte zweite Integralgleichung mit der
Inversen durchmultiplizieren, so dafl unser Integralgleichungssystem schliefilich die
gewiinschte Form annimmt.
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Wir beschéftigen uns also zunéichst mit der Integralgleichung (5.17), die wir wegen
(5.9) auch in der Form

0 00 (z,y) 00(x,y) 0Y(y)
)y o FW0) + [ R

ds(y) = g(z), =z €Ty (5.21)

aufschreiben kénnen. Wir werden die Parametrsierung des Bogens I benutzen und
danach die sogenannte Cosinus-Substitution ausfiihren, um eine eindimensionale In-
tegralgleichung mit einem Hauptbestandteil zu erhalten, der einem Integraloperator
mit Hilbertkern dhnlich ist.

Dazu beschiiftigen wir uns zunéichst mit dem zweiten Term auf der linken Seite in
(5.21). Wir erinnern daran, daf ¥(s) # 0 fiir alle s € [—1, 1] gilt, setzen

und berechnen damit

[ Fa "t - 217r/ RO ()’&(:)))2 TRl
_ 27rw ; / (( 7(;2;](;)) d(y d:)(f) i
- iy [ R S
indem wir
Ki(tr) = ——.
faler) = S K

definieren. K und K, sind fiir ¢t # 7 stetig differenzierbar. Der Kern K, kann jedoch
fiir t = 7 stetig differenzierbar ergénzt werden.

Satz 5.9 K, ist fiir t = 7 stetig differenzierbar.

Beweis: Im Beweis werden wir Taylorentwicklungen

y(t) —~(r)=(t— 1) /0 (T + s(t — 7))ds (5.22)

und

y(t) = A(r) = (t —7) /0 (T + s(t —1))ds (5.23)
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benutzen. Wir berechnen fiir ¢ # 7

oty = QOO0 1

v(t) = ()2 t—7
_ (=) () = (7). 9() — [v(#) — ()]
(t = 7)y(t) —y(7)]?

(t =7 fo A+ st = D)ds, A(0)) = (E = )2 [ 4+ s(t = 7)dsf?
(t—17) ‘fo (14 s(t—71))ds|?
<f0 (7 + s(t — 7))ds, 4(t) — [ ¥ T+St—T))dS>
(t—7) [y % T—l-st—r))ds\2
<f0w(7+s(t—r) s, [y (¥ —v(7+s(t—7)))ds>
(t — T|f0 (74 s(t —71))ds|?
<f0w(7+s(t—r ))ds, [ (1= s) [y %(r + a+s+as)(t—7))d0d8>
A+ st —7))ds)? |

Als Grenzwert ergibt sich

S8 (1

2151
Mit Hilfe der Taylorentwicklung 148t sich aulerdem nachrechnen, daf§ fiir den Dia-
gonalwert der Ableitung von K5 nach 7

o G0 @) L BEPR G050
oD = N EmE TIROE T 2R

gilt. Ebenso weist man nach, daf auch 2 K>(t,t) eine stetige Funktion ist.

(5.24)

Fiir x ¢ 0D, also insbesondere fiir x € Ty diirfen wir im Ausdruck

aya(x) /6 . agﬁfj ) e(y)ds(y)

Differentiation und Integration vertauschen. Wir berechnen fiir den Kern dieses
Integrals

0 0Py _ 1 0 -y
P ORZON 2wau<x><|x—y|2’ (y)>
1

= 5 < grad zx%yg ((zr = yi)vi(y) + (22 — y2)va(y)) . ,,(I)>

=y |z — y[P(y) — 2 (@ — y,v(y)) (21 — 1) (e
B 2m << [z — y[Pa(y) — 2(z — y,v(y)) (22 — 32) ) ()>’
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und definieren mit Hilfe der Parametrisierung von I' und nach Multiplikation mit

27| y(t
19(t)] 0 00(y(t).y)

M(t,y) = 27th)|ay(7(t))) ov(y)

(5.25)

Nun kénnen wir zu unserer Integralgleichung (5.21) zuriickkehren, die wir durch
Multiplikation mit |¥(¢)| und unter Benutzung der oben durchgefithrten Umfor-
mungen fiir t € (—1,1) in der dquivalenten Form

— M(t, y)@(y)dS(y)Jri/ (Kl(t,r)—i-KQ(t’q—))MdT

S 5| > 47 = gy 1) (1)

darstellen kénnen. Durch Substitution von ¢t = cos s, s € (0, 7), 7 = cos o und durch
Setzen von h(t) := |¥(t)|g(v(t)) erhalten wir die Integralgleichung

1 1 [
h(coss) = ) M (cos s,y)p(y)ds(y) + %/0 (Ki(cos s,cos0)
d
+Ky(cos s,cos0)) v Zzzs(cos ?) sin odo. (5.26)
o

Da ¢(z7) = ¢(x*,) = 0 gilt, kénnen wir die Abbildung o +— 1 o y(cos o) zu einer
ungeraden Funktion auf [0, 27| vermoge

£(o) == ov(coso) -sign(r — o), o €l[0,27] (5.27)

fortsetzen. Die so erhaltene Funktion ist sogar gleichmé&fig hélderstetig differenzieb-
ar.

Lemma 5.10 Die in (5.27) definierte Funktion & erfillt die Eigenschaften
EeCheln, 2n] und es ist

ung

d(¢ o 7y)(cos o)
dcoso

(5.28)

¢(0) = =2 — _|sino]

Beweis: Es ist by )) 0, 7]
B y(coso)), o€ |0,
£(o) = { —1(v(cosa)), o € [r,27]

Zunichst einmal kénnen wir fiir o € (0,27) \ {r} folgendes berechnen

w(—sin(j), o€ (0,m)

df(O') _ dcoso
d 2)(cos0) (_ g
© | e, e mom

d(y o y)(cos o)

Tooso , 0 €(0,2m)\ {n}

= —|sino|
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Da ¢ € C"*(T) ist, existiert ein ¢y € C%°[0, 7] mit

d(ov)(s)  (arccoss)

ds V1—s2

Daraus erhalten wir

dé(o) _|sino] 1 (arccos cos o)
do V1 —cos?o

= —i(arccoscosa) € CL:2[0, 27].

ger

Folglich kénnen wir die Gleichung (5.26) fiir s € (0, 7) durch

1

h(coss) = o 6DM(COSS,?J)<P(?J)dS(y)

1 m

5 (K (cos s, cosa) + Ko(cos s, cosa))E'(o)do  (5.29)
T Jo

ausdriicken. Als néchstes bemerken wir, dal Kj(cos s, coso) eine in o bzgl. m auf
[0, 27] gerade Funktion ist. Ebenso ist & bzgl. 7 auf [0, 27| eine ungerade Funktion,
also & eine gerade Funktion, woraus folgt, dafl

Y L | 1 /1

& (o)do &(o)do (5.30)

2m J, coss —coso A [, coss —coso

gilt. Mit einer analogen Argumentation fiir Ky(cos s, coso)&'(o) erhalten wir
1 /7 ’ 1 g /
ﬁ/o K;(cos s, coso)€' (o)do = el K;(cos s, coso)€'(0)do. (5.31)
Wir definieren nun
o h(s):=—2h(coss) = —2|%(cos s)|g(7(cos s)),
o M(s,y) := M(coss,y),
o Ki(s,0):=K;(coss,coso)
o Ky(s,0) := Ky(coss,coso)
und erhalten aus Gleichung (5.29) und den Beziehungen (5.30) und (5.31)

- 1 - 1 [ -
h(s) === [ M(s,y)e(y)ds(y) + —/ (Ki(s,0) + Ky(s,0))¢'(0)do. (5.32)

T Jop 2m J,
Da cos(t + m) = cos(m — t) gilt, macht es Sinn, diese Integralgleichung auf alle
s € (0,2m) \ 7 auszudehnen. Wir beschiftigen uns nun mit der Aquivalenz der In-
tegralgleichung (5.17) und (5.32), wozu wir folgendes Resultat formulieren kénnen:
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Satz 5.11 Falls das Paar (¢,v), ¢ € C(0D) und ¢ € C"**(T') eine Lisung der
Integralgleichung (5.17) ist, so erhalten wir durch

&(o) = (Yory)(coso)sign(mr — o), o €10,27], (5.33)

& € Ch0,27] und ¢ ein Paar von Funktionen, das eine Lisung der Integralglei-
chung (5.32) ist und umgekehrt. Dabei ist & eine ungerade Funktion.

Beweis: Da ¢y € C**(T') und 7 eine reguléire Parametrisierung von T ist, folgt aus
Lemma 5.10, daB & € C"2[0, 2x] ist. Uberdies ist ¢ eine ungerade Funktion. Daf
¢ und £ Losungen von (5.32) sind, falls ¢ und ¢ (5.17) 16sen, folgt dann aus den
Umformungen der Ausgangsintegralgleichung.

Es seien nun umgekehrt ¢ und ¢ Losungen der Integralgleichung (5.32). Wir wollen
beweisen, dafl

Y((t)) = &(arccost), T e [=1,1]
aus dem Funktionenraum C"**(T) ist. Wegen der Ungeradheit und 27-Periodizitét
von & gilt £(0) = £(m) = 0, also gilt auch ¢(z* ;) = ¥(27) = 0. Durch Differentiation

von & berechnen wir
¢'(arccost)

!
t)) = — .
Da & € C"¢[0,27] ist, erhalten wir ¢y € C"**('). Damit kénnen wir dann die
Normalableitung des Doppelschichtpotentials {iber den Bogen I' mit den Methoden

aus Satz 5.6 behandeln. Das so gewonnene Paar von Funktionen (¢, 1)) muf folglich
die Ausgangsintegralgleichung (5.21) 16sen.

O
Wir multiplizieren die Integralgleichung (5.32) mit sin s und erhalten folgenden
Satz 5.12 Die Integralgleichung (5.32) und die Integralgleichung
_ 1 -
hs) = == [ sinsif(s.)e(u)ds(y)
T Jop
1 2w N ~
+o- sin s(Ky(s,0) + Ky(s,0))¢ (0)do (5.34)
T Jo

mit h(s) = h(s)sins, s € [0,2x], sind dquivalent.

Beweis: Falls das Paar (@, £) die Integralgleichung (5.34) 16st, so ist es offensichtlich
auch Losung der Integralgleichung (5.32) fiir s € (0,27) \ 7.

Sei nun umgekehrt (i, &) eine Losung der Integralgleichung (5.32). Dann ist fiir
s € (0,2r) \ 7 die Aussage des Satzes offensichtlich. Da h € C[0, 27] ist, existiert
der Grenzwert

lim (—1 Vs, )e(u)as(s) + 5 [ (Ralso) + Fas. 0))5’(0)d0> ,

s—0 ™ JobD
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weswegen fiir die mit sin s multiplizierte Gleichung folgt, dafl

lim sins (l M(s,y)e(y)ds(y) + i/0 W(Kl(s, o)+ Kg(x,a))f'(a)da> =0

s—mm T Jop 2
fiir m = 0,1, 2 gilt. Da aber
lim h(s) =0, m=0,1,2,

S—mm
ist, 16sen o und & die Integralgleichung (5.34).
0

Wegen der Sétze 5.11 und 5.12 ist es ausreichend, die Dichte ¢ im Funktionenraum

Coe[0, 2] zu suchen, um eine Losung fiir das Randwertproblem zu erhalten.

Um fiir die Integralgleichung (5.34) passenede Integraloperatoren zu bekommen,
nutzen wir die Identitét

1 o—35 s+o sin s
— | cot — cot =
2 2 COSS — COSO

die Ungeradheit von £ bzw. die Geradheit von &' und die 27-Periodizitiat des Co-
tangens und & aus. Dann gilt

27 0 - 2T o
/ cot 2F Jf'(a)da = —/ cot = Sf'(—u)du = —/ cot = sf'(u)du,
. 2 . 2 . 2

2w
indem wir 0 = —u substituieren, so dafy wir fiir das Integral iiber den Kern K,

1 2T : 1 2T 1 o
— SILfI(U)dU = — “eot T2 —cot 2 ald & (o)do
2w J, €O0ss —coso 2 Jy 2 2 2

1 2T -

= — cot 7 Sf'(a)da
21 J,

erhalten. Diese Betrachtungen ermdglichen uns nun folgende Integraloperatoren ein-
zufiihren:

Definition 5.13 Fiir s € [0, 27] sei

T = 5 [ ot 7 2e (0)do
(A&)(s) = % Oﬂ[/(;(s,g)g(a)da
(Bp)(s) = —% BDJ\?(S,y)sO(y)dS(y),

wobei I/(\Q und M durch
I/(\g(s, o) :=sins Ky(s,0) und ]/M\(S, y) :=sins M(s,y).
definiert sind.
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Zielist es nun, zu beweisen, daf der lineare Operator Ty als Abbildung von C};2 [0, 27]
nach C;% [0, 27] beschrinkt invertierbar ist. Wir stellen dafiir zunéchst eine enge
Verbindung dieses Operators zum Cauchy Integraloperator iiber den Einheitskreis

in der komplexen Ebene her.

Satz 5.14 Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet mit C*-Rand 0G.
Dann ist der Cauchy Integraloperator Acg, : C**(0G) — C¥*(dG) definiert durch

1 f(©) 0
= — LA e
(Acauf)(2) p /aGC zdc, z € 0G, f € C**(0G)
beschrinkt. Er erfillt

Az, = 1d.

Beweis: [9] Korollar 7.7, Satz 7.10.
O]

Es sei nun t(s) = €', s € [0,27] eine Parametrisierung des Einheitskreises in C.
Durch setzen von z = e und ( = €' berechnen wir

d¢ _€%do 1 2ieilo—s)
= i— — = —— do
C — 2 elo — eis 2 eilo—=s) — 1
1 i(o—s) 1 i(o—s) __ 1 1 i(o—s) 1
= = i(e +.)+(e ) do = - i?7++i do
2 eilo—s) — 1 2\ eilo=s) — 1
1 ) 6i(a—5)/2 + e—i(a—s)/?
= s i(o—s)/2 .
= 3 (ze iy + z) do
1 .ei(a—s)/Q 4 6—i(a—5)/2 .
-5 (Zei(as)/2 — omilo—s)/2 + Z) do
1 _
= 3 ((:ota2 5+i> do.
Damit erhalten wir fiir eine Funktion ¢y € C%*(9B(0,1))
; 1 [ o—5 .
(Acau®)(e”) = — <Cot + z) W(e')do, s€0,2n]. (5.35)
2w J, 2

Aus dieser Beziehung entnehmen wir, dafl der Cauchy Integraloperator eine dhnliche
Form hat wie unser Operator Tj. Die Idee besteht nun darin, diesen Operator gerade
auf solche Funktionen anzuwenden, fiir die

2T )
('7)do =0

0
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gilt. Aulerdem wollen wir natiirlich einen Zusammenhang zwischen Funktionen
Y € C%*(9B(0,1)) und Funktionen £ € C%¢[0, 27] herstellen. Wir beschiiftigen uns
zunéchst mit dem zweiten Aspekt.

Sei dafiir £ € C**[0, 27]. Durch Setzen von

£(e”) :=£(s), sel0,2n],
bekommen wir eine Funktion & € C%*(8B(0,1)). Damit gilt dann

2
(ACaug)(eis) = i (cota
0

S . 0,
= + Z> &(o)do € C™*)0, 27],

d.h. wir kénnen den Operator Agq, auch als Operator von C%¢[0, 27r] nach C%¢[0, 27]
auffassen durch

(Acat)(s) i= — :ﬁ (cot

- 211

g — S

+ Z) &(o)do, s €10,2m].

Wir bezeichnen mit Cg”;er [0, 27] den Raum der Funktionen

2

0,ger

e 10, 2m] = {5 € 0**0,27] : £(s)ds =0, & gerade}

0

und definieren einen Operator

L = ZACG/U, ‘CO,a

0,ger[072ﬂ’

der fiir £ € CJ2 [0, 2] die Gestalt

0,ger

(LE)(s) = %/ﬂ "ot 5 ¢(o)do, s €[0,2n]

annimmt.

Satz 5.15 Der Operator
L:Cy2 [0,27] — €% [0, 2n],

0,ger ung

18t beschrdnkt, bijektiv und besitzt eine beschrdinkte Inverse.

Beweis: Die Beschrianktheit des Operators folgt aus den Eigenschaften des Cauchy

Integraloperators. Sei £ € Cg:;er [0, 27]. Durch Substitution von o0 = —u, wegen der

Geradheit von & und der Periodizitit von £ und des Cotangens folgt

-2

1 [ 1
(LE)(-s) = ﬂ/o cot T 2e(o)do =~ 5 [ o

S—U

§(u)du

_ _% / ”cot“jau)du:—(m)(s),
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woraus wir die Ungeradheit von L erkennen.

Die Injektivitéit des Operators L folgt aus der Injektivitdt des Cauchy Integral-
operators. Nun nehmen wir an, L sei nicht surjektiv. Dann existiert eine Funktion
g € C%210, 27| mit der Eigenschaft

g ¢ L(CYe,[0,27)).

0,ger

Auf ¢g konnen wir Ag,, anwenden und berechnen

1 (7 o+s 1 [ s—u
(Acag)(=s) = 5 i cot glo)do = —o— i cot g(—u)du
1 27 o 1 2w .
= —g— i cot > ug(u)du =57 : cot Sg(u)du
= (ACaug)(S);

woraus wir die Geradheit der Funktion A¢gg,g ablesen. Ferner folgt wegen

27 1 2 2 N
| Gewaits = o [ ] (co o +) o(0)dods
0 o Jo 2
21

271

i 2
:0,

21
t
/ cot= =0
0 2

und das Vertauschen der Integrationsreihenfolge erlaubt ist (siehe [9], Seite 104),

daBl Acuug € Cg”;er[(], 27] ist. Andererseits gilt aber

1 27 -
= g(a)/ cot 72 dsdo
0 0

g = AQCaug = _iLACaug =L (_iACaug) )

also g € L(ngje,, 0, 27]), was offensichtlich ein Widerspruch ist. Folglich ist L sur-

jektiv. Da die Funktionenrdume C’g”g“er [0, 27] und CP[0, 27] als abgeschlossene Un-
terrdume eines vollstindigen Raumes selbst Banachrdume sind, besitzt daher L,
da dieser lediglich die Einschrédnkung des Cauchy Integraloperators auf C’g”;er 0, 27]
ist, eine Inverse L~!. Die Beschrinkheit der inversen Abbildung folgt dann aus Satz
2.11.

O

Desweiteren definieren wir fiir Funktionen & € C2[0,27] und ¢ € C(?;;er[o,%]
Operatoren

(FO)t) = /Otwa)da, e [0, 27,
(DO = €

iiber die wir folgendes festhalten:

, telo,2r],
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Satz 5.16 Der Operator
J:Cye 0,21 — CLe [0, 2n]

0,ger ung

ist beschrdankt und bijektiv. Ebenso ist der Operator
D:CLe0,2x] — Cy2 [0, 27]

ung 0,ger

beschrinkt und bijektiv.
Beweis: Sei ¢ € C2 [0, 2x]. Die Beschriinktheit von J folgt aus

0,ger
((J) )] < Clldlloa, T € [0,2m],

und
17¢) o = ¥l
Aus
(J9)(t + 2m) = / " Y(o)do + / " Y(o)do = / (o) = (J)(1)
und

(J)(~1) = / (o)do = — / b(u)du = — () (1)

folgt die 27-Periodizitit und die Ungeradheit. Sei Jy = 0, d.h. (Jv)(¢) = 0 fiir alle
t € [0,27]. Durch Ableiten erhalten wir

(J)'(t) =(t) =0 fiir alle ¢ € [0, 27].

Folglich ist ¢» = 0 und somit .J injektiv. Fiir die Surjektivitit miissen wir zeigen,
daB zu f € CL2[0,27] ein ¢ € Cy [0, 27] existiert mit Jiy = f. Die Behauptung

ung 0,ger

folgt mit ¢ = f'.
Wir zeigen nun die Eigenschaften von D. Seien dafiir jetzt &, € C12[0,27]. Aus

ung

|IDE o0 = 1|€']l0.a < |[€]]1,a folgt die Beschrianktheit. Die Ableitung 27-periodischer,
ungerader Funktionen sind 27-periodisch und gerade. Aus D¢ = D) folgt
& =1 + const.

Aufgrund der Ungeradheit mufi aber const = 0 sein, folglich ist D injektiv. Falls

fe Cg;;‘e,,[o, 2] ist, so wird durch

F(t) := /Ot f(s)ds € C’;;LO;[O, 27|

eine Funktion gegeben mit DF = f, weswegen D auch surjektiv ist.

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir die Invertierbarkeit des Operators 7.
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Satz 5.17 Der Operator Ty, : CL2[0,27] — C%2 [0, 27] ist beschrinkt invertierbar.

ung ung

Beweis: Es sei £ € C,;2 [0, 27]. Dann haben wir zwischen den Operatoren T und
L die Beziehung

Toé = (LD)(§) = L&
Daraus erhalten wir mit der Beschrankheit von L und D sofort die Beschranktheit
von T durch

1To€llo.0 = ILD)(E)llo.a < CliEN1a-
Da sich Ty durch L und D darstellen 148t, und diese beiden Operatoren bijektiv
sind, mufl auch Tj bijektiv sein. Indem wir

JL Ty = JL'LDE = J¢' = ¢

bilden, sehen wir sogar, daf die Inverse von 7" durch JL~! gegeben wird, wodurch
auch unmittelbar die Beschrinktheit von T, ' gegeben ist. Damit ist bereits alles
bewiesen.

O
Es verbleibt, die Abbildungseigenschaften der Operatoren A und B zu kléren.

Satz 5.18 Die Operatoren A und B wverfiigen tiber folgende Abbildungseigenschaf-
ten:

A:Cpel0,2r] — Cpe [0, 2m], (5.36)
B:C(0D) — Cp2[0,2m]. (5.37)

Die Operatoren A und B sind in diesen Rdumen auch kompakt.

Beweis: Sei { € C;%[0,27] und ¢ € C(9D). Dann sind offenbar sowohl A¢ als

auch By ungerade Funktionen. Da der Kern des Operators A stetig differenzierbar
ist, gelten die Abschitzungen

1 27 N .
Al < max — / IRo(5,0)]€(0)|do < Cull€ ]|

s€[0,27] 2
1(A€)'|lc < ma L /27r e (s,0)[ [€'(0)|do < Cs[[€]l
oo X , O o)lac < -
sef0,2x] 2w J, | Os 2 2050,

Daraus folgt die Beschréinktheit des Operators A als Abbildung von Cy; [0, 2] nach
Cl 0,2x]. Mit Hilfe der kompakten Einbettungsabbildung

ung
%t ¢%o, 27] — C%*[0, 27] (5.38)

aus Satz 2.26 ergibt sich dann unter Verwendung von Satz 2.5 die Kompaktheit von
A in den behaupteten Funktionenriaumen.
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Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit des Kerns M folgt die Aussage fiir den

Operator B analog.
O

Damit kénnen wir nun unsere Ausgangsintegralgleichung (5.17) dquivalent durch
To + A€+ Bo=h (5.39)
ausdriicken. Da A&, Bo,h € C2[0,27] sind und T : C;2[0,27] — CU:2 [0, 27]

ung ung
beschrédnkt invertierbar ist, erhalten wir die Integralgleichung

E+ T, A+ T, 'Bo =T, 'h (5.40)

mit den kompakten Operatoren T, ' A und T, ' B.

5.4 Die Integralgleichung zweiter Art

Wir beschéftigen uns noch mit der wesentlich einfacher zu behandelnden Integral-
gleichung (5.16). Fiir x € 0D berechnen wir dafiir

“2fw) = e -2 [ FED ) -2 [ FED )

= p(z) - l/w ws@(y)dsw) - l/Fww(y)dsw)

T z — yl? n 7 —yl?
= o1 [ AEewae) - & [ AEAREE)
= -1 [ Haa)ewis)

——/ H(z,vy(coso))(y(cos o)) sino|y(cos o)|do
= 90(50)—; 8DH(SU Y)e(y)ds(y)
—%/OWH(x,y(Cosa))f(a) sino|y(cos o)|do

= w(w)—% 6DH(fv,y)90(y)dS(y)
1 21

“or /. H(z,v(coso))&(o) sino|y(coso)|do,

wobei wir H(z,y) := % definiert, die Parametrisierung des Bogens I' einge-
setzt und die Cosinus-Substitution durchgefuhrt haben. Ferner haben wir benutzt,
daB der Ausdruck H(z,v(coso))é(o)sino|y(coso)| eine auf [0, 27| gerade Funktion

darstellt.
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Definition 5.19 Fir x € 0D sei

(Aa)w) = — [ B a)emis) (5.41)
(&mw;:—%(fﬁ@am@w, (5.42)

wobei H durch H(z,0) := H(x,~v(cos o)) sino|y(cos o)| definiert ist.

Satz 5.20 Die Operatoren A und B verfigen iber die folgenden Abbildungseigen-
schaften:

A:C(OD) — C(dD)

cober0,2r] — C(OD)

ung
Die Operatoren A und B sind in diesen Riumen auch kompakt.

Beweis: Fiir den Operator A zeigen wir, daf sich der Kern auf der Diagonalen
stetig fortsetzen 1iBt. Da 0D € C? ist, erhalten wir mit der Taylor’schen Formel

4ﬂ—zu):@—fkézﬁ+A@—T»w
und )
aw—zu):@—fyuy+@—TVA(1—maT+Au—ﬂmx
Hieraus folgt mit = = 2(t), y = 2(7), t # 7, und wegen (2(t), v(2(t))) =0

0(x,y) _ (z—y,vy)
ov(y) |z —y?
<ﬁ—ﬂ()+t—7 Jy (L= DT + A = 7)dA v(=(7)) )
(= T)2| f) 207+ At —7))dA?
(S (U= N + At = T)dA, w(=(1)))
| [ 2(7 + A(t — 7))dAJ? '

2T

Als Grenzwert ergibt sich daraus

8<1>( (1), 2(t) _ (E(#), v(2(1)))
v (2(t)) 2120

Die Kompaktheit von A erhalten wir durch Anwendung von Folgerung 2.10.

2
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Aufgrund der Stetigkeit des Kerns H gilt die Abschiitzung

N 1 27
Bel < myxs- [ o) g()ldo < Clélha
aus der die Beschriinktheit des Operators B folgt. Da er ein Integraloperator mit
stetigem Kern ist, ist er kompakt.

O

5.5 Existenz

Nach diesen Vorbereitungen folgt nun miihelos der Existenznachweis einer Lésung
des in Kapitel 3 formulierten Problems.

Durch Setzen von —2f = f und hg := T, 'h geht mit diesen Vorbereitungen unser
System von Integralgleichungen, gegeben durch (5.17) und (5.16), in das System

) (el )] (- (0
—( 5.44
[( 0 Tdgre or T\ 14 1B ¢ h ) 049

iiber, welches nach Satz 5.12 dquivalent zum Ausgangssystem ist. Wir kdnnen den
folgenden Satz beweisen.

Satz 5.21 Die Operatorgleichung (5.44) hat fir alle rechten Seiten (f, ho),
f € C(0D) und hy € CL2[0,27] genau ein Paar von Funktionen (¢,&), ¢ € C(OD)

ung

und & € CL2 (0,27, als Lisung. Diese Lisung hingt stetig von der rechten Seite ab.

ung
Daraus folgt die FExistenz einer Lisung des Problems aus Kapitel 3 fiir Randwerte

f € C(OD) und g € C*¥(T).

Beweis: Da T, ! ein beschriinkter Operator ist und A und B kompakt sind, sind
nach Satz 2.5 T,'A und T,'B kompakt. Somit ist auch der Operator
Q: C(0D) x CL2[0,27] — C(dD) x CL20,27] definiert durch

ung ung

A B
Q= ( To_lA To_lB ) (5-45)

aufgrund von Satz 2.7 bzw. Bemerkung 2.8 kompakt. Ferner definieren wir den
Operator Idg ypy, i : C(OD) x Ch[0,27] — C(OD) x CLe[0, 2xr] durch

o [0,27] ung

_( Idecap 0
Idcapyxctepan = < 0 Idgse o0n) ) (5.46)
Satz 5.8 sagt uns, daB N(Idcspyxciagoan + @) = {0}. Aus der Riesz-Theorie fiir
kompakte Operatoren (vgl. Abschnitt 2.2) folgt, daf unser Integralgleichungssystem
eine Losung besitzt und somit unsere Ansatzfunktion u aufgrund von Satz 5.7 eine
Lésung des Problems aus Kapitel 3 ist.
O



Kapitel 6

Die numerische Methode

In diesem Abschnitt leiten wir das numerische Verfahren zur Losung der Integral-
gleichungen her. Dabei werden wir die auftretenden Integrale mit Hilfe von Qua-
draturformeln approximieren. Die Quadraturformel fiir den stark singuléren Anteil
gewinnen wir, indem wir die glatten Anteile des Integranden durch ein trigonome-
trisches Interpolationspolynom ersetzen und danach exakt integrieren. Die anderen
auftretenden Integrale werden wir im wesentlichen durch die zusammengesetzte
Trapezregel approximieren.

Anschlielend werden wir auf beide Gleichungen ein Kollokationsverfahren anwen-
den. Unser Ziel ist es, das Losen der Integralgleichungen auf das Lésen eines linearen
Gleichungssystems zu reduzieren, also ein vollstindig diskretes Verfahren zu erhal-
ten.

Zum Abschlul werden wir die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems beweisen
und eine Fehlerabschétzung fiir analytische rechte Seiten und analytische Parame-
trisierungen von D und I' angeben.

6.1 Die parametrisierten Integraloperatoren

Fiir die numerische Behandlung ist es notwendig, in die Operatoren

A:C(OD) — C(0D),
B:Cle0,27r] — C(0D)

ung

B:C(0D) — C220,2n]

ung

die Parametrisierung von dD aus Abschnitt 2.1 einzusetzen. Wir ersetzen dafiir
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x = 2(s), y = z(0) und berechnen fiir die Integraloperatoren die Darstellungen

o) = == [ Heist) == [ Hi(so)e(o)do
(BE)(s) = —% 0 Wﬁ[(x,a)f(a)da:—% 0 " Hy(s,0)¢(0)do
1 P 1 27r_ -
B = —x [ WMeaeise) =1 [ To)stonn
wobei wir
plo) = ¢(z(0)),
Hy(s,0) = H(z(s),2(0))|2(0)],
Hy(s,0) = {I\z(s),v(cosa))sina\ﬁ(cosa)\,
M(s,0) = M(s,z(0))|2(0)]
definiert haben. Dadurch erhalten wir die Operatoren
A Clo,27] — C[0,2q], (6.1)
B':cpe0,2n] — Clo,2n],
B':C[0,2r] — Cp2l0,2n],
die durch
(A'p)(s) = —% OﬂHl(s,a)gp(J)da, ¢ € C[0,27],s € [0, 27], (6.4)
(B'€)(s) := —% OWHQ(S,O')f(O')dO', geCprl0,2n],s € [0,2n], (6.5)
(B'o)(s) = —% Oﬂﬂ(s,a)gp(a)da, p € C|0,27],s € ]0,27), (6.6)

gegeben sind. Wegen der Regularitéit des Randes 0D iibertragen sich die Beschréinkt-
heit und die Kompaktheit der Operatoren A, B und B auf die Operatoren A', B’
und B'. Deswegen wollen wir auch weiterhin die Operatoren A’, B’ und B’ mit den
Symbolen fl, Bund B bezeichnen, weisen aber ausdriicklich noch einmal daraufhin,
daf von nun an damit die Operatoren definiert durch (6.1)—(6.6) gemeint sind.

6.2 Trigonometrische Interpolation

Wir verwenden trigonometrische Interpolation mit einer geraden Knotenanzahl. Da-
zu sei n € N vorgegeben. Dann wéhlen wir die 2n dquidistanten Stiitzstellen

=20 j—0,... 2m—1
n

)
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definieren
n n—1
T, := {q € C0,27] : q(t) = Zak cos kt + Zbk sin kt}
k=0 k=1

und kénnen als Ergebnis den folgenden Satz festhalten.

Satz 6.1 Zu f € C[0,2r] existiert genau ein trigonometrisches Polynom q, € T,

—_

n— a,
+ ) [ag cos kt + by, sin kt] + — €08 nt,
1

Qo
nt:—
n(t) 5

=
Il

welches der Interpolationsbedingung
My = f\™y, j=0,...,2n—1
qn(] ) f(] ); J yeeey 2l
geniigt. Die Koeffizienten sind dabei gegeben durch
2n—1

1 (n) (n)
apy = Ezof(tj )cosktj , k=0,...,n,
iz

2n—1

1 ()Y i 7.4
by = Ezof(tg )sinkt;”,  k=1,...,n—1.
J:

Beweis: [11], Satz 8.25.
0J

Da wir insbesondere ungerade, 27-periodische Funktionen interpolieren werden, de-
finieren wir den zugehdrigen Raum

n—1
Toung = {q € C[0,2x] : q(t) = Zbk sinkt, b € R} .
k=1

und formulieren die

Folgerung 6.2 Sei f € C|0,27] eine ungerade, 2m-periodische Funktion. Dann gibt
es genau ein ¢ € Ty, ung mit f(t;")) = q(tgn)), j=1,...,n—1.

Beweis: Wegen der Ungeradheit der Funktion f erfiillt sie f(0) = f(7) = 0 und

f(tgn)) = —f(tg?l)fj), j=1,...,n — 1.. Damit sind wir wieder in der Situation von
Satz 6.1. Wiederum wegen der Ungeradheit von f verschwinden die Koeffizienten ay,
k =0,...,n. Das trigonometrische Interpolationspolynom ¢, hat daher die Gestalt

Gn(t) = S0Z by sinkt € Ty g
O
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Indem wir die Koeffizienten az, k = 0,...,n,und by, k =1,...,n—1, in ¢ eintragen
und Additionstheoreme verwenden, erhalten wir

2n—1 n—1 2n—1
a(t) = th" +Z ( thn coskt )coskt
7=0 k=1 7=0
2n—1 2n—1
( Z f( tg” ) sin kt ) sin kt| + ( Z f( t§n ) cos nt ) cos nt
2n—1 n—1

1 1
= f(tg-")) [2— + - (Z (cos ktg-") cos kt + sin ktg-") sin kt))
non

k=1

1 n . n) .
—|—2— (cos nt; ) cos nt + sin nt; ) sin nt)]

n
2n—1 1 n—1
= Z f(t;”)) [% (1 +2 Zcos k(t — tgn)) + cosn(t — t§n))>] :

woraus wir erkennen, dafl

n—1
{Lg.)(t)- 2n<1+2§ coskt—t ))+Cosn(t—t§))>,]:0,...,2n—1}

k=1

(n)

eine Lagrange-Basis von T,, bildet, d.h. die Funktionen L;" erfiillen die Beziehung

L (1) = b

Wir fithren noch den zur trigonometrischen Interpolation zugehoérigen Interpolati-
onsoperator

P,:C[0,2r] — T,

ein. Zusétzlich definieren wir noch den zur trigonometrischen Interpolation ungera-
der Funktionen zugehdrigen Interpolationsoperator durch

Pn,ung = Pn|C7mg[0,27r}-

Sei n gerade. Dann betrachten wir die Zerlegung des Intervalls [0, 27r] mit den Aqui-
distanten Stiitzstellen
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Wegen der Beziehung
— [2j7
n/2
(Pl =S¢ (227) 200
=0

entspricht Interpolation beziiglich dieser Stiitzstellen gerade dem Interpolationsope-
rator

pn/2 : C[O, 27'('] — Tn/2

Wenn wir noch ausnutzen, daf§ die Funktion ¢ 27-periodisch ist und wir noch die
Stiitzstelle usln) zulassen, nimmt der Interpolationsoperator die Form

n

Pa)) =3¢ (227) 200 (67

an. Mit diesen Vorbereitungen konnen wir unsere Quadraturformeln entwickeln.

6.3 Quadraturformeln fiir die Anteile iiber I

Wir beschiiftigen uns zuerst mit der Entwicklung einer Quadraturformel fiir

1 27 -
—/ cot Z Sf'(a)da.
2m J, 2

Dazu interpolieren wir die Dichte £ durch ein trigonometrisches Interpolationspo-
lynom und integrieren dann exakt. Wir berechnen

1 2T o 1 27 -
ﬁ/(] cot T Eo)o ~ o 0 cot 225 (Pog) (o)) doo
1 2t o — 2n—1 !
= 5| cot (Zf(tgm)L(")(a)) do
T Jo =
2n—1
— Z f(tgn))Rgn)(s), 0<s<2rm
=0
mit
R = o [ eot T (o)
;o (8)= 5o 0 cot —5—(1;")'(o)do

Wir sind daran interessiert die Gewichte Rg-n)

das folgende

exakt zu berechnen. Dabei hilft uns
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Lemma 6.3 Im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes gilt fiir alle m € 7

2w o— s
/ cot 5 cosmodo = —2mwsinms, (6.8)
0

2m _
/ cot 2 5 ®sinmodo = 27 cosms. (6.9)
0

Beweis: Durch Substitution von o0 —s = t, do = dt, durch Hilfe der Additionstheo-
reme und unter Beriicksichtigung des Integrierens iiber eine volle Periode berechnen

wir
27 o—s 27 —s t
cot 5 cos(mo)do = cot 3 cos(mt +ms)dt
0 -5
2T t
= / cot <§> cos(mt + ms)dt
0
27 t
= cos(ms)/ cot <§> cos(mt)dt
0
2T t
— sin(ms)/ cot <§> sin(mt)dt.
0

Es ist cot (%) cos(mt) eine ungerade Funktion, weswegen das Integral {iber diesen
Ausdruck verschwindet. Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daf fiir alle m € Z

2m
t
/ cot (—) sin(mt)dt = 27
0 2
gilt. Wir berechnen

/0 " ot <%> sin(mt)dt = /0 " Zf:((:;;)) sin(mt)dt

N (e¥t/2) 4 e=ilt/2)) (gimt _ e—imt)dt
= 3 (@@ — ¢ )
1 2 efimt (62imt _ 1) ) .
I —i(t/2) it
- 2/0 T () ¢ e
1 or [ 2m—1
— _/ efzmt(l_i_ezt) Z ekt dt
2 Jo L k=0
1 or [ 2m—1 1 o 2m—1
— _/ e imt Z ikt dt + _/ efz(mfl)t Z ekt dt
2 0 L k=0 2 0 k=0
1 or [2m—1 1 or [2m—1
_ 1 S et gy 4 _/ 3 itbomine | gy
2 Jo L k=0 2 Jo k=0
= 747 =2
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Daraus gewinnen wir zudem

2w o— S 2w t
/ cot sinmodo = / cot —sinm/(t + s)dt
0 2 0 2

21 2
t . . t
= cosms cot 5 sin mtdt + sin‘ms cot 5 cos mitdt
0 0

= 2w cosms.
O
Dieses ermoglicht es uns die Ausdriicke Rg.n) exakt zu integrieren:
(n) L7 o-s( e (n) - (n)
RV (s) = . cot 5 —2st1nm(a—tj ) —nsinn(o —t;") | do
0 m=1
—1 [ 0—5 [ . (n) . (n)
= — cot 5 Z m (sm mo coS mtj — sin mtj coS ma) do
™ Jo —
L[ o—s ) o
—4— cot (sm no cos ntj — sin ntj coS na) do
™ Jo
1 [«
- _Z <Z m (cos mtg-") cosms + sin mtg-") sin ms))
n
m=1
1 (n) )
) (COS nt;" cosms + sinnt; ' sin ns)

n—1

1

- (Z mcos m(s — tg-")) + gcosn(s — tgn))> , j=0,...,2n—1.
1

n
m=

Insgesamt haben wir somit eine Quadraturformel mit den Gewichten R;n)(s) er-
halten, die trigonometrische Polynome ¢ € T,, exakt integriert. Ausgedriickt durch
unsere Operatoren bedeutet dieses

Wir werden von dieser Eigenschaft der Quadraturformel spéter Gebrauch machen.

Als néchtes wollen wir mit einer dhnlichen Idee eine Quadraturformel fiir

27r/\
%/0 Ks(s,0)¢ (0)do

herleiten. Da £(27) = £(0) = 0 und I/(\Q(s, o) in o stetig differenzierbar ist kénnen
wir zunéchst einmal partiell integrieren und erhalten

L Bs o) (0)do = —— [ Rols, 0)¢(0)do (6.11)

21 J, 2m J,
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wobei Ko(s,0) = %I/(;(s,a) ist. Nun konnen wir fiir festes s den Ausdruck
Ky(s,0)¢(0) beziiglich o durch

2n—1

(Pa(Fo(s, JE(D)(0) = 3 Fols, 1)) L7 (0)

(n)

interpolieren. Wegen fO% L;

(0)do = T approximieren wir

2n—1

1 27r_ 1 . 27
T Fr N NT T (6 ™) / [0
277/0 (5, 0)E(0)do - ; 25,7 | 1 (0)do

Diese Quadraturformel stimmt aufgrund der Periodizitdt des Kerns und der Wahl
der Stiitzstellen mit der zusammengesetzten Trapezregel iiberein. Fiir die numeri-
sche Umsetzung nehmen wir noch wahr, daf§ wir durch (5.24) eine Formel gegeben
haben, um den Kern K, auf der Diagonalen auszuwerten.

Als letztes Integral verbleibt

1 2m

o/ Hy(s,0)&(0)do.

Mit derselben Idee wie oben approximieren wir

2n—1

1 27 1 (n) (n) 27 (n)
_%/U Hy(s,0)&(0)do ~ —%;Hz(s,tj Je (1 )/0 L (0)do

was erneut mit der zusammengesetzten Trapezregel iibereinstimmt. Damit haben
wir fiir alle Anteile iiber I' Quadraturformeln entwickelt und wenden uns nun den
Anteilen iiber 0D zu.

6.4 Quadraturformeln fiir die Anteile tiber 0D

Da wir auf beide Integralgleichungen eine Kollokationsmethode anwenden wollen,
werden wir bei den Integralanteilen iiber 0D die gleiche Strategie wie bei den An-
teilen iiber T" verfolgen. Wir interpolieren also den Kern mit der Dichte durch ein
Interpolationspolynom und integrieren dann. Damit jeoch die Dimension des linea-
ren Gleichungssystems nicht zu grofl wird, interpolieren wir nur mit der Hélfte der
Stiitzstellen und nehmen dafiir an, daf§ n gerade ist.
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Wir beschiiftigen uns zuerst mit

1 2

=/ M (s,0)p(0)do.

Den Ausdruck M(s,o)p(c) konnen wir fiir festes s beziiglich o unter Ausnutzung
von (6.7) durch

n

Pn/2 (H(S, )(,0())(0’) = H(s, u;g"))gp(ugcn))Lgn/Q) (0_)

interpolieren. Wegen [ L") (5)do = 2% folgt

1 2r 1 . . " 27 "
—;/ M(s,0)p(0)do ~ —— ZM(s,ulsC ))c,p(ulgg ))/ ng m(a)da
0 0

Um eine Quadraturformel fiir

1 2m

- : Hi(s,0)p(0)do

zu bekommen, gehen wir vollkommen analog vor und erhalten wir wie in (6.12)

1 2T 2 n n "
1 / Hy(s,0)p(0)do ~ —= 3 Hy(s,u)p(u™).
™ Jo

n <
=1

Hierbei merken wir noch an, dafl sich der Kern des Doppelschichtpotentials, wie im
Beweis von Satz 5.20 gezeigt, durch

(v(z(1), £(1))
2|2(¢)?
stetig auf der Diagonalen fortsetzen 14f3t, was wir natiirlich bei der numerischen
Behandlung ausnutzen werden.

Wir hétten diese beiden Quadraturformeln auch durch direkte Anwendung der zu-
sammengesetzten Trapezregel erhalten kénnen. Allerdings bietet eine solche Vorge-
hensweise Vorteile bei der Fehlerabschétzung.
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6.5 Die Naherungsgleichungen

Zu den eben entwickelten Quadraturformeln wollen wir jetzt die zugehorigen Ope-
ratoren einfiihren. Dafiir definieren wir

1 2n71_ . .
(An€)(s) = —%;m(s,tﬁ- Ne™), 0<s<or (6.13)
2 ~~7 (n n
(Bug)(s) = ‘ﬁi;M(S’UE Ne(u™), 0<s<on (6.14)
1 2 - n n
(Ag)s) = =7 3 H(s.u")plw™), 05 <om (6.15)
~ 1 2n—1
(Bu)(s) = "3 2 Hy(s, t0)E(™), 0< s < om. (6.16)

Damit kénnen wir die diskretisierten Gleichungen in der Form

on+ A + Bubn =, (6.17)

Boon +Toén + Ak = g (6.18)

schreiben, (¢,,&,) € T2 X T ung, Wobei wir beriicksichtige, dafl Ty auf trigono-
metrischen Polynomen exakt ist. Die Anwendung einer Kollokationsmethode auf

(6.17) und (6.18) liefert

Pn,unanQOn + Pn,ungTofn + Pn,ungAngn = Pn,ungg- (620)

Aus Gleichung (6.20) bekommen wir aber unter Ausnutzung von Tp& € T, 4 fiir
€ € Ty ung (vgl. Lemma 6.3) die Nédherungsgleichung

pn,unanQOn + Tﬂfn + Pn,ungAngn = Fnung¥, (621)

die mit dem folgenden linearen Gleichungssystem &quivalent ist:

Bron (1) + Toln () + A& (1) = g(t), k=0,...,2n—1 (6.22)
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k=0,...,2n — 1. Die Gewichte Rg.n) haben dabei die explizite Form

n—1
(n) (4(n) 1 N
: - = IR Y
RV (") - (mg_lmcosm(k ])n + 2( ) ) ,

was bei der konkreten, numerischen Implementierung niitzlich ist.

Gleichung (6.19) ist Aquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

enl”) + (Angn) (") + (Babn) () = F(i), k=10 (623)
bzw.
9 n 1 2n—1
ealu”) = =37 H () pn () = - 37 Ho(u”, ()6 (1) = F(uf),
j=1 7=0
k=1,...,n.
Da & wegen der Ungeradheit die Eigenschaften f(tg.”)) = §(tg7fl)7j), j=1,....,n—1,
sowie £(0) = &(m) = 0 erfiillt, bemerken wir, dafl wir im insgesamten nur ein

(n+n—-1)x (n+n—1)=(2n—1) x (2n — 1) Gleichungssystem l6sen miissen.

Die Gleichungen (6.22) und (6.23) geben uns nun eine vollstéindig diskrete Methode
zur numerischen Losung unseres Ausgangssystems von Integralgleichungen.

6.6 Hilfsaussagen

Sei T), der folgende Unterraum von C[0, 2n]:

T, = {v € C[0,2x] - v(t) = Zam cos mt + me sinmt} :
m=0 m=1

Dann gilt offensichtlich . .
T,..CcT,CT,.

Weiterhin bezeichnen wir mit S,, den linearen Operator
S, L?[0,27] — T,

(Snf)) = Z fmeimt:

m=—n

wobei
. 1 [ 4
fm=— (s)e™"™ds

2m J,
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ist. S, f bezeichnet also gerade die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f. Wir
definieren

Eu(f) = inf [If = sulx.

Sn€ln

Da der Raum T, endlich dimensional ist, existiert ein trigonometrisches Polynom
Sp € T, mit
En(f) = IIf = 3all

Fiir unsere Abschéitzungen wird ein Ergebnis aus der Approximationstheorie benétigt.
Wir zitieren den ersten Approximationssatz von Jackson :

Satz 6.4 (Jackson) Sei f € C*[0,27], k € N. Dann gilt die folgende Abschitzung:

sup /0 (@ +8) = 8 (2)] -

En(f) <
(n+ 1)k 0<i< Lo

Beweis: [16], Kapitel IV oder [18], Kapitel 2.

Folgerung 6.5 Fiir f € C**[0,27] erhalten wir die Abschitzung

Ol _ P

(n+1)k+a = 7 phta

En(f) <3 (6.24)

Beweis: Falls f € C%%[0, 27| konnen wir abschitzen:

sup [|f(@+6) = f@)e < Ll

«
0<d< L n

Ist nun f € C%2[0,27], so ist f*) € C%2[0,27], wodurch bereits alles bewiesen ist.
0J

Satz 6.6 Der Operator S, besitzt die Darstellung

Suf)) == [ Duls = 015(6ds = = [ (0454 £t - 9)Du)ds (625)

mait dem Dirichletkern
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Beweis: [7], Kapitel 135.
Indem wir in (6.25) s = 2u substituieren erhalten wir

(S0 f)(t) = %/:(f(t +2u) + F(t — 2u)) Dy (2u)du. (6.26)

Wir konnen folgende Abschitzung angeben.

Lemma 6.7 Firn e N, n>1, gilt

2 2 1
—/2 Da(2)ldt < 1+ —-
0

™

Beweis: Wir zerlegen unser Intervall in die Segmente

Pamen) ™ [med)

Dann wenden wir auf das erste Segment die Abschitzung |sinnt| < n|sint| und
auf das zweite die Abschéitzung sint > 2¢ sowie die Abschitzung | sin(2n+1)¢| <1
an und bekommen

92 3 1 [2
= [T paen = < [
™ Jo ™ Jo

1 [z 1 /7 1
— 2 1)dt + = —dt
W/o (2n+1) +2/ "

™
2(2n+1)

sin(2n + 1)t
sint

K

1 1

Nun ist aber 2n + 1 < ne, also In(2n + 1) < 1 + Inn, womit alles gezeigt ist.

Folgerung 6.8 Ist f € C[0,2x], n > 1, so existiert ein C' > 0 mit
|Sn]loc < C'lnn.

Beweis: Da f stetig ist, ist f auf [0, 27] beschrdnkt. Wir kénnen unter Benutzung
von (6.26) und Lemma 6.7 abschétzen:

2 2
(S f) ()] < 2||f||oo;/ | Dn(2t)|dt < 2| flloo + In ]| £ oc,

0

woraus wir die Aussage erhalten.
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Satz 6.9 Firn > 1 existiert ein C > 0 mit

|Polloc < C'lnn.

Beweis: [9], Satz 11.4

OJ
Satz 6.10 Sei 0 < a < <1 und f € C*P|0,2x]. Dann gilt
Inn
| Pnf = flloa < CWW& (6.27)
wobei die Konstante C' von f unabhdngig ist.
Beweis: Unter Verwendung der Dreiecksungleichung erhalten wir
||pnf - f||0,a S ||pnf - Snf”(],a + ||Snf - f||0,a- (628)

p(f) := P,f — Snf ist ein trigonometrisches Polynom aus 7,. Um den ersten Sum-
manden auf der rechten Seite von (6.28) abzuschétzen, betrachten wir zunéichst den
Fall [t; — t3] > 1/n mit ¢1,t5 € [0, 27]. Dann gilt

p(f)(t1) = p(f)(t2)]
[t — 1o

< % ([lp(f)llse + Ip(F)lloc) = 20%{ID(f)lloc-

Falls |t; —t5| < 1/n ist, erhalten wir nach Anwendung des Mittelwertsatzes und der
Ungleichung von Bernstein ||¢'|| < nl[¢||oo, ¢ € Ty, (vgl. [16], Seite 83)

p(f)(t1) = p(f)(t2)]
[t — o[

<[t =t I (N)lloo < P (Hlloe < n°p(f)]l oo

Insgesamt folgt also
1p(H)lo.a < Cn*{[p(f)llc0- (629)

Es bezeichne nun §,,_; die beste Approximierende an f beziiglich (T},_1, ||.||s). Dann
bekommen wir unter Verwendung von Folgerung 6.8, Satz 6.9, der Dreiecksunglei-
chung sowie den Identitéiten s, ; = P,S, ; und §, 1 = 5,5, 1

P(lle < 1Paf = flloo + 1Saf = fllo
< Pof = Sn-illoe + 18n-1 = flloo + 190 f = Sn—i1lloc + [[5n—1 — fll
= ||Puf = PaSnilloe + Eni(f) + 1Snf — Sndn-illoc + En-1(f)
< ([[Palloc + D En—1(f) + (ISalloc + 1) En-1(f)
< ClnnE,_(f).
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Insgesamt erhalten wir somit fiir den ersten Summanden in (6.28) unter Verwendung
von Folgerung 6.5

[p(f)lo.0 < Cn*InnE,_i(f) < o

" |fls- (6.30)

nb-e

Es verbleibt den zweiten Summanden auf der rechten Seite in (6.28) abzuschétzen.
Wiederum mit Folgerung 6.5 berechnen wir

[Snf = fllse < ISnf = Snallsc + If = Sn-illoc < (ISnlloc + 1) En1(f)

lnn
< oMy, (6.31)

Nun miissen wir noch die Holderhalbnorm von S,, f — f abschétzen. Dafiir definieren
wir bei festem 0 den Differenzoperator

fs(@) = f(z +0) - f()
und die Mengen

A::{5:5|>1} und B::{(s:o<5|gl}.
n n

Damit erhalten wir mit Folgerung 6.5 und der Periodizitit von S, f und f

sup ||Sn(f6)a_ Jolle o {sup < max |(Snf)(t) — £(1)]
seA |6 | seA \t€[0,2m]
b e (50049~ 1(0+9))
< 2na||snf - f”oc
< On®(1 4+ ||Snlloc) En1(f)
lnn
< —|fls
Ferner gilt
sup 150 (f5) — filloo < sup {ilnnE (fé)}
5eB |62 seB | |0]”

und wegen a <  sowie E,(f) < ||f|leo: f € C[0,27], bekommen wir

C [ fslloo | ¢ 15—
< < @
sup{5|alnnEn(f5)} < sup{ |(5a|||f5||°°} C’lnnsup{ HE 9]

/EB
fls.

lnn
nﬁ a

IN

woraus wir nun mit (6.31)



74 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODE

Inn

1Snf = flloa < C—=|fls (6.32)

nb-e

folgern konnen. Die Abschétzungen (6.30) und (6.32) liefern dann die Behauptung.

O
Folgerung 6.11 Es sei f € CY[0,2n]. Dann gilt
|Pof = flloe < enllf'lloey  €n—0, n— o0,
Beweis: Wir wenden den Mittelwertsatz an und erhalten
fls <Iflle sup [z =y < Ol f']lcos
z,y € [0, 27]
T £y
woraus dann mit Satz 6.10 die Behauptung folgt.
O]

6.7 Konvergenzuntersuchungen

In diesem Abschnitt werden wir die Konvergenz der Naherungsoperatoren gegen die
Integraloperatoren untersuchen und anschlieflend eine Aussage iiber die Losbarkeit
des linearen Gleichungssystems aus Abschnitt 6.5 fiir grofie n machen. Wir wollen
uns dabei die bekannten Fehlerabschétzungen bei Projektionsmethoden zu nutze
machen.

Dazu betrachten wir eine Operatorgleichung erster Art der Form

S — Ly = f,

wobei wir annehmen, da} S : X — Y ein beschriankter, linearer Operator von
einem Banachraum X in einen Banachraum Y ist und eine beschrinkte Inverse
S~! besitzt, L : X — Y ein kompakter Operator ist, und S — L injektiv ist. Fiir
das Projektionsverfahren

Pn(S_L>90n = Pnf (633)
gilt dann der folgende Satz

Satz 6.12 Seien X und Y Banachriume, X, C X und Y, C'Y zwei Folgen von
Unterriumen mit dimX, = dimY, = n und P’ 'Y = VY, PX : X — X,

Projektionsoperatoren. Ferner gelte Y, = S(X,) und ||P,L — L|| — 0, n — oo.
Dann ist fiir hinreichend grofie n die Niherungsgleichung (6.33) eindeutig lGsbar.
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Beweis: [9], Satz 13.12.
0

In praktischen Rechnungen wird anstelle von (6.33) eine angeniiherte Gleichung der
Gestalt

Po(S — L)@ = Pafn (6.34)

gelost, wobei L,, eine Approximation an L ist und f,, die rechte Seite f approximiert.
Wir erhalten die

Folgerung 6.13 Unter den Annahmen von Satz 6.12 an die Operatoren S und L
gelte ferner (P,L, — P,L)Y — 0, n — oo, fir alle v € X und
|PyLy, — PoL||x,—y, — 0, n — oo. Dann ist fir hinreichend grofie n die Ndihe-
rungsgleichung (6.34) eindeutig losbar und es gilt die Fehlerabschdtzung

[&n — ¢l < C([[PnS¢ = Sol| + (| Ba(Ln — L)@l + (| Ba(fn = f)I]) (6.35)
mit einer positiven Konstanten C.

Beweis: [9], Korollar 13.13.
U

Um die Anwendbarkeit dieser Satze nachzuweisen, miissen wir stirkere Vorausset-
zungen an 0D und an die rechte Seite machen. Wir setzen wir von nun an voraus,
daB der Rand 8D so glatt ist, daB der Kern H; des Operators A einmal stetig dif-
ferenzierbar ist. Dann sind auch die Funktionen flgp und flncp, ¢ € C0, 2], einmal
stetig differenzierbar. Wenn wir dann noch annehmen, daf die rechte Seite in der
Gleichung

p+Ap+BE=f
eine Funktion aus C%?[0, 2] ist, folgt fiir die Losung ¢, da B¢ € C'[0, 27] liegt, daf
sie ebenfalls aus C%?[0, 27 ist. Das bedeutet aber, dafl wir die Operatoren A und B
als kompakte Operatoren auf C%?[0, 27| auffassen konnen. Unter diesen stiirkeren

Voraussetzungen werden wir die Konvergenzanalysis durchfiihren. Wir formulieren
noch einmal ein zusammenfassendes

Lemma 6.14 Fir 0 < «,f3,7,0 <1 und n € N sind die Operatoren

A A, Cl0,2m] — Co [0, 2m], (6.36)
B,B,:C"’0,2n] — C[0, 2] (6.37)
A A, C%P0,20] — C°°[0,2q], (6.38)
B,B,:Cyl0.2r] — C*[0,27], (6.39)

beschrdnkt und kompakt.
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Beweis: Wegen der stetigen Differenzierbarkeit der Kerne der Operatoren A, B, A
und B bilden diese Operatoren beschriinkt nach C'[0,2x] ab (vgl. Beweis zu Satz
5.18). Daher erhélt man unter Verwendung von Satz 2.26, daf sie kompakt nach
C1[0, 2] bzw. C*?[0, 27] abbilden.

Durch analoge Argumentation erhilt man auch die Aussagen fiir die Niherungs-
operatoren A,,, B, A, und B,.

O

Satz 6.15 Fir 0 < a,f<lunde,d >0mit0 <a+e<1,0<0d< (/2 sowie
£ € C2[0,2n] und ¢ € C%F|0,2n] gelten die Abschitzungen

Inn
(A=Al < Ci - 1€]]1,as
Inn
1B = Bu)pllo.a < Co—sll@llos
o~ Inn
1A = An)gllos = Ca—pllellos
- - Inn
1B = Bu)ellos = Ca——[l€]l1a-
Die Folgen
Ay Cnl0,27] = G0, 2],
B, : C°’l0,2x] — C2[0,27],
A, : C%0,27] — C%P[0,2x],
B,:Cyel0,2x] — C%Plo,2n],

konvergieren daher in der Norm gegen die Operatoren A, B, A bzw. B.

Beweis: Wir zeigen nur die Abschitzungen fiir die Operatoren A, und A,. Die
anderen Abschitzungen erhélt man analog. Es sei

1) = (1 6) ~ (A96) = o= [ {Fols,0)e(o) = BalFls JE()(0)) o
Mit Satz 6.10 kénnen wir fiir s € [0, 27|
Q)] < 1P (Fals JE0) ~ Kals, JEC)
< IPURo(s. E0) — Tl DO
< O Rl JEC o
< OBLRy(s, Yoare el
< 2,

nE
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abschétzen. Hierbei haben wir noch ausgenutzt, daf die ||.|[ stérker als |.|o, ist,
0 < v < 1. Fiir die Holderhalbnorm betrachten wir sq, sy € [0,27], s # so und
berechnen

ol (P(Rals1, JE0))(0) = Kol 0)<(0)

—(Pu(Ra(52, () (0) = K, 0)&(0))) do|

|d(E) (s1) — d(€)(52)]

(
)

< PR (51, )E() = Falsan JEL) (6.40)
—(Ka(s1,)€() = Kalsa, )E())[loo

< cm—”n(m(sl,.)f(.)—E<52,.>5<.>>||0,a+e

< 1“” 2 (Kolsr,) = Kalso Mloarell€llar (6.41)

Eine Anwendung des Mittelwertsatzes liefert noch

0 —
||K2(51,-) K2(52,-)||0a+s§0\51—52\a <H—K2 )Hm+HﬁK2(-;-)HO®>;

wodurch wir schliellich die Abschétzung

1
ld€lo < C" =
und insgesamt
Inn
(A = An)Ello.a <
erhalten. Damit folgt
A= Anlloa = sup [[(A=An)¢lloa <
l€ll1.a=1 l€ll1.a=1
Inn

Ebenso berechnen wir fiir s € [0, 27] und Satz 6.10

(o))~ (Aup)(s)| < © /02ﬂ|H1(8;0)<P(0)—Pn(Hl(Sa-)SO(-))(UHdU
< CJ[Hi(s, )o() = PualHi(s.)0( ) o2
< OB (s, )eCllos
< Ol (6.42)
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Die Abschétzung der Halbnorm folgt wegen der stetigen Differenzierbarkeit des
Kerns H; analog zu der Abschétzung (6.41) in Verbindung mit (6.42). Damit er-
halten wir

~ Inn

1A= Aullos = sup [[(A=A)gllos < sup Cs—lefos
llello,g=1 lllo,s=1 n
Inn

= 03—6—)0, n — 00.
n

Satz 6.16 Unter den Annahmen von Satz 6.15 sind die Folgen

Pn,ungAn : Cz},;zag[oa27r] - Tn,ung
Pn,unan . CO”B[O,QW] — Tn,ung
PojpA, : C¥P0,27] — T
Poj2By : Cpal0,2n] — Ty

normkonvergent mit den Grenzoperatoren A, B, A bzw. B.

Beweis: Seien ¢ € C%?(0,27] und £ € C;2 [0, 2x]. Die Dreiecksungleichung liefert

||Pn,ungAn§ - A§||0,a < ||Pn,ungAn§ - An€||0,a + ||An€ - Af”ﬂ,a- (6-43)

Fiir den ersten Summanden in Abschétzung (6.43) gilt nach Satz 6.10 und (6.36)

Inn Inn
||Pn,ungAn€ - AanO,a <C ne ||An€||0,a+a < o ne ||§||1,aa (6-44)
Satz 6.15 sagt auflerdem
Inn
||(An - A)§||0,a < C ||£||1,a- (645)

ne

Fiir den Operator A gehen wir analog vor. Es ist
| Prj2Ane — Apllog < |1Pajedne — Angllos + | An — Apllos-

Den ersten Summanden auf der rechten Seite schitzen wir mit Satz 6.10 und (6.38)

durch

Inn Inn

1Pu2 Ao = Autllos < Ol Anglloges < C'=Llgllos (646)

ab. Fiir den zweiten Summand gilt wegen Satz 6.15

~ ~ Inn
(A — A)pllo,s < CFH@HM- (6.47)
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Die Behauptung des Satzes folgt fiir P, ,n,A,, dann aus den Abschdtzungen (6.44)
und (6.45), die fiir P,j»A, aus den Abschitzungen (6.46) und (6.47). Die Normkon-
vergenz zeigt man dabei wie im Beweis zu Satz 6.15. Die Aussagen fiir Pn/gén und
P, ungBr, ergeben sich analog.

O

Folgerung 6.17 Die Folgen der Operatoren Py yngA, PnungB, Pn/Q/I und Pn/QB
konvergieren in der Norm gegen die Operatoren A, B, A bzw. B.

Beweis: Mit Hilfe der Dreiecksungleichung gilt
[ PrangA = All < [|Pajung(An = A) | + || Poung An — Al

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite gilt wegen Satz 6.16 || P, ungAn— Al — 0,
n — oo. Fiir den ersten Term folgt aufgrund von Satz 6.15 und Satz 6.9

2
ne

Die Aussagen fiir die anderen Operatoren folgen analog.
O

Folgerung 6.18 Die Folgen der Operatoren Py yngAn, PpungBn, Pn/gfin und Pn/QBn
konvergieren in der Norm gegen die Operatoren Py ,ngA, PpungB, Pn/gfl, Pn/QB.
Insbesondere konvergieren sie somit auch auf den Unterrdumen T, yny C C’i;lag[(), 27]
und Ty, ;o C C*P[0,27] in der Norm.

Beweis: Dies folgt wiederum aus Satz 6.15 und Satz 6.9 sowie der Abschéitzung

(Inn)?

||Pn,ung(An_A)|| < ClnnHA_AnH < o'— — 0, n — oo.
nE

Die Aussagen fiir die anderen Operatoren folgen analog.
O

Wie in Satz 2.7 fiihren wir auf dem Produktraum C%#[0,27] x C12 [0, 27] durch

ung

160, D)lloe = 12 V)l oo 2mix ety fo,0m) = WXL @ll05: |9 [l1,0}
[0,27] 9(0,27]

eine Norm ein. Wir sind nun in der Lage Folgerung 6.13 anzuwenden.
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Satz 6.19 Fir hinreichend grofie n hat das lineare Gleichungssystem bestehend
aus (6.22) und (6.23) fir rechte Seiten f € C%P[0,2n] und g € Cy;2[0,27] eine
eindeutige Losung. Wir bekommen die Fehlerabschdtzung

||(90a€) - ((ﬁnagn)noc < C (H(Pn/ana Pn,unggn) - (Pn/Qfa Pn,ungg)HOO

+||(Pn/2(An90 + an), Pn,ung(Ang + Bn@))
~(Ap + BE AL+ Bo)) o) (6.49)

wobei wir mit (@, &) die wahre Losung des Systems von Integralgleichungen bezeich-
nen und f, und g, die rechten Seiten f und g approximieren.

Beweis: Wir erinnern zunéchst daran, dafl unsere Ausgangsoperatorgleichung die

o (S + L) ( : ) - < J; ) (6.50)

hat, wobei ¢ € C*?[0,2n], £ € CL2[0,27], f € C*P[0,27] und g € C2 [0, 27] sind,
und die Operatoren durch

— ]dcoaﬁ[o,%} 0 . A B
S-( 0 T, und L= A1 B

gegeben sind. Dabei erfiillt S die Eigenschaft S(T5,/2 X Ty ung) = Thnj2 X Tung (VEL
Lemma 6.3) und S ist beschrinkt invertierbar. Der Operator L ist kompakt und
S — L ist injektiv, da der Operator

(Tdego omxci 0.0m T Q)+ C[0,27] X clhelo,2n] — C[0,27] x CL2 [0, 27]

ung ung

injektiv ist nach Satz 5.21 und C%P[0,27] C C]0, 27] ist. Wir definieren nun die
Operatoren L, und L} durch

L= ( PrungA  PoungB L= P e An PrangBa )

die wegen Folgerung 6.17 bzw. 6.18 die Beziehungen

|1 Ln — L||00,ﬁ[o,2ﬂ}xc,i;?g[0,2n} — 0, n— oo

1L — Ln||00ﬂ[0,27r}xci;?g[o,27r} —0, n—o0

erfiillen. Durch Anwendung von Folgerung 6.13 erhalten wir nun, daf} das lineare
Gleichungssystem bestehend aus (6.22) und (6.23) fiir rechte Seiten f € C%#[0, 27|
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und ¢ € C;;f;[(], 27] fiir hinreichend grofie n lésbar ist. Dariiberhinaus bekommen

wir die Fehlerabschéitzung

||(90a€) - ((ﬁnagn)noc < C (H(Pn/ana Pn,unggn) - (Pn/Qfa Pn,ungg)HOO

+||(Pn/2(An(P + an), Pn,ung(Ang + Bn@))
—(Ap+ B, AE + BY))o) (6.52)

Dabei bezeichen f, und g, Nédherungen fiir die rechten Seiten f und g.

6.8 Fehlerabschitzungen

Wir werden in diesem Abschnitt den Fehler ||(¢, &) — (¢n, &)l untersuchen. Dabei
werden wir uns auf den Fall analytischer rechter Seiten und analytischer Parame-
trisierungen fiir D und fiir I' und beschrianken.

Unter diesen Voraussetzungen folgt fiir die Kerne der auftretenden Integrale, dafl
auch diese analytisch sind, und mit Hilfe der Riesz-Theorie erhalten wir, daf§ auch
die Losung (i, &) des Systems von Integralgleichungen analytisch ist, d.h. die Funk-
tionen ¢ und ¢ sind analytisch. Dann benutzen wir die aus Satz 6.19 bekannte
Fehlerabschétzung und die folgenden beiden Sitze fiir die Analyse des Fehlerver-
haltens.

Satz 6.20 Sei g : R — R eine analytische und 2mw-periodische Funktion. Dann
existiert ein Streifen G := R x (=s,s) C C, s > 0, so daff g zu einer holomorphen
und 2m-periodischen Funktion g : G — C fortgesetzt werden kann. Der Fehler fiir
die trigonometrische Interpolation kann durch

coth %

sinh ns

1Png = glloe <M

abgeschdtzt werden, wobei M eine Schranke fiir die Funktion g auf G angibt.

Beweis: [9], Satz 11.7.

Satz 6.21 Sei g wie in Satz 6.20. Dann kann der Fehler

1 [ 1 X [
Rr(g) = — Hdt — — all
r(9) 27/0 g(t) 2n;g<n>
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der zusammengesetzten Trapezregel durch
|Rr(g)| < M(cothns — 1)
abgeschdtzt werden.

Beweis: [9], Satz 12.6.

Wir konnen die Abschéitzung aus Satz 6.20 auch durch
[Png = gllo < Ce™

ausdriicken, wobei C und s positive Konstanten sind, die von g abh#ngen. Ebenso
lassen sich auch entsprechende Fehlerabschitzungen fiir die Differenz (P,f — f)'
herleiten (siehe [15]). Da die C'*[0, 27]-Norm stérker als die C%®[0, 2] ist, erhalten
wir daraus

|1 Phg — glloe < Cne ™ < Ce ™,

Entsprechend kénnen wir auch den Fehler aus Satz 6.21 durch die Abschétzung
|Rr(g)] < Cem™™

zusammenfassen.

Fiir den ersten Ausdruck auf der rechten Seite in (6.49) bekommen wir unter der
Annahme, dal die Ndhrungen f, und g, exponentiell gegen f bzw. g konvergieren
die Abschétzungen

| Pajaf = fllopg < Cre 2™
||Pn,ungg - gHO,a S 02677152
und folglich
||(pn/2f7 Pn,ungg) - (f; g)”oo S maX{Cleigs% 02677152}- (653)

Dann schitzen wir die Ausdriicke

1Pz Ane — Aupllos + | Anp — Apllog < Cse™", (6.54)
| Prj2Bné — Bnéllos + [ Baé — BEllos < Cye ™ (6.55)

| Paj2Ansp — Agllo,s
||pn/QBn£ - Bf”o,,@

VANVA

sowie

||Pn,ungAn£ - ASHO,Q S ||Pn,ungAn5 - Pn,ungAgHO,a + ||Pn,ungA£ - Ag”o,aa (656)
||Pn,unan80 - B<P||0,a < ||Pn,unan80 - Pn,ungBSOHO,a + ||Pn,ungB<P - B<P||0,a-(6-57)
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ab. Fiir die zweiten Summanden auf der rechten Seite in (6.56) und (6.57) gilt

||Pn,ungA£ - Af”(],oz S 05677155
| PaungBe — Bolloa < Coe™™.

Auf die ersten Summanden wenden wir erneut Dreiecksungleichung an und erhalten

||Pn,ung(A - An)f”o,a < ||Pn,ung(A - An>€ - (A - An)€||0,a + ||(A - An)fHO,a

Inn

< O lItA = An)ellos + [1(A = An)Eoa.

Wenn wir aber die Abschitzungen aus dem Beweis zu Satz 6.15 sehen, erkennen
wir, daf§ auch

1Ay — A)El[o.0 < Cre ™ (6.58)
gilt. Ebenso folgt dann
| Poung Bup — PrungB#llo,a < Cge ™. (6.59)
Es verbleibt die Abschitzung
1(Paj2; PrungTo€) — (0, Tog) || < Coe ™. (6.60)

Damit konnen wir das folgende Ergebnis festhalten:

Satz 6.22 Fulls die Parametrisierung von 0D, die Parametrisierung I' und die
rechte Seite (¢, &) des Systems von Integralgleichungen analytisch sind, so gilt fir
die Niherungslosung (¢n,&n) und die wahre Losung (p, &) die Fehlerabschitzung

1(2ns &n) — (0, 6)]l00 < Ce™,

Dabei hingen die Konstanten s und C' nur von der rechten Seite (f,g) und den
Parametrisierungen z von 0D und v von I' ab.

Beweis: Die Aussage folgt aus den Abschitzungen (6.53)—(6.60) in Verbindung
mit der Fehlerabschitzung aus Satz 6.19.
0J

6.9 Ergebnisse numerischer Experimente

In diesem Abschnitt wollen wir einige numerische Testergebnisse vorstellen. Als
Testfunktion verwenden wir dabei

f(z)z%( 22—1>, z € C. (6.61)
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Die Funktion f ist holomorph in C\ [—1, 1] und stetig in +1. Infolgedessen stellt f
eine harmonische Funktion in C\ [—1, 1] dar. Wir legen daher um den Schlitz [—1, 1]
geeignete Geometrien, um unsere numerischen Experimente durchzufiihren. In den
Tabellen tragen wir den numerisch errechnten Wert und den Fehler |u(z,y)— f(z, y)|
ein. Wir werden deutlich die exponentielle Konvergenz erkennen.

Beispiel 6.23 Wir parametrisieren das Geradenstiick durch
I:={(0):te[-1,1]}
und die Ellipse durch
0D := {(3cost,2sint) : t € [0,27)}.

Offensichtlich sind sowohl I' als auch 0D analytisch.

-4 | | | | | I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 6.1: Ellipse mit Geradenstiick

Die Betrachtung der Punkte (1,1) und (—1,1) zeigt, da} sich auch das Konver-
genzverhalten symmetrisch verhélt. Auch fiir den Punkt (1,0.1), der nahe an einem
Endpunkt des Schlitzes liegt, stellen wir fest, dafl die exponentielle friih einsetzt.
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Punkt: (—1,1) Punkt: (0.25, —1)
n u Fehler u Fehler
8 | 1.134760134612 | 0.137259514901 || -1.374101356223 | 0.029194108780
16 | 1.278636654330 | 0.006617004816 || -1.402402784403 | 0.000892680599
32 | 1.272034717317 | 0.000015067803 || -1.403293936743 | 0.000001528260
64 | 1.272019648977 | 0.000000000536 || -1.403295464996 | 0.000000000007
128 | 1.272019649514 | 0.000000000000 || -1.403295465003 | 0.000000000000
Tabelle 6.1: Numerische Beispiele fiir das Geradenstiick mit Ellipse
Punkt: (1,0.1) Punkt: (1,1)
n u Fehler u Fehler
8 | 0.282161475107 | 0.042068261302 || 1.134760134612 | 0.137259514901
16 | 0.320459696991 | 0.003770039418 || 1.278636654330 | 0.006617004816
32 | 0.324214354117 | 0.000015382292 || 1.272034717317 | 0.000015067803
64 | 0.324229736335 | 0.000000000074 || 1.272019648977 | 0.000000000536
128 | 0.324229736409 | 0.000000000000 || 1.272019649514 | 0.000000000000

Beispiel 6.24 Wir parametrisieren das Geradenstiick durch

und den Drachen durch

I:={(t0):te

[—11]}

Tabelle 6.2: Numerische Beispiele fiir das Geradenstiick mit Ellipse

dD = {(2(cost + 0.65(cos 2t — 1)), 1.5sint) : t € [0,27)}.

Auch der Rand des Drachen ist offensichtlich analytisch parametrisiert.

Punkt: (—0.5,0.5)

Punkt: (—2.5,1)

n

u

Fehler

u

Fehler

16
32
64
128
256
012

0.943312227424
1.012321556673
1.029137266145
1.029085512787
1.029085513635
1.029085513635

0.085773286210
0.016763956962
0.000051752509
0.000000000848
0.000000000000
0.000000000000

0.896404173048
0.975275762537
1.081761112609
1.074734864739
1.075221723395
1.075221459561

0.178817286513
0.099945697024
0.006539653047
0.000486594822
0.000000263834
0.000000000000

Tabelle 6.3: Numerische Beispiele fiir das Geradenstiick und den Drachen
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_3 I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 6.2: Drache mit Geradenstiick

Punkt: (1,0.3) Punkt: (—1,—0.5)

n u Fehler u Fehler

16 | 0.399685083626 | 0.190532017313 || -0.655613902332 | 0.144628687887
32 | 0.562861082992 | 0.027356017947 || -0.803989757793 | 0.003747167573
64 | 0.590387280122 | 0.000170179182 || -0.800233883314 | 0.000008706905
128 | 0.590217050865 | 0.000000050074 || -0.800242590193 | 0.000000000026
256 | 0.590217100940 | 0.000000000000 || -0.800242590219 | 0.000000000000

Tabelle 6.4: Numerische Beispiele fiir das Geradenstiick und den Drachen

Aus den Tabellen 6.3 und 6.4 lesen wir wiederum die exponentielle Konvergenz ab.
Am Punkt (—2.5,1), der nah an der &ufleren Peripherie des Drachens liegt, sehen
wir, daf} die rasche Konvergenz erst bei einer relativ grolen Anzahl von Stiitzstellen
einsetzt.

Die folgenden beiden Beispiele dienen noch einmal zur Verifikation der exponentiel-
len Konvergenz bei anderen Geometrien des Bogens. Fiir diese Geometrien kénnen
wir jedoch keine geschlossene Losung angeben. Wir wéhlen hierbei als rechte Seiten
in den Gleichungen (6.23) bzw. (6.22) f(z) = —2(z} — 23) bzw. g(t) = sin .

Beispiel 6.25 Wir wihlen dieses Mal als Geometrie fiir den Schlitz einen Halb-
kreis und als Rand des Gebietes wiederum eine Ellipse. Die Parametrisierung des
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Halbkreises ist gegeben durch
T T
F::{( Tt si —t) e —1,1}
cos 51, sin o [ ]

und die der Ellipse durch

0D := {(2cost,5sint) : t € [0,27)}.

-2

-4

-6

Abbildung 6.3: Ellipse mit Halbkreis

Punkt: (0,0)

Punkt: (4,0)

Punkt: (—3,1)

8
16
32
64

128
256

-3.2382999394
-1.2513069654
-1.0564115803
-1.0522849802
-1.0522256160
-1.0522256163

13.8604614199
16.0501179196
16.0198349720
16.0199060964
16.0199068585
16.0199068585

10.3507002814
7.5153748279
6.8869567453
6.9469353675
6.9462957016
6.9462957012

Tabelle 6.5:

Numerische Beispiele fiir die Ellipse und den Halbkreis

Tabelle 6.5 zeigt auch bei einer anderen Geometrie des Schlitzes deutlich die expo-
nentielle Konvergenz.
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Beispiel 6.26 Als letztes Beispiel betrachten wir noch einmal einmal eine Ellipse,
dieses Mal wihlen wir allerdings als Schlitz einen nach rechts gedffneten Zweig einer
Parabel. Wir parametrisieren die Parabel durch

T={(t't):te[-1,1]}

und die Ellipse wiederum durch

dD := {(2cost,bsint) : t € [0,27)}

Wie bei den Ergebnissen zuvor werden wir auch hier wieder die erwartete exponen-
tielle Konvergenz des Verfahrens feststellen. Tabelle 6.6 zeigt die Ergebnisse.

Abbildung 6.4: Ellipse mit Parabel
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n | Punkt: (1,0) | Punkt: (4,0) | Punkt:(—3,1)
8 | 2.4339909254 || 13.8617162114 || 11.4158321767
16 | 1.6560478170 || 16.0491858098 || 8.5723384511
32 | 1.5239958539 || 16.0224469626 | 7.9418076767
64 | 1.5252088058 || 16.0225621636 || 8.0016808825
128 | 1.5251969390 || 16.0225626715 || 8.0010428959
256 | 1.5251969301 || 16.0225626715 || 8.0010428957

Tabelle 6.6: Numerische Beispiele fiir die Ellipse und die Parabel

6.10 Ausblick

Wir weisen zunichst darauthin, dafl es moglich ist, die Invertierbarkeit des Ope-
rators Ty = CEFL2[0,27] — CE2[0,27], k € N, nachzuweisen (vgl. [13]). Darauf
aufbauend kann man eine exaktere Fehleranalysis aufbauen als wir es in dieser Ar-

beit getan haben. In [15] wird zum Beispiel ein solcher Weg eingeschlagen.

Auflerdem last sich die Losungstheorie aus Kapitel 5 auf Systeme von offenen, paar-
weise disjunkten Bogen zu iibertragen. Seien 'y, k = 1,...,n die entsprechenden
Bogen. Mit {z* ., x}} bezeichnen wir die Endpunkte des k-ten Bogens. Dann setzen
wir mit einem Doppelschichtpotential iiber 0D und einem Doppelschichtpotential
tiber I' :== U;_,I'; mit einer Dichte der Form

ey @Woy)(s) _ thi(arccos(s)) 0
fiir K =1,...,n an. Die Sprungbeziehungen fiihren dann zu einem entsprechenden

Integralgleichungssystem, dessen Hauptbestandteil der Operator Tj ist. Mit Hilfe
der Riesz-Theorie kénnen wir dann auf die eindeutige Losbarkeit des Systems schlie-
Ben. Mit einer dhnlichen Idee ist es auch mdoglich, m einfach zusammenhéngende
Gebiete, die paarweise disjunkt sind und jeweils n,,, paarweise disjunkte Bogen ent-
halten, zu betrachten.

Dariiberhinaus kann als Erweiterung dieses Themas auch an das inverse Problem ge-
dacht werden. Eine denkbare Moglichkeit dafiir ist die Bestimmung der Randwerte
auf dem bekannten Bogen, eine weitere Mdglichkeit die Bestimmung des unbekann-
ten Randes.
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