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Kapitel 1EinleitungUm einen K�orper der Masse m und der spezi�s
hen W�arme 
 von der TemperaturT auf die Temperatur T + �T zu erw�armen bzw. abzuk�uhlen, mu� man ihm dieW�armemenge �Q = 
m�T (1.1)zuf�uhren bzw. entziehen.Zu einem Zeitpunkt t herrs
he in einem Punkt (x; y) einer Fl�a
he die Tempera-tur T (x; y; t). Wir heften an diesen Punkt (x; y) ein kleines Re
hte
k R der Kan-tenl�angen �x und �y an. Der W�arme
u� dur
h diese Fl�a
he werde mit F bezei
h-net, d.h. es ist F = F (x; y) = (F1(x; y); F2(x; y)):Dann ist die W�arme, die pro Sekunde in Ri
htung der positiven x-A
hse von R
ie�t n�aherungsweise gegeben dur
hF1(x; y)�y bzw. F1(x +�x; y)�y:Die pro Sekunde aus dem Re
hte
k R in der positiven x-Ri
htung austretendeW�arme wird daher gegeben dur
h(F1(x+�x; y)� F1(x; y))�y � �F1�x (x; y)�x�y:Mit einer analogen Betra
htung erhalten wir f�ur die in positiver y-Ri
htung austre-tende W�arme (F2(x; y +�y)� F2(x; y))�x � �F2�y (x; y)�y�x;so da� folgli
h die pro Sekunde dur
h R insgesamt austretende W�arme dur
h��F1�x (x; y) + �F2�y (x; y)��x�y = divF�x�y



8 KAPITEL 1. EINLEITUNGapproximiert wird.Mit forts
hreitender Zeit �ndet innerhalb der Fl�a
he ein W�armeaustaus
h statt,der si
h wie folgt quanti�zieren l�a�t: � bezei
hne Vektor der L�ange eins und Gein Geradenst�u
k der L�ange l, das senkre
ht zu � ist und ganz in der Fl�a
he ent-halten sei. Dann wird die in der Zeitspanne �t dur
h G hindur
hgehende W�armen�aherungsweise gegeben dur
h�Q = ��T�� l�t = � h grad T ; �i l�t; (1.2)wobei � eine positive Konstante, die sogenannte W�armeleitf�ahigkeit des K�orpersbezei
hnet. � h grad T ; �i hei�t der W�arme
u� in Ri
htung �. Ersetzen wir nun inder oben dur
hgef�uhrten Betra
htung F dur
h � grad T , so sehen wir, da� demRe
hte
k R w�ahrend der Zeitspanne �t dur
h den Proze� des W�armeaustaus
hsdie W�armemenge �Q � div(� grad T )�x�y�tzugef�uhrt bzw. entzogen werden mu�. Na
h (1.1) mu� aber�Q = 
m�T = 
��x�y�Tsein, wobei � die Massendi
hte der Fl�a
he bezei
hne. Infolgedessen istdiv(� grad T ) � 
��T�tworaus man dur
h Grenz�ubergang die Glei
hungdiv(� grad T ) = 
��T�t (1.3)erh�alt. Wegen div(� grad T ) = �( div grad T ) = ���2T�x 2 + �2T�y2 �k�onnen wir sie ebensogut in der Form�2T�x2 + �2T�y2 = 
�� �T�t (1.4)s
hreiben. Diese Glei
hung wird als Di�erentialglei
hung der W�armeleitung bezei
h-net.Ist die W�arme hinrei
hend lange ge
ossen, so stellt si
h ein Zustand ein, der dur
h�T=�t = 0 gekennzei
hnet ist. Die Temperaturverteilung ist dann zeitli
h konstant.



9Diese station�are Temperaturverteilung, die wir dur
h u(x; y) bes
hreiben wollen,gen�ugt dann der sogenannten Lapla
e's
hen Di�erentialglei
hung�2u�x2 + �2u�y2 = 0: (1.5)Diese Di�erentialglei
hung ist eine der wi
htigsten der mathematis
hen Physik.Funktionen, die dieser Di�erentialglei
hung gen�ugen, werden als harmonis
h be-zei
hnet.Wir wollen aber no
h einmal auf das Re
hte
k R zur�u
kkommen und annehmen,der W�arme
u� sei dur
h einen Ri� � in in der betra
hteten Fl�a
he R unterbro-
hen, d.h. die W�armeleitung h�ort entlang � auf. Mathematis
h bedeutet dies, da�die Normalableitung entlang des Risses vers
hwindet. Den Ri� selbst k�onnen wirmathematis
h dur
h einen Bogen modellieren.Dies bedeutet aber, da� die Funktion u ni
ht nur die Lapla
e's
he Di�erentialglei-
hung erf�ullen, sondern dar�uberhinaus au
h no
h ihre Normalableitung entlang desBogens vers
hwinden mu�.Ziel dieser Arbeit ist es, ein auf diese Weise motiviertes Problem f�ur ein einfa
hzusammenh�angendes Gebiet in der Ebene mit hinrei
hend glattem Rand, in dessenInneren si
h ein hinrei
hend glatter Bogen be�ndet, zu l�osen, wobei auf dem Randdes Gebietes Diri
hletdaten und auf dem Bogen Neumanndaten vorges
hrieben sind.F�ur eine L�osung eines sol
hen Problems werden wir verlangen, da� sie in denEndpunkten des Bogens stetig ist. Der Eindeutigkeitsbeweis wird mit Hilfe desGreen's
hen Satzes erbra
ht. Der na
hfolgende Existenzbeweis wird auf konstrukti-ve Art und Weise erbra
ht, indem wir eine L�osung als Summe eines Doppels
hi
ht-potentials �uber den Rand des Gebiets und eines Doppels
hi
htpotentials �uber denBogen su
hen. Motiviert wird eine sol
he Vorgehensweise dur
h [9℄, Kapitel 6, und[13℄. Dies f�uhrt auf eine lei
ht zu behandelnde Integralglei
hung zweiter Art und aufeine stark singul�are Integralglei
hung erster Art. Dur
h die Wahl einer Di
hte auseinem geeigneten Funktionenraum und Anwenden der Cosinus-Substitution k�onnenwir die Integralglei
hung erster Art �aquivalent in eine ebenfalls stark singul�are In-tegralglei
hung der Form12� Z 2�0 �
ot � � s2 �0(�) +K(s; �)�(�)� d� � 1� Z�DM(s; y)ds(y) = h(s)�uberf�uhren. Integralglei
hungen sol
her Form wurden bereits in [13℄ oder [15℄ un-tersu
ht. Wir zeigen, da� wir diese Integralglei
hung erster Art in eine Integralglei-
hung zweiter Art �aquivalent umformen k�onnen. Die Riesz-Theorie liefert s
hlie�li
hdie Existenz einer L�osung. Eine �Ubertragung unserer L�osungstheorie auf Systemevon paarweise disjunkten o�enen B�ogen ist ohne S
hwierigkeit m�ogli
h.



10 KAPITEL 1. EINLEITUNGDie numeris
he L�osung erfolgt mit einem Quadraturformelverfahren. Dieses wirdim se
hsten Kapitel dieser Arbeit vorgestellt. F�ur analytis
he B�ogen, analytis
heR�ander und analytis
he re
hte Seiten wird ein exponentielles Abklingen des Fehlersbewiesen. Numeris
he Experimente best�atigen die erzielten theoretis
hen Resultate.Das Programm daf�ur wurde in Matlab implementiert und die numeris
hen Experi-mente an den Computern des Instituts f�ur Numeris
he und Angewandte Mathema-tik der Universit�at G�ottingen dur
hgef�uhrt.



Kapitel 2GrundlagenIn diesem Kapitel werden wir die mathematis
hen Grundlagen aus der Funktio-nalanalysis, der Potentialtheorie, der Theorie der Integralglei
hungen sowie einigeTatsa
hen aus der Integrationstheorie zusammenstellen, die zur L�osung der in Ka-pitel 3 gestellten Aufgabe ben�otigt werden. Dabei sind die Ergebnisse aus der In-tegrationstheorie, hierbei handelt es si
h zum Beispiel um den Green's
hen Satz,f�ur den Na
hweis der Eindeutigkeit des in Kapitel 3 formulierten Problems n�otig,wohingegen die anderen Themen ihre Anwendung im Existenzbeweis �nden werden.Da wir uns Randwerte aus H�olderr�aumen vorgeben und die gesu
hten Di
hten eben-falls in diesen R�aumen liegen werden, f�uhren wir au
h die f�ur dieses Thema ben�otig-ten Resultate hier auf.Beginnen wollen wir jedo
h mit allgemeinen Voraussetzungen, die f�ur den Rest derArbeit Bestand haben.2.1 Allgemeine VoraussetzungenWir setzen im folgenden stets voraus, da� D � R2 ein einfa
h zusammenh�angendesGebiet mit C2-glattem Rand ist. Der Rand, wir bezei
hnen ihn mit �D, l�a�t si
hdaher dur
h eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion z darstellen. Wir d�urfenannehmen, da� sie 2�-periodis
h ist, d.h.�D = fz(s) : s 2 [0; 2�)g:Der Einheitsnormalenvektor � an �D sei stets na
h au�en orientiert.Ferner bezei
hne � � D einen abges
hlossenen Bogen der Klasse C3, d.h. es gilt� := f
(s) : s 2 [�1; 1℄g;wobei die Parametrisierungsfunktion 
 injektiv und dreimal stetig di�erenzierbarist, und zus�atzli
h _
(s) 6= 0 f�ur alle s 2 [�1; 1℄ erf�ullt. Die Endpunkte des Bogens



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGENbezei
hnen wir mit x��1 := 
(�1) und x�1 := 
(1). Zur Abk�urzung bezei
hnen wirmit �0 := � n fx��1; x�1g:das Innere des Bogens. Die Orientierung des Bogens ergibt si
h aufgrund der Dur
h-laufri
htung von x��1 na
h x�1. Unter t(
(s)) verstehen wir den dur
h diese Orien-tierung vorgegeben Einheitstangentialvektor an � an der Stelle 
(s), alsot(
(s)) = 1j _
(s)j _
(s);und mit �(s) = Pt(
(s)) bezei
hnen wir den Einheitsnormalenvektor an �, wobeiP dur
h die orthogonale Matrix P := � 0 1�1 0 �gegeben ist. Wir bemerken, da� es stets m�ogli
h ist, ein Intervall [a; b℄ � R und eineParametrisierungsfunktion ~
 : [a; b℄! �von � anzugeben, f�ur die _~
(t) = 1 f�ur alle t 2 [a; b℄ gilt. � hei�t dann bzgl. seinerBogenl�ange parametrisiert. Mit j�j bezei
hnen wir die L�ange des Bogens �, d.h.j�j := Z 1�1 j _
(t)jdt2.2 Die Grundl�osung der Lapla
e-Glei
hungIn diesem Abs
hnitt f�uhren wir die Grundl�osung der Lapla
e-Glei
hung ein undfassen ihre wi
htigsten Eigens
haften zusammen. Es sei daf�ur x = (x1; x2) 2 D undu 2 C2(D). Dann de�nieren wir den Lapla
e-Operator dur
h�u := �2u�x21 + �2u�x22 :Um spezielle L�osungen der Lapla
e-Glei
hung zu �nden, nutzt man die Rotationsin-varianz des Lapla
e-Operator � aus. Genauer bedeutet dieses, da� f�ur orthogonaleMatrizen Q 2 R2�2 gilt: �(u(Qx)) = (�u)(Qx):Daher versu
hen wir L�osungen zu �nden, wel
he die Formu(x) = v�qx21 + x22� = v(jxj)



2.2. DIE GRUNDL�OSUNG DER LAPLACE-GLEICHUNG 13haben. Es ist dann�2u�x2j (x) = 1jxjv0(jxj)� x2jjxj3v0(jxj) + x2jjxj2v00(jxj); j = 1; 2;woraus �u(x) = v00(jxj) + 1jxjv0(jxj) = 0folgt. Dur
h setzen von r = jxj ergibt si
h darausv00(r) + 1r v0(r) = 1r (rv0(r))0 = 0;weswegen aber rv0(r) glei
h einer Konstanten C1 sein mu�. Mit einer geeignetenKonstante C2 ergibt si
h v(r) = C1 ln(r) + C2:Aufgrund dieser Vor�uberlegung ma
ht es nun Sinn, die folgende De�nition vorzu-nehmen.De�nition 2.1 Die Funktion�(x; y) := 12� ln 1jx� yj (2.1)wird als Grundl�osung der Lapla
e-Glei
hung im R2 bezei
hnet.Wir werden kurz einige wi
htige Eigens
haften der Funktion � festhalten.Satz 2.2 F�ur x = (x1; x2); y = (y1; y2) 2 R2 , x 6= y, giltgrad x�(x ; y) = � 12� (x� y)jx� yj2 ; (2.2)grad y�(x ; y) = � grad x�(x ; y): (2.3)F�ur festes y 2 R2 ist � harmonis
h im R2 n fyg bez�ugli
h x.Beweis: Es ist �(x; y) = 12� ln [(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2℄� 12 , also���x1 (x; y) = 12� jx� yj �12jx�yj2(x1 � y1)jx� yj2 = � 12� x1 � y1jx� yj2 ;und aus Symmetriegr�unden folgt���x2 (x; y) = � 12� x2 � y2jx� yj2 ; alsograd x�(x ; y) = � 12� (x� y)jx� yj2 :



14 KAPITEL 2. GRUNDLAGENAnalog bere
hnet si
h grad y�(x ; y) = 12� (x� y)jx� yj2 :Ferner folgt�2��x21 (x; y) + �2��x22 (x; y) = � 12� jx� yj2 � 2(x1 � y1)2jx� yj4 � 12� jx� yj2 � 2(x2 � y2)2jx� yj4= 0: �2.3 Funktionalanalytis
he GrundlagenIm Existenzbeweis wird die sogenannte Riesz-Theorie eine wesentli
he Rolle spie-len. Sie beruht auf der Theorie linearer, kompakter Operatoren, die zwis
hen Ba-na
hr�aumen abbilden und gibt Auskunft �uber die L�osbarkeit von Operatorglei
hun-gen zweiter Art.An dieser Stelle wollen wir die daf�ur notwendigen Begri�e einf�uhren. Wir lehnenuns dabei an die Kapitel zwei und drei von [9℄ an, wo au
h die Beweise der Aussagenzu �nden sind.De�nition 2.3 Ein linearer Operator A : X ! Y von einem normierten RaumX in einen normierten Raum Y hei�t kompakt, falls er jede bes
hr�ankte Teilmengevon X in eine relativ kompakte Menge in Y abbildet.Satz 2.4 Linearkombinationen kompakter Operatoren sind kompakt.Beweis: [9℄, Satz 2.15. �Satz 2.5 Es seien X; Y; Z normierte R�aume und A : X ! Y , B : Y ! Z be-s
hr�ankte, lineare Operatoren. Dann ist das Produkt BA : X ! Z ein kompakterOperator, falls einer der Operatoren A oder B kompakt ist.Beweis: [9℄, Satz 2.16 �Wir wollen nun den Begri� des Integraloperators einf�uhren.



2.3. FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN 15Satz 2.6 Es seien G1; G2 ni
htleere, kompakte, Jordan-me�bare Mengen, die mitdem Abs
hlu� ihres Inneren �ubereinstimmen. Sei K : G1 � G2 ! C stetig. Dannhei�t der lineare Operator A : C(G2)! C(G1) gegeben dur
h(A')(x) := ZG2 K(x; y)'(y)ds(y); ' 2 C(G2); x 2 G1 (2.4)Integraloperator mit stetigem Kern K. Er ist ein bes
hr�ankter Operator mitkAk1 = maxx2G1 ZG2 jK(x; y)jds(y):Beweis: [9℄, Satz 2.8. �Satz 2.7 Seien Xi, i = 1; : : : ; n, normierte R�aume und Aik : Xk ! Xi lineareOperatoren. Auf dem karthesis
hen Produkt X = X1 � : : :�Xn de�nieren wir dieNorm k'k1 := maxi=1;:::;n k'ikXi; ' = ('1; : : : ; 'n) 2 Xund erkl�aren einen Operator A : X ! X dur
h(A')i := nXk=1 Aik'k; i = 1; : : : ; n:Sind alle Aik kompakt, so ist au
h A kompakt.Beweis: Es seien also alle Aik kompakt und es sei �'(m)�m2N � X eine bes
hr�ankteFolge, d.h. k'(m)k1 � C f�ur alle m 2 N und einem C > 0. Dann sind insbe-sondere au
h alle Teilfolgen �'(m)i �m2N � Xi, i = 1; : : : ; n bes
hr�ankt. Aufgrundder Kompaktheit des Operators A11 existiert ein  11 2 X1 sowie eine Teilfolge�'(m1(j))�j2N � �'(m)�m2N mit der Eigens
haftkA11'(m1(j))1 �  11kX1 ! 0; j !1:Wiederum wegen der Kompaktheit des Operators A12 existiert ein  21 2 X1 sowieeine Teilfolge �'(m2(j))�j2N � �'(m1(j))�j2N, so da�kA12'(m2(j))2 �  21kX1 ! 0; j !1:So fortfahrend erh�alt man s
hlie�li
h eine Teilfolge �'(mn2 (j))�j2N � �'(m)�m2N , diedie folgenden Eigens
haften erf�ullt: Es existiert ein  kl 2 Xl, so da�kAlk'(mn2 (j))k �  kl kXl ! 0; j !1; l; k = 1; : : : ; n:



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGENDann de�nieren wir  :=  nXk=1  k1 ; : : : ; nXk=1  kn!und bere
hnen mit der Dreie
ksunglei
hungkA'(mn2 (j)) �  kX = maxi=1;:::;n k(A'(mn2 (j)) �  )ikXi= maxi=1;:::;n




 nXk=1 �Aik'(mn2 (j))k �  ki �




Xi� maxi=1;:::;n nXk=1 


�Aik'(mn2 (j))k �  ki �


Xi ! 0; j !1:Die Behauptung folgt dann mit Hilfe von Satz 2.13 aus [9℄. �Bemerkung 2.8 Aus dem vorangegangenen Satz folgt, da� Ausdr�u
ke der Form� A11 A12A21 A22 �kompakte Operatoren sind, falls A11 : X1 ! X1, A12 : X2 ! X1, A21 : X1 ! X2und A22 : X2 ! X2 kompakte Operatoren sind. Diese Eigens
haft wird sp�ater vonzentraler Bedeutung sein.Im Existenzbeweis werden die auftretenden Integraloperatoren Integrale �uber denRand �D und �uber den Bogen � sein. Daher sind die beiden folgenden Resultatef�ur uns n�utzli
he.Satz 2.9 Der Integraloperator A : C(�)! C(�D) gegeben dur
h(A )(x) := Z�K(x; y) (y)ds(y); x 2 �D;  2 C(�);mit stetigem Kern K ist ein kompakter Operator.Beweis: Sei U � C(�) bes
hr�ankt, d.h. k k1 � C f�ur alle  2 U und einemC > 0. Dann gilt f�ur alle x 2 �D die Abs
h�atzungj(A )(x)j � Cj�j maxx2�D;y2� jK(x; y)j:Da K auf der kompakten Menge �D � � sogar glei
hm�a�ig stetig ist, existiert zujedem " > 0 ein Æ > 0, so da�jK(x; z)�K(y; z)j < "Cj�j



2.3. FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN 17f�ur alle x; y 2 �D und z 2 � mit jx� yj < Æ ist. Dann folgtj(A )(x)� (A )(y)j < "f�ur alle x; y 2 �D und alle  2 U , d.h. A(U) ist bes
hr�ankt und glei
hgradig stetigund somit na
h dem Satz von Arzela-As
oli relativ kompakt, wodur
h wir auf dieKompaktheit des Operators A s
hlie�en k�onnen. Die zweite Aussage ist dann einSpezialfall der ersten Aussage. �Folgerung 2.10 Der Integraloperator A : C(�D)! C(�D) gegeben dur
h(A')(x) := Z�DK(x; y)'(y)ds(y); x 2 �D; ' 2 C(�D);mit stetigem Kern K ist ein kompakter Operator.Beweis: Das ergibt si
h als Spezialfall aus Satz 2.9. �Wir erinnern no
h an den Satz von Bana
h.Satz 2.11 (Bana
h) Es seien X; Y Bana
hr�aume und A : X ! Y bes
hr�ankt undbijektiv. Dann ist der inverse Operator A�1 ein linearer bes
hr�ankter Operator vonY na
h X.Beweis: [10℄, Satz 12.3 �Wir wollen nun das Hauptresultat der Riesz-Theorie f�ur kompakte Operatoren fest-halten. X sei daf�ur ein normierter Raum. F�ur '; f 2 X bezei
hnet man die Glei-
hung '� A' = fals eine Operatorglei
hung zweiter Art, wobei A : X ! X ein linearer, kompakterOperator sei. In unserem Existenzbeweis werden hierbei meist H�olderr�aume oderder Raum der stetigen Funktionen die Rolle von X �ubernehmen, der Operator Awird ein Integraloperator mit stetigem Kern sein. Von zentraler Bedeutung ist nunderSatz 2.12 Sei A : X ! X ein kompakter linearer Operator auf einem normiertenRaum X. Dann ist der Operator Id�A genau dann injektiv, wenn er surjektiv ist.Falls er injektiv und somit au
h bijektiv ist, dann ist der inverse Operator (Id�A)�1bes
hr�ankt



18 KAPITEL 2. GRUNDLAGENBeweis: [9℄, Satz 3.4. �Daraus ergibt si
h dann unmittelbar eine L�osbarkeitsbedingung f�ur eine Integral-glei
hung zweiter Art.Folgerung 2.13 Sei A : X ! X ein kompakter, linearer Operator auf einem nor-mierten Raum X. Falls die homogene Glei
hung'� A' = 0nur die triviale L�osung ' = 0 besitzt, dann hat f�ur jedes f 2 X die inhomogeneGlei
hung '� A' = fgenau eine L�osung ' 2 X, und diese L�osung h�angt stetig von der re
hten Seite ab.Beweis: [9℄, Folgerung 3.5. �Das Problem, die Existenz einer L�osung einer Operatorglei
hung zweiter Art zu be-weisen, l�a�t si
h also darauf reduzieren, von der homogenen Glei
hung zu beweisen,da� sie nur die triviale L�osung ' = 0 besitzt.Wir erw�ahnen no
h das folgende Erbegnis, weil dur
h dieses eine wesentli
he Ideef�ur den Existenzna
hweis der Aufgabe aus Kapitel 3 pr�asentiert wird.Folgerung 2.14 Seien X; Y normierte R�aume und S : X ! Y ein bes
hr�ankter,linearer Operator, der eine bes
hr�ankte Inverse S�1 : Y ! X besitzt. Weiterhin seiA : X ! Y ein kompakter, linearer Operator. Dann besitzt die Operatorglei
hungS'� A' = f (2.5)f�ur jede re
hte Seite f 2 Y genau eine L�osung ' 2 X, falls die Operatorglei
hungS'� A' = 0nur die triviale L�osung ' = 0 besitzt. Die L�osung der Glei
hung (2.5) h�angt stetigvon der re
hten Seite ab.Beweis: Da S invertierbar ist, k�onnen wir die Operatorglei
hungS'� A' = f�aquivalent umformen in '� S�1A' = S�1f;wobei nun S�1A : X ! X ein kompakter Operator ist. Nun erhalten wir dur
hFolgerung 2.13 bereits die Aussage. �



2.4. ERGEBNISSE AUS DER INTEGRATIONSTHEORIE 192.4 Ergebnisse aus der IntegrationstheorieDie erste hier aufgef�uhrte Tatsa
he ist in einer verallgemeinerten Version unter demNamen Plateausatz bekannt. Wir werden dieses Ergebnis hier ledigli
h f�ur Kugelnbeweisen, was f�ur unsere Zwe
ke ausrei
hend ist.Satz 2.15 Es seien 0 < Æ < " und B[x; Æ℄ � B(x; ") � Rn . Dann existiert eineFunktion f 2 C1(Rn) \ C0(Rn) mit folgenden Eigens
haften:� 0 � f � 1� f jB[x;Æ℄ = 1� supp(f) � B(x; ")Beweis: Sei g : R ! R, g(t) := � e�1=t; t > 00; t � 0Dann ist g 2 C1(R) und g(t) � 0 f�ur alle t 2 R. Wir de�nieren eine Funktionf : Rn ! R dur
h f(x) := g("2 � jxj2)g(jxj2 � Æ2) + g("2 � jxj2) :Da der Nenner von f f�ur alle x 2 Rn unglei
h 0 ist, liegt au
h f 2 C1(Rn). Fernererf�ullt f die Eigens
haften f jB[x;Æ℄ = 1 und supp(f) � B(x; "). �Im folgenden tragen wir no
h einige Ergebnisse �uber Nullmengen zusammen.Satz 2.16 Es seien Q � Rp�1 ein kompakter, a
hsenparalleler Quader im Rp�1 undf : Q ! R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph von f , alsoG(f) := f(x; f(x)) 2 Rp jx 2 Qg, eine Nullmenge, d.h. V ol(G(f)) = 0.Beweis: Sei Q = [a1; b1℄� : : :� [ap�1; bp�1℄. Wir unterteilen die Intervalle [ai; bi℄ inTeilintervalle der L�ange (bi � ai)=n, i = 1; : : : ; p� 1. Es seiQk1:::kp�1 := �a1 + k1 b1 � a1n ; a1 + (k1 + 1)b1 � a1n �� : : :� �ap�1 + kp�1 bp�1 � ap�1n ; ap�1 + (kp�1 + 1)bp�1 � ap�1n � ;0 � k1 � n� 1; : : : ; 0 � kp�1 � n� 1. Es folgt, da�Q � n�1[k1=0 : : : n�1[kp�1=0Qk1:::kp�1 :



20 KAPITEL 2. GRUNDLAGENEs bezei
hne Mk1:::kp�1 := supff(t) : t 2 Qk1:::kp�1g undmk1:::kp�1 := infff(t) : t 2 Qk1:::kp�1g:Wegen der glei
hm�a�igen Stetigkeit von f auf Q, k�onnen wir nun n so gro� w�ahlen,da� jMk1:::kp�1 �mk1:::kp�1 j < "=V ol(Q) f�ur jeden Quader Qk1:::kp�1.Dann bere
hnen wirV ol(G(f)) � X0�k1�n�1 : : : X0�kp�1�n�1Qk1:::kp�1 jMk1:::kp�1 �mk1:::kp�1j< np�1 (b1 � a1) � � � (bp�1 � ap�1)np�1 "V ol(Q)= "woraus die Behauptung folgt. �Das eben erhaltene Resultat ist f�ur unsere Zwe
ke zu speziell. Aber wir k�onnen dieAussage auf beliebige o�ene Mengen verallgemeinern. Dabei hilft uns das vorberei-tendeLemma 2.17 Jede o�ene Menge H � Rn ist die Vereinigung abz�ahlbar vieler kom-pakter Quader, deren Inneres punktfremd ist.Beweis: [3℄, Seite 68, Hilfssatz 1. �Nun k�onnen wir Satz 2.16 verallgemeinern.Folgerung 2.18 Seien H � Rn�1 o�en, f : H ! R eine stetige Funktion. Dannist der Graph von f , G(f) = f(x; f(x)) : x 2 Hg eine Nullmenge in Rn .Beweis: Aus Lemma 2.17 folgt, da� si
h die o�ene MengeD als Vereinigung abz�ahl-bar vieler Quader darstellen l�a�t. Satz 2.16 sagt uns dann, da� auf jedem dieserQuader G(f) eine Nullmenge ist. Da die abz�ahlbare Vereinigung von Nullmengenwiederum eine Nullmenge ist, folgt die Behauptung. �Lemma 2.19 Sei H � Rn . Ist fGi; i 2 Ig eine beliebige o�ene �Uberde
kung vonH, so existiert eine abz�ahlbare Teilmenge I0 � I derart, da� au
h fGi; i 2 I0g eine�Uberde
kung von H ist.



2.4. ERGEBNISSE AUS DER INTEGRATIONSTHEORIE 21Beweis: DaH eine Teilmenge des Rn ist, enth�altH eine abz�ahlbar di
hte TeilmengeA. Es bezei
hne Q+ die Menge der positiven rationalen Zahlen und P die Mengeder Paare (a; r) 2 A� Q+ f�ur die B(a; r) in mindestens einer Menge Gi enthaltenist. P ist abz�ahlbar, da A�Q+ abz�ahlbar ist. Zu jedem (a; r) 2 P k�onnen wir einj(a; r) 2 I mit B(a; r) � Gj(a;r) w�ahlen. Sei I0 die Menge aller Elemente j(a; r).Ist x 2 H, so gibt es ein i 2 I mit x 2 Gi. Da Gi o�en ist, existiert ein " > 0 mitB(x; ") � Gi. Wegen der Di
htheit von A enth�alt B(x; "=3) ein a 2 A. B(a; 2"=3)ist in B(x; ") und folgli
h au
h in Gi enthalten. Daher gibt es ein r 2 Q+ mitx 2 B(a; r). Somit ist x 2 Gj(a;r), und dieGi mit i 2 I0 bilden daher eine abz�ahlbare,o�ene �Uberde
kung. �Die im n�a
hsten Satz de�nierte MengeM wird uns im Eindeutigkeitsbeweis wieder-begegnen. Da wir dort das Lemma von Fatou oder den Satz von Lebesgue anwendenm�o
hten, ist folgende Kenntnis von Bedeutung:Satz 2.20 Es seien H � Rn o�en und f : H ! R eine stetig di�erenzierbareFunktion. Dann ist die Menge M := fx 2 H : f(x) = 0; grad f (x ) 6= 0g � H eineNullmenge.Beweis: Seien a 2 M , Ua � H eine o�ene Umgebung von a. Dann istM \ Ua = fx 2 Ua : f(x) = 0g, und wegen grad f (a) 6= 0 existiert ein Indexi 2 f1; : : : ; ng, f�ur den �f�xi (a) 6= 0 gilt. Na
h eventueller Umnumerierung der Koor-dinaten k�onnen wir annehmen, da� �f�xn (a) 6= 0 und wegen der stetigen Di�erenzier-barkeit von f , k�onnen wir sogar voraussetzen, da� �f�xn (x) 6= 0 f�ur alle x 2 Ua ist.Ansonsten verkleinere man die Menge Ua. Es bezei
hnen nun x0 = (x1; : : : ; xn�1),x00 = xn, a0 = (a1; : : : ; an�1) und a00 = an. Dann giltf(a0; a00) = 0 und �f�x00 (a0; a00) 6= 0:Nun k�onnen wir den Satz �uber implizite Funktionen anwenden und erhalten o�eneUmgebungen U 0a � Rn�1 von a0 und U 00a � R von a00, U 0a � U 00a � Ua und eine stetigdi�erenzierbare Funktion g : U 0a ! U 00a mit g(a0) = a00, so da�M \ (U 0a � U 00a ) = f(x0; x00) 2 U 0a � U 00a : x00 = g(x0)g:In einer Umgebung des Punktes a l�a�t si
h also M als Graph einer Funktion gs
hreiben. Wir �uberde
ken nun M mit sol
hen o�enen Umgebungen U 0a � U 00a , d.h.M � [a2M U 0a � U 00a :Na
h Lemma 2.19 rei
hen bereits abz�ahlbar viele sol
her o�enen Mengen aus, umM zu �uberde
ken, d.h. M � 1[k=1U 0ak � U 00ak ;



22 KAPITEL 2. GRUNDLAGENwobei die ak passend gew�ahlt sind. In jeder dieser Mengen l�a�t si
h nun M alsGraph einer Funktion gak : U 0ak ! U 00ak s
hreiben. Auf die U 0ak und die Funktionengak , k = 1; 2; : : : k�onnen wir nun Folgerung 2.18 anwenden und benutzen, da� dieabz�ahlbare Vereinigung von Nullmengen wiederum eine Nullmenge ist, um s
hlie�-li
h die Aussage des Satzes zu erhalten. �Mit dem n�a
hsten Satz werden wir unseren Exkurs in die Integrationstheorie been-den.Satz 2.21 Der Bogen B eines rekti�zierbaren Weges b : [a; b℄! Rp, p � 2 ist eineNullmenge in Rp .Beweis: [7℄, Satz 202.7. �2.5 Der Green's
he SatzIm Eindeutigkeitsbeweis werden wir den Green's
hen Satz verwenden. Daher gebenwir ihn an dieser Stelle an. Unser Gebiet, auf das wir ihn anwenden wollen, wirdE
ken haben. Folgli
h werden wir hier eine hinrei
hend allgemeine Formulierungdes Gau�'s
hen Integralsatzes erw�ahnen, da mit diesem bekanntli
h der Green's
heSatz bewiesen wird.Satz 2.22 (Gau�'s
her Integralsatz) Sei G � Rn eine bes
hr�ankte o�ene Men-ge, die folgende Eigens
haften erf�ullt:� zu jedem Randpunkt x 2 �G gibt es eine Folge (xn)n2N � (Rn nG) mitxn ! x; n!1� �G = F1 [ : : : [ FN , wobei die Fi, i = 1; : : : ; N , regul�are Hyper
�a
henst�u
keder Klasse C1 sind, f�ur die gilt:Fi \ Fj = �Fi \ �Fj i 6= j:Dabei gilt f�ur ein regul�ares Hyper
�a
henst�u
k F mit Parameterberei
h T undParametrsierung x = x(t), t 2 T :�F := F n F = x(�T )� �F1 [ : : : [ �FN ist eine Jordan's
he Nullmenge.



2.6. DIE H�OLDERR�AUME C0;� UND CK;� 23Ferner sei f 2 C(G) \ C1(G), f : G! Rn mitZG j divf (x )jdx <1:Dann gilt ZG divf (x )dx = Z�G hf (y); �(y)i ds(y): (2.6)Beweis: [5℄, Kapitel VII, Paragraph 2. �Damit k�onnen wir nun den Green's
hen Satz formulieren.Satz 2.23 Es sei G wie in Satz 2.22. Dann gilt f�ur reellwertige Funktionenf 2 C(G) \ C1(G) und g 2 C1(G) \ C2(G) mitZG j div(f (x ) grad g(x )jdx <1der Green's
he SatzZG(f(x)�g(x) + h grad f (x ); grad g(x )i)dx = Z�G f(y)�g(y)�� ds(y)Beweis:Wir betra
hten die vektorwertige Funktion h := f grad g 2 C (G)\C 1 (G)und benutzen f�ur x 2 Gdivh(x ) = h grad f (x ); grad g(x )i+ f (x ) div grad g(x ):Dann folgt die Behauptung aus Satz 2.22. �2.6 Die H�olderr�aume C0;� und Ck;�Um die Abbildungseigens
haften der Integraloperatoren, die f�ur den Existenzna
h-weis einer L�osung des gestellten Problems verwendet werden, in befriedigender Wei-se angeben zu k�onnen, werden wir im nun folgenden die daf�ur ben�otigten H�olderr�aumekurz einf�uhren.De�nition 2.24 Eine reellwertige Funktion f , die auf einer Menge G � Rm de�-niert ist, hei�t glei
hm�a�ig h�olderstetig mit H�olderexponent 0 < � � 1, falls eineKonstante C > 0 existiert, so da�jf(x)� f(y)j � Cjx� yj�f�ur alle x; y 2 G gilt. Mit C0;�(G) bezei
hnen wir den linearen Raum aller Funktio-nen, die auf G de�niert, dort bes
hr�ankt und glei
hm�a�ig h�olderstetig mit H�older-exponent � sind. Der Raum C0;�(G) hei�t H�olderraum.



24 KAPITEL 2. GRUNDLAGENF�ur Funktionen f 2 C0;�(G) k�onnen wir eine Halbnorm verm�ogejf j� := supx; y 2 Gx 6= y jf(x)� f(y)jjx� yj�einf�uhren. Es gilt der folgendeSatz 2.25 Der H�olderraum C0;�(G) ist ein Bana
hraum mit der Normkfk� := supx2G jf(x)j+ jf j�Beweis: [9℄, Satz 7.2. �F�ur 0 < � < � � 1 gilt die Inklusion C0;�(G) � C0;�(G). Dar�uberhinaus ist essogar m�ogli
h, den Raum C0;�(G) in den Raum C0;�(G) kompakt einzubetten, fallsdie Menge G selbst kompakt ist.Satz 2.26 Sei 0 < � < � � 1 und G kompakt. Dann sind die EinbettungsoperatorenI� : C0;�(G)! C(G)und I�;� : C0;�(G)! C0;�(G)kompakt.Beweis: [9℄, Satz 7.4. �Sp�ater werden wir die speziellen R�aume der 2�-periodis
hen, k-mal glei
hm�a�igh�olderstetig di�erenzierbaren Funktionen ben�otigen, die wir mit Ck;�[0; 2�℄ be-zei
hnen. Dabei de�nieren wir die Funktionenr�aume Ck;�[0; 2�℄ induktiv, indem wirf 2 Ck;�[0; 2�℄ s
hreiben, falls f�ur die erste Ableitung von f gilt: f 0 2 Ck�1;�[0; 2�℄.Der Funktionenraum Ck;�[0; 2�℄ wird dur
h Einf�uhren der Normkfkk;� := k�1Xj=0 kf (j)k1 + kf (k)k�zu einem Bana
hraum.Als weiterer ben�otigter Funktionenraum wird der Unterraum der 2�-periodis
hen,k-mal glei
hm�a�ig h�olderstetig di�erenzierbaren Funktionen, die ungerade sind, auf-treten. Wir de�nieren diesen Raum dur
hCk;�ung[0; 2�℄ := �� : � ungerade, � 2 Ck;�[0; 2�℄	 ; k 2 N : (2.7)



2.6. DIE H�OLDERR�AUME C0;� UND CK;� 25Als abges
hlossene Teilmenge eines vollst�andigen Raums ist dieser Raum selbst wie-der vollst�andig. Aufgrund der Ungeradheit und der 2�-Periodizit�at von� 2 Ck;�ung[0; 2�℄ gilt �(0) = �(�) = �(2�) = 0.Dar�uberhinaus werden wir den Raum C1;�(�) ben�otigen. F�ur diese De�nition ge-ben wir zun�a
hst einmal eine von der Parametrisierung des Bogens unabh�angigeDe�nition des Gradienten auf dem Bogen an. Daf�ur seiGrad f (
(s)) := 1j_
(s)j2 d(f Æ 
)(s)ds _
(s):Diese Darstellung vereinfa
ht si
h zuGrad f (
(s)) = d(f Æ 
)(s)ds _
(s);falls � bzgl. seiner Bogenl�ange parametrisiert ist. Auf vollkommen analoge Weisel�a�t si
h so der Randgradient eines Gebietes mit hinrei
hend glattem Rand erkl�aren.F�ur f 2 C1(�) wird no
h die Di�erentiation na
h der Bogenl�ange eingef�uhrt:f 0(x) := �f�t (x) := hGrad f (x ); t(x )i :De�nition 2.27 Eine reellwertige Funktion f , die auf � � D de�niert ist, hei�tglei
hm�a�ig h�olderstetig di�erenzierbar mit H�olderexponent 0 < � � 1, falls eineKonstante C > 0 existiert, so da�jf 0(x)� f 0(y)j � Cjx� yj�f�ur alle x; y 2 � gilt. Mit C1;�(�) bezei
hnen wir den linearen Raum aller Funktio-nen, die auf � de�niert, dort bes
hr�ankt und glei
hm�a�ig h�olderstetig di�erenzierbarmit H�olderexponent � sind.Mit der Norm kfk1;� := kfk1 + kf 0k�wird C1;�(�) zu einem Bana
hraum.F�ur ges
hlossene Randkurven eines Gebietes und Funktionen '1 und '2 2 C1(�D)kann man mit Hilfe partieller Integration die FormelZ�D �'1(y)�t '2(y)ds(y) = � Z�D '1(y)�'2(y)�t ds(y)beweisen. Im Falle unseres Bogens � und einer Di
hte  , die an den Endpunktendes Bogens vers
hwindet, k�onnen wir dieses Ergebnis �ubertragen.



26 KAPITEL 2. GRUNDLAGENLemma 2.28 Es seien  und ' 2 C1(�) mit  (x�1) =  (x��1) = 0. Dann giltZ� �'(y)�t  (y)ds(y) = � Z� '(y)� (y)�t ds(y): (2.8)Beweis: Ohne Eins
hr�ankung d�urfen wir annehmen, da� � = f
(s) : s 2 [a; b℄gbzgl. seiner Bogenl�ange parametrisiert ist, d.h. j _
(s)j = 1 f�ur alle s 2 [a; b℄. Wirbere
hnen mit Hilfe partieller IntegrationZ� �'(y)�t  (y)ds(y) = Z ba �d(' Æ 
)(s)ds _
(s); t(
(s))� ( Æ 
)(s)ds= Z ba d(' Æ 
)(s)ds ( Æ 
)(s)ds= � Z ba (' Æ 
)(s)d( Æ 
)(s)ds ds= � Z� '(y)� (y)�t ds(y): �



Kapitel 3Die Formulierung des ProblemsIn diesem kurzen Kapitel werden wir unsere Aufgabenstellung formulieren. Diedaf�ur notwendigen Voraussetzungen sind in den vorangegangenen Kapiteln erbra
htworden.Die Aufgabe ist eine Koppelung eines Diri
hletproblems in einem Gebiet mit glat-tem Rand mit einem Problem, wie es in [14℄ behandelt wird, allerdings f�ur dieLapla
e-Glei
hung. Wir werden uns also in unserem GebietD no
h einen S
hlitz, re-pr�asentiert dur
h den Bogen �, vorgeben, auf dem die gesu
hte Funktion Neumann-Randwerte annimmt.De�nition 3.1 (Gekoppeltes Diri
hlet-Neumann-Problem) Gesu
ht ist ei-ne Funktion u 2 C2(D n �) \ (C(D n �)) mit existierenden Normalableitungen�u�(x)�� := limh!+0 h�(x); grad u(x � h�(x ))i ; x 2 �0; (3.1)im Sinne lokal glei
hm�a�iger Konvergenz und existierenden Grenzwertenu+(x) = limh!+0u(x+ h�(x)); x 2 �; (3.2)u�(x) = limh!+0u(x� h�(x)); x 2 �; (3.3)im Sinne glei
hm�a�iger Konvergenz, u� 2 C(�), die in den Endpunkten x�i , i =�1; 1, des Bogens stetig ist, die in D n � die Lapla
e-Glei
hung�u = 0; (3.4)die Diri
hlets
he Randbedingungu = f auf �D (3.5)und die Neumanns
he Randbedingung�u��� = g auf � (3.6)erf�ullt. Dabei sind f 2 C(�D) und g 2 C0;�(�) vorgegebene Funktionen.
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Abbildung 3.1: ProblemstellungDie Abbildung 3 verans
hauli
ht die Problemstellung.



Kapitel 4Der EindeutigkeitsbeweisIn diesem Kapitel werden wir den Na
hweis erbringen, da� die gestellte Aufgabeaus Kapitel 3 h�o
hstens eine L�osung besitzt. Die daf�ur notwendigen Vorbereitungensind im Abs
hnitt 2.4 erbra
ht worden.Da wir auf dem Rand unseres Gebietes �D Diri
hletdaten gegeben haben, k�onnteman die Idee haben, zun�a
hst einen Beweisversu
h �uber das Minimum-MaximumPrinzip zu starten. Leider kann dieses jedo
h ni
ht so einfa
h zum Erfolg f�uhren, dawir auf dem S
hlitz, der ja nun ebenfalls Rand des Gebietes ist, Neumann-Datengegeben haben. Die �ubli
he Art und Weise der Folgerung greift hier also ni
ht, dadie Werte einer L�osung auf dem S
hlitz ni
ht bekannt sind.Stattdessen werden wir den Beweis mit Hilfe des Green's
hen Satzes erbringen.Daf�ur m�ussen wir dessen G�ultigkeit unter unseren Voraussetzungen beweisen. W�urdeman den Green's
hen Satz naiv in unserem Gebiet mit S
hlitz auf eine L�osung uunseres Problems anwenden, die homogene Randbedingungen, also �u��� j� = 0 unduj�D = 0 erf�ullt, so sollte folgende Version des Green's
hen Satzes g�ultig sein:ZD j grad u(y)j2dy = 0 : (4.1)Genau dieses erwartete Ergebnis werden wir au
h beweisen k�onnen. Der hier dar-gestellte Beweis dieser Tatsa
he ist sehr elementar, da er au�er Lebesgue's
her In-tegrationstheorie keine weiteren Hilfsmittel ben�otigt.4.1 EindeutigkeitWir zeigen zun�a
hst die G�ultigkeit von (4.1):Lemma 4.1 Sei u eine L�osung des homogenen Problems aus Kapitel 3, d.h.uj�D = 0 und �u��� j� = 0. Dann giltgrad u 2 L2 (D); (4.2)



30 KAPITEL 4. DER EINDEUTIGKEITSBEWEISund die folgende Version des Greens
hen Satzes ist g�ultig:ZD j grad u(y)j2dy = 0 : (4.3)Beweis: Aufgrund der Voraussetzungen an den Bogen � und �D existieren ein"1 > 0 und ein "�1 > 0, wobei wir ohne Eins
hr�ankung annehmen d�urfen, da�" := "1 = "�1 gilt, sowie Umgebungen B(x�1; ") und B(x��1; ") mit den Eigens
haften:B(x�i ; ") � D; i = �1; 1 und B(x�1; ") \ B(x��1; ") = ;:Dur
h Anwendung von Satz 2.15 erhalten wir Funktionen v1 2 C1(D) mit supp(v1) �B(x�1; ") und v�1 2 C1(D) mit supp(v�1) � B(x��1; "), und v1jB(x�1;Æ1) = 1 sowiev�1jB(x��1;Æ�1) = 1 f�ur passende 0 < Æ1; Æ�1 < ". Wir de�nierenv := u(x�1)v1 + u(x��1)v�1;Dann ist o�ensi
htli
h v 2 C1(D) und v(x�i ) = u(x�i ), i = �1; 1. Im folgendenwerden wir nun die Funktion w := u � v betra
hten, die in den Endpunkten desBogens und auf �D vers
hwindet.Nun w�ahlen wir eine ungerade, monoton wa
hsende Funktion p 2 C1(R), de�niertdur
h p(s) := 8<: 0 : 0 � s � 1�3s3 + 14s2 � 19s+ 8 : 1 � s � 2s : s � 2 ; (4.4)und betra
hten eine Folge von Approximationsfunktionen de�niert dur
hwn := p(nw)n :Wegen der Wahl von p, vers
hwinden die Funktionen wn in der N�ahe der Endpunktedes Bogens und in einer Umgebung von �D.Au�erdem konvergiert (wn) glei
hm�a�ig gegen w, denn es istkwn � wk1 = supx2Dn�0 jwn(x)� w(x)j= supx2Dn�0 ����p(nw(x))n � w(x)���� :Es bezei
hneM1;n := supx2Dn�0�jw(x)j : 0 � jw(x)j � 1n�M2;n := supx2Dn�0�����p(nw(x))n � w(x)���� : 1n � jw(x)j � 2n� :



4.1. EINDEUTIGKEIT 31Dann gilt M1;n � 1=n und M2;n � 2=n+ 2=n = 4=n, alsokwn � wk1 � max fM1;n;M2;ng � 4n ! 0; n!1:Da wir den Green's
hen Satz anwenden wollen, konstruieren wir f�ur hinrei
hendkleines h > 0 eine um den Bogen � liegende, stetige Parallelkurve. Daf�ur sei'1(t) := 
(t)� h�(t); t 2 [�1; 1℄;'2(t) := 
(1) + t�(1); t 2 [�h; h℄;'3(t) := 
(t) + h�(t); t 2 [�1; 1℄;'4(t) := 
(�1) + t�(�1); t 2 [�h; h℄:Es bezei
hne S den dur
h diese Parallelkurve de�nierten S
hlau
h um �. Die Nor-male an �S orientieren wir in das Gebiet D n S.Da die Funktionen wn in der N�ahe von �D vers
hwinden, sind diese Funktionenhier konstant, also vers
hwindet grad wn ebenfalls in einer Umgebung von �D. Wirk�onnen daher auf D n S den Green's
hen Satz anwenden:ZDnS h grad wn(y); grad w(y)idy = Z�D wn(y)�w(y)�� ds(y)� Z�S wn(y)�w(y)�� ds(y)� ZDnS wn(y)�w(y)dy: (4.5)Es ist nun Z�S wn(y)�w(y)�� ds(y) = 4Xi=1 Z'i wn(y)�w(y)�� ds(y):Da die Funktionen wn in einer Umgebung der Endpunkte des Bogens vers
hwinden,existieren diese vier Integrale und es giltlimh!0Z'i wn(y)�w(y)�� ds(y) = 0; i = 2; 4:Aufgrund der glei
hm�a�igen Konvergenz der L�osung u in Ri
htung der Norma-len bzw. der lokal glei
hm�a�igen Konvergenz der Normalableitungen gegen stetigeFunktionen auf dem Bogen �, konvergieren die Integrale �uber die Wege '1 und '3gegen die Integrale �uber den Bogen mit jeweils umgekehrter Orientierung, alsolimh!+0Z'1 wn(y)�w(y)�� ds(y) = � Z�wn;�(y)�w(y)�� ds(y);limh!+0Z'3 wn(y)�w(y)�� ds(y) = Z�wn;+(y)�w(y)�� ds(y):



32 KAPITEL 4. DER EINDEUTIGKEITSBEWEISDabei bezei
hnen wn;+ und wn;� Funktionen wie in der De�nition des Problems ausKapitel 3. Da au�erdem die Funktionen wn in der N�ahe der Endpunkte des Bogensvers
hwinden, m�ussen au
h hier Umgebungen existieren, so da� grad wn(y) = 0 f�uralle y aus diesen Umgebungen gilt. Weil der Bogen � eine Nullmenge im R2 ist undweil die Funktionen wn au
h in einer Umgebung von �D vers
hwinden, erhalten wirs
hlie�li
hZD h grad wn(y); grad w(y)i dy = � Z�(wn;+(y)� wn;�(y))�w(y)�� ds(y)� ZD wn(y)�w(y)dy: (4.6)Sei M := fy 2 D n � : w(y) = 0; grad w(y) 6= 0g:Dann betra
hten wir den Ausdru
kh grad wn(y); grad w(y)i = p0(nw(y))j grad w(y)j2 (4.7)f�ur y =2 M . Falls w(y) = 0 und grad w(y) = 0 oder w(y) 6= 0 und grad w(y) = 0gilt, so vers
hwindet (4.7) f�ur alle n 2 N . Es gelte nun w(y) 6= 0 und grad w(y) 6= 0 .Dann existiert ein n 2 N , so da� jnw(y)j � 2, also p0(nw(y)) = 1. Fa�t man dieseAussagen zusammen und benutzt ferner, da� p eine monoton wa
hsende Funktionist, weswegen p0(s) � 0 f�ur alle s 2 R gilt, erhalten wir insgesamt0 � h grad wn(y); grad w(y)i = p0(nw(y))j grad w(y)j2 ! j grad w(y)j2 ; n !1:Mit Hilfe der S�atze 2.20 und 2.21 folgt, da� M [ � eine Nullmenge ist. UnterBenutzung von jp(nw(y))j � njw(y)j f�ur alle n 2 N s
h�atzen wir no
hZD h grad wn(y); grad w(y)idy � ����ZD h grad wn(y); grad w(y)idy����� Z� ��jwn;+(y)j+ jwn;�(y)j�� �����w(y)�� ���� ds(y)+ ZD jwn(y)jj�w(y)jdy� Z� ��jw+(y)j+ jw�(y)j�� �����w(y)�� ���� ds(y)+ ZD jw(y)jj�w(y)jdy =: C:ab. Dabei ist C > 0 eine feste Konstante, da beide Integrale auf der re
hten Seite exi-stieren und v�ollig unabh�angig von der Wahl von n sind. Folgli
h ist



4.1. EINDEUTIGKEIT 33h grad wn ; grad wi 2 L(D) eine Folge ni
htnegativer Funktionen, die fast �uberall ge-gen j grad w j2 strebt und deren Integral f�ur alle n 2 N dur
h C bes
hr�ankt ist. DasLemma von Fatou sagt uns jetzt, da� au
h h grad w ; grad wi = j grad w j2 2 L(D)ist, und infolgedessen grad w 2 L2 (D) sein mu�. Da grad w = grad u � grad v ,also grad u = grad w � grad v und grad v o�ensi
htli
h in L2(D) liegt, mu� au
hgrad u 2 L2 (D) sein, womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist.Wir de�nieren nun mit Hilfe von (4.4)un := p(nu)n :Wie oben folgt, da� un ! u, n!1, glei
hm�a�ig konvergiert.F�ur den Beweis der zweiten Aussage des Lemmas untersu
hen wir nun die IntegraleVi(h) := Z�B(x�i ;h) un(y)�u(y)�� ds(y); i = �1; 1; (4.8)und werden Vi(h)! 0; h! 0; (4.9)zeigen. Wir s
h�atzen daf�ur zun�a
hst abjVi(h)j � kunk1;�B(x�i ;h) Z�B(x�i ;h) 1 � �����u�� ���� ds� kunk1;�B(x�i ;h) Z�B(x�i ;h) 1ds! 12  Z�B(x�i ;h) �����u�� ����2 ds! 12= kunk1;�B(x�i ;h)p2�ph Z�B(x�i ;h) �����u�� ����2 ds! 12und erhalten, indem wir C := kunk1;�B(x�i ;h)p2� setzen,Z r0 jVi(h)j2h dh � Z r0 1hC2h Z�B(x�i ;h) �����u(y)�� ����2 ds(y)dh� C2 ZD �����u(x)�� ����2 dx� C2 ZD j grad u(x )j2dx= C2k grad uk2L2 (D) <1:Damit jedo
h R r0 jVi(h)j2h dh existiert, mu� notwendigerweise Aussage (4.9) gelten.



34 KAPITEL 4. DER EINDEUTIGKEITSBEWEISWeil un in einer Umgebung von �D vers
hwindet, mu� au
h grad un in einer Um-gebung von �D vers
hwinden. Wie oben im Beweis k�onnen wir wieder eine Parallel-kurve um den Bogen � legen und dann den Green's
hen Satz erneut auf das GebietD n (B(x�1; r) [B(x��1; r) [ S) anwenden. Wegen der Randbedingung �u�� j� = 0 ver-s
hwinden dann die Integrale, die wie oben gegen die Integrale �uber � konvergieren,ebenso vers
hwindet au
h das Integral �uber �D. Wir erhaltenZDn(B(x�1 ;r)[B(x��1;r) h grad un(y); grad u(y)i dy = � Z�B(x�1 ;r) un(y)�u(y)�� ds(y)� Z�B(x��1;r) un(y)�u(y)�� ds(y):F�ur r! 0 konvergieren die beiden Integrale auf der re
hten Seite wegen (4.9) gegen0, insgesamt erhalten wir alsoZD h grad un(y); grad u(y)i dy = 0:Wie oben de�nieren wir nun wieder~M := fy 2 D n � : u(y) = 0; grad u(y) 6= 0gund erhalten f�ur y =2 ~M0 � h grad un(y); grad u(y)i = p0(n(u(y))j grad u(y)j2 ;! j grad u(y)j2 ; n !1;also gilt diese Konvergenz, wie oben bereits gezeigt, fast �uberall. Da au�erdemj h grad un(y); grad u(y)i j � kp0k1j grad uj2 2 L(D)gilt, da kp0k1 bes
hr�ankt bleibt, k�onnen wir den Satz von Lebesgue von der majo-risierten Konvergenz anwenden und erhalten s
hlie�li
h, da�ZD j grad u(y)j2ds(y) = 0ist, womit au
h die zweite Aussage bewiesen ist. �Damit ergibt si
h nun m�uhelos derSatz 4.2 Das Problem aus Kapitel 3 hat h�o
hstens eine L�osung.



4.1. EINDEUTIGKEIT 35Beweis: Seien u1 und u2 zwei L�osungen des Problems und u de�niert dur
h u :=u1� u2. Dann ist u eine L�osung des Problems aus Kapitel 3 mit homogenen Rand-werten. Es folgt 0 = ZD j grad uj2dy ;und daher ist grad u = 0 in D n �. Also mu� u konstant sein in D n �. Da u = 0auf �D und u stetig auf D n � ist, folgt u = 0 auf D n �. Aus der homogenenRandbedingung �u��� j� = 0 erhalten wir s
hlie�li
h u = 0 in D und somit u1 = u2.�



36 KAPITEL 4. DER EINDEUTIGKEITSBEWEIS



Kapitel 5ExistenzWir bes
h�aftigen uns im weiteren mit der Existenzaussage des Randwertproblemsaus Kapitel 3.Zun�a
hst werden wir einige Ergebnisse aus der Potentialtheorie referieren, d.h. wirwerden Doppels
hi
htpotentiale �uber den Rand �D und �uber den Bogen � mit pas-senden Di
hten einf�uhren und die ben�otigten Eigens
haften von diesen au��uhren.Ans
hlie�end werden wir einen L�osungsansatz ma
hen, mit dessen Hilfe wir dasRandwertproblem in Integralglei
hungen �uberf�uhren. S
hlie�li
h weisen wir mit derRiesz Theorie die Existenz einer L�osung na
h.5.1 Einfa
hs
hi
ht- und Doppels
hi
htpotentialIn diesem Abs
hnitt werden die Potentiale, die zum Na
hweis der Existenz einerL�osung ben�otigt werden, eingef�uhrt und die n�otigen Eigens
haften na
hgewiesen.F�ur die Beweise werden wir daf�ur zum Teil auf [9℄ verweisen. Die notwendigenAussagen des Doppels
hi
htpotentials �uber den Bogen � werden wir beweisen.An dieser Stelle f�uhren wir zun�a
hst einmal einen Funktionenraum ein, den wir f�urdie De�nition des Doppels
hi
htpotentials �uber den Bogen � ben�otigen.De�nition 5.1 Es seiC1;�;�(�) := ( :  (x�1) =  (x��1) = 0; d( Æ 
)(s)ds = ~ (ar

os s)p1� s2 ; ~ 2 C0;�[0; �℄) :An dieser Stelle ers
heint es rei
hli
h unklar, warum wir gerade Di
hten aus diesemFunktionenraum betra
hten. Wir werden sp�ater eine heuristis
he Erkl�arung daf�urgeben, und im Laufe des Existenzbeweises wird si
h herauskristallisieren, warumdieser Funktionenraum von Bedeutung ist. Damit ist es uns nun m�ogli
h die Poten-tiale einzuf�uhren.



38 KAPITEL 5. EXISTENZDe�nition 5.2 Es sei ' 2 C(�D) und es sei  2 C1;�;�(�). Dann bezei
hnen wirmit u(x) := Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y); x 2 R2 n �D (5.1)das Doppels
hi
htpotential mit Di
hte ' �uber �D und mitv(x) := Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y); x 2 R2 n � (5.2)das Doppels
hi
htpotential mit Di
hte  �uber �.Satz 5.3 Das Doppels
hi
htpotential u mit Di
hte ' 2 C(�D) l�a�t si
h stetig vonR2 nD na
h R2 nD und von D na
h D mit den Grenzwertenu�(x) = Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y)� 12'(x); x 2 �D (5.3)fortsetzen, wobei u�(x) := limh!+0u(x� h�(x))und das Integral als uneigentli
hes Integral existiert.Beweis: [9℄, Satz 6.17 �Satz 5.4 Es seien ' 2 C0;�(�D) und 0 < � < 1. Dann l�a�t si
h der Gradient einesEinfa
hs
hi
htpotentialsw(x) := Z�D �(x; y)'(y)ds(y); x 2 R2 n �D (5.4)glei
hm�a�ig h�olderstetig von R2 nD na
h R2 nD und von D na
h D mit den Grenz-wertengrad w�(x ) = Z�D grad x�(x ; y)'(y)ds(y)� 12 �(x )'(x ); x 2 �D (5.5)fortsetzen, wobei das Integral als Cau
hy-Hauptwert zu verstehen ist. Ferner geltendie Abs
h�atzungenj grad w j�;R2nD � C�;�Dk'k�;�D ; j grad w j�;D � C�;�Dk'k�;�D ;wobei C�;�D eine von �D und � abh�angige Konstante ist.Beweis: [19℄ Satz 2.27. �Um die f�ur uns notwendigen Eigens
haften des Doppels
hi
htpotentials �uber � na
h-zuweisen, ben�otigen wir no
h das vorbereitende



5.1. EINFACHSCHICHT- UND DOPPELSCHICHTPOTENTIAL 39Lemma 5.5 F�ur x 6= y, x; y 2 R2 giltgrad x ��(x ; y)��(y) = �� ��x2 ��(x ; y)�t(y) ; ��x1 ��(x ; y)�t(y) �T (5.6)Beweis: Im Beweis sei�(y) = (�1(y); �2(y))T und t(y) = (t1(y); t2(y))T = (��2(y); �1(y))T :Wir bere
hnengrad x ��(x ; y)��(y) = grad x h grad y�(x ; y); �(y)i = � grad x h grad x�(x ; y); �(y)iund erhalten unter Ausnutzung, da� � die Lapla
e-Glei
hung erf�ullt��x1 h grad x�(x ; y); �(y)i = *� �2�x21�(x; y); �2�x1�x2�(x; y)�T ; �(y)++ �2�x22�(x; y)�1(y)� �2�x22�(x; y)�1(y)= � �2�x21�(x; y) + �2�x22�(x; y)� �1(y)+*� �2�x1�x2�(x; y); �2�x22�(x; y)�T ;� �2(y)��1(y) �+= �*� �2�x1�x2�(x; y); �2�x22�(x; y)�T ; t(y)+= � ��x2 h grad x�(x ; y); t(y)i= ��x2 h grad y�(x ; y); t(y)i = ��x2 ��(x; y)�t(y) :Vollkommen analog bere
hnet man��x2 h grad x�(x ; y); �(y)i = ��x1 h grad x�(x ; y); t(y)i = � ��x1 ��(x; y)�t(y) : �Satz 5.6 Das Doppels
hi
htpotential v mit Di
hte  2 C1;�;�(�) l�a�t si
h stetigvon R2 n � na
h � mit den Grenzwertenv�(x) = Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y)� 12 (x); x 2 � (5.7)



40 KAPITEL 5. EXISTENZfortsetzen, wobei v�(x) := limh!+0 v(x� h�(x))und das Integral als uneigentli
hes Integral existiert.Der Gradient des Doppels
hi
htpotentials kann stetig von R2 n� na
h �0 fortgesetztwerden und die Normalableitung von v ist gegeben dur
h�v�(x)�� = ���(x) Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y); x 2 �0: (5.8)Sie erf�ullt dar�uberhinaus die Beziehung���(x) Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y) = Z� ��(x; y)�t(x) � (y)�t ds(y); x 2 �0: (5.9)Beweis: Im Beweis bezei
hnen wir mit 1� die 
harakteristis
he Funktion auf demBogen �, d.h. 1�(x) := � 1; x 2 �0; sonst :Wir erg�anzen den C3-Bogen � zu einer ges
hlossenen C3-glatten Kurve ~� und setzendie Di
hte  dur
h eine Di
hte ~ dur
h~ (x) := �  (x); x 2 �0; sonstauf ~� fort, die wegen  (x�1) =  (x��1) = 0 stetig ist. Dann k�onnen wir auf~v(x) := Z~� ��(x; y)��(y) ~ (y)ds(y)die bekannten Sprungbeziehungen f�ur das Doppels
hi
htpotential mit Di
hte ~ 2C(~�) anwenden und erhalten f�ur x 2 �v�(x) = ~v�(x) = Z~� ��(x; y)��(y) ~ (y)ds(y)� 12 ~ (x)= Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y)� 12 (x):Zum Beweis der weiteren Aussagen de�nieren wir eine Funktionh(x) := � Z� ��(x; y)�t(y)  (y)ds(y); x 2 R2 n �;die wegen Lemma 2.28 und 5.5 die Beziehungenh(x) = Z��(x; y)� (y)�t ds(y); x 2 R2 n �;



5.1. EINFACHSCHICHT- UND DOPPELSCHICHTPOTENTIAL 41und grad v(x ) = � ��x2 h(x );� ��x1 h(x )�T = [ grad h(x )℄? ; x 2 R2 n � ;erf�ullt. Dabei bezei
hnen wir f�ur a = (a1; a2)T 2 R2 mit a? den Vektora? := � 0 1�1 0 � a:Dann betra
hten wir eine feste Stelle x 2 �0 und bezei
hnen mit �1 und �2 Teilb�ogenvon � mit der Eigens
haft x 2 �2 � �1 � �0. �1 erg�anzen wir zu einer ges
hlossenenKurve ~� der Klasse C3 und w�ahlen eine Funktion � 2 C1(�) mit �j�2 � 1 und�j�n�1 � 0. Es seien nunh1(x) := Z��(x; y)�(y)� (y)�t ds(y) = Z~��(x; y)�(y)1�1(y)� (y)�t ds(y);h2(x) := Z��(x; y)(1� �(y))� (y)�t ds(y) = Z�n�2 �(x; y)(1� �(y))� (y)�t ds(y);so da� also h = h1 + h2 gilt. Es ist dann �1�1 � �t 2 C0;�(~�) und wir k�onnen auf h1Satz 5.4 anwenden.F�ur unser oben gew�ahltes x ist h2 stetig di�erenzierbar und wir bere
hnen wegen
�(x)?; �(x)� = 0�v��� (x) = *� grad h1 (x )� 12 �(x )1�1 (x )�(x ) + grad h2 (x )�? ; �(x)+= *�Z� grad x�(x ; y)� (y)�t ds(y)�? ; �(x)+= D[ grad h(x )℄? ; �(x)E= h grad v(x ); �(x )i :Andererseits gilt aber au
hD[ grad h(x )℄? ; �(x)E = h grad h(x ); t(x )i= �Z� grad x�(x ; y)� (y)�t ds(y); t(x )�= Z� ��(x; y)�t(x) � (y)�t ds(y): �



42 KAPITEL 5. EXISTENZF�ur Di
hten ' 2 C(�D) und  2 C1;�;�(�) re
htfertigen die vorangegangen Ausf�uhrun-gen die Einf�uhrung folgender Integraloperatoren:(K�D')(x) := 2 Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y); x 2 �D; (5.10)(K� )(x) := 2 Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y); x 2 �D; (5.11)(S� )(x) := Z��(x; y) (y)ds(y); x 2 �; (5.12)(T�D')(x) := ���(x) Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y); x 2 �0; (5.13)(T� )(x) := ���(x) Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y); x 2 �0: (5.14)Den Operator S� haben wir eingef�uhrt, um darauf hinzuweisen, da� si
h wegen(5.9) T� dur
h S� ausdr�u
ken l�a�t dur
h die DarstellungT� = ��tS�� �t :Wir werden sp�ater auf die Abbildungseigens
haften einiger dieser Operatoren zur�u
k-kommen.5.2 Der L�osungsansatzDa das klassis
he Diri
hletproblem dur
h einen Doppels
hi
htpotentialansatz �uber�D gel�ost werden kann und wir auf �D Diri
hletdaten vorgegeben haben, werdenwir in unserer Ansatzfunktion ebenfalls mit einem Doppels
hi
htpotential �uber �Dansetzen.Da das Problem f�ur den o�enen Bogen im R2 in [14℄ dur
h einen Doppels
hi
htpo-tentialansatz �uber den Bogen gel�ost wurde, werden au
h wir diesen Weg eins
hlagen.Au
h die Glei
hung (5.8) re
htfertigt diese Vorgehensweise. Wir su
hen also eineL�osung u von der Formu(x) := Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y) + Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y); x 2 D n �; (5.15)mit den unbekannten Di
hten ' 2 C(�D) und  2 C1;�;�(�). Wir wollen hier einekurze Erkl�arung geben, warum wir Di
hen aus dem Raum C1;�;�(�) betra
hten.In Analogie zu den Arbeiten [13℄ und [15℄ erwarten wir einen stark singul�aren Kernbei der zugeh�origen Integralglei
hung f�ur den Bogen. Als Di
hte beim Hauptbe-standteil tritt die erste Ableitung der Ausgangsdi
hte auf. Da das entspre
hende



5.2. DER L�OSUNGSANSATZ 43Diri
hletproblem f�ur den o�enen Bogen mittels der Cosinus-Substitution gel�ost wur-de (siehe [9℄, Kapitel 7.6), ist es sinnvoll, f�ur die Ableitung von Di
hten aus C1;�;�(�)ein wurzelsingul�ares Verhalten vorzus
hreiben.Wir beweisen nun einen Satz, der den Zusammenhang zwis
hen unserer Ansatz-funktion und unserem Randwertproblem herstellt. Wir stellen dabei fest, da� wiraufgrund des o�enen Bogens eine "unangenehme" Integralglei
hung erster Art er-halten mit einem stark singul�aren Kern. Die zweite si
h ergebende Integralglei
hunghingegen ist von zweiter Art. Prinizipiell ist es die vom klassis
hen Diri
hletproblembekannte Integralglei
hung, die nun einen St�orungsterm mit Anteil �uber den Bogen� mit der unbekannten Di
hte  enth�alt.Satz 5.7 Die Funktion u l�ost das gekoppelte Diri
hlet-Neumann-Problem, falls 'und  dem folgenden System von Integralglei
hungen gen�ugen'(x)� (K�D')(x)� (K� )(x) = �2f(x); x 2 �D; (5.16)(T�D')(x) + (T� )(x) = g(x); x 2 �0: (5.17)Beweis: Seien ' 2 C(�D) und  2 C1;�;�(�) L�osungen der Glei
hungen (5.16)und (5.17) und u de�niert wie in (5.15). Dann erf�ullt u wegen 2.2 in D n � dieLapla
e-Glei
hung. Mit Hilfe der Sprungbeziehungen aus Satz 5.6 erhalten wiru�(x) = Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y) + Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y)� 12 (x); x 2 �;und wegen  (x�i ) = 0, i = �1; 1, folgt daraus die Stetigkeit von u in den End-punkten des Bogens. S
hlie�li
h ergeben eine weitere Anwendung des Satzes 5.6und des Satzes 5.3, da� die Normalableitung von u die Randwerte auf � und u dieRandwerte auf �D annimmt. �Wir bes
h�aftigen uns no
h mit der eindeutigen L�osbarkeit des Systems von Inte-gralglei
hungen.Satz 5.8 F�ur jede re
hte Seite (f; g) 2 C(�D)�C1;�(�) gibt es h�o
hstens ein paarvon Funktionen (';  ), wel
hes das System von Integralglei
hungen aus Satz 5.7l�ost.Beweis:Wegen der Linearit�at der Glei
hungen (5.16) und (5.17) rei
ht es zu zeigen,da� das homogene System nur die triviale L�osung besitzt. Sei daf�ur (';  ) ein Paarvon Funktionen, das das homogene System von Integralglei
hungen l�ost, d.h.'(x)� (K�D')(x)� (K� )(x) = 0 f�ur alle x 2 �D; (5.18)(T�D')(x) + (T� )(x) = 0 f�ur alle x 2 �0: (5.19)



44 KAPITEL 5. EXISTENZInfolgedessen l�ost unsere Ansatzfunktion u mit den Di
hten ' und  unser Rand-wertproblem mit homogenen Randbedingungen, wel
hes jedo
h dur
h die eindeutigbestimmte L�osung u � 0 gel�ost wird. Es folgt mit den Sprungbeziehungen f�ur denBogen � 0 = u+ � u� = 12 + 12 =  auf �:Es verbleibt also u(x) = Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y); x 2 D n �:Aus der Gestalt unserer Ansatzfunktion u aus (5.15) und wegen De�nition 5.2erkennen wir jedo
h, da� u au
h f�ur x 2 R2 nD erkl�art ist. Da u � 0 in D gilt unddur
h Anwenden von Satz 6.19 aus [9℄ erhalten wir die Beziehung0 = �u��� = �u+�� auf �D:Da u(x) = o(1), jxj ! 1 (vgl. [9℄, Seite 73) folgt mit der Eindeutigkeit des �au�erenNeumannproblems (vgl. [9℄, Satz 6.12) u � 0 in R2 nD. Damit erhalten wir dann0 = u+ � u� = ' auf �D:Also vers
hwindet au
h die Di
hte ' identis
h. �5.3 Die Integralglei
hung erster ArtUm die weitere Vorgehensweise zu re
htfertigen, s
hreiben wir unser System vonIntegralglei
hungen einmal in einer kompakten Matrixs
hreibweise auf:� IdC(�D) �K�D �K�T�D T� �� ' � = � �2fg � : (5.20)Da wir die Riesz-Theorie anwenden wollen, wird es unser Ziel sein, dieses System aufdie Form Id� A, A kompakt, umzuformen. Die erste der beiden Integralglei
hun-gen ist im Prinzip die vom klassis
hen Diri
hlet-Problem bekannte Integralglei
hungund liegt bereits in der gew�uns
hten Form vor. In der zweiten Integralglei
hung istT� der "unangenehme" Operator mit einem stark singul�aren Kern. Wir werdendiesen dur
h geeignete Umformungen in einen invertierbaren und einen kompak-ten Operator aufspalten und dann die gesamte zweite Integralglei
hung mit derInversen dur
hmultiplizieren, so da� unser Integralglei
hungssystem s
hlie�li
h diegew�uns
hte Form annimmt.



5.3. DIE INTEGRALGLEICHUNG ERSTER ART 45Wir bes
h�aftigen uns also zun�a
hst mit der Integralglei
hung (5.17), die wir wegen(5.9) au
h in der Form���(x) Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y) + Z� ��(x; y)�t(x) � (y)�t ds(y) = g(x); x 2 �0: (5.21)aufs
hreiben k�onnen. Wir werden die Parametrsierung des Bogens � benutzen unddana
h die sogenannte Cosinus-Substitution ausf�uhren, um eine eindimensionale In-tegralglei
hung mit einem Hauptbestandteil zu erhalten, der einem Integraloperatormit Hilbertkern �ahnli
h ist.Dazu bes
h�aftigen wir uns zun�a
hst mit dem zweiten Term auf der linken Seite in(5.21). Wir erinnern daran, da� _
(s) 6= 0 f�ur alle s 2 [�1; 1℄ gilt, setzenx = 
(t); y = 
(�)und bere
hnen damitZ� ��(x; y)�t(x) � (y)�t ds(y) = 12� Z 1�1 h
(t)� 
(�); _
(t)ij _
(t)jj
(t)� 
(�)j2 1j _
(�)j d( Æ 
)(�)d� j _
(�)jd�= 12�j _
(t)j Z 1�1 h
(t)� 
(�); _
(t)ij
(t)� 
(�)j2 d( Æ 
)(�)d� d�= 12�j _
(t)j Z 1�1(K1(t; �) +K2(t; �))d( Æ 
)(�)d� d�;indem wir K1(t; �) := 1t� � ;K2(t; �) := h
(t)� 
(�); _
(t)ij
(t)� 
(�)j2 �K1(t; �)de�nieren. K1 und K2 sind f�ur t 6= � stetig di�erenzierbar. Der Kern K2 kann jedo
hf�ur t = � stetig di�erenzierbar erg�anzt werden.Satz 5.9 K2 ist f�ur t = � stetig di�erenzierbar.Beweis: Im Beweis werden wir Taylorentwi
klungen
(t)� 
(�) = (t� �) Z 10 _
(� + s(t� �))ds (5.22)und _
(t)� _
(�) = (t� �) Z 10 �
(� + s(t� �))ds (5.23)



46 KAPITEL 5. EXISTENZbenutzen. Wir bere
hnen f�ur t 6= �K2(t; �) = h
(t)� 
(�); _
(t)ij
(t)� 
(�)j2 � 1t� �= (t� �) h
(t)� 
(�); _
(t)i � j
(t)� 
(�)j2(t� �)j
(t)� 
(�)j2= (t� �)2 DR 10 _
(� + s(t� �))ds; _
(t)E� (t� �)2j R 10 _
(� + s(t� �))dsj2(t� �)3j R 10 _
(� + s(t� �))dsj2= DR 10 _
(� + s(t� �))ds; _
(t)� R 10 _
(� + s(t� �))dsE(t� �)j R 10 _
(� + s(t� �))dsj2= DR 10 _
(� + s(t� �))ds; R 10 ( _
(t)� _
(� + s(t� �))) dsE(t� �)j R 10 _
(� + s(t� �))dsj2= DR 10 _
(� + s(t� �))ds; R 10 (1� s) R 10 �
(� + (� + s+ �s)(t� �))d�dsEj R 10 _
(� + s(t� �))dsj2 :Als Grenzwert ergibt si
h K(t; t) = h _
(t); �
(t)i2j _
(t)j2 :Mit Hilfe der Taylorentwi
klung l�a�t si
h au�erdem na
hre
hnen, da� f�ur den Dia-gonalwert der Ableitung von K2 na
h ���� K2(�; �) = h _
(�); ...
 (�)i6j _
(�)j2 + j�
(�)j24j _
(�)j2 � h _
(�); �
(�)i22j _
(�)j4 (5.24)gilt. Ebenso weist man na
h, da� au
h ��tK2(t; t) eine stetige Funktion ist. �F�ur x =2 �D, also insbesondere f�ur x 2 �0 d�urfen wir im Ausdru
k���(x) Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y)Di�erentiation und Integration vertaus
hen. Wir bere
hnen f�ur den Kern diesesIntegrals���(x) ��(x; y)��(y) = 12� ���(x) � x� yjx� yj2 ; �(y)�= 12� � grad x 1jx � y j2 ((x1 � y1 )�1 (y) + (x2 � y2 )�2 (y)) ; �(x )�= jx� yj�42� �� jx� yj2�1(y)� 2 hx� y; �(y)i (x1 � y1)jx� yj2�2(y)� 2 hx� y; �(y)i (x2 � y2) � ; �(x)� ;



5.3. DIE INTEGRALGLEICHUNG ERSTER ART 47und de�nieren mit Hilfe der Parametrisierung von � und na
h Multiplikation mit2�j _
(t)j M(t; y) := 2�j _
(t)j ���(
(t))) ��(
(t); y)��(y) : (5.25)Nun k�onnen wir zu unserer Integralglei
hung (5.21) zur�u
kkehren, die wir dur
hMultiplikation mit j _
(t)j und unter Benutzung der oben dur
hgef�uhrten Umfor-mungen f�ur t 2 (�1; 1) in der �aquivalenten Form12� Z�DM(t; y)'(y)ds(y)+ 12� Z 1�1(K1(t; �)+K2(t; �))d( Æ 
)(�)d� d� = g(
(t))j _
(t)jdarstellen k�onnen. Dur
h Substitution von t = 
os s; s 2 (0; �); � = 
os � und dur
hSetzen von h(t) := j _
(t)jg(
(t)) erhalten wir die Integralglei
hungh(
os s) = 12� Z�DM(
os s; y)'(y)ds(y) + 12� Z �0 (K1(
os s; 
os �)+K2(
os s; 
os�))d( Æ 
)(
os �)d 
os � sin�d�: (5.26)Da  (x�1) =  (x��1) = 0 gilt, k�onnen wir die Abbildung � 7!  Æ 
(
os �) zu einerungeraden Funktion auf [0; 2�℄ verm�oge�(�) :=  Æ 
(
os �) � sign(� � �); � 2 [0 ; 2�℄ (5.27)fortsetzen. Die so erhaltene Funktion ist sogar glei
hm�a�ig h�olderstetig di�erenzieb-ar.Lemma 5.10 Die in (5.27) de�nierte Funktion � erf�ullt die Eigens
haften� 2 C1;�ung[0; 2�℄ und es ist�0(�) = d�(�)d� = �j sin�jd( Æ 
)(
os �)d 
os � (5.28)Beweis: Es ist �(�) = �  (
(
os �)); � 2 [0; �℄� (
(
os �)); � 2 [�; 2�℄ :Zun�a
hst einmal k�onnen wir f�ur � 2 (0; 2�) n f�g folgendes bere
hnend�(�)d� = 8<: d( Æ
)(
os �)d 
os� (� sin �); � 2 (0; �)�d( Æ
)(
os �)d 
os� (� sin �); � 2 (�; 2�)= �j sin�jd( Æ 
)(
os �)d 
os� ; � 2 (0; 2�) n f�g



48 KAPITEL 5. EXISTENZDa  2 C1;�;�(�) ist, existiert ein ~ 2 C0;�[0; �℄ mitd( Æ 
)(s)ds = ~ (ar

os s)p1� s2 :Daraus erhalten wir d�(�)d� = �j sin�j ~ (ar

os 
os �)p1� 
os2 �= � ~ (ar

os 
os �) 2 C0;�ger [0; 2�℄: �Folgli
h k�onnen wir die Glei
hung (5.26) f�ur s 2 (0; �) dur
hh(
os s) = 12� Z�DM(
os s; y)'(y)ds(y)� 12� Z �0 (K1(
os s; 
os �) +K2(
os s; 
os �))�0(�)d� (5.29)ausdr�u
ken. Als n�a
hstes bemerken wir, da� K1(
os s; 
os�) eine in � bzgl. � auf[0; 2�℄ gerade Funktion ist. Ebenso ist � bzgl. � auf [0; 2�℄ eine ungerade Funktion,also �0 eine gerade Funktion, woraus folgt, da�12� Z �0 1
os s� 
os ��0(�)d� = 14� Z 2�0 1
os s� 
os ��0(�)d� (5.30)gilt. Mit einer analogen Argumentation f�ur K2(
os s; 
os �)�0(�) erhalten wir12� Z �0 K2(
os s; 
os �)�0(�)d� = 14� Z 2�0 K2(
os s; 
os �)�0(�)d�: (5.31)Wir de�nieren nun� ~h(s) := �2h(
os s) = �2j _
(
os s)jg(
(
os s)),� ~M(s; y) :=M(
os s; y),� ~K1(s; �) := K1(
os s; 
os �)� ~K2(s; �) := K2(
os s; 
os �)und erhalten aus Glei
hung (5.29) und den Beziehungen (5.30) und (5.31)~h(s) = � 1� Z�D ~M(s; y)'(y)ds(y) + 12� Z 2�0 ( ~K1(s; �) + ~K2(s; �))�0(�)d�: (5.32)Da 
os(t + �) = 
os(� � t) gilt, ma
ht es Sinn, diese Integralglei
hung auf alles 2 (0; 2�) n � auszudehnen. Wir bes
h�aftigen uns nun mit der �Aquivalenz der In-tegralglei
hung (5.17) und (5.32), wozu wir folgendes Resultat formulieren k�onnen:



5.3. DIE INTEGRALGLEICHUNG ERSTER ART 49Satz 5.11 Falls das Paar (';  ), ' 2 C(�D) und  2 C1;�;�(�) eine L�osung derIntegralglei
hung (5.17) ist, so erhalten wir dur
h�(�) := ( Æ 
)(
os �)sign(� � �); � 2 [0 ; 2�℄; (5.33)� 2 C1;�[0; 2�℄ und ' ein Paar von Funktionen, das eine L�osung der Integralglei-
hung (5.32) ist und umgekehrt. Dabei ist � eine ungerade Funktion.Beweis: Da  2 C1;�;�(�) und 
 eine regul�are Parametrisierung von � ist, folgt ausLemma 5.10, da� � 2 C1;�[0; 2�℄ ist. �Uberdies ist � eine ungerade Funktion. Da�' und � L�osungen von (5.32) sind, falls ' und  (5.17) l�osen, folgt dann aus denUmformungen der Ausgangsintegralglei
hung.Es seien nun umgekehrt ' und � L�osungen der Integralglei
hung (5:32). Wir wollenbeweisen, da�  (
(t)) := �(ar

os t); t 2 [�1; 1℄aus dem Funktionenraum C1;�;�(�) ist. Wegen der Ungeradheit und 2�-Periodizit�atvon � gilt �(0) = �(�) = 0, also gilt au
h  (x��1) =  (x�1) = 0. Dur
h Di�erentiationvon � bere
hnen wir  0(
(t)) = ��0(ar

os t)p1� t2 :Da � 2 C1;�[0; 2�℄ ist, erhalten wir  2 C1;�;�(�). Damit k�onnen wir dann dieNormalableitung des Doppels
hi
htpotentials �uber den Bogen � mit den Methodenaus Satz 5.6 behandeln. Das so gewonnene Paar von Funktionen (';  ) mu� folgli
hdie Ausgangsintegralglei
hung (5.21) l�osen. �Wir multiplizieren die Integralglei
hung (5.32) mit sin s und erhalten folgendenSatz 5.12 Die Integralglei
hung (5.32) und die Integralglei
hung�h(s) = � 1� Z�D sin s ~M(s; y)'(y)ds(y)+ 12� Z 2�0 sin s( ~K1(s; �) + ~K2(s; �))�0(�)d� (5.34)mit �h(s) = ~h(s) sin s, s 2 [0; 2�℄, sind �aquivalent.Beweis: Falls das Paar ('; �) die Integralglei
hung (5.34) l�ost, so ist es o�ensi
htli
hau
h L�osung der Integralglei
hung (5.32) f�ur s 2 (0; 2�) n �.Sei nun umgekehrt ('; �) eine L�osung der Integralglei
hung (5.32). Dann ist f�urs 2 (0; 2�) n � die Aussage des Satzes o�ensi
htli
h. Da ~h 2 C[0; 2�℄ ist, existiertder Grenzwertlims!0�� 1� Z�D ~M(s; y)'(y)ds(y) + 12� Z 2�0 ( ~K1(s; �) + ~K2(s; �))�0(�)d�� ;



50 KAPITEL 5. EXISTENZweswegen f�ur die mit sin s multiplizierte Glei
hung folgt, da�lims!m� sin s� 1� Z�D ~M(s; y)'(y)ds(y) + 12� Z 2�0 ( ~K1(s; �) + ~K2(x; �))�0(�)d�� = 0f�ur m = 0; 1; 2 gilt. Da aber lims!m� �h(s) = 0; m = 0; 1; 2;ist, l�osen ' und � die Integralglei
hung (5.34). �Wegen der S�atze 5.11 und 5.12 ist es ausrei
hend, die Di
hte � im FunktionenraumC1;�ung[0; 2�℄ zu su
hen, um eine L�osung f�ur das Randwertproblem zu erhalten.Um f�ur die Integralglei
hung (5.34) passenede Integraloperatoren zu bekommen,nutzen wir die Identit�at12 �
ot � � s2 � 
ot s+ �2 � = sin s
os s� 
os � ;die Ungeradheit von � bzw. die Geradheit von �0 und die 2�-Periodizit�at des Co-tangens und � aus. Dann giltZ 2�0 
ot s+ �2 �0(�)d� = � Z 0�2� 
ot u� s2 �0(�u)du = � Z 2�0 
ot u� s2 �0(u)du;indem wir � = �u substituieren, so da� wir f�ur das Integral �uber den Kern K112� Z 2�0 sin s
os s� 
os ��0(�)d� = 12� Z 2�0 12 �
ot � � s2 � 
ot s+ �2 � �0(�)d�= 12� Z 2�0 
ot � � s2 �0(�)d�:erhalten. Diese Betra
htungen erm�ogli
hen uns nun folgende Integraloperatoren ein-zuf�uhren:De�nition 5.13 F�ur s 2 [0; 2�℄ sei(T0�)(s) := 12� Z 2�0 
ot � � s2 �0(�)d�(A�)(s) := 12� Z 2�0 
K2(s; �)�0(�)d�(B')(s) := � 1� Z�D 
M(s; y)'(y)ds(y);wobei 
K2 und 
M dur
h
K2(s; �) := sin s ~K2(s; �) und 
M(s; y) := sin s ~M(s; y):de�niert sind.



5.3. DIE INTEGRALGLEICHUNG ERSTER ART 51Ziel ist es nun, zu beweisen, da� der lineare Operator T0 als Abbildung von C1;�ung[0; 2�℄na
h C0;�ung[0; 2�℄ bes
hr�ankt invertierbar ist. Wir stellen daf�ur zun�a
hst eine engeVerbindung dieses Operators zum Cau
hy Integraloperator �uber den Einheitskreisin der komplexen Ebene her.Satz 5.14 Es sei G � C ein einfa
h zusammenh�angendes Gebiet mit C2-Rand �G.Dann ist der Cau
hy Integraloperator ACau : C0;�(�G)! C0;�(�G) de�niert dur
h(ACauf)(z) := 1�i Z�G f(�)� � zd�; z 2 �G; f 2 C0;�(�G)bes
hr�ankt. Er erf�ullt A2Cau = Id:Beweis: [9℄ Korollar 7.7, Satz 7.10. �Es sei nun t(s) = eis, s 2 [0; 2�℄ eine Parametrisierung des Einheitskreises in C .Dur
h setzen von z = eis und � = ei� bere
hnen wird�� � z = i ei�d�ei� � eis = 12 2iei(��s)ei(��s) � 1d�= 12 �i(ei(��s) + 1) + (ei(��s) � 1)ei(��s) � 1 � d� = 12 �iei(��s) + 1ei(��s) � 1 + i� d�= 12 �iei(��s)=2 ei(��s)=2 + e�i(��s)=2ei(��s) � 1 + i� d�= 12 �iei(��s)=2 + e�i(��s)=2ei(��s)=2 � e�i(��s)=2 + i� d�= 12 �
ot � � s2 + i� d�:Damit erhalten wir f�ur eine Funktion  2 C0;�(�B(0; 1))(ACau )(eis) = 12�i Z 2�0 �
ot � � s2 + i� (ei�)d�; s 2 [0; 2�℄: (5.35)Aus dieser Beziehung entnehmen wir, da� der Cau
hy Integraloperator eine �ahnli
heForm hat wie unser Operator T0. Die Idee besteht nun darin, diesen Operator geradeauf sol
he Funktionen anzuwenden, f�ur dieZ 2�0  (ei�)d� = 0



52 KAPITEL 5. EXISTENZgilt. Au�erdem wollen wir nat�urli
h einen Zusammenhang zwis
hen Funktionen 2 C0;�(�B(0; 1)) und Funktionen � 2 C0;�[0; 2�℄ herstellen. Wir bes
h�aftigen unszun�a
hst mit dem zweiten Aspekt.Sei daf�ur � 2 C0;�[0; 2�℄. Dur
h Setzen von~�(eis) := �(s); s 2 [0; 2�℄;bekommen wir eine Funktion ~� 2 C0;�(�B(0; 1)). Damit gilt dann(ACau~�)(eis) = 12�i Z 2�0 �
ot � � s2 + i� �(�)d� 2 C0;�[0; 2�℄;d.h. wir k�onnen den OperatorACau au
h als Operator von C0;�[0; 2�℄ na
h C0;�[0; 2�℄au�assen dur
h(ACau�)(s) := 12�i Z 2�0 �
ot � � s2 + i� �(�)d�; s 2 [0; 2�℄:Wir bezei
hnen mit C0;�0;ger[0; 2�℄ den Raum der FunktionenC0;�0;ger[0; 2�℄ := �� 2 C0;�[0; 2�℄ : Z 2�0 �(s)ds = 0; � gerade�und de�nieren einen Operator L := iACaujC0;�0;ger [0;2�℄;der f�ur � 2 C0;�0;ger[0; 2�℄ die Gestalt(L�)(s) = 12� Z 2�0 
ot � � s2 �(�)d�; s 2 [0; 2�℄annimmt.Satz 5.15 Der Operator L : C0;�0;ger[0; 2�℄! C0;�ung[0; 2�℄;ist bes
hr�ankt, bijektiv und besitzt eine bes
hr�ankte Inverse.Beweis: Die Bes
hr�anktheit des Operators folgt aus den Eigens
haften des Cau
hyIntegraloperators. Sei � 2 C0;�0;ger[0; 2�℄. Dur
h Substitution von � = �u, wegen derGeradheit von � und der Periodizit�at von � und des Cotangens folgt(L�)(�s) = 12� Z 2�0 
ot � + s2 �(�)d� = � 12� Z �2�0 
ot s� u2 �(u)du= � 12� Z 2�0 
ot u� s2 �(u)du = �(L�)(s);



5.3. DIE INTEGRALGLEICHUNG ERSTER ART 53woraus wir die Ungeradheit von L� erkennen.Die Injektivit�at des Operators L folgt aus der Injektivit�at des Cau
hy Integral-operators. Nun nehmen wir an, L sei ni
ht surjektiv. Dann existiert eine Funktiong 2 C0;�ung[0; 2�℄ mit der Eigens
haftg =2 L(C0;�0;ger[0; 2�℄):Auf g k�onnen wir ACau anwenden und bere
hnen(ACaug)(�s) = 12�i Z 2�0 
ot � + s2 g(�)d� = � 12�i Z �2�0 
ot s� u2 g(�u)du= � 12�i Z 2�0 
ot s� u2 g(u)du = 12�i Z 2�0 
ot u� s2 g(u)du= (ACaug)(s);woraus wir die Geradheit der Funktion ACaug ablesen. Ferner folgt wegenZ 2�0 (ACaug)(s)ds = 12�i Z 2�0 Z 2�0 �
ot � � s2 + i� g(�)d�ds= 12�i Z 2�0 g(�) Z 2�0 
ot � � s2 dsd�= 0;da Z 2�0 
ot t2 = 0und das Vertaus
hen der Integrationsreihenfolge erlaubt ist (siehe [9℄, Seite 104),da� ACaug 2 C0;�0;ger[0; 2�℄ ist. Andererseits gilt aberg = A2Caug = �iLACaug = L (�iACaug) ;also g 2 L(C0;�0;ger[0; 2�℄), was o�ensi
htli
h ein Widerspru
h ist. Folgli
h ist L sur-jektiv. Da die Funktionenr�aume C0;�0;ger[0; 2�℄ und C0;�ung[0; 2�℄ als abges
hlossene Un-terr�aume eines vollst�andigen Raumes selbst Bana
hr�aume sind, besitzt daher L,da dieser ledigli
h die Eins
hr�ankung des Cau
hy Integraloperators auf C0;�0;ger[0; 2�℄ist, eine Inverse L�1. Die Bes
hr�ankheit der inversen Abbildung folgt dann aus Satz2.11. �Desweiteren de�nieren wir f�ur Funktionen � 2 C1;�ung[0; 2�℄ und  2 C0;�0;ger[0; 2�℄Operatoren (J )(t) := Z t0  (�)d�; t 2 [0; 2�℄;(D�)(t) := �0(t); t 2 [0; 2�℄;�uber die wir folgendes festhalten:



54 KAPITEL 5. EXISTENZSatz 5.16 Der Operator J : C0;�0;ger[0; 2�℄! C1;�ung[0; 2�℄ist bes
hr�ankt und bijektiv. Ebenso ist der OperatorD : C1;�ung[0; 2�℄! C0;�0;ger[0; 2�℄bes
hr�ankt und bijektiv.Beweis: Sei  2 C0;�0;ger[0; 2�℄. Die Bes
hr�anktheit von J folgt ausj(J )(t)j � Ck k0;�; t 2 [0; 2�℄;und k(J )0k0;� = k k0;�:Aus (J )(t+ 2�) = Z 2�0  (�)d� + Z 2�+t2�  (�)d� = Z t0  (�)d� = (J )(t)und (J )(�t) = Z �t0  (�)d� = � Z t0  (u)du = �(J )(t)folgt die 2�-Periodizit�at und die Ungeradheit. Sei J = 0, d.h. (J )(t) = 0 f�ur allet 2 [0; 2�℄. Dur
h Ableiten erhalten wir(J )0(t) =  (t) = 0 f�ur alle t 2 [0; 2�℄:Folgli
h ist  = 0 und somit J injektiv. F�ur die Surjektivit�at m�ussen wir zeigen,da� zu f 2 C1;�ung[0; 2�℄ ein  2 C0;�0;ger[0; 2�℄ existiert mit J = f . Die Behauptungfolgt mit  = f 0.Wir zeigen nun die Eigens
haften von D. Seien daf�ur jetzt �;  2 C1;�ung[0; 2�℄. AuskD�k0;� = k�0k0;� � k�k1;� folgt die Bes
hr�anktheit. Die Ableitung 2�-periodis
her,ungerader Funktionen sind 2�-periodis
h und gerade. Aus D� = D folgt� =  + 
onst:Aufgrund der Ungeradheit mu� aber 
onst = 0 sein, folgli
h ist D injektiv. Fallsf 2 C0;�0;ger[0; 2�℄ ist, so wird dur
hF (t) := Z t0 f(s)ds 2 C1;�ung[0; 2�℄eine Funktion gegeben mit DF = f , weswegen D au
h surjektiv ist. �Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir die Invertierbarkeit des Operators T0.



5.3. DIE INTEGRALGLEICHUNG ERSTER ART 55Satz 5.17 Der Operator T0 : C1;�ung[0; 2�℄! C0;�ung[0; 2�℄ ist bes
hr�ankt invertierbar.Beweis: Es sei � 2 C1;�ung[0; 2�℄. Dann haben wir zwis
hen den Operatoren T0 undL die Beziehung T0� = (LD)(�) = L�0:Daraus erhalten wir mit der Bes
hr�ankheit von L und D sofort die Bes
hr�anktheitvon T0 dur
h kT0�k0;� = k(LD)(�)k0;� � Ck�k1;�:Da si
h T0 dur
h L und D darstellen l�a�t, und diese beiden Operatoren bijektivsind, mu� au
h T0 bijektiv sein. Indem wirJL�1T0� = JL�1LD� = J�0 = �bilden, sehen wir sogar, da� die Inverse von T dur
h JL�1 gegeben wird, wodur
hau
h unmittelbar die Bes
hr�anktheit von T�10 gegeben ist. Damit ist bereits allesbewiesen. �Es verbleibt, die Abbildungseigens
haften der Operatoren A und B zu kl�aren.Satz 5.18 Die Operatoren A und B verf�ugen �uber folgende Abbildungseigens
haf-ten: A : C1;�ung[0; 2�℄ ! C0;�ung[0; 2�℄; (5.36)B : C(�D) ! C0;�ung[0; 2�℄: (5.37)Die Operatoren A und B sind in diesen R�aumen au
h kompakt.Beweis: Sei � 2 C1;�ung[0; 2�℄ und ' 2 C(�D). Dann sind o�enbar sowohl A� alsau
h B' ungerade Funktionen. Da der Kern des Operators A stetig di�erenzierbarist, gelten die Abs
h�atzungenkA�k1 � maxs2[0;2�℄ 12� Z 2�0 j bK2(s; �)jj�0(�)jd� � C1k�k1;�;k(A�)0k1 � maxs2[0;2�℄ 12� Z 2�0 ���� ��s bK2(s; �)���� j�0(�)jd� � C2k�k1;�:Daraus folgt die Bes
hr�anktheit des Operators A als Abbildung von C1;�ung[0; 2�℄ na
hC1ung[0; 2�℄. Mit Hilfe der kompakten EinbettungsabbildungI�;1 : C0;1[0; 2�℄! C0;�[0; 2�℄ (5.38)aus Satz 2.26 ergibt si
h dann unter Verwendung von Satz 2.5 die Kompaktheit vonA in den behaupteten Funktionenr�aumen.



56 KAPITEL 5. EXISTENZAufgrund der stetigen Di�erenzierbarkeit des Kerns 
M folgt die Aussage f�ur denOperator B analog. �Damit k�onnen wir nun unsere Ausgangsintegralglei
hung (5.17) �aquivalent dur
hT0� + A� +B' = �h (5.39)ausdr�u
ken. Da A�;B'; �h 2 C0;�ung[0; 2�℄ sind und T0 : C1;�ung[0; 2�℄ ! C0;�ung[0; 2�℄bes
hr�ankt invertierbar ist, erhalten wir die Integralglei
hung� + T�10 A� + T�10 B' = T�10 �h (5.40)mit den kompakten Operatoren T�10 A und T�10 B.5.4 Die Integralglei
hung zweiter ArtWir bes
h�aftigen uns no
h mit der wesentli
h einfa
her zu behandelnden Integral-glei
hung (5.16). F�ur x 2 �D bere
hnen wir daf�ur�2f(x) = '(x)� 2 Z�D ��(x; y)��(y) '(y)ds(y)� 2 Z� ��(x; y)��(y)  (y)ds(y)= '(x)� 1� Z�D hx� y; �(y)ijx� yj2 '(y)ds(y)� 1� Z� hx� y; �(y)ijx� yj2  (y)ds(y)= '(x)� 1� Z�DH(x; y)'(y)ds(y)� 1� Z 1�1H(x; 
(�)) (
(�)))j _
(�)jd�= '(x)� 1� Z�DH(x; y)'(y)ds(y)� 1� Z �0 H(x; 
(
os �)) (
(
os �)) sin�j _
(
os �)jd�= '(x)� 1� Z�DH(x; y)'(y)ds(y)� 1� Z �0 H(x; 
(
os �))�(�) sin�j _
(
os �)jd�= '(x)� 1� Z�DH(x; y)'(y)ds(y)� 12� Z 2�0 H(x; 
(
os �))�(�) sin�j _
(
os �)jd�;wobei wir H(x; y) := hx�y;�(y)ijx�yj2 de�niert, die Parametrisierung des Bogens � einge-setzt und die Cosinus-Substitution dur
hgef�uhrt haben. Ferner haben wir benutzt,da� der Ausdru
k H(x; 
(
os�))�(�) sin�j _
(
os �)j eine auf [0; 2�℄ gerade Funktiondarstellt.



5.4. DIE INTEGRALGLEICHUNG ZWEITER ART 57De�nition 5.19 F�ur x 2 �D sei( ~A')(x) := � 1� Z�DH(x; y)'(y)ds(y); (5.41)( ~B�)(x) := � 12� Z 2�0 ~H(x; �)�(�)d�; (5.42)(5.43)wobei ~H dur
h ~H(x; �) := H(x; 
(
os �)) sin�j _
(
os �)j de�niert ist.Satz 5.20 Die Operatoren ~A und ~B verf�ugen �uber die folgenden Abbildungseigen-s
haften: ~A : C(�D) ! C(�D)~B : C1;�ung[0; 2�℄ ! C(�D)Die Operatoren ~A und ~B sind in diesen R�aumen au
h kompakt.Beweis: F�ur den Operator ~A zeigen wir, da� si
h der Kern auf der Diagonalenstetig fortsetzen l�a�t. Da �D 2 C2 ist, erhalten wir mit der Taylor's
hen Formelz(t)� z(�) = (t� �) Z 10 _z(� + �(t� �))d�und z(t)� z(�) = (t� �) _z(�) + (t� �)2 Z 10 (1� �)�z(� + �(t� �))d�:Hieraus folgt mit x = z(t), y = z(�), t 6= � , und wegen h _z(t); �(z(t))i = 02���(x; y)��(y) = hx� y; �(y)ijx� yj2= D(t� �) _z(�) + (t� �)2 R 10 (1� �)�z(� + �(t� �))d�; �(z(�))Ej(t� �)j2j R 10 _z(� + �(t� �))d�j2= DR 10 (1� �)�z(� + �(t� �))d�; �(z(t))Ej R 10 _z(� + �(t� �))d�j2 :Als Grenzwert ergibt si
h daraus2���(z(t); z(t))��(z(t)) = h�z(t); �(z(t))i2j _z(t)j2 :Die Kompaktheit von ~A erhalten wir dur
h Anwendung von Folgerung 2.10.



58 KAPITEL 5. EXISTENZAufgrund der Stetigkeit des Kerns ~H gilt die Abs
h�atzungk ~B�k1 � maxx2�D 12� Z 2�0 j ~H(x; �)jj�(�)jd� � Ck�k1;�;aus der die Bes
hr�anktheit des Operators ~B folgt. Da er ein Integraloperator mitstetigem Kern ist, ist er kompakt. �5.5 ExistenzNa
h diesen Vorbereitungen folgt nun m�uhelos der Existenzna
hweis einer L�osungdes in Kapitel 3 formulierten Problems.Dur
h Setzen von �2f = �f und �h0 := T�10 �h geht mit diesen Vorbereitungen unserSystem von Integralglei
hungen, gegeben dur
h (5.17) und (5.16), in das System�� IdC(�D) 00 IdC1;�ung [0;2�℄ �+ � ~A ~BT�10 A T�10 B ��� '� � = � �f�h0 � ; (5.44)�uber, wel
hes na
h Satz 5.12 �aquivalent zum Ausgangssystem ist. Wir k�onnen denfolgenden Satz beweisen.Satz 5.21 Die Operatorglei
hung (5.44) hat f�ur alle re
hten Seiten ( �f; �h0),�f 2 C(�D) und �h0 2 C1;�ung[0; 2�℄ genau ein Paar von Funktionen ('; �), ' 2 C(�D)und � 2 C1;�ung[0; 2�℄, als L�osung. Diese L�osung h�angt stetig von der re
hten Seite ab.Daraus folgt die Existenz einer L�osung des Problems aus Kapitel 3 f�ur Randwertef 2 C(�D) und g 2 C0;�(�).Beweis: Da T�10 ein bes
hr�ankter Operator ist und A und B kompakt sind, sindna
h Satz 2.5 T�10 A und T�10 B kompakt. Somit ist au
h der OperatorQ : C(�D)� C1;�ung[0; 2�℄! C(�D)� C1;�ung[0; 2�℄ de�niert dur
hQ := � ~A ~BT�10 A T�10 B � (5.45)aufgrund von Satz 2.7 bzw. Bemerkung 2.8 kompakt. Ferner de�nieren wir denOperator IdC(�D)�C1;�ung [0;2�℄ : C(�D)� C1;�[0; 2�℄! C(�D)� C1;�ung[0; 2�℄ dur
hIdC(�D)�C1;�[0;2�℄ := � IdC(�D) 00 IdC1;�ung [0;2�℄ � : (5.46)Satz 5.8 sagt uns, da� N(IdC(�D)�C1;� [0;2�℄ + Q) = f0g. Aus der Riesz-Theorie f�urkompakte Operatoren (vgl. Abs
hnitt 2.2) folgt, da� unser Integralglei
hungssystemeine L�osung besitzt und somit unsere Ansatzfunktion u aufgrund von Satz 5.7 eineL�osung des Problems aus Kapitel 3 ist. �



Kapitel 6Die numeris
he MethodeIn diesem Abs
hnitt leiten wir das numeris
he Verfahren zur L�osung der Integral-glei
hungen her. Dabei werden wir die auftretenden Integrale mit Hilfe von Qua-draturformeln approximieren. Die Quadraturformel f�ur den stark singul�aren Anteilgewinnen wir, indem wir die glatten Anteile des Integranden dur
h ein trigonome-tris
hes Interpolationspolynom ersetzen und dana
h exakt integrieren. Die anderenauftretenden Integrale werden wir im wesentli
hen dur
h die zusammengesetzteTrapezregel approximieren.Ans
hlie�end werden wir auf beide Glei
hungen ein Kollokationsverfahren anwen-den. Unser Ziel ist es, das L�osen der Integralglei
hungen auf das L�osen eines linearenGlei
hungssystems zu reduzieren, also ein vollst�andig diskretes Verfahren zu erhal-ten.Zum Abs
hlu� werden wir die L�osbarkeit des linearen Glei
hungssystems beweisenund eine Fehlerabs
h�atzung f�ur analytis
he re
hte Seiten und analytis
he Parame-trisierungen von �D und � angeben.6.1 Die parametrisierten IntegraloperatorenF�ur die numeris
he Behandlung ist es notwendig, in die Operatoren~A : C(�D) ! C(�D);~B : C1;�ung[0; 2�℄ ! C(�D)B : C(�D) ! C0;�ung[0; 2�℄die Parametrisierung von �D aus Abs
hnitt 2.1 einzusetzen. Wir ersetzen daf�ur



60 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEx = z(s), y = z(�) und bere
hnen f�ur die Integraloperatoren die Darstellungen( ~A')(x) = � 1� Z�DH(x; y)'(y)ds(y) = � 1� Z 2�0 H1(s; �) �'(�)d�;( ~B�)(s) = � 12� Z 2�0 ~H(x; �)�(�)d� = � 12� Z 2�0 H2(s; �)�(�)d�(B')(s) = � 1� Z�D 
M(s; y)'(y)ds(y) = � 1� Z 2�0 M(s; �) �'(�)d�;wobei wir �'(�) := '(z(�));H1(s; �) := H(z(s); z(�))j _z(�)j;H2(s; �) := H(z(s); 
(
os �)) sin�j _
(
os �)j;M(s; �) := 
M(s; z(�))j _z(�)jde�niert haben. Dadur
h erhalten wir die Operatoren~A0 : C[0; 2�℄ ! C[0; 2�℄; (6.1)~B0 : C1;�ung[0; 2�℄ ! C[0; 2�℄; (6.2)B0 : C[0; 2�℄ ! C0;�ung[0; 2�℄; (6.3)die dur
h( ~A0')(s) := � 1� Z 2�0 H1(s; �)'(�)d�; ' 2 C[0; 2�℄; s 2 [0; 2�℄; (6.4)( ~B0�)(s) := � 12� Z 2�0 H2(s; �)�(�)d�; � 2 C1;�ung[0; 2�℄; s 2 [0; 2�℄; (6.5)(B0')(s) := � 1� Z 2�0 M(s; �)'(�)d�; ' 2 C[0; 2�℄; s 2 [0; 2�℄; (6.6)gegeben sind. Wegen der Regularit�at des Randes �D �ubertragen si
h die Bes
hr�ankt-heit und die Kompaktheit der Operatoren ~A, ~B und B auf die Operatoren ~A0, ~B0und B0. Deswegen wollen wir au
h weiterhin die Operatoren ~A0, ~B0 und B0 mit denSymbolen ~A, ~B und B bezei
hnen, weisen aber ausdr�u
kli
h no
h einmal daraufhin,da� von nun an damit die Operatoren de�niert dur
h (6.1)�(6.6) gemeint sind.6.2 Trigonometris
he InterpolationWir verwenden trigonometris
he Interpolation mit einer geraden Knotenanzahl. Da-zu sei n 2 N vorgegeben. Dann w�ahlen wir die 2n �aquidistanten St�utzstellent(n)j := j�n ; j = 0; : : : ; 2n� 1;



6.2. TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION 61de�nieren Tn := (q 2 C[0; 2�℄ : q(t) = nXk=0 ak 
os kt+ n�1Xk=1 bk sin kt)und k�onnen als Ergebnis den folgenden Satz festhalten.Satz 6.1 Zu f 2 C[0; 2�℄ existiert genau ein trigonometris
hes Polynom qn 2 Tn,qn(t) = a02 + n�1Xk=1 [ak 
os kt + bk sin kt℄ + an2 
osnt;wel
hes der Interpolationsbedingungqn(t(n)j ) = f(t(n)j ); j = 0; : : : ; 2n� 1gen�ugt. Die KoeÆzienten sind dabei gegeben dur
hak = 1n 2n�1Xj=0 f(t(n)j ) 
os kt(n)j ; k = 0; : : : ; n;bk = 1n 2n�1Xj=0 f(t(n)j ) sin kt(n)j ; k = 1; : : : ; n� 1:Beweis: [11℄, Satz 8.25. �Da wir insbesondere ungerade, 2�-periodis
he Funktionen interpolieren werden, de-�nieren wir den zugeh�origen RaumTn;ung := (q 2 C[0; 2�℄ : q(t) = n�1Xk=1 bk sin kt; bk 2 R) :und formulieren dieFolgerung 6.2 Sei f 2 C[0; 2�℄ eine ungerade, 2�-periodis
he Funktion. Dann gibtes genau ein q 2 Tn;ung mit f(t(n)j ) = q(t(n)j ), j = 1; : : : ; n� 1.Beweis: Wegen der Ungeradheit der Funktion f erf�ullt sie f(0) = f(�) = 0 undf(t(n)j ) = �f(t(n)2n�j), j = 1; : : : ; n� 1:. Damit sind wir wieder in der Situation vonSatz 6.1. Wiederum wegen der Ungeradheit von f vers
hwinden die KoeÆzienten ak,k = 0; : : : ; n. Das trigonometris
he Interpolationspolynom qn hat daher die Gestaltqn(t) =Pn�1k=1 bk sin kt 2 Tn;ung. �



62 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEIndem wir die KoeÆzienten ak, k = 0; : : : ; n, und bk, k = 1; : : : ; n�1, in q eintragenund Additionstheoreme verwenden, erhalten wirqn(t) = 12n 2n�1Xj=0 f(t(n)j ) + n�1Xk=1 " 1n 2n�1Xj=0 f(t(n)j ) 
os kt(n)j ! 
os kt+  1n 2n�1Xj=0 f(t(n)j ) sin kt(n)j ! sin kt# + 12n 2n�1Xj=0 f(t(n)j ) 
osnt(n)j ! 
osnt= 2n�1Xj=0 f(t(n)j )" 12n + 1n  n�1Xk=1 �
os kt(n)j 
os kt+ sin kt(n)j sin kt�!+ 12n �
osnt(n)j 
os nt+ sinnt(n)j sinnt��= 2n�1Xj=0 f(t(n)j )" 12n  1 + 2 n�1Xk=1 
os k(t� t(n)j ) + 
osn(t� t(n)j )!# ;woraus wir erkennen, da�(L(n)j (t) := 12n  1 + 2 n�1Xk=1 
os k(t� t(n)j ) + 
osn(t� t(n)j )! ; j = 0; : : : ; 2n� 1)eine Lagrange-Basis von Tn bildet, d.h. die Funktionen L(n)j erf�ullen die BeziehungL(n)j (t(n)k ) = Æjk:Wir f�uhren no
h den zur trigonometris
hen Interpolation zugeh�origen Interpolati-onsoperator Pn : C[0; 2�℄ ! Tnf 7! 2n�1Xj=0 f(t(n)j )L(n)jein. Zus�atzli
h de�nieren wir no
h den zur trigonometris
hen Interpolation ungera-der Funktionen zugeh�origen Interpolationsoperator dur
hPn;ung := PnjCung[0;2�℄:Sei n gerade. Dann betra
hten wir die Zerlegung des Intervalls [0; 2�℄ mit den �aqui-distanten St�utzstellen u(n)i := 2i�n ; i = 0; : : : ; n� 1:



6.3. QUADRATURFORMELN F�UR DIE ANTEILE �UBER � 63Wegen der Beziehung (Pn=2')(t) = n�1Xj=0 '�2j�n �L(n=2)j (t):entspri
ht Interpolation bez�ugli
h dieser St�utzstellen gerade dem Interpolationsope-rator Pn=2 : C[0; 2�℄! Tn=2:Wenn wir no
h ausnutzen, da� die Funktion ' 2�-periodis
h ist und wir no
h dieSt�utzstelle u(n)n zulassen, nimmt der Interpolationsoperator die Form(Pn=2')(t) = nXj=1 '�2j�n �L(n=2)j (t): (6.7)an. Mit diesen Vorbereitungen k�onnen wir unsere Quadraturformeln entwi
keln.6.3 Quadraturformeln f�ur die Anteile �uber �Wir bes
h�aftigen uns zuerst mit der Entwi
klung einer Quadraturformel f�ur12� Z 2�0 
ot � � s2 �0(�)d�:Dazu interpolieren wir die Di
hte � dur
h ein trigonometris
hes Interpolationspo-lynom und integrieren dann exakt. Wir bere
hnen12� Z 2�0 
ot � � s2 �0(�)d� � 12� Z 2�0 
ot � � s2 ((Pn�) (�))0 d�= 12� Z 2�0 
ot � � s2  2n�1Xj=0 �(t(n)j )L(n)j (�)!0 d�= 2n�1Xj=0 �(t(n)j )R(n)j (s); 0 � s � 2�mit R(n)j (s) := 12� Z 2�0 
ot � � s2 (L(n)j )0(�)d�:Wir sind daran interessiert die Gewi
hte R(n)j exakt zu bere
hnen. Dabei hilft unsdas folgende



64 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODELemma 6.3 Im Sinne des Cau
hys
hen Hauptwertes gilt f�ur alle m 2 ZZ 2�0 
ot � � s2 
osm�d� = �2� sinms; (6.8)Z 2�0 
ot � � s2 sinm�d� = 2� 
osms: (6.9)Beweis: Dur
h Substitution von ��s = t, d� = dt, dur
h Hilfe der Additionstheo-reme und unter Ber�u
ksi
htigung des Integrierens �uber eine volle Periode bere
hnenwir Z 2�0 
ot�� � s2 � 
os(m�)d� = Z 2��s�s 
ot� t2� 
os(mt +ms)dt= Z 2�0 
ot� t2� 
os(mt+ms)dt= 
os(ms) Z 2�0 
ot� t2� 
os(mt)dt� sin(ms) Z 2�0 
ot� t2� sin(mt)dt:Es ist 
ot � t2� 
os(mt) eine ungerade Funktion, weswegen das Integral �uber diesenAusdru
k vers
hwindet. Wir brau
hen also nur no
h zu zeigen, da� f�ur alle m 2 ZZ 2�0 
ot� t2� sin(mt)dt = 2�gilt. Wir bere
hnenZ 2�0 
ot� t2� sin(mt)dt = Z 2�0 
os(t=2)sin(t=2) sin(mt)dt= 12 Z 2�0 �ei(t=2) + e�i(t=2)� (eimt � e�imt)(ei(t=2) � e�i(t=2)) dt= 12 Z 2�0 e�imt (e2imt � 1)e�i(t=2) (eit � 1) e�i(t=2)(1 + eit)dt= 12 Z 2�0 "e�imt(1 + eit) 2m�1Xk=0 eikt# dt= 12 Z 2�0 "e�imt 2m�1Xk=0 eikt# dt+ 12 Z 2�0 "e�i(m�1)t 2m�1Xk=0 eikt# dt= 12 Z 2�0 "2m�1Xk=0 ei(k�m)t# dt+ 12 Z 2�0 "2m�1Xk=0 ei(k�m+1)t# dt= � + � = 2�:



6.3. QUADRATURFORMELN F�UR DIE ANTEILE �UBER � 65Daraus gewinnen wir zudemZ 2�0 
ot � � s2 sinm�d� = Z 2�0 
ot t2 sinm(t+ s)dt= 
osms Z 2�0 
ot t2 sinmtdt+ sinms Z 2�0 
ot t2 
osmtdt= 2� 
osms: �Dieses erm�ogli
ht es uns die Ausdr�u
ke R(n)j exakt zu integrieren:R(n)j (s) = 14�n Z 2�0 
ot � � s2  �2 n�1Xm=1m sinm(� � t(n)j )� n sinn(� � t(n)j )! d�= �12�n Z 2�0 
ot � � s2  n�1Xm=1m�sinm� 
osmt(n)j � sinmt(n)j 
osm��! d�� 14� Z 2�0 
ot � � s2 �sinn� 
osnt(n)j � sinnt(n)j 
os n�� d�= � 1n  n�1Xm=1m�
osmt(n)j 
osms+ sinmt(n)j sinms�!�12 �
osnt(n)j 
osms+ sinnt(n)j sinns�= � 1n  n�1Xm=1m 
osm(s� t(n)j ) + n2 
osn(s� t(n)j )! ; j = 0; : : : ; 2n� 1:Insgesamt haben wir somit eine Quadraturformel mit den Gewi
hten R(n)j (s) er-halten, die trigonometris
he Polynome q 2 Tn exakt integriert. Ausgedr�u
kt dur
hunsere Operatoren bedeutet diesesPnT0q = T0q: (6.10)Wir werden von dieser Eigens
haft der Quadraturformel sp�ater Gebrau
h ma
hen.Als n�a
htes wollen wir mit einer �ahnli
hen Idee eine Quadraturformel f�ur12� Z 2�0 
K2(s; �)�0(�)d�herleiten. Da �(2�) = �(0) = 0 und 
K2(s; �) in � stetig di�erenzierbar ist k�onnenwir zun�a
hst einmal partiell integrieren und erhalten12� Z 2�0 
K2(s; �)�0(�)d� = � 12� Z 2�0 K2(s; �)�(�)d�; (6.11)



66 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEwobei K2(s; �) := ���
K2(s; �) ist. Nun k�onnen wir f�ur festes s den Ausdru
kK2(s; �)�(�) bez�ugli
h � dur
h(Pn(K2(s; :)�(:)))(�) = 2n�1Xj=0 K2(s; t(n)j )�(t(n)j )L(n)j (�)interpolieren. Wegen R 2�0 L(n)j (�)d� = �n approximieren wir� 12� Z 2�0 K2(s; �)�(�)d� � � 12� 2n�1Xj=0 K2(s; t(n)j )�(t(n)j ) Z 2�0 L(n)j (�)d�= � 12n 2n�1Xj=0 K2(s; t(n)j )�(t(n)j ):Diese Quadraturformel stimmt aufgrund der Periodizit�at des Kerns und der Wahlder St�utzstellen mit der zusammengesetzten Trapezregel �uberein. F�ur die numeri-s
he Umsetzung nehmen wir no
h wahr, da� wir dur
h (5.24) eine Formel gegebenhaben, um den Kern K2 auf der Diagonalen auszuwerten.Als letztes Integral verbleibt� 12� Z 2�0 H2(s; �)�(�)d�:Mit derselben Idee wie oben approximieren wir� 12� Z 2�0 H2(s; �)�(�)d� � � 12� 2n�1Xj=0 H2(s; t(n)j )�(t(n)j ) Z 2�0 L(n)j (�)d�= � 12n 2n�1Xj=0 H2(s; t(n)j )�(t(n)j );was erneut mit der zusammengesetzten Trapezregel �ubereinstimmt. Damit habenwir f�ur alle Anteile �uber � Quadraturformeln entwi
kelt und wenden uns nun denAnteilen �uber �D zu.6.4 Quadraturformeln f�ur die Anteile �uber �DDa wir auf beide Integralglei
hungen eine Kollokationsmethode anwenden wollen,werden wir bei den Integralanteilen �uber �D die glei
he Strategie wie bei den An-teilen �uber � verfolgen. Wir interpolieren also den Kern mit der Di
hte dur
h einInterpolationspolynom und integrieren dann. Damit jeo
h die Dimension des linea-ren Glei
hungssystems ni
ht zu gro� wird, interpolieren wir nur mit der H�alfte derSt�utzstellen und nehmen daf�ur an, da� n gerade ist.



6.4. QUADRATURFORMELN F�UR DIE ANTEILE �UBER �D 67Wir bes
h�aftigen uns zuerst mit� 1� Z 2�0 M(s; �)'(�)d�:Den Ausdru
k M(s; �)'(�) k�onnen wir f�ur festes s bez�ugli
h � unter Ausnutzungvon (6.7) dur
hPn=2(M(s; :)'(:))(�) = nXk=1M(s; u(n)k )'(u(n)k )L(n=2)k (�)interpolieren. Wegen R 2�0 L(n=2)k (�)d� = 2�n folgt� 1� Z 2�0 M(s; �)'(�)d� � � 1� nXk=1M(s; u(n)k )'(u(n)k ) Z 2�0 L(n=2)k (�)d�= � 2n nXk=1M(s; u(n)k )'(u(n)k ): (6.12)Um eine Quadraturformel f�ur� 1� Z 2�0 H1(s; �)'(�)d�zu bekommen, gehen wir vollkommen analog vor und erhalten wir wie in (6.12)� 1� Z 2�0 H1(s; �)'(�)d� � � 2n nXi=1 H1(s; u(n)i )'(u(n)i ):Hierbei merken wir no
h an, da� si
h der Kern des Doppels
hi
htpotentials, wie imBeweis von Satz 5.20 gezeigt, dur
hh�(z(t)); �z(t)i2j _z(t)j2stetig auf der Diagonalen fortsetzen l�a�t, was wir nat�urli
h bei der numeris
henBehandlung ausnutzen werden.Wir h�atten diese beiden Quadraturformeln au
h dur
h direkte Anwendung der zu-sammengesetzten Trapezregel erhalten k�onnen. Allerdings bietet eine sol
he Vorge-hensweise Vorteile bei der Fehlerabs
h�atzung.



68 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODE6.5 Die N�aherungsglei
hungenZu den eben entwi
kelten Quadraturformeln wollen wir jetzt die zugeh�origen Ope-ratoren einf�uhren. Daf�ur de�nieren wir(An�)(s) := � 12n 2n�1Xj=0 K2(s; t(n)j )�(t(n)j ); 0 � s � 2� (6.13)(Bn')(s) := � 2n nXi=1 M(s; u(n)i )'(u(n)i ); 0 � s � 2� (6.14)( ~An')(s) := � 2n nXi=1 H1(s; u(n)i )'(u(n)i ); 0 � s � 2� (6.15)( ~Bn�)(s) := � 12n 2n�1Xj=0 H2(s; t(n)j )�(t(n)j ); 0 � s � 2�: (6.16)Damit k�onnen wir die diskretisierten Glei
hungen in der Form'n + ~An'n + ~Bn�n = f; (6.17)Bn'n + T0�n + An�n = g (6.18)s
hreiben, ('n; �n) 2 Tn=2 � Tn;ung, wobei wir ber�u
ksi
htige, da� T0 auf trigono-metris
hen Polynomen exakt ist. Die Anwendung einer Kollokationsmethode auf(6.17) und (6.18) liefertPn=2'n + Pn=2 ~An'n + Pn=2 ~Bn�n = Pn=2f (6.19)Pn;ungBn'n + Pn;ungT0�n + Pn;ungAn�n = Pn;ungg: (6.20)Aus Glei
hung (6.20) bekommen wir aber unter Ausnutzung von T0� 2 Tn;ung f�ur� 2 Tn;ung (vgl. Lemma 6.3) die N�aherungsglei
hungPn;ungBn'n + T0�n + Pn;ungAn�n = Pn;ungg; (6.21)die mit dem folgenden linearen Glei
hungssystem �aquivalent ist:Bn'n(t(n)k ) + T0�n(t(n)k ) + An�n(t(n)k ) = g(t(n)k ); k = 0; : : : ; 2n� 1 (6.22)bzw.2n�1Xj=0 �n(t(n)j )�R(n)j (t(n)k )� 12nK2(t(n)k ; t(n)j )�� 2n nXj=1 M(t(n)k ; u(n)j )'n(u(n)j ) = g(t(n)k );



6.6. HILFSAUSSAGEN 69k = 0; : : : ; 2n� 1. Die Gewi
hte R(n)j haben dabei die explizite FormR(n)j (t(n)k ) = � 1n  n�1Xm=1m 
osm(k � j)�n + n2 (�1)k�j! ;was bei der konkreten, numeris
hen Implementierung n�utzli
h ist.Glei
hung (6.19) ist �aquivalent zu dem linearen Glei
hungssystem'n(u(n)k ) + ( ~An'n)(u(n)k ) + ( ~Bn�n)(u(n)k ) = f(u(n)k ); k = 1; : : : ; n; (6.23)bzw.'n(u(n)k )� 2n nXj=1 H1(u(n)k ; u(n)j )'n(u(n)j )� 12n 2n�1Xj=0 H2(u(n)k ; t(n)j )�n(t(n)j ) = f(u(n)k );k = 1; : : : ; n.Da � wegen der Ungeradheit die Eigens
haften �(t(n)j ) = �(t(n)2n�j), j = 1; : : : ; n� 1;sowie �(0) = �(�) = 0 erf�ullt, bemerken wir, da� wir im insgesamten nur ein(n+ n� 1)� (n+ n� 1) = (2n� 1)� (2n� 1) Glei
hungssystem l�osen m�ussen.Die Glei
hungen (6.22) und (6.23) geben uns nun eine vollst�andig diskrete Methodezur numeris
hen L�osung unseres Ausgangssystems von Integralglei
hungen.6.6 HilfsaussagenSei ~Tn der folgende Unterraum von C[0; 2�℄:~Tn := (v 2 C[0; 2�℄ : v(t) = nXm=0 am 
osmt+ nXm=1 bm sinmt) :Dann gilt o�ensi
htli
h ~Tn�1 � Tn � ~Tn:Weiterhin bezei
hnen wir mit Sn den linearen OperatorSn : L2[0; 2�℄ ! ~Tn(Snf)(t) = nXm=�n f̂meimt;wobei f̂m = 12� Z 2�0 f(s)e�imsds



70 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEist. Snf bezei
hnet also gerade die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f . Wirde�nieren En(f) := infsn2 ~Tn kf � snk1:Da der Raum ~Tn endli
h dimensional ist, existiert ein trigonometris
hes Polynom~sn 2 ~Tn mit En(f) = kf � ~snk:F�ur unsere Abs
h�atzungen wird ein Ergebnis aus der Approximationstheorie ben�otigt.Wir zitieren den ersten Approximationssatz von Ja
kson :Satz 6.4 (Ja
kson) Sei f 2 Ck[0; 2�℄, k 2 N. Dann gilt die folgende Abs
h�atzung:En(f) � 3(n+ 1)k sup0<Æ� 1n+1 kf (k)(x + Æ)� f (k)(x)k1:Beweis: [16℄, Kapitel IV oder [18℄, Kapitel 2. �Folgerung 6.5 F�ur f 2 Ck;�[0; 2�℄ erhalten wir die Abs
h�atzungEn(f) � 3 jf (k)j�(n+ 1)k+� � C jf (k)j�nk+� (6.24)Beweis: Falls f 2 C0;�[0; 2�℄ k�onnen wir abs
h�atzen:sup0<Æ� 1n kf(x+ Æ)� f(x)k1 � C jf j�n� :Ist nun f 2 Ck;�[0; 2�℄, so ist f (k) 2 C0;�[0; 2�℄, wodur
h bereits alles bewiesen ist.�Satz 6.6 Der Operator Sn besitzt die Darstellung(Snf)(t) = 1� Z 2�0 Dn(s� t)f(s)ds = 1� Z �0 (f(t+ s) + f(t� s))Dn(s)ds (6.25)mit dem Diri
hletkernDn(t) := 12 + nXm=1 
osmt = 12 sin(n+ 12)tsin t2 :



6.6. HILFSAUSSAGEN 71Beweis: [7℄, Kapitel 135. �Indem wir in (6.25) s = 2u substituieren erhalten wir(Snf)(t) = 2� Z �20 (f(t+ 2u) + f(t� 2u))Dn(2u)du: (6.26)Wir k�onnen folgende Abs
h�atzung angeben.Lemma 6.7 F�ur n 2 N, n > 1, gilt2� Z �20 jDn(2t)jdt � 1 + lnn2Beweis: Wir zerlegen unser Intervall in die Segmente�0; �2(2n+ 1)� und � �2(2n+ 1) ; �2� :Dann wenden wir auf das erste Segment die Abs
h�atzung j sinntj � nj sin tj undauf das zweite die Abs
h�atzung sin t � 2� t sowie die Abs
h�atzung j sin(2n+1)tj � 1an und bekommen2� Z �20 jDn(2t)jdt = 1� Z �20 ����sin(2n+ 1)tsin t ���� dt� 1� Z �2(2n+1)0 (2n+ 1)dt+ 12 Z �2 �2(2n+1) 1t dt= 12 + 12 ln(2n+ 1):Nun ist aber 2n+ 1 < ne, also ln(2n+ 1) < 1 + lnn, womit alles gezeigt ist. �Folgerung 6.8 Ist f 2 C[0; 2�℄, n > 1, so existiert ein C > 0 mitkSnk1 � C lnn:Beweis: Da f stetig ist, ist f auf [0; 2�℄ bes
hr�ankt. Wir k�onnen unter Benutzungvon (6.26) und Lemma 6.7 abs
h�atzen:j(Snf)(t)j � 2kfk1 2� Z �20 jDn(2t)jdt � 2kfk1 + lnnkfk1;woraus wir die Aussage erhalten. �



72 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODESatz 6.9 F�ur n > 1 existiert ein C > 0 mitkPnk1 � C lnn:Beweis: [9℄, Satz 11.4 �Satz 6.10 Sei 0 < � < � < 1 und f 2 C0;�[0; 2�℄. Dann giltkPnf � fk0;� � C lnnn��� jf j�; (6.27)wobei die Konstante C von f unabh�angig ist.Beweis: Unter Verwendung der Dreie
ksunglei
hung erhalten wirkPnf � fk0;� � kPnf � Snfk0;� + kSnf � fk0;�: (6.28)p(f) := Pnf � Snf ist ein trigonometris
hes Polynom aus ~Tn. Um den ersten Sum-manden auf der re
hten Seite von (6.28) abzus
h�atzen, betra
hten wir zun�a
hst denFall jt1 � t2j � 1=n mit t1; t2 2 [0; 2�℄. Dann giltjp(f)(t1)� p(f)(t2)jjt1 � t2j� � n�(kp(f)k1 + kp(f)k1) = 2n�kp(f)k1:Falls jt1� t2j < 1=n ist, erhalten wir na
h Anwendung des Mittelwertsatzes und derUnglei
hung von Bernstein k'0k1 � nk'k1, ' 2 ~Tn, (vgl. [16℄, Seite 83)jp(f)(t1)� p(f)(t2)jjt1 � t2j� � jt1 � t2j1��kp0(f)k1 � n��1kp0(f)k1 � n�kp(f)k1:Insgesamt folgt also kp(f)k0;� � Cn�kp(f)k1: (6.29)Es bezei
hne nun ~sn�1 die beste Approximierende an f bez�ugli
h ( ~Tn�1; k:k1). Dannbekommen wir unter Verwendung von Folgerung 6.8, Satz 6.9, der Dreie
ksunglei-
hung sowie den Identit�aten ~sn�1 = Pn~sn�1 und ~sn�1 = Sn~sn�1kp(f)k1 � kPnf � fk1 + kSnf � fk1� kPnf � ~sn�1k1 + k~sn�1 � fk1 + kSnf � ~sn�1k1 + k~sn�1 � fk1= kPnf � Pn~sn�1k1 + En�1(f) + kSnf � Sn~sn�1k1 + En�1(f)� (kPnk1 + 1)En�1(f) + (kSnk1 + 1)En�1(f)� C lnnEn�1(f):



6.6. HILFSAUSSAGEN 73Insgesamt erhalten wir somit f�ur den ersten Summanden in (6.28) unter Verwendungvon Folgerung 6.5 kp(f)k0;� � Cn� lnnEn�1(f) � ~C lnnn��� jf j�: (6.30)Es verbleibt den zweiten Summanden auf der re
hten Seite in (6.28) abzus
h�atzen.Wiederum mit Folgerung 6.5 bere
hnen wirkSnf � fk1 � kSnf � ~sn�1k1 + kf � ~sn�1k1 � (kSnk1 + 1)En�1(f)� C lnnn� jf j�: (6.31)Nun m�ussen wir no
h die H�olderhalbnorm von Snf�f abs
h�atzen. Daf�ur de�nierenwir bei festem Æ den Di�erenzoperatorfÆ(x) := f(x + Æ)� f(x)und die MengenA := �Æ : jÆj > 1n� und B := �Æ : 0 < jÆj � 1n� :Damit erhalten wir mit Folgerung 6.5 und der Periodizit�at von Snf und fsupÆ2A kSn(fÆ)� fÆk1jÆ�j � n��supÆ2A � maxt2[0;2�℄ j(Snf)(t)� f(t)j+ maxt2[0;2�℄ j(Snf)(t+ Æ)� f(t+ Æ)j��� 2n�kSnf � fk1� Cn�(1 + kSnk1)En�1(f)� ~C lnnn��� jf j�Ferner gilt supÆ2B kSn(fÆ)� fÆk1jÆ�j � supÆ2B � CjÆj� lnnEn(fÆ)�und wegen � < � sowie En(f) � kfk1, f 2 C[0; 2�℄, bekommen wirsupÆ2B � CjÆj� lnnEn(fÆ)� � supÆ2B �C lnnjÆ�j kfÆk1� � C lnn supÆ2B �kfÆk1jÆj� jÆj����� ~C lnnn��� jf j�;woraus wir nun mit (6.31)



74 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEkSnf � fk0;� � C lnnn��� jf j� (6.32)folgern k�onnen. Die Abs
h�atzungen (6.30) und (6.32) liefern dann die Behauptung.�Folgerung 6.11 Es sei f 2 C1[0; 2�℄. Dann giltkPnf � fk1 � 
nkf 0k1; 
n ! 0; n!1:Beweis: Wir wenden den Mittelwertsatz an und erhaltenjf j� � kf 0k1 supx; y 2 [0; 2�℄x 6= y jx� yj1�� � Ckf 0k1;woraus dann mit Satz 6.10 die Behauptung folgt. �6.7 Konvergenzuntersu
hungenIn diesem Abs
hnitt werden wir die Konvergenz der N�aherungsoperatoren gegen dieIntegraloperatoren untersu
hen und ans
hlie�end eine Aussage �uber die L�osbarkeitdes linearen Glei
hungssystems aus Abs
hnitt 6.5 f�ur gro�e n ma
hen. Wir wollenuns dabei die bekannten Fehlerabs
h�atzungen bei Projektionsmethoden zu nutzema
hen.Dazu betra
hten wir eine Operatorglei
hung erster Art der FormS'� L' = f;wobei wir annehmen, da� S : X ! Y ein bes
hr�ankter, linearer Operator voneinem Bana
hraum X in einen Bana
hraum Y ist und eine bes
hr�ankte InverseS�1 besitzt, L : X ! Y ein kompakter Operator ist, und S � L injektiv ist. F�urdas Projektionsverfahren Pn(S � L)'n = Pnf (6.33)gilt dann der folgende SatzSatz 6.12 Seien X und Y Bana
hr�aume, Xn � X und Yn � Y zwei Folgen vonUnterr�aumen mit dimXn = dimYn = n und P Yn : Y ! Yn, PXn : X ! XnProjektionsoperatoren. Ferner gelte Yn = S(Xn) und kPnL � Lk ! 0, n ! 1.Dann ist f�ur hinrei
hend gro�e n die N�aherungsglei
hung (6.33) eindeutig l�osbar.



6.7. KONVERGENZUNTERSUCHUNGEN 75Beweis: [9℄, Satz 13.12. �In praktis
hen Re
hnungen wird anstelle von (6.33) eine angen�aherte Glei
hung derGestalt Pn(S � Ln) ~'n = Pnfn (6.34)gel�ost, wobei Ln eine Approximation an L ist und fn die re
hte Seite f approximiert.Wir erhalten dieFolgerung 6.13 Unter den Annahmen von Satz 6.12 an die Operatoren S und Lgelte ferner (PnLn � PnL) ! 0, n ! 1, f�ur alle  2 X undkPnLn � PnLkXn!Yn ! 0, n ! 1. Dann ist f�ur hinrei
hend gro�e n die N�ahe-rungsglei
hung (6.34) eindeutig l�osbar und es gilt die Fehlerabs
h�atzungk ~'n � 'k � C (kPnS'� S'k+ kPn(Ln � L)'k+ kPn(fn � f)k) (6.35)mit einer positiven Konstanten C.Beweis: [9℄, Korollar 13.13. �Um die Anwendbarkeit dieser S�atze na
hzuweisen, m�ussen wir st�arkere Vorausset-zungen an �D und an die re
hte Seite ma
hen. Wir setzen wir von nun an voraus,da� der Rand �D so glatt ist, da� der Kern H1 des Operators ~A einmal stetig dif-ferenzierbar ist. Dann sind au
h die Funktionen ~A' und ~An', ' 2 C[0; 2�℄, einmalstetig di�erenzierbar. Wenn wir dann no
h annehmen, da� die re
hte Seite in derGlei
hung '+ ~A'+ ~B� = feine Funktion aus C0;�[0; 2�℄ ist, folgt f�ur die L�osung ', da B� 2 C1[0; 2�℄ liegt, da�sie ebenfalls aus C0;�[0; 2�℄ ist. Das bedeutet aber, da� wir die Operatoren ~A und Bals kompakte Operatoren auf C0;�[0; 2�℄ au�assen k�onnen. Unter diesen st�arkerenVoraussetzungen werden wir die Konvergenzanalysis dur
hf�uhren. Wir formulierenno
h einmal ein zusammenfassendesLemma 6.14 F�ur 0 < �; �; 
; Æ < 1 und n 2 N sind die OperatorenA;An : C1;�ung[0; 2�℄ ! C0;
ung[0; 2�℄; (6.36)B;Bn : C0;�[0; 2�℄ ! C0;
ung[0; 2�℄ (6.37)~A; ~An : C0;�[0; 2�℄ ! C0;Æ[0; 2�℄; (6.38)~B; ~Bn : C1;�ung[0; 2�℄ ! C0;Æ[0; 2�℄; (6.39)bes
hr�ankt und kompakt.



76 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEBeweis: Wegen der stetigen Di�erenzierbarkeit der Kerne der Operatoren A, B, ~Aund ~B bilden diese Operatoren bes
hr�ankt na
h C1[0; 2�℄ ab (vgl. Beweis zu Satz5.18). Daher erh�alt man unter Verwendung von Satz 2.26, da� sie kompakt na
hC0;
ung[0; 2�℄ bzw. C0;Æ[0; 2�℄ abbilden.Dur
h analoge Argumentation erh�alt man au
h die Aussagen f�ur die N�aherungs-operatoren An, Bn, ~An und ~Bn. �Satz 6.15 F�ur 0 < �; � < 1 und "; Æ > 0 mit 0 < � + " < 1, 0 < Æ < �=2 sowie� 2 C1;�ung[0; 2�℄ und ' 2 C0;�[0; 2�℄ gelten die Abs
h�atzungenk(A� An)�k0;� � C1 lnnn" k�k1;�;k(B � Bn)'k0;� � C2 lnnnÆ k'k0;�k( ~A� ~An)'k0;� � C3 lnnnÆ k'k0;�k( ~B � ~Bn)�k0;� � C4 lnnn" k�k1;�:Die Folgen An : C1;�ung[0; 2�℄ ! C0;�ung[0; 2�℄;Bn : C0;�[0; 2�℄ ! C0;�ung[0; 2�℄;~An : C0;�[0; 2�℄ ! C0;�[0; 2�℄;~Bn : C1;�ung[0; 2�℄ ! C0;�[0; 2�℄;konvergieren daher in der Norm gegen die Operatoren A, B, ~A bzw. ~B.Beweis: Wir zeigen nur die Abs
h�atzungen f�ur die Operatoren An und ~An. Dieanderen Abs
h�atzungen erh�alt man analog. Es seid(�)(s) := (An�)(s)� (A�)(s) = 12� Z 2�0 �K2(s; �)�(�)� Pn(K2(s; :)�(:))(�)	 d�:Mit Satz 6.10 k�onnen wir f�ur s 2 [0; 2�℄jd(�)(s)j � kPn(K2(s; :)�(:))�K2(s; :)�(:)k1� kPn(K2(s; :)�(:))�K2(s; :)�(:)k0;�� C lnnn�+"��kK2(s; :)�(:)k0;�+"� C 0 lnnn" kK2(s; :)k0;�+"k�k1;�� C 00 lnnn" k�k1;�:



6.7. KONVERGENZUNTERSUCHUNGEN 77abs
h�atzen. Hierbei haben wir no
h ausgenutzt, da� die k:k1;� st�arker als k:k0;
 ist,0 < 
 � 1. F�ur die H�olderhalbnorm betra
hten wir s1; s2 2 [0; 2�℄, s1 6= s2 undbere
hnenjd(�)(s1)� d(�)(s2)j � 12� ����Z 2�0 �(Pn(K2(s1; :)�(:)))(�)�K2(s1; �)�(�)�((Pn(K2(s2; :)�(:)))(�)�K2(s2; �)�(�))�d���� kPn(K2(s1; :)�(:)�K2(s2; :)�(:)) (6.40)�(K2(s1; :)�(:)�K2(s2; :)�(:))k1� C lnnn" k(K2(s1; :)�(:)�K2(s2; :)�(:))k0;�+"� C 0 lnnn" k(K2(s1; :)�K2(s2; :)k0;�+"k�k1;�: (6.41)Eine Anwendung des Mittelwertsatzes liefert no
hkK2(s1; :)�K2(s2; :)k0;�+" � Cjs1 � s2j��



 ��tK2(:; :)



1 + 



 �2���tK2(:; :)



1� ;wodur
h wir s
hlie�li
h die Abs
h�atzungkd�k0;� � C 00 lnnn" k�k1;�und insgesamt k(A� An)�k0;� � C1 lnnn" k�k1;�erhalten. Damit folgtkA� Ank0;� = supk�k1;�=1 k(A� An)�k0;� � supk�k1;�=1C lnnn" k�k1;�= C lnnn" ! 0; n!1:Ebenso bere
hnen wir f�ur s 2 [0; 2�℄ und Satz 6.10j( ~A')(s)� ( ~An')(s)j � 1� Z 2�0 jH1(s; �)'(�)� Pn(H1(s; :)'(:))(�)jd�� CkH1(s; :)'(:)� Pn(H1(s; :)'(:))k0;�=2� C 0 lnnn�=2 kH1(s; :)'(:)k0;�� C3 lnnnÆ k'k0;�: (6.42)



78 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEDie Abs
h�atzung der Halbnorm folgt wegen der stetigen Di�erenzierbarkeit desKerns H1 analog zu der Abs
h�atzung (6.41) in Verbindung mit (6.42). Damit er-halten wirk ~A� ~Ank0;� = supk'k0;�=1 k( ~A� ~An)'k0;� � supk'k0;�=1C3 lnnnÆ k'k0;�= C3 lnnnÆ ! 0; n!1: �Satz 6.16 Unter den Annahmen von Satz 6.15 sind die FolgenPn;ungAn : C1;�ung[0; 2�℄ ! Tn;ungPn;ungBn : C0;�[0; 2�℄ ! Tn;ungPn=2 ~An : C0;�[0; 2�℄ ! Tn=2Pn=2 ~Bn : C1;�ung[0; 2�℄ ! Tn=2normkonvergent mit den Grenzoperatoren A, B, ~A bzw. ~B.Beweis: Seien ' 2 C0;�[0; 2�℄ und � 2 C1;�ung[0; 2�℄. Die Dreie
ksunglei
hung liefertkPn;ungAn� � A�k0;� � kPn;ungAn� � An�k0;� + kAn� � A�k0;�: (6.43)F�ur den ersten Summanden in Abs
h�atzung (6.43) gilt na
h Satz 6.10 und (6.36)kPn;ungAn� � An�k0;� � C lnnn" kAn�k0;�+" � C 0 lnnn" k�k1;�; (6.44)Satz 6.15 sagt au�erdem k(An � A)�k0;� � C lnnn" k�k1;�: (6.45)F�ur den Operator ~A gehen wir analog vor. Es istkPn=2 ~An'� A'k0;� � kPn=2 ~An'� ~An'k0;� + k ~An'� ~A'k0;�:Den ersten Summanden auf der re
hten Seite s
h�atzen wir mit Satz 6.10 und (6.38)dur
h kPn=2 ~An'� ~An'k0;� � C lnnn" k ~An'k0;�+Æ � C 0 lnnnÆ k'k0;� (6.46)ab. F�ur den zweiten Summand gilt wegen Satz 6.15k( ~An � ~A)'k0;� � C lnnnÆ k'k0;�: (6.47)



6.7. KONVERGENZUNTERSUCHUNGEN 79Die Behauptung des Satzes folgt f�ur Pn;ungAn dann aus den Abs
h�atzungen (6.44)und (6.45), die f�ur Pn=2 ~An aus den Abs
h�atzungen (6.46) und (6.47). Die Normkon-vergenz zeigt man dabei wie im Beweis zu Satz 6.15. Die Aussagen f�ur Pn=2 ~Bn undPn;ungBn ergeben si
h analog. �Folgerung 6.17 Die Folgen der Operatoren Pn;ungA, Pn;ungB, Pn=2 ~A und Pn=2 ~Bkonvergieren in der Norm gegen die Operatoren A, B, ~A bzw. ~B.Beweis: Mit Hilfe der Dreie
ksunglei
hung giltkPn;ungA� Ak � kPn;ung(An � A)k+ kPn;ungAn � Ak:F�ur den zweiten Term auf der re
hten Seite gilt wegen Satz 6.16 kPn;ungAn�Ak ! 0,n!1. F�ur den ersten Term folgt aufgrund von Satz 6.15 und Satz 6.9kPn;ung(An � A)k � C lnnkA� Ank � C 0 (lnn)2n" ! 0; n!1:Die Aussagen f�ur die anderen Operatoren folgen analog. �Folgerung 6.18 Die Folgen der Operatoren Pn;ungAn, Pn;ungBn, Pn=2 ~An und Pn=2 ~Bnkonvergieren in der Norm gegen die Operatoren Pn;ungA, Pn;ungB, Pn=2 ~A, Pn=2 ~B.Insbesondere konvergieren sie somit au
h auf den Unterr�aumen Tn;ung � C1;�ung[0; 2�℄und Tn=2 � C0;�[0; 2�℄ in der Norm.Beweis: Dies folgt wiederum aus Satz 6.15 und Satz 6.9 sowie der Abs
h�atzungkPn;ung(An � A)k � C lnnkA� Ank � C 0 (lnn)2n" ! 0; n!1:Die Aussagen f�ur die anderen Operatoren folgen analog. �Wie in Satz 2.7 f�uhren wir auf dem Produktraum C0;�[0; 2�℄� C1;�ung[0; 2�℄ dur
hk(';  )k1 := k(';  )kC0;� [0;2�℄�C1;�ung[0;2�℄ := maxfk'k0;�; k k1;�geine Norm ein. Wir sind nun in der Lage Folgerung 6.13 anzuwenden.



80 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODESatz 6.19 F�ur hinrei
hend gro�e n hat das lineare Glei
hungssystem bestehendaus (6.22) und (6.23) f�ur re
hte Seiten f 2 C0;�[0; 2�℄ und g 2 C1;�ung[0; 2�℄ eineeindeutige L�osung. Wir bekommen die Fehlerabs
h�atzungk('; �)� ( ~'n; ~�n)k1 � C �k(Pn=2fn; Pn;unggn)� (Pn=2f; Pn;ungg)k1+k(Pn=2'; Pn;ungT0�)� ('; T0�)k1 (6.48)+k(Pn=2( ~An'+ ~Bn�); Pn;ung(An� +Bn'))�( ~A'+ ~B�;A� +B'))k1� ; (6.49)wobei wir mit ('; �) die wahre L�osung des Systems von Integralglei
hungen bezei
h-nen und fn und gn die re
hten Seiten f und g approximieren.Beweis: Wir erinnern zun�a
hst daran, da� unsere Ausgangsoperatorglei
hung dieForm (S + L)� '� � = � fg � (6.50)hat, wobei ' 2 C0;�[0; 2�℄, � 2 C1;�ung[0; 2�℄, f 2 C0;�[0; 2�℄ und g 2 C0;�ung[0; 2�℄ sind,und die Operatoren dur
hS = � IdC0;� [0;2�℄ 00 T0 � und L = � ~A ~BA B �gegeben sind. Dabei erf�ullt S die Eigens
haft S(Tn=2 � Tn;ung) = Tn=2 � Tn;ung (vgl.Lemma 6.3) und S ist bes
hr�ankt invertierbar. Der Operator L ist kompakt undS � L ist injektiv, da der Operator(IdC[0;2�℄�C1;�ung[0;2�℄ +Q) : C[0; 2�℄� C1;�ung[0; 2�℄! C[0; 2�℄� C1;�ung[0; 2�℄injektiv ist na
h Satz 5.21 und C0;�[0; 2�℄ � C[0; 2�℄ ist. Wir de�nieren nun dieOperatoren Ln und Lnn dur
hLn := � Pn=2 ~A Pn=2 ~BPn;ungA Pn;ungB � und Lnn := � Pn=2 ~An Pn=2 ~BnPn;ungAn Pn;ungBn � :die wegen Folgerung 6.17 bzw. 6.18 die BeziehungenkLn � LkC0;� [0;2�℄�C1;�ung[0;2�℄ ! 0; n!1:kLnn � LnkC0;� [0;2�℄�C1;�ung[0;2�℄ ! 0; n!1erf�ullen. Dur
h Anwendung von Folgerung 6.13 erhalten wir nun, da� das lineareGlei
hungssystem bestehend aus (6.22) und (6.23) f�ur re
hte Seiten f 2 C0;�[0; 2�℄



6.8. FEHLERABSCH�ATZUNGEN 81und g 2 C1;�ung[0; 2�℄ f�ur hinrei
hend gro�e n l�osbar ist. Dar�uberhinaus bekommenwir die Fehlerabs
h�atzungk('; �)� ( ~'n; ~�n)k1 � C �k(Pn=2fn; Pn;unggn)� (Pn=2f; Pn;ungg)k1+k(Pn=2'; Pn;ungT0�)� ('; T0�)k1 (6.51)+k(Pn=2( ~An'+ ~Bn�); Pn;ung(An� +Bn'))�( ~A'+ ~B�;A� +B'))k1� : (6.52)Dabei bezei
hen fn und gn N�aherungen f�ur die re
hten Seiten f und g. �6.8 Fehlerabs
h�atzungenWir werden in diesem Abs
hnitt den Fehler k('; �)�('n; �n)k1 untersu
hen. Dabeiwerden wir uns auf den Fall analytis
her re
hter Seiten und analytis
her Parame-trisierungen f�ur �D und f�ur � und bes
hr�anken.Unter diesen Voraussetzungen folgt f�ur die Kerne der auftretenden Integrale, da�au
h diese analytis
h sind, und mit Hilfe der Riesz-Theorie erhalten wir, da� au
hdie L�osung ('; �) des Systems von Integralglei
hungen analytis
h ist, d.h. die Funk-tionen ' und � sind analytis
h. Dann benutzen wir die aus Satz 6.19 bekannteFehlerabs
h�atzung und die folgenden beiden S�atze f�ur die Analyse des Fehlerver-haltens.Satz 6.20 Sei g : R ! R eine analytis
he und 2�-periodis
he Funktion. Dannexistiert ein Streifen G := R � (�s; s) � C , s > 0, so da� g zu einer holomorphenund 2�-periodis
hen Funktion g : G ! C fortgesetzt werden kann. Der Fehler f�urdie trigonometris
he Interpolation kann dur
hkPng � gk1 �M 
oth s2sinhnsabges
h�atzt werden, wobei M eine S
hranke f�ur die Funktion g auf G angibt.Beweis: [9℄, Satz 11.7. �Satz 6.21 Sei g wie in Satz 6.20. Dann kann der FehlerRT (g) := 12� Z 2�0 g(t)dt� 12n 2n�1Xj=0 g�j�n �



82 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEder zusammengesetzten Trapezregel dur
hjRT (g)j � M(
othns� 1)abges
h�atzt werden.Beweis: [9℄, Satz 12.6. �Wir k�onnen die Abs
h�atzung aus Satz 6.20 au
h dur
hkPng � gk1 � Ce�nsausdr�u
ken, wobei C und s positive Konstanten sind, die von g abh�angen. Ebensolassen si
h au
h entspre
hende Fehlerabs
h�atzungen f�ur die Di�erenz (Pnf � f)0herleiten (siehe [15℄). Da die C1[0; 2�℄-Norm st�arker als die C0;�[0; 2�℄ ist, erhaltenwir daraus kPng � gk0;� � Cne�ns � ~Ce�n~s:Entspre
hend k�onnen wir au
h den Fehler aus Satz 6.21 dur
h die Abs
h�atzungjRT (g)j � Ce�2nszusammenfassen.F�ur den ersten Ausdru
k auf der re
hten Seite in (6.49) bekommen wir unter derAnnahme, da� die N�ahrungen fn und gn exponentiell gegen f bzw. g konvergierendie Abs
h�atzungen kPn=2f � fk0;� � C1e�n2 s1kPn;ungg � gk0;� � C2e�ns2und folgli
h k(Pn=2f; Pn;ungg)� (f; g)k1 � maxfC1e�n2 s1; C2e�ns2g: (6.53)Dann s
h�atzen wir die Ausdr�u
kekPn=2 ~An'� ~A'k0;� � kPn=2 ~An'� ~An'k0;� + k ~An'� ~A'k0;� � C3e�ns3; (6.54)kPn=2 ~Bn� � ~B�k0;� � kPn=2 ~Bn� � ~Bn�k0;� + k ~Bn� � ~B�k0;� � C4e�ns4 (6.55)sowiekPn;ungAn� � A�k0;� � kPn;ungAn� � Pn;ungA�k0;� + kPn;ungA� � A�k0;�; (6.56)kPn;ungBn'� B'k0;� � kPn;ungBn'� Pn;ungB'k0;� + kPn;ungB'�B'k0;�:(6.57)



6.9. ERGEBNISSE NUMERISCHER EXPERIMENTE 83ab. F�ur die zweiten Summanden auf der re
hten Seite in (6.56) und (6.57) giltkPn;ungA� � A�k0;� � C5e�ns5kPn;ungB'� B'k0;� � C6e�ns6:Auf die ersten Summanden wenden wir erneut Dreie
ksunglei
hung an und erhaltenkPn;ung(A� An)�k0;� � kPn;ung(A� An)� � (A� An)�k0;� + k(A� An)�k0;�� C lnnn��� k(A� An)�k0;� + k(A� An)�k0;�:Wenn wir aber die Abs
h�atzungen aus dem Beweis zu Satz 6.15 sehen, erkennenwir, da� au
h k(An � A)�k0;� � C7e�ns7 (6.58)gilt. Ebenso folgt dannkPn;ungBn'� Pn;ungB'k0;� � C8e�ns8 : (6.59)Es verbleibt die Abs
h�atzungk(Pn=2'; Pn;ungT0�)� ('; T0�)k � C9e�ns9 : (6.60)Damit k�onnen wir das folgende Ergebnis festhalten:Satz 6.22 Falls die Parametrisierung von �D, die Parametrisierung � und diere
hte Seite ('; �) des Systems von Integralglei
hungen analytis
h sind, so gilt f�urdie N�aherungsl�osung ('n; �n) und die wahre L�osung ('; �) die Fehlerabs
h�atzungk('n; �n)� ('; �)k1 � Ce�ns:Dabei h�angen die Konstanten s und C nur von der re
hten Seite (f; g) und denParametrisierungen z von �D und 
 von � ab.Beweis: Die Aussage folgt aus den Abs
h�atzungen (6.53)�(6.60) in Verbindungmit der Fehlerabs
h�atzung aus Satz 6.19. �6.9 Ergebnisse numeris
her ExperimenteIn diesem Abs
hnitt wollen wir einige numeris
he Testergebnisse vorstellen. AlsTestfunktion verwenden wir dabeif(z) = =�pz 2 � 1� ; z 2 C : (6.61)



84 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEDie Funktion f ist holomorph in C n [�1; 1℄ und stetig in �1. Infolgedessen stellt feine harmonis
he Funktion in C n [�1; 1℄ dar. Wir legen daher um den S
hlitz [�1; 1℄geeignete Geometrien, um unsere numeris
hen Experimente dur
hzuf�uhren. In denTabellen tragen wir den numeris
h erre
hnten Wert und den Fehler ju(x; y)�f(x; y)jein. Wir werden deutli
h die exponentielle Konvergenz erkennen.Beispiel 6.23 Wir parametrisieren das Geradenst�u
k dur
h� := f(t; 0) : t 2 [�1; 1℄gund die Ellipse dur
h �D := f(3 
os t; 2 sin t) : t 2 [0; 2�)g:O�ensi
htli
h sind sowohl � als au
h �D analytis
h.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

Abbildung 6.1: Ellipse mit Geradenst�u
kDie Betra
htung der Punkte (1; 1) und (�1; 1) zeigt, da� si
h au
h das Konver-genzverhalten symmetris
h verh�alt. Au
h f�ur den Punkt (1; 0:1), der nahe an einemEndpunkt des S
hlitzes liegt, stellen wir fest, da� die exponentielle fr�uh einsetzt.



6.9. ERGEBNISSE NUMERISCHER EXPERIMENTE 85Punkt: (�1; 1) Punkt: (0:25;�1)n u Fehler u Fehler8 1.134760134612 0.137259514901 -1.374101356223 0.02919410878016 1.278636654330 0.006617004816 -1.402402784403 0.00089268059932 1.272034717317 0.000015067803 -1.403293936743 0.00000152826064 1.272019648977 0.000000000536 -1.403295464996 0.000000000007128 1.272019649514 0.000000000000 -1.403295465003 0.000000000000Tabelle 6.1: Numeris
he Beispiele f�ur das Geradenst�u
k mit EllipsePunkt: (1; 0:1) Punkt: (1; 1)n u Fehler u Fehler8 0.282161475107 0.042068261302 1.134760134612 0.13725951490116 0.320459696991 0.003770039418 1.278636654330 0.00661700481632 0.324214354117 0.000015382292 1.272034717317 0.00001506780364 0.324229736335 0.000000000074 1.272019648977 0.000000000536128 0.324229736409 0.000000000000 1.272019649514 0.000000000000Tabelle 6.2: Numeris
he Beispiele f�ur das Geradenst�u
k mit EllipseBeispiel 6.24 Wir parametrisieren das Geradenst�u
k dur
h� := f(t; 0) : t 2 [�1; 1℄gund den Dra
hen dur
h�D := f(2(
os t+ 0:65(
os 2t� 1)); 1:5 sin t) : t 2 [0; 2�)g:Au
h der Rand des Dra
hen ist o�ensi
htli
h analytis
h parametrisiert.Punkt: (�0:5; 0:5) Punkt: (�2:5; 1)n u Fehler u Fehler16 0.943312227424 0.085773286210 0.896404173048 0.17881728651332 1.012321556673 0.016763956962 0.975275762537 0.09994569702464 1.029137266145 0.000051752509 1.081761112609 0.006539653047128 1.029085512787 0.000000000848 1.074734864739 0.000486594822256 1.029085513635 0.000000000000 1.075221723395 0.000000263834512 1.029085513635 0.000000000000 1.075221459561 0.000000000000Tabelle 6.3: Numeris
he Beispiele f�ur das Geradenst�u
k und den Dra
hen
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Abbildung 6.2: Dra
he mit Geradenst�u
kPunkt: (1; 0:3) Punkt: (�1;�0:5)n u Fehler u Fehler16 0.399685083626 0.190532017313 -0.655613902332 0.14462868788732 0.562861082992 0.027356017947 -0.803989757793 0.00374716757364 0.590387280122 0.000170179182 -0.800233883314 0.000008706905128 0.590217050865 0.000000050074 -0.800242590193 0.000000000026256 0.590217100940 0.000000000000 -0.800242590219 0.000000000000Tabelle 6.4: Numeris
he Beispiele f�ur das Geradenst�u
k und den Dra
henAus den Tabellen 6.3 und 6.4 lesen wir wiederum die exponentielle Konvergenz ab.Am Punkt (�2:5; 1), der nah an der �au�eren Peripherie des Dra
hens liegt, sehenwir, da� die ras
he Konvergenz erst bei einer relativ gro�en Anzahl von St�utzstelleneinsetzt.Die folgenden beiden Beispiele dienen no
h einmal zur Veri�kation der exponentiel-len Konvergenz bei anderen Geometrien des Bogens. F�ur diese Geometrien k�onnenwir jedo
h keine ges
hlossene L�osung angeben. Wir w�ahlen hierbei als re
hte Seitenin den Glei
hungen (6.23) bzw. (6.22) f(x) = �2(x21 � x22) bzw. g(t) = sin t.Beispiel 6.25 Wir w�ahlen dieses Mal als Geometrie f�ur den S
hlitz einen Halb-kreis und als Rand des Gebietes wiederum eine Ellipse. Die Parametrisierung des



6.9. ERGEBNISSE NUMERISCHER EXPERIMENTE 87Halbkreises ist gegeben dur
h� := n�
os �2 t; sin �2 t� : t 2 [�1; 1℄ound die der Ellipse dur
h�D := f(2 
os t; 5 sin t) : t 2 [0; 2�)g:
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Abbildung 6.3: Ellipse mit Halbkreisn Punkt: (0; 0) Punkt: (4; 0) Punkt: (�3; 1)8 -3.2382999394 13.8604614199 10.350700281416 -1.2513069654 16.0501179196 7.515374827932 -1.0564115803 16.0198349720 6.886956745364 -1.0522849802 16.0199060964 6.9469353675128 -1.0522256160 16.0199068585 6.9462957016256 -1.0522256163 16.0199068585 6.9462957012Tabelle 6.5: Numeris
he Beispiele f�ur die Ellipse und den HalbkreisTabelle 6.5 zeigt au
h bei einer anderen Geometrie des S
hlitzes deutli
h die expo-nentielle Konvergenz.



88 KAPITEL 6. DIE NUMERISCHE METHODEBeispiel 6.26 Als letztes Beispiel betra
hten wir no
h einmal einmal eine Ellipse,dieses Mal w�ahlen wir allerdings als S
hlitz einen na
h re
hts ge�o�neten Zweig einerParabel. Wir parametrisieren die Parabel dur
h� := f(t4; t) : t 2 [�1; 1℄gund die Ellipse wiederum dur
h�D := f(2 
os t; 5 sin t) : t 2 [0; 2�)g
Wie bei den Ergebnissen zuvor werden wir au
h hier wieder die erwartete exponen-tielle Konvergenz des Verfahrens feststellen. Tabelle 6.6 zeigt die Ergebnisse.
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Abbildung 6.4: Ellipse mit Parabel



6.10. AUSBLICK 89n Punkt: (1; 0) Punkt: (4; 0) Punkt:(�3; 1)8 2.4339909254 13.8617162114 11.415832176716 1.6560478170 16.0491858098 8.572338451132 1.5239958539 16.0224469626 7.941807676764 1.5252088058 16.0225621636 8.0016808825128 1.5251969390 16.0225626715 8.0010428959256 1.5251969301 16.0225626715 8.0010428957Tabelle 6.6: Numeris
he Beispiele f�ur die Ellipse und die Parabel6.10 Ausbli
kWir weisen zun�a
hst daraufhin, da� es m�ogli
h ist, die Invertierbarkeit des Ope-rators T0 : Ck+1;�ung [0; 2�℄ ! Ck;�ung[0; 2�℄, k 2 N , na
hzuweisen (vgl. [13℄). Daraufaufbauend kann man eine exaktere Fehleranalysis aufbauen als wir es in dieser Ar-beit getan haben. In [15℄ wird zum Beispiel ein sol
her Weg einges
hlagen.Au�erdem l�ast si
h die L�osungstheorie aus Kapitel 5 auf Systeme von o�enen, paar-weise disjunkten B�ogen zu �ubertragen. Seien �k, k = 1; : : : ; n die entspre
hendenB�ogen. Mit fx��k; x�kg bezei
hnen wir die Endpunkte des k-ten Bogens. Dann setzenwir mit einem Doppels
hi
htpotential �uber �D und einem Doppels
hi
htpotential�uber � := [nk=1�k mit einer Di
hte der Form (x��k) = 0; d( Æ 
k)(s)ds = ~ k(ar

os(s))p1� s2 ; s 2 (�1; 1); ~ k 2 C0;�[0; �℄f�ur k = 1; : : : ; n an. Die Sprungbeziehungen f�uhren dann zu einem entspre
hendenIntegralglei
hungssystem, dessen Hauptbestandteil der Operator T0 ist. Mit Hilfeder Riesz-Theorie k�onnen wir dann auf die eindeutige L�osbarkeit des Systems s
hlie-�en. Mit einer �ahnli
hen Idee ist es au
h m�ogli
h, m einfa
h zusammenh�angendeGebiete, die paarweise disjunkt sind und jeweils nm paarweise disjunkte B�ogen ent-halten, zu betra
hten.Dar�uberhinaus kann als Erweiterung dieses Themas au
h an das inverse Problem ge-da
ht werden. Eine denkbare M�ogli
hkeit daf�ur ist die Bestimmung der Randwerteauf dem bekannten Bogen, eine weitere M�ogli
hkeit die Bestimmung des unbekann-ten Randes.
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