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EinleitungDie Faktorisierungsmethode geht ursprüngli
h auf eine Idee von Colton und Kirs
h[2℄ zurü
k. Ihr Ziel war es, ein Verfahren zur Lösung inverser Streuprobleme in Re-sonanzgebieten zu entwi
keln, das keine ni
htlinearen Optimierungsmethoden nutztund relativ unabhängig von geometris
hen und physikalis
hen Eigens
haften desStreugebietes ist. In [7℄ stellte Kirs
h eine Weiterentwi
klung der Idee für inverseProbleme zeitharmonis
her Wellen vor. Er leitet eine Faktorisierung des Fernfeld-operators F in der Form GSG� her und zeigt, dass die Bildräume von pjF j undG übereinstimmen. Damit ist es ihm mögli
h eine explizite Charakterisierung desStreugebietes, nur unter Ausnutzung der Spektraldaten des Fernfeldoperators F , zugeben. Hähner übertrug dieses Verfahren auf den Fall der Lapla
e-Glei
hung im R3(siehe [5℄). Kurze Zeit später wandte Kress die Methode s
hlieÿli
h auf das inver-se Diri
hlet-Problem zur Lapla
e-Glei
hung im R2 an. In all diesen Ausführungenwurde eine ausrei
hende Randglätte zur Vereinfa
hung des Problems angenommen.In dieser Arbeit wird ebenfalls das inverse Diri
hlet-Problem zur Lapla
e-Glei
hungim R2 behandelt, jedo
h mit abges
hwä
hter Randglätte. Gesu
ht ist die lokale Stö-rung einer Halbebene, die E
ken aufweisen kann. Dazu betra
hten wir den Inte-graloperator W; dessen Kern die Lösung des äuÿeren Diri
hlet-Problems bezügli
hdes gesu
hten Gebietes ist. Mit Hilfe der Spektraldaten von W gelingt uns eineCharakterisierung der lokalen Störung.Die Arbeit beginnt mit der konkreten Formulierung des Problems. Wir stellen s
hnellfest, dass si
h das Problem auf der gestörten Halbebene in ein äquivalentes Problemfür ein bes
hränktes Gebiet mit E
ken überführen lässt. Diese Umformulierung er-laubt es uns, teilweise auf die klassis
he Theorie eines bes
hränkten und C2-glattberandeten Gebietes zurü
kzugreifen. Dabei muss natürli
h immer bea
htet werden,dass der Rand des vorliegenden Gebietes nur no
h stü
kweise C2-glatt ist und wiran den E
ken besondere Vorsi
ht walten lassen müssen. Bevor wir dann mit demdirekten Problem beginnen, stellen wir die benötigten Grundlagen bereit.Da eine Untersu
hung des inversen Problems immer gründli
he Kenntnisse des di-



2 EINLEITUNGrekten Problems voraussetzt, werden wir uns zu Beginn damit bes
häftigen und dieExistenz und Eindeutigkeit der Lösung eines äuÿeren Diri
hlet-Problems für ein Ge-biet mit E
ken zeigen. Der Eindeutigkeitsbeweis verläuft analog zum klassis
hen Fallmit C2-glattem Rand. Der Existenzbeweis kann für ein Gebiet mit E
ken ni
ht ohneweiteres adaptiert werden. Trotz eines ähnli
hen Lösungsansatzes mit einem Dop-pels
hi
htpotential müssen wir mehr Aufwand betreiben, um ans Ziel zu gelangen.Dur
h die Abs
hwä
hung der Randglätte ist der Kern des Doppels
hi
htpotentialsni
ht mehr stetig, sondern singulär. Somit erhalten wir nur no
h einen bes
hränktenund keinen kompakten Operator mehr. Im Falle eines kompakten Operators kannan dieser Stelle die Riesz-Theorie angewandt werden, um die Existenz einer Lösungder Integralglei
hung 2. Art zu zeigen. Diese Mögli
hkeit s
heint vorerst zu entfallen.Mit einer Idee von Radon (siehe Kress [10℄ Abs
hnitt 6.5) s
ha�en wir es jedo
h, einegeeignete Zerlegung dieses Operators zu konstruieren. Sie setzt si
h aus einem kom-pakten und einem mit Norm kleiner als eins bes
hränkten Operator zusammen. AufGrund dieser Zerlegung kann die Riesz-Theorie s
hlieÿli
h do
h angewandt werden.Da wir Testdaten für das inverse Problem benötigen, stellen wir in Kapitel 4 einegeeignete Methode zur numeris
hen Lösung des Problems vor, und überprüfen dasKonvergenzverhalten des Verfahrens für vers
hiedene Testgebiete.Das Kapitel 5 behandelt das s
hle
htgestellte Problem der Gebietsrekonstrukti-on. Ausgangspunkt ist die Lösung des äuÿeren Diri
hlet-Problems mit Randwerten	(�; z) auf dem Rand des gesu
hten Gebietes D und z aus dem Äusseren von �D. Wirde�nieren W als den Integraloperator über �B mit dieser Lösung als Kernfunktion.Mit B bezei
hnen wir einen Kreis, der �D im Inneren enthält. Dementspre
hend ist�B der Rand des Kreises. Unter Ausnutzung der Faktorisierung W = ASA�, mitdem Einfa
hs
hi
htpotentialoperator S und einem geeigneten Operator A, gelingtes uns den Bildraum von A mit den Spektraldaten von W zu bes
hreiben. Nunliegt 	(�; z) einges
hränkt auf den Kreisrand genau dann im Bildraum von A, wennz in D enthalten ist. Das ermögli
ht uns, ein Kriterium zur Charakterisierung desgesu
hten Gebietes zu konstruieren.Im Kapitel 6 erfolgt die Implementierung des inversen Problems. Unter Verwendungder im direkten Problem erzeugten �künstli
hen� Daten werden wir uns zum S
hlusseinige Testbeispiele ansehen. Das letzte Kapitel enthält s
hlieÿli
h den Quell
odedes implementierten inversen Verfahrens, mit dem alle Bilder des vorhergehendenKapitels erzeugt wurden.



Kapitel 1ProblemstellungIm ersten S
hritt de�nieren wir den Begri� der gestörten Halbebene und erklärenden Zusammenhang zum bereits in der Einleitung erwähnten Gebiet mit E
ken.Aus der Formulierung des äuÿeren Diri
hlet-Problems für dieses Gebiet erhalten wireine Formulierung des äquivalenten Problems für die gestörte Halbebene. Auf dieserGrundlage basierend können wir das inverse Problem vorstellen.In diesem Kapitel verwenden wir bereits Begri�e und Bezei
hnungen, die erst imnä
hsten Kapitel, den Grundlagen, eingeführt werden. Das Vorziehen der Problem-stellung soll zum besseren Verständnis der Zielsetzung führen.Sei � eine glatte Kurve in der oberen Halbebene R2+ := f(x1; x2) : x2 � 0g, so dassnur die beiden Endpunkte �1 = (a; 0) und �2 = (b; 0) mit a < b auf dem Rand�R2+ liegen. In der Nähe der Endpunkte verhalte si
h � wie eine gerade Linie, dieni
ht parallel ist zur x1-A
hse. Damit s
hlieÿen wir insbesondere Nullwinkel aus.Bezei
hne �� := f(x1; 0) : �1 < x1 < ag, �+ := f(x1; 0) : b < x1 < 1g und Dedas unbes
hränkte Gebiet oberhalb von �e := �� [ � [ �+. Für x = (x1; x2) 2 R2sei x� = (x1;�x2) der an der x1-A
hse re�ektierte Punkt. Ebenso wie wir eineneinzelnen Punkt spiegeln, spiegeln wir eine ganze Kurve und bezei
hnen das von �und ihrer Spiegelung �� einges
hlossene Gebiet mitD. Die Abbildung 1.1 liefert eineans
hauli
he Übersi
ht der Bezei
hungen.In dieser Arbeit betra
hten wir ein äuÿeres Diri
hlet-Problem zur Lapla
e-Glei
hung.Der Ausgangspunkt ist die Su
he na
h einer bes
hränkten, harmonis
hen Funktion~u = ~u(�; z) in De, wel
he die Randbedingung~u = ��(�; z) + �(�; z�); z 2 De (1.1)auf �e erfüllt. Dabei bezei
hne � die Grundlösung zur Lapla
e-Glei
hung. Dur
h



4 Problemstellung
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Abb. 1.1: Gestörte Halbebenedie Kombination der Grundlösungen für zwei spiegelsymmetris
he Punkte z undz� errei
hen wir, dass die Randwerte auf der gesamten x1-A
hse vers
hwinden. Aufder Kurve � [ �� ergibt diese Kombination eine ungerade Funktion, die in denE
kpunkten vers
hwindet. Diese Funktion stammt aus dem Raum:C0(�D) := ff 2 C(�D) : f(x�) = �f(x) für x 2 �g:Das obige Randwertproblem kann auf Grund von Symmetrieüberlegungen auf einäuÿeres Diri
hlet-Problem für das Gebiet D ausgeweitet werden. Denn löst die be-s
hränkte harmonis
he Funktion u das äuÿere Diri
hlet-Problem für das GebietR2 nD, d.h. u 2 C2(R2 n �D) \ C(R2 nD);�u = 0 in R2 n �D; (1.2)u = f auf �D;mit f 2 C0(�D), dann ist ~u := ujDe ebenfalls eine bes
hränkte harmonis
he Funktionund die Lösung des Problems: ~u 2 C2(De) \ C( �De);



5�~u = 0 in De; (1.3)~u = ~f auf �e;mit ~f 2 C0(�e) := ff 2 C(�) : f = 0 auf �� und �+g. Dass die Funktion ~udie gewüns
hte Regularität vorweisen kann, ist s
hnell einzusehen. Auf Grund derSymmetrien der Randkurve und der Randwerte gilt o�enbar u(x) = �u(x�) für x 2�D. Wenn wir die eindeutige Lösbarkeit des Äuÿeren Diri
hletproblems annehmen,folgt hieraus u(x) = �u(x�) für x 2 R2 n D. Deshalb ist u(x) = �u(x�) = 0 fürx = (x1; 0) 2 R2 n D, was wir in den Randwerten ~f 2 C0(�e) wieder�nden. Somitist ~u die eindeutig bestimmte Lösung des Problems (1.3).Gehen wir von einer ungeraden Fortsetzung der Randwerte von � auf �� aus, sogenügt bereits eine Vorgabe der Randwerte auf � anstatt auf �D, um das Problem(1.2) eindeutig festzulegen. Wir können also annehmen, dass die Randwerte aus demRaum C0(�) := ff j� : f 2 C0(�D)gsind. Der erste Teil dieser Arbeit behandelt den Eindeutigkeits- und Existenzbeweisfür das Problem (1.2).Beim inversen Randwertproblem ist die Störung der oberen Halbebene, die wir alsEins
hluss zwis
hen der Kurve � und der x1-A
hse bes
hreiben können, zu rekonstru-ieren. Basierend auf der Lösung des äuÿeren Diri
hlet Problems zu den Randwerten��(�; z) + �(�; z�) auf � und z 2 R2 n �D, wird die Faktorisierungsmethode na
hKirs
h auf dieses Problem angewandt.





Kapitel 2GrundlagenZum besseren Verständnis dieser Arbeit ist ein gewisses Grundwissen erforderli
h,das wir hier meist ohne Beweise bereitstellen. Diese können vorwiegend in [10℄ na
h-gelesen werden. Wir führen zuerst einige wi
htige Sätze aus der Funktionalanalysisein, gehen dann zu Integraloperatoren über und widmen uns s
hlieÿli
h der Poten-tialtheorie.2.1 Aus der FunktionalanalysisDieser Abs
hnitt beinhaltet Grundlagen aus der Funktionalanalysis, die si
h zumBeispiel in [6℄ und [19℄ vertiefen lassen. Na
h der Einführung kompakter Operato-ren zitieren wir ein ents
heidendes Resultat der Riesz-Theorie über die Lösbarkeitvon Integralglei
hungen zweiter Art. Hierna
h werden als Vorbereitung des Spek-tralsatzes einige Grundlagen zu kompakten, adjungierten und selbstadjungiertenOperatoren bereitgestellt. Zum S
hluss stellen wir den Satz von Lax und einen Fort-setzungssatz vor, der eine eindeutige Fortsetzung eines Operators von einem di
htenUnterraum eines normierten Raumes in dessen Abs
hluss gewährleistet.An Stelle einer Basis benötigen wir in unendli
h dimensionalen Hilbert- oder Prähil-berträumen den Begri� des vollständigen Orthonormalsystems. In diesen Räumenkann jedes Element als eine konvergente Reihe dargestellt werden.Satz 2.1 Sei fun : n 2 Ng ein orthonormales System in einem Prähilbertraum X.Dann sind die folgenden Aussagen (i)-(iii) äquivalent:(i) spanfun : n 2 Ng ist di
ht in X.



8 Grundlagen(ii) Jedes ' 2 X kann in eine Fouriereihe entwi
kelt werden' = 1Xn=1('; un)un:(iii) Für jedes ' 2 X gilt die Parsevals
he Glei
hungk'k2 = 1Xn=1 j('; un)j2:(iv) Aus (i)-(iii) folgt: ' = 0 ist das einzige Element in X, für das ('; un) = 0 füralle n 2 N.Die Aussagen (i)-(iv) sind äquivalent, falls X ein Hilbertraum ist. Ein orthonormalesSystem mit der Eigens
haft (i) wird vollständig genannt.Es existieren mehrere Mögli
hkeiten zum Na
hweis der Kompaktheit eines linearenOperators. Zwei davon stellen wir hier vor.Satz 2.2 Sei X ein normierter Raum und Y ein Bana
hraum. Die Folge An :X ! Y kompakter linearer Operatoren konvergiert in der Operatornorm gegen einenlinearen Operator A : X ! Y , d.h. kAn � Ak ! 0, n!1. Dann ist A kompakt.Satz 2.3 Sei A : X ! Y ein bes
hränkter linearer Operator mit endli
h dimensio-nalem Bild A(X). Dann ist A kompakt.Das folgende fundamentale Resultat der Riesz-Theorie erlei
htert den Existenzbe-weis der Lösung einer Integralglei
hung zweiter Art (I � A). Dabei wird vorausge-setzt, dass A ein kompakter Operator ist. Es genügt entweder die Injektivität oderdie Surjektivität von (I �A) zu zeigen, denn bereits daraus kann die Existenz einerbes
hränkten Inversen gefolgert werden.Satz 2.4 Sei A : X ! X ein kompakter, linearer Operator auf einem normiertenRaum X. Dann ist I�A injektiv genau dann, wenn es surjektiv ist. Ist I�A injektiv(und damit bijektiv), so ist der inverse Operator (I � A)�1 : X ! X bes
hränkt.Eine Verallgemeinerung dieser Aussage ist das folgende Korollar, das eine ents
hei-dende Rolle beim Existenzbeweis zum äuÿeren Diri
hlet-Problem spielt.



2.1 Aus der Funktionalanalysis 9Korollar 2.5 Der Satz 2.4 bleibt gültig, au
h wenn I � A dur
h S � A ersetztwird, wobei S : X ! Y ein bes
hränkter linearer Operator mit einer bes
hränktenInversen S�1 : Y ! X ist und A : X ! Y ein kompakter linearer Operator voneinem normierten Raum X in einen normierten Raum Y .Für das inverse Problem werden wir adjungierte Operatoren benötigen. Bevor wirdiese einführen, stellen wir das Konzept der Dualsysteme vor.De�nition 2.6 Zwei normierte Räume X und Y , ausgestattet mit einer ni
ht ent-arteten Bilinearform (�; �) : X � Y ! C , heiÿen ein Dualsystem und werden mit(X; Y ) bezei
hnet.De�nition 2.7 Seien (X1; Y1)1 und (X2; Y2)2 zwei Dualsysteme. Die OperatorenA : X1 ! X2 und B : Y2 ! Y1 nennt man adjungiert (bezügli
h der Dualsysteme),wenn (A';  )2 = (';B )1für alle ' 2 X1 und  2 Y2.Wir werden die beiden Dualsysteme ab jetzt immer mit dem glei
hen Symbol (�; �)bezei
hnen.De�nition 2.8 Sei X ein normierter Raum und A : X ! X ein bes
hränkterlinearer Operator.(i) A heiÿt selbstadjungiert, falls A = A� gilt, d.h.(A';  ) = (';A )für alle ';  2 X.(ii) A heiÿt positiv de�nit, falls A selbstadjungiert ist und die Bedingung (A'; ') >0 für alle ' 2 X erfüllt.Ab jetzt bezei
hnen wir mit X und Y immer zwei Hilberträume, sofern keine andereDe�nition gegeben wird.Der adjungierte Operator erbt einige Eigens
haften des ursprüngli
hen Operators.Eine davon ist die Kompaktheit.



10 GrundlagenSatz 2.9 Sei A : X ! Y ein kompakter linearer Operator, dann ist der adjungierteOperator A� : X ! Y ebenfalls kompakt.Ein wi
htiger Zusammenhang zwis
hen dem Bildraum eines Operators und demNullraum des Adjungierten und umgekehrt, wird im nä
hsten Satz bes
hrieben.Satz 2.10 Für einen bes
hränkten linearen Operator giltA(X)? = N(A�) und N(A�)? = A(X):Die Faktorisierungsmethode basiert auf der Spektralzerlegung eines geeigneten Ope-rators. Wann eine sol
he Zerlegung mögli
h ist und wie sie aussieht, sehen wir imfolgenden Satz.Satz 2.11 (Spektralsatz) Sei A : X ! X ein selbstadjungierter kompakter Ope-rator (A 6= 0). Dann sind alle Eigenwerte von A reell. A hat mindestens einenvon Null vers
hiedenen Eigenwert und hö
hstens eine abzählbare Menge von Eigen-werten, die bei Null ihren Häufungspunkt besitzen. Alle Eigenräume N(�I � A) zuvon Null vers
hiedenen Eigenwerten � sind endli
h dimensional, und Eigenräumezu vers
hiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Nehmen wir an, die Folge f�ng dervon Null vers
hiedenen Eigenwerte sei wie folgt geordnetj�1j � j�2j � j�3j � :::Mit Pn : X ! N(�nI�A) bezei
hnen wir den orthogonalen Projektionsoperator aufdem Raum der Eigenfunktionen zu den Eigenwerten �n. Dann giltA = 1Xn=1 �nPn (2.1)im Sinne der Normkonvergenz. Sei Q : X ! N(A) der orthogonale Projektionsope-rator auf den Nullraum N(A). Dann gilt' = 1Xn=1 Pn'+Q' (2.2)für alle ' 2 X.



2.1 Aus der Funktionalanalysis 11Sei U ein endli
h dimensionaler Unterraum von X und seien '1; :::; 'm eine Ortho-normalbasis, d.h. ('i; 'j) = 0; i; j = 1; :::; m; i 6= j, und k'ik = 1 für i = 1; :::; m.Damit können wir den orthogonalen Projektionsoperator P : X ! U darstellen alsP' = mXn=1('; 'n)'n:Jetzt sind wir in der Lage, die Reihen (2.1) und (2.2) in einer expliziteren Formdarzustellen. Man bea
hte, dass jeder Eigenwert der Folge f�ng bezügli
h seinerVielfa
hheit vorkommt. Nehmen wir an, f'ng ist eine Folge zugehöriger Eigenfunk-tionen, dann gilt für jedes ' 2 X:A' = 1Xn=1 �n('; 'n)'nund ' = 1Xn=1('; 'n)'n +Q':Die orthonormalen Eigenfunktionen eines kompakten selbstadjungierten Operators,eins
hlieÿli
h derer zu mögli
hen Nulleigenwerten, sind vollständig.Der folgende Satz von Lax ist ein nützli
hes Werkzeug zur Ausdehnung von Be-s
hränktheit und Kompaktheit linearer Operatoren von einem gegebenen Raum aufRäume mit einer s
hwä
heren, vom Skalarprodukt de�nierten Norm. Eine Eigen-s
haft, die wir im nä
hsten Abs
hnitt ausnutzen werden.Satz 2.12 (Lax) Seien X und Y zwei normierte Räume. Beide seien mit einemSkalarprodukt (�; �) ausgestattet. Angenommen, es existiert eine positive KonstanteC, so dass j(';  )j � C k'k k kfür alle ',  2 X gilt und seien A : X ! Y und B : Y ! X bes
hränkte lineareOperatoren mit der Eigens
haft (A';  ) = (';B )für alle ' 2 X und  2 Y . Dann ist A : X ! Y bes
hränkt bezügli
h der von denbeiden Skalarprodukten induzierten Normen k�ks undkAk2s � kAk kBk :



12 GrundlagenBeweis: Siehe Beweis zu Theorem 4.11 in [10℄. 2Satz 2.13 Ist V ein di
hter Unterraum des normierten Raumes X, Y ein Bana
h-raum und A : V ! Y ein stetiger linearer Operator. Dann exisiert genau eine stetigeFortsetzung eA : X ! Y , wobei eA einen stetigen linearen Operator mit eAjV = A de-�niert. Zusätzli
h gilt k eAk = kAk.Beweis: Siehe Beweis zu Satz II.1.5 in [19℄. 22.2 Über IntegraloperatorenNa
h der Einführung eines Integraloperators mit stetigem oder s
hwa
h singuläremKern weisen wir dessen Kompaktheit im Raum der stetigen Funktionen na
h undgeben eine Darstellung für den adjungierten Operator an. Im letzten S
hritt führenwir den Kompaktheitsbeweis für Operatoren, die auf Funktionen aus L20(�D) wirken.Mit �D bezei
hnen wir den Rand des Gebietes D, das in der Problemstellung ein-geführt wurde. Die Kurve �D ist somit stü
kweise C2-glatt und besteht in der Näheder E
ken aus zwei geraden Linien.De�nition 2.14 Sei K : �D��D ! R eine stetige Funktion. Der lineare OperatorA : C(�D)! C(�D), de�niert als(A')(x) := Z�DK(x; y)'(y) ds(y); x 2 �D;wird Integraloperator mit stetigem Kern K genannt.De�nition 2.15 Ein Integralkern K : �D � �D ! R wird s
hwa
h singulär ge-nannt, falls er für alle x; y 2 �D, x 6= y, de�niert und stetig ist und positive Kon-stanten M und � 2 (0; 1℄ existieren, so dassjK(x; y)j �M jx� yj��1 ; x; y 2 �D; x 6= y: (2.3)Der in 2.14 de�nierte Integraloperator kann analog mit einem s
hwa
h singulärenKern de�niert werden. Wir werden den Operator beide Male mit A bezei
hnen,jedo
h jeweils angeben, ob er einen stetigen oder s
hwa
h singulären Kern besitzt.



2.2 Über Integraloperatoren 13Satz 2.16 Ein Integraloperator von C0(�D) in C0(�D) mit stetigem oder s
hwa
hsingulärem Kern ist kompakt.Beweis: Der Beweis für einen Integraloperator mit stetigem Kern verläuft analogzum Beweis von Satz 2.23 in [10℄.Liegt ein s
hwa
h singulärer Kern vor, so wird für den Beweis des Satzes 2.23 aus[10℄ mindestens ein C1-glatter Rand verlangt. Wir bedienen uns einer Eigenart von�D, und spalten den Rand in die beiden Kurven � und �� auf. Wir setzen � bzw. ��zu C2-glatten Kurven e� bzw. e�� fort und erklären eine Fortsetzung der Funktionenaus C0(�) alsC�(e�) := f 2 C(e�) :  j� 2 C0(�) und  = 0 auf e� n �g: (2.4)Eine entspre
hende Fortsetzung gelte für C0(��). Für ' 2 C0(�D) existieren alsozwei eindeutig bestimmte Funktionen  1 2 C�(e�) und  2 2 C�(e��). Für x 2 �Dgilt: (A')(x) = Z�DK(x; y)'(y) ds(y)= Ze�K1(x; y) 1(y) ds(y) + Ze��K2(x; y) 2(y) ds(y);dabei sind K1 : �D� e�! R und K2 : �D � e�� ! R zwei s
hwa
h singuläre Kerne,mit der Eigens
haft K1(x; �) = K(x; �) auf � und K2(x; �) = K(x; �) auf �� für allex 2 �D .Auf Grund dieser Zerlegung verweisen wir wieder auf den Satz 2.23 aus [10℄. 2Für Integraloperatoren mit stetigem oder s
hwa
h singulärem Kern können wir ohneweiteres den adjungierten Operator angeben.Satz 2.17 Sei K ein stetiger oder s
hwa
h singulärer Kern. Dann sind die (kom-pakten) Integraloperatoren(A')(x) := Z�DK(x; y)'(y) ds(y); x 2 �D;(B )(x) := Z�DK(y; x) (y) ds(y); x 2 �Dbezügli
h des Dualsystems (C0(�D); C0(�D)) basierend auf(';  ) := Z�D ' ds



14 Grundlagenfür ';  2 C0(�D) adjungiert.Beweis: Im Fall des stetigen Kerns folgt die Aussage sofort aus(A';  ) = Z�D(A')(x) (x) ds(x)= Z�D �Z�DK(x; y)'(y) ds(y)� ds(x)= Z�D '(y)�Z�DK(x; y) (x) ds(x)� ds(y)= Z�D '(y)(B )(y) ds(y)= (';B ):Ist der Kern s
hwa
h singulär, so nutzen wir die im Beweis zu Satz 2.16 bes
hriebeneApproximation des Operators A und können somit folgern(A';  ) = ( limn!1An';  ) = limn!1(';Bn ) = (';B );d.h. der Grenzwert von limn!1Bn = B ist der adjungierte Operator zu A. 2Im Satz 2.16 konnten wir uns davon überzeugen, dass A von C0(�D) in C0(�D)kompakt ist. Jetzt verallgemeinern wir die Aussage no
h weiter.Satz 2.18 Der Integraloperator mit stetigem oder s
hwa
h singulärem Kern ist kom-pakt von L20(�D) in L20(�D), dabei seiL20(�D) := C0(�D)k�k2 : (2.5)Beweis: Der Beweis der Kompaktheit eines Integraloperators mit stetigem Kernverläuft analog zu dem Beweis von Satz 20.13 in [11℄.Ist der Kern des Integraloperators A s
hwa
h singulär, so existiert eine Folge vonOperatoren fAng mit stetigen Kernen, de�niert wie im Beweis zu Satz 2.16, so dasskA� Ank1 ! 0; n!1:Da für alle n 2 N die Kerne der Operatoren An stetig sind, sind alle An kompaktvon L20(�D) in L20(�D). Na
h dem Satz von Lax und unter Bea
htung von Satz 2.17gilt kA� AnkL2 � kA� Ank1 kA� � A�nk1 ! 0



2.3 Aus der Potentialtheorie 15für n!1, d.h. als Grenzwert einer Folge kompakter Opertoren ist A na
h Satz 2.2selbst kompakt von L20(�D) in L20(�D) und na
h Satz 2.13 stimmt er auf C0(�D)mit dem Integraloperator mit s
hwa
h singulärem Kern auf C0(�D) überein. 2
2.3 Aus der PotentialtheorieDieser Abs
hnitt behandelt harmonis
he Funktionen und ihre Eigens
haften. Na
hder De�nition sol
her Funktionen betra
hten wir das Beispiel der Grundlösung zurLapla
e-Glei
hung, die eine wi
htige Rolle in der Potentialtheorie spielt. Als nä
h-stes werden die Greens
hen Sätze unter Bea
htung der Randglätte formuliert. DieGreens
he Formel ermögli
ht es s
hlieÿli
h, eine harmonis
he Funktion in einem be-s
hränkten Gebiet allein aus ihrer Kenntnis auf dem Rand, im Inneren eindeutig zu
harakterisieren. Na
h dem Maximum-Minimum-Prinzip wissen wir sogar, dass eineharmonis
he Funktion ihre Extremwerte auf dem Rand ihres De�nitionsberei
hesannimmt. Um das Verhalten harmonis
her Funktionen in unbes
hränkten Gebietenuntersu
hen zu können, dehnen wir die Greens
he Formel für entspre
hende Gebieteaus. Zum S
hluss geben wir den Satz von Giraud-Keldys
h-Lawrentjew an.De�nition 2.19 Eine zweimal stetig di�erenzierbare reellwertige Funktion u, de-�niert auf einem Gebiet D � R2 , nennt man harmonis
h, wenn sie die Lapla
e-Glei
hung �u = 0 in D;erfüllt, wobei �u := �2u�x21 + �2u�x22 :Ein wi
htiges Hilfsmittel zur Behandlung von Problemen zur Lapla
e-Glei
hung mitIntegralglei
hungsmethoden ist die sogenannte Grund- oder Fundamentallösung derLapla
e-Glei
hung.Satz 2.20 Die Funktion �(x; y) := 12� ln 1jx� yjwird Fundamentallösung der Lapla
e-Glei
hung in R2 genannt. Für ein festes y 2 R2ist sie harmonis
h in R2 n fyg:



16 GrundlagenDie Greens
hen Sätze sind ein wi
htiges Hilfsmittel der Potentialtheorie. Wir sinddaran interessiert, sie in Gebieten mit E
ken anwenden zu können. Einen entspre-
henden Beweis �nden wir für den Fall des R3 in [14℄ oder [15℄ und für R2 in [8℄.Satz 2.21 Sei D ein bes
hränktes und einfa
h zusammenhängendes Gebiet, dessenRand regulär und stü
kweise C2-glatt ist, und � sei die na
h auÿen weisende Ein-heitsnormale an den Rand �D. Für u 2 C1( �D) und v 2 C2( �D) gilt dann der ersteGreens
he Satz: ZD(u�v + grad u � grad v) dx = Z�D u�v�� ds (2.6)und für u, v 2 C2( �D) gilt der zweite Greens
he Satz:ZD(u�v � v�u) dx = Z�D �u�v�� � v�u��� ds: (2.7)Korollar 2.22 Sei v 2 C2( �D) harmonis
h in D. Dann giltZ�D �v�� ds = 0: (2.8)Es genügt die Randwerte und die Normalableitung einer harmonis
hen Funktion aufdem Rand ihres De�nitionsberei
hs zu kennen, um sie mit Hilfe der Grundlösunginnerhalb des De�nitionsberei
hes eindeutig 
harakterisieren zu können.Satz 2.23 Sei D wie in Theorem 2.21 und sei u 2 C2( �D) harmonis
h in D. Danngilt u(x) = Z�D ��u�� (y)�(x; y)� u(y)��(x; y)��(y) � ds(y); x 2 D: (2.9)Aus der Potentialtheorie ist bekannt, dass eine analytis
he Funktion, die auf ei-ner o�enen Menge ihres De�nitionsberei
hes vers
hwindet, identis
h vers
hwindet.Auf Grund des folgenden Satzes können wir diese Eigens
haft in den kommendenAusführungen verwenden.Satz 2.24 Harmonis
he Funktionen sind analytis
h.Es ist mögli
h die Werte einer harmonis
hen Funktion dur
h ihre Werte auf demRand des De�nitionsberei
hs zu bes
hränken.



2.3 Aus der Potentialtheorie 17Satz 2.25 (Maximum-Minimum Prinzip) Eine in einem Gebiet harmonis
heund ni
ht konstante Funktion besitzt kein Maximum und kein Minimum.Korollar 2.26 Sei D ein bes
hränktes Gebiet und u harmonis
h in D und stetig in�D. Dann nimmt u ihr Maximum und Minimum auf dem Rand an.Wir kennen den Greens
hen Satz bereits für bes
hränkte Gebiete. Um das Verhaltenharmonis
her Funktionen im Auÿenraum sol
her Gebiete untersu
hen zu können,s
hauen wir uns die Greens
he Formel au
h für unbes
hränkte Gebiete an.Satz 2.27 Sei D � R2 de�niert wie in Satz 2.21 mit der in das Äuÿere von Dweisenden Einheitsnormale � an den Rand �D und u 2 C2(R2 nD) eine bes
hränkteharmonis
he Funktion. Dann giltu(x) = u1 + Z�D �u(y)��(x; y)��(y) � �u�� (y)�(x; y)� ds(y);für x 2 R2 n �D mit einer Konstanten u1. Es gelten auÿerdemZ�D �u�� ds = 0und die Mittelwerteigens
haftu1 = 12�r Zjyj=r u(y) ds(y) (2.10)für genügend groÿe r.Wir nutzen den obigen Satz und das asymptotis
he Verhalten der Grundlösung inR2 �(x; y) = 12� ln 1jxj +O� 1jxj� (2.11)und ��(x; y)�xj = O� 1jxj� ; �2�(x; y)�xj�xk = O� 1jxj2� (2.12)für jxj ! 1, wel
hes glei
hmäÿig für alle Ri
htungen x=jxj und alle y 2 �D gilt. Da-mit können wir das Verhalten für bes
hränkte harmonis
he Funktionen im Äuÿereneines Gebietes herleiten:u(x) = u1 +O� 1jxj� ; gradu(x) = O� 1jxj� ;



18 Grundlagendas glei
hmäÿig für alle Ri
htungen erfüllt ist.Ein für die späteren Untersu
hungen sehr nützli
hes Hilfsmittel ist der folgende Satz.Den Beweis für den Fall des R3 �nden wir in [13℄. Der Beweis im R2 verläuft analog.Satz 2.28 (Giraud-Keldys
h-Lawrentjew) Es sei D ein o�enes Gebiet, dessenRand �D ein stetig gekrümmtes Kurvenstü
k �D0 enthalte, jedo
h in der Weise,dass eine gewisse einseitige, o�ene Umgebung von �D0 zu D gehört. Ferner sei ueine in D[�D0 stetige und in D harmonis
he Funktion, die in einem inneren Punktp0 aus �D0 ein lokales Extremum besitzt. Konvergiert dann die Normalableitung �u�� ,betra
htet auf der Normalen dur
h p0, bei Annäherung an p0, gegen null, so ist u inD [ �D0 konstant.



Kapitel 3Äuÿeres Diri
hlet-ProblemIn diesem Teil der Arbeit widmen wir uns dem äuÿeren Diri
hlet-Problem für einGebiet mit E
ken. Bevor wir den Existenzbeweis behandeln, untersu
hen wir die Ei-gens
haften des Doppels
hi
htpotentials unter Berü
ksi
htigung der Besonderheitendes vorliegenden Gebietes. Im Speziellen interessiert uns sein Verhalten am Rand,was uns zur Sprungrelation führt. Mit einem Doppels
hi
htpotentialansatz und derdaraus resultierenden Integralglei
hung zweiter Art zeigen wir die Existenz einerLösung. Der hier vorliegende Integraloperator ist ni
ht kompakt, wie das bei einemC2-glatt berandeten Gebiet der Fall ist. Es wird uns aber mögli
h sein, diesen Ope-rator so zu zerlegen, dass wir mit ähnli
her Argumentation die eindeutige Lösbarkeitdes Ansatzes zeigen werden.3.1 EindeutigkeitWir werden uns davon überzeugen, dass eine harmonis
he Funktion bereits dur
hdie Vorgabe ihrer Werte auf dem Rand eines Gebietes, im äuÿeren davon eindeutigfestgelegt ist. Dabei gehen wir von dem in der Problemstellung de�nierten GebietD aus und übernehmen alle dort eingeführten Bezei
hnungen.De�nition 3.1 (Äuÿeres Diri
hlet-Problem) Gesu
ht ist eine Funktion u, dieharmonis
h in R2 n �D und stetig in R2 nD ist und die Randbedingungu = f auf �Derfüllt, wobei f 2 C0(�D) vorgegeben sei. Auÿerdem gelteu(x) = O(1) für jxj ! 1



20 Äuÿeres Diri
hlet-Problemglei
hmäÿig für alle Ri
htungen.Satz 3.2 Das äuÿere Diri
hlet-Problem besitzt hö
hstens eine Lösung.Beweis: Die Di�erenz zweier Lösungen des äuÿeren Diri
hlet-Problems u := u1�u2ist eine harmonis
he Funktion in R2 n �D und stetig bis auf den Rand. Sie erfüllt diehomogene Randbedingung u = 0. Na
h dem Maximum-Minimum-Prinzip nimmt uihr Supremum bzw. In�mum auf dem Rand an oder dieses stimmt mit u1 über-ein. Wird beides auf dem Rand angenommen, so gilt u = 0 in R2 nD. Stimmt dasSupremum mit u1 überein, so gilt u(x) � u1 für alle x 2 R2 n D und aus derMittelwerteigens
haft (2.10) folgt u = u1 auÿerhalb eines genügend groÿen Kreises.Da harmonis
he Funktionen analytis
h sind, ist u = u1 in R2 n �D und auf Grundder homogenen Randbedingung u = 0 in R2 nD. Die Argumentation verläuft analog,falls u1 mit dem In�mum übereinstimmt. 2Die Symmetrie in den Randwerten führt zu einer symmetris
hen Lösung, die entlangder x1-A
hse vers
hwindet. Das führt wiederum zu u1 = 0.3.2 Potentiale und SprungbeziehungenAls Lösung für das äuÿere Diri
hlet-Problem werden wir einen Doppels
hi
htpoten-tialansatz wählen. In diesem Abs
hnitt untersu
hen wir deshalb die Eigens
haftendes Doppels
hi
htpotentials und seine Fortsetzbarkeit bis auf den Rand. Dur
h einenkleinen Tri
k werden wir die Eigens
haften aus dem Fall des C2-glatten Randes fol-gern. Parallel dazu werden wir au
h das Einfa
hs
hi
htpotential betra
hten, da esuns im zweiten Teil der Arbeit, dem inversen Problem, eine Hilfe sein wird.De�nition 3.3 Sei ' 2 C0(�D) gegeben, dann heiÿtv(x) := Z�D �(x; y)'(y) ds(y); x 2 R2 n �D (3.1)das Einfa
hs
hi
htpotential undu(x) := Z�D ��(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 R2 n �D (3.2)das Doppels
hi
htpotential mit Di
hte '.



3.2 Potentiale und Sprungbeziehungen 21Für Punkte x 62 �D können wir Integration und Di�erentiation vertaus
hen. Somitrepräsentiert sowohl das Einfa
hs
hi
ht- als au
h das Doppels
hi
htpotential eineharmonis
he Funktion in D und in R2 n �D.Nutzen wir die Randsymmetrie aus und die Eigens
haft, dass ' ungerade ist, soformen wir sowohl das Einfa
h- als au
h das Doppels
hi
htpotential äquivalent um,indem wir sie in jeweils zwei Integrale über den Kurven � und �� aufspalten. Dabeiwird das zweite Integral wiederum zu einem Integral über � umgeformt und beidedann zusammengefasst. Für x 2 R2 n �D erhalten wir s
hlieÿli
h:v(x) = Z�[�(x; y)� �(x; y�)℄'(y) ds(y);u(x) = Z�G(x; y)'(y) ds(y); (3.3)wobei wir zur Verkürzung der S
hreibweise die FunktionG(x; y) := ��(x; y)��(y) � ��(x; y�)��(y�) ; y 2 � (3.4)einführen. Die obige Darstellung verdeutli
ht die Auswirkung der Randsymmetrie,die si
h au
h auf den Kern auswirkt, so dass für ex := (x1; 0), x1 2 R, unter Ausnut-zung von �(y�) = (�1(y);��2(y))t gilt, dassG(ex; y) = 12� ��(y) � (x1 � y1;�y2)(x1 � y1)2 + y22 � �(y�) � (x1 � y1; y2)(x1 � y1)2 + y22 � = 0; (3.5)für alle y 2 �. Warum es sinnvoll ist, diese äquivalente Darstellung zu betra
hten,wird spätestens in der numeris
hen Umsetzung deutli
h, da wir dann unnötigenRe
henaufwand vermeiden.Das Doppels
hi
htpotential u weist am Rand von D einen Sprung auf. Es ist jedo
hmögli
h, es stetig von beiden Seiten bis auf den Rand fortzusetzen. In wel
hem Sinneexistiert aber das Doppels
hi
htpotential auf dem Rand? Bei genauer Betra
htungwird deutli
h, dass G eine Singularität aufweist für den Fall, dass si
h x auf � undy auf �� einer E
ke nähern. Dur
h die Fortsetzung von � und �� zu glatten Kurvenist es mögli
h, die Sprungrelation für ein Gebiet mit E
ken auf die Sprungrelationfür glatte Gebiete zurü
kzuführen.Satz 3.4 (i) Das Doppels
hi
htpotential u mit Di
hte ' 2 C0(�) lässt si
h stetigvon D na
h �D und von R2 n �D na
h R2 nD fortsetzen mit den Randwertenu�(x) = Z�G(x; y)'(y) ds(y)� 12'(x); x 2 �D; (3.6)



22 Äuÿeres Diri
hlet-Problemwobei u� := limh!+0u(x� h�(x)):Die Integrale existieren als uneigentli
he Integrale.(ii) Für die Normalableitung des Doppels
hi
htpotentials mit Di
hte ' 2 C0(�) giltlimh!+0 �(x) � fgradu(x+ h�(x))� gradu(x� h�(x))g = 0 (3.7)für x 2 �D n f�1; �2g im Sinne lokal glei
hmäÿiger Konvergenz.Beweis: (i) Für ' 2 C0(�) und x 2 R2 n �D giltu(x) = Z�G(x; y)'(y) ds(y) = Z� ��(x; y)��(y) '(y) ds(y) + Z�� ��(x; y)��(y) '�(y) ds(y);wobei '� 2 C0(��) und '(x) = �'�(x�) für x 2 �.Betra
hten wir zuerst das Integral über �. Die Argumentation für das Integral über�� verläuft analog.Wir setzen � zu einer C2-glatten Kurve e� fort und erklären eine Fortsetzung derFunktionen von � auf e�, wie in (2.4) bereits de�niert. Für  2 C�(e�) seieu(x) := Ze� ��(x; y)��(y)  (y) ds(y):Aus [10℄, Satz 6.17, ist bekannt, dass für x 2 e� das Integral als uneigentli
hes Integralexistiert und si
h das Doppels
hi
htpotential mit Di
hte  2 C�(e�) stetig bis aufden Rand e� fortsetzen lässt, so dass für x 2 e� gilteu�(x) = Ze� ��(x; y)��(y)  (y) ds(y)� 12 (x):Da e' 2 C�(e�) auf e� n � vers
hwindet, ist eu dort insbesondere stetig.Aus der Überlagerung zweier Doppels
hi
htpotentiale über e� und e��, der C2-glattenFortsetzung von ��, folgt der Beweis von (i).(ii) Da es si
h hier um eine lokale Eigens
haft handelt, verläuft der Beweis analogzum Fall des C2-glatten Randes (siehe [3℄). 2Das Einfa
hs
hi
htpotential ist im Gegensatz zum Doppels
hi
htpotential in ganz R2stetig, aber wie man vermuten könnte, weist es einen Sprung in der Normalableitungam Rand auf.



3.3 Randwertproblem: Existenz 23Satz 3.5 (i) Das Einfa
hs
hi
htpotential v mit stetiger Di
hte ', de�niert wie in(3.1), ist stetig in ganz R2 .(ii) Das Einfa
hs
hi
htpotential mit Di
hte ' 2 C(�D) besitzt die Normalableitung�v��� (x) = Z�D ��(x; y)��(x) '(y) ds(y)� 12'(x); x 2 �D n f�1; �2g; (3.8)wobei �v��� (x) := limh!+0 �(x) � grad v(x� h�(x))im Sinne lokal glei
hmäÿiger Konvergenz gilt.Beweis: (i) Für Di
hten aus C0(�D) lässt si
h das Einfa
hs
hi
htpotential mit demglei
hen Tri
k, den wir im Beweis der Sprungrelation beim Doppels
hi
htpotentialangewandt haben, behandeln und auf das Problem C2-glatter Ränder zurü
kführen.Einen Beweis dafür �nden wir in [10℄, Satz 6.14. Ein allgemeinerer Beweis für stetigeDi
hten ist in [4℄ na
hzulesen.(ii) Es sei no
hmals angemerkt, dass Sprungbeziehungen lokale Eigens
haften sind.Damit hat der Fall des C2-glatten Randes au
h hier Gültigkeit. Dieser Beweis istzum Beispiel in [10℄, Satz 6.18, na
hzulesen. 23.3 Randwertproblem: ExistenzDie Eindeutigkeit einer Lösung des äuÿeren Diri
hlet-Problems haben wir bereitsgezeigt. Jetzt überzeugen wir uns davon, dass eine Lösung überhaupt existiert. Ob-wohl der Kern des Doppels
hi
htpotentials direkt in den E
ken vers
hwindet, ist erin einer Umgebung davon unstetig. Er weist sogar eine Singularität auf, derart dassder Integraloperator mit diesem Kern ni
ht mehr kompakt ist.Wir de�nieren eine Operatorfolge, deren Glieder bis auf eine glättende Funktionim Kern mit dem Doppels
hi
htpotentialoperator übereinstimmen. Diese glättendeFunktion lindert die Singularität des Kerns, so dass dieser sogar stetig wird und dieOperatoren damit kompakt. Die Folge konvergiert zwar ni
ht gegen den Doppel-s
hi
htpotentialoperator. Das ist au
h gar ni
ht mögli
h, da dieser dann kompaktsein müsste. Aber die Di�erenz der Folgenglieder und des Doppels
hi
htpotential-operators lässt si
h in der Norm gegen einen Wert abs
hätzen, der kleiner als einsist. Alles zusammen ermögli
ht die Anwendung des Satzes von Riesz und damit dieeindeutige Lösbarkeit der aus der Sprungrelation resultierenden Integralglei
hung.



24 Äuÿeres Diri
hlet-ProblemZur Vereinfa
hung der S
hreibweise führen wir den OperatorK : C0(�D)! C0(�D)ein, so dass (K')(x) := 2 Z�D ��(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 �D; (3.9)mit ' 2 C0(�D) gilt. Der Operator K ist wohlde�niert, denn wie wir aus Satz 3.4wissen, ist K' stetig für ' 2 C0(�D). Es gilt auÿerdem(K')(x) = Z�D ��(x; y�)��(y�) '(y�) ds(y)= � Z�D �1(y�)(x1 � y1) + �2(y�)(x2 + y2)2� jx� y�j2 '(y) ds(y)= � Z�D �1(y)(x1 � y1) + �2(y)(�x2 � y2)2� jx� � yj2 '(y) ds(y)= � Z�D ��(x�; y)��(y) '(y) ds(y)= �(K')(x�);also folgt insbesondere K' 2 C0(�D).Analog zu (3.3) können wir au
h für K eine äquivalente Darstellung als Operatorvon C0(�) na
h C0(�) angeben:(K')(x) = 2 Z�G(x; y)'(y) ds(y); x 2 �; (3.10)wobei G de�niert ist wie in (3.4).Satz 3.6 Es gilt N(I +K) = f0g, d.h. der Operator I +K ist injektiv.Beweis: Sei ' eine Lösung von '+K' = 0 und u de�niert wie in (3.2). Dann gilt:2u+ = '+K' = 0 auf �D:Da u(x) = O(1) für jxj ! 1, folgt aus der Eindeutigkeit des äuÿeren Diri
hlet-Problems, dass u = 0 in R2 n �D: Na
h (3.7) gilt �u��� � �u+�� = 0 auf �D n f�1; �2g,d.h. �u��� = 0 auf �D n f�1; �2g: (3.11)Aus dem Minimum-Maximum-Prinzip folgern wir, dass sowohl das Minimum alsau
h das Maximum einer harmonis
hen Funktion auf dem Rand angenommen wird.



3.3 Randwertproblem: Existenz 25Werden die Extremalwerte in den E
ken angenommen, so gilt umin = umax = 0 undsomit u = 0. Wird der Extremalwert auf �D n f�1; �2g angenommen, so folgt aus(3.11) und dem Satz von Giraud-Keldys
h-Lawrentjew, dass u konstant in �D ist. Dajedo
h u(�i) = 0 gilt, ist u = 0 in �D. Aus der Sprungrelation folgt s
hlieÿli
h ' = 0auf �D, also N(I +K) = f0g. 2Mit der geleisteten Vorarbeit sind wir in der Lage, ein Kriterium zur Lösung desäuÿeren Diri
hlet-Problems anzugeben. Wir nutzen die Sprungrelation des Doppel-s
hi
htpotentials aus, um eine geeignete Di
hte ' 2 C0(�) zu bestimmen. Das mitdieser Di
hte versehene Doppels
hi
htpotential lässt si
h stetig bis auf den Rand �Dfortsetzen und nimmt dort die geforderten Randwerte f 2 C0(�) an. Wir halten dasErgebnis im folgenden Satz fest.Satz 3.7 Das Doppels
hi
htpotentialu(x) = Z�G(x; y)'(y) ds(y); x 2 R2 n �D (3.12)mit der Di
hte ' 2 C0(�) löst das äuÿere Diri
hlet-Problem, falls die Di
hte ' dieIntegralglei
hung '(x) + 2 Z�G(x; y)'(y) ds(y) = 2f(x) (3.13)für x 2 � und f 2 C0(�) erfüllt.Beweis: Dies folgt unmittelbar aus (3.6). Insbesondere hat u das verlangte Ver-halten für jxj ! 1, nämli
h u(x) = O(1), wie man es aus dem asymptotis
henVerhalten der Grundlösung in R2 (siehe (2.12)) ersehen kann. 2Wir wissen bereits, dass der Operator (I+K) injektiv ist. Unser Ziel ist es, mit demSatz von Riesz die Existenz einer bes
hränkten Inversen zu si
hern. Wir s
ha�en esni
ht zu zeigen, dassK kompakt ist. Also müssen wir versu
hen, die Voraussetzungenvon Korollar 2.5 zu erfüllen. An dieser Stelle greifen wir zur Vereinfa
hung auf dieDe�nition von K aus (3.9) zurü
k. Wir erinnern uns, dass der Kern des Operatorsdie folgende Gestalt hat: ��(x; y)��(y) mit x; y 2 �D:Der Kern ist stetig, solange x und y aus dem glei
hen C2-glatten Kurvenstü
k stam-men. Nähern si
h jedo
h x auf � und y auf �� glei
hzeitig einer E
ke �, so wird der



26 Äuÿeres Diri
hlet-ProblemKern unstetig und es gilt:limx;y!� ��(x; y)��(y) =1; x 2 �; y 2 ��:Um das Problem zu umgehen, de�nieren wir eine stetige Funktion h : [0;1) ! R,so dass h(t) := 8><>:0; 0 � t � 12 ;2t� 1; 12 � t � 1;1; 1 � t <1: (3.14)Wir benutzen die Abs
hneidefunktion h, um die OperatorenKn : C0(�D)! C0(�D)wie folgt zu de�nieren:(Kn')(x) := 2 Z�D h(n jx� yj)��(x; y)��(y) '(y) ds(y); x 2 �D; n 2 N :Die Kerne der Operatoren Kn sind stetig für alle n 2 N , also sind alle Glieder derFolge fKng kompakt. Jetzt sind wir in der Lage, die Di�erenz zwis
hen K und denoben de�nierten Folgengliedern Kn zu bilden. Wir stellen fest, dass die Folge zwarni
ht gegen K konvergiert, aber es mögli
h ist, die Norm von K �Kn gegen einenWert, der kleiner als eins ist, abzus
hätzen.Satz 3.8 Für die Operatoren eKn := K �Kn gilt für hinrei
hend groÿe n 2 N:k eKnk1 < 1:Beweis: Es gibt ein n 2 N hinrei
hend groÿ, so dass für alle x 2 �D eine S
heibeB[x; 1n ℄ = fy 2 R2 : jx� yj � 1ng existiert, die entweder (i) nur einen Kurvenbogen� oder �� s
hneidet oder (ii) beide Bögen. Der zweite Fall tritt dementspre
hendnur in der Nähe der E
ken auf.(i) Wird nur ein Kurvenbogen ges
hnitten, so sind wir weit genug von den E
kenentfernt, und ��(x;y)��(y) ist stetig. Es existiert also eine KonstanteM := maxx;y2� ������(x; y)��(y) ���� :Dur
h Projektion auf die Tangente im Punkt x erhalten wirj( eKn')(x)j � 2 Z�D\B[x; 1n ℄ ����[1� h(n jx� yj)℄��(x; y)��(x) '(y)���� ds(y)



3.3 Randwertproblem: Existenz 27� 2M k'k1 Z�D\B[x; 1n ℄ ds(y)� 2M k'k1 4n:(ii) Unseren Annahmen über das Gebiet zufolge und der Tatsa
he, dass n groÿ genuggewählt wurde, können wir im zweiten Fall annehmen, dass die Übers
hneidung auszwei geraden Linien A und A� besteht.Abb. 3.1: Verhalten des Randes in den E
ken
BH"(x)
z

�i A
A� E x�i �(x)

Wir betra
hten das Dreie
k mit E
kpunkten z; �i; x, wobei z und �i die Endpunktevon A� sind und x 2 Anf�ig ist. Die Stre
ke zwis
hen z und x nennen wir B. Zuletztsei H"(x) der S
hnitt zwis
hen dem oben bes
hriebenen Dreie
k und einer Sphäremit Mittelpunkt in x und Radius ". Zur Verdeutli
hung siehe Abbildung 3.1.Da �(x; �) eine harmonis
he Funktion in R2 n fxg ist, können wir das Korollar 2.22in dem von A, A�, B und H"(x) aufgespannten Gebiet E anwenden. Berü
ksi
htigenwir, dass der Normalenvektor für y 2 A oder B senkre
ht auf fx� yg steht, so gilt:ZA� ��(x; y)��(y) ds(y) + ZH"(x) ��(x; y)��(y) ds(y) = 0:Gehen wir davon aus, dass die Normale immer ins Äuÿere des einges
hlossenenGebietes zeigt, dann wissen wir, dass �(y) = fx�yg=" für y 2 H"(x) gilt und somit:12� ZH"(x) �(y) � fx� ygjx� yj ds(y) = lim"!0� 12�" ZH"(x) ds(y)� = �(x)2� :Mit �(x) bezei
hnen wir den Winkel im Dreie
k an der E
ke x. Die Orientierung derEinheitsnormalen legt das Vorzei
hen obiger Integrale fest, und wir können sogar



28 Äuÿeres Diri
hlet-Problems
hreiben: ZA� ������(x; y)��(y) ���� ds(y) = ����ZA� ��(x; y)��(y) ds(y)���� = �(x)2� :Elementaris
hen geometris
hen Überlegungen zufolge ist �(x) + �i � �, also kannohne Eins
hränkung der Allgemeinheit �i < � angenommen werden. Ist der Winkel�i > �, so arbeiten wir mit dem Komplementärwinkel � 0 := 2� � �, der wiederkleiner als � ist. Und s
hlieÿli
h können wir abs
hätzenj( eKn')(x)j � 2 ZA[A� ����[1� h(njx� yj)℄��(x; y)��(x) '(y)���� ds(y)� 2 k'k1 ZA� ������(x; y)��(y) ���� ds(y)= 2 k'k1 �(x)2�� k'k1�1� �i� � :Am E
kpunkt �i erhalten wir wegen ��(�i;y)��(y) = 0 für y 2 (A [ A�) n f�g:j( eKn')(�i)j � 2 ZA[A� ����[1� h(nj�i � yj)℄��(�i; y)��(y) '(y)���� ds(y) = 0:Werden alle Resultate kombiniert, so sehen wir, dass k eKnk1 � q für ein genügendgroÿes n 2 N gilt, mit q := maxi=1;2 ����1� �i� ���� < 1: 2Nun können wir s
hreiben I +K = I + eKn +Kn: (3.15)Dabei besitzt I + eKn na
h dem Satz über die Neumanns
he Reihe ein bes
hränktesInverses und Kn ist kompakt. Zusätzli
h wissen wir na
h Satz 3.6, dass der OperatorI +K injektiv ist. Das Korollar 2.5 besagt s
hlieÿli
h, dass I +K ein bes
hränktesInverses besitzt, was uns zum folgenden Satz führt:Satz 3.9 Das äuÿere Diri
hlet-Problem besitzt eine eindeutige Lösung.



3.3 Randwertproblem: Existenz 29Eine wi
htige Eigens
haft, über die wir no
h kurz na
hdenken sollten, ist die stetigeAbhängigkeit der Lösung von den Randdaten, d.h. eine geringe Änderung in denRanddaten darf au
h nur eine geringe Änderung in der Lösung na
h si
h ziehen.Satz 3.10 Die Lösung des äuÿeren Diri
hlet-Problems u in R2 nD hängt stetig inder Maximumnorm von den gegebenen Randdaten ab.Beweis: Na
h dem Minimum-Maximum-Prinzip nimmt die Lösung des äuÿerenDiri
hletproblems ihr Extremum auf dem Rand an:kuk1;D = kuk1;�D = kfk1 : 2





Kapitel 4Numerik des direkten ProblemsWie bere
hnet man numeris
h ein Integral mit periodis
hem Integranden? Norma-lerweise ist die zusammengesetzte Trapezregel zu empfehlen. Was passiert jedo
h,wenn der Integrand Singularitäten in den Ableitungen besitzt?Die direkte Anwendung der Trapezregel verspri
ht hier nur eine geringe Konver-genzrate. Eine Quadraturformel höherer Ordnung ist widerum mit einem zu hohenRe
henaufwand verbunden. Eine Idee ist die Dur
hführung einer geeigneten Sub-stitution, wel
he die Ableitungen des Integranden bis zu einer gewissen Ordnungan den Endpunkten des Integrationsintervalls vers
hwinden lässt. Auf das transfor-mierte Integral kann s
hlieÿli
h die Trapezregel angewandt werden. Diese Methodewird in [9℄ erläutert. Eine ausführli
here Bes
hreibung �nden wir in [18℄.4.1 QuadraturformelIm Folgenden bes
hreiben wir eine numeris
he Quadraturformel für Integrale derForm Z 2�0 g(t) dt;wobei der Integrand g glatt auf (0; 2�) ist. In t = 0 und t = 2� kann g in denAbleitungen Singularitäten bis zu einer gewissen Ordnung aufweisen.Sei w : [0; 2�℄ ! [0; 2�℄ bijektiv, streng monoton wa
hsend und hinrei
hend oftdi�erenzierbar. Des Weiteren fordern wir, dass w in 0 und (2��w) in 2� Nullstellen



32 Numerik des direkten Problemshöherer Ordnung habe. Nun können wir t dur
h w(s) substituieren und erhalten:Z 2�0 g(t) dt = Z 2�0 h(s) ds;wobei h(s) := w0(s)g(w(s)); 0 < s < 2�:Wird die Trapezregel auf das transformierte Integral angewandt, so ergibt si
h dieQuadraturformel Z 2�0 g(t) dt � �n 2n�1Xj=1 a(n)j g(s(n)j ) (4.1)mit den Gewi
hten a(n)j = w0�j�n �und Stützstellen s(n)j = w�j�n � ;für j = 1; :::; 2n� 1: Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise lassen wir den Index (�)(n)fortan weg. Auf Grund der Wahl von w vers
hwindet h an den Intervallenden, sodass die Summanden für j = 0 und j = 2n ni
ht auftreten. Wir haben es alsoges
ha�t, die Singularitäten zu glätten.Im Folgenden werden wir eine Fehlerabs
hätzung der oben vorgestellten Quadratur-formel (4.1) geben.De�nition 4.1 Für q 2 N und 0 < � < 1 wird der RaumSq;� :=fg 2 C[0; 2�℄ \ Cq(0; 2�) : Z 2�0 [t(2� � t)℄j�� ��g(j)(t)�� dtexistiert für j = 0; :::; qgerklärt. Sq;� wird mit der Normkgkq;� := maxj=0;:::;qZ 2�0 [t(2� � t)℄j�� ��g(j)(t)�� dtzu einem normierten Raum.Die Elemente von Sq;� haben sowohl in 0 als au
h in 2� Nullstellen höherer Ordnung.



4.2 Anwendung und Testbeispiele 33Satz 4.2 Angenommen w hat in s = 0 und (2� � w) in s = 2� Nullstellen vonOrdnung p, d.h.: w(m)(0) = w(m)(2�) = 0; m = 1; :::; paber w(m+1)(0) 6= 0 und w(m+1)(2�) 6= 0:Dann gilt für g 2 S2q+1;� mit 0 < � < 1 und�p � 2q + 1;dass si
h der Fehler in der Quadraturformel (4.1)E(n)(g) := Z 2�0 g(t) dt� �n 2n�1Xj=1 ajg(sj)wie folgt abs
hätzen lässt: ��E(n)(g)�� � Cn2q+1 kgk2q+1;�mit einer Konstanten C = C(w; �; q).Beweis: Der Beweis wird mit Hilfe der Euler-Ma
laurins
hen Summenformel für dieTrapezregel und der daraus resultierenden Fehlerabs
hätzung geführt. Er ist eben-falls in [9℄ na
hzulesen. 24.2 Anwendung und TestbeispieleIm letzten Kapitel haben wir uns davon überzeugt, dass bei hinrei
henden Voraus-setzungen an den Rand �D für alle Randwerte f 2 C0(�) eine eindeutig bestimmteLösung existiert. Der Satz 3.7 liefert uns sogar einen Lösungsansatz. Demzufolgemüssen wir als erstes die Di
hte ' aus der Glei
hung (3.13) bestimmen.Wir bes
hreiben �mit Hilfe einer regulären und gegen den Uhrzeigersinn orientiertenParametrisierung x : [0; 2�℄ ! �. Wird die Glei
hung (3.13) parametrisiert, soerhalten wir e'(t) + Z 2�0 G(t; �)e'(�) d� = 2 ~f(t): (4.2)Dabei sind e'(t) := '(x(t)) und ~f(t) := f(x(t)). Bei der Darstellung des Kernsnutzen wir aus, dass der erste Teil in t = � stetig fortgesetzt werden kann, alsoG(t; �) = 1� �x0(�)? � fx(t)� x(�)gjx(t)� x(�)j2 � x0(�)? � fx(t)� [x(�)℄�gjx(t)� [x(�)℄�j2 � ; t 6= �



34 Numerik des direkten ProblemsundG(t; t) = 1� �x0(t)? � x00(t)jx0(t)j2 � x0(t)? � fx(t)� [x(t)℄�gjx(t)� [x(t)℄�j2 � ; t = �:Dabei gilt wie übli
h [x(�)℄� = (x1(�);�x2(�)).Weiterhin übernehmen wir die in Abs
hnitt (4.1) vorgestellte Quadraturformel. Wieeine geeignete Substitution zu wählen ist, kann zum Beispiel [17℄ entnommen werden.Die numeris
hen Ergebnisse in dieser Arbeit basieren auf einer rationalen Substitu-tionsfunktion: w(s) = 2� [v(s)℄p[v(s)℄p + [v(2� � s)℄p ; 0 � s � 2�; (4.3)wobei v(s) = �1p � 12��� � s� �3 + s� �p� + 12 :Das näherungsweise Lösen der Glei
hung (4.2) erfolgt mit dem Nyströmverfahren.Wir approximieren das Integral mit Hilfe der Quadraturformel (4.1) und erhaltenmit der Lösung e'n vone'n(t) + �n 2n�1Xj=1 ajG(t; sj)e'n(sj) = 2 ~f(t) (4.4)für 0 � t � 2� und n 2 N eine Approximation an die Lösung ' der Glei
hung (4.2).Für jede Lösung von (4.4) erfüllen die Werte e'n;i := e'n(si) mit i = 1; :::; 2n� 1 daslineare Glei
hungssysteme'n;i + �n 2n�1Xj=1 ajG(si; sj)e'n;j = 2 ~fi; (4.5)wobei ~fi := ~f(si) ist. Ist e'n;i mit i = 1; :::; 2n� 1 eine Lösung von (4.5), dann löste'n, de�niert als e'n(t) := ~f(t) + 2n�1Xj=1 ajG(t; sj)e'n;j;die Glei
hung (4.4). Sind die Werte von e'n an den Punkten t1; :::; t2n�1 bekannt,so kann das Integral (3.12) ebenfalls mit Hilfe der Quadraturformel (4.1) an jedemPunkt x 2 R2 n �D näherungsweise bere
hnet werden.
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Abb. 4.2: Zitrone
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Abb. 4.4: Tropfen



36 Numerik des direkten ProblemsWir testen das Verfahren an vier Gebieten. Da wir ni
ht über die gesamte Rand-kurve �D, sondern nur über � integrieren, genügt es au
h, nur diese Teilkurve zuparametrisieren. Wir betra
hten somit die folgenden Parametrisierungen:Ellipse: x1(t) = 12 
os t2x2(t) = 3 sin t2Zitrone: x1(t) = � 1� (t� �)x2(t) = sin t2Erdnuss: x1(t) = 
os t2 + 
os t2 sin t2x2(t) = sin t2 + sin2 t2Tropfen: x1(t) = � 150(t3 � �)x2(t) = t4 sin t2Um jedo
h einen Gesamteindru
k der Gebiete zu erhalten, wurden in den Abbil-dungen 4.1-4.4 die parametrisierten Kurven mit einer dur
hgehenden Linie und dieSpiegelungen an der x-A
hse mit einer gestri
helten Linie gezei
hnet.Der Faktor p aus der Substitutionsfunktion (4.3) beein�usst die Verteilung der Stütz-stellen auf der Kurve �. Je gröÿer p gewählt wird, um so stärker werden die Stütz-stellen an den E
ken akkumuliert. Man sollte jedo
h bea
hten, dass zu groÿe Wertefür p den Ein�uss der Singularitäten wieder zu stark werden lassen. In der Abbil-dung 4.5 sehen wir die Verteilung der Stützstellen für drei vers
hiedene Werte vonp. Man bea
hte, dass es si
h immer um die glei
he Anzahl von Punkten handelt.Für p = 2 können wir no
h alle zehn Punkte erkennen, bei p = 5 und p = 8 liegen je
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p = 2

p = 5

p = 8

Abb. 4.5: Punkteverteilung am Beispiel der Zitrone bei 10 Punktenzwei Punkte an den Enden der Kurve so di
ht zusammen, dass man sie ni
ht mehrunters
heiden kann.Als Testfunktion betra
hten wiru = ��(�; z) + �(�; z�); z 2 D:Die Funktion ist bis auf die beiden Punkte z und z� harmonis
h und fällt im Unend-li
hen gegen null ab. Sie dient uns als wahre Lösung. Für ein festes Gebiet D, mitz 2 D, liefert uns uj�D Randwerte, für die wir das äuÿere Diri
hlet-Problem explizitlösen können. In den na
hfolgenden Tabellen sehen wir den Fehler zwis
hen wahrerund bere
hneter Lösung, ausgewertet an einem Punkt auÿerhalb des Gebietes. Inden Abbildungen 4.1-4.4 ist jeweils der Punkt, an dem der Fehler ausgewertet wird,mit 'x' bezei
hnet. Innerhalb der Gebiete bezei
hnet '�' die Singularität der wahrenLösung, also den Punkt z.
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Tabelle 4.1: Konvergenzrate des VerfahrensEllipsep=2 p=5 p=8n = 04 0.026268907654923 0.029140012270266 0.034734382991774n = 08 0.000757962220938 0.000828304311502 0.001100849329815n = 16 0.000002565082558 0.000003547370392 0.000002977795918n = 32 0.000000000038547 0.000000000070573 0.000000000136688n = 64 0.000000000000043 0.000000000000000 0.000000000000000Zitronep=2 p=5 p=8n = 04 0.000025346483971 0.000047750695953 0.000101871484206n = 08 0.000000033235264 0.000000082942278 0.000000180810151n = 16 0.000000000013053 0.000000000000508 0.000000000007604n = 32 0.000000000000178 0.000000000000003 0.000000000000000n = 64 0.000000000000003 0.000000000000000 0.000000000000000Erdnussp=2 p=5 p=8n = 04 0.001421141374785 0.001428283843448 0.001421737552593n = 08 0.000016417523387 0.000017010135579 0.000017467960641n = 16 0.000000022840828 0.000000025350176 0.000000029171198n = 32 0.000000000000045 0.000000000000094 0.000000000000202n = 64 0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000Tropfenp=2 p=5 p=8n = 04 0.000004146779122 0.000005124259253 0.000006202983083n = 08 0.000000639956552 0.000000651929976 0.000000714684732n = 16 0.000000000288494 0.000000000347015 0.000000000610154n = 32 0.000000000000003 0.000000000000016 0.000000000000084n = 64 0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000



Kapitel 5Inverses Problem:GebietsrekonstruktionWenden wir uns jetzt dem inversen Problem der Gebietsrekonstruktion zu. Sei u =u(�; z) die Lösung des äuÿeren Diri
hlet-Problems, wel
he die Lapla
e-Glei
hung�u = 0 in R2 n �D (5.1)und die Diri
hlet-Randbedingungu(�; z) = ��(�; z) + �(�; z�) auf �D (5.2)erfüllt, wobei z 2 R2 n �D. Damit ist u aus C2(R2 n �D) \ C(R2 n D) und na
hKapitel 3 eindeutig bestimmt. Wie wir uns in der Problemstellung überlegt haben,gilt u(x) = �u(x�) für x 2 R2 nD, weshalb Randwerte auf � bereits die Lösung ueindeutig festlegen.Sei B � R2 eine dur
h zwei bezügli
h der x-A
hse spiegelsymmetris
he Kurven �Bund ��B begrenzte Kreiss
heibe, so dass �D darin enthalten ist. Angenommen dieWerte von u sind nur auf �B bekannt. Aus dieser Kenntnis werden wir unter Anleh-nung an die Faktorisierungsmethode na
h Kirs
h ein Kriterium zur Rekonstruktiondes Gebietes D herleiten und beweisen. Dabei dürfen die Eigens
haften des Gebietesni
ht auÿer A
ht gelassen werden.5.1 EindeutigkeitRei
hen die gegebenen Daten aus, um den Rand vonD eindeutig zu 
harakterisieren?Der folgende Satz beantwortet diese Frage.



40 Inverses Problem: GebietsrekonstruktionSatz 5.1 Seien D1 und D2 zwei Gebiete, de�niert wie in Kapitel 3, wobei �D1 � Bund �D2 � B. Ferner seien u1 und u2 die Lösungen des äuÿeren Diri
hlet-Problems(5.1) -(5.2) für die Gebiete D1 und D2 und es gelte u1 = u2 auf �B für einen Punktz 2 R2 nB. Dann gilt D1 = D2.Beweis: Wir nehmen D1 6= D2 an und de�nieren G als die Zusammenhangskompo-nente des Komplements von �D1[ �D2, wel
he �B enthält. Damit ist G unbes
hränkt.Da u1 = u2 auf �B, folgt aus der Eindeutigkeit des äuÿeren Diri
hlet-Problemsund weil harmonis
he Funktionen analytis
h sind, dass u1 = u2 in G gilt. OhneEins
hränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass G� := (R2 n �G) n �D2ni
ht leer ist. Die Funktion v := �(�; z) � �(�; z�) + u2 ist harmonis
h in G�, stetigin �G� und erfüllt die homogene Randbedingung v = 0 auf �G�. Dies ist lei
ht ein-zusehen, da jeder Randpunkt von G� entweder zu �D2 oder zu �G \ �D1 gehört.Für x 2 �D2 gilt �(x; z) � �(x; z�) + u2(x) = 0 als Folge der Randbedingung füru2. Für x 2 �G \ �D1 gilt u2(x) = u1(x), wie wir oben gesehen haben und daher�(x; z) � �(x; z�) + u2(x) = �(x; z) � �(x; z�) + u1(x) = 0 als Folge der Randbe-dingung für u1. Aus dem Maximum-Minimum-Prinzip für harmonis
he Funktionenerhalten wir nun v = 0 in G� und daraus wegen der Analytizität harmonis
her Funk-tionen �(x; z) � �(x; z�) + u2(x) = 0 in R2 n (D2 [ fzg [ fz�g). Da u2 harmonis
hin R2 n �D2 ist, ist dies ein Widerspru
h zur Singularität der Grundlösung �(�; z) ander Stelle z. 2
5.2 Der Hilbertraum L20(�D)Im Abs
hnitt 3.3 haben wir den Operator K : C0(�D)! C0(�D) de�niert. Analogdazu sei nun (K� )(x) := 2 Z�D ��(x; y)��(x)  (y) ds(y); x 2 �D:Die beiden Operatoren sind bezügli
h des Dualsystems (C0(�D); C0(�D)) zueinan-der adjungiert, was man dur
h die Vertaus
hung der Integrationsreihenfolge sieht.Dass eine sol
he Vertaus
hung erlaubt ist, obwohl der Kern singulär ist, folgt ausdem Fortsetzungsargument des Beweises zu Satz 3.4.Im ersten Teil dieser Arbeit bewegten wir uns auss
hlieÿli
h in Räumen stetigerFunktionen. Nun müssen wir die Theorie eine Stufe verallgemeinern und betra
htendeshalb K und K� als Abbildungen des Hilbertraums L2(�D). Na
h [16℄ bilden



5.2 Der Hilbertraum L20(�D) 41beide Operatoren bes
hränkt in L2(�D) ab und sind bezügli
h des Dualsystems(L2(�D); L2(�D)), basierend auf(';  ) := Z�D ' dsfür ',  2 L2(�D), adjungiert.Wir sind insbesondere an der Invertierbarkeit von (I+K) und (I+K�) interessiert.In [16℄ wird na
hgewiesen, dass (I+K) auf L2(�D)=
1� und (I +K�) im Raum derFunktionen aus L2(�D), deren Mittelwert über �D vers
hwindet, invertierbar sind.Mit L2(�D)
1� bezei
hnen wir den Raum der Äquivalenzklassen von Funktionenaus L2(�D), wobei zwei Funktionen zu der glei
hen Äquivalenzklasse gehören, wennsie bis auf eine Konstante übereinstimmen. Wir fassen das Ergebnis im folgendenSatz zusammen.Satz 5.2 Sei L ein bes
hränktes lips
hitzstetiges Gebiet in R2 . Dann sind(i) I +K : L2(�L)=
1�! L2(�L)=
1�,(ii) I +K� : [L2(�L)℄0 ! [L2(�L)℄0invertierbare Operatoren, wobei [L2(�L)℄0 := ff 2 L2(�L)j R�L f ds = 0g.Beweis: (i) Siehe [16℄, Korollar 4.4 (ii).(ii) Siehe [16℄, Korollar 4.2 (ii).Man bea
hte, dass die Operatoren in [16℄ mit einem anderen Vorzei
hen als in dieserArbeit versehen sind. 2Trotz der benötigten Hilberträume sollten wir die vereinfa
henden Eigens
haftenunseres Problems ni
ht auÿer A
ht lassen. Wir betra
hten deshalb den in (2.5) de-�nierten Raum und den RaumL20(�) := fgj� : g 2 L20(�D)g;die mit dem L2-Skalarprodukt auf �D bzw. � einen Hilbertraum bilden. Eine äqui-valente De�nition gelte für L20(�B) und L20(�B). Für eine Funktion ' 2 L20(�D) giltinsbesondere Z�D 'ds = 0:



42 Inverses Problem: GebietsrekonstruktionDas lässt si
h lei
ht na
hre
hnen. Funktionen aus L20(�B) besitzen die glei
he Ei-gens
haft auf �B.Die Operatoren K und K� bilden L20(�D) bes
hränkt in si
h ab. Die Bes
hränktheitfolgt automatis
h aus dem Satz 5.2. Eine einfa
he Re
hnung zeigt s
hlieÿli
h, dassfür alle ' 2 L20(�D) au
h K' bzw. K�' 2 L20(�D) sind. Es ist jetzt naheliegend zuvermuten, dass (I +K) und (I +K�) bijektiv auf L20(�D) sind.Korollar 5.3 Die Operatoren(i) I +K : L20(�D)! L20(�D),(ii) I +K� : L20(�D)! L20(�D)sind invertierbar.Beweis: Die Injektivität dieser Operatoren erhalten wir direkt aus dem Satz 5.2.Es genügt also, die Surjektivität von (I+K) und (I+K�) auf L20(�D) na
hzuweisen.Für alle ' 2 L20(�D) existiert na
h Satz 5.2 ein  2 [L2(�D)℄0, so dass (I+K) = '.Da das Bild in L20(�D) liegt, gilt:[(I +K) ℄(x) = �[(I +K) ℄(x�)= � (x�)� Z�D ��(x�; y)��(y)  (y) ds(y)= � (x�)� Z�D ��(x; y�)��(y�)  (y) ds(y)= � (x�)� Z�D ��(x; y)��(y)  (y�) ds(y)= �(I +K) �(x);wobei  �(x) :=  (x�) ist. Dies ist äquivalent zu (I +K)[ + �℄(x) = 0 fast überall.Aus der Injektivität von (I + K) s
hlieÿen wir  (x) = � �(x) = � (x�) für fastalle x 2 �D, also ist  2 L20(�D). Die Argumentation für (I +K�) ist analog. 2Ein weiterer Operator, der in diesem Kapitel eine wi
htige Rolle spielt, ist der Ein-fa
hs
hi
htpotentialoperator S, der als Abbildung von L2(�D) in L2(�D) de�niertist dur
h (S')(x) := Z�D �(x; y)'(y) ds(y); x 2 �D:



5.2 Der Hilbertraum L20(�D) 43Und au
h hier sind wir wieder an der Invertierbarkeit des Operators interessiert.Für die Abbildung von L2(�D) in L2(�D) werden wir es ni
ht s
ha�en die Bijekti-vität na
hzuweisen. Der Bildraum von S besitzt mehr Regularität. Deshalb führenwir jetzt den Raum der Funktionen ein, die eine s
hwa
he Ableitung im L2-Sinnebesitzen.De�nition 5.4 Eine Funktion ' 2 L2[a; b℄ besitzt eine s
hwa
he Ableitung '0 2L2[a; b℄, falls Z ba ' 0 dx = � Z ba '0 dx (5.3)für alle  2 C1[a; b℄ mit  (a) =  (b) = 0.S
hwa
he Ableitungen verallgemeinern den Begri� der klassis
hen Ableitung. Es seiangemerkt, dass die s
hwa
he Ableitung, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt ist.Mit der entspre
henden Norm wird der Raum der Funktionen mit einer s
hwa
henAbleitung sogar zum Hilbertraum.Satz 5.5 Der lineare RaumH1(�D) := f' 2 L2(�D)j'0 2 L2(�D)g;versehen mit dem Skalarprodukt(';  )H1 := Z�D(' + '0 0) ds; (5.4)ist ein Hilbertraum.Beweis: Siehe [10℄, Theorem 16.17. 2Die Eins
hränkung des Werteberei
hs auf H1(�D) ermögli
ht den Na
hweis derSurjektivität. Um die Injektivität zu zeigen, nehmen wir eine Modi�kation an S vorund de�nieren eS := S(I �M) +M:Dabei ist M der MittelwertoperatorM' := 1j�Dj Z�D 'ds:



44 Inverses Problem: GebietsrekonstruktionSatz 5.6 eS ist ein invertierbarer Operator von L2(�D) na
h H1(�D).Beweis: Siehe [16℄, Theorem 4.11. 2S
hränken wir eS auf den Raum L20(�D) ein, mit dem wir au
h weiterhin arbeitenwerden, so gilt: eSjL20(�D) = S;denn M' = 0 für alle ' 2 L20(�D). Nun werden wir uns davon überzeugen, dass Sals Operator von L20(�D) na
h H10 (�D) bijektiv ist, wobeiH10 (�D) := H1(�D) \ L20(�D):Korollar 5.7 S ist ein invertierbarer Operator von L20(�D) na
h H10 (�D).Beweis: Es lässt si
h s
hnell na
hre
hnen, dass S als Abbildung von L20(�D) na
hL20(�D) wohlde�niert ist. Aus dem Satz 5.6 folgt, dass S als Abbildung von L20(�D)na
h H10 (�D) wohlde�niert und sogar injektiv ist. Es bleibt also no
h die Surjekti-vität zu zeigen. Sei  2 H10 (�D). Na
h Satz 5.6 existiert ein eindeutig bestimmtes' 2 L2(�D)=
1�, so dass S' =  ist. Es genügt si
h davon zu überzeugen, dass' 2 L20(�D). Da S' 2 L20(�D) ist, gilt (S')(x) = �(S')(x�) für fast alle x 2 �D,also: (S')(x) = � Z�D �(x�; y)'(y) ds(y)= � Z�D �(x; y�)'(y) ds(y)= � Z�D �(x; y)'(y�) ds(y)= �(S'�)(x);wobei '�(x) := '(x�) ist für x 2 �D. Dies ist äquivalent zu (S[' + '�℄)(x) = 0.Aus der Injektivität von S folgt s
hlieÿli
h '(x) = �'�(x) für fast alle x 2 �D, also' 2 L20(�D). 2Wir können uns s
hnell davon überzeugen, dass S ein kompakter und selbstadjun-gierter Operator ist. Denn der Kern von S weist nur eine logarithmis
he Singularitätauf und ist deshalb s
hwa
h singulär. Na
h Satz 2.18 ist S also kompakt. Aus derSymmetrie des Kerns folgt na
h Satz 2.17 die Selbstadjungiertheit. Eine weitereEigens
haft wird im folgenden Satz formuliert und bewiesen.



5.2 Der Hilbertraum L20(�D) 45Satz 5.8 Der Einfa
hs
hi
htpotentialoperator S : L20(�D) ! L20(�D) ist positivde�nit.Beweis: Wir werden uns zuerst davon überzeugen, dass S auf C0(�D) positivde�nit ist und diese Eigens
haft dann auf L20(�D) ausdehnen.Für alle ' 2 C0(�D) existiert eine Folge ungerader stetiger Funktionen f'ng, sodass k'� 'nk1 ! 0 für n!1. Sei'n(x) := 2Yi=1 h(njx� �ij)'(x); x 2 �Dund h de�niert wie in (3.14).Na
h De�nition gilt f'ng � C0(�D) und jedes Folgenglied vers
hwindet in einerUmgebung der E
ken. Die glei
hmäÿige Konvergenz folgt unmittelbar ausk'� 'nk1 = maxx2�D �����(1� 2Yi=1 h(njx� �ij)'(x)������ 2 maxx2�D0�jx��ij� 1n j'(x)j ;da für n!1 der obige Ausdru
k gegen '(�) = 0 konvergiert.Mit fvng bezei
hnen wir die Folge von Einfa
hs
hi
htpotentialen, die jeweils mit derDi
hte 'n de�niert sind. Auf Grund der De�nition von 'n ist vn für alle n 2 N ineiner Umgebung der E
ke analytis
h und dort gilt �vn��� ��vn+�� = 0. Unter Ausnutzungder Sprungrelation und des Greens
hen Satzes können wir s
hreiben:(S'n; 'n) = Z�D 'nS'n ds= Z�D ��vn��� � �vn+�� � vn ds= ZD jgrad vnj2 dx+ ZR2n �D jgrad vnj2 dx� ZG1 jgrad vnj2 dx+ ZG2 jgrad vnj2 dx:Dabei de�niere G1 ein C2-glatt berandetes Gebiet in D und G2 ein sol
hes in R2 n �Dmit der Eigens
haft Gi\�D = ; für i = 1; 2. Führen wir den Grenzübergang n!1



46 Inverses Problem: Gebietsrekonstruktiondur
h, so folgt: (S'; ') � ZG1 jgrad vj2 dx+ ZG2 jgrad vj2 dx � 0:Aus (S'; ') = 0 folgt grad v = 0 in Gi und deshalb v = 
onst in Gi für i = 1; 2. Daharmonis
he Funktionen analytis
h sind und das Einfa
hs
hi
htpotential in ganz R2stetig ist, folgt v = 
onst in ganz R2 . Die Sprungrelation liefert jetzt 0 = �v��� � �v+�� =', d.h. S ist positiv de�nit auf C0(�D).Für alle  2 L20(�D) �nden wir eine Folge von Funktionen f ng � C0(�D), die in derL2-Norm gegen  konvergiert. Mit vn bezei
hnen wir die Einfa
hs
hi
htpotentialemit den Di
hten  n. Nun gilt (S n;  n) � RG1 jgrad vnj2 dx + RG2 jgrad vnj2 dx �0. Die Relation ist für jedes Folgenglied erfüllt, also au
h für den Grenzwert. Ist(S ;  ) = 0, so folgt wieder grad v = 0 in Gi für i = 1; 2. Also ist v konstant in Giund damit in R2 . An dieser Stelle nutzen wir die Sprungrelation für v aus. Da wirhier mit L2-Di
hten arbeiten und eine punktweise Auswertung sol
her Funktionenwenig Sinn ma
ht, werden wir die potentialtheoretis
he Sprungbeziehung für dasEinfa
hs
hi
htpotential mit L2-Di
hten heranziehen, die lautet:limh!+0Z�D [2�(x) � grad u(x� h�(x))� (K� )(x)�  (x)℄2 ds(x) = 0:Aus der Sprungrelation folgt s
hlieÿli
h  = 0, was die De�nitheit von S in L20(�D)gewährleistet. 2Auf Grund der Symmetrien werden wir uns wieder nur auf die Kurve � bzw. �Bbes
hränken. Im Zuge dessen werden wir au
h eine äquivalente Darstellung der Ope-ratoren K, K� und S verwenden, die wir bereits in (3.10) für K gesehen haben.Demzufolge können wir s
hreiben:(S')(x) = Z�[�(x; y)� �(x; y�)℄'(y) ds(y) (5.5)und (K�')(x) = Z�G�(x; y)'(y) ds(y);wobei G�(x; y) := ��(x; y)��(x) � ��(x; y�)��(x) : (5.6)



5.3 Faktorisierung des Operators W 475.3 Faktorisierung des Operators WEs sei W : L20(�B)! L20(�B) de�niert als(Wg)(x) := � Z�B u(x; y)g(y) ds(y); x 2 �B: (5.7)Als Folge der Korrektgestelltheit des äuÿeren Diri
hlet-Problems ist der Kern vonW stetig und W wohlde�niert. Unser erstes Ziel ist es, diesen Operator geeignet zufaktorisieren, um dann die Informationen über die Kurve � lei
hter heraus�ltern zukönnen.Als erstes benötigen wir eine geeignete Abbildung von L20(�) na
h L20(�B). Um diesezu motivieren, ziehen wir uns zuerst auf den Raum der stetigen Funktionen zurü
kund führen den linearen Operator A : C0(�) ! C0(�B) ein, wobei A(f) = uj�B ist.Er bildet die zur Lösung u 2 C2(R2 n �D)\C(R2 nD) des äuÿeren Diri
hlet-Problemsgehörenden Randwerte f 2 C0(�) auf die Spur von u auf �B ab. Na
h Abs
hnitt 3.3lässt er si
h darstellen als A = 2U(I +K)�1, wobei K wie in (3.10) de�niert ist und(U')(x) := Z�G(x; y)'(y) ds(y); x 2 �B;als ein Integraloperator von C0(�) in C0(�B) mit stetigem Kern kompakt ist. DerOperator (I + K)�1 ist bes
hränkt. Das heiÿt unter anderem, dass A von C0(�)in C0(�B) abbildet und als Verknüpfung eines bes
hränkten und eines kompaktenOperators kompakt ist. Setzen wir A als Abbildung von L20(�) na
h L20(�B) fort, sogilt:Satz 5.9 Der Operator A : L20(�)! L20(�B) ist wohlde�niert und kompakt. Und esgilt N(A) = f0g. Ist A� : L20(�B) ! L20(�) der zu A adjungierte Operator, so giltN(A�) = f0g:Beweis: Wir wissen, dass der Kern G von U als Abbildung von �B � � na
h Rstetig ist, was U zu einem kompakten Operator zwis
hen Hilberträumen ma
ht. Daau
h (I + K) : L20(�) ! L20(�) na
h Korollar 5.3 bes
hränkt und invertierbar ist,folgt die Wohlde�niertheit und speziell die Kompaktheit von A. Sei ' aus dem Null-raum von U . Das mit dieser Di
hte de�nierte Doppels
hi
htpotential u vers
hwindetauf �B und fällt im Unendli
hen gegen null ab. Aus der Eindeutigkeit des äuÿerenDiri
hlet-Problems für ein C2-glatt berandetes Gebiet wissen wir, dass u in R2 nB



48 Inverses Problem: Gebietsrekonstruktionvers
hwindet. Da harmonis
he Funktionen analytis
h sind, und u in R2 n �D harmo-nis
h ist, gilt sogar u = 0 in R2 n �D. Aus der potentialtheoretis
hen Sprungbeziehungfür ein Doppels
hi
htpotential mit L2-Di
hte, gegeben dur
hlimh!+0Z�D[2u(x� h�(x))� (K')(x)� '(x)℄2 ds(x) = 0;folgt, dass ' konstant sein muss. Aber es gilt ' 2 L20(�) und deshalb ist ' = 0. AusA = 2U(I +K)�1 und unter Bea
htung der Injektivität von (I +K)�1 folgt sofortN(A) = N(U) = f0g.Dur
h Na
hre
hnen stellen wir si
her, dass der zu A adjungierte Operator die GestaltA� = 2(I+K�)�1U� hat, wobei U� den eindeutig bestimmten und zu U adjungiertenOperator bezei
hne. Er ist gegeben dur
h(U�g)(x) := Z�B G�(x; y)g(y) ds(y); x 2 �;wobei G� de�niert ist wie in (5.6). Aus der Kompaktheit von U folgt na
h Satz 2.9au
h die Kompaktheit von U�. Da (I + K�)�1 wieder injektiv ist, bleibt N(A�) =N(U�). Sei g 2 N(U�). De�niert v das Einfa
hs
hi
htpotential mit der Di
hte g,so vers
hwindet seine Normalableitung auf dem Rand von B, und v ist konstantauf �B. Na
h der Eindeutigkeit des inneren Neumann-Problems für L20-Randwertein C2-glatten Gebieten können wir sogar folgern, dass v in ganz B konstant ist.Aus der potentialtheoretis
hen Sprungbeziehung im L2-Sinne erhalten wir für v dieNormalableitung:0 = �v�� = 12g + Z�B G�(�; y)g(y) ds(y) = 12(I +K�B)g:Unter K�B verstehen wir den Operator K� für �B an Stelle von �. Aber (I +K�) istinjektiv und damit g = 0 und N(A�) = f0g. 2Nun sind wir in der Lage das Bild von A zu 
harakterisieren, denn na
h Satz 2.10gilt: A(L20(�)) = [N(A�)℄? = L20(�B): (5.8)Mit Hilfe des in (5.5) eingeführten Einfa
hs
hi
htpotentialoperators S und des Ope-rators A können wir W geeignet zerlegen.Satz 5.10 Für die Operatoren W , A und S gilt die FaktorisierungW = ASA�: (5.9)



5.4 Gebietsrekonstruktion 49Beweis: Die dur
h(P')(x) := R�[�(x; y)� �(x; y�)℄'(y) ds(y); x 2 �B;(P �g)(x) := R�B [�(x; y)� �(x; y�)℄g(y) ds(y); x 2 �;wohlde�nierten Operatoren P : L20(�) ! L20(�B) und P � : L20(�B) ! L20(�) sindadjungiert.Die Glei
hung �u(�; y)j�B = A([�(�; y)� �(�; y�)℄j�); y 2 �B:wird mit g 2 L20(�B) multipliziert und über �B integriert:� Z�B u(�; y)j�Bg(y) ds(y) = Z�B A([�(�; y)� �(�; y�)℄j�)g(y) ds(y):Unter Berü
ksi
htigung der korrekten Gestelltheit des äuÿeren Diri
hlet-Problemsund der Bes
hränktheit von A erhalten wirWg = AP �g: (5.10)Da ' den Mittelwert null hat, vers
hwindet das Einfa
hs
hi
htpotential v, de�niertmit der Di
hte ' im Unendli
hen. Es bes
hreibt eine harmonis
he Funktion in R2 n �Dund ist na
h Satz 3.5 sogar stetig in ganz R2 . Damit ist v die eindeutige Lösung desäuÿeren Diri
hlet-Problems mit den Randwerten vj� und es gilt:P' = vj�B = Avj� = AS':Daher können wir s
hreiben P = AS: Das bedeutet wiederum P � = SA�: Einsetzenin (5.10) liefert das Ergebnis. 2Die Faktorisierung ist ein wi
htiger S
hritt zur Lösung unseres Problems. WährendW Informationen über den Rand nur implizit enthält, liegen sie bei S in expliziterForm vor.5.4 GebietsrekonstruktionUnser Ziel ist es, das Gebiet D mit Hilfe der Spektraldaten von W zu 
harakterisie-ren. Dabei wird die bereits bewiesene Faktorisierung des Operators ausgenutzt.



50 Inverses Problem: GebietsrekonstruktionSatz 5.11 Der Operator W : L20(�B)! L20(�B) ist kompakt und positiv semide�nit.Der Nullraum von W ist N(W ) = f0g, und es gibt ein vollständiges Orthonormal-system gn 2 L20(�B) aus Eigenfunktionen von W mit positiven Eigenwerten �n, d.h.Wgn = �ngn; n = 1; 2; ::: (5.11)Beweis: Die Kompaktheit von W folgt sofort aus der Stetigkeit des Kerns. Es istmit (5.9) lei
ht einzusehen, dass W ein selbstadjungierter Operator ist und L20(�B)abbildet in A(L20(�)) � [N(A�)℄? = L20(�B): Da S na
h Satz 5.8 positiv de�nit ist,gilt für g 2 L20(�B) (Wg; g) = (SA�g; A�g) � 0:Damit ist W zumindest positiv semide�nit. Auÿerdem gilt N(W ) = N(A�) = f0g:Die Funktionalanalysis liefert uns mit dem Spektralsatz für selbstadjungierte kom-pakte Operatoren (Satz 2.11) s
hlieÿli
h die Behauptung. 2Der folgende Satz ermögli
ht eine weitere Aufspaltung von S und damit von W .Satz 5.12 Zu dem kompakten und positiv de�niten Operator S : L20(�) ! L20(�)existiert ein eindeutig bestimmter, kompakter und positiv de�niter Operator S1=2 :L20(�)! L20(�) mit der Eigens
haftS1=2S1=2 = S:Beweis: Als Folge des Spektralsatzes für kompakte selbstadjungierte Operatorenkönnen wir S darstellen als S' = 1Xn=1 �n('; 'n)'n:Dabei sind �n die Eigenwerte von S und 'n die zugehörigen Eigenfunktionen, die einOrthonormalsystem in L20(�) bilden. Da S positiv de�nit ist, sind alle Eigenwerte�n > 0. Für ' 2 L20(�) sei S1=2' := 1Xn=1p�n('; 'n)'n:Die Selbstadjungiertheit von S1=2 folgt sofort aus der De�nition. Auÿerdem gilt(S1=2'; ') = 1Xn=1p�n j('; 'n)j2 > 0



5.4 Gebietsrekonstruktion 51für alle ' 2 L20(�D) mit ' 6= 0, also ist S1=2 ebenfalls positiv de�nit. Für denNa
hweis der Kompaktheit benutzen wir eine Folge von Operatoren, de�niert alsTN :=PNn=1p�n(�; 'n)'n, für N 2 N , die gegen S1=2 konvergiert. Die so de�niertenOperatoren sind auf Grund ihres endli
h dimensionalen Bildes na
h Satz 2.3 aberkompakt. Wir erhalten

S1=2 � TN

 � supn>Np�n ! 0; für N !1:Na
h Satz 2.2 ist der Grenzwert einer normkonvergenten Folge kompakter Operato-ren wieder kompakt.Es bleibt no
h die Eindeutigkeit des Wurzeloperators zu zeigen. Sei also R ein kom-pakter, positiv de�niter Operator mit der Eigens
haft R2 = S. Unter erneuter Zu-hilfenahme des Spektralsatzes können wir R ebenfalls darstellen alsR' = 1Xn=1 �n('; 'n)'n;dabei gilt �n > 0 für alle n 2 N : Aus der De�nition von R können wir s
hlieÿen,dass f�2ngn2N die Folge der Eigenwerte von S ist. Es muss also S1=2 = R gelten, dadie entspre
henden Reihen punktweise gegen den glei
hen Wert konvergieren. 2Bea
hten wir (5.9) und (5.11), so wird klar, dass mit den Funktionen'n := 1p�nS1=2A�gn; n = 1; 2; ::: (5.12)ein Orthonormalsystem in L20(�) gegeben ist. Des weiteren sei	(x; y) := ��(x; y) + �(x; y�); y 2 B; x 2 R2 n fyg: (5.13)Wie wir wissen, ist 	 für ein festes y harmonis
h in R2 n fyg und na
h (2.11) ver-s
hwindet es für jxj ! 1 glei
hmäÿig für alle Ri
htungen. Für ein Gebiet eD � B,dessen Rand si
h wie bisher als eine Vereinigung zweier bzgl. der x-A
hse symmetri-s
her Kurven 
 und 
� bes
hreiben lässt und den Punkt z 2 B im Inneren enthält,gilt 	(�; z)j�B 2 A
(L20(
)):Dabei ist A
 de�niert wie A, jedo
h auf 
 an Stelle von �. Also ist 	(�; z)j�B 2L20(�B) wegen (5.8). Wir nutzen aus, dass fgngn2N ein vollständiges Orthonormal-system in L20(�B) bilden, weshalb die Fourierreihe	(�; z) = 1Xn=1(	(�; z); gn)gn; z 2 B (5.14)



52 Inverses Problem: Gebietsrekonstruktionkonvergiert.Mit der geleisteten Vorarbeit sind wir jetzt in der Lage, das Gebiet D zu 
harak-terisieren, indem wir zum einen die Spektralwerte von W und zum anderen dassinguläre Verhalten von 	(�; z) in z ausnutzen.Satz 5.13 Für einen Punkt z 2 B gilt(i) z 2 D =) 1Pn=1 1�n j(	(�; z); gn)j2 <1;(ii) 1Pn=1 1�n j(	(�; z); gn)j2 <1 =) z 2 �D:Beweis: (i) Mit 	(�; z) für z 2 D liegt eine harmonis
he Funktion in R2 n �D vor,wel
he die entspre
henden Randwerte f = 	(�; z)j� 2 C20 (�) auf � annimmt und imUnendli
hen vers
hwindet. Daher gilt Af = g mit g = 	(�; z)j�B : Zu f 2 H10 (�D)�nden wir auf Grund der Surjektivität von S, die aus Satz 5.7 folgt, ein  2 L20(�),so dass S = f gilt. Daraus folgt g = Af = AS und deshalb g = AS1=2' mit ' =S1=2 2 L20(�). Die Bessels
he Unglei
hung angewandt auf das Orthonormalsystem(5.12), liefert 1Xn=1 j('; 'n)j2 � k'k2 : (5.15)Na
h (5.9) und (5.12) gilt:p�n('; 'n) = ('; S1=2A�gn) = (AS1=2'; gn) = (g; gn); n = 1; 2; :::Wir setzen dies in (5.15) ein und erhalten die Kovergenz der Reihe in (i).(ii) Aus der Konvergenz der Reihe in (ii) sehen wir, dass' := 1Xn=1 1p�n (	(�; z); gn)'nin L20(�) liegt. Weiterhin gilt, dassAS1=2' = 1Xn=1 1p�n (	(�; z); gn)AS1=2'n:Unter Ausnutzung von AS1=2'n =p�ngn (5.16)



5.4 Gebietsrekonstruktion 53und (5.14) erhalten wir AS1=2' = g;wobei g = 	(�; z)j�B erfüllt. Da wir z 2 B vorausgesetzt haben, ist 	(�; z) har-monis
h in R2 n �B und erfüllt damit das äuÿeren Diri
hlet-Problem in R2 n �B zuden Randwerten 	(�; z)j�B . Rufen wir uns kurz die Abbildungseingens
haft von Ains Gedä
htnis. Der Operator bildet die zum äuÿeren Diri
hlet-Problem in R2 n �Dgehörenden Randwerte, hier S1=2' 2 L20(�), auf die Spur uj�B der zugehörigen Lö-sung ab. Für diesen Fall bedeutet das: uj�B = 	(�; z)j�B . Aus der Eindeutigkeit desäuÿeren Diri
hlet-Problems in R2 n �B sehen wir, dass u = 	(�; z) in R2 n �B. DieAnalytizität harmonis
her Funktionen liefert uns s
hlieÿli
h u = 	(�; z) in R2 n �D.Hieraus folgt aber, dass der Punkt z ni
ht in B n �D liegen kann, weil das singuläreVerhalten von 	(�; z) in z dem harmonis
hen Verhalten von u in R2 n �D widerspri
ht.Also muss z in R2 n �D liegen, womit die Aussage (ii) ebenfalls bewiesen ist. 2Es ist mögli
h, den Teil (ii) der Aussage im obigen Satz zu vers
härfen und z 2 Dzu folgern. Damit erhält man die Äquivalenz beider Aussagen. Der Beweis würdejedo
h die Eindeutigkeit des äuÿeren Diri
hlet-Problems mit L2-Randwerten für einGebiet mit E
ken erfordern. Der Beweis dieser Aussage ist wiederum zu aufwändig,als dass es si
h lohnt ihn hier zu führen. Es kommt hinzu, dass eine Vers
härfungder Aussage kaum eine Rolle in der praktis
hen Umsetzung spielt.





Kapitel 6Numerik des inversen ProblemsIn diesem letzten Kapitel widmen wir uns der praktis
hen Umsetzung der Lösungdes inversen Problems. Wo normalerweise Messdaten verwendet werden, nutzen wirkünstli
h erzeugte �exakte� Daten, die wir aus der Lösung des direkten Problemserhalten.6.1 Eigenwertbere
hnungDer erste S
hritt zur Rekonstruktion der gesu
hten Störung ist die Bere
hnung derSpektraldaten eines Integraloperators. Wir approximieren das Problem dur
h einendli
h dimensionales Problem und lösen dieses.Sei 
 : [0; �℄ ! �B eine reguläre und gegen den Uhrzeigersinn orientierte Parame-trisierung des Kreisbogens �B, bes
hrieben dur
h
(t) = R(
os(t); sin(t)); t 2 [0; �℄;wobei R 2 R+ den Radius angibt. Man bea
hte, dass die Kreiss
heibe B das gesu
hteGebiet D ganz enthalten muss. Das Intervall [0; �℄ wird äquidistant mit m + 1Punkten ti = �i=m für i = 0; :::; m unterteilt. Das Einsetzen in die Parametrisierungliefert die Verteilung der Punkte auf der Kurve, die wir mit 
i := 
(ti) abkürzenwerden, und gegebenenfalls s
hreiben wir 
i = (
1i ; 
2i ).Unser erstes Ziel ist es, die Eigenwerte und zugehörigen Eigenfunktionen des in (5.7)de�nierten Operators W zu bestimmen. Parametrisiert hat er die folgende Gestalt:(Wg)(
(t)) = � Z �0 u(
(t); 
(�))g(
(�)) j
0(�)j d�; t 2 [0; �℄:



56 Numerik des inversen ProblemsDabei ist j
0(�)j = R, da wir über einen Kreisbogen integrieren.Wir gehen davon aus, dass für i = 0; :::; m die m + 1 Lösungen u(�; 
i) des äuÿerenDiri
hlet-Problems (5.1)-(5.2) zu den Randwertenu(�; 
i) = ��(�; 
i) + �(�; 
�i ) auf �bekannt sind. Es genügt sogar, u(�; 
i)j�B für i = 0; :::; m zu kennen. Wir s
hreibeninsbesondere ui;j := u(
i; 
j) für i; j 2 f0; :::; mg. Man bea
hte, dass die Punkte 
i ,wel
he die Randbedingungen festlegen, mit den Messpunkten zusammenfallen.Unter Ausnutzung der Messdaten auf 
0; :::; 
m approximieren wir die Eigenwert-glei
hung Wg = �g mit der Bedingung��Rm mXj=0 ui;jg(m)j = �(m)g(m)i i = 1; :::; m� 1:Da u(�; 
0) = u(�; 
m) = 0 gilt ebenso wie u(
0; 
j) = u(
m; 
j) = 0 für j = 0; :::; mgenügt es sogar, nur i; j = f1; :::; m�1g zu betra
hten. Wir erhalten also das endli
hdimensionale Problem W (m)g(m) = �(m)g(m), mitW (m)i;j := ��Rm ui;j; i; j 2 f1; :::; m� 1g;d.h. wir su
hen jetzt Eigenwerte �(m) 2 R und Eigenvektoren g(m) 2 R(m�1) vonW (m) 2 R(m�1)�(m�1) .Satz 6.1 Die Eigenwerte von W (m) konvergieren für m!1 gegen die Eigenwertevon W .Beweis: Siehe [1℄, Kapitel 4, Satz 4.8. 26.2 VisualisierungDur
h den Satz 5.13 erhielten wir ein Kriterium zur Charakterisierung des gesu
htenGebietes D. Dana
h liegt ein Punkt z 2 B in D, wenn gilt:1Xn=1 1�n j(	(�; z); gn)j2 <1:



6.2 Visualisierung 57Wir approximieren die Reihe mit einer endli
hen Summe. Es gilt z 2 D falls�m(z) := m�1Xn=1 1�(m)n ������Rm m�1Xi=1 	i(z)g(m)n;i �����2�relativ klein� ist, wobei gilt:	i(z) = � 12� ln 1p(
1i � z1)2 + (
2i � z2)2 + 12� ln 1p(
1i � z1)2 + (
2i + z2)2für i = 1; :::; m� 1.Das ursprüngli
he Problem dieser Arbeit war die Rekonstruktion einer Störung deroberen Halbebene. Die Erweiterung zu einem Gebiet mit E
ken war nur eine Hilfs-konstruktion, um die Theorie einfa
her behandeln zu können. Deshalb legen wir einfeines Gitter von Punkten über ein Gebiet in der oberen Halbebene, das sowohl �als au
h die Messkurve �B enthält und bere
hnen �m(zi;j) für alle Gitterpunktezi;j für i; j 2 1; :::; N . Es stellt si
h jetzt die Frage: �Was bedeutet relativ klein?�.Tragen wir die erhaltenen Werte in einem Farb
ode auf dem Punktgitter auf, sostellen wir fest, dass sie entlang der Messkurve extrem groÿ werden und wir keineweiteren Höhendi�erenzen erkennen können. Das Phänomen lässt si
h lei
ht erklä-ren. Tre�en nämli
h Messpunkte aus �B mit Gitterpunkten zusammen, so kommtdas singuläre Verhalten der Grundlösung in 	 zum Vors
hein. Man könnte alsomeinen, mit dem Kehrwert von �m(zi;j) eine bessere Darstellung zu erzielen. Wirerhalten einen s
hmalen Streifen innerhalb des Gebietes, der entlang der x-A
hseverläuft. Dieses Phänomen können wir darauf zurü
kführen, dass 	 direkt auf derx-A
hse vers
hwindet und in einer Umgebung davon, innerhalb des Gebietes, beson-ders klein bleibt. Bei dieser Auftragung lässt es si
h zwar erahnen, wo das gesu
hteGebiet liegt, es ist aber ni
ht zufriedenstellend. Eine logarithmis
he Auftragung istvorerst am sinnvollsten.In allen na
hfolgenden Darstellungen wurde, wenn ni
hts anderes angegeben ist, dasdirekte Problem mit jeweils 128 Punkten auf � gelöst. Eine geringere Anzahl vonStützstellen rei
ht zwar au
h aus, die Rekonstruktionen sind dann jedo
h ungenauer.Die Visualisierung der Rekonstruktion erfolgt auf einem a
hsenparallelen Gitter, dasvon jeweils 200 � 200 Punkten erzeugt wird. Au
h hier kann man die Anzahl derPunkte verringern. Wir verzi
hten vorerst darauf, um eine gute Au�ösung der Bilderzu gewährleisten.Das Programm, mit dem alle Bilder erzeugt wurden, ist in Matlab ges
hrieben. BeimTesten des Programms stellte si
h sehr s
hnell heraus, dass es einen Unters
hied vonwenigen Sekunden ma
ht, ob man mit hoher oder geringer Au�ösung arbeitet.
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Abb. 6.1: Zitrone: Rekonstruktion mitallen Eigenwerten Abb. 6.2: Tropfen: Rekonstruktion mitallen Eigenwerten

Abb. 6.3: Zitrone: Rek. mit 11 von 64Eigenwerten Abb. 6.4: Tropfen: Rek. mit 17 von 64Eigenwerten



6.3 Fehlerquelle Eigenwerte 59Die Abbildungen 6.1 und 6.2 stellen eine Rekonstruktion des Tropfens und der Zi-trone dar. Die Messdaten wurden dur
h das Lösen des direkten Problems mit 64Punkten auf �B simuliert. Die Werte von �m in zi;j wurden logarithmis
h aufgetra-gen (log�m(zi;j)). Zu erkennen ist die Lage und eine ungefähre Gröÿe des gesu
htenGebietes, das mit einer dur
hgezogen Linie gekennzei
hnet ist. Die Form lässt si
hnur grob erahnen.6.3 Fehlerquelle EigenwerteEine perfekte Rekonstruktion erfordert perfekte Ausgangsdaten und exakte Re
h-nungen. Beides ist natürli
h ni
ht gegeben. Werden die Ausgangsdaten dur
h tat-sä
hli
he Messungen gewonnen, so s
hlei
hen si
h au
h bei den besten ApparaturenMessfehler ein. Werden die Daten, so wie in dieser Arbeit künstli
h erzeugt, so sindsie bereits viel genauer, aber au
h hier treten Fehler auf, da man nie genauer re
hnenkann, als es die Re
hnergenauigkeit erlaubt. Da diese z.B. bei Matlab 2:2204e� 16beträgt, ist sie verna
hlässigbar. Ein gröÿeres Problem stellt die Genauigkeit des ver-wendeten Verfahrens dar. Da wir bei der Faktorisierungsmethode gezwungen sind,den eigentli
hen Operator dur
h eine Folge von Operatoren anzunähern, so musstheoretis
h ein Grenzübergang dur
hgeführt werden, der in der praktis
hen Re
h-nung ni
ht mögli
h ist.
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Abb. 6.5: Eigenwerte vonW (m): Zitrone 0 10 20 30 40 50 60 70
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Abb. 6.6: Eigenwerte von W (m): Trop-fenWel
he Fehlerquellen lassen si
h auss
halten bzw. wo kann man ihren Ein�uss zu-mindest mindern? Die Vergröÿerung der Stützstellenanzahl ist nur bis zu einemgewissen Grad mögli
h und sinnvoll, also sollten wir uns einen anderen Weg su-
hen. Betra
hten wir zum Beispiel die Eigenwerte �(m)i für i = 1; :::; m � 1 von



60 Numerik des inversen ProblemsW (m), so stellen wir ein exponentielles Abfallverhalten in den ersten Werten fest.Eine logarithmis
he Darstellung der Eigenwerte, wie in den Abbildungen 6.5 und6.6, verdeutli
ht das sehr gut. Es ist besonders au�ällig, dass diese Tendenz erstbei Werten, die kleiner als 10�16 sind, si
h also in der Re
hnergenauigkeit be�nden,unterbro
hen wird. Das lässt darauf s
hlieÿen, dass die Werte zu klein sind, als dassMatlab sie korrekt bere
hnen könnte. Bevor wir jetzt fehlerhafte Daten verwenden,ist es sinnvoller, ganz darauf zu verzi
hten und nur die Eigenwerte zu verwenden, dietatsä
hli
h ein exponentielles Abfallverhalten aufweisen. Im Fall der 'Zitrone' sinddas 11 Eigenwerte und im Fall des 'Tropfens' 17, wie wir anhand der Abbildung6.5 und 6.6 ablesen können. Wel
he Auswirkung das Eliminieren der fehlerhaftenEigenwerte hat, sehen wir im Verglei
h der Abbildungen 6.1 und 6.2, die mit allenEigenwerten erzeugt wurden, und 6.3 sowie 6.4, bei deren Bere
hnung nur Eigen-werte mit exponentiellem Abfallverhalten verwendet wurden.6.4 Abs
hneideparameterSind wir ni
ht nur an der Position und der Gröÿe, sondern au
h an der Form deseinges
hlossenen Gebietes interessiert, so müssen wir no
h etwas mehr Aufwandbetreiben. Eine Mögli
hkeit ist die Verwendung eines Abs
hneideparameters � 2 R.Haben wir �m für alle zi;j mit i; j 2 f1; :::; m � 1g bere
hnet, so gehen wir davonaus, dass alle Punkte zi;j in D liegen, für die gilt:ln (�m(zi;j)) � �:Dementspre
hend werden au
h nur diese Werte aufgetragen. Wir verzi
hten diesesMal darauf, sie logarithmis
h aufzutragen, da die Bilder so klarer werden.Bei dieser Methode besteht natürli
h immer das Risiko, völlig fals
he Parameterzu wählen und ein zu groÿes oder zu kleines Gebiet zu erhalten. In der Abbildung6.7 sehen wir drei Rekonstruktionen des Tropfens im Verglei
h, die mit 17 von 64Eigenwerten und jeweils vers
hiedenen Abs
hneideparametern produziert wurden.Die s
hwarze Linie bes
hreibt das exakte Gebiet. Mit � = �1 haben wir also einennahezu perfekten Parameter gefunden. Wird der Parameter zu groÿ gewählt, z.B.� = 3, ist die Rekonstruktion zwar ni
ht genau, wir erhalten aber bereits eine guteNäherung. Ebenso verhält es si
h mit zu kleinen Werten für �.Die enorm kleinen Werte von 	 entlang der x-A
hse bereiten leider S
hwierigkei-ten bei der Rekonstruktion von Gebieten mit konkaven E
ken. Bei einem optimalenAbs
hneideparameter lassen sie si
h zwar no
h erahnen, werden jedo
h ni
ht aus-rei
hend rekonstruiert, wie wir am Beispiel der Erdnuss in der Abbildung 6.8 sehen



6.4 Abs
hneideparameter 61Abb. 6.7: Tropfen: �1 = 3; �2 = �1; �3 = �3



62 Numerik des inversen Problemskönnen. Für die Darstellung konnten 15 von 64 Eigenwerten verwendet werden undder Abs
hneideparameter betrug �1:5.

Abb. 6.8: Erdnuss mit Fehler an E
kenUm den Zufall bei der Wahl des Abs
hneideparameters einzus
hränken, emp�ehltes si
h, zuerst eine logarithmis
he Darstellung, wie in Abs
hnitt 6.2 bes
hrieben,zu erstellen und den Abs
hneideparameter unter Berü
ksi
htigung der Höhenskalaauszuwählen. Mit Werten um � = �1 konnte i
h bisher für jedes Testgebiet einezufriedenstellende Rekonstruktion erzeugen.6.5 S
hlusswortDie Faktorisierungsmethode eignet si
h hervorragend, um die Lage und ungefähreGröÿe eines Gebietes zu bestimmen. Die Rekonstruktion der Form ist zum einenmit einem gewissen Zufallsfaktor (Raten des Abs
hneideparameters) verbunden undzum anderen müssen fehlerhafte Rekonstruktionen an den E
ken in Kauf genommenwerden.Eine Mögli
hkeit den Zufallsfaktor auszus
halten, wird in [12℄ vorgestellt. In seinerDiplomarbeit untersu
ht Kühn die Rekonstruktion von Gebieten aus Spektraldatenbeim Neumanns
hen Randwertproblem. Er nimmt ein exponentielles Abklingver-halten der Eigenwerte an, d.h. �n = abn. Den Wert ln b versteht er als Anstieg derAusglei
hsgeraden für alle 'korrekten' Eigenwerte. Ebenso wird für jeden Punkt z



6.5 S
hlusswort 63aus dem gegebenen Gitter die Steigung s der Ausglei
hsgeraden von ln j(	(�; z); gn)j2bere
hnet. Jetzt können wir annehmen, dassm�1Xn=1 1�n j(	(�; z); gn)j2 < 
m�1Xn=1 � sln b�nmit einer Konstanten 
 erfüllt ist. Auf der re
hten Seite haben wir aber eine geome-tris
he Reihe vorliegen. Ist s kleiner als ln b, so konvergiert die Reihe, falls s � ln b,so liegt Divergenz vor. Eine Charakterisierung über die Steigung der Ausglei
hsge-raden ist also mögli
h, eine genaue Rekonstruktion der Form des Gebietes ist jedo
hni
ht zu erwarten. In dieser Arbeit wurde auf die Methode verzi
htet, da bereits mitHilfe eines Abs
hneideparameters bessere Rekonstruktionen erzeugt werden können.Die fehlerhafte Rekonstruktion konkaver E
ken lässt si
h leider au
h mit Vergröÿe-rung des Re
henaufwands, wie z.B. mit der Erhöhung der Anzahl an Punkten aufder Messkurve bzw. der Erhöhung der Stützstellen für das direkte Problem, nurgeringfügig verbessern.





ProgrammWer die in dieser Arbeit bes
hriebene Methode gern selbst ausprobieren mö
hte,kann si
h hier inspirieren lassen. Das ist der vollständige Matlab-Quell
ode zur Re-konstruktion von Störungen in der oberen Halbebene mit Hilfe der Faktorisierungs-methode.Soweit es mögli
h war habe i
h versu
ht, die Bezei
hnungen aus der Arbeit zu über-nehmen, um eine bessere Lesbarkeit des Quell
odes zu errei
hen. Ansonsten verzi
htei
h auf weitere Erklärungen des Programms, da die Vorgehensweise in dieser Arbeitbereits ausführli
h bes
hrieben wurde.



66 Numerik des inversen Problems%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% main: Faktorisierungsmethode:% Rekonstruktion einer gestoerten Halbebene%% Autorin: Isabelle S
hneider% Kommentar: Erstellt im Rahmen der Diplomarbeit%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%ti
; % Zeit ein%----- Innerer Rand ------------------------------------------------n = 128; % Anzahl der Stuetzstellenp = 5; % Konzentration in den E
kenKurve = 'Erdnuss'; % Kurvenspezifikation%----- Aeusserer Rand (Kreisparametrisierung) ----------------------R = 6; % KreisradiusN = 64; % Stuetzstellen auf Halbkreis!%----- Gitter zur Auswertung ---------------------------------------m = 200; % m x m GitterpunkteI = [-6.5, 6.5℄; % Groesse des Quadrats%----- Abs
hneideparameter \mu -------------------------------------mu = -1.5;%----- Aufruf der Rekonstruktionsfunktion --------------------------Loesung = Rekonstruktion(n,p,Kurve,R,N,m,I,mu);to
; % Zeit stop + Ausgabe



6.5 S
hlusswort 67%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%fun
tion Reihe = Rekonstruktion(n,p,Kurve,R,N,m,I,mu)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%----- Innerer Rand ------------------------------------------------h = pi/n; % S
hrittweitet = h:h:2*pi-h; % Stuetzstellen%----- Aeusserer Rand (Kreisparametrisierung) ----------------------h_B = pi/N; % S
hrittweites = [h_B:h_B:pi-h_B℄; % Stuetzstellen auf KreisrandKreis.x = R * 
os(s); % Kreisparam. x-KoordinatenKreis.y = R * sin(s); % Kreisparam. y-KoordinatendimK = length(Kreis.x);%----- Quadrat zur Auswertung --------------------------------------x = linspa
e(I(1),I(2),m); % x-Koordinatendimx = length(x);y = fliplr(x(dimx/2+1:end));% y-Koord. (nur obere Halbebene!)[X,Y℄ = meshgrid(x,y); % Gitter%===================================================================% Direktes Problem: 1. Parametrisierung des gewuens
hten Randes% 2. Bere
hnung der Loesung des AeDP auf Kreisrand%===================================================================[Rand,Sub℄ = Randparam(t,p,Kurve);U = Loesung_direkt(h,m,Rand,Sub,Kreis);%===================================================================% Inverses Problem: 1. Aufstellen des Operators W + Bere
hnung der% Eigenwerte% 2. Abs
hneiden der Fehlerhaften Daten% 3. Aufstellen der 'Reihe'%===================================================================%----- Operator W und seine Eigenwertzerlegung ---------------------W = -h_B * R * U;[Efkt,EW℄ = eig(W);EW = diag(EW);%----- Abs
hneiden der fehlerhaften Eigenwerte und Eigenvektoren ---



68 Numerik des inversen Problemssemilogy(1:dimK,abs(real(EW)'),'+'); grid on;
utnumber = input('\n Anzahl zu verwendender Eigenwerte?\n\n Anzahl =');Efkt = Efkt(:,1:
utnumber);EW = EW(1:
utnumber);%----- Aufstellen der 'Reihe' --------------------------------------DiffX = (Kreis.x' * ones(1,dimx) - ones(dimK,1) * x);DiffY = (Kreis.y' * ones(1,length(y)) - ones(dimK,1) * y);SummY = (Kreis.y' * ones(1,length(y)) + ones(dimK,1) * y);Reihe = zeros(dimx,length(y)); % Reservierung des Spei
hersPsi = zeros(dimK,length(y)); % Reservierung des Spei
hersfor i = 1:dimxfor j = 1:length(y)Psi(:,j)=-1/(2*pi)*log(1./sqrt(DiffX(:,i).^2+DiffY(:,j).^2))...+ 1/(2*pi)*log(1./sqrt(DiffX(:,i).^2+SummY(:,j).^2));end;Reihe(i,:)=(1./EW)'*(abs(h_B * R * 
onj(Efkt)' * Psi)).^2 ;end;Reihe = abs(Reihe)';%===================================================================% Plot%===================================================================%----- Bild 1: Naiver Plot -----------------------------------------figure;surf(X,Y,log(Reihe),'linestyle','none');hold on;
olorbar('horiz'); view(2); alpha(.7);grid off; axis equal; axis tight;plot(Rand.x,Rand.y,'k','LineWidth',2);plot3(Kreis.x,Kreis.y,5*ones(size(Kreis.x)),'k.','Markersize',10);hold off;%----- Bild 2: Ploten der Daten na
h Abs
hneiden -------------------figure;Reihe( find(log(Reihe) > mu) ) = NaN;



6.5 S
hlusswort 69surf(X,Y,(Reihe),'linestyle','none');
olorbar('horiz'); view(2); grid off;alpha(.7); axis equal;hold on;plot([I(1),Rand.x,I(2)℄,[0,Rand.y,0℄,'k','LineWidth',2);plot(Kreis.x,Kreis.y,'k.','Markersize',10);hold off;



70 Numerik des inversen Problems%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%fun
tion U = Loesung_direkt(h,m,Rand,Sub,Kreis)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%===================================================================% Bestimmung der Di
hte phi.%===================================================================dim = length(Rand.x); % Anzahl Randpunkte auf dDdim2 = length(Kreis.x); % Anzahl Randpunkte auf dB%----- Aufstellung des Doppels
hi
htpotentials ---------------------XTTau = (ones(dim,1) * Rand.x)' - ones(dim,1) * Rand.x;YTTau = (ones(dim,1) * Rand.y)' - ones(dim,1) * Rand.y;YTTaurho = (ones(dim,1) * Rand.y)' + ones(dim,1) * Rand.y;DX = ones(dim,1) * Rand.dx;DY = ones(dim,1) * Rand.dy;SubDT = ones(dim,1) * Sub.dt; % Ableitung der Substitutiondiagonale = (1/2*pi)*(Rand.dy.*Rand.ddx-Rand.dx.*Rand.ddy)..../(Rand.dx.^2 + Rand.dy.^2);L = 1/pi*((DY.*XTTau-DX.*YTTau)./(XTTau.^2+YTTau.^2+eye(dim))...- (DY.*XTTau+DX.*YTTaurho)./(XTTau.^2+YTTaurho.^2));M = eye(dim)+h*(L+diag(diagonale)).*SubDT;
lear XTTau YTTau YTTaurho DX DY; % Spei
herfreigabe%----- Bere
hnung der Randwerte ------------------------------------Xp = ones(dim2,1) * Rand.x; % x-Koordinate auf dDYp = ones(dim2,1) * Rand.y; % y-Koordinate auf dDPx = (Kreis.x)' * ones(1,dim); % x-Koordinate auf dBPy = (Kreis.y)' * ones(1,dim); % y-Koordinate auf dBF = -1/(2*pi)*log(1./sqrt((Xp-Px).^2+(Yp-Py).^2))...+ 1/(2*pi)*log(1./sqrt((Xp-Px).^2+(Yp+Py).^2));%----- Bere
hnung der Di
hte ---------------------------------------



6.5 S
hlusswort 71Phi = M\(2*F');
lear Xp Yp Px Py; % Spei
herfreigabe%===================================================================% Bere
hnung der Loesung des direkten Problems% einges
hraenkt auf einen Kreis im Aussengebiet.%===================================================================DX = ones(dim2,1) * Rand.dx;DY = ones(dim2,1) * Rand.dy;XTTau = (Kreis.x)' * ones(1,dim) - ones(dim2,1) * Rand.x;YTTau = (Kreis.y)' * ones(1,dim) - ones(dim2,1) * Rand.y;YTTaurho = (Kreis.y)' * ones(1,dim) + ones(dim2,1) * Rand.y;%----- Quadratur fuer DSP ------------------------------------------V = h * 1/(2*pi) * ones(dim2,1) * Sub.dt .*(...(DY.* XTTau - DX.* YTTau)./(XTTau.^2 + YTTau.^2)...- (DY.* XTTau + DX.* YTTaurho)./(XTTau.^2 + YTTaurho.^2));
lear XTTau YTTau DX DY Abs SubDT; % Spei
herfreigabe%----- Loesung auf Kreisrand ---------------------------------------U = zeros(dim2);for k=1:dim2U(:,k) = V * Phi(:,k);end;



72 Numerik des inversen Problems%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%fun
tion [R,W℄ = Randparam(s,p,Kurve)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%===================================================================% Substitutionsfkt.: Neuverteilung der aequidistanten Punkte%===================================================================% Aufruf einer internen Funktion[vs, dvs℄ = v(s,p);[vt, dvt℄ = v(2*pi-s,p);W.t = 2*pi*vs.^p./(vs.^p + vt.^p); % Substitutionsfkt.zaehler = vs.^(p-1).*dvs.*vt.^p + vs.^p.*vt.^(p-1).*dvt;nenner = (vs.^p + vt.^p);W.dt = 2*pi*p*(zaehler)./nenner.^2; % Ableitung der Sub.fkt.t = W.t;n = length(t);%===================================================================% Randparametrisierungen%===================================================================swit
h Kurve
ase {'Ellipse'}a = .5; % Stre
kung auf x-A
hseb = 3; % Stre
kung auf y-A
hseR.x = a*
os(t/2);R.y = b*sin(t/2);R.dx = -1/2*a*sin(t/2);R.dy = 1/2*b*
os(t/2);R.ddx = -1/4*a*
os(t/2);R.ddy = -1/4*b*sin(t/2);
ase {'Zitrone'}R.x = -1/pi*(t-pi)+1;R.y = sin(t/2);R.dx = -1/pi*ones(1,n);



6.5 S
hlusswort 73R.dy = 1/2*
os(t/2);R.ddx = zeros(1,n);R.ddy = -1/4*sin(t/2);
ase {'Tropfen'}R.x = -1/50*(t.^3-pi) ;R.y = 1/4*t.*sin(t/2);R.dx = -3/50*t.^2;R.dy = 1/4*sin(t/2) + 1/8*t.*
os(t/2);R.ddx = -6/50*t;R.ddy = 1/8*
os(t/2) + 1/8*
os(t/2) - 1/16*t.*sin(t/2);
ase {'Erdnuss'}R.x = (1+sin(t/2)).*
os(t/2);R.y = (1+sin(t/2)).*sin(t/2);R.dx = (1/2*
os(t/2).^2 - (-1-sin(t/2)).*(-1/2*sin(t/2)));R.dy = -(2*(-1/4*
os(t/2).*sin(t/2)...+1/2*(-1-sin(t/2))*1/2.*
os(t/2)));R.ddx = -(
os(t/2).*sin(t/2)*1/2...+(-1/2*
os(t/2)).*(-1/2*sin(t/2))...+(-1-sin(t/2)).*(-1/4*
os(t/2)));R.ddy = -(2*(1/8*sin(t/2).^2 - 1/8*
os(t/2).^2 -...1/8*
os(t/2).^2 - 1/8*(-1-sin(t/2)).*sin(t/2)));otherwisedisp('Es wurde kein Gebiet gewaehlt.');end;%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Interne (Substitutions-)Funktion%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%fun
tion [v,dv℄ = v(s,p)v = (1/p-1/2)*((pi-s)/pi).^3 + (s-pi)/(p*pi) + 1/2;dv = -3/pi*(1/p-1/2) * ((pi-s)/pi).^2 + 1/(p*pi);
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