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EinleitungUm lineare, elliptis
he Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung e�ektiv zu lösen, gibt es vers
hie-dene Mögli
hkeiten. Numeris
h bietet si
h die Methode der �niten Elemente (FEM) an, denn sieist der Gebietsstruktur gegenüber �exibel. Auÿerdem ist sie relativ einfa
h zu implementierenund führt uns die Di�erentialglei
hung auf ein groÿes, lineares Glei
hungssystem zurü
k, mitdessen Lösung si
h die Numeris
he Mathematik s
hon sehr lange bes
häftigt und deshalb s
hondiverse, e�ektive Verfahren entwi
kelt hat.Lineare �nite Elemente wurden gegenüber �niten Elementen höherer Ordnung bevorzugt, weilElemente höherer Ordnung wegen des groÿen Re
henaufwandes langsamer waren und wegen ihrergeringen Flexibilität gegenüber Störungen, wie z.B. Singularitäten, die Lösung oft s
hle
hterapproximierten. Dur
h forts
hreitende Computerte
hnik mit gröÿeren Spei
hern und s
hnellerenProzessoren erö�net si
h jedo
h die Mögli
hkeit des direkten Verglei
hs mit linearen, �nitenElementen.Ziel dieser Arbeit ist es, einerseits einen Überbli
k über die Theorie linearer, elliptis
her Di�e-rentialglei
hungen zweiter Ordnung zu geben und �nite Elemente höherer Ordnung zur Lösungsol
her Probleme heran zu ziehen. Andererseits werden die Mögli
hkeiten und Grenzen des Pro-grammes FEMLAB in Bezug auf vers
hiedene Problemdaten und ihre Auswirkungen auf dieLösung erörtert. Dabei werden Konvergenzresultate für die vers
hiedenen Problemklassen ausTheorie und Praxis miteinander vergli
hen, na
hdem die notwendige Anpassung FEMLABs vor-genommen worden ist.Zunä
hst formuliere i
h das Problem allgemein.ProblemstellungDe�nition 0.1 Sei 
 ein bes
hränktes Gebiet. Die lineare, elliptis
he Di�erentialglei
hung zwei-ter OrdnungLu := �"�u(x) +~b(x)ru(x) + 
(x)u(x) = f(x) in 
 2 IRn mit x = (x1; : : : ; xn) (0.1)heiÿt Di�usions�Konvektions�Reaktions�Glei
hung, wobei� u(x) die Lösung der Di�erentialglei
hung,� �"�u(x) der Di�usionsterm,� ~b(x)ru(x) der Konvektionsterm, 1



2 EINLEITUNG� 
(x)u(x) der Reaktionsterm,� f(x) die Funktion der re
hten Seite und� Lu der Di�erentialoperator sind.De�nition 0.2 
 besitze einen Lips
hitz�stetigen (z.T. polyedris
hen) Rand �
 =: �. Die Glei-
hungu(x) = g(x) auf �: (0.2)heiÿt Randbedingung erster Art oder Diri
hlet�Randbedingung mit g(x) als Funktion derRandwerte von u. Für g(x) � 0 bezei
hnet man die Randbedingungen als homogen. Andernfallswerden sie als inhomogen bezei
hnet.De�nition 0.3 In Kombination heiÿen die beiden Glei
hungen (0.1), (0.2) Diri
hlet�Rand-wertproblem.Bemerkung 0.4 In den theoretis
hen Betra
htungen tau
ht der Reaktionsterm 
(x)u(x) mit
(x) � 0 der Vollständigkeit halber auf. Alle Anwendungsbeispiele werden aber mit 
(x) = 0gere
hnet.Im ersten Kapitel sind wi
htige mathematis
he Grundlagen kurz zusammengestellt. Für die Be-weise der meisten Sätze wird auf die Standardliteratur zu diesem Thema verwiesen.Im zweiten Kapitel wird für unters
hiedli
he Problemdaten das Lösungsverhalten des Rand-wertproblems (0.1), (0.2) betra
htet. Wir überführen es dazu in eine s
hwa
he Formulierung unduntersu
hen die Regularität der Lösung des äquivalenten, s
hwa
hen Problems.Kapitel 3 befasst si
h mit Finite�Elemente�Methoden für lineare, elliptis
he Di�erentialglei-
hungen. Dabei wird vor allem auf die Einsetzbarkeit �niter Elemente höherer Ordnung für dieProblemstellung eingegangen. FEMLAB, als Erweiterung von Matlab speziell für die Lösungvon partiellen Di�erentialglei
hungen (PDE) mit Finite�Elemente�Methoden entwi
kelt, wirdzur numeris
hen Lösung der Probleme genutzt.In den Kapiteln 4, 5 und 6 werden speziell erweiterte Randwertaufgaben aufgegri�en.In Kapitel 4 wird der Fall homogener Diri
hlet�Randbedingungen auf den Fall inhomogenerDiri
hlet�Randbedingungen und gemis
hter Randbedingungen erweitert. Die Randbedingungenwerden dabei in s
hwa
her Form in die Variationsformulierung eingearbeitet. Auÿerdem wird dasDi�usions�Konvektions�Reaktions�Problem auf das Poisson�Problem einges
hränkt.In Kapitel 5 wird der stü
kweise polyedris
he Rand auf Lips
hitz�stetige Kurvenstü
ke erwei-tert und die Finite�Elemente�Methode mittels isoparametris
her, �niter Elemente daran ange-passt.Das singulär gestörte Problem aus Kapitel 2 wird in Kapitel 6 numeris
h erfasst, stabilisiertund mit FEMLAB bere
hnet und visualisiert.



Kapitel 1GrundlagenIm ersten Teil dieses Kapitels werden in zwei Abs
hnitten Funktionenräume und Normen fürdie Finite�Elemente�Theorie bereitgestellt. Im zweiten Teil werden die Lösbarkeit von Varia-tionsglei
hungen mittels der Lax�Milgram�Theorie und eine konforme Approximation mittelsGalerkin�Methode vorgestellt.1.1 FunktionenräumeHier werden Räume zur Lösung von linearen, elliptis
hen Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnungeingeführt. Es hat si
h gezeigt, dass Lebesgue�Räume bzw. Sobolev�Räume dafür geeignet sind.Räume stetig di�erenzierbarer FunktionenWir betra
hten stets ein bes
hränktes Gebiet 
 mit Lips
hitz�stetigem Rand �
 =: �. DieMenge der stetigen Funktionen auf 
 ist C(
).De�nition 1.1 Sei m 2 IN0. Die Menge der m�fa
h auf 
 stetig di�erenzierbaren Funktionenheiÿt Cm(
) := fv : 
! IR : D�v 2 C(
) für alle � mit j�j � mg: (1.1)Dabei ist � = (�1; : : : ; �n) ein Multiindex der Länge j�j = �1 + � � �+ �n.Dann istCm(
) := fv 2 Cm(
) : D�v stetig fortsetzbar auf �
 für alle � mit j�j � mg (1.2)mit der NormkvkCm(
) := maxj�j�mmaxx2
 jD�v(x)j für v 2 Cm(
) (1.3)ein Bana
h�Raum. 3



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGENDe�nition 1.2 Seien 0 < s � 1 und m 2 IN0. Der Hölder�Raum Cm;s(
) ist dann die Mengeder Funktionen v 2 Cm(
), diekvkCm;s(
) := kvkCm(
) + Xj�j=m supx;y2
x6=y jD�v(x)�D�v(y)jjx� yjs <1 (1.4)erfüllen.Ist 
 kompakt, so ist Cm;s(
) mit der Norm (1.4) ein Bana
h�Raum.De�nition 1.3 Die Menge der unendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trä-ger in 
 wird de�niert alsC10 (
) = fv 2 C1(
) : supp v b 
g: (1.5)Dabei ist supp die Bezei
hnung für einen kompakten Träger. Ein abges
hlossener Unterraum wirdmit b bezei
hnet.Lebesgue�RäumeIm folgenden Abs
hnitt seien p; q 2 IR [ f1g mit 1p + 1q = 1 und 1 � p; q � 1.De�nition 1.4 Sei 1 � p <1. Dann de�niert man Lebesgue�RäumeLp(
) := fv : 
! IR : Z
 jv(x)jp dx <1g (1.6)als die Menge aller Äquivalenzklassen messbarer Funktionen, wobeikvk0;p;
 := kvkLp(
) := �Z
 jv(x)jp dx� 1p <1 (1.7)die zugehörige Norm darstellt. Für p =1 wirdL1(
) := fv : 
! IR messbar : 9M <1 mit jv(x)j �M fast überall in 
gmit der NormkvkL1(
) := essmaxx2
 jv(x)j := infMdie Menge aller Äquivalenzklassen wesentli
h bes
hränkter Funktionen de�niert.Satz 1.5 Die Lp(
)�Räume, 1 � p � 1, sind mit der zu p passenden Norm Bana
h�Räume.Beweis : vgl. [Alt99℄, Satz 1.17 bzw. Lemma 1.13. �Bemerkung 1.6 Dur
h(v; w) := Z
 v(x)w(x)dx (1.8)wird ein Skalarprodukt de�niert, das die k�k0;2;
�Norm induziert. Damit ist der Bana
hraumL2(
) ein Hilbertraum.



1.1. FUNKTIONENRÄUME 5Sobolev�RäumeUm partielle Di�erentialglei
hungen behandeln zu können, ist die De�nition verallgemeinerterAbleitungen und die Einführung von Sobolev�Räumen wi
htig.De�nition 1.7 Eine Funktion w heiÿt verallgemeinerte Ableitung D�v von v, wennZ
w(x)'(x)dx = (�1)j�j Z
 v(x)D�'(x)dx für alle ' 2 C10 (
)gilt.De�nition 1.8 Die RäumeWl;p(
) := fv 2 Lp(
) : kvkl;p;
 <1g; (1.9)mit l 2 IN0 und der Normkvkl;p;
 := kvkWl;p(
) := � Xj�j�l k(D�v)(x)kpLp(
) � 1p für 1 � p <1 (1.10)bzw. kvkWl;1(
) := Xj�j�l k(D�v)(x)kL1(
) für p =1heiÿen Sobolev�Räume. Für l = 0 ist es der Raum Lp(
).Bemerkung 1.9 Ist p = 2, werden die Räume Wl;2(
) au
h mit Hl(
) bezei
hnet. Mit demSkalarprodukt(v; w) := Z
 � Xj�j�l(D�v)(x)(D�w)(x)�dx (1.11)werden sie zu Hilberträumen. Oft lässt man bei p = 2 den Index in der Norm�Bezei
hnung weg(k�kl;2;
 =: k�kl;
).Sobolev-Räume lassen si
h unter bestimmten Voraussetzungen ineinander einbetten. Dazu istfolgende allgemeine De�nition hilfrei
h.De�nition 1.10 Seien X und Y normierte Räume. Dann heiÿt die Einbettung X ,! Y ste-tig, wenn eine Konstante C > 0 existiert mit kvkY � C kvkX für alle Funktionen v 2 X. DieEinbettung ist zusätzli
h kompakt, wenn der Einbettungsoperator I 2 L(X;Y ) mit Iv = v füralle v 2 X kompakt ist.Für Sobolev-Räume gilt na
h [Ada75℄, Theorem 5.4, der Sobolev's
he Einbettungssatz:Satz 1.11 Sei 
 � IRn, n = 2; 3, ein Gebiet mit Lips
hitz�stetigem Rand, 1 � p � 1 undl 2 IN0 gegeben. Dann gibt es folgende stetige Einbettungen:



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1. Wenn 0 � lp < n ist, dann gilt für p� = npn�lpWl;p(
) ,! Lp�(
): (1.12)2. Wenn lp = n ist, dann gilt für q mit p � q � 1Wl;p(
) ,! Lq(
): (1.13)3. Wenn lp > n ist, dann giltWl;p(
) ,! C0(
): (1.14)Bemerkung 1.12 Der Abs
hluss des Raumes C10 (
) bezügli
h der W1;2�Norm ist der RaumW1;20 (
) bzw. H10(
).Neben den Sobolev�Normen k�kl;p;
 benötigt man auÿerdem die Sobolev�Halbnormenjvjl;p;
 := Z
 � Xj�j=l j(D�v)(x)jp dx� 1p für 1 � p <1 (1.15)und jvjl;p;
 := Xk�k1=l kD�vkL1(
) für p =1: (1.16)De�nition 1.13 Sobolev�Slobode
kij�Räume sind Sobolev�Räume Ws;p(
) mit einem ra-tionalen s = k + � mit k 2 IN0 und � 2 (0; 1) � IR. Sie werden de�niert alsWs;p(
) := fv 2Wk;p(
) : kvkWs;p(
) <1g (1.17)mit den NormenkvkWs;p(
) := �kvkpWk;p(
) + jvjpWs;p(
)� 1pjvjWs;p(
) :=  Xj�j=k Z
 Z
 jD�u(x)�D�u(y)jpjx� yjn+�p dxdy! 1pfür 1 � p <1. Analog erfolgt die De�nition für p =1. Dabei ist n die Dimension des RaumesIRn.Bemerkung 1.14 Die Sobolev�Slobode
kij�Räume sind vollständig bezügli
h ihrer Norm. Au-ÿerdem ist Ws;p(
) stetig in C(
) eingebettet, falls s > n=p ist (vgl. [Ada75℄, 7.36 und 7.52).



1.1. FUNKTIONENRÄUME 7Norm�Abs
hätzungenEs gilt na
h De�nition der Halbnormjvjk;p;
 � kvkl;p;
 für alle v 2Wl;p(
) und k; l 2 IN0 mit 0 � k � l: (1.18)Na
h unten lässt si
h die Halbnorm für k = 1 mit der Friedri
hs's
hen Unglei
hung abs
hät-zen:Lemma 1.15 Sei 
 � IRn ein bes
hränktes Gebiet. Dann existiert eine Konstante 
F > 0, sodass kvk0;
 � 
F jvj1;
 für alle v 2W1;20 (
) (1.19)gilt.Beweis : Da der Raum C10 (
) na
h Bemerkung 1.12 di
ht im W1;20 (
) liegt, rei
ht es, denBeweis für Funktionen v 2 C10 (
) dur
hzuführen. Wegen der Bes
hränktheit kann man 
 alsTeilmenge eines n�dimensionalen, o�enen Würfels W := fx = (x1; : : : ; xn) : �s < xi < sg mitder Kantenlänge 2s annehmen. Auÿerhalb von 
, also in W n 
, sei v � 0. Dann folgtv(x1; x2; : : : ; xn) = v(�s; x2; : : : ; xn)| {z }=0; da v2C10 (
) + x1Z�s �1v(t; x2; : : : ; xn)dt= x1Z�s �1v(t; x2; : : : ; xn)dt:Mit der Cau
hy�S
hwarzs
hen Unglei
hung erhält manjv(x)j2 � x1Z�s 12dt x1Z�s j�1v(t; x2; : : : ; xn)j2 dt:Jetzt vergröÿert man die re
hte Seite, indem man ni
ht nur bis x1, sondern bis zum Rand s inx1�Ri
htung integriert. Dann istjv(x)j2 � (x1 + s) sZ�s j�1v(t; x2; : : : ; xn)j2 dt:Ans
hlieÿend wird die ganze Glei
hung na
h x1 integriert. Da das Integral der re
hten Seite vonx1 unabhängig ist, giltsZ�s jv(x)j2 dx1 � sZ�s (x1 + s)dx1| {z }=2s2 sZ�s j�1v(x)j2 dx1:



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGENS
hlieÿli
h integriert man über die anderen Koordinaten x2; : : : ; xn und erhältkvk20;
 = ZW jv(x)j2 � 2s2 ZW j�1v(x)j2 dx � 
2F jvj21;
 :Jetzt zieht man no
h die Wurzel und erhält die Behauptung. �Die Sobolev�Halbnorm ist also äquivalent zur Sobolevnorm. Es gilt somitkvk0;
 � kvk1;
 �q1 + 
2F jvj1;
 �q1 + 
2F kvk1;
 : (1.20)1.2 Fortsetzbarkeit von Funktionen auf den GebietsrandAls nä
hstes betra
htet man die Fortsetzbarkeit von Funktionen v 2Wl;p(
) auf den Rand �.Die Werte der Funktionen auf dem Rand können bei geeigneten Voraussetzungen sinnvoll sein.Dazu de�niert man eine Spurabbildung.Satz 1.16 Sei � Lips
hitz�stetiger Rand von 
 und 1 � p � 1. Dann gibt es genau eine stetigelineare Abbildung
̂ :W1;p(
)! Lp(�); (1.21)so dass 
̂(v) = vj� für alle v 2W1;p(
)\C0(
). 
̂ heiÿt Spuroperator oder Spurabbildung.Auÿerdem existiert für p = 2 eine Konstante 
 > 0, so dassk
̂(v)k0;� � 
 kvk1;
 für alle v 2W1;2(
) (1.22)gilt.Beweis : siehe [Ada75℄, 5.22. �Es lassen si
h Funktionenräume über den Rand � de�nieren. Der wi
htigste istH 12 (�) := fw 2 L2(�) : 9 v 2H1(
) mit w = 
̂(v)g (1.23)mit der Normkwk 12 ;� := kwkH 12 (�) := inffkvk1;
 : v 2 H1(
); w = 
̂(v)g: (1.24)Der zu H 12 (�) gehörende Dualraum heiÿt H� 12 (�), das ist die Menge der stetigen linearen Funk-tionale auf H 12 (�), mit der Normkgk� 12 ;� := kgkH� 12 (�) := supw2H 12 (�) 
g; w�kwk 12 ;� für alle g 2 H� 12 (�); (1.25)wobei
�; �� : H� 12 (�)�H 12 (�)! IR (1.26)



1.3. LÖSBARKEITSTHEORIE VON LAX�MILGRAM 9das duale Produkt ist.Für Funktionen v 2 H1(
) mit �v 2 L2(
) gilt: �v�n 2 H� 12 (�) und


�v�n


� 12 ;� � C �kvk1;
 + k�vk0;
� : (1.27)Eine ausführli
here Behandlung der Fortsetzung von Funktionen auf den Gebietsrand �ndet manin [Lio68℄, Abs
hnitt 9.1.3 Lösbarkeitstheorie von Lax�MilgramIn diesem Teil der Arbeit wird die für die Lösbarkeit von elliptis
hen Variationsglei
hungenfundamentale Theorie vorgestellt. Das Diri
hlet�Randwertproblem (0.1), (0.2) wird mit Hilfedieser Theorie später auf Lösbarkeit untersu
ht.Im folgenden sei X ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (�; �) und der induzierten Normk�kX =p(�; �). Dann heiÿt X� = L(X; IR) der zugehörige Dualraum mit der S
hreibweise
f; v� := f(v) für f 2 X� und alle v 2 X: (1.28)Aus der Symmetrie des Skalarproduktes erhält man die folgende Form des Riesz's
hen Dar-stellungssatzes.Lemma 1.17 Sei X ein reeller Hilbertraum. Dann existiert zu jedem Funktional f 2 X� eineindeutig bestimmtes Element u 2 X, so dassf(v) = 
f; v� = (u; v) für alle v 2 X (1.29)gilt. Der Riesz's
he Darstellungs�Operator R : X� ! X mit f 7! u ist linear, bijektiv undisometris
h.Beweis : siehe [Lub02℄, Lemma 6.1. �Wie für Linearformen ergibt si
h analog eine Darstellung für Bilinearformen als Folgerung ausLemma 1.17.Lemma 1.18 Es gibt genau einen bes
hränkten Operator A = L(X;X�), so dassa(u; v) = 
Au; v� für alle u; v 2 X: (1.30)gilt.Im folgenden betra
htet man die Variationsglei
hung:Finde u 2 X, so dass für die Bilinearform a(�; �) und die Linearform f(�)a(u; v) = f(v) für alle v 2 X (1.31)gilt.Es gibt na
h dem folgenden Lemma 1.21 für die Variationsglei
hung eine eindeutige Lösung imRaum X.Dazu werden Bedingungen an a(�; �) und f(�) gestellt:



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGENDe�nition 1.19 (i) Die Bilinearform a(�; �) : X �X ! IR ist stetig, wenn eine KonstanteM > 0 existiert mitja(u; v)j �M kukX kvkX für alle u; v 2 X: (1.32)(ii) Die Linearform f(�) : X! IR ist stetig, wenn eine Konstante C > 0 existiert mitjf(v)j � C kvkX für alle v 2 X: (1.33)(iii) a(�; �) ist X�elliptis
h, wenn eine Konstante 
 > 0 existiert mita(v; v) � 
 kvk2X für alle v 2 X: (1.34)Bezei
hnung 1.20 Ist die Bilinearform (�; �) X�elliptis
h, wird die Variationsglei
hung (1.31)au
h als elliptis
he Variationsglei
hung bezei
hnet.Lemma 1.21 (Lax�Milgram) Die Bilinearform a(�; �) und die Linearform f(�) seien im Hil-bertraum X stetig. Auÿerdem sei a(�; �) X�elliptis
h. Dann besitzt die elliptis
he Variationsglei-
hung (1.31) genau eine Lösung.Beweis : Wegen der Stetigkeit von a(�; �) existiert ein Funktional A : X ! X� mit Au(v) =a(u; v) für alle v 2 X und ein beliebiges u 2 X. Das Funktional ist linear und stetig, dennAu(�v1 + �v2) = a(u; �v1 + �v2)= �a(u; v1) + �a(u; v2)= �Au(v1) + �Au(v2) für alle v1; v2 2 X und �; � 2 IR;jAu(v)j = ja(u; v)j(1:32)� M kukX kvkX :Daraus ergibt si
hkAukX� = supv 6=0 jAu(v)jkvkX �M kukX � 1:Also ist Au wohlde�niert.Na
h dem Riesz's
hen Darstellungssatz (1.17) existiert für ein � 2 X� genau ein R� 2 X, sodass �(v) = (R�; v) für ein v 2 X gilt. Gesu
ht ist damit ein u 2 X mitAu = f in X� (1.35)RAu = Rf in X: (1.36)Um letztere Glei
hung zu lösen, betra
htet man die Abbildung T : X! X mitTv := v � �(RAv �Rf) (1.37)und einem � 6= 0, das so gewählt wird, dass T kontrahierend ist. Dann gibt es na
h dem Ba-na
h's
hen Fixpunktsatz für kontrahierende Abbildungen genau ein u 2 X mitTu = u� �(RAu�Rf) = u; (1.38)



1.4. KONFORME GALERKIN�APPROXIMATION 11d. h. RAu�Rf = 0.Es muss also no
h die Existenz des � 6= 0 gezeigt werden. Dazu betra
htet man ein v 2 X mitv := v1 � v2. Dann giltkTv1 � Tv2k2X = kv1 � �(RAv1 �Rf)� v2 + �(RAv2 �Rf)k2XA;R linear= kv � �(RAv)k2X= kvk2X � 2�(RAv; v) + �2 kRAvkXDef: von A und R= kvk2X � 2�a(v; v) + �2a(v;RAv)(1:32)(1:34)� kvk2X � 2�
 kvk2X + �2M kvkX kRAvkX| {z }�kAvkX��MkvkX� kvk2X (1� 2�
 + �2M2)= L2 kv1 � v2k2X :Bestimme � > 0 so, dass L < 1 ist, denn dann ist T kontrahierend.1� 2�
 + �2M2 < 1, �(�M2 � 2
) < 0, 0 < � < 2
M2 :Damit ist das Lemma bewiesen. �1.4 Konforme Galerkin�ApproximationIn diesem Abs
hnitt wird zur numeris
hen Lösung von elliptis
hen Variationsglei
hungen dieVariationsglei
hung (1.31) im unendli
h dimensionalen Hilbertraum X dur
h ein lineares Glei-
hungssystem im endli
h dimensionalen Raum Xh approximiert, das si
h numeris
h auf vieleArten e�zient lösen lässt. Man spri
ht von einer konformen Approximation, wenn Xh � Xgilt.De�nition 1.22 Seien a(�; �) und f(�) aus (1.31) gegeben. Dann bezei
hnet man die elliptis
heVariationsglei
hungFinde uh 2 Xh, so dassa(uh; v) = f(v) für alle v 2 Xh gilt : (1.39)als Ritz�Galerkin�Verfahren der elliptis
hen Variationsglei
hung (1.31).Eine Abs
hätzung des Fehlers zwis
hen der Lösung auf dem Raum X und der Lösung auf demRaum Xh � X liefert das nä
hste Lemma.Lemma 1.23 (Cea) Sei a(�; �) die stetige und X�elliptis
he Bilinearform aus (1.31). Dann sindfür jedes f(�) aus (1.31) die elliptis
hen Variationsglei
hungen (1.31) und (1.39) eindeutig lösbar



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGENna
h Lemma 1.21. Für die Lösungen u 2 X bzw. uh 2 Xh gilt dann die Abs
hätzungku� uhk � M
 infv2Xh ku� vk (1.40)mit den Konstanten M aus (1.32) und 
 aus (1.34).Beweis : Es gilt na
h Voraussetzunga(u; v) = f(v) = a(uh; v) für alle v 2 Xh;denn Xh � X. Umgeformt ergibt dasa(u� uh; v) = 0 für alle v 2 Xh; (1.41)die sogenannte Galerkin�Orthogonalität. Es folgt
 ku� uhk2 � a(u� uh; u� uh)= a(u� uh; u� v) + a(u� uh; 2Xhz }| {v � uh)| {z }=0 na
h (1:41)� M ku� uhk ku� vk für alle v 2 Xh:Na
h Division dur
h 
 ku� uhk 6= 0 erhält manku� uhk � M
 ku� vk für alle v 2 Xhund damit die Behauptung. �Man kann eine Beziehung zwis
hen (1.39) und einem linearen Glei
hungssystem herstellen.Sei B := f�igni=1 eine Basis des Raumes Xh. Dann lässt si
h jedes v 2 Xh als eine Linearkombi-nationv = nXi=1 vi�i mit ~v = (v1; : : : ; vn)T 2 IRn (1.42)darstellen. Man de�nierta(�j ; �i) =: aij ; (1.43)A = (aij)ni;j=1 2 IRn�n; (1.44)uh = nXi=1 uhi�i mit ~uh = (uh1; : : : ; uhn)T 2 IRn und (1.45)fi = f(�i) mit ~f = (f1; : : : ; fn)T 2 IRn: (1.46)Lemma 1.24 Das Ritz�Galerkin�Verfahren (1.39) ist äquivalent zu dem linearen Glei
hungs-systemA ~uh = ~f: (1.47)



1.4. KONFORME GALERKIN�APPROXIMATION 13Beweis : Da a(�; �) und f(�) linear sind, folgt die Äquivalenz, wenn man fordert, dassa(uh; �i) = f(�i) für alle �i 2 B (1.48)gilt. Mit (1.43)-(1.46) erhält mana(uh; �i) = nXj=1 uhja(�j ; �i) = nXj=1 aijuhj = f(�i) für alle i 2 f1; : : : ; ng:Damit ist alles gezeigt. �Bezei
hnungen 1.25 Die Matrix A heiÿt Stei�gkeitsmatrix. Die Funktionen in der erstenKomponente der Bilinearform a(�; �) für uh heiÿen Ansatzfunktionen, in der zweiten Kompo-nente von a(�; �) stehen Funktionen für v, die Testfunktionen. Die Matrix A ist für Ansatz�und Testfunktionen mit kleinem kompaktem Träger dünnbesetzt, d.h. sie hat wenige von 0vers
hiedene Einträge.Das lineare Glei
hungssystem ist lösbar, denn die Bilinearform a(�; �) vererbt mit ihrer X�Elliptizität die wi
htige Regularitätseigens
haft der positiven De�nitheit auf die Stei�gkeits-matrix A. Diese garantiert die eindeutige Lösbarkeit von linearen Glei
hungssystemen.





Kapitel 2Das kontinuierli
he ProblemHier wird zuerst aus dem klassis
hen der s
hwa
he Lösungsbegri� für lineare, elliptis
he Dif-ferentialglei
hungen zweiter Ordnung hergeleitet. Dana
h überführt mam diesen auf elliptis
heVariationsglei
hungen des Typs (1.31). Ans
hlieÿend wird die Regularität der Lösung erörtert.Zum Abs
hluss des Kapitels wird das bei 0 < "� 1 auftretende, singulär gestörte Problem derlinearen, elliptis
hen Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung betra
htet.2.1 Klassis
he und s
hwa
he LösungDe�nition 2.1 Für eine lineare, elliptis
he Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung heiÿt die klas-sis
he Formulierung des Randwertproblems mit homogenen Diri
hlet�Randbedingungen im Ge-biet 
 � IRn, n = 2; 3:Finde u 2 C2(
) \C(
), so dass�"�u+~bru+ 
u = f in 
 (2.1)u = 0 auf � (2.2)gilt.Dabei sind " 2 IR+, ~b(x) = (b1(x); b2(x); : : : ; bn(x))T 2 IRn, und 
(x) � 0 für alle x =(x1; x2; : : : ; xn) 2 
 und bi; 
; f 2 C(
) für alle i 2 f1; : : : ; ng.Im folgenden wird eine Umformung der klassis
hen Formulierung in eine s
hwa
he Formulie-rung dur
hgeführt.Zuerst multipliziert man die Glei
hung (2.1) mit einer Funktion v aus dem Raum C10 (
) undintegriert die Glei
hung über 
. Dann erhält man�"Z
�u(x)v(x)dx + Z
 �~b(x)ru(x)v(x) + 
(x)u(x)v(x)� dx = Z
 f(x)v(x)dx:In dieser Glei
hung integriert man das erste Integral partiell und hat"Z
ru(x)rv(x)dx� "Z� �u�nvds| {z }=0 +Z
~b(x)ru(x)v(x) + 
(x)u(x)v(x)dx = Z
 f(x)v(x)dx:15



16 KAPITEL 2. DAS KONTINUIERLICHE PROBLEMDas Integral über den Rand � des Gebietes 
 vers
hwindet, da v = 0 auf � ist. Man erweitertden Lösungsraum, indem man für die Funktionen u; v von C10 (
) auf X :=W1;20 (
) übergeht,der den Raum C10 (
) na
h Bemerkung 1.12 di
ht enthält. Dann de�niert mana(u; v) := Z
 �"ru(x)rv(x) +~b(x)ru(x)v(x) + 
(x)u(x)v(x)� dx für alle u; v 2 X (2.3)und f(v) := Z
 f(x)v(x)dx für alle v 2 X: (2.4)Daraus ergibt si
h die Variationsglei
hung (vgl. (1.31)).De�nition 2.2 Die s
hwa
he oder verallgemeinerte Formulierung von (2.1) mit homoge-nen Diri
hlet�Randbedingungen (2.2) lautet:Finde u 2 X, so dassa(u; v) = f(v) für alle v 2 X (2.5)gilt. Dabei ist u 2 X die s
hwa
he Lösung von (2.1).Dass a(�; �) eine Bilinearform und f(�) eine Linearform sind, lässt si
h lei
ht na
hre
hnen. ImFall ~b(x) � 0 für alle x 2 
 ist a(�; �) sogar symmetris
h. Notwendige Voraussetzungen füra(�; �) und f(�) zur Anwendbarkeit der Theorie von Lax�Milgram aus Kapitel 1 für elliptis
heVariationsglei
hungen werden im nä
hsten Lemma bewiesen.Lemma 2.3(i) Die Bilinearform a(�; �) : X�X! IR ist stetig,(ii) Die Linearform f(�) : X! IR ist stetig,(iii) a(�; �) ist X�elliptis
h, wennr �~b = nXi=1 �bi�xi 2 L1(
) (2.6)und 
� 12r �~b � 
0 fast überall in 
 (2.7)mit einer Konstanten 
0 � 0 gelten.Beweis :(i) a(�; �) ist stetig, denn mit Hölder� und Cau
hy�S
hwarz�Unglei
hung giltja(u; v)j = ����Z
 "ru(x)rv(x) +~b(x)ru(x)v(x) + 
(x)u(x)v(x)dx����



2.2. REGULARITÄT DER SCHWACHEN LÖSUNG 17� " juj1;
 jvj1;
 + nXi=1  kbikL1(
) 



 �u�xi



0;
! kvk0;
 + k
kL1(
) kuk0;
 kvk0;
� ("+ k
kL1(
)) kuk1;
 kvk1;
 + kvk0;
vuut nXi=1 kbik2L1(
)| {z }=:k~bk2 vuut nXi=1 



 �u�xi



20;
| {z }�juj1;
�kuk1;
� ("+ k~bk2 + k
kL1(
))| {z }=:M kukX kvkX :(ii) f(�) ist stetig, denn mit Hölder� und Friedri
hs�Unglei
hung giltjf(v)j � kfk0;
 kvk0;
� C1 kfk0;
| {z }=:C kvk1;
� C kvkX :(iii) a(�; �) ist X�elliptis
h, denn mit partieller Integration des Konvektionsterms und den Vor-aussetzungen (2.6) und (2.7) folgta(v; v) = Z
 "(rv(x))2 +~b(x)rv(x)v(x) + 
(x)v(x)2dx= Z
 "(rv(x))2 + 
(x)v(x)2dx� 12 Z
r �~b(x)v(x)2dx+ 12 Z�~b(x)v(x)2ds| {z }=0� " jvj21;
| {z }� 11+
2F kvk21;
 +Z
(
(x) � 12r �~b(x)| {z }�
0 )v(x)2dx (2.8)� "1 + 
2F kvk2X + 
0 kvk20;
� 
 kvk2Xmit 
 = minf "1+
2F ; 
0g. �Aus diesen Ergebnissen folgt die eindeutige Existenz einer Lösung der na
hweisli
h X�elliptis
henVariationsglei
hung (2.5) mit der Lax�Milgram�Theorie. Es fehlt no
h eine Aussage über die Re-gularität dieser Lösung in X =W1;20 (
).2.2 Regularität der s
hwa
hen LösungIn diesem Abs
hnitt werden die na
h dem Lax�Milgram�Lemma (1.21) existierenden s
hwa
henLösungen von (2.5) genauer untersu
ht. Dabei wird die Frage aufgegri�en, wie regulär dieseLösungen eigentli
h sind.



18 KAPITEL 2. DAS KONTINUIERLICHE PROBLEMMan betra
htet dazu das homogene Diri
hlet�Randwertproblem (2.1), (2.2). Es gelte für dieKoe�zienten " 2 IR+;bj ; 
 2 L1(
) für j = 1; : : : ; nund f 2 L2(
):Dann folgt für konvexe Gebiete 
, dass u 2W2;2(
) ist. Das gilt im allgemeinen ni
ht für ni
htkonvexe Gebiete, wie das folgende Beispiel zeigt.Beispiel 2.4 Die Funktion u(x; y) � u(r; �) := r� sin (��) mit � := �=�0; �0 2℄0; 2�℄ und denPolarkoordinaten r =px2 + y2 und � = ar
tan yx ist Lösung des Problems:Finde u 2 X, so dass��u = 0 in 
;u(r; 0) = u(r; �0) = 0;u(0; �) = 0;u(R;�) = R� sin (��) auf �gilt.Dabei ist 
 = f(r; �) : 0 � r < R und 0 < � < �0g � IR2. u hat in der zweiten s
hwa
henAbleitung bei r = 0 eine Singularität für � < �0 � 2� und liegt deshalb ni
ht in W2;2(
) (vgl.Abbildung 2.1 mit �0 = 32�).
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Abbildung 2.1: Der Betrag des Gradienten von u und der Approximationsfehler bei � = 23Im folgenden werden Aussagen über die Regularität der Lösung u au
h für ni
ht konvexe Gebietegetro�en. Dabei müssen stärkere Bedingungen an die Problemdaten gestellt werden. Der folgendeSatz zeigt zunä
hst, dass die Lösung des elliptis
hen Randwertproblems (2.1), (2.2) in der Regelnur lokale Singularitäten hat. In Beispiel 2.4 be�ndet si
h die Singularität an der �einspringenden�E
ke im Punkt (0j0), ist also lokal.



2.3. SINGULÄR GESTÖRTE PROBLEME FÜR 0 < "� 1 19Satz 2.5 Sei 
 o�en und u 2W1;2(
) s
hwa
he Lösung des homogenen Diri
hlet�Problems aus(2.1), (2.2). Sei m � 0 und für die Problemdaten geltef 2 Wm;2(
) (2 L2(
) für m = 0);bj ; 
 2 Wm+1;2(
) für j = 1; : : : ; n: (2.9)Dann ist u 2 Wm+2;2lo
 (
), d.h. u 2 Wm+2;2(G) für jede o�ene Teilmenge G � 
, dessenAbs
hluss �G kompakt ist.Beweis : siehe [Alt99℄, Satz A 10.2. �Die lokalen Singularitäten können unter den Voraussetzungen des letzten Satzes also hö
hstensauf dem Rand � vom Gebiet 
 liegen. Bekommt der Rand eine zusätzli
he Regularität wie imnä
hsten Satz, ist die Lösung sogar bis zum Rand glatt.Satz 2.6 Seien 
 o�en und bes
hränkt, � � Cm+1;1(
) der Rand von 
 und u 2W1;2(
) dies
hwa
he Lösung des homogenen Diri
hlet�Randwert�Problems aus (2.1), (2.2) mit den Voraus-setzungen (2.9) gegeben. Dann folgtu 2Wm+2;2(
): (2.10)Beweis : siehe [Alt99℄, Satz A 10.3. �2.3 Singulär gestörte Probleme für 0 < "� 1Die Lösbarkeit des Problems (2.5) ist für 0 < " � 1 no
h immer mit der Theorie von Lax�Milgram gegeben. Die Bilinearform a(�; �) aus (2.3) ist für " ! 0 jedo
h nur X�elliptis
h, wennfür die Konstante aus (2.7) 
0 > 0 gilt. Unter dieser Voraussetzung lässt si
h dann das Lemma1.21 anwenden.In der numeris
hen Approximations�Lösung können bei einer Elliptizitätskonstanten nahe 0Oszillationen auftreten, d.h. die numeris
he Lösung wird ungenau in der Nähe von Sprüngen derLösung. Sie ist ni
ht mehr dur
h den fast vers
hwundenen Di�usionsterm geglättetet. Es ist alsoeine numeris
he Stabilisierung erforderli
h. Eine mögli
he Variante wird in Kapitel 6 vorgestellt.Insgesamt beoba
htet man für 0 < " � 1 ein Lösungsverhalten des Problems (2.1), (2.2), dasder Lösung der linearen, hyperbolis
hen Di�erentialglei
hung erster Ordnung~b(x)rw(x) + 
(x)w(x) = f(x) (2.11)ähnelt. Man nennt diese Glei
hung au
h reduzierte Glei
hung. Sie ist linear, weil weder ~b no
h
 von der Lösung w abhängen.Die Theorie zu diesem Problem kann auf die Untersu
hung geeigneter Systeme gewöhnli
herDi�erentialglei
hungen zurü
kgeführt werden.



20 KAPITEL 2. DAS KONTINUIERLICHE PROBLEMDe�nition 2.7 Das System gewöhnli
her Di�erentialglei
hungendds 0B� x1...xn 1CA = 0B� b1(x1; : : : ; xn)...bn(x1; : : : ; xn) 1CA (2.12)und dwds = f(x(s))� 
(x(s))w(x(s)) (2.13)heiÿt 
harakteristis
hes System von (2.11). Die Lösungskurven (x1; : : : ; xn; w)T (s) im IRn�IR heiÿen Charakteristiken von (2.11). Die Projektion (x1; : : : ; xn)T (s) einer Charakteristikvon (2.11) in den (x1; : : : ; xn)�Raum heiÿt Grund
harakteristik.Für die vorliegende lineare, hyperbolis
he Di�erentialglei
hung sind die Grund
harakteristikenunabhängig von der Lösung w. Das vereinfa
ht die Lösung von (2.12), wie in den meisten Fällen.Mehr zum Thema hyperbolis
her Di�erentialglei
hungen erster Ordnung �ndet man in [Lub03℄,Kapitel 16. Dort wird au
h die Lösbarkeit theoretis
h abgehandelt.

�
�0 �+�� �0Abbildung 2.2: 
 mit Grund
harakteristiken und TeilrändernUm auf das dem Randwertproblem (2.1),(2.2) entspre
hende Problem zurü
k zu kommen,brau
ht man no
h geeignete Randbedingungen. In der Regel kann man diese nur einem Teil desRandes � auferlegen. Es ist daher sinnvoll, den Rand bezügli
h dem Verlauf der Charakteristikenvon (2.11) in die Abs
hnitte�+ := fx 2 � : ~b � � > 0g;�� := fx 2 � : ~b � � < 0g und�0 := fx 2 � : ~b � � = 0gzu trennen, wobei � der na
h auÿen zeigende Einheitsnormalenvektor des Randes � ist (vgl.Abbildung 2.2).



2.3. SINGULÄR GESTÖRTE PROBLEME FÜR 0 < "� 1 21Physikalis
h bedeutet diese Randeinteilung, dass Charakteristiken bei �� in das Gebiet 
�einströmen� und das Gebiet bei �+ verlassen. Die Randstü
ke �0 sind selbst �
harakteristis
h�,d.h. sie werden von Grund
harakteristiken von (2.12) gebildet. Gilt in einem Punkt x 2 �0 dieBedingung ~b(x) 6= ~0, so laufen die Grund
harakteristiken in einer Umgebung von x parallel zu�0.Man bes
hränkt si
h darauf, Randbedingungen auf �� vorzus
hreiben. Dann lautet das re-duzierte lineare, hyperbolis
he Randwertproblem erster Ordnung mit homogenen Diri
hlet�Randbedingungen.Finde w 2 X� := fw 2 L2(
) : ~b � rw 2 L2(
); 
(w)j�� = wg, so dass~brw + 
w = f in 
; (2.14)w = 0 auf ��� (2.15)gilt.





Kapitel 3Das diskrete ProblemIn diesem Kapitel werden zur approximativen Lösung des Diri
hlet�Randwertproblems (0.1),(0.2) Näherungsverfahren in endli
h dimensionalen Räumen Xh, Unterräumen des Lösungsrau-mesX, aus Kapitel 2 behandelt. Diese numeris
he Approximation inXh wird als diskretes Pro-blem bezei
hnet. Die dafür genutzte Finite�Elemente�Methode, ein spezielles Ritz�Galerkin�Verfahren (vgl. 1.39), eignet si
h besonders auf komplizierteren Geometrien 
 � IRn, da siesi
h der Struktur des Gebietes gut anpasst. Dies zeigt si
h au
h in der Güte der resultierendenFehlerabs
hätzungen.In diesem Abs
hnitt der Arbeit beginnt eine parallel eingefügte Anwendung von FEMLAB, d.h.i
h werde an gegebener Stelle geeignete Befehle von FEMLAB für das entspre
hende Problem,gesondert in einem Kasten, angeben und mit dur
h %�Zei
hen gekennzei
hneten Kommentarenerläutern.3.1 Gebiete und GebietszerlegungenGebieteDas Gebiet 
 sei in diesem Kapitel polyedris
h berandet. Die Verallgemeinerung auf krummlinigeRänder wird in Kapitel 5 behandelt.Polyedris
h berandete Gebiete können in FEMLAB mit folgenden Befehlen erzeugt werden.%==========================================================================% I. Geometrie des Gebiets%--------------------------------------------------------------------------% Einfa
he geometris
he Objekte erzeugen% Beispiele in 2D:Re
hte
k = re
t2(0,0.5,0,0.5);% Parameter: Begrenzung in x- und y-Ri
htung (xMin,xMax,yMin,yMax)Quadrat = square2(0,0,1);% Parameter: linke untere E
ke (x,y), Seitenlänge23



24 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEM% Andere 2D-Geometrien: 
ir
2, ar
2, ellip2, solid2% Beispiele in 3D:Quader = blo
k3(1,2,1,'
orner',[0 0 0℄);% Parameter: Seitenlängen (x,y,z), Bezugspunkt P ist die linke untere E
ke% ('
orner'), Koordinaten von P(x|y|z)Tetraeder = tetrahedron3([0 0 1 0; 0 1 0 0;0 0 0 1/2℄);% Parameter: eine 4x3-Matrix mit den E
kpunkten% Andere 3D-Geometrien: 
ylinder3, gen
yl3, 
one3, e
one3, sphere3, torus3%--------------------------------------------------------------------------% Erzeugen komplizierter Geometrien% dur
h Mengenoperationen (Verlängert die Re
henzeit, da re
ht zeitaufwen-% dige Routinen dahinter verborgen sind.)Berei
h2 = Quadrat - Re
hte
k;Berei
h3 = Quader - Tetraeder;% dur
h Eingabe der E
kpunkt-Koordinaten eines n-E
ksPolygon = line2([0.5 0.5 0 0 1 1℄,[0 0.5 0.5 1 1 0℄);% 'Polygon' hat die glei
he Form wie 'Berei
h2'% Parameter: Vektoren mit x- und y-Koordinaten der E
kpunkte% genauso: poly2Die eben erzeugten geometris
hen Objekte werden im nä
hsten Programmabs
hnitt in derDatenstruktur 'fem2D' bzw. 'fem3D' gespei
hert und visualisiert (vgl. Abbildung 3.1).%--------------------------------------------------------------------------% Grafis
he Darstellung von geometris
hen Objekten% Der 'fem'-Struktur wird eine Geometrie zugewiesen und mit 'geomplot'% ausgegeben.fem2D.geom = Berei
h2;fem3D.geom = Berei
h3;subplot(1,2,1),geomplot(fem2D,'edgelabels','numeri
'),axis([-0.2 1.2 -0.2 1.2℄),title({'Gebiet in 2D mit' 'Randnummerierung'});% Alternative: die Geometrie wird ohne Spei
hern in der 'fem'-Struktur ge-% zei
hnet.subplot(1,2,2),geomplot(fem3D,'fa
elabels','on','transparen
y',0.5),axis([-0.2 1.2 -0.2 2.2 -0.2 1.2℄),title('Gebiet in 3D mit' 'nummerierten Oberflä
hen');



3.1. GEBIETE UND GEBIETSZERLEGUNGEN 25% Optionen:% 'edgelabels': bewirkt die Angabe der Nummern der Teilränder des Gebietes% in 2D in Zahlen ('numeri
' oder 'on').Diese Information wird% für eine detaillierte Angabe der Randbedingungen benötigt.% Bei einer 3D-Geometrie heiÿt die Option 'fa
elabels' für die% Randflä
hen, die Kantennummerierung erfolgt weiterhin mit% der Option 'edgelabels'.% 'transparen
y': (nur bei 3D-Objekten) ma
ht die Randflä
hen des Objekts% transparent mit dem der Option folgenden Faktor, wobei 1 in-% transparent bedeutet und 0 die vollständige Dur
hsi
htigkeit% der Randflä
hen gewährleistet.% Befehle für die Grafikausgabe:% subplot(a,b,
): teilt die Grafik in (axb) Untergrafiken ein und s
hreibt% alle na
hfolgenden Grafikausgaben an Stelle 
 in der Grafi-% kenmatrix, bis eine neue Stelle mit 'subplot' zugewiesen% wird (
 darf also Werte von 1 bis a*b annehmen).% axis([xMin xMax yMin yMax {zMin zMax}℄): s
hreibt die A
hsenbegrenzungen% der Grafik vor. Die dritte Dimension ist optional.% title('text'): gibt der Grafik den Titel text, wobei jede Zeile des Ti-% tels in ein neues Paar Anführungsstri
he ges
hrieben wird.

Abbildung 3.1: Die beiden Gebiete aus dem Programm
odeZerlegungenAls nä
hstes betra
htet man eine Zerlegung des Gebietes 
 � IRn in Teilgebiete. Hier bes
hränkei
h mi
h auf simpliziale Teilgebiete. Für n = 2 sind das Dreie
ke und für n = 3 Tetraeder.De�nition 3.1 Eine Zerlegung T = fKjgMj=1 eines Gebietes 
 heiÿt zulässig, falls jeweilszwei vers
hiedene abges
hlossene Teilgebiete Ki und Kj ; i 6= j; entweder



26 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEM- genau eine vollständige gemeinsame Flä
he (n = 3) haben,- genau eine vollständige gemeinsame Kante (n � 2) haben,- genau einen gemeinsamen Punkt (n � 1) habenoder paarweise dur
hs
hnittsfremd sind.

Abbildung 3.2: Zulässige Zerlegung eines Gebietes und unzulässige Zerlegung bzw. Zerlegung mithängendem KnotenIn FEMLAB werden Zerlegungen automatis
h zulässig erzeugt.%==========================================================================% II. Zerlegung erzeugen%--------------------------------------------------------------------------% zulässige ZerlegungenZerlegung = meshinit(Berei
h3,'hmax',1/2);% Für die in 'fem2D' gespei
herte Geometrie 'fem2D.geom' wird die Zerlegung% in dem Datenfeld 'fem2D.mesh' gespei
hert.fem2D.mesh = meshinit(fem2D,'hmax',1/8);% Optionen:% 'hmax': Der maximale Elementdur
hmesser wird dur
h die folgende Zahl% vorgegeben. Die Option erzeugt eine Zerlegung mit dem unten% in (3.1) definierten h.%--------------------------------------------------------------------------% Ausgabe der Zerlegung 'Zerlegung' des Berei
h3-Gebietessubplot(1,2,2)meshplot(Zerlegung,'transparen
y',0.3);title('Erste grobe Zerlegung in 3D');% bzw. für die 'fem2D'-Zerlegung (vgl. Abbildung 3.3)subplot(1,2,1)meshplot(fem2D),title('Erste grobe Zerlegung in 2D');
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Abbildung 3.3: Zerlegungen des Beispiel�Programm
odesNa
hdem man das Gebiet 
 exakt mittels einer zulässigen Zerlegung T = fKjgMj=1 in Teilge-biete Kj zerlegt hat, de�niert man für ein beliebiges Element K die Gröÿe hK als Radius derkleinsten Kugel, in die K einbes
hrieben werden kann, und �K als Radius der gröÿten Kugel, diein K einbes
hrieben werden kann. Jeder Zerlegung T ordnet man einen Indexh := maxK2T hK (3.1)zu und erhält für jedes Gebiet 
 eine Familie fThgh von zulässigen Zerlegungen. Diese FamiliefThgh zulässiger Zerlegungen von 
 wird in vers
hiedene Klassen eingeteilt.De�nition 3.2(i) Th heiÿt isotrop, falls es glei
hmäÿig für 0 < h � h0 eine Konstante 
0 > 0 gibt, so dassmaxK2Th hK�K � 
0 gilt.(ii) Th heiÿt quasiuniform, wenn es glei
hmäÿig für 0 < h � h0 Konstanten 0 < 
1 < 
2 gibt,so dass jedem Element K eine Kugel mit Radius 
1h einbes
hrieben und jedes Element Kvon einer Kugel mit Radius 
2h ums
hrieben werden kann.Die Isotropie einer Zerlegung s
hreibt geometris
h ni
ht entartete Elemente vor (Dreie
ke mitkleinstem Innenwinkel gröÿer als ein Minimalwinkel 
0). Quasiuniforme Zerlegungen sind au
hisotrop, aber zusätzli
h sind alle Elemente von glei
her Gröÿenordnung.Die folgende Unglei
hung ist von Bedeutung für spätere Abs
hätzungen.Lemma 3.3 (inverse Unglei
hung) Sei Th eine quasiuniforme Zerlegung von 
. Dann exis-tiert eine Konstante 
inv > 0, so dasskrvk20;
 � 
invh�2 kvk20;
 für alle v 2 X (3.2)gilt mit h wie in (3.1).



28 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEMBeweis : siehe [Qua94℄, Proposition 6.3.2. �Eine Zerlegung sollte man verfeinern, wenn z.B. die Genauigkeit der approximativen Lösungni
ht ausrei
ht. Dazu teilt man Dreie
ke einer vorhandenen Zerlegung in zwei oder mehr kleinereDreie
ke auf. Bei der roten Verfeinerung einer Zerlegung wird ein Dreie
k in 4 kongruenteDreie
ke zerlegt, die ähnli
h zum Ursprungsdreie
k sind. Die Anzahl der Teilgebiete K steigt umden Faktor 4 und die Zahl der Dreie
kpunkte verdoppelt si
h, denn zu den drei E
kpunkten einesjeden Dreie
ks kommen seine Seitenmittelpunkte als neue E
kpunkte hinzu. Eine komplette roteVerfeinerung erhält die Regelmäÿigkeit der Zerlegung, weil keine entarteten oder spitzwinkligerenDreie
ke entstehen.In FEMLAB sind die automatis
hen Zerlegungen isotrop, aber ni
ht zwingend quasiuni-form. FEMLAB kann eine rote Verfeinerung erzeugen. Dabei sollte s
hon eine Zerlegung infem2D.mesh vorhanden sein. Die nötige Programm�Ergänzung kann man am Ende des Ab-s
hnitts II im Beispielprogramm
ode einfügen. Den E�ekt dieser Ergänzung sieht man in Abbil-dung 3.4.fem2D.mesh=meshrefine(fem2D); % rote Verfeinerung überspei
hert die grobe% Zerlegungmeshplot(fem2D); % Grafik der verfeinerten Zerlegung (vgl.Ab-% bildung 3.4)
Rote Verfeinerung der groben 2D−Zerlegung

Abbildung 3.4: Rote Verfeinerung der in 
fem2D.mesh` gespei
herten Zerlegung
3.2 Finite�Elemente�AnsätzeFinite Elemente de�niert man auf den Teilgebieten K � Th mittels lokaler Ansatz� und Test-funktionen.De�nition 3.4 Ein �nites Element ist ein Tripel (K, P;�) mit den Eigens
haften:



3.2. FINITE�ELEMENTE�ANSÄTZE 29� K � IRn ist ein konvexes polyedris
hes Gebiet im IRn.� Der Raum P der Formfunktionen ist ein auf K de�nierter endli
h dimensionaler linearerFunktionenraum der Dimension d.� Die Menge � der Freiheitsgrade besteht aus d linear unabhängigen Funktionalen N überP. Dabei ist jede Funktion p 2 P dur
h die Werte der d Funktionale N 2 � eindeutigbestimmt.Finite�Elemente�RäumeGesu
ht werden jetzt passende Basen und Basisfunktionen der lokalen Elemente.De�nition 3.5 Sei (K;P;�) ein �nites Element. Eine Basis f�1; : : : ;�dg von P mit Ni(�j) =Æij ; 1 � i; j � d, heiÿt nodale Basis von P. Hierbei ist Æij das Krone
ker�Symbol.Auf einer nodalen Basis werden jeder Knotenvariablen ihr Funktionswert und die Werte derpartiellen Ableitungen m�ter Ordnung zugewiesen. I
h bes
hränke mi
h in dieser Arbeit aufLagrange�Elemente mit m = 0.Ist P 0 der algebrais
he Dualraum des linearen Raumes P, kann man eine Basis fN1; : : : ; Ndgvon P 0, die Menge der Knotenvariablen, mit � identi�zieren.Geeignete lokale Bes
hreibungen von Ansatz� und Testfunktionen eines Finite�Elemente�Raumes über einem Teilgebiet K sind dur
h lokale Interpolation mögli
h. Zunä
hst werden dernotwendige lokale Interpolant auf K 2 T und der globale Interpolant auf T eingeführt.De�nition 3.6 Seien (K;P;�) ein �nites Element und f�1; : : : ;�dg eine nodale Basis von P.Sei v eine Funktion, für die alle Ni 2 �; i = 1; : : : ; d; de�niert sind. Als lokalen Interpolantenvon v bezei
hnet man eine Funktion �Kv 2 P mit:v ! �Kv := dXi=1 Ni(v)�i: (3.3)Bemerkung 3.7� Die Abbildung v ! �Kv ist linear.� Es gilt Ni(�Kv) = Ni(v) für alle i 2 f1; : : : ; dg.� �K ist ein Projektor, das heiÿt es gilt �Kv = v für alle v 2 P.Für ein Dreie
kK (d = 3; n = 2) aus einer Zerlegung T mit den E
kpunkten p1; p2; p3 werden denPunkten x 2 K eineindeutig die baryzentris
hen Koordinaten �1; �2; �3 mit den Glei
hungenx = 3Xi=1 �ipi; 3Xi=1 �i = 1 (3.4)zugeordnet. Damit kann man explizit Ansatz� und Testfunktionen über K angeben. So gilt fürdie Funktionen der nodalen Basis f�1;�2;�3g:�j(x) = �j(x); j = 1; 2; 3 (3.5)
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L3 L1L2~z1

y
~z2

~z3
1

1
0 0 xAbbildung 3.5: Einheitsdreie
k ~KSie bilden die Menge P1(K) der stü
kweise linearen Dreie
kelemente im IR2.Beispiel 3.8 Zur Verans
hauli
hung des lokalen Interpolanten aus De�nition 3.6 betra
hten wirdas Dreie
k ~K mit den E
kpunkten ~z1(0j0), ~z2(1j0) und ~z3(0j1) wie in Abbildung 3.5. SeienP = P1, N = fN1; N2; N3g und v = exy. Gesu
ht ist nun �Kv. Na
h De�nition gilt�kv = N1(v)�1 +N2(v)�2 +N3(v)�3:Also sind �1, �2 und �3 gesu
ht.Die Verbindung L1 zwis
hen ~z2 und ~z3 ist gegeben dur
h y = 1 � x, das heiÿt �1 = 
L1 =
(1� x� y). Aus N1�1 = 1 folgt dann 
 = �1(~z1) = 1. Also ist �1 = 1� x� y. Genauso erhältman �2 = L2(x; y)=L2(~z2) = x und �3 = L3(x; y)=L3(~z3) = y. Das ergibt für den Interpolanten�Kv = N1(v)(1 � x� y) +N2(v)x+N3(v)y= 1� x� y + x+ y (da v = exy)= 1:Man erhält allgemeiner Dreie
kselemente der Klasse Pk(K); k 2 IN , (Elemente k�ter Ordnungoder Pk�Elemente) wenn neben den E
kpunkten p1; p2; p3 als weitere Punktep� = 3Xj=1 �jj�jpj mit � = (�1; �2; �3) Multiindex der Länge j�j = k (3.6)benutzt werden (vgl. Abbildung 3.6 mit j�j = 2 und j�j = 3). Elemente k�ter Ordnung heiÿenfür k > 1 allgemein Elemente höherer Ordnung.Für die Benutzung von Elementen höherer Ordnung in FEMLAB ist eine Befehlssequenz er-forderli
h, die direkt na
h der Erzeugung einer Zerlegung bzw. dessen Verfeinerung eingefügtwerden sollte.fem2D.shape = {shlag(3,'u')}; % Elemente dritter Ordnung für 'u', der ge-% su
hten Funktion auf dem Gebiet.
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Abbildung 3.6: Dreie
kelemente zweiter und dritter Ordnungfem2D.xmesh = meshextend(fem2D);% Erweiterung der Datenstruktur auf Elemen-% te der in 'fem2D.shape' geforderten Ord-% nung.De�nition 3.9 Sei T eine zulässige Zerlegung des Gebietes 
. Sei auÿerdem (K;P;�) �nitesElement auf jedem Teilgebiet K � T . Ferner sei die Ordnung der hö
hsten partiellen Ableitungenauf der nodalen Basis null. Für v 2 C0(
) ist der globale Interpolant de�niert dur
h�T v��K = �Kv (3.7)für alle K 2 T .Der globale Interpolant ist im allgemeinen ni
ht stetig, für Lagrange�Elemente (m=0) kann manjedo
h einen stetigen, globalen Interpolanten angeben.Satz 3.10 Für eine zulässige Zerlegung T � 
 � IR2 können die Knotenpunkte von Lagrange�Elementen auf K � T so gewählt werden, dass der globale Interpolant �T v in C0(
) liegt fürv 2 C0(
). Auÿerdem ist �T v 2W1;1(
).Beweis : Es rei
ht, für jede Kante el = pipj; 1 � i; j � 3; i 6= j, die Knoten na
h der Vors
hrift�t(pj � pi) + pi mit 0 < �t < 1 zu wählen, wobei die �t; t = 1; : : : ; d � 1; fest und symmetris
hzum Kantenmittelpunkt 12(pj � pi) + pi sind. Der Kantenmittelpunkt ist ni
ht unbedingt in derMenge der �t enthalten. Es bleibt zu zeigen, dass die verlangte Stetigkeit über jede Kante hinwegerhalten bleibt.Seien K1; K2 zwei Dreie
ke der Zerlegung T mit einer gemeinsamen Kante e. Dur
h die sym-metris
he und koordinatenfreie Wahl der Knoten auf e haben sie die glei
he Lage im Raum.Sei w := �K1v � �K2v, wobei �Kiv; i = 1; 2; Polynome vom Grad d sind und auÿerhalb vonKi; i = 1; 2, als Polynome fortgesetzt werden. Dann ist w ein Polynom vom Grad d und dessenEins
hränkung auf die Kante e hat d + 1 Stützstellen mit dem Wert 0. Also vers
hwindet w��e,d. h. der Interpolant ist stetig über jede Kante e hinweg.Dass �T v 2W1;1(
) ist, folgt aus der Existenz s
hwa
her Ableitungen erster Ordnung.(D�(w)�T v)��K = D��T v 8K 2 T und Multiindex � der Länge j�j � 1:



32 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEMD��T v 2 L1(
) ist s
hwa
he Ableitung von �T v, dennZ
 (D��)(x)(�T v)(x)dx = XK2T ZK (D��)(x)(�Kv)(x)dxp:I:= (�1)j�j� XK2T ZK �(x)(D��Kv)(x)dx�Xe2T =0z }| {Ze �(x) ��n (�T v)(x)ds �= (�1)j�j Z
 �(x) XK2T �K(D��Kv)(x)dxfür alle � 2 C10 (
), wobei �K die 
harakteristis
he Funktion auf K ist. Bei der partiellen In-tegration (p.I.) fallen die Randintegrale aufgrund der Stetigkeitseigens
haften des Interpolantenweg. �Im folgenden Satz wird die gerade bewiesene Aussage auf den n�dimensionalen Raum verall-gemeinert.Satz 3.11 Sei T = fKjgMj=1 eine zulässige Zerlegung des Gebietes 
 � IRn. Sei v : 
! IR eineFunktion mit vjKj 2 C1(Kj); j = 1; : : : ;M . Dann gilt v 2W1;2(
) genau für v 2 C0(
).Beweis : siehe [Bra97℄, Kapitel II, Satz 5.2. �Bisher wurde nur die Theorie der �niten Elemente behandelt. Jetzt soll diese Theorie in FEM-LAB realisiert werden. Dazu wird beispielhaft das Diri
hlet�Randwert�Problem der Poisson�Glei
hung mittels Angabe der Koe�zienten und Randbedingungen in die Datenstruktur vonFEMLAB eingegeben. Die Umsetzung dieser Daten auf �nite Elemente erledigt FEMLAB selbst.%==========================================================================% III. RWP angeben%--------------------------------------------------------------------------% Unbekannte und Freiheitsgrade benennen.% Problem im 2Dfem2D.dim = {'u'};fem2D.sdim = {'x','y'};% Problem im 3Dfem3D.dim = {'u'};fem3D.sdim = {'x','y','z'};%--------------------------------------------------------------------------% Koeffizienten des elliptis
hen RWP angeben



3.2. FINITE�ELEMENTE�ANSÄTZE 33% Das S
hema für die Koeffizienten in FEMLAB ist% - nabla ( 
 nabla u) + be nabla u + a u = f.% Für jedes Teilgebiet eines Gebietes werden die Koeffizienten angegeben,% z.B. bei einem Gebiet mit zwei Teilgebieten: fem.equ.
 = {{{'1' '0.1'}}}.% Die Koeffizienten für das Diri
hlet-Randwert-Problem der Poisson-Glei-% 
hung lauten:fem2D.equ.
 = {{{'1'}}}; % Bezei
hnung auÿerhalb von FEMLAB:% Skalar epsilonfem2D.equ.be = {{{'0' '0'}}}; % Vektorfunktion bfem2D.equ.a = {{{'0'}}}; % Funktion 
fem2D.equ.f = {{{'exp(-x.*y).*((2*pi^2-y.^2-x.^2).*sin(pi*x).*sin(pi*y)+...2*pi*(x.*sin(pi*x).*
os(pi*y)+y.*
os(pi*x).*sin(pi*y)))'}}};% Funktion f der re
hten Seite%--------------------------------------------------------------------------% Randbedingungen angeben% na
h dem S
hema% h u = r (DIRICHLET-Randbedingung)% sind die vers
hiedenen Randbedingungen als Spalten anzugeben:fem2D.bnd.h = {1 1 1};fem2D.bnd.r = {0 'sin(pi*y).*exp(-0.5*y)' 'sin(pi*x).*exp(-0.5*x)'};% Hier sind die Randbedingungen (1 0) (homogene Diri
hlet-Randbedingung)% und (1 'sin(pi*y).*exp(-0.5*y)') sowie (1 'sin(pi*x).*exp(-0.5*x)') (in-% homogene Diri
hlet-Randbedingungen) festgelegt. Die genauere Bes
hrei-% bung inhomogener Diri
hlet-Randbedingungen und allgemeinerer Randbedin-% gungen folgt in Kapitel 4.% Das Gebiet im 2D (vgl. Abbildung 3.1) hat 6 Teilränder. Dur
h einen Vek-% tor der Länge 6 wird festgelegt, wel
he der Randbedingungen auf wel
hem% Teil des Randes gelten sollen:fem2D.bnd.ind = [1 3 1 2 1 1℄;% Randbedingung 1 gilt also auf den Teilstü
ken des Randes mit den Nummern% 1,3,5 und 6.% A
htung: Alle definierten Randbedingungen müssen au
h verwendet werden,% sonst bri
ht das Programm mit einer Fehlermeldung ab.Die eingegebenen Daten werden in FEMLAB zum Aufstellen des zur s
hwa
hen Formulierungdes Problems äquivalenten linearen Glei
hungssystems (1.47) verwendet. Dieses Glei
hungssys-tem kann mit vers
hiedenen Lösungsroutinen in FEMLAB gelöst werden. Zur Verfügung stehenwahlweise direkte und iterative Lösungsverfahren.%==========================================================================% IV. Glei
hungssystem lösen%--------------------------------------------------------------------------



34 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEM% Direkter Lösersol1 = femlin(fem2D);%--------------------------------------------------------------------------% Iterativer Lösersol2 = femiter(fem2D,'itsolv','gbit','prefun','gmg');% Optionen:% 'itsolv': Name des in Matlab vorhandenen iterativen Lösers folgt.% 'prefun': Name des in Matlab vorhandenen Vorkonditionierers folgt.Die Ausgabe der Lösung erfolgt dann mit dem FEMLAB�Befehl 
postplot`, der z.B. die folgendeMögli
hkeit bietet.%==========================================================================% V. Darstellung der Lösung%--------------------------------------------------------------------------% 2D-Oberflä
hen-Grafik (3D-Darstellung der Lösung)figure(2);for i=1:2if i==1fem2D.sol = sol1;elsefem2D.sol = sol2;end% Grafik zu finden in Kapitel 4, Abbildung 4.4subplot(2,2,i),postplot(fem2D,'grid','on','tridata','u','triz','u'),title(str
at('FEM-Approximation mit Löser Nr.',num2str(i)));end% Optionen:% 'grid' zei
hnet Hilfslinien im Koordinatengitter der Grafik ein.% 'tridata': Die Lösung soll als 3D-Gebirge gezei
hnet werden.% 'triz': Auftragen der Werte der folgenden Lösungskomponente in z-% A
hsen-Ri
htung.% Befehle:% figure(d) gibt Zugriff auf das Grafikfenster d, das mit 'subplot()'% wiederum in mehrere Grafiken zerlegt werden kann.% str
at() hängt zwei oder mehr Strings hintereinander.% num2str() wandelt eine Zahl in einen String um.3.3 Interpolationsfehler�Abs
hätzungenInterpolationsfehler�Abs
hätzungen werden mit Hilfe einer Transformation auf ein Referenzele-ment vorgenommen. Dabei nimmt man an, dass jede Familie fThgh si
h auf ein einheitli
hes



3.3. INTERPOLATIONSFEHLER�ABSCHÄTZUNGEN 35Referenzelement ~K transformieren lässt. Das Standard�Referenzelement ist in Abbildung 3.5 zusehen. Die folgenden Resultate gelten für jegli
he simpliziale Zerlegungen im IRn. Exemplaris
hwird auf eine Dreie
kszerlegung des Gebietes 
 � IR2 zurü
kgegri�en.Transformation auf das ReferenzelementSei K 2 Th ein ni
htentartetes Dreie
k mit den E
kpunkten pi = (xi; yi)T und den zugehöri-gen baryzentris
hen Koordinaten (3.4). Dann �ndet man mit ~� := (~�1; ~�2)T 2 IR2 eine a�neinverse Abbildung ~� = Bx + b, die das Dreie
k K allgemeiner Lage in das Einheitsdreie
k~K := f~� : 0 < ~�1; ~�2 < 1 und ~�1 + ~�2 < 1g überführt. Diese a�n lineare Abbildung nennt manTransformation auf das Referenzdreie
k ~K (vgl. Abbildung 3.5).Jeder Funktion u : K ! IR über einem allgemeinen Dreie
k K der Zerlegung Th wird eineFunktion v : ~K ! IR über dem Referenzelement ~K mitv(p) = u(F (p)) (3.8)zugeordnet, wobei die Abbildung F : ~K ! K a�n�linear ist, also von der Form�xy� = F (p) = �x2 � x1 x3 � x1y2 � y1 y3 � y1�����+�x1y1� (3.9)mit p := (�; �)T und den E
kpunkten pi = (xi; yi)T ; i = 1; 2; 3 des allgemeinen Dreie
ks K � Th.Lemma 3.12 Ein Teilgebiet K und das Referenzelement ~K seien dur
h die a�n�lineare Abbil-dung x = F (p) = Bp+ b; p 2 ~K (3.10)eineindeutig aufeinander abgebildet. Dann folgt für Transformationen na
h (3.8)(i) u 2Wl;2(K) , v 2Wl;2( ~K)(ii) Für die Halbnorm aus (1.15) giltjvjl; ~K � C kBkl jdetBj� 12 jujl;K (3.11)jujl;K � C 

B�1

l jdetBj 12 jvjl; ~K (3.12)Dabei sind kBk := supkpk=1 kBpk mit der Norm k�k1.Beweis :(i) folgt aus (ii).(ii) Sei u 2 Cl(K). Aus (3.8) und (3.10) folgt v(p) = u(Bp+ b), na
h Ableitung na
h p



36 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEM�v�pj = 2Xi=1 �u�F �F�pjund mit (3.10) die Abs
hätzung���� �v�pj ���� � kBkmaxi ���� �u�xi ���� :Dann resultiert die Abs
hätzung für die ��te Ableitung rekursivj(D�v)(p)j � kBkj�j max�: j�j=j�j ���(D�u)(x(p))��� ; p 2 ~K:Daraus ergibt si
hXj�j=l j(D�v)(p)j2 � C kBk2l Xj�j=l ���(D�u)(x(p))���2 ; p 2 ~Kund mit Variablentransformation im Integral von p na
h x folgt s
hlieÿli
hjvj2l; ~K � C kBk2l Z~K Xj�j=l ���(D�u)(x(p))���2 dp� C kBk2l jdetBj�1 ZK Xj�j=l ���(D�u)(x)���2 dx= C kBk2l jdetBj�1 juj2l;K :Dur
h Ziehen der Wurzel erhält man (3.11), da Cl(K) di
ht inWl;2(K) liegt. Die Aussage (3.12)folgt,wenn man B�1x�B�1b für p einsetzt, also von ~K auf K abbildet. �Im nä
hsten Lemma werden jetzt die Normen von B und B�1 bezügli
h der Form und Gröÿeder Teilgebiete K 2 Th abges
hätzt.Lemma 3.13 Seien für ein Element K die Voraussetzungen von Lemma 3.12 erfüllt. Auÿerdemseien hK und �K wie am Beginn des Abs
hnitts �Zerlegungen� de�niert. Ferner sei ~K ein festesund von der Zerlegung unabhängiges Referenzelement. Dann giltkBk � ChK (3.13)

B�1

 � C��1K (3.14)Beweis : Für das Referenzelement ~K gibt es Kugeln mit den Radien ~� und ~h. Dann existiertein Punkt p0 2 ~K mit p0 + p 2 ~K für beliebige p mit kpk = ~�. Die mit Hilfe der Abbildung(3.10) zugeordneten Punkte x0 = Bp0+ b und x = B(p0 + p) + b gehören zu K. Für sie ist dannkx� x0k � 2hK . Dann folgtkBk = 1~� supkpk=~� kBpk � ~��1 kx� x0k � 2hK ~��1 = ChK



3.3. INTERPOLATIONSFEHLER�ABSCHÄTZUNGEN 37Vertaus
ht man jetzt die Rollen von K und ~K, erhält man mit kp� p0k � 2~h folgende Abs
hät-zung 

B�1

 = 1�K supkxk=�K 

B�1x

 � ��1K kp� p0k � 2��1K ~h = C��1K �Der InterpolationsfehlerDer lokale Interpolationsoperator �K aus De�nition 3.6 ist sowohl auf K als au
h auf dem Re-ferenzelement ~K de�niert. Der globale Interpolationsoperator �T wird stü
kweise dur
h Hinter-einanderausführung der Interpolation �K auf ~K und der Abbildung Fj : ~K ! Kj; j = 1; : : : ;M;de�niert, wobei M = jThj ist. Also �T ist ein Projektor in den diskreten Raum Xh.Lemma 3.14 (Bramble�Hilbert) Sei 
 :Wl;2( ~K)!Wr;2( ~K) mit l; r � 0 eine stetige, lineareAbbildung, so dass
(�) = 0 8� 2 Pk; k � 0: (3.15)Dann gilt für jedes v 2Wl;2( ~K)j
jr; ~K � k
kL(Wl;2( ~K);Wr;2( ~K)) inf�2Pk kv + �kl; ~K : (3.16)Im einzelnen gilt für jedes v 2Wl;2( ~K); l � 2jv ��Kvjr; ~K � kI ��KkL(Wl;2( ~K);Wr;2( ~K)) inf�2Pk kv + �kl; ~K (3.17)für r; l; k 2 IN0 und l � r. Auÿerdem ist I : v ! v die Identitätsabbildung.Beweis : Sei v 2Wl;2( ~K). Für ein � 2 Pk folgt aus (3.15)j
(v)jr; ~K = j
(v + �)jr; ~K � k
kL(Wl;2( ~K);Wr;2( ~K)) jv + �jl; ~K : (3.18)Daraus folgt (3.16), da � beliebig gewählt war.Der Interpolationsoperator �K ist in Wl;2( ~K) de�niert, denn mit dem Sobolev' s
hen Einbet-tungssatz (1.11) folgt Wl;2( ~K) � C0( ~K) für l � 2. Der Operator I � �K genügt also derBehauptung des Lemmas. �Im folgenden Satz wird die Norm des Operators I � �K unabhängig von Th ermittelt, da~K unabhängig von Th ist. Dabei wird benutzt, dass bei a�n�linearen Transformationen F diePolynome über dem Referenzelement ~K in Polynome über K übergehen. Auÿerdem sei Xhauss
hlieÿli
h von einem einzigen Referenzelement ( ~K; ~P ; ~�) erzeugt.Satz 3.15 Die zulässige Zerlegung Th des Gebietes 
 � IR2 sei dur
h a�n�lineare Transfor-mation von einem Referenzelement ~K erzeugt. Seien u 2 Wk+1;2(
) und �T : Wk+1;2(
) !PTk (
) � Wr;2(
) der über Th de�nierte globale Projektor in die Menge PTk (
) der stü
kweisepolynomialen Funktionen vom Grad k. Ferner seien r 2 IN0; k 2 IN mit r � k.



38 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEM(i) Für die lokale Interpolationsaussage gilt:Es existiert eine Konstante C > 0, so dassku��T ukr;K � Chk+1K ��rK jujk+1;K : (3.19)(ii) Für eine isotrope Zerlegung Th gilt die globale Interpolationsaussage:ku��T ukr;
 � C XK h2(k+1�r)K juj2k+1;
!� 12 : (3.20)(iii) Für eine quasi�uniforme Zerlegung Th gilt die globale Interpolationsaussage:ku��T ukr;
 � Chk+1�r jujk+1;
 : (3.21)Beweis : Man betra
hte die Zerlegung Th = fKjgMj=1 des Gebietes 
. Wegenku��T uk2r;
 = MXj=1 

u��Kju

2r;Kj (3.22)kann man den Fehler für jedes Teilgebiet K = Kj abs
hätzen. Ferner sei ~K das einheitli
heReferenzelement der Zerlegung. Unter Verwendung von (3.12) und (3.14) folgtku��T ukr;K � C��rK jdetBj 12 ��v �� ~Kv��r; ~K :Da (I �� ~K)(p) = 0 für alle p 2 Pk, gilt mit dem Lemma 3.14 von Bramble�Hilbert��v �� ~Kv��r; ~K � C jvjk+1; ~K :Abs
hlieÿend verwendet man (3.11) und (3.13) und erhält die Behauptung (i).Die Behauptungen (ii) für die isotrope und (iii) für die quasi�uniforme Zerlegung ergeben si
haus (3.22). �Für die Konstante C in der Unglei
hung (3.19) erhalten Ar
angeli und Gout (vgl.[Ar
76℄):Lemma 3.16 Es giltC(m;n; k; p) = 1k + 1� np 1k! NXi=1 maxx2K 0� Xj�j=m m!�! j���i(�1(x); : : : ; �n+1(x))j1A (3.23)mit Multiindex � wie in (1.1) mit �! = �1! � � � � ��n! und N = �n+kk �, der Anzahl der Stützstellenauf einem Element K 2 Th.Beweis : Seien k + 1 > np und 
 ein konvexes Gebiet mit Lips
hitz�stetigem Rand. Seienu 2 Ck+1(
), a ein beliebiger, fest gewählter Punkt in 
 und x 2 
. Es seiJ(u; a)(x) := Z 10 (1� t)kDk+1u(x+ t(a� x))(a� x)k+1dt:



3.3. INTERPOLATIONSFEHLER�ABSCHÄTZUNGEN 39Dann folgt für alle u mit Taylor�Entwi
klung bis zum Grad k um xu(ai) = kXl=0 Dlu(x)(ai � x)ll! + 1k!J(u; ai)(x); i = 1; : : : ; N; fajgNj=1 = �mit � aus De�nition 3.4. Dann gilt na
h [Ar
76℄, Proposition 1-1,kJ(u; ai)kLp(
) � 1k + 1� np hk+1 jujk+1;p;
 : (3.24)Seien �T der lineare, stetige, globale Projektor aus Satz 3.15 und f�igni=1 die Menge der Basis-funktionen von �T . Man betra
htet jetzt die Interpolationsfehler�Abs
hätzungk�T u� ukm;p;
 � C(m;n; k; p)hk+1 jujk+1;p;
und bere
hnet die Konstante C genauer. Die Interpolation mit �T ist bis zum Grad m = kexakt. Daher folgt mit Taylor�Entwi
klungDm(�T u)(x)�Dmu(x) = 1k! NXi=1 J(u; ai)(x)Dm(�i)(x)und daraus mit (3.24)ku��T ukm;p;
 � 1k + 1� np 1k!� NXi=1 Dm�i(x)�hk+1 jujk+1;p;
 :Man setzt s
hlieÿli
h�i(x) := fi(�1(x); : : : ; �n+1(x)); i = 1; : : : ; dmit f 2 Ck und �1(x); : : : ; �n+1(x) als baryzentris
he Koordinaten von x bzgl. der Knoten vonK 2 Th. Dann giltkDm�i(x)k � � maxj=1;:::;n+1 kD�jk�m Xj�j=m m!�! j��fi(�1(x); : : : ; �n+1(x))j :Auÿerdem giltkD�jk � ��1:Damit folgt die Behauptung. �Die Konstante C aus (3.23) lässt si
h für den Fall m = 0 (Lagrange�Elemente), p = 2 undn = 2 vereinfa
hen, abhängig vom Grad k der polynomialen Ansatzfunktionen Pk.C(0; 2; k; 2) = 1k + 1� 22 1k! NXi=1 maxx2K 0�Xj�j=0 0!�! j���i(�1(x); �2(x); �3(x))j1A



40 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEM= 1k!k NXi=1 maxx2K (j�i(�1(x); �2(x); �3(x))j)= 1k!k NXi=1 1 = 1k!k�2 + kk �= (k + 1)(k + 2)2 1k!k� 1(k � 1)! für groÿe k (3.25)Im IR3 erhält man für C abhängig von k die vereinfa
hte FormelC(0; 3; k; 2) = (k + 1)(k + 2)(k + 3)6k!(k � 12) : (3.26)Dann ergeben si
h für C bei vers
hiedenen Element�Ordnungen k die Werte der Tabelle 3.1.Ordnung Wert von Ck im IR2 im IR31 3 82 1.5 3.3333 0.5555 1.33334 0.15625 0.41675 0.035 0.10376 0.006809 0.021217 0.001020 0.0036638 0.0001395 0.0005463... ... ...Tabelle 3.1: Werte für C
3.4 Fehler der Galerkin�Finite�Elemente�MethodeIn diesem Abs
hnitt wird mit Hilfe des Interpolationsfehlers der Fehler der konformen Finite�Elemente�Methode abges
hätzt. Der Raum Xh � X =W1;20 (
) �W1;2(
) sei so konstruiert,dass Xh = CT \Xgilt mitCT = f�T v : v 2 C0(
)g (3.27)und stü
kweise polynomialen Funktionen vom Grad k. Man betra
htet die zum Problem (2.1),(2.2) gehörende Variationsglei
hung:



3.4. FEHLER DER GALERKIN�FINITE�ELEMENTE�METHODE 41Finde u 2 X, so dassa(u; v) = f(v) für alle v 2 X (3.28)gilt.Satz 3.17 Die Lösung u der Variationsglei
hung (3.28) sei regulär na
h Satz 2.5 mit m = 0,also gelteu 2 X \Wk+1;2(
): (3.29)Die Voraussetzungen des Satzes 3.15 und des Lemmas 2.3 seien erfüllt.(i) Dann ist die Variationsglei
hung im diskreten Raum eindeutig lösbar:Finde uh 2 Xh, so dassa(uh; v) = f(v) für alle v 2 Xh (3.30)gilt.(ii) Für den Fehler gilt die Abs
hätzungku� uhkX � Chk jujk+1;
 :Beweis :(i) Aus Xh � X folgen Stetigkeit und Elliptizität der Bilinearform a(�; �) in (3.30). Dannwendet man das Lemma 1.21 von Lax�Milgram an und erhält die Behauptung.(ii) Das Lemma 1.23 liefertku� uhkX � C infv2Xh ku� vkX � C ku��T ukX :Die Behauptung folgt aus Satz 3.15(iii) mit r = 1. �Diese Fehlerabs
hätzung ist im Verglei
h zur Interpolationsfehler�Abs
hätzung aus Satz 3.15ni
ht optimal bzgl. der L2�Norm. Im folgenden Satz wird deshalb mit einem Dualitätsargument,dem sogenannten �Aubin�Nits
he�Tri
k�, die erwartete Ordnung des Fehlers bewiesen.Satz 3.18 Sei X ,! W1;2(
) eine stetige Einbettung. Die Lösung u der Variationsglei
hung(3.28) sei regulär gemäÿ (3.29) mit k = 1. Weiter seien die Voraussetzungen von Satz 3.15erfüllt. Die zu (3.28) adjungierte Variationsglei
hung lautet:Finde w 2 X \W2;2(
), so dassa�(w; v) := a(v; w) = g(v) für alle v 2 X� (3.31)gilt. Sie besitzt für alle g 2 L2(
) genau eine Lösung w mit der oberen S
hrankejwj2;
 � C kgk0;
 : (3.32)Dann gilt für den Fehler des diskreten Problems (3.30) die Abs
hätzungku� uhk0;
 � Chk+1 jujk+1;
 : (3.33)



42 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEMBeweis : Satz 7.11 aus [Lub02℄ liefertku� uhk0;
 �M ku� uhkX supg2L2(
) infv2Xh kw � vkXkgk0;
 (3.34)mit der Konstanten M aus (1.32). Auÿerdem giltinfv2Xh kw � vkX Satz 3:15� Ch jwj2;
 (3:32)� Ch kgk0;
 : (3.35)Dann folgt mit Satz 3.17 und (3.34) die Behauptung. �Erfüllt das Gebiet ni
ht die Regularitätsanforderungen aus Kapitel 2, wie im Beispiel 2.4 miteiner Singularität auf dem Rand, muss man eine Mögli
hkeit �nden, eine gute Approximationzu bekommen. Eine Verfeinerung der Zerlegung auf dem gesamten Gebiet mit dem Ziel derVerbesserung der Approximation an Singularitäten (im Beispiel 2.4 die Singularität bei r = 0) istine�ektiv. Dagegen hilft aber ein adaptiver Löser. Dieser bere
hnet den Approximationsfehlerauf jedem Element mit einem lokalen Fehlers
hätzer. Ist der Fehler gröÿer als eine bestimmteS
hranke, wird die Zerlegung lokal verfeinert, um den Fehler zu verringern. Eine sol
he, adaptivverfeinerte Zerlegung sieht man in Abbildung 3.11.
Rote Verfeinerung

Grüne Verfeinerung
Abbildung 3.7: Rote und grüne VerfeinerungBei adaptiven Verfeinerungen benutzt man neben roten Verfeinerungen die grüne Verfeine-rung. Dabei halbiert man ein Dreie
k entlang einer Seitenhalbierenden. Die Klassi�zierung derZerlegung ändert si
h, weil die Dreie
ke spitzwinkliger werden. Es ist hierbei jedo
h wi
htiger,die Verfeinerung lokal zu halten und hängende Knoten wie in Abbildung 3.2 zu vermeiden.Die Arbeitsweise eines adaptiven Lösers ist folgende: Er verfeinert ein Dreie
k mit groÿemApproximationfehler rot. Dabei entstehen auf den Kanten der Na
hbardreie
ke freie Knoten,die in diesem Na
hbardreie
k bisher keine Bedeutung haben (hängende Knoten). Das ma
htdie Zerlegung unzulässig. Verfeinert man dieses Na
hbardreie
k jetzt au
h rot, entstehen wiederhängende Knoten auf den neuen Na
hbardreie
ken. Dabei entfernt man si
h mit der Verfeinerungder Zerlegung immer weiter vom eigentli
h kritis
hen Berei
h. Um eine unnötige Ausbreitungder Verfeinerung zu verhindern, werden diese Na
hbardreie
ke grün verfeinert und der bisherhängende Knoten zum E
kpunkt der zwei neuen Dreie
ke.



3.5. NUMERISCHE EXPERIMENTE 433.5 Numeris
he ExperimenteDie Anwendung von Elementen höherer Ordnung (Pk�Elemente mit k � 2) hat Vor� und Na
h-teile� Bei einer glatten Lösung der linearen, elliptis
hen Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung isteine grobe Zerlegung mit wenigen Teilgebieten K ausrei
hend, um einen kleineren Fehlerder Approximations�Lösung zu erzielen. Es rei
ht deshalb, k zu erhöhen, um einen no
hkleineren Fehler zu erhalten. Dabei steigt die Anzahl der Freiheitsgrade auf jedem Teilge-biet K bei einer Erhöhung der Ordnung k auf k+1 um den Faktor (k+n+1)=(k+1) =2 INim IRn.In Abbildung 3.8 sieht man das Ergebnis für das Problem aus Beispiel 3.19. Für Pk�Elemente mit k = 1 bis k = 6 wurden die erwarteten Konvergenzordnungen hk bzgl. derH1�Norm und hk+1 bzgl. der L2�Norm und die in FEMLAB errei
hten Konvergenzord-nungen modulo einer Konstanten ermittelt. Dabei wurde h von 12 bis zu 132 verfeinert. H1Tbzw. L2T sind die na
h Satz 3.15 zu erwartenden Fehler, H1FEM bzw. L2FEM die Fehlerder numeris
hen Approximation des Problems des FEMLAB�Programms.� Ist die Lösung ni
ht glatt, emp�ehlt es si
h, die Zerlegung wenigstens in der Umgebungvon Singularitäten zu verfeinern, da ein Element höherer Ordnung dort die Lösung ni
htgut approximieren kann.Der E�ekt von Elementen höherer Ordnung auf einer groben Zerlegung gegenüber linearen Ele-menten auf einer feinen Zerlegung ist eine gröÿere Genauigkeit der approximierten Lösung aufjedem Teilgebiet und damit ein kleinerer Gesamtfehler, wenn die Lösung ausrei
hend glatt istwie in den Beispielen 3.19 und 6.3.Beispiel 3.19 (Di�usionsdominanter Fall)Man gibt die lineare, elliptis
he Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung��u(x; y) +~b(x; y)ru(x; y) + 
(x; y)u(x; y) = f(x; y) in 
;u(x; y) = 0 auf �mit ~b(x; y) = (0; 0)T ;
(x; y) = 0;f(x; y) = e�xy�(2�2 � y2 � x2) sin (�x) sin (�y) + 2�[x sin (�x) 
os (�y)+y 
os (�x) sin (�y)℄	und 
 = [0; 1℄2 in FEMLAB ein und verglei
ht die erre
hnete Approximationslösung mit derLösung des Problems u = sin (�x) sin (�y)e�xy. Dabei erhält man die Resultate der Abbildung3.9 für:� lineare Elemente gere
hnet auf einer Zerlegung, die sukzessiv rot verfeinert wird (�Verfei-nerung�), d.h. jeder Punkt auf der Kurve entspri
ht einer rot verfeinerten Zerlegung derZerlegung im vorherigen Punkt. Der Punkt am linken Rand entspri
ht der Ausgangszerle-gung.
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3.5. NUMERISCHE EXPERIMENTE 45� Pk�Elemente mit k = 1; : : : ; 8 gere
hnet auf der Ausgangszerlegung (�k�Erhöhung�), d.h.für jeden Punkt auf der Kurve ist mit Elementen einer um 1 höheren Ordnung auf derAusgangszerlegung das Problem gere
hnet worden. Der Punkt am linken Rand entspri
htder Ordnung k = 1.
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Abbildung 3.9: E
hte Lösung und Approximationsfehler in der L2� und H1�Norm des di�usi-onsdominanten Beispiels 3.19

Abbildung 3.10: Lösung zu Beispiel 3.20 und FehlerdiagrammBeispiel 3.20 (Dreidimensionales Beispiel zur Geometrie `fem3d`)Das zu lösende Problem auf dem Gebiet 
 := [0; 1℄ � [0; 2℄ � [0; 1℄ n f(x; y; z) 2 IR3 :x < 1 und y < 1 und z < 12g lautetFinde u 2 X, so dass��u(x; y; z) = 90�2 sin (�x) sin (�y) sin (�z) in 
;u(x; y; z) = 0 auf den Rand�ä
hen 1; 2 und 4� 7;u(x; y; z) = 30 sin (�x) sin (�y) sin (�z) auf Rand�ä
he 3



46 KAPITEL 3. DAS DISKRETE PROBLEMmit der Rand�ä
hennummerierung wie in Abbildung 3.1 gilt.Die Lösung ist u(x; y; z) = 30 sin (�x) sin (�y) sin (�z). Links in Abbildung 3.10 ist ein S
heiben-diagramm der Lösung mit 3 S
heiben in z�Ri
htung und einer S
heibe in x�Ri
htung zu sehen.Re
hts sieht man ein Approximations�Fehlerdiagramm für L2� und H1�Norm mit einem h aus(3.1) zwis
hen 13 und 116 . Die Konvergenzrate für die hier verwendeten linearen Elemente liegt inder H1�Norm bei h (in der Legende der Abbildung 3.10 mit 
H1 T ` bezei
hnet), in der L2�Normbei h2 (
L2 T `). 
H1 FEM ` und 
L2 FEM ` sind die entspre
henden Normen der FEMLAB�Lösung.Beispiel 3.21 (Adaptive Verfeinerung)Auf Beispiel 2.4 wird ein adaptiver Löser angewandt mit den im FEMLAB�Code angegebenenOptionen. Dabei erhält man die in Abbildung 3.11 dargestellte Lösung und die dieser zugrundeliegende adaptive Verfeinerung.

−1

0

1

−1

0

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Abbildung 3.11: Die FEMLAB�Lösung und die Zerlegung des adaptiven Lösers zu Beispiel 2.4Im folgenden FEMLAB�Code ist der Aufruf eines adaptiven Lösers implementiert, der aufgrunddes mit Hilfe eines Fehlers
hätzers erre
hneten Fehlers auf jedem Element die Zerlegung lokalverfeinert und zur Lösung auf der neuen Zerlegung den direkten oder den iterativen Löser ausIV verwendet.sol3 = adaption(fem,'maxt',600,'eefun','fleel2','report','on');% Optionen:% 'maxt',600: Adaptive Verfeinerung der Zerlegung bis zur ersten Verfeine-% rung mit mehr als 600 finiten Elementen.% 'eefun','fleel2': Fehlers
hätzer in FEMLAB, der auf jedem Element den Feh-% ler s
hätzt und dann ggf. eine adaptive Verfeinerung auf die-% sem vornimmt (andere Fehlers
hätzer sind: 'flee
eng' und% 'fleelfun'; man kann au
h eigene s
hreiben).% 'report','on': erzeugt eine Ausgabe der Adaptionss
hritte auf den Bild-% s
hirm.Es gibt no
h eine zweite Mögli
hkeit, eine adaptive Zerlegung zu erzeugen. Dazu ist aber dieKenntnis der Position von Singularitäten, Unstetigkeiten oder Sprüngen der Lösung notwendig.
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Abbildung 3.12: Gebiet mit nummerierten spezi�s
hen Punkten in FEMLAB und die direkterzeugte adaptive ZerlegungDie Vorgehensweise ist folgende:Man de�niert si
h seine Geometrie wie im Programmabs
hnitt I und de�niert zusätzli
h dieProblemzonen als geometris
he Objekte und addiert sie zur Gebietsgeometrie. Ans
hlieÿend in-itialisiert man eine adaptive Zerlegung mit Hilfe des 
meshinit`�Befehls und löst das Problem aufdieser Zerlegung mit dem direkten Löser 
femlin`. Programmiert sieht dieses Verfahren (�Verfah-ren mit gezielter Verfeinerung�) bezogen auf Beispiel 2.4 so aus:fem.geom=ar
2(0,0,1,0,3/2*pi);subplot(1,2,1)geomplot(fem,'pointlabels','on');fem.mesh=meshinit(fem,'hmax',{[℄ [5;1/128℄});% Wie man im Geometrieplot links in Abbildung 3.12 erkennen kann, erhält% die E
ke mit der Singularität aus Beispiel 2.4 die Nummer 5 im FEMLAB-% Code. Deshalb wird im Aufruf von 'meshinit' die Nummer der E
ke und die% Feinheit der Zerlegung in diesem Punkt angegeben. Die leere e
kige Klam-% mer davor steht für ein ni
ht spezifiziertes maximales h auf dem ganzen% Gebiet.subplot(1,2,2)meshplot(fem);% Hier kommt jetzt Teil III des Programm
ode, dannfem.sol=femlin(fem);Beim Verfahren mit gezielter Vefeinerung werden 696 Dreie
ke erzeugt. Beim adaptiven LöserFEMLABs sind es 1084, denn die Abbru
hbedingung �erste Verfeinerung mit mehr als 600 Drei-e
ken� greift erst jetzt. Die Qualität der Lösung ist ni
ht glei
h (vgl. Tabellen 3.2, 3.3 und diegra�s
he Darstellung der Tabellenwerte in Abbildung 3.13 im Konvergenzdiagramm). Dur
h dieNutzung von mehr Informationen im Vorfeld erhält man eine bessere Approximation bei grobenZerlegungen. Wird die Zerlegung ausrei
hend fein in der Problemzone, ist eine stärkere globaleVerfeinerung sinnvoll.
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Abbildung 3.13: Feinere adaptive Zerlegungen und Fehlerdiagramm
Elemente L2�Norm H1�Norm1084 8:6539 � 10�4 2:3250 � 10�22236 3:6799 � 10�4 1:3580 � 10�24685 1:7265 � 10�4 1:0150 � 10�29626 8:5885 � 10�5 6:8567 � 10�3Tabelle 3.2: Normen der adaptiven Lösung



3.5. NUMERISCHE EXPERIMENTE 49Elemente L2�Norm H1�Norm1034 4:0117 � 10�4 6:7743 � 10�32190 2:6552 � 10�4 4:7688 � 10�34690 1:7476 � 10�4 3:6684 � 10�39362 1:1712 � 10�4 3:0589 � 10�3Tabelle 3.3: Normen der Lösung bei gezielter VerfeinerungWir verfeinern bei beiden Verfahren weiter adaptiv. Dana
h stellen wir über der Elementan-zahl der jeweiligen adaptiven Zerlegungen den Fehler in L2� und H1�Normen gra�s
h dar underhalten das in Abbildung 3.13 dargestellte Konvergenzdiagramm nebst vier, zum Verglei
h aus-gewählten, adaptiven Zerlegungen. Die ersten beiden sind vom gezielt verfeinernden Algorithmus,die anderen beiden von FEMLABs adaptivem Algorithmus im Löser.





Kapitel 4Einarbeitung von Randbedingungen ins
hwa
her FormIn diesem Kapitel wird für das inhomogene Diri
hlet�Randwertproblem der Poisson�Glei
hungzunä
hst die Methode von Babu�ska aus [Bab73℄ in der Bearbeitung von Pitkäranta [Pit80℄ vor-gestellt und ans
hlieÿend in FEMLAB realisiert. Dana
h wird die stabilisierte Methode vonBarbosa und Hughes erläutert und der Zusammenhang zur klassis
hen Methode von Nits
hehergestellt, wie bereits 1995 von Stenberg (vgl. [Ste95℄). Abs
hlieÿend wird no
h allgemein aufandere Arten von Randbedingungen eingegangen. Dazu werden mittels FEMLAB einige Beispielemit gemis
hten Randbedingungen gere
hnet.4.1 Das Diri
hlet�Randwert�ProblemDie Grundlagen für die Theorie gemis
hter Finite�Elemente�Methoden sind von Babu�ska undBrezzi s
hon 1973 erarbeitet worden. Von ihnen wurden die Randbedingungen eines inhomo-genen Diri
hlet�Randwert�Problems dur
h Verwendung eines Lagrange�Multiplikators appro-ximiert. Diese Methode konvergiert optimal, wenn die Kombination aus dem Funktionenraumauf dem Gebiet 
 und dem Raum des Lagrange-Multiplikators auf dem Rand � einer 
inf�sup�Bedingung` (vgl. (4.15)) genügt. Leider blieb die Frage na
h der Konstruktion sol
her Finite�Elemente�Unterräume unbeantwortet. Pitkäranta fand heraus, dass die Wahl dieser Räume sehreinges
hränkt ist.Sei 
 ein Gebiet im IRn; n = 2; 3, mit glattem Rand �. Betra
htet wird hier das Diri
hlet�Randwert�Problem der Poisson�Glei
hung:Finde u 2 X, so dass��u = f in 
; (4.1)u = g auf � (4.2)gilt. 51



52 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORMDie s
hwa
he FormulierungGegeben seien f 2 L2(
) und g 2 H 12 (�) (vgl.1.23). Dann lautet die s
hwa
he Formulierungder Variationsglei
hung:Finde u 2 H1(
) und � 2 H� 12 (�), so dassB(u; �; v; �) = (f; v) + 
g; �� für alle (v; �) 2 H1(
)�H� 12 (�) (4.3)gilt.Für die Bilinearform B giltB(u; �; v; �) := (ru;rv) + 
�; v�+ 
�; u�: (4.4)Mit (�; �) wird das Skalarprodukt im L2(
) aus (1.8) bezei
hnet und mit 
�; �� das duale Produktaus (1.26). Das Problem hat eine eindeutige Lösung (vgl. [Bab73℄).Bedingung für den Lagrange�MultiplikatorDur
h Umformen des Problems und Einsetzen der vom Diri
hlet�Problem geforderten Bedin-gungen an u sowohl im Inneren von 
 als au
h auf dem Rand � erhält man eine Bedingung fürden Lagrange�Multiplikator �. Dazu nimmt man die s
hwa
he Formulierung her und formt sieum. B(u; �; v; �) � (f; v)� 
g; ��= (ru;rv) + 
�; v�+ 
�; u�� (f; v)� 
g; ��= 0 für alle (v; �) 2 H1(
)�H� 12 (�):Wenn u hinrei
hend glatt ist (d.h. z.B. u 2 H2(
)), kann man den ersten Term partiell integrierenund erhält �Z
�u(x)v(x) dx+ Z� �u(x)�n v(x) ds+ 
�; v�+ 
u; ��� Z
 f(x)v(x) dx� 
g; ��= 0 für alle (v; �) 2 H1(
)�H� 12 (�):S
hränkt man in der obigen Glei
hung den Raum der Testfunktionen (v; �) aus (4.3) ein aufC10 (
)� L2(�), gelten (4.1) und (4.2) im distributionellen Sinn. Also folgt�Z
�u(x)v(x) dx+ Z� �u(x)�n v(x) ds+ 
�; v�+ 
g; ��� 
g; ��+ Z
�u(x)v(x) dx= Z� �u(x)�n v(x) ds+ Z� �v(x) ds= 0 für alle (v; �) 2 C10 (
)� L2(�)und für � erhält man� = ��u�n: (4.5)



4.1. DAS DIRICHLET�RANDWERT�PROBLEM 53Finite�Elemente�RäumeSei Th eine zulässige Zerlegung (vgl. De�nition 3.1) von 
. Wir betra
hten den Finite�Elemente�Raum CT aus (3.27). Dann istXh = fv 2 H1(
) j vjK 2 Pk(K) für alle K 2 Thgmit Pk als Raum der Polynome vom Grad k � 1 der Raum der Finite�Elemente�Testfunktionenv aus H1(
). Ferner seiMh = f� 2 L2(�) j �(x)jE = �̂(F�1E (x)) für irgendein �̂ 2 Pl(Ê); für alle E 2 Ehg;mit l � 0 der Raum des Lagrange�Multiplikators �, wobei Eh = fEjgM�j=1 die Zerlegung des Ran-des � in Teilgebiete Ej ist mit Index h := maxE2Eh hE (im IR2 Kurvenstü
ke, im IR3 krumm�ä-
hige Dreie
ke). Auÿerdem ist FE : Ê ! E die Abbildung vom Referenzelement Ê auf E (vgl.(3.8) für K 2 Th). An die Randzerlegung Eh fordern wir die RegularitätkFEk2 � ChE und 

F�1E 

2 � Ch�1E für alle E 2 Eh; (4.6)wobei hE der Dur
hmesser von E ist. Für isotrope Zerlegungen (vgl. De�nition 3.2) gilt zusätzli
hC1hK � hE � C2hK für alle K 2 Th und E 2 Eh : K \E 6= ;: (4.7)Originalmethode von Babu�skaGesu
ht werden (uh; �h) 2 Xh �Mh, so dassB(uh; �h; v; �) = (f; v) + 
�; g� für alle (v; �) 2 Xh �Mh (4.8)mit f 2 L2(
) und g 2 H 12 (�) gilt.Unter Verwendung der folgenden zerlegungsabhängigen Normen lässt si
h die Stabilität und dieFehlerabs
hätzung des Problems (4.8) lei
hter zeigen als es in [Bab73℄ getan wurde.kvk212 ;h = XE2Eh h�1E kvk20;E für v 2 H1(
) (4.9)und kzk2� 12 ;h = XE2Eh hE kzk20;E für z 2 L2(�): (4.10)Für diese Normen gilt dann
v; z� � kvk 12 ;h kzk� 12 ;h für alle (v; z) 2 H1(
)� L2(�): (4.11)Auÿerdem de�niert mankvk1;h = kvk1;
 + kvk 12 ;h für alle v 2 H1(
): (4.12)Es folgen zwei Lemmata. Das erste beinhaltet eine Interpolations�Abs
hätzung auf Mh, daszweite eine diskrete Spurunglei
hung für die Normalenableitung einer Funktion aus Xh.



54 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORMLemma 4.1 Für � 2 Hl+1(�) giltinf�2Mh k�� �k� 12 ;h � Chl+ 32 k�kl+1;� : (4.13)Lemma 4.2 Es gibt eine Konstante CI , so dassCI


�v�n


� 12 ;h � krvk0;
 für alle v 2 Xh (4.14)gilt.Die Konvergenz der von Pitkäranta variierten Methode von Babu�ska ist gegeben dur
h denfolgenden Satz.Satz 4.3 Der Finite�Elemente�Raum, Unterraum von H1(
)�L2(�), erfülle die Bedingungeninf�2Mh supv2Xhnf0g 
�; v�kvk1;h k�k� 12 ;h � C (4.15)und jvj21;
 � C kvk21;h für alle v 2 fv 2 Xh j 
�; v� = 0 für alle � 2Mhg: (4.16)Für die Lösung (uh; �h) 2 Xh �Mh von (4.8) gilt dannku� uhk1;h + k�� �hk� 12 ;h � C �hk kukk+1;
 + hl+ 32 k�kl+1;�� (4.17)für u 2Hk+1(
) und � 2 Hl+1(�).Realisierung in FEMLABIn FEMLAB kann man au
h s
hwa
he Randbedingungen mit Hilfe des Lagrange�Multiplikators� programmieren. Das ist jedo
h etwas aufwändiger. Man brau
ht Zerlegungen des Gebietes 
und des Randes �. Diese werden zusammengefügt und das neue Problem dann mit FEMLABgelöst. Dazu benötigt man einige Funktionen, die ni
ht in FEMLAB implementiert sind. Fürdas folgende Beispiel wurden Programmroutinen aus [Rap03℄ benutzt. Am Ende des nä
hstenAbs
hnitts wird no
h einmal dieses Beispiel aufgegri�en und die im Programm von Rapin vor-handene Stabilisierung benutzt.Beispiel 4.4 Zur Verans
hauli
hung betra
hten wir das Problem auf dem Einheitsquadrat 
 :=[0; 1℄2:Finde (u; �) 2 Xh �Mh, so dass��u(x; y) = 2�2 sin (�x) sin (�y) für alle (x; y) 2 
;u(x; y) = 0 für alle (x; y) 2 �gilt.Die Lösung ist u(x; y) = sin (�x) sin (�y). Mit der Bedingung (4.5) gilt�(x; y) = ��u�n(x; y) = ( � sin (�y) ; x = 0 _ x = 1 für alle y 2 [0; 1℄� sin (�x) ; y = 0 _ y = 1 für alle x 2 [0; 1℄ (4.18)



4.1. DAS DIRICHLET�RANDWERT�PROBLEM 55In Abbildung 4.1 sieht man a
ht Gra�ken. Die erste zeigt die Zerlegung für u im Inneren desGebietes bis zum Rand mit h = 118 . Die Gra�ken zwei bis vier sind für h = 175 erstellt. Dieersten beiden davon zeigen das Gebiet 
. Zuerst die Randzerlegung für �h und s
hlieÿli
h diegemeinsamen Randpunkte von � und u mit hE = 1=60 und hK = 1=75. Das Ergebnis für � na
h(4.18) und für das approximierte �h sieht man in den Gra�ken vier und fünf. Das se
hste Bildzeigt den L2�Fehler na
h De�nition (4.10) des Lagrange�Multiplikators der Ordnung hl+ 32 mitl = �12 aus (4.17) mit hE = 1=40 bis hE = 1=125. Die 
inf�sup�Bedingung` (4.15) ist erfüllt.In Gra�k sieben und a
ht sieht man für eine verletzte 
inf�sup�Bedingung` die gemeinsamenRandpunkte von � und u mit hE = 1=18 und hK = 1=12 und das approximierte �h für diesenFall.
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Abbildung 4.1: Gra�s
he Ausgabe zu Beispiel 4.4



56 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORM4.2 Stabilisierte MethodenBarbosa und Hughes erhielten 1991 dur
h die Addition von Stabilisierungstermen in der s
hwa-
hen Form des Diri
hlet�Randwert�Problems Stabilität ohne die 
inf-sup-Bedingung`(vgl.[Bar91℄)zu erfüllen. Diese gemis
hte Finite�Elemente�Methode gewann dadur
h an Potential als Lösungs-methode. Die Stabilisierung ist im folgenden für die s
hwa
he Formulierung (4.3) des Problems(4.1), (4.2) dargestellt.Methode von Barbosa und HughesDie stabilisierte Methode lautet:Finde (uh; �h) 2 Xh �Mh, so dassBh(uh; �h; v; �) = (f; v) + 
g; �� für alle (v; �) 2 Xh �Mh (4.19)gilt. Dabei istBh(uh; �h; v; �) := B(uh; �h; v; �)� � XE2Eh hE��+ �u�n; �+ �v�n�E ; (4.20)wobei B die in (4.4) de�nierte Bilinearform ist und 
�; ��E das Skalarprodukt im L2 auf E 2 Ehist.Zuerst erhält man eine Konsistenzaussage.Lemma 4.5 Für die exakte Lösung (u; �) 2 H2(
) \H10(
)� L2(�) von (4.3) giltBh(u; �; v; �) = (f; v) + 
g; �� für alle (v; �) 2 Xh �Mh: (4.21)Beweis : Wie s
hon gesehen, gilt in der s
hwa
hen Formulierung � = ��u�n . Setzt man dieseBedingung für � in (4.19) ein, erhält man wieder (4.3). �Als nä
hstes zeigen wir die Stabilität in Form einer diskreten 
Babu�ska�Brezzi�Bedingung`.Lemma 4.6 Sei 0 < � < C2I . Dann existiert eine Konstante C > 0, so dassinf(v;�)2Xh�Mh sup(z;�)2Xh�Mh Bh(v; �; z; �)�kzk1;h + k�k� 12 ;h��kvk1;h + k�k� 12 ;h� � C (4.22)gilt.



4.2. STABILISIERTE METHODEN 57Beweis : Seien (v; �) 2 Xh �Mh beliebig. Dann gilt na
h (4.14)Bh(v; �; v;��) = krvk20;
 + 
v; ��+ 
v;���| {z }=0 +� XE2Eh hE��+ �v�n; �� �v�n�E= krvk20;
 + � XE2Eh hE �k�k20;E � 


�v�n


20;E�(4:10);(4:14)� �1� �C2I � krvk20;
 + � XE2Eh hE k�k20;E� C1 �krvk20;
 + k�k2� 12 ;h� (4.23)mit der Bedingung 0 < � < C2I . Sei nun �h : L2(�)!Mh die L2�Projektion mit
g; �� = 
�hg; �� für alle � 2Mh: (4.24)Da die Funktionen in Mh unstetig sind, lässt si
h �� 2 Mh de�nieren als ��jE = h�1E �hvjE füralle E 2 Eh. Dann giltk��k� 12 ;h = k�hvk 12 ;h : (4.25)Beweis :(der Behauptung (4.25))k��k2� 12 ;h jE (4:10)= hE k��k20;E= h2Eh�1E k��k20;E(4:9)= h2E k��k212 ;h jEund dur
h Ziehen der Wurzel aus dieser Glei
hung erhält mank��k� 12 ;h = hE k��k 12 ;hn:Def:= hE 

h�1E �hv

 12 ;h= k�hvk 12 ;h : �Mit Benutzung von (4.11), (4.14) und der Youngs
hen Unglei
hung ergibt si
hBh(v; �; 0; ��) = (rv;r0)| {z }=0 +
v; ���+ 
�; 0�| {z }=0 �� XE2Eh hE��+ �v�n; ���E(4:25)= 
v; h�1E �hv�� � XE2Eh hE��+ �v�n; h�1E �hv�E(4:24)= XE2Eh h�1E k�hvk20;E � � XE2Eh��+ �v�n;�hv�E



58 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORM= XE2Eh h�1E k�hvk20;E � � XE2EhphE �


�v�n


0;E + k�k0;E�qh�1E k�hvk0;E(4:9)� k�hvk212 ;h � � k�hvk 12 ;h�


�v�n


� 12 ;h + k�k� 12 ;h�(4:14)� k�hvk212 ;h � k�hvk 12 ;h ���C�1I krvk0;
 + k�k� 12 ;h��quadr: Erg:� k�hvk212 ;h � 12 k�hvk212 ;h � 12��C�1I krvk0;
 + k�k� 12 ;h�2� 12 k�hvk212 ;h � C3 �krvk20;
 + k�k2� 12 ;h� : (4.26)Sei (z; �) = (v;��+Æ��) mit Æ > 0. Man benutzt die bisherigen Ergebnisse und bekommt folgendeneue Aussagen:1) Bh(v; �; z; �) = Bh(v; �; v;��) + ÆBh(v; �; 0; ��)(4:23);(4:26)� (C1 � ÆC3)�krvk20;
 + k�k2� 12 ;h�+ 12Æ k�hvk212 ;hÆ<C1C3� C �krvk20;
 + k�k2� 12 ;h + k�hvk212 ;h� ; (4.27)
2) krvk20;
 + k�hvk212 ;h (4:24)= jvj21;
 + kvk212 ;h(4:16)� C kvk21;h + kvk212 ;h| {z }�0� C kvk21;h ; (4.28)3) kzk1;h + k�k� 12 ;h = kvk1;h + k��+ Æ��k� 12 ;h4�Ungl:� kvk1;h + k�k� 12 ;h + Æ k��k� 12 ;h(4:25)= kvk1;h + k�k� 12 ;h + Æ k�hvk 12 ;h(4:12);(4:24)= kvk1;
 + kvk 12 ;h + k�k� 12 ;h + Æ kvk 12 ;h� (1 + Æ)�kvk1;
 + kvk 12 ;h�+ k�k� 12 ;h(4:12)= (1 + Æ) kvk1;h + k�k� 12 ;h� C �kvk1;h + k�k� 12 ;h� : (4.29)



4.2. STABILISIERTE METHODEN 59Setzt man die Aussagen (4.27)�(4.29) zusammen, erhält mansup(z;�)2Xh�Mh Bh(v; �; z; �)�kzk1;h + k�k� 12 ;h��kvk1;h + k�k� 12 ;h� (4:29)� Bh(v; �; z; �)~C �kvk1;h + k�k� 12 ;h�2(4:27);(4:28)� Ĉ �kvk21;h + k�k2� 12 ;h�~C �kvk1;h + k�k� 12 ;h�2� CDamit ist die Stabilität gezeigt. �Es fehlt nun no
h die Stetigkeit der Bilinearform (4.20). Man nimmt zwei Lemmata zu Hilfe.Das Lemma 4.7 stellt Fehlerabs
hätzungen für den Interpolationsfehler auf einem Randstü
kE bereit, das Lemma 4.8 gibt eine Abs
hätzung der Norm der Normalenableitung auf demGebietsrand �.Lemma 4.7 Für u 2 Hk+1(
); k � 1, existiert ein Interpolationsoperator �h und positive Kon-stanten CJ und CK, so dass für alle E � Eh(i) ku��hukE � CKhk+ 12E kukk+1;K und (4.30)(ii) 


�(u��hu)�n 


E � CJhk� 12E kukk+1;K mit E � K (4.31)gelten.Beweis : (i) siehe [Pit80℄, Prop. 4.1, (4.11), (ii) folgt aus (i). �Lemma 4.8 Für v := u��hu; u 2Hk+1(
); k � 1; gibt es eine Konstante C1 > 0, so dass


�v�n


� 12 ;h � C1hk kukk+1;
 (4.32)gilt.Beweis :


�v�n


2� 12 ;h = XE2Eh hE��v�n; �v�n�E(4:31)� XE2Eh hEC2Jh2(k� 12 )E kuk2k+1;K� C21h2k kuk2k+1;
 :Dur
h Ziehen der Wurzel folgt die Behauptung. �



60 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORMMit dem nä
hsten Lemma wird die Stetigkeit der Bilinearform (4.20) gezeigt:Lemma 4.9 Für v := u��hu; u 2 Hk+1(
); � 2 L2(�) und eine positive Konstante C giltjBh(v; �; zh; �h)j � C �kzhk1;h + k�hk� 12 ;h��C1hk kukk+1;
 + k�k� 12 ;h� für alle (zh; �h) 2 Xh �Mh: (4.33)Beweis :jBh(v; �; zh; �h)j � C �kvk1;h + k�k� 12 ;h��kzhk1;h + k�hk� 12 ;h��� XE2Eh hE��+ �v�n; �h + �zh�n �E� C� kvk1;h| {z }(4:30)� C1hkkukk+1;
 + k�k� 12 ;h ��kzhk1;h + k�hk� 12 ;h�+�� k�k� 12 ;h + 


�v�n


� 12 ;h| {z }(4:32)� C1hkkukk+1;
 �� k�hk� 12 ;h + 


�zh�n 


� 12 ;h| {z }(4:14)� CIkzhk1;h �� C �kzhk1;h + k�hk� 12 ;h��C1hk kukk+1;
 + k�k� 12 ;h� : �Der nä
hste Satz liefert s
hlieÿli
h eine Fehlerabs
hätzung des Variationsproblems (4.19):Satz 4.10 Sei (uh; �h) 2 Xh �Mh eine Lösung des Problems (4.19) und sei 0 < � < C2I . Mitu 2 Hk+1(
); k � 1 und � 2 Hl+1(�); l � 0 gilt dannku� uhk1;h + k�� �hk� 12 ;h � C �hk kukk+1;
 + hl+ 32 k�kl+1;�� : (4.34)Beweis : Sei �h 2Mh beliebig. Dann folgtku� uhk1;h + k�� �hk� 12 ;h 4�Ungl:� ku��huk1;h + k�hu� uhk1;h+ k�� �hk� 12 ;h + k�h � �hk� 12 ;h(4:30)� CKhk kukk+1;
 + k�� �hk� 12 ;h+ k�hu� uhk1;h + k�h � �hk� 12 ;h(4:22)� CKhk kukk+1;
 + k�� �hk� 12 ;h+ sup(zh;�h)2Xh�Mh Bh(�hu� uh; �h � �h; zh; �h)kzhk1;h + k�hk� 12 ;h(1:41)� CKhk kukk+1;
 + k�� �hk� 12 ;h



4.2. STABILISIERTE METHODEN 61+ sup(zh;�h) Bh(�hu� u; �h � �; zh; �h)kzhk1;h + k�hk� 12 ;h(4:33)� CKhk kukk+1;
 + k�� �hk� 12 ;h+�C1hk kukk+1;
 + k�k� 12 ;h �sup(zh;�h) C �kzhk1;h + k�hk� 12 ;h�kzhk1;h + k�hk� 12 ;h�:=���h� C �hk kukk+1;
 + k�� �hk� 12 ;h� :Jetzt s
hätzt man k�� �hk� 12 ;h mit Lemma 4.1 und geeigneter Wahl von �h na
h oben ab underhält die Behauptung. �Die Finite�Elemente�Räume können na
h Errei
hen dieses Resultats unabhängig gewählt wer-den.Die Abbildung 4.2 zeigt das approximierte �h und dessen Fehlerdiagramm für eine stabilisierteMethode mit verletzter 
inf�sup�Bedingung` (4.15). Verletzt ist die Bedingung, wenn die Zerle-gung für �h auf dem Rand feiner ist als für das Gebiet 
. Die errei
hte Fehlerordnung für hE von1=100 bis 1=250 liegt bei der Stabilisierung von Rapin wie im 
inf�sup�stabilen` Fall bei O(h).Es ist ni
ht die glei
he Stabilisierung wie von Barbosa und Hughes. [Rap03℄ beinhaltet auÿerdemdie Erweiterung des Poisson�Problems auf Di�usions�Konvektions�Reaktions�Glei
hungen.
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htet man den Raum Mh no
h etwas genauer, so erkennt man, da die Funktionen indiesem Raum unstetig sind, dass man auf jedem Randelement E 2 Eh die Variable �h lokaleliminieren kann. Wir setzen eine Testfunktion � 2Mh in das Variationsproblem (4.19) ein und



62 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORMerhaltenBh(uh; �h; v; �) = (ruh;rv) + 
�h; v�+ 
�; uh�� � XE2Eh hE��h + �uh�n ; �+ �v�n�E= (f; v) + 
g; ��:Diese Formulierung kann man jetzt in zwei Glei
hungen s
hreiben (Sattelpunktform):(ruh;rv) + 
�h; v�� � XE2Eh hE��h + �uh�n ; �v�n�E = (f; v); (4.35)
�; uh�� � XE2Eh hE��h + �uh�n ; ��E = 
g; ��: (4.36)Man löst die Glei
hung (4.36) mit Hilfe der L2�Projektion �h na
h �h auf, indem man zuerstdie Terme mit �h isoliert
�; uh�� 
�; g�� � XE2Eh hE��uh�n ; ��E = � XE2Eh hE��h; ��Eund dann die Projektion �h anwendet
�;�huh ��hg�� � XE2Eh hE��h�uh�n ; ��E = � XE2Eh hE��h; ��E :Weiterhin gilt diese Glei
hung für jedes � 2Mh, also gilt au
h(�huh ��hg)jE � �hE��h�uh�n �����E = �hE�hjE ;wenn man das Ganze auf E 2 Eh eins
hränkt. S
hlieÿli
h teilt man dur
h (�hE) und erhält einenAusdru
k für �h auf E 2 Eh�hjE = (�hE)�1(�huh ��hg)jE ���h�uh�n �����E : (4.37)Dies setzt man in die Glei
hung (4.35) ein und benutzt, dass �h eine orthogonale Projektion ist.Dann erhält man für alle v 2 Xh(ru;rv)���h�uh�n ;�hv����h �v�n;�huh�+ XE2Eh(�hE)�1
�huh;�hv�E + � XE2Eh hE�(�h � I)�uh�n ; (�h � I)�v�n�E= (f; v)���h �v�n;�hg�+ XE2Eh(�hE)�1
�hg;�hv�E: (4.38)



4.3. GEMISCHTE RANDWERT�PROBLEME 63Die klassis
he Methode von Nits
heDa der RaumMh mit der Stabilisierung von Barbosa und Hughes beliebig gewählt werden kann,identi�zieren wir Mh mit L2(�), d.h. �h = I. Man erhält dann die klassis
he Formulierung:Finde uh 2 Xh, so dassBh(uh; v) := (ru;rv)���uh�n ; v����v�n; uh�+ 
 XE2Eh h�1E 
uh; v�E= (f; v)���v�n; g�+ 
 XE2Eh h�1E 
g; v�E=: Fh(v) (4.39)gilt.Sie geht auf einen Artikel von Nits
he aus dem Jahr 1971 zurü
k (vgl. [Nit71℄). Für diese Methodebekommt man direkt eine optimale Fehlerabs
hätzung.Satz 4.11 Sei uh 2 Xh die Lösung vom Problem (4.39) und sei 
 > C�2I . Für u 2 Hk+1(
) giltdann ku� uhk1;h � Chk kukk+1;
 : (4.40)Beweis : Die Konsistenz erkennt man direkt aus der Formulierung, die Stabilität zeigt man mitCau
hy�S
hwarzs
her und Youngs
her Unglei
hung sowie (4.14) für alle v 2 XhBh(v; v) (4:9)= krvk20;
 � 2�v; �v�n�+ 
 kvk212 ;h(1:25)� krvk20;
 � 2 kvk 12 ;h 


�v�n


� 12 ;h + 
 kvk212 ;hquadr:Erg:� krvk20;
 � 1"


�v�n


2� 12 ;h + (
 � ") kvk212 ;h(4:14)� �1� 1"C2I � krvk20;
 + (
 � ") kvk212 ;h(4:12)� C kvk21;h : (4.41)Mit Konsistenz und Stabilität folgt aus (4.30), der Galerkin�Orthogonalität (1.41) und der Be-s
hränktheit von Bh die Behauptung. �4.3 Gemis
hte Randwert�ProblemeRandbedingungen zweiter und dritter ArtIn (0.2) wurden homogene Randbedingungen erster Art oder Diri
hlet�Randbedingungen s
honde�niert. Im Programm
ode in Kapitel 3 stehen inhomogene Randbedingungen erster Art. Hierwerden jetzt no
h zwei andere Arten von Randbedingungen vorgestellt:



64 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORMDie Randbedingung zweiter Art oder Neumann�Randbedingung lautet�u�n = g auf �: (4.42)Die Randbedingung dritter Art oder Robin�Randbedingung ist eine Kombination ausRandbedingungen erster und zweiter Art. Sie wird formuliert dur
h�u�n + �u = g auf �: (4.43)Werden auf vers
hiedenen Teilstü
ken des Randes (�1;�2; : : : ) vers
hiedene Randbedingungen(z.B. Diri
hlet�Randbedingungen auf �1, Neumann�Randbedingungen auf �2, usw.) gefordert,spri
ht man von gemis
hten Randbedingungen. In FEMLAB realisiert man diese gemis
htenRandbedingungen über vier Randparameter.% Angabe gemis
hter Randbedingungen:% Eine Randbedingung mit q=0 ist eine Neumann-Randbedingung, sonst eine Ro-% bin-Randbedingung, vorausgestzt h=0 und r=0.% nu 
 nabla u + qu = g - h^t lambda (NEUMANN/ROBIN-Randbedingung)% h u = r (DIRICHLET-Randbedingung)fem2D.bnd.h={0 0 1}fem2D.bnd.r={0 0 '0.5*(x.^2+y.^2)'}fem2D.bnd.q={0 0 0} % das alpha aus der Glei
hung 4.44fem2D.bnd.g={0 1 0} % das g aus der Glei
hung 4.43 bzw. 4.44% Bei diesem Beispiel sind die drei Randbedingungen also:% 1) homogene Neumann-Randbedingung% 2) inhomogene Neumann-Randbedingung% 3) inhomogene Diri
hlet-Randbedingungfem2D.bnd.ind=[3 2 3 1℄;Numeris
he BeispieleBeispiel 4.12 Finde u 2 X, so dass��u(x; y) = �2 für alle (x; y) 2 
 := [0; 1℄2;�u�n(1; y) = 1 und�u�n(0; y) = 0 für alle y 2 [0; 1℄ undu(x; 0) = u(x; 1) = 12(x2 + y2) für alle x 2 [0; 1℄gilt. Die Lösung des Problems ist u(x; y) = 12(x2 + y2). Gra�s
h sind die Approximation derLösung und das Fehlerdiagramm mit L2� und H1�Norm für P1�Elemente in Abbildung 4.3 dar-gestellt. Dabei sind O(h2) für die L2�Norm und O(h) für die H1�Norm die errei
hten Fehler-ordnungen.
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hlieÿli
h sieht man in Abbildung 4.4 die Approximation von FEMLAB parallel zum Programm-
ode aus Abs
hnitt 3.2, in dem bereits gemis
hte Randbedingungen benutzt wurden. Nimmtman den besten iterativen Löser für dieses Problem (der angegebene iterative Löser im Pro-gramm
ode), sieht man in der dritten Gra�k, dass dieser wesentli
h mehr Zeit für das Lösen desGlei
hungssystems benötigt. In der vierten Gra�k ist der bei kleinem h gröÿere Approximations�Fehler dargestellt. Der Unters
hied zwis
hen den beiden Lösungen ist sehr gering, vergröÿert si
hjedo
h mit zunehmender Zahl an Verglei
hspunkten. Die Qualität des iterativen Lösers nimmtalso ab.
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Kapitel 5Isoparametris
he ElementeIn diesem Kapitel wird die Voraussetzung eines stü
kweise polyedris
hen Randes � des Gebie-tes 
 dur
h die allgemeinere Vors
hrift eines krummlinigen, Lips
hitz-stetigen Randes ersetzt.Die Lösung mit Finite�Elemente�Methoden muss dem neuen Rand angepasst werden, da si
hdie Konvergenzordnung mit vorhergehenden Methoden dur
h ungenaue Randapproximation ver-s
hle
htert. Die Verwendung isoparametris
her Elemente wird einer Verfeinerung der Zerlegungin Randnähe gegenüber gestellt. Die Anwendbarkeit und E�ektivität beider Methoden wird mitHilfe von FEMLAB vergli
hen.5.1 TheorieBei der Anwendung von Finite�Elemente�Methoden haben wir bisher nur stü
kweise polynomia-le Elemente der Ordnung k auf dem Rand � des Gebietes 
 benutzt. Besonders für k = 1 ist dieApproximation eines ni
ht polyedris
hen Randes s
hle
ht (vgl. Abbildung 5.1). Eine Fehlerab-s
hätzung bestätigt diese Aussage:
Abbildung 5.1: Krummliniger Rand und eine Zerlegung mit linearen ElementenSatz 5.1 Sei 
 ein Gebiet mit C2�Rand. Für die Finite�Elemente�Approximation mit linearen,�niten Elementen gilt bei quasiuniformen Triangulierungenku� uhk1;
 � Ch juj2;
 (5.1)und ku� uhk0;
 � Ch 32 juj2;
 : (5.2)67



68 KAPITEL 5. ISOPARAMETRISCHE ELEMENTEBeweis : siehe [Bra97℄, III.1.7 und III.1.8. �Man verliert bei der Approximation mit linearen Elementen in der L2�Norm im Verglei
h mitdem Interpolationsfehler eine halbe h�Potenz. Um diesen Verlust auszuglei
hen, sind isoparame-tris
he Elemente höherer Ordnung am Rand � nützli
h. Zur Vereinfa
hung der Darstellung wirdhier nur der wi
htige Fall quadratis
her, isoparametris
her Elemente betra
htet.Eine Näherung mit höherer Genauigkeit erhält man demna
h, wenn man den Gebietsrandstü
kweise mit Polynomen vom Grad l � 2 approximiert. Dann geht der Fehler in der L2�Normauf O(hl) zurü
k. Die verlorene halbe h�Potenz wird also zurü
k gewonnen. Die betro�enenDreie
ke bzw. TetraederK� := fK 2 Th : K \ � 6= ;ghaben dann eine gebogene Kante (vgl. Abbildung 5.2) bzw. Flä
he.Sei ( ~K;P ~K ; ~�) ein �nites Element (vgl. De�nition 3.4), wobei ~K das Referenzdreie
k aus Abbil-
z1�

z3� K�Rand � Randapproximationz4� z2�z6� z5�
x1;�

x2;�
~z1
1
0 ~z210 ~K

~z3~z6 ~z5
~z4 ~x1

~x2

Abbildung 5.2: isoparametris
hes Dreie
k K� und Referenzdreie
k ~K mit l = 2dung 5.2 ist. Auÿerdem sei F die a�n�lineare Abbildung aus (3.8) von ~K na
h K�. Man de�niertdann PK := fp : p(x) = ~p(F�1(x)); x 2 K�; ~p 2 P ~Kg (5.3)und �K := fpi 2 K� aus (3:6) : pi = F (~pi)g: (5.4)Damit ist au
h (K;PK ;�K) ein �nites Element mit den Funktionen p 2 PK , de�niert dur
hF�1 : K� ! ~K und die polynomialen Funktionen ~p : ~K ! IR; ~p 2 P ~K .De�nition 5.2 Wenn für jede Komponente Fi der Abbildung FFi 2 P ~K ; i = 1; : : : ; n;gilt, dann heiÿt (K;PK ;�K) isoparametris
h.



5.1. THEORIE 69Bemerkung 5.3 Im allgemeinen ist die inverse Abbildung F�1 nur ganzrational, wenn K� einDreie
k ohne gebogene Kante ist und somit F und F�1 linear sind. Das Glei
he gilt für dieFunktionen p 2 PK .Um eine bessere Vorstellung über die Vorgehensweise bei isoparametris
hen Elementen zu haben,folgt ein Beispiel.Beispiel 5.4 Sei ~K das Referenzdreie
k aus Abbildung 5.2 mit den E
kpunkten ~zi, i = 1; 2; 3,und den Seitenmittelpunkten ~zi, i = 4; 5; 6. Auÿerdem sei P ~K = P2( ~K), � ~K beinhalte die Funk-tionswerte der Punkte ~zi, i = 1; : : : ; 6, und ~�i 2 P2( ~K), i = 1; : : : ; 6, seien die entspre
hendenBasisfunktionen mit ~�i(~zj) = Æij (Krone
ker�Symbol). Sei ein Dreie
k K mit einer gebogenenund zwei geraden Kanten wie in Abbildung 5.2 gegeben, das in der (x1; x2)�Ebene liege, wobeiz4 und z6 die Mittelpunkte der geraden Seiten z1z2 und z1z3 seien. Dann de�niert man eineTransformationsabbildung F dur
hF (~x) = 6Xj=1 zj ~�j(~x) für alle ~x 2 ~K (5.5)mit K = F ( ~K) = fx 2 IR2 : x = F (~x); ~x 2 ~Kg. Also ist F eine Abbildung vom Referenzdreie
k~K auf das Dreie
k K mit F (~zi) = zi, i = 1; : : : ; 6.Wel
he Eigens
haften hat die Transformationsabbildung im Beispiel 5.4, d.h. unter wel
henVoraussetzungen gibt es eine inverse Abbildung F�1 ?Die im Beispiel 5.4 vorliegende Abbildung F ist nur unter bestimmten Voraussetzungen bijektiv(und besitzt somit eine Inverse F�1). In einer kleinen Umgebung von jedem Punkt ~x 2 ~K ist Flokal bijektiv, wenndet J(~x) = �������F1�~x1 �F1�~x2�F2�~x1 �F2�~x2 ������ 6= 0 für alle ~x 2 ~K (5.6)gilt, wobei J(~x) die Jakobi�Matrix von F an der Stelle ~x ist. Im allgemeinen rei
ht (5.6) ni
ht ausfür eine globale Bijektivität von F . In diesem Beispiel werden die Seiten von ~K jedo
h bijektivauf die Seiten von K abgebildet. Damit kann man folgenden Satz zeigen.Satz 5.5 Erfüllt die Abbildung F aus Beispiel 5.4 die Bedingung (5.6) und werden die Seitendes Referenzdreie
ks ~K bijektiv auf die Seiten eines beliebigen Dreie
ks K einer Zerlegung Thabgebildet, dann ist F sogar global bijektiv.Beweis : Man splittet die Transformationsabbildung F in zwei Abbildungen F̂ und ~F , so dassF (~x) = F̂ ( ~F (~x)) gilt (vgl. Abbildung 5.3). F̂ ist die a�ne Abbildung, die die E
kpunkte ẑj ,j = 1; 2; 3, auf die Punkte zj = (zj1; zj2), j = 1; 2; 3, abbildet. F̂ hat also die FormF̂ (y) = By + b für alle y 2 fx̂ 2 IR2 : x = F̂ (x̂); x 2 Kgmit B = �z21 � z11 z31 � z11z22 � z12 z32 � z12� und b = �z11z12�
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~K ~z4 K~z2 ẑ1 ẑ4 ẑ2~z6~z3 ~z5 ~F z5

~x1 x̂1 x1
x2x̂2~x2 ẑ5ẑ6ẑ3 z2z4z1z6

z3F̂ �z5K̂~z1Abbildung 5.3: Die gesplittete Transformationsabbildung F = F̂ Æ ~FDa z1; z2 und z3 ni
ht auf einer Geraden liegen, ist detB 6= 0 und damit F̂ bijektiv.Für die Abbildung ~F gilt~Fi(~x) = ~xi + di~x1~x2; i = 1; 2mit di := 4z5i � 2. Die entspre
hende Ja
obi�Matrix ~J zu ~F ist gegeben dur
h~J(~x) = �1 + d1~x2 d1~x1d2~x2 1 + d2~x1� :Die Determinante von ~J(~x)det ~J(~x) = 1 + d1~x2 + d2~x1 (5.7)ist also linear in ~x. Wennẑ5i > 14 ; i = 1; 2; (5.8)ist (das gilt im grau unterlegten Berei
h im mittleren Koordinatensystem von Abbildung 5.3),soist di > �1 für i = 1; 2 und mit (5.7) giltdet ~J(~z1) = det ~J(0; 0) = 1 > 0;det ~J(~z2) = det ~J(1; 0) = 1 + d2 > 0 unddet ~J(~z3) = det ~J(0; 1) = 1 + d1 > 0:Also ist det ~J > 0 im Dreie
k ~K und also ~F bijektiv, wenn ẑ5 und z5 im grau unterlegten Berei
hder beiden re
hten Koordinatensysteme von Abbildung 5.3 liegen (Bedingung (5.8)). Unter dieserVoraussetzung ist dann au
h F bijektiv. �Bemerkung 5.6 Die Entfernung zwis
hen z5 und �z5 auf der Stre
ke z2z3 (vgl. Abbildung 5.3)muss also klein sein, nämli
h jz5��z5j = O(h2K) mit hK als Dur
hmesser von K. Für ausrei
hendfeine Zerlegungen ist diese Bedingung erfüllt und F bijektiv.Die folgende, dur
h quadratis
he, isoparametris
he Elemente verbesserte Fehlerabs
hätzung giltfür quadratis
he Elemente auf dem gesamten Gebiet 
 mit isoparametris
hen Elementen aufdem Rand �.



5.2. NUMERISCHE EXPERIMENTE 71Satz 5.7 Sei Th eine quasiuniforme Triangulierung von 
 mit quadratis
hen, isoparametris
henElementen. Dann existiert eine von h aus (3.1) unabhängige Konstante C, so dassku��hukm;
 � Ch3�m kuk3;
 für m = 0; 1 und alle u 2 H3(
)gilt.Beweis : siehe [Cia91℄, Kapitel VI, Theorem 42.1. �5.2 Numeris
he Experimentefem.sshape=2; % Randapproximation mit P2-Elementen% A
htung ! Ist der Befehl 'fem.shape' für Elemente höherer Ordnung im In-% neren des Gebiets definiert, wird die Ordnung der Randelemente automa-% tis
h auf den hö
hsten Wert in 'fem.shape' gesetzt.Isoparametris
he Elemente am Gebietsrand � sind in FEMLAB also einfa
h realisierbar (s.o.).Es ist auÿerdem eine Routine vorhanden, die au
h für P1�Elemente bei krummlinigen Ränderneine gute Approximation ohne isoparametris
he Elemente liefert. Sie ist mit dem Parameter
h
urve` des 
meshinit()`�Befehls gekoppelt. Diese Routine analysiert den Radius r� der Krüm-mung des Randes. 
h
urve` liefert einen zusätzli
hen Parameter zur Bere
hnung des maximalenRandelement�Dur
hmessers hmax;�, der bei zweidimensionalen Geometrien auf 0:3 eingestellt ist.Daraus ergibt si
h hmax;� = r� �0:3. Den E�ekt dieses Vorgangs sieht man in Abbildung 5.4. Mit
Zerlegung mit ′ hcurve′ Zerlegung ohne ′ hcurve′

Abbildung 5.4: E�ekt des Parameters `h
urve` bei krummen Rändernfolgendem Programm
ode ist Abbildung 5.4 unter Vorgabe des Randkrümmungsradius r� = 14und dem daraus resultierenden Parameter hmax;� = 340 erstellt worden.fem.geom=ellip2(0,0,1/4,1/2,0,'
enter');% Zerlegung mit Beeinflussung von 'h
urve' (erfolgt automatis
h):



72 KAPITEL 5. ISOPARAMETRISCHE ELEMENTEfem.mesh=meshinit(fem,'hmax',1/4);% Zerlegung ohne Beeinflussung von 'h
urve' dur
h Angabe eines wirkungslo-% sen, hohen Wertes beim Parameter 'h
urve', der hier sonst auf 3/40 wäre:fem.mesh=meshinit(fem,'hmax',1/4,'h
urve',4);FEMLAB verfeinert demna
h auf Kosten einer quasi�uniformen Zerlegung an gekrümmten Rän-dern.
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2Abbildung 5.5: Fehlerdiagramm zu Beispiel 5.8Beispiel 5.8 Wir betra
hten ein Problem auf der Ellipse 
 := f(x; y) 2 IR2j16x2 + 4y2 � 1g:Finde u 2 X, so dass��u(x; y) = ex+y[(32�2 � 2) sin (4�x) sin (4�y)�8�(sin (4�x) 
os (4�y) + 
os (4�x) sin (4�y))℄ in 
u(x; y) = sin (4�x) sin (4�y)ex+y auf �gilt.Die Lösung des Problems ist u(x; y) = sin (4�x) sin (4�y)ex+y. Wir re
hnen mit FEMLAB mitden in Abbildung 5.4 gezeigten Zerlegungen (links mit P1�Elementen und dem Parameter 
h
ur-ve`, re
hts mit P1�Elementen im Gebiet 
 und P2�Elementen auf dem Rand �) und verglei
hendie Ergebnisse. Man stellt fest, dass die Randkrümmung der Ellipse dur
h die Verfeinerung inFEMLAB genauso gut approximiert wird wie mit isoparametris
hen Randelementen. In Abbil-dung 5.5 sieht man die entspre
henden Fehlerkurven dazu. O(h) bzw. O(h2) stellen die na
hInterpolations�Fehlerabs
hätzungen zu erwartenden Fehler für H1� bzw. L2�Norm dar. 
H1 P1`ist der Fehler bei Benutzung des Parameters 
h
urve`, entspre
hend 
L2 P1`. 
H1 P1=P2` ist derFehler für isoparametris
he Randelemente ohne Parameter 
h
urve`, entspre
hend 
L2 P1=P2`.Der Unters
hied ist:� Mit Parameter 
h
urve` erhält man eine lokal verfeinerte, isotrope Zerlegung, re
hnet abers
hneller bis zu h = 1128 .



5.2. NUMERISCHE EXPERIMENTE 73� Mit isoparametris
hen Randelementen bleibt man quasi�uniform, re
hnet länger, erhält aberein Ergebnis mit einer kleineren, multiplikativen Konstante.Beide errei
hen die optimale Fehlerordnung bzgl. ihrer Interpolations�Fehlerabs
hätzung.Als nä
hstes betra
hten wir ein Beispiel mit sowohl na
h auÿen als au
h na
h innen gekrümmtenRändern. Ziel ist es, die Aussage des Satzes 5.7 praktis
h na
hzuprüfen.

Abbildung 5.6: Zerlegung, Lösung und Fehler in H1� und L2�Norm zu Beispiel 5.9Beispiel 5.9 Ein Gebiet mit starken Randkrümmungen ist das H�Gebiet. Es hat die Form einesgroÿen, gedru
kten H mit abgerundeten E
ken (vgl. Abbildung 5.6). Auf diesem Gebiet betra
htenwir das Problem:Finde u 2 X, so dass��u(x; y) = 32�2 sin (4�x) sin (4�y) in 
u(x; y) = sin (4�x) sin (4�y) auf �gilt.Die Lösung des Problems ist u(x; y) = sin (4�x) sin (4�y).Man sieht in Abbildung 5.6 eine grobe Zerlegung des Gebietes 
, die Lösung und zwei Feh-lerdiagramme. Der maximale Elementdur
hmesser h fällt von 14 auf 125 . Die erwartete (`H1T `bzw.`L2T `) und die errei
hte (`H1FEM ` bzw.`L2FEM `) Fehlerordnung O(hj) sind darüber geplot-tet (j = 1 für P1�Elemente bzw. j = 2 für isoparametris
he P2�Elemente in der H1�Norm linksund j = 32 bzw. j = 3 in der L2�Norm re
hts).



74 KAPITEL 5. ISOPARAMETRISCHE ELEMENTEDie Besonderheit ist der Bru
h in den Fehlerdiagrammen sowohl bei der H1� als au
h der L2�Norm für P1�Elemente (bezei
hnet in der Legende mit P1a und P1b). Hier fällt der erwarteteFehler von O(h 12 ) auf O(h) bzw. von O(h 32 ) auf O(h2), weil der oben bewiesene E�ekt eintritt.Der Abstand zwis
hen dem Punkt auf dem Rand des Gebietes und dem imaginären Punkt aufder Kantenmitte des linearen Elementes wird so klein, dass die verna
hlässigte Krümmung imGesamtfehler keine Rolle mehr spielt. Die theoretis
hen Fehlerordnungen bzgl. h aus Satz 5.7werden tatsä
hli
h errei
ht.Beispiel 5.10 Zum Abs
hluss folgt no
h ein Problem mit gemis
hten Randformen.Finde u 2 X, so dass��u(x; y) = exy�(x2 + y2 � 2�2) sin (�x) 
os (�y)+2�y 
os (�x) 
os (�y)� 2�x sin (�x) sin (�y)� in 
;u(0; y) = u(1; y) = 0 für alle y 2 [0; 1℄;u(x; 0) = sin (�x) undu(x; 1) = � sin (�x)ex für alle x 2 [0; 1℄ undu(x; y) = sin (�x) 
os (�y)exy auf �imit 
 := f(x; y) 2 [0; 1℄2jx2 + y2 � 14g und �i := f(x; y) 2 [0; 1℄2jx2 + y2 = 14g gilt.Die Lösung dieses Problems ist u(x; y) = sin (�x) 
os (�y)exy. Das Fehlerdiagramm re
hts inAbbildung 5.7 zeigt den zu erwartenden Interpolationsfehler (
H1T `, 
L2T `) und den FEM�Approximationsfehler (
H1FEM `, 
L2FEM `) in H1� und L2�Norm bei einer Re
hnung mit iso-parametris
hen Elementen auf dem Rand � und P2�Elementen im Gebiet 
.

Abbildung 5.7: Lösung und Fehlerdiagramm zu Beispiel 5.10



Kapitel 6Singulär gestörte ProblemeWie in Kapitel 2 s
hon gesehen, tritt bei " nahe 0 eine Veränderung des Problems�"�u+~bru+ 
u = f in 
auf. Die lineare, elliptis
he Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung reduziert si
h zu einer linearen,hyperbolis
hen Di�erentialglei
hung erster Ordnung. Deshalb wird in diesem Kapitel allein derwi
htige grenznahe Fall 0 < "� 1 behandelt.6.1 Stabilisierung in Strömungsri
htung (�Streamline Di�usion�)Man erhält für 0 < " � 1 eine konvektionsdominante Diffusions�Konvektions�Reaktions�Glei-
hung, deren Lösung mit einer konformen Finite�Elemente�Methode wie in Kapitel 3 im Berei
hder dur
h den starken Konvektionsterm neu auftretenden Grenzs
hi
hten oszilliert. Deshalb sta-bilisiert man diese Methode dur
h Addition zusätzli
her Terme, die mit einem Parameter Ægewi
htet sind.Die neue Formulierung enthält den Term PK2Th ÆK(~bruh;~brv). Das ist die mit pÆK gewi
h-tete L2�Norm der Ri
htungsableitung von uh bzw. v in Ri
htung des Vektorfeldes~b. Die Methodeheiÿt �Streamline Di�usion�, weil dur
h den obigen Term künstli
he Di�usion in Ri
htung dessogenannten Strömungsfeldes ~b addiert wird. Die stabilisierte Fassung der elliptis
hen Variati-onsglei
hung (1.39) heiÿt also:Finde uh 2 Xh, so dassaStab(uh; v) = fStab(v) für alle v 2 Xh (6.1)gilt mitaStab(uh; v) := a(uh; v) + XK2Th ÆK(�"�uh +~bruh + 
uh;~brv)K= "(ruh;rv) + (~bruh + 
uh; v)+ XK2Th(�"�uh +~bruh + 
uh; ÆK~brv)K (6.2)75



76 KAPITEL 6. SINGULÄR GESTÖRTE PROBLEMEund fStab(v) := (f; v) + XK2Th ÆK(f;~brv)K= XK2Th(f; v + ÆK~brv)K : (6.3)Dabei istK ein Dreie
k der Zerlegung Th mit h aus (3.1). Die Stabilisierung ist konsistent, weil dieGalerkin�Orthogonalität (1.41) dur
h die Addition von Stabilisierungstermen auf beiden Seitender Variationsglei
hung erhalten bleibt.Im folgenden Lemma 6.1 wird der E�ekt der Stabilisierungsmethode gezeigt. Mit dem Re-sultat des Lemmas 6.1 ist das Lemma 1.21 von Lax�Milgram anwendbar und die stabilisierteVariationsglei
hung (6.1) hat genau eine Lösung.Lemma 6.1 Sei der Parameter ÆK in Abhängigkeit von den Problemdaten auf jedem Teildreie
kso gewählt, dassÆK = 0 für " � k
k2L1(K) h2K
inv
0ÆK � 
02 k
k2L1(K) für 0 < " < k
k2L1(K) h2K
inv
0 (6.4)mit 
inv aus (3.3) und 
0 aus (2.7) gilt.Dann ist aStab(�; �) Xh�elliptis
h, d.h. es giltaStab(v; v) � C0 jjjvjjj2 (6.5)mit C0 = 1� 1p2 undjjjvjjj := �" jvj21;
 + XK2Th ÆKk~brvk20;K + 
0 kvk20;
 � 12 : (6.6)Beweis : Für v 2 Xh gilt mit den Unglei
hungenab � 12� 1p2a2 +p2b2� (6.7)"ÆK < h2K2
inv (6.8)na
h (6.4) und der inversen Unglei
hung (3.3)��� XK2Th ÆK(�"�v + 
v;~brv)K��� � � XK2Th "2ÆK k�vk20;K � 12� XK2Th ÆKk~brvk20;K� 12+� XK2Th "ÆK k
vk20;K � 12� XK2Th ÆKk~brvk20;K� 12



6.1. STABILISIERUNG IN STRÖMUNGSRICHTUNG (�STREAMLINE DIFFUSION�) 77(6:7)� 12� 2p2 XK2Th ÆKk~brvk20;K +p2"2 XK2Th ÆK k�vk20;K+p2 XK2Th ÆK k
vk20;K �(6:8)� p22 � XK2Th ÆKk~brvk20;K + "2
inv XK2Th h2K k�vk20;K+ XK2Th 
02 k
k2L1(K) k
k2L1(K) kvk20;K �(3:3)� 1p2� XK2Th ÆKk~brvk20;K + " jvj21;
 + 
0 kvk20;
 � (6.9)und damitaStab(v; v) = a(v; v) + XK2Th ÆK(�"�v +~brv + 
v;~brv)K(2:8)� " jrvj21;
 + 
0 kvk20;
 + XK2Th ÆK h(�"�v + 
v;~brv)K + k~brvk20;Ki(6:9)� C0 jjjvjjj2 : �Bei der Approximation der Lösung mit (6.1) erhält man eine verbesserte Fehlerabs
hätzung. Dasfolgende Lemma s
hätzt den Fehler der stabilisierten Variationsglei
hung gegen den Fehler derApproximation auf dem diskreten Raum Xh ab. Dabei wird die Wahl des Parameters ÆK fürjedes Dreie
k K 2 Th spezi�ziert.Lemma 6.2 Seien u die Lösung der stabilisierten Variationsglei
hung (6.1) und uh die Lösungder Variationsglei
hung (1.39). Dann gilt für u 2Wk+1;2(
) mit einer Konstanten C > 0jjju� uhjjj � Chk+ 12 jujk+1;
 :Beweis : Im folgenden Beweis wird die Konstante C > 0 in jedem S
hritt entspre
hend ange-passt. Zuerst erhält man mit der Dreie
ksunglei
hungjjju� uhjjj � jjju��T ujjj+ jjj�T u� uhjjj : (6.10)Dabei ist �T der Interpolationsoperator aus Satz 3.15.



78 KAPITEL 6. SINGULÄR GESTÖRTE PROBLEMEAls erstes betra
htet man den zweiten Summanden von (6.10) genauer.C0 jjj�T u� uhjjj2 � aStab(�T u� uh;�T u� uh)(1:41)= aStab(�T u� u;�T u� uh)= "Z
r(�T u� u)r(�T u� uh)dx (6.11)+Z
[~br(�T u� u) + 
(�T u� u)℄(�T u� uh)dx (6.12)+ XK2Th ÆK(�"�(�T u� u) + 
(�T u� u);�T u� uh)K : (6.13)Im folgenden werden die drei Summanden (6.11), (6.12) und (6.13) getrennt abges
hätzt."Z
r(�T u� u)r(�T u� uh)dx � p" j�T u� uj1;
 jjj�T u� uhjjj(3:21)� Cp"hk jujk+1;
 jjj�T u� uhjjj ;Z
[~br(�T u�u)+
(�T u�u)℄(�T u�uh)dx= Z
(
�r �~b)(�T u� u)(�T u� uh)dx� Z
(�T u� u)~br(�T u� uh)dx� k
�r �~bkL1(
) k�T u� uk0;
 k�T u� uhk0;
+ k�T u� uk0;
 k~br(�T u� uh)k0;
� "� XK2Th k�T u� uk20;K � 12 + � XK2Th Æ�1K k�T u� uk20;K � 12# jjj�T u� uhjjj(3:19)� Chk� XK2Th(1 + Æ�1K )h2K juj2k+1;K � 12 jjj�T u� uhjjj��� XK2Th ÆK��"�(�T u�u)+~br(�T u�u)+ 
(�T u�u);~br(�T u�uh)�K���(3:19)� C XK2ThpÆK("hk�1K + k~bkL1(K)hkK + k
kL1(K) hk+1K ) jujk+1;K�pÆKk~br(�T u� uh)k0;K(3:1)� Chk� XK2Th ÆK("2h�2K + k~bk2L1(K) + k
k2L1(K) h2K) juj2k+1;K � 12�� XK2Th ÆKk~br(�T u� uh)k20;K� 12(6:8)� Chk� XK2Th("+ ÆKk~bk2L1(K)) juj2k+1;K � 12 jjj�T u� uhjjj :



6.1. STABILISIERUNG IN STRÖMUNGSRICHTUNG (�STREAMLINE DIFFUSION�) 79Zusammengefasst ergibt si
h daraus die Abs
hätzung:jjj�T u� uhjjj � Chk"p" jujk+1;
+ � XK2Th(1 + Æ�1K )h2K juj2k+1;K � 12 + � XK2Th("+ ÆK) juj2k+1;K � 12#(3:22)� Chk� XK2Th("+ h2K + h2KÆK + ÆKk~bk2L1(K)) juj2k+1;K � 12 :Ans
hlieÿend bere
hnet man eine Abs
hätzung für den ersten Summanden aus (6.10).jjju��T ujjj2 = " ju��T uj21;
 + XK2Th ÆKk~br(u��T u)k20;K + 
0 ku��T uk20;
(3:19)� C2 XK2Th("h2kK + 
0h2(k+1)K + ÆKk~bk2L1(K)h2kK ) juj2k+1;K(3:1)� C2h2k XK2Th("+ h2K + ÆKk~bk2L1(K)) juj2k+1;K :Dann folgt für (6.10)jjju� uhjjj � Chk� XK2Th("+ h2K + h2KÆK + ÆKk~bk2L1(K)) juj2k+1;K � 12 :Jetzt benötigt man eine lokale Abs
hätzung für ÆK . Dazu approximiert manh2KÆK � ÆKk~bk2L1(K): (6.14)Mit der lokalen Pe
let�Zahl PeK := hKk~bkL1(K)=" unters
heidet man zwei FälleÆK � hKk~bkL1(K) falls PeK � 1 (6.15)ÆK � h2K" falls PeK � 1: (6.16)Dann ergibt si
h die Behauptung mit"+ h2K + h2KÆK + ÆK � "+ k~bkL1(K)hK + h2K � ChK ; (6.17)(3.1) und (3.22). �



80 KAPITEL 6. SINGULÄR GESTÖRTE PROBLEME6.2 Numeris
he ExperimenteBeispiel 6.3 (Konvektionsdominanter Fall)In Beispiel (3.19) ändert man " = 1 zu " = 10�10, den Konvektionsterm ~b = ~0 zu ~b = (�y; x)Tund passt f entspre
hend an die Lösung des Problems u = sin (�x) sin (�y)e�xy an, die ihrerseitsin C1(
) liegt und ni
ht von " abhängt. Dann lautet der Term f der re
hten Seitef(x; y) = e�xy�"�(2�2 � y2 � x2) sin (�x) sin (�y) + 2�[x sin (�x) 
os (�y)+y 
os (�x) sin (�y)℄�� y sin (�y)[� 
os (�x)� y sin (�x)℄+x sin (�x)[� 
os (�y)� x sin (�y)℄	:In Abbildung 6.1 sieht man links das Fehlerdiagramm der ni
ht stabilisierten, konformen Finite�Elemente�Methode. Re
hts ist das Fehlerdiagramm der FEMLAB�Lösung mit der implementier-ten Stabilisierung 
sd` zu sehen. Beide Fehlerdiagramme sind analog zum Fehlerdiagramm re
htsin Abbildung 3.9 aus Beispiel 3.19 erzeugt.
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H1 k−ErhöhungAbbildung 6.1: Approximationsfehler in der L2� und H1�Norm des konvektionsdominanten Bei-spiels 6.3 mit und ohne �Streamline Di�usion� (SD)Auf den folgenden Seiten sieht man in den Abbildungen 6.2 und 6.3 die erwarteten Konver-genzen in der L2�Norm hk+1 und der H1�Norm hk für Elemente der Ordnungen k = 1; : : : ; 6(P1�P6�Elemente). Vergli
hen werden diese mit den in FEMLAB jeweils errei
hten Konvergenzenzuzügli
h einer multiplikativen Konstanten für das Problem aus Beispiel 6.3. Dabei wurde h von12 bis zu 132 verfeinert. Abbildung 6.2 zeigt die ni
ht stabilisierte Finite�Elemente�Methode, inAbbildung 6.3 die mit �Streamline Di�usion� stabilisierte Finite�Elemente�Methode aus FEM-LAB. Diese Fehlerdiagramme sind verglei
hbar mit der Abbildung 3.8 zu Beispiel 3.19.In FEMLAB ist die �Streamline Di�usion��Methode implementiert mit freier Wahl des Parame-ters Æ. Man aktiviert die Methode im Aufruf des FEMLAB�Lösers als Parameter.fem.sol=femlin(fem,'sd','on'); % Löser mit Stabilisierung mit delta=1



6.2. NUMERISCHE EXPERIMENTE 81Dadur
h wird die Standard�Testfunktion v zu v+ Æ~brv verändert. Man kann au
h statt des `on`einen anderen Zahlenwert als 1 für Æ angeben.Die Programmierung der Ausgabe von Diagrammen wie in Abbildung 6.3 erfolgt so:h=[1/2 1/4 1/8 1/16 1/32℄; % die maximalen Element-Dur
hmesserk=[1 2 3 4 5 6℄; % die Ordnung der Elementefor j=1:length(k)for i=1:length(h)%--------------------------------------------------------------------------% Hier werden jeweils die Abs
hnitte II,III und IV eingefügt%--------------------------------------------------------------------------gloes = fun2grid(fem2D,'fProbe(x,y)');% eigene Funktion,die die Lösung% an den von FEMLAB generierten Punkten des% Gebietes Omega mit der Lösungsfunktion% 'fProbe(x,y)' bere
hneterrL2(i)=L2Norm(fem2D,gloes);% Fehler in der L2-Norm (eigene Funktion)errH1(i)=H1Norm(fem2D,gloes);% Fehler in der H1-Norm (eigene Funktion)end;subplot(3,2,j),loglog(h,h.^(k(j)+1),'k-o'), % theoretis
he L2-Fehlerordnunghold on,loglog(h,h.^(k(j)),'k-s'), % theoretis
he H1-Fehlerordnungloglog(h,errL2,'k-x'), % errei
hte Fehlerordnung in L2loglog(h1,errH1,'k-*'), % errei
hte Fehlerordnung in H1legend('L2_{T}','H1_{T}','L2_{FEM}','H1_{FEM}',4);title(str
at('P_{',num2str(k(j)),'}-Elemente')),hold off;end% Befehle:% length(): liefert die Länge eines Vektors oder die gröÿte Dimension% einer Matrix.% Befehle für die Grafikausgabe:% loglog: doppelt logarithmis
her Plot% hold on: bis zum Befehl 'hold off' wird im aktuellen Grafik-Fenster% weitergezei
hnet.% legend: s
hreibt eine Legende zur Grafik, wobei die vers
hiedenen Li-% nien in Farbe und Form in der Reihenfolge ihrer Zei
hnung au-% tomatis
h eingefügt werden.Beispiel 6.4 Wir betra
hten ein Problem auf dem Einheitsquadrat mit einem kreisrunden Lo
h
 := [0; 1℄2 n f(x; y) 2 IR2 : 

�xy�� �0:50:5�

 < 14g:Finde u 2 X, so dass�"�u(x; y) +�11�ru(x; y) = 0 in 
;u(0; y) = 1 für alle y 2 (0; 1℄ und
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84 KAPITEL 6. SINGULÄR GESTÖRTE PROBLEMEu(x; y) = 0 auf � n f(x; y) 2 IR2 : x = 0ggilt.Dabei ist �� := f(x; y) 2 [0; 1℄2 : x = 0 oder y = 0 oder 

�xy�� �0:50:5�

 = 14 für x+ y > 1g der fürden Grenzfall " = 0 wi
htige einströmende Rand.In Abbildung 6.4 stellen die oberen drei Abbildungen die Lösungen für ein zwis
hen 1 und 10�6variiertes " dar, die unteren drei mit dem jeweils glei
hen " die Lösung mit der �StreamlineDi�usion�-Stabilisierung aus FEMLAB.In der ersten Spalte sieht man den für " = 1 di�usionsdominanten Fall, der eigentli
h ni
htstabilisiert werden müsste. Diese Stabilisierung stört aber ni
ht, da sie konsistent ist.Die zweite Spalte zeigt deutli
h die an Wi
htigkeit zunehmende Rolle des Konvektionsterms, denndie unstetigen Randinformationen auf �� werden in das Gebiet hineingetragen und ni
ht mehrgeglättet. Dadur
h entstehen Randgrenzs
hi
hten bei y = 1 für 0 � x � 38 und bei 

�xy���0:50:5�

 = 14für 38 � y � 58 . Auÿerdem bilden si
h zwei innere Grenzs
hi
hten bei x = y für x < 38 und beix+ 12 = y für 38 < x � 12 . Dur
h die Bedingung u(x; 0) = 0 vom Randstü
k y = 0 entstehen keineGrenzs
hi
hten, da die Randbedingung glei
h ist mit dem Wert von u im Inneren des Gebietes.In der dritten Spalte ist das " s
hon so klein, dass ohne Stabilisierung keine vernünftige Lösungmehr errei
ht wird. Die Grenzs
hi
hten werden immer s
härfer, d.h. der Gradient der Lösungwird wesentli
h steiler.

Abbildung 6.4: Beispiel 6.4



Zusammenfassung und Ausbli
kI
h werde in diesem Abs
hnitt ein Fazit aus meinen numeris
hen Ergebnissen ziehen und einenBli
k in die Zukunft wagen, was die Entwi
klung und Weiterentwi
klung von Programmen desTyps FEMLAB zur Lösung von partiellen Di�erentialglei
hungen betri�t.Wenn man die dargestellten Konvergenzresultate für lineare, elliptis
he Di�erentialglei
hungenzweiter Ordnung aus der ausgearbeiteten Theorie und der Praxis in FEMLAB miteinander ver-glei
ht, kann man s
hnell erkennen, dass FEMLAB bereits mit modernen, der aktuellen Theorieentspre
henden Routinen ausgestattet ist. Denn alle theoretis
hen Konvergenzraten werden au
hin FEMLAB errei
ht. Sehr überzeugend stellt dies z.B. die Abbildung 3.8 dar.Man kann den Nutzen bzw. die Funktionalität von Elementen höherer Ordnung in ein paarPunkten festhalten:+ Der Konvergenzfehler nimmt mit steigender Ordnung der Elemente stärker ab als bei Ver-feinerungen mit glei
hem Spei
heraufwand.+ Die Re
henzeit erhöht si
h wie bei einer Verfeinerung. Bei Elementen höherer Ordnungsteigt sie abhängig von der Ordnung der Elemente, die die Stei�gkeitsmatrizen immerdi
hter besetzt. Die Dimension der Stei�gkeitsmatrizen bleibt erhalten.+ Der Spei
herbedarf bleibt relativ gering. Verfeinert man hingegen die Zerlegung, werdendie Stei�gkeitsmatrizen gröÿer und man benötigt mehr Spei
her.+ Gekrümmte Ränder werden von Elementen höherer Ordnung besser approximiert.� Man erhält für Lösungen mit Sprüngen bessere Resultate in der Nähe der Sprünge dur
heine Verfeinerung der Zerlegung. Elemente höherer Ordnung eignen si
h in den glattenBerei
hen der Lösung.Zusammengefasst bedeutet das, dass für spei
hersparende Verfahren grobe Zerlegungen mit Ele-menten hoher Ordnung besser geeignet sind. In FEMLAB merkt man das besonders bei dreidi-mensionalen Geometrien. Denn die Zerlegungen dieser Geometrien benötigen ein Vielfa
hes anSpei
her gegenüber no
h so fein zerlegten zweidimensionalen Geometrien. Der Spei
herbedarfwä
hst no
h stärker, wenn man die dreidimensionalen Zerlegungen au
h nur geringfügig verfei-nert. Die Laufzeit erhöht si
h überproportional, weil diese groÿen Matrizen ni
ht mehr so lei
htvom Hauptspei
her gehandhabt werden können. Deshalb konnte i
h in Kapitel 3 au
h nur einkleines, dreidimensionales Beispiel re
hnen (vgl. Beispiel 3.20).In Kapitel 5 wird neben isoparametris
hen Elementen zur Approximation krummliniger Ränderein ra�niertes, adaptives Verfahren zur Verfeinerung der Gebietszerlegung von FEMLAB einge-setzt, um die dabei verloren gegangene Konvergenzordnung zurü
k zu gewinnen. Dies Verfahren85



86 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKerfüllt alle numeris
hen Anforderungen, die au
h isoparametris
he Elemente leisten, nämli
h dieRü
kgewinnung der alten Konvergenzordnung.Au
h mit der �Streamline�Di�usion��Stabilisierung in FEMLAB kann man zufrieden sein. DieAbbildungen 6.3 und 6.4 in Kapitel 6 zeigen ihren Erfolg deutli
h.Zu bemängeln sind unübersi
htli
he und vor allem ni
ht klar verständli
he Bes
hreibungen zunumeris
h wi
htigen Methoden im Handbu
h [COM01℄ von FEMLAB. Die Themen sind häu-�g ni
ht an einer Stelle übersi
htli
h abgehandelt, sondern auf andere Themen im Handbu
hverteilt. So au
h die laut Handbu
h mögli
he Einarbeitung von Randbedingungen in s
hwa
herForm (vgl. Kapitel 4). Hat man die Erläuterungen an Beispielen ausprobiert, kommen häu�gmathematis
h unverständli
he Ergebnisse heraus. Deshalb habe i
h mi
h im speziellen Fall desKapitels 4 au
h der in Matlab programmierten Routinen Rapins (vgl.[Rap03℄) bedient. Bei ande-ren S
hwierigkeiten habe i
h es dur
h aufwändiges, systematis
hes Ausprobieren dann ges
ha�t,dass FEMLAB seine Routinen ri
htig benutzt. Au
h ist die Befehlssyntax häu�g besser der Hilfeunter 
help` zu entnehmen.Abs
hlieÿend mö
hte i
h zusammenfassen: FEMLAB ist als Computersoftware für Finite�Elemente�Methoden re
ht gut geeignet. Sowohl mit linearen Elementen, als au
h Elementenhöherer Ordnung liefert es gute Ergebnisse für die, in dieser Arbeit behandelten, linearen, ellipti-s
hen Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung. Au
h komplizierte und dreidimensionale Gebietelassen si
h konstruieren. Der Re
henaufwand ist stellenweise no
h etwas zeitintensiv, aber dasändert si
h ho�entli
h mit zunehmend besser entwi
kelten Re
hnern und neuen Versionen desProgramms FEMLAB. Ein S
hritt in nä
hster Zukunft wird es sein, in FEMLAB die Kopplungvon linearen Elementen in Berei
hen von Sprüngen der Lösung mit Elementen höherer Ordnungauf dem glatten Lösungsgebiet zu errei
hen (gemis
hte Methoden).
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