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Einleitung

Um lineare, elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung effektiv zu 16sen, gibt es verschie-
dene Méglichkeiten. Numerisch bietet sich die Methode der finiten Elemente (FEM) an, denn sie
ist der Gebietsstruktur gegeniiber flexibel. Auferdem ist sie relativ einfach zu implementieren
und fiihrt uns die Differentialgleichung auf ein grofes, lineares Gleichungssystem zuriick, mit
dessen Losung sich die Numerische Mathematik schon sehr lange beschéftigt und deshalb schon
diverse, effektive Verfahren entwickelt hat.

Lineare finite Elemente wurden gegeniiber finiten Elementen héherer Ordnung bevorzugt, weil
Elemente hoherer Ordnung wegen des grofien Rechenaufwandes langsamer waren und wegen ihrer
geringen Flexibilitdt gegeniiber Storungen, wie z.B. Singularitdten, die Losung oft schlechter
approximierten. Durch fortschreitende Computertechnik mit gréfseren Speichern und schnelleren
Prozessoren erdffnet sich jedoch die Moglichkeit des direkten Vergleichs mit linearen, finiten
Elementen.

Ziel dieser Arbeit ist es, einerseits einen Uberblick iiber die Theorie linearer, elliptischer Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung zu geben und finite Elemente hoherer Ordnung zur Losung
solcher Probleme heran zu ziehen. Andererseits werden die Mdéglichkeiten und Grenzen des Pro-
grammes FEMLAB in Bezug auf verschiedene Problemdaten und ihre Auswirkungen auf die
Losung erortert. Dabei werden Konvergenzresultate fiir die verschiedenen Problemklassen aus
Theorie und Praxis miteinander verglichen, nachdem die notwendige Anpassung FEMLABs vor-
genommen worden ist.

Zunéchst formuliere ich das Problem allgemein.

Problemstellung

Definition 0.1 Se: ) ein beschrinktes Gebiet. Die lineare, elliptische Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung

Lu := —eAu(z) + b(z)Vu(z) + c(z)u(z) = f(z) in Q€ R" mit x = (r1,...,2,) (0.1)
heifst Diffusions—Konvektions—Reaktions—Gleichung, wobei
e u(x) die Losung der Differentialgleichung,

e —cAu(z) der Diffusionsterm,

o b(z)Vu(z) der Konvektionsterm,
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e c(z)u(x) der Reaktionsterm,
e f(x) die Funktion der rechten Seite und

e Lu der Differentialoperator sind.

Definition 0.2 Q besitze einen Lipschitz—stetigen (z.T. polyedrischen) Rand 0Q =: T'. Die Glei-
chung

u(z) = g(z) auf T. (0.2)

heifit Randbedingung erster Art oder Dirichlet—Randbedingung mit g(x) als Funktion der
Randwerte von u. Fir g(x) = 0 bezeichnet man die Randbedingungen als homogen. Andernfalls
werden sie als inhomogen bezeichnet.

Definition 0.3 In Kombination heiflen die beiden Gleichungen (0.1), (0.2) Dirichlet—Rand-
wertproblem.

Bemerkung 0.4 In den theoretischen Betrachtungen taucht der Reaktionsterm c(x)u(z) mit
c(z) > 0 der Vollstindigkeit halber auf. Alle Anwendungsbeispiele werden aber mit c¢(z) = 0
gerechnet.

Im ersten Kapitel sind wichtige mathematische Grundlagen kurz zusammengestellt. Fiir die Be-
weise der meisten Satze wird auf die Standardliteratur zu diesem Thema verwiesen.

Im zweiten Kapitel wird fiir unterschiedliche Problemdaten das Lésungsverhalten des Rand-
wertproblems (0.1), (0.2) betrachtet. Wir iiberfithren es dazu in eine schwache Formulierung und
untersuchen die Regularitdt der Losung des dquivalenten, schwachen Problems.

Kapitel 3 befasst sich mit Finite-Elemente—-Methoden fiir lineare, elliptische Differentialglei-
chungen. Dabei wird vor allem auf die Einsetzbarkeit finiter Elemente hoherer Ordnung fiir die
Problemstellung eingegangen. FEMLAB, als Erweiterung von Matlab speziell fiir die Losung
von partiellen Differentialgleichungen (PDE) mit Finite-Elemente-Methoden entwickelt, wird
zur numerischen Losung der Probleme genutzt.

In den Kapiteln 4, 5 und 6 werden speziell erweiterte Randwertaufgaben aufgegriffen.
In Kapitel 4 wird der Fall homogener Dirichlet-Randbedingungen auf den Fall inhomogener
Dirichlet-Randbedingungen und gemischter Randbedingungen erweitert. Die Randbedingungen
werden dabei in schwacher Form in die Variationsformulierung eingearbeitet. Aufserdem wird das
Diffusions—Konvektions-Reaktions—Problem auf das Poisson—Problem eingeschréinkt.

In Kapitel 5 wird der stiickweise polyedrische Rand auf Lipschitz—stetige Kurvenstiicke erwei-
tert und die Finite-Elemente-Methode mittels isoparametrischer, finiter Elemente daran ange-
passt.

Das singulér gestorte Problem aus Kapitel 2 wird in Kapitel 6 numerisch erfasst, stabilisiert
und mit FEMLAB berechnet und visualisiert.



Kapitel 1

Grundlagen

Im ersten Teil dieses Kapitels werden in zwei Abschnitten Funktionenrdume und Normen fiir
die Finite-Elemente-Theorie bereitgestellt. Im zweiten Teil werden die Losbarkeit von Varia-
tionsgleichungen mittels der Lax—Milgram—-Theorie und eine konforme Approximation mittels
Galerkin-Methode vorgestellt.

1.1 Funktionenraume

Hier werden R&ume zur Losung von linearen, elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
eingefithrt. Es hat sich gezeigt, dass Lebesgue-Raume bzw. Sobolev—R&ume dafiir geeignet sind.
Riume stetig differenzierbarer Funktionen

Wir betrachten stets ein beschréinktes Gebiet Q mit Lipschitz—stetigem Rand 92 =: T'. Die
Menge der stetigen Funktionen auf €2 ist C(2).

Definition 1.1 Set m € INy. Die Menge der m—fach auf S stetig differenzierbaren Funktionen
heifit

C"(Q):={v:Q—= IR: D% € C(Q) fir alle o mit |a| < m}. (1.1)
Dabei ist « = (aq,...,0yp) ein Multiindex der Linge |a| = a3 + -+ + ay,.
Dann ist

C™(Q) :={v € C™(Q) : D*v stetig fortsetzbar auf JQ fiir alle a mit [a] <m} (1.2)
mit der Norm

||1)Hcm(§) = \g\lgfz rq?e%{ \D%(z)| fiir v € C™(Q) (1.3)

ein Banach-Raum.
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Definition 1.2 Seien 0 < s < 1 und m € INg. Der Hélder-Raum C™*(Q) ist dann die Menge

der Funktionen v € C™(Q), die

< o0 (1.4)

D (z) — D (y)|
[olloms@y = Iolen + 3 sup 10—
‘a‘:mz,yGQ T Y
TFY

erfillen.

Ist Q kompakt, so ist C™*(Q2) mit der Norm (1.4) ein Banach-Raum.

Definition 1.3 Die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tri-
ger in  wird definiert als

Co°(Q2) = {v € C™(Q) : suppv € Q}. (1.5)
Dabei ist supp die Bezeichnung fir einen kompakten Trdger. Ein abgeschlossener Unterraum wird

mit € bezeichnet.

Lebesgue—R&aume
Im folgenden Abschnitt seien p,q € IR U {oo} mit 1—1) + % =1und 1 <p,q < 0.
Definition 1.4 Sei 1 < p < oco. Dann definiert man Lebesgue—R&dume

LP(Q):={v: Q= R: /Q w(z) P dz < oo} (1.6)

als die Menge aller Aquivalenzklassen messbarer Funktionen, wobei

1
Iolog = Il i= ([ 1o ds)” <oc (17)
die zugehorige Norm darstellt. Fir p = oo wird
L*®(Q) :={v: Q — IR messbar : 3IM < oo mit |v(z)| < M fast iberall in Q}
mit der Norm
[Vl gee () = ess max w(z)| :=inf M
die Menge aller Aquivalenzklassen wesentlich beschrinkter Funktionen definiert.

Satz 1.5 Die LP(Q)-Raume, 1 < p < oc, sind mit der zu p passenden Norm Banach—Riume.

Beweis : vgl. [Alt99], Satz 1.17 bzw. Lemma 1.13. O

Bemerkung 1.6 Durch
(v, w) :=/v(x)w(x)dx (1.8)
)

wird ein Skalarprodukt definiert, das die |||y 5 o-Norm induziert. Damit ist der Banachraum
L2(Q) ein Hilbertraum.
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Sobolev—Raume

Um partielle Differentialgleichungen behandeln zu koénnen, ist die Definition verallgemeinerter
Ableitungen und die Einfithrung von Sobolev-R#&umen wichtig.

Definition 1.7 FEine Funktion w heiffit verallgemeinerte Ableitung D%v von v, wenn

/Qw(m)go(x)dw = (=1)l /Qv(m)Do‘go(m)dm fir alle p € C3°(Q)
gilt.
Definition 1.8 Die Rdiume
WH(Q) = {v € LP(Q) : [|v]]; 0 < o0}, (1.9)

mit | € INg und der Norm

=

Il = [olwis = ( 3 100 @hq )" firl <p<oo (1.10)
|| <1
bzw.
vl wies ) == Y 1(D%0) (@) Loo fiir p = oo
|| <1

heifen Sobolev—Réume. Fiir | =0 ist es der Raum LP(Q).

Bemerkung 1.9 Ist p = 2, werden die Riume W"2(Q) auch mit H(Q) bezeichnet. Mit dem
Skalarprodukt

(0, w) = /Q (X (0" (@) (D"w) (@) do (1.11)

laf <l

werden sie zu Hilbertrdaumen. Oft ldsst man bei p = 2 den Index in der Norm—Bezeichnung weg

(M 20 = Il0)-

Sobolev-Réume lassen sich unter bestimmten Voraussetzungen ineinander einbetten. Dazu ist
folgende allgemeine Definition hilfreich.

Definition 1.10 Seien X und Y normierte Riume. Dann heifit die Einbettung X — Y ste-
tig, wenn eine Konstante C > 0 existiert mit ||v||y < C'||v|y fir alle Funktionen v € X. Die

FEinbettung ist zusdatzlich kompakt, wenn der Einbettungsoperator I € L(X,Y) mit lv = v fir
alle v € X kompakt ist.

Fiir Sobolev-Raume gilt nach [Ada75], Theorem 5.4, der Sobolev’sche Einbettungssatz:

Satz 1.11 Sei Q C IR", n = 2,3, ein Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand, 1 < p < oo und
I € INy gegeben. Dann gibt es folgende stetige Einbettungen:
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1. Wenn 0 <Ip < n ist, dann gilt fiir p* = nilzp

WP (Q) — LP'(Q). (1.12)
2. Wenn lp = n ist, dann gilt fiir ¢ mit p < q < o0

WP (Q) — LI(Q). (1.13)
3. Wenn lp > n ist, dann gilt

WP (Q) — CO(Q). (1.14)

Bemerkung 1.12 Der Abschluss des Raumes C$°(Q) beziiglich der W2-Norm ist der Raum
W2 (Q) bzw. H(Q).

Neben den Sobolev—Normen ||-[|; , o benétigt man auferdem die Sobolev—Halbnormen
1
\v\l’p’g = / ( Z |(D%v)(z)|” da:) i firl <p<oc (1.15)
2% o=t
und
Vo= 3 1Dy fir p = oo, (1.16)
llall; =

Definition 1.13 Sobolev—Slobodeckij—Riume sind Sobolev-Riume W*P(Q) mit einem ra-
tionalen s =k + 8 mit k € INy und B € (0,1) C IR. Sie werden definiert als

WHP(Q) == {v € WEP(Q) - [[0]lyys(q) < 00} (1.17)

mit den Normen

=

Plwor@ = (1015 + [ohyes )’

— |Du(z) — Du(y)|”
[Vlwer@) = <Z /Q/Q g W
|a|=k

fiir 1 < p < oo. Analog erfolgt die Definition fiir p = oo. Dabei ist n die Dimension des Raumes
R™.

8=

Bemerkung 1.14 Die Sobolev—Slobodeckij—Rdume sind vollstindig beziglich ihrer Norm. Au-

Perdem ist W*P(Q) stetig in C(Q) eingebettet, falls s > n/p ist (vgl. [AdaT5], 7.36 und 7.52).



1.1. FUNKTIONENRAUME 7

Norm-Abschatzungen
Es gilt nach Definition der Halbnorm
V0 < ol 0 fiir alle v € WHP(Q) und k,1 € INg mit 0 < k < [. (1.18)

Nach unten lésst sich die Halbnorm fiir £ = 1 mit der Friedrichs’schen Ungleichung abschiit-
zen:

Lemma 1.15 Sei Q2 C IR" ein beschrinktes Gebiet. Dann existiert eine Konstante cp > 0, so
dass

[vllg.0 < erlvlyg fir alle v € Wé’Q(Q) (1.19)
gilt.

Beweis : Da der Raum C{°(€2) nach Bemerkung 1.12 dicht im Wé’2(Q) liegt, reicht es, den
Beweis fiir Funktionen v € C§°(Q2) durchzufithren. Wegen der Beschrianktheit kann man € als
Teilmenge eines n—dimensionalen, offenen Wiirfels W := {z = (z1,...,2z,) : —s < z; < s} mit
der Kantenldnge 2s annehmen. Auferhalb von Q, also in W\ Q, sei v = 0. Dann folgt

)
(1,29, ..., Tp) = v(—s,xg,...,a:n)-l-/alv(t,a:g,...,xn)dt
=0, da veC (Q2) -

1
= /alv(t,xg,...,xn)dt.
)
Mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung erhélt man
1 1
(@)’ < /12dt/81v(t,x2,...,xn)2dt.
Zs s

Jetzt vergrofsert man die rechte Seite, indem man nicht nur bis z;, sondern bis zum Rand s in
z1-Richtung integriert. Dann ist

w(z)]? < (2 +s)/|8lv(t,3:2,...,zz;n)|2dt.

Anschliefsend wird die ganze Gleichung nach x; integriert. Da das Integral der rechten Seite von
z1 unabhéngig ist, gilt

S S S
/v(x)|2dm1 < /(m1+s)dm1/81v(x)2dx1.
-5 —s -5

=252
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Schliefslich integriert man iiber die anderen Koordinaten xo, ..., z, und erhilt
2 2 2 2
ol = [ @) <22 [ o) ds < e ol
w w

Jetzt zieht man noch die Wurzel und erhélt die Behauptung. O

Die Sobolev-Halbnorm ist also dquivalent zur Sobolevnorm. Es gilt somit

[Wloo < llvllig < \/1+chlvhg < y\/T+cglvlig- (1.20)

1.2 Fortsetzbarkeit von Funktionen auf den Gebietsrand

Als niichstes betrachtet man die Fortsetzbarkeit von Funktionen v € WP(Q) auf den Rand T.
Die Werte der Funktionen auf dem Rand konnen bei geeigneten Voraussetzungen sinnvoll sein.
Dazu definiert man eine Spurabbildung.

Satz 1.16 Sei I' Lipschitz—stetiger Rand von  und 1 < p < oo. Dann ¢ibt es genau eine stetige
lineare Abbildung

5 : WhP(Q) — LP(D), (1.21)

s0 dass 4(v) = v|r fiir alle v € WHP(Q) N C%(Q). 4 heifit Spuroperator oder Spurabbildung.
Auferdem existiert fiir p = 2 eine Konstante ¢ > 0, so dass

I3 @)llor <clloll g fir allev e WH(Q) (1.22)
gilt.

Beweis : siehe [AdaT5]|, 5.22. O

Es lassen sich Funktionenrdume iiber den Rand T" definieren. Der wichtigste ist
H2(T') = {w € L) : 3v € HY(Q) mit w = 4(v)} (1.23)
mit der Norm

lwlly = llwllgy ) = nf{llvll g v e H'(Q),w =4(v)}. (1.24)

Der zu Hz (T") gehoérende Dualraum heift H @ (T'), das ist die Menge der stetigen linearen Funk-
tionale auf H%(I‘) mit der Norm

loll_sp = llgll_s = sup (9.0) e g e H 3 (), (1.25)
' IO R O T
weH?2 (T) 27

wobei

(,-):H 3(T) x H2(T) > R (1.26)
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das duale Produkt ist. )
Fiir Funktionen v € H' () mit Av € L2(9) gilt: g—z € H 2(I') und

H o0v
on
Eine ausfiihrlichere Behandlung der Fortsetzung von Funktionen auf den Gebietsrand findet man
in [Lio68], Abschnitt 9.

L SO (Iolia+ 18vlg) (1.27)

1.3 Losbarkeitstheorie von Lax—Milgram

In diesem Teil der Arbeit wird die fiir die Losbarkeit von elliptischen Variationsgleichungen
fundamentale Theorie vorgestellt. Das Dirichlet-Randwertproblem (0.1), (0.2) wird mit Hilfe
dieser Theorie spéater auf Losbarkeit untersucht.

Im folgenden sei X ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-) und der induzierten Norm
|-llx = +/(-,+). Dann heift X* = £(X, IR) der zugehérige Dualraum mit der Schreibweise

(f,v) = f(v) fiir f € X* und alle v € X. (1.28)

Aus der Symmetrie des Skalarproduktes erhélt man die folgende Form des Riesz’schen Dar-
stellungssatzes.

Lemma 1.17 Sei X ein reeller Hilbertraum. Dann existiert zu jedem Funktional f € X* ein
eindeutig bestimmtes Element u € X, so dass

flv) = <f,v> = (u,v) fiir alle v € X (1.29)

gilt. Der Riesz’sche Darstellungs—Operator R : X* — X mit f — w st linear, bijektiv und
1sometrisch.

Beweis : siehe [Lub02], Lemma 6.1. O

Wie fiir Linearformen ergibt sich analog eine Darstellung fiir Bilinearformen als Folgerung aus
Lemma 1.17.

Lemma 1.18 Fs gibt genau einen beschrankten Operator A = L(X,X*), so dass
a(u,v) = (Au,v) fir alle u,v € X. (1.30)
gilt.
Im folgenden betrachtet man die Variationsgleichung:
Finde u € X, so dass fiir die Bilinearform a(-,-) und die Linearform f(-)
a(u,v) = f(v) fiir alle v € X (1.31)

gilt.

Es gibt nach dem folgenden Lemma 1.21 fiir die Variationsgleichung eine eindeutige Losung im
Raum X.

Dazu werden Bedingungen an a(-,-) und f(-) gestellt:



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
Definition 1.19 (i) Die Bilinearform a(-,-) : X x X — IR ist stetig, wenn eine Konstante
M > 0 existiert mit

la(u,v)| < M ||lul|x ||v|lx fir alle u,v € X. (1.32)

(i1) Die Linearform f(-) : X — IR ist stetig, wenn eine Konstante C > 0 existiert mit

If(v)] < Cvllx fir alle v € X. (1.33)
(13i) a(-,-) ist X—elliptisch, wenn eine Konstante v > 0 existiert mit
a(v,v) > |v]% fir alle v € X. (1.34)

Bezeichnung 1.20 Ist die Bilinearform (-,-) X-elliptisch, wird die Variationsgleichung (1.51)
auch als elliptische Variationsgleichung bezeichnet.

Lemma 1.21 (Lax—Milgram) Die Bilinearform a(-,-) und die Linearform f(-) seien im Hil-
bertraum X stetig. Auferdem sei a(-,-) X—elliptisch. Dann besitzt die elliptische Variationsglei-
chung (1.31) genau eine Losung.

Beweis : Wegen der Stetigkeit von af(-,-) existiert ein Funktional A : X — X* mit Au(v) =
a(u,v) fiir alle v € X und ein beliebiges u € X. Das Funktional ist linear und stetig, denn

Au(avy + fve) = a(u, vy + Bug)
= aa(u,v1) + Ba(u, v9)
= aAu(v) + fAu(ve) fiir alle v1,v9 € X und o, § € IR,
[Au(v)] = [a(u,v)]

< Mullx flvflx -

Daraus ergibt sich

O p———

p < M Jluflx < oc.
v£0 ||UHx

Also ist Au wohldefiniert.
Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz (1.17) existiert fiir ein ¢ € X* genau ein R¢ € X, so
dass ¢(v) = (R¢,v) fiir ein v € X gilt. Gesucht ist damit ein v € X mit

Au = f in X* (1.35)
RAu = Rf in X. (1.36)

Um letztere Gleichung zu 16sen, betrachtet man die Abbildung T : X — X mit
Tv:=v— p(RAv — Rf) (1.37)

und einem p # 0, das so gewihlt wird, dass T kontrahierend ist. Dann gibt es nach dem Ba-
nach’schen Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen genau ein u € X mit

Tu=u— p(RAu — Rf) = u, (1.38)
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d. h. RAu— Rf =0.
Es muss also noch die Existenz des p # 0 gezeigt werden. Dazu betrachtet man ein v € X mit
v := v1 — vo. Dann gilt

1T — T % — lor — p(RAv — Rf) — vz + p(RAvs — Rf)| %

MR o — p(RAv)
= lolx = 20(RAv,v) + p* | RAvllx

. A
Pt R )% — 2pa(v,v) + pPa(v, RAv)

(1.32)(1.34) ) ) )
< [vllx =207 [lvlx +p"M|v]lx  |RAv[x
——

<[[Av||x« <M||v]|x
2
v]x (1 —2py + p*M?)
= L? vy — vallk -

Bestimme p > 0 so, dass L < 1 ist, denn dann ist T kontrahierend.

1—2py+p?’M?* < 1

& p(pM* —2y) < 0
2y
= 0 < p < W
Damit ist das Lemma bewiesen. O

1.4 Konforme Galerkin—Approximation

In diesem Abschnitt wird zur numerischen Losung von elliptischen Variationsgleichungen die
Variationsgleichung (1.31) im unendlich dimensionalen Hilbertraum X durch ein lineares Glei-
chungssystem im endlich dimensionalen Raum Xj approximiert, das sich numerisch auf viele
Arten effizient 16sen ldsst. Man spricht von einer konformen Approximation, wenn X; C X
gilt.

Definition 1.22 Seien a(-,-) und f(-) aus (1.31) gegeben. Dann bezeichnet man die elliptische
Variationsgleichung
Finde up, € X}, so dass

a(up,v) = f(v) fir alle v € Xy, gilt . (1.39)
als Ritz—Galerkin—Verfahren der elliptischen Variationsgleichung (1.81).

Eine Abschétzung des Fehlers zwischen der Losung auf dem Raum X und der Losung auf dem
Raum X C X liefert das nichste Lemma.

Lemma 1.23 (Cea) Sei a(-,-) die stetige und X -elliptische Bilinearform aus (1.31). Dann sind
fiir jedes f(-) aus (1.31) die elliptischen Variationsgleichungen (1.81) und (1.39) eindeutig losbar
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nach Lemma 1.21. Fir die Losungen u € X bzw. up € Xy, gilt dann die Abschdtzung
M
lu —up|| < — inf |jJu— v (1.40)
Y veXy,
mit den Konstanten M aus (1.32) und vy aus (1.54).
Beweis : Es gilt nach Voraussetzung
a(u,v) = f(v) = a(up,v) fiir alle v € X,
denn X; C X. Umgeformt ergibt das

a(u —up,v) =0 fiir alle v € Xy, (1.41)

die sogenannte Galerkin—Orthogonalitit. Es folgt

Yl —unll® < alu—up,u—up)
eXy
—
= a(u—up,u—v)+alu—upv—up)
=0 na;}lr(l.41)
< M||u— up|l ||lu— o] tiir alle v € X,

Nach Division durch v |[|Ju — up|| # 0 erhélt man
M
lu —upl| < —[Ju — v fiir alle v € X,
v

und damit die Behauptung. O

Man kann eine Beziehung zwischen (1.39) und einem linearen Gleichungssystem herstellen.
Sei B := {¢;}?_, eine Basis des Raumes X;. Dann lésst sich jedes v € X}, als eine Linearkombi-
nation

n
v = Zvigbi mit 7 = (vy, ... ,vn)T e IR" (1.42)
i=1

darstellen. Man definiert

a(dj. ¢i) = ay, (1.43)
A = (ay)}_s € R, (1.44)
up, = Zuhlgbl mit ij, = (up1, ..., up) € R" und (1.45)
=1
fi = f(é) mit f = (f1,...,f»)" € R". (1.46)

Lemma 1.24 Das Ritz-Galerkin-Verfahren (1.39) ist dquivalent zu dem linearen Gleichungs-
system

—

Aiiy, = f. (1.47)
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Beweis : Da a(-,-) und f(-) linear sind, folgt die Aquivalenz, wenn man fordert, dass

a(un, ¢i) = f(¢i) fiir alle ¢; € B (1.48)

gilt. Mit (1.43)-(1.46) erhdlt man
n n
a(up, &) = Y unjalds, ¢i) = > aijun; = f(¢i) fiir alle 2 € {1,...,n}.
=1 =1

Damit ist alles gezeigt. O

Bezeichnungen 1.25 Die Matriz A heifit Steifigkeitsmatrix. Die Funktionen in der ersten
Komponente der Bilinearform a(-,-) fir uy heifflen Ansatzfunktionen, in der zweiten Kompo-
nente von a(-,-) stehen Funktionen fir v, die Testfunktionen. Die Matriz A ist fir Ansatz—
und Testfunktionen mit kleinem kompaktem Triger diinnbesetzt, d.h. sie hat wenige von 0
verschiedene FEintrage.

Das lineare Gleichungssystem ist losbar, denn die Bilinearform a(-,-) vererbt mit ihrer X-—
Elliptizitdt die wichtige Regularititseigenschaft der positiven Definitheit auf die Steifigkeits-
matrix A. Diese garantiert die eindeutige Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen.






Kapitel 2

Das kontinuierliche Problem

Hier wird zuerst aus dem klassischen der schwache Losungsbegriff fiir lineare, elliptische Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung hergeleitet. Danach iiberfiihrt mam diesen auf elliptische
Variationsgleichungen des Typs (1.31). Anschliefend wird die Regularitidt der Losung erortert.
Zum Abschluss des Kapitels wird das bei 0 < ¢ < 1 auftretende, singulér gestérte Problem der
linearen, elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung betrachtet.

2.1 Klassische und schwache Losung

Definition 2.1 Fir eine lineare, elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung heifit die klas-
sische Formulierung des Randwertproblems mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen im Ge-
biet Q C IR", n = 2,3:

Finde u € C%(Q) N C(Q), so dass

—eAu+bVu+cu =f inQ (2.1)
u =0 aufl (2.2)
gilt. .
Dabei sind ¢ € IRy, b(z) = (bi(z),b2(x),...,bn(x))T € IR", und c(x) > 0 fir alle z =
(x1,22,...,25) € Q und b;,c, f € C(Q) fir allei € {1,...,n}.
Im folgenden wird eine Umformung der klassischen Formulierung in eine schwache Formulie-
rung durchgefiihrt.

Zuerst multipliziert man die Gleichung (2.1) mit einer Funktion v aus dem Raum C{°(£2) und
integriert die Gleichung iiber Q. Dann erhilt man

—8/9Au(x)v(a:)d:1:-I-/Q (g(x)Vu(x)v(fE) -I—c(a:)u(a:)v(x)) dr = /Qf(fp)v(as)da:

In dieser Gleichung integriert man das erste Integral partiell und hat

ou -
6/9Vu(a:)Vu(z)de—6/F%vds+/gb(x)Vu(fE)v($) + c(z)u(z)v(z)dr = /Qf(as)v(fp)dx
=0

15
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Das Integral iiber den Rand T" des Gebietes €2 verschwindet, da v = 0 auf I ist. Man erweitert
den Losungsraum, indem man fiir die Funktionen u,v von C§°(2) auf X := W[IJ’Q(Q) iibergeht,
der den Raum Cg§°(€2) nach Bemerkung 1.12 dicht enthélt. Dann definiert man

a(u,v) := /Q (eVu(:v)Vv(m) + b(z)Vu(z)v(z) + c(;v)u(x)v(x)) dx fiir alle u,v € X (2.3)
und
f(v) = /Qf(:v)v(m)dm fiir alle v € X.  (2.4)

Daraus ergibt sich die Variationsgleichung (vgl. (1.31)).

Definition 2.2 Die schwache oder verallgemeinerte Formulierung von (2.1) mit homoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen (2.2) lautet:
Finde u € X, so dass

a(u,v) = f(v) fiir alle v e X (2.5)
gilt. Dabei ist u € X die schwache Losung von (2.1).

Dass a(-,-) eine Bilinearform und f(-) eine Linearform sind, lasst sich leicht nachrechnen. Im
Fall b(z) = 0 fiir alle z € Q ist a(-,-) sogar symmetrisch. Notwendige Voraussetzungen fiir
a(-,-) und f(-) zur Anwendbarkeit der Theorie von Lax—Milgram aus Kapitel 1 fiir elliptische
Variationsgleichungen werden im nichsten Lemma bewiesen.

Lemma 2.3
(i) Die Bilinearform a(-,-) : X x X — IR ist stetig,
(11) Die Linearform f(-) : X — IR ist stetig,

(iii) a(-,-) ist X—elliptisch, wenn

» N~ Ob;
V-b= L (2 2.6
> g €17(0) 26)
und
1 - . .
c— EV b >co fast dberall in ) (2.7)

mit einer Konstanten cy > 0 gelten.
Beweis :

(i) a(-,-) ist stetig, denn mit Holder— und Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

la(u, )] =

/QSVU(QS)VU(ZE) + b(z)Vu(z)v(z) + c(z)u(z)v(z)dz



2.2. REGULARITAT DER SCHWACHEN LOSUNG 17

- ou
< celuliglvly g+ Z il g,0c (02) Dz [vllo,0 + llellpee @) ulloq 1vllg.0
i=1 Tillo,o
n
ou
2
< (e + el @) lulli o lolh0 + 1oloa [ D 1Bl Ee o) 3=
- ; 97,0
=1 =1
=||b]|2 <July,o<llully,q

< (e 1bll2 + llellpoo o) lullx [[v]lx -

-~

=M

(ii) f(-) ist stetig, denn mit Holder— und Friedrichs—Ungleichung gilt

f@ < Nflloqllvllon
< Cilfllogllvlle
N—_——’
=:C
< Clollx -

(iii) a(-,-) ist X-elliptisch, denn mit partieller Integration des Konvektionsterms und den Vor-
aussetzungen (2.6) und (2.7) folgt

a(v,v) = /QS(VU( 2))? + B(@)Vo(2)v() + c(z)v(z)2dz

1 -
= /8(V’U(:E))2 c(x) dm——/ V- bz dm+§/b(m)v(x)2ds
0 r
|\
=0
1_ -
> e g+ [ (elo) - 5V Fa)la) s (28)
\,_/‘ N % _
> lie >co
£
2 T3 F||v||x+00 03 0
> vk
mit y = min{ﬁ,co}. O

Aus diesen Ergebnissen folgt die eindeutige Existenz einer Lésung der nachweislich X—elliptischen
Variationsgleichung (2.5) mit der Lax—Milgram—Theorie. Es fehlt noch eine Aussage iiber die Re-
gularitit dieser Losung in X = W(l)’Q(Q).

2.2 Regularitit der schwachen Lisung

In diesem Abschnitt werden die nach dem Lax-Milgram-Lemma (1.21) existierenden schwachen
Losungen von (2.5) genauer untersucht. Dabei wird die Frage aufgegriffen, wie regulir diese
Losungen eigentlich sind.
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Man betrachtet dazu das homogene Dirichlet-Randwertproblem (2.1), (2.2). Es gelte fiir die
Koeffizienten

€ € .ZR+,
bj,c € L>(Q) firj=1,...,n
und f € L*Q).

Dann folgt fiir konvexe Gebiete , dass u € W2?2(Q) ist. Das gilt im allgemeinen nicht fiir nicht
konvexe Gebiete, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.4 Die Funktion u(z,y) = u(r, ¢) := r8sin (8¢) mit § := w/¢py, po €]0,2n] und den
Polarkoordinaten r = \/x2 + y? und ¢ = arctan% ist Losung des Problems:
Finde u € X, so dass

—Au = 0 mn €,
u(r,0) = u(r,¢o) =0,

u(0,¢) = 0,

u(R,¢) = R’sin(Be) auf T

gilt.

Dabei ist Q = {(r,¢) : 0 < r < Rund0 < ¢ < ¢g} C IR%. w hat in der zweiten schwachen
Ableitung bei v = 0 eine Singularitit fir T < ¢o < 2w und liegt deshalb nicht in W22(Q) (vgl.
Abbildung 2.1 mit ¢ = 3r).

Differenz aus der LOosung und
Betrag des Gradienten der FEMLAB—Approximation

15

10

RO O

-1 -1 -1 —a1

Abbildung 2.1: Der Betrag des Gradienten von u und der Approximationsfehler bei g = %

Im folgenden werden Aussagen iiber die Regularitit der Losung w auch fiir nicht konvexe Gebiete
getroffen. Dabei miissen stérkere Bedingungen an die Problemdaten gestellt werden. Der folgende
Satz zeigt zunéchst, dass die Losung des elliptischen Randwertproblems (2.1), (2.2) in der Regel
nur lokale Singularitdten hat. In Beispiel 2.4 befindet sich die Singularitéit an der ,einspringenden”
Ecke im Punkt (0]0), ist also lokal.
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Satz 2.5 Sei Q offen und u € WH2(Q) schwache Lisung des homogenen Dirichlet—Problems aus
(2.1), (2.2). Sei m > 0 und fiir die Problemdaten gelte

f e WmQ) (e L2(Q) fiir m = 0),
bj,c € W™TL2(Q) firj=1,...,n. (2.9)

Dann ist u € Wm+2’2(Q), d.h. v € W™22(Q) fir jede offene Teilmenge G C €, dessen

loc

Abschluss G kompakt ist.

Beweis : siehe [Alt99], Satz A 10.2. O

Die lokalen Singularitéten konnen unter den Voraussetzungen des letzten Satzes also héchstens
auf dem Rand ' vom Gebiet 2 liegen. Bekommt der Rand eine zusétzliche Regularitit wie im
néchsten Satz, ist die Losung sogar bis zum Rand glatt.

Satz 2.6 Seien Q offen und beschrinkt, T C C™*t11(Q) der Rand von Q und u € W'2(Q) die
schwache Losung des homogenen Dirichlet—Randwert-Problems aus (2.1), (2.2) mit den Voraus-
setzungen (2.9) gegeben. Dann folgt

u € WmH22(Q), (2.10)

Beweis : siehe [Alt99], Satz A 10.3. O

2.3 Singulir gestorte Probleme fiir 0 < e < 1

Die Losbarkeit des Problems (2.5) ist fiir 0 < ¢ < 1 noch immer mit der Theorie von Lax—
Milgram gegeben. Die Bilinearform af(-,-) aus (2.3) ist fiir ¢ = 0 jedoch nur X-elliptisch, wenn
fiir die Konstante aus (2.7) ¢o > 0 gilt. Unter dieser Voraussetzung ldsst sich dann das Lemma
1.21 anwenden.

In der numerischen Approximations—Losung kénnen bei einer Elliptizitdtskonstanten nahe 0
Oszillationen auftreten, d.h. die numerische Losung wird ungenau in der Ndhe von Spriingen der
Lésung. Sie ist nicht mehr durch den fast verschwundenen Diffusionsterm gegléittetet. Es ist also
eine numerische Stabilisierung erforderlich. Eine mdgliche Variante wird in Kapitel 6 vorgestellt.

Insgesamt beobachtet man fiir 0 < ¢ < 1 ein Losungsverhalten des Problems (2.1), (2.2), das
der Losung der linearen, hyperbolischen Differentialgleichung erster Ordnung

-

b(z)Vw(z) + c(z)w(z) = f(x) (2.11)

dhnelt. Man nennt diese Gleichung auch reduzierte Gleichung. Sie ist linear, weil weder b noch
¢ von der Losung w abhéngen.

Die Theorie zu diesem Problem kann auf die Untersuchung geeigneter Systeme gewdhnlicher
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden.
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Definition 2.7 Das System gewdhnlicher Differentialgleichungen

d T bl(fEla"'axn)
4= 5 (2.12)
Tp bn(z1,...,%n)
und
dw
7 = (@) —clz(s))w(z(s)) (2.13)
heift charakteristisches System von (2.11). Die Losungskurven (z1,...,xn, w) (s) im IR™ x

IR heiflen Charakteristiken von (2.11). Die Projektion (z1,...,7,)" (s) einer Charakteristik
von (2.11) in den (z1,...,%,)Raum heifft Grundcharakteristik.

Fiir die vorliegende lineare, hyperbolische Differentialgleichung sind die Grundcharakteristiken
unabhéngig von der Losung w. Das vereinfacht die Losung von (2.12), wie in den meisten Fallen.
Mehr zum Thema hyperbolischer Differentialgleichungen erster Ordnung findet man in [Lub03],
Kapitel 16. Dort wird auch die Losbarkeit theoretisch abgehandelt.

Abbildung 2.2: Q mit Grundcharakteristiken und Teilrdndern

Um auf das dem Randwertproblem (2.1),(2.2) entsprechende Problem zuriick zu kommen,
braucht man noch geeignete Randbedingungen. In der Regel kann man diese nur einem Teil des
Randes T' auferlegen. Es ist daher sinnvoll, den Rand beziiglich dem Verlauf der Charakteristiken
von (2.11) in die Abschnitte

r, := {mEF:I;-U>U},
. = {zel:b-v<0} und
ry, = {xeF:E-u=0}

zu trennen, wobei v der nach aufen zeigende Einheitsnormalenvektor des Randes I' ist (vgl.
Abbildung 2.2).
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Physikalisch bedeutet diese Randeinteilung, dass Charakteristiken bei I'_ in das Gebiet
weinstromen” und das Gebiet bei 'y verlassen. Die Randstiicke I'g sind selbst ,charakteristisch®,
d.h. sie werden von Grundcharakteristiken von (2.12) gebildet. Gilt in einem Punkt z € T'y die

Bedingung g(zp) # 0, so laufen die Grundcharakteristiken in einer Umgebung von x parallel zu
T.

Man beschrinkt sich darauf, Randbedingungen auf I'_ vorzuschreiben. Dann lautet das re-
duzierte lineare, hyperbolische Randwertproblem erster Ordnung mit homogenen Dirichlet—
Randbedingungen.

Finde w € X_ := {w € L%(Q) : b- Vw € L2(Q), y(w)|r_ = w}, so dass

bVw+cw =f inf, (2.14)
w =0 aufT_ (2.15)

gilt.






Kapitel 3

Das diskrete Problem

In diesem Kapitel werden zur approximativen Losung des Dirichlet—Randwertproblems (0.1),
(0.2) Naherungsverfahren in endlich dimensionalen Raumen X}, Unterrdumen des Losungsrau-
mes X, aus Kapitel 2 behandelt. Diese numerische Approximation in X}, wird als diskretes Pro-
blem bezeichnet. Die dafiir genutzte Finite-Elemente-Methode, ein spezielles Ritz—Galerkin—
Verfahren (vgl. 1.39), eignet sich besonders auf komplizierteren Geometrien Q@ C IR", da sie
sich der Struktur des Gebietes gut anpasst. Dies zeigt sich auch in der Giite der resultierenden
Fehlerabschétzungen.

In diesem Abschnitt der Arbeit beginnt eine parallel eingefiigte Anwendung von FEMLAB, d.h.
ich werde an gegebener Stelle geeignete Befehle von FEMLAB fiir das entsprechende Problem,
gesondert in einem Kasten, angeben und mit durch %—Zeichen gekennzeichneten Kommentaren
erldutern.

3.1 Gebiete und Gebietszerlegungen

Gebiete

Das Gebiet 2 sei in diesem Kapitel polyedrisch berandet. Die Verallgemeinerung auf krummlinige
Rénder wird in Kapitel 5 behandelt.

Polyedrisch berandete Gebiete kénnen in FEMLAB mit folgenden Befehlen erzeugt werden.

% Einfache geometrische Objekte erzeugen

% Beispiele in 2D:
Rechteck = rect2(0,0.5,0,0.5);
% Parameter: Begrenzung in x- und y-Richtung (xMin,xMax,yMin,yMax)

Quadrat = square2(0,0,1);
% Parameter: linke untere Ecke (x,y), Seitenlénge

23
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% Andere 2D-Geometrien: circ2, arc2, ellip2, solid2

% Beispiele in 3D:

Quader = block3(1,2,1,’corner’,[0 0 0]);

% Parameter: Seitenldngen (x,y,z), Bezugspunkt P ist die linke untere Ecke
/) (’corner’), Koordinaten von P(x|yl|z)

Tetraeder = tetrahedron3([0 0 1 0; 0 1 0 0;0 0 0 1/21);
% Parameter: eine 4x3-Matrix mit den Eckpunkten

% Andere 3D-Geometrien: cylinder3, gencyl3, cone3, econe3, sphere3, torus3
% Erzeugen komplizierter Geometrien

% durch Mengenoperationen (Verlédngert die Rechenzeit, da recht zeitaufwen-
% dige Routinen dahinter verborgen sind.)

Bereich2 = Quadrat - Rechteck;
Bereich3 Quader - Tetraeder;

% durch Eingabe der Eckpunkt-Koordinaten eines n-Ecks
Polygon = 1ine2([0.5 0.5 0 0 1 1]1,[0 0.5 0.5 1 1 01);

% ’Polygon’ hat die gleiche Form wie ’Bereich2’

% Parameter: Vektoren mit x- und y-Koordinaten der Eckpunkte
% genauso: poly2

Die eben erzeugten geometrischen Objekte werden im nédchsten Programmabschnitt in der
Datenstruktur fem2D’ bzw. 'fem3D’ gespeichert und visualisiert (vgl. Abbildung 3.1).

% Grafische Darstellung von geometrischen Objekten

% Der ’fem’-Struktur wird eine Geometrie zugewiesen und mit ’geomplot’
% ausgegeben.

fem2D.geom = Bereich2;

fem3D.geom = Bereich3;

subplot(1,2,1),

geomplot (fem2D, ’edgelabels’, >numeric’),

axis([-0.2 1.2 -0.2 1.2]),

title({’Gebiet in 2D mit’ ’Randnummerierung’});

% Alternative: die Geometrie wird ohne Speichern in der ’fem’-Struktur ge-
% zeichnet.

subplot(1,2,2),

geomplot (fem3D, ’facelabels’,’on’, transparency’,0.5),

axis([-0.2 1.2 -0.2 2.2 -0.2 1.2]),

title(’Gebiet in 3D mit’ ’nummerierten Oberflédchen’);
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% Optionen:

% ’edgelabels’: bewirkt die Angabe der Nummern der Teilrdnder des Gebietes
h in 2D in Zahlen (’numeric’ oder ’on’) .Diese Information wird
h fir eine detaillierte Angabe der Randbedingungen bendtigt.

yA Bei einer 3D-Geometrie heifit die Option ’facelabels’ fiir die
h Randfléchen, die Kantennummerierung erfolgt weiterhin mit
h der Option ’edgelabels’.

% ’transparency’: (nur bei 3D-0Objekten) macht die Randflédchen des Objekts
h transparent mit dem der Option folgenden Faktor, wobei 1 in-
h transparent bedeutet und O die vollstindige Durchsichtigkeit
h der Randfldchen gewdhrleistet.

% Befehle fiir die Grafikausgabe:
% subplot(a,b,c): teilt die Grafik in (axb) Untergrafiken ein und schreibt

h alle nachfolgenden Grafikausgaben an Stelle ¢ in der Grafi-

h kenmatrix, bis eine neue Stelle mit ’subplot’ zugewiesen

h wird (c darf also Werte von 1 bis a*b annehmen).

% axis([xMin xMax yMin yMax {zMin zMax}]): schreibt die Achsenbegrenzungen

h der Grafik vor. Die dritte Dimension ist optional.

% title(’text’): gibt der Grafik den Titel text, wobei jede Zeile des Ti-

h tels in ein neues Paar Anfiihrungsstriche geschrieben wird.
Gebiet in 2D mit Gebiet in 3D mit

Randnummerierung nummerierten Oberflachen

=

: B

5 —_—
0 HEEa
0.5

0 0.5 1 00

Abbildung 3.1: Die beiden Gebiete aus dem Programmcode

Zerlegungen

Als néchstes betrachtet man eine Zerlegung des Gebietes 2 C IR™ in Teilgebiete. Hier beschrianke
ich mich auf simpliziale Teilgebiete. Fiir n = 2 sind das Dreiecke und fiir n = 3 Tetraeder.

Definition 3.1 Eine Zerlegung T = {Kj}j]\il eines Gebietes Q) heifit zuldssig, falls jeweils
zwei verschiedene abgeschlossene Teilgebiete K; und 7]-,7; # 4, entweder
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- genau eine vollstandige gemeinsame Fldche (n = 3) haben,
- genau eine vollstandige gemeinsame Kante (n > 2) haben,

- genau einen gemeinsamen Punkt (n > 1) haben

oder paarweise durchschnittsfremd sind.

Abbildung 3.2: Zulissige Zerlegung eines Gebietes und unzuldssige Zerlegung bzw. Zerlegung mit
héngendem Knoten

In FEMLAB werden Zerlegungen automatisch zuléssig erzeugt.

% zulédssige Zerlegungen
Zerlegung = meshinit (Bereich3, ’hmax’,1/2);

% Fir die in ’fem2D’ gespeicherte Geometrie ’fem2D.geom’ wird die Zerlegung
% in dem Datenfeld ’fem2D.mesh’ gespeichert.
fem2D.mesh = meshinit (fem2D, ’hmax’,1/8);

% Optionen:

% ’hmax’: Der maximale Elementdurchmesser wird durch die folgende Zahl
h vorgegeben. Die Option erzeugt eine Zerlegung mit dem unten
h in (3.1) definierten h.

Y o e e

% Ausgabe der Zerlegung ’Zerlegung’ des Bereich3-Gebietes
subplot(1,2,2)

meshplot (Zerlegung, >transparency’,0.3);

title(’Erste grobe Zerlegung in 3D’);

% bzw. fir die ’fem2D’-Zerlegung (vgl. Abbildung 3.3)
subplot(1,2,1)

meshplot (fem2D),

title(’Erste grobe Zerlegung in 2D’);
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Erste grobe Zerlegung in 2D Erste grobe Zerlegung in 3D

Abbildung 3.3: Zerlegungen des Beispiel-Programmcodes

Nachdem man das Gebiet {2 exakt mittels einer zuldssigen Zerlegung T = {Kj}j]\/il in Teilge-
biete K zerlegt hat, definiert man fiir ein beliebiges Element K die Gréfke hx als Radius der
kleinsten Kugel, in die K einbeschrieben werden kann, und pg als Radius der grofiten Kugel, die
in K einbeschrieben werden kann. Jeder Zerlegung 7 ordnet man einen Index

h = h 3.1
i o

zu und erhélt fiir jedes Gebiet Q eine Familie {7}, von zuléssigen Zerlegungen. Diese Familie
{Th}n zuléssiger Zerlegungen von Q wird in verschiedene Klassen eingeteilt.

Definition 3.2

(i) Ty heifit isotrop, falls es gleichmafig fir 0 < h < hgy eine Konstante ¢y > 0 gibt, so dass

hi .
max 2£ < ¢q gilt.
Kem, Pk =0 g

(11) Tn heift quasiuniform, wenn es gleichmdfig fiir 0 < h < hy Konstanten 0 < ¢; < co gibt,
so dass jedem Element K eine Kugel mit Radius cih einbeschrieben und jedes Element K
von etner Kugel mit Radius cah umschrieben werden kann.

Die Isotropie einer Zerlegung schreibt geometrisch nicht entartete Elemente vor (Dreiecke mit
kleinstem Innenwinkel grofer als ein Minimalwinkel vg). Quasiuniforme Zerlegungen sind auch
isotrop, aber zusétzlich sind alle Elemente von gleicher Grofenordnung.

Die folgende Ungleichung ist von Bedeutung fiir spitere Abschétzungen.

Lemma 3.3 (inverse Ungleichung) Sei T;, eine quasiuniforme Zerlegung von . Dann exis-
tiert eine Konstante cjny > 0, so dass

Vo3 0 < cinoh 2 |v]lf g fiir alle v € X (3.2)

gilt mit h wie in (3.1).
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Beweis : siehe [Qua94]|, Proposition 6.3.2. O

Eine Zerlegung sollte man verfeinern, wenn z.B. die Genauigkeit der approximativen Lisung
nicht ausreicht. Dazu teilt man Dreiecke einer vorhandenen Zerlegung in zwei oder mehr kleinere
Dreiecke auf. Bei der roten Verfeinerung einer Zerlegung wird ein Dreieck in 4 kongruente
Dreiecke zerlegt, die dhnlich zum Ursprungsdreieck sind. Die Anzahl der Teilgebiete K steigt um
den Faktor 4 und die Zahl der Dreieckpunkte verdoppelt sich, denn zu den drei Eckpunkten eines
jeden Dreiecks kommen seine Seitenmittelpunkte als neue Eckpunkte hinzu. Eine komplette rote
Verfeinerung erhélt die Regelméfigkeit der Zerlegung, weil keine entarteten oder spitzwinkligeren
Dreiecke entstehen.

In FEMLAB sind die automatischen Zerlegungen isotrop, aber nicht zwingend quasiuni-
form. FEMLAB kann eine rote Verfeinerung erzeugen. Dabei sollte schon eine Zerlegung in
fem2D.mesh vorhanden sein. Die nétige Programm-Erginzung kann man am Ende des Ab-
schnitts IT im Beispielprogrammcode einfiigen. Den Effekt dieser Ergédnzung sieht man in Abbil-
dung 3.4.

fem2D.mesh=meshrefine(fem2D); ¥ rote Verfeinerung iiberspeichert die grobe
% Zerlegung

meshplot (fem2D) ; % Grafik der verfeinerten Zerlegung (vgl.Ab-
% bildung 3.4)

Rote Verfeinerung der groben 2D-Zerlegung

Abbildung 3.4: Rote Verfeinerung der in ,fem2D.mesh‘ gespeicherten Zerlegung

3.2 Finite—Elemente—Ansatze

Finite Elemente definiert man auf den Teilgebieten K C 7j mittels lokaler Ansatz— und Test-
funktionen.

Definition 3.4 FEin finites Element ist ein Tripel (K, P,%) mit den Eigenschaften:
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e K C IR" ist ein konvexes polyedrisches Gebiet im IR".

e Der Raum P der Formfunktionen ist ein auf K definterter endlich dimensionaler linearer
Funktionenraum der Dimension d.

e Die Menge X der Freiheitsgrade besteht aus d linear unabhdngigen Funktionalen N diber
P. Dabei ist jede Funktion p € P durch die Werte der d Funktionale N € % eindeutig
bestimmdt.

Finite—Elemente—Riume

Gesucht werden jetzt passende Basen und Basisfunktionen der lokalen Elemente.

Definition 3.5 Sei (K,P,X) ein finites Element. Eine Basis {®1,...,®q} von P mit N;(®;) =
0ij, 1 <, < d, heifst nodale Basis von P. Hierbei ist 6;; das Kronecker-Symbol.

Auf einer nodalen Basis werden jeder Knotenvariablen ihr Funktionswert und die Werte der
partiellen Ableitungen m—ter Ordnung zugewiesen. Ich beschréinke mich in dieser Arbeit auf
Lagrange—Elemente mit m = 0.

Ist P’ der algebraische Dualraum des linearen Raumes P, kann man eine Basis {Ny,..., N4}
von P’, die Menge der Knotenvariablen, mit ¥ identifizieren.

Geeignete lokale Beschreibungen von Ansatz— und Testfunktionen eines Finite-Elemente—
Raumes iiber einem Teilgebiet K sind durch lokale Interpolation mdéglich. Zunédchst werden der
notwendige lokale Interpolant auf K € 7 und der globale Interpolant auf 7 eingefiihrt.

Definition 3.6 Seien (K, P,X) ein finites Element und {®1,..., P4} eine nodale Basis von P.
Sei v eine Funktion, fir die alle N; € ¥,1=1,...,d, definiert sind. Als lokalen Interpolanten
von v bezeichnet man eine Funktion llgv € P mit:

d
v g =Y Ni(v)d;. (3.3)
i=1

Bemerkung 3.7
e Die Abbildung v — Ilgv ist linear.
e Es gilt Ni(Ilgv) = N;(v) fir allei € {1,...,d}.
e Iy ist ein Projektor, das heiffit es gilt llgv = v fiir alle v € P.

Fiir ein Dreieck K (d = 3,n = 2) aus einer Zerlegung 7 mit den Eckpunkten p1, ps, ps werden den
Punkten z € K eineindeutig die baryzentrischen Koordinaten )\, A2, A3 mit den Gleichungen

3 3
T = Z)\Z’pi, Z >\i =1 (3.4)
=1 i=1

zugeordnet. Damit kann man explizit Ansatz— und Testfunktionen iiber K angeben. So gilt fiir
die Funktionen der nodalen Basis {®1, @9, P3}:

®(z) = X\j(2),j =1,2,3 (3.5)
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Abbildung 3.5: Einheitsdreieck K

Sie bilden die Menge Py (K) der stiickweise linearen Dreieckelemente im IR,

Beispiel 3.8 Zur Veranschaulichung des lokalen Interpolanten aus Definition 3.6 betrachten wir
das Dreieck K mit den Eckpunkten 2'(0)0), 22(1/0) und 23(0|1) wie in Abbildung 3.5. Seien
P =Py, N={Ny, Ny, N3} und v =e*¥. Gesucht ist nun llgv. Nach Definition gilt

[Ijv = Ny(v)®1 + No(v) P + N3(v)P3.

Also sind ®1, @9 und Pz gesucht.

Die Verbindung Ly zwischen 2% und 23 ist gegeben durch y = 1 — x, das heifit ®; = cL; =
c(1 —xz—vy). Aus Ny®| = 1 folgt dann c = ®(z') = 1. Also ist ®y =1 —z —y. Genauso erhdlt
man ®y = Ly(z,y)/L2(3?) = x und ®3 = L3(z,y)/L3(23) = y. Das ergibt fiir den Interpolanten

Mgv = Ni(w)(1 —2z—1y)+ Nao(v)z + N3(v)y
= l—-z—-y+z+y (da v = e")
= 1.

Man erhélt allgemeiner Dreieckselemente der Klasse Py (K),k € IN, (Elemente k—ter Ordnung
oder P;-Elemente) wenn neben den Eckpunkten py,ps, p3 als weitere Punkte

3
Pa = Z &pj mit a = (a1, g, a3) Multiindex der Lénge |a| =k (3.6)
a
j=1

benutzt werden (vgl. Abbildung 3.6 mit || = 2 und |a| = 3). Elemente k-ter Ordnung heifien
fiir £ > 1 allgemein Elemente h6herer Ordnung.

Fiir die Benutzung von Elementen hoherer Ordnung in FEMLAB ist eine Befehlssequenz er-
forderlich, die direkt nach der Erzeugung einer Zerlegung bzw. dessen Verfeinerung eingefiigt
werden sollte.

fem2D.shape = {shlag(3,’u’)}; 7’ Elemente dritter Ordnung fir ’u’, der ge-
% suchten Funktion auf dem Gebiet.
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Abbildung 3.6: Dreieckelemente zweiter und dritter Ordnung

fem2D.xmesh = meshextend(fem2D) ;% Erweiterung der Datenstruktur auf Elemen-
% te der in ’fem2D.shape’ geforderten Ord-
% nung.

Definition 3.9 Sei T eine zulissige Zerlequng des Gebietes Q. Sei aufierdem (K, P,%) finites
Element auf jedem Teilgebiet K C T. Ferner sei die Ordnung der hichsten partiellen Ableitungen
auf der nodalen Basis null. Fiir v € C°(Q) ist der globale Interpolant definiert durch

Mrv|, =Hgv (3.7)
fiir alle K € T.

Der globale Interpolant ist im allgemeinen nicht stetig, fiir Lagrange—Elemente (m=0) kann man
jedoch einen stetigen, globalen Interpolanten angeben.

Satz 3.10 Fiir eine zulissige Zerlequng T C Q C IR? kénnen die Knotenpunkte von Lagrange—
Elementen auf K C T so gewdhlt werden, dass der globale Interpolant Tlyv in C°(Q) liegt fiir
v € CYQ). Auferdem ist v € WH(€Q).

Beweis : Es reicht, fiir jede Kante ¢; = p;p;, 1 <14,j <3, ¢ # 7, die Knoten nach der Vorschrift
&(pj — pi) + pi mit 0 < & < 1 zu wihlen, wobei die &, t =1,...,d — 1, fest und symmetrisch
zum Kantenmittelpunkt %(pj —p;) + p; sind. Der Kantenmittelpunkt ist nicht unbedingt in der
Menge der &; enthalten. Es bleibt zu zeigen, dass die verlangte Stetigkeit iiber jede Kante hinweg
erhalten bleibt.

Seien K, Ky zwei Dreiecke der Zerlegung 7 mit einer gemeinsamen Kante e. Durch die sym-
metrische und koordinatenfreie Wahl der Knoten auf e haben sie die gleiche Lage im Raum.
Sei w := g, v — lg,v, wobei Ilg,v,4 = 1,2, Polynome vom Grad d sind und auferhalb von
K;,i = 1,2, als Polynome fortgesetzt werden. Dann ist w ein Polynom vom Grad d und dessen
Einschréinkung auf die Kante e hat d + 1 Stiitzstellen mit dem Wert 0. Also verschwindet w|_,
d. h. der Interpolant ist stetig iiber jede Kante e hinweg.

Dass Il7v € WH®(Q) ist, folgt aus der Existenz schwacher Ableitungen erster Ordnung.

(D(“w)HTv)‘K = D°Ilyv VK € T und Multiindex o der Léinge |of < 1.
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D°Tlyv € L*°(Q) ist schwache Ableitung von II7v, denn

/ (Do) () Mro)(@)de = 3 / (D §)() (T v) ()

Q KeT g

\a\ Z/¢ DaHKQ))( )d

KETK
:U

—Z/¢ 2 (o) r)ds

ecT %

_ a/¢ S Xk (DOTIgv) (w)da

KeT

=
~

fir alle ¢ € C§°(R2), wobei xk die charakteristische Funktion auf K ist. Bei der partiellen In-
tegration (p.I.) fallen die Randintegrale aufgrund der Stetigkeitseigenschaften des Interpolanten
weg. [l

Im folgenden Satz wird die gerade bewiesene Aussage auf den n—dimensionalen Raum verall-
gemeinert.

Satz 3.11 Sei T = {Kj}j]\/il eine zuldssige Zerlegung des Gebietes Q C IR". Seiv : Q — IR eine
Funktion mit v g, € CY(K;),j=1,...,M. Dann gilt v € W"2(Q) genau fiir v € C°(Q).

Beweis : siehe [Bra97|, Kapitel II, Satz 5.2. O

Bisher wurde nur die Theorie der finiten Elemente behandelt. Jetzt soll diese Theorie in FEM-
LAB realisiert werden. Dazu wird beispielhaft das Dirichlet—Randwert—Problem der Poisson—
Gleichung mittels Angabe der Koeffizienten und Randbedingungen in die Datenstruktur von
FEMLAB eingegeben. Die Umsetzung dieser Daten auf finite Elemente erledigt FEMLAB selbst.

b
%» III. RWP angeben

% Unbekannte und Freiheitsgrade benennen.

% Problem im 2D
fem2D.dim = {’u’};
fem2D.sdim = {’x’,’y’};

% Problem im 3D
fem3D.dim = {’u’};
fem3D.sdim = {’x’,’y’,’z’};

% Koeffizienten des elliptischen RWP angeben
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% Das Schema fir die Koeffizienten in FEMLAB ist
h - nabla ( ¢ nabla u) + be nabla u + a u = f.
% Fir jedes Teilgebiet eines Gebietes werden die Koeffizienten angegeben,
% z.B. bei einem Gebiet mit zwei Teilgebieten: fem.equ.c = {{{’1’ °0.1°}}}.
% Die Koeffizienten fiir das Dirichlet-Randwert-Problem der Poisson-Glei-
% chung lauten:
fem2D.equ.c = {{{’1°}}}; % Bezeichnung auferhalb von FEMLAB:
% Skalar epsilon
fem2D.equ.be = {{{’0? °0°}}}; % Vektorfunktion b
fem2D.equ.a = {{{’07}}}; % Funktion c
fem2D.equ.f = {{{’exp(-x.*y) . *((2%pi~2-y."2-x.72) .*sin(pi*x).*sin(pi*y)+...
2%pi*(x.*sin(pi*x).*cos(pi*y)+y.*cos(pi*x).*sin(pi*y))) }}};
% Funktion f der rechten Seite

/» Randbedingungen angeben

/ nach dem Schema

h hu=r (DIRICHLET-Randbedingung)
% sind die verschiedenen Randbedingungen als Spalten anzugeben:

fem2D.bnd.h = {1 1 1};

fem2D.bnd.r = {0 ’sin(pi*y).*exp(-0.5%y)’ ’sin(pi*x).*exp(-0.5%x)’};

% Hier sind die Randbedingungen (1 0) (homogene Dirichlet-Randbedingung)
% und (1 ’sin(pi*y).*exp(-0.5%y)?) sowie (1 ’sin(pi*x).*exp(-0.5*x)’) (in-
% homogene Dirichlet-Randbedingungen) festgelegt. Die genauere Beschrei-
% bung inhomogener Dirichlet-Randbedingungen und allgemeinerer Randbedin-
% gungen folgt in Kapitel 4.

% Das Gebiet im 2D (vgl. Abbildung 3.1) hat 6 Teilrd@nder. Durch einen Vek-
% tor der Lidnge 6 wird festgelegt, welche der Randbedingungen auf welchem
% Teil des Randes gelten sollen:

fem2D.bnd.ind = [1 3 1 2 1 1];

% Randbedingung 1 gilt also auf den Teilstiicken des Randes mit den Nummern
% 1,3,5 und 6.

% Achtung: Alle definierten Randbedingungen miissen auch verwendet werden,
% sonst bricht das Programm mit einer Fehlermeldung ab.

Die eingegebenen Daten werden in FEMLAB zum Aufstellen des zur schwachen Formulierung
des Problems dquivalenten linearen Gleichungssystems (1.47) verwendet. Dieses Gleichungssys-
tem kann mit verschiedenen Lésungsroutinen in FEMLAB geltst werden. Zur Verfiigung stehen
wahlweise direkte und iterative Losungsverfahren.

.

% IV. Gleichungssystem 1l4sen
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% Direkter Loser
soll = femlin(fem2D);

% Iterativer Ldser
sol2 = femiter(fem2D,’itsolv’,’gbit’, ’prefun’,’gmg’);

% Optionen:
% ’itsolv’: Name des in Matlab vorhandenen iterativen Loésers folgt.
% ’prefun’: Name des in Matlab vorhandenen Vorkonditionierers folgt.

Die Ausgabe der Losung erfolgt dann mit dem FEMLAB—-Befehl ,postplot’, der z.B. die folgende
Méglichkeit bietet.

T
% V. Darstellung der LGsung
Y = m o e e e
% 2D-0berflédchen-Grafik (3D-Darstellung der L&sung)
figure(2);
for i=1:2
if i==
fem2D.sol = soll;
else
fem2D.sol = so0l2;
end
% Grafik zu finden in Kapitel 4, Abbildung 4.4

subplot(2,2,1),

postplot(fem2D, ’grid’,’on’, ’tridata’,’u’,’triz’,’u’),

title(strcat (’FEM-Approximation mit Loser Nr.’,num2str(i)));
end

% Optionen:

% ’grid’ zeichnet Hilfslinien im Koordinatengitter der Grafik ein.

% ’tridata’: Die Losung soll als 3D-Gebirge gezeichnet werden.

h triz’: Auftragen der Werte der folgenden Losungskomponente in z-
h Achsen-Richtung.

% Befehle:

% figure(d) gibt Zugriff auf das Grafikfenster d, das mit ’subplot()’
h wiederum in mehrere Grafiken zerlegt werden kann.

% strcat() héngt zwei oder mehr Strings hintereinander.

% num2str () wandelt eine Zahl in einen String um.

3.3 Interpolationsfehler—Abschitzungen

Interpolationsfehler-Abschétzungen werden mit Hilfe einer Transformation auf ein Referenzele-
ment vorgenommen. Dabei nimmt man an, dass jede Familie {7} sich auf ein einheitliches
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Referenzelement K transformieren lisst. Das Standard—Referenzelement ist in Abbildung 3.5 zu
sehen. Die folgenden Resultate gelten fiir jegliche simpliziale Zerlegungen im IR™. Exemplarisch
wird auf eine Dreieckszerlegung des Gebietes Q C IR? zuriickgegriffen.

Transformation auf das Referenzelement

Sei K € Ty ein nichtentartetes Dreieck mit den Eckpunkten p; = (z;,;)7 und den zugehori-
gen baryzentrischen Koordinaten (3.4). Dann findet man mit A= (5\1,5\2)T € IR? eine affine
inverse Abbildung XA = Bz + b, die das Dreieck K allgemeiner Lage in das Einheitsdreieck
K = {5\ 0 < 5\1, 5\2 < 1 und 5\1 + 5\2 < 1} berfiihrt. Diese affin lineare Abbildung nennt man
Transformation auf das Referenzdreieck K (vgl. Abbildung 3.5).

Jeder Funktion v : K — IR iiber einem allgemeinen Dreieck K der Zerlegung 7 wird eine
Funktion v : K — IR iiber dem Referenzelement K mit

v(p) = u(F(p)) (3.8)
zugeordnet, wobei die Abbildung F : K — K affin—linear ist, also von der Form
z To—x1 w3 —x1) (& x1
(0)=ro=( )G+ () 5
) Y2—Y1 Ys— N n Y1
mit p := (&,7)T und den Eckpunkten p; = (z;,v;)7,i = 1,2,3 des allgemeinen Dreiecks K C Tp,.

Lemma 3.12 Ein Teilgebiet K und das Referenzelement K seien durch die affin-lineare Abbil-
dung

2 = F(p) = Bp+b, peK (3.10)
eineindeutig aufeinander abgebildet. Dann folgt fiir Transformationen nach (3.8)

(i) ue W(K) & veWH(K)

(i1) Fir die Halbnorm aus (1.15) gilt

VAN

1
vl & C | B |detB| > uly, Kk (3.11)

IN

e < C|B7Y| |detBI o], & (3.12)

Dabei sind ||B|| := sup ||Bp| mit der Norm ||| ..
llpl[=1

Beweis :
(i) folgt aus (ii).

(ii) Sei u € C'(K). Aus (3.8) und (3.10) folgt v(p) = u(Bp + b), nach Ableitung nach p
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und mit (3.10) die Abschédtzung

ov

Op;

ou
< ||B —
< B max | 2

Dann resultiert die Abschétzung fiir die a—te Ableitung rekursiv

(D)) <IBIY max [(DMw((p)], pe k.
Daraus ergibt sich
S 1D 00 < OB Y (D) pe &

la|=l 1BI=t

und mit Variablentransformation im Integral von p nach z folgt schlieflich

i < CIB [ 3 [(0Pwiat))| d
7 IBlI=t
< OB idets) [ Y |(DPu)ia)| ds

K 16/=
21 -1 2
C||B|” |detB|™" |ul g -

Durch Ziehen der Wurzel erhilt man (3.11), da C!(K) dicht in W2 (K) liegt. Die Aussage (3.12)
folgt,wenn man B~'z — B~!b fiir p einsetzt, also von K auf K abbildet. O

Im niichsten Lemma werden jetzt die Normen von B und B~! beziiglich der Form und Grofe
der Teilgebiete K € T}, abgeschétzt.

Lemma 3.13 Seien fiir ein Element K die Voraussetzungen von Lemma 3.12 erfillt. Auferdem
seien hi und prx wie am Beginn des Abschnitts ,Zerleqgungen® definiert. Ferner sei K ein festes
und von der Zerlegung unabhdngiges Referenzelement. Dann gilt

1B
15771

Chy (3.13)

<
< Cpg' (3.14)

Beweis : Fiir das Referenzelement K gibt es Kugeln mit den Radien j und h. Dann existiert
ein Punkt pg € K mit pg + p € K fiir beliebige p mit ||p|| = p. Die mit Hilfe der Abbildung
(3.10) zugeordneten Punkte zg = Bpg+ b und x = B(py + p) + b gehoren zu K. Fiir sie ist dann
|z — z0|| < 2hg. Dann folgt

1 ~— ~—
1Bl = 5 sup 1Byl < 5™l = ol < 20 = Chc
pll=p
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Vertauscht man jetzt die Rollen von K und K, erhélt man mit ||p — po|| < 2k folgende Abschiit-
zung

1 -
1B =— sup [B =] <pi'llp—poll < 20%'h = Cpy’
PK |zl|=px

Der Interpolationsfehler

Der lokale Interpolationsoperator IIx aus Definition 3.6 ist sowohl auf K als auch auf dem Re-
ferenzelement K definiert. Der globale Interpolationsoperator Il wird stiickweise durch Hinter-
einanderausfithrung der Interpolation I1x auf K und der Abbildung Fj : K — K, j=1,...,M,
definiert, wobei M = |Tp| ist. Also Il ist ein Projektor in den diskreten Raum Xj,.

Lemma 3.14 (Bramble-Hilbert) Seiy: W'2(K) — W"2(K) mitl,r > 0 eine stetige, lineare
Abbildung, so dass

vp) =0  VPeP, k>0, (3.15)
Dann gilt fiir jedes v € Wh2(K)

")"r,f( < ||’Y||g(wl,2(}%),wr,2(k)) ¢ié11§k v + ¢Hl,f(- (3.16)
Im einzelnen gilt fiir jedes v € WH2(K), 1 > 2

v — HK”‘r,f( < |- HKHg(Wl,?(f(),WT,?(f()) gbléllgk v + ¢Hz,f( (3.17)
fiur r,l,k € INg und l > r. Auflerdem ist I : v — v die Identitatsabbildung.
Beweis : Sei v € Wh2(K). Fiir ein ¢ € P}, folgt aus (3.15)

V@), = 10+ D, < IV cownqiyweagion [0 + i (3.18)

Daraus folgt (3.16), da ¢ beliebig gewéhlt war.

Der Interpolationsoperator g ist in Wh2(K) definiert, denn mit dem Sobolev’ schen Einbet-
tungssatz (1.11) folgt Wh2(K) ¢ CO(K) fiir I > 2. Der Operator I — IIx geniigt also der
Behauptung des Lemmas. O

Im folgenden Satz wird die Norm des Operators I — Il unabhéngig von T ermittelt, da
K unabhiingig von Tj, ist. Dabei wird benutzt, dass bei affin-linearen Transformationen F die
Polynome iiber dem Referenzelement K in Polynome iiber K iibergehen. Auferdem sei X
ausschlieRlich von einem einzigen Referenzelement (K, P,3) erzeugt.

Satz 3.15 Die zulissige Zerlegung T;, des Gebietes Q C IR? sei durch affin-lineare Transfor-
mation von einem Referenzelement K erzeugt. Seien u € W*t12(Q) und Ty : WHHL2(Q) —
P7(Q) € WT2(Q) der diber Ty, definierte globale Projektor in die Menge P] () der stickweise
polynomialen Funktionen vom Grad k. Ferner seien r € INg,k € IN mit r < k.
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(1) Fiir die lokale Interpolationsaussage gilt:
Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass

lu = Tul, o < ChE pi gy - (3.19)

(11) Fiir eine isotrope Zerlegung Ty, gilt die globale Interpolationsaussage:

M=

2k+1—7r
M—Hﬂm@s0<§y&* >mam) - (3.20)
K

(14i) Fir eine quasi—uniforme Zerlequng Ty, gilt die globale Interpolationsaussage:

lu— Tullq < CH¥1 =" ful o (3.21)

Beweis : Man betrachte die Zerlegung 7j, = {K; }J]Vil des Gebietes Q2. Wegen

M
||u—H7—uHE’Q = ZHU—HK].uHin (3.22)
j=1

kann man den Fehler fiir jedes Teilgebiet K = K; abschidtzen. Ferner sei K das einheitliche
Referenzelement der Zerlegung. Unter Verwendung von (3.12) und (3.14) folgt

1
|u = Hrull, < Cpg"|detB|> ‘v —Izof, %
Da (I —TI;)(p) = O fiir alle p € P, gilt mit dem Lemma 3.14 von Bramble-Hilbert
‘“ - Hi{”‘r,f( <C |“|k+1,f(-

Abschliefend verwendet man (3.11) und (3.13) und erhélt die Behauptung (i).
Die Behauptungen (ii) fiir die isotrope und (iii) fiir die quasi—uniforme Zerlegung ergeben sich
aus (3.22). O

Fiir die Konstante C' in der Ungleichung (3.19) erhalten Arcangeli und Gout (vgl.[Arc76]):

Lemma 3.16 Es gilt

1 1 m! .
C(m,n.k,p) = Frl_ g 2. hax > 1 107@i(Ai(2), .- Anga (2))] (3.23)
P i=1 al=m
mit Multiindex o wie in (1.1) mit o! = aq!----- an! und N = (”Zk), der Anzahl der Stiitzstellen

auf einem Element K € Tj,.

Beweis : Seien £ + 1 > % und Q ein konvexes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand. Seien
u € C*1(Q), a ein beliebiger, fest gewihlter Punkt in Q und z € Q. Es sei

1
J(u,a)(x) = /0 (1 — )" DF u(z + t(a — z))(a — z)F L at.



3.3. INTERPOLATIONSFEHLER-ABSCHATZUNGEN 39

Dann folgt fiir alle 4 mit Taylor-Entwicklung bis zum Grad k& um z

k
Dlu a—xl 1
u(ar) =3 iz L

[
P k!

J(u, a;)(x), i=1,...,N, {aj};V:l =3

mit ¥ aus Definition 3.4. Dann gilt nach [Arc76], Proposition 1-1,

1

[T (u; @)l oy < ﬁhk“ [Ulgy1p0- (3.24)

Seien Il der lineare, stetige, globale Projektor aus Satz 3.15 und {®;}? ; die Menge der Basis-
funktionen von I17. Man betrachtet jetzt die Interpolationsfehler—Abschétzung

Iy —u < C(m,n, k,p)h**! |ulk11.0

Hm,p,ﬂ

und berechnet die Konstante C' genauer. Die Interpolation mit Iy ist bis zum Grad m = k
exakt. Daher folgt mit Taylor-Entwicklung

N
D™ (T7u)(z) — Z u, a;) (z) D™ (®;)(x)
=1

und daraus mit (3.24)

1
llu — Tl k—(ZDm@ )h'” st -

spsQ_ _n
k-l—l »

Man setzt schlieflich
@l(x) = fi(Al(x),...,An+1(fB))a 1=1,...,d

mit f € CF und A\;(z),..., A\yr1(x) als baryzentrische Koordinaten von z bzgl. der Knoten von
K € T;. Dann gilt

107 @u(e) < (_max _ 1DX1)" 3 %\a“fm(x),...,Anmx))\.

=1,...
lal=m

Aufserdem gilt
DXl < p "

Damit folgt die Behauptung. O

Die Konstante C' aus (3.23) ldsst sich fiir den Fall m = 0 (Lagrange-Elemente), p = 2 und
n = 2 vereinfachen, abhingig vom Grad k der polynomialen Ansatzfunktionen Py.

CO.2k2) = g Smax [ 3 10BN (2). ha (). 2y (2)
2 =1 '
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(), Ao (), As(2))])

Im IR? erhilt man fiir C' abhiingig von k die vereinfachte Formel

(k+1)(k +2)(k +3)

(3.25)

(3.26)

Dann ergeben sich fiir C bei verschiedenen Element—Ordnungen £ die Werte der Tabelle 3.1.

Ordnung Wert von C

k im IR? im IR?

1 3 8

2 1.5 3.333

3 0.5555 1.3333

4 0.15625 0.4167

5 0.035 0.1037

6 0.006809 | 0.02121
7 0.001020 | 0.003663
8

0.0001395 | 0.0005463

Tabelle 3.1: Werte fiir C

3.4 Fehler der Galerkin—Finite—Elemente—Methode

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe des Interpolationsfehlers der Fehler der konformen Finite—
Elemente-Methode abgeschétzt. Der Raum X; € X = W[IJ’Q(Q) C WH2(Q) sei so konstruiert,

dass
Xy, =CrnX
gilt mit

Cr = {Il;v: v € C°()}

(3.27)

und stiickweise polynomialen Funktionen vom Grad k. Man betrachtet die zum Problem (2.1),

(2.2) gehorende Variationsgleichung:
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Finde u € X, so dass
a(u,v) = f(v) fiir alle v € X (3.28)
gilt.

Satz 3.17 Die Losung u der Variationsgleichung (3.28) sei requlir nach Satz 2.5 mit m = 0,
also gelte

u e XN WFHL2(Q), (3.29)

Die Voraussetzungen des Satzes 3.15 und des Lemmas 2.3 seien erfiillt.

(i) Dann ist die Variationsgleichung im diskreten Raum eindeutig losbar:
Finde up, € X}, so dass

a(up,v) = f(v) fiir alle v € X, (3.30)

gilt.

(ii) Fiir den Fehler gilt die Abschdtzung

[|lu — Uh”x < ChF |U‘k+1,9-
Beweis :

(i) Aus X5, C X folgen Stetigkeit und Elliptizitdt der Bilinearform a(-,-) in (3.30). Dann
wendet man das Lemma 1.21 von Lax-Milgram an und erhilt die Behauptung.

(ii) Das Lemma 1.23 liefert

lu = unllx < C inf flu—vllx < C lu - Thrully.
vEXh
Die Behauptung folgt aus Satz 3.15(iii) mit r = 1. O

Diese Fehlerabschitzung ist im Vergleich zur Interpolationsfehler—Abschétzung aus Satz 3.15
nicht optimal bzgl. der L2-Norm. Im folgenden Satz wird deshalb mit einem Dualititsargument,
dem sogenannten ,Aubin—Nitsche—Trick“, die erwartete Ordnung des Fehlers bewiesen.

Satz 3.18 Sei X — WH2(Q) eine stetige Einbettung. Die Lésung u der Variationsgleichung
(3.28) sei regulir gemaf (3.29) mit k = 1. Weiter seien die Voraussetzungen von Satz 3.15
erfillt. Die zu (3.28) adjungierte Variationsgleichung lautet:

Finde w € X N W22(Q), so dass

a”* (w,v) := a(v,w) = g(v) fiir alle v € X* (3.31)
gilt. Sie besitzt fiir alle g € L?(Q) genau eine Lisung w mit der oberen Schranke

wlyg < Clgllg- (3.32)
Dann gilt fiir den Fehler des diskreten Problems (3.30) die Abschdtzung

e — unlly g < CHF* July - (3.33)
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Beweis : Satz 7.11 aus [Lub02] liefert

invaXh Hw — UHX

lu = unllgo < M lu—unlx sup (3.34)
geL?(Q) l9llo.0
mit der Konstanten M aus (1.32). Aukerdem gilt
. Satz 3.15 (3.32)
inf Jw—oly < Chluwlg < Chlglyg. (3.35)
veXy
Dann folgt mit Satz 3.17 und (3.34) die Behauptung. O

Erfiillt das Gebiet nicht die Regularitdtsanforderungen aus Kapitel 2, wie im Beispiel 2.4 mit
einer Singularitdt auf dem Rand, muss man eine Mdglichkeit finden, eine gute Approximation
zu bekommen. Eine Verfeinerung der Zerlegung auf dem gesamten Gebiet mit dem Ziel der
Verbesserung der Approximation an Singularitdten (im Beispiel 2.4 die Singularitét bei r = 0) ist
ineffektiv. Dagegen hilft aber ein adaptiver Léser. Dieser berechnet den Approximationsfehler
auf jedem Element mit einem lokalen Fehlerschitzer. Ist der Fehler grofer als eine bestimmte
Schranke, wird die Zerlegung lokal verfeinert, um den Fehler zu verringern. Eine solche, adaptiv
verfeinerte Zerlegung sieht man in Abbildung 3.11.

Griine Verfeinerung

Rote Verfeinerung

Abbildung 3.7: Rote und griine Verfeinerung

Bei adaptiven Verfeinerungen benutzt man neben roten Verfeinerungen die griine Verfeine-
rung. Dabei halbiert man ein Dreieck entlang einer Seitenhalbierenden. Die Klassifizierung der
Zerlegung &dndert sich, weil die Dreiecke spitzwinkliger werden. Es ist hierbei jedoch wichtiger,
die Verfeinerung lokal zu halten und hingende Knoten wie in Abbildung 3.2 zu vermeiden.

Die Arbeitsweise eines adaptiven Losers ist folgende: Er verfeinert ein Dreieck mit grofem
Approximationfehler rot. Dabei entstehen auf den Kanten der Nachbardreiecke freie Knoten,
die in diesem Nachbardreieck bisher keine Bedeutung haben (hdngende Knoten). Das macht
die Zerlegung unzuléssig. Verfeinert man dieses Nachbardreieck jetzt auch rot, entstehen wieder
héngende Knoten auf den neuen Nachbardreiecken. Dabei entfernt man sich mit der Verfeinerung
der Zerlegung immer weiter vom eigentlich kritischen Bereich. Um eine unnétige Ausbreitung
der Verfeinerung zu verhindern, werden diese Nachbardreiecke griin verfeinert und der bisher
hédngende Knoten zum Eckpunkt der zwei neuen Dreiecke.
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3.5 Numerische Experimente

Die Anwendung von Elementen hoherer Ordnung (Py—Elemente mit & > 2) hat Vor— und Nach-
teile

e Bei einer glatten Losung der linearen, elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist

eine grobe Zerlegung mit wenigen Teilgebieten K ausreichend, um einen kleineren Fehler
der Approximations—Lésung zu erzielen. Es reicht deshalb, k zu erhéhen, um einen noch
kleineren Fehler zu erhalten. Dabei steigt die Anzahl der Freiheitsgrade auf jedem Teilge-
biet K bei einer Erhchung der Ordnung k auf k+1 um den Faktor (k+n+1)/(k+1) ¢ IN
im IR"™.
In Abbildung 3.8 sieht man das Ergebnis fiir das Problem aus Beispiel 3.19. Fiir Py—
Elemente mit & = 1 bis & = 6 wurden die erwarteten Konvergenzordnungen h* bzgl. der
H' Norm und A*¥*! bzgl. der L2-Norm und die in FEMLAB erreichten Konvergenzord-
nungen modulo einer Konstanten ermittelt. Dabei wurde h von % bis zu 3% verfeinert. H1lp
bzw. L2p sind die nach Satz 3.15 zu erwartenden Fehler, Hlppy bzw. L2ppy die Fehler
der numerischen Approximation des Problems des FEMLAB-Programms.

e Ist die Losung nicht glatt, empfiehlt es sich, die Zerlegung wenigstens in der Umgebung
von Singularitdten zu verfeinern, da ein Element hoherer Ordnung dort die Losung nicht
gut approximieren kann.

Der Effekt von Elementen hoherer Ordnung auf einer groben Zerlegung gegeniiber linearen Ele-
menten auf einer feinen Zerlegung ist eine grofere Genauigkeit der approximierten Losung auf
jedem Teilgebiet und damit ein kleinerer Gesamtfehler, wenn die Losung ausreichend glatt ist
wie in den Beispielen 3.19 und 6.3.

Beispiel 3.19 (Diffusionsdominanter Fall)
Man gibt die lineare, elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung

~Au(z,y) + b(z,y)Vu(z,y) + c(z,y)ulz,y) = flz,y)  inQ,
u(z,y) = 0 auf T

mit

b(z,y) = (0,007,

c(z,y) = 0,

flzyy) = e {(2n* — y* — 2?) sin (7z) sin (7y) + 27[z sin (1) cos (7y)
+y cos (mz) sin (7y)] }

und Q = [0,1]2 in FEMLAB ein und vergleicht die errechnete Approzimationslésung mit der
Losung des Problems u = sin (mx) sin (wy)e *Y. Dabei erhdlt man die Resultate der Abbildung
3.9 fiir:

e lineare Elemente gerechnet auf einer Zerlequng, die sukzessiv rot verfeinert wird (,Verfei-
nerung®), d.h. jeder Punkt auf der Kurve entspricht einer rot verfeinerten Zerlequng der
Zerlegung im vorherigen Punkt. Der Punkt am linken Rand entspricht der Ausgangszerle-

qung.
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P2—Elemente
10°
107 /
-4
10 o L2
- HlT
> LZFEM
- Hlgey
1076 -2 -1 0
10 10 10
h
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107
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10—10 -2 -1 0
10 10 10
h
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10°
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10_15 -2 -1 0
10 10 10
h

Abbildung 3.8: Konvergenz von h = 1/3 bis h = 1/32 mit b =0
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e P,-FElemente mit k = 1,...,8 gerechnet auf der Ausgangszerleqgung (,,k—Erhohung®), d.h.
fiir jeden Punkt auf der Kurve ist mit Elementen einer um 1 hoheren Ordnung auf der
Ausgangszerlequng das Problem gerechnet worden. Der Punkt am linken Rand entspricht
der Ordnung k = 1.

L2 Verfeinerung
Ht Verfeinerung
L2 k—Erhohung

H! k—Erhdhung

LOsung des Problems

£ =1, b=(0,0)", c=0

\% —————— —¥
s - T - - - - -0
E‘\S -
~ >
=
~
=N T
=
~
O
500 1000 1500

Freiheitsgrade der FEM

Abbildung 3.9: Echte Losung und Approximationsfehler in der L?~ und H'-Norm des diffusi-
onsdominanten Beispiels 3.19

-
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3 15 10 —=— LZ FEM [
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= o) =
L —2
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Abbildung 3.10: Losung zu Beispiel 3.20 und Fehlerdiagramm

Beispiel 3.20 (Dreidimensionales Beispiel zur Geometrie ‘fem3d‘)

Das zu lésende Problem auf dem Gebiet Q :=[0,1] x [0,2] x [0,1]\ {(z,y, z) € IR :

z<1 und y<1 und z < 3} lautet
Finde u € X, so dass

—AU(:E, Y, Z)
u(z,y, 2)

u(z,y, 2)

9072 sin (7z) sin (7y) sin (72)

0

30 sin (7z) sin (7y) sin (72)

in €,

auf den Randflichen 1,2 und 4 — 7,

auf Randfliche 3
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mit der Randflichennummerierung wie in Abbildung 3.1 gilt.

Die Lisung ist u(z,y,z) = 30sin (rz) sin (7y) sin (72). Links in Abbildung 3.10 ist ein Scheiben-
diagramm der Losung mit 8 Scheiben in z—Richtung und einer Scheibe in z—Richtung zu sehen.
Rechts sieht man ein Approzimations—Fehlerdiagramm, fiir L?— und H'-Norm mit einem h aus
(8.1) zwischen % und %. Die Konvergenzrate fiir die hier verwendeten linearen Elemente liegt in
der H'-Norm bei h (in der Legende der Abbildung 3.10 mit ,H' T bezeichnet), in der L?~Norm
bei h? (,L? T¢). ,H' FEM* und ,L?> FEM‘ sind die entsprechenden Normen der FEMLAB-
Lisung.

Beispiel 3.21 (Adaptive Verfeinerung)

Auf Beispiel 2.4 wird ein adaptiver Loser angewandt mit den im FEMLAB-Code angegebenen
Optionen. Dabei erhdlt man die in Abbildung 3.11 dargestellte Losung und die dieser zugrunde
liegende adaptive Verfeinerung.

1
0.9
i
oO.8 XN
A\
TOTAsTAVAVAN
©-8 oO.7 CRE ALY VAV
- &\ 0N AV, VAN
S0 NGRS
o.s o.6 AN AV \VAVaV SUTRDA
Fg!vmﬂg‘» i';“égg"“
SIS CNWACONIVAVAN
O.4 0.5 SRISKRS
QR ARRS
o.2 o.4 QAL
RREDRBSKS
o 0.3 NOERERIERS
ARAZSE
i SELESEERS
o.2 > P s A ﬂ
DS AVAS S
o.1 SY
- LN
o

Abbildung 3.11: Die FEMLAB-L&sung und die Zerlegung des adaptiven Lésers zu Beispiel 2.4

Im folgenden FEMLAB-Code ist der Aufruf eines adaptiven Lisers implementiert, der aufgrund
des mit Hilfe eines Fehlerschétzers errechneten Fehlers auf jedem Element die Zerlegung lokal
verfeinert und zur Losung auf der neuen Zerlegung den direkten oder den iterativen Loser aus
IV verwendet.

sol3 = adaption(fem, ’maxt’,600,’eefun’,’fleel2’, ’report’,’on’);

% Optionen:

% ’maxt’,600: Adaptive Verfeinerung der Zerlegung bis zur ersten Verfeine-
h rung mit mehr als 600 finiten Elementen.

% ’eefun’,’fleel2’: Fehlerschitzer in FEMLAB, der auf jedem Element den Feh-
h ler schdtzt und dann ggf. eine adaptive Verfeinerung auf die-
h sem vornimmt (andere Fehlerschdtzer sind: ’fleeceng’ und
yA ’fleelfun’; man kann auch eigene schreiben).

% ’report’,’on’: erzeugt eine Ausgabe der Adaptionsschritte auf den Bild-
b schirm.

Es gibt noch eine zweite Moglichkeit, eine adaptive Zerlegung zu erzeugen. Dazu ist aber die
Kenntnis der Position von Singularitdten, Unstetigkeiten oder Spriingen der Lésung notwendig.
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NAVA
"%m';

Abbildung 3.12: Gebiet mit nummerierten spezifischen Punkten in FEMLAB und die direkt
erzeugte adaptive Zerlegung

Die Vorgehensweise ist folgende:

Man definiert sich seine Geometrie wie im Programmabschnitt T und definiert zusédtzlich die
Problemzonen als geometrische Objekte und addiert sie zur Gebietsgeometrie. Anschliefend in-
itialisiert man eine adaptive Zerlegung mit Hilfe des ,meshinit‘~Befehls und 16st das Problem auf
dieser Zerlegung mit dem direkten Loser ,femlin‘. Programmiert sieht dieses Verfahren (,Verfah-
ren mit gezielter Verfeinerung“) bezogen auf Beispiel 2.4 so aus:

fem.geom=arc2(0,0,1,0,3/2%pi);

subplot(1,2,1)

geomplot (fem, ’pointlabels’,’on’);
fem.mesh=meshinit (fem, *hmax’,{[] [5;1/128]});

% Wie man im Geometrieplot links in Abbildung 3.12 erkennen kann, erh&lt
% die Ecke mit der Singularitdt aus Beispiel 2.4 die Nummer 5 im FEMLAB-
% Code. Deshalb wird im Aufruf von ’meshinit’ die Nummer der Ecke und die
% Feinheit der Zerlegung in diesem Punkt angegeben. Die leere eckige Klam-
% mer davor steht fiir ein nicht spezifiziertes maximales h auf dem ganzen
/ Gebiet.

subplot(1,2,2)

meshplot (fem) ;

% Hier kommt jetzt Teil III des Programmcode, dann
fem.sol=femlin(fem) ;

Beim Verfahren mit gezielter Vefeinerung werden 696 Dreiecke erzeugt. Beim adaptiven Loser
FEMLABE:S sind es 1084, denn die Abbruchbedingung ,erste Verfeinerung mit mehr als 600 Drei-
ecken® greift erst jetzt. Die Qualitat der Losung ist nicht gleich (vgl. Tabellen 3.2, 3.3 und die
grafische Darstellung der Tabellenwerte in Abbildung 3.13 im Konvergenzdiagramm). Durch die
Nutzung von mehr Informationen im Vorfeld erhélt man eine bessere Approximation bei groben
Zerlegungen. Wird die Zerlegung ausreichend fein in der Problemzone, ist eine stérkere globale
Verfeinerung sinnvoll.
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2190 Elemente 4690 Elemente

2236 Elemente 4685 Elemente

10

M - |>-Norm adaptiv

10 - H-Norm adaptiv
% -8~ L2-Norm gezielt
10° , 1% H-Norm gezielt

10° 10*

Anzahl der Elemente

Fehler

Abbildung 3.13: Feinere adaptive Zerlegungen und Fehlerdiagramm

Elemente ‘ L2-Norm ‘ H'-Norm

1084 8.6539 - 10~* | 2.3250 - 102
2236 3.6799 - 104 | 1.3580 - 102
4685 1.7265 - 10~* | 1.0150 - 1072
9626 8.5885 - 1075 | 6.8567 - 1073

Tabelle 3.2: Normen der adaptiven Losung
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Elemente ‘ L2-Norm ‘ H'-Norm

1034 4.0117-10~* | 6.7743 - 1073
2190 2.6552 - 10~* | 4.7688 - 1073
4690 1.7476 - 10~* | 3.6684 - 103
9362 1.1712-10~* | 3.0589 - 1073

Tabelle 3.3: Normen der Losung bei gezielter Verfeinerung

Wir verfeinern bei beiden Verfahren weiter adaptiv. Danach stellen wir iiber der Elementan-
zahl der jeweiligen adaptiven Zerlegungen den Fehler in L2~ und H'-Normen grafisch dar und
erhalten das in Abbildung 3.13 dargestellte Konvergenzdiagramm nebst vier, zum Vergleich aus-
gewahlten, adaptiven Zerlegungen. Die ersten beiden sind vom gezielt verfeinernden Algorithmus,
die anderen beiden von FEMLABs adaptivem Algorithmus im Loser.






Kapitel 4

Einarbeitung von Randbedingungen in
schwacher Form

In diesem Kapitel wird fiir das inhomogene Dirichlet-Randwertproblem der Poisson—-Gleichung
zunéchst die Methode von Babuska aus [Bab73] in der Bearbeitung von Pitkdranta [Pit80] vor-
gestellt und anschliefend in FEMLAB realisiert. Danach wird die stabilisierte Methode von
Barbosa und Hughes erldutert und der Zusammenhang zur klassischen Methode von Nitsche
hergestellt, wie bereits 1995 von Stenberg (vgl. [Ste95]). Abschlieflend wird noch allgemein auf
andere Arten von Randbedingungen eingegangen. Dazu werden mittels FEMLAB einige Beispiele
mit gemischten Randbedingungen gerechnet.

4.1 Das Dirichlet—Randwert—Problem

Die Grundlagen fiir die Theorie gemischter Finite-Elemente-Methoden sind von Babuska und
Brezzi schon 1973 erarbeitet worden. Von ihnen wurden die Randbedingungen eines inhomo-
genen Dirichlet-Randwert—Problems durch Verwendung eines Lagrange-Multiplikators appro-
ximiert. Diese Methode konvergiert optimal, wenn die Kombination aus dem Funktionenraum
auf dem Gebiet 2 und dem Raum des Lagrange-Multiplikators auf dem Rand I' einer ,inf-sup-
Bedingung‘ (vgl. (4.15)) geniigt. Leider blieb die Frage nach der Konstruktion solcher Finite—
Elemente-Unterrdume unbeantwortet. Pitkdranta fand heraus, dass die Wahl dieser Rdume sehr
eingeschrankt ist.

Sei 2 ein Gebiet im IR",n = 2,3, mit glattem Rand I'. Betrachtet wird hier das Dirichlet—
Randwert—Problem der Poisson—Gleichung:
Finde u € X, so dass

—Auy =f in{, (4.1)
u =g aufl

gilt.

ol



52 KAPITEL 4. EINARBEITUNG VON RANDBEDINGUNGEN IN SCHWACHER FORM

Die schwache Formulierung

Gegeben seien f € L2(Q) und g € H%(I‘) (vgl.1.23). Dann lautet die schwache Formulierung

der Variationsgleichung: X
Finde v € H'(Q) und A € H 2(T), so dass

B(u, v, i) = (f,v) + (g, ) fiir alle (v, ) € H(Q) x H™2(T) (4.3)

gilt.
Fiir die Bilinearform B gilt

B(u, \;v, 1) == (Vu, Vo) + (A, v) + (p,u). (4.4)

Mit (-,-) wird das Skalarprodukt im L?(2) aus (1.8) bezeichnet und mit (-, -) das duale Produkt
aus (1.26). Das Problem hat eine eindeutige Losung (vgl. [Bab73]).

Bedingung fiir den Lagrange—Multiplikator

Durch Umformen des Problems und Einsetzen der vom Dirichlet—Problem geforderten Bedin-
gungen an u sowohl im Inneren von 2 als auch auf dem Rand I erhélt man eine Bedingung fiir
den Lagrange-Multiplikator A. Dazu nimmt man die schwache Formulierung her und formt sie
um.

B(UaA;UaM) - (fav) - <galu>
(Vu, Vv) + <)\,v> + <,u,u> = (f,v) — <g,u>
=0 fiir alle (v, p) € H'(Q) x H™2(T).

Wenn u hinreichend glatt ist (d.h. z.B. u € H?(Q)), kann man den ersten Term partiell integrieren
und erhélt

n

ou(x
- /Q Au(z)v(z) dz —|—/F 8( )v(x) ds + (A,v) + <u,u> — /Qf(:v)v(x) dr — <g,u>
= 0 fiir alle (v, p) € H'(Q) x H 2(T).

Schriankt man in der obigen Gleichung den Raum der Testfunktionen (v,u) aus (4.3) ein auf
C5°(Q) x L2(T), gelten (4.1) und (4.2) im distributionellen Sinn. Also folgt

— [ Autata) do+ [ L) ds+ (o) + (o) — () + [ Bute)ole) da
0 T 0
Bg(m)v(x) ds + / Av(z) ds
r on r
=0 fiir alle (v, ) € Cg°(Q) x L*(T)

und fiir A erhalt man

ou

A= ——.
on

(4.5)
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Finite—Elemente—Raume

Sei T}, eine zuliissige Zerlegung (vgl. Definition 3.1) von Q. Wir betrachten den Finite-Elemente—
Raum Cy aus (3.27). Dann ist

Xy, ={v e HY(Q) | v|x € Px(K) fiir alle K € Tp,}

mit P, als Raum der Polynome vom Grad k£ > 1 der Raum der Finite-Elemente-Testfunktionen
v aus H'(Q). Ferner sei

My, = {u € L3 (1) | u(z)|p = 1(Fg'(z)) fiir irgendein i € Py(E), fiir alle E € &,},

mit [ > 0 der Raum des Lagrange-Multiplikators A, wobei &, = {Ej}j]virl die Zerlegung des Ran-
des I in Teilgebiete E; ist mit Index h := maxgeg, hg (im IR? Kurvenstiicke, im IR? krummfli-
chige Dreiecke). Aukerdem ist Fi : E — E die Abbildung vom Referenzelement E auf E (vgl.
(3.8) fiir K € Tp). An die Randzerlegung &, fordern wir die Regularitét

|Fgll, < Chg  und  ||Fg'||, < Chy'  fiiralle E € &, (4.6)
wobei hp der Durchmesser von E ist. Fiir isotrope Zerlegungen (vgl. Definition 3.2) gilt zusétzlich

Cihg < hgp < Csyhg fiir alleKE'ﬁlundEGEh:KﬁE;é@. (47)

Originalmethode von Babuska
Gesucht werden (up, Ap) € Xj, X My, so dass

B(up, Ap;v. ) = (f,v) + {u. g) fiir alle (v, u) € Xp x My, (4.8)
mit f € L2(Q) und g € H%(F) gilt.

Unter Verwendung der folgenden zerlegungsabhingigen Normen lésst sich die Stabilitdt und die
Fehlerabschitzung des Problems (4.8) leichter zeigen als es in [Bab73| getan wurde.

[0l = > hg'lvlgp firv e HY(Q) (4.9)
Ecgy,

und quiéﬁ = Y hplzl g fir 2 € LA(D). (4.10)
Ecg&y,

Fiir diese Normen gilt dann
(v,z) <|vllLpllzll_1, fiir alle (v,z) € H'(Q) x L2(I). (4.11)
29 29
Auferdem definiert man

1ol = llolliq + vl fiir alle v € H'(%). (4.12)

Es folgen zwei Lemmata. Das erste beinhaltet eine Interpolations—Abschétzung auf My, das
zweite eine diskrete Spurungleichung fiir die Normalenableitung einer Funktion aus Xj,.
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Lemma 4.1 Fir A\ € H+Y(T) gilt

. . [+3
it A= gl < OB A (4.13)
Lemma 4.2 FEs ¢ibt eine Konstante Cy, so dass

‘il 5

" H—l , < [[Vvllgq0 fiir alle v € X, (4.14)
PE

gilt.

Die Konvergenz der von Pitkdranta variierten Methode von Babuska ist gegeben durch den
folgenden Satz.

Satz 4.3 Der Finite-Elemente-Raum, Unterraum von H'(Q) x L2(T), erfiille die Bedingungen

My yex,\{o) 100l n el -1

und
\v\ig >C ||v||ih fiir alle v € {v € Xy, | (p,v) =0 fiir alle p € My} (4.16)
Fiir die Losung (up, Ap) € Xp, x My, von (4.8) gilt dann

2

3
ot —unlly g+ 1A = Al s p < € (B ully i+ 143 X ) (4.17)

fiir uw € HEFL(Q) und X € HITY(T).

Realisierung in FEMLAB

In FEMLAB kann man auch schwache Randbedingungen mit Hilfe des Lagrange-Multiplikators
A programmieren. Das ist jedoch etwas aufwéndiger. Man braucht Zerlegungen des Gebietes (2
und des Randes I'. Diese werden zusammengefiigt und das neue Problem dann mit FEMLAB
gelost. Dazu benotigt man einige Funktionen, die nicht in FEMLAB implementiert sind. Fiir
das folgende Beispiel wurden Programmroutinen aus [Rap03] benutzt. Am Ende des néchsten
Abschnitts wird noch einmal dieses Beispiel aufgegriffen und die im Programm von Rapin vor-
handene Stabilisierung benutzt.

Beispiel 4.4 Zur Veranschaulichung betrachten wir das Problem auf dem Einheitsquadrat € :=
[0, 1]2:
Finde (u,\) € X;, x My, so dass

—Au(z,y) = 2n%sin(nz)sin(ry) fir alle (z,y) € Q,
u(z,y) = 0 fiir alle (z,y) €T

gilt.
Die Losung ist u(x,y) = sin () sin (wy). Mit der Bedingung (4.5) gilt

(4.18)

du mwsin(my) ,x =0V z =1 fir alle y € [0,1]
)\(iE,y) = _%(xay) =

msin(mz) ,y =0V y=1 fir alle x € [0,1]
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In Abbildung 4.1 sieht man acht Grafiken. Die erste zeigt die Zerlegung fiir w tm Inneren des
Gebietes bis zum Rand mit h = 11_8' Die Grafiken zwei bis vier sind fir h = % erstellt. Die
ersten beiden davon zeigen das Gebiet Q). Zuerst die Randzerlequng fir \p und schlieflich die
gemeinsamen Randpunkte von X und u mit hgy = 1/60 und hxg = 1/75. Das Ergebnis fiir X\ nach
(4.18) und fir das approximierte A, sieht man in den Grafiken vier und finf. Das sechste Bild
zeigt den L?-Fehler nach Definition (4.10) des Lagrange-Multiplikators der Ordnung K3 mit
I = —% aus (4.17) mit hg = 1/40 bis hy = 1/125. Die ,inf-sup—Bedingung* (4.15) ist erfiillt.
In Grafik sieben und acht sieht man fir eine verletzte ,inf-sup—Bedingung‘ die gemeinsamen
Randpunkte von X\ und uw mit hy = 1/18 und hx = 1/12 und das approzimierte Xy, fir diesen
Fall.

Zerlegung des Gebietes Q

(nur die Eckpunkte der Elemente) Zerlegung fur A,

1 +++++ + + + + +++++ T R e e R R
I T RO S i
I TS S T T
8L M+ + + i e ey
e T e T
+ o4+ o+ + + L+ + 4
0.6+ + 4. '+ + + + + o+
++ +t 3L+ + o+ +T T+ +
+ + + 1 4+ + + + 4+ F + + + +
4+ ++r 4+ + + 4+ +
0.4 + T+ T -+ +
+ ++IF+ +0T o+ 4+
ii* + +i+f+++ﬁ+++i++
+ +
025 T+ T T T A ﬁi*
FrEs LAt ety
55 oh s o ] R
Zusammengesetzte Randzerlegung (inf-sup—stabil) A=—0u/on
NE
0.8:
0.6;
0.
0.2
o .
o) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o o
approximiertes }\h
10"
1072
—k— Approximationsfehler
—&— erwartete Ordnun
0.5 1072 ]
0 o 107 1072 10"
Zusammengesetzte Randzerlegung (instabil) s approximiertes A, (instabil)
1+ x 10
o.8f S
0.6% F
0.4¥% ES
0.2} Ei
O e ey
(o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 4.1: Grafische Ausgabe zu Beispiel 4.4
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4.2 Stabilisierte Methoden

Barbosa und Hughes erhielten 1991 durch die Addition von Stabilisierungstermen in der schwa-
chen Form des Dirichlet-Randwert-Problems Stabilitdt ohne die ,inf-sup-Bedingung'‘(vgl.[Bar91]|)
zu erfiillen. Diese gemischte Finite-Elemente—Methode gewann dadurch an Potential als Losungs-
methode. Die Stabilisierung ist im folgenden fiir die schwache Formulierung (4.3) des Problems
(4.1), (4.2) dargestellt.

Methode von Barbosa und Hughes

Die stabilisierte Methode lautet:
Finde (up, A\p) € X X My, so dass

Bp(un, An; v, 1) = (f,0) + (g, ) fiir alle (v, ) € X x My, (4.19)

gilt. Dabei ist

ou v
B J AR U, 1) = Blup, Ap; v, u) — hp( A+ —,u+—) , 4.20
o ) = Bl )~ 32 (M4 Gent o) (4.20)

wobei B die in (4.4) definierte Bilinearform ist und (-, >E das Skalarprodukt im L? auf E € &,
ist.
Zuerst erhilt man eine Konsistenzaussage.

Lemma 4.5 Fiir die exakte Lisung (u, \) € H2(Q) N H{(Q) x L2(T) von (4.3) gilt

Bh(ua }‘avau) = (fav) + <g,/.1«> flu'lr alle (UMU‘) € Xp x M. (42]‘)
Beweis : Wie schon gesehen, gilt in der schwachen Formulierung A = —g—z. Setzt man diese
Bedingung fiir A in (4.19) ein, erhélt man wieder (4.3). O

Als néchstes zeigen wir die Stabilitét in Form einer diskreten ,Babuska-Brezzi-Bedingung'.

Lemma 4.6 Sei 0 < a < C?. Dann ezistiert eine Konstante C > 0, so dass

inf sup Bh(vau;zan) >C (422)

XM XM (|12, + 0l s ) (ol + lll 1)

gilt.
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Beweis : Seien (v, 1) € X X My, beliebig. Dann gilt nach (4.14)

v
Bh(vau;va_u) = ||VUHOQ+<U :u> +O4 Z hE< :M_8_>
on n E
_0 Ecé&y
= Tulera Y ke (nunoE— 1%l
Ee€&y,
(4.10),(4.14)
2 (1= &) 9o+ 3 kel e
Ecgy,
> (vl + Il ) (4.23)

mit der Bedingung 0 < o < C?. Sei nun IIj, : L%(T) — M, die L2-Projektion mit

<g,,u> = <th,,u> fiir alle u € My,. (4.24)

Da die Funktionen in M}, unstetig sind, ldsst sich i € My, definieren als fi|p = h'yo|p fiir
alle E € &,. Dann gilt

Al =1 5 = [Tholly - (4.25)
Beweis :(der Behauptung (4.25))

. (4.10) .
z12 e =" helalg s
2’

—1 -2
= hphg' Al s

(4.9) _2
2 B3 3, s

und durch Ziehen der Wurzel aus dieser Gleichung erhilt man

IAl_y, = helly,
Def. _
e he HhEIHth%,h
= vl =

Mit Benutzung von (4.11), (4.14) und der Youngschen Ungleichung ergibt sich

_ ) v
By (v, 150, ) = (Vo,V0) +(v, ) + (1, 0) —a Y hE<u+ - ,u>
-0 -0 Eeg&y,
(4.25) (v, ' Ty —a > hE<,u + g—v,h;Hhv>
Ecé&y n E

4.24 _ ov
(4.24) Z hz! thng’E—a Z <,u+%,ﬂhv>

Ecéy Ecé&y, E
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i)

) 0
— Z hg' ITholl§ 5 — Z \/E<H8_Z
Eegy,

EcE&y,

Ve 1Mol g

v
2
ol = ol |3

o)L,y

2 _
ILeel3 = Mol s (o (C7 19000 + il

N —

v =S
V= IV

= L

quadr. Erg. 9 1 9 1 B 2
> el = 5 Il = S (G IVlog + il y )
1 2 2 2
> SImeld - G (IVola + el ,) (4:26)

Sei (z,n) = (v, —p+di) mit 6 > 0. Man benutzt die bisherigen Ergebnisse und bekommt folgende
neue Aussagen:

]') Bh(vau; zan) = Bh(vau;va _:U‘) + 6Bh(vau; Oa/j)
(4.23),(4.26 ) ) 1 )
> (01 =3C) (190l + Il 1 ) + 56 ITwol3,
c
6<(T§ 2 2 2
> C(IVullS+ P s+ Mol ) (4.27)
2 2 (4.24) 2
2 IVoldg+Imol, 20 ket Ivl},
(4.16) ) )
> Clollin+Iol3,
N——
>0
2
> ol (4.28)
D lelat+lmlg, = Mol s+ 0al_y,
A—-Ungl. B
< Nl Dl g+ 0l
(4.25)

e I I s P

MY ol g+ ol + el + 6 1ol
< @+ (Iwlha+ o) + ey,
2@+ ol + el s

< C(Iolhn+ul_ys)- (4.29)
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Setzt man die Aussagen (4.27)—(4.29) zusammen, erhilt man

Bh(“amza”) (4.29) Bh(vau;zan)
su Z - 5
CoeXoM (2, + il p) (ol + el ) & (Iollp + 1)
A 2 2
(127)(a28)  C (Hv!h,h + ||M||_l,h)
> 5
C (ol + a3 )
> C
Damit ist die Stabilitéit gezeigt. O

Es fehlt nun noch die Stetigkeit der Bilinearform (4.20). Man nimmt zwei Lemmata zu Hilfe.
Das Lemma 4.7 stellt Fehlerabschétzungen fiir den Interpolationsfehler auf einem Randstiick
E bereit, das Lemma 4.8 gibt eine Abschidtzung der Norm der Normalenableitung auf dem
Gebietsrand T

Lemma 4.7 Fiir u € H*1(Q), k > 1, existiert ein Interpolationsoperator II;, und positive Kon-
stanten Cj und Cg, so dass fiir alle E C &,

() lu-Taly < il ™ fulg e wnd (430
(i) HWHE < OB ulys ¢ mitECK (4.31)
gelten.

Beweis : (i) siehe [Pit80], Prop. 4.1, (4.11), (ii) folgt aus (i). O

Lemma 4.8 Fiir v:=u — Iu,u € H*1(Q),k > 1, gibt es eine Konstante C; > 0, so dass

ov
” = 4.32
HanH;’h = 1 Hu||k+1’Q ( )
gilt.
Beweis :
O |12 v Ov
|5 = > hE<_’ _>
onll=ph Ees, on’ on /
(4.31) o)
< Z hEC%hE 2 ”UHiJA,K
Ecé&y,

k 2
< 012}7'2 ||UHk+1,Q'

Durch Ziehen der Wurzel folgt die Behauptung. O
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Mit dem néchsten Lemma wird die Stetigkeit der Bilinearform (4.20) gezeigt:

Lemma 4.9 Fir v :=u — yu,u € H1(Q), u € L2(T') und eine positive Konstante C gilt

Bato, i zmm)| < C (lznllyp+ Il 1.0

(Crh* Nl g0+ Il_s ) fiir alle (zn,m) € X x M. (4.33)

Beweis :
Ba(w,wiznsm)l < C (ol + lal_sp) (Inllyn + Imal—3.0)

ov 0z
—a Z hE<M+ ap 't 8—:>
Ecé&y E

< o Mol llgn) (Henllin + Il —s0)
——
(4.30)
< Cih*|lullpyg 0
ra(ll gt el Ymigas 5l )
. ]
Hll—1p anll— 1 L TO (e | S
——— —
(4.32) (4.14)
< Crhk|lullyg o < Crllznlly
k
< C(lenllin+ Iml_sn) (CrA lullyyr o+ Iy ) - O

Der néchste Satz liefert schlieflich eine Fehlerabschétzung des Variationsproblems (4.19):

Satz 4.10 Sei (up, \) € X, X My, eine Lisung des Problems (4.19) und sei 0 < o < C?. Mit
u € H(Q), k> 1 und A € H'TYT),1 > 0 gilt dann

3
ot =l 18 = Ml < C (B ullg g+ B Ny ) - (4.34)

Beweis : Sei pup € My, beliebig. Dann folgt

A—Ungl.
lu—wnllyp+IA=Anl_r < llu=Thully , + Thu = unly
FIA = pnll o+ i = Anll -1,
(4.30) .
< Crh" ullgyr0+ H>‘_Mh||_%,h
[y = unlly p + llen = Anll -1
(4.22) .
< Crh™ ullgyr0+ H>‘_Mh||_%,h
By, (I1u — — Ap;
N sup n(Xpw — up, g, — Ans 20, 1p)
(zh,mn)EXp x My, thHl,h + ||77hH7%,h
(1.41)

k
< Ckh ||UHI¢-|-1,Q+ H>‘_Mh”7%,h
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By (Ipu — w, pup, — X; 2, p)

+ sup

(zh.mn) ||Zh||1,h+”77h||,%,h
(4.33) \
< Okhullp g+ 1A=l
k
+ (O ullggr 0+ Il 1)
C (lznllyp + Imell_y 1)
sup
(zn:mn) th|‘1,h+”77h”,%,h
W=A—pup &
< c(h ullj,s1.0 + |\A—uh||_%,h).

Jetzt schétzt man ||A — pp|| 1, mit Lemma 4.1 und geeigneter Wahl von pp, nach oben ab und
2’
erhilt die Behauptung. O

Die Finite-Elemente-Raume konnen nach Erreichen dieses Resultats unabhingig gewdhlt wer-
den.
Die Abbildung 4.2 zeigt das approximierte A und dessen Fehlerdiagramm fiir eine stabilisierte
Methode mit verletzter ,inf-sup—Bedingung (4.15). Verletzt ist die Bedingung, wenn die Zerle-
gung fiir A, auf dem Rand feiner ist als fiir das Gebiet €. Die erreichte Fehlerordnung fiir Ag von
1/100 bis 1/250 liegt bei der Stabilisierung von Rapin wie im ,inf-sup-stabilen‘ Fall bei O(h).
Es ist nicht die gleiche Stabilisierung wie von Barbosa und Hughes. [Rap03] beinhaltet auferdem
die Erweiterung des Poisson-Problems auf Diffusions-Konvektions-Reaktions—Gleichungen.

approximiertes )\h (stabilisiert)

/«/'/1_
>
1072 ;/E/Z/E/Ej
=
—— Approximationsfehler
—=— erwartete Ordnung
|

Fehler

R

10~

h

Abbildung 4.2: A, und Fehlerdiagramm fiir die stabilisierte Methode

Betrachtet man den Raum Mj noch etwas genauer, so erkennt man, da die Funktionen in
diesem Raum unstetig sind, dass man auf jedem Randelement E € &) die Variable \j, lokal
eliminieren kann. Wir setzen eine Testfunktion 4 € M, in das Variationsproblem (4.19) ein und
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erhalten

Bh(uhaAh;vau) = (VUhaVU)+<>\haU>+<MaUh>—Oé Z hE<>\h+%au+%>
E

o on on
= (f,v) +(g: 1)

Diese Formulierung kann man jetzt in zwei Gleichungen schreiben (Sattelpunktform):

(Vg Vo) + (M, v) = 3 hE<Ah "’“«3;;) = (f.0) (4.35)
Ecé&y,
(pyun ) —OézhE<>\h+aa ,u>E = (9.1). (4.36)

Ecgy,

Man 16st die Gleichung (4.36) mit Hilfe der L2~Projektion II;, nach ); auf, indem man zuerst
die Terme mit Ay isoliert

ouy,
<Mauh>—<ﬂa9>—04 Z hE<a—naM> =« Z hE<>\hau>
E€&y, E E€g, E
und dann die Projektion II; anwendet
(o Ty, — Thg) — a3 hp{m, 2%, _=a 3 (A
#y HpUp h9 E\ Hh g E\ Ahs )
Ecé&y Eecgy,

Weiterhin gilt diese Gleichung fiir jedes u € My, also gilt auch

ou
(Opup, —Ipg)| g — ahg <Hh8—h> = ahgAp|E,

E

wenn man das Ganze auf E € &), einschrinkt. Schlieflich teilt man durch (ahg) und erhélt einen
Ausdruck fiir A, auf E € &,

Mle = (ahp) ™ (Mhuy — Thg)|m — (Hh 8uh> (4.37)

0

E

Dies setzt man in die Gleichung (4.35) ein und benutzt, dass II; eine orthogonale Projektion ist.
Dann erhélt man fiir alle v € X,

(Vau, Vo) — <Hh68“h Hhv> —< g ,Hhuh>

Ouy, ov
H 11 I, — I I, —I)—
+ g (ahg)” (Ipup, h'U +a E hE<( h )an (I, )8n>E

Ecé&y Eegy,

= (f,’l)) — <th—z,ﬂhg> + Z (ahE)*1<th,Hhv>E. (4.38)

EcE&y,



4.3. GEMISCHTE RANDWERT-PROBLEME 63

Die klassische Methode von Nitsche

Da der Raum Mj, mit der Stabilisierung von Barbosa und Hughes beliebig gewéhlt werden kann,
identifizieren wir My, mit L?(T'), d.h. TI;, = I. Man erhilt dann die klassische Formulierung:
Finde uj, € X}, so dass

By (up;v) = (Vu,Vv) — <%,v> — <g—z,uh> + v Z hE(uh,v)E
Ec&,
ov
= (fa”)_<%,9>+’7E§hh;<g,v>E
=: Fp(v) (4.39)

gilt.
Sie geht auf einen Artikel von Nitsche aus dem Jahr 1971 zuriick (vgl. [Nit71]). Fiir diese Methode
bekommt man direkt eine optimale Fehlerabschitzung.

Satz 4.11 Seiuy, € Xy, die Lisung vom Problem (4.39) und seiy > C; 2. Fiir u € HF1(Q) gilt
dann

|lu— Uh||1,h < Oh* HUHk-H,Q' (4.40)

Beweis : Die Konsistenz erkennt man direkt aus der Formulierung, die Stabilitdt zeigt man mit
Cauchy—Schwarzscher und Youngscher Ungleichung sowie (4.14) fiir alle v € X,

(4.9) 9 ov 9
Buvn) 9ol -2 50} +alold,
(1.25) 9 v 5
> — -
> IVeliEa =2l 5oy, 7 IR
quadr.Erg. 9 11 0v12 9
o -
IVollia = 2|5l + O =2 el

(4.14) 1 9 9
S (1 - 7) IV6lZ0+ (v = o) 0,
(4.12)
o, (141)

Mit Konsistenz und Stabilitdt folgt aus (4.30), der Galerkin—-Orthogonalitdt (1.41) und der Be-
schrianktheit von Bj, die Behauptung. O

4.3 Gemischte Randwert—Probleme

Randbedingungen zweiter und dritter Art

In (0.2) wurden homogene Randbedingungen erster Art oder Dirichlet-Randbedingungen schon
definiert. Im Programmcode in Kapitel 3 stehen inhomogene Randbedingungen erster Art. Hier
werden jetzt noch zwei andere Arten von Randbedingungen vorgestellt:
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Die Randbedingung zweiter Art oder Neumann—Randbedingung lautet

0
a—z =g auf . (4.42)
Die Randbedingung dritter Art oder Robin—Randbedingung ist eine Kombination aus

Randbedingungen erster und zweiter Art. Sie wird formuliert durch

0

8—2 +au =g auf I'. (4.43)
Werden auf verschiedenen Teilstiicken des Randes (I';,I's,...) verschiedene Randbedingungen
(z.B. Dirichlet-Randbedingungen auf T'y, Neumann-Randbedingungen auf T's, usw.) gefordert,
spricht man von gemischten Randbedingungen. In FEMLAB realisiert man diese gemischten
Randbedingungen iiber vier Randparameter.

% Angabe gemischter Randbedingungen:

% Eine Randbedingung mit gq=0 ist eine Neumann-Randbedingung, sonst eine Ro-
% bin-Randbedingung, vorausgestzt h=0 und r=0.

h nu ¢ nabla u + qu = g - h"t lambda (NEUMANN/ROBIN-Randbedingung)
h hu-=r (DIRICHLET-Randbedingung)
fem2D.bnd.h={0 0 1}

fem2D.bnd.r={0 0 ’0.5*%(x.~2+y."2)’}

fem2D.bnd.q={0 0 0} % das alpha aus der Gleichung 4.44
fem2D.bnd.g={0 1 0} % das g aus der Gleichung 4.43 bzw. 4.44

% Bei diesem Beispiel sind die drei Randbedingungen also:

% 1) homogene Neumann-Randbedingung

% 2) inhomogene Neumann-Randbedingung

% 3) inhomogene Dirichlet-Randbedingung

fem2D.bnd.ind=[3 2 3 1];

Numerische Beispiele

Beispiel 4.12 Finde u € X, so dass

—Au(z,y) = -2 fiir alle (z,y) € Q:=[0,1]%,
ou
Ju .
a—n(O,y) =0 fir alle y € [0,1] und
u(z,0) = wu(z,1)= %(ac2 +4?) fir alle z € [0,1]

gilt. Die Losung des Problems ist u(z,y) = %(3:2 + 42). Grafisch sind die Approzimation der
Lésung und das Fehlerdiagramm mit L2~ und H'-Norm fiir P;-Elemente in Abbildung 4.3 dar-
gestellt. Dabei sind O(h?) fiir die L2~Norm und O(h) fiir die H'-Norm die erreichten Fehler-
ordnungen.
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FEMLAB—Approx<imation

a 10
o.o
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Abbildung 4.3: FEMLAB-Approximation und Fehlerdiagramm zu 4.12

Schliefslich sieht man in Abbildung 4.4 die Approximation von FEMLAB parallel zum Programm-
code aus Abschnitt 3.2, in dem bereits gemischte Randbedingungen benutzt wurden. Nimmt
man den besten iterativen Loser fiir dieses Problem (der angegebene iterative Loser im Pro-
grammcode), sieht man in der dritten Grafik, dass dieser wesentlich mehr Zeit fiir das Losen des
Gleichungssystems bendétigt. In der vierten Grafik ist der bei kleinem h grofere Approximations—
Fehler dargestellt. Der Unterschied zwischen den beiden Losungen ist sehr gering, vergrofert sich
jedoch mit zunehmender Zahl an Vergleichspunkten. Die Qualitéit des iterativen Losers nimmt
also ab.

Approximation mit Loser Nr.1 Approximation mit Loéser Nr.2

1

0.6
0.5 0.4
0 0.2
0.5 : . 0
00 00
, Rechenzeiten beider Loser Unterschied zwischen den Losungen
10 10
direkter Loser — L2-Norm
- — lterativer Loser _ o 1_
s 10* \/ _ 10 8 L H™—Norm
c . K e
2 5
(5] . L _ .
g 10° 107 v\/\
1071 -2 -1 0 10712 -2 -1 0
10 10 10 10 10 10
h h

Abbildung 4.4: FEM-Approximation fiir gemischte Dirichlet-Randbedingungen mit direktem (1)
und iterativem (2) Loser, Rechenzeiten der beiden Loser und Unterschied der Losungen in L2-
und H'-Norm






Kapitel 5

Isoparametrische Elemente

In diesem Kapitel wird die Voraussetzung eines stiickweise polyedrischen Randes I' des Gebie-
tes 2 durch die allgemeinere Vorschrift eines krummlinigen, Lipschitz-stetigen Randes ersetzt.
Die Losung mit Finite-Elemente-Methoden muss dem neuen Rand angepasst werden, da sich
die Konvergenzordnung mit vorhergehenden Methoden durch ungenaue Randapproximation ver-
schlechtert. Die Verwendung isoparametrischer Elemente wird einer Verfeinerung der Zerlegung
in Randnéhe gegeniiber gestellt. Die Anwendbarkeit und Effektivitdt beider Methoden wird mit
Hilfe von FEMLAB verglichen.

5.1 Theorie

Bei der Anwendung von Finite-Elemente-Methoden haben wir bisher nur stiickweise polynomia-
le Elemente der Ordnung k auf dem Rand I' des Gebietes 2 benutzt. Besonders fiir k£ = 1 ist die
Approximation eines nicht polyedrischen Randes schlecht (vgl. Abbildung 5.1). Eine Fehlerab-
schitzung bestétigt diese Aussage:

Abbildung 5.1: Krummliniger Rand und eine Zerlegung mit linearen Elementen

Satz 5.1 Sei Q ein Gebiet mit C>~Rand. Fiir die Finite-Elemente—Approzimation mit linearen,
finiten Elementen gilt bei quasiuniformen Triangulierungen

l|u— Uh||1,Q < Ch ‘U|2Q (5.1)
und

3
|u — UhHU,Q < Ch> MQQ (5.2)

67
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Beweis : siche [Bra97], I11.1.7 und III1.1.8. O

Man verliert bei der Approximation mit linearen Elementen in der L?-Norm im Vergleich mit
dem Interpolationsfehler eine halbe h—Potenz. Um diesen Verlust auszugleichen, sind isoparame-
trische Elemente hoherer Ordnung am Rand I niitzlich. Zur Vereinfachung der Darstellung wird
hier nur der wichtige Fall quadratischer, isoparametrischer Elemente betrachtet.

Eine Naherung mit hoherer Genauigkeit erhdlt man demnach, wenn man den Gebietsrand
stiickweise mit Polynomen vom Grad [ > 2 approximiert. Dann geht der Fehler in der L?-Norm
auf O(h!) zuriick. Die verlorene halbe h-Potenz wird also zuriick gewonnen. Die betroffenen
Dreiecke bzw. Tetraeder

Kr:={KeT,: KNT # 0}

haben dann eine gebogene Kante (vgl. Abbildung 5.2) bzw. Fléche.
Sei (K, Pf,X) ein finites Element (vgl. Definition 3.4), wobei K das Referenzdreieck aus Abbil-

To
A

1

o
&)

,_.
=l e
v
=

=

W

Abbildung 5.2: isoparametrisches Dreieck Kt und Referenzdreieck K mit [ =2

dung 5.2 ist. AuRerdem sei F die affin-lineare Abbildung aus (3.8) von K nach K. Man definiert
dann

Px = {p:p(x) = p(F'(z)),z € Kr,p € P} (5.3)
und
Yk :={p; € Kr aus (3.6) : p; = F(p;)}. (5.4)

Damit ist auch (K,Pk,Xk) ein finites Element mit den Funktionen p € Pk, definiert durch
F~!: Kt — K und die polynomialen Funktionen p: K — IR, p € Pi.

Definition 5.2 Wenn fiir jede Komponente F; der Abbildung F
F; EPR" 1=1,...,n,

gilt, dann heifit (K, Pk,X k) isoparametrisch.
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Bemerkung 5.3 Im allgemeinen ist die inverse Abbildung F~' nur ganzrational, wenn Kr ein
Dreieck ohne gebogene Kante ist und somit F und F~' linear sind. Das Gleiche gilt fiir die
Funktionen p € Py .

Um eine bessere Vorstellung iiber die Vorgehensweise bei isoparametrischen Elementen zu haben,
folgt ein Beispiel.

Beispiel 5.4 Sei K das Referenzdreieck aus Abbildung 5.2 mit den Eckpunkten 3, i = 1,2,3,
und den Seitenmittelpunkten 7', i = 4,5,6. Auflerdem sei Pi = IP’g(f(), Y beinhalte die Funk-
tionswerte der Punkte ', i = 1,...,6, und qNSZ € [P)Q(K'), 1=1,...,6, seien die entsprechenden
Basisfunktionen mit ¢;(27) = dij (Kronecker-Symbol). Sei ein Dreieck K mit einer gebogenen
und zwei geraden Kanten wie in Abbildung 5.2 gegeben, das in der (x1,x9)—-Ebene liege, wobei
24 und 28 die Mittelpunkte der geraden Seiten z'22 und z'23 seien. Dann definiert man eine

Transformationsabbildung F durch

F(z) =Y 2/¢i(%) fiir alle & € K (5.5)

M-

Jj=1

mit K=F(K)={z € R?:x=F(i),& € K}. Also ist F eine Abbildung vom Referenzdreieck
K auf das Dreieck K mit F(z ) =z,i=1,...,6.

Welche Eigenschaften hat die Transformationsabbildung im Beispiel 5.4, d.h. unter welchen
Voraussetzungen gibt es eine inverse Abbildung F~! ?

Die im Beispiel 5.4 vorliegende Abb1ldung F ist nur unter bestimmten Voraussetzungen bijektiv
(und besitzt somit eine Inverse F~!). In einer kleinen Umgebung von jedem Punkt % € Kist F
lokal bijektiv, wenn

oF  OFy
011 019 -
et J(x) = ur alle x € .
det J(Z 0 fir alle 2z € K 5.6
OF, 0F,
0T1 0T

gilt, wobei J(Z) die Jakobi-Matrix von F' an der Stelle 7 ist. Im allgemeinen reicht (5.6) nicht aus
fiir eine globale Bijektivitdt von F. In diesem Beispiel werden die Seiten von K jedoch bijektiv
auf die Seiten von K abgebildet. Damit kann man folgenden Satz zeigen.

Satz 5.5 Erfillt die zilbbildung F aus Beispiel 5.4 die Bedingung (5.6) und werden die Seiten
des Referenzdreiecks K bijektiv auf die Seiten eines beliebigen Dreiecks K einer Zerlegung Ty,
abgebildet, dann ist F' sogar global bijektiv.

Beweis : Man splittet die Transformatlonsabblldung F in zwei Abbildungen F und F, so dass
F(i) = F(F(&)) gilt (vgl. Abbildung 5.3). F ist die affine Abbildung, die die Eckpunkte 2,
7 =1,2,3, auf die Punkte 2/ = (27, 23), j = 1,2, 3, abbildet. F hat also die Form

A

ﬁ'(y):By+b fiir alley € {# € IR? : x = F(&),z € K}

2_ 1 ,3_ 1 1
2] — 2 23— 2 z
B=(7 7" und b= %
25 — 25 25 — 25 25

mit
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1 z4 52 21 24 22

W

Abbildung 5.3: Die gesplittete Transformationsabbildung F' = FoF

Da 2!, 2% und 23 nicht auf einer Geraden liegen, ist det B # ( und damit F' bijektiv.
Fiir die Abbildung F gilt

Fi(&) = & + dif1 9, 1=1,2
mit d; := 4215 — 2. Die entsprechende Jacobi-Matrix .J zu F ist gegeben durch

j(fi) _ (1+dizo di Ty
o doTo 1+dozi )

Die Determinante von J()

det J(Z) = 1+ d1Zy + doiiy (5.7)
ist also linear in £. Wenn
1
20> 7 i=12 (5.8)

ist (das gilt im grau unterlegten Bereich im mittleren Koordinatensystem von Abbildung 5.3),s0
ist d; > —1 fiir 1 = 1,2 und mit (5.7) gilt

det J(2') = detJ(0,0) = 1>0,
det J(2%) = detJJ(1,0) = 1+dy >0 und
det J(2*) = detJJ(0,1) = 1+d; >0.

Also ist det J > 0 im Dreieck K und also F' bijektiv, wenn 2° und z° im grau unterlegten Bereich
der beiden rechten Koordinatensysteme von Abbildung 5.3 liegen (Bedingung (5.8)). Unter dieser
Voraussetzung ist dann auch F' bijektiv. O

Bemerkung 5.6 Die Entfernung zwischen 2z° und z° auf der Strecke 2223 (vgl. Abbildung 5.3)
muss also klein sein, nidmlich |2° — 25| = O(h%) mit hx als Durchmesser von K. Fiir ausreichend
feine Zerlegungen ist diese Bedingung erfillt und F bijektiv.

Die folgende, durch quadratische, isoparametrische Elemente verbesserte Fehlerabschitzung gilt
fiir quadratische Elemente auf dem gesamten Gebiet {2 mit isoparametrischen Elementen auf
dem Rand T'.
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Satz 5.7 Sei Ty, eine quasiuniforme Triangulierung von Q0 mit quadratischen, isoparametrischen
Elementen. Dann existiert eine von h aus (3.1) unabhdngige Konstante C, so dass

v — Mpull,, o < Ch3™™ lullz.0 fir m =0,1 und alle u € H3(Q)
gilt.

Beweis : siehe [Cia91], Kapitel VI, Theorem 42.1. O

5.2 Numerische Experimente

fem.sshape=2; % Randapproximation mit P2-Elementen

% Achtung ! Ist der Befehl ’fem.shape’ fiir Elemente hdherer Ordnung im In-
% neren des Gebiets definiert, wird die Ordnung der Randelemente automa-
% tisch auf den hdchsten Wert in ’fem.shape’ gesetzt.

Isoparametrische Elemente am Gebietsrand I' sind in FEMLAB also einfach realisierbar (s.o.).
Es ist auerdem eine Routine vorhanden, die auch fiir Pj—Elemente bei krummlinigen Rindern
eine gute Approximation ohne isoparametrische Elemente liefert. Sie ist mit dem Parameter
Jhcurve des ,meshinit()‘-Befehls gekoppelt. Diese Routine analysiert den Radius rp der Kriim-
mung des Randes. jhcurve’ liefert einen zusédtzlichen Parameter zur Berechnung des maximalen
Randelement-Durchmessers hq4.1, der bei zweidimensionalen Geometrien auf 0.3 eingestellt ist.
Daraus ergibt sich Apqqz,r = rr *0.3. Den Effekt dieses Vorgangs sieht man in Abbildung 5.4. Mit

Zerlegung mit ' hcurve’ Zerlegung ohne ' hcurve’

Abbildung 5.4: Effekt des Parameters ‘hcurve' bei krummen Réndern

folgendem Programmcode ist Abbildung 5.4 unter Vorgabe des Randkriimmungsradius rp = i
und dem daraus resultierenden Parameter Apqz,r = % erstellt worden.

fem.geom=e11ip2(0,0,1/4,1/2,0,’center’);

% Zerlegung mit Beeinflussung von ’hcurve’ (erfolgt automatisch):
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fem.mesh=meshinit (fem, ’hmax’,1/4);

% Zerlegung ohne Beeinflussung von ’hcurve’ durch Angabe eines wirkungslo-
% sen, hohen Wertes beim Parameter ’hcurve’, der hier sonst auf 3/40 wire:
fem.mesh=meshinit (fem, ’hmax’,1/4, hcurve’,4);

FEMLARB verfeinert demnach auf Kosten einer quasi—uniformen Zerlegung an gekriimmten Rén-
dern.

Fehler

Freiheitsarade

Abbildung 5.5: Fehlerdiagramm zu Beispiel 5.8

Beispiel 5.8 Wir betrachten ein Problem auf der Ellipse Q := {(z,y) € IR?|162% + 4y?> < 1}:
Finde u € X, so dass

—Au(z,y) = *TY[(32n% — 2)sin (47z) sin (47y)
—8m(sin (47z) cos (4y) + cos (4mz) sin (47y))] in Q
u(z,y) = sin(4nz)sin (4ry)e* Y auf T

gilt.

Die Lésung des Problems ist u(x,y) = sin (4nz) sin (47y)e* Y. Wir rechnen mit FEMLAB mit
den in Abbildung 5.4 gezeigten Zerleqgungen (links mit Py—Elementen und dem Parameter ,hcur-
ve‘, rechts mit Pi—FElementen im Gebiet Q und Py-FElementen auf dem Rand T') und vergleichen
die Ergebnisse. Man stellt fest, dass die Randkrimmung der Ellipse durch die Verfeinerung in
FEMLAB genauso gut approximiert wird wie mit isoparametrischen Randelementen. In Abbil-
dung 5.5 sieht man die entsprechenden Fehlerkurven dazu. O(h) bzw. O(h?) stellen die nach
Interpolations—Fehlerabschitzungen zu erwartenden Fehler fir H' - bzw. L2~Norm dar. ,H1 P; ¢
ist der Fehler bei Benutzung des Parameters ,hcurve’, entsprechend ,L2 Py ‘. ;H1 Py /Py * ist der
Fehler fiir isoparametrische Randelemente ohne Parameter hcurve’, entsprechend ,L2 P;/Ps".
Der Unterschied ist:

e Mit Parameter ,hcurve‘ erhdlt man eine lokal verfeinerte, isotrope Zerlequng, rechnet aber

schneller bis zu h = ﬁ.
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e Mit isoparametrischen Randelementen bleibt man quasi—uniform, rechnet langer, erhdlt aber
ein Ergebnis mit einer kleineren, multiplikativen Konstante.

Beide erreichen die optimale Fehlerordnung bzgl. ihrer Interpolations—Fehlerabschdtzung.

Als néichstes betrachten wir ein Beispiel mit sowohl nach auféen als auch nach innen gekriimmten
Réndern. Ziel ist es, die Aussage des Satzes 5.7 praktisch nachzupriifen.

Girobe Zerlegung bei h=0.25 L&sung des Problems
0.8
o.s[- N - 0.8
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Abbildung 5.6: Zerlegung, Losung und Fehler in H'- und L2-Norm zu Beispiel 5.9

Beispiel 5.9 FEin Gebiet mit starken Randkrimmungen ist das H—Gebiet. Es hat die Form eines
groflen, gedruckten H mit abgerundeten Ecken (vgl. Abbildung 5.6). Auf diesem Gebiet betrachten
wir das Problem:

Finde u € X, so dass

—Au(z,y) = 32n%sin(4nz)sin (47y) in
u(z,y) = sin(4wz)sin (47y) auf T

gilt.

Die Losung des Problems ist u(zx,y) = sin (4nx) sin (47y).

Man sieht in Abbildung 5.6 eine grobe Zerlegung des Gebietes ), die Losung und zwei Feh-
lerdiagramme. Der mazimale Elementdurchmesser h fallt von % auf 21—5 Die erwartete (‘Hlp*
bzw. ‘L27 ‘) und die erreichte (‘Hlpgn‘ bzw. ‘L2ppar ‘) Fehlerordnung O(h?) sind dariber geplot-
tet (7 =1 fiir P,~Elemente bzw. j = 2 fiir isoparametrische Py-Elemente in der H'-Norm links
und j = % bzw. j = 3 in der L?~Norm rechts).
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Die Besonderheit ist der Bruch in den Fehlerdiagrammen sowohl bei der H'— als auch der L2~
Norm fiir Py—Elemente (bezeichnet in der Legende mit Pia und Pib). Hier fallt der erwartete
Fehler von O(h%) auf O(h) bzw. von O(h%) auf O(h?), weil der oben bewiesene Effekt eintritt.
Der Abstand zwischen dem Punkt auf dem Rand des Gebietes und dem imagindren Punkt auf
der Kantenmitte des linearen Elementes wird so klein, dass die vernachlissigte Krimmung im
Gesamitfehler keine Rolle mehr spielt. Die theoretischen Fehlerordnungen bzgl. h aus Satz 5.7
werden tatsdchlich erreicht.

Beispiel 5.10 Zum Abschluss folgt noch ein Problem mit gemischten Randformen.
Finde u € X, so dass

—Au(z,y) = [(z* +y* — 2n?)sin (77) cos (my)
+27y cos (1z) cos (my) — 2mz sin (7z) sin (1y)] in Q,
u(0,y) = wu(l,y) =0 fir alle y € [0, 1],
u(z,0) = sin(7x) und
u(z,1) = —sin(wz)e” fir alle z € [0,1] und
u(z,y) = sin(mx)cos (wy)e™ auf T';

mit Q= {(z,y) € [0,1]%|22 + y> > 1} und [; := {(z,y) € [0,1]*|2® + ¢* = 1} gilt.

Die Lésung dieses Problems ist u(z,y) = sin(wz) cos (ny)e™. Das Fehlerdiagramm rechts in
Abbildung 5.7 zeigt den zu erwartenden Interpolationsfehler (,H1p*, ,L27°) und den FEM-
Approzimationsfebler (\Hlpgy®, ,L2rEn ‘) in H'— und L2-Norm bei einer Rechnung mit iso-
parametrischen Elementen auf dem Rand T' und Py—Elementen im Gebiet €.

P_—Elemente

1

coo0o000000O
O 4 NWAMOONODOGA

Abbildung 5.7: Losung und Fehlerdiagramm zu Beispiel 5.10



Kapitel 6

Singular gestorte Probleme

Wie in Kapitel 2 schon gesehen, tritt bei € nahe 0 eine Verénderung des Problems
—8Au+5Vu+cu=f in O

auf. Die lineare, elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung reduziert sich zu einer linearen,
hyperbolischen Differentialgleichung erster Ordnung. Deshalb wird in diesem Kapitel allein der
wichtige grenznahe Fall 0 < ¢ < 1 behandelt.

6.1 Stabilisierung in Strémungsrichtung (,,Streamline Diffusion®)

Man erhélt fiir 0 < € < 1 eine konvektionsdominante Diffusions—Konvektions—Reaktions—Glei-
chung, deren Losung mit einer konformen Finite-Elemente—-Methode wie in Kapitel 3 im Bereich
der durch den starken Konvektionsterm neu auftretenden Grenzschichten oszilliert. Deshalb sta-
bilisiert man diese Methode durch Addition zusétzlicher Terme, die mit einem Parameter §
gewichtet sind.

Die neue Formulierung enthélt den Term .7 S5 (bVup, bV0). Das ist die mit /3 gewich-

tete L2-Norm der Richtungsableitung von u;, bzw. v in Richtung des Vektorfeldes b. Die Methode
heifst ,,Streamline Diffusion®, weil durch den obigen Term kiinstliche Diffusion in Richtung des
sogenannten Stromungsfeldes b addiert wird. Die stabilisierte Fassung der elliptischen Variati-
onsgleichung (1.39) heiflt also:

Finde uy, € X}, so dass

asmb(uh,v) = f_gtab(’l)) fir alle v € X, (6.1)
gilt mit
agiap(un,v) = alup,v)+ Z Sxc(—eAuy, + bV up, + cup, bVV) g
KEeT;,
= ¢(Vuy, Vo) + (BVuh + cup,v)
+ Z (—eAup, + bVup + cup, bV i (6.2)
KeTy,

75
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und

fsan(v) = (f,0)+ D dw(f,bVv)k

KeTy,

= > (fiv+0kbVo)k. (6.3)
KeTy,

Dabei ist K ein Dreieck der Zerlegung 7, mit h aus (3.1). Die Stabilisierung ist konsistent, weil die
Galerkin—-Orthogonalitét (1.41) durch die Addition von Stabilisierungstermen auf beiden Seiten
der Variationsgleichung erhalten bleibt.

Im folgenden Lemma 6.1 wird der Effekt der Stabilisierungsmethode gezeigt. Mit dem Re-
sultat des Lemmas 6.1 ist das Lemma 1.21 von Lax—Milgram anwendbar und die stabilisierte
Variationsgleichung (6.1) hat genau eine Losung.

Lemma 6.1 Sei der Parameter §i in Abhdngigkeit von den Problemdaten auf jedem Teildreieck
so gewdhlt, dass

el Lo () h

(5[{ =0 fiir € >
CinvCo
2 2
c||foormy B
0K 7020 fir 0<e< 7H 2 ) K (6.4)
2 ||CHL°°(K) CinvCo
mit Ciny aus (3.8) und co aus (2.7) gilt.
Dann ist aggap (-, ) Xp—elliptisch, d.h. es gilt
asuan(v;0) > Co[|[v]|* (6.5)
; —1— L
mit Cp =1 7 und
1
lolll = (=1l o+ 3 oxlBV0lE x +eollollfg ) (6.6)
KEeTy,
Beweis : Fiir v € X}, gilt mit den Ungleichungen
ab < l(icﬂ + \/§b2> (6.7)
h2
g0 < —K& (6.8)
2Ciny

nach (6.4) und der inversen Ungleichung (3.3)

1
2

1
Y dk(—cdvten Vo] < (X olavli ) (S oxlBVelli«)
KTy KeT, KeTh
1 1
2

+( 2 eonllevli )" (X2 onlbvold k)’

KeTy, KeTy,
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< 5(T5 2 owlBVel s+ Va3 bx Al
KeTy, KeTy,
+V2 Y dclleol )
KeTy
(6.8) /2 o €
< (X kBl D Ak A i
2 2Cinw
KeTy, KeTy
Co
+ 3 el Il )
KeT;, ||CHL0<>(K)
(3.3) 1 .
< (X Vel +elblin +enlolie) (69
KeTy,
und damit
asiap(v,v) = a(v,v) + Z Sk (—eAv + bV 4 cv, bVv) g
KeTy,
(28) 2 2 "X X 2
> e Volig e lolig+ D dk [(—edv+ v, 590k + B9[S«
KeTy
(6.9)
> Gollo]l?

O
Bei der Approximation der Losung mit (6.1) erhilt man eine verbesserte Fehlerabschdtzung. Das
folgende Lemma schétzt den Fehler der stabilisierten Variationsgleichung gegen den Fehler der
Approximation auf dem diskreten Raum X, ab. Dabei wird die Wahl des Parameters dx fiir
jedes Dreieck K € Tj, sperzifiziert.

Lemma 6.2 Seien u die Losung der stabilisierten Variationsgleichung (6.1) und uy, die Losung
der Variationsgleichung (1.89). Dann gilt fir u € W*+12(Q) mit einer Konstanten C > 0

1
llu = wnll < CR**% July g

Beweis : Im folgenden Beweis wird die Konstante C' > 0 in jedem Schritt entsprechend ange-
passt. Zuerst erhélt man mit der Dreiecksungleichung

=l < [llu = Tyul] + [ITrw — un[l] - (6.10)

Dabei ist II5 der Interpolationsoperator aus Satz 3.15.
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Als erstes betrachtet man den zweiten Summanden von (6.10) genauer.

CU\HHTu—uh\HQ < agtay(Tyu — up, Hyu — up)

1.41
( = : aStab(HTu — u, Ilyu — uh)
= 8/ V(IIru — u)V(Il7u — up)dz (6.11)
Q
+ / bV (7w — u) + e(yu — u)](ru — up)dz (6.12)
Q

+ Z O (—eA(Mlyu — u) + c(Tlyu — u), yu —up)g.  (6.13)
KeT,

Im folgenden werden die drei Summanden (6.11), (6.12) und (6.13) getrennt abgeschétzt.

e [ V@ru - Vru—uw)ds < VEru = ulg M7 =

(3.21) i
< COVeh® lulyyy o IT7u —upl,

/Q[I;V(HTU —u) +c(llru—u)|(l7u—up)dz

-,

= / (c =V -b)(Tyu — u)(yu — up)dz — / (Tru — w)bV (Myu — up)dz
Q Q

< e =V Bl [T — ullg o T — unlly o
+ [[Tu = ully g 1BV (7w = up)llo.o
) N\ )\
< (X Imu—alg e )T+ (D2 0kt T —ulld i )| ITEru = us)
KeTy, KeTy,
(3.19) - 1
< OnF (O o Tl ) T — |
KeTy,
‘ Z 5K(—6A(H7—u—u)+5V(H7-u—u)+c(ﬂ7-u—u),EV(HTu—uh))K‘
KeTy,
(3.19) B S
< C Z V 5K(5h];( L+ HbHLOO(K)h];( + ||CHL0<>(K) h];(H) g1 i
KeTy,
Ok I6Y (Tu — up)lo,x
3.1 C k 5 27 —2 2112 2 2 2 %
< h Z K(E°hg" + bl oo (i) + el Lo (1) P [l
KeTy,
1
(X oxlbV (Tru —un) 3 )
KeT,
(6.8) - 3
< O (O (e bnc Bl ) [l ) T = .

KeTy,
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Zusammengefasst ergibt sich daraus die Abschitzung:

7w —upll < CR*

\/E|U|k+1,9

1

1 1
+ ( Z (140" )h% |U\i+1,K) C 4 ( Z (e + oK) W%H,K) ’

| IS |

KeT, KeTh
(3.22) h2 - 3
< Chk< Z (e+h%k + K+ 5K||b”%oo(K)) |U|i+1,K> g
KeTh OK

Anschliefend berechnet man eine Abschétzung fiir den ersten Summanden aus (6.10).

lluo=Tru|? = elu=Truffo+ Y SxlbY(u—7u)llf x + co lu—Trulfq
KeT,

(329) 02 th h2(k+1) 6 g 2 h?k 2

< Z (ehi +cobie " + 0k [|bllgoe ()P ) [0lh g1 i

KeT,
o h% + 6k ||b]|? :
< Z (e + b + Ok [[bllfoo (1)) [wlt1, i -
KeT,

Dann folgt fiir (6.10)

1

h? ~
o= < O 3 (e bt 58 Al ) bl )
KeTy

Jetzt benotigt man eine lokale Abschétzung fiir 0. Dazu approximiert man

2
MK e S B2 . (6.14)
5 K L= (K)

K

Mit der lokalen Peclet-Zahl Peg := hK||g|\Lm(K)/5 unterscheidet man zwei Fille

v MK Rl Per > 1 (6.15)
16l (k)
h2
S~ ?K falls Peyx < 1. (6.16)

Dann ergibt sich die Behauptung mit
2, hk 7 2
et hi+ 5=+ 0k ~ et |bllue )bk + i < Chi, (6.17)
K

(3.1) und (3.22). 0
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6.2 Numerische Experimente

Beispiel 6.3 (Konvektionsdominanter Fall)
In Beispiel (3.19) dndert man e = 1 zu e = 10710, den Konvektionsterm b =0 zu b= (—y, z
und passt f entsprechend an die Losung des Problems u = sin (wx) sin (wy)e ™Y an, die ihrerseits

in C*(Q) liegt und nicht von ¢ abhangt. Dann lautet der Term f der rechten Seite

f(xay) =

)T

e~ {e[(2n? — y* — %) sin (7z) sin (7y) + 27 [z sin (72) cos (7y)
+y cos (rz) sin (my)]] — ysin (ry)[7 cos (7z) — ysin (rz)]

+2 sin (7z) [ cos (my) — z sin (1y)]}.

In Abbildung 6.1 sieht man links das Fehlerdiagramm der nicht stabilisierten, konformen Finite—
Elemente—Methode. Rechts ist das Fehlerdiagramm der FEMLAB-Lésung mit der implementier-
ten Stabilisierung ,sd‘ zu sehen. Beide Fehlerdiagramme sind analog zum Fehlerdiagramm rechts
in Abbildung 3.9 aus Beispiel 3.19 erzeugt.

£ =1le-10, b:(—y,x)T, c=0 ohne SD € =1le-10, b:(—y,x)T. c=0 mit SD

& 10°
5
10° | % b
R \\ > oo 0—2 % Tom ok — —
H— — — 1 e 1
@\\\X\\ ______ N Qg\z&\ . —k
\ \\Q - — _ _ _ 4 \E] > x: ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ o)
N T T - ---0 10 N S i
5 10° ST 5 o N
= N > _ = s ~ ~
g N < g 10 ot
A= ~
= ™~ L ~ > ~
~ - 1078 oo - ~
107°f T~ ~ 10 T~
10 =~
(0] 500 1000 1500 (¢] 500 1000 1500

Freiheitsgrade der FEM

—O— L2 Verfeinerung

Freiheitsgrade der FEM

L2 Verfeinerung

—k— H1 Verfeinerung
—+ L2 k—Erhéhung
—x— H1 k—Erhéhung

—k— H1 Verfeinerung
—~ L2 k—Erhéhung
—x— H1 k—Erhohung

Abbildung 6.1: Approximationsfehler in der L?>~ und H'-Norm des konvektionsdominanten Bei-
spiels 6.3 mit und ohne ,Streamline Diffusion* (SD)

Auf den folgenden Seiten sieht man in den Abbildungen 6.2 und 6.3 die erwarteten Konver-
genzen in der L2-Norm A**! und der H'Norm h* fiir Elemente der Ordnungen k = 1,...,6
(P,—Ps—Elemente). Verglichen werden diese mit den in FEMLAB jeweils erreichten Konvergenzen
zuziiglich einer multiplikativen Konstanten fiir das Problem aus Beispiel 6.3. Dabei wurde h von
% bis zu 3% verfeinert. Abbildung 6.2 zeigt die nicht stabilisierte Finite—Elemente-Methode, in
Abbildung 6.3 die mit ,Streamline Diffusion“ stabilisierte Finite-Elemente-Methode aus FEM-
LAB. Diese Fehlerdiagramme sind vergleichbar mit der Abbildung 3.8 zu Beispiel 3.19.

In FEMLARB ist die ,Streamline Diffusion“~Methode implementiert mit freier Wahl des Parame-

ters 4. Man aktiviert die Methode im Aufruf des FEMLAB-Losers als Parameter.

fem.sol=femlin(fem,’sd’,’on’); % Loser mit Stabilisierung mit delta=1
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Dadurch wird die Standard-Testfunktion v zu v + §bVv verindert. Man kann auch statt des ‘on
einen anderen Zahlenwert als 1 fiir § angeben.

Die Programmierung der Ausgabe von Diagrammen wie in Abbildung 6.3 erfolgt so:

h=[1/2 1/4 1/8 1/16 1/32]; % die maximalen Element-Durchmesser
k=[1 2 3 4 5 6]; % die Ordnung der Elemente
for j=1:length(k)

for i=1:length(h)

gloes = fun2grid(fem2D, ’fProbe(x,y)’) ;% eigene Funktion,die die Ldsung
% an den von FEMLAB generierten Punkten des
% Gebietes Omega mit der Lésungsfunktion
% ’fProbe(x,y)’ berechnet
errL2(i)=L2Norm(fem2D,gloes) ;% Fehler in der L2-Norm (eigene Funktion)
errH1(i)=HiNorm(fem2D,gloes) ;% Fehler in der H1-Norm (eigene Funktion)
end;
subplot(3,2,]),
loglog(h,h.~(k(j)+1),’k-0’), % theoretische L2-Fehlerordnung
hold on,
loglog(h,h.~(k(j)),’k-s’), % theoretische Hil-Fehlerordnung
loglog(h,errL2,’k-x’), % erreichte Fehlerordnung in L2
loglog(hl,errH1,  k-%’), % erreichte Fehlerordnung in H1
legend (°L2_{T}’,’H1_{T}’,’L2_{FEM}’, H1_{FEM}’,4);
title(strcat (’P_{’,num2str(k(j)),’}-Elemente’)),

hold off;
end
% Befehle:
% length(): liefert die L&nge eines Vektors oder die groffite Dimension
h einer Matrix.
% Befehle fiir die Grafikausgabe:
% loglog: doppelt logarithmischer Plot
% hold on: bis zum Befehl ’hold off’ wird im aktuellen Grafik-Fenster
h weitergezeichnet.
% legend: schreibt eine Legende zur Grafik, wobei die verschiedenen Li-
h nien in Farbe und Form in der Reihenfolge ihrer Zeichnung au-
h tomatisch eingefiigt werden.

Beispiel 6.4 Wir betrachten ein Problem auf dem Einheitsquadrat mit einem kreisrunden Loch

Q= [0,1° \ {(z9) € B*: || (7) = G3) ]| < 3}
Finde u € X, so dass

1
—eAu(z,y) + (1> Vu(z,y) =0 inQ,
uw(0,y) =1 fir alley € (0,1] und
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Abbildung 6.2: Konvergenz bis h = 1/32 mit b= () und € = 10~'° ohne SD
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Abbildung 6.3: Konvergenz bis h = 1/32 mit b= (;y) und £ = 10~'% mit SD
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u(z,y) =0 aufT\{(z,y) € R*:z=0}

gilt.
Dabei ist T_ := {(z,y) € [0,1]?> : 2 = 0 oder y = 0 oder H (Zj) - (g:g) H = 1 fiir z +y > 1} der fir
den Grenzfall e = 0 wichtige einstromende Rand.

In Abbildung 6.4 stellen die oberen drei Abbildungen die Losungen fiir ein zwischen 1 und 1076
variiertes € dar, die unteren drei mit dem jeweils gleichen e die Léosung mit der ,Streamline
Diffusion“-Stabilisierung aus FEMLAB.

In der ersten Spalte sieht man den fir e = 1 diffusionsdominanten Fall, der eigentlich nicht
stabilisiert werden miisste. Diese Stabilisierung stért aber nicht, da sie konsistent ist.
Die zweite Spalte zeigt deutlich die an Wichtigkeit zunehmende Rolle des Konvektionsterms, denn
die unstetigen Randinformationen auf I'_ werden in das Gebiet hineingetragen und nicht mehr

gegldttet. Dadurch entstehen Randgrenzschichten beiy =1 fiir0 <z < % und bei H (;)—(8:2) H = i

fir 3 <y < %. Auflerdem bilden sich zwei innere Grenzschichten bei x = y fiir x < % und bei

T —|—§ =y fir % <z< % Durch die Bedingung u(z,0) = 0 vom Randstiick y = 0 entstehen keine
Grenzschichten, da die Randbedingung gleich ist mit dem Wert von w im Inneren des Gebietes.

In der dritten Spalte ist das € schon so klein, dass ohne Stabilisierung keine verntinftige Losung
mehr erreicht wird. Die Grenzschichten werden immer scharfer, d.h. der Gradient der Losung

wird wesentlich steiler.

¢ =1 ohne SD ¢ =0.001 ohne SD ¢ = 107° ohne SD
%
2 20
0.8 08 0.8 0.8
15 10
0.6 0.6 0.8 0.6
i 1 0
0.4 0.4 0.4 : 0.4
-10
0.5
0.2 02 0.2 02 _20
0
0 0 0 0 '
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
e=1mitSD e =0.001 mit SD e = 107 mit SD
1
1.4
1
0.8 ] 1.2
0.8 1
0.6 ) 0.8 0.8
0.6
0.4 : 0.4
0.4
B : 0.2 0.2
0 0 0
0 0.5 1

Abbildung 6.4: Beispiel 6.4



Zusammenfassung und Ausblick

Ich werde in diesem Abschnitt ein Fazit aus meinen numerischen Ergebnissen ziehen und einen
Blick in die Zukunft wagen, was die Entwicklung und Weiterentwicklung von Programmen des
Typs FEMLAB zur Lésung von partiellen Differentialgleichungen betrifft.

Wenn man die dargestellten Konvergenzresultate fiir lineare, elliptische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung aus der ausgearbeiteten Theorie und der Praxis in FEMLAB miteinander ver-
gleicht, kann man schnell erkennen, dass FEMLAB bereits mit modernen, der aktuellen Theorie
entsprechenden Routinen ausgestattet ist. Denn alle theoretischen Konvergenzraten werden auch
in FEMLAB erreicht. Sehr iiberzeugend stellt dies z.B. die Abbildung 3.8 dar.

Man kann den Nutzen bzw. die Funktionalitdt von Elementen hoéherer Ordnung in ein paar
Punkten festhalten:

+ Der Konvergenzfehler nimmt mit steigender Ordnung der Elemente stérker ab als bei Ver-
feinerungen mit gleichem Speicheraufwand.

+ Die Rechenzeit erhoht sich wie bei einer Verfeinerung. Bei Elementen héherer Ordnung
steigt sie abhdngig von der Ordnung der Elemente, die die Steifigkeitsmatrizen immer
dichter besetzt. Die Dimension der Steifigkeitsmatrizen bleibt erhalten.

+ Der Speicherbedarf bleibt relativ gering. Verfeinert man hingegen die Zerlegung, werden
die Steifigkeitsmatrizen grofer und man bendtigt mehr Speicher.

+ Gekriimmte Rénder werden von Elementen héherer Ordnung besser approximiert.

— Man erhilt fiir Losungen mit Spriingen bessere Resultate in der Nédhe der Spriinge durch
eine Verfeinerung der Zerlegung. Elemente hoherer Ordnung eignen sich in den glatten
Bereichen der Losung.

Zusammengefasst bedeutet das, dass fiir speichersparende Verfahren grobe Zerlegungen mit Ele-
menten hoher Ordnung besser geeignet sind. In FEMLAB merkt man das besonders bei dreidi-
mensionalen Geometrien. Denn die Zerlegungen dieser Geometrien benotigen ein Vielfaches an
Speicher gegeniiber noch so fein zerlegten zweidimensionalen Geometrien. Der Speicherbedarf
wichst noch stérker, wenn man die dreidimensionalen Zerlegungen auch nur geringfiigig verfei-
nert. Die Laufzeit erhoht sich {iberproportional, weil diese grofsen Matrizen nicht mehr so leicht
vom Hauptspeicher gehandhabt werden kénnen. Deshalb konnte ich in Kapitel 3 auch nur ein
kleines, dreidimensionales Beispiel rechnen (vgl. Beispiel 3.20).

In Kapitel 5 wird neben isoparametrischen Elementen zur Approximation krummliniger Rédnder
ein raffiniertes, adaptives Verfahren zur Verfeinerung der Gebietszerlegung von FEMLAB einge-
setzt, um die dabei verloren gegangene Konvergenzordnung zuriick zu gewinnen. Dies Verfahren
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erfiillt alle numerischen Anforderungen, die auch isoparametrische Elemente leisten, ndmlich die
Riickgewinnung der alten Konvergenzordnung.

Auch mit der ,Streamline-Diffusion“~Stabilisierung in FEMLAB kann man zufrieden sein. Die
Abbildungen 6.3 und 6.4 in Kapitel 6 zeigen ihren Erfolg deutlich.

Zu beméngeln sind uniibersichtliche und vor allem nicht klar versténdliche Beschreibungen zu
numerisch wichtigen Methoden im Handbuch [COMO1| von FEMLAB. Die Themen sind hau-
fig nicht an einer Stelle {ibersichtlich abgehandelt, sondern auf andere Themen im Handbuch
verteilt. So auch die laut Handbuch mégliche Einarbeitung von Randbedingungen in schwacher
Form (vgl. Kapitel 4). Hat man die Erlduterungen an Beispielen ausprobiert, kommen héaufig
mathematisch unverstdndliche Ergebnisse heraus. Deshalb habe ich mich im speziellen Fall des
Kapitels 4 auch der in Matlab programmierten Routinen Rapins (vgl.[Rap03|) bedient. Bei ande-
ren Schwierigkeiten habe ich es durch aufwindiges, systematisches Ausprobieren dann geschafft,
dass FEMLAB seine Routinen richtig benutzt. Auch ist die Befehlssyntax héufig besser der Hilfe
unter ,help‘ zu entnehmen.

Abschliekend mochte ich zusammenfassen: FEMLAB ist als Computersoftware fiir Finite—
Elemente-Methoden recht gut geeignet. Sowohl mit linearen Elementen, als auch Elementen
hoherer Ordnung liefert es gute Ergebnisse fiir die, in dieser Arbeit behandelten, linearen, ellipti-
schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Auch komplizierte und dreidimensionale Gebiete
lassen sich konstruieren. Der Rechenaufwand ist stellenweise noch etwas zeitintensiv, aber das
andert sich hoffentlich mit zunehmend besser entwickelten Rechnern und neuen Versionen des
Programms FEMLAB. Ein Schritt in néchster Zukunft wird es sein, in FEMLAB die Kopplung
von linearen Elementen in Bereichen von Spriingen der Losung mit Elementen héherer Ordnung
auf dem glatten Losungsgebiet zu erreichen (gemischte Methoden).
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