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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird im Rahmen der Potentialtheorie das Dirichlet-Problem zur Laplace-
Gleichung in einem Gebiet betrachtet, welches im Inneren einen Schlitz enthilt. Dazu
muss das Dirichlet-Problem fiir ein Gebiet und das Dirichlet-Problem fiir einen Schlitz zu
einem gemeinsamen Dirichlet-Problem verkniipft werden. Das zentrale Ergebnis ist der
Nachweis der eindeutigen Losbarkeit dieses kombinierten Problems und die anschliefende
Implementierung eines numerischen Losungsverfahrens.

Die wesentliche Schwierigkeit besteht in der Behandlung der Endpunkte des Schlitzes, da
dort die Losung singulér wird, so dass der klassische Losungsbegriff nicht mehr ausreicht.
Diese Komplikation wird im Existenzbeweis durch Verwendung von Sobolew-R&aumen be-
seitigt, die einen verallgemeinerten Ableitungsbegriff zur Verfiigung stellen, indem statt
klassischer, punktweiser Differenzierbarkeit lediglich Integrabilitdtsbedingungen an die
Ableitungen gestellt werden.

In Kapitel 2 stellen wir die analytischen Grundbegriffe zusammen, die zum Beweis der
Existenz und der Eindeutigkeit der Losung des gemeinsamen Problems erforderlich sind.
Dazu zéhlen die Theorie kompakter Operatoren, die Riesz-Theorie und die Potentialtheo-
rie. In Kapitel 3 wird der Beweis konstruktiv gefiihrt, indem wir die Losung als Kombinati-
on eines Doppelschichtpotentials auf dem Gebietsrand und eines Einfachschichtpotentials
auf dem Schlitz ansetzen und anschlielend zeigen, dass dieser Ansatz in der Tat die ein-
deutige Losung ist. Zusétzlich stellt der Beweis die fiir die numerische Losung notwendige
Formulierung als System von zwei gekoppelten Integralgleichungen bereit. Dabei liefert
der Gebietsrand eine Integralgleichung zweiter Art und der Schlitz eine erster Art.

Auch bei der numerischen Behandlung des Integralgleichungssystems miissen die vom
Schlitz herrithrenden Besonderheiten beriicksichtigt werden. Dies geschieht durch Erwei-
terung eines fiir das Dirichlet-Problem mit Schlitz geeigneten Projektionsverfahrens auf
das kombinierte Dirichlet-Problem. Als besonders geeignet erweist sich das zu dieser Ver-
fahrensklasse gehorende Kollokationsverfahren, mit dem in Kapitel 4 das Integralglei-
chungssystem numerisch gelost wird. Die Formulierung des Kollokationsverfahrens als
Projektionsmethode ist dariiber hinaus der geeignete Rahmen fiir die Konvergenz- und
Fehleranalyse, die in Abschnitt 4.3 durchgefiihrt wird. In Abschnitt 4.4 verdeutlichen wir
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

anhand der numerischen Beispiele, dass das Kollokationsverfahren auch fiir das kombi-
nierte Dirichlet-Problem exponentiell konvergiert.



Kapitel 2

Grundlagen

Zu Beginn wollen wir einige mathematische Grundlagen aus der Funktionalanalysis und
der Potentialtheorie zusammenstellen, die wir in Kapitel 3 zum Nachweis der Existenz
und Eindeutigkeit der Losung des Dirichlet-Problems in einem Gebiet mit Schlitz benéti-
gen.

In der Funktionalanalysis werden lineare, beschrankte und kompakte Operatoren auf
Banach- oder Hilbert-Rdumen betrachtet und damit verbunden die Losbarkeit von Ope-
ratorgleichungen durch Integralgleichungen untersucht.

Die Potentialtheorie beschéftigt sich mit Randwertproblemen fiir die Laplacesche Diffe-
rentialgleichung. Mit Hilfe der Integralgleichungsmethode werden die Randwertprobleme
gelost.

Das Dirichlet-Problem wird in dieser Arbeit ausschlieBlich im R? behandelt, so dass wir
uns bei den Grundlagen auf den zweidimensionalen Spezialfall beschranken kénnen.
Desweiteren bezeichnet |z| immer die euklidische Norm eines Vektors z € R2.

2.1 Grundlagen aus der Funktionalanalysis

Die potentialtheoretische Formulierung eines Dirichlet-Problems fiihrt zu der Frage nach
der Losbarkeit von Integralgleichungen. Die in dieser Arbeit auftretenden Integraloperato-
ren werden sich entweder als kompakt oder als beschrankt und invertierbar herausstellen.
Deswegen stellen wir zunéchst die wichtigsten funktionalanalytischen Aussagen iiber kom-
pakte Operatoren zusammen.

2.1.1 Lineare, beschrinkte und kompakte Operatoren

Der fiir unsere Zwecke zentrale Begriff aus der Funktionalanalysis ist die Kompaktheit
von Operatoren.

Zu Beginn erinnern wir an die Definition von Kompaktheit und relativer Kompaktheit fiir
Teilmengen in metrischen Réumen, da diese Begriffe fiir die Definition der Kompaktheit
von Operatoren benotigt werden.
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Definition 2.1. Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes heifit kompakt, falls je-
de offene Uberdeckung von U eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt, d.h. wenn fir jede
Familie V;, j € J, von offenen Mengen mit der Eigenschaft

v c Jv
jed
eine endliche Teilfamilie Vg, j(k) € J, k=1,...,n, existiert derart, dass
v c Uvim.
k=1
wobei J eine beliebige Indexmenge ist.

Definition 2.2. Fine Teilmenge eines metrischen Raums heifit relativ kompakt, wenn

thr AbschlufS kompakt ist.

Definition 2.3. Ein linearer Operator A : X — Y eines normierten Raums X in einen
normierten Raum'Y heiffit kompakt, wenn er jede beschrinkte Menge aus X in eine relativ
kompakte Menge in'Y abbildet.

Die folgenden Sétze iiber kompakte Operatoren werden wir spéter in dieser Arbeit benoti-
gen, um zu zeigen, dass unsere Integraloperatoren kompakt sind.

Satz 2.4. Kompakte lineare Operatoren sind beschrinkt.
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 2.14, S. 21] verwiesen. a

Satz 2.5. Seien X,Y, Z normierte Riaume und A : X — Y und B : Y — Z beschrdankte
lineare Operatoren. Dann ist das Produkt BA : X — Z kompakt, falls einer der beiden
Operatoren A oder B kompakt ist.

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 2.16, S. 21] verwiesen. O

Satz 2.6. Die Identitit I : X — X ist kompakt genau dann, wenn X endlich dimensional
15t.

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 2.20, S. 23] verwiesen. a

2.1.2 Integraloperatoren

Das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz wird mit Hilfe eines Systems aus
Integraloperatoren gelost werden. Wir erinnern hier an die grundlegenden Definitionen
und deren Zusammenhang mit der Kompaktheit von Operatoren.
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Satz 2.7. Sei K : [a,b] X [a,b] — C eine stetige Funktion. Dann heifst der durch

b
(Ap)(z) = / K2, y)oy) dy, « € [a,b],

a

definierte lineare Operator A : Cla,b] — Cla,b] Integraloperator mit stetigem Kern K.
Er ist ein beschrinkter Operator mit

b
lAle = max / K (z,9)|dy.
z€a,b]

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 2.8, S. 17] verwiesen. a

Bei der Aufstellung des Integralgleichungssystems haben wir unter anderem Integralope-
ratoren mit stetigem Kern.

Satz 2.8. Der Integraloperator

(Ap)(z) = /K(r,y)w(y) dy, v € [a,b],

a

mit stetigem Kern K ist ein kompakter Operator A : Cla,b] — Cla,b].
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 2.21, S. 23] verwiesen. O

Diese Kompaktheit gilt auch fiir Integraloperatoren

(Ap)(z) = /K(w,y)s@(y) dy, v €G,

mit stetigem Kern K € C(G x G) auf einer Jordan-mefibaren Teilmenge G C R™.

Die Kerne der Integraloperatoren, die sich nicht als stetig erweisen, werden sich als singulér
herausstellen.

Definition 2.9. Ein Kern K heifst schwach singular, wenn der Kern K fiir alle x,y € G,
x # y definiert und stetig ist und es eine positive Konstante M und ein o € (0, m] gibt,
so dass fir alle x,y € G, x # vy, gilt

[K(z,y)] < Mlz—y*™.
Satz 2.10. Integraloperatoren mit schwach singuldrem Kern sind kompakt in C(G).

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 2.22, S. 24f.] verwiesen. a
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2.1.3 Riesz-Theorie

Die Riesz-Theorie liefert fiir die theoretische Behandlung von Operatorgleichungen zwei-
ter Art Aussagen iiber die Losbarkeit. Sie beruht auf der Theorie linearer, kompakter
Operatoren, die zwischen normierten Rdumen abbilden.

Das Kernstiick der Riesz-Theorie ist folgender Satz:

Satz 2.11. Set A : X — X ein kompakter linearer Operator in einem mnormierten
Raum X. Dann ist I — A injektiv genau dann, wenn es surjektiv ist. Falls [ — A in-
jektiv ist (und daher bijektiv), so ist der inverse Operator (I — A)™' : X — X beschrinkt.

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 3.4, S. 32f.] verwiesen. O

Aus Satz 2.11 folgt eine Aussage iiber die Losbarkeit von Operatorgleichungen zweiter

Art.

Korollar 2.12. Sei A : X — X ein kompakter linearer Operator in einem normierten
Raum X. Falls die homogene Gleichung

p—Ap = 0

nur die triviale Losung ¢ = 0 besitzt, so besitzt fiir jedes f € X die inhomogene Gleichung
p—Ap = f

genau eine Lisung ¢ € X, die stetig von f abhdngt.

Zur Behandlung der Losbarkeit des Dirichlet-Problems in einem Gebiet mit Schlitz
betrachten wir ein System von Operatorgleichungen. Dieses ist in eine Operatorgleichung

zweiter Art umformbar. Fiir die Eindeutigkeitsaussage der Losbarkeit brauchen wir den
folgenden Spezialfall von Satz 2.11 und Korollar 2.12:

Korollar 2.13. Satz 2.11 und Korollar 2.12 bleiben giiltig, wenn I — A durch S — A
ersetzt wird, wobei S : X — 'Y ein beschrinkter linearer Operator mit einer beschrinkten
Inversen S™! Y — X ist und A : X — Y ein kompakter linearer Operator ist, der von
einem normierten Raum X in einen normierten Raum Y abbildet.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus der dquivalenten Umformung von
Sp—Ap = f
za
p—SAp = STIf,

wobei S7'A : X — X nach Satz 2.5 kompakt ist.
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2.2 Grundlagen der Potentialtheorie

In diesem Abschnitt befassen wir uns zuerst mit harmonischen Funktionen und deren
Eigenschaften. Die Potentialtheorie beschéftigt sich unter anderem mit dem inneren und
auBeren Dirichlet-Problem und der jeweiligen Losung. Die Losbarkeit dieser Randwertpro-
bleme erhalten wir mittels Integralgleichungen. Wir verwenden hier fiir die Losbarkeits-
aussagen der Dirichlet-Probleme die Doppelschicht— und Einfachschichtpotentiale. Dazu
betrachten wir auch die Eigenschaften der Potentiale.

2.2.1 Harmonische Funktionen

Fiir die Aufstellung des Dirichlet-Problems in einem Gebiet mit Schlitz benotigen wir
harmonische Funktionen und deren Eigenschaften.

Definition 2.14. Fine zweimal stetig differenzierbare reellwertige Funktion u auf einem
Gebiet D C R? heifst harmonisch, wenn sie die Laplacesche Differentialgleichung

Au = 0mD
erfiillt, wobei
2
92

Au = —Z
= Ox;

Satz 2.15. Die Funktion

1 1
(I)(.T, y) = % ln m s fur CL”@ T € RQ \ {y} s

heifst Grundlosung der Laplace-Gleichung.
Es gilt grad, ®(z,y) = —grad, ®(x,y) und fir festes y € R* ist ®(x,y) harmonisch
(beziiglich ) im R* \ {y}.

Beweis: Sei y € R?, 2 # y, fest. Dann gilt
1

1
D(x, = —In )
S A TT—

N

0P 1 -1 2@ —y) 1 (zi—wyp)
axl(:c,y) = o-le -yl

e —yl fe—yP 27 oyl
Aus Symmetriegriinden gilt

0P 1 (IEQ - y2)
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Daraus erhalten wir

1 (z—vy)
d, o = ——
grad, ®(z,y) STAr—
und analog dazu
1 (z—y)
d,® — .
grad, ®(z,y) STar—

Somit folgt fiir die Laplace-Gleichung

9*d 0*® B 1 (z—y) 1 (z—y)
8—ﬁ(x’y) + 8—x%($,y) =

Torle—yP omlz—yl?

O

Fiir ein Gebiet D und k € N bezeichnet C*(D) den linearen Raum aller Funktionen
v: D — R, die k-mal stetig differenzierbar sind. Mit C*(D) wird der Unterraum aller
Funktionen aus C*(D) bezeichnet, die sich zusammen mit allen Ableitungen bis zur Ord-
nung k von D nach D stetig fortsetzen lassen.

Die Einheitsnormale v ist ein auf der Tangente senkrecht stehender Vektor.

Satz 2.16 (Maximum-Minimum-Prinzip). FEine in einem Gebiet harmonische und
nicht konstante Funktion besitzt kein Maximum und kein Minimum.

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 6.8, S. 71] verwiesen. a

Aus dem Maximum-Minimum-Prinzip kénnen wir folgendes Korollar herleiten:

Korollar 2.17. Sei D ein beschrinktes Gebiet und w harmonisch in D und stetig in D.
Dann nimmt v das Maximum und das Minimum auf dem Rand an.

2.2.2 Das innere und das duflere Dirichlet-Problem

Das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz besteht aus der Verkniipfung des inne-
ren Dirichlet-Problems beziiglich des Gebietsrandes und des dufleren Dirichlet-Problems
beziiglich des Schlitzes.

Sei D ein beschrinktes Gebiet der Klasse C? mit zusammenhingendem Rand 0D, und
sei v die aus D herausweisende Einheitsnormale an 9D.

Definition 2.18 (Inneres Dirichlet-Problem). Gesucht ist eine in D harmonische
und in D stetige Funktion u, die die Randbedingung

u = f aufdD

erfillt, wobei f eine vorgegebene stetige Funktion ist.
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Definition 2.19 (AuBeres Dirichlet-Problem). Gesucht ist eine in R*\ D harmoni-
sche und in R?\ D stetige Funktion u, die die Randbedingung

u = f aufdD

erfillt, wobei f eine vorgegebene stetige Funktion ist.
Im Unendlichen wird fir |z| — oo gefordert, dass gleichmdfig fiir alle Richtungen gilt

u(z) = O(1).

2.2.3 Doppelschicht- und Einfachschichtpotentiale

Die Existenztheorie des Dirichlet-Problems in einem Gebiet mit Schlitz beruht auf ei-
nem Doppelschicht-Einfachschichtpotentialansatz. Dazu formulieren wir hier das Doppel-
schichtpotential und das Einfachschichtpotential. Die Sprungrelationen des kombinierten
Doppelschicht-Einfachschichtpotentials ergeben sich aus einer Kombination der Sprungre-
lationen des Doppelschichtpotentials und des Einfachschichtpotentials. Der Beweis fiir die
Sprungrelationen des gekoppelten Potentials wird durch Zuriickfithrung auf die Beweise
des Doppelschichtpotentials und des Einfachschichtpotentials geliefert.

Definition 2.20. Fir ¢ € C(0D) heifit

u(z) = / o(y) B(z,y) ds(y) , = € B2\ OD,

oD

das Einfachschichtpotential und

oa) = 8{ o) Gt ds(y), o € B\ 0D,
das Doppelschichtpotential mit Dichte ¢, wobei
O(x,y) = % lnrim, x#y,
die Grundlosung der Laplace-Gleichung ist.
Fiir alle Punkte z ¢ 0D darf die Differentiation nach x und die Integration iiber y

vertauscht werden, weswegen das Einfach- und das Doppelschichtpotential jeweils eine
harmonische Funktion in D und in R?\ D ist.

Satz 2.21. Sei 0D € C? und ¢ € C(9D). Dann ist das Einfachschichtpotential u mit
Dichte p € C(0D) stetig in R* mit

u(z) = / () B y) ds(y) , = € DD,
oD

wobei das Integral als uneigentliches zu verstehen ist.
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Beweis: Dazu sei h: [0,00) — R eine stetige Funktion, mit

0 ,0<s <1,
h(s) = 2s—1 ,3<s<1,
1 , 1 <s< o0,

und u,, n € N, sei gegeben durch die stetige Funktion

unlz) = / hnle — ) o(y) B, y) ds(y) , « € B,
oD

Wir erhalten durch Projektion in die Tangentialebene fiir hinreichend grofies n und
fiir alle  aus einer passenden Umgebung von 0D folgende Abschétzung:

u(z) —un(2)] < / |[@(z, )| [o(2)| ds(y)

. 1
{yedD:|z—y|<: )

< el / B0, y)| ds(y)

{yeR2:|y|<L}

3=

1
= 4/ln—dr||cp||oo, r € R%.
r
0

Daraus folgt, dass in einer Umgebung von 9D wu,, gleichméfig gegen u konvergiert.
Daher ist u stetig im R2. a

Lemma 2.22. Sei D € C%. Dann gibt es eine positive Konstante L derart, dass

(@) {z -y}l < Llz—yf, (2.1)
v(z) - vyl < Lz -yl (2.2)

fiir alle x,y € 0D.
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Lemma 6.15, S. 79] verwiesen. O

Satz 2.23 (Sprungbeziehungen des Doppelschichtpotentials). Sei 9D € C? und
¢ € C(9D). Dann lisst sich das Doppelschichtpotential v mit Dichte p € C(OD) stetig
von D nach D und von R*\ D nach R*\ D fortsetzen mit den Grenzwerten

wle) = [ o) Gt asti) £ 5 0(0), 2 € 0D, (2.)
oD
wobes
vy(z) = hlirilov(a:j:hu(:c))

und das Integral als uneigentliches existiert.
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Beweis: Nach Lemma 2.22 gilt die Abschétzung

'M' _ ) eyl L
ov(y) ol —y2 21’

das heifit, das Integral in (2.3) hat einen schwach singulédren Kern. Daher existiert
das Integral fiir alle x € 0D als uneigentliches Integral und stellt eine stetige Funk-
tion dar. In einer hinreichend kleinen Umgebung U von 9D koénnen wir jedes x € U
eindeutig in der Form

TF#Y, (2.4)

Tr = Z+hl/(2), zG@D, he[_h07h0]7

mit einem passenden hy > 0 darstellen.
Wir schreiben das Doppelschichtpotential v in der Form

o) = pw()+ul@), @ =2+ hv(z),

wobei
_ [9%(zy)
wm>f?£ S dsto)
und
e = L ) — ()] dsto). (25)

Fir x € 0D, also fiir h = 0, existiert das Integral (2.5) als uneigentliches Integral
und beschreibt eine auf 0D stetige Funktion. Zur Vervollstindigung des Beweises
zeigen wir die gleichméflige Konvergenz

]llin%u(z + hv(x)) = u(z), z€0D.

Fiir hinreichend kleine h gilt nach Lemma 2.22

e —yl* = |z—yl+2hw(2) - {z -y} + |z 2"

v

1
Sz =yl +lz =2}
2
Mit der Aufspaltung
L 0®(z,y) _ vly){z—y} vly) {z—2

2r dv(y) |z =yl |z =yl

a@aw‘ { z — 2] }
— 77 < (<1
)aww S Lo P oy e

konnen wir
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mit einer positiven Konstanten C; abschétzen. Daraus folgt fiir hinreichend kleines
r durch Projektion in die Tangentialebene an 0D im Punkt z die Abschétzung

/ ’%'dzsw) < /dp+/p|i—‘xz|dp

{y€dD:|y—z|<r}

[e.e]

dA

< — 2.

< alr+ [ 55 26
0

mit einer Konstanten Cy > 0. Aus dem Mittelwertsatz folgt
’8‘1)(37711) B 0@(z,y)’ P
wly)  ouy) e —yP

fiir 2|z — 2| < |z — y| und mit einer positiven Konstanten Cj5. Hieraus folgt weiter

0b(z,y) 0P(z,y) |z — 2|
[ e - G |ew < af 5 e

{y€dD:|y—z|>r}

fiir alle [z — 2| < § und mit einer Konstanten Cy > 0. Zusammenfassend erhalten
wir aus (2.6) und (2.7)

r

lu(z) —u(z)] < C{sup o(y) — p(2)] + \:c—Qz\ }

fiir alle hinreichend kleinen 7, fiir alle |z — z| < Z und mit einer Konstanten C' > 0.
Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir » > 0 aufgrund der Stetigkeit von ¢ so, dass

<
2C
fiir alle z, 2 € D mit |y — z| < r. Mit § = min{er?/2C, r/2} gilt dann

lo(y) —w(2)] <

u(y) —u(z)] < ¢
fiir alle |z — z| < 0. O

Satz 2.24 (Sprungbeziehungen des Einfachschichtpotentials). Sei 9D € C?%. Dann
besitzt das Einfachschichtpotential u mit Dichte p € C(0D) die Normalableitungen

%—;(x) = /w(y) 02(z,5) ds(y) ¥ % (), © € 0D,

s v (y)
wober
Ouy .
E(:p) = hlgﬁo v(z) - gradu(z £ hv(z))

im Sinne gleichmdfiger Konvergenz auf 0D.
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Beweis: Sei v bezeichnet durch das Doppelschichtpotential mit der Dichte ¢ und sei U
wie in dem Beweis von Satz 2.23. Fiir x = z+ hv(z) € U \ 0D konnen wir schreiben

v(2) - gradu(z) +v(xr) = / {v(y) —v(2)} - grad, ®(z,y) o(y) ds(y),
oD

wobei wir die Gleichung grad, ®(z,y) = —grad, ®(z,y) benutzt haben (siehe Satz
2.15). Analog wie bei dem Einfachschichtpotential in Satz 2.21 koénnen wir mit
Hilfe der Ungleichung (2.2) sehen, dass die rechte Seite der Gleichung stetig in U
ist. Aus den Sprungbeziehungen des Doppelschichtpotentials (Satz 2.23) folgt die
Behauptung. O

2.2.4 Losbarkeitsbedingung fiir Randwertprobleme

Fiir die Eindeutigkeit des Integralgleichungssystems zur Losung des Dirichlet-Problems
in einem Gebiet mit Schlitz benétigen wir Satz 2.25.

Fiir die Beschreibung der Randintegralgleichung zu dem potentialtheoretischen Randwert-
problem des inneren Dirichlet-Problems fiithren wir den Integraloperator K : C(0D) —
C(0D) ein durch

00(z,y)

) ds(y), v € 0D.

(Ko@) = 2 [ o

oD

Nach Lemma 2.22 gilt fiir x,y € 9D die Abschétzung

02 | _ |ovly) tz—yH L
au<y>' - S T

2|z —y|2 T 27’
d.h. das obige Integral hat einen schwach singuldren Kern. Daher existiert das Integral
fiir alle x € 0D als uneigentliches Integral und stellt eine stetige Funktion dar, und der
Operator ist kompakt.

Satz 2.25. Der Operator I — K hat einen trivialen Nullraum
N(I-K) = {0}.
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 6.20, S. 83f.] verwiesen. a

Zur Aufstellung des Integralgleichungssystems zur Losung des Dirichlet-Problems in ei-
nem Gebiet mit Schlitz ist es erforderlich, die Integralgleichung zur Losung des inneren
Dirichlet-Problems zu kennen.
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Satz 2.26. Das Doppelschichtpotential

u(z) = /w(y)%%(y), reD,
oD

mit stetiger Dichte ¢ lost das innere Dirichlet-Problem, falls ¢ die Integralgleichung

o(a) =2 [ o) G dsty) = <2f(). 2 € 0D,
oD

erfillt.
Beweis: Folgt aus Satz 2.23. O
Satz 2.27. Das innere Dirichlet-Problem besitzt genau eine Lisung.

Beweis: Die Integralgleichung ¢ — K¢ = —2 f(x) zum inneren Dirichlet-Problem ist
nach der Riesz-Theorie eindeutig 16sbar, da nach Satz 2.25 N(/ — K) = {0} gilt. O

2.2.5 Sobolew-Riaume

Die Existenzaussage des Dirichlet-Problems in einem Gebiet mit Schlitz wird in Sobolew-
Réumen durchgefiihrt. Hierzu erinnern wir an die Definitionen, die Normen und einige
Eigenschaften.

Fiir eine Funktion ¢ € L?[0, 27| heifit die Reihe

Z U €™ (2.8)
mit
2

o(t) e "™ dt

Ay =

1
2

o

die Fourierreihe von . Die Norm auf L?[0, 2n] ist iiber das Skalarprodukt

(. 0) = | @(t)y(t)dt

O\';"

erklart. Mit f,, werden die trigonometrischen Monome

fm(t) = et
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fir ¢t € R und m € Z bezeichnet. Die Menge {f,, : m € Z} ist ein Orthogonalsystem.
Nach dem Approximationssatz von Weierstrass sind die trigonometrischen Polynome dicht
beziiglich der Maximumnorm im Raum der 2m-periodischen stetigen Funktionen, und
C[0,27] ist dicht in L?[0,27] beziiglich der L?-Norm. Daher ist das Orthogonalsystem
vollstdndig und die Fourierreihe (2.8) konvergiert in der L?-Norm.

Definition 2.28. Sei 0 < p < co. Mit H?[0, 27| bezeichnen wir den Raum aller Funktio-
nen ¢ € L*[0,2n] mit der Eigenschaft

[e o]

> (L+mPlan < oo

m=—0oQ

fiir die Fourierkoeffizienten a,, von @. Der Raum HP[0, 27 heifit Sobolew-Raum. H°[0, 27]
stimmt mit L*[0, 27 iberein.

Satz 2.29. Der Sobolew-Raum HP[0, 27| ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

[e.9]

() = Y (L+m®Panbn

m=—0oQ

fir ¢, v € HP[0, 27| mit den Fourierkoeffizienten a,, bzw. by,. Die Norm auf H?[0, 27| ist
gegeben durch

m=—0oQ

1
e’} 2
lell, = { >+ m2)p\am|2} :
Die trigonometrischen Polynome liegen dicht in HP[0,27].

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 8.2, S. 126ff.] verwiesen. a

Der folgende Satz wird spéter bei der Untersuchung unserer Operatoren auf Kompaktheit
benotigt.

Satz 2.30. Fir q > p ist H90,2x| dicht in HP[0,27] mit kompakter FEinbettung von
H(0, 271] in H?[0, 27].

Beweis: Aus der Ungleichung (1 +m?)" < (1+m?)? fir m € Z folgt H? C H? mit
beschréankter Einbettung

el < lllly

fiir alle ¢ € HP. Die Dichtheit von H? in H? ist eine Folge der Dichtheit der trigono-
metrischen Polynome in H?. Fiir den Beweis der Kompaktheit wird auf [8, Theorem
8.3, S. 128f.] verwiesen. O



20 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Sei D der Rand eines einfach zusammenhingenden Gebietes D C R? der Klasse C*,
k € N. Mit Hilfe einer reguldren k-mal stetig differenzierbaren 27-periodischen Parame-
terdarstellung 0D = {x(t) : ¢t € [0,27)} kann der Sobolew-Raum H?(0D) als Raum
aller Funktionen ¢ € L*(9D) mit der Eigenschaft ¢ o x € HP[0,27] definiert werden,
wobei 0 < p < k ist. ¢ o x bezeichnet die durch (p o z)(t) := p(z(t)), t € R, erklarte
2m-periodische Funktion. Das Skalarprodukt und die Norm auf HP(0D) sind iiber das
Skalarprodukt auf H?[0, 27| gemé&s

(907 ¢)HP(BD) = (90 omx,o SU)HP[O,Qn]

definiert. Der klassische Sobolew-Raum H!(D) fiir ein beschrénktes Gebiet D C R? mit
C'-Rand 9D ist definiert als die Vervollstindigung des Raums C'(D) der stetig differen-
zierbaren Funktionen beziiglich der Norm

2

ey = | [{lu@P + lgradu@)?} do

Da jede Cauchy-Folge beziiglich | - || z1(py auch eine Cauchy-Folge beziiglich || - || 2(p) ist,
kann H'(D) als Unterraum von L?(D) aufgefasst werden. Der Gradient kann von C(D)
als ein beschrinkter linearer Operator von H'(D) nach L?(D) fortgesetzt werden (vgl. [§]
Seite 137f.).



Kapitel 3

Das Dirichlet-Problem in einem
Gebiet mit Schlitz

In diesem Kapitel werden wir das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz theore-
tisch behandeln. Dazu werden wir die Hauptaussagen, die Eindeutigkeit und die Existenz
einer Losung dieses Problems beweisen.

Der Eindeutigkeitsbeweis basiert auf dem Maximum-Minimum-Prinzip (siehe Satz 2.16).
Die Existenzaussage wird mittels der Integralgleichungsmethode und der Riesz-Theorie
fiir kompakte Operatoren bewiesen (siche Abschnitt 2.1.3).

3.1 Problemstellung

In diesem Abschnitt formulieren wir das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz.

Sei D C R? ein einfach zusammenhiingendes, beschrinktes Gebiet mit C%-glattem Rand 9D
und sei ' := {xr(s) : s € [-1,1]} C D ein abgeschlossener C? glatter Kurvenbogen, wobei
xp : [—1,1] — D eine injektive, zweimal stetig differenzierbare Funktion ist, mit xf.(s) # 0
fur alle s € [—1, 1]. Wir setzen zur Abkiirzung 7, := (1), _1 := zp(—1).

Definition 3.1 (Das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz). Gesucht ist
eine in D stetige und in D\ T harmonische Funktion u zu den Dirichletschen Randbedin-
gungen
u = fop auf 0D (3.1)
und
u = fr aufl (3.2)

bei vorgegebenen stetigen Funktionen fsp auf 0D und fr aufT.

21



22 KAPITEL 3. DAS DIRICHLET-PROBLEM IN EINEM GEBIET MIT SCHLITZ

Dieses Dirichlet-Problem ist eine Verkniipfung des inneren Dirichlet-Problems fiir die
Randbedingung u = fsp auf 0D und des dufleren Dirichlet-Problems einer Funktion wu,
welche in R?\T" harmonisch und im R? stetig ist, mit der Randbedingung u = fr auf I". Das
erste Ziel ist, die Eindeutigkeit und die Existenz einer Losung fiir das Dirichlet-Problem
in einem Gebiet mit Schlitz nachzuweisen.

3.2 Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass es zu dem Dirichlet-Problem (3.1)—(3.2)
hochstens eine Losung geben kann. Da wir auf dem Rand des Gebietes 0D und auf dem
Schlitz I" Dirichletsche Randbedingungen gegeben haben, wird der Beweis mit Hilfe des
Maximum-Minimum-Prinzips (Satz 2.16) erbracht.

Satz 3.2 (Eindeutigkeitssatz). Das Dirichlet-Problem fiir ein Gebiet mit
Schlitz hat hdchstens eine Ldisung.

Beweis: Die Differenz u := u; —us von zwei Losungen des Dirichlet-Problems (3.1)—(3.2)
ist eine harmonische Funktion in D \ T, die auf D stetig ist und die die homogene
Randbedingung v = 0 auf 9D und I" erfiillt.

Nach dem Maximum-Minimum-Prinzip (Korollar 2.17) wird das Supremum und das
Infimum der beschrankten harmonischen Funktion u auf 0D oder auf I' angenom-
men, da D \ I offen ist. Aus den homogenen Randbedingungen folgt unmittelbar
u=0in D\T. O

3.3 Existenz

Fiir den Existenzbeweis einer Losung des Dirichlet-Problems (3.1)—(3.2) konstruieren wir
uns ein geeignetes Potential, welches sich aus dem Doppelschichtpotential und dem Ein-
fachschichtpotential zusammensetzt. Die Randbedingungen werden auf ein System von
Integralgleichungen zuriickgefiihrt, die wir umformen und in Operatorform bringen. Mit
Hilfe der Riesz-Theorie erbringen wir den Existenzbeweis.

Die Existenz einer Losung des Dirichlet-Problems (3.1)—(3.2) beweisen wir durch Kon-
struktion. Fiir alle x € D \ T" setzen wir die Losung u als Kombination eines Doppel-
schichtpotentials auf 0D mit der Dichte ¢ € C(9D) und eines Einfachschichtpotentials
auf I' mit der Dichte ¢» € LP(I'), 1 < p < 2, an als

ue) = 3= [z dsty) + 5o / V) dsl). (3

oD

Fiir Punkte € D\ T ist die Differentiation nach x und die Integration iiber y vertausch-
bar. Deswegen ist der Doppelschichtpotentialanteil und der Einfachschichtpotentialanteil
harmonisch in D \ I'. Demzufolge ist v harmonisch in D \ T".
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Bemerkung 3.3. Die Bedingung ¢ € LP(I") mit p > 1 ist notwendiqg fiir die Existenz des
Einfachschichtpotentialanteils.

Beweis: Im Folgenden zeigen wir, dass zwingend p > 1 gelten muss, damit der Einfach-
schichtpotentialanteil existiert.
Sei ¢ € LP(T) fiir ein p > 1, dann gilt definitionsgemé&s

/|¢(t)|p dt < oo.

Wir zeigen, dass das Integral

/¢ 0 () (3.4)

fiir jedes © € T'\ {Z_1} U {Z;} existiert. Dieses ist eine Konsequenz der Holderschen

Ungleichung
i< (e (J2)

fiir nichtnegative Funktionen f und g und reelle, positive Zahlen p und ¢ mit der
Eigenschaft ; + - = 1. In unserem Fall ist f(t) = [¢(¢)]. Damit ist der erste Faktor
auf der rechten Seite von (3.5) nach unserer Voraussetzung endlich. Die Existenz
von

/gq(t) dt mit g(t) := ln‘yflx‘

folgt aus der Existenz von
| q
1
/ (ln —) dt ,
t
0

fiir jedes ¢ < oo, mit Hilfe der Regularitét von I'. Deshalb existiert fur ¢ € LP(T")
mit p > 1 das Einfachschichtpotential (3.4) fiir alle x € R? (vgl. [7] Seite 274f.). O

Um den Einfachschichtpotentialanteil zur Losung des Dirichlet-Problems (3.1) und (3.2)
verwenden zu konnen, benétigen wir die stetige Fortsetzbarkeit des Einfachschichtpo-
tentialanteils auf dem Schlitz I', wo das Integral in z; und #_; Endpunktsingularitdten
aufweist. Dazu benutzen wir das in [6] Seite 275f. bewiesene Resultat.

Lemma 3.4. Der Einfachschichtpotentialanteil in der Gleichung (3.3) mit einer Dichte
e LP(T), 1 < p <2, ist stetig in ganz R?* mit

upsp(z) = /1/1 |y—x| ds(y)

fiir alle x € T', wobet das Integral als uneigentliches zu verstehen ist.
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Der Beweis lasst sich in d&hnlicher Weise wie Satz 2.21 erbringen. a

Damit auf dem Rand des Gebiets 0D der Losungsansatz (3.3) sinnvoll definiert ist, muss
die stetige Fortsetzbarkeit des Doppelschichtpotentialanteils auf 0D gewéhrleistet sein.

Satz 3.5. Sei 0D € C? und p € C(9D). Dann lisst sich das Potential u mit den Dichten
p € C(OD) und ¢ € LP(T), 1 < p < 2, stetig fortsetzen von D nach D und von R*\ D
nach R*\ D mit den Grenzwerten

1 0 1 1

up(z) = % w(y)aU ‘y_x‘d()iQw()

v /w 0 ds(y).

fiir alle x € 0D, wober

uy(z) = hlirilou(xihu(:c))

und das Integral iber OD als uneigentliches Integral existiert.

Beweis: Der Beweis folgt aus den Sprungbeziehungen des Doppelschichtpotentials (Satz
2.23) mit der Dichte ¢ € C(0D), da das Einfachschichtpotential auerhalb von T’
stetig ist. O

Zur Vorbereitung des Beweises der Eindeutigkeitsaussagen iiber die Dichten ¢ und v
werden die folgenden Aussagen iiber das Potential u auf dem Schlitz I' gebraucht.

Satz 3.6. Sei I' € C?. Dann gilt fiir das Potential u mit den Dichten ¢ € C(0D) und
e lP(I), 1 <p<2,

Ou_  Ou

v = W_ﬁ—lj’ auf T\A{Z_1} U{Z.1},

i dem Sinne

[ 16 = 1) - Tsrad uly = (o) — grad uly + )] dy — 0, h—o0.

Beweis: Der Beweis folgt aus den Sprungbeziehungen des Einfachschichtpotentials (Satz
2.24) mit der Dichte ¢ € C(0D). O

Folgerung 3.7. Aus Lemma 3.4 folgt, dass auf ' gilt
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Beweis: Es gilt

ug(z) = nligrlou(xihu(:c))

fiir alle z € I". Damit erhalten wir

upspy() = lim 5o [ 00 0 ds(y)
1 1
= o / V() I o ds(y) = (@)

Der Losungsansatz (3.3) verschiebt das Problem, das Dirichlet-Problem (3.1)—(3.2) zu
16sen, auf die Bestimmung geeigneter Dichten ¢ und 1. Zu ihrer endgiiltigen Berechnung
wird der Losungsansatz in ein System von zwei gekoppelten Integralgleichungen transfor-
miert. Anhand dieser gekoppelten Integralgleichungen wird der endgiiltige Existenzbeweis
gefiihrt. Die Formulierung der Integralgleichungen als Operatorgleichungen erméglicht die
Anwendung der Riesz-Theorie.

Wir fithren die vier Integraloperatoren Kyp : C(0D) — C(9D), M : LP(I") — C(9D),
N :C(0D) — C(I') und Sy : LP(I') — C(I") ein, durch

(Kog)(w) = / )5 )ln L dsy), € 0D,

™

(M) (z) = /¢ ds(y). € D,

Iy—afl

(No)(w) = 2W/ )G )1 ——ds(y), €T\ (U,

(Sro)a) = / ol ds(y), v €T\ {G-1}U {3}

\y - wl
Die Operatoren Kyp und Sr sind kompakt, da ihre Kerne schwach singulér sind (vgl.

Abschnitt 2.2.4). Die Operatoren M und N sind kompakt, da ihre Kerne stetig sind.

Satz 3.8. Das Doppelschicht-FEinfachschicht-Potential (3.3) mit den Dichten ¢ und 1)
lost das Dirichlet-Problem (3.1)-(3.2), wenn ¢ € C(0D) und ¢» € LP(I"), 1 < p < 2, das
System der zwei Integralgleichungen

(P—KBD(P—M’QZ) = —2faD, (36)

No+ Sy = fr (3.7)
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erfillen, wobei (3.6) eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art ist beziglich der
Dichte ¢ auf OD und (3.7) eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art beziiglich der
Dichte v auf T.

Beweis: Der Beweis von Satz 3.2 zeigt, dass u die Laplacegleichung in D \ T" 16st.
Aus der Integralgleichung (3.6) erhalten wir mit den Sprungbeziehungen aus Satz 3.5

1 11
= ZKppo— o4 =M
Y yRopp = 59+ 5 My

1 1 1
= §KaD<P 3 <KaD<P + My — 2f8D> + §M@/}

= faD-

Daraus folgt, dass u = fyp auf 9D gilt.
Aus der Integralgleichung (3.7) erhalten wir mit der Folgerung 3.7

ur = No+5r¢ = Jr,
also ist u = fr auf I'. O
Satz 3.9. Das Integralgleichungssystem (3.6)—(3.7) hat hochstens eine Lisung.

Beweis: Seien ¢, 1) Losungen des Integralgleichungssystems (3.6)—(3.7) fiir fsp = 0 und
fr = 0. Wir definieren u mit den Dichten ¢, ¢ wie oben nach der Formel (3.3). Nach
Satz 3.8 ist dann u_ = 0 auf 9D und v = 0 auf I'. Daraus erhalten wir mit dem
Eindeutigkeitssatz 3.2, dass u = 0 in D \ ' gilt. Mit Satz 3.6 folgt

 Ou_ Ouy - -
’QZ) = W_W aufF\{x_l}U{xl}.
=0 =0

Demzufolge ist 1) = 0, und daher 16st ¢ die Integralgleichung
p—Ksopp = 0.
Nach Satz 2.25 ist (I — Kyp) injektiv, also ¢ = 0. O

Wir parametrisieren die Randkurve 0D durch zsp : [0,27] — 0D und formen die Inte-
gralgleichung iiber 9D in eine dquivalente Integralgleichung iiber [0, 27r] um. Dazu sei

zop € C3 10,27, zop(t) = (zopa(t), Tapa(t)), |zop(t)] > 0 fiir alle ¢ € [0, 27].

Im Weiteren setzen wir voraus, dass zgp auf [0, 27) injektiv und gegen den Uhrzeigersinn
orientiert ist, denn nur dann ist 0D = {xsp(t) : t € [0,2m)}.
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Den Bogen I' parametrisieren wir durch zr : [=1,1] — I'. Die Integralgleichung tiber I'
wird in eine Integralgleichung iiber [—1, 1] umgeformt. Dazu sei

rr € C*[—1,1], zr = (xr1(s), zra(s)), |zr(s)] > 0 fir alle s € [—1,1]

und zp auf [—1, 1] injektiv. In der Parameterdarstellung des Schlitzes

I' = {zr(s) : s € [-1,1]} benutzen wir die Cosinus-Substitution s := cost, t € [0, 7].

Im Folgenden bezeichnet y = xyp(7) die Integrationsvariable auf dem Gebietsrand und
y = xp(7) die Integrationsvariable auf dem Schlitz. Der freie Parameter auf dem Gebiets-
rand wird durch xgp(t), mit ¢ € [0,2n], bezeichnet. Fiir die Einheitsnormale auf dem
duferen Rand 0D gilt

1
Typ(T)

Daraus erhalten wir fiir (3.6) die Parametrisierung

(o ()]

v(zap(T))

Plaon(l %/ el |an {xinsaj)(_TigD<T)} p(zop(T)) dr
. / BTl (ldr = =2 fa(ean(t).

Bei der Parametrisierung des Integrals iiber T wird zusétzlich s = cost, mit ¢ € [0, 27], in
I' = {zr(s) : s € [-1, 1]} substituiert:

1 7 [25p (T)]* - {zap(t) — wan(T)}

elaan(t)) — [ el oo pl} o)) ar
RN ! (e (cos )| sin 7| [Zh(cos )| dr = —2 fon(zan(t))
2m ] Twon () — ar(cos )P : r a ODATODALI

Der freie Parameter auf dem Schlitz wird durch xr(s), mit s € [—1, 1], bezeichnet. Das
Argument des Parameters xp(s) wird anschlieend in beiden Integralen mittels s = cost,
mit ¢ € [0,7], in T' = {ar(s) : s € [—1,1]} substituiert. Wir erhalten daraus fiir die
Gleichung (3.7) fiir ¢ € [0, 27] die parametrisierte Form

% [$3D<T|3;]F(C.O{SZF) <i0;;l<;i§l)<7>} p(zop(T))dr
+ % /w(xr(cosT)) In o p— —1xp(cos = |sin7||zp(cosT)|dr = fr(ar(cost)).

0
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Durch weitere Aquivalenzumformungen erhalten wir

1l forleost) —aon(@)}y
27TO/ |zr(cost) — xap(T)|? #(@op(7)) d
1 r 1 . / -
* 4r /wa(COST» o |zr(cost) — xp(cos 7)|? |sin7|[zp(cosT)[dr = fr(zr(cost)).

0

Wegen der Identitét

1
|zr(cost) — xp(cosT)|?

4[cost — cos T]?

_ 2
= —In(4[cost — cos7]?) +In or(cot) — ar(cos )P

erhalten wir fiir die Parametrisierung von (3.7)

i 7 [%D(T)]l -{xr(cost) — xop(T)}

2 ) ar(cost) —zop(r)p Peen(m)dr
i —In cost — cos 7] n 4[COS b cos 7—]2 b(r)ydr = Ir(COos
* dr ) { l (4[ t ] )+1 |zr(cost) _ZEF(COST)|2} v rlerleost)

mit ¢ € [0, 7] und der Dichte

O(t) = |sint||z}h(cost)| ¥(zr(cost)).

Wir erhalten somit das System der Integralgleichungen

— —/K11 t T dT - —/K12 t T d = gl(t), (38)

mit ¢ € [0, 27], und

) i
/K21 & 7)@(r)dr + - [ —In(4[cost —cos7]") ¢(7)dr
v
0

+ ﬁ / Koo(t, ) (T)dr = go(t), (3.9)

mit ¢ € [0, 7|. Die Kerne der ersten Integralgleichung lauten

o [ p ()] - {zap(t) — zap(s)} - .
Ki(t,s) = on(®) — zon(3)] . fiir t # s,
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mit [z}, = (2p 9, —Thp,) als Normalenvektor, und
1

Kio(t =1 .
12t 5) " |zop(t) — xr(cos s)|?

Die Kerne der zweiten Integralgleichung lauten

[2hp ()] - {r(cost) — wap(s)}

Ko (t =
2t ) |zr(cost) — xgp(s)|? ’
und
4lcost — 2
Koy(t,s) := In [cos ¢ — cos ] fiir cost # cos s.

|zr(cost) — xr(cos s)|?’

Die parametrisierten Dichten sind definiert durch

o(t) = p(xpp(t)) firte[0,2n],
O(t) = |sint||zh(cost)|(xp(cost)), firte[0,n] .
Die rechten Seiten haben nach der Parametrisierung die Form
g1(t) = =2 fap(zan(t)),
g2(t) = fr(zr(cost)).

Bemerkung 3.10. K ist stetig in [0, 27] x [0, 27].

Beweis: Zur Vereinfachung sei hier in dem Beweis z := x5p.
[2(s)]" - {=(t) — =(s)}
|2(t) = 2(s)[?

fir t,s € [0,27], t # s. Mit der Taylorformel erhalten wir

0 = e (48>

=:2'(¢)

Kll (t, 5)

und
A6) = als) L)+ 5 O~ ),

wobei € und € zwischen s und ¢ liegen. Daraus folgt

()] {2/ (s) + 32"(O)(t — 9)°}
[2'(E)(t = s)I?

F)t {2 L) - {"(s)}

Kll(t, S)

1
2 [ZOPF 2 [F(s)P
wobei 2/(s) # 0.

- 3 7tﬁ87

29

(3.10)
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Bemerkung 3.11. ¢ € C[0, 27] ist 2w-periodisch.

Die Parametrisierung fiir die Integrale tiber I' sind so gewdhlt, dass sich die Singularititen
vom Typ /1 — 52 aufheben. Die Funktionen ¥ € L2[0, 7] und go(t) konnen 2m-periodisch
auf [—m, 7| fortgesetzt werden.

Lemma 3.12. Aus ¢ € L2[0, ] folgt ¢ € LP(T), 1 < p < 2.

Beweis: Es gilt
beron] o /\W)\?m <o,
0

Wegen (3.10) erhalten wir mit Hilfe der Parametrisierung

[rewrasy) - LdGli dr

|sin7[P—1 |z (cos )Pt
Mit der Holderungleichung konnen wir abschétzen

/ ()P ds(y)

[NIiS)

1 1-p -
- sinT|'=% dr / 2 dr < 00.
e ep [ /ol

Daraus folgt, dass ¢ € LP(T'), 1 < p < % gilt, denn das Integral auf der rechten Seite
ist endlich, wenn 1 < p < % gilt, da

™

/sin‘”(T) dr fir~v>0
0

existiert, wenn v < 1 ist. O
Aus dem letzten Lemma erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.13. Wenn ¢ € Cy[0,2n] und o € L2[0, 7] die parametrisierten Integralgleichun-
gen (3.8) und (3.9) erfillen, dann sind ¢ € C(OD) und ¢ € LP(T) fir 1 < p < 3, und
erfillen die Integralgleichungen (3.6) und (3.7).

Aus Satz 3.13 und Satz 3.9 erhalten wir:

Folgerung 3.14. Die Integralgleichungen (3.8) und (3.9) haben hichstens eine Ldsung.
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Die Integralgleichungen (3.8) und (3.9) iiberfithren wir in das System von Operatorglei-
chungen

p—Ang— At = g1, (3.11)
AP+ So + At = 9o (3.12)
mit den Operatoren
(Aup)(t) = /Kn (t,7)@(r)dr, t €0,2n],
(Ad)(t) = —/K12 (t,7)¢(r)dr, t €[0,27],
(An@)(t) = o / Kor(t,7) @(r) dr , € [0,71]

(A22?/~1)(t) = ﬁ/{KZQ(t,T) —4}1/3(7') dr, t €[0,7] und

(So)(t) = ﬁ / {—In (4[cost — cos7]*) + 4} (r)dr, t€0,7].

Fiir die Untersuchung der Operatoren Sy und Asy bendtigen wir die folgenden beiden
Lemmata.

Lemma 3.15. Fir die trigonometrischen Monome gelten die Integrale

1 3 . 25 ims O furm:o
%/ln(élsm 5)6 ds = {_ﬁ fiirm = 41,£2,... .
0

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Lemma 8.21, S. 126ff.] verwiesen. O

— t
T) + In (4 sin? J;T) .

cos(a — ) —cos(a+ ) = 2sinasing.

Lemma 3.16. FEs gilt die Identitdt

t
In (4 [cost —cos7]?) = In <4 sin?

Beweis: Es gilt das Additionstheorem
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Wir setzen t = o — f und 7 = o + [ und erhalten

t—T T—1
2

cos(t) —cos(7) = 2sin
Daraus folgt mit Quadrieren unsere Behauptung. a

Mit H![0, 7] werde der Unterraum der geraden Funktionen von H![—m, 7] bezeichnet.

Satz 3.17.  a) Der Operator Sy : L*[0,7] — H0, 7] ist beschrinkt und hat eine be-
schrinkte Inverse Sy* : HY[0, w] — L?[0, 7).

b) Der Operator Agy : L*[0, 7] — HL0, 7] ist kompakt.

Beweis: a) Aus Lemma 3.16 folgt

ﬁ / {—In (4[cost — cos7]*) + 4} cosmrdr
0

27
1 t—
= — —In ( 4 sin? T + 2 p cosmtdr
4 2
0

fir ¢ € [0, 7] und m € Ny. Folglich erhalten wir fir g,,(t) = cosmt die Eigen-
wertbeziehung

Sogm(t) = ﬁ / {—1In (4[cost — cos7]*) + 4} cosmrdr
0

2
1 t—
= —— {ln <4 sin? T)—Z}CosdeT
47
0
27
1 1 t—
= —/ In ( 4 sin? T — 2 s cosmTdr
2\ 27
0
1
= —ZMm mt )
5 mdm (1)

fiir ¢ € [0, 7] und m € Ny, mit

2
1
O = o {—ln<4sin2§)—2}cosmsds.
s
0
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Aus Lemma 3.15 erhalten wir 3, = —ﬁ fiir m # 0 und By = —2. Daher bildet
So die Funktion ¢) € L?[0, 7] mit Fourierentwicklung

o0

77[) = Z AmGm

m=0

S ’l/} — E ( 3

ab. Die Folge (gm)men, bildet ein vollstindiges Orthogonalsystem in L?[0, 7]
und in H0, 7] (vgl. [9] Seite 302). Dies impliziert die Beschrinktheit von
So : L*[0, 7] — H![0, 7] und die Invertierbarkeit mit dem durch

2
S()_lgm = _ﬁ_gma meNOa

beschriebenen inversen Operator Sy : H[0, 7] — L?[0, 7], der wiederum be-
schrankt ist.

b) Wir betrachten zuerst

4 [cost — cos s)?

Koot = 1
(1) " | zr(cost) — xr(coss) |2’

fir ¢, s € [0, 7] und cost # coss. Sei ¢ := cos s und ¥ := cost, und sei

l’p(ﬂ) — .T}[‘(O')

h('l?, O') = W y
fir ¥ # o, mit 9,0 € [—1, 1].
Nach der Taylor-Formel gilt
1
xr(¥) —ar(o ,
% _ /:cF(ﬁJr)\(a—ﬁ))d)\.

0
Folglich existiert
1
lim h(i.0) = /fo(ﬂ) d\ = Zh(9) £ 0,
0
da zr € C?[—1,1], mit 2} # 0. Daraus kénnen wir entnehmen, dass der Kern
Ky zu einer stetigen Funktion fiir t = s fortgesetzt werden kann.

Ferner ist
1

d.0) = /xg(ﬂm(o——ﬂ))u—A)dA,

0

o
09
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und folglich existiert

oh 1

iii% %(19,0) = 5:6%(19)
Analog gilt fiir 2%(0,0) = 12(c). Damit haben wir gezeigt, dass sich h und
seine ersten partiellen Ableitungen in v = o stetig fortsetzen lassen. Fiir die
zweiten partiellen Ableitungen geht der Beweis analog, so dass wir die ste-
tige Fortsetzung in ¢ = o der zweiten partiellen Ableitungen von h erhal-
ten. Durch die Kettenregel {ibertrigt sich diese Eigenschaft der stetigen Fort-
setzbarkeit auf die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von Ko, d.h.
Ky € C%([0,7] x [0,7]). Der Kern Ko, ist in beiden Variablen 2r-periodisch
fortsetzbar und gerade beziiglich 7. Daraus erhalten wir, dass Agot) gerade
beziiglich 7 und 27-periodisch fortsetzbar ist.
Wir zeigen, dass Ay den Raum L?[0, 7] beschréinkt nach H2[0, 27| abbildet.
Sei der Einfachheit halber k(t,7) := Ka(t,7) — 4. Da mit Ky auch k in
C?([0,7] x [0,7]) liegt, d.h. die partiellen Ableitungen existieren und stetig
sind und ihr Maximum kleiner als Unendlich ist, erhalten wir mit Hilfe der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Abschétzung
0%k

o2

0’
ot?

%
or|ly’

[Andlls < Cmax{r\kr\oo,"ak" |

ot

S e W
fiir alle ¢» € L2[0, 7] mit einer von k unabhingigen Konstanten C, d.h.
Agy : L2[0,7] — H?[0,27] ist beschréinkt. Mit Satz 2.30 wissen wir, dass
H?[0,27] dicht in H'[0, 27] liegt, mit kompakter Einbettung von H?[0, 27] nach
H'[0,27]. Da wie oben gezeigt AQQ@ZJ gerade beziiglich 7 und 27-periodisch ist,
erhalten wir, dass Agy kompakt von L?[0, ] nach H![0, 7] abbildet.

O

Um das System der Integralgleichungen (3.8) und (3.9) zusammenzufassen, bringt man
(3.11) und (3.12) in Matrizenform.

Sei
—A; —Ap P 91)
A= =1 = dg:=
() o= () mas= ()

mit 7 € Cor[0,27] x L2[0, 7] und g € C[0, 27| x H}[0,7]. Der Operator
A:C0,27) x L?[0,7] — C[0,27] x H}[0, 7]
ist kompakt, denn der Operator

Ay CJ0,27] —  CI0, 27]



3.3. EXISTENZ 35

ist kompakt, da der Kern K7; von A;; nach Bemerkung 3.10 stetig ist, und der Operator
Ay L0, 7] — C0,27]

ist kompakt, da der Kern K5 von Aj, stetig ist. Ebenso ist der Operator
Aoy 1 C[0,27] — H0,7]

kompakt, da der Kern Ky von As; stetig ist. Der Operator
Agy : L?[0,7] — HO, 7

ist nach Satz 3.17 ebenfalls kompakt.
Das Gleichungssystem (3.11)—(3.12) lasst sich schreiben durch

En+An = g, (3.13)

I 0
(10,

E : C[0,27] x L?[0,7] — C[0,27] x H!0,n] ist beschriinkt und hat eine beschrinkte
Inverse E~1 : C[0,27] x H![0,7] — C[0,27] x L*[0,7], da Sy beschriinkt ist und eine
beschriinkte Inverse S, besitzt.

Die Inverse von ' ldsst sich schreiben als

L (T o
b “<0 So‘l)'

Lemma 3.18. Die Gleichung (3.13) hat héochstens eine Lisung 1.

wobel

Beweis: Die Behauptung folgt aus der Folgerung 3.14. a
Durch dquivalente Umformungen erhalten wir aus (3.13)
En+An=g & (E+An=gyg

& EYE+An=E'g

& (I+E'An=FE""g. (3.14)
E7'A : C0,27] x L*[0,7] — C[0,27] x L?[0, 7| ist kompakt, da A kompakt und F~!
beschrankt ist.
Die Injektivitit von E+ A in der Gleichung (3.13) impliziert die Injektivitit von I+E 1A

in der Gleichung (3.14). Aus der Riesz-Theorie (Korollar 2.13) erhalten wir, dass fur die
Gleichung (3.14) eine eindeutige Losung 7 existiert. Wir erhalten den Existenzsatz.

Satz 3.19 (Existenzsatz). Das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz ist ein-

deutig losbar.

O

Fiir die Konvergenzanalyse benétigen wir die Existenz der Losung in H?[0, 27| x HP[0, 27] —
HP[0, 2] x HPT10, 27] fiir p > 5. Diese kann analog zum Vorhergehenden gezeigt werden,
wenn die Regularitit der Rdnder entsprechend erhéht wird.
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Kapitel 4

Numerische L6sung

In diesem Kapitel wollen wir das numerische Verfahren zur Losung des Dirichlet-Problems
in einem Gebiet mit Schlitz betrachten. Da (3.6) eine Fredholmsche Integralgleichung
zweiter Art und (3.7) eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art ist, wenden wir
das Kollokationsverfahren an. Gewohnlich verwendet man fiir Integralgleichungen zweiter
Art das Nystrom-Verfahren, da es mit weniger Rechenaufwand auskommt. Das Nystrom-
Verfahren ist ein Quadraturformelverfahren zur ndherungsweisen Losung von Integral-
gleichungen zweiter Art mit stetigen Kernen. Das Problem liegt aber darin, dass das
Nystrom-Verfahren fiir Integralgleichungen erster Art nicht konzipiert ist. Das Kolloka-
tionsverfahren ist hingegen fiir beide Arten von Integralgleichungen geeignet, da es ein
Spezialfall der Projektionsmethode ist, welche ein generelles Verfahren zur ndherungswei-
sen Losung von Operatorgleichungen beschreibt. Unser Ziel ist es, die Losung unseres
Integralgleichungssystems durch die Losung eines linearen Gleichungssystems zu approxi-
mieren. Um ein voll-diskretes Verfahren zu erhalten, werden die in den Integralgleichungen
auftretenden Integrale durch Quadraturformeln ersetzt.

Desweiteren fithren wir eine Konvergenz— und Fehleranalyse durch. Dazu werden wir H?-
Riume benutzen, da wir mit den Rdumen C0, 27| x L*[0, 7] — C]0,2x] x H[0, 7] aus
dem vorhergehenden Abschnitt keine Normkonvergenz erhalten. Dieses liegt an den nied-
rigen Regularitdtsanforderungen an den Gebietsrand und an den Schlitz.

Zum Schluss dieses Kapitels wenden wir uns numerischen Beispielen und deren Ergebnis-
sen zu. Als grundlegendes Beispiel nehmen wir eine Ellipse mit einer Geraden. Fiir die
Beispiele mit einer Geraden im Gebietsinneren haben wir eine explizite Losung gegeben.
Um die Abweichung zur wahren Losung zu bekommen, haben wir mit Hilfe von Matlab das
Gleichungssystem (4.20)—(4.21) gelost, und somit eine Ndherungslosung fiir v bekommen.
Im allgemeinen erwarten wir exponentielle Konvergenz des Fehlers der approximierten
Lésung u,, zur wahren Losung wu.

Zuerst fithren wir aber noch einige Grundlagen fiir das numerische Verfahren ein.

37
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4.1 Numerische Grundlagen

4.1.1 Trigonometrische Interpolation

Fiir das Kollokationsverfahren benutzen wir den Raum der trigonometrischen Polynome.
Daher wollen wir uns mit dem Aufbau, der Basis und einigen Eigenschaften des Raumes
der trigonometrischen Polynome befassen.

Sei t; = Zj, j =0,...,2n — 1, eine dquidistante Unterteilung des Intervalls [0, 27] mit
einer geraden Anzahl von Stiitzstellen. Dann gibt es zu vorgegebenen Werten gy, . . . , gon—1
ein eindeutig bestimmtes trigonometrisches Polynom der Form

—_

3

u(t) = % + ) [y coskt + F sin kt] + % cos nt, (4.1)
1

i

welches die Interpolationseigenschaft u(t;) = g;, 7 = 0,...,2n — 1, besitzt. Seine Koeth-
zienten sind gegeben durch

ap = —Zgjcosktj,k:(),...,n, (4.2)

n <

B = =Y gjsinkt;, k=1,....n—1, (4.3)
7=0

(vgl. [8] Seite 182ft.).
Den hierdurch beschriebenen Interpolationsoperator g +— u bezeichnen wir mit P,. Mit
Hilfe der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

cosxcosy = cos(zr—y)—sinzsiny,

sinzsiny = cos(x+y)+ cosxcosy

erhalten wir aus (4.1) durch Einsetzen der Koeffizienten (4.2) und (4.3) die Form der
Lagrange-Basis fiir die trigonometrische Interpolation

L;(t) = L {1 +2 nzlcos k(t —t;) + cosn(t — tj)} ) (4.4)

2n
k=1

fir t € [0,27] und j =0,...,2n — 1. Mit dem Realteil einer geometrischen Summe

m—1
4 . 4 t
1+2262kt+e””t = i(l—ezmt)cot§,0<t<27r,
k=1
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also
m—1 . '
1 +2;coskt+cosmt = smmtcot§, 0<t<2m,
erhalten wir
L;(t) = %sinn(t — t;) cot L _Qtj L tF# .

Bemerkung 4.1. Fir die Lagrange-Basis (4.4) gelten folgende Eigenschaften:
27
a) [Li(t)dt=Z | firj=0,...,2n—1
0

b) Li(t;)=1 , firj=0,...,2n—1

Beweis:  a) Mit (4.4) erhalten wir

2T 2m n—1
1
/Lj(T)dT - %/{1+2 COSk(T—tj)+COS”<T_tJ>} dr
: 0 k=1
= i{2 +2 0+0}—E
o T n

Aufgrund der 2m-Periodizitdat des Sinus verschwinden bei der Integration alle
Terme mit k # 0, da

2w

/COSk(T—tj)dT = %Sinaf(t_tj))

0

2w

0

b) Aus (4.4) erhalten wir

Lit) — %{1+2(n—1)+1}:1.

Satz 4.2. Fir die trigonometrische Interpolation gilt

C

1
—allally, 0<a<p. 5 <p,

2

1Pog = glly <
fiir alle g € HP[0,2x] mit einer von p und q abhdngigen Konstanten C.

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 11.8, S. 186f.] verwiesen. a
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4.1.2 Das Projektionsverfahren

Bevor wir uns dem Kollokationsverfahren zuwenden, sehen wir uns das Projektionsverfah-
ren an, da das Kollokationsverfahren als ein Spezialfall des Projektionsverfahrens aufgefaf3t
werden kann.

Das Projektionsverfahren ist fiir Integralgleichungen erster und zweiter Art geeignet, da es
ein generelles Verfahren zur ndherungsweisen Losung von Operatorgleichungen beschreibt.
Die Grundidee von Projektionsverfahren besteht darin, die Operatorgleichung auf endlich-
dimensionale Unterrdume zu projizieren.

Definition 4.3. Sei X ein normierter Raum und U C X ein nichttrivialer Unterraum.
Ein beschrdankter linearer Operator P : X — U mit der Eigenschaft Po = ¢ fiir alle p € U
heifst ein Projektionsoperator oder Projektor von X auf U.

Definition 4.4. Seien X und Y Banach Rdume und sei A : X — Y ein injektiver,
beschrinkter, linearer Operator. Ferner seien X,, C X und Y, CY zwei Folgen von Un-
terraumen mit dim X,, = dimY,, = n und P, : Y — Y,, Projektionsoperatoren. Die durch
X, und P, erzeugte Projektionsmethode approzimiert (bei vorgegebenem f €Y ) die
Gleichung

Ap=f
fiir o € X durch die projizierte Gleichung
P,Ap, = P,f (4.5)

fir ¢, € X,. Die Projektionsmethode heifst konvergent fiir den Operator A, falls es ein
ng € N gibt so, dass fir jedes f € A(X) die Niherungsgleichung (4.5) fir alle n > ng
eine eindeutige Losung v, € X, besitzt und wenn diese Losungen ¢, — @, n — 00, gegen
die eindeutige Losung @ von Ay = f konvergieren.

Durch Operatoren ausgedriickt beinhaltet die Konvergenz einer Projektionsmethode,
dass fiir alle n > ng die endlich dimensionalen Operatoren P,A : X,, — Y, invertierbar
sind und dass fiir alle p € X punktweise Konvergenz

(PnA)_anAcp — p, N — 00,

vorliegt. Im allgemeinen kénnen wir Konvergenz nur erwarten, wenn die Unterrdume X,
den Raum X ausschopfen, d.h. wenn fiir alle ¢,, € X,, gilt

inf [ — 0 .
of [ —¢ll — 0,n—00

Da P,A : X,, — Y, ein linearer Operator zwischen zwei endlich dimensionalen Rdumen ist,
reduziert sich das Losen von (4.5) auf ein endliches lineares Gleichungssystem.
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4.2 Das Kollokationsverfahren

4.2.1 Die Grundidee des Kollokationsverfahrens

Die Grundidee des Kollokationsverfahrens zur approximativen Losung einer Operatorglei-
chung

Ap=f (4.6)

ist die Bestimmung eine Naherungslosung in einem endlich-dimensionalen Unterraum so,
dass (4.6) an endlich vielen Punkten, den sogenannten Kollokationspunkten erfiillt ist.
Zur genaueren Beschreibung sei Y = Cla,b] und A : X — Y ein beschriankter linearer
Operator. Seien X,, C X und Y,, C Y Folgen von Unterrdumen mit dimX,, = dimY,, = n.

Wir wihlen n Punkte z1,...,x, in [a,b] derart, dass der Unterraum Y, beziiglich der
Kollokationspunkte unisolvent ist, d.h. die Interpolationsaufgabe mit dem Unterraum Y,
und den Interpolationspunkten xy,...,x, ist eindeutig losbar. Dann approximiert das
Kollokationsverfahren die Losung von (4.6) durch ein Element ¢ € X, mit
(Agn)(z;) = flz;), j=1...,n. (4.7)
Sei X,, = span{uy,...,u,}. Wir kénnen ¢,, darstellen als Linearkombination
k=1

und sehen, dass (4.7) dquivalent ist zu dem linearen Gleichungssystem

nyk(Auk)(:L’j) = flz;),i=1,...,n,

fiir die Koeffizienten vy, ..., vn.

Das Kollokationsverfahren 1483t sich auffassen als Projektionsverfahren mit dem Interpo-
lationsoperator P, : Y — Y, als Projektionsoperator. Die Werte an den Interpolations-
punkten legen die zu interpolierende Funktion auf eindeutige Art und Weise fest, weshalb
(4.7) dquivalent ist zu

P,Ap, = P,f.

Das Kollokationsverfahren kann aber auch in anderen Funktionenrdumen anstelle von
C'la, b] betrachtet werden, wie zum Beispiel in unserem Fall in Sobolew-Raumen.
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4.2.2 Das Kollokationsverfahren fiir Gebiete mit Schlitz

In diesem Abschnitt wenden wir uns der numerischen Losung des Dirichlet-Problems in
einem Gebiet mit Schlitz zu. Dazu greifen wir das Integralgleichungssystem (3.8)—(3.9) auf
und bringen es durch Aquivalenzumformungen in ein System von Operatorgleichungen.
Mit Hilfe von Quadraturformeln erhalten wir ein Gleichungssystem, aus dem wir durch
Umformungen die approximierten Dichten zu den wahren Dichten ¢ und v erhalten und
somit die Naherungslosung u,, an die wahre Losung u. Die numerischen Ergebnisse dieses
Verfahrens werden spéter in den Beispielen aufgefiihrt.

Wir betrachten unser Integralgleichungssystem (3.8)—(3.9)

o) - = [Kutnewir - o [Katn i = o,

mit ¢ € [0, 27], und
2m
1
3 [ Kt enar +
0
+

mit ¢ € [0, ]. Fiir die numerische Behandlung wird der Integralteil iiber den invertierbaren
Operator iiber das Intervall [0, 27| integriert. Dieser Operator lidsst sich dann konkret
ausrechnen. Durch eine Aquivalenzumformung wie in Satz 3.17 erhalten wir eine zu (3.9)
dquivalente Integralgleichung

21

2m
%/Kﬂ(tﬂ') o(r)dr + i {—ln (4 sinZt;T) +2} O(7) dr
0

b L [ Rat =3 i) = e

mit ¢ € [0, 7], da ¢ eine gerade Funktion beziiglich der Integrationsvariablen ist und 2n-
periodisch fortgesetzt werden kann.
Fiir t € [0, 7] sei

(S0 (1) ::-1-%{_4n(4$ﬁt

47
0

_T)+2}$@ﬁh.
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Somit erhalten wir das umgeformte Operatorgleichungssystem

¢ —Ang— A = g1, (4.8)
A1p + St + Agotp = go. (4.9)

Um das Kollokationsverfahren auf (4.8)—-(4.9) anwenden zu konnen, benttigen wir Folgen
von Unterrdumen X,,; = Y,; C C[0,27] und X,,o C L?[0,7] und Y, o, C H}[0,7]. Sei
n € N vorgegeben. Fiir X, ; wihlen wir den Raum der trigonometrischen Polynome

n n—1
Tha = {Zakcoskt+2ﬁksink3t |t €[0,27], oy, Bk € R} ,

k=0 k=1

mit den dquidistanten Stiitzstellen ¢; = 7j fiir j = 0,...,2n — 1. Das Interpolations-
problem beziiglich dieser 2n Stiitzstellen und des 2n-dimensionalen Unterraums 7,, ; ist
eindeutig l6sbar. Fiir X,, o = Y, 2 wihlen wir den Raum der geraden trigonometrischen
Polynome

Tho = {Zakcosks | s €[0,27], ax € R} ,

k=0

mit den dquidistanten Stiitzstellen ¢, = 71 fiir [ = 0,...,n. Das Interpolationsproblem
beziiglich der (n + 1) Stiitzstellen ¢; fir [ = 0,...,n, und des (n + 1)-dimensionalen
Unterraums T, 5 C T, ist eindeutig losbar (siehe [7] Seite 278).

Wir wenden folgende Interpolations-Quadraturformeln an:

2n—1

1 -
- D Kt t)@(te)
k=0

Q

27
1 -
RO
0

Q

% / Kis(t, 7) (1) dr % ;akKlg(t,tk)@E(tk) :
) =

fur t € [0, 27, und

%/Kgl(t, T)p(T)dr =~ % k_o Ko (t, tr)p(tr)
i {— In (4 sin? T) + 2} () ds(t) =~ kzzo Re(t)0(ty),
% (Kan(t, ) — 4)1;(7') dr =~ % Z (Ko (t, k) — 4 (te) |
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fiir t € [0, 7], wobei

und

T) +2}Lk(7') dr, te0,2n],

2m
1 —
Ri(t) = E/{—ln (4 sin2t
0

fir k=0,...,2n — 1.
Mit Hilfe von Lemma 3.15, der Lagrange-Basis der Form (4.4) und der Bemerkung 4.1 a)
erhalten wir

2w n—1
1 t— 1 1 1
_%/ln (451112 27'> Li(t)dr = %{QZIEcosm(t—tk)—i-gcosn(t—tk)} ,
0 m=

fir t € [0,27] und £ =0,...,2n — 1, (vgl. [8] Seite 208). Daraus folgt

n—1
1 1 1
R(t) = R{2+2 E Ecosm(t—tk)ngcosn(t—tk)} )

m=1

fir t € [0,27] und k= 0,...,2n — 1.

Wir suchen eine Losung ¢,, aus dem Raum 7;, ; der trigonometrischen Polynome bis zum
Grad 2n und eine Losung 1/;,1 aus dem Raum 7}, 5 der geraden trigonometrischen Polynome
bis zum Grad (n+1). Dasich das Kollokationsverfahren als Projektionsverfahren auffassen
ldsst, definieren wir den Interpolationsoperator durch

P, : C[0,27] x H}[0, 7] — na X Tho P, = ( Pg’l p 0 ) , (4.10)
n,2

mit den Projektionsoperatoren P, : C[0, 27| — T, mit

2n—1

h1 — Z hl(tk)Lk;7

k=0

mit der Lagrange-Basis wie in (4.4), und P, o : H} — T,

h2 — Z hg(tl)il y
=0

wobei die Lagrange-Basis fiir die geraden trigonometrischen Polynome die folgende Gestalt
hat

El = al{Ll(t) + LQn,l(t)} y
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fir t € [0,27] und [ =0, ..., n, wobei

B %, fir i =0,n,
“o= 1, sonst.
Es gilt
Lo(—t) = Lo(t),
L.(—t) = L,(t),
L;(—1) L;(t),

fir t € [0,27] und [ =0,... n.

da Lj(—t) + Lan—j(—t) = L;j(t) + Lon—;(1),
Wir approximieren die Gleichung (3.13) durch die Gleichung
(4.11)

PnE~77n+PnA77n = Py,

wobel

= (I 0 _ ¢n
E.—<0g0)undnn.—<wn),

mit @, € T, und ¥, € 5. Sei
- Pyl 0
P.E = ’ ~ .
o= ()

Es gilt P, v = v fiir alle v € T}, 1, und da gov € T, fiir alle v € T}, 5, gilt Pn,ngv = S’OU
fir alle v € T), ;. Daraus erhalten wir die zu (4.11) dquivalente Operatorgleichung

beziehungsweise das System

—(As2thn) () + Palty) — (Audn)(t;) L, (412)

= gl(tj>7 ij,,Qn—

<A21¢n)(tl> + (S'Olzn)(tl) + (A221/~}n)(tl> = g2<tl) 9 [ = 07 e, (413>

Mit der Lagrange-Basis fiir 7}, ; und 7, 2, kénnen wir ¢,, und @Z)n als Linearkombinationen

darstellen
2n—1

@n = Z’YkLka
k=0

Q/A}n = Zakiku
k=0
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dann gilt y; = @,(t;) fiir j = 0,...,2n — 1, und o7 = ¥, (t;) fir [ = 0,...,n. Fir die
Gleichungen (4.12)—(4.13) erhalten wir damit die Gestalt

2n1

- 0= Uk/K12 7)Li(7 T)dr + 75 = Z’Vk/Ku (r)dr = g(t;)
(4.14)
fir j=0,...,2n—1, und
1 2n—1
2— %/Km ty, 7) Ly (7) d7 (4.15)
m
- 1
+ > o] ap[Ri(t) + Roni(ty)] E/ [Ko(t, 7) — 4] Li(7) d7 p = ga(t) ,
k=0 0

fiir { =0,...,n. Dabei ist die Matrix Zigl Ry, zirkulant, d.h. es gilt Ry(t;) = Rjj_g|, mit

1 — mkr 1 i
Ry = Ri(0) =~ {2+22—cos —+—(-1) }
Das System (4.14)—(4.15) ist aber nur semi-diskret. Um ein voll-diskretes Verfahren zu
erhalten, benotigen wir zur Approximation die folgenden numerischen Quadraturopera-
toren. Die Quadraturoperatoren folgen aus den Interpolations-Quadraturformeln unter
Verwendung der Bemerkung 4.1.

2n 1
(Alln(p = _ZKllttk ) fU.I'O<t<27T
und
(A h)(t) = —Zakattk t), fir 0 <t < 2r.
1 « .
<A22 nw = -— Z K22 t tk )Q/J(tk) , fiir 0 <t< T,
4n k=
und
2n—1

1
(Ag1n@)(t) = 2—; V() B(t) , fiir 0 <t <.
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Um eine voll-diskrete Gleichung zu erhalten, ersetzen wir in (4.11) A durch
_All n _A12 n
A, = ’ ’ .
( AQl,n A227n
Damit erhalten wir das voll-diskrete Operatorgleichungssystem

_Pn,lAIQ,nI;n + (;n - Pn,lAll,n(;n = Pn,lgl (416>
und
Pn,2A21,nSf:3n + gOQ/;n + Pn,2A22,n1/~1n = Po202. (4.17)

Dabei nutzen wir die Eigenschaften P, 19, = ¢,, fir ¢, € T,,; und PnQSOQ/J SO@/) fiir
veT, 2, denn die verwendete Quadraturformel fiir Sy integriert die geraden trigonome-

trischen Polynome exakt. Fiir ¢, € T,1 und wn € T, erhalten wir das zu (4.16)—(4.17)
dquivalente System

_(A12,n’(ZN)(tj) + én(tj) - (All,nszn)(tj) = gl(tj) , J=0,...,2n -1, (418)

und

(A21,n§§n)(tl) + (SOQZ}n)(tl) + (A22,n77[)n)(tl) = gQ(tl) ) [ = 07 ceey N (419)
Wir erhalten das zu (4.18)—(4.19) dquivalente lineare Gleichungssystem

2n—1

N % Z O‘“Z"(tk)KU(tj’tk) + @nlty) — % Z Gn(te) K11ty tr) = ai(t;),(4.20)
k=0 k=0

2n—1
Z B () Koy (11, 1)
k=0
+ Zaki}n (tk) {{Rz K+ Rj—on—i} + —{K22 tr, tr) 4}} = ga(t), (4.21)
k=0

fir j=0,...,2n— 1 und fiir l =0, ..., n. Die Matrix Zifol Ry, ist zirkulant, deshalb gilt
Rk@l) = R\l—k\y mit

n n

1 — 1 mkr 1
R, = Rk(O):E{2+QZECOS +—(—1)k} :
m=1

Wir bemerken, dass wir die Symmetrieeigenschaft @Z:)n(tk) = ?Zn(tgn_k), k=0,...,n, fir
1/~1n € T, 2 haben.
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4.3 Konvergenz- und Fehleranalyse

Bei der Konvergenz- und Fehleranalyse erhalten wir beziiglich der von uns benutzten
Raume keine Normkonvergenz. Um dieses Problem zu beheben, fithren wir die Analyse
in HP-Raumen durch.

Bevor wir uns der eigentlichen Konvergenz- und Fehleranalyse widmen, erinnern wir kurz
an die fiir uns wichtigen Eigenschaften von Sobolew-Raumen.

Satz 4.5. Fir q¢ > % konvergiert die Fourier-Reihe von ¢ € HP[0,2m| absolut und
gleichmdpig. Thr Grenzwert ist stetig und 2m-periodisch und stimmdt fast tiberall mit o tiber-
ein. Diese Einbettung des Sobolew-Raums HP|0,2r] in den Raum Cy, der 2m-periodischen,
stetigen Funktionen ist kompakt.

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 8.4, S. 128f.] verwiesen. O

Satz 4.6. Fiir k € N ist C¥ c H*(0, 2] und auf C¥_ist die Norm || - || dquivalent zu

2

ol = | [ {10F + o)

Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 8.5, S. 129] verwiesen. O

Korollar 4.7. Fiir eine nichtnegative ganze Zahl k sei f € C5 und 0 < p < k. Dann
gehort fir alle ¢ € HP|0,27] das Produkt fo zu H?[0,27] und es gilt

Ifels < C{Ifloe + 1F P} Il
mit einer von p abhdngigen Konstanten C'.
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Corollary 8.8, S. 131] verwiesen. O
Wir betrachten die Gleichung
(S=Ae =

wobei wir annehmen, dass S : X — Y ein beschrinkter linearer Operator ist, der von
einem Banachraum X in einen Banachraum Y abbildet, mit einer beschrankten Inversen
S71:Y — X und dass A : X — Y ein kompakter Operator ist so, dass S — A injektiv
ist. Seien X,, C X und Y,, C Y mit dim X,, = dimY,, = n zwei Folgen von Unterrdumen
und P, : Y — Y, Projektionsoperatoren. Fiir das Projektionsverfahren

Pu(S— A)pu = Puf (4.22)

mit ¢, € X, gilt der folgende Satz.
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Satz 4.8. Seien Y, = S(X,) und ||P,A — Allx_y — 0, n — oo. Dann ist fir hin-
reichend grofie n € N die Niherungsgleichung (4.22) eindeutig losbar, und es gilt die
Fehlerabschdtzung

len —@ll < M||P,.Se — Sy

mit einer von S und A abhdngigen positiven Konstanten M.
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Theorem 13.12, S. 225] verwiesen. a
Wir wollen Satz 4.8 auf die Gleichung

Po(E+A)m = Pug

anwenden. Dabei sind drei Punkte zu beachten. Erstens haben wir A durch A,, appro-
ximiert. Zweitens haben wir wegen der schwachen Regularitdtsvoraussetzungen in der
Existenztheorie vorerst keine Konvergenz.

AuBlerdem gilt nach dem Satz von Faber (vgl. [11] , Satz 11.16, Seite 128), dass die Folge
(Png)nen nicht gleichméBig gegen g € C|0, 27| konvergiert.

Um die Normkonvergenz zu zeigen, miissen wir hohere Regularitdtsanforderungen an das
Gebiet und den Schlitz stellen, da die Normen von A sonst zu schwach sind.

Das letzte Problem ist, dass wir fiir die gewéhlten Riaume C10, 27 x L2[0, 7] und C|0, 27] x
H![0,7] fiir die Konvergenzanalyse keine Normkonvergenz erhalten, selbst dann nicht,
wenn wir die Regularitdt der Rédnder erhéhen. Dieses Problem beheben wir durch die
Wahl von HP-Réumen fiir die Dichten auf dem Gebietsrand. Die Integrale der Integral-
gleichung (3.9) lassen sich alle auf das Intervall [0, 27] erweitern, da die Dichte ¢ und die
Kerne K5 und Ky gerade und 2m-periodisch fortsetzbar sind. Fiir p > % beobachten wir
im Folgenden den Operator A in den Rdumen

A HP[0,27] x HP[0,27] — HP”[0,27] x HPT0, 27] .

Die Kerne sind durch die Forderung einer C'"*°-Regularitéit der Rénder beliebig oft differen-
zierbar. Diese Regularitét tibertriagt sich auf die Dichten ¢ € H?[0, 27] und ¢ € HP[0, 27].
Bevor wir uns der Konvergenzanalyse des semi-diskreten Verfahrens zuwenden, fithren wir
noch zwei Lemmata ein, die wir zum Beweis benotigen.

Lemma 4.9. Sei K ein beliebig oft differenzierbarer Kern und

(Ap)(t) == /K(az,T)go(T) dr .

Dann ist der Operator A fiir beliebige p,q > 0 von HP nach H? beschrinkt.
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Beweis: Der Kern ist nach Voraussetzung beliebig oft differenzierbar. Folglich erhalten
wir fir m € N mit m > ¢, mit der dquivalenten Norm aus Satz 4.6 nach der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgende Abschitzung

1Al < lA¢]Em

21

<o /{mwMQ%%%wm }ﬂ

dm 2
< C2maX{HA<P”%27 dt—mASO }
L2
< Csllelli-
< Csllellim

fiir alle p, ¢ > 0 und fiir alle ¢ € H?|0, 27] mit den positiven Konstanten C7, Cy und
C3. Daher ist A von HP?[0, 27| nach HY[0, 2] beschriankt fiir beliebige p,¢ > 0. O

Lemma 4.10. Fiir alle 0 < g <p, p> %, r >0 gilt

c
I(Pad = Delly < — el
mit einer positiven Konstanten c.
Beweis: Aus Satz 4.2 und Lemma 4.9 erhalten wir
c c
I(Pad = Aelly < ——llAgly < — gl

firalle 0 < g <p, p> %, r > 0 und fiir alle ¢ € H"[0,27] mit einer von p und ¢

abhéngigen positiven Konstanten ¢ und einer positiven Konstanten c. a

Die Abschétzung in Lemma 4.10 bedeutet insbesondere, dass Normkonvergenz

|P,A— Al — 0, n — oo, fiir den Operator P,A — A : H"[0,2n] — H?[0, 27| vorliegt, fir
alle 0 < g <p,p> % und r > 0. Wir erhalten fiir die semi-diskrete Naherungsgleichung
(4.11) folgende Aussage.

Folgerung 4.11. Sei X,, =Y, = T,,1 X T,,2 und P, wie in (4.10) . Dann ist die appro-

zimierte Gleichung (4.11) fir hinreichend groffe n € N eindeutig losbar, und es gilt die
Fehlerabschdtzung

I =l < M|

P,En — E~77H

mit einer positiven Konstanten M.



4.3. KONVERGENZ- UND FEHLERANALYSE o1

Beweis: Nach Satz 3.17 ist Sy invertierbar mit der beschrinkten Inversen 56 ! Der Ope-
rator A ist nach der Existenztheorie kompakt und E + A ist nach Lemma 3.18
injektiv.

Es gilt FE (X,) =Y,, da SO nach Satz 3.17 den Raum 7, » der geraden trigonometri-
schen Polynome bijektiv auf sich selbst abbildet.
Wir erhalten folgende Abschétzung:

| P An — AnHHP[O,27T]><HP+1[O,27T]

< max { ‘ Pn,1 <—A11<ﬁ - AlQ'J’) - <—A11<ﬁ - Am@z}) H )

HpP
max {

mit n € H?[0,2n] x H?[0, 27|, wobei p > 3 ist. Um die Normkonvergenz von P,A— A
zu zeigen, miissen wir uns die einzelnen Teile vornehmen. Wegen der hinreichenden
Glitte der Parametrisierung von 0D liegt Aj1¢ in HP[0, 2x]. Mit Lemma 4.9 und
Lemma 4.10 erhalten wir

P, <A21<ﬁ - A22@/~)) - (A21¢ - AZ?J’) HHP+1 }

IA

P,1An¢ — An@HHp + ‘ Pn,1A121; - Alﬂ;”m )

Pn,2A21()5 - A21()5HHP+1 + ‘ Pn,2A221; - A221;HHP+1 } ) (423)

7

n4—>r

[ PopAng — Angll, < &l

fiir alle % < p < ¢, mit von p und ¢ abhéngigen positiven Konstanten ~;. Daraus
folgt

| Pr1An — Anll, — 0, n— 0.

Die Abschéitzungen zu den Operatoren A;o, Ao und Ay ist analog zu fiihren. Ins-
besondere erhalten wir

- - Y2 | ~
”Pn,2A2190_A21§0”p+1 < g”‘p”pv

fiir alle p > %, mit einer von p abhéngigen positiven Konstanten ~,. Mit (4.23) und
den Abschétzungen der einzelnen Teile erhalten wir insgesamt

||PnA - A||Hp[o,2n]pr+1[0,27r} — 0, n—o00.

Mit Satz 4.8 erhalten wir, dass die Ndherungsgleichung (4.11) fiir hinreichend grofie
n € N eindeutig losbar ist, und es gilt die Fehlerabschétzung
Hp+1} ’

o=l < Mmax | PasSotb = S09)
wobei p > % und mit einer positiven Konstanten M. a

.
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Der Satz 4.8 ist auf das voll diskrete Verfahren

der Gleichung (4.22) nicht direkt anwendbar, da dieses Verfahren von der Konvergenz des
numerisch approximierten Operators abhéngt. Abhilfe schafft das folgende Korollar.

Korollar 4.12. Unter den Annahmen von Satz 4.8 an die Operatoren S und A gelte
ferner (P,A, — P,A)y — 0, n — oo, fir alle p € X und |P,A, — P, Al x,—v, — 0,
n — oo. Dann ist fiir hinreichend groffe n die Ndiherungsgleichung

P,(S+ A))¢n = Pufn
eindeutig losbar, und es gilt die Fehlerabschdtzung
[6n =l < MA{||PaSe = Soll + [|Pa(An — Al + ([ Pa(fn = FII}
mit einer positiven Konstanten M.
Beweis: Fiir den Beweis wird auf [8, Corollary 13.13, S. 225] verwiesen. O
Die Konvergenz des voll diskreten Verfahrens
P(E A = Puf,

ist von der Konvergenz der Approximationsoperatoren abhéangig. Dazu stellen wir einige
Voriiberlegungen an, um dann zu einer Aussage iiber unser voll diskretes Verfahren zu
kommen. Auf Seite 49 ist festgehalten, dass die Kerne beliebig oft differenzierbar voraus-
gesetzt sind.

Lemma 4.13. FEs gilt die folgende Abschdtzung:
[1Pa(An — A <[4 — Al
Beweis: Mit Satz 4.2 erhalten wir

HPn(An_A>90Hq = ”Pn(An(P_ASO)Hq
|Anp — Apllq,

fiir alle ¢ > % O

VAN

Wir haben folgende Konstruktion des Quadraturoperators von A:

21

(Avo)(t) = / (PLK(L,)g] (7)dr, 0 < t < 2.
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Demzufolge erhalten wir

(Anp)(t) = (Ap)(t) = /[PnK(t,-)so] (1) = K(t,7)p(r)dr, 0 <t <2m.

Daraus folgt mit Satz 4.2 und Korollar 4.7 die Abschétzung

[(Anp) (1) = (Ap) ()] < /II [P K (L, )] (1) = K(t, 7)o (7)o dT

< ¢ / | BLE ()] (7) — K (6, 7)ip(r) e dr
Cs

< 2Kl
< C
< el

fir alle 0 <t < 2, fiirr > p > % und den positiven Konstanten C7, Cy und C. Wir
erhalten somit

C

nr—p

[Anp — Apll2 < el

fir aller > p > % und einer von r und p abhéngigen positiven Konstanten C'.
Sei m € N so, dass m > ¢ gilt. Mit Hilfe der Sétze 4.5, 4.2 und Korollar 4.7 schitzen wir
ab

am am o™ am
Z Vol — —— ) < - Vol — —— i
g PiKe e - grkee| < agERise A - gk |
Co 3’”
< —K(t, -
S o |am B
Co
< gl

fiir alle ¢ € [0, 27], alle ganzen Zahlen m > ¢ und alle % < ¢ < r und mit den positiven
Konstanten ¢; und c¢y. Somit haben wir

o

o C
otm -

12 n

(Anp — Agp) el

fiir alle r > ¢ > % und einer von 7 und ¢ abhéngigen positiven Konstanten C'.
Daraus gewinnen wir mit der dquivalenten Norm aus Satz 4.6 und dem Interpolationssatz
(Theorem 8.12 aus [8]) die Beschrénktheit

14w = Aelly < 1(An— Al <

lell, =0, n— oo,

nrfm
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fir alle % < g <m < r mit der positiven Konstanten c.
Aus den Resultaten erhalten wir folgende Aussage.

Folgerung 4.14. Unter den Voraussetzungen von Folgerung 4.11 ist das lineare Glei-
chungssystem (4.16)—(4.17) fiir hinreichend grofie n € N eindeutig losbar, und es gilt die
Fehlerabschdtzung

PnEn—EnH +)

|7 —nll < M {| Pa(Ay — )|} (4.24)
mit einer positiven Konstanten M.

Beweis: Fiir die Norm des Operators P, (A, — A) erhalten wir die Abschétzung:

)

Pas (=Atin® = Aiza?) = Pax (—Ang — And))
p

< |
)

| Puz (2108 = Ant) = Pz (A — A2l
max {
p
p+1 } )

Wir betrachten wieder die einzelnen Normen. Mit Lemma 4.13 und den vorherigen
Uberlegungen bekommen wir

Pn,l(A12,n — A12)’l/}

IN

Pn,l(All,n — All)@

|

Pn,2(A22,n - A22)w

Pn,2(A21,n — A21)95
p+

|
1

Y3~

[ P1 (A1 — Al 12l

< (A — An)ell, <

p np-r

firalle0 <r <p,p> % und einer positiven Konstanten 3. Nach dem Satz 4.2 wis-
sen wir, dass die Interpolationsoperatoren P, ; : H?[0, 2w — HP[0, 27] gleichméfig
beschrénkt sind. Somit erhalten wir

||Pn,1(A11,n—A11)||p — 0, n—00.

Analog erhalten wir die anderen Abschitzungen, da auch die Interpolationsopera-
toren P, o : HP|0,27] — HPT0, 27] gleichméBig beschrinkt sind.

Wir erhalten somit die Normkonvergenz || P, (A, — A)|| — 0, n — oo. Damit sind
alle Voraussetzungen von Korollar 4.12 {iberpriift und wir erhalten die eindeutige
Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (4.16)—(4.17) und die Fehlerabschitzung
(4.24), wobei wir keine Approximation an g wie in Korollar 4.12 haben, die Behaup-
tung. O
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4.4 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Beispielen fiir das Dirichlet-Problem in einem
Gebiet mit Schlitz. Als Gebiete betrachten wir eine Ellipse, ein drachenférmiges Gebiet
und ein Rechteck mit abgerundeten Ecken. Fiir den Schlitz in unserem Gebiet nehmen
wir eine Gerade, eine Sinusschwingung und einen Halbkreis. Mit Hilfe von Matlab haben
wir das numerische Gleichungssystem (4.20)—(4.21) programmiert. Wir werden den Fehler
der approximierten Losung u, an die wahre Losung u betrachten und erhalten in allen
Beispielen die erwartete exponentielle Konvergenz. In den Beispielen, in denen keine wah-
re Losung gegeben ist, sehen wir uns nur die approximierte Lésung wu,, an.

Fiir die numerischen Beispiele fiir ein Gebiet mit einer Geraden im Inneren wéhlen wir
als gesuchte Funktion, die das Dirichlet Problem (3.1)—(3.2) 16st,

u(z) = Revz?—1,
mit z € C. Die Funktion w ist holomorph in C\ [—1, 1] und stetig in den Punkten +1.

Beispiel 4.15. Gegeben sei ein ellipsenformiges Gebiet Dg, wobei die Parametrisierung
des Randes durch

0D = {(a-cost,b-sint)|t € [0,2n],a <b <0},
gegeben wird, und eine Gerade I'¢ mit der Parametrisierung
I'e = {(t0)|te[-1,1]}.
Wir betrachten den Fehler in den Punkten
e (1.5,2) € D\ I'g, mit grofem Abstand zu ODg und groflem Abstand zu T'q.

e (—1.1,0),(0.9,0.1) € D\ T'q, mit grofiem Abstand zu ODg und geringem Abstand
zu g,

e (—3,2.5) € Dg \ I'g, mit geringem Abstand zu ODg und groflem Abstand zu T'g.

Wir sehen, dass wir, wie erwartet, exponentielle Konvergenz erhalten. Die sehr schnelle
Konvergenz im Punkt (—1.1,0) begriindet sich damit, dass dieser Punkt auf der Symme-
trieachse liegt, trotz der Nihe zu einem Endpunkt von I'. Nahe des Gebietsrandes sehen
wir am Beispiel vom Punkt (—3,2.5), dass die Konvergenz erst spiter einsetzt.

Die Abweichung der Naiherungslosung u, an die wahre Losung u ist in Tabelle 4.1 auf-
gefiihrt.
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2N | 2=(15,2) |2=(-11,0) | 2=(0.9,0.1) | 2 = (-3,2.5) |

16

0.0027729000

0.0001171800

0.0003230700

0.4985600000

32

0.0000006575

0.0000000477

0.0000699420

0.0057003000

64

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000426

0.0009672100

128

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

0.0000001266

256

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

Tabelle 4.1: Ellipse mit Gerade, wobei a = 5 und b = 4.

Abbildung 4.1: Ellipse mit Gerade
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Beispiel 4.16. Gegeben sei ein drachenformiges Gebiet Dp, wobei die Parametrisierung
des Randes durch

ODp = {(a-(cost+b-(cos(2t) —1)),csint)|t € [0,27], a =2,b=0,65,¢c= 1,5},
gegeben wird, und eine Gerade I'¢ mit der Parametrisierung
e = {(t0)|te[~1,1}.
Wir betrachten den Fehler in den Punkten
e (0.9,0.1) € Dp \ T'g, mit groffem Abstand zu ODp und geringem Abstand zu T'q.
e (—2.5,1.3) € Dp \ ', mit geringem Abstand zu 0Dp und groffem Abstand zu I'g.

e (—0.7,0.6),(—1.5,—-0.7) € Dp \ I', mit groffem Abstand zu dDp und grofiem Ab-
stand zu I'q.

Auch in diesem Beispiel erhalten wir exponentielle Konvergenz. Nur im Punkt (—2.5,1.3)
stellt sich die exponentielle Konvergenz erst bei relativ grofier Stiitzstellenzahl ein. Das liegt
daran, dass sich dieser Punkt in einem der Drachenfliigel befindet und somit von mehreren
Seiten nahe dem Rand 0Dp ist. Den Fehler der Ndherungslosung u, zur wahren Losung
u entnehmen wir der Tabelle 4.2.



o8

KAPITEL 4. NUMERISCHE LOSUNG

| 2N | 2 =(0.9,0.1) | 2 = (-2.5,1.3) | = (=0.7,0.6) | x = (=1.5,-0.7) |

16 || 0.0050509000 | 0.5620000000 | 0.0285630000 0.0789900000
32 || 0.0020068000 | 0.0353570000 | 0.0053650000 0.0043714000
64 || 0.0000020460 | 0.0089512000 | 0.0000403210 0.0000054788
128 || 0.0000000000 | 0.0000144440 | 0.0000000018 0.0000000001
256 || 0.0000000000 | 0.0000000003 | 0.0000000000 0.0000000000

Tabelle 4.2: Drache mit Gerade, wobei a = 2, b = 0.65 und ¢ = 1.5 ist.

Abbildung 4.2: Drache mit Gerade
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Beispiel 4.17. Gegeben sei ein rechteckiges Gebiet Dg mit abgerundeten Ecken, wobei
die Parametrisierung des Randes durch

0Dr = {(a-r(t)cost,b-r(t)sint) |t € [0,27], a = 2,b = 4},
mat
r(t) = (cos't+sin'¢)" 10, ¢ € [0, 2],
gegeben wird, und eine Gerade I'¢ mit der Parametrisierung
I'e = {(0)]|te[-1,1]}.
Wir betrachten den Fehler in den Punkten

e (—0.5,-1),(0.3,2) € Dr\T'q, mit groffem Abstand zu 0Dg und groflem Abstand zu
Te.

e (0.5,3.7) € Dr\ T'g, mit geringem Abstand zu ODg und grofilem Abstand zu I'g.
e (0.9,0.1) € Dr\ I'g, mit grofem Abstand zu ODg und geringem Abstand zu I'g.

Wie erwartet erhalten wir exponentielle Konvergenz. Nahe des Gebietsrandes Dy setzt die
starke Konvergenz erst etwas spdter ein, wie wir im Punkt (0.5,3.7) beobachten kinnen.
Den Fehler der Niherungslosung w,, zur wahren Lésung u entnehmen wir der Tabelle 4.35.
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| 2N |2 =(-05,-1) | 2=(03,2) | 2=(05,3.7) | =(0.9,0.1) |

16 || 0.0165090000 | 0.0224710000 | 0.0677730000 | 0.0116340000
32 || 0.0003895300 | 0.0008837200 | 0.0154720000 | 0.0000746520
64 || 0.0000009745 | 0.0000027459 | 0.0001133800 | 0.0000003042
128 || 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.0000000073 | 0.0000000000

Tabelle 4.3: Rechteck mit Gerade, wobei a = 2 und b = 4 ist.

-1.5 -1

-0.5 0

0.5

Abbildung 4.3: Rechteck mit Gerade

1.5
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In den folgenden Beispielen wahlen wir fiir den Schlitz I' andere Geometrien. Hierbei haben
wir aber keine explizite Losung u gegeben. Die rechten Seiten seien durch fyp(x) = 23 — 22
und g¢»(t) = cos(t) gegeben.

Beispiel 4.18. Gegeben sei ein drachenformiges Gebiet Dp, wobei die Parametrisierung
des Randes durch

ODp = {(a-(cost+b-(cos(2t) —1)),csint)|t € [0,27], a =2,b=0,65,¢c= 1,5},

gegeben wird, und eine Sinusschwingung I's mit der Parametrisierung

ry — {(t,%sm@r(tH))) 'te[—l,l]}.

Wir betrachten folgende Punkte
e (0.9,0.1) € Dp \ I's, mit groffem Abstand zu 0Dp und geringem Abstand zu T'g.

o (—2.5,1.3) € Dp \ I's, mit geringem Abstand zu ODp und grofiem Abstand zu T's,
wobei der Punkt im Drachenfliigel liegt.

e (—1.5,—0.7) € Dp \ I's, mit groffem Abstand zu 0Dp und grofiem Abstand zu I's.

Auch in diesem Beispiel erhalten wir exponentielle Konvergenz. Im Testpunkt (—2.5,1.3)
der sehr nahe am Drachenrand ODp liegt,setzt die gewiinschte exponentielle Konvergenz
erst ber hoher Stiitzstellenzahl ein. In der Tabelle 4.4 wird die Nédherungslosung u, auf-
gefiihrt.
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| 2N [ 2=1(09,0.1) [ x = (=25,13) | 2 = (-1.5,-0.7) |

16

0.9771563821

5.8949701069

1.2472610020

32

0.8562265761

4.6468703160

1.5309150576

64

0.8590102860

4.5455233852

1.5364734632

128

0.8589995052

4.5558505115

1.5364386201

256

0.8589995053

4.5558181690

1.5364386197

Tabelle 4.4: Drache mit Sinusschwingung, wobei a = 2, b = 0.65 und ¢ = 1.5 ist.

Abbildung 4.4: Drache mit Sinusschwingung
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Beispiel 4.19. Gegeben sei ein ellipsenformiges Gebiet Dg, wobei die Parametrisierung
des Randes durch

0D = {(a-cost,b-sint)|t € [0,2n], a < b< 0},

gegeben wird, und ein Halbkreis 'y mit der Parametrisierung

Tpyx = { (cosg(t +1), % sing(t + 1)) 't € [-1, 1]} :
Wir betrachten die approximierte Lésung in den Punkten
e (1.5,2) € Dp \ I'yk, mit groflem Abstand zu ODg und groffem Abstand zu Uy .
e (0.9,0.1) € Dp\T'gk, mit grofem Abstand zu 0Dg und geringem Abstand zu Uy .
e (=3,2.5) € D\ 'k, mit geringem Abstand zu ODg und grofsem Abstand zu T k.

Wir erhalten auch hier die erwartete exponentielle Konvergenz. Der Punkt (—3,2.5), der
nahe an dem Rand des Gebiets ODg liegt, weist erst spdter exponentielle Konvergenz auf.
Die numerischen Ergebnisse sind in der Tabelle 4.5 aufgefiihrt.
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2N | 2=(15,2) | 2=(0.9,0.1) | 2 =(-3,25) |

16

1.9837122703

0.6849278173

3.8204104090

32

1.9356868835

0.7022247876

2.8875807137

64

1.9356279788

0.7019091892

2.7469258901

128

1.9356279787

0.7019109417

2.7475631613

256

1.9356279787

0.7019109417

2.7475629517

Tabelle 4.5: Ellipse mit Halbkreis, wobei a = 5 und b = 4.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Abbildung 4.5: Ellipse mit Halbkreis



4.4. NUMERISCHE BEISPIELE 65

Beispiel 4.20. Gegeben sei ein rechteckiges Gebiet Dg mit abgerundeten Ecken, wobei
die Parametrisierung des Randes durch

0Dr = {(a-r(t)cost,b-r(t)sint) |t € [0,27], a = 2,b = 4},
mit

r(t) = (cos™t+sin'®t)" 10, t € [0,27],

gegeben wird, und eine Sinusschwingung I's mit der Parametrisierung

ry — {(t,%sm@r(tH))) 'te[—l,l]}.

Wir betrachten die approximierte Lésung in den Punkten

e (—0.5,—-1),(0.3,2) € Dr\ 'y, mit groflem Abstand zu 0Dg und grofiem Abstand zu
I,

e (0.5,3.7) € Dr\ I's, mit geringem Abstand zu 0Dg und groffem Abstand zu I'g.
e (0.9,0.1) € Dr\ I's, mit groffem Abstand zu 0Dg und geringem Abstand zu I'g.

Wie erwartet erhalten wir exponentielle Konvergenz.
Die Ergebnisse der Approximation sehen wir in der Tabelle 4.6.



KAPITEL 4. NUMERISCHE LOSUNG

| 2N |2 =(-05,-1) | 2=(03,2) | 2=(05,3.7) | =(0.9,0.1) |

16 || 0.3899872794 | 1.9683429487 | 6.7012986587 | 0.4854482909
32 || 0.3928707686 | 1.9761878438 | 6.7198890119 | 0.4857951961
64 || 0.3928979540 | 1.9762612743 | 6.7217014317 | 0.4857990675
128 || 0.3928979555 | 1.9762612781 | 6.7217012694 | 0.4857990678
256 || 0.3928979555 | 1.9762612781 | 6.7217012694 | 0.4857990678

Tabelle 4.6: Rechteck mit Sinusschwingung, wobei a = 2 und b = 4 ist.

-1.5 -1

-0.5 0

0.5

1.5

Abbildung 4.6: Rechteck mit Sinusschwingung
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Anhang A

Matlabprogramme

In diesem Abschnitt werden die Matlab-Codes aufgefiihrt.

Zu Beginn wird das Skript-File fiir das Dirichlet-Problem in einem Gebiet mit Schlitz
anhand des Beispiels der Ellipse mit einer Geraden aufgefiihrt.

b matlab_diplom.m

T

% Skript-File: Kollokationsverfahren fuer das Dirichlet Problem fuer
T Gebiete mit Schlitz

b

%» Ruft die Parametrisierungs-Funktionen

% param_gebiet(N,a,b,c,Form) und param_bogen(N,Form) auf.
% Ruft die Funktion wahres_u.m auf.
b

b Gebiet & Bogen
b

% Angaben fuer das Gebiet

a=>5;

b = 4;

c = 0;

b

% Fehler im Punkt

x_0 =0.9;

y_0 =0.1;

b

yA Festlegung der Stuetzstellen
b

N = 8; % N wird fuer den ersten Durchlauf auf 8 gesetzt
for n = 1:4 % die Schleife wird 4 mal durchlaufen.

T

69
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% Schrittweite

h = (2xpi)/(2xN);

yA

% Vektor t

t = 0:h:((2%pi)-h);

yA

Yk kkokokok ok kK kokokokokkkokkkokkk Matrix B oskkskokskskokokokokkkokkokokokokok ok kokokokok ok ok kK k
yA

% Aufstellen der Matrix E

yA

% Setze E als ((3*%N)+1)x((3*N)+1)-Nullmatrix

E = zeros((3*N)+1, (3*N)+1) ;

% Die Matrix R_k(1)
b
R = zeros((N+1), (N+1));
b
for 1 = 1:(N+1)
for k 1:(N+1)

aux = 0;

for m = 1:(N-1)

aux = (1/m) * ( cos( m * ( abs(l - k) )*(pi/N) )

+ cos( m * ( abs((1-1) (2xN -(k-1))))*(pi/N) ) )
+ aux,

end;

R(1,k) = (1/(4xN)) * (...

4 + 2 % aux ...

+ (1/N) * ( (-1)"( abs(1 - k) )

+ (1)~ (abs((1-1) - (2%xN -(k-1)))) )

);
end;
R(1,1) =
R(1,N+1)

R(1,1) /2;
= R(1,N+1) /2;

E = [eye((2#N), (2+N)), zeros((2*N),(N+1)); zeros((N+1),(2+N)) , R];
h

%************************* Plott skokokskskokskokok ok ok sk ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok k
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T

% Rufe zunaechst die Parametrisierungen auf
T

% Fuer das Gebiet gibt es die Formen:

% ’ellipse’; ’drache’; ’rechteck’

T

% Fuer den Kurvenbogen gibt es die Formen:
% ’gerade’; ’halbkreis’; ’sinusschwing’

T

Alpha = param_gebiet(N,a,b,c,’ellipse’);
Beta = param_bogen(N,’gerade’);
yA
% Plotte das Gebiet und den Schlitz
figure(1)
subplot(2,2,n)
plot(Alpha.x , Alpha.y ,’kd-’, Beta.x , Beta.y ,’d--’),
hold on
plot(x_0,y_0,’r*’),

hold off
title(’Ellipse mit Geraden und dem Punkt x_0’);
yA
Yok kkokokok ok kR kkokokokokkkokkkokk MatTix A skkkokskskokokokokkkokkokokokokok ok kokokokokok ok ok k% k
yA
% Aufstellen der Matrix A
yA
% Setze A als ((3*N)+1)x((3*N)+1)-Nullmatrix
yA
A = zeros((3xN)+1, (3*xN)+1);
yA

% Stelle die einzelnen Matrizen A_11, A_12, A_21 und A_22 auf
b
% Aufstellen der Matrix A_11
YA
A_11 = zeros((2xN), (2*N));
YA
for k = 1:(2*N)
for 1 = 1:(2%N)

if k ==
A_11(k,1) = - (1/N) ...
*x (1/2). ..
x (...
( (Alpha.dy(k)*Alpha.ddx(k) )

( Alpha.dx(k)*Alpha.ddy(k) ) )...
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/ ( Alpha.dx(k)"(2) + Alpha.dy(k)~(2))...

);
else

A_11(k,1) = - (1/N)...

* (

(Alpha.dy(1) *( Alpha.x(k)-Alpha.x(1) )) ...

( Alpha.dx(1) *( Alpha.y(k)-Alpha.y(1) )) )...

( Alpha.y(k) - Alpha.y(1) )~(2) )...

(
/ ( ( Alpha.x(k) - Alpha.x(1) )~(2) ...
+
)

% Aufstellen der Matrix A_12
yA
A_12 = zeros((2xN), (N+1));
yA
for j = 1:(2x*N)
for k = 1:(N+1)
A_12(j,k) = -(1/M) ...
*x log(...

1/(sqrt( (Alpha.x(j)-Beta.x(k))"2 ...

),

end;
A_12(3,1) = A_12(j,1) /2;

A_12(§,N+1) = A_12(j,N+1) /2;

end;

%Aufstellen der Matrix A_21
yA
A_21 = zeros((N+1), (2*N));
yA
for 1 = 1:(N+1)

for k = 1:(2*N)

A_21(1,k) = (1/(2xN)) ...

*(. ..

( ( Alpha.dy(k)*(Beta.x(1)

+ (Alpha.y(j)-Beta.y(k))"2 ))...

- Alpha.x(k) )...
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- Alpha.dx(k)*(Beta.y(1) - Alpha.y(k)) ) )
/ ...
( (Beta.x(1) - Alpha.x(k))"(2)
+ (Beta.y(1) - Alpha.y(k))"(2) )...
)
end;
end;

% Aufstellen der Matrix A_22
b
A_22 = zeros((N+1), (N+1));
A
for 1 = 1:(N+1)
for k = 1:(N+1)
if Beta.x(1l) == Beta.x(k) & Beta.y(l) == Beta.y(k)
A_22(1,k) = (1/(4*N))...
* ( log( 4/( Beta.dx(k)"2 + Beta.dy(k)"2 ) ) - 4);

else
A_22(1,k) = (1/(4xN)) ...
* (...
log( (4% (cos(t(1l))-cos(t(k)))"2)...
/...
( (Beta.x(1)-Beta.x(k))"2 + (Beta.y(1l)-Beta.y(k))"2 )...
). ..
-4);
end;
end;
A_22(1,1) = A_22(1,1) /2;
A_22(1,N+1) = A_22(1,N+1) /2;

end;

T

T

% Die Matrix A:

T

A= [A_11, A_12 ; A_21 , A_22];

T

Yo kkkokkokkokkokkkokkokkokk  RandwertTunktion  sokskokskokskokskok ok ok ok sk sk sk ok 3 ok 3 ok 3 ok 3 k >k K
T

% Aufstellen der Randwerte, wobei die wahre Funktion u gegeben ist.

T
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randwerte_g_1 = zeros((2xN),1);
b
for k = 1:(2*N)
randwerte_g_1(k) = -2 ...
* wahres_u(Alpha.x(k),Alpha.y(k),x_fest,y_fest);

randwerte_g_2 = zeros((N+1),1);
yA
for k = 1:(N+1)
randwerte_g_2(k) = wahres_u(Beta.x(k),Beta.y(k),x_fest,y_fest);

% Der Vektor g_n der Projeztierten Randwetrte

g = [randwerte_g_1; randwerte_g_2];
b

Tokrkkrkkokkckkkokkokkkkkx Naeherungsdichte s kskkkskkskkkskkokkkkkkokkokkkokkokok

h

eta_n = zeros((3xN)+1,1);
etan = (E+ A) \ g;
yA

phi_n = eta_n(1:(2xN));

psi_n = eta_n((2*N)+1:end);

T

Toxkksokkkokkokkkokkkokkkokk Naeherungsloesung sokskskokskskokskskokkokkokokkkokdokok ok kokok
T

% Ausrechnen von u mit der naeherung der Loesung phi_n

% Nehme dazu ein Punkt x_O aus dem Inneren des Gebietes D

for m = 1:(2*N)
ulbD = (...
(1/C2*N)) * (...
( Alpha.dy(m) ...
* ( x_0 - Alpha.x(m) ) - Alpha.dx(m) * ( y_O - Alpha.y(m) ) )...
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/C ( x_0 - Alpha.x(m) )~(2) + ( y_0 - Alpha.y(m) )~(2) )...
) * phi_n(m) )...
+ u_D;
end;
YA
e u_Gamma ———-——-———————————————— oo
YA
u_Gamma 0;
u_Gamma = (1/2)* ((1/(4xN))...
* log( 1 /...
( ( x_0 -Beta.x(1) )"2 + ( y_O0 - Beta.y(1))"2 )...
) * psi_n(1));
YA
for k = 2:N
u_Gamma = ((1/(4%N))...
x log( 1 /...
( ( x_0 -Beta.x(k) )"2 + ( y_0 - Beta.y(k))"2 )...
) * psi_n(k))...
+ u_Gamma;
end;
YA
u_Gamma = (1/2)* ((1/(4*N))...
x log( 1 /...
( x_0 -Beta.x(N+1) )"2 + ( y_0 - Beta.y(N+1))"2 )...
x psi_n(N+1))...
u_Gamma;

+ — ~

b
Y U N ——————————m
YA
u_n = u_D + u_Gamma;
YA
Toxkrckkkokkkckkkokkkkkkkx Fehler zur wahren Loesung skkkkskskkkkokkkkkkdok
YA
error = abs( wahres_u_3(x_0 ,y_0,x_fest,y_fest) - u_n )
b
% N wird hochgesetzt auf das Doppelte
% fuer den naechsten Schleifendurchlauf
b
N=N*2;
YA
end;

h
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Zur Berechnung des Fehlers der approximierten Losung zur wahren Losung, brauchen wir
die Funktion fiir die wahre Losung.

h matlab_wahre_loesung.m

% Function-File: Wahre Loesung u

function v = wahres_u_(x,y,x_fest,y_fest)

N
Il

complex(x,y);
real(sqrt((z"2)-1))*sign(x);

<
Il

Die Parametrisierung des Gebietsrandes von D enthélt die drei von uns benutzten Ge-
bietsformen Ellipse, Drache und das an den Ecken abgerundete Rechteck.

b param_bogen.m ==
h

% Function-File: Programm fuer die Parametrisierung

b des Gebietsrandes von D

b

v —
h

function[alpha] = param_gebiet(N,a,b,c,Form)

b

% "ubergibt den Wert alpha

h

% Schritweite

h = (2*%pi)/(2%N);

% Aufspannen eines Vektors t
t = 0:h:((2%pi)-h);

switch Form
h
% Fall : Ellipse
case ’ellipse’
alpha.x = a*cos(t);
alpha.y = b*sin(t);
alpha.dx = -axsin(t);
alpha.dy = bx*cos(t);
alpha.ddx = -ax*cos(t);



T
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alpha.ddy = -b*sin(t);
yA
Fall : Drache

case ’drache’

T

alpha.x = ax(cos(t) + bx(cos(2xt) -1));
alpha.y = c*sin(t);

alpha.dx = -a*xsin(t) - 2*a*b*(sin(2%t));
alpha.dy = c*cos(t);

alpha.ddx = -a*cos(t) - 4*axbx(cos(2*t));
alpha.ddy = -c*sin(t);

h

Fall : rechteckiges Gebiet

case ’rechteck’

alpha.x = a * cos(t) .* (cos(t).~(10) + sin(t)."~(10)).~(-(1/10));
alpha.y = b *sin(t) .* (cos(t)."(10) + sin(t)."(10))."(-(1/10));
yA
alpha.dx = - a * sin(t) ...
% (cos(t).~(10) + sin(t)."(10)).7(-(1/10))...
-(1/10) * a * cos(t)...
ok (=10 * cos(t).~(9) .* sin(t) ...
+ 10 * sin(t).7(9) .x cos(t) )...
% (cos(t).”(10) + sin(t).~(10)) .~ (-(11/10));
yA
alpha.dy = b * cos(t) ...
4 ((cos(t).~(10)) + (sin(t)."(10))) .~ (-(1/10))...
- (1/10) * b * sin(t) ...
(=10 * cos(t).”(9) .* sin(t) ...
+ 10 * sin(t).7(9) .x cos(t) )...
.x (cos(t).~(10) + sin(t).~(10)).7(-(11/10));
yA
alpha.ddx = - a * cos(t)...
% (cos(t).”(10) + sin(t).~(10)) .~ (-(1/10))...
+ (1/5) * a * sin(t)...
k(=10 * cos(t).~(9) .* sin(t) ...
+ 10 * sin(t).~(9) .* cos(t) )...
.+ (cos(t).~(10) + sin(t)."(10)).7(-(11/10)) ...
+ (11/100) * a * cos(t)...
ok (= 10 * cos(t).”(9) .* sin(t) ...
+ 10 * sin(t).~(9) .* cos(t) ).~ (2)...
.+ (cos(t).”(10) + sin(t).~(10)) .7 (-(21/10))...
-(1/10) * a * cos(t)...
k(90 * cos(t).”(8) .*x sin(t)."(2) - 10 * cos(t).~(10)...
+ 90 * sin(t).~(8) .* cos(t).”(2) - 10 * sin(t).~(10) )...
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¥ (cos(t).”(10) + sin(t).~(10)) .~ (-(11/10));
yA
alpha.ddy = - b * sin(t) .
.+ ((cos(t).7(10)) + (sin(t)."(10))) .~ (-(1/10))...
- (1/5) * b * cos(t)...
(=10 * cos(t).”(9) .* sin(t) + 10 * sin(t).~(9) .* cos(t) )...
¥ (cos(t).”(10) + sin(t).~(10)) .~ (-(11/10))
+ (11/100) * b * sin(t)...
.k (- 10 * cos(t).”(9) .* sin(t)
+ 10 * sin(t).~(9) .* cos(t) ).~ (2)...
¥ (cos(t).”(10) + sin(t).~(10)) .~ (-(21/10))...
-(1/10) * b * sin(t)...
k(90 * cos(t).”(8) .* sin(t).~(2) - 10 * cos(t).~(10)...
+ 90 * sin(t).~(8) .* cos(t).”(2) - 10 * sin(t).~(10) )...
.x (cos(t).~(10) + sin(t)."~(10)) .~ (-(11/10));

T —

Fiir die Parametrisierung des Schlitzes haben wir ein Funktions-File, in dem die von uns
benutzten Geometrien enthalten sind, die Gerade, den Halbkreis und die Sinusschwingung.

b param_bogen.m ==

% Function-File: Programm fuer die Parametrisierung des Bogens Gamma

% uebergibt den Wert beta

% Schritweite

h = (2xpi)/(2xN);

% Aufspannen eines Vektors t
t = 0:h: ((2*pi)-h);

switch Form
% Fall : einfache Gerade
case ’gerade’
beta.x = cos(t);
beta.y t*0;
beta.dx = t*0 + 1,;
beta.dy = t*0;



YA
% Fall: Halbkreis
case ’halbkreis’
beta.x = cos((pi/2)*(cos(t)+1));
beta.y = (1/2)*sin((pi/2)*(cos(t)+1));
beta.dx = -(pi/2)*sin((pi/2)*(cos(t)+1));
beta.dy = (pi/4)*cos((pi/2)*(cos(t)+1));
T
% Fall: Sinusschwingung
case ’sinusschwing’
beta.x = cos(t);
beta.y (1/3) * (sin( pi * (cos(t) + 1) ) );
beta.dx = 1 + tx0;
beta.dy =(pi/3) * ( cos( pi * (cos(t) + 1) ) ) ;
T

end;

h
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