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Einleitung

Eine in der Praxis hiufig auftretende Aufgabe ist die Priifung eines Werkstiickes
auf Fehlerfreiheit. Hier méchte man Fragen der Art kléren:

e (Gibt es Risse oder Hohlrdume im Inneren des Objektes?

o Wie sind die Form/Ausmafle und Lage der Fehler?

Die Beantwortung soll dabei ohne die Beschéddigung des Objektes moglich sein.
Problemstellungen dieser Art werden in dem Gebiet der zerstirungsfreien Mate-
rialprifung untersucht.

Fiir elektrische Leiter (z.B. metallene Werkstiicke) haben Banks und Kojima
in [1] ein Verfahren vorgeschlagen und anhand eines einfachen Modellproblems
untersucht. Die fehlerhafte Region wurde dabei durch gemessene Daten des Ma-
gnetfeldes bestimmt, welches durch das Anlegen eines elektrischen Stroms am
Werkstiickrand induziert wurde.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir ein Verfahren, in dem das fehlerhaf-
te Gebiet aus der Messung des Stromflusses iiber den Rand rekonstruiert wird.
Konkret stellen wir uns folgende Situation vor: Wir gehen von einem homogenen
Stromleiter mit homogenem Einschluss aus. Homogen bedeutet dabei, dass die
elektrische Leitfahigkeit in den jeweiligen Gebieten (Leiter bzw. Einschluss) kon-
stant ist. Wir schauen uns die zwei Situationen an, in denen die Leitfdhigkeit des
Einschlusses entweder null oder unendlich ist. Dieses entspricht physikalisch inter-
pretiert einem Nichtleiter oder einem perfekten Leiter. Legen wir eine Spannung
an der Oberfliche des Werkstiickes an, so wird ein Strom flieen, dessen Fluss
durch den Einschluss gestort wird. Aus dem Wertepaar {Spannung, Stromfluss}
konnen wir die Form und Lage berechnen.

Die Grundidee des hier vorgestellten Rekonstruktionsverfahrens besteht darin,
dass wir in der Lage sind, bei Kenntnis der Form des Leiters und der Span-
nungsverteilung auf der Oberflache, den Stromfluss auf dem Rand zu berech-
nen. Wir konnen diesen zuerst ohne einen Einschluss berechnen und anschlie-
Bend mit einem uns in Form und Lage bekanntem. Den gewéhlten Einschlufl
verdndern wir solange, bis der von uns berechnete Stromfluss mit dem gemesse-
nen naherungsweise iibereinstimmt.
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Damit diese Idee erfolgreich sein kann, miissen wir uns erstens davon iiberzeugen,
dass der Einschluss durch die Kenntnis von Spannung und Stromfluss eindeutig
bestimmt wird und zweitens, dass eine kleine Anderung des Einschlusses auch
nur eine kleine Anderung des Stromflusses bewirkt. Mathematisch formuliert in-
teressiert uns die sogenannte Wohlgestelltheit des Problems, d.h., die Frage nach
Existenz, Eindeutigkeit und stetiger Abhdngigkeit von den Daten. Diesen Fragen
gehen wir im Kapitel 4, bei der Untersuchung des direkten Problems nach. Fi-
ne Schliisselrolle beim Beherrschen dieses Problems wird dabei das sogenannte
elektrostatische Potential spielen. Dieses ergibt sich als Losung eines gemischten
Randwertproblems zur Laplace-Gleichung im Gebiet zwischen Leiterrand und
Einschlussrand. Aus Kenntnis des Potentials bestimmt man den Stromfluss als
Normalableitung des Potentials auf der Leiteroberflache.

Das eingangs formulierte Problem der Rekonstruktion des Einschlusses wird im
Kapitel 5 behandelt. Es wird als inverses Problem bezeichnet. Zwei Probleme
heiflen dabei invers zueinander, falls die Formulierung des einen Problems die
Losung des anderen erfordert. Einigen Besonderheiten, wie z.B. der sogenannten
Schlechtgestelltheit des inversen Problems, muss dabei Rechnung getragen wer-
den. Hierunter versteht man, dass wenigstens eine der drei Forderungen der Wohl-
gestelltheit verletzt wird. In dem uns vorliegenden Fall ist dieses die Forderung
nach der stetigen Abhéngigkeit von den Daten. Fiir praktische Anwendungen ist
dieses sehr unangenehm, da ein unvermeidlicher Messfehler das Ergebniss stark
verfalschen kann. Um dieses teilweise zu kompensieren, sind fiir die ndherungs-
weise Berechnung einer Losung sogenannte Regularisierungsverfahren notwendig;
wir verwenden die Tikhonov-Regularisierung.

Neben einer theoretischen Behandlung sind wir auch an praktischen Berechnun-
gen dieser Probleme interessiert. Hierzu nutzen wir die im ersten Teil der Arbeit
vorgestellte Methode fiir das direkte Problem, um uns synthetische Daten zu ver-
schaffen. Diese dienen dann als Ausgangsdaten fiir das inverses Problem.

Zusammengefasst interessieren wir uns fiir die folgenden zwei Probleme:

e Das direkte Problem (Ein wohlgestelltes Problem)
Bestimme den Stromfluss iiber den Rand des Leiters bei Kenntnis der ange-
legten Spannung, der Lage und Form des Einschlusses, sowie der auf dem
Einschluss herrschenden Randbedingunyg.

e Das inverse Problem (Ein schlechtgestelltes Problem)
Bestimme die Form und Lage des Einschlusses bei Kenntnis der angelegten
Spannung, des Stromflusses tiber den Rand des Leiters, sowie der auf dem
Einschluss herrschenden Randbedingung.



Kapitel 1

Vom Problem zum Modell

Um das Problem einfacher zu gestalten, nehmen wir an, dass das Werkstiick eine
Zylindersymmetrie mit einem eben solchen Einschluss besitzt. Damit reduziert
sich die Untersuchung auf ein zwei-dimensionales Problem in der Schnittebene
des Leiters. Um ein mathematisches Modell abzuleiten, gehen wir wie folgt vor:

Schnittebene Zylinderférmiges Werkstiick

Zylinderformiger Einschluss

Abb. 1.1: Werkstiick mit Einschluss

Das elektrische Feld E im Leiter wird durch die Maxwell Gleichungen in Materie
rot E =0 (1.1)

und
diveE =p (1.2)

beschrieben. Dabei bezeichnet e die Dielektrizitdt und p die Ladungsdichte. Ro-
tationsfreie Vektorfelder lassen sich in einfach zusammenhéngenden Gebieten als
Gradient eines skalaren Potentials schreiben. Wir bezeichnen es mit u, es ist das
elektrostatische Potential. Nehmen wir zur weiteren Vereinfachung an, dass € je-
weils im Leiter und im Einschluss konstant ist und setzen dieses in die Gleichung
(1.2) ein, so erhalten wir fiir das elektrostatische Potential die Gleichung

Au =0 1im Leiter ohne Einschluss + Randbedingungen.
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Wird auf einem Teil der Leiteroberfliche eine Spannung f angelegt, so bedeutet
das, dass wir fiir diese Randstiicke das Potential als u = f vorgeben. Solch ei-
ne Randbedingung wird Dirichlet- Randbedingung genannt. Fiir den Rand eines
als nichtleitend angenommen Einschlusses (Isolator) erhalten wir die Randbedin-
gung % = 0, d.h., es gibt keinen Stromfluss durch diesen Rand. Die Vorgabe
der Normalableitung auf einem Randstiick wird als Neumann-Randbedingung be-
zeichnet. Fiir einen als ideal leitend angenommenen Einschluss erhalten wir die
Dirichlet-Randbedingung v = 0 auf dem Rand des Einschlusses. Fiir die nicht von

fehlerhafter Einschluss

isolierte Ranteile

stromdurchflossene Ranteile

(Elektroden)

Abb. 1.2: Querschnitt durch Leiter mit Isolator

den Elektroden bedeckten Randteile des Leiters erhalten wir ebenfalls Neumann-
Nullrandwerte. Mathematisch gesprochen handelt es sich damit um ein gemisch-
tes Randwertproblem zur Laplace-Gleichung im Ringgebiet zwischen dem Rand
des Leiters und dem des Einschlusses. Die fiir unser Vorhaben relevante Grofie
ist der Stromfluss iiber den Leiterrand in Richtung der Normalen. Kennen wir
das elektrische Potential, so kénnen wir den Stromfluss, als Normalableitung des
Potentials berechnen.

1.1 Vier mathematische Probleme

In diesem Abschnitt lassen wir eine mogliche physikalische Interpretation vorerst
beiseite und formulieren die uns interessierenden Probleme streng mathematisch.

Wir sind an zwei geometrisch besonders einfachen Formen fiir den Leiter inter-
essiert, ndmlich kreisférmigen und rechteckigen. Wir beschrénken uns hier stell-
vertretend auf die zwei einfachsten Félle. Mit

Qo= {r € B?: afl < 1)
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bezeichnen wir das Innere des Quadrates mit Kantenldange 1 und Mittelpunkt in
0 und mit
Qo :={z e R*: ||z|, < 1}

die offene Einheitskreisscheibe. Weiterhin sei ¢ C R? ein C?-glattberandetes
Gebiet, dessen Abschluss echt in €; fiir i € {0, o} enthalten ist.

Um die weitgehend analoge Vorgehensweise fiir die Probleme am Kreis und Qua-
drat hervorzuheben, haben wir einen Index ¢ mit Indexmenge {0, o} eingefiihrt.
Mit seiner Hilfe kénnen wir Objekte, wie z.B. Rander, Operatoren, Dichten etc.,
welche von der Geometrie der untersuchten Probleme abhingen, unterscheiden
und so die Sétze kiirzer formulieren. Wir gestatten uns die Freiheit, diesen In-
dex vereinzelt zu unterdriicken, falls die Argumentation fiir beide Félle analog
verlauft.

Mit G; bezeichnen wir €2; \ C'. Der Rand von G; zerfillt in zwei jeweils geschlos-
senen Kurven: ¥ := 9C und I'; := 0€);. Fiir den Fall des Quadrates empfiehlt es
sich, auch die einzelnen Kanten zu benennen. Gegen den Uhrzeigersinn seien die-
ses I'1 bis I'y. Aus dem Kontext heraus wird erkennbar sein, was mit I'; gemeint
ist. Auflerdem seien &; bis & die Ecken des Quadrates gegen den Uhrzeigersinn
in der linken unteren Ecke beginnend. Zu guter Letzt vereinbaren wir, dass der
Einheitsnormalenvektor v auf ¥ und T jeweils in das Aussere der von der Kurve
umschlossenen Gebiete gerichtet sei. Fiir die Benennung siehe auch Abbildung
1.3.

@: ['s RS
GD Go
I
F4 FQ
by by
® °
&1 I' §2

Abb. 1.3: Modellgeometrien

Wir sind an den folgenden vier Randwertproblemen interessiert:

Definition 1.1 (Vier Randwertprobleme) Gesucht wird eine Funktion u €
C?(G;), welche in G; harmonisch ist und jeweils eines der folgenden vier Rand-
wertproblem [0st:
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i) Das Dirichlet-Neumann-Problem in G, (DN-G,) zu den Randbedingungen

u=f auf T, und Ou =g auf X. (1.3)

ov
ii) Das Dirichlet-Neumann-Problem in Go (DN-Gg) zu den Randbedingungen
u=f auf I'n und Ou = auf X. (1.4)

v
iii) Das Dirichlet-Dirichlet-Problem in G, (DD-G,) zu den Randbedingungen
u=f auf T, und u=g auf X. (1.5)

iv) Das Dirichlet-Dirichlet-Problem in Go (DD-Gg) zu den Randbedingungen
u=f auf I'g und u=g auf X. (1.6)

Hierbei seien f € L*(T;) und g € C(X) gegeben. Die Randwerte ulr, = f sind
im L?-Sinne zu verstehen; siehe hierzu Bemerkung 1.2. Die Normalableitung auf
dem inneren Rand existiere im Sinne gleichmdfliger Konvergenz, d.h, dass

hh%l+ (v(x),gradu(x 4+ hv(x))) = g(x), x€X
gleichmapfig auf >.

Bemerkung 1.2 (Zur Definition von L?-Randwerten) Flir den Fall des Krei-
ses bedeutet dieses, dass

lim / = () — f(@)P ds(x) = 0
h—0% Jp,

qilt, d.h., wir schaven uns die Werte der Funktion v auf threr Parallelkurve Iy,
an, bilden die Differenz zu den Randwerten und berechnen hiervon die L?-Norm.
Fiir das Quadrat miissen wir auf Grund der vorhandenen Ecken diese Forderung
etwas modifizieren. Alternativ verlangen wir, dass

lim lu(z) — f(z + hv(z))|* ds(z) =0,
h—0+ Top

wober mit einem ,Missbrauch der Notation® I'ny nicht die Parallelkurve, son-
dern das konzentrische Quadrat mit Abstand h bedeutet. Man beachte, dass das
Bogenelement auf der Kurve I'ny mit dem auf I'n dbereinstimmt. Fir h — 0
reduziert sich der Anteil auf der Randkurve I'g, tber den nicht integriert wird,
auf die vier Randpunkte &;, eine Lebesque-Nullmenge.

Obwohl wir vom Modell her nur am Fall g = 0 interessiert sind, lohnt es sich,
den allgemeineren Fall zu behandeln. Beweise und Theorie gestalten sich hierfiir
nicht schwieriger, und wir bekommen so eine strenge Rechtfertigung unserer Vor-
gehensweise zum Testen der Programme im numerischen Teil.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die fiir diese Arbeit benétigten Hilfsmittel aus der
linearen und nichtlinearen Funktionalanalysis, der Potentialtheorie und einige
Sétze iiber Fourierreihen zusammen. Die Beweise zu den Sétze im Abschnitt 2.1
sind in [4] und [3] zu finden. Die Ausfithrungen zu den Sdtzen in den Abschnitten
2.2 und 2.3 sind fast alle in [6] zu finden. Fiir dieses Kapitel vereinbaren wir, dass
der Normalenvektor immer in das Aulengebiet von G zeigt.

Bevor wir beginnen, wiederholen wir zunéchst einige Grundlagen {iber Funktionen
auf Untermannigfaltigkeiten, genauer gesagt Kurven im R2 Unter der von uns
gemachten Voraussetzung an das Gebiet C' existiert eine regulédre, zweimal stetig
differenzierbare und 27-periodische Parameterdarstellung 3 = {3(t) | t € [0,27)}
der Randkurve. Reguldr bedeutet dabei, dass |3 (t)| > 0 fiir alle ¢ € [0, 27] gilt.
Hiermit definieren wir den Raum C'(X), der auf ¥ stetigen Funktionen als Men-
ge aller Funktionen, fiir die f o 8 € Cs:(R). Bei dieser Vorgehensweise miissen
wir die Moglichkeit verschiedener Parametrisierungen zulassen. Man kann sich
davon {iberzeugen, dass die Definition von Funktionen auf > unabhéngig von der
Wahl der Parametrisierung in dem Sinne ist, dass wir gleiche, d.h. homdomor-
phe Raume von Funktionen erhalten. Wir merken an, dass die Glétte der Kurve
im Allgemeinen die Glattheit der Funktionen auf der Kurve begrenzt. Fiir die
Randkurve 'y existiert nur eine stiickweise glatte Parametrisierung, so dass eine
Funktion, welche auf ganz I'y differenzierbar sein soll, zusétzlich in einer Um-
gebung der Ecken verschwinden muss. Die Parametrisierungen, mit denen wir
rechnen, sind durch

@, 1 [0,27) — R, t +— (cost,sint)
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und
(t—1,-2), 0<t<l,
&D:[O’Zl)_)RQ’ t— (évt_%)a 1§t<27
(53—t 3) 2<t<3,
(3.2 —t), 3<t<4

gegeben; es sind die natiirlichen Parametrisierungen der Kurven. Entsprechend
gilt:

()0 € Ck<FO> i 90 © Qo € C§W<R)7
o€ CHIn) <= poap € C¥R).
Fiir alle in dieser Arbeit auftretenden Kurven sei die Parametrisierung so gewéhlt,

dass die Kurven entgegen dem Uhrzeigersinn orientiert sind. Der in das Auflen-
gebiet von C' orientierte Normalenvektor ist in der parametrisierten Form durch

o ]
V(B) = Tt 0.27]

gegeben. Dabei vereinbaren wir, dass
(2]t = (29, —21)", € R?

die Drehung eines Vektors um 90 Grad im mathematisch negativen Umlaufsinn
bedeutet.

2.1 Konvergenz von Fourierreihen

Wir verwenden eine Kombination von Fourierreihenansétzen und Potentialansidtzen
zur Losung der direkten Probleme im Kapitel 4. Eigenschaften der Fourierreihen-
anteile, wie z.B. die Regularitdt am Rand, untersuchen wir in den Abschnitten 3.1
und 3.2. Hierfiir benotigen wir eine genaue Kenntnis des Konvergenzverhaltens
von Fourierreihen, weshalb wir hier die wichtigsten Sdtze zusammentragen.

Fiir eine stetige 2m-periodische Funktion f ist durch

Qo

5 T Z{an cosnt + b, sinnt}, te€[0,2n] (2.1)

n=1

die formale Fourierreihe definiert. Dabei sind

1 2
Ay = —/ f(t)cosntdt, neN (2.2)
T Jo
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und

b, = %/% f(t)sinntdt, neN\{0} (2.3)

die Fourier Sinus- und Cosinuskoeffizienten von f. Die Gleichungen (2.2) und
(2.3) werden die Fuler-Fourier’schen Formeln genannt. Gelegentlich werden wir
auch a,(f) und b,(f) verwenden, um die Abhéngigkeit von der Funktion stérker
zu betonen. Fiir theoretische Uberlegungen ist es oftmals zweckmiBig, die zu (2.1)
aquivalente komplexe Darstellung

Z cne™,  t € 0,27

mit )
1 T -
L= — e " dt, €Z 2.4
o= [ fO (2.4)

zu verwenden. Es besteht dabei der folgende Zusammenhang zwischen den Koef-

fizienten:
(ak — 'Lbk), k>0,

k=0,
2<CL7]€ + Z'b,k), k<0.

C =

[= D= D=
Q
o

Wir tragen jetzt einige Sdtze zusammen, welche die folgenden Fragen kléren:

e In welchem Sinne konvergiert die durch (2.1) definierte Reihe und wenn ja,
wogegen ?

e Wie spiegeln sich Differenzierbarkeitseigenschaften der Funktion f im Ver-
halten der Koeflizieten a,, und b,, wieder ?

Bevor wir uns mit der Frage der Konvergenz beschiftigen, definieren wir die
Fourierpolynome

Sp(t) := % + Z{am cosmt + by, sinmt}, ¢ €[0,2n],n € N, (2.5)
m=1
Jeder iiber [0, 27| integrierbaren Funktion f konnen wir so mit Hilfe der Euler-

Fourier’schen Formeln ein eindeutig bestimmtes Fourierpolynom vom Grad klei-
ner oder gleich n zuordnen.

Wir geben jetzt einige Teilantworten auf die Frage, welche Funktionen sich als

Fourierreihe, bei geeigneter Wahl eines Konvergenzbegriffes, darstellen lassen.

Satz 2.1 (Satz von Dirichlet) Fiir eine periodische, stickweise stetig differen-
zierbare Funktion f gilt:
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i) Die Folge der Fourierpolynome konvergiert punktweise gegen %(f(t_) —
f(tM)) fiir alle t € R.

it) Die Folge der Fourierpolynome konvergiert gleichméBig gegen f auf jedem
kompakten Intervall ohne Sprungstelle der Ableitung.

Desweiteren gilt der

Satz 2.2 Fiir eine stetige periodische Funktion konvergiert die Folge der Fou-
rierpolynome im quadratischen Mittel gegen die Funktion.

Ein letzter Satz, welcher das Konvergenzverhalten der Fourierpolynome beleuch-
tet, ist der

Satz 2.3 (Satz von Fejér) Fir eine stetige periodische Funktion konvergiert
die Folge der arithmetischen Mittel (Fejér-Mittel) der Fourierpolynome gleichmdfsig
gegen die Funktion.

Entwickelt man eine unstetige Funktion in eine Fourierreihe, so tritt an den Un-
stetigkeitsstellen das sogenannte Gibbs-Phdnomen auf. Hierunter versteht man
Oszillationen an den Unstetigkeitsstellen, welche zu einem Uberschwingen der
Néherunglosung fithrt. Die Verwendung des Fejér-Mittels mindert dieses Phéno-
men stark. Dieses beruht auf einer schwécheren Gewichtung der héherfrequenten
Anteile in der Naherungssumme, was man an Hand der Gleichung

n n

1 |m| ;
zt: 1— mzmt
st = X (1o ene

=0 m=—n

gut erkennen kann. Fiir eine Vertiefung dieser Aussagen verweisen wir auf [2].
Wir greifen dieses im numerischen Teil der Arbeit wieder auf, um den Stromfluss
fiir den Fall des Quadrates ndherungsweise zu berechnen.

Ein weiteres Hilfsmittel, welches mit dem Satz von Fejér in einem engen Zu-
sammenhang steht, ist die sogenannte Konvergenz im Sinne von Cesaro, kurz
C-Konvergenz. Darunter versteht man die folgende Beobachtung: Fiir eine kon-
vergente Folge {a, }en konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel {m,, }nen

mit
n

mpy ::%Zak

k=1

gegen den gleichen Grenzwert. Man definiert daher:

Definition 2.4 Fine Folge konvergiert im Sinne von Cesaro, falls die Folge der
arithmetischen Mittel im gewdhnlichen Sinne konvergiert.
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Wenden wir dieses Resultat auf Reihen an, so erhalten wir die Aussage, dass eine
konvergente Reihe Cesaro-summierbar ist, mit gleichem Grenzwert. Eine Reihe
heilt dabei Cesaro-summierbar, falls die Folge der Partialsummen im Sinne von
Cesaro konvergiert. Wir halten dieses fest als

Satz 2.5 (Permanenzsatz der Cesaro Summation) Ist eine Reihe konver-
gent im gewdhnlichen Sinne, so ist sie auch Cesaro-summierbar und die Grenz-
werte stimmen tiberein.

Das eigentlich Interessante ist aber, dass gewisse, im gewhnlichen Sinne divergen-
te Reihen, Cesaro-summierbar sind. So liefert uns der Begriff der C-Summierbar-
keit eine Erweiterung unseres alten Konvergenzbegriffes. Beispielsweise besitzt
die Reihe »" 7 (—1)" keinen Grenzwert im gewohnlichen Sinne, ist aber Cesaro-
summierbar mit Grenzwert % Das gerade eingefiithrte Summationsverfahren wird
auch gelegentlich mit (C,1)-Summation bezeichnet. Man kann dieses zu soge-
nannten (C, p)-Summationverfahren verallgemeinern. Hierbei wendet man rekur-
siv p-mal das (C,1)-Summationsverfahren an.

Kommen wir zu der zweiten eingangs gestellten Frage. Als Faustregel gilt, dass
die Fourierkoeffizienten um so schneller abfallen, je glatter die Funktion selbst
ist. Wir konkretisieren diese Aussage im

Satz 2.6 Ist f € C5 .k > 1, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten c,,, dass

271>

Z In*e,| < oco. (2.6)

Hieraus folgt sofort das

Korollar 2.7 Ist f € C2_, so konvergieren die Reihen
f(t) = Z ™ und (1) = Z inc,e™
n=1 n=1

gleichmipig gegen f und f'.

2.2 Funktionalanalytische Grundlagen

Als wichtiges Hilfsmittel fiir die Existenzbeweise wird sich die Riesz-Theorie zum
Losen von Operatorgleichungen zweiter Art mit kompaktem Operatoren erweisen.
Wir stellen daher zuerst die wichtigsten Eigenschaften kompakter Operatoren
zusammen.
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2.2.1 Kompakte Operatoren, Riesz-Theorie
und Fredholm-Alternative

Definition 2.8 FEin linearer Operator A : X — Y eines normierten Raumes X
in einen normierten Raum Y heifit kompakt, wenn fir jede beschrinkte Folge
(pn) aus X die Bildfolge (Ap,,) eine in'Y konvergente Teilfolge besitzt.

Wir moéchten moglichst einfache Kriterien finden, um feststellen zu kénnen, ob
ein Operator kompakt ist. Solch ein Kriterium liefert der

Satz 2.9 Sei X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Konvergiert die
Folge A, : X — Y kompakter, linearer Operatoren in der Operatornorm gegen
einen linearen Operator A : X — Y, d.h. ||A, — Al — 0,n — oo, dann ist A
kompakt.

Desweiteren gelten die Sétze:
Satz 2.10 Linearkombinationen kompakter, linearer Operatoren sind kompakt.

Satz 2.11 Die Verkniipfung kompakter, linearer Operatoren mit beschrankten,
linearen Operatoren ist, unabhdngig von ihrer Reithenfolge, kompakt.

Beispiele fiir kompakte Operatoren sind die linearen, beschrinkten Operatoren
mit endlich dimensionalem Bild.

Satz 2.12 Ist A : X — Y ein beschrankter, linearer Operator mit endlich di-
mensionalen Bild, so ist A kompakt.

Der néchste Satz zeigt den wichtigen Unterschied zwischen Operatorgleichungen
erster, d.h. Ap = f und zweiter Art, d.h (I — A)p = f.

Satz 2.13 Die Identitit I : X — X ist kompakt genau dann, wenn X endlich
dimensional ist.

Hieraus folgern wir, dass ein kompakter Operator keine beschrinkte Inverse ha-
ben kann, falls der Bildraum nicht endlich dimensional ist. Eine weitere, wichtige
Klasse von kompakten Operatoren sind die Integraloperatoren. Der folgenden
Satz charakterisiert sie unter geeigneten Voraussetzungen an den Kern, als kom-
pakte Operatoren und liefert uns die benétigte Kompaktheit, aller in dieser Arbeit
benutzten Integraloperatoren.

Satz 2.14 Seien ',y C R? einfach geschlossene Jordankurven. Dann ist der
Integraloperator A : L?(T'y) — L*(T'y) bzw. A: C(T'y) — C(Ty), mit

(Ap)(z) 12/ k(z,y)e(y)ds(y), x €Ty

Iy
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fir k € C(T'y x T'y) kompakt und linear. Insbesondere ist Ap € C(Ty) fiir alle
p e L2(P1)

Der Kernsatz, aus dem wir ein Kriterium fiir die Losbarkeit der zu Beginn dieses
Abschnittes erwéhnten Operatorgleichungen zweiter Art beziehen, ist der

Satz 2.15 Sei A : X — X ein kompakter linearer Operator in einem normierten
Raum X. Dann ist der Operator I — A genau dann injektiv, wenn er surjektiv
ist. Falls I — A injektiv ist (und daher auch bijektiv), so ist der inverse Operator
(I —A)"': X — X beschrinkt.

Als Korollar halten wir fest:

Korollar 2.16 Sei A : X — X ein kompakter linearer Operator in einem nor-
mierten Raum X. Falls die homogene Gleichung

p—Ap =0

nur die triviale Losung ¢ = 0 besitzt, so besitzt fiir jedes f € X die inhomogene
Gleichung

p—Ap=f
genau eine Lisung ¢ € X und diese Losung hdngt stetig von f ab.

Neben der Riesz-Theorie ben6tigen wir noch die sogenannte Fredholm-Alternative.
Hierzu definieren wir den Begriff des Dualsystems und des adjungierten Opera-
tors.

Definition 2.17 Zwei normierte Riaume X und Y wversehen mit einer nicht ent-
arteten Bilinearform heiffen ein Dualsystem und werden mit (X,Y') bezeichnet.

Definition 2.18 Seien (Xi,Y7), und (Xs,Ys), zwei Dualsysteme. Zwei Opera-
toren A : X7 — Xy und B : Yy — Y] heiffen adjungiert beziiglich der beiden
Dualsysteme, falls

(Ap, )y = (0, BY),
fiir alle p € X1, € Y.

Fiir unsere Vorhaben ist die folgende Fassung des Fredholm’schen Alternativsat-
zes ausreichend.

Satz 2.19 Seien A: X — X, B :Y — Y kompakte, adjungierte Operatoren in
einem Dualsystem (X,Y). Dann sind entweder I — A und I — B beide bijektiv
oder I — A und I — B haben beide nichttriviale Nullrdume mit endlicher, gleicher
Dimension.
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Fiir das Kapitel iiber das inverse Probleme benttigen wir den Begriff der Hoélder-
stetig differenzierbaren Funktionen. Dabei versteht man unter Holder-stetigen
Funktionen eine Zwischenstufe zwischen stetigen und differenzierbaren Funktio-
nen. Der Vollstandigkeit halber definieren wir daher:

Definition 2.20 i) Fiir 0 < a < 1 bezeichne Cy* C Cyy den Unterraum der
gleichmdapig Holder-stetigen Funktionen @ mit der Eigenschaft

p(t) —p(s)| < CJt — s|*
fiir alle t,s € R und einer von ¢ abhdngenden Konstanten C' > 0.

i) Fir 0 < o < 1 bezeichne Cy* C CL_ den Unterraum der gleichmdpig
Hoélder-stetig differenzierbaren Funktionen o mit der Figenschaft

¢/ (t) = ¢ (s)] < CJt — 5|

fiir alle t,s € R und einer von ¢ abhdngenden Konstanten C' > 0.

2.2.2 Einiges aus der nichtlinearen Funktionalanalysis

Im Kapitel 5 benotigen wir die Verallgemeinerung der Differentialrechnung auf
normierte Rdume. Die moderne Auffassung der Ableitung kann im Begriff der
Linearisierung zusammengefasst werden. Die Ableitung einer nichtlinearen Ab-
bildung ist diejenige lineare Abbildung, welche sie in diesem Punkt am besten
approximiert. Mathematisch genau gefasst definieren wir:

Definition 2.21 FEs seien X,Y normierte Raume und U C X eine offene Teil-
menge. Ein Operator A : U — Y heifit Fréchet-differenzierbar an der Stelle
@ € U, falls es einen beschrinkten, linearen Operator A’ o] : X — Y gibt, derart
dass

tim 5l Al + h) = () = ATel(0)] = 0

Der Operator A'[g] heifit Fréchet-Ableitung von A an der Stelle .

Die aus der Analysis bekannten Sétze iiber die Differenzierbarkeit von Produkten
und Verkettungen von Abbildungen iibertragen sich entsprechend. Fiir weitere
Ausfiihrungen verweisen wir auf [4].

Im numerischen Teil fiir das inverse Problem losen wir eine nichtlineare und
schlecht gestellte Operatorgleichung néherungsweise durch das Newtonverfahren.
Eine schlechte Nachricht fiir dieses Vorhaben ist der nachfolgende Satz, welcher
uns mitteilt, dass sich die Schlechtgestelltheit des Problems auch auf die lineari-
sierte Gleichung {ibertréagt.
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Satz 2.22 Sei A : U C X :— Y ein stetiger und kompakter (nicht notwendig
linearer) Operator, der eine offene Teilmenge U eines normierten Raums X in
einen Banachraum Y abbildet, und sei A Fréchet-differenzierbar in o € U. Dann
ist die Fréchet-Ableitung A'[p] ein kompakter Operator.

2.3 Grundlagen aus der Potentialtheorie

Gegenstand der Potentialtheorie ist die Untersuchung von Randwertproblemen
harmonischer Funktionen, welche z.B. bei der Modellierung von elektrostatischen
Ph&nomenen auftreten. Unter einer harmonischen Funktion versteht man eine
Funktion u, welche die Laplace’sche Differentialgleichung

Au=0
erfiillt. Im R? ist der Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten durch

o* o7
A=—+ —
Ox? * x3

gegeben. Fiir ein Gebiet G C R? mit Rand G ist man an Existenz- und Eindeu-
tigkeitsaussagen fiir die folgenden klassischen Randwertproblemen interessiert.

e Dirichlet-Probleme
Gegeben sei f € C(0G). Im Falle des sogenannten inneren Dirichlet-Problems
wird eine in GG harmonische, bis auf den Rand des Gebietes stetig fortsetzba-
re Funktion u gesucht, welche auf dem Rand mit f iibereinstimmt. Im Falle
des sogenannten dufieren Dirichlet-Problems sucht man entsprechend eine
im AuBengebiet von G beschréinkte harmonische Funktion, welche stetig bis
auf 0G fortgesetzt werden kann und dort mit f iibereinstimmt.

e Neumann-Probleme

Fiir gegebenes g € C(0G) wird im Falle des inneren Neumann-Problems
eine in G (bzw. im Falle des duferen Neumann-Problems in R? \ G) har-
monische Funktion u gesucht, welche bis auf den Rand des Gebietes stetig
fortsetzbar ist und deren Normalableitung auf dG mit ¢ im folgenden Sinne
iibereinstimmen:

Ouy .

—— = lim (v(z),u(x + hv(x))) = g(x), =€ IG,

ov h—0t

wobei v(z) der ins AuBere von G zeigende Einheitsnormalenvektor im Punkt
x an OG ist und die Konvergenz gleichméfig in x erfolgt. Zusétzlich ver-
schwinde beim &dufleren Problem u gleichméfig im Unendlichen.
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Bis auf das innere Neumann-Problem besitzen unter den oben gemachten Vor-
aussetzungen alle Probleme hochstens eine Losung. Zwei Losungen des inneren
Neumann-Problems unterscheiden sich hingegen, im Falle ihrer Existenz, nur um
eine Konstante.

Die Auflenraumprobleme spielen in dieser Arbeit keine weitere Bedeutung. Man
benotigt jedoch Aussagen iiber ihre eindeutige Losbarkeit fiir die Existenzbewei-
se der klassischen Probleme, sofern man diese mit der Integralgleichungsmethode
fiihren will. Fiir Gebiete mit C?-glattem Rand kann die Existenz von Losungen
mit dieser Methode sehr elegant gezeigt werden.

Eines der wichtigsten Beispiele fiir eine harmonische Funktion ist die sogenannte
Grundlosung zur Laplace-Gleichung. Fiir 2,y € R? mit x # y ist diese durch

1 1
O(x,y) = %1

n (2.7)
|z =y

gegeben. Fiir festes y ist ®(-,y) eine harmonische Funktion in R™ \ {y}. Weitere

wichtige Beispiele sind die Normalableitungen der Grundlésung nach x und y.

Diese sind durch

00(y) _ v(@) - {z—y} o 00y) _ v(y) {z—y}

ov(z) T 2|z — y|? ov(y) T 2r|x — y|?

gegeben.

Im Rahmen der Elektrostatik interpretiert man die Grundlésung als das Potential
einer Linienladung mit Quellpunkt y, gemessen im Punkt x. Die Normalableitung
nach y erlaubt die Interpretation als eine Dipolladung.

2.3.1 Die Green’schen Sitze

Eine wichtige Grundlagen der Potentialtheorie bilden die sogenannten Green’schen
Satze. Fiir unser Vorhaben sind die folgenden Varianten ausreichend:

Satz 2.23 (1. Green’scher Satz) Sei G C R? ein beschrinktes, C?-glatt be-
randetes Gebiet und u € CY(G),v € C*(G) N CHG). Dann ist

/ uAv + gradu - gradv dr = / u@ ds. (2.8)
G oc OV

Satz 2.24 (2. Green’scher Satz) Sei G C R? cin beschrinktes, C?-glatt be-
randetes Gebiet und u,v € C*(G) N CYHG). Dann ist

/ uAv —vAudr = u— —v—ds. (2.9)
a
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Der néchste Satz ist der Ausgangspunkt, um Randwertprobleme mit Hilfe soge-
nannter Green Ansdtze zu losen. Er gestattet die Moglichkeit, eine harmonische
Funktion durch die Kenntnis ihrer Werte und Normalableitung auf dem Rand
(die sogenannten Cauchy-Daten) im Inneren des Gebietes zu berechnen. Wir
benotigen dieses im Kapitel 5.

Satz 2.25 (Green’scher Darstellungssatz) Sei G C R* ein beschrinktes, C*-
glatt berandetes Gebiet und u € C*(G)NCY(G) eine harmonische Funktion in G.
Dann st

= Ou x _L@(w,y)u s T
ue) = [ {Grween - B ase), sec @)

Bemerkung 2.26 Der Green’scher Darstellungssatz bleibt auch unter schwdiche-
ren Voraussetzungen an die Randgldtte giiltig. Insbesondere gilt er fiir lipschitz-
stetig berandete Gebiete.

Aus dem Green’schen Darstellungssatz kann man schlussfolgern, dass harmoni-
sche Funktionen analytisch sind.

Korollar 2.27 Harmonische Funktionen sind analytisch.

Dieses Korollar erlaubt es uns zu schlussfolgern, dass eine harmonische Funktion
auf ihrem Definitionsgebiet bereits eindeutig durch die Kenntnis ihrer Werte auf
einer offenen Teilmenge bestimmt ist. Insbesondere bedeutet dieses, dass eine
harmonische Funktion, welche auf einer offenen Teilmenge verschwindet, in ihrem
gesamten Definitionsgebiet verschwindet.

Eine weitere wichtige Eigenschaft harmonischer Funktionen ist das sogenannte
Maximum-Minumum-Prinzip.

Satz 2.28 Fine in einem Gebiet harmonische und nicht konstante Funktion be-
sitzt kein Maximum und kein Minimum.

Aus diesem Prinzip erwéchst ein sehr wichtiges Korollar, welches die Eindeutig-
keit des inneren Dirichlet-Problems liefert, als auch die stetige Abhéngigkeit der
Losung von den Randwerten.

Korollar 2.29 Sei G ein beschrinktes Gebiet und u harmonisch in G und stetig
auf G, dann nimmt u Mazimum und Minumum auf dem Rand an.

2.3.2 Potentiale und Sprungbeziehungen

Mit Hilfe der Grundlosung kénnen wir fiir ¢ € C(0G) das Einfachschichtpotential

Uple) = | ®e.ppl)dsty). = <R\ 06 2.11)



18 GRUNDLAGEN

und das Doppelschichtpotential

8(13(:15,3/) 2
V,(x) = ——0(y)ds(y), = e€R°\0G 2.12
o () . Ou(y) (y) ds(y) \ (2.12)
definieren. Fiir ¢ G kann man die Integration und Differentiation vertauschen.
Hiermit sieht man, dass das Einfach- und Doppelschichtpotential harmonische

Funktionen in G und R" \ G darstellt.

Um die Potentiale zur Losung der Randwertaufgaben zu verwenden, bendtigen
wir die Kenntis ihrer Eigenschaften auf dem Rand 0G, wo die Kernfunktionen
singuldr sind. Es gelten die vier folgenden Sétze, welche unter der Bezeichnung
Sprungrelationen bekannt sind:

Satz 2.30 Sei G C R? ein beschrinktes, C?-glatt berandetes Gebiet und ¢ €
C(0G), so ist das Einfachschichtpotential U, mit Dichte ¢ stetig in ganz R* und
besitzt auf dem Rand die Darstellung

V() = / D y)ely) ). € 90, (2.13)

wobei das Integral als uneigentliches Integral existiert.

Satz 2.31 Sei G C R? ein beschrinktes, C*-glatt berandetes Gebiet und ¢ €
C(0G), so laft sich Doppelschichtpotential V,, mit Dichte ¢ stetig fortsetzen von
G nach G und von R*\ G nach R*\ G mit den Grenzwerten

0%(z, y)

Vidse) = | SoBo)dst) £ je@). aeoG (214)

Satz 2.32 Sei G C R? ein beschrinktes, C*-glatt berandetes Gebiet und ¢ €
C(0G), so besitzt das Einfachschichtpotential U, mit Dichte ¢ die Normalablei-
tung

[%L 0= %Z)y)so(y)ds(y) F %so(x), x € G, (2.15)

wobes
[8U¢] X (z) :== lim (v(z),grad U,(z & hv(z)))

ov h—0t

im Sinne gleichmdfiger Konvergenz auf OG zu verstehen ist.

Satz 2.33 Sei G C R? ein beschrinktes, C?-glatt berandetes Gebiet und ¢ €
C(0G), so gilt fir das Doppelschichtpotential V,, mit Dichte ¢ die Stetigkeit der
Normalableitung in dem Sinne, dass

;}H{)ﬂ (v(x),grad V,(xz + hv(z)) — grad Vi, (z — hv(z))) =0 (2.16)

gleichmdfig fiir alle x € 0G gilt.
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Um potentialtheoretische Randwertprobleme mit Hilfe von Randintegralgleichun-
gen beschreiben zu kénnen, fithren wir zwei Integraloperatoren K, K* : C(0G) —

C(0G) ein durch

(o)) =2 [ Do) dsty). ac o6 (2.17)
und
(K*p)(x) =2 . %gp(g) ds(y), x€0G. (2.18)

Unter den von uns gemachten Voraussetzungen iiber die Randgliatte des Gebietes
(G kann man zeigen, dass die Kernfunktionen sogar stetig auf G x 0G sind.

Lemma 2.34 Ist 0G € C?, so sind die Funktionen

00(,) . 00(,)
v (y) O (x)

stetig auf G x 0G.

Beweis: Man kann sich von der Stetigkeit der Kernfunktionen iiberzeugen, indem
man sich die parametrisierte Form der Operatoren anschaut. Bezeichnet ( eine
2m-periodische Parametrisierung der Kurve 0G, welche gegen den Uhrzeigersinn
orientiert ist, so kann man den Operator K* in der parametrisierten Form als

UWWWQDIAFh@JM@ﬁ»W,tGWJﬂ

schreiben. Die Stetigkeit der Kernfunktion fiir ¢ # 7 ist sofort ersichtlich. Es ver-
bleibt somit nur die Untersuchung des Falls ¢ = 7. Durch eine Taylorentwicklung
kann man zeigen, dass der Grenzwert lim, ., k,(t,7) existiert. Genauer gesagt
gilt:
A ) 0 ) Y A Co T

m 1B@1) =B 1@ ’
ko(t,7) = (2.19)
L [B@-6(

_ t=r.

[ 20 PP

Ein analoges Vorgehen fiihrt auch im Falle des Operators K zum Erfolg. O

Aus der Stetigkeit der Integralkerne folgt mit Hilfe des Satzes 2.14 die Kompakt-
heit der Operatoren.
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Satz 2.35 Die Integraloperatoren K, K* sind kompakt.

Dariiber hinaus sind die Operatoren adjungiert zueinander, beziiglich des kano-
nischen Dualsystems

(o, 1) = / el)ol) dsto)

Satz 2.36 Die Operatoren K und K* sind adjungiert zueinander, d.h. (K, 1) =
(o, K*) fiir alle 1 € C(0G).

Fiir die Behandlung der Dirichlet-Neumann-Probleme im Kapitel 4 ben6tigen wir
das sogenannte modifizierte Doppelschichtpotential

17 o 8(13(x,y) S T 2
Vo(x) = /{)G {78V(y) + 1} o(y) ds(y), e R\ 0G. (2.20)

Hierdurch erhalten wir einen Integraloperatoren K : C(8G) — C(0G) durch

{M + 1} o(y)ds(y), =€ 0G. (2.21)

(R =2 [ {50

oG

Die Kernfunktion ist nach obigen Uberlegungen stetig auf 0G x 0G, so dass der
folgende Satz gilt:

Satz 2.37 Der Integraloperator K ist kompakt.

Aus der Darstellung
Kp=Kip+2 [ ids (2.22)
oG

ist ersichtlich, dass die Sprungrelationen des Operators K sich entsprechend
iibertragen. Desweiteren gilt der

Satz 2.38 Der Operator I + K : C(0G) — C(0G) ist injektiv.
Dieser Satz beinhaltet die Existenz einer Losung fiir das &uflere Dirichlet-Problem,

falls die Losung in Form eines modifizierten Doppelschichtpotentials gesucht wird.
Fiir uns jedoch ist das hieraus gewonnene Korollar wichtiger.

Korollar 2.39 Der Operator (I + K)* : C(0G) — C(dG) ist injektiv.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus dem Fredholm’schen Alternativsatz 2.19. O

Ebefalls niitzlich fiir spatere Argumentationen ist der
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Satz 2.40 Fiir das Doppelschichtpotential mit konstanter Dichte gilt

90 (z.y) -2, x € G,
2/ T?’i/ds(y) =< -1, x € 0G,
- Y 0, zeR*\G.

Gelegentlich tritt das Problem auf, dass Funktionen auf einem Gebiet D nicht
geniigend Regularitdt bis hin zum Rand 0D besitzen, um die Green’schen Sétze
anzuwenden. Um die Anwendung dennoch zu rechtfertigen, zieht man sich auf
»geeignete”“ Weise ins Innere des Gebietes zuriick, wo die Regularitdt hoher ist
und die Umformung daher erlaubt ist. Hierfiir hat sich das folgende Konzept
eingebiirgert: Zu einem beschrinktem Gebiet D mit C*-glattem Rand und k£ > 1
ist die Parallelkurve 0D; durch

0Dy ={z=x—hv(z):x € 0D} (2.23)

definiert, wobei v(z) der ins AuBere von D weisende Normaleneinheitsvektor im
Punkt z € 0D ist. An Hand der Darstellung des Normalenvektors erkennt man,
dass die Parallelkurve im allgemeinen eine Regularititsstufe verliert. Aulerdem
gilt fiir das Bogenelement ds;(z) auf der Parallelkurve und der Kurve der Zu-
sammenhang ds,(z) = (1 — hk)ds(z), wobei k die Kriimmung der Kurve 9D
bezeichnet. Wird 0D durch die Bogenléinge parametrisiert, so gilt kK = v -z .






Kapitel 3

Einiges zu Fourierreihenansitzen

Bevor wir mit der Untersuchung der uns eigentlich interessierenden Randwert-
probleme beginnen, werfen wir einen kurzen Blick auf die Losungen des Dirichlet-
Problems mittels Fourierreihen im Kreis und Quadrat. Wir stellen hier kurz einige
ihrer wichtigsten Eigenschaften zusammen. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser
Resultate findet man in [10] oder [3]. Die Beweise bringen wir in dem Umfang,
die die Argumentationen im weiteren Verlauf der Analysis rechtfertigt. Anschlie-
Bend zeigen wir die Verallgemeinerung fiir L2-Randwerte und beweisen zwei Re-
gularitatssitze, welche die Existenz von Normalableitungen im klassischen und
L2-Sinne sicherstellen.

3.1 Das Dirichlet-Problem in (),

Fiir Gebiete mit ,,guten* Symmetrieeigenschaften gelingt es, Losungen aus soge-
nannten Separationsansitzen zu gewinnen. In diesem Fall nutzen wir die Kreis-
symmetrie aus und versuchen als Ansatz ein Produkt einer nur vom Radius
bzw. nur vom Winkel abhéngenden Funktion. Benutzen wir die Darstellung des
Laplace-Operators in Polarkoordinaten, d.h.

”? 10 1 0

oz T rar TR oe
so erhalten wir ein entkoppeltes System zweier gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung. Durch Superposition dieser Losungen versucht man, die Rand-

werte zu erfiillen. Fiir die so konstruierte Losung miissen wir iiberpriifen, dass sie
allen Voraussetzungen gerecht wird. Dass dem so ist, beweist der folgende Satz.

Ay = (3.1)

Satz 3.1 Die Funktion

Vo f() 1= Z cpe™r™l = (rcosf, rsinf) € Q, (3.2)

n=—oo
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st eine in ), harmonische Funktion, welche stetig bis auf den Rand fortsetzbar
ist und dort mit den Randwerten f € C(T's) tbereinstimmt. Hierbei bezeichnen
¢, die Fourierkoeffizienten von f. Des Weiteren ist die Reihe in €, absolut und
lokal gleichmdj$ig konvergent.

Beweis: Wir zeigen zuerst die absolute und lokal gleichméfiige Konvergenz der
Reihe in €.

Fiir eine stetige Funktion ist die Folge der Fourierkoeffizienten beschrankt. Wir
konnen daher abschétzen, dass

o o
Z |, e™rinl| < CZTSL < 00

n=-—o00 n=1

fir alle r < rg < 1. Die Reihe ist daher in ), nach dem Majorantenkriteri-
um absolut und lokal gleichméfiig konvergent. Fiir die partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung erhélt man so auf analoge Weise die Majoranten
S0 Cn*rl < oo. Alle partiellen Ableitungen konvergieren demnach ebenfalls
absolut und lokal gleichméfig im Inneren von €2,, d.h., die partiellen Ableitungen
sind stetig und hieraus folgt die Differenzierbarkeit von v, ¢. Einfaches Nachrech-
nen mit (3.1) zeigt die Harmonizitét.

Kommen wir zur stetigen Fortsetzbarkeit bis auf den Rand von €2,. Setzen wir
ganz naiv r = 1, so erhalten wir die formale Fourierreihe der Funktion f. Fiir le-
diglich stetige Funktionen kénnen wir iiber deren Konvergenz aber keine Aussage
treffen. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, die Voraussetzungen iiber
die Regularitit der Randwerte zu erhdhen. Fiir stetig differenzierbare Funktionen
erhélt man so die gleichméfBige Konvergenz der Fourierreihe, welche die Randwer-
te beschreibt. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Reihe in die dquivalente
Darstellung des Poisson-Integrals umzuschreiben. Mit etwas Geschick bei den
Abschitzungen, kann so die Stetigkeit bis auf den Rand gezeigt werden, siehe [3].
Ist dieses fiir die Situation am Kreis noch verhéltnissméflig einfach durchfiithrbar,
so bekommt man bei gleicher Vorgehensweise fiir den Fall des Quadrates einige
Probleme. Wir modifizieren daher die erste Idee derart, dass die gleichméfige
Konvergenz der Fourierreihe der Randwerte aus dem Satz von Fejér folgt. Diese
Idee 148t sich auch auf die Situation des Quadrates iibertragen.

Fiir n € N definieren wir die Folge harmonischer Funktionen {v, },en durch

v (1, 0) = % + Z{am cosmb + by, sinmf}r™, re0,1],0 € [0, 2n],

m=1

sowie die Folge stetiger Funktionen {f,}nen durch

a4 |\ :
fn(0) = 5 Z{am cosmb + by, sinmf}, 6 €0, 27].

m=1
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Die Funktionen v,, sind stetig auf Q. und nehmen die Randwerte fn auf I'y an.
Weiterhin definieren wir

n

1

Op(r,0) = - Zvn(r, 0), rel0,1],0 € 0,2n]

und

fa(0) = % > fa(0), 00,2,

Auch fiir diese gilt off(znsichtlich, dass v, in {2, harmonisch und stetig auf Q. ist,
mit den Randwerten f,. Aus dem Permanenzsatz 2.5 folgt, dass

lim @,,(7,0) = vo ¢ (r,0)

n—0o0

fiir alle r € [0,1),60 € [0, 27]. Aus dem Satz von Fejér erhalten wir die gleichmé&gi-
ge Konvergenz von ,(1,-) gegen f,(-), d.h.: fiir alle ¢ > 0 existiert ein von 6
unabhéngiges N. € N, so dass

[0,(1,0) — 0,,(1,0)] <&, Vn,m > N..
Mit Hilfe des Maximum-Prinzips erhalten wir
|0, (1, 0) — 0 (1, 0)| <&, Vn,m > N,

fiir beliebige r € [0, 1],6 € [0, 27]. Wir haben also eine Folge harmonischer Funk-
tionen konstruiert, welche auf {25 gleichméfig konvergent ist, deren Grenzfunk-
tion im Inneren mit v, y und auf dem Rand mit f iibereinstimmt. O

Schauen wir uns eine Verallgemeinerung des Satzes 3.1 fiir den Fall von L2-
Randwerten an.

Satz 3.2 Die Funktion v, ist eine in (s harmonische Funktion, welche die
Randwerte f € L*(Ty) im L*-Sinne auf Ty annimmt.

Beweis: Zum Nachweis der Harmonizitdt der Funktion v, s in €, haben wir nur
die Beschrinktheit der Fourierkoeffizienten benutzt. Da auch fiir f € L*(T,) die
Folge der Fourierkoeffizienten beschréankt ist, greift der Beweis von Satz 3.1. Wir
miissen uns also nur noch Gedanken um die Randwerte machen. Durch Einsetzen
der Parametrisierung o, rechnet man nach, dass

/ ooy (& — har()) — f(2)P ds(z)

o
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= 21t Y e {(1=h)"M -1} >0, h— 0"

|

Wir benétigen fiir spatere Argumentationen die Existenz einer Normalableitung
auf dem Rand I',. Dazu miissen wir zunéchst definieren, was wir unter der Exi-
stenz einer Normalableitung im L?-Sinne verstehen. Die naheliegende Definition
ist Folgende: Man betrachtet die Normalableitung der Funktion auf der Paral-
lelkurve I'y,, bildet die Differenz zu der gegebenen Funktion g und fordert die
Konvergenz in der L?-Norm fiir ~ — 0. In Formeln ausgedriickt bedeutet dieses,
dass

Oup(x) 2
1742~ ga)| dsta) 0, h—0,
T
wobei %Lyh = (V"(z — hw(x)), grad u(z — hv(z))), v"(y) den Normalenvektor an

die Parallelkurve im Punkt y € I';, und v(z ) den Normalenvektor an die Kurve
I' im Punkt x € I' bezeichne. Im Falle des Kreises €2, oder des Quadrates (g,
stimmen die Normalenvektoren v* und v iiberein, da sich die Kriimmung beim
Ubergang von der Kurve zur Parallelkurve nicht dndert. Fiir das Quadrat ersetzen

wir die Parallelkurve wie gewohnt durch das konzentrische Quadrat mit Abstand
h.

Der niichste Satz zeigt die Existenz einer Normalableitung im L2-Sinne, falls wir
die Regularitit der Randwerte auf H' erhéhen.

Satz 3.3 Ist f € H'(I,), so besitzt vo; die Normalableitung g, auf Ty im L*-
Sinne, welche durch

= Z In|c,e™, = (cosh,sinf) €T, (3.3)
gegeben ist.

Beweis: Fir f € H'(T,) konvergiert die Reihe Y~ (1 4 n?)|c,|*. Daher
kénnen wir wie folgt abschétzen:

5%5%J@—hww>—%m>

Z |n|cn mG )\n| 1 Z |n|cn6in6

n=—oo n=—oo

-
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/27r
0

= 2 Y n’le {1 =R =1} = 0,h — 0.

n=—oo

2

> |nleae™{(1 = )" — 1} df

n=—oo

O

Wir halten noch das folgende klassische Regularitétsresultat fest, welches wir fiir
den Eindeutigkeitsbeweis des inversen Problems bendétigen.

Satz 3.4 Ist f € C*(T,), so ist vo s € C?*(Q) N CH(Q).

Beweis: Es verbleibt zu zeigen, dass die ersten partiellen Ableitungen der Funk-
tion stetig bis auf den Rand von €2, fortsetzbar sind. Es gilt

ov >
a:;’f (r, 6)‘ = Z inc,e™0rl"
n=-—o00
o
< Z \ncn|7"”|
n=-—00
o
< Y fneal <00, 0<r<1,0<6<2m,
n=-—o00

d.h., die Reihe konvergiert absolut und gleichmiBig in €2,. Die Konvergenz der
Reihe Y 2 |nc,| folgt aus dem Satz 2.6. Analog erhilt man fiir die partielle
Ableitung nach r

v -
va _ |n\—1
o (r, 9)‘ = Z |n|c,r
n=—o00
oo
< Z [ne, |rm=1
n=—o0o
o
< Z|ncn|<oo, 0<r<1,0<60<2r.
n=-—oo
Dieses zeigt die Behauptung. O

3.2 Das Dirichlet-Problem in ()5

Wenden wir uns der Situation im Quadrat zu. Fiir die Randwerte f € C(I'p)
nehmen wir zusétzlich an, dass f in allen vier Ecken verschwindet. Dieses ist
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keine grofle Einschrinkung, da wir zu einer beliebigen, stetigen Funktion f immer
eine in 25 harmonische Funktion w finden kénnen, welche mit den vorgebenen
Randwerten in den Ecken iibereinstimmt. Diese Aufgabe erfiillt z.B. die Funktion

W(z) = a+bry + cry +drize, 1€ R

mit Koeflizienten

a = 1 f(&)+ f(&)+ F(&)+ F(&)),
b= H—f(&)+ f(&)+ f(&) — F(&),
¢ = H=f(&) = f(&) + f(&)+ f&),
d = J(&) = f(&) + f(&) — f(&a).

Definiert man g := f —|p, und bezeichnet vg 4, die zu diesem g gehorige Losung
des Dirichlet-Problems in €2g, so erhélt man die allgemeine Losung zu den Rand-
werten f als vg, + @. Wir vereinbaren daher die folgende Notation: Mit Cy(I'n)
bezeichnen wir die auf I'g stetigen Funktionen, welche in den Ecken verschwinden.
Des Weiteren sei

Vi(Po) :={f € C(la): f=0auf 'y \T;},

fir j = 1,2,3,4. Fiir eine Funktion f € Cy(I'n) erhélt man eine eindeutige
Zerlegung der Art f = f1 4+ -+ fy, mit f; € V;(I'n), indem man

f|pj, rx el
filw) = -
0, z e\ T},

fir j =1, 2, 3, 4 setzt.

Das uns interessierende Dirichlet-Problem in 25 besteht im Wesentlichen aus vier
Problemen der folgenden Bauart:

Definition 3.5 (Das Problem (P;)) Gesucht wird eine Funktion w € C?(Qp),
welche in Qn harmonisch ist und stetig auf den Rand fortgesetzt werden kann, so
dass w = f; auf 'y gilt. f; sei dabei aus V;(I'y) gegeben.

D.h., dass wir im Wesentlichen nur ein Randwertproblem mit ,,drei verschwinden-
den Seiten “ beherrschen miissen. Haben wir eine Darstellung fiir dieses Problem,
so erhalten wir alle weiteren Losungen durch Drehung um jeweils 90 Grad. Da der
Laplace-Operator invariant unter orthogonalen Transformationen ist, bleibt die
Harmonizitéit der Funktionen erhalten. Damit die im weiteren Verlauf der Arbeit
auftretenden Formeln handhabbar bleiben, fithren wir folgende Funktionen ein.
Fiir (1,(, € R und n € N seien

$8,,(C1,C2) = sinh(nw(y)sin(nn(s)/ sinh(nr),
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csn(C1, () = cosh(nm(y)sin(nr(y)/ sinh(nr),
s¢n(C1,G2) = sinh(nn(y) cos(nm(s)/ sinh(nr),
ccn(C1,¢2) = cosh(nm(y) cos(nm(y)/ sinh(nm).

Durch ein analoges Vorgehen wie im Falle des Kreises, erhalten wir die Losungen
vn,y, zu (P;) durch einen Separationsansatz. Fiir die Beweise der néchsten Sitze
definieren wir die Halbebene oberhalb der Geraden xs = a fiir a > —% durch

HT :={(21,20) €ER? : 21 € R, w3 > a}.

Satz 3.6 Die Funktionen vny, losen das Problem (P;) fir j € {1,2,3,4} . Dabei
qgilt:

UD,fl(fL‘) = Zal,nssn(%_x27%+xl)a

n=1

o0
vo g (T) = Za27nssn(%+:c1,%+:c2),

n=1
[eS)

vo,f(T) = Zagvnssn(%+x2,%+x1),

n=1
S

o 1 1
v g (x) = E A4 SSp(5 — 71, 5 + T2),
n=1
mit x = (x1,22) € Qa. a;, bezeichne die Fourier-Sinuskoeffizienten von f; €

Vi(La).

Beweis: Exemplarisch beweisen wir den Fall j = 1; dabei gehen wir analog zum
Beweis des Satzes 3.1 vor.

Wir zeigen zuerst, dass die Rethe Y > | ay, ssn(%—xg, %+x1) in g lokal gleichméafBig

konvergent ist. Hierfiir schétzen wir wie folgt ab: Fiir ¢ > ¢y > —% gilt

sinh (s — t)‘ B en(A—t) _ gn(b 1)

emr _ e*'ﬂﬂ'

sinh nm

e—mr(%-l—t) _ e—nw(% —t)

1 — ef2n7r

_ ,—nm(1-2t)
e—mr(%-l-t) 1 €
1— 6—2n7r
< C(to)e_nﬂ(%—i_to)-

Da die Folge der Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion beschrankt ist, er-

halten wir
> |

n=1

sinhnm (3 — 25)

<Oy )

n=1

1n sinmr(% + 1)

sinh nm
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fir alle z1 € R und 29 > Ty > —%. Damit haben wir eine Majorante fiir die
Reihe gefunden und erhalten hiermit die lokal gleichméBige Konvergenz in Ht.
Insbesondere ist vn f, eine stetige Funktion im Inneren von (2, stetig fortsetzbar
auf die Rénder I'y bis I'y und nimmt dort die Randwerte null an. Die partiellen
ersten und zweiten Ableitungen der Reihe werden durch einen Ausdruck der Form
c> nZe"m(3ta2) majorisiert und konvergieren daher ebenfalls lokal gleichméBig
in . Die partiellen Ableitungen sind somit stetig und kénnen durch gliedweise
Differentiation der Reihe erhalten werden. Ein direktes Nachrechnen zeigt die
Harmonizitét.

Wir zeigen jetzt, dass die Funktion eine stetige Fortsetzung oy, auf Qg besitzt
und das O, (z) = fi(z) fiir € 'y gilt. Aus der lokal gleichméfigen Konvergenz
der Reihe in € folgt insbesondere die punktweise Konvergenz der Reihe. Nach
Satz 2.5 konvergiert daher auch die Reihe der arithmetischen Mittel und besitzt
den gleichen Grenzwert. Wir definieren

n
Sn(x1, x9) 1= Z W1 SSm (5 — 22,5 +11), =€ Qg
m=1

und
n

- 1 _

Sp(x1,29) 1= - ; se(x1,22), € Qn.
Nach Konstruktion ist 5, in Qn harmonisch und stetig auf Q5. Des Weiteren ist
Sp(x) =0 fir z € I'g \ I'1. Aus dem Satz von Fejér erhalten wir die gleichméfige
Konvergenz von 5,(-, —3) gegen fi(-, —3). Das bedeutet, dass wir fiir alle £ > 0
ein N. € N finden kénnen, so dass

|50(21, —3) — Sm(x1,—2)| <e, fiiralle n,m > N..
Aus dem Maximum-Prinzip folgt:
|$n(21, 22) = Sm(z1,22)| <&, fiiralle n,m > N

und beliebiges = € Qg. Definieren wir Up, = lim,,_, 5y, so erfiillt diese Funktion
das Behauptete. O

Durch Addition der Einzellosungen erhélt man die Losung des allgemeinen Falles.
Wir fassen diese Uberlegungen zusammen im

Satz 3.7 Die Funktion
4

v p(x) == ng,fi(x), x = (x1,22) € Qn, (3.4)
i=1
ist eine in Qo harmonische Funktion, welche stetig bis auf den Rand fortsetzbar
ist und dort mit den Randwerten f € Co(I'n) tbereinstimmt. Die auftretenden
Reihen konvergieren absolut und gleichmdf$ig in Qg.
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Wir schauen uns jetzt den semiklassischen Fall an, in welchem die Randwerte
nur noch im L?-Sinne existieren. Fiir eine beliebige Funktion f € L?(I'y) kénnen
wir in Analogie zu den stetigen Randwerten eine eindeutige Zerlegung der Form
f=fi+---+ f4 finden, wobei

fj € W]<FD) = ‘/J-(FD)”-”LQ(F)’

fir j = 1,2, 3, 4. Die Funktionen f; sind auf den Randstiicken I'; im Wesentlichen
Funktionen einer Verdnderlichen. Da die Funktionen {sin nmw(1/2+-) : n € N\{0}}
in L*[—1/2,1/2] ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden, ist fiir jedes f; €
W;(T'n) die Funktion wy, durch Angabe der Koeffizienten a;,, eindeutig bestimmt.
In Analogie zu Satz 3.2 gilt:

Satz 3.8 Die Funktion vg s ist eine in 2o harmonische Funktion, welche die
Randwerte f € L*(T'y) im L*-Sinne auf T annimmd.

Beweis: Es geniigt, den Fall fiir Randwerte f; € W;(I'g) zu betrachten. O.B.d.A.
sei 7 = 1. Durch Einsetzen der Parametrisierung und Aufspaltung in Teilintegrale
iiber die einzelnen Randstiicke berechnet man

/F Joal@) = fila+ hvfa))* dsto)

[ @) - A )P aso) + 3 [ o @ dste)
— L+ .

Setzen wir die Parametrisierung des Teilstiickes I'; j, ein, so erhalten wir

2

1—h | %
I, = / Z aypnssp(l—h,t) — Zal,n ssp(1,t)| dt
h n=1 n=1
1| oo . 2
sinhnm(1 — h) ,
< . 1 t| dt
> /0 ; ay, { sinh } s nmw
1<~ , ([sinhnm(l—h) ?
= - —1 h — 0%,
2 ; i { sinh nr =0 -

Fiir den verbleibenden Term [ kann man wie folgt argumentieren: Schaut man
sich den Beweis des Satzes 3.6 an, so erkennt man, dass sogar fiir L?>-Randwerte
die Reihe absolut und lokal gleichméBig in H* konvergiert. Das bedeutet insbe-
sondere, dass die Randwerte null auf den Teilstiicken I'y bis I'y im klassischen
Sinne angenommen werden und daher auch im L?-Sinne. O
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Bevor wir fiir spiatere Argumentationen den néchsten Satz zeigen, definieren wir
noch einige im weiteren Verlauf der Analysis wiederholt auftauchende Terme
zur besseren Handhabung der Notation. Dieses sind die Gradienten der Funktio-
nen ss,, ¢y, cs, und cc,, welche wir mit d; ,,, ..., dy, bezeichnen. Man berechnet
leicht, dass

(o) = gradssy (b —an b +a) = om (S TR T,
daala) = wradss, (4 - Jr ) = o (TR,
b = s raa ) = on (S,
(o) = wradss, (= f ) = o (TSI,

So gewappnet, konnen wir die Existenz einer Normalableitung beweisen. Auch in
diesem Falle miissen wir wieder eine stédrkere Glattheit der Randwerte vorausset-
Zen.

Satz 3.9 Ist f € H' (I'n), so besitzt die Funktion va eine Normalableitung go
auf o im L*-Sinne. Diese ist gegeben durch

4 o]

go(z) == Z (v(x),din(2)) @iy, z€T. (3.5)

i=1 n=1

Beweis: O.B.d.A. fiihren wir den Beweis fiir Randwerte f; € Wiy N H'(T'5). Um
die Existenz der Normalableitung im L?-Sinne zu beweisen, geniigt es zu zeigen,
dass

00 2

I::/hl_hz

n=1

nway ylesn(1 — h,t) —cs,(1,1)]| dt — 0,h — 07,

Aus den Abschitzungen im Beweis 3.6 ist ersichtlich, dass die ersten partiellen
Ableitungen in H* lokal gleichmiBig konvergent sind. Daher existieren die Nor-
malableitung auf den Randstiicken I'y; bis I'y im klassischen und insbesondere
auch im L?-Sinne. I koénnen wir wie folgt abschétzen:
1 oo
I < / Zmral,n[csn(l — h,t) — s, (1,1)]
0 |n=1

oo 2
% Z ntna?, {cosh nm(l — h) — cosh mr} 0k 0,
n=1

sinh nm

2

dt

IA
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O

Wie benétigen auch hier wieder ein Regularitétsresultat fiir den klassischen Fall.
Es gilt der

Satz 3.10 Ist f € C*(I'n), so ist v € C*(Qp) N CH Q).

Beweis: O.B.d.A fiihren wir den Beweis fiir Randwerte f € C?*(I'y)NV;(I'n). Dem
Beweis des Satzes 3.4 folgend beweisen wir, dass die partiellen ersten Ableitungen
stetig bis auf den Rand fortsetzbar sind.

Man berechnet

8vg7f1( - i sinh nr(3 — z2) (i)
e, @)= 2 @1 T ——— 2 cos(; + z1).

Schétz man den Cosinus-Term betragsméflig mit eins ab und nutzt die Abschétzung
aus dem Beweis des Satzes 3.6, so erhalten wir die lokal gleichmé&fBige und absolute
Konvergenz in H*. Auf Grund der von uns gemachten Regularititsvoraussetzun-
gen iiber die Randwerte f; folgt, dass die Reihen

fi(z) = Zam sin(3 + 1), zely
n=1

und

filz) = mel,n cos(: + 1), wely
n=1
gleichméBig konvergent sind. Also konvergieren die Randwerte auf ganz I'g gleichméfBig,
so dass aus dem Maximum-Prinzip die gleichméfige Konvergenz der partiellen
Ableitung in 25 folgt. Analog hierzu behandelt man die verbleibende partielle
Ableitung. O

Bemerkung 3.11 Die Forderung, die Randwerte aus Cy(I'n) zu wdihlen, kann
fallengelassen werden. Fin Beweis hierzu ist in [10] zu finden. Des Weiteren ist
der Autor dieser Arbeit davon tberzeugt, die Regularitit der Randwerte, zumin-
dest fiir die Ezistenz einer einseitigen Normalableitung auf I', durch den Einsatz
der Beweistechniken aus den Sitzen 3.1 und 3.6, auf C reduzieren zu kinnen.






Kapitel 4

Vier Randwertprobleme aus der
Elektrostatik

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Wohlgestelltheit der in Kapitel 1 formulierten
Randwertprobleme zu zeigen.

Fiir das Randwertproblem (DN-G,) kann man die Existenz einer Losung, durch

einen Ansatz der Form
u = DSPFM + ESPZ7¢,,

zeigen. Im Falle des Randwertproblems (DD-G,), durch einen Ansatz der Form
uw=DSPr,+ (DSP + ESP)s .

In den dabei zur Erfiillung der Randbedingungen aufgestellten Integralgleichun-
gen zweiter Art stehen kompakte Operatoren. Mit Hilfe der Riesz-Theorie folgert
man die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems. Auf analoge Art und Weise
148t sich mit diesem Ansatz auch der Fall abhandeln, in dem die Rolle des Kreises
durch ein beliebiges C2-glattes Gebiet ersetzt wird. Fiir numerische Zwecke ist die
Berechnung einer Losung mit diesem Ansatz ebenfalls geschickt, da das Integral-
gleichungssystem mittels eines Nystromverfahrens effizient gelost werden kann.
Dabei ist vor allem die einfache Implementierung des Verfahrens von Vorteil.

Diese Situation éndert sich jedoch drastisch, wenn die Forderung nach der C*-
Glattheit des dufleren Randes verletzt wird. In diesem Fall sind die in dem In-
tegralgleichungssystem auftretenden Operatoren nicht mehr kompakt. Die hohen
Regularitétsforderungen an die auftretenden Rénder sind ein prinzipielles Pro-
blem und einer der Nachteile der Integralgleichungsmethode. Sie kénnen jedoch
unter erhchtem theoretischen und numerischen Aufwand behoben werden. Die
dabei verwendete Vorgehensweise ist unter dem Stichwort Abspaltung der Singu-
laritit bekannt, siehe hierzu z.B. [5]. In dieser Arbeit werden wir zeigen, dass,
zumindest fiir den Fall rechteckiger Gebiete, eine Alternative existiert, welche kei-
nen nennenswerten Mehraufwand in Theorie und Numerik bendétigt. Der Preis,
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der allerdings gezahlt werden muss, ist die recht uniibersichtliche Notation, welche
von den Fourierreihen heriihrt.

Als Grundgedanke fiir einen alternativen Zugang bemerken wir, dass der Anteil
des Doppelschichtpotentials im oben beschriebenen Ansatz im Wesentlichen nur
zur Losung eines inneren Dirichlet-Problems gebraucht wird. Deshalb versuchen
wir in einer neuen Formulierung einen Ansatz, welcher das Dirichlet-Problem 16st,
aber die Ecken bereits vollstdndig mit erfasst. Dieses soll ein Fourierreihenansatz
leisten, d.h., wir suchen die Losung in der Form

Ung = ’U\:\#p + Uw

Dabei ist vg ,, die durch (3.4) definierte Losung des inneren Dirichlet-Problems
in Q5 zu den L2-Randwerten ¢; Uy beschreibt die Losung des dufleren Neumann-
Problems, mittels eines Einfachschichtpotentialansatzes, im Auflengebiet von C'
zu den Randwerten 1. Ein weiteres Gebiet fiir das ein solcher Ansatz moglich ist,
ist der Kreis. Wir entwickeln die Probleme daher parallel. Da die Beweise nahezu
analog verlaufen, wird an einigen Stellen die von der Notation her einfachere
Situation des Kreises stellvertretend gebracht.

4.1 Dirichlet-Neumann-Probleme

4.1.1 Eindeutigkeit

Fiir den Eindeutigkeitsnachweis folgen wir einer Darstellung von Miranda [8], wel-
che den Besonderheiten der L2-Randwerte Rechnung trigt. Eine etwas ausfiihr-
lichere Version kann in [6] gefunden werden.

Fiir klassische Probleme versucht man, die Eindeutigkeit aus dem Maximum-
Prinzip oder aus der Verwendung des Green’schen Satzes herzuleiten. Beide
Wege sind uns versperrt. Das Maximum-Prinzip ist fiir L2-Randwerte nicht an-
wendbar, und die fehlende Regularitdt am dusseren Rand erlaubt uns nicht, den
Green’schen Satz anzuwenden. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin,
sich mit Hilfe einer Parallelkurve ins Innere des Gebietes zuriickzuziehen. Hier
sind die Funktionen reguliar genug, um die Anwendung des Green’schen Satzes zu
rechtfertigen. So kann man versuchen, die L2-Konvergenz zu benutzen und sich
von innen her dem Rand zu néhern.

Satz 4.1 Die Randwertprobleme (DN-G,) und (DN-Gg) besitzen hichstens eine
Lésung.

Beweis: Wir beweisen hier die Aussage fiir das Problem (DN-G,). Um diesen
Beweis erfolgreich auf das Problem (DN-Gg) zu iibertragen, ersetzt man die Par-
allelkurve durch den Rand eines konzentrischen Quadrates mit Abstand h.
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Seien uy,uy Losungen von (1.3) und sei I'op, = {z — hv(z) | x € ['.} mit A > 0
hinreichend klein eine Parallelkurve zu I',; d.h., ein Kreis um null mit Radius
1 — h. Fiir u := u; — uy definieren wir

_]‘ 2 1
J(h) := Q/FMu s ds.

Dieses konnen wir als

J(h) = % / w(w — ho(z))? ds(z)

o

schreiben, wobei wir ausgenutzt haben, dass das Bogenelement fiir Kreise gleich
dem Radius ist. Differenzieren liefert

dJ ou
LA /F (e — () 9z — () d(a)

/ ou 1 J

= — u—— S.

Fo,h 8V 1 - h/

Mit Hilfe des Green’schen Satzes und der Randbedingung %‘2 = 0 erhalten wir

dJ 1
— =- d 2 dx. 4.1
= tmduR (4.1)

Dabei bezeichnet Gj das Innere des von der Parallelfliche I'; umschlossenen
Gebietes, geschnitten mit G,. Nach den Voraussetzungen iiber die Existenz der
Normalableitung auf > ist der Green’sche Satz anwendbar. Nehmen wir an, dass
gradu # 0 in G}, dann existiert eine abgeschlossene Kugel B, welche ganz in G,
enthalten ist, so dass I := [, |gradu|*(1 —h)~'dz > 0. Aus (4.1) erhalten wir
dJ/dh < —I fiir alle 0 < h < hg und hinreichend kleines hy > 0. Nach Konstruk-
tion von J(h) wissen wir, dass J stetig auf [0, ho] und stetig differenzierbar auf
(0, ho) ist. Aus dem Hauptsatz der Differential und Intergralrechnung erhalten
wir J(h) < —Ih fiir alle 0 < h < hg. Dieses liefert aber einen Widerspruch zu
J(h) > 0 fiir alle h > 0. Also ist u konstant in Gj. Aus J(0) = 0 erhalten wir
u=01in G,. O

4.1.2 Wichtige Operatoren

Wir definieren die fiir die Existenzanalysis benttigten Operatoren. Hierbei werden
wieder die beiden Fille fiir Kreis und Quadrat zusammen abgehandelt und durch
den Index i mit ¢ € {o, O} unterschieden.

Schrénken wir das Einfachschichtpotential Uy, mit Dichte ¢ € C(X) auf die Rand-
kurven I'; ein, so werden hierdurch kompakte Integraloperatoren

SOI’QZ)HUw

I
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und
So ¥ = Uylrg
definiert. Eine Darstellung ist im folgenden Satz gegeben:

Satz 4.2 Die durch S; : C(X) — L*(T;) mit

Sw)@) = [ Sw)u)ds). wel; (4.2
b
definierten Operatoren sind kompakt.

Beweis: Da sich die beiden Kurven Y und I'; nicht schneiden, ist der Integralkern
eine auf I'; x X stetige Funktion. Die Aussage folgt dann mit Hilfe von Satz 2.14. O

Des Weiteren definiert die Einschrénkung der Normalableitung des Einfachschicht-
potentials auf ¥ einen kompakten Operator

K*: 9 — 2 <1/,grad(U¢)|z+> + 1,

wobei (v, grad(Uy)|s. ) die Einschrinkung der aus dem Inneren von G; nach %
fortgesetzen Normalableitung bedeutet. Dieser Operator ist uns bereits in dem
einleitenden Kapitel iiber die Grundlagen der Potentialtheorie begegnet. Eine
Darstellung ist durch (2.18) gegeben.

Wir benétigen noch Operatoren, welche die Einschrankung der Funktionen v,
und vg , (siehe Kapitel 3) auf die Kurve I'; beschreiben, d.h.,

I, = vo 4,

und
[E\ . QO — UD,@‘FD-

Wir erhalten dadurch beschriankte, lineare Operatoren, welche einer Funktion
¢ € L*(T;) ihre Fourierreihe zuordnet, d.h., die Operatoren sind die Identitéts-
abbildungen auf L*(T';). Eine Darstellung dieser Operatoren zeigt der

Satz 4.3 Die Identititsoperatoren I, : L*(T',) — L*(T',) mit
(Iop)(x) == 50 Z a, cosnf + b, sinnd)
fiir x = (cos®,sinf) € Ty und Iy : L*(Tn) — L*(Tp),

(Iop)(x Z{Ssn — T2, % +x1)a, + SSn(% + 21, % + x9)as,

+ SSn(§ + X9, % + x1)az, + SSn(% — Ty, % + X))y}

fir x = (x1,22) € I'n, sind beschrankt.
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Beweis: Die Beschréankheit ist eine Folgerung aus der Parseval’schen Gleichung.
Die Darstellung ergibt sich aus der Reihendarstellung (2.1) von v, , und vg,. O

Als letzte Operatoren benotigen wir Einschrankungen der Normalableitung der
Funktionen v, , und vg,, auf ¥. Wir zeigen, dass die Abbildungen

Lo:gp— 2 <V7 grad, g Uo,w‘2>

und
Lo P = 2 <I/, gradvg7¢|g)

lineare, kompakte Operatoren von L?(T;) nach C(X) definieren. Die Linearitt
folgt sofort aus der Definition der Fourierkoeffizienten, da ¢, (v1 + ¢2) = cn(¢1) +
cn(p2). Wir berechnen zuerst eine Darstellung dieser Operatoren und beweisen
daran anschliefend die Kompaktheit. Hierzu miissen wir die Reihendarstellung
der Funktionen v, und vy, differenzieren. Wenden wir uns zunéchst dem Ope-
rator L, zu. Man beachte, dass zur Berechnung des Gradienten von v, die
Darstellung in Polarkoordinaten benutzt werden muss; d.h.,

0 10

Eer + ——=¢p

gradrﬂ = ey

mit e, = (cosf,sin )" und ey = (—sin 6, cos #)*. Nutzen wir noch die Darstellung
des Normalenvektors
v={(v,e.) e+ (v e ey

in der Basis {e,, ep}, so erhalten wir
v,
or

Da die Reihe absolut und lokal gleichméflig in €2 konvergiert, darf sie gliedweise
differenziert werden und die so erhaltene Reihe stimmt mit der Ableitung der
Funktion iiberein. Man berechnet, dass

2 (v(z), grad, g vo,p(2)) = 2 (v, €,)

v, = :

% = ngl n{a, cosnf + b, sinnd}r"
1 dv, =
- % - 3:1 n{b, cosnf — a, sinn}r"*

und erhélt dann unter Ausnutzung der Additionstheoreme der trigonometrischen
Funktionen nach passender Umsortierung der Terme die Darstellung (4.3).

Die Berechnungen fiir den Operator Lp sind weniger kompliziert und kénnen
mit den Funktionen dy,,...,ds, aus Abschnitt 3.2 handlich geschrieben wer-
den. Nutzt man nun die Linearitdt des Gradienten und die Darstellungen fiir die
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Funktionen Vn,p;5 SO erhalten wir mit

4

2 (v(x), gradvp o(x)) = QZ<V($),gradvu7%(af)>

4 00

- 9 Z Z (v(2),din()) ain

i=1 n=1

die Darstellung (4.4) fiir den Operator Lg.

Satz 4.4 Die Operatoren L, : L*(T,) — C(X) mit

(Loo)(a) i=2 fj (et e 0, (G2 00)) @)

fir x = (rcos,rsinf) € ¥ und Lo : L*(Tn) — C(X) mat

o) 4

(Low)(x) =2 Y (v(x), din(2)) @i (4.4)

n=1 =1

fiir x € 3, sind kompakt.

Beweis: Die Wohldefiniertheit der Operatoren folgt aus der lokal gleichmafigen
Konvergenz der Reihen in €2;. Des Weiteren ist die Einschrankung einer analy-
tischen Funktion auf die Randkurve ¥ wenigstens stetig, so dass auch die Ab-
bildungseigenschaften folgen. Um die Kompaktheit der Operatoren einzusehen,
geht man wie folgt vor: Man definiert eine Folge von Operatoren als Partialsumme
der Reihe. Diese sind kompakt, da es sich um lineare, beschréinkte Operatoren
mit endlich dimensionalem Bild handelt. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen-
Ungleichung kann man eine Abschétzung der Operatornorm angeben, welche
durch die Partialsumme der Funktionen (v(-),d;,(-)) im Falle des Quadrates
und durch die geometrische Reihe im Falle des Kreises beschrinkt werden. Da
diese Reihen in der Supremumsnorm konvergieren, erhélt man die Konvergenz
der Operatorfolge gegen den Operator L; in der Operatornorm. Dieses zeigt die
Kompaktheit. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Vorgehensweise ist im Beweis
zu Satz 4.14 zu finden. O

Um eine bessere Ubersicht zu bekommen, fassen wir die Operatoren noch einmal
zusaminen.

K*:0(%) — O(X), v 2 (v, grad(Uy)ls, ) + ¥,
Si : C(E) - LZ(Fi)a ’17/) = U¢|Fz’>
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Ly LZ( i) — C(%), @i = 2(v, grad(vig,)s) ,
2 l) - L2( )7 Yi > Vi,

LAT
LC@) C(x), W .

T

4.1.3 Existenz einer Losung

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels gesagt, versuchen wir die Losung
der Probleme (DN-G;) in der Form

U =i, +Uy in Gy,

mit Dichten p; € L*(T;) und ¢ € C(X) darzustellen. Es ist klar, dass dieser
Ansatz eine harmonische Funktion in G; liefert. Damit dieser Ansatz auch die
Randbedinungen (1.3) bzw. (1.4) erfiillt, miissen wir Bedingungen an die Dichten
stellen. Dieses fiihrt auf ein System von Operatorgleichungen zweiter Art, in
denen die im vorherigen Abschnitt eingefithrten Operatoren auftreten.

Aus der Dirichlet-Randbedingung auf I'; erhalten wir die Gleichung

Lipi + Sy = fi. (4.5)

Mit Hilfe der potentialtheoretischen Sprungbeziehungen fiir die Normalableitung
des Einfachschichtpotentials erhalten wir die Gleichung

Lip; + K* — Ip = 2g, (4.6)

welche dafiir sorgt, dass die Neumann-Randbedingung auf ¥ erfiillt wird. Zur
Vereinfachung der Notation fiihren wir die Produktraume

X, =L*T,) x C(¥) und Xp:=L*(Th) x O(%)
ein. Weiterhin bezeichne A; : X; — X; die Operatoren mit
(0 So B 0 Sq
Ao = (—LO —K*) und AB = <—LD _K*) )

sowie die Identitatsoperatoren E; : X; — X; mit

(L 0 (I 0
EO—(O [) und ED—(O I)'
Setzen wir noch

U, = (%J/J)t € X, und Vp:= (@Dﬂﬁ)t € Xo,

sowie
Fo = (foa_2g)t€Xo und FD = (fD’_Zg)teXD’
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so lassen sich die Systeme (4.5) und (4.6) in der handlichen Form
(EO —+ AO>\I[O = FO und (ED —+ AD)\I]D = FD

schreiben. Dieses sind Gleichungssysteme der Form , Identitét 4+ kompakter Ope-
rator®. Das bisher Gezeigte fassen wir im folgenden Satz zusammen:

Satz 4.5 (i) Die Funktion
Uo(T) = Vo, () + Uy(x), x€ G

mit Dichten p, € L*(T',) und ¢ € C(X), lést das Randwertproblem (DN-G.) zu
den Randwerten f, € L*(T,) und g € C(X), falls die Dichten das Gleichungssy-
stem

(Eo + Ao)\:[jo - Fo

losen.
(ii) Die Funktion
upn(z) = vg o () + Up(z), =€ Go

mit Dichten oo € L*(T'n) und ¢ € C(X), ldst das Randwertproblem (DN-Gr) zu
den Randwerten fo € L*(Tn) und g € C(X), falls die Dichten das Gleichungsy-
stem

(Eo + An)¥g = Fp

losen.
Satz 4.6 Die Probleme (DN-G,) und (DN-Gp) besitzen genau eine Lisung.

Beweis: Der Index ¢ wird fiir diesen Beweis unterdriickt.

Da alle Eintrédge der Matrix kompakt sind, ist auch A kompakt. Wir kénnen
daher die eindeutige Losbarkeit des Systems mit Hilfe der Riesz-Theorie zeigen,
d.h., wir miissen uns davon iiberzeugen, dass die homogene Gleichung nur die
triviale Null-Losung besitzt.

Sei ¥ = (¢, 1) eine Losung von (E 4+ A)¥ = 0. Das mit diesen Dichten definier-
te u 16st das homogene Randwertproblem und aus der eindeutigen Losbarkeit
erhalten wir v = 0 in G. Da das Einfachschichtpotential stetig auf ¥ ist, folgt
0 =wu_ —uy = u_ auf X. Also 16st u das homogene innere Dirichlet-Problem
in C', d.h., v = 0 in C. Aus der Sprungrelation fiir das Einfachschichtpotential
erhalten wir 0 = Ju_/Jv — Juy /Ov = ¢ auf X. Setzen wir dieses in die Gleichung
(4.5) ein, so erhalten wir ¢ = 0. Damit haben wir gezeigt, dass nur ¥ = 0 Losung
von (E+ A)¥ = 0 ist. O
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Als letzter Punkt verbleibt, die stetige Abhéngigkeit von den Randwerten zu
zeigen, wobei wir den Gebietsindex wieder unterdriicken. Wir bemerken, dass die
Losung des Randwertproblems (DN-G) einen Operator

F . F—u

definiert, welcher die Randwerte auf die Losung des Randwertproblems abbildet;
d.h., F ist ein Operator von X — R(F) C C?*(G). Das Bild des Operators ist ein
linearer Unterraum von C*(G), welcher mit Hilfe von ||ul| iz := || fl| 20y + |9 o,x
zu einem normierten Raum wird. Da

IFErer) = 1f 2wy + [19llce = IFlx, VE € X
gilt, ist F beschrinkt und somit stetig. Zusammengefasst:

Satz 4.7 Die Probleme (DN-G,) und (DN-Gn) sind wohlgestellt.

Eine physikalische Interpretation halten wir in folgender Form fest:

Korollar 4.8 Fiir den Fall eines als nichtleitend angenommenen Einschlusses,
i1st das elektrostatische Potential durch Kenntnis der Spannung auf dem Leiter-
rand und Form und Lage des Einschlusses eindeutig bestimmt und hingt stetig
von der Spannung ab.

Nach diesen Vorarbeiten, konnen wir das in der Einleitung formulierte Problem,
die Berechnung des Stromflusses, beantworten. Wie bereits erwéhnt, ergibt sich
der Stromfluss als Normalableitung des elektrostatischen Potentials auf dem Lei-
terrand. Ebenso wie das Potential besitzt dieser Anteile, welche aus dem Fou-
rierreihenanteil und dem Potentialanteil stammen. Die Normalableitung des Po-
tentialanteils existiert ohne weitere Regularitiatsforderungen an die Randwerte f.
Im Falle des Kreises definiert das Potential auf dem Leiterrand eine analytische
Funktion und wir erhalten die Normalableitung durch Differentiation unter dem
Integral. Fiir den Fall des Quadrates ist die Normalableitung des Potentialanteils
stiickweise analytisch auf offenen Teilmengen der Randteile. Fiir den Fourierrei-
henanteil sieht die Situation anders aus. Die Existenz einer Normalableitung im
L2-Sinne setzt die Regularitit f € H(T;) voraus. Wir halten dies fest im

Satz 4.9 Ist u; die Losung des Randwertproblems (DN-G;) zu den Randwerten
f; € HY(T;) und g € C(X), so emistiert die Normalableitung j; = % auf T'; im
L2-Sinne. Sie entspricht dem Stromfluss und besteht aus zwei Anteilen, einem

Rethen- und einem Potentialanteil.
Jo(r) = jro(z) + jpo(x), x €T

und
Jo(z) = jrao(®) + jpo(z), = €ln.
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Dabei sind
Jro(x) = Z In|cn(po)e™,  x = (cosf,sind) €I,
4o
jro(@) = )Y (v(2),di(2)) ain(pin), @ €T,
i=1 n=1
. 0P (x,y
ire) = [P p)dsty). aer.
. 0P(x,
irole) = [ past), were.
5
Desweiteren hingt die Normalableitung stetig in der || - ||x Norm von den Rand-
werten ab.

Beweis: Der Anteil des Einfachschichtpotentials definiert eine im Aufengebiet
von C' harmonische und im Unendlichen gleichméflig in alle Richtungen be-
schrankte Funktion. D.h., die Normalableitung fiir diesen Anteil existiert und
wir erhalten sie durch Differentiation unter dem Integral. Die Einschrinkung
auf I', ist analytisch, die auf 'y stiickweise analytisch, wobei die Ableitungen
beschrankt auf ganz I'g sind. Insbesondere existieren in beiden Féllen die Nor-
malableitungen jp im L2-Sinne. Wir miissen uns daher nur Gedanken iiber die
Fourierreihenanteile jr machen. Fiir diese geben uns die Sétze 3.3 und 3.9 eine
positive Antwort, falls ¢ € H'(T') ist. Da aber f € H'(T') vorausgesetzt wurde,
erhélt man aus einem Regularitédtsvergleich in der Gleichung ¢ + S,v = f, dass
auch ¢ € HY(T) ist. Die Ableitungen hingen stetig von den Dichten ab und diese
stetig von den Randwerten. O

Als Korollar formulieren wir dieses noch einmal in einer physikalischen Interpre-
tation.

Korollar 4.10 Bei Kenntnis der auf dem Leiterrand angelegten Spannung und
der Form und Lage des Isolatorrandes, ist der Stromfluss in Normalenrichtung
tber den Leiterrand eindeutig bestimmt und hédngt stetig von der Spannung ab.

4.2 Dirichlet-Dirichlet-Probleme

Wir untersuchen jetzt die verbleibenden Probleme (1.5) und (1.6). Dabei wird
unsere Vorgehensweise weitgehend analog zu den bisher behandelten Problemen
verlaufen.
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Versucht man einen Ansatz in der Form , Fourierreihe + modifiziertes Doppel-
schichtpotential iiber X “, so ist das erhaltene Gleichungssystem nicht eindeutig
l6sbar. Um diese Problemen zu umgehen, modifizieren wir diesen Ansatz, indem
wir einen Term mit logarithmischer Singularitdt addieren. Hierzu definieren wir
fiir ¢ € L*(T,) die in R? \ {0} harmonische Funktion

1
Sop(T) 1= / pds In Tl r € R?\ {0}, (4.7)
sowie fiir ¢ € L*(T'y) die Funktion
1
Sop(x) 1= / pds In Tl r € R?\ {0}. (4.8)
o

Damit diese Funktionen in GG harmonisch sind, muss der Nullpunkt im Inneren
von C' liegen. Wir setzten dieses von jetzt an immer voraus.

4.2.1 Eindeutigkeit

Wir zeigen jetzt einen Eindeutigkeitsbeweis fiir das Problem (DD-G,), welcher
ohne weiteres auf das Problem (DD-Gg) zu iibertragen ist. Der Beweis ist weit-
gehend analog zum Beweis von Satz 4.1. Ein Unterschied ist jedoch, dass hier ein
weiterer Randterm auftritt, da wir auf Grund der fehlenden Regularitdt am inne-
ren Rand auch um diesen eine Parallelkurve legen miissen. Man kann diesen Be-
weis als einen Eindeutigkeitsbeweis fiir das Dirichlet-Problem mit L?-Randdaten
auf einem bogenweise zusammenhéngenden Gebiet verstehen, dessen Rand nicht
notwendigerweise zusammenhéngend ist.

Satz 4.11 Die Randwertprobleme (1.5) und (1.6) besitzen hichstens eine Losung.

Beweis: Fiir diesen Beweis nehmen wir an, dass der Normalenvektor auf der
Randkurve Y ins AuBere von G, zeigt. Seien uj,u; Losungen von (1.5) und
0Goyp = {z — hv(z) | x € 0Go}, mit h > 0 hinreichend klein, eine Parallel-
kurve zu 0G, = I's U X. Fiir v := u; — w9 definieren wir

Dieses konnen wir als
J(h) = %/BG {1 = he(x)Hu(z — hv(2))] ds(x)

schreiben, wobei wir die Beziehung dsy,(z) = (1 — hx(z))ds(z) zwischen dem Bo-
genelement auf der Kurve und der Parallelkurve genutzt haben. x(x) bezeichnet
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die Kriimmung der Kurve im Punkt x. Differenzieren liefert

dJ ou
=== aGO{1 = hrs(@)bule = hv(@)) = (z = hv(x)) ds(x)
1

-3 /aco k(z)[u(x — hv(x))]* ds(x)

= — /ar u% ds — %/86' k(2)[u(z — hv(x)))* ds(z).

Mit Hilfe des Green’schen Satzes erhalten wir

dJ / 2 1/ 2
— = — grad u(x)|” dxr — = Kk lu(- — hv)|* ds
7 Go,h‘ ()] 2 e [u( )]

= I+ I. (4.9)

Dabei bezeichnet G, ) die Flache zwischen den Randteilen der Parallelkurve,
geschnitten mit G,. Nehmen wir an, dass gradu # 0 in G, ist, so existiert
eine abgeschlossene Kugel B, welche ganz in G, enthalten ist, so dass I :=
[ | gradul? dz > 0. Nach Konstruktion von u verschwindet I, fiir A — 0*. D.h.,
fiir alle ¢ > 0 konnen wir ein hy > 0 finden, so dass |I5| < el fur alle 0 < h < hy.
Fiir € < $ erhalten wir aus (4.9) die Abschitzung dJ/dh < (=1 +¢)I < —311 fiir
alle 0 < h < hg. Nach Konstruktion von J(h) wissen wir, dass J stetig auf [0, h
und stetig differenzierbar auf (0, ko) ist. Aus dem Hauptsatz der Differential und
Intergralrechnung erhalten wir J(h) < —37h fiir alle 0 < h < hy. Dieses liefert
aber einen Widerspruch zu J(h) > 0 fiir alle h > 0. Also ist u konstant in Gj,.
Aus J(0) = 0 erhalten wir u = 0 in G.. O

4.2.2 Wichtige Operatoren

In Analogie zu unserer Vorgehensweise im Abschnitt 4.1.2 definieren wir Opera-
toren, welche durch die Einschrdnkung der Funktionen v;, und s;,, sowie des
modifizierten Doppelschichtpotentials V,,, auf die Randkurven > und I'; entste-
hen.

Die Einschrankung des modifizierten Doppelschichtpotentials 17¢ auf I'; definiert
kompakte Integraloperatoren

PO:,l?Z)'_)vwh—‘o

und
PD : ’l/} — Vw‘pu.

Eine Darstellung gibt der
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Satz 4.12 Die durch P; : C(X) — L*(T;) mit

0P(z, y) . s el
{Fet b u sy, wer,

definierten Operatoren sind kompakt.

(Po)le) = [

by

Beweis: Da sich die Kurven I'; und X nicht schneiden, ist der Kern

v(y) - {z —y}
2r|z — y|? !

eine auf X x I'; stetige Funktion. Damit folgt die Aussage nach Satz 2.14 . O

Die Einschrénkung der Funktionen s, , und sg, auf ¥ definiert zwei kompakte,
lineare Operatoren

Qo = > 250 4|x
und
Qo ¢ — 250,x.

Es gilt der

Satz 4.13 Die Operatoren Q, : L*(T,) — C(X) mit

(Qo) () ::2/ o ds m%, rex

und Qp : L*(Tg) — C(X) mit

1
(Quyp)(x) = 2/ pds In—, xe€X
I'o |l‘|
sind kompakt und linear.
Beweis: Die Abbildungseigenschaften sind sofort ersichtlich, da wir vorausgesetzt

hatten, dass der Nullpunkt im Inneren von C' und somit nicht auf ¥ liegt. Ferner
ist Q; ein beschrinkter Operator von L*(T;) — C(X), da

/ pds
r;

1
1Qipllom)e = <SUP [In —’)

cex |z
Cllellzrry

<
< Cllelleewy,

fiir alle ¢ € L*(T;), mit einer universellen nur von ¥ und I'; abhéingigen Konstan-
ten C'. Die Linearitdt der Operatoren folgt aus der des Integrals. Offensichtlich
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haben die Operatoren ein ein-dimensionales Bild, so dass die Kompaktheit aus
dem Satz 2.12 folgt. O

Zudem benétigen wir Operatoren, welche von der Einschréankung der Funktionen
Vo, und v, auf 3 heriihren. Dieses definiert die kompakten Operatoren

HO . Q= 2UO7¢|2
und
Hg : ¢ = 2ug 5.

Wie gewohnt geben wir im folgenden Satz eine Darstellung an, welche auch spéter
fiir die Numerik verwandt werden kann.

Satz 4.14 Die Operatoren H, : L*(T',) — C(X) mit
(Hop)(x) == ap(p) + 2 i{an(w) cosnf + by, (@) sinnd}r"
n=1
mit x = (rcos®,rsind) € ¥ und Hp : L*(Tn) — C(X) mit
(Hop)(x) =2 i { SSn(5 — T2, 3 + T1)a1, + 58,(5 + T1, 5 + Ta)as,
n=1

+ SSn(% + T2, % +x1)as, + SSn(% — Ty, % + x2)ay }

mit x = (x1,22) € X sind kompakt.

Beweis: Wir zeigen den Beweis fiir den von der Notation her einfacheren Fall
H,. Die Einschrdnkung der Funktion v, , auf X ist offensichtlich stetig, dieses
zeigt sogleich die Wohldefiniertheit. Es bleibt, die Kompaktheit des Operators
zu zeigen. Sei ¢ € L?(T') beliebig und bezeichnen wie gewohnt a,, = a,(y¢) und
b, = by(p) die Fourierkoeffizienten von . Wir definieren die auf ¥ stetigen
Funktionen

go(z) = % und g, () = {a,, cos(mb(x)) + by, sin(mé(z))}r(z)]™

fir x € ¥ und m € N. Die Schreibweise #(x) und r(z) soll die Abhéngigkeit
der Polarkoordinaten als stetige Funktion vom Randpunkt x € Y unterstreichen.
Man berechnet, dass

(l0|

lgolleeyee = =7 und lgmlle).co = tam| + bl HIr[e(s) e
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fiir m € N. Wir definieren die Operatoren

(HM)(z) := ag + 2 Z{am cos ml(x) + by, sin(z)nb}[r(x)]", z€X

m=1

fiir n € N. Fiir die weiteren Rechnungen erlauben wir uns, die verwandten Nor-
men nur bei ihrem ersten Auftreten vollstéindig auszuschreiben. Aus

I3H e = llgo+ Y gmllom)s

< lgoll + D ligmll

m=1
< L0l S aw] + b

m=1

1/2 n 1/2
< oy (Z{\ammb |}> (ZM\M)
m=1

<

n /2 ;. 1/2
5 +2 <Z{|aml2+|bm|2}> (Z ||T||2m>
m=1 o m=1
< 1+ V2)llelzam (Z ||T|2m>

erhalten wir eine Abschétzung der Operatornorm

1/2
1) < 2(1 (Z H'f’l!2m> :

Hieraus folgern wir, dass die Operatoren H™ beschriinkt sind. Da sie zudem
ein endlich dimensionales Bild besitzen, sind sie nach Satz 2.12 kompakt. Wir
folgern, dass

o 1/2
|H™ — H,| <2(1+V?2) ( > H'r’”2m> —0,n — 0.
m=n-+1
Aus Satz 2.9 erhélt man somit die Kompaktheit fiir den Operator H,. O

Die Einschrankung des modifizierten Doppelschichtpotentials auf die Randkurve
3} liefert den Operator

f(i?ﬂH?[r/wa—@/),
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welcher nach Satz 2.37 kompakt ist.

Auch fiir die Behandlung der Probleme (DD-G,) und (DD-G,) bendtigen wir
Operatoren, welche durch die Einschrdnkung der Funktionen v, , und vn, auf
die Randkurve I', und 'y entstehen. Dieses liefert die Identitdtsoperatoren I,
und /5 aus dem vorherigen Abschnitt. Dariiber hinaus erhalten wir noch einen
weiteren Operator Rg durch die Einschrdnkung von sg, auf ¥. Es gilt der

Satz 4.15 Der Operator Ry : L*(Tn) — L*(Tn), definiert durch
1
(Rop)(x) ::/ pds In—, z€X,
I'o ‘x|

ist kompakt. Weiterhin ist Rop € C(Ta) fir alle ¢ € L*(T'n).

Beweis: Die Einschrankung der Funktion ln‘ | auf I'g ist stetig. Dieses zeigt
die Abbildungseigenschaft. Die Beschréinkheit zeigt man wie im Beweis von Satz
4.13. Da der Operator ein ein-dimensionales Bild besitzt, ist er nach Satz 2.12
kompakt, als Operator von L*(I'n) — C(I'g). Die Einbettung C(I'n) — L?(T'y)
ist stetig, so dass Rpn aufgefafit als Operator von L?*(I'y) — C(T'n) — L*(T'n)
ebenfalls kompakt ist. O

Da die Einschrénkung der Funktion s, , auf I', verschwindet, gibt es keinen Ope-
rator R,. Um nicht zwischen den Problemen fiir den Kreis und das Quadrat unter-
scheiden zu miissen, erlauben wir uns, den Nulloperator in Form von R, : ¢ — 0
einzufiihren.

Wir fassen die Operatoren noch einmal zusammen:

K C(x) = C(D), b2 |Vils| -,
P, C(2) — LA(T), V.
Qi : L2<Fl) ( )7 Wi — 28i,<P¢ PR
H;: L*(T;) — C(%), Pi = 2045,
[l' : 2<Fl> - L2( ) Pi 77 Vi, |1y
Rp: L*(To) — L*(Tw), ©i > S0, |To
R, : L*(T,) — L*(T,), @i+ 0.

4.2.3 Existenz einer Losung

Fiir die Dirichlet-Dirichlet-Probleme versuchen wir, die Losung in der Form

Ui = Siyp, + Vi, +Vyp In G,
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mit ¢; € L*(T;),v € C(X), zu schreiben. Die Harmonizitit der Ansatzfunktion
ist gesichert, so dass wir uns nur noch um die Randwerte kiimmern miissen. Die
Dirichlet-Randbedingung auf I'; wird erfiillt, falls

Lip; + Rip; + Py = fi. (4.10)

Aus den potentialtheoretischen Sprungbeziehungen fiir das Doppelschichtpoten-
tial erhalten wir die Gleichung

Hwﬁ@mﬁf(ww:?g- (4.11)

Diese Gleichung sorgt dafiir, dass die Dirichlet-Randbedingung auf ¥ erfiillt wird,
wobei man das im Vergleich mit den Dirichlet-Neumann-Problemen geénder-
te Vorzeichen fiir den Sprung der Dichte beachte. Wie auch fiir das Dirichlet-
Neumann-Problem schreiben wir dieses verkiirzt als eine Gleichung auf den Pro-
duktrdumen X;. Hierzu definieren wir die Operatoren B; : X; — X, mit

be = (Ho]—%@o ;i() und Ho = (HDREQD I;?) |
Hiermit lassen sich die Systeme (4.10), (4.11) in der Form
(E; + B)V; = F, (4.12)
schreiben, wobei F; := (f;,2g). Wir fassen das bisher Gezeigte zusammen:
Satz 4.16 (i) Die Funktion

0P(z,y)

{T(y) + 1} P(y)ds(y), x € G,

mit Dichten p, € L*(T,) und ¢ € C(X), ldst das Randwertproblem (DD-G,) zu
den Randwerten f, € L*(T,) und g € C(X), falls die Dichten die Gleichung

Uo(T) = So,p, (T) + Vo 4, (T) +/

by

(Eo + Bo)\:[jo - Fo

losen.
(ii) Die Funktion

up () = Sg,pe (@) + vou (T) + /

by

{ 0P (z,y)
ov(y)

mit Dichten on € L*(Tn) und ¢ € C(X), ldst das Randwertproblem (DD-Gn) zu
den Randwerten fo € L*(Tn) und g € C(X), falls die Dichten die Gleichung

+1}w(y)d‘9(y)v xEGD?

(Eg + Ba)Vg = Fp

losen.
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Satz 4.17 Die Probleme (1.5) und (1.6) besitzen genau eine Lisung.

Beweis: Sei U = (¢, ) eine Losung von (E + B)¥ = 0. Die mit diesen Dich-
ten definierte Funktion u 16st das homogene innere Dirichlet-Problem und aus
der eindeutigen Losbarkeit erhalten wir v = 0 in G. Die Funktion @ = u — s;
ist harmonisch in C, so dass fz Ou_/0vds = 0. Da u in G verschwindet, kann
die Normalableitung von u mit Null stetig auf den Rand ¥ fortgesetzt werden.
Aus der Stetigkeit der Normalableitung des Doppelschichtpotentials erhalten wir
Ou_/Ov = 0 auf 3 und damit

Ou_  Ou_  0Os;  0s

v v v v
Hieraus folgern wir, dass [;, ds;/0v ds = 0. Da aber [, 9/0v(In |z|)ds # 0, muss

/Fsods =0 (4.13)

sein. Das bedeutet, dass s; = 0 ist. Ohne den logarithmischen Anteil s;, ist u
in C' harmonisch und mit Hilfe von du_/dv = 0 auf ¥ folgt, dass u das innere
Neumann-Problem in C' 16st und somit konstant ist. Aus der Sprungrelation fiir
das Doppelschichtpotential erhalten wir so ¢ = uy —u_ = const auf 3. Setzen wir
dieses in (4.10) ein, so erhalten wir mit Hilfe von Satz 2.40 ¢ = —Py = —|¥|,
d.h., ¢ ist konstant. Aus (4.13) folgt: ¢ =1 = 0. O

Wie schon im Falle der Dirichlet-Neumann-Probleme, zeigt man die stetige Abhéngig-
keit der Losung von den Randwerten in der Norm || - || x,.

Satz 4.18 Die Probleme (1.5) und (1.6) sind wohlgestellt.

Eine physikalische Interpretation halten wir in folgender Form fest:

Korollar 4.19 Im Falle eines als ideal leitend angenommenen Finschlusses ist
das elektrostatische Potential durch Angabe der Spannung auf dem Leiterrand
und Kenntnis der Form und Lage des Finschlusses eindeutig bestimmt und hdingt
stetig von der Spannung ab.

Auch in dieser Situation kénnen wir das Problem der Berechnung des Stromflusses
positiv beantworten mit dem

Satz 4.20 Ist u; die Losung des Randwertproblems (DD-G;) zu den Randwerten
fi € HY(T;) und g € C(X), so ewistiert die Normalableitung J; := %qu auf T'; im
L?-Sinne. Sie entspricht dem Stromfluss und besteht aus zwei Anteilen, einem

Reihen- und einem Potentialanteil.

Jo = JF,O + JP,O) auf PO (414)
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und
J|j == JF,D + JP7D7 an PE]. (415)

Die Stromanteile aus der Modifikation s;,, haben wir dabei zum Fourieranteil
geschlagen, so dass

Jpo(x) = —/g00d8+ Z In|en(@o)e™,  x = (cosh,sind) € T,
T, n=—o0
0 0P (x,y

Trole) = )y dsty), z € T

ov(x) ) Ovly)

Jro(x) = — /gog ds - wlz),z) + ZZ (v(x),d;n(x)) @iy, x€Tlp,

o 5 00 (z,y) . .
Tnole) = G / v ds(y). =< To,

mit © = (x1,x2) € I'n. Des Weiteren hingt die Normalableitung stetig in der
| - [lx Norm wvon den Randwerten ab.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem des Satzes 4.9. O

Auch dieses formulieren wir noch einmal als Korollar in einer physikalischen In-
terpretation.

Korollar 4.21 Bei Kenntnis der auf dem Leiterrand angelegten Spannung und
der Form und Lage des als ideal leitend angenommenen FEinschlusses, ist der
Stromfluss in Normalenrichtung tiber den Leiterrand eindeutig bestimmt und hingt
stetig von der Spannung ab.






Kapitel 5

Das inverse Problem

In diesem Kapitel beschreiben wir eine Moglichkeit, das Gebiet C' aus Kenntnis
der iiberbestimmten Daten uls, u|r und 2|; zu bestimmen. Wir beschréinken uns
dabei auf die Untersuchung der Randwertprobleme (DD-G,) und (DD-Gp).

Im Abschnitt 5.1 zeigen wir zunéchst die Eindeutigkeit des inversen Problems,
d.h., dass das Gebiet C' durch die obigen Daten eindeutig bestimmt wird.

Im Abschnitt 5.2 entwickeln wir eine Moglichkeit, den Rand ndherungsweise durch
Losung einer nichtlinearen und schlecht gestellten Operatorgleichung, mittels des
Newtonverfahrens, iterativ zu bestimmen. Hierzu miissen wir nachweisen, dass die
Losung des Randwertproblems, d.h. das elektrostatische Potential, differenzierbar
von der Randkurve ¥ abhéngt. Schliesslich konnen wir damit einsehen, dass auch
die Normalableitung, d.h. der Stromfluss, differenzierbar von ¥ abhéngt. Um die-
ses Vorhaben ausfiithren zu kénnen, miissen wir die Abhéngigkeit der Operatoren
als Funktion des Randes studieren. Ergebnisse, welche wir fiir den Potentialope-
rator K benotigen, gehen dabei auf Potthast [9] zuriick. Es geniigt daher in dem
uns vorliegendem Fall, die einfacheren Operatoren P, H und () zu untersuchen.
Dieses erledigen wir im Abschnitt 5.3.

In einem letzten Abschnitt machen wir uns Gedanken iiber eine effiziente Berech-
nung der Fréchet-Ableitung.

Wir gestatten uns die Freiheit, die in diesem Kapitel benotigten parametrisierten
Fassungen der Operatoren mit den gleichen Symbolen zu bezeichnen und ver-
wenden die Notation A'[r](¢) und A/nq fiir die Fréchet-Ableitung eines Operators
synonym.

5.1 Eindeutigkeit des inversen Problems

Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Eindeutigkeitssatzes.
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Satz 5.1 Seien Cy,Cy C §; einfach zusammenhingende Gebiete mit C?-glatten
Rindern 31 und %o und G1; = Q; \ C1, Go; := Q; \ Cy. Sind uy € C*(Gy,;) und
uy € C?*(Gy,;) Léosungen der Randwertprobleme

Au1 =0 Gl,ia
uy, = 0 auf Xq,

w, = f auf T;im L?-Sinne,

und
AUQ =0 G2,i7
uy, = 0 auf 3o,
uy = f auf T;im L*-Sinne,
Fi)7

Ju
so folgt aus 5+

— 0w
I's — v

zu den Randwerten f # 0 € C*(

r;, dass Ch = Cj.
Der Beweis, den wir vorstellen, benotigt das sogenannte Lemma von Holmgren.

Lemma 5.2 (Holmgren) Ist u € C?(Q)NCY(Q) eine in Q harmonische Funk-
tion, fiir welche auf einem glatten einfach zusammenhdngenden Teilstiick T'g des
Randes 0S) die Randwerte und die Normalableitung verschwinden, so ist u kon-
stant Null in €.

Um dieses Lemma anwenden zu kénnen, miissen wir uns davon iiberzeugen, dass
die Losungen der Probleme (DD-G,) und (DD-Gpn) gentigend reguldr am Rand
sind. Es wird sich zeigen, dass der die Regularitit begrenzende Faktor, der Fou-
rierreihenanteil der Losung ist. Fiir diesen hatten wir schon die Existenz von
Normalableitungen im L2-Sinne gezeigt, falls die Randwerte aus H'(T') vorausge-
setzt wurden. Geniigte uns diese Regularitétsvoraussetzung, um den Stromfluss
sinnvoll definieren zu kénnen, so miissen wir fiir die Eindeutigkeit des inversen
Problems diese Voraussetzungen verschérfen. In den Satzen 3.4 und 3.10 hatten
wir gezeigt, dass die Losungen stetig differenzierbar bis auf den Abschluss des
Gebietes fortgesetzt werden konnen, falls die Randwerte in C*(T,) sind.

Lemma 5.3 i) Istu die Losung des Randwertproblems (DD-G,) zu den Rand-
werten f € C*(T,), so ist u € C'(Q).

ii) Ist u die Losung des Randwertproblems (DD-Gp) zu den Randwerten f €
C?(T'n), so existiert ein glattes, einfach zusammenhingendes Teilstiick T,
so dass die ersten partiellen Ableitungen von u stetig bis auf 'y fortgesetzt
werden kdnnen.

Beweis:
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i) Die Losung 148t sich in der Form u = So,p + Vo + \7¢ schreiben. Der Anteil
1~/¢ ist eine in R? \ C analytische Funktion; der Anteil s, , ist analytisch in
R?\ {0}. Es verbleibt somit, das Randverhalten der in Q. harmonischen
Funktion v, , zu untersuchen. Durch einen Vergleich der Regularitét der
rechten und linken Seite in der Gleichung (4.10) erhalten wir ¢ € C*(T).
Nach Satz 3.4 ist somit auch v, , bis auf den Rand hin stetig differenzierbar.

ii) Wir konnen die Losung in der Form u = sg, + vo, + 17¢ schreiben. Es
bleibt, das Randverhalten der in €), harmonischen Funktion vy, zu unter-
suchen. Durch einen Vergleich der Regularitétsvergleich in der Gleichung
(4.10) erhalten wir, dass ¢ zweimal stetig differenzierbar ist auf allen kom-
pakten Teilmengen von I'g, welche keine Ecken enthalten. Da die stetige
Fortsetzbarkeit der Ableitung eine lokale Eigenschaft ist, finden wir eine
glattes Teilstiick des Randes, so dass die ersten partiellen Ableitungen von
vo,, stetig bis auf den Rand fortgesetzt werden koénnen.

O

Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben, dass der schwache Losungsbegrift fiir
glatte Randwerte starke Losungen liefert, konnen wir den Eindeutigkeitssatz be-
weisen.

Beweis von Satz 5.1: Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Sei C; # Cj
und bezeichne G diejenige Zusammenhangskomponente von Q \ (C; U Cy) fiir
welche I' ein Teil des Randes OG ist. Weiterhin bezeichne ¥ den Rand von G
abziiglich des Teilstiickes I'. Dann ist die Funktion v := u; — us in G harmonisch
und erfiillt die Randbedingungen

v = 0 auf T im L2-Sinne

v = 0 auf T' im L>-Sinne

ov
U(ZL‘) _ {Ul(l‘) ,xGEﬂZQ,.
UQ(I‘) ,xGEﬂZl,

Wir merken an, dass uy,us # 0 in G, da f # 0 vorausgesetzt wurde. Aus dem
Lemma 5.3 folgt, dass v die Randwerte zumindest auf einem glatten Teilstiick
'y C I' auch im klassischen Sinne annimmt. Wir konnen daher das Lemma von
Holmgren anwenden und erhalten hiermit v = 0 in G, d.h u; = uy in G. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass G* := (Q\ G) \ Cy
nicht leer ist. Die Funktion us ist harmonisch in G* und stetig auf dem Randstiick
XN Y. Dawu; = 0 auf ¥ N3, und u; = us in G, folgt aus der Stetigkeit von
g, dass us = 0 auf X N 2. Weiterhin ist us = 0 auf 2y, so dass wir uy = 0 auf
OG* erhalten. Aus dem Maximum-Prinzip folgern wir, dass us = 0 in G* ist und
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aus der Analytizitidt von us folgt us = 0 in Ga. Dieses ist ein Widerspruch zur

Annahme f # 0. O

5.2 Das Newtonverfahren fiir das inverse Pro-
blem

Fiir die Behandlung des inversen Problems setzen wir f € C%(T") voraus.

Aus der Analysis der direkten Probleme wissen wir, dass die Losung der Rand-
wertprobleme (DD-G) einen Operator

ou

definiert, der den Rand ¥ des Gebietes C' auf die Restriktion der Normalablei-
tung der Losung des Randwertproblems (DD-G) auf I' abbildet. Diese Abbildung
wird auch als domain-to-Neumann Operator bezeichnet. Das inverse Problem be-
steht darin, bei vorgegebener Normalableitung % i die nichtlineare und inkorrekt

gestellte Operatorgleichung
du

AX) = %‘[‘ (5.1)
nach dem unbekannten Rand ¥ aufzulosen. Es ist naheliegend, diese Gleichung
iterativ mit Hilfe des Newtonverfahrens zu losen. Wir zeigen daher, dass die
Losung des Randwertproblems differenzierbar vom Rand ¥ abhéngt und geben
eine Charakterisierung der Ableitung des Operators A in Form eines Randwert-

problems an.

Wir miissen uns zuerst Gedanken iiber den Definitionsbereich des Operators
A machen, d.h. wir miissen uns fragen, ,womit“ wir Randkurven identifizieren
kénnen. Beschréanken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall sternférmiger
Gebiete beziiglich des Ursprunges, d.h. nehmen wir an, dass wir die Randkurve
Y} in der Form

x(t) = r(t)(cost,sint), t € [0,27] (5.2)

parametrisieren koénnen, so wird durch die Angabe der Radiusfunktion r die
Randkurve eindeutig bestimmt. Damit die Kurve die geforderte Regularitit be-
sitzt, wird die Funktion r aus einer geeigneten Untermenge positiver Funktionen
von O3 gewiihlt. Die Wahl von

DA):={reCs; :0<r <}

erscheint sinnvoll, wobei R 3 r, < 1und R 3 rg < % Wir konnen A als eine Ab-
bildung von D(A) nach L?(T') interpretieren, weshalb wir auch A(r) anstelle von
A(X) schreiben werden. Das Hauptresultat dieses Kapitels ist der folgende Satz,
welcher uns eine Charakterisierung der Fréchet-Ableitung, als Einschrinkung der
Normalableitung eines direkten Problems, liefert.
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Satz 5.4 Die Abbildung A : r — S%|r ist Fréchet-differenzierbar von D(A) nach
L*(T). Die Fréchet-Ableitung ist gegeben durch A'[r](q) = %2|r, wobei w € C*(G)
die eindeutig bestimmte harmonische Funktion ist, welche das Randwertproblem
(DD-G) zu den Randbedingungen

w =10 auf T, (5.3)
w = —(gradu,h) auf %,

mit h(t) = q(t)(cost,sint), lost.

Dieser Satz bildet die Grundlage des Newtonverfahrens. Dabei wird die Glei-
chung (5.1) durch die linearisierte Gleichung (5.5) ersetzt. Beginnend mit einer
Startnéherung 7o, berechnet man eine Folge {r, },en von Radiusfunktionen durch
die Iterationsvorschrift

’ ou
Alra)(gn) = %h“ — A(rn), (5.5)
Tn4l = Tpn+t@qn, n=>0.

Fiir diese wiederholen wir den Prozess iterativ, bis ein geeignetes Abbruchkrite-
rium erfiillt ist. Die fiir die Losung der Gleichung (5.5) notwendige Berechnung
der Fréchet-Ableitung erhalten wir als Losung eines Vorwértsproblems. Fiir die
Numerik ist dieses ein erfreuliches Resultat. Die meiste Rechenzeit wird namlich
nicht fiir das Losen der Gleichungssysteme bendétigt, sondern fiir das Aufstellen
der Matrizen fiir das Vorwéartsproblem, d.h., das Berechnen der Fréchet-Ableitung
ist verhdltnisméafig giinstig.

Bevor wir diesen Satz beweisen konnen, miissen wir die Differenzierbarkeit der
einzelnen Operatoren nach dem Rand ¥ nachweisen.

5.3 Fréchet-Differenzierbarkeit verschiedener Ope-
ratoren

Die Abhéngigkeit der Integraloperatoren von der Randkurve 3 sieht man am
besten in der parametrisierten Form. Fiir den modifizierten Doppelschichtpoten-
tialoperator K : C'(¥) — C(X) fihren wir mit Hilfe von (5.2) die parametrisierte
Form

2w
([?Tw)(t) ::/ k(t,7;r)(T)dr, t€]0,2n)
0
ein, mit dem Kern

!

k(t,;r) = <2[3: (T)]+, grad, @(x(t),x(7))> + 2|12’ (1)], t#T,
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in Abhéngigkeit von r. Die Hauptaussage und zugleich einer der schwierigsten
Séatze dieses Abschnittes ist der folgende Differentiationssatz, welcher zuerst von
Potthast [9] bewiesen wurde. Er erkannte, dass die fiir den Existenzbeweis benotig-
ten schwach singuléren Integraloperatoren nach dem Rand differenzierbar sind,
und wiederum schwach singulédre Integraloperatoren als Fréchet-Ableitungen be-
sitzen. Formal erhilt man diese durch Differenzieren der Kernfunktion nach r.

Satz 5.5 Der nichtlineare Operator
A: D(A) - CQF — L(027r7027r)7

r — K,

ist Fréchet-differenzierbar. Die Fréchet-Ableitung ist durch den linearen und be-
schrinkten Operator

Alr]: D(A) C Cyr —  L(Car, Car),
¢ — Kl

gegeben. Dabei ist I}/[T](q) 0 Cor — Cyy der lineare Integraloperator, welcher
durch

(R [1(@)e)(t) = / K (b rirqp(r) dr. t e [0,2)

gegeben ist. Der Integralkern k' (t,7;r,q) ist fir t # 7 die Fréchet Ableitung der
Abbildung r — k(-, ;).

Beweis: siche [6] Theorem 18.17. O

Als néchstes schauen wir uns an, wie sich die Randwerte des modifizierten Dop-
pelschichtpotentials fiir eine Stérung der Randkurve ¥ dndern. Hierzu definieren
wir die parametrisierte Form des modifizierten Doppelschichtpotentials als

21
(\N/rw)(z) = / O(z,m;r)0(T)dr, ze€R*\C,
0
mit dem Kern

o(t,T;r) = <2[$l(7)]l,grady @(x(t),x(7‘))> +2l2'(7)], ze€ @, Tel02mn

Dariiber hinaus fithren wir noch den Integraloperator V' [7](q) ein, mit dem Kern

L . (), K )
v (z,751m,q) =0 (2,7;71,q) + <[h (7)]~, grad, @(z,x(7‘))> + W,

wobei

’ 1"

¥z mirg) = (W O] 8 (2(7)) h(7)
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mit der Hesse Matrix (IDZ (x,y) von ®(z,y) nach y. Fiir abgeschlossene Teilmengen

W c R2\ C hat der Kern von V, keine Singularitéiten. Daher ist die Fréchet-
Ableitung der Abbildung

B:D(A) C Cyr — L(Cor, C(W)),
ro— V
durch den linearen und beschrinkten Operator
B'r]: D(A) C Cor — L(Cyyr, C(W)),
¢ — V)

gegeben. Diese Uberlegungen geben uns eine einfache Maglichkeit, die Fréchet-
Ableitung fiir den Operator P, anzugeben, dieser entspricht dem Fall W = T
Benutzen wir noch, dass die stetigen Funktionen beschriinkt in die L2-Funktionen
eingebettet sind, so konnen wir dieses Ergebniss wie folgt festhalten:

Satz 5.6 Der nichtlineare Operator
B:D(A) C Cyr — L(Cyy, L*(T)),

r +— P,

ist Fréchet-differenzierbar. Die Fréchet-Ableitung ist durch den linearen und be-
schrinkten Operator

B'[r]: D(A) C Cyy — L(Car, L¥(I)),
¢ = Pl
gegeben. Dabei ist P'[r] = V'[r] fir W =T.

Hiermit kénnen wir die Anderung der Sprungrelation fiir den Operator K auf der
gestorten Randkurve angeben.

Satz 5.7 Firi € Cy® ist 17;"(1@[) eine beschrinkte harmonische Funktion in R?\C
und stetig in R? \ C' mit den Randwerten

= =~ 1 ~ !
Vg + (heradViy) = K0 auf 3, (5.6)
wobei h(t) = q(t)(cost,sint).

Beweis: siehe [6] Theorem 18.8. O

Bislang spielte die konkrete Form der Randkurve I' keine Rolle, so dass eine
Unterscheidung fiir die Operatoren P, und P5 nicht notwendig war. Fiir die Un-
tersuchung der Operatoren H; und (); miissen wir diese jedoch beriicksichtigen.
Es gilt der folgende Satz:
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Satz 5.8

i) Der nichtlineare Operator

Co: D(A) C Cor —  L(L;, Con),
ro— HO,T

ist Fréchet-differenzierbar. Die Fréchet-Ableitung ist durch den linearen und
beschrinkten Operator

/

C.[r]: D(A) C Cor — L(L3,,Coy),
q — H]rl(q)

gegeben. Dabei bezeichnet H.[r](q) : L2 — Csy den linearen Operator,
welcher durch

(H.[r(g)¢)(t) =2 (Z nian(p) cosnt + () sin nt}[?“(t)]"‘1> q(t)
firt €0, 2m7].
ii) Der nichtlineare Operator

CD : D(A) C CQﬂ— — L<L4217027r>7

T = HE\,r

ist Frréchet-differenzierbar. Die Fréchet-Ableitung ist durch den linearen und
beschrinkten Operator

Colr]: D(A) C Cor —  L(L2, Cay),
g — Hjlr|(q)

gegeben. Dabei bezeichnet H.[r](q) : L? — Cy, den linearen Operator, wel-
cher durch

(Ho[r](@)o)(t) =2 (Z > nmain (@) (din(a(t), K(t)>> q(t)
gegeben, wobei K (t) := (cost,sint) mit t € [0, 27].

i11) Es gilt die Beziehung

(H;[r](9)p)(t) = 2 (grad iy (z(t), h(1)) . i € {O,0}.



5.3 FRECHET-DIFFERENZIERBARKEIT VERSCHIEDENER OPERATOREN 63

Beweis:

Die Wohldefiniertheit der Operatoren ist sofort ersichtlich und wieder einmal eine
Konsequenz aus der gleichméfigen Konvergenz der Fourierreihen in Qg und €2,.
Die Behauptung i) bekommen wir durch formale Differentiation der parametri-
sierten Operatoren nach r. Es gilt

%ZUW(TK) = (2gradv; (rK), K)q

= (2gradv; ,(rK),q¢K)

= (2gradv;,(z,h).
Die Fréchet-Ableitung der Abbildungen r — ss,(rK) und r — r" wird durch
q — (d,(rK), K))q und q — nr"~'q beschrieben. Hiermit erhalten wir zunchst
formal die oben angegebenen Darstellungen. Es verbleibt der Nachweis, dass die

formal differenzierte Reihe die Fréchet-Ableitung des Operators ist. Dieses erhélt
man durch Nachrechnen der Definition 2.21. O

Satz 5.9

i) Der nichtlineare Operator
D, :D(A) C Cyr — L(L3,, Cor),
r o= Qoy

ist Frréchet-differenzierbar. Die Fréchet-Ableitung ist durch den linearen und
beschrinkten Operator

D.lr] : D(A) C Cyr — L(L3,,Cyy),
g — Q.,lrl(q)

gegeben. Dabei bezeichnet Q.[r](q) : L. — Cor den linearen Operator,
welcher durch

Q@0 =2 [ ods % e (0,27,

ii) Der nichtlineare Operator
Dp: D(A) C Cor — L(L3,Cor),
T QDJ’

ist . Die Fréchet-Ableitung ist durch den linearen und beschrdankten Operator

/

Dylr] : D(A) € Cor —  L(L2,Cay),
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¢ — Qulrl(g)

gegeben. Dabei bezeichnet Qy[r](q) : L2 — Cyy den linearen Operator, wel-
cher durch

/ o q(t)
(@lr(@)e)(t) = —2 / e 0.

t €0, 2n].

i11) Es gilt die Beziehung

(Qilrl(@)@)(t) = 2 (grad s; o (x(1), h(t)) , i € {5, 0}.

Beweis:
Die Behauptung iii) folgt aus der formalen Differentiation der parametrisierten
Operatoren nach r. Es gilt

d

523@([,(7’[() = (2grads; ,(rK),K)q
= (2grads; ,(rK),qK)

= (2grads;,(z,h).

Aus der Kettenregel erhalten wir fiir die Fréchet-Ableitung der Abbildung r +—
ln% die lineare Abbildung ¢ +— —1. O

Nach diesen Vorarbeiten, kénnen wir den Satz 5.4 beweisen.

Beweis von Satz 5.4: Wir untersuchen zunéchst, wie sich die Funktion u, d.h.
das elektrostatische Potential in Abhéngigkeit von der Randkurve éndert. Dabei

. . . . . / . . . . .
charakterisieren wir die Funktion u, , als eine in G harmonische Funktion. Die

Anderung des Stromflusses von der Randkurve erhalten wir dann als Normal-
ableitung von u; . auf I'. Fiir den Beweis unterschlagen wir den Gebietsindex.
Wir kénnen die Losung des Randwertproblems (DD-G) in der Form

N{I+R P N\ '[f\ .
ur—<v+s Vr)(HrJrQr IN(T—I) (0) in G

schreiben. Da alle Eintrdge der Matrix differenzierbar sind, folgt auch die Diffe-

renzierbarkeit von .
I+R P\
T ~
H +Q, K,—1

mit der Ableitung

([ I+R P\ 0 PN ' (I+R P \'
Hr =+ Qr Kr -1 H;,q + Q%q K;7q Hr + Qr Kr -1 .
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Aus der Kettenregel fiir die Fréchet-Ableitung erhalten wir

iy = (0 7,) (;j) (5.7

I+R P\ 0 P\ (¢
e W (ie &5 (ave, £)(0) 00

r7q

wobei wir zur Abkiirzung

o\ (I+R P\ (f
(0)=(aro &) (0)

definiert haben. Der Anteil (5.8) beschreibt eine in G harmonische Funktion u;,
welche die Randwerte

up = —P,f,qw auf T,

1 1 1

Uy :—aancp — aango — éan@Z) auf X

annimmt. Damit erhalten wir

=V, Y+u in G

Aus unseren vorherigen Untersuchungen wissen wir, dass ‘Z: ¥ eine in G harmo-
nische Funktion definiert. Mit Hilfe des Satzes 5.7 erhalten wir fiir die Randwerte

=V, Y—P. =0 auf T

und
! 1 ~_/ -~ 1 ! 1 ! 1 =~
ur,q = §Kr 1/’ - <h7 grad(vﬂ/’)> - §Hr,q()0 - éQr,qw - éKr,q,@Z)
1_ 1
- < grad > - §Hr,qgo - 5@7«7(]90
= <h, grad(V, > — (grad vy, h) — (grad s, h)
= <grad (V@/} + v, + s¢> h>
= —(gradu,h) auf X.

Es 148t sich zeigen, dass der Doppelschichtpotentialoperator K stetige Funktio-
nen auf Holder-stetige Funktionen abbildet und holderstetige auf Holder-stetig
differenzierbare. Gleiches gilt demnach auch fiir den Operator K, so dass wir
aus einem Regularitétsvergleich in der Gleichung H,¢ + Q.o + K2 — ¢ = 0
die gewiinschte Regularitéit ) € C1*(X) erhalten. Dieses rechtfertigt die Anwen-
dung von (5.6). Die Randwerte auf ' sind aus H', so dass die Normalableitung
existiert. Dieses zeigt insgesamt die Behauptung. O
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5.4 Eine effiziente Berechnung der Fréchet-Ableitung

Wie wir gesehen haben, kénnen wir die Fréchet-Ableitung durch Losen eines
Vorwértsproblems gewinnen, mit den Randwerten — (grad u, h) auf ¥ und 0 auf
I'. Zerlegen wir den Gradienten von u in einen Tangential- und Normalanteil, so
erkennt man, dass die Tangentialkomponente entfillt, da u auf ¥ konstant ist.
Wir erhalten somit

du
(gradu, h) = E
Es geniigt deshalb, nur die Normalableitung auf ¥ zu berechnen. Die néchste
Frage, die sich stellt ist: Wie konnen wir dieses mit einem moglichst geringem nu-
merischem Aufwand bewerkstelligen. Eine Moglichkeit ist, die Normalableitung
aus der Darstellung von u direkt zu bestimmen, d.h., man berechnet die Norma-
lableitung des Potential- und Fourieranteils und wertet diese auf ¥ aus. Dieses
bedeutet fiir den Potentialanteil die Auswertung eines starksinguldren Integrals,
was einen erhchten numerischen Aufwand erfordert. Als Alternative wihlen wir
daher einen Zugang iiber den Green’schen Darstellungssatz. Es ist hierbei zu be-
achten, dass sich die Kurve X in jedem Newtonschritt dndert. Um dieses genau

zu fassen, definieren wir die Randkurven
Y, = {r,(t)(cost,sint) : t € [0,27]}, n > 0.

Durch diese werden Gebiete C,, berandet. Mit G,, bezeichnen wir 2\ C,, und mit
u, die Losung des Randwertproblems (DD-G,,) zu den Randwerten f € C*(T)
und g = 0. Der Stromfluss fiir die Losung w,, wird durch J,, := ag—yn\gn gegeben.
Mit Hilfe des Green’schen Darstellungssatzes erhalten wir fiir die Lésung im n-ten

Newtonschritt die Darstellung

(h,v) auf X.

a‘b(‘”’y)} ds— [ 25 (0(a gy ds, @ e G

wie) = [{ Gt - w5 as [ 5

wobei wir ausgenutzt haben, dass u,, auf X, verschwindet. Fiihren wir den Grenziiber-
gang v — Y, aus und berechnen die Normalableitung, so erhalten wir die Glei-
chung

1+ w52 =2 [{ ) - p B b as, we,

Dabei haben wir die uns bekannten Groflen, namlich die Spannung f = u|r und
den Stromfluss J, = %Lﬂp eingesetzt. K bezeichnet den Operator K™, definiert
auf der Kurve 3,,. Aus der Potentialtheorie ist bekannt, dass der Operator (I+K7)
auf C'(X,) nicht injektiv ist. Um eine eindeutig losbare Gleichung zu erhalten,
nutzen wir die Harmonizitat von u, und addieren die Gleichung

Uy, ou,
ov ds =2 ov

r Xn

0=2 ds.
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Damit erhalten wir die Gleichung

ou,,

I+ K* - g,
(I + n)aybn s

(5.9)

wobei wir zur Abkiirzung den Operator

(f(;w)(x) = 2/ {(’3;1;9(0:;;/) + 1} Y(y)ds(y), zeX, (5.10)

n

und die Randwerte

gn(2) = 2 / { (ag)ﬁ“@)y) + 1) Tuly) - af(x) ag)ﬁ@;f) f(y)} ds(y), =€,

eingefiihrt haben. Das Korollar 2.39 liefert die eindeutige Losbarkeit der Glei-
chung (5.9).







Kapitel 6

Numerik

In diesem Kapitel stellen wir die numerische Behandlung des direkten und in-
versen Problems vor. Im Abschnitt 6.1 behandeln wir eine Moglichkeit, das Glei-
chungssystem (4.12) ndherungsweise zu losen. Wir beschrénken uns dabei auf die
Behandlung des Randwertproblems (DD-G,). Auf analoge Art und Weise kann
auch das Problem (DD-Gpn) behandelt werden. Im Abschnitt 6.2 zeigen wir, wie
aus den Néherungen fiir die Dichten, der Stromfluss berechnet werden kann. Im
darauf folgenden Abschnitt 6.3 geben wir einige Beispiele fiir Randwertprobleme
im Kreis und Quadrat und versuchen, die beim Quadrat auftretenden numeri-
schen Schwierigkeiten zu erkldren. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels beschreibt
die numerische Behandlung des inversen Problems fiir den kreisrunden Leiter.
Wie gewohnt bezeichnet in diesem Kapitel a die natiirliche Parametrisierung der
Kurve I und [ eine 2w-periodische Parametrisierung der Kurve ..

6.1 Numerik der direkten Probleme

Wir mochten das Gleichungssystem

(HO{EQO f(fji 1) <f/}> = (2];) (6.1)

ndherungsweise 16sen, d.h., wir bestimmen eine Nédherung an die Dichten ¢, und
1. Hierzu miissen wir das System parametrisieren und die Operatoren durch
endlich dimensionale Approximationen ersetzen. Man beachtet, dass der Operator
R, der Nulloperator ist und deswegen nicht aufgefiithrt wird. Zur Abkiirzung der
Notation definieren wir die Funktionen

fi=vof, fi=foa und ji=gop.

Fiir die Funktion ¢, ist es nicht notwendig, zwischen der Funktion auf I', und der
periodischen Funktion auf R zu unterscheiden. Wir benotigen von dieser Funkti-
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on nidmlich nur die Fourierkoeffizienten und nicht Funktionswerte an bestimmten
Punkten auf der Randkurve.

Fiir die Ndherung der in dem Gleichungssystem auftretenden Integraloperatoren
verwenden wir eine Idee, welche auf Nystrom zuriickgeht. Die Integraloperatoren
werden dabei durch eine Quadraturformel ersetzt. Als Quadraturformel verwen-
den wir die zusammengesetzte Trapezregel, da diese bei periodischen Funktionen
die beste Konvergenzordnung besitzt. Konkret bedeutet es das Folgende: Die
Integraloperatoren P, und K lassen sich in parametrisierter Form als

27
e [ ki dr
0
schreiben. Dabei ist der Integralkern fiir den Operator P, durch

o [PBD) - fal®) - B()}
k(Pit, )—{ 2r|a(t) — B(1)2

und fiir den Operator K durch

+ 1} ‘ﬁ/(T)‘, t,7 €0, 2n]

;

O B0 -5 el
_ ™ 18(t) — B(7)]? B/
k(K;t,T)=
IO A0 -
[ 2 [FOPF

gegeben. Wir unterteilen das Intervall [0, 27] dquidistant mit Schrittweite h =
7/N und den Knotenpunkten t; =i-h mit ¢ = 0,...,2N — 1. Ersetzen wir das
Integral durch die zusammengesetzte Trapezregel, so erhalten wir als Ndherung
die Operatoren P™ ynd K™, Diese sind durch die Abbildungsvorschrift

2N—-1

7/; = N 2 k('? '7tn)1;(tn)

gegeben, mit den jeweils zum Operator gehérenden Integralkernen.

Behandeln wir jetzt die durch Reihen definierten Operatoren. Der Operator I, :
L3(T,) — L*(T',) war durch

(Lgo)(w) = 2 5™ a, (o) cosnt + b, (o) sinn}.

mit © = (cosf,sinf) € I'g gegeben. Da « als die natiirliche Parametrisierung von
[', gewédhlt wurde, entspricht der Winkel 6 der Bogenlénge t. Als Ndherung des
Operators definieren wir daher

N-1
(LM ) (t) == % + Z(an cosnt + b, sinnt) + ay cos Nt, t € [0, 27].
n=1
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Wenden wir uns dem Operator H, zu. Dieser ist durch

(Hopo) () = ap(po) + 2 Z {an (o) cosnb + b, (p,) sinnd} r"

n=1

gegeben, mit x = (rcosf,rsinf) € . Auch hier gewinnen wir eine sinnvolle

Néherung durch Abschneiden der Reihe, d.h. wir definieren den Operator gy
durch die Vorschrift

N-1
(H™M @) (x) = ag + 2 Z {a, cosnf + b, sinnf} r" + ay cos Nor",

n=1

mit © = (rcosf,rsinf) € ¥. Als Ndherung des Operators @), definieren wir den
()
Operator Qs 7, durch

QM o) (t) = —2ma In |B(t)], ¢ € [0,27].

Wir haben dabei ausgenutzt, dass fFo pds = mayp ist. Um ein volldiskretes Glei-
chungssytem zu erhalten, ersetzen wir in dem Gleichungssystem (6.1) die Ope-
ratoren durch ihre endlich dimensionalen Approximationen und fordern, dass die
Gleichungen in den Punkten ¢; fiir i = 0,...,2N — 1 erfiillt sein, d.h. wir bekom-
men die 4N Gleichungen

(I80) (t:) + (BM)(t) = f(t:) |

(HMgo) (1) + (@M po) () + (KW9) (1) + o(t) = 23(t).
Die 4N Unbekannten sind die N + 1 Fouriercosinuskoeffizienten ay, ..., ay und
N — 1 Fouriersinuskoeffizienten by, ...,by_1, sowie die 2N Funktionswerte 1; :=

¥(t;). Wir mochten dieses auch in einer Matrixschreibweise angeben. Hierzu de-
finieren wir die Vektoren

o) (ag,ay,...,an,by, ..., bx_1)",
v = (@Z)O, s ,@/;2N—1)t>
FM = (f~07"'7f2N71)t7
G = (Go,. ... Gan-1),

wobei zur weiteren Abkiirzung f; := f(¢;) und §; := §(t;) gesetzt wurde. Der
Operator I, wird durch die 2N x 2N Matrix

costy  --- cos Nt sintg  --- sin(N — 1)t

AT

N
Ag,l) =

COS tQN_l <+ COS NtQN_l sin tQN_l tee sin(N — ].)tQN_l

N[
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dargestellt. Die Matrix fiir den Operator oM 4 QgN) wird durch die 2N x 2N

Matrix
N
Ag’l) = (C(N) S(N))

beschrieben, wobei CV) die 2N x (N + 1) Matrix

1 — 27w lnrg 2 cos() 7o - 2 cos(Nby) 1

1—2mlnron_g 2cos(foy_1) Tan—1 -+ 2c08(Nban_1) ri 4
und SW) die 2N x (N — 1) Matrix

2sin(fy) ro e 2sin(N — 1)y 5 !

2sin(fan—1) ron—1 -+ 28in(N — 1)fan_1 o,

ist. Hierbei sind 0y, ...,0n_1 und rg,...,ron_1 Winkel und Betrag der Punkte
B(to), ..., B(tay—1) in Polarkoordinaten. Fiir den Operator P erhalten wir die
2N x 2N Matrix

- ]{Z(Po;tl,tl) k<Po;t17t2Nfl)
A(N) N . . .
1,2 N

k(Ps;tony—1,t1) -+ k(Po;ton—1,tan—1)
und fiir KO + I die 2N x 2N Matrix

- k(—fé%tl,h)Jr% k?(f(;tl,tm—ﬁ

AN . T
2.2 N

K(Kitav_1,t1) - k([?QtQNflatéNfl)"_%

Bei der Matrix Ag) ist zu beachten, dass fiir die Diagonalelemente die Definition
der Kernfunktion fiir den Fall ¢ = 7 auszuwerten ist. Zusammen ergibt sich das

Schema TR
N N (V) (V)

Ab’% Ab’% @(N)) = (;;‘(JV)) : (6.2)

Azi’ Az
Fiir die Berechnung des Problems (DD-Gp) sind eine Reihe von Anderungen
notwendig. So ist es fiir den Fall des Quadrates vorteilhafter, ein Vielfaches von
vier als Anzahl der Kollokationspunkte zu benutzen. Wir bekommen so jeweils N
Fourierkoeffizienten zur Beschreibung der Dichte fiir die vier Seiten des Quadra-
tes. Des Weiteren miissen wir aufpassen, dass keine Punkte in den Ecken liegen.

Auf Grund der Wahl unseres Ansatzes erhalten wir sonst vier Nullspalten und
bekommen somit Probleme mit der Invertierbarkeit der Matrix.
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Auf eine Konvergenz- und Fehleranalysis wurde in dieser Arbeit verzichtet. Fiir
analytische Randwerte und Randdaten erwarten wir jedoch eine exponentielle
Konvergenzrate fiir die Probleme am Kreis. Dieses spiegelt sich in den numeri-
schen Ergebnissen wieder. Die Konvergenzrate fiir das Quadrat ist, auf Grund
des von uns gewéhlten Ansatzes, wesentlich schlechter.

6.2 Berechnung des Stromflusses

Haben wir das Randwertproblem (DD-G,) gelost, so erhalten wir mit Hilfe von
d) und TW) eine Néaherung des Stromflusses J, im Punkt «(t) € T'; durch

TN (at)) = T2 (a(t) + T8V (alt)), (6.3)
wobei N
J}N) (a(t)) = —map + Z{nan cosnt + nb, sinnt }
und :
N 1= [ v(a(t) - {a(t) — 8(t.)} v(B(t,)) - {a(t) — B(t.)}
Tt =5 2 { a(®) - 5P a(®)— B)P

fir t € [0, 27]. Hierbei haben wir ausgenutzt, dass

0 0% _ 1 w@-vly) v {z—y}tvy) {z—y}

v(z)ovly) 2r Jz—yP2 7 |z—y|? |z — yl?

6.3 Numerische Beispiele fiir das direkte Pro-
blem

Um die Korrektheit der Programme zu iiberpriifen, haben wir fiir verschiedene
Einschliisse, uns bekannte harmonische Funktionen rekonstruiert und das Kon-
vergenzverhalten tiberpriift. Fiir das Randwertproblem (DD-G,,) erhielten wir wie
erwartet, eine exponentielle Konvergenzrate. Fiir die Konvergenzrate im Falle des
Randwertproblems (DD-Gp) konnten wir nur lineare Konvergenz nachweisen. Ur-
sache hierfiir ist der von uns gewéhlte Ansatz mit einem Fourierreihenanteil, wel-
cher eine in den Eckpunkten nicht verschwindende Funktion nicht genau approxi-
mieren kann. Es treten daher zwangsldufig Oszillationen auf (Gibbs Phdnomen),
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welche ausschlaggebend fiir die Konvergenzrate sind. Fiir die Berechnung des
Stromflusses stellt dieses ein schwerwiegendes Problem dar. Da die Oszillationen
zum Rand hin verstéirkt auftreten, iibertragen sie sich auf die Normalableitung.
Es war uns daher nicht moglich, den Stromfluss genau genug zu bestimmen, um
das inversen Problem mit diesen Daten zu rechnen. Der Versuch, die Oszillationen
durch ein- oder mehrmalige Mittelungen zu mindern, war nur bedingt erfolgreich,
wie in den Abbildungen 6.3(a) und 6.3(b) zu erkennen ist. Aber auch mit diesen
so gegliatteten Daten gelang keine Rekonstruktion.

Wir beschreiben jetzt unsere Vorgehensweise zu Uberpriifung unserer Program-
me fiir die direkten Probleme und bringen anschliefend einige Daten, welche die
Konvergenzraten belegen. Damit die Fehlerfreiheit der Programme gewéhrleistet
werden kann, sind einige Punkte bei der Wahl der Testfunktionen zu beriicksich-
tigen.

Fiir die zu rekonstruierende Funktion, haben wir eine Funktion mit Singularitét
in C'\ {0} gewihlt. Besitzt die Funktion keine Singularitdt in C', so wird sie
bereits vollstdndig durch den Fourierreihenanteil beschrieben, d.h. der Potential-
anteil verschwindet. W&hlt man fiir U die Grundlésung mit Quellpunkt im Ur-
sprung, so rekonstruiert die Modifikation s; diese bereits ausreichend. In beiden
Féllen konnen mogliche Fehler in den Programmteilen, welche die Potentialan-
teile behandeln, iibersehen werden. Fiir die Testbeispiele in denen wir mit der
Grundlosung gearbeitet haben, wurde daher der Quellpunkt vom Ursprung ver-
schieden gewéhlt.

Die Randwerte bekommen wir durch Einschrankung von U auf die entsprechen-
den Randkurven. Fiir das Quadrat ist es ratsam, zuerst die im Abschnitt 3.2
definierte Funktion @ zu berechnen und die Randwerte durch f := (U —@)|r und
g = (U—w)|x zu definieren. Die Oszillationen werden hierdurch etwas gemindert.
Man beachte, dass mit diesen Randwerten die Funktion U —w rekonstruiert wird.
Abgesehen von den Randwerten f im Falle des Quadrates, sind alle Randwerte
analytisch.

Zwei Gebiete, an denen wir unsere Untersuchungen durchgefiihrt haben, sind die
Ellipse sowie eine Drachenfigur. Die Parametrisierungen der Randkurven sind

durch
ve(t) = (0.33cost + 0.12,0.2sint 4 0.03)

und
vp(t) == (0.25cost + 0.1625 cos 2t — 0.1, 0.375 sin t)

gegeben. Als harmonische Funktionen, haben wir die Funktionen

Uy (x) ::q><x,z*>+Re{ ! }

z—2
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und
Us(z) := ®(z, 2*) + Re{(z +i)* — sin(2)}

gewihlt, mit z* als Quellpunkt der Grundlosung. Es wurden die Randwertpro-
bleme (DD-G) berechnet und der Fehler in den Punkten P, P, und P; be-
stimmt. Im Falle des Kreises haben wir P, = (—0.5,0), P» = (—0.65,0.65) und
P; = (0.25,—0.25) gewdhlt. Fiir den Fall des Quadrates wurden die Punkte als
P, = (—0.48,0), P, = (—0.25,0.3) und P; = (0.25,—0.25) gesetzt. Die Punkte
wurden so gewéhlt, dass zwei in der Ndhe der Randkurven, sowie einer mitten
im Gebiet G zum Liegen kam. Die Lagebeziehungen der Messpunkte und Kur-
ven ist in den Abbildungen 6.1(a) und 6.1(b) zu erkennen, die Fehler sind in
den Abbildungen 6.1(c) und 6.1(d) aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass fiir die
Konvergenzrate die Lage der Punkte nicht entscheidend ist. Die Lage des Quell-
punktes z* ist mit * markiert. In beiden Féllen haben wir z* = (0.2, 0.05) gewahlt.
Fiir den Kreis haben wir die Funktion U; und fiir das Quadrat die Funktion U,
verwandt.

Als néichstes haben wir den Stromfluss berechnet. Fiir den Kreis haben wir hier-
zu die Normalableitung der Funktion U auf I', bestimmt und mit dem von uns
berechneten Stromfluss an 400 Punkten verglichen. AnschlieBend haben wir das
Betragsmaximum als Naherung fiir die Maximumsnorm gewéhlt. Die Ergebnisse
fiir die Funktion U, und das Gebiet ), mit ellipsenférmigen Einschluss, sind in
der Abbildung 6.2(a) zu sehen. Es lag in diesem Fall sogar exponentielle Konver-
genz vor. In den Abbildungen 6.2(b) und 6.2(c) sind die Stromanteile J,  und
Jo,p dargestellt, welche mit 64 Randpunkten fiir das direkte Problem berechnet
wurden. Auffallend ist die Dominanz des Fourieranteils, welcher um etwa zwei
Zehnerpotenzen grofer ist als der Potentialanteil.

Schauen wir uns den Fall fiir das Quadrat an. Die Theorie besagt, dass der
geniherte Stromfluss gegen den wahren Stromfluss in der L?-Norm konvergie-
ren muss. Dieser Nachweis gelang nicht. Schuld hieran sind die aufgetretenen
Oszillationen im Fourieranteil J&VF). Diese konnen zwar durch die Anwendung
des Fejér-Mittels gemindert werden, aber auch fiir den so geglatteten Strom-
fluss konnte keine Konvergenz nachgewiesen werden. Allenfalls qualitativ war
eine Konvergenz der so gemittelten Werte zu beobachten. Ein Nachteil, den die
Mittelung mit sich bringt, ist ein ,, Unterschwingen® der Lésung in der Nahe der
Unstetigkeitsstellen. Das bedeutet, dass sich die gemittelte Losung stérker von der
wahren Losung an den Unstetigkeitsstellen entfernt. In den Abbildungen 6.3(a)
und 6.3(b) ist dieses gut zu erkennen. Die Abbildung 6.3(c) zeigt den Stromanteil
Jo,p. Wie schon im Falle des Kreises ist dieser wesentlich kleiner im Vergleich
zum Fourieranteil. Fiir das inverse Problem ist im Wesentlichen nur der Potenti-
alanteil ausschlaggebend, welcher aber fiir das Quadrat in den Oszillationen des
Fourieranteils regelrecht verloren geht. In der Abbildung 6.3(d) sehen wir den von
uns berechneten Stromfluss mit zweifacher Mittelung und den wahren Stromfluss.
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Abb. 6.1: Die Gebiete Gebiete GG, und Go mit den Messpunkten P;, P, und Ps,
sowie die dazu gehorigen Fehler. (a) €2, mit ellipsenférmigem Einschluss. (b)
25 mit drachenformigem Einschluss. (c) Absoluter Fehler des Potentials in den
Messpunkten fiir das Gebiet G, und die Funktion U;. (d) Absoluter Fehler des
Potentials in den Messpunkten fiir das Gebiet GGg und die Funktion Us,.
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Abb. 6.2: Die Stromanteile und Fehler fiir das Gebiet €2, mit ellipsenférmigem
Einschluss. (a) Eine Ndherung fiir den Fehler des Stomflusses ||J, — J(EN)HOO. (b)
Der Fourieranteil des Stromflusses J, . (¢) Der Potentialanteil des Stromflusses

Jo.p-
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Abb. 6.3: Die Stromanteile Jr und Jp, sowie die ersten und zweiten Fejér-Mittel
Jr1 und Jpo von Jp fiir das Gebiet Qn mit drachenférmigem Einschluss. (a) Der
Fourieranteil Jr und das erste Fejér-Mittel. (b) Das erste und zweite Fejér-Mittel
des Fourieranteils Jg. (c) Der Potentialanteil Jp des Stromflusses. (d) Das zweite
Fejér-Mittel des Stromflusses J und der wahre Stromfluss.
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6.4 Numerik der inversen Probleme

Fiir die numerische Behandlung des inversen Problems folgen wir den Ausfithrun-
gen in [7].

Um das inverse Problem numerisch zu berechnen, wihlen wir einen endlich dimen-
sionalen Unterraum W}, der Dimension 2M + 1. Wir kénnen somit die Gleichung

(5.5) approximativ 16sen, durch Kollokation an N; Punkten zi,...,zyn, € I..
Schreiben wir g beziiglich einer Basis ¢, ..., g1 als
2M+1

g= > dg
j=1

so erhalten wir anstelle der Gleichung (5.5) das lineare Gleichungssystem

2M+1

Z d; AT (q5) () = Tmess(:) — A(r)(z), i=1,..., Ny, (6.4)

mit den reellen Koeffizienten dy, ..., dsps 1. Im Allgemeinen haben wir mehr Kol-
lokationspunkte als Freiheitsgrade fiir die Radiusfunktion. In diesem Fall ist das
Gleichungssystem (6.4) iiberbestimmt und muss durch die Methode der kleinsten
Quadrate gelost werden. Da die Gleichung dariiber hinaus auch noch schlecht-
gestellt ist, muss sie stabilisiert werden. Wir benutzten hierzu die Tikhonov-
Regularisierung, welche wir in Form des quadratischen Optimierungsproblems

1Ad = bl[7> + |d]|Z: (6.5)

mit Strafterm und Regularisierungsparameter o > 0, schreiben kénnen. Dabei
ist die Matrix A € RN>*EM+D qurch A;; = A'[r](g;)(x;) gegeben, der Vektor
b € RN durch b; := A(r)(x;) — Jmess(z;) und d = (dy, ..., daprq) € RPMHL Es
148t sich zeigen, dass dies dquivalent zum Losen des Gleichungssystems

(ATA+al)d= A"b (6.6)

ist. Gelegentlich trat das Problem auf, dass die Radiusfunktion zu oszillieren
anfing. In diesem Fall wurden hochfrequente Anteile stéirker ,bestraft, indem
anstelle der L?>-Norm die HP-Norm mit p = 1,2 fiir den Strafterm verwendet
wurde.

Fiir konkrete Rechnungen haben wir W}, als den Raum der trigonometrischen
Polynome vom Grad kleiner oder gleich M gewéhlt. Fiir den Stromfluss J,,ess
haben wir J{"?) mit 2V p = 128 Punkten verwendet, wobei das ellipsenférmige
Gebiet durch die Parametrisierung

ve(t) = (0.4 cost + 0.23,0.25sint)
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und das drachenférmige Gebiet durch
vp(t) := (0.35 cost + 0.2275 cos 2t — 0.2, 0.525 sin t)

gegeben war. Um kein ,invers crime“ zu begehen, wurde das inverse Problem
mit 2N; = 80 Punkten berechnet. Fiir die Dimension des Ansatzraumes wurde
2M +1 = 31 gewahlt. Des Weiteren wurde iiberpriift, dass die zu rekonstruieren-
den Randkurven nicht im Ansatzraum lagen, indem wir die Bestapproximationen
der Radiusfunktion an Wj; bestimmt haben. Sie ist in den nachfolgenden Abbil-
dungen als blau gestrichelte Linie zu erkennen. Anhand dieser Kurve ist auch
die Giite der Rekonstruktion besser zu beurteilen, da diese Aufschluss dariiber
gibt, wie gut die Form/Geometrie der Kurve in dem Ansatzraum aufgelost wer-
den kann. Als Randwerte haben wir fi(t) := cos(2t) + 2 und f5(t) = cos(2t)
mit ¢ € [0, 27| gewéhlt. Wir fassen das Vorgehen noch einmal zusammen; dabei
bezeichnet der Index n die jeweilige Grofle im n-ten Newtonschritt.

Der n-te Newtonschritt

1. Berechne ®,, und W,, durch Losen des Gleichungssystems (6.2).
2. Berechne J,,, durch Auswertung der Gleichung (6.3).
3. Berechne ¢, durch Losen der Gleichung (6.5), d.h. :

i) Berechne 9% auf ¥, durch Losen der Gleichung (5.9).

ii) Berechne % Ir, wobei w; die Funktion aus Theorem 5.4 ist, zu den Rand-
werten w; = 0 auf I' und w; = —%L; (qn,; K, v)auf ¥, fir j=1,..., Ny.

4. Berechne das Update r,. 1 =7, + ¢y, -

5. Wiederhole die Schritte 1 bis 4, bis ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt
ist.

Kommen wir jetzt zur Beschreibung eines Abbruchkriteriums. Wir haben eine
maximale Iterationsanzahl I,,,, = 150 gewéhlt. Des Weiteren haben wir den

relativen Fehler
e = raallee

E,=-—"—"T""= (6.7)

7]l 22

der aktuellen Radiusfunktion r,, und den relativen Fehler des Stromflusses

— ”Jom - Jmess”L2
HJmessHL2

F,: (6.8)

berechnet und gespeichert. Der Fehler F,, ermdoglicht zu erkennen, wann die New-
toniteration zum Erliegen kommt. War daher E,, kleiner als ein Toleranzwert 7', so



6.4 NUMERIK DER INVERSEN PROBLEME 81

wurde die Iteration abgebrochen. Fiir die Rekonstruktionen haben wir 7' = 1078
gewdhlt. In jedem Iterationsschritt wurde zudem {iiberpriift, ob die neue Radius-
funktion 7, noch im Definitionsbereich D(.A) lag. War dieses nicht der Fall, so
wurde die Iteration als nicht erfolgreich beendet. Der Fehler F;, kann als Fehler-
maf fiir die Rekonstruktion angesehen werden. Wir haben uns daher fiir diejenige
Radiusfunktion mit minimalem Fehler F;, entschieden. Die Wahl des Regularisie-
rungsparamters haben wir folgendermafien gehandhabt: Zu Beginn der Iteration
haben wir den Regularisierungsparameter a = 10 gewéhlt und ihn durch den
Faktor 1.25 in jedem erfolgreichen Schritt geteilt. Ein Schritt wurde als erfolg-
reich angesehen, falls die Bedingung F,,/F,,_1 < 7 erfiillt wurde. Fiir v haben wir
0.85 gewdhlt. Die Idee hinter dieser Vorgehensweise ist, dass je ndher wir einer
Losung kommen, umso weniger stark regularisiert werden muss.

Es folgen einige Beispiele fiir Rekonstruktionen ohne kiinstlichen Fehler. Der Null-
punkt ist in den Abbildungen mit e gekennzeichnet. Die Rekonstruktion ist durch
die schwarze Kurve gegeben, wobei die Randpunkte fiir das inverse Problem eben-
falls mit e gekennzeichnet sind. Die rote Kurve zeigt die gesuchte Kurve.

Die Abbildungen 6.4(a)-(f) zeigen Rekonstruktionen einer verschobenen Ellipse.
Fiir die Bilder 6.4(a)-(c) wurden die Randwerte f; und fir die Bilder 6.4(d)-(f)
die Randwerte fy gewéhlt. Der Fehler war bei all diesen Beispielen im 150. New-
tonschritt minimal. Da zudem alle Fehler kleiner als 10~% waren erschien eine
Fortfiihrung der Iteration nicht sinnvoll. Die in der Abbildung 6.4(a) auftreten-
den Oszillationen konnten durch die Verwendung der HP-Norm fiir den Strafterm
geddmpft wurden; fiir p = 1,2 siche Abbildung 6.4(b) und 6.4(c). Insgesamt sind
alle drei Rekonstruktionen als sehr gut zu bewerten. Die Fehler betrugen der Rei-
he nach 9.08 - 107%,3.27-107° und 4.60 - 10°.

Die Dampfung der Oszillationen ist noch besser bei Verwendung der Randwerte
fo zu erkennen. Fiir diesen Fall ist nur die Rekonstruktion (f) zufriedenstellend.
Die Fehler betrugen der Reihe nach 5.04 - 107°,6.89 - 107° und 5.78 - 1075. Als
Startnéherung wurde in allen Féllen der Kreis mit Radius 1/2 gewihlt. Auffillig
an diesen Rekonstruktionen ist die qualitativ grosse Abweichung zwischen den
einzelnen Rekonstuktionen trotz einer quantiativ sehr geringen Abweichung.

Ahnlich schaut dieses beim zweiten Beispiel, einer drachenférmigen Figur, aus.
Die Rekonstruktionen in den Abbildungen 6.5(a)-(c) wurden fiir die Randwerte
f1 unter Verwendung der L2 H! und H2-Norm gemacht, die in den Abbildungen
6.5(d)-(f) fiir die Randwerte fs. Als Startndherung wurde der Kreis mit Radius
3/4 gewiahlt. Die Fehler fiir die Rekonstruktionen (a)-(c¢) betrugen der Reihe nach
1.63-107%,2.50 - 10~* und 6.48 - 10~*. Dieser minimale Unterschied {iberrascht,
schaut man sich die qualitativ stark verschiedenen Rekonstruktionen an. Analog
hierzu sind die Ergebnisse fiir die Randwerte f5. Hierbei betrugen die Fehler
6.74 - 1074, 5.74 - 10~* und 1.80 - 1073. Vergleicht man die Rekonstruktionen (a)
und (f), so ist zu vermuten, dass Oszillationen weniger stark den Stromfluss
dandern als die nicht korrekte Wiedergabe der Einbuchtung.
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Zum Abschluss zeigen wir Rekonstruktionen mit fehlerbehafteten Daten. Hierzu
haben wir den Stromfluss J,,.ss durch den gestorten Stromfluss

J0 = (20 + 1 — 0)Jpmess

ersetzt, fiir & = 0.05. € ist ein Vektor, mit gleichverteilten Zufallswerten in dem
Intervall [0, 1], von der Lénge N;. Wir haben insgesamt 150 Durchldufe mit ver-
schiedenen Fehlern gemacht und aus diesen die beste und die schlechteste Rekon-
struktion herausgesucht. Sie sind in den Abbildungen 6.6(a)-(f) zu sehen, wobei
wieder verschiedene Normen fiir den Strafterm verwandt wurden.

6.5 Fazit und Ausblick

Die Behandlung der Randwertprobleme, mittels eines kombinierten Ansatzes aus
Fourier- und Potentialanteilen, ist fiir die Kreisgeometrie als erfolgreich zu be-
werten. Die Berechnung des elektrostatischen Potentials und des Stromflusses
konnten mit sehr guten Konvergenzraten (in den von uns getesteten Féllen lag
exponentielle Konvergenz vor) bewerkstelligt werden. Auch das inverse Problem
konnte mit fehlerfreien und fehlerbehafteten Daten zufriedenstellend behandelt
werden. Anders sieht die Situation derzeit fiir das Quadrat aus. Die Berechnung
des elektrostatischen Potentials im Inneren von Gn war zufriedenstellend. Die
Berechnung des Stromflusses muss jedoch als gescheitert angesehen werden. Er-
folgversprechender erscheint ein Ansatz, welcher die Funktion @ mit integriert.
Die Koeffizienten von @ miissen dabei, als Bestandteile der Dichte (o interpre-
tiert werden. Derzeit ist dem Autor noch kein solcher Ansatz gelungen, welcher
auf ein eindeutig 16sbares Gleichungssystem fiihrt.

Ein Vorteil dieses Ansatzes, gegeniiber einem reinem Potentialansatz, ist, dass
sich die Theorie fiir die direkten Probleme wesentlich einfacher gestaltet. Den
Rahmen hierfiir bildet die Losbarkeitstheorie fiir Operatorgleichungen 2. Art mit
kompakten Operatoren. Im Falle eines reinen Potentialansatzes treten singuldre
Operatoren auf und die Riesz-Theorie ist nicht direkt anwendbar. Neben einer
komplizierten Notation ist ein wesentlicher Nachteil dieses Ansatzes in der Be-
schrankung auf kreisférmige und rechteckige Gebiete zu sehen.
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(e) (f)

Abb. 6.4: Rekonstruktionen einer Ellipse unter Verwendung der L?, H* und H?-
Norm fiir den Strafterm; (a)-(c) fur die Randwerte f;, (d)-(f) fiir die Randwerte

fo
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Abb. 6.5: Rekonstruktionen einer Drachenfigur unter Verwendung der L?, H! und
H?-Norm fiir den Strafterm; (a)-(c) fiir die Randwerte f;, (d)-(f) fiir die Rand-
werte f.
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Abb. 6
(a),(
(
(

6.6: Rekonstruktionen einer Drachenfigur mit fehlerhaften Daten (§ = 0.05).
b) Beste und schlechteste Rekonstruktion bei Verwendung der L2-Norm.
),(d) Beste und schlechteste Rekonstruktion bei Verwendung der H!'-Norm.
e),(f) Beste und schlechteste Rekonstruktion bei Verwendung der H?2-Norm.
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