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Z�: � �

ÃΦ,X =

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)

VX(x) = (vj(x))T
1≤j≤Q

p(x) = (pj(x))T
1≤j≤Q

UX(x) = (uj(x))T
1≤j≤N

ΦX(x) = (Φ(x, xj))
T
1≤j≤N .
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3 �'12!C� � :;� � �-���	�'1<1;�?Z�:;�05 Z ! : �
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sf,X(x) =

N∑

j=1

uj(x)f(xj).
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sf,X(x) =

N∑

j=1

αjΦ(x, xj) +

Q∑

k=1

βkpk(x)

= αT
XΦX(x) + βT

Xp(x)

=

(
αX

βX

)T (
ΦX(x)
p(x)

)

=

(
αX

βX

)T

ÃΦ,X

(
UX(x)
VX(x)

)

=
(

αT
XAΦ,X + βT

XP T
X , αT

XPX

)( UX(x)
VX(x)

)

= (αT
XAΦ,X + βT

XP T
X)UX(x) + αT

XPXVX(x)

= (αT
XAΦ,X + βT

XP T
X)UX(x)

= fT
XUX(x)

=

N∑

j=1

uj(x)f(xj).
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�����% !�%( � ��� � � �1" d���� )2��%��('�� '.#-#�0 ! M �+�76.� # 6 / � %K6 M 6 #����+�76.� 	 3�
 & �('���%K��� # 'R02��� �N0 �
	 ' O�%('��2O2��L�� �-M �R%-� M %K�-# �����7'��5�76.� '.#-# 6 3��+'���� ) ��6 �('��R# � #�����! )
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� �.� )�, �

ui(xj) = δi,j, 1 ≤ i, j ≤ N
F � �.+/+ H

vk(xj) = 0, 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ k ≤ Q
F � �,+ � H

pk(x) =
N∑

i=1

uj(x)pk(xj), 1 ≤ k ≤ Q.
F � �.+ 7*H

����� �J	�� ,.��- � !�
 � Z�:<��� ���-�<- :
- ���
7 F � �.+ @�H(�

AX, ΦUX(x) + PXVX(x) = ΦX(x)
F � �,+ B H

P T
XUX(x) = p(x).

F � �.+ E�H
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x = xi, 1 ≤ i ≤ N

N∑

i=1

uj(xi)Φ(xi, xj) +

Q∑

k=1

pk(xj)vk(xi) = Φ(xi, xj)

N∑

i=1

uj(x)pk(xj) = pk(x).

3 �-����ZA���
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��F � �.+ @ H :[- ?-�-: % ?-��1.: -��'1,5�!C#-1;��� � �-��� %�?-!C� :<�'�0-
uj(xi) =

δi,j
!��-/

vk(xj) = 0
7 ?0- �&�-�'1</ �

�

# �-/ ZA� 5'�������-� ?-�-: % ?-���-�>- -&�	
 �'7

� b����J���'& �1"G��L � '�� ���-3�� 6.%
U(x) =

(
u1(x), . . . , uN(x)

)T / 6.%1!"� ) , � �('�� �.'�� L
0��-# 6 / �2'�� 	 ' O�% '��2O2�&,-'.#�� # /10 �43��+�76.� #

u1, . . . , uN

6 / � %K6 M 6 #����5�76.� 	 3�� '��
x ∈ Rd

3-6.���43��+)2�-# � ���2'9�('�� # 6.� 0 �+�76.�
U∗(x)

6 / �('�� 3-6.� )����5�76.� '�� ! ������! � � '��5�76.� M %-6�,N� ��!

min
{
UT

XAX,ΦUX − 2UT
XΦX(x) + Φ(x, x) | P T

XUX(x) = p(x)
}
.
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V ∗
X(x) =(

v∗
1(x), . . . , v∗

N(x)
)T ���S9 !C5'
 !��05'��79?-1 � :[301;:;��
4- -�?-� � � �"! �&���-�<- :
- ���
7

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
U∗

X

V ∗
X

)
=

(
ΦX(x)
p(x)

) F � �,+ � H

�-��1;/0-��	��
�� �-� - �'1;?>� :;���
U∗

X(x) =
(
u∗

1(x), . . . , u∗
N(x)

)T ���RF � �.+?@ H(��3 �-:[- �	�'1<1;�?Z -
�	
 �'7 - � !��0/"!�
�/ 
 �>- ?-1<�4-9:;� % ?"!�/0
 !C��:;� �/30� :<7 :.P !C��:;�'� ��) ?0� ���-� - :'- � ��7 F � �,+ �=H):[-
���-�<- !�7 � !/- F � �,+ @�H�!C�-/ ?-�-: % ?-��1.: - �'1.5C!�#01;� ��� � ?0-�� �-�<- �'1;?0��:;�'�Y- 79?0- ��!C5'
������

�

� �J����"G"#�0� � �#"G�J� � '�� ���N0 '��5�76.�
P T

XUX(x) = p(x)
��! M � �7�-#;�(' '�� � ����% �;M 6.� � �46.L

! �+'���6 /
Pd

m

3 '�� ,��J%K� M %K6N)�0 3-� ) 3
����� �J	�� 3 �-:.- � %�?-!C� :<�'� :.- � % ?-:.5C!�1<�
��� ���

pk(x) =
∑N

j=1 uj(x)pk(xj)
�	��
 !�1<1

1 ≤ k ≤ Q
�!Z��-:<� � :[-9� �0� - !�7 � !/-9F � �,+?7 H � �>:<�-�
� ! #-!/-�:.- :[-9
 �>3-
 �>/-?0�
�
/ � !�1<1
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��

ui(xj) = δij, 1 ≤ i, j ≤ N
vk(xj) = 0, 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ k ≤ Q

pk(x) =
∑N

j=1 uj(x)pk(xj), 1 ≤ k ≤ Q

sf,X(x) =
∑N

j=1 uj(x)f(xj), 1 ≤ j ≤ N.

F � �,+?1*H

����� � � ����� 
�� ��� �&� ���,� �#��
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 � ?-
 #"!C� :<�'�0-&��� ���-� - :'- � ��7 F � � 
 HMZ��-��� � �-�)
�:;5�� �8� �"!C�-/ - :;/-�
5C!�
 :;�>-�� 2 �F- � !��0/"!�
�/ 3 �

 ��?-
�#-!C� :<�'� �-��� !C� :<�'�*�>���-:[-�7 � !��Y-

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
αX + ∆αX

βX + ∆βX

)
=

(
fX + ∆fX

0

)
.

F � �,+ 
 H

�>?0#0� 
�!�����:;�-5 F � � 
 H �	
 �'7 F � �,+ 
 H 5':,5'�>-
(

AX, Φ PX

P T
X 0

)(
∆αX

∆βX

)
=

(
∆fX

0

)
.

F � � � @*H

3 �-:.- :;7A3-1;:<�>-

P T
X∆αX = 0,

∆αT
XAX, Φ∆αX = ∆αT

X∆fX .
,.� /-�
�-�C� �

FαX
(AX, Φ) =

αT
XAX, ΦαX

αT
XαX

,

LX = {αX ∈ Ω \ {0} | P T
XαX = 0}.

F � � � + H
, : � � � �-:.- �-��� !C� :<�'� Z ��� !C�=/0� !"�-�

λmin(AΦ,X) = inf
α∈LX

FαX
(AX, Φ),

�>:<�-�
� ���-�7% ?"!�/-
�!C� :<���	�'
 7
αT

XAX, ΦαX
:[-M3 ��- :<� :,5'� ���

LX
# �
�
!�?0- �

AΦ,X
:[- ���'� �

/-: � :<�'�"!�1<1.: 3 ��-�: � :.5���/-� !-�-:<��� �-� �0�
� �	
��'7 9 ��7 7 ! � �DE Z ���"! 5'�

λmin(AΦ,X) > 0.
3 � ?0- Z � �
!�� 5�:.5'�
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‖∆αX‖2 ≤
1

λmin(AX, Φ)
‖∆fX‖2.

����� �J	�� �"
��'7 � �-�<- :'- � ��7H- F � � 
 H !��0/AF � � � @*H��'Z ��5'���

(∆αX)T AX, Φ(∆αX) = (∆αX)T (∆fX).

O ��Z ���-��$C�

��0�
1
Φ

:[-��
���-/-:<��:;�'�-!�1;1,:W3 ��-�: � :.5���/-��!"�-: � � �0!��-/
∆αX

:.- :;�
LX

� 3 �-���
�	
 �'7 �'?0
 /-� !"�0:<� :<�'� ���

λmin(AΦ,X)
Z �<-��������"!C�

0 < λmin(AΦ,X)‖∆αX‖2
2 ≤ ∆αT

XAΦ,X∆αX = (∆αX)T (∆fX)

�-��1;/0-���3 �-:[-�:;7A3-1<:;�>-�� �-��!/- -���
 � :<�'� �
�

����� � � 	 �"
 �1�-� �&�������5�"
�� ��
 � ������� � � �1
 � ���-�
3 �-�<- :'- � ��7H- F � � 
 H !��0/�F � �.+ @ H �"! 5'��� �0��7 !C��
�:,R

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)

���YZ��-:;� � ZA� �'�01.: $ �-�?Z � �"! � � �0� ?0303 �

41;�(� ��3-!�
 � /-� !"�0�>-�! 3 ��- :<��:.5'��/-��!"�-:<���A�	�'
 7
�'� ! - ?-#0- 3"!��
�C��3 �-�&�	?01;1"7 !C� 
 :,R : � - �
1<� �"!/-��-�)!/303"!C
��
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 ��3 �
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�
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 -���7 !C��
�: R

(
BX, Φ QX,Φ

QT
X,Φ CX,Φ

)

Z��-��
��
BX, Φ

:.-
N × N

�
QX,Φ

:[-
Q × N

� !��0/
CX,Φ

:.-
Q × Q

��# �&� �-:.- 3 �':;���&:<�
:.- !�� :<� ���

 �>- ��:;�-5,% ?-��- ��:;�'� ��� !/-�$ Z��-:;� � 7 !C� 
 :;���>- !C��� ?-!�1;1,: /-�>3 �
�-/ �'�

Φ
�&�"�'
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- ���
7 �0Z ��5'���

(
αX

βX

)
=

(
BX, Φ QX,Φ

QT
X,Φ CX,Φ

)(
fX

0

)

3 �-:.- - :
- ���
7 !�1<1;�?Z - ?0-�� �6�"! 5'� � �0��� % ?"!C� :<�'�0-

αX = BX, ΦfX

F � � �'� H

βX = QT
X,ΦfX
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(

IN 0
0 IQ

)
=

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
BX, Φ QX,Φ

QT
X,Φ CX,Φ

)

=

(
AX, ΦBX, Φ + PXQT

X,Φ AX, ΦQX,Φ + PXCX,Φ

P T
XBX, Φ PXQX,Φ

)
.

3 � ?0- Z ��!�
 
�:,5'��!C�

AX, ΦBX, Φ + PXQT
X,Φ = IN

F � � � 7*H

AX, ΦQX,Φ + PXCX,Φ = 0
F � � � B H

P T
XBX, Φ = 0

F � � � E H

P T
XQX,Φ = IQ.

F � � � @*H
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fX
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��'7 � �0� 
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αT

X

�	
 �'7
���-� 1;��� �M-�:;/0����3 �-�
� Z � 5'�(�

αT
XAX, ΦBX, ΦfX = αT

XfX − αT
XPXQT

X,ΦfX .
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� � �0� 5C!�1;?0�)���
BX, ΦfX

�	
 �'7 F � � �'� H�!��-/ ?0-��
P T

XαX = 0
� 3 �0�
�

ZA� 5'��� ! �-:;��� ��% ?"!C��:;�'�

αT
XAX, ΦαX = fT

XBX, ΦfX .
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B�� '�� !;'��+%1���
BX, Φ
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Φ
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fT

XBX, ΦfX ≥ 0
�	�'
 !�1;1

fX ∈ Rd �
�
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��0�
1 ��� � �-� 7 !C� 
 :,R
BX, Φ

�
!�� # � /-�(� ��
�7 :;�-��/ �

� b����J���'& �1"G�=T
fT

XBX, ΦfX

� # �.��%K6 � / '�� )"6.��� � � / �2'�� ���-3�� 6.%
fX

� # ' ���-3�� 6.% 6 /
�.'�� 0��-#�6 /;' M 6.� � �46.! �+'��T6.�

X
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m
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sf,X

� # ' M 6.� � �46.! �+'���6 / 6.%()2��% '�� !"6 #��
m
3



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 � @

����� �J	�� 9 �(�
fT

XBX, ΦfX = 0
��#�5�!C:;�*��ZA� ?0- � ���-:[-

fX
!C�-/ - �'1.5�� � �-�A- :
- ���
7

F � � 
 H Z�: � � : � ��� 5'�(� ! �
��� ' �
:<�
��� 5��
�����'

αX
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αT
XAX, ΦαX = 0,

!��-/ -�:<�-�
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Φ
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αX = 0
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PXβX = fX
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αX = 0.

�>:;�0�
� F � � � �=H&�-��1;/0- ��ZA�95'��� � �-� 
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 �U3 �/-�:��

��:.5'�C�
3 �-� - :
- ���
7 F � � 
 H&�
!�?0-���-

αX = BX,ΦfX
� � - !C��:[- � :

P T
XαX = 0

�	�'
 ��5��

 :
fX ∈

Rd � 3 �"!C�)7 �
!��0-��4:<��79?0- �W-�!C� :.- � :
P T

XBX,ΦfX = 0
�	�'
)!�1;1

fX ∈ Rd ��Z��-:<� � :[-
� %�?0:.5C!�1;������� � ���-�9���'�-/-: � :;���

P T
XBX,Φ = 0

��3 �-� - :�7 7 �(� 
 : ���
BX,Φ

:�:;��1;/0-&� �-�
�-� Z ���'�-/-: � :;���

BX,ΦPX = 0
!/- -����
:;!C� ��/ ��� � �-� 7 !C� 
 :,R

BX,Φ

� 3 �-:.-�:[- !��0��� �-��
UZ ! : �C� � RY30
��>- -�:<�-5�F � � � E�H��'

�'�0��/0:;
�������:;�'� ���43 �-���'
���7 � �.+
B0�
� �
&)�Y�aI (

!*H , : � � ! �-��� ! � :;��� � � # ���
�'7 � # ��� � �

�$��0��Z�� :<� � �0�9�-� R�� � �"!c30� ��
�� ZA�9� !C�
/0�>-���
�:<# � ���-� +����-�

 5/: . ����!�� :;��� ��
43 �'12!C� �

sf,X
- �'1.5�:<�-5 � �-� - :
- � ��7 F � � 
 H

!c-
‖sf,X‖2

Φ := αT
XAX,ΦαX .

3 �-:[- :.-9
���12!C���
/ � � ���-� 7 !C��
�: R
BX,Φ

:<� � �-�
�	��1;1;�?Z�:<�-5 Z ! :'��, � �"! 5'�

‖sf,X‖
2
Φ = αT

XAX,ΦαX = αT
XfX

/0?-� ���
PXαX = 0

� 2 �MZA� 79?-1 � :.3-1.: � �-� ��% ?"!C��:;�'� F � � �'� H�#=:
fT

X

��Z � 5'���

fT
XαX = fT

XBX,ΦfX

��3 � ?0-

‖sf,X‖
2
Φ = fT

XBX,ΦfX

5��
�-��
 !�1<:[P
��- � �-� �'#=5�:;��?0-�:;/-��� ��:<�;:

‖sf,X‖
2
Φ := αT

XAX,ΦαX = fT
X(AX,Φ)−1fX

Z��0:;� �=�-�'1;/Y- :;� � !/- �
m = 0

�



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 � +

# H 2 ��ZA�)79?01<� :.3-1.: F � � � 7 H �	
��'7 � �-� 1<��� �MZ�: � �
BT

X,Φ

�YZA�)5����

BT
X,ΦAX,ΦBX,Φ + BT

X,ΦPXQT
X,Φ = BT

X,Φ.

2 ��ZA�)�-�?Z ?0-�� F � � � E�H��0���-�
�

BT
X,ΦAX,ΦBX,Φ = BT

X,Φ.

� H 2 ��ZA�)79?01<� :.3-1.: F � � � B*H �	
��'7 � �-� 1<��� �MZ�: � �
BT

X,Φ

�YZA�)5����

BT
X,ΦAX,ΦQX,Φ + BT

X,ΦPXCX,Φ = 0.

4 -�:<�-5 F � � � E�H !�5'!�:;�*�
Z � 5'�(�

BT
X,ΦAX,ΦQX,Φ = 0.

F � � � 1*H

/ H 2 ��ZA�)79?01<� :.3-1.: F � � � B*H �	
��'7 � �-� 1<��� �MZ�: � �
QT

X,Φ

�0ZA� 5'���

QT
X,ΦAX,ΦQX,Φ + QT

X,ΦPXCX,Φ = 0

4 -�:<�-5 F � � � @ H �0Z � 5'�(�

CX,Φ = QT
X,ΦAX,ΦQX,Φ.

F � � ��
 H

# � ���-:[-�3 ��:;����� � �-��
�� :[-4�-��:;�0/-:;�
!C� :<�'�����"!C� !��=:9���"���-�M-�?0#-7 ! � 
�:<�
��- ���"� �0� :;�=5'��
4- �
/-���>-��-�C��/-�>3 �
�-/ �'�

Φ
�

� :<�"!�1<1.:/�cZ � 1;���'$ !C��� �-� 3-
 �'#-1;��7 ��� :<� ���

 3 �'1;!C� :<�'� :;� 9 !�5'
 !C�-5'� �	�'
�7 #=: �
��7H3 ���
�-����� - ����� �-� 5��
�����'


UX(x)
5':.5��
� Z�:<��� � �-� - :'- � ��7 F � �,+ @*H �),.�9� !�$C�6���-� - !C7 �

�-�C� !C��:;�'� ��� � �0��:<�=5'�

 -���7 ! � 
�: R � 3 �-�
� ZA�)5'�(�

(
UX(x)
VX(x)

)
=

(
BX,Φ QX,Φ

QT
X,Φ CX,Φ

)(
ΦX(x)
p(x)

)
.

3 � ?0- �

UX(x) = BX,ΦΦX(x) + QX,Φp(x)
F � �87'@*H

VX(x) = QT
X,ΦΦX(x) + CX,Φp(x).

F � �87Y+ H



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 �'�

O ��Z ZA� ?0-��9F � � � 7 H�!C�-/ 79?-1 � :[301.: : ���	
���7 ���-� 1;�(� � Z�: � �
UX(x)T !��-/ �	
 �'7 � �-�


 :;5'���MZ�: � �
ΦX(y)

��3 �-�
� Z � 5'�(�

UX(x)T AX,ΦBX,ΦΦX(y) + UX(x)T PXQT
X,ΦΦX(y) = UX(x)T ΦX(y).

2 ��Z ��?0- �"F � �87'@*H !��-/AF � �.+ E=H��0ZA� 5'���

UX(x)T AX,ΦUX(y)−UX(x)T AX,ΦQX,Φp(y)+pT (x)QT
X,ΦΦX(y) = UX(x)T ΦX(y).

2 ��Z ��
���3-12!C�
� � �0�<5C!�1<?-�����
UT

X(x)
�	
 �'7 F � � 7�@ H Z � 5'�(�

UX(x)T AX,ΦUX(y) − UX(x)T AX,ΦQX,Φp(y) + pT (x)QT
X,ΦΦX(y)

= ΦT
X(x)BX,ΦΦX(y) + pT (x)QT

X,Φp(y).
+&�
�-��� �

UX(x)T AX,ΦUX(y) = ΦT
X(x)BX,ΦΦX(y)

+UX(x)T AX,ΦQX,Φp(y).

F � �87 � H

3 �-:.-�:[- - � :;1<1S- �'7 � Z��"!C� ?-�Y- :�7 7 ����
�:<� � #-?0� ZA� � !�� :;�Y-��

 � F � �87'@�H�:;��� � � �0� !"�"!�1
���

�7 !�5�!�:<�*�0?0- � F � � � 1*H !��0/�F � � � 
 H � � !�
 
�:.5�� !C�&! - :�7 7 ����
�:<� $���
��-��1

UX(x)T AX,ΦUX(y) = ΦT
X(x)BX,ΦΦX(y)

+p(x)T CX,Φp(y)
Z��-:<� � 7 :;5�� � # � ZA�'
 ��� :<��5��>- � :;5'!C� :<�-5-�

����� � ���&��� �,� � � � � ���#� ��� ��� �
+&�

�� ZA� Z !C� � ��� /-�

 :.5�� -��'7 � 3-
 ��3 ��
 ��:;�>- �C�&���-� -43-!�� ��� -43"!����>- -43-!��-�-��/ #=:
���-� 9 !�5'
�!��-5'��#"!/- :[- �	?0�-����:;�'�

UX(x)
!��-/ � �0� �
��7H3-1<�
7 �
��� !C
 : 5'����� ��


VX(x)
���

�	?-�0��� :<�'�0-��
# - # ���	�'
 � � 1;���

Φ
# �.! ���'�-/-: � :;���"!�1;1,: 3 �/-�:<��:.5�� /-� !"�0:<� � �	?0�-����:;�'� �'�

Ω
���

�'
 /-�


m
� !��0/ 1<���

Pd
m

� �0� - 3"!���� ���
d
� 5C!�
 :2!C���M3 �'1.:��-�'7 :2!C1[- ��� ��
�/-��
�?Y3 ���

m
Z�:<���

/-:<7 ���0-�:<�'�
Q

���"?-
 � �-��
�7 �'
����
ZA��$����>3 �'?0
 - � !��-/"!C
�/ �=:
3 �����-�>- :[- 
 �
1;!C� :<�-5
m

!��0/

X
!/- - � !C� ��/ ! � � �

���
 ��3 �/-�:<��:;�'� � � @0�

,.� /-� !"�0��- �'7 ��1<:;�-�
!�
M- 3"!��
��- #=: �

U∗ =
-43-!��

{u1 . . . , uN}
Z�:<� � /-:;7

U∗ = N

V ∗ =
-43-!��

{v1 . . . , vQ}
Z�: � � /0:;7

V ∗ ≤ Q

P ∗ =
-43-!��

{p1 . . . , pQ}
Z�:<� � /-:;7

P ∗ = Q

W ∗ =
-43-!��

{Φ(x1, ·), . . . , Φ(xN , ·)}
Z�:<��� /-:<7

W ∗ ≤ N.



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 � 7

3 �-�&!"
4- � /-:<7 ���0-�:<�'� � % ?"!C� :<�'� /-:;7
U∗ = N

�	�'1;1<��Z - �	
 �'7 � �-�)1;:;�0� !�
�:;�0/-�>3 �
� �
/-���-�
�)��� 9 !�5'
�!��-5'� #"!c-��>- ��Z��-:<1;� /0:;7

P ∗ = Q
:[-�� 
 ?-��#�:=/-��!"�-: � :;��� � � ?-
&5'��!�1

�-��
�� :[- ��� 3-
��?5'�
U∗ + V ∗ = W ∗ + P ∗

!��0/ :<� :[- �=:
3 ��� �-��-�:.P
�
/ � �-!C� ���-� /-:<7 ���0-�:<�'� �������"!C� - 3"!���� :[-
N + Q

� 3 �-:.-
% ?-��- � :<�'�=:[- �-���&!C/-/-
���-4- �
/ :<� � �-��1<:<� ��
 !C��?-
��C� 2 �=� !/- �

m = 0
ZA�)�"! 5��

U∗ = W ∗

Z�: � � /-:;7 �
�0- :;�'�
N

!��-/ � �-��
��&:[-��-�����-:;�-5 � �)/-�-� 3 � ?0- Z ��!/-4- ?-7 �
m > 0

:;�6� �-:.-
- �
����:;�'� �

�"�'
��"!��0/-1;:<�-5 � �-� !�/-/-: � :;���"!�1 ���'�-/-: � :;��� �	��
 3 ��-�: � :,5'� �'
�/0�


m
�%ZA� /-��!"�-�

LX

!/-
:<�AF � � � + H #=:

LX = {α ∈ RN |
N∑

i=1

αip(xi) = 0
�	�'
�!�1<1

p ∈ Pd
m}.

F � �87�7*H

, : � � � �-��-�� �0��� :<�'�0-)!��-/ �=:
3 ��� �-��-���-����'�-� � !C� /-��!"�-� ���-� :;��� ��
43 �'12!C��:;�'� - 3"!��
�
!/-

S∗ = Pd
m +

{
N∑

j=1

αjΦ(xj, ·) | α ∈ LX

}
F � �87�B H

!��0/ - �'7 ��7 !/3030:;�-5�- #�:

T : f 7→ (f(x1) . . . , f(xN))

I1 : Tf 7→
N∑

j=1

uj(·)f(xj)

I2 : Tf 7→
N∑

j=1

αjΦ(xj, ·) +

Q∑

k=1

βkpk(·)
F � �87�E H

Z��-��
��
α ∈ LX

!C�-/
β ∈ Rd !�
���-��'1<?0� :<�'� 5'�
�(� �'
 -����4� �-� - :
- ���
7 F � � 1*HMZ��-��� Z �


 �>3-1;!��
�
fX

#�:
T (f)

���-�

 ����3 �-�
� � �0��7 !/3030:;�-5�- �"! 5'� � �-� /-�'7 !�:<�0- !��-/ 
�!��-5'��-

I1 : RN → U∗

I2 : RN → S∗.

_ �
& &)� �1"K�
��� � ' ' ���
I1 = I2

3



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 � B

����� �J	�� 2 ��:[- �
!/- : ��� - � !C
 � Z�:<��� ���-� /-� !-�-:<��:;�'� ��� � �0��7 !/3
I2

�

I2(Tf) =
N∑

j=1

αjΦX(·, xj) +

Q∑

k=1

βkpk(·)

= αT
XΦX(·) + βT

Xp(·)

=

(
αX

βX

)T (
ΦX(·)
p(·)

)

=

(
αX

βX

)T

ÃΦ,X

(
UX(·)
VX(·)

)

=
(

αT
XAΦ,X + βT

XP T
X , αT

XPX

)( UX(·)
VX(·)

)

= (αT
XAΦ,X + βT

XP T
X)UX(·) + αT

XPXVX(·)

= (αT
XAΦ,X + βT

XP T
X)UX(·)

= fT
XUX(·)

=
N∑

j=1

uj(·)f(xj)

= I1(Tf).

�

_ �
& &)� �1"K� ��� '�� !;' M #
I1

'�� )
I2

'�%K� � # 6.!"6.% M '2� #�! #
RN → U∗ '�� )

RN →
S∗ = U∗ 3
����� �J	�� ,.� !"
 - � 3-
 �?5'�9� �-!C� � �0�97 !c3

I1

:.-�:;� E �
����:.5���� 2 �
I1(Tf) = 0

��Z � ?0- �
���-�W9 !�5'
�!��-5'�<3-
 ��3 �

 �;:

uj(xk) = δjk

� � 5'���
I1(Tf)(xj) = f(xj) = 0

�	�'
&!�1<1
j
�

����?Y-
Tf = 0

��X �'�0- ��% ?-�
����1.:/� !�1.-��
I2

:.-�:;� E �
����:.5����&�"?-
 ���-�

 7 �'
 � � � �-�97 !/3030:;�-5
I1

�
1<� !�
 1.: :.- - ?-
$E ����� :,5'���"!�5�!�:<� /0?-� ���)� �0�U9 !�5'
�!��-5'� 3-
��/3 ��
 �;:'��3 � ?0- # ����� 7 !/30-
!�
 � :[-���7 �'
 3-�-:.-�7A- # �(�;Z ���
�

RN !��-/
U∗ ⊆ S∗ �"����
����-��-�?-
�E �
����:.5�:<�;: ���

I2

��� !�$��
- �'7 �

s
:;�

S∗ !��0/.:<� ���

 3 �'1;!C� � : � -U5C!�1<?-�>-
fX := T (s)

?0- :;�-5 � �0�A- :
- � ��7 F � � 1 H(�
�>:<�-�
� :<� ���

 3 �'1;!C� :<�'� :.-6?-�-: % ?-��� ZA�=5'���

s(x) = ss,X(x)
�	�'
6!�1<1

x ∈ Ω
� 3 �0�
�

s(x) = I2(fX)(x) = I1(T (s))(x) = s(x)
�	�'
 !�1<1

x ∈ Ω
�"!��0/

s
:.- :;� � �-��
�!��-5'� �C�

I1

!��0/
I2

��� :;�-!�1;1,:/� � �-:.- 3-
��?5'��-
U∗ = S∗ �

�



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 � E

� �J����"G"#�0� � �#"G� ] � � ' ' ���

)���!
S∗ = N =

)���!
U∗.

_ �
& &)� �1"K� * � � ' ' ���
)���!

LX = N − Q.
����� �J	�� �"
��'7 � �-� 7 !/3

P T
X : RN → RQ ZA� �
�'�0�
1;?0/-�

N =
/-:<7

RN =
/-:;7

kern(P T
X) +

/-:;7
P T

X(RQ).

�>:<�-�
� ��?-
 5'�
�0�

 !C1�!/-4- ?-7H3>� :;���0-9�	�'1;1<�?Z�:;�-5 ��
 ��3 ��-�: � :;��� � �8@ :<7H301.:.
 !��-$
PX =

Q ≤ N
�0ZA�)�"! 5�� /-:;7

(P T
X(RQ)) = Q

��+ ���-�
�

/-:;7
kern(P T

X) =
/-:;7

LX = N − Q.

�

� b����J���'& �1"G� d � � ' ' ���

U∗ + V ∗ = W ∗ + P ∗

����� �J	�� , �61<�>�'$ !C�����-� - :
- ���
7 F � �,+ @�H(� �>:<�-�
� � �0�6�	?01;1 7 !C� 
 :,R
ÃΦ,X

:.-��-�'� �
- :;�-5'?012!�
 F :<�=5'�

 � :<#-1;� H�� � �-��� � �-�A-43-!��
� ���"!C�):[-�-43"!C�-�-�
/ #�: � �0� ���'7H3 �'�-����� - �C�

UX(x)
!��0/

VX(x)
� % ?"!�1[- ���-�U- 3"!��
� ���"!C� :.-M-43-!��-�-��/=#=:

ΦX(x)
!��-/

p(x)
��3 �-:.-

7 � !��Y-
U∗ + V ∗ = W ∗ + P ∗.

�

3 �-� �-� R�� - � �>3 ZA�'?-1;/=# � � �A3-
��?5'�����"!C�

/-:;7
(U∗ + V ∗) =

/-:<7
(W ∗ + P ∗) = N + Q.

3 �-:.-A:.-��-����� !/- :/�># ��� !�?0- ��: �A
 ��% ?-:<
��>-A!<3-
������ ���"!C���	?-�-�(� :;���0-�:;�
W ∗ !�
��&1;:<�-� !C
�1.:

:<�-/-�>3 �
�0/-�
��� !��-/ ���-� -�?07 :;�
W ∗ + P ∗ :[-9/0:;
������
� 2 �9:[- !�� �/3 ��� 3-
��'#01;�
7 � �

3-
 �?5'� � �-:.- :;� 5'�
�0�

 !C1 �

3 � �
�-/ ���-:[- � �-!/30� ��
���ZA� 5':.5��6! 3"!�
 ��:2!�1�3-
 �>����:<� � !/- �6����� 
�!��0-�1;!C� :<�'� � :;�=5C!�
�:;!����
�"�'?-
 :;��
8� ��
 !��Y- �	�'
 7 !�#01;�&$��

 �-�
1.-
�



������� ������� 

� ��������� ��� � ������� �T� ����� ��� 
 � @

2 � 3"!�
 ��:;��?-12!�
 �0�'?0
 !-
4- �&5'�'!�1 :[- ��� 3-
��?5'� � �-!C� /-:<7
W ∗ = N

��3 �-:.-�
���% ?-:<
���-
��� 30
��?5'� � �"! �=���-� �	?-�-�(� :;���0-
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Φ : Rd × Rd 7→ R
5�:;!

Φ(x, y) = φ(‖x − y‖2)
�	�'
�!C1;1

(x, y) ∈ Rd × Rd
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� �! ��� ��� � � �#".��L . 6.%

f ∈ L1

'�� )
ω ∈ Rd � � )2�$���4������# . 6.0 %1�7��%R�+%('�� #$/ 6.%1! , �

f̂(x) = (2π)−d/2

∫

Rd

f(ω)e−ixT ωdω

�R� ) � � )2�$���4���2'��J��� ����%K# � . 6.02%��7��% �+%('�� #$/ 6.%1! , �

f̌(x) = (2π)−d/2

∫

Rd

f(ω)eixT ωdω.
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m ∈ N0

�('���# ��� 6 / '����4/10 �43��+�76.� #
γ ∈ S

� '2�73 'A#N'��5� / �
γ(ω) = o(‖ω‖m

2 )
/ 6.%

‖ω‖2 → 0
� ����� ,�� )2���46.��� )�, � Sm

3 � 3+���
Sm = {γ ∈ S | γ(ω) = o(‖ω‖m

2 ),
/ 6.%J'����

‖ω‖2 → 0}.
O ��Z Z � 5':,5'��� �0:[- � �0�
�'
 �
7

� b����J���'& �1".�J�
	 ���
φ : R+ 7→ R

,���' 02�����.'�%1�+'�� � %K� '�� L �.'�� 0 � ) /102�43��5�76.�G0*# � )
'.#?'�# � ! !"���+%1�73 ) 3-6.� )����5�76.� '���� � 0 M 6 #����+�����?)2�$��������� ! 02� �5���.'�%1�+'���� /10 �43��+�76.�

Φ :

Rd × Rd 7→ R
� �+'

Φ(x, y) = φ(‖x − y‖2)
/ 6.% '����

(x, y) ∈ Rd × Rd #�0�3 '9�(' '��
φ̂� � � #���#	3 � '���� �2'�� /10 �43��+�76.� #

Φ(x1, .), . . . , Φ(xN , .)
'�%K�&� ���4� '�%1� � ��� )2� M ��� )2������6.�

Rd 3
����� �J	�� 9 ���

{α1, . . . , αN} ∈ RN # �<-�?0� � � �-!C�

N∑

j=1

αjΦ(xj, .) = 0

!��0/ ZA�<Z�:;1;1�3-
��?5������"!C�
αj = 0

�	�'
�!�1<1
1 ≤ j ≤ N

��, ��� �0�
�=�"! 5'�

0 =

N∑

j=1

αjΦ(xj , ω) =

N∑

j=1

αjφ(‖xj − ω‖2)
�	�'
�!�1;1

ω ∈ Rd.
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γ ∈ S ∩ C∞

0 (Rd \ {0})
�YZA�)�-!?5��

0 =

∫

Rd

N∑

j=1

αjφ(‖ω − xj‖2)γ̂(ω)dω.

3 �-���

0̂ = 0 =

∫

Rd

φ̂(‖.‖2)(ω)γ(ω)

N∑

j=1

αje
−iωT xjdω

- :;�-���
γ

:[- :<�
C∞

0 (Rd \ {0})
��3 �-���FZA� 5'�����	�'
�!�1<1

ω 6= 0

φ̂(‖.‖2)(ω)

N∑

j=1

αje
−iωT xj = 0.

�>:<�-�
�
φ̂(‖.‖2) > 0

F # �
�
!�?0- �
Φ

:[- F	�
�'�-/0:<� :<�'�"!�1<1.: H!3 ��- :<��:.5'��/0� !"�-: � � H��0���-�
�

�	��
�!�1;1
ω ∈ Rd :

N∑

j=1

αje
−iωT xj = 0.

) ?>� -�:<�-�
� ���-�
e−iωT xj
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 1.: :<�-/-�>3 �
�0/-�
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 !��=: ��3 �
� - ����� ZA� 5'���

αj = 0
�

�O ��Z ZA� Z !���� � �W30
��?5'�����"!C�A� �-�U- ?-7 ���
W ∗ !��-/

P ∗ :.- /-:<
��
�(� � �"�'
�� �-!C� ZA��?0-��
���-:[- 1<�
7 7 !0�

_ �
& &)� �1"[�JB
	 ���
p

,��"' M 6.� � �46.! �+'�� 6 /")2�7O�%K�;� �-#-#;�2' '��
m
3 � '�����/ 6.% � ����% �

���-#�� /102�43��+�76.�
γ ∈ Sm

� � ' ' ���
∫

Rd

p(x)γ̂(x)dx = 0.

����� �J	�� 9 �(�)?Y-)!c-4-�?07 �6� �"! �
p

�-!/-�� �-� 
���3-
���-��
��� !C� :<�'�
p(x) =

∑
|η|<m aηx

η �
3 �-���

∫

Rd

p(x)γ̂(x)dx =
∑

|η|<m

aηi
−|η|

∫

Rd

(ix)η γ̂(x)dx

=
∑

|η|<m

aηi
−|η|

∫

Rd

D̂ηγ(x)dx

= (2π)d/2
∑

|η|<m

aηi
−|η|Dηγ(0)

= 0
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φ : R+ 7→ R

,�� '>02�����.'�%1�+'�� � %K� '�� L �.'�� 0 � )D/10 �43��+�76.�
0*# � )�'.# 'A# � ! !"���+%��73 ) 3-6.� )����+�76.� '���� � 0 M 6 #����5����� )2�$���������9! 02� �5���.'�%1�+'���� /102�43��+�76.�
Φ : Rd × Rd → R

� �+'
Φ(x, y) = φ(‖x − y‖2)

/ 6.%"'����
(x, y) ∈ Rd × Rd #�0�3 '

�(' '��
φ̂

� � � #���#	3 � '���� 02� )2��% �('�� M %K�-3-� )����2O��46.�7'��5�76.� & �2'��J#�02! 6 /
W ∗ '�� )

P ∗ � #
)���%K�-3�� 3
����� �J	�� , � E ?0- � 79?0- � 3-
��?5���� �"! � � �0� ∑N

j=1 αjΦ(·, xj)
:[-��-��5��

�! 3 �'1,:>�0�'7 :;!�1 �

�"�'
 ���"!C���'Z �<-�?Y303 �/-�� � �"!C� ZA� �"! 5'�

N∑

j=1

αjΦ(·, xj) = p(·).

3 �-���=�	��
�!�1;1
ω ∈ Rd �0Z ���"! 5'�

N∑

j=1

αjφ(‖ω − xj‖2) = p(ω).

2 � ZA��� �-�>�/-�� !)���>- � �	?0�-����:;�'�
γ

:<� � �-� - 3"!����
Sm ∩C∞

0 (Rd \ {0})
��Z ��5���� �	�'
 !�1;1

ω ∈ Rd

∫

Rd

p(x)γ̂(x)dx =

∫

Rd

N∑

j=1

αjφ(‖x − xj‖2)γ̂(x)dx.

4 -�:;�05H9 ��7 7 ! � � � 7 �-���-:[-M5C!��-:.-��-��-���!��0/ ZA�)5����

0̂ = 0 =

∫

Rd

φ̂(‖.‖2)(ω)

N∑

j=1

αje
−iωT xjγ(ω)dω

- :;�-���
γ

:[- :<�
C∞

0 (Rd \ {0})
��3 �-���FZA� 5'�����	�'
�!�1<1

ω 6= 0

φ̂(‖.‖2)(ω)
N∑

j=1

αje
−iωT xj = 0,
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���- � ���4���-�<3-
�������3-
 �>���
�
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φ : R+ 7→ R
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Φ :

Rd × Rd → R
� �+'

Φ(x, y) = φ(‖x − y‖2)
/ 6.% '����

(x, y) ∈ Rd × Rd #�0�3 '9�(' '��
φ̂� � � #���#	3 � '���� 02� )2��% �2'�� M %K�-3-� )����2O;�46.�7'��+�76.� & � � ' ' ���

)���!
V ∗ = Q.

����� �J	�� �"
��'7 � � ��� !C�-/ � � � B �4�'�0� �-�?Z $ �-�?Z -�� �"!C� ���-�H- ?-7 ���
W ∗ !��-/

P ∗

:.-�/0:;
������
� +&�
�-��� � !c303-1.:�:<�-5 � �.+ 
 �4���-�65'���4- /-:;7
U∗ +

/-:;7
V ∗ =

/-:<7
W ∗ +/-:;7

P ∗ = N + Q
� ��:;�-��� /-:<7

U∗ = N
���-�
� Z � 5'�(� /-:<7

V ∗ = Q
�

�
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1.- !�
 �)�
!�1;1<�
/ � �-�
�46.%1!;'�� � �.� ) !��-/ � �-� � � ����� )2� )9$��

 �-�
1 � 3 �0� !"
 - ��� !c-��6:[-���1;��- �
1.: 
��
1;!C� ��/ � � � �-�
M 6�� ��%RP*��%1�4���U#A��� ���-� �-� R��&� �"!/3>� �

��

� �	� � � �,
 � ��� � �	� � � �"
 �,��
	� ��
 � �"
 � � � �&���-�
9 ���

Ω
# �<- �'7 � /-��7 !�:<� :;�

Rd �

� �! ��� ��� � � B#"G� 	 ���
H

,��"'9# M '23-�D6 /�/102�43��+�76.� #
f : Ω → R

3 � �")2�$���4� � b��
 !� �G��� � D ��"K� � ��� � � 	;� � 
 ��� � � �0"K(

δx

/ 6.%
f

'��
x ∈ Ω

, � δx(f) = f(x)
3 � '���� '����

δx

'�%K� ��� �2'�� '�� O2�N,N%('��73 )�0 '��4# M '23-�&6 /
H

/ 6.% '����
x ∈ Ω

3
7'@
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H

,���' ) %-� '�� 0 QR���S,���%1� /102�43��5�76.��# M '23-� 6�����%
Ω

� ���('�'��D�����4��%
M %K6N)�0�3��

(., .)H
& '�� );'.#-#�02!"���(' '�� '����

δx
/ 6.%

x ∈ Ω
'�%K� 3-6.���+����0 6.0*# & � 3+�	3��('�� � '�%K�

��� �2'��&� 6 M 6.� 6 O��73 '�� )�0 '�� # M '23-�
H∗ 3 � '���� & / 6.% '����

x ∈ Ω,
�('���%K�"� � � #���# ' 0 ��� �N0��

��� ��!"�����
k(x, ·) ∈ H

#�0 3 'D�2' '�� �2'���
 �>3-
 �>/0?-����:;�'� ��% ?"! � :;���

(f, k(x, ·))H = f(x) = δx(f)
/ 6.% '����

x ∈ Ω, f ∈ H
FK70�,+ H

'�6.�S).#	3
����� �J	�� 3 �0� �&:<�>-4P�
��>30
��>- �
��� ! � :;��� ���-�
��
��
7 �	�'
 +&:;1<# ��
 � -43"!����>-�5':,5'�>-A� �-��� R0:.-8�
���
�-���)!C�-/=���-� ?-�-:(%�?0�
�-��-4-&��� ���-���	?-�-����:;�'�

k(x, ·)
�

�

� �! ��� ��� � � B#".B
	 ���
H

,��D' %K� '�� Q����S,���%1�R# M '23-� 6 / /102�43��+�76.� #
f : Ω → R

3 �
/102�43��5�76.�

k : Ω × Ω → R
� # 3 '���� � ) ���� ���������
 �K�	� IJ��� � �
"B/ 6.%

H
� /

' 0
k(x, ·) ∈ H

/ 6.%J'����
x ∈ Ω

, 0
f(x) =

(
f, k(x, .)

)
H

/ 6.% '����
f ∈ H

'�� )
x ∈ Ω.

� QR���S,���%1� # M '23-� � ���(' ' %K� M %K6N)�0 3����2O
P*��%1�4��� � #>3 '���� � ) ' 
 �>3-
 �>/-?0�
:;�05 $��

 �-�
1
+&:;1;# �

 � -43-!��
� 3
� b����J���'& B1" T 	 ���

H
,��J' ) %K� '�� 0 QR���S,���%���/102�43��5�76.� # M '23-� 6�����%

Ω
� ���2' ';%K� M %K6.L

)�0�3����2O P*��%1�4���
k
3 � '���� �2'�� P*��%1�4��� ' '.# �('�� M %K6 M ��%1�5�7�-#

a. k(x, y) = (k(x, ·), k(y, ·))H

/ 6.%J'����
x, y ∈ Ω

b. k(x, y) = k(y, x)
/ 6.% '����

x, y ∈ Ω

c. k(x, x) = ‖k(x, ·)‖2
H ≥ 0

/ 6.% '����
x ∈ Ω

d. |k(x, y)| ≤
√

k(x, x)
√

k(y, y)
/ 6.%J'����

x, y ∈ Ω.
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���3-
���/-?-�(� :<�'� 3-
���3 �

 �;:?FK70�,+ H :<7H301;:;��-

(k(y, ·), k(x, ·))H = k(y, x)
�	�'
�!C1;1

x, y ∈ Ω,
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� !�1;1 !/-4- �
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H
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(
f, Φ1(x, .) − Φ2(x, .)

)
H

= 0
�	�'
�!�1<1

f ∈ H, x ∈ Ω.

2 ��ZA� - ���
f = Φ1(x, .)−Φ2(x, .)

� �-���<ZA��5'���
‖Φ1(x, .)−Φ2(x, .)‖2
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Φ1 = Φ2
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α1, . . . , αN
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N∑

i=1

N∑

j=1

αiαjk(xi, xj) =

N∑

i=1

N∑

j=1

αiαj(k(xi, ·), k(xj, ·))H

=

(
N∑

i=1

αik(xi, ·),
N∑

j=1

αjk(xj, ·)

)

H

= ‖
N∑

i=1

αik(xi, ·)‖
2
H

≥ 0 .
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N∑

i=1

N∑

j=1

αiαjk(xi, xj) = 0 = ‖
N∑

i=1

αik(xi, ·)‖
2
H .

3 � ?0- ZA� �"! 5�� ∑N
i=1 αik(xi, ·) = 0
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0 =

(
f,

N∑

i=1

αik(xi, ·)

)

H

=
N∑

i=1

αi(f, k(xi, ·))H

=

N∑

i=1

αif(xi)

=
N∑

i=1

αiδxi
(f)

�	�'
 !�1;1
f ∈ H
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k

� � � #��$#�0 ��� �N0���� � 3 � '���� �('�� 3-6 ��� 3��7������#
αj, βk

6 /�/102�43��+�76.� #&6 / �2'���/ 6.%1!

f(x) :=

M∑

j=1

αjk(x, xj), g(x) :=

N∑

k=1

βkk(x, yk)

'�%K� 02��� �N0 ��� � )2������%�! ���4� ) & '�� )�'�� �����4��% M %K6N)�0 3�� 3 '�� ,�� )2�$���4� )", �

(f, g) :=

M∑

j=1

N∑

k=1

αjβkk(xj, yk).
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	 3 	�0 '�6.�S).#	3 � /102�43��5�76.�
Φ

� ����� ,���3 '���� � ) 
�� � � � ��� � � ��"G"��  !�%( �
� ��� D � � �! ���#� � � ���2' %K�-# M �-3�����6

P & � /&�2'�� �N0 '*)�%('��5�73 / 6.%�! ��� )
	 3 	�0 & )2�$���4� ) 6.�
�('�� #�0 ,�# M '23-� 6 / ���-3���6.%-#

α
#N'��5� #$/ � ���2OD�2'�� '*,�6����&!"6.!"����� 3-6.� )����+�76.� & � # M 6 #����+�����

02��� �-#-#
α

� # �.��%-6 3
�"
���7 �-��
����'�*�"!��0/ ?-����:;1 � �0�����-/ �C�4���-� /-:[- -��

 � !C��:;�'� �-1;�(�

Φ : Ω × Ω → R
# ��!

���'�-/-: � :;���"!�1;1,: 3 ��-�: � :.5�� /-��!"�-:<����$���
��-��1 Z�:<� � 
 �>-43 �
�(��� �
P

� , ��
 �
7 !�
�$ � �"! � � �-�
���'�0-�:</-�

�!C� :<�'�0- :;� X �"!c30� ��
W+ 
���7 !�:<� ��
�?-�9: � ZA� ?0-�� ���-�6!�# �?5'�95'���-�

�!�1;:.P !C��:;�'� �
2 � !��"!�1<�'5/: ���&���-� 3-
 ��5�:;��?0-4� �-!/30� ��
4- �/Z � -��"!C1;1 !�1,Z ! :
- !/- -�?-7 ��:;��� ��
43 �'12!C��:;�'� - ���4-
X = {x1, . . . , xN}

��� ���'��� !�:<� !
P
� ?-�-:[- �'1.5��
��� -�?-#0- ����� : � ��� ���-�

 �):.- �0� �-�'�YP
�

 �

�	?-�0��� :<�'�
p ∈ P

Z��-:<� � 5C!��0:[-��0�>-&�'�=!�1;1 ���
X

�

3 �-� $C��: 3 �':;�����-�?Z :.- � � � !C$��"FK70� � H � �6/-��!"�-�)! -43"!����)�C�4�	?-�0��� :<�'�"!�1.-�!"
 - � �



������� ������� 
 � � ������� � � � �"��� � 
 � �&� � 
�� � ��� ��� � � ��
 7�@

� �! ��� ��� � � B#"G��L � � )2�$���4� �('���# M '23-� 6 / '���� � ���4� '�%�/10 �43��+�76.� '��U#
LP (Ω)

� ���('
����������#�0 M*M 6.%��T���

Ω
�(' '�� �.'���� # ' 6.�

P & � 3+���

LP (Ω) := {λα,X | λα,X(f) :=

N∑

j=1

αjf(xj), λα,X(P ) = {0}},
FK70�87*H

� '���%K� '�%C,N���5%('�% � ������� �9# ����#
X = {x1, . . . , xN} ⊆ Ω

'�� ) 3-6 ��� 3��7����� ���-3���6.%K#
α = {α1, . . . , αN} ∈ RN '�%-� '���� 6�� � ) � ���2'2��� �('�� )2�$�������5�76.� & M %-6�� �+)2� )"�(' '��T�2'�� �
#N'��+� #$/ � )�� 3 	 0 3
# �	?-�-�(� :;���"!�1

λα,X ∈ LP (Ω)
:[-�#�0 M*M 6.%1� � )A���)� �0� !"�0:<� � -�?0#0-��(�

X = {x1, . . . , xN}���
Ω
���"!/- � �0� 3-6 ��� 3��7������#

α ∈ RN !��-/ - !C��:[-3!-�>- FK70� � H � O ��� ��� �-!C�
N, α

!��-/
X�
!�� 5C!�
 : �	
 �
�
1,: ?-�-/0�

 � �-:.- �
�'�Y- � 
�!�:;���
�

�����% !�%( � ��� � � B1"G�J� 	 ���
Φ : Ω × Ω → R

,���'?3-6.� )����5�76.� '���� � M 6 #����+�����")2�$������� �
P*��%1�4��� � ���('9%K�-# M �-3��T��6

P
3 $ / � � )2�$���4� �2'�� ,N��� ���4� '�% / 6.%1!

(λα,X , λβ,Y )Φ := λx
α,Xλy

β,Y Φ(x, y) =
N∑

j=1

M∑

k=1

αjβkΦ(xj, yk)
FK70� B H

6.�
LP (Ω)

/ 6.%�'�%C,N���5%('�% � λα,X , λβ,Y
���

LP (Ω) & �2'����9�2'���# M '23-�
LP (Ω)

,��-3-6.!"�-#�'
M %K��L7QR���S,���%�� # M '23-�&���N02� M*M � ) � ���('9�2'��J�����4��% M %K6N)�0�3��

(., .)Φ
3

����� �J	�� ) : ��1;��7 ��� � !�
 : � !�1<�
?-1;!C� :<�'�0-��
�

,.� �
��?-1;/ 5'� ��� ! + :<1;# �

 �W-43-!��
� ���'7H301;����:;�'�.���
LP (Ω)

:;7 7 ��/-:2!C���
1,:/� #-?0� ZA�
3 ��- �43 ���-��� �-:.- - � ��3 ! 1<:<����1;� Z��-:;1<���

3 �-�<- 3"!��
�
LP (Ω)

:[-�! !"�-�<3-
 ��� + :;1<# ��
 � -43"!���� �"#-?>� : � �
��� � !�:;�Y- �	?-�-����:;�'�-!�1[- �0�-���
�	?-�0��� :<�'�0-�� , � Z !���� ! 30
���� + :<1;# �

 � - 3"!���� ��� �	?0�-����:;�'�0-�:;�Y- � �
!�/ � # � � !c- : Z ! :6� �
5'� �	
 �'7 �	?-�0��� :<�'�"!�1.- � �6�	?-�-�(� :<�'�0- :[- ���6/-� !"�0�

fλα,X
(·) := λz

α,XΦ(·, z) =
N∑

j=1

αjΦ(·, xj)
FK70�DE H

�	�'
�!C
�#-: � 
 !C
 : �	?0�-����:;�'�"!C1[-
λα,X ∈ LP (Ω)

� 3 �-:.-A�
!�� # � Z�
�: ��� ���A5�:;!�! 1;:<�-� !C
 7 !c3

SΦ : LP (Ω) → SΦ(LP (Ω))
λα,X 7→ fλα,X

(·) = λz
α,XΦ(·, z)

FK70�8@*H



������� ������� 
 � � ������� � � � �"��� � 
 � �&� � 
�� � ��� ��� � � ��
 7��

Z��-:<� ��:�:<�
1;/Y- �	?0�-����:;�'�0- �'�
Ω
Z��-:<� �)�-!?5�� 3 �':;��� � 5�!C1;?"!C��:;�'�Y-�� #-?0� ZA�A/-� �-��� $ �-�?Z

Z��-�(� �-��
)���-�H3 �':<� ��� 5�!C1;?"!C��:;�'�Y-UZ�:;1;1 ��?-
��.�'?0��� �=# � �
��� ��:;� ?-�'?Y- :;� �'?-
��	?0��?-
��
�"! � :.5��<-43"!������ 2 �F3"!�
 ��:;��?-12!�
 �03 �':;���&��5C!�1<?"!C� :<�'�0-�!�
 �)5��
�-��
 !�1<1.: �0�������'��� !�:<�-�
/=:;�

LP (Ω)
?-�-1;��-4-

P
:.-����-� P
��
���-43"!���� �>!��-/ � � ?0- ZA� 79?Y- ��# ���
!�
��(�	?-1-� ��!/30301.:W3 �':<� �

� 5�!C1;?"!C��:;�'�=�	?-�-�(� :;���"!�1[-�� �
fλα,X

� 2 �0- ��� !�/*��Z � - �-�'?-1</ !/303-1,: �	?0�-����:;�'�"!C1[-&����� �-�
�	�'
 7

λβ,Y ∈ LP (Ω)
���

fλα,X

:;� �'
�/0�

 � � 5'�(� � �-���	?-�-/-!�7 ����� !�1 :</-�
��� : �;:

λβ,Y (fλα,X
) = λβ,Y (SΦ(λα,X)) = (λβ,Y , λα,X)Φ

�	�'
�!�1<1
λα,X , λβ,Y ∈ LP (Ω).FK70�D� H

�>:<�-�
�<3 �':;���&��5C!�1<?"!C��:;�'�0- �0�
�
/ �-���&# �)���'��� :;� ?-��?0- :<� �
!/-������ �
�'�-/0:<� :<�'�"!�1<1.:A3 ��-8�
: � :.5�� $��

 �-�
1.-����S3 �/-�:<��:.5�����
�/-��
&F	�'
��"7 �'
�� 5'���-�

�!�1;1,:/�-�	�'
�� �0�)�
!/-��

P 6= {0}
H���ZA�

�-���
/ ! ZA�'
 $C!C
��'?-�0/=�	�'
 3 �':<� � ��5C!�1;?-!C� :<�'�0-
�

\ ( (>��&) ��� � � B1"G�'� . 6.% 6.02% ����������L )���!"��� #��76.� '�� # M '23-�
P

6 / /102�43��+�76.� #?6.�
Ω�('���%K�"� #D' � � � ) ������� � #�0 ,�# ���

Z = {z1, . . . , zQ}
6 /

Ω
'�� ) ' ) 	 ' O�%('��2O2� 0 ,-'.#�� #

p1, . . . , pQ

6 /
P

� '2�73 '�#N'��+� #$� �-#

p(·) = πP (p)(·) =

Q∑

j=1

pj(·)p(zj).

/ 6.%J'����
p ∈ P

'�� )
pi(zj) = δi,j

/ 6.% '����
1 ≤ i, j ≤ Q =

)���!
P.

�>?0� � !�- ���
Z = {z1, . . . , zQ} ⊆ Ω

:[-���� ���
� � !�1<1;�
/902��� # 6.� �������2/ 6.%
P

� , � !/- -�?-7 �
���-��!�# �?5����=:
3 ��� �-��-�:.-&�	
 �'7 �-�?Z �'� �

� �! ��� ��� � � B#"G�
B�� �>'�� � # M '23-�
H

6 /�/102�43��5�76.� # 6.�
Ω

� ��)2�$���4�"' M %K6 � �-3���6.%
πP : H → P

, �

(
πP (f)

)
(x) :=

Q∑

k=1

pk(x)f(zk)
/ 6.% '����

x ∈ Ω, f ∈ H.

� '����
f − πP (f)

'�� �T' � # �.'���� # '��-# 6.�
Z
3

� �! ��� ��� � � B#"G�=T�. 6.% � '23 '
x ∈ Ω

� ���
δ(x) ∈ LP (Ω)

,�� �2'�� /10 �43��+�76.� '�� )2�$���4� )
, �

δ(x)(f) :=
(
δx −

∑Q
k=1 pk(x)δzk

)
(f)

= f(x) − πP (f)(x)
/ 6.% '����

f ∈ H, x ∈ Ω.
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 � �&� � 
�� � ��� ��� � � ��
 7�1

3 �-:.-A:.-�!�5'��
 : ?0-��(�	?-1J5�!C
�:2! � :;��� ��� � �0� - � !��-/-!�
�/ 3 �':<� ��� 5�!C1;?"!C��:;�'�
δx

!C�
x
Z��-:<� �

:.- �-����:;�
LP (Ω)

Z��-:;1<�
δ(x)

:[-
� 2 � !�/-/0:<� :<�'�*�
Z � �"! 5'�

δ(zk)(f) = 0
�	�'
�!C1;1

zk ∈ Z, f ∈ H
FK70�81*H

# �
�
!�?0-��
pk(zj) = δj,k, 1 ≤ j, k ≤ Q

�

_ �
& &)� B1"K�
� ��� � . 6.%J'���� /102�43��+�76.� #
f

6.�
Ω

� � ' ' ���

f ∈ P ⇐⇒ δ(x)(f) = 0
/ 6.% '����

x ∈ Ω.

$�� �
P ∩ {fλα,X

: λα,X ∈ LP (Ω)} = {0}.
����� �J	�� ��� 3 �-:[-&�	�'1;1<�?Z - :<7 7 �
/-:;!C� ��1.: �	
��'7 # -4- ?-7H3>� :;��� 70�,+ � !��0/ ����!"�-:<��:;�'�
70�,+ B>�
$�� 9 �(�

fλα,X

# � !6�	?-�0��� :<�'� :;�
P ∩ {fλα,X

: λα,X ∈ LP (Ω)}
��3 �-�
�

fλα,X
∈ P → λα,X(fλα,X

) =

N∑

j=1

αjfλα,X
(xj) = 0

→
N∑

j=1

N∑

j=1

αjαkΦ(xk, xj) = 0

�'
 - :;�-���
λα,X ∈ LP (Ω)

�0ZA� �
�'�0�
1;?0/-�
λα,X = 0

��+ �
�0�
� �
fλα,X

= 0
�

�

O ��Z Z � �
!�� /0� !"�-� � �0��7 !/3

RΦ,Ω : LP (Ω) → RΦ,Ω(LP (Ω))

RΦ,Ω(λα,X)(x) =
(
λα,X , δ(x)

)
Φ

�	��
�!�1;1
x ∈ Ω , λα,X ∈ LP (Ω)

FK70� 
 H

Z��-��
�� �-�?Z
RΦ,Ω(LP (Ω))

:[- ! - 3"!������C� �	?0�-����:;�'�0- ���
Ω
5C!��0:[-��0:;�-5 :<� � �-� 3 �':;���4-

z1, . . . , zQ

�

� �"
��'7 � �-� � %�?-!C� :<�'�?FK70�D��H ZA��5����

_ �
& &)� B1"K� ��� '�� !;' M*M ���2O
RΦ,Ω

3 '�� ,��&� � M %K�-#-# � )�'.#

RΦ,Ω(λα,X)(x) = δ(x)

(
fλα,X

)
.
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O ��� �&� �"!C� Z � /0:[- ��:;�-5�?-:[- � # ���;ZA�
�
�
SΦ

��� FG70� @ HA!��-/
RΦ,Ω

� ) ��� � 7 !/30-A
���-�?-1 � :;�
�	?-�0��� :<�'�0- �'�

Ω
� ) ?0��?0- ?"!�1<1.:

RΦ,Ω(λα,X)(x) = δ(x)(fλα,X
) 6= δx(fλα,X

) = fλα,X
(x) = SΦ(λα,X)(x)

FK70�,+ @*H
?-�01;�>- -

P = {0}, Q = 0
� � �-��?-5'� # ����� -�:;/0�>-�!�
�� ZA�
1<1�� /0� !"�-��/ � 3 �-� 1;�(� �3� �-!��-/

- :;/-� ��� � �-:.- �-�'� � ��% ?"!C1;:<�;: Z�:<1;1�� R�� ���-/ � � ���-� ��1;��- ?-
�� �C�
RΦ,Ω(Lp(Ω))

�
Z��-:;1<� � �0�

 :;5'���3� �"!��-/ -�:</-� /-�>��- �-�C� � R>���
�-/ �
!/-�:<1.:�� 3 �-� 1<��� �3� �"!��-/ -�:</-� !�1.Z ! :'-�5C!��-:[- �-�>-
�'� � �0��3 �':<� �4-

z1, . . . , zQ
�0Z��-:<1;� � �0��
 :;5'���8� �"!��0/ - :;/-� /-���>-��-�C� �0�
�
��-4-�!�
�:<1.: �"! 5��

���-:[- 3-
 ��3 �

 �;:���+ �?Z � 5'��
�� # ����� -�:;/0�>-�/-:�� �

 ���-1.: #�:=!9�	?-�0��� :<�'� :;�
P

�

� b����J���'& B1"G� ] . 6.% '����
λα,X , λβ,Y ∈ LP (Ω)

� � ' ' ���&�2'�� /102� )*'�!"�����7'�� M %K6 M L
��%1� �

λβ,Y RΦ,Ω(λα,X) = (λα,X , λβ,Y )Φ = λβ,Y

(
fλα,X

)
.

����� �J	�� �"�'
 !�1<1
λα,X , λβ,Y ∈ LP (Ω)

ZA� ?0-�� 9 �
7 7 ! 70�,+?@9� �65'�(�

λβ,Y

(
RΦ,Ω(λα,X)(.)

)
= λβ,Y

(
δ(.)(fλα,X

)
)

= λβ,Y

(
fλα,X

(.)
)
− λβ,Y

(
πP (fλα,X

)(.)
)

= λβ,Y

( N∑

j=1

αjΦ(., xj)
)
− λβ,Y

(
πP (fλα,X

)(.)
)

=
M∑

i=1

N∑

j=1

αjβiΦ(yi, xj)

= (λα,X , λβ,Y )Φ

# �
�
!�?0-��
πP (fλα,X

) ∈ P
!��-/

λβ,Y ∈ LP (Ω)
�

�

O ��� � ���-�<-�:;7 :;1;!�
�: �;:6# �(�;Z ���
�GFG70�D� H !��-/=3 �-�
��
��
7 70�.+ �>�
� b����J���'& B1"G� * � '�� !;' M RΦ,Ω

� # ����� �-3��+�����&6.�
LP (Ω)

3
����� �J	�� 34!�$��

λα,X = λβ,Y ∈ LP (Ω)
:;� 3 �-���'
���7 70�.+ �9���65'���

λα,X

(
RΦ,Ω(λα,X)(.)

)
= ‖λα,X‖

2
Φ ≥ 0.

3 �-:.- 3-
��?5��>- ���-��!/-4- �

 � :;��� �
�



������� ������� 
 � � ������� � � � �"��� � 
 � �&� � 
�� � ��� ��� � � ��
 B�@

� �! ��� ��� � � B#"G� d � � 3 '�� )2�$���4� '�� �����4��% M %K6N)�0 3�� 6.� �2'��R# M '23-�
RΦ,Ω(LP (Ω)), �

(
RΦ,Ω(λα,X), RΦ,Ω(λβ,Y )

)
Φ

:= (λα,X , λβ,Y )Φ

/ 6.% '����
λα,X , λβ,Y ∈ LP (Ω)

� '2�73 ' �+0 %1� # �2'��T# M '23-�
RΦ,Ω(LP (Ω))

����� 6 ' M %K��L7Q����S,���%1� # M '23-� � '2�73 ' � # � # 6.!"���+%1�73
��6

LP (Ω)
� �+'

RΦ,Ω

3 $ � ,�6.�2'�# M '23-�-# � � 0*# �9�2'�� #N'�!"�9�46.�+�76.� / 6.%9�('�� �����4��%
M %K6N)�0�3�� 3
2 � 3 �-���'
���7H- 7>�.+ � ��70�,+?1 !��-/6:<� ��� !-�-:<��:;�'� 7>�.+ 
 : � :.-�!�1;1<�?Z ��/ � ��?0- �

SΦ,Ω

:<�0- ��� !�/
���

RΦ,Ω

��+&��ZA��5��

 �����-:[- 
��>3012!����
7 �
��� � !�:;1.-��	
 �'7 �-�?Z �'�*�># ��� !�?Y-�� �-�?Z ZA� Z !C� �
��� 5��6�	
 �'7 30
���� + :<1;# �

 �M-43"!����>-�� � + :<1;# �

 � -43"!C�
�>-&#=:=!�#0- � 
 !C���&�
�'7A3-1<��� :<�'� �

� �! ��� ��� � � B#".��L � '���3-6.! M � ���+�76.� #"6 / �('��;� � 6 M %-��L7QR���S,���%1� # M '23-�-#
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RΦ,Ω(LP (Ω))
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)2���46.��� )�, � RΦ,Ω
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δ(x) ∈ LP (Ω)
�	�'
 !�1;1

x ∈ Ω
� R�� ���-/ ���'��� :<��? �

��- 1.:�� �
LΦ,P (Ω)

Z�:<��� � �-� -�!�7 � �0��� !C��:;�'� ���"?-
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�7 �'
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��
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���6���-� �
1<��-�?-
 �>- � � :�:;��1;/

α(RΦ,Ω(β)) = (α, β)Φ

�	�'
�!�1<1
α, β ∈ LΦ,P (Ω).
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7 �
���
RΦ,Ω(β) ∈

RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
!/-�! �	?-�-����:;�'� 5�:2!

RΦ,Ω(β)(x) := δ(x)(RΦ,Ω(β)) = (δ(x), β)Φ

�	�'
�!�1<1
x ∈ Ω, β ∈ LΦ,P (Ω).FK70�,+ � H
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�
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
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Ω
Z��-:<� � 5C!��-:[- � �'�

Z
� 2 � - ?-� � ! �	?-�-�(� :;���

g ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
:.-�Z�
 :<�����
� !c-

g = RΦ,Ω(β)
Z�: � �

β ∈ LΦ,P (Ω)
�-� �-���

g(x) = δ(x)(β) = (δ(x), β)Φ = (RΦ,Ω(δ(x)), g)Φ

�	�'
�!�1;1
x ∈ Ω.
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Φ
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� �! ��� ��� � � B#".��� � '��J� '��+�����J# M '23-�J��6D'"# � ! !"���+%��73 P*��%1�4���
Φ

� '2�73 ' � #;3-6.� )���L
�+�76.� '���� ��M 6 #����5����� )2�$��������� 6.�

Ω
� ���('9%K�-# M �-3��T��6

P
� # )2�$���4� )�, �

NΦ(Ω) := RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)) + P.
FK70�,+ B H

_ �
& &)� B1"[�J��� '�� #�02!
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)) + P

6 / # M '23-�-#D6 / /102�43��+�76.� #96.�
Ω

� #
)���%K�-3�� 3
����� �J	�� #��=: �	?-�0��� :<�'�

p ∈ P
Z��-:<� � :[- !C1[-�� :;�

RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
79?Y- �M5C!��-:.-�� ���

Z
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�����	�'


P
�0� �0� �	?0�-����:;�'�

p
79?0- ��# �<P
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�

_ �
& &)� B1"[�JB . 6.%J'�����/102�43��5�76.� #
f ∈ NΦ(Ω)

� � ' ' ���

f − πP (f) ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)).

����� �J	�� 2 ��Z �<Z�
�: � �
f = g + p

Z�:<���
p ∈ P

!��-/
g ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))

�0ZA�&!-�-/

πP (f) = πP (g + p) = πP (g) + πP (p) = p = f − g,

!��0/ ��� ?0-
f − πP (f) = g ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))

�
�

� �! ��� ��� � � B#".�0T � '�� � '��5�����J# M '23-�
NΦ(Ω)

' '.#&'�# ��! ��L������4��% M %K6N)�0 3�� )2�$���4� )
'.#

(f, g)NΦ(Ω) := (R−1
Φ,Ω(f − πP (f)),R−1

Φ,Ω(g − πP (g)))Φ

/ 6.% '����
f, g ∈ NΦ(Ω),

(p, .)NΦ(Ω) := 0
/ 6.%J'����

p ∈ P.
����!"�-: � :;���F7>� � B6!C�-/ 9 ��7 7 ! 70� � 76!�1;1<��Z ?0- ��� ���0-�?0
�� � �"!C�

‖f‖NΦ(Ω) = ‖f − πP (f)‖Φ

�	�'
�!�1<1
f ∈ NΦ(Ω).
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‖f‖Φ
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f ∈ NΦ(Ω)
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Φ
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 B �

,.� ?0-���� �0��:.-��'7 ����
 : 3-
���3 �

 �;: ���
RΦ,Ω

��� 5����

(α, δ(x))Φ =
(
RΦ,Ω(α),RΦ,Ω(δ(x))

)
Φ

�	�'
�!�1;1
α ∈ LΦ,P (Ω), x ∈ Ω.

FK70�,+ E H

, : � � 9 ��7 7 ! 7>� � 7 Z � � !�� � !�$�� !�� !�
 #-:<��
 !�
 :
f ∈ NΦ(Ω)

!��-/ :<�0-���
 �
α :=

R−1
Φ,Ω(f − πP (f))

� ��!"�-/

(R−1
Φ,Ω(f − πP (f)), δ(x))Φ =

(
RΦ,Ω(R−1

Φ,Ω(f − πP (f))),RΦ,Ω(δ(x))
)

Φ

=
(
f − πP (f),RΦ,Ω(δ(x))

)
Φ

= (f − πP (f))(x) FK70�,+?@*H
�	�'
�!�1<1

α ∈ LΦ,P (Ω), x ∈ Ω
�"?0-�:<�-5 FK70�,+?7*H(��3 �0:[- 3-
��?5��>-

� b����J���'& B1".�J� � ����% � /10 �43��+�76.�
f

���D�2'���� '��+����� # M '23-�
NΦ(Ω)

6 /�3-6.� )����+�76.� '���� �
M 6 #����+����� )2�$������� � /102�43��+�76.�

Φ
6.� '?# 6.!"� )26.!;'����

Ω
� ���('
%-�-# M �-3�� � 6�' ����������L

)���!"��� #��76.� '��./10 �43��+�76.� # M '23-�
P
' '.#J�('��J%-� M %K�-# �����7'��5�76.�

f(x) = (πP (f))(x) + (f − πP (f),RΦ,Ω(δ(x)))Φ

= (πP (f))(x) + (f,RΦ,Ω(δ(x)))NΦ(Ω).
/ 6.%J'����

x ∈ Ω
3

3 �-:.-�:.- 5'��
 : 79?-� � 1;:<$��)! 34!?:�1<�'
 �	�'
 79?-1;!0� �"?-
 � �-��
�7 �'
���� ���-� !�# �?5'�9
 �>3-
 �>/0?-���
��:;�'� �	�'
 79?-12!W- ?-5'5'��- �4-&��� ?0- �����-� �	?-�-����:;�'�

RΦ,Ω(δ(x))(y) = δ(y)RΦ,Ω(δ(x))
!c- !

$C�
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����� � �-� �"! � :.5�� -43"!C�
���
� b����J���'& B1".� ��� '���/102�43��+�76.� '��U# � '2�73 '�'�%K� 3-6.���5����0�6.0*# 6.�

NΦ(Ω)
'�%K�J� � '23��5� �

�('�6 # � � '2�73 ' �.'���� # ' 6.�
P

'�� ) 3-6.���43��+)2� � ���2' /102�43��5�76.� '��U#&/1%-6.!
LΦ,P (Ω)

6.�
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))

3 � '20 #R�2'�� )�0 '�� # M '23-�
NΦ(Ω)∗

6 /
NΦ(Ω)

3 '�� ,��R�+)2�����5� � � ) � ���('
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)) & )2�$�������2O �2'�� �.'�� 0��-# 6 /�/102�43��5�76.� '��U#�/1%-6.! �('��J�S'��+� ��%�# M '23-� ��6",��
�.��%K6�6.�

P
3

����� �J	�� 9 ���
λ

# ��!6�
�'����:;� ?-�'?0-&1;:<�-� !C
 �	?-�-�(� :;���"!�1 �'�
NΦ(Ω)

�A3 �-��� ���-�

 ��:.-&!
�-���-�-�
5'!C� :,5'� �
�'�Y- � !C� �

C
- ?-� � ���"!C�

|λ(RΦ,Ω(β) + p)| ≤ C‖RΦ,Ω(β) + p‖NΦ(Ω) = C‖RΦ,Ω(β)‖Φ

�	�'
 !�1;1
p ∈ P

!��-/=!�1<1
β ∈ LΦ,P (Ω)

��3 ��?Y-
λ
5C!��0:[-��0�>-��'�

P
!��-/ ���':;�-��:;/-��-MZ�:<���

! �
��� ��:;� ?-�'?Y-&1<:;�-�
!�
 �	?-�0��� :<�'�"!�1 �'�
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
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 � �&� � 
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 B=7

,.� �-�?Z 5'���-�

�!�1;:.P
� � �0��
 �>3-
 �>/0?-����:;�'� �	�'
 79?-12!�� �65'�
�0�

 !C1 �	?-�-����:;�'�-!�1[-��

� b����J���'& B1".� ] . 6.% '����T��� ��!"�����$#
α ∈ NΦ(Ω)∗ = LΦ,P (Ω)

'�� ) '���� /10 �43��+�76.� #
f ∈ NΦ(Ω)

� � ' ' ���

α(f) = α(f − πP (f))
= (α,R−1

Φ,Ω(f − πP (f)))Φ

= (RΦ,Ω(α), f − πP (f))Φ

= (RΦ,Ω(α), f)NΦ(Ω).

����� �J	�� 4 -�� 3 �-�
�'
 �
7 70� � @ ��9 �
7 7 ! 70� � 7 � ��% ?"!C��:;�'��FK70�,+�+ H&!��0/ � �-��:[- �'7 ��� 
 :
3-
 ��3 �

 �;: ���

RΦ,Ω

�
�

,.���
�-/ Z�:<���6���-�&5'�
�-��
 !�1-�	��
�79?-1;!C� :<�'� �C� ���-� - � !��0/"!�
�/ �'
 � �-�'5��'�"!�1<:<�;:��
�'�0/-:<��:;�'�
- � !C��:;�-59���"!C� !�� :;��� ��
43 �'12!C� � :[-�!�1,Z ! :
- ��
 � �0�'5'�'�"!C1 � � ���-� �

�
 �'
 �	?-�-�(� :;��� �

� b����J���'& B1".� * �&�$���4� �('�� # M '23-�

SX,Φ := P + {RΦ,Ω(λα,X) : λα,X ∈ LP (Ω)}

/ 6.% ' � � � ) ��������� # ���
X

#N'��+� #$/ � ���2O �2'�� ' �1M 6.�('��-# �-#"6 / � %K6 M 6 #����+�76.� 	 3�
 3 , � �('��
# �-3-6.� )"3 ' ' M � ��% & �2'2� #�� # �('���# M '23-� # M '����4� );, � '����4��������% M 6.�S'����$#R� 6 /10 �43��+�76.� #

f ∈
NΦ(Ω)

, � /102�43��+�76.� # /1%K6.!
P

'�� );�5%('�� #��S'����-#&6 /
Φ
3 � '���� �('�� #�0 !

NΦ(Ω) = SX,Φ + {f ∈ NΦ(Ω) : f(X) = {0}}

� #&6.%1�('�6 O26.� '�� � ���(' %K�-# M �-3���� 6
(., .)NΦ(Ω)

3 $ � M '�%1�+�73�0 �S'�% & � /
sf,X,Φ

��������% M 6.�S'�� �-#
f6.�

X
0 #����2O

Φ & �('����

f − sf,X,Φ ⊥NΦ(Ω) SX,Φ

‖f‖2
NΦ(Ω) = ‖f − sf,X,Φ‖2

NΦ(Ω) + ‖sf,X,Φ‖2
NΦ(Ω).

FK70�,+ � H

����� �J	�� 34!�$�� !C�
f ∈ NΦ(Ω)

Z�:<� �
f(X) = {0}

!��0/ !��
s = p + RΦ,Ω(λα,X) ∈

SX,Φ

Z�:<���
λα,X ∈ LP (Ω).

3 �0�
�

(f, s)NΦ(Ω) = (f − πP (f), s − πP (s))Φ

= (f − πP (f), RΦ,Ω(λα,X))Φ

= λα,X(f − πP (f))
= λα,X(f) − λα,X(πP (f))
= 0.
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�O ��� �6� �"! �): ��:[- :;� 5'�
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 !C1A�-�C��5C!�1<:;/ � � 
���3-12!����
(., .)NΦ(Ω)

#=:
(., .)Φ

�-��
�� �4�-���
� 5'�
� �	��
����-� ���

 7

‖f − sf,X,Φ‖
��3 �-� 
�� !c-��'� :.-�� �"!C�

f − sf,X,Φ = (Id−πX)(f)
�

Z�: � �
sf,X,Φ = πX

� :[- �-��� �0�
�
��-4-�!�
�:<1.: ����� �-���	�'
�7
g − πP (g)

Z�: � �
g ∈ NΦ(Ω)

�
!��0/ � �-:.-9:[-)��% ?-:,5�!C1;�
���)� � ���-� � !��(� � �-!C�

πP (f − πX(f))
/0�>��-9�-��� �-�
���>-4-�!�
�:<1.:

5C!��-:.-��*� # ��� !�?Y-��9� �0�9�;Z � 3-
 �.E �
�(� �'
 -
πX

!��-/
πP

/-� �-�����0�
�
��-4-�!�
�:<1.: �
�'7 79?0�����
+&��ZA��5��

 � : �

Z ⊂ X
� �'�-� �"!/-

‖f − sf,X,Φ‖Φ = ‖f − sf,X,Φ‖NΦ(Ω)

# ��� !�?0- �9� �-�
!�# �?5'��!�
 5'?-7 �
����/-���>-��-����� !�:<1 �

# �-��� �0�

 -�:;7 :;1;!�
 3-: ��� !�1<10���
��?-
4- Z��-�
� :<��� �

 3 ��12!C��:;�-5 !��	?-�-�(� :;���
f ∈ NΦ(Ω)

Z�:<���

f(Z) = {0}
�"��� 5-� ! �	?-�-�(� :;��� �	
 �'7

RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
�A3 �-��� � �0�):<� ���

 3 �'1;!����

sf,XZ�:<1;1 �0�����-�
���>- - !�
 :;1.: 1;:;��:;�
RΦ,Ω(LP (Ω))

�'
M5C!��-:.-�� �'�
Z

?-�-1;��-4-
Z ⊆ X

�

� ��� � �&
 � ��
 ���"�-� � �"
 �,��
	�
,.� $��
��3 !�1<1 �-�C� !C��:;�'�0- �C�4���-�<3-
����
�
/0:;�-5A-������ :<�'� �
� �! ��� ��� � � B#".� d � � )2�$���4� ';P*��%1�4����/102�43��+�76.�

h : Ω × Ω → R
, �

h(x, y) = δ(y)RΦ,Ω(δ(x)) = (RΦ,Ω(δ(x)))(y)
/N6.% '����

x, y ∈ Ω.

� '2� #�P*��%1�4��� � ����� ,�� 3 '���� � ) �2'�� � �J�a&)��" � `=� �?� � � 6 /
Φ
3

O ��� ��� �"!C� Z � � !�� � !�$��
RΦ,Ω
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 � !��-/ /0� �-�����-�
��/ � �-�)�
�'��� :<� ?-�'?0- � R�� �
�Y-�:;���
RΦ,Ω

�"# �
�
!�?0-������-���	?-�-����:;�'�-!�1[-
δ(x)

!C�-/
δ(y)

!�
 ��:;�
LP (Ω)

�

�����% !�%( � ��� � � B1".B�L . %K6.! )�� 3 � � 0 '�� ) )�� 3 � � 0 � � O2����'��46.�('���%R%K� M %K�-# ����� '��+�76.� 6 /
h(., .)

, �

h(x, y) =
(
δ(x), δ(y)

)
Φ

= (RΦ,Ω(δ(x)), RΦ,Ω(δ(y)))NΦ

/ 6.%J'����
x, y ∈ Ω.

/102%1�2'���%1!"6.%K�

πP

(
h(., x)

)
= 0

/ 6.%J'����
x ∈ Ω. �

�����% !�%( � ��� � � B1".B�� � '�� /10 �43��+�76.�
h(., .)

#N'��+� #$� �-# �('�� M %K6 M ��%�� �

h(x, y) = (h(x, ·), h(·, y))Φ
/ 6.%J'����

x, y ∈ Ω.

����� �J	�� 3 �-:.- �
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 ��3 �/-�:<��:;�'� 7>� 7'@6!��0/ � � !"�-: � :<�'� 70� � 
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 B E

�����% !�%( � ��� � � B1".BJ�
	 ���
Φ

,�� '
3-6.� )����+�76.� '���� � M 6 #����+����� )2�$������� �DP*��%1�4����6.�
Ω
3

� � )2��% �2'�� M %K�-3-� )����2O '.#-#�02! M �5�76.� # & �('���/102�43��5�76.�
h(x, y) = (δ(x), δ(y))Φ

3 '��>,��
� � M %K�-#-# � )"'.#

h(x, y) = Φ(x, y) −

Q∑

j=1

pj(x)Φ(zj, y) −

Q∑

k=1

pk(y)Φ(x, zk)

+

Q∑

j=1

Q∑

k=1

pj(x)pk(y)Φ(zj, zk)

=
(
Id − πP

)x(
Id − πP

)y

Φ(x, y)

/ 6.%J'����
x, y ∈ Ω

3
����� �J	�� ,.��- � !�
 � Z�:<��� ���-���	�'
�7 ���

h
:;�=��
���3 ��- :<� :<�'� 70�87'@6!��-/ 5'�(�

h(x, y) =
(
δ(x), δ(y)

)
Φ

= Φ(x, y) −

Q∑

j=1

pj(x)Φ(zj, y) −

Q∑

k=1

pk(y)Φ(x, zk)

+

Q∑

j=1

Q∑

k=1

pj(x)pk(y)Φ(zj, zk)

�	
 �'7 FG70� B*H !��-/ ��� !"�0:<� :<�'� 70�,+ B-�
�

� ?-
 
 � !/- �'� �	��
95':.5�:<�-5 -��'7 � ���&� �-� /0��� !C:;1[- �0�

�� :.- � �"! � Z �=�-�
��/ ��� �'#0-���
 5��
�	
 �'7 FK70�81 H � �"!C� �	�'
 !C1;1

1 ≤ k ≤ Q
Z � �"! 5'�

h(., zk) = 0
# ��� !�?Y-��

p1, . . . , pQ

:[-
! 9 !�5'
�!��-5'��#"!c-�:[- �	��


P
Z�:<��� 
 �>-43 �
�(��� �6� �-� 3 �':;���4-

z1, . . . , zQ

�

,.� �-�?Z � !C� 
 ��Z�
�: � ��3 �-���'
���7670� � E9:;�=! -�:;7A3-1<�

 �	�'
 7 �

� b����J���'& B1".BJB . 6.% '�����/102�43��+�76.� #
f ∈ NΦ(Ω) & '�� )�02� )2��% �('�� '.#-#�02! M �+�76.�

� 3 � 	 & � � ' ' ���

f(x) = (πP (f))(x) +
(
h(x, .), f

)
NΦ(Ω)

/ 6.%J'����
x ∈ Ω. �

� b����J���'& B1".B0T � '��9,N��� ���4� '�% / 6.%1!
(., .)NΦ

)2�$���4�-#D'�� �����4��% M %K6N)�0�3��&6.� �('��
QR���S,���%1��# M '23-�

MΦ = NΦ ∩ {f ∈ NΦ(Ω) : f(zk) = 0, 1 ≤ k ≤ Q}
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 B=@

� '2�73 ' ' '.#
h(., .)

'.# %K� M %K6N)�0 3����2O P*��%1�4��� 3
����� �J	�� 3 �0� -43-!��
�

MΦ

�
�':<�-�
:</-�>- Z�:<���
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))

/0?-�)��� 9 �
7 7 !A70� � 70�
3 � ?0- : � :.- !�+ :;1<# ��
 ��-43-!��
� ?0�-/-�



(., .)Φ

Z��-:<� �9:[-4:[-���7 �(� 
�:<�!5>:;!
RΦ,Ω

���
LΦ,P (Ω)

�
) ?>���	�'
�!�1<1

g ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
Z �65'�(���	
��'7 3 �-���'
���7 70� � E !��-/ 9 �
7 7 ! 7>� � 7

���"!C�

g(x) = (g, h(x, ·))Φ = (g, h(x, ·))NΦ(Ω)

�-��1;/0- �	��
 !�1;1
x ∈ Ω

��3 �-��:;�-�0�

M3-
 �>/0?-���4-
(., .)Φ

!C�-/
(., .)NΦ(Ω)

�
�':<�-�
:</-� �'� ���-:[-
+&:;1;# �

 � -�?0#0-43"!C�
�����4���-� �"!C��:.5'�<- 3"!��
���	�'


Φ
�

�

�>:<�-�
�
h

:[- ! 
��>30
���/-?-�
:<�-5 $C�

 �-�
1 � :<� :[-�! 3 �/-�:<��:.5�� - �
7 :;/-��!"�-:<���)�	?-�0��� :<�'� /0?-� � �
3 �-���'
���7 70�D� �-: � � �-� 3 �':;��� � 5C!�1;?"! � :;��� �	?-�-�(� :;���"!�1[- !�
������'��� :;� ?-��?0-
� ) ?0� Z � � !C�
3-
 �?5'��7 �'
 ���

�����% !�%( � ��� � � B1".BJ��� '�� /10 �43��+�76.�
h

� #�02�43-6.� )����+�76.� '���� � M 6 #����5������)2�$������� ��6.�
Ω\

Z
3

����� �J	��69 ���
λα,X = {α1, . . . , αM} ∈ LP (Ω)

# ��!��	?-�-�(� :<�'�"!�1�Z�:<��� ���-� -�?0303 �'
 �
X = {x1, . . . , xM} ⊆ Ω \ Z

��3 �-���=���-���	?-�-����:;�'�-!�1 /-��!"�-��/ !/-
λα,X(Id − πP ) ∈

LP (Ω)
:[-�-�?Y303 ��
 � ��/ �'�

Ω
!��-/<5�!C�-:[- �-�>- �'�

P
� +&�
�-���A: �
ZA��1;���'$�! � ���-��% ?"!�/-
�!C� :<�

�	�'
 7 ��� � �0� �	?0�-����:;�'�
h
ZA� 5'�����	�'
�!�1<1

x
!��-/

y
:;�

Ω

λx
α,Xλy

α,Xh(x, y) =
(
λα,X(Id − πP )

)x(
λα,X(Id − πP )

)y

Φ(x, y) ≥ 0.

3 � ?0-
h

:.-M3 ��-�: � :.5�� -���7 : � /-��!"�-:<����� ,.���-�?Z !/-4- ?-7 �
λx

α,Xλy
α,Xh(x, y) = 0

� 3 �-�
�

λα,X(Id − πP ) = 0
# �
� !C?0-��

Φ
:.- �
�'�-/0:<� :<�'�"!�1<1.:A3 ��-�: � :.5�� /-� !"�0:<� �C�A3 � ?0- �"�	�'
&!�1;1

�	?-�0��� :<�'�0-
f

�'�
Ω
ZA� �"! 5'�

0 = λα,X(Id − πP )(f) =
M∑

j=1

αj

(
f(xj) −

Q∑

k=1

pk(xj)f(zk)
)

=

M∑

j=1

αjf(xj) −

Q∑

k=1

f(zk)
( M∑

j=1

αjpk(xj)
)
.

3 �-���*��Z � 5'�(� !�?0� ��7 !C��:;�
!�1;1,:

M∑

j=1

αjf(xj) =

Q∑

k=1

f(zk)
( M∑

j=1

αjpk(xj)
)
.
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 B �

# �-/<-�:;�0�
� � �0� �	?-�-����:;�'�-!�1
λα,X

:[- -�?0303 �'
 � �
/��'�
X ∈ Ω\Z

��ZA���"! 5'� ∑M
j=1 αjpk(xj) =

0
�	�'
�!C1;1

k, 0 ≤ k ≤ Q
��3 �-:[-�:;7A3-1<:;�>-

λα,X ∈ LP (Ω)
��+ �
�0�
� �

λα,X(Id − πP ) = λα,XId = 0
:;7A3-1;:<�>-

λα,X = 0.

�

� �J����"G"#�0� � B#".B � �B#����2O � '��-6.%K��! � 3 ��� '�� ) � %-6 M 6 #����+�76.� � 3 ��� & �('�� # M '23-�
MΦ� # �('��J� '��+����� # M '23-�&6 / �('��J0 �43-6.� )����+�76.� '���� ��M 6 #����5������P*��%1�4���

h(., .)
6.�

Ω \ Z
3

�

,.��!�/-/=! 
 �>- ?-1<�����'�-�
��
��-:<�-5 �
�'��� :<� ?-:<�;: ���4�	?0�-����:;�'�0- �	
 �'7 ���-� �"!C� :,5'�<-43-!��
�C�
�����% !�%( � ��� � � B1".B ] 	 ���

Φ : Ω×Ω → R
,��R';3-6.���+����0 6.0*#�3-6.� )����+�76.� '���� � M 6 #����5�����

)2�$��������� /102�43��+�76.�G6.�
Ω

� ���(' %K�-# M �-3�� ��69'"# M '23-�
P

6 / 3-6.���5����0�6.0 # /102�43��5�76.� #;6.�
Ω & '�� )D'.#-#�02!"� � 3 � 	 3 � '���� '���� /102�43��5�76.� #

f
���

RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
'�%K� 3-6.���+����0 6.0*#

6.�
Ω
3

����� �J	�� �>:;�-���
Φ

!��0/ !�1;1"�	?-�0��� :<�'�0-A:;�
P

!C
������'��� :<��?0�'?0-���� �-��� !/303-1,:�:;�-5"FK70� � E H
�'�0���
!�� /-�
/0?-�
�

|f(x) − f(y)| =
∣∣∣πP f(x) +

(
f − πP (f), RΦ,Ωδ(x)

)
Φ
|

−πP (f)(y) −
(
f − πP (f), RΦ,Ωδ(y)

)
Φ

∣∣∣

≤ |πPf(x) − πP f(y)| + |
(
f − πP (f), RΦ,Ωδ(x) − RΦ,Ωδ(y)

)
Φ
|

≤

Q∑

k=1

|pk(x) − pk(y)||f(zk)|

+‖f − πP (f)‖Φ‖RΦ,Ωδ(x) − RΦ,Ωδ(y))‖Φ.

2 ��� �-� !-�"!�1 � RY30
��>- -�:<�'�.:.- �
��� ��:;� ?-�'?Y-�:<�
x

!C�-/
y
� � �-���

f
:.- �
�'����:;� ?-�'?0-����

Ω
�

) ?>� Z ���"! 5'�

‖RΦ,Ωδ(x) − RΦ,Ωδ(y))‖
2
Φ = ‖RΦ,Ωδ(x)‖

2
Φ + ‖RΦ,Ωδ(y))‖

2
Φ − 2h(x, y)

= h(x, x) + h(y, y) − 2h(x, y)
!��0/ ���-:[-�:.- �
�'��� :<� ?-�'?0-�/-?-����� ��
 ��3 �/-�:<��:;�'� 7>� 7 � �

�
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 B=1

� ��� ��� �5�-���,�-� � �"
 �,��
	�
2 � � �-� 3-
�� 5�:;�'?0- - �
����:;�'� �UZ � - � !C
 � ��/ �	
 �'7 ! �
�'�-/0:<� :<�'�"!�1<1.: 3 �/-�:<��:.5�� /-� !"�0:<� �
$C�

��0�
1

Φ
�'�

Ω
Z�: � � 
���-43 �
�(��� �

P
!��-/WZA� �
�'�Y- � 
 ?-�����
/ !��"!C��:.5��M-43"!C�
�

NΦ(Ω)
�	�'


Φ
�'�WZ��-:<� �6���-� �-�'
 7 !C1;:[P��
/)$��

 �-�
1-�	?0�-����:;�'�

h(., .)
:.-�! 5'�
�0�

 !C1;:[P��
/ 
 �>3-
 �>/-?0�
:;�05

$C�

��0�
1�:;� ���-� -����0-��6���A3 �-���'
���7 70� � E>��3 �-�6�"!C��:.5'� - 3"!����9�	�'

Φ
� �-�?Z � 5'��
�� Z !/-

�-�C��! +&:;1;# �

 � -43"!���� � # �
�
!�?0- �9:<��� !�
 
�:;��/ �'�01.: ! -���7 : � :<�-�-�

 3-
 �>/0?-���
� 3 �-�9�-� Z
$C�

��0�
1��"!�/ !��"!C� :,5'��+&:;1;# �

 �!-43-!��
���>#-?>�A���

Ω\Z
��Z��-��
��

Z
Z !/-A!�?-�-:.-��'1,5'�
��� -��(�

�	�'

P

� 3 �-:[- � !�1<1[- �	�'
 ! �-� Z $��

 �-�
1
ΦP

� �-�?Z ?-�-�
���-/-:<��:;�'�-!�1;1,: 3 ��-�: � :.5�� /-� !"�0:<� �
�'� !�1<1>�C�

Ω
�=- ?-� � ���"!C�����-� �"!C��:.5'� - 3"!����

NΦ(Ω)
���

Φ
�
��:;�-��:;/-��-�!/-�!U5'����� ��
 - 3"!����

Z�: � � � �-�6�"! � :.5�� -43"!���� �C�
ΦP

� � !C
�
 :�:<�-5 �-�?Z !�� :;�-�-��
 3-
���/-?-�(� � �"!C��:.-��
1;�/-��
1,:

 �
12! � �
/ ���6���-�<3-
�� 5�:;�'?0- - �
7 :�� :<�-�-��
M3-
���/-?-�(�

(., .)Φ

�

� �! ��� ��� � � B#".B *�� � )2��% �2'���'.#-#�0 ! M �+�76.� # !;'*)2� # 6 /C'�% & � � M �73-PJ'�� � � )J02��� # 6.� L
��������# ���

Z = {z1, . . . , zQ}
/ 6.%

P
'�� )D' 	 ' O�%('��2O2� ,-'.#�� #

p1, . . . , pQ

6 /
P
3 � '����

� � )2�$���4�
(
f, g
)

P
:=

Q∑

k=1

f(zk)g(zk)

ΦP (x, y) := h(x, y) +

Q∑

l=1

pl(x)pl(y)

/ 6.%J'���� /102�43��5�76.� #
f, g ∈ NΦ(Ω)

'�� )D'����
x, y ∈ Ω

3
# � ���-:[- 3 ��:;�������'�-� :[-A���
7A30� ��/ � �9?Y-��

Φ
:;�Y- � �
!�/ ���

h
:;� � �-��!C# �?5'��/-� !"�0:<� :<�'� �C�

���-� $C�

��0�
1��C:;�)�'
�/-��
4��� ! 5'�':</)���-� 3 �':;����-��(�
Z

������� ���

4:;��� �&� �-�A$��

 �-�
1 � +&��ZA��5��

 �
: � � ?0
��0- ��?0� � �-!C���'�-� �"!/- /-:�' �
?-1 � :;��-S3-
 �?5>:<�-5 3 ��-�: � :.5�� /-��!"�-: � �
�0�>-4-�:<� � �"! ��� !/- ���

� b����J���'& B1".B d � '��J� '��5����� # M '23-�
NΦ(Ω)

��6�' 3-6.� )����+�76.� '���� � M 6 #����5����� )2�$���������
P*��%1�4���

Φ
6.�

Ω
� ���('9%K�-# M �-3���� 6

P
3 '�%1%1�7�-#J�2'�� �����4��% M %K6N)�0�3��

(f, g)ΦP
:= (f, g)NΦ(Ω) +

(
f, g
)

P

= (f − πP (f), g − πP (g))Φ +
(
πP (f), πP (g)

)
P

/ 6.% '����
g, f ∈ NΦ(Ω)

3 � � )2��% �2'2� #9�����4��% M %K6N)�0�3�� & �2'�� )2�-3-6.! M 6 #����+�76.� 6 / �('��
� '��+����� # M '23-�

NΦ(Ω)
6 /

Φ
��� )�� 3 � ��0 � #A'�� 6.%��('�6 O26.� '�� )2�-3-6.! M 6 #����+�76.� 3 � '��

,N��� ���4� '�%�/ 6.%1! #
(., .)Φ, (., .)ΦP

& '�� )
(., .)NΦ(Ω)

3-6.���43��+)2� 6.�
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
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����� �J	��
3 �-��#-:<1;:;�0� !�
��	�'
�7

(., .)ΦP

:[- 3 ��-�: � :,5'��/-��!"�-:<���)# �
�
!�?0- ���	�'
�!C�
f ∈ NΦ(Ω)

Z�:<���

(f, f)ΦP
= 0

ZA���"! 5'�

0 = (f, f)ΦP
= (f, f)NΦ(Ω) +

Q∑

k=1

|f(zk)|
2.

) ?>� � �-���
(f, f)NΦ(Ω) = 0

!��0/
f ∈ P

�A!C�-/
f(zk) = 0

�-���-�
�
f = 0

� 3 � ?0-
(., .)ΦP

:[- 3 ��-�: � :,5'��/-��!"�-:<������3 �-� 
���- � :[- - :;7A3-1;�C�
�

� b����J���'& B1" T%L � '��J� '��5����� # M '23-�
NΦ(Ω)

��6�' 3-6.� )����+�76.� '���� � M 6 #����5����� )2�$���������
P*��%1�4���

Φ
� ���('?%-�-# M �-3��R� 6 ' ����������L )���!"��� #��76.� '�� #�0 ,�# M '23-�

P
� #D' QR���S,���%1�R# M '23-�

� ���('��('��9� � � ��� )2� ) P*��%1�4���
ΦP

/1%K6.! �&�$�������5�76.� � 3 � � '.#"%-� M %K6N)�0�3����2O P*��%1�4��� & � /
�('��J�����4��% M %K6N)�0 3��

(., .)ΦP

/1%K6.! � '��-6.%K��! � 3 � � � # 0*# � )!3
����� �J	�� �"�'
M3-
 �?5>:<�-56� �-� 
���3-
���/-?-��:;�-56$C�

��0�
1 3-
��/3 ��
 �;:/�0ZA���"! 5'�

(f, ΦP (x, .))ΦP
= (f, ΦP (x, .))NΦ(Ω) + (f, ΦP (x, .))P

= (f, h(x, .))NΦ(Ω) + 0 +

Q∑

k=1

f(zk)h(x, zk)

+

Q∑

k=1

f(zk)

Q∑

l=1

pl(x)pl(zk)

= f(x) − πP (f)(x) + 0 +

Q∑

k=1

f(zk)pk(x)

= f(x).
�"
���7 � �-��
���3-
���/-?-�(� :;��� 3-
 ��3 ��
 �;: !��-/ 3 �-�
��
��
7 70�8@AZA�)���-�
� $ �-�?Z � �-!C�

ΦP

:[-
3 ��-�: � :,5'��-��
7 :;/0� !"�-: � �C�&3 � 30
��?5'�W3 ��- :<� :,5'��/-� !-�-:<���
�-��-4-���Z ��� !�$C�9! - ��� �C�!3 ��:;��� -
Y = {y1, . . . , yM} ∈ Ω \ Z

!��-/ 5'����� ��
4-
β = (β1, . . . , βM) ∈ RM !��-/

γ =
(γ1, . . . , γQ) ∈ RQ ��3 �-�
� Z ��1;���'$ !C� � �-� % ?"!�/0
 !C��:;� �	�'
 7

M∑

j,k=1

βjβkΦP (yj, yk) + 2

M∑

j=1

Q∑

k=1

βjγkΦP (yj, zk) +

Q∑

j,k=1

γjγkΦP (zj, zk)

=
M∑

j,k=1

βjβkh(yj, yk) + 0 + 0 +
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+

Q∑

l=1

M∑

j,k=1

βjβkpl(yj)pl(yk) + 2

Q∑

l=1

M∑

j=1

Q∑

k=1

βjγkpl(yj)pl(zk)

+

Q∑

l=1

Q∑

j,k=1

γjγkpl(zj)pl(zk)

=
M∑

j,k=1

βjβkh(yj, yk) +

+

Q∑

l=1

(
M∑

j=1

βjpl(yj) +

Q∑

k=1

γkpl(zk)

)2

=
M∑

j,k=1

βjβkh(yj, yk) +

Q∑

l=1

(
γl +

M∑

j=1

βjpl(yj)

)2

!��0/ � �-:.- :[-A�-�'�-�0�
5�!C��:.5�� �0- :;�-���
h

:[-M3 ��-�: � :,5'��/0� !"�-: � � ���
Ω \Z

/-?-�����93 �-�
��
��
7
70�87�E � 2 �)� �-� % ?"!�/0
 !C��:;� �	�'
�7 :[- P��

�� � � �-��� ZA�.?Y-�� 3 �-�
��
��
7 70�87�E !�5�!C:;� � �
���'�-�
1<?-/-��� �-!C�

β
5C!��-:.-��-��-
� � :<�"!�1;1,:/�>!�1[- �

γ
79?Y- � 5C!��-:[- � �

�

�����% !�%( � ��� � � B1" T�� � '��;����� ��% M 6.�S'��+�76.�G'.#-# 6 3��+'�� � ) ��6
ΦP

)26 �-# ��� O2���4��%('�� � � �
3-6.���43��+)2� � ���2'9�('��J����� ��% M 6.�S'��+�76.� '.#-# 6 3��+'���� );��6

Φ
3

����� �J	�� #�� :;��� ��
43 �'12!C��:;�-5 �	?-�0��� :<�'�
sP

� � - �'7 � �	?-�-�(� :<�'�
f ∈ NΦ(Ω)

:;� /"!C� !
3 �':;���4-

x1, . . . , xN

!��-/ !/- -����
:2! � �
/ ���
ΦP

�"!/- ���-���	�'
�7

sP (x) =

N∑

j=1

αjΦP (x, xj)

Z�: � � �-� !�/-/0:<� :<�'�"!�1����'�-/-: � :;���0- �'� � �0���
��� ' �
:<�
��� -���3 �0�
� Z � 
�� Z�
�: � �����-��:;��� ��
8�
3 �'12!C� � !/-

sP (x) =

N∑

j=1

αjΦP (x, xj)

=
N∑

j=1

αjh(x, xj) +

Q∑

l=1

pl(x)
N∑

j=1

αjpl(xj)

︸ ︷︷ ︸
=:γl
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=
N∑

j=1

αjΦ(x, xj)

−

Q∑

l=1

pl(x)

N∑

j=1

αjΦ(zl, xj) −

Q∑

l=1

Φ(zl, x)

N∑

j=1

αjpl(xj)

+

Q∑

m,l=1

pl(x)Φ(zl, zm)

N∑

j=1

αjpm(xj) +

Q∑

l=1

γlpl(x)

=
N∑

j=1

αjΦ(x, xj) −

Q∑

l=1

Φ(zl, x)γl

+

Q∑

l=1

pl(x)

(
γl −

N∑

j=1

αjΦ(zl, xj) +

Q∑

m=1

Φ(zl, zm)γm

)

= sP (x) − πP (sP (x)) + πP (sP (x)).

3 �-� 3"!C
 �
sP (x) − πP (sP (x))

79?0- ���-���
��-4- !C
�:;1,: # � :<�
RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))

� !C�-/ :<� -
���>��' ��:;��� �4- Z�:;1;1 �-�
���>-4-�!�
�:<1.: -�!C� :.- � : � �-� �
���0- ��
 !�:<� �4-

N∑

j=1

αjp(xj) −

Q∑

l=1

γlp(zl) = 0,

Z��-:<� � � !�� !�1[- � # �)
��
!�/ � � � �-� /-� !"�0:<� :<�'� �C��� �-�
γl

!C� ���

 30?0����:;�-5 :;� ���-�9#"!/- :[-
���4� �-���	?-�-�(� :;���0-

pm

� 2 � � ?-
 �0-&�'?0�&� �"!C�&� �0�):<� ���

 3 �'1;!����&?0-���-��	?-�-�(� :;���0-
Φ(zl, ·)?-�01;�>- - !�1<1

γl = 0
��) ?0� Z��-�
� :;�Y-��

 � :<�-5

zl

:<��� � ���-��/-� !-�-:<��:;�'� ���
sP

�YZA� -��
� ���"!C�

sP (zl) = γl

�0�'1;/0-�� 3 � ?0- : � �
!��-�-��� # �&� R'3 �
�(� �
/ ���"!C� !�1;1���� ���-�
γl

5C!��-:.-��*��:<� � �-�
- ���

Z
:[-��-�������'��� !�:<�-�
/ :;�

X = {x1, . . . , xN}
�

�

� �J����"G"#�0� � B#" T�� $ � 3-6.���+% '.#�� ��6 �('�� M %K� � �76.0*#��('��-6.%K��! & �('�� ��������% M 6.�S'��+�76.� '.#-# 6.L
3��+'���� );��6

ΦP

)26 �-# 3-6.���43��+)2� � ���('D�('�� ����� ��% M 6.�S'��+�76.� '.#-# 6 3��+'���� ) ��6
Φ & � / �('�� )*'��7'

M 6.������# ���43�� 0 )2� �2'�� M 6.����� # ���
Z
3

����� �J	�� 4&�-/-�

 ���-� !�# ��5���!�/-/-: � :;���"!�1 !/-4- ?-7H3>� :;���*�>���-� 3-
������4!�
 5'?-7 �
������� � �-�
3-
 �
���
/-:<�-5 ���-�
�'
 �
7 -��0��Z -�� �"! �)���-� :<� ���

 3 �'1;!���� Z�:<��� 
���-43 �
�(� � �

ΦP

:.-)���A� �-�
-�!�7 � �	�'
 7 !/- ���-�)���-� Z�: � � 
 �>- 3 ���������

Φ
���>:;�0�
� � �-�)12!C� � �

�:.- ?-�0: % ?-� ��� �0�)�;ZA�

:<� ���

 3 �'1;!���� - ���':;�0�
:;/0���
�
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 � �&� � 
�� � ��� ��� � � ��
 E �

� �J����"G"#�0� � B#" T�B $ / �('�� )*'�� ' M 6.�����J# ���
X = {x1, . . . , xN}

/ 6.% ����� ��% M 6.�S'��+�76.�
���43�� 0 )2�-#;�2'�� M 6.������# ���

Z & �('��"��������% M 6.�S'����
sf,X

��6 # 6.!"��/10 �43��+�76.�
f ∈ NΦ(Ω)6.� �('�� )*'��7'

X
� ���('9%-�-# M �-3��T��6

Φ
6.%

ΦP

3 '�� ,��&3 '�� 3�02�S'�� � )D'.# / 6.��� 6�� #��
� 3���'�� 3�02�S'����

π(f)
3 � '2� # ����� ��% M 6.�S'����-#

f
6.�

Z
3

	 3 $ ��� ��% M 6.�S'����
f−π(f)

���
X\Z

0 #����2OR�('���P*��%��4���U#
ΦP

6.%
h

� ���(' �46 /102�43��+�76.� #
/1%K6.!

P
'*)*)2� ) & '�� ) � ���2' �46
3-6.� )����+�76.� # 6.� �('��A3-6 ��� 3��7������#	3���'������('��

%K�-#�02� �5���2O�/10 �43��+�76.�
s
3

� 3 � '����
s + π(f) = sf,X

� # �2'�� # 6.� 02�5�76.� 3
����� �J	�� X 1<� !�
 1.:/��� �-� �	?0�-����:;�'�

s
:[-�!�� :;�����

43 �'1;!���� � �

f − π(f)
�'�

X \ Z
�-!��-/

: � 5C!��-:.-��-��- �'�
Z

� 3 � ?0-
s + π(f)

:;��� ��
43 �'12! � �>-
f

�'� !�1<1��C�
X

� 2 � 1;:<�>-�:;�.���-�
-�!�7 ��:;��� ��
43 �'12!C��:;�'�A-�?0#0-43"!C�
��!/-

sf,X

-�:<�-�
��:<� ?Y-��>-��-�C� �-:<�-59�
1.-������"!�� �	?-�0��� :<�'�0-
�	
 �'7

P
!��-/=�	
��'7 ���-� - 3"!�� �C� � �-� �	?-�-�(� :<�'�0-

Φ(·, xj)
Z�:<���

xj ∈ X
� 3 �0�9!�/-/0:��

��:;�'�"!C1 �
�'�0/-:<��:;�'�0- ���=���-� �
��� ' �
:<�
��� - 79?0- � !�?>� �'7 !C� :<� !�1<1.:6# � -�!C� :.-3!"��/ # �
�
!�?0- �
� 5'�

 : � �-:<�-5 1;:;��- :<�9� �-� �"! � :.5��M-43-!��
�C��3 ��?Y-

s+π(f)
79?0- ���
�':<�-�
:</-� Z�: � �

sf,X

�
�
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 :;��� 
 �>/-?0�
�>- !��-�����-�

 ��12!/- - ��� $C�

 �-�
1.-
��3 �-�>- ��!�
�� /"!C� !
�
/-�>3 �
�0/-�
�����

!��0/ :;� � �-� �-� R�� � �-!/30� ��
A���-��:AZ�:;1<1�!�1;1<��Z � � -43-1<:<��12!�
 5'�

�:;�����

43 �'1;!C� :<�'� 3-
���#-1;��7H-
:<� ��� -�7 !�1;1<�

&�'�-��-
� 3 �0��: �'
 :;5':<�"!C�����	
 �'7 : � 7.<�!��-/ !�
 � �
1;�/-��
1,: 
 �
1;!C� ��/ � � Z��"!C�
:.-�� !�1<1;�
/ ���-� M 6�� ��% /102�43��5�76.�=:;� ���-�61;:<���

�!C� ?-
 ���)3 �-�612!C� � �

 !/-4- �>��:2!C���>-�� � � !C� �
3 �':;���

x
!��0/ � !�� � !YR>�
/ - ���)��� 3 �':;��� -

X = {x1, . . . , xN}
����!=/-�'7 !�:;�

Ω
!��0/

�
!�� � %�?-!/-�: � :;�����

43 �'1;!C� :<�'� 3-
����
��-4-
f 7−→ sf,X

���-� �-��
�7
PX(x)

�������-� �

 
��'

�	?-�0��� :<�'�"!�1

f 7−→ f(x) − sf,X(x)
Z�:<� � 
 �>- 3 ����� � � ���-� �"!C��:.5'� - 3"!����

NΦ(Ω)� %�?0:[303 �
/AZ�:<� � ���-� #0:;1;:<�-� !C
 �	�'
�7
(., .)NΦ(Ω)

Z��-��
��
Φ

:[-�! �
���-/-:<��:;�'�-!�1;1,: 3 ��- :<� :,5'�
/-��!"�-: � � �	?-�-����:;�'� � O ��� � � �"! �&���-��3 �?ZA�

 �	?0�-����:;�'� � !C� # � !/- -����
:;!C� ��/=��� !�1<7 �/- �
� 5'�

 : 1;:<�-� !�
 3-
����
��-4-&��� !c303-
�� R>:;7 !C��:;�'� ��
 :;��� ��
43 �'12!C��:;�'� �

3 �-
 �'?-5'�0�'?0�9���-:[-9� �-!/30� ��
��!ZA� !/-4- ?-7 � � �"!C� � �-� �	?0�-����:;�'�
Φ : Ω × Ω → R

:.-
���'�-/-: � :;���"!�1;1,: 3 �/-�:<��:.5�� /-� !-�-:<�����'�

Rd Z�:<���=
 �>- 3 ������� � - �'7 � !-�-:<����� /0:;7 �
�0- :;�'�"!C1
- 3"!��
�

P
�C�4�	?-�0��� :<�'�0-��'�

Rd �
9 �>��$�:<�-5 ! ��� �0� /-��!"�-:<��:;�'� ����� �0� 3 ��ZA�

 �	?-�-����:;�'� � �	�'
&� R0!�7A3-1;�):;��F(: � 7 � � B$�

7'@ <�H ��ZA� /-� !"�0� ! #-:<1;:;�0� !�
��	��
�7 Z��-:<� � Z�:<1;1 # �6/-�
�0��� ��/.#=:
KX : Ω × Ω → R5'���-�

�!C� ��/ �	
 �'7 ! 5�:.5'��� ���'�-/-: � :;���"!�1;1,: 3 ��- :<��:.5'� /-��!"�-: � �=$��

 �-�
1

Φ
!��0/ Z��-:<� �

� �"!C
 !��(� �

 :[P��>-�� �-� 3 ��ZA�

��	?-�-�(� :<�'� ���>� 5'��
 !�1J3-
 ��3 ��
 ��:;�>-���� � �-:.-�#-:;1<:;�-�
!�
 �	�'
 7 Z�:;1<1
# � 3-
 �>- �
��� ��/*��!��-/ :<� 3"!�
 � :<�
?-1;!�
�� :<��� ?0
��0- ��?0� � � # ��! 3 �/-�:<��:.5���/-��!"�-:<����� M 6�� ��%��
$C�

��0�
1 �'�

Ω \ X
��3 �-� !"�"!C1 � �"!/30���

��������-:[- � �-��-�:[- Z�:;1;1 � �0�
� !/303-1,: � �-� 3 �?Z ��


$C�
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1 � � -���1.5'� 1;!�
�5'��:;��� ��
43 �'12!C��:;�'� 3-
��'#01;�
7A- 
����
?-
 -�:,5'�
1,:'�

E/7
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 ECB

� �	� � �����1�1
�� � ��� � � �&� � ��� �"
 � �"
 �,��
	�
2 � ���-:[-�-�������:;�'�*��Z � 
��>3012! : � �-�H- !�7 � !��"!�1,:'- :[- � �"! � ZA� ?0- �
/ :;� � �0� 3-
 �
�
��/-:;�05
/-��!"�-: � :;��� ��� ���-���-!C� :,5'� - 3"!������ �)�

��
!C� � !��-/ /-��!"�-��!��-��Z $C�

��0�
1 Z��-:<� � Z�:;1<1"# �
/-���-�����
/ !/-

KX
�	�'
�! -��(�&���S3 �':<� �4-

X = {x1, . . . , xN}
�

���J� � b�� ���
( � �J	 � b � ( � b��
( � (	�SV � ��( ( ��&)�
Z ⊆ X

� � � D � � � 
��%&) �" ���

�� ��� � � ( " � IJ� �G� � b����J���'& B1" T�� "

3 �-�<- � !�
 � :;�05A3 �':<� ��:.- � �6/-��!"�-���'�
Ω ⊆ Rd � �0��3 �':<� ��� 5C!�1;?"! � :;��� �	?-�-����:;�'�-!�1

δx�	�'
�!C1;1
x

:;�
Ω

��� ! -43-!��
�
H

��� �	?-�-����:;�'�Y-&���
Ω

!/-�:;�=����!"�-: � :;���F70�,+ �"#=:

δx(f) = f(x),
�	�'
�!C1;1

x ∈ Ω.

9 ���
Φ : Ω × Ω → R

# � ! ���'�-/-: � :<�'�"!�1<1.: 3 ��-�: � :,5'� /-��!"�-:<��� $���
��-��1 �'�
Ω
Z�: � �


 �>-43 �
�(��� �6! !"�-: � ��� /-:;7 �
�Y-�:;���"!�1J-43"!C�
�
P
�-!/- :;� ����!"�-: � :;��� 70� 
 ���"�'
 � �0:[- $���
��-��1��

ZA� /-� !"�0� � �-� �"!C��:.5�� -43"!C�
�
NΦ(Ω)

!/- :<� ��� !"�0:<� :<�'� 70� � + ��?0- :;�-5 � �0� #-:;1<:;�-�
!�

�	�'
 7H-�!C
�:[- :;�-5)�	
��'7 FG70� B*H !��-/=����!"�-:<��:;�'� 70�,+ 
 �
� �! ��� ��� � � T "G� 	 ���

X = {x1, . . . , xN}
,��J';# ����6 / M 6.������# ���

Ω
'�� ) � ���

UX

,��
�('�� ���-3���6.%"6 / 	 ' O�% '��2O2� ,-'.#�� # /102�43��5�76.� # '.# )2�$���4� )9��� � %K6 M 6 #����+�76.� 	 3��!3 � '���� &
� � )2�$���4�J' M %-6 � �-3���6.%

πX

6.� '�� � # M '23-�
H

6 / /10 �43��+�76.� #&6.�
Ω

, �

πX(f)(x) :=
N∑

j=1

uX
j (x)f(xj) =: sf,X(x),

/ 6.% '����
x ∈ Ω, f ∈ H.

�"�'
�!�1<1 - ���4- ��� 3 �':<� �4-
X = {x1, . . . , xN} ⊆ Ω

!��-/ ���'
�
 �>-43 �'�-/0:;�-5 9 !C5'
 !��05'���
�;:
3 ��#-!/-�:.-

uX
1 , . . . , uX

N

�	
���7 ��
���3 ��- :<� :<�'� � � 
 �0ZA� /-� !"�0�

� �! ��� ��� � � T ".� . 6.% � '23 '
x ∈ Ω

� � )2�$���4�
δx,X ∈ LP (Ω)

'.#

δx,X(f) = f(x) − πX(f)(x) = f(x) − sf,X(x)
/ 6.%J'����

f ∈ H.

# - ZA� !�1;
 � !�/': -��-�?ZA�
/ �	�'
&� �-���	?-�-����:;�'�-!�1[-
δ(x)

�	
��'7 ����!"�-: � :;��� 70�,+ B ��� �0:[-�:.-�!
5��

 : ?Y-����	?01 5�!C
�:2! � :;���

δx,X(f) = f(x) − πX(f)(x) =
(
δx −

N∑

j=1

uX
j (x)δxj

)
(f).



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 E'E

��� ���-� - � !��-/"!�
 / 3 �':<��� ��5C!�1<?"!C� :<�'� !C�
x

/-��!"�-�
/ �	�'
 !C1;1 �	?0�-����:;�'�0-
f

�'�
Ω
����
 �'7

F � �.+ 7 H !��-/?FK7>� 7*H ZA���
�'�-��1;?-/0� ���"!C�
δx,X

:[- :<�
LP (Ω)

� �"?-
 � �-��
�7 �'
����YZ ���"! 5'�

δxj ,X = 0
�	�'
�!�1<1

xj ∈ X.
F B-�,+ H

O ��Z Z � �
!�� :<�=5'�'$C�����-� 7 !/3 ��� FK7>� 
 H�� �6/-��!"�-�)!9�	?-�-����:;�'�
KX

!/-
� �! ��� ��� � � T ".B�� �&)2�$���4�J�('��U !�
VW��� IJ�
� � �
"

KX(., .)
6 /

Φ
� ���2' %K�-# M �-3�� ��6

X = {x1, . . . , xN}
/ 6.% '����

x, y ∈ Ω
, �

KX(x, y) = δy,XRΦ,Ω(δx,X).
O ��� ��� �"! �

RΦ,Ω(δx,X)
:[-4!�1,Z ! :
- ! Z ��1;1�� /-� !-�-�
/ �	?0�-����:;�'�)�'�

Ω
��#-?0� ���-�A�	?0�-����:;�'�0-

(SΦ,Ω(δx,X))(y) := δs
x,XΦ(s, y)

= (Id − πX)s
xΦ(x, y)

= Φ(x, y) −
∑N

j=1 uj(x)Φ(xj , y)

(RΦ,Ω(δx,X))(y) := δ(y)(RΦ,Ω(δx,X))
= (δ(y), δx,X)Φ

= (Id − πP )s
y(Id − πX)t

xΦ(s, t)
δy,X(RΦ,Ω(δx,X)) := (Id − πX)s

y(Id − πX)t
xΦ(s, t)

Z�:<1;1 ?Y-�?"!�1<1.: # �6/-:�� ��
���� �)!/- �	?0�-����:;�'�0-��C�
y
� ,.�6:;��� 
 �>/-?0�
�6! �-��� !C� :<�'� �	�'
 � �0�

!"
 - �&� !c-���!�# ��5����
� �! ��� ��� � � T " T � � )2�$���4� �2'���/102�43��5�76.� #

fx,X

6.�
Ω

, �

fx,X(y) := δs
x,XΦ(s, y) = (SΦ,Ω(δx,X))(y)

= Φ(x, y) −
∑N

i=1 uX
i (x)Φ(xi, y)

= Φ(x, y) − UT
X(x)ΦX(y)

/ 6.% '����
y ∈ Ω & � ���('

ΦX = {Φ(x1, .), . . . , Φ(xN , .)}
/1%K6.! ) 	 3 ��� 0 '�� )

UX =
{u1, . . . , uN}

/1%K6.! � %K6 M 6 #����5�76.� 	 3�� 3
9 !C���

���ZA� - �"!�1;1�7 !�$C���	
���% ?-����� ?0- �A����� �0��� !C��� � �"! �

RΦ,Ω(δx,X)
!��-/

SΦ,Ω(δx,X) =
fx,X

E ?0- �&/-:�� ��
 #=: !6�	?0�-����:;�'� �	
���7
P

�

�����% !�%( � ��� � � T�".� $ /J�('�� 3-6.� )����+�76.� '���� �JM 6 #����+����� P*��%��4���
Φ

� # 3-6.���5����0�6.0 #;6.�
Ω &'�� )A� / '����B/102�43��5�76.� # /1%K6.!

P
'�%K� 3-6.���+����0�6.0 # 6.�

Ω & �2'���� �('��J/10 �43��+�76.� #
fx,X'�%K� 3-6.���+����0 6.0*# 6.�

Ω
3 � '�� � '�� �T' � # '�%-�J��� �('��J� '��+����� # M '23-�

NΦ(Ω)
,��-3 '�0*# � 6 /

δx,X ∈ LP (Ω)
3

����� �J	�� ��:;�-��� � �-�
uX

j

!C
�� �
��� ��:;� ?-�'?Y-�!��-/
Φ

:.- �
��� ��:;� ?-�'?Y-���� �-��� � �-� �	?-�0��� :<�'�0-
fx,X

!�
���!�1.-�� ���'��� :;� ?-��?0-��'�
Ω
�

�



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 E/@

� � � � 
 � � �"
 �����-� ��� � � � �"
 � �"
 � ��
��
�����% !�%( � ��� � � T�"���� '���%K� '�%K� 6.�2'���% %K� M %K�-# ����� '��+�76.� # 6 /

KX(., .)
'.#

KX(x, y) =
(
δx,X , δy,X

)
Φ

= (RΦ,Ω(δx,X), RΦ,Ω(δy,X))Φ

= (SΦ,Ω(δx,X), SΦ,Ω(δy,X))Φ

= (fx,X , fy,X)Φ
/ 6.% '����

x, y ∈ Ω.

F B-� � H

����� �J	�� 3 �-:[-&�	�'1;1<�?Z - �	
��'7 3 �-���'
���7 7>�.+ � � � � !"�-: � :<�'� B0� 7 � �	
 �'7 � �-��:[- �'7 ��� 
 :
3-
 ��3 �

 �;: ���

RΦ,Ω

�A!��-/ �	
��'7 � �-� � !��(� ���"!C�6� �0�=/0:�� �

����-�
� ���
RΦ,Ω(δx,X)

!��-/

SΦ,Ω(δx,X) = fx,X

:.-�! �	?0�-����:;�'� �	
���7
P

�
�

�"?-
 � �-��
�7 �'
����-/-?-��� � F	B-�.+ H��YZA�)�-!?5��

� �J����"G"#�0� � T " ] � ���43-�
uX

i (xj) = δi,j

/ 6.% '����
1 ≤ j ≤ N & � � ' ' ��� / 6.%J'����

x ∈ Ω

KX(x, xj) = KX(xj, x) = 0.

�����% !�%( � ��� � � T�" *���� )2��% �2'�� M %K�-3-� )����2O '.#-#�0 ! M �+�76.� # & �2'�� /10 �43��+�76.�
KX(x, y) =

(δx,X , δy,X)Φ
3 '�� ,��&� � M %K�-#-# � )�'.#

KX(x, y) = δr
x,Xδs

y,XΦ(r, s)

= Φ(x, y) −
N∑

i=1

uX
i (x)Φ(xi, y) −

N∑

j=1

uX
j (y)Φ(x, xj)

+

N∑

i=1

N∑

j=1

uX
i (x)uX

j (y)Φ(xi, xj).

����� �J	�� 3 �-:.- :[- E ?0- � F	B-� � H :;�0- �

 � �
/=:;����� FG70� B H(�
�

� �! ��� ��� � � T " d . 6.% '�� � M 6.����� � � # ��3-6.���5����0�6.0*# � ���4� '�% ����� ��% M 6.�S'��+�76.�D6.% ' M*M %-6 � L
��!;'��+�76.� M %K6 3-�-#-# ��� �46.%�!"� ) � ���4� '�% # M '23-�-# & �('�� 3 �?Z ��
��	?0�-����:;�'� � # �('�� M 6.����� � � # �
�46.%1! 6 / �('��&��%1%K6.%�/102�43��+�76.� '�� 3



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 E'�

� b����J���'& T�"G��L . 6.% �('��?����� ��% M 6.�S'��+�76.� M %K6 3-�-#-# 0 #����2O ' 3-6.� )����+�76.� '�� M 6 #����+�����
)2�$����������/10 �43��+�76.�

Φ
6.� '"# ���

X
6 / ��������% M 6.�S'��+�76.� )*'��7' & �('�� M 6�� ��% /10 �43��+�76.�

PX� # O�������� , �
P 2

X(x) = KX(x, x)
/ 6.% '����

x ∈ Ω.
����� �J	�� O ��� ��� �-!C� � �-� 3 �':;���;Z�:[- ���

 
��'
 �	?-�-�(� :<�'�"!�1':.- E ?0- �

δx,X

/-?-��� �&����!"�-:<��:;�'�
B-� � ��,.��� �-��� � 5�!C1;?"!C��� � �-� /-��!"�-: � :;��� ���4���-�<3 �?ZA�

��	?-�-�(� :;��� !c-

P 2
X(x) := ‖δx,X‖2

Φ

= KX(x, x)

?0- :;�-5 ��
��/3 ��- :<��:;�'� B-�8@>�
�

3 �-��
��
1;!C� :<�'� ��� � �-� 3 �?ZA�

 �	?0�-����:;�'� !C�-/ � �0� 3 ��ZA�

 $��

 �-�
1 � � ���-��:<� ���

 3 �'1;!C� :<�'�
3-
 �>���>- - � !�� # � #"!/- �
/ �'� � �0� �	�'1;1<��Z�:<�-5 
��>30
��>- �
��� ! � :;��� �C�����-� :<� ���

 3 �'1;!C� :<�'�
��
�
���

�

�����% !�%( � ��� � � T�"G�J� ��� )2��% �2'��&'*,�6����&'.#-#�0 ! M �+�76.� # & �2'�� ��������% M 6.�S'��5�76.����%1%K6.% ��6
'�� � f ∈ NΦ(Ω)

'�� '�� � M 6.�����
x ∈ Ω

3 '�� ,�� � %1���+� ��� '.#

f(x) − sf,X(x) = (RΦ,Ω(δx,X), f − πP (f))Φ

= (SΦ,Ω(δx,X), f − πP (f))Φ

= (SΦ,Ω(δx,X), f)NΦ(Ω).
= (fx,X, f)NΦ(Ω).

F B-�87*H

����� �J	�� ,.��?Y-�� 3 �-�
��
��
767>� � � ��� 5����

δx,X(f) = f(x) − sf,X(x)
= δx,X(f − πP (f))
= (RΦ,Ω(δx,X), f − πP (f))Φ

= (RΦ,Ω(δx,X), f)NΦ(Ω)

�	�'
 !C1;1
f ∈ NΦ(Ω)

!��-/.!�1;1
x ∈ Ω

�63 �-� !/-4- �

 � :;��� ���-�
� �	�'1;1<�?Z -��	
��'7 � �-� � !��(�
���"!C�

RΦ,Ω(δx,X)
!C�-/

SΦ,Ω(δx,X) = fx,X

E ?Y- �&/-:�� �

 #=: !9�	?-�0��� :<�'� �	
��'7
P

�
�

O ��� ��� �-!C�&:;�?F B-�87*H ZA�)�"! 5��)� �6/-:.- ��:;�-5'?0:[-�� # ���;ZA�
���
(., .)Φ

!C�-/
(., .)NΦ(Ω)

� !�
 ���
�	?-1<1.: �'Z��-:<1;��:;� F	B-� � H Z ���
��?-1;/ 5'�(��! Z ! : Z�:<���

(., .)Φ

!�1<�'�-���



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 E/1

�����% !�%( � ��� � � T�"G�
� . 6.% '����
x, y ∈ Rd �('�� /10 �43��+�76.�

KX(·, ·)
3 '�� ,�� � %1���+� ��� ���

�('���/ 6.%1!
KX(x, y) = fx,X(y) − pT (y)VX(x).

� 3+�	3
KX(x, y) = ΦX(x, y) − UT

X(x)ΦX(y) − pT (y)VX(x).
QJ��%K� & � � 0 # � )"�('��J�46.�7'��5�76.�?6 / )
	 3 ��� 0 3
����� �J	�� �"
��'7 � �-�<- :'- � ��7 F � �,+ @*H ZA�)�-!?5��

AX,ΦUX(x) + PXVX(x) = ΦX(x),
�	�'
�!�1<1

x ∈ Rd

P T
XUX(x) = p(x),

�	�'
�!�1<1
x ∈ Rd.

3 �-���

UT
X(y)AX,ΦUX(x) + UT

X(y)PXVX(x) = UT
X(y)ΦX(x)

UT
X(y)PX = pT (y)

!��0/

pT (y)VX(x) = UT
X(y)ΦX(x) − UT

X(y)AX,ΦUX(x).
F B-� B H

�"
���7 ��
���3 ��- :<� :<�'� B-�81WZ � �
���-�
1<?-/-�

KX(x, y) = Φ(x, y) −
N∑

j=1

uX
j (x)Φ(y, xj) −

N∑

k=1

uX
k (y)Φ(x, xk)

+

N∑

j=1

N∑

k=1

uX
j (x)uX

k (y)Φ(xj, xk)

= Φ(x, y) − UT
X(x)ΦX(y) − UT

X(y)ΦX(x)

+UT
X(y)AX,ΦUX(x)

= Φ(x, y) − UT
X(x)ΦX(y) − pT (y)VX(x)

= fx,X(y) − pT (y)VX(x),
�	�'
�!�1;1

x, y ∈ Rd.

�

� �J����"G"#�0� � T "G�
B � � )2��% �('�� '*,�6���� '.#-#�0 ! M �+�76.� # & �('�� ����� ��% M 6.�S'��+�76.�"��%�%K6.%T� 6 '�� �

f ∈ NΦ(Ω)
'�� '�� � M 6.�����

x ∈ Ω
3 '�� ,�� � %����+����� '.#

f(x) − sf,X(x) = (KX(x, ·), f)NΦ(Ω).
F B-�DE H



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 E 


����� �J	�� @�?0- � ���'79#-:<�-� � �0� �;ZA�A3-
����
�
/0:;�-5A3-
��/3 ��- :<��:;�'�0-��
�

�����% !�%( � ��� � � T�"G�=T�. 6.% '����
x, y ∈ Rd �('�� /10 �43��+�76.�

KX(·, ·)
3 '�� ,�� � %1���+� ��� ���

�('���/ 6.%1! �

KX(x, y) = fx,X(y) − sfx,X ,X(y)
����� �J	�� 9 ���

x
!��-/

y
# ��:;�

Rd ��3 �-���

KX(x, y) = δt
y,Xδs

x,XΦ(s, t)

= δt
y,Xfx,X(t)

= fx,X(y) − sfx,X ,X(y).

�

�"
���7 � �0�>-�� �;ZA� 
 �>3-
 �>-������ !C��:;�'�0- ZA�)�
!��=/-�
/-?0�
� � �-�<- ��
 !��05'� :;/-��� ��:<�;:

sfx,X ,X(y) = pT (y)VX(x)
- �-�?Z�:;�-5)! 3 �'1.:��-��7 :;!�1>:<�

y
� :;7 �>-�!��	?-�-�(� :<�'� �C�

x
5C!��-:.-��-:<�-5 �'� !�1;1�3 �':;���4-��C�

X
�

�����% !�%( � ��� � � T�"G�
��� '�� /10 �43��+�76.�
KX

#N'��+� #$� �-# �2'�� M %K6 M ��%1� �
(
KX(x, .), KX(y, .)

)
NΦ(Ω)

= KX(x, y)

/ 6.%J'����
x, y

���
Ω
3

����� �J	�� �"
��'7 F B-�87 H �	�'
 ���-���	?-�-�(� :;���
KX(., y)

Z ��5'���

(KX(., y), fx,X)NΦ(Ω) = KX(x, y) − sKX(.,y),X(x).
�>:<�-�
�

KX(xj, y) = 0
�	�'
�!�1;1

1 ≤ j ≤ N
�0ZA� � �-��� 5'�(�

(KX(., y), fx,X)NΦ(Ω) = KX(x, y).
F B-�8@*H

,.���-�?Z -�?-#Y- � : � ?0���&���-� 5C!�1;?-�����
fx,X

�	
 �'7 ��
��/3 ��- :<��:;�'� B-�,+ B :;������F	B-� @�H(� ,.�&5'���

KX(x, y) =
(
KX(., y), fx,X(.)

)
NΦ(Ω)

=
(
KX(., y), KX(x, .) + sfx,X ,X(.)

)
NΦ(Ω)

=
(
KX(., y), KX(x, .)

)
NΦ(Ω)

+
(
KX(., y), sfx,X ,X(.)

)
NΦ(Ω)

=
(
KX(., y), KX(x, .)

)
NΦ(Ω)



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @'@

?0- :;�-5 ���"!C�
sfx,X ,X(.)

:.-�!9�	?-�-����:;�'� :<�
P

�
�

# 303-1.:�:<�-59� �-� X !�?0� ��: ���>� �=Z !�
 P9:;�0��% ?"!�1<:<�;: ��� ��
 ��3 ��-�: � :;��� B-�.+ E �0ZA��5����

�����% !�%( � ��� � � T�"G� ��� '�� M 6�� ��%�P*��%��4���
KX

'�� ) �2'�� M 6�� ��%�/102�43��+�76.�
PX

#N'��+� #$/ �
�('�� M %K6 M ��%�� �

|KX(x, y)| ≤ PX(x)PX(y)
/ 6.%J'����

x, y ∈ Ω.

�����% !�%( � ��� � � T�"G� ] � '��TP*��%1�4���
KX(·, ·)

� # '��;02�43-6.� )����5�76.� '���� � M 6 #����5����� )2�$���������
/102�43��5�76.� 6.�

Ω \ X
3

����� �J	�� ,.��� !�$��)!��=:=/-:[- �

��(� ��3 ��:;��� -����
Y = {y1, . . . , yM} ∈ Ω \ X

!��-/ !C��:
5��
�����'


β = (β1, . . . , βM)
!��0/ ZA���
�'�0- :;/-��
 � �-� % ?"!�/-
�!C� :<� �	�'
�7 /-� !-�-�
/ !/-

M∑

j=1

M∑

k=1

βjβkKX(yj, yk) =
M∑

j=1

M∑

k=1

βjβk(fyj ,X , fyk,X)Φ

= (

M∑

j=1

βjfyj ,X ,

M∑

k=1

βkfyk,X)Φ

= ‖
M∑

j=1

βjfyj ,X‖
2
Φ

≥ 0.

3 �-:.- 3-
��?5��>- ���"!C�
KX(·, ·)

:[-�! 3 ��-�: � :.5�� -���7 : � /-��!"�-:<�����	?-�-�(� :<�'� �'�
Ω
�

,.� �-�?Z -�?Y303 �/-�� ∑M
j=1

∑M
k=1 βjβkKX(yj, yk) = 0

��3 �0�
�

0 =

M∑

j=1

M∑

k=1

βjβkKX(yj, yk)

= ‖
M∑

j=1

βjfyj ,X‖
2
Φ,

0 =
M∑

j=1

βjfyj ,X(.)

=

M∑

j=1

βjΦ(yj, .) −
M∑

j=1

βj

N∑

k=1

uX
k (yj)Φ(xk, .)



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @Y+

=
M∑

j=1

βjΦ(yj, .) +
N∑

k=1

γkΦ(xk, .).

Z�: � �
γk = −

∑M
j=1 βju

X
k (yj)

�	�'
�!�1<1
1 ≤ k ≤ N

� ,.���-�?Z 1;���'$ !C��� �-� % ?"!�/-
�!C� :<�
�	�'
 7 Z�: � �9
 �>- 3 ������� �

Φ
Z��-��
�� � �0� �
��� ' �
:<�
��� -�!C�

yj

!�
��
βj

��!��0/ ! �
xk

!�
 �
γk

�	�'

!�1<1

1 ≤ j ≤ M
!C�-/

1 ≤ k ≤ N
��3 �"!C��7 � !��Y-��YZA� ?0-�� ���-�7% ?"!�/-
�!C� :<� �	�'
�7 ���

Φ�'�
Z = {x1, . . . , xN , y1, . . . , yM}

Z�:<��� � �-���
��� ' �
:<�
��� -
α = {α1, . . . , αN+M} =

{γ1, . . . , γN , β1, . . . , βM}
� �65'���

M+N∑

j=1

M+N∑

k=1

αjαkΦ(zj , zk) = 0.

3 � � �-�
� $ � �-!C��� �-��-��&�
��� ' �
:<�
��� -
αj

!�
 � !C/-7 :.-4- :;#-1<� :;� ���-� -��
�Y-��&��� ���-����% ?"!C��:;�'�
FG70� � H��0ZA� ��5C!�1;?-!C� � ���-�
7 �'�=!9�	?-�-�(� :<�'�

p ∈ P
:;� �'
 /-�

 ��� 5'�(�

M+N∑

i=1

αip(zi) =
M∑

j=1

βjp(yj) +
N∑

k=1

γkp(xk)

=
M∑

j=1

βjp(yj) −
N∑

k=1

M∑

j=1

βju
X
k (yj)p(xk)

=

M∑

j=1

βj

(
p(yj) −

M∑

j=1

uX
k (yj)p(xk)

)

= 0.

3 �-���
α ∈ LP (Ω)

��!C�-/ ZA� �
�'�0�
1;?0/-��� �"!C�
α = 0

!C�-/
β = γ = 0

�
�

� ��� � �����
	 � � � �&���-� �&� � ��� �"
 ���"
��,��
��
2 � ���-�W3-
 ��5�:;�'?Y- � �"!/30���

 ZA� �"! 5'� -��-�?Z�� � �"! ��� !�� � +&:;1<# ��
 � -43"!���� -��(��� :<�-5 ����!

 �
�
�?5��

 :A3-
 �'#-1<�
7 1<� !�/Y-���� ! - 3 ���
:(!-� 3 ��-�: � :,5'� -���7 :</-� !-�-:<��� �	?-�-����:;�'� !��(� :;�05)!c-A!

 �>3-
 �>/-?0�
:;�05�$C�

 �-�
1 � , �&!�1.-�� - �-�?Z ��/ ! 3"!�
 ��:2!�1<1.: ���'�=5'�

 -�� 
��>- ?-1<�
� �
!�� �H3 ��- :<� :,5'�
/-��!"�-: � � $C�

��0�
1�:[- ���-� 
 �>3-
 �>/-?0�
:;�05�$��

 �-�
1���� !�+&:;1;# �

 � - 3"!��
� �C� �	?0�-����:;�'�0-����>:<�-�
�
ZA� �"! 5'� 3-
��?5'��� :;� ��
 ��3 ��-�: � :;��� B-�,+ � ���"!C� � �-�F3 �?ZA�

 $C�

 �-�
1

KX

:.-H3 ��- :<� :,5'�
/-��!"�-: � � �'�

Ω \X
�
Z ���-�?Z �
!�� !/303-1,:6� �-:.- 
���-�?-1 � � � 5'����!9�-!C� :,5'� +&:;1<# ��
 �M- 3"!����



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @ �

�	�'

KX

��+ �?Z � 5'��
���Z � Z !���� � � 
 �
12! � �����-:[-M- 3"!���� !/- �
1<��-���1.: � �9� �0���"!C� :,5'� - 3"!��
�
���

Φ
!c- ZA� � !�� �

,.� $��0��Z �	
��'7 ��
���3 ��-�: � :<�'� B-�,+ �.� �"! �
KX

:[- ! - :>7 7 ��� 
 :;� ?0�-�
�'�0/-:<��:;�'�"!C1;1.:
3 ��-�: � :,5'� /-��!"�-:<��� $���
��-��1 �'� ���-� -����

Ω\X
� ) ��� !�?0- � ZA� !�
�� :<�6���-��?-�-���'�-/-: � :;���"!�1

- :<� ?-!C� :<�'�*� ZA� � !C�)��?0�4���-�A!�
�5'?07 ��� � �	
 �'7 � �0� 3-
 ��5�:;��?0-4� �-!/30� ��
�- �'7 ��Z��"!C��- �-�'
 �
!��0/=1<�>��$ /-:<
��
�(� 1,: !C� ���-�<-43"!����

LKX
(Ω \ X) =

- 3"!��
{KX(., y) : y ∈ Ω \ X}

!��0/=� % ?-:[3=:<� Z�: � �=! #-:;1<:;�-�
!�
A�	�'
 7

( M∑

j=1

αjKX(., yj),

S∑

k=1

βkKX(., zk)
)

KX

:=

M∑

j=1

S∑

k=1

αjβkKX(yj, zk).

Z�: � �
Y = {y1, . . . , yM} ⊂ Ω \ X, Z = {z1, . . . , zS} ⊂ Ω \ X

!C�-/
α =

(α1, . . . , αM), β = (β1, . . . , βS)
�

3 �-�<3-
 ��5�:;��?0-�� �"!/30���

&�-�?Z :;7A3-1<:;�>-
�����% !�%( � ��� � � T�"G� * 	 ���

KX : Ω \X ×Ω \X → R
,�� �('��R# � ! !"���5%1�73 02�43-6.� )���L

�+�76.� '���� ��M 6 #����+����� )2�$��������� M 6�� ��% P*��%1�4��� 3 � '������('��R,N��� ���4� '�% / 6.%�!
(., .)KX

)2�$���4�-#
'�� �����4��% M %-6N)�0�3�� 6.�

LX(Ω \X)
3 . 0 %1�('���%1!"6.%-� & �2'���# M '23-�

LX(Ω \X)
� # ' M %K��L

QR���S,���%1��# M '23-� � ���('9�('�� %K� M %-6N)�0�3����2O P*��%1�4���
KX

3
�

3 �-�)�
�'7A3-1<��� :<�'�
LKX

(Ω \ X)
��� ���-:[- 3-
 ����+&:;1<# ��
 � �	?-�-�(� :<�'� - 3"!��
��Z�:<��� 
 �>-43 �
�(�

�������-� �0�'
�7
‖.‖KX

:[-�� �0� !"
 - �A� !��0/-:;/"! � � �	�'
�!)+&:;1<# ��
 � -43-!��
� Z�:<� � 
���3-
���/-?-��:;�-5
$C�

��0�
1

KX

�

� �! ��� ��� � � T "G� d � '�� � '��5����� # M '23-��/ 6.% �2'�� # � ! !"���5%1�73 0 �43-6.� )����+�76.� '���� � M 6 #���L
�+����� )2�$������� ��/10 �43��+�76.�

KX
6.�

Ω \ X
� #RO�������� , �

NKX
(Ω \ X) = LKX

(Ω \ X) = clos‖.‖KX

(
LKX

(Ω \ X)
)
.

���N02� M*M � ) � ���('"�2'��������4��% M %K6N)�0 3��
(., .)NKX

, � � � ����� #��76.� ��6 �('�� 3-6.! M � ���+�76.� & '�� )
�('��J%K� M %-6N)�0�3����2O M %K6 M ��%1� �

f(y) = (f, KX(y, .))KX
.

/ 6.%J'����
f ∈ NKX

(Ω \ X), y ∈ Ω \ X
3



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @�7

+&�

����-� �-��
 �>3-
 �>/0?-����:;�'� � %�?-!C� :<�'� /-:;
 �
����1.:H-��-�?Z -&�-�?Z ���6:;��� ��
43-
 ���&!�� !�#Y- � 
�!����
��1;�
7 �
��� �	
 �'7 ���-� �
1;�/-�?-
 �)!c- !9�	?-�0��� :<�'� �

O ��� ��� �-!C� � �-��
 �>3-
 �>/-?0��� :<�'� ��% ?"!C��:;�'� :<7H3-1<:;��- � �"! � !�1;1��	?0�-����:;�'�0- �	
 �'7 ���-���"!C� :,5'�
- 3"!��
�����

KX

Z�:;1<1��	�'
�7 !�1<1.: 5�!C�-:[- �)�'�
X

� 3 ��?Y-4� �0��: � !C� # �A� R>���
�-/0�
/ �	
 �'7
Ω\X���)�	?-�-�(� :<�'�0- ���

Ω
�>���-� 
���3-
���/-?-�(� :<�'� � %�?-!C� :<�'� # �
:;�05 5C!�1;:</ ���-�

 ����,.� -��-!�1;1 ?0-��

���-:[- � R>���
�0- :;�'�=:;� ���-� 
��>- �&���4���-:[- ���-�>- :[- �JZ�: � �-��?0� �	?-
 ���-�

 7 �
����:;�'�-:<�-5-�

O ��Z ZA�WZ !���� � � 
 �
1;!C� � ���-�9�;ZA�=�-!C� :,5'�W- 3"!��
��-�!��-/ � �-� �0�'
�7A-
‖.‖Φ, ‖.‖NΦ(Ω)!��0/

‖.‖KX

������
 � �"!C� ZA��- � !C
 � Z�:<���=!6�	?-�0��� :<�'�
g

:<�
LX(Ω \ X)

Z�
�:<� � ��� !c-

g(x) =

M∑

l=1

αlKX(x, yl)
F B-�D� H

�	�'
�!�1;1
x ∈ Ω \ X

Z�:<� � !C� !�
�#-: � 
�!�
 :
α ∈ RM !��0/ ! -����

Y = {y1, . . . , yM} ⊂
Ω \ X

��3 �-�
�*�

g(x) =

M∑

l=1

αlKX(x, yl)

=
M∑

l=1

αl

[
Φ(x, yl) −

N∑

j=1

uX
j (x)Φ(xj , yl) −

N∑

k=1

uX
k (yl)Φ(x, xk)

+

N∑

j=1

N∑

k=1

uX
j (x)uX

k (yl)Φ(xj, xk)
]

=

M∑

l=1

αlΦ(x, yl) −
N∑

j=1

uX
j (x)

( M∑

l=1

αlΦ(xj, yl)
)

−
N∑

k=1

Φ(x, xk)
( M∑

l=1

αlu
X
k (yl)

)

+

N∑

j=1

uX
j (x)

N∑

k=1

Φ(xj , xk)

M∑

l=1

αlu
X
k (yl).

,.� /-�
�-�C� �

βk :=

M∑

l=1

αlu
X
k (yl)

F B-�81*H



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @�B

�	�'
�!C1;1
1 ≤ k ≤ N

!��-/ ZA�)/0�
�-�����

gX(x) :=
N∑

k=1

βkΦ(x, xk), gY (x) :=
M∑

l=1

αlΦ(x, yl).
F B-� 
 H

3 �-���.�

g(x) = gY (x) − gX(x) −
∑N

j=1 uX
j (x)gY (xj) +

∑N
j=1 uX

j (x)gX(xj)

= (gY − gX)(x) −
∑N

j=1 uX
j (x)(gY − gX)(xj)

= (gY − gX)(x) − sgY −gX ,X(x). F B-�,+ @*H
3 �-:.- ��% ?"! � :;��� !�1[- �W3-
 ��5��>- � �-!C�

gY − gX

1;:<�>- :<�
NΦ(Ω)

�-# ��� !�?Y-�� � �0� ��� �0�

 �;ZA�
�	?-�0��� :<�'�0-A!�
��&:;� � �"! � - 3"!��
�C��, � ��5'��� �"! 5'�

gY − gX ∈ RΦ,Ω(LP (Ω))
��3 � 3-
 ��5��

���-:[- �YZ ���"! 5'����� � �-��� $ � �-� 7 �'7 �
������% ?"!C��:;�'�Y-

M∑

r=1

αrp(yr) −
N∑

k=1

βkp(xk)

=

M∑

r=1

αr

N∑

i=1

uX
i (yr)p(xi) −

N∑

k=1

βkp(xk)

=
N∑

i=1

p(xi)
M∑

r=1

αru
X
i (yr) −

N∑

k=1

βkp(xk)

=

N∑

i=1

βip(xi) −
N∑

k=1

βkp(xk)

= 0.

# � ���

�� �0:[-�� ��� �-�-:;�
!�1�:;��� ��
�1<?-/-� Z � � !C�.�
!�1;��?-12!C���9� �-� 5C!�1;?0� ��� ���-� �0�'
�7 �C�

‖.‖KX

�

‖g‖2
KX

=
M∑

r=1

M∑

l=1

αrαlKX(yr, yl)

=

M∑

r=1

αr

( M∑

l=1

αlKX(yr, yl)
)

=

M∑

r=1

αr

(
(gY − gX)(yr) −

N∑

j=1

uX
j (yr)(gY − gX)(xj)

)



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @�E

=
M∑

r=1

αr

(
gY − gX

)
(yr) −

N∑

j=1

βj

(
gY − gX

)
(xj)

=
M∑

r=1

αrgY (yr) +
N∑

j=1

βjgX(xj)

−
M∑

r=1

αrgX(yr) −
N∑

j=1

βjgY (xj).

2 ��Z ��-�?0#0- ��:<� ?>� ��� �-� 5C!�1<?-�����
gY

!��-/
gX

�	
 �'7 F	B-� 
 H��-���-�
� Z � 5'�(�

‖g‖2
KX

=

M∑

r=1

αrgY (yr) −
M∑

r=1

αr

N∑

k=1

βkΦ(xk, yr)

−
M∑

r=1

αr

N∑

j=1

βjΦ(xj , yr) +
N∑

j=1

βjgX(xj)

= ‖gY − gX‖
2
Φ.

3 �-�<- � !��-/-!�
�/=�'
 ���-�'5'���"!�1;: �;: 30
���3 �

 �;: ���4:;��� ��
43 �'12!����4- �	
��'7 FK70�,+ ��H ���-�
� :�:;�
1</0-

‖gY − gX‖2
Φ = ‖gY − gX‖2

NΦ(Ω)

= ‖gY − gX − sgY −gX ,X‖2
NΦ(Ω) + ‖sgY −gX ,X‖2

NΦ(Ω)

= ‖g‖2
NΦ(Ω) + ‖sgY −gX ,X‖2

NΦ(Ω).

,.�<-�?-7 7 !C
�:[P����

�����% !�%( � ��� � � T�".��L � '�� �46.%1!
‖.‖KX

6 /J�2'�� � '��+����� # M '23-�
NKX

6 /
KX

3 '��?,��
� � M %K�-#-# � ) � �+'

‖g‖2
KX

= ‖gY −gX‖2
Φ = ‖g‖2

NΦ(Ω) +‖sgY −gX ,X‖
2
NΦ(Ω)

/ 6.% '����
g ∈ LKX

(Ω\X)F B-�,+�+ H
� ���(' �('���/10 �43��+�76.� #

gY

'�� )
gX

'.# )2�$���4� );��� ) � 3�� 0 & #N'��+� #$/ � ���2O �2'��J�+)2�����+��� �

g = gY − gX − sgY −gX ,X .

. 0 %1�('���%1!"6.%-� &
LKX

(Ω \ X) ⊆ (Id − πX)(RΦ,Ω(LP (Ω))). �
F B-�,+ � H
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 @�@

3 �-� ���

 7
sgY −gX ,X

:.- ?-�-� RY3 �
�(� ��/ :;� F	B-�,+�+ H �"!��-/ ZA� -��-�'?01;/ -��-�?Z � �"!C� :<� /-���>-
�-�C� 5�!C�-:[- �=:<� 5'�
�-��
 !�1 � , � �"! 5��

gY (xj) − gX(xj) =

M∑

l=1

αlΦ(xj , yl) −
N∑

k=1

βkΦ(xj, xk)

=

M∑

l=1

αlΦ(xj , yl) −
N∑

k=1

M∑

l=1

αlu
X
k (yl)Φ(xj, xk)

=
M∑

l=1

αl

(
Φ(xj, yl) −

N∑

k=1

uX
k (yl)Φ(xj, xk)

)

=

M∑

l=1

αl

Q∑

i=1

pi(xj)vi(yl)

=

Q∑

i=1

pi(xj)
M∑

l=1

αlvi(yl)

F B-�,+?7*H

Z�: � ���-��� ! � :;��� !/-4:<� F � �,+ @*H �43 �-:.- -��-�?Z -4���"!C�
sgY −gX ,X

���':;�-��:;/-��-�Z�:<� �)! �	?-�-����:;�'�
�	
 �'7

P
�-#-?0�&: � :[- �-�C� �0�
�
��-4-�!�
�:<1.: P��

��0�

� ?-
�5'��!C1-�-�?Z :.- � ��3-
��?5'��� �0�&���'�=5'��
4-�� :;�-��1;?0- :;�'�9����F	B-�,+ � H � , � � !�$�� ! �	?-�-����:;�'�

f ∈ RΦ,Ω(LP (Ω))
!C�-/ 
 �>3-
 �>- �
��� ���-� :;��� ��
43 �'12! � :;��� �

 
��'
�!/-

f − sf,X =
M∑

r=1

αrΦ(., yr) −
N∑

l=1

γrΦ(xl, .)

Z�: � �=/-:[-�E �':;��� -��(� -
X = {x1, . . . , xN}, Y = {y1, . . . , yM}

!C�-/F5��
�����'
4-
α ∈ RM

!��0/
γ ∈ RN - ?-� � ���"!C� ���-�
:<
 �
�'7A3 �/-�:<��:;�'� :[- :;�

LP (Ω)
�": � �C�

M∑

r=1

αrp(., yr) −
N∑

l=1

γrp(xl, .) = 0
�	�'
�!C1;1

p ∈ P.

�"
��'7 � �0� /-� !"�0:<� :<�'� ���
f − sf,X

� Z �6�"! 5��6���-�W5'�������'
4-
α

!��0/
γ
�)3 �-�
� ZA�

/-��!"�-�
gY

!��-/
gX

�	
 �'7 F B-� 
 H<Z�: � �
β

�	
 �'7 F	B-�81 H(� 3 �0�
� ! �	?-�-�(� :<�'�
g

:[-�Z ��1;1
/-��!"�-��/ �	
���7 F B0� � H �"!��-/=:<� Z�:;1;1 !"�"!�1<1.: !�1[- � - !C��:[- � : F B-�,+ @ H ��3 �-�
� Z ���"! 5'�

gY = g + gX + sgY −gX ,X

!��0/

f − sf,X = g + gX + sgY −gX ,X −
M∑

l=1

γrΦ(xl, .).



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @��

O ��Z Z � /-���-�����

s̃ := gX + sgY −gX ,X −
M∑

r=1

γrΦ(xr, .).

3 �-���	?-�0��� :<�'�
s̃

1;:;��- :;� ���-�<-43"!����
SX

-43"!��0�-�
/ #�:
P

!��-/ ���-���	?-�-����:;�'�Y-
Φ(·, xj)�	�'


xj ∈ X
�4, � Z !���� ��� 3-
 �?5'�����"!C� : � -��
��� ' �
:<�
��� - !�
�� :;�

LP (Ω)
���"�'
�� �0:[-���ZA�

�
!�� �	���
?Y-)�'� � �0� �	?-�0��� :<�'�
gX −

∑M
r=1 γrΦ(xr, .)

!��-/ :<� - ���>��' ��:;��� �4-)# �
�
!�?0- �
� 5'�

 : � �-:<�-5 :.- �
�'
 
��������	�'


sgY −gX ,X
� , � 5'�(�

N∑

k=1

βkp(xk) −
M∑

r=1

γrp(xr)

=
N∑

k=1

M∑

l=1

αlu
X
k (yl)p(xk) −

M∑

r=1

γrp(xr)

=

M∑

l=1

αl

N∑

k=1

uX
k (yl)p(xk) −

M∑

r=1

γrp(xr)

=
M∑

l=1

αlp(yl) −
M∑

r=1

γrp(xr)

= 0.

�"?-
 � �-��
�7 �'
����0�	�'
�!�1<1
1 ≤ j ≤ N

ZA���-!?5��

0 = (f − sf,X)(xj) = g(xj) + s̃(xj) = s̃(xj).

# �
�
!�?0-��
g(xj) =

∑M
r=1 αrKX(xj, yr) = 0

� 3 ��?Y-
s̃

:;��� ��
43 �'12! � �>- P
��
�� /-!C� ! !C�-/
79?Y- � 5C!��0:[-�� � 3 �-�
�

f − sf,X = g
!��-/

f − sf,X ∈ LX(Ω \ X)
�-�'1</ � 3 � ?0-UZA�

�"! 5�� 3-
 �?5'�
�
LKX

(Ω \ X) = (Id − πX) (RΦ,Ω(LP (Ω))).
F B-�,+ B H

� b����J���'& T�".��� � '��R� '��+������# M '23-��/ 6.% �('�� # � ! !"���+%��73 02�43-6.� )����5�76.� '���� � M 6 #����+�����
)2�$��������� M 6�� ��%RP*��%1�4���

KX

6.�
Ω \ X

� # � � '23��5� � �('�� Q����S,���%1� # M '23-�

NKX
(Ω \ X) = (Id − πX)(RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))) = (Id − πX)(Id − πP )(NΦ(Ω)).

����� �J	�� 2 � 3-
 :;�-��:[3-1<� �'ZA� Z !C� � ��� � !�$C� ���-���
1<��-�?0
������ � �0��:;/-��� ��:<�;: F B-�,+ B*H �-#-?0�
ZA� �"! 5'� � �6# � �
!�
��(�	?-1 Z�:<��� ���-� /-:�� �

 �
���&:;�-�0�

 3-
 �>/-?0��� -��



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 @�1

2 ��!C1;1 �	?-�-�(� :<�'�0- ���
LKX

(Ω \ X)
!C
�� � R�� ���-/-�
/.� �

Ω
�4� �0�
� : �):.- �
1;�
!�
�� �"! �)���-�

- 3"!��
�
LKX

(Ω \ X)
:.- :;�

(Id − πX)(RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)))
��� ?-����� F B-�,+�+ H ZA���-!?5��

‖g‖2
KX

≥ ‖g‖2
NΦ(Ω)

�	�'
�!�1;1
g ∈ LX(Ω \ X).

3 �-��� ZA���"! 5'� �J- � !�
 � :;�05 Z�: � � � �0��/0� !"�-: � :<�'� ��� � �-� �
1<��-�?0
�� �

NKX
(Ω \ X) = clos‖.‖KX

(
LKX

(Ω \ X)
)

⊆ clos‖.‖NΦ(Ω)

(
LKX

(Ω \ X)
)

= clos‖.‖NΦ(Ω)
((Id − πX)(RΦ,Ω(LP (Ω))))

= (Id − πX)(RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)))

Z�: � �-�'?>� � 
���?-#-1;���0-�:<�-�
�
Id − πX

:[-�!��=�'
 ���-�'5'���"!�1 30
��.E ����� ��

��3 � ?0-

NKX
(Ω \ X) ⊆ (Id − πX)(RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))).

O ��Z Z �=/-�.���-�=�
�'�=5'��
4- ��� # - -�?-7 �=���"!C�6� �0�

�� :[- !�� !�#0- � 
 !C��� �	?-�-����:;�'�
f ∈

RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)) ⊂ NΦ(Ω)
- ?-� � � �"!C�

f − sf,X

:.-9�'
 ���-�'5'���"!�1A���
LKX

(Ω \ X)Z�: � � 
���-43 �
�(�=��� � �-� :<�-�-��
 3-
���/-?-�(�
(., .)NΦ(Ω)

� ,.� � !C$�� ! �	?-�-�(� :;���
g

�	
 �'7

LKX
(Ω \ X)

!��-/ Z�
�:<����:<�&!/-�:<� F B-�D� H(��3 �-:.-�:;7A3-1;:<�>-

0 = (f − sf,X , g)NΦ(Ω)

= (f − sf,X ,

M∑

l=1

αlKX(·, yl))NΦ(Ω)

=
M∑

l=1

αl(f − sf,X , KX(·, yl))NΦ(Ω)

=

M∑

l=1

αl(f − sf,X , fyl,X)NΦ(Ω)

=
M∑

l=1

αl((f − sf,X)(yl) − sf−sf,X ,X(yl))

=
M∑

l=1

αl(f − sf,X)(yl).

�>:<�-�
� ���-� 3 �':;��� -
yl

!C
���!�
 #-:<��
 !�
 :��	
 �'7
Ω\X

!��0/6���-� �
��� ' ��:;�
���4-A!C
���!�
 #-:<��
 !�
 :/�
ZA� ���'�-�
1<?-/-� � �"! �

f − sf,X = 0
�'� !�1<1 ���

Ω
� 3 � ?0- ���-���
1;�/-�?-
 �)���

LKX
(Ω \ X):<�

(Id − πX)(RΦ,Ω(LΦ,P (Ω)))
Z�:<� � 
 �>-43 �
�(� ���

(., .)NΦ(Ω)

:[- ���-���	?-1;1�-43"!C�
���
�
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� �J����"G"#�0� � T ".�J� � '��J� '��+������# M '23-�
NKX

(Ω \ X)
/ 6.%

KX
3 '�� ,�� � %1���5����� '.#

NKX
(Ω \ X) = {f ∈ NΦ(Ω) : f(X) = {0}}.

����� �J	�� , � �"! 5'�&� � - �-�?Z � �"!C� !��=:
f

�	
��'7
NΦ(Ω)

Z�:<� �
f(X) = {0}

:[-���� � �-�
�	�'
 7

f = g − πX(g)
Z�:<� � - �'7 �

g ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
�93 � � �-:.- �
�-/ � ZA�6/-� !-�-�

g := f − πP (f) ∈ RΦ,Ω(LΦ,P (Ω))
!��-/=1;���'$ !C�

g − πX(g) = f − πP (f) − πX(f − πP (f))
= f − πP (f) − πX(f) + πX(πP (f))
= f − πP (f) − 0 + πP (f)
= f.

�

� �J����"G"#�0� � T ".�JB $ / � �R)2�$���4�
SX := πX(NΦ(Ω))

#���! ���S'�%1� � � 6 )
	 3 ����0 '�� ) � '���L
6.%K��! � 3 	 � & �('�� )2�-3-6.! M 6 #����+�76.�

NΦ(Ω) = SX + NKX
(Ω \ X)

� #&6.%1�('�6 O26.� '�� � ���('9%-�-# M �-3�����6
(., .)NΦ(Ω)

3
����� �J	�� �>����3 �0�
�'
 �
7670� � 16!��-/ ?0- �WX �'
 �'1;1;!�
 : B-� �'� �

�

�����% !�%( � ��� � � T�".�0T $ /
Φ

� # '�� M 6 #����+����� )2�$����������P*��%1�4��� & � � ' ' ���

‖g‖2
KX

= ‖g‖2
Φ

/ 6.%J'����
g ∈ NKX

(Ω \ X).

����� �J	�� , � ?0- �����-��!�
�5�?-7 ����� �C� F	B-�.+ 7 H � �A-��������"!C�
sgY −gX ,X

:.-&:<�
P

��+&�
�-���
: � -JFG- �
7 :�� H �-�'
 7 :.- P
��
�� #�: /-� !"�0:<� :<�'� �

�

O ��� � !�5�!�:<�.� �-!C� ���-� 3-
 �>���M-��-�?Z -9� �-!C� ���-� !/- -��

 � :<�'� � !C�-�-��� # � � R�� �
�0/-�
/ :;�
5'���-�

�!�1�� �)���-�����'�-/-: � :<�'�"!�1<1.: 3 ��- :<��:.5'�&/-��!"�-:<�����
!/-����0# �
� !C?0-��

sgY −gX ,X

/-���>-A�-���
�-���
��-4- !C
�:;1,: 5C!��-:.-�� �

,.�6!�/-/ ! 
 �>3-
 �>-������ !C��:;�'� �	�'
����-� 3 ��ZA�

 �	?0�-����:;�'� Z��-:<� � :[- ZA�
1<1�� $��0��Z�� :<� � �-�
1<:<� ��
 !C��?-
��C�



������� ������� 
 � ��� ��� � ��� � ��� 
 ��@

�����% !�%( � ��� � � T�".�J��� '�� M 6�� ��%�/10 �43��+�76.� �.'�� 0��
PX(x)

� # O�������� , �

PX(x) = sup{f(x) : f ∈ NΦ(Ω), ‖f‖NΦ(Ω) ≤ 1, f(X) = {0}}
/ 6.% '����

x ∈ Ω.

* �-3 '����B�(' '�� � � '�� �T' � # '.#-#�02!"�
X

��6D3-6.��� '���� �2'��
P

L�0 ��� # 6.� ������� #�0 ,�# ���
Z
3

����� �J	�� �>:<�-�
� ��
��/3 ��- :<��:;�'� B-�,+�+ :�:;��1;/0- ���-� �

�
 �'
�# ��?-�-/

|f(x) − sf,X(x)| ≤ PX(x)‖f‖NΦ(Ω)

�	�'
�!C1;1
f ∈ NΦ(Ω)

�-� �-�
sup

� R>:.- � -��A3 �0�
� Z ��/-� !-�-�����-���	?-�-�(� :;���
QX

�'�
Ω

!/-

QX(x) = sup{f(x) : f ∈ NΦ(Ω), ‖f‖NΦ(Ω) ≤ 1, f(X) = {0}} ≥ 0.

3 �-���*�"�	
��'7

|f(x)| ≤ PX(x)‖f‖NΦ(Ω) + |
N∑

i=1

|uX
j (x)||f(xj)|

ZA� 5'���

QX(x) ≤ PX(x).
2 �

PX(x) = 0
� � �-���

QX(x) = 0 = PX(x)
� 2 �

PX(x) 6= 0
� ���-�
� ZA� /-� !-�-� !

�	?-�0��� :<�'�
gx

�'�
Ω

!/-
gx(y) = KX(x, y)/PX(x)

-�?0� � � �"! �
gx ∈ RΦ,Ω(LP (Ω))

�
3 �-��� ZA��5'���

gx(x) = PX(x)
!��-/ :<�4- �-�'
 7 :[- # �'?-�-/0�
/=#�:

‖gx‖
2
NΦ(Ω) = ‖KX(x, .)‖2

Φ/P 2
X(x)

= KX(x, x)/P 2
X(x)

= 1,

Z��-��
��

gx(x) = PX(x) ≤ sup{f(x) : f ∈ NΦ(Ω), ‖f‖NΦ(Ω) ≤ 1, f(X) = {0}} = QX(x).

�-���-�
�

PX(x) ≤ QX(x).
3 � ?0-

PX(x) = QX(x)
�

�

,.���
�-/�� �-:.-�-��
�(� :<�'�)#=:<3 �':;����:;�-5 �'?>� !��	� Z �
���-�-�
�(� :<�'�0- � � � �-� 3-
 ��5�:;��?0-4� �-!/30� ��

�
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� b����J���'& T�".� � $ � 3 '.# �?6 /?' 3-6.� )����5�76.� '���� � M 6 #����+�����?)2�$��������� P*��%1�4���
Φ

� ���('
%K�-# M �-3�� ��6 # 6.!"�T������� ��L )���!"��� #��76.� '�� # M '23-�

P & �2'�� M 6�� ��% P*��%1�4���
PZ

� # M %K�-3�� # ��� �
�('�� P*��%1�4���

h
'�%�� #����2O;��� �2'�� M %K� � �76.0*#�# �-3��+�76.� 3

����� �J	�� 3 �-�)9 !�5�
 !��-5�� #-!/-�:.- �	?0�-����:;�'�0-
p1, . . . , pQ

�	��

P

Z�: � � 
���-43 �
�(� � �

Z
!�
 � � R0!��(� 1,: � �0� 9 !C5'
 !��05'� #"!/- :[- �	?0�-����:;�'�0-

u1, . . . , uQ

�	�'
9:;�����

43 �'1;!C� :<�'� �'�

X = Z
� !��-/ ���-��:;��� ��
43 �'12!C��:;�'� :.- 3-?-
���1.: 3 �'1.:��-��7 :;!�1 ��3 � ?0-����-��$��

 �-�
1.-

h
!��0/

PZ

�
�':<�-�
:</-� �A!/- �	�'1<1;�?Z - �	
���7 � �-��:;
 
 �>3-
 �>-������ !C��:;�'�0- :;� ��
��/3 ��- :<��:;�'� 7>� 7 � !��-/
3 �-���'
���7 B-�81>�

�

� b����J���'& T�".� ] � '�� M 6�� ��% P*��%1�4���
KΦP

X

'.#-# 6 3��+'�� � ) ��6 �2'�� � � ����� )2� )JP*��%1�4���
ΦP'23-3-6.%()����2O9��6 �&�$�������+�76.� � 3 � � 3-6.���43��+)2�-# � ���2' �('�� M 6�� ��% P*��%1�4���

KΦ
X

'.#-# 6 3��+'�� � )
��6

Φ & M %K6�� �+)2� ) �2' '��T�('�� )*'�� ' # ���
X = {x1, . . . , xN}

/ 6.% ����� ��% M 6.�S'��+�76.�?3-6.���7'���� #
�('�� # ���

Z
� '2�73 ' � #J02��� # 6.� ������� / 6.%

P
3

����� �J	�� ) : X �'
���1;12!C
 :F70� B � Z �6$ �-�?Z ���"!C� ���-� 9 !�5'
�!��-5':;!�� #"!/- �>- ���A:;��� ��
43 ���
1;!C� :<�'� Z�:<��� 
��>- 3 ������� � � �0�6�;ZA� $C�

 �-�
1.-

Φ
!��-/

ΦP

���':;�0�
:;/0��� 3 � ?0- � �-� 3 ��ZA�


$C�

��0�
1[-����':;�-��:;/-�C�

�

� �J����"G"#�0� � T ".� * � � )2��% �2'�� '*,�6���� '.#-#�02! M �+�76.� # & �2'��J�+%('�� #����5�76.� /1%-6.!
Φ

��6;�('��
M 6�� ��% P*��%1�4���

KX

)26 �-# �46.� �4�-� )?�2'��9, �1M '.#-# � �+' �2'��DP*��%1�4���U#
h

6.%
ΦP

6 /D�('��
M %K� � �76.0*#&3 ' ' M � ��%�3
� :<5'?-
 �>-9B-�,+/��B-� � ��!��-/ B-�87 -��0��Z � �-� 301;���4-9���&� �-� 3 �?Z ��
9�	?-�-����:;�'�

PX(x)
��� �0�

3 �?Z ��
&$C�

 �-�
1
KX(x, y)

!��-/=:<� - �
�'��� ��?-
4-&!/-&!9�	?-�-�(� :;��� ���
x
Z�:<���=!	!'R0��/F3 �':<� �

y = (0, 0)T ��Z��0�
�6� �-��/"!C� !U3 ��:;��� -�:<�
X

!C
�� 5':,5'�
� 5�:2!����-� ^�#�3 91# ) �
��7 7 !��-/

���������	��

������������������������������� �

,.� � �-�/-�� !/- 
�!�/-:;!�1�#"!/-�:.- �	?-�0��� :<�'�0- � �-� 0 !�?0- -�:;!�� F � :;5'?0
��=B-�.+ H�� � �-� :;�=5'��
4- �
79?01<� :(% ?"!�/-
 :;� F �4:;5'?-
 � B-� � H !��0/ , ���-/-1;!��-/�� -

C2 �	?-�0��� :<�'� F � :;5�?-
�� B-�87*H(� 3 �-�
- � !�1<�>-

c
:;� ���-�<-��
�Y-��

φc(r) := φ(r/c)
Z ��
��A+/� +/��!C�-/ E �"
���-43 �
����:.5��
1.:��
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 ���	�1� ����� ��� �5�"
 � ��
�� ��� � �
,.�6!�
�� 5�:.5'��� ! - ���

X = {x1, . . . , xN}
��� 3"!�:<
 Z�:[- �9/-:.- � :<�-���U3 �':<��� -

x1, . . . , xN:<� ! - ���
Ω ⊆ Rd ��!��-/=! 
��
!�1���5C!�1;?-��/ �	?-�-�(� :<�'�

f
Z�:<���

f : Ω ⊆ Rd → R
�
d ≥ 1

�
,.��� !�$C� !6�
�'�0/-:<��:;�'�"!C1;1.:H3 ��-�: � :.5���/-� !-�-:<���)���'��� :;� ?-��?0- $C�

 �-�
1

Φ : Ω × Ω → RZ�: � � 
 �>-43 �
�(��� � !-!"�0:<� � � /-:<7 ���0-�:<�'�"!�1�- ?-#0- 3"!��
�
P

��34� ! 5��':;/ ���'7A3-1;:<� !C��:;�'�0-&!/-
:<�=3 �0�
�'
 �
7 70� B0+/�'Z ��-��"!C1;1 !�1,Z ! :
-&!/-4- ?-7 �

Z ⊆ X
:;� ���-� 
��>- �&���4���-:[- � �-!/30� ��

�

3 �-��� ZA� /-���-��� � � �0�)
 �>-�?01<� :<�-5 :;��� ��
43 �'12!������ �
f

#�:
sf,X,Φ

� 7 !�$ :;�056���-��/-�>3 �
� �
/-���-�
� �'�

f, X
� !��-/

Φ
��
 !��Y-43"!�
 �
��� � �"�'
)!�1;1 �	?0�-����:;�'�0-

f ∈ NΦ(Ω)
Z � /-� !-�-�

���-� %-�-#��+)�0 '���/102�43��5�76.� �'
 ��%1%K6.% /10 �43��+�76.�
gf

���
Ω

#=:

gf : x 7→ f(x) − sf,X,Φ(x).
,.� �-�?Z :<� ���

 3 �'1;!C� � ���-� �	?-�0��� :<�'�

gf

�'� !.�-� Z !-�-:<���F- ���
Y

��� 3 �':;���4- �	
 �'7

Ω \X
?0-�:<�-5

KX

�>!��-/ /-���-������� �-� :;��� ��
43 �'12!C� ��� �
gf

�'�
Y

!/- -����
:2! � �
/ � �
KX

#=:
sgf ,Y,KX

� ,.� 
��
7 !�
 $ � �-!C� �	�'
�!�1<1
xj ∈ X

Z�:<���
1 ≤ j ≤ N

Z � �"! 5��
gf(xj) = 0!��0/

sgf ,Y,KX
(xj) = 0

��3 �-�
� ZA�)���'�-�
1<?-/-��� �-!C� �	�'
�!�1<1
x ∈ X ∪ Y

(
f − sf,X,Φ − sgf ,Y,KX

)
(x) = 0

Z��-:<� � 7 � !C�0-
(
gf − sgf ,Y,KX

)
(x) = 0.

,.� Z !���� � � !"�-/ ! 
���12!C��:;�'� # ���;ZA�
��� � �0� :<� ���

 3 �'1;!���� -
sf,X,Φ + sgf ,Y,KX

!��-/

sf,X∪Y,Φ

���
f

!C� !�1<1S3 �':;���4- :;�
X ∪ Y

� 3 �0� ?-�-: % ?-���-�>- - ����� �-� :<� ���

 3 �'1;!������	�'

/"! � ! �'�

X ∪ Y
Z�:<� � ���
��� ��
4-&:;�

X ∪ Y
3-
 ��5��>-�� �-���	�'1<1;�?Z�:;�05

�/7
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�����% !�%( � ��� � � �1"G� ��� )2��% �('�� M %K�-3-� )����2O�'.#-#�02! M �5�76.� # & �2'��J��������% M 6.�S'���� 6 /
Φ

6.�
X ∪ Y

� #J%K� M %-�-# �����7'*,N� � '.#

sf,X∪Y,Φ = sf,X,Φ + sgf ,Y,KX
. �

O ��� � ���"!C�9���-:[- 
 ��% ?-:;
 �>-
Z ⊆ X

� � # � ���'
�
 �
�(����:<�&�-� �	?-
 � �-��
6!�
�5'?07 ��� �4-6!�
��
���-�

 ���

�����% !�%( � ��� � � �1".� $ /
Φ

� # ' M 6 #����+����� )2�$��������� P*��%1�4��� & �('���� �2'�� M 6�� ��%T/102�43��+�76.�
PX∪Y,Φ

� #RO�������� , �
PX∪Y,Φ = PY,KX

.
����� �J	�� , � ?0- ��� �-�)��
���3 ��-�: � :<�'� B-� � E9�	�'


PX∪Y,Φ

!��-/ �	�'

PY,KX

��3 �-���*��Z�:<� �
��
��/3 ��- :<��:;�'� B-� � B �YZ ��5'�(�

PX∪Y,Φ = sup{f(x) : f ∈ NΦ(Ω), ‖f‖NΦ(Ω) ≤ 1, f(X ∪ Y ) = {0}}
!��0/

PY,KX
= sup{f(x) : f ∈ NKX

, ‖f‖KX
≤ 1, f(Y ) = {0}}

= sup{f(x) : f ∈ NKX
, ‖f‖NΦ(Ω) ≤ 1, f(Y ) = {0}}

= sup

{
(g − πX(g))(x) :

g ∈ NΦ(Ω), ‖g − πX(g)‖Φ ≤ 1
(g − πX(g))(Y ) = {0}

}

≤ sup{f(x) : f ∈ NΦ(Ω), ‖f‖NΦ(Ω) ≤ 1, f(X ∪ Y ) = {0}}

= PX∪Y,Φ.

3 �-�6:<�-��% ?"!�1<:<�;:F-�:<5'� �	�'1;1<�?Z -��	
��'7 � �-�9� !C����� �-!C� ��5��

 :
g − πX(g)

����� �-�9���-:;
 /
1<:;�-��:[- -���7 �

f
:;� � �-�&�	�'?-
 � � 1<:;�-�C� 3 �-� ��� �0�

 :<�-��% ?"!C1;:<�;: �	��1;1;�?Z -��	
���7NX �'
��'1<12!�
 :

B-� �'� Z��-��� Z � � !C$���!��=:
f

�	
 �'7 � �-� �	��?-
 ��� 1<:;�-� !��-/ /-��!"�-�
g := f

Z�: � �
πX(f) =

πX(g) = 0
�	��
 � �-��� �0:;
�/ 1<:;�-�C�

�

� �J����"G"#�0� � �#".B $ /
Φ

� # ' M 6 #����+����� )2�$������� � P*��%1�4��� & � � ' ' ���

|f(x) − sf,X∪Y,Φ(x)| ≤ PY,KX
‖f‖Φ

/ 6.% '����
f ∈ NΦ(Ω).

�����% !�%( � ��� � � �1" T $ /
Φ

� # '���02�43-6.� )����5�76.� '���� � M 6 #����+������)2�$��������� P*��%1�4��� & �('����R/ 6.%
����������# ����#

X, Y
� ���('

X ∩ Y = ∅
� � ' ' ���

(KX,Φ)Y,KX,Φ
= KX∪Y,Φ,

� '���%K� � � ��� )��73 '���� ) �('�� ' M*M %K6 M %��+'���� ��!"6.�('���%�� P*��%1�4���U# ��� �('��J�46.�7'��5�76.� 3
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 �'E

����� �J	�� 3 �-� �"!C��:.5���- 3"!������C� � �0��
�:;5�� �8� �"!C�-/ -�:;/0��:.-

{f ∈ NΦ(Ω) : f(X ∪ Y ) = {0}},

Z��-:<1;�����-� �"!C��:.5'�<- 3"!��
� �	�'
 ���-� 1;��� �8� �"!C�-/ -�:</-� :[- � �0��-�!�7 ���

{f ∈ NKX,Φ
: f(Y ) = {0}} = {f ∈ NΦ : f(X ∪ Y ) = {0}}.

2 �
f

:.-�!�� �
1<�
7 �
������� � �"!C� - 3"!���� �-� �0� �;ZA� 
 �>3-
 �>/0?-����:;�'� 3-
 ��3 ��
 ��:;�>-�!C
��

f(x) = (f, KX∪Y,Φ(x, ·))Φ

f(x) = (f, (KX,Φ)Y,KX,Φ
(x, ·))KX,Φ

!��0/ #�:9��
���3 ��-�: � :<�'� B-� � B ZA� � !C� ?0-���!��=:)����� �-� :;�-�-��
 3-
 �>/-?0��� -
(., .)Φ, (., .)KX,Φ!��0/

(., .)KX∪Y,Φ

�-��
���� O �?Z #=:9?-�-:(% ?-�
�-��-4-����-
��>30
���/-?-�
:<�-5 $C�

��0�
1[- �'� �-� !/-4- �

 ��:;�'�
�	�'1<1;�?Z - !-
4- �&�'�

Ω \ (X ∪ Y )
�0#-?0� -�:<�-�
��# �����=$C�

 �-�
1.- 5C!��0:[-�� ���

X ∪ Y
�'Z ��!�
 �

/-���-���
�

� �J����"G"#�0� � �#".� 	 ���
Φ

,�� '�� 0 �43-6.� )����+�76.� '���� �JM 6 #����+�����&)2�$������� �JP*��%1�4��� & '�� )D� ���
X, Y

#N'��+� #$/ � �('�� O2���4��%('���'.#-#�02! M �+�76.� #"'*,�6����	3 � '������('���%K�D'�%K�D6.%1�('�6 O26.� '��T)2��L
3-6.! M 6 #����+�76.� #

NΦ(Ω) = SX,Φ + NKX,Φ
(Ω \ X)

= SX,Φ + SY,KX
+ N(KX,Ω)Y,KX,Φ

((Ω \ X) \ Y )

= SX∪Y,Φ + NKX∪Y,Φ
(Ω \ (X ∪ Y ))

� ���(' %K�-# M �-3�� ��6;�('��J�����4��% M %-6N)�0�3��
(., .)Φ

6 /
NΦ(Ω)

3
����� �J	�� ,.��?Y-�� X �'
���1;12!C
 : B-� � 7 !C�-/=��
 ��3 ��-�: � :;���0-&E>�,+)!C�-/ E>� B0�

�

�>� � !C
��/ZA� �"! 5'��7 !�/-� !U- � �>3 �	
 �'7
X

���
X∪Y

� , � �-�?Z Z !C� ������/-� !U-�� % ?-�
�-���
����-�?0� � - ���>30-��

\ ( (>��&) ��� � � �1"���� ��'.#-#�02!"� ��6 ' ' ��� ' P*��%1�4���
Φ

6.�
Ω

� '2�73 ' � #R3-6.� )����+�76.� '���� �
M 6 #����+����� )2�$��������� � ���('D%K�-# M �-3�����6&# 6.!"��������� ��L )���!"��� #��76.� '�� # M '23-�

P
6 / /102�43��+�76.� #

6.�
Ω & '�� ) � � �T'����R��6 ����� ��% M 6.�S'����"' /102�43��5�76.�

f ∈ NΦ(Ω)
3 � � #�� '�%1� � ���('�'

����������# ���
X

6 /J)*'��7' M 6.�����$# � '2�73 ' 3-6.��� '���� # '
P

L�02��� # 6.� ������� #�0 ,�# ���
Z
3
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� 3 � �7'�%1� '"%K�-3�02%K#��76.� � ���2'
j := 0

Φ0 := Φ
X0 := X
f0 := f − sf,X0,Φ0

= f − sf,X,Φ

'�� )")26 �2'���/ 6.��� 6�� ���2O�/ 6.%
j = 0, 1, 2, . . .

�

	 3 	 ���
Yj ⊂ Ωj := Ω \ Xj

,�� ' ��������� # ��� 3 �&�$���4�

Φj+1 := KXj

M 6 #����+����� )2�$���������&6.�
Ωj

Xj+1 := Xj ∪ Yj ⊃ Xj

Ωj+1 := Ω \ Xj+1 ⊂ Ωj

fj+1 := fj − sfj ,Yj ,Φj+1

j := j + 1
'�� ) %K� M � '�� 3

O ��� �9���"!C� �	
 �'7 ���-� -����
�'�-/ - ���>3 �'� Z �6�"! 5�� ?0�-�
�'�0/-:<��:;�'�"!C1S3 ��-�: � :.5��9/-��!"�-:<�����
�-��-4- � Z��0:;1;�)� �-�	!"
 - �<- ���>3 �	
��'7

Φ0 := Φ
� �

Φ1 := KX

�"!/- ���-� �
�'7A3-1<:;� ! � :;���0-
ZA� �
�-���'?-��� ��
��
/ !�
��'?0�-/=��
 ��3 ��-�: � :;��� B-� � B-�

�����% !�%( � ��� � � �1" ] � #����2O � %K6 M 6 #����+�76.� � 3 	 � � � O2��� / 6.% '����
j ≥ 1

‖f‖2
Φj

= ‖f‖2
Φj−1

= ‖f‖2
Φj−2

= . . . = ‖f‖2
Φ1

= ‖f‖2
Φ + ‖sgy−gX ,X,Φ‖

2
Φ.

� ���('
gY

'�� )
gX

/1%K6.! ) � 3�� 0 3
� �J����"G"#�0� � �#" * � '��J� '��+������# M '23-�

NΦj+1

6 /
Φj+1

3 '�� ,�� � � M %K�-#-# � )"'.#

NΦj+1
= NΦ1 ∩ {f | f(Xj) = {0}}

/ 6.%J'����
j ≥ 0.

����� �J	�� 3 �-:.- �	�'1;1<��Z - �	
 �'7 ��
 ��3 �/-�:<��:;�'�=E�� � !��-/FX �'
 �'1;1;!�
 : B-� �'� �
�

,.� �-�
��/=���-� 
��
��?-
4- :.5�� 3 �?Z ��
 $C�

��0�
1 �	�'
�7 ���4�'?-
 $���
��-��1[-��

�����% !�%( � ��� � � �1" d � '���P*��%1�4���U# ' ' ��� �('�� M %K6 M ��%�� �

Φj+1 = (Φj)Yj−1,Φj

/ 6.% '����
j ≥ 1.
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����� �J	�� �"
��'7 ��
���3 ��-�: � :<�'� E>� BAZA� �
�'�0�
1;?0/-�

Φj+1 = KXj ,Φ

= KYj−1∪Xj−1,Φ

=
(
KXj−1,Φ

)
Yj−1,KXj−1,Φ

= (Φj)Yj−1,Φj
.

�,.� � !�� !�1.Z ! :
- Z�
 :<��� � �-���	?-�-�(� :<�'�
fj

:<� ���-���	�'
�7

fj = fj − sfj ,Yj ,Φj+1
+ sfj ,Yj ,Φj+1

= fj+1 + sfj ,Yj ,Φj+1

�	��
�!�1;1
j ≥ 0.

F E>�,+ H

��
��/3 ��- :<��:;�'� B0� � B ���'5'�����-�

 Z�: � ��� �0���'
 ���-�'5'�'�-!�1;: �;: 30
���3 �

 �;:������ �-��:<� ���

 3 �'1;!C� :<�'�
!�1<1;�?Z - ?0- ���AZ�
 :<� �

‖fj‖2
Φj+1

= ‖fj+1‖2
Φj+1

+ ‖sfj ,Yj ,Φj+1
‖2

Φj+1

= ‖fj‖2
Φj

�	�'
�!�1<1
j ≥ 0.

F E>� � H

4 -�:;�05 F E>� � H���! - ?-7 7 !C��:;�'� 5':,5'��-

� �J����"G"#�0� � �#"G��L � � )2��% �2'�� ' �-M 6.�2'��-# �-# 6 / � 3�
 & � � ' ' ���

‖f1‖
2
Φ1

= ‖fj+1‖
2
Φj+1

+

j∑

r=1

‖sfr,Yr ,Φr+1‖
2
Φr+1

/ 6.% '����
j ≥ 0.

_ �
& &)� �1"K�J� � � )2��% �2'���' �-M 6.�2'��-# �-# 6 / � 3�
 & � � 3 '��>O2���4��%('�� � �.� � %K6 M 6 #����+�76.�
� 3 � ��6 O2���

sf,Xj+1,Φ = sf,Xj ,Φ + sfj ,Yj ,Φj+1

/ 6.% '����
j ≥ 0.

����� �J	�� ) ����� -�:;/0�>-�:;�����

43 �'1;!C� �
f

�'�
Xj+1 = Xj ∪ Yj

?0- :;�-5 ���-�>- �A3 �':<� �4- !/-
���
��� ��
4-
� �>:<�-�
� ZA� !/- -�?-7 �
/

Z ⊆ X
�
Z � � !C� ?0-�� ���-��!�
 5'?-7 �
��� ��� � �0�U3-
������ �	�'


��
��/3 ��- :<��:;�'�=E>�,+�!�5�!�:<� � �65'�(� � �-��!/- -��

 � :<�'� �
�

� �J����"G"#�0� � �#"G�
� � � )2��% �2'�� ' �-M 6.�2'��-# �-# 6 / � 3�
 & � � O2���

fj = f − sf,Xj ,Φ.
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����� �J	�� ,.�<Z�:<1;1 30
��?5'��:<� #=: :<�-/-?-�(� :;��� � 3 �-�)!/-4- �

 � :;��� :.- � 
�?0� �	��

j = 0

� 2 � :<�
�-��1;/0- �	�'


j
�0ZA� ?0-�� 9 �
7 7 !6E>�,+�+�� �65'�(�

fj+1 = fj − sfj ,Yj ,Φj+1

= f − sf,Xj ,Φ − sfj ,Yj ,Φj+1

= f − sf,Xj+1,Φ.

�

� �J����"G"#�0� � �#"G�
B � � )2��% �2'�� ' �-M 6.�2'��-# �-# 6 / � 3�
 & � � O2���

sf,Xj ,Φ = sf,X,Φ +

j−1∑

r=0

sfr,Yr,Φr+1

/ 6.%J'����
j ≥ 0.

����� �J	�� 2 ��:[- � 
�?0� �	�'

j = 0

� 2 � :<���-�'1</0-��	�'

j
��ZA� 5����)#�: 9 ��7 7 ! E>�,+�+6� �-�


 �>-�?01<�
sf,Xj+1,Φ = sf,Xj ,Φ + sfj ,Yj ,Φj+1

= sfj ,Yj ,Φj+1
+ sf,X,Φ +

j−1∑

r=0

sfr,Yr ,Φr+1

= sf,X,Φ +

j∑

r=0

sfr ,Yr,Φr+1.

�

�����% !�%( � ��� � � �1"G�=T ��� )2��% ��#-#�02! M �5�76.� � 3�
 & � � O2���4��%('�� � �.� �2'�� %K�-#�0 � ��6 / � %K6 M 6.L
#����+�76.� � 3 	 ��6 O2���

PXj+1,Φj
(x) = PYj ,Φj+1

(x)
/ 6.% '����

j ≥ 1.

� �J����"G"#�0� � �#"G�
� � � )2��% ��#-#�02! M �5�76.� � 3�
 & � � ' ' ���

PXj+1,Φj
(x) = PXj+1,Φ1(x)

/ 6.% '����
j ≥ 1.

����� �J	�� ��
���3 ��- :<� :<�'�=E>� � :;7A3-1;:<�>-A���"!C�

PXj+1,Φj
= PYj ,KXj

= PYj ,Φj+1
,

�	�'
�!C1;1
j ≥ 0.

�
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�����% !�%( � ��� � � �1"G� � ��� )2��% �('�� M %-�-3-� )����2O '.#-#�0 ! M �+�76.� � 3�
 '�� )J/ 6.% '����
x ∈ Ωj� � ' ' ���

|f(x) − sf,Xj ,Φ(x)| ≤ PXj ,Φ1(x)‖fj−1‖Φ1 .
����� �J	�� ,.��- � !�
 � Z�:<��� ���-� /-� !-�-:<��:;�'� ���

fj

���65'���

|fj(x)| = |fj−1(x) − sfj−1,Xj−1,Φj
(x)|

≤ PYj−1,Φj
(x)‖fj−1‖Φj

.

4 -�:;�05 ��
 ��3 �/-�:<��:;�'�=E��.+ B !��0/ X ��
��'1<12!�
 : E>�,+ E ZA��5����

PYj−1,Φj
(x) = PXj ,Φj−1

(x)

= PXj ,Φ1(x).

3 �-���

|fj(x)| ≤ PXj ,Φ1(x)‖fj−1‖Φ1.

�

� b����J���'& �1"G� ] $ /
Φ

� # ' M 6 #����+����� )2�$����������P*��%1�4���B�2'����

|f(x) − sf,Xj ,Φ(x)| ≤ PXj ,Φ1(x)‖f − sf,X,Φ‖Φ.

����� �J	�� 4 - :;�-5HX �'
 �'1;1;!�
 : E>�,+ @ ?-��� :<1 �'
�/0�


j − 1

ZA��5'����� �0��� % ?"!C� :<�'�

‖fj−1‖
2
Φ1

= ‖fj−1‖
2
Φj−1

= ‖f1‖
2
Φ1

−

j−2∑

r=1

‖sfr,Yr ,Φr+1‖
2
Φr

�	�'
�!C1;1
j ≥ 2

� ,.���
!��=5'�6�'�-�<- ���>3 �	?-
 ���-�

 �"?0-�:<�-5

‖f0‖2
Φ1

= ‖f0 − sf0,Y0,Φ1‖
2
Φ1

+ ‖sf0,Y0,Φ1‖
2
Φ1

= ‖f1‖2
Φ1

+ ‖sf0,Y0,Φ1‖
2
Φ1

��� 5����

‖fj−1‖
2
Φ1

= ‖f0‖
2
Φ1

−

j−2∑

r=0

‖sfr,Yr,Φr+1‖
2
Φr

≤ ‖f − sf,X,Φ‖
2
Φ1

.

2 �
Φ

:[-�?-�-���'�-/-: � :<�'�"!�1<1.: 3 ��-�: � :,5'� /-� !"�0:<� ��� Z � � !�� 
 �>3-1;!��
� � �-� �-�'
�7 #=:
‖.‖Φ

�
3 � ?0-�� �-��!/- -���
 � :<�'� :[- 3-
 �?5'�
� 5�:2!6��
���3 ��-�: � :<�'�=E>�,+?@>�

�
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+&��ZA��5��

 � � �-�H3-
������ - �-�?Z - � �"! �)���-� ��
�
���
)# �'?-�-/ ��� � �0� 3-
 ��5�:;�'?Y-)� �0�
�'
 �
7 :[-
ZA� !�$C�

�� �"!C�=���-� 
��>- ?-1<���C� ��
��/3 ��- :<��:;�'�=E>�,+?@��
4 -�:;�05 X �'
 �'1;1;!�
 : E>�DE �>�'�-� � !�� Z�
 :<����/-�?Z�� !�� ��
 � �0�'5'�'�"!C1 /0�
�
��7H3 ��-�: � :<�'� �C� � �-�
�"! � :.5�� -43"!C�
��
��
1;!C� ��/ � � � �-��!�# �?5'���
�'�Y- � 
 ?-����:;�'� �

��� � � � �/� 
��#�
	 � � � ���1�1
 � �����������
2 �=� �-:.- - ?-#0-�������:;�'�*�JZA� Z�:;1<1 - ��?-/Y: � �0� � � �
�(� Z��-��� ZA�9!�/-/ !A- :;�-5�1;� /"!C� !A3 �':;���
���6���-� 
����
�?5'��
 : 3-
���#-1;��7 �
9 ���

X = {x1, . . . , xN}
# �9!A-��(�����

N ≥ Q ≥ 1
3-!�:;
 Z�:[-���/-:.- � :<�-��� 3 �':;��� -&:;�

Ω
�

!��0/ ZA� ���'�0-�:</-�

)!-+��-� Z". 3 ��:;���
z ∈ Ω \ X.

,.� /-� !"�0� ! - :
- ���
7 ��� ���-�6�	�'
�7
F � � 
 H Z�:<� � ���-� �-��� ! � :;��� � !�$C�
� �	
��'7 F � �,+ @ H #=:




AX, Φ ΦX(z) PX

ΦT
X(z) Φ(z, z) pT (z)
P T

X p(z) 0






U∗
X(x)

W ∗
X(z)

V ∗
X(x)


 =




ΦX(x)
Φ(x, z)
p(x)


 F E>�87*H

Z�: � �
ΦX(z) =

(
Φ(xj, z)

)
1≤j≤N

�
p(z) =

(
pk(z)

)
1≤k≤Q

� , �=�-�?Z - ?-#0� 
�!����
F E>� 7�H !��-/ � �-�<- :'- � ��7 F � �,+ @ H �

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
UX(x)
VX(x)

)
=

(
ΦX(x)
p(x)

)
.

3 �-��� ZA��5'���

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
U∗

X(x) − UX(x)
V ∗

X(x) − VX(x)

)

= −W ∗
X(z)

(
ΦX(z)
p(z)

)

= −W ∗
X(z)

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
UX(z)
VX(z)

)

!��0/=���'�-��1;?-/-�

U∗
X(x) = UX(x) − W ∗

X(x)UX(z)

V ∗
X(x) = VX(x) − W ∗

X(x)VX(z).
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_ �
& &)� �1"K� * � '�� �.'�� 0��&6 /
W ∗

X(z)
� #RO�������� , � �

W ∗
X(z) =

KX(x, z)

KX(z, z)
.

����� �J	�� � :<
4- � ZA�9�
!�1;��?-12!C����� �-��5�!C1;?-�����
Φ(x, z)

� ?0-�:<�-5 ���-� - :
- � ��7 F E>� 7 H !��-/
!/3Y3-1.:�:;�059F E>� B H(�

Φ(x, z) = ΦT
X(z)U∗

X(x) + Φ(z, z)W ∗
X(z) + pT (z)V ∗

X(x)

= ΦT
X(z)

(
UX(x) − W ∗

X(z)UX(z)
)

+ Φ(z, z)W ∗
X(z)

+pT (z)
(
VX(x) − W ∗

X(z)VX(z)
)

=
(
ΦT

X(z)UX(x) + pT (z)VX(x)
)

−W ∗
X(z)

(
ΦT

X(z)UX(z) + pT (z)VX(z) − Φ(z, z)
)

,.� �
�'�-��1;?-/0� ���-�
� �

W ∗
X(z) =

Φ(x, z) − ΦT
X(z)UX(x) − pT (z)VX(x)

Φ(z, z) − ΦT
X(z)UX(z) − pT (z)VX(z)

=
KX(x, z)

KX(z, z)

Z��-��
��<Z � ?0- �
/ ��
 ��3 ��-�: � :;��� B-�.+ � �
�

� b����J���'& �1"G� d � )*)����2O ' M 6.�����
z

� 6 �('�� )*'��7' # ���
X ⊂ Ω & �('�� M 6�� ��% P*��%1�4���

KX∪{z}
/ 6.%J�('�� M 6.������# ���

X ∪ {z}
� # O�������� , �

KX∪{z}(x, y) = KX(x, y) −
KX(x, z)KX(z, y)

KX(z, z)
.

����� �J	�� ����
����-� - ���
X ∪{z}

!��-/ ?0-�:<�-5DF B-�,+ � HA!��-/ F E>�87*H�� � �0� 5C!�1;?0�����
KX∪{z}:.- 5':.5��
�=#�:

KX∪{z}(x, y) = Φ(x, y) −
(
(U∗

X)T (x), W ∗
X(z)

)(
ΦX(y)
Φ(x, z)

)

−(V ∗
X)T (x)p(y)

= Φ(x, y) − (U ∗
X)T (x)ΦX(y) − W ∗

X(z)Φ(x, z)
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 1 �

−(V ∗
X)T (x)p(y)

= Φ(x, y) −
(
UX(x) − W ∗

X(z)UZ(z)
)T

Φx(y) − W ∗
X(z)Φ(x, z)

−
(
VX(x) − W ∗

X(x)VZ(z)
)T

p(y)

=
(
Φ(x, y) − UT

X(x)Φx(y) − V T
X (x)p(y)

)

−W ∗
X(z)

(
Φ(x, z) − UT

Z (z)Φx(y) − V T
X (z)p(y)

)

= KX(x, y) − W ∗
X(z)KX(z, y).

# �-/=�	
 �'7 F E>�,+?1 H ZA�<Z�:<1;1 �-!?5��

KX∪{z}(x, y) = KX(x, y) −
KX(x, z)KX(z, y)

KX(z, z)
.

�

� �J����"G"#�0� � �#".��L . 6.% '"# ���
X = {x1, . . . , xN}

6 / M 6.������#J���
Ω

'�� )
z ∈ Ω \ X &

�('�� M 6�� ��%�/10 �43��+�76.� / 6.%
X ∪ {z}

� # O�������� , �

P 2
X∪{z}(x) = P 2

X(x) −
K2

X(x, z)

P 2
X(z)

. �

� �J����"G"#�0� � �#".��� . 6.%J'����
x ∈ Ω

'�� ) / 6.%J'����
z ∈ Ω \ X

� � ' ' ���

P 2
X∪{z}(x) ≤ P 2

X(x). �

3 �-:.-�!�1[- � �	�'1;1<��Z -A�	
��'7 ��
 ��3 �/-�:<��:;�'� B-� � E>�

�����% !�%( � ��� � � �1".�J� . 6.% '�# ���"6 / M 6.������#
X = {x1, . . . , xN} ∈ Ω

'�� )
Z =

{z1, . . . , zM} ∈ Ω \ X
� � )2���46.� �

X0 := X & Xk := X ∪ {z1, . . . , zk}
/ 6.%

1 ≤ k ≤ M
3 � '���� � � ' ' ���

P 2
XM

(x) = P 2
X0

(x) −
M−1∑

k=0

K2
Xk

(x, zk+1)

P 2
Xk

(zk+1)

����� �J	�� ,.� !/3Y3-1.:AF E�� � @�H&�	�'
�!�1;1 -��(� -
Xk = X ∪ {z1, . . . , zk} = Xk−1 ∪ {zk}
 �
�
?0
4-�:,5'��1.:'�

�



������� �������*

����� � ��� � ������� 
 1�7

�����% !�%( � ��� � � �1".�JB�� '�� # ���N0����43-� (
P 2

XM
(x)
)

M≥1

3-6.� ����%7O2�-# ���
R & � / � �D'*)*)

��� ����������� � !;'�� � )�� #��+���43�� M 6.�����$#
z1, z2, . . .

/1%K6.!
Ω \ X

� 6
X
3

����� �J	�� ) : ��
��/3 ��- :<��:;�'�=E>� �'� �-� �-��-�� %�?0�
�-��� :[- /0�
�

 � !/- :;�-5 !��-/ # �'?-�-/-��/ �	
 �'7
# �
1<��Z �

�

����� � � �/� 
��#�
	 � �&
����-� � �	� �5�"
�� ��
 ����� ���
2 � � �0:[-M- �
����:;�'� ZA� Z !C� � ���9� � 3-
 �?5'��! �	?-�-/"!C7 ��� � !�1 ���-�
�'
 �
7 !�# ��?0� � �0���"!C� :,5'�
- 3"!��
�6�-��
�7A-���� :<��� �

 3 ��12!���� -�� 9 ���

Φ
# �6�
���-/-:<��:;�'�-!�1;1,: 3 ��- :<��:.5'� /-� !"�0:<� �6�'�

Ω
�

!��0/ !c-4-�?07 �
X = {x1, . . . , xN}

� � # �&! -��(��:;�
Ω
Z��0:;� � �
�'��� !C:;�0-�!

P
� ?-�-:.-��'1,5'��� �

- ?-#0-��(� � ��?0
 � �0�

�7 �'
 � � 1<���
x ∈ Ω \ X

# � 5':.5��
�*� !C�-/ 1;�(�
f

# � !-!YR>�
/ �	?-�-�(� :<�'�
:<� ���-� �"!C��:.5'� - 3"!����

NΦ(Ω)
�

� b����J���'& �1".�0T � '�� � '��5����� # M '23-� �46.%1! 6 / ��������% M 6.�S'����$#�3 '�� ,�� %K�-3�0 %K#�������� �
� %1���+� ��� '.#

‖sf,X∪{x}‖
2
NΦ(Ω) = ‖sf,X‖

2
NΦ(Ω) +

(f(x) − sf,X(x)

PX(x)

)2

.

����� �J	�� , �AZ�:;1<1�/0:.5�:;/-�6� �0� 3-
������ :;� �;ZA� 3"!�
 � -�� � :<
4- ����ZA� 3-
 ��5�� � �0� � �0�
���

 �
7 �	�'
 ?-�-���'�-/-: � :<�'�"!�1<1.: 3 ��-�: � :,5'� /0� !"�-: � � $C�

��0�
1[- � !��-/ ���-�
� �	�'
��
�'�-/0:<� :<�'�"!�1<1.:
3 ��-�: � :,5'��/-��!"�-:<����$���
��-��1[-
�
� ��(>� � �

Φ
� � 
�� � � �#�?� � � ��"K" �  !�%( � ��� D �F� �  ���#� �

�>?Y303 �/-���� �"! �
Φ

:[-�! 3 ��-�: � :.5���/-� !-�-:<����$C�

 �-�
1 ��3 �0�
� Z ��:;��� 
 �>/0?-�
� ���-�<- :
- ���
7
(

AX, Φ ΦX(x)
ΦT

X(x) Φ(x, x)

)(
aX(x)
α(x)

)
=

(
fX

f(x)

) F E>� B H

Z��-��
��
ΦT

X(x)(x) = (Φ(x, xj))1≤j≤N

�
a(x) ∈ RN ��!��-/

fT
X = (f(xj))1≤j≤N

��#��0/
ZA� Z !����&� �6�
��7H3"!C
���:<� Z�: � � � �0��- :
- � ��7 F � � 
 H :<� ���-�<-43 �
��:2!�1 �	��
�7

AX, ΦβX = fX .
F E>�DE H

+&�
�-��� �"�	
��'7 F E>� B H !��0/�F E>� E=H Z � 5'�(�

AX, ΦβX = fX

F E>�8@*H

AX, ΦaX(x) + ΦX(x)α(x) = fX

F E>�D� H

ΦT
X(x)aX(x) + Φ(x, x)α(x) = f(x).

F E>�81*H



������� �������*

����� � ��� � ������� 
 1�B

� :<
4- �MZ ���'#0- �

 5'� �	
��'7 F E>�DE�H

‖sf,X‖
2
NΦ(Ω) = ‖sf,X‖

2
Φ = βT

XfX .
3 �-��� ZA��-���� F E>� @ H ��% ?"!�1 � � F E>� �=H !��-/ -��������"!C�

AX, ΦβX = AX, ΦaX(x) + ΦX(x)α(x)

βX = aX(x) + α(x)A−1
X, ΦΦX(x)

Z��-��
��<Z � 5'�(�

aX(x) = βX − α(x)A−1
X, ΦΦX(x)

ΦT
XaX(x) = sf,X(x) − α(x)ΦT

XA−1
X, ΦΦX(x).

,.� �-�?Z 
���3-12!C�
� � �0�<5C!�1<?-�����
aX(x)

:<�?F E>�81 H � �65'�(�

f(x) = ΦT
X(x)aX(x) + Φ(x, x)α(x)

= ΦT
X(x)

(
βX − α(x)A−1

X, ΦΦX(x)
)

+ Φ(x, x)α(x)

= ΦT
X(x)βX + α(x)

(
Φ(x, x) − ΦT

X(x)A−1
X, ΦΦX(x)

)

= sf,X(x) + α(x)P 2
X(x)

Z��-��
��<Z � ?0- �
/ 3 �-�
�'
 �
7 B-�,+ @ !��0/ ��
��/3 ��- :<��:;�'� B-�,+ � ��3 � ?0- ZA���-!?5��

α(x) =
f(x) − sf,X(x)

P 2
X(x)

.
F E>� 
 H

3 �-� �"! � :.5��<-43"!���� �-�'
�7 ���4���-� :;��� ��
43 �'12!C� � �	�'

{x} ∪ X

� �-��� :[- #=: F E>� B*H

‖sf,X∪{x}‖
2
NΦ(Ω) =

(
aX(x)
α(x)

)T (
fX

f(x)

)

= aX(x)fX + α(x)f(x)

=
(
βT

X − α(x)ΦT
X(x)A−1

X,Φ

)
fX + α(x)f(x)

= βT
XfX + α(x)

(
f(x) − ΦT

X(x)A−1
X, ΦfX

)

= ‖sf,X‖
2
NΦ(Ω) + α(x)

(
f(x) − ΦT

X(x)A−1
X, ΦfX

)
.

2 ��Z ��:;�Y-��

 � � �-� 5C!�1<?-�����
α(x)

�	
 �'7 F E>� 
 H��0���-�
� Z ��5'�(�

‖sf,X∪{x}‖
2
NΦ(Ω) = ‖sf,X‖

2
NΦ(Ω) +

f(x) − sf,X(x)

P 2
X(x)

(
f(x) − ΦT

X(x)A−1
X, ΦfX

)
.

F E>�,+ @*H
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sf,X(x) = βT
XΦX(x) = ΦT

X(x)A−1
X, ΦfX .

3 �-��� ZA��5'���

‖sf,X∪{x}‖
2
NΦ(Ω) = ‖sf,X‖2

NΦ(Ω) +
f(x) − sf,X(x)

P 2
X(x)

(
f(x) − sf,X(x)

)

= ‖sf,X‖2
NΦ(Ω) +

(f(x) − sf,X(x)

PX(x)

)2

!��0/ ZA��� !��=
���3-12!����
‖.‖NΦ(Ω)

#=:
‖.‖Φ

�-�

 ���

� ��(>� � �
Φ

�� � � � ��� � � ��"G"��  !��( �#��� D � � �! ��� � �

�"�'
�! �
���-/-:<��:;�'�-!�1;1,: 3 ��- :<��:.5'��/0� !"�-: � � $���
��-��1
Φ
ZA�)�-�?Z :;��� 
 �>/-?0�
� � �0��- :
- � ��7




AX, Φ ΦX(x) PX

ΦT
X(x) Φ(x, x) pT (x)
P T

X p(x) 0






ãX(x)
α(x)

b̃X(x)


 =




fX

f(x)
0


 F E>�,+�+ H

Z�: � �A-�:;7 :;1;!�
 �-�C� !C��:;�'� !/-A!�# �?5�� �>!��-/HZ�: � � �-��� ! � :;��� �	
 �'7 F � � 
 H �>#0?0�A�	��
�5��
�-��
 !�1

P
���"/0:;7 �
�0- :;�'�

Q
�C:;�-��1;?-/0:;�-5

p(x) := (p1(x), . . . , pQ(x))T �	�'
4! #"!c-�:[-
p1, . . . , pQ�	�'


P
� ,.���0��Z /-� � �-�<- ?-#0� 
�!�����:;�'� ��� F E>�,+�+ H !��-/

ÃX, Φ

(
aX

bX

)
=

(
AX, Φ PX

P T
X 0

)(
aX

bX

)
=

(
fX

0

)

��� 5����

ÃX, Φ

(
ãX(x) − aX

b̃X(x) − bX

)
= −α(x)

(
ΦX(x)
p(x)

)

(
ãX(x) − aX

b̃X(x) − bX

)
= −α(x)Ã−1

X, Φ

(
ΦX(x)
p(x)

)
.

,.� �
�'�-��1;?-/0� ���-�
�

(
ãX(x)

b̃X(x)

)
=

(
aX

bX

)
− α(x)Ã−1

X, Φ

(
ΦX(x)
p(x)

)
.

F E>�,+ � H
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γ̃X(x) =

(
ãX(x)

b̃X(x)

)
, γX =

(
aX

bX

)

Φ̃X(x) =

(
ΦX(x)
p(x)

)
, f̃X =

(
fX

0

)
.

,.� �-�?Z - � !�
 � �	
 �'7 ���-�<- :
- ���
7 F E��.+�+ H���!��0/ ZA� ?0-��"F E>�,+ � HA� � 5'���

f(x) = ΦT
X(x)ãX(x) + Φ(x, x)α(x) + pT (x)b̃X(x)

= Φ(x, x)α(x) + Φ̃T
X(x)γ̃X(x)

= Φ(x, x)α(x) + Φ̃T
X(x)

[
γX − α(x)Ã−1

X, ΦΦ̃X(x)
]

= α(x)
(
Φ(x, x) − Φ̃T

X(x)Ã−1
X, ΦΦ̃X(x)

)
+ Φ̃T

X(x)γX .

3 �-��� ZA��5'����� �0�<5C!�1<?-� ���
α(x)

!/-

α(x) =
f(x) − Φ̃T

X(x)γX

Φ(x, x) − Φ̃T
X(x)Ã−1

X, ΦΦ̃X(x)
.

, : � �

sf,X(x) = Φ̃T
X(x)γX

P 2
X(x) = Φ(x, x) − Φ̃T

X(x)Ã−1
X, ΦΦ̃X(x)

ZA��!�5�!�:<� 5'���

α(x) =
f(x) − sf,X(x)

P 2
X(x)

.
F E>�,+?7*H

,.� ��5C!�1;?-!C� � ���-� �"!C� :,5'� - 3"!��
���-�'
 7 ��� � �-� ���-12!�
 5'�
/ :<� ���

 3 �'1;!�����!/-

‖sf,X∪{x}‖
2
NΦ(Ω) =




ãX(x)
α(x)

b̃X(x)




T 


fX

f(x)
0




= α(x)f(x) + γ̃X(x)T f̃X

= α(x)f(x) +
(
γT

X − α(x)Φ̃T
XÃ−1

X, Φ

)
f̃X

= aT
XfX + α(x)f(x) − α(x)Φ̃T

XÃ−1
X, Φf̃X

= ‖sf,X‖
2
NΦ(Ω) + α(x)

(
f(x) − sf,X(x)

)
.
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 � ���-� 5C!�1;?-���C�
α(x)

�	
���7 F E>�,+?7*HA���65'���

‖sf,X∪{x}‖
2
NΦ(Ω) = ‖sf,X‖

2
NΦ(Ω) +

(
f(x) − sf,X(x)

)2

P 2
X(x)

.

�

� �J����"G"#�0� � �#".�J� � '�� M 6�� ��%�/102�43��5�76.�
PX

3 '�� ,��&� � M %K�-#-# � ) ��� �('���/ 6.%�!

P 2
X(x) = ‖sfx,X ,X∪{x}‖

2
NΦ(Ω) − ‖sfx,X ,X‖

2
NΦ(Ω)

����� �J	�� ,.��E ?0- ��!c303-1.: ���-� 3-
����
��/-:;�-5 3 �0�>��
��
7 E>� � B �	�'

f = fx,X ∈ NΦ(Ω)!��0/=?Y-���B-�.+
B !C�-/ B-�.+ @0�

�

�����% !�%( � ��� � � �1".� � ��#-#�02!"� �(' '���/ 6.%9' O��������>����� ��% M 6.�S'����
sf,X

��6?' /102�43��+�76.�
f ∈ NΦ(Ω)

'��T' M 6.������# ���
X = {x1, . . . , xN}

� � 3 '�� 3�0 �S'���� ' �4� � M 6.�����
xN+1 ∈

Ω \ X
, �

|(f − sf,X)(xN+1)| = ‖f − sf,X‖∞,Ω.
� '���� �('2� # �SO�%K�-� ) � !"���2'�6N) � ' '.#J�('�� 3-6.� ����%7O2���43-� M %K6 M ��%�� �

lim
N→∞

‖f − sf,XN
‖2
∞ = 0.

����� �J	�� ,.���-!?5����	
 �'7 ���-�<3-
��/3 ��- :<��:;�'� F E>� � B H

‖sf,XN+1
‖2
NΦ(Ω) − ‖sf,XN

‖2
NΦ(Ω) =

(f(xN+1) − sf,XN
(xN+1)

PXN
(xN+1)

)2

.

�>:<�-�
�)?-�-: �	�'
�7 # �'?-�-/-��/-�-��-4-
PXN

(xN+1) ≤ ‖PXN
‖∞ ≤ ‖PXQ

‖∞ =: C
�	��1;1;�?Z -

�	
 �'7 ��
��/3 ��- :<��:;�'� B-� � E �0Z � �
���-�
1<?-/-�

|f(xN+1) − sf,XN
(xN+1)|

2 ≤ C
(
‖sf,XN+1

‖2
NΦ(Ω) − ‖sf,XN

‖2
NΦ(Ω)

)

‖f − sf,XN
‖2
∞ ≤ C

(
‖sf,XN+1

‖2
NΦ(Ω) − ‖sf,XN

‖2
NΦ(Ω)

)

∞∑

N=0

‖f − sf,XN
‖2
∞ ≤ C

M∑

N=0

(
‖sf,XN+1

‖2
NΦ(Ω) − ‖sf,XN

‖2
NΦ(Ω)

)

∞∑

N=0

‖f − sf,XN
‖2
∞ ≤ C‖f‖NΦ(Ω)
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lim
N→∞

‖f − sf,XN
‖2
∞ = 0.

�
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