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Kapitel 1

Einleitung

Das folgende inverse Problem tritt im Rahmen der zerstorungsfreien Material-
priifung bei der Identifizierung von Rissen durch elektrostatische Verfahren auf.
Sei D c R? ein einfach zusammenhingendes beschrinktes Gebiet mit C?-glattem
Rand 0D undsei I’ c D ein Geradenstiick. Ein elektrostatisches Potenzial 1 in dem
Leiter D mit einem nichtleitenden Riss I bei vorgegebener Spannung am Rand
wird durch das folgende Randwertproblem zur Laplace-Gleichung modelliert.

Gesucht ist eine in D stetige und in D\T harmonische Funktion u zu der Dirichlet-

Randbedingung
u=f aufdD

und der homogenen Neumann-Randbedingung

g—l: =0 aufl
mit der gegebenen Funktion f. Der nicht leitende Riss wird dabei durch die homo-
gene neumannsche Randbedingung auf I' modelliert. Ziel dieser Arbeit ist es das
zugehdrige inverse Problem zu losen, ndmlich aus Kenntnis der Normalableitung
ou/ov auf dD, also dem (gemessenen) Stromfluss, den unbekannten Schlitz ' zu
rekonstruieren.

Wir werden zwei Verfahren zur Losung dieses Problems vorstellen und miteinan-
der vergleichen. Zuerst werden wir ein Verfahren behandeln, das Andrieux und
Ben Abda in [ABA96] vorgeschlagen haben und das im Falle eines Geradenstiicks
eine direkte Inversionsformel liefert. Dieses Verfahren werden wir mit einem
an die Arbeit [KRO05] angelehnten iterativen Verfahren vergleichen, das auf der
Loésung von zwei nicht linearen Integralgleichungen beruht.

Zu einer Untersuchung des inversen Problems gehort auch immer eine gute Kennt-
nis des direkten Problems. Dazu werden wir in Kapitel 4, nachdem wir vorher
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die notwendigen funktionalanalytischen und potenzialtheoretischen Grundlagen
geschaffen haben, der Diplomarbeit [Lan03] folgend die Losungstheorie zum
direkten Problem entwickeln.

Danach folgt ein kleiner Exkurs, wie die Normalableitung der Losung u des
direkten Problems auf dem dufleren Rand 0D numerische berechnet werden
kann.

Die letzten beiden Kapitel widmen sich dann schlief3lich der Entwicklung der
beiden Verfahren und deren numerischer Umsetzung.



Kapitel 2

Formulierung des direkten
Problems

Bevor wir das inverse Problem 16sen, werden wir uns mit dem direkten Problem
befassen. Sei D c R? ein einfach zusammenhangendes beschrianktes Gebiet mit
C?-glattem Rand 0D und I c D ein abgeschlossener Bogen der Klasse C*. Wir
werden uns hier nicht auf ein Geradenstiick beschranken, sondern den allge-
meinen Fall eines Schlitzes betrachten. In diesem kurzen Kapitel werden wir
zuerst das Problem formulieren, um dann in Kapitel 3 die funktionalanalytischen
und potenzialtheoretischen Grundlagen zur Losung des Randwertproblems zu
schaffen.

Problemstellung 2.1 Gesucht ist eine Funktion u € C2(D~T) n(C(D \T)) mit
existierenden Normalableitungen

du.(x) ..
= hlLI’EO (v(x),gradu(x + hv(x))), xely,

im Sinne lokal gleichmif3iger Konvergenz mit existierenden Grenzwerten
u,(x) = hlim u(x+hv(x)), xeT,
—+0

u_(x)= Plliglou(x +hv(x)), xeT,

im Sinne gleichmifliger Konvergenz, u. € C(T), die in den Endpunkten x*, und
x; des Bogens stetig ist, die in D \ T die Laplace-Gleichung

Au =0, (2.1a)
die Dirichlet-Randbedingung

u=f aufdD (2.1b)
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u=f

Abbildung 2.1: Skizze der Problemstellung

und die Neumann-Randbedingung

0

E)uvi =g aufl (2.1¢)
erfullt. Dabei sind f € C(dD) und g € C**(T') gegebene Funktionen, wobei
C%*(T) den linearen Raum der der auf I' definierten, beschrankten und gleich-
méfig holderstetigen Funktionen mit Holderexponent « bezeichnet.



Kapitel 3

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir einige Grundlagen aus der Funktionalanalysis und
der Theorie der Integralgleichungen zusammenstellen, die wir bei der Losung des
direkten und inversen Problems benotigen. Wir werden Holder-Rédume einfiihren,
die wir zur Losung des direkten Problems bendtigen. Aufierdem werden wir uns
mit Sobolev-Raumen beschiftigen, die eine Rolle bei der Losung des inversen
Problems spielen.

Wir werden allerdings mit einigen allgemeinen Voraussetzungen beginnen, die
im Verlauf der Arbeit Bestand haben werden.

3.1 Allgemeine Voraussetzung

Wir setzen also voraus, dass D c R? ein einfach zusammenhéngendes Gebiet
mit C?-glattem Rand ist. Der Rand oD ldsst sich daher durch eine injektive
zweimal stetig differenzierbare Funktion z; : [0, 27r] — R? darstellen, von der wir
annehmen, dass sie 277-periodisch ist, also

oD = {z(s) : s € [0,27]}.
Der Einheitsnormalenvektor v an 0D ist stets nach auflen orientiert.

Ferner bezeichnet I' ¢ D mit I'ndD = & einen abgeschlossenen Bogen der Klasse
C3, das heifdt es gilt

P {p(s) s e [-L1]),
mit y : [-1,1] - R? injektiv und dreimal stetig differenzierbar. Die Endpunkte
bezeichnen wir mit x*, := y(-1) und mit x;" := y(1). Zur Abkiirzung bezeichnen

wir weiter mit
o * *
ro -—r\ {.X_l,xl}
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das Innere des Bogens.

Mit #(z;(s)) bezeichnen wir den Einheitstangentenvektor an 0D im Punkt

z(s), 1
t(z1(s)) = zi(s).

=)l

Analog definieren wir den Einheitstangentenvektor #(y(s)) an I.

3.2 Funktionalanalytische Grundlagen

Die Funktionalanalysis beschaftigt sich mit Operatoren zwischen linearen Rau-
men. Da Operatoren eine wichtige Rolle bei der Behandlung von Integralglei-
chungen spielen, wollen wir an dieser Stelle einige Ergebnisse zitieren, die wir im
Verlauf dieser Arbeit bendtigen werden. Wir beginnen mit der Betrachtung von
beschrankten, linearen Operatoren.

Definition 3.1 Seien X und Y normierte Raume. Ein Operator A : X — Y heif3t
beschrinkt, wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ € X

|Ag] < Cllo]

gilt. Jede Zahl C, die diese Ungleichung erfiillt, heifdt Schranke fiir den Opera-
tor A. Den Raum aller beschrinkten und linearen Abbildungen von X nach Y
bezeichnen wir mit £(X,Y).

Satz 3.2 Ein linearer Operator ist genau dann stetig, wenn er beschrdinkt ist.

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 2.5 O

Satz 3.3 Es seien X, Y, Z normierte Riume und A : X - Yund B:Y - Z
beschrinkte lineare Operatoren. Dann ist auch BA : X — Z, definiert durch

ein beschrinkter linearer Operator mit
|BA| <[ B Al-

Bewers. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 2.7 o
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Die Theorie kompakter Operatoren ist fundamental fiir die Analyse linearer
Integralgleichungen. Wir werden nun zuerst den Begriff eines kompakten Opera-
tors definieren und dann das fiir uns wichtige Resultat der Theorie kompakter
Operatoren, die Riesz-Theorie, formulieren.

Definition 3.4 Ein linearer Operator A : X — Y heif$t kompakt, wenn er jede
beschriankte Menge aus X in eine relativ kompakte Menge in Y abbildet.

Wir schliefen nun einige Eigenschaften kompakter Operatoren an.

Satz 3.5 Kompakte lineare Operatoren sind beschrinkt.
Bewers. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 2.14 o

Satz 3.6 Lineare Kombinationen von kompakten linearen Operatoren sind kom-
pakt.

Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 2.15 O

Satz 3.7 Seien X,Y,Z normierte Riume und A : X - Y und B: Y — Z be-
schrinkte lineare Operatoren. Dann ist das Produkt BA : X — Z kompakt, falls
einer der beiden Operatoren A oder B kompakt ist.

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 2.16 o

Satz 3.8 Die Identititsabbildung I : X — X ist genau dann kompakt, wenn X
endlich dimensional ist.

Bewels. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 2.20 o

Der nun folgende Satz gibt uns ein Resultat {iber die Kompaktheit von Ausdriicken

der Form
All AIZ
AZ] A22 ’

wobei, Au : X1 — Xl, A12 : X2 id Xl, AZl : Xl g Xz und Azz : X2 ind X2 kompakte
Operatoren sind.

Satz 3.9 Seien X;, i = 1,...,n normierte Ridume und A, : X, — X; lineare
Operatoren. Auf dem karthesischen Produkt X = X; x --- x X,, definieren wir die
Norm durch

x> 9= (@15 9n)

.....
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und erkldren einen Operator A : X — X durch

(Ap)i=> Augi, i=1...,n.
k=1

Sind alle A;x kompakt, so ist auch A kompakt.

Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Satz 2.7 o
Als Abschluss formulieren wir noch eines der Kernstiicke der Theorie kompakter
Operatoren, die bereits erwahnte Riesz-Theorie.

Satz 3.10 (Riesz-Theorie) Sei A : X — X ein kompakter linearer Operator in
einem normierten Raum X und bezeichne mit I : X — X die Identititsabbildung
auf X. Dann ist I — A genau dann injektiv, wenn es surjektiv ist. Falls I — A injektiv
ist (und daher bijektiv), so ist der inverse Operator (I — A)™': X — X beschrdnkt.

Beweis. Ein Beweis hierfur findet sich in [Kre99], Thm. 3.4 o
Die folgenden Sitze geben nun die Verbindung zwischen Integraloperatoren, wie
sie in dieser Arbeit auftreten, und kompakten Operatoren.

Satz 3.11 Sei G c R™ eine jordan-messbare Menge. Dann ist der Integraloperator

(Ap)(x) = [ K(x.y)p(n)dy, x<G

mit stetigem Kern K € C(G x G) ein kompakter Operator.
Beweis. Ein Beweis hierfur findet sich in [Kre99], Thm. 2.21 O
Nun betrachten wir Integraloperatoren mit schwach singuldrem Kern, das heift

der Kern K ist defininiert und stetig fiir alle x, y,€ G, x # y und es gibt positive
Konstanten M und « € (0, m] so, dass

[K(x, y)| < Mlx =y
fiir alle x, y € G mit x # y.

Satz 3.12 Integraloperatoren mit schwach singuldrem Kern sind kompakt in C(G).

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 2.22 o
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3.3 Holder-Raume

Um die Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren angeben zu koénnen,
die wir zum Existenznachweis einer Losung des direkten Problems benétigen,
werden wir nun kurz die dafiir benétigten Holder-Raume angeben.

Definition 3.13 Eine Funktion f : G ¢ R" — R heif3t gleichmdfSig holderstetig
mit Holderexponent 0 < a <1, falls eine Konstante C exisitiert mit

f(x) - fI<Clx -yl

fur alle x, y € G. Mit C%*(G) bezeichnen wir den linearen Raum aller auf G
definierten, beschrinkten und gleichmif3ig hélderstetigen Funktionen mit Hol-
derexponent « und nennen ihn Hélderraum.

Satz 3.14 Mit der Norm

£l = supl ()] + sup ) -l

x,y€G |x - )’|“
XFY

wird der Holderraum C%%(G) zu einem Banachraum.
Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 7.2 o

Satz 3.15 Sei 0 < « < 8 <1und sei G kompakt. Dann sind die Einbettungsoperato-
ren

I?: C*f(G) - C(G)

und
1%F : C*F(G) - C**(G)
kompakt.
Bewerls. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 7.4 o

Im weiteren Verlauf werden wir die Raume Ck%[0, 2] der 27-periodischen,
k-mal gleichméflig holderstetig differenzierbaren Funktionen benétigen. Wir
definieren diese Raume induktiv, indem wir sagen, dass f € C**[0, 27], falls fiir



10 Kapitel 3 Grundlagen

die erste Ableitung von f gilt: f’ € Ck-1¢[0, 27]. Der Raum Ck[0, 277] wird dabei
mit der Norm

k-1
[ Fllka =20 1P eo + 1D
j=0

zu einem Banachraum.

Dariiber hinaus definieren wir fiir k € N die Raume

Che0,2n] := {E€ C**[0,27] : € gerade},

ger

ckero,2n] = {f e CH0,2n] : fungerade} und

ung

2
Cgfger[0>2ﬂ] = {f e C**[0,27] : & gerade, / £(s)ds = O}
0

Auflerdem benoétigen wir den Raum C%*(T'). Deshalb definieren wir zuerst den
Gradienten auf dem Bogen durch

Gradf(y(()')) _ ‘y,(lo-)’ d(f ‘;Z)(O’) yl(o.)

Fir f € C(T') wird noch die Differenziation nach der Bogenlinge eingefiihrt:

, 0
71y = 2 () = (Grad 0, 1),
wobei t(x) den Tangentialvektor an I' im Punkt x bezeichnet.

Definition 3.16 Eine reelwertige Funktion f, die auf I definiert ist, heif3t gleich-
mifSig holderstetig differenzierbar mit Holderexponent 0 < « <1, falls eine Kon-
stante C > 0 existiert, so dass

f'(x) = f' (W) < Clx -y

fur alle x, y € T gilt. Mit C"*(T') bezeichnen wir den linearen Raum aller Funktio-
nen, die auf I' definiert, dort beschrankt und gleichmaflig holderstetig differen-
zierbar mit Holderexponent « sind.

Mit der Norm
I la = [ flloo + 1f"a

wird Cb* zu einem Banachraum.

Analog dazu definieren wir den Raum C%*(dD).



3.4 Sobolev-Rédume 11

3.4 Sobolev-Raume

In diesem Abschnitt werden wir nun die so genannten Sobolev-Rédume einfiithren,
die wir zur Losung des inversen Problems bendtigen. Sobolev-Raume spielen eine
Rolle bei der Behandlung von Integralgleichungen zum Finden einer schwachen
Loésung von Randwertproblemen.

Definition 3.17 Sei 0 < p < co. Mit H?[0, 27| bezeichnen wir den Raum aller
Funktionen ¢ € L2[0, 27| mit der Eigenschaft

> (1+m*)Pla,* < oo

m=—

mit den Fourier-Koeffizienten a,, von ¢. Den Raum H?[0, 27r] nennen wir Sobolev-
Raum.

Satz 3.18 Der Sobolev-Raum HP? |0, 27| wird mit dem Skalarprodukt

fiir ¢,y € H?[0, 27| zu einem Hilbertraum. Die Norm auf HP[0, 27| ist gegeben
durch

oo 1/2
ol ={ 2 Qe ylant}
Die trigonometrischen Polynome liegen dicht in HP[0, 27t].

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 8.2 o

Satz 3.19 Sei p > 1/2. Dann konvergiert die Fourier-Reihe fiir ¢ € HF[0,27]
absolut und gleichmdif$ig. Der Grenzwert ist stetig und 2m-periodisch und stimmt
mit ¢ fast iiberall iiberein. Die Einbettung von HP[0, 27| in den Raum der stetigen
2n-periodischen Funktionen C|0, 27| ist kompakt.

Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 8.4 o

Satz 3.20 Fiir k € N gilt C¥[0,271] ¢ H¥[0,27] und auf C*[0, 27| ist die Norm
| - |« dquivalent zu

Il = (fozn{|<p(t)|z+ 9™ ()P} dt)l/z.
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Definition 3.21 Fiir 0 < p < oo notieren wir den Dualraum von H? [0, 27| mit
H?[0,27].

Der Raum H?[0, 27r] wird charakterisiert durch den folgenden Satz.

Satz 3.22 Fiir F € H 7|0, 2n] ist die Norm gegeben durch

- 12
I#ly = 5 aemy e

wobei ¢, = F(fn)-
Bewerls. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 8.10 O

Satz 3.23 (Duale Paarung) Fiir jede Funktion g € L?[0,2n] definiert die duale
Paarung

G(p) :=$f02ﬂfp(t)@dt, ¢ € H?[0,271]

ein lineares Funktional G € H [0, 27]. In diesem Sinne ist L?[0, 27| ein Unterraum
der Dualrdume H?[0,2n]| und die trigonometrischen Polynome sind dicht in
H-*[0,27].

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 8.11 o

Bemerkung 3.24 Wir haben in diesem Abschnitt bisher nur Sobolev-Raume
auf dem Intervall [0, 27r] eingefiihrt, bendtigen sie aber auf dem Rand 0D eines
einfach zusammenhéingenden Gebiets D c R2. Mit Hilfe der Parametrisierung
z; kénnen wir fiir 0 < p < 2 den Sobolev-Raum H?(0D) als den Raum aller
Funktionen ¢ € L?(0D) mit der Eigenschaft ¢ o z; € H?[0, 27r] definieren. Das
Skalarprodunkt auf H?(9D) ist dann fiir alle ¢,y € H?(dD) durch

(o, l/’)Hp(aD) =(poz,yo 21>HP[0,27':]

gegeben.

Auch wenn wir uns hier auf 27-periodische Parametrisierungen beschrankt haben,
miissen wir die Moglichkeit verschiedener Parametrisierungen der Randkurve
oD zulassen. Daher zeigen wir im folgenden Satz, dass die Definition beziiglich
der Parametrisierung invariant ist.
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Satz 3.25 Seien z; und z; zwei verschiedene regulire 2m-periodische Parametrisie-
rungen von 0D. Sei 0 < p < 2. Dann sind die Sobolev-Réiume

H?(9D) :={¢ € L*(dD) : ¢ o z; € H?[0, 27|}
mit dem Skalarprodukt

(0¥ i apy = (902 ° 21) yofg.2m)

und N
H?(9D) :={¢@ € L*(dD) : ¢ 0 Z; € H?[0,27]}

mit dem Skalarprodukt
(o, V’)ﬁp(ap) =(poz,yo 21)HP[0,271]

homéomorph.
Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 8.14 o

Definition 3.26 Der Sobolev-Raum H'(D) eines beschrinkten Gebiets D c R?
mit C'-glattem Rand oD ist definiert als Vervollstindigung des Raums C'(D) der
stetig differenzierbaren Funktionen beziiglich der Norm

el = ([ (o + lgrad (o) dx)

Da jede Cauchy-Folge beziiglich | - | z(py auch eine Cauchy-Folge beziiglich
| - |l z2(py ist, kann man H'(D) als Unterraum von L?(D) auffassen.

3.5 Potenzialtheoretische Grundlagen

Die Potenzialtheorie beschiftigt sich mit der Losungstheorie von Randwertpro-
blemem zur Laplace-Gleichung. Die Losungen der Laplace-Gleichung, die so
genannten harmonischen Funktionen, beschreiben z. B. zeitunabhiangige Tempe-
raturverteilungen oder Potenziale von elektrostatischen und magnetostatischen
Feldern.
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3.5.1 Harmonische Funktionen

Definition 3.27 Eine zweimal stetig differenzierbare reellwertige Funktion u auf
einem Gebiet D c R? heif3t harmonisch, wenn sie die Laplace’sche Differenzialglei-
chung

Au=0 inD
erfiillt, wobei
2 2
Au = — o°u 8 .
ox} 8x2

Satz 3.28 Harmonische Funktionen sind analytisch.
Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 6.6 O

Satz 3.29 Die Funktion

1
)
heifSt Grundlosung der Laplace-Gleichung. Fiir festes y € R? ist sie harmonisch in
R2\ {y}.

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 6.2 O

O(x,y) = x#y

Satz 3.30 (Green’sche Sitze) Sei D c R? ein beschrinktes Gebiet der Klasse C!
und sei v die in das Auflere von D weisende Einheitsnormale an den Rand oD.
Dann gilt fiir Funktionen u € C'(D) und v € C?>(D) der erste Green’sche Satz

f{uAv +gradu-gradv}dx = [ u— ds. (3.1)

Fiir u,v € C*(D) gilt der zweite Green’sche Satz

v du
[D{uAv—vAu}dx— f (ug—va) ds. (3.2)
Beweis. Ein Beweis hierfur findet sich in [Kre99], Thm. 6.3 O

Satz_3.31 (Green’sche Darstellungsformel) Sei D wie in Satz 3.30 und sei u €
C?(D) harmonisch in D. Dann gilt die Green’sche Darstellungsformel

0D (x, y)

)= [ 201000 - ut) S5

} ds(y), xeD. (3.3)
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Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 6.5 o

Satz 3.32 (Minimum-Maximum-Prinzip) Eine in einem Gebiet harmonische
und nicht konstante Funktion besitzt kein Minimum und kein Maximum.

BEwels. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 6.8 O

Satz 3.33 (Satz von Holmgren) Sei D C_R2 ein beschrdnktes Gebiet mit C?-
glattem Rand 0D und sei u € C2(D) n C(D) eine Losung zur Laplace-Gleichung
in D, so dass

_du

u gzo auf A (3.4)

fiir eine offene Teilmenge A c dD. Dann verschwindet u identisch in D.

Bewers. Wir wollen die Green'sche Darstellungsformel fiir harmonische Funk-
tionen anwenden und definieren

W= [ |5 s 3ED s,

wobei u die Bedingung (3.4) erfiillt. Diese Funktion v ist fiir alle x € (R* \ D) U
A definiert und dort harmonisch also analytisch. Aufgrund der Green’schen
Darstellungsformel (3.3) und des zweiten Green'schen Satzes (3.2) erhalten wir

_Ju(x), xeD
vix) = {o, xe(R2~\D)UA.

Wegen der Analytizitit von v muss also auch v = 0 in D gelten und daher auch
u=0inD. O

3.5.2 Potenziale

Beim direkten Problem ldsst sich die Existenz einer Losung mit Hilfe von Poten-
zialen beweisen. Wir werden dazu Einfach- und Doppelschichtpotenziale iber
den dufleren Rand 0D und den Bogen I mit Dichten aus geeigneten Funktionen-
rdumen einfiithren.

Wir beginnen mit der Definition der Potenziale iiber den Bogen T’
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Definition 3.34 Es sei

Cle () = {w () = () =0,

dvop)(0) _Flarccoso) = _ o
2 i e C”*[o0, 71]}

Mit Hilfe dieses Funktionenraums ist es uns nun moglich, das Doppelschichtpo-
tenzial iiber den Bogen I' einzufiihren.

Definition 3.35 Es sei y € C-**(I'). Dann bezeichnen wir mit

9P(x, y)
ov(y)

das Doppelschichtpotenzial mit Dichte y iiber I'.

v(x):= | — 2y (y)ds(y), xeR*\T

Wir kénnen folgende Aussage iiber die stetige Fortsetzbarkeit des Doppelschicht-
potenzials machen:

Satz 3.36 Das Doppelschichtpotenzial v mit Dichte y € C**(T') ldsst sich stetig
von R?2 \ T nach T mit den Grenzwerten

acl) (x, 1
n) = [ 250 a5+ Sy, weT
fortsetzen, wobei
ve(x) = hlimov(x + hv(x))
und das Integral als uneigentliches Integral existiert.

Der Gradient des Doppelschichtpotenzials kann stetig von R? \ T nach T, fortgesetzt
werden und die Normalableitung von v ist gegeben durch

Iv.(x) _ acb(x, )
v av(x) v(y) v(y)ds(y), xel,.

Sie erfiillt dariiber hinaus die Beziehung

2 faCD X, y)v,( )ds(y) = /8<§t(xx)y) avg(sy) ds(y), xelr. (35)

Bewers. Ein Beweis hierfiir findet man in [Lan03], Satz 5.6 o
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Nun fithren wir das Einfach- und Doppelschichtpotenzial iiber den dufleren Rand
dD ein.

Definition 3.37 Es sei ¢ € C(dD). Dann bezeichnen wir mit

i(x) = [ O(x7)9()ds(y), xR \aD

das Einfachschichtpotenzial und mit

u(x) = faD %(p()}) ds(y), xeR*~adD

das Doppelschichtpotenzial mit Dichte ¢ iiber dD.

Uber das Doppelschichtpotenzial iiber den Rand 0D kénnen wir natiirlich eine
analoge Aussage iiber die stetige Fortsetzbarkeit treffen.

Satz 3.38 Das Doppelschichtpotenzial u mit Dichte ¢ € C(9D) ldsst sich stetig von
R2 \ D nach R? \ D und von D nach D mit den Grenzwerten

s (x) = fDa(D”) (y)ds(y) + - go( ), xedD

fortsetzen, wobei
u.(x) = hlimou(x £ hv(x))
>+

und das Integral als uneigentliches Integral existiert.

Beweis. Einen Beweis hierfiir findet man in [Kre99], Thm. 6.17 o

Wir treffen noch eine analoge Aussage fiir das Einfachschichtpotenzial #.

Satz 3.39 Sei 0D € C? und ¢ € C(dD). Dann ist das Einfachschichtpotenzial u
mit Dichte ¢ stetig in R? mit

i(x)= [ 0(x.»)e(y)ds(y)., xeoD,

wobei das Integral als uneigentliches Integral zu verstehen ist.

Beweis. Einen Beweis hierfiir findet man in [Kre99], Thm. 6.14 O
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Dies macht es uns nun méglich, fiir Dichten ¢ € C(dD) und y € C***(T') die
folgenden Integraloperatoren einzufiihren:

(Kang)(x) =2 [ ag’<—(y;>

(Krg)(x) =2 [ 225D

¢(y)ds(y), xeoD,

¥(y)ds(y), xeaD,

()
(S:¥)(x) = [ O(x )y ds(y). xeT,
(Toog) (x) = av?x) [ ey as), xem,

(T)(0) = 5505 [ V) ds(), xeh

Den Operator Sr haben wir eingefiihrt, um darauf hinzuweisen, dass sich der
Operator Tr wegen (3.5) durch Sy iiber die Darstellung

Iy

T —S
ry= "os

ausdriicken lasst.

3.6 Inverse und schlecht gestellte Probleme

Im zweiten Teil dieser Arbeit wollen wir ein inverses Problem losen. Wir wollen
in diesem Abschnitt erlautern, was darunter zu verstehen ist.

3.6.1 Schlecht gestellte Probleme und
Regularisierungsverfahren

Hadamard formulierte um 1900 drei Forderungen fiir die mathematische Model-
lierung physikalischer Probleme: Das Problem muss eine Losung besitzen, die
Losung muss eindeutig sein und die Losung muss stetig von den Daten abhéngen.
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Definition 3.40 (Hadamard) Sei A: U c X - V c Y ein Operator, der eine
Teilmenge U eines normierten Raums X in eine Teilmenge V eines normierten
Raums Y abbildet. Die Gleichung

Ap=f
heif3t korrekt gestellt oder gut gestellt, falls A : U — V bijektiv ist und der inverse

Operator A™': V' — U stetig ist. Andernfalls heif3t die Gleichung inkorrekt gestellt
oder schlecht gestellt.

Ein typisches Beispiel fiir ein schlecht gestelltes Problem ist eine lineare Opera-
torgleichung mit einem kompakten Operator.

Satz 3.41 Sei A: X — Y ein kompakter linearer Operator eines normierten Raums
X in einen normierten Raum Y und X sei nicht endlich dimensional. Dann ist die
Gleichung erster Art Ag = f inkorrekt gestellt.

Bewers. Nehmen wir an, A™! existiere und sei stetig . Da das Produkt aus einem
stetigen und einem kompakten Operator wieder kompakt ist, folgt, dass I = AA
kompakt ist. Also ist X nach Satz 3.8 endlich dimensional und wir haben einen
Widerspruch. 0

Um schlecht gestellte Probleme approximativ zu l16sen, brauchen wir also ein so
genanntes Regularisierungsverfahren. Wir wollen also die Gleichung

Ag=f

bei Vorliegen einer gestorten rechten Seite f¢ mit Fehlerniveau

If°-fl <o

stabil 1sen, das heif3t, die Losung ¢? soll stetig von den Daten f? abhingen. Au-
Berdem konnen wir im Allgemeinen nicht erwarten, dass f¢ im Bildbereich A(X)
des Operators liegt. g9 soll also eine brauchbare Approximation an die Losung ¢
der ungestorten Gleichung darstellen. Das Ziel ist es jetzt, den unbeschrankten
inversen Operator A™' : A(X) — X durch einen beschrinkten linearen Operator
R:Y — X anzundhern.

Definition 3.42 Seien X und Y normierte Rdume und sei A : X — Y ein injek-
tiver beschrankter linearer Operator. Eine Familie von beschrankten linearen
Operatoren R, : Y — X, a > 0, heifdt Regularisierungsverfahren fiir den Operator
A, falls

£i_r)ré R,Ap=¢

tiir alle ¢ € X. Der Parameter « heif3t Regularisierungsparameter.
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Wir wollen jetzt die sogenannte Tikhonov-Regularisierung einfithren, die wir im
Verlauf der Arbeit benutzen werden.

Satz 3.43 Seien X und Y Hilbert-Ridume und A : X — Y ein kompakter linearer
Operator. Dann hat fiir jedes « > 0 der Operator al+A*A : X — X eine beschrinkte
Inverse. Falls A zusdtzlich injektiv ist, so beschreiben die linearen Operatoren

R, = (al + A*A)'A*
ein Regularisierungsverfahren fiir A mit | Ra|| < 5=
Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Thm. 15.26 o
Wir werden nun noch eine zweite Charakterisierung der Tikhonov-

Regularisierung als Minimierungsproblem kennen lernen.

Satz 3.44 Sei wieder A: X — Y ein beschrinkter linearer Operator und sei o > 0.
Dann existiert zu jedem f € Y ein eindeutig bestimmtes ¢, € X, so dass

[49a = fI? + allpal* = inf {| Ag - fI* + alo ]} .
@ ist dabei gegeben durch die eindeutige Losung der Gleichung
aQy+ A" Ap, = f
und hdngt stetig von f ab.

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Kre99], Thm. 16.1 o

3.6.2 Inverse Randwertprobleme

Nun wollen wir noch einfithren, was unter einem inversen Randwertproblem zu
verstehen ist. Inverse Randwertprobleme bei partiellen Differentialgleichungen
beginnen immer mit der Antwort zu dem direkten Problem, das heif3t mit der
Losung des direkten Problems. Aus Kenntnis dieser Losung sollen nun bei in-
versen Randwertproblemen Informationen iiber den Rand und/oder Randwerte
ermittelt werden. Bei inversen Problemen versucht man also, von der Wirkung
auf die Ursache zu schlieflen.



Kapitel 4

Das direkte Problem

Das direkte Problem wurde ausfiihrlich in der Diplomarbeit [Lan03] behandelt,
so dass wir an dieser Stelle nur den Losungsweg skizzieren werden und fiir Be-
weise auf die eben erwédhnte Diplomarbeit verweisen. Auch werden wir in dieser
Arbeit auf eine Fehler- und Konvergenzanalysis verzichten und verweisen hierfiir
ebenfalls auf [Lan03].

4.1 Eindeutigkeit der L6sung

Um zu zeigen, dass das Problem aus dem vorangegangenen Abschnitt hochstens
eine Losung besitzt, konnte man durch die Tatsache, dass wir auf dem dufleren
Rand 0D unseres Gebiets Dirichletdaten gegeben haben, zunichst auf die Idee
kommen, einen Beweisversuch iiber das Minimum-Maximum-Prinzip zu fiithren.
Dieser Versuch misslingt leider, denn der Bogen I' gehort ebenfalls zum Rand des
Gebiets. Auf I' sind aber nur Neumann-Daten gegeben, iiber die Funktionswerte
kann man allerdings keine Aussage treffen.

Stattdessen werden wir den Beweis mit Hilfe folgender Variante des Green’schen
Satzes erbringen.

Lemma 4.1 Sei u eine Losung des homogenen Problems aus Kapitel 2, also u|p = 0
und %|; = 0. Dann gilt

gradu € L*(D)

und diese Version des Green'schen Satzes ist giiltig:

[ Igradu(y)Pdy=o.
D

21
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Beweis. Ein Beweis hierfur findet sich in [Lan03], Lemma 4.1 O

Mit Hilfe dieses Lemmas folgt nun fast automatisch dieser

Satz 4.2 Das Problem aus Kapitel 2 hat hochstens eine Losung.

BEwEIs. Seien u; und u, zwei Losungen des Problems (2.1a)-(2.1c) und definiere
u = uy — up. Dann ist u eine Losung des Problems (2.1a)-(2.1c) mit homogenen
Randwerten. Es folgt

0= / |gradul*dy,
D

und daher ist grad u = 0 in D \ I'. Also muss u konstant in D \ T sein. Durch die
homogene Randbedingung u = 0 auf 9D und die Stetigkeit auf D \ T erhalten
wir # = 0 in D \ I'. Nun konnen wir aus Existenz der Grenzwerte u, schlie3en,
dass u = 0 in D ist und somit u; = u,. o

4.2 Existenz einer Losung

4.2.1 Losungsansatz

Da das klassische Dirichletproblem durch einen Doppelschichtpotenzialansatz
tiber 0D gelost werden kann, werden wir unsere Ansatzfunktion ebenfalls mit
einem Doppelschichtpotenzial iiber dD ansetzen.

Das Problem fiir einen offenen Bogen im R? wurde in [M6n96] mit einem Dop-
pelschichtpotenzialansatz tiber den Bogen I' gelost. Wir suchen also eine Losung
u der Form:

)= [ Zo oy dst)+ [ 25 ) as), xepar.
(4.1)

mit den unbekannten Dichten ¢ € C(dD) und y € C»**(T).

Der folgende Satz stellt nun den Zusammenhang zwischen dem Randwertproblem
und unserer Ansatzfunktion her.

Satz 4.3 Die Funktion u lost das gekoppelte Dirichlet-Neumann-Problem, falls ¢
und y dem folgenden System von Integralgleichungen geniigen:

¢(x) - (Kapg)(x) - (Kry)(x) = -2f(x), xe€aD, (4.22)
(Topg)(x) + (Try)(x) = g(x), xel. (4.2b)
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Wir erhalten also aufgrund des Bogens eine eher ,,unangenehme® Integralglei-
chung erster Art mit einem stark singularen Kern. Die zweite sich ergebende
Integralgleichung ist eine Integralgleichung zweiter Art, die bis auf einen Sto-
rungsterm {iber den Bogen I der Integralgleichung des klassischen inneren Di-
richletproblems entspricht.

Satz 4.4 Fiir jede rechte Seite (f, g) € C(dD) x Ct%*(T') gibt es hichstens ein Paar
von Funktionen (¢, ), welches das System von Integralgleichungen aus Satz 4.3
lost.

Bewels. Ein Beweis findet sich in [Lan03], Satz 5.8 o

Das Zijel ist es nun, auf das System von Integralgleichungen die Riesz-Theorie
anzuwenden. Dazu muss das System

Idciop) —Kap —Kr) (@) _(-2f
Top Ir J\y g

auf die Form Id —A, A kompakt, gebracht werden. Da die erste Integralgleichung
schon in der gewiinschten Form vorliegt, werden wir uns zuerst mit der zwei-
ten Integralgleichung beschiftigen, in der T der ,,unangenehme® Operator mit
stark singuldrem Kern ist. Wir werden zeigen, dass man diesen Operator durch
geeignete Umformungen in einen invertierbaren und einen kompakten Operator
aufspalten kann, so dass die Integralgleichung am Ende die gewiinschte Form
erhalt.

4.2.2 Die Integralgleichung erster Art

Die Integralgleichung (4.2b) kann man wegen (3.5) auch in der Form

0 0D(x, y)
ov(x) Jap  dv(y)

o(y)ds(y) + f ag)t((xx)y 81/;(5)/) ds(y)=g(x), x€T,
(4.3)

schreiben.

Nun werden wir die Parametrisierung des Bogens I' in den Operator einsetzen und
die so genannte Cosinus-Substitution ausfithren. Wir betrachten dazu zunachst
den zweiten Term der linken Seite in (4.3), setzen

x=yp(t), y=y(t)
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und berechnen damit

2005, ¥0) y() - (0).y () d(y o) (7)
J g S0 5 |y<t>|f OE G
Jlron()

27T|y Ol / Ki(t,7) + Ky(t, 1)

indem wir
1
K(t, 1) =——
(b)) =0

und

(Y(t) B Y(T)’ Y Et» _ Kl(t, T)
ly(t) —y(7)|
setzen. K; und K, sind offensichtlich fiir ¢ # 7 stetig differenzierbar. Der Kern K,

kann jedoch fiir ¢ = 7 stetig differenzierbar erginzt werden, wie der folgende Satz
zeigt.

Ky(t, 1) =

Satz 4.5 K, ist fiir t = T stetig mit dem Grenzwert

{y'(1),y" (1))
ITILI}Kz(t T) = EETIOE

Auflerdem ist 2 K,(t,T) eine stetige Funktion und es gilt

d (1), y" (1 ()2 ,T,"Tz
—Kz(r,r)=<7( ),y (2 ) Iy ,( )|2_(V( ),)’ (4)) .
o7 6ly'(7)| aly'(7)] 2ly'(7)]

Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Satz 5.9 5

Fir x ¢ 9D, also insbesondere fiir x € Ty dirfen wir im Ausdruck

av(zx) - ac;(zcy,)y ) o(y)ds(y)

Differenziation und Integration vertauschen. Wir berechnen fiir den Kern dieses
Integrals

0 00(x,y) 1 |x—yP(v(y),v(x))—2{x—y,v(y)) {x — y,v(x))
ov(x) dv(y) 2 |x — y[*
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und definieren

9 dD(y(t),y)
ov(y(t)) ov(y)

Nun ist es uns moglich, die Integralgleichung (4.3) unter Benutzung der oben
durchgefithrten Umformungen fiir ¢ € (-1,1), durch Substitution von ¢ = cos s
und 7 = cos 0, s,0 € (0, 7), und durch Setzen von

h(x) = ly'(8)lg(y(1))

M(t,y) =2nly'(1)]

wie folgt zu schreiben:

h(coss) = % /aD M(coss, y)e(y)ds(y) + % fon (Kl(coss,cos o)
d(y o y)(cos o)

sinodo.
dcoso

+ K, (coss, cos 0))
Lemma 4.6 Die Funktion

{(0) ==yoy(coso)-sign(m - o)
erfiillt die Eigenschaft & € Cy[0,27] und es ist

&(0) = M - _|sin 0|d(1#;)c/())§caos 0)'

do
Beweils. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Satz 5.10 o

Unter Ausnutzung der Geradheit von K;j(coss, cos ¢) in o und & auf [0, 277] und
den Definitionen

e (s) = —2h(coss) = —2|y(coss)|g(y(coss))
« M(s,y) = M(coss, y)

« Ki(s,0) = Ki(coss, cos o)

« Ky(s,0) = Ky(coss, cos o)

erhalten wir die Gleichung

E(s) = —% ./zm M(s,y)cp(y) ds(y) + % foh (kvl(s, o) +T<v2(s,0))«f’(a) do.
(4.4)

Jetzt beschiftigen wir uns mit der Aquivalenz der Gleichungen (4.2b) und (4.4)
und formulieren dazu folgendes Resultat:
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Satz 4.7 Falls das Paar (¢,y) € C(dD) x Cv**(T') eine Losung der Integralglei-
chung (4.2b) ist, so erhalten wir durch

£(0) = (yoy)(coss)sign(n—0), oel0,2n],
& € Cv*[0,2n| und ¢ ein Paar von Funktionen, das eine Losung der Integralglei-
chung (4.4) ist und umgekehrt. Dabei ist & eine ungerade Funktion.
Jetzt multiplizieren wir die Integralgleichung (4.4) mit sin s und erhalten folgen-

den

Satz 4.8 Die Integralgleichung (4.4) und die Integralgleichung

R(s) == [ Fi(s,)p(y)sinsds(y)
+ % /02ﬂ (El(s, o) + Ky (s, 0))5’(0) sinsdo  (4.5)

mit h(s) := h(s)sins, s € [0,27], sind dquivalent.
Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Satz 5.12 o

Bemerkung 4.9 Wegen der Sitze 4.7 und 4.8 ist es ausreichend, die Dichte £ im
Funktionenraum Cyp, [0, 277] zu suchen, um eine Lésung des Randwertproblems
zu erhalten.

Wir entwickeln nun passende Integraloperatoren fiir die Integralgleichung (4.5).
Dazu benutzen wir die Identitit

1 o-—S sS+0 sins
— | cot — cot =
2 2 2 COSS — COS O

und erhalten nun fiir das Integral iiber den Kern K;

2 1 2 _
1[ Ls'(a)dazif cot 22 8(5) do.
0 21 Jo

27 COSS — COS O 2

Dies erméglicht es uns nun, die folgenden Integraloperatoren einzufiihren:

Definition 4.10 Fiir s € [0, 27] sei
(186 =5 [ et T8 (o) do
(49)) =5 [ Ros,0)E(0)do
(BE)() == [ (s »)e(r) ds(),
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wobei K, und M durch
Ky(s,0) =sins K;(s, o) und M(s, y) := sins M(s, y)

definiert sind.

Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass der lineare Operator T, als Abbildung von
Cing|0, 27r] nach Ciig [0, 277] beschrankt invertierbar ist. Wir stellen dazu zunéchst
eine enge Verbindung dieses Operators zum Cauchy-Integraloperator {iber den
Einheitskreis in der komplexen Ebene her.

Satz 4.11 Essei G c C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet mit C*-Rand 0G.
Dann ist der Cauchy-Integraloperator Acy, : C**(0G) - C**(0G) definiert durch

(Acaf)(2) = 19 d{, z€dG,feC"(aG)

i Joc ( -z
beschrinkt. Er erfiillt
AL =1d.
Bewels. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Kre99], Cor. 7.7, Thm. 7.10 O

Es sei nun t(s) = 'S, s € [0, 271] eine Parametrisierung des Einheitskreises in C.
Durch Setzen von z = e’ und { = e’ berechnen wir

d—(zl(cot2+i) do
(-z 2 2

und erhalten damit fiir Funktionen y € C%*(9B(0,1))

2m —
(AcwV)(e”) = L f (cot 7%, i) v(e'?)do, sel0,2n].
0 2

C2mi

Aus dieser Beziehung entnehmen wir, dass der Cauchy-Integraloperator eine
ahnliche Form hat wie der Operator Tj. Die Idee besteht nun darin, den Operator
gerade auf solche Funktionen anzuwenden, fiir die

2
/ v(e'”)do=0
0

gilt. Auflerdem werden wir einen Zusammenhang zwischen Funktionen
v € C%(9B(0,1)) und Funktionen & € C%*[0, 27] herstellen. Wir beschiftigen
uns zundchst mit dem zweiten Aspekt.
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Sei also & € C%%[0, 27r]. Durch Setzen von

&) =&(s), selo,2n]

erhalten wir eine Funktion £ e C%*(9B(0,1)). Damit konnen wir den Operator
Acau auch als Operator von C**[0, 27| nach C%%|[0, 27r] auffassen.

Wir betrachten den Operator
L= lACau|Cg:ger[0)2ﬂ] 5

der fur & e Cg;ger[o, 27] die Gestalt

o-5s
2

{(o)do, se0,2n]

1 2m
L =— f t
(L8 =5 [ o
annimmt und schlief}en folgenden Satz an:

Satz 4.12 Der Operator

L:C%

O,ger[o’ 27-[] - CO,(X

O,ger[o’ 2”]

ist beschrinkt, bijektiv und besitzt eine beschrinkte Inverse.

Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Lan03], Satz 5.15 o

Weiter definieren wir fir Funktion & € Cgy,.[0,27] und y € Cyg,, [0, 27] zwei
Operatoren

t
U9(©)= [ y(o)do, te[o,2n]
(D&)(t):=¢&'(t), te]0,2m],
tiber die wir Folgendes festhalten:

Satz 4.13 Die Operatoren

J: CS:;‘er[O,zn] - C(lf,oﬁng[o,Zﬂ]
und
D: Cy4,10, 2] = Cpg, [0, 271]

sind jeweils beschrinkt und bijektiv.
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Beweis. Ein Beweis hierfir findet sich in [Lan03], Satz 5.16 o

Mit diesen Voriiberlegungen konnen wir nun die Invertierbarkeit von T, bewei-
sen.

Satz 4.14 Der Operator Ty : Cy“

O,ung[o’zr[] - CO)(X
bar.

0.ungl 0> 27| ist beschrinkt invertier-

L«

0ung| 0> 27]. Dann haben wir zwischen den Operatoren T

Beweis. EsseiéeC
und L die Beziehung

To& = (LD)(§) = LE'.

Daraus erhalten wir mit der Beschranktheit von L und D sofort die Beschranktheit
von T.

Da sich T, durch L und D darstellen ldsst und diese beiden Operatoren bijektiv
sind, muss auch T bijektiv sein. Indem wir

JL'' Ty = JL7'LDE = J§ = §

bilden, sehen wir sogar, dass die Inverse von T durch JL™! gegeben wird, wodurch
auch unmittelbar die Beschrinktheit von T;;! bewiesen ist. o
Zum Abschlufl kliren wir noch die Abbildungseigenschaften der Operatoren A
und B.

Satz 4.15 Die Operatoren A und B verfiigen iiber folgende Abbildungseigenschaften:

A Cp[0,27] - Cpe[0,271] (4.6a)
B:C(dD) - Cye]0, 27] (4.6b)
Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Satz 5.18 o

Nun sind wir in der Lage, unsere Ausgangsintegralgleichung (4.2b) wegen der
Invertierbarkeit von T und den Abbildungseigenschaften von A und B aus Satz
4.15 in der Form

E+T,'AE+ T,'Bo = Ty 'h

zu schreiben, wobei die Operatoren T,'A und T,'B kompakt sind.
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4.2.3 Die Integralgleichung zweiter Art

Wir beschiftigen uns jetzt noch mit der wesentlich einfacher zu behandelnden
Integralgleichung (4.2a). Fiir x € 0D berechnen wir

2f(x) = p(x) -2 [ G g dsty) -2 [ TSI y5) ()

= 9() -~ [ HGx2)9()ds()
—if02ﬂH(x,y(cosa))£(0)|y’(cosa)|da,

27

indem wir H := % definieren, die Parametrisierung des Bogens I einsetzen,

die Cosinus-Substitution durchfithren und benutzen, dass der Ausdruck
H(x,y(cos0))&(o)sinaly’(cos o)
eine in ¢ auf [0, 27| gerade Funktion darstellt.

Definition 4.16 Fir x € 0D sei

(Ap)(x) =~ [ Hx2)p()ds(y) (@72
(BE)()=—- [ " H(x, 0)E(0) do, (4.7b)

wobei H durch H(x, 0) := H(x, y(cos ¢)) sin a|y’(cos ¢)| definiert ist.

Satz 4.17 Die Operatoren A und B verfiigen iiber die folgenden Abbildungseigen-
schaften:

A:C(oD) - C(aD) (4.8a)
B: Cpx[0,21] -~ C(aD). (4.8b)

Die Operatoren sind in diesen Riumen auch kompakt und der Kern des Operators
A ldsst sich durch

20(2(1),2(1)  {"(1),v(=(1)))
(D) 2P (*9)

stetig auf die Diagonale fortsetzen.

Bewerls. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Satz 5.20 o
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4.2.4 Existenzbeweis

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Existenz des in Kapitel 2 formu-
lierten Problems beweisen.

Durch Setzen von f := —2f und h, = T;'h geht mit diesen Vorbereitungen
unser System von Integralgleichungen, gegeben durch (4.2a) und (4.2b) in das

System
Idc(apy 0 A B o\ (f
l( 0 Idcmg[o)zﬂ] * T,'A T,'B &) Eo (4.10)

tiber, welches nach Satz 4.8 dquivalent zum Ausgangssystem ist. Jetzt konnen wir
folgenden Satz formulieren:

Satz 4.18 Die Operatorgleichung (4.10) hat fiir alle rechten Seiten

(7, Eo) e C(aD) x C> 10, 2]

ung

1,

genau ein Paar von Funktionen (¢, &) € C(dD) x Cy[0, 2] als Losung. Diese
Losung hdngt stetig von der rechten Seite ab. Daraus folgt die Existenz einer Losung
des Problems aus Kapitel 2 fiir Randwerte f € C(0D) und g € C%*(T).

BEweis. T,!ist ein beschrankter Operator, A und B sind kompakte Operatoren,
also sind T,'A und T;'B nach Satz 3.7 auch kompakte Operatoren. Daher ist
auch der Operator Q : C(dD) x Cyie[0,27] - C(9D) x Cu[0,27], definiert

durch
(A B
Q= (TolA TOIB) ’

nach Satz 3.9 kompakt. Ferner definieren wir den Operator

e apyucy o0 * C(@D) x Chty[0,27]  C(aD) x Cli [0, 27]

ung ung

durch

Id 1 = IdC(aD) 0
C(9D)xCyng[0,27] 0 Idcm (0,27] .

ung

Satz 4.4 sagt uns nun, dass NV (Id apyxcigfo2n] *Q) = {0}. Aus der Riesz-Theorie
tiir kompakte Operatoren folgt, dass unser Integralgleichungssystem eine Lo-
sung besitzt und somit unsere Ansatzfunktion u wegen Satz 4.3 eine Losung des
Problems aus Kapitel 2 ist. 0
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4.3 Die numerische Methode

4.3.1 Die parametrisierten Integraloperatoren

Fiir die numerische Behandlung ist es noch notwendig, in die Operatoren

A:C(oD) - C(aD)
R . (La
B: Cke[0,27] - C(aD)
B:C(0D) — Cye[0,27]
die Parametrisierung von oD einzusetzen. Wir setzen also x = z(s), y = z(o) und
erhalten fir s € [0, 277] die Operatoren
A':Cl0,27] - C[0,27],

B': ke [0,27] — C[0,27],

ung
B': C[0,27] - Cye[0,271],
die durch
~ 1 2
(A'¢)(s) = _;[0 Hi(s,0)¢(0)do, ¢ eC[0,27],
FO() =5 [ s o)) do, EeCi,
(B9)(s)i=—— [ M(s,0)p(0)do,  peClo,27]
mit

H(s,0) = H(z(s), 2(9))[2'(0)|
H,(s,0) == H(z(s),y(cosc)) sinaly’(cos 0)|
M(s, 0) = M(s,2(0))[2'(0)]
definiert sind. Wegen der Regularitit des Randes dD iibertragen sich die Be-

schrinktheit und die Kompaktheit der Operatoren A, B und B auf die Operatoren
A’, B und B/, weswegen wir diese ab hier miteinander identifizieren.

4.3.2 Trigonometrische Interpolation

Dieser Abschnitt dient der Einfithrung geeigneter endlichdimensionaler Funk-
tionenrdume und zugehoriger Interpolations- und Projektionsoperatoren. Zur
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Approximation der Operatoren verwenden wir trigonometrische Interpolation
mit gerader Knotenzahl. Dazu sei N € N vorgegeben. Wir wéhlen die 2N dquidi-
stanten Stiitzstellen

wy ._Jm .
tj =N j=0,...N,

die wir zur Integration tiber I' verwenden werden, definieren

N N-1
Ty := {q € C[0,27] : q(t) = > axcoskt+ Y bysinkt, ag, bie ]R}
k=0 k=1

und halten folgenden Satz fest:

Satz 4.19 Zu f € C[0, 27| existiert genau ein trigonometrisches Polynom qy € Ty,
a & . ay
gn(t) = -+ > (axcoskt+bysinkt) + = cos Nt,
k=1

welches der Interpolationsbedingung

ax(t) = £(t), j=0,....2N -1
geniigt. Die Koeffizienten sind dabei gegeben durch
1 2N-1

ax = Z f(tj(.N))cosktJ(.N), k=0,...,N,
=0

1 2N-1

Ny N
b= 2 FEM)sinkt™, k=1,..,N-1
j=0
Beweils. Ein Beweis hierfiir findet man in [Kre98], Satz 8.25 o

Wir erhalten, dass die Lagrange-Basis von Ty die Form

1 N-1
Li(t)=— 1+22cosk(t—t§N))+cosN(t—t](N))
2N ]

fir t € [0,27] und j=0,...2N —1hat.

Da wir insbesondere ungerade, 27-periodische Funktionen interpolieren werden,
definineren wir noch den zugehérigen Raum

N-1
TN,ung = {qGC[O,Zﬂ] 3q<t) = kZkainkt, bkER}.
=1
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Wir fithren noch den zur trigonometrischen Interpolation gehorigen Interpolati-
onsoperator

P,:C[0,271] - Ty (4.11)
RS TRINTE)
fr Z f( t; )L j
k=1
ein und definieren zusitzlich den zur trigonometrischen Interpolation ungerader
2m-periodischer Funktionen zugehdorigen Interpolationsoperator durch

PN,ung = PN|Cung[0,2n] .

Dariiberhinaus benétigen wir noch die Stiitzstellen
(my . Im
" M
tiir M € N zur Integration iiber 0D und den analog zum (4.11) definierten Inter-
polationsoperator Py,.

, 1=0,...2M -1

4.3.3 Ein Kollokationsverfahren

Die im vorherigen Abschnitt definierten Proketions- bzw. Interpolationsoperato-
ren geben uns nun die Moglichkeit, die unendlich dimensionale Operatorglei-
chung auf ein endlich dimensionales lineares Gleichunssystem zu reduzieren.
Dieser Abschnitt dient dazu, dieses Verfahren formal einzufiihren.

Definition 4.20 Seien X und Y Banach-Rédume und sei A : X — Y ein injektiver,
beschrankter linearer Operator. Ferner seien X, ¢ X und Y, c Y zwei Folgen
von Unterrdumen mit dimX,, =dimY, = n € Nund P, : Y — Y, Projektions-
operatoren. Die durch X, und P, erzeugte Projektionsmethode approximiert bei
gegebenem f € Y die Gleichung

Ap=f (4.12)
fiir ¢ € Y durch die projizierte Gleichung
PnA(Pn = Pnf (413)

tiir ¢, € X,,. Die Projektionsmethode heifSt konvergent tiir den Operator A, falls
es ein 1y € N gibt derart, dass fiir jedes f € A(X) die Ndherungsgleichung (4.13)
tiir alle n > n, eine eindeutige Losung ¢, € X, besitzt und wenn diese Losungen
fiir n — oo gegen die eindeutige Losung ¢ von A¢g = f konvergieren.
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Bemerkung 4.21 Da P,A: X, — Y, ein linearer Operator zwischen zwei endlich
dimensionalen Raumen ist, reduziert sich das Losen von (4.13) auf das Losen
eines lineares Gleichungssystem.

Zur Losung der Operatorgleichungen werden wir ein spezielles Projektionsver-
fahren verwenden, namlich ein Kollokationsverfahren.

Die Grundidee eines Kollokationsverfahrens zur approximativen Losung von
(4.12) besteht darin, dass die exakte Gleichung an endlich vielen Punkten, den
so genannten Kollokationspunkten, erfiillt ist. Sei dazu Y = C[a, b] (Kollokati-
onsverfahren sind auch auf anderen Funktionsraumen definierbar, zum Beispiel
auf Sobolev-Raumen) und A : X — Y ein beschrénkter linearer Operator. Seien
X, c Xund Y, c Y Folgen von Unterrdumen mit dim X,, = dim Y, = n. Wir
wihlen nun #n Punkte x;,...,x, in [4, b] so, dass der Unterraum Y, beziiglich
dieser Punkte unisolvent ist, also die Interpolationsaufgabe mit dem Unterraum
Y, und den Punkten x;, . . ., x,, eindeutig 16sbar ist. Dann approximiert das Kollo-
kationsverfahren die Losung von (4.12) durch ein Element ¢, € X,, mit

(Apn)(x)) = f(x)), j=1...,n. (4.14)
Sei X, = span{uy, ..., u,}, dann konnen wir ¢, darstellen als Linearkombinati-
on

Pn = Z YUk
k=1

und erhalten das zu (4.14) dquivalente lineare Gleichungssystem

n

> vk(Au) (x)) = f(x),  j=1...n

k=1
tir die Koefhizienten y, ..., y,.

Bemerkung 4.22 Wenn wir das Kollokationsverfahren auf eine Gleichung mit
einem Integraloperator mit stetigem oder schwach singularem Kern K anwenden,
erhalten wir nur ein semi-diskretes Verfahren, denn wenn wir

@n =Y YLk
k=1

mit der Lagrange-Basis von X,, darstellen, erhalten wir das Gleichungssystem

n b
Zykf K(xj y)Li(y)dy = f(xj), j=1...n.
k=1 a

Die einfachste Methode, aus diesem Verfahren ein voll-diskretes Verfahren zu
machen, ist, die auftretenden Integrale durch geeignete Quadraturoperatoren zu
approximieren. Diesen Weg werden wir auch in dieser Arbeit einschlagen.
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4.3.4 Quadraturformeln fiir die Anteile Giber T

Wir beschiftigen uns nun zunéchst mit der Entwicklung einer Quadraturformel
tiir

1 7 o-s
— cot "(0)do.
27‘[[0 2 E( )

Dazu interpolieren wir die Dichte & durch ein trigonometrisches Interpolations-
polynom und integrieren dann exakt. Wir berechnen

lfz" t22e(0) do zjflf(t“))R(N)() 0<s<2m
I cO ] . ) S), SSS
2m Jo 2 P /

M (eye L [ ot TS 1My
R (s)._zﬂf0 cot 2 (1Y) (o) do.

Das folgende Lemma hilft uns, die Gewichte R;N) exakt zu integrieren.

Lemma 4.23 Im Sinne des Cauchy’schen Hauptwerts gilt fiir alle m € Z

mo o-s
f cot 5 cosmodo = -2 sin ms,
0

o o-s
[ cot 5 sin mo do = 27 cos ms.
0

Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Lan03], Lemma 6.3 O

Dies ergibt nun

() 1 (& ™)y, N ()
R; (s)z—ﬁ mz::lmcosm(s—tj )+5cosn(s—tj )

fiir j=0,...,2N - 1.
Als néchstes wollen wir mit einer dhnlichen Idee eine Quadraturformel fir

1 21 _
— Ky(s,0)& (0)do
— [ Rls0)E(0)
herleiten. Da £(0) = £(277) = 0 und K, (s, 0) in o stetig differenzierbar ist, kénnen
wir zundchst einmal partiell integrieren und erhalten

1

Efoznj(‘z(s,o)f'(o)da:_i foznfz(s"’")f(")da’
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wobei K, (s, 0) := 2K, (s, 0) ist. Nun kénnen wir approximieren

1 2 2N-

- E(sm)&(o)dm— Z (s, ") ().
2m Jo -0

Analog approximieren wir

1 12N1

-~ Hz(s 0)§(0) do~ -~ z Hy(s, ") (™).

4.3.5 Quadraturformeln fiir die Anteile tiber 0D

Da wir auf beide Integralgleichungen eine Kollokationsmethode anwenden wollen,
werden wir die Integrale iiber 0D ebenso behandeln wie die Integrale iiber I' und
den Kern mit der Dichte durch das Interpolationspolynom ersetzen und dann
integrieren.
Wir berechnen also mit M € R
L7 J YW (s 1™ o™
= [T H(s 0)p(0) da - > W5 ul™)g(ul™)

T k=0

und
1 1 2M-1

= [T (s o)p(o)do - > (s, p(uf").

4.3.6 Die Naherungsgleichungen

Nun stellen wir noch die zu den eben entwickelten Quadraturformeln zugehdrigen
Operatoren auf. Dafiir definieren wir

1 2N—1_
(AnE)(s) = —NFZOKASJEN))&(#N)), 0<s<2n
12— oy )
(Buo)(s) Y; > M(s,u; 7 )p(u;’), 0<s<2m
i=0
12! M)y (M)
(Aug)(s) ==3- 2 Hils,u; )g(ui™), 0<s<2m
i=0
1A (V) 27 (N)
(BNf)(S) N Hz(S,tj )f(tj ), 0<s<2m
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und konnen damit die diskretisierten Gleichungen in der Form

ou+ Aygu + Byén = f (4.152)
Byuou + Toén + Anén =g (4.15b)

mit (¢, &) € T,yj2 % T)y ung Schreiben, wobei wir berticksichtigen, dass Tj auf trigo-
nometrischen Polynomen exakt ist. Die Anwendung einer Kollokationsmethode
liefert nun unter Ausnutzung von To& € T, g flir & € T, yng

PM(PM‘FPMA’M(PM'i‘PMENEN:PMf (4163)
PN,ungBN(PM + PN,ung To EN + PN,ungANEN = PN,ungg- (416b)

Gleichung (4.16b) ist mit folgendem linearen Gleichungssystem dquivalent:

2N-1 1_
3 ) (R0 - SR )
j=0
12— ) () ™)
_M;M(tk u )em(uy ) =g(t7), k=0,...2N -1

Die Gewichte REN) haben dabei die explizite Form

R(.N)(t(N)) __1 Nz_:lmcos m(k —j)E + ﬁ(—l)kfj
j k N N 2 .

m=1

Die Gleichung (4.16a) ist dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

1 2M-1

M M M M

o ))‘M > Hy(ug )’uj(- ))<PM(“J(~ ))-
=0

1 2N-1

N 2 Hy(u™, ) e (89) = f(ul™), k=0,...,2M-1.

Somit haben wir eine vollstindig diskrete Methode zur numerischen Losung
unseres Ausgangssystems von Integralgleichungen.

Wegen der Konvergenzanalysis in der Arbeit [Lan03] erwarten wir exponentielle
Konvergenz.
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4.3.7 Ergebnisse numerischer Experimente

Nun wollen wir einige numerische Testergebnisse vorstellen. Als Testfunktion
verwenden wir dabei

f(z)=3(vz*-1), zeC.

Die Funktion f ist holomorph in C \ [-1,1] und stetig in +1. Also stellt f eine
harmonische Funktion in C \ [-1,1] dar. Zur Vereinfachung werden wir die
komplexe Zahl z € C mit (x, y) € R? identifizieren. In die Tabellen tragen wir den
numerisch errechneten Wert und den Fehler |u(x, y) — f(x, y)| in Abhéngigkeit
von N ein. Wir wihlen dazu N gerade und setzen die Zahl der Stiitzstellen auf
oD auf M := N /2, um das Gleichungssystem nicht zu grofy werden zu lassen.

Beispiel 4.24 Wir parametrisieren das Geradenstiick durch
[:={(t,0):te[-11]}
und die Ellipse durch
oD :={(5cost,3sint):te[0,27]}.

Abbildung 4.1: Ellipse mit Geradenstiick
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Tabelle 4.1: Fehler im Punkt (-1,1)

N u Fehler

8  1.21460998487876  0.0574096646353
16 1.26595942854083 0.0060602209732
32 1.27202056336933  0.0000009138552
64 1.27201964950848 0.0000000000055

128 1.27201964951398 0.0000000000000

Tabelle 4.2: Fehler im Punkt (1,0.01)

N u Fehler

8 0.05504785028482  0.04520246143150
16  0.09280187297823 0.00744843873809
32 0.10054336726142 0.00002930555450
64 0.10025072535430 0.00000041363798

128  0.10025031171703  0.00000000000071

Die Betrachtung des Fehlers im Punkt (-1,1) als auch im Punkt nahe des Schlitzes
(1,0.01) zeigt deutlich die erwartete exponentielle Konvergenz.

Beispiel 4.25 Wir parametrisieren das Geradenstiick durch
[:={(t0):te[-11]}
und den Drachen durch

oD :={(3(cost+0.65(cos2t —1)),1.5sint) : t € [0,27]}.
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Abbildung 4.2: Drachen mit Geradenstiick

Tabelle 4.3: Fehler im Punkt (1,1)

N u Fehler

16  1.28930357224273  0.01728392272866
32 1.27154945876851  0.00047019074556
64 1.27201269191030 0.00000695760376
128 1.27201964655594 0.00000000295812

Auch hier wird die exponentielle Konvergenz deutlich.
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Kapitel 5

Berechnung der Normalableitung
auf oD

Um das inverse Problem 16sen zu kdnnen, miissen wir die Normalableitung der
Losung auf dem dufleren Rand 0D kennen. Wir miissen also die Normalablei-
tungen der Doppelschichtpotenziale iiber 0D und I' des Losungsansatzes u aus
(4.1) numerisch auswerten. Das Potenzial iber den Bogen I’ bereitet hier keine
Schwierigkeiten, da es ja nur fiir x € D ausgewertet wird. Wir werden uns an
dieser Stelle auf Dichten ¢ € C**(9dD) beschranken, da wir nur fiir diese Dich-
ten das entstehende Integral in eine Form bringen kénnen, die wir numerisch
auswerten konnen.

5.1 Eigenschaften der Normalableitung des
Doppelschichtpotenzials

Also beschiftigen wir uns mit dem Potenzial iiber 0D und formulieren dazu
folgenden

Satz 5.1 Die Normalableitung eines Doppelschichtpotenzials ist beim Durchgang
durch 0D stetig und hat fiir x € 0D die Darstellung als Hadamard-Integral

ou 0o 1 0 1
(%) Lo 39633 B e 52 0)

ov(x) B ov(x) 21 Jap av(y)

_1 (v()sv(x)) (v(y),x —y){x -y v(x))

) 2[913{ PR =yl }(P(y) B0
BEwels. Siehe [Hac89], Satz 8.2.15 o

43
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Um die Normalableitung auf dem Rand numerisch berechnen zu kénnen, muss
eine geeignete Quadraturformel zur Berechnung des hypersinguldren Integrals
entwickelt werden. Dazu formulieren wir zuerst ein Analogon zu einem Teil der
Aussage von Satz 3.36.

Satz 5.2 Falls die Dichte ¢ € C+%(0D) ist, dann gilt fiir x € 0D

J 0D (x, y) ~ d 1 9
ov(x) Jap  dv(y) p(y)ds(y) = op 0t(x) log Xy g?’()’) ds(y),

wobei t(x) den Einheitstangentenvektor in Kurvenrichtung im Punkt x € oD
bezeichnet.

Bewerls. Einen Beweis hierfiir findet man in [Kre99], Thm. 7.29. O
Mit diesem Satz berechnen wir mit Hilfe der bereits eingefithrten Parametrisie-

rung
oD ={z(s):s€[0,2m)}

des dufleren Randes

0o 1 0 1
Fv(x) 21 faD () 28—y P L)
1 /ZH (Z{(t)’zl(r) _Zl(t))¢,(T) dr

“2ndo (O]t - a(n)P
1 1 mooT-t,
:m{al COtT(P (T)dT
1 r2m (2{z(t), z1(7) —21(1)) T-t) ,
+E./o ( BOECE - cot 5 )(p(T)dT},

wobei wir ¢(7) einfachheitshalber mit ¢(z;(7)) identifizieren. Der Cotangensan-
teil stammt dabei von der Parametrisierung des Einheitskreises.

Wir werden nun diese Darstellung nutzen, um die Normalableitung numerisch
auszuwerten. Vorher werden wir noch die Analytizitat des Kerns des zweiten
Integrals beweisen.

Satz 5.3 Der Kern

Ke(t7) =2 (g1, a(1) ~2(t)) 7t

|21(t) = z1(7)? 2

ist analytisch mit

(24(0). 2/ (1))

Iim Kz(t, 1) = -
O

(5.1)



5.1 Normalableitung des Doppelschichtpotenzials 45

Bewers. Wir fithren eine Taylorentwicklung von z;(7) an der Stelle 7 = t durch
und erhalten mit der Abkiirzung h =7 -t

z21(1) =z (t) + z](t)h + z{’(t)h?2 +O(|h]).

Aus der Potenzreihenentwicklung des Cotangens erhalten wir fir h — 0

und schliefSlich

2 (z{(t),z{(t)h + z{’(t)%)
|21 (1)[*h* + O(|hP)
.\ (% - )2 (t)Ph2 + (z((1), 2 (1)) b*) + O(|hP)
|z (t)*h* + O(|h])
(z1(1), 2 (1)) B* + O(|h[)
|21 (£)[*h* + O(|h[)

Kg(t, 1) =

Das ergibt fiir der Diagonalwert

(z1(2),2(t))

limKR(t,T)z— .
= |z (1) o

Jetzt miissen wir noch die Ableitung der Dichte im zweiten Integral beseitigen.
Dazu nutzen wir die 277-Periodizitdt von z aus, integrieren einmal partiell und

erhalten , " 3K
[ KR(t,T)(p’(T)dT:—/ M(p(l’)d‘[.
0 0 ot

Mit der Bezeichnung
~ 0
KR(t, T) = _EKR(L T)
berechnen wir fir ¢t # 7
(z1(1), 21(7) — 21()) (z1(1), z21(7) — 2 (¥))

21(t) =z (7)*
E0.g@) 1

KR(t, T) =4

a(t) —aln)p 2sin? 5
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Fiir t = 7 erhalten wir durch die Taylorentwicklungen

2

zi(1) =z (t) + z[(t)h + z{’(t)h? + z{”(t)%3 +O(|h*)

und

K2 bW .
COtE—z—g—%+O(|h|)

tiir h — 0 durch Einsetzen in den entsprechenden Differenzenquotienten fiir den
Diagonalwert
{0, 2"(1) 1O 1 {z(0).5/(1))"

GbD=370mr "2200F 6 R@r - O

Somit konnen wir schreiben

o 1 0 1
ov(x) 2m fan ov(y) log |x — y| ¢(y)ds(y)
_ { ! ./(; cot%(p’(r)d1+ % /0 Kr(t, T)(/)(T)d‘l'}.

/(1)) Ldn

5.2 Numerische Berechnung der Integrale

Das zweite Integral kann nun einfach zum Beispiel mit der zusammengesetzten
Trapezregel unter Beachtung der Diagonalwerte berechnet werden.

Wenden wir uns daher dem ersten Integral zu. Die folgenden Berechnungen beru-
hen auf der Idee, die Dichte durch ihr trigonometrisches Interpolationspolynom
zu ersetzen und dann exakt zu integrieren. Mit den Stiitzstellen

D L S S 1.V |

/ M
tiir M € N und dem Raum der trigonometrischen Polynome

M M-1
Ty = {v € C[0,2m] : v(¢) = Z a,, cos mt + Z b,, sin mt}

m=0 m=1

betrachten wir den Interpolationsoperator

PM : C[O,ZT[] — TM

2M-1 M M
fe X FuM)LE.
j=0
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Die Lagrangefaktoren sind dann fiir j = 0,...2M — 1 gegeben durch

M 1 S M M
L]( )(t) ::m{lJchosm(t—uJ(. ))+cosM(t—u](. )) :

m=1

Damit ergibt sich

1
4

mooT-s 1 > 1-5 ,
fo cot (T)dT~E/O cot 2 (Pug) (7)) dr

j=0
L2EN )y p (M)
-3 2 9

mit . ,
Moy LT TS M)y,
Ry (s) = > ‘/0 cot 3 (L) (r)dr.

Wir kénnen die Ausdriicke R](.") wieder mit Lemma 4.23 fiir j = 0,...,2n -1
exakt integrieren:

RM(s) = ! Ailmcos m(s—ul™) + M cos M(s — u'™)
j M — j 2 j )
Die restlichen auftretenden Integrale konnen wir zum Beispiel mit der zusam-
mengesetzten Trapezregel unter Berticksichtigung der Diagonalwerte (5.1) und
(5.2) berechnen.

Nun koénnen wir die Normalableitung der Losung numerisch berechnen und
haben alles bei der Hand, um uns dem inversen Problem zuwenden zu konnen.
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Kapitel 6

Das inverse Problem

Bei der Betrachtung des inversen Problems werden wir uns auf den Spezialfall des
linearen Schlitzes beschranken, obwohl das direkte Problem fiir einen allgemeinen
BogenI c R? formuliert wurde. In diesem Kapitel werden wir das inverse Problem
formulieren und in den beiden folgenden Kapiteln jeweils ein Verfahren zur
Losung des Problems untersuchen.

Obwohl das direkte Problem fiir Funktionen f € C(dD) gel6st wurde, betrachten
wir fiir das inverse Problem rechte Seiten f € H/2(dD), da nur in diesem Fall
sichergestellt werden kann, dass die Normalableitung der Losung auf dem dufleren
Rand 0D auch existiert.

6.1 Formulierung des Problems

Problemstellung 6.1 Sei also D c R? ein beschrianktes Gebiet mit C?-glattem
Rand, das einen linearen Schlitz I' c II mit 0D N T' = & enthadlt, wobei II eine
affine Gerade im R? ist. Sei ferner u die Losung des Randwertproblems

Au=0 inD~T (6.1a)

u=f aufdD (6.1b)
% =0 aufl (6.1c)
v

mit einer gegebenen Funktion f € HY/2(dD). Das inverse Problem wird nun wie
folgt formuliert:

49
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Rekonstruiere aus dem gegebenen dufleren Rand dD, den gegebenen Dirichletda-
ten f auf dD und aus der gemessenen Normalableitung auf 0D

o
£ ov' P

den linearen Schlitz T.

Die Idee hinter den beiden Verfahren, die wir in den niachsten beiden Kapiteln
untersuchen werden, ist der intuitive Ansatz, die Differenz der Losung fiir ein
Gebiet mit Schlitz mit der Losung fiir ein identisches Gebiet, diesmal allerdings
ohne Schlitz, zu betrachten. Im folgenden Abschnitt werden wir diesen Ansatz
prézisieren und die funktionalanalytischen Grundlagen dazu schaffen.

6.2 Das Reziprozitatsprinzip von Maxwell-Betti

Sei H ein Hilbertraum, a eine symmetrische, stetige und koerzitive Bilinearform
auf H x H, das heif’t es existiert eine Konstante y > 0 mit
2
a(v,v) zy|v|

fiir alle v € H, und seien L; und L, stetige Linearformen auf H. Betrachte die
Losungen u, u, des Variationsproblems

a(u;,v)=L;(v) furalleveH, i=1,2.

Wihlt man nun v = u fiir i = 2 und v = u, fiir i = 1 erhédlt man wegen der
Symmetrie der Bilinearform a

Li(uy) = Ly(uy).
Das nennt man das Reziprozitdtsprinzip.
Sei u nun die Losung des folgenden Problems im Gebiet ohne Schlitz:
Ai=0 inD (6.2)
#=f aufdD. (6.3)

Wir bezeichnen analog zu (6.1a-6.1c) die Normalableitung auf dem dufleren Rand
oD mit g.
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In unserem Fall sind die Bilinearform durch

a(u,v) = Vu-Vvdx
D~\T

und die Linearformen durch

Li(v) = faD gvds

Ly(v) = [aD gvds

bzw.

gegeben (vgl. [OD96]).

Folglich betrachten wir

L(@) - Lo(w) = [ (e -&f)ds

wobei das Integral im Falle von g bzw. § € HY/2(9D) als duale Paarung zu
verstehen ist. Dieses Integral verschwindet nach dem Reziprozitatsprinzip, falls
das Gebiet keinen Schlitz enthilt. Das erlaubt uns nun, Folgendes zu definieren.

Definition 6.2 Fiir eine in D harmonische Funktion U € H! definiert

oU
RG U) = f —f-9Ud 6.4
ra(U)= [ —-f-gUds (6.4)
die Reziprozitdtsliicke. (6.4) definiert eine Linearform auf dem Raum
H:={UeH'(D), AU=0in D}.
Mit Hilfe dieser Definition konnen wir nun den folgenden zentralen Satz formu-
lieren und beweisen.

Lemma 6.3 Es gilt

oU
RG[f,g](U) =—ﬂp$ ds,

wobei p == u, — u_ mit
U, = lhmg u(x £ hv(x)), xeT

den Sprung von u entlang I' bezeichnet und das Vorzeichen natiirlich von der
Richtung des Normalenvektors abhdngt.
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BeEweis. Wir wenden fiir U € H den Green’schen Satz auf das Gebiet D an:

oU
RGg(V)= [ 57 -guds

oU du
—/;DL{E—UEGZS

:quU—UAudx—fp
D N—— —~ T

=0 =0

U
——[FPECZS

oU ou
E-Ua dS
——

=0



Kapitel 7

Das Verfahren von Andrieux und
Ben Abda

In diesem Kapitel werden wir das erste Verfahren zur Losung des inversen Pro-
blems vorstellen. Ziel wird es sein, durch Einsetzen geeigneter Funktionen U € H
in das Reziprozititsliickenfunktional (6.4) die karthesische Gleichung der Gera-
den IT zu ermitteln, auf der der Schlitz I' liegt, und zum Schluss des Kapitels den
Schlitz eindeutig zu identifizieren. Dieses Verfahren wurde von Andrieux und
Ben Abda in [ABA96] vorgeschlagen.

wu=f

Abbildung 7.1: Skizze der Problemstellung
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7.1 Bestimmung der Geradengleichung

Wir haben jetzt mit dem Reziprozitatsfunktional das Werkzeug an der Hand,
das es uns ermoglicht, die karthesische Gleichung der Geraden II zu ermitteln,
die den Schlitz I enthélt. Zuerst werden wir die Normale an IT ermitteln und
danach die Konstante, um die Geradengleichung zu vervollstindigen. Mit der
a-priori-Information, dass es sich bei dem Schlitz um ein Geradenstiick handelt,
bezeichnen wir den Einheitsnormalenvektor an den Schlitz mit

N := (nl, I’lz)T.

Im folgenden bezeichnet p := u, — u_ mit
Uy = lhmg u(x+hv(x)), xeT

den Sprung von u entlang T".

Satz 7.1 (Bestimmung der Einheitsnormalen) Fiir k =1, 2 bezeichnen wir mit

XkZRZQR

X1 o x
X k
die Projektion auf die k-te Komponente und definieren

Lk = RG[f)g] (Xk)

Falls f so gewdhlt wurde, dass [. p ds + 0, dann sind die Komponenten des Einheits-
normalenvektors der Geraden, die den Schlitz enthiilt, gegeben durch

L
np=—— k=12

N
|frpds _ VP L2

Beweis. Offensichtlichist yx € H, k = 1,2 und wir kénnen Lemma 6.3 anwenden.
Es gilt

AufSerdem erhalten wir

0
G_)Ii; = (grad yx, N) = ny,
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d.h.
Lk = RG[f,g](Xk) = —Ng ﬁp ds

fur k =1, 2 nach Lemma 6.3.

Weiter gilt:
2 2
(/pds) = (fpds) (n? +n)
r r N
2 b 2
= (/pnlds) + (/pnzds)
r r
=L} +L3.
Daraus folgen sofort die beiden Aussagen. o

Zu dem aus dem vorangegangen Satz ermittelten Normalenvektor
N-= (7’!1, 1’12) T

wihlen wir einen normierten, zu N orthogonalen Vektor T und bezeichnen die
zu der neuen Basis (T,N) des R? gehorenden karthesischen Koordinaten mit
(X1, X3). In dieser Basis ist die Gleichung der Geraden IT gegeben durch

XZ—CZO.

Die Lokalisierung der Geraden IT wird unter der Annahme [;. p ds # 0 vervoll-
stindigt durch den folgenden

Satz 7.2 (Bestimmung der Konstanten C) Die Konstante C der Geradenglei-
chung ist gegeben durch

C= RGysq(p)
Jrpds|
wobei e
p(X1, Xp) = — > 2.

BEwEIs. Aus X, — C = 0 folgt

[rszdS:C./rpds’
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wobei [, pds aus dem vorangegangenen Satz bekannt ist. Wenn wir U € H so
wihlen, dass 2 = —X; auf I, dann gibt uns Lemma 6.3 das gewiinschte Resultat.
Die Funktion
XP-X

2
ist harmonisch und erfiillt diese Bedingung. 0

p(X1, X5) =

Dadurch haben wir eine explizite Formel zur Erlangung der Gleichung der Gera-
den IT erhalten, die den Schlitz I enthalt.

7.2 Vollstindige Bestimmung des Schlitzes

Jetzt muss nur noch die Liange des Schlitzes bestimmt werden. Wir werden da-
zu den Sprung p in eine Fourier-Reihe entwickeln und zur Identifikation des
Schlitzes den Triger dieser Fourier-Reihe bestimmen. Wieder wird das Reziprozi-
tatsliickenfunktional (6.4) ein wichtiges Werkzeug sein.

Wir definieren dazu zuerst ein neues orthonormales System (O’, T, N), das aus
dem vorherigen durch Verschieben des Ursprungs hervorgeht. O’ wird hierbei
so gewdhlt, dass O’ € I1.

Sei d nun der Durchmesser von D und W ein offenes Rechteck, das D enthalt.
Dann hat W die Form

o dart)otn)
=la z)al 2 a 2aa2 2

mit einem geeigneten inneren Punkt (a;, a,) von D, natiirlich beziiglich des
neuen orthonormalen Systems (O’, T, N).

Wir setzen nun S := II n W, dann hat S nach Translation die Form

S=(—é,+é).
22
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Abbildung 7.2: Skizze von W und S

Sei {9, k € N} mit
Ik (x) = sin (%k(x + ;))

eine orthogonale Basis von L?(S). Wir definieren weiter eine Familie von Funk-
tionen (6 )ken durch

Or(x,y) = ﬁ&)k(x) sinh(%ky) , keN.

Lemma 7.3 0 definiert fiir alle k € N eine in W harmonische Funktion und auf S
gilt

9, 9% keN

— =9, eN.

N "
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BEwEIs. Sei (x, y) € W. Dann gilt:
a Gk

A (x,y) =

a . (x y)
e Do)
3 (e D))
:_?sin(—k(fo ))51nh(7ky)
2K g (2 (1 4) o (2
= 0.

Also ist 8, harmonisch in W.

Fiir den zweiten Teil der Aussage berechnen wir

aek _ ny
—— = grad 0; (n )

ON
(smh(“ky) (Z”k(x+§)))T(n1)
cosh (Zky)sin (Zk(x + %)

=sin (7kx) .

Hierbei wurde verwendet, dass die Einheitsnormale an I beziiglich des neuen

Koordinatensystems durch (0,1)" gegeben ist. Auerdem gilt nach Verschieben
des Ursprungs y = 0 auf I'. 0

Lemma 7.4 Sei p die Erweiterung von p mit 0 auf ganz S. Dann gilt fiir k € N

RG[f’g](ek)=—£§'9k ds

BEweis. Dies folgt sofort nach Anwendung von Lemma 6.3 und Lemma 7.3.

Bemerkung 7.5 Aus Lemma 7.4 erhalten wir die Fourier-Koeffizienten von p auf
S.In der numerischen Implementierung werden wir natiirlich eine abgeschnittene
Fourierreihenentwicklung zur Rekonstruktion des Sprunges benutzen

kmax

— > RGy(6) - O
k=1
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Wir sind allerdings nicht an der Rekonstruktion des Sprunges an sich interessiert,
sondern an der Lokalisierung des Schlitzes. Dazu miissen wir allerdings noch

einige Vorarbeiten erledigen.

Lemma 7.6 Seien D, , D_ c R? Gebiete mit D,.NnD_ = @und A := 0D, ndD_ + &,
das heifSt D, und D_ haben ein Stiick Rand gemeinsam. Seien ferner v, und v_

harmonisch in D, bzw. D_ und es gelte

ve=v_ aufA
und

ov, ov_

v oy

Dann ist v definiert durch

() e vi(x), xeD,UA
(x) {v_(x), xeD_

harmonischin D := D, u D_U A.

BEwEIs. Seix € D,. Dann gilt nach der Green'schen Darstellungsformel

0= [ {30060 -0 380 )

und

0- [D{—mcb(x »-v-(»)° (fy)y )}dw)

mit jeweils in das Auflengebiet von D, bzw. D_ weisenden Normalen.

(71)

(72)
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Addition der beiden Gleichungen ergibt dann

_ ov, aq)(x’y)
n)= [, {50000 -1 250 4t
o B e 055 )
- [ A0 ) 23D sy

[ {500 v 38D o)

ov(y)
ov_ 00(x, y)
o G e 558 )
ov_ 0D(x, y)
{500 -0 3ED o)

Wegen der entgegengesetzten Normalenrichtung bei der Integration iiber A und
wegen (7.1) und (7.2) gilt

S {5006 055 ) -

- [ {5 meen-v0)

0D (x, y)

ov(y) } 40)

Damit erhalten wir

w0 [ 50060 -0 25 4.

Eine analoge Rechnung liefert fiir x € D_

)= [ S0 05 )

und somit auch eine fiir x € A giiltige Darstellung

W= [ 006 -0 58 ),

aus der wir die Harmonizitit ablesen. O
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Lemma 7.7 Sei I eine offene Teilmenge des Schlitzes T und auf T gelte u, = u._.
Dann gilt u, = u_ auf ganz T.

BeEwels. Wir definieren zuerst eine Funkion v : R? - R durch

U(Xl,Xz), X2 >0
U(Xl, —Xz), X2 <0.

v(X1, X5) :={

Nach Lemma 7.6 ist v harmonisch in D UT. Sei I eine Umgebung von T. Eben-
falls nach Lemma 7.6 ist u harmonisch in I. Nach Konstruktion haben u und
v dieselben Cauchy-Daten auf T, also gilt nach dem Satz von Holmgren mit
D_:={(X,X,)eD: X, <0}

U|D7 = V|D7.

Also ist

auf ganz I. o

Lemma 7.8 Bezeichne mit supp(p) den Triger von p und mit Meas(D) das
Lebesgue-MafS eines Gebiets D. Dann gilt

Meas(supp(p)) = Meas(T).

Beweis. Nach Definition gilt supp(p) € I'. Wir nehmen an, dass
Meas(supp(p)) < Meas(T).

Dann existiert ein offenes Intervall I € T \ supp(p), so dass

p=0 aufl (7.3)
% =0 aufl. (7.4)

Nach Lemma 7.7 gilt dann p = 0 auf ganz I'. Das stellt einen Widerspruch zur

Voraussetzung
[ pds+0
r

dar. o

Aus diesem Lemma folgt sofort:
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Korollar 7.9 p kann keine konstanten Nullwerte auf einer offenen Teilmenge von
' mit positivem Maf$ annehmen.

Nun sind wir in der Lage, die eindeutige Identifizierbarkeit des Schlitzes zu
beweisen.

Satz 7.10 Falls D einen Schlitz I enthdlt und die Dirichletdaten auf 0D so gewdhlt
wurden, dass [. pds # 0, dann ist T eindeutig bestimmt.

BEwEls. Aus Lemma 7.4 erhalten wir die Dekomposition von p in die Basis
(6% )ken von L2(S). Dadurch wird p und insbesondere sein Tréger identifiziert.
Aus Lemma 7.8 erhalten wir dann die Aussage. 0

Wir schlieen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung zur Exaktheit der Rekon-
struktion.

Bemerkung 7.11 Die Bestimmung der Einheitsnormalen an I und der Konstan-
ten C aus Satz 71 bzw. Satz 7.2 sind exakt, sofern die Daten exakt sind. Es ist nur
die numerische Integration auszufiihren. Nur die abgeschnittene Fourierreihen-
entwicklung des Sprungs stellt eine Approximation dar.

7.3 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt wollen wir einige Ergebnisse der numerischen Experimente
prasentieren. Zur Datengewinnung wird das direkte Problem wie in Kapitel 4
beschrieben numerisch geldst. Dazu werden 256 Stiitzstellen auf dem dufieren
Rand 0D benutzt.

Wir parametrisieren den dufleren Rand 0D zur Vereinfachung als Einheitskreis,
d.h.z(t) = (cost,sint), t € [0,27]. Das direkte Problem zur Datengewinnung
wird wie in Kapitel 4 beschrieben geldst und die Normalableitung auf 0D an-
schlief}end mit Hilfe von Kapitel 5 berechnet.

Beispiel 7.12 Wir parametrisieren den Schlitz durch
I :={(0.5¢,0.5¢t),t € [-1,1]}.

Der Normalenvektor N := (n;,n,)T an die Gerade, die den Schlitz enthalt, ist
dabei gegeben durch
v 0.5
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In der folgenden Tabelle tragen wir den Betrag des Fehlers in den beiden Kom-
ponenten des numerisch berechneten Normalenvektors gegen die Anzahl der
Stiitzstellen auf. Zur Berechnung der Integrale wurde die Zusammengesetzte
Trapezregel benutzt.

Tabelle 7.1: Fehler bei der Berechnung des Normalenvektors

M Fehler in n, Fehler in n,

16  0.001217768448  0.001215674828
32 0.000006262301 0.000006262246
64 0.000000000095 0.000000000095
128 0.000000000000 0.000000000000

Deutlich zeigt sich die exponentielle Konvergenz der Trapezregel.

Nun betrachten wir die Rekonstruktionen des Sprungs zur Identifizierung des
Schlitzes fir verschiedene k,,,, und M =16, 32, 64 und 128 Stitzstellen auf dD.
Dazu plotten wir die abgeschnittene Fourierreihenentwicklung des Sprungs. Die
gestrichelten Linien in den folgenden Grafiken zeigen die wahre Position des
Schlitzes.

M = 16, kmaaz =4 M = 327 kmam =

1.2

1.2F

0.8r

0.8

0.6

0.6-

0.4

0.4

0.2F 02}

-0.2 L L L -0.2
-1 -0.5 0 0.5 1 -1

Abbildung 7.3: Rekonstruktion mit 16 und 32 Stitzstellen auf oD
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M =32, kpaz =8 M =64, kpax =8

1.2 1.2
1 1 1t 1
0.8 q 0.8 q
0.6 b 0.6 b
0.4 1 04f J
0.2 q 0.2f q
0 0
_02 L L L _02 L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Abbildung 7.4: Rekonstruktion mit 32 und 64 Stiitzstellen auf 0D
M =64, kper = 13 M =128, kpar = 20
1.2 T T T 1.2 T T T
1 g 1t g
0.8 b 0.8 b
0.6 g 0.6 g
0.4} b 041 b
0.2 q 0.2 q
0 0
-0.2 ‘ : : -0.2 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 7.5: Rekonstruktion mit 64 und 128 Stitzstellen auf 0D
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Man erkennt, dass die Bestimmung der Geraden I1, die den Schlitz enthélt, sehr
exakt moglich ist. Die Bilder zeigen, dass die Lage des Schlitzes umso besser
ermittelt werden kann, je grofSer wir k,,,, wéahlen. Die hier gewdhlten Werte sind
die fiir die jeweilige Stiitzstellenzahl maximalen, bei grofieren Werten osziliert
die Losung sehr stark. Um eine genauere Rekonstruktion zu erhalten, muss also
die Stiitzstellenzahl M erhoht werden.
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Kapitel 8

Nichtlineare Integralgleichungen
zur Losung des inversen
Problems

Wir betrachten nun ein zweites Verfahren, um das inverse Problem zu l6sen,
also den linearen Schlitz zu rekonstruieren. Im Gegensatz zum Verfahren von
Andrieux und Ben Abda ist dieses Verfahren ein iteratives Verfahren. Wieder wird
auch fiir dieses Verfahren das Konzept der Reziprozititsliicken die Grundlage
tiir die Herleitung bilden. Wir werden analog zu [KR05] vorgehen und das dort
vorgestellte Verfahren auf unsere Situation tibertragen.

Ein Standardverfahren zur Losung inverser Randwertprobleme dieser Art ist die
Losung der Operatorgleichung F(T') = g durch ein regularisiertes Newtonver-
fahren, wobei F den Schlitz I auf die Normalableitung g := 3|, abbildet. Diese
Verfahren bendtigen aber in jedem Iterationsschritt die Losung eines Vorwiérts-
problems. Das ist bei dem Verfahren, das wir hier betrachten, nicht notwendig.
Auflerdem kann hier die Fréchet-Ableitung der Operatoren wieder direkt durch
Integraloperatoren ausgedriickt werden.

Sei u also wieder die Losung von Problem (6.1a) - (6.1c). Wir bezeichnen die
(gemessene) Normalableitung auf dem dufleren Rand 0D mit

_u
§= ov’

Ziel ist es nun also, aus Kenntnis von f, g und 0D den unbekannten Schlitz I' zu
rekonstruieren.

67
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Zur Erinnerung definieren wir wieder wie in Definition (6.2) fiir eine harmonische
Funktion U € H'(D) das Reziprozititsliickenfunktional RG ;o) durch

oU
RG[f,g](U) = ];D (fﬁ —gU) dS.

Erinnerung 8.1 Aus dem zweiten Green'schen Satz folgt

U
RGirg(V)=- [ p5 s, (81)

wobei p := u, —u_ mit
Uy = lhmg u(x+hv(x)), xeT

den Sprung von u entlang I bezeichnet. Nach dem Reziprozitatsprinzip verschwin-
det RGyy,g) identisch, falls kein Schlitz vorhanden ist.

Ziel ist es nun, durch die Wahl geeigneter Testfunktionen U aus (8.1) zwei In-
tegralgleichungen fiir die beiden Unbekannten p und I' herzuleiten, von denen
eine stirker schlecht gestellt (severely ill-posed) sein wird als die andere (mildly
ill-posed). Um die Integralgleichungen zu erhalten, werden wir zum einen Funk-
tionen U mit Singularititen in D \ T’ und zum anderen mit Singularititen auf I
wihlen.

Danach werden wir zeigen, dass die Losung der Integralgleichungen dquivalent
zur Losung des inversen Problems ist. Da die auftretenden Integraloperatoren
wegen der Abhingigkeit von I nichtlinear sind, werden wir zur Losung der
Operatorgleichung ein regularisiertes Newtonverfahren verwenden.

8.1 Nichtlineare Operatorgleichungen

Fithren wir also zuerst mit Hilfe der Grundlésung

1
q) > :_1 R > > RZ
(x,y) 27rn|x—y| X+Yy, X,)€

der Laplace-Gleichung im R? die beiden Doppelschichtpotenzialoperatoren

Q. : L*(T) » LX(T)
Q. : L*(T) - L*(3D)
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ein, die wie folgt definiert sind:

@D =50 [0 TG dsr), xer,
@)=~ [ p) "5 ds(), xeaD.

Notation 8.2 Wir kennzeichnen die Operatoren mit dem Index i € {c,1}, um
deutlich zu machen, ob diese Operatoren nach L?(T') oder nach L?(09D) abbilden.

Fiir die bekannten Funktionen f und g definieren wir noch das kombinierte
Einfach- und Doppelschichtpotenzial

w(x) = ./;D {f(y)%z’/;}) —g(y)CD(x,y)} ds(y), xeR*\aD

und fiihren fiir die unbekannte Funktion p das Doppelschichtpotenzial

— 0D (x, y) 2
v(x) = rWﬂ’()’)ds()’)) xeRNT

ein.

Auflerdem ergibt sich fiir x € R?> \ 0D durch Vertauschen von Differenziation
und Integration

ow(x) 0 00(x,y) 0
v faD {av(x) av(y) s - Wfb(x,y)g(y)} ds(y).

Jetzt konnen wir folgenden Satz beweisen:

Satz 8.3 Das inverse Randwertproblem und das System von Integralgleichungen

ow
Q.p= $|r (8.2a)
Qip=wlap (8.2b)

sind dquivalent.

Beweis. Seien I' und p Losungen des inversen Randwertproblems. Dann ergibt
sich aus (8.1) angewandt auf U = ®(x, -) mit einem Punkt x € R\ D

—yv=w inR?*\ D.
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Aus den Sprungbeziehungen fiir Einfach- und Doppelschichtpotenziale folgt,
dass I' und p die Gleichungen (8.2a) und (8.2b) erfiillen.

Umgekehrt, falls ' und p die Integralgleichungen (8.2a) und (8.2b) erfiillen, ist
die Funktion w + v beschrankt und harmonisch in R? \ D. Aus (8.2b) folgt nun,
dass v + w = 0 auf dD. Aus der Eindeutigkeit des dufleren Dirichlet-Problems zur
Laplace-Gleichung schliefen wir v + w = 0 in R \ D.

Aus (8.2a) folgt, dass a%v + %w =0 auf I'. Betrachten wir nun die harmonische
Funktion # := —v—w in D\T. Dann folgt aus den Sprungbeziehungen fiir Einfach-
und Doppelschichtpotenziale, dass u = f, % =gaufdDund u, —u_=p, ‘3—3 =0
aufT. O

8.2 Numerische Losung der Integralgleichungen

8.2.1 Die parametrisierten Integraloperatoren

Wir nehmen wieder an, dass die duflere Randkurve durch
oD = {z(t):te[0,27]}

mit einer 2m-periodischen, zweimal stetig differenzierbaren Funktion
z1: R — R?mit|z{(t)|> 0 fir alle ¢ € [0,27] und der Schlitz durch

P = {p(s):s e [-11])
mit einer injektiven, dreimal stetig differenzierbaren Funktion
y:[-L1] > R?

mit [y’ (s)| > 0 fiir alle s € [-1,1] parametrisiert werden konnen.

Wir wenden die Cosinus-Substitution an, substituieren also s = cost, t € [0, 7]
in der Reprisentation von I' und tiberfithren den Integraloperator Q. mit der
abkiirzenden Schreibweise z.(t) = y(cost) und unter Berticksichtigung von
(3.5) fuir £ € [0, 7] in seine parametrisierte Form

IR S o (OB LG ETYC) I
PO =5 | i ap P E()snrdr
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Der Integraloperator Q; hat dann fiir ¢ € [0, 27| die Form

B0 = [ e e snds

mit p(t) == (=z.,(t), z.,(t)) als Normalenvektor.

Die Kerne des Operators B ist glatt, die numerische Berechnung von B, wird wie
in den Abschnitten 4.2.2 und 4.3.4 durchgefiihrt.

Nach der Parametrisierung des kombinierten Einfach- und Doppelschichtpo-
tenzials w erhélt man als Folge der Sprungbeziehungen mit den Bezeichnungen
we = 2|r und w; = w|op fiir ¢ € [0, 7] bzw. ¢ € [0, 27]

we(t) = ifoh {f(zl(f)) L(/‘I(T)—W(t»

2 z(t) =z (1)
(@), [2e(t) ~ 2 ()]) {[ze(2) - Zl(T)]»#c(l‘))]
|zc(t) =z (7)[*

pe(t) - [2:(1) - z1(7)]
e LD S oy

()= o fo ’ {f(zlu))“l(” [2() ~2(7)]

2 lz1(t) - z1(7)

s Sl e )

wobei das Integral von w, als uneigentliches Integral zu verstehen ist.

Die numerische Berechnung des Integrals

1 [ wm (1) - [z(t) - z1(7)]
3y S

erfolgt wie gehabt unter Benutzung von

i (1) [a(t) —a(0)] _ (1) -2 (1) (8.3)

=t a(t) - aln)P 2z (1)
mittels einer Quadraturformel wie zum Beispiel der Trapezregel.

Fiir das zweite Integral berechnen wir

1 2 ,T e
— [ g@m S OEETC Z()Uzl( )|d

1 2n sin
— / —In
21 Jo

+1In m}g(ﬂ\d(fﬂdﬁ

t—
sin —
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Der Kern
sn

K(tr)=In s

ist stetig mit Diagonalwerten

lin} Ks(t,7) = —1n2|z{(t)].

Jetzt gehen wir analog zu [Kre99], Section 12.3 vor und formen wie folgt um:

2m o t-T P
57 Inlsin = Tl (x)]de
0
2 L, =T ,
= ) nlsin gDl dr
0

= [Tinjasie S g@led(@ldrs - [ Inag(o)lei(x)]de
 an Jo 2 8 ! am Jo § 1 .

Nun kénnen wir die dort vorgeschlagene Quadraturformel benutzen und erhalten
mit den Stitzstellen u; = 22, j=0,...2M -1

1 2M-1 ) , In4 27 ,
=3 > Rl )|+ 2 [ gl (o] dr
= mw Jo

mit

R ! Ail ! cosm(t—u;)+ ! cos M(t - u;)
) = -— — —U; _— — U .
J M m 77 2M !

m=1

Wir notieren jetzt die Integralgleichungen in der parametrisierten Form

B.(ze, p) = we(z.) (8.4a)
Bl(zc’ P) =W (84b)

um die Abhédngigkeit der Operatoren von der Parametrisierung des Schlitzes zu
verdeutlichen.

8.2.2 Fréchet-Ableitungen

Wir mochten das System von Integralgleichungen mit einem Newton-Verfahren
16sen, da die auftretenden Operatoren nichtlinear sind, weil sie von I' abhangen.
Dazu definieren wir zuerst eine Verallgemeinerung des Begriffs der Differenzier-
barkeit auf Operatoren zwischen Banachraumen.
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Definition 8.4 Seien X und Y Banachraume. Eine Abbildung F : D(F) c X - Y
heif3t Fréchet-differenzierbar in einem Punkt x € D(F), falls es eine offene Kugel
B,(x) c D(F) und einen linearen Operator D € L(X, Y) gibt mit

\ IF(x+h) = F(x) - Dhlly _

o Il

0.

Der Operator F'(x) := D heift Fréchet-Ableitung oder Linearisierung von F in x.
Die Abbildung F heifdt Fréchet-differenzierbar in der offenen Menge U c D(F),
wenn sie in allen Punkten aus U eine Fréchet-Ableitung besitzt. Ist die Abbildung
F': U - L(X,Y) stetig, so heiflt F stetig Fréchet-differenzierbar in U.

Wir benétigen also noch die Fréchet-Ableitungen der Operatoren beziiglich der
Parametrisierung des Schlitzes. Wir erhalten sie durch formelles Differenzieren
der Kerne nach z, (siehe [Pot94]). Die Fréchet-Ableitung des Operators B; in
Richtung (, ist dann fiir ¢ € [0, 277] gegeben durch

B{(an P§ (C)(t) =
L mp(0) - [a(t) —z(D)][z(t) - z(0)] - &(7) :
;fo POPCL p(z(7))sintdr
L O (a0 20 ) )

2 [21(8) = z(7)P?

+

p(z.(7))sintdr.

Der Kern dieses Integraloperators ist natiirlich glatt. Fiir die Fréchet-Ableitung
des Operators B, berechnen wir fiir ¢ € [0, 7]:

BZ(ZC,P; Cc)(t) =

U () [2() -] 2010 -C@]\
2 { ORI O O RO }” (z(z)) sin v d
B CERORRUIIADR O AU ET)

L HOREAC]

In dem hier vorliegenden Fall eines Geradenstiicks verschwindet der Opera-
tor identisch, da sich der Operator B, analog zu Abschnitt 4.2.2 durch die dort
eingefithrten Operatoren T, und A darstellen ldsst, wobei Tj nicht von der Pa-
rametrisierung des Schlitzes abhdngt und A fiir den Fall eines Geradenstiicks
identisch verschwindet.

p'(z.(7))sinTdr.
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Die Ableitung von w, ist gegeben durch

aw(t) (c(t)
/ . _ 82 1(1’)
WC(ZC> (C)(t) - (g aiwz((tz) (C(t) (t)

[Ge(8)]*
EAQ]

- uc(1)

© arad (1), ( c;<t>-zz<r>)

|ze ()P

und hat ebenfalls einen glatten Kern.

Die Fréchet-Ableitung von w; beziiglich z. ist offensichtlich 0.

8.3 Iterationsschema

Da die Operatoren B, und B, linear beziiglich p sind, ergibt sich aus der Lineari-
sierung von (8.4a) und (8.4b)

B.(ze, p) + Bc(ze, ) + BL(ze, p; Cc) = we(z.) + wi(zs () (8.5a)
Bi(zc, p) + Bi(ze, w) + By (zc, p; () = w. (8.5b)

Mit gegebenen aktuellen Approximationen an z. und p muss das System beziig-
lich y und (, gelost werden, um das Update p + v der Funktionswerte und z. + (,
der Parametrisierung des Schlitzes zu erhalten. Diese Prozedur wird dann iteriert.
Die Schlechtgestelltheit des Problems erfordert natiirlich eine Regularisierungs-
methode. Wir werden hier die Tikhonov-Regularisierung anwenden.

Um eine Anfangslosung fiir z. zu erhalten, kann man zum Beispiel das Verfahren
aus Kapitel 7 anwenden. Mit dieser Anfangslosung wird dann die schlecht gestellte
Operatorgleichung

Bi(z., p) =w

gelost, um eine Anfangslosung fiir p zu erhalten. Nun kann die Iteration mit dem
Losen der Gleichungen (8.5a) und (8.5b) gestartet werden.

8.4 Numerische Methode

Als endlichdimensionalen Ansatzraum fiir die Updates {(s) wahlen wir den
Raum der Polynome vom Grad < 1 auf dem Intervall [-1,1], da wir ja wissen,
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daf3 der Schlitz die Form eines Geradenstiicks besitzt. Nach Durchfiihrung der
Cosinus-Substitution erhalten wir also

(.(t) = (ah +alcost,a +a?cost) tel0,n].
Um die Integraloperatoren aus (8.5a) und (8.5b) zu approximieren, wahlen wir
M +1équidistant verteilte Quadraturpunkte

im

tiir die Integration iiber 0D und nédhern die Integrale durch die zusammen-
gesetzte Trapezregel an. Um ein voll diskretes Verfahren zu erhalten, benut-
zen wir dieselben M + 1 Punkte als Kollokationspunkte. Wir erhalten also
ein (3M + 1) x (M + 1 + 4)-Gleichungssystem fiir die vier Koeffizienten a{,
i=0,1,j=1,2und M + 1 Funktionswerte p(z.(ty)), ..., p(z:(tm))-

8.5 Ergebnisse numerischer Experimente

In diesem Abschnitt werden wir einige Ergebnisse der numerischen Experimente
prasentieren. Wir parametrisieren dazu den duf8eren Rand 0D durch die Ellipse
oD :={(2cost,sint), te[0,2n]}
und den Schlitz durch
[:={(0.5t,0.2¢t), te[-L1]}.
Als Dirichlet-Randwerte zur Losung des direkten Problems wihlen wir auf 0D
f(zi()) :=z11(2)* — z12(2)*,  te]0,2nm].

Wir bereits in Abschnitt 7.3 beschrieben, 10sen wir das direkte Problem numerisch,
indem wir 256 Stiitzstellen auf 0D und doppelt so viele auf I benutzen.

Da die Schlechtgestelltheit der Gleichungen (8.2a) und (8.2b) sich auf die li-
nearisierten Gleichungen (8.5a) und (8.5b) vererbt, wenden wir auf die beiden
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Gleichungen Tikhonov-Regularisierung mit Regularisierungsparametern « fiir
die erste und f fiir die zweite Gleichung an.

Als Abbruchkriterium fur die Iteration wahlen wir

Id

||

<4,

wobei § > 0 eine vorgegebene Toleranz ist.
Die folgenden Abbildungen zeigen die Rekonstruktionen fiir M = 16, a = 1074,
B =102 und § =102 fiir exakte Daten f und g. Als Startlosung fiir den Schlitz
wurde

{(0.4t,0), te[-L1]}

gewihlt. Die Startlosung wird durch die gepunktete, die wahre Losung durch die
gestrichelte und die Rekonstruktion durch die durchgezogene Linie dargestellt.

15

0.5

N
S

Abbildung 8.1: Rekonstruktion nach 3 Iterationen
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Tabelle 8.1: Rekonstruktion mit exakten Daten

a  Rekonstruktion wahre Losung

ay  -0.00000000589 0.0
al  0.49709975057 0.5
a;  0.00000000103 0.0
a? 019765363289 0.2

Bei Erhohung der Stiitzstellenzahl auf 32 ergibt sich mit « = 10 und unter
Beibehaltung der restlichen Vorgaben folgendes Ergebnis:

Tabelle 8.2: Rekonstruktion mit exakten Daten

a  Rekonstruktion wahre Losung

ay -0.00000002678 0.0
al  0.49846655210 0.5
a;  0.00000000504 0.0
ai 019719477351 0.2

Auch durch Erhohung der Stiitzstellenzahl scheint keine wesentliche Verbesse-
rung zu erzielen zu sein.

Mit gestorten Daten war leider keine stabile Rekonstruktion méglich. Bei den nu-
merischen Tests war zu beobachten, dass die stabile Losung der Gleichung (8.5a)
nur bei einer sehr exakten Naherung an den Sprung p moglich ist. Bei gestorten
Daten war es aber nicht mdglich, p in der bendtigten Weise zu ermitteln.

8.6 Zusammenfassung

Die numerischen Ergebnisse zeigen, dass das in diesem Kapitel vorgestellte Ver-
fahren dem Verfahren aus Kapitel 7 deutlich iiberlegen ist, was die Exaktheit der
Rekonstruktion angeht. Allerdings ist dieses Verfahren sehr von den Regularisie-
rungsparameter und der Startlosung abhangig.

Das von Andrieux und Ben Abda vorgestellt Verfahren bestimmt dagegen exakt
und stabil die Gerade, in der der gesuchte Schlitz liegt, die einzige Approximation
tritt bei der Bestimmung des Tragers der Fourier-Reihe auf. Das Verfahren ist
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nicht Laufzeitintensiv, so dass es sich anbietet, dieses Verfahren zum Finden einer
Startlosung fiir das zweite vorgestellte Verfahren zu verwenden.

Es erscheint durchaus maglich, das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren nicht
nur fiir ein Geradenstiick zu betrachten, sondern durch Erweiterung des Ansatz-
raums auch andere Schlitze zu Rekonstruieren. In [IK05] Wurde das Verfahren
aus [KRO5] bereits auf den Fall eines nicht leitenden Einschlusses und auf den
Fall eines perfekt leitenden Schlitzes iibertragen.

Das Verfahren von Andrieux und Ben Abda lasst sich allerdings nicht auf andere
Geometrien iibertragen.
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