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Abstract

Viele Probleme der numerischen Mathematik bend&tigen eine effiziente Berechnung der Sum-
me von N Gauflglocken bzw. ihren Ableitungen an M Auswertungspunkten. Die direkte
Auswertung hat einen quadratischen Aufwand. Die schnelle Gaufitransformation fiir Ablei-
tungen hat hingegen nur linearen Aufwand und wird aus diesem Grund fiir Probleme mit
grofen NV und M eingesetzt. In dieser Arbeit werden das Verfahren vorgestellt und die An-
wendung in dem gegléitteten Partikelverfahren fiir lineare Erhaltungsgleichungen untersucht.
Ferner wird ein Ausblick auf weitere mogliche Anwendungen in der Stromungsmechanik ge-
geben.
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1 Einleitung
In der numerischen und angewandten Mathematik entsteht das Problem, Summen der Form

N
j=1

flir sehr viele y effizient auswerten zu miissen. Bei vielen numerischen Verfahren, wie bei-
spielsweise Partikelverfahren, werden oft mehrere Millionen Auswertungen an ebensovielen
Punkten benétigt. Eine Millionen Auswertungen iiber eine Millionen Summen-Terme kann
bei einer einfachen Implementierung bereits iiber 50 Stunden dauern. Miissen diese Aus-
wertungen mehrfach ausgefithrt werden, ist dies kaum realisierbar. Folglich ist die effiziente
Auswertung dieser Summen sehr bedeutend. In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt,
welches dies leistet: Die schnelle Gaufstransformation fiir Ableitungen. Das Verfahren ist
eine erweiterte Form der schnellen Gauptransformation® (englisch: fast Gauss transform).

Die Anwendungen der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen sind sehr vielféltig.
Sie kann beispielweise in der numerischen Integration oder bei der Interpolation verwendet
werden. Im Speziellen ist der Einsatz bei Partikelverfahren maoglich.

Partikelverfahren untersuchen das Verhalten von Fliissigkeiten und Gasen. Sie sind vielsei-
tig einsetzbar, konnen z. B. zur Wettervorhersage, zur Bestimmung von Meeresstrémungen
oder bei der Untersuchung des Blutflusses im Korper verwendet werden.

1.1 Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist die detaillierte Darstellung der schnellen Gaufitransformation fiir
Ableitungen. Es sollen sowohl die theoretische Herleitung als auch eine praktische Um-
setzung erarbeitet werden. Die Untersuchungen des Aufwandes und des Fehlers sowie der
numerischen Eigenschaften sind ebenfalls durchzufiihren.

Die praktische Relevanz der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen soll am Bei-
spiel des geglatteten Partikelverfahrens fiir lineare Erhaltungsgleichungen demonstriert wer-
den.

Ein Ausblick auf weitere Anwendungen bei der Modellierung divergenzfreier Vektorfelder
soll ebenfalls gegeben werden.

'"Entwickelt von LESLIE GREENGARD und JOHN STRAIN (siehe [1]).
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Zusiétzlich sind Implementierungen der vorgestellten Algorithmen bzw. Verfahren anzu-
fertigen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit unterteilt sich in vier Teilbereiche mit insgesamt sieben Kapiteln.

Nach der Motivation werden in Kapitel 2 die verwendeten Notationen und mathema-
tischen Aussagen vorgestellt. Dabei werden insbesondere die Hermite-Polynome und ihre
Eigenschaften sowie die fiir die Anwendung wichtigen Grundlagen der Vektoranalysis be-
trachtet.

Der Hauptteil untergliedert sich in zwei Bereiche: Der erste Bereich besteht aus der theo-
retischen und numerischen Betrachtung der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen,
der zweite in der Anwendung des Verfahrens in dem geglétteten Partikelverfahren fiir lineare
Erhaltungsgleichungen und in dem Ausblick auf weitere Anwendungen.

Die theoretische Betrachtung (Kapitel 3) besteht im Wesentlichen aus der Herleitung und
der Beschreibung des Algorithmus, der Betrachtung des Fehlers und des Aufwandes sowie
der Beschreibung einer effizienten Implementierung. Die numerischen Eigenschaften und der
tatséichliche Einfluss der Parameter werden in Kapitel 4 dargestellt.

Die Anwendung der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen in dem gegldtteten
Partikelverfahren fiir lineare Erhaltungsgleichungen wird in Kapitel 5 untersucht. Das Ka-
pitel beginnt mit der Darstellung stromungsmechanischer Grundlagen. Anschlielend wird
das geglittete Partikelverfahren vorgestellt und ein Beispiel betrachtet. Die Verwendung der
schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen bei der Modellierung divergenzfreier Vektor-
felder wird in Kapitel 6 untersucht. Solche Felder werden in der Strémungsmechanik oft
bendtigt.

In Kapitel 7 werden die Resultate dieser Arbeit zusammengefasst.

Die hdufig verwendeten Bezeichnungen finden sich im Anhang A.

1.3 Typographische Konventionen

In dieser Arbeit gelten folgende typographische Konventionen:

e KAPITALCHEN
kennzeichnen die Namen von Autoren.

e Schreibmaschinenschrift
bezeichnet Befehle, Befehlsargumente, Datei- und Verzeichnisnamen sowie Ausziige
aus dem C++-Quellcode.

o Kursivschrift
wird verwendet, um neu eingefiihrte Begriffe und Definitionen hervorzuheben.
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[ ] 1‘2‘.
J
bezeichnet eine Variable mit dem Namen T

[ ] Xij
kennzeichnet die j-te Komponente des Vektors x;.

1.4 Verwendete Programme

Die Abbildungen in dieser Arbeit wurden mit dem Computeralgebrasystem MuPAD?, dem
Numeriksystem MATLAB?, dem Zeichenprogramm xfig? und dem 3D-Betrachter Paraview®
erstellt.

Die Implementationen der vorgestellten Algorithmen erfolgten in der Programmiersprache
C++ unter Verwendung des g++-Compilers®. Zum Debuggen und Optimieren des Quellcodes
werden die Tools valgrind” und gprof® verwendet.

ZVergleiche http://www.mupad.de

3Vergleiche http://www.mathworks.com

“Vergleiche http://www.xfig.org

SParallel Visualization Application, vergleiche http: //www.paraview.org
5Vergleiche http://gcc.gnu.org

"Vergleiche http://valgrind.org

8The GNU Profiler, vergleiche http://www.gnu.org
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Fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen und ihre Anwendungen werden einige
mathematische Aussagen und Notationen bendtigt. In diesem Kapitel werden sie aufgefiihrt
und zum Teil bewiesen.

Zunéchst werden allgemeine Aussagen und Notationen aufgefiihrt und anschlieffend Her-
mite-Polynome und -Funktionen definiert sowie einige ihre Eigenschaften erldutert.

2.1 Notationen

In dieser Arbeit werden die iiblichen mathematischen Notationen verwendet. Die Null sei in
der Menge der natiirlichen Zahlen N enthalten. Mit R™ wird die Menge der positiven reellen
Zahlen bezeichnet; ]Rar ist die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Die Notationen und Aussagen in diesem Abschnitt kénnen in [2], [3], [4], [5], [6] und [7]
nachgelesen werden.

2.1.1 Multiindizes

Die Verwendung von Multiindizes ermoglicht es, Operationen fiir Vektoren und vektorwer-
tige Funktionen effizienter schreiben zu kénnen.

Ein Multiindex « ist ein d-Tupel a = (exq, ..., a4) natiirlicher Zahlen. Fiir jeden Multi-
index a € N% und jedes z € R% wird definiert

la] == a1 +as + ...+ ay,

al = ajlas! ... ay!,
o, 01,00 g
2% =22y .2y,

D* = 921992 .. 9%,

wobei 97 die a;-te Ableitung beziiglich der i-ten Variablen ist. Abkiirzend wird fiir eine
Funktion f anstelle D*f, falls |o| = 1 und a; = 1 gilt, die Notation 9;f verwendet, um die
erste Ableitung nach der i-ten Komponente darzustellen. Ahnlich werden die Ableitungen
fiir || = 2 und |a| = 3 dargestellt.
Fiir p € Ngilt a > p, falls a; > p fiir alle i = 1,...,d. Analog gilt a < p, falls a; < p.
Die Bestimmung der ersten p¢ Multiindizes, mit p € N zu der Raumdimension d, kann
mit Hilfe von Algorithmus 2.1 erfolgen.
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Algorithmus 2.1 (single2multiidx): Bestimmt den k-ten Multiindex zur Basis p
Input: k € N {k-ter Index} A p € N {Basis}
Output: a = (a,...,ay) {k-ter Multiindex}
for i =1to d do
a; — k mod p

ke k

end for

2.1.2 Vektoranalysis

In diesem Abschnitt werden relevante Resultate und Definitionen aus der Vektoranalysis
aufgefiithrt. Diese werden spéter bei der Berechnung und Darstellung von strémungsdyna-
mischen Zusammenhéngen benotigt.

Definition 2.1.1. Sei U eine offene Teilmenge von Re. Ein Vektorfeld auf U ist eine
Abbildung

u:U — R
In diesem Abschnitt sei f : R? — R ein Skalarfeld (d. h. eine reelle Funktion) und
u,v : R4 — R% seien Vektorfelder. Die Komponenten von u, v werden mit u = (ug,...,uq)
und v = (v1,...,Vvy) bezeichnet.

Innere Produkt / Skalarprodukt

Das innere Produkt oder Skalarprodukt ist gegeben durch

d
U= E u;v;.
i=1

Das innere Produkt wird in der Literatur ebenfalls mit (u,v) und (u,v) bezeichnet.

Kreuzprodukt

Im dreidimensionalen Raum ist das Kreuzprodukt durch

up Vi Ugv3 — usvy
U Xv=1|usg X | V2 = | uzvyp —ujvs
us V3 ujve — u2vi

definiert.
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Gradient

Definition 2.1.2. Sei U C R? offen und f : U — R partiell differenzierbar. Dann heift der
Vektor

V@)= (f,...,0uf) (@)
der Gradient von f im Punkt z € U.

Der Gradient einer partiell differenzierbaren Funktion f : U — R ist ein spezielles Vektor-
feld, er ist der Vektor der ersten Ableitungen. Der Operator V kann somit als vektorwerti-
ger Differentialoperator aufgefasst werden. Anstelle von V f wird der Gradient oft auch mit
grad f bezeichnet.

Wird der Operator V auf ein Vektorfeld angewendet, ergibt sich die Matrix

Vu1 81u1 e 8du1
Vu = : = : :
Vud alud ce adud

Das innere Produkt eines Vektorfeldes und des Gradienten kann wie folgt geschrieben werden

d
u-V .= Z ulal
i=1

Es ergeben sich

d u-Vvy

u-Vf:Zuiaif und w-Vov= :
=1 u-Vvy

Ein Vektorfeld v : R® — R? heifit Potentialfeld, wenn ein Skalarfeld ¢ : R — R existiert
mit

u(z) = Vo(x).

Divergenz

Beschreibt u das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit oder eines Gases, kann div u(z) als
lokale Ergiebigkeit des Feldes gedeutet werden: Ist die Divergenz positiv, befindet sich an
der Stelle eine Quelle; ist sie negativ, eine Senke. Falls die Divergenz auf dem gesamten Feld
Null ist, wird das Vektorfeld als divergenzfrei (quellenfrei) bezeichnet.

Formal gesehen ist die Divergenz eines Vektorfeldes u ein Skalar. Sie wird mit divu oder
V - u bezeichnet. Fiir den Fall d = 3 ist die Divergenz von w in karthesischen Koordinaten
definiert als

divu := d1uy + Oous + O3us.
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Wird die Divergenz formal interpretiert, kann sie als Skalarprodukt zwischen V und u be-
trachtet werden. Allgemein gilt:

Definition 2.1.3. Die Divergenz eines Vektorfeldes u : R* — R? ist definiert durch
d
divu:=V . u= Zajuj.
j=1

Rotation

Die Rotation (englisch curl) w ist zunéchst nur fiir den dreidimensionalen Raum definiert.
Sie ist durch das Kreuzprodukt des Gradienten mit » gegeben:

%) u; Oouz — d3uy
w:=VXxu= 82 X | U2 = 83111 — 81113
03 us3 O1uy — Oy

Alternativ kann die Rotation w mit curl u oder rot u bezeichnet werden.

Durch das Hinzufiigen einer weiteren Komponente kann das Kreuzprodukt fiir zweidimen-
sionale Vektoren definiert werden. Es gilt u = (u1, ug, 0). Die Rotation im zweidimensionalen
ergibt sich durch

820 — 83112 0
W = 33111 — 610 = 0
Oi1ug — Oruy O1ug — Jouy

Sie kann somit als Vektor oder als Skalar dargestellt werden.
Gilt rot u(z) = 0 fiir alle z € U, so heifit u wirbelfrei in U.
Laplace-Operator

Der Laplace-Operator fiir eine Funktion f ist definiert durch
d
Af =) 03f.
i=1

2.1.3 Rechenregeln

Fiir die oben genannten Differentialoperatoren gibt es eine Reihe von Rechenregeln. Die
Beweise sowie weitere Rechenregeln finden sich in der Literatur.
Im Folgenden seien f, g Skalarfelder, u, v Vektorfelder und A\ € R.
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e Die Differentialoperatoren sind linear:

V(f+9)=Vf+Vg und V(Af) = AV,
div(f +g) =div f+divg und div(Af) = Adiv f,
rot(f + g) =rot f +rotg und rot(Af) = Arot f.
e Es gelten folgende Produktregeln:
V(fg)=fVg+4gVf,
div(fu) = fdivu + (Vf)u,
rot(fu) = frotu+ (Vf) x u,
div(u x v) = —urotv + vrot u.
e Wiederholte Anwendung liefert:
div(Vf)=Af (Laplace-Operator),
rot(Vf) =0 (Potentialfelder sind wirbelfrei),
div(rotu) =0 (Wirbelfelder sind divergenzfrei).
2.2 Raume und Normen
Die euklidische Norm und die Maximumsnorm fiir einen Vektor 2 € R% mit z = (x1,...,%q)7

seien wie iiblich definiert:

d 1/2
2l = | > bl und  [|z]leo == max [x;]
=1 i=1,...,d

=1,...,

Die Menge L,(f2) enthélt, fiir eine messbare Menge Q C R?, alle messbaren Funktionen
f:Q — R, fiir die die Norm

7] . (fQ |f(z)[P dw)l/p falls 1 <p < o0
L Q ‘: ..
D\ supyeq |f(@)] fir p= oo

endlich ist. Der Raum L,(2) besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen und ist in
diesem Sinne ein Banachraum.

Die Menge aller messbaren Funktionen f, die f|x € L;(K) fiir alle kompakten Teilmengen
K von  erfiillen, wird als L°°(2) bezeichnet. Die schwache Ableitung einer Funktion ist
wie folgt definiert:
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-40
® HO,H
® H(LY
HE@.)
HE.Y
® H(4p

Abbildung 2.1: Hermite-Polynome

Definition 2.2.1. Es seien f € LY(Q) und j € {1,...,d} gegeben. Eine Funktion fi €
L¢(Q) wird eine schwache Ableitung von f in Richtung j genannt, falls

[ giodz == [ 1(0,6)ds
Q Q
fir alle Testfunktionen ¢ € C3°(Q2) gilt.

Die schwache Ableitung hoherer Ordnung ist analog definiert.

Definition 2.2.2. Sei1 < p < oo und m € N. Der Sobolev-Raum W,"(Q) besteht aus allen
messbaren Funktionen f : Q — R, welche, zusammen mit allen schwachen Ableitungen bis
zur Ordnung m, in L,(Q2) liegen.

Auf dem Sobolev-Raum W*(§2) gibt es die natiirliche Norm

1/p
(Stajm 10771, p) " falls 1< p < oo

1w @) = ) !
maX|q|<m D f”Loo(Q) fiir p = 00

wobei D f die schwache Ableitung bezeichnet.

2.3 Hermite-Polynome und -Funktionen

Die Hermite-Polynome wurden von Charles Hermite (1822-1901) entwickelt. Sie sind eine
Familie von orthogonalen Polynomen iiber den Wertebereich (—oo,00) mit der Gewich-
tungsfunktion e~ In Abbildung 2.1 werden die ersten fiinf Hermite-Polynome H,,(t) mit

10
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n=20,...,4 und t € [-2,2] dargestellt.

Die Hermite-Polynome und ihre Eigenschaften sind fiir die schnelle Gaufitransformation
fiir Ableitungen sehr bedeutend. Sie werden unter anderem fiir die Darstellung des Verfah-
rens benétigt.

In diesem Abschnitt werden die Hermite-Polynome und -Funktionen zun#chst definiert.
Anschlieflend werden einige ihrer Eigenschaften vorgestellt und bewiesen. Neben dem uni-
variatem wird auch multivariate Fall betrachtet.

Die Definitionen dieses Abschnittes stammen aus [2], [8] und [9]. Weitere Informationen
iiber Hermite-Polynome sind dort ebenfalls zu finden.

2.3.1 Definitionen

Die Hermite-Polynome kénnen auf mehrere Arten definiert werden. Sie sind beispielsweise
spezielle Losungen der Hermiteschen Differentialgleichung

y" — 2ty + ny, n=20,1,...

In dieser Arbeit wird die Definition mit Hilfe der Rodriguez-Formel verwendet. Es seien
n € N, t € R und die Funktion f die Abbildung f : ¢t — e~ Die Hermite-Polynome H,,(t)
lassen sich sukzessive aus den Ableitungen der Funktion f erzeugen:

F(t) = —2te "’
() = (42 — 2)e™"

F(t) = (~1)"Hp(t)e ™™

Definition 2.3.1. Seien n € N und t € R, dann bezeichnet Hy(t) das n-te Hermite-
Polynom. FEs gilt die Rodriguez-Formel

Hy(t) = (—1)%9577; (e*ﬁ) .

Die ersten Hermite-Polynome lauten:

6t* — 4812 + 12
2t5 — 1603 + 120t
45 — 480t* + 720¢% — 120

|
D W =

11
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Hy(t) = 1287 — 134415 + 3360t> — 1680t
Hg(t) = 256t% — 3584t° 4 13440t — 13440t + 1680
Hy(t) = 512t° — 9216t" + 48384¢> — 80640t> + 30240t

Hio(t) = 1024t'° — 23040t 4 16128015 — 403200t + 302400t — 30240
Die Hermite-Funktionen kénnen durch die Hermite-Polynome definiert werden.

Definition 2.3.2. Die Hermite-Funktionen h,(t) sind definiert durch
ho(t) = et Hy(t)

2.3.2 Eigenschaften

Das folgende Lemma gibt die erzeugende Funktion der Hermite-Polynome an.

Lemma 2.3.3. Seient, A € R. Die erzeugende Funktion fir die Hermite-Polynome ist durch

w(t,\) = p2A=N Z&H"(t)

= n!
gegeben.
Beweis: Sei f(t) := e, dann gilt
Flt+2) = eV’
= . ((t+ ) —1t) Taylorreihe von f bei t
n=0 ’
A EAT
n=0
> )\n n —¢2 "
= F(—l) H,(t)e Definition von H,,(t).
n=0
Daraus folgt die Darstellung fiir f(t — \)
ft=X2) = f({t+(=N)
— n(t)eitQ
n=0
= A—' n(zﬁ)e*252
“— nl
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2 Grundlagen

Es gelten
Flt = N)el® = eV ff = 20N
und
2 > A\
f(t - A)et = Z FHn(t)
n=0
Zusammen ergibt dies
)2 > \n
w(t,\) = AN Z FHn(t)
n=0

O

Bei der Implementation von numerischen Verfahren wird eine Darstellung der Hermite-
Polynome benétigt, in der keine Ableitungen der Gaufiglocken stehen. Eine solche Darstel-

lung wird durch den folgenden Satz gegeben.

Satz 2.3.4. Die Hermite-Polynome erfiillen die Rekursionsgleichung
Hy1(t) = 2tH,(t) — 2nHp,—1(1).

Beweis: Definiere
2

f@):=t und gt):=e".

Die Ableitungen von f sind dann durch

t falls k=0
FOH) =41 fallsk=1
0 sonst

gegeben. Fiir das (n + 1)-te Hermite-Polynom gilt

n o Pt 42 .
Hpp(t) = (—1)" et o) <e t > Definition 2.3.1
_ o 1\n+1 t? d" _op —t2
= (—1)"*e dtn( ote )
_ _9(_1\n+1 t2d_n —t2
=-2(-1)"""e e <te )
dn
= —2(—1)"+1et2dt—n (F(H)g(®) Formel (2.1)

(2.1)

13



2 Grundlagen

— (1) ot (Z < > f(k (n—k) (t)) Leibnizsche Formel

k
e )
— —p(-1)rier (th () +nisy (e—t2)>

dr dn—l
= —2t(—1)n+1€t2% <€_t2> — 27’L(—1)n+1€t2—_1 <€_t2>

= 2tH,(t) — 2nH,_1(t) Definition 2.3.1.

Eine Abschétzung der Hermite-Polynome liefert Lemma 2.3.5.

Lemma 2.3.5 (Cramers Ungleichung). Fir jedes n € N und jedes t € R gilt fiir die
Hermite-Polynome

|H,(t)] < 2"/2Vnle?.

Der Beweis zu Cramers Ungleichung findet sich in [10].

2.3.3 Multivariate Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynome und -Funktionen kénnen fiir den multivariaten Fall dargestellt wer-
den.

Definition 2.3.6. Sei o ein Multiindex und z € R?, dann ist das multivariate Hermite-
Polynom H,(z) definiert durch

Ho(2) == Ha, (21)Ha, (22) - Hay(24). (2.2)
Die multivariaten Hermite-Funktionen h,(2) sind entsprechend durch
ho(2) = oy (21)has (22) - hoyy (2a) = €112 Hy (2) (2.3)
definiert.

Fiir die Ableitungen der Hermite-Funktionen gilt:

Satz 2.3.7. Es sei k € N. Dann gilt fir die k-te Ableitung der Hermite-Funktionen hy(t)

>
3
—
~~
N—

I

(_1>khk+n(t)'

14



2 Grundlagen

Sei o € N¢ ein Multiindex. Die Ableitung der multivariaten Hermite-Funktion hg(y) ist
durch

Dyhg(y) = (=1)*hats(y)
gegeben.

Beweis: Es gilt fiir die Ableitungen

dk dk s

Ry L Ny P

g = gz (V"0 <e )
" dn—f—k

= ) g (e_tQ)
() i 0).

Mit Formel (2.3) folgt die Behauptung. O
Satz 2.3.8. Firy,c e R? o € RT und o € N? gilt
Dyhs(va(y =) = (=" Vo hays(/aly — ).

Beweis: Setze

RIS R f(2) == hg(z),
g:R? - R? g(2) == Voz +e,
h:R?—R il(l’) = fg(2))

mit z — gy := g(z) € RY, 2z € R? und ¢ € RY. Es gilt

o fallsi=3j
0igj = {\/_

0 sonst

und

) 1 firj=1
0if (x) = —hpiq(2) mit y; = { ’ :

0 sonst

Es gilt fiir die k-te Ableitung von f nach der i-ten Komponente

. ko firj=1
OF f(x) = (=1) hgi,(2) mit v, = { .
0 sonst

15



2 Grundlagen

Mit der Kettenregel fiir mehrdimensionale Funktionen (siehe z. B. [6]) folgt

o - 9
(?xl-h(xl’ ,Xd) = ; ij(gl(x),
= —Vohgiy(2)

Daraus folgt

0

. ,gd(w))a—mgj(m)

mit v, = {

(1) /o by s (Va(y — ).

1
0

fir j =1

sonst
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3 Schnelle Gaul3transformation fur Ableitun-
gen

Viele Probleme der numerischen Mathematik bend&tigen eine effiziente Berechnung der Sum-
me von N Gaufiglocken an M Auswertungspunkten. Die direkte Auswertung hat einen qua-
dratischen Aufwand. Die schnelle Gauftransformation (englisch: fast Gauss transform) hat
hingegen nur linearen Aufwand und wird aus diesem Grund fiir Probleme mit groflen N
und M eingesetzt. Sie wurde 1991 von LESLIE GREENGARD und JOHN STRAIN (siche [1])
entwickelt.

In vielen Fallen werden effiziente Auswertungen von Summen iiber beliebig hohe Ablei-
tungen der Gaufiglocken benétigt. Ein Beispiel ist die Berechnung des Vektorfeldes S(y) aus
Kapitel 6. Diese Arbeit stellt ein Verfahren vor, welches dies leistet: die schnelle GaufStrans-
formation fiir Ableitungen.

In diesem Kapitel werden das Verfahren hergeleitet und der Algorithmus vorgestellt. Des
Weiteren werden Moglichkeiten zur effizienten Implementierung aufgezeigt, der Aufwand
und der entstehende Fehler betrachtet sowie die Wahl der Parameter diskutiert.

Der in dieser Arbeit verwendete Algorithmus basiert hauptséchlich auf dem Artikel von
GEORGE RoUSssos und BRAD J. C. BAXTER [2] und auf den Ergebnissen der Doktorarbeit
von GEORGE Roussos [11].

3.1 Idee

In diesem Abschnitt wird die Idee der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen vor-
gestellt. Das Ziel ist die Auswertung von Summen der Form

N
j=1

mit A\; € R und z; € R? fiir alle j an verschiedenen Punkten y € R? in linearer Zeit. Die
Punkte z; aus der Summe s, werden als Quellpunkte bezeichnet. Die Auswertungspunkte
sind die Punkte y, fiir die so(y) berechnet wird.

Die Funktionswerte von Gaufiglocken sind fiir grofe Argumente verschwindent klein. Diese
Eigenschaft der Gaufiglocken wird bei der schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen

—ollz|?

ausgenutzt. In Abbildung 3.1 werden drei eindimensionale Gaufiglocken e mit o =

17



3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

@s=1
®s=05

(a) Eindimensional (b) Zweidimensional

Abbildung 3.1: Gaufiglocken

0.5,1,2 und = € R (Abbildung 3.1(a)) und eine zweidimensionale Gauflglocke mit o = 1 und
x € R? (Abbildung 3.1(b)) dargestellt. Je gréBer o ist, desto steiler werden die GauBglocken.

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen basiert auf der Durchfithrung einer
Multipole-Entwicklung.

Die Summe s, wird zunéchst in eine dquivalente Darstellung iiberfiithrt. Es entsteht eine
unendliche Summe, in der die Summe iiber die Quellpunkte nicht von dem Auswertungs-
punkt abhéngt. Die Anteile, die nur von den Quellpunkten abhéngen, werden im Folgenden
als Momente bezeichnet. Die Summe wird in Teilsummen benachbarter Quellpunkte auf-
gesplittet. Die Auswertung der unendlichen Summen wird jeweils nach einer festgelegten
Anzahl von Termen abgebrochen und die lokalen Momente werden vorab berechnet.

Fiir die Fernfeld-Entwicklung werden fiir jeden Auswertungspunkt die Summenterme von
weit entfernten Quellpunkten abgeschétzt. Ist der Abstand sehr grof}, dann ist der Wert der
Gaufiglocke dort fast Null. Diese Terme werden daher aus der Berechnung ausgeschlossen.
Das Kriterium, welche Quellpunkte weit von dem Auswertungspunkt entfernt sind, ist durch
ein Boxsystem gegeben.

Bei der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen wird somit nur die Nahfeld-Ent-
wicklung berechnet.

3.2 Herleitung

In diesem Abschnitt wird eine dquivalente Darstellung der Summe s, hergeleitet. Es wird

zunéchst die Summe
N

j=1

18



3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

betrachtet. Satz 3.2.1 liefert die alternative Darstellung fiir die Summe s. Es wird ausgenutzt,
dass die GauBiglocke die erzeugende Funktion der Hermite-Polynome ist.

Satz 3.2.1. Seien c,y,x; € R?, o € RT und Aj €R fiir alle j =1,...,N. Die Summe
N 2
s(y) == Z )\je*UHy*ijHz (3.1)
j=1
kann durch
| N
s(y) = D Asho(Voly—c)  mit Agi= 23 Xi(Vola; =) (3.2)
B8>0 T =1
ausgedriickt werden.
Beweis: Aus der erzeugenden Funktion der Hermite-Polynome (vergleiche Lemma 2.3.3)

folgt die Gleichung

o0

2A—\2 A"
n—=

Durch Umformen ergibt sich

mit ¢, A € R. Aus e~ (t=0)? = = (Vat—/oN)? folgt mit einer Konstanten u € R

e~ =2 _ —o((t-uw)~(\—u))?

n!

-y W, (e w).
n=0

Die multivariate Form lautet

2 o\r; —C 6
eollw=0)~ (-0l = 3 (\F(#)) ha(v/a(y — o).
B>0

19



3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

Wird die multivariate Form in Formel (3.1) eingesetzt, folgt aus

)\jefolly*frjllg

X
N

I
[]=

<.
Il
-

Aol =G —)3

I
M) =

<.
I
-

o(xz; —c)?
a S =IOy - o)

I
.MZ

<
ﬂ‘
=2
v
o

N

SN (Volz; - )’

Jj=1

1
Bl

Il
>

s(Vo(y —c))

i)
v
=}

N
Aghs(Va(y - c)) mit Ay 1= 5 30X (Va(a; - )’
j=1

»
v
=}

die Behauptung. O

Nach Satz 3.2.1 sind die Summen (3.1) und (3.2) gleich, daher kann die Summe (3.2)
anstelle der urspiinglichen Summe ausgewertet werden.

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen bendtigt jedoch eine alternative Dar-
stellung der Summe s,. Diese entsteht durch Ableiten der Summe (3.2), wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 3.2.2. Seien c,y,xj € R?, o € RT, Aj € R fiir alle j, a € N? ein Multiindex und

j=1
Dann gilt
sa() = (DG Aghars(Valy — o) (3.3)
B>0
mat

Ag =

1 N
G 2 N(Valas = o).
2
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

Beweis: Mit Satz 3.2.1 gilt
sa(y) = Dys(y)

N
— DZ{E )\jefolly*frjllg

7=1
=Do>  Aghg(Vo(y - c))

5>0
- Z AﬁDZ{hﬁ(\/E(y —c)) Apg héngt nicht von y ab
5>0
=3 A5G hos 5 (Valy - €))) Satz 2.3.7
520
= (1T Aghars(Valy - o).

820

O

Satz 3.2.2 liefert die gewiinschte dquivalente Darstellung der Summe s,. Fiir die schnelle
GauBltransformation fiir Ableitungen werden die Momente Az vorab bestimmt, die Berech-
nung nach p® Termen abgebrochen und nur nah bei y liegende Punkte j in der Auswertung
beriicksichtigt.

Die Ableitung der urspriinglichen Darstellung der Summe s, gibt der folgende Satz an.

Bemerkung 3.2.3. Wird die Summe s, (y) direkt abgeleitet, ergibt sich
N N
2 2
Dy - Agem Wl = (1)l /T SN Ha (Voly = ay))e ool
j=1 j=1

Beweis: Es gilt

=z

N
a o—olly—z;113 _ De—olly—=z;13
Dy E Aje ill2 = )\]Dye ill2
j=1 j=1

N (~D)lee H (Va(y — aj))elv-il3

I
M) =

<.
Il
-

N
= ()P YN Ha (Vo — )l
j=1
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

hi [

(e}
Boxseitenlange

Boxseitenlange

Abbildung 3.2: Eine Box B die durch die Punkte lo und hi erzeugt wird mit Zentrum c und einem
Punkt x € B

3.3 Aufteilung des Raumes in Subboxen

Die Effizienz der schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen wird einerseits durch das
Abbrechen der Summe (3.3) und andererseits durch das Weglassen entfernter Punkte aus der
Auswertung erreicht. Dafiir wird der Raum in einzelne Subboxen zerlegt und die Berechnung
der Summe nur auf einem Teil der Subboxen durchgefiihrt.

In diesem Abschnitt werden das verwendete Boxsystem erkldrt und die bendtigten Algo-
rithmen vorgestellt.

3.3.1 Boxen

Bevor der Raum in einzelne Subboxen zerlegt werden kann, muss zunéchst geklart werden,
was genau unter einer Box verstanden wird.

Definition 3.3.1. Eine Box ist gegeben durch zwei Punkte lo € R? und hi € RY. Ein Punkt
x € R? liegt in einer Box B, falls gilt

Eine Box ist somit ein orthogonaler, d-dimensionaler Quader. Der Mittelpunkt einer Box
wird im Folgenden mit ¢ bezeichnet. Die Boxseitenldngen sind im Allgemeinen nicht gleich.

In Abbildung 3.2 wird eine Box im zweidimensionalen Raum dargestellt. Zur Verdeutli-
chung von Definition 3.3.1 wurden die relevanten Punkte sowie ein beliebiger Punkt x, der
in der Box liegt, eingezeichnet.

Fiir die schnelle GauBtransformation fiir Ableitungen muss der R? auf eine kleine Box,
die alle relevanten Punkte (Quell- und Auswertungspunkte) enthélt, eingeschrinkt werden.
Das Verfahren benétigt die Bounding Box.
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

Definition 3.3.2. Es seien x; € R? mit j =1,...,N eine Menge von Punkten. Fine Box B
heifit Bounding Box der Punkte x;, falls sie die kleinste Box ist, die alle Punkte x; enthdlt.

Algorithmus 3.1 (find_bounding box): Bestimmt zu gegebenen Punkten z; die auf-
spannenden Punkte der Bounding Box

Input: z1,...,2x € R? {Punkte, zu denen die Bounding Box bestimmt werden soll}
Output: lo, hi {erzeugen die Bounding Box}

lo— x7

hi «— T

for j =2to N do
for k =1toddo
if x;, < log then
lok — Xjp
end if
if Xjp > hi; then
hlk — Xjk
end if
end for
end for

Algorithmus 3.1 gibt ein einfaches Verfahren zur Bestimmung der Bounding Box an.!

3.3.2 Subboxen

Die Bounding Box wird fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen in quadrati-
sche Subbozen unterteilt. Die Seitenldnge der Subboxen ist durch 7 := r4/2/c mit r € ]0, 1]
gegeben. ¢ ist der Skalierungsfaktor der Gaufiglocke aus der Summe s, und r beeinflusst den
Fehler des Verfahrens. Ist die Seitenlénge der Bounding Box in einer (oder mehreren) Raum-
dimension(en) nicht durch die Seitenléinge der Subboxen teilbar, werden so viele Subboxen
erzeugt, dass die Bounding Box von ihnen iiberdeckt wird.

Der Vektor ng gibt an, wieviele Subboxen pro Raumdimension existieren. Es gilt

Seitenlédnge von B in Dimension j

ndj::{ - —‘ firj=1,...,d.

Insgesamt gibt es somit
m:=1nqp...N4q

Subboxen.

"Wird das Verfahren bei der Implementierung mit dem Einlesen der Daten kombiniert, kann zusétzlicher
Aufwand vermieden werden.
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

| Bounding Box

3 4 5

| L) L

1,0) (1,2) (1,2) Boxnummer

0 1 217

= L) i

(0,0 (0,2) (0,2) o

i ~——_Boxindizes

r

Abbildung 3.3: Aufteilung in Subboxen

Jede Subbox hat Indizes i1,...,iq € N, die Bozindizes. Sie ergeben sich durch laufende
Nummerierung fiir jede Dimension. Aus den Boxindizes setzt sich die eindeutige Boznummer

1:=11 +iong; + i3ng1Ndo + ... +%gNd71 - - - Ndy

zusammen. Mit Hilfe der Boxnummer kénnen die einzelnen Subboxen identifiziert und bei
der Implementierung in einem Array abgelegt werden.

In Abbildung 3.3 wird eine Unterteilung einer Bounding Box gezeigt. In jeder Subbox steht
ihre Boxnummer, die Zahlen rechts unten geben die Indizes der Subbox an. Die Bounding
Box wurde in rot eingezeichnet.

Bei der Zerlegung der Bounding Box B in Subboxen miissen fiir jede Subbox B; die
Punkte lo und hi bestimmt werden. Seien LO und HI die aufspannenden Punkte von B,

dann berechnen sich die Punkte fiir die Subbox B; aus ihren Boxindizes i1, ...,1iq4
leZ:LOj—F’L'j’I: firj=1,...,d
und
hi; := LO; + (i; + 1)7 firj=1,...,d.

Zusiitzlich wird fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen der Mittelpunkt ¢ € R?
jeder Subbox B; benétigt. Fiir jede Komponente von ¢ gilt

firj=1,...,d.
Jeder Subbox wird ein Array zugeordnet. In diesem kénnen die p? Momente Ag der

schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen gespeichert werden.
Algorithmus 3.2 teilt eine Box in Subboxen auf.
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

Algorithmus 3.2 (split_box): Teilt eine Box B in Subboxen der Seitenlénge 7

Input: 7 € RT {Seitenlinge der Subboxen} A B {Bounding Box} A p € N {Anzahl der
Momente: p?}
Output: ng € N? {Anzahl der Subboxen pro Dimension} A Bj,..., B,, {Subboxen}
@w {Seitenléinge der Bounding Box}
m < 1dq...1N4y4
{Berechne lo, hi, ¢ und initialisiere Az von jeder Subbox}
for : =1 tom do
k—i—1
for j =1toddo
ij < k mod ng;

ng |

end for
for all 5 < p do
Ag 0
end for
end for
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

3.3.3 Bestimmung der Subbox zu einem Punkt

Fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen muss fiir jeden Quell- und Auswer-
tungspunkt die zugehorige Subbox gefunden werden. Bei N Quell- und M Auswertungs-
punkten muss diese Operation insgesamt N + M mal ausgefithrt werden.

Die Subbox zu einem Punkt konnte beispielsweise durch Ablaufen aller Subboxen mit
einem entsprechenden Test bestimmt werden. Bei m Subboxen hétte dieses Verfahren einen
Aufwand? von O(m). Ist die Anzahl der Subboxen sehr groff, kann dies die Effizienz der
schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen beeintrachtigen.

Ein Verfahren, welches die Subbox in konstanter Zeit bestimmt, gibt Algorithmus 3.3 an.
Die Indizes der Subbox werden direkt aus den Komponenten des Punktes und dem unterem
Punkt der Bounding Box bestimmt. Aus diesen ergibt sich die Boxnummer. Der Aufwand
des Verfahrens héngt somit nur von der Raumdimension ab.

Algorithmus 3.3 (find_box): Bestimmt zu einem Punkt = die Subbox, in der er liegt

Input: z € R? {Punkt fiir den die Subbox gesucht wird} A Bi,..., B,, {Subboxen} A
ng € N {Anzahl der Boxen pro Dimension} A 7 € R* {Boxseitenlinge}
Output: ¢ {Boxnummer} A iy,...,7; {Boxindizes}
lo «— Punkt lo von der Subbox B;
for j =1toddo
ij — [(xj —1oj)/7]
if i; <0V i; > ng; then
return {z liegt nicht in der Bounding Box}
end if
end for

i <11 4 iongq +i3ngNgs + ... +igngy ... ngg {Berechne Boxnummer}

3.3.4 Bestimmung der Nachbarboxen

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen benétigt ein Verfahren, welches die (2n +
1)¢ Nachbarboxen zu einer Subbox bestimmt. n gibt die Anzahl der Subboxen pro Rich-
tung an. Es werden somit von einer Subbox B; ausgehend in jede Richtung n Subboxen
als Nachbarn betrachtet. Die Subbox B; selbst, ist in der Menge der Nachbarn enthalten.
Gilt (2n + 1) > m mit m Anzahl der Subboxen, werden alle Subboxen als Nachbarbo-
xen betrachtet. In diesem Fall kann der Aufwand fiir das Bestimmen der Nachbarnboxen
entfallen.

2Der Aufwand eines Verfahrens ist durch die Anzahl der wesentlichen Operationen (Gleitkomma-
Operationen / Flops (englisch FLoating point OPerationS)) gegeben.
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

(a)n=0 b)n=1 (c)n=2
Abbildung 3.4: (2n + 1)¢ Nachbarbozen zu einer Subbox B;

In Abbildung 3.4 sind die Nachbarboxen zu der Subbox B; im zweidimensionalen Raum
fiir verschiedene n in tiirkis eingezeichnet. Es gibt insgesamt m = 35 Subboxen. In Abbildung
3.4(a) ist n = 0, die Menge der Nachbarboxen enthélt somit nur die Subbox B;. Im Fall
n = 1 (siche Abbildung 3.4(b)) enthélt sie jeweils eine weitere Subbox pro Richtung. Fiir
n = 2 sollten 25 Subboxen als Nachbarn betrachtet werden. Die Subbox B; liegt jedoch
zu nah am Rand, daher entfallen die dufleren fiinf. Ist n > 3 werden alle Subboxen als
Nachbarboxen betrachtet, da (2 -3 + 1)? = 49 > 35 ist.

Eine Moglichkeit, die Nachbarboxen zu einer Subbox B; zu finden, wird durch die Al-
gorithmen 3.4 und 3.5 gegeben. Algorithmus 3.4 behandelt die beiden Sonderfélle n = 0
und (2n + 1)¢ > m. Andernfalls wird die Rekursion (Algorithmus 3.5) mit den bendtigten
Parametern ausgefiihrt.

Algorithmus 3.5 ist die rekursive Implementierung von d ineinander verschachtelten Schlei-
fen.> Jede dieser d Schleifen verschiebt eine Komponente i; der Indizes der Subbox B;
von kj = i; —n,...,i; +n. Auf diese Weise ergeben sich alle Boxindizes der Nachbar-
boxen. Aus den Indizes muss noch die Boxnummer berechnet und in dem Array nn ge-
speichert werden. Die Berechnung der Boxnummer erfolgt lediglich fiir legale Indizes, das
heiBt k; € {0,...,nq; — 1} fiir alle j. Der Algorithmus gibt die Anzahl der berechneten
Nachbarboxen n.. zuriick, da nicht immer alle (2n + 1)¢ Nachbarn berechnet werden.

Die Vorgehensweise von Algorithmus 3.5 kann anhand eines Beispiels verdeutlicht werden.
In Abbildung 3.5 sind Subboxen im zweidimensionalen Raum dargestellt. Es werden bei
n = 2 die 25 Nachbarboxen zu der Subbox B; gesucht. Die Subbox B; habe die Boxindizes
11,12, sie wird in Abbildung 3.5 in tiirkis dargestellt. Zu Beginn ist j = d = 2. Die erste
Schleife verschiebt den Index ks von i5 — n bis i3 + n. Fiir jeden legalen verschobenen Index
(die Boxindizes gehoren zu den griinen Subboxen) wird die Rekursion mit j = j —1 =1
erneut aufgerufen. Der letzte Boxindex k1 ist bereits erreicht, daher werden die Boxnummern
zu den farbigen Subboxen in Abbildung 3.5 berechnet. Die Nummern, die in Abbildung 3.5

3Die Rekursion ist nur im d-dimensionalen notwendig, z. B. fiir d = 2 kénnten einfach zwei Schleifen
verwendet werden.
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Algorithmus 3.4 (nearest_neighbours): Bestimmt die (2n + 1) Nachbarboxen fiir eine
Subbox B; mit Hilfe von nearest_neighbours_rec

Input: n € N {Anzahl der Nachbarboxen pro Dimension} A i {Boxnummer} A iy, ...,i4
{Boxindizes} A m € N {Anzahl der Subboxen} A ng € N? {Anzahl der Subboxen pro
Dimension}

Output: nn {Feld mit den Boxnummern} A n. {Anzahl der Boxnummern}

if n =0 then

nn; < ¢

Ne — 1
else if (2n +1)? > m then

for j =1 tom do

nn; —

end for

Ne < M
else

(]Cl,...,kd) — (il,...,id)

ne «<— 0

nearest_neighbours_rec( d, n, (i1,...,iq), (k1,...,kq), nd, ne, nn )
end if

Algorithmus 3.5 (nearest_neighbours_rec): Bestimmt die (2n 4 1)¢ Nachbarboxen fiir

eine Subbox B;

Input: j € {1,...,d} {aktuelle Raumdimension} A n € N {Anzahl der Nachbarboxen
pro Dimension} A i {Boxnummer} A iy,...,iq {Boxindizes} A (ki,...,kq) {verschobene
Boxindizes} A ng € N¢ {Anzahl der Subboxen pro Dimension} A n. € N {Zshler fiir die
Boxen} A nn € N@+D? (Feld fiir die Boxnummern}

Output: nn {Feld mit den Boxnummern} A n. {Anzahl der Boxnummern}
for | = —nton do

kj —i;+1
if k; <0V kj > nq; then
kj — ij
else if j =1 then
Ne «— Ne+ 1
nn,, < ki + kong; + ... + kgnqgq . .. ngq {Berechnung der Boxnummer}
else
nearest_neighbours_rec( j — 1, n, (i1,...,%q), (k1,...,kd), ng, ne, nn )
end if
end for
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12 14 15
8 10 11
4 6 7
0 2 3

Abbildung 3.5: Rekursionsstufen bei der Berechnung der Nachbarboren zu der Subbox B; firn =2

in den farbig markierten Subboxen stehen, geben die Reihenfolge an, in der die Subboxen
in dem Array nn gespeichert werden. Insgesamt wurden n. = 16 Nachbarboxen bestimmt.

Der Algorithmus 3.5 findet die (2n + 1)? Nachbarboxen unabhéngig von der Anzahl der
Subboxen. Es werden pro Rekusionsstufe 2n + 1 wesentliche Operationen bendétigt. Bei d
Rekursionsstufen ergibt dies insgesamt einen Aufwand von O((2n + 1)4). Der Aufwand von
Algorithmus 3.4 hiingt nur von dem der Rekursion ab. Aus diesem Grund ist O((2n + 1)%)
der Gesamtaufwand der Kombination der Algorithmen 3.4 und 3.5.

3.4 Algorithmus

In diesem Abschnitt werden das Verfahren der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitun-
gen detailliert beschrieben und die zugehorigen Algorithmen angegeben.
Die effiziente Auswertung der Summe s, erfolgt mit der dquivalenten Darstellung

N

D Z )\je—ally—lelg — (_1)\04\/5‘0" Z Aghats(Vo(y —c))

Jj=1 B8>0
mit
| N
Ag = i > Aol — o)’
j=1
aus Satz 3.2.2. Diese Darstellung ist bereits so umgeformt, dass die Momente A g die Summe

iiber alle Quellpunkte enthalten und nicht von den Auswertungspunkten abhingen. Die
Berechnung der unendlichen Summe wird nach p? Termen abgebrochen.
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Durch Verschieben des Ursprungs und Reskalierung kann angenommen werden, dass alle
Quell- und Auswertungspunkte in dem Einheits-Hyperwiirfel B = [0,1]? liegen. Dabei han-
delt es sich um eine geeignete Normierung, welche die Allgemeinheit des Verfahrens nicht
beschrankt.

Der Einheits-Hyperwiirfel B sei unterteilt in m Subboxen B; der Seitenlidnge r1/2/0. Die
Menge der Quellpunkte sei so aufgeteilt, dass z;,, ... s Tiy, € R? in der Subbox B; = {z €
(0,117 : ||z = ¢||oo < 7/v/20} mit dem Mittelpunkt c fiir alle i = 1,...,m liegen.

Die Momente

1
Ag = il Zl)\ij(\/g(%j —¢))?
=

werden vorab fiir jede Subbox berechnet. Die Auswertung von s,(y) in der Subbox B; erfolgt
mit den berechneten Momenten:

N;
—0 —1,‘1'.2 e «
D3> iyl a2 (1)l /5! N Aghap(Valy - c)

Jj=1 B<p

Die Nahfeld-Entwicklung von y wird durch das Auswerten auf den (2n 4 1)% Nachbarboxen
und das Aufsummieren der Ergebnisse berechnet.

Das Verfahren der schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen besteht aus zwei Tei-
len: Dem Vorbereitungsschritt (Algorithmus 3.6) und dem Auswertungsschritt (Algorithmus
3.7).

Im Vorbereitungsschritt wird einmalig die Bounding Box in die Subboxen mit der ge-
wiinschten Seitenldnge unterteilt (Algorithmus 3.2). Anschliefend wird fiir jeden Quellpunkt
die zugehorige Subbox bestimmt (Algorithmus 3.3) und sein Anteil an den Momenten der
Subbox berechnet. Der Vorbereitungsschritt muss fiir jeden Datensatz (Quellpunkte x;, Ge-
wichte A\; und Gewichtungsfaktor o) nur einmal ausgefiihrt werden. Er ist unabhéngig von
der Ableitung, da er nicht von den Auswertungspunkten abhéngt.

Im Auswertungsschritt wird fiir jeden Auswertungspunkt y die Subbox bestimmt, in der
y liegt (Algorithmus 3.3) und ihre Nachbarboxen berechnet (Algorithmus 3.4). Mit den
Momenten wird die Summe an der Stelle y in jeder Subbox ausgewertet. Die Ergebnisse
werden aufsummiert.

Dieses Vorgehen zur Berechnung der Summe s,,(y) hat den Vorteil, dass der Aufwand nur
noch linear ist (sieche Abschnitt 3.5). Nachteilig ist, dass ein Fehler entsteht, der in Abschnitt
3.7 nadher untersucht wird.

Die schnelle Gautransformation fiir Ableitungen kann fiir die Berechnung von Varianten
der Summe

N
saly) = D Z Aje o ly=il3
=1
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Algorithmus 3.6 (fgtd_prepare): Der Vorbereitungsschritt der schnellen GauBtransfor-
mation fiir Ableitungen

Input: o € RT {Gewichtungsfaktor der Gauiglocken} A r € ]0, 1| {Boxseitenléinge 7+/2/0}
A p € N {Abbruchindex der Summenberechnung} A z1,...,2x € R? {Quellpunkte} A
A, ..., AN € R {Gewichtungsfaktoren} A B {Bounding Box}

Output: Bi,..., B, {Subboxen mit den berechneten Momenten} A ng € N? {Anzahl der
Subboxen pro Dimension}
ng, B1, ..., By < split_box(ry/2/0, B)
for j =1to N do

i « find_box(z;, Bi,...,Bm, ng, 7y/2/0) {Boxnummer}
for k=0 to p® —1 do
B « single2multiidx(k, p)
Ag — A+ 57 (Va(z; — )P {fiir Bi}
end for
end for

Algorithmus 3.7 (fgtd_eval): Der Auswertungsschritt der schnellen GauBtransformation
fiir Ableitungen

Input: ¢ € Rt {Gewichtungsfaktor der Gaufiglocken} A y € R? {Auswertungspunkt} A
n € N {Anzahl der Nachbarboxen: (2n+1)%} A By, ..., B,, {Subboxen mit den berechne-
ten Momenten} A ng € N¢ {Anzahl der Subboxen pro Dimension} A a € N¢ {Ableitungen
nach y} A r € ]0,1] {Boxseitenldnge rv/2/0} A p € N {Abbruchindex der Summenbe-
rechnung}

Output: s,, {Ergebnis der Auswertung}

JsJ1s- -y Ja < find_box(y, Bi,..., Bpy, ng, 7v/2/0) {Boxnummer und -indizes}
nn,n. < nearest_neighbours(n, j, j1,...,jd, M, nq)
Say < 0

for i =1 to n. do
Say < Say T (_1)‘0{'\/5'&‘ Zﬁ<p Aghays(Vo(y —c)) {fiir By, }

end for
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eingesetzt werden. Es ist mdglich, Summen auszuwerten, bei denen die Gewichte A; von
xj abhéngen. Die A;(z;) miissen nur vorab berechnet oder das Verfahren leicht modifiziert
werden. Vektorwertige A; sind bei komponentenweiser Definition der Ableitung Dj kein
Problem. Summen iiber Linearkombinationen von Gaufiglocken kénnen ebenfalls ausgewer-
tet werden; die Linearkombination muss lediglich in mehrere Summen aufgeteilt werden.
Auf diese Weise konnen z. B. der Gradient Vs, oder der Laplace-Operator As, einfach
bestimmt werden. Der Vorbereitungsschritt muss dabei nur einmal ausgefithrt werden, da
die einzelnen Summen sich nur in der Ableitung unterscheiden.

3.5 Aufwand

Die Untersuchung des Aufwands ist bei numerischen Algorithmen sehr wichtig, da er ein
Kriterium fiir die Einsetzbarkeit ist. Der Aufwand der schnellen Gaufitransformation fiir
Ableitungen wird in diesem Abschnitt bestimmt.

Die direkte Auswertung der Summe s, (y) = Dy Z;VZI )\je*"”y*"’“"i”% kostet O(N) Flops,
das heifit bei M Auswertungen sind es insgesamt O(NM). Eine Brute-Force-Implementie-
rung (siche Algorithmus 3.8) hétte somit einen quadratischen Aufwand. Algorithmus 3.8
ist eine einfache Implementierung der Summe {iiber eine Schleife. Die Brute-Force-Methode
wird spéter fiir Vergleiche mit der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen benétigt.

Algorithmus 3.8 (brute_force): Brute-Force-Methode zur Berechnung der Summe s,

Input: ¢ € RT {Gewichtungsfaktor der GauBglocken} A z1,...,zx € R? {Quellpunkte} A
AL, ..., An € R {Gewichtungsfaktoren} A y € R? {Auswertungspunkt} A a € N {Ablei-
tungen nach y}

Output: s,, {Ergebnis der Auswertung}
for j =1to N do

Say = Say + (1)1 V7N Ha (Va(y — a;))e-olvoil
end for

Das Ziel der schnellen Gauftransformation fiir Ableitungen war die Auswertung der Sum-
me s, an M Auswertungspunkten mit linearem Aufwand. Dass dieses Ziel erreicht wurde,
zeigt

Lemma 3.5.1. Der Aufwand der schnellen GaufStransformation fiir Ableitungen ist
O N + (2n + 1)4p?M).

Beweis: Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen ist in zwei Abschnitte unterteilt:
Die Berechnung der Ag (Algorithmus 3.6) und die Auswertung der Summe s, (y) (Algorith-
mus 3.7).
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Abbildung 3.6: Aufwand in Abhdngigkeit von dem Abbruchindex p und der Anzahl der beriicksichtigsten
Nachbarbozen pro Richtung n

Beim Vorbereitungsschritt wird die Unterteilung der Bounding Box in Subboxen einmalig
ausgefiihrt. Die Seitenléinge der Subboxen ist fest gewihlt, daher ist die Unterteilung in
Subboxen fiir den Aufwand nicht relevant. Fiir jeden Quellpunkt x; muss die Subbox B;
bestimmt werden, in der er liegt. Dies geschieht in konstanter Zeit (vergleiche Abschnitt
3.3.3). Abschlieffend wird der Anteil von z; an den Momenten Ag von der Subbox B
berechnet. Bei insgesamt p? Momenten und N Quellpunkten ergibt sich ein Aufwand von
O(p?N).

Im Auswertungsschritt wird die Subbox, in der der Auswertungspunkt y liegt, in konstan-
ter Zeit bestimmt (vergleiche Abschnitt 3.3.3). Zu dieser Subbox werden die Nachbarboxen
in (2n + 1)? wesentlichen Operationen berechnet (vergleiche Abschnitt 3.3.4). Fiir jede der
(2n 4+ 1)¢ Nachbarboxen wird die Summe mit den p? Momenten ausgewertet. Fiir einen
Auswertungspunkt ergibt sich ein Aufwand von O((2n + 1)%p?).

Insgesamt ist der Aufand der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen bei M Aus-
wertungen O(p?N + (2n + 1)4p?M). O

Trotz des linearen Aufwands der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen darf der
Einfluss der Parameter p (Abbruchindex der Summenberechnung) und n (Anzahl der Nach-
barboxen pro Richtung) nicht unterschiitzt werden. Abbildung 3.6 zeigt den Aufwand der
schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen in Abhéngigkeit von den Parametern p und
nmit d =2 und N = M. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Aufand mit gréfieren Werten
fiir p und n schnell ansteigt. Kriterien fiir die Wahl der Parameter werden in Abschnitt 3.8
vorgestellt.

Fiir jede Wahl der Parameter kann die Anzahl der Auswertungen, ab der sich die schnelle
Gaufitransformation fiir Ableitungen lohnt, berechnet werden. Diese Anzahl wird als Break
Even bezeichnet. Zur Berechnung des Break Even wird die Gleichung NM = p¢N + (2n +
1)4p?M nach M gelost. Seien beispielsweise d = 2, p = 8 und n = 2 lohnt sich die schnelle
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Abbildung 3.7: Aufwand der schnellen Gauftransformation fiir Ableitungen und der Brute-Force-
Methode

Gaufitransformation fiir Ableitungen bei N = 10000 Quellpunkten bereits ab 77 Auswertun-
gen. Abbildung 3.7 zeigt den Aufwand der schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen
(blau) im Vergleich mit der Brute-Force-Methode (rot) fiir diese Parameter. Eine detailierte
Untersuchung des Break Even wird unter anderem in Kapitel 4 durchgefiihrt.

3.6 Implementierung

Die Implementierung der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen soll moglichst effi-
zient sein, daher ist die Optimierung des Programms essentiell. Neben dem Quellcode sollte
auch das Verfahren optimiert werden.

Es wird die Programmiersprache C++ fiir die Implementierung der Algorithmen verwendet.
Der Quellcode ist auf der beiliegenden CD zu finden. Im Folgenden werden die verwendeten
Optimierungsstrategien besprochen.

3.6.1 Datenstrukturen

Es sollte auf aufwindige Objektstrukturen verzichtet werden, damit das Verfahren so effi-
zient wie moglich wird. Es ist beispielsweise nicht sinnvoll, die Punkte in eigenen Objekten
oder als Templates abzulegen. Dadurch entstehen zusétzlicher Speicheraufwand und Lauf-
zeitverluste durch Funktionsaufrufe. Letztere kénnen durch die Verwendung von inline-
Funktionen zwar verringert werden, aber ein Zugriff auf ein einfaches (oder ein zweidi-
mensionales) Array ist effizienter. Es sollten nach Mdoglichkeit die von C++ vorgesehenen
Datentypen verwendet werden.
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3.6.2 Optimierung des Verfahrens

Einige Moglichkeiten, die Algorithmen zu optimieren, werden in diesem Abschnitt bespro-
chen.

Summen

Berechnungen, die nicht in einer Summe stehen miissen, sollten aus dieser entfernt werden.
Zum Beispiel sollte anstatt

S (0)lh/E Y Agha s s(Valy — ¢)

B<p

die Summe ,
(—1)lel /ol e=olly—cll3 Z AgHo (Vo (y — ¢))
B<p

verwendet werden, um Mehrfachberechnungen zu verhindern.

Multiindizes

Im Vorbereitungs- und im Auswertungsschritt werden fiir jeden Quell- bzw. Auswertungs-
punkt alle p® Multiindizes benétigt. Die Multiindizes hingen nicht von den Punkten ab,
sie konnen daher vorab berechnet und in einem Array gespeichert werden. Im Auswer-
tungsschritt konnen gleich die mit « addierten Multiindizes abgelegt werden, um weitere
Rechenoperationen einzusparen.

Fakultaten

Fiir kleinere Zahlen (z. B. bis zehn) sollten die Fakultdten vorab bestimmt und nur die
Fakultédten hoherer Ordnung iiber die Rekursionsformel berechnet werden.

Die Fakultéten ! bzw. die Quotienten 1/4! koénnen zusammen mit den Multiindizes
berechnet und ebenfalls in einem Array gespeichert werden.

Das beschriebene Vorgehen spart eine weitere Schleife fiir die Berechnung der Fakultdten
ein und vermeidet Mehrfachberechnungen.

Potenzen
Im Vorbereitungsschritt muss fiir jeden Punkt x; und jedes 3 die Potenz
(\/E(a:j — c))ﬁ = (\/E(le — cl))ﬁ1 .. (\/E(xjd — cd))ﬁd

berechnet werden. Werden die Multiindizes betrachtet, ist zu erkennen, dass jede Kompo-
nente B; mehrfach den gleichen Wert hat. Somit ist es effizienter, fiir jeden Punkt z; die
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Werte (y/o(xj, — ¢;))* fiir k=0,...,p—1und i =1,...,d zu berechnen und in einem Ar-
ray abzulegen. Der Aufruf einer Potenzfunktion wird iiberfliissig, da beim Tabellieren jeder
Wert durch Multiplikation des vorherigen mit (/o (xj, — c;)) berechnet werden kann.

Das Tabellieren sollte erst in der Schleife tiber alle Quellpunkte geschehen, da sonst zu-
sdtzlicher Aufwand fiir das Bestimmen der Subboxen und sowie ihrer Mittelpunkte entsteht.
Dies spart zusétzlich Speicher ein.

Hermite-Funktionen

Die Berechnung der Hermite-Funktionen h,4g(y/o(y — ¢)) sollte in die Berechnung der
Hermite-Polynome H,4 3(1/o(y — ¢)) und der Exponentialfunktion e~olv=cl3 unterteilt wer-
den. Die Auswertung der Exponentialfunktion ist nur einmal pro Auswertungspunkt und
Nachbarbox notwendig, da das Argument nicht von 3 abhéngt.

Die Hermite-Polynome konnen wie die Potenzen tabelliert werden. Aus den jeweils zwei
vorherigen Werten wird mit der Rekursionsformel (siehe Satz 2.3.4) das aktuelle Hermite-
Polynom bestimmt. Lediglich die Auswertung der ersten beiden Polynome muss vorab er-
folgen.

Auswertungen

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen ist fiir die Auswertung von Summe s, (y)
an sehr vielen Punkten y ausgelegt. Anstatt fiir alle y den Auswertungsschritt einzeln auszu-
fithren, kann diesem ein Vektor von M Auswertungspunkten iibergeben werden. Die Vektori-
sierung vermeidet zusétzlichen Aufwand einzelner Funktionsaufrufe und weiterer Berechnun-
gen, die nicht von den Auswertungspunkten abhéngen, beispielsweise bei der Bestimmung
der Multiindizes.

3.6.3 Optimierung des C++-Quellcodes

Die Laufzeit des C++-Programmes kann durch Anwendung von verschiedenen Optimierungs-
strategien verringert werden. Die verwendeten Strategien werden in diesem Abschnitt vor-
gestellt, weitere sind in [12] zu finden.

Entfernen von invariantem Code

Code, der nicht unbedingt in einer Schleife stehen muss, sollte aus ihr entfernt werden, um
redundante Berechnungen zu vermeiden. Beispielsweise kann die Berechnung von /o (y — ¢)
wie folgt durchgefiihrt werden:

for( d = 0; 4 < DIM; d++ )
tmp[d] = sqrt(s) * ( y[d] — lo[d] — slengthx0.5 );
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Alternativ kénnen zwei Berechnungen aus der Schleife entfernt werden:

double slength_half = slengthx0.5;
double sqrt_s = sqrt(s);
for( d = 0; 4 < DIM; d4d++ )
tmp[d] = sqrt_s *x ( y[d] — lo[d] — slength_half );

Speziell die Wurzelfunktion sollte nur einmal ausgefithrt werden, da sie zu aufwéndigen
Funktionen gehort.

Referenzparameter

Anstelle von konstanten Parametern fiir Unions, Strukturen und Klassen sollten konstante
Referenzparameter (const type&) verwendet werden. Sie verhindern das interne Neuanlegen
und Loschen einer Variablen.

Dieses Vorgehen hat den Nachteil, dass bei dem Aufruf der Funktion eine Variable iiber-
geben werden muss (d. h. der Aufruf foo(7) ist nicht moglich, da 7 keine Variable ist). Es
sollten daher nicht alle konstanten Parameter in Referenzparameter umgewandelt werden.

Zeiger

Der Zugriff mit Zeigern auf ein Array ist in der Regel schneller als der Zugriff iiber Indizes.
Zeiger sind allerdings in der Anwendung komplizierter. Der Aufwand lohnt sich jedoch im
Allgemeinen.

Die Verwendung von Zeigern kann den Quellcode uniibersichtlich gestalten, es sollte also
ein Mittelweg zwischen schnell ausfithrbarem und lesbarem Code gefunden werden.

inline-Funktionen

Funktionsaufrufe konnen eingespart werden, indem Funktionen als inline-Funktion realisiert
oder direkt in den Code eingebaut werden.

Das Schliisselwort inline teilt dem Compiler mit, dass eine Funktion sehr klein ist. Der
Compiler schreibt den ganzen Funktionsrumpf in den Code, anstatt einen Funktionsaufruf
zu generieren. Auf diese Weise kénnen Stack-Operationen (Ablegen der Parameter auf dem
Stack, Betreten und Verlassen der Funktion und Aufréumen nach dem Funktionsaufruf)
gespart werden. Ein Beispiel ist die Berechnung der Multiindizes.

Die Verwendung von inline-Funktionen verringert den Aufwand. Es ist aber zu bedenken,
dass der Code dadurch eventuell grofler und ggf. schwerer zu debuggen ist.

Reduktion der Kosten

Die Kosten sind ein Maf fiir den Aufwand. Prinzipiell basieren alle Optimierungsstrategien
auf der Reduktion der Kosten. Dabei wird versucht, teure Funktionen einzusparen oder
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durch billigere zu ersetzen. Die relativen Kosten von {iblichen Funktionen sind in Tabelle
3.1 aufgefiihrt. Die Kosten werden dabei im Vergleich zu der billigsten Operation angegeben.

Operation Relative Kosten
Ein- und Ausgabe in Dateien (<< und >>) inkl. printf und scanf 1000
new und delete 800
Trigonometrische Funktionen (sin, cos, exp, ...) 500
Gleitkomma (jede Operation) 100
Integer-Division 30
Integer-Multiplikation 20
Funktionsaufrufe 10
assert 8
einfache Array-Indizierung 6
Shift 5
Integer-Addition / -Substraktion 5
Dereferenzierung von Zeigern 2
bitweises AND, OR, NOT 1
logisches AND, OR, NOT 1

Tabelle 3.1: Relative Kosten von C++-Operationen

Die Reduktion der Kosten ist ein weiterer Grund fiir die Effizienz der schnellen Gauf3trans-
formation fiir Ableitungen. Die teuere Exponentialfunktion wird nur einmal pro Auswertung
ausgefiihrt, im Gegensatz zu N mal bei einer Brute-Force-Implementierung.

Bibliotheksfunktionen

Nach Moglichkeit sollten keine selbstgeschriebenen Funktionen verwendet werden, wenn die
C++-Bibliotheken eine entsprechende Funktionalitdt zur Verfiigung stellen. Hiufig verwen-
dete Bibliotheksfunktionen sind grofitenteils in Assembler geschrieben und nutzen spezielle
prozessorabhéngige Kniffe. Ein Beispiel ist die Initialisierung eines Arrays mit 0. Anstelle
der Initialisierung iiber eine Schleife

double A_beta[100];
for( int i = 0; i < 100; i++ )
A_beta[i] = O0;

sollte einfach die Funktion std::memset verwendet werden:

double A_beta[100];
memset(A_beta, 0, sizeof(A_beta));
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Eine Ausnahme ist die Funktion pow fiir Integer-Potenzen. Sie kann auch komplizierte
Potenzen (z. B. Wurzeln) berechnen und hat dadurch einen groien Aufwand. Fiir die schnelle
GauBtransformation fiir Ableitungen ist eine einfache Schleife fiir die Berechnung von p®
voOllig ausreichend.

Optimierung durch den Compiler

Die meisten Compiler haben verschiedene Optimierungsstufen. Beim g++ kénnen diese durch
—0, —02, —03, —04 ausgewdihlt werden. Dabei gilt: je hoher die Zahl, desto mehr Optimie-
rungstrategien werden angewendet.

Eine Optimierungsstrategie des Compilers besteht im Auflésen von Schleifen. Wird z. B.
ein Makro fiir die Raumdimension gesetzt

#ifndef DIM
#define DIM 2
#endif

so 16st der Compiler Schleifen der Art

for( d = 0; d < DIM; d4d++ )
*(tmp+td) = sqrt_s x ( x[i][d] — *(lo+d) — slength_half );

automatisch auf. Diese Schleife wiirde im ausfithrbaren Programm durch zwei Berechnungen
ersetzt werden.

3.6.4 Methoden zum Debuggen und Optimieren

Es gibt vielfdltige Probleme beim Programmieren: Speicher wird nicht freigegeben und ver-
langsamt den Rechner bis zum néchsten Neustart oder es tauchen vermeintlich unerklérliche
Fehler im Programm auf. Zur Losung dieser Probleme gibt es viele Tools, zwei verwendete
werden im Folgenden vorgestellt.

Finden von Speicherlecks

Als Speicherleck werden nach Programmende nicht wieder freigegebene Ressourcen bezeich-
net. Das Tool valgrind {iberpriift, ob ein Programm den reservierten Speicher wieder frei-
gibt. Soll das Programm fgtd auf Speicherlecks untersucht werden, wird es mit

valgrind ./fgtd

aufgerufen. valgrind fiithrt das Programm aus und gibt anschlieend die Anzahl der nicht
freigegebenen Bytes an.
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Finden von laufzeitintensiven Funktionen

Das Tool gprof stellt unter anderem die Laufzeit der einzelnen Programmteile detailliert ge-
geniiber. Fiir die Verwendung von gprof muss beim Compilieren die Option —pg angegeben
werden. Mit dem Aufruf

./ fgtd
gprof —flat—profile fgtd

wird eine Tabelle mit der Laufzeit jeder Funktion und der Anzahl ihrer Aufrufe ausgegeben.
Mit gprof kénnen nicht verwendete Funktionen identifiziert und die Abhéngigkeiten zwi-
schen Funktionen ermittelt werden.

3.7 Fehlerabschatzung

Die Fehlerabschétzung der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen basiert auf der
Fehlerabschétzung fiir die schnelle Gauitransformation (siehe [13] oder [14]).

Es entstehen zwei Fehler bei der Verwendung der schnellen Gauftransformation fiir Ablei-
tungen: Der Summenfehler (durch das Abschneiden der Summe) und der Bozfehler (durch
das Weglassen entfernter Subboxen aus der Berechnung).

Mit Hilfe der folgenden Abschétzung kann der Summenfehler bestimmt werden.

Lemma 3.7.1. Seien n,k € N und es gelte n > 2k — 1, dann gilt

V(n+k)! <\/§k 1

n! - (n—k)!.

Beweis: Es gilt

\/(n—i—k)!:\/(n—i—k)!\/(n—k)! 1

n! n! (n —k)!
B (n+k)!<n—k)!>% 1
- nln! (n—k)!

N

I
/\Q/\/_\
' =R
S
S|
|| =
>+
—+ | =
.|+
<.
=
|D—\
=
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3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

Da n > 2k — 1, folgt

NI

n+k 1 k 1
2] —— =V —.
]1_11 Vi(n—k)! Vi(n—k)!
O

Die Summe s,(y) wird auf jeder Subbox berechnet, somit entsteht der Summenfehler in
jeder Subbox. Zunichst wird er auf einer Subbox in Abhéngigkeit von der Boxseitenldnge
und dem Abbruchindex betrachtet.

Satz 3.7.2. Es sei B; eine Subbox mit der Seitenlinge rv/2/o, x;, ... s Tiy, S€len die Punkte
in dieser Subbozx. Sei

i
— Do —olly—=i; I3
y) == Dy Aije KA
J=1

»n
Q
—~
<
~—

]

5 ()G S Aghas(Voly — ) mit Ay _B,ZAZJ o(xi, —c))”.

B<p

Es gelte ||z;; — clloc < 7/V20 fiir alle z;; und p > 2k — 2. Dann gilt fir den Fehler in der
Subbox B; in Abhdngigkeit von dem Abbruchindex p

) ol ) 2 (d Tirpnoe) (2 e\
[5a(y) — 3a(y)| < V& '@Z(l) (ﬂk (p(p—;!) 1—r> < (p—k‘)!l—?">
(3.4)

mit Q; == Z;V:'I |Ai;| und k = maxj—1 g fir alley € R,
Beweis: Es gilt (vergleiche Beweis zu Satz 3.2.1)
AN
eI _ oll-o—(e, 0l _ 3 (Vo (“";' D 1/ — ).
820 '
Mit den Formeln fiir die Ableitungen der Gaufiglocken folgt

D;efollyfxijllé _ (—1)‘°‘|\/E‘“|Ha(\/5(y B C))erHyf:cin%
o\x;. —C B
= (ca)elyg o WL, (et - o)

|
B>0 Al

_Daz xza -

£B>0

0)?
hs(Vo(y —c)).
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Seien t,u, ¢ € R, dann gilt fiir den univariaten Fall

oo 1 . )
Hy(Va(t —u))e " = 37 = (Va(u— &) " huri(Valt = &)).
n=0 """
Diese Summe wird in zwei Terme
p—1 1
Hy, (Vo (t —u)e " =" =(Vo(u— &) bk (Vo(t — &)
n=0 n

+ Z %(\/g(u — )" hnk(Vo(t —¢))
=: Ap(t,u, &) + Ry(t, u,¢)

zerlegt, die einzeln abgeschéitzt werden

Z_: %(\/;(u — ) Pk (Vo (t — 5))‘

n=0

Z Vol =" [l (Valt = )|

[Ap(t, u,0)] =

Z |\/—u—c |n\/_n+k\/ n+k)! Lemma 2.3.5

n+k

(n+k)! Voraussetzung

z A CRCRY(TE
:szmn

—\/_Z\/— n—l—k

k)!
S\/ikz (nj;' )Tn
n=0 ’
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— N
<\/— 1Jlrk

p—1+k)1—7rP
_\/_ ( - 1-r

geometrische Reihe

und

[e'9) k
2
< 2k E Lr” Lemma 3.7.1

= geometrische Reihe

Es gilt

d
Ha(\/g(y—$ij))€_ally_$ij II H |: YI7X1Jl7cl) +R (Yl7X1Jl7cl)]
=1
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E4, und Eg, sind in k monoton wachsend. Wihle k := max;—, 4 o, dann folgt

1

Ho(Va(y =)l =370 2

B<p

(Vo (@i = ) hars(Voly — )

d
—0 —Xq . 2
Ha(\/g(y - xij))e Hy x]”Q _ HAp(ylaXijlacl)
=1

d—1

d l d—l
Z <l> EAPERP

=0
1

l d—1
— (d E(p—1+k)N1—1P 2k rP
l=0<l> <\/5 (p—1)! 1—7“) ( (p_k;)!l—r> '

Insgesamt ergibt sich

IN
Q. o~

<

5a(y) — Sa(y)]

Ni
= | Dy Z )\ije*UIny:m'jH% _ Z; Aij(_l)\alﬁ\al Z %(\/E(m“ _ C))'ghaJrﬁ(\/E(y —¢))
j=

j=1 B<p
N;
= [V I SON | Ha(Waly — aiy))e Tl —Z%Wm] &) hass(Voly = o))
j=1 B<p
N il ! d—1
ol 4 ‘ d k [(p—14+Kk)!1—7rP 2k rP
<ol Zj(l) <\/§ L 1_T> (MH")
o g k [(p—1+k)N1—1P l 2k TP -
<o Ql;([) <\/§ (p—1)! 1—7“) < (p—k‘)!l—r>
mit Q; == 30 |\, . O

Werden anstelle von z;,,...,7;, alle Quellpunkte z; fiir j = 1,..., N betrachtet, folgt
aus Satz 3.7.2 der Summenfehler fiir alle Subboxen. Dieser unterscheidet sich nur in Q von
dem Fehler in einer Subbox. Der Fehler, der bei der Auswertung in einer Subbox entsteht,
héngt nur von den in ihr liegenden Punkten z;; ab. Es gilt ||lz;, — clloc < r/v20 fiir jede
Subbox mit Zentrum c¢. Die Entfernung von y und ¢ geht in die Fehlerabschatzung nur
iiber die Hermite-Funktion ein, die Abschétzung nach Cramers Ungleichung (Lemma 2.3.5)
héngt jedoch nicht von dem Argument (1/o(y — ¢)) der Hermite-Funktion ab. Aus diesem
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Grund kann der Summenfehler iiber die Wahl von @) auf eine Menge von Subboxen erweitert
werden.
Allgemein gelte

Qa = Z R¥IE

Jixj€EBA
wobei A die Menge aller Boxnummern der Subboxen ist, die fiir die Auswertung verwendet
werden. Die Box B4 kann als Vereinigung der Subboxen By mit k € A interpretiert werden.
In Satz 3.7.2 gilt also A = {i}. Die Aussage des Satzes kann somit einfach fiir Bereiche
von Subboxen erweitert werden.
Cramers Ungleichung kann als Cramer-Hille-Ungleichung noch schérfer formuliert werden.
Sie wird zur Abschéitzung des Boxfehlers bendotigt.

Lemma 3.7.3 (Cramer-Hille-Ungleichung). Fir allen € N und t € R gilt
Ihn ()] < K22/nle /2
mit K = /2514,

Der Beweis der Cramer-Hille-Ungleichung ist in [11] zu finden. Dort wird diskutiert, dass
K sogar weggelassen werden kann.

Cramers Ungleichung ergibt sich aus der Cramer-Hille-Ungleichung, indem der Term
e~/2 durch 1 abgeschétzt wird.

Bemerkung 3.7.4. Die Verallgemeinerung der Cramer-Hille-Ungleichung fiir multivariate
Hermite- Funktionen lautet

|ha(2)| < 219172/ale 111372
mit o« € N% und 2z € R?.
Beweis: Es gilt
|ha(2)| = |hay (Z1) - - . hay(Zd)] Definition von hq(z)
< 209/ vV a1!€_z%/2 LTENY ad!e_zg/Q Cramer-Hille-Ungleichung
— olol/2,/q1e—11213/2,
O

Satz 3.7.5. Seisa(y) == Dy Zj\le )\je—U”y—ﬂCj”%, n die Anzahl der beriicksichtigten Subbozen

pro Dimension und die Subbozen haben die Seitenlinge rv/2/o, dann ist der Fehler durch
das Weglassen entfernter Punkte/Subboxen bei der Berechnung der Summe s4(y), gegeben
durch

I5a(y) — 3a(y)| < Vo Qg2 Vale mit Qr =Y |\l

j:$j€BR
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wobei

N — —x-12
Sa(y) == DY Z Aje olly—=;ll3
Jjixj€EBA

und A die Menge der (2n 4+ 1)% Boznummern der Nachbarbozen von B; (fiir y € B;), auf

denen die Summe ausgewertet wird, und R der Rest ist.

Beweis: Sei m die Anzahl der Subboxen, dann sind die Boxennummern der Subboxen,
die nicht in der Rechnung beriicksichtigt werden, R := {1,...,m} \ A mit A = {k :
By, ist eine der (2n 4 1)? Nachbarboxen}. Bei der Auswertung der Summe 5,(y) werden
nur die Terme mit x; € B4 beriicksichtigt. Fiir den Fehler gilt

50 (1Y) — éa — |p~ NoeCllv==;l3
[5a(y) = 3a(y)l = | Dy j
j:ixj€EBR

= (—1)‘04\/5‘@| Z )\jHa(\/E(y—:cj))efgnyf‘ﬁ”f”% Bemerkung 3.2.3
j:ixj€EBR

_ (_1)\04\/5‘0" Z Ajha(Vo(y — ;)

j:ixj€BR
VA STl e (Vo ly — 23)]
jixj€BR
< /o 3 I\, [2101/2/aleolv—;li3 Bemerkung 3.7.4
jixj€BR

< Jal%lglal/2y /a0 Z 1A;| max e eyl

jixj€EBR

IN

Jjixj€EBR
Liegt y in der Subbox B;, liegt diese in der Mitte von By4. Da die Gaufiglocke iiber y ihren
maximalen Wert annimmt, hat der Punkt x € Br mit dem geringsten Abstand zu y den
grofiten Funktionswert der aufierhalb liegenden Punkte. Dieser Funktionswert ist damit eine
obere Schranke fiir diese Punkte. Der nichste Punkt © € Br hat mindestens den Abstand
|y — z|j2 = nr/2/c, da = auf dem Rand von Bp liegen muss und y im schlechtesten Fall
auf dem Rand von B; liegt. Damit folgt

Z 1A;| max eyl < Z |\ |e(rv/2/0) /2

Jj:xj€BR

j:$j€BR j:$j€BR

2.2
=Y N

j:$j€BR

= Qre
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mit Qr =3, cp, IAil- H

Durch die Definition von @ r verschwindet der Boxfehler aus Satz 3.7.5, wenn die Summe
tiber alle Subboxen ausgewertet wird. Gleichzeitig wird der Summenfehler grofier. Die beiden
Fehler hiangen somit iiber die Anzahl der ausgewerteten Subboxen zusammen.

Fiir die schnelle Gaufitransformation ohne Ableitungen kann die Fehlerabschétzung aus
Satz 3.7.5 verschéirft werden.

Bemerkung 3.7.6. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.7.5 gilt fir

N
s(y) :== Z)\je—clly—xjug und 5(y) == Z )\je—ally—mjﬂg

j=1 Jjixj€BA
die Fehlerabschdtzung
. 5.2,2
|5(y) = 3(y)| < Qre™""

mit Qr = zj:fl’jEBR |\ 1.

Beweis: Es gilt

[s(y) = 8)| = | Y el

j:$j€BR
E |)\j|e—0||y—l‘j||§
j:l‘jeBR

j:$jEBR

IN

j:l‘jeBR

<e Ny

j:l‘jEBR

= QR€_2r2n2 mit QR = Z ‘)‘j’

j:l‘jEBR
O

Satz 3.7.2 gibt den Fehler der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen in einer
Subbox an. Zusammen mit dem Fehler aus Satz 3.7.5, ergibt sich:
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Satz 3.7.7. Der gesamte Fehler, der bei der schnellen GaufStransformation fir Ableitungen
entsteht ist

150 () — Sa(y)| <Va“Qr21/2Vale~"n"

Valoa &L rd koo opy (e 14K)! Yook
+(1—7“)dl <l> V2= (p—1)! (p—k)!

=0
(3.5)
mit Q4 und Qr wie in Satz 3.7.5 und
Saly) == 3L(v),
€A

wobei

~i a [ . 1

& (y) = (~1)lel /5 > Aghars(Voly—c))  mit Ag = G > NWol o)’

B<p " jiz;€EB;

Beweis: Der Boxfehler tritt nur einmal auf, der Summenfehler jedoch fiir jede in der Be-
rechnung beriicksichtigte Subbox. Die Behauptung folgt mit den Sétzen 3.7.2 und 3.7.5. [

3.8 Wahl der Parameter

Wird der Parameter r in Satz 3.7.7 betrachtet, geht fiir r — 0 der Summenfehler gegen Null
und der Boxfehler gegen \/Ela‘Q r21%1/24/al. Fiir p — oo wird der Summenfehler sehr klein,
der Aufwand steigt jedoch ins Unendliche. In diesem Abschnitt wird untersucht, wie eine
geeignete Wahl der Parameter getroffen werden kann.

3.8.1 Optimierungsproblem

An Satz 3.7.7 ist zu erkennen, dass es fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen
mehr als eine Kombination des Skalierungsfaktors » und der Anzahl der Terme p gibt, um
eine gewiinschte Genauigkeit zu erhalten. Verschiedene Wahlen fithren zu Unterschieden in
der Effizienz des Verfahrens. Eine Paarung mit minimalen Kosten und einem geringen Fehler
wird im Folgenden erarbeitet.

Der Aufwand (vergleiche Abschnitt 3.5)

min pN + (2n + 1)%p?M

sollte unter der Nebenbedingung des Fehlers (siche Formel (3.5)) minimiert werden. Es
wird der Zusammenhang zwischen der Boxseitenlinge r1/2/0 und dem Abbruchindex p

48



3 Schnelle GauRRtransformation fiir Ableitungen

untersucht. Aus diesem Grund wird die Auswertung auf allen Subboxen betrachtet, jedoch
nur der Fall, dass die Bounding Box der d-dimensionale Einheitswiirfel ist.* Die Anzahl der
Subboxen kann durch 1/(r+/2/0)? = m angegeben werden. Tatséchlich wird nur eine ganze
Zahl v, welche die Anzahl der Unterteilungen der Bounding Box in jede Richtung angibt,
benétigt®. Dementsprechend wird das Optimierungsproblem

min pdN + I/dde

betrachtet. Die optimalen Parameter ergeben sich aus der Losung des Optimierungspro-
blems.

Im Folgenden wird dreidimensional und ohne Ableitungen gerechnet. Tabelle 3.2 gibt den
Aufwand p?N + v9p?M mit N = M = 1 und Tabelle 3.3 den Fehler (siche Satz 3.7.7) an.
Zusitzlich wurde @ =1 und 0 = 2 (v = 1/r) angenommen.

, p 5 6 7 8 9 10 11 12
1 250 432 636 1024 1458 2000 2662 3456
2 1125 1944 3087 4608 6561 9000 11979 15552
3 3500 6048 9604 14336 20412 28000 37268 48384
4 8125 14040 22295 33280 47385 65000 86515 112320

Tabelle 3.2: Analytischer Aufwand in Abhdngigkeit von dem Abbruchindex der Summenberechnung p und
der Anzahl der Subbozen v*

, p 5 6 7 8 9 10 11 12
2 102 102 10—3 10~ 1075 1075 10-6 10~ 7
3 103 104 1075 10-6 10~7 108 1079 10~10
4 1074 10~5 106 1077 108 1079 1010 10~

Tabelle 3.3: Analytischer Fehler in Abhdngigkeit von dem Abbruchindex der Summenberechnung p und der
Anzahl der Subbozen v*

Ist beispielsweise ein Fehler kleiner als 107 gewiinscht, konnen die optimalen Parameter
wie folgt bestimmt werden: Wird Tabelle 3.3 betrachtet, ist zu erkennen, dass es mehrere
Kombinationen mit einem Fehler kleiner als 10~7 gibt (beispielsweise p = 9, v = 3 oder
p =11, v =4). Wird fiir diese Kombinationen der Aufwand betrachtet (Tabelle 3.2), ergibt
sich die optimale Kombination mit minimalen Kosten fiir p =9 und v = 3.

“Dies ist eine Normierung, welche die Allgemeinheit nicht einschriinkt (siche Abschnitt 3.4).

5Wird nicht der d-dimensionale Einheitswiirfel betrachtet, muss die Formel modifiziert werden. Bei verschie-
denen Seitenléingen kann v = [ {/m| gesetzt werden, wobei m Anzahl der Subboxen ist. Handelt es sich um
einen Hyperwiirfel mit Seitenlange 6, ist die Anzahl der Subboxen (§/(r+/2/c))%, d. h. v = [§/(r/2/0)].
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Zum Vergleich werden in den Tabellen 3.4 und 3.5 der tatséchliche Fehler und der tat-
séchliche Aufwand (Laufzeit) fiir dieselben Parameter angeben.%

Fiir die tatsdchliche Genaugigkeit (Tabelle 3.4) wurde der absolute Fehler berechnet.
Der tatséchliche Aufwand (Tabelle 3.5) wurde durch die Laufzeit der Implementierung der

, p 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1073 1073 10~ 10~ 10~° 10~° 10~ 10~
2 104 10~ 10~° 107 107 10~8 109 1010
3 10-5 106 10-7 108 10—9 10-10 1011 1012
4 10— 107 10~8 102 10~10 10— 11 1012 1013

Tabelle 3.4: Tatsdchlicher Fehler in Abhdngigkeit von dem Abbruchindex der Summenberechnung p und der
Anzahl der Subbozen v?

schnellen Gauftransformation fiir Ableitungen bestimmt. Die Laufzeit wird in hundertstel
Sekunden angegeben.

, p 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.0006 0.001  0.0017  0.0038  0.0038  0.0048  0.0064  0.0083
2 0.0015 0.002  0.0037  0.0055  0.0077  0.0107  0.0142  0.0183
3| 0.0020 0.003  0.0051  0.0074  0.0107  0.0148  0.0197  0.0256
4| 0.0027 0.005  0.0073  0.0106  0.0151  0.0211  0.0280  0.0363

Tabelle 3.5: Tatsdchliche Laufzeit in Abhdngigkeit von dem Abbruchinder der Summenberechnung p und
der Anzahl der Subbozen v?

Beim Vergleich der in den Tabellen 3.3 und 3.4 angegebenen Fehler fillt auf, dass jeweils
der tatséichliche Fehler kleiner ist als der analytische. Dabei gibt es Unterschiede in der
Groflenordnung um bis zu drei Stellen.

Die tatséchliche Laufzeit verhélt sich ebenfalls so, wie es nach der Betrachtung des Auf-
wands zu erwarten war.

Die Kombination p = 9 und v = 3 ist eine gute Wahl.

3.8.2 Abhangigkeit von der Breite der Gaul3glocken

Alle Parameter der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen kénnen bestimmt werden,
wenn die Breite der GauBglocken o und eine Fehlerschranke 10~% gegeben sind. In diesem
Abschnitt wird untersucht, wie die Wahl getroffen werden kann.

5Der Testrechner und die Implementation sind die selben wie spiter in Kapitel 4 angegeben.
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Werden alle Subboxen ausgewertet, ist der Fehler der schnellen Gaufitransformation fiir
Ableitungen durch

\/E'MQ d—1 d " e (p_ 1 —‘rk)' ! rip d—l
(1—r)d <l> V2 - (p—1)! (p—k)!

mit Q = Zjvzl |\j| gegeben. Bleiben p, r konstant mit |a| = 0, héngt der Fehler nur noch

von der Summe der Gewichte @ ab.”
Die Seitenléinge der Subboxen ist 7 = r4/2/0. Ist die Bounding Box quadratisch mit
Seitenlénge §, konnen die Parameter » und p mit Hilfe von

0
wie in Abschnitt 3.8.1 beschrieben, gew#hlt werden.

Fiir sehr spitze GauBiglocken wird v sehr gro. Es gibt somit sehr viele (%) Subboxen.
Bereits fiir d = 2 und v = 32 sind es mehr als 1000, fiir d = 3 sogar mehr als 32 000. Es
sollte ggf. (je nach Leistung und Speicher des Rechners) eine obere Schranke fiir die Anzahl
der Subboxen festgelegt werden.

Die Laufzeit der Auswertung kann bei grolem v durch die Anzahl der Nachbarboxen pro
Richtung n begrenzt werden. Der Fehler bleibt unter der vorgeschriebenen Schranke, falls n

entsprechend gewihlt wird (siehe unten).
Der Boxfehler ist durch

QR€72r2n2

gegeben. Qg ist die Summe iiber die Gewichte |A;|, bei denen x; aus der Berechnung weg-
gelassen wird, und n gibt die Anzahl der Nachbarboxen pro Dimension an. Die Anzahl der
auszuwertenden Nachbarboxen n bei einem angestrebten Fehler kleiner als Q g10™F ist somit

durch
kIn 10
n >
- 212
gegeben.

Insgesamt koénnen 7, p und n auf die oben angegebene Weise so bestimmt werden, dass
der Fehler konstant und kleiner als Q10" ist.

3.8.3 Abhangigkeit vom Abstand der Punkte

Im Abschnitt 3.8.2 wurde gezeigt, dass alle Parameter der schnellen Gaufltransformation
fiir Ableitungen in Abhéngigkeit von ¢ und einer gegebenen Fehlerschranke gew#hlt werden

"Fiir A\; = 1/N bleibt der Fehler unabhiingig von der Anzahl der Quellpunkte N konstant.
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kénnen. In vielen numerischen Verfahren werden dquidistant verteilte Punkte verwendet.
Die Wahl von o kann von dem Abstand der Punkte h abhiingen, z. B. ¢ = 1/e2 mit € = ch
und einer positiven Konstanten c. Ein Beispiel ist das gegléttete Partikelverfahren (siehe
Kapitel 5). Die Parameter werden wie folgt bestimmt.

Fiir die Seitenlénge 7 der Subboxen gilt

F= r,’-\/2/—0' = rv2¢ = rv2ch.

Die Unterteilung in Subboxen einer quadratischen Bounding Box der Seitenldnge ¢ ist durch

Yo L\/(;ch-‘

gegeben. Die Parameter r, p und n kénnen wie in Abschnitt 3.8.1 und 3.8.2 beschrieben
gewihlt werden.

Der Fehler bleibt unabhéngig von dem Gitterabstand h und der Breite der Gaufiglocken
o = 1/(c®h?) konstant, falls die Parameter r, p und n konstant gewihlt sind. Lediglich die
Seitenlénge und Anzahl der Subboxen variiert in Abhéngigkeit von o und h.
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4 Numerische Resultate

Fiir jedes numerische Verfahren ist neben der theoretischen, auch die numerische Betrach-
tung des Fehlers und des Aufwands sehr wichtig. In diesem Kapitel soll die Effizienz der
schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen numerisch tiberpriift und ihre Rechengenau-
igkeit getestet werden. Die Implementation wurde deshalb in verschiedenen Testféllen ge-
priift. Die Testfille, ihre Durchfithrung und Ergebnisse werden in diesem Kapitel vorgestellt.

4.1 Testbedingungen

Die Algorithmen wurden mit der in Abschnitt 3.6 vorgestellten Optimierung implementiert.
Im Folgenden wird die Implementation zu Algorithmus 3.6 als fgtd_prepare und die zu
Algorithmus 3.7 als fgtd_eval bezeichnet. Mit dem Programm fgtd ist die Kombination aus
fgtd_prepare und fgtd_eval gemeint. Zum Vergleichen der Laufzeit und zur Bestimmung
des Fehlers wurde zusétzlich die Brute-Force-Methode bf (Algorithmus 3.8) implementiert.

Sofern nichts anderes angegeben wird, werden die im Folgenden beschriebenen Testbedin-
gungen verwendet. Im Allgemeinen ist die Raumdimension d = 3. Samtliche Werte werden
gerundet.

4.1.1 Testrechner

Der Testrechner ist ein 3,05 Gigahertz Pentium 4 mit 4 Gigabyte Arbeitsspeicher und 1
MB Cash. Der Rechner ist Teil eines Netzwerkes, daher muss davon ausgegangen werden,
dass nicht alle Ressourcen fiir die Berechnungen zur Verfiigung stehen.

Fiir die Ubersetzung wurde der g++ Compiler Version 3.3.5 mit Optimierungsstufe —04
verwendet.

4.1.2 Parameterwahl

In Abschnitt 3.8.1 wurde bereits fiir ¢ = 2 die Wahl der Parameter diskutiert. Als Ergebnis
wurde festgestellt, dass die Wahl von p = 9 und v = 3 fiir einen Fehler kleiner als Q10~7
optimal ist.! Aus diesem Grund werden sie im Folgenden verwendet.

Die Ableitung wird im Allgemeinen auf a = (0,...,d — 1) gesetzt. Wird die Berechnung
mit der Ableitung durchgefiihrt, steigt der Fehler der optimalen Parameter auf Q1072.

'Q ist die Summe der Gewichte |)\;|. Die FehlergroBe wurde mit Satz 3.7.7 bestimmt.
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4 Numerische Resultate

Die Auswertung erfolgt auf allen Subboxen.

4.1.3 Fehlerberechnung

Seien b € RM die Ergebnisse der Brute-Force-Implementierung und f € RM die der schnellen
Gaufitransformation fiir Ableitungen. Die Fehlerberechnung wurde wie folgt durchgefiihrt.
Der relative Fehler e, ist durch

bi - fz
er = max
" i=1,..., bz‘
und der absolute Fehler e, durch
€q = Z':IE.E?),(M |b; — £

gegeben.
Fiir den Fehler wird nur die Grolenordnung angegeben, um die Tabellen iibersichlicher
zu gestalten und die Entwicklung des Fehlers hervorzuheben.

4.1.4 Laufzeitbestimmung

Die Laufzeit wird mit Hilfe von C++-Bibliotheksfunktionen aus der time.h und sys/time.h
bestimmt.

Alle Zeiten in diesem Kapitel sind in Sekunden angeben. Die Messung der Zeiten erfolgt
in Micro-Sekunden.

Jede Berechnung wird zehnmal ausgefiihrt und die Laufzeiten werden gemittelt, um even-
tuelle Einfliisse (Verzogerungen) von anderen, auf dem selben Rechner zeitgleich laufenden,
Prozessen auszugleichen. Sie kénnen jedoch nicht ausgeschlossen werden.

4.1.5 Testpunkte

Die Bounding Box ist der d-dimensionale Einheitswiirfel.

Die Testpunkte sind Halton-Punkte. Die Berechnung des n-ten Halton-Punktes (H,(n))
zur Primbasis p erfolgt mit Hilfe von Algorithmus 4.1. Die Testpunkte haben jeweils die Form
(Hp,(n),...,Hp,(n)) mit paarweise verschiedenen Primzahlen p,...,ps. Die Gewichte \;
sind ebenfalls Halton-Zahlen zu einer weiteren Primzahl pgy.

Halton-Punkte sind paarweise verschieden und auf [0, 1] quasi-gleichverteilt.

In Abbildung 4.1 werden jeweils 500 Zufalls-2 bzw. Halton-Punkte dargestellt. Fiir diese
wurde die Primbasis p; = 2 und ps = 3 verwendet.

’Die Zufallspunkte wurden C++-Funktion rand() erzeugt und anschliefend auf das Intervall [0, 1] skaliert.
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Algorithmus 4.1 (halton_point): Bestimmt den n-ten Halton-Punkt zur Primbasis p

Input: p € N {Primzahl} A n €N
Output: r {H,(n)}

T« 0
if n =0 then
return

end if
1.0
f<—7
while n > 0 do
h«—n mod p
r—r+hf

n
n« 2
fei
d while
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(a) Zufalls-Punkte (b) Halton-Punkte

Abbildung 4.1: 500 Punkte im R?
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An Abbildung 4.1 ist die Gleichverteilung der Halton-Punkte deutlich zu erkennen, es
bilden sich, im Gegensatz zu den Zufallspunkten, keine Cluster.

Weitere Informationen tiber Halton-Punkte sind in [15] zu finden.

In realen Anwendungen ist die Anzahl der Quell- und Auswertungspunkte meistens etwa
gleich grof3. Die Quell- und Auswertungspunkte sind sogar oft identisch. Die Tests werden
daher unter diesen Bedingungen durchgefiihrt.

Mehrere Millionen Auswertungen sind in der Praxis keine Seltenheit. Wieviele Punkte
gerechnet werden konnen, hingt von dem zur Verfiigung stehenden Speicher und der Pro-
zessorleistung ab.

4.2 Anzahl der Punkte

Der Hauptgrund fiir den Einsatz der schnellen Gaufftransformation fiir Ableitungen ist ihre
gute Performance. Diese allein reicht jedoch nicht aus, da ebenfalls ein gutes Ergebnis erzielt
werden muss. Der Fehler und die Performance héngen von verschieden Parametern ab. In
diesem Abschnitt werden sie fiir feste Wahlen von r, p und v mit steigender Anzahl der
Quell- und Auswertungspunkte untersucht.

Neben den oben genannten Parametern wird zusétzlich die Wahl p = 8 und v = 2
betrachtet.

4.2.1 Fehler

Der Fehler der schnellen Gauftransformation fiir Ableitungen bei steigender Anzahl der
Quell- und Auswertungspunkte wird in Tabelle 4.1 angegeben. Der analytische Fehler wurde
mit Hilfe von Satz 3.7.7 bestimmt. Er ist durch Q10! bzw. Q102 gegeben.

An der Fehlerentwicklung in Tabelle 4.1 ist zu erkennen, dass der Fehler insgesamt bei
steigender Punktanzahl zunimmt. Dies wird hauptséchlich durch den Faktor @ ~ N/2
beeinflusst.

Der Unterschied in der Groflenordnung zwischen dem analytischen und den tatséchlichen
Fehlern bleibt etwa konstant. Er liegt im Schnitt bei ca. sechs Stellen. Der Einfluss von Run-
dungsfehlern ist somit verhéltnisméfig klein. Insgesamt ist der tatsédchliche Fehler wesentlich
kleiner als zu erwarten war.

Nach der theoretischen Fehlerbetrachtung sollte die zweite Parameterwahl um etwa drei
Stellen genauer rechnen als die erste. Dies ist der Fall.

Insgesamt kann der Fehler nur in Abhéngigkeit von () bestimmt werden. Ist die Groflen-
ordnung von () bekannt, konnen die Parameter entsprechend gewéhlt werden, so dass die
gewiinschte Genauigkeit erreicht wird.
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4 Numerische Resultate

fgtd (p =8 und v = 2) fgtd (p =9 und v = 3)

N = M | Analytisch Absolut Relativ | Analytisch Absolut Relativ
200 102 10-3 10—3 109 106 106
400 103 1073 1074 10° 10~ 1077
600 10° 1073 1074 10° 106 10-7
800 103 10-3 10—3 109 106 10—°

1000 103 1073 107! 10! 10~ 1075
2000 103 10-3 10—3 10! 106 106
4000 104 1072 1072 10! 106 10~
6000 10* 10—2 10—3 10! 106 106
8000 104 1072 1073 10! 107° 10~
10000 104 10—2 10—2 102 10—° 106
12000 104 1072 107! 102 107° 1075
14000 104 10—2 10~2 102 10—° 106
16 000 104 1072 1072 102 107° 10~
18000 10* 10~2 10~2 102 10~® 10—6
20000 10° 10—2 10—2 102 10—° 10—°
50000 10° 107! 107! 102 1075 1075
100000 10° 101 10t 102 10~ 10—°

Tabelle 4.1: Fehler in Abhdngigkeit von der Anzahl der Quell- und Auswertungspunkte

4.2.2 Performance

Die Laufzeit der beiden Parameterwahlen der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitun-
gen und die der Brute-Force-Methode wird in Tabelle 4.2 aufgefiithrt. Zusétzlich wird der
Geschwindigkeitsfaktor G angegeben. Er wird durch

t_fgtd

O DI falls t_bf < t_fgtd
' — sonst

bestimmt, wobei G gerundet wird. t_fgtd und t_bf sind die Laufzeiten der Funktionen fgtd
und bf. Der Faktor gibt somit an, dass die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen G
mal schneller als die Brute-Force-Methode ist.

Die Laufzeit der Brute-Force-Implementierung nimmt tatséchlich nichtlinear zu. Wird die
Anzahl der Punkte verzehnfacht, steigt die Laufzeit um einen Faktor 100 an (sieche Tabelle
4.2 7. B.N=M =1000 und N = M = 10000).

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen hat in der Realitdt tatséchlich nur li-
neare Laufzeit. Der Geschwindigkeitsfaktor steigt ebenfalls linear an.

Die Differenz der Laufzeit beider Programme ist erstaunlich hoch, bereits bei 400 bzw.
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bf fgtd (p =8 und v = 2) fgtd (p =9 und v = 3)
N =M Zeit Zeit G Zeit G
200 0.0071 0.0096 - 0.0418 -
400 0.0286 0.0191 1 0.0836 -
600 0.0656 0.0285 2 0.1281 -
800 0.1156 0.0386 3 0.1652
1000 0.1819 0.0491 4 0.2072 -
2000 0.7244 0.0950 8 0.4184 2
4000 2.9034 0.1887 15 0.8354 3
6 000 6.5094 0.2806 23 1.2385 )
8000 11.6354 0.3803 31 1.6720 7
10000 18.2025 0.4750 38 2.0931 9
12000 26.2199 0.5718 46 2.5157 10
14000 35.7310 0.6686 53 2.9187 12
16 000 46.4547 0.7563 61 3.3012 14
18000 59.0739 0.8590 69 3.7755 16
20000 73.0214 0.9537 7 4.1664 18
50000 456.9920 2.3792 192 10.4886 44
100 000 1828.1900 4.7563 384 20.9087 87

Tabelle 4.2: Laufzeit in Abhdngigkeit von der Anzahl der Quell- und Auswertungspunkte

2000 Punkten (je nach Parameterwahl) ist die schnelle GauBtransformation fiir Ableitungen
schneller als die Brute-Force-Implementierung. Wird die Laufzeit der Brute-Force-Methode
hochgerechnet, steigt sie bei zehn Millionen Punkte auf ca. 5000 Stunden (etwa 208 Tage).
Solche Berechnungen sind praktisch nicht mehr moglich. Im Vergleich benétigt die schnelle
Gaufitransformation fiir Ableitungen nur 8 bzw. 37 Minuten.

Das Verhiltnis der Laufzeiten der beiden Parameterwahlen bleibt bei steigender Anzahl
der Punkte konstant. Die Laufzeit der ersten ist immer um das Vierfache geringer. Der Ein-
fluss der Wahl der Parameter auf die Laufzeit kann somit fiir kleinere Punktzahlen bestimmt
und auf grofere hochgerechnet werden. Auf diese Weise kann die Laufzeit grofierer Proble-
me bereits vor der eigentlichen Berechnung fiir verschiedene Parameterwahlen abgeschétzt
werden.

Die Aussage der Tabelle 4.2 wird in Abbildung 4.2 graphisch verdeutlicht. Die Linearit &t
der schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen ist, genau wie das quadratische Verhalten
der Laufzeit der Brute-Force-Methode, deutlich zu erkennen.

Das Verhiiltnis zwischen der Laufzeit der Funktionen fgtd_preprare und der fgtd_eval
wird in Tabelle 4.3 dargestellt. Es wurde die Summe iiber N Quellpunkte an einem Aus-
wertungspunkt gebildet.
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4 Numerische Resultate

— fgtd p=8 v=2
— fgtd p=9 v=3
— bf

Sekunden

.
2000 3000 4000
Anzahl der Punkte

Abbildung 4.2: Performance

An der Werten aus Tabelle 4.3 ist deutlich zu erkennen, dass die Laufzeit der fgtd_eval
nicht von der Anzahl der Punkte abhéngt, sie bleibt konstant. Die Laufzeit der Funktion
fgtd_prepare steigt linear mit der Anzahl der Quellpunkte an.

4.3 Break Even

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen lohnt sich erst ab einer bestimmten An-
zahl von Auswertungen. Es ist niitzlich zu wissen, wieviele Auswertungen fiir verschiedene
Wahlen von p, v und N benétigt werden. Tabelle 4.4 gibt den Break Even an. Neben dem
numerischen wird in Tabelle 4.4 auch der analytische Break Even dargestellt. Wird der
Break Even nie erreicht, wird dies mit dem Minussymbol markiert.

Seien t_fgtd_prep, t_fgtd_eval und t_bf die gemittelten Laufzeiten der Funktionen
fgtd_prep, fgtd_eval und bf fiir N Quell- und einen Auswertungspunkt. Der numerische
Break Even be, lautet, falls t_fgtd_eval < t_bf gilt,

be, := [t_fgtd_prep/(t_bf —t_fgtd_eval)].

Im anderen Fall wird der Break Even nie erreicht.
Der analytische Break Even be, ist durch den Schnittpunkt der beiden Geraden

M— NM Analytischer Aufwand der bf
M — pN + vt M Analytischer Aufwand der fgtd

PN
beg := N i

bestimmt. Er ist durch
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fgtd_prepare fgtd_eval
N | p=8undv=2 p=9undv=3]| p=8undv=2 p=9undv=3
2000 0.0119 0.0171 0.0001 0.0003
4000 0.0238 0.0344 0.0001 0.0003
6000 0.0393 0.0513 0.0001 0.0003
8000 0.0478 0.0685 0.0001 0.0003
10000 0.0593 0.0857 0.0001 0.0003
12000 0.0712 0.1026 0.0001 0.0003
14000 0.0864 0.1231 0.0001 0.0003
16 000 0.0950 0.1368 0.0001 0.0003
18000 0.1068 0.1537 0.0001 0.0003
20000 0.1185 0.1729 0.0001 0.0003
50000 0.2967 0.4249 0.0001 0.0003
100000 0.6313 0.8636 0.0001 0.0003
500000 3.1855 4.2668 0.0001 0.0003
1000000 5.8441 8.4137 0.0001 0.0003
5000000 29.3359 42.4881 0.0001 0.0003
10000 000 58.7618 84.2599 0.0001 0.0003
Tabelle 4.3: Laufzeit der Funktionen fgtd_prepare und fgtd_eval in Abhdngigkeit von der Anzahl der

Quellpunkte

gegeben, falls be, > 0. Andernfalls wird der analytische Break Even nie erreicht.

An den Werten aus Tabelle 4.4 ist deutlich zu erkennen, dass der Break Even numerisch
sehr viel frither erreicht wird als dies nach den analytischen Werten zu erwarten war. Dieses
Ergebnis kommt dadurch zustande, dass die reale Laufzeit nicht nur von den Flops, sondern
auch von den verwendeten Funktionen abhéngt. Bei der Brute-Force-Methode wird die teure
Exponentialfunktion (exp) viel hdufiger verwendet als bei der schnellen Gaufitransformation
fir Ableitungen.?

4.4 Raumdimension

Die Verdnderung der Laufzeit der Funktionen fgtd und bf beziiglich der Raumdimensi-
on wird in Tabelle 4.5 dargestellt. Zusétzlich wird der Aufwand der Funktionen in Flops
angegeben.? Es wird mit N = M = 50000 Punkten gerechnet.

3Bei der Brute-Force-Methode wird die Exponentialfunktion NM mal, bei der schnellen GauBtransforma-
tion fiir Ableitungen nur M mal aufgerufen.

“Der Aufwand fiir die Brute-Force-Methode ist O(NM), der von der schnellen GauBtransformation fiir
Ableitungen O(p? N + v%p? M) (vergleiche Abschnitt 3.5).

60



4 Numerische Resultate

p=38 p=29
v=2 v=3 v=4 v=2 v=3 v=4

N | be, be, | bey, be, | ben, be, | be, be, | bey, be, | be, be,
2000 | 44 -1 52 -1 222 - 62 -1 125 - - -
4000 | 39 - | 46 - 76 - 61 - 82 - | 226 -
6000 | 37 1614 | 41 - 51 - 59 26036 | 66 - 95 -
8000 | 36 1050 | 39 - | 45 - 53 2691 65 - 83 -
10000 | 35 868 | 38 - 42 - 54 1750 | 58 - 69 -
12000 | 35 778 | 37 - | 40 - 52 1419 | 54 - 64 -
14000 | 37 724 | 32 40728 | 33 - | 115 1250 | 46 -1 133 -
16000 | 34 689 | 36 3765 | 41 - 51 1148 | 52 - 60 -
18000 | 34 663 | 35 2207 | 38 - 51 1079 | 52 - 59 -
20000 | 34 644 | 35 1659 | 37 - 50 1030 | 51 45994 | 58 -

50000 | 30 558 | 31 708 | 31 1486 | 44 826 | 44 1203 | 46 10901
100000 | 30 534 | 31 995 | 31 762 | 44 775 | 44 908 | 45 1367

Tabelle 4.4: Break Even der schnellen Gauftransformation fir Ableitungen

bf fgtd
d Zeit Flops (in Mio.) Zeit Flops (in Mio.)
2 448.261 2500 0.3936 41
3 464.511 2500 10.4172 1021
4 491.189 2500 332.1150 26 900

Tabelle 4.5: Laufzeit und Aufwand in Abhdngigkeit von der Raumdimension d

Die Ergebnisse aus Tabelle 4.5 verdeutlichen, dass der Aufwand der schnellen Gauf3trans-
formation fiir Ableitungen exponentiell von der Raumdimension abhéngt. Der Aufwand und
die Laufzeit steigen stark mit der Raumdimension an. Der in der Raumdimension exponen-
tielle Aufwand kommt durch das verwendete Boxsystem und durch die Anzahl der Momente
zustande.

Im Gegensatz dazu héngt die Brute-Force-Methode nur linear von der Raumdimension
ab. Ihre Laufzeiten variieren nur leicht, da die Raumdimension nur die Berechnung der Norm
beeinflusst.

Auffillig ist, dass die schnelle Gaultransformation fiir Ableitungen bei Raumdimension
d = 4 einen grofleren analytischen Aufwand hat, aber dennoch deutlich schneller als die
Brute-Force-Methode ist. Ausschlaggebend hierfiir ist die seltenere Verwendung der Expo-
nentialfunktion.
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4.5 Anzahl der Nachbarboxen

In Abschnitt 3.8.2 wurde besprochen, dass die Anzahl der Subboxen v¢ bei einem grofien v
beschrinkt werden sollte. In diesem Abschnitt wird der Fehler der schnellen Gaufltransfor-
mation fiir Ableitungen bei konstanten p = 9 und v = 4 in Abhéngigkeit von der Breite der
GaufBglocken o und der Anzahl der Nachbarboxen (2n + 1)% untersucht.

In Tabelle 4.6 wird der absolute Fehler des Verfahrens bei der Auswertung von N = M =
10000 Punkten angegeben. Die Bounding Box wurde in v® = 64 Subboxen unterteilt.

. K 0 1 > 92
10000.0000 1078 10%8 1028
1000.0000 1015 1015 1015
100.0000 10 103 10
10.0000 10 10 102
1.0000 10 10 108
0.1000 102 102 10-12
0.0100 100 100 10-14
0.0010 102 102 10-16
0.0001 104 104 10-18

Tabelle 4.6: Einfluss der Anzahl der bei der Berechnung beriicksichtigten Nachbarbozen (2n 4 1)% und des
Skalierungsfaktors der Gaufiglocken o auf den Fehler

Die Werte der Tabelle 4.6 zeigen, je grofler o ist, desto ungenauer wird die schnelle Gauf3-
transformation fiir Ableitungen. Die Hauptursache fiir den teilweise sehr groflen Fehler ist,
dass bei der Berechnung p und v konstant geblieben sind, aber r durch o gedndert wurde. Ein
kleines r verringert den Fehler, ein grofles vergréflert ihn. Fiir o = 10000 ist r» = 17.6777, die
Fehlerabschétzung (Satz 3.7.7) ist aber nur fiir r €]0, 1] definiert. Die theoretische Fehler-
grofle kann somit nicht bestimmt werden.

Rechenungenauigkeiten sind ein weiterer Grund fiir den groflen Fehler. Fiir ¢ — oo geht
el — 0. Aufgrund der Rechengenauigkeit des Computers wird e—ollzl3 Null. Dieses
Problem hat allerdings nicht nur die schnelle Gaufltransformation fiir Ableitungen, son-
dern auch die Brute-Force-Methode. Der tatsichliche Fehler (ohne Rundungsfehler) kann
somit flir sehr grofle o nicht genau bestimmt werden. Die schnelle Gaufitransformation fiir
Ableitungen hat jedoch fiir ¢ — oo zusétzlich den Nachteil, dass die Momente

1 O 5
Ap = il ZlAj(\/E(xzj —c))

gleichzeitig sehr groff werden. Aus diesem Grund wird das Verfahren fiir groffe ¢ numerisch
instabil.
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Je grofler o ist, desto spitzer werden die einzelnen Gauflglocken. Dadurch beeinflussen
entfernte Punkte das Ergebnis immer weniger. Insgesamt werden bei einem grofleren o
weniger Subboxen fiir ein gutes Ergebnis bendttigt.

Die Laufzeiten der Funktion fgtd_prepare und fgtd_eval héngen nicht von dem Gewich-
tungsfaktor ¢ der Gaufiglocken ab, da v konstant bleibt. Sie variieren nur in Abhéngigkeit
von n.

4.6 Gitterbreite

In Abschnitt 3.8.2 wurde gezeigt, dass der Fehler der schnellen Gaufitransformation fiir Ab-
leitungen bei einer festen Wahl von r und p konstant bleibt. Dies soll in diesem Abschnitt
numerisch iiberpriift werden. Fiir die Uberpriifung der Konstantz des Fehlers ist die Raum-
dimension nicht interessant. Es wird deshalb im Folgenden zweidimensional gerechnet, um
Ressourcen zu sparen.

Die Parameter werden in Abhéngigkeit von der Gitterbreite A und einer positiven Kon-
stanten ¢ gewihlt (vergleiche Abschnitt 3.8.3). Tabelle 4.7 gibt die Parameter o = 1/(c2h?)
und v = [1/(rv/2ch)] sowie den absoluten Fehler an. Es wurden die Parameter p = 9,
r = 0.25 und n = 20 verwendet. Der Fehler sollte somit nach Satz 3.7.7 kleiner als 1078
sein, da ohne Ableitungen gerechnet wird.

N = 100° N = 2007 N = 3002

h = 0.0101 h = 0.0050 h = 0.0033
c o v Fehler o v Fehler o v  Fehler
1 9801.00 280 10713 39601.00 562 10713 89401.00 845 10~
2 2450.25 140 10712 9900.25 281 1073 22350.20 422 10713
4 612.56 70 107'2 2475.06 140 10713 5587.56 211 10713
6 272.25 46 107!2 1100.03 93 10712 2483.36 140 107'3
8 153.14 35 1071!2 618.77 70 107'2 1396.89 105 10712
10 98.01 28 107'2 396.01 56 107'2 894.01 84 10712
12 68.06 23 10712 275.01 46 10712 620.84 70 10712
14 50.01 20 107!2 202.05 40 107'2 456.13 60 10713
16 3829 17 10~ 154.69 35 10712 349.22 52 10712
18 3025 15 10~ 122.23 31 10712 275.93 46 10712
20 2450 14 10~ 99.00 28 1072 22350 42 10712

Tabelle 4.7: Fehler und Parameter in Abhdngigkeit von ¢ und der Anzahl der Punkte

An den Ergebnissen aus der Tabelle 4.7 ist deutlich zu erkennen, dass der Fehler fiir
wachsende Anzahl von Punkten und unterschiedliche o tatséchlich konstant bleibt. Da n =
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20 gesetzt wurde, ist die Auswertung in den meisten Féllen nur auf einem Teil der Subboxen
erfolgt. Der kleinere Fehler bei groflen o ist darin begriindet, dass die Gaufiglocken sehr
spitz werden und weniger Subboxen fiir ein gutes Ergebnis benotigt werden. Das Verfahren
arbeitet also auch fiir grofle o genau, falls die Unterteilung in Subboxen fein genug ist. Die
Laufzeit steigt allerdings bei einer grofleren Anzahl von Subboxen an.

Insgesamt ist die schnelle Gautransformation fiir Ableitungen schneller: Die Laufzeit fiir
den Fall ¢ = 1 und N = 3002 liegt bei weniger als einer Minute. Die Brute-Force-Methode
benétigt fiir die gleiche Auswertung etwa eine Stunde.

4.7 Daten

Der Einfluss der Daten x; auf den Fehler der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen
wird im Folgenden untersucht.

Zusétzlich zu den Halton-Punkten werden Zufallspunkte, geclusterte und dquidistant ver-
teilte Punkte betrachtet. Die Zufallspunkte werden mit der C++-Funktion rand() erzeugt
und anschlieBend auf das Intervall [0, 1] skaliert.

In Tabelle 4.8 wird der relative Fehler angegeben. Es wurden insgesamt 172 = 4913
Auswertungen bei ebenso vielen Quellpunkten ausgefiithrt und die Parameter p = 9, r = 0.25
und \; = 1/4913 verwendet.

o =0.01 oc=1 o =100

v=1 v=3 v=29
Daten n =20 n =20 n >1 n =20 n =3 n > 14
Halton | 4.60- 10~ 0.955033 1.44-10—1 0.965226 0.313796 1.12-107°
Zufall | 4.76- 10714 0.961725 1.28-10~1! 0.973899 0.406368 4.60-10~19
Gitter | 4.90- 10~ 0.964972 3.07-1071° 0.963447 0.383820 2.55-107°
Cluster | 4.77-10714 0.999698 2.22-10710 0.998000 0.870093 9.07-10~19

Tabelle 4.8: Relativer Fehler bei der Auswertung mit verschiedenen Daten

Es ist zu erkennen, dass der Fehler tatsdchlich verschieden grof ist. Die Differenzen sind
jedoch sehr gering. Sie sind in unterschiedlichen Funktionswerten begriindet. Der Fehler,
der durch die Punktpositionen entsteht, ist somit nicht relevant und kann vernachléssigt
werden.

Unterschiede gibt es allerdings in der Laufzeit: Die Auswertung der geclusterten Punkte
erfolgt bei ¢ = 100 und v = 29 in der Hilfte der Laufzeit der anderen. Dies liegt daran,
dass einige Subboxen leer bleiben und sie deshalb nicht ausgewertet werden.
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4.8 Optimierungsstufen

Der C++-Compiler g++ bietet verschiedene Optimierungsstufen an. Die Auswirkungen der
Optimierungsstufen auf die Laufzeit und das Ergebnis der Funktion fgtd zeigt Tabelle 4.9.

Mit den in Abschnitt 4.1 angegebenen Parametern wurden N = M = 10000 Auswertungen
durchgefiihrt.

ohne -0 —02 —03 —04

Zeit 15.5183 4.68928 4.12116 3.99037 3.76439
Fehler | 2.10418-10~6 2.10418-10~% 2.10418-10~% 2.10418-10~% 2.10418-10~°

Tabelle 4.9: Einfluss der Optimierungsstufen des Compilers auf die Laufzeit und den Fehler

An den Werten aus Tabelle 4.9 ist zu erkennen, dass die Optimierung keine Rechenunge-
nauigkeiten verursacht. Die Laufzeit sinkt mit zunehmender Optimierung. Das Programm
wird mit der Optimierungsstufe —04 um etwa das Vierfache schneller. Es muss beachtet wer-
den, dass dies zum grofiten Teil an der Verwendung eines Makros fiir die Raumdimension
liegt. Durch dieses Makro konnen viele Schleife beim Compilieren aufgelost werden.

Es lohnt sich in jedem Fall, die Optimierungsmoglichkeiten des Compilers auszunutzen.
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5 Anwendung in dem geglatteten Partikelver-
fahren fur lineare Erhaltungsgleichungen

Die Stréomungsmechanik beschreibt und untersucht das typische Verhalten von Fluiden!.
Ihre Anwendungen sind sehr vielfiltig, sie wird beispielsweise bei der Konstruktion von
Flugzeugen oder der Verfolgung von Meeresstromungen eingesetzt. Das gegldttete Partikel-
verfahren fiir lineare Erhaltungsgleichungen ist ein Verfahren der Stromungsmechanik.

In diesem Kapitel werden zunéchst die benétigten stromungsmechanischen Grundlagen
aufgefithrt und die Motivation fiir das gegléttete Partikelverfahren gegeben, anschlielend
wird das Verfahren beschrieben. An einem Beispiel werden der Einsatz der schnellen Gauf3-
transformation fiir Ableitungen untersucht und die Eigenschaften des Partikelverfahrens
numerisch iiberpriift.

Die Sétze und Aussagen in diesem Kapitel basieren auf den Inhalten der Vorlesung Parti-
kelverfahren von WENDLAND (siehe [3]). Dort sind auch die zugehorigen Beweise zu finden.

5.1 Stromungsmechanische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die wichtigen stromungsmechanischen Begriffe und Kenngrofien
eingefiihrt.

5.1.1 Kenngrofien

Es sei Q € R mit d = 2,3 ein Gebiet, welches mit Fluiden gefiillt ist. Auf dem Raum-Zeit-
Gebiet  x [0,T] werden die folgenden Kenngroflen definiert:

e Die Geschwindigkeit: u : Q x [0,T] — R?
e Die Dichte: p: Q x [0,7] — R}
e Der Druck: p: Q x [0,7] — R

Aus diesen Grofien konnen weitere abgeleitet werden, beispielsweise die Masse m:

m(W,t) .= /W p(x,t)dx

'Fluide kinnen sowohl Fliissigkeiten als auch Gase sein.
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5 Anwendung in dem geglatteten Partikelverfahren fur lineare Erhaltungsgleichungen

In diesem Kapitel bezeichnet u immer ein Vektorfeld, p ein Skalarfeld, z € R¢ einen Ort
und ¢ € [0,7] eine Zeit.

5.1.2 Partikelbahnen

Die oben aufgefithrte Art Fluide zu beschreiben, entspricht der Eulerschen Sichtweise: Es
wird ein fester Beobachtungspunkt z € ) gewahlt, an dem die relevanten Groflen zeit-
abhéingig beobachtet werden. Die Eulersche Sichtweise beschreibt ein festgelegtes, globales
Koordinatensystem.

Im Gegensatz zu der Eulerschen Sichtweise wird bei der Lagrangeschen das Fluid als
Kollektiv von Fluid-Elementen angesehen, die sich frei bewegen und verformen koénnen.
Jedem dieser Elemente werden die relevanten Gréflen zugeordnet.

Die Sichtweise hat Einfluss auf die rdumliche Diskretisierung. Nach Lagrange wird das
Gebiet durch Partikel diskretisiert, die sich in der Zeit bewegen kénnen. Die Groflen wer-
den durch Linearkombinationen der Partikel formuliert. Es werden Partikelbahnen X (t)
betrachtet. X (¢;xz¢,tp) gibt die Position des Partikels zur Zeit ¢ an, welches zur Zeit t¢ an
der Position x¢ war. Dann erfiillt X (t) = X (¢; zg,to) die gewohnliche Differentialgleichung?

X(t) = u(X(t),1)
X (to) = =o.

Nach dem Satz von Peano (siehe [3]) existiert die Losung dieser Differentialgleichung, falls
u e C(Qx1[0,T]), (xo,to) € 2 x [0,7] und u in = lokal Lipschitz-stetig ist.
5.1.3 Erhaltung der Masse
In der Stromungsmechanik gibt es drei wichtige Erhaltungsgleichungen:

e Die Erhaltung der Masse

e Die Erhaltung des Impulses

e Die Erhaltung der Energie

Der fundamentale Grundsatz der Massenerhaltung besagt, dass Masse bei inkompressiblen
idealen Fliissen im zweidimensionalen Raum weder erzeugt noch zerstort werden kann. Nach
Newtons 2. Gesetz kann die Anderung der Masse in einem beliebigen Teilgebiet W C € nur
iiber den Rand von W erfolgen.

Die Erhaltung der Masse ist durch

dp . _
Fn + div(pu) =0

2Mit X (t) ist die Ableitung nach der Zeit gemeint, es gilt also X (t) := % X (¢).
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5 Anwendung in dem geglatteten Partikelverfahren fur lineare Erhaltungsgleichungen

gegeben.
Weitere Informationen iiber die Erhaltungsgleichungen sowie der Beweis der Massener-
haltungsgleichung finden sich in [3].

5.2 Das geglattete Partikelverfahren fur lineare Erhaltungsglei-
chungen

In diesem Abschnitt wird das gegléttete Partikelverfahren fiir lineare Erhaltungsgleichun-
gen vorgestellt. Die Herleitung sowie Details iiber die Existenz von Losungen und Konver-
genzaussagen sind bei WENDLAND [3] zu finden.

Das geglattete Partikelverfahren approximiert die Losung von linearen Erhaltungsglei-
chungen, z. B. der Massenerhaltungsgleichung, unter bestimmten Vorausetzungen.

5.2.1 Motivation

Im Allgemeinen ist die Dichte p abhéngig von dem Geschwindigkeitsfeld u, sodass die Mas-
senerhaltungsgleichung nichtlinear ist. Das macht die Losung von Erhaltungsgleichungen
theoretisch und numerisch schwierig. Beim gegldtteten Partikelverfahren wird angenom-
men, dass die Erhaltungsgleichung linear und das Geschwindigkeitsfeld u gegeben ist. Es
muss lediglich die Dichte p bestimmt werden.

Diese Annahmen machen beispielsweise in folgender Situation Sinn: Angenommen, p gibt
die Konzentration von Tracer-Elementen in einer Fliissigkeit an. Dabei sind die Tracer-
FElemente so klein, dass sie keinen Einfluss auf die Geschwindigkeit und das Verhalten der
Fliissigkeit haben. Ein Beispiel ist die Verfolgung von Schmutzpartikeln in einem Fluss.

5.2.2 Glattungsfunktion

In dem Verfahren werden gegliittete Partikel (sogenannte Partikel Blobs) verwendet. Die
Idee ist, die distributionelle Lésung mit einem glatten Blobkern (. zusammenzufassen.

¢ ist eine Glattungsfunktion (auch Cutoff-Funktion genannt), welche die folgenden Eigen-
schaften erfiillt:

Definition 5.2.1. Eine Cutoff-Funktion ¢ : R* — R ist von der Ordnung k € N, falls
o (€ C(RY)NL(RY),
o [pal(x)dx =1,
. fRdmaC(a:)dx =0 firl<|a|<k-1,

o [oallz|5]¢(x)] da < 0.
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Die Funktion ( fillt entweder sehr schnell ab oder sie hat einen kompakten Trager. Ist
eine Cutoff-Funktion der Ordnung k, ist (.(x) = e~%((z/¢) ebenfalls von der Ordnung k.
Ein Beispiel fiir eine Gléattungsfunktion vierter Ordnung ist

2
a _ 2 1 _ 2/.2 .
((z) = P e 1)6 llzll me lz2/a mit ¢ € R und a # 0,1, —1.

5.2.3 Verfahren

Das geglattete Partikelverfahren fiir lineare Erhaltungsgleichungen approximiert die Losung
von Differentialgleichungen der Form

Op + div(pu) + ugp =0
p(vo) = Po-

Hier sind u : R? x [0,00[— R? wug : R x [0,00[— R und py : R — R gegeben und
p: R% x [0, 00[— R ist gesucht.
Die Losung des Partikelverfahrens wird durch

pl(x,t) =) ()l — X;(t))

jezs
dargestellt, wobei «;(t) und X;(t) durch Losen der gewohnlichen Differentialgleichungen
X;(t) = u(X;(t).t)
i(0) = z;
und

aj(t) = —uo(X;(t), t)a;(t)

gegeben sind. Die beiden Systeme konnen getrennt gelost werden.
Die rdumliche Diskretisierung wird durch den Parameter h gegeben. Die Breite des Blobs
wird durch e gesteuert.

5.2.4 Fehlertheorie

Der Fehler, der durch das gegldttete Partikelverfahren entsteht, kann wie folgt abgeschiétzt
werden.
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Satz 5.2.2. ( sei eine Cutoff-Funktion der Ordnung k, die ¢ € W 2NW{™ mit m > d erfillt.
Ferner seien u,uy € Loo(0,T; WL (RY) und u € C(R? x [0,T]) mit | = max{m,k}. Falls
po € Wé(Rd) gilt, existiert eine Konstante C' = Cp > 0 so, dass

h m
I060) = by < € {Hlmlgian + () ool |

fir alle t € [0, 7).

Um einen kleinen Fehler zu erhalten, miissen sowohl € als auch h/e klein sein. Beide
Faktoren sollten kleiner als 1 sein, da sie potenziert werden. Es ist somit sinnvoll, € in
Abhéngigkeit von h zu wéhlen.

5.3 Beispiel: Rotierender Kegel

Als Beispiel fiir die Anwendung des gegléitteten Partikelverfahrens fiir lineare Erhaltungs-
gleichungen wird ein rotierender Kegel betrachtet.
Neben der Beschreibung der verwendeten Daten, der Visualisierung und der Implementie-
rung werden in diesem Abschnitt die numerischen Eigenschaften des Verfahrens iiberpriift.
Es wird zweidimensional gerechnet (d = 2). Die Systeme der gewohnlichen Differential-
gleichungen fiir X (¢) und «;(¢) kénnen durch explizite Verfahren numerisch gelést werden.
Hier wird das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung verwendet.

5.3.1 Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4
Gegeben sei eine Anfangswertaufgabe 1. Ordnung:
y=fy(t),1)
y(to) = yo.

Das Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4 berechnet eine Niherung y,, fiir den Wert y(¢,,)
der Losung y im Punkte ¢, = t,,_1 + 7, wobei 7 gegeben ist.

Mit jeweils derselben Formel wird von yg ausgehend eine Ndherung y; berechnet, wobei
t1 = tg + 7 ist, dann yo usw..

Die Vorschrift fiir das Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4 lautet:

1
Yn = Yn—1 + Tk kZé(k‘1+2k2+2k3+k54)
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mit
:f(yn lanl)
T
= n— kan
f(y 1+21 1+2)
ks = f(yn—1+ kz,n1+ )

ks = f(yn—1 + kas, n—1+ 7')-

Weitere Verfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben sind in [16] zu finden.

5.3.2 Anfangswerte und Glattungsfunktion

Die Startpositionen z; der Partikel liegen auf einem uniformen Gitter der Gitterbreite h > 0,
d. h. es gilt
zj=jh  mitjeJcz

Die Anfangswerte o;(0) sind durch

a;j(0) = hpo(x;) = h*po(;)

gegeben.
Es wird die Gléattungsfunktion zweiter Ordnung
1 2
— —ellzl2
(@) =~

verwendet, somit ist

C(z) = %efnxu%/e%

me
Die Testdaten sind wie folgt gegeben:

e up = 0, das heifit insbesondere, dass die a; nicht neu berechnet werden miissen,
e u(z,t) = (—x2,X1), also unabhéingig von ¢,
e po(x) = ¢(||z — al|2/0.25), wobei a = (0.5,0)” und

xz firx >0

o(r)=01- r)i(élr +1) mit ()4 = {
0 sonst
Mit diesen Daten sollte das Bild eines gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung rotie-
renden Kegels entstehen. Der Kegel sollte zur Zeit ¢ = 0 die Hohe 1, den Durchmesser 0.25
und den Mittelpunkt (0.5,0)7 haben. Nach einer Zeit von ¢t = k27 mit k € N sollte der
Kegel wieder seine urspiingliche Position erreichen.
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5.3.3 Visualisierung

Die Visualisierung der Losung erfolgt durch Auswerten von p?(-,t) fiir eine feste Zeit t €
[0,7] auf einem feinen Gitter. Die Gitterpunkte und die dazugehérenden Funktionswerte
werden im vtk-Format® in eine Datei geschrieben. Mit dem Programm Paraview lassen sich
daraus die Grafiken erzeugen.

5.3.4 Implementierung

Die «; miissen nicht neu berechnet werden, aus diesem Grund sind sie fiir alle Punkte
auBerhalb des Kegels zu jeder Zeit ¢t Null. Es sollten nur die Punkte mit a; # 0 in die
Berechnung einbezogen werden, die Laufzeit wird dadurch signifikant verringert.

Das Runge-Kutta-Verfahren kann speichersparend implementiert werden: Fiir die Spei-
cherung der Werte k1, ..., k4 reichen zwei anstatt vier zweidimensionale Arrays aus.

Der Quellcode sollte zusétzlich mit Hilfe der in Abschnitt 3.6.3 vorgestellten Strategien
optimiert werden.

5.3.5 Numerische Resulate

Die Testbedingungen entsprechen denen, die in Abschnitt 4.1 beschrieben wurden. Die Ke-
gelhdhe wird durch den grofiten Funktionswert auf dem Auswertungsgitter bestimmit.

In dem beschriebenen Testfall sollte das Ergebnis des gegldtteten Partikelverfahrens ein
rotierender Kegel der Hohe 1 sein. Ob dies tatséchlich der Fall ist, und von welchen Para-
metern die Kegelhohe abhéngt, wird im Folgenden iiberpriift.

Parameter

Die Gliattungsfunktion (.(x) ist eine GauBglocke, daher kann die Auswertung von p’(-,t)
mit der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen durchgefiihrt werden.

Die Parameterwahl muss eine optimale Arbeitsleistung des Partikelverfahrens und der
schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen sicherstellen. Der Parameter h ist durch die
Verwendung von ng dquidistant verteilten Startpunkten durch die Gitterbreite

Seitenlénge von €2 2

- Anzahl der Punkte pro Dimension — 1 - ng —1

gegeben. Es sollte
€:=ch mit einer Konstanten ¢ € RT

gewdhlt werden, wobei h < e und € < 1 gilt.

3Informationen iiber das vtk-Dateiformat sind in “The VTK User‘s Guide” (siehe http://www.kitware.com)
zu finden.
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Die Auswertung erfolgt auf einem Gitter mit ng. Punkten pro Dimension. Es sollte feiner
als das Partikelgitter sein, ansonsten werden interessante Stellen (wie z. B. die Kegelspitze)
unter Umstanden nicht ausgewertet. Aus diesem Grund wird fiir die Berechnungen der Werte
aller Tabellen ng. = 700 gesetzt.

Es werden folgende Parameter fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen ver-
wendet: r = 0.2, p = 16 und n = 27. Die weiteren Parameter werden wie in Abschnitt
3.8.3 beschrieben gesetzt. Der durch das Verfahren enstehende Fehler ist somit kleiner als
Q10718. Hier ist Q = =55 > | (t)].

Alle Daten fiir die Abbildungen werden mit ng = 3002 Partikeln und ¢ = 2 gerechnet.
Es werden bei der Berechnung nur die Punkte z; mit a; # 0 beriicksichtigt, d. h. nur
4378 Partikel werden bewegt. Fiir die Visualisierung reicht ein gréoberes Auswertungsgit-
ter von nge = 2002, da gegeniiber einer feineren Auflésung kaum ein optischer Unterschied
wahrnehmbar ist. Aus dem gleichen Grund wird die Genauigkeit der schnellen Gaufitrans-
formation fiir Ableitungen auf 107% gesenkt (n = 12).

Die Zeitschrittweite fiir das Runge-Kutta-Verfahren ist 7 = 0.001. Fiir die Bestimmung
zum Zeitpunkt ¢ werden somit t/7 Iterationsschritte gerechnet.

Kegelhdhe in Abhéngigkeit von dem Gitter und der Glatte

In obigem Abschnitt wurden fast alle Parameter in Abh#ngigkeit zu der Gitterbreite genau
festgelegt. Es muss nur noch die Konstante ¢ bestimmt und untersucht werden, fiir welche
Gitterbreiten h das Verfahren gut funktioniert.

In diesem Abschnitt wird die Hohe des Kegels in Abhéngigkeit von A und ¢ untersucht. In
Tabelle 5.1 ist sie zum Zeitpunkt t = 0 angegeben. An den Werten aus der Tabelle féllt auf,
dass fiir grofle ¢ die Kegelhohe stark einbricht. Je weniger Partikel dabei gerechnet werden,
umso stirker wird dieser Effekt. Fiir grofle ¢ sollte somit, um ein gutes Ergebnis zu erzielen,
h sehr klein gewéhlt werden und umgekehrt. Allerdings muss die Laufzeit beachtet werden,
da sie mit der Anzahl der Partikel steigt.

An Abbildung 5.1 sind die Unterschiede bei der Wahl von ¢ deutlich zu erkennen. Die
Kegelhohe ist bei ¢ = 20 auf etwa ein Drittel (von der Hohe bei ¢ = 2) gesunken, gleichzeitig
wird der Kegel breiter.

Erstaunlich ist, dass das gegléittete Partikelverfahren auch fiir ¢ = h gute Ergebnisse
liefert. Dies war nach der Fehlerbetrachtung nicht zu erwarten.

Kegelhohe in Abhéangigkeit von der Zeit

In Tabelle 5.2 ist die Kegelhohe in Relation zu der Zeit ¢t und in Abhéngigkeit von der Breite
€ dargestellt.

Die o sind unabhéngig von der Zeit, somit &ndert sich die Kegelhohe nicht. An den
in Tabelle 5.2 aufgefithrten Werten sind trotzdem minimale Anderungen festzustellen. Der
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c "' 100 200 300 400 500 600
1 0.946997 0.985107 0.993008 0.995918 0.997314 0.998088
2 0.831819 0.947670 0.974870 0.985210 0.990205 0.992990
3 0.698463 0.894933 0.947826 0.968903 0.979332 0.985233
4 0.572405 0.833136 0.914041 0.947903 0.965080 0.974947
) 0.464720 0.767107 0.875415 0.923121 0.947950 0.962434
6 0.377598 0.700467 0.833568 0.895371 0.928401 0.947980
7 0.308909 0.635791 0.789859 0.865379 0.906857 0.931848
8 0.255197 0.574779 0.745411 0.833783 0.883701 0.914285
9 0.213120 0.518424 0.701129 0.801144 0.859281 0.895516

10 0.179922 0.467172 0.657726 0.767945 0.833912 0.875753
12 0.132182 0.379940 0.575566 0.701460 0.781424 0.833998
14 0.100607 0.311051 0.501578 0.636898 0.728132 0.790376
16 0.078861 0.257112 0.436686 0.575959 0.675499 0.746005
18 0.063341 0.214813 0.380719 0.519640 0.624604 0.701790
20 0.051920 0.181414 0.332916 0.468393 0.576195 0.658441

Tabelle 5.1: Kegelhohe bei t = 0 in Abhdngigkeit von der Gitterbreite und der Breite des Blobs

Grund dafiir ist, dass durch das Runge-Kutta-Verfahren die Partikel nach einer oder meh-
reren Umrundungen nicht mehr exakt an der Stelle liegen, an der sie zur Zeit ¢t = 0 waren.
Bei einem extrem feinen Gitter sollten jedoch keine Unterschiede bei der Hohe des Kegels
feststellbar sein.

In Abbildung 5.2 wird der Kegel zu verschiedenen Zeiten dargestellt. Er rotiert tatséchlich
mit einer Periode 2w gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung. Der Kegel in Abbildung
5.2(b) hat somit eine Viertelumdrehung vollzogen.

Die Niveaulinien des Kegels zur Zeit ¢t = 200m werden in Abbildung 5.3 dargestellt. Sie
sind konzentrische Kreise, deren Radien mit steigenden Funktionswerten geringer werden
(vergleiche Abbildung 5.3(a)). Der Kegel ist tatséchlich symmetrisch. Der Abstand zwischen
den Niveaulinien (vergleiche Abbildung 5.3(b)) bleibt etwa gleich.

Schnelle Gauf3transformation fur Ableitungen

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen kann ohne Probleme in dem geglitteten
Partikelverfahren eingesetzt werden. Es ist allerdings wichtig, dass die Auswertung nicht
iiber alle Subboxen erfolgt, da es abhéngig von der Wahl von v sehr viele Subboxen geben
kann.

Wird beispielsweise die Berechnung der Daten zu Abbildung 5.1(a) betrachtet, gibt es
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(a) c=2 (b) =20

Abbildung 5.1: Rotierender Kegel zur Zeit t = 0 fir verschiedene Wahlen der Breite des Blobs

(a)t=0 (b)t=mn/2

Abbildung 5.2: Rotierender Kegel zu verschiedenen Zeiten t
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c t 0 2w 207
2 0.974870 0.974903 0.975003
4 0.914041 0.914067 0.914147
6 0.833568 0.833588 0.833651
8 0.745411 0.745427 0.745476

10 0.657726 0.657739 0.657776
12 0.575566 0.575576 0.575604
14 0.501578 0.501585 0.501607
16 0.436686 0.436691 0.436708
18 0.380719 0.380723 0.380736
20 0.332916 0.332919 0.332928

Tabelle 5.2: Kegelhidhe in Abhdngigkeit von der Zeit t und der Breite des Blobs

264 Subboxen. Bei einer Auswertung von n = 12 Subboxen pro Dimension bendétigt die
schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen nur etwa zwei Sekunden fiir die Auswertung
von ”Ze = 40000 Punkten, die Brute-Force-Methode jedoch fast 80 Sekunden. Das Ergebnis
unterscheidet sich erst in der 12. Nachkommastelle.

Der Einsatz der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen in diesem Verfahren stei-
gert damit die Effizienz. Allerdings kann das Verfahren nur eingesetzt werden, wenn ( eine
Linearkombination von Gaufiglocken ist.

Alternative Wahl von pg

In dem oben aufgefithrten Beispiel eines Kegels ist der Ubergang zwischen den Funktions-
werten glatt. Fiir die Wahl von

)

() =4 fiir x; —a; > 0 und — 0.05 < xa < 0.05
70 o(||x — al|2/0.25)  sonst

wobei a = (0.5,0)” und
1 firr<l1
o(r) = { :

0 sonst

ist dies nicht der Fall.

Die Daten zu den Abbildungen 5.4 und 5.5 wurden mit der Zeitschrittweite 7 = 0.01
gerechnet. Das Objekt wird zur Zeit t = 4007 dargestellt.

An Abbildung 5.4 ist zu erkennen, dass das Objekt an den Réndern nur wenig gegléittet
wird. Nach unten wird es insgesamt jedoch breiter, der Spalt wird schmaler. Es muss beachtet
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5 Anwendung in dem geglatteten Partikelverfahren fur lineare Erhaltungsgleichungen
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(b) Seitenansicht

(a) Ansicht von unten
Abbildung 5.3: Niveaulinien des Kegels zur Zeit t = 2007

(b) Ansicht von oben

(a) Gesamtansicht

Abbildung 5.4: Alternative Wahl von po
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Abbildung 5.5: Niveaulinien des Objektes der alternative Wahl von po

werden, dass die Funktionswerte zwischen den Gitterpunkten interpoliert werden. Je mehr
Partikel fiir die Berechnung verwendet werden, desto schérfer werden die Kanten.

Zur Verdeutlichung werden in Abbildung 5.5 die Niveaulinien dargestellt. Die Oberfléiche
(sieche Abbildung 5.4(b)) scheint glatt zu sein, die Niveaulinie zu 1 (Abbildung 5.5 in rot)
zeigt jedoch, dass dies nur auf einem etwas kleineren Gebiet der Fall ist. An Abbildung
5.5(a) ist die Verbreiterung nach unten und das Schmalerwerden des Spaltes deutlich zu
erkennen.

Ein Kegel ist rotationssymetrisch. Wird die alternative Wahl von pg betrachtet, zeigt der
Spalt immer auf den Ursprung. Das Objekt dreht sich somit auch um die z-Achse.

Insgesamt liefert das Verfahren gute Ergebnisse.

79



5 Anwendung in dem geglatteten Partikelverfahren fur lineare Erhaltungsgleichungen

80



6 Ausblick auf weitere Anwendungen

In diesem Kapitel wird ein Ausblick auf weitere Anwendungen der schnellen Gaufltransfor-
mation fiir Ableitungen in der Stromungsmechanik gegeben.

Die Anwendungen der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen sind sehr vielfiltig.
FEine mogliche Anwendung wurde in Kapitel 5 vorgestellt. GEORGE RoOuUssos und BRAD
J. C. BAXTER beschreiben in ihrem Artikel [2] weitere Anwendungen der schnellen Gauf$-
transformation bei der schnellen Auswertung von radialen Basisfunktionen. Dort wird die
Anwendung der schnellen Gaufitransformation bei "Hardy Multiquadric’, 'Inverse Multiqua-
dric’ und ’Thin-plate Spline’ zur Reduzierung der Berechungskomplexitét der Interpolan-
tenauswertung beschrieben und die Anwendung der schnellen Gaufitransformation bei der
numerischen Integration besprochen.

Im Folgenden wird der Einsatz der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen bei
der Auswertung von divergenzfreien Vektorfeldern betrachtet. Diese Vektorfelder werden
zunéchst konstruiert und abschliefend die numerischen Eigenschaften der Auswertung un-
tersucht.

6.1 Motivation

Die Rotation eines divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldes kann mit Hilfe von Gaufiglocken
modelliert werden. Aus der Rotation kann das Geschwindigkeitsfeld rekonstruiert werden. In
der Stromungsmechanik koénnen auf diese Weise beispielsweise Flussgleichungen numerisch
gelost werden. Néhere Informationen sind in [3] zu finden.

Die Auswertung des divergenzfreien Vektorfeldes kann mit der schnellen Gauftransfor-
mation fiir Ableitungen erfolgen.

6.2 Modellierung divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder

Im Folgenden sei u : R? — R? ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld. Die Rotation w :=
V x w ist ebenfalls divergenzfrei (siehe [3]). Nach GIRAULT und RAVIART (siche [17]) kann
das Vektorfeld u wie folgt dargestellt werden:

u=V xv+ Vi,
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6 Ausblick auf weitere Anwendungen

wobei v ein weiteres Vektorfeld und v ein Skalarfeld ist. Die Rotation kann in

w=VxXxu
=V x (Vxv+ V)

=VxVxv+VxVy
=0
= V(divv) — Av

umgeschrieben werden. Wird das Vektorfeld v durch die Summe
N
v(y) = ijqb(y — xj) mit I'; € R? fiir alle j =1,...,N
j=1

und einer radialen! Basisfunktion ¢ : R?® — R angesetzt, ergibt sich

w = V(divv) — Av

N Avl
= V(div Z Lio(y —x5)) — | Ave
j=1 Avs

3 N A Z;\f:1 I‘j1¢(y - xj)
=vV(>_ ok Z L0y — ;) — | A (XL Ty — 2))
e A z;vﬂ Fj3¢(y - xj)

2] Zgzl O Zgzl Lj.6(y — ;) Zgzl Zgzl T, 00,0y — x5)
= | 02 Zk:l Ok, ngﬂ ijgb(y - xj) - Zk:1 ng:l Fm@iM(y - x]’)
03 22:1 Ok, ijl ijﬁb(y — ;) 22:1 ijl I‘j3(9,%k¢(y — ;)

22:1 Zgzl Fj1alzk¢(y - xj)
- 21§=1 z%:l Fj2al%k¢(y —xj)
2 k=1 Zj:l Fjgagk(b(y — ;)

22:1 2%1 I‘jka%kQS(y -y

= Z§=1 Z%:l ij8%k¢ Y=

> k=1 Zj:l I‘jka?%k (y—z;
3

Z§:1 ij8§k¢(y — Zj

Z§:1 ij8%k¢(y -y

> k=1 ij63k¢(y -y

22:1 Fjﬁ/%k(b(y —zj)
- 21§=1 Fj28/§k¢(3/ —zj)
> k=1 I‘j3a/%k¢(y — ;)

I
WE

<.
Il
—

)
)
)
)
)
)

I
WE

Py — ;)L
1

<.
Il

'Eine Funktion ¢ : RY — R heifit radial, wenn es eine Funktion ¢ : Rf — R gibt mit ¢(z) = o(||z||2) fiir
alle z € R™.
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6 Ausblick auf weitere Anwendungen

mit
—05,0 — D330 Otrd 050
Q= 5%2¢ —6%1q§ - 6§3¢ a223<75
05 035 —0}16 — 0550

Die Rotation kann berechnet werden, sobald die Vektoren I'; bestimmt sind.

6.3 Definition des Vektorfeldes S(y)

In Abschnitt 6.2 wurde ein divergenzfreies, dreidimensionales Vektorfeld konstruiert, das
zusitzlich die Rotation eines Geschwindigkeitsfeldes modelliert. Im Folgenden wird die De-
finition des dreidimensionalen Vektorfeldes zu einem d-dimensionalen erhoben:

Das Vektorfeld S(y) sei definiert durch

N
S(y) = Z O(y, z)Tg
k=1

mit S(y) € RY, ®(y,z) € R¥™*4 und T, € R Die Funktion ® ist durch

0%p(y, x) falls 7 # j
(®(y,2));; = Py, 2) = { 4 2 o
=D ke1ki O @y, ) fallsi=j
mit
Y1
Pl 2) = = o(y.2) fiir y =
1] y? a Zay] y? y
Yd
gegeben.
Fiir die Funktion ¢ kénnen beispielsweise Gaufiglocken
b(y) = eollvl3 und ¢y, z) = e°llv==l3

verwendet werden. In diesem Fall kann das Vektorfeld S(y) mit der schnellen Gaufitransfor-
mation flir Ableitungen ausgewertet werden.

6.4 Divergenzfreiheit des Vektorfeldes S(y)

Das oben modellierte Vektorfeld ist tatséchlich fiir beliebige Raumdimensionen divergenz-
frei, wie das folgende Lemma zeigt.
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6 Ausblick auf weitere Anwendungen

Lemma 6.4.1. Fiir das Vektorfeld S(y) gilt fiir alle y € RY
divS(y) =

Beweis: Aufgrund der Linearitét des Operators div gilt

I
pgg

div S(y) iSi(y)

1

-
Il

N
0y (®(y, z)Th);

=1

K
d
> 0:(®(y, wk)Th),

i=1

Il
AM&

N
Il
—

M= 1M

div(®(y, ©x)T'k).

i
I

Zunichst wird eine beliebige Komponente div(®(y, x)I") betrachtet. Fiir diese Komponente
gilt dann

div(®( Z 0:(®(y, )T,

d d

= Z 1) Z iy, x)T;
i=1 =1

I
,M&

a@' Z _7¢ Yy, x Z ]¢ Yy, x

i=1 7j=1,7#1 J=1,j#i
d d

- Z Z %oy, Z jii®
=1 \j=1,j#i Jj= 1,#@
d

= Z Z o, - Y oo
=1 j=1,j7# i=1 j=1,j7#i

=0.

Aus div(®(y, zx)x) = 0 fiir alle k = 1,..., N folgt die Behauptung. O

Die Vektorfelder, die aus den Ableitungen von S(y) enstehen, sind ebenfalls divergenzfrei.
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6 Ausblick auf weitere Anwendungen

Lemma 6.4.2. Das Vektorfeld Dy S(y) ist divergenzfrei, d. h. es gilt fiir alle y € R¢
div Dy S(y) = 0,
wobei
DySi(y)
DyS(y) = :
DySa(y)

Beweis: In Lemma 6.4.1 wurde bereits die Divergenzfreiheit von S(y) bewiesen, zusammen
mit der Linearitdt der Divergenz folgt mit

d
div D S(y) =Y 9;DyS(y) = Dy div S(y) =0
Jj=1

die Behauptung. O

Wird die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen zur Berechnung des Vektorfeldes
S(y) verwendet?, bleibt die Divergenzfreiheit des Vektofeldes erhalten.

Bemerkung 6.4.3. Die Divergenzfreiheit des Vektorfeldes Dy'S(y) bleibt auch bei der Ver-
wendung der schnellen GaufStransformation fiir Ableitungen bestehen.

Beweis: In Lemma 6.4.1 wurde bereits
div(®(y, 2x)T'k)

gezeigt, dies gilt unabhéngig von der Wahl von ¢(y, z)). Das Umsortieren und Abschneiden
der Summen sowie das Weglassen von Summentermen éndert die Divergenz nicht. O

6.5 Implementierung

Die Funktionen fiir die Auswertung und die Berechnung der Divergenz des Vektorfeldes S(y)
sollten moglichst effizient implementiert werden. Die Optimierung erfolgt wie in Abschnitt
3.6.3 beschrieben.

Die Implementierung einer Auswertungsfunktion des Vektorfeldes S kann auf zwei Arten
erfolgen:

1. Die Berechnung von nur einer Komponente S;.

2. Die Bestimmung von ganz S.

?Dies ist nur méglich, wenn ¢ eine GauBglocke oder eine Linearkombination mehrerer Gaufiglocken ist.
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6 Ausblick auf weitere Anwendungen

Es wurden je zwei Implementierungen unter Verwendung der Brute-Force-Methode und der
schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen erstellt.

Wird die Auswertung mit Hilfe der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen imple-
mentiert, kann die Berechnung optimiert werden. Die Funktion fgtd_prepare muss bei der
Auswertung von ganz S insgesamt nur d mal aufgerufen werden und damit genauso héufig
wie bei der Berechnung von nur einer Komponenten. Dadurch kann die Laufzeit gesenkt
werden.

6.6 Numerische Resultate

Der Fehler und die Performance bei der Verwendung der schnellen Gaufitransformation fiir
Ableitungen bei der Auswertung des Vektorfeldes S(y) werden im Folgenden iiberpriift.

In Abschnitt 6.4 wurde gezeigt, dass die Divergenzfreiheit des Vektorfeldes S(y) bei der
Verwendung der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen erhalten bleibt. Dies wird
in diesem Abschnitt numerisch getestet.

Die numerischen Tests wurden unter den gleichen Bedingungen wie in Kapitel 4 durchge-
fiihrt.

6.6.1 Fehler und Performance der Berechnung

Die Implementationen des Vektorfeldes S(y) mit der schnellen Gaufitransformation fiir Ab-
leitungen und der Brute-Force-Methode werden in diesen Abschnitt in Relation zueinander
gesetzt.

Das Vektorfeld .S wurde fiir verschiedene Anzahlen von dreidimensionalen Halton-Punkten
ausgewertet. Die Laufzeiten und der Fehler sind in Tabelle 6.1 aufgelistet. Zusétzlich wird
der Geschwindigkeitsfaktor G (siche Abschnitt 4.2.2) der schnellen Gaufitransformation fiir
Ableitungen gegeniiber der Brute-Force-Methode angegeben.

Der Fehler, der bei der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen entsteht, ist wieder
kleiner als der zu erwartene Fehler von Q10 fiir Q ~ N/2.

Die Laufzeiten steigen sehr schnell an, da die Auswertung des Vektorfeldes fiir alle drei
Komponenten erfolgt. Die schnelle Gautransformation fiir Ableitungen ist wieder deutlich
effizienter.

Sowohl der Fehler als auch die Laufzeit verhalten sich wie erwartet (vergleiche Abschnitt
4.2).

Die Auswertung von ganz S ist erst fiir groffere Anzahlen von Punkten schneller als
die komponentenweise Auswertung. Bei einer Millionen Punkte betrdgt der Unterschied
lediglich etwa eine Minute. Dies ist verhéaltnisméafig wenig, da beide Programme etwa vier-
zig Minuten fiir die Auswertung bené6tigen. Der Grund ist, dass die meiste Zeit fiir den
Auswertungsschritt und nicht fiir den Vorbereitungsschritt benotigt wird. Die Laufzeit des
Auswertungsschrittes hingt jedoch nicht von der Anzahl der Quellpunkte ab.
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N =M Zeit bf Zeit fgtd abs. Fehler rel. Fehler G
2000 9.1538 4.7965 106 10~5 2
4000 35.3481 9.6214 107° 107° 4
6 000 79.4670 14.3705 107° 107 6
8000 141.3670 19.1860 107° 107° 7

10000 220.9470 24.0604 107° 107 9
12000 318.4240 28.8216 10~5 1074 11
14000 435.0740 33.4961 107° 10~4 13
16 000 566.4560 38.3738 107° 10—4 15
18000 717.7070 43.1628 107° 10—5 17
20000 886.1680 47.9660 107° 107 18

Tabelle 6.1: Performance und Fehler bei der Auswertung von S(y)

6.6.2 Divergenzfreiheit
Nach Bemerkung 6.4.3 bleibt die Divergenzfreiheit des Vektorfeldes

N
S(y) = By, )T
k=1

auch bei der Verwendung der schnellen Gaufftransformation fiir Ableitungen erhalten. Fiir
den numerischen Nachweis von Bemerkung 6.4.3 wird in Tabelle 6.2 die mit Hilfe der Pro-
gramme bf und fgtd berechnete Divergenz dargestellt und die Laufzeit der Berechnung
angegeben.

bf fgtd
N Zeit Ergebnis Zeit Ergebnis
10000 0.0216 10713 0.2596 0
100000 0.2165 1012 2.5619 0

Tabelle 6.2: Numerische Divergenz des Vektorfeldes S(y)

An den Werten aus Tabelle 6.2 ist zu erkennen, dass die Divergenzfreiheit bei beiden
Programmen erhalten bleibt. Allerdings kann es bei einer gréfieren Anzahl von Punkten
durch Rundungsfehler zu Rechenungenauigkeiten kommen. Solche Rundungsfehler sind bei
den Ergebnissen der Brute-Force-Methode zu erkennen.

Die Laufzeit der Auswertung mit Hilfe der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen
ist hoher. Dies liegt daran, dass der Vorbereitungsschritt d = 3 mal ausgefiihrt wird, aber nur
2(d—1) = 4 Auswertungen pro Vorbereitungsschritt benétigt werden. Ob die Divergenz mit
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der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen oder der Brute-Force-Methode berechnet
wird, sollte somit vom Break Even abhéngig gemacht werden.
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7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen und ihre Anwen-
dung in einem Partikelverfahren betrachtet. Der Schwerpunkt lag auf der Herleitung und
Beschreibung, der effizienten Implementierung und der Untersuchung der theoretischen und
numerischen Eigenschaften des Verfahrens. Auflerdem wurden das Partikelverfahren fiir li-
neare Erhaltungsgleichungen vorgestellt und die Anwendung der schnellen Gaufitransforma-
tion fiir Ableitungen in diesem untersucht. Des Weiteren wurde die Anwendung der schnellen
Gaufitransformation fiir Ableitungen bei der Berechnung von divergenzfreien Vektorfeldern
betrachtet. Es wurden Implementierungen zu den vorgestellten Verfahren angefertigt.

Aus den durchgefiihrten Tests und theoretischen Betrachtungen der schnellen Gaufltrans-
formation fiir Ableitungen ergeben sich viele Vorteile:

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen hat eine sehr gute Performance. Sie
ist analytisch und numerisch linear. Je nach Wahl der Parameter ist sie bereits bei sehr
wenigen Auswertungen schneller als eine Brute-Force-Implementierung. Das Verhéltnis der
Laufzeit von verschiedenen Parameterwahlen bleibt ebenfalls konstant. Durch die wesentlich
geringere Laufzeit konnen mit dem Verfahren sehr grofie Probleme gerechnet werden.

Der Fehler, der bei der Auswertung der Summen mit der schnellen Gaufitransformati-
on fiir Ableitungen entsteht, ist meistens viel geringer als nach der Fehlerabschitzung zu
erwarten war. Er bleibt bei einer steigenden Anzahl von Quell- und Auswertungspunkten
konstant. Der Fehler wird kaum durch Rundungsfehler beeinflusst; er héngt hauptséichlich
(bei gegebenen Parametern o, r und p) von der Summe der Gewichte Q4 und Qg ab.

Die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen ist vielseitig einsetzbar, z. B. in:

e Partikelverfahren

e Berechnung divergenzfreier Vektorfelder
e Numerische Integration

e Auswertung von radialen Basisfunktionen
e Interpolation

Wird das Verfahren leicht modifiziert, kann es fiir die Auswertung von Varianten der Summe
sq (beispielsweise Vs,) verwendet werden.
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Die Wahl der Parameter bei der schnellen Gaufltransformation fiir Ableitungen kann
aufgrund der linear mit der Anzahl der Punkte steigenden Laufzeit einfach getroffen werden:
Es wird fiir eine geringe Anzahl von Punkten (z. B. 10000) die Laufzeit von verschiedenen
Parameterwahlen bestimmt und die Laufzeit fiir eine groe Menge von Punkten (z. B. 10
Millionen) geschétzt. Durch die Fehlerabschétzung (siche Abschnitt 3.7) kann die fiir das
Problem optimale Wahl getroffen werden. Alternativ ist die Wahl der Parameter durch
Losen eines Optimierungsproblems maglich.

Als Nachteil der schnellen Gaufitransformation muss das exponentielle Wachsen mit der
Raumdimension festgehalten werden.

Das geglattete Partikelverfahren fiir lineare Erhaltungsgleichungen ist, auf relevanten stro-
mungsmechanischen Grundlagen basierend, dargestellt worden. Einige seiner Eigenschaften
wurden numerisch untersucht. Als Ergebnis ldsst sich festhalten, dass sich das Verfahren
bei einer geeigneten Breite des Blobs fiir eine kleine Gitterbreite der wahren Losung néhert.
Der Fehler bleibt nach einer grofien Zeitspanne nahezu konstant. Die schnelle Gaufitransfor-
mation fiir Ableitungen kann in dem Partikelverfahren fiir bestimmte Glattungsfunktionen
ohne Probleme eingesetzt werden.

Das Vektorfeld S aus Kapitel 6 ist tatséchlich (analytisch und numerisch) divergenzfrei. Es
kann ebenfalls mit der schnellen Gaufitransformation fiir Ableitungen bestimmt werden. Bei
einem geringen Fehler ist die Auswertung bereits bei wenigen Punkten signifikant schneller
als bei der Verwendung einer Brute-Force-Methode.

Insgesamt konnte gezeigt werden, dass der Einsatz der schnellen Gaufltransformation fiir
Ableitungen #uBerst vorteilhaft ist. Die starke Verringerung der Laufzeit ermdglicht die
Berechnung von Problemen, die vorher praktisch nicht lésbar waren.
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Im Folgenden werden die hiufig verwendeten Bezeichnungen und Parameter der Verfah-
ren aufgefithrt. Es wird zu jeder Variablen der Wertebereich und eine kurze Beschreibung
angegeben.

In Tabelle A.1 werden die Parameter fiir die schnelle Gaufitransformation fiir Ableitungen
(Kapitel 3) aufgefiihrt.

Name | Bereich | Beschreibung

A Boxnummern der auszuwertenden Subboxen
Ag R B-te Moment (der Subbox B;)

By Box, die sich aus den Subboxen mit Boxnummern aus der Menge I zusam-

mensetzt

B; Subbox von B mit Boxnummer i und Boxindizes i1, ...,1iq4

c R Mittelpunkt einer Subbox B;

d N Raumdimension
HI R? obere Punkt der Bounding Box B

hi R4 obere Punkt der Subbox B;
LO R? untere Punkt der Bounding Box B

lo R4 untere Punkt der Subbox B;

M N Anzahl der Auswertungspunkte

m N Anzahl der Subboxen

N N Anzahl der Quellpunkte

N; N Anzahl der Quellpunkte der Subbox B;

n N Anzahl der Nachbarboxen pro Richtung

Ne N Anzahl der berechneten Nachbarboxen

ng N Anzahl der Unterteilungen der Bounding Box pro Dimension
nn | NCr+D? | Array mit den Boxnummern

D N Abbruchindex fiir die Summenberechnung

Q R Summe iiber die Betrige der Gewichte A;

Qr R Summe iiber die Betrége der Gewichte A; mit x; € By

R Boxnummern der nicht ausgewerteten Subboxen

r 10,1] beeinflusst die Boxseitenldnge und den Fehler des Verfahrens

Fortsetzung folgt
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Fortsetzung

QH <
s
st

I T >Xw®ow
Z,
=9

Seitenldnge der Subboxen
j-ter Quellpunkt

R? | Auswertungspunkt

N? | Ableitungen der GauBglocke
Multiindex

R | j-tes Gewicht
N | Anzahl der Unterteilungen des Einheitswiirfels pro Dimension
R* | Gewichtungsfaktor der Gaufiglocke

Tabelle A.1: Bezeichnungen fir die schnelle Gauftransformation fiir Ableitungen

Begriffe, die bei der Untersuchung der numerischen Eigenschaften der schnellen Gauf3-
transformation fiir Ableitungen verwendet werden (Kapitel 4), sind in Tabelle A.2 zu finden.

Name Bereich | Beschreibung
bf Implementation von Algorithmus 3.8
be, N analytischer Break Even
be,, N numerischer Break Even
€q Rt absoluter Fehler
er Rt relativer Fehler
fgtd Kombination von fgtd_prepare und fgtd_eval
fgtd_prepare Implementation von Algorithmus 3.6
fgtd_eval Implementation von Algorithmus 3.7
G N Geschwindigkeitsfaktor

Tabelle A.2: Bezeichnungen fiir die numerischen Resultate

Die haufigsten Bezeichner im Zusammenhang mit dem gegléttetem Partikelverfahren (Ka-
pitel 5) werden in Tabelle A.3 aufgelistet.

Tabelle A.4 gibt die wichtigsten Bezeichner an, die bei der Modellierung der divergenz-
freien Vektorfelder (Kapitel 6) genutzt werden.
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Name | Bereich | Beschreibung
c J1,00] | Konstante fiir die Breite des Blobkerns
h R Gebietsdiskretisierungsfaktor
j N¢ Multiindex
Ng N Unterteilungen des Partikelgitters pro Dimension
Nge N Unterteilungen des Auswertungsgitters pro Dimension
t [0,T] | Zeit
X(t) Partikelbahn
Z; R? Ort
u Geschwindigkeitsfeld
Ug Geschwindigkeitsfeld
a;(t) zeitabhiingiges Gewicht
€ R+ Breite des Blobkerns
¢ Glattungsfunktion
Ce Blobkern
P Dichte
7 Skalarfeld
ol approximiert die Losung einer linearen Erhaltungsgleichung
Q Gebiet
Tabelle A.3: Bezeichnungen fir das gegldittete Partikelverfahren
Name | Bereich | Beschreibung
G N Geschwindigkeitsfaktor
M N Anzahl der Auswertungen
N N Anzahl der Quellpunkte
S divergenzfreies Vektorfeld
U divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld
x; R? j-ter Quellpunkt
y R Auswertungspunkt
Iy R? j-tes Gewicht
w Rotation

Tabelle A.4: Bezeichnungen fiir die divergenzfreien Vektorfelder
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