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Kapitel 1

Einleitung

Wir werden in dieser Arbeit das Newton-Verfahren zur Losung von Problemen
der optimalen Steuerung parabolischer Differentialgleichungen untersuchen.

Bezeichnen wir mit | das zu optimierende Steuerungsfunktional, so betrachten
wir Probleme der Form:

Minimiere ](q, u) unter der Bedingung

(1.1)

Hierbei bezeichnen g die Steuerungsvariable, u die Zustandsvariable und L einen
elliptischen Operator bei vorgegebenen Daten f(g) und 1((g). Die parabolische
Differentialgleichung (1.1) ldsst sich physikalisch beispielsweise als Warmeleit-
prozess interpretieren, den man unter gewissen Gesichtspunkten (beispiels-
weise dem Erreichen einer bestimmten Temperatur zu einem bestimmten Zeit-
punkt) steuern mochte. Da wir also einen Zustand beeinflussen wollen, bezeich-
nen wir Gleichung (1.1) im Folgenden auch als Zustandsgleichung.

Wir werden uns in dieser Arbeit auf linear-quadratische Optimierungsproble-
me beschranken und sowohl verteilte Steuerungen als auch Steuerungen der
Anfangsbedingung bei homogenen Dirichlet-Randbedingungen betrachten.

Ziel dieser Arbeit ist es, das Newton-Verfahren als eine Losungsmoglichkeit
solcher Probleme vorzustellen und ndher zu untersuchen. Dafiir werden wir
ein reduziertes unrestringiertes Steuerungsfunktional j einfithren. Um dessen
Minimum zu bestimmen, betrachten wir die Optimalitdtsbedingung 1. Ord-
nung

j'(q)(tq) =0, VtgeQ,
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wobei Q den Raum der Steuerungen bezeichnet. Diese Gleichung werden
wir der Idee in [BMV07], [BRO1] und [MV07] folgend mittels des Newton-
Verfahrens l6sen.

In diesem Zusammenhang ist die Losung mehrerer parabolischer Differential-
gleichungungen nétig, die jedoch nur approximativ mittels eines numerischen
Verfahrens moglich ist. Wir werden hierbei eine diskontinuierliche Galerkin Me-
thode in der Zeit mit der Methode der Finiten Elemente im Raum verkniipfen.
Durch diese Approximation entsteht ein Diskretisierungsfehler, der sich von
den Differentialgleichungen auf das Steuerungsfunktional tibertragt. Deshalb
werden wir weiterhin einen a posteriori Fehlerschétzer fiir das Steuerungsfunk-
tional einfithren und unter dessen Verwendung ein Adaptivitidtskonzept fiir
die zeitliche und rdumliche Diskretisierung vorstellen.

In den Kapiteln 2 und 3 werden wir nun die Zustandsgleichung und das
Optimierungsproblem exakt formulieren und Aussagen zu deren Losbarkeit
zusammenfassen, bevor wir in Kapitel 4 das Newton-Verfahren einfiihren. Die-
ses werden wir hierbei zunédchst allgemein darstellen, bevor wir es auf das
konkrete Problem tibertragen.

Kapitel 5 behandelt zundchst die numerische Losung der Zustandsgleichung,
woraus dann ein diskretisiertes Optimierungsproblem hergeleitet wird. Darauf-
hin werden wir in Kapitel 6 einen a posteriori Fehlerschitzer fiir die Losung
dieses diskretisierten Optimierungsproblems herleiten und einen adaptiven
Losungsalgorithmus vorstellen. Abschlieflend werden wir in Kapitel 7 an zwei
Beispielen die praktische Umsetzung der in dieser Arbeit hergeleiteten Algo-
rithmen und deren Ergebnisse dokumentieren.



Kapitel 2

Die parabolische Zustandsgleichung

In diesem Kapitel wollen wir die parabolische Zustandsgleichung, die den Un-
tersuchungen in dieser Arbeit zugrunde liegt, ndher betrachten. Dazu werden
wir zundchst einige grundlegende Definitionen und Aussagen zusammen-
fassen, mit deren Hilfe wir dann die schwache Formulierung des Problems
aufstellen konnen. Zuletzt werden wir sehen, unter welchen Annahmen eine
eindeutige Losung der Zustandsgleichung existiert.

2.1 Grundlagen

Die Losung der Zustandsgleichung ist eine Funktion, die von einer raumlichen
Variablen x € R" und einer Zeitvariablen t € R abhidngt. Zur Behandlung
dieser Funktionenklasse wihlen wir den Zugang tiber abstrakte Funktionen.
Fiir diese benétigen wir zundchst das Bochner-Integral, bevor wir verallge-
meinerte Ableitungen definieren kénnen. Diese werden wir fiir die schwache
Formulierung der Zustandsgleichung benétigen.

Abstrakte Funktionen
Definition 2.1 Sei V ein Banachraum und T > 0. Dann bezeichnen wir eine
Funktion u : [0, T| — V als abstrakte Funktion.

Den linearen Raum aller auf [0, T] stetigen, abstrakten Funktionen bezeichnen
wir mit C([0, T|; V).
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Definition 2.2 Eine abstrakte Funktion u : [0, T| — V heift differenzierbar in
t € [0, T], wenn es ein u/(t) € V gibt, so dass

t+h) —u(t)

(1) — :

=0.
v

lim
h—0t

Wir bezeichnen u/(t) als klassische Ableitung von u in t.
Induktiv definiert man hohere Ableitungen u(™) (t), m € N.
Den Raum aller abstrakten, m-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeich-

nen wir mit C" ([0, T]; V).

Satz 2.3 Versehen mit der Norm

m
[ulle ([0,T];V) tferfoa}] ng [ () lv,

ist C"™ ([0, T]; V) ein Banachraum.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [GGZ74], Kapitel IV, Satz 1.1. 0

Das Bochner-Integral

Nachdem wir bereits einen ersten Ableitungsbegriff fiir abstrakte Funktionen
eingefiihrt haben, wollen wir nun das Bochner-Integral vorstellen.

Ahnlich wie beim Lebesgue-Integral definieren wir das Bochner-Integral
zunéchst fiir einfache Funktionen:

Definition 2.4 Eine abstrakte Funktion u : [0, T] — V heif$t einfach oder endlich,
wenn es hochstens endlich viele, paarweise disjunkte, Lebesgue-messbare Men-
genE; C[0,T]furi=1,...,mmitm € N\ {0} von endlichem Lebesgue-Maf
u(E;) gibt, so dass u auf jeder dieser Mengen einen konstanten Wert u; € V,
u; # 0 annimmt und sonst verschwindet.

Das Bochner-Integral einer einfachen Funktion definieren wir als
T m
/0 u(t)dt ==Y wn(E;) eV
i=1

Nun tibertragen wir diesen Begriff mittels Grenzwertbildung auf allgemeine
abstrakte Funktionen:
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Definition 2.5 Eine abstrakte Funktion u : [0, T| — V heif$t Bochner-messbar,
falls es eine Folge {u, } von einfachen Funktionen gibt, so dass

un(t) — u(t), fur fast alle t € [0, T,
im Sinne der Normkonvergenz.

Definition 2.6 Die abstrakte Funktion u : [0, T] — V sei Bochner-messbar und
{uy,} sei eine Folge einfacher Funktionen, die fast tiberall gegen 1 konvergiert.
Dann heifdt u Bochner-integrierbar, falls es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, so
dass gilt

T
/ [in(t) — um(B) |y dt <&, ¥ r,m> np.
0

Das Bochner-Integral tiber einer Lebesgue-messbaren Menge B C [0, T ist defi-
niert als

/Bu(t) dt = lim | uy(E)xs(t) dt,

n—oo Jo
wobei xp die charakteristische Funktion der Menge B bezeichnet.

Wir beobachten an dieser Stelle, dass das Bochner-Integral selbst wieder Ele-
ment des Banachraumes V ist.

Wir nutzen im Folgenden die Schreibweise |, ab u(t) dt = [gu(t) dt, falls gilt:
B = (a,b).

Lemma 2.7 Eine Bochner-messbare Funktion u : [0, T| — V ist genau dann Bochner-
integrierbar, wenn t — ||u(t)||y Lebesgue- integrierbar ist.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Emm04], Satz 7.1.15. 0
Satz 2.8 Ist u € C([0,T]; V), so ist u Bochner-integrierbar.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [EmmO04], Satz 7.1.16. 0

Wir fassen nun Funktionen, die fast tiberall gleich sind, zu einer Aquivalenz-
klasse zusammen und kénnen so Raume Bochner-integrierbarer Funktionen
definieren:
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Definition 2.9 Wir fassen die Aquivalenzklassen Bochner-integrierbarer Funk-
tionen u : [0, ] — V mit

T
/O (Bl dt < 0o,  pe1,00),

zum Raum LP(0, T; V) zusammen.

Satz 2.10 Versehen mit der Norm
1/p

T
lullzr 0,10y = (/0 ||”(t)||€dt> ’

ist LP(0, T; V) fiir 1 < p < oo ein Banachraum.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Lub03], Satz 8.5. 0

Fiir die Rdume L (0, T; V) gelten die folgenden Einbettungseigenschaften:

Bemerkung 2.11 Es gilt
1. Fir1l < p < o0 ist C([0, T}; V) dicht und stetig eingebettet in LP (0, T; V).
2. Firl1 <g<p < ooistLP(0,T;V) stetigin L1(0, T; V) eingebettet.

Wir wollen als nichstes den Dualraum zu LF(0, T; V) charakterisieren:

Satz 2.12 Sei V ein reflexiver und separabler Banachraum, V* sein Dualraum und
1<p,q<comit,+ =1

Dann ist L1(0, T; V*) = (LP(0,T;V))* der Dualraum zu LF (0, T; V). Das Dua-
litatsprodukt ist gegeben durch

T

(v, ) La(o,T;v) <L (0,T;v) :/0 (0(t), u(t))vxv dt.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [GGZ74], Kapitel IV, Satz 1.14. 0
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Verallgemeinerte Ableitungen
Jetzt sind wir in der Lage, einen zweiten, allgemeineren Ableitungsbegriff

einzufiihren:

Definition 2.13 Seien V und W Banachraume, u € L'(0,T; V),v € L'(0, T; W)
und gelte fiir alle ¢ € C3°(0, T)

T T
/ (b(n)(t)u(t)dt:(—l)”/ o(Do(t)dt, neN,
0 0

dann heif8t v n-te verallgemeinerte Ableitung von u auf [0, T).

Wir schreiben 1) (t) := v(t).

Wir erinnern an folgende

Definition 2.14 Sei V ein reeller, separabler und reflexiver Banachraum, V*
sein Dualraum und H ein reeller und separabler Hilbert-Raum. Ist V' C H eine
stetige und dichte Einbettung, so nennen wir V C H C V* ein Evolutionstripel.

Beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit der verallgemeinerten Ableitung
wollen wir den folgenden Satz festhalten:

Satz 2.15 Seien V. C H C V* ein Evolutionstripel und 1 < p,q < oo mit % +% =1.
Dann gilt

1. Fiiru € LP(0,T; V) ist u(™ € LI(0, T; V*) eindeutig bestimmt.

2. Fiiru € LP(0,T; V) existiert u™) € L9(0,T;V*) genau dann, wenn eine
Funktion w € L1(0, T; V*) existiert mit

T T
/ (u(b),0) O (1) dt = (—1)”/ (W(E), 0) vy (1) dt
0 0

tirallev e V,p € , T). Dann ist u\'" = w un
fiir all V, ¢ € C°(0,T). Dann ist u(™ d

dTl
dtn

fiir alle v € V und fiir fast allet € (0, T).

(u(t),0) = (" (1), 0)yxv

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Lub03], Satz 8.20. 0
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Nun benétigen wir noch einen Raum, in dem wir Bochner-integrierbare Funk-
tionen, die eine verallgemeinerte Ableitung besitzen, zusammenfassen:

Definition 2.16 Sei V C H C V* ein Evolutionstripel. Dann definieren wir:
W(0,T) :={ve L?>(0,T;V):v' € L*(0,T; V*)}.
Satz 2.17 Versehen mit der Norm

/
lullwior = (1120 20y + 19120 1))
ist W(0, T) ein Banachraum.
Fiir beliebige u,v € W(0,T), 0 < s < t < T gilt die Regel der partiellen Integrati-
on:
t
/ (' (1), 0(1))vexv + (u(T), 0 (1)) vexy) dt
S
= (u(t),o(t))n — (u(s),v(s))n-

Auflerdem ist W(0, T) stetig in C([0, T|; H) eingebettet und C* ([0, T|; V) liegt dicht
in W(0, T).

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [EmmO04], Satz 8.1.9. 0

2.2 Starke und schwache Formulierung der
Zustandsgleichung

Die bereits in der Einleitung vorgestellte Zustandsgleichung (1.1) wollen wir
nun exakt beschreiben und die zugehorige schwache Formulierung aufstel-
len.

Hierbei unterdriicken wir der besseren Lesbarkeit zuliebe im Folgenden tiberall
dort die Abhédngigkeit von x und ¢, wo sie offensichtlich ist.

Wir betrachten das Problem:

Gesuchtist u € C1([0, T];C3(Q)) N C([0, T];C(Q)),
so dass zu gegebener Steuerung g € Q gilt:

diu+Lu=f(g) inQx(0,T)
u=0 aufdQ x (0, T) (2.1)
u(0) =up(g) in Q.
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Hierbei setzen wir voraus, dass Q C R ein Gebiet ist, 0Q) dessen Rand und
I:=(0,T) ein Zeitintervall.

Zunichst sei die rechte Seite f(q) € C([0,T];C(Q)) und der Anfangswert
up(q) € C(Q) vorgegeben.

Auf die konkrete Abhdngigkeit von g € Q und den Raum Q werden wir weiter
unten eingehen.

Wie schon in der Einleitung gefordert, sei aufSerdem L ein linearer, elliptischer
Operator, d.h.:

(Lu)(x) = —div(A(x)Vu(t; x)) + b(x)Vu(t; x) + c(x)u(t; x)

mit A(x) = (ajj(x))};_; symmetrisch und positiv definit fiir fast alle x € Q
und a;; € CH(Q) fiiri, j = 1,...,n. AuBerdem gelte fiir b(x) = (b;(x)),, dass
die einzelnen Funktionen b; ebenso wie ¢ stetig auf Q seien, also b;, ¢ € C(Q)
furi=1,...,n.

Die Operatoren div und V beziehen sich nur auf die rdumlichen Koordinaten
und wir nutzen fir u € C([0, T];C(Q)) die Schreibweise u(t)(x) = u(t; x).

Die Voraussetzungen, die wir in dieser klassischen Formulierung beispiels-
weise an die rechte Seite oder die Anfangsbedingung gestellt haben, sind sehr
restriktiv. Unter der Verwendung von verallgemeinerten Ableitungen (sowohl
rdumlich, als auch zeitlich) konnen wir die schwache Formulierung des Pro-
blems (2.1) aufstellen und so eine Losung unter abgeschwéachten Annahmen
bestimmen.

Zundchst bendtigen wir jedoch die folgenden

Bezeichnungen 2.18 Wir verwenden die Riume:

V:={ve H(Q):v|3q =0} = H}(Q)

e H:=12(Q)
e X := W(0,T) sei der Hilbertraum der Ansatz- und Testfunktionen mit dem
Skalarprodukt

(1,0) = (1, 0) 2, p1) = / (u(t), () dt. 2.2)

I

Q sei ein Hilbert-Raum und (-, -) g ein Skalarprodukt auf Q.
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Mit der obigen Wahl von V und H ist die Definition von X sinnvoll, da
V € H C V* nach [Hoh05], Satz 6.8, ein Evolutionstripel ist und somit die
Voraussetzungen von Definition 2.16 erfiillt sind.

Indem wir (2.1) nun mit einer Testfunktion ¢ € X multiplizieren, tiber Q und
(0,T) integrieren, raumlich aufierdem partielle Integration anwenden und X
als den Raum fiir die Ansatz- und Testfunktionen wahlen, erhalten wir die
schwache Formulierung von (2.1):

Gesuchtist u € X, so dass zu gegebener Steuerung g € Q gilt:

(O, @) +a(u, ¢) = (f(q),d), VoeX,
(2.3)
u(0) = uo(q)-
Hierbei ist
a(u, ) = /I/Q(AVLL V¢ + Vu-bop+cup) dx dt (2.4)

mit a;;, b;, c € L*(Q) furi,j =1,...,n, bilinear und stetig (vgl. z.B. [Lub06],
Lemma 6.8).

Auflerdem seien 1y und f affin linear von q abhingig, dass heif’t, es gelte

uo(q)(x) = u§ (g) (x) + ) (x) 2.5)
und
F@)(tx) = FD(g)(5x) + O (1) (2.6)

Hierbei seien u(()l) :Q — Hund fV : Q — L2(I, V*) lineare Operatoren und
u(()z) € H sowie f?) € L2(I,V*).

Diese Wahl von f(g) und u((g) bietet uns die Freiheit, die rechte Seite oder die
Anfangsbedingung auch unabhingig von g zu wahlen.

Bemerkung 2.19 Wir beobachten, dass offensichtlich jede Losung des ur-
spriinglichen Anfangs-Randwertproblems (2.1) auch die schwache Formulie-
rung (2.3) erfiillt und fiir glatte Daten und Losungen die beiden Formulierungen
dquivalent sind.
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2.3 Losbarkeit der Zustandsgleichung

Wir werden nun zeigen, dass das Variationsproblem (2.3) eine eindeutige
Losung besitzt. Dazu fithren wir die Notation

/E(u(t),v(t)) dt :=a(u,v) (2.7)

I
mita : V x V — R ein und erhalten
Satz 2.20 Unter den Voraussetzungen:
e 0<T <00
e 0:V xV — Rist eine stetige und strikt positive Bilinearform, d.h.

— es existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir alle u,v € V gilt:

ja(u,0)| < Cllullvlv

— es existiert eine Konstante y > 0, so dass fiir allev € 'V gilt:

a(v,v) > vllv]ly

o f und ug sind wie in (2.5) und (2.6) gegeben,

existiert genau eine Losung u € X der schwachen Formulierung (2.3):

(afu/ (p) + a(u/ d)) = (f(q)l d))/ VoeX,
u(0) = uo(q).

Beweis: Nach Theorem 9.5 und Satz 10.1 in [Lub03] existiert unter den obigen
Voraussetzungen genau eine Losung u € X von

(W' (t),0)vexy +a(u(t),v) = (f(q)(t),0)y+xy, VYoveV, Vte(0,T),
u(0) = uo(q)-
Setzen wir hier ¢(t) := v mit ¢ € X und integrieren zusatzlich tiber (0, T), so

erhalten wir die schwache Formulierung (2.3) und die eindeutige Losbarkeit
tibertrdgt sich. O
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Theorem 9.5 in [Lub03] liefert uns auflerdem die stetige Abhdngigkeit der
Losung u von den gegebenen Daten f(g) und u((g). Deshalb konnen wir schrei-
ben

u=G(f(q),uo(q)),

wobei G : L?(I, V*) x H — X ein stetiger, linearer Operator ist.
Setzen wir fiir f(g) und u((g) die Darstellungen (2.6) bzw. (2.5) ein, so ergibt
sich aus der Linearitat

= (f )+G(f<> uf).

Nutzen wir fiir feste f(1), £(2) ”0 ) und ”0 die Bezeichnungen

5(1)(q) — G (f(l)(q),uél)(q)) und s ._ ¢ (f(Z)’ué2)> )

mit S : Q — X und S € X, so konnen wir folgende Definition festhalten,
die wir im weiteren Verlauf der Arbeit noch bendtigen werden:

Definition 2.21 Mit S : Q — X, S(q) := S (g) + S® bezeichnen wir den
Operator, der zu q € Q die Lésung u = S(gq) € X der schwachen Formulierung
(2.3) liefert.

Dieser Losungsoperator ist unter den Voraussetzungen von Satz 2.20 wohldefi-
niert und wegen der Linearitdt von S(1) affin linear.

Bemerkung 2.22 Um in den folgenden Betrachtungen die eindeutige Losbar-
keit der Zustandsgleichung annehmen zu kénnen, werden wir ab jetzt davon
ausgehen, dass die Voraussetzungen von Satz 2.20 erfiillt sind.



Kapitel 3

Das Optimierungsproblem

In diesem Kapitel wollen wir uns dem Optimierungsproblem widmen. Dafiir
werden wir zundchst einige Grundlagen zusammenfassen, bevor wir das ei-
gentliche Problem formulieren. Zuletzt stellen wir Aussagen zur Losbarkeit
und Optimalitdtsbedingungen solcher Probleme zusammen.

3.1 Grundlagen

Wir wollen in diesem Abschnitt zundchst auf die Differenzierbarkeit in Ba-
nachrdumen eingehen, bevor wir Definitionen und Aussagen zu Konvexitét
und schwacher Konvergenz wiederholen.

3.1.1 Differenzierbarkeit in Banachraumen

Da das Steuerungsfunktional, das wir im Folgenden betrachten werden, nicht
unbedingt tiber dem R" definiert ist, sondern allgemein iiber einem Banach-
raum, miissen wir den bekannten Ableitungsbegriff verallgemeinern. Diesen
bendtigen wir zur Herleitung und Formulierung notwendiger Optimalitétsbe-
dingungen.

In diesem Abschnitt seien V und W reelle Banachrdume sowie F : V — W eine
Abbildung von V nach W.

Definition 3.1 Existiert zu gegebenen v, € V der Grenzwert

SE(v,h) = lim ~ (F(0+ th) — E(0))

t—0t

13
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in W, so heifst dieser Richtungsableitung von F an der Stelle v in Richtung h.
Existiert der Grenzwert fiir alle & € V, dann heifit die Abbildung h — 6F(v, h)
erste Variation von F an der Stelle v.

Definition 3.2 Existieren die erste Variation 6F(v, /1) an der Stelle v und ein
linearer, stetiger Operator A : V — W, so dass

OF(v,h) = Ah

fir alle i aus V gilt, dann heifst A Giteaux-Ableitung von F an der Stelle v. Wir
schreiben A := F/(v).

Bemerkung 3.3

e Aus der Definition folgt, dass man Gateaux-Ableitungen als Richtungs-
ableitungen berechnen kann.

o Ist f : V — R ein Gateaux-differenzierbares Funktional, dann ist seine
Ableitung ein Element des zu V' dualen Raumes V*.

Ein weiterer Differentiationsbegriff, der eine Spezialisierung der Gateaux-
Ableitungen ist, ermoglicht es uns, einige zusétzliche Aussagen treffen zu
konnen:

Definition 3.4 Eine Abbildung F : V — W heifst an der Stelle v Fréchet-
differenzierbar, wenn ein Operator A € L£(V, W) und eine Abbildung

r:V x V — W mit den folgenden Eigenschaften existieren:

Fiir alle h € V gilt

F(v+h)=F(v)+ Ah+r(v, h)
und das Restglied r geniigt der Beziehung

(o, ) [lw
11llv

A heif3t Fréchet-Ableitung von F an der Stelle v. Wir schreiben A := F/(v).

— 0  far [|h|ly — 0.

Bemerkung 3.5 Eine alternative Bedingung fiir Fréchet-Differenzierbarkeit ist

[E(v+h) — F(v) — Ahllw
1kllv

Diese Bedingung ist offensichtlich dquivalent zu jener aus Definition 3.4, da

F(v+h)— F(v) — Ah = r(v,h) und damit % — 0 fiir |||y — 0.

— 0  fur |||y — 0.
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Fiir lineare, stetige Operatoren wissen wir, wie die Fréchet-Ableitung aus-
sieht:

Lemma 3.6 Jeder lineare stetige Operator A ist Fréchet-differenzierbar und es gilt
A'(v)h = Ah.
Beweis: Wegen der Linearitat gilt
A(v+h) = A(v) + A(h) +0.
Fir das Restglied r gilt also (v, h) = 0. 0

Korollar 3.7 Die Bilinearform a

a(u,(b):/I/Q(AVu-V(b+Vu-bd>+cud)) dx dt

ist in beiden Argumenten Fréchet-differenzierbar.

Beweis: Sei ¢ fest gewdhlt. Dann ist a(-, ¢) ein linearer, stetiger Operator
und damit nach Lemma 3.6 Fréchet-differenzierbar. Analog ist a(u, -) Fréchet-
differenzierbar. 0

Lemma 3.8 Jede Fréchet-differenzierbare Abbildung F ist auch Gateaux-
differenzierbar und es gilt

Fg(0) = F'(v).

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Lue69], Kapitel 7.2, Proposition 2.

Auflerdem gilt fiir Fréchet-Ableitungen die Kettenregel:

Lemma 3.9 Sind U,V und W Banachriume sowie F : U — Vund G:V — Wan
den Stellen u € U bzw. F(u) € V Fréchet-differenzierbare Abbildungen, dann ist auch
H : U — W definiert durch

H(u) := G (F(u))
Fréchet-differenzierbar an der Stelle u und es gilt
H'(u) = G' (F(u)) - F'(u)

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Lue69], Kapitel 7.3, Proposition 1. o
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3.1.2 Konvexitat und schwache Konvergenz

Nun wollen wir zwei Definitionen wiederholen, die wir zur Formulierung der
Optimalitdtsbedingung und der Existenzaussagen benoétigen. Abschliefiend
werden wir einige Begriffe und Aussagen zusammenfassen, die im Beweis des
Existenzsatzes 3.22 verwendet werden.

Definition 3.10 Sei M eine Teilmenge eines reellen Vektorraumes. Wenn zu
zwei beliebigen Punkten 4,b € M auch deren Verbindungsstrecke ganz in M
liegt, d.h. falls fiiralle 0 < A <1 gilt

Aa+ (1—Ab) € M,
so heifst M konvex.

Definition 3.11 Sei M eine konvexe Teilmenge eines reellen Vektorraumes und
f : M — R eine reellwertige Funktion. Wir nennen f konvex, falls fiir alle
x,y € Mund 0 < A <1gilt:

fAx+ (1 =A)y) <Af(x) + (1= A)f ().
Gilt unter denselben Voraussetzungen sogar
fAx+ (1 =A)y) <Af(x) + (1 =A)f (),

so bezeichnen wir f als streng konvex.

Nun kommen wir zum Begriff der schwachen Konvergenz:

Definition 3.12 Sei V ein reeller Banachraum und (v,),cn C V eine Folge in
V. Existiert ein v € V, so dass fiir alle Funktionale f € V* gilt

f(on) — f(v), fiirn — oo,

so heif3t (v, ) schwach konvergent.
Wir schreiben v,, — v fiir n — oo.

Lemma 3.13 Das Grenzelement v € V einer schwach konvergenten Folge ist eindeu-
tig bestimmt.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [LS68], S. 148. 0
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Definition 3.14 Sei V ein reeller Banachraum und M eine Teilmenge von V.
Gilt fuir jede schwach konvergente Folge (vy,) ey € M mit v, — v fir n — oo,
dass auch das Grenzelement v in M liegt, so heifst M schwach folgenabgeschlossen.
Besitzt jede Folge (v,,),eny C M eine in V schwach konvergente Teilfolge, so
nennen wir M relativ schwach folgenkompakt.

Eine Aussage dariiber, welche Mengen schwach folgenabgeschlossen oder
relativ schwach folgenkompakt sind, treffen die beiden folgenden Satze:

Satz 3.15 Jede konvexe und abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes ist schwach
folgenabgeschlossen.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Alt92], Satz 5.10. 0

Satz 3.16 Jede beschrinkte Teilmenge eines reflexiven Banachraumes ist relativ
schwach folgenkompakt.

Beweis: Wir wissen aus Satz 60.6 in [Heu86], dass jede beschrankte Folge in
einem reflexiven Banachraum eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Ist nun M eine beschrinkte Teilmenge eines reflexiven Banachraumes V und
(V) nen eine Folge in M, so ist (v, ),ecn eine beschriankte Folge in V und der
oben zitierte Satz ist anwendbar. Es existiert also eine schwach konvergente
Teilfolge (vy, )keny C M von (vy),en und damit ist M relativ schwach folgenab-
geschlossen. 0

Zuletzt wollen wir einen Zusammenhang von schwach konvergenten Folgen
und Funktionalen festhalten:

Definition 3.17 Sei V ein Banachraum, (v,),cn € V eine beliebige schwach
konvergente Teilfolge und f € V* ein Funktional tiber V. Folgt aus v, — v fiir
n — oo, dass

lim inf f(v,) > f(v)

n—oo

gilt, so heifst f schwach unterhalbstetig.

Satz 3.18 Jedes in einem Banachraum V konvexe und stetige Funktional f ist schwach
unterhalbstetig.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Zei90], Proposition 25.20. 0
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3.2 Das Optimierungsproblem und seine Lésbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir zundchst das Steuerungsfunktional definieren,
bevor wir dass zentrale Optimierungsproblem formulieren. Dieses werden wir
dann in ein unrestringiertes Optimierungsproblem {iiberfiihren, fiir das wir
festhalten werden, unter welchen Bedingungen es eindeutig 16sbar ist.

Definition 3.19 Das Steuerungsfunktional | : Q x X — R definieren wir als:

104 _
)= [ B(u®) dt+L(T) + Flg -7l (3.1)
mit
e dem Regularisierungsparameter o > 0,

e der Referenzsteuerung g € Q und

e [1:V—R, I,: H— R definiert durch
1
Li(u(t)) := Sbr(u(t), u(t)) + La(u(t)) + Cr
und

L (u(T)) := %bz(u(T),u(T)) + Ly(u(T)) + Ca,

wobei by, by stetig Fréchet-differenzierbare, symmetrische Bilinearformen,
Ly, L, stetig Fréchet-differenzierbare Linearformen und Cq, C; € R seien.

Diese Form ermdglicht es uns, beispielsweise Funktionale der Form

)= [ lln(t) —a(e) |2t + g~ 713

mit einer Referenzlosung 1 € X zu betrachten.
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir nun das

Optimierungsproblem:

Minimiere ] (g, u) unter der Bedingung (2.3) mit (q,u) € Q x X. (3.2)
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Definition 3.20 Sei S : Q — X der Losungsoperator aus Definition 2.21. Dann
definiert

j:Q—R
q—jq) =7(,5())

das sogenannte reduzierte Steuerungsfunktional.

Bemerkung 3.21 Das reduzierte Steuerungsfunktional j ist ein stetiges Funk-
tional, da der Losungsoperator S, die Operatoren I; und I, stetig sind und auch
die Norm || - || g eine stetige Abbildung ist.

Mit diesem reduzierten Steuerungsfunktional betrachten wir das Minimierungs-
problem (3.2) als

unrestringiertes Optimierungsproblem:

Minimiere j(q) mitg € Q. (3.3)

Zur Losbarkeit dieses Optimierungsproblems halten wir zunéchst folgenden
Satz fest:

Satz 3.22 Seien Q ein Hilbertraum, Q.5 C Q eine nichtleere, beschrinkte, abgeschlos-
sene und konvexe Teilmenge und j konvex. Dann besitzt das restringierte Optimie-
rungsproblem

Minimiere j(q) mit g € Qa4 (3.4)

eine optimale Losung q € Q4.

Ist j streng konvex, so ist diese Losung auch eindeutig bestimmt.

Beweis: Da das Funktional j stetig ist, wird die beschrdankte Menge Q,; auf
eine wiederum beschriankte Menge j(Q,;) abgebildet. Es existiert somit das

Infimum von j tiber Q,;, das wir mit j bezeichnen werden, also

i:= inf j(g).
j qgéad](Q)

AuBlerdem sei (4,),en eine Folge aus Q,; mit

i(gn) — ]  fiirn — oo.
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Nach Voraussetzung ist Q,; beschrankt und damit nach Satz 3.16 relativ
schwach folgenkompakt, d.h. es existiert eine in Q schwach konvergente Teil-
folge (qn, )ken, so dass

Gn, —q  fiurk — oo (3.5)
mitg € Q.
Da Q,; aufierdem als abgeschlossen und konvex vorausgesetzt wird, wissen

wir aus Satz 3.15, dass Q,; auch schwach folgenabgeschlossen ist. Das Grenz-
element 7 aus (3.5) liegt also in Q.

Aus Satz 3.18 wissen wir wegen der Konvexitdt und Stetigkeit von j, dass j
schwach unterhalbstetig ist, dass also gilt:

o AN

/(@) < lim inf j(gn,) = j.

Da 7 in Q, liegt und j(7) nicht kleiner als das Infimum 7aller Funktionswerte
uber Q,; sein kann, muss

o AN

j(@) =]
gelten. Es existiert also eine optimale Steuerung g von j.

Ist j sogar streng konvex, so ist diese optimale Steuerung eindeutig. Denn
nehmen wir an, dass es zwei verschiedene optimale Steuerungen 7, p € Q,; mit

/AN

i(@) = j(p) = ] gibt, so folgt aus der strengen Konvexitit von j mit A = 3

(304 57) < 5i@ +5i(P)
J\ 39T 5P S \4) T 5P
= ] .
Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass 7das Infimum von j tiber Q, ist. Also
kann es nicht zwei optimale Steuerungen geben. O

Diese Aussage wollen wir nun auf unrestringierte Optimierungsprobleme
verallgemeinern, indem wir zusétzliche Annahmen machen.

Satz 3.23 Ist der Regularisierungsparameter o« > 0 und gilt fiir alle g € Quy

[ 1(S@) 1) dt+ L(S@)(T) 20,

so existiert auch dann eine Losung g des Problems (3.4), wenn wir Q4 nur als konvex
und abgeschlossen voraussetzen.

Wie in Satz 3.22 ist diese Losung eindeutig, falls j streng konvex ist.
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Beweis: Wir bezeichnen erneut mit 7das Infimum des Funktionals j tiber der
Menge Q,4, also

i:= inf 7(g).
j qgéad](Q)

Fir alle g € Q,y mit ||g —ﬁ||2Q > %(}V+ 1) gilt:

j(a) = [R(S@)®) dt+ B(S(@)(T) + 5 la —all3

x —112
Z§||q—‘J||Q
>j+1
> inf j(q).

quﬂd](Q)

Diese Steuerungen kénnen also nicht Losungen des Problems sein, so dass wir
uns bei der Suche nach dem Optimum auf die Menge

2
{9€Qua: llg—7l5 <=}
04

beschrdanken kénnen. Diese Menge ist abgeschlossen, konvex und beschrankt,
so dass die Aussage nun aus Satz 3.22 folgt. O

Korollar 3.24 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.23 an das reduzierte Steu-
erungsfunktional j, besitzt das unrestringierte Optimierungsproblem (3.3) eine eindeu-
tige Losung.

Beweis: Setzt man in Satz 3.23 Q,; = Q, so folgt die Aussage sofort. 0

3.3 Optimalitatsbedingungen

Im folgenden Abschnitt wollen wir notwendige und hinreichende Bedingungen
tiir die Optimalitdt einer Losung herleiten. Die notwendige Optimalitdtsbedin-
gung 1. Ordnung wird dann im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine grundlegen-
de Rolle spielen.

Satz 3.25 Sei X ein Banachraum und f : X — R Gateaux-differenzierbar auf X.
Ferner habe f in xo € X ein lokales Minimum, d.h es gibt eine Umgebung U C X
von x, so dass f(xg) < f(x) fiir alle x € U. Dann gilt fiir alle h € X

f'(xo)(h) = 0.
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Beweis: Sei x( ein lokales Minimum von f auf X.

Definieren wir fiir ein beliebiges, aber festes i € X die reelle Funktion
¢n R — Rdurch g5 («) := f(x¢+ ah), so hat g, an « = 0 ein lokales Minimum
und wir wissen aus der reellen Differentialrechnung, dass

d
%Cgh(“) =0

a=0

gilt. Dies konnen wir nun auf f tibertragen und erhalten:

d
0= Ef(xo + (Xh)

a=0

— lim 5 (F(3o + @+ ) = (30 + ) o

1
= lim = (f(xo + th) — f(x0))
= f'(x0)(h). 0
Ist das Funktional f, fiir das wir ein Minimum bestimmen wollen, sogar konvex,
so ist die obige Bedingung auch hinreichend:

Satz 3.26 Das in Satz 3.25 definierte Funktional sei zusdtzlich konvex. Erfiillt xo € X
fiir alle h € X die Gleichung

f'(x0) () =0,
so ist xq ein lokales Minimum von f.

Beweis: Da f konvex ist, gilt fiir alle x,h € X

flx+h) = f(x) + f(x)(h).

Dies ist insbesondere auch fiir x = x giiltig, so dass wir wegen f’(x¢)(h) =0

f(xo+h) > f(xo)

erhalten. Da dies fiir alle i € X gilt, ist xy ein lokales Minimum. 0

Unter der Voraussetzung, dass f konvex ist, wissen wir, dass ein lokales Mini-
mum einer konvexen Menge sogar globales Minimum ist:



3.3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN 23

Satz 3.27 Seien C eine konvexe Teilmenge eines normierten Raumes, f : C — R ein
konvexes Funktional p = infycc f(x) und xo € C ein lokales Minimum von f. Dann
ist xq sogar ein globales Minimum von f auf C mit f(xg) = p.

Beweis: Da xj ein lokales Minimum von f ist, wissen wir, dass eine Umgebung
U von x( existiert, so dass

flxo) < f(x),  Vuxel,
gilt.
Wir zeigen, dass f(x9) < f(x) sogar fiir alle x € C gilt.
Bezeichne mit
g:R—=C
t—tx+(1—1t)xg

die Konvexkombination von x( und einem beliebigen x aus C. Offensichtlich
ist g stetig und wir erhalten:

%irrolg(t) = Xg.
Ist t klein genug, so liegt g(¢) in der Umgebung U von x(, und dies liefert uns:
fxo) < f(g(t)) = f(tx+ (1 —t)xp), fir t klein genug,
<tf(x)+ (1 —1t)f(x0), wegen der Konvexitdt von f.

Formen wir diese Ungleichung um und erinnern uns daran, dass x € C beliebig
gewdhlt war, so erhalten wir

f(x0) < f(x), VxeC,

also globale Konvergenz. O

Zusammenfassend erhalten wir also fiir das reduzierte Steuerungsfunktional:

Korollar 3.28 Ist j aus Definition 3.20 zusitzlich konvex, so ist § € Q genau dann
ein globales Minimum, wenn die Optimalitdtsbedingung erster Ordnung

j@(rq) =0,  VreQ,
erfiillt ist.

Beweis: Aus den Sitzen 3.25 und 3.26 folgt, dass 7 € Q genau dann ein lokales
Minimum ist, wenn

j@(tq) =0, VrtqeQ,
erfiillt ist. Satz 3.27 liefert uns aufSerdem, da Q konvex ist, dass dieses lokale
Minimum auch ein globales Minimum ist. O
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Kapitel 4

Das Newton-Verfahren

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Losung des Optimierungsproblems
(3.3)

Minimiere j(q) mitg € Q.

Dazu werden wir zunéchst das Newton-Verfahren vorstellen. Fiir dessen kon-
krete Umsetzung wollen wir dann die nétigen Voraussetzungen schaffen, bevor
wir in Abschnitt 4.5 entsprechende Algorithmen préasentieren. Die Idee folgt
hierbei [BMV07]. Zuletzt werden wir auf die Besonderheiten der in dieser Ar-
beit behandelten linear-quadratischen Aufgabenstellung eingehen.

Schon an dieser Stelle wollen wir darauf hinweisen, dass einige Untersu-
chungen in diesem Kapitel fiir solche linear-quadratischen Probleme nicht
unbedingt notig waren. Man erhélt auf diese Weise jedoch einen Losungsansatz,
der sich leicht auf nichtlineare Probleme erweitern lasst.

4.1 Das Newton-Verfahren

Um das unrestringierte Optimierungsproblem (3.3)
Minimiere j(q) mitq € Q

zu 16sen, wollen wir das Newton-Verfahren anwenden. Die Idee hierbei ist, ein
7 € Q zu finden, so dass die notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedin-
gung erster Ordnung aus Korollar 3.28

j'@)(tq) =0, VtqeQ, (4.1)

erfiillt ist.

25
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Der Algorithmus sieht in seiner Grobstruktur folgendermafsen aus:

Algorithmus 4.1 : Allgemeiner Newton-Algorithmus
Input: n = 0,4° € Q (Startwert)

while Abbruchbedingung ist nicht erfiillt do
Berechne 4q als Losung des linearen Problems
(") (6, 7q) = —j'(q")(1q), Vr1q€Q;
qn+1 — qn + 5‘7}
n=n+1;

Das Resultat dieses Algorithmus ist eine Naherung ¢V an die Losung g der
Gleichung (4.1) und damit an die optimale Losung des Optimierungsproblems
(3.3). Unter gewissen Voraussetzungen entspricht das Ergebnis des Algorithmus
sogar der exakten Losung (vergleiche Lemma 4.14).

Um Algorithmus 4.1 durchfiihren zu kénnen, bendtigt man in Zeile 3 die ersten
beiden Ableitungen von j. Diese werden wir fiir das reduzierte Steuerungs-
funktional im Folgenden mit Hilfe von Lagrange-Funktionalen herleiten.

Zunéchst wollen wir aber auf das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens
eingehen.

Konvergenz des Newton-Verfahrens

Wir wollen nun das Newton-Verfahren fiir Funktionen auf einem Banachraum
untersuchen. Dazu seien Y, Z Banachrdume und F : Y — Z eine Fréchet-
differenzierbare Funktion.

Gesucht ist die Losung y der (nichtlinearen) Gleichung

F(y) =0.

Die Idee ist, ausgehend von einem Startwert yo mittels der Iteration

Yt = Y — (F ()~ (F(yn)) (4.2)

eine Approximation yy an die exakte Losung y zu bestimmen.

Liegt der Startwert yy nah genug an der gesuchten Losung y, so konvergiert
das Newton-Verfahren. Diese Tatsache wird im folgenden Satz mathematisch
exakt formuliert:
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Satz 4.1 Seien Y, Z Banachriume, U C Y eine Teilmenge von Y und F : U — Z
Fréchet-differenzierbar auf U. AufSerdem seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

1. Fiir alle x,y € U gelte mit einem ¢ € R
IF(x) = F(y) = F(y)(x = y)llz < ellx = yllv-

2. Die Fréchet-Ableitung F'(y) sei fiir alle y € U invertierbar und es existieren
M,K € RmiteM =:c < 1, so dass

IF' (W) llLvz) < K und | (F'W) Ly < M.

3. Es existiere ein Startwert yo € U so, dass

-1
y1:=yo— (F'(y0)) ~ (F(yo))
in U liegt und auch der Ball
B:(y1) :i={xeY:llx—ylly <7}
mit v := 1<||\yo — y1||y ganz in U enthalten ist.

Dann existiert in B,(yy) eine Losung y von F(y) = 0 und das Newton-Verfahren
(4.2) konvergiert bei der Wahl von y als Startwert gegen die exakte Losung y.

Gilt zusitzlich in einer Umgebung W von y die Abschitzung
IE(x) = F(y) = F'(y)(x = y)llz < Lllx = yll¥ < ellx—ylly

fiir x, y € W und ein festes L > 0, so konvergiert das Newton-Verfahren quadratisch,
d.h.

lim [Yni1 — ylly

—>— < C< o
n—oo ||y, —ylly

fiir ein C > 0.

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [SW92], Satz 8.6.12 und Korollar
8.6.20. O

Die Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung (4.1)

j'(q)(tq) =0, VtqeQ,
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die bisher den Ausgangspunkt des Newton-Verfahrens darstellt, hat im Moment
eine andere Form als die Ausgangsgleichung

F(y) =0,

die wir in diesem Abschnitt untersucht haben. Verwendet man aber den folgen-
den Zusammenhang von ;' und dem Gradienten von j:

(Vila),tq)o = j'(9)(vq), Vr1q€Q,
so ist (4.1) dquivalent zu
Vj(q) =0. (4.3)

Setzt man also F(y) := Vj(7) und beachtet, dass die Iterationsvorschrift (4.2)

Y1 = Yn — (F'(yn)) " (F(yn))

dquivalent ist zu

F'(yu)(Yn+1 — Yu) = —F(yn),

so konnen wir Satz 4.1 anwenden und erhalten die Voraussetzungen, unter
welchen das in Algorithmus 4.1 vorgestellte Newton-Verfahren konvergiert.
Bei der Umsetzung des Newton-Verfahrens zur Lésung von Vj(g) = 0 miissen
wir jetzt natiirlich statt j”” die Hesse-Matrix V2j(g) verwenden. Dafiir benutzen
wir folgenden Zusammenhang:

(V2j(q)89,t9)0 = j"(9)(59,79), V89,79 € Q.

Damit ist Zeile 4 aus Algorithmus 4.1

i'(q")(6q,7q) = —=j'(q")(tq), VTq€Q, (4.4)

dquivalent zu

V2j(q)8q = —Vj(q). (4.5)

4.2 Das Lagrange-Funktional

Nun wollen wir das Lagrange-Funktional fiir das in Abschnitt 3.2 vorgestellte
Optimierungsproblem einfiihren, das die Grundlage der weiteren Untersu-
chungen in diesem Kapitel darstellt.
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Definition 4.2 Abhéngig vom Steuerungsfunktional | und der Zustandsglei-
chung (2.3) definieren wir das Lagrange-Funktional

L:OxXxX—R
(9, u,2) — J(q,u) + (f(q) — 9w, z) —a(u,z)
— (u(0) —uo(q),2(0)) - (4.6)

Im Folgenden werden wir vor allem die ersten und zweiten partiellen Ab-
leitungen (im Sinne der Fréchet-Differenzierbarkeit nach Abschnitt 3.1.1) des
Lagrange-Funktionals benttigen. Deshalb fithren wir sie im folgenden Lem-
ma einmal zusammenfassend auf. Dafiir erinnern wir an die Definition des
Steuerungsfunktionals | aus Definition 3.19:

Jau) = [ {%bl(u(t),u(t)) + Ly (u(t) +c1} it

+ %bz(u(T),u(T)) + Lo (u(T)) + G,
+ g -l

Lemma 4.3 Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von L haben folgende
Form:

£ (q,1,2)(89) = alg —7,50)0 + (FD(59),2) + (ul (69), 20 (47)

£i(q,,2) (0w) = [ {br(du(t), u(t)) + Ly (ou (1))} d
+ by (6u(T), u(T)) + Lo (6u(T))

— (9¢0u,z) —a(bu,z) — (6u(0),z(0))y (4.8)
L(q,u,2)(8z) = (f(q), 62) — (9su, 6z) — a(u, 5z)
— (u(0) —uo(q),62(0)) (49)
und
L7,(q,u,2)(89,7q) = a(7q,69)q
Lr,(q,u,z)(6q,Tu) =0
Ll (q,u,2)(89,72) = (F(89),72) + (5" (89), 72(0))
£1,(q,u,2) (60, 7q) =
L, (q,u,z)(ou,tu) = [ by(su(t), Tu(t)) dt + by(éu(T), Tu(T))
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Ll (q,u,z)(6u,1z) = (—01du, 1z) — a(du, z) — (du(0),7z(0))y
£20(q,u,2)(52,79) = (M) (7q), 62) + (" (vq), 62(0))

L), (q,u,2)(6z,Tu) = (—0d¢tu, 8z) — a(tu, 5z) — (tu(0),62z(0))y
LY .(q,u,z)(6z,72z) =0

mit &g, 7q € Q und du, dz, Tu, 7z € X.
Die dritten partiellen Ableitungen sind alle identisch Null.

Beweis: Dies folgt durch elementare Rechnungen. 0

4.3 Hilfsgleichungen

Um spater Ausdriicke fiir die Ableitungen von j aufstellen zu konnen, benoti-
gen wir einige Hilfsgleichungen.

Jede dieser Gleichungen wird auf zwei unterschiedliche Arten formuliert: Einer-
seits werden die Ableitungen des Lagrange-Funktionals benutzt, andererseits
werden diese Ableitungen durch die expliziten Terme des Optimierungspro-
blems dargestellt.

Duales Problem: Zu gegebenem g € Q und u = 5(q) € X finde z € X, so dass
gilt:

L(q,u,z)(d) = o, VocX, (4.10a)
(—¢,0iz) +a(e,z) /{b1 Y+ Li(p(t)}rdt, VéeX, (4.10b)
2(T) = 5b§<u<T>,u<T>> + Ly (u(T)) (4.100)

mit
%b’z(u(T)f u(T))(¢(T)) + Ly(u(T)) (¢(T)) = ba(d(T), u(T)) + La($(T))

fir alle ¢ € X.
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Tangentengleichung: Zu gegebenem g € Q finde éu € X, so dass gilt:

Ly.(q,u,2)(6q, )+ Ly, (q,u,2)(6u,p) =0, VeX, (4.11a)
<~

(3¢6u, ) +a(du, ¢) = (fV(39),¢), V¢eX, (4.11b)

5u(0) = u" (59). (4.11¢)

Duale Hesse-Gleichung: Zu gegebenem g € Q sei du € X die Losung der
Tangentengleichung (4.11). Gesucht ist 4z € X, so dass gilt:

Lo (q,u,2)(6u, ) + L7,(q,u,2)(62,¢) =0, V¢eX, (4.12a)
<~

(=, 9:52) + a(¢p, 62) = /1 bi(5u(t), p(1)) dt, Ve X, (4.12b)
6z(T) = b5 (6u(T),u(T)) (4.120)
mit b, (6u(T), u(T))(¢p(T)) = ba(6u(T), ¢(T)) fiir alle ¢ € X.

Die Aquivalenz der beiden Formulierungen erhilt man, indem man die Ab-
leitungen von L ausrechnet, einsetzt, partiell integriert und die Randterme
separiert.

Fiir das duale Problem wollen wir nun stellvertretend fiir alle drei Gleichungen
diese Aquivalenz der beiden Formulierungen zeigen. Die Beweisidee folgt
hierbei [Tr605], S. 97.

Lemma 4.4 Gleichung (4.10a) ist dquivalent zu den Gleichungen (4.10b) und (4.10c)
Beweis: Wir beginnen mit der partiellen Ableitung des Lagrange-Funktionals:
L,(q,u,z)(¢p)=0, V¢eX.

Hier setzen wir die Darstellung (4.8) ein:

(9, z) +a(d, z) + (¢(0),2(0)) 1 = /I{b1(¢(f)fu(f)) + Li(¢(t)) } dt
+b2(¢(T), u(T)) + La(H(T))

Mittels partieller Integration erhélt man:

(9, 2) = (=¢,0:z) + (&(T), 2(T)) 1 — (¢(0), 2(0)) 1-
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Dies liefert uns:

(~4,0:2) + (¢, 2) + ($(T), (TN = [{br(@(8),u(t)) + Li((1))}
+ba(¢(T), u(T)) + La(¢(T))
fir alle ¢ € X.

Wéhlt man zuerst ¢ beliebig aus C5°([0, T]; Q2), so gilt ¢(T) = 0. Deshalb sind
die Terme (¢(T),z(T))y, b2(P(T), u(T)) und Ly(p(T)) identisch Null und es
bleibt:

(~,312) +a(9,2) = [ {b1(¢(), u(1)) + Li(¢(1))} dt.

Verzichtet man nun auf diese Forderung, erhélt man auflerdem die Gleichung

(&(T), 2(T))ir = 5b2((T), u(T)) + La((T)),

was nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (siehe [Heu86], Satz 26.1)
dquivalent zu

2(T) = by(u(T), u(T)) + La(u(T))

ist. Insgesamt erhalten wir also, da C$°([0, T}; Q) dicht in L2([0, T]; Q) liegt:

(~4,02) +a(6,2) = [{ba(6(B),u(®) + L@} at, VoeX,

(T) = b (u(T), u(T)) + Ly(u(T)). -

An der expliziten Darstellung der Tangentengleichung (4.11b) und der dualen
Hesse-Gleichung (4.12b) sieht man bereits, dass diese beiden Gleichungen
unabhéngig von der Losung der Zustandsgleichung, des dualen Problems
und der Steuerung g sind. Sie konnen entsprechend separat gelost werden.
Diese Tatsache erhdlt man auch aus der folgenden Darstellung mittels der
Losungsoperatoren:

Bemerkung 4.5 Analog zum affin linearen Losungsoperator S der Zustands-
gleichung (2.3) fithren wir jetzt einen Losungsoperator R des dualen Problems
(4.10) ein:

R: X—X

ur—— z.
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Da z affin linear von u abhéngig ist, konnen wir den Operator R wie folgt
schreiben:

z=R(u) = RW(u) + R,
wobei R(M) : X — X ein linearer Operator ist und R(?) € X gilt.
e Wir beobachten, dass bei gegebenen g, 6 € Q aus
u=5(q) =5Y(g) +5?
mit der Bezeichnung

du = S'(q)(59)
= 5 (5q)
folgt, dass éu Losung der Tangentengleichung (4.11) ist.
e Ahnliches gilt fiir das duale Problem und die duale Hesse-Gleichung: Mit
z=R(u) = R(S(q)) = RW (S(g)) + R®
Losung des dualen Problems (4.10) gilt, dass
5z:= (R(5(q)))" (89)
— r(M (5(1)(561))

die Losung der dualen Hesse-Gleichung (4.12) ist.

4.4 Ableitungen des Steuerungsfunktionals

Nun haben wir alle nétigen Voraussetzungen erarbeitet, um die folgenden
Sétze zur ersten und zweiten Ableitung von j formulieren und beweisen zu
konnen.

Satz 4.6 Seiq € Q gegeben und es gelte:
(i) u = S(q) € X sei Losung der Zustandsgleichung (2.3),
(ii) z € X sei Losung des dualen Problems (4.10),
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dann gilt fiir die erste Ableitung des reduzierten Steuerungsfunktionals:
j'(q)(q) = L3(q,u,2)(1q)
=aa =g 1q)o+ (FV(r0),2) + () (v0) 20 @13)
fiir alle Tq € Q.
Beweis: Da 1 = S(q) € X nach (i) Losung der Zustandsgleichung (2.3) ist, gilt:

j(a) =J(q,5(q))
= L(q,u,2) = (f(q) = 9, 2) +a(u,z) + (u(0) — uo(q), 2(0))

=L(q,u,z).
Mit Tu = ug(tq) = S'(9)(7q) und 7z = z; () = R(S(q))"(7q) gilt dann:
j'(a)(tq) = L4(q,u,2)(tq) + L3,(q,u,2)(Tu) + L2(q,u,2)(T2)
= Ly(q,u,2)(1q) + L] (q, u,z)(7z) wegen (i)
£ (g0, 2)(ra) + (Fa),72) — (Gut,72) — alu, 72
— (u(0) —uo(q), 7z(0))n wegen (4.9)
= Ly(q,u,2)(1q) wegen (i)
= alg—7,7)g + (FN(vq),2) + (ug” (19),2(0))rr  wegen (4.7)
tir alle Tg € Q. O

Bemerkung 4.7 Unabhéngig von der Losung durch das Newton-Verfahren
koénnen wir nun ein System von Gleichungen festhalten, das die Lésung 7 des
Optimierungsproblems (3.3) bestimmt:

Gilt
LL(q,u,z)(tz) =0, V1zeX, (Zustandsgleichung)
L,(q,u,z)(tu) =0, Vr7TucelX, (duales Problem) (4.14)
557(27\/ u,z)(tq) =0, V1g€e€Q, (Optimalitdtsbedingung)

so 16st g die Gleichung

j'(@)(tq) =0, Vr1q€Q,
und damit das Optimierungsproblem (3.3).

Der folgende Satz liefert uns eine Darstellung fiir die zweite Ableitung von j
und damit fiir die Hesse-Matrix V?;.
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Satz 4.8 Seien 6g € Q und Tq € Q gegeben und es gelte:
(i) du € X sei Losung der Tangentengleichung (4.11) zu éq,
(ii) Tu € X sei Losung der Tangentengleichung (4.11) zu tq,

dann gilt fiir die zweite Ableitung des reduzierten Steuerungsfunktionals:
" (q)(8q, Tq) = Lgg(q,u,2)(6q,79) + L1y (q,u,2) (6u, Tu)
— a(tq,89) + /1 b (5u(t), Tu(t)) dt + by (5u(T), Tu(T)). (4.15)

Beweis: Wir wissen bereits aus Satz 4.6, dass fiir die erste Ableitung des redu-
zierten Steuerungsfunktionals gilt:

j'(a)(89) = Lq(q,u,2)(8q) + L3,(q, u,2)(6u) + L3(q, u,2)(82).

Um die zweite Ableitung von j zu bestimmen, miissen wir nun die totale
Ableitung dieses Ausdrucks berechnen. Dabei beachten wir, dass

su = uy(89) = S (8q)
und

6z = zy(8q) = R (s (81))
unabhéngig von g sind. Es gilt also:

j"(9)(89,7q) = Lg()(6q, Tq) + L, ()(89, Tu) + L7()(89, 72)
+ Ly () (61, Tq) + Lo, () (61, Tu) + Ly, () (81, 72)
+ L2, (82, 79) + LZ,() (62, Tu) + L2.() (82, 72),

wobei jeweils der Ubersichtlichkeit zuliebe die Abhingigkeit von g, u und z
unterdriickt wurde. Hierbei verschwinden L{,()(dq, Tu), £j,()(6u, 79) und
L .()(6z, 7z) nach Lemma 4.3 und wegen (i) und (ii) gelten

L3.()(8q,tz) + L3, () (6u,72) =0
und
L5()(8z,tq) + LZ,() (62, Tu) = 0.
Also bleibt
7'(0)(89,7) = L1y (4,1,2)(59, 70) + L1 (q,1,2) (61, Tu)
= a(1q,59)g +/Ib1(5u(t),fu(t)) dt + by (5u(T), 7u(T)). o
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Eine leicht abgednderte Version von Satz 4.8 liefert nicht eine explizite Darstel-
lung fiir j”, sondern nur die Wirkung von j” auf ein 69 € Q. Gewissermaflen
gibt der folgende Satz also an, wie das Matrix-Vektor-Produkt der Hesse-Matrix
mit einem beliebigen Vektor g € Q zu berechnen ist.

Satz 4.9 Sei dq € Q gegeben und es gelte:
(i) du € X sei Losung der Tangentengleichung (4.11),
(ii) oz € X sei Losung der dualen Hesse-Gleichung (4.12),

dann gilt fiir die zweite Ableitung des reduzierten Steuerungsfunktionals:
j"(q)(8q,Tq) = Lo (q,u,2)(6q,T9) + L7,(q,u,2) (52, 7q)
= a(tq,89)g + (fD(1q), 62) + (uy (19),62(0))y  (4.16)
fiir alle Tq € Q.

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 4.8 gilt

j"(q)(8q,Tq) = Lg()(8q,T9) + L4, () (89, Tu) + L. () (69, 72)
+ L0 (8u,79) + L1y, () (61, T) + L3, () (81, T2)
+ L£5,() (62, 79) + L2,() (82, Tu) + L7, () (62, 72),

mit L£g,()(og, Tu) = L3, ()(6u, 7q) = L7,()(6z,72z) = 0 nach Lemma 4.3. Au-
flerdem folgen aus (i) und (ii)

L7.()(8q,7z) + L, () (6u,72) =0
und
Ly, () (6u, tu) + L7,()(8z, Tu) =0
Es bleibt also
j"(0)(8q,Tq) = Li;(q,u,2)(8q, Tq) + LZ,(q,1,2)(8z, T9)
= a(1q,89)g + (fV(1q), 82) + (ul" (1q), 62(0))

tiir alle g € Q. O
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Bemerkung 4.10 An dieser Stelle wollen wir auf eine Besonderheit hinweisen,
die in dem in dieser Arbeit behandelten Fall auftritt, da wir uns auf quadratische
Funktionale und lineare Zustandsgleichungen beschrdnken: Die Darstellungen
tiir die Hesse-Matrix und auch die fiir die Wirkung dieser auf einen Vektor sind
unabhingig von g, da die Tangentengleichung und die duale Hesse-Gleichung
unabhéngig von g sind.

Dies ist deshalb so erwdhnenswert, da diese Eigenschaft den Aufwand unseres
Algorithmus im folgenden Abschnitt erheblich gegeniiber dem allgemeineren
Fall verringern wird.

4.5 Der konkrete Algorithmus

In diesem Abschnitt formulieren wir nun, wie der Newton-Algorithmus auszu-
sehen hat. Dabei gehen wir von der folgenden Voraussetzung aus:

Voraussetzungen 4.11 Sei Q ein endlich dimensionaler Raum und

{qu- € Q:i= 1,...,dim(Q)}

die zugehorige Standardbasis.

Zur Erinnerung: In jedem Schritt des Newton-Algorithmus ist die Losung des
Systems

V2j(9)8q = —Vj(q) (4.17)

zu bestimmen. Deshalb miissen wir zunichst Vj(g) und V?j(q) aufstellen. Da
die Hessematrix V2j(q) nach Bemerkung 4.10 unabhéngig von g ist, kénnen wir
diese einmal zu Beginn des Newton-Algorithmus berechnen. Nur der Gradient
Vj(q) ist abhdngig von g und muss in jedem Schritt neu berechnet werden.

Damit ergibt sich unter Anwendung der Sitze 4.6 und 4.8 folgender konkreter
Newton-Algorithmus:
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Algorithmus 4.2 : Newton-Algorithmus mit Aufstellen der Hesse-Matrix

input:n=0,4"€ Q

Berechne {tu!|i =1,...,dim(Q)} C X fiir die entsprechende Basis von Q,
d.h. 16se die Tangentengleichung (4.11) fiir jeden Basisvektor 14; von Q;
Stelle mittels Satz 4.8 VZj(4") auf, d.h., um die i j-te Komponente (V2j(g"));;
zu berechnen, werte die rechte Seite von (4.15) fiir 6q = 7q;, Tq = 7q;, du = Tu;
und Tu = TU; aus;

while ||Vj(g")|| > TOL do

Berechne u" € X, d.h. 16se die Zustandsgleichung (2.3);

Berechne z" € X, d.h. 16se das duale Problem (4.10) ;

Stelle mittels Satz 4.6 Vj(¢") auf, d.h., um die i-te Komponente (Vj(g"));
zu bestimmen, werte die rechte Seite von (4.13) fiir 7q = 7g; aus;

Lose V2j(q")6q = —Vj(q") mittels eines beliebigen linearen Losers ;
qn—i—l — qn + 5q/.

n=n+1;

Bemerkung 4.12 In jedem Newton-Schritt werden bei diesem Algorithmus
e einmal die Zustandsgleichung (2.3)
e einmal das duale Problem (4.10)

gelost. Vor Beginn der Newton-Iteration ist dim(Q)-mal die Tangentengleichung
zu 16sen.

In Schritt 7 von Algorithmus 4.2 konnten wir zur Losung des linearen Glei-
chungssystems V?2j(q")8g = —Vj(q") jeden beliebigen linearen Loser verwen-
den, da die komplette Hesse-Matrix bekannt war.

Einen alternativen Algorithmus erhalten wir, wenn wir uns auf Losungsverfah-
ren einschrénken, die nicht die Matrix an sich benétigen, sondern nur die Ergeb-
nisse von Matrix-Vektor-Multiplikationen. Das Konjugierte Gradientenverfahren
(kurz: CG-Verfahren) ist ein solches Verfahren. Eine ausfiihrliche Darstellung
dieses Verfahrens findet sich beispielsweise in [Saa96], Abschnitt 6.7.

Wihlen wir also das CG-Verfahren zur Losung des Gleichungssystems, so
konnen wir den Algorithmus mit Hilfe der Siatze 4.6 und 4.9 wie folgt neu
formulieren:
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Algorithmus 4.3 : Newton-Algorithmus ohne Aufstellen der Hesse-Matrix

input:n=0,4"€ Q

while ||Vj(g")|| > TOL do

Berechne u" € X, d.h. 16se die Zustandsgleichung (2.3);

Berechne z" € X, d.h. 16se das duale Problem (4.10) ;

Stelle mittels Satz 4.6 Vj(¢") auf, d.h., um die i-te Komponente (Vj(4"));
zu bestimmen, werte die rechte Seite von (4.13) fiir 7q = 74; aus;

Lose V2j(q")6q = —Vj(q") mittels des CG-Verfahrens. Um die n6tigen
Matrix-Vektor-Produkte zu berechnen, verwende Algorithmus 4.4;

qn—H — qn 4 56],’

n=n+1;

Die Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte in Schritt 5 iibernimmt der folgen-
de Algorithmus:

Algorithmus 4.4 : Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes
input: u",z" € X, die fiir gegebenes q" € Q bereits berechnet wurden

Berechne éu" € X, d.h. 16se die Tangentengleichung (4.11);

Berechne 6z" € X, d.h. 16se die duale Hesse-Gleichung (4.12);

Stelle mittels Satz 4.9 V2j(g")8q auf, d.h., um die i-te Komponente
(V2j(g")8q); zu bestimmen, werte die rechte Seite von (4.16) fiir g = g, aus;

Bemerkung 4.13

e Algorithmus 4.4 muss in jedem Schritt des CG-Verfahrens ausgefiihrt
werden.

e Sei ncg die Anzahl der Schritte, die bei einem Aufruf des CG-Verfahrens
ausgefiihrt werden, so ist es fiir einen Newton-Schritt insgesamt nétig,

- einmal die Zustandsgleichung (2.3)

— einmal das duale Problem (4.10)

- ncg mal die Tangentengleichung (4.11)

- ncg mal die duale Hesse-Gleichung (4.12)

zu ldsen.



40 KAPITEL 4 DAS NEWTON-VERFAHREN

Um den Aufwand der Algorithmen 4.2 und 4.3 vergleichen zu kénnen, be-
zeichnen wir mit 11,10, die Anzahl der Newton-Schritte, bis die vorgegebene
Fehlerschranke unterschritten wurde, und mit ncg die durchschnittliche An-
zahl der CG-Iterationen pro Newton-Schritt.

Zur Durchfithrung von

o Algorithmus 4.2 miissen insgesamt

dlm(Q) + anewton/

o Algorithmus 4.3 insgesamt

N Newton (2 + 2”CG) = 2N Newton + 2N NewtonCG

parabolische Differentialgleichungen gelost werden. Da dieses Losen der Diffe-
rentialgleichungen den wesentlichen Aufwand der beiden Algorithmen dar-
stellt, heifst dies, dass Algorithmus 4.2 bevorzugt werden sollte, falls

dim(Q)

NNewtonCG > >

gilt.

Wir wollen an dieser Stelle noch betonen, welchen Aufwand beispielsweise
das Berechnen der 1. Ableitung j'(g) verursacht. Aus Satz 4.6 wissen wir, dass
zundchst die Zustandsgleichung (2.3) und das duale Problem (4.10) gelost wer-
den miissen.

Der wesentliche Unterschied dieser beiden Probleme besteht neben verschie-
denen rechten Seiten und vertauschten Argumenten der Bilinearform a darin,
dass die Zustandsgleichung (2.3) ein Vorwértsproblem beschreibt, also ein
Anfangswert

u(0) = uo(q)

vorgegeben ist, wihrend das duale Problem (4.10) ein Riickwértsproblem ist,
also ein “Endwert”

(T) = Vy(u(T),u(T)) + Ly(u(T))

gegeben ist.

Aufderdem ist noch zu beachten, dass sowohl die rechte Seite, als auch der
Endwert des dualen Problems (4.10) von der Losung u der Zustandsgleichung
2.3 abhdngen. Es muss also zunédchst diese Losung u berechnet und gespeichert
werden, bevor das duale Problem gelost werden kann.
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4.6 Besonderheit der Linearitat

Da wir uns bei den Problemen, die in dieser Arbeit untersucht werden, auf
lineare parabolische Differentialgleichungen und quadratische Steuerungsfunk-
tionale beschrédnken, ist die 1. Ableitung des reduzierten Steuerungsfunktionals
linear. Das Newton-Verfahren benétigt also nur einen Schritt, um die Losung
der Gleichung

f@)(rq) =0, VtqeQ,
zu bestimmen. Diese Tatsache soll in diesem Abschnitt formal gezeigt werden.

Lemma 4.14 Das Newton-Verfahren zur Losung des Optimierungsproblems 3.2 liefert
nach einem Schritt die exakte Losung.

Beweis: Im ersten Schritt des Newton-Verfahrens wird bei gegebenem 4° € Q
die Losung 6g € Q der Gleichung (4.4)

i"(a°)(tq,8q) = —j'(¢°)(rq),  V19€Q,

bestimmt. Diese liefert uns ¢! := ¢° + 8. Damit das Newton-Verfahren schon
nach einem Schritt abbricht, muss gelten

j(a")(rg) =0,  VTq€Q. (4.18)
Dies wollen wir nun zeigen.

Da wir zwei verschiedene Darstellungen fiir die zweite Ableitung j’ " haben,
miissen wir auch zwei verschiedene Fille untersuchen.

Fall 1: Dieser Fall entspricht Algorithmus 4.2, also der Anwendung von Satz
4.8.

Wir erinnern daran, dass man den Ausdruck fiir j’ mittels der Losungsoperato-
ren S und R formulieren kann:

/(@)(vg) =« (9 =7, 79)g + (P (79), R(S(9)))

+ () (), RS@)©) . VmeQ (419

und dass fiir j” bei festen 6q, 79 € Q gilt:

j"(9)(8q,7q) = a(7q,8q)q + /Ib1(5u(t),w(t)) dt + b (ou(T), Tu(T)).
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Aus Gleichung (4.4) ergibt sich damit
(74, 89) = /b1 (5u(t), Tu(t)) dt — by(5u(T), Tu(T))
—a (g =g,m) — (V) R(S())
— (15" (), R(5(@)(0)) - (420)

Nun wollen wir j'(g') betrachten.
Zuvor halten wir jedoch fest, dass

R(s (s )) W(s( +5q)) ?
RU(S(g%)) + R® 4 R (s (39))
:'R (s ((;;0 ) +R >( <>(5q)>

Setzen wir Gleichung (4.20) in die Darstellung (4.19) fiir j/(q')(tq) ein, so
erhalten wir

/(") (wq) = e (¢ +59) ~7,7q) + (FV(wa).R (5 ("))
+ () ). R (3 (a)) ),
—/Ibl(éu(t),ru(t)) dt — by (5u(T), 7u(T))
— (fM(r),20) = (g (0),20(0)) |
+( f<1>(m) 20 + 52) + (1§ (vq), 20(0) + &2(0))
/b1 )) dt — by(su(T), Tu(T))

+ (0 ><m> z) (" (xq),62(0))
= £,()(62,7q) — L1t () (81, T0)

— (Lau) (87, 70) + £, (81, 70))
=0,

da 6z = R(MW (S (1) ((5q)> die duale Hesse-Gleichung 16st. Die vorletzte Gleich-
heit folgte dabei aus (ii) in Satz 4.8.
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Fall 2: Nun wollen wir Algorithmus 4.3, also die Anwendung von Satz 4.9
betrachten. Hier gilt Gleichung (4.19) und aufierdem:

i"(q)(5q,79) = o(1q,89) + (FV(1q),62) + (u{" (1q),52(0)), V19 € Q.

Aus der Gleichung
i"(a°)(tq,69) = —j'(4°)(tq), V1q€Q,

ergibt sich damit im ersten Newton-Schritt:
a(vq,60)0 = ~a (4° ~7,70) , — (£ (7). 20 + 52)
— (4" (79), 20(0) + 82(0))

Auch hier setzen wir diesen Ausdruck in j’(g')(7q) ein und erhalten:
1 _ 0 = (1) 1
7@")(xq) = o ((¢° + 89) qmi)Q + ()R (5(e")))

(1) 1
(w0 enR (s (e) @),
= (f(l)(Tq),zo + 62) + (u(()l)(’rq), 20(0) + 52(0))H

— (f(l)(Tq),Zo + 52) — (u(()l)('rq),zo(O) + 5Z(O)>H
=0, Vg e Q.

In beiden Fillen gilt also, dass wir bereits nach einem Newton-Schritt die
gesuchte Losung q' gefunden haben. O

Man hétte nattirlich auch sofort einen iterativen Loser auf die lineare Gleichung
Vj(q) = 0 anwenden konnen. Doch haben wir so den Vorteil, dass der hier
gewdhlte Ansatz ohne Weiteres auf den Fall nichtlinearer parabolischer Diffe-
rentialgleichungen und nicht-quadratischer Steuerungsfunktionale erweitert
werden kann.

Auflerdem sind wir bisher davon ausgegangen, dass wir die Losungen der
partiellen Differentialgleichungen exakt bestimmen konnen. Dies ist jedoch
in der Regel nicht der Fall. Wenn wir die Differentialgleichungen aber, wie in
Kapitel 5 beschrieben, ndherungsweise 16sen, erhalten wir aus den Sitzen 4.6,
4.8 und 4.9 auch nur Approximationen an ;' und j”. Deshalb kann es auch
in dem hier behandelten Fall dazu kommen, dass mehrere Newton-Schritte
benotigt werden.
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Kapitel 5

Numerische Umsetzung

Die parabolischen Differentialgleichungen, deren Losungen fiir die
Durchfiihrung des Newton-Verfahrens benétigt werden, konnen meist nicht
exakt gelost werden. Daher verwendet man numerische Verfahren, um eine
Approximation zu berechnen. Eine Moglichkeit hierfiir werden wir am Bei-
spiel der Zustandsgleichung (2.3) ausfiihrlich vorstellen und dann auf die in
Abschnitt 4.3 vorgestellten Hilfsgleichungen tibertragen.

Wir beschrianken uns in dieser Arbeit von hieran darauf, den Fall eines linearen
elliptischen Operators L der Form

(Lu)(x) = —div(A(x)Vu(t; x)),

beziehungsweise der Bilinearform

a(u,d)):/I/QAVu-Vc[)dxdt

zu behandeln. Allgemeinere Bilinearformen a bediirfen einer angepassten, spe-
zielleren Untersuchung.

5.1 Diskretisierung der Zustandsgleichung

Zur approximativen Losung der Zustandsgleichung (2.3)

(0, ) +a(u, p) = (f(q),¢), VoeX
u(0) = uo(q)
diskretisieren wir zunidchst das Zeitintervall I. So erhalten wir eine Anzahl von

elliptischen Differentialgleichungen, die wir dann mittels Ortsdiskretisierung
und Anwendung der Methode der Finiten Elemente numerisch 16sen. Wir

45
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werden dabei sowohl fiir die Semidiskretisierung in der Zeit, als auch fiir das
volldiskrete Problem festhalten, unter welchen Annahmen eine eindeutige
Losung existiert und wann diese gegen die exakte Losung konvergiert.

5.1.1 Zeitdiskretisierung

Die Idee der Zeitdiskretisierung ist, das Zeitintervall I = [0, T] in kleinere
Teilintervalle I, zu zerlegen und fiir das gesuchte u eine Approximation so zu
wihlen, dass diese auf den einzelnen Intervallen I, ein Polynom in der Zeit mit
Werten in V ist. Hierbei gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Die Polynome werden {iiber die Intervallgrenzen hinweg stetig miteinan-
der verkniipft oder

2. sie diirfen an den Intervallgrenzen Unstetigkeiten haben.

Wir werden im Folgenden die zweite Methode, die auch als diskontinuierliche Ga-
lerkin (dG) Methode bekannt ist, anwenden und uns letzten Endes auf stiickweise
konstante Ansatzfunktionen beschrianken.

Zundchst bendtigen wir folgende
Bezeichnungen 5.1 Wir zerlegen das Intervall
I=[0,T]={0}ULULU...Uly

in M Teilintervalle L, = (ty,—1, twm] der Linge ky, = ty — tyy—1, m =1,..., M, mit
0=ty <ty <...<ty_1 <ty =T. Auflerdem definieren wir den Parameter k als
stiickweise konstante Funktion von [0, T| nach R mit der Eigenschaft, dass k|; = kn

gilt, und k als das Maximum aller ki, also k= maXy—1,.. M Kn-

Hiermit konnen wir eine diskrete Version des Ansatzraumes
X ={vel?(,V):0veL*,V*)}
definieren:
Definition 5.2 Es sei
Xp={oe € L*(LV) : vy, € P(Im, V), m=1,...,M, v(0) € H}  (5.1)

die Diskretisierung des Ansatzraumes X, wobei Py (I,;, V') den Raum der Polynome
vom Grad < r definiert auf I,, mit Werten in V bezeichnet.

Die Diskretisierung einer Gleichung tiber dem Raum X; werden wir abkiirzend
auch als dG(r)-Diskretisierung bezeichnen.
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Aufderdem werden wir noch weitere Notationen verwenden:
Bezeichnungen 5.3
+

_ . — _ . _ + —
Ui = tlg(% O(tm +1), O, = tlirgl+ Ok(tm — ), [Oklm =0, — 0,

Des Weiteren sei a die Bilinearform, die wie in (2.7) die Gleichung
T ~
| aue), ¢(0) at = a(u, ¢)
fiir alle u, ¢ € X erfiillt.

Damit lautet die dG(r)-Diskretisierung der Zustandsgleichung (2.3):

Gesucht ist u; € Xj, so dass zu gegebener Steuerung q € Q gilt:

uk_,() - uO(Q)
M _ M
L [, (Gr o)+ g, @)}t + Y (b, 1) 52

y m=1
=L /1 (f(q), d)udt, Ve X
m=1""m

7

Motivieren kann man diese Formulierung durch folgende Herleitung (vgl.
[Tho97]):

Die kontinuierliche Formulierung unserer Zustandsgleichung lautet:

Gesuchtist u € X, so dass zu gegebener Steuerung g € Q gilt:

(atu/ 4)) + a(”/ (I)) = (f(q)r ‘;b)/ VoeX,
u(0) = uo(q)-

Dies lasst sich offensichtlich wegen der Notationen (2.2) und (2.7) dquivalent
formulieren als

T T
/0 {(Ou, )y +a(u, )} dt = /o (f(q), d)udt, V¢ €X,
u(0) = ug(q).
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Nach partieller Integration erhdlt man

u(O) = uO(‘]) 3
T
/o {(u, —0rp)u+a(u, @)} dt + (u(T), $(T))n -
= [[ 7@, 9t + (@000, Yo X

Nun ersetzen wir in dieser Gleichung u € X durch u; € Xj. Betrachten wir
zundchst den ersten Term separat und integrieren partiell auf jedem Teilintervall
I;;, so erhalten wir:

T
| ~2i Z ], =00
M
- Z / afuk/ Hdt Z (uk’ )H|tm 1
m=1
M-1
_ Z / (it @) dt — Y (e, b(tw) )
m=1 Im m=1
- (u;M, $(T))n + (uKOffb(O))H

M—
= Z/ 8fuk, dt+ 2 Mk m, )H
+ (o, ®(0)) 1 — (1 5y &(T)) 11

Dies liefert uns bei Einsetzen in (5.3) und der zusétzlichen Wahl von ¢ aus dem
Raum X; der semidiskreten Funktionen :

uk_,O = MO(q) )
M M
)y | A(@nn, @)1+, ) d + X (1,051 54
=[G, voex;

Hierbei haben wir uns bei den Funktionsauswertungen von ¢ jeweils fiir den
rechtsseitigen Limes ¢;;, entschieden.
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Bemerkung 5.4 Da sowohl die Ansatz- als auch die Testfunktionen aus dem
semidiskreten Raum X; gewdhlt werden, ist es moglich M Testfunktionen
¢1,...,Ppm zuwihlen, so dass furallei # j € {1,..., M} gilt:

Man kann dann die einzelnen Teilintervalle getrennt betrachten und erhalt fiir
die semidiskrete Zustandsgleichung:

Gesucht ist u; € Xy, so dass zu gegebener Steuerung g € Q gilt:

o = to(q)

[ (@, @)+ @)}t + (b

= (i )i + [ (f0), @)t
VoeX,1<m<M.

(5.5)

dG(0)-Diskretisierung

Wir wollen uns nun auf den speziellen Fall der stiickweise konstanten Ansatz-
und Testfunktionen beschrénken, also 1y € X?. Da also u|;,, = konstant ist, gilt
osug|r, = 0. Selbiges gilt fiir ¢, welches wir im folgenden Abschnitt immer als
Element aus X} betrachten wollen. Wir nutzen abkiirzend die Bezeichnungen

Uy = ug|r, und ¢y, 1= Pl
Man erhilt fiir die Zustandsgleichung zunéachst:

o = to(q)
/I Zi(uﬂh d)) dt + (uml (Pm)H = (umflr ‘Pm)H + /I' (f(Q)/ ¢)H dtl
VoeX), 1<m<M.
Approximieren wir nun noch die Integrale durch die rechte Eckpunktregel, also

ftt}il g(t) dt =~ (tm — t—1)g(tm), so erhalten wir folgende Iterationsvorschrift
tiir die Losung der
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semidiskreten Zustandsgleichung:

em=20
Uy = to(4)
em=1,... M
km@(tm, dm) + (m, dm)r = (-1, Sm) 1 + ki (f(9) (b)), &) H,
V¢, €V.

Dies entspricht M elliptischen Differentialgleichungen, die mittels Ortsdiskreti-
sierung geldst werden miissen.

Eindeutige Losbarkeit der semidiskreten Zustandsgleichung

Wir wollen nun zeigen, dass die Gleichungen in (5.5), die auf den einzelnen
Zeitintervallen zu 16sen sind, eine eindeutige Losung besitzen. Wir folgen dabei
der Beweisidee in [EJT85], S. 618/619.

Satz 5.5 Es existiert genau eine Losung uy € X; von (5.5):

”/;0 = uO(Q)

[ (@, @)+ @)} e+ (b

= (g y B )it | (Fla), @),
VoeX;,1<m<M.

Beweis: Da wir auf jedem Zeitintervall eine eigene Gleichung l6sen miissen,
zeigen wir die Existenz und Eindeutigkeit von u; € X], indem wir beweisen,
dass jede Gleichung aus (5.5) ein eindeutige Losung u}’ := uy|r,, € Pr(In, V)
besitzt.

Ist {p;};=1,.,r eine Orthonormalbasis von P;(I,;, R), also den Polynomen auf I,
mit Werten in R vom Grad < r, so hatjedes v € P,(I,,, V) eine Darstellung als

r
v=1) vjp;
=1
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mit v; € V. Definieren wir 0 := (v1,0,...,0,)T € V" =: V, so kdnnen wir v
mit v identifizieren.

Nun definieren wir auferdem M" := (mlf’]?)i,jzl ,,,, »und f’” (f")i=1,..r mit
mij :/1 otp;pi dt-1+/1 pjpi At A+ pi(ty_1)pi(tw_1) -1 und

= pilbu g, + /1 Fp; ds,

wobei I die Identitit auf V bezeichnet und A der zur Bilinearform & korrespon-
dierende Operator ist, also a(u,v) = (Au,v)g.

Damit ist die m— te Gleichung aus (5.5) dquivalent zur Gleichung
(MM, 5] = [f",5],  YoeV,
welche wiederum dquivalent ist zu
Mm y" =" fm

Um also zu zeigen, dass (5.5) eine eindeutige Losung besitzt, zeigen wir, dass
M'™ fiir beliebiges m = 1, ..., M bijektiv ist. Dazu setzen wir an dieser Stelle
0.B.d.A. M := M™ fiir ein beliebiges m € {1, ..., M}.

Injektivitit: Es gilt fiir alle 5 € V:
[M3, ] :/1 (940, Hdt+/ (Av,0)y dt + (v, 05 n
- Zﬁmew+/" (0,0) dt + o, _y I
loml+ 3lof I+ [ (o,
> /1 (v, 0) dt
> ¢ /1 0|3 dt (da a strikt positiv ist)

:
—c [ 1Y ol at
In i=1

= c/ / (). Y viojpip;) dx dt (wegen p;p; = &j;)
b JQ 27 j=1



52 KAPITEL 5 NUMERISCHE UMSETZUNG

—C/I / Zv dx dt

Gl

wobei ||[-]|| die Norm auf V bezeichnet.

Ist nun & € Ker(M), gilt also M7 = 0, so ist
0 =1[0,0] = [Md,0] > |[0]>
Es muss also ||[7]]| = 0 gelten und damit auch 7 = 0. Also ist M injektiv.

Surjektivitdt: Da M injektiv ist, ist auch der adjungierte Operator M* injektiv,

da nach Definition von M*
6, M*9] = [M3, 5] > ||[0]||?

gilt. Aus Lemma 5.11 in [RY00] folgt damit, dass das Bild von M dicht liegt in
V.

Wir beobachten weiterhin , dass A eine abgeschlossene Abbildung ist, und sich
diese Eigenschaft nach Konstruktion von A auf M tibertrdgt. Betrachten wir
nun die Inverse M~! : V — Im(M) und setzen in der obigen Ungleichung

o~

v=Mlwmitw € I m(Z\7I ), so gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
|[M ™ 0] < [, M~ o] < el [w]| - M~ w]].

M1 ist also beschrinkt und als linearer Operator damit auch stetig. Aus den
Satzen 39.1 und 39.3 in [Heu86] folgt damit, dass das Bild von M abgeschlossen
ist.

Wir haben also gezeigt, dass das Bild I m(M) eine dichte und abgeschlossene

Teilmenge von V ist. Es gilt also insgesamt I m(M ) = V und damit ist M auch
surjektiv. O

Konvergenz der semidiskreten Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Losung der semidiskreten
Zustandsgleichung (5.5) fiir k — 0 gegen die exakte Losung der Zustandsglei-
chung (2.3) konvergiert.

Zunéchst bendtigen wir eine Definition und einige Hilfsaussagen, die wir an
dieser Stelle allerdings nur zitieren, nicht aber beweisen werden.
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Definition 5.6 Wir definieren auf V in Abhangigkeit des elliptischen Operators

Lfirl € R
o 1/2
o]l == <Z A (o, (Pj)2> :
=

wobei {A;}i—1,. o die positiven Eigenwerte von L sind und {¢;}-1,. « die
zugehorigen Eigenvektoren.

Da nach Bezeichnungen 2.18 H = L?(Q) gilt, konnen wir beobachten, dass
|- llo =1l - ||z der Norm auf H entspricht.

Lemma 5.7 Ist u € X die Losung der Zustandsgleichung (2.3) und j € N. Dann gilt
fiir alle t € I folgende Ungleichung:

D) Hl+(/ |4 ()11 ds )1/2 (||u ||l+/||f Hlds)

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis: Da f(q) € L?(I, V*) nach Gleichung (2.6) gilt, folgt dies direkt aus
[EJT85], Lemma 2. 0

Lemma 5.8 Seiul € P,(I,, V) eine Interpolation der Losung u der Zustandsgleichung
(2.3) auf dem Intervall I, definiert durch u|;, := u(t,,). Dann existiert eine Konstante
C, abhingig nur vom Grad r der Polynome auf I, so dass fiir { := u — u und
j=0,...,rgilt

sup [[€(3)]l < Ckly [ [lul ) (s)]); s

s€ly,

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [EJT85], Lemma 5. 0

Lemma 5.9 Seiu € X Losung der Zustandsgleichung (2.3), u die Interpolation aus
Lemma 5.8 und wy. € Xj. Losung der semidiskreten Zustandsgleichung (5.5).
Dann gilt fiir { := u — u und 0 := 1 — uy

tm 1/2
ol = 16l < ([ le@IR 2 ds)

Beweis: Vergleiche hierzu [EJT85], Beweis zu Theorem 1. 0
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Nun kénnen wir die Hauptaussage dieses Abschnitts festhalten. Hierbei inter-
essieren wir uns vor allem fiir den Spezialfall r = 0, den wir auch beweisen
werden.

Satz 5.10 Ist u € X die Losung der Zustandsgleichung (2.3) und uy € Xj Losung der
entsprechenden semidiskreten Zustandsgleichung (5.5), so konvergiert uy. fiirk — 0
gegen u gemdfs der a priori Abschitzung

() = u(t) | < CKH! {Hu(’“)(O)HH +1£(0)"(0)ll

= [l s

fiir 0 <t < ty, mit k= max,.. mkm wie in Bezeichnungen 5.1.
Fiir r = 0 gilt insbesondere:

Ji6) = )l < CR{ IO+ [ 170 () .

Beweis: Wir wollen an dieser Stelle, wie bereits erwdhnt, nur die Aussage fiir
r = 0 beweisen, da wir uns auch im Folgenden auf diesen Fall beschréanken
werden. Die allgemeine Behauptung folgt mit f(q) € L?(I, V*) und r = g — 1
direkt aus [EJT85], Theorem 4.

Sei u die Interpolation aus Lemma 5.8. Die Differenz u — uy teilen wir auf in
u—up=(u—u)+ (u—u) =:(¢+0.

Aus Lemma 5.8 wissen wir bereits, dass wir ||{(t)||y fur t € I, abschdtzen
konnen durch

1€l < sup [[¢(s) |l

s€ly

< Cksup ||/ ()| - (5.6)

Um eine Aussage tber ||0(t)||g mit t € I,, herzuleiten, gentigt es 6,,, = 0(t,)
zu betrachten, da 0 € X,? auf I,, konstant ist. Mit Lemma 5.8, Lemma 5.9 und
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der Holderschen Ungleichung folgt:

L [ @), ds

tm
I8l < [ ISR ds =
0 Iyn<m

< Y kesupll(s)I

I,,n<m sel,

¥ ko (C [ We)lads)
I,, n<m

<CLkikn [ IO o

< /\2/ ||u ||1/2

Wir erhalten also fiir t € I,

=R ty 1/2
00 = 10Cn) 1 = 10wl < C ([ @R ds) - 62

Lemma 5.7 und die soeben hergeleiteten Ungleichungen (5.6) und (5.7) liefern
uns nun zusammen mit der Dreiecksungleichung die gewiinschte Aussage

Ju(t) — Ol < 100+ 100) 1
- ty 1/2
< chsup /(9 + 0k ([ 19 B )

sely,

< Gk (I @ lln-+ [ 1@ @)l ds) ;

5.1.2 Ortsdiskretisierung

Nachdem wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, dass im Zuge der dG(0)
Diskretisierung der Zustandsgleichungen (2.3) jeweils M — 1 elliptische Dif-
ferentialgleichungen entstehen, wollen wir nun kurz auf die approximative
Losung dieser Gleichungen eingehen. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung ver-
weisen wir an dieser Stelle beispielsweise auf [Lub06], Teil II.

Wir wollen die entstehenden elliptischen Differentialgleichungen mittels der
Methode der Finiten Elemente 10sen. Dafiir muss zundchst das Gebiet Q C R”
diskretisiert werden. Wir bezeichnen hierfiir mit 7j, ein Gitter, welches aus den
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Zellen D;, i = 1,...,N, besteht, so dass Q = Uf\ilDi und D; N Dj = () fiir i # I
Dabei sei der Parameter & : O — R definiert durch h|p, = diam D;.

Auf diesem Gitter konstruieren wir nun den Finite-Elemente-Raum V]j cV:
Vi:={veV:vpe QD) fir D € T;}.

Dabei ergibt sich Qs(D) wie folgt:

Ist D = (0,1)" eine Referenzzelle, Qs (D D) der Raum der Funktionen vom An-
satzgrad s auf Dund F : D — D die affin lineare Transformation eines Elemen-
tes D € 7, auf das Referenzelement D, so ist

Qs(D):={v:D —R:v(x) =u(F(x)), VxeD,ueQsD)}.

Wir werden bei der Behandlung von Adaptivitit in Kapitel 6 dynamische Gitter
benotigen, d.h. wir werden auf jedem Zeitintervall I,;, ein eigenes Gitter verwen-
den. Aus diesem Grund bezeichnen wir mit 7;, ,,, m = 1, ..., M das Gitter auf
dem Intervall I;;,. Entsprechend sei Vﬁ,m der Finite-Elemente-Raum auf I,;,.

Hiermit konnen wir unseren volldiskreten Raum Xﬁ definieren durch:
X = {ow € L2(L V) 2 oyl1, € Pe(Ln, Vi, ),m = 1,..., M, 04(0) € Vj o}

Unter Verwendung der dG(0) Diskretisierung in der Zeit formulieren wir damit
die
volldiskrete Zustandsgleichung

Gesucht ist 1y, € X,?’fl, so dass zu gegebener Steuerung g € Q gilt:

U o = uo(q)
kmﬁ(um/ ‘Dm) + (Um; (Dm)H = (um—lz CDm)H + km(f(‘])(tm)/ (Dm)H/ (5.8)
VQmGVZ,m; m=1,..., M.

formulieren. Dabei haben wir an dieser Stelle die Bezeichnung Uy, := uyy];,,
verwendet.

Bemerkung 5.11 In der Praxis taucht bei der Berechnung der rechten Seite von
(5.8) ein Problem auf: Im Skalarprodukt (Uy,—1, @) g, das einer Integralaus-
wertung entspricht, ist u,, 1 ein Element aus V; _,, widhrend ®,, aus V}
stammt. Deshalb ist es nicht moglich das Integral zellenweise zu berechnen
Eine Losung fiir dieses Problem wird in [SV06], Abschnitt 2.3 vorgestellt.
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Analyse der volldiskreten Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass auch das volldiskrete Problem
eindeutig losbar ist und gegen die exakte Losung der Zustandsgleichung kon-
vergiert.

Zunichst bendtigen wir jedoch noch eine Definition, um alle Voraussetzungen
formulieren zu kénnen.

Definition 5.12 Fiir ein Gebiet D sei pP der Radius einer groten Kugel, die in
D enthalten ist, und hP der Radius einer kleinsten Kugel, die D enthélt. Eine
Familie {7},} von Zerlegungen eines Gebiets Q heift quasi-uniform, falls es eine
von h unabhéngige Konstante k > 0 gibt mit
KD
sup — < K.
DeT, pP

Wir wollen au8erdem an die Definition der Seminorm | - | H!(q) und der Stan-
dardnorm || - || () auf dem Sobolevraum H'(Q) erinnern. Diese sind fiir
v € H'(Q) definiert als

1/2
|U|H1(Q) = Z ||D(XU||%2(Q)
|a|=1
und
1/2
ol sy = | X 1%
|l <I

Weiterhin erinnern wir an dieser Stelle an das Lemma von Lax-Milgram:

Lemma 5.13 Seien X ein Hilbertraum, f : X — R eine stetige Linearform und
b: X x X — R eine stetige, strikt-positive Bilinearform. Dann existiert genau eine
Losung u € X der Variationsgleichung

b(u, ) = f(¢), VoeX

Beweis: Ein Beweis hierzu findet sich in [Lub06], Satz 6.4. 0

Jetzt konnen wir folgenden Satz festhalten:
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Satz 5.14 Unter der Voraussetzung, dass Q) ein polyedrisches, konvexes Gebiet ist
und {7, } eine Familie von quasi-uniformen Zerlegungen, gilt:

1. Es existiert genau eine Losung uyy, € X,?Z des volldiskreten Problems (5.8).

2. Ist u € X die Losung der Zustandsgleichung (2.3), uy € Xj Ldsung der se-
midiskreten Zustandsgleichung (5.2) mit r = 0 und uy, € XO ,, Losung des

zugehorigen volldiskreten Problems (5.8), so konvergiert uyy, fiir k —0,h—0
gegen u gemdf$ der a priori Abschitzung

||u<t)—ukh<>||H<c({||u M+ [ 17(@) ||Hds}
+h2{2||f ||H+||uo<>||H}>

fiir 0 < t < ty, mit k= maxy,... mkm wie in Bezeichnungen 5.1.

Beweis: Da wir aus Satz 5.10 bereits wissen, dass die Losung u; des semidis-
kreten Problems fiir k — 0 gegen die exakte Losung u konvergiert, reicht es
zu zeigen, dass die Losung uy;, des volldiskreten Problems fiir 1 — 0 gegen u
konvergiert und dass die einzelnen Gleichungen des volldiskreten Problems
eine eindeutige Losung besitzen.

Wir betrachten nun fiir ein festes aber beliebiges n € {1,2,..., M} eine einzelne
elliptische Gleichung aus (5.2) und zeigen, dass die Losung deren diskreter
Version aus (5.8) existiert, eindeutig bestimmt ist und gegen die exakte Losung
dieser Gleichung konvergiert. Damit erhalten wir insgesamt die gewtinschte
Konvergenz uy, — uy fiir h — 0.

Da b(v, w) = kpa(v,w) + (v, w)y eine stetige, strikt positive Bilinearform auf V
istund V; C V gilt, ist das Lemma 5.13 von Lax-Milgram anwendbar. Dieses
liefert uns die eindeutige Losbarkeit von

kna(un/ (Dn) + (unr q)n)H = (un—lr q)n)H +kn(f(q> (tn)z (Dn)H/ VO eV,

mit U, = uyylg, € V.
Bezeichnen wir auflerdem mit u,, := uy|;, € V die Losung der kontinuierlichen
Formulierung dieser Gleichung;:

kna(un/ (Pn) + (”n/ d)n)H = (”nflr (bn)H + kn(f((])(tn)/ (;bn)H/ Vo, eV,

so liefert uns Satz 10.14 in [Lub06] aufSerdem die Konvergenz von U, gegen u,
gemaf3

1Un = unll2(q) < CH?Junp2(q
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Die Voraussetzungen fiir die Anwendung dieses Satzes sind hierbei nach dem
Regularitdtssatz 7.2 in [Bra97] erfiillt. Nach Definition der Seminorm | - |2 ()
gilt weiterhin die Abschédtzung

lunl 2 () < lunllp2io)

und aus dem oben genannten Regularitidtssatz folgt zusammen mit der Drei-
ecksungleichung, dass

i) < cllknf (@) () + 11200
< ¢ (kull (@) (ta) | 20 + 101 l1200r) )

gilt. Wegen [|un—1|2(q) < [[tn—1([p2(q) erhélt man nach derselben Argumen-
tation

Jitn1 2y < € (Kacall F@) 1)l 2y + litn-2lli2(0)

Rekursiv ergibt sich damit:

U — ttnll 2y < CH*|lttull 120
< Ch? (Z kil f(q)(t) | 2(q) + ||”0(‘7)||L2(Q)> :

Da dies fur allen € {1,2,..., M} gilt, liefert uns nach Nulladdition die Drei-
ecksungleichung zusammen mit Satz 5.10 fiir r = O und 0 < t <t

[u(t) — wn () llg < [Ju(t) —u(®)[|g + [Jux(t) — ukh( Na

<c (Bl + [ 1@ ©ln s

+h2{2 1£ (@) (t:) | + lluo(q >||H}>.

Insgesamt konvergiert uy, fiir k — 0 und h — 0 also gegen die gesuchte Losung
u. O

5.2 Diskretisierung des Optimierungsproblems

Nachdem wir uns im vorigen Abschnitt der Diskretisierung der Zustandsglei-
chung (2.3) gewidmet haben, konnen wir nun das semidiskrete Optimierungs-
problem aufstellen:

Minimiere ] (g, ux) unter der Bedingung (5.4) mit (g, ux) € Q x X;.  (5.9)
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Um die Ergebnisse der fritheren Kapitel anwenden zu koénnen, miissen
wir ein diskretisiertes reduziertes Steuerungsfunktional, ein diskretes
Lagrange-Funktional und die entsprechenden diskretisierten Hilfsgleichungen
einfiihren.

Analog zum kontinuierlichen Fall sei 5 : Q — X7, g — uy der Losungsopera-
tor zu (5.4) und entsprechend

jk . Q — R
qx — Ji(ax) = J (G Sk(q))
das reduzierte semidiskrete Steuerungsfunktional.

Das semidiskrete Lagrange-Funktional hat entsprechend die Form:

Lr:QxXpx X —R

M
(et 2) — Tk )+ X (G (06) = o 20001 = 20

M

- Z ([uk]m—lizl—:m_l)H - (”k_,o - ”O(Clk)rziio)H'
m=1

Hiermit kénnen wir nun die drei Hilfsgleichungen aus Abschnitt 4.3 in semidis-
kreter Form aufstellen:

semidiskretes duales Problem: Zu gegebenem g, € Q und u; = Si(qx) € X
finde z; € X}, so dass gilt:

‘Cl/c,uk(qk' Uk, Zk)(qb) =0, V¢e X]:/

&
M M-1
Zl A=, 9z +a(d, zi) ; dt — Zl(%z 2klm)E + (Dpp 2 H =

M
Y, [ Aba(@(0), u(®) + Li(@(E)} dt +ba(dyy i p0) + La(Dy), ¥ &€ X,
m=1"Y4m
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semidiskrete Tangentengleichung: Zu gegebenem dg; € Q finde éu; € X, so
dass gilt:

ﬁllc/,qzk (qk/ Uk, Zk) (5qk1 (b) + £l/</,ukzk (qk/ Uk, Zk) (5uk1 (P) =0, V¢oeX,

=
Suy g = u(()l)(éqk)
M N M (5.10)
Z / {(atéuk/ (I))H‘i‘ﬂ(él/lk, (P)} dt + Z ([5uk]m—1/ d);_l)H =
m=1""m m=1

Z / J(q1), ) dt, Ve XL

semidiskrete Duale Hesse-Gleichung: Zu gegebenem 6q; € Q sei du; € X;
die Losung der semidiskreten Tangentengleichung (5.10). Gesucht ist 6z; € X7,
so dass gilt:

;(/,ukuk(qk/ Uk, Zk) (51/lk, d)) + *C]/(/,Zkuk(qk/ Uk, Zk) (5Zk1 (i)) - 0/ v (b € X%/

g
y ~ M-1
Z—"l /Im{(_d)' 0:0zk )y + a(ep, 0zx) } dt — Z_’l (o, [62)m) 1 + (d)x/p 5Z;M)H _

M
Y [ bi(eu(t), @(0) dt + baBugyy i), Vb X

Analog zur Zustandsgleichung diskretisieren wir nun auch noch im Ort und
betrachten den Spezialfall der dG(0)-Diskretisierung:

Das volldiskrete Optimierungsproblem lautet:

Minimiere J (g, ux,) unter der Bedingung (5.8) mit (g, us,) € Q x X775..
(5.11)

Die Formulierungen fiir das entsprechende reduzierte Steuerungsfunktional,
Lagrangefunktional und die drei Hilfsgleichungen iibertragen sich aus der Zeit-
diskretisierung, indem wir jeweils den Raum X} auf X,C , einschrianken. Dabei
miissen wir im Gegensatz zur Ze1tdlskret151erung das Lagrange-Funktional
nicht weiter anpassen, da durch die Ortsdiskretisierung keine weiteren Ter-
me, wie die Sprungterme an den Intervallgrenzen bei der Zeitdiskretisierung,
hinzukommen.
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Insgesamt erhalten wir also mit den Bezeichnungen Uy, := |1, Zm = zinl1,,,
Uy, = duyy |1, und 6Z,, 1= bzyy|1, folgende Iterationsvorschriften fiir die drei
Hilfsgleichungen:

Es gelte furalle ®,, € V;,, m=1,..., M:

volldiskretes duales Problem: Zu gegebenem q;;, € Q und uy, € X,?fl finde
Zkn € X](()’,i, so dass fiir

em=M
kma(Zm, ©m) + (Om, Zm)a = km(b1(Ppm, Un) + L1 (D))
+ b2 (P, Um) + Lo (D)
em=M-1,...,1

kma(q)m/ Zm) + ((sz Zm)H = ((Dmr Zm+1)H + km(bl(q)mr um) + Ll(q)m))
e m=20
Zk_h,O = Z1

gilt.

volldiskrete Tangentengleichung: Zu gegebenem gy, € Q finde duyy, € X,?’Z,
so dass fiir

e m=20
_ 1
‘S”kh,o:“(())(‘SQkh)
em=1,...,. M

k@ (8Up, @) + (U, @) pr = (U1, @) i1 + ke (FV (8G11) (b)), @) 11

gilt.
volldiskrete Duale Hesse-Gleichung: Zu gegebenem &gy, € Q sei duyy, € X](C)Z

die Losung der volldiskreten Tangentengleichung. Gesucht ist 6z, € X,?’fl, SO
dass fiir '

em=M

kmEi((DM, (SZM) + ((DM, (SZM)H = kal((DM/ 5UM) + bz((DM, (5UM)
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em=M-1,...,1

kma((Dm/ 5Zm) + ((DTI’I/ 5Zm)H = ((DTTI/ 5erH—l)H + kmbl(q)mr 5um)

e m=20

52, = 071

gilt.
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Kapitel 6

A posteriori Fehlerschatzer und
Adaptivitat

In diesem Kapitel verfolgen wir die Idee aus [MV07], um Aussagen iiber den
Fehler

J(q,u) — J(qrn, txn) (6.1)

zu treffen. Dabei ist | das Steuerungsfunktional aus Definition 3.19 und uy;, € X
die Losung der volldiskreten Zustangsgleichung (5.8) zu gy, € Q. Zunéchst
werden wir eine exakte Fehlerdarstellung herleiten. Um den Fehler fiir die
dG(0)cG(1) Diskretisierung berechnen zu kénnen, approximieren wir dann
diese allgemeine Darstellung. Daraufhin werden wir die Fehlerschitzung ver-
wenden, um die Diskretisierungen der partiellen Differentialgleichungen dem
Problem anzupassen. Dabei ist zu beachten, dass nicht die Minimierung des
Fehler u — uy;, unser Ziel ist, sondern dass J (g, Ux,) moglichst gut J(g, u) ap-
proximieren soll.

6.1 Allgemeine Fehlerdarstellung

Als erstes werden wir ein allgemeines Resultat zu Fehlerdarstellungen festhal-
ten (siehe [BRO1], Abschnitt 2.1), das wir dann auf Gleichung (6.1) tibertragen
werden.

Seien Y ein Funktionenraum, L(-) ein Fréchet-differenzierbares Funktional auf
Y und y € Y ein stationdrer Punkt von L auf Y, also

L)@ =0, Vje . (62)

65
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Sei Yy C Y ein endlich dimensionaler Unterraum, in dem mittels einer Galerkin-
Methode die Losung y € Y von Gleichung (6.2) durch yy € Yy approximiert
wird, d.h. wir betrachten ergédnzend das diskrete Problem

L'(yo)(H0) =0, V¥ € Yo (6.3)
Der folgende Satz liefert uns eine Darstellung fiir den Fehler L(y) — L(yo)-

Satz 6.1 Fiir beliebiges o € Y gilt folgende a posteriori Fehlerdarstellung:

1 ~
L(y) = L(yo) = 5L (o) (¥ — %o) + R (6.4)
mit dem Restterm
1 1
= E/ L" (yo+se)(e,ee)-s-(s—1)ds
0
und dem Fehler e :== y — yo.

Beweis: Im Folgenden gelte die Notation L' (750) () := [ L' (yo + se)(¥)ds,
also insbesondere mit der Kettenregel aus Lemma 3.9

LF)(e) = [ L'(yo+se) e)ds

—/ L(yo + se))ds
= L(yo+e) — L(yo)
= L(y) — L(vo)-

Da e € Y, gilt nach (6.2) auBerdem, dass L'(y)(e) = 0. Eine Nullergdnzung
liefert uns damit:

L(y) — L(yo) = LGT0)(¢) + 5L () (€) — 31/ (40)(€) ~ 3L'(1) ().

Weiterhin erhalten wir mit iy € Yy

~—

+ Yo — Yo)
) + L' (yo) (%o — vo)

— — ~— —

A~ A~ A/~

= < Q <
|

<) <) w> <

=] =] o (=]

~
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Dabei haben wir im letzten Schritt die Eigenschaft (6.3) ausgenutzt. Insgesamt
gilt also fiir alle iy € Yj:

L(y) ~ L(yo) = 5L'(v)(y — o) + L'FF0)(e) — 5L'(40)(e) — 5L (4) o).

Die Trapezregel liefert uns fiir die letzten drei Terme:

/01 L'(yo + se)(e)ds = % (L' (yo)(e) + L'(y)(e)) + R.

Fiir den Restterm R gilt nach Konstruktion der Trapezregel:

1
R :/0 (L'(yo +se)(e) — LiL' (yo + se) () )ds
1
= /0 %L’”(yo +se)(e,e,e)-s-(s—1)ds,

wobei Lj den linearen Interpolationsoperator mit den Eckpunkten 0 und 1 be-
zeichnet und die zweite Gleichheit der tiblichen Interpolationsfehlerdarstellung
(siehe z.B. [Lub05], Satz 9.10) entspricht. 0

6.2 A Posteriori Fehlerdarstellung fiir das
Steuerungsfunktional

Wir wollen im Folgenden eine Darstellung fiir den Fehler J(q, u) — J(qxn, txn)
herleiten, wobei u € X Losung der kontinuierlichen Zustandsgleichung (2.3) ist,
Upy € X,Cil Losung der volldiskreten Zustandsgleichung (5.8) sowie g € Q und
gxn, € Q die optimalen Steuerungen des kontinuierlichen (3.2) beziehungsweise
volldiskreten (5.11) Optimierungsproblems sind. Dabei wollen wir den Einfluss
der Zeit- und Ortsdiskretisierung getrennt betrachten und schreiben deshalb:

J(q,u) — J(qrn, urn) = J(q,u) — J(qk, ux) (6.5)
+ J(qk, uk) — T (qxns tiin) (6.6)

mit der semidiskreten Losung u; € X; von (5.4) und der optimalen Steuerung
Jx € Q des semidiskreten Optimierungsproblems (5.9).

Die Anwendung von Satz 6.1 liefert uns
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Satz 6.2 Sind (q,u) € Q x X die Losung des kontinuierlichen Optimierungsproblems
(3.2), (qx, ux) € Q X X,’(’ die Losung des semidiskreten Optimierungsproblems (5.9),
(Gkn, ugn) € Q X X;i die Losung des volldiskreten Optimierungsproblems (5.11) und
z€ X,z € X,Z, Zky, € X,:; die Losungen der entsprechenden dualen Probleme, so gilt

1 — ~ —~
J(q,u) — J(qr, ux) = E‘Cl/c(qk/ Up, 2k) (g — Q. — Uy, 2 — zx)  und (6.7)
1 —~ — N
J(qi, ux) — J(Grn, viin) = Eﬁllc(%hz Un, Zkn) (G — qkns Wk — Ui, 2k — Zkn)  (6.8)

fiir beliebige iy, zy € XJ, Ugp, Zkn € Xlzi1 und g, i € Q, wobei mit L;(+,+,-)(-,-, )
die totale Ableitung des diskreten Lagrange-Funktionals gemeint ist.

Beweis: Ist (q,u) € Q x X die Losung des kontinuierlichen Optimierungspro-
blems (3.2), so ist insbesondere u Losung der kontinuierlichen Zustandsglei-
chung (2.3) und damit gilt

L(q,u,z) = ](q,u).

Die analoge Aussage gilt nattirlich auch fiir die diskreten Félle, also
Li(qer vk zk) = J(qeoue)  und Lye(qin, wins zkn) = J (Gns tien)-
Somit gilt fiir alle z € X, z; € X[ und zy, € X,:Sh
J(q,u) = J(qe, ue) = £(q,u,2) — Li(qe, g, i)
= Li(q,u,z) — Lie(qe, g, 2k)

und

J (ks k) — T (qns tiin) = Li(Grs i 2) — Lic(Gins Ukhs Zin)-

Hierbei nutzen wir aus, dass £(q,u,z) = L(q,u,z) fir (q,u,z) € Q x X x X
gilt, da in diesem Fall die in £ auftretenden Sprungterme aus der Zeitdiskreti-
sierung identisch Null sind.

Weiterhin folgt aus Bemerkung 4.7, dass (g, u,z) € Q x X x X das Optimalitats-
system

LL(q,u,z)(tz) =0, V1zeX, (Zustandsgleichung)
L, (q,u,z)(tu) =0, Vr7uceX, (duales Problem)
Lo(q,u,z)(tq) =0, VY1q€Q, (Optimalitdtsbedingung)
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16st, falls (q,u) € Q x X Losung des Optimierungsproblems ist. Es gilt also
insbesondere fiir alle (7,1,z) € Q x X x X

L(q,u,2)(q,1,2) = Lq(9,1,2)(q) + L1,(q,u,2) (i) + L3(q,u,2) (Z)
= 0. (6.9)
Damit ist (g,1,z) € Q x X x X stationdrer Punkt von L.

Analog sind (g, u, zx) € Q x X x X{ und (Gin, Un, zen) € Q x X775, x X7}
stationdre Punkte von £}, d.h. es gilt

L1 (qx, g, zi) (ks 1k, 2x) = 0, V (k. ik, zk) € Q X X x X,
LG Uiis Zin) Tins Wi Zkn) = 0, Y (Gkns ks Zkn) € Q % X5, % X

Setzen wirnunY = Q x (XU X]) x (XUX[) und Yy = Q x X{ x X, so sind
die Voraussetzungen von Satz 6.1 erfiillt und wir erhalten:

](q/ u) - ](qk/ l/lk) - Ek(q/ u, Z) - ﬁk(qk/ U, Zk)
1 ~ ~ ~
= EE;{(qk/ Uk, Zk)(q — gk, U — Ug, Z — Zk)‘
Der Restterm R verschwindet hierbei, da die dritten Ableitungen von £y nach
Lemma 4.3 identisch Null sind. Da X} keine Teilmenge von X ist, haben wir
auflerdem in Y die Vereinigung X U X} verwendet, um Y, C Y sicherzustellen.

Gleichung (6.9) ist dabei weiterhin erfiillt, da X C X U X} eine dichte Einbettung
ist.

Analog erhalten wir mit Y = Q x X x X} und Yy = Q x X"} x X} aus Satz
6.1 die Identitat

1 — A N
J (ks i) = J(Gins i) = Eﬁl/c(%hr Un, Zkn) (G — Qihs U — Uk Zk — Zkk)- O

Bemerkung 6.3 Die Dichtheit X C X U X} kann mit Hilfe von Mollifiern und
Faltungseigenschaften dhnlich wie in Abschnitt 4.2 bei [Hoh05] gezeigt werden.

Fithren wir nun folgende Residuen ein

p'(q.u)(¢) = Ly (q,u,2)(d), ¢PEX (6.10)
(1, 2)(d) = Liy(9,1,2) (),  PEX, (6.11)
p1(9,2)(¢) = Ly (q,u,2)($), P€Q (6.12)
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so konnen die Aussagen aus Satz 6.2 geschrieben werden als

Jg,) ~ 1) = 3 (3" (1) (= — ) + 5 (e 2) (e~ ) (6.13)

und

1 — ~
J (ks uxe) — J(q, ugn) = 5@“(%}1/ ) (zk — Zkn) + 0 (Ui, Zkn) (U — Ugn) ).
(6.14)

Die Terme p9(gy, zx) (g — q) und p7(qxn, zkn) (9 — ) verschwinden hierbei, da 4
jeweils beliebig aus Q gew&hlt werden darf, also insbesondere auch 7 = g.

6.3 Fehlerschitzer fiir die dG(0)cG(1)
Diskretisierung

In die Fehlerdarstellungen des vorigen Abschnitts sind jeweils auch Interpola-
tionsfehler (z.B. z — zj) der Zeit- und Ortsdiskretisierung eingegangen. Diese
wollen wir nun durch Interpolation in héher dimensionale Finite-Elemente-
Rdume approximieren. Wir beziehen uns hierbei wieder auf die dG(0) Diskreti-
sierung in der Zeit und schranken uns bei der rdumlichen Diskretisierung auf
bilineare Ansatz- und Testfunktionen ein, d.h. wir setzen s = 1. Da wir dabei
stetige Ubergénge an den Zellgrenzen haben, sprechen wir auch von einer ¢G(1)
Diskretisierung im Ort. Aufserdem betrachten wir in dieser Arbeit nur den Fall
QC R

6.3.1 Berechnung des Fehlerschatzers

Zum Zweck der Interpolation fithren wir die Operatoren IT; und TT;, mit den
Eigenschaften

z — 2z = Tz, u — iy =~ Teuy,
Zk — Zkn ~ Mpzin, Uy — Uggy, ~ Ty,

ein.
Hierbei haben TT; und TT;, die Form

M= 1" —id mit IV : X0 — X7, (6.15)
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My =1 —id mit I : X — X (6.16)

Dabei ist der lineare Interpolationsoperator I,El) fiir v € X} definiert als:

Km

t—tm—1
km

v(ty—1) + v(tm), fur t € (ty—1,tm).

Die Wirkung von Ilil) ist in Abbildung 6.1 dargestellt.

| |
I I
tmfl Em tm+1

Abbildung 6.1: Wirkung des Interpolationsoperators Ilgl)

Den rdaumliche Interpolationsoperator Iéi) definieren wir folgendermafien:

Das Gebiet Q C R? diskretisieren wir mit Rechteckselementen mit einer Patch-
Struktur (siehe Abbildung 6.2), d.h. jeweils 4 Zellen der feineren Diskretisierung
bilden zusammen eine Makro-Zelle der groberen Diskretisierung. Der Operator

Iéi) beschreibt nun die biquadratische Interpolation einer linearen Funktion
u, die auf dem feinen Gitter definiert ist, in den Raum der biquadratischen
Funktionen auf dem groben Gitter.

Diese Art der Approximation der Interpolationsfehler ist sinnvoll, da bisher
Zk, U € X und Zyy, Uy, € X, beliebig gewéhlt werden konnten, also insbe-
sondere auch z; = zy, Uy = Uy, Zpy, = zx, und iy, = uyy,. Des Weiteren stellt z.B.

1 : o (2 . .
1! )zk eine Approximation an z dar, ebenso wie Iéh)zkh eine Approximation an

k
zj ist. Damit haben wir also z — z & I,El)zk —zrund zp — Zy, ~ Iz(i)zkh — Zh-

1 ~ 1 ~ 2
Analog natiirlich auch u — uy ~ IIE )uk — up und Uy — Uy, = Iz(h)“kh — Uy,

Um nun die bisher hergeleitete Fehlerdarstellungen (6.13) und (6.14) berechen-
bar zu machen, muss man die Losungen der semidiskreten Probleme durch die
Losungen der volldiskreten Probleme ersetzen.
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Abbildung 6.2: Beispiel fiir ein Gitter mit Patch-Struktur

Insgesamt erhalten wir also
J(q,u) = J(qin, i) = e + 1
mit

M = 5 (0" (i, i) (Mizin) + B (e, zi) (Mt und

N~ N =

= = (0" (Gin, i) (Mnzi) + 07 (i, zin) (M) -

Fiir die konkrete Wahl uyy,, zx, € Xlg ; gilt dann:

Satz 6.4 Ist f(q) nicht nur in L>(1,V*), sondern sogar stiickweise stetig beziiglich t,
so gilt mit der Notation Zkh'Im = zi(tm) = Zy, und ukh|1m = iy (tm) = Up:

M

P (Grns kn) (Mzin) = 21{(um —Up-1,Zn — Zm—1)H
+ ga(um, Z — Z—1) (6.17a)
5 () (), Z )i
= (f(qin) (tm), Zm) 1) },
M o
P* (vkns zkn) (Mtkgy,) =~ mX_: —Upn-1,Zm) (6.17b)

+ b1 (Up—1 — U, Up) + Ly (Upy—1 — Um) },
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{(—(Up = Uy 1, 1 Zp — Zun)ni
1

— Kol (U, B Zy — Z)
+k<ﬂ%m<>J$&m—szL

07 (i, Zin) (Mg, = Z kin{—a 2h Uy — U, Z)

Mz

0" (qrns i) (TMhzan) =
(6.170)

+ by (LD Uy — Uy, Up) + Ly (B2 Uy — Un)}
M-1 @)

+ Y (L Un = Uy Zywyy = Zm)n
m=1

+ by (I Uy — Ung, Ung) + Lo (152 Uy — Ung)

- (Iéi) Uy — Up, Zp) -
6.17d)

Beweis: Nach Definition gelten

" (qkns k) (Zin) = L . (qkns urns 2en) (Zin)

M
= m2=:1 /Im{(f(ﬁlkh) — Oy, Zkn) H — A( Uk, Zkn) + dt 6.18)
M

— Y (lurn)m—1, i) " (tm=1) )1

m=1
und

P (i, zin) (i) = Lie oy (Gkns Ukter Zkn) (k)
M
= L, (ool (6)wa6) + L (i (1))
+ b2 (g (T), g (T)) + Lo (g (T))

M
-y /1 {(—ttkn, Orzin) 1 + a(ttin, zin) ; dt
m=1"Y4m

M-1

+ Y (@)~ (), [zxn]m)

— () (T), 21, (T)) -

(6.19)

Obwohl uyy,, zx, € X P ! die Losungen der volldiskreten Zustandsgleichung
beziehungsweise des volldiskreten dualen Problems sind, verschwinden die
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Ausdriicke £y (qxn, urn, zkn) (zin) und L | (Grn, Ukn, Zin) (ikn) nicht, da die Test-
funktionen zj;, und iy, aus den hoher dimensionalen Riumen XM und X,?i
gewihlt wurden. Allerdings gilt wegen u,, (0) = uo(q)

(g, (0) — uo(qin), 25, (0)) i = 0,

so dass sich E,’(/Z (Gkns kn, zkn ) (zk, ) auf den in (6.18) angegeben Ausdruck redu-
ziert.

Um nun Gleichung (6.17a) zu zeigen, wahlen wir (6.18) mit
~ 1
Zkn = Mizpy, = 1,& ) 2 — Zi

als Ausgangspunkt.

Da uy, auf den einzelnen Teilintervallen I, konstant ist, gilt o;uyy|;, = 0.

(1)

Nun approximieren wir alle Integrale, die den Ausdruck Ik1

durch die Trapezregel (also [; g(t) dt ~ 5 (g(tw-1) + g(tm))) und alle restli-
chen mit der oberen Rechteckregel. Dies liefert uns unter der Bertiicksichtigung

der Definition von Ilgl):

zi, enthalten,

/(f(Qkh)/”kah)H df:/ Fqun), I 200 1 dt_/[ (f (qin), zin) 1 dt

LA AT

+ (F () (b), I 24 (£) ) )

— Ko (F (Gan) (b)), T 20 (b)) 0

= k?m((f(qkh)(tm—l)lzm—l)H - (f(qkh)(tm)'z’"))'

Da a unabhiéngig von f ist und TTizy;, linear von t abhingt, ist die folgende
Auswertung sogar exakt:

_/1 a(up, Tizky) :/1 E(”khzzkh)dt_/l 5(ukh,1;§1)zkh)df

m m m

~ ki ~ ~
= kma(um/ Zm) - ?m(a(umr Zm—l) + a(Um, Zm))
ki
— ?mu(um/ L — Zm—l)'
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Einfaches Einsetzen liefert weiterhin

— (gl m—1, Mezi) (b))t = U = U1, Zon — (I 2) * (bn1))
— (um - um—lr Zm - Zm—l)H-

Unter Berticksichtigung dieser Ergebnisse ergibt sich aus (6.18) die gewiinschte
Gleichung (6.17a).
Analog berechnen wir Gleichung (6.17b) aus (6.19), indem wir

~ _ (1)
Uy = Myt = L gy — upg,

wihlen.

Hierbei beachten wir, dass 0sz;, = TTxu,(T) = 0 nach den gleichen Argumen-
ten wie oben erfiillt ist und dass auferdem

(Mettin) ™ (b)) = (I 0) ™ (Br) = g, (bn) = Uy — Uy = 0
gilt.

Indem man in (6.19) nun ebenfalls die Integrale, die den Ausdruck I,El)ukh ent-
halten, durch die Trapezregel und die Restlichen durch die obere Rechteckregel
approximiert, erhalten wir Gleichung (6.17b).

Durch konsequentes Anwenden der oberen Rechteckregel erhalten wir analog
Gleichung (6.17¢) aus (6.18) mit zy;, = TTj,zy;, und (6.17d) aus (6.19) durch Wahl
von il\kh = ﬂhukh. 0

6.3.2 Lokalisierung des Fehlerschatzers

Um lokale Adaptivitdt zu ermoglichen, wollen wir die Fehlerschétzer des vori-
gen Abschnitts nun auf den einzelnen Zeitschritten und Zellen des rdumlichen
Gitters betrachten. Dafiir setzen wir voraus, dass wir ein zeitabhdngiges Git-
ter 7}, ,, haben, dass also die Zerlegung von Q von Zeitschritt zu Zeitschritt
variieren kann.

Wir beschréanken uns im Folgenden auf die Warmeleitungsgleichung, also

a(u,v) = / Vu-Vodx.
Q
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Auflerdem gehen wir davon aus, dass wir die Bilinearform b; und die Linear-
form L; raumlich lokal darstellen konnen als

bi(u(t),v(t)) = Y bilp(u(t),o(t))

DeT,

und

Li(u(t)) = Y, Lilp(u(t)).

De7Ty,
Fiir den zeitbezogenen Fehler gilt
Bemerkung 6.5 Mit
M i= (U — Um—1, Zn = Zn—1)n

ki ~ -
+ g{ﬂ(umz Ly — Zm—l) + a(um — U1, Zm)

+ (f(qin) (tm—1), Zm—1)1 — (f (qrn) (tm), Zin) 1
+ b1 (Up—1 — U, Up) + Ly (Up—1 — Up) }

und Satz 6.4 gilt offensichtlich
18 4
MR Y, Tl
m=1

Fir den raumlichen Fehlerschitzer erhalten wir:

Lemma 6.6 Es gilt

ny <

N =

M
m=

DeTy,
mit
space ,D m,D ,D ¢m,D ,D ,D
nn = &P ¢ EJPEND + &P+ EP,
u, —u

— 2
—Lp, &P = 1) Zn — Zullp,
m

2
Ip, EmP = | Uy — U,

EMP = || F (qu) (bm) + AUy —

Zm+1 —Zm

P = | AZy + Z1EL
m
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EP = by | p (1L Uy — Uy, U, £MP = Ly |p (1P Uy — Uyy)
firm=1,..., Mund

= by (I% U — Ung, Ung) + Lo (12 Uns — Ung) — (12 Uy — Ung, Z
& = ba (L, Upn — Upg, Upnp) + Lo (L, Upr — Up) — (L, Uy — U, Zyi1)H

fiir Zyr41 € X,?; beliebig. Mit || - || p wird hierbei die Norm auf einer einzelnen Zelle
D bezeichnet, d.h. ||g||% = [p g(x)? dx.

Beweis: Es gilt durch Anwenden von partieller Integration und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiirm =1, ..., M:

(U = U1, B2 Zo = Zo) 1 = et (U, 2 Zos — Zom)
+ Kon (F (91) (), 1S9 Zon — Zon )1
_ /Q(um Uy 1) (12 Zy — Zy) dx

Q
+km/ Fn) (bn) (12 Zyy — Z,y) dx

= {/ Konf (i) () — Ung -+ Uy 1) (153 Zo — Zyu)
De771

+km/ AU (12 Zy — Zpy) dx}

Up — Uy, -
= kn Z/ F (i) () + AUy — =) (1) Z,y — Zy,) dix
DeT, m
U — Uy, —
<kn ¥ 1f (g (tn) + Al = =" | 1§ Zow — Zulp
DeT, m
= kn Y, {&]"7-&"7).
DeT,

Fiir beliebige Zp41 € th, also z.B. Zp141 = Zpy, gilt
DU, — U, Zoit — Zo) i — (2 Ung — Uy, Z
(Ly, Um — U, Zins1 — Zm)u — (L, Um — Upm, Zm) 1

M
=) (Iéi)um — U, Zins1 — Zm)H — (Iéi) Upm — Um, Zyvis1 — ZMm)H
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M
2 2
- Z (IZ(h)um — U, Zm+1 - Zm)H - (Iéh) Up — Upm, ZM—H)H-
m=1
Setzt man dies nun in (6.17d) ein und beachtet, dass

K { =L U — U, Zon) + by (I Uy — Ui, Upy) + Ly (I Uy — U}
+ (I3 Uy — U, Zins1 = Zon)i
— Ky /Q V(P Uyy — Upr) - VZy dx

+ /ng;mm — U (Zs1 — Zy) dx

+ e {1 (B Uy — U, Up) + Ly (I Uy — Un )}
Zonst — 7
—kn Y {/ (AZy+ 22 (10U, — Uy, U dx
DGE D m

+ 01| p (B2 Uy — U, U + La | p (B2 Uy — U}
Z -7
<k ¥ {IAZn + 21— p|| 1 U — Unllp
DeTy, m
+ b1|D(12(i)um - um/ um) + L1|D(Iz(i)um - um)}
=km Y. {50 EMP &3P+ 50)
DeT,

gilt, so ergibt sich mit (6.17c) und (6.17d) die gewiinschte Fehlerabschitzung.n

6.4 Adaptiver Algorithmus

Nun wollen wir die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Fehlerabschdtzungen
verwenden, um einen adaptiven Algorithmus zur Losung des Optimierungspro-
blems vorzustellen. Dessen Anforderungen folgen dabei der Idee in [MV07].

Ziel ist es, den Gesamt-Fehler (g, 1) — J(qp, Ug,) zu minimieren, indem wir die
Zeitschrittweite und das raumliche Gitter dem Problem anpassen. Aufierdem
sollen der Fehler, der durch die zeitliche Diskretisierung entsteht, und der, der
auf der rdumlichen Diskretisierung basiert, etwa gleich grofs sein. Insgesamt
soll also bei gegebener Toleranz TOL gelten:

J(q, 1) — J(qkn, tgn) = M + 1y < TOL
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und

uARAuME

Das grundsétzliche Vorgehen sieht dabei so aus, dass man zunéchst eine ap-
proximative Losung des Optimierungsproblems bestimmt. Dann werden die
Fehlerschitzer ausgewertet und, falls der Gesamt-Fehler zu grofs ist, wird in
Abhangigkeit von 1, und ny, zeitlich und/oder raumlich verfeinert.

Wir werden folgende Bezeichnungen verwenden:

o K" steht stellvertretend fiir die zeitliche Diskretisierung im n-ten Schritt,
also fiir die Zerlegung I = {0} U [} U I} U... U I} des Ursprungsinter-
valls in M,, Teilintervalle.

o T"bezeichnet das zeitabhidngige rdumliche Gitter im n-ten Schritt. Zu ihm
gehoren die Gitter 7,",, 7,7, .. ., ’]?Mn in den Zeitschritten 1,2, ..., M,,.

Fiir die konkrete Umsetzung der Verfeinerung gibt es nun mehrere Moglich-
keiten, die wir am Beispiel der Zeit-Diskretisierung darstellen wollen. Hierftir
betrachten wir die lokalen Fehlerschitzer n!" aus Bemerkung 6.5 auf den

einzelnen Zeitintervallen.

1. Die Zeitintervalle, die zu den z.B. 30% der Zeitintervalle mit dem grofiten
Fehler n!im¢ gehoren, werden halbiert und die, die zu den z.B. 3% mit dem
kleinsten Fehler gehoren, werden mit einem Nachbarintervall zu einem
groberen Zeitintervall zusammengefasst.

2. Alle Zeitintervalle, deren Fehler n/"¢ iiber einer vorgegebenen

Verfeinerungs-Toleranz TOL f,;, liegen, werden halbiert; alle Intervalle fiir

die bei gegebener Vergroberungs-Toleranz TOL,qp gilt niime < TOLgop
werden mit einem Nachbarintervall zu einem groberen Zeitintervall
zusammengefasst.

Fiir die Verfeinerung und Vergroberung des raumlichen Gitters 7" {ibertragt
sich das Vorgehen, indem wir die Fehlerschitzer niffge betrachten. Dabei ad-
aptieren wir die Gitter nicht getrennt voneinander, sondern suchen die Zellen
mit dem grofiten/kleinsten Fehleranteil aus der Menge aller Gitter 7,";, 77,
.-+ T}y, und passen diese entsprechend an.
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Insgesamt erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 6.1 : Adaptiver Verfeinerungs Algorithmus
Input: n =0, qO € Q, TOL,Anfangsdiskretisierung KY, 70

Berechne eine optimale Losung (ql((g), u,(cg)) mittels Algorithmus 4.2 oder 4.3;

Werte die Fehlerschitzer n;, und 1, aus;

while 1, + 1, > TOL do

if || > 1 then /% |l <[] */
Verfeinere das raumliche Gitter 7" — 7 "1 nach einer der oben
genannten Strategien;

Kn+1 — K”,’

Ise if || > 1 then /% nk| > |nul */
Verfeinere das zeitliche Gitter K — K"*1 nach einer der oben
genannten Strategien;

TnJrl — T”;
else /% el = |nu| */
Verfeinere raumliches und zeitliches Gitter 7" — 7! und

K" — K" "1 nach einer der oben genannten Strategien;

Berechne eine neue optimale Losung (ql((zﬂ), u,(CZH)) mittels Algorithmus

4.2 oder 4.3;
Werte die Fehlerschiatzer n; und n;, aus;

(0]

In der praktischen Umsetzung dieses Algorithmus wird man die Bedingungen
|7T7]—Z| > 1 und |Z—z| > 1 mit einer Ausbalancierungs-Toleranz fol.q,; versehen
und durch |'T7)—:| > 1+ tol,g,; beziehungsweise |Z—Z| > 1+ tol,g,; ersetzen, da der
else-Fall sonst so gut wie nie eintritt.



Kapitel 7

Numerische Resultate

In diesem Kapitel wollen wir die Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten
Verfahren und deren Ergebnisse an zwei Beispielen darstellen. Zu Vergleichs-
und Verifikationszwecken werden wir zunéchst alternativ zu den Sétzen 4.6 und
4.8 die Ableitungen des reduzierten Steuerungsfunktionals unter der Verwen-
dung von Differenzenquotienten darstellen. Dann wollen wir zwei Beispiele
vorstellen, fiir die wir die in Kapitel 4 hergeleiteten Algorithmen durchfiihren.
Dabei werden wir vor allem die Laufzeiten vergleichen und mit Hilfe der
Differenzenquotienten-Darstellung die Korrektheit der Berechnung der Ablei-
tungen dokumentieren.

7.1 Ableitungen mittels Differenzenquotient

Alternativ zum Vorgehen in Abschnitt 4.4 wollen wir im Folgenden die 1. und
2. Ableitung von j mittels Differenzenquotienten aufstellen. Wir verwenden
hierbei jeweils zentrale Differenzen. Diese sind eine Approximation 2. Ordnung
(vgl. z.B. [Lub03], S.75) und liefern daher fiir quadratische Funktionale sogar
die exakte Ableitung.

Es gilt also bei gegebenem ¢ > 0:

(Vja), ma)g =/ g)(vq) = AHETZJAZETD 7y

81
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und

(V2j(9)8q,7t9)0 = j"(q) (59, Tq)
1 (jlqt+eTgtedq) —jlg+eTqg—edq)
- 2¢ 2¢

B ]'(q—em+€5q)—j(q—ew—e&i))
2¢

1. .
= r2UqteTqtedq) —jlg+emq—eby)
—jg—eTqg+edy +jlqg-etg—ebg). (72

Der wesentliche Grund, der gegen das Berechnen der Ableitungen mittels Dif-
ferenzenquotienten spricht, ist der hohe Rechenaufwand:

Zunichst einmal wissen wir a-priori nicht, dass die Hesse-Matrix unabhéngig
von ¢ ist. In der Darstellung (7.2) zumindest sieht es so aus, als ob eine
Abhédngigkeit von g existiert, da alle Funktionsauswertungen von j von g
abhdngig sind. Auch wenn wir aus Kapitel 4 bereits wissen, dass diese
Abhéngigkeit nicht existiert, miissen wir also eigentlich in jedem Newton-
Schritt die Hesse-Matrix neu berechnen.

Des weiteren sind im Gegensatz zum Vorgehen in Kapitel 4 zum Aufstellen des
Gradienten je Newton-Schritt nicht nur 2 parabolische Differentialgleichungen
sondern 2 - dim(Q) Differentialgleichungen zu l6sen. Fiir die Berechnung der
Hesse-Matrix nach (7.2) ist sogar die Losung von 4 - dim( Q)2 Zustandsg]lei-
chungen noétig, wihrend bei der Verwendung von Satz 4.8 nur dim(Q)-mal die
Tangentengleichung geldst werden muss. Insgesamt miissen also

2nNewton (dim(Q) + 2dim (Q)z)

Differentialgleichungen gelst werden.

Vorteil des Aufstellens der Ableitungen mittels Differenzenquotienten ist hin-
gegen, dass nur noch voneinander unabhidngige Vorwirtsgleichungen gelost
werden miissen. Dies ist algorithmisch natiirlich weniger aufwéndig und bietet
bessere Moglichkeiten der Parallelisierung.
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7.2 Ergebnisse

Wir wollen nun die beiden Beispiele vorstellen und die Ergebnisse unserer Rech-
nungen auswerten. Die Beispiele unterscheiden sich vor allem in der Dimension
des Steuerungsraumes Q und in der Form der Steuerung (einmal steuern wir die
rechte Seite, einmal die Anfangsbedingung). Zur Ausfiithrung der Rechnungen
wurde basierend auf der Software-Bibliothek deal.ii (http:/ /www.dealii.org)
ein Programm geschrieben, welches die dG(0)cG(1)-Diskretisierung der para-
bolischen Differentialgleichungen und die in Kapitel 4 vorgestellten Versionen
des Newton-Algorithmus umsetzt. Gerechnet wurde auf einem Mehrbenutzer-
System mit einem Pentium 2,8 GHz Prozessor und 2 GB Arbeitsspeicher.

7.2.1 Beispiele

Beispiel 7.1 Gegeben sei eine Referenzfunktion

ﬁ(t, X1, _XZ) — e_25((x1—t)2+(XQ—i)2)/

welche wir rekonstruieren wollen.

Hierbei storen wir die rechte Seite mit 4 € Q := R, wie folgt:

atu—Au:%.q-(ata—Aﬁ) in Q x (0,1)
u=20 auf dQ x (0,1)
u(0) =u(0) in Q.

Wir rechnen dabei auf dem Gebiet Q = [0,2] x [0, 2], um homogene Randbe-
dingungen voraussetzen zu konnen.

Als Steuerungsfunktional wahlen wir
! 2
JU) = —u)® dx dt.
g = [ [ -2 dx

Das optimale g sollte also moglichst nah bei 2 liegen, um die Stérung der rechten
Seite zu beheben.

Die Losung der Zustandsgleichung bei ungesteuertem und gesteuertem Zu-
stand ist in Abbildung 7.1 dargestellt.
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12

Abbildung 7.1: Beispiel 7.1: Losung der Zustandsgleichung zu den Zeitpunkten 0.01,
0.5 und 1; (a) ungesteuert, (b) gesteuert

Beispiel 7.2 Erneut geben wir uns eine Referenz-Funktion %(¢; x) vor. In diesem
Beispiel wollen wir jedoch die Anfangsbedingung mit g € Q := R® steuern.
Insgesamt betrachten wir die Zustandsgleichung:

o —Au = f inQ x (0,1)
u=0 auf dQ x (0,1)
5
u(0) =) qi-gi in Q,
i=1

wobei
e Q= {xeR%:|x] <1},
o f = (atﬁ — Aﬁ) und

e gi(x) = (1-05-|x—x])%° mit x = (0.5,0.5)T, x; = (-0.5,0.5)7,
%3 = (0.5,-0.5)7, % = (—0.5,-0.5)" und x5 = (0.0,0.0)T.

—lx2 —1
%e i el-lx?
7T

Dabei wihlen wir als Referenzlosung #(t; x) =

Das zu minimierende Steuerungsfunktional hat die Form:

Jgw=[ [ @) -arn)ydcd+ S lqlo,

wobei wir mit &« = 104 rechnen werden.



7.2 ERGEBNISSE 85

Abbildung 7.2 zeigt die Losung der Zustandsgleichung zu verschiedenen Zeit-
punkten vor der Optimierung und nach Beendigung des Newton-Verfahrens.
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Abbildung 7.2: Beispiel 7.2: Losung der Zustandsgleichung zu den Zeitpunkten 0.01,
0.5 und 1; (a),(c),(e) ungesteuert, (b),(d)(f) gesteuert
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7.2.2 Auswertungen

Nun wollen wir anhand der beiden Beispiele die drei Moglichkeiten zur
Durchfiithrung des Newton-Verfahrens bezogen auf die Rechenzeit verglei-
chen. Zu diesem Zweck fithren wir den Newton-Algorithmus ohne Adaptivitat
tiir die beiden Beispiele einmal

e in Form von Algorithmus 4.2 (Die Hesse-Matrix wird zu Beginn einmal
berechnet. Die Berechnung von Hesse-Matrix und Gradient erfolgt wie in
Kapitel 4)

¢ in Form von Algorithmus 4.3 (Es wird nicht die Hesse-Matrix berechnet,
sondern nur Matrix-Vektor-Produkte, die fiir die Durchfiihrung des CG-
Verfahrens benoétigt werden. Auch diese Berechnungen erfolgen wie in
Kapitel 4.)

e mit Hilfe von Differenzenquotienten (Gradient und Hesse-Matrix wer-
den in jedem Schritt mittels Differenzenquotienten neu berechnet.)

durch. Dabei vergleichen wir die Rechenzeiten fiir verschiedene zeitliche und
rdumliche Diskretisierungen.

Wir bezeichnen mit M die Anzahl der Zeitschritte und mit N die Zahl der
raumlichen Freiheitsgrade. Als Abbruchkriterium fiir das Newton-Verfahren
wurde die Bedingung || Vj(q")|| < TOL mit TOL = 10~° gewahlt und die An-
gaben fiir die Laufzeit sind in Sekunden. 710, gibt die Anzahl der benétigten
Newton-Schritte an.

Fiir Beispiel 7.1 (dim(Q) = 1) mit q° = 1 ergaben sich folgende Rechenzeiten:

Algorithmus 4.2  Algorithmus 4.3 Diff.quotient

M N Zeit  nNewton Zeit  nNewton Zeit  nNewton
50 289 3.1 2 8.5 3 20.1 3
100 289 5.7 13.5 24.2

500 289 16.0 34.1 55.9

2 2
1 1
50 4225 53.5 2 145.6 3 234.6
100 4225 97.7 2 2284 2 266.9
1 1
2 3
2 2
1 1

500 4225  263.2 563.3 575.8

50 66049 1235.7 3310.2 5276.2
100 66049 2093.5 4769.6 5748.1
500 66049 4852.0 10149.7 10634.8

RN W[ R,rDNW-=,DN
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Beispiel 7.2 (dim(Q) = 5) benstigte mehr Zeit (¢° = (1,1,1,1)7):

Algorithmus 4.2 Algorithmus 4.3 Diff.quotient

M N Zeit N Newton Zeit N Newton Zeit N Newton
50 337 8.8 3 14.4 2 313.8 2
100 337 12.7 2 299 3 611.47 2
500 337 56.8 2 128.2 3 2686.67 2

50 5185 162.5 3 328.6 3 5282.83 2
100 5185 229.0 2 528.9 3 9782.35 2
500 5185 970.3 2 1770.1 2 44334.2 2

50 20609 785.1 3 1268.9 2 24743.6 2
100 20609 1094.1 2 1942.8 2 44143.4 2
500 20609 4363.5 2 7866.9 2 194780.8 2

Bei beiden Beispielen wurden hochstens 3 Newton-Schritte benétigt, bis die
vorgegebene Toleranz unterschritten wurde. Und wéhrend fiir Beispiel 7.1 das
Losen des Gleichungssystems

V?j(9)89 = —Vj(q)

dem Losen einer linearen Gleichung entspricht (es gilt also immer ncg = 1),
waren bei Beispiel 7.2 in der Regel 2-3 CG-Schritte notig.

Zu beachten ist noch, dass zur Auswertung des Abbruchkriteriums
IVj(g™)Il < TOL

zunidchst der Gradient |V j(g")|| fiir die errechnete neue Steuerung g" berechnet
werden muss. Im Programm wird dies realisiert, indem ein weiterer Newton-
Schritt gerechnet wird.

An beiden Tabellen ist zu erkennen, dass Algorithmus 4.2 eine kiirzere Laufzeit
als Algorithmus 4.3 hat und dieser wiederum schneller ist als die Berechnung
mittels Differenzenquotienten. Diesen Zusammenhang wollen wir nun genauer
an den Daten zu Beispiel 7.2 erldutern.

Wir haben in Kapitel 4 bereits festgestellt, dass der wesentliche Aufwand des
Newton-Verfahrens im Losen der parabolischen Differentialgleichungen liegt.
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Deshalb wollen wir noch einmal wiederholen, wieviele Differentialgleichungen
je Algorithmus zu l6sen waren:

Algorithmus 4.2: dim(Q) + 2n1(\}2wton
Algorithmus 4.3: zng\?gwton (1+ncg)
Differenzenquotienten: 2n§3€)wt o, (@im(Q) + 2dim(Q)?).

(1)

Newton

bei Algorithmus 4.2, mit nﬁzwton die Zahl der Newton-Schritte bei Algorith-

mus 4.3 und mit nl(\:;’gwt »n, die Anzahl der nétigen Newton-Iterationen bei der

Rechnung mittels Differenzenquotienten.

Dabei bezeichnen wir mit n die Anzahl der bendtigten Newton-Schritte

Wollen wir nun die Laufzeiten der Algorithmen 4.2 und 4.3 vergleichen, so
betrachten wir den Quotienten

2
2ng\le)wton (1 + nCG)

dim(Q) + 2n

Newton

(7.3)

Analog gilt fiir das Verhiltnis der Laufzeit von Algorithmus 4.3 zur Berechnung
mittels Differenzenquotienten:

20 o (dim(Q) + 2dim(Q)>

2
znl(\hzwton (1 + nCG)

Da je nach Diskretisierung die Anzahl der Newton- und CG-Schritte bei allen
drei Verfahren schwankt, kann man aus diesen Quotienten jedoch keine feste
Zahl berechnen, die fiir alle Diskretisierungen das genaue Verhiltnis angibt.
Wir konnen aber feststellen, dass sich die Laufzeiten von Algorithmus 4.2
und Algorithmus 4.3 Gleichung (7.3) entsprechend etwa um den Faktor 1.7-3
unterscheiden und das Verhiltnis (7.4) sich im Bereich 16-20 bewegt.

(7.4)

Wie bereits zu Beginn des Kapitels angekiindigt, haben wir die Differenzen-
quotienten nicht nur zu Vergleichs- sondern auch zu Verifikationszwecken
eingefiihrt. Sie liefern bei den Beispielen 7.1 und 7.2 unabhédngig von der Wahl
von ¢ den exakten Gradienten V;¢7j(q) und die exakte Hesse-Matrix \%7 £ j(q).
Einzig durch die numerische Losung der Differentialgleichungen entsteht ein
Fehler. Dieselbe Aussage trifft fiir die Darstellungen des Gradienten Vj(q) und
der Hesse-Matrix V2j(q) aus den Sétzen 4.6 und 4.9 zu. Abgesehen von die-
sen Diskretisierungsfehlern stimmen Gradient und Hesse-Matrix bei beiden
Verfahren {iberein. Unter Verwendung der Bezeichnungen

er:=Vilg) = Vagri@ll,  ex:=11V2j(q) = Viisi(a)]].
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ist in der folgenden Tabelle jeweils die Norm der Differenz von Gradient be-
ziehungsweise Hesse-Matrix fiir verschiedene Diskretisierungen aufgelistet:
Der grofiere Fehler fiir e; im Gegensatz zu e; erkldrt sich durch die Art der

M N e1 (o)

50 337 5.74224e-06 1.26547e-09
100 337 1.89186e-06 1.20703e-11
500 337 7.55209e-08 2.54497e-12

50 5185 5.7728e-06  3.21205e-09
100 5185 1.93685e-06 7.54323e-10
500 5185 1.16444e-07 3.80733e-12

Differentialgleichungen, die jeweils gelost werden mussten. Wahrend sowohl
fir V2j(q), Vﬁiff j(q) als auch fiir V4;¢¢j(q) nur unabhéngige Vorwértsglei-

chungen zu 16sen waren, war fiir das Aufstellen von V j(q) nach dem Losen der
Zustandsgleichung, das Losen des dualen Problems notig. Dieses Riickwarts-
problem ist von der Losung der Zustandsgleichung abhédngig. Da diese aber
bereits einen Diskretisierungsfehler enthdlt, ist der gesamte Fehler grofier.

Zuletzt wollen wir noch darstellen, dass sich der Diskretisierungsfehler der
Differentialgleichungen tatsichlich darin wiederspiegelt, dass der Gradient
Vj(q) von Newton-Schritt zu Newton-Schritt “kleiner” wird und also auch
mehrere Newton-Iterationen nétig sind. Dafiir betrachten wir erneut Beispiel
7.2. Bei 100 Zeitschritten und 5185 Freiheitsgraden im Ort ergibt sich:

Newton-Schritt ||V j(q)]|

0 4.09732e-04
1.57894e-05
7.83148e-07
3.91285e-08
1.55566e-09
7.85772e-11

Ol W N -
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit einen Algorithmus entwickelt, der das adaptive
Losen von linear-quadratischen Optimierungsproblemen mit parabolischen
Differentialgleichungen ermoglicht.

Dabei haben wir gesehen, dass hierbei unabhéngig von der Dimension des
Steuerungsraumes Q zur Berechnung der benétigten Ableitungen ein Vorge-
hen nach Kapitel 4 gegentiber der Verwendung von Differenzenquotienten zu
bevorzugen ist, da in diesem Fall der Rechenaufwand wesentlich geringer ist.

Aus demselben Grund ist es leicht einzusehen, dass in Abhédngigkeit von
dim(Q) unterschiedliche Ausfiihrungen des Newton-Verfahrens, das den Kern
des adaptiven Algorithmus darstellt, verwendet werden sollten.

Im Fall der linear-quadratischen Probleme, die in dieser Arbeit behandelt wur-
den, liefert das Newton-Verfahren bei exakten Daten und Rechnungen nach
einem Schritt das exakte Ergebnis. Somit ist es also eigentlich ein {iberdimensio-
niertes Losungsverfahren. Jedoch bietet dieser Ansatz viele Moglichkeiten fiir
Erweiterungen der Problemstellung und wir konnten sehen, dass numerische
Fehler dazu fiihren, dass mehrere Newton-Schritte notig sind.

Durch die Herleitung und anschlieffende Verwendung von Fehlerschatzern, die
die aus der Zeit- und Ortsdiskretisierung entstehenden Fehler trennen, war es
schliefilich moglich, die zeitliche und raumliche Diskretisierung adaptiv dem
Optimierungsproblem anzupassen.

Wir haben also insgesamt gesehen, dass es lohnenswert ist, bei der Umsetzung
des Newton-Verfahrens die Dimension des Steuerungsraumes Q zu berticksich-
tigen und die Fehlerschétzer aus Kapitel 6 zur Bestimmung einer optimalen
Diskretisierung zu benutzen.
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Abschliefiend wollen wir einige Punkte erwdhnen, die in dieser Arbeit nicht
untersucht wurden, deren Behandlung aber eine wichtige Erweiterung der
vorgestellten Ideen darstellen wiirden.

Zundchst wire, wie bereits erwdhnt, eine Ausweitung der Problemstellung
denkbar. So konnten beispielweise statt der homogenen Dirichlet-Bedingungen
auch inhomogene Randbedingungen unterschiedlicher Art betrachtet werden.
Weiterhin wire es denkbar die vorgestellten Algorithmen so zu modifizieren,
dass auch Randsteuerungsprobleme gelost werden konnen. Auch nicht-lineare
Zustandsgleichungen oder nicht-quadratische Steuerungsfunktionale kénnten
in Betracht gezogen werden.

Auflerdem konnten der Fall dim(Q) = oo und eine damit einhergehende Dis-
kretisierung des Steuerungsraumes Q sowie die Behandlung von Restriktionen
an den Steuerungsraum Q untersucht werden.

Unabhéngig von der Problemwahl konnten etwa die Auswirkungen eines
anderen numerischen Losungsverfahrens fiir die parabolischen Differentialglei-
chungen auf den Optimierungsalgorithmus und die Fehlerschétzer betrachtet
werden. Fiir den Fall einer konvektionsdominanten Zustandsgleichung sollten
auflerdem Stabilisierungsverfahren berticksichtigt werden.

Neben diesen theoretischen Erweiterungsmoglichkeiten wére aufierdem ei-
ne Weiterentwicklung des im Rahmen dieser Arbeit erstellten Programmes
wiinschenswert, welches bereits die Auswertung der in Kapitel 6 vorgestellten
Fehlerschitzer und die Verwendung von Adaptivitdt vorsieht. Dabei konnte
etwa untersucht werden, ob der Zeitfehlerschétzer unabhéngig von der Ortsdis-
kretisierung ist und entsprechend der Ortsfehlerschédtzer unabhingig von der
Zeitdiskretisierung, wie es die Theorie vermuten ldsst. Auch wire denkbar, be-
kannte Fehlerschitzer fiir parabolische Differentialgleichungen zur adaptiven
Anpassung der Gitter zu verwenden und deren Auswirkungen auf das Steu-
erungsfunktional im Vergleich zum Vorgehen nach Kapitel 6 zu betrachten.
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