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Kapitel 1

Einleitung

Elektromagnetische Wellen begegnen uns im téglichen Leben an vielen Stellen. Oh-
ne sie gibe es weder Fernsehen, Radio noch Handys, denn all diese Geréte ver-
wenden elektromagnetische Wellen zur Signaliibertragung. Dariiber hinaus zéhlen
noch viele andere Phénomene zum weiten elektromagnetischen Spektrum, das von
energiereicher Gamma- und Rontgenstrahlung, iiber das sichtbare Licht, bis hin zu
kurzwelligen Mikro- und Radiowellen reicht.

Zuerst wurden elektromagnetische Wellen 1865 nur theoretisch von James Clerk
Maxwell (13. Juni 1831 - 05. November 1879) vorausgesagt. Heinrich Hertz (22. Fe-
bruar 1857 - 01. Januar 1894) war es schliefllich, der diese Wellen 1880 zum ersten
Mal experimentell erzeugen und nachweisen konnte. Seitdem begann eine Entwick-
lung, die immer noch andauert und sténdig an Tempo gewinnt.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns speziell mit der Streuung von elektro-
magnetischen Wellen befassen. Dabei reden wir von Streuung, wenn eine Welle in
einem homogenen Medium auf ein Hindernis trifft, an dem die Homogenitat unter-
brochen ist. In diesem Fall ruft das Hindernis eine sogenannte Streuwelle hervor.
Ziel in der Streutheorie elektromagnetischer Wellen ist es nun, fiir bekannte Streu-
objekte und einfallende Wellen diese gestreute Welle zu bestimmen.

Es gibt eine Reihe von praktischen Anwendungen, bei denen Streuprobleme eine
wichtige Rolle spielen. So ist z.B. der Flugzeugkonstrukteur daran interessiert, wie
sich die elektromagnetische Strahlung der Bordinstrumente im Flugzeug ausbreitet
oder wie Storquellen im Passagierbereich (Handy, Laptop etc.) wirken, damit keine
Storungen wihrend des Fluges auftreten. Ein anderes Beispiel sind Hochspannungs-
leitungen oder Handymasten. Hier muss sichergestellt werden, dass keine schadliche
Strahlung fiir Anwohner entsteht.

Eine weitere Problemklasse benutzt elektromagnetische Streuung als Hilfsmittel zur
Problemlésung: So werden z.B. bei der Minensuche elektromagnetische Wellen aus-
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4 Kapitel 1. Einleitung

gesendet, die dann an Minen und anderen Gegenstdnden im Boden gestreut werden.
Diese Streuwellen werden gemessen. Anschlieend versucht man mit diesen Messda-
ten zu entscheiden, ob eine Mine im Boden vergraben ist oder nicht. Ein dhnliches
Problem werden wir am Ende der Arbeit als mogliche Anwendung unserer Verfah-
ren diskutieren.

Im néchsten Abschnitt wollen wir nun unser elektromagnetisches Streuproblem ma-
thematisch beschreiben und unsere Losungsmethode erlautern. Hierbei halten wir
uns an die Darstellung von Colton und Kref [7]. Anschliefend geben wir die Glie-
derung der Arbeit an.

1.1 Mathematische Problemstellung

Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen wird durch die sogenannten Mazwell-
Gleichungen beschrieben. Fiir das elektrische Feld £ und das magnetische Feld H
lauten diese allgemein:

r0t5+,uaa—7::0, rotH—eaa—f:aé’.

Hierbei nehmen wir an, dass sich die Welle in einem isotropen Medium im R? aus-
breitet. Weiter soll dieses Medium eine ortsunabhéngige elektrische Permeabilitét
€, eine magnetische Permeabilitit p und eine elektrische Leitfahigkeit o besitzen.

Gehen wir speziell von zeitharmonischen Wellen der Form

E(x,t) = Re { (e + %) o E(z) e-wt}

H(z,t) = Re {N_1/2 H(z) e—iwt}

mit Frequenz w > 0 aus, so ergeben sich die sogenannten reduzierten Maxwell-
Gleichungen fiir die nur noch ortsabhéngigen Groflen £ und H:

rot B —ikH =0, trotH +ikE =0. (1.1)

Hierbei bezeichnen wir mit s die konstante Wellenzahl, die gegeben ist durch:

10
K = (e+ —) uwz.
w

Das Vorzeichen von x wird so gewihlt, dass Im(x) > 0 ist. Als letzte Vereinfachung
nehmen wir noch an, dass unser Streuobjekt von einem homogenen Medium mit
verschwindender Leitfahigkeit ¢ = 0 umgeben ist.
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Zur vollstdndigen Problembeschreibung fehlen uns jetzt noch eine Rand- und ei-
ne Ausstrahlungsbedingung fiir unsere zeitharmonische, elektromagnetische Welle.
Wir beginnen mit der Randbedingung;:

In dieser Arbeit betrachten wir die Streuung an einem perfekt leitenden Objekt
D C R3. Aus der Physik ist bekannt, dass fiir ein solches Streuobjekt die Tan-
gentialkomponente des elektrischen Gesamtfeldes £ am Rand 9D des Objektes
verschwindet. Als Gesamtfeld bezeichnen wir hierbei die Summe der bekannten,
einfallenden Felder F* und H' mit den gesuchten, gestreuten Feldern E* und H*,
also:

E:=E'+FE ud H:=H+H".

Damit ergibt sich, mit der nach auflen weisenden Normalen v bzgl. 9D, die folgende
Randbedingung an das elektrische Gesamtfeld:

vx E=0 aufoD.

Wir fordern weiter von der gestreuten Welle, dass sie die sogenannte Silver-Miiller-
Ausstrahlungsbedingung erfiillt, d.h.

lim (H* xx—rE°) = 0 oder (1.2)
lim (E* xz+rH®) = 0, (1.3)

wobei r = |z| und der Grenzwert gleichméfig in alle Richtungen zu verstehen ist.
Eine solche Losung der reduzierten Maxwell-Gleichungen wird auch ausstrahlende
Lésung genannt.

Wir konnen nun das direkte elektromagnetische Streuproblem aufstellen:

Gegeben ist eine einfallende elektromagnetische Welle E* und H®, die eine ganze
Losung der reduzierten Maxwell-Gleichungen (1.1) ist. Gesucht wird eine Losung

E=F+E und H=H +H*,

welche die reduzierten Maxwell-Gleichungen in R*\ D erfiillt und der Randbedin-
gung
vx E=0 aufdD

gentigt. Weiterhin soll das gestreute Feld E* und H?® die Silver-Miiller-Ausstrah-
lungsbedingung (1.2) oder (1.3) erfiillen.

Durch Umbenennung der Unbekannten kénnen wir dieses direkte Streuproblem auch
als dufleres Mazwell-Problem formulieren:
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Gegeben ist ein tangentiales Vektorfeld ¢ € t(0D). Gesucht ist eine ausstrahlende
Losung E, H € ¢!(R3\ D) N ¢(R3\ D) der reduzierten Maxwell-Gleichungen (1.1),
welche die folgende Randbedingung erfiillt:

vX E=c aufoD.

Nach Colton und Kref ist dieses duflere Maxwell-Problem fiir Objekte D C R?
mit zusammenhingendem, C?-glattem Rand, eindeutig 16sbar ([7], Thm. 6.21) und
es existieren bereits eine Reihe von Losungsmethoden. Fiir die Klasse der Finite-
Element-Methoden verweisen wir auf das Buch [45] von Monk und die darin ange-
gebene Literatur. Als Standardloser in der Industrie werden der FISC-Loser (Fast
[llinois Solver Code) und hiermit verwandte Verfahren verwendet (siehe [60]). In
der vorliegenden Arbeit wollen wir die Losung jedoch mit Hilfe von Integralglei-
chungsmethoden, die eine groflere Konvergenzordnung besitzen, bestimmen.

Bei Colton und Kref [7] finden wir, dass die Vektorfelder

E(x) = rot/a(y) O(x,y)ds(y) (1.4)

oD

1
H(z) = —rotE(x) (1.5)
ik
genau dann Losungen des dufleren Maxwell-Problems sind, wenn die tangentiale
Dichte a € t(0D) die folgende Randintegralgleichung 16st:

a(x) + 2 / v(x) X rot, {®(x,y) a(y)} ds(y) = 2¢(z), =€ ID. (1.6)

Wir bezeichnen hierbei mit

cirle—yl

D(z,y) = (1.7)

Az — vy

die Grundlésung der Helmholtz-Gleichung. Die Integralgleichung ist eindeutig l6sbar,
falls k kein innerer Maxwell-Eigenwert ist, was wir in den folgenden Kapiteln die-
ser Arbeit stets annehmen. Hierbei wird s ein innerer Maxwell-Eigenwert genannt,
falls eine nichttriviale Losung FE, H zur Maxwell-Gleichung in D existiert, welche
die homogene Randbedingung v x E = 0 auf 0D erfiillt.

Zerlegen wir den Kern des magnetischen Dipol-Operators

(Ma)(z) = 2 / u(z) x rot, {®(z, y) a(y)} ds(y), = € 0D, (1.8)

oD
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so erhalten wir Folgendes:

v(x) X rot, {®(x,y) a(y)} = V. ®(z,y) [v(z) — v(y)] - aly) — a(y) %

Wir stellen fest, dass dieser Operator eine Singularitdt vom selben Typ besitzt wie
die Integraloperatoren, die zur Losung akustischer Streuprobleme verwendet werden
(siche Colton und Kref [7], Abschnitt 3.2 und Thm. 6.11). Daher liegt es nahe, zur
Losung der Integralgleichung (1.6) Losungsmethoden fiir akustische Streuprobleme
zu adaptieren. Betrachten wir hauptséchlich Streuobjekte, die sich hinreichend glatt
tiber der Einheitssphire parametrisieren lassen, so kommt Wienerts Methode ([64]
bzw. [7], Abschnitt 3.6) in Frage.

Wienert entwickelte 1990 in seiner Dissertation Quadraturformeln, welche die Singu-
laritdten der Einfach- bzw. Doppelschichtpotentiale bei akustischen Streuproblemen
analytisch behandeln. Leider konnte er jedoch keine Aussagen zur Konvergenzge-
schwindigkeit des zugehorigen Nystrom-Verfahrens machen. Im
Jahr 2002 gelang dies Graham und Sloan (siehe [21]) fiir ein leicht modifiziertes
Galerkin-Verfahren, welches verwandt ist mit Wienerts Methode. Dieses Galerkin-
Verfahren konvergiert superalgebraisch.

Auf diese beiden Arbeiten aufbauend, versuchen wir hier ein neues numerisches
Verfahren zur Losung elektromagnetischer Streuprobleme zu entwickeln, von dem
wir uns ebenfalls superalgebraische Konvergenz erhoffen. Wir verfolgen hierbei zwei
Strategien, was zu den folgenden beiden Verfahren fiihrt:

e Skalare Methode: Wir zerlegen den Integraloperator M und betrachten
die entsprechenden Gleichungen komponentenweise. Die hierbei entstehenden
Integraloperatoren besitzen dieselbe Form wie die Operatoren, auf die Gra-
ham und Sloans Methode angewendet werden kann. Daher konnen wir ihr
Galerkin-Verfahren leicht auf unsere komponentenweise betrachtete Integral-
gleichung {ibertragen.

e Vektorielle Methode: Wir betrachten die Integralgleichung als Vektorglei-
chung und approximieren mit Vektorfeldern, nicht mit skalaren Funktionen.
Hier bieten sich die vektoriellen Kugelflichenfunktionen als Gegenstiick zu den
skalaren Kugelflachenfunktionen bei Graham und Sloan an. Bei dieser Vorge-
hensweise wollen wir sicherstellen, dass die tangentiale Natur des Problems
erhalten bleibt, wodurch wir nur mit tangentialen Ansatzfunktionen arbeiten
miissen, was die Grofle des Problems reduziert. Dies erreichen wir mit Hilfe
der Funktionalmatrix der zu 0D zugehorigen Parametrisierung.
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1.2 Gliederung

In Teil zwei der Einleitung wollen wir nun den die Gliederung bzw. den Inhalt der
Arbeit angeben:

Ein Blick ins Inhaltsverzeichnis zeigt, dass Kapitel zwei, das Grundlagenkapitel,
breiten Raum einnimmt. Dies spiegelt gut das Grundanliegen dieser Dissertati-
on wider: Wir haben uns bemiiht, alle in den Hauptkapiteln vorgestellten Verfahren
auf eine theoretisch fundierte Grundlage zu stellen. Ohne ein tieferes Verstéand-
nis der Mathematik hinter den Verfahren kann kein guter Algorithmus entwickelt
werden. Hierzu war es vor allem notig, im Bereich der sphérischen Vektorfelder neue
Erkenntnisse im Umgang mit vektoriellen Kugelflichenfunktionen zu gewinnen, da
dieser Bereich in der Mathematik bisher eher stiefmiitterlich behandelt wurde (siehe
die Einleitung zum Abschnitt 2.3.1).

Nachdem wir kurz die verwendete Notation eingefiihrt haben, beschéftigen wir uns
zuerst mit skalaren, sphérischen Funktionen. Die Aussagen in diesem Bereich sind
bereits seit ldngerem bekannt und werden der Vollstindigkeit halber angegeben. Im
Abschnitt 2.3 kommen wir dann schliellich zu den Vektorfeldern. Die Idee war
es, alle relevanten Ergebnisse fiir skalare Kugelflichenfunktionen auf den vektoriel-
len Fall zu iibertragen. Hierbei zeigte sich eine enge Verwandtschaft zwischen den
skalaren Funktionen und den vektoriellen Kugelflachenfunktionen.

Nachdem wir die vektoriellen Kugelflachenfunktionen eingefiihrt und einige Er-
gebnisse zusammengestellt haben, befassen wir uns in Abschnitt 2.3.2 mit der
Gau3-Rechteck-Quadraturformel fiir Vektorfelder. Die skalaren Ergebnisse
zu dieser Quadraturformel sind bereits bei Wienert ([64], 1990) zu finden. Fiir den
vektoriellen Fall existierten bisher nur einige wenige Aussagen (siehe Nestel [49],
1996). Wir zeigen in Abschnitt 2.3.2, dass es moglich ist, die Ergebnisse komplett
zu iibertragen. Die wichtigsten Aussagen hierbei sind sicherlich, dass auch im vek-
toriellen Fall die Quadraturformel exakt fiir vektorielle Kugelflichenfunktionen bis
zur Ordnung 2n ist (Satz 2.39) und dass #hnliche Konvergenzaussagen, wie im
skalaren Fall, gelten (Satz 2.52).

Die wohl wichtigsten neuen Aspekte des Grundlagenkapitels betreffen den Appro-
ximationsoperator L, in Abschnitt 2.3.3. Diesen Operator benotigen wir zur
Definition des diskreten Integraloperators in Kapitel vier. Er wurde bereits von Ne-
stel in seiner Dissertation [49] verwendet. Nestel arbeitet jedoch ausschlieBlich mit
Sobolev-Réumen. Da bisher, soweit wir wissen, keine Ergebnisse vorliegen, in de-
nen L, als Abbildung zwischen den Rdumen der stetigen, tangentialen Vektorfelder
betrachtet wird, iibertragen wir in Abschnitt 2.3.3 zuerst einige bekannte Eigen-
schaften aus dem skalaren Fall. Anschliefend befassen wir uns in Abschnitt 2.3.4
mit der Approximationsgiite von L,,.
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In Satz 2.45 geben wir eine Normabschéatzung fiir L, an, die entscheidend fiir
die Konvergenz der vektoriellen Methode in Kapitel vier ist. Im skalaren Fall wur-
de 2000 von Sloan und Womersley [59] gezeigt, dass die Lebesgue-Konstante des
skalaren Approximationsoperators £, O(n'/?) ist. Diese stimmt mit der Konstante
fiir die orthogonale Projektion iiberein, von der bekannt ist, dass sie die kleinste
Norm unter allen Projektionen besitzt. Damit erweist sich £,, als echte Alternative
zur orthogonalen Projektion. Ein dhnliches Ergebnis wére auch fiir den vektoriellen
Operator L, wiinschenswert. Wir waren zwar nicht in der Lage einen kompletten
Beweis hierfiir anzugeben, jedoch haben wir in Abschnitt 2.3.4 einige entscheidende
Schritte in diese Richtung gemacht. So konnten wir in Satz 2.46 z.B. zeigen, dass
auch fiir Vektorfelder die orthogonale Projektion die kleinste Norm besitzt, was
bisher unbekannt war.

Nachdem wir alle Grundlagen angegeben haben, behandeln wir als Erstes in Ka-
pitel drei die skalare Losungsmethode. Hierbei beschreiben wir in Abschnitt
3.1 bis 3.3 zunéchst die Diskretisierung der Integralgleichung und das zugehorige
Galerkin-Verfahren. Anschliefend gehen wir kurz auf die Implementierung dieser
Methode ein und geben numerische Beispiele an. In Abschnitt 3.6 erliutern wir
schlieBlich noch die gefundenen numerischen Ergebnisse und geben in Abschnitt 3.7
eine mogliche Modifikation der Methode an.

Kapitel vier befasst sich mit der vektoriellen Methode. Unter den Spektralme-
thoden ist unser Verfahren das erste, welches nur mit tangentialen Kugelfldchen-
funktionen, auch fiir allgemeinere Streuobjekte, arbeitet. Wir diskutieren zuerst
die Transformation auf die Sphére und die Diskretisierung des Integraloperators
(Abschnitt 4.1 und 4.2). Dabei gehen wir besonders darauf ein, wie wir den tangen-
tialen Charakter der Gleichung erhalten kénnen. AnschlieBend behandeln wir noch
die Implementation, gehen kurz auf die Konvergenzanalyse des Verfahrens ein und
bewerten die gefundenen Ergebnisse am Ende des Kapitels.

Nach der Herleitung der beiden Losungsverfahren geben wir in Kapitel fiinf ein
inverses elektromagnetisches Streuproblem als Anwendungsbeispiel fiir diese
Methoden an. Dazu beschreiben wir zuerst das inverse Streuproblem und iiberfithren
es anschliefend in ein dquivalentes System von Integralgleichungen (Satz 5.2), wel-
ches mit den von uns entwickelten Methoden gelost werden kann. Die Grundidee
hierzu stammt von Kref§ und Rundell ([38], 2005), die so ein inverses Problem fiir
die Laplace-Gleichung gelost haben. Spater wurden diese Ideen von Ivanyshyn und
Kre [29] auf ein akustisches Streuproblem iibertragen. In der vorliegenden Arbeit
wird dieses Verfahren erstmals fiir ein inverses elektromagnetisches Streuproblem
entwickelt und angewendet. Nach den theoretischen Uberlegungen behandeln wir
die praktische Umsetzung des Verfahrens und geben eine abschlieBende Bewertung
an.



10 Kapitel 1. Einleitung

Ivanyshyn und Krefl behandeln in [29] nur den zweidimensionalen Fall. Unsere Ideen
fiir das inverse elektromagnetische Streuproblem lassen sich jedoch leicht auch auf
dreidimensionale, inverse akustische Streuprobleme iibertragen. In Kapitel
sechs gehen wir daher auf diese Probleme, ihre Losung durch ein System von zwei
Integralgleichungen und die numerische Behandlung ein. Wir geben hierbei zwei
Moglichkeiten an: Ein System von zwei schlecht gestellten Gleichungen, wie wir
es bei Ivanyshyn und Kref§ finden bzw. ein System von einer gut gestellten und einer
schlecht gestellten Gleichung, wie in Kapitel fiinf beim inversen elektromagnetischen
Problem. Die Hauptaussagen werden in Satz 6.1 und 6.3 zusammengefasst. An-
gaben zur numerischen Umsetzung finden sich in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2.

Den Abschluss der Arbeit bildet Kapitel sieben: Hier fassen wir die Hauptaus-
sagen noch einmal zusammen und geben einen Ausblick auf weitere interessante
Fragen, die sich im Rahmen dieser Dissertation ergeben.

Im Anhang (Kapitel acht) kénnen schliellich noch einige Detailrechnungen und
weiterfithrende Betrachtungen gefunden werden, die fiir die Entwicklung der nume-
rischen Losungsverfahren eher von sekundérem Interesse sind.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel geben wir alle Hilfsmittel an, die wir zur Herleitung und Analyse
unserer numerischen Verfahren benotigen. Wir beginnen mit der Notation, die wir
in den Hauptkapiteln drei und vier verwenden. Anschlieend behandeln wir skala-
re Funktionen und Vektorfelder auf der Sphéare. Um das Grundlagenkapitel kurz
zu halten, beweisen wir nur die notigsten Ergebnisse und zitieren bei bekannten
Resultaten die entsprechende Literatur.

2.1 Notationen

Im Grundlagenkapitel und den Hauptkapiteln (Kap. drei und vier) dieser Arbeit
verwenden wir in der Regel die Notation von Freeden, Gervens und Schreiner [14]
bzw. Graham und Sloan [21]. Wir beginnen mit der {iblichen Matrix- Vektornotati-
on, gehen anschliefend auf die spezielle sphérische Notation ein und beenden diesen
Abschnitt mit der Einfiihrung der wichtigsten Funktionenrdume und den zugehori-
gen Normen bzw. Innenprodukten.

Wie {iblich bezeichnen wir mit N, R und C die Mengen der natiirlichen, der reellen
und der komplexen Zahlen. Vektoren im R3 bzw. im C? notieren wir als Spalten-
vektoren:

€r = (1'1,1'2, :E?))T

Wir verwenden die folgenden Verkniipfungen fiir reellwertige Vektoren z,y € R3
(Innenprodukt, Vektorprodukt, Tensorprodukt):

Ty = Ty + ToY2 + T3Y3

T
rTXYy = (x2y3 — I3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 362y1)
T1Y1 T1Y2 T1Y3
TRy = ToY1 TaYz TaYs3

T3Y1r T3Y2 T3Y3

11



12 Kapitel 2. Grundlagen

Fiir Vektoren 2 € C? bezeichnen wir mit z die komponentenweise, komplexe Kon-
jugation. Das Innenprodukt auf C? lautet dann:

xZ - :U = LL’1§1 + LL’Q@Q + LL’3§3 .
Wir verwenden die folgenden Vektornormen auf dem R?:

lz] = Va-x

lzlloe = max ;.

Im C? ist die euklidische Norm entsprechend definiert durch:

lz| = Vaz-T.

Um die euklidische Vektornorm vom Betrag zu unterscheiden, verwenden wir auch
||z||2, wenn Verwechslungen auftreten konnen. In Abschnitt 2.3.4 bendtigen wir zur
Normbestimmung des vektoriellen Approximationsoperators die zur euklidischen
Vektornorm zugehorige Matrixnorm. Diese ist fiir A € R**3 wie folgt definiert:

[A[l2 = /p(ATA),
Hierbei bezeichnen wir mit p(B) den Spektralradius der Matrix B € R3*3, d.h.

p(B) == max [A;],

wobei A1, Ay und A3 € C die Eigenwerte von B sind.

Kommen wir nun zur speziellen Notation auf der Sphére. Unter 0B verstehen wir
die Einheitssphére, also

OB :={r cR* : |z| =1}.

Zur besseren Unterscheidung verwenden wir fiir Vektoren im R? stets lateinische
Buchstaben und fiir Vektoren auf der Einheitssphire griechische. Im R? bezeichnen
wir mit

er:i=(1,0,07, e:=(0,1,07" und e:=(0,0,1)"

die kanonische Standardbasis. Unter I verstehen wir die Einheitsmatrix. Sphérische
Vektoren £ € 9B stellen wir auch durch Kugelkoordinaten dar:

¢ = (sin(0) cos(¢) , sin(f) sin(¢) , cos(9)), 6 € [0,7], ¢ = [0,27].

Die Parametrisierung, die das Rechteck A := [0, 7] x [0, 27| auf die Einheitssphére
0B abbildet, bezeichnen wir mit

p:A— 0B, (0,6) — p(0,¢) = (sin(f) cos(d) , sin(f) sin(¢) , cos(6))". (2.1
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In Kapitel zwei arbeiten wir hauptséchlich mit skalaren Funktionen, d.h. Funktionen
F mit

F:R*—=C® bzw. F:0B — C3.
Dagegen verwenden wir im dritten Kapitel in der Regel Vektorfelder

f:R*—=C*® bzw f:0B— C*.

Zur besseren Unterscheidung, bezeichnen wir im Grundlagenkapitel und in Kapitel
drei und vier skalare Funktionen immer mit Groflbuchstaben und Vektorfelder mit
kleinen. In Kapitel fiinf bzw. Kapitel sechs iibernehmen wir jedoch die traditionelle
Schreibweise, wie sie z.B. bei Colton und Kref [7] zu finden ist. Wir schreiben dann
das elektromagnetische Feld E, H grof und akustische Wellen u klein, obwohl F
und H Vektorfelder sind und u skalar ist. Bei der vektoriellen Losungsmethode in
Kapitel drei treten zusétzlich matrixwertige Funktionen auf. Diese kennzeichnen
wir durch Fettdruck:

f:D—C> bzw F:D— C3¥>3.

Mit D ist hier der Definitionsbereich der matrixwertigen Funktion gemeint. Dieser
kann z.B. das Rechteck A oder die Einheitssphéire 0B sein.

Am Ende dieses Abschnittes fithren wir nun die Funktionsklassen ein, die wir in den
folgenden Kapiteln verwenden. Wir benutzen hier ebenfalls wieder Grofibuchstaben
zur Kennzeichnung von skalaren Funktionsrdumen und kleine Buchstaben fiir die
entsprechenden Réume der Vektorfelder.

Fiir stetige bzw. r-mal stetig differenzierbare skalare Funktionen (r € N) schreiben
wir wie tiblich, C(D) bzw. C"(D), wobei D den Definitionsbereich bezeichnet, der
entweder die Oberfliche 9D des Streuobjektes D, die Kugeloberfliche 0B oder das
Rechteck A ist. Mit den Normen

[Flloc = sup |F(@)] - bow. [Pl = > sup|F(2)]

v|<r zeD
werden C'(D) und C" (D) Banachraume. v ist hierbei ein Multi-Index.

Bei der Analyse der Quadraturformel arbeiten wir nicht nur mit stetigen Funktio-
nen, sondern auch mit Holder-Funktionen. Wir bezeichnen mit C%*(ID) den Raum
der holderstetigen skalaren Funktionen (0 < o < 1). Versehen mit der Norm

F(e)~ F
||FH0,a = HFHOO + sup M
e#yed T —y[®

wird auch C%*(D) zu einem Banachraum. Mit C™%(D) bezeichnen wir weiter den
Raum aller r-fach differenzierbaren Funktionen, wobei alle Ableitungen bis zur Ord-
nung 7 holderstetig sind. Aus C™*(D) wird durch

1Ellra =Y 1FE o+ D IF 0

vl<r—1 vl=r
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ein Banachraum.

Auf diesen skalaren Funktionsriumen verwenden wir das L?-Innenprodukt:

(F,G) = / F(z) G(z) ds(z). (2.2)

D

Als L*(D) bezeichnen wir den iiblichen Raum der quadratintegrierbaren Funktionen
iiber dem Definitionsbereich D. Mit dem Innenprodukt (2.2) wird L*(D) zu einem
Hilbertraum. Die zugehorige Norm ergibt sich aus (2.2) zu:

||FHL2(]D)) =\ (F, F) .

Ein Polynom vom Grad kleiner gleich n in drei Variablen, welches auf die Einheits-
sphéire 0B eingeschréankt ist, nennen wir sphérisches Polynom. Den Raum dieser
sphérischen Polynome vom Grad kleiner gleich n bezeichnen wir mit P,,. Da P,, ein
Teilraum von C(0B) ist, verwenden wir die tibliche Supremumsnorm.

Kommen wir nun zu den Vektorfeldern, die hauptséchlich in Kapitel vier verwendet
werden. Mit ¢(D) bzw ¢"(D) bezeichnen wir analog zum skalaren Fall die stetigen
bzw. r-mal stetig differenzierbaren Vektorfelder. Dabei gehort ein Vektorfeld f ge-
nau dann zu einem der beiden Rdume, wenn die einzelnen Komponentenfunktionen
f e (i =1,2,3) zum entsprechenden skalaren Funktionsraum gehoren. Wir ver-
wenden die folgenden Normen:

[flloe :=sup [|f (@)l bzw. [[fllr == [fllc + sup |If - el (2.3)
zeD i=1,2,3

Hierbei bezeichnet || .||y eine beliebige Vektornorm auf dem C?. Auf Grund der
Aquivalenz aller Normen auf C* sind die entsprechenden Normen auf ¢(D) bzw.
¢"(D) mit unterschiedlicher Vektornorm || .||y auch dquivalent. In der Regel ver-
wenden wir aber die euklidische Vektornorm.

Wie im skalaren Fall, arbeiten wir auch mit holderstetigen oder holderstetig differen-
zierbaren Vektorfeldern. Wir nennen ein Vektorfeld f holderstetig oder hélderstetig
r-mal differenzierbar, wenn die einzelnen Komponentenfunktionen f-e; (i = 1,2, 3)
im entsprechenden skalaren Funktionsraum liegen. Es gilt also:

fecd* D <« f-eeC™D),i=123.
Wir verwenden auf ¢”*(ID), mit » € N und « € [0, 1], die folgende Norm:

[fllra = [[flloc + sup [If - €illra - (2.4)
1=1,2,3
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Ist ein Vektorfeld f auf der glatten Oberfliche 0D eines beschriankten Gebietes
D C R3 definiert und besitzt 0D die nach auien weisende Normale v, so nennen
wir f tangential, wenn fiir alle x € 9D gilt:

v(z)- f(x)=0.

Den Raum aller stetigen, tangentialen Vektorfelder bezeichnen wir mit ¢(0D). Ana-
log wird mit ¢"(0D) der Raum aller r-mal stetig differenzierbaren, tangentialen
Vektorfelder bezeichnet. Die Holder-Raume tangentialer Vektorfelder notieren wir
schlieflich noch durch t»*(9D). Fiir diese Rdume verwenden wir wieder die Normen
(2.3), bzw. (2.4).

Alle hier vorgestellten Raume vektorieller Funktionen sind mit den entsprechend
eingefithrten Normen Banachrdume. Fiir diese Rdume definieren wir aulerdem das
folgende Innenprodukt:

(f.g) = / f(z) - 9(@) ds(z)

Analog zum skalaren Fall bezeichnen wir mit [*(D) den Raum aller quadratinte-
grierbaren Vektorfelder. Beschrinken wir uns auf die Betrachtung von tangentialen
Vektorfeldern f € [2(9D), so verwenden wir die Bezeichnung [?(0D). Da [2(0D) ein
Teilraum von [?(0D) ist, erbt er die iibliche /2>-Norm:

1/ lzop) ==/ (f 5 f)-

2.2 Skalare Funktionen

Nachdem wir nun unsere Notation eingefiithrt haben, befassen wir uns mit skalaren
Funktionen. Hierbei behandeln wir vor allem sogenannte sphérische Funktionen,
d.h. Funktionen, die auf der Sphére definiert sind, da wir hauptséchlich mit diesen
in Kapitel drei arbeiten werden.

Zur Approximation von sphérischen Funktionen eignen sich besonders gut Kugel-
flachenfunktionen. Diese sind auf der Sphére analog zu den trigonometrischen Po-
lynomen bei der Fourier-Analysis zu sehen. Wir beginnen daher mit einer kurzen
Einfithrung iiber Kugelflichenfunktionen. Anschliefend gehen wir auf die Gauf-
Rechteck-Quadraturformel zur numerischen Integration auf der Sphére ein. Diese
besitzt einen engen Zusammenhang zu Kugelflichenfunktionen und eignet sich da-
her besonders gut fiir unser Problem. Die néchsten Abschnitte befassen sich schlief3-
lich mit dem Approximationsoperator £,. Diesen verwenden wir zur Definition des
diskreten Integraloperators beim skalaren Losungsverfahren in Kapitel drei. Wir
geben kurz die wichtigsten Eigenschaften von L, an, die bei der Fehleranalysis
bendtigt werden.
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2.2.1 Skalare Kugelflichenfunktionen

Kugelflichenfunktionen sind schon lange in der Mathematik bekannt und werden
fiir die unterschiedlichsten Probleme mit sphérischer Symmetrie verwendet. Sie wur-
den in den 1780er-Jahren bereits von Laplace und Legendre eingefiihrt (siehe [41]
und [43]). Seitdem gibt es zahlreiche Literatur, die sich mit der Theorie der Kugel-
flachenfunktionen beschéftigt. Einige frithe Biicher stammen z.B. von Heine (1878,
[26]) und Neumann (1887, [48]). Heute gelten vor allem die Arbeiten von Lebedev
[42], Lense [44] und Miiller [46], neben vielen anderen, als Standardwerke.

Eine etwas aktuellere und sehr ausfiihrliche Darstellung iiber Kugelflichenfunktio-
nen kann bei Freeden, Gervens und Schreiner [14] gefunden werden. Die Autoren
beschrénken sich jedoch in ihrem Buch nur auf den reellwertigen Fall, der in der
Geomathematik iiberwiegend auftritt. IThre Ergebnisse konnen aber einfach auf kom-
plexwertige Kugelflichenfunktionen iibertragen werden (siehe hierzu auch Fengler
[12], Remark 1.2.4).

Da Kugelflachenfunktionen und ihre wichtigsten Eigenschaften allgemein als be-
kannt vorausgesetzt werden kéonnen und wir uns im Grundlagenkapitel kurz fassen
wollen, folgen wir hier weitestgehend der knappen Darstellung von Colton und Kref3
([7], Abschnitt 2.3). Ausfiihrlichere Einfithrungen kénnen z.B. in der angegebenen
Standardliteratur ([42],[44] und [46]) und in [14] gefunden werden.

Wir beginnen mit der iiblichen Definition von Kugelflichenfunktionen und geben
anschlielend eine etwas konkretere Darstellung an:

Definition 2.1 Die Einschrankung eines homogenen, harmonischen Polynoms vom
Grad n € N auf die Finheitssphdre OB nennen wir eine Kugelflichenfunktion der
Ordnung n. Den Raum aller Kugelflichenfunktionen der Ordnung n bezeichnen wir
mit X,,.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Dimension von X,,:

Satz 2.2 FEs gibt genau 2n+1 linear unabhingige Kugelflachenfunktionen der Ord-
nung n.

Beweis:  Siehe Colton und Kre8 [7], Theorem 2.6. O
Mit Hilfe der assoziierten Legendre-Funktionen

m/2 dm P”(t>

e m=01.. 0 te[-11] (2.5)

Pr(t) = (1=1)
kénnen wir Kugelflichenfunktionen in Kugelkoordinaten wie folgt darstellen:

Ym(0,6) = P™(cosf) e™? . (2.6)
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Eine Herleitung dieser Darstellung kann bei Colton und Krefl [7] in Abschnitt 2.3
gefunden werden. Mit P, bezeichnen wir hierbei die {iblichen Legendre-Polynome
(siche z.B. Szegd [57]). Benutzen wir die Vorzeichenkonvention von Condon und
Shortley [9], so erhalten wir:

Satz 2.3 Die Kugelflichenfunktionen
Ym(0, 6) := ™ PI™l(cos 0) ¢™? (2.7)

mitm=—n,...,nundn =20,1,2,... bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem
fiir L*(0B). Die Normierung ist gegeben durch:

oo 2n+1 (n—m)! .
e e s .

(=)™ ! fiirm <0
Aus dem letzten Satz ergibt sich sofort:

Folgerung 2.4 Fiir das Integral iiber die Kugelflichenfunktionen mit n € N und
m=—n,...,n gilt:

[ Yoty dstn) = iz,
OB

Diese Eigenschaft werden wir spater nutzen, um den diskreten Integraloperator
explizit angeben zu koénnen. Hierzu benotigen wir eine weitere Aussage, die bei
Kref [36] gefunden werden kann:

Lemma 2.5 Fir die Kugelfiichenfunktionen mit n € N und m = —n, ..., n gilt:
Yom(n) 47
’ ds(n) = Ym(&), € 0B.
2B ds(n) = 5 V() €
OB

In Abschnitt 2.1 hatten wir P,, den Raum der sphérischen Polynome vom Grad
kleiner gleich n eingefiihrt. Die Kugelflachenfunktionen besitzen folgende Beziehung
zu diesen Polynomen:

Satz 2.6 Es sei {Y,n}, n=0,1,...,N und m = —n...n, ein Orthonormalsys-
tem von Kugelfliichenfunktionen der Ordnung kleiner gleich N. Dann bildet dieses
System eine Basis fiir Pn. Es gilt also

N
Py = @Xn.
n=0
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Beweis:  Siehe Kounchev [34], Abschnitt 10.9. O

Am Ende dieses Abschnitts iiber skalare Kugelflichenfunktionen geben wir schlief3-
lich noch das wichtige Additionstheorem an:

Satz 2.7 Es sei {Y, .}, m = —n,...,n, ein beliebiges System von 2n + 1 ortho-
normalen Kugelflichenfunktionen der Ordnung n. Dann gilt fir alle n,& € OB das
Additionstheorem:

- — 2n+1

m=—-n

Beweis:  Siehe Colton und Kre8 [7], Theorem 2.8. O

2.2.2 Die Gaul3-Rechteck-Quadraturformel

Wir befassen uns nun mit der numerischen Integration auf der Sphére. Es gibt
zahlreiche Quadraturen, die speziell fiir die sphérische Integration geeignet sind.
Wir verweisen hierzu auf Atkinson [1] und Stroud [61]. In dieser Arbeit verwenden
wir die GauB-Rechteck-Quadraturformel, die bereits von Wienert [64] und Graham
und Sloan [21] beim akustischen Streuproblem angewendet wurde.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Quadraturformel bildet die Transformation
des Integrals auf Kugelkoordinaten:

27

[rmast = [ [wone.0)smoasas

0B

2 1
= //(Fop)(cos_lt,¢)dtdqb.
0 —1

Wir wenden nun auf die t- und die ¢-Integration zwei Quadraturformeln an und
beginnen mit der 2(n + 1)-Punkt-Rechteckregel mit dquidistanter Stiitzstellendis-
tanz 7/(n + 1):

2m 241

/ Go)do~ S 1 G(o,).

Die Stiitzstellen und Gewichte sind hierbei gegeben durch:

rim s

= d pu,:= )
¢ n+1 una g n+1
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Zur Approximation der ¢t-Integration verwenden wir eine (n + 1)-Punkt-Gaufiregel:

n+1

/H(t)dtz > v H(t,).

Die Stiitzstellen ¢, sind hierbei die Nullstellen der Legendre-Polynome vom Grad
n+1 und v, die tiblichen Gau$-Legendre-Gewichte (siehe z.B. Werner [63], Abschnitt
4.3). Zusammengefaft erhalten wir dann die GauB-Rechteck-Regel:

2n+1 n+1

/ Flnydsn) = 33" prva (F 0 p)(6er ). (2.9)

9B r=0 s=1

Die Quadraturpunkte p(0s, ¢,) € OB, an denen die zu integrierende Funktion aus-
gewertet wird, kiirzen wir auch oft wie folgt ab:

Prs - = p(‘gsa ¢r> .

Eine wichtige Aussage zur Gauf-Rechteck-Quadraturformel gibt der néchste Satz
an:

Satz 2.8 Die Gauf-Rechteck-Quadraturformel ist exakt fir sphdrische Polynome
vom Grad kleiner gleich 2n + 1.

Beweis:  Der Beweis von Sloan und Womersley ([59], Section 6 und Example 6.1)
fiir reelle Kugelfiachenfunktionen lésst sich leicht auf komplexwertige Kugelflichen-
funktionen iibertragen. O

Bemerkung 2.9 Graham und Sloan benétigen zum Konvergenzbeweis in [21] nur
eine Exaktheit fiir Polynome vom Grad 2n. Wir werden jedoch in Abschnitt 2.3.2
sehen, dass dies fiir die vektorielle Losungsmethode nicht ausreicht. Hier benétigen
wir den hoheren Exaktheitsgrad 2n + 1 der Gauf-Rechteck-Regel aus Satz 2.8.

Mit Hilfe der GauB-Rechteck-Regel kénnen wir das L2-Innenprodukt approximieren
und erhalten die folgende diskrete Version:

2n+1 n+1

(F, Q= > v (Fop)(s,6r) (Gop)(bs, 6r) .- (2.10)

r=0 s=1

Hierbei steht m fiir die Anzahl der verwendeten Quadraturpunkte, bei der Gauf3-
Rechteck-Regel also m = 2(n + 1)2. Diese Notation haben wir von Graham und
Sloan [21] iibernommen. Es gilt das folgende Lemma:
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Lemma 2.10 Es sei {Y;}, | = 0,1,...,n |k| < [ ein Orthonormalsystem von
Kugelflachenfunktionen der Ordnung kleiner gleich n. Dann gilt:

(Yiw, Yo )m = 010 Ok -

Beweis:  Die Aussage folgt sofort aus der Exaktheit der GauB-Rechteck-Regel
fiir sphérische Polynome vom Grad kleiner gleich 2n + 1 (Satz 2.8) und Satz 2.6.

O

2.2.3 Der Approximationsoperator L,

Beim skalaren Losungsverfahren approximieren wir die glatten, sphérischen Anteile
im Integranden durch Kugelflichenfunktionen. Hierzu verwenden wir den Approxi-
mationsoperator £,, den wir nun herleiten wollen.

Als Ausgangspunkt wéahlen wir die Aussage von Satz 2.3. Demnach kénnen wir jede
stetige Funktion auf der Sphére als Fourierreihe (Laplacereihe) von Kugelflachen-

funktionen darstellen:
o) l
F:Z Z(F7 Yir) Yig -

=0 k=—1

Summieren wir nur iiber Kugelflichenfunktionen bis zur Ordnung n, so erhalten
wir die orthogonale Projektion P, auf P,:

n l
PuF =Y ) (F, Yii) Vi (2.11)

=0 k=—I

Den Projektor approximieren wir nun, indem wir an Stelle des L2-Innenproduktes
die diskrete Version (2.10) verwenden:

n l
LoF =" (F,Yig)n Yik- (2.12)

=0 k=-1

Diese Approximation wird schon ldnger in der Mathematik verwendet. So kann die
grundlegende Idee bereits 1838 bei Neumann [47] gefunden werden. Aufbauend auf
diese Arbeit taucht bei Lense ([44], 1954) erstmals der Operator in dhnlicher, wenn
auch noch nicht so handlicher, Form auf. Wienert nutzt schlieflich 1990 in seiner
Dissertation [64] die Approximation zur numerischen Losung einer singuléren Inte-
gralgleichung. Diese Idee wurde danach von mehreren Autoren aufgegriffen: Nestel
1996 [49], Graham und Sloan 2002 [21], Ganesh und Graham 2004 [15].
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Eine genauere Untersuchung des Approximationsoperators L,,, hier besonders die
Bestimmung der Approximationsgiite fiir stetige Funktionen, kann bei Sloan und
Womersley [59] gefunden werden. Von Sloan stammt auch die Bezeichnung Hy-
perinterpolationsoperator. Hierbei spricht Sloan von Hyperinterpolation, wenn die
Anzahl der Quadraturpunkte die Anzahl der Freiheitsgrade bei der Approximation
tibersteigt (siehe [58]).

Wir wollen nun einige Eigenschaften des Operators £,, zusammentragen und begin-
nen mit dem folgenden Lemma:

Lemma 2.11 Der Operator L, ist ein Projektor von C(0B) nach P,,.

Beweis: Der Bildraum ist laut Definition P,,. Nach Lemma 2.10 erhalten wir
sofort fiir alle F' € C(0B):

Lo(LoF) = Lo F .

Hieraus ergibt sich direkt die Folgerung:

Folgerung 2.12 Fiir alle P € P, gilt L,P = P.

Ein entscheidender Punkt bei der Konvergenzanalyse des Verfahrens von Graham
und Sloan (siehe [21], Abschnitt 2.1 und Thm. 3.1) ist die Approximationsgiite
des Operators L, die hauptséchlich von der Norm ||£,||~ abhingt (siche Slo-
an/Womersley [59], Abschnitt 5). Wienert konnte in seiner Arbeit [64] nur die Ord-
nung n? zeigen, was nicht ausreicht. Bei Sloan und Womersley ([59], Theorem 5.5.4)
kann das folgende, optimale Ergebnis gefunden werden:

Satz 2.13 Fiir alle n € N existieren zwei Konstanten ci,co > 0, sodass gilt:
an'’? < ||Lplleo < can/?. (2.13)

Beweis:  Diese Aussage wird bei Sloan und Womersley [59], Theorem 5.5.4 be-
wiesen. Hierzu muss die gewéhlte Quadratur eine gewisse Regularitiatseigenschaft
erfiilllen. Nach Reimer [54] ist diese jedoch entbehrlich. Daher erfiillt unsere Gauf}-
Rechteck-Regel die Voraussetzungen des Satzes bei Sloan und Womersley.

O

Wir kénnen ein besseres Resultat erreichen, wenn wir den Operator £,, als Abbil-
dung von C(0B) nach L?(0B) betrachten. In diesem Fall gilt:

Satz 2.14 Fir jede Funktion F' € C(0B) gilt:

| LnF|| 2208y < VAT [ F||o -
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Beweis:  Siehe Sloan [58], Theorem 1. O

Da wir die Integralgleichungen in dieser Arbeit nur fiir stetige Dichten betrachten,
gehen wir auf die L*-Eigenschaften des Operators nicht weiter ein (siehe auch Gra-
ham und Sloan [21], Section 2.1).

Zur Definition der diskreten Integraloperatoren in Abschnitt 3.3 benotigen wir ei-
ne Erweiterung des Definitionsbereiches von £, auf C'(A), wobei A das Rechteck
[0, 7] x [0, 27] bezeichnet. Durch diese Fortsetzung kénnen wir eine groBere Klasse
von Funktionen behandeln, ndmlich alle Funktionen F', die stetig auf der punktier-
ten Sphire 0B \ {n, —n} sind, vorausgesetzt sie besitzen eine Fortsetzung, die in
C(A) liegt. Hierbei bezeichnet 7 den Nordpol der Sphire.

Es sei F' € C(0B), dann ist F'op € C(A), wobei p die Parametrisierung (2.1) der
Sphére ist. Wir fithren nun ein gewichtetes Innenprodukt auf C'(A) ein:

27

< F, G>—// G(6,¢) sinfdhdp. (2.14)

Mit Hilfe der GauB-Rechteck-Regel erhalten wir wieder folgendes diskrete Innen-
produkt:

2n+1 n+1

<F,G>n=Y > v F(bs,¢,) G(0s, ) (2.15)

r=0 s=1

Zwischen dem iiblichen Innenprodukt und dem oben definierten auf C'(A) besteht
tiber die Parametrisierung p folgender Zusammenhang (F, G € C(9B)):

(F,G) = <Fop,Gop>
(F,G)y = <Fop,Gop>, .
Wie wir sehen, sind die beiden rechten Seiten dieser Gleichungen auch fiir Funk-
tionen definiert, die nur stetig auf der punktierten Sphére 0B \ {n, —n} sind und

eine Fortsetzung auf C'(A) besitzen, im Gegensatz zu den linken Seiten. Wir kénnen
damit nun die Erweiterung des Approximationsoperators £,, auf C'(A) definieren:

=Y ) <F,Yikop>n Yizop. (2.16)
1=0 |k|<I

Dieser Operator £, ist tatséichlich eine Fortsetzung von £,,, was an folgendem Zu-
sammenhang gesehen werden kann:

(LaF)(E) = (LaF)(p(0,0))
= (Lu(Fop))(,¢) (2.17)
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fiir (0,¢) € Aund F' € C(0B). Wichtig ist das folgende Lemma, welches Auskunft
iiber die Norm der Fortsetzung gibt:

Lemma 2.15 Es gilt || £, ]lcos = ||Lnllcc.0n und daher auch
ein'’? < |[Lplloo,a < can?.

Beweis:  Siehe Lemma 2.1 bei Graham und Sloan [21] und Satz 2.13. O

2.2.4 Konvergenz der Quadraturformel

Kommen wir nun zuriick zur Gauf}-Rechteck-Quadraturformel. Diese steht in engem
Zusammenhang zum Approximationsoperator L,, den bereits Wienert in seiner
Dissertation ([64], Satz 5.1) bewiesen hat. Es gilt:

Satz 2.16 Fir stetige Funktionen F' € C(0B) ist die Integration von L, F identisch
mit der Gauf-Rechteck-Regel:

2n+1 n+1

/(ﬁ F)( = > mvF(b..6,). (2.18)

9B r=0 s=1

Beweis:  Nach Definition von £,, und der GauB-Rechteck-Regel, zusammen mit
Folgerung 2.4, erhalten wir:

/ (L) dstn) = 33 (F, Vi) / Yiu(n) ds(n)

OB 1=0 [k|<l OB
= Va7 (F, Yo0)m
2n+1 n+1
- Z Z o Vs 57 ¢r . ]
r=0 s=1

Indem wir nun die Aussagen von Satz 2.16 und 2.13 benutzen, koénnen wir Kon-
vergenzaussagen zur Quadraturformel machen. Hierzu betrachten wir mit einem
beliebigen Polynom P € P,:

/ F(n) ds(n) — / (C.F)(n) ds(n)| < / |F — £l ds(n)
B 0B
= dn|(F— P)— Lo(F - P)|l

< A (14 (1 Lalloe) |1 F = Plloo
< On'?||F - P|.
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Wir haben also den Fehler der Quadratur zuriickgefiihrt auf den Fehler bei der Ap-
proximation von stetigen Funktionen durch Polynome. Nutzen wir z.B. die Aussage
von Ragozin [52], dass fiir jedes 7 € N und « € [0, 1] eine Konstante C,, > 0 so
existiert, dass es zu jedem F' € C"*(0B) ein P € P, gibt mit

1
v

||F - PHOO < Cr,a F||r,a7 (219)

so erhalten wir:

Satz 2.17 Firalle FF € C"*(0B) mitr € N, a € [0, 1] und r+« > 1/2 konvergiert
die Gauf$-Rechteck-Quadraturformel. Fir den Fehler gilt die Abschditzung:

[ Fastn) = [ (€F)0)dsto)] < Cran i |l

B oB

Dieser Satz enthélt die Aussage, dass die Gau-Rechteckregel fiir analytische Funk-
tionen superalgebraisch konvergiert. Bei Wienert ([64], Satz 5.2) kann sogar gefun-
den werden, dass exponentielle Konvergenz vorliegt.

Die Konvergenzaussage gilt aber auch fiir Integrale {iber allgemeinere Oberflichen
0D, falls diese eine geniigend glatte, globale Parametrisierung iiber der Sphére
besitzen. Bezeichnen wir mit J die Jacobideterminante dieser Parametrisierung
q: 0B — 0D, so ergibt sich:

[ Fwdsto) = [ Flatn) s dsto).

oD 0B

Auf das zweite, sphérische Integral konnen wir nun die Gauf}-Rechteckregel anwen-
den. Konvergenz nach Satz 2.17 erhalten wir nun, falls der transformierte Integrand
F(q(n)) J(n) hinreichend glatt ist.

2.3 Vektorfelder

Neben dem skalaren Verfahren entwickeln wir in Kapitel vier auch eine vektorielle
Methode. Hierbei arbeiten wir mit Vektorfeldern, speziell wieder solchen, die auf
der Sphére definiert sind.

Zur Approximation dieser sphérischen Vektorfelder verwenden wir sogenannte vek-
torielle Kugelflichenfunktionen. Diese stellen eine Erweiterung der skalaren Ku-
gelflichenfunktionen auf den vektoriellen Fall dar. Wir beginnen daher mit der
Einfiihrung dieser speziellen Funktionen. Da die vektoriellen Kugelflachenfunktio-
nen nicht so bekannt sind wie die skalaren, fillt diese Einfithrung etwas langer und
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ausfiihrlicher aus. Anschlieend gehen wir auf die Gau-Rechteck-Quadraturformel
bei Vektorfeldern ein, bevor wir den vektoriellen Approximationsoperator einfithren
und betrachten. Auch die vektoriellen Kugelflichenfunktionen stehen in engem Zu-
sammenhang zur verwendeten Quadraturformel. Diesen Zusammenhang beleuchten
wir schlieflich am Ende des Abschnittes.

2.3.1 Vektorielle Kugelflichenfunktionen

Vektorielle Kugelflichenfunktionen werden seit den 50er-Jahren hauptséchlich in
der Physik (Quantenmechanik) verwendet. Ungliicklicherweise gibt es jedoch, im
Gegensatz zu den skalaren Kugelflichenfunktionen, eine Reihe unterschiedlicher De-
finitionen und Notationen. Einen Literaturiiberblick hierzu gibt Thorne [62]. In der
Mathematik sind diese speziellen Vektorfelder jedoch eher selten zu finden. Eine
frithe Arbeit stammt z.B. von Lagally und Franz ([39], 1964).

Eine ausfiihrliche Darstellung kann bei Freeden, Gervens und Schreiner [14] gefun-
den werden, es wird jedoch wieder nur der reelle Fall behandelt. Die Ubertragung
ins Komplexe ist allerdings leicht moglich. Freeden, Gervens und Schreiner legen bei
ihrer Definition der vektoriellen Kugelflachenfunktionen besonderen Wert auf einen
einfachen Ubergang von skalaren zu vektoriellen Funktionen. Hierbei bleiben viele
Eigenschaften der skalaren Kugelflichenfunktionen erhalten. Ein weiterer wichtiger
Punkt fiir unsere Anwendung ist, dass zwischen normalen und tangentialen Funk-
tionen unterschieden wird. Daher folgen wir hier diesem Ansatz.

Da wir in Kapitel vier nur mit tangentialen Vektorfeldern arbeiten, beschrinken
wir uns hauptséchlich auf den tangentialen Fall und vernachléssigen normale Ku-
gelflachenfunktionen. Wir beginnen mit der Definition von drei Operatoren, die
skalare Funktionen I’ auf Vektorfelder iiber der Sphére abbilden:

Definition 2.18 Es sei F € C(0B) bzw. F € C'(0B). Wir definieren dann die
folgenden Operatoren oY) : C(OB) — c(0B) bzw. o : CY(OB) — ¢(0B), i = 2,3:

i) OWF(E) == EF(¢)
ii) o F(£) := VF(£)
iii) o¥F (&) :=¢ x VF(E)

Hierbei ist mit ”V” der Oberflachengradient bzgl. der Sphére gemeint (siehe Colton
und KreB [7] oder Freeden, Gervens und Schreiner [14]). Bei oY) F' handelt es sich
um ein normales Vektorfeld und bei o) F' (i = 2,3) um tangentiale Felder.

Als Erstes stellen wir fest, dass wir durch jedes Orthonormalsystem von skalaren
Kugelfliichenfunktionen sofort ein Orthonormalsystem fiir [7(0B) erhalten.
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Satz 2.19 Es sei {Y, .}, n=1,2,... und m = —n,...,n ein Orthonormalsystem
von skalaren Kugelflichenfunktionen. Dann bilden die Vektorfelder

W = =0y, ., (2.20)
n(n+1)

ein vollstindiges Orthonormalsystem im Raum der quadratintegrierbaren, tangen-
tialen Vektorfelder tiber der Sphdre.

Beweis:  Siche Colton und Kref}; [7], Thm. 6.23. O

Hierdurch motiviert, definieren wir nun die vektoriellen Kugelflichenfunktionen da-
durch, dass wir die Operatoren og) auf skalare Kugelflichenfunktionen anwenden:

Definition 2.20 Alle Vektorfelder oY, mit i = 1,2,3, n > 1 und Y, € X,
werden als vektorielle Kugelflichenfunktionen vom Grad n bezeichnet. Unter 2!
verstehen wir den Raum aller vektoriellen Kugelflichenfunktionen der Ordnung n
vom Typ i = 1,2,3. Den Raum aller tangentialen Kugelflichenfunktionen vom Grad

n notieren wir wie folgt:

Von nun an vernachlédssigen wir die normalen Kugelflichenfunktionen vom Typ
¢ = 1 und betrachten nur noch die tangentialen Felder vom Typ ¢ = 2, 3. Die Er-
gebnisse, die wir fiir die tangentialen Vektorfelder finden, gelten in der Regel jedoch
auch fiir normale Kugelflichenfunktionen vom Typ ¢ = 1. Hierzu verweisen wir auf
das Buch von Freeden, Gervens und Schreiner [14].

Wir untersuchen jetzt weitere Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen. Dabei be-
ginnen wir mit der komponentenweisen Betrachtung:

Satz 2.21 Es gelten die folgenden Inklusionen:

3 3
xf) - @ Xp_1€6; @ @ Xnt1€j
j=1 j=1

3
ZZ'S’) C @ Xn €j.
j=1

Hierbei haben wir komponentenweise
Xn €; = {Yn €; : Yn € Xn}

verwendet.
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Beweis:  Siche Freeden, Gervens und Schreiner, [14], (12.3.3) und (12.3.4). O
Die Aussage des Satzes ist also, dass die einzelnen Komponenten yy(f) -e; sich als Line-
arkombinationen von skalaren Kugelflichenfunktionen schreiben lassen. Beim Typ
drei geniigen skalare Kugelflichenfunktionen vom Grad n, beim Typ zwei benotigen
wir die Grade n — 1 und n + 1.

Dieser Satz ist in zweifacher Hinsicht interessant: Zum einen kénnen mit Hilfe von
Satz 2.21 viele Resultate durch komponentenweise Betrachtung einfach auf Eigen-
schaften der skalaren Kugelflichenfunktionen zuriickgefithrt werden, zum anderen
finden wir den ersten Unterschied zum skalaren Fall. Die skalaren Kugelflichenfunk-
tionen ergaben sich als Restriktionen von homogenen, harmonischen Polynomen auf
die Sphére. Nach Satz 2.21 ergeben sich die vektoriellen Kugelflichenfunktionen je-
doch nicht als einfache Restriktionen von Vektorpolynomen. Daher arbeiten wir im
vektoriellen Fall mit den Réumen z{’ (1 = 2,3) bzw. mit z,, und nicht mit Polyno-
men, wie im skalaren Fall.

Zusammen mit Satz 2.3 ergibt sich die einfache Folgerung:
Folgerung 2.22 Fliir yy(f) e 2% und Y, € X,, gilt

[0 Yot sty = o

OB
fiiri =2 und m ¢ {n — 1,n+ 1} oder falls i = 3 und m # n gilt.

Setzen wir m = 0 so erhalten wir weiter:

(%)

Folgerung 2.23 Fiir yni e 2y gilt

/ y () ds(n) = 0

oB

firt =2 undn # 1 oder i = 3 und n > 1.

Den Fall 7+ = 2 und n = 1 berechnen wir gesondert:
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Lemma 2.24 Fs gilt:

8 0
2

wromdstn) = /5 | 0
1

oB
1
A ,
v dstn) = =[5 (
0

oB
1
AT ,
[ohmastn) = 5| =
0

0B

Bemerkung 2.25 Die Vektoren, die in Lemma 2.24 auftreten, werden auch kom-
plexe Einheitsvektoren genannt und z.B. zur Definition von vektoriellen Kugel-
fldchenfunktionen nach Edmonds verwendet (siehe Edmonds [11] oder Fengler [12]).

Neben Folgerung 2.23 und Lemma 2.24 benotigen wir noch die folgende Aussage,
um in Kapitel vier den diskreten Integraloperator aufstellen zu kénnen:

Lemma 2.26 FEs sein > 1 und |m| < n. Dann gilt:

Y () D @
|é_mddm = Gy ©) + Gea(n) yPh©)
oB
(3)
21 o) = Gy (W) Ehl6).
oB g

Die Faktoren sind dabei wie folgt definiert:

Gon(n) = 47m(n+1)< 1 1 )

o+ 1 nm—1 2n+3

4 n n+1
G(272) (n) = ( + )

2n+1 \2n+3 2n-1
AT
G = :
saln) = 57
Beweis:  Die Aussagen folgen sofort aus der zweiten Funck-Hecke-Formel (siehe
Freeden, Gervens und Schreiner [14], Thm. 12.7.6). O
Da die skalaren Kugelflichenfunktionen dicht in C(0B) bzgl. || - || liegen, ergibt

sich aus Satz 2.21:

Satz 2.27 Es sei {yy(f)m} miti =23, n>1 und |m| <1 das Orthonormalsystem
aus (2.20), dann liegt das System vektorieller Kugelfiachenfunktionen bzgl. || - ||
dicht im Raum der stetigen, tangentialen Vektorfelder t(OB).
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Nun kommen wir zum Additionstheorem fiir vektorielle Kugelflichenfunktionen.
Dieses lisst sich einfach aus Satz 2.7 herleiten. Da wir bisher die Operatoren o
nur auf skalare Funktionen angewendet haben, benotigen wir noch die folgende
Definition zur Herleitung des Additionstheorems:

Definition 2.28 Es sei f : 0B — C? ein hinreichend glattes Vektorfeld mit der
komponentenweisen Darstellung

Dann definieren wir:

oV f(€) =) (V&) @e;, i=2,3.

i=1

Satz 2.29 FEs sei {yﬁf)m} das Orthonormalsystem aus (2.20). Dann gilt:

—~ 0 . 2n+1

m=—n

Hierbei bezeichnet pi) : 9B x 0B — R3 ® R® das Legendre-Tensorfeld vom Typ
1=2,3 der Ordnung n > 1:

(i) — = W p (e, i —2.3
pn (5777) . n(n + 1) 05 o n(é- 77)7 g )
Beweis:  Verwenden wir Satz 2.7 (Additionstheorem fiir skalare Kugelflichen-

funktionen) und Definition 2.28, so erhalten wir:

n

> (@ vt = ﬁ 3 o Yam(€) © 0 Vol

m=—n m=—n

= S X Vel Tl

1 2n—|—1(2
n(n+1) 4rm

Po(&-m).
O

Diesen Satz und den zugehorigen Beweis haben wir dem Buch von Freeden, Gervens
und Schreiner [14] entnommen. Das Additionstheorem fiir vektorielle Kugelfiichen-
funktionen ist in der Literatur eher unbekannt und wurde vermutlich in [14], bzw.
der Dissertation von Gervens (siehe [20]), erstmals in dieser Form formuliert und
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bewiesen.

Fiir die spatere Programmierung und die Normabschidtzung unseres vektoriellen
Approximationsoperators benotigen wir konkrete Ausdriicke fiir diese Legendre-
Tensoren. Bei Freeden, Gervens und Schreiner [14] (Thm. 12.6.3) finden wir:

Satz 2.30 Es sein > 1. Dann gilt fir &,n € 0B:

pP(&n) = (n+1)( (&) — (&))@ (€ — (€ n)n)
+P’(€ NI—-E@&—(n—(§-n))@n))
pP(&n) = (n+1)( (& mExn®n X €
+P(E-n) (€ NI-E08 —Mm—(E-né®E)).

Wir geben nun noch weitere Eigenschaften der Legendre-Tensoren an, die wir bei
den Untersuchungen zur Approximationsgiite in Abschnitt 2.3.4 verwenden. Als
erstes bemerken wir, dass fiir a € R?

4 :
(@) _ (@) (@) 2.99
PG = g 3 (O i) (222)
eine vektorielle Kugelflachenfunktion der Ordnung n vom Typ ¢ = 2,3 ist. Wir
koénnen also vektorielle Kugelflichenfunktionen durch Legendre-Tensoren ausdriicken.

Analog zum skalaren Fall erhalten wir:

Satz 2.31 Es sei y,(f) eine vektorielle Kugelfliichenfunktion vom Typ v = 2,3 der
Ordnung n > 1. Dann existieren 2n + 1 Punkte ny,..., M1 € OB und 2n + 1

Vektoren ay, ..., a1 € R?, sodass sich yf(f) mn der Form
2041
=Y Pl
j=1
mit geeigneten Koeffizienten cy, ..., cons1 € R schreiben ldsst.
Beweis:  Siehe Gervens, [20], Abschnitt II.1 Lemma 27. O

Beim Umgang mit vektoriellen Kugelflachenfunktionen und Legendre-Tensoren sind
gewisse Invarianzeigenschaften im Bezug auf Rotationen wichtig. Wir fithren daher
folgende Transformation ein:

Definition 2.32 Es sei F' € C(0B), f € ¢(0B) und A € SO(3). Dann definieren
wir die Transformationen E5 und Ea durch:

i) ExF():=F(A").
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i) Baf() = AT f(A).
Hier verwenden wir die Notation von Reimer (siehe [53]). In Abschnitt 3.3 und 4.2
benutzen wir in (3.28) und Definition 4.3 hingegen die Notation von Graham und
Sloan (siehe [21]), um die entsprechenden Verfahren besser vergleichen zu kénnen.
Im n&chsten Lemma geben wir einige einfache Eigenschaften dieser Transformatio-
nen an:

Lemma 2.33 Die Transformationen Ea und Ea besitzen die folgenden Figen-
schaften:

i) Fir die Normen gilt
|Eallo =1 wnd [Epllo =1. (2.23)
ii) Seien A,C € SO(3), dann gilt:
Eac=EcEs und Eac=EGE,. (2.24)

iii) Firi=2,3 gilt die folgende Vertauschungsregel:

oV EsF(€) = Epol F(€) (2.25)
Beweis:  Die ersten beiden Aussagen lassen sich leicht nachrechnen. Die dritte
Aussage wird bei Freeden, Gervens und Schreiner [14] in Abschnitt 12.7 exempla-
risch bewiesen. O

Nun untersuchen wir die Wirkung dieser Transformationen auf Kugelflichenfunk-
tionen und Legendre-Tensoren.

Satz 2.34 Die Rdume der skalaren und der vektoriellen Kugelflidchenfunktionen
sind orthogonalinvariant, d.h.

EAY, € X, und Eayl? € zlV
fur'Y, € X,, und yy(f) € :ng).

Beweis:  Siche Gervens [20] Abschnitt 1.3 Lemma 14 fiir den skalaren Fall und
Abschnitt I1.1 Satz 1 fiir die vektorielle Aussage. O

Ahnlich zum skalaren Fall erhalten wir noch Folgendes:

Lemma 2.35 FEs sein € OB fest und yﬁf) eine vektorielle Kugelflichenfunktion der
Ordnung n vom Typ i = 2,3, fir die

Eay® =y fir alle A€ SO(3) mit Anp=n
qgilt. Dann ezistiert eine Konstante C' € R mit

y(€) = Col'By(¢-m), €€dB.
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Beweis:  Siehe Freeden, Gervens und Schreiner [14] Lemma 12.7.3 (ii). 0

In der Dissertation von Gervens finden wir in Abschnitt 1.3 auf Seite 32 folgende
Eigenschaft der Legendre-Tensoren:

ATpD(AE ) =pW(&,n) firalle A € SO(3) mit An =1, (2.26)
also ergibt sich mit Lemma 2.35 und (2.22):

Lemma 2.36 Es seia € R3, dann existiert eine Konstante C € R mit:

p (&, ma=Col’ P(¢-m), €€iB. (2.27)

2.3.2 Die Gau3-Rechteck-Quadraturformel

Wir wollen nun die Gaufl-Rechteck-Quadraturformel fiir sphérische Vektorfelder
einfiihren. Hierbei miissen wir zwei Integraltypen betrachten, einmal das [?>-Innen-

produkt
(f,9) = / f(n)-g(n)ds(n)
OB

und dann das Integral iiber vektorwertige Funktionen

/f ) ds(n :i /f(n)'ejdb‘(n) € -

Bei beiden Typen konnen wir die skalare Quadraturformel aus Abschnitt 2.2.2 ver-
wenden. Wir erhalten dann analog zum skalaren Fall das diskrete Innenprodukt:

2n+1 n+1

o D= 35 v, (00, 6,)) - 9005 60)) - (2.28)

r=0 s=1

Mit Hilfe von Satz 2.21 und der Exaktheit der skalaren Quadraturformel ergibt sich
sofort:

Lemma 2.37 FEs sei {yl(z,z} das Orthonormalsystem aus (2.20). Dann gilt fir Ku-
gelfliichenfunktionen bis zur Ordnung n:

(yl(lz y yl(’llz’) = 5”/ 5kk’ (5@-1 .
Beweis:  Nach Satz 2.6 und 2.21 ist y(?’) yl(,3 ,)C/ € Py, und wird daher exakt
integriert. Weiter finden wir, dass

2 2 3) ,(3)
Yie " Yo =Yg Yo r
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und somit auch

2 2 3 3
WSy m = W Y )m

gilt. Es fehlt also der ”gemischte” Fall: (yl b yl(, ,)g,) Mit 1,1 < n gilt

2
?/z(k) yl(, ;)gr € Popyr .

Daher wird auch hier nach Satz 2.8 exakt integriert. O

Bemerkung 2.38 Die Aussage von Lemma 2.37 finden wir auch bei Nestel ([49],
im Beweis zu Lemma 4.8), jedoch ist unser Beweis durch konsequentes Ausnutzen
von Satz 2.8 und 2.21 wesentlich kiirzer als die langen Rechnungen bei Nestel.

Kommen wir nun zur Quadraturformel fiir Integrale iiber sphérische Vektorfel-
der. Wir wenden komponentenweise die Gauf3-Rechteck-Quadraturformel fiir skalare
Funktionen an:

/f(ﬂ) ds(n) ~ Z (Z Z for st s;¢r>) ’ ej) €j
oB

j=1 r=0 s=1
2n+1 n+1

= ZZMTVS s>¢r))'

r=0 s=1

Satz 2.39 Die Quadraturformel fiir Integrale tiber sphdrische Vektorfelder ist exakt
fiir tangentiale Kugelflidchenfunktionen vy, von der Ordnung kleiner gleich 2n.

Beweis:  Nach Satz 2.6 und 2.21 gilt fiir die einzelnen Komponenten

yz(l) ej € Popt1
mit [ < 2n, 7= 2,3 und j = 1,2, 3. Daher integriert die Quadraturformel nach Satz
2.8 exakt. O

Bemerkung 2.40 An den beiden letzten Beweisen kénnen wir sehen, dass die Ex-
aktheit fiir skalare Polynome vom Grad 2n + 1 nétig ist, um dhnliche Eigenschaften
der Quadraturformel fiir den vektoriellen Fall zeigen zu kénnen (siehe auch Bemer-
kung 2.9). Ganesh und Hawkins scheinen diese Ergebnisse nicht zu kennen, da sie
in ihren Arbeiten stets mehr Quadraturpunkte verwenden, um Exaktheit fiir die
vektoriellen Kugelflichenfunktionen zu erhalten.

Bemerkung 2.41 Die Aussagen aus Lemma 2.37 und Satz 2.39 gelten auch fiir
normale Kugelflichenfunktionen vom Typ i = 1.
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2.3.3 Der Approximationsoperator L,

Nachdem wir nun im letzten Abschnitt die GauB-Rechteck-Quadraturformel fiir
vektorwertige Funktionen eingefiihrt haben, kénnen wir den vektoriellen Approxi-
mationsoperator L,, definieren. Diesen bendtigen wir zur Approximation der glatten
Anteile im Integranden bei der Herleitung des diskreten Integraloperators in Kapi-
tel vier.

Wir gehen analog zum skalaren Fall vor und starten mit der Aussage aus Satz 2.19.
Wir konnen stetige, tangentiale Vektorfelder auf der Sphére als Fourierreihe von
vektoriellen Kugelflachenfunktionen darstellen:

3 o)
F=Y3"3 (Dl

i=2 1=1 |k|<I

Diese Reihe schneiden wir wieder bei der Ordnung n € N ab und erhalten die
orthogonale Projektion:

n

Pofi=3 3 > (f i (2:29)

3
=2 =1 |k|<I

Ersetzen wir nun das Innenprodukt durch die diskrete Version (2.28), so erhalten
wir unseren vektoriellen Approximationsoperator:

3 n
Lof =Y 3 3 (f imuis- (2:30)

i=2 =1 |k|<I

Wie wir sehen, wird der vektorielle Operator vollig analog zum skalaren Fall defi-
niert. Er ist allerdings noch nicht so intensiv untersucht worden wie £,,. Uns sind
nur die Dissertation von Nestel [49] und die Arbeiten [18] und [19] von Ganesh
und Hawkins bekannt. In beiden Arbeiten wird L, zur Losung von Integralglei-
chungen verwendet. Nestels Verfahren funktioniert allerdings nur auf der Sphére
und lésst sich leider nicht auf allgemeinere Gebiete D {ibertragen. Aussagen iiber
Eigenschaften dieses Approximationsoperators finden sich nur in Nestels Disserta-
tion, allerdings werden nur Sobolev-Rdume betrachtet.

Wir geben nun einige Eigenschaften des Approximationsoperators L, an. Hierbei
gehen wir analog zum skalaren Fall in Abschnitt 2.2.3 vor. Wir beginnen mit einem
Lemma, das auch bei Nestel gefunden werden kann ([49], Lemma 4.8):

Lemma 2.42 Der Operator L, ist ein Projektor von t(0B) nach P z,.

v=1
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Beweis:  Der Beweis verlduft analog zum skalaren Fall in Lemma 2.11:

Der Bildraum ist laut Definition € z,. Nach Lemma 2.37 erhalten wir fiir alle

f € t(OB): -
L (Lo f) = Lo f -

Als Folgerung ergibt sich sofort:
Folgerung 2.43 Fiir alley € @ z, gilt L,y = y.

v=1

Als Néchstes fithren wir, wie in Abschnitt 2.2.3, eine Fortsetzung des Approxima-
tionsoperators L,, auf ¢(A) ein. Diese Fortsetzung L, bendtigen wir zur spéiteren
Definition des diskreten, vektoriellen Integraloperators in Abschnitt 4.2.

Auch fiir sphérische Vektorfelder f € ¢(0B) gilt fop € ¢(A), also ¢(0B) C c¢(A).
Wir fiithren dann analog zum skalaren Fall folgendes Innenprodukt auf ¢(A) ein:

2T
< f,g>im //f(9,¢) 90,9 sin0.d0 do
0 0

und diskretisieren es mit Hilfe der Gau-Rechteck-Regel:

2n+1 n+1

< f7 g >mi= Z Z My Vs f(esa¢r> . 9(937@) .

r=0 s=1
Wir definieren die Fortsetzung:

3 n

Lf=Y 33 <f.yhop>yilop. (2.31)

i=2 1=1 |k|<!

Auch im vektoriellen Fall ergeben sich wieder folgende Zusammenhénge fiir f, g €

c(0B):

(f,9) = <f,g>
(fag)m = <f,9>nm
(Lnf)(€) = (Laf)(p(6,¢))
= (L.f)(fop)(0.9),

womit sich L, als echte Fortsetzung von ¢(dB) auf ¢(A) herausstellt.

Zum Schluss benotigen wir noch &hnliche Aussagen zur Approximationsgiite, d.h.
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zur Norm von L, wie im skalaren Fall (Satz 2.13). Bei Nestel finden wir hierzu
nur Ergebnisse fiir Sobolev-Raume, daher leiten wir eine entsprechende Aussage fiir
stetige, tangentiale Vektorfelder im néchsten Abschnitt selbst her. Hierzu benotigen
wir noch zwei andere Darstellungsmoglichkeiten fiir L,,:

Lemma 2.44 Der Approzimationsoperator Ly, aus (2.30) besitzt die folgenden Dar-
stellungen:

2n+1 n+1 -
7,) (L Z Z,ur Vs ZZZ ( IZ(pTS)> f(pT,S>
r=0 s=1 1=2 =1 |k|<I
2n+1 n+1
ZZ) ZZMTVS 2221_'_1 gprs)f(pr,s)'
r=0 s=1 =2 [=1

Hierbei verwenden wir die Abkirzung p,s = p(0s, ¢).

Beweis:  Darstellung i) ergibt sich durch Einsetzen von (2.28); ii) folgt dann mit
Hilfe des Additionstheorems aus Satz 2.29. O

2.3.4 Approximationsgiite von L, in t(0B)

Wir wollen nun die Approximationsgiite von L, bestimmen. Diese hingt, wie im
skalaren Fall (sieche Sloan/Womersley [59], Abschnitt 5), wieder hauptsichlich von
der Norm des Operators ab. Da uns bisher keine solche Abschétzung fiir L,, als
Operator auf stetigen (tangentialen) Vektorfeldern bekannt ist, geben wir in diesem
Abschnitt eine komplette Analysis an. Wir beginnen mit der Hauptaussage und
skizzieren den ldngeren Beweis. Damit der Beweis iibersichtlich bleibt, verwenden
wir hierbei mehrere technische Hilfsaussagen, die im Anhang 8.1 getrennt bewiesen
werden. Anschlieflend diskutieren wir, wie scharf die gefundene Abschéitzung ist.
Diese Frage ist wichtig fiir die Konvergenz der vektoriellen Methode aus Kapitel
vier.

Betrachten wir den vektoriellen Operator L,, in der zweiten Darstellung aus Lemma
2.44 und die Legendre-Tensoren aus Satz 2.30, so fallt auf, dass wir erste und
zweite Ableitungen von Legendre-Polynomen abschéitzen miissen. Vergleichen wir
mit dem skalaren Operator £,, bei Sloan und Womersley [59], so stellen wir fest, dass
hier nur Legendre- bzw. Jacobi-Polynome, aber keine Ableitungen auftreten. Daher
erwarten wir fiir den vektoriellen Operator eine ungiinstigere Approximationsgiite.
Wir finden:

Satz 2.45 Fiir alle n € N existiert eine Konstante C' > 0, sodass gilt:
[ Lin[|oo < Cn??.



2.3 Vektorfelder 37

Beweis:  Wir verwenden fiir L,, die Darstellung aus Lemma 2.44:

2n+1 n+1

=3 S S 0 ) £

r=0 s=1 =2 =1

und fithren folgende Abkiirzung ein:

S I+ 1

Alprn) =D p (€ pns). (2.32)

=2 [=1

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung konnen wir wie folgt abschétzen:

2n+1 n+1
HLnHoo < SUP Z Z,Ur Vs ||A &, prs)||2
r=0 s=1
2n+1 nt1 1/2 2n+1 ntl 1/2
(5500) o (S8 mmaenn)
r=0 s=1 r=0 s=1

Wegen der Exaktheit der Gaufi-Rechteck-Quadraturformel (Satz 2.8), erhalten wir

fiir den ersten Faktor:
2n+1 n+1 1/2
(3500) v

r=0 s=1
Weiter kénnen wir die euklidische Matrixnorm von A gegen die Frobeniusnorm,
also gegen die Spur von AT A, abschétzen:

2n+1 n+1

1/2
Ll < ﬁsup (Z > vy Spur( <f,pT,S>TA<5,pT,S>>>

r=0 s=1

Das Supremum iiber £ € 0B wird angenommen, daher konnen wir mit einem festen
&y € 0B weiterarbeiten. Verwenden wir Lemma 8.1 im Anhang, so sehen wir, dass
fiir festes £, € OB die Spur

Spur(A (&, )" A(&,n)) =

(20 4 1)(20 + 1)
2 16m21(1 4+ 1)I(I + 1)
+2 (P/(&o-m)Pi (& -m) ((So-m)*—1) ((§o-m) + 1)}

ein (skalares) sphérisches Polynom vom Grad kleiner gleich 2n in 7 ist und daher
nach Satz 2.8 von der Gauf}-Rechteck-Regel exakt integriert wird:

{2 P& )P ) (1 (0 0)?)?

1/2

Lol < Vir / Spur(A (€0, 1) TA (&, 7)) ds(1)

B
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Da die Spur der symmetrischen, positiv semidefiniten Matrix AT A positiv ist, gilt:

/ Spur(A (€, )" A (6o, 7) / Spur(A (€0, )" A (€0, m)) ds(n)|
0B

Daher geniigt es also, die folgenden beiden Ausdriicke abzuschétzen:

1
n

_ (2l+1)(2l~+ 1) T 7 !/ _42)\2
ho= ”2167r21(z+1)i(i+1)4 /Pl(t)Pl ()1 =) df

—1
1

r /(B()P’<>><2—1><t+1>dt

—1

n

B (20 +1)(20 + 1)
b= ”z::l 16721(1 + 1)I(I + 1)

Wir haben hier t := & - n substituiert. Nach Lemma 8.2 und 8.3 im Anhang gilt
schliellich:

30, 1/2
ILnlle < VAm ( n? + 187 n? +457rn)

T
< /20, + 887 n’?.

O

Der entscheidende Schritt, um die Ordnung n*/? zu erhalten, ist die Verwendung der
Spur. Diese stellt sich als sphérisches Polynom heraus und wird daher von der Qua-
draturformel exakt integriert. Durch das Integral ”verlieren” wir eine Ableitungs-
ordnug der Legendre-Polynome, was im Endeffekt zur verbesserten Abschétzung
fithrt. Ohne das Integral wiirden wir nicht n*?2, sondern nur n°? bekommen. Ein
dghnlicher "Trick” ist im skalaren Fall beim Operator £,, nicht notwendig.

Offen ist nach wie vor die Frage, ob die Lebesgue-Konstante des vektoriellen Ap-
proximationsoperators O(n??) ist, d.h. ob die Abschitzung in Satz 2.45 bzgl. der
Potenz von n nicht verbessert werden kann. Fiir den skalaren Operator L, ist dies
bekannt (sieche Sloan und Womersley [59], Abschnitt 5). Wir wollen diesen Punkt
nun etwas néher untersuchen:

Bei Nestel ([49], Korollar 4.10) finden wir fiir die Sobolev-Réume H ein éhnliches
Ergebnis:

n/2 fir p > —1
||Ln||H;{ << (I+Inn)n'? firp=—1
nt/2-p fir p < —1

Leider macht Nestel jedoch keine weiteren Aussagen dariiber, wie scharf seine
Abschétzungen sind. Wir untersuchen daher den Beweis von Sloan und Womersley
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(siche [59]) zur Approximationsgiite des skalaren Operators L,:

Die Abschéitzung nach unten erhalten Sloan und Womersley aus der Tatsache, dass
die orthogonale Projektion die kleinste Norm unter allen Projektionen auf den Raum
der skalaren Kugelflichenfunktionen besitzt und fiir diese

Clnl/2 S ||Pn||oo S C2n1/2

gilt. Beweise zu diesen beiden Aussagen konnen bei Reimer ([53], Abschnitt 11 und
Thm. 12.1) bzw. bei Gronwall ([24], 1914) gefunden werden.

Im Folgenden wollen wir zumindest teilweise versuchen, diese Beweisschritte auf
Vektorfelder zu iibertragen. Als Erstes zeigen wir, dass auch im vektoriellen Fall
die orthogonale Projektion P,, die kleinste Norm unter allen Projektionen besitzt.
Dieses Ergebnis war bisher unbekannt. Beim Beweis nutzen wir die Grundidee von
Reimer, die auf Berman ([2], 1952) und Daugavet ([10], 1974) zuriickgeht.

Satz 2.46 Die orthogonale Projektion P, besitzt die kleinste Norm unter allen Pro-
jektionen auf den Raum der tangentialen Kugelflichenfunktionen, d.h. ist €2 eine
Projektion auf @), x;, so gilt

1Pl < [1€2]o -

Beweis:  Es sei Q : ¢(0B) — €D, x; eine beliebige Projektion. Wir definieren
dann den sogenannten Berman-Operator:

(B)(-) = / EAQEATf(-)dA// A
) 50(3)

50(3
Die Norm der Transformation E, ist nach (2.23) eins, also erhalten wir:
Bl < [[€2]os -

Konnen wir nun zeigen, dass B = P,, gilt, so ist die Aussage des Satzes bewiesen.
Wir zeigen hierzu, dass

ist. Dies geniigt, da nach Satz 2.27 die Kugelflichenfunktionen yl(’; dicht in t(0B)
liegen. Wir beginnen mit dem einfachen Fall 1 <[ < n:

Da nach Satz 2.34 die tangentialen Kugelflichenfunktionen invariant unter der
Transformation E4 sind, gilt:

Byl =y fir i=23,1<1<n, k<.
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Hieraus folgt aber sofort B = P,, auf @l":l ;.

Sei nun [ > n. Wir nutzen Satz 2.31, nach welchem sich jede tangentiale Kugel-
flichenfunktion durch Legendre-Tensoren ausdriicken lédsst. Daher geniigt es,

B(p;"(-, na) =Pu(p{" (-, m)a), 1>n, i=23 (2.34)

fiir beliebiges n € OB und a € R® zu zeigen. Wir beginnen mit der rechten Seite:
Nach (2.22) ist pl(l)(~ , n)a eine tangentiale Kugelflachenfunktion der Ordnung [ > n
vom Typ ¢ = 2,3, deshalb gilt:

P@W,m®==Z§:Z: mayﬂwﬁg

J=2 J=1 |k|<l M
|k[< 0

Kommen wir nun zur linken Seite von (2.34). Um zu zeigen, dass auch diese Seite
verschwindet, stellen wir pl(l)(- , n)a wie folgt dar (siche Lemma 2.36):

p (&, m)a=Co B(¢-n).
Nach (2.25) gilt:

Eap;’(&,n)a = CExol) (€ ) (2.35)
= Co EaP(&-1).

Als Néchstes fithren wir zur vektoriellen Projektion €2 eine skalare Projektion €2 ein,
die mit 0ol vertauscht. Es seien F' € C'(0B) und i = 2,3 fest vorgegeben. Dann
definieren wir das Vektorfeld f := o) F. Auf dieses konnen wir Q anwenden und

erhalten .
Qf =3 > aflu
=1 |klI<
mit geeigneten Koeffizienten 041(2 Es treten hierbei laut Definition von f nur Kugel-
flichenfunktionen vom Typ ¢ auf. Wir fithren dann die zugehorige skalare Projektion

Q) fiir F wie folgt ein:

Z Z az k
=1 [k|<t V (1+1)
Wir bemerken, dass mit Hilfe eines Dichtheitsarguments 2 auf C(9B) wohldefiniert

ist. Laut Definition der vektoriellen Kugelflachenfunktionen (siehe (2.20)) gilt fiir
skalare Kugelflichenfunktionen der Ordnung [ < n

QYie =Yk
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Daher ist 2 tatséchlich eine Projektion auf @, X;. Fiir spezielle Vektorfelder der
Form f = oW F gilt:

Qf = Za?ﬁl y,(f,i

()
= 0 OF.

Wenden wir dies und noch einmal die Vertauschbarkeit von E auf (2.35) an, so
ergibt sich: ' '
EAQErp;” (€ n)a = C o EAQExr P(€ 1),

woraus
[ EaBepl€nads = cof [ BoBeRE A
50(3) SO(3)

und schliefllich ' .
Bp,” (£, n)a = C o) BP(¢ 1)

mit dem skalaren Berman-Operator (siche Reimer [53], (12.5)), folgt. Da Reimer
im Beweis zu Thm. 12.1 aber zeigt, dass

BR(¢-n)=0
fiir [ > n ist, ergibt sich schlieflich

Bp (€,ma=0 = Bp{ (& n)a="Pp’(na
fiir [ > n, woraus B = P,, und die Behauptung dieses Satzes folgen. O

Im néchsten Beweisschritt miissen wir nun die Norm der orthogonalen Projektion
nach unten abschétzen. Betrachten wir die Beweise von Reimer ([53], Abschnitt 11
und (11.6)) und Gronwall [24] fir die skalare Projektion, so sehen wir, dass zuerst
ein Ausdruck fiir die Norm des Projektors hergeleitet wird, der explizit berechnet
werden kann. Angelehnt an Reimer und Kref8 ([37], Thm. 2.8) finden wir Folgendes:

1 sup / JAE ) ds(n) < [Pulloc < 2 sup / IAE ) ds(p).  (2.36)
ceon . ceon ).
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Hierbei ist A nach (2.32) definiert, || - || bezeichnet eine beliebige Matrixnorm und
1,2 > 0 sind Konstanten. Vermutlich lésst sich in (2.36) sogar Gleichheit zeigen.
Unabhéngig davon muss nun im letzten Schritt, um endgiiltig zu beweisen, dass
die Abschitzung in Satz 2.45 scharf ist, das Integral in (2.36) ausgerechnet bzw.
nach unten abgeschétzt werden. Dies ist jedoch nicht trivial, wie der lange und sehr
technische Beweis von Gronwall [24] fiir den skalaren Projektor zeigt.

Betrachten wir daher noch einmal (2.32), so stellen wir fest dass eine Abschétzung

im Wesentlichen das Verhalten der Legendre-Tensoren Pz berucksmhtlgen muss.
Nach Satz 2.30 wird diesesVerhalten jedoch mafigeblich durch die erste und zweite
Ableitung der Legendre-Polynome bestimmt. Daher ist auch fiir die orthogonale
Projektion ein ungiinstigeres Ergebnis als O(n'/?) zu erwarten, da im skalaren Fall
nur Legendre- bzw. Jacobi-Polynome und keine Ableitungen auftreten.

Weitere Indizien zur Optimalitdt der Normabschéitzung aus Satz 2.45 konnen im
Anhang 8.2 gefunden werden. Zum Schluss geben wir nun noch eine entsprechende
Abschétzung fiir die Fortsetzung L,, an:

Lemma 2.47 Fir alle n € N existiert eine Konstante C' > 0, sodass gilt:
Lo < Cn3/2,

Beweis:  Analog zum Operator L,, konnen wir auch die Fortsetzung durch

2n+1 n+1

(L ZZMTVS

r=0 s=1 =2 =1

21+1 bl

0,0),prs) [(0s, ¢r)

darstellen. Mit der Abkiirzung

3

AGO.0).p00) == 33 2L p00(0,0).r0)

=2 [=1

kénnen wir wie folgt abschétzen:

2n+1 n+1

Lolle < sup > v AP0, 6),prs)ll2

(0,0)cA r=0 s=1
2n+1 n+1

= sup Z Z,Url/sHA 3 pT’S)”?

r=0 s=1

Diesen Ausdruck haben wir aber bereits im Beweis zu Satz 2.45 behandelt. Die
Aussage ergibt sich also analog. O
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Bemerkung 2.48 Die Aussagen in diesem Abschnitt gelten auch, wenn wir nicht
nur tangentiale, sondern zusétzlich auch normale Kugelflichenfunktionen verwen-
den. Hierzu verweisen wir auf die Darstellung von pl(l) in Thm. 12.6.3 bei Freeden,
Gervens und Schreiner [14].

Approximationsgiite in [?(0B)

Fiir die Betrachtungen zum vektoriellen Verfahren in Kapitel vier geniigen die bis-
herigen Ergebnisse zur Approximationsgiite fiir stetige Vektorfelder. Zur Vollstéan-
digkeit und um ein weiteres Mal die enge Verwandtschaft zwischen dem skalaren
und dem vektoriellen Fall aufzuzeigen, betrachten wir in diesem Abschnitt L, auch
noch als Abbildung von #(0B) nach [?(0B) (vergleiche auch mit Satz 2.14). Hier-
zu verwenden wir die Beweisideen von Sloan [58] und iibertragen diese auf den
vektoriellen Fall. Wir beginnen mit einigen Hilfsaussagen:

Lemma 2.49 Fir das diskrete Innenprodukt (2.28) und f € t(0B) gilt:
7;) (f_Lnfvy>m:0 fiiralleye @SL’V
v=1

i) (Lnf s Lnf)m < (f lm

Beweis:

i) Wir konnen y € @ x, mit geeigneten Koeffizienten al(f,z € C wie folgt dar-
v=1
stellen:

3
y=> Lyl (2.37)

Damit ergibt sich

sy Dm- (2.38)

i
<
E
I
Q

Verwenden wir nun die Definition von L, (2.30), die Darstellung (2.37) und
Lemma 2.37, so schen wir, dass (L, f, ¥),, mit (2.38) tibereinstimmt.
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ii) Nach i) ergibt sich mit y = L,, f:

Lnf s Lo f)m = (f s Lnf)m

Hieraus folgt insbesondere, dass (f, L, f) € R. Wir erhalten dann

(Fo D = (Fo P+ 2{Laf . Laf)e = (. Luf)u)
=0
= (fvf)m+2(LnfvLnf>m_(fuLnf)m_(Lnfaf)m
= (LnfaLnf)m_l'(f_Lnfaf_Ln.f)m

iii) Da (f — L.f, f — L,f)m > 0, folgt iii) direkt aus ii).

iv) Nach Definition von L,, (2.30) und Satz 2.19 erhalten wir:

3 n _
Lot Laf) = 33N ST u D (F 0 )m (0 0

i =2 LI'=1 k| <l |K'|<U!

3 n
= ZZZI (f yiml”-

i=2 1=1 |k|<I

Dieser Ausdruck ergibt sich analog auch fiir das diskrete Innenprodukt, wenn
wir Satz 2.37 anwenden:

n

ZZ ST Ui syl m W 98 )m

1|k|<L|k!|<V

SOIf
Ik|<

(Lnfa Lnf)m =

3

3
3
=2 =1

Nun sind wir in der Lage, die Norm von L, : ¢(0B) — [?(0B) abzuschiitzen:

Satz 2.50 Fir jedes tangentiale Vektorfeld f € t(OB) gilt:

1L fllzom) < VAT || flloo -
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Beweis:  Nach Lemma 2.49 ii) und iv) gilt:

nfs Lnf)
nfs Lnf)m

HLnf||l22(8B) =

IN

(L
(L
(s fm

Z My Vs f(pr,s> ! f(pT,S>

r=0 s=1
2n+1 n+1
S vl fI%

r=0 s=1
= dnlflI%- O

IN

2.3.5 Konvergenz der Quadraturformel

Bevor wir in diesem Abschnitt auf die Konvergenz der Quadraturformel fiir Vektor-
felder eingehen, wollen wir untersuchen, ob ein dhnlicher Zusammenhang mit den
vektoriellen Kugelflichenfunktionen besteht wie im skalaren Fall (Satz 2.16). Es gilt
analog:

Satz 2.51 Fir tangentiale, stetige Vektorfelder f € t(0B) ist die Integration von
L, f identisch mit der Gaufs-Rechteckregel:

2n+1 n+1

J@nm st =33~ wo o).

9B r=0 s=1

Beweis:  Benutzen wir Folgerung 2.23 und das Additionstheorem aus Satz 2.29,
so kénnen wir umformen zu:

[@nmisty = Y350 w [ v dstn

iB i=2 1=1 |k|<! oB
1
= 3 [ ol astn)
f=—1 o8
2n+1 n+1
= > > wv s— /p§2)(n,pr,s)d$(?7) fprs) -
r=0 s=1 B

Mit Hilfe der Darstellung

P (€.m) = 5(T-£08) — (n— (€ m) @)
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aus Satz 2.30 konnen wir das Integral berechnen:

3 2
E Pg )(77>pr,s) d3(77) =1- pr,s 2y pr,s .
OB
Da f € t(0B) tangential ist, gilt (p,s ® prs)f(prs) = 0, womit die Behauptung

bewiesen ist. O

Nun wollen wir eine dhnliche Konvergenzaussage wie im skalaren Fall (Satz 2.17)
finden. Hierbei konnten wir analog vorgehen, indem wir Satz 2.45 benutzen. Da die
Normabschitzung fiir den vektoriellen Operator aber nur von der Ordnung n3/? ist,
wéhlen wir einen anderen Weg, der zu einem besseren Ergebnis fiihrt:

Wir nutzen die Tatsache, dass wir komponentenweise die skalare Quadraturformel
anwenden, d.h. es gilt nach Satz 2.16 und 2.51:

/Ln.f(n) dS(T]) = Z <Z Z,ur Vs f(pr,s) ’ ej) €j

5B j=1 \ r=0 s=1

3
= > [ alre)mdste.
=1 9B
Mit der Normabschiatzung fiir £, aus Satz 2.13 erhalten wir schliellich fiir ein
beliebiges Polynom P € P,,:

/ F(n)ds(n) — / Lof(dsn)| = |3 / ((F - e) (1) — Lalf - ¢)) () ds(n)e;
B OB =l5B

C max. 1f e — La(f €)oo

< (O nl/? ce. —
< On'/" max [|f-e;— P

IN

Verwenden wir nun wie in Abschnitt 2.2.4 wieder die Aussage von Ragozin [52], so
gilt auch im vektoriellen Fall der folgende Satz:

Satz 2.52 Fir alle f € t"*(0B) mitr € N, a € [0, 1] und r + « > 1/2 konvergiert
die Gauf$-Rechteck-Quadraturformel. Fir den Fehler gilt die Abschdtzung

[ sty = [ Lugmisin)| < Cay 1l
B

OB
Bemerkung 2.53 Wir haben uns in diesem Abschnitt wieder nur auf tangentiale
Vektorfelder beschréinkt. Werden bei der Definition des Approximationsoperators
L,, auch die normalen Kugelflichenfunktionen vom Typ ¢ = 1 verwendet, so kénnen
alle Aussagen dieses Abschnittes auch auf den Fall stetiger Vektorfelder iibertragen
werden.



Kapitel 3

Die skalare Methode

Nach dem Grundlagenkapitel kommen wir nun zum ersten Losungsverfahren fiir die
Integralgleichung

a(z) +2 / v(z) x rot, {®(x,y)aly)} ds(y) = 2¢(x), x€ID. (3.1)
oD

Wir stellen hierbei folgende Bedingungen an das Streuobjekt D C R3:
e D C R3 ist zusammenhingend.
e Das Komplement R? \ D ist zusammenhingend.

e Die Oberfliche 0D ist global glatt iiber die Einheitssphiare 0B parametrisier-
bar, d.h. es existiert eine C*°-Abbildung ¢ : 0B — 0D.

e Fiir die Funktionaldeterminante J von ¢ gilt J(§) > 0 fiir alle £ € 9B (Diese
Eigenschaft gilt automatisch, da ¢ eine globale Parametrisierung ist.).

Auflerdem fordern wir noch, dass die Wellenzahl k kein Maxwell-Eigenwert ist.
Dann ist die Integralgleichung nach Colton und Kref ([7], Abschnitt 6.4) fiir jede
rechte Seite ¢ € t(0D) eindeutig losbar.

Wir beginnen das Kapitel mit einer kurzen Beschreibung des Verfahrens. Hierbei
erlautern wir die Grundidee und geben die komponentenweise Zerlegung der Inte-
gralgleichung an. Anschliefend entwickeln wir fiir diese Gleichung voll- und semi-
diskrete Galerkin-Verfahren. Um ein volldiskretes Verfahren zu erhalten, miissen
wir die Integraloperatoren approximieren. Nachdem wir diese diskreten Operatoren
eingefithrt haben, beschéftigen wir uns schliefllich noch mit der Implementierung,
geben numerische Beispiele an und untersuchen die Konvergenz des Verfahrens. Bei
diesen Untersuchungen haben wir festgestellt, dass die Methode modifiziert werden
muss um superalgebraische Konvergenz zu erhalten. Auf diese Modifikationen gehen
wir im letzten Abschnitt dieses Kapitels ein.

47
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3.1 Beschreibung der skalaren Methode

Wir beschreiben zunéichst die Grundidee des skalaren Verfahrens. In der Einleitung
hatten wir bereits erwéhnt, dass der Kern des Integraloperators

(Ma)(x) :=2 / v(z) x rot, {®(z,y)a(y)} ds(y), =€ dD (3.2)

eine Singularitdt vom gleichen Typ besitzt wie die Integraloperatoren, die bei akus-
tischen Streuproblemen auftreten. Daher versuchen wir, existierende Losungsver-
fahren fiir diese Probleme auf unseren elektromagnetischen Fall zu tibertragen.
Wir betrachten hierzu sogenannte Spektralmethoden, die fiir glatte Grunddaten
exponentiell bzw. superalgebraisch konvergieren. Zu dieser Gruppe von Losungs-
methoden gehoéren auch das Nystrom-Verfahren von Wienert ([64], 1990) und das
Galerkin-Verfahren von Graham und Sloan ([21], 2002). Wir entscheiden uns hier
fiir Galerkin-Verfahren, da das entstehende Gleichungssystem des volldiskreten Ver-
fahrens am Ende nur etwa halb so grof ist wie das System, das bei einem Nystrom-
Verfahren entsteht (siche Graham/Sloan [21], am Ende von Abschnitt 6).

Wir betrachten bei unserem Verfahren die Integralgleichung fiir die Dichte a €
t(0D) komponentenweise und nutzen konsequent die tangentiale Natur des Pro-
blems aus, d.h. wir verwenden die Tatsache, dass die Vektorfelder a und ¢ tangential
sind und dass der Integraloperator M tangentiale Dichten wieder auf tangentiale
Vektorfelder abbildet. Der Vorteil bei dieser Vorgehensweise ist, dass wir so die
Grofe unseres Gleichungssystems fiir die Komponentenfunktionen auf ein 2 x 2-
System reduzieren kénnen (siehe (3.10) und (3.38)). Es stellt sich weiterhin heraus,
dass die so erhaltenen, nun skalaren Integraloperatoren dhnliche Eigenschaften be-
sitzen wie die Operatoren, die Graham und Sloan [21] behandeln. Daher kénnen wir
ihre Spektralrandintegralmethode auf unser komponentenweises System anwenden.

Ein dhnliches Verfahren wurde zeitgleich von Ganesh und Hawkins vorgeschlagen. In
ihrer Arbeit [17] nutzen sie jedoch nicht, wie wir in diesem Abschnitt, die tangentiale
Natur der Gleichung aus. Dies fiihrt dazu, dass sie nicht die Grofle des Gleichungs-
systems reduzieren kénnen. Sie miissen daher mit dem vollen 3 x 3-System arbeiten.

Wir starten nun mit der Beschreibung unserer skalaren Methode und iiberfithren
zuerst die vektorielle Integralgleichung (3.1) in ein dquivalentes System von skalaren
Integralgleichungen. Dazu zerlegen wir die Vektorfelder a und ¢ in ihre Tangential-
komponenten und erhalten folgende Darstellung:

a(r) =Y Ay (x)tu(z) bzw. c(x) =Y Cu(z)t,(z). (3.3)

Mit t,(x), u = 1,2, bezeichnen wir eine Basis des Tangentialraums am Punkt
x € 0D. Damit wir spéter einfache und kurze Ausdriicke fiir unsere Integralopera-
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toren erhalten, fordern wir, dass die Tangentialvektoren t,(x) mit der nach aufien
weisenden Normalen v(z) ein Orthonormalsystem bilden. In der Regel stehen die
Standard-Tangentialvektoren

dq(p(0,0)) wnd q(p(0,0))
90 96

jedoch nicht senkrecht aufeinander. Daher wenden wir das Gram-Schmidt’sche Or-
thonormalisierungsverfahren an und erhalten:

- 1 9q(p(0,)) _ 9q(p(0,9))
v(0,9) = aq(pw»xaq(p(w))‘( 00 x 0o ) (34)
00 20}
und

t(0,0) = |aq(pa(13’¢’”| aq(ng’@) (3.5)

B 1 dq(p(0,9))  (9a(p(0,¢))
nlt0) = o MR ( 5 1.0 uieo)} 69

i=t2(0,9)

wobei wir fiir x € dD die Parametrisierung = = (q o p)(6, ¢) verwendet haben.
Da wir Kugelkoordinaten benutzen, kann die Tangentialbasis auch bei § = 0 bzw.
0 = 7 definiert werden (siehe Abschnitt 3.6). Es gelten folgende Beziehungen fiir
die drei Vektoren v(x), t(x) und ty(x):

t1(2) X to(x) = v(z), ti(z) X v(z) = —to(z) und ta(z) x v(z) = t1(z). (3.7)

Die einzelnen Komponentenfunktionen aus der Darstellung (3.3) der Vektorfelder a
und ¢ ergeben sich nun einfach aus den Skalarprodukten:

Au(x) = a(x) - t,(x) bzw. Cu(x)=c(x)-t,(x). (3.8)

Setzen wir (3.3) in die Integralgleichung (3.1) ein, so erhalten wir das folgende,
aquivalente Gleichungssystem fiir die skalaren Komponentenfunktionen A, mit u =
1,2:

Ay(z)+ |2 / v(x) X rot, (@(m, ) Z Av(y)tv(y)> ds(y) | - tu(z) = 2C,(x).

oD v=l
Verwenden wir die Integraloperatoren

(MuA)(a) = 2 [ tula) - (v1a) x 10t (@(0,) ) ) AW ds(w) . (3:9)

oD
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so konnen wir das Gleichungssystem auch in Matrix-Vektor-Form aufschreiben:
(I + M) My Ai(z) \ _ ([ 2Ci(z) (3.10)

M21 (I -+ Mgg) Ag([lf) 202(!13') '
Wir haben also unsere vektorielle Integralgleichung (3.1) in ein dquivalentes Inte-
gralgleichungssystem fiir die skalaren Funktionen A, (u = 1,2) mit skalaren Inte-
graloperatoren umgeformt. Um die Ahnlichkeit unserer Integraloperatoren M, zu

den Operatoren, die Graham und Sloan betrachten, deutlicher zu machen, formen
wir weiter um. Verwenden wir (3.7) in (3.9), so erhalten wir mit

X(w):=3—-u, u=1,2
die umgeformten Integraloperatoren

(MuA)(z) = (~1)"2 / (o () - 10t (B (2, ) 1,(1)) ds(y)

oD

= (12 [ Vbl (L)  tyo (@) ds(y)

oD

Berechnen wir nun den Gradienten der Grundlésung (1.7)

tta) = (Men ey

Ar o=y Jr—yP

verwenden wie Ganesh und Graham in [15] die Bezeichnungen

S°(z,y) == cos(k |z —y|) und S°(z,y) = { w iiz (3.11)
und fassen weiter zusammen zu
S L S <|i(_y L; @) o
#8°0) (= 9) - () X o))
M (e,y) = ()" (kS(xy) = S (@)
(=) (60) < @) | o1

|z —y|?
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so erhalten wir als endgiiltige Form fiir M,

1

7 — ] M) (x,y) Ay) ds(y) (3.14)

MuA)@) = 5
oD

+o- | ME(x.y) Aly) ds(y)
oD

Diese Form der Integraloperatoren ist nun &hnlich zu den Operatoren bei Graham
und Sloan. Daher kénnen wir nun im folgenden Abschnitt ein Galerkin-Verfahren
zur Losung des Integralgleichungssystems (3.10) angeben.

3.2 Das Galerkin-Verfahren

Wir leiten schrittweise ein volldiskretes Galerkin-Verfahren zur Losung unseres Pro-
blems her. Dazu beginnen wir mit einem nicht-diskreten Galerkin-Verfahren, wel-
ches wir schrittweise diskretisieren. Als Ansatzraum fiir die Komponentenfunktio-
nen wihlen wir den Raum P,, der sphérischen Polynome vom Grad kleiner gleich
n. Deshalb transformieren wir zuerst das gesamte System (3.10) auf die Sphére.
Hierbei verwenden wir die Parametrisierung ¢ : 0B — 9JD unseres Streuobjektes.

Fiir die Komponentenfunktionen definieren wir:

Ay(€) == Ay(q(§)) wd  Cu(€) == Cu(g(€)), u=1,2 (3.15)

Als neue, sphirische Integraloperatoren erhalten wir:

oA = LY o i .
A = 5 l o M al).a(0) Al ) dsto)

o [ M@ (a(©) alm) Al) T(n) ds(n). (3.16)

oD

Hierbei bezeichnen wir mit J(n) die Jacobi-Determinante zur Parametrisierung g.
Dies fiihrt auf das sphérische System:

( (I +~./\;l11) Mlg ) ( 1‘:11(5) ) _ ( 2(:71(5) ) (3.17)
Moy (I + Ma) As(&) 2C5(§)

Bevor wir nun das Galerkin-Verfahren herleiten, fithren wir noch folgende niitzliche

Notation zur Abkiirzung ein:

0 (49) w 0-(55). e



52 Kapitel 3. Die skalare Methode

Diese zweikomponentigen Vektorfelder héngen mit den vorher verwendeten, drei-
komponentigen Vektorfeldern a(z) und ¢(z) iiber (3.3), (3.8) und (3.15) zusammen.
Fassen wir die Integraloperatoren M, noch wie folgt zusammen

~ My My )
M = ~ ~ ,
( Mo Mo

so konnen wir das Integralgleichungssystem (3.17) etwas kompakter als
(I + M)a =28 (3.19)

schreiben. Fiithren wir fiir Vektorfelder der Form (3.18) schliellich noch folgendes

Innenprodukt ein ~ L L
(C~1,, b) = (A1> Bl) + (A27 32)7

welches dquivalent zum iiblichen [2-Innenprodukt fiir die dreikomponentigen Vek-
torfelder ist, so ergibt sich das Galerkin-Verfahren:

Wir suchen eine Niherungslésung a,, € P2, die
(an 4+ May, , wy) = 2(&, wy) (3.20)
fiir alle w,, € P? erfiillt.

Dieses Galerkin-Verfahren ist nicht diskretisiert, da wir zwei Integrale auswerten
miissen: einmal das Innenprodukt und dann die Integraloperatoren. Wir erhalten
ein semidiskretes Galerkin-Verfahren, wenn wir das Innenprodukt durch die Gau8-
Rechteck-Regel wie folgt diskretisieren:

2 2n+1 n+1

@0m = S5 S e Aup0,,6,) Bupl0n ). (3.21)

u=1 r=0 s=1
Das semidiskrete Galerkin-Verfahren lautet dann:
Gesucht ist eine Niaherungslosung a,, € P2, die
(an + May , Wn)m = 2 (&, Wy)m (3.22)
fiir alle w,, € P? erfiillt.

Bei diesem Verfahren miissen immer noch Integrale zum Auswerten der Operato-
ren ./\;lm, berechnet werden. Daher diskretisieren wir im néchsten Abschnitt diese
Integraloperatoren, um so ein volldiskretes Galerkin-Verfahren zu erhalten. Vorher
geben wir aber noch eine zweite, dquivalente Formulierung der Verfahren (3.20) und
(3.22) an. Mit Hilfe der Operatoren P,, und L, (siehe (2.11) und (2.12)) ergibt sich
fiir (3.20):
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Gesucht wird eine Néherungslésung a,, € P2, die die folgende Gleichung erfiillt:
an 4+ PoMa, = 2P, ¢. (3.23)

Hierbei wenden wir den Projektor P, komponentenweise auf die Vektorfelder an:

~ Pn@l
P = < P, ) . (3.24)

Fiir das semidiskrete Verfahren (3.22) kénnen wir schlielich schreiben:
Gesucht wird eine Néherungslésung a,, € P2, die die folgende Gleichung erfiillt:

tp + LoMay, = 2L,¢. (3.25)

3.3 Diskretisierung der Integraloperatoren

Wir diskretisieren nun die Integraloperatoren M., um zu einem volldiskreten
Galerkin-Verfahren zu kommen. Da, wie wir bereits mehrfach erwidhnt haben, die
Operatoren eine dhnliche Form besitzen wie die Operatoren, die Graham und Sloan
in [21] betrachten, wenden wir ihre Spektralmethode zur Approximation an. Die
Grundidee zu diesem Vorgehen kann bereits 1990 bei Wienert [64] gefunden wer-
den.

Als Erstes versuchen wir eine radiale Singularitit zu bekommen, da wir dann Lem-
ma 2.5 anwenden konnen. Hierzu ergédnzen wir im ersten Integral von (3.16) die
folgende Funktion:

1€ —n|
q(§) —a(n)|’

Fassen wir dann die Kerne M) (i = 1,2), die Jacobi-Determinante J und die
Funktion R zusammen zu:

M (En) = R(En) MY (q(€),an)) J(n) (3.26)
M) (& m) = ME(a(€).q(n) J(n), (3.27)

so erhalten wir schliellich die Integraloperatoren

R(&,m) = &neIB.

~ N o 8
(M) QW |§ )A(n) / NI (€, n) Aln) ds(r)

Im néchsten Schritt wollen wir die Singularitit in & € B auf den Nordpol 7 :=
(0,0,1)7 transformieren. Dies ist notig, damit die Kernfunktionen MY (j = 1,2)
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geniigend regulér fiir unsere Approximation mit £,, sind (siche Lemma 3.2). Hierzu
sei T¢ eine orthogonale Matrix, die £ auf den Nordpol abbildet, die also durch

ng = 7A7,

definiert wird. Fiir unterschiedliche Realisierungen dieser Matrix T, verweisen wir
auf Wienert [64], Abschnitt 6.2. Mit Hilfe dieser Matrix konnen wir nun eine Trans-
formation auf C(0B) bzw. auf C(0B x 0B) definieren:
TF(n) = F(T:'n), nedB,FeC(0B) (3.28)
G(n,¢) = G(T ', T;C), n,(€dB,GeC(dBxIB)
(3.29)

Hierbei verwenden wir im Gegensatz zum Grundlagenkapitel (siehe Def. 2.32) die
Notation von Graham und Sloan. Wir erhalten dann

GRS l/m— TG0 TAG) ds(l)  (3:30)

+—/z 2 0.1) TeAG) ds(i)

wobei 7) durch 7) := T¢n definiert wird und wir die Invarianz der euklidischen Norm
bzw. des Oberflichenmafles auf OB unter orthogonalen Transformationen ausge-
nutzt haben. Auf die geniigend glatten Anteile im Integranden dieser Operatoren
wenden wir nun unseren Approximationsoperator £, an. Hierzu wéahlen wir ein n/
mit der Eigenschaft

(I4+c)n<n <cmn (3.31)

fiir zwei feste Konstanten c¢1,co > 0. Wienert wihlt in seiner Dissertation n’ = n,
kann jedoch fiir diese Wahl keine Konvergenz seines Nystrom-Verfahrens zeigen.
Fiir den Konvergenzbeweis nach Graham und Sloan ist die Forderung (3.31) je-
doch notwendig. Wir erhalten dann mit Lemma 2.4 und 2.5 die folgenden diskreten
Operatoren:

(ML A)E) = ii/pigﬂﬁ AT (0, ) TAO @) dsh)  (3.32)

%__/c {T012 (5, ) TeA() ) ds (i)

(TeM) (7, ) TeA() , Yir()we Yir(R)

1=0 |k\<l

+2— (Te M) (0, ) TAC) , D (3.33)
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Diese Operatoren sind fiir die spétere Implementierung gut geeignet, Jedoch ist diese
Definition in gewisser Hinsicht problematisch: Die Kernfunktionen M) kénnen
unstetig auf 0B sein und liegen dann nicht im Definitionsbereich von L£,,. Dieses
Problem lésst sich aber einfach 16sen, indem wir eine zweite, dquivalente Definition
angeben. Verwenden wir niamlich Kugelkoordinaten und die Fortsetzung L£,, von
L,, so werden wir spéter zeigen (Lemma 3.2), dass dann alle Kernfunktionen im
Definitionsbereich von £, liegen (siche auch Graham und Sloan [21], Abschnitt 4.1).
Zur Herleitung der zweiten Definition substituieren wir 7 = p(6, ¢) in (3.30) und
erhalten

27

(Mud)e) = = / / TN (5, p(6, 6)) TeA(p(6, 6)) cos(0/2)d0ds (3.34)

Lﬂ / / T M2 (7, p(0, ) TeA(p(6, ¢)) sin(0) dO dp

Wenden wir nun die Fortsetzung £, an, so ergibt sich wegen (2.17) die dquivalente
Form:

27

MLAE) = o / / T 1) (5.p() TA()) } (0. 6) cos(6/2) db do

/ / £ { T . p() TeA(p()) }6.0) sin(0) db do.

Diese zweite Definition ist unproblematisch. Berechnen wir die Integrale, so bekom-
men wir wieder (3.33) als diskrete Version. Fassen wir anschlieend diese Integral-

Operatoren zusamimen zu
~ n/ ~ n/
~ !
e ::( i) ~}3),
21 22

so erhalten wir unser volldiskretes Galerkin-Verfahren:

Gesucht ist eine Niaherungslosung a,, € P2, die
(an + M an, Wp)m =2 (E, Wn)m (3.35)
fiir alle w,, € P? erfiillt.

Oder in der dquivalenten Operatorform mit L,,:

Gesucht ist eine Niherungslosung a,, € P2, die folgende Gleichung erfiillt:
p + LoM ay = 2L, (3.36)
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3.4 Implementation

Wir gehen nun auf die Implementierung des volldiskreten Galerkin-Verfahrens (3.35)
ein:

Gesucht ist eine Niaherungslosung a,, € P2, die
(4 Mty Wo)m =2 (&, Wy)m (3.37)
fiir alle w,, € P? erfiillt.

Verwenden wir die Kugelflichenfunktionen Y, x, I <n und |k| <, als Basis fir P,,,
so konnen wir die gesuchte Losung wie folgt darstellen:

(MO oy .
o= (49 ) AO=L T aiio. 112,

Gleichung (3.37) muf fiir alle w,, € P2 gelten. Aquivalent ist die Forderung, dass
die Gleichung fiir die Basisfunktionen

Y, 0
o= (5) wd e () Gsnimso

gilt. Hieraus ergibt sich das Gleichungssystem (I’ < n, |[k'| <'):

n

Z Z {5ll’5kk’ + (M} Y, Y’,k’)m} afy + (MUY Yo )mog, = 2(C1, Yo w)m

1=0 |k|<I
Z Z(/\;‘%Yik, Vi g )y, + {5u'5kk' + (M3,Yix, Y’,k’)m} ap, = 2(Co, Yo )m
1=0 |k|<I

Wir fithren nun die folgenden Bezeichnungen ein:
(MZ;)> = (MZ;YLIC 3 E’,k’)m
Uk 1k
A .
A = ( A; ) mit (A, = o,
Cy . ~
C = Cg mit (C’y)l’k’ = 2(07, Y/Jf/)m

und erhalten damit eine Matrix-Vektor-Form des Gleichungssystems:

10 My, M, A (G
Cot) (e m)l ()-(2) o



3.4 Implementation 57

Unser Hauptproblem besteht nun darin, die Matrixelemente (Muv)l’k’ Ik moghchst
effektiv zu berechnen. Fiir jeden Eintrag der (n + 1)? x (n + 1)? Teilmatrizen M,
muss ein Doppelintegral mit Hilfe einer Quadraturformel approximiert werden. Hler—
zu werden O(n?) Funktionsauswertungen verwendet. Dies ergibt also einen Berech-
nungsaufwand von O(n®). Wienert hat 1990 in seiner Dissertation [64] gezeigt, dass
dieser Aufwand auf O(n®) reduziert werden kann. Wir nutzen Wienerts Idee und
gehen analog zu Ganesh und Graham [15] vor:

Wir bezeichnen mit ji,» und 7y die Quadraturgewichte der GauB-Rechteck-Regel
fiir n” und kiirzen die zugehorigen Quadraturpunkte p(ésr, q%) durch p,y ab. An-
schlieend wenden wir auf (3.33) das Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen
(Satz 2.7) an und benutzen

By = Z Py(cos(f
1=0

Dann ergibt sich fiir die einzelnen Matrixkomponenten schliellich:

2n+1 n+1 2n'+1n'+1

o = 33w o 3 e { 5 38 T W1 i)

r=0 s=1 r'=0 s'=1

27

Nun gehen wir auf die Implementierung der Transformation 7¢ ein. Fiir eine ortho-
gonale Matrix €2 schreiben wir

i S .
+ 5= %TSMZ(L%)) (nupr’s’)} %Tsn,k(pr’s’) YE’,k’ (prs) .

Mit den Matrizen

cos ¢, —sing, 0 cosfly 0 sinfy
P(¢,) == sing, cos¢, 0 und  Q(0y) = 0 1 0
0 0 1 —sinfy; 0 cosb;

erhalten wir dann

Ty, = T(P(¢:)) T(Q(=0s)) T(P(=¢r)) (3.39)

Betrachten wir nun die transformierten Kugelflichenfunktionen 7, .Y, x(p.s). Da
der Raum der sphérischen Polynome invariant unter Rotationen ist (siche Satz
2.34), konnen wir 7, .Y, x(pys) als Linearkombination von Kugelflichenfunktionen
vom Grad [ darstellen. Bei Ganesh und Graham ([15], (3.30) und (3.31)) finden wir:

Ty Yk = Z Fslkke YE iy (3.40)
k|<l
Fp, = kP2 > a) dV (7/2)d") (7/2)e"™ . (3.41)

|m|<li
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Die Koeffizienten dlil]z(ﬂ/ 2) konnen wir nach Ganesh und Graham ([15], (3.32)) wie
folgt berechnen:

d(m/2) = 2" [(z R =)

Hierbei bezeichnet P\*” ein normiertes J acobi-Polynom (siehe z.B. Szegd [57], Seite
68). Zur Bestimmung der Werte fiir £ — k < 0 oder —k — k < 0, koénnen wir die
folgenden Symmetrieeigenschaften ausnutzen:

d0(a) = (=140 () = d®__(a) = dY(=a).

Verwenden wir nun p,s = p(6s, ¢,), p-f = T p(0y, ) und die Darstellung (2.7)

p’rs
der Kugelflachenfunktionen, so erhalten wir schliellich:

Y (1
( l’k’ Uk ZMTVSZMT’VS { Muv (pTS7prs )_'_ o M (pTS7p7’s )}

57 b9 g, B s, P o,
|klI<t

Die einzelnen Matrixelemente werden nun durch sukzessive Berechnung der folgen-
den Groflen bestimmt:

2n'+1
(EQ(L’;/))>ST’S/];J = Z ,U/T’M prsaprss ) de) ' ) 7= 17 2
n'+1 1 ; o
- n i -
(Duv)sr”} = Z Vst { s’ % (E&)))srs’ff + % (Ez(g)))srs’ff} Cfpll I(COS 98/)
s'=1
(Cuv)sriw = Z(Duv)srli@ 6i(k_k)¢rFsll}k
k<t
2n+1
(BUU)Sk’lk = Z (Cuv)srlk ,Ure_lk ér
r=0
R n+1
(MZv)l'k’Jk = Z(Buv)sk’lk Vscégl F)l‘/k ‘(COS 93) .
s=1

Wie wir sehen konnen, muss fiir jede dieser Grofien eine Summe mit maximal 2n/+2
Elementen berechnet werden. Wir erhalten also fiir jede der (n + 1)* x (n + 1)?
Teilmatrizen M™ nur noch einen Berechnungsaufwand von O(n®).



3.5 Numerische Ergebnisse 59

3.5 Numerische Ergebnisse

Um unser Verfahren numerisch zu testen, betrachten wir das elektromagnetische
Feld, das von einem magnetischen Dipol am Punkt x, € D erzeugt wird:

E,.(z) = rote®(z, x,).

Fiir den konstanten Vektor e wahlen wir den ersten Einheitsvektor e; und als Auf-
punkt:
z, = (0;0.1; —0.1)".

Damit ergibt sich dann das folgende duflere Maxwell-Problem:

Gesucht sind ausstrahlende Losungen E, H € ¢'(R*\ D) Nc(R3\ D) der reduzierten
Maxwell-Gleichungen

rotl —ikH =0 und rotH +ikE =0
in R®\ D. Weiterhin erfiillen E und H die folgende Randbedingung:
v(z) x E(x) =v(x) X Ey,(z) x€dD.

Eine Néherungslosung finden wir, indem wir die Integralgleichung

a(z) +2 / u() x 1oty {®(z, y) a(y)} ds(y) = 2(z) x En(z), @€ 0D
oD

numerisch mit unserer skalaren Methode 16sen und die gefundene Dichte a, im
Ansatz

E(x) = rotx/an(y)é(x, y)ds(y), z€R*\D,
oD

verwenden. Diese Losung vergleichen wir mit der wahren Losung FE,,. Hierbei wur-
den die folgenden Streuobjekte betrachtet:

r(0,¢) - (Asinfcos ¢, Bsinfsing, Ccos¢)’, 6¢€[0,n], ¢ €[0,27)
mit
S1: Kugel; r=2und A=B=C=1
S2: Ellipsoid; r =1, A=1und B=C=3
S3: Ellipsoid; r =1, A=1, B=2und C = 3.

1/2
. . J— 1 . Q] 2 — =
S4: Erdnuss; r(0) = o {005(29)+ 2 — sin (29)} ,A=C =1und
B=2
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Den Fehler zwischen Ndherungslosung und wahrer Losung haben wir fiir die drei
Punkte

r1=(2,3,5", z,=(-3,5,-1)7 und 3= (10, 15, —30)7,

jeweils fiir k = 1, k = 1.5 und Kk = 3 bestimmt. Einen Teil der Ergebnisse fassen
wir in den Tabellen am Ende des Abschnittes zusammen.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit in diesen Beispielen zu verdeutlichen, haben wir
zuerst die Wurzel aus dem Fehler gezogen und anschliefend den Kehrwert mit um-
gekehrter, vertikaler Achse graphisch in Abbildung 3.1 dargestellt. In dieser Graphik
kennzeichnen die unterschiedlichen Farben die verwendeten Werte fiir die Wellen-
zahl k. Blau steht fiir Kk = 1, griin fiir ~ = 1.5 und rot schliefflich fiir x = 3. Die
Auswertungspunkte x;, xs und x3 konnen durch die Linienart unterschieden wer-
den. Die Sterne (x) stehen fiir den Punkt x;, die Kreise (o) fiir x5 und die Kreuze
(‘l‘) fU.I' xIs3.

Da fiir die Wurzel ein lineares Fehlerverhalten deutlich zu erkennen ist, stellen wir
fest, dass unser Verfahren in diesen Beispielen nur quadratisch konvergiert. Wir hat-
ten jedoch superalgebraische Konvergenz, wie sonst bei Spektralverfahren {iblich,
erwartet. Auf die Griinde fiir diese geringere Konvergenzgeschwindigkeit gehen wir
nun im folgenden Abschnitt ein.
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Streuobjekt 5

k=1

k=3

xy

T2

X3

xy

T2

X3

1.0217e-03
3.3636¢-04
1.6969e-04
1.0242¢-04
6.8636e-05
4.9187e-05
3.6959e-05
2.8767e-05
2.3009e-05

1.0991e-03
3.5891e-04
1.8318e-04
1.1090e-04
7.4243e-05
5.3065e-05
3.9716e-05
3.0748e-05
2.4423e-05

1.8197e-04
5.8300e-05
2.9599e-05
1.7964e-05
1.2057e-05
8.6476e-06
6.5011e-06
5.0620e-06
4.0498e-06

5.2980e-02
3.8965e-02
1.2373e-02
5.7486e-03
3.4828e-03
2.3593e-03
1.7114e-03
1.3002e-03
1.0220e-03

5.7657e-02
2.1395e-02
7.1004e-03
3.0417e-03
1.7454e-03
1.1542e-03
8.2231e-04
6.1529e-04
4.7662e-04

7.9218e-03
7.2900e-03
1.9121e-03
9.3972¢-04
5.9988e-04
4.1268e-04
3.0182¢-04
2.3051e-04
1.8180e-04




62

Kapitel 3. Die skalare Methode

Streuobjekt S

k=1.5

k=3

xy

T2

X3

xy

T2

X3

—_
O ot w3

13
15
17
19

4.1559e-03
1.1155e-03
5.0134e-04
2.5463e-04
1.9217e-04
1.3646e-04
1.0687e-04
8.3730e-05
6.8097e-05

4.1805e-03
6.7206e-04
3.4891e-04
1.6680e-04
1.2126e-04
8.4310e-05
6.5939e-05
5.1525e-05
4.1955e-05

4.9554e-04
9.7156e-05
2.5555e-05
1.1912e-05
1.1436e-05
8.7079e-06
7.1150e-06
5.6336e-06
4.6212e-06

1.9238e-02
1.6308e-02
3.2829e-02
8.3142e-03
6.7247e-03
4.6779e-03
3.6021e-03
2.8445e-03
2.2989¢-03

2.4321e-02
1.8733e-02
1.1915e-02
5.7937e-03
4.6487e-03
3.4176e-03
2.5982e-03
2.0500e-03
1.6553e-03

5.7389e-03
3.6871e-03
5.7772e-03
1.0462¢e-03
1.1637e-03
7.6987e-04
5.9341e-04
4.6901e-04
3.7956e-04

Streuobjekt S;

k=1.5

k=3

xy

T2

X3

xy

T2

X3

—_
O ot w3

13
15
17
19

9.0347e-03
3.2605e-03
1.7665e-03
1.1077e-03
7.6678e-04
5.6127e-04
4.2868e-04
3.3772e-04
2.7262e-04

7.9256¢-03
2.5663e-03
1.3752e-03
8.5828e-04
5.9232e-04
4.3256e-04
3.2968e-04
2.5917e-04
2.0873e-04

1.2684e-03
4.4767e-04
2.5893e-04
1.6511e-04
1.1514e-04
8.4629e-05
6.4793e-05
5.1117e-05
4.1296e-05

3.5062e-02
2.0658e-02
6.1711e-03
3.7818e-03
2.4453e-03
1.7383e-03
1.2998e-03
1.0101e-03
8.0792e-04

4.0314e-02
1.3215e-02
3.6061e-03
1.9278e-03
1.2801e-03
9.0675¢e-04
6.7605e-04
5.2396e-04
4.1791e-03

5.5638e-03
3.2816e-03
9.3555e-04
5.8413e-04
3.8436¢-04
2.7367e-04
2.0515e-04
1.5974e-04
1.2797e-04

Streuobjekt 5,

k=1

k=1.5

o

X2

€3

o

X2

€3

—_
O ot w3

13
15
17
19

8.9065¢-04
5.4039¢-04
3.2933e-04
1.8737e-04
1.2861e-04
9.6360e-05
7.3968e-05
5.8119e-05
4.6834e-05

9.8237e-04
5.9085¢-04
3.6384e-04
2.0687e-04
1.4100e-04
1.0512e-04
8.0529e-05
6.3245e-05
5.0956e-05

1.5036e-04
1.0865e-04
6.2808e-05
3.5763e-05
2.4470e-05
1.8265e-05
1.4004e-05
1.1001e-05
8.8638e-06

1.1724e-03
7.9666¢-04
4.3966e-04
2.4829e-04
1.7024e-04
1.2694e-04
9.7173e-05
7.6209e-05
6.1307e-05

1.7396e-03
1.0311e-03
6.1156e-04
3.4767e-04
2.3505¢-04
1.7370e-04
1.3250e-04
1.0390e-04
8.3621e-05

1.9475e-04
1.9214e-04
1.0235e-04
5.8178e-05
3.9590e-05
2.9276e-05
2.2361e-05
1.7543e-05
1.4118e-05
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3.6 Zur Konvergenzanalyse

Wir haben an den numerischen Beispielen aus dem letzten Abschnitt gesehen, dass
unser Verfahren nicht, wie erwartet, superalgebraisch konvergiert. Stattdessen zeig-
te sich in den betrachteten Beispielen nur quadratische Konvergenz. In diesem Ab-
schnitt wollen wir nun untersuchen, wieso unser Verfahren nicht die superalgebra-
ische Konvergenzgeschwindigkeit besitzt wie das entsprechende skalare Verfahren
von Graham und Sloan [21].

Das schlechtere Konvergenzergebnis ist zuerst einmal verwunderlich, da wir zei-
gen konnen, dass die transformierten, skalaren Integralkerne ’Zg]\;[ﬁ,) und ’ZEMQ(L%) in
(3.34) (siehe auch (3.26) und(3.27)) dieselbe Regularitéit aufweisen, wie die Kerne
in Graham und Sloans Methode:

Definition 3.1 Wir definieren:

(i) Eine stetige, skalare Funktion auf R* gehért zum Funktionenraum C,,, wenn
sie in beiden Variablen 2m-periodisch ist.

(ii) Eine Funktion aus C, gehért zum Raum Cp°, wenn sie unendlich oft differen-
zierbar ist und alle Ableitungen 2m-periodisch bzgl. beider Variablen sind.

(iii) Eine Funktion V' : B x R* — R nennen wir gleichméBig C3° auf 0B, wenn
fiir alle £ € OB die Funktion (0, ¢) — V(£,0,¢) eine Cp°-Funktion ist und
jede partielle Ableitung bzgl. (0, ¢) gleichméfBig beschrédnkt bzgl. £ € OB ist.

Lemma 3.2 Die Kernfunktionen
(6,¢) — TM{) (,p(0,0)), uw,v,7=1,2
sind gleichmdifig C3° auf OB.

Beweis:  Wir gehen analog zu Graham und Sloan [21], Lemma 4.6 vor und be-
trachten:

0.0) = TeR(n,p(0,0)) TeML) (q(R), q(p(0,¢))) TeJ (p(0, ¢))
0,¢) = TMEZ(q(n), q(p(0,¢))) TeJ (p(0, $))

Wir beginnen mit Z¢J(p(0, ¢)). Da die Parametrisierungen p und ¢ C*°-Funktionen
sind und p periodisch ist, ist auch

TeJ(p(6,9)) € C=(A)
und periodisch. Die Funktion

(6,0) — TeR(n, p(6, 9))
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ist nach Graham und Sloan [21], Lemma 4.6, gleichméflig C>°. Daher miissen wir
nur noch zeigen, dass auch

(0, ¢) — TeMO (q(R),q(p(8,9))), u,v,y=1,2

gleichmiBig C3° ist. Dazu betrachten wir (3.12) und (3.13) und stellen fest, dass
wir nur noch die Anteile

(a(TE"2) — a(T¢'p(6,6))) - (to(a(T5'p(6,6))) by (a(T¢ 7))
lq(T¢'n) — (T 'p(0, 9))I13

betrachten miissen, da die anderen Anteile wie S® oder S¢ beliebig glatt und durch
die Verkniipfung mit g o p periodisch sind.

Zur Abkiirzung definieren wir die Funktion

Q(&,0,¢) == q(T;'p(0, ).

Diese Funktion ist nach [16] (Lemma 4.1) gleichmiBig C3°. Das gleiche gilt auch fiir
die Verkniipfung mit den Tangentialvektoren, da wir eine glatte C'°°-Parametrisier-
ung voraussetzen. Wir betrachten also

(Q(gv 07 O) - Q(ga 97 (b)) : (tU(Q<£7 07 ¢)) X tX(u)(Q(gv 07 0)))

und stellen fest, dass Zahler und Nenner gleichméflig C'7° sind und dass der Nenner
genau dann verschwindet, wenn ¢ = 27l mit [ € 7Z ist. Die Behauptung folgt also,
wenn wir zeigen, dass fiir festes ¢ € R der Ausdruck (3.42) regulér ist, wenn 6 gegen
Null geht.

(3.42)

Dazu formen wir Zéhler und Nenner um. Beginnen wir mit v = 1 und x(u) = 1,2
und verwenden
oQ
Q1 =

o0
und Q(£,0,0) = Q(&,0,¢) fir ¢ € R. Dann erhalten wir

1
Q(E,0,6) — Q€. 0,6) = 0 / Qu(&,10, 6) di
0

und somit fiir den Nenner in (3.42)

1 1

0 0
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Graham und Sloan zeigen in [21], Lemma 4.6, dass der Ausdruck

(/@5w¢ ) (/@5w¢>)

in einer Umgebung von # = 0 nicht verschwindet. Betrachten wir nun den Zéahler

(Q(ga 0, ¢) - Q(ga ‘97 (b)) ’ (tl (Q(gv 07 ¢)) X tX(u)(Q(gv 0, O)))

und verwenden
0%Q

QQ::W’

so erhalten wir fiir die erste Klammer:

1 1
Q(&,0,0) —Q(£,0,9) —92//622 §,80,¢)ds dt —0Q1(£,0,9) .

Es gilt:
Ql (57 07 (b) . (tl (Q(é-v 07 (b)) X tX(u) (Q(£7 07 O)))
= tx(u) (Q(ga 07 0)) ’ (Ql(ga 9) ¢) X tl (Q(ga 9) ¢))) :

Nach Definition von ¢); und dem Tangentialvektor ; sind die beiden Vektoren linear
abhiingig, also verschwindet das Kreuzprodukt, daher konnen wir 62 in Zihler und
Nenner kiirzen. (3.42) ist also gentigend regulér in einer Umgebung von 6 = 0.

Betrachten wir als Néchstes (3.42) fiir j = 2 und x(u) = 1. Den Nenner ersetzen
wir wieder durch (3.43). Fiir den Z#hler verwenden wir

1t
Q@&@—Q@&@I—W//Qﬁﬁ&@%ﬁ—%M&&@-
0 0

Wieder verschwindet

Q1(£,0,9) - (t2(Q(&, 0, 9)) x t1(Q(£,0,9)))
= t2(Q(§a 9) ¢)) ' (tl(Q(ga 07 ¢)) X Ql(ga 07 ¢)) )

da die Vektoren ¢; und )y nach Definition linear abhéingig sind.

Es bleibt der Fall v, x(u) = 2. Den Nenner ersetzen wir durch (3.43) und fiir den
Zghler verwenden wir

1 ¢t
Q@&@—Q@&@I—W//Qﬁﬁ&@%ﬁ—%M&&@-
0 0
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Da jetzt nur der Tangentialvektor ¢, auftritt, verschwindet das Spatprodukt

Ql(ga 07 ¢) ’ (tQ(Q(€7 97 ¢)) X t2(Q(€7 0, ¢)))

nicht. Wir kénnen allerdings zeigen, dass dieser Ausdruck, dividiert durch den Nen-
ner (3.43), fir # — 0 gentigend glatt ist. Wir formen das Spatprodukt wie folgt
um:

Ql(ga 07 ¢) ’ (t2(Q(€7 97 ¢)) X t2(Q(€7 0, ¢)))
= tZ(Q(é-v 07 (b)) ’ (t2<Q(£7 07 ¢)) X Q1(£7 07 ¢)) :

Das Kreuzprodukt t5(Q(€,0,¢)) x @1(&,0,¢) entspricht bis auf Normierung dem
negativen Normalenvektor. Wir erhalten also:

Q1(£,0,0) - (t2(Q(£,0,9)) x ta(Q(E,0,9))) = —

£:(Q(¢,0,9)) - v(Q
9)

(67 Oa ¢))
1Q1(£, 0, 9)] '

2

Wir ergénzen —t2(Q(&, 0, ¢)) und verwenden

QJ

1
£Q(6.0.0) ~ 1(Q(E0.0) =0 [ F2(6.10.0)dt.
0

Damit erhalten wir im Zihler einen weiteren Faktor @, den wir dann gegen 6% im
Nenner (3.43) kiirzen kénnen. Im so erhaltenen Ausdruck

‘%2 (€, 10,0) i - (QUE,0,9)

0

1Q1(E.0.0)] (f@l (€.19.0) dt) (Jutet0.0a)

ist der Nenner ungleich Null und geniigend glatt fiir 6 — 0. O

Wie wir gesehen haben, liegt die schlechtere Konvergenzordnung also nicht an den
verwendeten Integralkernen. Es stellt sich heraus, dass der Grund vielmehr in der
Darstellung

ale) = 37 Au(x) () (3.44)

des tangentialen Vektorfeldes a zu suchen ist:
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Lemma 3.3 FEs sei D C R® mit:
e D C R? ist zusammenhdngend.
e Das Komplement R3\ D ist zusammenhdngend.

e Die Oberfliche 0D ist global, glatt iiber die Einheitssphire OB parametrisier-
bar, d.h. es existiert eine C*°-Abbildung q : 0B — 0D.

Dann besitzt jedes stetige, tangentiale Vektorfeld t auf 0D mindestens eine Null-
stelle.

Beweis:  Nehmen wir an, dass doch ein stetiges, tangentiales Vektorfeld ¢ auf 0D
existiert, welches nullstellenfrei ist. Dann kénnen wir mit Hilfe der Parametrisierung
g und der zugehorigen Funktionalmatrix D, ein stetiges Vektorfeld auf der Sphére
0B wie folgt definieren:

t(€) = Dy t(a(€))-

Hierbei nehmen wir an, dass x € 9D durch & € 9B parametrisiert wird: x = ¢(§).
Die Inverse der Funktionalmatrix existiert, da ¢ eine globale Parametrisierung ist,
d.h. die Jacobi-Determinante verschwindet nicht. Aus der Abbildungseigenschaft
der Inversen konnen wir folgern, dass dieses neue Vektorfeld nun tangential bzgl.
der Sphiére ist (siehe auch Abschnitt 4.1, Lemma 4.2). Weiter gilt:

tx)#0 YoredD = ¢ #£0 VEeB.

Dies ist aber ein Widerspruch zum Satz vom Igel (engl. ”Hairy ball Theorem”), der
besagt, dass es auf der Sphére kein stetiges, tangentiales Vektorfeld geben kann,
welches keine Nullstelle besitzt. O

Bemerkung 3.4 Im Beweis haben wir den Satz vom Igel verwendet. Dieser wurde
erstmals 1911 von Brouwer [3] bewiesen.

Nach Lemma 3.3 verschwinden also unsere Basisvektoren ¢, (u = 1,2) in der Dar-
stellung (3.44) an mindestens einem Punkt =z € 0D, egal wie wir die Vektoren t,
wéhlen. Bei unserer Wahl (3.5) und (3.6) liegen diese Nullstellen am Nord- und
Stidpol, falls wir nicht normieren. Durch die Normierung entstehen schliellich Sin-
gularitéten.

Bei der praktischen Implementierung treten diese Singularitdten nicht auf, da wir
Kugelkoordinaten verwenden. Hierdurch kénnen wir die Tangentialbasis glatt fiir
6 — 0 und jedes ¢ € [0,27] auf A := [0, 7] x [0, 27] fortsetzen. Dies ist auch der
Grund, warum die Integralkerne nach Lemma 3.2 trotzdem dieselbe Regularitét
besitzen wie im akustischen Fall.
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Das Problem besteht nun darin, dass das Vektorfeld a stetig auf 0D definiert ist
und nicht auf A = [0, 7] x [0, 27]. Nehmen wir an, & € 9D werde durch den Nordpol
n € OB parametrisiert, d.h. es gilt & = ¢(n). Dann ist der Wert a(%) = aog(n) ein-
deutig festgelegt. Verwenden wir nun Kugelkoordinaten und betrachten den Grenz-
wert 6 — 0 fiir unterschiedliche ¢ € [0, 27|, so erhalten wir auf Grund der nicht
eindeutigen Tangentialbasis in Z unterschiedliche Werte fiir a(z) = a o q(p(0, ¢)),
falls a(z) # 0 ist. Deshalb sind die Komponentenfunktionen A, in diesem Punkt 2
nicht stetig.

Ahnliche Probleme hatte auch Wienert (siehe [64], Seite 86 und (8.27)) bei der
Analyse seines Nystrom-Verfahrens. Unser Ansatz funktioniert ebenfalls nur bei
Vektorfeldern, die stetig auf der punktierten Sphére sind, d.h. ohne den Nord- und
Stidpol. Jedoch sind diese Vektorfelder nicht unbedingt auch stetig auf der gesamten
Sphére.

Betrachten wir noch einmal Abbildung 3.1, so fallen neben der quadratischen Kon-
vergenz auch die ”"Zacken” in den Graphen auf: bei geraden n liegt eine schlechtere
Konvergenzgeschwindigkeit vor als bei ungeraden n. Auch dieses Phdnomen hat mit
dem oben beschriebenem Problem am Nordpol zu tun:

Der Nordpol ist zwar nie Quadraturpunkt wenn wir die Gauf}-Rechteck-Regel ver-
wenden, d.h. es gilt immer p,, # 7, jedoch wenden wir bei pl*" die Transformati-
onsmatrix T,! an:

p:;s’ = T;TIS p(és’u ér’) .

Hierdurch kann es durchaus vorkommen, dass p.* = 7 ist. Berechnen wir die Trans-
formation, so stellen wir fest, dass dies genau dann der Fall ist, wenn ¢, = 0 oder
¢, = 7 ist und gleichzeitig 0, = w/2 gilt. Die letzte Bedingung ist aber nur erfiillt,
wenn n gerade ist, da in diesem Fall eine ungerade Anzahl an Gauf-Stiitzstellen 6,
vorliegt und somit 0, = 7/2 ein Quadraturpunkt ist.

Wir stellen also fest, dass fiir gerade n die Kerne und Dichten auch am Nordpol
ausgewertet werden miissen. In diesem Fall macht sich das oben beschriebene Pro-
blem der nicht eindeutigen Tangentialbasis am Nordpol besonders stark bemerkbar,
wodurch die schlechtere Konvergenz fiir gerade n erklart wird.

3.7 Modifikation der Methode

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir uns iiberlegen, ob wir unsere skalare
Methode so modifizieren kénnen, dass sie evtl. doch superalgebraisch konvergiert.
Hierbei ist natiirlich darauf zu achten, dass die Vorteile erhalten bleiben, insbeson-
dere soll das resultierende Gleichungssystem am Ende wieder kleiner als das System
bei Ganesh und Hawkins [17] sein. Wir betrachten in diesem Abschnitt nur die Ku-
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gel als Streuobjekt. Die vorgestellten Modifikationen kénnen jedoch leicht auch fiir
andere Streuobjekte, die iiber die Kugel parametrisierbar sind, verallgemeinert wer-
den.

Wir hatten eine schlechtere Konvergenzgeschwindigkeit erhalten, da wir kein steti-
ges Tangentialfeld ohne Nullstellen auf der Sphére definieren konnten. Die Grund-
idee der Modifikation ist nun, die Kugel in Teilgebiete zu zerlegen, auf denen pro-
blemlos eine nullstellenfreie Tangentialbasis angegeben werden kann. Da unsere
Dichten stetig auf der gesamten Sphére sind, diirfen diese Teilgebiete nicht dis-
junkt sein, sondern miissen iiberlappen. Auflerdem muf3 sichergestellt werden, dass
der Ubergang zwischen diesen Bereichen glatt ist.

In den folgenden Abschnitten wollen wir nun diskutieren, wie wir das urspriingliche
skalare Verfahren modifizieren miissen. Wir befassen uns zuerst mit einer giinstigen
Zerlegung der Kugel in Teilgebiete, auf denen wir dann problemlos unsere steti-
ge Dichte in ihre Tangentialanteile zerlegen kénnen. Anschliefend geben wir das
modifizierte Verfahren an und bewerten es schliellich noch im letzten Abschnitt.

3.7.1 Zerlegung der Sphire

Wie wir bereits wissen, ist es nach dem Satz vom Igel nicht méglich, ein nullstellen-
freies, tangentiales Vektorfeld auf der Sphére zu definieren. Betrachten wir speziell
unsere Tangentialbasis aus (3.5) und (3.6), so stellen wir fest, dass die Nullstellen
am Nord- und Siidpol der Kugel auftreten. Dies liegt daran, dass hier die iibliche
Parametrisierung

p(0, ¢) = (sin(0) cos(¢) , sin(f) sin(¢) , cos(h))” (3.45)

bzgl. ¢ nicht eindeutig ist. Wir miissen also unsere Teilgebiete auf der Sphére so
wéhlen, dass sie einerseits diese singuldren Punkte nicht enthalten, aber anderer-
seits trotzdem die gesamte Kugelfliche abgedeckt wird. Wir versuchen hierbei so
wenig Teilgebiete wie mdglich zu verwenden, da durch zu viele Unterteilungen das
Verfahren unnétig kompliziert wird. Im Folgenden geben wir zwei Moglichkeiten an,
bei denen wir jeweils mit zwei Teilgebieten auskommen.

Konstruktion durch zwei Parametrisierungen

In der Literatur finden wir neben der iiblichen Parametrisierung (3.45) der Sphére
noch eine zweite Parametrisierung:

P(0,¢) = (cos(f), sin(f) cos(), sin(0) sin(¢))”, (0, ¢) € [0,7] x [0,27] (3.46)
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Sphiére ergibt (evtl. sollten auch unterschiedliche 6y-Werte verwendet werden). Die

Wir starten mit der ersten Parametrisierung p und geben uns einen (nicht zu groflen)
Der Parameter 6 muss nun so gewahlt werden, dass die Vereinigung die gesamte
singuldiren Punkte, also Nord- und Siidpol bzw. (41,0,0)7, gehoren aber nicht zu

den entsprechenden Teilgebieten. Diese Situation veranschaulichen wir in Abbildung

3.3. Auf den einzelnen Teilgebieten konnen wir nun wieder wie iiblich durch Differen-
tiation der entsprechenden Parametrisierung eine Tangentialbasis ohne Nullstelllen

nutzen, um zwei Teilgebiete zu definieren, in denen keine singuléren Punkte liegen,
definieren.

p die singuldren Punkte bei (£1,0,0)7 liegen. Diese Tatsache kénnen wir nun aus-
bei denen aber die Vereinigung die gesamte Sphére ergibt:

Betrachten wir Abbildung 3.2, so sehen wir, dass bei der zweiten Parametrisierung
Gebiet liegen. Wir schneiden also wieder sphérische Kappen ab

Als Néchstes betrachten wir die zweite Parametrisierung
Wir definieren das zweite Teilgebiet so, dass alle

0y am Nord- bzw. m —
bzgl. der Punkte (£1,0,

Winkel 6, €
0 e [90, ™



3.7 Modifikation der Methode 71

Abbildung 3.3: Erste Definition der Teilgebiete auf der Sphére

Bemerkung 3.5 Bei einem allgemeineren Streuobjekt ergibt sich mit derselben
Aufteilung der Sphére analog die Tangentialbasis, indem die Verkettungen q o p
bzw. q o p in den entsprechenden Bereichen differenziert werden.

Konstruktion mit stereographischer Projektion

Nun verfolgen wir eine andere Idee um zwei Teilgebiete zu konstruieren, deren Verei-
nigung die gesamte Sphére ergibt, die aber keine singuldren Punkte besitzen. Hierzu
versuchen wir die Standardparametrisierung (3.45) so zu modifizieren, dass Nord-
und Siidpol (die Punkte, die durch # = 0 bzw. § = m parametrisiert werden), auf
einer Halbkugel liegen. Auf der anderen Halbkugel kénnen wir dann ohne Probleme
eine nullstellenfreie Tangentialbasis wie {iblich definieren.

Wir diskutieren im Folgenden die Konstruktion fiir die Siidhalbkugel und verwen-
den hierzu die stereographische Projektion (siehe z.B. Riihs [55], Kapitel I, §3). Eine
entsprechende Parametrisierung der Nordhalbkugel lédsst sich analog konstruieren.

Es sei & € B mit den Komponenten & = (£, &, &3)T. Dann ist das Bild von & unter
der stereographischen Projektion p wie folgt definiert:

(& &\
o= (12 12
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Abbildung 3.4: Transformation des Siidpols auf die Nordhalbkugel

Fassen wir den R? als komplexe Zahlenebene auf, so kénnen wir auch schreiben:

B . & &
p(§) =2z mit Z_l—§3+ll—§3'

Die Riickprojektion sieht dann wie folgt aus:

(2 —2) zz—1
2= 2241 53_22+1'

z+Zz

T

Die Bilder der Nord- und Stidhalbkugel sind demnach:
p(N)={2€C : |z| 21} und p(S)={z€C: |z|] <1}

und der Aquator entspricht dem Einheitskreis der komplexen Ebene.

Die Idee ist nun, eine Transformation zu finden, welche das Bild des Siidpols (z = 0)
in den Bildbereich der Nordhalbkugel transformiert. Fiihren wir anschliefend die
Riickprojektion durch, so liegen dann beide singuldren Punkte auf der Nordhalb-
kugel. Hierbei helfen uns die sogenannten Mobius-Transformationen:

b
(ﬁizH% mit a,b,c,d € C und ad — bc # 0.
2
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Diese bilden die Automorphismengruppe der Sphére und setzen sich aus drei Ele-
mentartypen zusammen: Verschiebungen, Drehstreckungen und der Inversion. Fiir
unsere Zwecke geniigen jedoch Verschiebungen:

Vy:iz—2z+0b, beC,

wobei wir uns sogar auf reelle Verschiebungen b € R beschrinken kénnen. Wéahlen
wir nun |b| > 1, so wird der Nullpunkt (Bild des Siidpols) durch Vj, in den Bildbe-
reich der Nordhalbkugel verschoben. Das Ergebnis nach der Riickprojektion zeigt
Abbildung 3.4. Wir kénnen nun auf der Siidhalbkugel ohne Probleme durch Diffe-
rentiation der Parametrisierung eine Tangentialbasis definieren. Hierzu miissen wir
allerdings den Parameterbereich (6, ¢) der Punkte kennen, die nun die Siidhalbku-
gel bilden. Dieser ldsst sich aber relativ einfach berechnen:

Alle Punkte, die im Kreis vom Radius eins um den Punkt —b € C liegen, werden
durch V; auf den Einheitskreis verschoben und bilden somit nach der Riickprojek-
tion die neue Siidhalbkugel. Also miissen wir das Urbild dieser Punkte finden, d.h.
wir suchen

p Y K) mit K:={z€C: |z+0b <1}.

Da die Mobius-Transformationen kreistreu sind (siehe Riths [55], ”Satz von der
Kreistreue”), ist das Urbild von K ein Kreis auf der Sphére. Dieser kann expli-
zit bestimmt werden. Hierzu verweisen wir auf Riths ([55], Seite 30). Aus dem
"nordlichsten” bzw. dem ”siidlichsten” Punkt dieses Kreises erhalten wir den Para-
meterbereich fiir 6. Der Bereich fiir ¢ ergibt sich dann hieraus in Abhéngigkeit von 6.

Bemerkung 3.6 Wieder kénnen wir diese Konstruktion einfach auf allgemeinere
Streuobjekte iibertragen, indem wir in den entsprechenden Parameterbereichen die
Verkettung q o p differenzieren.

3.7.2 Die modifizierte skalare Methode

Nachdem wir nun zwei Moglichkeiten diskutiert haben, wie wir die Sphére aufteilen
koénnen, sind wir in der Lage, unser modifiziertes Verfahren anzugeben. Der wesent-
liche Punkt ist, dass wir die tangentiale Dichte a in zwei tangentiale Vektorfelder
a; und ay aufteilen, die jeweils nur auf einem der beiden Teilgebiete G; und Gs
definiert sind. Da a stetig auf der gesamten Sphire ist, miissen die Ubergéinge von
G nach G4 glatt sein. Daher suchen wir reellwertige Funktionen x; und y» auf der
Sphére, die folgende Eigenschaften besitzen:

1) x1 und x bilden eine Zerlegung der eins, d.h. x; + x2 = 1.

2) G C suppy; und Gy C suppxa.
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3) suppy: und suppys diirfen nicht zu grofl sein, damit die singuldren Punkte
nicht enthalten sind.

4) a; := x1 -a und ay := X9 - a sollen geniigend glatt sein, damit a = a; + as
stetig auf OB ist.

Es stellt sich nun die Frage, wie solche Funktionen y; und y. konkret definiert
werden konnen. Beginnen wir mit der Aufteilung der Kugel in die erweiterte Nord-
und Siidhalbkugel, die mit Hilfe der stereographischen Projektion gewonnen wer-
den kann. Hier iiberlappen die beiden Halbkugeln im Bereich des Aquators, daher
konnen wir eine iibliche ” cut-Funktion” wie z.B.

1

sin’ @

f(6) :==exp(1) - exp (— ) , 0el0,7/2] (3.47)

fir den Parameterbereich von @ so modifizieren, dass der Ubergang am Aquator
entsprechend glatt ist. Hierbei muss allerdings sichergestellt werden, dass die Funk-
tion f auch Punkt 1) erfiillt, also eine Zerlegung der eins bildet.

Zerlegen wir die Kugel nach der ersten Methode, also mit Hilfe der Parametrisie-
rungen p und p, hilft eine solche Funktion f nicht weiter, da der Schnitt G; N Gs
wesentlich grofler und nicht zusammenhéngend ist. Hier ist es schwer zu erreichen,
dass x1 und Y- einerseits eine Zerlegung der eins bilden, aber andererseits die Vek-
torfelder

ap=x1-a und as=Yx2-a

im Wesentlichen nur Werte ungleich Null auf GG; bzw. G5 annehmen. Daher ist in
diesem Fall noch einige Arbeit notig, damit die Aufteilung nach der ersten Methode
verwendet werden kann.

Haben wir nun Funktionen x; und ys so gefunden, dass die Punkte 1) bis 4) erfiillt
sind, so konnen wir die einzelnen Anteile a; und a, ohne Probleme, wie vorher
bei der urspriinglichen skalaren Methode in (3.3), in die Tangentialkomponenten
zerlegen. Dies ist moglich, da a; und a, wieder tangential sind:

§-a1(§) = xa(§)§-al§) =0

§-ax(§) = x2(§)&-a(§) =0.
Auflerdem nehmen a; und ay im Wesentlichen nur auf GG; bzw. G5 Werte ungleich
Null an und der Schnitt Gy N G5 enthélt keine singulédren Punkte. Definieren wir

also durch Differentiation der entsprechenden Parametrisierungen fiir G; und Go
die Tangentialvektoren ta und t2Gi (1 =1,2), so zerlegen wir a; wie folgt:

2
;=Y AL(E)15,6), i=12. (3.48)
u=1
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Die Komponentenfunktionen A, (u,i = 1,2) sind auf Grund unserer Konstruktion
nun stetig auf der gesamten Sphére. Durch Einsetzen dieses Ansatzes und Umfor-
mung erhalten wir dann die folgenden Integraloperatoren:

(MEAG)E) 1= 2 [ t€) (¢ x 10t (B(€. 1) 15, () ) Acs () ds().

0B

Wir kénnen die Integraloperatoren in dieser Form schreiben, da nach Punkt 3)
eigentlich nur iiber GG; bzw. GGy integriert wird und damit unsere Tangentialbasen
eindeutig definiert sind. Das zugehorige Integralgleichungssystem sieht dann wie
folgt aus:

2 2 2 2
DAt A Y (ME AL+ AL, Y (MEAL,)
u=1 u=1

u,v=1 u,v=1

2
u=1

Bei der urspriinglichen Methode konnten wir dieses System in Abschnitt 3.1 weiter
zerlegen, indem wir das Skalarprodukt mit den Tangentialvektoren gebildet haben.
Dies ist hier leider nicht so einfach méglich, da wir voraussetzen mussten, dass der
Schnitt unserer Teilgebiete G'; und G4 nicht leer ist. Hierdurch treten auf G; N G,
auch gemischte Produkte t¢, - tg, auf und es ist nicht ohne weiteres zu erwarten,
dass diese verschwinden. Weiter ist es fraglich, ob wir die Tangentialbasen auf G,
und G5 so definieren konnen, dass sie einerseits auf den jeweiligen Teilgebieten
ein Orthonormalsystem bilden, aber andererseits auch die gemischten Skalarpro-
dukte auf dem Schnitt verschwinden. Daher konnen wir das System hier nicht in
einfacher Matrix-Vektor-Form wie in (3.10) schreiben. Da der Schnitt G; N Gy je-
doch moglichst klein ausfallen soll, treten in der obigen Gleichung nur an wenigen
Punkten der Sphére beide Anteile auf, daher besitzt das zugehorige diskrete Glei-
chungssystem viele Nulleintriage.

3.7.3 Bewertung

Nachdem wir eine mogliche Modifikation zur skalaren Methode vorgestellt haben,
wollen wir diese nun abschlieend bewerten. Wir beginnen mit einer Beurteilung der
beiden Zerlegungen aus Abschnitt 3.7.1. Anschliefend wollen wir untersuchen, ob
das Verfahren aus 3.7.2 weiterhin die Vorteile der urspriinglichen Methode besitzt.

Die in 3.7.1 vorgestellten Moglichkeiten zur Zerlegung der Sphére besitzen unter-
schiedliche Vor- und Nachteile. So ist die erste Methode, welche die beiden Para-
metrisierungen p und p nutzt, sicher nicht so aufwéndig und daher einfacher als
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die zweite Methode. Vergleichen wir z.B. die Parameterbereiche, die G; und Go
beschreiben:

Beim ersten Verfahren wird der ¢-Bereich nicht eingeschrénkt. Es werden alle
¢ € [0, 27| zur Beschreibung der Teilgebiete benutzt. Der #-Bereich wird sehr einfach
durch einen festen Winkel 6, beschrieben: 6 € [0y, m — 6y]. Bei der stereographi-
schen Methode muss hingegen der Parameterbereich fiir 6 erst in Abhéngigkeit von
der Verschiebung b € C berechnet werden. Die Intervallgrenzen fiir den jeweiligen
¢-Bereich sind sogar Funktionen von 0: ¢ € [¢min(0), Grmaz(0)]-

Bei der Definition der Funktionen y; in 3.7.2 traten jedoch Probleme bei der ersten
Methode auf. Da beim stereographischen Verfahren die Teilgebiete G; der erwei-
terten Nord- bzw. Stidhalbkugel entsprechen, ist der Schnitt G; N G4 sehr einfach.
Je nachdem, wie weit wir die Halbkugeln erweitern, kénnen wir bestimmen, wie
grof} der Schnitt ist. Dies brachte Vorteile bei der Definition von y;. Wir konnten
einfache ”cut-Funktionen” fiir den #-Bereich verwenden. Bei der ersten Zerlegung
hingegen ist der Schnitt wesentlich grofler, nicht zusammenhéngend und schwerer
zu beschreiben, daher ist die Definition von y; hier problematisch.

Betrachten wir nun die Integralgleichung aus Abschnitt 3.7.2. Wir hatten bereits auf
das Problem hingewiesen, dass wir die Gleichung nicht bzgl. der einzelnen Tangen-
tialanteile entkoppeln kénnen. Hierdurch fallt das zugehorige diskrete Gleichungs-
system natiirlich gréfler aus. Wir suchen die Entwicklungskoeffizienten bzgl. der
skalaren Kugelflichenfunktionen bis zur Ordnung n € N fiir vier skalare Funktio-
nen (A mit u,i = 1,2). Das heiBt wir miissen insgesamt 4(n + 1)* Unbekannte,
also doppelt so viele wie vorher, bestimmen. Daher ist das modifizierte Gleichungs-
system groflier als das System der urspriinglichen skalaren Methode und iibertrifft
auch die Groe des Gleichungssystems bei Ganesh und Hawkins [17]. Also scheint
der Vorteil unseres skalaren Verfahrens auf den ersten Blick verloren gegangen zu
sein. Diese Sichtweise ist jedoch sehr pessimistisch:

Wir hatten bereits erwiahnt, dass die Matrix des zugehorigen diskreten Gleichungs-
systems viele Nulleintriige aufweist, da die Funktionen Ag im Wesentlichen nur
auf den entsprechenden Teilgebieten G; definiert sind. Wird diese Tatsache sinnvoll
ausgenutzt, so konnen wir die Losung des Systems deutlich beschleunigen und so
den Nachteil kompensieren. Hieraus ergibt sich aber auch noch ein anderer Vorteil:

Insgesamt miissen Matrizen fiir acht Integraloperatoren aufgestellt werden. Da die-
se die urspriingliche Form behalten haben, ist dies mit einem Aufwand von O(n?)
moglich. Durch die kleineren Tréager der Dichten geniigt es aber, iiber eines der Teil-
gebiete GG; zu integrieren. Daher miissen wir beim Aufstellen der Matrizen nur iiber
etwa die Hélfte der Quadraturpunkte summieren, was den Aufwand ein weiteres
Mal reduziert.
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Koénnten wir das Integralgleichungssystem entkoppeln, so miissten wir nur zwei Glei-
chungssysteme der Grofie 2(n+1)%x 2(n+1)? anstelle von 4(n+1)? x 4(n+1)? 16sen.
Dies kann evtl. durch eine iterative Losungsstrategie erreicht werden: Kennen wir
eine Startnédherung, z.B. fiir Ay, (u = 1,2), so konnen wir diese nutzen und die ge-
koppelten Anteile im Schnitt berechnen. Anschlieflend geniigt es, A, (u = 1,2) aus
dem kleineren Gleichungssystem fiir G5 zu bestimmen. Mit dieser Lésung kénnen
wir dann analog eine neue Niherung fiir A¢ (v = 1,2) finden. Durch dieses iterative
Vorgehen erreichen wir, dass nur Gleichungssysteme der Grofie 2(n+1)% x 2(n+1)?
gelost werden miissen.

Wir stehen nun natiirlich vor dem Problem, eine Startndherung zu finden. Diese
kénnen wir aber z.B. durch Losen des vollen Gleichungssystems mit einem kleineren
Wert n € N erhalten. Eine andere Moglichkeit wire es, zu Beginn die gekoppelten
Terme zu ignorieren und das entsprechende System fiir G; zu 16sen.

Zusammenfassend haben wir also festgestellt, dass es sich durchaus lohnt, eine solche
Modifikation zu betrachten, auch wenn sich hieraus viele weitere neue Fragestellun-
gen und Probleme ergeben. Es spricht aber auch noch ein weiterer Grund dafiir, sich
mit einem solchen Zerlegungsverfahren zu beschaftigen. Wir kénnen so die Klasse
der Streuobjekte, auf die unser Spektralverfahren anwendbar ist, erweitern. Wollen
wir allgemeinere Objekte behandeln, dann miissen wir die Oberflache, dhnlich wie
hier vorgestellt, in Teile zerlegen, die dann eine lokale Parametrisierung besitzen.
Dies ist jedoch nicht trivial, da auch hier darauf geachtet werden muss, dass die
Ubergiinge zwischen diesen Teilgebieten hinreichend glatt sind. Unsere Modifikati-
on konnte aber ein erster Schritt in diese Richtung sein.
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Kapitel 4

Die vektorielle Methode

Nachdem wir die skalare Methode hergeleitet und analysiert haben, beschéftigen wir
uns nun mit dem zweiten neuen Losungsverfahren, der vektoriellen Methode. Hier-
bei stellen wir dieselben Bedingungen an unser Streuobjekt D wie in Kapitel drei.
Auflerdem fordern wir wieder, dass k kein Maxwell-Eigenwert ist, um eindeutige
Losbarkeit der Integralgleichung

a(z) +2 / u(z) x rot, {®(z, y) aly)} ds(y) = 2(z), € AD (4.1)
oD

gewahrleisten zu konnen.

Die Grundidee bei diesem Verfahren ist, direkt mit Vektorfeldern zu approximie-
ren und nicht komponentenweise wie in Kapitel drei zu arbeiten. Hier bieten sich
die vektoriellen Kugelflichenfunktionen aus Definition 2.20 als Gegenstiick zu den
skalaren Kugelflichenfunktionen bei der akustischen Streuung an. Bei den Spektral-
methoden existieren bisher nur zwei Arbeiten, die diese vektoriellen Kugelflichen-
funktionen verwenden. Dies ist einmal die bereits erwédhnte Dissertation von Nestel
[49], wobei seine Methode nur anwendbar ist, wenn das Streuobjekt eine Kugel ist.
Die Erweiterung seiner Ideen auf allgemeinere Streuobjekte ist jedoch nicht ohne
weiteres moglich (siehe [49], Bemerkungen 3.25 (ii), 3.37 und 4.24 (ii)). Die ande-
re Arbeit stammt von Ganesh und Hawkins [18]. Sie verwenden jedoch neben den
tangentialen Kugelflichenfunktionen auch normale Kugelflichenfunktionen. Daher
ist die Methode, die wir in diesem Kapitel vorstellen, das erste vektorielle Spektral-
verfahren fiir allgemeinere Streuobjekte, welches nur tangentiale Ansatzfunktionen
verwendet, wodurch der Losungsaufwand reduziert wird.

Von Ganesh und Hawkins existiert eine weitere Arbeit (siehe [19]), in der ein soge-
nanntes Hybridverfahren vorgestellt wird. Hier werden zur Diskretisierung des In-
tegraloperators die komponentenweisen Ansatzfunktionen aus [17] verwendet. Fiir
das Galerkin-Verfahren hingegen wéhlen sie tangentiale Kugelflichenfunktionen,
falls das Streuobjekt eine Kugel ist. Bei allgemeineren Streuobjekten verwenden sie

79
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jedoch auch normale Kugelflichenfunktionen.
Die Grundidee zu unserem vektoriellen Verfahren sieht nun wie folgt aus:

Wir transformieren zuerst die Gleichung auf die Sphére, damit wir anschlieBend
mit vektoriellen Kugelflichenfunktionen ansetzen kénnen. Bei dieser Transformati-
on tritt jedoch schon die erste Schwierigkeit auf. Die urspriingliche Integralgleichung
besitzt tangentialen Charakter bzgl. 9D, d.h. es treten nur tangentiale Vektorfelder
a und c auf und der Integraloperator

(Ma)(x) :=2 / v(z) x rot, {®(z,y)aly)} ds(y), x € dD (4.2)

oD

bildet diese in sich ab. Diesen Charakter wollen wir bei der Transformation erhal-
ten, damit wir auf der Sphére im Gegensatz zu Ganesh und Hawkins nur vektorielle
Kugelflachenfunktionen vom Typ ¢ = 2,3 verwenden kénnen. Mit Hilfe der Abbil-
dungseigenschaften der Funktionalmatrix zur Parametrisierung ¢ kénnen wir eine
Losung fiir dieses Problem in Abschnitt 4.1 angeben.

Die hierdurch erhaltene sphérische Integralgleichung soll wieder mit einem volldis-
kreten Galerkin-Verfahren geltst werden. Hierzu miissen wir den, nun vektoriellen
Integraloperator, approximieren. Auch bei dieser Approximation ist darauf zu ach-
ten, dass die tangentiale Natur des Problems nicht zerstért wird. Diese Diskretisie-
rung behandeln wir in Abschnitt 4.2.

Nachdem wir unser vektorielles Verfahren hergeleitet haben, behandeln wir in Ab-
schnitt 4.3 schliefflich die Implementation der Methode. Hierbei gehen wir analog
zum skalaren Verfahren vor, damit wir die Vorteile, die von Wienert entdeckt wur-
den und zu einem Berechnungsaufwandt O(n®) fiihren, beibehalten kénnen. An-
schliefend machen wir uns in Abschnitt 4.4 Gedanken zur Konvergenzanalyse des
Verfahrens und beurteilen die Methode schliellich noch in Abschnitt 4.5.

4.1 Transformation auf die Sphére

Wir wollen nun die Integralgleichung (4.1) auf die Einheitssphéire transformieren
und hierbei den tangentialen Charakter erhalten. Hierzu ist die kurze Vektor-Form
des Integraloperators in (4.2) ungeeignet. Wir geben daher eine etwas komplizierte-
re, jedoch fiir unser Vorhaben geeignetere, Matrix-Version an. Hierbei zerlegen wir
den Integraloperator sofort so, dass wir eine dhnliche Form wie in Abschnitt 3.1
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erhalten. Dazu betrachten wir den Integranden:

2v(x) x rot (P(z,y)aly)) =
2{V,@(z,y) ® [v(z) —v(y)] — v(z) - V,P(z,y) I} aly).

Verwenden wir nun

el fik(e —y)  (x—y)
VaR(@y) = = (|x—y\2 ‘\x—y\?»)

und .
6m|:c—y| = Cos(,tg|;)j — y|) +1 sin(/—c|:L’ - y|) )

so erhalten wir folgende Zerlegung;:

Ma)(e) = [ [ M)+ Moo | atm)ast), (43)

|z — y|

Hierbei sind die matrixwertigen Kerne M; und M, wie folgt definiert (i = 1,2):

Mie.y) = M) e =) @ (@) — v(y)
Miala) (o) - (0 = 9) T+ Mgl )
mit
Mia(e,y) = —5-8°@0), Mia(e,y) = —Mia(e,y)
Mus(r,y) = 5wS"(a,9) la) - (2 ) T~ (2~ 4) @ (v(x) —v(y))
Mos(ry) = o (RS y) = S(ny)k . Mysley) =~ My (a,y)

sin(rlz—y|)
S(e,y) = cos(rle —yl), S(x.y) :={ o 0 TP

K, r=Yy

Die Matrix My 3 ist die Nullmatrix. Die Funktionen M/ ; sind unendlich oft diffe-
renzierbar auf R3 x R3. Weiter weisen wir darauf hin, dass M, rein reell und M,
rein imaginér ist. Eine erste wichtige Aussage gibt uns das folgende Lemma:

Lemma 4.1 Fir die matrizwertigen Funktionen M (z,y) und Ma(x,y) mit z,y €
oD gilt:

Ml(x,y) : Ty - Tx> Mg(x,y) : Ty - Txa

wobei T, bzw. T, den Tangentialraum an x € 0D bzw y € 0D bezeichnen.
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Beweis:  Es sei a € R3 tangential bzgl. y € 0D, d.h. es gilt v(y) - a = 0. Dann
erhalten wir fiir x € 9D:

) Milogla = ~5 T bla) - (o = )] () = vi) -
1 5%x,y)
+% |x—y|2 [V(ZL’) ’ (l’_y)] [V($) -CL]
o 18 ey) { @) - (2 = )] (@) -l
~ (@) (z = )] [(W(2) = v(y) - al }
= 0.
Eine analoge Rechnung zeigt, dass auch v(x) - My(z, y)a = 0 gilt. 0

Unser weiteres Vorgehen sieht nun wie folgt aus:

Wir transformieren die Integralgleichung (4.1) mit dem Integraloperator (4.3) durch
Substitution von x = ¢(§) bzw. y = ¢(n) auf die Sphire (£,n € 0B):

lq(&) —a(n)

—M(g(€).a(n))

alq(€)) + / [Ml(q“”qu) T Ma(a(€), a(n) | ala(n)) T(m)ds(n) = 2e(a(€)).
0B -

Die tangentiale Natur der Gleichung erhalten wir, indem wir die Funktionalmatrix
D, der Parametrisierung ¢ ergénzen:

+/Dq_é> M(q(€), a(1) Dy Dy ala(n)) J(n)ds(n) = 2 Dy e(a(€)) -

Die Matrix D, ist invertierbar, da nach Voraussetzung stets J # 0 gilt. Zu einer
sphérischen Integralgleichung kommen wir nun durch die folgenden Definitionen:

a(§) = q(g ya(q(§)) (4.4)
&) = q(g c(q(€)) (4.5)
1\711(&77) = q(g R(&,n) Mi(q(€), q(n)) J(n) Dy (4.6)
M2(5ﬂ7) = Dq(g 2(a(£),a(n)) J(n) Dy - (4.7)

Hierbei haben wir bei der Definition von Ml sofort die Funktion

& —n)

RE&m = pey=atm)
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ergidnzt, was uns zu einer radialen Singularitdt fithrt. Die sphérische Gleichung
lautet dann:

~ 1\711(5777) a ~ o=
a(¢) +6é mem] a(n)ds(n) =28(), €€0B  (48)

- -

=:(Ma)(€)

Die tangentiale Natur dieser Integralgleichung ergibt sich nun aus dem folgenden
Lemma:

Lemma 4.2 Fir&,n € 0B und x,y € 0D mit q(§) =z und q(n) =y gilt:
i) Das Vektorfeld a ist tangential bzgl. der Sphdre, d.h. fir ¢ gilt £ - a(§) = 0.
i) Die Kerne My (€,n) und My(&,n) besitzen folgende Abbildungseigenschaft:

M;,: T, —T:, i1=1,2.

Beweis:
i) Nach Definition (4.4) gilt
a(€) = DL a(g(€),

wobei das Vektorfeld a tangential bzgl. x = ¢(§) € 9D ist. Die Aussage folgt
nun sofort aus der Abbildungseigenschaft

Dy : Te — T, (4.9)

der Funktionalmatrix und der Forderung, dass die Jacobi-Determinante stets
ungleich Null ist.

ii) Wir beginnen mit
M (€,7) = Dy R(&m) Mi(q(€), a(1)) J(n) Dy -

Da R und die Jacobi-Determinante J skalare Funktionen sind, geniigt es, die
Abbildungseigenschaften des Matrizenprodukts

Dy Mi(q(€), a(1)) Dy

zu betrachten. Nach Lemma 4.1 und (4.9) ergibt sich die Behauptung aus dem
folgenden, kommutierenden Diagramm:
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RM,J
T, T,

Die Behauptung fiir den zweiten Kern M, kann analog bewiesen werden.
O
Mit Hilfe des orthogonalen Projektors P, aus (2.29) konnen wir nun auf dem

Raum der tangentialen Kugelflachenfunktionen vom Grad kleiner gleich n folgendes
Galerkin-Verfahren angeben:

Gesucht ist eine Nidherungslosung a, € € x,, die folgende Gleichung erfiillt:
v=1
an + PpoMa, = 2P,¢. (4.10)

Analog zum skalaren Fall aus Kapitel drei erhalten wir ein semidiskretes Verfahren,
indem wir unseren Approximationsoperator L, anwenden:

Gesucht ist eine Nidherungslosung a,, € € x,, die folgende Gleichung erfiillt:
v=1
ap + LyMa, = 2L,¢. (4.11)

Im néchsten Abschnitt diskretisieren wir den Integraloperator M, um ein volldis-
kretes Galerkin-Verfahren zu erhalten.

4.2 Approximation des Integraloperators

Wir gehen bei der Diskretisierung analog zum skalaren Fall in Abschnitt 3.3 vor.
Da wir nach Definition (4.6) durch die Funktion R in Gleichung (4.8) bereits eine
radiale Singularitéit vorliegen haben, konnen wir direkt mit der Transformation der
Singularitéit auf den Nordpol beginnen. Diese Transformation ist auch hier nétig,
um hinreichend glatte Funktionen zur Approximation mit L, zu bekommen.

Hierzu fithren wir wieder die orthogonale Matrix T, ein, die dadurch definiert wird,
dass sie £ € OB auf den Nordpol abbildet:

Tel = .

Mit Hilfe dieser Matrix konnen wir nun folgende Transformation definieren:
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Definition 4.3 Wir definieren die Transformation 7 mit { € OB fiir skalare Funk-
tionen F', Vektorfelder f und matrixwertige Funktionen A auf 0B wie folgt:

cF(n) = F(Tg'n)
72f() = Tef(T¢'n)
A() = TeA(T{ )T
OB

Fiir Funktionen, die auf 0B X
entsprechend:

B definiert sind, modifizieren wir die Definition

Tef(n,¢) = Tsf( <, T C)

TeA(n,¢) = TA(T ', T OT, .
Wir haben die Definition dieser Transformation fiir Vektorfelder und Matrixfunk-
tionen entsprechend angepasst. Dies hat mehrere Griinde, auf die wir spéter noch
eingehen werden. Als erste Begriindung verweisen wir auf Satz 2.34. Hier sehen wir,

dass gewisse Invarianzeigenschaften bzgl. dieser Transformation bestehen, wodurch
sich die obige Definition in natiirlicher Weise anbietet.

Wir starten nun mit unserer Approximation, indem wir beim Operator

waye = [ m{g;ﬁ) T ML(e, 77)] i(n) ds(n)
0B

zweimal die Identitat I = Tgl T, ergidnzen:

T 1\7[1(5777)T§1
€=l

Maye) =" |

oB

+Te My(&,m) T | Tea(n)ds(n).

Verwenden wir dann T¢§ = n, Ten = 7, die Transformation aus Definition 4.3 und
die Invarianz der euklidischen Norm bzw. des Oberflichenmafles, so erhalten wir:

72]-\7-[1 (,ﬁ'7 77)

Wae) =7 [ |

0B

+ TeM (i, 77)] Zea(n) ds(n) -

Diesen transformierten Integraloperator wollen wir nun analog zum skalaren Fall
durch Anwenden des Approximationsoperators L,, diskretisieren. Anschlieend wol-
len wir Folgerung 2.23, Lemma 2.24 und 2.26 auf die Integrale

/ i ds) wd [y asti

0B
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anwenden. Dies ergibt jedoch sowohl tangentiale als auch normale Kugelflichen-
funktionen bzgl. n, die unseren tangentialen Charakter zerstoren. Hier helfen uns
aber die Modifikationen fiir Vektorfelder bzw. Matrixfunktionen in Definition 4.3.
Es gilt ndmlich nach Lemma 4.2 fiir 1 = 1, 2:

- TeM (0, 9) Tea(n) = (Te) - TeM(Tg M, T ') T ' Tea( Ty ')
= & T 'TMi(¢,m)aln)

= 0.

Daher ist auch das Integral tangential bzgl. 7 und wir kénnen den Projektor
Pn)=I-n®n
einfiigen:

(Ma)(e) =1 PG [ [

0B

IO T, n)] Teai) ds(i)

Approximieren wir nun durch Anwenden von L,,, so verschwinden alle normalen
Anteile und wir erhalten einen tangentialen Ausdruck bzgl. n, der durch Anwen-
dung von Tgl tangential bzgl. £ € 9B wird. Damit haben wir die urspriingliche,
tangentiale Natur der sphérischen Gleichung (4.8) erhalten. Wir definieren also den
diskreten Integraloperator wie folgt:

(M7a)E) = T PG / L { TV ) Tl } ) s

T P() / L. { MG, ) Tea(.) b (3) ds(i)
oB
Hierbei stellen wir an n’ = n/(n) wieder die Bedingung, dass zwei positive Konstan-
ten ¢; und ¢y existieren mit:

(1+ec)n<n' <con.

Die Definition des diskreten Integraloperators besitzt dieselben Vor- bzw. Nachteile
wie die analoge Definition in Abschnitt 3.3. Verwenden wir jedoch auch hier wieder
die Parametrisierung p der Sphére und die Fortsetzung in, so bekommen wir die
folgende dquivalente Form

2T ™

(MYa)e) = TP() / / £ { TN (1, p()) Tea(p() } (0,0) cos(0/2)d0 do

FTP( / / {TeNL 5. p() Tealp() } (6. ¢) sin(8)db dor.

0 0
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Hier tritt die Schwierigkeit, dass die glatten Integralanteile nicht im Definitionsbe-
reich des Approximationsoperators liegen konnen, nicht mehr auf.

Wir erhalten also schliellich das folgende, volldiskrete Galerkin-Verfahren:

Gesucht ist eine Nidherungslosung a, € € x,, die folgende Gleichung erfiillt:

v=1

apn + LyM™ a, = 2L, (4.12)

4.3 Implementation

Wir gehen nun auf die konkrete Implementation des volldiskreten Galerkin-Verfah-
rens (4.12) ein. Hierbei versuchen wir, analog zu Abschnitt 3.4 vorzugehen. Dies
gelingt uns auch, jedoch miissen wir an einigen Stellen leichte Modifikationen vor-
nehmen. Auf diese Besonderheiten wollen wir hier speziell eingehen. Wir betrachten
die folgende Variante des Galerkin-Verfahrens:

n
Wir suchen eine Néherungslésung a,, € € x,, welche
v=1

(G, Wp)m + (./\;l"/an, Wp)m = 2(C, Wy)m (4.13)

fiir alle w,, € @ x, erfiillt.

v=1

Machen wir fiir a,, den Ansatz

und wéihlen w, = yl(,i’)k, mit i = 2,3, ' < n und |[K'| < U, so erhalten wir das

Gleichungssystem

n

3
Z Z {0 O O + Mg iaie } az(fii = 2(c, yz(f;z/)

i=2 =1 |k|<I

fir i’ =2,3; ' <0; |K| <I'. Nun wollen wir die Matrix genauer angeben:

\Y I (M, 'yz(12>yz(f212')
2n+1 n+1

Z Z Hor VS 'yl k prs) yl(’ 12’ (pT’s) .

r=0 s=1
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Wenden wir Folgerung 2.23, Lemma 2.24 und 2.26 an und definieren die Matrizen

3 n
B, = 3.3 > Gua) y(m) @y (pes) (4.14)
i=2 1=1 |k|<I
e 1 - 1
n! . 2 . 2
Cr’s’ = ? -t ® yizl(pr’S’) - ? ® y§,1)(p7”8’) (4 15)
0 0
mit
s l [+1
G ) =
ez () 20+ 1 <2l+3+2l—1)
47
G ) =
() 20+ 1’
so erhalten wir schlie3lich:
2n+1 n+1 2n'+1n'+1 3
’l’k’ glk  — Z Z,UTVS Z Z,UT’VS { rl's M (napr’s’)
r=0 s=1 r'=0 s'=1

+ Cr Y %75M2 (n pr”S’)} %rsyl(llz (pr Is! ) yl(’ik2 (pm) :

Wie im skalaren Fall in Abschnitt 3.4 miissen wir transformierte Kugelflichenfunk-
tionen berechnen. Durch (3.40) konnte der Aufwand reduziert werden. Dies wollen
wir auch im vektoriellen Fall erreichen. Hier hilft uns aber erneut die spezielle De-
finition 4.3 der Transformation 7;. Wir finden in Lemma 2.33 :

Te (o' Yirl©)) = o (TeYi(€), i=1,2,3,€ € 0B

Wenden wir dies an, so ergibt sich mit (3.40) schliefllich:

prsylk = Z Fslkke i(k—k)o (,12 (4.16)

k<t

Wir kénnen also im vektoriellen Fall ebenfalls mit F;;, arbeiten, vollig analog zur
skalaren Methode. Dann sieht unsere Matrix M wie folgt aus:

2n+1 n+1 2n'+1n'+1 ~
W'k ulk = Z ZMTVSTPTS Z ZMT’VS { s M (napr’s’)
r=0 s=1 r’'=0 s'=1
+ C;Ls 7;%5 n ) Drrs! } Z lkke ( )(pr’s’> yl(}]i/)<prs) .
k| <

Wir haben hier die Typen der vektoriellen Kugelflachenfunktionen nicht, wie sonst
tiblich mit 4 und 7', sondern mit uund u' bezeichnet, um eine Verwechslung mit der
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komplexen Zahl 7 zu vermeiden. Diese Notation behalten wir nun bei.

Nachdem wir die Matrix aufgestellt haben, wollen wir die einzelnen Summen wieder
zerlegen, wie in Abschnitt 3.4. Dies ist jedoch zunéchst einmal nicht ohne weiteres
moglich, was daran liegt, dass wir skalare Kugelflichenfunktionen nach Satz 2.3 wie
folgt schreiben kénnen:

Y, 1(0,0) = cf Pllk‘(cos 0) e

Wir sehen, dass die [-Abhéngigkeit nur beim Legendre-Polynom auftritt. Daher
konnen wir die Kugelflichenfunktionen bei der Aufstellung unserer Hilfsgrofien
“trennen”, in einen nur von k und ¢ abhingigen Teil und einen Anteil, der von
[,k und 6 abhéngt. Dies ist wichtig, da sonst die erste HilfsgroBe E_ ; zusétzlich
noch von [ abhéngt (vergleiche mit Abschnitt 3.4).

Fiir die vektoriellen Kugelflachenfunktionen vom Typ u = 2 finden wir bei Feng-
ler [12] im Anhang (Der Faktor (—1)* wird bereits in (2.8) beriicksichtigt. Es ist
t = cos#.):

@ 1 1 Kl py o oo
Yk (n) = Cf P e ik Cos ¢ (4.17)
VIE+1) | vV1I—=¢ 0
/ —tcos ¢
+ V1 —t2cf le (t)e™® | —tsing
Vi

Da im ersten Summand die Legendre-Funktion PIW und im zweiten die Ableitung

Pl‘ky auftritt, konnen wir hier nicht wie im skalaren Fall "trennen”. Wir schlagen
daher Folgendes vor:

Wir formen (4.17) um:

@y 1 b plkl gy () K plkl 1y 52
i = s {d PO al o+ d B 0l 0) )
mit
1 —sin¢
oz,(f)(t,qb) = — ek cos ¢
1—1t2 0
—tcos ¢

ﬁg)(t, ) = V1I—12e* | —tsing
JisE
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Die Kugelflachenfunktionen vom Typ u = 3 ergeben sich dann vollig analog, wenn
wir

P (t,0) = p(t.d) x ol (t, ¢)
Bt ¢) = p(t,¢) x B (t. )

verwenden. Benutzen wir fiir den Kern folgende Abkiirzung
K, = B?’ls' Ty, 1\711 (pT’S?prs ) + C s Lo, M2 (pmap:/;l) )

so erhalten wir wie im skalaren Fall die folgenden Hilfsgréfien und die Matrix M:

2n/+1
Elor = Z fir Ky T, (Cos Oy, b)
2n'+1 ) )
ESB::’I} - Z /J“T” KT’/ T;lé ﬁéu) (COS 98/, QST/)
r’'=0
n'+1 ) ) i
Do = Z Vs { kP‘M(COSGs') +cl P‘ |(cos€ >Esﬁr:’k}
u i(k—k)pr yu
srlk = Z FSlkk 6( ? Dsrlk
|k|<i
2n+1

Ehadl ! /
B;lk’ui: - Z :uT prS srlk) : O‘g/ (COS 987 ¢T)

2n+1

BSB];}LI}:;L = Z ’LLT p'r-é ;LT’”C) ' /6;:/, (COS 937 ¢7‘)

n+1

K
Muyvk wk = ZVS (B;J‘k?”f ' P (cos,) + BZ & PIF (cos 6, ))

s=1

Wir weisen darauf hin, dass die ersten vier Gréfen vektoriell sind, wiahrend die ande-
ren skalar sind. Zum besseren Vergleich mit den Groflen in Abschnitt 3.4 verwenden
wir jedoch keine unterschiedliche Notation, die diese Eigenschaft hervorhebt.

Betrachten wir den Berechnungsaufwand, so fillt auf, dass dieser ebenfalls O(n?) ist,
da wir wieder fiir jedes Matrixelement maximal 2n’ + 2 Groflen addieren miissen.

Zur Implementation der auftretenden, vektoriellen Grofien, insbesondere der Ku-
gelflichenfunktionen, verweisen wir auf den Anhang 8.3 und die Dissertation von
Fengler [12].
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4.4 Gedanken zur Konvergenzanalyse

Bevor wir zur abschliefenden Bewertung der vektoriellen Methode kommen, wollen
wir uns in diesem Abschnitt noch kurz mit der Konvergenzanalyse des Verfahrens
beschéftigen. Auf Grund der engen Verwandtschaft unserer Methode zur Spektral-
randintegralmethode von Graham und Sloan (siehe [21]) scheint es sinnvoll, ihren
Konvergenzbeweis genauer zu untersuchen. Diesen Weg gehen auch Ganesh und
Hawkins bei ihrer Analyse in [17] und [19].

Betrachten wir zuerst die Integralkerne: Wir verwenden dieselbe Aufteilung des In-
tegraloperators wie Ganesh und Hawkins in [17] (vgl. mit (4.3)). Daher kénnen wir
ihr Resultat aus dem Anhang B iibernehmen und wissen, dass die Kerne geniigend
glatt sind. Der Beweis dieser Glattheit geht auf Graham und Sloan zuriick ([21],
Lemma 4.6) und wird analog gefiihrt wie im Beweis zu Lemma 3.2.

Nach Sloan (private Kommunikation im Januar 2007), sind zwei weitere Punk-
te ausschlaggebend fiir den Beweis der superalgebraischen Konvergenzordnung im
skalaren Fall:

1.) Fiir die Norm des Approximationsoperators gilt

1L0]le < cn'™ mit €>0.

2.) Fiir Funktionale der Form

2r ™

2u(F) = [ [ F6.0)1(6)d0 a0

mit stetiger Kernfunktion H und F € C(A) gilt:
Ty(L,T) =TIy(T), firalle TeT,, (4.19)

wobei T,, den Raum der komplexwertigen, trigonometrischen Polynome vom
Grad kleiner gleich n in 6 und ¢ bezeichnet, die reflexionssymmetrisch sind,
d.h. es gilt T(0,¢) = T(—0, ¢ + ) fiir alle 0, ¢ € R.

Wir betrachten diese beiden Punkte nun etwas genauer:

Wienert hatte in seiner Dissertation ([64], 1990) nur eine Normabschétzung der
Form ||£,]|cc < Cn? zur Verfiigung. Dies ist ein Grund dafiir, dass er nicht die
Konvergenz seiner Nystrom-Methode zeigen konnte. Die Forderung, dass die Norm
von der Ordnung O(n'~¢) ist, geht an mehreren Stellen im Konvergenzbeweis von
Graham und Sloan ein:
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e beim Existenzbeweis einer Losung zum urspriinglichen und zum semidiskre-
ten Galerkin-Verfahren (Thm. 3.1); diese Aussage wird anschieflend dazu
benétigt, die Existenz einer Losung des volldiskreten Verfahrens zu zeigen
(Abschnitt 4.3);

e bei der Abschitzung zur Approximationsgiite des diskreten Integraloperators
(Thm. 4.2);

e beim Beweis der superalgebraischen Konvergenz des volldiskreten Galerkin-
Verfahrens (Abschnitt 4.3);

Gerade beim ersten Punkt, der letztendlich auch im Konvergenzbeweis zum volldis-
kreten Verfahren benotigt wird, lasst sich der Beweis mit einer schlechteren Norm-
abschitzung der Ordnung O(n®) (« > 1) nicht mehr fithren. Auch bei den Kon-
vergenzuntersuchungen von Ganesh und Hawkins spielt dies eine wichtige Rolle. In
[17] verwenden sie komponentenweise skalare Kugelflichenfunktionen zur Diskreti-
sierung und sind daher in der Lage, die Ergebnisse fiir £,, aus Satz 2.13 auf ihren
vektoriellen Operator zu iibertragen ([17], (A.10)). Bei ihrer Hybridmethode benut-
zen sie zwar zur Diskretisierung des Integraloperators wieder die komponentenweise
definierten Kugelflichenfunktionen, als Ansatzraum ihres Galerkin-Verfahrens fun-
giert aber der Raum der vektoriellen Kugelfiichenfunktionen nach Definition 2.20.
Deshalb tritt hier auch der vektorielle Approximationsoperator L,, aus (2.30) auf.
Am Ende von Abschnitt 3.2 in [19] erwihnen sie, dass sich die Konvergenzbe-
trachtungen aus [17] iibertagen lassen, falls - wie beim skalaren Operator - auch
L, |loe = O(n'7¢) mit € > 0 gilt, wovon sie ohne weiteren Beweis ausgehen.

Unsere Betrachtungen aus Abschnitt 2.3.4 und die Uberlegungen aus dem Anhang
8.2 zeigen jedoch, dass wir in diesem Fall nicht ohne weiteres die skalaren Ergeb-
nisse iibertragen konnen. Sie deuten sogar eher darauf hin, dass dies nicht moglich
ist. Da es, soweit wir wissen, keine weiteren Aussagen zur Normabschétzung fiir
L, : t(0B) — t(0B) gibt, konnen wir bisher nur

1Ll < cn®? (4.20)

verwenden, was nicht ausreichend ist. Zur Frage, wie scharf diese Abschitzung ist,
verweisen wir auf Abschnitt 2.3.4. Hier gehen wir auch weiter darauf ein, wie ein
Beweis, der die Optimalitdt von (4.20) zeigt, aussehen kann.

Neben der Frage nach der Approximationsgiite des Operators L, ist Punkt 2.)
genauso entscheidend. Um festzustellen, wie gut der diskrete Integraloperator M,
den Integraloperator M approximiert, wird Eigenschaft (4.19) im Beweis zu Thm.
4.2 in [21] bendtigt: Das ”Herzstiick der Analysis” in diesem Beweis ist, dass im In-
tegral nach (4.19) trigonometrische Polynome ergénzt werden kénnen. Anschliefend
werden dann die guten Approximationseigenschaften dieser Polynome ausgenutzt,
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um die gewiinschte Approximationgiite von M, zu erhalten.

Es stellt sich nun die Frage, ob Eigenschaft (4.19) im vektoriellen Fall auch giiltig
ist. Ein erstes Problem taucht auf, wenn wir analog zum Raum T,, vektorielle trigo-
nometrische Polynome verwenden wollen. Fiir skalare Kugelflichenfunktionen gibt
Satz 2.6 den Zusammenhang zu sphérischen Polynomen und somit zum Raum T,
an (siche auch [21], (4.26)). Nach Satz 2.21 gilt Ahnliches fiir die vektoriellen Ku-
gelflachenfunktionen nicht.

Wir versuchen daher zunéchst einmal zu kldren, ob Eigenschaft (4.19) iiberhaupt fiir
vektorielle Kugelflichenfunktionen gilt. Hierzu finden wir bei Ganesh und Hawkins
([17], (A.7) und Remark 2), dass dies fiir die komponentenweise definierten Kugel-
flichenfunktionen der Fall ist, aber bei vektoriellen Kugelflichenfunktionen, wie wir
sie verwenden, nicht gilt. Leider wird hierauf nicht nédher eingegangen.

Laut Sloan (private Kommunikation im Januar 2007) besteht die entscheidende Ei-
genschaft, die eine nicht konstante Funktion besitzen muss, damit (4.19) gilt darin,
dass die Rechteckregel bzgl. der ¢-Integration exakt ist und gleichzeitig mit dem
Integral verschwindet (vgl. auch [21], Lemma 4.10 und 4.11). Deshalb betrachten
wir nun die Integration von vektoriellen Kugelflachenfunktionen bzgl. ¢ bei festem

0:

Fiir Kugelflachenfunktionen vom Typ ¢ = 2 finden wir bei Fengler ([12], (15.3)):

yDy) = ! ! Pl e*? ik ;s?f (4.21)
b Jil+n | vi—e 't 0 '

—tcos¢
+ V1 —t2cf le (t)e™® | —tsing :
V1—¢t?

wobei t = cos 6 verwendet wird. Wahlen wir nun z.B. [, kK = 1, so erhalten wir bei
festem t € [—1,1]:
21 1 1
2) | 2 :
Yypt,@)do=—7(r+t°m) | i | . (4.22)
;o v2 0

Dieser Ausdruck verschwindet jedoch fiir kein ¢ € [—1, 1]. Daher besitzen die vek-
toriellen Kugelflachenfunktion nicht die entscheidende Eigenschaft, die nach Sloan
zum Beweis von (4.19) nétig ist.

Zusammenfassend haben wir also in diesem Abschnitt festgestellt, dass zum Beweis
der Konvergenz unserer vektoriellen Methode nach Graham und Sloan die beiden
wichtigsten Eigenschaften (vermutlich) nicht erfiillt sind. Daher kann ohne weiteres
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zunéchst einmal keine komplette Konvergenzanalyse durchgefiihrt werden. Einen
wichtigen Schritt zur Klirung der Konvergenzfrage haben wir in Abschnitt 2.3.4
gemacht, indem wir versucht haben, die Frage nach der Lebesgue-Konstante von
L,, zu beantworten. Jedoch gibt es auch hier noch offene Punkte bzgl. der Norm-
abschitzung der orthogonalen Projektion, die zuerst geklart werden sollten. Wird
hierbei herausgefunden, dass tatsdchlich nur (4.20) gilt, so muss ein komplett neuer
Konvergenzbeweis, der sich nicht an Graham und Sloan orientiert, gefunden werden.

4.5 Bewertung

Kommen wir nun zur abschliefenden Bewertung der vektoriellen Methode:

Wir haben, wie auch schon in Kapitel drei, besonderen Wert darauf gelegt, die tan-
gentiale Natur der Integralgleichung zu erhalten und auszunutzen. Dies ist uns mit
dem in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren gelungen. Mit Hilfe der Abbildungs-
eigenschaften der Funktionalmatrix (4.9) und den angepassten Transformationen
aus Definition 4.3 haben wir erreicht, dass die transformierte Integralgleichung ihre
tangentialen Eigenschaften auch auf der Sphére behilt. Dies fithrte dazu, dass uns
bei der vektoriellen Methode tangentiale Kugelflichenfunktionen vom Typ i = 2,3
geniigt haben. Damit ist dieses Verfahren das erste, welches nur mit tangentialen
Ansatzfunktionen arbeitet und trotzdem auf allgemeinere Streuobjekte angewendet
werden kann.

Ziehen wir nun einen Vergleich zu anderen Spektralverfahren fiir die Maxwell-
Gleichungen: Die 1996 von Nestel vorgeschlagene Methode in seiner Dissertation
[49] kann nur auf Kugeln angewendet werden und wurde praktisch nie getestet. Sie
ist eher als ein erster Versuch zu sehen, die Ergebnisse der akustischen Streuung
auf den elektromagnetischen Fall zu iibertragen. Daher wollen wir unser Verfahren
mit den Arbeiten von Ganesh und Hawkins ([17], [18] und [19]) vergleichen. Als
Erstes fillt sicherlich auf, dass in [18] und [19] auch mit normalen Kugelflachen-
funktionen gearbeitet wird. Dies hat gegeniiber unserer Methode den Nachteil, dass
die Dimension der verwendeten Ansatzriaume grofler ist, wodurch sich auch das dis-
krete Gleichungssystem am Ende des Verfahrens vergréfiert. Es spricht aber noch
ein zweiter Grund gegen die Verwendung von normalen Ansatzfunktionen: Die In-
tegralgleichung besitzt tangentialen Charakter, daher ist es das Natiirlichste, dass
bei der Diskretisierung nur tangentiale Vektorfelder verwendet werden.

Neben diesem auffalligsten Unterschied gibt es aber noch weitere: Durch eine genaue
theoretische Betrachtung der verwendeten vektoriellen Kugelflichenfunktionen, die
wir im Grundlagenkapitel durchgefiihrt haben, waren wir in der Lage, auch im
vektoriellen Fall die skalare Quadraturformel zu verwenden. Ganesh und Hawkins
benutzen zwar auch die GauB-Rechteck-Regel, jedoch mit 2(n+2)? Quadraturpunk-



4.5 Bewertung 95

ten, was 4n + 6 Punkte mehr sind als bei uns. Nach Lemma 2.37 geniigt aber schon
unsere geringere Anzahl an Quadraturpunkten.

Wir hatten zu Beginn der Betrachtung bereits die angepasste Transformation aus
Definition 4.3 erwdhnt: Betrachten wir Satz 2.34, so scheint diese Modifikation na-
hezuliegen. Bei Ganesh und Hawkins wird jedoch die aus dem skalaren Verfahren
bekannte Transformation benutzt.

Trotz dieser Unterschiede und scheinbaren Nachteile belegen die numerischen Er-
gebnisse von Ganesh und Hawkins, dass ihre Verfahren gute Ergebnisse liefern und
eine akzeptable Konvergenzordnung besitzen. Nur das Verfahren aus [18] zeigt eine
leicht verschlechterte Konvergenz. Die anderen Verfahren, bei denen komponenten-
weise definierte Kugelflichenfunktionen bzw. eine Kombination mit den vektoriellen
Kugelflachenfunktionen verwendet wird, konvergieren fiir glatte Daten superalge-
braisch. In [17] findet sich sogar eine komplette Konvergenzanalysis hierzu. Auf die
Probleme im Zusammenhang mit einem Konvergenzbeweis fiir das Verfahren aus
[19] sind wir im letzten Abschnitt schon eingegangen.

Fiir unsere vektorielle Methode liegen leider noch keine numerischen Ergebnisse vor
und wie wir in Abschnitt 4.4 bereits ausgefiihrt haben, ist auch die Frage nach
der Konvergenz bzw. der Konvergenzgeschwindigkeit noch vollig offen. Unabhéngig
davon, was zukiinftige Untersuchungen und numerische Beispiele ergeben werden,
scheint es dennoch interessant zu sein, die genannten Vorteile unserer Methode auf
die Verfahren von Ganesh und Hawkins zu iibertragen und mit ihren Ideen zu kom-
binieren.

Vergleichen wir nun zum Abschluss noch die vektorielle Methode mit dem skalaren
Verfahren aus Kapitel drei: Bei der urspriinglich vorgeschlagenen skalaren Methode
stellten wir eine schlechtere Konvergenz fest. Nach einer genauen Analyse des Ver-
fahrens konnten wir diese Konvergenzresultate erkldren und haben entsprechende
Modifikationen angegeben. In der Beurteilung in Abschnitt 3.7.3 haben wir gese-
hen, dass diese Modifikationen zwar die urspriinglichen Probleme beseitigen, jedoch
dafiir das Verfahren komplizierter werden lassen. In diesem Punkt liegt sicherlich
ein klarer Vorteil bei der vektoriellen Methode. Ein weiterer Grund, der fiir die vek-
torielle Methode spricht, ist, dass die Verwendung von Vektorfeldern, hier speziell
tangentialen Kugelflichenfunktionen, natiirlicher zu sein scheint als eine komponen-
tenweise Betrachtung, bei der zuerst das Objekt in Teile zerlegt werden musst.

Wir haben zu Beginn dieses Abschnittes schon erwéhnt, dass wir die Abbildungs-
eigenschaften der Funktionalmatrix zur Parametrisierung ¢ ausnutzen. Hier konnte
bei der praktischen Umsetzung unseres vektoriellen Verfahrens ein Probelm auf-
treten: Bei den bisherigen theoretischen Betrachtungen und Herleitungen geniigten
uns die Existenz und die Eigenschaften der Funktionalmatrix. Wollen wir unser Ver-
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fahren jedoch implementieren, so sind wir gezwungen diese Matrix konkret fiir das
gegebene Streuobjekt auszurechnen. Aus der hoheren Analysis (siehe z.B. Janich
[30]) wissen wir, dass die Parametrisierung g als eine Abbildung zwischen den beiden
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 0B und 0D aufzufassen ist. Die Ableitung
einer solchen Funktion wird mit Hilfe von Karten, die unsere Objekte beschreiben,
bestimmt. Wir haben bisher immer mit einer globalen Karte gearbeitet. Dies macht
keine Probleme bei den Operationen, die wir bisher, z.B. bei der skalaren Methode,
durchgefiihrt haben, wie etwa die Integration iitber Mannigfaltigkeiten. Wollen wir
jedoch differenzieren, so konnte es Probleme geben, da hierbei in der Regel mehrere
Karten verwendet werden miissen. Dieser Umstand konnte dazu fithren, dass wir
auch bei der vektoriellen Methode gezwungen sind, unser Streuobjekt in mehrere
Teile, die von unterschiedlichen, glatt {iberlappenden Karten beschrieben werden,
zu zerlegen.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass unsere vektorielle Methode sicher eine
echte Alternative zu den bereits bekannten Verfahren bildet und neue Impulse gibt.
Sollten sich jedoch bei einer zukiinftigen Konvergenzanalyse oder bei der prakti-
schen Umsetzung unsere oben geduflerten Bedenken bewahrheiten, so ist es trotz-
dem lohnenswert, die Grundideen und Besonderheiten unseres Verfahrens mit den
anderen Methoden zu kombinieren. Falls wir bei der Implementation dazu gezwun-
gen sein sollten, das Streuobjekt zu zerlegen, so gilt hier dieselbe Feststellung, die
wir bereits in Abschnitt 3.7.3 gemacht haben: Die Zerlegung und die Herleitung ei-
nes entsprechenden Verfahrens sind sicherlich nicht trivial, wie auch schon Ganesh
und Hawkins in [17] festgestellt haben, jedoch kénnte dies ein wichtiger Schritt
sein, um in Zukunft mit den Spektralmethoden auch andere Streuobjekte, die nicht
global iiber B parametrisiert werden konnen, zu behandeln.



Kapitel 5

Ein inverses Streuproblem als
Anwendung

Wir betrachten nun ein inverses elektromagnetisches Streuproblem als Anwendungs-
beispiel fiir die Verfahren, die wir in Kapitel drei und vier entwickelt haben. Dabei
beschreiben wir zuerst das inverse Problem genauer und zeigen anschliefend, dass
dieses Problem dquivalent zu einem System von zwei Integralgleichungen ist. Zur
Losung der ersten Gleichungen kénnen wir unsere Verfahren verwenden. Der In-
tegraloperator in der zweiten Gleichung besitzt einen sehr glatten Kern und kann
daher recht einfach mit Hilfe der GauB-Rechteck-Regel aus Abschnitt 2.3.2 behan-
delt werden.

Die Idee, das inverse Problem &quivalent als System von Integralgleichungen zu
formulieren, geht auf Kref§ und Rundell ([38], 2005) zuriick. Sie haben diese Me-
thode fiir ein inverses Problem zur Laplace-Gleichung entwickelt. Ivanyshyn und
Krefl (]29], 2006) haben dann gezeigt, dass sich diese Vorgehensweise auch auf zwei-
dimensionale inverse, akustische Streuprobleme iibertragen ldsst. Wir nutzen diese
Ideen jetzt erstmals zur Losung eines inversen, elektromagnetischen Streuproblems.
Hierbei konnen wir jedoch nicht v6llig analog zu Ivanyshyn und Krefl vorgehen, da
wir das Auftreten des elektrischen Dipoloperators N (siehe (5.6)) vermeiden wollen;
denn dieser ist nicht schwach singuldr, sondern hypersingular und kann daher mit
unseren Losungsmethoden nicht behandelt werden.

In diesem Kapitel weichen wir leicht von unserer iiblichen Notation ab. Wir verwen-
den fiir das elektrische Feld E und das magnetische Feld H die traditionelle Notation
mit Grolbuchstaben, obwohl es sich natiirlich um Vektorfelder handelt. Die weitere
Notation in diesem Kapitel orientiert sich an Colton/Kref} [7] und Ivanyshyn/Kre8
[29].

97
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5.1 Das inverse Streuproblem

Wir beginnen mit dem direkten Streuproblem, welches wir bereits in der Einleitung
hergeleitet haben und geben anschlieffend hierzu das inverse Problem, das wir be-
trachten wollen, an:

Es sei D C R3 ein perfekt leitendes, einfach zusammenhingendes Streuobjekt, das
zunéchst einen C?-glatten Rand 0D besitzen soll. Beim direkten Streuproblem ist
eine einfallende elektromagnetische Welle £° und H* bekannt und wir suchen das
Gesamtfeld E = E' + E* und H = H' + H?, welches die reduzierten Maxwell
Gleichungen

rotE —ikH =0, totH +ikE =0 in R*\ D
16st und auf dem Rand 0D die Randbedingung

vx E=0 auf 0D

erfiillt. Weiterhin soll das gestreute Feld E* und H*® eine der Silver-Miiller-Aus-
strahlungsbedingungen (1.2) oder (1.3) erfiillen, also eine ausstrahlende Welle sein.

Bei Colton und Kref ([7], Thm. 6.8) finden wir, dass dann die gestreute Welle E*
und H*® die folgende Asymptotik besitzt:

B = O {Ew(:t>+o<i)}, 2] — oo,

|z| ||
o = 5 o)) -

Der Grenzwert ist gleichméfig in alle Richtungen zu verstehen und & bezeichnet
den auf eins normierten Vektor z € R3. Wir nennen E., das elektrische Fernfeld
und H,, das magnetische Fernfeld. F., und H, sind Tangentialfelder auf der Kugel
und orthogonal zueinander.

Die Fernfelder bilden nun neben der bekannten, einfallenden Welle E?, H® die
Messdaten, mit deren Hilfe wir das unbekannte Streuobjekt rekonstruieren wol-
len. Das inverse, elektromagnetische Streuproblem wird nun wie folgt formuliert:

Wir wollen mit Hilfe einer einfallenden Welle E*, H* und dem zugehérigen Fernfeld
E bzw. H,, die unbekannte Oberflidche 0D des Streuobjekts D bestimmen.

Bemerkung 5.1 Bei dieser Problemstellung soll der unbekannte Rand durch Kennt-
nis des Fernfeldes bei nur einer einfallenden Welle rekonstruiert werden. Die Ein-

deutigkeit dieses inversen Problems ist nach Cakoni und Colton noch nicht geklért
und ein offenes Problem (siehe [4], Abschnitt 3).
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5.2 Das Problem als System von Integralgleichun-
gen

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass wir unser inverses Streuproblem aquiva-
lent als System von zwei Integralgleichungen formulieren kénnen. Wir geben hierzu
zuerst die langere Herleitung an und fassen schliefllich am Ende des Abschnittes die
gefundenen Ergebnisse in Satz 5.2 zusammen.

Ivanyshyn und Kref§ wéhlen in [29] als Ausgangspunkt ihrer Herleitung das Huy-
gens’sche Prinzip fiir akustische Wellen (siche z.B. Colton/Kref8 [7], Thm. 3.12).
Das entsprechende Prinzip fiir elektromagnetische Wellen kénnen wir nicht verwen-
den, da wir den hypersinguliren elektrischen Dipoloperator A/ vermeiden wollen.
Wir starten daher mit den Stratton-Chu-Formeln (siehe [7], Thm. 6.2 und 6.6):

Fiir Losungen E, H € c}(D) N ¢(D) zur Maxwell-Gleichung gilt:

E@)I-ﬂm/waﬂwM%w%@) (5.1)
—l—irot rot/u(y) x H(y)®(z,y)ds(y), x €D
oD
H@):'ﬁm/ﬂwXH@W@wW%ﬁ (5.2)
oD

—,irot rot/y(y) x E(y)®(z,y)ds(y), x€D.

K
oD

Fiir ausstrahlende Losungen E, H € ¢}(R*\ D) N ¢(R?\ D) gilt:

B(a) = rot [ vly) x E@)®(z.9)ds(y) (5.3)
oD
—irot rot/u(y) x H(y)®(x,y)ds(y), = cR*\D
oD
Hiz) = 1ot [ v(y) x H)(r.y) ds(y) (5:0)
oD

—I—%rot rot/u(y) x BE(y)®(x,y)ds(y), z€R*\D.
oD
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Als Néchstes wiederholen wir die Definition des magnetischen Dipoloperators M
und fiithren den elektrischen Dipoloperator N ein:

(Ma)(z) = 2 / u(z) x 1ot {a(y)®(x,y)} ds(y), = € OD (5.5)
oD
(Nb)(z) = 2v(x) xrot rot/u(y) x b(y)®(x,y)ds(y), xe€dD. (5.6)
oD

Mit Hilfe der Sprungbeziehungen dieser Operatoren und den Stratton-Chu-Formeln
erhalten wir die sogenannten Calderon-Projektoren (siehe [50], Thm 5.4 in Section
1.4.1):

Fiir Losungen E, H € c}(D) N c**(D) zu den Maxwell-Gleichungen gilt:

vxE\ -M i./\/'Q vx E (5.7)

vxH )\ —iNQ -M vx H '
Analog gilt fiir ausstrahlende Losungen E, H € ¢!(R3\ D) N c>*(R?\ D)

vxE '\ M —i./\/'Q vx FE (5.8)

vxH )\ LNQ M vx H '

Der Operator () ist hier wie folgt definiert:
Qa:=axv. (5.9)

Das einfallende Feld erfiillt (5.7) in D und das gestreute Feld (5.8) in R?®\ D.
Daher kénnen wir die zweite Gleichung von (5.7) fiir E* und H® und die zweite
Gleichung von (5.8) fiir £* und H*® betrachten. Als Erstes bilden wir das Kreuzpro-
dukt dieser Gleichungen mit der (nach aufen weisenden) Normalen v. Anschliefend
subtrahieren wir die Gleichungen. Beriicksichtigen wir die Randbedingung fiir ein
perfekt leitendes Streuobjekt, v x E = 0, so erhalten wir schliefSlich die sogenannte
Magnetfeldgleichung

b+ Mb=2uvx H) xv (5.10)

fiir die tangentiale Komponente b := (v x H) x v des magnetischen Gesamtfeldes.
Mit M’ bezeichnen wir den zu M adjungierten Operator bzgl. der Bilinearform

B(a,b) := /a~bds.

oD

Es gilt folgende Formel (siche Colton/Krefl [7] (6.44)):

M =QMQ.
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Wie wir sehen, tritt also der magnetische Dipoloperator, den wir mit unseren
Losungsverfahren behandeln kénnen, in der Magnetfeldgleichung auf.

Zur Herleitung der zweiten Gleichung betrachten wir das magnetische Fernfeld H,.

Hierzu verwenden wir nun doch noch das Hygens’sche Prinzip fiir elektromagneti-
sche Wellen (siche Colton/Krefl [7], Thm 6.22):

Es seien E°, H zwei ganze Streulosungen der Maxwell Gleichungen fiir ein perfekt
leitendes Streuobjekt. Dann gilt fiir das magnetische Fernfeld:

Heol€) = 16 x / v(y) x H(y)e "ds(y), €€ 0B. (5.11)
oD

Definieren wir nun den magnetischen Fernfeldoperator durch

(501 = 16 x [ f@) e isty), ¢€oB.fecOD),  (5.12)

so finden wir, dass die Losung 0D des inversen Streuproblems und die unbekannte
Tangentialkomponente b := (v x H) x v des totalen Magnetfeldes auf dem Rand
folgendes Integralgleichungssystem losen:

b+ Mb = 2(vx H) xv (5.13)
oD

Se(vxb) = Hy (5.14)

Um die Aquivalenz zwischen diesem Integralgleichungssystem und unserem inver-
sen Problem endgiiltig zu zeigen, nehmen wir nun an, dass der Rand 9D und das
Vektorfeld b das Integralgleichungssystem l6sen. Dann miissen wir nachweisen, dass
wir damit auch eine Losung des inversen Problems gefunden haben.

Zuerst bemerken wir, dass b auf Grund der rechten Seite von (5.13) und der Abbil-
dungseigenschaft des Operators M’ = QMQ), ein tangentiales Vektorfeld ist.

Da die einfallende Welle H* bekannt ist, kennen wir auch die Tangentialkomponente

auf dem Rand:
vx H

oD
Wir definieren dann H® und E* als Losung des dufleren Randwertproblems mit der
folgenden Randbedingung;:

—uxb—vxH
oD

Fiir die Felder £*, H*® gelten in R\ D die Stratton-Chu-Formeln (5.3) und (5.4). Die
bekannte einfallende Welle E*, H* kénnen wir durch (5.1) und (5.2) in D darstellen.

v x H?

. (5.15)



102 Kapitel 5. Ein inverses Streuproblem als Anwendung

Mit denselben Umformungen wie vorher erhalten wir die Calderon-Projektionen fiir
E', H" und E*, H® (siche (5.7) und (5.8)). Kombinieren wir wieder die zweiten
Gleichungen dieser Projektionen, so ergibt sich die folgende Gleichung:

b+ M'b=2vx H ><y+,i/\/'Q(y><E) X v,
1K

) v
oD

nach (5.15) und E := E* 4+ E" auf 9D verwendet haben. Da b nach Voraussetzung
Gleichung (5.13) 16st, ergibt sich weiter

wobel wir

b= (vx (1 + 1)

L NQwx B xv=0. (5.16)
1K

Der Operator N bildet nach Colton und Kref ([7], Thm. 6.17) tangentiale Vektor-
felder auf tangentiale Vektorfelder ab, also ist (5.16) genau dann erfiillt, wenn

NQ(v x E) =0 (5.17)

gilt, da Q(v x F) tangential ist. Der Operator N'Q ist injektiv, falls x kein innerer
Maxwell-Eigenwert ist (siehe [50], Chapter 1.4.2, §2). In diesem Fall erhalten wir
aus (5.17)

vx E=0 auf dD,

also erfiillt unser Vektorfeld £ die Randbedingung fiir ein perfekt leitendes Streu-
objekt. Nach Gleichung (5.14) besitzen F und H := H® + H' auch das korrekte
Fernfeld H.

Damit haben wir nun gezeigt, dass die Losung 0D und b des Integralgleichungs-
systems (5.13) und (5.14) das inverse Streuproblem l6st, vorausgesetzt x ist kein
innerer Maxwell-Eigenwert.

Wir fassen dieses Ergebnis im folgenden Satz zusammen:

Satz 5.2 FEs sei k kein innerer Mazxwell-Eigenwert, dann ist das inverse, elektro-
magnetische Streuproblem dquivalent zum Integralgleichungssystem

b+ Mb = 2(vx H) xv . (5.18)

S (vxb) = Hay. (5.19)

5.3 Numerische Losung des inversen Problems

Wir wollen nun das inverse elektromagnetische Streuproblem numerisch 16sen. Hier-
zu verwenden wir die Aquivalenz zum Integralgleichungssystem aus Satz 5.2. Wir
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nehmen dazu, wie auch schon in Kapitel drei und vier an, dass x kein Maxwell
Eigenwert ist. Betrachten wir nun die Gleichungen (5.18) und (5.19) etwas genauer,
so stellen wir Folgendes fest:

Bei fest vorgegebenem, C?%-glattem Rand 9D besitzt die erste Gleichung

b+ Mb=2vx H) xv
oD
eine eindeutige Losung b € t(0D). Diese Losung héngt auBerdem stetig von der
rechten Seite ab, d.h. die erste Integralgleichung ist ”gut gestellt” (well posed).

Sehen wir uns nun die zweite Gleichung
Seo (V X b) = Hy

an, so féllt auf, dass der Integraloperator S, einen sehr glatten Kern besitzt (Ex-
ponentialfunktion). Daher ist diese Gleichung, als Integralgleichung erster Art mit
kompaktem Integraloperator, stark schlecht gestellt (severely ill-posed).

Es bietet sich nun das folgende iterative, numerische Verfahren zur Losung des in-
versen Problems an:

Ausgehend von einer Startnaherung fiir den unbekannten Rand 0D berechnen wir
mit Hilfe einer der beiden Methoden aus Kapitel drei bzw. vier die eindeutige Losung
b der ersten Integralgleichung. Anschliefend verwenden wir diese Losung b in einer
linearisierten Version der zweiten Integralgleichung, um eine neue Néherung fiir den
Rand 0D zu bekommen. Diese Ndherung verwenden wir dann wieder in der ersten
Gleichung und iterieren.

Diesen iterativen Algorithmus wollen wir nun nédher beschreiben. Als Erstes fithren
wir eine spezielle Parametrisierung fiir die Ndherungen an den unbekannten Rand
ein. Bezeichnen wir mit

p(0,¢) := (sinfcos¢, sinfsin¢, cosh)”

wieder die iiblichen Kugelkoordinaten und beschréanken uns auf sternférmige Ge-
biete, so kénnen wir den Rand wie folgt parametrisieren:

Wir suchen also eine Naherungslosung fiir die Radiusfunktion r. Da wir die Verfah-
ren aus Kapitel drei und vier verwenden, fordern wir ab jetzt zusétzlich, dass diese
Radiusfunktion C'*°-glatt ist.

Auf die numerische Losung der ersten Integralgleichung (5.18) gehen wir nicht néher
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ein. Wir verweisen hierzu auf Kapitel drei und vier bzw. die darin angegebene Li-
teratur. Wir betrachten also sofort die Linearisierung von (5.19). Hierzu fithren wir
als Abkiirzung die vektorielle Dichte

v :=(vxbogq)J

ein, wobei J wie {iblich die Jacobi-Determinante der Parametrisierung ¢ der aktu-
ellen Randnéherung bezeichnet. Wir erhalten dann folgende parametrisierte Form
fiir den Fernfeldoperator:

(Sootb)(é, QE) = //¢ o~ ik0(0.6)4(0.9) gip) 9 49 d.

Um die Abhéngigkeit von der Radiusfunktion r deutlicher zu machen, bezeichnen
wir diesen parametrisierten Operator ab sofort mit S, (7, ). Diese Notation ver-
wenden auch Ivanyshyn und Kref§ [29]. Nun berechnen wir die Frechet-Ableitung
von Ss. Nach Potthast [51] erhalten wir:

2r ™

SL(r, 4, )— ) //zﬁ e~ (0.0-90.9) 1§ Y . (6, ¢)sin0dO dg .

Hierbei bezeichnen wir mit s das gesuchte Update der aktuellen Ndherung r an die
gesuchte Radiusfunktion. Weiter haben wir

C(ev ¢) = 8(97 ¢) ) p(97 ¢)
verwendet. Die linearisierte Version von Gleichung (5.19) sieht dann wie folgt aus:
Soo(r:¥) + So (1,9, 8) = Hee - (5.20)

Wir wollen diese Gleichung nun nach dem Radiusupdate s 16sen. Hierzu verwenden
wir wieder ein volldiskretes Galerkin-Verfahren. Da s eine skalare Funktion ist,
wihlen wir den Raum der sphérischen Polynome vom Grad kleiner gleich n als
Ansatzraum. Nach Satz 2.6 bilden die skalaren Kugelflichenfunktionen eine Basis
fiir P,. Wir machen daher folgenden Ansatz:

= Z Z Sik Yi,k(@ ¢)

1=0 |k|<l

Da wir iiber die Sphére bzw. (6, ¢) € [0, 7] x [0,27] integrieren und der Integral-
operator S’ einen sehr glatten Kern besitzt, bietet sich zur Approximation die
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GauB-Rechteck-Regel an (siche Abschnitt 2.3.2 und Satz 2.52). Wir erhalten dann
den diskreten Operator:

2N+1 N+1

p(e Z Z,Ur Vs'l/) € —irp(6,9)- qmp(ev ¢) " Prs 8(987¢7”)?

r=0 s=1

Séo,N( ’QZ), ):4

wobei wir die Abkiirzungen

Qrs -— q(@s, (br) y Prs = p(em (br) und wrs = ¢(‘957 ¢r>

verwendet haben. Fassen wir die rechte Seite zusammen zu:

¢:=Hy — Soo(r,7)
und verwenden das diskrete Skalarprodukt

2N+1 N+1

ZZMerf sa(br (87¢7‘)7

r=0 s=1

so ergibt sich schliellich folgendes volldiskrete Galerkin-Verfahren:

Gesucht wird eine Ndherungslésung s,, € P,,, die

(Shon(r i, 50) s wa)ar = (¢, wn)u (5.21)
fiir alle w,, € P3 Iost.

Da wir eine skalare Funktion in einer Vektorgleichung suchen, ist dieses System
natiirlich iiberbestimmt. Daher verwenden wir zur Losung die Methode der klein-
sten Quadrate. Weiter ist die Integralgleichung (5.20) schlecht gestellt, also wenden
wir zusétzlich noch auf das lineare Gleichungssystem, das aus (5.21) resultiert, die
Tikhonov-Regularisierung an.

5.4 Bewertung

Losungsverfahren fiir akustische inverse Streuproblemen werden bereits seit den
1980er-Jahren untersucht, daher existieren eine Reihe unterschiedlicher Methoden.
Diese lassen sich grob in drei Gruppen einteilen:

e [terative Verfahren
e Dekompositionsmethoden

e Sampling-Verfahren.
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Seit etwa zehn Jahren wird nun versucht, diese Methoden vom akustischen Fall auf
die verwandten, elektromagnetischen Probleme zu iibertragen. Dies ist jedoch trotz
der vielen Ahnlichkeiten nicht immer einfach, wie wir in den Kapiteln drei und vier
dieser Arbeit gesehen haben, als wir versucht haben, die Spektralrandintegralme-
thode zu iibertragen.

Ein weiteres Beispiel hierfiir ist die Faktorisierungmethode von Kirsch, die zur Grup-
pe der Sampling-Verfahren gehort. Diese wurde bereits auf viele skalare Probleme,
wie die Helmholtzgleichung und die Streuung elastischer Wellen, angewendet (sie-
he z.B. [23], [25] und [32]), jedoch ergeben sich Schwierigkeiten im elektromagneti-
schen Fall. Es scheint aber so, als seien dies eher technische Probleme im Theorieteil
(Kirsch [33]), da die numerischen Ergebnisse in der Dissertation [13] von Fischer
zeigen, dass die Methode in der Praxis gut funktioniert.

Bei der Umsetzung anderer bekannter Verfahren gab es mehr Erfolg: Eine Version
der Sampling-Methode nach Colton und Kirsch (Akustik: 1996) fiir elektromagne-
tische Probleme kann z.B. bei Colton, Haddar und Monk [6] (2002) gefunden wer-
den. Cakoni kann in [5] mit Hilfe der Sampling-Methode nicht nur die Oberflache
des Streuobjektes, sondern auch physikalische Eigenschaften rekonstruieren. Bereits
1992 findet sich bei Colton und Kref3 in der Erstausgabeim [7] in Abschnitt 7.3 ei-
ne elektromagnetische Version der Dekompositionsmethode nach Kirsch und Krefl
(Akustik: 1987) und auch zu den iterativen, newtonartigen Verfahren konnen meh-
rere Arbeiten gefunden werden (siche z.B. Hohage [27] oder Langer [40]).

Im vorliegenden Kapitel haben wir nun versucht, die relativ neue Losungsmethode
von Kreff und Rundell ([38], 2005) zu iibertragen. Diese Methode stellt eine Art
Hybidverfahren zwischen den iterativen und den Dekompositionsmethoden dar und
nutzt Integralgleichungen. Interessanterweise stellte sich heraus, dass die Ubertra-
gung zum elektromagnetischen Fall ohne gréfiere Probleme moglich ist: Die Ergeb-
nisse aus der akustischen Streuung (Ivanyshyn und Kre$,[29], 2006) gelten mehr
oder weniger auch fiir den elektromagnetischen Fall. Der einzige Unterschied be-
steht darin, dass wir, um den hypersingulédren Operator (5.6) zu vermeiden, einen
anderen Ausgangspunkt fiir die Herleitung gewéhlt haben. Dies fiihrte dann, un-
ter der Voraussetzung, dass x kein Maxwell-Eigenwert ist, zu einer gut und einer
schlecht gestellten Integralgleichung. Bei Ivanyshyn und Krefl im akustischen Fall
hingegen wird mit zwei schlecht gestellten Gleichungen gearbeitet und es gibt keine
Einschréankung an die Wellenzahl.

Bei unseren weiteren Betrachtungen fiel auf, dass die gut gestellte Gleichung (5.13)
mit Hilfe der Spektralrandintegralmethoden aus Kapitel drei und vier gelost werden
kann. Daher haben wir nicht, wie im akustischen Fall, beide Gleichungen linearisiert
und simultan geltst, sondern speziell ausgenutzt, dass wir die erste Gleichung, wenn
eine Ndherung an den Rand vorgegeben ist, ohne Probleme 16sen kénnen.
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Nun stellt sich natiirlich die Frage, welche Vorgehensweise besser ist: simultanes
oder getrenntes Losen, wobei im letzteren Fall die Gutartigkeit der Gleichung aus-
genutzt wird. Diese Frage wird bereits seit lingerem fiir die Laplace-Gleichung und
den akustischen Fall diskutiert und es existieren unterschiedliche Meinungen. In [29]
beschreiben Ivanyshyn und Krefl beide Versionen, sie wéhlen jedoch den simultanen
Losungsweg, obwohl das Losen von zwei kleineren, getrennten Gleichungen schneller
ist. Den Grund fiir ihre Entscheidung liefern die numerischen Ergebnisse, die bei
Krefl und Rundell in [38] zu finden sind. Hier wird beobachtet, dass die simultane
Losungsversion leicht bessere Ergebnisse liefert und kleinere Regularisierungspara-
meter benotigt. In Kiirze erscheint jedoch eine Arbeit von Ivanyshyn und Johansson
(siehe [28]), in der beide Versionen verglichen werden. Sie kommen zu dem Schluss,
dass beide Varianten Vor- und Nachteile besitzen und es vom jeweiligen Problem
abhéngt, welche Vorgehensweise bessere Ergebnisse liefert, wobei die Unterschiede
eher gering sind.

Zu der hier vorgestellten elektromagnetischen Variante existieren bisher noch kei-
ne numerischen Ergebnisse, da hierzu noch ein perfekt implementierter Loser zum
direkten Problem, wie in Kapitel drei oder vier vorgestellt, fehlt. Auf Grund der
Ahnlichkeiten zum akustischen Verfahren ist jedoch zu erwarten, dass die elektro-
magnetische Methode vergleichbar gute numerische Ergebnisse liefern wird. Inte-
ressant waren daher Resultate zum dreidimensionalen, akustischen Fall. Diese exi-
stieren bisher aber leider noch nicht, deshalb wird im néchsten Kapitel zunéchst
einmal die theoretische Seite dieses Problems betrachtet.
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Kapitel 6

Zur inversen akustischen Streuung
in R’

Im vorletzten Kapitel dieser Dissertation verlassen wir die elektromagnetischen
Streuprobleme und kommen zur akustischen Streuung. Speziell wollen wir ein Lo-
sungsverfahren fiir ein akustisches Streuproblem im R® angeben, welches Ahnlich-
keiten zum elektromagnetischen Problem in Kapitel fiinf besitzt. Wieder iiberfithren
wir das inverse Problem in ein dquivalentes System aus zwei Integralgleichungen,
die wir dann numerisch 16sen konnen. Wir geben in diesem Kapitel jedoch zwei
unterschiedliche Moglichkeiten an:

In Abschnitt 6.2.1 orientieren wir uns an Ivanyshyn und Kref [29] und zeigen, dass
ihr System mit zwei schlecht gestellten Integralgleichungen durch leichte Modifika-
tion auch im R?® verwendet werden kann. Danach versuchen wir in Abschnitt 6.2.2
die Herleitung aus Kapitel fiinf vom elektromagnetischen Fall auf die Akustik zu
iibertragen. Als Resultat erhalten wir dann ein System von Integralgleichungen, bei
dem eine Gleichung gut und die andere schlecht gestellt ist.

Zur Losung der beiden Integralgleichungssysteme schlagen wir wieder ein iterati-
ves Verfahren vor. Beim ersten System linearisieren wir beide schlecht gestellten
Integralgleichungen und l6sen diese dann simultan. Da bei der zweiten Variante die
erste Gleichung gut gestellt ist und mit dem Verfahren nach Graham und Sloan
[21] gelost werden kann, wéhlen wir hier dieselbe Strategie wie in Kapitel fiinf. Wir
linearisieren also nur die zweite Gleichung und l6sen getrennt.

Diese beiden Anséatze wurden fiir zweidimensionale Streuprobleme bereits verwen-
det. Ivanyshyn und Kref} [29] 16sen ihr System aus zwei schlecht gestellten Gleichun-
gen simultan. Johansson und Sleeman [31] gehen separat vor. Bei ihnen besteht das
Integralgleichungssystem jedoch, im Gegensatz zur hier vorgestellten 3d-Version,
ebenfalls aus zwei schlecht gestellten Gleichungen. Ein Vergleich dieser beiden Vor-
gehensweisen kann bei Ivanyshyn und Johansson [28] gefunden werden.

109
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Da wir bisher keine akustischen Streuprobleme behandelt haben, geben wir zuerst
eine kurze Problembeschreibung an. Fiir eine tiefer gehende Einfiihrung verweisen
wir auf Colton und Kref [7]. In diesem Kapitel iibernehmen wir die iibliche Schreib-
weise fir akustische Streuprobleme aus [7], daher notieren wir hier die akustischen
Wellen u, u* und u® mit kleinen Buchstaben, obwohl es skalare Funktionen sind.

6.1 Problembeschreibung

Wir betrachten, wie schon in Kapitel fiinf, ein Streuobjekt D C R3, das einfach zu-
sammenhingend ist und einen C2-glatten Rand 0D besitzt. Beim direkten Streupro-
blem ist eine einfallende akustische Welle u¢ bekannt und wir suchen das Gesamtfeld
u = u’ + u®, welches die Helmholtz-Gleichung

Au+rk*u=0 in R*\ D
16st und auf dem Rand 9D die Dirichlet-Randbedingung
u=0 auf 9D

erfiillt. Weiterhin soll das gestreute Feld u* die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbe-
dingung
I 0 i) = 0
im r —iku® | =
r—00 a’r’

gleichméBig in alle Richtungen erfiillen. Hierbei ist r = |z|, z € R3.

Nach Colton und Kre$ ([7], Thm. 2.5) besitzt die gestreute Welle u* folgende Asymp-

totik: ol
671&50 1
u’(x) = uooi—l—O(—)}, r| — 00,
0 =T {u@ro()}

wobei u,, das sogenannte Fernfeld von w ist.

Mit Hilfe dieses Fernfeldes formulieren wir nun, d&hnlich wie im elektromagnetischen
Fall, unser inverses Problem:

Beim inversen, akustischen Streuproblem ist das Fernfeld u., fiir eine einfallende
Welle u' bekannt und wir versuchen die Oberfliche D des unbekannten Streuob-
jektes D zu rekonstruieren.

Beim inversen, elektromagnetischen Problem existierte noch keine Eindeutigkeits-
aussage. Dies ist im akustischen Fall anders: Colton und Sleeman (siehe [8]) haben
bereits 1983 die Eindeutigkeit des vorgestellten, inversen Problems bewiesen. Hier-
bei muss aber eine Bedingung an das Streuobjekt gestellt werden. Gintides (siehe
[22]) hat diese Bedingung 2005 etwas abgeschwicht. Es gilt:
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Das vorgestellte inverse Problem ist eindeutig losbar, falls das unbekannte Streu-
objekt in einer Kugel vom Radius R enthalten ist. Hierbei gilt folgende Beziehung
zur Wellenzahl k:

kR < 4.49.

6.2 Das Problem als System von Integralgleichun-
gen

Wir wollen nun zeigen, dass das inverse Problem #duqivalent zu einem System von
zwei Integralgleichungen ist. Wie wir zu Beginn des Kapitels schon erwédhnt haben,
geben wir zwei unterschiedliche Systeme an. Das erste System ergibt sich aus dem
zweidimensionalen Streuproblem, das Ivanyshyn und Kref§ [29] behandelt haben
und das zweite System kann analog zum elektromagnetischen Fall in Kapitel fiinf
hergeleitet werden.

6.2.1 Erste Methode: Schlecht gestellte Gleichungen

Wir wéhlen, wie Ivanyshyn und Kref [29], das Hygens’sche Prinzip (siche Colton
und KreB, [7], Thm. 3.12) als Ausgangspunkt unserer Herleitung:

Das akustische Gesamtfeld u erfiillt folgende Gleichung:

. ou _
u(@) =u'(z) = [ =-(y) (z,y)ds(y), =R\ D. (6.1)
oD
Weiter gilt fiir das Fernfeld:
1 ou ikE-

u(§) = = [ 7o (y) e ™ Vds(y), €€ 0B, (6.2)

A7 | Ov

oD

Mit ® bezeichnen wir hier wieder die Grundlésung zur Helmholtz-Gleichung im R3:

pinlz—y]

) e — R? .
(2,9) ey “VE , T FY

Fiihren wir nun den Einfachschichtpotentialoperator

(Se)(x) = 2 / B(z,y) p(y)ds(y), =D (6.3)

oD
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und den Fernfeldoperator

(Swp)(€) = —= / o) "V ds(y), €€ OB (6.4)

oD

ein, so erhalten wir aus der Randbedingung v = 0 auf 0D, den Sprungbeziehungen
des Einfachschichtpotentials und den Gleichungen (6.1) und (6.2) folgendes Inte-
gralgleichungssystem:

Sh = 2u - (6.5)

Sech = Us, (6.6)

Dieses System wird von der Losung 0D des inversen Problems und der Normalab-
leitung

h(y) = —V(y) , y€ID

gelost.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass 0D und h das Integralgleichungssystem (6.5)
und (6.6) losen, so ist dD auch eine Losung des inversen Streuproblems. Denn
definieren wir das Gesamtfeld u nach (6.1), so ist nach Gleichung (6.5) die Randbe-
dingung v = 0 auf 9D erfiillt. Gleichung (6.6) sichert schliefllich, dass das gestreute
Feld u* zum Gesamtfeld u nach (6.1) das korrekte Fernfeld besitzt. Wir konnen also
festhalten:

Satz 6.1 Das inverse, akustische Streuproblem ist dquivalent zum Integralgleichungs-
system (6.5) und (6.6).

Bemerkung 6.2 Das Integralgleichungssystem (6.5) und (6.6) besteht aus zwei
Integralgleichungen erster Art. Die Kerne der Operatoren sind schwach singular
bzw. sogar C*°-glatt, daher sind beide Gleichungen schlecht gestellt.

Numerische Losung des Integralgleichungssystems

Wir wollen nun das inverse Problem mit Hilfe von Satz 6.1 16sen. Hierzu soll wieder
eine iterative Strategie verwendet werden. Vorher linearisieren wir jedoch beide
Gleichungen. Dazu beschréinken wir uns auf sternférmige Gebiete, die sich wie folgt
parametrisieren lassen:

q(0,9) :==r(0,0) - p(0,0), (6.7)
wobei r die gesuchte Radiusfunktion ist. Fithren wir die Dichte

p:=Jhogq (6.8)
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ein, wobei J wie iiblich die Jacobi-Determinante der Parametrisierung ¢ bezeichnet,
so erhalten wir die folgenden parametrisierten Integraloperatoren:

2w
S:0)0.0) = 2 [ [ 0(a.5).40.0) ¢(6.0) s 85 (6.9)
0 O
2T
Seolr, 0)(0.8) = —% / / 0(0,¢) e 0990 sin g o dp.  (6.10)
0 0

Durch die Notation S(r,¢) und Se(r, ¢) wollen wir wieder die Abhéngigkeit von
der Radiusfunktion r betonen. Nun geben wir die Frechet-Ableitungen der beiden
Integraloperatoren an, die wir nach Potthast [51] bestimmt haben:

2r

SI(T,QO; S) _ 22/€2//(I>(Q(t),Q(T)) [q(t) B q(T)] ) [C(t) B C(T>](,0(7') sm@d@dqﬁ

lq(t) — q(7)]

o [ Fotete) ooy 20— 4@ KO~
2 / / B(q(0).a(7) > () sin 0

2

Sl (ryp;s) = i—i//gD(T)e_mp(t)'q(T)p(t)'C(T)Siﬂ@d@dgb. (6.11)
0 0

Wir haben folgende Abkiirzungen benutzt:

t:=(0,9) €A und 7:=(0,¢) € A.
Mit
¢(0,¢) := s(6,9) p(0, 9)

bezeichnen wir das Update der Parametrisierung. Definieren wir nun noch die rech-
ten Seiten
w:=2u'oq und Wy =UxOpP,

so erhalten wir folgendes, linearisiertes Integralgleichungssystem:

S(rip) + S(r ) + S'(r,p58) = w(r) +w'(r;s) (6.12)
Soo(1,) + Soo(r, 1) + S5 (1, 058) = Wee - (6.13)

Das iterative Vorgehen sieht nun wie folgt aus:

Wir geben eine Startndherung fiir die unbekannte Radiusfunktion » und die Nor-
malableitung ¢ vor und losen das linearisierte System. Dies gibt uns die Updates
s und v, woraus wir eine neue Naherungslosung r + s und ¢ + ¥ erhalten. Diese
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Prozedur wird dann iteriert.

Da die Kerne der auftretenden Integraloperatoren, wie wir im néchsten Abschnitt
zeigen werden, die passende Form zur Anwendung von Graham und Sloans Spek-
tralmethode [21] besitzen, wollen wir das linearisierte System mit Hilfe eines voll-
diskreten Galerkin-Verfahrens losen. Dazu fithren wir folgende Notation ein:

S, S Sy —w' o w— Sy
n! -— Soo’n/ Séom, C = Way — Soo’n/ .
Mit diesen Definitionen erhalten wir schlief3lich:
Wir suchen eine Néherungslésung a, = (1, s,) € P2, die

(Sn’anu Un)m = (C, Un)m

fiir alle v, € P2 erfiillt.

Auf die Definition der approximierten Integraloperatoren gehen wir nun im folgen-
den Abschnitt ein.

Approximation der Integraloperatoren

Wir beginnen mit der Approximation des Operators S und formen wie folgt um:

S(Tv ¢)(t) = / /%(t)Ml (07 0, év 95) %(t)w(év &) COS<9/2) dé dgg

Lo / / T Ma(0,0,0,0) T (6, ) sinfdfd, ¢ = (6,9) € A,
0 0

Hierbei haben wir die Transformation aus Abschnitt 3.3 und folgende Kerne ver-
wendet:

Mi(t,r) = o §alt),a(r) R(t,7)
M(tr) = 5o S(a(t) (7)),

mit den Funktionen
S(ey) = coslele —y)

sin(ele—y) s

Sz, y) = { 2=y

K T =1y

p(t) — p(7)]

BT = =@l
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die schon bei der skalaren Methode aufgetreten sind. Den diskreten Operator er-
halten wir nun, indem wir die Fortsetzung (2.16) des Approximationsoperators L,
anwenden:

2r ™

Sov () // M;(0,0, )T()¢(.)}(é,¢3)cos(é/2)déd$

//c 0 M(0,0, )Ty, w(.)}(é,qg)sinédédgﬁ.

Als Néchstes wollen wir die Frechet-Ableitung des Einfachschichtpotentials diskre-
tisieren. Dazu iiberfiihren wir S” wieder in die iibliche Form:

S'(rip;s)(t) = /%(t)M{((),O, ), 6) Ty M'(0,0,0, 6) cos(0/2) df do

0

2

+ / / T MY(0,0, 0, )T M'(0,0,0, &) sin 6 d do.
0 0

Die Funktionen M und M’ sind wie folgt definiert:
K
M) =~ $(g(t),a(r) R(L7) ()

Mittr) = iptn) { S alt)a(r) — 5 5 a0,ar)

— 5= sin(kla(t) — (7)) (7)

) =) () = ()
M) = 0 —amF

Das besondere an dieser Definition ist, dass die Dichte ¢ in den Kernen M zu
finden ist und wir den Ausdruck M’ als ”Dichte” verwenden. Das liegt daran, dass
@ bekannt ist und wir das Radiusupdate s bzw die Parametrisierung ¢ suchen, die
nur im Ausdruck M’ enthalten ist.

Die diskrete Version ergibt sich wieder durch Anwenden von £,

™

Silrogs)t) = [ Ll Ty MI0,0, )Ty (0,016, ) cos(/2) di ad

0

2T
+ / / £~n’{7;7(t)Mé<07 0, )%(t) M/<07 0, )}(é7 é) Sll’lédé dgg :
0 0
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Die Approximation der Operatoren S, und S’ ist einfacher, da hier keine Singula-
ritdt vorliegt. Wir wenden aus Symmetriegriinden trotzdem die Transformation 73
an und diskretisieren anschlieBend mit £,,. Da bei der Frechet-Ableitung ebenfalls
die Parametrisierung ( gesucht wird und nicht die Dichte ¢, verfahren wir analog
wie oben und erhalten dann die folgenden Operatoren:

2w
Soom (1, 10)(0,0) = / / Lo ATy Moo (0,0,.) Tpyib ()} (0, ) sin 6 df d
0 0

27

S:)o,n’(,r? @; 8) = Z/ /£~TL' {%(t)Méo(Ou 0, )%(t)M((L 0, )} (év gg) sin édédgg
0 0

mit den Funktionen:

Ma(t,7) =~ a0
7I8
M () o= e 010 o(r)

M(t,7) = (p(t)-C(7)).

Bei der Approximation dieser Operatoren fillt auf, dass besonders die Approxi-
mationen der Frechet-Ableitungen kompliziert sind. Es wird nicht die eigentliche
Dichte gesucht, sondern die Parametrisierung ¢ des Randupdates. Hier ergibt sich
ein Problem aus der Tatsache, dass unser gesuchtes Radiusupdate s beim Operator
S/, im folgenden Ausdruck auftritt:

(2(t) — (7)) - (C(#) = ¢(7))-

Daher betrachten wir im néchsten Abschnitt ein anderes Integralgleichungssystem,
bei dem diese Probleme nicht auftreten.

6.2.2 Zweite Methode: Gut und schlecht gestellte Gleichung

Wir versuchen wieder, wie schon in Abschnitt 6.2.1, das inverse Problem durch ein
dquivalentes System von zwei Integralgleichungen zu ersetzen. Nun verwenden wir
aber die Green’sche Darstellungsformel (siche Colton und Kref}, [7], Thm. 2.1 und
2.4):

Es sei u € C*(D) N CY(D) eine Losung der Helmholtz-Gleichung. Dann gilt fiir
x € D:

ute) = [{ G o - G ast). sep. @)

oD
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Es sei nun u € C*(R*\ D) N C'(R?\ D) eine ausstrahlende Losung der Helmholtz-
Gleichung. Dann gilt fiir x € R3\ D:

B 0P(z,y) Ou 3\ =
uo) = [{un B2 - S e as. se®AD. (619
oD
Definieren wir das Einfach- und Doppelschichtpotential (siche [7], (3.8) und (3.9)):

(Se)(x) = 2 / B(z,y) d(y) ds(y), €D
oD
0®(z,y)

(K¢)() 0

e(y)ds(y), x€dD

und die zugehorigen Normalableitungen (siehe [7], (3.10) und (3.11)):

(K'¢)(x) = 2 85#2?&0@)&%(3}), x € 0D
oD
To)a) = 29[22 Joyigy), zeop,

ov(x) ov(y)
oD
so erhalten wir mit Hilfe der Sprungbeziehungen von S, K, K’ und T, analog zu

Kapitel fiinf, die Calderon-Projektion:

Es sei u € C%(D)NCY*(D) eine Losung der Helmholtz-Gleichung, dann gilt fiir die
Randwerte und die Normalableitung;:

(%)I(?T( [il)(%) (6.16)

Sei nun u € C?(R*\ D) N CH*(R?\ D) eine ausstrahlende Losung der Helmholtz

Gleichung, dann gilt:
U K -5 ) ( U )
( o ) ( T K )\ 5

Wir gehen nun analog zum elektromagnetischen Fall vor. Da die einfallende Welle
System (6.16) und die gestreute Welle u® System (6.17) erfiillen, erhalten wir, unter
Beachtung der Randbedingung u = 0, aus den Projektionen folgende Gleichungen:

ou ;
S5 = 2u (6.18)
Ou  grdu _ 50u (6.19)

v v ov



118 Kapitel 6. Zur inversen akustischen Streuung in R3

Die erste Gleichung kommt uns bekannt vor. Es ist die Gleichung, die wir im letzten
Abschnitt mit Hilfe des Hygens’schen Prinzips gewonnen haben. Also benutzen wir
nun die zweite Gleichung und zeigen, dass diese an Stelle der ersten verwendet
werden kann. Zuvor jedoch einige Bemerkungen:

Ou o 0u_ 00

v v v
ist eine Integralgleichung zweiter Art. Sie ist im Gegensatz zu (6.18) ”gut gestellt”
(well posed) und besitzt eine eindeutige Losung, falls k keine irreguldre Wellenzahl
ist, d.h. kein innerer Neumann-FEigenwert ist. Ein weiterer Vorteil dieser Gleichung
ist, dass wir sie numerisch mit der Spektralmethode von Graham und Sloan [21]
16sen kdnnen.

Nun fahren wir fort mit unserer Herleitung: Analog zu Abschnitt 6.2.1 gilt fiir das
Fernfeld natiirlich wieder

0_u
ov

woraus wir das folgende Gleichungssystem erhalten:

Soo

= Uoso

ou , Ou ou’
a—I-K W 2 3 o (6.20)
ou
Sofe = - (6.21)

Aus der obigen Herleitung geht hervor, dass die Losung 9D des inversen Pro-
blems und die Normalableitung des Gesamtfeldes u das Gleichungssystem (6.20)
und (6.21) losen. Wir miissen also noch zeigen, dass auch jede Losung des Glei-
chungssystems eine Losung des inversen Problems ist:

Nehmen wir an, dass dD und Ou/Jdv das System (6.20) und (6.21) lésen. Dann
kénnen wir u® als Losung des duleren Randwertproblems mit folgender Randbe-
dingung definieren:

ou® B @ B ou’
ovlep Ov  Ovlep’

Fiir u’ und v* gilt (6.14) bzw. (6.15). Dann ergibt sich iiber die Calderon-Projektion
die folgende Gleichung;:

(6.22)

LO0u  Ou ou’

(6.23)

wobel wir u := u®+u' auf D gesetzt haben. Da nach Voraussetzung 9D und du/dv
Losungen von (6.20) und (6.21) sind, folgt hieraus:

Tu=20.
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Unter der Annahme, dass x keine irregulire Wellenzahl ist, besitzt diese Gleichung
nur die triviale Losung v = 0. Daher erfiillt u die gewiinschte Randbedingung.
Durch Gleichung (6.21) wird wieder gesichert, dass u das richtige Fernfeld besitzt,
daher bildet 0D eine Losung des inversen Streuproblems.

Wir fassen dies im folgenden Satz zusammen:

Satz 6.3 Ist k keine irrequlire Wellenzahl, so ist das inverse akustische Streupro-
blem dquivalent zum Integralgleichungssystem (6.20) und (6.21).

Bemerkung 6.4 In Satz 6.1 finden wir keine Einschrdnkung an die Wellenzahl k.
Dies liegt an der unterschiedlichen Herleitung der verwendeten Integralgleichungs-
systeme. Da wir das Ergebnis aus Satz 6.1 auch mit der hier vorgestellten Methode
iiber die Calderon-Projektionen herleiten kénnen, existiert evtl. noch eine weitere
Moglichkeit, um System (6.20) und (6.21) zu erhalten, bei der keine Einschridnkung
an k notig ist.

Numerische Losung des Integralgleichungssystems

Wir wollen uns nun mit der numerischen Losung des Integralgleichungssystems
(6.20) und (6.21) befassen. Hierzu betrachten wir die beiden Gleichungen getrennt.
Wir geben uns zuerst eine Startndherung an den unbekannten Rand, der durch
(6.7) parametrisiert ist, vor und ermitteln so aus der gut gestellten, ersten Glei-
chung (6.20) eine Néherung an die unbekannte Dichte. Diese Dichte verwenden
wir anschliefend, um in einer linearisierten Version der zweiten Gleichung (6.21)
ein Update s fiir die unbekannte Radiusfunktion r» des Randes zu bestimmen. Die
linearisierte Version, die wir verwenden, sieht wie folgt aus:

St (1,9, 8) = Uso — Sao(1,0) - (6.24)

Anschlieflend iterieren wir diese Vorgehensweise mit den neu bestimmten Funktio-
nen.

Die Operatoren in Gleichung (6.24) kennen wir bereits aus Abschnitt 6.2.1 (siehe
(6.10) und (6.11)). Wir verwenden hier jedoch eine leichte Modifikation, indem wir
die Jacobi-Determinante nicht mit der Dichte verkniipfen wie in (6.8), da wir so in
beiden Integralgleichungen mit derselben Dichte ¢ arbeiten kénnen:

27

(Sec0)(0,0) = —ﬁ / / 0(0, ¢) e 209909 J(9 ) sinfd d
0 0

2T
Sulrogis) = o [ [ el6.0) 0D G.5) - ((6,0)1(6.6) st db do.
0 0
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Kommen wir nun zur numerischen Losung von (6.20) und (6.24). Wir verwenden
hierzu wieder zwei volldiskrete Galerkin-Verfahren. Als Ansatzraum dient P,,:

Benutzen wir die Kugelflachenfunktionen Y, [ = 0,...,n und |k| <[ als Basis von
P,,, so erhalten wir das diskretisierte Gleichungssystem:

= ou’
D0 [0k k + Ko ] pre = 2 (3, > Yow)m

1=0 |k|<I
fir ' =0,...n und |£'| <! mit der Matrix
K e = (K Yo, You)m -

Die gesuchte Naherung an die Dichte ergibt sich dann durch Linearkombination:

On = Z Z Ok Yk - (6.25)

1=0 |k|<I

Auf die Definition des diskreten Operators K/, gehen wir hier nicht genauer ein.
Wir verweisen auf Graham und Sloan [21] bzw. auf Ganesh und Graham [15] (siehe
(2.24) und Abschnitt 3.1), wo weitere Einzelheiten zu diesem Verfahren gefunden
werden konnen.

Die Operatoren Sy, und S’ diskretisieren wir mit Hilfe der GauB-Rechteck-Regel
aus Abschnitt 2.2.2. Hierbei verwenden wir denselben Wert n’ wie vorher bei der
Approximation von K’

2n'+1n'+1
- 1

(Soo,n’QO)(97¢) = _E Z ZMTVS¢(937¢T) e—iﬁp(~,$)-qrs Jfrs
r=0 s=1

2n/+1n'+1

iﬂ —ikp(0,0)-grs NI
Stom(rigrs) = = > Y pivep(0s, 60) POV p(G,6) - prosyadr

r=0 s=1

mit den iiblichen Abkiirzungen:

Prs - = p(‘937 ¢r> y Qrs -= Q(esv ¢r) y Sps = 5(937 (br) und Jrs = J(‘937 ¢r) .

Den Approximationsraum fiir das Radiusupdate wéhlen wir etwas kleiner, da hier
Kugelflachenfunktionen niedriger Ordnung geniigen. Wir suchen eine Losung in Py
und wenden wieder ein Galerkin-Verfahren auf die diskreten Integraloperatoren an:

N

D S stk = (oo — Soomr(1,0) , Yk )m (6.26)

1=0 |k|<I
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fir ' =0,...N und |K'| <!’ mit der Matrix

! L /
Uk Ik ~— (Soo,n’ Lk s Ylﬁk’)m-

Zur Approximation des Innenprodukts verwenden wir hierbei jedoch die Gauf}-
Rechteck-Produkt-Regel mit hoherer Genauigkeit, unabhingig von N (z.B. wie-
der so wie vorher). Da diese Integralgleichung schlecht gestellt ist, wenden wir auf
das diskrete Gleichungssystem (6.26) die Tikonov-Regularisierung an. Wir erhalten
dann das Radiusupdate sy durch die folgende Linearkombination:

N
SN ZIE 5 Sl,kYE,k-

1=0 |k|<I

Hieraus ergibt sich die neue Naherungslosung an den unbekannten Rand schlieSlich
Zu:

(1(97 ¢) = (7“(9, ¢) + SN(9> ¢)) ' p(97 ¢) :

6.3 Bewertung

Im vorliegenden Kapitel haben wir ein Losungsverfahren fiir ein inverses, akusti-
sches Problem im R? hergeleitet und gezeigt, dass sich die Ideen von Ivanyshyn und
KreB [29] aus dem R? grundsitzlich iibertragen lassen. Wir haben jedoch nicht nur
einfach die Methode aus [29] iibertragen, sondern auch noch eine zweite Variante
angegeben, deren Herleitung durch Kapitel fiinf motiviert ist. Hierbei wurde fest-
gestellt, dass wir die Gleichungen der ersten Methode (siehe (6.5) und (6.6)) auch
erhalten konnen, wenn wir die Green’sche Darstellungsformel als Ausganspunkt ver-
wenden. Es gibt jedoch einen Unterschied: Wahlen wir den Weg von Ivanyshyn und
KreB, so erhalten wir keine Einschrankung an die Wellenzahl. In Bemerkung 6.4
haben wir daher schon die Vermutung geduflert, dass wir evtl. auch in Satz 6.3 auf
die Forderung an die Wellenzahl verzichten konnen. Ein entsprechender Beweis ist
uns jedoch leider nicht bekannt.

Vergleichen wir nun die beiden vorgestellten Verfahren miteinander: In Abschnitt
6.2.1 haben wir bereits festgestellt, dass besonders die Diskretisierung der Frechet-
Ableitungen kompliziert ist. Betrachten wir die zweite Methode, so sehen wir, dass
hier nur die Frechet-Ableitung des Fernfeldoperators diskretisiert werden muss. Die
wesentlich kompliziertere Ableitung S’ tritt nicht mehr auf. Dies ist ein klarer Vor-
teil der zweiten Methode. Da wir dhnliche Techniken (Methode von Graham und
Sloan) zur Losung der Integralgleichungen verwenden, ergeben sich sonst keine gra-
vierenden Unterschiede. Auf den Umstand, dass beim ersten Verfahren zwei schlecht
gestellte Gleichungen simultan gelost werden und bei der zweiten Methode eine
Gleichung gut gestellt ist, sind wir in Abschnitt 5.4 schon ausfiihrlich eingegangen.
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Daher verweisen wir auf die Diskussion dort und gehen auf diese Fragestellung hier
nicht weiter ein.

Bisher liegen keine numerischen Ergebnisse zu den vorgestellten Verfahren vor. Es
ist jedoch zu erwarten, dass diese dhnlich gut ausfallen werden wie im R2. Dies
lasst sich wie folgt begriinden: Zuerst einmal ist die Theorie hinter den Verfahren,
besonders bei der ersten Methode, gleich. Betrachten wir dann die auftretenden In-
tegraloperatoren, so fillt auf, dass diese alle hervorragend nach Graham und Sloan
[21] diskretisiert werden koénnen. Da sich diese Methode in mehreren numerischen
Tests (siche Ganesh und Graham [15]) bewéhrt hat, sind auch hier dhnlich gute
Resultate zu erwarten. Unterstiitzt wird diese These durch die Dissertation von
Serranho [56]. In dieser Arbeit wird ein Hybridverfahren zur Losung des inversen,
akustischen Streuproblems vorgestellt, das vergleichbar mit unserer Methode ist.
In den numerischen Ergebnissen ist kein gravierender Unterschied in der Qualitét
zwischen R? und R? festzustellen und fiir die 3-d-Methode wird ebenfalls Graham
und Sloans Verfahren angewendet.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wollen wir noch einmal kurz die Ergebnisse zu-
sammenfassen und vor allem einen Ausblick auf zukiinftige Forschungsthemen, die
sich im Kontext dieser Arbeit ergeben, aufzeigen. Hierbei verzichten wir weitest-
gehend auf eine Beurteilung der gefundenen Ergebnisse. Diese Bewertungen haben
wir bereits am Ende eines jeden Kapitels gemacht und verweisen fiir mehr Details
auf diese Abschnitte.

Beginnen wir mit dem Grundlagenkapitel: Im Grofien und Ganzen finden sich die
neuen und interessanten Aussagen im Abschnitt 2.3 {iber Vektorfelder. Wir haben
hier versucht, vor allem die vektorielle Methode aus Kapitel vier, auf ein gutes, theo-
retisches Fundament zu stellen. Die Idee war, alle Ergebnisse, die bei der skalaren
Methode nach Graham und Sloan [21] relevant sind, auch auf den vektoriellen Fall zu
iibertragen. Dies ist uns weitestgehend gelungen: So lassen sich z.B. alle Ergebnisse
zur verwendeten Quadraturformel iibertragen. Abstriche mussten wir lediglich beim
Approximationsoperator L,, machen. Obwohl wir in Abschnitt 2.3.3 viele Ergebnis-
se iibertragen konnten, so ist uns dies bei der Betrachtung der Approximationsgiite
im Abschnitt 2.3.4, zumindest im interessanten Fall L, : ¢(0B) — ¢(0B), nicht
gelungen. In Satz 2.45 konnten wir nur eine Abschitzung der Form

ILslloe < C 02 (7.1)

beweisen. Im skalaren Fall finden wir bei Sloan und Womersley [59] O(n'/?). Jedoch
ist (7.1) das bisher einzig bekannte Ergebnis fiir L,, als Abbildung auf ¢(0B) und
wir vermuten, dass die Abschitzung sogar scharf ist. Wir waren jedoch leider nicht
in der Lage, diese Vermutung zu beweisen, haben allerdings schon einige wichtige
Schritte zu einem vollstdndigen Beweis gemacht. So konnten wir in Satz 2.46 z.B.
zeigen, dass auch im vektoriellen Fall die orthogonale Projektion die kleinste Norm
unter allen Projektionen besitzt. Dieses Ergebnis war bisher noch nicht bekannt.

Eine weitere Untersuchung dieses Problems ist sicher interessant und lohnenswert,
da L,, z.B. auch bei den Verfahren von Ganesh und Hawkins verwendet wird und die

123
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Approximationsgiite, wie wir in Abschnitt 4.4 bereits diskutiert haben, eng mit der
Konvergenz der elektromagnetischen Spektralmethoden zusammenhéngt. Fiir An-
gaben, wie eine weitere Forschung in dieser Richtung aussehen kénnte, verweisen wir
auf Abschnitt 2.3.4. Interessant wére sicher auch eine genauere Untersuchung zum
Zusammenhang des skalaren Operators £, mit dem vektoriellen L,,, evtl. konnen
hierdurch weitere Ergebnisse auf den vektoriellen Fall iibertragen werden. Als Bei-
spiel hierfiir verweisen wir auf die Konvergenzuntersuchung zur vektoriellen Qua-
draturformel in Abschnitt 2.3.5. Hier haben wir den Zusammenhang, der sich aus
Satz 2.16 und 2.51 ergab, ausgenutzt.

In den Hauptkapiteln drei und vier dieser Arbeit haben wir zwei Verfahren zur
Losung des direkten, elektromagnetischen Streuproblems hergeleitet. Wir sind hier-
bei jeweils von unterschiedlichen Grundgedanken ausgegangen: In Kapitel drei ver-
wenden wir skalare Kugelflachenfunktionen und arbeiten komponentenweise, hinge-
gen werden im vierten Kapitel vektorielle Kugelflachenfunktionen zur Approxima-
tion auf der Sphére benutzt. Ein Vergleich der beiden Methoden kann in Abschnitt
4.5 gefunden werden.

Zur skalaren Methode aus Kapitel drei finden sich numerische Ergebnisse in Ab-
schnitt 3.5. Auf Grund dieser Resultate haben wir in Abschnitt 3.7 Modifikationen
des Verfahrens diskutiert. Diese sind als Gedankenanstofe fiir zukiinftige Arbeiten
zu verstehen, da sich hieraus in Abschnitt 3.7.3 weitere neue Probleme ergaben.
Interessant diirfte hier vor allem eine generelle Erweiterung der Spektralverfahren
auf Streuobjekte sein, die nicht global iiber die Sphére parametrisierbar sind. Dazu
miisste das Streuobjekt geeignet zerlegt werden. Erste Ideen hierzu konnen in 3.7
gefunden werden.

Zum vektoriellen Verfahren liegen bisher keine numerischen Ergebnisse vor. Ei-
ne gute Implementation dieser Methode wire aber auf jeden Fall wiinschenswert,
schon im Hinblick auf das inverse Problem aus Kapitel fiinf. Auflerdem koénnten
numerische Ergebnisse, dhnlich wie in Kapitel drei, wertvolle Hinweise auf die noch
offene Konvergenzfrage geben. Dieses Problem wollen wir hier nicht noch einmal dis-
kutieren und verweisen auf Abschnitt 4.4. Liegen fiir beide Verfahren numerische
Ergebnisse vor, so wére sicher ein Vergleich der beiden Methoden untereinander,
aber auch mit den Methoden von Ganesh und Hawkins, interessant.

Wie wir bereits in Abschnitt 4.5 ausgefiihrt haben, gibt es mehrere Unterschiede
zwischen unserer vektoriellen Methode und den Verfahren von Ganesh und Hawkins.
Hier konnte eine zukiinftig Zusammenarbeit sicher gute neue Ergebnisse hervorbrin-
gen, wenn die Vorteile der einzelnen Verfahren sinnvol kombiniert werden kénnen,
wie es z.B. schon bei dem Hybridverfahren [19] der Fall ist. Unsere Ergebnisse
konnen hier wichtige neue Impulse geben.
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Weiter oben haben wir schon angemerkt, dass wir die Gleichungen immer auf dem
Raum der stetigen (tangentialen) Vektorfelder betrachten. Bereits Graham und Slo-
an [21] haben am Ende von Abschnitt 2.1 angemerkt, dass eine Betrachtung von
L, : C(OB) — L?*(0B) interessant ist, da hier die Norm nicht mit n wichst. In
Abschnitt 2.3.4 haben wir gezeigt, dass dies auch im vektoriellen Fall gilt (Satz
2.50). Bisher ist jedoch noch keine Analysis, nicht einmal fiir den akustischen Fall,
bekannt.

Kommen wir nun zu den inversen Problemen: Wir haben in den Kapiteln fiinf
und sechs Losungsverfahren fiir ein inverses, elektromagnetisches und ein inverses,
akustisches Streuproblem hergeleitet. Hierbei haben wir gezeigt, dass das inverse
Problem #quivalent zu einem System von Integralgleichungen ist, welches stattdes-
sen gelost wird. Es stellte sich heraus, dass in beiden Féllen die Grundideen von
Krefl und Rundell [38] bzw. Ivanyshyn und Kref§ [29] ohne Probleme iibertragbar
sind.

Zu beiden Problemen existieren bisher noch keine numerischen Ergebnisse. Diese
wéren aber gerade im elektromagnetischen Fall interessant: In Bemerkung 5.1 haben
wir festgestellt, dass es noch keine Eindeutigkeitsaussage zum inversen, elektroma-
gnetischen Problem gibt. Numerische Ergebnisse konnten hier ein Indikator sein,
ob eine solche Aussage giiltig ist.

Zur Implementierung des elektromagnetischen Problems wird ein guter Vorwérts-
16ser benotigt, woran bisher auch eine parktische Realisierung gescheitert ist. Inte-
ressant wére hier sicher auch ein numerischer Test, welche der bekannten Methoden
(Kapitel drei und vier bzw. die Methoden von Ganesh und Hawkins) bessere Er-
gebnisse liefert.

Nachdem wir nun die einzelnen Kapitel betrachtet haben, kehren wir zuriick zum
Anfang dieser Arbeit: Wir wollten eine Losung des dufleren Maxwell-Problems fin-
den. Hierzu haben wir die Integralgleichung

a(z) +2 / U(z) x 10t {®(x, y) aly)} ds(y) = 2c(z), € OD
oD

betrachtet. Wie wir bereits in der Einleitung erwidhnt haben, ist diese Gleichung
nur eindeutig losbar, falls k kein Maxwell-Eigenwert ist. Betrachten wir jedoch
Thm. 6.19 bei Colton und Krefl [7], so sehen wir, dass diese Einschrankung an die
Wellenzahl nicht gemacht werden muss, wenn wir die Gleichung modifizieren. In
diesem Fall miissten wir jedoch den elektrischen Dipoloperator

(Nb)(z) = 2v(x) X rot rot/u(y) X b(y)®(x,y)ds(y), x€dD

oD
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numerisch behandeln. Dies ist aber nicht so einfach, da A hypersingulir ist. Jedoch
gibt es gewisse Gemeinsamkeiten zum magnetischen Dipoloperator

(Ma)(z) = 2 / U(z) x roty {a(y)B(z,y)} ds(y), o€ 0D :

oD

Bei Kref§ (siehe [35] und [36]) finden wir, dass fiir k = 0 die tangentialen Kugel-
flichenfunktionen Eigenfunktionen der beiden Integraloperatoren sind. Eine solche
Eigenschaft war 1990 der Ausganspunkt fiir Wienerts Betrachtungen. Es ist jedoch
bisher vollig unklar, wie und ob {iberhaupt eines unserer Verfahren auf den hyper-
singuliéiren Operator N/ angewendet werden kann.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass im Umfeld der Spektralmethoden zur Lésung
elektromagnetischer Streuprobleme immer noch eine Menge offener Fragen existiert.
Die Forschung in diesem Bereich befindet sich gerade erst im Anfangsstadium. In
der vorliegenden Dissertation konnten wir jedoch mehrere neue Aspekte in diesem
Forschungsbereich angeben: Gerade die theoretischen Ergebnisse aus dem Grund-
lagenkapitel zum Approximationsoperator L, konnen sich in Zukunft bei der wei-
teren Forschung als hilfreich und niitzlich erweisen. Aber auch die neuen Ideen zur
vektoriellen Methode und die Ubertragung des inversen Losungsverfahren auf den
elektromagnetischen Fall scheinen vielversprechend zu sein.



Kapitel 8

Anhang

8.1 Zur Approximationsgiite von L,

Wir behandeln nun die noch fehlenden Aussagen zum Beweis von Satz 2.45, d.h.
die konkrete Darstellung der Spur von A(&,7)TA(€,n) und die Abschitzungen der
Ausdriicke I; und I,. Wir beginnen mit der Spur:

Lemma 8.1 FEs gilt

Spur(A(§o.m)" A(&o,m) =

Z 16(7f2ll_('; 3(12)2541_)1) {2 AR n)P[”(So ) (1= (&% - n)*)?
li=1

+2 (F/(&% -m)P/(& ) (&o-n)?—1) (&) +1)}

Beweis:  Mit (2.32) ergibt sich:

A+12+1 Z
+ + p (€. P (E,m).

A&, n)TAE ) =

zz 2ll 1

Da die Spur linear ist, miissen wir also die Matrizen pl (&) g) (&,m) betrachten.
Hierzu verwenden wir Satz 2.30 und erhalten:

127
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o b ) = 1)1[(” GEAGUICNE
E@E—(E-nE@n—(E- &+ (E-n)’nen)
+P(E P& ) (- n)E@n—(E-nEaE
—(&-n)Pnen+(E-n)’ne&) + P& n)PE n)
(€ n)Pnoc—(En’non—(E-nNEE
+(E-n*E@n) +P(E- P n)I-E0E—n®n

)

+E- RN+ (EnRE—(E-n)*n®n)

(&, P (€ n) = L (- P x M X0

1+ DI+ 1)
+PB/(&-m)PI(&-n)(E-n)(nx &)@ (Exn)
+F/(&-mP(E-n)(E-nExn) @ (nxE)
+P/(E-mP(E-n) ((€-n)T—(E-mneE

—(&- K®n+§®®)

(2) T (3 _ (¢, /(¢ .
p, (&n)'p; () = (l+1)i(i >(Pl (E-mP(E-n((E-nE®n

_'_
—(E-n)nen—ERE+ (E-nneE)
+B/(E-mP(&-n)(Exn) @ (nxE)
+P/(&-n)PHE-n)(&-n)T—n@n)

Fiir p;” (¢,7)"py” (¢, ) gilt
pi? (€,1) B (6, 7) = ( D)o Em)

Fiir die Spur einer Matrix B € R3*3 is
Spur(B) = Spur(B”),

Ui
Ui

daher konnen wir
1

p (&) P (€m) = ESTEST (P& m)P/(E-n)((E-nE@n
—(E-n)’nen—EREF (E-nn®E)
+P(&-n)B/(€-n)(Exn)@(nxE)
+PE-)P(E-)(E-nI-n®n)

benutzen. Die Spuren der obigen Ausdriicke erhalten wir nun, indem wir
Spur(€®€) = [l¢lz=1
Spur( ®n) = Spur(n®@§) =&
Spur(({xn)® (nx &) = (£-n)° —
Spur((Exn) @ (Exn) = 1—(£-n).
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verwenden. Damit ergibt sich schlieflich:

Spur(py? (€, 1)\ (€,m;) = ——— (P/(& ;) PI(E )

(
(1= (€ my)»? + (B(E - n)) PAE - )
(5 77])((5 77]) _1)+Pl,(€ m)P'(f 77])
(€ )2~ 1))

Spur(p (€, 1) p (€, 7)) = L (P )P )

11+ 1)1 +1)

(1= (&)%) + (P& my)PUE - my))

(&) ((E-m)* = 1)+ P/(E-n)P/(E - my)

(1—(&-n)?)
Spur(p?(&,n,) Y (€,m;) = Spur(p®(&,1,)"p” (€,m))

1 ' / ’
= DS (P(&-my) B (& - mj))
((€-m)*—1)

Fassen wir diese Ausdriicke zusammen, so erhalten wir die Aussage des Lemmas.

O

Nun kommen wir zu den Ausdriicken I; und I5. Der Ausdruck I lasst sich einfacher
behandeln, daher beginnen wir mit ihm:

Lemma 8.2 FEs gilt:

1

Z": (20 + 1)(20 + 1) 47T/(pl'(t)pl!(t))’(t2 — 1)(t+1)dt| < 187n* + 457 n®.

A= 1672 (L+ DI+ 1)

Beweis:  Wir betrachten zuerst den Fall [ > [. Nach zweifacher, partieller Inte-

gration ergibt sich:
1
.

4%/(131’(15)13{@))’ (t* — 1)(t+ 1) dt = —AxP(t)P/(t) (3t + 2t — 1)

=t3+4+t2—t—1
1

-0—47T/Pl(t) (P(t) (3t* + 2t — 1) 4 P/(t)(6t + 2)) dt .
“1
Das Polynom P/(t) (3t 4+ 2t — 1) + P/(t)(6t + 2) im Integral besitzt den Grad
[ < 1, daher verschwindet das Integral auf Grund der Orthogonalitiitseigenschaft des
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Legendre-Polynoms P,. Nutzen wir die Standardabschitzungen (siehe z.B. Freeden,
Gervens und Schreiner [14], Abschnitt 3.2)

I(1+1)
2 )

[P <R =1 und |[F@)] <[F(1)]= (8.1)

so erhalten wir:
1

in /(Pl’(t)Pi’(t))’(t? SN+ 1) dt| < el +1).

—1

Im Fall [ < [ ergibt sich durch analoges Vorgehen:

in /(B’(t)Plf(t))’(tz—l)dt <8mi(l+1).

—1

Kommen wir nun zum Sonderfall [ = [. Zweifache, partielle Integration ergibt:

1

-1

A / (PP (8 — 1)(t +1) dt = —4n () PL(t) (3¢ + 2t — 1)
7 S——

=t3+4+t2—t—1
1

tan / Pu(t) (PI(t) (36 + 2t — 1) + Pl(£)(6t +2)) dt.
5
Durch die Standardabschétzungen (8.1) finden wir fiir den ersten Ausdruck:

1

‘—zmpl(t) P/(t) (32 +2t—1)| | <8xl(l+1).

-1

Das Integral im zweiten Ausdruck verschwindet in diesem Fall jedoch nicht, daher
miissen wir weiter abschétzen. Wir verwenden

(P < [F'(1)

_ (%) S0+ 1) 1 +1) - 2)

1
< §l4
und erhalten:
1 1
4 / Py(t) (P/'(t) (3t* 4+ 2t — 1) + P/(t)(6t + 2)) dt| < 4x / (20" + 81%) dt
] -1

< 167t + 647l



8.1 Zur Approximationsgiite von L, 131

Fassen wir diese Teilergebnisse zusammen, so ergibt sich schlieflich:

n

(21 i 1)(2l~+ 1) / / / 1(42
”Z::l 1672(1 + 1)I(1 4 1) 47?_/1(3 ()P} (L)' (t* — 1)(t+ 1) dt

+8071% | < 187 n? + 457 n?

O

Kommen wir nun zum Ausdruck [;. Da hier die zweiten Ableitungen der Legendre-
Polynome doppelt auftreten, hilft uns die Standardabschétzung
l4
B0 < 5 (8.2)
nicht weiter. Wir verwenden daher folgende Asymptotik fiir die zweiten Ableitun-
gen, die bei Szegd [57] (Thm. 7.32.4) gefunden werden kann:

" [ 0POWR) dt <0< )2

Hierbei haben wir ¢ = cos(6) substituiert und die Symmetrie der Legendre-Polynome
und der Sinusfunktion ausgenutzt. Weiter ist ¢ > 0 eine feste Konstante, die jedoch
nicht néher angegeben werden kann. Diese Abschétzungen konnen bzgl. der Ord-
nung von n nicht verbessert werden. Wie wir sehen, steht uns auch bei (8.3) im
Bereich 0 < 6§ < ™! wieder nur O(I*) zur Verfiigung. Hier hilft uns aber der
Ausdruck (1 —#%)2, was der folgende Beweis zeigt:

Lemma 8.3 Mit einer Konstanten Cy > 0 gilt:

n

~ 1

2 (20 +1

Z ( [+ )( ~_‘: ) 47T/Pl”(t)Pl~”(t)(1—t2)2dt < 302 n3.
16721+ DI + 1) m

Beweis:  Wir schitzen zuerst das Integral wie folgt ab:
1

/ PP ()1~ £ dt| < / PP (1)](1 — 2)2 di

—1

= 2 [Irr@P Ol - 2

[\)
= =
—_
g
—~
~
SN—
£
—~
~
N—
S
—
~
o
SN—
o
QL
5y
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Hierbei haben wir im zweiten Schritt die Symmetrie der Legendre-Polynome, die
entweder gerade oder ungerade sind und die Symmetrie von (1 — #2)? ausgenutzt.
Die Funktion w; erhalten wir aus (8.2) und (8.3):

w(cos @) == min{l*, C, 9772 13/2} .

Die Konstante C'; > 0 kann hierbei nicht néher bestimmt werden, sie ergibt sich
aus ¢ > 0 und der ersten Abschétzung in (8.3). Auf Grund dieser Struktur ist die
Funktion f;; auf drei Abschnitten stetig definiert:

g1(t) := C?arccos(t) P2 P12 (1 — %)% z e Dy
fi(t) =< ga(t) := Cy arccos(t) =2 1" K (1—1t*)? z€ D,y

gs(t) == 14T (1 — 12)? x € Dy
Hierbei haben wir folgende Notation verwendet:

D, = [O,COS %) , Dy:= [cos%,cos %) , Dy = [cos%,l}

mit 3 ) .
C:=C" l:=min{l,[} und [:=max{l,[}.

Wir kénnen dann das Integral wie folgt aufteilen und weiter abschétzen:

/1 ot dt = / gty dt + / ot dt + / gs(t) dt

D1 Do D3

IN

[ on(®) e+ 12| ma ) + Dl et
Dy

Die einzelnen Terme betrachten wir nun getrennt:

e}

CcOos T ﬂ-/2
~ -5

/ g(t)ydt < 012 [3/2 3/2 / 512—59 50

’ 0

< 012 l3/2 l~3/2 )

Da g, auf dem angegebenen Definitionsbereich streng monoton fallend ist, finden
wir:

C C C
| Dy grel%é(gg(t) = (cos 7 —cos z) g2 (cos 7)

< ¢ —cos%)f’mz

3/2

3/2

IN

C2 1327
C2P32 32
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Die Funktion g3 ist ebenfalls streng monoton fallend, daher ergibt sich hier:

C C
| Ds| ?g%)g(gg(t) = (1—cos 7) g3 <cos 7)

(1 — cos %) I

IN

< Cor
< 012/5 132 3/2

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir mit Cy := max{C?, C’lz/ 5}
schlieBlich:

1
/Pl”(t)Plf’(t)(l — )2 dt| < CL 1P
-1

Dieses Ergebnis setzen wir nun in die Summe ein:

n

Il < 9_@ Z ll/2 [1/2

4 &
=1
9C: - ’
2 1/2
< —= l
n+1 2
< G /z”%zz
—  A4r
1
< 3_02 3
T

8.2 Zur Optimalitidt der Norm von L,

In Abschnitt 2.3.4 haben wir fiir den vektoriellen Approximationsoperator die Norm-
abschétzung
[ Linfoo < Cn??

mit einer von n € N unabhéngigen Konstanten C' > 0 gefunden. Wie wir bereits
vorher schon erwiahnt haben, ist die Frage, ob diese Abschitzung optimal ist, d.h.
ob sie nicht verbessert werden kann bzgl. der Potenz von n, noch nicht geklart. Sie
ist aber entscheidend bei der Konvergenzuntersuchung der vektoriellen Methode.
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Wir geben daher jetzt einige Indizien an, die dafiir sprechen, dass die Lebesgue-
Konstante von L, tatsdchlich O(n?/?) ist:

Als erstes vergleichen wir den skalaren Approximationsoperator £,, mit dem vekto-
riellen Operator L,,. Fiir L,, hatten wir in Lemma 2.44 folgende Darstellung herge-
leitet:

2n+1 n+1

ZZWSZZ”“ D€ pr) F(prs) (8.4)

r=0 s=1 =2 =1
Bei Sloan und Womersley finden wir fiir den skalaren Operator ([59], (4.13)):

2n+1 n+1

= D ue v F(prs) Gul€ - pre) (8.5)

r=0 s=1
Die Funktion én ist hierbei ein reproduzierender Kern fiir P, und wie folgt definiert:

e =52 p e, (8.6)

47
1=0

Vergleichen wir nun die Darstellungen (8.4) und (8.5) der beiden Operatoren, so
sehen wir, dass die Summe iiber die Legendre-Tensoren pl(i) im vektoriellen Fall das
Gegenstiick zum reproduzierenden Kern G,, beim skalaren Fall bildet. Weiterhin
sind es diese Anteile, die hauptséichlich die Lebesgue-Konstante der Operatoren be-

stimmen.

Nach Satz 2.30 treten bei den Legendre-Tensoren sowohl erste als auch zweite Ab-
leitungen der Legendre-Polynome auf. In der Definition (8.6) des reproduzierenden
Kerns G,, finden wir jedoch keine Ableitungen, sondern nur die Legendre-Polynome
P,. Nach Szeg6 ([57], Theorem 7.32.4) gilt:

() )

Daher ist durch das Auftreten der Ableitungen im vektoriellen Fall eine héhere n-
Potenz in der Lebesgue-Konstante zu erwarten.

—k—1/2 k—1/2 -1
_ { 0 O(n ) en 't <0<7/2 (8.7)

" O(n?) 0<6<en!

Betrachten wir nun den Beweis zu Satz 2.45 noch einmal genauer: Die entscheiden-
den Abschétzungen finden wir in Lemma 8.2 und 8.3. Es stellt sich nun die Frage,
wie 7scharf” diese Abschitzungen sind. Im Beweis zu Lemma 8.2 haben wir

I(1+1)
2

[P@) <R =1 uwd |[F@) <[F(1)]=
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verwendet. Vergleichen wir mit (8.7), so sehen wir, dass die Ergebnisse in Lemma
8.2 nicht optimal sind. Im Beweis zu Lemma 8.3 haben wir jedoch die scharfen
Abschétzungen von Szegd verwendet (vgl. (8.3)), daher sind diese Ergebnisse opti-
mal und konnen nicht verbessert werden. Da aber gerade

n

= 16m20(1+ 1)1+ 1)
in Lemma 8.3 durch das doppelte Auftreten der zweiten Ableitungen entscheidend
die Normabschiitzung von L, bestimmt, ist dies ein starkes Indiz dafiir, dass O(n*/?)
tatséchlich nicht verbessert werden kann.

8.3 Zur Implementation der vektoriellen Groéfien

Wir gehen in diesem Abschnitt auf die Implementation der Gréflen aus unserem
volldiskreten, vektoriellen Galerkin-Verfahren in Abschnitt 4.3 ein. Damit sind die
vektoriellen Kugelflichenfunktionen yl(l,z vom Typ i = 2,3 und die Matrizen B”,,,
und Cf,,s, gemeint. Wir beginnen mit den vektoriellen Kugelflichenfunktionen vom
Typi1=2:

Wir implementieren diese Vektorfelder nach (4.17), d.h. wir miissen uns haupt-
sichlich um die Implementation von Legendre-Funktionen und deren Ableitungen
kiimmern. Fiir die Legendre-Funktionen verweisen wir auf Algorithmus 15.3.3 bei
Fengler [12] und fiir die zugehorigen Ableitungen auf Algorithmus 15.3.6.

Diese Algorithmen gelten allerdings nur fiir cosf # 41, d.h. sie gelten nicht am
Nord- bzw. Siidpol der Sphére. Da wir die vektoriellen Kugelflachenfunktionen je-
doch nur an den Quadraturpunkten der Gaufl-Rechteck-Regel auswerten, kénnen
wir die zitierten Algorithmen verwenden, da Nord- und Siidpol nie Quadraturpunk-
te sind.

Vektorielle Kugelflichenfunktionen vom Typ ¢ = 3 ergeben sich dann aus

y ) =n %y (n).
Ebenfalls kéonnen die Hilfsgrofien oz,(j) und ﬁ,(:) mit Hilfe der Algorithmen 15.3.3,
15.3.6 von Fengler und Formel (4.17) bestimmt werden.

Kommen wir also zur Implementation der Matrizen B?,, und C,,. Beginnen wir
mit C?,, und betrachten Definition (4.15), so stellen wir fest, dass wir wieder nur
vektorielle Kugelflichenfunktionen vom Typ ¢ = 2 an den Stiitzstellen der Gauf-
Rechteck-Regel bestimmen miissen, was mit Fenglers Algorithmen kein Problem
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ist. Daher gehen wir sofort iiber zur Implementation von B, In (4.14) schen wir,

dass wir jetzt vektoriellen Kugelflichenfunktionen am Nordpol berechnen miissen,
was mit Fenglers Algorithmen nicht moéglich ist. Wir formen daher mit Hilfe des

Additionstheorems (Satz 2.29) um:

3
B:«L/,s’ - ZZ G(z,z)(l) pl(l)(ﬁapr’s’) . (88)

Die veranderten Faktoren sind hierbei wie folgt definiert:

) l I+1
Gopl) n+3 T

6(373)(1) = 1.

Wir miissen nun also die Legendre-Tensoren vom Typ ¢ = 2, 3 implementieren. Nach
Satz 2.30 ergeben sich auf Grund der Skalarprodukte 7 - p, ¢ keine Berechnungspro-
bleme wie vor der Umformung. Das Hauptproblem bildet also die Implementation
der ersten und zweiten Ableitung der Legendre-Polynome. Fiir die erste Ableitung
finden wir wieder bei Fengler einen Alogrithmus (15.3.2), der die Rekursionsformel

Pl(t) = ntPn(t;—_ann_l(t)

ausnutzt. Die Legendre-Polynome P, kénnen mit Hilfe der Rekursion

(Qn - 1)tPn—1(t) B (n — I)Pn—2(t)

Pn@) =

bestimmt werden (siehe Fengler, Algorithmus 15.3.1). Zur Berechnung der zweiten
Ableitungen P verwenden wir schliellich eine Rekursionsformel, die bei Freeden,
Gervens und Schreiner (siehe [14] Formel (3.2.9)) gefunden werden kann:

Pt = 2tP!(t) —1n_(7’;2+ 1)P,(t) .
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