SCHRANKEN FUR MENGENUBERDECKUNGSPROBLEME

DIPLOMARBEIT

VORGELEGT VON

MARKUS THIEMANN

GEBOREN AM 30. SEPTEMBER 1982 IN GEORGSMARIENHUTTE

JANUAR 2009

ANGEFERTIGT IM
INSTITUT FUR NUMERISCHE UND ANGEWANDTE
MATHEMATIK
DER
GEORG-AUGUST UNIVERSITAT GOTTINGEN



i



Inhaltsverzeichnis

Einleitung v
1 Mengeniiberdeckungsprobleme 1
1.1 Formulierung des Problems . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 2
1.2 Reduktionslemma fiir (SCP) . . . . ... ... ... ... ... ... 5
1.3 Mengeniiberdeckungsprobleme mit C1P . . . . . . . .. .. .. ... 6

2 Untere Schranken fiir Mengeniiberdeckungsprobleme 10
2.1 Relaxationen von (SCP) mit C1P-Matrizen . . . . . ... ... ... 11
2.1.1 Das Problem (SCP1) . . ... ... ... ... ..... ... 12

2.1.2 Das Problem (SCP1) . . . ... ... ............. 13

2.1.3  Giite der von (SCPI) und (SCPI) erzeugten unteren Schranken 15

2.2 Duale Schranke . . . . .. ... 20
2.3 Hierarchie fiir die Giite der unteren Schranken . . . . . . . . . . .. 22

3 Obere Schranken fiir Mengeniiberdeckungsprobleme 25
3.1 Blockauswahl und das Problem (SCPu(l)) . . ... ... ... ... 26
3.2 Blockauswahl ,best-cover* . . . . ... ... .. 0000 28
3.2.1 Giite von Algorithmus 1 fir ungewichtete (SCP) . . . . . .. 31

3.3 Blockauswahl basierend auf Greedy-Heuristiken . . . . . . .. ... 36
3.3.1 Greedy-Heuristik . . . . .. ... ... ... ... 37

3.3.2 Greedy-Blockauswahl . . . . .. ... ... .. ... ..... 39

3.3.3 Giite von Algorithmus 3 . . . . . ... ... ... .. .... 41

3.3.4 Andere Gewichtungsfunktionen in Algorithmus 3 . . . . . . 44

3.3.5 Vergleich von ,best-cover- und Greedy-Blockauswahl . . . . 45

111



INHALTSVERZEICHNIS v

3.4 Blockauswahl fiir beliebige zuléssige Losungen von (SCP) . . . . . . 48

3.5 Erweiterung einer Relaxationslosung durch Blockauswahl . . . . . . 51

3.5.1 Vergleich von Algorithmus 6 und Algorithmus 7 . . . . . . . 54

4 Numerische Ergebnisse 59

4.1 Vergleich von Algorithmus 2 und Algorithmus 3 . . . . . ... ... 60
4.1.1  Vergleich von Algorithmus 2 und Algorithmus 4 fiir das un-

gewichtete (SCP) . . . . . .. ... .. Lo 65

4.2 Untersuchung von (SCPI) und (SCP1) . . . . ... ... ... .... 67
4.3 Vergleich verschiedener oberer und unterer Schranken fiir gewichtete

(SCP) . . 69

5 Fazit 73

5.1 Untere Schranken . . . . . . . .. ... ... ... ... 73

5.1.1 Duale Schranke . . . . . . .. ... ... ... ... 73

5.1.2 (SCPI) . . . . oo 74

51.3 (SCPL) . . ... 74

5.2 Obere Schranken . . . . . .. .. .. ... oo 74

5.2.1 Greedy-Heuristik . . ... .. ... ... .. ... ... 75

5.2.2  Algorithmus 3 und Algorithmus 4 . . . . ... ... .. ... 75

5.2.3 Algorithmus b5 . . . . ... ... ... 76

524 Algorithmus 6 . . . . . . ... ... ... 7

5.2.5 Algorithmus 7 . . . . . . . ... 7

5.2.6 Algorithmus 1. ... ... ... ... ... ... . ...... 78

Literaturverzeichnis 79

Algorithmenverzeichnis 81

Erkliarung 82



Einleitung

Viele Probleme aus der kombinatorischen Optimierung und ihrer praktischen An-
wendung lassen sich durch Mengeniiberdeckungsprobleme als ganzzahlige Pro-
gramme modellieren. Die entstehenden ganzzahligen Probleme koénnen im Allge-
meinen nicht mehr exakt gelost werden, was im Laufe der letzten 40 Jahre zur
Entwicklung zahlreicher Verfahren zur Bestimmung von Néherungslosungen sowie
oberen und unteren Schranken fiir Mengeniiberdeckungsprobleme gefiihrt hat.

Die Beobachtung, dass die Struktur der Koeffizientenmatrix eines Mengeniiber-
deckungsproblems in manchen Féllen auf natiirliche Weise aus dem zu modellieren-
den Problem hervorgeht, fithrte uns zu der Idee, diese spezielle Gestalt der Matrix
fiir die Berechnung von oberen und unteren Schranken des Mengeniiberdeckungs-
problems auszunutzen. Das heifit zum einen, dass wir bekannte Verfahren erweitern
und dndern werden, um die Gestalt der Koeffizientenmatrix des Problems zur effi-
zienteren Berechnung von Schranken zu nutzen. Zum anderen entwickeln wir durch
eine direkte Analyse der speziellen Struktur neue Verfahren zur Berechnung von
Schranken fiir diese Probleme.

Konkret behandeln wir in dieser Arbeit Mengeniiberdeckungsprobleme, bei de-
nen in der Koeffizientenmatrix des ganzzahligen Programms in vielen Zeilen jeweils
nur wenige Blocke von aufeinanderfolgenden Einsen auftreten. Eine solche Struk-
tur entsteht z.B. bei der Modellierung des Problems, neue Bahnhofe in einem
gegebenen Schienennetz zu platzieren (,stop location problem* | siehe [24]).

Die Koeffizientenmatrix mit der beschriebenen Struktur hat annéhernd die con-
secutive ones property (C1P). Hat die Matrix eines Mengeniiberdeckungsproblems
C1P, so sind effiziente Losungsmethoden fiir das Problem bekannt. Wir werden da-
her die Berechnung von Schranken fiir ein gegebenes Mengeniiberdeckungsproblem

auf die Losung eines Problems mit consecutive ones property zuriickfiihren.



Kapitel 1
Mengeniiberdeckungsprobleme

Das Mengeniiberdeckungsproblem (englisch: set covering problem) ist eines der
wichtigsten und am besten studierten Probleme der kombinatorischen Optimie-
rung. Der Grund hierfiir liegt darin, dass das Problem sehr allgemein ist und
viele andere kombinatorische Optimierungsprobleme durch Mengeniiberdeckungs-
probleme modelliert werden kénnen. Zu nennen sind hier z. B. Mengenpackungs-
probleme, Kanteniiberdeckung und Knotenpackung auf Graphen sowie Rucksack-
probleme.

Zusétzlich konnen viele praktische Probleme als Mengeniiberdeckungsproble-
me modelliert werden, z.B. Personalumlaufplanung im Flug- und Busverkehr [18,
22], Verkehrsplanung [24], Standortplanung von Krankenhdusern und Feuerweh-
ren [27, 30] und industrielle Anwendungen [28, 29]. Weitere Anwendungen sowie
einen Literaturiiberblick zum Thema Mengeniiberdeckungsprobleme sind in der
kommentierten Bibliographie von Ceria et al. [8] zu finden.

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir das Mengeniiberdeckungsproblem for-
mulieren, iiber die Losbarkeit des Problems diskutieren und einen Uberblick iiber
Losungsansétze in der Literatur geben. Im zweiten Abschnitt wird ein Redukti-
onslemma fiir das Problem vorgestellt. Im letzen Teil dieses Kapitels beschéftigen

wir uns mit Mengeniiberdeckungsproblemen mit consecutive ones property.
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1.1 Formulierung des Problems

Zunéchst werden wir das Mengeniiberdeckungsproblem formal definieren.

Es sei M = {1,...,m} eine endliche, nichtleere Menge und es sei S = {S;};en
fir N ={1,...,n} eine gegebene Familie von Teilmengen von M, also S; C M
Vj € N. Wir sagen, dass eine Teilmenge ' C N die Menge M diberdeckt, falls
U ierSj = M und nennen F' dann eine zuléssige Uberdeckung von M. Seien nun
zusétzlich Kosten ¢; € R fiir alle Teilmengen S; gegeben. Die Aufgabe des Men-
geniiberdeckungsproblems besteht darin, eine kostenminimale Uberdeckung von M
zu finden.

Das Mengeniiberdeckungsproblem kann als ganzzahliges Programm beschrie-
ben werden. Sei dazu A € B™*" eine 0-1-Matrix, dessen Elemente (a;;) fiir i € M,

j € N definiert sind durch:

1, fallsieS;
aij =
0, sonst.

Auflerdem definieren wir noch eine Entscheidungsvariable x € B", die angibt, ob
eine Teilmenge S; fiir die Uberdeckung F' ausgewihlt wurde oder nicht. Fiir alle
7 € N sei

1, fallsjeF

X4 =

0, sonst.
Des Weiteren seien Kosten c¢; € R fiir alle Mengen S;, j € N gegeben. Dann kann
das Mengeniiberdeckungsproblem auf folgende Weise als ganzzahliges Programm

definiert werden:

minimiere z = E CjT;
JEN
so dass g agjr; >1 Vie M
jEN

z;€{0,1}  Vj€EN.
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Fiir das Mengeniiberdeckungsproblem kénnen wir o.B.d.A. annehmen, dass
c; > 0Vj € N. Denn falls es eine Menge S, mit Kosten ¢, < 0 gibt, so wird diese
Menge in jeder kostenminimalen Uberdeckung vorkommen. Falls ¢; = 0, so kann
die Menge Sj in jede kostenminimale Uberdeckung aufgenommen werden, ohne
deren Kosten zu vergréflern. In beiden Féllen kénnen wir daher z;, = 1 setzen und

das Problem

minimiere Z CjT;
JEN\{k}

so dass Z a;r; >1  Vie M\Sy
JEN\{k}
z; € {0,1} Vi e N\{k}

16sen.
Nun folgt die Definition des Mengeniiberdeckungsproblems, mit der wir im
Folgenden arbeiten werden. Dabei sei s; der Vektor mit Lénge [, in dem jeder

Eintrag s ist.

Definition 1.1.1. Es seien A € {0,1}"™*", ¢ € R} und 1,, € N™. Das Mengen-

iiberdeckungsproblem st gegeben durch:

minimiere  z = c'x (1.1)
(SCP) so dass Ax > 1, (1.2)
r € B (1.3)

Die Matriz A nennen wir auch Uberdeckungsmatrix des Mengeniiberdeckungs-

problems.

Bemerkung 1.1.2. In der Uberdeckungsmatriz A des Mengeniiberdeckungspro-
blems entsprechen die Zeilen den zu tiberdeckenden Elementen {1,...,m} und die
Spalten den Teilmengen S;, j € {1,...,n}, von M. FEine optimale Lisung von
(SCP) besteht also aus einer kostenminimalen Teilmenge der Spalten, so dass alle

Zeilen von A durch diese Spalten tiberdeckt werden.

Notation 1.1.3. Fualls die Kosten fiir alle Spalten gleich sind, so sprechen wir

von einem ungewichteten (SCP) oder ungewichteten Mengeniiberdeckungspro-
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blem wund schreiben ¢ = 1,. Andernfalls nennen wir das Problem gewichtetes

Mengeniiberdeckungsproblem oder gewichtetes (SCP).

Mengeniiberdeckungsprobleme gehoren zu der Klasse der NP-schweren Proble-

me:
Satz 1.1.4. Das ungewichtete Mengeniiberdeckungsproblem ist NP-schwer.
Beweis. Ein Beweis kann in [14] gefunden werden. O

Bemerkung 1.1.5. Da das ungewichtete (SCP) und damit insbesondere das ge-
wichtete Mengeniiberdeckungsproblem nach Satz 1.1.4 NP-schwer ist, kénnen wir
nicht erwarten, dass es einen polynomiellen Algorithmus zur Losung von (SCP)
qibt.

Zur Berechnung optimaler Losungen von (SCP) werden daher oft Branch &
Bound-Techniken genutzt (siehe z.B. [1, 3, 6]). Falls grofle Instanzen fir ein
Mengeniiberdeckungsproblem gegeben sind, so fiihren bekannte Verfahren im All-
gemeinen nicht mehr in annehmbarer Zeit zu einer Optimallosung des Problems.
In diesem Fall konnen Ndherungslosungen durch heuristische Methoden, wie z. B.
Lagrange-Heuristiken [4, 9] oder Greedy-Heuristiken [10, 13/, gefunden werden.
Ein Uberblick weiterer Methoden, Niherungs- und Optimallosungen von Mengen-

tiberdeckungsproblemen zu berechnen, findet sich in [7] und [8].

Es folgen die Definitionen von Kandidatenmenge einer Zeile und Uberdeckung

einer Spalte.
Definition 1.1.6. Es sei A € B™*", M ={1,...m}, N ={1,...,n}.

1. Die Menge
cover(j) :={ie M : a;; = 1}

heift Uberdeckung oder Menge der iiberdeckten Zeilen von Spalte j € N.

2. Die Menge
cand(i) :=={j € N : a;; = 1}

heifft Kandidatenmenge von Zeile i € M. Die Elemente der Menge cand(i)

nennen wir auch die Kandidaten der Zeile 1.
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Notation 1.1.7. Die Anzahl der Zeilen |cover(j)|, die von Spalte j tiberdeckt wer-

den, nennen wir die Uberdeckungszahl von j.

Bemerkung 1.1.8. e Die Bedingung (1.2) aus Definition 1.1.1 kann mit De-

finition 1.1.6 auch geschrieben werden als:

Y =1 VieM (1.4)
jecand()

e Die Uberdeckung cover(j) einer Spalte j entspricht der Menge S; aus der

Familie S der Teilmengen von M.

1.2 Reduktionslemma fiir (SCP)

Die Uberdeckungsmatrix A eines Mengeniiberdeckungsproblems besitzt bei prak-
tischen Anwendungen im Allgemeinen sehr viele Zeilen und Spalten. Es ist daher
wichtig, das Problem vor der Anwendung von Algorithmen so weit wie moglich
zu reduzieren, um eine kiirzere Laufzeit der Algorithmen zu erreichen. Das heifit,
redundante Bedingungen des Problems sollen gefunden und effizient entfernt wer-
den. Jede optimale Losung des reduzierten Problems soll dann auch eine Opti-
mallosung des urspriinglichen Problems sein. Das folgende Reduktionslemma fiir
Mengeniiberdeckungsprobleme gibt Regeln fiir Zeilen- und Spaltenreduktionen der

Uberdeckungsmatrix A an. Die Regeln stammen von Toregas und ReVelle [26].

Lemma 1.2.1. (Reduktionslemma fiir (SCP))

Gegeben sei ein (SCP) mit Uberdeckungsmatriz A € B™™ und Kosten ¢ € Ry.
Es sei N = {1,...,n} die Menge der Spalten und M = {1,...,m} die Menge der
Zeilen von A. Dann gilt:

1. (SCP) hat eine Losung < Vi€ M : cand(i) # .

2. Wenn es eini € M und ein j € N gibt mit cand(i) = {j} = z; = 1 in jeder
zuldssigen Losung x von (SCP). Die Spalte j und alle Zeilen 1 € cover(j)

konnen aus A entfernt werden.

3. Falls cand(i) C cand(k) fir i,k € M = entferne Zeile k aus A.
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4. Falls cover(k) C cover(l) fir k,l € N und ¢y > ¢; = es gibt eine optimale
Lésung x von (SCP) mit x), = 0. Die Spalte k kann aus A entfernt werden.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [26].
[

Bemerkung 1.2.2. Nach Lemma 1.2.1 ist ein Mengeniiberdeckungsproblem mat
Uberdeckungsmatriz A genau dann losbar, wenn es in A keine Nullzeile gibt. Wir
werden im Folgenden fir alle betrachteten (SCP) implizit vorraussetzen, dass die

Uberdeckungsmatriz keine Nullzeile hat.

Bemerkung 1.2.3. Die Regeln aus Lemma 1.2.1 miissen mit Bedacht implemen-
tiert werden, da eine gradlinige Programmierung bei groffen Probleminstanzen zu
einem hohen Zeitaufwand fiihren kann. Andererseits fiihrt eine Anwendung der
Reduktionsregeln bei grofsen Instanzen zu einem erheblich kleineren Problem. Heu-
ristiken und andere Ndherungsverfahren liefern fiir das reduzierte Problem im All-
gemeinen bessere Ldosungen als fiir das urspriingliche Problem.

Bei ungewichteten Mengeniiberdeckungsproblemen empfiehlt sich die Anwen-
dung der Reduktionsregeln besonders, denn die Voraussetzung ¢, > ¢ fir k,l € N

aus Regel 4 ist auf Grund der Kostengleichheit aller Spalten immer erfillt.

1.3 Mengeniiberdeckungsprobleme mit C1P

In diesem Abschnitt betrachten wir Mengeniiberdeckungsprobleme, bei denen die
Uberdeckungsmatrix die consecutive ones property hat. Fiir solche Mengeniiberde-
ckungsprobleme kann mit polynomiellen Algorithmen eine Optimallosung gefun-

den werden.

Definition 1.3.1. (siche z. B. [23]) Es sei A € B™*". A hat die consecutives ones
property (C1P), falls es eine Permutation der Spalten von A gibt, so dass fir alle
Zeilen k € {1,...,m} von A und alle jy,js € {1,...,n} gilt:

akj, = 1, arj, =1 = ar; =1 fiir alle j1 < j < ja.

Wir sagen auch, A hat C1P oder A ist eine C1P-Matrix.
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Falls eine Matrix C1P hat, kann die Permutation der Spalten, so dass die Einsen
aufeinanderfolgend auftreten, mit dem Algorithmus von Meidanis und Telles [20]
gefunden werden. Dieser Algorithmus hat eine Laufzeit von O(mn) fiir A € R™*™.
Ohne Einschriankung der Allgemeinheit nehmen wir daher an, dass die Spalten
einer Matrix mit C1P bereits geordnet sind, d.h. die Einsen jeder Zeile treten
aufeinanderfolgend auf. Diese Eigenschaft wird auch starke C1P genannt. Wir

arbeiten im Folgenden also, falls wir Matrizen mit C1P betrachten, mit der starken

C1P.

Notation 1.3.2. o Wir sagen, dass ein Mengeniiberdeckungsproblem C1P hat,
falls seine Uberdeckungsmatriz A C1P hat. Wir sprechen in diesem Fall auch

von Mengeniiberdeckungsproblemen mit C1P.

o [ir eine Matriz A € B™*" (die nicht notwendig C1P hat) sagen wir, dass die
Zeile k € {1,...,m} C1P hat, falls die Einsen dieser Zeile aufeinanderfolgend
auftreten, d.h. fir alle ji,jo € {1,...,n} gilt:

ap;, = 1, agj, =1 und j1 < jo = ag; =1 fir alle j; < j < ja.

Jede Matrix mit C1P hat die folgende Eigenschaft:
Lemma 1.3.3. Eine Matrix A mit C1P ist total unimodular.
Beweis. Ein Beweis dieses Lemmas kann in [21] gefunden werden. O

Bemerkung 1.3.4. Die LP-Relazation eines ganzzahligen Programms mit to-
tal unimodularer Koeffizientenmatriz A hat nur ganzzahlige Extrempunkte (siehe
[21]). In einem Problem (SCP) mit C1P kann daher die Bedingung (1.3) durch
x € R" x > 0 ersetzt werden und jedes Verfahren zur Losung linearer Program-
me wird eine boolesche Lisung des Problems finden. Insbesondere kann solch ein
Mengeniiberdeckungsproblem in polynomialer Zeit geldost werden.

In [24] und [17] werden spezielle, besonders effiziente Algorithmen zur Li-
sung von Mengeniiberdeckungsproblemen mit C1P vorgestellt. Der Algorithmus von
Hochbaum [17] basiert auf der Idee, ein gegebenes (SCP) mit C1P in ein Longest
Path Problem in einem azyklischen Graphen zu transformieren. Das transformier-
te Problem kann durch dynamische Programmierung in linearer Zeit geldst wer-

den. Insgesamt ist die Laufzeit des in [17] vorgestellten Algorithmus zur Losung
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eines Mengendiberdeckungsproblems mit C1P mit m x n-Uberdeckungsmatriz durch
O(m + n) gegeben und damit nur linear abhingig von der Grifie der Koeffizien-

tenmatriz des Problems.

Diese effiziente Losungsmoglichkeit fiir Mengeniiberdeckungsprobleme mit C1P
ist fiir uns ein Ansatzpunkt zur Erzeugung unterer und oberer Schranken fiir (SCP)
in den folgenden Kapiteln. Die Uberdeckungsmatrix A wird dabei so abgeéndert,
dass sie C1P hat und durch die Losung des abgeénderten Problems untere bzw.
obere Schranken entstehen.

Nehmen wir nun an, eine Matrix A ist gegeben, die nicht C1P hat. Es gibt also
Zeilen in A, die nicht C1P haben. In diesen Zeilen steht somit mehr als nur ein
Block von aufeinanderfolgenden Einsen. Um mit diesen Blocken arbeiten zu kon-
nen, definieren wir zunédchst die Anzahl der Blocke einer Zeile, sowie Blockanfang

und Blockende eines bestimmten Blocks.
Definition 1.3.5. (siehe [23]) Es sei A € B™*", M = {1,...,m},N ={1,...,n}.

1. Fiir die Zeile k € M von A sei bly, die Anzahl der Blocke von aufeinander-

folgenden Einsen.
2. Fir den i-ten Block von Zeile k € M (i € {1,...,bl}) sei

o fi. die Spalte der ersten Eins von Block 1.
o [i.; die Spalte der letzten Eins von Block 1.

3. Die Lénge von Block i der Zeile k € M (i € {1,...,blx}) ist gegeben durch
i — fri+ 1.

Das bedeutet also fiir eine Matrix A € B™*", dass

1, fallseseini e {1,..,bl;} gibt, so dass fr; < j <k,

Cij =
0, sonst.

Notation 1.3.6. Die Bldocke von aufeinanderfolgenden Einsen nennen wir im Fol-

genden auch einfach Blocke.
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Die Schranken, die in den folgenden Kapiteln entwickelt werden, kénnen zwar
fiir beliebige Mengeniiberdeckungsprobleme berechnet werden, eignen sich aber
besonders gut fiir solche mit Uberdeckungsmatrizen, die ,fast“ C1P haben. D.h.
die Anzahl der Blocke der Zeilen der Matrix soll klein gegeniiber der Grofle der

Matrix sein. Daher definieren wir:
Definition 1.3.7. [23] Sei A € B™*". A hat fast C1P, falls Y], bl;, < mn.

Notation 1.3.8. Anstatt von Matrizen mit fast C1P sprechen wir im Folgenden
auch von Matrizen mit Blockstruktur. Dabei sollte sich der Leser Matrizen mit

nur wenigen, aber langen Blocken von aufeinanderfolgenden Einsen vorstellen.

In vielen praktischen Anwendungen von Mengeniiberdeckungsproblemen treten
relativ diinn besetzte Uberdeckungsmatrizen auf, die viele Zeilen mit C1P haben,
falls die Spalten der Matrix auf eine bestimmte, oft durch die Anwendung selbst
motivierte Art und Weise permutiert werden. Ein Beispiel ist das Problem, neue
Bahnhéfe in einem gegebenen Schienennetz zu platzieren (,,stop location problem*),
wie es in [24] und [23] vorgestellt wird.

In vielen weiteren Anwendungen treten Uberdeckungsmatrizen mit fast C1P
auf. Dies motiviert die Entwicklung von Verfahren zur Berechnung oberer und
unterer Schranken fiir (SCP), die eine solche spezielle Struktur der Uberdeckungs-

matrix nutzen.



Kapitel 2

Untere Schranken fiir

Mengeniiberdeckungsprobleme

Untere Schranken fiir (SCP) werden im Allgemeinen durch die Betrachtung einer
Relaxation des ganzzahligen Problems berechnet. Das heifit, (SCP) wird durch ein
Optimierungsproblem mit groflerem zuldssigen Bereich und/oder verdnderter Ziel-
funktion ersetzt, welches leichter zu 16sen ist und dessen Losung eine untere Schran-
ke fiir (SCP) liefert. Die zwei Standardrelaxationen fiir Mengeniiberdeckungspro-
bleme sind zum einen die LP-Relaxation, bei der die Forderung der Ganzzahligkeit
der Losung weggelassen wird. Da die exakte Losung der LP-Relaxation mit Lo-
sungsverfahren fiir lineare Programme typischerweise ebenfalls sehr zeitaufwéandig
ist (siehe [7]), stellt die Lagrange-Relaxation, wie sie z.B. in [4, 2, 9] vorgestellt
wird, eine wichtige Alternative zur LP-Relaxation dar.

Wir wollen in diesem Kapitel Ideen von Ruf und Schobel [23] zur Berechnung
unterer Schranken von (SCP) aufgreifen und erweitern. Wir wollen dabei die Ne-
benbedingungen des Problems relaxieren, d.h. die Ganzzahligkeitsbedingung fiir
die Variablen soll erhalten bleiben, die Uberdeckungsmatrix A aber in der Art
abgedndert werden, dass eine C1P-Matrix entsteht und das entsprechende Men-
geniiberdeckungsproblem effizient zu l6sen ist. Basierend auf dieser Idee stellen wir
zunéchst in den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 zwei Verfahren zur Berechnung unte-

rer Schranken eines Mengeniiberdeckungsproblems vor. In Teil 2.2 werden wir die

10
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duale Schranke von (SCP) présentieren. Schliefllich vergleichen wir in Abschnitt
2.3 die Giite der vorgestellten unteren Schranken miteinander.

Die in den Abschnitten 2.1, 2.1.1 und 2.1.2 vorgestellte Theorie zur Berechnung
unterer Schranken fiir (SCP) wurde urspriinglich fiir Matrizen, die fast C1P sind,
entwickelt. Fiir diese Probleme werden im Allgemeinen auch bessere Ergebnisse
als fiir solche mit beliebigen Uberdeckungsmatrizen erzielt. Da die Theorie aber
unabhéngig von der Struktur der Matrix ist, werden wir im Folgenden beliebi-
ge Mengeniiberdeckungsprobleme betrachten. Der Leser sollte aber im Hinterkopf
behalten, dass eine Blockstruktur der betrachteten Matrizen sinnvoll fiir die An-

wendung der Verfahren ist.

2.1 Relaxationen von (SCP) mit C1P-Matrizen

Wir wollen die Nebenbedingungen eines gegebenen (SCP) derart relaxieren, dass
wir ein Mengeniiberdeckungsproblem mit C1P zu losen haben. Dazu werden wir
die Zeilen der Uberdeckungsmatrix A so abdndern, dass jeweils genau ein Block
von aufeinanderfolgenden Einsen pro Zeile vorkommt. Da es in A im Allgemeinen
schon Zeilen mit genau einem Block geben kann, teilen wir die Matrix dahingehend
auf, dass wir die Zeilen mit C1P und die Zeilen, die mehrere Blocke haben, separat
betrachten konnen. Da die Zeilen der Matrix permutiert werden kénnen, ohne dass

sich das Problem (SCP) verdndert, schreiben wir nun fiir A € B™*"™:

A ( o ) | )

Dabei sei A% ¢ BP>*" p e {1,...,m — 1} und A" € B"P>" und es gelte:

blk >1 Vk € {17 ---7}7},
bl,=1 Vke{p+1,..,m}

Falls bl = 1Vk € {1,...,m}, so schreiben wir A = A" und setzen p = 0.
Falls bl > 1 Vk € {1,...,m} schreiben wir A = A*? und setzen p = m.
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Das Problem (SCP) kann mit dieser Aufteilung von A dquivalent geschrieben

werden als:

minimiere 2 =cx

(SCP?) so dass Ay > 1) (2.2)
A > 1, (2.3)
x € B".

Nach Konstruktion von (SCP’) gilt das folgende Lemma:
Lemma 2.1.1. /23] (SCP) und (SCP’) sind dquivalent.

Die Nebenbedingung Az > 1,, von (SCP) ist nun aufgeteilt in die ,leichter” zu
erfiillende Nebenbedingung (2.3) und die Nebenbedingung (2.2), welche im Allge-

meinen zu Schwierigkeiten bei der Losung des Problems fiihrt.

2.1.1 Das Problem (SCPI)

Betrachten wir das Problem (SCP’) und gehen davon aus, dass die Matrix Al
existiert (also p < m), so erhalten wir eine Relaxation von (SCP’), indem wir die
Nebenbedingung (2.2) weglassen. D.h., wir vernachléssigen alle Zeilen der Matrix
A, die seine C1P-Eigenschaft zerstoren. Falls die Matrix A" existiert, erhalten

wir das folgende Mengeniiberdeckungsproblem mit C1P.

minimiere dx
(SCP1) so dass APy >1,
r € B".

Lemma 2.1.2. (siehe [23]) Jede Optimallosung von (SCPI) liefert eine untere
Schranke fir (SCP’).

Beweis. Da die Zielfunktionen der beiden Programme identisch sind und (SCPI)
nur einen Teil der Nebenbedingungen von (SCP’) enthélt, ist (SCP1) eine Relaxa-
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tion von (SCP’) und damit ist nach [21] der Zielfunktionswert jeder Optimallosung
von (SCPI) eine untere Schranke fiir (SCP”). O

Bemerkung 2.1.3. Da die Uberdeckungsmatriz A C1P hat, konnen wir das
Problem (SCPl) nach Bemerkung 1.3.4 effizient l6sen und somit eine untere Schran-
ke von (SCP’) bzw. (SCP) bestimmen.

Falls die Matriz A nur wenige Zeilen mit C1P hat, ist der zuldssige Bereich von
(SCPI) viel gréfer als der zuldssige Bereich von (SCP) und der Wert der unteren
Schranke kann stark vom optimalen Zielfunktionswert von (SCP) abweichen. Falls
es in A dberhaupt keine C1P-Zeile gibt, hat das Problem (SCPI) keine Nebenbedin-
gungen und fihrt zu der trivialen unteren Schranke von 0. In diesem Fall kénnten
als Ausweq die Spalten von A derart permutiert werden, dass zumindest eine Zeile
mit C1P auftritt und somit AT aufgestellt werden kann. Die Losung von (SCPI)
liefert dann eine nicht triviale untere Schranke fir (SCP).

Den Zusammenhang des Wertes der von (SCPl) erzeugten unteren Schranke
von (SCP) und dem Anteil der Zeilen mit C1P in der Uberdeckungsmatriz des

Problems werden wir in Kapitel / numerisch untersuchen.

2.1.2 Das Problem (SCPI)

Um eine bessere untere Schranke als durch Losen von (SCPI) zu erhalten, wol-
len wir eine Relaxation von (SCP) aufstellen, deren zuldssiger Bereich in dem
zuldssigen Bereich von (SCPI) enthalten ist. Dazu behalten wir die Bedingung
AClP > 1

(m—p) Del, figen aber weitere Nebenbedingungen hinzu. Um diese zu
bestimmen, relaxieren wir die Bedingung (2.2), indem wir die Zeilen von Ab¥

,konvexifizieren“, wie wir es im Folgenden beschreiben.

Definition 2.1.4. FEs sei A € B™*™. Weiterhin sei bl die Anzahl der Blocke von
Zeile k fir alle k € {1,...,m} und fi; bzw. ly; die Spalte der ersten bzw. letzten

Eins des i-ten Blocks der Zeile k von A. Dann definieren wir die konvexifizierte

Matriz A € B™*" durch:

, 1, falls feq1 < j <k,
0, sonst.
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Hierbet ist ay; der Eintrag von A in der k-ten Zeile und j-ten Spalte.

In der konvexifizierten Matrix A werden also alle Nullen, die zwischen dem
ersten und letzten Block einer Zeile von A liegen, mit Einsen aufgefiillt. Jede Zeile

von A besitzt genau einen Block von aufeinanderfolgenden Einsen.

Beispiel 2.1.5. Sei

A:

S = O
o O =
_ O O
—_ =

Dann ist die konvexifizierte Matrix A gegeben durch:

b

Il
S = O
O =
— = =
— = =

Bemerkung 2.1.6. Schreiben wir

Abad
AClP

mit Abrd € BPxn | ACIP ¢ Bn=p)xn g6 treten die Zeilen von A in der konvewi-

fizierten Matrix A unverdndert auf, da sie jeweils genau einen Block besitzen.

Um nun eine untere Schranke fiir (SCP) zu erhalten, 16sen wir das Mengen-
iiberdeckungsproblem, das als Uberdeckungsmatrix die konvexifizierte Matrix A
hat:

minimiere cx

(SCP)) so dass Az > 1,
x € B".

Lemma 2.1.7. Jede Optimallosung von (SCO'PZ) liefert eine untere Schranke fiir
(SCP’). Diese untere Schranke ist nicht schlechter als die untere Schranke, die
durch eine Optimallosung von (SCPI) erhalten wird.
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Beweis. Fiir die zulissigen Bereiche von (SCP’), (SCP1) und (SCP1) gilt:

Abad B
r e B": AC1P x>1,+» C {zeB":Ax>1,}

C {reB": A%y > Lionp}-

Da die Zielfunktionen der Probleme identisch sind und die zuléssigen Bereiche ein-
ander enthalten, gilt nach [21], dass (SCP1) eine Relaxation von (SCP’) und (SCPI)
eine Relaxation von (SCPI) ist. Daraus folgt nach [21], dass die Optimalldsung von
(SCPI) eine untere Schranke fiir (SCP’) und die Optimallésung von (SCP1) eine
untere Schranke fiir (SCP1) liefert. Damit ist die untere Schranke, die durch (SCPI)

erzeugt wird, mindestens so gut wie die durch (SCPI) erzeugte. O

Bemerkung 2.1.8. Da die Koeffizientenmatriz von (SCPl) C1P hat, kénnen wir
das Problem nach Bemerkung 1.5.4 effizient losen. Da die durch (SéPl) erzeugte
untere Schranke mindestens so gut ist wie eine untere Schranke, die durch Losen
von (SCPI) gefunden werden kann, sollten wir (SCPI) bei der Berechnung unterer
Schranken von (SCP) bevorzugen.

Wir bemerken zusdtzlich, dass die Uberdeckungsmatriz A'F von (SCPl) p < m
Zeilen hat. Da die Laufzeit zur Lésung eines Mengeniiberdeckungsproblems mit
C1P abhingig von der Anzahl der Zeilen der Uberdeckungsmatriz ist, kann (SCPI)
schneller geldst werden als (SCPI).

2.1.3 Giite der von (SCP1) und (SCPI) erzeugten unteren

Schranken

Zunichst bemerken wir, wie wir die Giite eines Verfahrens zur Berechnung einer

oberen bzw. unteren Schranke bewerten wollen.

Notation 2.1.9. Fir die Giite eines Verfahrens zur Berechnung einer unteren
bzw. oberen Schranke z eines (SCP) mit optimalem Zielfunktionswert z* sind drei

verschiedene Kriterien von Bedeutung:

1. Der absolute Fehler |z — z*| des Verfahrens.
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2. Der Approximationsfaktor f‘t des Verfahrens.

3. Der relative Fehler ¢, := @ des Verfahrens.
Dabei kann der relative Fehler direkt aus dem Approximationsfaktor berechnet wer-
den und umgekehrt. Wir werden bei den Giiteabschdtzungen fiir die vorgestellten
Verfahren Abschdtzungen fir den Approximationsfaktor beweisen. Den relativen
Fehler des jeweiligen Verfahrens geben wir zusdtzlich in einer Bemerkung an.

Je kleiner der absolute und der relative Fehler eines Verfahrens zur Berechnung
einer Schranke von (SCP) sind (bzw. je néiher der Approzimationsfaktor bei 1

liegt), umso besser ist die Giite des Verfahrens.

Das folgende Lemma gibt Aufschluss iiber den absoluten Fehler und den Ap-

proximationsfaktor der von (SCPI) erzeugten unteren Schranke von (SCP).

bad
Lemma 2.1.10. Sei A = ( Acrp ) € B™*" mit A% € BP*" (1 < p < m) und
ceR%.
Es sei ¢, := Summe der p grifiten Kostenwerte und cppn = minje{lmn}{cj}

der kleinste Kostenwert. Sei x* eine Optimalldosung von (SCP) mit Zielfunkti-
onswert z* = c'x* und x; eine Optimallisung von (SCPl) mit Zielfunktionswert

2 = ctwy. Dann gilt:

1.
2* =z < ¢ (2.4)

2. Firp<m ist
Ao Cmin (2.5)
z* Cmin +Cp

Beweis. 1. Sei x; eine Optimallosung von (SCPI). Falls p < m ist, existiert

AP und als zulissige Losung von (SCPI) iiberdeckt ; alle Zeilen dieser
Matrix. Falls p = m ist, so hat (SCPI) keine Nebenbedingung und x; ist der
Nullvektor. In beiden Fillen werden die p Zeilen von A% im Allgemeinen
nicht von x; iberdeckt. Wahlen wir fiir jede dieser p Zeilen eine Spalte, die
diese Zeile iiberdeckt, so haben wir zusammen mit x; eine Spaltenauswahl

getroffen, die alle Zeilen von A {iberdeckt. Die zusétzlich gewéhlten Spalten
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haben Kosten von maximal ¢,. Da die so konstruierte Spaltenauswahl zuléssig
fiir (SCP) ist, gilt:
2+ cp > 25, (2.6)

also

|2* — 2| = 2" — 2z < ¢,

2. Mit Abschéitzung (2.6) fiir den Zielfunktionswert z; einer Lésung x; von

(SCP1) und der Beobachtung, dass z; > ¢, ist (da p < m ist, existiert

AP und 7; kann nicht der Nullvektor sein), folgt:

z 21+ Cp Cp
_ JRLANN — 1 + =
o 2 2
C Cmin T+ C
g 1 + r_ _ p'
Cmin Cmin

Da beide Seiten der Ungleichung positiv sind, gilt fiir den Kehrwert

ﬁ Z Cmin
z* Cmin + Cp
und die Abschétzung ist bewiesen.
]

Bemerkung 2.1.11. Fir den relativen Fehler ¢, der Lésung z von (SCPI) gilt
nach Lemma 2.1.10:

Cp

z* z* z* Cmin + Cp Cmin + Cp

:|Z*_zl|zz*_zl:1_ﬁ<1_ Cmin

Er

Hierbei ist p die Anzahl der Zeilen von A mit 1 <p < m.

Bemerkung 2.1.12. Fulls ein ungewichtetes Mengentiberdeckungsproblem wvor-

liegt, so gilt nach Lemma 2.1.10 mit c =1,,:

1. |cdta* — x| < p.

t, %

c'x I+p
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_ |t — 'y <D

3. &, T S T¥p

Hierbei ist p die Anzahl der Zeilen von A mit 1 < p < m. Die erste Aussage gilt
auch fir p =m.

o

Da die Optimallésung von (SCPI) immer einen mindestens so groflen Zielfunk-

)
tionswert wie eine Losung von (SCP1) hat, iibertragen sich die Giiteabschéitzungen

o

aus Lemma 2.1.10 auf die von (SCP1) erzeugte untere Schranke von (SCP).

bad
Korollar 2.1.13. Sei A = < AC1P > € B™*" mit A € B> (1 < p < m) und
ceRY.
Es sei ¢, := Summe der p grifiten Kostenwerte und Cpin := minjeqr,. n1{c;}

der kleinste Kostenwert. Sei x* eine Optimallosung von (SCP) mit Zielfunkti-
onswert z* = c'z* und x eine Optimallésung von (SéPl) mit Zielfunktionswert

2z =cx. Dann gilt:

1.
|2* —z| < ¢p. (2.7)
2. )
2> Cmin (2.8)
< Cmin + Cp

Beweis. Fiir die optimalen Zielfunktionswerte z von (SCP1) und % von (SCPI) gilt
nach Lemma 2.1.7:

ZlSZO’

Dabher folgt (2.7) fiir 1 < p <m und (2.8) fiir 1 < p < m direkt aus Lemma 2.1.10.
Da die Matrix A fiir p = m existiert, gilt auch in diesem Fall z > ¢,,;,, und wie

im Beweis von Lemma 2.1.10 gilt

Loty

*
z Cmin

Der Kehrwert liefert (2.8) fur p = m. O
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Bemerkung 2.1.14. Fir den relativen Fehler e, der Ldsung z von (SCPI) gilt
nach Korollar 2.1.13:

‘Z*_é‘:z*_ﬁzl_i<1_ Cmin . Cp

2* 2* 2* = Cmin +Cp Conin + Cp

Ep =

Hierbei ist p die Anzahl der Zeilen von A" mit 1 < p < m.

Bemerkung 2.1.15. Fualls ein ungewichtetes Mengeniiberdeckungsproblem vor-

liegt, so gilt nach Korollar 2.1.13 mit c =1,,:

1. |cta* — | < p.

2 th% 1
St = 14
| — P
3. & = e < T+p

Hierbei ist p die Anzahl der Zeilen von A mit 1 < p < m.

Bei Problemen mit grofier Matrix A% oder hohen maximalen Kosten geben
die in Lemma 2.1.10 und Korollar 2.1.13 berechneten Giiteabschétzungen keine
hilfreichen Beschrinkungen fiir die aus (SCP1) und (SCPI) berechneten unteren
Schranken an, da dann der Faktor ¢, aus den Abschétzungen (2.4) und (2.5) bzw.
(2.7) und (2.8) schr grofl ist. In der Praxis zeigt sich aber, dass die Ideen, die
Matrix A" oder das konvexifizierte A fiir die Berechnung einer unteren Schranke
fiir (SCP) zu nutzen, durchaus sinnvoll sein kénnen und die Abweichungen von der
optimalen Losung bei weitem nicht so grof} sind, wie sie durch Lemma 2.1.10 und
Korollar 2.1.13 angegeben werden. Allerdings zeigt das folgende Beispiel, dass die

Abschatzungen scharf sind.

Beispiel 2.1.16. Se:
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und

/&:

S = =
—_ = =
—_ O

Die Anzahl der Zeilen von A ist p = 1. Mit den Kosten c = (1, %, 1)" gilt fiir die
Summe der p grofiten Kostenwerte ¢, = 1.

Optimale Lisungen von (SCP), (SCPL) und (SCP) sind durch z* = (1,1,0),
;= (0,1,0) und x = (0,1,0) mit Zielfunktionswerten z* =

gegeben. Demnach gilt |2* — 2| = |z* — 2| =1 = ¢, und 2 = =

und 2 =

N

1
y 2l 2

N*lN
w
o
3
3
3
+
O
<

Die beiden unteren Schranken z und z sind also identisch. Die in Lemma
2.1.10 und Korollar 2.1.13 angegebenen Abschdtzungen werden in diesem Beispiel

erreicht.

2.2 Duale Schranke

In diesem Abschnitt wird eine weitere Moglichkeit vorgestellt, eine untere Schran-
ke fiir ein Mengeniiberdeckungsproblem effizient zu berechnen. Wir werden die
Dualitétstheorie aus der linearen Optimierung anwenden, um duale Schranken fiir
(SCP) zu berechnen. Wir betrachten hierzu das Duale der LP-Relaxation von
(SCP), gegeben durch

maximiere 1y
(Dual-SCP) so dass ATy <ec
y=>0.

Das folgende Lemma stellt sicher, dass die Losung von (Dual-SCP) tatséchlich
eine untere Schranke von (SCP) liefert.

Lemma 2.2.1. [21] Es sei y* eine Optimallosung von (Dual-SCP). Dann ist
fl = lfny*

eine untere Schranke fiir (SCP).
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Beweis. Nach dem schwachen Dualitédtssatz fiir lineare Programme (siehe [16])
liefert der Ausdruck 17 y* eine untere Schranke fiir die LP-Relaxation von (SCP)
und damit nach [21] auch fir das Problem (SCP) selbst. O

Notation 2.2.2. Wir nennen die untere Schranke f', die aus der Losung von
(Dual-SCP) entsteht, auch die duale Schranke von (SCP).

Da es sich bei (Dual-SCP) um ein lineares Programm handelt, kann die dua-
le Schranke fiir (SCP) mit bekannten Verfahren zur Losung linearer Programme
berechnet werden. Insbesondere ist dies in polynomieller Zeit moglich. Allerdings
kann die Berechnung einer Optimallésung von (Dual-SCP) fiir groie Probleme sehr
aufwéndig sein, weshalb in der Praxis auch fiir (Dual-SCP) Ndherungslosungen ge-
sucht werden. Dies wird z.B. in [2] durch duale Heuristiken und in [23] speziell fiir
Mengeniiberdeckungsprobleme mit fast C1P vorgestellt.

Die Losung von (Dual-SCP) liefert eine Schranke fiir den Zielfunktionswert von
(SCP), gibt aber keine Hinweise darauf, welche Spalten von A in einer Optimallo-
sung von (SCP) gewihlt werden sollten. Diese Erkenntnis macht sie unbrauchbar
fiir den in Abschnitt 3.5 vorgestellten Algorithmus fiir die Berechnung einer oberen
Schranke fiir (SCP), fiir welchen die Lésungen von (SCP1) und (SCPI) verwendet
werden konnen.

In Abschnitt 2.3 werden wir zeigen, dass die duale Schranke nie schlechter ist
als die unteren Schranken, die wir durch Losen von (SCP1) und (SCPI) erhalten.
Daraus folgt zum einen, dass die Abschéatzungen aus Lemma 2.1.13 auch fiir die
duale Schranke gelten. Andererseits belegen Tests mit zufélligen Matrizen (Kapi-
tel 4), dass die duale Schranke sogar erheblich bessere Ergebnisse als (SCDPI) liefert.

Wir werden nun fiir das (SCP) aus Beispiel 2.1.16 die duale Schranke berechnen.

Beispiel 2.2.3. Sei ein Mengeniiberdeckungsproblem (SCP) mit Uberdeckungsma-

trix

A:

[ S S
—_ = O
P B =

und Kosten ¢ = (1,3,1)" gegeben. Dann ist (Dual-SCP) gegeben durch
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maximiere Y1+ Y2+ ys3
s.d.
o+ Y <1
Yy + ys <3
(T ys <1

y12072217273

mit optimaler Lésung y* = (1,0,0). Damit ist f' = 1 die duale Schranke fiir
(SCP). Insbesondere gilt fiir den optimalen Zielfunktionswert z = % von (SCO’PZ):
z < fl-

2.3 Hierarchie fiir die Giite der unteren Schran-

ken

Die Beispiele 2.1.16 und 2.2.3 zeigen, dass die duale Schranke echt besser sein kann
als die untere Schranke %, die aus (SCP1) berechnet wird. Im folgenden Lemma

beweisen wir, dass die duale Schranke in jedem Fall mindestens so gut ist wie Z.

Lemma 2.3.1. Gegeben sei ein (SCP) mit Uberdeckungsmatriz A € B™ " und
Kosten ¢ € R}. Weiterhin sei z der Zielfunktionswert einer Optimallésung von

(SCPI) und f' die duale Schranke von (SCP). Dann gilt:
2 < fl.
Beweis. Wir betrachten das zur LP-Relaxation von (SCPI1) duale Programm
(Dual-SCPI) max{1t y : Ay < ¢,y >0}
und das Programm

(Dual-SCP) max{1’ y: Ay < c,y > 0}.
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Fiir die zuléssigen Bereiche der beiden Programme gilt:
{yeR™: Aly<cy>0 C{yeR™: Ay <c,y >0},

Denn sei y zuléissig fiir (Dual-SCP1). Fiir die k-te Zeile (A", (k € {1,...,n})

von A gilt dann nach Konstruktion von A:
(A)py = Zajkyk < Z&jkyk < Ck.
j=1 j=1

Hierbei sind aj; bzw. a;; die Eintrage von A bzw. A in Zeile J und Spalte k.

Da die Zielfunktionen von (Dual-SCP1) und (Dual-SCP) identisch sind und
die zuléissigen Bereiche einander enthalten, ist (Dual-SCP) eine Relaxation von
(Dual-SCP1) und nach [21] gilt fiir Optimallsungen ¢ von (Dual-SCPI) und y*
von (Dual-SCP):

*

19 <1y

Da wir voraussetzen, dass A keine Nullzeile enthélt, gibt es insbesondere auch in
A keine Nullzeile und es existiert eine endliche Optimallésung von (Dual—SCoPl).
Auflerdem sind die optimalen Zielfunktionswerte von (SCOPI) und seiner LP-Relaxa-
tion gleich, da (SCOPI) ein C1P-Mengeniiberdeckungsproblem ist (sieche Bemerkung
1.3.4).

Nach dem starken Dualitatssatz fiir linearen Programme (siche [16]) gilt somit

fiir eine Optimallésung & von (SCPI):
di=19.

Insgesamt folgt
i=di=1y< Ly =f

und die Abschétzung ist bewiesen. m
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Bemerkung 2.3.2. Fir den optimalen Zielfunktionswert z*, die duale Schranke
ft, die durch (SCPI) berechnete untere Schranke  und die von (SCPI) erzeug-
te Schranke z ergibt sich nach den Lemmata 2.1.7 und 2.3.1 die folgende Glite-
Hierarchie:

< i< fr<

Die Berechnung einer unteren Schranke durch die Lisung von (Dual-SCP) liefert
also das beste Ergebnis. Allerdings ist diese Alternative im Allgemeinen aufwdindi-
ger als die Berechnung von Ldsungen der beiden anderen Probleme, da diese nach
Bemerkung 1.5.4 in linearer Zeit losbar sind. Auflerdem konnen die Losungen von
(SCP1) und (SCPI) fir die Berechnung einer oberen Schranke (siche Abschnitt 3.5)

weiterverwendet werden, dies ist fir (Dual-SCP) nicht maglich.



Kapitel 3

Obere Schranken fiir

Mengeniiberdeckungsprobleme

Obere Schranken fiir (SCP) werden im Allgemeinen dadurch gewonnen, dass ei-
ne zuldssige Losung des Problems berechnet wird, dessen Zielfunktionswert dann
automatisch eine obere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert von (SCP)
ist. So konnen obere Schranken fiir Mengeniiberdeckungsprobleme z. B. durch die
Greedy-Heuristik [10], Varianten der Greedy-Heuristik [2, 13, 15], Innere Punkte
Methoden [19], Genetische Algorithmen [5] oder Verschirfung der Nebenbedingun-
gen [23] berechnet werden.

In diesem Kapitel wollen wir Ansétze von Ruf und Schobel [23] aufgreifen und
erweitern. Die grundlegende Idee eines ersten Ansatzes besteht darin, fiir jede Zeile
der Uberdeckungsmatrix A von (SCP) nur einen bestimmten Block aufeinander-
folgender Einsen zu wihlen, und die Einsen der anderen Blocke der Zeile durch
Nullen zu ersetzen. Die Matrix g, die durch dieses Vorgehen entsteht, hat C1P
und das Mengeniiberdeckungsproblem mit Uberdeckungsmatrix A kann nach Be-
merkung 1.3.4 effizient gelost werden. Diese Losung ist dann zulédssig fir (SCP)
und erzeugt daher eine obere Schranke des Problems.

In Abschnitt 3.1 werden wir zunéchst die allgemeine Konstruktion der Ma-
trix A vornehmen und beweisen, dass durch die Losung des entsprechenden Men-
geniiberdeckungsproblems tatséchlich eine obere Schranke von (SCP) berechnet

wird. In den darauf folgenden Abschnitten werden wir der Frage nachgehen, wie

25
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die Blockauswahl zu treffen ist, um moglichst gute obere Schranken zu erzeugen.
Insbesondere stellen wir in Abschnitt 3.2 einen Algorithmus zur Berechnung obe-
rer Schranken fiir ungewichtete Mengeniiberdeckungsprobleme vor und geben eine
Giiteabschéatzung fiir diesen Algorithmus an. Der in Abschnitt 3.3 vorgestellte Al-
gorithmus fiir beliebige (SCP) nutzt die bekannte Greedy-Heuristik zur Auswahl
der Blicke von A. Fiir die so erzeugte obere Schranke geben wir in Abschnitt 3.3.3
eine Giitegarantie an.

In Abschnitt 3.4 werden wir die vorangegangenen Ideen zur Blockauswahl ver-
allgemeinern, indem wir eine Vorschrift zur Auswahl der Blocke fiir eine beliebige
zuldssige Losung x von (SCP) angeben. Der darauf aufbauende Algorithmus be-
rechnet eine zuldssige Losung = von (SCP), dessen Zielfunktionswert hochstens so
grof} wie der Zielfunktionswert von z ist.

In Abschnitt 3.5 greifen wir eine zweite Idee von Ruf und Schobel [23] auf.
Hierbei werden wir zunéchst eine Losung  von einem der Probleme (SCPI) oder
(SCOPI) aus Kapitel 2 berechnen. Aus dieser Losung konstruieren wir ein neues
Mengeniiberdeckungsproblem, welches nur einen Teil der Nebenbedingungen von
(SCP) besitzt. Fiir dieses Problem berechnen wir mit dem in Abschnitt 3.3 vorge-
stellten Algorithmus eine obere Schranke z. Eine Kombination von  und 7 liefert

dann eine zulédssige Losung und damit eine obere Schranke des Problems (SCP).

3.1 Blockauswahl und das Problem (SCPu(l))

Gegeben sei die Uberdeckungsmatrix A € B™*" eines Mengeniiberdeckungspro-
blems. Um eine Matrix A zu konstruieren, die genau einen der Blocke aufeinander-
folgender Einsen pro Zeile von A besitzt, bendtigen wir zunéchst eine Vorschrift
dafiir, welcher Block fiir eine bestimmte Zeile gewahlt werden soll. Dazu definieren

wir eine Abbildung, die genau dies erledigt.

Definition 3.1.1. /23] Es sei A € B™*". Es sei [ : {1,...,m} — N eine Abbil-
dung, die einen Block i = (k) fir jede Zeile k € {1,...,m} auswdhlt. Die Abbildung
[ heift zuldssig fir A, falls 1 < (k) < bly, fir alle k =1,...,m.

Eine fir A zuldssige Abbildung | nennen wir Blockabbildung von A.
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Nun definieren wir die Matrix A' € B™ ™ welche in jeder Zeile genau den durch

die zuléssige Abbildung [ bestimmten Block von A besitzt.

Definition 3.1.2. Es sei A € B™*" und es sei | eine Blockabbildung von A. Dann

definieren wir die zu [ korrespondierende Blockmatrix A" durch:

NI 1 falls fiw <7 < e
Cij -
0  sonst.
Hierber ist Ei,ij der Eintrag von A" in der k-ten Zeile und j-ten Spalte.
Wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche Blockabbildung es sich

handelt, schreiben wir auch nur A statt A'.

Es sei nun eine zuléssige Blockabbildung [ von A gegeben. Wir betrachten das

folgende Mengeniiberdeckungsproblem mit Uberdeckungsmatrix Al

minimiere 'z (3.1)
(SCPu(l)) so dass Az >1 (3.2)
r €B" (3.3)

Da die Matrix A' nach Konstruktion genau einen Block von aufeinanderfol-
genden Einsen pro Zeile hat, handelt es sich um eine C1P-Matrix. Das Mengen-
tiberdeckungsproblem (SCPu([)) kann also nach Bemerkung 1.3.4 in O(m + n)
gelost werden. Da das folgende Lemma zeigt, dass Losungen von (SCPu(l)) obere
Schranken von (SCP) sind, haben wir also, falls eine Blockabbildung bekannt ist,
eine sehr effiziente Methode zur Berechnung von oberen Schranken fiir Mengen-

iiberdeckungsprobleme gefunden.

Lemma 3.1.3. [23] Es sei a* eine Optimallosung von (SCP) mit Uberdeckungs-
matriz A € B™" und Kosten ¢ € R}. Sei weiterhin | eine Blockabbildung von A.
Dann ist jede zuldssige Losung x von (SCPu(l)) zuldssig fir (SCP) und es gilt:

ctx > clz*.
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Beweis. Es sei © = (x1,...,2,) € B" eine zulédssige Losung von (SCPu(l)). Be-
trachte die Zeile k£ € {1,...,m}. Nach Konstruktion von Al gilt ag; > a,; fiir alle
ke {l,..m}und j €{1,...,n}. Mit Bedingung (3.2) folgt:

n n
E apjT; > E ?i,[gjxj > 1.
Jj=1 Jj=1

Hierbei sind ay; bzw. @;; die Eintrige von A bzw. A'in der k-ten Zeile und
j-ten Spalte.
Also erfiillt = die Bedingung Az > 1, und ist damit zuldssig fiir (SCP). Wie

fiir jede zulidssige Losung von (SCP) gilt fiir den Zielfunktionswert c'z > cfz*. [

Nachdem nun die theoretische Grundlage fiir die Berechnung von oberen Schran-
ken fiir Mengeniiberdeckungsprobleme durch Konstruktion einer C1P-Matrix At
geschaffen wurde, schliefit sich die Frage an, wie die Blocke durch die Abbildung [
gewdhlt werden sollten, um moglichst gute, d.h. kleine obere Schranken zu erzeu-
gen.

Die Grundidee liegt nun darin, fiir jede Zeile von A einen Kandidaten (d. h. einen
Eins-Eintrag in der Zeile) mit moglichst ,, guten Eigenschaften zu finden und den
Block zu wéhlen, der diesen Kandidaten enthélt. Ein , guter* Kandidat lasst sich
durch Betrachtung des Verhéltnisses von Kosten und Nutzen charakterisieren. Das
heifit, die Kosten fiir die entsprechende Spalte sollen klein sein, dabei sollen aber
durch diese Spalte moglichst viele Zeilen iiberdeckt werden.

Kosten bzw. Nutzen kénnen auch separat betrachtet werden, wie es in [23]
vorgeschlagen wird und auch von uns in Abschnitt 3.2 gemacht wird. Bei einem
gegebenen (SCP) ist es aber oft schwer, zu entscheiden, welche der beiden Stra-
tegien zu besseren Ergebnissen fithrt. Daher betrachten wir in Abschnitt 3.3 das
Verhiltnis von Kosten und Nutzen fiir die Wahl des Kandidaten, was sich in den

meisten Fillen als die beste Strategie erweist.

3.2 Blockauswahl ,,best-cover*

In diesem Abschnitt wollen wir einen Algorithmus zur Bestimmung einer obe-

ren Schranke eines ungewichteten Mengeniiberdeckungsproblems vorstellen. Da in
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diesem Fall die Kosten fiir alle Spalten der Uberdeckungsmatrix gleich sind, kann
alleine der Nutzen eines Kandidaten fiir die Auswahl eines Blocks entscheidend
sein. Konkret verfolgen wir die Strategie, fiir jede Zeile den Kandidaten zu finden,
der die meisten Zeilen insgesamt iiberdeckt. Wir wihlen fiir diese Zeilen dann den
einen Block aus, der diesen Kandidaten enthélt, und losen das Problem (SCPu(l)).

Wir formulieren nun zunéchst den Algorithmus ,best-cover*-Blockauswahl zur
Bestimmung einer oberen Schranke von (SCP). Wir &ndern dabei den Algorithmus
von Ruf und Schébel [23] leicht ab, indem wir in Schritt 1 des Algorithmus eine

zusitzliche Bedingung an die Auswahl einer Spalte stellen.

Algorithmus 1 ,best-cover“-Blockauswahl
Input: Uberdeckungsmatrix A € B™*" von (SCP).
Output: Zulédssige Losung x von (SCP).

1: Fork=1,... m:

Definiere [(k) =i if |cover(j)| = mafjk) {|cover(j")|} und fi; < j < lp;.
j'E€can
(Falls 31, o+ 1 < o, |cover(j)| = |cover(ja)| = masx{|cover(7")|}, wiihle ju).
j'ecand(k)
2: Lose (SCPu(l)), sei = diese Losung.
Output: z.

Bemerkung 3.2.1. In Algorithmus 1 wird fir jede Zeile der Uberdeckungsmatrix
genau ein Block ausgewdhlt und daraufhin das Problem (SCPu(l)) aufgestellt und
gelost. Nach Lemma 3.1.3 berechnet der Algorithmus daher fiir beliebige Mengen-
tberdeckungsprobleme eine obere Schranke.

Fiir gewichtete (SCP) fiihrt der Algorithmus im Allgemeinen allerdings selten
zu guten Ergebnissen, da die Blockauswahl unabhdngig von den Kosten getroffen
wird. Es konnen also Blocke gewihlt werden, dessen Kandidaten zwar grofie Uber-
deckungszahlen, dabei aber auch sehr hohe Kosten haben. Losungen von (SCPu(l))
kommen dann zwar mit wenigen zu wdhlenden Spalten aus, diese sind aber sehr

teuer, was insgesamt zu einer groffen, also schlechten oberen Schranke fiihrt.

Definition 3.2.2. Sei A € B™*" N = {1, ...,n}. Die maximale Uberdeckungszahl

d von A wird definiert durch: d := max |cover(j)].
je
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Die Konstruktion der Matrix A in Algorithmus 1 ist so angelegt, dass A' und

A die gleiche maximale Uberdeckungszahl haben.

Lemma 3.2.3. Gegeben sei eine Matriz A € B™" mit maximaler Uberdeckungs-
zahl d. Dann hat die mit Algorithmus 1 aus A konstruierte Matrix A" mindestens

eine Spalte mit Uberdeckungszahl d.

Beweis. Falls es in A genau eine Spalte j mit Uberdeckungszahl d gibt, so wird
in Algorithmus 1 fiir jede Zeile aus cover(j) der Block gewahlt, der diese Spalte
enthélt. Somit hat Spalte j von A' die Uberdeckungszahl d.

Falls es mehr als eine Spalte mit Uberdeckungszahl d in A gibt, so sei j; dieje-
nige unter diesen Spalten mit dem kleinsten Spaltenindex. Durch die Forderung in
Schritt 1 von Algorithmus 1, dass bei mehreren potentiellen Kandidaten derjenige
mit kleinerem Spaltenindex gewéhlt wird, ist gewéhrleistet, dass fiir alle Zeilen
aus cover(j;) der Block gewéhlt wird, welcher die Spalte j; enthélt. Somit hat die
Spalte j; von A' die Uberdeckungszahl d. O

Beispiel 3.2.4. Gegeben sei ein Mengeniiberdeckungsproblem (SCP) mit Uberde-

ckungsmatriz
1100000
1011010
g 1010100
0110101
0001101
000O0O0OT1T1

und Kosten ¢ = (1,1,1,1,1,1,1)".

FEine Optimallosung von (SCP) ist durch z* = (1,0,0,0,0,0,1) mit Zielfunkti-
onswert z* = 2 gegeben.

Wenden wir nun die Vorschrift zur Konstruktion der Blockmatriz A aus Algo-

rithmus 1 auf A an, so ergibt sich zundchst die Matriz
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o O = O O =
o O = O O O
o = O O O O
S = O O O O
— o O O O O
_— o O O O O

O O O ==

Eine Optimallssung des Problems (SCPu(l)) min{cTz : Az > 1,,x € B"} ist dann
gegeben durch T = (1,1,0,1,0,1,0) mit Zielfunktionswert 2 = ' = 4. Somit
haben wir mit Algorithmus 1 die obere Schranke z = 4 fiir (SCP) berechnet.

3.2.1 Giite von Algorithmus 1 fiir ungewichtete (SCP)

Beispiel 3.2.4 gibt bereits Hinweise auf die Giite der oberen Schranke, die durch
Algorithmus 1 berechnet wird. Das folgende Lemma, das die Beobachtungen aus
Lemma 3.2.3 nutzt, gibt fiir ungewichtete Mengeniiberdeckungsprobleme eine Gii-

tegarantie des Algorithmus an.

Lemma 3.2.5. Es sei ein ungewichtetes (SCP) mit Uberdeckungsmatriz A € B™*"
und mazimaler Uberdeckungszahl d gegeben. Sei x* die Optimallisung des Problems
und es sei T eine durch Algorithmus 1 berechnete zuldssige Liosung von (SCP).

Dann gilt fiir die Zielfunktionswerte z* = 1! 2* und 2 = 11 7:

il

1.
|Z—2|<m+1-d—

—

Hierber set [%W die kleinste natirliche Zahl >

I3

2. Firm > 5 gilt:
Z _m
2 <
73
Beweis. 1. Es sei (SCPu([)) das in Algorithmus 1 konstruierte Mengeniiberde-
ckungsproblem mit Uberdeckungsmatrix g, dessen Losung eine obere Schran-

ke 7 fiir (SCP) liefert.
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Die Idee des Beweises besteht darin, den Zielfunktionswert z der Losung
von Algorithmus 1 nach oben, und den optimalen Zielfunktionswert z* nach

unten abzuschéatzen.
Zunéchst betrachten wir die obere Schranke:

In der in Algorithmus 1 konstruierten Matrix A gibt es nach Lemma 3.2.3
mindestens eine Spalte mit Uberdeckungszahl d. Um eine zulissige Losung
Z von (SCPu(l)) zu konstruieren, wiahlen wir zunéichst diese Spalte. Fiir jede
weitere der m — d Zeilen von Z, die noch nicht iiberdeckt sind, wéihlen wir je
eine Spalte, die diese Zeile iiberdeckt (dies ist moglich, da wir voraussetzen,
dass A und somit auch A keine Nullzeile enthélt). Durch die Wahl dieser
insgesamt maximal m—d+1 Spalten (falls Spalten mehrfach fiir verschiedene
Zeilen gewahlt wurden, sind es weniger Spalten), erhalten wir eine zuléssige
Losung und damit eine obere Schranke des Problems (SCPu(l)). In einer
optimalen Losung von (SCPu(l)) werden also hochstens m — d + 1 Spalten

gewahlt und fiir den optimalen Zielfunktionswert des Problems gilt:

z<m-—d+1.

Nun wollen wir die Anzahl der gewéhlten Spalten in einer Optimallosung
von (SCP) nach unten abschétzen:

In A gibt es keine Spalte, die mehr als d Zeilen iiberdeckt. Fiir jede zulés-

sige Losung x von (SCP) miissen also mindestens [2] verschiedene Spalten
gewahlt werden, damit alle Zeilen von A durch x iiberdeckt sind. Das gilt
insbesondere auch fiir eine Optimallosung x*. Somit ist
=[]
z —1.
—ld

Beachten wir noch, dass z > z*, da z eine obere Schranke von (SCP) ist,

dann erhalten wir:

]5—2*]:Z—z*gm—d—i—l—z*gm—d—i—l—{%W.
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2. Es sei m > 5. Wie in Teil 1. des Beweises gilt 2 < m —d + 1 und z* > (%w
und damit _
z m-—d+1
o %]
Wir betrachten nun alle verschiedenen Félle die auftreten kénnen, jeweils
abhingig von der Gréfie der maximalen Uberdeckungszahl d von A. Dabei
ist zu beachten, dass d eine natiirliche Zahl mit 1 < d < m ist.
e m=d: Es gilt

comod+l 1, _m
2> (%W 1 3

om>d2%+1:Esgilt:

{%—‘ > 2 (dad < m).

2
m—d+1§m—(%+1)+1:§m(dad2?—i—l).
Z om-d+l _gm_m
= [zl T2 3

e 2+ 1>d> % : Dieser Fall ist nur fiir m # 0 (mod 3) zu betrachten,
denn falls m = 0 (mod 3), so ist % € N und es gibt kein ganzzahliges
de (3, % +1).

Zunichst betrachten wir den Spezialfall m = 5. Aus g <d< g+ 1 folgt
dann d = 2. Somit gilt

und die Behauptung ist fiir m = 5 gezeigt. Der Fall m = 6 ist nicht zu

betrachten, da 6 =0 (mod 3).
Sei nun m > 7 beliebig. Dann folgt:

m m m 3m 3m 3m
FErE T

— > =
d %—1—1 m+ 3 m—l—%m %m
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Da (%W € N gilt somit (%1 > 3. AuBerdem folgt 1 +m —d < m wegen
d > 1. Zusammen erhalten wir die behauptete Abschétzung:

i<m—d+1§%'

Dal <d < mundd € N gilt, sind alle Félle betrachtet worden und die

Behauptung ist bewiesen.
O

Bemerkung 3.2.6. Die zweite Abschdtzung in Lemma 3.2.5 gilt nur fiir m > 5.
Fir m < 3 findet Algorithmus 1 immer eine Optimallosung, denn aus den madgli-

chen mazimalen Uberdeckungszahlen d € {1,2,3} folgt fir die Zielfunktionswerte:

e d=1= Z=2=3

I
S

o =2= Z =2

o d=3= Z=2z"=1.

Also gilt Z% =1.
Falls m = 4 und d = 2 ist, so gilt die Abschdtzung fiir den Approrimationsfaktor

im Allgemeinen nicht, denn fir

S = = O
_ O = O
_ = O O

oS O = =
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ist die von Algorithmus 1 konstruierte Matriz

S O = =
O = = O
= O = O
_ O O O

Eine optimale Lisung des ungewichteten (SCP) mit Uberdeckungsmatriz A ist ge-
geben durch x = (1,0,0,1), eine zuldssige Lisung, die durch Algorithmus 1 be-
rechnet wird, ist T = (1,1,1,0). Somit gilt Z% = % Da aber% > % = 7%, gilt die

Abschdtzung Z% < % fiir m =4 nicht.

Bemerkung 3.2.7. Fiir den relativen Fehler ¢, von Algorithmus 1 gilt firm > 5:

|Z—2 zZ-—-2¢ Z
z* 2* 2*

@_1:m_—3
3

Er

Die in Lemma 3.2.5 angegebenen Abschitzungen geben uns sowohl ein Maf}
fiir den absoluten, als auch fiir den relativen Fehler einer oberen Schranke, die von
Algorithmus 1 fiir ein ungewichtetes Mengeniiberdeckungsproblem berechnet wird.

Der relative Fehler héngt dabei linear von der Anzahl der Zeilen m der Uber-
deckungsmatrix A ab. Dies ist im Vergleich mit anderen Verfahren, bei denen der
relative Fehler logarithmisch von m abhéngt (siehe Abschnitt 3.3.3), ein schwa-
ches Ergebnis fiir die Giitegarantie. Nichtsdestotrotz zeigt sich in der Praxis, dass
der Algorithmus die angegebene Giiteabschédtzung weit unterschreitet und seine
Anwendung durchaus sinnvoll sein kann.

Allerdings sind die angegebenen Abschétzungen scharf, wie das folgende Bei-

spiel zeigt.

Beispiel 3.2.8. Wir betrachten noch einmal das Mengeniiberdeckungsproblem aus

Beispiel 3.2.4. Die von Algorithmus 1 berechnete obere Schranke hat den Zielfunk-
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tionswert z = 4. Der optimale Zielfunktionswert ist z* = 2. Die Anzahl der Zeilen

von A ist m = 6, die mazimale Uberdeckungszahl d = 3. Somit gilt

57— = 4—2=2=m+1—d—{%1,
z 4 m
_ = _= — d
2* 2 3 un
Z—2 2 m-—3
67- = = - = —
z* 2 3

Absoluter und relativer Fehler, sowie der Approzimationsfaktor von Algorithmus 1
erreichen in diesem Beispiel also genau die in Lemma 3.2.5 bewiesenen Giiteab-

schdtzungen.

3.3 Blockauswahl basierend auf Greedy-Heuri-

stiken

In diesem Abschnitt wollen wir einen Algorithmus zur Bestimmung einer oberen
Schranke von (SCP) entwickeln, der auf der bekannten Greedy-Heuristik fiir Men-
geniiberdeckungsprobleme (siehe [10]) basiert. Konkret soll die Blockauswahl zum
Aufstellen eines Problems (SCPu(l)) nach Vorschrift der Greedy-Heuristik gesche-
hen. Dadurch wird die Losung der Greedy-Heuristik fiir (SCPu([)) zuléssig sein.
Die aus der Optimallosung des Problems (SCPu([)) entstehende obere Schranke
von (SCP) wird dann mindestens so gut sein, wie die durch die Greedy-Heuristik
berechnete Schranke. Bekannte Giiteabschatzungen fiir die Greedy-Heuristik kon-
nen wir somit auf den von uns entwickelten Algorithmus iibertragen.

Zunéchst werden wir in Abschnitt 3.3.1 die Greedy-Heuristik in Erinnerung
rufen, um dann in Abschnitt 3.3.2 unseren Algorithmus zu présentieren. Darauf
folgend werden wir in 3.3.3 eine Giiteabschétzung fiir den Algorithmus angegeben.
Abschnitt 3.3.4 gibt Varianten des Algorithmus basierend auf bekannten Varian-
ten der Greedy-Heuristik an. Abschlieend werden wir den Algorithmus fiir den
Fall des ungewichteten Mengeniiberdeckungsproblems mit dem in 3.2 entwickelten

Algorithmus 1 vergleichen.
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3.3.1 Greedy-Heuristik

Wir wollen im néchsten Abschnitt einen Algorithmus beschreiben, der die bekannte
Greedy-Heuristik und dessen Giiteabschiatzungen nutzt. Zunéchst geben wir daher
die Greedy-Heuristik an, wie sie in [21] beschrieben wird. Die Idee ist, in jedem
Schritt der Heuristik diejenige Spalte zu wihlen, die das beste Verhéltnis von
Kosten und Uberdeckungszahl hat. Die von der gewéhlten Spalte iiberdeckten
Zeilen werden in den weiteren Schritten nicht mehr beachtet. Dieses Verfahren
wird fortgesetzt, bis alle Zeilen iiberdeckt werden. Die gewihlten Spalten erzeugen

dann eine zulédssige Losung von (SCP).

Algorithmus 2 Greedy-Heuristik

Input: Kostenvektor ¢ € R”, Uberdeckungsmatrix A € B™*" M' = {1,...,m},
N'={1,...n}, t=1

Output: Zuldssige Losung x von (SCP).

. - - t ; %
1. Wéhle j* € N zu ]I.Ieljl\%{movergj)mMﬂ}'
Cj P

<j 1 = g6
1< J2; Tcover(j)nMt| — TCOVeT(jo) Y|

= min {7\Cover(j)ﬂMt| 2

JEN?

(Falls 3j1,jo € N : j
wahle j1).
2. M = M'\cover(j'), Nttt = N\ {;j'}.
3 ML 4P t=t+1. Go to 1.

, , 0, falls j € N'*!
4: Die Greedy-Losung ist gegeben durch: z¢g, =
1, sonst.

Output: zq.

Der Algorithmus stoppt, wenn alle Zeilen M = {1,...,m} von A durch die
ausgewéhlten Spalten iiberdeckt werden. Daher ist die Losung xg von Algorith-
mus 2 zulédssig fiir (SCP). Der Zusatz in Schritt 1 des Algorithmus garantiert die
Eindeutigkeit der Losung.

Fiir Algorithmus 2 gilt die folgende Giitegarantie:

Lemma 3.3.1. Es sei z* der optimale Zielfunktionswert eines Mengeniiberde-
ckungsproblems (SCP) mit Uberdeckungsmatrizc A € B™" und Kosten ¢ € R%.

Sei xg die von Algorithmus 2 berechnete zuldssige Losung von (SCP) mit Ziel-
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funktionswert z = c'awg. Auferdem sei H(n) = Y0, 1+ firn € N und d die

mazimale Uberdeckungszahl von A. Dann gilt:

%;SHuygmﬂ@+1. (3.4)

Beweis. Nach [21] gilt fiir den Approximationsfaktor der Greedy-Heuristik und
damit fiir z¢ die folgende Abschétzung:

Auflerdem gilt nach [11]: H(d) = ZZ:l% < log (d) + 1. Damit ist das Lemma

bewiesen. O
Bemerkung 3.3.2. Fir den relativen Fehler e, von Algorithmus 2 gilt:

o= 2T F gy <leg(d).

z* z*




3.3. BLOCKAUSWAHL BASIEREND AUF GREEDY-HEURISTIKEN 39

3.3.2 Greedy-Blockauswahl

Wir wollen nun die Idee der Greedy-Heuristik fiir die Auswahl der Blocke der
Uberdeckungsmatrix A von (SCPu(1)) nutzen. Das heift konkret, wir wenden die
Greedy-Heuristik auf (SCP) an, schieben aber in jedem Schritt der Heuristik noch
eine Vorschrift zur Blockauswahl ein. So wird sukzessive fiir alle Zeilen genau ein
Block ausgewihlt. Durch die Losung des Problems (SCPu(l)) mit der entstandenen
Blockmatrix A erhalten wir eine zuléssige Losung von (SCP).

Zunéchst geben wir den Algorithmus an:

Algorithmus 3 Greedy-Blockauswahl
Input: Kostenvektor ¢ € R7, Uberdeckungsmatrix A € B™*" M' = {1,...,m},
N'={1,...,n}, t=1.
Output: Zulédssige Losung x von (SCP).
1: Wihle j' € N* zu min
JENT

{|COVeI'(jj)ﬂMt| }

C Cj .
J 72 = min

. . t . . . 1 _
(Falls 3j1,j2 € N* : j1 < ja, [COVET(j)AMT] = [COVeT(3o)AM] jent

{covertrmr
wihle j1.)
2: For k € cover(j') N M* do
definiere [(k) = 4, if fi,; < j* <lg..
3. M = M'\cover(5), N**1 = N'\{j'}.
4: IE M £Q:t=t+1. Go to 1.
5: Lose (SCPu(l)), sei = diese Losung,.
Output: 7.

Da die in Algorithmus 3 definierte Abbildung [ jeder Zeile von A genau ein
Block zuordnet, ist sie eine Blockabbildung der Matrix A und somit ist die Losung
Z des entstehenden Problems (SCPu([)) nach Lemma 3.1.3 zuléssig fiir (SCP).

Algorithmus 3 hat die gleiche Idee wie Algorithmus 2, ndmlich in jedem Schritt
die Spalte zu wéhlen, die die meisten noch nicht iiberdeckten Zeilen pro Ein-
heitskosten iiberdeckt. Algorithmus 3 belédsst es aber nicht bei diesen Spalten,
sondern konstruiert hieraus zunéchst die Blockmatrix g, welche in jeder Zeile ge-
nau den einen Block aufeinanderfolgender Einsen hat, in dem die von der Greedy-
Heuristik ausgewéhlte Spalte enthalten ist. Auf Grund der Eindeutigkeitsforderung
in Schritt 1 des Algorithmus werden bei dem Durchlauf von Algorithmus 3 exakt
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die selben Spalten gewihlt, wie in Algorithmus 2. Da die Blocke der Matrix A
genau aus diesen Spalten konstruiert werden, ist die Losung x¢ von Algorithmus 2
zuléissig fiir das Problem (SCPu(l)) mit Uberdeckungsmatrix A aus Algorithmus 3.
Das heifit also, dass zg = 'z eine obere Schranke fiir (SCPu(l)) ist.

Da der Zielfunktionswert z := ¢'Z der Losung 7 aus Algorithmus 3 hochstens
so grof} ist wie zq, ist auch der Wert der oberen Schranke, die aus Algorithmus 3
fiir (SCP) entsteht, nie schlechter als die obere Schranke fiir (SCP), die durch die
Greedy-Heuristik berechnet wird. Algorithmus 3 ist daher eine Verbesserung des
Algorithmus 2.

Fiir ein (SCP) mit Uberdeckungsmatrix A € B™*" hat die Auswahl der Blocke
in Schritt 2 des Algorithmus insgesamt eine zusitzliche Laufzeit von O(mn) und
die Losung des Problems (SCPu([)) in Schritt 5 nach Bemerkung 1.3.4 eine Laufzeit
von O(m+n). Algorithmus 3 hat demnach nur einen wenig gréferen Aufwand als
die Greedy-Heuristik und stellt somit wegen seines nie schlechteren Ergebnisses
eine sinnvolle Erweiterung der Greedy-Heuristik dar.

Bisher haben wir nur theoretisch festgestellt, dass die Losung von Algorith-
mus 3 nie schlechter als die Losung von Algorithmus 2 ist. Das folgende Beispiel
zeigt, dass es tatséchlich zu einer echten Verbesserung durch Algorithmus 3 kom-
men kann.

In Kapitel 4 werden wir aulerdem testen, fiir welche Art von Problemen Algo-
rithmus 3 im Allgemeinen echt bessere obere Schranken als die Greedy-Heuristik

liefert und wie grofl diese Verbesserung ist.

Beispiel 3.3.3. Gegeben sei ein Mengeniiberdeckungsproblem (SCP) mit Uberde-

ckungsmatrix
1 00101
110100
A=1 011100
111000
000110

und Kosten ¢ = (4,5,3,5,1,1)".

Zundchst wenden wir Algorithmus 2 auf A und ¢ an:

1. M'={1,2,3,4,5}, N' = {1,2,3,4,5,6}.
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2. j1 =5 M?={1,2,3,4}, N> = {1,2,3,4,6}.
3. j2=6,M°=1{2,3,4}, N3 = {1,2,3,4}.

4. % =3, M*= {2}, N* = {1,2,4}.

5. 5% =1,M°5=0,N°={2,4}.

=16 =(1,0,1,0,1,1), 2¢ = cfxg = 9.

Durch Algorithmus 3 wird die folgende Blockmatrix A konstruiert:

000001
110000
A=l 011100
111000
000110

Eine Optimallésung des Problems (SCPu(l)) min{c'z : Az > 1,, z € B®} und
damit eine Losung von Algorithmus 3 ist gegeben durch T = (0,1,0,0,1,1) mit
Zielfunktionswert 2 = 't = 7.

Wir haben durch die zwei Algorithmen also jeweils eine zuldssige Losung von
(SCP)min{c'z : Az > 15, z € B°} konstruiert. Dabei ist x¢ insbesondere auch
fir (SCPu(l)) zuldssig.

Die obere Schranke, die durch Algorithmus 3 berechnet wurde, ist echt besser
als die heuristische Léosung durch Algorithmus 2. Tatsdchlich handelt es sich sogar
um eine Optimallosung von (SCP).

Vergleichen wir die beiden Ldsungen miteinander, so bekommen wir eine re-
lza—2] _ 2
zc 9

Heuristik. Das heif$t, die beiden Losungen weichen um ca. 22 % voneinander ab.

lative Verbesserung ~ 0,22 von Algorithmus 3 gegeniiber der Greedy-

3.3.3 Giite von Algorithmus 3

In diesem Abschnitt wollen wir eine Giitegarantie fiir die von Algorithmus 3 be-
rechnete obere Schranke eines Mengeniiberdeckungsproblems angeben. Diese ba-

siert auf der in Lemma 3.3.1 angegebenen Giitegarantie fiir die Greedy-Heuristik.
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Da Algorithmus 3 eine mindestens so gute obere Schranke fiir (SCP) liefert wie

die Greedy-Heuristik, gilt dessen Giiteabschétzung auch fiir Algorithmus 3.

Lemma 3.3.4. Es sei z* der optimale Zielfunktionswert eines Mengeniiberde-
ckungsproblems (SCP) mit Uberdeckungsmatriz A € B™ " und Kosten ¢ € R?%.
Sei = die von Algorithmus 8 berechnete zuldssige Losung von (SCP) mit Zielfunk-
tionswert Z = ¢'T. Auferdem sei H(n) = Y_;_, + firn € N und d die mazimale

Uberdeckungszahl von A. Dann gilt:

Z < H(d) < log (d) + 1. (3.5)
z

Beweis. Die Losung xg von Algorithmus 2 ist nach Konstruktion der Matrix A
aus Algorithmus 3 zuléssig fiir das Problem (SCPu(l)). Da Z eine Optimallosung

dieses Minimierungsproblems ist, gilt
Az < dug.

Da auBerdem z > 0 ist, folgt mit der Abschitzung der Giite von zg = c'zg aus
Lemma 3.3.1:

Bemerkung 3.3.5. Fir den relativen Fehler e, von Algorithmus 3 gilt:

— il _Z” ¢ < H(d) — 1 <log(d).

z* 2*

Er

Der grofite relative Fehler von Algorithmus 3 wird nach Lemma 3.3.4 nur loga-
rithmisch mit der GréBe der maximalen Uberdeckungszahl d eines (SCP) griBer.
Da d kleiner oder gleich der Anzahl der Zeilen der Uberdeckungsmatrix A des
Problems ist, wird der relative Fehler insbesondere auch nur logarithmisch mit der
Anzahl der Zeilen von A grofler. Auflerdem ist festzuhalten, dass die Giiteabschéit-
zung fiir Algorithmus 3 weder von der Anzahl der Spalten von A, noch von den

gegebenen Kosten von (SCP) abhéngig ist.
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Die Abhéngigkeit des relativen Fehlers einzig vom Logarithmus der maximalen
Uberdeckungszahl ist eine sehr starke Giitegarantie fiir Algorithmus 3. Nichtsde-

stotrotz ist diese Angabe scharf, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.3.6. Wir geben ein Beispiel an, bei dem % beliebig nah an H(d) an-

gendhert werden kann. Sei dazu % > ¢ > 0 und seien

1 001
A=101 0 1
0011

11
)99 39
ckungsproblems (SCP). Die mazimale Uberdeckungszahl von A ist d = 3.

Die Optimallosung von (SCP) ist x* = (0,0,0, 1) mit Zielfunktionswert z* = 1+¢.

In Algorithmus 3 wird die folgende Matrix A konstruiert:

die Uberdeckungsmatriz und ¢ = (1 1+ ¢) die Kosten eines Mengeniiberde-

A:

o O =
oS = O
_ O O
_ O O

FEine Liosung von (SCPu(l)) und damit das Ergebnis von Algorithmus 3 ist gegeben

durch = (1,1,1,0) mit Zielfunktionswert z = 1 + % + % = H(d).
Somit gilt Z% = %

H(d) an.

. Fiir beliebig kleine € ndhert sich dieser Ausdruck beliebig an

Bemerkung 3.3.7. Slavik [25] gibt fir die Greedy-Heuristik fir (SCP) einen
Approzimationsfaktor von (1 — o(1))Inm fir m > 2 (hierbei ist o das Landau-
Symbol) statt des von uns angegebenen Faktors von H(d) an. Dieser hingt zwar
von der gesamten Anzahl der Zeilen m und nicht von der im Allgemeinen klei-
neren mazimalen Uberdeckungszahl d ab, kann aber kleiner als H (d) sein, da
Inm < H(m)Vm > 2 (siehe [11]).

Auferdem zeigt Feige [12] unter der Annahme P # NP, dass es keinen Al-
gorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt, der einen Approzimationsfaktor kleiner
als (1 —o(1))Inm fir (SCP) hat. Zusammen folgt also, dass es, falls P # NP,
keinen Algorithmus mit einem besseren Approzimationsfaktor gibt, als die Greedy-

Heuristik. Da die in Lemma 3.3.4 angegebene Giiteabschditzung fiir Algorithmus 3
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ausschliefSlich von der Giite der Greedy-Heuristik abhdngt, gilt diese Aussage insbe-
sondere auch fiir Algorithmus 3. Wir haben also, falls P # N P, einen Algorithmus
mit dem besten maoglichen Approzimationsfaktor fir (SCP) unter allen polynomi-

ellen Algorithmen angegeben.

3.3.4 Andere Gewichtungsfunktionen in Algorithmus 3

Die in Schritt 1 von Algorithmus 3 getroffene Gewichtung der noch nicht iiber-
deckten Spalten im Verhéltnis zu ihren Kosten kann variiert werden, um entweder
die Kosten oder die Uberdeckungseigenschaften der Spalte hoher zu bewerten. Ei-
nige Vorschlage dieser Art werden von Balas [2] fiir die Greedy-Heuristik gemacht.
Diese konnen fiir Algorithmus 3 {ibernommen werden.

Zur einfacheren Notation definieren wir dazu im Durchlauf ¢ des Algorithmus
kj = |cover(j) N M| fiir alle j € N*. Dann sind mogliche Gewichtungsfunktionen
gegeben durch

(4) % (i) bg—;k] (i) m (i) ﬁ

In den Fillen (44) und (¢4¢) wird log, k; durch 1 ersetzt, falls k; = 1. Im Fall
(iv) wird Ink; durch 1 ersetzt, falls k; € {1,2}.

Maoglichkeit (i) ist diejenige, die in der Formulierung von Algorithmus 3 benutzt
wurde. Die Varianten (ii), (iii) und (iv) wéhlen die selben Spalten wie (i) aus, falls
das Problem ungewichtet ist, also ¢ = 1,,. Im Fall eines gewichteten Mengeniiberde-
ckungsproblems ordnet (ii) der Anzahl k; der iiberdeckten Zeilen weniger Gewicht
im Verhéltnis zu den Kosten der Spalte zu als (i), wohingegen (iv) dieser Anzahl
k; groBeres und (iii) ein noch groBeres Gewicht im Verhéltnis zu den Kosten gibt.
Fiir keine der Varianten (ii), (iii) und (iv) kann eine so starke Giiteabschétzung
angegeben werden, wie sie fiir (i) in Lemma 3.3.4 bewiesen wurde. Fiir bestimmte
Probleme mit groBer Kostenspanne oder grofer Streuung der Uberdeckungszahlen
der verschiedenen Spalten kann der Einsatz dieser Varianten in Algorithmus 3 aber

bessere Ergebnisse als (i) erzielen.
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3.3.5 Vergleich von ,,best-cover®- und Greedy-Blockaus-

wahl

In Abschnitt 3.2 haben wir Algorithmus 1 zur Blockauswahl von ungewichteten
Mengeniiberdeckungsproblemen vorgestellt. In diesem Abschnitt soll nun auch Al-
gorithmus 3 auf das ungewichtete Mengeniiberdeckungsproblem angewendet wer-
den. In Algorithmus 1 wurde fiir alle Zeilen der Matrix A jeweils der Block der
,best-cover“-Spalte gewéhlt. Im Greedy-Verfahren hingegen werden nach und nach
jeweils die , best-cover‘-Spalten gewéhlt und dann die entsprechenden Zeilen fiir
die néchste Auswahl der ,best-cover“-Spalte herausgenommen und nicht mehr be-
achtet. Hierdurch entwickelt sich im Allgemeinen ein effektiveres Verfahren, da
verhindert wird, dass Zeilen mehrfach tiberdeckt werden. Entsprechend sind die
theoretischen Ergebnisse fiir Algorithmus 3 deutlich besser als die Ergebnisse fiir
Algorithmus 1. Dennoch zeigt sich, dass jeder der Algorithmen fiir bestimmte Pro-
bleme besser sein kann als der andere.

Zunichst formulieren wir Algorithmus 3 noch einmal speziell fiir ungewichtete

(SCP).

Algorithmus 4 Greedy-Blockauswahl fiir ungewichtete (SCP)
Input: Uberdeckungsmatrix A € B™™ M'={1,..,m}, N' ={1,...n}, t = 1.
Output: Zuléssige Losung z von (SCP).

1: Wahle j* € N* zu g_rel%g{]cover(j) N M}

(Falls 351,52 € N : j1 < jo, |cover(j1)NM?| = |cover(jo)NM?| = nel?\[}%\cover(j)ﬂMﬂ,
wéhle j;.) ’

2: For k € cover(j') N M* do
definiere I(k) = 4, if fi; < j* <lg..

3. M = M*\cover(j'), N**t = N\ {j'}.

4 IEMTP£Q:t=t+1. Go to 1.

5: Lose (SCPu(l)), sei = diese Losung.

Output: 7.

Bemerkung 3.3.8. Algorithmus J unterscheidet sich im Prinzip nicht von Al-

gorithmus 3. Da die Kosten fiir alle Spalten gleich sind, kénnen aber in Durch-
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lauf t des Algorithmus durch die Wahl des Maximums m?vx{|cover(j) N M} statt
jEN

min

JEN?

den.

{W} im ersten Schritt des Algorithmus |N*| Divisionen gespart wer-

Fiir die obere Schranke, die durch Algorithmus 4 berechnet wird, bekommen
wir die gleiche Giiteabschétzung, wie wir sie in Lemma 3.3.4 fiir Algorithmus 3
angegeben haben, denn diese war unabhéngig von der Kostenfunktion ¢ € R’} des

Problems.

Lemma 3.3.9. Es sei z* der optimale Zielfunktionswert eines ungewichteten (SCP)
mit Uberdeckungsmatriz A und Z = 11T der Zielfunktionswert der von Algorith-
mus 4 berechneten zulissigen Lisung T von (SCP). Auferdem sei H(n) = Y7, ¢

fiir n € N und d die mazimale Uberdeckungszahl von A. Dann gilt:

; < H(d) < log (d) + 1. (3.6)

Bemerkung 3.3.10. Fir den relativen Fehler e, von Algorithmus 4 gilt:

I el < H(d) -1 <log(d).

z* z*

Er

Der maximale relative Fehler der von Algorithmus 4 berechneten oberen Schran-
ke fiir ein ungewichtetes (SCP) hingt logarithmisch von der maximalen Uberde-
ckungszahl d der gegebenen Uberdeckungsmatrix A ab. Im Gegensatz dazu ist der
maximale relative Fehler der von Algorithmus 1 berechneten oberen Schranke line-
ar von der Anzahl m der Zeilen von A abhéngig. Dies ist ein deutlich schwicheres
Ergebnis. Da sich die Laufzeiten der beiden Algorithmen nicht signifikant voneinan-
der unterscheiden, ist daher grundsétzlich Algorithmus 4 gegeniiber Algorithmus 1
zu bevorzugen.

Das folgende Beispiel zeigt allerdings, dass die obere Schranke, die durch Algo-
rithmus 1 erzeugt wird, echt besser sein kann als die von Algorithmus 4 berechnete.
Es kann daher sinnvoll sein, auf ein ungewichtetes (SCP) zusétzlich zu Algorith-
mus 4 auch Algorithmus 1 anzuwenden und das bessere der beiden Ergebnisse als

obere Schranke des Problems zu nutzen.
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Beispiel 3.3.11. Gegeben sei ein ungewichtetes (SCP) mit Uberdeckungsmatriz

000111
100011
A 001100
001100
110110
011000

Betrachten wir zundchst Algorithmus 4. Dieser liefert die folgende Blockmatrix:

_ o O O o O
—_— O = = O O
(e I o =
S = O O O =

o O o O = O
o O O O O =

Dann ist eine obere Schranke von (SCP), die aus einer Liosung des Problems
min{17z : Az > 14,7 € BS} entsteht, gegeben durch 7 = (1,0,1,1,0,0) mit Ziel-

funktionswert Z = 3. Andererseits bekommen wir durch Algorithmus 1 die Block-

matrix
0O 00111
0O 00011
001 100
A, =
001100
0O 00110
01 1000
und die obere Schranke z,, = (0,0, 1,0,1,0) mit Zielfunktionswert z, = 2.
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3.4 Blockauswahl fiir beliebige zulissige Losun-
gen von (SCP)

In Abschnitt 3.3.2 haben wir in Algorithmus 3 eine Blockmatrix A derart konstru-
iert, dass eine Losung x¢ der Greedy-Heuristik zuléssig fiir das aus A entstehende
Problem (SCPu(l)) ist. Daraus folgt, dass die durch Algorithmus 3 berechnete obe-
re Schranke fiir (SCP) mindestens so gut ist, wie die obere Schranke, die aus z¢
entsteht. Die Losung der Greedy-Heuristik wird also im schlechtesten Fall durch
Algorithmus 3 nicht weiter verbessert, im positiven Fall liefert Algorithmus 3 eine
echt bessere Losung als die Greedy-Heuristik.

Dieses Verfahren lédsst sich fiir beliebige zuldssige Losungen x von (SCP) an-
wenden. Das heift, wir wollen aus einer zuldssigen Losung = von (SCP) eine Block-
matrix A aufstellen dergestalt, dass x auch fiir das aus A entstehende Programm

(SCPu(l)) zuléssig ist. Wir stellen hierzu nun einen allgemeinen Algorithmus vor.

Algorithmus 5 Verbesserung einer zuléssigen Losung von (SCP) durch Blockaus-
wahl
Input: Zulissige Losung = von (SCP), Uberdeckungsmatrix A € B™*", Kosten

¢ € R™ von (SCP).
Output: Zuléssige Losung  von (SCP).
L F={je{l,..,n}:az; =1}
2: For all k € {1,...,m} do
Finde i) € cand(k) N F.
(Falls Ji1,i9 € cand(k) N F' : 41 < 19, wihle 4;.)
Definiere [(k) := s, if fi s < i < 5.
3: Lose (SCPu(l)), sei = diese Losung.
Output: 7.

Bemerkung 3.4.1. Fir Algorithmus 5 wird eine zuldssige Losung x von (SCP)
bendtigt, damit in Schritt 2 des Algorithmus tatsdchlich fiir jede Zeile k von A
cand(k) N F # 0 gilt und die Blockabbildung (k) fir alle k € {1,...,m} definiert

werden kann.
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Lemma 3.4.2. Seix € B" eine zulissige Losung des Problems (SCP) mit Uberde-
ckungsmatriz A € B™*" und Kosten ¢ € R". Sei weiterhin (SCPu(l)) das Problem,
das in Algorithmus 5 (mit Input x, A und c) aufgestellt wird und T eine Optimal-
losung dieses Problems. Dann ist x zuldssig fir (SCPu(l)) und es gilt ¢'Z < c'x.

Beweis. Sei z eine zuldssige Losung von (SCP). Nach Bemerkung 3.4.1 ist die
in Algorithmus 5 konstruierte Abbildung [ : {1,..,m} — N dann eine zuldssige
Blockabbildung fiir A und das Problem (SCPu(l)) mit Uberdeckungsmatrix A
existiert. Seien ay; bzw. aj; die Eintrdge von A bzw. A in der k-ten Zeile und
j-ten Spalte. Dann gilt nach Konstruktion von [ fiir die k-te Zeile gk von Z,
ke{l,..,m}:

n Ui, 1(k)
Akl‘ = E TjQp; = E XA Z Tl 5 = 1,
Jj=1 J=Frk)

denn i, € cand(k) N F und fix) < ix < liin)-
Somit gilt Az > 1., und z ist zuléissig fiir (SCPu(1)). Insbesondere gilt ¢’z > ¢'7.
[

Beispiel 3.4.3. Betrachten wir ein Mengeniberdeckungsproblem (SCP) mit Ma-

trix

00110
01101
A=100 110
11000
01011

und Kosten ¢ = (2,2,3,2,1)". Sei eine zuldssige Losung von (SCP) gegeben durch
x=(1,0,1,0,1) mit Zielfunktionswert z = 6.
Die Blockauswahl aus Algorithmus 5 fiihrt zu der Matriz
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00110
01100
A=]l00110
11000
00011

Fine Optimallosung des entstehenden Problems (SCPu(l)) ist gegeben durch
T =1(0,1,0,1,0) mit Zielfunktionswert z = 4.

Durch Algorithmus 5 wurde aus der Losung x also eine zuldssigen Losung x von
(SCP) gewonnen. Dabei ist zu beachten, dass x auch fir das Problem (SCPu(l))

zuldssig ist, wie es in Lemma 3.4.2 bewiesen wurde.

Bemerkung 3.4.4. Algorithmus 3 wurde als eine Erweiterung speziell fiir die
Greedy-Heuristik entwickelt. Algorithmus 5 verallgemeinert diese Idee und entwi-
ckelt aus beliebigen zuldssigen Losungen x von (SCP) eine zulissige Losung T von
(SCP) mit einem nicht schlechterem Zielfunktionswert als x. Eine echte Verbesse-
rung des Zielfunktionswertes durch Algorithmus 5 wird vor allem dann auftreten,
wenn die Uberdeckungsmatriz A von (SCP) eine Blockstruktur hat, d. h. wenn ins-
gesamt nur wenige Blocke in A auftreten und diese Blocke méglichst lang sind.

Zum Aufwand von Algorithmus 5 trdgt zum einen die Auswahl der Blocke in
Schritt 2 mit einer Laufzeit von O(mn) bei. Zum anderen hat die Losung des
C1P-Mengeniiberdeckungsproblems (SCPu(l)) in Schritt 8 des Algorithmus nach
Bemerkung 1.3.4 eine Laufzeit von O(m + n).

Der geringe Aufwand von Algorithmus 5 und die in Lemma 3.4.2 angegebe-
ne Gitegarantie fir die Losung des Algorithmus rechtfertigen in jedem Fall eine
Anwendung des Algorithmus auf eine bekannte zuldssige Losung x von (SCP). Ins-
besondere wenn die Uberdeckungsmatriz A von (SCP) eine Blockstruktur aufweist,
bekommen wir durch Algorithmus 5 in vielen Fdllen eine echt bessere Ldosung als
sie durch x gegeben war.

Zuldssige Losungen von (SCP) konnen in vielfdltiger Weise gewonnen werden.
Zum einen kann eine zuldssige Losung geraten werden. Zum anderen konnen be-
kannte Verfahren, wie z. B. Innere Punkte Methoden [19], Genetische Algorithmen
[5], die bereits vorgestellte Greedy-Heuristik [10] oder Varianten der Greedy-Heu-
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ristik [13, 2, 15] genutzt werden, um zuldssige Losungen von (SCP) zu erhalten.
Fiir all diese Verfahren kann Algorithmus 5 fir eine mogliche Verbesserung der

Losung zusdtzlich eingesetzt werden.

3.5 Erweiterung einer Relaxationslésung durch

Blockauswahl

Von Schébel und Ruf [23] wird ein Verfahren vorgestellt, bei dem zunéchst eine
Optimallésung # von (SCP1) bestimmt wird. Aus dieser Losung wird dann ein
reduziertes Mengeniiberdeckungsproblem (Red-SCP) aufgestellt und anschlieend
gelost. Durch Kombination der beiden Losungen von (SCPI1) und (Red-SCP) ent-
steht eine zuldssige Losung von (SCP), die insbesondere eine obere Schranke fiir
(SCP) erzeugt.

Wir wollen in diesem Abschnitt das Verfahren erweitern, indem wir sowohl Lo-
sungen von (SCP1), als auch von (SCP1) zur Identifikation des Problems (Red-SCP)
zulassen.

Sei nun also ein Mengeniiberdeckungsproblem (SCP) mit A € B™*"™ und ¢ € R’}
gegeben und sei # eine Optimallssung von (SCP1) oder (SCP1). Wir definieren
durch M°:={k e {l,....,m} : Ay =0} die Menge der Zeilen von A, die nicht
durch z iiberdeckt werden. Hierbei ist A;, die k-te Zeile von A.

Falls M° = (), so ist & Optimallésung von (SCP), da & dann zuléssig fiir (SCP)
ist und 2 auflerdem nach Lemma 2.1.7 eine untere Schranke von (SCP) erzeugt.

Sonst definieren wir die Matrix B € BM°*"  welche genau die Zeilen von A
enthélt, die nicht durch z iiberdeckt werden. Nun betrachten wir das reduzierte

Mengeniiberdeckungsproblem

minimiere cx
(Red-SCP) so dass Bz > 10 (3.7)
r € B".
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Sei T eine zulissige Losung von (Red-SCP). Wir bekommen das folgende Er-

gebnis:

Lemma 3.5.1. (siehe [23]) Sei a* eine optimale Losung von (SCP). Weiterhin
sei & eine Optimallsung von (SCPI) (bzw. (SCPL)) und T eine zulissige Losung
von (Red-SCP). Dann ist x, gegeben durch

r; = max{z;,z,;}, je{l,..,n},

zuléssig fiir (SCP). Insbesondere gilt cTx > cT'a*

Beweis. Sei & eine Optimalldsung von (SCP1) (bzw. von (SCP1)) und # eine zu-
lassige Losung des Problems (Red-SCP).
Wir zeigen, dass x zuléssig fiir (SCP) ist, indem wir fiir jede Zeile von A priifen,
ob sie von z iiberdeckt wird. Dazu betrachten wir M° = {k € {1,...,m} : Az = 0}.
Sei zunéchst k € {1,...,m}\M°. Dann gilt

also sind diese Zeilen von x iiberdeckt.
Sei andererseits k € M°. Dann gibt es genau ein j, € {1,...,|M°|}, so dass
Bj, = Aj. Somit ist
Ajx =B x> Bj,x>1

und auch diese Zeilen sind von x iiberdeckt. Insgesamt iiberdeckt = also alle Zeilen
von A ist damit zuléssig fiir (SCP). Insbesondere gilt ¢’z > ¢’z* und das Lemma

ist bewiesen. O

Bemerkung 3.5.2. Lemma 3.5.1 gilt sowohl fiir den Fall, dass eine Optimalldsung
von (SCO’PZ) zum Aufstellen von M° betrachtet wird, als auch fir den Fall, dass
hierzu eine Optimallosung von (SCPL) genutzt wird.

Prinzipiell funktioniert die beschriebene Idee, eine zuldssige Losung von (SCP)
zu konstruieren, fir beliebige x € B". Denn entweder ist x bereits zuldssig fiir
(SCP), oder die Menge M° = {k € {1,....,m} : Agz = 0} ist nicht leer. Dann
kann das Problem (Red-SCP) aufgestellt und gelost werden. Sei T eine Ldsung
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dieses Problems. Wie in Lemma 3.5.1 ist dann x, gegeben durch v; = max{z;, 7,}
(7 €{1,...,n}), zuldssig fir (SCP).

Zwar fiihrt die beschriebene Idee fiir beliebige x € B™ zu einer zuldssigen Losung
von (SCP), dennoch ist es sinnvoll, Losungen von (SCPI) oder (SCPI) zu nutzen,
da diese als Optimallisungen einer Relazation von (SCP) bereits ,gute“ Spalten
im Hinblick auf das Problem (SCP) selbst enthalten.

Wir wollen nun aus den vorangegangenen Uberlegungen einen Algorithmus zur
Bestimmung einer oberen Schranke von (SCP) formulieren. Dazu miissen wir nach
Lemma 3.5.1 eine zuléssige Losung des Problems (Red-SCP) bestimmen. Dieses
Problem hat zwar weniger Zeilen als das urspriingliche Problem (SCP), eine Opti-
mallosung kann im Allgemeinen aber auch fiir (Red-SCP) nicht effizient berechnet
werden. Wir werden daher eine zulissige Losung von (Red-SCP) mit Algorith-
mus 3 berechnen, merken aber ausdriicklich an, dass hierzu auch jedes andere
Verfahren zur Bestimmung einer zulédssigen Losung eines Mengeniiberdeckungs-
problems genutzt werden kann.

Wir bekommen die folgenden Algorithmen zur Berechnung einer oberen Schran-
ke von (SCP).

Algorithmus 6 Obere Schranke fiir (SCP) mit (SCPI)
Input: Uberdeckungsmatrix A € B™*", Kosten ¢ € R? von (SCP).
Output: Zuléssige Losung x von (SCP).

1: Berechne eine Optimallésung ¥ von (SCPI).
2: MO = {k e {1,...,m} : Az =0}
If MY = () stop: v = °7 ist optimale Losung von (SCP).
3: Stelle (Red-SCP) in Bezug auf M1 auf.
4: Bestimme eine zulissige Losung = von (Red-SCP) mit Algorithmus 3.
5: Definiere fiir alle j € {1,...,n} : 2; = max{z{"" T;}.

Output: z.
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Algorithmus 7 Obere Schranke fiir (SCP) mit (SCPI)
Input: Uberdeckungsmatrix A € B™*", Kosten ¢ € R" von (SCP).
Output: Zulédssige Losung x von (SCP).

1: Berechne eine Optimallosung = von (SdPl).
2: M°:={ke{l,...,m}: Ayz =0}.
If M° = () stop: x = z ist optimale Losung von (SCP).
3: Stelle (Red-SCP) in Bezug auf M° auf.
4: Bestimme eine zulédssige Losung = von (Red-SCP) mit Algorithmus 3.
5: Definiere fiir alle j € {1,...,n} : ; = max{z;,7;}.

Output: z.

Bemerkung 3.5.3. Fulls die Matriz A € B™*" keine Zeilen mit C1P hat, so hat
das Problem (SCPI) in Schritt 1 von Algorithmus 6 die triviale Lisung zF =0,
und in Schritt 2 des Algorithmus ist MY = {1,...,m}. In den Schritten 4 und
5 wird dann einfach Algorithmus 3 auf die Matriz A angewendet. Algorithmus 6
liefert in diesem Fall also das gleiche Ergebnis wie Algorithmus 3. Dies kann ver-
hindert werden, indem, falls die Matriz A keine C'1P-Zeilen hat, die Spalten von A
so permutiert werden, dass es zumindest eine Zeile mit C'1P gibt und das Problem
(SCPI) nicht-triviale Losungen hat.

Falls es in der Matrix A € B™ " Zeilen mit C1P gibt, A selber aber keine
C1P-Matrixz ist, so werden in Algorithmus 6 zwei Mengeniiberdeckungsprobleme
mit C1P mit jeweils weniger als m Zeilen in ihrer Uberdeckungsmatric geldst.
Denn sei p (1 <p<m) die Anzahl der C1P-Zeilen in A. Dann hat die Uberde-
ckungsmatriz von (SCPI) in Schritt 1 die Gréfie p x n. Fir die Menge MCY gilt
daher IMCP| < m — p und die Uberdeckungsmatriz von (Red-SCP) hat die Grife
|IMEE| x n.

3.5.1 Vergleich von Algorithmus 6 und Algorithmus 7

Algorithmus 6 und Algorithmus 7 unterscheiden sich nur in dem einen Punkt, in
dem eine Optimallésung von (SCP1) bzw. (SCP1) berechnet wird. Wir wissen aus
Abschnitt 2.3, dass die fiir (SCOPI) erzeugte untere Schranke von (SCP) mindestens

so gut ist wie die untere Schranke, die aus einer Losung von (SCP1) gewonnen wird.
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Die Vermutung, dass nun Algorithmus 7 eine mindestens so gute obere Schranke
wie Algorithmus 6 liefert, liegt nah. Die folgenden Beispiele zeigen, dass dies vor-
kommen kann, im Allgemeinen aber nicht der Fall ist. Zunéchst geben wir ein
Beispiel an, in dem Algorithmus 6 eine echt kleinere obere Schranke fiir ein Men-

geniiberdeckungsproblem liefert als Algorithmus 7.

Beispiel 3.5.4. Wir betrachten das ungewichtete (SCP) mit Uberdeckungsmatriz

101001
100011
A 110110
010011
000101
011000

FEine Optimallésung von (SCP) ist gegeben durch x* = (0,1,0,0,0, 1) mit Zielfunk-
tionswert z* = 2.
Zundchst berechnen wir eine obere Schranke mit Algorithmus 7. Die konvexifi-

zierte Matriz ist gegeben durch

111111
111111
- 111110
01 1111
000111
011000

Eine optimale Ldsung von (Sé’Pl) ist z.B. gegeben durch x = (0,1,0,1,0,0).
Dann ist M° = {1,2} und die Uberdeckungsmatriz B* € BM1*" des Problems

(Red-SCP)° ist
p_ (1010001
“\100011)°

Mit Algorithmus 8 berechnen wir * = (1,0,0,0,0,0) als zuldssige Losung des Pro-
blems (Red-SCP)°.
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Mit le = max{x;,7,;} (j = 1,...,6) ist ' = (1,1,0,1,0,0) die von Algorith-
mus 7 berechnete zulissige Lisung von (SCP) mit Zielfunktionswert z' = 3.

Im Folgenden berechnen wir nun eine obere Schranke von (SCP) mit Algorith-
mus 6. Der C1P-Anteil von A, und damit die Uberdeckungsmatriz von (SCPI),
besteht nur aus der letzten Zeile. Eine Optimallosung von (SCPL) ist daher durch
29 =1(0,1,0,0,0,0) gegeben. Die nicht von x*f iiberdeckten Zeilen von A sind
MEYP = (1,2 5}, Somit ist die Uberdeckungsmatriz B2 € BM“ 11 des Problems
(Red-SCP)C'Y gegeben durch

101001
B*=100011
0007101

Als zulissige Lisung des Problems (Red-SCP)C'Y berechnen wir 7 = (0,0,0,0,0,1)
mit Algorithmus 3.

Mit x% = max{z§{'", T;} (j = 1,...,6) ist 2* = (0,1,0,0,0,1) die von Algorith-
mus 6 berechnete zulissige Lisung von (SCP) mit Zielfunktionswert 2 = 2.

Da 2? = 2* gilt, ist 2* sogar eine Optimallésung von (SCP). Insbesondere
liefert die durch Algorithmus 6 berechnete zulissige Lésung x® eine echt besser

obere Schranke fiir (SCP) als die von Algorithmus 7 berechnete Lisung x*.

Im folgenden Beispiel fiir ein Mengeniiberdeckungsproblem hat die von Al-
gorithmus 7 berechnete zulissige Losung x' des Problems einen echt kleineren

Zielfunktionswert als die von Algorithmus 6 bestimmte zulissige Losung 2.

Beispiel 3.5.5. Wir betrachten das ungewichtete (SCP) mit Uberdeckungsmatriz

_ O = = O O
—_— = = O = O
o R O = O O
o O R O O

O O O ==
_ O O = O =




3.5. ERWEITERUNG EINER RELAXATIONSLOSUNG DURCH BLOCKAUSWAHL o7

FEine Optimallisung von (SCP) ist gegeben durch x* = (1,0,1,0,0,0) mit Zielfunk-
tionswert z* = 2.

Betrachten wir zundchst Algorithmus 7. Die konvexifizierte Matrix ist gegeben
durch

111111
111000
Ao 111110
01 1111
001110
011100

Das Problem (SéPl) wird somit z. B. gelost durch © = (0,0,1,0,0,0). Die nicht
durch & iiberdeckten Zeilen von A sind M° = {1,3}. Somit ist die Uberdeckungs-
matriz Bt € BM ™ des Problems (Red-SCP)° gegeben durch

B 100101
110110/

Mit Algorithmus 3 berechnen wir die zuldssige Losung * = (1,0,0,0,0,0) von
(Red-SCP)°.

Fiir die von Algorithmus 7 berechnete zulissige Losung von (SCP) ergibt sich
r! = (1,0,1,0,0,0) mit Zielfunktionswert z* = 2. x' ist zugleich optimal fiir
(SCP).

Nun wenden wir Algorithmus 6 auf (SCP) an. Der C1P-Anteil von A und somit
die Uberdeckungsmatriz von (SCPI) besteht nur aus der letzten Zeile der Matriz.
Eine Lésung von (SCPI) ist also gegeben durch x“*f = (0,1,0,0,0,0), die Zeilen
MO = 11,2 5} von A werden nicht durch 2 iiberdeckt. Die Uberdeckungsma-
triz B2 € BMT "X des Problems (Red-SCP)CF ist nun gegeben durch

100101
B=1101000
001010

Durch Algorithmus 3 berechnen wir die zuldssige Losung © = (1,0,1,0,0,0) von
(Red-SCP)C1P .
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Insgesamt ergibt sich x*> = (1,1,1,0,0,0) als die von Algorithmus 6 berechnete
zulissige Losung von (SCP). Deren Zielfunktionswert ist z* = 3 und somit echt

grofier als der Zielfunktionswert z* = 2 der Lisung x*.

Die beiden Beispiele zeigen, dass im Allgemeinen keine Aussage dariiber ge-
troffen werden kann, ob die Wahl von (SCP1) oder (SCP1) im ersten Schritt von
Algorithmus 6 bzw. Algorithmus 7 zu einer besseren oberen Schranke von (SCP)
fithrt. Die Losung = von (SCOPI) iiberdeckt zwar mindestens so viele Zeilen von A
wie die Losung ¢ von (SCP1) (siehe Lemma 2.1.7). Aber daraus folgt nicht, dass
auch eine Losung 7 des Problems (Red-SCP) und damit insgesamt die Losung !,
die durch Algorithmus 7 berechnet wird, einen kleinen Zielfunktionswert hat.

Andererseits hat die Losung z¢*

einen kleineren (oder den gleichen) Zielfunkti-
onswert als die Losung 2. Falls der Zielfunktionswert der Losung = von (Red-SCP)
ebenfalls klein ist, so ist insgesamt auch der Zielfunktionswert der Losung 22, die

durch Algorithmus 6 berechnet wird, klein.



Kapitel 4
Numerische Ergebnisse

Die in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten Methoden zur Berechnung von unteren
und oberen Schranken fiir Mengeniiberdeckungsprobleme werden wir in diesem Ka-
pitel an zufélligen Problemen auf ihre Giite testen und miteinander vergleichen.
Der Grofiteil der vorgestellten Verfahren wurde auf Basis eines Mengeniiberde-
ckungsproblems mit fast C1P entwickelt. Wir werden die Methoden daher auch an
Problemen testen, die eine solche Struktur aufweisen.

Zuniéchst gehen wir in Abschnitt 4.1 speziell auf einen Vergleich der Algorith-
men 2 und 3 ein. Wir wissen aus Abschnitt 3.3.2, dass Algorithmus 3 eine mindes-
tens so gute obere Schranke wie Algorithmus 2 liefert. Wir wollen nun untersuchen,
fiir welche Art von Problemen eine echte Verbesserung durch Algorithmus 3 eintritt
und wie grof§ diese ist.

In Abschnitt 4.2 wollen wir untersuchen, ob es einen Zusammenhang zwischen
der Giite der unteren Schranken, die durch die Probleme (SCPI) und (SCPI) er-
zeugt werden, und dem Anteil der Zeilen mit C1P in der Uberdeckungsmatrix des
Mengeniiberdeckungsproblems gibt.

Abschlieend wollen wir in Abschnitt 4.3 alle vorgestellten Methoden zur Be-
rechnung von oberen und unteren Schranken fiir ein gewichtetes Mengeniiberde-
ckungsproblem miteinander vergleichen.

Alle Berechnungen wurden auf einem PC mit AMD Athlon XP 2500+ Prozessor
bei 1.84 GHz und 1,25 GB RAM ausgefiihrt.

99
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Alle Algorithmen wurden in MATLAB 7.5.0 unter Windows XP implementiert.
Die in den Algorithmen auftretenden Mengeniiberdeckungsprobleme mit C1P wur-
den jeweils durch das Simplex-Verfahren mit dem Matlab-Befehl 1linprog gelost.
Optimale Losungen von (SCP) wurden mit dem Matlab-Befehl bintprog berech-

net.

4.1 Vergleich von Algorithmus 2 und Algorith-

mus 3

In diesem Abschnitt wollen wir die oberen Schranken, die durch Algorithmus 2
(Greedy-Heuristik) und Algorithmus 3 berechnet werden, miteinander vergleichen.
Da Algorithmus 3 die Greedy-Heuristik durch eine Blockauswahl erweitert, ist eine
Blockstruktur der Uberdeckungsmatrix A von (SCP) Voraussetzung dafiir, dass
Algorithmus 3 eine echt bessere Losung als Algorithmus 2 liefert. Wir werden daher
Testprobleme mit fast C1P, also nur einer kleinen Anzahl von Blécken insgesamt,
betrachten. Hierbei werden wir zum einen die Ldnge der Blécke und zum anderen
die Anzahl der Blocke pro Zeile variieren.

Es werden zufillige (SCP) mit den folgenden Eigenschaften erzeugt:
e Kostenvektor ¢ € {1,...,10}?%, ¢; zufillig gewéhlt fiir alle j € {1,...200}.
e Uberdeckungsmatrix A € B200%200,

e Jede Zeile von A hat eine zuféllige Anzahl an Blocken. Diese liegt zwischen

1 und einer vorgegebenen maximalen Anzahl mazBldcke.

e Jeder Block hat eine zuféllige Lénge zwischen 1 und einer vorgegebenen ma-

ximalen Blocklange maxLdinge.

Nun fithren wir zwei verschiedene Testreihen aus. Zum einen geben wir eine fes-
te maximale Blockanzahl pro Zeile vor und variieren die maximale Blocklénge, zum
anderen geben wir die maximale Blockldnge fest vor und variieren die maximale
Anzahl von Blocken pro Zeile. Fiir jede Testinstanz fithren wir 300 unabhéngige
Tests durch.
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Testreihe 1:

maximale Anzahl von Blocken pro Zeile: mazBlicke = 4.
maximale Blocklange mazLdinge € {1,...,12}.

fiir alle mazLinge € {1, ...,12} werden jeweils 300 zuféllige Probleme erzeugt
und mit Algorithmus 2 und Algorithmus 3 gelost. Aulerdem wird jeweils eine

Optimalldsung bestimmt.

Testreihe 2:

maximale Blockléange: mazLdnge = 4.
maximale Anzahl von Blocken mazBlicke € {1, ...,12}.

fir alle mazBlocke € {1, ...,12} werden jeweils 300 zufillige Probleme erzeugt
und mit Algorithmus 2 und Algorithmus 3 gelost. Aulerdem wird jeweils eine

Optimallésung bestimmt.

In Tabelle 4.1 und Tabelle 4.2 geben wir die Ergebnisse der Testreihen 1 und
2 wieder. Dabei haben die Spalten folgende Bedeutung:

maxBlocke: maximale Anzahl der Blocke pro Zeile.
mazLdinge: maximale Blockldnge.

zq: Zielfunktionswert von Algorithmus 2.

z: Zielfunktionswert von Algorithmus 3.

z*: optimaler Zielfunktionswert.

Z < zg|%]: Anteil der 300 Tests, bei denen Algorithmus 3 einen echt kleineren

Zielfunktionswert als Algorithmus 2 hat, in Prozent.

zaG—2
e

zag—2
2G

2 und Algorithmus 3 bei 300 Tests.

: arithmetisches Mittel der relativen Abweichung von Algorithmus

max 26—=2
zG

mus 3 bei den 300 Tests.

: maximale relative Abweichung von Algorithmus 2 und Algorith-
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Zz—z*.

e = arithmetisches Mittel des relativen Fehlers
300 Tests.

z—z*
z

Z- yon Algorithmus 3 bei

z—z*
z*

e max : maximaler relativer Fehler von Algorithmus 3 bei den 300 Tests.

e Zeit Algo8[s/: Durchschnittlicher Zeitaufwand von Algorithmus 3 pro Test in
Sekunden bei den 300 Tests.

e Zeit Opt [s]: Durchschnittlicher Zeitaufwand zur Berechnung einer Optimal-
16sung pro Test in Sekunden bei den 300 Tests.

In den Abbildungen 4.1 und 4.2 tragen wir 2 < zg[%] auf der linken y-Achse

(rot) und ZZLG_E auf der rechten y-Achse (griin) auf. In diesen Abbildungen wollen
wir das Verhalten dieser beiden Groflen abhéngig von der maximalen Lange der

Blocke bzw. von der maximalen Anzahl von Blocken pro Zeile verdeutlichen.

Tabelle 4.1 — Testreihe 1: mazBlocke = 4, mazxLinge € {1,...,12}, jeweils 300 Tests.

mazLdnge|Z < zq|%)] ZCZJ;E max Zi—;g 22" lmax ="\ Zeit Algo3 [s]|Zeit Opt [s]
1 05,33 0,01 10,01 0,06]0,14 0,17 0,58
2 86,00 0,01 10,06 0,0710,15 0,22 0,64
3 96,00 0,03 10,08 0,070,16 0,27 0,61
4 96,00 0,03 10,11 0,070,16 0,30 0,61
5 98,33 0,04 10,12 0,07|0,16 0,35 0,65
6 98,67 0,0510,11 0,0710,20 0,39 0,65
7 9900 0,05[0,13  [0,07]0,10 0,37 0,67
8 98,67 0,05 10,16 0,07]0,18 0,36 0,55
9 98,67 0,06 0,14 0,070,19 0,35 0,55
10 99,33 0,06 10,15 0,070,16 0,37 0,57
11 99,67 0,06 |0,17 0,0710,22 0,34 0,53
12 98,33 0,0710,16 0,060,20 0,34 0,51

Beobachtung 4.1.1. In den Abbildungen 4.1 und 4.2 ist auf der linken y-Achse
(rot) der Prozentsatz der 300 Tests aufgetragen, bei denen Algorithmus 8 (Losung
Z) eine echt bessere untere Schranke fir (SCP) als Algorithmus 2 (Losung zg)
liefert. Der Zielfunktionswert von z ist dabei nicht nur e-besser als zg, denn die

Kosten sind ganzzahlig, und somit liegt die Verbesserung bei mindestens 1. Auf der
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Tabelle 4.2 — Testreihe 2: mazLinge = 4, mazBlicke € {1, ...,12}, jeweils 300 Tests.

mazBlicke|Z < zg|%] ZiG—E maxz‘;—j -2 Imax =" Zeit Algo3 [s]| Zeit Opt [s]
1 100,00 [0.07[0.13  10,00(0,00  [0.32 0.52
2 100,00 0,05 10,09 0,04]0,11 0,31 0,53
3 99.00  [0,04]0.10  [0,06/0.15 0,30 0.55
4 99,00 0,03 10,09 0,10{0,19 0,29 0,61
d 94,67 0,03 10,08 0,091{0,19 0,30 0,65
6 91,33 0,03 10,10 0,0910,20 0,29 0,74
7 85,67 0,02 10,10 0,1010,25 0,29 0,88
g 81,00 10021009  [0.10[020  |0.31 0,00
9 81,66 0,02 0,10 0,11{0,23 0,29 0,94
10 72,00 0,02 10,08 0,12{0,23 0,28 1,06
11 73,00 0,02 0,10 0,12{0,30 0,24 0,98
12 71,33 0,02 0,10 0,12{0,28 0,24 0,87

rechten y-Achse (grin) ist die durchschnittliche relative Verbesserung ZZLG_E von Al-

gorithmus 3 gegeniiber Algorithmus 2 bei 300 Tests aufgetragen.
Testrethe 1: In Abbildung 4.1 ldsst sich erkennen, dass sowohl der Anteil der

Tests mit z < zq, als auch die durchschnittliche Verbesserung %5 abhdngig von

der mazimalen Linge der Blicke der Uberdeckungsmatriz A ist. Je lingere Blo-

cke auftreten, desto grifer sind 22—;5 und der Anteil der Probleme mit z < zq.
Der Vorteil von Algorithmus 8 gegeniiber Algorithmus 2 nimmt also mit der Ldin-

ge der Bliocke zu. In Tabelle 4.2 ldsst sich aufSerdem ablesen, dass der Wert von

z—z*
Z*

Allgemeinen einen von der maximalen Blocklinge unabhdngigen relativen Fehler

fiir alle Blocklingen nahezu konstant ist. Das heifit, Algorithmus 3 hat im

gegentiber der Optimallosung. Die mit der maximalen Blocklinge ansteigende rela-
za—2
zG

tive Verbesserung ist darauf zurickzufihren, dass Algorithmus 2 mit grifserer

mazimaler Blocklinge einen ansteigenden relativen Fehler hat, der relative Fehler
von Algorithmus 3 aber anndhernd konstant bleibt.

Weiter lisst sich in Tabelle 4.1 ablesen, dass auch die maximale relative Ver-
z2G—2
zG
Weiteren ist die durchschnittliche Laufzeit von Algorithmus 3 unabhdngig von der

besserung max der 300 Tests mit der maximalen Blocklinge zunimmt. Des

maximalen Blocklinge. Sie liegt unter der Zeit, die fiir die Berechnung einer Op-

timallosung bendtigt wird.
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Abbildung 4.1 — Vergleich von Algorithmus 2 und Algorithmus 3 fir (SCP) mit
A € B200%200 ¢ ¢ 1. 10"™. mazBlocke = 4, mazLinge € {1, ...,12}. Jeweils 300 Tests.

100 ——— 0.l
90 r 1 0.09
80 4 0.08
L 1 0.07
_': 60 = —-""——-r"/. 4 0.06 | =
~ ______'___.«-' 1 g
v W BT 1005 | 9N
| r_.--"
40 { 0.04
.r”d
30 _|' (..-""--/- 4 0.03
f -
L/ |
20 II| 0.02
|
10 f 4 0.01
o
0 1 1 1 1 1 1 | 1 1 0
9 10 11 12

max. Blocklinge

Abbildung 4.2 — Vergleich von Algorithmus 2 und Algorithmus 3 fir (SCP) mit

A € B200%200 ¢ ¢ 110", mazLinge = 4, mazBlocke € {1, ...,12}. Jeweils 300 Tests.
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Testrethe 2: In Abbildung 4.2 lisst sich erkennen, dass sowohl der Anteil

der Tests mit z < zq, als auch die durchschnittliche relative Verbesserung ZCZ;—;z

abhéingig von der mazimalen Anzahl der Blicke pro Zeile der Uberdeckungsmatriz

A ist. Je mehr Blicke pro Zeile auftreten, desto kleiner sind der Wert von ==

und der Anteil der Probleme mit z < zg. Der Vorteil von Algorithmus 8 gegeniiber

Algorithmus 2 nimmt also mit der Anzahl der Blocke pro Zeile ab. In Tabelle 4.2

z—2z*

lisst sich ablesen, dass der durchschnittliche relative Fehler *—=~ wvon Algorith-

mus 3 mit der maximalen Anzahl der Blocke pro Zeile zunimmt.

Die mit der Grofie von maxBlocke kleiner werdende durchschnittliche Verbes-

serung Zigg ist darauf zurickzufihren, dass der relative Fehler von Algorithmus 3

mit der mazimalen Anzahl von Blocken pro Zeile ansteigt, die Giite von Algorith-
mus 2 dagegen weniger abhdngig von maxBlocke ist.

In Tabelle 4.2 lisst sich aufferdem erkennen, dass max %5 nahezu unabhdngig

z—z*
Z*

von der mazimalen Anzahl von Blicken pro Zeile ist. Der Wert von max
nimmt dagegen stark mit maxBlocke zu. Des Weiteren ist die durchschnittliche
Laufzeit von Algorithmus 8 unabhdngig von der maximalen Anzahl von Blicken
pro Zeile, die Laufzeit zur Berechnung einer optimalen Liosung steigt dagegen mit

maxBlocke an.

4.1.1 Vergleich von Algorithmus 2 und Algorithmus 4 fiir
das ungewichtete (SCP)

Wir wollen Algorithmus 2 und Algorithmus 4 (Variante von Algorithmus 3 fiir das
ungewichtete (SCP)) fiir ungewichtete Mengeniiberdeckungsprobleme mit fast C1P
vergleichen. Hierzu konstruieren wir wie in Abschnitt 4.1 zuféllige Matrizen mit
fester maximaler Anzahl von Blocken pro Zeile (mazBldocke) und fester maxima-
ler Blocklange (mazLdinge). Wir fithren fiir jede Eingabeinstanz 300 unabhéngige
Tests durch. In Tabelle 4.3 sind die Ergebnisse fiir verschiedene Matrixgrofien ab-

za—2
zg

hingig von mazBlicke und mazLinge eingetragen. z < zg[%], Zi(;z, max

2 max =2, Zeit Algo3 [s] und Zeit Opt [s] haben dabei die gleiche Bedeutung

z*

wie in Abschnitt 4.1.
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Beobachtung 4.1.2. In Tabelle 4.3 konnen wir erkennen, dass der Anteil der
Probleme, bei denen Algorithmus 4 eine echte Verbesserung gegeniiber Algorith-
mus 2 darstellt, bei ungewichteten Mengeniiberdeckungsproblemen wviel kleiner als
bei gewichteten (SCP) ist. Dementsprechend liegt auch die durchschnittliche rela-
tive Verbesserung ?j weit unter den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1. Wie im Fall
gewichteter Mengeniiberdeckungsprobleme ist auch fir das ungewichtete (SCP) zu
erkennen, dass eine kleine Anzahl von Blicken je Zeile der Uberdeckungsmatrix
und eine groffe maximale Léinge der Blocke fiir den Vorteil von Algorithmus 4

gegentiber der Greedy-Heuristik sorgen.

Die kleinere durchschnittliche Verbesserung 22;2 der Greedy-Heuristik durch
Algorithmus / fiir ungewichtete (SCP) gegeniiber den Ergebnissen aus Abschnitt
4.1 fiir gewichtete Mengeniiberdeckungsprobleme ist auf den kleineren durchschnitt-
lichen Fehler der Greedy-Heuristik bei ungewichteten Mengeniiberdeckungsproble-
men zurickzufihren. Denn mit einem kleineren relativen Fehler der Greedy-Ldsung
ist auch die Chance fiir eine echte Verbesserung der Greedy-Losung durch Algo-
rithmus 4 geringer.

Die Laufzeit von Algorithmus 4 ist durchschnittlich klein gegeniiber der Laufzeit
fiir die Berechnung einer Optimallosung. Dies rechifertigt eine Nutzung von Algo-
rithmus 4 als Erweiterung der Greedy-Heuristik auch fir den Fall eines ungewich-
teten (SCP), obwohl eine Verbesserung der Greedy-Liosung durch Algorithmus 4

im Allgemeinen nicht zu erwarten ist.

4.2 Untersuchung von (SCPI) und (SCPI)

In diesem Abschnitt wollen wir den relativen Fehler der unteren Schranken von
(SCP), die durch (SCP1) und (SCPI) erzeugt werden, abhéingig vom Anteil der
Zeilen mit C1P in der Uberdeckungsmatrix des (SCP) untersuchen.

Hierzu konstruieren wir Mengeniiberdeckungsprobleme mit fast C1P, dessen
Uberdeckungsmatrizen einen festgelegten Anteil an Zeilen mit C1P haben.

Konkret erzeugen wir zuféllige (SCP) mit den folgenden Eigenschaften:

e Kostenvektor ¢ € {1,...,10}?%, ¢; zufillig gewéhlt fiir alle j € {1,...200}.

e Uberdeckungsmatrix A € [B200%200,
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e Die Matrix A hat eine vorgegebene Anzahl b von Zeilen, die genau einen

Block aufeinanderfolgender Einsen enthalten.

e Die iibrigen 200 — b Zeilen von A haben eine zufillige Anzahl an Blocken.

Diese liegt zwischen 2 und 5.

e Jeder Block hat eine zuféllige Lange zwischen 1 und 5.

Wir variieren nun die Anzahl der Zeilen b mit genau einem Block. Wir untersu-
chen b € {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80,90, 100}, d.h. der Anteil der Zeilen mit C1P
in A liegt zwischen 5 % und 50 %. Fiir jedes b fithren wir 300 unabhingige Tests
durch. Fiir jeden Test berechnen wir die Optimallosung des (SCP) und die durch
(SCP1) und (SCPI) erzeugten unteren Schranken.

In Abbildung 4.3 tragen wir den durchschnittlichen relativen Fehler der beiden
durch (SCPI) (rot) und (SCPI) (griin) erzeugten unteren Schranken abhingig vom
Anteil der Zeilen mit C1P (in Prozent) in der Uberdeckungsmatrix der Mengen-

iiberdeckungsprobleme auf.

Beobachtung 4.2.1. In Abbildung 4.3 ldsst sich ein Zusammenhang des relativen
Fehlers der durch (SCPL) und (SCPI) erzeugten unteren Schranken von (SCP) mit
dem Anteil der Zeilen mit C1P in der Uberdeckungsmatriz des (SCP) erkennen.
Bei einem kleinen Anteil von 5 % von Zeilen mit C1P in der Matrix liegt der
durchschnittliche relative Fehler der beiden Schranken bei ca. 0.6. Mit zunehmen-
dem Anteil von C1P-Zeilen in der Uberdeckungsmatriz wird auch der durchschnitt-
liche relative Fehler der beiden Schranken kleiner, bei einem Anteil von tiber 40 %
liegt er unter 0.1.

Auferdem ldsst sich erkennen, dass die relativen Fehler der von (SCPl) und
(S CPI ) erzeugten unteren Schranken nah beieinander liegen, wobei letzterer etwas
kleiner ist als ersterer.

Insgesamt kann beobachtet werden, dass die Lésungen von (SCPI) und (SCPI)
umso bessere Schranken fir (SCP) liefern, je grifier der Anteil der Zeilen mit C'1P

in der Uberdeckungsmatriz des Problems ist.
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Abbildung 4.3 — Relativer Fehler von (SCP1) und (SCPI) abhéingig von der Anzahl der
Zeilen mit C1P.

Durchschnittlicher relativer Fehler
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Vergleich verschiedener oberer und unterer
Schranken fiir gewichtete (SCP)

Abschlieend wollen wir verschiedene der angegebenen Methoden zur Berechnung

von oberen und unteren Schranken eines gewichteten Mengeniiberdeckungspro-

blems miteinander vergleichen. Hierbei wollen wir zum einen den Approximations-

faktor der verschiedenen Schranken studieren und zum anderen die Laufzeit der

Verfahren zur Berechnung der Schranken untersuchen.

Da wir den Grofteil der Schranken basierend auf Mengeniiberdeckungsproble-

men mit fast C1P entwickelt haben, beschrinken wir uns bei den Testinstanzen

auf eben solche Probleme, bei denen die Uberdeckungsmatrix fast C1P hat.

Die folgenden Schranken werden fiir alle Testinstanzen berechnet (in Klammern

ist jeweils der Abschnitt angegeben, in dem die Schranke vorgestellt wurde):

Untere Schranken: Duale Schranke (2.2), (SCPI) (2.1.1), (SCPI) (2.1.2).
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Obere Schranken: Greedy-Heuristik (3.3.1), Greedy-Blockauswahl (3.3.2), Algo-
rithmus 6 (3.5), Algorithmus 7 (3.5).

Wir testen die Schranken an zufélligen Matrizen mit einer festen Blockstruktur
(wie in Abschnitt 4.1), d.h. jede Zeile der erzeugten Matrizen hat eine zufillige,
aber beschrankte maximale Anzahl an Blocken. Die Blocke wiederum haben jeweils
eine zufillige, aber beschrankte maximale Lange.

Die Schranken werden fiir quadratische Matrizen mit variabler Zeilen- und Spal-
tenanzahl (100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800) getestet. Die maximale Anzahl
von Blocken jeder Zeile und die maximale Léange der Blocke ist in Tabelle 4.4 ange-
geben und jeweils so gewihlt, dass der erwartete Anteil von Nicht-Null-Elementen
der Matrix bei ca. 6 % liegt.

Der Kostenvektor ¢ fiir die erzeugten Mengeniiberdeckungsprobleme besteht

aus zufilligen ganzen Zahlen zwischen 1 und 10.

Tabelle 4.4 — Eigenschaften der erzeugten Matrizen

Matrixgrofle | Anz. Blocke pro Zeile | Lange je Block Erwartungswert
Nicht-Null-Elemente
100 x 100 1-4 1-4 6,25 %
200 x 200 1-6 1-6 6,13 %
300 x 300 1-8 1-8 6,75 %
400 x 400 1-9 1-9 6,25 %
500 x 500 1-10 1-10 6,05 %
600 x 600 1-11 1-11 6,00 %
700 x 700 1-12 1-12 6,04 %
800 x 800 1-13 1-13 6,13 %

Fiir jede Matrixgrofle werden 100 unabhéngige Matrizen und Kostenvektoren
erzeugt und jeweils alle angegebenen Schranken berechnet. In Abbildung 4.4 ist der
durchschnittliche Quotient der Schranke und des optimalen Zielfunktionswertes,
also der durchschnittliche Approximationsfaktor der Schranke bei 100 Tests, fiir
alle Schranken abhéingig von der Matrixgréfie aufgetragen.

In Abbildung 4.5 ist fiir jede Matrixgrofle die durchschnittliche Laufzeit bei 100
Tests fiir die Berechnung jeder Schranke aufgetragen. Zum Vergleich ist hier noch

die Laufzeit fiir die Berechnung der Optimallosung angegeben.
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Abbildung 4.4 — Vergleich der Giite verschiedener Schranken fiir Matrizen mit Blockstruk-
tur verschiedener Grofle.
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Beobachtung 4.3.1. Bei: Problemen mit der angegebenen festen Blockstruktur
zeigt Abbildung 4.4, dass von den getesteten Schranken die duale Schranke den
durchschnittlich am mndchsten bei Eins liegenden Approximationsfaktor hat. Die
duale Schranke gibt also einen sehr guten Ndiherungswert fiir den optimalen Ziel-
funktionswert und wie Abbildung 4.5 zeigt, liegt die durchschnittliche Laufzeit zur
Berechnung der dualen Schranke deutlich unter der durchschnittlichen Laufzeit zur
Berechnung der Optimalldsung.

Die beiden Probleme (SCPI) und (SCPL) erzeugen durchschnittlich deutlich
schlechtere untere Schranken fir (SCP) als die duale Schranke. Dabei kann (SCPI)
sehr schnell gelost werden, fiir (SCO’PZ) ist allerdings ein hoher Aufwand ndtig, der
durch die Ergebnisse micht gerechtfertigt wird. Allerdings ist hierbei zu beachten,
dass das C1P-Problem (SCPl) nach Bemerkung 1.3.4 mit einem in [17] ange-
gebenen Algorithmus deutlich schneller geldst werden kénnte, als mit dem hier
genutzten Simplex-Verfahren. Der Grund fiir die stark unterschiedliche Laufzeit
des Simplez-Verfahrens zur Losung von (SCPL) und (SCPI) liegt darin, dass die
Uberdeckungsmatriz des Problems (SCPI) diinn besetzt ist, dies bei dem Problem
(SCPI) im Allgemeinen aber nicht der Fall ist.

Fiir die Giite der oberen Schranken ist zu beobachten, dass Algorithmus 6 und
Algorithmus 7 durchschnittlich die besten Ergebnisse liefern. Die Approzimations-
faktoren der beiden Algorithmen liegen dabei sehr nah beieinander, was dadurch zu
erkldaren ist, dass sie sich nur geringfiigig voneinander unterscheiden. Abbildung 4.5
zeigt aber, dass Algorithmus 7 deutlich langsamer lduft als Algorithmus 6. Dies ist
dadurch zu erkliren, dass Algorithmus 7 auf der Lésung des Problems (SCO’PZ) ba-
siert. Dieses konnte mit dem in [17] vorgestellten Algorithmus erheblich schneller
gelost werden als mit dem von uns genutzten Simplex-Verfahren.

Die Berechnung von oberen Schranken durch die Greedy-Heuristik und Greedy-
Blockauswahl (Algorithmus 3) liefert fir die erzeugten Matrizen, unabhingig von
der Problemgrdfle, durchschnittlich etwas schlechtere Ergebnisse als Algorithmus 6
bzw. Algorithmus 7. Dabet ist aber zu beachten, dass Algorithmus 3 von Algorith-
mus 6 und Algorithmus 7 implizit genutzt wird, also seinen Beitrag zu der Giite
dieser Algorithmen leistet. Die durchschnittliche Laufzeit fir die Greedy-Heuristik
und Algorithmus 3 ist dabei auch fiir grofiere Probleme klein im Vergleich zur

Laufzeit der Berechnung einer Optimalldsung.



Kapitel 5

Fazit

5.1 Untere Schranken

Die drei vorgestellten Moglichkeiten, untere Schranken fiir (SCP) zu berechnen,
haben nach den Aussagen von Lemma 2.3.1 und Lemma 2.1.7 eine klare Giitehier-
archie. Die duale Schranke ist nie schlechter als die Schranke, die durch (SCPI)
berechnet wird. Diese wiederum ist mindestens so gut wie die Schranke, die wir
durch Losen des Problems (SCP1) bekommen.

5.1.1 Duale Schranke

Fiir die Berechnung von unteren Schranken fiir (SCP) zeigt sich, dass die dua-
le Schranke die besten Ergebnisse unter den drei angegebenen Schranken erzielt.
Zum einen ist die duale Schranke nie schlechter als die unteren Schranken, die
durch (SCP1) und (SCP1) berechnet werden (Lemma 2.3.1, Lemma 2.1.7). Zum
anderen zeigen die Ergebnisse aus Kapitel 4, dass die duale Schranke insbesonde-
re fiir Mengeniiberdeckungsprobleme mit fast C1P erheblich ndher am optimalen
Zielfunktionswert liegt, als die beiden anderen unteren Schranken. Auflerdem ldsst
sich die duale Schranke in der Praxis auch im Vergleich mit den anderen Schranken
relativ schnell berechnen. Die duale Schranke gibt keine Hinweise auf zu wéahlende
Spalten der Uberdeckungsmatrix von (SCP). Daher kann sie nicht verwendet wer-
den, um mit den Ideen aus Abschnitt 3.5 fiir einen Algorithmus zur Berechnung

einer oberen Schranke von (SCP) genutzt zu werden.

73
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5.1.2 (SCPI)

Durch Losen von (SCPI) kann sehr schnell eine untere Schranke fiir (SCP) berech-
net werden. Diese ist nach theoretischen Aspekten (Lemma 2.1.7) allerdings die
schlechteste der drei vorgestellten unteren Schranken. Je grofler der Anteil an Zei-
len mit C1P in der Uberdeckungsmatrix A ist, umso brauchbarer wird die Schranke
(siche Abschnitt 4.2). Fiir Matrizen, die keine C1P-Zeile haben, miissen die Spalten
der Matrix zunédchst mit zusétzlichem Aufwand permutiert werden, damit Zeilen
mit C1P auftreten, sonst liefert (SCP1) nur die triviale Schranke z; = 0. Da in einer
Losung von (SCP1) bestimmte Spalten der Uberdeckungsmatrix gewihlt werden,
kann diese Losung in Algorithmus 6 zur Berechnung einer oberen Schranke von

(SCP) weiterverwendet werden.

5.1.3 (SCPI)

Die Losung von (SCPI) liefert eine untere Schranke fiir (SCP), die mindestens
genau so gut ist, wie die Schranke, die durch Lésen von (SCPL) berechnet wird
(Lemma 2.1.7). Die Ergebnisse aus Abschnitt 4.3 zeigen, dass der Approximati-
onsfaktor von (SdPl) fiir Mengeniiberdeckungsprobleme mit fast C1P kaum besser
ist als der Approximationsfaktor von (SCP1). Der Aufwand um (SCPI) zu ldsen ist
dabei aber erheblich grofler. Allerdings ist zu beachten, dass wir alle C1P - Men-
geniiberdeckungsprobleme mit dem Simplex-Verfahren gelost haben. Mit dem in
Bemerkung 1.3.4 beschriebenen Verfahren kénnte (S(f‘Pl) erheblich schneller gelost
werden.

Im Gegensatz zu (SCP1) kann (SCPI) fiir beliehige Mengeniiberdeckungspro-
bleme aufgestellt und gelost werden. Das heifit, es sind keine C1P-Zeilen in der
Uberdeckungsmatrix des Problems notwendig.

Wie bei dem Problem (SCP1) kann auch eine Lésung von (SCPI) zur Berech-

nung einer oberen Schranke von (SCP) mit Algorithmus 7 weiterverwendet werden.

5.2 Obere Schranken

Fiir die Berechnung von oberen Schranken fiir beliebige Mengeniiberdeckungspro-

bleme haben wir fiinf Verfahren vorgestellt. Dabei ist fiir ein gegebenes (SCP)
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nicht ohne weiteres zu sagen, welches Verfahren zu der besten oberen Schranke
fithrt. Denn fiir die Algorithmen 3, 5, 6 und 7 kann keine Aussage dariiber getrof-
fen werden, welcher der Algorithmen das beste Ergebnis fiir ein Mengeniiberde-
ckungsproblem liefert. Allerdings zeigen die numerischen Ergebnisse aus Abschnitt
4.3, dass die Algorithmen 6 und 7 fiir Mengeniiberdeckungsprobleme, bei denen
die Uberdeckungsmatrix fast C1P hat, im Allgemeinen bessere Ergebnisse erzielen
als Algorithmus 3. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die Algorithmen 6 und 7
implizit Algorithmus 3 nutzen.

Die wichtige Aussage, dass Algorithmus 3 in jedem Fall eine mindestens so gute
obere Schranke fiir (SCP) wie der Greedy-Algorithmus (Algorithmus 2) liefert,
konnte in Abschnitt 3.3.3 bewiesen werden.

Des Weiteren wurde mit Algorithmus 5 ein Verfahren vorgestellt, mit dem eine
beliebige zuldssige Losung von (SCP) verbessert werden kann.

Fiir ungewichtete (SCP) haben wir zusétzlich noch Algorithmus 1 entwickelt.
Dieser hat im Gegensatz zu Algorithmus 4 eine schlechtere Giitegarantie, kann in

der Praxis aber durchaus ein besseres Ergebnis liefern.

5.2.1 Greedy-Heuristik

Die wohlbekannte Greedy-Heuristik (Algorithmus 2) liefert mit einer kurzen Lauf-
zeit eine zuléssige Losung fiir ein Mengeniiberdeckungsproblem (SCP). Diese Lo-
sung hat eine bestmogliche Giitegarantie fiir polynomielle Ndherungsverfahren von
Mengeniiberdeckungsproblemen, falls P # NP (Bemerkung 3.3.7). Die Greedy-
Heuristik stellt daher ein sinnvolles Verfahren zur Berechnung oberer Schranken

fiir Mengeniiberdeckungsprobleme dar.

5.2.2 Algorithmus 3 und Algorithmus 4

Der in Abschnitt 3.3 vorgestellte Algorithmus 3 (Greedy-Blockauswahl) ist eine
Erweiterung der Greedy-Heuristik. Die obere Schranke, die durch diesen Algorith-
mus berechnet wird, ist dabei immer mindestens so gut wie die obere Schranke,
die von der Greedy-Heuristik geliefert wird. In Algorithmus 3 muss zusétzlich zur
Anwendung der Greedy-Heuristik ein Mengeniiberdeckungsproblem mit C1P ge-

16st werden. Dies kann nach Bemerkung 1.3.4 mit einer linearen Laufzeit erledigt
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werden. Insgesamt ist der zusétzliche Aufwand von Algorithmus 3 gegeniiber Al-
gorithmus 2 also nur minimal.

Diese Eigenschaften von Algorithmus 3 verdeutlichen, dass die prasentierte Er-
weiterung der Greedy-Heuristik iiberaus sinnvoll ist. Die Ergebnisse aus Abschnitt
4.1 zeigen, dass der Vorteil von Algorithmus 3 gegeniiber Algorithmus 2 vor allem
bei Mengeniiberdeckungsproblemen mit fast C1P auftritt. Hierbei wiederum ist es
von Vorteil fiir Algorithmus 3, wenn die Uberdeckungsmatrix wenige Blocke pro
Zeile hat, und diese Blocke moglichst lang sind.

Fiir das ungewichtete (SCP) haben wir Algorithmus 4 als Variante von Al-
gorithmus 3 vorgestellt. Der Vorteil von Algorithmus 4 gegeniiber der Greedy-
Heuristik ist fiir ungewichtete Mengeniiberdeckungsprobleme kleiner und tritt sel-
tener auf. Da Algorithmus 4 aber ebenfalls nur eine wenig ldngere Laufzeit als
Algorithmus 2 hat, ist diese Erweiterung der Greedy-Heuristik auch fiir ungewich-

tete Mengeniiberdeckungsprobleme sinnvoll.

5.2.3 Algorithmus 5

Algorithmus 5 ist eine Verallgemeinerung von Algorithmus 3, in dem - statt aus
einer Losung der Greedy-Heuristik - aus einer beliebigen zuldssigen Losung x von
(SCP) eine C1P-Matrix aufgestellt wird.

Die wichtigste Aussage fiir diesen Algorithmus ist, dass seine Losung = einen
hochstens so groflen Zielfunktionswert wie die Eingabe x hat. Somit kann jede
zuldssige Losung x von (SCP) durch Algorithmus 5 zu = verbessert werden, bzw.
haben 7 und z im schlechtesten Fall den gleichen Zielfunktionswert.

Diese Eigenschaften sprechen dafiir, Algorithmus 5 als zusétzlichen Schritt in
beliebige Verfahren zur Bestimmung einer zulédssigen Losung von (SCP) zu imple-
mentieren.

Eine echte Verbesserung einer Losung x von (SCP) durch Algorithmus 5 tritt
im Allgemeinen aber nur dann auf, wenn die Uberdeckungsmatrix A des zugrunde
liegenden (SCP) fast C1P hat. Daher sollte der Algorithmus vor allem fiir solche

Mengeniiberdeckungsprobleme angewendet werden.
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5.2.4 Algorithmus 6

Algorithmus 6 kombiniert die beiden Verfahren, eine untere Schranke von (SCP)
durch Losen des Problems (SCP1) und eine obere Schranke von (SCP) durch Algo-
rithmus 3 zu berechnen. Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dass es sich fiir Uber-
deckungsmatrizen A ohne C1P-Zeilen nur dann von Algorithmus 3 unterscheidet,
wenn durch zuséatzlichen Aufwand zunéchst die Spalten von A so permutiert wer-
den, dass es Zeilen mit C1P gibt.

Falls es in der Uberdeckungsmatrix A Zeilen mit C1P gibt, so liefert Algo-
rithmus 6 mit kurzer Laufzeit eine obere Schranke fiir (SCP). Die Ergebnisse aus
Abschnitt 4.3 zeigen, dass sich das Verfahren fiir Probleme mit fast C1P gut eig-
net. Zum einen ist der Approximationsfaktor des Algorithmus in diesem Fall sehr

gut, zum anderen kann der Algorithmus mit kurzer Laufzeit durchgefiihrt werden.

5.2.5 Algorithmus 7

Algorithmus 7 nutzt die gleiche Idee wie Algorithmus 6, statt des Problems (SCPI)
wird aber das Problem (SdPl) zur Berechnung einer unteren Schranke von (SCP)
genutzt. Der Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber Algorithmus 6 liegt darin, dass
es sich fiir Probleme mit beliebigen Uberdeckungsmatrizen von Algorithmus 3 un-
terscheidet, insbesondere also auch fiir solche, die keine C1P-Zeilen haben. Der
Nachteil liegt allerdings darin, dass die Berechnung einer Losung von (SCPI) einen
erheblich groferen Aufwand bendtigt als das Losen von (SCPI).

Die Ergebnisse aus Abschnitt 4.3 zeigen, dass der Approximationsfaktor von
Algorithmus 7 fiir Mengeniiberdeckungsprobleme mit fast C1P im selben Bereich
wie der Approximationsfaktor von Algorithmus 6 liegt. Der Aufwand von Algo-
rithmus 7 ist dabei deutlich gréfler. Allerdings ist zu beachten, dass wir die auf-
tretenden C1P-Mengeniiberdeckungsprobleme mit dem Simplex-Verfahren gelost
haben. Durch Nutzung des Verfahrens aus Bemerkung 1.3.4 kénnte die Laufzeit

von Algorithmus 7 beschleunigt werden.
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5.2.6 Algorithmus 1

Fiir ungewichtete Mengeniiberdeckungsprobleme kann mit Algorithmus 1 eine obe-
re Schranke berechnet werden. Die Giiteabschitzungen fiir den absoluten und re-
lativen Fehler dieser Schranke hingen linear von der Anzahl der Zeilen der Uber-
deckungsmatrix A des Problems ab. Bei groflen Problemen kénnen wir daher im
Allgemeinen nicht erwarten, dass Algorithmus 1 eine gute obere Schranke liefert.
Da der Algorithmus eine kurze Laufzeit hat und im Einzelfall sogar besser als

Algorithmus 4 ist, kann es aber durchaus sinnvoll sein, ihn zu nutzen.
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