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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Finite Elemente Verfahren zu den inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen vorgestellt. Die Anwendungsgebiete dieses physikalischen Modells sind vielf&l-
tig, allerdings gibt es bei der Approximation von Losungen einige Schwierigkeiten. In verschiede-
nen Fillen zeigt die numerische Losung unphysikalische Oszillationen, die durch Stabilisierungs-
verfahren verringert werden kénnen. Aus diesem Grund sollen hier die Methoden der residualen
Stabilisierung theoretisch analysiert und in der konkreten Anwendung anhand der Navier-Stokes
Gleichungen getestet werden. Um eine bessere Vorstellung des Modells zu diesen Gleichungen zu
bekommen, folgt zunéchst eine Motivation des Problems aus physikalischer Sicht, wozu n&here
Ausfiihrungen in der Literatur bei [Chorin and Marsden, 1979] oder [Lions, 1996] zu finden sind.
Nach dieser physikalischen Darstellung wird das weitere Vorgehen dieser Arbeit erlautert.

1.1 Die Navier-Stokes Gleichungen als Modell

Betrachtet wird die Bewegung einer Fliissigkeit in einem zwei- oder dreidimensionalen Gebiet
Q c RN, Mit u(x,t) = (u1(x,1t),...,un(x,t))T fiir N € {2,3} sei die Geschwindigkeit eines Fliis-
sigkeitsteilchens am Ort x zur Zeit ¢ bezeichnet. Die erste Eigenschaft solcher Fliissigkeiten ist,
dass die Masse im System erhalten bleibt. Es kann also keine Masse entstehen oder gar zerstort
werden. Wenn mit p(x, t) die Dichte als Verhéltnis von Masse und Volumen der Fliissigkeit bezeich-
net ist, so liefert die sogenannte Kontinuitéitsgleichung die folgende Bedingung fiir ein beliebiges

Teilgebiet W C
/8pd / -V - (pu)dx.

Die Formel sichert, dass bei einem Herausfliefen von Masse aus dem Volumen W sich auch die
Dichte p verdndert. Auf dem gesamten Gebiet {2 lautet dies in differentieller Form & S +V-(pu) =0,

N
wobei V-v=>"", g;’f die Divergenz von v bezeichnet.

In dieser Arbeit wird die vereinfachende Annahme getroffen, dass die betrachtete Fliissigkeit in-
kompressibel ist. Das bedeutet, dass p(x,t) in Zeit und Raum konstant ist. Eine solche Annahme
liefert die Bedingung

V-u=0,

was als Massenerhaltungsgleichung bezeichnet wird. Die néchste zu modellierende Eigenschaft sol-
cher Fliissigkeiten ist die Impulserhaltung. Hierzu wird die Beschleunigung der Fliissigkeit a(x, t)
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2 Kapitel 1. Einleitung

betrachtet, die sie durch wirkende Krifte des Systems selbst oder von aufen erfihrt. Es ldsst sich
zeigen, dass gilt
ou Ju Ju Ju  Ou

a=turg— tueg— tus;—

ot 61‘1 8902 8:53 o E + (11 ' V)u

Innerhalb des Systems bewirkt die Beschleunigung einen Druck p(x,t). Da nach Newton Kraft
gleich Masse mal Beschleunigung ist, ist eine Gleichung der Form

/p(%?—f—(u-V)u) dx=/(—v5+?) dx

das Resultat, wobei f fiir die von aufen einwirkenden Kriifte steht. Fiir diese Herleitung der
Gleichung ist allerdings stillschweigend angenommen worden, dass ideale Fliissigkeiten betrachtet
werden. Das heifst, dass die Fliissigkeitsteilchen untereinander keinen Impuls austauschen und
dadurch auch keine Diffusion stattfinden kann. Angenommen, solche Diffusionsprozesse finden doch
statt, so muss das Modell abgedndert werden. Eine physikalische Betrachtung, die den Rahmen
dieser Einleitung sprengen wiirde, liefert die folgende modifizierte Gleichung:

/”(?;”“'V)“) dx:/(uAu—v5+f)dx,
w w

wobel p als bekannte, fliissigkeitsabhingige Konstante angenommen wird. Es bezeichnen hierbei

f) oq \T
=L —q) den Gradienten von ¢. In

N 92
Av=>3"", 87‘2’ den Laplaceoperator von v und Vq = (8901 Y Do

differentieller Form liefert dies somit die Gleichung
ou
E—i—(u-V)u:uAu—Vp—&-f,
in der v = % die kinematische Viskositét und p = % den kinematischen Druck bezeichnen. Insge-
samt sind an dieser Stelle die Navier-Stokes Gleichungen hergeleitet mit
ou
E—VAu—l—(u-V)u—i—Vp:f auf
V-u=0 auf Q.

Fiir den Rand des Gebiets 2 wird in den folgenden Ausfithrungen hiufig vereinfachend angenom-
men, dass sich die Fliissigkeit dort nicht bewegen soll, das heikt u = 0 auf 99 gilt. Die Vorstellung
dahinter sieht eine Art Wand am Rand des Gebiets vor, an der der Fluss gebremst wird. Direkt auf
dieser Wand stehen die Fliissigkeitsteilchen, deshalb wird diese Bedingung auch Haftbedingung
genannt. Im mathematischen Kontext ist homogener Dirichlet Rand eine Bezeichnung dafiir.

1.2 Uberblick

Die Numerische Strémungsmechanik (Computational Fluid Dynamics) beschéftigt sich als Teilge-
biet der Mathematik mit der numerischen Losung der Navier-Stokes Gleichungen. Eine Zeitdis-
kretisierung mit Zeitschritt A¢ in Verbindung mit einer Linearisierung sind ein hiufig gewahlter
Ansatz, welcher in Kapitel 9 erliutert wird. Diese Vorgehensweise fiihrt auf Hilfsprobleme vom
Typ der Oseen Gleichungen

—vAu+ (b-V)u+ou+Vp=1f aufQ

V-u=0 auf (1.1)
u=0 auf 09,
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wobel V-b=0und 0 <o ~ ﬁ gilt. Alle auftretenden Parameter haben eigene Bezeichnungen.
Wie bereits durch Abschnitt 1.1 motiviert heifst v Viskositdt. Der vektorwertige Parameter b
wird Konvektion genannt und die durch die Zeitdiskretisierung hervorgerufene Konstante o ist die
Reaktionskonstante.

Dieses Problem stellt einen Kernpunkt der vorliegenden Arbeit dar. Um die eindeutige Losbarkeit
in Kapitel 3 zu sichern, wird in Kapitel 2 eine funktionalanalytische Grundlage fiir die theoretischen
Betrachtungen entwickelt. Im Vordergrund stehen vor allem geeignete Funktionenrdume, in denen
eine Losung von (1.1) gefunden werden kann.

Die numerischen Betrachtungen finden beziiglich Finiter Elemente Methoden statt, welche in Kapi-
tel 4 eingefiithrt werden. Da die praktischen Tests einer Implementierung auf Basis der Programm-
bibliothek deal.II (siehe [Bangerth et al., 2007b]) zugrunde liegen und diese Viereckselemente
nutzt, ist auch die Einfiihrung der Finiten Elemente besonders darauf abgestimmt. Als Abschluss
des Kapitels folgen Ansitze von zwei verschiedenen Moglichkeiten der Stabilisierung.

Auf Grundlage dieser Kapitel sollen dann unterschiedliche Varianten der residualen Stabilisierung
untersucht werden. Kapitel 5 liefert theoretische Betrachtungen zu den Stokes Gleichungen, welche
ein Spezialfall der Oseen Gleichungen sind, in dem die Diffusion dominant ist. Um die Theorie zu
priifen, folgen in Kapitel 6 numerische Tests zu verschiedenen Finite Elemente Verfahren mit und
ohne Einfluss von Stabilisierung. Als néchstes werden die vollen Oseen Gleichungen herangezogen
und in Kapitel 7 mit Einfluss unterschiedlicher Stabilisierungen theoretisch betrachtet. Numerische
Tests zum konvektionsdominanten Fall sind in Kapitel 8 angefiihrt und werden auch mit den
Ergebnissen zum diffusionsdominanten Fall verglichen.

Kapitel 9 stellt sich dem Problem der Navier-Stokes Gleichungen und setzt insbesondere die Oseen
Gleichungen in Verbindung zu dem anfangs physikalisch motivierten Problem. Numerische Tests
zu dem bekannten Beispiel der Driven Cavity sind ebenfalls angefiihrt, wobei die Notwendigkeit der
Stabilisierung untersucht wird. Abschlieffend soll mit Kapitel 10 die residuale Stabilisierung mit
der Stabilisierung durch lokale Projektion verglichen werden. Dadurch kénnen die Nachteile und
Vorteile der speziellen Verfahren herausgearbeitet und betrachtet werden, was die Einordnung in
einen allgemeineren Rahmen moglich macht. Darauf folgt eine Zusammenfassung der erarbeiteten
Resultate dieser Arbeit sowie ein Ausblick auf eine mégliche Weiterentwicklung der vorgestellten
Methoden.
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Kapitel 2

Funktionalanalysis

Eines der Hauptgebiete der Funktionalanalysis ist es Rdume zu Problemstellungen zu konstruieren,
um darauf analytische Fragestellungen klaren zu kdnnen. Genau aus diesem Grund wird in diesem
Kapitel eine funktionalanalytische Grundlage gegeben, so dass die richtigen Funktionenrdume
bereitgestellt werden, um die auftretenden Probleme mathematisch betrachten zu kénnen. Die
Vorgehensweise dieses Kapitels ist iibernommen aus dem Buch [Alt, 2002], welches ausfiihrliche
Beweise zu den hier zitierten Sitzen bereitstellt. Es gibt allerdings auch andere empfehlenswerte
Biicher zu diesem Thema, wie zum Beispiel [Werner, 2004], [Zeidler, 1995a], [Zeidler, 1995b] oder
[Dobrowolski, 2006].

2.1 Raume und Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden spezielle Riume der Funktionalanalysis bereitgestellt, deren Eigen-
schaften zur theoretischen Betrachtung partieller Differentialgleichungen nétig sind.

2.1.1 Strukturen

Einfithrend sollen einige Begrifflichkeiten zu mathematischen Rdumen im Allgemeinen definiert
und erldutert werden.

Definition 2.1.1 (Normierter, linearer Raum; Norm):
Ein linearer Raum V iiber R wird normierter, linearer Rauwm genannt, falls es eine Abbildung
Il : V-— R gibt mit

(4) [lull >0 (i) lu| =0 = u=0
(#11) Ju+ol < Jlull + [|v| (1) [[Aull = [A]|lu]|

fiir alle u,v € V und alle A\ € R. Als Schreibweise wird haufig (V,|]|) gebraucht, wobei die
Abbildung ||-|| als Norm bezeichnet wird.

Definition 2.1.2 (Konvergenz, Cauchyfolge):

Eine Folge (un)nen eines normierten, linearen Raumes (V ||-]]) heifit konvergent, falls ein Element
u € V existert, so dass lim, o ||un —ul| = 0.

Die Folge heiftt Cauchyfolge, falls es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, fiir die gilt
||tn, — || < € mit n,m > N.
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Bemerkung 2.1.3:
Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchyfolge, die Umkehrung gilt nicht.

Definition 2.1.4 (Vollstindiger Raum, Banach-Raum):
Ein normierter, linearer Raum (V, ||-]|) heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge aus V in V kon-
vergiert. Ein solcher Raum heift auch Banach-Raum.

Definition 2.1.5 (Pri-Hilbert-Raum, Skalarprodukt):
Ein linearer Raum V iiber R heikt Prd-Hilbert-Raum, wenn eine Abbildung (,-): V xV — R
existiert mit den Eigenschaften

(1) (u,u) > 0und (u,u) =0<=u=0 (i) (u,v) = (v,u)
(#31) (ug + ug,v) = (u1,v) + (uz,v) (v) (Au,v) = A(u,v)

fiir alle u, uq,ug,v € V und A € R. Die Abbildung (-, -) wird dann Skalarprodukt genannt.

Bemerkung 2.1.6 (Hilbert-Raum):

Da jedes Skalarprodukt durch ||u|| : = /(u,u) eine Norm induziert, ist jeder Pri-Hilbert-Raum
normierter, linearer Raum. Falls dieser zusétzlich beziiglich dieser Norm vollstindig ist, heift V'
Hilbert-Raum und wird bezeichnet mit (V (-,-)).

Beispiel 2.1.7:
Ein wichtiges Beispiel fiir Hilbert-Riume ist der RY mit dem euklidischen Skalarprodukt, welches
definiert ist iiber

N
(x,y):=x-y:= inyi.
i=1

Hier ist bereits zu erkennen, dass in dieser Arbeit der Fettdruck genutzt wird, um deutlich zu
machen, dass etwas vektorwertiges gemeint ist.

2.1.2 Sobolev-Riume

Auf Basis dieser allgemeinen Begrifflichkeiten werden die geeigneten Raume fiir die Betrachtung
partieller Differentialgleichungen eingefiihrt.

Definition 2.1.8 (Lebesgue-Réume):

Sei 2 C RY eine beschrinkte, Lebesgue-messbare Menge, wobei || das N-dimensionale Lebesgue-
MaR bezeichnet. LP(§2) mit 1 < p < oo ist dann der Raum aller messbaren Funktionen u: @ — R
mit

1/p

el o+ = / u(@)Pdz | < oo,
Q

L (£2) ist der Raum aller fast {iberall gleichm#Rig beschrinkten und Lebesgue-messbaren Funk-
tionen u: 2 — R und wird versehen mit der Norm

Ul ooy : = esssup |u(z)|: = inf sup |u(x)| ] .
oy : = ess sup fu(@)]: = inf (mew' ( >>

Bei dieser Definition werden Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Mafs Null unterscheiden,
als gleich angesehen.
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Satz 2.1.9:
Die Rédume LP(Q) fiir 1 < p < oo sind mit den Normen aus Definition 2.1.8 Banach-Raume.

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Satz 1.17 und Lemma 1.13. [ |

Bemerkung 2.1.10:
Eine besonders wichtige Rolle in dieser Ausarbeitung spielt der Fall p = 2. Der Raum L?(f2) ist
mit dem Skalarprodukt

(u,v): = /u(x)v(m) dz

Q

ein Hilbert-Raum, bei dem bewusst der Index weggelassen worden ist. Ist ein anderes Skalar-
produkt gemeint, so wird dies kenntlich gemacht. Auch bei der Norm wird die Kurzschreibweise
[ullg.q = llull2(q) eingefiihrt. Handelt es sich um das gesamte Gebiet €2, so entféillt dies ebenfalls
als Index. Wenn dies nicht der Fall ist, so wird der betreffende Raum in den Index geschrieben.

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Bemerkung 1.12. [ |

Definition 2.1.11 (Multiindex, Ordnung):
Ein Vektor @ = (aq,...,a,) € INJ nicht negativer, ganzer Zahlen heifft Multiindez. Die Zahl
laf: = a1 + -+ - + ay, heift Ordnung zu einem Multiindex.

Bemerkung 2.1.12:

Ein solcher Multiindex wird eingesetzt, um Differenziationsvorschriften abkiirzend schreiben zu
kénnen. Die einzelnen Komponenten «; geben dabei an, wie oft nach x; differenziert wird. Bei
einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion v: X — R liefert

«
pogi— M
A « «
Ox{" - 0zyp”

eine abkiirzende Schreibweise dazu. Damit ist es sinnvoll D% : = v zu setzen.

Definition 2.1.13 (Riume stetiger und stetig partiell differenzierbarer Funktionen):
Sei 2 C RY eine offene, zusammenhiingende Menge und damit ein Gebiet. Sei dazu Q ihr Ab-
schluss. C(£2) bezeichnet dann den Raum aller Funktionen u: Q — R, die fiir alle z € Q stetig
sind. Der Raum C*(£2) fiir 1 < k < oo bezeichnet den Raum der k-fach stetig differenzierbaren
Funktionen u: 2 — R.

Mit C(2) und C*(2) werden diejenigen Riume bezeichnet, deren Funktionen die jeweiligen Aus-
sagen auch auf ) fortsetzen lassen.

Satz 2.1.14: -
Die Riume (C(), ||| ¢(w)) und (C*(Q), l[lcx@)) mit den Normen

ullogm) : = maxfu(z)| und lull oy : = max Y |[D%u(x)|
€N EAS la|<k

sind Banach-Raume.
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Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Abschnitt 1.2 und 1.5. [ |

Definition 2.1.15 (Funktionenriume mit kompaktem Tréger):

Sei Q) Gebiet im RY. Dann heikt die Menge supp(u): = {x € Q| u(x) # 0} fiir eine Funktion
u: Q@ — R Triger (oder Support) von w.

CE(0) bezeichnet dann den Raum aller Funtionen aus C*(Q), die zusétzlich einen kompakten
Trager besitzen.

Sobolev-Réume enthalten Funktionen, die mit einem verallgemeinerten Begriff der Differenzier-
barkeit differenzierbar sind. Als Beschreibung dieses Begriffes wird der folgende Raum eingefiihrt,
welcher diese verallgemeinerten Ableitungen enthilt. Diese Ableitungen werden als schwache Ab-
leitungen im Sinne der Definition 2.1.17 bezeichnet.

Definition 2.1.16 (Raum der lokal integrierbaren Funktionen):
Sei 2 ein Lebesgue-messbares Gebiet im R”Y. Dann ist L[ (£2) der Raum der lokal integrierbaren
Funktionen u: Q@ — R. Eine solche Funktion heifst lokal integrierbar, falls sie auf allen kompakten

Teilmengen von €2 im Sinne des Lebesgue-Integrals integrierbar ist.

Definition 2.1.17 (Schwache Ableitungen):
Sei v € L. _(Q) und a ein Multiindex. Falls eine Funktion w € L}

loc 1o () existiert, so dass

/ (@)D () dz = (—1)1 / w(z)o(z)dz

Q Q

fiir alle v € C§°(Q) gilt, dann heifit w die schwache Ableitung von w mit der Ordnung «. Die
Kurzbezeichnung dafiir lautet w = D%u.

Uber die Regel der partiellen Inegration aus Satz 2.2.2 ist zu sehen, dass die sonst {iblichen “starken®
Ableitungen auch schwache Ableitungen sind.

Definition 2.1.18 (Sobolev-Réume):

Sei 1 < p < oo und k € IN. Der Sobolev-Raum W*P(§2) enthilt dann alle Funktionen u € LP(),
fiir die alle schwachen Ableitungen D%u existieren mit |o| < k und zusétzlich in LP(Q) enthalten
sind.

Satz 2.1.19:
Die Riume (W*P(Q), [[I1,) fiir 1 < p < oo und k € N mit der Norm

1/p
(Zm\gk Ja |Dau|pd$) falls 1 < p < 00

lully, = = ’
max|o|<k [|DU] gy falls p= o0

sind Banach-Raume.

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Abschnitt 1.23. |

Bemerkung 2.1.20:
Eine besondere Rolle in dieser Ausarbeitung spielt der Fall p = 2 und daher soll als Kurzschreib-
weise H*(Q): = WF2(Q) genutzt werden.
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Satz 2.1.21:
Der Raum (H*(Q), (-,-) grr(0)) ist mit dem Skalarprodukt

(U, v) e () = Z /Dau(l')Dav(:L')dx

0<|al<k

ein Hilbert-Raum. Wegen der Wichtigkeit dieses Raumes in den kommenden Kapiteln be-
zeichnet die Norm im Folgenden kurz

llly s = llully 2 =

k
2 2
lullg + > Jul3,
i=1

wobei ||-||, aus Bemerkung 2.1.10 stammt und

lul; - = Z Dew(z)Dou(x)dx

lal=7 g

die sogenannte H*-Seminorm definiert. Es sei hier darauf hingewiesen, dass |-/, und ||-||, auf
H}(Q) dquivalente Normen sind. Falls nicht klar sein sollte, auf welchem Gebiet diese Norm
gemeint ist, so wird im Folgenden noch ein Index an die Normen fiir das Gebiet angefiigt, wie
auch in Bemerkung 2.1.10.

Beweis:
Mit der Einleitung von [Alt, 2002] zusammen mit dem Beweis zu Bemerkung 2.1.10 ergibt sich die
Skalarprodukteigenschaft. Die Behauptung ergibt sich dann mit Hilfe von Satz 2.1.19. |

Die néchste Definition liefert Sobolev-Raume, die auf dem Rand den Wert Null haben. Die Schwie-
rigkeit dabei ist, dass mit Funktionen aus L?(§2) immer Aquivalenzklassen von Funktionen betrach-
tet werden. Hat bei einer solchen Funktion der Rand iiberall den Wert Null, so ist sie dquivalent
und damit identisch zu einer Funktion mit ganz anderen Randwerten, weil sie sich nur durch eine
Nullmenge unterscheiden. Aus diesem Grund muss eine andere Variante gewéhlt werden.

Definition 2.1.22 (Abschluss, Dichtheit):

Sei (V,]|]]) ein Banach-Raum und U C V. Der Abschluss von U in V bezeichnet dann die Menge
aller Elemente u € V, die Grenzwerte von Folgen (u,,)nen aus U beziiglich der Norm von V' sind,
das heifst lim,, o ||u — u,,|| = 0. Falls der Abschluss von U mit V iibereinstimmt, so heifst U dicht
in V.

Definition 2.1.23 (Sobolev-Riume WEP(Q), bzw. HE(2)):

WEP(12) bezeichnet den Abschluss von C5°(€) in WP beziiglich dessen Norm. Als abkiirzende

Schreibweise wird hier HY(£2) : = W(f 2(Q) gesetzt. Insbesondere liegt mit dieser Definition der
Raum C§°(€2) dicht in H}(Q).

Bemerkung 2.1.24:
In dieser Arbeit werden des &fteren vektorwertige Versionen der vorgestellten Rdume bendtigt.

Wenn (V,||-||;;) ein normierter Raum ist, so besitzt der dazugehorige vektorwertige Raum vy

fiir N € IN mittels Beispiel 2.1.7 die Norm [[v|ly~ = = [[v/V V],

Auch das Skalarprodukt des Raumes L?() soll hier fiir vektorwertige Funktionen definiert werden
durch (u,v): = [, u- vdx.
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2.2 Grundlegende Aussagen

Neben den Raumen werden in dieser Arbeit auch grundlegende Resultate aus der Funktionalana-
lysis gebraucht. Diese sollen in diesem Abschnitt dargestellt werden.

2.2.1 Partielle Integration
Fiir die partielle Integration sind spezielle Anforderungen an die Gebiete {2 nétig, deren Rénder

glatt genug sein miissen.

Definition 2.2.1 (Regulire Gebiete, Lipschitz-Gebiet):
Sei © € RN mit N > 2 ein beschrinktes Gebiet mit dem Rand 9. Dann gehort Q zur Klasse ck1
fir £ € Ny, wenn es endlich viele lokale Koordinatensysteme K, ..., K,., Funktionen f1,..., f.
und Konstanten a,b > 0 gibt mit den folgenden Figenschaften.

(i) Alle f; sind auf dem (NN-1)-dimensionalen, abgeschlossenen Wiirfel
Qn_ 1 ={r=(21,...,on_1) | || <a,i=1,...N -1}

k mal stetig differenzierbar mit Lipschitz-stetigen Ableitungen mit der Ordnung k.

(il) Zu jedem Punkt P € 0N gibt es ein i € {1,...,r}, so dass P im Koordinatensystem K; eine
Darstellung P = (z, fi(z)) fiir + € Qn_1 hat.

(i) Fiir das lokale Koordinatensystem K; gilt
(xva) EQ<—=uz¢€ @Nflv fz(x) <yn < fl(x) +b

(‘T7IN) ¢ U=z GGN—U f7(lli) —-b< yn < fl(I)

Gehort ein Gebiet  zur Klasse C%1, so heift es Lipschitz-Gebiet.

Satz 2.2.2 (Partielle Integration):
Sei Q C RY ein Lipschitz-Gebiet und u,v € C*(£2). Dann gilt

ou
81‘1‘
Q

(z)v(z)dz = /u(s)v(s)z/l(s)ds—/u(x)aa;z (z)dz,

[219) Q

wobei v = (v;)i=1,... v der dufere Normaleneinheitsvektor auf dem Rand 0f2 ist.

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Satz A 6.8. |

2.2.2 Riesz’scher Darstellungssatz und Lax-Milgram

Definition 2.2.3 (Lineare und beschrikte Operatoren):

Seien (U, ||||;;) und (V,||-||;/) lineare normierte Rdume. Ein Operator A: V — U heifit linear,
falls A(ou +v) = aA(u) + A(v) fir alle u,v € V und alle & € R gilt. Zudem heift der Operator
A beschrinkt, falls eine positive Zahl C exisitiert, so dass ||A(u)||; < C ||lull,, fir alle u € V' gilt.
L(V, U) bezeichnet die Menge aller linearen und beschrinkten Operatoren A von V nach U und
bekommt eine Norm durch [|A[| : = supy, —1 [[A(u)]-
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Definition 2.2.4 (Dualraum):
Sei (V,|-|ly/) linearer, normierter Raum. Dann heifit V* : = L(V,R) der Dualraum zu V' und
besitzt nach Definition 2.2.3 auch eine Norm.

Lemma 2.2.5:
Der Dualraum V* zu V ist ein Banach-Raum.

Beweis:
Mit Beispiel 2.1.7 folgt die Behauptung aus [Alt, 2002] Satz 3.3. [ |

Satz 2.2.6 (Riesz’scher Darstellungssatz):
Sei (V, (+,-)) ein Hilbert-Raum. Dann gibt es zu jedem Element u* € V* genau ein Element
u € V', so dass u* dargestellt werden kann mit Hilfe des Skalarproduktes durch

u*(v) = (u,v)

fiir alle v € V. Auf diese Weise ist auch der Dualraum mit dem urspriinglichen Raum zu
identifizieren, indem jedem Element des Dualraumes sein durch diesen Satz zugeordnetes
Element des eigentlichen Raumes zugeordnet wird. Es gilt sogar ||u*|

Ve = ||UHV

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Satz 4.1. [ ]

Bemerkung 2.2.7:

Aus dem zitierten Beweis zum Riez’schen Darstellungssatz geht ebenfalls hervor, dass fiir endlich
dimensionale Raume V gilt dim V' = dim V'*.

Die Anwendung des Riez’schen Darstellungssatzes liefert den folgenden Satz.

Satz 2.2.8 (Lax-Milgram):
Sei (V,(-,-)) ein Hilbert-Raum und a: V x V. — R eine Bilinearform, das heifit linear in
beiden Argumenten. Falls es nun positive Konstanten g, Cy < oo gibt, wobei

(1) a(u,u) > o |ull3 (V-Elliptizitt)
(i) la(u,v)| < Co |lully vl (Beschrinktheit)

fiir alle w,v € V erfiillt ist, so gilt die folgende Aussage. Es existiert zu jedem Element f € V*
genau ein Element u € V' mit

a(u,v) = f(v)

fiir alle v € V. Aufierdem ist [|ull,, < 7—10 I flly s

Beweis:

Siehe [Alt, 2002] Satz 4.2. |
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2.2.3 Satz vom abgeschlossenen Bild

Der Satz vom abgeschlossenen Bild wird hiufig als Grundlage zur theoretischen Lésbarkeit eines
Problems gebraucht. Die Aussage wird hier kurz dargestellt.

Mit V, W sind im Folgenden immer Banach-R&ume gemeint.

Definition 2.2.9 (Dualer Operator):
Sei B € L(V,W). So heifst der durch

(B*w*,v) : = (w*, Bv)
fiir v € V und w* € W* definierte Operator B*: W* — V* der zu B duale Operator.

Lemma 2.2.10:
Zu B € L(V,W) exisitiert genau ein dualer Operator.

Beweis:

Siehe [Alt, 2002] Satz 10.1. |

Definition 2.2.11 (Bild, Kern):
Sei B € L(V,W), dann heifst

im(B): ={Bv) |veV}
das Bild von B. Der Kern von B ist definiert durch

ker(B): ={v eV |B(v) =0}.

Definition 2.2.12 (Annihilator):
Seien R C V und S C V*, dann heifen

R°:={v"eV*|v*(u) =0 Yue€ R}
und
So:={veV]|u(v)=0 Yu*eS}

Annihilatoren von R bzw. S.

Satz 2.2.13 (Abgeschlossenes Bild):
Sei B € L£(V,W). Dann sind die folgenden Aussagen #quivalent:

(i) im(B) ist abgeschlossen
(ii) im(B) = ker(B*),

(iii) im(B*) ist abgeschlossen
(iv) im(B*) = ker(B)°.

Beweis:

Siehe [Werner, 2004] Theorem IV.5.1. |
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2.3 Wichtige Hilfsmittel

Als Abschluss dieses Kapitels werden noch wichtige Ungleichungen bereitgestellt, die hiufig fir
die Beweise in dieser Arbeit herangezogen werden.

Lemma 2.3.1 (Friedrichs-Ungleichung):
Sei Q C RY offen und beschrinkt. Dann gibt es eine vom Gebiet Q abhiingige Konstante Cr
mit

[ully < Cr [[Vully

fiir alle Funktionen u € Hg ().

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Satz 4.7. In der Quelle wird die Ungleichung Poincaré-Ungleichung genannt, die
Aussage ist allerdings gleich. |

Lemma 2.3.2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung):
Sei (V. (+,-)) Hilbert-Raum, dann gilt

|(w, 0)] < [Jull [[o]

fiir alle u,v € V.

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Lemma 0.2. [ ]

Lemma 2.3.3 (Young-Ungleichung):
Seien a,b € R*: = {x € R|z > 0}, dann gilt fiir alle € > 0

1 €
b< —a®+ b2
“ *Qea +2

Beweis:
Siehe [Alt, 2002] Lemma 1.14. Hier wird im Laufe des Beweises zur Holder-Ungleichung die Young-
Ungleichnug bewiesen. |
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Kapitel 3

Die Oseen Gleichungen als
Gemischtes Problem

Die Funktionalanalysis aus Kapitel 2 soll nun auf die in Kapitel 1 motivierten Oseen Gleichungen
(1.1) angewendet werden. Gesucht ist ein Paar (u,p), fiir das gilt

—vAu+ (b-V)u+ou+Vp=f auf €2 (3.1)
V-u=0 auf
u=20 auf 09,

wobel v > 0, 0 > 0 positive Konstanten sind und b ein Vektorfeld der Dimension N bezeichnet,
fiir den V- b = 0 gilt.

Wenn hier der klassische Losungsbegriff zum Einsatz kommen soll, so ist zu einem stetigen f ein
zweimal stetig differenzierbares u und ein einmal stetig differenzierbares p gesucht. Wenn dabei spe-
zielle Holder-Raume genutzt werden, so ist das Resultat eine mathematisch befriedigende Theorie.
Fiir ndhere Ausfithrungen dazu siehe auch [Hackbusch, 1986] und [Gilbarg and Trudinger, 2000].

In dieser Arbeit kommt diese Theorie allerdings nicht zum Einsatz, weil sie fiir die Anwendung zu
starke Anforderungen stellt. Wie in Abschnitt 1.1 erlautert wurde, stammt beispielsweise die rechte
Seite f aus dufseren Quelltermen und muss nicht stetig sein. Solche Fille werden von der klassischen
Theorie nicht abgedeckt. Aus diesem Grund wird auf eine verallgemeinerte, schwache Theorie
aufgebaut, die die Gleichungen in einem integralen Sinne betrachtet. Dies ist aus physikalischer
Sicht keine grofte Abschwichung der Aufgabenstellung, weil die Herleitung in Kapitel 1 schon im
integralen Sinne durchgefiihrt worden ist.

3.1 Variationsformulierung

Fiir die nun folgenden Betrachtungen ist Q@ C RY immer ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet. Um
eine neue Formulierung des Problems formal herzuleiten, sind zunichst alle Daten glatt ange-
nommen mit u,f € [C=(Q)]" und p € C*°(Q). Die Multiplikation der i-ten Komponente der
Gleichung (3.1) mit einer Testfunktion v; € C§° und die Integration iiber das gesamte Gebiet €2

15
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liefert mit Hilfe der Regel der partiellen Integration aus Satz 2.2.2 fiir alle¢ =1,..., N

0%u; 0
/fﬂ)idX:/ —I/Z Usj vz—f—ZbJ@ v; + ou;v; + 6:’01 dx
Q Q J

L1

Ou; Oy N ov;
bjo—v; Vi —pa— | d
/ Zaxj Oz, ; ]axjv,Jrauv pam' X

i
Q

:/ (VVui -Vu; + (b - V)uv; + ouv; — pgvz) dx.
T
Q

Alle auftretenden Randterme aus der partiellen Integration verschwinden wegen v; € C§°. Wenn
nun die Gleichungen iiber ¢ summiert werden, so ergibt sich

(f,v) Z / fivdx

ZIQ

N N N N,
:/ (VZVW - Vu; + Z(b -V)uv; + GZuivi - Zp&m) dx
Q =1 1=1 =1 =1

=v(Vu, Vv) + ((b- V)u,v) + o(u,v) = (V-v,p)

mit der Notation aus Bemerkung 2.1.24. Ahnlich kann mit der Gleichung 3.2 umgegangen werden,
die mit einer Testfunktion ¢ € C'*° multipliziert und iiber Q2 integriert wird. Es ergibt sich damit

(V~u,q):/(V-u)qu:/()dx:().

Q Q

Abkiirzenderweise sind definiert

a(u,v): =v(Vu,Vv) + ((b- V)u,v) + o(u,v)
b(u= q): = _(v -, Q)

und nun also ein Paar (u,p) gesucht, so dass fiir Testfunktionen v und ¢ die Gleichungen

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)

b q) — 0 (3.4)

erfiillt sind. Diese Gleichungen sind fiir v € [C§°(Q)]V hergeleitet worden. Sie gelten allerdings
auch fiir alle v € [Hg(Q)]Y, denn [C5° ()] liegt nach Definition 2.1.23 dicht in [HJ ()] und fiir
ein gegebenes u € [H(2)]V hiingen alle Ausdriicke stetig von v € [H}(Q)]Y ab. Ebenso verhilt
es sich mit p und ¢, denn C>°(Q) geschnitten mit L2(f2) ist dicht in L2(2). Nur die eindeutige
Losbarkeit von (3.4) ist mit diesem Raum nicht gesichert, weil fiir eine Losung (u, p) des Problems
auch (u,p 4+ const) eine solche in (3.1) ist. Eine Normierung des Druckes ist daher nétig. Deshalb
werden in dieser Arbeit die Funktionen fiir den Druck nur in dem Raum

LA(Q): = qeL2(Q)|/qu:0 : (3.5)

gesucht, wobei auch andere Riume denkbar wiren. Mit diesen Uberlegungen rechtfertigt sich nun
die néchste Definition.

Definition 3.1.1 (Schwache Losung der Oseen Gleichungen, Variationsformulierung):
Das Paar (u,p) € [H}(Q)]Y x L2(Q) heift schwache Lisung von (1.1), wenn die Variationsformu-
lierung (3.4) fiir alle Paare (v,q) € [H3(Q)]Y x L%(Q) erfiillt ist.
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Die dritte Gleichung (3.3) ist iiber die Definition des Lésungsraumes [H{ ()] in das Problem
eingegangen. Ein Vorteil an dieser Formulierung ist, dass fiir eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung nur die Existenz der schwachen Ableitungen erster Ordung notwendig ist. Fiir dieses
Problem soll im folgenden Abschnitt die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung gezeigt werden.

3.2 Babuska-Brezzi Bedingung

An dieser Stelle wird ein allgemeiner Rahmen fiir gemischte Variationsprobleme aufgebaut, wo-
zu die Quellen [Brezzi, 1974], [Girault and Raviart, 1986] Kapitel I Abschnitt 4 sowie wie auch
[Babuska, 1973] die Grundlage liefern. Zu den Sétzen, die aus der Literatur iibernommen wer-
den kénnen, wird jeweils nur die Quelle angegeben, um dieses Kapitel iibersichtlicher zu halten.
Erginzende Ergebnisse werden vollstdndig bewiesen.

Seien V', W zwei reelle Hilbert-Raume und V*, W* die zugehorigen Dualrdume. Im Folgenden wird
als Notation das sogenannte Dualitétsprodukt (-, -) : V*xV — R gebraucht, welches fiir u* € V*
und v € V durch (u*,v) : = u*(v) definiert ist. Die Indizes an Normen und Skalarprodukten werden
in den kommenden Abschnitten unterdriickt, solange durch den Zusammenhang deutlich bleibt,
worum es sich handelt. Das erste Lemma ist Resultat der Anwendung des Satzes 2.2.13 vom
abgeschlossenen Bild aus der Funktionalanalysis.

Lemma 3.2.1:
Seien b: V x W — R eine stetige Bilinearform und B € L(V, W*), so dass fiir alle v € V und
w e W gilt

(Bv,w) = b(v,w).

Dann sind fiir alle Konstanten 8 > 0 die folgenden Aussagen dquivalent:

() sup 20:w) 5

0£wEW gvev [lwl|[v]
(i) 1B wl| = £ ||wl] Yw e W
(i) 3T e LW V): BI =1mit |Z|| <p "

Die 1 bezeichnet hier die Identitdt auf W*.

Beweis:
Siehe [Brezzi, 1974] Theorem 0.1. |
Wird dieses Lemma, auf die Bilinearformen b(v,w) und b'(w,v): = b(v,w) angewandt, so liefert

dies die folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.2.2:
Seien alle Voraussetzungen wie in Lemma 3.2.1 und (3,3’ echt positive Zahlen. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

b(v,w)

) b(v, w) )
i inf  sup >3 und inf sup >3
® 04w ooty Tl o] 0£veV ozwew Tl o]
(ii) |Bv|| > B ||v|| Vo € V und ||B*w| > 8 ||w]| Yw € W

(iii) B ist Isomorphismus mit HB_lH < p7! und HB*_lH < gt
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An dieser Stelle ist die Verbindung zu gemischten Problemen der Form
a(u,v) +b(v,p) = (F,v) YveV
b(u,q) =(G,q) VqeQ

herzustellen. Die rechten Seiten sind Elemente aus den jeweiligen Dualrdumen, also 7 € V* und
Ge@R" a:VxV —Rund b: V x Q — R sind stetige Bilinearformen, iiber die zwei lineare,
beschrinkte Operatoren A € L(V,V*) und B € L(V,Q*) definiert werden kénnen mittels

(Au,v) = a(u,v) Yu,v eV

(Bv,q) = b(v,q) YoeV, geq.

Finde (u,p) € V x Q mit: (3.6)

Somit ist ein zu (3.6) dquivalentes Problem aufgestellt mit

Au+ B'p=F

Finde (u,p) € V X Q mit:
inde (u, p) Q@ mi Bu—G.

Es werden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die eindeutige Lsbarkeit dieses Problems
gesucht. Dies wire genau dann der Fall, wenn der Operator A € L(V x Q,V* x Q*) mit A(v,q): =
(Av + B*q, Bv) ein Isomorphismus ist. Damit wird sich der niichste Satz beschiftigen. Er ist eine
zentrale Aussage zur Behandlung gemischter Probleme und wurde von Babugka in [Babugka, 1973]
und Brezzi in [Brezzi, 1974] unabhingig voneinander gefunden. Der Beweis nutzt im Wesentlichen
die hier angefiihrten Aussagen. Als Vorbereitung seien noch eine Raumdefinition mit

Vo:=ker(B) ={veV |blv,q) =0VqgeQ},
sowie die Definition der orthogonalen Projektion = € £L(V*, V") durch
(rF,v)y=(F,v) VFeV*, veV.

gegeben.

Satz 3.2.3:
Seien die Definitionen wie oben. Dann ist A genau dann ein Isomorphismus, wenn die folgenden
zwei Bedingungen erfiillt sind

(i) mA ist Isomorphismus von Vp nach V',

(ii) es existiert eine Konstante 8 > 0 mit der gilt

b
inf  sup (v.9) > p. (3.7)
0£4€Q gvev [|V]| [|q]]

Beweis:

Siehe [Brezzi, 1974] Theorem 1.1. [ |

Definition 3.2.4 (BB-Bedingung):
Die Bedingung (ii) aus Satz 3.2.3 wird auch Babuska-Brezzi Bedingung, BB-Bedingung oder Inf-Sup
Bedingung genannt.

3.3 Losbarkeit des Oseen Problems
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Lemma 3.3.1:

Es gelten die Voraussetzungen zu Satz 3.2.3 und zusétzlich, dass die stetige Bilinearform
a: V xV — R Vj-elliptisch ist. Es existiere also eine positive Konstante 7, so dass fiir alle
v eV gilt

2
a(v,v) = o [[o]]” -

Das Problem (3.6) ist genau dann eindeutig losbar, wenn die Bilinearform b: V x Q — R
die BB-Bedigung erfiillt.

Beweis:

Die Bilinearform a ist Vj-elliptisch und wegen der Stetigkeit auch beschrinkt. Daher kann hier das
Lemma von Lax-Milgram aus Satz 2.2.8 angewendet werden und liefert, dass 7.4 ein Isomorphismus
von Vo nach V' ist. Der Rest folgt aus Satz 3.2.3. Vergleiche auch [Girault and Raviart, 1986]
Kapitel I, Korollar 4.1. ]

Die konkrete Anwendung der letzten Aussage auf das Problem (3.4), welches mit den Definitionen
von Abschnitt 3.1

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) Wve [Hé(Q)]N

bug) =0  Vge L) (38)

Finde (u,p) € [HE ()] x L3(Q) mit:

lautet, liefert das folgende Lemma.

Lemma 3.3.2:
Das Oseen Problem (3.8) erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 3.3.1.

Beweis:
Es sind V = [H}(Q)]Y und Q = L?(2) Hilbert-Rdume. Daher ist zu zeigen, dass die Bilinearform
a auf dem Raum

V():{V€V|b(V7q)=(v-V,q):0Vq€Q}

elliptisch ist. Mit Hilfe der partiellen Integration aus Satz 2.2.2 und der Produktregel gilt fiir
beliebige v € V

((b-V)v, )/((bv vdx—/ZbJaulvldx

N
S [ (o800
Q

1,j=1 2,j=1
N N
b v
— 2 J i _
__/E:UL‘ a%dx—/z:bmajdx_ (v, (Vb)) — (b V)v,v)
Q =1 Jj=1 Q 1,9=1

und damit



20 Kapitel 3. Die Oseen Gleichungen als Gemischtes Problem

Der letzte Schritt gilt nach Voraussetzung V - b = 0. Insgesamt liefert dies die Vo-Elliptizitét
a(v,v) =v(Vv,Vv) + ((b-V)v,v) + o(v,v) = v |v[} + o ||v|s > min(v,0) |v]? .

Im Fall 0 = 0 liefert Satz 2.1.21 die Vg-Elliptizitdt. Die Stetigkeit der Bilinearformen ergibt sich
mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus

la(v,w)| = v(Vv,Vw) + ((b- V)v,w) + (v, w)|
<vivly[wly + bl vl Wiy + oIVl Iwlly < (v + bl + o) [Vl [[wll;
und mit einem Vorgriff auf Lemma 4.4.4
b(v,q)| = 1(V-v, )| < VN[ llqll
fiir alle v,w € V und g € Q. Daraus folgt die Behauptung. [ ]

Bemerkung 3.3.3:
In dem Beweis zu Lemma 3.3.2 konnte gezeigt werden, dass unter den hier geforderten Vorausset-
zungen

(b-V)v,v)=0
gilt. Dies wird auch in spiteren Kapiteln genutzt werden.
Mit dem néchsten Lemma wird dieser Abschnitt vervollstandigt und liefert als Resultat, dass das

Oseen Problem in der Gestalt (3.8) tatséichlich eindeutig 16sbar ist. Mit diesem Wissen folgt in
den néchsten Kapiteln eine numerische Betrachtung zu diesem Problem.

Lemma 3.3.4:
Es existiert eine Konstante 3 > 0, so dass

. (¢, V-v)
inf sup — =
07#9€LZ () o£ve HE (Q))V lallo vy

Beweis:
Ein vollstandiger Beweis ist zu finden bei [Girault and Raviart, 1986] Kapitel I im Verlauf des
Beweises von Theorem 5.1. [ ]



Kapitel 4

Finite Elemente Methoden bei
gemischten Problemen

Nachdem in den vorausgegangenen Kapiteln die theoretische Betrachtung partieller Differential-
gleichungen dargestellt wurde, soll an dieser Stelle die numerische Behandlung solcher Probleme
erldutert werden. Fiir die numerische Approximation mittels Finiter Elemente Methoden wird die
tatsdchliche Losung eines Problems in endlich dimensionalen Ansatzriumen angenghert. Sind die-
se Ansatzraume V}, Teilmengen der kontinuierlichen Réume V', so wird gesprochen von konformen
Finite Elemente Methoden. In dieser Arbeit werden nur konforme Ansétze untersucht.

4.1 Ritz-Galerkin Verfahren

Sei ein gemischtes Problem auf zwei reellen Hilbertraumen V', @ mit zwei stetigen Bilinearformen
a:VxV—R,b:VXQ-—Rund FeV* GeQ* der Form

a(u,v) +b(v,p) = (F,v) YveV
b(u,q) =(G,q) VqeQ.

gegeben. Vj, und @}, bezeichnen endlich dimensionale Ansatzraume der kontinuierlichen Rdume V/
und Q.

Definition 4.1.1 (Verallgemeinertes Ritz-Galerkin Verfahren):
Der Ubergang von (4.1) zu dem Problem

Finde (u,p) € V x Q mit: (4.1)

an(un,vn) + on(vn,pn) = (Fr,vn)  Yop € Vy

Finde (up,pn) € Vi X Qp mit:
( ) bn(un,qn) = (Gn,qn) Van € Qn

nennt sich verallgemeinertes Ritz-Galerkin Verfahren.

Bemerkung 4.1.2:

Die Abinderungen der Bilinearformen und rechten Seiten von beispielsweise a zu aj, kénnen durch
Erganzungen von Stabilisierungstermen begriindet sein, was in den folgenden Kapiteln dieser Ar-
beit weiter erldutert wird. Streng genommen sind allerdings noch zusétzliche Abdnderungen vor-
handen, weil die Skalarprodukte in der konkreten Berechnung nicht exakt berechnet, sondern
durch numerische Integration angendhert werden. Bei der richtigen Wahl der Quadraturformeln
kann dieser Aspekt weitestgehend vernachlissigt werden, was durch [Strang and Fix, 1973] abge-
sichert ist. Wenn die Bilinearformen und rechten Seiten keine Abdnderungen erfahren, nennt sich
die Vorgehensweise Ritz-Galerkin Verfahren.

21
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4.1.1 Umwandlung in ein Gleichungssystem

Es seien die Basen

{wlv"'awNv}CVh {@17"‘aQDNQ}CQh

der endlich dimensionalen Ansatzrdume gegeben. Wird das verallgemeinerte Ritz-Galerkin Ver-
fahren betrachtet, so reicht es, als Testfunktionen die Basiselemente dieser R4ume zu nehmen. Das
Problem schreibt sich dann als

an(un, Vi) + bn (Vi pn) = (Fn, k) k=1,...,Ny

Finde (un,pn) € Vi X Qp mit:
| ) br(un, or) = (Gn,or) k=1,...,Nqg

(4.2)

und ist dquivalent zu dem verallgemeinerten Ritz-Galerkin Verfahren aus Definition 4.1.1. Mit
Hilfe des Ansatzes uj, = va:vl u;; und p, = ZfV:Ql pip; und den Definitionen

A= (an(Yi, Y1)k B: = (bn (i, 08))k.i

U YAl

cl
I

el
I

UNy, pNQ

<-7:h7¢1> <gh,(,01>

[as)
I
ol
1

<-7:]7.7¢Nv> <g}L7SONQ>
lasst sich die Aufgabe (4.2) als Gleichungssystem schreiben in Form von
A BT a\ [ f
B 0 P \g

Dieses Gleichungsystem entspricht dem Problem aus (4.2).

4.1.2 Losbarkeit der diskretisierten Probleme

An dieser Stelle ist die Behandlung der eindeutigen Losbarkeit der diskreten Probleme aus dem
verallgemeinerten Ritz-Galerkin Verfahren wichtig. Es wird sich zeigen, dass mit Hilfe der Defini-
tionen

By ((un,pn), (W, an)): = an(un, vn) + bn(vn, pr) + br(un, qn)
<]__‘h’ (Uh7CIh)>: = <]:h,’l)h> + <ghth>

der Ubergang zu der Problemstellung

Finde (un,pn) € Vi x Qn mit: Bi((un,pn), (Vhs qn)) = (Fu, (vh, qn)) (4.3)

fiir alle Paare (vh, qn) € Vi X @ geeignet ist. Die Verbindung zu dem gemischten Problem (4.1)
ergibt sich {iber das folgende Lemma.

Lemma 4.1.3:
Die Probleme (4.1) und (4.3) sind dquivalent.
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Beweis:
—: Falls (u,p) eine Losung des Problems (4.1) ist, folgt durch Summation der beiden Gleichun-
gen, dass damit auch (4.3) erfiillt ist.

<=: Falls nun (u,p) eine Losung des Problems 4.3 ist, so ist durch Einsetzen der Testfunktionen
(v,0) und (0, q) zu sehen, dass diese Losung auch das Problem (4.1) 13st.

Als Vereinfachung von (4.1) wird im folgenden das Problem
Finde up € V), mit: Bh(U}H’Uh) = <.7?h, Uh> (44)

fiir alle v, € Vj, betrachtet, wobei Bp,: Vi, x V), — R eine stetige Bilinearform auf einem end-
lich dimensionalen Ansatzraum Vj, des Hilbertraumes V und Fj, € V;* ist. Es existiert also eine
Konstante M > 0, so dass gilt

| Bh(vn, wn)| < M [[on || [[wn]]

fiir alle vy, wy, € Vj,. Zusitzlich soll in diesem Abschnitt immer die BB-Bedingung fiir B, erfiillt
sein; es existiert also eine Konstante [, > 0, so dass gilt

Bh (Uha wh)

> Bh.
[on]| [|wsl]

inf sup
0Fvn €Vh 0£W), €V,

Satz 4.1.4:
Unter den Voraussetzungen dieses Abschnittes hat das Problem (4.4) genau eine Losung.

Beweis:
Sei A: 'V}, — V¥ der lineare Operator, der der Abbildungsvorschrift v;, — By, (vn, ) geniigt.
Dieser ist injektiv, weil fiir alle Elemente vy, € ker(A) mit

0= sup > Bn |lun]| >0

0#wpEV), llwn|

folgt, dass vy, = 0 ist. Es gilt also ker(A) = {0}. Damit lisst sich auch die Surjektivitit folgern.
Nach Bemerkung 2.2.7 lésst sich dim V), = dim V" nutzen in Verbindung mit linearer Algebra.
Danach gilt

dim V' = dim V}, = dimker(A) + dimim(A) = dimim(A)

———

=0
und gibt somit V¥ = im(A). Insgesamt ist A damit ein Isomorphismus, was der Behauptung
entspricht. |

Wissenswert ist an dieser Stelle, wie nahe die Losung des verallgemeinerten Ritz-Galerkin Verfah-
rens der exakten kommt. Dazu zunéchst eine Definition und ein Lemma.

Definition 4.1.5 (Konsistenz):

Sei u die exakte Losung der Differentialgleichnug, zu der das gemischte Problem (4.1) konstruiert
worden ist. Falls u auch die diskreten Gleichungen aus einem verallgemeinerten Ritz-Galerkin
Verfahren 16st, so heifst dieses konsistent. Es gilt also

Bh(u,vp) = (Fn,vn)

fiir alle vy, € Vj,.



24 Kapitel 4. Finite Elemente Methoden bei gemischten Problemen

Lemma 4.1.6 (Galerkin-Orthogonalitit):

Es sei ein konsistentes, verallgemeinertes Ritz-Galerkin Verfahren mit einer Bilinearform
Bp: Vi, x Vi, — R und rechter Seite F, € Vi wie oben gegeben. Dann gilt fiir die exak-
te Losung u € V und die diskrete Losung uy, € Vj,

Bh(u — uh,vh) =0

fir alle vy, € V},.

Beweis:
Sei vy, € V3, beliebig aber fest. Dann gilt

By (u —up,vn) = Bp(u,vp) — Bp(un, vp) = (Fn,vn) — (Fp,vn) = 0.

[ |
Damit l&sst sich der folgende Satz zeigen.
Satz 4.1.7:
Seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.1.4 mit einem konsistenten, verallgemeinerten Ritz-
Galerkin Verfahren. Dann gilt fiir die exakte Losung v € V' und die diskrete Losung uy, € Vj,
M
u—upll < (14 =— inf  ||lu—op].
-l < (145 ) int o
Beweis:
Mit der Galerkin-Orthogonalitidt und der Stetigkeit der Bilinearform folgt fiir alle vy, wy, € V3
| Bn(un — v, wa)| = |Br(un — u, wn) + Br(u = vp, wa)| = |Br(u — vps wa)| < M |lu— vpl| [[wa]| -
Dies zusammen mit der BB-Bedingung liefert fiir v, € Vj,
1 Bh Up — Up, Wh M
fun—vnll < A sup  DrlnZtmn) M,
Bh 0Fwp €V ”wh” h
und mit Hilfe der Dreiecksungleichung dann die Behauptung durch
M
lu = unll < lu = vull + lun = vall < (14 2 ) flu— v
B
fir alle vy, € V3. [ |

Damit 13sst sich die entwickelte Theorie zur Losbarkeit der diskreten Probleme auf die vorgestellten
gemischten Probleme anwenden und die Bedeutung der BB-Bedingung ist deutlich geworden.
Wenn die Bilinearform B}, die BB-Bedingung erfiillt, so ist das diskrete Problem nach Satz 4.1.4
eindeutig losbar.

4.2 Zulissige Zerlegungen

Ein entscheidender Bestandteil zur Erstellung geeigneter, endlichdimensionaler Ansatzraume Vj
und @Qpn zu V und Q in der Praxis ist die Zerlegung des gegebenen Gebiets €2 in endlich viele
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Teilgebiete. Dort werden dann Funktionen betrachtet, die auf jedem dieser Teilgebiete mit Hil-
fe von Polynomen konstruiert werden. Das Gebiet soll hier bei zweidimensionalen Problemen in
Vierecke zerlegt werden, bei dreidimensionalen Problemen in Hexaeder. Der Grund dafiir ist, dass
die spateren numerischen Experimente auf Grundlage der Programmbibliothek deal.ITI gemacht
worden sind, welche Viereckselemente benutzt. Oft werden die Gebiete auch in Dreiecke zerlegt.
Der Anschaulichkeit halber ist hier nur der zweidimensionale Fall vorgestellt. Insbesondere soll
erldutert werden, wie ein Gebiet zu zerlegen ist, um eine befriedigende, mathematische Betrach-
tung zu erhalten. Hierzu hat sich die folgende Definition durchgesetzt, wobei an dieser Stelle auf
[Braess, 2007] Kapitel IIT Abschnitt 2 und [Girault and Raviart, 1986] Kapitel I Abschnitt A hin-
gewiesen sein soll. Sei dazu 2 C RY ein polygonales Gebiet, so dass es in Dreiecke bzw. Vierecke
zerlegt werden kann.

Definition 4.2.1 (Zulissige Zerlegungen):
Eine Zerlegung 7 = { K1, ..., Kj } von Q in abgeschlossene Teilgebiete heifit zuldssig genau dann,
wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

. . . or A M
(i) Das gesamte Gebiet €2 ist abgedeckt, das heifit Q = J,_; K.
(i) Ist K; N K; genau ein Punkt, so ist dieser Eckpunkt von K; und von Kj.

(i) Enthalt K; N K, fur ¢ # j mehr als einen Punkt, so ist diese Menge genau eine Kante von
K; und von Kj.

Der Durchmesser eines Teilgebiets K soll definiert sein iiber den Durchmesser hx des kleinsten
Kreises, in den das Teilgebiet K eingeschrieben werden kann, womit dann gesetzt wird

h:= hi.
Ker K
Dieses h liefert die Mdoglichkeit, verschiedene Zerlegungen miteinander in Verbindung zu setzen
und Familien {7} von Zerlegungen anzusehen. Fiir die nichste Definition ist px der Durchmesser
des grofsten Kreises, der in das Teilgebiet K eingeschrieben werden kann. Eine Veranschaulichung
dazu zeigt Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Zur Wahl von hg und pg fiir ein Viereck K

Definition 4.2.2 (Quasiuniforme und uniforme Zerlegungen, Uniformititskonstante):
Sei {7} eine Familie von Zerlegungen.

e {7} heikt quasiuniform, falls es gleichmifig fir 0 < h < hg eine Uniformititskonstante
A > 1 gibt, so dass fiir alle Vierecke K € T, die folgenden Eigenschaften erfiilll sind:
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Abbildung 4.2: Zerlegungen: links: quasiuniform aber nicht uniform; rechts: regelméfig, uniform

(i) Fir jedes Viereck K ist das Verhdltnis von mazimaler und minimaler Seitenlinge durch
A beschrinkt.

(ii) Fir jedes Viereck K gilt A\prc > hi.
(iii) Es existiert eine Zahl oo > 0, so dass alle Winkel héchstens m — o grof§ sind.

o {7} heifit uniform, falls sie quasiunform ist und fir die Konstante A\ aus der Definition
zusdtzlich gilt, dass A\px > h fiir alle Vierecke K.

Als Beispiele fiir Familien von Zerlegungen ist in Abbildung 4.2 links eine quasiuniforme, nicht
uniforme Familie angedeutet. Hier entstehen die einzelnen Zerlegungen durch Verfeinerungen an
der oberen und unteren Kante. Jede einzelne dieser Zerlegungen erfiillt nicht die Eigenschaft (iii)
der zuldssigen Zerlegungen, denn es gibt hier Eckpunkte von Teilgebieten, die frei auf einer Kante
eines anderen Teilgebiets liegen. Solche Punkte werden hingende Knoten genannt und sollen durch
die Definition 4.2.1 von zuldssigen Zerlegungen verhindert werden. Rechts hingegen ist ein Gitter
nach der naheliegendsten Verfeinerung, welche eine uniforme Familie von zuléssigen Zerlegungen
hervorbringt. Diese Art von Verfeinerung wird im Folgenden regelmiflige Verfeinerung genannt,.
Die hier gebrauchte Definition von Quaisuniformitét stellt mit den Punkten (i) und (iii) sicher, dass
keine Vierecke zu Dreiecken entarten koénnen. Die Eigenschaft (i) erlaubt keine verschwindenden
Kantenldngen und (iil) verhindert Winkel von 180°.

4.3 Finite Elemente Raume

Ein bisher aufser Acht gelassener Aspekt der Approximation von Losungen gemischter Probleme
sind die konkreten endlich dimensionalen Funktionenrdume. Hierzu werden als Grundlage die
Polynomraume

Pr(K): p: K —R|pkx)= Z AaX”

la| <k

Qk:(K)I p: K—>R|p(x): Z Ao X

{a| a;<k, i=1,...,N}
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8,2(0,1)

470,0) aF(1.0)

Abbildung 4.3: Mapping vom Einheitsquadrat K in ein Referenzelement K

Abbildung 4.4: Freiheitsgrade fiir verschiedene Vierecksinterpolationen: Q1, Q2, Qs

fiir ein Gebiet K ¢ RN eingefiihrt, wobei o Multiindizes und A, € R freie Konstanten der
Polynome sind. Die Ansatzfunktionen sollen auf jedem Teilgebiet einer gegebenen Triangulierung
von Polynomen erzeugt sein. Ein moglicher Weg zur Umsetzung fiihrt ein allgemeines Viereck der
Zerlegung zuriick auf das Einheitsquadrat K : = [0,1] x [0, 1]. Dazu kann genutzt werden, dass es

12 N
fiir ein konvexes Viereck K genau eine invertierbare Funktion Fi € [Qk(K )] gibt, welche K auf

K abbildet mit Fi(a;) = a; fiir i = 1,...,4, wenn a; die Eckpunkte von K und a; die Eckpunkte
von K bezeichnen. Eine solche Funktion Fx wird auch Mapping genannt und ist mit Abbildung
4.3 veranschaulicht. Fiir gegebene Funktionswerte lésst sich eine Funktion auf K in einer nodalen
Basis darstellen bei der Qi genutzt wird. Die nétigen Stiitzstellen sind in der Abbildung 4.4
skizziert. Die konkrete Definition der Funktionenrdume fiir die Ansatzfunktionen ist damit fiir
eine Viereckszerlegung 7p,

V(k)y: = {v clc@) |voFk e [Qk(f{)}N\ﬂ( € Th}
{

Qn:={qe )| qoFx € Q(K) VKeTh}.

Bemerkung 4.3.1:
(i) Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass fiir allgemeine Viereckszerlegungen 7, der
Raum V (k) bzw. Q(1);, kein Polynomraum ist.

(ii) Werden Dreieckszerlegungen betrachtet, so lasst sich die Vorgehensweise mit Hilfe des Raum-
es Py, durchfiihren. Die enstehenden Raume V (k);, und Q(1)p sind dann Polynomriume.

(iii) Die hier erlauterten Ansatzriume sind ein spezieller Weg um ein Finite Elemente Verfah-
ren zu konstruieren. Es wird stetiges Q/Q;-Element genannt. Eine Ubersicht zu anderen
Elementen ist zu finden bei [Braess, 2007] Kapitel IT Abschnitt 5.
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Ein besonderes stetiges Qi/Q;-Element ist das Taylor-Hood Element mit [ = k& — 1 fiir k > 2,
welches in [Taylor and Hood, 1973] vorgestellt wurde. Dazu lésst sich folgender Satz zeigen.

Satz 4.3.2:
Es gibt eine von der Gitterweite h unabhingige Konstante Jy, so dass gilt
V-v,
inf §evip) o g (4.6)
PeQ(k=1n vev (k) [VIilpllo
p#0 v#0

Die BB-Bedingung ist erfiillt, das Element wird damit stabil genannt.

Beweis:
Siehe [Brezzi and Fortin, 1991] Abschnitt VI.6 und im Speziellen Bemerkung 6.2. [ ]

Bemerkung 4.3.3:

Aus diesem Satz geht ebenfalls hervor, dass alle Qx/Q;-Elemente mit 0 < I < k — 1 ebenfalls die
BB-Bedingung erfiillen, weil Q(j)n, C Q) fir j < | und damit das Infimum h6chstens grofer
wird.

Bei dem Aufbau dieser speziellen Finite Elemente Verfahren ist im Hintergrund nach folgender
Definition vorgegangen worden.

Definition 4.3.4 (Finite Elemente):
Ein Finites Element ist ein Tripel (K, P, ) mit drei Eigenschaften.

(i) K ist ein konvexer Polyeder im R”. Die Teile des Randes 0K, die auf einer Hyperfliche
liegen, werden Seite genannt.

(ii) Der Raum der Formfunktionen P ist ein linearer auf K definierter Funktionenraum mit
endlicher Dimension s.

(iii) X ist eine Menge von s linear unabhingigen Funktionalen tiber P. Jedes p € P ist durch die
Werte der s Funktionale aus ¥ eindeutig bestimmt. Es kann ¥ verstanden werden als die
Menge der Freiheitsgrade oder notigen Stiitzstellen auf K.

Bemerkung 4.3.5:

Werden im Folgenden Finite Elemente Riume genutzt, so ist immer vorausgesetzt, dass die
homogenen Randbedingungen in die Riume eingearbeitet sind, also mit & > 1 bespielsweise
V(k), = V(k), N [H} (Q)}N Wie Interpolationsoperatoren auf diese Eigenschaft erweitert wer-
de kénnen, ist nachzulesen in [Scott and Zhang, 1990]. Fiir den Druckraum muss die Normiertheit
des L? erhalten bleiben.

4.4 Interpolationsoperatoren

Satz 4.1.7 sagt aus, dass der Fehler einer Approximation durch Finite Elemente Verfahren ab-
héngt von der Bestapproximation des verwendeten Finite Elemente Raumes V},. Daher sollen hier
Aussagen zu Interpolationen in den in Abschnitt (4.3) eingefithrten Raumen V (k) und Q(1);, be-
reitgestellt werden. Die vorgestellten Interpolationsoperatoren sind immer linear und beschrinkt
und die kontinuierlichen Riume sind V = [H(Q)]Y und Q = L2(Q2).
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Definition 4.4.1 (J):
Es sei a Sb:<= 3C > 0: a < Cb. Die Konstante C' hingt dabei nicht von den relevanten Grofien
ab, wie im Folgenden zum Beispiel hx.

Satz 4.4.2:
Sei K ein konvexes Element einer quasiuniformen Viereckszerlegung 75,. Dann gibt es fiir
k,1 > 1 Interpolationsoperatoren I,: V. — V (k) und Jy: Q@ — Q(1), fiir die gilt

V= Tn(V) | e SAET T IV 1 x0) (4.7)
fiir alle v € [H*1(Q))Y" NV und m =0,...,k+ 1 sowie
|4 = Tn(@) e PRl (4.8)

fiir alle ¢ € L2(Q)NQ und m = 0,...,1+1. w(K) bezeichnet hier eine geeignete Nachbarschaft
des Teilgebiets K.

Beweis:
Siehe [Girault and Raviart, 1986] Abschnitt I Korollar A.5 fiir p = ¢ = 2. [ |

Die Eigenschaften solcher Interpolationsoperatoren lassen sich bei Taylor-Hood Elementen noch
ausweiten, was der néchste Satz zum Inhalt hat.

Satz 4.4.3:

Seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.4.2. Dann gibt es fiir ein Taylor-Hood Element mit
Ordnung k > 2 einen Interpolationsoperator Ip,: V. — V(k), der die diskrete Divergenz
erhédlt. Das heifst, es gilt

V= In(V)lm.x SEET IV e,
fiir alle v € [H*1(Q)]¥ NV und m = 0, 1. Aukerdem gilt
(V- In(v),q) =(V-v,q)

fiir alle ¢ € Q(k — 1), und v € V. Hierbei ist w(K) die Vereinigung benachbarter Teilgebiete
des Teilgebiets K.

Beweis:
Fiir die Konstruktion des Operators siehe [Girault and Scott, 2003]. [ |

Ein wichtiges erstes Resultat, welches sich aus solchen Interpolationseienschaften gewinnen ldsst,
ist das kommende Lemma.

Lemma 4.4.4 (Inverse Ungleichungen):
Sei 7;, eine Familie uniformer Zerlegungen von Q C R”™. Dann existiert fiir die Rdume V (k);,
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und Q(1);, eine Konstante p abhéingig von k, [ und der Uniformititskonstante, so dass gilt
1AVA]lo i < 1 [V VAo x Vv € V(k)n
= IVl e < 199l < bz IVl Wi € V(R
IVanllo.x < phix lanllo x Yagn € Q)
fir alle K € 7;,.
Beweis:
Siehe [Braess, 2007] Kapitel IT Satz 6.8. [ |

Der Interpolationsoperator aus Satz 4.4.2 setzt k > 1 voraus. Einen Umgang mit k£ = 0 liefert ein
Approximationsprozess von Clément, dessen Aussage im néchsten Satz zusammengefasst wird.

Satz 4.4.5:
Sei 7}, eine quasiuniforme Zerlegung von 2 C RY, dann existiert ein Interpolationsoperator

Iy: [H' ()] — V(1) mit der Eigenschaft

IV = I e S i ™ 1V

fiir alle v € [HI(Q)]N, m = 0,1 und K € 7. Die Bezeichnung w(K) steht dhnlich wie in Satz
4.4.3 fiir eine geeignete Nachbarschaft des Teilgebiets K.

Beweis:
Fiir die Konstruktion des Operators siehe [Braess, 2007] Kapitel II Satz 6.9. ]

Bemerkung 4.4.6:

Alle hier vorgetellten Interpolationsoperatoren und auch die inverse Ungleichung sollten korrekter
Weise in Abhingigkeit der Elementordnung k genutzt werden. Die Sitze 4.4.2 und 4.4.5 lassen
sich erweitern durch [Schwab, 1998] Korollar 4.68 und Satz 4.4.4 durch [Schwab, 1998] Theorem
4.76. Der Teil, in dem dies fiir diese Arbeit interessant ist, gebraucht allerdings hauptséichlich
den Interpolationsoperator aus Satz 4.4.3, bei dem diese Erweiterung mit mehr Schwierigkeiten
verbunden ist. Die Konstruktion korrigiert einen {iblichen Operator so, dass die diskrete Divergenz
erhalten bleibt und trotzdem die Interpolationseigenschaften gelten. Um dies zu bekommen, geht
die Konstante [y aus Satz 4.3.2 des verwendeten Taylor-Hood Elements ein, welche ebenfalls von
der Elementordnung abhéingt. Wie diese Abhéngigkeit aussieht, ist dem Autor nicht bekannt.
Daher wurden die Abhéngigkeiten der Elementordnung fiir alle Aussagen unterdriickt.

Bemerkung 4.4.7:

Am Schluss dieses Abschnittes sei nochmals darauf hingewiesen, dass an dieser Stelle sehr spezi-
elle Ansatzriume vorgestellt worden sind. In den folgenden Kapiteln werden Theorien eingefiihrt,
welche auch mit anderen Ansatzriumen anwendbar sind; es miissen nur dhnliche Interpolations-
eigenschaften gezeigt werden. Wenn also im Folgenden von Ansatzriumen gesprochen wird, so ist
an diese nur gefordert, dass die hier vorgestellten Interpolationsaussagen gelten.
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4.5 Stabilisierungen

Wie bereits in Abschnitt 4.1 angedeutet, kénnen die Bilinearformen a und b eines gemischten
Problems bei einem verallgemeinerten Ritz-Galerkin Verfahrens und beim Ubergang in endlich-
dimensionale Ansatzrdume zu a;, bzw. b, abgedndert werden. Dies kann durch Stabilisierungen
begriindet sein, wovon nun Varianten vorgestellt werden. Dem zugrunde liegt hier immer ein Va-

riationsproblem der Form

’ +b ? = ‘7:5 \V/ S V
Finde (u,p) € V x Q mit: a(u,v) (v,p) =(F,v) Wv
b(u,q) =(G,q) VYqeQ,

zu dem definiert wird

B(u,p;v,q): = a(u,v) + b(v,p) £ b(u, q)
F(v,q):=(F,v)£(G,q).

Die Aufgabenstellung
Finde (u,p) € V x Q mit: B(u,p;v,q) = F(v,q)

fiir alle Paare (v, q) € V x Q ist mit der Beweistechnik aus Lemma 4.1.3 dquivalent zu dem obigen
gemischten Problem. Da in der vorliegenden Arbeit die Verfahren nach dem Navier-Stokes Problem
ausgerichtet sind, sei hier angenommen, dass das Variationsproblem zu den Oseen Gleichungen
(1.1) erstellt wurde. Die Gleichungen lauten

Los(b;u,p): = —vAu+ (b-V)u+ou+Vp=Hf auf
Laiv(u,p): = V-u=0 auf Q
u=20 auf 00

und es sind V = [H(Q)]Y und Q = L2(9).

4.5.1 Residuale Stabilisierung

Die residuale Stabilisierung, welche in verschiedenen Varianten das Hauptthema der folgenden Ka-
pitel sein wird, nutzt explizit die dem gemischten Problem zugrunde liegende Differentialgleichung.
Uber diese lésst sich fiir diesen Fall

Bh(U,p;V,Q)Z = B(u7pvvvq) + Z (LOS(b;uvp)a lij((‘/v7Q))}< + Z (Ldiv(uap>7 @K(VJ]))K
KeTy, KeTy,

Fu(v,q):=F(v,q)+ Y (£, ¥x(v,q)x
KeTy,

definieren, was nach dem Ubergang in endlich dimensionale Ansatzriume das Problem
Finde (upn,pn) € Vi X Qp mit:  Bp(un, pr; Vi, qn) = Fn(va, qn)

fiir alle (v, q) € Vi, x Qp, liefert. W i (v, q) stellt eine Testfunktion der residualen Stabilisierung dar,
die noch zu wihlen ist. Der Name "Residuale Stabilisierung’ ist durch die Konstruktion des Stabili-
sierungstermes motiviert, weil im Grunde nur das Residuum mit einer Funktion Uk (v, ¢) getestet
und zur Variationsformulierung addiert wird. Dies entspricht dem Rahmen eines Petrov-Galerkin
Verfahrens, was als Verallgemeinerung von den in Abschnitt 4.1 vorgestellten Ritz-Galerkin Verfah-
ren bei [Grofmann and Roos, 2005] in Abschnitt 3.3 behandelt wird. Ein Residuum kann natiirlich
ebenso bei der zweiten Gleichung betrachtet werden, wobei in diesem Fall keine zus&tzliche rechte
Seite auftritt. Einen Vorteil dieser Methode fasst der kommende Satz zusammen.
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Satz 4.5.1:
Die Methode der residualen Stabilisierung ist konsistent. Falls also die Losung der Oseen
Gleichungen (u,p) ist, dann erfiillt diese auch

Bh(U,I?Q Vh, qh) = Fh(vfm qh)

fiir alle Paare (vp,qn) € Vi, X Qp.

Beweis:
Nach Abschnitt 3.1 und Lemma 4.1.3 ist bereits bekannt, dass (u, p) auch der Variationsformulie-
rung

B(u,p;vi,qn) = F(Vh, qn)

fiir alle Paare (vp,qn) € Vi X Qp geniigt. Auferdem erfiillt (u,p) als Losung der Oseen Glei-
chungen speziell die Gleichungen auf allen K € 7. Damit verschwinden die Stabilisierungsterme
und die Behauptung ist erfiillt. Damit diese Aussage gilt, wurden u zweimal und p einmal ste-
tig differenzierbar angenommen. Diese starken Anforderungen sind nicht notwendig, allerdings
muss die Losung mindestens in [H?(Q2) N Hol(Q)]N x H'(Q) enthalten sein, damit dieser Beweis
funktioniert. |

Bemerkung 4.5.2:

Dem Q;/Qg- bzw. dem P;/Py-Element fiir & € IN kommt bei dieser Form der Stabilisierung
eine besondere Rolle zu. Fiir diese Art von Approximation gilt Auy, = 0, was die Addition des
starken Residuums fraglich erscheinen ldsst und eine getrennte Betrachtung erforderlich machen
koénnte. Die Beweistechniken in den kommenden Kapiteln sind allerdings auch fiir diese Elemente
anwendbar und in den spiter folgenden Tabellen 8.3 und 8.4 zeigt sich, dass auch fiir die dort
angefiihrten praktischen Experimente zum Q;/Q-Element keine gesonderte Rolle notig ist.

4.5.2 Stabilisierung durch lokale Projektion

Eine andere Variante der Stabilisierung stellt [Matthies et al., 2007] in einem allgemeineren Kon-
text vor, welche ebenfalls in dieser Arbeit angefiihrt werden soll.

Sei dazu Y, ein diskreter Ansatzraum der Dimension n, fiir den ein Interpolationsoperator I, wie
in den Sétzen 4.4.2 und 4.4.5 existiert mit

m

Iy = In) o, + P Iy = In()|1 i SRR 1Y o)
fiir alley € [H™(Q)]™, K € T, und 1 < m < k+ 1. Alle Bezeichnungen sind wie in den vorherigen
Abschnitten gewahlt, wobei der Gebietszerlegung 7, besondere Beachtung zugeteilt wird. Zu ihr sei
eine quasiuniforme Zerlegung M, des Gebiets in sogenannte Makroelemente M gewahlt, wobei ein

M € M, die Vereinigung einer oder mehrerer Zellen K € 7;, darstellt. Eine zusatzliche Forderung
ist, dass mit einem beliebigen M € M}, und dessen Durchmesser hj; gilt

hi ~ hy

fiir alle K € 7, mit K C M. Auf dieser Zerlegung wird ein Finite Elemente Raum D;, definiert,
welcher unstetige Funktionen enthilt und dazu Dy (M): = {xp|a | xp € Dy} fiir alle M € My,.

An dieser Stelle kann eine Projektion 7, : [L?(Q2)]" — Dy, fiir alle M € M, durch spezielle lokale
Projektionen 7y : [L?(M)]" — Dy, (M) definiert und ein Fluktuationsoperator ) ": = id — m,
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von [L?(M)]" nach [L?(M)]" betrachtet werden. Mit dieser Wahl soll fiir den Operator #, " gelten,
dass bei einem beliebigen M € M,

Y m
HH}L}XHO,M < By X (4.9)
fiir alle x € [H™(M)]™ und 0 < m < k erfiillt ist.

Eine weitere Forderung, die fiir die analytischen Betrachtungen dieser Methoden wichtig ist, betrifft
die Wahl des unstetigen Finite-Elemente Raumes Dy,. Fiir diesen wird eine lokale BB-Bedingung
durch die Existenz einer Konstanten Gr,pg > 0 mit
inf sup M > Brps
07#x1, €D (M) 0y, €Y1, (M) ||Yh||o M ||XhH0 M

fiir alle M € My, gefordert. Auf die genauen theoretischen Ausfithrungen und Motivationen der
einzelnen Komponenten wird hier nicht weiter eingegangen. Fiir genaue Ausfithrungen sei auf
[Matthies et al., 2007], [Rapin and Léwe, 2007] und [Lube et al., 2007] verwiesen.

Die Definition von

By(u,p;v,q): =B(w,p;v,q)+ Y ulky"((b-V)u),m)"((b- V)u)u
MeMy,

+ > PV ) sV )+ Y Ty (Vb)) (V)
MeMy, MeMy,

fiihrt analog zur residualen Stabilisierung auf Probleme der Form
Finde (up,pn) € Vi x Qp mit:  Bp(Wn, pa; Vi, qn) = Fn(Vh, qn)

fiir alle (v,q) € Vi, x Q. Die Parameter dy; der Stromlinienstabilisierung (LPS(SU)), 7as der
Druckstabilisierung (LPS(P)) und s der Divergenzstabilisierung (LPS(DIV)) miissen in geeig-
neter Weise gewihlt werden, was in den bereits oben zitierten Quellen erldutert ist.

Bemerkung 4.5.3:

e Im Gegensatz zur residualen Stabilisierung ist bei den Stabilisierungen durch lokale Projekti-
on im allgemeinen Fall keine Konsistenz gegeben. Also kann auch die Galerkin-Orthogonalitét
aus Lemma 4.1.6 nicht erwartet werden, was ein wichtiges Hilfsmittel der theoretischen Be-
trachtungen darstellt. Dies konnte die Quelle eines zusitzlichen Fehlers in der Appoximation
sein, allerdings kann dieser Term in der Theorie mit einer ausreichenden Ordnung der Ma-
schenweite h kontrolliert werden. Dies folgt direkt aus der Forderung in 4.9 und ist nachzu-
lesen bei [Matthies et al., 2007] Lemma 2.10.

e Die Stabilisierung durch lokale Projektion liefert in jedem Fall per Konstruktion einen sym-
metrischen Stabilisierungsanteil ohne eine zusétzliche rechte Seite. Dies bewirkt Vorteile bei
speziellen Vorkonditionierungsstrategien zum L&sen der aus den Problemen enstehenden li-
nearen Gleichungssysteme, wie in der Diplomarbeit [Heister, 2008] erldutert ist.

Um zu sehen, dass eine solche Kombinationen von Finite Elemente Raumen Yy, Dy und einer
Projektion 7, existieren, sei an dieser Stelle auf [Matthies et al., 2007] Abschnitt 3.2 verwiesen.
Dort ist fiir 7, die L?-Projektion gewihlt worden und die Zerlegung in Makroelemente ist das
einmal grobere Gitter My, = 75y, wobei dann fiir den zweidimensionalen Fall jedes Makroelement
genau vier Zellen der urspriinglichen Zerlegung umfasst. Fiir den Geschwindigkeitsansatzraum fallt
die Wahl mit k£ € IN auf

Y, V(k‘) und
{ D" |ve Fu € [Qi- 1(M)]’VM€T2h}
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mit Hilfe der Notationen aus (4.5). Analog wird dies fiir den Druckraum definiert.

Bemerkung 4.5.4:

Die vorliegende Arbeit beinhaltet hauptséchlich Methoden der residualen Stabilisierung. Allerdings
soll in Kapitel 10 ein Vergleich zur gerade vorgestellten Zwei-Level Methode der Stabilisierung
durch lokale Projektion stattfinden, deren Name sich aus der Wahl der Makroelement Zerlegung
ergibt. Fiir diesen Vergleich werden numerische Ergebnissen aus der Diplomarbeit [Ldwe, 2008]
zitiert, welche sich mit dieser Stabilisierung beschéftigt.

Bemerkung 4.5.5:

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die konkrete Wahl der Komponenten zur Stabili-
sierung hier nur als Beipspiel zu sehen ist. Eine andere Variante sieht als Makroelement Zerlegung
die urspriingliche Zerlegung des Gebiets selbst an, welche den Namen Ein-Level Methode trégt.
Auch fiir diesen Fall ist eine theoretisch befriedigende Betrachtung nach [Matthies et al., 2007]
moglich, die Diplomarbeit [Schmaljohann, 2007] liefert numerische Tests dazu.



Kapitel 5

Stabilisierte Diskretisierungen der
Stokes Gleichungen

5.1 Die Stokes Gleichungen

Die Stokes Gleichungen ergeben sich theoretisch aus den Oseen Gleichungen (1.1) mit b = 0.
Physikalisch sind sie motiviert durch die Navier-Stokes Gleichungen, wenn der nichtlineare Term
(u-V)u zu vernachlassigen ist. Wie aus Abschnitt 1.1 bekannt ist, kann dieser Term nur vernach-
lassigt werden, falls alle Bewegungen von der Flissigkeit selbst bestimmt sind; wenn die innere
Reibung sehr hoch ist. Dies ist der Fall, wenn die Fliissigkeiten sehr hohe Viskosititen v aufzei-
gen, wie beispielsweise ziher Honig oder Gletschereis. Solche Probleme sind zwar sehr speziell,
es lassen sich aber schon hier Schwierigkeiten bei der numerischen Losung betrachten. Die Stokes
Gleichungen sind

—vAu+ Vp=f auf Q
V-u=0 auf (5.1)
u=0 auf 90

mit einem hinreichend glatten Gebiet Q C RY fiir N € {2, 3}, so dass eine Zerlegung in Dreiecke
und Vierecke moglich ist, wie in Abschnitt 4.2 erlautert wurde. Die Funktionenriume seien hier
gewahlt durch

V= [Hy ()Y
Q: = L2(9).
Nach Kapitel 3.1 muss eine schwache Losung (u,p) € V x @Q
v(Vu, Vv) — (V- v,p) =(f,v)

5.2
—(V-u,q) =0 (52)

fiir alle v € V und ¢ € Q erfiillen. Ein dazu dquivalentes Problem
Finde (u,p) € VX Q mit: B(u,p;v,q) = F(v,q) (5.3)

fiir alle (v,q) € V x @ ist iiber Lemma 4.1.3 zu bekommen mit den Definitionen

B(u,p;v,q): =v(Vu,Vv) — (V-v,p) — (V-u,q)
F(v,q): =(f,v).

35
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Bemerkung 5.1.1:
Weil die Stokes Gleichungen ein Spezialfall der Oseen Gleichungen darstellen hat die Aufgabe (5.3)
nach Abschnitt 3.3 genau eine Losung (u,p) € V x Q.

Fiir die numerische Losung der Stokes Gleichungen seien Vi C V und Q) C @ konforme Finite
Elemente Rdume, in denen die Losung anzundhern ist. Falls diese diskreten Ansatzriume Vj und
@}, der BB-Bedingung

. (v *Vh, Qh)
inf sup T =
0#£an€Qn 0£v, v, [[Vally lanlly

geniigen, so gébe es mit Hilfe von Satz 3.3.1 auch fiir die diskrete Aufgabe genau eine Losung. In
Satz 4.3.2 konnte ersehen werden, dass es Finite Elemente Raume gibt, die diese Bedingung von sich
aus erfiillen. Allerdings gilt dies bei weitem nicht fiir alle beliebigen Raumpaare. Beispielsweise fiir
die Finite Elemente Riume Qx/Qg, die equal-order Elemente heifen, ist es gerade nicht der Fall.
Deshalb soll nun die residuale Stabilisierung zum Einsatz kommen, um auch solche Raumpaare
zur Approximation zuzulassen. Bei der erstmaligen Verdffentlichung solcher Methoden wurde dazu
Tertullian zitiert mit *Certum est, quia impossibile est’, siehe [Hughes et al., 1986].

5.2 (Galerkin-Least-Squares Verfahren

Von Hughes & Franca wurde im Jahre 1987 eine Methode veréffentlicht, die Galerkin-Least-Squares
(GLS) genannt wird (siehe [Hughes and Franca, 1987]). Es lassen sich dazu die Schreibweisen aus
Abschnitt 4.5.1 benutzen, indem als Testfunktion ¥ (vp,qn): = —5h%<LOS(O;vh,qh) eingesetzt
wird, was einen symmetrischen Stabilisierungsterm zur Folge hat. Hierbei ist hx der Durchmesser
einer Zelle K € 75 und é € R ein noch zu wéhlender Parameter. Die Definitionen lauten damit

Bi(WhyThi Vi, @n): = B(Wn,hi Vi, qn) — 6 > hic(—vAWy + Vry, —vAv, + Van) g
KeTy,

und passend dazu

Fp(Vhoqn): = F(vi,qn) =6 Y Bic(f, —vAvy, + V).
KeT,

An Stelle von (5.3) wird als Aufgabe das verallgemeinerte Ritz-Galerkin Verfahren
Finde (up,pp) € Vi X Qp mit:  By(Wn, pr; Vi, qn) = Fa(Vh, qn) (5.4)

fiir alle (vp,qn) € Vi X Qp, betrachtet.

Bemerkung 5.2.1:
Da die GLS-Formulierung auf der Grundlage der residualen Stabilisierung aus Abschnitt 4.5.1
beruht, ist die Methode konsistent. Eine Lésung von (5.1) erfiillt also auch (5.4).

5.2.1 Stabilitit

Der nun folgende Satz zeigt mit der Unterstiitzung von Satz 4.1.4 die eindeutige Losbarkeit des
neu aufgestellten Problems (5.4). Das Bemerkenswerte daran ist, dass hier alle denkbaren Raum-
paare Q/Q; als Ansatzriume der Aufgabe moglich sind und auf die Erfiillung der BB-Bedingung
verzichtet werden kann.
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Satz 5.2.2:
Sei 0 < 0 < £. Dann gilt:

B (Vi qns WhyTh)
sup

(Wh,rh)EVRLXQp ||WhH1 + ||Th||0
(wn,rn)#(0,0)

Z vally +llanllo

fiir alle (va,qn) € Vi X Q4.

Das p ist dabei die Konstante aus Lemma 4.4.4, der inversen Ungleichung. Eine Hilfe im Beweis
stellt das folgende Lemma dar.

Lemma 5.2.3 (Verfiirth):
Es gibt positive Konstanten Cq, Cs, so dass:

1/2
V-v 5
sup V-vh,qn) > Oy lgnlly — Co ( > Ik Cq’z”i,}()

0#£vLEV), th||1 KeT;,

fiir alle ¢, € Q4.

Beweis:
Sei qp, € @y, beliebig aber fest. Zu diesem ¢;, ist nun ein vy gesucht, fir das gilt

(Vv ) v
*Vh,qh
——— > Ci||anlly — Co ( Z h VQhHg,K) ,

Tvall =

wobel natiirlich darauf zu achten ist, dass die Konstanten nicht von ¢, und v; abhingig sein
diirfen. Die BB-Bedingung auf den urspriinglichen Réumen ist mit Satz 4.3.2 gegeben. Aus diesem
Grund existiert ein z € V|, fiir das gilt

(V-2z,qn)

= Bllanlly 5.5
HZH1 H HO ( )

weil konforme Finite Elemente Riume gewidhlt worden sind. An dieser Stelle soll der Interpo-
lationsoperator von Clément aus Satz 4.4.5 zum Einsatz kommen. Damit gibt es einen linearen
Operator IF: V — V, mit der Interpolationseigenschaft

1/2
(Z hi Hz—f’i(z)lli,,{> < Ceyllz, (5.6)
KeT,

und der Beschranktheit

172 @), < Cs lall; , (5.7)

wobel C¢; und Cp positive Konstanten sind. Nun ist zu zeigen, dass vy : = I,’f (z) die Behauptung
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erfiillt. Uber die BB-Bedingung in (5.5) und die partielle Integration aus Satz 2.2.2 gilt

(v *Vh, q}L) :(v : (Vh - Z),Qh) + (v T Z, q}n)
>(V - (vi —2),qn) + Bllzll; llgnll

Z (z —vh, Van)x + Bzl llanll

Kej’h
= 3 (hgM@ = va) hicVan)  + Bllzl, lasllo
KeTy,
1/2 1/2
_ 2 2
> — (Z hi’ ||zvh||o,K) : (Z h% ||th|o,K> + Bzl llanlly
KeTy, KeT,

1/2
2
> —Ceill=l, ( > Wk Ithllo,K> + B llzll; llgnllo

KeT,

1/2
= | Bllanlo — Ccu ( > hk |th||§,K> =]l -

KeT,

Hierbei wurden ebenfalls noch die Stetigkeit von g, Cauchy-Schwarz (Lemma 2.3.2) und (5.6)
benutzt. Insgesamt ergibt sich so

1/2
(V'V s dn
NV 5 g1l — Cor [ S0 13 19l

lel, =

und mit der Beschranktheit des Clément Operators aus (5.7) die Behauptung, weil gilt

(Vv qn)
||Vh||1

1/2

V - vy, _ _

) > et dlanlly ~ C5'Cor | 3 W IVanlii)
I

KeT,

>

Es existiert also zu jedem g ein vy, dass die Eigenschaft aus der Behauptung erfiillt und daher
gilt sie mit dem Supremur. |

Damit soll nun Satz 5.2.2 bewiesen werden.

Beweis:

Auch fir diesen Beweis sei ein (vp,qr) € V5 X Qp vorgegeben, zu dem ein Element (wy, )
zu suchen ist, fiir welches die Ungleichung gilt. Lemma 5.2.3 arbeitet auf endlich dimensionalen
Ansatzriumen, daher kann zu ¢, ein z;, € V}, herangezogen werden, fiir welches das Supremum
wie in der Behauptung tatséchlich angenommen wird. Eine Umskalierung von z; &dndert nichts an
dieser Supremumseigenschaft, daher ist es moglich eine Skalierung vorzugeben, so dass gilt

lznlly = llanllo - (5.8)
Somit ist prinzipiell schon das gesuchte Element mit (wp,7): = (v, — A\zp, —qp) gefunden, es
ist nur noch nachzuweisen, dass die Behauptung tatséchlich erfiillt ist. Dafiir sind verschiedene
Abschitzungen durchzufiihren, wobei die Beziehung

||Vzh||0 = |Zh‘1 < th||1 (5.9)

gebraucht wird. Um die Arbeit aus Lemma 5.2.3 zu nutzen, gilt mit der Ungleichung von Cauchy-
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Schwarz aus Lemma 2.3.2, (5.8), (5.9) und der inversen Ungleichung aus Lemma 4.4.4

By (Vh, qn; —2n,0)
= — V(Vvh, Vzh) + (V . zh,qh) - (V “ Vi, 0) -4 Z h%{(—UAVh + Vg, vAz, + VO)K

Ke?‘h
—v(VVi, Van) + (V- zn,q1) =6 Y hic(—vAV, + Van, vAzy) i
KeTn
> = vVl IVZnlly + (V- 2noan) + 60 D hic(Avi, Azp)c — v > hie(Van, Azp)k
KeTy, KeTy,
1/2
> = vIVvallo [[VZnllg + Ci llanlly llzall, — ( > W lIVanlls K) (EAIR
KeTy,

+ 62 Z h2-(Avy, Azp) g — v Z h2-(Van, Azy)
KeTy, KeTy,

1/2
2 2
=—v[Vvillg[[VZallg + Ctllanllg — C2 ( > Mk IIVthlo,K> llanllo
KGEL

+5V2 Z h%((AVh,AZh)K—(Sl/ Z h%(th,Azh)K

KeT, KeT,

1/2
2
> = v|[Vallg IVzullg + Cillgnlly — C (Z M | Vanllg K) llgnllo

KEIJ—}L

1/2 1/2
2 ( > h%Avhé,K> (Z h3 ||Azh||§,K>

KeTy, KeTy,
1/2 1/2
2
( Z h ||VQh||o K) < Z h%{ |Azho,K>
KeTy, KeT,

1/2
2 2
Z = vVl [Vznlly + Cr llgnllo — C2 ( > ik ||V<Jh||o,K> llanllo
KeT,,

1/2
—6u2u-1||vVh||otho—auu-1/2<Z 2 ||th||0K> 192l
KeTy,

1/2
— (48w ) IVvally IV2ally + Ci llanllg — (Ca + dvu™/?) (Z hic thllm) llanllo
—_———

Chm KeTy,
1/2
= W+ 62 ) IVvally lanlly + Cu llanlls - <Z I 1V anlls K) llanllo
—_——— KeTy,
Cs3:=
C3 2 C36 45 2
-~ 5% ||vvh||0 ||qhHO + C4 HQhHO - = Z h ||VQhH0 K~ "9 ”qhHO
KETh
Cs 2 €
> Sl (G- SO+ ) ol — 52 S B IVanl
\,-/KETh
Cs = Cs = Cr=

Das ¢ stammt aus der Young-Ungleichung in Lemma 2.3.3, wobei nur € > 0 gelten muss, was eine
freie Wahl erlaubt. Zu fordern ist, dass die Konstanten C5, Cs und C7 echt positiv sind, was durch
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die Wahl

2C,

I<e< ——
c Cs+Cy

abgesichert ist.

Die Voraussetzung 0 < § < £ ist bis zu diesem Zeitpunkt noch nicht genutzt. Dies geht in die
folgende Betrachtung von B, (Vy, gn; Vi, —qn) €in, wo benutzt wird, dass gilt

Vv, vall7, (5.10)

1
2
lo > 7= |
1+C%
——
Cp:=

was eine Anwendung der Friedrichs-Ungleichung aus Lemma 2.3.1 ist. Mit der inversen Ungleichung
und (5.10) gilt

By(Vh, ans Vi, —qn) =v(Vvi, Vve) = (Vo vi,an) + (V- v, qn)
-9 Z h%((—z/Avh + Vapn, —vAvy, — Vap)k

KeTy,

2 2 2
=v||Vvy|g+96 Z Wi IVanllo x — 0v° Z hic 1Ava]g x
KeTy, KeTy

>(v =) Vil +6 Y Wi IVanllo x
KeT,
>(v =60 )Cy [VallT +6 > b IVanllg x
KeT,
>min{(v — 6v*u~1)C,, 5} <|Vh||? + Z h% |V(Ih||§,K> )
KeT,

Cg:=

wobel Cg echt positiv ist. An dieser Stelle soll nachgepriift werden, ob die Wahl eines Elementes
mit (wp,7ry): = (Vi — Azp, —qn) die Abschitzung aus der Behauptung erfiillt, wobei fiir A gelte,
dass 0 < A < min{CsC5 ", CsC5'}. Damit folgt dann

Bn(Vh, qh; Why Th) =Br(Vh, Gn; Vi — AZh, —Qh)
=Bn(Vh, qn; Vi, —an) + ABr(Vh, qn; —2n,0)

>Cy <||Vh§ + 3 mk ||th||§,K>

KeT,

2 2 2
+A <—Cs Ivall: + Cs llanlly = C7 Y hi ||th|o,K>
KeTy,

=(Cs = AC5) [|[vall{ + XCs llanllg + (Cs = AC7) > hi [IVanllg
KeTy,

> S min{Cs = AC5, ACa}2 (IVall} + lanl3) = € (Ivally + )’

DN =

C:=

und C ist ebenfalls eine positive Konstante. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und (5.8) ergibt
sich zusdtzlich

[Wally + lI7allo < [IVally + AMizally + llgnllo < (4 4+ ) ([vally + llanllo)

und zusammengesetzt die Behauptung. |
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5.2.2 Eigenschaften der Stabilisierungsmethode

An dieser Stelle soll eine Abschitzung gefunden werden, die Aufschluss dariiber gibt, wie nahe
diese Strategie tatsdchlich an die Lésung des eigentlichen Problems (5.1) bzw. (5.2) kommt. Es
lasst sich die folgende a-priori Fehlerabschitzung zeigen.

Satz 5.2.4:
Sei 0 < < £ und (u,p) € V xQ die Losung von (5.2). Falls die Losung geniigend Regularitét
besitzt mit (u,p) € [H¥TH(Q)]N x H*1(Q), so gilt die Abschitzung

k
o = unlly + 1l = prllg £ B* lallyyy + A5 ol

wobei (up, pp) die Losung des regularisierten Problems (5.4) darstellt. Die Konstanten k und
[ stehen hier fiir den Polynomgrad der Ansatzraume V;, und Q.

Beweis:

Hierzu seien Interpolationsoperatoren I, und Jp, nach Abschnitt 4.4 gegeben, mit denen die Kurz-
schreibweisen u: = I, (u) € V}, als Interpolation von u und p: = Ji(q) € Qp, als Interpolation von
p definiert werden. Satz 5.2.2 gibt an dieser Stelle die Existenz eines Elementes (v,q) € Vi, X Qp,
so dass mit einer positiven Konstanten C' gilt

vl + llally < € (5.11)

und
la —unll, + 1P —pully < Bu(—up,p—pu; v, q). (5.12)

Nach Bemerkung 5.2.1 ist die stabilisierte Methode konsistent. Das heifit also, dass die Losung
von (5.2) auch die Methode 16st. Uber die Galerkin-Orthogonalitéit aus Lemma 4.1.6 ergibt sich
SO

Bp(W—up,p —pr; v,q) = Bp(U—u,p —p;v,q). (5.13)
An dieser Stelle liefert eine Abschitzung der rechten Seite der Gleichung (5.13)

By(u—u,p—p;v,q)
:V(V(ﬁ - uh)vvv) - (V : V7]3_ph) - (V ’ (ﬁ - uh)vQ)

— 6 > hi(—vA@{@ — ) + V(- pr), —VAV + Vq)g
KeT,

<v IV —wn)lly Vvl + IVl 1P = prllo + IV (@ —an)lly llally
+ov? Z hi [[A(a— uh)”o,K hx HAVHO,K +0 Z hx ”V(ﬁ_ph)HO,K hk quHo,K

KeTy, KeTy,
+ov Y i AR = wn)llo g hi IVallo g +0v Y b VB = pi)llg i b [AV]]g g -
KeT, KeTy,

wobeil Cauchy-Schwarz verwendet wurde. Das niichste Ziel ist, jeden einzelnen Summanden mit
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1/2
(||v||§ + ||q\|g) zu kontrollieren. Der Weg dahin fiihrt {iber

By(u—u,p—p;v,q)
<via—upl [vlly + IVl 12— prllo + @ =l [lglly

1/2 1/2
(Z hic |A(@ h)l(Q),K> <Z hic IIAVII§,K>

KeTy, KeT,
1/2 1/2
( Z h V(P — Ph)Ho K> ’ ( Z h%{ ||VQ||(2),K>
KeT, KeTy,
1/2 1/2
( Z A PNGE uh)”o K) < Z h% ||VQHO K>
KeTy, KeTy,
1/2 1/2
(Z hi IV (P ph)||(2),K> : ( > hik IIAV||§,K>
KeTy, KeT,

1/2
<||u—u1+ o hklA@—- )5« + 1P -plo+ D bk VB - p)llox)

KeTy, KeTy,

1/2
<|v||?+ > Wi AV + llalls + > b ||Vq||§,K> :

KeTy, KeTy,

Wenn nun die Inverse Ungleichung fiir den Geschwindigkeitsraum und den Druckraum genutzt
wird, so ergibt sich

1/2

1/2

2 2 2 2 2 2

(v||1+ > B llavio g +llall + > h%(ano,K) S (IVI + llal)
KeT, KeT,

Zusammen mit der Abschitzung dariiber, (5.11), (5.12) und (5.13) liefert dies

w —unlly +[lp = pally U@ —anlly + 17— pallo)

1/2
N Iﬁ—ulll+<zh A - u)lm)

KeTy,

1/2
+p—plo+ < > hIVE -l K)

KeT,

Dieser letzte Ausdruck ldsst sich iiber die Eigenschaften des Interpolationsoperators (4.7) und
(4.8) vereinfachen und ergibt damit die Behauptung

[ —wanlly + o = prlly £ P allypy + 25 plly -

Insgesamt ist damit erreicht, bei etwas mehr Aufwand sehr viele Finite Elemente Raume fiir die
Stokes Gleichungen zu stabilisieren. Dies ist eines der ersten Stabilisierungsverfahren, die entwickelt
wurden. Eine Ubersicht zu den ersten Verfahren gibt es in [Franca et al., 1993].
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5.3 Pressure-Stabilization / Petrov-Galerkin Verfahren

Eine andere Variante der Stabilisierung ist die Pressure-Stabilization / Petrov-Galerkin (PSPG)
Methode, die weniger aufwendig ist. Das equal-order Element erfiillt die BB-Bedingung nicht, weil
der Druckansatzraum zu reichhaltig fiir den Geschwindigkeitsansatzraum ist. Dies hat Oszillatio-
nen vor allem in der Druckapproximation zur Folge. Daher liegt die Vermutung nahe, dass in der
Testfunktion ¥k (v, gp) der residualen Stabilisierung auf die Abhéingigkeit von vy, verzichtet wer-
den kann. Die Beweistechniken zu dieser Methode sind &hnlich denen aus Abschnitt 5.2, weshalb
hier nur die Ergebnisse dargestellt werden. Fiir ndhere Ausfithrungen sei auf [Hughes et al., 1986]
verwiesen. Die Variationsformulierung der Stokes Gleichungen sei

Finde (u,p) € V x Q mit: B(u,p;v,q) = F(v,q)
fiir alle (v,q) € V x Q mit
B(u,p;v,q): =v(Vu,Vv) = (V- v,p) + (V- u,q)
F(v,q): =(f,v).

Hierzu sei angemerkt, dass der Anteil der Massenerhaltungsgleichung auf den Impulserhaltungsteil
addiert wurde, im Gegensatz zur Subtraktion in der Formulierung bei GLS. Das verallgemeinerte
Ritz-Galerkin Verfahren mit der Stabilisierung lautet dann
Finde (up,pr) € Vi X Qp mit:  Bp(up, pn; Vi, qn) = Fn(Vh, qr) (5.14)
fiir alle (vp,qn) € Vi, X Qp mit
Br(WhyThi Vi qn): = B(Wn, Thi Vi, qn) +7 Y Bie(—vAwy + Vi, Van)
KeT;,

Fo(Vh,qn): = F(vh,qn) + 7 Z hi (£, Van)k .-
KeTy,

Fiir die theoretische Betrachtung ist die Definition einer gitter- und problemabhingigen Norm
I/l : V x @ — R hilfreich durch

v, )l = wvlfw S B ol

KeTy,

Beziiglich dieser Norm lidsst sich fiir By, Elliptizitit zeigen, womit das Problem nach dem Lemma
von Lax-Milgram aus Satz 2.2.8 eindeutig l6sbar ist. Zum Fehler der Methode kann eine dhnliche
Abschétzung gezeigt werden, wie fiir GLS in Satz 5.2.4.

Satz 5.3.1:
Sei0 <7 < £ und (u,p) € VxQ die Losung von (5.2). Falls die Losung gentigend Regularitét
besitzt mit (u,p) € [H*H(Q)]N x H*T1(Q), so gilt die Abschitzung

l(a = wn,p = p)lll S A" allypy + A bl

wobel (up, pr) die Losung des regularisierten Problems (5.14) darstellt. Die Konstante k steht
hier fiir den Polynomgrad des Ansatzraumes Vj, was [ fiir den Ansatzraum @y, ist.

Beweis:
Siehe [Hughes et al., 1986] Theorem 4.1. [ ]
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Kapitel 6

Numerische Tests zu den Stokes
Gleichungen

Fiir die numerischen Tests in dieser Arbeit wurden die vorgestellten Verfahren in C++ implemen-
tiert. Grundlage dafiir ist die Programmbibliothek deal.II (a finite element Differential Equati-
ons Analysis Library), welche im Jahr 2007 den Wilkinson Preis fiir numerische Software erlangt
hat. Genauere Auskiinfte zu deal.II sind zu finden in den Quellen [Bangerth et al., 2007b] und
[Bangerth et al., 2007a]. Wie bereits in Abschnitt 4.1.1 erldutert wurde, kommt es bei der Um-
setzung Finiter Elemente Verfahren zu grofen Gleichungssystemen. Um diese zu lsen, wurde
der direkte Loser UMFPACK (Unsymmetric MultiFrontal PACKage) flir schwach besetzte Matri-
zen verwendet, iber den ndhere Informationen unter [Davis, 2004] und [Davis and Duff, 1997] zu
finden sind.

Zu den Stokes Gleichungen wird hier ein Beispiel aus [Gelhard et al., 2005] angefiihrt, welches
nicht polynomiell ist und nicht in einem der vorgestellten, endlich dimensionalen Ansatzrdume
enthalten ist. Auf Q = (0,1) x (0,1) sei die exakte Losung (u = (u1,us),p) zur Viskositit v = 1
gewahlt durch

Beispiel 6.0.1:

up(x,y) = sin(mzx)
us(z,y) = —my cos(mx)

p(z,y) = sin(mzx) cos(my).

Das Variieren der Viskositét v findet hier nicht statt, weil dies lediglich eine Umskalierung der
Daten mit p = v~!p und f = v~!f bedeutet und die Voraussetzungen fiir u aus physikalischer
Sicht unverdndert bleiben. Eine mathematische Sicht dieser Problemstellung ist zu finden bei
[Olshanskii and Reusken, 2004], wozu die sogenannte GradDiv Stabilisierung verwendet wird, die
hier erst in Kapitel 7 eigefiihrt werden soll. Die rechte Seite f ist mit Hilfe der Impulserhaltungs-
gleichung aus (5.1) berechnet worden, die Massenerhaltungsgleichung ist von sich aus erfiillt. Der
inhomogene Dirichlet Rand, der nicht zu den Randbedingungen aus (5.1) passt, ist durch Elimi-
nation in das lineare Gleichungssystem eingearbeitet.

Der erste numerische Test soll den Gittern gewidmet sein. Es kénnen strukturierte oder aber
unstrukturierte Gitter gemif Abbildung 6.1 verwendet werden, welche sich in ihren Eigenschaften
fiir das Verfahren unterscheiden. Abbildung 6.2 zeigt, dass die Fehlerwerte auf strukturierten
Gittern besser sind als auf unstrukturierten. Aus diesem Grund werden alle folgenden numerischen
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Abbildung 6.1: Strukturiertes und unstrukturiertes Gitter mit jeweils h ~ 1/8

Tests auf unstrukturierten Gittern durchgefiihrt, um Verbesserungen der Fehler und damit unter
Umstédnden der Fehlerordnungen durch die Regelmifigkeit der Zerlegungen vorzubeugen.
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Abbildung 6.2: Stetiges Q2/Q1-Element auf strukturierten und unstrukturierten Gittern

Fiir die Rechnungen in Abbildung 6.2 ist das stetige Q2/Q1-Element benutzt worden, welches
nach Satz 4.3.2 die BB-Bedingung erfiillt. Wird allerdings ein Element gebraucht, dass dieser Be-
dingung nicht geniigt, so treten vor allem im Druck unphysikalische Oszillationen auf. Dies wird
durch Abbildung 6.3 veranschaulicht. Um solchen Oszillationen entgegen zu wirken, kommen Sta-
bilisierungsverfahren zum Einsatz und werden nun vom numerischen Standpunkt aus betrachtet.
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Abbildung 6.3: Exakte Losung des Druckes p und Approximation des Druckes mit Oszillationen

6.1 Galerkin-Least-Squares Verfahren

Die in Abschnitt 5.2 eingefithrte Methode GLS aus (5.4) zur Stabilisierung sieht vor, der Variati-
onsformulierung einen Term

0 Z h%((fAWh + Vry, —Avy, + VQh)K
KeTy,

hinzuzufiigen. Dabei ist bisher v6llig unklar, wie der Parameter § zu wahlen ist und wie sensibel
das Verfahren auf Verdnderungen dieses Parameters reagiert.

lIp-p I,

10 107 10 10° 10° 10
GLS Parameter & GLS Parameter

Abbildung 6.4: Stetiges Q2/Q2-Element fiir Gitter mit h ~ 1/16, 1/22, 1/32, 1/48, 1/64

Eine Antwort auf diese Frage liefert Abbildung 6.4, die Resultate zum stetigen Q2/Q2-Element
zeigt. Aufgetragen ist der H!'-Fehler der Geschwindigkeit und der L2-Fehler des Druckes gegen
den Stabilisierungsparameter 0 auf verschieden feinen Gittern, wobei die feinsten Gitter die besten
Ergebnisse liefern. Die Plots sind in zwei verschiedene Bereiche einzuteilen: zum einen ein ruhiger
Fehlerverlauf bei etwa 6 < 51073 und zum anderen ein sehr unvohersehbarer Fehlerverlauf bei
etwa 6 > 5-1073. Bei 6 < 5-1072 fillt besonders auf, dass der Fehler in der Geschwindigkeit u
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deutlich unsensibler auf Variationen von 0 reagiert. Die Instabilitéit des Q2/Q2-Elementes macht
sich vor allem im Druckfehler bemerkbar, der mit kleiner werdendem ¢ sehr schnell schlechter
wird. Der beste Bereich fiir den Parameter in Bezug auf die Fehlerwerte liegt sehr nahe an dem
Ubergang zum Bereich des unvorhersehbaren Fehlerverlaufs. Dies ist fiir die Anwendung dieses
Verfahrens nachteilig, weil schon geringe Abweichungen vom optimalen ¢ Fehlerschwankungen im
Bereich von Zehnerpotenzen bewirken kénnen. Im Bereich fiir § > 5- 1072 treten Fehlerwerte auf,
die vergleichbar mit guten Fehlerwerten sind, wobei es oft zu Ausreifsern mit deutlich schlechteren
Werten kommt. Ausreiffer zu besseren Werten sind dagegen iiberhaupt nicht zu entdecken. Die
Graphen zu den anderen Fehlergroken der Geschwindigkeit wie |[[u —uy||, oder ||V -y, sind
nicht gezeigt, weil diese Gréfen durch den angefiihrten H'-Fehler kontrolliert werden kénnen. Die
Verlidufe dieser Fehler sehen ebenso wie dieser aus und sie werden dominiert durch den Seminorm-
fehler |u — uy|;.

lIo-p, I,

10 10 107 10" 10™ 107 107 10"
GLS Parameter o GLS Parameter

Abbildung 6.5: Stetiges Q3/Qs-Element fiir Gitter mit h ~ 1/16, 1/22, 1/32, 1/48, 1/64

Die Auswirkungen der Anderung der Elementordnung zeigt die Abbildung 6.5, in der das stetige
Q3/Qs-Element genutzt wurde. Die Erlauterungen von Abbildung 6.4 sind auch hier zutreffend
und eine Wahl des Parameters ¢ fillt schwer.
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Abbildung 6.6: Konvergenzraten fiir Druck- und Geschwindigkeitsfehler bei verschiedenen Elemen-
ten

Um einen Vergleich zu Satz 5.2.4 anstellen zu konnen, kann Abbildung 6.6 betrachtet werden.
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Hier sind die Konvergenzraten der im Satz angefilhrten Fehlergrofsen iiber die Variation von ¢
aufgetragen. Bei einem Qj/Qg-Element wird fiir beide Fehler eine Ordnung k erwartet. Zwar steht
vor dem Druck ein h**1, dies kann aber nicht ausgenutzt werden, weil die niedrigere Ordnung k aus
der Geschwindigkeit dominiert. Abbildung 6.6 zeigt in den stabilen Bereichen diese Ordnungen sehr
gut. Sobald der Parameter § allerdings eine bestimmte Grenze iiberschreitet, ist fiir die Ordnung
keine Aussage mehr zu treffen. Auch dieses Verhalten passt zur Aussage von Satz 5.2.4, weil
dort 6 < £ gefordert wird. Bei Uberschreitung dieser Schranke steht keine Aussage zur Ordnung
mehr zur Verfiigung. Weitere numerische Betrachtungen zu GLS Methoden sind zu finden bei
[Barth et al., 2004].

6.2 Pressure-Stabilization / Petrov-Galerkin Verfahren

Die néchsten numerischen Untersuchungen sind der PSPG Methode gewidmet, die in Abschnitt
5.3 vorgestellt wurde. Hier ist nach (5.14) vorgesehen, einen Stabilisationsterm der Form

T Z h3(—Awy, + Vi, Van) i
KeT,

auf die Variationsformulierung zu addieren. Ebenso wie im vorigen Abschnitt ist die Wahl des
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Abbildung 6.7: Stetiges Q2/Q2-Element fiir Gitter mit h ~ 1/16, 1/22, 1/32, 1/48, 1/64

Parameters 7 unklar. Zur Klirung sind die Abbildungen 6.7 und 6.8 angefiihrt, welche zeigen,
dass eine Parameterwahl hier leichter fallt, als in Abschnitt 6.1 zur GLS Methode. Besonders
der Geschwindigkeitsfehler zeigt sich dufkerst unsensibel auf Variation von 7; der Druckfehler ist
stérker davon abhingig. Auch bei diesem Verfahren ist fiir zu grofse 7 aus theoretischer Sicht keine
Ausage mehr zur Ordnung zu machen, allerdings ist der optimale Parameter weit genug entfernt
von diesem Bereich, was eine Parameterwahl moglich macht. Aus den Abbildungen 6.7 und 6.8 ist
gut zu erkennen, dass diese Wahl unabhéngig von h aber in Abhéngigkeit zur Elementordnung zu
treffen ist. Dies kann dadurch erklirt werden, dass die Konstante p aus der inversen Ungleichung
in Lemma 4.4.4 wesentlich in die Sitze aus Abschnitt 5.3 eingeht und dieses p ebenfalls von der
Elementordnung abhingt. Auch hier sind die Plots zu den anderen relevanten Fehlergréfen in der
Geschwindigkeit [[u — up ||y, ||V - un||, und [u —up|, weggelassen worden, weil ihr Verhalten dem
des angefiihrten H'-Fehlers entspricht; der dominate Fehler ist der H!-Seminormfehler.

Die Konvergenzordnungen bei optimaler Parameterwahl sind in Abbildung 6.9 zu erkennen und in
Ubereinstimmung mit der Aussage aus Satz 5.3.1. Es werden die erwarteten Ordnungen erreicht
und nicht wesentlich iiberschritten.
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Abbildung 6.8: Stetiges Q3/Qs-Element fiir Gitter mit h ~ 1/16, 1/22, 1/32, 1/48, 1/64

6.3 Vergleich der Taylor-Hood Elemente mit den equal-order
Elementen

Die bisher gezeigten Resultate waren zu stabilisierten Finite Elemente Verfahren fiir die Stokes
Gleichungen bei einer Viskositét v = 1. Nach Satz 3.3.1 ist allerdings eine Stabilisierung fiir Ele-
mentpaare mit erfiillter BB-Bedingung wie den Taylor-Hood Elementen aus Satz 4.3.2 nicht ndtig.
Die Abbildung 6.9 soll nun kliren, inwieweit eine equal-order Approximation den Vorteil der zu-
satzlichen Ordnung im Druckraum in Verbindung mit der Stabilisierung nutzen kann. Zu erkennen
ist, dass die Fehler in der Geschwindigkeit u beinahe identisch sind. Héchstens der Divergenzfehler
IV - ul|, zeigt leichte Vorteile fiir die equal-order Approximation, allerdings nicht fiir die Fehler-
ordnung. Der Druckfehler ||p — py||, ist starker beeinflusst durch die zusétzliche Elementordnung,
hier sind sogar leichte Vorteile in der Konvergenzordnung zu sehen. Der numerische Aufwand der
equal-order Approximation im Vergleich zur Taylor-Hood Approximation ist allerdings sehr hoch.
Zunichst sind aus der Elementordnung des Druckansatzraumes mehr Freiheitsgrade zu beriick-
sichtigen und zusétzlich die Stabilisierungsterme zu assemblieren, welche auch mehr Kopplungen
der Komponenten bewirken. Zudem ist im Abschnitt 6.2 zu erkennen, dass die optimale Parame-
terwahl ebenfalls Aufwand und Unsicherheit bedeuten kann.

| Q2/Q2 Q3/Q3 Q4/Qq
Topt || 64938 -107% 2.3714-10"% 1.3335-10°7

Tabelle 6.1: Optimale Parameter 7,y fiir PSPG Stabilisierung

Fiir die Rechnungen in Abbildung 6.9 sind optimale Parameter 7, fiir die verschiedenen Elemente
mit Hilfe von Rechnungen wie in Abschnitt 6.2 gewahlt worden. Diese sind zu finden in Tabelle
6.1 und zeigen eine deutliche Abhéngigkeit in k bei einer equal-order Approximation mit dem
Element Qj/Qy- Fiir die herausgefundenen Werte in Tabelle 6.1 wiirde als Ndherung des optimalen
Parameters 7,,; = 2.2k~2 - 1072 passen, obwohl die noch folgenden Resultate in Abschnitt 7.3
durch (7.20) eher ein Verhalten mit k~* voraussagen. Die dort angefiihrten Resultate entsprechen
genau diesem Fall firb=0,0=0,v=1,yx =0und 7 = 19Kh}_<2 ~ k4.

Den Rechnungen in Abbildung 6.10 liegt die gerade motivierte Parameterwahl 7,,; = 2.2k=2 - 1072
fiir die PSPG Stabilisierung bei equal-order Elementen zugrunde. In diesen Plots ist zu erkennen,
dass alle relevanten Fehlergrofsen anscheinend auch in der Elementordnung £ einer Regelmafkigkeit
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Abbildung 6.9: Konvergenzplots der relevanten Fehlergrofen bei Taylor-Hood Elementen im Ver-
gleich zu PSPG stabilisierten equal-order Elementen mit optimalen Parametern
(Taylor-Hood Elemente Qx/Qj—1 sind durch Sterne x gekennzeichnet, equal-order
FElemente durch Kreise o. Die gestrichelten Linien stehen fiir £ = 2, Punkt-Strich
fiir £ = 3 und durchgezogen fiir k = 4.)
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Abbildung 6.10: Abhéngigkeit der relevanten Fehlergréfen bei herausgeteilter h-Ordnung von der
Elementordnung bei Taylor-Hood und equal-order Approximationen fiir ein Gitter

mit h~ 1/16
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unterliegen. Diese Beobachtung ist in den vergangenen Abschnitten theoretisch nicht vorausge-
sagt worden, weil die Elementordnung bei den Abschétzungen in Kapitel 5 immer vernachléssigt
worden ist. In Abschnitt 7.3 wird dies betrachtet und mit Satz 7.3.3 ein Verhalten wie h*/k*~!
vorausgesagt, welches in den Plots durch die gepunktete Linie angedeutet worden ist. Weil relativ
wenig Punkte berechnet worden sind, ist eine Asymptotik schwer zu ersehen. Fiir die betrachteten
Punkte kénnte dieses Verhalten jedoch richtig sein.



Kapitel 7

Stabilisierte Diskretisierungen der
Oseen Gleichungen

7.1 Die Oseen Gleichungen

In diesem Kapitel werden Stabilisierungen zu den Oseen Gleichungen betrachtet. Wie bereits in
Abschnitt 1.2 erldutert wurde, sind diese Gleichungen nicht physikalisch motiviert. Sie sind ein
Hilfsproblem zur Losung der Navier-Stokes Gleichungen und daher mathematisch von Interesse.
Das Oseen Problem lautet
—vAu+ (b-V)u+ou+Vp=£f aufQ
V-u=0 auff (7.1)
u=0 auf o

mit einem beschrinkten Gebiet Q C RY fiir N € {2,3} mit polygonalem oder polyhedralem Rand
0. Die Randanforderungen sind zu erfiillen, um das Gebiet wie in Abschnitt 4.2 triangulieren
zu konnen; diese Triangulation wird mit 7; bezeichnet. Die Parameter dieses Problems sind die
kinematische Viskositit 0 < v € R, der Konvektionsvektor b € [H1 ()] mit V -b = 0 und die
Reaktionskonstante 0 < o € R. Aus Abschnitt 3.2 ist bereits bekannt, dass dieses Problem eine

eindeutige schwache Losung besitzt. Mit Hilfe der Numerik soll nun eine Approximation (up, pp)
an diese Losung (u,p) gefunden werden. Die Kurzschreibweisen

V:=[H}(Q)])N und
Q:=L¥(Q)

fiihren nach Abschnitt 3.1 in die richtigen kontinuierlichen Rdume fiir eine mathematische Be-
trachtung dieses Problems. Um die schwache Formulierung von (7.1) zu betrachten, ist zu setzen

B(u,p;v,q): =v(Vu,Vv) + ((b-V)u,v) + o(u,v) — (V-v,p) + (V-u,q) und
F(v,q):=(f,v).

Damit lautet eine zum Oseen-Problem &dquivalente Aufgabenstellung
Finde (u,p) € V x Q mit: B(u,p;v,q) = F(v,q) (7.2)

fiir alle Paare (v,q) € V x Q. Die Aquivalenz zu dem in Abschnitt 3.1 hergeleiteten Problem ist
analog zu Satz 4.1.3 zu beweisen.

53
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7.2 Residuale Stabilisierung fiir Taylor-Hood Elemente

Satz 4.3.2 liefert, dass das Taylor-Hood Element die BB-Bedingung erfiillt. Es gilt also fiir £ > 1

(V-v,p) > G, (7.3)

inf >
vlillpllo

sup
0#p€Q(k—1)n 0tveV (k)

mit einer von h unabhiingigen Konstante [3j.

In diesem Abschnitt soll ein Parameterdesign fiir verschiedene Arten der residualen Stabilisierung
bei diesem Element entwickelt werden, siehe auch [Matthies and Lube, 2007]. Um mehr Ubersicht
zu erhalten, sind im Folgenden die Indizes an den R&umen unterdriickt und stattdessen V;/Qp
genutzt. Das diskrete Problem lautet damit

Finde (up,pn) € Vi x Qp mit:  B(un, pa; Vi, qn) = F(Vi, qn) (7.4)

fiir alle (Vh,qh) eV, x Qh.

7.2.1 Die Stabilisierung

Bei der Losung von Problemen des Typs (7.4) kénnen unphysikalische Oszillationen auftreten. Dies
kann begriindet sein durch die Verletzung der BB-Bedingung, was bereits aus den Betrachtungen
der Stokes Gleichungen in den Kapiteln 5 und 6 hervorgegangen ist. Eine andere Quelle solcher
Oszillationen kann aber auch eine dominante Konvektion sein. Als Kriterium fiir solche Félle ist
zu priifen, ob die sogenannte lokale Reynoldszahl

Reg: = [bllos fosc (7.5)
v

sehr groff wird. Das ist der Fall, wenn die Konvektion gemessen durch |b|| ., multipliziert mit
dem Durchmeser hx der betrachteten Zelle deutlich grofser ist als die Viskositdt v. Diese Oszil-
lationen werden durch verschiedene Arten von Stabilisierungen verhindert. Hier sollen die SUPG
(Streamline-Upwind / Petrov-Galerkin), die PSPG (Pressure-Stabilization / Petrov-Galerkin) und
die GradDiv Stabilisierung Anwendung finden, indem die entsprechenden Terme der Variations-
formulierung hinzugefiigt werden. Es sind alles Stabilisierungsmethoden, die in den vorgestellten
Rahmen der residualen Stabilisierung aus Abschnitt 4.5.1 passen. Die Definitionen lauten dazu
insgesamt

Bu(w,p;v,q): =B(w,p;v,q) + > (V- u,V-v)g
KeTy,

GradDiv

+ Z (—vAu+ (b-V)u+ou+ Vp,dx(b-V)u+ 1 Vp)x
KeTy,

SUPG + PSPG

Fn(v,q): =F(v,q) + Z (f,0x(b-V)u+ 7 Vp)K .
KeTy,

Ab sofort ist das zu betrachtende Problem also
Finde (w,pr) € Vi X Qp mit:  Bp(Wn, pai Vi, qn) = Fr(Vh, qn) (7.6)

fiir alle (vp,qn) € Vi X Q.
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Von Interesse ist an dieser Stelle eine Aussage zur Losbarkeit dieses Problems. Um hieriiber Aus-
kunft zu geben, wird eine gitter- und problemabhéngige Norm definiert mit

VP =v v+ o lvilg+v IV vlg+ Y dxli(b-V)v]5 x und (7.7)
KeTy,
v, P = VP +allalls + > mxlali - (7.8)
KeT,

Die Analysis dieses Abschnitts gebraucht im Gegensatz zu Abschnitt 5.2 nicht die tiblichen Normen
der Funktionenrdume, sondern diese Triplenorm. Dies bietet den Vorteil, dass die Konstante Bg aus
Satz 7.2.2 unabhiingig von den Problemgréfen v und h gewéihlt werden kann. Deshalb kann anhand
der Triplenorm gesehen werden, in welchen Bereichen Schwierigkeiten mit der Fehlerkontrolle,
wie beispielsweise bei kleinen v in der H!'-Seminorm, zu erwarten sind. In Abschnitt 5.2 war
dies in der Wahl der Konstanten zu Satz 5.2.2 untergegangen. Aus diesem Grund soll in diesem
Abschnitt eine genauere Auskunft iiber die Konstanten gegeben und die Abhéingigkeiten genauer
untersucht werden. Der Parameter o aus der Normdefinition ist eine Konstante, die Auskunft
dariiber gibt, wie stark die L?-Norm des Druckes kontrolliert werden kann. Wiinschenswert ist hier
ein moglichst grofier Wert, der in einem Beweis zur eindeutigen Losbarkeit und damit zur Stabilitit
des Problemes gefunden werden muss. Der Beweis zu Satz 7.2.2 gibt spiter mit (7.15) néhere
Informationen dazu. Um das vorgestellte Problem mit analytischen Hilfsmitteln zu betrachten, sind
noch Voraussetzungen an die Parameter aus den Stabilisierungen nétig, die durch die folgenden
Beweise begriindet sind. Zunéchst soll es eine Konstante ® geben mit

1 C
®:=1/v+ 0C% + 2||bl|o,cc min (ﬁ’ﬁ) + v/ N7, (7.9)

wobei Cp fiir die Konstante der Friedrichs-Ungleichung aus Lemma 2.3.1 steht. Weiter soll gelten,
dass

. 4 1 C% 1 h2.32
0<n~, und 0 <7 <dx <min <45m1n <J’V)740,u2<1>2 . (7.10)

wobei By die Konstante aus (7.3) ist und p aus der inversen Ungleichung in Lemma 4.4.4 stammt.
Mit diesen Voraussetzungen kann die eindeutige Lisbarkeit des Problems (7.6) in Verbindung mit
Satz 2.2.8 durch das néchste Lemma relativ einfach gezeigt werden.

Lemma 7.2.1:
Sei (7.10) erfiillt. Dann gilt unter der Forderung ¥x: = dx = 7k

1
Bi(Vhy an; Vh, 4n) 2 5 (vwﬁ +olvallg + IV - valg+ D k(b V)vi + Vq;zH%,x)
KeT,

fiir alle (vp,qn) € Vi X Q. Die Bilinearform By, ist also (Vj, x Qp)-elliptisch.

Beweis:
Zuniichst seien einige Abkiirzungen definiert durch

X2 = 3 0kll(b- V)i + Vaull A% = v} + allval3,
KeTy,
Y2:: Z 19K||—VAV;L+O'V}L||8’K, ZQZZ’Y||V-V;L||%~

KeTy,
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Damit gilt fiir ein beliebiges (vi,qn) € Vi X Qp, dass

Bu(Vh,an; Vi an) =vIvalT + ol[Vallg + IV - valld + D Oxll(b- V)vi + Vaulls &
KeTy,

+ Z 19K(—VAV}L + ovp, (b . V)V}l + th)K
Ke?‘h
>A? + X%+ 72 - XY,

wobei die Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Lemma 2.3.2 und Bemerkung 3.3.3 gebraucht wurden.
Auflerdem gilt Y < A, denn mit Hilfe der Dreiecks-, der Young- und der inversen Ungleichung
ergibt sich

Y2 — Z 19KH — vAvy, +th||g,K <2 Z 3% <y2 HAvhH(Q),K + o2 ||vhH(2),K)

KeTy, KeTy,
2,2 2
viu 2 2 1 v 2 4 2
<2 E Uk P |Vh‘1,K +0° th”o,K <2 E 2 |Vh|1,K + 50 ”VhHo,K
hy 40 ¢ 45
KeT, KeT,

8
Sﬁ (V|Vhﬁ,1< to ||VhH(2),K) < A2

wobel die Wahl von 9 = dx = 7k mit (7.10) genutzt werden konnte und angenommen worden
ist, dass By < 1. Dies kann nach (7.3) immer gefordert werden. Die Young-Ungleichung fiihrt dann
zur Behauptung, denn

1
Bi(Vhyani Va n) 2 A?+ X2 4 22 = XY 2 A+ X2 4 27 = O (X2 4 A%) > o (A% 4+ X7 4 27)

DN =

Der eben gefiihrte Beweis ist relativ einfach und liefert tatsichlich die gewiinschte eindeutige Los-
barkeit der Aufgabenstellung. Allerdings gilt dies nur beziiglich der Norm auf der rechten Seite der
Behauptung. Dies hat einige offenen Fragen zur Folge. Zum ersten ist vollkommen offen geblieben,
ob der Druck auch in der L?-Norm kontrolliert werden kann. Lemma, 7.2.1 bietet nur eine Aussa-
ge zur Kontrolle des Druckgradienten. Zum zweiten kénnen die Stabilisierungsparameter §x und
Ti nicht getrennt voneinander gewdhlt werden. Wire es zum Beispiel moglich eine Stabilisierung
wegzulassen, bedeutete dies eine Verringerung der Rechenzeit. Dieses Lemma bietet dazu keinen
Freiraum. Aus diesen Griinden wird mit Satz 7.2.2 ein alternativer Weg gefunden, mit dem diese
Fragen beantwortet werden.

Satz 7.2.2:
Sei (7.10) erfiillt. Dann exisitiert eine echt positive Konstante 8g unabhingig von der Gitter-
weite h und der Viskositit v, so dass gilt

. By(Vh, qn; Wn, )
inf sup
(0,0)#(vi.an) (0,0)%(wn,rn) (Vi @) I [ (Wh, 78) ||

|2ﬁs>0 (7.11)

iiber dem Raum Vj, x @, wobei das Infimum und das Supremum angenommen werden.

Beweis:
Sei (vi, qn) € Vi, X Qp, beliebig aber fest. Zu diesem Element ist ein Element (wy, ) € Vi, X Q)
gesucht, welches mit einer passenden Konstanten die Behauptung erfiillt.

Dies lédsst sich in vier Schritten vollziehen.
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(i) Zunichst wird gepriift, inwieweit By, ((vi, qn), (Vh,gr)) durch |||(va, ¢)||| kontrolliert werden
kann.

(ii) Weil ein Element z;, € Vj, mit |zn|1 = ||gn|lo existiert ldsst sich ein Korrekturterm durch
Abschétzen von By, ((vh, qn), (—2zn,0)) gewinnen.

(iii) Mit der Wahl des Elementes (wp,7rp) = (Vi,qn)) + A(—2n,0) ergibt sich mit Hilfe von (i)
und (i) B (Vs an), (Wa,m0)) 2 1 (va, an) [P
(iv) Zum Schluss muss noch |||(wy, r)|l| gegen |||(vr, qn)l|| abgeschétzt werden, um die gesamte

Behauptung zu erhalten.

Um die Ubersichtlichkeit zu steigern, werden zunichst wieder einige Abkiirzungdefinitionen ange-
fithrt:

X2= 3 Sxll(b- V)vall A% = vlvaf} + olvall3.
KeTy,

Y2 = Z Skl —l/Avh—l—avh—&-VQhHg,K, B*: = lqnl3,
KG’Z”L

D?%: = Z TKHV(Ih”g,Ka ZQ::'YHV'VhHg?
KeT,

E*:= 3 1|~ vAvy + (b V)vy, +ovi3 .
KeTy,

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass diese Definitionen sich zwar so nahe wie moglich an
die vorangegangenen zu Lemma 7.2.1 halten, jedoch nicht die gleichen sind.

(i):
Es gilt mit der Bemerkung 3.3.3

Bi((vi an), (Vi an)) =B((Vh:an), (Va, @) + IV - val[§ + Z JNIICE V)VhHg,K

KeT,
+ Z TK\qhﬁ)K + Z O (—vAvVE +ovi +Van, (b-V)vy)k
KeTy, KeTy,
+ Z TK(—I/AVh +ovy + (b . V)Vh, VQh)K
KeTy
> |vi]]> + D> — XY — DE
16 29 29 15
2 2 2 2 2 2
> D*-2x2_Zy?_Zpz g
2 [vall”+ 587 320 300 58
weil nach der Young-Ungleichung aus Lemma 2.3.3 gilt
16 29 29 15
XY < X? y? DE < -~—D*+ —F?%
- 229 +2-16 ’ —2-15 +2-29

Nun werden die Bestandteile einzelnd betrachtet. Mit (7.10) ergibt sich

E?<2 Z (Tx|| — vAV), + (TVhH%’K + 7x||(b - V)vn”%,K)

KEIZ’h
<2X2 44 > k| = vAVLIE e +4 D Trllovalld s
KeT, KeT,
2
W
<2X?+4 ( Z (5Kh—2y2|vh|iK + Z 5K02vh||g7K>
KeT, K KeT;

A=
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und durch die inverse Ungleichung analog dazu

Y2 <2 > 0k Vanld ik +4A
KeT,

=2 Z 5K ||Qh||0 K T 4A.
KG'Z’h

(7.12)

An dieser Stelle wird A gesondert abgeschétzt. Es ergibt sich mit (7.9), (7.10) und 5y <1

A= 6K VIvali  + Y ko [vallo x
KET, KeT,
< 1 ﬁO 2
— Z 40 @2 I h|1K+ Z 45 thHOK
KeT, KeT,

1 2 4 8 2
< A< —=A).
= 40 |vh‘1 45UHV}1||O,K — 45 (— 47
Die Annahme [y < 1 ist immer mdoglich, weil bei Gy > 1 einfach Gy = 1 gesetzt werden kann. Die

Aussage wird dadurch nicht veréindert. Insgesamt gilt damit

1 2 2 1
Bu((Vhyan), (Va,qn)) > A + X? 4+ 2% + D? — By Byz 2pz Dp

58 32 30 58
16 2-15 1 29 15 2 29
>A24+(1-—=— X2 4 72 p2_ (20,15 4 5
- +( 58 58> LT 32 5% > Kh2 lgnl5
KeT,
6
2 2 2 2
> —A +5g X7+ 2 +30D Z 5Kh2 lan 13
K €Ty
> — 6 D2 5

KTh

(il):
Da nur inf-sup stabile Raumpaare angenommen sind, existiert nach der BB-Bedingung (7.3) ein
zp € Vp, so dass

|zn|, = llgnll, = B und zugleich (V -z, qn) > Bo |znly lanlly = BoB2.

Damit gilt weiter

4
Bi((Vi:qn), (=2r,0)) > 5oB* = > T,

=1
wobei
Ty:=v(Vvh,Vazp) +0(va,zn) — (b V)zh, Vi),
To:=~(V v,V -2p),

T5:= Z (SK(—I/AV}L + ovy + Van, (b . V)Zh)K,
KeT,

Ty:= Y dx((b-V)vh, (b-V)zn)k.
KeTy,

Hier ist ausgenutzt worden, dass wegen der Nullrandbedingung, partieller Integration und der
Bedingung (V - b,vy,) = 0 fiir alle v, € Vy, gilt, dass ((b- V)vp,zn) = —((b - V)zp,vp). Im
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Folgenden werden die einzelenen T; getrennt betrachtet. T; 1dsst sich mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung in Lemma 2.3.2 abschétzen durch

T < vivaly lzaly + o [Vallo IZnllo + Y 1Bl sose IVallo ke 1201
KeT,

< wlvali + o Ivallo) 2 (v zal; + 0CF 12l )V + Y Ibllo oo i 1vallo i 120l 1

KeTy,
<y/v+oCs

wobei noch die letzte Summe vereinfacht werden soll. Es gilt

< 3 Dl

KeTy, KeTy,

KeTy,

Vo lvallos) l2nly k < ||b||oOo\f

oder
H ||OooK OF
D Blloo e Vel slznli e < 3, =2 (V¥ Ivalo se) lanly i < [1bllo.oo =AB
KeT, KeT,

womit sich insgesamt schreiben l4sst

|Th| < y/v+oC%AB + HbHO,oo min <

=)

-

Weiter gilt

1/2
To| < VIV Vil VIV - 20llg < ZV/ Ny ( > zhﬁ,K) =VN~ZB

KE,Z—}L

1/2 1/2
T3] < (Z 5K|_VAvh+th+th”g,K> (Z Sk I(b- V)z 3 K>

KeTy, KeTy,

1/2
y ( S Sk bl ok |zh|iK) < (;p,[ (L wK)) YB

KEIZ’h
Unter (7.12) ist bereits gezeigt worden, dass Y> <23 o 0k £ h2 th||0 x + 12 A2, Damit ergibt

sich ebenso Y < fmaxKeTh (\/5]( E) B+,4/ RAv weshalb mit Hilfe von (7.10) eine Nebenrech-
nung liefert, dass

Cr

v e (Vo ) e (19l e Vi) </ 5 \f ol min (7=, F )

1 ﬁo
< -
=30 @ —30ﬁ0

Die Anwendung dieses Resultates ergibt

1751 < 4/ 35 12 (1Dl i Vo) AB + 55502

Als letzter Summand bleibt noch Ty zu betrachten. Hier gilt

1/2 1/2
|Ts| < <Z Sxc || (b V)vallo, K> (Z Ok ||(b'v)zh||(2),l(>

KeTy, KeTy

< .
< max (HbHO,oo,K \/5K) XB
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An dieser Stelle lasst sich die Summe iiber die T; nochmals betrachten und liefert
4 4
Z T; < Z ||
i=1 i=1
. 1 Cr 16
< (« Jv+0C% + bl min (ﬁ’ W) 1/ g7 max (\|b||0m7K \/5K)> AB

1 2
+ max (1Bl e e Vox ) XB+VNYZB + 5508
1
<(A+ X+ 2)®B + %60327

denn es darf mit (7.10) geschrieben werden, dass

4 . 1 Cp
/ 7.13
meai (Hb||07 K \/(SK) < 5 ||b||07 min (\F’ ﬁ) (£9). ( )

Zusammenfassend gilt durch Anwendung der Young-Ungleichung aus Lemma 2.3.3

Ba((vaoa0), (~20,0)) > oB” — (A + X + 2)8B — . foB*
%5032 — @AQB — @chB - \/—FOZ@B

>

- VB VB VB
29 3-1 5 @2

> " ByB?> - ——[3yB* - = — (A’ 4+ X?> 4+ 7?
= 35 10 Qﬁo( + X+ 27
2 5 @2

= ZpyB? — - — 2,

360 57 [va]|

(iii):
Immernoch gilt es, ein zur Behauptung passendes Element (wyp,r,) € Vi X Qp zu finden. An
dieser Stelle ist es gefunden und ldsst sich definieren durch (wp,r): = (vi, qn) + A(—2p,0). Mit

Hilfe von (i) und (ii) gilt damit
Bn((vhsqn), (Wayrn)) =Ba((Vh, qn), (Vi qn)) + ABa((Vh, qn), (=21, 0))

6 1 29 2 2 5 @2
> 8 w4 207 - 2 (5K,§g) B4 A (3ﬂ032 oy [v,f)
K

9 30 16 KeTy, 2 Bo
6 5P s 1, [(2M 29 S pi2 ,
> (8 oAt _pry (22 0K ) o2,
= (29 > B >["h]| Tyt (3 a 16 kem \ahZ ))“

Die Konstante A ist noch frei zu wihlen. Deshalb darf gefordert werden, dass gilt

6 5XP2 , 1 151&%

— = = Ao = = - 7.14
20 2 B, 30 o= 5175 32 (7.14)
Ebenso kann eine Wahl fiir o getroffen werden, womit gesichert ist, dass
226, 29 AN 604 32 435 w? 811 32
220 27 - - 70 =07 St} > 2~ ~0
3 a 16 Kem, <ah%( 30 0 “T13e 8 Kem \"FnZ ) < 27840 92
wobei (7.10) genutzt wurde. Es gibt ebenfalls eine Schranke nach oben durch
11 32 4 32
B Sy 8045 (7.15)

27840 2 ~ = 135 32
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und schlielslich damit

1

Ay a0): (W 7)) 2 55 1V gl

(iv):
Angelangt beim letzten Punkt muss |||(wp, 75 )||| durch |||(vh, gn)]|| kontrolliert werden kénnen. Es
gilt

I1wr, r)lll < [1(vh, @)l + Al (=2, 0],

wodurch ausreichend ist, |||(—zp, 0)||| zu kontrollieren. Hierzu gilt iiber (7.13)

2 2 2 2 2
1(=2n, 0)I* =v |21l + o lzally + 7 IV - zallg + D 0k [(b- V)zal[p 4

KeTy,
< Y (v +0Ck+ Ny +|Ibllg oo i 0x) |20l i
KeT,

2 n2 ¢2 2

<@°B” < — I, an)lII”
wodurch sich ergibt, dass
pX)
el < (14 22 ) lwnanll.

Wenn die Wahl von A und « aus (7.14) und (7.15) herangezogen wird, ergibt sich
. /\f1> 151 ﬂo | 27840 &2 1208
@:= f s+ 2175 <I>2 811 50 2175 <V2
und damit insgesamt,

Bu((Vh: qn), (Wh, 1)) = 11V, @) I (was )1

- 30Q
Damit ist eine Inf-Sup-Konstante fg: = ﬁ > % wie gefordert gefunden, welche unabhéngig
von h und v ist. [ ]

Bemerkung 7.2.3:

Nach Satz 7.2.2 kann im Gegensatz zum vorher angefiithrten Lemma, 7.2.1 tatséchlich eine Aussage
zur Kontrolle des Druckes in der L2-Norm getroffen werden, weil mit (7.15) eine Schranke nach
oben und nach unten gefunden werden konnte. Ebenso ist die Wahl des Parameters zur PSPG
Stabilisierung 7x getrennt von der SUPG Stabilisierung behandelt worden. Es wurde lediglich
Tk < 0g genutzt.

7.2.2 Abschitzungen

An dieser Stelle soll eine Abschéitzung zum Interpolationsfehler gegeben werden, wozu folgendes
Lemma hilfreich ist.



62 Kapitel 7. Stabilisierte Diskretisierungen der Oseen Gleichungen

Lemma 7.2.4:
Sei u € [H* Q)Y NV und p € H*(Q) N Q. Die Interpolationen seien wie in Satz 4.4.3
bzw. Satz 4.4.2 gew&hlt. Dann gilt

1/2
B -1 s T Ji ; ) u
n(u—In(a),p — Jn(p); Vi, qn) < (Z Mh3E |l e + Y MERE ||p||l2+17K> ,

H|(Vhaqh)|H KeT, KeTy,
wobei
. [y s 2 oV’
My =v+oh¥ + Ny + = + 0K |[bllg 00, + +0x o hj
K ® v+ oh + 0k Bl§ oo Plocr Ty
— Nh?
MP =4 K_
K K+V—|—N’7
Beweis:

Der Ubersichtlichkeit halber sei im Folgenden v: = u — Ij,(u) und ¢: = p — J;,(p). Dann gilt mit
der Definition von B}, und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

Bu(v,q;vh, qn) =v(Vv,Vvy) +o(v,vi) + (b V)v,vp) + (an, V- V) = (¢, V - V)
+(V v, Veovi) + Y k(b Vv, (b-V)vi)k + Y 76(Va, Van)k

KeTy, KeTy,
+ Z 6k (—VAvV +ov+ Vg, (b-V)vy)k
KeTy,
+ Z Tk (—VAV +0v +b-V)v,Vg)k
KeT,
<A+B+C,

wobei

1/2
2 2 2 2 2
A= (’/ Vi +olvilg+7IV-vlg+ Z TK |Q|1,K + Z ok [|(b - v)"”o,K)
KeTy, KeT,

1/2
x <[Vh]|2+ > Tthﬁ,K)

KeT,,
B:=[(qn, V- V)| + (¢, V- vi)[ +[((b- V)v, V)|

C:= +

Z O (—vAvV +ov+ Vg, (b-V)vy)k
KeTy,

Z Tk (—VAv +ov+ (b-V)v,Vq,)k
KeT,

Es werden nun A, B, und C getrennt voneinander behandelt.

Zu A:
Fiir den ersten Faktor gilt mit den Interpolationseigenschaften

2 2 2 2
vV + o Ivig+ 7 IV-vilo+ Y mxlali g + Y dx (b V)v
KEeT, KeT,

2 2 2
< 3 (v Ny Ok DG o) VR + D o IVIG K+ D Tclal
KeTy, KeTy, KeTy,

2
0,K

2 ko2 L2
S E (V + oh + N7y + 6k Hb”o,oo,K) h Hu”k+1,u(K) + E : i b Ipll51 5 -
KeT, KeTh <5
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Der zweite Faktor kann direkt durch |||(vp, qp)]|| abgeschétzt werden.

Zu B:
Der erste Summand lésst sich wegen der speziellen Interpolation aus Satz 4.4.3 sehr gut vereinfa-
chen, denn

(gn, V- v)[ = 0.

Der zweite Summand lasst sich auf zwei verschiedene Weisen abschétzen. Beide Méglichkeiten
benutzen Cauchy-Schwarz und (4.8) durch

(4, V- vi)l v llalo vA IV - vl

1/2
- 2
< ( Yooy h ||p||l+1,K> 1l )|

KeTy,

und

1/2 1/2
@9l < ( > anquaK) (z umﬁ,K)

KeTy, KeTy,

1/2
S ( > NvTRE? p||?+17K) 1(Vhs gn)|Il-

KeT,

Es werden an dieser Stelle beide Schitzungen genutzt, indem immer auf die bessere gesetzt wird.
Deshalb ldsst sich hier insgesamt schreiben

1/2

(@ Vvl S| D2 Nhic hit llpll; Il ( |

q, h)l S v+ Ny 'K IPl41, K Vh,dqhn)l|| -
KeTy,

Hier kam lediglich zum Einsatz, dass gilt

. (N 1 ) 2 2N
min| —,— | < - < .
vy ~+t7r  v+Ny
Auch bei dem dritten Summanden aus B finden sich mehrere Vereinfachungsmoglichkeiten. Es gilt
durch Cauchy-Schwarz und die Interpolationseigenschaft (4.7)

(b V)v,vp)| < Z ||b‘|(),oo,K |V‘1,K ||VhHo,K

KeTy,
9 1/2 1/2
< b 0,00,K |_ |2 2
= Z fh"l.}( Z U||VhHo,K
KeTy, KeTy,

bl v
0,00,K 2
3 ( D IlulkH,w(K)) v anll

KeT,

und

(b V)v,vi)l =|((b- V)vi, V)| < D [Ib]

0,00,K |Vh|1,K HV”o,K

KeT,
2 1/2 1/2
1Bl0,00,5 |12 )
< (3 Pl ) (5 vl
KeTy, KeTy,
1/2
IBIG oo, i 2
S ( S e R i | k@)l
KeT,



64 Kapitel 7. Stabilisierte Diskretisierungen der Oseen Gleichungen

Eine weitere Variante gibt

(- V)v,vi)[ = (b~ V)va,v)[ < D ([0 V)Vallg s Vg s
KeT,

) 1/2 1/2
S S {73 I RS (LR A
K KeT,

KeT,

1/2
h2
S ( > sk lluliiwm) llCvnsan)ll-

KeT,

Bei den letzten beiden Versionen kam zusédtzlich noch partielle Integration zum Einsatz. Wieder
werden alle Abschitzungen genutzt und es ergibt sich

2

IbJ2 . b i
K 2k 2
[(b-V)v,vi)| S ( 0.00,K Rl ook > (va, gn)ll-
K;h v+ oh¥ + 6k |blly o i +hw(K)

Zu C:
Nach Cauchy-Schwarz, der inversen Ungleichung und den Interpolationseigenschaften (4.7), (4.8)
gilt

Z O (—VAV +0ov+ Vg, (b-V)vy)kx

KeT,
1/2 1/2
< ( Z Ok |[-vAvV +ov + VQ||(2),K> ( Z ok [|(b - V)Vh”g,K)
KeT, KeT,

1/2

2 2 2

< ( > kv AV i + x0” IVIIG i + Oxc vq“o,K) 11(vas gn)lll
KeT,

2

1/2

Sxv?u? 2 2

S ( Z [ h%( +5K02h§< h%g Hu”k+1,u(K) + 5Kh% Hp||l+1,K (va, an)lll -
KE,Z—}L

Analog dazu ldsst sich auch die zweite Summe in C abschiitzen, wenn zusitzlich genutzt wird,
dass Tk < 0k nach (7.10) gilt. Es ergibt sich

Z Tk(—VvAv +ov+ (b-V)v,Vq)k
KeTy,

1/2

5](1/2#2 2 2

5(2[ 00 e+ 0 I e e | DR Il | IOV an)l-
KeT, K

An dieser Stelle gibt A 4+ B + C die Behauptung. ]

Dieses Lemma bietet die Grundlage, um eine a-priori Fehlerabschéatzung fiir die Triplenorm zu
zeigen.
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Satz 7.2.5:
Sei (u,p) € ([HFL(Q)INNV) x (HT1(Q)NQ) die Losung von (7.2) und (up, pr) € Vi, X Qn
die Losung von (7.6). Mit (7.15) und (7.10) gilt dann

a=wnp—pu)lI* S D Mgh |uliy, o+ Y MEhiplig .
KeTy, KeT,

mit M% und M% aus Satz 7.2.4.

Beweis:
Ein bei solchen Problemen iiblicher Weg ist mit Hilfe der Dreiecksungleichung

ll(a =un,p—pp)lll <l[(a = In(w),p — Ju(P)ll + [[[({n(0) — un, Jn(p) — pu)lll
zu folgern. Wegen Satz 7.2.2 existiert ein Element (v, qn) € Vi, X Qp, fiir das gilt

Y 2
() . 0) — ) (P = e 0] i)

(Vs gn)ll
_ <Bh<fh<u> —u, Ju(p) = p; Vs qh>>2
a (v, an)lll
S Z Mich3f |lalz w(E) T Z Mph% Hle-',-lKa
KeTy, KeT,

wobei Lemma 7.2.4 mit seinen Parametern M}: und M}, zum Einsatz gekommen ist. Auferdem ist
ausgenutzt worden, dass die Methode der residualen Stabilisierung nach Satz 4.5.1 ein konsistentes,
verallgemeinertes Ritz-Galerkin Verfahren liefert und damit die Galerkin-Orthogonalitit aus Satz
4.1.6 erfiillt.

Fiir den anderen Summanden sei der Ubersichtlichkeit halber v: = u— I} (u) sowie q: = p— J,(p)
gesetzt. Mit Hilfe der Interpolationeseigenschaften ergibt sich

2 2 2 2 2 2 2
vl =v v+ o vlig + 2 IV Vil + Y- 0x IV -viiox +alal+ D 7rlali

KeTy KeT,
S Y v+ ohk + Ny + 0k bl oo kW3 Tl ooy
KeTy,
+ Z [ah + T W% ||PH1+1 K-
KeTy,
Mittels (7.15) und (7.9) gilt weiter
h2 Nh2.
h K
7157¢ N (132 ~ V+N’7
und deshalb nach 7 < 0k
I[(w—1In(a),p — Jn@)Il < Z MKh Hu||k+1w &)t Z My h ||sz+1 K-
KeT, KeTy,
Dies liefert insgesamt die Behauptung. |

7.2.3 Parameterdesign

An dieser Stelle soll motiviert werden, wie die Parameter v, 6 und 7x aus der Stabilisierung zu
wéhlen sind.
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Zunichst wird dazu v aus der GradDiv-Stabilisierung niher betrachtet. Die gerade bewiesene a-
priori Fehlerabschitzung legt nahe, dass gilt v > 0. Andernfalls wire keine Kontrolle iiber den
Druckterm gewahrleistet, falls v \, 0. Aufkerdem ist die Konstante ® aus (7.9), die stark in den

Beweis von Satz 7.2.2 eingeht, abhiingig von v. Es gilt ®? ~ v+ cC% + ||b||gC>o min(c—% Ly 4 Ny.

v o

Das 7 sollte am besten keinen Einfluss auf die Grofie von ® haben, weshalb es in der Gréffenordnung
der ausbalancierten, o-abhingigen Terme gew&hlt wird. Es ist

, 1 bllo,

Fiir dieses o gilt ®* ~ v + |b]|, ., Cr + Nv, weshalb gewihlt wird
Ny ~v+|bly . Cr-

Damit folgt fiir @, dass gilt
g

. (C% 1
®2~ [bllg o CF +0C% + ||b||§’OO min (VF, ) )

Der Parameter dg ist durch die starken Anforderungen aus Satz 7.2.2 nicht mehr sehr frei zu
wihlen. Aus (7.10) ergibt sich nach v auch eine Wahl fiir dx und 7x durch

min (1,1) h%
c

0 S TK § (5}{ ~ 2 2
v+ [bllg oo Cr + 0C3 + [b] o min (S, 1) (7.16)

1
0 <y~ (v+Ibllo ) 7

Als Erweiterung zu Satz 7.2.5 ergibt sich damit der néchste Satz.

Satz 7.2.6:
Sei (u,p) € ([HFH Q)N NV) x (HH(Q)N Q) die Losung von (7.2) und (up,prn) € Vi x Qn
die Lésung von (7.6). Mit (7.10) und der Parameterwahl aus (7.16) gilt dann

2 u 2 2(1+1 2
= p—p)lI* < S0 MEhFEallf oo + > MERET IplF e x

KeT, KeT,
mit
bl o0 P N
Myt =v+ohk +Cr|bllyo + — g, M= bl _cr
K Kk +Crblloo+ 7 oh2 vt bl Cr
Beweis:

Die Behauptung folgt aus Satz 7.2.5 nach Einsetzen des Parameterdesigns (7.16) in ]\7?{ und M’ e
M7, aus der Behauptung folgt durch

h2 < Nh2. ‘
v+ Cr[bllgo ~ v+ Crlbllg o

Ok S

Um Mp zu erhalten wird genutzt, dass

bl

2 e, _ 2 D15,
S il sowie auch 0<dkbllygor S——
k) 9 O‘

~

~

14
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HbHo oo ke
und damit insgesamt Jx Rt . Ebenso gilt
Sp?u? v o2h2
K 2“ S—=v und Sro?hi < K = oh¥.
h v
K
Das Zusammenfiigen der einzelnen Abschitzungen liefert die Behauptung. |

Bemerkung 7.2.7:

e Das Parameterdesign (7.16) und die dazugehérigen Resultate fiir Taylor-Hood Elemente sind
eine Erweiterung der Ergebnisse aus [Lube and Rapin, 2006], wo ebenfalls Betrachtungen fiir
diese Fille gemacht worden sind. In (7.16) kann der PSPG Parameter 75 getrennt von dem
SUPG Parameter 0 behandelt werden. In [Gelhard et al., 2005] ist auf Basis von nume-
rischen Resultaten die Vermutung gedufert worden, dass eine Wahl 7x = 0 optimal sein
koénnte, allerdings bisher unter den hier betrachteten Voraussetzungen nicht gezeigt wor-
den. Dies ist nun mdglich und wird im Rahmen der numerischen Resultate in Abschnitt 8.1
untersucht.

e Der Nachteil an der hier vorgestellten Theorie ist die Vernachléssigung der Abhingigkeiten
beziiglich der Elementordnung k bei Taylor-Hood Elementen Qx/Qr—1. Dies ist unterge-
gangen in den Interpolationsoperatoren und der inversen Ungleichung aus Abschnitt 4.4.
Ausfiihrungen dazu sind bereits in Bemerkung 4.4.6 gemacht worden.

Bemerkung 7.2.8: .

Das Parameterdesign von dx hétte auch aus der Beschaffenheit von M} aus Satz 7.2.4 bzw. 7.2.5
motiviert werden konnen. Dies wiirde ein Design zur Folge haben, welches dem zu equal-order
Elementen aus [Lube and Rapin, 2006] bzw. (7.20) entspricht. Allerdings erfiillt dieses Design
nicht mehr die Anforderungen an die Parameter aus (7.10) und passt daher nicht zu der hier
vorgestellten Theorie.

7.3 Residuale Stabilisierung fiir equal-order Elemente

In dem vorangegangenen Abschnitt sind lediglich Taylor-Hood Elemente betrachtet worden, doch
auch bei allen anderen Raumpaaren Q,/Q; ist eine residuale Stabilisierung mdoglich. Die ausfiihr-
liche Behandlung dieser Thematik ist zu finden bei [Lube and Rapin, 2006]; hier soll ein kurzer
Uberblick der Resultate gegeben werden. Das diskrete Problem fiir ein Q,/Q, Element V;/Qy,
lautet

Finde (up,pr) € Vi X Qp mit:  Bp(up, pn; Vi, qn) = Frn(Vh, qr) (7.17)

fiir alle (vp,qn) € Vi X Qp, wobei

Bu(u,p;v,q): =B(u,p;v,q) + Y 7k(V-u,V V)
KeTy,

GradDiv

+ Y dk(-vAu+ (b V)u+ou+ Vp, (b V)u+ Vp)x
KeTy

SUPG + PSPG

Fu(v,q):=F(v,q) + Y dx(f.(b-V)u+Vp)k
KeTy,

und vg, 9 zu wihlende Stabilisierungsparameter sind. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen,
dass die Stabilisierungsparameter fiir die SUPG- und die PSP G-Stabilisierung gleichgesetzt worden
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sind und beide durch ¥ dargestellt werden. Ahnlich wie in Abschnitt 7.2 ist auch hier eine Norm
l||l| nétig, die vom Problem und vom Gitter abhéingt. Sie ist definiert durch

(vl =vvii+olvig+ Y Vvl x+ > dxll(b-V)v+ Vel k.

KeTy, KeT, (718)
2 2 2
11w DI = (VI + gl -
Unter der Forderung
h%( 1 . h%( 1 2
0 S 7“72 S '19}( S 5 min (W’ 0_) und 0 S 7.9[{ ||b||0,00,K S YK (719)

mit der Elementordnung r des Geschwindigkeitsansatzraumes und der von r unabhéngigen Kon-
stanten i = ur~2 der inversen Ungleichung aus Lemma 4.4.4 liisst sich der niichste Satz zeigen.

Satz 7.3.1:
Sei (7.19) erfiillt. Dann exisitiert eine echt positive Konstante 8¢ unabhingig von der Gitter-
weite h, der Viskositdt v und den Elementordnungen r und s, so dass gilt

By(v TWh, t
nf sup h( hsQqh; Wh, h,) | Zﬂs =0

i
(0,0)Z£(Vh,qn) (0,0)#(Wh tr) Il vas an) I (W )

iiber dem Raum Vj, x @, wobei das Infimum und das Supremum angenommen werden.

Beweis:
Siehe [Lube and Rapin, 2006] Lemma 2.2. [ |

Nach diesem Satz ist das Problem (7.17) eindeutig losbar und es gibt eine a-priori Fehlerabschét-
zung, welche nun formuliert wird.

Satz 7.3.2:
Sei (u,p) € ([H1(Q)VN NV) x (HH1(Q)N Q) die Losung von (7.2) und (up,pr) € Vi x Qp
die Losung von (7.17). Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 7.3.1

2 < u h%gmu 2 P hi(mp 2
I —apn,p—pu)lll” S Z MKTTHUHHLK*' Z Mz(?HleH,K
KeTy, KeTy,

mit m*: = min(r, k), m?: = min(s,!) und zwei Parametern

My = M (hg,r, 9%, Vi, v, b, c) und My = My (hi, 3,9k, 7K, v, b, ¢).

Beweis:

Siehe [Lube and Rapin, 2006] Korollar 3.1. [ |

Werden an dieser Stelle zur Interpolation equal-order Elemente mit » = s gewihlt, so lassen sich

die Parameter ¥x und vk aus der speziellen Beschaffenheit von M} und M }'} motivieren. Nach

Abschnitt 3.1 aus [Lube and Rapin, 2006] ergibt sich fiir die Parameter
P Tblly oo g e + o+

%S

(7.20)
b h h2
oo Pl o o
r r
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womit sich die a-priori Fehlerabschitzung aus Satz 7.3.2 wie folgt schreiben lésst.

Satz 7.3.3:
Seien die Voraussetzungen zu Satz 7.3.2 erfiillt, dann gilt mit der Parameterwahl (7.20) zu
r=s

h2 min(r,k)
2 2 2
lIa = wnsp = p)lIP S 32 Mg (Il i + 121721 1)

KeTy,
mit
b h h2
My = I/’)"2 + || ||0,oo,K K + g 2}(.
r r
Beweis:
Siehe [Lube and Rapin, 2006] Korollar 3.2. |

Bemerkung 7.3.4:

Im konvektionsdominanten Fall ist dieses Ergebnis noch zu verfeinern. Hier gilt, dass die lokale
Reynoldszahl aus (7.5) sehr grok ist. Damit ist die Beziehung v < ||b||, . hx giiltig und lésst sich
in Mg einarbeiten durch '

Bll.oo.xc P oh3
My = vr? 4 —2 T’K + r2K < hg (||b||0’OO r? 4

b h
H ||O,oc + <) K) )
T

r2

In diesem Fall ist mit Satz 7.3.3 also eine zusétzliche halbe Ordnung fiir A in der Tripelnorm zu
erwarten.
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Kapitel 8

Numerische Tests zu den Oseen
Gleichungen

Bei den numerischen Tests zu den Oseen Gleichungen sollen die Ergebnisse aus Kapitel 6 zu den
Stokes Gleichungen erweitert werden, indem die gleichen Werkzeuge verwendet werden. Geldst
werden die Oseen Gleichungen

—vAu+ (b-V)u+ou+Vp=f auf
V-u=0 auf
u=0 auf 09,

wobei v > 0 die Viskositatskonstante, o > 0 die Reaktionskonstante und b der Konvektionsvektor
sind. Wie bereits bei (7.5) angedeutet, sind Oszillationen in der numerischen Approximation bei
sogenannten konvektionsdominanten Problemen durch Stabilisierung zu vermindern. Solche Fille
koénnen durch Verkleinern der Viskositédt hervorgerufen werden. Es sind also im Folgenden vor
allem Probleme mit kleinen Viskositdten v interessant. Die Beispiele, die untersucht werden, sind
zum einen das bereits in Kapitel 6 aus [Gelhard et al., 2005] angefiihrte

Beispiel 8.0.1:

uy(z,y) = sin(7x)
uz(x,y) = —my cos(mx)

p(z,y) = sin(mz) cos(my),

wobei b = (u1,u2)? gesetzt ist und (u = (u1,uz),p) die Referenzlosung darstellt. Die Reakti-
onskonstante o und die Viskositit v bleiben frei wihlbar. Eine Veranschaulichung des Druckes
ist bereits in Abbildung 6.3 gegeben worden, die Geschwindigkeit soll hier durch Abbildung 8.1
veranschaulicht werden. Beispiel 8.0.1 wird besonders zur Kalibrierung der Stabilisierungspara-
meter genutzt. Der inhomogene Dirichlet Rand, der nicht zu den Randbedingungen aus den hier
angefithrten Oseen Gleichungen passt, ist durch Elimination in das lineare Gleichungssystem ein-
gearbeitet.

Zum anderen sind Rechnungen zu einem Problem mit stationdren Wirbeln gemacht. Es lautet

71
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0.8

06

- e

04

02 . . R

Abbildung 8.1: Beispiel 8.0.1: Vektorfeld der Referenzgeschwindigkeit

Beispiel 8.0.2:

w1 (z,y) = sin®(wrz) sin(2wmy)
uy(z,y) = — sin(2wmrz) sin?(wry)

p(z,y) = cos(wmz) sin(wmy) + po,

mit b = (u1,u2)”, 0 = 0 und der Referenzlésung (u = (u1,uz),p). Die Konstante py ist nach der
in dieser Arbeit gewihlten Drucknormierung in (3.5) so zu bestimmen, dass gilt pr dx = 0. Mit
Q= (0,1) x (0,1) ergibt sich daher

Do = sin(ww)(f;)s(wﬂ) -1

T2

Der Parameter w aus der Referenzlosung soll frei wihlbar bleiben. Er bestimmt die Anzahl der
stationfiren Wirbel in dem Gebiet €2, was in Abbildung 8.2 fiir w = 1 und w = 4 dargestellt ist.

i

1- ir . ~ . N
oIl \}UU@
S elelele
) e NI SIS
il e e lele
> re e ARR P ey et e ey
NS s ielele
oz & VY \\\\:j//// , 02X N MmN S0 )
SN T )
S I (\ (\”Q\”(\”

Abbildung 8.2: Beispiel 8.0.2: Vektorfeld der Referenzgeschwindigkeit fiir w = 1 links und w = 4
rechts

Zunichst soll die Aufmerksamkeit auf das Beispiel 8.0.1 gerichtet sein. Die erste Untersuchung
ist der Viskositdt und der Reaktion gewidmet. Insbesondere ist von Interesse, wann das Problem
konvektionsdominant ist, wie klein die Viskositat v fiir ein solches Problem gewihlt werden muss
und ob die Reaktionskonstante dies beeinflusst. Eine Antwort darauf liefert Abbildung 8.3, in der
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Konturdiagramme zu sehen sind. Auf der x-Achse ist v und auf der y-Achse o logarithmisch auf-
getragen. Die Farben zeigen den jeweiligen Logarithmus des Fehlers, wobei die dunklen Bereiche
fiir gute Fehlerwerte stehen. Gerechnet wurde das Beispiel 8.0.1 mit dem Taylor-Hood Element
Q2/Q;. Die oberen beiden Diagramme zeigen die Fehler der Geschwindigkeit und dort ist zu erken-
nen, dass das Problem fiir » < 1072 und ¢ < 10! in den konvektionsdominanten Fall iibergegangen
ist. Dies rechtfertigt die Wahl v = 1076 und o = 1 fiir die folgenden Rechnungen. Die unteren
Diagramme aus Abbildung 8.3 zeigen links den Druckfehler und rechts den Geschwindigkeitsanteil
der Tripelnorm aus (7.7), die beide sehr unsensibel auf die Variation von v und o reagieren. Erst
bei sehr grofsen o wird der Druckfehler schlechter. Der Tripelnormfehler wird in natiirlicher Weise
mit steigenden Viskositats- und Reaktionswerten schlechter, weil diese als Konstanten in die De-
finition der Norm eingehen. Der Fehler der Divergenz ist hier nicht angefiihrt, weil v und ¢ kaum
Einfluss gezeigt haben.

log(llu-uy Il log(ju-u,|)
4 4
-3.7
3 3 -1.8
-3.8
—_ 2 = 2
) a0 = -1.9
L 4 : 2 1
0 ~4 0 -2
-1 -1
-8 -6 -4 -2 0 -8 -6 -4 -2 0
log(v) log(v)
log(llp-p,|lo) log(I[u-u, ]I)
4 -2 4
-2.1
3 3
-2.2 —-2.2
s 2 5 2
=1 24 =9 -2.3
L 1 2 1
-2.4
0 —-2.6 0
-2.5
-1 -1
-8 -6 -4 -2 0 -8 -6 -4 -2 0
log(v) log(v)

Abbildung 8.3: Beispiel 8.0.1: Abhingigkeit der Fehler von der Viskositédtskonstante v und der
Reaktionskonstante o in logarithmischer Darstellung mit Q2/Q-Element bei op-
timaler Stabilisierung auf einem Gitter mit h ~ 1/16

8.1 Taylor-Hood Elemente

Als néichstes soll die Theorie aus Kapitel 7.2 in der Praxis getestet werden. Dort ist mit (7.16) ein

Parameterdesign fiir Taylor-Hood Elemente bei PSPG, SUPG und GradDiv Stabilisierung durch

die Parameter 75, dx und 7 entwickelt worden. Es lautet
. min (2,1) h%

min (2,1) h%

v+ [bllg.o + 0 + [bIIg o min (. 1)

*

v+ [bllg s + 0 + [[bl o min (£, 1)’
0<~=r* (1/ + |\b\|0m) ,

wobei 0 < 7% < ¢* und ¥* noch zu wihlende Konstanten sind, die moglichst wenig Abhangigkeit
der im Design auftretenden Grofen aufzeigen sollten.
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In Bemerkung 7.2.7 ist die Vermutung gedufsert worden, dass eine Wahl 7* = 0 optimal sein
konnte, was durch Abbildung 8.4 bestitigt wird. Hier lisst sich gut erkennen, dass sowohl der
Druckfehler in der L?-Norm als auch der Fehler des Geschwindigkeitsanteils der Tripelnorm aus
(7.7) keinen Gewinn aus der Stabilisierung ziehen kénnen. Dieser Test soll das Weglassen dieser
Stabilisierung in den folgenden Rechnungen rechtfertigen.

10° : : : 10
107 2 /\_9_.9/@/%
1072 M
?: -2 ¥ =2 M
T 10 A g
=) = ¥
10 INIUNIDNIV N
10° :
10_4 -4 -2 0 2 10_5 -4 ‘—2 ‘ 0 ‘ 2
10 10 10 10 10 10 10 10
PSPG Parameter 1" PSPG Parameter t”

Abbildung 8.4: Beispiel 8.0.1: Einfluss der PSPG Stabilisierung durch 7* auf die Geschwindigkeits-
anteile der Triplenorm und den Druckfehler beim Q2/Q;-Element fiir v = 1076
und o =1

Es bleibt also die Abhingigkeit der relevanten Fehler von der Variation der Parameter 6* und ~*
zu priifen. In Abbildung 8.5 ist dies links auf einem Gitter mit h =~ 1/16 und rechts mit h ~ 1/64
zu sehen. Es lassen sich hier grofse Bereiche mit guten Fehlerwerten erkennen, was eine Wahl der
Konstanten auf jedem einzelnen Gitter mdoglich macht. Allerdings ist bei dem Parameter ¢* zur
SUPG Stabilisierung zu beachten, dass die Achsen links und rechts unterschiedlich gewahlt werden
mussten. Die Bereiche der optimalen Fehlerwerte wandern also mit einer Verfeinerung der Gitter
durch Verkleinern von h. Das Parameterdesign in (7.16) ist demnach nicht optimal. Bemerkung
7.2.8 hat hierzu schon einen neuen Ansatz vorgestellt, indem ein Parameterdesign dhnlich zum
equal-order Fall aus (7.20) fiir die SUPG Stabilisierung angewendet werden soll. Es sei

hic

= 6*
K+ kbl hrc + oh%

ox und i = 7" (v+ [Blloo) (8.1)
wobel auch die Elementordnung k£ mit in die Betrachtung eingeht, obwohl diese in der Theorie zu
Taylor-Hood in Abschnitt 7.2 nicht beriicksichtigt wurde.

Abbildung 8.6 zeigt hierzu die Abhéngigkeiten der relevanten Fehler vom GradDiv Parameter +*
bei 6* = 0.1 in der linken Grafik und vom SUPG Parameter §* bei v* = 0.1778 in der rechten
Grafik auf jeweils zwei verschiedenen Gittern. Es ist zu erkennen, dass die Fehlerverldufe der
zusammengehorigen Fehler sehr genau untereinander liegen. Die Parameter v* und §* konnen also
unabhéngig von h bei einem optimalen Fehler gew&hlt werden. Hier sollen auf Grundlage dieser
Rechnungen die optimalen Parameter durch

Sopt = 0.1 und 77, = 0.1778 (8.2)

gewdhlt sein. Das Setzen von 7},; = 0.1778 ist hauptséchlich durch den H'-Seminormfehler mo-
tiviert, weil die Divergenz zwar mit zusétzlicher Stabilisierung besser wird, allerdings nur noch
schwach profitieren kann. Der Druckfehler zeigt sich {iber den gesamten Bereich unsensibel. Im Fall
der SUPG Stabilisierung zeigt das Variieren von 6* deutlich weniger Einfluss auf die Fehlerwerte.
Durch eine Verschlechterung des Divergenzfehlers kann eine Verbesserung des H!-Seminormfehlers
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Abbildung 8.5: Beispiel 8.0.1: Abhéngigkeit der relevanten Fehlergrofen von den Stabilisierungspa-
rametern mit Qo /Q;-Element fiir v = 107% und o = 1. links: Gitter mit h ~ 1/16,

rechts: Gitter mit h =~ 1/64 (Achtung: Verschiedene x-Achsen!)



76 Kapitel 8. Numerische Tests zu den Oseen Gleichungen

10 - v 10 v v
— o -yl — g DUy — 5 —lIP-pyll, —o-lumul, g —@ully — 7||p-phllo‘g
B
-2 o= o -7 | )
10 SIS ©o- o -6 O e —C ,
i:% x A
\8\ o 0] 10_25_ %/ﬂ/
~ o ©- 8 -6 0-0o e O ]
107 P~ 6.9 00 0° 5 oo JSOL R
Q (3] —
< i ~o. % < 000 -0 ‘o8
- o —
g e : T-8 o g gk 4 @ ﬂ/g & 0 o/g g %
10 % —— ¥ =g *— % —% *x— % ¥ - o-8 -0 5B «
o 10 % — % —% ¢— % —¥7 .
[m]
107t Proopog Do E Y B B IR *
Kook kK koK ko kK T
10_6 -2 ‘—1 0 1 10_6 -2 ‘—1 ) 0 1
10 10 10 10 10 10 10 10
GradDiv ParameteryD SUPG Parameter &

Abbildung 8.6: Beispiel 8.0.1: Abhéngigkeit der relevanten Fehlergréfsen von den Stabilisierungs-
parametern mit Qs /Q1-Element fiir v = 107% und ¢ = 1 bei dem Parameterdesign
aus (8.1) (Gestrichelten Linien stehen fiir ein Gitter mit h &~ 1/34, die gepunkteten
Linien h ~ 1/138)

*

erreicht werden, weshalb 6, = 0.1 als Kompromiss gesetzt ist. Diese Wahl eignet sich auch fiir
Elemente hoherer Ordnung, was fiir das Q4/Qs-Element durch Abbildung 8.7 begriindet sein soll.
Diese Diagramme legen die Vermutung nahe, dass die Parameterwahl auch unabhéngig von der
Elementordnung getroffen werden kann. Es sei allerdings angemerkt, dass ein Faktor £ aus der
Ordnung in einer solchen Darstellung schwer zu erkennen ist und deshalb eine solche Folgerung
mit Vorsicht zu gebrauchen ist. Ebenso sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass
das Parameterdesign (8.1) die Voraussetzung (7.10) zur Losbarkeit des Problems nicht erfiillt.
Allerdings zeigt diese Wahl hier ein optimales Verhalten und ist auch mit Bemerkung 7.2.8 aus
der Theorie zu motivieren. Dies soll die weitere Verwendung der Parameterwahl in dieser Arbeit
rechtfertigen.
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Abbildung 8.7: Beispiel 8.0.1: Abhéngigkeit der relevanten Fehlergrfsen von den Stabilisierungs-
parametern mit Q4/Qz-Element fiir v = 107% und ¢ = 1 bei dem Parameterdesign
aus (8.1) (Gestrichelten Linien stehen fiir ein Gitter mit h &~ 1/34, die gepunkteten
Linien h ~ 1/138)

Mit diesen Parametern ist die Abbildung 8.8 erstellt worden. Sie zeigt das Konvergenzverhalten
der relevanten Fehler in h. In Abschnitt 7.2 ist hierzu eine Ordnung von k in der Tripelnorm
aus (7.7) vorausgesagt worden, falls ein Q/Qg_1-Element genutzt wird. Die H!-Seminorm der
Geschwindigkeit erfiillt diese Ordnung zwar nicht, wird aber dafiir mit /v gewichtet. So kann sie
die Tripelnorm im konvektionsdominanten Fall nicht dominieren und verschlechtert die Ordnung
nicht, was in Tabelle 8.3 nachzupriifen ist. Falls h klein genug ist, erreicht auch die Seminorm eine
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Ordnung von k, was an den Stokes Gleichungen in Kapitel 6 numerisch ersehen werden kann. Die
anderen relevanten Fehler erfiillen die aus der Theorie vorrausgesagte Ordnung der Tripelnorm,
die L?-Norm der Geschwindigkeit ist sogar besser.
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Abbildung 8.8: Beispiel 8.0.1: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergrofsen in A bei Taylor-
Hood Elementen fiir v = 107% und o = 1

Q2Q1 ohne SUPG Stabilisierung Q4Q3 ohne SUPG Stabilisierung
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Abbildung 8.9: Beispiel 8.0.1: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergrofsen in A bei Taylor-
Hood Elementen fiir v = 107% und o = 1 ohne SUPG Stabilisierung bei v* = 7},

Schon vorher in den Abbildungen 8.5 und 8.6 konnte gesehen werden, dass sich fiir kleine SUPG
Parameter ¢* die Fehler kaum verdndern und trotzdem gute Werte erreicht werden. Daher liegt
die Frage nahe, wieviel die SUPG Stabilisierung in diesem Fall bringt. Abbildung 8.8 ist deshalb
ohne diese Stabilisierung bei gleichem GradDiv Parameter v* erstellt worden. Das Resultat ist
nur schwer von den SUPG stabilisierten Rechnungen zu unterscheiden, die Fehler zeigen nur mi-
nimale Verschlechterungen. Da der Aufwand fiir eine SUPG Stabilisierung grofs ist, scheint die
GradDiv Stabilisierung allein eine gute Wahl bei Taylor-Hood Elementen zu sein, auch wenn dies
von der Theorie in Abschnitt 7.2 nicht abgedeckt werden kann. Resultate zu weiteren untersuch-
ten Taylor-Hood Elementen ohne SUPG Stabilisierung sind in der zu einem spéiteren Zeitpunkt
folgenden Tabelle 8.3 zusammengefasst. Die entsprechenden Werte mit der vollen Stabilisierung
unterscheiden sich kaum von den dort angefiihrten.

Abschliefsend zu diesem Beispiel soll untersucht werden, ob die Fehlerwerte durch die hier be-
handelten Stabilisierungen verbessert werden kénnen. Auskunft dariiber gibt Tabelle 8.1 zum
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*

T o Y H Hu_uhHo lu—uy, ||V-uhH0 ||p_Ph||o [u — u|
0 0 0 1.33-107% 4.33-107% 361-100' 726-107% 1.40-10°
01 0.1 0.1778 | 2.89-107° 6.70-10"% 3.18-10~* 8.03-107° 3.63-10"*
0 01 0.1778 | 2.89-107° 6.70-10"% 3.18-10~* 8.03-107° 2.90-10~*
0
0

0

0 0.1778 || 3.69-10~> 8.93-1073 2.34-10~* 8.07-107° 1.79-10*
0.1 0 761-107%* 1.70-10~' 1.64-107! 5.06-10=* 4.03-1073

Tabelle 8.1: Beispiel 8.0.1: Fehlerwerte zu verschiedenen Stabilisierungen bei dem Q2/Q1-Element
mit ¥ = 107% und o = 1 auf einem Gitter mit h ~ 1/34. (Parameter 7* fiir PSPG, §*
fiir SUPG und ~* fiir GradDiv)

Q2/Q:-Element bei Rechnungen auf einem Gitter mit h ~ 1/34. Die erste Zeile zeigt mit dem
unstabilisierten Fall die schlechtesten Fehler. Die zweite und dritte Zeile unterscheiden sich durch
die zusétzliche PSPG Stabilisierung, liefern aber gleiche Ergebnisse. Als néichstes ist die GradDiv
Stabilisierung allein zur Anwendung gekommen, was kaum Verschlechterung der Werte bewirkt.
Dies steht im Gegensatz zum Fall der SUPG Stabilisierung als einziger Anwendung in der darauf
folgenden Zeile.
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Abbildung 8.10: Beispiel 8.0.2: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergrofen in h bei dem
Q2/Q1-Element fir v = 107% und ¢ = 0 mit verschiedenen w (Fehler mit H?-
Norm der Referenzlésung normiert)

Mit diesem Wissen soll das Beispiel 8.0.2 untersucht werden. Hier gibt es einen Parameter w in der
Referenzlosung, der die Schwierigkeit des Problems beeinflussen kann. Um erkennen zu kdnnen,
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wie die Fehler tatsichlich durch w im Konvergenzverhalten verdndert werden, ist eine Normierung
der Fehler sinnvoll. Da durch Vergrokern des Parameters die Anzahl der Wirbel in Q erhoht
wird, sind die Gradienten und damit die H'-Seminorm der Geschwindigkeit groRer. Fehlerplots
zu verschiedenen w lagen sehr weit auseinander und wiren schwer miteinander zu vergleichen. Als
Normierungsfaktor wird in dieser Arbeit die H**!-Norm der Referenzgeschwindigkeit ||ul|, 4 fiir
ein Element Qf/Qy—1 benutzt, weil diese nach der Theorie in Satz 7.2.6 die Fehler gewichtet. Die
Berechnung erfolgt iiber die Seminormen mit Hinzunahme der Bemerkung 2.1.24 durch

i i 2 9 2 1 .
= E S — - — ZA43(1 J 47
70 0

(8.3)

und setzt sich dann iiber Satz 2.1.21 zur vollen H*+'-Norm zusammen, wobei der Fall j = 0 der
L?-Norm entspricht.
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Abbildung 8.11: Beispiel 8.0.2: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergréfen in h bei dem
Q4/Qs-Element fiir v = 107% und ¢ = 0 mit verschiedenen w (Fehler mit H?°-

Norm der Referenzlésung normiert)

Abbildung 8.10 zeigt das Konvergenzverhalten verschiedener Fehler in Abhingigkeit des Parame-
ters w bei dem Q2/Q1-Element, wobei nur die GradDiv Stabilisieurung mit der zuvor motivierten
optimalen Wahl 7, = 0.1778 benutzt wurde. Es ist zu erkennen, dass bei groferen w die erhoffte
Konvergenzordnung erst bei feineren Gittern erreicht wird. Fiir w = 16 kann hier keine Konvergenz
mehr festgestellt werden, weshalb dieser Fall nicht mit aufgenommen worden ist. Die gestrichelten
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Referenzlinien entsprechen den Ordnungen, die nach den Tests zu Beispiel 8.0.1 erwartet werden.
Es zeigt sich, dass die jeweiligen Fehler diese Ordnung erreichen und teilweise sogar besser sind.
Der H!'-Seminormfehler beispielsweise zeigt in dieser Darstellung iiber die feinsten gerechneten
Gitter sogar eine Ordnung von 2 fiir w < 4, auch wenn dies nicht durch die Theorie in Abschnitt
7.2 gestiitzt werden kann.

Die Abbildung 8.11 enthilt das Konvergenzverhalten der relevanten Fehler bei dem Q4/Q3-Ele-
ment zu verschiedenen Werten von w. Hier ist der erste angefithrte Wert w = 4 im Gegensatz zu
Abbildung 8.10, bei der mit w = 1 begonnen wurde. Da diese Fehlerlinien iibereinanderliegen, sind
sie weggelassen worden. Es ist zu erkennen, dass die nach Beispiel 8.0.1 vermuteten Konvergen-
zordnungen erreicht werden und fiir gréfere w immer feinere Gitter fiir die Ordnung nétig sind.
Dieses Verhalten passt zu den Betrachtungen zum Q2/Q;-Element.

Abbildung 8.12: Beispiel 8.0.2: Berechnete u;-Komponente fiir links v* = 1.778 - 10~ und rechts
7*=3162-103beiv =105 c=0und w =8

Auch bei Beispiel 8.0.2 kann also mit den Parametern von Beispiel 8.0.1 gearbeitet werden. Es
stellt sich allerdings die Frage, ob diese Wahl auch hier optimal ist. Dazu sei wieder das Q2/Q1-
Element betrachtet, welches fiir w = 8 in der Darstellung aus Abbildung 8.10 kein asymptotisches
Verhalten zeigen kann. Die Abbildung 8.12 zeigt dazu auf der linken Seite die berechnete Losung
auf einem Gitter mit h = 1/34, welche mit dem optimalen Stabilisierungsparameter zum ersten
Beispiel gerechnet wurde. Es zeigt sich, dass die Wirbel nicht wiedergegeben werden kénnen; die
Stabilisierung ’verschmiert’ die feine Struktur der Lésung, indem dem Problem kiinstliche Diffusion
zugefiigt wird. Auf der rechten Seite ist die Rechnung mit dem fiir diesen Fall optimalen Wert
v* = 3.162 - 10~3 wiederholt worden und das Ergebnis ist deutlich besser. Die berechnete Losung
ist gut mit der Referenzlésung vergleichbar. Bei feinen Strukturen ist die gléttende Wirkung der
Stabilisierung also mit Vorsicht zu gebrauchen.

8.2 Equal-order Elemente

An dieser Stelle soll untersucht werden, wie sich die equal-order Elemente im konvektionsdomi-
nanten Fall verhalten. Dazu ist zur Kalibrierung wieder Bespiel 8.0.1 angefiihrt, wobei zunéichst
sichergestellt wird, ob das in Abschnitt 7.3 entwickelte Parameterdesign aus (7.20) eine gute Wahl
ist. Hier sind die Stabilisierungsparameter fiir die SUPG und die PSPG Stabilisierung gleichgesetzt
worden und durch ¥k représentiert. Zusitzlich kommt eine GradDiv Stabilisierung durch v wie
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Abbildung 8.13: Beispiel 8.0.1: Abhéngigkeit der relevanten Fehlergrofen von den Stabilisierungs-
parametern mit Qy/Qy-Element fiir v = 107% und o = 1. links: Gitter mit
h =~ 1/16, rechts: Gitter mit h ~ 1/64
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zuvor zum Einsatz. Das Parameterdesign schreibt sich mit

Vg = 0"

hi 1bllg,oo,ic i oh?
d — A% »90, K k/,?
Wi+ Kbl o g e + 0w 0 K ”( k Za )

wobel analog zum letzten Abschnitt iiber ¥* und v* variiert werden soll.

Abbildung 8.13 lasst erkennen, wie sich das Parameterdesign fiir das Q2/Q2-Element verhilt. Es
sind links Rechnungen auf einem groben Gitter und rechts Rechnungen auf einem feinen Gitter bei
gleichen Achsen zur Variation der Stabilisierungsparameter gezeigt. Zu erkennen ist, dass sich das
Verhalten auf unterschiedlichen Gitter kaum unterscheidet. Das Design ist also von h unabhingig
und es darf eine Wahl fiir die Parameter getroffen werden. Hier soll diese Wahl

’Y;kpt =1 und ’&zpt =1 (84)
sein, weil sie in allen relevanten Fehlergréfien einen guten Fehlerwert verspricht. Die Ausnahme
bildet der Tripelnormanteil ohne den L?-Druckfehler aus (7.18) ganz unten in Abbildung 8.13.
Hier allerdings ist vor allem der Fehler aus den Stabilisierungen dominant und sollte deshalb bei
der Parameterwahl moglichst wenig Einfluss haben.
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Abbildung 8.14: Beispiel 8.0.1: Abhéingigkeit der relevanten Fehlergréfien von den Stabilisierungs-
parametern mit Q4/Q4-Element fiir v = 1076 und ¢ = 1 bei dem Parameterdesign
aus (7.20). Die gestrichelten Linien entsprechen Rechnungen auf einem Gitter mit
h = 1/34, die gepunkteten Linien h ~ 1/138

Das Verhalten anderer equal-order Elemente Q/Q ist ebenfalls untersucht worden und es zeigen
sich kaum Verdnderungen zum Einfluss der Stabilisierungen auf die Fehler beziiglich der optimalen
Parameterwahl. Abbildung 8.14 zeigt dazu das Q4/Q4-Element und die Abhéngigkeiten der Fehler
auf Variation der Stabilisierungsparamter v* mit ¢¥* = 1 und 9* mit v* = 1. Es ist erkennbar,
dass Verdnderungen der Parameter in diesem Bereich wenig Einfluss auf die Fehler haben und
die Wahl vom Q3/Q2-Element im optimalen Bereich liegt. Die Folgerung, dass die Parameterwahl
hier optimal beziiglich der Elementordnung ist, kann auf Grundlage dieser Untersuchung allerdings
nicht sicher gemacht werden. Die Fehlerverldufe bei Parametervariation sind zu unsensibel, um eine
Aussage treffen zu kénnen.

Fiir Abbildung 8.15 sind Rechnungen bei den gerade motivierten optimalen Stabilisierungsparame-
tern gemacht worden. Zu erkennen ist das Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergrofien in h
bei verschiedenen equal-order Elementen. Dies ist in guter Ubereinstimmung zu den vorausgesag-
ten Ordnungen aus Satz 7.3.3. Alle aufgezeigten Fehler sind mit unterschiedlichen Gewichtungen in
der Tripelnorm aus 7.18 enthalten. Aus dieser Aussage allein konnte nichts iiber die einzelnen Feh-
lerordnungen ausgesagt werden, hier geniigen aber alle Fehler dieser Ordnung. Der L2-Druckfehler
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Abbildung 8.15: Beispiel 8.0.1: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergrofien in b bei equal-
order Elementen fiir v = 1076 und 0 = 1

und der L?-Geschwindigkeitsfehler sind sogar besser. Es soll an dieser Stelle ebenfalls angemerkt
sein, dass dem angefiithrten Q;/Q;-Element aus Abbildung 8.15 zwar nach Bemerkung 4.5.2 eine
spezielle Rolle in der theoretischen Betrachtung zuféllt, es allerdings trotzdem in den Ordnun-
gen zu den anderen equal-order Elementen passt. Die Resultate zu den ebenfalls untersuchten
Elementen Q2/Q2 und Q3/Qs sind in der noch folgenden Tabelle 8.3 zusammengefasst.

T 0y [ llu—wlly Ju—wly [Veoull o —pally  J[u— ]
511-10-1 7.88-107T 3.21-1071 9531073 5171071
1.43-107° 1.08-1073 2.56-10* 9.16-10=¢ 1.16-10*
1.64-107° 2.19-1072 9.60-10"* 4.23-10%2 2.59-10"!
6.07-107° 2.30-10"2 5.77-10"* 2.15-107° 1.46-10~*
2.45-107° 2.40-1072 2.39-1072 9.75-107% 5.08-1073

—= =0 = O
— O, = O
O~ Rk = O

Tabelle 8.2: Beispiel 8.0.1: Fehlerwerte zu verschiedenen Stabilisierungen bei dem Q2 /Q2-Element
mit v = 107% und o = 1 auf einem Gitter mit h ~ 1/34. (Parameter 7* fiir PSPG, §*
fiir SUPG und ~* fiir GradDiv)

Die Tabelle 8.2 soll abschliefsend zur Behandlung von Beispiel 8.0.1 im Vergleich zu Tabelle 8.1 zei-
gen, wie grof die Verbesserung der Fehlerwerte durch die einzelnen Stabilisierungen im equal-order
Fall sind. Der PSPG Parameter und der SUPG Parameter sind fiir diese Rechnungen im Gegen-
satz zur Theorie in Abschnitt 7.3 getrennt voneinander untersucht und mit 7* bzw. §* bezeichnet
worden. Es zeigt sich, dass jede Stabilisierung zumindest einen Fehler deutlich verbessern kann.
Durch die Verletzung der BB-Bedingung bei den equal-order Elementen féllt dies besonders bei
der Druckstabilisierung auf. Allerdings liefert SUPG bessere H!'-Normwerte der Geschwindigkeit
und GradDiv bessere Divergenzfehlerwerte. Der Einfluss ist grofser als in den voherigen Tests zu
den Taylor-Hood Elementen in Abschnitt 8.1.

An dieser Stelle sollen die gerade motivierten, optimalen Parameter auf das Beispiel 8.0.2 ange-
wendet werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass nach den in Abschnitt 8.1 vorgestellten
Resultaten diese Parameter nicht fiir alle w optimal sein miissen, allerdings kann dieser Einfluss
hier nicht erschépfend betrachtet werden. Es interessiert hier der Einfluss der Wirbelanzahl im
Gebiet €2 auf das Konvergenzverhalten der Fehler, was durch die Zahl w aus der Referenzlésung
gesteuert wird. Ebenso wie in Abschnitt 8.1 findet eine Normierung der Fehler mit der H**!-
Norm der Losung statt, um die Diagramme iibersichtlicher zu machen. Die Berechnung ist mit
(8.3) nachzuvollziehen. Die Abbildung 8.16 zeigt fiir das Q2/Q2-Element, dass die jeweiligen Fehler
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Abbildung 8.16: Beispiel 8.0.2: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergréfen in h bei dem
Q2/Q2-Element fiir v = 107% und ¢ = 0 mit verschiedenen w (Fehler mit H?>-
Norm der Referenzlésung normiert)

ihren asymptotischen Bereich fiir grofiere w erst auf feinen Gittern erreichen. Dieses Verhalten ist
auch in den Tests zu den Taylor-Hood Elementen beobachtet worden. Bei w = 8 lédsst sich auf
den verwendeten Gittern keine Aussage zur Asymptotik der Fehler machen, was ebenfalls zu den
vorherigen Ergebnissen aus Abbildung 8.10 passt.

Auch die Rechnungen, die in Abbildung 8.17 zum Q4/Q4-Element dargestellt sind, lassen sich gut
mit denen aus 8.11 zum Q4/Qs-Element vergleichen. Die nach den Tests zu Beispiel 8.0.1 erwar-
teten Ordnungen werden auch fiir grofse Werte von w ab einem ausreichend feinen Gitter erreicht.
Bei groberen Gittern kann keine Aussage zu der Verbesserung der Fehler bei Verfeinerung gemacht
werden. Die Fehlerkurven zu w = 1 und w = 2 sind auch in dieser Abbildung der Ubersichtlichkeit
halber weggelassen worden. Insgesamt l4sst sich aber sagen, dass eine Erhéhung der Elementord-
nung dazu beitrigt, dass ein asymptotisches Verhalten der Fehler schon auf gréberen Gittern zu
beobachten ist. Bei dem Q2/Q2-Element ist bei w = 8 noch keine Fehlerordnung zu erkennen, wohl
aber bei dem Q4/Q4-Element. Dieses Verhalten entspricht den Erwartungen an die Methode.

8.3 Vergleich der Taylor-Hood Elemente mit den equal-order
Elementen

In den Abschnitten 8.1 und 8.2 sind numerische Resultate zu den Taylor-Hood Elementen und den
equal-order Elementen aufgezeigt worden, die im Folgenden einem Vergleich unterzogen werden.

In Tabelle 8.3 sind die Rechnungen zu Beispiel 8.0.1 aus den Abbildungen 8.9 und 8.15 zusam-
mengefasst und um weitere erginzt worden. Sie enthdlt die Ordnungen der relevanten Fehler zu
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Abbildung 8.17: Beispiel 8.0.2: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergréfen in h bei dem
Q4/Q4-Element fiir v = 107% und ¢ = 0 mit verschiedenen w (Fehler mit H°-
Norm der Referenzlésung normiert)

[l —wplly, Ju—wuly (Vowl lp—pully (2 —un,p—pp)]| bzw. [[u — ]|
Qi/Qi || 23002 1.0387  1.0593 22778 1.5508
Q2/Q: || 25491 1.6877 21192 1.9683 2.1222
Q2/Qs || 2.9669 2.0072  2.0932  3.0299 2.4954
Qs/Q2 | 3.3602 23902  3.0134  2.9627 3.0149
Qs/Qs || 4.0263 3.0535  3.0935  4.0145 3.4813
Q4/Qs || 4.3510 34374 4.0237  3.8549 4.0300
Qi/Qq | 49184 4.0202 41181 49148 4.4676

Tabelle 8.3: Beispiel 8.0.1: Ordnungen in h bei verschiedenen Elementen im konvektionsdominaten
Fall bei v = 1076 und o = 1.

verschiedenen Elementen. Die letzte Spalte zeigt hier fiir Taylor-Hood Elemente die Fehler des
Geschwingigkeitsanteils der Tripelnorm aus (7.7). Im Fall der equal-order Elemente ist zusétzlich
der Fehler zu den Druckgradienten enthalten, weshalb eine Abhéngigkeit von p — pj, nach (7.18)
notiert wurde. In der Theorie aus Kapitel 7 sind Aussagen zur Konvergenzordnung der jeweiligen
vollen Tripelnorm gezeigt worden, welche sich aus den Fehlern der beiden letzten Spalten mit ei-
nem unbekannten Gewichtungsfaktor fiir den Druckfehler zusammensetzen lésst. Es ist abzulesen,
dass die durch die Theorie vorausgesagten Ordnungen von allen Elementen erreicht werden. Im
equal-order Fall ist sogar die vermutete, zusétzliche halbe Ordnung zu erkennen, auf die in Bemer-
kung 7.3.4 hingewiesen wurde. Uber die anderen Ordnungen ist aus der Theorie keine Aussage zu
machen. Die Tabelle 8.3 lisst vermuten, dass die equal-order Elemente in der H'-Semi- und in der
L?-Norm der Geschwindigkeit eine leicht bessere Ordnung liefern als eine Approximation mittels
Taylor-Hood Elemente. Bei dem L2-Druckfehler ist dies sogar deutlicher ausgeprigt, wogegen der
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Divergenzfehler vergleichbare Ergebnisse liefert.

[ o—wnlly Ju—wf, [V-wl lp—pully (0=, p—ps)] baw. |[u—uy]
Qi/Q || 21421 12761 12089  1.6802 1.3125
Q2/Q1 || 3.0286 2.0209  2.0960  2.0375 2.0210
Q2/Qo || 3.0327 2.0204 20993  2.2683 2.0205
Qs3/Qz || 4.0936 3.0867  3.0537  3.0004 3.0868
Qs3/Qs || 4.1412 3.1076  3.1237  3.6846 3.1077
Q4/Qs || 5.0848 4.0923 42070  4.1090 4.0924
Qi/Qq || 5.0772 40911 42137 4.4103 4.0911

Tabelle 8.4: Beispiel 8.0.1: Ordnungen in h bei verschiedenen Elementen im diffusionsdominanten
Fall der Stokes Gleichungen aus Kapitel 6 bei v =1, 0 =0 und b = 0.

Die Tabelle 8.4 fasst Rechnungen aus Kapitel 6 zu den Stokes Gleichungen bei den betrachteten
Elementen zusammen. Hierzu lisst sich sagen, dass der Unterschied zwischen der Taylor-Hood
und der equal-order Approximation deutlich geringer ausfiillt als im konvektionsdominanten Fall.
Nur der Druckfehler zeigt eine leicht verbesserte Ordnung. Die Stokes Gleichungen modellieren ein
diffusionsdominantes Problem, weil die Reynoldszahl aus (7.5) verschwindet und die Viskositét v
grof ist, was auch in Abschnitt 1.1 erldutert wird. Die Betrachtung der Tabellen 8.3 und 8.4 legt
eine differenzierte Behandlung dieser beiden Fille nahe, wie schon in der Theorie aus Kapitel 5
und 7 dargelegt.
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Abbildung 8.18: Beispiel 8.0.1: Abhéngigkeit der relevanten Fehlergrofen bei herausgeteilter h-
Ordnung von der Elementordnung bei Taylor-Hood und equal-order Approxima-
tionen fiir ein Gitter mit h~ 1/34 bei v =107 % und 0 = 1

Abschliefsend zu diesem Abschnitt soll in Anlehnung an Abschnitt 6.3 die Verbesserung der Feh-
lerwerte durch Erhohung der Elementordnung untersucht werden. Dieses ist durch die Abbildung
8.18 veranschaulicht und zeigt fiir den konvektionsdomianten Fall auf der linken Seite die Taylor-
Hood und auf der rechten Seite die equal-order Approximation bei Beispiel 8.0.1. Geplottet sind
die relevanten Fehler bei herausgeteilter h-Ordnung, wie in der Grafik angedeutet. Die Referenzli-
nie entspricht dem aus Satz 7.3.3 erwarteten Verhalten fiir equal-order Elemente. Bei Taylor-Hood
Elementen ist eine solche Aussage in der Theorie nicht gezeigt worden, wurde aber dennoch in
das Diagramm aufgenommen. Es zeigt sich, dass das Fehlerverhalten auf der rechten Seite der
Referenzlinie gut entspricht. Auf der linken Seite ist dies aus diesen Rechnungen nicht ersichtlich,
allerdings, wie bereits erwéhnt, auch nicht aus der Theorie gestiitzt.



Kapitel 9

Die inkompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen

In diesem Kapitel sollen die erarbeiteten Ergebnisse auf die in Kapitel 1 zur Motivation dieser
Arbeit angefiihrten inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen angewendet und eine Moglichkeit
der numerischen Approximation vorgestellt werden. Die Vorgehensweise fiihrt auf die Losung end-
lich vieler Probleme vom Typ der Oseen Gleichnungen. Im Anschluss daran sind numerische Tests
zum stationdren Navier-Stokes Problem angefiihrt.

9.1 Der instationare Fall

Die instationéiren, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen sind gegeben durch

%—VAu—i—(u-V)u—FVp:f auf (0,7) x Q2
V-u=0 auf (0,7) x Q (9.1)
u=0 auf (0,7") x 09

u(z,0) =u’(z) aufQ,

wobei die Funktion u® € [H} ()] mit V- u’ = 0 die Anfangsbedingung darstellt. Das Gebiet
(0,T) x Q ist fiir @ ¢ RY mit N € {2,3} als Raumzeitzylinder aufzufassen, weshalb die Ge-
schwindigkeit und der Druck zeitabhéngig angenommen werden. Die in der Realitit auftretenden
Probleme sind meist instationére fiir den Fall N = 3. Die Losbarkeit dieser Gleichungen ist im
allgemeinen Fall noch nicht gekldrt und zdhlt nach dem 'Clay Mathematics Institute’ zu den wich-
tigsten, ungeldsten, mathematischen Problemen, wobei eine Ubersicht zur speziellen Problematik
der Navier-Stokes Gleichungen in [Fefferman, 2000] nachzulesen ist. In den folgenden Betrachtun-
gen wird also vereinfachend die eindeutige Losbarkeit von (9.1) angenommen.

Fiir eine numerische Betrachtung von Problemen dieser Art ist eine Zeitdiskretisierung nétig. Sei
also 0 =ty < t; < ... <ty =T eine Zerlegung des Zeitintervalls [0, 7] und sei die Zeitschrittweite
definiert als At;: = t;41 — ¢; fiir ¢ = 0,...,m — 1. An dieser Stelle wird ein Theta-Schema
angewendet mittels

u'tf: = Hu(ti_,_l) + (1 — H)u(tl)
tivo: =0ti1 + (1 — 0)t;,

87
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wobei die Ortsabhiingigkeit der Ubersichtlichkeit halber unterdriickt wird. Dies wird auch in den
folgenden Uberlegungen der Fall sein. Damit, lisst sich fiir eine numerische Behandlung der Zeita-
bleitung ndherungsweise schreiben, dass gilt

(tien) —u(t) = [ vAu() - (a(0) - V)u(t) - V() +£0) e
~AL; (Z/AUH—G — (0" W)U — Vp(tipr) + £(tive))
V- u(tl‘+1) =0.

Fir den Druck ist an dieser Stelle keine Linearkombination nétig. Die theoretischen Betrach-
tungen laufen {iber die Variationsformulierung auf dem Raum der divergenzfreien Funktionen
H} 4:y(Q):={v e H}(Q) | V-v =0} und lassen so den Druck unbetrachtet, um ihn danach als
Lagrange-Multiplikator zum Zeitpunkt ¢;4; zusammen mit der Divergenzbedingung wieder einzu-
binden. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass kein Startdruck p(tg) gewahlt werden muss.
Wenn durch fu(t;y1) = u't? — (1 — 0)u(t;) in (9.2) u(t;y1) eleminiert wird, so kann das Problem

) . . 1 ) 1
_ i+0 i+0 1+0 1+0 . — . i
vAu'"" + (u Viu'™" + O u' + Vp(tiv1) = £(tive) + 9L u(t;) auf
V-utl =(1-0)V-ut)=0 auf
u't? =0 auf O

betrachtet werden, um die verschiedenen Zeitschritte der Losung nach Riicksubstitution von
fu(t;y1) = u't? — (1 — #)u(t;) mit Hilfe von stationiren, nichtlinearen Aufgaben zu erhalten. Ei-
ne Ubersicht zu Zeitdiskretisierungsverfahren ist bei [Quarteroni and Valli, 1997] in Abschnitt
13.4 und [Gresho et al., 1989] zu finden. Nahere Auskiifte zu den Vorteilen dieser Methode gibt

[Bixler, 1989] fiir den Spezialfall 6 = 1.

9.2 Picard Iteration als Linearisierungsverfahren

So wie in Abschnitt 9.1 die instationdren auf die stationédren Navier-Stokes Gleichungen mit Reak-
tionsterm zuriickgefiihrt wurden, sollen hier die nichtlinearen auf lineare Probleme vom Typ der
Oseen Gleichungen zuriickgefiihrt werden. Eine Ubersicht zu solchen Linearisierungsstrategien ist
zu finden bei [Codina, 1993] Abschnitt 1.4. Das zu betrachtende Problem lautet mit einer nach
den vorherigen Uberlegungen angepassten rechten Seite f und einer Reaktionskonstante o = ﬁ

in einer Variationsformulierung wie in Abschnitt 3.1

v(Vu,Vv) + ((u-V)u,v) + o(u,v) — (V-v,p) = (f,v)

Finde (u,p) € V x Q mit: (V-u,q)=0

(9.3)

fiir alle v € V und alle ¢ € Q. Der Ansatz der Picard Iteration ist, bei gegebenem uy € V fiir
i =1,2,... die Probleme

v(Vu;, Vv) + ((ui—1 - Viug,v) + o(u;,v) — (V-v,p;) = (£,v)

Finde (uhpi) €V x () mit: (V : uiaQ) =0

(9.4)

fiir alle v.€ V und alle ¢ € @) zu 16sen. Dazu werden einige theoretische Aussagen angefiihrt.
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Satz 9.2.1:
Sei f € V, dann existiert mindestens eine Losung (u,p) € V x @ von (9.3). Seien weiter
f )
IIf]l, : = sup (. v) und 7n:= sup M
vev [v, wuvev |[Wl [ul; v,
Dann ist diese Losung auch eindeutig, falls gilt
n
5 lIfllo <1. (9.5)
Beweis:
Siehe [Girault and Raviart, 1986] Abschnitt IV Theorem 2.1 und Theorem 2.2. [ ]
Satz 9.2.2:

Seien f,u;_; € V, dann existiert genau eine Losung (u;, p;) € V X @ von (9.4). Falls zusétzlich
die Bedingung (9.5) gilt, so konvergiert die Folge (uj, p;)iew in V x Q gegen die eindeutige
Losung (u,p) € V x @ von (9.3) fiir i — oo.

Beweis:

Siehe [Roos et al., 1996] Abschnitt IV Theorem 1.2. [ ]

9.3 Praktische Umsetzung der Picard Iteration

Mit dieser theoretischen Grundlage ist also die Konvergenz der Picard Iteration unter der Voraus-
setzung (9.5) gesichert. Die Bedingung lasst zwar nur sehr spezielle Félle zu, das Verfahren zeigt
sich allerdings in der Praxis stabil. Bei der praktischen Umsetzung soll eine geddmpfte Variante
mit Relaxationsparameter £ > 0 verwendet werden. Die zu l6senden Probleme sind hier

Finde (w;,7;) € V x Q mit :

v(Vwi, Vv) + ((wim1 - V)wi, v) + o(wi, v) = (V- v, r) = EF (-1, pie1, V)

(V- wi,q) = 0 (5:6)

fiir alle v € V und alle ¢ € Q) mit
F(ui—1,pi-1,v): = (£,v) =v(Vui_1, Vv) = ((wio1 - V)uiy,v) —o(w-1,v) +.(V - v, pi1).
Danach kann durch
;=1 + W und Pit=DPpi-1+ i

die Losung des aktuellen Schritts berechnet werden. Diese Vorgehensweise bietet den Vorteil, das
Residuum der nichtlinearen Gleichung aus dem vorherigen Schritt durch F(u;_1, p;—1,Vv) fiir ein
Abbruchkriterium nutzen zu kénnen. Allerdings muss bei dieser Methode dafiir gesorgt werden,
dass ug wirklich die Divergenzbedingung erfiillt. Eine Moglichkeit dazu bietet die Losung des
Stokes Problems aus Kapitel 5 als ersten Schritt, um dann in diesem Kontext fortzufahren.

Bemerkung 9.3.1:
e Werden diese Probleme analog zu Abschnitt 4.1.1 in Gleichungssysteme umgewandelt, so
muss nicht in jedem Schritt die komplette Matrix neu aufgestellt werden. Die einzigen sich
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dndernden Teile sind der konvektionsabhingige Anteil und die rechte Seite, womit ein Er-
sparnis an Rechenaufwand erreicht werden kann. Ist allerdings eine aufwendige Stabilisierung
wie in den Kapiteln 7 und 8 notwendig, so ist dieser Vorteil nicht mehr zu nutzen. Beispiels-
weise der SUPG Stabilisierungsanteil muss in jedem Schritt vollstdndig neu erstellt werden,
fiir den PSPG Anteil ist dies leicht einzuschrénken. Falls die Gewichtungsfaktoren fiir die
Stabilisierungsterme iiber ein Parameterdesign wie in (7.20) von der Konvektion abhingen,
so sind alle Terme neu zu berechnen. Die GradDiv Stabilisierung ist davon weniger abhingig.
Fillt die Wahl des Gewichtungsparameters unabhéngig von der Konvektion aus, so miissen
flir einen neuen Schritt keine Terme zusétzlich assembliert werden. Auch auf ein Update der
rechten Seite durch die Stabilisierung kann verzichtet werden.

e Die Stabilisierungen finden nicht beziiglich der Gleichungen (9.6) des Defektes w; statt,
sondern werden zu den Problemen (9.4) erstellt. Die resultierenden rechten Seiten werden
auch mit dem Dampfungsparameter &; multipliziert.

9.4 Numerische Tests zu den stationdren, inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen

Nach den theoretischen Betrachtungen einer Lisungsmoglichkeit zu den Navier-Stokes Gleichun-
gen sollen nun numerische Resultate zum stationédren Fall dargestellt werden. Der stationére Fall
enstspricht dem Kontext dieses Kapitels fiir At; — oo fiir alle ¢ = 0,...,m — 1, womit fiir
die Reaktionskonstante gilt ¢ = 0 und die Iteration fiir die Zeitdiskretisierung aus Abschnitt 9.1
entfallt.

u=1 u,=0
u=0 u.=0
u,=0 u,=0
‘\,
~
~N
u,=0 u=0

Abbildung 9.1: Geometrie der Driven Cavity mit einigen, angedeuteten Wirbeln der Losung

Beispiel 9.4.1:

Fiir die folgenden Rechnungen ist die sogenannte Driven Cavity herangezogen worden, welche als
Testbeispiel dieser Probleme sehr hiufig gewihlt wird. Die Geometrie ist in Abbildung 9.1 fiir ein
Gebiet Q skizziert, welches in diesem Fall Q = (0,1) x (0, 1) entspricht. Es wird eine turbulenz-
arme Fliissigkeit in einem quadratischen Hohlraum modelliert, dessen obere Wand sich mit einer
konstanten Gechwindigkeit von links nach rechts bewegt und so die Fliissigkeit antreibt. Die Eck-
punkte der Wand bewegen sich nicht mit; an diesen Punkten ist als Randwert 0 vorgeschrieben.
Weitere Kriifte von aufsen sollen nicht auf das System einwirken, weshalb die rechte Seite f = 0
gewihlt ist. Die exakte Losung zu diesem Aufbau ist analytisch nicht bekannt, es ist deshalb nur
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das grobe Verhalten der Fliissigkeit in Abbildung 9.1 dargestellt. Es wird ein grofser Wirbel in der
Né&he des Zentrums von ) erwartet, welcher einige kleinere Wirbel in den Ecken antreibt. Die Ge-
schwindigkeit am Rand ist auf 1 normiert, weshalb in diesem Fall fiir die Reynoldszahl Re = v~!
gilt. Im allgemeinen Fall héngt sie zusétzlich von der charakteristischen Grofke des Gebiets 2 und
von der maximalen Geschwindigkeit der modellierten Teilchen ab. Da beides bei diesem Beispiel
1 ist, gilt die Vereinfachung. Der inhomogene Dirichlet Rand, der nicht zu den Randbedingungen
aus (9.1) passt, ist auf algebraischer Ebene durch Elimination in das lineare Gleichungssystem
eingearbeitet.

Aus der Literatur sind viele numerisch berechnete Werte zur Stromfunktion der Driven Cavity
bei verschiedenen Reynoldszahlen bekannt, von denen einige als Vergleichswerte fiir diese Arbeit
herangezogen werden. Falls u = (u1,us2) die Losung zur Driven Cavity bezeichnet, so errechnet
sich die Stromfunktion ¥ aus der Laplace Gleichung

BNy
ox oy
wobei sich mit den Randbedingungen aus Abbildung 9.1 ergibt, dass ein homogener Dirichlet
Rand fiir ¥ vorgeschrieben werden kann. Ebenfalls soll die Wirbelstirke w in die Betrachtungen

eingehen, welche hier als dritte Komponente der Rotation des erweiterten Geschwindigkeitsfeldes
durch

0 w1 8UQ 8u1
w = 0 . V X Uy = 87 — 87
1 0 o Y

berechnet wird. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Stromfunktion und der Wirbelstérke bei spe-
ziell diesem Beispiel ist in [Ghia et al., 1982] zu finden.

‘hz\Re H 100 400 1000 3200 5000 7500

Q2/Q1, stabilisiert 1/64 29 47 56 61 68 71
Q2/Q1, unstabilisiert 1/64 29 47 56 60 69 /
Q2/Q1, stabilisiert 1/276 27 43 51 55 56 68
Q2/Q1, unstabilisiert 1/276 27 43 51 55 56 69
Q4/Qs, stabilisiert 1/64 28 45 54 59 60 73
Q4/Qq, stabilisiert 1/64 28 46 54 59 69 72

Tabelle 9.1: Iterationszahlen der Picard Iteration mit & = 0.6 und einem Abbruchkriterium von
10719 als Toleranz fiir die Norm des Residuums.

Die in diesem Abschnitt folgenden Rechnungen sind mit der geddmpften Picard Tteration aus (9.6)
erstellt worden. Der Relaxationsparameter ist £ = 0.6 fiir alle 4 und das Verfahren wird abge-
brochen, falls fiir das Residuum im i-ten Schritt gilt ||F(w;, p;, v)|l, < 10710, Als erstes wird ein
Experiment zum Einfluss der Reynoldszahl Re und der Stabilisierung auf die Anzahl der bendtig-
ten Iterationen angefiihrt. Tabelle 9.1 zeigt dazu einen Anstieg der Iterationszahlen bei steigender
Reynoldszahl fiir alle angefiihrten Variationen. Auf dem groben Gitter konnte im unstabilisierten
Fall bei Re = 7500 keine Konvergenz des Verfahrens beobachtet werden, bei noch gréberen Gittern
trat dieser Effekt schon fiir kleinere Reynoldszahlen auf. Eine zusétzliche Stabilisierung macht eine
Rechnung auch auf solchen Gittern moglich. Die dazu gewihlten Parameter entsprechen den in
Kapitel 8 motivierten. Im Taylor-Hood Fall ist dies (8.2) ohne die SUPG Stabilisierung und im
Fall der equal-order Approximation wird (8.4) gewéhlt. Wie bereits in Kapitel 8 erwéihnt, miissen
die Parameter fiir dieses Beipiel nicht optimal sein. Allerdings zeigen die Tests, dass ein Arbeiten
mit dieser Wahl mdéglich ist. Falls die Maschenweite allerdings klein genug ist, so unterscheiden
sich die Iterationszahlen kaum und eine Stabilisierung ist ebenfalls nicht mehr nétig.
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Abbildung 9.2: Konturlinien der Wirbelstirke w links und der Stromfunktion ¥ rechts zu den
Reynoldszahlen 1000, 3200 und 7500 (von oben nach unten) (Rechnungen mit
Q2/Q1-Element auf einem Gitter mit h &~ 1/276, unstabilisiert)
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Um diese Aussage zu stirken sind in Abbildung 9.2 die Konturlinien der Wirbelstérke und der
Stromfunktion bei verschiedenen Reynoldszahlen aufgezeigt, welche mit dem Qz/Q-Element auf
einem Gitter mit h ~ 1/276 unstabilisiert berechnet worden sind. Die Auswahl der Konturlinien
ist aus [Ghia et al., 1982] {ibernommen und lassen sich gut mit den dazugehorigen Abbildungen
vergleichen.

Noch genauere Einblicke liefert die Tabelle 9.2. Hier sind durch das Minimum der Stromfunktion
U, ,in die Zentren der Hauptwirbel zu verschiedenen Reynoldszahlen ermittelt worden. Die letzten
zwei Spalten zeigen die Koordinaten der Zentren und w,, .. bezeichnet den Wert der Wirbelstéirke an
dieser Stelle. Zu diesen Kennzahlen sind Vergleichswerte aus der Literatur herangezogen worden,
wobei [Ghia et al., 1982] die wohl meist zitierte Quelle dazu ist. Diesen Werten sollte allerdings
eine geringere Genauigkeit zugeteilt werden als denen aus [Erturk et al., 2005], wo eine detailierte
Ubersicht und ein kritischer Vergleich von Werten aus der Literatur gegeben wird. Die Versuchsrei-
he (iv) aus Tabelle 9.2 zeigt Werte zu Rechnungen auf dem hier feinsten Gitter ohne Einsatz einer
Stabilisierung, welche sich bis auf viele Stellen mit den Werten aus [Erturk et al., 2005] vergleichen
lassen. Auch in die anderen Literaturwerte fligen sich diese Resultate ein. Es seil an dieser Stelle
darauf hingewiesen, dass die Stromfunktion ¥ und die Wirbelstérke w nur an den Gitterpunkten
ausgewertet wurden. Die Versuchsreihen (i) bis (ii¢) zeigen, dass auf groberen Gittern bereits eine
hohe Genauigkeit erreicht werden kann, wenn eine Stabilisierung angewendet wird. Tabelle 9.1
hatte hierzu gezeigt, dass ohne Stabilisierung noch nicht einmal die Konvergenz erwartet werden
kann.

Bemerkung 9.4.2:

In Kapitel 8 ist erldutert worden, dass im konvektionsdominanten Fall eine Stabilisierung not-
wendig wird. Abbildung 8.3 hat hierzu gezeigt, dass fiir Beipspiel 8.0.1 ein solcher Fall bei einer
Viskositit von v < 1072 eintritt. Die Reynoldszahlen, die in diesem Kapitel untersucht worden
sind, kénnten also konvektionsdominante Probleme hervorrufen. Allerdings ist dies nicht mit Si-
cherheit zu sagen, weil immer gilt v > 1/7500. Kleinere Viskositéiten sind hier zur Driven Cavity
nicht betrachtet worden, weil die Losung fiir den stationéiren Fall dann nicht mehr eindeutig ist.
Ein méglicher Richtwert einer Reynoldszahl, ab welcher die Losung der Driven Cavity instationir
wird, ist nach [Fortin et al., 1997] Re = 7998.5.
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Re | Quelle | %in Wy c. 2-Koordinate  y-Koordinate
100 (7) —0.103527 —3.16858 0.6170 0.7348

(i) —0.103516 —3.16985 0.6152 0.7395
(7i1) —0.103520 —3.16959 0.6157 0.7383
(iv) —0.103520 —3.15643 0.6149 0.7362
[Zhang, 1990] —0.103500 0.6172 0.7383
[Zhang, 2003] —0.103511 —3.16875 0.6172 0.7344
[Ghia et al., 1982] —0.103423 —3.16646 0.6172 0.7344
400 i) —0.113930 —2.29733 0.5525 0.6071
(i) —0.113985 —2.29721 0.5525 0.6071
(4i7) —0.113988 —2.29384 0.5558 0.6043
(iv) —0.113989 —2.29458 0.5548 0.6060
[Zhang, 1990] —0.114100 0.5547 0.6055
[Ghia et al., 1982] —0.113909 —2.29469 0.5547 0.6055
1000 (7) —0.118654 —2.06522 0.5349 0.5662
(i4) —0.118924 —2.06766 0.5303 0.5657
(7i1) —0.118939 —2.06785 0.5315 0.5658
(iv) —0.118936 —2.06783 0.5292 0.5655
[Erturk et al., 2005] || —0.118942 —2.06721 0.5300 0.5650
[Zhang, 1990] —0.119300 0.5313 0.5664
[Zhang, 2003] —0.118806 —2.06678 0.5313 0.5625
[Ghia et al., 1982] —0.117929 —2.04968 0.5313 0.5625
3200 (7) —0.121105 —1.95340 0.5196 0.5394
(i) —0.121728 —1.96015 0.5196 0.5394
(4i7) —0.121841 —1.96158 0.5163 0.5391
(iv) —0.121825 —1.96135 0.5172 0.5406
[Zhang, 1990] —0.123000 0.5195 0.5469
[Zhang, 2003] —0.120157 —1.94893 0.5156 0.5391
[Ghia et al., 1982] —0.120377 —1.98860 0.5165 0.5469
5000 (7) —0.121647 —1.93427 0.5196 0.5394
(i) —0.122072 —1.93861 0.5150 0.5348
(4i7) —0.122248 —1.94126 0.5162 0.5360
(iv) —0.122234 —1.94038 0.5161 0.5369
[Erturk et al., 2005] || —0.122233 —1.94073 0.5150 0.5350
[Zhang, 1990] —0.124000 0.5156 0.5352
[Ghia et al., 1982] —0.118966 —1.86016 0.5117 0.5352
7500 (1) —0.122477 —1.92628 0.5189 0.5267
(i) —0.122161 —1.92393 0.5148 0.5306
(7i1) —0.122386  —1.92692 0.5127 0.5326
(iv) —0.122410 —1.92740 0.5150 0.5331
[Erturk et al., 2005] || —0.122386 —1.92697 0.5133 0.5317
[Zhang, 1990] —0.125300 0.5117 0.5313
[Ghia et al., 1982] —0.119976 —1.87987 0.5117 0.5322
Tabelle 9.2: (i): (6): h =~ 1/64, Q4/Qs, stabilisiert;

h
(iii): h ~

~  1/64, Q2/Qq, stabilisiert;
1/64, Q4/Qq, stabilisiert; (iv): h ~ 1/276, Q2/Q1, unstabilisiert



Kapitel 10

Fazit und Ausblick

In diesem Kapitel wird versucht, die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zu werten und in einen
allgemeineren Kontext einzuordnen. Dies soll vor allem ein Vergleich zu dem Zwei-Level Ansatz
der Stabilisierung durch lokale Projektion liefern. Die parallel laufende Diplomarbeit [Lowe, 2008]
beschiftigt sich ausfiihrlich mit der {iber Bemerkung 4.5.4 eingefiihrten Methode und nutzt den
gleichen Rahmen der Implementierung zur numerischen Untersuchung. Daher ldsst sich ein Ver-
gleich gut durchfiihren. Abschliefsend wird eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf Weiter-
entwicklungen gegeben.

10.1 Vergleich von residualer Stabilisierung und Stabilisie-
rung durch lokale Projektion

Ein theoretischer Vergleich von residualer Stabilisierung und Stabilisierung durch lokale Projektion
ist in [Braack et al., 2007] Abschnitt 7 und [Lube, 2006] nachzulesen, deren Aussagen im Folgenden
durch numerische Experimente gestérkt werden.

In dieser Arbeit sind verschiedene Methoden der residualen Stabilisierung betrachtet worden, zu
denen eine weitestgehend vollstindige analytische Betrachtung dargestellt werden konnte. Ahnliche
theoretische Grundlagen sind zur Zwei-Level Methode der Stabilisierung durch lokale Projektion
in [Lowe, 2008] erlautert. Auch bei diesen Verfahren kann auf a-priori Fehlerabschitzungen beziig-
lich einer Tripelnorm zuriickgegriffen werden, welche bis auf die Anteile der Stabilisierung mit der
Norm aus (7.18) oder (7.7) tibereinstimmt. Ein Unterschied in der theoretischen Betrachtung liegt
vor allem darin, dass bei der residualen Stabilisierung obere Schranken an den Stabilisierungspa-
rameter zu forden sind. Fiir diese Arbeit ist dies konkret in (7.10) und (7.19) passiert, wobei die
GradDiv Stabilisierung hier eine andere Rolle einnimmt. Sie kann nach [Rapin and Léwe, 2007]
auch als Stabilisierung durch lokale Projektion aufgefasst werden, indem gegen den Nullraum
projiziert wird. Fiir diese Verfahren ist eine obere Schranke bei den Parametern nicht notwendig.

Um die unterschiedlichen theoretischen Gegebenheiten praktisch zu betrachten, ist das Beipiel
8.0.2 zu den Oseen Gleichungen mit 8 Wirbeln auf einem Gitter mit h &~ 1/34 herangezogen
worden, fiir den die optimale GradDiv Stabilisierung bei v* = 3.162 - 10~3 ermittelt wurde (siche
Abbildung 8.12). Abbildung 10.1 zeigt den zusétzlichen Einfluss der SUPG Stabilisierung und
der Stromlinienstabilisierung durch lokale Projektion (LPS(SU)) auf die relevanten Fehler. Es ist
zu erkennen, dass beide Methoden nur eine minimale Verbesserung der Fehler bewirken koénnen,
was fiir die residualen Verfahren den Betrachtungen aus Abschnitt 8.1 entspricht. In [Lowe, 2008]
ist dieses Verhalten auch fiir die 2-Level Methode beobachtet worden. Was aber Abbildung 10.1

95
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Abbildung 10.1: Beispiel 8.0.2: Abhéngigkeit der relevanten Fehler von den Stabilisierungspa-
rametern von SUPG und LPS(SU) bei optimaler GradDiv Stabilisierung mit
v*=3.162-103 fir v =10"% und 0 =0

zusitzlich zeigt, sind die Folgen von Uberstabilisierungen. LPS scheint hier die Fehler nur gering
zu verschlechtern um dann auf einem bestimmten Niveau zu stagnieren, wogegen SUPG immer
grokere Fehler hervorruft.

Abbildung 10.2: Beispiel 8.0.2: Mit Faktor 20 {iberstabilisierte Approximationen bei SUPG (links)
und LPS(SU) (rechts) mit optimaler GradDiv Stabilisierung fiir » = 1075 und
oc=0

Ein genaueres Verstdndnis dieses Verhaltens liefert Abbildung 10.2. Hier sind die optimalen Pa-
rameter fiir SUPG und LPS(SU) mit 0.3162 und 0.01 aus Abbildung 10.1 abgelesen und jeweils
mit einem Faktor 20 multipliziert worden. Die resultierenden Approximationen der ersten Ge-
schwindigkeitskomponente sind fiir SUPG links und fiir LPS(SU) rechts dargestellt; die optimale
Approximation ist aus Abbildung 8.12 zum Vergleich heranzuziehen, wobei die unterschiedlichen
Skalierungen beachtet werden miissen. Auf der linken Seite ist zu erkennen, dass starke Oszilla-
tionen entstehen. Auf der rechten Seite hingegen verschmiert die Stabilisierung die Struktur der
Referenzlosung, womit auch das Fehlerverhalten aus Abbildung 10.1 erklért werden kann. Fiir
LPS(SU) sind die Fehler beschrinkt durch die Normen der Referenzlsung, weil die Wirbel der
Losung immer mehr verschmiert und damit gegen Null gehen. Daher ist auch das Fehlerverhalten
der Divergenz verstindlich, weil auch die Nullfunktion die Divergenzbedingung erfiillt. Die Zwei-
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Level Methode dampft also die feinen Strukturen der Refernzlosung, bei der SUPG Stabilisierung
ist hingegen kein allgemeiner Trend zu beobachten.
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Abbildung 10.3: Anzahl der Matrixeintrage ungleich Null bei verschiedenen Arten von Stabilisie-
rungen auf einem Gitter mit h ~ 1/34

Ein weiterer Unterschied der Stabilisierungsmethoden ist die Anzahl der zu assemblierenden Ma-
trixeintrége. Die Abbildung 10.3 veranschaulicht die Entwicklung dieser Zahl fiir steigende Ele-
mentordnung links bei equal-order, rechts bei Taylor-Hood Elementen. Dabei ist zu erkennen, dass
alle angefiihrten Stabilisierungen zusétzliche Matrixeintriage bendtigen, der Anstieg bei der 2-Level
Methode allerdings sehr stark ausféllt.

Um dieses Verhalten genauer zu untersuchen, soll die Struktur der zu assemblierenden Matrix
genauer betrachtet werden. Analog zu Abschnitt 4.1.1 ist bei Methoden mit Stabilisierung eine

Matrix der Form
A B,
B, C

zu erwarten, wobei verschiedene Verfahren auf verschiedene Blocke dieser Matrix einwirken. In
Abbildung 10.4 ist dazu links oben ein Schema der Matrix zum equal-order Element Q2/Q2 dar-
gestellt, in der die Blockstruktur zu erkennen ist. C ist in diesem Fall 0, weil der Druck in der
Variationsformulierung nicht mit der Testfunktion aus dem Druckraum gekoppelt ist. Rechts da-
neben ist die Matrix bei zusétzlicher GradDiv Stabilisierung gezeigt, welche ausschliefslich auf dem
A-Block agiert. Dort hat dies zusétzliche Eintrige zur Folge, weil die verschiedenen Komponen-
ten der Geschwindigkeit untereinander gekoppelt werden. Anders verhilt es sich bei der SUPG
Stabilisierung, welche zusammen mit der PSPG Stabilisierung unten links behandelt ist. SUPG
verdndert nach Konstruktion den A- und Bi-Block, schafft dabei aber keine neuen Eintrige. Alle
Kopplungen waren schon vorher vorhanden. Die PSPG Stabilisierung, welche auf dem Bs- und
dem C-Block agiert, verhilt sich dazu #dhnlich, da lediglich neue Eintrige in C nétig sind. Das
Schema unten rechts zeigt schliefslich den Einfluss der Stromlinien- und Druckstabilisierung durch
lokale Projektion, wobei jeweils nur auf einen Block, ndmlich A bzw. C, zugegriffen wird. Zu
erkennen ist ein deutlicher Zuwachs an Matrixeintrigen. Durch die verwendete Makroelementzer-
legung des Gebiets werden benachbarte Zellen miteinander gekoppelt; die Matrixeintrége kénnen
so vervierfacht werden. Insgesamt ist also der Aufwand fiir die lokale Projektion bei steigender
Elementordnung hoher einzustufen auch wenn bei der residualen Stabilisierung eine Auswertung
von zweiten Ableitungen zusétzlich nétig wird.

In diesem Abschnitt unerwéhnt ist die Symmetrie der Stabilisierungsterme durch lokale Projek-
tion, was einen Vorteil gegeniiber der residualen Verfahren darstellt und schon im zweiten Punkt
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Abbildung 10.4: Besetzungsmuster der Matrix beim Q2/Qo-Element unstabilisiert, mit GradDiv,
mit SUPG+PSPG und mit LPS(SU+P) (von links oben nach rechts unten)

der Bemerkung 4.5.3 angedeutet wurde. Allerdings ist dies nicht nur auf den A-Block zu bezie-
hen, sondern ebenso auf die B-Blécke. Ohne Stabilisierungen gilt B; = By, was durch SUPG
und/oder PSPG verloren geht. Der Druck und die Geschwindigkeit werden unsymmetrisch mit-
einander gekoppelt. Uberhaupt werden bei der residualen Stabilisierung sehr viele Daten der zu-
grunde liegenden Differntialgleichung miteinander in Verbindung gebracht, wodurch das Design
der Stabilisierungsparameter in Abhéngigkeiten zu deutlich mehr Grofen steht als bei den Projek-
tionsmethoden. Dies ist insbesondere bei Iterationen wie zur Zeitdiskretisierung hinderlich, weil
pro Iterationsschritt jeweils die Stabilisierungsterme neu assembliert werden miissen.

Der letzte numerische Test soll beantworten, ob ein Verfahren bessere Fehler liefert als das andere.
Bei Taylor-Hood Elementen ist bereits in Abbildung 10.2 erkennbar gewesen, dass der Einfluss der
Stabilisierung hauptséchlich auf die GradDiv Stabilisierung zuriickzufiithren ist und zus&tzliche
Verfahren kaum Verbesserungen der Fehler bewirken konnen. Aus diesem Grund zeigt Abbildung
10.5 das Q2/Q2-Element als Beispiel fiir den equal-order Fall bei einem konvektionsdominanten
Problem. Es ist zu erkennen, dass die Konvergenzordnungen der einzelnen Fehler einander ent-
sprechen. Die tatséchlichen Fehler sind bei der residualen Stabilisierung alle geringfiigig besser,
die Druckfehler unterscheiden sich sogar etwa um einen Faktor 10.

10.2 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit sind die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen in Kapitel 1 phy-
sikalisch motiviert und im Folgenden aus Sicht der angewandten Mathematik betrachtet worden.
Bei der numerischen Approximation von Lésungen zu diesen Gleichungen mittels Finiter Elemente
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Abbildung 10.5: Beispiel 8.0.1: Konvergenzverhalten der relevanten Fehlergrofen in h bei dem
Q2/Qa-Element fiir v = 107% und o =1 fiir volle residuale Stabilisierung und
volle Stabilisierung durch lokale Projektion (jeweils optimal)

ist mit unphysikalischen Oszillationen zu rechnen, welche durch Stabilisierungverfahren verringert
werden. Dazu konnten in dieser Arbeit speziell Methoden der residualen Stabilisierung theoretisch
und praktisch untersucht werden.

Genauer wurde in Kapitel 2 eine funktionalanalytische Grundlage gegeben, um ein Hilfsproblem
zur Losung der Navier-Stokes Gleichungen als gemischtes Problem auffassen zu kénnen und dessen
eindeutige Losbarkeit in Kapitel 3 zu sichern. Dieses Hilfsproblem sind die Oseen Gleichungen,
welche aus einer Zeitdiskretisierung und einer Linearisierung des Navier-Stokes Problems resul-
tieren und einen wichtigen Punkt der Arbeit einnehmen. Darauf aufbauend beschiftigte sich das
Kapitel 4 mit der numerischen Betrachtung der Losbarkeit und fiihrte die Methode der Finiten
Elemente sowie Ansétze von Stabilisierungsverfahren ein.

Die darauf folgenden vier Kapitel bilden das Herzstiick der vorliegenden Arbeit. Die genaue Un-
tersuchung der Methoden der residualen Stabilisierung konnte beginnen und dies zunichst an
den Stokes Gleichungen und damit fiir den diffusionsdominanten Fall. Es konnte die Stabilitdt
und eine a-priori Fehlerabschitzung zur Galerkin-Least-Squares (GLS) Methode gezeigt werden
und iiber Kapitel 6 im praktischen Vergleich zur Pressure-Stabilization / Petrov-Galerkin (PSPG)
und ohne Stabilisierung betrachtet werden. Es zeigte sich, dass bei Taylor-Hood Elementen ohne
Stabilisierung im Vergleich gute Resultate erzielt werden.

In Kapitel 7 wurden die Oseen Gleichungen herangezogen und theoretisch mit den verschiede-
nen Varianten der residualen Stabilisierung untersucht. Fiir Taylor-Hood Elemente gelang eine
Trennung der einzelnen Stabilisierungsanteile im Beweis zur Stabilitdt des Problems mit einer
Verbesserung der Resultate aus [Matthies and Lube, 2007] sowie eine darauf aufbauende a-priori
Fehlerabschétzung. Numerische Tests in Kapitel 8 zeigten, dass bei einer Taylor-Hood Approxi-
mation die GradDiv Stabilisierung ausreichend ist, was im Gegesatz zu den equal-order Elementen
deutlich weniger Aufwand bei nur leicht schlechteren Fehlerordnungen bedeutet.

Die eigentliche Motivation dieser Arbeit aufgreifend wurde sich im 9ten Kapitel mit dem Bench-
markproblem Driven Cavity beschiftigt. Auch in diesem Fall war wenig Stabilisierung ausreichend,
um gute Resultate zu erzielen. Es konnte eine gute Ubereinstimmung zu Werten aus der Literatur
erzielt werden.

Schlieklich konnten in Kapitel 10 einige numerische Tests zum Vergleich der residualen Stabili-
sierung mit der Zwei-Level Methode der Stabilisierung durch lokale Projektion angefiihrt werden.
Diese zeigten Nachteile auf beiden Seiten und einen eindeutigen Favoriten zu benennen fiel schwer.
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Allerdings ist unter Umsténden eine andere Variante der lokalen Projektion fihig, die Schwach-
stellen der hier zum Vergleich herangezogenen Methode auszubessern, weil insgesamt die Vorteile
der residualen weitestgehend konserviert und viele Nachteile vermieden wurden. Dies bleibt abzu-
warten.

Einen weiteren interessanten Punkt stellt die grundsétzliche Notwendigkeit der Stabilisierung dar.
Es hat sich in dieser Arbeit gezeigt, dass bei Taylor-Hood Elementen schon sehr wenig Stabilisie-
rung ausreicht, um gute Ergebnisse zu erzielen. Bei dem Benchmark Problem der Driven Cavity,
war diese Tendenz noch deutlicher. Fiir kleine Reynoldszahlen ist eine Stabilisierung bei giiltiger
BB-Bedingung nicht nétig und bei sehr hohen Reynoldszahlen ist keine eindeutige Lésung mehr
vorhanden und das Problem wird turbulent. Diese Félle sind in dieser Arbeit nicht betrachtet
worden, allerdings muss fiir solche Probleme ein sogenanntes Turbulenzmodell verwendet werden
und macht eine Stabilisierung wahrscheinlich iberfliissig. Ein zu untersuchendes Feld kénnte hier
die Interpretation von Stabilisierungsmethoden als Turbulenzmodell sein. Eine Moglichkeit dazu
bietet das Auffassen der Methoden im Rahmen der Variationellen Multiskalen Methoden, wie es
fiir die Stabilisierung durch lokale Projektion bereits in [Braack and Burman, 2006] getan wurde.

Auch fiir die spezielle Thematik der vorliegenden Arbeit halten die Navier-Stokes Gleichungen
also weiter viele offene Fragen zur wissenschaftlichen Betrachtung bereit. Damit bleiben sie als
eines der ungeltsten, mathematischen Probleme nicht nur fiir das 'Clay Mathematics Institute’
interessant.
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